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DAS PARALLELENVERFAHREN FUR OPERATORGLEICHUNGEN
UND SEINE ANWENDUNG AUF NICHTLINEARE RANDWERTAUFGABEN

Wolf-Jurgen Beyn

In this paper we consider the numerical solution of
operator equations of the form Ax = Fx, where xeZ, A is a
linear and F (in general) a nonlinear operator on Z.
Using the contraction mapping theorem in a space Z with
a generalized distance ¢ we get convergence results and
error estimates for the parallel chord method.

Basically we assume a Lipschitz condition for F and
inverse isotonicity for A. Finally we apply the general
results to discrete analogues of nonlinear boundary
value problems and we give several numerical examples.

Wir betrachten Operatorgleichungen der Form
(1) Ax=Fx, xeD(A)c Z.

Hierbei sei Z ein reeller Vektorraum, F:Z—7 sei ein
(i.a. nichtlinearer) Operator auf Z, und es gelte AeLo[ﬂ .

Dabei sei LQ[Z] die Menge der linearen Operatoren B

mit linearem Definitionsbereich D(B) in Z und Wertebe-
reich in Z, Ferner sei

L{z] = {Ber (2] : D(B)=2} .

Wir untersuchen, unter welchen Voraussetzungen an A und F
sich ein geeigneter Operator-/\elb[z] finden 188%t, so
dal das Parallelenverfahren

PAV (A -A)x™1 = (F-)xP, nenw, x%3z,

eine Folge{xn]liefert, die gegen eine Ldsung von (1)
konvergiert.
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Wihlt man den Operator /A im PAV speziell, so erhdlt man
bekannte Iterationsverfahren:

A =0 ergibt die direkte oder Picard-Iteration [1,4,8]
und JWJ=F’(x°) das vereinfachte Newton-Verfahren [8,?8].

In zahlreichen speziellen Situationen ist das PAV in
der Literatur behandelt worden,

fir nichtlineare Randwertaufgaben u.a. in [ﬂ,21,22,2ﬂ ’

fiir endlichdimensionale Gleichungssysteme, insbesondere
Diskretisierungen von nichtlinearen Randwertaufgaben
in [11,12,13,18],

fiir Integral- oder allgemeiner Operatorgleichungen vom
Hammersteinschen Typ in [4,10,14]

und ibertragen auf Operatorgleichungen der Form
™ =0, xeZ, T ein Operator auf Z, in [15,18,25].

In einigen Fallen, in denen der Kontraktionssatz auf das
PAV angewandt wird, beinhalten die Voraussetzungen neben
Lipschitzbedingungen an F Symmetrie- und Spektraleigen-
schaften von A (siehe {10,11,14,18]) oder Inversmonotonie-
bedingungen an A (siehe[11,12,22,23] ).

Wir geben in dieser Arbeit einen allgemeinen Konvergenz-
satz fur das PAV an, wobel wir uns auf den Kontraktions-
satz in Abstandsrdumen stiitzen (vgl. [4]).

Dabei zeigt sich, daB die oben zitierten Konvergenzbedin-
gungen filir das PAV sich auf eine gemeinsame Wurzel zuriick-
flihren lassen und dafBl sich liberdies Gleichungen der Form
(1) mit einseitig lipschitzbeschrinkten Operatoren F er-
fassen lassen.

Im Abschnitt 2. erhalten wir auBerdem lokale und globale
Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir die Gleichung (1).

Wir geben eine PFehlerabschatzung fir die Folge {xn] an
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und vergleichen die Konvergenzgeschwindigkeiten des PAV
fiir verschiedéene Operatoren A (siehe 2., Satz 3).

In 3. und 4. werden die Resultate von 2. in normierten und
halbgeordneten Vektorrdumen diskutiert, auf denen jeweils
in kanonischer Weise ein Abstand gegeben ist.

In 5. wenden wir die Ergebnisse des 4. Abschnitts auf
nichtlineare gewdhnliche Randwertaufgaben an. Uber die Re-
sultate in [16,22,23] hinaus zeigt sich u.a., daB die L&s-
barkeit nichtlinearer Sturm-Liouvillescher Randwertaufga-
ben mit einseitig lipschitzbeschridnkten Nichtlinearit&ten
allein aus der Kontraktion des Parallelenverfahrens folgt.,

Der Abschnitt 6. ist der Losung nichtlinearer Gleichungs-
systeme gewidmet, fiir die wir eine etwas speziellere Ge-
stalt als (1) annehmen, wie sie bei der Anwendung von Dif-
ferenzenverfahren auf nichtlineare Randwertaufgaben oft
auftritt. In den Ergebnissen sind u.a. Resultate aus
[11,12] enthalten, und es wird die Beziehung zu dem Fall
aufgezeigt, dal das PAV zwei die ILdsung von (1) monoton
einschlieBende Folgen liefert ([13,18]).

Einige numerische Beispiele zeigen die Anwendbarkeit des
PAV auf Diskretisierungen nichtlinearer Randwertaufgaben,
insbesondere solchen, bei denen Differenzenformeln héherer
Ordnung oder Mehrstellenformeln benutzt wurden.

Diese Arbeit enthalt Teile meiner Dissertation [2] an der

an der Universitadt Minster.

Ich bin Herrn Prof. Dr. E. Bohl fir zahlreiche Anregungen
und die stete Diskussion iiber den Gegenstand dieser Arbeit
zu Dank wverpflichtet.

1. Das Kontraktionsprinzip in Abstandsriumen

Fir die in diesem Abschnitt verwendeten Begriffsbildungen
sei auf [4] verwiesen.
(X, <) sei im folgenden ein halbgeordneter, archimedischer
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Vektorraum, fir den die Menge der Ordnungseinheiten
oK={eeX : VxeX 3 ceR, c20, mit +x<ce}

nicht leer ist. Durch

lel(e = inf{c>0 : +x<ce}, xeX, ecok ,

wird dann eine Schar von paarweise dquivalenten Normen

auf X erkldrt. Die linearen, monotonen Operatoren auf X
bilden die Menge

L [X] = {AeL[x] : xeX, x20=>Ax2 0f .
Mittels der Relation
Ayshy, : &= Ay-4,€L [X]  (A,A,eL0X)

wird (L[X], =) ein halbgeordneter Vektorraum. Einen Opera-
tor AELOEX] nennen wir inversmonoton, wenn Il existiert

und zu L+[X] gehdrt.,
Bei der Behandlung der Fixpunktaufgabe
(2) =x=Tx, xe¥,

fir einen Operator T:Y — Y nehmen wir an, daf auf der Men-
ge Y ein symmetrischer Abstand ¢ mit Werten in (X, <) ge-
geben ist, d.h. die Abbildung ¢ : YxY-— X habe die Eigen-
schaften

¢(x,y7)=0 > x=y, ¢(x,y)= g(x,2) +9(z,y) und p(x,y)=p(y,x)
jeweils fiir drei Elemente x,y,z€Y. Das Tupel (Y,g¢,X)

heif3t auch Abstandsraum.
Sei PeL [X]. T heiBt P-beschrénkt in einer Teilmenge Y ¥,

wenn ¢(Tx,Ty) < Pe(x,y) fir alle x,yeY gilt.
Auf Y wird durch
de(x’Y) = ”? (X;Y)"ev x,y€Y, ee€oK,

eine Schar von paarweise &dquivalenten Metriken definiert
(siehe [3]). Der Abstandsraum (Y,p,X) heiBt vollsténdig,
falls der metrische Raum (Y,de),eeoK, vollsténdig ist.

Fir weX, w20, und yeY fiihren wir
X (7,w) = {xeY : ¢(x,y) =w}
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als die Abstandskugel mit dem Mittelpunkt y und dem Ra-
dius w ein.
Nach (4] gilt der

SATZ 1: (Y,¢,X) sei ein vollsténdiger Abstandsraum und

T ein P-beschriankter Operator auf Y, I-P sei inversmono-
ton. Dann besitzt (2) eine eindeutig bestimmte Iésung XeY.
Die Iteration

(3) - 1%®, nem, x%v,

liefert eine Folge x, die beziiglich d ,ecoK, gegen X

konvergiert. Es gilt die Abschdtzung

@) ¢z, x* N <(1-2)7Tp ¢(x*, ™) fir nem.

Wir bemerken, daB die Aussage von Satz 1 fur eine Xugel
x}(y,w) anstelle von Y erhalten bleibt, wenn nur T in

ggf,(y,w) P-beschrinkt ist und ¢(y,Ty)< (I-P)w gilt;
denn (;2P(y,w),?,X) ist ein vollstidndiger Abstandsraum,

und wegen P(Tx,y) < pP(Tx,Ty)+¢(Ty,y) <Pw+ (I-Plw=w
fir XESQP(y,w) bildet T die Abstandskugel zr?(y,w) in
sich ab.

Bemerkung : Fir eine allgemeinere Formulierung des Kon-
traktionsprinzips, in welcher die Bedingungen an X und
die Konvergenzbedingung an P abgeschwdcht werden und in
der ein i.a. unsymmetrischer Abstand ¢ zugelassen wird,
sei auf [3,4] verwiesen. Dem Satz 1 entsprechende Aussa-
gen, welche die Theorie der P-Riume verwenden und in de-
nen auch nichtlineare Majoranten zugelassen werden, wer-
den in [8,20] angegeben.

2. Der Konvergenzsatz fiir das Parallelenverfahren

Bei der Behandlung der Gleichung (1) legen wir stets die
folgende Voraussetzung zugrunde:
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GV: Z ist ein reeller Vektorraum und (Z,p,X) ein vollstén-
diger Abstandsraum mit p (x+z,y+2) =p(x,y) Vx,y,z€Z.
Ferner ist AeLj [Z] und F:272 —2Z.

Fir AeL[Z] ist (1) &dquivalent zu

(5) (A-A)x=(F-A)x, xeD(A).

Setzen wir Ry(A) = {AeL[z]: (A-A)" existiert auf 2} und

widhlen ein AeRZ(A), so ist (5) dquivalent zu

6) x=(a-A"(F-A)x, xe2.

SATZ 2: Es sei GV erfillt, und es gebe Operatoren

AeR,(4), ZELO (x], A, A,€L (x] mit den Eigenschaften

(IMon) A -A und K—Kz sind inversmonoton,

(Lipa) (A-A)7" ist (A-A)~" - beschrinkt in 2z,

(IipF) F-.Alist (_/'i2 - A)-beschrinkt in aef(y,w)
fir ein yeD(A) und ein weD(A) mit

(7 ?(A;Y,'FY)ﬁ(K-ﬁz)w .

Dann besitzt (1) eine eindeutig bestimmte Ldsung X in
aef(y,w) ~D(A). Das PAV liefert fiir jeden Startvektor

o) . n . . -
x € ®(y,w) eine Folge x* in 22p(y,w), die beziglich dgs

eeoK, gegen X konvergiert. Es gilt die Fehlerabschdtzung

(8) 9, x™ N2 @-A)A,-A) oG, x™ D), nem.

Beweis: Wir wenden Satz 1 und die darauf folgende Aussage
mit T= (A-A)T(F~A) und P= (A-A)"N(A,-A) an. Nach
(LipA) und (LipF) ist T in aeP (y,w) P—beschrénkt. Aus
p((A =)y, (F-A)y) = ¢(Ay,Fy) s (A-A 0w folgt

P(y,Ty) = (& - (A - Ay, (A=A (F-A)y)

< A-ATNE-Aw = (B-A) N @T-A-A, +A)w = (I~ P)w.
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Fiir den Operator V=1I+ (& -ﬁ2)'1(ﬂ2—ﬁ)€L+[X] erhdlt man

nach einigen Umformungen V(I-P)=(I-P)V=1I, also die In-
versmonotonie von I ~P. Daher ist (6) in Bee(y,w) und (1)

in D(A) A X, (y,w) eindeutig lésbar und das PAV konver-
gent. Die Abschitzung (8) ergibt sich aus (4) mittels der
Gleichung (I-P) TP=VP=V-I=(R-A,)7(A,-RA). q.e.d.

Bemerkungen zu Satz 2:

1. In Satz 2 gilt offenbar eine globale Existenz- und
Eindeutigkeitsaussage fiir die Gleichung (1) und die Kon-
vergenz des PAV fur alle x%e Z, wenn die Bedingung (LipF)
auf Z besteht.

2, (1) ist ebenfalls in Z eindeutig ldsbar, wenn wir an-
nehmen, daB es zu jedem veD(A), v 20, Operatoren

A (v) € Ry(A) und A (v) e L[X] gibt, die anstelle von A

und A den Bedingungen (IMon) und (LipA) geniigen und fir
die (LipF) auf x?(y,v) gilt. Fir die iterative Berech-

nung der Idsung von (1) gélten die Aussagen von Satz 2,

wobei lediglich A durch A (w) und A durch A (w) zu er-
setzen ist.

Zum Beweis der Eindeutigkeit der L&sung von (1) in D(A)

wiahlen wir ein zeoK mit z = ¢(Ay,Fy), setzen w= (A -_/.{2)_12.

und wenden fir jedes c>1 den Satz 2 mit cw, A(cw), A(cw)
anstelle von w, A, A an. BEs folgt dann die Eindeutigkeit
der Lésung in D(A) n(uU {2, (y,cw): ¢ =1} ). Sei nun xeD(A).

Dann existiert ein c21 mit ¢((A-A(w))x,(A-A(w))y)<cz.
Mit Hilfe von (LipA) folgt .?(x,y)ﬁc(ﬁ-]\(w))"lz =

e = (& -Aw)) (A, -Aw))w) < cw.

Damit ist D(A) C U{ao(y,cw): c2 1} gezeigt.

Im folgenden Satz vergleichen wir die Konvergenzgeschwin-

digkeiten des PAV fiir verschiedene Operatoren A .
Als MaB fiir die Konvergenzgeschwindigkeit verwenden wir
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den Spektralradius 6(P), wobei PeL [X] den Operator
(A-A)"W(F-A), mit dem im PAV iteriert wird, beschrankt.

SATZ %: Es seien die Voraussetzungen von Satz 2 erfiillt.
Seien ferner PeRZ(A) und " € L[X] gegeben, welche anstelle

von A und A den Bedingungen (IMon) und (IipA) geniigen,
Schliefllich gelte

(9) A~T ist (A-T")-beschrénkt in Z.

Dann sind alle Voraussetzungen von Satz 2 sowohl mit den
Operatoren A, A als auch mit /", 7 anstelle von A, A
erfiillt, Fir die beschridnkenden Operatoren

P=(X-A)"N(A,-A) und Q= (A-T)N(A,-T) gilt
(10)  6(P) = 6(Q).

Beweis: Wir zeigen die (.;1_2-F)—Beschrénktheit von F~[7
in %®,(y,w). Seien u,ve 29?(y,w) gegeben. Mit (ILipF), GV

und (9) folgt

(P =Mu, (F-Mv)< o((F-Mu, (F-A)v+ (A -Mu)

+ Q((F=-MA)v+ (A =Mu, (F-)v) = ¢((F-A)u, (F-_-/\)V)
pUANA = Mu, (A =Mv) (A, -A)e(u,v) + (A -Mplu,v)
(As=-Melu,v).

Es bleibt (10) nachzuweisen. Nun sind
B-A,=R-A-(A,-N)=L&-T ~(A,-") zwei Zerlegungen

+

2
des inversmonotonen Operators K-ﬁ2, wobei A - A und K-ﬁ

inversmonoton sind und 05.7{2-/.\5/—\2-/; gilt. Nach einen

bekannten Vergleichssatz fiir Spektralradien folgt dann (10)
( siehe {4] TI 4.5, wobei die Aussagen dort auch gelten,
wenn die beteiligten inversmonotonen Operatoren in Ly X]
liegen). g.e.d.

Bemerkungen:
1. Nehmen wir die Vollstindigkeit des Raumes (X,ut|e),

e€okK, an, so bleibt die Aussage von Satz 3 erhalten,
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wenn wir die Bedingungen (IMon) und (LipA) nicht voraus-
setzen; denn man kann zeigen, daf diese aus (9) und den
entsprechenden Bedingungen fir M und ﬁ folgen.

2. Satz 3 besagt, vereinfacht ausgedrickt, dall das PAV
mit A hdéchstens pschneller" konvergiert als mit I .

3. 1In [2) werden diesem Abschnitt 2. entsprechende Aus-
sagen flir Operatorgleichungen vom Hammersteinschen Typ

(11) x=GFx, x€z, F:Z2 —7Z, GeL[Z],

auf welche sich (1) i.a. zuriickfilhren 1l48t, hergeleitet.
Dort werden auch unsymmetrische Abstdnde zugelassen.

3, Das Parallelenverfahren im normierten Raum

Wir diskutieren die Ergebnisse aus 2. in diesem und dem
nidchsten Abschnitt fiir zwei spezielle Abstandsridume
(Z,p,X). Zundchst sei (Z,l # ) ein normierter Raum. Wir
verwenden die Abstandsmenge X =R und den Abstand

?(X,y)=ﬂx—y" y X,Y€Z.

Setzen wir fiir die Operatoren A,A ,A, in Satz2 reelle

17

Zahlen a, X, A, ein, so fordert (IMon) lediglich die Unglei-

chungen X< a, A, <a. Es sei ferner

R(A) = {peR: (A-uI)”" existiert auf Z und ist stetig}
S(A) = R\R(A) (das reelle Spektrum von A).

Fir A= 2I mit einem MeR(A) ist dann /teRZ(A) und (LipA)

fordert die Ungleichung H(A-AI)'1H é(a}-A)—q. Diese Be-
dingung realisieren wir durch eine Forderung an S(A).

SATZ 4: Es gelte
GV, I 1) (2,1 ) ist ein Hilbertraum, F:Z —Z , Ael_[z]

ist symmetrisch und D(A) dicht in Z.

[Aq,kg C R sei ein nichtleeres Intervall mit

(Lipa,}l 1) p 4[,\,1,)\2] fir alle pe S(A)
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(TipPJl 1) F- 3\, + AT ist A(h, - A,)-beschrénkt in
2(y,w) = {xeZ:llx - y|| «w} fur ein yeD(A) und
ein weR it

(12) w2 (a-x,)"lay -, 0<a-A, gaist([A,,AJ, ().

Dann besitzt (1) eine in (y,w) n D(A) eindeutig bestimm-
te Losung X. Das PAV mit A =AI, 7\:%0\1 +X,), konver-

giert fir alle x°e be(jr,w), und es gilt die Fehlerab-
schatzung
(13) Iz =" 2y -1 (2 = AT xx™ T nem,A=3 (A, +A,),

Be‘weis: Wir wenden Satz 2 in der oben beschriebenen Wei-
se mit A= ;(A1 +A,) an. Da A hochstens ein reelles Spek-
trum hat, folgt aus dem Spektralsatz (siehe [24] Kap.5)
(A= 50 + AT\ {0} = {(u- 50 + X)) s pes(ad}

und damit N(A-F(A, + 2D =6CA- (A, +3)D™ )

= sup “/.L— %(/\1 + /\2)|—1‘: }ueS(A)} < (a- %(A,I +)\2))'1.
(IipF) ergibt sich unmittelbar aus (LipF,l ). q.e.d.

Entsprechend der Bemerkung 2. zu Satz 2 erhalten wir im
Fall (GV,ll I|) die Existenz und globale Eindeutigkeit
einer ILdsung X von (1) unter den Voraussetzungen

(1) p2as ), fir alle peS(A),

(ii) 2zu jedem veR, v20, existiert ein kq(v)e R und zu
je zwei x,l,xeease(y,v) ein selbstadjungierter Opera-

tor dF(x,,x,)eLlZ] mit

Fx, - Fx, = dF(x,,%x5)(x, = X5) und

}\,I(v)(z,z) é(dF(x,],xz)z,z) é)\2(z,z) fir alle ze2 ;
denn aus (ii) folgt, daB F-—%(A,](v)+A2)I in 3 (y,v)
%(/\2 - A,(v))-beschrénkt ist.
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Zur iterativen Berechnung der ILésung von (1) unter den
Voraussetzungen (i) und (ii) gelten die Aussagen von Satz 4
mit A,l(w) anstelle von /\1. Setzen wir im Satz 3

M=AI, M=\ sowie /\= g-()\,l (W) + A1, A - g-()\,l (w) +>\2) ein,
so folgt weiter, daB das PAV fiir alle A =AI mit
1
(14) X & 5s(h,(w) +X5)
und Jjeden Startvektor x%e ¥(y,w) konvergiert und zwar im

Fall A= %()\1 (w) +/\2) am pschnellsten".

Bemerkung: Das PAV fiir die Gleichung (11) lautet ([2])
(15) (I—G/\)xn'm = G(F-A)x?, ne N, x% 7. '

In [14] wird ein Konvergenzsatz fir die Iteration (15)

mit N =AI bewiesen, wobei eine (ii) entsprechende Voraus-
setzung angenommen wird, die von F eine lokale ILipschitz-
beschrankung und eine Monotoniebedingung im Hilbertraum
fordert.

In leicht modifizierter Weise wird die Iteration (15) mit
A =AI , wobei A zwischen aufeinanderfolgenden charakte-
ristischen Zahlen von G liegt,auch in [10] benutzt, um
einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fir die
Hammersteinsche Integralgleichung zu gewinnen (vgl.[2]).

4, Das Parallelenverfahren im halbgeordneten Vektorraum

Es sei (X,%<) im folgenden ein Rieszscher, halbgeordneter
Vektorraum ; zu Jje zwel Elementen x,yeX existiert also
ein Element z = sup(x,y)eX mit z >2X,¥

und der Eigenschaft veX, v2x,y=>vxz (vgl. [8]).
Setzen wir x| = sup(x,-x) fir xeX, so kénnen wir in Ab-
schnitt 2. Z =X annehmen, wenn wir den symmetrischen
Abstand p(x,y) = [x-yl, x,yeX, verwenden.

Sei YcCX. XY bezeichne die Menge der Operatoren T:Y——s X,

Ein Operator 7eX® heiBt monoton in Y, wenn
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x4y, X, ye¥—>2>Tx<Ty gilt.
Fir die Beschreibung von Lipschitzbedingungen ist es

zweckmallig auf XY eine Relation , ¢" einzufilihren, welche

die in 1. auf L[X] definierte Halbordnung erweitert.

(16) T, <T, in ¥ :&=>T,-T, ist monoton in ¥ (T,,Tex"),
"Fir die Relation , €" hat man offenbar bis auf die Anti-
symmetrie die Ublichen Rerchenregeln einer Halbordnung ,und

es gilt die Implikation
T,<T, in Y, Pel [X] => PI,< PT, in Y,

1 —
Den Zusammenhang zwischen der P-Beschrinkung eines Opera-
tors TeX® und der Relation , 4" aus (16) stellt das fol-

gende Lemma her.

LEMMA :  Sei PeL [X] und T:Y<X —>X. Aus
(17) T ist P-beschrinkt in Y

folgt
(18) +T <P in Y.

Ist Y beziliglich der Bildung des Supremums abgeschlossen,
s0 sind (17) und (18) Zquivalent.

Beweis: (17)=>(18): Seien x,yeY mit x< y gegeben. Dann
folgt |y - x| = y=x und nach (17)
+(Ty - Tx) £ |Ty - Tx|< P|y-x| =Py - Px, also +T<P in Y,

(18) =>(17): Seien x,yeY gegeben. Dann ist v=sup(x,y)eY,
und nach (18) folgt

Ty -~ Tx = «Tv = (=Ty) + Tv = Tx £ Pv = Py + Pv = Px = P(2v-x~y)

= Ply - x}. Ebenso erhalten wir Tx- Ty <P |y -~ x| und damit
|Ty - Px| < Ply - x]|. g.e.d.

Wir setzen jetzt voraus

(GV, <€) (X,S) sei ein Rieszscher,archimedischer,halbge-

ordneter Vektorraum mit Ordnungseinheiten, und

(%, |ls)» e€oK,sei vollsténdig.Sei AcL_[X],Fext,
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Es sel A,sF=A, in [y -w,y+w], wobei y,weX, w=0 und

1
A1 .A2<-:L[X] angenommen sind, Hieraus erhalten wir mit Hil-
fe des Iemmas, daB F -~ %(A,] +A5) in [y -w,y+ W]

%(Ag -A,)-beschrénkt ist. Setzen wir A=A, A, =Ny, A=A,
A= %(-A,| +A5)in Satz 2 und verwenden den obigen Abstand,

so folgt (LipA) aus (IMon), und wir erhalten den

SATZ 5: Es sei (GV,<) erfiullt, und es gebeA,,N\,eL(X]
mit A= .A2 und

———

1
(IMon, <) A- %(./‘L,] +_/\2) und A -J12 sind inversmonoton,

(ILipF, <) A= F£A2 in [y-w,y+w] fiir zwei Elemente

y,weD(A) mit
(19) 1Ay - Fy | = (A -A5)w.

Dann besitzt (1) eine eindeutig bestimmte ISsung X in
[y -w,y+w]~ D(A). Das PAV mit A = m(A , +A,) liefert fiir

alle xoe[y—w,y+w] eine gegen X konvergente Folge x" in

[y -W,y + w] , und es gilt die Fehlerabschédtzung
- n+1 -1 n n+1 _Aa
1% - x°+ :S(A—/La) (J\.2-/\)|x -X l,new,/\—z(/\,] +J\.2).

Unter den Voraussetzungen von Satz 5 erhalten wir ferner
nach Satz 3, daB das PAV auch mit jedem Ae L[X], fir das
As%(/\,] +_/\2) gilt und A -_A inversmonoton ist, konvergiert

und zwar im Fall A = %(A,] +./\2) am yschnellsten". Ist Uber-
dies /A= A, und sind x? bzw. y" die fiir die Startvektoren

x% =y -w bzw. y° =y +w sich ergebenden Folgen, so gilt

(20) x° 1 n n+1 +’1£yn 1

€X' = 02X =X < x=y" <...<y =<y°,neMN.

Zum Beweis von (20) bemerken wir, daff (A -A)—/](F-A) in
[y -w,y+w] monoton ist und daB x°= x,l, v1< y° nach
Satz 5 gilt. Hieraus folgen die Ungleichungen

x°=...=< xn$xm, ymSyns o .<_y° fir alle mzn und damit
{20) nach Ausfiihrung des Grenziiberganges m— oo .
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Entsprechend den Bemerkungen zu Satz 2 gilt in Satz 5 eine
globale Eindeutigkeitsaussage, wenn (ILipF, <) auf ganz X
giltig ist oder wenn es zu jedem veD(A),v>0, ein

Ay (v)eL[x] gibt, fir das (IMon) mit Nq =\ (v) una

(21) A (v)SF <A, in [y -v,5+V]

gilt., Diese letzte Bedingung stellt dabel eine einseitige
Beschriankung fir F verbunden mit einer lokalen Lipschitz-
bedingung dar.

Bemerkungen

1. Setzen wir X =R"™ und wihlen A als mxm - Matrix, so ist
die Bedingung (GV, <) fiir die komponentenweise Halbordnung
und das komponentenweise genommene Supremum im R" erfiillt,
In Satz 5 kann ferner D(A) = R™ angenommen werden.

2. Satz 5 und die darauf folgenden Ergebnisse lassen sich
fir die Operatorgleichung

(22) Tx= 0, xeX, T:X— X,

formulieren., Setzen wir F=-T,A, = -5y Np==I", und
A=0 in Satz 5, so ergeben sich die Bedingungen

(IMon, <) %( ["4+5) und ', sind inversmonoton,

(IipF, <) P,IsTs/"g in [y-—w,y+w] ,wobei | pyl < /",!w gilt.

Das PAV erhdlt dann die Form
(2%) 7. xn-F—"Txn, ne N, F’=%( /_',] +F2).
Dies ist die in [18] als "parallel chord method"™ bezeich-

nete Iteration. Fir [ = T'(x?) erhdlt man wieder das ver-
einfachte Newton-Verfahren. Anwendungen des lokalen Kon-
traktionsprinzips auf (23) sind u.a. in [45,25] darge-
stellt, worin jeweils direkt fir I-/""'T eine Beschrinkung
P, welche kontrahiert, angenommen wird, .
Ubertragen wir den monotonen EinschluB (20) auf die Itera-
tion (23), so 1ldBt sich dieser bereits aus einem Satz in
[18] 15.2.3 entnehmen, wobei die dort geforderten Start-
vektoren sich gerade aus unseren Voraussetzungen ergeben.
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5. Anwendungen auf Randwertaufgaben

Wir wenden die Aussagen von 4. auf nichtlineare, gewthnli-
che Randwertaufgaben der Form
“l

(24) Lx= £(-,x) in [a,b], Rx= 0, =xeC%[a,b],

an, Dabei sei L ein gewOhnlicher, reguldrer Differential-

operator der Ordnung k e N, feC([a,b]x R) und R sei eine

Abbildung von C57[a,b] nach RS mit den Komponenten

k - -
Rix=21 (cxiJ.xCJ"’)(a)+/31J.x(3'1)(b)), 121, ...,k .
J:a

Wir setzen D(L) = {xeC¥[a,b) : Rx =0} und definieren fir
zwel Funktionen x,yeX==C[a,b]

x<y 1< x(t) =y(t) Vte[a,b] ; suo(x,y)(t)=sup(x(t),y(t))
fur te{a,b]. Mit A=1L und

(Fx) (%) = £(t,x(t)) fir te[a,b) und xe Cla,b]

ist dann die Bedingung (GV, <) erfiillt.

Bekanntlich besitzt der Operator L:D(L)— C[a,b] genau
dann eine monotone Inverse, wenn das Paar (L,R) invers-
monoton (oder von monotoner Art vgl.[8]) ist, d.h. wenn

fiir alle xeC¥[a,b] stets Ix =20, Rx = 0=>x 20 gilt.

Es seien jetzt zwei Funktionen K,,,ngc[a,b] mit den fol-

genden Eigenschaften bekannt:

(1) (L-K;()I,R),(L-4(K,(-)+K;(-))I,R) sind invers-
monoton,

(ii) fir alle u,veR mit u>v und alle tela,b] gilt

£,u) = £L6V) ok (o)

K,|(t)s

Dann ist die Randwertaufgabe (24) eindeutig l8sbar.
Setzen wir Jﬂﬂ==Kq(-)I und JN2==K2(-)I, so folgt dies un-

mittelbar aus der im AnschluB an Satz 5 getroffenen glo-
balen Eindeutigkeitsaussage.
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Fordern wir die Bedingung (ii) nur fur -
u,ve[y(t)-w(t),y(t)+w(t)], te [a,b], wobei die Funktionen
y,weD(L) der Ungleichung

(25) (L-EKy(*)I)wz|Ly - Fy|

geniigen, so folgt nach Satz 5, daB (24) in [y-w,y+w}1D(L)

eindeutig 16sbar ist und daB das Parallelenverfahren

(26) Tx™T k™1 £ (o, ™) - kx®, Rx™* 1 =0, newm,
b

mit K::%(Kq-sz) fir alle x%e[y - w,y + w] konvergiert.

Ein #hnliches Ergebnis wird fiir den Fall K=0 in [8] 815

angegeben. Dort wird zunichst ein Iterationsschritt (26)

ausgefliihrt und dann ein Intervall mit dem Mittelpunkt x1

konstruiert, in welchem eine Idsung von (24) liegt.

Wir betrachten nun spezieller als (24) die Sturmsche
Randwertaufgabe

Ix==-x"+p1x'==f(-,x) in [a,b], xng[a,b],

(27)
Rx = (yx(a) - Byx ' (2) 0% (D) + fx' (8)) =0,

wobei wir pqu[a,b], fec{[a,b] x R) und die Normierung

A, >0 oder ( Ay =0 und a  >0) fiir s=a,b annehmen.

Fir ein Kaec[a,b] ist dann nach [19] die Inversmonotonie

von (L-Ka(-)I,R) dquivalent mit der Forderung

(28) Es gibt ein veCZ[a,b] mit v =0, (L-Ky(+)D)v =0,
Rv=0, und es gilt nicht (L-Ke(-)I)V=O, Rv = 0.

Rv =0 bedeutet dabei R,v,R,v=0. Aus (28) erhalten wir un-

mittelbar, daB die zweite Inversmonotoniebedingung in (i)
stets erfiillt ist.

SATZ 7: Es existiere ein K2ec[a,b] mit (28) und zu jedem

Intervall [wq,wg]czc[a,b] ein Kq(-;wq,wa)eC[a,b] mit der
Eigenschaft
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f(t,u) - £{t,v)
u-v

K (t3w,,ws)= <K,(t) fur u,ve[w,(t),wy(t)]

mit u>v und alle te[a,b].

Dann besitzt (27) eine eindeutig bestimmte Ldsung.

Beweis : Setzen wir qu(v)==K1(-;-v,v)I, so ist mit y =0
die Lipschitzbedingung (21) erfiillt, und damit folgt die
Behauptung des Satzes. g.e.d.

Nach den Aussagen von 4. erhdlt man die Idsung von (27)
iterativ auf die folgende Weise:

Man wahle ein yeD(L), bestimme ein weD(L) mit (25) und ite-
riere nach (26) mit einem x%°c[y-w,y +w] und einem KeCla, b,
fir das Kfé%(Kq(-;y-—w,y4—w)+-K2) gilt. Die Iteration (26)
ist fiir den Fall, daf8 K seine obere Schranke annimmt, am

wschnellsten". Im Fall Kﬁ?Kq(-;y-w,y<+w) liefert (26)

fir die Startfunktionen y-w und y+w zwel die Ldsung von
(27) monoton einschlieBende Folgen.

Bemerkungen

1. Satz’? enthiélt eine Reihe von bekannten Aussagen (sie-
he [16,22,23] ). In [22,23] wird fir aie Falle B, =f, =0

und db==ﬁ%==0 die Kontraktion der Iteration (26) unter

beidseitigen ILipschitzbedingungen an f und ihr monotones
Verhalten auch im einseitigen Fall gezeigt. (26) wird dort
als modifizierte Picard-Iteration bezeichnet (vgl. auch [1]).
Die Erzwingung der Monotonie der Folge x' in (26) durch

ein geeignetes KeC[a,b] wird auch in [21,26] behandelt.

2. Fir Abschwdchungen der Stetigkeitsbedingungen an f in
Satz 7 und weitere Anwendungen der Aussagen von 4. auf
Systeme von Anfangswertaufgaben und elliptische Randwert-
probleme sei auf [2] verwiesen,
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6. Anwendungen auf Diskretisierungen von Randwertaufgaben

Wir wenden die Aussagen von 3. und 4., auf endlichdimensio-
nale Gleichungssysteme an, die wir in einer spezielleren
Gestalt als (1) annehmen:
(29) Ax=BOx+r, xe R".
Dabei seien A,BeL[Rm}, reR™ und 4): R® — R" sei ein Dia-
gonalfeld, d.h. es existieren Funktionen Wi:R-*a R mit
(Di(x) =“Pi(xi) fir i=1,...,m und alle xé€ Rr™,
Far x,ye;Rm und i=1,...,m setzen wir im Fall X5 ¥Yy

X

di¢(X,Y)= Lo s

folgenden stets so zu wahlen, daBl eventuell auftretende Re-
striktionen an 4 (I)i(x,y) erfiillt sind.

Gleichungen der Form (29) treten bei der Diskretisierung
nichlinearer Randwertaufgaben auf., Sie werden in [6] ein-
gefiihrt, und in [5,6] werden hierfiir Stabilitéitsunglei-
chungen bewiesen.

I Symmetrischer Fall

Wir wenden die Aussagen von 3. auf (29) an. i I, sei die
Euklidische Norm des R"™. Die bei der Anwendung des PAV
durchzufiihrenden Rechnungen geben wir in einer Schrittfol-
ge an, wobei wir annehmen, daB die Prifschritte positiv
verlaufen.

Voraussetzung : A ist symmetrisch und B=TI.

Schritt 1: Wdhle eine Ndherung yeR™ fiir eine Issung von (29).

Schritt 2: Wihle einen Bereich Yc R™ mit yeY und bestimme
ein Intervall [K’I’Ka]’ das in einem eigenwertfreien Intervall

(K4,K,) von A liegt und gleichzeitig alle diQ) (u,v) (u,vey,
i=1,...,m)enthdlt (E,} ==, K;=-00 2zugelassen).

Schritt 3: Berechne w= (Min(K,-K5,K,-K;)) Ay -Bo y - o

- 2
(Minimum = K, - Ky, falls K,=-o0 gilt).
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Schritt 4: Bestimme reelle Zahlen M,] und M2 mit

{M1 ) Min; [a;¢ (u,v): u,veae(y w)l.

M, = Max * ’

Setze x,!_= My, X5 =M, und priife, ob [A,},A2]c [Kq,K5] silt.
Schritt 5: Iteriere gemidB

(a -%(A,1 + )\Z)I)xm”] =B x" - %()\,] + >\2)xn+ r, neN, x%cx (y,w).

Schritt 6: (29) besitzt genau eine ISsung X in 2 (y,w)

(bzw. in R™ im Fall K,‘*-'-oo). Schitze den Fehler ab nach
- . = - -1
1% =™, = O = M) (@Min(K, - Xy, Xy = KTk - X

(im Fall }.{,] = -0o ist das Minimum gleich I-(a- )2 zu setzen).

Der Beweis der Aussagen von Schritt 6 ergibt sich im Fall

K, > -co unmittelbar aus Satz 4, wenn wir dort F=0¢ +r
und a = )‘2 + Min(I—(g =5y Ay - I_{,]) einsetzen und K;=X,, A 5<K,
beriicksichtigen. Im Fall 17:,1 = -00 sind entsprechend die

Bedingungen (i) und (ii) von 3. erfillt.

Bemerkungen :

1. Der Test in Schritt 4 verliauft stets positiv, wenn der
Schritt 2 fiir ¥ = R™ durchfiihrbar ist, d.h. wenn alle Dif-
ferenzenquotienten von ¢ in einem eigenwertfreien Inter-
vall von A liegen. Fir den Fall, daB die Differenzenquo-
tienten unterhalb des kleinsten Eigenwertes liegen und
auBlerdem eine untere Schranke besitzen, wird die Kontrak-
tion des PAV in [11] und [18] 12.1.3. bewiesen.

2. Die obige Schrittfolge 1a8t sich mit geringen Anderun-
gen auch fir symmetrische Matrizen B beibehalten, wie wir
hier ohne Beweis angeben., Man bestimmt dabei zusadtzlich in
Schritt 2 ein Intervallbuq,/tﬂ mit 4,>0, das alle Eigen-

werte von B enthilt und setzt im Schritt 4

1 = 1 1 -
M,a=p@p+o) F 5k 4 (%= ) mit

oy = Min( ugMy,y poty) und X = Max( uMy, poMy).
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Beispiel : Auf die nichtlineare Randwertaufgabe
(30) -x"=£(+,x) in [a,b], x(a) =¥, x(b) =¥}
wenden wir ein einfaches Mehrstellenverfahren mit der
Schrittweite h=(b-a)(m+1)™", me®, an ([9])
n™2 (=x(t-h)+2x(£)-x(t+h)) =
(31)  r(£(t-h,x(t=h))+10£(,x(£) )+£(t+h,x(t+h)))
fir t=a+ih (i=1,...,m) ; x(a)ab’a, x(b)=b’b.

Fir den Fall [a,b]=[0,1], ¥. = ¥q = O,f(t,x)=1205inh(§) +1

o
(te[O,’!] , XxeR) und h=£c ergaben die obigen Schritte:
Schritt 1: y=0 ;

Schritt 2: Ki=2h‘2(1 -cos(iTh)) fir i=1,2; [K;,K5] =[15,34]
und 0 < , = %(5+cos(ﬂ mh)), f =2';(5+ cos(m h)).

Schritt 3: w=1.216052 ; |
Schritt &4: [hg,%5] = [15. 039 421, 25. 675 534] ;

Schritt 5: es wurden 10 Iterationsschritte des PAV mit

x° = y ausgefihrt.

% | x 10 (%) llli—x10|125
0.% | -0.071813 410
0.5 -0.095 777 (nach Schritt 6)

oI Inversmonotoner Fall

Bei der Anwendung von Satz 5 auf Gleichungen der Form (29)
verfahren wir &hnlich wie im symmetrischen Fall, indem wir
eine fir die numerische Rechnung zu durchlaufende Schritt-
folge angeben. Die Bedingung (GV,=<) sei wie in 4. Bemer-
kung 1. realisiert.

Voraussetzung : Es sei B=0.

Schritt 1: Wiahle eine Ndherung y fiir eine Idsung von (29).
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Schritt 2: Wdhle einen Bereich Yc¢ R™ mit yeY und bestim-
me obere Schranken Ké (i=1,...,m) fir did) (u,v) (u,veY),
So daB A-A, mit A,=BD,, D,=diag(Ks:i=1,...,n), invers-
monoton ist.

Schritt 3: Berechne we R™ aus (4 -Ay)w = Ay - By - rl.
Schritt 4: Bestimme reelle Zahlen M,i',M% (i=1,44.,m) mit

M'j}' = Min

. d, ¢ (u,v): u,ve[y-w,y+wl}.

ML = Max t

2 —
Setze /\,' = BD,, D, =diag(M,l|: i=1,...,m) und prife, ob
MgSK% fr i=1,...,m gilt.

Schritt 5: Wiahle eine mxm - Matrix /\ mit A= %(/\.,] + ./\2),
so daB A-_Ainversmonoton ist, und iteriere gemif
(A—A)xnﬂ = B0 x" -/\xn+r, nelN, x%e [ Y =W,y + w] .

Schritt 6: (29) besitzt genau eine Isung X in [ y-w,y+w].
Schiétze den Fehler ab nach

1% - x=<(a -/\2)"‘ (Ao =A™= nem.
Zum Beweis der Behauptung von Schritt & wenden wir Satz 5

und die darauf folgenden Aussagen mit F = Bd) + T an.
_/\,]SFS/\2 in [y-—w,y+w] folgt aus B= 0 und der nach

Schritt 4 giltigen Ungleichung D,Ii(b = D2 in [y-W,y + W} .

Wir erhalten lberdies aus 4. , daB das PAV in Schritt 5
fir A=g(/, +A,) am .schnellsten" ist und daB sich fir
/\E_A,' mit x° = y -w und yo =y +w der monotone Einschlufl

(20) ergibt.

Bemerkungen
1. Der Test in Schritt 4 verlauft stets positiv, wenn

der Schritt 2 mit Y = R® durchfiihrbar ist. Gilt iiberdies
(32) B=1 und A-D, ist eine M-Matrix,
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so kann in Schritt 5 jede Diagonalmatrix A = (D, +D,)
verwendet werden; denn mit A- D, ist nach[#]VI6.’12 auch
A-AN=(A- D2) + (D2 -/A) eine M-Matrix, also inversmonoton.

2. Die Kontraktion des PAV im Fall (32), wenn zusitzlich
D2 =cI fiir ein ¢<O0 gilt und eine untere Schranke filr die

Differenzenquotienten von ¢ existiert, wird fiir Diskreti-
sierungen elliptischer Randwertaufgaben in [’11,12] gezeigt.
Fir die Monotonie des PAV im Fall (32) mit D, =0 siehe[13]

Beispiele : Fir die Randwertaufgabe (30) behandeln wir
die Diskretisierungen

h-e(-x(t-h)+2x(t)-x(t+h)) = f£(t,x(t)) fir t=a+h,a+mh,
(33)  Amh~2(x(t-2h)-16x(t-h)+30x(t)-16x(t+h)+x(t+2h))

= £(t,x(t)) fir t=a+ih, i=2,...,m=1, x(a)za’a,x(b)=b’b,

gch'z(-x(t-eh)-'lsx(t-h)+34x(t)-16x(t+h)-x(t+2h))

(34) = %(21‘(t-h,x(t-h))+1’lf(t,x(t))+2f(t+h,x(t+h)))

fir t=a+ih, i=2,...,m-1; die Mehrstellenformel aus
(31) fir t=a+h,a+mh und x(a) =¥, x(b) =¥y

In [7] wird das Konvergenzverhalten der Diskretisierungen
(31),(33) und (34) untersucht.

Wir behandeln hier die Aufgabe (33) nach der obigen
Schrittfolge fiir den Fall [a,b]=[0,1], ¥y =¥ =0 und

£(t,x) =e X -1 fir te[0,1] und x eR. Fir h =51U ergab sich:
Schritt 1: y wurde aus Ay =BS+r (§,=1 fir i=1,...,m) be-
rechnet; Schritt 2: D, =0; Schritt 3: w wurde aus der
Gleichung Aw = IB(6-—¢y)I bestimmt; Schritt 4: Die be-
rechneten Werte M,jt‘, M% lagen in [-1.31, -0.98], i=1,...,1.
Schritt 5::wurde bis zum ersten Index N mit

| N+ _ Nl < 10'66 ausgeflihrt. Die exakte ILSsung von (33)ist

X=0, so daB Pl der tatsdchliche Fehler von xV'1 ist.
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Kontraktion des PAV monotoner Einschluf
N=gh,y, N=5, x®=y N=5, A=A, N=4
0.1 | 0.2584 E-8 0.4657 E-8 | -0.0275 E-8 0.1195 E~8
0.3 |0.6613% E-8 1.2300 E-8 | -0.0769 E=8 0.3338 E~-8
0.5 | 0.8079 E-8 1.5267 B=8 | -0.0982 E-8 0.4262 E~8
0.1 | 3,305 785 12 2.5E=8 | 3.305785 07 |3.305785 19
0.3 | 2.366 863 90 5.3E=-8 | 2.366 863 76 |2.3%66 864 10
0.5 [ 1,777 777 77 5.28-8 | 1,777 77760 [1.777 777 80
N=6 N =11 N=11
(E-8 = 1079).

Der zweite Teil der Tabelle enthdlt die entsprechenden
Daten fir die Aufgabe (34) im Fall [a,b] =[0,1], ¥ =4,

¥, =1 und £(t,x) =- 4x° rir te[0,1] und xeR.
(vgl.[9] I1§1, dort wird auch eine exakte Ldsung der Rand-
wertaufgabe angegeben). Im Verlauf der obigen Rechen-

schritte wurde y = A-/'r, D, =0 und w= A7 (B yl gesetzt,

Bemerkungen

1. Die inverse Monotonie von Matrizen, wie sie in den
Schritten 2 und 5 gefordert wird, wurde im Fall (33) mit
Hilfe von Kriterien aus [17] und im Fall (34) mit bekann-
ten Aussagen lUber L - Matrizen gezeigt (vgl.[#}).

In [7] wird das PAV auf die Gleichungen (31),(33) und (34)
angewandt, wobei sowohl ein a-priori Bereich fir die Io-
sungen (vgl. Schritt3 ) als auch eine Fehlerabschétzung
(vgl. Schritt 6) aus einer Stabilité@tsungleichung gewon-

nen werden.
2. Das PAV wird im Fall A =F'(x) (X sei eine Idsung von

(29)) lokal quadratisch konvergent. (vgl.[18]). Wie auch
die Beispiele zeigen, beeinflufit daher neben der Ver-
gleichsaussage iliber die lineare Konvergenzrate auch die
Nihe von A zu F'(X) die Konvergenzgeschwindigkeit des
PAV in numerischen Rechnungen.
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