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ZUR ANWENDUNG DER THEORIE UBER DEN SPEKTRALRADIUS LINEARER,
STRENG-MONOTONER OPERATOREN

von E. Bohl, W.-J. Beyn und J. Lorenz in Miinster

Bei streng-monotonem und vollstetigem linearen Operator A auf einem halbgeord-
neten archimedischen Vektorraum (X, <) mit Ordnungseinheiten gilt, dafl der Spek-
tralradius of4) einfacher Eigenwert von A ist mit einer Ordnungseinheit als Eigen-
element [10]; auf X ist dabei die Ordnungstopologie anzunehmen. Gleichzeitig kann
0(A) eingeschlossen werden(l,2,15), Hierbei heiflt ein monotoner linearer Operator 4
streng-monoton, falls es zu jedem ¥ > 8 mitx #8 ein n € IN gibt, so daB A%

Ordnungseinheit wird.

Ist lRm mit der natiirlichen Halbordnung < versehen, so liefert die Maximumnorm
die zugehdrige Ordnungstopologie,und die Ordnungseinheiten sind jene Vektorenf > 8
mit ti > o fiiralle € r={1,...,m}. Den monotonen Operatoren entsprechen die
Matrizen A mit nichtnegativen Elementen Aij (i,7 € 7). Ein einfaches Kriterium
dafiir, daB eine nichtnegative Matrix A streng-monoton ist, besteht offenbar darin,
dafl eine Potenz Ar (7 € IN) lauter positive Elemente hat. Fiir diese Bedingung wie-
derum gibt es eine Reihe dquivalenter Aussagen [7, 11, 13], welche alle einzeln die
strenge Monotonie charakterisieren. Man sieht leicht, dafl eine streng-monotone
Matrix A nicht zerfallen kann, Andererseits gilt [9], daB eine nichtnegative Matrix

A eine pogitive Potenz besitzt, also streng-monoton ist, falls sie die folgende Be-

dingung

(8) A zevfllltwicht; es gibt ein i € T mit Az‘i > 0

erfiilll. Wie einfache Beispiele zeigen, ist {S) fiir strenge Monotonie von A nicht not-

wendig. Man erhélt jedoch eine zur strengén Monotonie dquivalente Bedingung, wenn
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man (S) fiir eine Potenz Ak anstelle von A fordert und 2 € {I,...,m-1} =zulaBt,

Das wollen wir im ersten Abschnitt zeigen.

Im zweiten Teil betrachten wir einen Integraloperator der Form

(1) Axt) = [A(t, s)x(s)ds
Q

auf einem Raum stetiger Funktionen x; 0 ist dabei eine Teilmenge von Rm. Bei
nichtnegativem Kern A(f,s) {(und geeigneten Integrierbarkeitsbedingungen) definiert
A einen monotonen Operator im Raum (S¢f)), <) aller auf O stetigen reellwertigen
Funktionen, wenn < die nattirliche Halbordnung ist. Falls A(f, s)fiir alle s €Q und
ein f € verschwindet, so kann A jedoch auf (S(0), <) nicht streng-monoton sein.
Dieser Fall tritt aber bei so wichtigen Kernen wie Greenschen Funktionen fir Dif-
ferentialoperatoren meistens auf, In der vorliegenden Note soll auch diese Situation
dem anfangs formulierten Konzept untergeordnet werden, Dazu fassen wir A als
Operator auf einem geeigneten Teilraum se(n) von §¢q1) auf (zur Definition des Rau-
mes Se(n) mit Halbordnung und Topologie vgl, Teil 2). ¢ ist hierbei eine nichtnega-
tive Funktion aus S¢N), welche das Verhalten des Kernes an den oben beschriebenen
Punkten f € @ beriicksichtigt, Wir geben im zweiten Teil hinreichende Bedingungen
an A(t,s) fiur die Vollstetigkeit und strenge Monotonie des Operators (1) an. Dann
konnen wir das obige Konzept {1, 2, 10, 15] anwenden und gewinnen auf diesem Wege die
Aussagen, daB of4) Eigenwertvon A ist, daB zu diesem Eigenwert eine Eigen-
funktion von A existiert, welche gewisse Pogitivititseigenschaften besitzt, und dafB
o¢A) einen Quotienteneinschlufl der Form (8) gestattet, Der Raum SQ(Q) liefert zu-
gleich solche Ansatzfunktionen fiir den Quotienteneinschlul, welche die Nullstellen
der Eigenfunktion nach Lage und Verhalten richtig erfassen, Dazu behandeln wir im
letzten Abschnitt einige Anwendungen bei gewthnlichen Differentialgleichungen.
Quotientenaussagen der hier genannten Art gehen unter anderer Voraussetzung ur-
springlich auf L. COLLATZ [3, 4] zuriick, Ansatzfunktionen mit Nullstellen beriick-
sichtigt auch K. P, HADELER [8].
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1. STRENGE MONOTONIE BEI MATRIZEN

SATZ 1: Sei A eine veelle f(mXm)-Matrix (m > 2) mit nichinegativen Elementen.
A ist genau davm streng-monoton, wenn k € {1,...,m-1} existiert, so dass Ak

nicht zerfllit und mindestens ein positives Hauptdiagonalelement besiizt.
Bemerkung: Die in [14] angegebene Matrix

o 1 0

L=}
[
QS

(4]

A =
o . 1
1 1 [ o
. 2 m-2 .
ist streng monoton, und A,A",...,A haben Nulldiagonalen.

Beweis von Satz 1:

: r
a) Ist A streng-monoton, so auch A" fiir jedes ¥ €N ; daher zerfdllt A" nicht. Zu

i € v existieren v =#@#) € IN und v + 1 Indizes lo =1, lI’ .. "l'r—l R Ir ={ in T mit
>0 mm=o0,...,Y-1); man spricht von einem Zyklus der Linge 7 durch Z,
+
Ist x0 = e; ( = i-ter Einheitsvektor), %" 1 = Ax"
n Ya

¥, > o, insbesondere o< x; = (Arei ); = (AT)ﬁ . Daher haben wir zu zeigen,
n r
daB ein Zyklus einer L#nge < m~l existiert. Da A nicht zerf4llt, gibt es durch jedes

Aln+1 Iy
m=o0,...,v-1), s0 wird

i € 7 jedenfalls einen Zyklus einer Linge < m; tritt keine Zykellinge < m auf, so
wiren alle Zykelldngen durch m teilbar, und A wire nicht streng-monoton [11, 13].

b) Besitzt die nichtnegative nichtzerfallende (mXm) -Matrix B, d > 1 positive

2m-~d-1 Ar(2m-2)

Hauptdiagonalelemente, so ist B positiv [9]; daher ist positiv,

also A streng-monoton.

2. VOLLSTETIGKEIT UND STRENGE MONOTONIE BEI INTEGRALOPERATOREN

Sei @ eine nichtleere Teilmenge des Rm und S+(0) die Menge aller nichtnegativen
Funktionen aus §(Q). Fir ¢ € S, (R) bezeichne Se(ﬂ) die Menge aller x € 5(0),
filr welche es eine Zahl A =A¢x) > 0 gibt mit [x@®)| < Xe@ fiurallet€ 0 . Ist
Qre) = {ten:ew) =0} und @ = 2 \Q¢e), 8o sind die Elemente x € Se(ﬂ) dadurch
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charakterisiert, daB x() =0 flirf{€Qe) und x@) =e®)y@d) fir £ € Qo ist mit
einer auf Qo stetigen und beschrénkten Funktion y. Bezeichnet 6 jene Funktion, wel-
che identisch gleich I auf Q0 ist, so liefert Sé(ﬂ) genau alle stetigen und beschrénk-
ten Funktionen auf Q. In Se(ﬂ) werde die natiirliche Halbordnung < angenommen,
welche durch den Kegel S+e(n) = Se(ﬂ) n S+ (Q) gegeben ist. Die Menge OS+e(ﬂ)
aller Ordnungseinheiten besteht aus allen x € S+e(0) , zu denen es eine Zahl
m=m() > o gibt mit me@) < x@) fir alle f{€0. Die Ordnungstopologie auf
S,(0) wird durch die Norm ||x||e:sup{]x(t)| e(t)"z: tea }  definiert.

SATZ 2: Sei 0 c R, e€ §,(Q); Q =Q\Q(e) sei nichtleer, messbar und be-
schrtinkt. Es sei A € R mit

(1) A(t,s) = o fir alle (t,s) € Qfe) XA ;

(i) ew _lA(t, s) e(s) ist gleichmdissig stetig auf ni .

Dann existiert filr x € S (0) und t € Q das Integral (1); esist Ax € S,(9), und A
ist vollstetiger Operator auf (S (3), | | ,)-

Bewels:
-1 . . .
a) A(t, .)e(.) und x(.)e(.) sind stetige, beschrénkte ¥unktionen auf der meflba-

ren Menge no’ welche endliches Mafl hat. Daher existiert (1).

b) Nach (i) ist Ax() =0 fir f€ Q(e). Wir untersuchen Ax auf@ . Dazu sei ¥
die auf der kompakten Menge 50 durch ;(S) =x(s) e(s)_l fir s €0  und ;(s)za

fur s € 50 \QO definierte Funktion; es ist ];(s)| < [l "e fu_—r alle s € 50 .

e(t)—IA(t, s} efs) 148t sich wegen (ii) von Qi zu einer auf Hi = {_li stetigen Funktion

F(t,s) fortsetzen. Definieren wir fiir ¢ € 50: F;(t) = ‘J"_F(Z, $) ;(S) ds, so gilt
QO
(2) Ax@t) = e(®) Fi(t) fur alle € Q.
Sind t,, ¢, € 50 , so wird
(3) |Fxet,) - Faa,)| < |« J‘ﬁ | Pty s)-F it 5) |ds,
o

woraus Fx € Sa(ﬁo) folgt. Wegen (2) ist daher Ax € Se(ﬂ) gezeigt.

c) 1st {xn} © §,(0) eine beschrinkte Folge, so ist die Folge {F;n} c S(ﬁo) gleich-
gradig stetig wegen (3) und gleichmifBig beschrinkt. Also existiert f € S(ﬁo) und eine

Teilfolge ka mit €, < szn(t) -fi) < €y fiir alle £ € ﬁo und einer Nullfolge €,

"
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Es folgt -ene(t) < Axk B -edfiE) < ene(t) fir alle ¢ € Qo. Ist x die auf Q durch
n

x@) = ed)f) firiec OO und x#) = o0 [fir t€Gfe) definierte Funktion aus Se(n),

so folgt Axkn'-'x in || "e'

In den Anwendungen wird meist Q = 50 sein; die gleichmé&Bige Stetigkeit von
e(t)_lA(t, s) e(s) auf Oi ist dann mit der stetigen Fortsetzbarkeit dieser Funktion
auf 02 dguivalent. Diese wird man durch Differenzierbarkeitseigenschaften von A

sichern. Fir m =1 geben wir hierzu ein Beispiel.

SATZ 3: 1. Sei [a,b] € R ein kompaktes Intervall und b= {(¢,4): t€ {a,b]}.
Fiir A € S((a, b]%) gelte:

phaes, ta,pl®\e)  d=1,... .k k21

Es seien t1, vais tN € [a,b] paarweise verschieden mil DSA(tj,s) =0 flir s ;‘tj
und i=o, .,.,1'].—1; dabei sei r]. € {1,...,k} und r]. gervade, falls a < t]. < b;
GG=1,...,N). Dann ist durch

b
Ax(l) :j Aft,s)x(s)ds, t€I[ab)]
a

ein Integraloperator definiert, welcher (S, [a,b], Il . ) vollstetig in sich abbildet,

wenn man
N T,
e®) = ﬂ lt'ti’ ’
i=1
wihlt.

II.  Gilt dibevdies Adt,s) > o auf [a, b}z, und vevschwinden A, .) bei festem

7,
t€fa, bl \{t,... ,tN} sowie DIJA(tj, .) (=1,...,N) auf keinem Teilintervall von
(a,8], so bildet A die Menge S, [a,b)1\{8} in oS, [a,b] ab. A liefert also einen
volistetigen und streng-monotonen Operator auf (S [a,b], <, I He ).

Beweis: Es ist [a,bd] fe) = {¢ . ,tN} und (i) von Satz 2 erfiillt. Setzt man

77

1 i
=T T—r“j-tﬂ s
i

7

- 2
so wird die stetige Fortsetzung von e(¥) IA (t,s)e(s) auf(a, b]” gegeben durch
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e(t)'lA(t, s)e(s) far tg{t,...,t}, s €la,b]
Y.
F(t,s) =1 + thle(‘tj,s)e(s) filr t=t;, s #t;
0 filr t =5 = t].

wobei das Minuszeichen in der mittleren Definition nur gilt, wenn t]. =b und gleich-

zeitig 'r]. gerade ist. Satz 2 zeigt die Vollstetigkeit von A.

Unter obiger Zusatzvoraussetzung ist F(t,s) > ¢ auf [a, b]z und F(t,.) verschwin-
det fiir jedes feste £ € (@,b] auf keinem Teilintervall von [a, d]. Istx€ S+e[a,b] \ {8},

so ist

b

| Fe.,s)x(s) e(s) Las

a

eine stetige, positive Funktion auf [a,b]. Ist m > o ihr Minimum, so folgt

me() < Ax(t) auf [a,b]; das sichert Ax € OS+e[a, bl.

3. EINE ANWENDUNG
Wir betrachten einen Integraloperator

b
(4) Axt) = Jr A, s) x(s)ds
a

unter allen Voraussetzungen des Satzes 3. Das in der Einleitung am Anfang erwéhnte

abstrakte Konzept aus [}, 2, 10, 15] liefert die folgenden Aussagen:

a) 0o(A) ist Eigenwert von A mit einer Eigenfunktion z € S[a,b)] , welche

(5) me(t) < z() < Me(®) auf {a,b)]
N 7,
mit positiven Zahlen m und M und e®) =T |t-t,| ° erfilllt,
i=1

b} Fiir jedes e, € oS+e[a,b} gilt der Einschlufl

) A0 Ae ()
< —
o< inf ) < 0{A) < sup G

< +,



Spektralradius streng-monotoner Operatoren 29

wobei beim Infimum und Supremum alle ¢ € {a,b] zu beriicksichtigen sind, fiir wel-

che e > o ist.

¢) z ist (bis auf Normierung) die einzige Eigenfunktion in Se[a, b), welche nicht das

Vorzeichen wechselt,
Beispiel:

(1) LY X foxs x2(0) = x7(0) = x(1) =x"(Y) =0, f) = 26-2t+1.

die zugehdrige Greensche Funktion [5]

%t(]-s)(Zs—tz-sg)f(s), 0<t<s<1
Act,s) =
Lsa-pet-s®-Bpe, ossst<a

erfillt sédmtliche Bedingungen von Satz 3 mit t] = 0, t2 =1, 7‘1 = r2 =1. Daher gel-
ten a), b) und ¢) filr e@ = #(1-4). Die Wahl eo(t) = {(1-f) in (6) liefert den Einschluf}

166,4 < A, < 210,

1

1
9(A)

Im vorliegenden Beispiel konnten die Voraussetzungen des Satzes 3 unmittelbar verifi-

der kleinste positive Eigenwert von (7} ist.

wenn \x =
1
ziert werden, weil die Greensche Funktion explizit bekannt ist. Im allgemeineren Fall

k .
Lx:ij(.)Dfxzxf(.)x in [ab), Rx=0 (=I....k)
j=0
(8)
pjs fESLabY, byt Ao, S >0 ((€1ab], j=o0... k)

mit linearen Randausdriicken R, (j=1,...,k) weifl man, daBl die bei homogenen
Randbedingungen zu L gehbrigej Greensche Funktion A, s) alle Voraussetzungen
von Teil I des Satzes 3 erfiillt, falls & > 2 ist, und wenn man fur die tj nur die Wer-
te & und b beriicksichtigt. Als Exponent 'rj bei @ bzw. b kann jede natlirliche Zahl
'VI bzw, 1’2 gewihlt werden, welche die Eigenschaft besitzt, daf fur alle #&-mal
stetig differenzierbaren Funktionenx in Ta, 5] mit Rix =0 (i=1,....k stets
x(z)(a) =0 (i=o,... ,7’1-1) bzw, xﬁ}(b) fi=o,... ,7'2—1) folgt. 7, oder ¥,

ist gleich Null zu setzen, wenn diese Bedingung von keiner natiirlichen Zahl bei a

oder b erfiillt wird. Das Maximum aller in diesem Sinne zuldssigen Exponenten beia
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bzw. b bezeichnen wir mit 7, bzw. 7y Die Funktion eff), von welcher in Satz 3

die Rede ist, erhilt also die Gestalt:

¥

,
(9) e) = (t-a) L9 %,

wobeti 71 und 72 unmittelbar den Randbedingungen entnommen werden kdnnen.

Es gibt nun eine Klasse von Aufgaben der Form (8), bei denen die Greensche Funk-
tion A, s) > o auf [a,b]2 ausfallt (L zusammen mit Rj ¢=1,...,k)  wird dann
"'yon monotoner Art'' oder "inversmonoton'' genannt, vgl. [6, 12]). Nach Satz 3 defi-
niert A(f,s) einen Operator gemiB (4), welcher den Raum Se[a,b] (e wie in (9))
vollstetig und monoton in sich abbildet. Interessanterweise liefert die Greensche
Funktion A¢,s) sogar einen streng-monotonen Operator in Se[a, b], falls man

v, = 7, und 1’2 = rb wé&hlt. Genauer gilt der

SATZ 4: Vorgelegt sei eine Eigenwertaufgabe (8), R].x =0 (j=1,...,k) seien keine
Anfangsbedingungen, und die Greensche Funktion A, s) sei nichinegativ. Dann de-

finievt (4) einen vollstetigen und streng-monotonen Operator auf Se[a, b}, wenn man

1’az yb
e = (t-a) “(b-b) (t € Lla, bl

setzt.

Einen Beweis dieses Satzes geben wir an anderer Stelle, stattdessen formulieren wir

hier noch seine Implikation im Falle der Eigenwertaufgabe (8):

Zu (8) existiere eine nichtnegative Greensche Funktion. Dann besitzt (8) einen positi-
ven Eigenwert. Sei Al der kleinste unter den positiven Eigenwerten, so gibt es eine

zugehdrige Eigenfunktion z#) und positive Konstanten ¢, C mit

Ya ) Ya "y
ct-a) “o-t ° < 20 < Cpt-a) “(b-1) (t€ la,b)).

Jede weitere von z linear unabhéingige Eigenfunktion gehért zu einem Eigenwert %Al

und wechselt in[g, 8] mindestens einmal das Vorzeichen. Fiir je zwei Funktionen
e, e, € Sla,b] mit

Lez(t) =f(t) el(t) in {a, b], R].eZ:o G=1,...,k)

"a b a b
m(t-a) “(b-f ~ < eI(t) < Mt-a) “(b-1) (t € [a,b])
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fir zwei positive Zahlen m und M gilt

0 < infle ) e2(t)_1: L€ @B) <A< sup{el(t)ez(t)"l.-te @b} < +.

Bemerkungen: Fordert man anstelle der Nichtnegativitit der Greenschen Funktion

ihre Symmetrie, so kann man bekanntlich ebenfalls die Existenz eines Eigenwertes

und eine Quotienteneinschliefung aussagen.

Aufgrund von Satz 4 hétten wir unser obiges Beispiel auch ohne analytische Kenntnis

der Greenschen Funktion behandeln kénnen,

10.
11,
12,

13.
14,
15.
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