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‘Einleitung

Die Idee des Dialogspiels geht auf Lorenzen 91,7107 zuriick.
Dieses Spiel wurde zum ersten Mal 1961 von Iorenz in [71 unter-
sucht, Seitdem ist es in verschiedenen Fassungen hauptsichlich
von Lorenzen [41,[111,(1217,(131 und Lorenz [87 propagiert und
zur Begriindung der Logik verwendet worden. Daneben gibt es Un-
tersuchungen von Drieschner [3] und Stegmiiller [15].

Dialogspiele sind Zwelpersonenspiele im Sinne von Berge [2].

Die beiden teilnehmenden Spieler heiBlen Proponent und Opponent.
Die Spielregel eines Dialogspiels setzt sich aus gewissen Teil-~
regeln zusammen, von denen im Anschlull an Lorenz [87] kurz als
den "Regeln" gesprochen wird. Jeder Dialog, d.i. eine Partie im
Dialogspiel, beginnt damit, daB der Proponent eine Behauptung
aufstellt und der Opponent diese bestreitet. Im weiteren Verlauf
des Dialoges bringen die beiden Kontrahenten abwechselnd und den
Regeln entsprechend neue Argumente vor; z.B. greifen sie Behaup-
tungen des Gegners an, indem sie Fragen an ihn richten oder Ge-
genbehauptungen aufstellen. Dies geht solange, bis einer der
beiden Spieler aufgrund der Regeln keine neuen Argumente mehr
vorbringen kann. Damit gewinnt der andere den Dialog. Eine Aus-
sage heiBt (dialogisch) "wahr", wenn der Proponent unabhingig
von der Argumentation des Opponenten jeden Dialog, den er mit
der Behauptung dieser Aussage erdffnet, gewinnen kann. Die Re-
geln eines Dialogspiels sind so eingerichtet, daB die Argumen-
tation im Dialog stets auf die Diskussion gewisser elementarer
Aussagen ("Primaussagen") zuriickfiihrt. Bei "inhaltlichen" Dia-
logspielen geht man davon aus, daB iliber Wahrheit und Falschheit
der Primaussagen bereits entschieden ist; dementsprechend sind
in der Spielregel auf-Primaussagen je nach ihrem Wahrheitswert
unterschiedliche Reaktionen vorgesehen., Bei "formalen" Dialog-
spielen ist dagegen die Argumentation unabhéngig von einer
méglichen Bewertung der Primaussagen. Bereits in [7] gab Lorenz
formale Dialogspiele an, die zur intuitionistischen bzw. klas-
sischen Logik fihren. |

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Theorie der von ILorenz
in (71,787 untersuchten Dialogspiele systematisch zu entwickeln.
Das geschieht durch eine mehr abstrakte Behandlung, bei der es
sich empfiehlt, neue Grundbegriffe zu verwenden ("permanente",
"tabuisierte","konjugierte" Argumente). Eine solche Behandlung
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‘erleichtert einerseits die exakte Durchfiihrung der Beweise, die
Iorenz in (871 nur angedeutet hatte. Andererseits riickt sie die
Frage nach den Beziehungen verschiedener Diélogspiele zueinander
stdrker in den Vordergrund und erdffnet den Zugang zu neuen Re-
sultaten. Insgesamt gesehen wird eine grdBere Geschlossenheit
der Theorie erreicht. Dariber hinaus besteht die Moglichkeit,
die Theorie unmittelbar auch auf Dialogspiele Uber unendlichen
Sprachen anzuwenden. Zwei Beispiele mdgen zeigen, was sich in
der allgemeinen Theorie herleiten 1d8%:

(a) Die Regeln eines Dialogspiels konnen stets in gewisser Wei-
se verschirft werden, ohne dafl sich dabei die Gewinnchancen des
Proponenten und damit der Bereich wahrer Aussagen #Zndern; so be-
deutet etwa die Voraussetzung der Alternativitat, d.h. der Zug-
abwechslung, keine Einschrinkung.

(b) Bereits auf allgemeiner Stufe gilt filir Dialogspiele eine Be-
ziehung, die dem Gentzenschen Schnittsatz entspricht.

AnlaB fir die vorliegende Arbeit war der Wunsch, die Darstellung
in [5] zu vereinfachen und zu ergénzen. AuBerdem sollten wie
schon in [5] Beweisliicken von Lorenz [8] ausgefiillt werden. Im
folgenden werden einige genauere Bemerkungen iiber das Verh&ltnis
der vorliegenden Untersuchung zu Lorenz [7],[8] gemacht:

(a) In [8] postulierte Iorenz fiir seine intuitionistischen

m,n- bzw. n- Spiele zwel Sétze,.welche die Reduktion der Regeln
betreffen. Diese SHtze begrindete er mit unzureichenden Plausi-
bilitatsbetrachtungen. Ein erster detaillierter Beweis steht in
[5]. Die Hauptschwierigkeit bei diesem Beweis beruht auf der
von Lorenz fir intuitionistische Spiele eingefilhrten "EinlSsung
der zuletzt entstandenen Verteidigungspflicht". In der vorlie-
genden Schrift wird demgegeniiber eine leichter handzuhabende
Regel benutzt ("Elimination nichtpermanenter Argumente"). Diese
neue Regel gestattet auch die simultane Behandlung klassischer
und intuitionistischer Dialogspiele.

(b) Neben den m,n- und n- Spielen wird hier in abstrakter Form
auch das Dialogspiel untersucht, das Lorenz in [7] diskutiert,
in 81 aber verworfen hatte, weil es im Gegehsatz zu den lokal
partienbeschriankten m,n- und n- Spielen nicht einmal partien-
endlich ist. Durch eine Zusatzregel 188t sich aber auch bei
diesem Spiel die Partienendlichkeit erreichen und es ergibt
sich dann ein einfacher Zusammenhang zwischen ihm und den zuge-
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horigen m,n- bzw. n- Spielen.

(¢) In [8] behauptete Lorenz, daB der Schnittsatz filir alle intui-
tionistischen n- Spiele gelte. Mit den Gegenbeispielen aus §11
wird hier nachgewiesen, daB der Schnittsatz fiir keines der intui-
tionistischen und ebensowenig der klassischen n- Spiele gilt.
Tatsdchlich kann man den Satz erst jeweils fiur die Vereinigung
der n—- Spilele zeigen und dort die von den ilblichen Tableauxbe-
veisen (vgl. z.B. Smullyan [14]) {bernommene Beweisidee reali-
sieren. Von derselben Idee macht auch der hier vorgefihrte Be-
veis Gebrauch.

(d) Fiir die Aufzdhlung der Gewinnsituationen von den intuitio-
nistischen und klassischen Dialogspielen fithrte Lorenz in [7]
und [8] Jewells bestimmte Zwischenkalkiile ein und ging erst da-
nach zu den ublichen Sequenzenkalkiilen iiber. In dieser Arbeit
vird dagegen ein direkter AnschluBl an die Sequenzenkalkiile er-
reicht.

In der vorliegenden Untersuchung wird die klassische Logik und
die Mengenlehre von Zermelo - Fraenkel ohne Auswahlaxiom ver-
vendet. Beschrinkt man sich auf die Betrachtung von konstruktiv
zuldssigen Bereichen, so sind abgesehen von §1 die Beweise
konstruktiv im Sinne von Lorenzen [10].

Inhaltsiibersicht:

81 - §3 haben vorbereitenden Charakter. Nach Besprechung der
vichtigsten spieltheoretischen Begriffe wird in §1 eine Beschrei-~
bung der Gewinnsituationen angegében, die den Strategiebegriff
vermeidet. Mit dem in §2 eingefiihrten Kriterium der Quasifinit-
heit wird in §10 nachgewiesen, daB die Reduktionssitze aus §7

auf die intuitionistischen und klassischen Dialogspiele anwend-
bar sind. In §3 werden zwei Sitze aufgestellt, die beim Vergleich
ghnlicher Dialogspiele in §6 und §7 von Nutzen sind. Die allge-
meine Dialogspieldefinition und ihre Motivierung findet man in
§4. In §5 werden einige charakteristische Eigenschaften von Dia-
logspielen und ein erstes Reduktionsresultat (Alternativitit)
bewiesen. §6 beschaftigt sich mit dem Vergleich einiger Grund-
typen von Dialogspielen; u.a. wird gezeigt, daB unter bestimmten
Voraussetzungen der Bereich der wahren Aussagen nicht davon ab-
hiéngt, welche der im Rahmen der allgemeinen Definition mdglichen
Regeln ausgewdéhlt werden (dies trifft in gewiésem Sinne auf die
inhaltlichen Dialogspiele zu). In §7 werden m,n- und n- Spiele



behandelt und die auf Lorenz [8] zurilickgehenden Reduktionssitze
bewiesen. Insgesamt gesehen legen es die Ergebnisse von §6 und
§7 nahe, sich auf die Diskussion eines bestimmten Dialogspiel-
typs zu beschrinken (1-Optimalitidt). In §8 werden u.a. der Be-
griff des inhaltlichen und des formalen Dialogspiels pr&zisiert
und einige damit zusammenhingende Fragen erdrtert. §9 beschiftigt
sich mit den "Standarddialogspielen", an die im Rahnen der all-
gemeinen Thecrie die weitesten Anforderungen gestellt werden.
Flir diese Spiele wird der Schnittsatz bewiesen und auflerdem ein
den Gentzenkalkiilen Zhnlicher Sequenzen - Halbformalismus ange-
geben, in dem genau die wahren Argumente herleitbar sind. In §10
werden als konkrete Standarddialogspiele das inbtuitionistische
und das ltlassische formale Dialogspiel behandelt. Von diesen
Spielen wird zunidchst die Quasifinitheit bewiesen. Danach wer-
den Kalkiile vom Typ G% (s. Kleene [147]) angegeben und fiir sie
wird mit Hilfe der Ergebnisse von §9 der Korrektheits- und
Vollstandigkeitssatz bzgl. des intuitionistischen bzw. des klas-
sischen Spiels gezeigt. §11 bringt zum AbschluBl einige Beispiele,
mit denen die Unterschiede einiger formaler Dialogspiele be-
leuchtet werden,

An dieser Stelle mochte ich Herrn Professor H. Hermes fiir sein
Interesse an dieser Arbeit und seine fordernde Kritik danken;
insbesondere im Zusammenhang mit [ 5] gilt mein Dank auBerdem

Herrn Dr. habil. H,-D. Ebbinghaus und Herrn Professor W. Felscher,
der mich auch auf einen Fehler in [5] II.4 hinwies.
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“erminolerische Vereinbarungen

Grdinzlzahlen werden durch a,b,c,... angedeutet; speziell sei w
die Menge der natlirlichen Zahlen. Elemente von w werden mitge-
teilt durch j,k,l,myn,... . Als Ordinalzahladdition und -multi-
plikation werden ausschlieflllich die "natilirlichen" Operationen
nach Hessenberg benutzt, welche die finite Arithmetik als Spe-
zialfall enthalten und mit denen man wie dort rechnen kann

(es gelten Absorptionsfreiheit, Assoziativ-, Kommutativ-, und
Distributivgesetze; vgl. Bachmann [11).

Mit [X] wird filir wohlordenbare Mengen X die Michtigkeit von X
bezeichnet.

Def £ bzw. Bildf sei wie uUblich der Definitions- bzw. Bildbe-
reich der Funktion f.

Ist f eine Folge und a e Def £, so enstehe fi aus f durch
Ersetzung von f_ durch x. Endliche Folgen (XO,...,Xn_q) wer-—

den auch durch e angedeutet. Folgen mit nur einem Glied
werden mit diesem identifiziert.

R sel eine bindre Relation in ¥, d.h. R c X2. Gilt xR y,

so heifit y wie iblich R-Nachfolger von x. AuBerdem wird gesetzt

Rx := fy e X; x R yl.

Eine Folge f heiBt R-Kette in X, wenn Deff < w, Bildf ¢ X

und fur alle J mit J+1 e Deff : fj R fj+1‘

Bezeichnungen und Symbole

Dialogspiele Xy, Xy sx 9; Ty R 10; Gy aGi 2; G G 13;

br 4, 85Y 48; a”, At 19; AR 25,

' g

Argumente und wEZ, Z-00, 23 9; P(T), o 105 h(ey2), = < 3,

Seguenzen re 3, 13,

m,n

Situationen x £y, x€ ¥, xy, x0 X%, P(x) 13.
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&1 Spielthecoretische Grundbegriffe

In diescm Paragraphen werden kurz die wichtigsten spielthco-
retischen Begriffe zusammengestellt. Dabel schlieBlen wir uns
der Darstellung von Berge [21 an, beschrinken uns aber auf die
Diskussion von speziellen Zweipersonenmattsﬁielen mit voll-
stindiger Information.

1.1 Definition: Es sei T = (X,R,s). T heiBt Spiel, wenn

(1) R e X2,

(2) s: X - 2.

I = (X{,R,s) sel im folgenden ein Spicl. Die Elemente von X
(angedeutet durch x,y,...) heiBen Spielsituationen, R ist die

Spielregel und s gibt in jeder Situation an, welcher der beiden

Spieler ( 0,1 ¢ 2 ) am Zuge ist; dementsprechend heiBt sx
Spieler von x. Als Variable fiir 0,1 benutzen wir i. In der Si-

tuation x besteht ein Zug des Spielers sx in der Wahl eines
R-Nachfolgers von x. Situationen x mit Rx=0 heiflen
Endsituationen und es wird gesetzt

Xe := {x; Rx=01.

1.2 Definition: Unter einer Partie in I' (angedeutet durch p)

versteht man eine nichtleere R-Kette in X. p heiBdt
Partie um x, wenn Py = X« D heiBlt vollstidndig, wenn p

unendlich ist oder wenn p endlich und das letzte Glied
von p Endsituation ist.

1.3 Definition: T heiBt partienendlich, wenn jede Partie in T
endlich ist. T heiBt lokal partienbeschrénkt, wenn zu

jedem x eine Zahl n existiert derart, daR flr jede Partie p
un x: |pl|l < n.

1.4 Definition: Der Spieler i gewinnt p, wenn p endlich und

beim letzten Glied von p 1-i (also der Gegenspieler) am
Zuge ist.

1.5 Definition: Es sei X, := {x; sx=1i}.

¢ heiflt i-Strategie, wenn

1) o: X;~Xg = X,

(2) fir alle x e X;-X,t x R ox.
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1.6 Definition: o sei eine i-Strategie. p heiBt o-Partie,

wern fur alle J mit J+1 e Defp und s_p(j =1 gilt:

Pjen = 9 Py-

1.7 Definition: o sei eine i-Strategie. o heift

i-Gewinnstrategie fiir x, wenn i jede vollstédndige o-Partie

um x gewinnt.

Als einfache Konsequenz aus den vorangegangenen Definitionen
erhZlt man

1.8 Satz: o sei eine i-Strategie. Dann gilt:
(1) Falls sx=1-i, so ist o eine i-Gewinnstrategie fiir x
genau dann, wenn o i-Gewinnstrategie filir jedes y e¢ Rx ist.

(2) Falls sx=i und x /£ Xy SO ist o eine i-Gewinnstra-
tegie fir x genau dann, wenn ¢ i-Gewinnstrategie fiir ox ist.

Eine Situation x, fir die es eine i-Gewinnstrategie gibt, heifBt
auch i-Gewinnsituation. Zum AbschluB) von §1 wird noch eine ande-

re Charakterisierung der i-Gewinnsituationen angegeben.

1.9 Definition: Rekursiv wird fiir alle Ordinalzahlen b definiert:

ne :=ngbfx; sx=1-1 und Rx c 203 Yu
cgbfx; sx=1 und Rx n aGi £ 0 1.

Weiterhin sei Gi = g aGi, und fir x e Gi sel

niv, x (das "i-Niveau von x") die kleinste Ordinalzahl a

. . .
nit by aG1

Unmittelbar aus 1.9 ergeben sich die fdlgenden Beziehungen:

ofi = 05 483 = Xg=X35 G5 =Y Gis

falls x € bGi’ so existiert a <b mit x e a+1Gi‘
Auflerdem gilt
1.10 Satz: Wenn sx=1-i und Rx c Giy sO x e Gj.
Zum Nachweis von 1.10 setzt man a:= U fnivi Y ; ¥ € Rx}

und erhdlt dann x ¢ a+1Gi’

Das wichtigste Resultat in diesem Zusammenhang liefert



1.11 Satz:
(1) x € Gi genau dann, wenn x i-Gewinnsituation ist.

(2) x e nGi genau dann, wenn es eine i-Gewinnstrategie o

fiir x gibt derart, daB fiir jede o-Partie p um x: |p| = n.

In den folgenden Paragraphen werden wir ausschlieBlich auf diese
Charakterisierung der Gewinnsituationen zuriickgreifen.

Im Falle, daB T partienendlich ist, kann man lbrigens leicht

X = GO 1) Gq erschlieBen und erhdlt mit 1.11, daB jede Situation
entweder O- oder 4—Gewinnsituation ist (Satz von Zermelo / v. Neu-
mann; vgl. Berge [21).

Zum Beweis von 1.7171: Im Hinblick auf die Anwendungen wird vor-

ausgesetzt, daB X wohlordenbar ist; damit kommt man beim Beweis
ohne Auswahlaxiom aus. Wir zeigen von 1.11 zunidchst die

Richtung von links nach rechts: Sei ( Xy} b <b*) eine Auf-

e s e i .t e S i o S e ) S S B B S ey T T W S S WD B U B S B

zdhlung von X, Man definiert nun eine i-Strategie o0, indem man
fir x e X;-X, setzt

OX 1= Xy, wobeil
min {c; X, € Rx } falls x /£ G,
b .=
min {c; X, € Rx und niv:.L X, < nivi x} falls x e Gi‘

Unter Benutzung von 1.8 wird durch Induktion iiber a gezeigt, daB

o fir alle x ¢ aGi eine i-Gewinnstrategie ist und im Falle

a < w flir dieses o auch die rechte Seite von 1.11 (2) erfiillt ist.

Richtung von rechts nach links: o sei eine i-Gewinnstrategie

fiir x. Zum Nachweis von 1.11 (1) fihrt man die Annahme x £ Gy

zum Widerspruch, indem man induktiv und unter Benutzung von
1.10 eine unendliche o-Partie p um x mit der Eigenschaft:
P £ G; fir J <w definiert.

Im Falle, daB fiir alle o-Partien p um x |p| < n gilt, fihrt
man zum Nachwels von 1,11 (2) die Annahme X /£ nGi zum Wider-

spruch, indem man eine oc-Partie p um x mit der Eigenschaft:
[p| = n+1 und P; £ n-3%i fiir j <n definiert,

Bemerkung: Der Beweis der ersten Richtung von 1.11 188t sich "kon-
struktiver" gestalten, wenn man Strategien verwendet, die im Ge-

gensatz zu 1.5 i{iber Partien erkl#rt sind und damit die Informa-
tion iliber den bisherigen Verlauf einer Partie einbeziehen.
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&2 Quasifinitheit

Ist T = (X,R,s) ein lokal partienbeschrinktes Spiel, so ergibt
sich mit Hilfe von 1.11 (2), daB jede i-~Gewinnsituation schon in
G.
(L3

wenn Gﬁ = ij

seeigneter Spielweise von i beschrinkt; s.a.8§7 S.26). In §10 wer-

liegt.Allgemein soll T lokal einschridnkbar fir i heifBlen,

(fir jede i-Gewinnsituation sind die Partien bei

den wir zeigen, daB die dort untersuchten, nichtpartienendlichen
intuitionistischen und klassischen Dialogspiele lokal einschrank-
bar flir . beide Spieler sind. Zum Nachweis benotigt man das in
diesem Paragraphen entwickelte Kriterium der Quasifinitheit.
Dialogspiele lber unendiichen Sprachen sind dagegen nicht mehr
lokal einschrinkbar flir die Spieler (vgl. a. 11.4) und aus die-
sem Grund wird die vorliegende Untersuchung allgemeiner formu-
liert, als es im Hinblick auf die intuitionistischen und klas-
sischen Dialogspiele notwendig wére.

Zundchst werden einige Vorbetrachtungen angestellt. T = (X,R,s)
sei ein Spiel. Eine Abbildung ¢ heilt Automorphismus von T,

venn ¢ eine bijektive Abbildung von X nach X ist und fir alle x,y:

(1) sqx = sx,
(2) xRy genau dann, wenn ¢x R ¢¥.

Ist ¢ ein Automorphismus von I’y so hat ¢ die folgende Erhaltungs-
eigenschaft: -

wenn x e _G

alis SO auch ex ¢ ali.

Diese Eigenschaft bleibt bestehen, wenn man die Automorphismus—
definition folgendermaBen abschwicht:

2.1 Definition: E heiflt i-Erhaltungsrelation von T', wenn

E c X¥* und fiir alle x,y mit x Ey gilt:

(1) sx = sy,

(2) falls sx=1-i, so filir alle y' e Ry existiert
x' ¢eRx mit ' Ey',

(3) falls sx=i, so flir alle x' e Rx existiert
y'* e Ry mit x' E y'.

Die Bedingungen (2) und (3) bedeuten hierbei, daf jeweils be-
stimmte Diagramme vervollstindigt werden konnen:

U a— Ip-—-- g7
!
1y % B H
Kb o o e E_..._...Jx' p R :‘( [




-5-

Jeder Automorphismus ist insbesondere O~ und 1-Erhaltungsrela-
tion. Die "Erhaltungseigenschaft! einer Erhaltungsrelation
wird nun formuliecrt in

2.2 Ssitz: B sel cine i-Erhaltungsrelation von T und es gelte

¥ Zy und x e _G

aYye Dann ist auch y ¢ _G

a i°
Den Beweis von 2.2 fithren wir in verallgemeinerter Form in §3
und konmen Jjetzt zur Definition der Quasifinitheit.

-

2.% "Definition: T heift guasifinit fiir i, wenn fir alle x mit

sx=1-1 existiert Y ¢ Rx mit den Eigenschaften:

(1) Y ist endlich,
(2) flir alle z ¢ Rx existiert eine i-Erhaltungsrelation k
von Tund ein y ¢Y mit y E z.
Jedes finite Spiel (d.h. Rx ist endlich fiir jedes x) ist queszi-
finit fir O und 1; zum Beweis setzt man Jeweils Y := Rx und
nimmt fur E die Identitit. FUr quasifinite Spiele gilt nun

2.4 Batz: T sel quasifinit fiir i. Dann ist Gi = wGi’

Zum Nachweis von 2.4 zeigt man durch Indukbtion iiber a:

(B) Tir alle x e aGi: X € wGi' Dazu wird angenommen

(V): (B) gelte schon filir alle a < b.

Seli nun x ¢ bGi‘

Falls sx=1-i, so liefern 1.9 und (V): Rx c oG- Wegen der
Quasifinitheit flir i existiert dann Y ¢ Rx mit (1),(2) in 2.3.

Wegen 2.3 (1) gibt es ein nmit Y ¢ 1Gi3 wegen 2.3(2) unda 2.2

gilt dann Rx ¢ nGi’ Damit erhdlt man x ¢ n+1Gi c wGi’

Falls _sx=i,erhdlt man x e wGi unmittelbar aus 1.9 und (V).

Zum AbschluB von §2 werden zwei Spiele angegeben, die fiir 1
nicht quasifinit sind und von denen eines die Bedingung

Gi # wGi und das andere Gi = wGi erfiillt.

Beisviel 1: T = (X,R,s) wird definiert durch:

X :={(n,i); nemwy ie2?1y {(w,0)3,
s(a,i) := 1, :

(ayi) R (b,i') genau dann, wenn

(1) i' = 1-i,

(2) falls a=w, so b <w und b ungerade,
(3) falls a < w, S0 a = b+1.
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Tiir die Situation x = (vw,0) gilt x e G, aber x £ eon
Nach 2.4 ist T" daher nicht quasifinit fir 1.

Beispiel 2: X und s seien erkliirt wie in Beispiel 1. R wird

definiert durch:
(a,i) R (b,i') genau dann, wenn
(1) a >0,
(2) falls b >0, so i' = 0,
(3) falls b =0, so 1i' = 1.
Fliir das zugehorige Spiel T = (X,R,s) gilt G, = O. Die

Quasifinitheit flir 1 ist auRerdem bei x = (w,0) verletzt.
Zum Bewels zeigt man durch Induktion liber n > 0, daB fiir
alle m > n keine 1-Erhaltungsrelation E mit

(n,0) E (m,0) existiert.



§% Zwel VergleichssHdtze

Die beiden im folgenden hergeleiteten S&tze sind ein wichtiges
Hilfsmittel fiir §6 und §7 und werden beim Vergleich von Dialog-
spielen angewendet.

Zunichst wird die in §2 angegebene Definition der Erhaltungsre-

lation verallgemeinert.

3.1 Definition: Es seien T = (X,R,s) und T' = (X,R',s)
Spiele. E heiBt i-Erhaltungsrelation von T zu T', wenn

E c X2 und fur alle x,y mit x Ey gilt:.

(1) sx = s7y,
(2) falls sx = 1-i, so flr alle y' e R'y existiert
x' e Rx mit x' Ey',
(3) falls sx = i, so fir alle x' ¢ Rx existiert
y' eR'Yy mit x'E y'.
Eine i-Erhaltungsrelation von T gemiB 2.1 ist im Sinne von 3.7
eine i-Erhaltungsrelation von T zu I'. Im folgenden werden die
zu einem Spiel T' gehOrigen Gewinnsituationsmengen ( 1.9 )
ebenfalls mit ' gekennzeichnet. In Verallgemeinerung von 2.2
wird jetzt formuliert

3,2 Batz: Es seien T = (X4,R,s) und T' = (X,R',s) Spiele
und E sei eine i-~Erhaltungsrelation von T zu T'. Dann gilt:

Wenn x e aGi und x Ey, so y ¢ aGi‘

Der Beweis von 3.2 wird durch Induktion iliber a gefuhrt.
(V): Die Behauptung von 3.2 gelte schon fiir alle a < b,
Induktionsschritt: Es sei x ¢ bGi und x E y. Nach 1.9 gibt es

a <b mit x e a+1Gi‘

Falls sx=1-i, so reicht nach 1.9 fir y e bGi der Nachweis von

- e P St et e s iy g S B

. Sei also y R y'. Nach 3.1(2) gibt es x' mit x R %'

und x' Ey'. Wegen x ¢ a+1Gi und 1.9 gilt x' e aGi‘ Damit

liefert (V) y' e aCi-

Falls sx=i, so gibt es wegen 1.9 x' € Rx mit x' ¢ aGi’
Nach 3.1(3) existiert dann y' ¢ Ry mit x' E y'. Damit
liefert (V) y' ¢ g% und mit 1.9 erh#lt man y e NCER
Vor der Formulierung des zweiten Satzes wird rekursiv eine
Funktion g definiert, die Abschidtzungszwecken dient.
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%.% Lefinition: Es wird gesetzt

g(a,0) := 0 und g(a,b) :=a( 1 + U, 8(a,c)) fir b >0,

Insbesondere ist fiir n > 0: g(m,n) = 3 mj (geom. Reihe).

otj<n
2.4 Voraussétzungen fiir Satz 3.5: Es seien T' = (X,R',s)
und TI'" = (X,R",s) Spiele. Weiter seien vorgegeben i,

YecX und m: X -~ nl{»Xn . SchlieBlich gelte
filir alle x ¢ Y, k und E mit mx = %:

(1) Fiir alle %, c mit ¢ = Ekcj: wenn zj € chg

fir alle J <k, so x ¢ ch.
(2) Fir alle J <k gilt:
(a) s z, = s%,
(v) falls sx=1-i, so R"zj c R'x e ¥,

(¢) falls sx=i, so R'x ¢ R"zj c Y.

3,5 Satz: Die Voraussetzungen von 3.4 seien erfiillt. AuBerdem
sei a :=min { ¢ < w; fir alle y e Y: |ny] < ¢ 1.
Dann gilt:
1] 1"
wenn x € Y und x € bGi’ S0 X € g(a,b)Gi'

Beweis von 3.5 durch Induktion iiber b.

(V): Die Behauptung von 3.5 gelte schon fiir alle b < c.

Induktionsschritt: Sei x e Y, .mx = 5 und x ¢ clie

Dann ist insbesondere c#0. Fir x e

e(a c)G{ reicht nach 3.4 (1)
]
der Nachweis von: fir alle Jj <k gilt Zj € 1+dG£’ wobei

d = gcg(a,b). Sei also' j < k gewihlt.

daBB Rz, c 4Gi. Sei also Z3 R" y. Dann
gilt wegen 3.4 (2) (a), (b) xR'y und y e Y; wegen 1.9
existiert auBlerdem b <c¢ mit y e bG1 - (V) liefert

schlieBlich y € g(a,b)Gg c dﬁ{.

Falls s z5 = i, s0 sx=i und nach 1.9 existiert y € R'x

und b <c mit y € p%4+ Nach 3.4 (2) (¢) gilt y €Y und
1] .

Z B Y. (V), 1.9 und 3.3 liefern dann y ¢ g(a,b)G;'

und z.:j € 1+dG§’



&4 Dialosspieldefinition

Nachdem mit §1 - 3 die Vorbereitungen auf allgemein spieltheo-
retischem Gebiet abgeschlossen sind, wenden wir uns Jetzt den
Dialogspielen zu.

Zunachst werden einige Bezeichnungen eingefithrt.

Mit L deuten wir im folgenden Jjeweils eine wohlordenbare Menge
an, die wir Sprache nennen und deren Elemente im Hinblick auf
die Verwendung in Dialogen Argumente heifBen. Argumente werden
durch eo,¥,... mitgeteilt.

Endliche Argumentefolgen heiBen auch Sequenzen und werden
durch %,%,Y%,... angedeutet.

€ sei die zu L gehorige Menge der Sequenzen.
o § £ bedeute, daBl » Glied von ¥ ist,

% - o entstehe aus ¥ durch Streichung des letzten in ¥ vorkom-
menden ¢, falls o & I, und wird anderenfalls identisch ¥ gesetzt.

%% sei wie Ublich die aus & durch Anhingen von & gebildete
Seguenz.

In einem Uber I operierencen Dialogspiel dient
X:=62x2

als Situationsmenge. X ist mit L selbst wohlordenbar,

In der Dialogsituation x ¢ X werden die Argumente von X0

bzw. X4 als die augenblicklich vom Spieler O bzw. 1

zu verantwortenden Argumente gedeutet. X5 gibt den Spieler an,

der bei x am Zuge ist. Im AnschluB an 1.1 wird gesetzt

SchlieBlich identifizieren wir den Spieler O mit dem Opponenten
und 1 mit dem Proponenten im Dialog.

4,1 Ein Dialogspiel A wird gegeben durch:

1.) eine Sprache I,
eine Menge P < I von permanenten Argumenten,

)
.) eine Menge T ¢ I von tabuisierten Argumenten,
) zwei Argumenterelationen Agshy ¢ L X 6,

)

eine Ergebnisfunktion e: X X L x & - X,
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“u A wird ein Spiel T in der Normalform 1.1 erklart:
4,2 T := ({,R,s), wobel R definiert ist duxrch:

x Ry genau dann, wenn es gibt o, ¥ mit
1) oeE Xq_gx? ©®Ag T und ¥ = e(x,0,%),

(2) falls sx=0 und o €T, so o & Xge

In der Situation x besteht nach 4.2 ein Zug des Spielers sx
in der Auswahl eines gegnerischen Arguments o und einer mit

Asx zu vereinbarenden Argumentation I gegen o. Dabei ist fiir

den Opponenten der Angriff auf Argumente aus T vérboten, wenn
er sie selbst verantworten muB ( sie sind dann "tabuisiert®).

Flir die Ergebnisfunktion von A werden schliefllich noch zwei
Axiome DO und D1 gefordert; vor ihrer Formulierung wird defi-
niert:

P(T) heiBt permanenter Kern von T und entstehe aus ©
durch Streichung der nicht zu P gehorigen Argumente in I,
AuRerdem sei

P(2)  falls o ¢ P oder P=0,
w by sonst.

Zm heiBt o~Kern von Z,

4. Dialogspielaxiome:

DO (1) Fir alle x mit sx=0: e(x,0,%)
oder .
(2) Pir alle x mit s8x=0: e(x,0,Z)

i}

( (XO)QQE’ (Xq_m)m9 1)

i

( (xo)wZ, 0 s e

n

D1 (1) Fir alle x mit sx=1: e(x,0,%)
oder
(2) Fir alle x mit sx=1: e(x,0,%)

]

( X5 s x,IZ ,0).

In DO und D1 unterscheiden sich die F&dlle (1) und (2) jeweils
durch die Art, wie bei einem Zug von sx die gegnerischen Argu-

mente X1-sx reduziert werden. Von den eigenen Argumenten

Xox miissen alle bzw. mindestens die permanenten weiter verant-

wortet werden. Die bei der Argumentation gegen o gerichteten
Argumente ¥ kommen zu den eigenen Argumenten neu hinzu, SchlieB-
lich ist durch DO und D1 bestimmt, daB Opponent und Proponent
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zbwechselnd zu Wort kommen. Durch DO und D1 sind gerade die vier
fiir uns interessanten F#élle mdglicher Ergebnisfunktionen beschrie-
ben. Es sei aber angemerkt, daR auch bei allgemeinerer Formulie-
rung der Axiome die meisten Resultate aus den folgenden Paragra-
phen erhalten bleiben. Dies wird in §5 noch niher erldutert wer-
den.

Zur Motivieruhg der sich in 4.1 - 4,3 ausdriickenden Dialogspiel-
regeln sollen Jjetzt einige Uberlegungeh angestellt werden.
Wehrend man die Alternativitdat des Spiels und die Bestimmung,
daB bel jedem Zug genau ein gegnerisches Argument angegriffen
wird, evtl. akzeptieren wird,sind die Unsymmetrien in 4.1 - 4.3
zundchst unverstandlich, sofern man die Kriterien von Alltags-
dialogen zugrunde legt. Damit berilicksichtigt man aber letztlich
nur Dialoge, in denen es um inhaltsbezogene Aussagen lber end-
liche Bereiche geht. Flir solche Dialoge symmetrische Regeln zu
vereinbaren, ist verniinftig und problematisch ist hierbeli nur die
Frage, wie die von einem Spieler schon bestrittenen Argumente
des Gegners unangreifbar gemacht bzw. reduziert werden sollen.
Denn mindestens der Opponent muB daran gehindert werden, die
Argumente des Proponenten unbegrenzt oft und womdglich stets

mit denselben Einwdnden bestreiten zu konnen; anderenfalls wir-
den Dialoge nie zu einem Ende kommen und der Proponent hitte
keine Chance, eine Behauptung erfolgreich zu verteidigen. Die
einfachste hier angebrachte Regel lautet: "jeweils das ange-
griffene Argument wird eliminiert"™ ( DO (1), D1 (1) ). Wenn man
auBerdem noch vereinbart, daB alle Argumente permanent und nicht-
tabuisiert sind und daB die Argumenterelationen iibereinstimmen,
so ist damit im Rahmen von 4.1 - 4.3 eine akzeptable Version fiir
die Regeln eines inhaltlichen Dialogspiels umschrieben. Tatsich-
lich ist aber die so getroffene Entscheidung fiir P=L und DO (1),
D1 (1) nicht vor anderen Ldsungen ausgezeichnet, wie wir in §6
zeigen werden.

Die in 4.1 - 4.% enthaltenen Unsymmetrien lassen sich erst fiix
formale Dialogspiele rechtfertigen. Wie bereits kurz in der Ein-
leitung erwdhnt muB in formalen Spielen die Argumentation unab-
héngig von Wahrheitswerten der Primaussagen gemacht werden. Dies
erreicht man durch Einfiuhrung einer unsymmetrischen “formalen
Primregel", die in der vorliegenden Arbeit eine gegeniiber

Lorenz [8) leicht abgednderte Fassung hat. Erstens werden nach.
dieser Regel Primaussagen des Opponenten als Hypothesen fiir den
weiteren Dialog aufgefaBt, d.h. sie werden wie wahre Primaussa~
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gen behandelt und dirfen vom Proponenten nicht bestritten werden.
Dagegen zshlen Primaussagen des Proponenten als falsch und kon-
nen vom Opponenten durch einen trivialen Einwand widerlegt wer-
den. Hieraus erkldrt sich die in 4.1 vorgesehene Moglichkeit,
daBl die beiden Spieler unterschiedliche Argumenterelationen be-
sitzen. Eine zweite Bestimmung der formalen Primregel verbietet
dem Opponenten, solche Primaussagen des Proponenten anzugreifen,
die er selber behauptet und als Hypothesen in den Dialog einge-
bracht hat. Genau diesem Teil der Primregel entspricht die in
4.2(2) formulierte Bedingung fiir tabuisierte Argumente.

Aus dem bisher Gesagten ergibt sich, daB die Argumente des Oppo-
nenten in formalen Dialogen einen anderen Stellenwert als die
Argumente des Proponenten haben, daR sie evtl. Vorentscheidun-
gen iliber Wahrheit oder Falschheit von Primaussagen treffen und
daB sie damit selbst Hypothesen sein kOnnen, auf die beide Spie-
ler ihre Argumentation einrichten miissen. Aus genau diesem Grund
gibt es in formalen Dialogspielen neben den permanenten ggf. auch
nichtpermanente Argumente, deren Punktion im Dialog in Abhingig-
keit vom Jjeweiligen Stand der Hypothesen gesehen werden muBl. Als
nichtpermanent faBt man z.B. solche Argumente auf, die in einer
bestimmten Situation und bei einem bestimmten Stand der Hypothe-
sen'berechtigte Einwdnde darstellen, die aber iiberholt sind und
daher eliminiert werden, sobald der Opponent neue Hypothesen in
den Dialog einbringt. Eine durch den Opponenten ausgeloste
"Elimination nichtpermanenter Argumente" ist in DO vorgesehen.

Zum AbschluB soll die obige Dialogspieldefinition noch folgender-
maBen zusammengefalt werden:

4,4 Definition: Sei 4 = (L,P,T,A
Dialogspiel, wenn

1) P,T c 1L,
2) AO’A’] cL x 6,
(3) e: X xL xS~ X,

(4) fir alle w, gelten DO und D1 in 4.3,

0182q:€). b heiBt

Die zu A gehorige Spielnormalform T ist durch 4.2 gegeben.

Mit A, A'y... werden im folgenden Dialogspiele angedeutet; dabei
werden die Komponenten und abhingigen GrdBen eines Dialogspicls
mit denselben Indizes bzw. Merkmalen wie dieses versehen. Z.B.
werden die Komponenten von A' mit L',P',... und die Spielregel
mit R' bezeichnet.
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45  Abgeschlossenneitseigenschaften

In Prizisierung der in der Einleitung angegebenen Definition
heiBt im Dialogspiel A ein Argument o wahr, wenn der Proponent
in A eine Gewinnstrategie fiir die Situation (0,¢,0) besitzt
bzw. (0,0,0) zuG, gehort (nur diese Charakterisierung soll be-
nutzt werden). Im folgenden werden Dialogspiele auf den Bereich
ihrer wahren Argumente hin unfersucht. Zur Vereinfachung der
Schreibweise wird kiinftig bei den zu A gehdrigen 1-Gewinnsitu-
ationsmengen an und G1 der rechte Index 1 weggelassen;

In diesem Paragraphen wird bewiesen, daBR die Menge G von A ge-
geniiber gewissen Operationen abgeschlossen ist. AufBlerdem wird
gezeigt, dall die Voraussetzung der Alternativitdt keinen Ein-
fluB au? G hat und somit eine nur unwesentliche Einschrinkung
der Spiclregel ist.

Zunidchs' werden einige neue Bezeichnungen eingefiihrt.

h(ew,-) gebe die Hiufigkeit an, mit der o in ¥ vorkommt.
£ < & bedeute, daB fiir alle o: h(w,Z) < h(e,3%).
e & bedeute, daBl fir alle ¢ & ¥ auch o € 3.

o)

g wird definiert durch: ¥ := O wund Zn+1 $= ZnZ.

Xx £y Dbesage, daB X0 € Yoy Y4 < xq und X5 = Yoo

]

Xey besage, dafl X5 € Yoo JqE X4 und X5 Yoo

SchlieBlich wird gesetzt:
Xy &= (XOyO’X’ly1 ,X2Uy2)’

xTo . ((xo)m,(xq)n,xa) und X := Xm,1,
P(x) := (P(x5),P(x4),%5).

P(x) heiBt permanenter Kern von x.

Damit formulieren wir
5.1 Satz: In A sei x € oG und z e ,G. Dann gilt:

(1) Wenn x < Y, SO ¥ € aG_
(2) Wenn sx=1, so existiert ¢ <a mit x2 ¢ G.
(3) Wenn sx=0, so P(x) € a%e

By ¢ G.

(5) Wenn O <1n € m SO X na
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Die Abgeschlossenheitsaussagen von 5.1 gelten auch fiir die Dia-
logspiele in der Version von Lorenz [77,787, wie in [5] nachge-
wiesen wurdc. Insbesondere der Beweis von (3) und (#) ist dort
aber sehr kompliziert, weil in den Spielen von Lorenz auch die
Reihenfolge der Argumente berlicksichtigt werden mufl.

Vor dem Beweis von 5.1 werden noch einige Lemmata angegeben.

5.2 Temma: A und A' seien Dialogspiele mit IL=L' und T c T°'.
Weiter sei sx=sy=0, ¥y R' e'(¥y,my%), o & x; und o Ay 3.

SchlieRlich gelte 5%): Yo oder ( P(XO) € Jo und o ¢ P).
Dann gilt x R e(x,1,3).
Fir 5.2 muB gemdB 4.2 gezeigt werden, daB im Falle o e T: o E‘XO.
Sei also @ € T. Dann o ¢ T', also o K Yo Wesgen 4,2 und
y R'" e'(y,e0y%). Falls Xo€ Jgs erhdlt man o E Xq. Falls
I%xkg E Y, und o € P, erhZlt man o # P(xo), also auch o ¥ X
5.2 Lemma: A und A' seien Dialogspiele mit L=L' und T < T'.

Weiter sei E ¢ X2 und es gelte fir alle x,y mit x E ¥y
und fir alle o,T:

1) xe N _

(2) A(')m c Aom und A,‘co c A,"co,

(3) e(X,O’),X) E e'(ZY,CD,Z).

Dann ist E 1-Erhaltungsrelation von A zu A'.

Zum Nachweis von 5.3 iiberpriift man die Bedingungen (2) und (3)

in %.1 und nutzt dabei 5.2 aus. E ist sogar eine "effektive"
Erhaltungsrelation insofern, als die fiir (2) und (%) von 3.1 zu
bestimmenden Nachfolger effektiv angegeben werden konnen (die-
selbe Argumentation ¥ gegen o wird beibehalten). Alle fiir Dialog-
spiele im folgenden benutzten Erhaltungsrelationen sind effektiv.

Im nd@chsten Lemma werden einige Eigenschaften der Ergebnisfunktion

zusammengefalit.
5.4 Temma: Fir die Ergebnisfunktion e von A gilt:
(1) Falls sx=0, so (XO)cp < e(x,m,z)o und e(x,m,2)1 < (x1~m)m.
(2) Falls sx=1, so e(x,0,5)5 < x5 und Xq S e(x,m,z)q.
(3) Palls sx=0 und mEIdeq, so e(x,0,%) = e(P(x),0,%).
(4) Falls x < y, so e(x,0,%) < e(yy0,L).
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(5) Talls sx=sy=0 und o g %4y SO
e<X,ng)((yo)m’ (yll)(‘!)’O) = GCXy,m,Z)-

(6) Falls sx=1 und of X5y SO
e(X,m,Z>(yos Y/“O) s e(m,tﬂ,?).

(7) s e(xXy00,%) = 1-8%.

5.4 ergibt sich unmittelbar aus 4.3, wenn man folgende Beziehun-
gen des e—Kerns bericksichtigt:

Wenn ¥ < &, so ¥ < 3
©

(Zé)m = Emém’

o’

Beweils von 5.1

Fir 5.1(1) genligt es wegen 2.2 zu zeigen, daB < eine 1-Erhal-

tungsrelation von A ist. Dazu wendet man 5.3 an, setzt dort

A':=A und nutzt 5.4(4) aus.

Zu 5.1(2): Sei x ¢ 5G¢ und sx=1. Nach 1.9 und 4.2 gibt es ¢ < a,
x'y0,8 mit: x'=e(x,0,8), x R x' und x' ¢ G- Wegen 5.4(7) ist

s x' = 0; 5.4(2) liefert x' = Xg. Mit 5.1(1) erhidlt man schlieB-

lich XQ e G,
2 c

und y:=P(x) ) und 5.4(3) zeigt man R P(x) ¢ Rx. Nach 1.9
existiert ¢ <a mit Rx ¢ cG. Also ist auch R P(x) c cG

und P(x) e aG.

(V): Die Behauptung von 5.1(4) gelte schon fiir alle a,b mit

a+b < c.
Induktionsschritt: Sei nun x e a0y 2 € G und a+b=c.
Nach 1.9 existieren a' <a und b' <b mit x ¢ atpqG® und

Z € 1,4G. Man setzt c¢':=a'+b'+1 und hat c¢' < c.

—— . e g VD St o vy e e ey S

Rxz ¢ ,,G. Sei also xz Ry und y=e(xz,0,Z). Dann ist oe X424

Sei zundchst oEx,. Man setzt x':=e(x,0,T) und zeigt mit 5.2

x R x'. Nach 1.9 erhdlt man x' ¢ g'G und wegen 5.4(5) gilt:
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AX'((ZO>m’<Zq>m’O> < y. Ggf. nach vorheriger Anwendung von 5.71(3)
(falls ¢ ¢ P oder P=0) liefern (V) und 5.1(1) ¥ e c.G.

Wenn ¢ & 24, SO schlieBt man analog,muB aber beriicksichtigen,
daB e(zx,0,Z) <y wegen 2zx s xz und 5.4(4).

Falls sx=1 und sz=0,s0 existieren nach 1.9, 4.2 x'y00,Z mit:

x Rx', x'=e(x,0,8) und x' e ,,G. Man setzt vi=e(xXz,0,Z)
und zeigt xz R y. Wegen 5.4(6) erh#lt man x'z < y. (V) und

5.1(1) liefern y ¢ o1Ge Damit ergibt sich nach 1.9 xz e G.

Der Fall sx=0 und sz=1 wird wieder fast analog behandelt.

FPalls sx=sz=1, so ist x2Z = xg z und wegen xg € a,G nach

5.1(2) liefert (V) sogar xz e _,G.

c

Zu 5.1(5): Sei O<ns<n und x e ;G- Vegen Xt g 0

n,n

geniigt es nach 5.1(1) x e .G gzu zeigen. Dies wird durch

na
Induktion iiber n und unter Benutzung von 5.1(4) bewiesen.

Bemerkung. Beim Beweis von 5.1 wurde nicht auf die Axiome DO,D1
in 4.3 zuriickgegriffen sondern nur 5.4 benutzt. Man kdnnte daher
5.4 zu einer allgemeineren Formulierung der Dialogaxiome verwen-—
den, Diese MOglichkeit soll im weiteren aber nicht niher unter-
sucht werden. Dagegen wollen wir noch zeigen, daB einerseits auf
die beim Nachweis von 5.1 nur fiir (2) ausgenutzte Alternativitit
verzichtet werden kann und dafBl sich andererseits die Gewinnchan-
cen des Proponenten nicht &ndern, wenn beide Spieler nur alter-
native Zuge machen.

5.5 Satz: Anstatt DO,D1 gelte fiir A 5.4 (1)-(6). Weiter sei
X € aG und sx=1, Dann existieren x' und ¢ <a mit:

x Rx'y s x' =0 und x' e cG.

Wegen 5.5 kann der Beweis von 5.1(2) ohne Benutzung von 5.4(7)
durchgefiihrt werden., Zugleich ergibt sich, daB dem Proponenten
die zusadtzliche Voraussetzung der Alternativitdt seiner Ziige
nicht schadet.

5.6 Satz: Anstatt DO,D1 gelte fiir A 5.4 (1)-(6). Dann gilt:
(1) Wenn sx=0 und x £ G, so existiert x' mit:
xRx'y s8x' =1 und x' £G. ‘
(2) Wenn sx=0 und x € aCGps80 existieren x'y, ¢ <a mit:
xRx'y sx'=1 und x' ¢ G .
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fus 5.6 ergibt sich insbesondere, daB dem Proponenten die zus#tz-
liche Voraussetzung der Alternativitit der Opponentenziige nicht
nitzt,.

Der Beweis von 5.5 wird durch Induktion iiber a gefihrt.

(V): Die Behauptung von 5.5 gelte schon fiir'alle a < b.
Induktionsschritt: Sei sx=1 und x € bG. Nach 1.9 gibt es x'

und a <b mit: x R x' und x' ¢ gG- Falls s x' = 0, ist

nichts zu zeigen. Anderenfalls gibt es nach (V) y,n,® und c < a
mit: x' Ry, y=e(x'ym,Z), sy=0 und y € oG- Man setzt nun

y':=e(x,0,%). Wegen x' € x nach 5.4(2) erhdlt man x R y' und
wegen 5.4(4) auBerdem y € y'. Daraus ergibt sich s y' =0
‘und  y' e , G wegen 5.1(1).

Zum Bewels von 5.6 zeigt man zunidchst durch zweimalige Anwendung
von 5.4(4), daB mit sx=sy auch s e(x,0,%) = s e(F,0,Z) gilt.
Der Beweis von 5.6 wird dann durch Induktion iber |x1| gefihrt.
Wir beweisen 5.6(1); 5.6(2) 18Bt sich dann analog nachweisen,
wenn man noch zeigt,dal » eine O-Erhaltungsrelation ist.

(V): Die Behauptung von 5.6(1) gelte schon fiir alle x mit Ix1| < n,
Induktionsschritt: Sei nun |x1| =n und x 4 G. Nach 1.9, 4.2
gibt es x', ¢,¥mit : x R x', =x'=e(x,¥,¥) und x' £ G.

Falls 8 x' = 1, ist nichts zu beweisen. Anderenfalls zeigt man
mit 5.4(1), daB |x)| <n. Nach (V) gibt es dann y,0,T mit:

x' Ry, y=e(x',0,%), s8y=1 und y £ G. Insbesondere ist dann

auch P#O. Man setzt nun y':=e(x,0,Z) und erhdlt s y' = 1
wegen sy=1. AuBerdem gilt wegen 5.4(1):

(xo)qJ < xj und x5 S (x1—w)w. Daher ist mit o e x% auch

®E Xq0 Es genligt nun zu zeigen, dal x R y' und y' £ G.

Dazu unterscheidet man die Fdlle ¢ ¢ P und ¢ £ P.

Falls ¥ £ P, so x5 € x4 wegen P£O; 5.2 liefert dann x R y'.

Weiter hat man x < x' und nach 5.4(4) y' € y. Wegen y £ G
ergibt sich somit y' A G nach 5.1(1).

Falls ¢ _e¢ P, so P(xo) < x3; 5.2 liefert dann x R y'. Weiter
hat man P(x) < x' und o¢& P(xq). 5.4(3) und (4) ergeben
y'€y und wegen y A G erhdlt man y' £ G nach 5.1(1).
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§6 Vergleich von Dialogspielen

In diesem Paragraphen wird untersucht, in welcher Beziehung Dia-
logspiele zueinander stehen, die durch Ab&nderung gewisser Regeln
auseinander hervorgehen. Ein Dialogspiel A' heiBe Erweiterung

von A, wenn G c G'., A und A' heiBlen dquivalent, wenn G = G'.

Tm folgenden stellt sich filir bestimmte Dialogspiele heraus, daB
beim Ubergang zu #quivalenten Spielen die Regeln fiir den Oppo-
nenten erheblich verschirft werden konnen. AufBerdem wird gezeigt,

daBl im Fall T = O der Bereich der wahren Argumente von A in ge-
wissem Sinne unabhingig von der Wahl von P und e ist.
Wir unterscheiden hier folgende Arten von Dialogspielen:

6.1 Definition: A heildt

| streng, wenn P = O,
O-streng, wenn fiir alle x,m,T mit sx=0: e(x,0,%), = O,
begrenzt, wenn fir alle x,m,%: e(x,m,z)sx S X, — O
1-unbegrenzt, wenn fiir alle X,0,T mit sx=1: e(x,0,5)y = Xq,

1-optimal, wenn A O-streng und “1-unbegrenzt ist.

Aus DO in 4.3 ergibt sich, daB jedes strenge Dialogspiel auch
O-streng ist. AuBerdem hat die Bedingung P = O fiir den Spie-
ler 1 fast denselben Effekt, als wenn eine der O-Strenge analo-
ge Forderung an 1 gestellt wirde. Genau gilt dies im Fall T=0
und bei AusschluBl von Anfangssituationen x mit sx=0 und xoﬁO.
Zundchst soll jetzt gezeigt werden, daB jedes Diaslogspiel Erwei-
terung eines ihm zugehodrigen strengen Spiels ist.

6.2 Definition: Zu Jedem A wird ein strenges Dialogspiel ASt

definiert und zwar wird gesetzt:

8%% :2 (1,0,7,44,4,,6%%), wobei
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(x,0,1) falls sx=0

eS¥(x,0,5) =4 ’
e(x,0,%) falls sx=1.

Eine Uberpriifung von 4.4 zeigt, daB mit A auch Ast

ein Dialog-
spiel ist.

6.3 Definition: Als Argumentationsbreite von A wird erklirt

br A := min {asw; fir alle o,Z,i mit o A; T: |Z] < a}.

Gst

6.4 Satz: Fur A gilt: Wenn x e b und

a := min(w, br & + [x4]), so x e g(a,b)¢ (Zu g vgl. 3.3)
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6.4 besagt insbesondere, dall A Erweiterung von Ast

st

ist. Im Falle

a < w gilt auch wG c U)G; m.a.W., 1-Gewinnsituationen mit

"rleichm#Biger Gewinngarantie" (vgl. dazu 1.11(2)) behalten die-
se Bigenschaft bei. Die Beweise von 6.4 und aller folgenden S&t-
e werden am Ende von §6 gefiihrt.

Als n#chster Schritt wird der Ubergang von einem Dialogspiel zu
cinem entsprechenden O-strengen bzw. ‘1-unbegrenzten Spiel voll-
“OZEen.

G.5 Definition: Zu A wird erklart:

AT = (L,P,TyA5,4,,e ), wobei

((x,) £,0,1) falls sx=0
e (x4t0,%) = 0702 ’

e(x,n,%) falls sx=1.
st i= (T,P,T,A5,A,,67), wobei
N e(x,0,%) falls sx=0,
e  (x,my%) := v

(xo,xqz,o) falls sx=1.

Bine Uberpriifung von 4.4 zeigt, daB mit A auch A™ und A" Dialog-
spiele sind; A~ ist O-streng, At ist 1-unbegrenzt und

(A7)" = (67)” ist 1-optimal.

6.6 Satz: Tur A gilt:

- +
Wenn x e _G G'.
en X € aG’ SO0 a und x e a

Insbesondere sind also o~ und A Erweiterungen von Ay ein Ergeb-
nis, das nicht iberrascht. Interessanter ist das Resultat, daB
AT Erweiterung von A ist, falls A “1-unbegrenzt ist.

6.7 Satz: A sel 1-unbegrenzt. Dann gilt:
Wenn x e G~ und a := min(w, br A + lqu), S0

X € .g(a,b)G‘
6.8 Korollar: A sei 1-unbegrenzt. Dann gilt:

1 G =G6".

2 W = wG','falls br A < w.

Eine 6.8(1) in etwa entsprechende Behauptung formulierte
Lorenzen in [47 und [12] fir die dort angefiihrten intuitio- -
nistischen Dialogspiele, gab aber keinen Beweis filir seine Be-
hauptung an. Da auch Lorenzen die Regel "EinlOsung der zuletzt
entstandenen Verteidigungspflicht" benutzt, gilt fiir den Schwie-
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rigkeitsgrad eines solchen Beweises das im AnschluB an Satz 5.1
Gesagte. .

Rir Dialogspiele A mit T=0 ist klassisch folgendes Resultat be-
weisbar: .

6.9 BSatz: A sei O-streng und T=0. AuBerdem habe x die Gestalt
x = (£,0,1) oder x = (0,%,0). Dann gilt:

st
Wenn x e aG, 50 X € aG .

Mit Hilfe von 6.4, 6.6 und 6.9 kann man zeigen

6.10 Satz: Fir A und A' gelte L=L', T=T' und A; = A; fur
i < 2. AuBerdem habe x die Gestalt x = (¥,0,1) odexr
x = (0,%,0). Dann gilt:

(1) x ¢ G genau dann, wenn x e G'.
(2) &s sei br A < w.
Dann ist x ¢ G genau dann, wenn X e wG'.

Zum Beweis von 6,10 zeigt man (1) und (2) zun&chst fiir A und pSt

und wendet dabei 6.4, 6.6 und 6.9 unter Berlicksichtigung von
(A“)St = 5% an. Danach iiberlegt man sich, daB wegen T=0 fiir

. st _ st
alle a: aG = aG' o

6.10 besagt insbesondere, dafB im Fall T=0 (also z.B. fiir inhalt-
liche Spiele) der Bereich der wahren Argumente unabhingig von P
und e ist. Da 6.9 nur klassisch gilt, ist es mnatiirlich i.a. nicht
moglich, aus einer im 1-optimalen Spiel bekannten Gewinnstrategie
eine solche flir das strenge Spiel effektiv herzustellen. 6.9 ist
aber auch konstruktiv beweisbar, falls AO finit ist ( Aom ist end-
lich fiir jedes o). In diesem Fall gilt dann auch 6.10 effektiv.
Spiele mit nichtfiniten Argumenterelationen konnen bei strenger
Auslegung ohnehin nicht als rein inhaltlich aufgefalt werden, wie
~wir in §8 noch darlegen werden; insofern kommt schon aus diesem
Grund eine Anwendung von 6.10 nicht in Frage.

Zum AbschlulB geben wir noch eine Beziehung zwischen Spielen mit
verschiedenem P und eine Verschirfung von 5.1(1) an.

6.11 Satz: 4 sei O-streng, P < P' und A' = (L,P',T,Ay,A,,e').
AuBlerdem sei e' vom selben Typ wie e. Dann gilt:

]
Wenn x e G, so x € aG .

6.12 Satz: A sei 1-optimal und x€y. Dann gilt:

Wenn x ¢ G, s0o J ¢ aG.
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Aus 6.12 ergibt sich insbesondere, daBl es in ‘1-optimalen Dialog-
spielen unwichtig ist, wie oft ein Argument in der Argumentese-
quenz eines Spielers auftritt. In 4-optima1én Spielen kann man
also die Argumenterelationen so einschrinken, daB fir o A; ¥
die Sequenz ¥ keine Wiederholungen aufweist. In begrenzten Dia-
logspielen ist die Vielfachheit der Argumente dagegen von groller
Bedeutung. Auf dieses Problem gehen wir in §7 ein.

Im folgenden werden 6.4, 6.6, 6.7, 6.9, 6.11 und 6.12 nachgewie-~
sen.

Beveis von 6./ durch Anwendung von 3.5. Es sei m > O vorgegeben

und a := min(w, br A + m). Damit setzt man in 3.4:
IS S TR O S
Y := { x; (sx=0 und qul < a) oder (sx=1 und |x1| < mn) 1.

SchliefBlich definiert man folgendermaflen eine Funktion m:

Puir x entstehe x? aus x4 durch Streichung aller Argumente o

mit o AT oder ( ® ¢ T und ¢ ¥ % s §1 entstehe dagegen

aus x4 durch Streichung der Argumente ¢ mit oo ¢ T /und "6 Xqy.

Damit setzt man:

mx := X, falls sx=1 oder (sx=0 und §1=O).

Sei anderenfalls sx=0, k >0 und X, = 5. Dann setzt man:
((0,5,0) 54+ 5 (0,0, _4,0)) falls xj = O,

mxX =
m T
((Xo,xq,O),(O?mb,O),...,(O,mkuq,O)) falls x; # O.

Fiir die so definierten GrdBen beweist man 3.,4(1),(2). Sei dazu

x ¢ Y und § = TX.

Fir 2.4(1) zeigt man z5e...¢z, 4 s x und wendet 5.1(1),(4) an.

Bei %.4(2) muB man fiir (b) beriicksichtigen, daB (xo,xﬁ,o)

Endsituation ist; bei (c¢) ist zu beachten, daB man flir x R x'

’X%! <«<m+4 br A € a erhidlt,

In Anvendung von 3.5 ergibt sich nun:

st

Wlenn x ¢ ¥ und x =« bG y SO X € G.

s(a,b)
Speziell fiir lx,| = m erhdlt man 6.4,

Zum PFeveis von 6.6 zeigt man, dall < eine 1-Erhaltungsrelation
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von A zu A~ bzw. AY ist; hierzu wendet man 5.% an. Wegen

¥ < x ergibt sich dann 6.6 mit Hilfe von 3%.2.
Flir den Beweis von 6.7 bendtigt man
6.13% Lemma: A sel 1-unbegrenzt und
E* := {(x,¥); XoE Yoy *q=¥4 und sx=sy1.
E* ist 1-Erhaltungsrelation. '
Zum Beweis von 6.1% wendet man 5.3 an.

Beweis von 6.7 durch Anwendung von %.5. Es sei m > O vorgegeben

und a := min(w, br A + m). Damit setzt man in 3.4:
r‘:=17, T":=T, 1 :=1,
Y := fx; (sx=0 und |x1{ < a) oder (sx=1 und lx1! < m)?.
SchlieBlich definiert man eine Funktion m durch:

p'e falls (sx=0 und x1=0) oder sx=1,

mX o=
(351 0010) 5 ey (Xgy_1,0))  falls sx=0, k > O und x,=t.

Fiir die so definierten GroBen beweist man 3.4(1),(2) in shn-
licher Weise wie bei 6.4, Fir 3.4(1) zeigt man, daB im Falle

¥ - omx: Zo%e o2y _q E* x gilt und wendet dann 5.1(4) und 6.13 an.

In Anwendung von 3.5 ergibt sich:
Wenn x ¢ Y und x € bG y SO X € g(a,b)G‘

Speziell fiir lxq! =m erhilt man 6.7.

Beweis von 6.9 A sel O-streng und T = O. Durch Induktion

iiber a wird zunachst gezeigt:

6.14 Wenn sx=1, x,=0 und x e G, so gibt es o, ¥, ¢ <a mit:

a
©€ X5, ©A; T und (0,%,0) € e

Zum Nachweis von 6.14 wird angenommen:

(V) 6.14 gelte schon fiir alle a < b.

Induktionsschritt: Sei sx=1, x4=0 und X e bG. d sei die

kleinste Ordinalzahl mit x e dG (4 ist i.a., nicht effektiv an-

gebbar). Nach 1.9 und 4.2 existieren a,c,x',e,Z mit: a <c < 4,

x' = e(xy9yZ)y X R x'y, X' € oG und  Rx' e ,G.
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Man setzt nun y := (0,%,0). Behauptung: Yy ¢ c G. Zum Nachweis

reicht: Ry < ,G. Sei also y Rz und 2z = e(y,¥,¥). Dann ist

z = (¥,0,1). Man setzt jetzt x" := e(x',t¢,¥). Wegen T = O
erhdlt man x' R x". AtvBerdem ist x" ¢ aG und s x" = 1.
Nach (V) gibt es p,%, ¢' <a mit: p & Xps P Ay 3 und

(0,3,0) ¢ G.

c 1
e(z,p,%) und erhilt

Il

Falls p & Y, so setzt man z'
z Rz', (0,5,0) <2z', also z' ¢ oG mach 5.1(1) wund
schlieflich z ¢ G nach 1.9.

Palls__o £ ¥, s0 o & Xy; dann setzt man x* 1= e(x,0,3)

it o S o ot St St i et

und erhdlt x R x*, (0,8,0) £ x*, also x* e _,6 mnach 5.1(1).
Damit ergibt sich aber d < c¢c'+1 £ a 1im Widerspruch zu

a <c < d.

Falls A, finit ist, kann der Beweis von 6.14 folgendermalBen
konstruktiv durchgefihrt werden:

Zu x gibt es ¢ <Db, x'y,m,% mit: x' = e(x,m~), x R x'

und x' e G. Flir die endlich vielen Nachfolger von x' ist (V)
anwendbar und man Uberprift, ob (V) fiir einen dieser Nachfolger
einen Angriff gegen ein Argument Xg vorschreibt (dann ist
dieser Nachfolger schon bei x imitierbar), anderenfalls leistet
y := (0,7,0) das Verlangte.

Mit Hilfe von 6.14 und 5.1(1) ergibt sich 6.9 durch einen ein-
fachen Induktionsbewels lber a.

Zum Beweis von 6.11 zeigt man, daB < eine 1-Erhaltungsrelation

von A zu A' ist, und wendet hierzu 5.3 anj;die O-Strenge geht beim
Beweis entscheidend ein. Wegen x < x ergibt sich dann 6.11 mit

Hilfe von 3.2.

Zum Beweis von 6.12 zéigt man, daB € eine 1-Erhaltungsrelation
von A ist, und wendet hierzu 5.% an; 6.12 ergibt sich dann mit
Hilfe von 3.2,




~Dl

§7 m,n- und n- Spiele

In §6 hat sich fiir Dialogspiele A mit T = O die Frage nach der
angemessensten Wahl von P und e in gewissem Sinne als nebensich—
lich herausgestellt. Dieselbe Frage ist fiir formale Dialogspiele
(wo T #£ 0 gilt ) von erheblicher Relevanz, kann aber nicht ein-
deutig beantwortet werden. Mangels eines echten Pendants im All-
tagsdialog ist einerseits keine der mdglichen Varianten als 'na-
tiirlich" bezeichenbar; andererseits stellt man fest, daB eine
unterschiedliche Wahl von P und e zu verschiedenen Logiken fihrt.
Aus diesem Grund wird man sich bei der Entscheidung filir eine be-
stimmte Variante bereits daran orientieren, welche Logik mit ihr
verbunden ist, und die Entscheidung spiegelt nur die urspring-’
liche Ausgangsposition wider. Dies gilt insbesondere fir das
Problem, welche Argumente man als permanent und welche als nicht-
permanent auszeichnet (vgl. §10). Weniger kritisch ist dagegen
die Wahl von e. Denn wenn man die Auffassung von §4 zugrundelegt,
nach der in formalen Dialogspielen die Argumente des Opponenten
den Charakter von Hypothesen haben konnen, dann wird man dem Pro-
ponenten zugestehen, die permanenten Argumente des Opponenten un-
begrenzt oft angreifen zu dirfen. Insofern wire die Entschei-
dung filir ein 1-unbegrenztes Spiel zu rechtfertigen; 6.8 gestat-
tet es dann sogar,zu einem ‘1-optimalen Spiel iberzugehen. Tat-
sdchlich stellt sich auch heraus, daBR schon zur Beschreibung der
klassischen oder intuitionistischen Aussagenlogik ein strenges
oder begrenztes Dialogspiel nicht ausreicht, und so werden bei
formalen Dialogspielen in der Iiteratur i.a. nur 1-unbegrenzte
Spiele diskutiert. In [8] entschied sich ILorenz allerdings aus
zwel Griinden filir eine andere Version. Erstens wollte er in ihr
den Nachteil der 1-unbegrenzten Spiele,nicht partienendlich zu
sein, vermeiden und zweitens eine groBere Symmetrie zugunsten

des Opponenten erreichen. Nach dieser Version wdhlt in dem mit
einer Behauptung o beginnenden Dialog zunZichst der Opponent ei-
ne Schranke m und danach der Proponent eine Schranke n; im an--
schlieRenden Dialog um ¢ darf der Opponent bzw. Froponent geg-
nerische Argumente bis zu m bzw. n mal angreifen, In dem Spiel,
das die Wahl der Schranken einbezicht, heifit ein Argument e
wahr,wenn es zu jedem m >0 ein n > 0 derart gibt, dal « in
dem Spiel mit den Angriffsschranken m,n wahr ist. TatsZchlich
lassen sich auch auf diese Weise die klassisch bzw. intuitio-
nistisch formal wahren Aussagen charakterisieren.
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Ziel dieses Peragraphen ist es, jedem Dialogspiel A myn- Spie-
1e 8™™ zuzuordnen und die in Lorenz [8] postulierten Reduktions-
sdtze allgemein zu beweisen (s. Einleitung). AuBerdem wird ge-
veigt, dall die m,n- Spiele jeweils auf ein ‘1-unbegrenztes Spiel
zurlickgefihrt werden konnen.

Im Rchmen der Dialogspieldefinition von §4 ist die Moglichkeit,
daB Argumente mehrfach,aber beschrankt oft angegriffen werden
k8nnen, aus technischen Griinden nicht vorgesehen; sie 1aBt sich
aber indirekt dadurch realisieren, daB neue Argumente in entspre-
chender Hiufigkeit vorgebracht werden. In dieser Interpretation
besagen die Schranken eines myn- Spiels, daB die Argumente des
Opponenten bzw. des Proponenten n- bzw. m- fach aufgefihrt wer-
den.

7.1 Definition: Jecdem A werden flir my,n > O Dialogspiele AT T

- zugeordnet und zwar wird gesetzbt:

A s (T,P,T,A007,A00  e), wobei
Am’n = {(mgzn\); o A-O > }’
Arzrll’n = ((.co,zm); © A1 T 1.

A" heift das zu A gehorige m,n- Spiel und (A—)1,n heiBt das
zu A gehOrige n- Spiel. Fir die so iliber A definierten m,n- und

n- Spiele ist im Gegensatz zur Intention von Iorenz noch nicht
gewdhrleistet, daB flr eine nit der Situation x beginnende Partie
die Argumente von x mehrfach angegriffen werden konnen. In genau-
er Ubertragung des Ansatzes von Lorenz muB daher in ATy,

(A—)ﬂ,n die Partie statt mit x mit x2*0 bzw. x° beginnen.
Fir die zu A gehorigen m,n-Spiele gilt zunachst

7.2 BSatz: Es sind dquivalent:
n,m . m,n
w °

(2) Es gibt n >0 mit 2 e weq’n.

(1) Fiir alle m > 0 gibt es n > 0 mit x

Falls zusdtzlich br A < w, so ist zu (1) und (2) Hquivalent:

(3) Es gibt n >0 mnit X0 e Lu(G")"’n.

7.2 ist als Reduktionssatz in solchen Fdllen von Bedeutung, wo

alle A™™ una (A')q’n_lokal einschrénkbar fiir 1 sind (vgl. §2),

und erlaubt dort, von den myn- zu den 1,n- bzw. n- Spielen iliber-
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(1) Wenr sx=0, so e(x,e,t) B* e¥(y,m,%).
(2) ¥Wenn sx=1, so e(x,0,%) E* et (7,0,5) .

Damit kann nach dem iiblichen Schema bewiesen werden, daB E* eine

1-Erhaltungsrelation von pTR py At ist. Wegen x E* x

ergibt sich dann 7.5(3) aus 3.2.

Beweis von 7.5(4) durch Induktion iiber 1 > O.

(V): Die Behauptung von 7.5(4) gelte schon fiir alle k mit O <k < 1.

Induktionsschritt: Sei nun x ¢ 1G+.

1 € le’l der Nachweis wvon

Rq’l xl c 1~4G1’1. Sei also xl Rq’l z und 2z = e(xl,m,F:).

Man setzt y := e+(x,m,2) und zeigt x RT y. Nach 1.9 ist dr+-

1-1 ¢1o 11

1>1 und y e 1—1G+’ (V) liefert y € 1.1

U.a. wegen 7.7 gilt y1"1 < yl = e+(xl,m,21) = e(xl,m,zl) = Z,
.o 1 [} l"’]

Also erh8lt man z e ; 4G nach 5.1(1) und

z e, 46" nach 7.5(1).

Falls sx=1, so ist 1 > 1 wund nach 1.9, 4.2 gibt es y,on,” mit:

xRYy, o Xgy ¥ = (xo,xqz,o) und y € 1—4G+‘ (V) liefert
S 1~1G4,1-1

xt Rq’l z. Wegen o€ X0 und 4.% gilt dann:

. Man setzt 2z := e(xl,m,E) und zeigt

=1 ((Xo)l‘“,xqz,o) s ((xp)'-0,%,7,0) = z. Damit erh#lt man

1,11

Z2 €49 4G cls1

nach 5,1(1) und =z ¢ 1-1 nach 7.5(1).

Also ergibt sich x1 ¢ 1G1’1 nach 1.9.

Der Beweis von 7.5(5) wird durch Induktion iiber a gefithrt und
verl#iuft nach demselben Schema wie bei 7.5(2). Im Unterschied zu

dort geht hier die Tatsache ein, dafi fir ein 1-unbegrenztes A
wegen 5.1(5) und 6.12 gilt:

. 1,
W € > ’ .
enn x ¢ G und m >0, so x € na
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7.6 ergibt sich direkt aus 4.% und 5.4(4).

Zum Beweils von 7.5(1) zeigt man, daB < eine 1~Erhaltungsrelation‘

1 ]
von AT zy AP 9B S5t und wendet hierbei 7.6 an. 7.5(1) er-

gibt sich dann mit Hilfe von 3.2.
7.7 Lemma: Es seien m,n > 0. Dann gilt fir A:
(1) Wenn sx=0, so e(x,m,E)n = e(xn,m,?n).
(2) Wenn sx=1, 50 e(x,0,5)™'" s e(x%, e, m™).
7.7 ergibt sich unmittelbar aus 4.3,

Beweis von 7.5(2) durch Induktion iiber 1 > O.

(V): Die Behauptung von 7.5(2) gelte schon fiir alle k mit 0 < k < 1.

Induktionsschritt: Seli nun x e 1G und n's= ml. Fir

!
L2l e(m,1) reicht wegen 5.1(5) der Nachweis von
9

N

ek

- ml~1

1
, Wobei =n : und 1' := 1+g(m,1-1).

- myn' : n myn'
7 e g(m,l—ﬂ)G . Sel also xR z und

Z = e(xn,m,zn'). Man setzt y := e(x,n,%) und zeigt x R y.

Nech 1,9 ist dann 1 >1 und y € 114G (V) liefert nun

gt e & (m 1_1>Gm’n. U.a. wegen 7.6 und 7.7 gilt nun:
9 .

Mg y8 2 e(x™,m,=") € z. Also erhdlt man

m,n myn'
Z € g(m,l—ﬂ)G nach 5.,1(1) und 2z e g(m,l—ﬂ)G nach 7.5(1).

- - e St S B o o s e

xRy, ¥ =e(x,n%) und y ¢, 4G. (V) liefert
€ g(m 1_4>Gm’n. Man setzt 2z := e(xn,m,zm) und zeigt
9

x® RMD 5. Wegen 7.7 gilt y " < z. Also erhilt man
m.n ) m,n'
2 e g(m,l-ﬂ)G ** nach 5.1(1) und 2z e g(m,1~1)G ’ nach 7.5(1).
n gltyn'

Damit ergibt sich x € 1 nach 1.9 und 3.3.

Zum Beweis von 7.5(3) zeigt man zun#chst, daB fiir die in 6.13
definierte Relation E* im Fall n >0 und x E*y gilt:
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zugehen. Ein 7.2 entsprechendes Ergebnis formulierte Lorenz

in {87 fur seihe (lokal partienbeschrinkten) intuitionistischen
m,n~ und n~ Spiele.

In Ergénzung von 7.2 gilt

7.3 Satz: Zu (1) und (2) in 7.2 ist dquivalent:
1) x e G (Zu A" s. §6)

Damit kann man die myn- Spiele von A im Falle ihrer lokalen Ein--
schrénkbarkeit fiir 1 auch durch A ersetzen, sofern man sich auf
die Betrachtung der 1-Gewinnsituationen aus wG+ beschriankt.
Oder anders gesagt, statt einer anfénglichen Festlegung von
Angriffsschranken fir Opponent und Proponent geniizt in At die
Einfiihrung folgender Zusatzregel (vgl. 1.11): Der Proponent®
nennt zu Beginn des Dialogss eine Zahl n und gibt den anschlie-
Benden Dialog verloren, wenn dieser nicht innerhaldb von n Schrit-
ten zu seinen Gunsten entschieden ist. Das so aus AT entstehende
Spiel ist partienendlich. Falls neben den A2 guch At lokal
einschrinkbar fir 1 ist, geht durch die Zusatzregel keine der
1-Gewinnsituationen von AT verloren. Dieser Fall liegt bei den
intuitionistischen und klassischen Dialogspielen vor, wie in §10
nachgewiesen wird.

Bei fiir 1 nicht lokal einschrinkbaren Dialogspielen lassen sich
die Behauptungen von 7.2 und 7.% i.a. nicht auf die Menge allex
1-Gewinnsituationen ausdehnen (vgl.41.4). Das liegt aber letzt-
lich daran, daB in solchen Spielen eine Beschrinkung der Angrif-
fe des Proponenten durch natiirliche Zahlen ohnehin nicht ad&dquat
ist; hier muB man entweder ordinale Angriffsschranken einfiihren
oder die 1-Unbegrenztheit zulassen. Im zweiten Fall kann durch
eine Ausweitung obiger Zusatzregel wieder die Partienendlich-
keit erzwungen werden (der Proponent nennt bei jedem Zug eine
schrittweise kleiner werdende Ordinalzahl etc.; s.a. [11] S.68&8%,
In 1-unbegrenzten Dialogspielen ist 7.2 folgendermaBen erginz-—
bar

7.4 Satz: A sel 1-unbeschriankt. Dann gilt fiir alle m > O:

1,m Gm,ﬂ.
w

[}

G genau dann, wenn x ' ¢ Gm’q.
(2) x ¢ o ©enau dann, wenn x ' e
Dieses Resultat ist durch 6.8 im wesentlichen schon vorweggenom-
men. Eine 7.4(1) entsprechende Behauptung stellte lLorenzen in
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47 uwnter Hinweis cuf Lorenz [8] auf.
7.2 - 7k werden bowiesen mit Hilfe von

7.5 Satz: Es seien 1l,mym',n,n' > O. Dann gilt fir A:

glhyn

(1) Yenn x ¢ a s, ' <m und n £ n', so

ml’nl
X € g G .
1

(2) Wenn x ¢ 16 und n' = m7, so0
n',m m,n
X € g(m,l)G -
(3) Wenn x e Gﬂ,n so x e _GY.

(4) Wenn x e 1G+, so x% e 1Gq’l.

(5) Wenn A 1-unbegrenszt ist uné x e aG,

1,m i P
SO X € g[\-m’a}u .
Die lquivalenz von (1) und {2) in 7.2 ergibt sich einerseits
aus 7.5(1),5.1(1) und sndercrseits aus 7.5(2) angewvendet auf

= und Aﬂ,n; hierbei ist zu berlicksichtigen, daB
, :ﬂ' 1 ! 1] ]
(P o o PR yng (Aﬂ,n)m,n = AR

Die fquivalenz von 7.2(2) uad 7.3(1) erh&lt man einerseits

durch Anwendung von 7.5(3) auf x%

6.12, andererseits mit Hilfe von 7.5(4). 7.3 angewendet auf

47 liefert zusammen mit 6.8(2) fir A die Aquivalenz von 7.2(3)
und 7.3(1) unter der Zusatzvoraussetzung br A < w. SchlieBlich
ergibt sich 7.4 aus 7.5(1), 7.5(5) und 5.1(1).

und Berlicksichtigung von

Im folgenden wird der Beweis von 7.5 gefihrt; er basiert wie
schon fiir 6.4 und 6.7 im wesentlichen auf Satz 5.1. Deshalb
sind die Reduktionsergebnisse von §6 und 87 mindestens im
("intuitionistischen") Fall O # P £ L nicht evident zu nennen
und die von Lorenz zur Begrindung seiner Reduktionss&@tze in [8)
angestellten Plausibilitétsbetrachtungen waren unzureichend,

um so mehr, als seine Dialogspiele im Vergleich zu den hier
untersuchten komplizierter sind (s.a. [5] S.11).

7.6 Lemma: Es seien mym'yny,n' >0, m' < my, n € n' und x < y.

Dann gilt fir A:

(1) FPalls sx=0, so e(x,m,zn) < e(y,m,zn').

(2) Falls sx=1, so e(x,m,IT) < e(y,m,Em').
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§¢ Inhaltlichc, formale und fundiertc D:.alogspiele

Bei der bisherigen Diskussion waren die Argumenterelationen von
Dialogspielen keinerlei Einschrinkung unterworfen. §8 und §9 be-
schéaftigen sich demgegeniiber mit Dialogspielen, deren Argumente-
relationen spezielle Voraussetzungen erfiillen. In 8§88 werden zu-
nichst einige Begriffe, die bisher informell verwendet wurden,
in die allgemeine Theorie ubernommen und in einem dort mdglichen
Sinne pridzisiert.

8.1 Definition: A heiBt inhaltlich, wenn

1) T =0,
(2) fiir alle i,0,Z mit o A; T gibt es & mit
e &, 2 L und o A 3,

1-1
Die in (2) fir An,A, geforderte Beziehung wird im folgenden mit
AO = A1 abgeklirzt; sie besagt, daB die Argumentation der beiden

Spieler im wesentlichen iibereinstimmt (bis auf Vielfachheit).
AO = Aq gilt insbesondere dann, wenn AO = Aq. Die Bedingungen

T =0 und AO = A,| wurden schon in 84 im Zusammenhang mit
inhaltlichen Dialogspielen erwghnt.

8.2 Definition: o heiBt Primargument in A, wenn es ein i gibt

Ist A inhaltlich, so gilt fiir 2lle Primargumente o in A:

(a) Entweder Aje = Ajo = O - oder Ajeo = Ajo = {O}.

(b) Entweder (0,0,0) ¢ 416G oder (0,0,1) ¢ 5G.

Nennt man Argumente o mit (0,0,1) ¢ G falsch, so besagt (b)
gerade, daBl in inhaltlichen Dialogspielen jedes Primargument
entweder wahr oder falsch ist. Diese Eigenschaft wurde in der

Finleitung als charakteristisch filir inhaltliche Dialogspiele
bezeichnet.

8.3 Definition: A heiBt formal, wenn

(1) T ist identisch mit der Menge der Primargumente in A,
(2) fur alle o ¢ T: Ajo = fOl und Ajo = O,

(3) Agh (I-T) = A, F(T-T),

(#) T c P.

]
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3.3 entspricht in etwa der in §4 angegebenen Beschreibung for-
zaler Dialogspiele. Ist & formal, so sind die Primargumente in

A weder wehr noch falsch; die Argumentation der beiden Spieler
ist also unabhingig von mdglichen externen Wahrheitswerten der
Primargumente.

H.4 Definition: Zu jedem Dialogspiel A wird ein Dialogspiel pt

erklart durch:
£ £

£ ,f

AT = (L,P,T ,AO,Aq,e), wobei

7T i< fv; es gibt i mit A = 0 oder Ajw = O} 3,
Ag t= AP (-1T) y ((9,0)5 o e 7T,
Afl i= A0 (z-7T),

f f

Ist A inhaltlich und T
wird man erwarten, daB jedes in A
& ist.

c P, so ist A
£

formal; in diesem Fall
wahre Argument auch wahr in

8.5 Satz: Es sei A inhaltlich, T%

Dann gilt:

cP und x = (0,0,0).

Wenn x e Gf, so x ¢ G.

Die Bedeutung von Af flir A 1iegtvzunéchst darin, daB die Wahr-
heit in af unabhingig von den (evtl. inkorrekt festgesetzten)
Wahrheitswerten der Primargumente in A ist. DaB3 Af noch von wei-
terem Nutzen flir A sein kann, wird in §9 im Zusammenhang mit dem
Schnittsatz gezeigt. '

8.5 wird bewiesen mit Hilfe von

8.6 Satz: Es sel A inhaltlich und O-streng. Weiter sei Tf c P.

Dann gilt:

; f
Wlenm x ¢ aG s SO X € a+2G.

Beweis von 8.5: Wenn x = (0,0,0) und x ¢ Gf, SO X € (Gf)_

nach 6.6. Wegen (Af)_ = (A—)f liefert 8.6 x ¢ G- und mit
6.10 erhidlt man x ¢ G.

Beweis von 8.6 durch Induktion tber a. Beim Induktionsschritt
ist nur der Fall sx=0, xRy, ¥y = e(x,0,0) und © € X

nichttrivial. Insbesondere ist in diesem Fall o e T% c P,
also ®g¥y. Man setzt nun z := e(yy0,0) und zeigt y R z

und 2z e 1G.



Bemerkung. Beim Beweis von 8.5 wurde neben 8.6 auch das i.a. nur

klassisch geltende Resultat 6.10 verwendet. Hierzu soll Verschie-
denes gesagt werden.

a.) Auf die Benutzung von 6.10 konnte verzichtet werden, wenn die
von 8.6 implizierté Aussage, dafll A Erweiterung von Af ist, auch
ohne die Voraussetzung der O-Strenge nachweisbar widre. Fur be-
grenzte und nicht O-strenge Dialogspiele ist diese Aussage Jje-
doch falsch und hieran erweist sich, daB die in 4.2(2) gefordex--
te "formale Primregel" solchen Spielen nicht adiquat ist. #.2(2)
miiBte dort durch folgende Regel ersetzt werden: -

(i) Pallis sx=0 und o ¢ T, so h(m,xo) < h(m,xq).

Nach (i) darf der Opponent Argumente aus T nicht angreifen, weni
er sie mindestens genauso oft wie der Proponent vorgebracht hat
(vgl.. dazu Lorenz 781). Mit (i) anstelle von 4.2(2) gilt die ge--
wiinschte Auscage auch ohne Voraussetzung der O-Strenge. In der
vorliegenden Schrift sollte (i) nicht als Regel eingefiihrt wer-
den, weil im ¥ndeffekt nur O-strenge Dialogspiele von Interesse
sind und auBerdem (i) schon bei der Betrachtung der m,n-~ Spiele
wieder von 4.,2(2) abgeldst werden kann (die Angriffsschranke des
Proponenien ist beim Ubergang von 4.2(2) zu (i) nur entsprechend
zu erhdhen).

b.) Die Verwendung von 6.10 ist_konstruktiv zuldssig, falls
Ay (sA4) finit ist (d.h. Aye ist endlich fiir jedes o). Es soll

jetzt die schon in §6 angedeutete Auffassung begriindet werden,
daB bYeli strenger Auslegung des Dialogkonzeptes Spiele mit nicht-
finiten Argumenterelationen i.a. auch nicht als rein inhaltlich
gelten konnen., Nichtfinite Argumenterelationen treten dann auf,
wenn in der zugrundeliegenden Sprache Generalisierungen oder
Partikularisierungen Uber unendlichen Bereichen zugelassen sind
und damit auch der Bereich der Primaussagen unendlich ist. Der
Forderung eines inhaltlichen Spiels, daB jede Primaussage ent-
weder wahr oder falsch ist, scheint konstruktiv zunéchst Genilige
getan zu sein, wenn man (wie z.B. in der elementaren Arithmetik)
ein Entscheidungsverfahren hat, mit dem jeder Primaussage genau
einer der Werte "wahr" oder "falsch" zugeordnet werden kann.
Andererseits sind fir gewisse Arten von Primaussagen (man denke
z.B. an "n ist Primzahl") zu jedem Zeitpunkt eines Dialoges nur
von endlich vielen Vertretern die Wahrheitswerte bekannt oder
berechenbar., Dementsprechend wird man im konkreten Dialog davon



ausgehen miissen, daB die meisten Primaussagen der Diclkussion env-
zogen sind und die Rolle von Primargumenten einnehmen, deren
Wahrheitswert unbestimmt ist. Insbesondere haben dann Argumente
des Opponenten, die nach dem augenblicklichen Wissensstand nichk®
widerlegbar sind, filir den Proponenten die Funktion von Hypothe-
sen, auf die er sich berufen muB, wenn er bestimmte, hochstens
aufgrund ihrer Form verifizierbare Allaussagen verteidigen will.
Somit bekommt der Dialog einen teilweise formalen Charakter und
kann'nicht als rein inhaltlich gelten. Diesem Sachverhalt 138t
sich bei der Definition des zugehorigen Dialogspiels dadurch
Rechnung tragen, daB die in ihrem Wert nicht "erfaBbaren" Prim-
aussagen tabuisiert und wie in formalen Spielen behandelt wer-
den ( mit einer Aussage wie " alle ungeraden Zahlen sind unvoll-
kommen " ist doch entweder nur " alle uns bekannten ungeraden
Zahlen sind unvollkommen ", also eine beschrinkte Allaussage ge-
meint oder in ihr wird behauptet, daB der entsprechende Sachver-
halt aus formalen Griinden besteht).

Im Gegensatz zur Interpretation von Kamlah, Lorenzen [47] und
Lorenz [8] kann die hier dargestellte Auffassung erkldren, warum
aus konstruktiver Sicht in Dialogspielen mit nichtfiniten Argu-
menterelavionen generell unsymmetrische Verh#ltnisse vorliegen
(Hypothesencharakter der Argumente des Opponenten) und nicht al-
le Argumente (namlich nicht die Fragen; vgl. §10) permanent sind.

c.) Vom klassischen Standpunkt aus gesehen kann man natiirlich
auch Dialogspiele mit nichtfiniten Argumenterelationen zu den
inhaltlichen Spielen z#Zhlen: die Wahrheitswerte auch von unend-
lich vielen Primaussagen sind "fiktiv" erfafBbar. In diesem Fall
kommt den Satzen 6.10 und 8.5 folgende Bedeutung zu. Nach 6.10
sind fir ein inhaltliches Spiel A die Voraussetzungen " 1-Opti-
malitdt" und " P=L" rechtfertigbar. Nach 8.5 liefert Af die
bestmégliche formale Logik fir A; wegen 6.10 ist aber auch jedes
in Af wahre Argument schon in ASt wahr, Bei Fundiertheit von A
(s. 8.10) ist ST partienendlich. Mit Hilfe des in §1 zitierten
Hauptsatzes der Spieltheorie kann dann erschlossen werden, daB

st

jedes Argument entweder wahr oder falsch in A" bzw. A ist

(Widerspruchsfreiheit und Vollstindigkeit von A).

Aufgrund der Uberlegungen in (b) ist es notwendig, neben inhalt-
lichen und formalen Spielen auch Zwischentypen zu betrachten.
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8.7 Deiinition: A heiBt pormal, wenn

(1) fir jedes o ¢ T: o ist Primargument in A,
(2) es gelten die Bedingungen (2),(3),(4#) in 8.3.
Jedes inhaltliche oder formale Dialogspiel ist normal.

Ist A normal und pt c P, so ist At formal; auBerdem gilt Fix ~
der zu 8.6 analoge

8.8 Satz: A sei normal und O-streng. Weiter sei ot < P,
Dann gilt:
: f
Wern x ¢ aG y 8O0 X € a+2G.

Von der weiteren Behandlung werden schlieBlich solche Dialogspie-
le ausgeschlossen, in denen es unendliche Argumentationsketten-
gibt.

8.9 Definition: Zu A wird folgendermaBen eine Relation A erkléart:

A - {(wyl); es gibt i,% mit o A; £ und Yel 1.
Damit wird rekursiv fiir alle Ordinalzahlen b definiert:
bl :=ngfm; Ao c L 1.

Unmittelbar aus 8.9 ergeben sich folgende Beziehungen:

ol = O3 qL ist die Menge der Primargumente von A;

]

U nL; falls a < b, so aL c bL;

L
w new

falls o e L, so gibt es a <b mit o e j 4L.

8.10 Definition: A heiBt (argumentativ) fundiert, wenn fiir

jedes o ein a mit ¢ € aL existiert.

A ist fundiert genau dann (klassisch), wenn es keine unendlichen
A—Ketten gibt. Falls A fundiert und auBlerdem begrenzt oder strens
ist, 188t sich zeigen, daB A partienendlich und unter den Vorauz-
setzungen br A <w und L = wL sogar lokal partienbeschrinkt
ist.

Abschliefend formulieren wir

8.11 Satz: A sei normal und O-streng und es sei P £ 0. Weiter
gelte fir x: sx=0, X4 & X und o € aL fir jedes " EX,.
Dann ist x e 2a+1G’

Unter den Voraussetzungen von 8.11 und bei Fundiertheit gilt ins--

besondere (cy,0,0) € G flr jedes «. Zum Beweis von 8.11 wird aus-
~genutzt, dafll der Proponent jeden Zug des Opponenten imitieren kann,



$o Standarddialozspicle

Zum Abschlufl der allgemeinen Theorie werden Dialogspiele unter-
sucht, die wir "Standarddialogspiele" nennen, weil ihre Sprache
bzw. ihre Argumenterelationen gewisse Eigenschaften besitzen, die
typisch sind fiir alle bisher behandelten, konkreten Dialogspiele.
Aufgrund der Ergebnisse von §6 und §7 beschrinken wir uns zugleich
auf die Diskussion von ‘1-optimalen Spielen. Neben einigen fiir §10
auswertbaren Resultaten wird im folgenden der Schnittsatz fir
Standarddialogspiele bewiesen.

9.1 Definition: A heiBt Standarddialogspiel, wenn gilt:

(1) A ist 1-optimal und fundiert,

(2) P # O, T C P’

(3) fir alle o e T: Agtn = 01,

(#) A,y = AP (T-T),

(5) fir alle wy," mit o AP und o Ay s P(z) =7,

(6) es gibt eine Abbildung * : L -» L - derart, daB fiir alle o:
(a) o = o, ( * ist eine Involution)

(b) Ajo = fo*? oder Aqm* = {el,

(¢) falls P £ 1L, so w AP oder o £ P.

Im folgenden sei A ein Standarddialogspiel und fiir * gelte 9.1(6).
Aufgrund von 9.1 (2),(3),(4#) ist A normal. Wir sebtzen

A := A,l und nennen A die fiir beide Spieler malizebliche Argumente--
relation von A.

o* wird das zu ¢ Xkonjugierte Argument genannt,

Argumente mit Ao = {0’} heiBen ganz (sie sind nach Anwendung
von A durch * reproduzierbar).

Wegen der Fundiertheit von A gilt fir jedes o, dall entweder o
oder o* ganz ist. Primargumente sind nicht ganz. Wegen 9.1(5)
gilt im Fall P # L fiir jedes «, daB entweder o oder o* nicht-
permanent ist.

Nachfolgend wird eine IListe von Sdtzen fiir A zusammengestellt.
9.2 Satz:

(1) Venn x € g und xey, so 7y e aCe

(2) Wenn x,y € aG und sx=sy, SO XYy € aG.

(%) Es sei sx=0. x ¢ aG genau dann, wenn ilir alle

fir alle ozxq: (Xg,m,0) ¢ gGe



(&4) 58 sel s:=1, x - oG menav Gann, weon (xo,ﬁvu/ e G

und es gibt b <a mit (xo,xq,o) e G,
(5) vlenm  (%,7,0) ¢ aG, S0 (Zw,%w,o) € aG.
(6) (7,¢,0) = .G genau dann, wenn (zm,m,o) € 4Ge
(7) Wenn o € aL’ S0 (m,cn,O) € 2a+’lG°

(1),(5),(7) sind Viederholungen der schon bekannten Resultate
6.12, 5.1(3) und 8.11. (2) ist eine Verschdrfung von 5.1(4).
Aufgrund von (3) und (4) kann man sich i.a. auf die Diskussion
von Situationen der Gestalt (%,»,0) und (£,0,1) beschrinken.

Fir den Schnittsatz wird eine Funktion f zur Abschitzung bendtigt.

9.3 Definition: Durch Rekursion iiber ¢ und a wird erklsrt:

f(a,0)
f(a,c)

03
a+ U f(U (£(b,ec)+b),qd) fir c¢ > 0.
d¢c beq

1

9.4 Satz (Schnittsatz): Es seien x = (%,5,0), x ¢ aGs T £ Gy

Yo © '8 und 2z = (EZ',yq,yg). Weiter sei ¢ > 0 und o € cL fir

jedes e © @; Dann gilt 2z e £ (a+b C)G.
9

9.4 hat uw.a. folgende Anwendung:
9.5 Satz: Es gelte pf c P, Weiter seien Mggeeeyt wahr

in A und ((Cﬂq,coo,fﬁn),ﬁ!,o) € Gfo
Dann ist ¢ wahr in A.

M.a.W. der Nubzen des formalen Spiels Af fliir A kann darin beste--
hen, daB es wie hier den "logischen SchluB" von )3 eaesyty auf
erlaubt.

Beweis von 9.5: Wegen Tf

c P ist A formal. Nach 8.8 gilt
((mq,...,«h),w,O) ¢ G. Andererseits hat man (o,(mq,...,mh),o) e G

nach 9.2(2). Wegen der Fundiertheit von A liefert 9.4 dann
(0,¥,0) e G.

Bemerkung. Bei den Beweisen von 9.2, 9.4 und 9.5 werden von den
Voraussetzungen in 9.1 nur die Punkte (1) - (4) ausgenutzt.
(5) und (6) gehen erst in die folgenden Sitze ein.

9.6 Satz: Es seien o ganz, o A 3, $axyeTo und

y = (2,x1,x2). Dann gilt: wenn x ¢ gy 80 ¥ € ,C.
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9.6 besagt insbesondere, daB die fiir den Proponenten &us o
gewinnbare Information durch & ausgeschopft ist und dai weitere
Angriffe auf © nichts mehr einbringen.

9.7 Satz: Es sei x = (Z,0,0) und y = (me*,o,ﬂ).

(1) Wenn x ¢ a0y S0 ¥ e 4 4G.

(2) Wenn y e oG und (w AT oder o®egs), SO X € a+1G.

Zusammen mit 9.2(3),(4) ergibt sich aus 9.7, daB man alle Situati-
onen aus G bestimmen kann, sofern fiir Situationen der Gestalt
(£,0,1) die Frage nach der Zugehdrigkeit zu G gekldrt ist.

9.8 Satz: |

(1) Wenn o,0* € als 80 (0 ©*,0,1) € 5g400 e

(2) Wenn Ted und (%,0,1) € 4Gy 80 (8,0,1) € aGe

(3) Es sei x = (%¢,0,1). Wenn o ganz ist und o* £ T
und (Zw* ¥,0,1) € G fiir jedes Y mit o A Y,

€ .
soO X a+2G

(4) Es sei x = (¥0,0,1). Wenn v nicht ganz ist, o A Y,

vy =§, a =4§‘aj und (ij ¢5,0,1) e'ajG fir J <n,

S0 X € a+2G’
(5) Wenn (Z,0,1) ¢ ;G und (Z0*,0,1) € (G und o,0 ¢
so (£,0,1) ¢

cL’

f(a+b+1,c)G'

Aus 9.8 und 1.10 resultiert, daB die Menge der Situationen aus G
mit der Gestalt (£,0,1) gegeniiber den in 9.8 beschriebenen
Prozessen abgeschlossen ist; 9.8(5) entspricht dabei dem Schnitt-
satz. Unsere Behauptung lautet nun: alle Situationen aus G mit
der Gestalt (%£,0,1) 1lassen sich durch 9.8 (1) - (4) systematisch
‘erzeugen. Um dies nachzuweisen, konnte man in gewohnter Weise
eine Hierarchie von Sequenzenmengen definieren, wobei Jjede Stufe
durch Anwendung der entsprechenden Prozesse aus den vorhergehen-
den entsteht; statt dessen soll diesmal die Notation des Halb-
formalismus gewdhlt werden, um die Analogie zu den in §10 ange-
gebenen Sequenzenkalkiilen deutlich zu machen.

9.9 Definition: Der Halbformalismus H sei gegeben durch:

(1) 2 o m*o
(2) Falls red, T = 3,
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(3) Falls o ganz ist und o* £ T,
T fir alle ¥ mit o A Y = To.

(4) Falls o nicht ganz ist und o A Y,
zww* fir alle ¢ & ¥ =  Teo.

In (3) bzw. (4) sind die primissenlosen Regeln = o enthalten
fir solche @, wo o ganz und Ao* = 0 (d.h. o* ist wahres Prim-
argument) bzw. wo o wahres Primargument ist.

9.10 Satz:
(1) Wwenn (%,»,0) ¢ G, so ist me* in H herleitbar.

(2) Wwenn (%,0,1) ¢ G, so ist £ in H herleitbar.
Als Endresultat notieren wir

9.11 Korollar: _
(1) Es sei o AT oder owEgZ=Z.
(sy»0,0) ¢ G genau dann, wenn Zm¢* in H herleitbar ist.

(2) (£,0,1) ¢ G genau dann, wenn £ in H herleitbar ist.

(3) o ist wahr in A genau dann, wenn o in H herleitbar ist.

Bemerkung. H konnte durch einen ngher am Dialogverlauf orientier—
ten Halbformalismus ersetzt werden; dies hatte den Vorteil, daBl
dann den Schrittzahlen der Ableitungen in berechenbarer Weise
solche in G zugeordnet werden konnten und umgekehrt. Die vor-
liegende Form filir H wurde ausgewdhlt, um in §10 eine simultane
Behandlung des intuitionistischen und klassischen Pridikaten-
kalklils zu ermdglichen.

Im folgenden werden die Beweise fiir 9.2, 9.4, 9.6, 9.7, 9.8 und
9.10 gefiihrt.

Beweis von 9.2. Es sind die Punkte (2),(3),(#),(6) zu zeigen.
Zu (2). (i) Falls sx=sy=0 und X,y ¢ g0y Bibt es b <a mit

—— o

Rx ¢ bG und Ry c bG' Fir xy ¢ aG genigt der Nachweis wvon
Rxy c G. Sei also xy R z, w&x,y4 und 2z = ((xoyo)wz,o,ﬂ).
O.B.d.A. seli g x,. Man setzt x' := ((xo)mz,o,ﬂ) und zeigt

X R x'. Wegen X' €,G und x'cz ergibt sich z e .G (9.2(1)).

(ii) Falls sx=sy=1 und x,y ¢ _G, gibt es b <a, x',y', vex

. -8 0?
TEYgy FyYomit: x Rx'y x' = (x59%45,0), x' ¢ s Y RY',

y' = (Jgs 34%,0) und ' e G. Nach (1) gilt x'y' e p&e Man
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setzt nun z := (¥3¥7yX474%,0) und zeigt xy R z. Wegen
x'y'e z ergibt sich 2z ¢ G nach 9.2(1) und xy € oG mnach 1.9.

(3) ergibt sich unmittelbar aus 9.2(1) und 9.2(2).

beim Nachweis - der anderen verwendet man 9.2(2) und nutzt aus,
daB x und (XO,O,ﬂ) analoge Nachfolger haben,.

(6) ergibt sich aus 9.2(5) bei Beriicksichtigung von Oy =0 (PAOY).

9.12 ILemma: Fir die in 9.% definierte Funktion f gilt:

(1) Wenn ¢ >0, so a < f(a,c).
(2) Wenn ¢ >0 und a <b, so f(a,c) < £(b,c).

(1) ist trivial; (2) wird durch Induktion iiber ¢ gezeigt.

Beweis von 9.4 durch Doppelinduktion iiber ¢ > O und a+b.
(V1):9.4 gelte schon fiir alle ¢ mit O <c¢ < c.

Behauptung (B1): 9.4 gilt fiir alle a,b,x,y,2,%,2',3, sofern die
Voraussetzungen in 9.4 mit ¢ anstelle von c erfiillt sind.

(v2): (B1) gelte schon fiir alle a,b mit a+b < &.

Es sei nun x = (%,3,0), x ¢ afr T € Gy Y ET's,

z = (2',54,75) und a+b=a, Weiter sei o ¢ gl fir jedes wes3.

Behauptung (B2): =z ¢ f(E,E)G‘

Wenn _sy=0, so geniligt es wegen 9.2(3) den Fall |y4| = 1 zu un-

tersuchen. Sel also y1=zq=¢.

Wenn te &, so xE3z, also z e ,G; (B2) ergibt sich dann mit

Hilfe von 9.12(1) und 9.2(1).

Wenn UK &, so gibt es jedenfalls 4 <b mit Ry e gG. Fir (B2)
eicht wegen 9.12(2) der Nachwei R =\G. i

reic gen 9.12(2) achweis von Rz c f(a+d,c)G Sei also
z Rz' und 2z2' = (XwZéY,O,1). Man setzt y' := ((yo)wY,O,ﬂ);
dann gilt y Ry' (wegen ¢ E 3), y' ¢ a¢ und y6=.2¢Y5¢.

Andererseits erh#lt man (2¢,6¢,0) € aG nach 9.2(5). Damit

liefert (V2) =z e f(a+d,6)G'

—— o o e e Yo e

Fall ¥4=24=0 zu untersuchen. Zun#chst gibt es dann 4 < b,

“EY¥gs Ymit: yRY', ¥' = (35,%0) und y' e ;G. Man setzt
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nun z' = (F%',V¥,0); (V2) liefert dann z' e

f(a+d,c)"*
Falls ve&%', gilt 2z R z'; (B2) ergibt sich aus 1.9 und ¢.12(2).
Palls ¢ EYS', gilt *e* und (¢ >1 oder VY = 0) wegen " AV
Man setzt nun x' := (¥,¥,0,1) und zeigt x R x'. Insbesondere

gilt daher x' ¢ g0 Im Fall ¥ =0 erhdlt man z e G wegen

x'c z und damit ergibt sich (B2) nach 9.2(1) und 9.12(1).
Anderenfalls ist ¢ > 1 und es gilt:

f(a+d,c)+a s i"ga (£(b,c)+b);

es gibt ¢ mit O <c <¢ und op e L fir alle pg VY.
Damit is® (V1) anwendbar auf z' und x' und bei Beriicksichtigung
der Defirition vor f erhilt man (B2).

9.13 Lemma: Es sel o ganz und o A &, Dann gilt

=0 oder &,6 = &,

®y &

9.1%3 ist eine einfache Konsequenz von 9.1.

Beweis von 9.6 durch Induktion iiber a.
(V): 9.6 gelte schon fiir alle a < b.
s sel nun x e bG, ® ganz, o A 3, B¢ Xo & T und

y = (E,xq,xz). Behauptung (B): 3y e NCH

Wenn _sx=0, so genligt es wegen 9.2(3), den Fall [x,] =1 zu
untersuchen., Sei also X4=Y4=V.

Falls oy = 0, erhdlt man (B) mit Hilfe von 9.2(1),(6).
Anderenfalls ist éw = ¢ nach 9.13 und es gibt a <b mit

Rx ¢ ,G. Fliir (B) reicht der Nachweis von Ry c aGe Sei also
yRy' und y' = (ZWY,O,1). Man setzt x' := ((xo)wY,O,ﬂ) und
zeigt x R x' (da o ganz ist, gilt o £ T). Wegen

5 = 8,c (xo)w?:: (}:m)w?czw‘ifm - liefert (V) y' e aCe

xq=y1=0 zu untersuchen. Zundchst gibt es dann a < b, tg Xg9

¥,x' mit: x R x'y, x' = (x5,¥,0) und x' ¢ aCe

Falls twE £, setzt man y' := (%,%,0) und zeigt y R y'.

(V) liefert dann y' ¢ gC®y woraus man mit 1.9 (B) erhilt.
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Anderenfalls ist t=e, also Y = ¢*. Man setzt nun
x? r= (%) #850,1) und zeigt x' R x" (wegen o' A & ist
o® £ T). Insbesondere gilt x" ¢ o¢ und

5e (xo)m*a cTnd & Nen. (V) liefert dann y e 2l © G-

Beweis von 9.7. Es sei x = (%,0,0) und y = (me*,o,ﬂ).

Zu (1): Es sei x ¢ aG. Falls o ganz ist, gilt o A T und

x Ry, also y ¢ aG. Anderenfalls ist " ganz. Dann gilt
(zmm’*,m,o) e ;G nach 9.2(6),(1) und y R (me*.,m,O). Damit
erhdlt man ¥y ¢ a+1G nach 1.9,

Zu (2): Es sei y e aG- Falls o ganz ist, gilt © A T und

—— e oo S

Rx = fyl, also x ¢ a+1G‘ Anderenfalls ist o* ganz. Wenn o ¢ T,
so owEg¥ nach Voraussetzung, also x € 1G. Wenn o £ T, so ge-
nugt der Nachweis von Rx c aG. Sei also x R x' und

x' = (Zmé,o,ﬂ). Wegen o A T gilt o A 3. AuBerdem ergibt sich

aus y e G, daB (Zwém*,o,ﬂ) e 4G (9.2(1)). 9.6 liefert dann

Beweis von 9.8.
(1) ergibt sich unmittelbar aus 9.1(6)(b) und 9.2(7),(1).
(2) ist ein Spezialfall von 9.2(1).

X € ,,5G reicht der Nachweis von R(Ze, 0*,0) ¢ oG- Sei also
(Zo,0*,0) Rz und =z =((Zm)m*Y,O,1). Wegen o T gilt

o* A Y. Wegen T E (Zm)w* erhdlt man z e¢ .G nach 9.2(1)
und Voraussetzung von (3).

(4) wird durch Induktion liber a bewiesen.

(V): (4) gelte schon fiir alle a < b.

Es sei nun x = (%0,0,1), o nicht ganz, o A ¥, V¥ = ¥,
* s .

b =:£Laj und (zijj,o,ﬂ) € ajG fir j < n.

Behauptung (B): x ¢ b 2Ge

;& 7, gilt

G nach 9.7(2) und a; b flir j <n, also
J+1 J

Falls fir alle j < n: wj AT oder
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(2,¥,0) € psq® nach 9.2(3) (hier ist auch der Fall ¥=0 erfaflt).
it Hilfe von 1.9 und 9.2(1) erhslt man (B).
indersnfalls gibt es j <n mit by e T und Uy E %. 0.B.d.A,

gelte dies fir Jj=0. Dann gibt es d,c,z,0,% mit: d <c < agy,
oszwomg, o A3, 2z = (TW uo,é 0), z.e & und Rz c 4G.

Im Fall p =45 gilt & = iy, und z R ((zwoma)mo,o,ﬂ). Wegen
9.2(1) erhilt man dann (% "4, WO,O,ﬂ) € dG und wegen

a +°£m?j + 2 b liefern (V) und 9.2(1) sogar x ¢ bl e

Im Fall o # U, gilt insbesondere og ¥. Man setzt nun

:= (e, ,0) und zeigt x R x'. Flir (B) reicht der Nachweis

>

von Rx' c 4G. Sei also x'R x", res und x" = ((Em)Té',O,ﬂ).
Behauptung (B'): x" ¢ pCe
Man setzt nun z' := ((Zwowa)Té',O,ﬂ) und zeigt z R z'

( wa AT ). AuBerdem hat man 2z' e .G.

d
Falls Tt ¢ P und LAP, gilt ws £ P wegen Uy e T c P; also

——..————._-_—_.————-_————_—

igt (wS)T = 0 und wegen z'c x" ergibt sich sogar x" e 4G.

Falls T A P oder L=P, gilt (T8'en,0,1)e x"; da im Fall 1T 4 P

— e —— e —— —— o — S~ —— t— > S . S t— T

wegen T A &': P(3') = &, gilt z'c ((26')w wO,O 1) und

schliefRlich (Z 0,1) & ((2§ ) 40,1) fur J <n und jAo.
j

a,
J
Bei Beriicksichtigung von 9.2(1) ist dann (V) anwendbar und

wegen d + % aJ + 2 <b ergibt sich (B').

0cien

sei A T wund im Fall PAL sei auBerdem o 4 P. Dann gllt
£ = %, weiterhin (Z30,0) €, 4G nach 9.7(2) und schlieRlich

erhilt man die Behauptung von (5) mit Hilfe von 9.%4.

Beweis von 9.10. Durch Induktion liber a wird gezeigt:

9.14 Es sei x € ,G und x = (2;@,0) bzw. x = (2,0,1).
Behauptung (B): Z¢m* bzw. ¥ ist herleitbar in H.
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(V): 9.14 gelle schon filir alle a < b,

~

Seli nun x « pe
Yenn % = (*,~,0), so pidbt es a <b mit Rx «c gCe Malls e
manz ist, oilt = R (TNM*,O,ﬂ) und (B) ergibt sich aus (V).
Anderenfalls ist % panz, Yenn e e T und .cﬂeY, so gilt (B)
vemen  om' g V”m* und 9.9(1),(2). Yenn w e T und e 72 ¥,

so gilt Rx = {(¥_,0,1)7; also erhiilt man (B) wegen (V) und
9.9(2). SchiieRlich zeigt man (P) im Fall o A T mit Hilfe

von (V) und 9.9(3).

Wenn ¥ = (7,0,1), so gibt es a <b, &%, Ymit e« A Y und
(57,",0) ¢ G filir alle +e Y, Wegen (V) gilt: fir alle "G Y
ist ¥,t* herleitbar in H. Wegen Twmc % und 9.9(2),(#) erhilt

man dann (E).
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§10 Ilezsaieche und intuitionistische TLogik im Dialosenie
[v1 z L2

Tm folgenden werden flir priddikatenlogische Sprachen dexr ersten
Stule (ohne Identitdat und Funktoren) formale Standardialogspie-
le in klassischer und intuitionistischer Version defiriert. An-
schlieflend wird bewiesen, dall diese Spiele quasifinit filir Oppo-
nent und Proponent sind und daf die zugehdrigen (formal) wahren
Aussagen von einem der bekannten Gentzenkalklile aufgezzhlt wer-
den.

Iine praddikatenlogische Sprache erster Stufe ist gegeben durch:
1.) eine abzdhlbare Menge von Subjektsvariablen (angedeutet
durch vy... ),

2.) eine Konstantenmenge, die aus Pridikatenkonstanten
(angedeutet durch Q,... ) und mindestens abzshlbar vielen
Subjektskonstanten (angedeutet durch t,... ) besteht,

3.) die logischen Konstanten -, A, V, =, A, V.

Aus diesem Material werden in bekannter Weise die Ausdriicke der
Sprache gebildet (angedeutet durch §yeee ); Sie sollen im fol-
genden in der iblichen Klammerschreibweise angegeben werden.
Zunédchst fihren wir noch einige Bezeichnungen ein.

1 1
63 bzv. 6E gehe aus 8 durch Substitution von t' fir v bzw.

fir t hervor. Die Schreibweise_ 8§(v) Dbedeute, daB in 6 von den

Subjektsvariablen hdchstens v frei vorkommt, Statt é(v)g
schreiben wir auch 6(%).

Ausdricke ohne logische Konstanten heiflen atomar; Ausdrilicke, in
denen keine Subjektsvariable frei vorkommt, heiBen Aussagen und
werden durch a,8,... angedeutet. Die Menge der Aussagen bezeich-

nen vwir mit 9.

Neben Aussagen sind in den zu definierenden Dialogspielen auch
Fragen als Argumente zugelassen (vgl. hierzu die Einfiihrung von
"signierten" Ausdriicken in Smullyan [141)., ? sei eine neue
Konstante. Damit wird gesetzt:

Fi={ % ; oo e},
L «= ("U'ra

In I wird eine Involution * definiert durch:

?
* 2en falls o ¢ o,

o =
o falls o = ?¢.
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Auferden wird als (fiir beide Spieler mafgebliche) Argunentere-
lation A erklHdrt:

Aev 1= fo*Y, falls o = ?0 und ~ atomar, 7- o, 2(~ne),
?2(a-8), ?2AV 8(v), avg oder vv &(v).
r{ml falls o = = 0,
{20,781 falls o = oAB,
Aen ted f(ny22)1 falls o = a-B,
f28(t);? falls o = Av 8(v),
ey 8Y falls o = ?2(ovB),
BEISPEEE falls o= = ?vv 8(v).

Damit sind die Grunddaten aller zu L gehorigen Dialogspiele
angegeben, von denen jetzt zwel untersucht werden.

10.1 Definition:

AT L (Ly9,T,A Aq,elnt),

140
a5t (L,L,T,AO,Aq,ekl), wobei

T die Menge der atomaren Aussagen seil,

Ag = Ay {(0,0); » e T}, A, :=A und wobei e* ™% una

Il
ekl als 1-optimale Ergebnisfunktionen gewdhlt seien (d.h.

es gilt jeweils 4.3 DO(2) und D1(2) ).

t k1l

Wir nennen A" bzw., A das intultionistische bzw. das klas-

sische formale Dialogsviel. Die beiden Spiele unterscheiden sich
k1l

nur dadurch, daB im Gegensatz zu A in A1t g1 Fragen nicht-~
permanent sind: kann der Proponent eine Frage des Opponenten in
einer bestimmten Situation nicht beantworten und stellt statt
dessen neue Behauptungen auf, so beginnt damit ein neuer Ab-
schnitt des Dialoges und der Opponent hat das Recht, seine Fra-
ge zurlickzunehmen (eine Situation #ndert sich dagegen nicht we-
sentlich, wenn der Proponent seinerseits neue Fragen an den
Opponenten richtet, um n#Zhere Auskiinfte liber die vom Opponenten
vertretenen Hypothesen zu erhalten und evtl., danach die Frage

des Opponenten zu beantworten; vgl. hierzu 11.1).

10.2 Satz: 017 una A sind mit * formale Standarddialog-
spiele., AuRerdem gilt L = ol by 0T br a¥ - 2 und
. . int k1 '
fur alle a: aG c aG .

10.2 ist unmittelbar bzw. mit 6.11 zu verifizieren. Als nichstes
wird die Quasifinitheit der beiden Spiele gezeigt.
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Mehrfachsubstitutionen bei Ausdriicken werden im folgenden un-
geklammert geschrieben und wir vereinbaren, daB in der Reihen-
folge von links nach rechts substituiert wird. Reine Subjekts-
- . t'...t'
konstantensubstitutionen der Form étO £ sollen durch 55
O... n

angedeutet werden. AuBerdem wird vereinbart:

(?2n7)8S := 2(mS), %8 entstehe aus ¥ durch Anwendung von S
auf die Glieder von ¥ und fir Situationen x seil
xS 1= (x8,%48,%5).

Damit wird formuliert

10.% Satz: Es sei B := {(x,y); es gibt S mit y = xS 1. Dann

t kl

ist E O~ und 1-Erhaltungsrelation in A ung A%,

Zum Beweils von 10.% zeigt man

10.4 Lemma: Fir Alnt und Akl

(2) & sei nicht von der Form Av 8(v) oder ?2vv s(v).
Dann gilt m4Ai £ genau dann,wenn oS Ai ¥S.

gilt:

(3) Es sei o = Av 8(v) (bzw. ?vv 6(v) ). Dann gibt es fiir
alle t,8 ein t' mit o4 2(8(v)ST') (bzw. » A 8(v)SE' )
und §(t)S = é(v)SS'.

(4) Es sei w = Av 8(v) (bzw. ?2vv 8(v) ). Dann gibt es fiir
alle t,S ein t' mit o A ?8(%') (bzw. oA 5(t') )

und 6(V)S§ - s(t')sY,.

10.4(4) kann flir jedes zu 8,t,S neue t' gezeigt werden. Mit
Hilfe von 10,4 ist 10.3% einfach zu beweisen. 10.% gilt ilbrigens
flir jedes zu L gehorige Dialogspiel, sofern P so gew#@hlt ist,
dall 10.4(1) erfillt ist.

int k1l

10.5 Satz: & und A sind quasifinit filir O und 1.

zum Nachweils von 10.5 geniligt es im wesentlichen, sich zu iiber-
legen, daB in einer Situation x Argumente o von der Form Av 5(v)
bzw. ?vv §(v) mit ?6(t) bzw. 8(t) wund der fiir x neuen Subjekts-
konstanten % angegriffen werden konnen (x' sei der zugehdri-
ge Nachfolger von x); jeder andere Angriff auf e« ergibt einen
Machfolger von x, der durch eine Substitution aus x' hervor-
geht, Damit ist 10.3 anwendbar,
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Nachfolgend werden fiir Alnt und Akl int

k1l

K
liebige Sequenzen (von L) angedeutet; im intuitionistischen Fall
werden dagegen Ay... bzZW. 8,... als Variablen fir Sequenzen
verwendet, in denen hdchstens eine bzw. keine Frage vorkommt.

simultan Kalkiile K und

angegeben. Dabei seien mit A,0,... im klassischen Fall be-

10.6 Definition: Klnt bzw. gkl seien gegeben durch:

(AE) = 0?0, (Annahmeneinfiihrung)
(SR) Falls AR A'y A = A'. (Strukturregel)
(A) 0?0 Ao = AeAB.
078 AB = AoAB.
(v) @% = e?(avB). Ao
= AgVva.
8?78 =» a?(aVe). AB
(=) 0?8 = 9?2(0—B). A ?a
= fg-B.
AB
(=) fa = 074 0 Ao?q = A 0.
(A) @28(%) = a?Av 8(v), AS(E) = A AV 8(v).

falls t nicht in
@?Av 6(v) vorkommt.

(v) 028(t) = o?2vv 8(v). AS(E) = A vy 8(v),
‘ falls t nicht in
A vv 8(v) vorkommt.

gint oy, KL

der klassischen Version von G323 in Kleene [6] im wesentlichen
nur durch die Wiedereinfiihrung der Strukturregel. Der Aufteilung
der Argumente in Aussagen und Fragen entspricht in G3 die Ver-
wendung von Sequenzen mit Antezedens und Sukzedens.

unterscheidet sich von der intuitionistischen bzw.

10.7 Satz: Es sei o AT oder ang®. Dann gilt:

(1) (A,n,0) ¢ gint genau dann, wenn ®%?4 in gint
herleitbar ist,

(2) (940,0) ¢ gkl genau dann, wenn M?y in gkl
herleitbar ist.

nt kl

Aus 10.7 erh&dlt man insbesondere, dall a in A bzw. A% wahr

ist genau dann, wenn ?q in K;nt bzw. Kkl herleitbar ist (Kor-
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reltheit und Vollstindigkeit von K1Y bzw. K1),

Der Beweis von 10.7 ist aufgrund der Ergebnisse von §9 ohne

Schwierigkeit durchzufiihren., Fir die Richtung von links nach
rechts nutzt man 9.10(1) aus und zeigt dann induktiv, daB Jede

in gt bzw, gkl herleitbare Sequenz A in dem &hnlich aufgebau-

tem Kalkiil K'2¥ bzw. KX herleitbar ist; hierbei ist im Fall

A = a?av 8(v) (bzw. ovv §(v) ) zu beachten, daB die Variablen-
bedingung in (A) (bzw. (v) ) erfiillbar ist, weil immer eine zu
A neue Subjektskonstante gefunden werden kann,

Die Richtung von rechts nach links zeigt man induktiv liber den

bzv. Kkl und kann 9.8 und 9.7 anwenden; hierbei

ist zu beachten, daB im Fall @%Av §(v) (bzw. evv &6(v) ) auf-
grund der Variablenbedingung in (A) (bzw. (v) ) mit Hilfe von
10.3 bewiesen werden kann, daB alle Primissen in 9.8(3) erfiillt
sind.

Aufbau von Kint

Anmerkungen

a.) Die obige Darstellung des klassischen und intuitionistischen
Dialogspiels ist gegeniiber Lorenz [7],(8] u.a. noch in folgenden
drei Punkten vereinfacht: Erstens werden von vornherein Situati-
onen betrachtet, welche nur die filir den Dialogfortgang notwendi-
ge Information enthalten ("reduzierte Situationen"). Zweitens
werden dort statt "potentieller" Argumente wieder die ihnen zu-
grundeliegenden Fragen aufgefithrt. Drittens wird nur eine Axrt
von Fragen (Zweifel) betrachtet; dies hat zur Folge, daB z.B.
beim Angriff gegen oA(BVy) mit ?(BVy) sofort eine Entscheidung
fiir B oder v gefordert wird, wdhrend bei Lorenz noch Zwischen-
schritte vorgesehen sind.

b.) Kkl bzw. Kint entsprechende Kalkiile mit signierten Ausdriicken
findet man in Smullyan [14] bzw. in M.C. Fitting: Intuitionistic
Togic, Model Theory and Forcing, Amsterdam 1969. Im Vergleich mit
der dortigen Interpretation ist die dialogische Deutung von Se-
quenzen eleganter.

c.) Ebenso leicht wie an k¥l 158t sich a¥L mit Hilfe von 9.8 auch

an andere klassische Sequenzenkalkiile anschlieBen (z.B. an den
Kalkiil in H. Hermes: Einfiihrung in die mathematische Logik, Stutt-
gart 3'19'72). Hierbei ist nur zu beachten, daB in KL
70 nahezu dieselbe Funktion wie die Negation — a hat und durch
sie ersetzbar ist.

eine Frage
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§11 Beispiele

Zum AbschluBl soll anhand von Beispielen die unterschiedliche
Leistungsfihigkeit einiger formaler Dialogspiele demonstriert
werden,

L,T,AO und A,I seien wie in §10 definiert. Mit p,q,... verden in
folgenden jeweils nullstellige Prddikatenkonstanten (d.s. atoma-
re Aussagen) angedeutet.

b und Akl beginnt folgen-

11.1 Jeder Dialog um — —p - Q in A*®
dermaBen: (0, = = p »p ,0), ( = =p ? ,0,1), ( =~ =p ?p, = p,0).
In Alnt

nimmt seine Frage ?p zurick) und aanach kann der Proponent den

geht der Dialog mit ( - - p p,0,1) weiter (der Opponent

Dialog nicht mehr gewinnen.

In Akl

(==p ?p, P,0) und wird somit vom Proponenten gewonnen. Da

ist der Dialog fortsetzbar mit ( - -p ?p p,0,1) und

gleichzeitig filir den Opponenten keine andere Dialogfihrung mog-

k1 sogar wahr., Eine &hnliche Uber-

k . . i
1 wahr ist, in & nt dagegen

lich war, ist - =p - p in A
legung zeigt, dal p V = p in A
nicht. In diesen beiden Beispielen ist schon der wesentliche Un-

int und Akl

terschied von A begrindet.

Als Beispiele fir Dialoge in Aint, wo Uber eine léngere Zeit
eine Frage des Opponenten unbeantwortet bleibt, ohne dal sie
zurlickgenommen werden darf, seien genannt die Dialoge um
(pAp')Vv(gag') = pvg' oder um o := pAgq - B, wobeil

B := ((p~(g~q')) = qa").

11.2 Verwendet man statt 1-optimaler Ergebnisfunktionen wie in
Aint und Akl
die Gewinnchancen fir den Proponenten erheblich. A sei jetat ein
Dialogspiel, flir dessen Ergebnisfunktion 4.3 DO(1) und D1(1)
gilt (o P =1L oder P = 9% ist, spielt in den folgenden Bei-

begrenzte Ergebnisfunktionen, so verringern sich

spielen keine Rolle mehr). In A ist z.B. die Aussage ~ aus 11.1
nicht wahr, weil pAq nur einmal angegriffen werden kann. Da-
gegen ist o in den zu A gehdrigen 1,n- und n-Spielen wahr

(vgl. §7), sofern n > 1.

11.3 Fir A sei die Voraussetzung von 11.2 erfiillt und es sei
X t=( =By == p = -4q,0) mit dem B aus 1.1,
y = ( - -p - —rq pAq,O,’l),
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z := ( = 8 pAg,0,1).

ilan zeigt, dall x und y in Jjedem zu A gehOrigen n- Spiel Gewinn-
situationen filir den Proponenten sind, z aber nicht. Damit sind
dann der Schnittsatz filir die n- Spiele von A und eine cnt-

sprechende Behauptung in Lorenz [87 widerlegt. Man beachte, dafll
es in dem Beispiel nicht darauf ankommt, welche "formale Prim-
regel" verwendet wird (vgl. dazu die Bemerkung a.) in §8). Ein
Gegenbeispiel fiur den Schnittsatz, das im Fall n > 1 gleicher-
malen fur die 1,n- und n- Spiele gilt,ist gegeben durch:

x = ( pAg, - = (pAg),0),

¥y i= (== (pAgd) p~ (g7q') =q'y O, 1),

z := ( pAg p -~ (g~q') =q', O, 1).
Flir A selbst kann der Schnittsatz jedenfalls bei Verwendung der
"formalen Primregel" in der Version (i) von §£8 bewiesen werden.

11.4 Ersetzt man L durch eine ausdrucksreichere Sprache und
18Rt beispielsweise unendliche Konjunktionen von Aussagen zu,
dann geht die Eigenschaft der Quasifinitheit verloren und eine
Konstruktion von m,n- Spielen ist nicht mehr ausreichend. Bei-
des kann man sich an dem folgenden Beispiel iiberlegen.

PosPgsece sei eine unendliche Tolge von nullstelligen Pr&adi-
katenkonstanten und es werde gesetzt: ’
. - ' . - -
9 *= Po Qs 9pgq T Ppaq -
Man untersucht nun den Dialog um o := q' - (“ﬁpn - Agn). Dabei

werde die Argumenterelation in natiirlicher Weise erweitert.
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