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Einleitung

Unser Universum begann mit einem so genannten Urknall, bei dem sich ein ex-
trem heifler und dichter Anfangszustand explosionsartig ausdehnte. Im Zuge dieser
Ausdehnung und der damit einhergehenden Abkiihlung durchlief das Universum
mehrere Phaseniibergiinge, darunter bei einer Temperatur von etwa 102 Kelvin den
Deconfinement-Phasentibergang der Quantenchromodynamik (QCD), der Theorie
der starkem Wechselwirkung. Man nimmt heute an, dass die Materie bei Tempera-
turen oberhalb des Phaseniibergangs vor allem aus einem dichten Plasma aus freien
Quarks und Gluonen besteht, dem Quark-Gluon-Plasma (QGP). Bei Temperaturen
unterhalb des Phaseniibergangs hingegen sind die Quarks und Gluonen in Hadro-
nen eingeschlossen (confined), zu denen auch Protonen und Neutronen gehoren, die
heutzutage den Grofiteil der bekannten Materie ausmachen.

Seit einigen Jahren wird nun in grofien Teilchenbeschleunigern wie dem Relativistic
Heavy Ion Collider (RHIC) am BNL und dem Large Hadron Collider (LHC) am
CERN (ab 2007) versucht, mit Schwerionenstéfen zumindest in einem kleinen Volu-
men (einige fm?) so hohe Temperaturen zu erzeugen, dass man diesen Phaseniiber-
gang untersuchen kann. Es wurden bereits Hinweise auf einen neue Materiezustand
gefunden, aber es ist bisher noch umstritten, ob es wirklich ein QGP ist.

Eine andere Moglichkeit, diesen Phaseniibergang zu untersuchen, bietet die Gitte-
reichtheorie. Mit Hilfe von Computersimulationen wurden einige Eigenschaften des
Phaseniibergangs bestimmt. Dabei gab es ein iiberraschendes Ergebnis: Ein anderer
Phaseniibergang der QCD, der chirale Phaseniibergang bei verschwindender Quark-
masse, findet bei der gleichen Temperatur wie der Deconfinement-Phaseniibergang
statt, obwohl a priori keine gemeinsame Ursache bekannt ist. Dadurch ergeben sich
eine ganze Anzahl neuer Fragen: Welche Verbindung gibt es zwischen den beiden
Phaseniibergiingen? Wie beeinflussen sie sich gegenseitig? Welche Phéanomene wer-
den von welchem Phaseniibergang erzeugt? Wodurch wird die Ordnung des Pha-
seniibergangs bestimmt?

Ein groies Problem bei der Beantwortung dieser Fragen besteht darin, dass man die
beiden Phaseniibergidnge normalerweise nicht getrennt untersuchen kann. Es gibt
aber ein Modell, in dem die Phaseniibergénge getrennt vorkommen. Es ist die QCD
mit adjungierten Fermionen (aQCD), bei der es nicht nur wie in der fundamentalen
QCD drei Farbfreiheitsgraden gibt, sondern deren acht. Diese Theorie beschreibt
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8 EINLEITUNG

daher nicht die Realitét, stimmt aber in den meisten Eigenschaften mit ihr iiberein
und kann deshalb zum Studium dieser Eigenschaften benutzt werden.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, in der aQCD den kritischen Punkt fiir den chiralen Pha-
seniibergang genauer zu bestimmen und den so genannten Goldstone-Effekt in der
chiral gebrochenen Phase nachzuweisen. Dazu vergleichen wir das Verhalten auf der
kritischen Linie mit dem der dreidimensionalen O(/N)-Spinmodelle und deren kriti-
schen Exponenten. Dariiber hinaus soll untersucht werden, ob der Ordnungsparame-
ter (1)) eine Skalenfunktion hat und inwieweit sie mit der eines O(N)-Spinmodells
iibereinstimmt. Zusétzlich soll der Einfluss des Deconfinement-Phaseniibergangs auf
den Goldstone-Effekt untersucht werden.

Der Aufbau dieser Arbeit ist der folgende:

Das erste Kapitel gibt einen kurzen Uberblick iiber die Unterschiede zwischen der
QCD mit fundamentalen und adjungierten Fermionen, vor allem in Bezug auf die
chirale Symmetrie und deren Zusammenhénge mit den Spinmodelle. Des Weiteren
wird die Gitter-Diskretisierung der QCD bei endlicher Temperatur und deren Aus-
wirkung auf die chirale Symmetrie beschrieben.

Im zweiten Kapitel werden fiir den spédteren Vergleich mit den aQCD-Daten die
Ergebnisse des O(2)- und O(6)-symmetrischen Spinmodells présentiert, insbesonde-
re universelle Groflien wie kritische Exponenten, die Binderkumulante am kritische
Punkt und die Skalenfunktionen im thermodynamischen Limes und fiir endliche Git-
tergrofen.

Im dritten Kapitel schliellich werden die Ergebnisse der aQCD-Simulationen analy-
siert. Zuerst werden die Ergebnisse einer fritheren Arbeit zur aQCD [1] rekapituliert.
Der néchste Abschnitt beschreibt einige technische Details der neuen Simulatio-
nen und gibt einen allgemeinen Uberblick iiber die Daten. Im dritten Teil werden
verschiedene Ansétze zur Bestimmung der kritischen Temperatur untersucht. Der
vierte Teil beschéftigt sich mit dem Nachweis des Goldstone-Effekts in der chiral
gebrochenen Phase und dem Einfluss des Deconfinement-Phaseniibergangs auf die
effektive Dimension der Theorie. Anschlieend werden Extrapolationen aufgrund
des Goldstone-Effekts benutzt, um das kritische Verhalten auf der Koexistenzlinie
zu untersuchen. Mit allen diesen Ergebnissen kann im sechsten Abschnitt die Ska-
lenfunktion des chiralen Kondensats und der chiralen Suszeptibilitit gefunden und
mit der Skalenfunktion der Spinmodelle verglichen werden. Zum Schluss wird die
Massenabhéngigkeit in der chiral symmetrischen Phase studiert und versucht, den
universellen Wert der Binderkumulante am kritischen Punkt abzuschétzen.

In Kapitel vier wird diese Arbeit durch eine kurze Zusammenfassung der Ergeb-
nisse abgeschlossen. In Anhang A wird die Wahrscheinlichkeitsdichte der einzelnen
Komponenten von gleichverteilten N-dimensionale Einheitsvektoren berechnet, und
Anhang B enthélt ausfiihrliche Tabellen mit den Simulationsergebnissen der aQCD.



Kapitel 1

QCD mit adjungierten Fermionen

In diesem Kapitel werde ich einen kurzen Uberblick iiber die Quantenchromodyna-
mik (QCD) auf dem Gitter geben und die Unterschiede zwischen der fundamentalen
und der adjungierten Darstellung der Farb-Symmetriegruppe SU(3) betrachten. Ei-
ne ausfiihrlichere Einfithrung in die Gittereichtheorie kann in den Lehrbiichern [2, 3]
oder verschiedenen Uberblicks-Artikeln (z.B. [4]) gefunden werden.

1.1 QCD im Kontinuum

Im Kontinuum wird die QCD durch die Lagrangedichte Locp(x) beschrieben. Sie
kann in einen gluonischen und einen fermionischen Anteil

Laco(s) = Lyfa)+Ly(a) (1)
Lon) = S FL @) (12)
Lin) = ST Dy~ mp)astf ), (13)

f=1

aufgespalten werden, wobei Ny die Anzahl der Quark-Flavours und % (z) und E?(az)
die Quarkfelder (mit Diracindex o und Flavourindex f) bezeichnen.
Der gluonische Anteil beschreibt die Selbstwechselwirkung der Gluonen iiber den

Feldstarketensor
Fo(x) = 0,AL — 0,A% + gfi AL AS, (1.4)

9



10 KAPITEL 1. QCD MIT ADJUNGIERTEN FERMIONEN

wobei Af die Eichfelder (mit Farbindex a), f. die Strukturkonstanten der SU(3) und
g die Kopplungskonstante bezeichnen. Die kovariante Ableitung im fermionischen
Anteil wird durch

- A a
D, = 8M—ZQ?AH(ZL‘) (1.5)

definiert, damit die Lagrangedichte invariant unter lokalen Eichtransformationen der
SU(3) ist. A, sind die Gell-Mann-Matrizen, die Generatoren der SU(3).

1.2 Die adjungierte Darstellung der SU(3)

Zu der Farbsymmetriegruppe SU(3) der QCD existieren, wie zu jeder Gruppe, be-
liebig viele Darstellungen. Zwei besondere Darstellungen sind die fundamentale und
die adjungierte Darstellung. Sie sind beide irreduzibel, das heifit, es existiert kein
invarianter Unterraum. Die fundamentale (oder auch definierende) Darstellung ist
dreidimensional und besteht aus unitdaren 3 x 3-Matrizen mit Determinante +1. Da
in der QCD die Quarks genau drei Farbfreiheitsgrade besitzen, die eine Basis des
Darstellungsraum bilden, wird die starke Wechselwirkung durch die fundamentale
Darstellung beschrieben.

Wahlt man eine andere, hoherdimensionale Darstellung, zum Beispiel die achtdi-
mensionale adjungierte Darstellung, hat man mehr Farbfreiheitsgrade, so dass man
nicht mehr die Wirklichkeit beschreibt. Wie sich aber in Untersuchungen sowohl
der SU(2) [5, 6] als auch der SU(3) [7] gezeigt hat, bieten Simulationen mit adjun-
gierten Fermionen einen groflen Vorteil bei der Erforschung der Phaseniiberginge
der QCD. In der QCD mit Fermionen in der fundamentalen Darstellung finden der
chirale und der Deconfinement-Phaseniibergang bei der gleichen Temperatur statt.
Dadurch sind Effekte, die nur einen der beiden Phaseniibergéinge betreffen, schwie-
rig zu bestimmen. In der QCD mit Fermionen in der adjungierten Darstellung (im
Folgenden aQCD genannt) finden die Phaseniibergéinge jedoch bei unterschiedlichen
Temperaturen statt, so dass sich ihre FEigenschaften besser analysieren lassen.

Die adjungierte Darstellung der SU(3) erhéilt man, indem man den von den acht Ge-
neratoren )\, der fundamentalen Darstellung aufgespannten Vektorraum betrachtet.
Diese sind spurlose, hermitesche 3 x 3-Matrizen und geniigen der Kommutatorrela-
tion

[)‘aa)‘b] = Z.fab(:)\c- (16)

Die fu. sind total antisymmetrisch und heiflen Strukturkonstanten der Gruppe.
Der Darstellungsraum R der adjungierten Darstellung besteht also aus spurlosen,
hermiteschen 3 x 3-Matrizen r, die als r = ®;\; geschrieben werden konnen. Die
adjungierte Darstellung De@vnsiert({J) ist dann definiert durch

Dadjungiert(U(3)) r— U?“UT, (17)
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wobei U ein Element der SU(3)-Gruppe ist. Da sich r als achtkomponentiger Vektor
auffassen lisst, kann man Dun9iert([]) als 8 x 8-Matrix U®) schreiben, die durch

1
Uy = 5t (AUNUT) (1.8)

gegeben ist. Die Generatoren der adjungierten Darstellung sind

(Ta)bc = _ifabc- (19)

Die Matrix U®) ist rein reell, wie man leicht nachrechnen kann. Dies ist eine allge-
meine Eigenschaft aller adjungierten Darstellungen (siehe z.B. [8], Seite 499).

1.3 Symmetrien von QCD und aQCD

Die QCD-Lagrangedichte ist durch ihre Konstruktion invariant unter lokalen Trans-
formationen

v(@) — U) b()
D) — D) Ula) | (1.10)
Aulz) — U(x) Au(x) U*(@—é(aw(a:)) Ut (x)

mit U(x) € SU(3) und A,(z) = 32 A%(x). Dieses gilt sowohl in der fundamentalen
als auch der adjungierten Darstellung. Die Eigenschaften dieser Farbsymmetriegrup-
pe sind verantwortlich fiir das Confinement der Quarks bei kleinen Energien und die
asymptotische Freiheit bei hohen Energien.

Bei kleinen Energien ist die Kopplung zwischen den Quarks und Gluonen so stark,
dass nur Farbsinglettzusténde (,,farblose“ Zusténde) erlaubt sind. Da einzelne Quarks
jedoch eine bestimmte Farbladung tragen (rot, griin, blau oder deren Antifarben),
konnen diese nicht einzeln existieren, sondern miissen als Quark-Antiquark-Paar
(Meson) oder Dreiquarkzustand (Baryon) auftreten. Versucht man, einen solchen
gebundenen Zustand in einzelne Quarks zu separieren, wird das Potential zwischen
den Quarks so grof3, dass sich neue Quark-Antiquark-Paare bilden. Diese bilden mit
den urspriinglichen Quarks neue Mesonen oder Baryonen.

Bei hohen Energien jedoch wird die Kopplung so klein, dass die Quarks und Gluonen
in einen quasifreien Zustand iibergehen, das Quark-Gluon-Plasma (QGP). Zwischen
den beiden Zusténden gibt es bei der Temperatur T} einen Phaseniibergang, den so
genannten Deconfinement-Phaseniibergang.

In der reinen Eichtheorie, also fiir my — 00, kann der Deconfinement-Phaseniiber-
gang durch die spontane Brechung der globalen Z(3)-Symmetrie, der Zentrumssym-
metrie der SU(3), erklirt werden. Das dreidimensionale Z(3)-Spinmodell besitzt
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einen Phaseniibergang erster Ordnung. Da Fluktuationen in Zeitrichtung in der
QCD durch endliche Temperaturen abgeschnitten werden (siehe Kapitel 1.4), ist die
Theorie in Bezug auf kritische Phéanomene effektiv dreidimensional und sollte daher
auch einen Phaseniibergang erster Ordnung aufweisen.

Die QCD-Lagrangedichte besitzt fiir masselose Fermionen eine weitere, globale Sym-
metrie, die chirale Symmetrie (auch Flavour-Symmetrie genannt), die im Prinzip
unabhéngig von der Farbsymmetrie ist, da die Wechselwirkung zwischen Gluonen
und Quarks nur von der Farbe, nicht aber vom Flavour abhéngt. In diesem Fall un-
terscheiden sich die Symmetriegruppen in der fundamentalen und der adjungierten
Darstellung.

Wihlt man fiir die y-Matrizen die chirale Darstellung

01 0 g;

mit den Pauli-Matrizen o;, kann der Dirac-Spinor % in einen rechts- und einen
linkshéndigen Anteil ¢ = (zﬁ;) zerlegt werden. Der fermionische Teil der Lagrange-
dichte mit diesen zweikomponentigen Feldern hat dann die Form

Ny

Ly(x) = Y @] 6" Dytbr g+ O sio" Dutbry — mp(b), or s + v pny), (1.12)
f=1

mit o# = (1,0) und ¢* = (1,—0). Die links- und rechtshiandigen Felder sind al-
so nur durch den Masseterm aneinander gekoppelt. Betrachtet man den Fall zwei-
er masseloser Fermionen u und d, ist die Lagrangedichte invariant unter globalen

Transformationen
U U
= V;
w=(a), — i),

sz(Z)R — VRC;)R, (1.13)

mit Vi, € UL(2), Vg € Ugr(2). Fiir nichtverschwindende, aber gleiche Massen m,, =
mgq muss V;, = Vg gelten, damit die Lagrangedicht invariant bleibt. Bei unterschied-
lichen Massen schliesslich bleibt nur eine U(1)-Invarianz {ibrig.

Man kann nun die rechtshiandigen Felder durch Anwendung der Ladungskonjugation
so umschreiben, dass sie sich unter Lorentztransformationen wie linkshéndige Felder
transformieren

Wy = o, = ylo. (1.14)
Die Lagrangedichte fiir die rechtshéndigen Fermionen &éndert sich dann zu
Whio" (0, — gAY = Wi (0, — ig AT, (1.15)

wobei ¢ die Generatoren der Darstellung r und ¢2 die Generatoren der zu r konju-
gierten Darstellung bezeichnet.
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Verwendet man also die fundamentale Darstellung der SU(3), so hat man zwei
linkshédndige Fermionen in der 3-Darstellung (Quarks) und zwei linkshéndige Fer-
mionen in der 3-Darstellung (Antiquarks). Daher ist hier die chirale Symmetrie eine
UL(2) ® Ug(2)-Symmetrie, die auch als SU(2);sospin @ SU(2)chirar @ Uy (1) @ Ua(1)
aufgeschrieben wird. Die axiale Uy4(1) ist jedoch nur eine Symmetrie der klassischen
Lagrangedichte, weil sie auf Quantenniveau durch die Adler-Bell-Jackiw-Anomalie
(auch Dreiecksanomalie genannt) gebrochen wird [9, 10]. Es bleibt also in der Quan-
tenfeldtheorie nur eine SU(2);sospin @ SU(2)chirar @ Uy (1) tibrig.

Betrachtet man aber die existierenden Hadronen und ihre Wechselwirkung, sind
nur zwei dieser Symmetrien realisiert: zum einen die Uy (1), die der Baryonen-
zahlerhaltung entspricht, zum anderen die SU(2)isospin, die der Invarianz unter
Vertauschung von up- und down-Quarks entspricht und wegen der leicht unter-
schiedlichen Massen der beiden Quark-Flavours nur annédhernd erfiillt ist. Bei der
SU(2) chirai-Symmetrie wiirde man zu jedem Teilchen ein Teilchen mit gleicher Mas-
se und entgegengesetzter Paritit erwarten. Diese existieren aber nicht. Also ist die
SU(2)isospin @ SU(2) ehirat @ Uy (1)-Symmetrie unterhalb einer bestimmten kritischen
Temperatur T, spontan zu einer SU(2)piras @ Uy (1) gebrochen.

Da die Gruppe SU(2) ® SU(2) isomorph zur Gruppe O(4) ist, sollte der chira-
le Phaseniibergang ein kontinuierlicher Phaseniibergang sein und in der gleichen
Universalitdtsklasse wie das dreidimensionale O(4)-symmetrische Spinmodell liegen
(13, 14].

Die spontane Brechung einer globalen kontinuierlichen Symmetrie erzeugt nach dem
Goldstone-Theorem masselose Zustande, die Goldstone-Bosonen. Deren Anzahl ent-
spricht der Differenz zwischen der Zahl der Generatoren der ungebrochenen und der
gebrochenen Symmetrie [11, 12]. Durch die Brechung der SU(2)pira; sollte es also
drei Goldstone-Bosonen geben, die Pionen. Da in Wirklichkeit die Quarks nicht mas-
selos sind und deshalb die SU(2)qpirar €xplizit gebrochen ist, haben diese zwar eine
von Null verschiedene Masse, sind aber sehr viel leichter als alle anderen Hadronen
und konnen daher anndhernd als Goldstone-Bosonen bezeichnet werden.

Bei der adjungierten Darstellung erhélt man eine hohere Symmetrie. Diese Dar-
stellung ist reell, also ist 8 = 8, so dass Teilchen und Antiteilchen auf die gleiche
Art und Weise unter der SU(3) transformieren. Dies hat zur Folge, dass hier die
chirale Symmetrie groBer ist, ndmlich U(4). Die U4(1) ist wiederum durch ein An-
omalie gebrochen, so dass eine SU(4)-Symmetrie iibrig bleibt, die die SU(2);s0spin @
SU(2) chirat @ Uy (1)-Symmetrie der fundamentalen Darstellung als eine Untergruppe
enthélt. Diese Symmetrie wird durch das chirale Kondensat spontan zu einer SO(4)-
Symmetrie gebrochen [15, 16, 17]. Da die SU(4) 15 und die SO(4) sechs Generatoren
besitzt, entstehen hierbei neun masselose Goldstone-Bosonen.

Die Gruppe SU(4) ist isomorph zur Gruppe O(6), deshalb sollte hier der chirale Pha-
seniibergang in der Universalitéitsklasse des dreidimensionalen O(6)-symmetrische
Spinmodells liegen. Allerdings stimmt hier im Gegensatz zur QCD mit Fermionen
in der fundamentalen Darstellung die Anzahl der gebrochenen Generatoren nicht
tiberein, da beim Spinmodell die O(6)-Symmetrie mit 15 Generatoren zu einer O(5)-
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Symmetrie mit 10 Generatoren gebrochen wird, also nur 5 Goldstone-Bosonen ent-
stehen.

1.4 QCD bei endlicher Temperatur

Zur Untersuchung von Phaseniibergéingen benotigt man eine Formulierung der QCD,
die auch die Temperatur enthélt. Dazu startet man im allgemeinen mit der Zustand-
summe. In der QCD kann man sie durch das euklidisches Pfadintegral

ZocolT.V) = [ DADY DT exp(—SEp T VA 0T (116)
darstellen, wobei die euklidische Wirkung Sgc olT,V, A, 4, ] durch

. 1/T B
Socpl T Vo A, ) = /O dr/vd?’a: LEeplA, v, ). (1.17)

definiert ist. Die euklidische Lagrangedichte wiederum erhélt, indem man in Glei-
chung 1.1 die Substitution g — —izxy (Wick-Rotation) durchfithrt und die ~-
Matrizen durch die euklidischen Version v¥ ersetzt. Man erhilt damit

8 Ny
CBopln) = 3 D o @ F () + 30504yt mpastf(a). (118)
a=1 f=1

Mit Hilfe der Zustandssumme konnen nun Erwartungswerte von physikalischen Ob-
servablen berechnet werden:

[ DA Dy Dy Qe Ger

(0) Zoon

(1.19)

Im folgenden wird der Index E weggelassen, da nur die euklidische Metrik benutzt
wird.

1.5 QCD auf dem Gitter

Da Funktionalintegral in Gleichung (1.16) ist nicht wohldefiniert, es muss daher re-
gularisiert werden. Die in diesem Kapitel beschriebene Gitterregularisierung wurde
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1974 von K. Wilson vorgeschlagen [19]. Indem man ein vierdimensionales hyperku-
bisches Gitter der Gréle N2 x N, mit einem Gitterabstand a einfiihrt, wird das
Integral iiber das gesamte Raumzeitkontinuum 7'V durch eine endliche Summe
ersetzt. Das Volumen des Gitters betrdgt dann V' = N,a, und die Temperatur ist
durch T' = N%a gegeben.

Dafiir benotigt man allerdings eine Diskretisierung der Wirkung, die im Limes a — 0
die Kontinuums-Wirkung reproduziert und die gleichen Eich-Symmetrien besitzt.
Der gluonische Anteil der Wirkung ist in dieser Hinsicht unproblematisch, wéhrend
sich der fermionische Anteil nur schwierig diskretisieren lasst.

1.5.1 Diskretisierung der Eichwirkung

Die Eichfelder A, werden auf dem Gitter durch die so genannten Link-Variablen
U,(z) repdsentiert. Diese sind Elemente der SU(3), die als Paralleltransporter zwi-
schen den Gitterpunkten x und = + [t definiert werden

) = e oo [ )}, (1.20)

wobei [i einen Einheitsvektor in Richtung p (p=1,2,3,4) bezeichnet. Die einfachste
eichinvariante Kombination der U, (z) ist die Plaquette

V() = Up@)Uy(e + p)U(z + v)Ul(2), (1.21)

mit der die Standard Wilson-Eichwirkung definiert wird

=5 2 (1Rt tut) 12

z 1<pu<v<4

Dabei ist 3 iiber 3 = 6/¢* mit der Kopplungskonstanten verkniipft. Fiir kleine a
erhélt man

S, = —Z > Tr Flu(x)F™(x) + O(a®) (1.23)

r 1<pu<v<4
a8 / dT/d?’xFa VEM (z) 4 O(a?), (1.24)

so dass fiir verschwindenden Gitterabstand die Kontinuumswirkung reproduziert
wird.
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1.5.2 Die naive Diskretisierung der Fermionwirkung

Die Quarkfelder werden durch grassmanwertige Fermionfelder ¢ (z) auf jedem Git-
terpunkt x dargestellt, die periodischen Randbedingungen in Raumrichtung und an-
tiperiodischen Randbedingungen in Zeitrichtung geniigen. Die kovariante Ableitung
wird durch einen symmetrischen Differenzenquotienten ersetzt, und die Fermion-
felder werden durch Linkvariablen miteinander verkniipft, damit die Eichinvarianz
erhalten bleibt. Damit erh&lt man

Ny
Spere = at N " UF (@) ML (x,y) v (y) (1.25)
f=1 zy

mit der Fermionmatrix

Miﬁ = My 504,3 5(3373/)

1

tog 2 (nas [Un(@) 8z + i, y) = Ul(x — ) 6(x — 1, y)] . (1.26)

Um den Kontinuums-Limes dieser Wirkung zu berechnen, entwickelt man sie in
Potenzen des Gitterabstandes a. Fiir die Link-Variablen ergibt sich

1 1
UJfzr) = 1+4iga {Ay(sca) + §a8ﬂAﬂ(xa) + 6a28514#(&3a) + O(a®)
+0(g*a®). (1.27)

Setzt man diese Entwicklung in Gleichung (1.26) ein

Spe = EEJZWWWM (¥5((@ + a) — v} ((@ - o)

+iga (A (wa)i (@ +)a) + Aul(@ — )i} (@ = p)a) ) )|

+mf¢_?(l'(l)1/1?($a>5a5 + O(a®) (1.28)
et /dxz [Z('ﬁ)«ﬁ@?(@(aﬂ + ZgAu@)W’?@)]
f %

+mpy ()] ()%,

erkennt man, dass im Limes a — 0 wiederum die Kontinuumswirkung reproduziert
wird.

Da diese Diskretisierung sowohl im Dirac- als auch im Flavour-Raum die gleiche
Struktur wie die Kontinuumswirkung hat, hat sie auch gleiche chirale Symmetrie.
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Allerdings ist der Teilchengehalt verschieden. Der freie Propagator hat im Impuls-

raum die Form
_ (Z-Zuﬂyuﬁu_mf)aﬁ 5
<¢a(P)¢6<Q)>0 - Z“ﬁi<p) _|_ m} pq

mit p, = isin(p#a). Py hat sowohl bei p, = 0 als auch an den Réndern der Bril-
louinzone bei p, = m/a ein Nullstelle, so dass der Propagator bei m; = 0 nicht
nur eine (wie im Kontinuum), sondern 2¢ Polstellen hat. Damit beschreibt die naive
Diskretisierung auf einem vierdimensionalen Gitter fiir Ny = 1 16 massenentartete
Quark-Flavour, von denen 15 unphysikalisch sind.

Es gibt nun verschiedene Moglichkeiten, die Wirkung so zu modifizieren, dass die
Anzahl der zusétzlichen Flavours reduziert wird. Solange man jedoch eine vierdi-
mensionale, lokale Theorie behalten will, wird diese Reduktion durch eine (zumin-
dest teilweise) Brechung der chiralen Symmetrie erkauft. Dieser Zusammenhang zwi-
schen der Zahl der zusatzliche Flavours und der chiralen Symmetrie wird durch das
Nielsen-Ninomiya Theorem [20] beschrieben.

Die am héufigsten verwendeten Fermionwirkungen sind die Wilson-Fermionwirkung,
die alle zusétzlichen Flavours eliminiert, aber auch keine chirale Symmetrie mehr
besitzt, und die Kogut-Susskind Fermionwirkung, die im néchsten Kapitel ausfiihr-
licher erldutert wird.

Seit einigen Jahren gibt es Fermionwirkungen, die das Nielsen-Ninomiya Theorem
durch Einfiihrung einer zusétzlichen fiinften Dimension umgehen [21, 22]. Dies fiihrt
jedoch dazu, dafl die Simulationen numerisch weitaus aufwandiger werden.

(1.29)

1.5.3 Kogut-Susskind Fermionen

Die Idee hinter der Kogut-Susskind Fermionwirkung besteht darin, daf§ durch den
Trick der Spin-Diagonalisierung die Zahl der Quark-Flavour von 16 auf 4 reduziert
werden kann [23, 24, 25]. Dazu werden durch die lokale Transformation I'(z) =
Y525 vyt die Fermionfelder geméfl

P(x) — D(z)y(z) d(a) — P()l () (1.30)
transformiert. Die Fermionwirkung lasst sich dann schreiben als
= a' ) b (2)M"5(2,y) daly) (1.31)
T,y,Q

mit
MKS(:E,y) = my0(z,y)
S @) [Un@) 85 + i) — Ul — ) 8o — )] (1.32)

2a
nw
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Die 7-Matrizen werden also durch die Phasenfaktoren 7, (x) = (—1)*" 1% ersetzt.
Diese hingen nur vom Ort ab und tragen keinen Spinorindex, so dass die Dirac-
Komponenten der transformierten Fermionfelder entkoppelt sind. Man kann deshalb
das vierkomponentige Diracfeld ¢ (x) durch ein einkomponentiges Feld x () ersetzen,
das nur eine der entkoppelten Dirac-Komponenten enthélt, und damit die Anzahl
der Flavour um den Faktor vier reduzieren.

Da die Kogut-Susskind Wirkung invariant unter Translationen um 2a ist, wird beim
Ubergang zum Kontinuum ein 2* Hyperkubus auf einen einzigen Punkt abgebildet.
Daher kann man die 16 Felder auf den Ecken des Hyperkubus’ als vier Diracfelder mit
je vier Komponenten interpretieren [26]. Dazu fithrt man statt der alten Koordinaten
r mit x1, 29,23 € [0,1,..., N, — 1], 24 € [0,1, ..., N, — 1] neue Koordinaten y und &
ein, wobei y mit y1,y2,y3 € [0,2,..., N, — 2], y4 € [0,2,..., N, — 2] die Position des
Ursprungs des Hyperkubus’ und £ mit &1, &, &3,&4 € [0, 1] die Position innerhalb des
Hyperkubus’ beschreibt. Mit den Definitionen

Xel) = py+) (1.33)

7= s (1.34)

konnen dann die Dirac- und Flavour-Komponenten eines Fermionfeldes q(y) aus den
x-Feldern linear kombiniert werden

af(y) = %Z('yg)?m(y)
3

B = 53 Xew) (7 (1.3
£

Damit kann die freie Kogut-Susskind Fermionwirkung in der Form

SKS = (20)" Y q(y) {Z(% ® 1)0, + alvs © 7,75) 0, +my(1® 1)} q(y)

m

(1.36)
geschrieben werden, wobei die Differentialoperatoren
1 . .
Oualy) = -(aly +24) —aly — 2/1))
1 . .
Dualy) = 5(aly +20) — 2q(y) +aly — 21)) (1.37)

auf dem zu Hyperkuben geblockten Gitter mit dem Gitterabstand 2a wirken. Das
Tensorprodukt ist so definiert, dass der erste Operator auf die Dirac-Komponenten,
der zweite auf die Flavour-Komponenten wirkt, also g(y)A @ Bq(y) = g, A**B 905
Beriicksichtigt man noch die Kopplung an die Eichfelder, kann die Definition (1.35)
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folgendermaflen verallgemeinert werden

af () = 52 ()7 Ue(y) xe(y)
£
W) = 5> Xel) Tely) GO, (1.35)
3
wobei N
Oey) = @I Uy + &)1% - Uiy + & + &+ & (139)

das Produkt der Linkvariablen innerhalb eines Hyperkubus’ ist.
Setzt man nun in die Kogut-Susskind Fermionwirkung die Entwicklung (1.27) ein,
so erhélt man nach einiger Rechnung

$f5 = S a)am){m(1e1)+ (3,0 1)D,

y?/"[/

1.
+a(3s © 9)DE = 7190 Y Ty Fu(y) Jaly) + Oa®)  (1.40)
o

mit der kovarianten Ableitung
D,(y) = 9, +igAu(y) (1.41)

und dem antisymmetrischen Tensor

1 * * *
Tl = (=) @1+ 5%@ s W) @ [V (s + ). (1.42)

Im Limes a — 0 bleiben in der Wirkung nur die ersten beiden Terme iibrig, die der
Kontinuumswirkung mit 4 massenentarteten Flavours entsprechen.

1.5.4 Die chirale Symmetrie der Kogut-Susskind Fermionen

Die Reduktion der Zahl der Quark-Flavours fiihrt, wie oben gesagt, zu einer ver-
ringerten chiralen Symmetrie. Im Fall der Kogut-Susskind Fermionwirkung bleibt
im masselosen Fall nur eine U(1) ® U(1)-Symmetrie iibrig, wie im folgenden gezeigt
wird.

Mit Hilfe der Projektoren auf die geraden und ungeraden Gitterpunkte

1
P = 5(1@147%®7%)
1
F, = 5(1®1—V5®7§) (1.43)
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kann man Transformationen U,, U, € U(1) auf die Quark-Felder definieren:

) — () = (U.P,+U.P.)q(y)
= SlU A+ U)A© V)aly) + (U~ V)3 @ E)a(y)]
iy) — 7)) = qy)(U.P,+UF.)

= W) ® DU+ U] + ) (35 © )0 - U] (1.44)
Die Wirkung ist nur fiir U, = U, und U, = —U, invariant unter diesen Transforma-
tionen. Im ersten Fall bleibt von den Transformationen nur der Operator 1 ® 1, der
sowohl den kinetischen als auch den Massenterm der Wirkung invariant lasst. Diese
Symmetrie entspricht daher der Uy (1), der Baryonenzahlerhaltung.
Im zweiten Fall reduziert sich die Transformation auf den Operator 75 ® ~£, der nur
den kinetischen, nicht aber den Massenterm invariant liasst. Da der Operator spurlos
im Flavourraum ist, entspricht diese Symmetrie nicht der U4(1), kann aber als U(1)-
Untergruppe der SU4(4) angesehen werden [18]. Daher erhélt man bei einer sponta-
nen Brechung dieser Symmetrie ein Goldstone-Boson, das kein Flavour-Singlett ist,
genau wie das Pion im Kontinuum. Dies ist der grofle Vorteil der Kogut-Susskind
Fermionwirkung, da hier im Gegensatz zum Beispiel zur Wilson-Fermionwirkung
zumindest eins der 3 Goldstone-Bosonen realisiert ist und man so die Effekte des
chiralen Phaseniibergangs besser untersuchen kann.

1.5.5 Die Fermionwirkung mit adjungierten Fermionen

Bei der Simulation mit Fermionen in der adjungierten Darstellung muss man be-
achten, dass die Fermionfelder jetzt acht Farbfreiheitsgrade besitzen. Daher miissen
auch die Gluonfelder in der Fermionmatrix durch Linkvariablen in der adjungierten
Darstellung beschrieben werden. Die Form der Wirkung muss nicht gedndert wer-
den, es werden nur die 3 x 3-Linkvariablen U,, durch 8 x 8-Matrizen U HS) ersetzt, die
mit Hilfe der Gleichung (1.8) aus den U, berechnet werden kénnen. Die Plaquette
in der Eichwirkung wird weiterhin mit den 3 x 3-Linkvariablen U, definiert.

Die Matrizen U, ,58) sind reell, wie schon in Kapitel 1.2 erwéahnt, und damit auch die ad-
jungierte Fermionmatrix M (U®) und deren Determinante. Das hat den Vorteil, dass
man fiir die Simulation von zwei Quark-Flavours den exakten Hybrid-®-Algorithmus
benutzen kann [27], der bei einer komplexen Darstellung nur fiir ganzzahlige Vielfa-
che von vier Kogut-Susskind-Quark-Flavours geeignet ist.

Die Grundidee des Hybrid-®-Algorithmus’ liegt darin, dass man in der Zustands-
summe (1.16) die grassmanwertigen Fermionfelder direkt ausintegrieren kann. Man
erhilt fiir N; Fermionen den Term (det M (U))Ns/4. Ist die Determinante komplex,
kann sie als Gauss-Integral iiber komplexe Pseudofermionfelder ® und ®* dargestellt
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werden

det M(U) = /DCD DO* exp(—*M(U)™'®). (1.45)

Da die Fermionmatrix nicht positiv definit ist, kann der Integrand nicht als Boltz-
mann-Faktor interpretiert werden. Deshalb betrachtet man die positive definite Ma-
trix MM, die man durch

|det M(U)|* = /ch DO* exp(—®*(M(U) M(U))™®) (1.46)

erhilt. Dadurch wird zwar die Zahl der Fermionen verdoppelt, da aber M (U)TM (U)
keine Elemente enthélt, die gerade und ungerade Gitterpunkte miteinander verbin-
den, kann dies wieder riickgéngig gemacht werden, indem ® nur auf den geraden
Gitterpunkten definiert wird. Die Zustandssumme hat nun die Form

7 = /DU DO DD* exp(—Seyy). (1.47)

mit der effektiven Wirkung
Serr = S,(U) +@*(MU)M(U))'® (1.48)

Mit Hilfe dieser Wirkung kann man nun durch eine Kombination von Heatbath- und
Leapfrog-Updates neue Konfigurationen erzeugen. Dies funktioniert allerdings nur
fir Ny = 4 oder ganzzahlige Vielfache davon, da man nur dann ein Gaussintegral
wie in Gleichung (1.45) benutzen kann.

Ist die Determinante reell, kann auch die Wurzel der Determinante als Gaussintegral
® dargestellt werden

det M(U®) = /ch exp(—®' M(U®) 1), (1.49)

wobei ® hier ein reelles Pseudofermionfeld ist. Das heifit, in der adjungierten Darstel-
lung konnen auch mit dem Hybrid-®-Algorithmus zwei Flavours simuliert werden,
man muss nicht den Hybrid-R-Algorithmus benutzen. Ahnlich wie oben wird fiir
den Algorithmus M (U®))*M(U®)) benstigt, um die Wirkung als Wahrscheinlich-
keitsmafl zu betrachten. Die effektive Pseudofermionwirkung ist dann durch

Serr = Sy(U) + @ MU®YMU®)) ' (1.50)

mit reellen achtkomponentigen Feldern ¢ gegeben.

Zusétzlich muss fiir die Simulation von adjungierten Fermionen die Bewegungsglei-
chungen der zu den Eichfeldern kanonisch konjugierten Impulse fiir den Leapfrog-
Update neu berechnet werden. Dazu sei hier auf die Doktorarbeit von Martin Liitge-
meier verwiesen [1], in der dieses ausfiihrlich hergeleitet wird.
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1.6 Observablen

Der Ordnungsparameter fiir die Brechung der chiralen Symmetrie ist das chirale
Kondensat (¢9)) = (¢ g + ¥ g1r). Wenn das chirale Kondensat ungleich Null ist,
also fiir T' < T,, entstehen aus dem Vakuum virtuelle Quark-Antiquark-Paare, die
die chirale Symmetrie brechen und den Quarks eine effektive Masse verleihen. Fiir
T > T, verschwindet es im Limes m, — 0, da hier die chirale Symmetrie restauriert
ist.
Es ist definiert als Ableitung des Logarithmus der Zustandssumme nach der Masse

— 1 0lnZz

W) = N3N, Omya

1 Ny

= W 7<TYM_1>. (1.51)

Der Normierungsfaktor % beriicksichtigt die Tatsache, dass jedes Fermion auf dem
Gitter zu zwei Fermionen im Kontinuum wird.

Die chirale Suszeptibilitdt y,, wird als Ableitung des chiralen Kondensats nach der
Masse definiert

1 &Iz
N3N, 0(mya)?

_ N;NT (%) (TeMY2) — (TeM1y2) (1.52)

—% S (M, 0) M0, 2).

Der erste, nichtzusammenhéngende (,,disconnected”) Term Y4 misst die Fluktua-
tionen des chiralen Kondensats und hat daher ein Maximum am pseudokritischen
Punkt. Der zweite, zusammenhéingende (,,connected“) Term Yo, hat keinen Ein-
fluss auf das kritische Verhalten und wird deshalb bei der Berechnung der Suszepti-
bilitdt weggelassen.

Eine weitere interessante Grofle ist die Binderkumulante

ger = M—Z;; (1.53)

die am kritischen Punkt einen von der Gittergrofle unabhingigen universellen Wert
besitzt.

Der Ordnungsparameter fiir den Deconfinement-Phaseniibergang ist in der reinen
Eichtheorie der Polyakov-Loop

) = %W(‘ZTr ﬁ U4(:c4,f)‘>. (1.54)

x4=1

Ly = Nigdng(f)
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L3(Z) ist unter Z(3)-Transformationen Uy(x) — zUy(x) mit z € Z(3) nicht invariant,
sondern transformiert wie

In der Z(3)-symmetrischen Confinement-Phase (7" < 7,) haben Konfigurationen,
die sich nur durch eine Z(3)-Transformation unterscheiden, die gleiche Wahrschein-
lichkeit, so dass der Polyakov-Loop fiir V' — oo verschwindet. In der Deconfinement-
Phase (T' > T;) ist die Z(3)-Symmetrie gebrochen und damit der Polyakov-Loop
von Null verschieden.

Durch die Einfithrung von dynamischen Fermionen in der fundamentalen Darstel-
lung wird die Z(3)-Symmetrie explizit gebrochen, da die Fermionwirkung nicht in-
variant unter Z(3)-Transformationen ist. Der Polyakov-Loop ist also kein echter
Ordnungsparameter mehr, zeigt aber trotzdem den kritischen Punkt durch einen
starken Anstieg an.

Durch Fermionen in der adjungierten Darstellung hingegen wird die Z(3)-Symmetrie
nicht gebrochen, da hier die SU(3)-Linkvariablen wegen Gleichung (1.8) immer in
Paaren U, U' in der Fermionwirkung auftreten und die Elemente der Z(3) sowohl
mit den Linkvariablen als auch den A\-Matrizen kommutieren. Der Polyakov-Loop
ist also mit dynamischen, adjungierten Fermionen ein exakter Ordnungsparameter.
Auch fiir den Polyakov-Loop definiert man eine Suszeptibilitét

2
v = N2 ) - L3 (1.56)

o 2 L)

Im néchsten Kapitel wird fiir die Spinmodelle eine Grofle mit der gleichen Bezeichung
definiert (die longitudinale Suszeptibilitét), die jedoch in keinem Zusammenhang mit
der Suszeptibilitit des Polyakov-Loops steht.
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Kapitel 2

Die O(N)-Spinmodelle

Die dreidimensionalen O(N)-symmetrischen Spinmodelle spielen ein wichtige Rolle
bei der Untersuchung des chiralen Phaseniibergangs der QCD, da sie in der gleichen
Universalititsklasse wie adjungierte Fermionen im Kontinuum (fiir N = 6) bezie-
hungsweise Kogut-Susskind-Fermionen auf dem Gitter (fiir N = 2) liegen sollen.
Wenn man diese Beziehungen nachweisen kann, kann man vom kritischen Verhalten
der Spinmodelle auf das kritische Verhalten der QCD beim chiralen Phaseniibergang
schlieBen. Der grofle Vorteil liegt darin, dass Simulationen von Spinmodellen einfa-
cher und schneller sind und der kritischen Punkt selbst untersucht werden kann,
wahrend QCD-Simulationen derzeit nur bei relativ groflen Massen moglich sind.
Mit den Erkenntnissen von den Spinmodellen kann man diese Resultate zu kleinen
Massen extrapolieren.

2.1 Wirkung und Observablen

Die Zustandssumme hat bei O(N)-Spinmodellen auf einem kubischen Gitter mit
dem Volumen V = L? (d=Dimension) die Form

Z = e M), (2.1)

wobei [ = % und H(o) die Wirkung ist, die das betrachtete System beschreibt. T
ist die Temperatur des Systems, k ist die Boltzmannkonstante, und summiert wird
iiber alle moglichen Zusténde o des Systems. Die Wirkung ist definiert durch

BH(o) = —J Y _ S;S;—-H> S, (2.2)

<ij> i

25
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Hierbei bezeichnet S; einen N-dimensionalen Einheitsvektor, im folgenden Spin ge-
nannt, der den Gitterplatz ¢ einnimmt. < ¢,j > bedeutet, dass nur iiber jeweils
benachbarte Spins summiert wird. J ist die Kopplung der Spins untereinander und
verhélt sich proportional zur inversen Temperatur. Je grofler J ist, das heifit je
kleiner die Temperatur, desto grofer ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zwei be-
nachbarte Spins gleich ausgerichtet sind. Dieses fithrt dazu, dass unterhalb einer
bestimmten, kritischen Temperatur T, die urspiingliche O(N)-Symmetrie spontan
gebrochen wird. H ist ein dufleres magnetisches Feld, das die urspriingliche Symme-
trie explizit bricht, d.h. fiir H = |H| # 0 sind die Spins vorzugsweise in Richtung von
H ausgerichtet. Das magnetische Feld spielt also bei den Spinmodellen die gleiche
Rolle wie die Quarkmasse m,a in der QCD.

Mit der Zustandssumme definiert man die so genannte freie Energiedichte des Sy-
stems

[T, H,V) = _%F _ —% In Z. (2.3)

Da durch das d&uflere Feld H eine Richtung ausgezeichnet ist, bietet es sich an, den
Spinvektor in eine parallele und eine senkrechte Komponente zu H aufzuspalten

S, = SIAH+8* (2.4)
Der Ordnungsparameter des Systems ist die longitudinale Magnetisierung M

M = <%Zsi”> = (s. (2.5)

1

Die eckigen Klammern symbolisieren den folgendermafien definierten Erwartungs-
wert (fiir eine beliebige Observable O)

19) —BH(o)
() = 2 Olo)e . (2.6)
Za e*ﬁH(U)
Die Ableitung von M nach H ergibt die longitudinale Suszeptibilitat xp
oM 2
Die zugehorige Binderkumulante ist definiert durch
gl
g = 50 2.5)
(51

Die Definitionen des Ordnungsparameters und seiner Ableitungen sind auf dem Git-
ter nur fiir H # 0 sinnvoll. Bei H = 0 gibt es keine Vorzugsrichtung mehr, und der
Erwartungswert des Gittermittels iiber alle Spins

®) = (Y08 2.9
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ist auf einem endlichen Gitter immer Null, da alle Konfigurationen, die sich nur um
eine globale Drehung aller Spins unterscheiden, mit der gleichen Wahrscheinlichkeit
auftreten. Statt dessen benutzt man

My = ([S]), (2.10)

da diese Grofle die gleichen kritischen Eigenschaften wie der Ordnungsparameter
hat [28]. Die Definitionen der Suszeptibilitit und der Binderkumulante

xeo = V((8*) - M), (2.11)
gro = <<§2>>2 (2.12)

andern sich entsprechend.

2.2 Kritisches Verhalten

Bei kontinuierlichen Phaseniibergéinge hat es sich in vielen Experimenten gezeigt,
dass das Verhalten der thermodynamischen Gréfien in der Néhe des kritischen Punk-
tes durch einfache Potenzgesetze beschrieben werden kann. Die Exponenten dieser
Potenzgesetze werden als kritische Exponenten bezeichnet. Fiir das O(N)-Modell
mit der kritischen Temperatur 7, gelten im thermodynamischen Limes (V' — o0)
folgende Gesetze:

Die Magnetisierung M verhélt sich bei H — 0 und T' < T, wie

; — _ T8
lim M = B(T,~T)". (2.13)

Die Suszeptibilitat x divergiert gemafl
xr = CT|T —T.|7. (2.14)

Die longitudinale und die transversale Korrelationslinge &, und &7 sind ein Mafl
fiir die Ausdehnung lokaler Fluktuationen. Fiir H = 0 und ¢ > 0 stimmen beide
iberein(&, = &r = £), und sie divergieren ebenfalls

&= NT —T,™. (2.15)
Bei T' =T, und kleinen H > 0 gelten folgende Gesetze

M = d.Hs, (2.16)
x. = C°H™, (2.17)
e = EoHT (2.18)



28 KAPITEL 2. DIE O(N)-SPINMODELLE

Die kritischen Exponenten sind jedoch nicht alle unabhéngig, sondern iiber die Ska-
lenrelationen

dv = 20+7,
v = B6-1)
Ye = 1_1/57
ve = v/B4 (2.19)

miteinander verkniipft, wobei d die Dimension bezeichnet. Man braucht also nur
zwei kritische Exponenten zu bestimmen, die anderen sind dann durch die Skalen-
relationen festgelegt.

Zusitzlich sollte bei O(N)-Modellen fiir 2 < d < 4 auf der Koexistenzlinie, das heifit
fir T < T, und H = 0, eine Singularitét in der Suszeptibilitat auftreten. [29, 31, 30]
In drei Dimensionen divergiert die Suszeptibilitét fiir kleine H wie

x(T <T.) ~ H ' (2.20)
Fiir den Ordnungsparameter M folgt daraus das Verhalten
M(T <T,) = M(T <T,,H=0)+c, H'/?. (2.21)

Dieser so genannte Goldstone-Effekt wird durch masselose Goldstone-Moden er-
zeugt, die sich bei Spinmodellen in Form von so genannten Spinwellen manifestie-
ren. Spinwellen sind Konfigurationen, bei denen sich benachbarte Spins nur gering
in ihrer Ausrichtung unterscheiden, so dass die Energie dieser Konfigurationen nur
wenig hoher als der Grundzustand ist.

2.3 Skalenfunktionen

2.3.1 Die Skalenfunktionen im thermodynamischen Limes

Um zu iiberpriifen, ob verschiedene Modelle in der gleichen Universalitédtsklasse lie-
gen, muss man universelle Gréflen vergleichen. Mit Hilfe der Renormierungsgruppen-
theorie kann man zeigen, dass es neben den kritischen Exponenten und bestimmten
Amplitudenverhéltnissen auch universelle Skalenfunktionen gibt (siehe zum Beispiel
[32]). Fiir die Magnetisierung hat die Skalenfunktion im thermodynamischen Limes
die Form

MRV = fao(z), (2.22)
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mit z = t/h~1/% der reduzierten Temperatur ¢t = (T — T,)/T, und dem reduzierten
magnetischen Feld h = H/Hy. Die Normierungskonstanten Ty und Hy werden durch
die Bedingungen

M(t=0,h) = h'/°
Mt <0,H—0") = (=t)° (2.23)

beziehungsweise
Hy = d.°, T, = B~Y8 (2.24)

festgelegt.
Aquivalent kann diese Skalenfunktion auch in der Widom-Griffiths-Form der Zu-
standsgleichung [33]

y = flz), (2.25)

aufgeschrieben werden, mit
y = h/M° = f3°, r = t/MYP = zfél/ﬁ. (2.26)
Die Normierungsbedingungen haben dann die Form

f(0) = 1, f(=1) = 0. (2.27)

Die Zustandsgleichung f(x) wurde von Brézin et al. [34] mit Hilfe der e-Entwicklung
(€ = 4—d) bis zur Ordnung €? berechnet. Im Limes x — —1, also fiir ' < T, nahe der
Koexistenzlinie, kann man diese Ndherung invertieren und erhélt die Entwicklung
[30]

ra(y) +1 = (@ +ds)y + oy + ey + (2.28)

Im Limes # — oo hingegen, also fiir 7" > T, und kleine H, muss f(x) aufgrund der
Analytizitatsbedingungen an die Zustandgleichungen, die Griffiths 1967 aufstellte
[33], als konvergente Potenzreihe darstellbar sein

f(z) = io:anaﬂ_%‘_l)ﬂ. (2.29)
n=1

Invertiert man diese Potenzreihe, um wiederum x als Funktion von y zu bekommen,
erhélt man den Ansatz

x(y) = ayt/?" + oyt 4 (2.30)

Mit diesen beiden Funktionen kann die gesamte Zustandsgleichung parametrisiert
werden, wobei der Ubergangsbereich durch eine Interpolation der beiden Funktionen
T, und x;

z(y) = x4(y) pyg + z1(y) pyp (2.31)
Yo +YP Yo +yP
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Abbildung 2.1: Die Skalenfunktionen f; = M /h'/° fiir das O(2)- [35] und das O(6)-
Modell [38].
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Abbildung 2.2: Die Skalenfunktionen f, = xrHy/h'/°~! fiir das O(2)- [36] und das
O(6)-Modell [38].
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beschrieben werden kann.
Ebenso kann man eine Skalenfunktion fiir die Suszeptibilitdt berechnen, indem man
Gleichung (2.22) nach H ableitet

oM  hMo!
Xt = 5 = i Iy (2), (2.32)
wobei f,(z) direkt aus fg(z) berechnet werden kann
R = 5 (1e0) - 358 (283

2.3.2 Die Finite-Size-Skalenfunktionen

Alle bisherigen Formeln gelten nur im Grenzfall unendlichen Volumens. Die bei
Computersimulationen verwendeten Gitter sind aber endlich. Das kritische Verhal-
ten tritt daher nur ndherungsweise auf, da Groflen wie die Korrelationsldnge oder
die Suszeptibilitat nicht divergieren kénnen. Dieses gilt insbesondere fiir die QCD,
wo nur sehr kleine Gitter betrachtet werden kénnen, so dass ein Vergleich der obigen
universellen Groflen nicht immer angebracht ist.

Man kann aber wiederum mit Hilfe der Renormierungsgruppentheorie die Volu-
menabhéngigkeit des System beschreiben (Finite Size Scaling) und damit universelle
Finite-Size-Skalenfunktionen definieren [32]. Dazu betrachtet man L als eine weite-
re, relevante Skalenvariable dhnlich wie ¢ und h. Die Finite-Size-Skalenfunktion fiir
die Magnetisierung lautet dann

M(t,H, L) = L5 ®&@tLY" HLY" L=+, (2.34)
wobei hier noch nichtuniverselle Korrekturen zum Skalenverhalten (Corrections to
scaling) in der Form von Beitrégen einer irrelevanten Skalenvariablen proportional

zu L~ beriicksichtigt sind. Durch die Entwicklung von @),, nach L™ erhélt man
als fithrenden Term eine universelle Skalenfunktion

M(t,H, L) = ®g(tLY" HLYY) + ... (2.35)

Um die doppelte Abhéngigkeit von ¢ und A zu umgehen, betrachtet Kombinatio-
nen der beiden Variablen mit festem Wert von z. Dann kann man diese Formel so
umschreiben, dass sie nur von H abhéngt

M(z,H,L) = L™v Q.(z, HLV"). (2.36)
Fiir L — oo néhert sich (), asymptotisch der Funktion
Q.o = fa(z)(hLY¥e)1/0 (2.37)

an.

Beispiele fiir Linien mit konstantem z sind die kritische Isotherme z = 0 und die
pseudokritische Linie z = 2, die durch die Maxima der Suszeptibilitét in der (¢,h)-
Ebene im thermodynamischen Limes definiert ist.
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Abbildung 2.3: Finite-Size-Skalenfunktionen der Magnetisierung fiir das O(2)-
Modell auf der kritischen Isotherme (z = 0, Abbildung (a)) und auf der pseudo-
kritischen Linie (z = z,, Abbildung (b)). Die Abbildungen (c) und (d) zeigen die
entsprechenden Funktionen fiir das O(6)-Modell. Die durchgezogene rote Linie stellt
die jeweilige asymptotische Funktion @), ~ aus Gleichung (2.37) dar. Die Symbole
beschreiben verschiedene Gittergréflen L.
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Abbildung 2.4: Die Finite-Size-Skalenfunktionen der Magnetisierung aus Abbildung
2.3 in doppelt-logarithmischer Darstellung. Die Reihenfolge der Bilder und die Be-
zeichungen entsprechen Abbildung 2.3. Hier erkennt man gut die Annéherung an
die asymptotische Funktion @), .
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‘ ﬁ (5 Y 14 Ve H Jc TO HO H ‘
0.349 4.7798 1.3192 0.6724 0.4031 || 0.454165 1.18 1.11 || O(2)
0.425 4.78 1.604 0.818 0.4031 || 1.42865 0.626 8.32 || O(6)

Tabelle 2.1: Kritische Exponenten, kritische Kopplung J. = 1/T,. und Normierungs-
konstanten fiir das O(6)-Modell [38] und das O(2)-Modell [35] .

2.4 Ergebnisse fiir O(2) und O(6)

Die fiir den Vergleich mit der QCD interessanten Spinmodelle wurden in der Ver-
gangenheit im Hinblick auf den Goldstone-Effekt und Skalenfunktionen ausgiebig
untersucht, zum Beispiel mit Gittersimulationen in [35, 36] fiir das O(2)-Modell,
in [36, 37] fir das O(4)-Modell und in [38] fiir das O(6)-Modell. An dieser Stelle
sollen die Ergebnisse der fiir die aQCD interessanten Modelle O(2) und O(6) kurz
zusammengefasst werden.

2.4.1 Resultate fiir die Skalenfunktionen

Die kritischen Exponenten, die kritische Kopplung und die Normierungskonstanten,
die fiir die weiteren Berechnungen benutzt werden, sind in Tabelle 2.1 aufgelistet.
Die Fitergebnisse des O(2)-Modells fiir die Zustandsgleichung geméafi den Gleichun-
gen (2.28) und (2.30) und die Parameter der Interpolation (2.31) zeigt Tabelle 2.2.
Der Parameter 672 ist durch die Normierungsbedingung y(0) = 1 festgelegt, das heifit,
er wird iiber Jg =1—(c1+ C’l; + ¢3) berechnet.

Die entsprechenden Ergebnisse des O(6)-Modells sind in Tabelle 2.3 aufgefiihrt. Hier-
bei wird fiir den Fit bei grofien x die Gleichung (2.29) bis n = 3 benutzt, da der

’ ¢+ ds Co doy “ a b H Yo P H Zp ‘
1 0.352(30) 0.592(10) 0.056 | 1.260(3) -1.163(20) || 3.5 6 || 1.56(10) |

Tabelle 2.2: Ergebnisse der Fits fiir die Skalenfunktionen des O(2)-Modells [35].

‘ El + dg 52 dg H ap a9 as H Zp ‘

1 0.36(5) 0.69(3) -0.05 [ 0.92(1) 1.17(2) 0.91(3) | 1.34(5) |

Tabelle 2.3: Ergebnisse der Fits fiir die Skalenfunktionen des O(6)-Modells [38].
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Fit mit der inversen Funktion zu instabil ist. Es gibt hier auch keine Interpolation
der Form (2.31), da zwischen z = 0.5 und z = 0.8 keine verléssliche Interpolation
vorliegt. Statt dessen werden die beiden Parametrisierungen in der Skalenfunktion
fo durch einen Spline verbunden.

Abbildung 2.1 zeigt die beiden resultierenden Skalenfunktionen f; im Vergleich.
Man erkennt, dass die Form sehr dhnlich ist, die O(6)-Skalenfunktion aber etwas
steiler verlduft. Abbildung 2.2 zeigt die Skalenfunktionen f,. Fiir z < 1 liegen sie
nahezu aufeinander, streben dann aber auseinander, so dass die O(2)-Skalenfunktion
ihr Maximum bei groferem Wert von z als die O(6)-Skalenfunktion hat. Aus der Po-
sition des Maximums von f, kann man den universellen Wert z, der pseudokritischen
Linie ablesen. Dieser Wert ist in den Tabellen 2.2 und 2.3 angegeben.

Die Abbildungen 2.3 (a)-(d) zeigen die Finite-Size-Skalenfunktionen der Magneti-
sierung fiir O(2) und O(6) sowohl auf der kritischen Isotherme als auch auf der
pseudokritischen Linie. Abbildung (b) zeigt Daten fiir z, = 1.67, also bei einem
etwas hoheren Wert als dem aus der Skalenfunktion der Suszeptibilitdt bestimmten.
Trotzdem sollte diese Abweichung nur einen geringen Einfluss auf die Skalenfunk-
tion haben. Die Abbildungen 2.4 (a)-(d) zeigen dieselben Daten in einer doppelt-
logarithmischen Darstellung.

AuBer bei (c) sind fiir grofe H L'/ Einfliisse von Skalenkorrekturen zu erkennen.
Trotzdem zeigen die doppelt-logarithmischen Bilder, dass die Daten im thermodyna-
mischen Limes schon fiir kleine H L'/* gut durch die asymptotische Funktion Q.
beschrieben werden kénnen.

2.4.2 Der Goldstone-Effekt

Die Abbildungen 2.5 und 2.6 zeigen den Goldstone-Effekt in der gebrochenen Phase
fir die Magnetisierung sowohl bei O(2) als auch bei O(6). Die gestrichelten Linien
stellen Fits dar mit dem Ansatz

M(T <T,) = M(T<T,H=0)+cH"Y? + c,H. (2.38)

Der Term ¢y H ist der ndchsthohere Term der e-Entwicklung. Diesen zusétzlichen
Term benotigt man, da nahe der kritischen Temperatur das fithrende Verhalten nur
bei sehr kleinen Werten von H zu sehen ist. Je weiter man sich von der kritischen
Temperatur entfernt, desto grofier wird der Bereich in H, in dem der fithrende Term
ausreicht.Es zeigt sich, dass die Finite-Size-Effekte wie erwartet stark zunehmen,
wenn man sich der Koexistenzlinie annihert.

Mit Hilfe des obigen Ansatzes kann man die Daten bei endlichem &duflerem Feld
zu verschwindendem Feld extrapolieren. Dieses wird vor allem bei der Analyse der
aQCD-Daten niitzlich sein, da man dort nicht bei verschwindender Masse (die dem
dufleren Feld entspricht) simulieren kann. Aber auch bei Spinmodellen hat es Vor-
teile, da man in Gittersimulationen bei verschwindendem Feld nicht den echten
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Abbildung 2.5: Die Magnetisierung M des O(2)-Modells bei sechs verschiedenen
Temperaturen in der gebrochenen Phase 7' < T, und auf der kritischen Isotherme
T = T, (unterste Werte). Hier sind nur die Gitter beriicksichtig, die dem thermo-
dynamischen Limes entsprechen. Die gestrichelten Linien représentieren Fits mit
dem Ansatz 2.38. Die durchgezogene schwarze Linie ist ein Fit mit dem Ansatz

M(T =T, H) =d.H"°(1 + d: H*v).
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Abbildung 2.6: Die Magnetisierung M des O(6)-Modells bei fiinf verschiedenen Tem-
peraturen in der gebrochenen Phase T" < T, und auf der kritischen Isotherme 7" = T
(unterste Werte). Die Bezeichungen sind die gleichen wie in Abbildung 2.5, allerdings

werden hier auch Gitter gezeigt, die nicht dem thermodynamischen Limes entspre-
chen.
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Ordnungsparameter M berechnen kann (siehe Kapitel 2.1).

2.4.3 Der universelle Wert der Binderkumulante

Die Binderkumulante spielt eine wichtige Rolle bei der Bestimmung der Universa-
litatsklasse, da sie am kritischen Punkt einen universellen Wert annimmt. Auflerdem
ist ihr Finite-Size-Skalenverhalten bei verschwindendem Feld durch

gro(t, L) = Qg (tL'") (2.39)

gegeben, so dass der Wert am kritischen Punkt nicht von der Gittergréfie abhéngt,
wenn man von etwaigen Skalenkorrekturen absieht. Dieser Wert kann also bestimmt
werden, ohne zum thermodynamischen Limes zu gehen. Da der universelle Wert zu-
dem fiir verschiedene Spinmodelle grofle Unterschiede aufweist, wird er in der QCD
zur Bestimmung der Universalitdtsklasse benutzt [39]. Dabei muss man allerdings
aufpassen, das man die richtigen Observablen miteinander vergleicht.

Der Ordnungsparameter in der QCD, das chirale Kondensat, entspricht bei den Spin-
modellen der longitudinalen Magnetisierung. Also entspricht die QCD-Binderkumu-
lante g?¢P der Binderkumulante g, bei Spinmodellen. Der universelle Wert wird
aber bei Spinmodellen im Allgemeinen mit der Definition g, berechnet, die aufler
fir N =1 (Ising-Modell) von g, abweicht.

Gliicklicherweise kann man aus g, den Wert fiir g, recht einfach ausrechnen. Da
bei H = 0 keine Richtung ausgezeichnet ist, kann man einfach eine Komponente des
Vektors S als SIl definieren, zum Beispiel (in verallgemeinerten Polarkoordinaten)

Sl =S| cos 6, mit ¢, € [0, 7). (2.40)

Die Verteilung von S| entspricht dann der in Anhang A hergeleiteten Verteilung
fn(z) (z = cosby) fiir Einheitsvektoren, multipliziert mit der unbekannten Vertei-

lung ¢(|S|)
F81y = g(IS]) fn(2) mit z € [-1,1],[S] € [0,1], (2.41)

wobei natiirlich die beiden Verteilungen voneinander unabhéngig sind. Damit kann
man den Erwartungswert von S'| ? und SI"* berechnen

s = [asl [ ar (sprashive)
= [ asiisats) [ ar et

— (sP) / de 2 fy () (2.42)

1
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| g0 I | Modell |
1.604(2) [40] | 1.604(2) | Ising
1242(2) [41] | 1.863(3) | O(2)
1.092(3) [42] | 2.184(6) | O(4)
1.0554(1) [38] | 2.3747(2) | O(6)

Tabelle 2.4: Die universellen Werte g, und g, fiir verschiedene dreidimensionale
O(N)-symmetrische Spinmodelle.

(s = / as / o ([S[e) 9(1SI) ()
= (IS /1 dz 2* fi(z) (2.43)

Die Beziehung zwischen den beiden Definitionen der Binderkumulante lautet dann

14 S|4 ldxx4Nx 1d:13:134Nx
L 1 s e et

(S spy? (ffl da foN(x)>2 (fjl da xsz(a:)>

Rechnet man die Integrale aus, ergibt sich bei den fiir die QCD interessanten Spin-
modellen

8 N=2
9r = Gro 2 N =4 (2.45)
LN

Tabelle 2.4 zeigt die Ergebnisse fiir ¢, und die daraus berechneten Werte von g, .
Waihrend bei der Definition g, die Werte fiir grofle N immer kleiner werden und
gegen eins streben, werden sie bei der Definition g, immer gréfer.

Da man in der QCD nicht bei verschwindender Masse simulieren kann, ist es in-
teressant zu beobachten, wie sich die Binderkumulante auf der kritischen Isotherme
fir H — 0 verhélt. Dieses ist in den Abbildungen 2.7(a) und 2.8(a) dargestellt. Die
groflen Gitter steigen erst bei sehr kleinen H an, so dass es vor allem bei L = 96
und 120 so aussieht, als ob sie gegen den universellen Wert von g, o streben wiirden.
Die Abbildungen 2.7(b) und 2.8(b) zeigen die Finite-Size-Skalenfunktionen der Bin-
derkumulanten g, und g, . Man sieht, dass die verschiedenen Gitter sehr gut skalie-
ren. Bei grofien Werten von H L'/ stimmen die beiden Binderkumulanten iiberein,
da hier der transversale Anteil der Magnetisierung klein wird. Erst bei kleinen Wer-
ten streben sie gegen die jeweiligen universellen Werte. Um die Universalitatsklasse
eines Modells zu bestimmen, sollte man also kleine Gitter bei schwachem &duflerem
Feld betrachten.
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Abbildung 2.7: (a) Die Binderkumulante g, des O(2)-Spinmodells auf der kritischen
Isotherme. (b) Finite-Size-Skalenplot von g, und von g, . Die roten Sterne reprisen-
tieren den universellen Wert von g, beziechungsweise g, bei H = 0.
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Abbildung 2.8: (a) Die Binderkumulante g, des O(6)-Spinmodells auf der kritischen
Isotherme. (b) Finite-Size-Skalenplot von g, und von g, o. Die roten Sterne représen-
tieren den universellen Wert von g, bezichungsweise g, bei H = 0.



Kapitel 3

Ergebnisse der aQCD

Wie bereits in Kapitel 1.3 beschrieben, nimmt man an, dass der chirale Phaseniiber-
gang der QCD mit zwei adjungierten Fermionen fiir verschwindende Quarkmasse
einen kontinuierlichen Phaseniibergang besitzt, der in der gleichen Universalitéts-
klasse wie das dreidimensionale, O(6)-symmetrische Spinmodell liegen soll. Auf dem
Gitter reduziert sich jedoch die chirale Symmetrie, so dass man fiir die Kogut-
Susskind-Fermionwirkung einen Phaseniibergang in der O(2)-Universalititsklasse
erwartet (siche Kapitel 1.5.4).

In diesem Kapitel werden sowohl alte als auch neue Simulationsergebnisse der aQCD
analysiert. Nach einer kurzen Rekapitulation der Ergebnisse aus Referenz [1] und
einem Uberblick iiber die Simulationsparameter und -ergebnisse wird zuerst die chi-
rale kritische Kopplung bestimmt. Darauthin wird der Goldstone-Effekt in der chi-
ral gebrochenen Phase untersucht, insbesondere die Frage, ob und wie er durch den
Deconfinement-Phaseniibergang beeinflusst wird. Dadurch kann auch die effektive
Dimension der Theorie bestimmt werden, da diese die Divergenz der Suszeptibi-
litdt bestimmt. Anschliefend werden universelle Gréflen wie kritische Exponenten
und Skalenfunktionen untersucht und mit ihren in Kapitel 2 prasentierten Pendants
der O(2)- und O(6)-Spinmodelle verglichen, um die Universalititsklasse des chiralen
Phaseniibergangs zu bestimmen. Zuletzt wird noch versucht, den universellen Wert
der Binderkumulante am kritischen Punkt zu bestimmen.

Um den Vergleich mit den Spinmodellen durchfiihren zu kénnen, muss man zuerst
wissen, welche Parameter in der QCD den Skalenfeldern ¢ und A bei den Spinmo-
dellen entsprechen. Die Temperatur ist in der QCD durch 7" = 1/N,a gegeben.
Der Gitterabstand a wiederum héngt iiber die Callan-Symanzik 3-Funktion mit der
Kopplung 4 zusammen. Diese wurde mit der Storungstheorie in zweiter Ordnung
fiir kleine Kopplungen ¢ (also groBe 3) und m, = 0 als

(DA = R(B) = (gb)xp (—%) (3.1)

41
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berechnet [43], wobei A, der Lambda-Parameter fiir Gitterrechnungen ist. Die Kon-
stanten by und b; héngen von der Anzahl und der Darstellung der Fermionen ab
[44]

1 11 4
b — @(gcxc:)—gzw(m), (3.2)
- (%c@(a)—2—??02<G>NFT<R>—402<R>NFT<R>), (3.3)

wobei C(G) den Eigenwert des quadratische Casimir-Operators der adjungierten
Darstellung der Eichgruppe G, C3(R) den Eigenwert des quadratische Casimir-
Operators der Darstellung R der Fermionen bezeichnet. T'(R) ist durch Tr (t4t,) =
T(R)d4p definiert, wobei die ¢, die Generatoren von R sind. In unserem Fall ist G die
SU(3) und R deren adjungierte Darstellung, das heifit Co(G) = Co(R) = T(R) =
N, =3.

Damit ergeben sich fiir Ny = 2 die Konstanten®

3 90
by = by = — A4
*7 1672 YT (1672)? (3:4)
und die -Funktion
9 \° 4
Radjoint(ﬁ) — (87‘[‘2ﬁ) exp (—76) . (35)
Vergleicht man dieses Ergebnis mit der Funktion der fundamentalen QCD
99 \ ~345/841 A2
Rfund(ﬁ) — (87T2ﬁ> exp <—%6> s (36)

so zeigt sich, dass in der adjungierten QCD wegen des grofleren Faktors in der
Exponentialfunktion eine kleinere Anderung von f fiir eine groBe Anderung des
Gitterabstandes ausreicht.

Mit Hilfe dieser Funktion kann man nun 7" — 7, berechnen

Setzt man die J-Funktion ein und entwickelt fiir kleine g — (3., erhélt man

AL (6 )\ 3, |
T-1T. = E(Ebo) eXP(12bO) <1+Tbo(ﬁ—ﬂc)_1)

= const. (B — f.), (3.8)

2In [1] wurde by falsch berechnet, da dort nicht die Eigenwerte der adjungierten, sondern der
fundamentalen Darstellung benutzt wurden.
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Abbildung 3.1: Bilder aus Referenz [1]. Links der Polyakov-Loop Ls, rechts dessen
Suszeptibilitat v, fiir einige Massen (m entspricht in unserer Nomenklatur m,a) auf
dem 8% x 4 Gitter. Zum Vergleich sind auch Daten der reinen Eichtheorie (m,a — 00)
angegeben. Die gepunkteten schwarzen Linien kennzeichnen die Fehlerkorridore der
Ferrenberg-Swendsen Interpolationen.

so dass man statt der Temperatur die Variable § benutzen kann.

Die Rolle des dufleren, die Symmetrie explizit brechenden Feldes spielt in der QCD
bis auf den Faktor a die Quarkmasse. Die h entsprechende dimensionslose Grofle ist
also mya.

3.1 Bekannte Ergebnisse der aQCD

Die Phasenstruktur der aQCD wurde bereits in einer fritheren Doktorarbeit unter-
sucht [1]. In Abbildung 3.1 sind deren Ergebnisse fiir den Polyakov-Loop Lz und
dessen Suszeptibilitit yp fiir verschiedene Massen aufgetragen. Wie man sieht, zeigt
der Polyakov-Loop einen deutlichen Sprung um etwa 3 = 5.3 herum, der sich mit
abnehmender Masse zu kleineren 3 verschiebt. An derselben Stelle zeigt die Sus-
zeptibilitdt bei konstanter Masse ein scharfes Maximum, wie man das an einem
Phaseniibergang erwartet.

Die Lage dieser Maxima bestimmt die kritischen Kopplungen, die in [1] mit Hilfe ei-
nes linearen Fits zu mya = 0 extrapoliert wurden, mit dem Ergebnis ﬁgdj "M (mga =
0) = 5.236(2). Dieser Wert liegt innerhalb des Fehlers an der gleichen Stelle wie in der
fundamentalen QCD, 81“"(m,a = 0) = 5.233(7) [45], die Lage des Deconfinement-
Phaseniibergangs bleibt also unveréndert. Bei der Untersuchung der Plaquette am
kritischen Punkt ergab sich ein klares Zwei-Zustands-Signal, so dass der bei einer
Brechung der Z(3)-Symmetrie erwartete Phaseniibergang erster Ordnung bestétigt
werden konnte.
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Abbildung 3.2: Bilder aus Referenz [1]. Links das chirale Kondensat (1) mit den
Extrapolationen zu m,a = 0 (m entspricht in unserer Nomenklatur m,a), rechts des-
sen Suszeptibilitét (., entspricht bei uns 1 xq:s) mit Ferrenberg-Swendsen Interpola-
tionen (die Fehlerkorridore sind durch gepunktete schwarze Linien gekennzeichnet),
fiir einige Masse auf dem 8 x 4 Gitter.

Die Lokalisierung des chiralen Phaseniibergangs gestaltete sich allerdings schwieri-
ger. Abbildung 3.2 zeigt die Ergebnisse fiir das chirale Kondensat (1/¢) und die Sus-
zeptibilitat x4, fiir verschieden Massen. Man erkennt deutlich einen kleinen Sprung
im chiralen Kondensat beim Deconfinement-Phaseniibergang, und auch die Suszep-
tibilitat zeigt hier ein scharfes Maximum. Ein zweites, weitaus kleineres und breiteres
Maximum ist bei den beiden kleinsten Massen zu erkennen, ein Hinweis auf den chi-
ralen Phaseniibergang. In [1] werden die Positionen der Maxima, also der pseudokri-
tischen Kopplungen, als 5,.(mya = 0.02) = 5.80(3) und B,.(mqya = 0.01) = 5.77(3)
angegeben (mit ziemlich optimistischen Fehlerabschétzungen).

Zusétzlich wurden die Ergebnisse des chiralen Kondensats bei konstantem [ mit
dem Ansatz

(W) (B, mea) = ag+a@ (mqa)l/2 + a1 (mya) + as(mya)® + az(mya)® (3.9)

zu verschwindender Masse extrapoliert, wobei bei 7 > 5.8 der Parameter a; auf
Null gesetzt wird. Dieser Ansatz wurde durch das Goldstone-Verhalten in der chiral
gebrochenen Phase gerechtfertigt. In der symmetrischen Phase wurde eine bei klei-
nen Massen lineare Massenabhéngigkeit des chiralen Kondensates angenommen. Die
Extrapolationen mit diesem Ansatz sind auch in der Abbildung 3.2 bei dem chira-
len Kondensat eingezeichnet. Aus der Tatsache, dass die Extrapolation bei 3 < 5.8
einen Wert grofler Null ergibt und dariiber mit Null vertraglich ist, wurde geschlos-
sen, dass der chirale kritische Punkt bei 8. = 5.80(5) liegt.

Diese Schlussfolgerung ist problematisch. Zum einen ist der obige Ansatz in der
gebrochene Phase falsch, da das Goldstone-Verhalten eine Entwicklung in Poten-
zen von (mg,a)'/? ist, das heift es fehlen (m,a)*? und (m,a)®?. Zum anderen
enthélt der Ansatz so viele Parameter, dass man fast alles damit fitten konnte.
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Am auffalligsten ist aber, dass die Abfolge der pseudokritischen Kopplungen darauf
hin deutet, dass diese mit abnehmender Masse kleiner werden. Die kritische Kopp-
lung muss also unterhalb der pseudokritischen Kopplung bei der kleinsten Masse,
Bpe(mga = 0.01) = 5.77(3), liegen. Daher sind fiir die Bestimmung der kritischen
Kopplung noch weitere Untersuchungen notig.

3.2 Allgemeines zu den Simulationen

Die in den néchsten Abschnitten présentierten Ergebnisse wurden in Simulationen
mit der Standard-Eichwirkung (siehe Kapitel 1.5.1) und der Kogut-Susskind Fer-
mionwirkung fiir zwei adjungierte Fermionen (Kapitel 1.5.5) erzeugt. Es wurde keine
verbesserten Wirkungen benutzt, um auf den Ergebnissen in [1] aufbauen zu kénnen.
Es hat sich auch bei Simulationen mit fundamentalen Fermionen gezeigt [46], dass
die Vorteile einer verbesserte Wirkung, in diesem Fall der Bielefelder p4-Wirkung,
bei der Untersuchung des kritischen Verhaltens durch die effektive Erhchung der
physikalischen Massen und den zusétzlichen Aufwand an Computerzeit zunichte ge-
macht werden.

Die Simulationen wurden auf den APE100/QUADRICS-Rechnern Q2 und Q4open
mit 16 beziehungsweise 32 Prozessoren (maximal 50 MFLOPs pro Prozessor) und auf
der APEmille mit insgesamt 128 Prozessoren (maximal 500 MFLOPs pro Prozessor)
durchgefiihrt. Auf den QUADRICS-Rechnern wurden nur 82x4-Gitter gerechnet, auf
der APEmille 8x4, 123x4 (im board-Modus mit je 8 Prozessoren) und 163x4-Gitter
(im wnit-Modus mit je 32 Prozessoren). Es wurde der in Kapitel 1.5.5 beschriebene,
fiir die adjungierten Fermionen modifizierte Hybrid-®-Algorithmus benutzt.

Fiir diese Arbeit wurde ein (-Bereich von 3 = 5.1 (unterhalb des Deconfinement-
Phaseniibergangs) bis § = 6.5 (oberhalb des chiralen Phaseniibergangs) und ein
Massenbereich von mya = 0.1 bis m,a = 0.005 untersucht.

Die Trajektorienléinge des Leapfrog-Updates wird (mit wenigen Ausnahmen) auf
T = nér = 0.25 festgesetzt. Da bei jedem Leapfrog-Schritt die Matrix MM in-
vertiert werden muss, bedeutet eine kleine Schrittweite 07 einen grofien Zeitauf-
wand, da man mehr Schritte n und damit mehr Inversionen fiir eine Trajektorie
braucht. Allerdings sinkt bei zu grofler Schrittweite die Akzeptanzwahrscheinlich-
keit des Metropolis-Schritts stark ab. Die Schrittweite wurde daher so eingestellt,
dass die Akzeptanzwahrscheinlichkeit des Metropolis-Schritts im Bereich von 60-
80% lag. Die Schrittweite muss um so kleiner gewihlt werden, je kleiner die Masse
mga und je groBer die rdumliche Ausdehnung N, des Gitters ist. 3 hingegen be-
einflusst die Schrittweite nur in geringem Mafle, nur bei 3-Werten in der Nihe des
Deconfinement-Phaseniibergangs und unterhalb davon benotigt man eine etwas klei-
nere Schrittweite.
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Abbildung 3.3: Dreidimensionaler Plot des chiralen Kondensats (1)¢)) (a) und des
Polyakov-Loops Ls (b) fiir alle - und mya-Werte bei N, = 8 (zur besseren Ansicht
ist der untere Plot um 90° gedreht). Die blauen Linien verbinden gleiche m,a, die
roten Linien gleiche 3. Die offenen roten Quadrate bezeichnen alte Simulationen,
die ausgefiillten blauen Quadrate neue Simulationen. Die roten Quadrate auf der
griinen m,a = 0-Linie bezeichnen die alten Schétzungen fiir die beiden Phaseniiber-
gangspunkte, das blaue Quadrat die neue Schétzung fiir den chiralen Phaseniiber-
gangspunkt. Die schwarzen, gepunkteten Linien sollen die Hohe verdeutlichen.



3.3. DIE KRITISCHE KOPPLUNG 47

Das chirale Kondensat wird mit der Methode des so genannten ,, Noisy Estimators®
gemessen, das heifit, das Inverse der Fermionmatrix wird mit Hilfe von 25 gaussver-
teilten Zufallsvektoren geschétzt.

Das chirale Kondensat und der Polyakov-Loop wird nach jeder Trajektorie gemes-
sen. Die Autokorrelationszeit des chiralen Kondensats liegt zwischen 5 und 200. Es
wurden zwischen 500 und 2000 Trajektorien gemessen.

In Anhang B sind die Ergebnisse der Simulationen dargestellt. Abbildung 3.3(a)
zeigt eine dreidimensionale Ubersicht des chiralen Kondensat (/1) bei allen $- und
mga-Werten fiir N, = 8, Abbildung 3.3(b) zeigt das gleiche fiir den Polyakov-Loop
L3, wobei die Ansicht um 90° gedreht ist. Um zu erkennen, welche Punkte fiir diese
Arbeit zusédtzlich simuliert wurden, sind die alten (offene rote Quadrate) und die
neuen Ergebnisse (ausgefiillte blaue Quadrate) unterschiedlich gekennzeichnet. Auf
der griinen m,a = 0-Linie sind die Abschétzungen 8; = 5.236(2) und 3. = 5.80(5)
aus [1] (rote offene Quadrate) und die neue Abschétzung 5. = 5.624(2) (gefiilltes
blaues Quadrat) eingezeichnet, die im néchsten Kapitel erldutert wird.

Wiederum erkennt man sehr deutlich den Sprung des Polyakov-Loops um 3 = 5.3
herum, der den Phaseniibergang erster Ordnung vom Confinement zum Deconfine-
ment anzeigt. Dabei muss man beriicksichtigen, das in der Abbildung die Punkte
nur durch Geraden verbunden sind. Das heifit, nur bei den Massen, die viele Punkte
im kritischen Bereich enthalten (mqa = 0.02, 0.04, 0.08 und 0.10), ist der Ubergang
richtig wiedergegeben. Bei den anderen Massen entsprechen die Verbindungslinien
an dieser Stelle nicht dem wahren Verhalten.

Dieser Sprung ist an der gleichen Stelle auch im chiralen Kondensat sichtbar, fallt
hier aber deutlich kleiner aus. Der chirale Phaseniibergang hingegen, von dem man
annimmt, dass er ein kontinuierlicher Phaseniibergang ist, ist selbst im chiralen
Kondensat nur andeutungsweise bei den kleinsten Massen-Werten zu erkennen, im
Polyakov-Loop sieht man davon gar nichts.

3.3 Die kritische Kopplung

Wie in Kapitel 3.1 festgestellt, ist die bisherige Abschétzung der chiralen kritische
Kopplung (. nicht sehr zuverlissig. In diesem Kapitel wird daher mit den zusétzli-
chen Daten und einigen anderen Methoden als den in [1] verwendeten eine genauere
und zuverléssigere Bestimmung versucht. Dabei wird im Folgenden immer davon
ausgegangen, dass ein kontinuierlicher Phaseniibergang vorliegt.
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Abbildung 3.4: x4, fiir die drei kleinsten Massen mga = 0.005, 0.01 und 0.02 auf

dem 8% x 4-Gitter. Die durchgezogenen Linien sind die Mittelwerte der Ferrenberg-
Swendsen Interpolation, die gestrichelten Linien deren Fehlerkorridor.

3.3.1 Extrapolation der pseudokritischen Werte

Die am héaufigsten gebrauchte Methode zu Abschéitzung der kritischen Kopplung
besteht darin, die pseudokritischen Kopplungen §,.(mq,a) > 3. bei verschiedenen
Massen zu bestimmen und dann zu m,a = 0 zu extrapolieren. Die pseudokritische
Kopplung bei der Masse mya ist durch das Maximum der Suszeptibilitdt bei dieser
Masse bestimmt. Fiir die Extrapolation betrachtet man die zu (2.32) dquivalente
Skalenfunktion der chiralen Suszeptibilitét

(mqa)l/é—l

(mea)e fx(2) (3.10)

Xm =
mit® 2 = 3./m'? (A = 3.0) und den analog zu t und h bei den Spinmodellen
(Kapitel 2.3) normierten Groen 3, = (5 — 5.)/ 0o und m = (mya)/(mya)o. Fiir ein
Maximum muss die Ableitung der Suszeptibilitéit nach (3, verschwinden

X m'P=1 9f (2) 0z

a5, = C = 0. (3.11)

PDer kritische Exponent 3 wird im folgenden als 3. bezeichnet, um Verwechslungen mit der
Kopplung 8 auszuschlieBen.
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mga | 0.005 | 0.01 0.02
Boe | 5.73(8) | 5.74(6) | 5.75(10)

Tabelle 3.1: Die pseudokritischen Punkte (3, auf dem 8 x 4-Gitter fiir die drei
kleinsten Massen.

Nur der mittlere Term kann fiir m,a > 0 verschwinden, so dass die pseudokritischen
Punkte durch einen festen Wert 2z = z,,. gekennzeichnet sind. Damit kann man die
kritische Kopplung durch den Ansatz

chﬁO 1/A
(mya)o) /A (mga) (3.12)
bestimmen. Zusétzlich konnten noch Korrekturen durch irrelevante Exponenten
beriicksichtigt werden, aber da wir nur drei pseudokritische Kopplungen bestimmen
konnen (siehe unten), ist ein Fit mit mehr als zwei Parametern nicht angebracht.
Selbst dazu muss man voraussetzen, dass 3, und ¢ bekannt sind.

Abbildung 3.4 zeigt die Suszeptibilitdt x4, in der Umgebung der pseudokritischen
Kopplungen fiir die drei kleinsten Massen auf dem 8 x 4-Gitter. Eingezeichnet sind
sowohl die Datenpunkte aus den Simulationen sowie die Interpolation dieser Punkte
mit der Multi-Histogramm-Methode von Ferrenberg und Swendsen [48, 49]. Die Da-
ten der grofleren Gitter werden hier nicht gezeigt, da deren Statistik nicht fiir eine
Ferrenberg-Swendsen Interpolation ausreicht. Selbst bei dem hier gezeigten 83 x 4-
Gitter ist die Statistik nicht besonders grof und nimmt zusétzlich an den Réandern
des Interpolationsbereichs drastisch ab, so dass der Interpolation hier nur bedingt
vertraut werden kann.

Betrachtet man den Verlauf der Interpolationen, so erkennt man bei der kleinsten
Masse mqya = 0.005 ein ausgeprégtes, allerdings recht breites Maximum bei 3 ~ 5.73.
Die néchsthohere Masse mga = 0.01 hat ein wesentlich schwicher ausgeprégtes, dop-
peltes Maximum bei 3 ~ 5.74. Bei der grofiten Masse mgya = 0.02 ist nur noch ein
breites Plateau zwischen g = 5.65 und 3 = 5.85 zu erkennen.

Tabelle 3.1 zeigt unsere Abschétzungen fiir die pseudokritischen Werte. Sie weichen
etwas von den Werten in [1] ab, da einige neue Punkte dazu gekommen sind und
die Fehler etwas grofier angesetzt wurden. Setzt man nun O(2)-Exponenten (1/A =
0.5995) in Ansatz (3.12) ein, erhédlt man fiir die kritische Kopplung . = 5.72(16)
bei einem x?/d.o.f. von 6 - 107%. Mit O(6)-Exponenten (1/A = 0.4922) erhilt man
B. = 5.71(19) bei einem x?/d.o.f. von 4 - 10~%.

Diese Methode hilft also bei einer genaueren Bestimmung des kritischen Punktes
nicht viel weiter, zeigt aber nochmal, dass die kritische Kopplung deutlich kleiner
als 3. = 5.8 sein muss.

ﬂpc - 5c +
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16 Ind. 1/6 Fitbereich m,a | x*/d.o.f. | Max. x?/d.o.f.

5.8 | 1.510(37) | 0.4246(97) | 0.005 - 0.03 751 32.63
5.75 | 1.336(25) | 0.3549(65) 0.005 - 0.03 4.44 28.00

5.7 | 1.124(23) | 0.2786(60) 0.005 - 0.03 1.05 10.43
5.65 | 1.026 (9) | 0.2322(26) 0.005 - 0.06 1.64 3.00

5.6 | 0.949 (4) | 0.1921(17) | 0.005- 0.10 5.25 0.11
5.55 | 0.822(19) | 0.1423(50) | 0.005 - 0.04 118 751

5.5 | 0.755(19) | 0.1083(46) | 0.005 - 0.03 5.62 8.79

Tabelle 3.2: Fitparameter fiir den Ansatz In((¢¥¢)) = Ind. + § In(mga). Der Fitbe-
reich ist durch das Minimum von x?/d.o. f. bei Variation der oberen Masse bestimmt,
wobei der Fit mindestens vier Datenpunkte enthalten soll. Die letzte Spalte enthéalt
das Maximum des x?/d.o.f. bei Variation der oberen Masse auch iiber den angege-
benen Fitbereich hinaus.

3.3.2 Das Skalenverhalten auf der kritischen Isotherme

Eine andere Moglichkeit, den kritischen Punkt zu lokalisieren, besteht darin, zu
untersuchen, bei welchem ( sich die Daten am besten durch das Skalenverhalten auf
der kritischen Isotherme beschreiben lassen, das heifit der Fit das kleinste x?/d.o.f.
hat. Diese so genannte y?-Methode wurde zuerst in [50] fiir Finite-Size Skaleneffekte
vorgeschlagen.

Die Massenabhéngigkeit des chiralen Kondensats ist auf der kritischen Isotherme
fiir kleine mya durch

(W) (Beymqa) = de(mga)'/? (3.13)

gegeben. Da Exponentialfunktionen nur sehr schwierig zu fitten sind, logarithmiert
man in so einem Fall die Daten und macht damit einen Geraden-Fit. Die Ergebnisse
dieser Fits zeigt Tabelle 3.2.

Zuerst ist anzumerken, dass zwar bei einer Einschrankung des Fitbereichs auf die
drei kleinsten Massen das x?/d.o.f. bei vielen Kopplungen kleiner wird, aber da-
durch auch die Vergleichbarkeit dieses Parameters schwieriger wird, da ein einzelner,
zufillig abweichender Datenpunkt einen grofien Einfluss hat.

Das andere Extrem, einfach immer alle Punkte zu benutzen, hat den Nachteil, dass
man von vornherein nicht wissen kann, bis zu welcher Masse der obige Ansatz gilt.
Wenn man nicht annimmt, dass die Skalenregion sehr grofl ist, miiite man dann
zusitzliche Korrekturterme mit weiteren Exponenten einfithren, die die Fits sehr
schwierig und bei zu vielen freien Parametern sehr instabil machen wiirden.

Den kleinste x2/d.o. f.-Wert hat der Fit bei 8 = 5.7, allerdings gilt dies nur bei einem
sehr kleiner Fitbereich. Nimmt man weitere Massen hinzu, wird der Fit genau wie
bei 3 = 5.75 und 3 = 5.8 schnell schlechter. Bei 3 = 5.65 ist der x?/d.o. f.-Wert auch
relativ klein, variiert aber nur sehr wenig bei Anderung der oberen Massengrenze.
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Bei 8 = 5.6 ist der x?/d.o.f.-Wert zwar relativ groff, im Gegensatz zu den anderen
Kopplungen wird es aber kleiner, je mehr Massen man in den Fit mit einbezieht.
Dies liegt an der kleinsten Masse; lidsst man diese weg, sinkt der x?/d.o.f.-Wert auf
die gleiche Grofenordnung wie bei 3 = 5.65. Das 8% x 4- und das 163 x 4-Gitter
liefern hier gut iibereinstimmende Ergebnisse, so dass ein Finite-size-Effekt unwahr-
scheinlich ist. Allerdings ist die Statistik bei dem 16® x 4-Gitter sehr gering, so dass
diese Moglichkeit nicht ausgeschlossen werden kann.

Bei den beiden kleinsten Kopplungen wiederum ist der minimale x?/d.o.f.-Wert
recht grofl und steigt bei Hinzunahme weiterer Massen weiter an, allerdings nicht so
stark wie bei den grofien Kopplungen.

Der Fit funktioniert also bei § = 5.65 am besten, wobei § = 5.6 auch noch moglich
ist, wenn man die kleinste Masse aufler Acht lisst. Betrachtet man nun noch die Er-
gebnisse fiir den kritischen Exponenten 1/4, so ergibt sich ein weiterer Anhaltspunkt
fiir diese Einschitzung. Bei den Spinmodellen liegt dieser Wert bei 1/6 = 0.2092
(sowohl fiir O(2) als auch O(6)). Wenn man also annimmt, dass die aQCD in der
Universalitatsklasse eines dieser Modelle liegt, sollte sich die kritische Kopplung
ebenfalls zwischen 3 = 5.6 und = 5.65 befinden.

Aus dem Skalenverhalten am kritischen Punkt kann man auch noch auf eine andere
Weise die kritische Kopplung bestimmen. Nimmt man an, dass es fiir das chirale
Kondensat eine Skalenfunktion f7,,(z) analog zu fg(2) bei den Spinmodellen (siehe
Kapitel 2.3) gibt, so gilt in der kritischen Region, das heiit in dem Bereich, in dem
Skalenkorrekturen vernachléssigbar sind, der Ansatz

Wu)(z) = m f5,(2). (3.14)

Fiir kleine |2| kann man eine Taylorentwicklung von f7,,(2) durchfiihren und erhélt

— (mqa) 1/

BUN) =
(W) (2) (o)

Aus der Normierungsbedingung f,,(0) = 1 und der Gleichung (3.13) folgt

(F5(0) + £5,(0) 2 + ... (3.15)

(mga)y* = d., (3.16)

und damit gilt fiir die Massenabhéngigkeit des chiralen Kondensats bei kleinen |z|
und konstanter Kopplung (3

(W) (mga) = (mga)"*(de + de(8 — B.)(mga) V2 + . (3.17)

mit dl = f2 (0)dS /5.

Die kritische Kopplung ist also dadurch gekennzeichnet, dass bis auf den ersten alle
Terme in der Klammer verschwinden. Der Vorteil dieses Ansatzes liegt darin, dass
er bei mittleren Massen gilt — nicht zu klein wegen des Terms (mga)~*/4, nicht zu
grof}, damit man sich in der kritischen Region befindet.
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& d, d (3 — f.) | Fitbereich mya | x*/d.o.f.
5.9 2.736 (8) | -0.1101(16) | 0.03 - 0.10 5.19
585 [ 2.704 (3) | -0.0868(14) | 0.02 - 0.10 153
58 2.706 (6) | -0.0713(12) | 0.02- 0.10 1.16
5.75 | 2.689 (6) | -0.0508(11) 0.02 - 0.10 1.30
5.7 | 2.662 (6) | -0.0283(10) 0.01 - 0.10 1.56
5.65 | 2.654 (5) | -0.0089 (8)| 0.005-0.10 | 1.68
5.6 2.659 (7) | 0.0030(13) | 0.01-0.10 2.97
5.55 | 2.624 (9) | 0.0342(20) 0.03 - 0.10 2.30
5.5 | 2.606(13) | 0.0583(24) 0.03 - 0.10 1.99

Tabelle 3.3: Fitparameter fiir den Ansatz (3.17) mit O(2)-Exponenten.

3 d. d (3 — f.) | Fitbereich mya | x*/d.o.f.
5.9 | 2.862 (8) | -0.1722(16) | 0.02- 0.10 2.43
5.85 | 2.811 (9) | -0.1449(21) 0.01 - 0.10 2.89
5.8 12.793 (6) | -0.1192(17) 0.01 - 0.10 0.75
575 | 2.748 (6) | -0.0841(15) | 0.01-0.10 1.20
5.7 2.693 (6) | -0.0463(14) | 0.005-0.10 | 2.39
5.65 | 2.669 (6) | -0.0159(15) | 0.005-0.10 | 1.73
5.6 | 2.647 (8) | 0.0141(22) 0.01 - 0.10 2.70
5.55 | 2.585(11) | 0.0563(34) 0.03 - 0.10 2.07
5.5 | 2.538(15) | 0.0961(40) | 0.03 - 0.10 148

Tabelle 3.4: Fitparameter fiir den Ansatz (3.17) mit O(6)-Exponenten.

Die Tabellen 3.3 und 3.4 zeigen die Ergebnisse fiir Fits mit O(2)- und O(6)-Exponen-
ten. Die untere Grenze fiir den Fitbereich ist jeweils so gewéhlt, dass bei Hinzuneh-
men der niichstkleineren Masse das x?/d.o. f. stark ansteigt, wihrend das Weglassen
der kleinsten Masse des angegebenen Fitbereichs das x?/d.o.f. kaum #ndert. Eine
Variation der oberen Grenze éndert das x?/d.o.f. durchweg nur gering, dass heifit
der Bereich mittlerer Massen reicht (mindestens) bis m,a = 0.10.

Es fallt auf, dass die Amplitude d, eine leichte, bei O(6)-Exponenten stérker als bei
O(2)-Exponenten ausgeprigte (3-Abhéngigkeit zeigt, die es eigentlich nicht haben
sollte. Im Bereich 5.6 < 8 < 5.7 ist die Variation von d,. allerdings kleiner als aufler-
halb, fiir O(2)-Exponenten verschwindet sie innerhalb der Fehler sogar ganz. Dies
ist ein Hinweis darauf, dass die kritische Region nur diesen Bereich umfasst, denn
nur dort beschreibt die Skalenfunktion das kritische Verhalten und gilt somit der
Ansatz (3.17). Berticksichtigt man nur die Variation von d. in diesem Bereich, so
ergibt sich mit O(2)-Exponenten ein Wert von d. = 2.66(1), mit O(6)-Exponenten
ein Wert von d. = 2.67(3).

Einen weiteren Hinweis auf den kritischen Punkt liefert die Tatsache, dass in diesem
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Abbildung 3.5: Die Ergebnisse fiir dl(3 — f.) in Abhéngigkeit von j fiir O(2)-
Exponenten (blaue Punkte, aus Tabelle 3.3) und O(6)-Exponenten (rot Punkte,
aus Tabelle 3.4). Die durchgezogenen Linien sind Geradenfits durch die Werte fiir
5.6 < g < 5.7, die gestrichelten Linien markieren die Nullstellen dieser Fits und
damit ..

5. 6235( 2) g
-0.2 |

Bereich der obige Ansatz die Daten bis zur kleinsten Masse beschreibt, wahrend er
bei den anderen Kopplungen nicht so weit hinunter gilt. Das bedeutet, dass hier 3,
und damit § — 3. klein sein muss, denn nur dann gilt der Ansatz auch noch bei
kleinen Massen. Je weiter man sich von f3. entfernt, desto gréfler muss die Masse
sein, um in den Bereich kleiner |z| zu kommen.

Betrachtet man den zweiten Fitparameter d}(3 — (3.), so weist dieser zwischen

Exponenten G d! x%/d.o.f.
O(2) | 5.6240(23) | -0.366(18) | 1.19
O(6) | 5.6235 (2) | -0.605 (3) | 0.01

Tabelle 3.5: Fitergebnisse fiir die kritische Kopplung j. iiber die Nullstelle der Funk-
tion d!(3 — B.) mit den Daten aus Tabelle 3.3 (O(2)-Exponenten) beziehungsweise
3.4 (O(6)-Exponenten).

B8 = 5.6 und 8 = 5.65 eine Nullstelle auf, das heifit, in diesem Bereich liegt die
kritische Kopplung .. Abbildung 3.5 zeigt diese Werte zusammen mit einem Ge-
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radenfit durch die drei Werte fiir 5.6 < g < 5.7. In Tabelle 3.5 sind die Ergebnisse
dieser Geradenfits aufgelistet. Dabei zeigt sich, dass der Fit fiir die Daten mit O(6)-
Exponenten um einiges besser funktioniert als fiir die Daten mit O(2)-Exponenten.
Das kann bei einem Fit mit nur drei Punkten auch Zufall sein. Die Fehler der kri-
tischen Kopplung darf man nicht iiberbewerten, da die dem Fit zugrunde liegenden
Daten schon Ergebnisse eines Fits sind, der selbst nur auf einer Néherung beruht.

3.4 Der Goldstone-Effekt

Wie bei den Spinmodellen sollte es auch bei der aQCD in der chiral gebrochenen
Phase einen Goldstone-Effekt geben, das heiflt, eine Divergenz der chiralen Sus-
zeptibilitdt bei verschwindender Quarkmasse mya. Diese wird hier durch masselose
Goldstone-Bosonen, die Pionen, erzeugt. Die Art der Divergenz hédngt von der Zahl
der Dimensionen ab. Bei einer dreidimensionalen Theorie erwartet man [30, 31]

X ™~ (mqoz)’l/2 (3.18)
und bei einer vierdimensionalen Theorie
Xm ~ In(mga). (3.19)

Die aQCD ist eigentlich eine vierdimensionale Theorie, aber Fluktuationen in Zei-
trichtung werden bei geniigend hohen Temperaturen unterdriickt, da die zeitliche
Ausdehnung in der Pfadintegralformulierung(Kapitel 1.4) 1/T betrdgt. Deshalb ist
sie fiir endliche Temperaturen effektiv eine dreidimensionale Theorie. Im folgenden
Abschnitt soll nun untersucht werden, welche Art der Divergenz vorliegt und ob
diese vielleicht durch den Deconfinement-Phaseniibergang beeinflusst wird.

Wir benutzen das chirale Kondensat zum Nachweis des Goldstone-Effektes, weil es
allgemein besser zu berechnen ist als die chirale Suszeptibilitédt, die die Fluktuati-
on des chiralen Kondensats misst. Zudem divergiert sie fiir verschwindende Masse,
wodurch eine genaue Bestimmung erschwert wird, und es wird auch nicht die volle
chirale Suszeptibilitdt berechnet, sondern nur gs.

Fiir kleine Massen erwarten wir bei einer dreidimensionalen Theorie

W) (B < Beymga) = (W) (B,0) + c1(mga)'’? + ca(mya), (3.20)

wobei wie bei den Spinmodellen (siehe Kapitel 2.4.2) der néchste Term der Ent-
wicklung beriicksichtigt wird. Bei einer vierdimensionalen Theorie sollte die Mas-
senabhéngigkeit von der Form

W)(B < Beymga) = ()(8,0) + di(mgaln(mga) — mya) (3.21)

sein.
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Abbildung 3.6: Das chirale Kondensat (1)¢) fiir alle 3-Werte zwischen 5.3 (oberste
Punkte) und 5.9 (unterste Punkte) aufgetragen gegen (mg,a)/2. Die schwarzen Li-
nien sind Fits mit dem Ansatz (3.20), die ausgefiillten schwarzen Kreise zeigen die
Extrapolation zu verschwindender Masse.

3.4.1 Der Bereich zwischen T,; und T,

In Abbildung 3.6 ist das chirale Kondensat fiir alle -Werte zwischen § = 5.3 und
B =5.9 gegen (m,a)'/? aufgetragen. Man erkennt deutlich, dass es keinerlei Finite-
Size-Effekte gibt, da bis auf kleinere, statistisch bedingte Abweichungen die Werte
von Gittern mit verschiedenem N, aufeinanderliegen. Dieses weist darauf hin, dass
die Korrelationsldnge auch bei den kleinsten Massen noch relativ klein ist. Bei den
Spinmodellen hingegen (siehe Abbildung 2.6) sind die Finite-Size-Effekte bei ver-
gleichbaren Gittergrofien in der kritischen Region weitaus grofier.

Bei der kleinsten Kopplung § = 5.3 erkennt man bei den hoheren Massen (ab
etwa mga = 0.04 beziehungsweise (m,a)/? = 0.2) ein Abweichen vom Goldstone-
Verhalten. Verantwortlich hierfiir ist die kritische Linie des Deconfinement-Uber-
gangs. Fiir kleine Massen dominiert der Goldstone-Effekts, das heifit die Singularitét
auf der Koexistenzlinie, das Verhalten des chiralen Kondensats. Die weiter entfernte
Singularitéit aufgrund des Deconfinement-Ubergangs kann hier nicht gewinnen. Die
kritische Kopplung dieses Ubergangs steigt aber mit zunehmender Masse an, iiber-
quert zwischen mya = 0.04 und mya = 0.08 den Wert § = 5.3 (sieche Abbildung
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B | (W) (B,0) 1 o Fitbereich mya | x*/d.o.f.
5.3 | 1.569(13) | 1.23(12) - 0.005 - 0.03 0.24
5.35 | 1.447 (7) | 149 (4) - 0.005 - 0.08 1.33
5.4 1.205 (3) | 1.85 (4) - 0.005 - 0.08 0.63
5.45 | 1.141(11) | 2.64(11) | -1.72(25) | 0.005 - 0.10 3.03
55| 1.020(21) | 2.81(26) | -1.37(74) | 0.005 - 0.06 .19
5.55 | 0.854(22) | 3.49(22) | -2.43(54) | 0.005 - 0.08 2.18
5.6 | 0.697(24) | 3.98(29) | -2.66(34) | 0.005 - 0.06 1.67
5.65 | 0.468(17) | 5.48(20) | -5.97(54) | 0.005 - 0.08 1.33
5.7 0.285(19) | 6.44(22) | -7.83(61) | 0.005 - 0.06 1.28
5.75 | 0.075(22) | 7.74(30) | -10.77(96) | 0.005 - 0.05 0.61
5.8 [ -0.025(19) | 7.51(19) | -8.71(45) | 0.005- 0.08 1.26
5.85 | -0.190(12) | 8.39(14) | -10.34(37) 0.005 - 0.08 1.14
5.9 | -0.267(10) | 8.27(12) | -9.46(31) 0.005 - 0.08 1.97

Tabelle 3.6: Ergebnisse der Fits des Goldstone-Verhaltens mit Gleichung (3.20). Die
obere Fitgrenze wird durch das minimal x?/d.o.f. festgelegt.

3.1) und beeinflusst daher in diesem Massenbereich das Verhalten stérker als der
Goldstone-Effekt. Die Anderung des Verhaltens des chiralen Kondensats ist auch
bei der néchsthoheren Kopplung 3 = 5.35 zu beobachten, hier aber erst bei der
grofften Masse. Bei den hoheren Kopplungen geschieht dieses erst bei noch grofieren
Massen, so dass es in unseren Daten nicht zu sehen ist.

Tabelle 3.6 zeigt die Ergebnisse der Fits mit Gleichung (3.20). Bei den drei kleinsten
(-Werten ist der Parameter ¢, innerhalb der Fehler Null, deswegen wird dieser Term
weggelassen. Die Fitkurven sind als schwarze Linien in Abbildung 3.6 eingezeichnet.
Es fallt auf, dass der Fit bei allen Kopplungen, auch in der chiral restaurierten Pha-
se, ein relativ kleines x?/d.o. f. ergibt, nur die obere Grenze, bei der es minimal wird,
variiert etwas. Das kann aber an der jeweiligen Statistik liegen. Der einzige Hinweis
auf den Phaseniibergang besteht darin, dass die Parameter ¢; und vor allem ¢, sich
unterhalb von § = 5.6 nur langsam verdndern, bei 3 = 5.65 aber sprunghaft anstei-
gen. Die plotzlich verstirkte Kriimmung ¢, entspricht dem Ubergang vom (m,a)'/?-
zu (mya)'/°-Verhalten, also von Gleichung 3.20 zu 3.13.

Betrachtet man die Extrapolation zu mga = 0, die in Abbildung 3.6 durch die aus-
gefiillten Kreise markiert sind, so bestétigt sich das Ergebnis aus [1], dass diese erst
bei (. =~ 5.8 den Wert Null erreichen. Da es aber in der chiral restaurierten Phase
kein Goldstone-Verhalten gibt und das chirale Kondensat bei m,a = 0 verschwin-
den muss, haben die Fits hier keinen physikalischen Hintergrund. Besonders deutlich
wird dies bei 3 > 5.8, wo das x?/d.o.f. ebenfalls klein ist, die Extrapolationen aber
einen unphysikalischen negativen Wert ergeben.

Zusammenfassend kann man also sagen, dass das Goldstone-Verhalten fiir drei Di-
mensionen unterhalb von T, in (1)) explizit bestitigt wird. In der Nihe von T,
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Abbildung 3.7: Die chirale Suszeptibilitat x4 aufgetragen gegen (mqa)_l/ 2 fiir B =
5.4 (a), 8 ="5.6 (b), 8 =5.65(c) und § = 5.8 (d). Die schwarzen Linien entsprechen
dem Ansatz (3.22) mit den Parametern aus Tabelle 3.6.
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zeigen die (19))-Daten eine Kriimmung, die auf das einsetzende kritische Verhalten
zuriickzufithren ist. Fits mit dem Ansatz (3.20) erlauben daher keine genaue Be-
stimmung des kritischen Punktes, liefern aber eine obere Schranke fiir 7.

Die Fits mit Gleichung (3.21) werden hier nicht gezeigt, da bei ihnen x?/d.o.f. aus-
nahmslos um den Faktor 10-50 hoher ist und die Kurven optisch nicht gut zu den
Daten passen. Die aQCD bei endlicher Temperatur verhélt sich also nicht wie ein
effektives vierdimensionales Spinmodell.

Die Abbildung 3.7 zeigt fiir einige 3-Werte die Grofle xg:5. Auch hier ist keine echter
Finite-Size-Effekt zu sehen. Zwar weichen die Werte der verschiedenen Gitter teil-
weise stark voneinander ab, aber diese Abweichungen lassen weder eine einheitliche
Richtung erkennen noch pafit die Reihenfolge der Gitter. Daher hingen diese Ab-
weichungen wahrscheinlich eher mit der geringeren Statistik bei den grofleren Gitter
zusammen.

Das zu Gleichung (3.20) dquivalente Goldstone-Verhalten

Xm (0 < Beymga) = o+ %(mqa)_l/2 (3.22)

mit den Werten aus Tabelle 3.6 fiir die Parameter ¢; und ¢, ist ebenfalls eingezeich-
net. Es zeigt sich, dass in der chiral gebrochenen Phase (Abbildungen 3.21 (a) und
(b)) die Fits gut zu den Werten passen. Hier ist also x4 eine gute Approximation
der chiralen Suszeptibilitat x,,.

Anders ist die Situation in der chirale restaurierten Phase (Abbildungen 3.21 (c)
und (d)), wo weder die Steigung noch der y-Achsen-Abschnitt zu den Daten passen.
dafiir ist vor allem die Tatsache verantwortlich, dass der Ansétze (3.20) beziehungs-
weise (3.22) hier nicht mehr gelten. Die Diskrepanz zwischen den Daten und dem
Fit ist aber zu grof}, um sie nur dadurch zu erkldaren. Moglicherweise spielt hier auch
der nicht beriicksichtigte Term Y on, (siche Gleichung 1.52) eine Rolle.

In [47] wurde fiir die fundamentale QCD mit zwei Quark-Flavours der Einfluss des
zusammenhéngenden Anteils Yo, in der Nidhe des pseudokritischen Punktes fiir
verschiedene Massen untersucht. Dabei stellte sich heraus, dass in der chiral restau-
rierten Phase Y onn sogar grofler als x4, ist und sie in der gebrochenen Phase nahezu
gleich grof§ sind. Direkt am Phaseniibergang tragt x.onn bei der kleinsten untersuch-
ten Masse m,a = 0.02 noch 30% zu x, bei, bei grofferen Massen noch mehr. Insofern
ist es iiberraschend, das in der aQCD die Ubereinstimmung zwischen y,,, und xgis
in der gebrochenen Phase so gut ist.

3.4.2 Temperaturen unterhalb T}

Abbildung 3.8 zeigt die Ergebnisse der Simulationen bei Temperaturen unterhalb
des Deconfinement-Phaseniibergangs, in (a) aufgetragen gegen (m,a)'/2, in (b) ge-
gen (mgya)(In(mgya) — 1). Aufgrund der Ndhe zum Deconfinement-Phaseniibergang
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Abbildung 3.8: (a) Das chirale Kondensat (¢1)) fiir 3 = 5.1 (obere Punkte) und
3 = 5.2 (untere Punkte) aufgetragen gegen (m,a)'/? (a) und mya(In(mya) — 1) (b).
Die schwarze Linie entspricht dem Fit mit dem Ansatz (3.20), die pinkfarbene dem
Fit mit dem Ansatz (3.21). Die ausgefiillten Punkte bezeichnen die Extrapolation
zu verschwindender Masse.
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Abbildung 3.9: v, fiir 3 = 5.1 aufgetragen gegen (m,a)~'/? (a) und In(mya) (b).
Die schwarze Linie entspricht dem Ansatz 3.22, die pinkfarbene Linie dem Ansatz
Xm = di In(m,a) mit den Parametern aus Tabelle 3.7.
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(Y1) (3,0) c1 d; Fitbereich mya | x*/d.o.f. | Ansatz
2.2448(27) | 0.052(11) 0.005- 0.1 153 | (3.20)
2.2478(34) 20.042(26) | 0.005- 0.1 150 | (3.21)

Tabelle 3.7: Ergebnisse der Fits des Goldstone-Verhaltens mit den Ansétzen (3.20)
und (3.21) fiir 8 = 5.1.

schwanken die Ergebnisse bei § = 5.2 stark, so dass man ein Goldstone-Verhalten
nicht erkennen kann. Hier ist auch bei m,a = 0.02 zum ersten Mal ein Finite-
Size-Effekt zu beobachten. Bei # = 5.1 hingegen ist das chirale Kondensat nahezu
unabhéngig von der Masse m,a, und es gibt auch keinen systematischen Finite-Size-
Effekt.

In Tabelle 3.7 sind die Ergebnisse der Fits mit dem dreidimensionalen (3.20) und
dem vierdimensionalen (3.21) Ansatz bei § = 5.1 aufgefiihrt, wobei im ersten Fall
der Parameter ¢, auf Null gesetzt wurde, da er schon bei den grofleren Kopplungen
nicht mehr bené6tigt wurde. Die Fitkurven sind auch in der Abbildung eingezeichnet.
Man erhiilt mit beiden Ansitzen ein kleines x?/d.o.f., wobei die Parameter c; be-
ziehungsweise d; fast mit Null vertrédglich sind, da sich das chirale Kondensat mit
der Masse nur sehr gering éndert. Um zu unterscheiden, welcher Ansatz hier der
Richtige ist, braucht man sehr viel genauere Simulationen bei kleineren Massen.
Abbildung 3.9 zeigt g fiir die beiden [S-Werte. Die Massenabhéngigkeit dieser
Grofle passt offensichtlich iiberhaupt nicht zur Ableitung des chiralen Kondensates
(schwarze beziehungsweise pinkfarbene Linien), so dass in diesem Bereich y 4 nur
eine schlechte Approximation der Suszeptibilitit y,, darstellt.

Die Diskrepanz zwischen yg4s und x,, oberhalb kann hier auch nicht einfach durch
das Fehlen des Anteils von Y con, erklart werden, da man ein negatives Y con, briauchte.
Hier diirfte eher die Ndhe zum Deconfinement-Phaseniibergang eine Rolle spielen,
der die Suszeptibilitat starker beeinflusst als das chirale Kondensat.

3.5 Kritisches Verhalten auf der Koexistenzlinie

Da wir eine Schétzung fiir die kritische Kopplung haben und aus dem Goldstone-
Verhalten das chirale Kondensat bei verschwindender Masse extrapoliert haben,
kénnen wir auch das Skalenverhalten entlang der Koexistenzlinie iiberpriifen. Man
erwartet dort das Verhalten

@1@ (6 < B, mga = O) = B(ﬁc - 5)@. (323)

Abbildung 3.10 zeigt die zu mya = 0 extrapolierten Werte des chiralen Kondensates
aus Tabelle 3.6 in Abhéngigkeit von 3. — 3. Schon beim ersten Blick féllt auf, dass
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Fitbereich 3, — 3 Be B by by x*/d.o.f.
0.0240- 03240 | O(2) 2223 (7)| - i 19.75
0.0240- 03240 | O(2) | 1.853 (55) | 041 (7)| - 17.18
0.0240 - 0.3240 0(2) 3. 042(163) —1.63(16) 2.17(17) 2.67
0.0235-0.3235 | O(6) |24%9 ()| - - 15.88
0.0235-0.3235 | O(6) | 2483 (65) | 0.01 (5)| - 19.05
0.0235-0.3235 | O(6) | 4.201 (20) |-1.92(13) | 2.18(15) | 4.08
0.0235 - 0.3235 | 0.404(10) | 2416 (37)| - - 18.36
0.0240- 0.1740 | O(2) |2122 (1) | - - 8.67
0.0240 - 0.1740 | O(2) | 2512(103) | 041 (9) | - 567
0.0240- 0.1740 | O(2) | 3.473(324) | 2.21(42) | 3.04(71) | 154
0.0235 - 0.1735 0O(6) 2.460 (20) - - 25.95
0.0235-0.1735 | O(6) | 3.448(130) |-0.74 (7) | - 9.35
0.0235 - 0.1735 0(6) 5.040(413) | -2.66(32) | 3.37(57) 2.20
0.0235-0.1735 | 0.270(17) | 1.817 (62) | - - 3.63
0.0740-0.1740 | O(2) |2.104 (1) | - - 0.75
0.0740-0.1740 | O(2) | 2.159(147) |-0.07(17) | - 0.008
0.0735-0.1735 | O(6) | 2432 (20)| - - 410
0.0735-0.1735 | O(6) | 2.933(176) | -0.44(13) | - 0.007
0.0735-0.1735 | 0.336(30) | 2.057(120) | - - 0.012

Tabelle 3.8: Ergebnisse der Fits des chiralen Kondensates bei m,a = 0 (aus Tabelle
3.6) mit den Ansétzen (3.23) beziehungsweise (3.24). Bei den Fits mit O(2)- und
O(6)-Exponent wurde das entsprechende (3, aus Tabelle 3.5 benutzt, bei den freien
Fits 3. = 5.6235.

die Daten eher zu einer Geraden als zu einer Exponentialfunktion passen, der Ansatz
(3.23) also nicht ausreichen wird. Man muss also noch zusétzliche Korrekturen zum
Skalenverhalten beriicksichtigen. Dieses erreicht man mit dem Ansatz

(W)(B < Beymga =0) = B(B. = B)*[1+bi(B. = B)* +ba(Be = B)],  (3.24)

der die fithrenden nicht-analytischen (proportional zu (8, — 5)*”) und analytischen
(proportional zu 3, — [3) Korrekturen enthélt.

Tabelle 3.8 zeigt die Ergebnisse der Fits mit O(6)-, O(2)- und freiem [.-Exponenten
und mit jeweils drei verschiedenen Fitbereichen (5.3 < § < 5.6, 545 < 3 < 5.6
und 5.45 < § < 5.55). Es werden sukzessive Korrekturterme hinzugefiigt, wobei
wr = 0.5 benutzt wird. Fits mit freiem (.-Exponenten und Korrekturtermen wer-
den allerdings nicht aufgefiihrt, weil dann die Fits zu instabil und die Fehler gréfier
als die Fitparameter werden.

Bei dem grofiten Fitbereich, der alle Punkte zwischen (. und 3; umfasst, braucht
man schon beide Korrekturterme, um ein einigermafien niedriges x?/d.o.f. zu be-
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Abbildung 3.10: Das chirale Kondensat auf der Koexistenzlinie, mit g, = 5.6240.
Die durchgezogenen Linien sind die fiir den jeweiligen Fitbereich besten Fits mit
dem Ansatz (3.24), die gestrichelten Linien zeigen nur die fithrenden Terme dieser
Fits. Der griine Fit beinhaltet alle sieben Punkte, der schwarze nur die ersten vier.
Auftillig ist der grofle Unterschied zwischen dem fithrenden Term und den Daten-
punkten. Der blaue Fit beinhaltet nur den zweiten bis vierten Punkt. Hier sind keine
Korrekturterme notwendig.

kommen. Der besten Fit erhdlt man mit dem O(2)-Wert fiir §.. Dieser Fit sowie
dessen fiithrender Term sind in Abbildung 3.10 griin eingezeichnet. Man sieht, dass
der Fit nur grofle Korrekturanteile enthélt, der fithrende Term liegt weit von allen
Datenpunkten entfernt. Nimmt man . als freien Fitparameter, erhilt man einen
Wert nahe 0.425, dem Wert von O(6), aber mit grofien x?/d.o.f. .

Verkleinert man den Fitbereich auf die ersten vier Punkte, werden die Fits im Allge-
meinen etwas besser, trotzdem braucht man mit O(2)- oder O(6)-Exponenten immer
noch beide Korrekturterme. Wiederum funktioniert der Fit mit O(2)-Exponenten
besser, er ist auch in Abbildung 3.10 eingezeichnet (schwarze Kurven). hier ist der
Unterschied zwischen dem fithrenden Term und den Datenpunkten sogar noch gréfer
als bei dem Fit mit allen sieben Punkten. Der freie Fit ergibt ein kleines (3, bei einem
moderaten x?/d.o.f. .

Die Fits werden besser, wenn man zusétzlich noch den ersten Punkt (4 = 5.6) her-
auslédsst. Der Fit mit O(2)-Exponenten funktioniert dann sogar ohne Korrekturen,
und der freie Fit ergibt ebenfalls ein 3. nahe dem O(2)-Wert 0.349. Man kann die-
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ses Ergebnis dadurch verstehen, dass bei 3 = 5.6 der Goldstone-Ansatz 3.20 nicht
nur noch fiir sehr kleine Massen gilt, da man der kritischen Kopplung zu nahe ist.
Schliesslich muss das (m,a)'/%.-Verhalten bei Anniherung an 3, irgendwann in das
(mga)/?-Verhalten auf der kritischen Isotherme iibergehen. Die Fits mit dem Ansatz
(3.17) im vorigen Abschnitt weisen ebenfalls darauf hin, dass die Daten bei 3 = 5.6
genauso gut durch das kritische Verhalten beschrieben werden koénnen.
Andererseits kann man die Fits aus dem vorigen Abschnitt aber auch so deuten,
dass die kritische Region des Phaseniibergangs, also der Bereich, in dem die Po-
tenzanséatze mit den kritischen Exponenten gelten, nur bis zu einem (-Wert zwischen
5.6 und 5.55 reicht. Das heifit, dass der Ansatz (3.23) auch nur bis dahin giiltig ist,
und die Fits nur zufillig so gut funktionieren. Dieses wiirde erkldren, warum man
die Korrekturterme bendétigt, um die Punkte von kleineren -Werten mit zu fitten.
Allerdings wére es dann schon, wenn der fithrende Term wenigstens noch durch den
Punkt bei # = 5.6 ginge.

Nimmt man an, dass die erste Erkldrung richtig ist, kann man aus diesen Fits
den Wert der kritischen Amplitude B abschétzen. Da der Korrekturterm bei O(2)-
Exponenten nicht bendtigt wird, ist hier B = 2.10(2) eine gute Schétzung. Bei
O(6)-Exponenten bringt der Korrekturterm zwar eine Verbesserung des Fits, aber
gleichzeitig wird die Amplitude so grof3, dass der fithrende Term weit oberhalb der
Datenpunkte verlduft. Deshalb ist auch hier der Wert B = 2.43(2) aus dem Fit ohne
Korrekturterme eher akzeptabel.

3.6 Skalenfunktionen

Die Untersuchungen in den vorhergehenden Abschnitten haben ergeben, dass die
Daten sowohl mit O(2)- als auch O(6)-Exponenten vertréaglich sind, wobei die Fits
mit den O(2)-Exponenten im Allgemeinen etwas besser funktionieren. Ein weiteres
Vergleichskriterium mit den Spinmodellen ist die Skalenfunktion des chiralen Kon-
densats fg,, = (Y¢)m~'/°, die der magnetische Skalenfunktion fg = Mh™'/° bei den
Spinmodellen entspricht.

In den Abbildungen 3.11 und 3.13 ist daher (y))m~'/° gegen z = B,/m~Y/4 auf-
getragen, erstere mit O(2)-Exponenten und den korrespondierenden Normierungs-

Exponenten B Bo d. (mga)o
O(2) | 2.10(2) | 0.119(3) | 2.66(1) | 0.0093(2)
O(6) | 2.43(2) | 0.124(2) | 2.67(3) | 0.0091(5)

Tabelle 3.9: Werte fiir die Normierungskonstanten, die fiir die Skalenfunktion benutzt
werden.
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konstanten, letztere mit den entsprechenden O(6)-Grofien. Es sind nur Daten aus
dem Bereich 5.3 < 3 < 5.9 eingezeichnet, und bei § = 5.3 sind nur Daten mit
mqa < 0.03 beriicksichtigt. Bei 8 < 5.3 und bei den héheren Massen bei 3 = 5.3
wird das Skalenverhalten durch den Deconfinement-Phaseniibergang gestort, und
die Kopplungen 3 = 6.2 und § = 6.5 sind zu weit vom kritischen Punkt entfernt
und skalieren nicht mehr (siche dazu néchstes Kapitel).

Die Normierungskonstanten hiéngen iiber 8y = B~Y% und (mga)y = d° mit den
Amplituden des kritischen Verhaltens auf der kritischen Isotherme und der Koexi-
stenzlinie zusammen. Die Werte sind in Tabelle 3.9 zusammengefasst.

Wie man sieht, skalieren die Daten mit O(2)-Exponenten fiir kleine |z| sehr gut und
stimmt dort auch mit der Skalenfunktion des O(2)-Spinmodells iiberein. Bei z < 0
laufen die Daten der verschiedenen (3-Werte nach und nach auseinander, wobei sie
um so ldnger bei der Skalenfunktion bleiben, je grofler 3 ist. Den gleichen Effekt
gibt es bei den Spinmodellen (siehe Abbildung 3.12). Er wird von nicht-universellen
Skalenkorrekturen hervorgerufen. Mit dem allgemeineren Ansatz

METY = (e ) = fol2) + b fg) (2) + W f @ (2) + . (3.25)

kann man aus den Daten die universelle Skalenfunktion fg(z) extrapolieren, wie
dies auch bei den Spinmodellen gemacht wurde. Eine solche Extrapolation kénnte
man prinzipiell auch mit den aQCD-Daten durchfiihren, allerdings reichen dafiir in
diesem Fall die Daten nicht aus, und eine Ferrenberg-Swendsen-Interpolation bei
konstantem (3 ist leider nicht moglich.

Bei z > 0 skalieren nur die Punkte zur kleinsten Masse mga = 0.005 nicht. Mogli-
cherweise gibt es dort doch noch Finite-Size-Effekte. Die bei dieser Masse simulier-
ten 123 x 4- und 162 x 4-Gitter zeigen zwar keine signifikante Abweichung von den
8% x 4-Gittern, haben aber nur eine sehr geringe Statistik, so dass man dies nicht
ausschlieffen kann.

Ab z ~ 1 weicht die Kurve der aQCD von der O(2)-Skalenfunktion ab. Die Daten
von verschiedenen Kopplungen scheinen aber noch zu skalieren, so dass dieses nicht
einfach mit Skalenkorrekturen zu erkldren ist. Der Grund fiir diese Abweichung ist
unklar, vielleicht spielt hier die Abhéngigkeit der Gitterkonstante (und damit der
Temperatur) von der Masse eine Rolle.

Mit O(6)-Exponenten skalieren die Daten weniger gut. Vor allem nahe des kriti-
schen Punktes bei z = 0, wo man das Skalenverhalten erwarten wiirde, skalieren
die Daten nicht. Erst wenn man sich weiter vom kritischen Punkt entfernt, scheinen
die Daten zu skalieren. Auch weichen die Daten vor allem bei z > 0 stark von der
O(6)-Skalenfunktion ab. Bei z < 0 ist die Abweichung zwar kleiner, der Verlauf der
Daten passt nicht zu der Skalenfunktion.

Die Ableitung der Skalenfunktion bei z = 0 kann man noch genauer betrachten. Die-
ser Wert kann direkt aus der Zustandsgleichung der Spinmodelle berechnet werden.
Bei z = 0 (beziehungsweise x = 0 in der Widom-Griffith-Form der Zustandsglei-
chung) befindet man sich noch im Giiltigkeitsbereich der Parametrisierung x4 (siche
Gleichung (2.28) ). Diesen Ansatz kann man iiber die Beziehung (2.26) in eine Glei-
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Abbildung 3.11: (¥1))/m!/® aufgetragen gegen z = 3,/m'/* mit O(2)-Exponenten
und den Normierungskonstanten 3y = 0.119 und (m,a)o = 0.0093. Die gestrichelte
schwarze Linie zeigt die O(2)-Skalenfunktion fs(z) aus Referenz [35] (siehe auch
Abbildung 2.1).
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Abbildung 3.12: Die Skalenfunktion fg(z) des O(2)-Spinmodells aus Referenz [35]

mit Ferrenberg-Swendsen-Interpolationen der Daten bei festen J > J. (gestrichelte
Linien) und Datenpunkten bei J < J. (rote Kreise).
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Abbildung 3.13: (y1))/m!/® aufgetragen gegen z = f3,/m'/* mit O(6)-Exponenten
und den Normierungskonstanten §y = 0.124 und (mg,a)o = 0.0091. Die gestrichelte
schwarze Linie zeigt die O(6)-Skalenfunktion fs(z) aus Referenz [38] (siehe auch
Abbildung 2.1).

chung in z und fs umwandeln

g = @ ds) [ [ dy 17 (3.26)
Wenn man diese Gleichung nach z auflést und dann nach fs ableitet, erhélt man
0z 1 1/8 |/~ 1 —6—1 Co —§/2—1 3672 —35/2—-1
— = —2z—9 d —= — . (3.27
ofc — Bla Jo' | (@t da) o+ 2 Ja L) Ja (3.27)

Die Ableitung der Skalenfunktion fiir verschwindendes z ergibt sich dann als Inverse
der obigen Ableitung an der Stelle fo(z =0) =1

o = () 0 - - :
¢ Ofc 5(& +dy + & + 32
1

= - — 3.28
0(3 — 3@+ d3) — &) (32%)

—0.286(10)  O(2)

10.332(20)  O(6)
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Abbildung 3.14: xgis(mga)o/m/?~1 aufgetragen gegen z = B,/m/? mit O(2)-
Exponenten und den Normierungskonstanten §, = 0.119 und (mya); = 0.0093.

Die schwarze Linie zeigt die O(2)-Skalenfunktion f, (z) aus Referenz [35] (siche auch
Abbildung 2.2).
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Abbildung 3.15: xgis(mga)o/m/?~! aufgetragen gegen z = 3,/mY? mit O(6)-
Exponenten und den Normierungskonstanten 3, = 0.124 und (mya)o = 0.0091.
Die schwarze Linie zeigt die O(6)-Skalenfunktion f,(z) aus Referenz [38] (siehe auch
Abbildung 2.2).
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Diese Grofie kann man fiir die aQCD aus dem Fitparameter d! des Ansatzes (3.17)
berechnen

fizp(o) — di B8 dc(l/ﬁfl)
—0.271(15) O(2)-Exponenten
- . (3.29)
—0.283(7) O(6)-Exponenten

Auch hier ist die Ubereinstimmung mit dem O(2)-Spinmodell besser als mit dem
O(6)-Spinmodell. Es zeigt sich aber auch, dass die Fits auf der Koexistenzlinie mit
dem Ansatz (3.24), die grofilere Werte von B ergeben, wahrscheinlich falsch sind,
da dort die Amplitude B meistens grosser ist bei den Fits ohne Korrekturen. Ein
grofleres B wiirde aber zu einem kleineren fi w(O) fithren, also zu einer schlechteren

Ubereinstimmung mit den Spinmodellen fithren.

Die Abbildungen 3.14 und 3.15 zeigen das Skalenverhalten der chiralen Suszepti-
bilitdt mit O(2)- und O(6)-Exponenten. Es ist kein einheitliches Skalenverhalten
zu erkennen, und nur fir z < —1 ist eine gewisse Ubereinstimmung mit den ent-
sprechenden O(N)-Skalenfunktionen zu erkennen. Letzteres ist wohl dadurch zu
erkldren, dass nur der nichtzusammenhéngende Anteil x4, und nicht die volle Sus-
zeptibilitdt berechnet wird.

3.7 Massenabhingigkeit bei T' > T,

Abbildung 3.16 (a) zeigt einen Ausschnitt der Abbildung 3.11 fiir z > 1, wobei hier
zusatzlich die Ergebnisse fiir die beiden Kopplungen # = 6.2 und g = 6.5 einge-
zeichnet sind. Man sieht deutlich, dass diese Kopplungen nicht mehr skalieren, sie
liegen also auflerhalb der Skalenregion. Aber ihre Kurven zeigen dennoch ein dhn-
liches Verhalten wie die Skalenfunktion, sie sind nur nach oben verschoben. Daher
kann man wahrscheinlich auch hier noch das Skalenverhalten zur Beschreibung der

&} eo(5) e1(B) d. d! (3 — f3.) | Fitbereich mya | x*/d.o.f.
6.2 | 25.07(21) | -168.8(59) - - 0.01 - 0.04 3.5
62 - ~ 2697 (8) [-0.185 (2)| 0.04-0.10 1.0
6.5116.06 (3) | 582 (5) : ; 0.01 - 0.08 9.1
6.5 - T 2.652(10) | -0.241 (2)| 0.06 - 0.10 8.8

Tabelle 3.10: Ergebnisse der Fits der Massenabhéngigkeit mit den Ansétzen (3.33)

fiir kleine Massen und (3.17) mit O(2)-Exponenten fiir grofiere Massen.
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Abbildung 3.16: (a) (Y)/m!'/® aufgetragen gegen z = S./m'2 mit O(2)-
Exponenten fiir z > 1. Die gestrichelte schwarze Linie zeigt die O(2)-Skalenfunktion.
(b) (1) aufgetragen gegen mya fiir 3 = 6.2 (obere Daten) und 3 = 6.5 (untere Da-
ten). Die schwarzen Linien entsprechen dem Ansatz (3.33), die pinkfarbenen dem
Ansatz (3.17) mit den Parametern aus Tabelle 3.10.

Daten benutzen, nur die Koeffizienten verdndern sich.

Die Massenabhéngigkeit bei kleinen Werten von z und konstantem [, also groflen
Massen, kennen wir schon. Sie wird durch Gleichung (3.17) beschrieben. Wie wir
schon in Kapitel 3.3.2 gesehen haben, gilt dieser Ansatz etwas von der kritischen
Kopplung entfernt nur bei mittleren Massen. Dies bestétigt sich auch hier. Tabelle
3.10 zeigt die Ergebnisse der Fits zu Gleichung (3.17) mit O(2)-Exponenten. Ver-
sucht man, noch kleinere Massen als in der Tabelle angegeben mitzunehmen, steigt
das x?/d.o.f um einen Faktor 3-4 an.

Fiir den Bereich z — o0, also mysa — 0 bei konstantem 3 > ., ist das fithrende
asymptotische Verhalten durch

foo =0 CTB T = Rz (3.30)
gegeben [51]. Als asymptotische Entwicklung kann man
foo = 270 fz™ (3.31)
n=0
mit fo = R, ansetzen[51], woraus sich fiir die Massenabhéngigkeit des chiralen

Kondensat die Formel

@) (mga) = m B foz "

= B fu B mr (3.32)
n=0
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ergibt. Fiir kleine Massen erhilt man daraus

() (mga) = eo(B)(mga) + e1(B)(mqga)* + . .. (3.33)

mit eg(3) = R,B:7/(mga)o und ey (8) = f137772/(mya)3. Versucht man nun die
Daten fiir die beiden Kopplungen mit diesem Ansatz zu fitten, zeigt sich, dass nur
der erste Term alleine nicht ausreicht, dafiir sind die Massen noch zu grofi. Mit den
ersten beiden Termen aber erhiilt man ein akzeptables x?/d.o.f. . Die Ergebnisse
dieser Fits mit O(2)-Exponenten sind in Tabelle 3.10 aufgefiihrt.

Man kann nun die Fitergebnisse mit den Vorhersagen des Skalenansatzes verglei-
chen. Mit R, = 1.356 [35] erhélt man e;(6.2) = 18.21 und e((6.5) = 10.47, die
Fitergebnisse sind also zu hoch. Dies passt aber genau dazu, dass die Kurven ober-
halb der Skalenfunktionen liegen.

Abbildung 3.16 (b) zeigt das chirale Kondensat fiir die beiden Kopplungen in Abhén-
gigkeit von der Masse zusammen mit den jeweiligen Fitkurven fiir das Verhalten bei
kleinen und groBen z. Trotz des gerade bei 8 = 6.5 recht grofien x?/d.o.f. passen
die Fitkurven optisch sehr gut zu den Punkten. Wahrscheinlich sind deren Fehler
einfach unterschétzt.

3.8 Binderkumulante

Eine weitere Moglichkeit, die Universalitdtsklasse herauszufinden, besteht darin,
den Wert der Binderkumulante am kritischen Punkt zu bestimmen. Leider sind im
Gegensatz zu Spinmodellen in der aQCD keine Simulationen am kritischen Punkt
moglich. Aber man kann versuchen, die Binderkumulante bei der kritischen Kopp-
lung zu verschwindender Masse zu extrapolieren.

Da bei der kritischen Kopplung keine Simulationen durchgefiihrt worden sind, be-
trachten wir die beiden néchsten 5-Werte 5.6 (Abbildung 3.17) und 5.65 (Abbildung
3.18). Hier ist im Gegensatz zum chiralen Kondensat und dessen Suszeptibilitét
ein systematischer Finite-Size-Effekt zu sehen. Wenn man die wenigen Daten des
123 x 4- und 162 x 4-Gitters zu hoheren Massen extrapoliert, diirften sie frithestens
ab m,a ~ 0.06 mit den Daten des 8° x 4 iibereinstimmen. Auch bei den Spinmodel-
len (sieche Abbildungen 2.7 und 2.8) zeigt die Binderkumulante schon bei gréfieren
H-Werten als die anderen Observablen sichtbare Finite-Size-Effekte.

In dem untersuchten Massenbereich bleibt die Binderkumulante nahe bei dem Grenz-
wert g9¢P = 1 fiir mya — o0, erst bei den kleinsten Massen steigt sie ein wenig an.
Die Werte sind aber noch weit unterhalb der universellen Werten fiir die O(2)- oder
O(6)-Universalitatsklasse (1.863 beziehungsweise 2.184), so dass mit den vorliegen-
den Daten keinerlei aussagen iiber die Universalitiatsklasse getroffen werden kénnen.
Dazu brduchte man Simulationen bei noch weitaus kleineren Massen, wobei aber
83 x 4-Gitter fiir eine grobe Einordnung wahrscheinlich ausreichen wiirden.
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Abbildung 3.18: Die Binderkumulante g?“? bei 3 = 5.65.
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Kapitel 4

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die von Martin Liitgemeier und Frithjof Karsch begonnene
Untersuchung der QCD mit zwei leichten Kogut-Susskind-Fermionen in der adjun-
gierten Darstellung [1, 7] fortgefiihrt. Die Hauptziele bestanden dabei in der Un-
tersuchung des Goldstone-Effekts und der Bestimmung der Universalititsklasse des
chiralen Phaseniibergangs. Dazu wurden in dieser Arbeit auch die Ergebnisse unserer
Untersuchungen des dreidimensionalen O(2)- und O(6)-symmetrischen Spinmodel-
les zusammengefasst.

Um die Daten der vorhergehenden Untersuchung benutzen zu kénnen, haben wir
uns dazu entschlossen, keine verbesserte Wirkung zu benutzen. Auflerdem reicht fiir
die von uns betrachteten Groflen die Standard-Wirkung vollkommen aus, die Nach-
teile der verbesserten Wirkungen (zusétzlicher Zeitaufwand, effektive Erhohung der
physikalischen Massen) iiberwiegen in diesem Fall deren Vorteile.

Die Abbildung 4.1 zeigt eine Ubersicht unserer Ergebnisse bei kleinen Massen und
insbesondere die Extrapolationen der Daten zu verschwindender Masse. Diese Er-
gebnisse werden im Folgenden weiter erlautert.

In der Arbeit von Martin Liitgemeier wurde aus den Extrapolationen des Goldstone-
Effekts zu verschwindender Masse die chirale kritische Kopplung zu 5. = 5.80(5)
festgestellt. Allerdings liegt die pseudokritische Kopplung der kleinsten Masse un-
terhalb dieses Wertes, deutet also auf eine kleinere kritische Kopplung hin. Deshalb
haben wir als erstes die kritischen Kopplung mit verschieden Methoden neu be-
stimmt.

Die erste Methode besteht in der Lokalisierung der pseudokritischen Kopplungen,
die durch das Maximum der Suszeptibilitdt bei fester Masse definiert sind. Mit ei-
nem Skalenansatz, der auch die kritischen Exponenten enthélt, kann man daraus die
kritische Kopplung extrapolieren. Leider sind die Maxima in diesem Fall sehr brei-
te Plateaus, so dass die pseudokritischen Kopplungen und damit auch die kritische
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Abbildung 4.1: Dreidimensionaler Plot des chiralen Kondensats (¥1)) fiir alle (3-
Werte und mga < 0.04 bei N, = 8. Die dunkelblauen Linien verbinden gleiche
Massen, die griinen Linien zeigen die Fits des kritischen Verhaltens auf der Koexi-
stenzlinie und der kritischen Isotherme. Die roten Linien sind Fits der verschiedenen
Massenabhéngigkeiten, und die hellblauen Linien zeigen unsere Erwartungen fiir die
Bereiche, in denen wir nicht genug Daten haben. Die schwarzen, gepunkteten Linien
sollen die Hohe verdeutlichen und bei der Zuordnung der 3-Werte helfen.

Kopplung sehr grofie Fehler haben. Mit O(2)-Exponenten erhélt man 5, = 5.72(16),
mit O(6)-Exponenten . = 5.71(19). Diese Methode kann also den kritischen Punkt
nicht genauer bestimmen, zeigt aber, dass die kritische Kopplung wahrscheinlich
kleiner als 3. = 5.8 ist.

Eine weitere Methode besteht darin zu untersuchen, bei welchem [ das erwarte-
te Skalenverhalten der kritischen Isotherme am ehesten vorliegt. Damit erh&lt man
zwar nur eine sehr grobe Abschétzung der kritischen Kopplung, gleichzeitig aber
auch einen Wert fiir den kritischen Exponenten . Es zeigt sich, dass die Daten im
Bereich um = 5.65 am besten durch das Skalenverhalten beschrieben werden. Hier
erhdlt man auch einen Wert fiir den kritischen Exponenten 9, der nahe dem Wert
des O(2)- und O(6)-Spinmodells liegt.

Fiir die obigen Methoden werden moglichst kleine Massen bendétigt, die aber bei
Simulationen mit dynamischen Fermionen viel Zeitaufwand erfordern. Fiihrt man
eine Taylorentwicklung der Skalenfunktion f7, () durch, erhilt man einen Ansatz
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fiir die Massenabhéngigkeit bei konstantem (3, der bei kleinen z, also bei groflerer
Masse, gilt. Wiederum funktionieren die Fits mit diesem Ansatz in der Region um
f = 5.65 am besten, mit der kritischen Amplitude d. = 2.66(1) fiir O(2)-Exponenten
und d, = 2.67(3) fiir O(6)-Exponenten. Zusétzlich ist der zweite Fitparameter eine
Funktion von (.— /3, so dass dessen Nullstelle die kritische Kopplung bestimmt. Diese
ist nahezu unabhéngig von den verwendeten Exponenten, ndmlich 5, = 5.6240(23)
fir O(2)-Exponenten und . = 5.6235(2) fiir O(6)-Exponenten.

Als nichstes wurde der Goldstone-Effekt untersucht. Das chirale Kondensat (1))
direkt oberhalb des Deconfinement-Phaseniibergangs (G; = 5.236(2)) lésst sich
bis 3 = 5.4 gut als lineare Funktion von m,a'/? beschreiben, wie aufgrund des
Goldstone-Effekts eines dreidimensionalen O(/N)-invarianten Spinmodells erwartet.
Bei grofleren 3-Werten, ndher am chiralen kritischen Punkt, benttigt man zusétzlich
den ndchsten Term der Entwicklung in m,a, dhnlich wie es bei den Spinmodellen
der Fall ist.

Die aQCD wirkt also in diesem Temperaturbereich wie ein effektives dreidimensio-
nales Spinmodell.

Wendet man die Ableitung der Fits des chiralen Kondensates auf die Daten des
unzusammenhéngenden Anteils x4;s der chiralen Suszeptibilitéit an, so zeigt sich fiir
B < 5.6 eine gute Ubereinstimmung, ab § = 5.65 aber liegen die Daten unterhalb
der Fitkurven. Das bedeutet, dass hier der zusammenhéngende Anteil y.o,, nicht
mehr vernachléssigt werden darf.

Unterhalb des Deconfinement-Phaseniibergangs (5 = 5.1) zeigt das chirale Kon-
densat nur noch eine geringe Abhéngigkeit von der Masse. Eine Unterscheidung
zwischen dem dreidimensionalen und dem vierdimensionalen Goldstone-Effekt ist
hier nicht moglich. Um herauszufinden, ob der Deconfinement-Phaseniibergang die
effektive Dimension der Theorie dndert, sind deshalb unterhalb von T, weitaus ge-
nauere Simulationen bei kleinerer Masse notwendig.

Die Ableitung des chiralen Kondensats fiir 7" < T, passt nicht zu den yg;,-Daten,
die Daten liegen (vor allem bei den kleinen Massen) viel zu hoch. Dies wird wahr-
scheinlich durch die Ndhe des Deconfinement-Phaseniibergangs verursacht.

Mit den Schétzungen des kritischen Punktes und den Extrapolationen des Gold-
stone-Effekts zu verschwindender Masse haben wir das Skalenverhalten auf der Ko-
existenzlinie iiberpriift. Es zeigt sich, dass es die extrapolierten Daten nur fiir den
Bereich 5.55 > 3 > 5.45 ohne Skalenkorrekturen beschreibt. Die Kopplung 3 = 5.6
liegt wahrscheinlich schon zu nahe am kritischen Punkt, so dass hier der Goldstone-
Effekt in das kritische Verhalten iibergeht. Die Werte 3 < 5.45 befindet sich be-
reits auflerhalb der Skalenregion, so dass man grofle Skalenkorrekturen benétigt, um
ihr Verhalten zu beschreiben Die kritische Amplitude ist B = 2.10(2) fiir O(2)-
Exponenten und B = 2.43(2) fiir O(6)-Exponenten. Ein Fit mit freien Exponenten
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ergibt . = 0.34(3) und B = 2.06(12), stimmt innerhalb der Fehler also mit den
O(2)-Werten iiberein.

Mit den obigen Werten fiir die kritische Kopplung und die kritischen Amplituden
haben wir untersucht, ob die Daten auf einer Skalenfunktion fw(z) liegen und ob
diese mit der Skalenfunktion fg des entsprechenden Spinmodells iibereinstimmt. Mit
den O(2)-Werten skalieren die Daten bei kleinen |z| sehr gut und liegen dort auch
auf der Skalenfunktion des Spinmodells. Bei grofleren |z| treten kleinere Abweichun-
gen auf, die jedoch wahrscheinlich durch Skalenkorrekturen oder Finite-Size-Effekte
erkldrbar sind. Mit den O(6)-Werten skalieren die Daten vor allem um z = 0 weniger
gut, und der Verlauf der Daten passt nicht zu der Skalenfunktion des Spinmodells.
Ein Vergleich der Ableitungen der Skalenfunktionen bei z = 0 ergibt ebenfalls fiir
O(2) innerhalb der Fehler den gleichen Wert, nicht aber bei O(6).

Wir haben auch die Massenabhéngigkeit des chiralen Kondensates weit in der chiral
symmetrischen Phase, bei § = 6.2 und § = 6.5, untersucht. Diese Kopplungen
liegen auflerhalb der Skalenregion, zeigen aber ein dhnliches, nur leicht nach oben
verschobenes Verhalten wie die Skalenfunktion. Es zeigt sich, dass die Daten bei
groflen Massen durch einen Skalenansatz fiir kleine z beschrieben werden kénnen,
bei kleinen Massen durch einen Ansatz fiir z — oo, wobei die Koeffizienten hoher
sind, als sie aus der Skalenfunktion erwartet wiirden. Je weiter man sich von der
kritischen Kopplung entfernt, desto mehr verschiebt sich der Giiltigkeitsbereich der
beiden Ansétze zu immer grofleren Massen.

Zuletzt haben wir noch versucht, den universellen Wert der Binderkumulante ab-
zuschétzen und so einen weiteren Anhaltspunkt auf die Universalitétsklasse zu erhal-
ten. Bei den untersuchten Massen sind die Werte jedoch noch zu klein, um zwischen
dem O(2)- und dem O(6)-Wert zu unterscheiden.

Es gibt also einige Anhaltspunkte dafiir, dass die aQCD mit Kogut-Susskind-Fermio-
nen in der Universalitdtsklasse des dreidimensionalen O(2)-Spinmodells liegt. Aller-
dings gibt es noch ein paar Ungereimtheiten. So gibt es weder im chiralen Kondensat
noch in dessen Suszeptibilitdt einen merklichen Finite-Size-Effekt, die Korrelati-
onsléange ist also bei den betrachteten Massen noch klein. Auch dass die Binderku-
mulante nahe bei ihrem Grenzwert fiir unendliche Masse bleibt, deutet im Vergleich
mit dem Verhalten bei den Spinmodellen drauf hin, dass die betrachteten Massen
noch relativ grof3 sind.

Es wire daher sinnvoll, die von uns gefundene Ubereinstimmung bei kleineren Mas-
sen zu iiberpriifen und weitere Groflen zu untersuchen, wie z.B. die Finite-Size-
Skalenfunktionen auf der kritischen Isotherme und der pseudokritischen Linie.

Eine dhnliche Untersuchung wurde kiirzlich in [46] fiir zwei leichte Fermionen in der
fundamentalen Darstellung mit einer verbesserten Kogut-Susskind-Fermionwirkung
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durchgefiihrt. Hier nimmt man an, dass im Kontinuum die Universalitédtsklasse des
O(4)-Spinmodells und bei endlichem Gitterabstand die des O(2)-Spinmodells vor-
liegt. Es wurde zwar ebenfalls der dreidimensionale Goldstone-Effekt beobachtet,
und das Finite-Size-Skalenverhalten auf der pseudokritischen Linie ist mit dem der
Spinmodelle vertréglich. Die kritischen Exponenten der Spinmodelle zeigten aber
bei den betrachteten Massen keinerlei Ubereinstimmung mit den QCD-Daten, und
in der Ndhe des kritischen Punktes konnte auch kein Skalenverhalten festgestellt
werden.

In einer anderen Untersuchung [52] mit der Standard-Kogut-Susskind-Fermionwir-
kung wurden statt dessen Anzeichen fiir einen Phaseniibergang erster Ordnung ge-
funden, der aber im Widerspruch zu dem Goldstone-Effekt stehen wiirde. Wahr-
scheinlich stort der Deconfinement-Phaseniibergang in der Umgebung der kritischen
Kopplung die Signale des kontinuierlichen chiralen Phaseniibergangs. Hier sind also
die Eigenschaften des Phaseniibergangs noch lange nicht geklért.
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Anhang A

Gleichverteilte N-dimensionale
Einheitsvektoren

Jede Komponente n; eines N-komponentigen Einheitsvektors 7y muss die gleiche
Wabhrscheinlichkeitsdichte fV(z) mit = € [—1, 1] haben. In verallgemeinerten Polar-
koordinaten kann man die Einheitsvektoren als 71y = (sinfy_17y_1,cosfxn_1), das

heifit

ni
n2

ns

nyN-1

nyn

sin @y sinfy - --sinO_4
cosfysinfy---sinfy_4

cosfysinfs - --sinOy_4

cosOn_osinfn_

cosOn_1

schreiben, wobei 6; € [0,7] (i # 1) und 0; € [0,27]. Dann ist fV(z) auch die Dichte
von ny = x = cosfy_q. Da die Jacobi-Determinante fiir die obigen Koordinaten

durch JN(Ql, C 79N—1> = JN_1<91, ..

., 0n_2)sin "% 0y _, gegeben ist, ist die Vertei-

lung von #y_; proportional zu sin¥ 20y _. Daraus folgt

fN(l') = CN/ deN—l sinN_2 HN_l(S(I'—COSHN_l)
0

1
= CN/ dcosfOn_; (1 — cos? GN,l)(N’?’WGN,lé(x —cosfy_1)

1
1

. / dy (1 — ) V-9/25(z — ). (A.2)

1
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Aufgrund der Normierung der Wahrscheinlichkeitsdichte gilt

™
c;,l = /d9N1 sinV 20y,
0

(N —3)! i N gerade

MY 7O (A.3)
— NN

(N =2 2 N ungerade

— o)1 % N gerade

(N

—_— (A4)
N —3)!l

( 3) % N ungerade

= CN =

Insgesamt ergibt sich damit die Wahrscheinlichkeitsdichte zu

Sl—

N gerade
fN(fE) _ %(1 _ ZL‘2>(N_3)/2 (A5)

( 5 N ungerade

Mit der Definition (—1)!! = 0!l =1 gilt diese Formel fiir N > 2.



Anhang B

Tabellen der aQCD

In den folgenden Tabellen sind die Erwartungswerte des Polyakov Loops, des chira-
len Kondensates, beider Suszeptibilitdten und der Binderkumulante zusammenge-
faBit. Zusatzlich ist die Zahl der Konfigurationen N,,,; und die Autokorrelationszeit
7 des chiralen Kondensates angegeben. Sowohl der Polyakov-Loop als auch das chi-
rale Kondensat wurde bie jeder Konfiguration gemessen.

Die mit * gekennzeichneten Werte stammen von den Simulationen, die schon in
[1] analysiert wurden. Hier wurde der Polyakov-Loop nach jeder Konfiguration, das
chirale Kondensat nach jeder fiinften (83x4-Gitter) beziehungsweise zweiten (16%x4-
Gitter) Konfiguration gemessen. Die Autokorrelationszeit 7 des chiralen Kondensa-
tes wird zur besseren Vergleichbarkeit mit den neuen Ergebnissen auf die Gesamt-
zahl der Konfigurationen hochgerechnet. Kleinere Abweichungen zu den Werten in
[1] kommen dadurch zustande, dass ich die Simulationsdaten selbst noch einmal
ausgewertet habe. Ausserdem habe ich ein andere Normierung fiir die chirale Sus-
zeptibilitdt benutzt.

Die Fehler wurden mit Hilfe der Jackknife-Methode berechnet, wobei jeweils 10
Blécke benutzt wurden.
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mga = 0.005

=38
ﬁ Nconf <$¢> Xdis g?CD L3 XL T
5.100 | 1125 | 2.257 (6) | 12.98 (54) | 1.0050 (2) | 0.0158 (9) | 0.031 (2)| 5
5.200 | 925 | 2.144 (8) | 11.81(195) | 1.0049 (8) | 0.0210(13) | 0.050 (7) | 9
5.300 | 1175 | 1.655 (7) | 11.79(114) | 1.0085 (9) | 0.2712(43) | 0.184(33) | 31
5.350 | 900 | 1.556 (9) | 11.93 (78) | 1.0096 (6) | 0.3042(48) | 0.213(56) | 38
5.400 | 1050 | 1.426 (9) | 12.26 (82) | 1.0117 (8) | 0.3350(33) | 0.137(22) | 50
5.450 | 1100 | 1.315 (6) | 12.18(115) | 1.0138 (13) | 0.3482(23) | 0.124(22) | 21
5.500 | 1925 | 1.216(10) | 15.19(109) | 1.0197 (14) | 0.3696(30) | 0.146(17) | 34
5.550 | 1325 | 1.087(14) | 15.70(191) | 1.0255 (34) | 0.3860(18) | 0.112 (8) | 101
5.600 | 1875 | 0.977(10) | 17.50(138) | 1.0351 (29) | 0.3989(13) | 0.100 (8) | 38
5.650 | 1625 | 0.834(14) | 22.11(213) | 1.0609 (56) | 0.4116(17) | 0.103(17) | 43
5.700 | 1825 | 0.700 (9) | 20.34 (99) | 1.0783 (50) | 0.4219(16) | 0.097(10) | 51
5.750 | 2200 | 0.562 (9) | 21.71(153) | 1.1297(111) | 0.4347 (9) | 0.141(41) | 32
5.800 | 1975 | 0.454(13) | 20.77(173) | 1.1950(115) | 0.4391(15) | 0.122(21) | 45
5.850 | 1200 | 0.347 (6) | 11.54(106) | 1.1936(228) | 0.4468(17) | 0.076 (9) | 12
5.000 | 1975 | 0.266 (5) | 5.59 (59) | 1.1663(177) | 0.4534(18) | 0.085 (8) | 20

N, =12
5.700 | 400 | 0.705 (8) | 15.94(202) | 1.0185 (24) [ 0.4224(15) | 0.097(14) | 14
5.800 | 725 | 0.460 (7) | 15.69(161) | 1.0424 (35) | 0.4408(13) | 0.109(17) | 42

N, =16
5.600 | 400 [ 0.973 (7) | 14.61(215) | 1.0038 (6) | 0.3983(19) | 0.198(56) | 47
5.800 | 400 | 0.456 (6) | 16.67(433) | 1.0196 (51) | 0.4383(11) | 0.105(26) | 17




mga = 0.01

N, =8
6 Nconf <E1/1> Xdis g?CD T
5.100 | 1475 | 2.2491 (27) | 5.17 (26) | 1.0020 (1) 6
5.200 | 1000 | 2.1577 (32) | 4.81 (22) | 1.0020 (1) 10
5.300 | 1500 | 1.6975(140) | 9.94(115) | 1.0067 (8) 195
5.350 | 2000 | 15871 (85) | 7.16(100) | 1.0055 (8) 157
5.400 | 1500 | 1.4865 (80) | 9.92(115) | 1.0086(10) 30
5.450 | 2000 | 1.3942 (81) | 7.99 (90) | 1.0080 (9) 92
5.500 | 2000 | 1.2875 (56) | 10.36 (82) | 1.0120(10) 30
5.550 | 1975 | 1.1954(103) | 9.18(132) | 1.0126(18) 70
5.600 | 2000 | 1.0487(103) | 10.17 (97) | 1.0177(18) 61
¥5.650 | 2500 | 0.9531 (44) | 10.50 (56) | 1.0223(14) 35
¥5.700 | 7600 | 0.8510 (79) | 14.26 (73) | 1.0384(19) 55
¥5.750 | 4500 | 0.7447 (59) | 14.03 (61) | 1.0477(23) 65
*5.800 | 3000 | 0.6315 (84) | 11.35(120) | 1.0554(56) 25
5.850 | 1075 | 0.5561 (89) | 11.05(140) | 1.0718(75) 54
*5.900 | 2050 | 0.4739 (59) | 9.74 (99) | 1.0869(98) 30
*6.200 | 2500 | 0.2300 (21) | 1.14 (17) | 1.0445(64) 20
6.500 | 2250 | 0.1525 (6) | 0.14 (1) | 1.0123 (4) 16

N, =12
5100 | 850 | 2.254 (2)| 5.20 (43)[1.0006 (1) 5
5.600 | 925 | 1.058 (7)| 7.35(169) | 1.0038 (9) 55
5.650 | 175| 0.935 (7)| 9.05(122) | 1.0058 (8) 14
5.700 | 1450 | 0.838 (6) | 10.39(161) | 1.0082(14) 60
5.750 | 1450 | 0.745 (5) | 10.49(192) | 1.0112(20) 61
5.800 | 1200 | 0.615 (7) | 11.34(204) | 1.0168(32) 61
5.850 | 1500 | 0.562 (8) | 10.90(175) | 1.0210(36) 59
5.000 | 1500 | 0.472 (6) | 7.37(121) | 1.0195(31) 149

N, =16
5.600 | 575 ] 1.0395 (57) | 9.89(239) [ 1.0022 () 14
5.700 | 550 | 0.8301 (72) | 12.57(347) | 1.0043(12) 4
5.800 | 1500 | 0.6329 (68) | 16.29(328) | 1.0097(20) 103
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W L3 T
Tt ) 0.0155(10) 7
5.100 | 1250 | 2.2496 (26) gl i
¥5.200 | 2000 | 2.1793 (36) gt 10
¥5.220 | 2000 | 2.1473 (75) DN 00
¥5.240 | 4000 | 2.0884 (48) P Az
¥5.250 | 4000 | 2.0730 (43) Qe 150
¥5.260 | 4050 | 1.8666(112) g 10
¥5.280 | 5000 | 1.7977(109) gl 50
¥5.300 | 4000 | 1.7377(103) bt i
¥5.350 | 4000 | 1.6641 (54) EEZCD iz
¥5.400 | 4200 | 1.5524 (44) EIED 5
5.450 | 1975 | 1.4717 (68) EEIED) e
¥5.500 | 4600 | 1.3802 (66) gaticy e
5.550 | 2000 | 1.2909 (50) TR “
5.600 | 2000 | 1.2049 (52) e oL
5.650 | 1800 | 1.1247 (31) )0 o
*5.700 | 5000 | 1.0409 (49) T2 (0 >
*5.750 | 6000 | 0.9566 (45) 120611 o
*5.800 | 5600 | 0.8728 (48) LI i
¥5.850 | 4000 | 0.7938 (43) b iz
¥5.900 | 4050 | 0.7174 (53) g -
¥6.200 | 1000 | 0.4382 (32) Eaen &
¥6.500 | 2000 | 0.2999 (7)
0.0087 (5) 16
5100 | 1200 | 2.245 (1) RN 6
5.600 | 2650 | 1.207 (3) T3836(13) >
5.625 | 1700 | 1.169 (4) )y e
5.650 | 3250 | 1.109 (7) )i 1
5.675 | 1975 | 1.087 (5) Rt s
5700 | 3200 | 1.037 (5) U o7
5725 | 2000 | 1.001 (3) o o 2
5.750 | 2050 | 0.944 (7) 1206 o
5.800 | 2100 | 0.871 (5) gt 56
5.850 | 2025 | 0.800 (6) T 1395(20) >
5.900 | 2025 | 0.724 (5)
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mga = 0.02
No
ﬁ Nconf <¢¢> Xdis L3 T
¥5.200 | 1760 | 2.1574(13) | 4.13 (14 0.0065 (3 34
*5.250 | 2500 | 2.0890(65) | 10.84(53 0.0099 (9 262
*5.400 | 1200 | 1.5661(19) | 4.72 (5 0.3119 (6 30
5.550 | 1700 | 1.3012(32) | 4.59 (63 0.3662(11 83
5.600 | 1725 | 1.2171(48) | 6.98(190 0.3760(17 125
5.625 | 1750 | 1.1681(27) | 4.80 (69 0.3850(15 81
5.650 | 1750 | 1.1181(31) | 5.16 (73 0.3903 (7 126
5.675 | 1700 | 1.0748(22) | 4.41 (7 0.3996 (6 A7
*5.700 | 1600 | 1.0374(34) | 7.36 (9 0.4022 (6 44
5.750 | 1425 | 0.9647(26) | 5.96(10 0.4087(11 45
*5.800 | 1800 | 0.8738(22) | 6.80 (6 0.4225 (6 46
*5.900 | 1800 | 0.7277(28) | 6.16 (8 0.4350 (7 42
*6.000 | 1000 | 0.6059(21) | 5.11 (4 0.4480 (9 30
*6.200 800 | 0.4324(15) | 2.03 (2 0.4691 (9 10
¥6.500 | 400 | 0.2987( 6) | 0.52 ( 0.4914 (6 8
mga = 0.03
N, =
ﬁ Nconf <¢@/}> Xdis LS T
5.100 | 1450 | 2.251 (3) | 1.97 (13) 0.0175 (5) 26
5.200 | 975 | 2.179 (5) | 2.17 (19) 0.0188(13) 75
5.300 | 1725 | 1.785(12) | 5.83(135) 0.2477(78) 148
5.350 | 1075 | 1.698 (8) | 4.67 (87) 0.2782(40) 83
5.400 | 1750 | 1.614 (8) | 3.97 (42) 0.3084(51) 95
5.450 | 2000 | 1.561 (7) | 4.30 (53) 0.3152(39) 96
5.500 | 1975 | 1.471 (8) | 4.04 (67) 0.3355(44) 114
5.550 | 2000 | 1.390 (7) | 4.14 (38) 0.3550(21) 40
5.600 | 1725 | 1.304 (7) | 4.94 (65) 0.3710(19) 75
5.650 | 2000 | 1.248 (6) | 4.27 (41) 0.3748(31) 61
5.700 | 1975 | 1.156 (5) | 5.79 (57) 0.3948(17) 31
5.750 | 1950 | 1.090 (5) | 4.38 (25) 0.4039(16) 32
¥5.800 | 1000 | 1.012 (5) | 4.94 (38) 0.4171(20) 20
5.850 | 2000 | 0.957 (6) | 5.11 (64) 0.4203(23) 43
5.900 | 2307 | 0.883 (4) | 4.33 (17) 0.4304(13) 21
¥6.200 | 1000 | 0.605 (4) | 3.19 (47) 0.4635(17) 20
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Nconf

5.100

1250

14

*5.200

2500

160

*5.220

3000

30

*5.240

2500

100

*5.260

3000

250

*5.270

2200

105

*5.280

7000

1180

*5.300

5000

180

*5.350

5000

135

*5.400

5000

180

5.450

2000

99

*5.500

2000

70

9.550

2000

63

2.600

2000

o6

5.650

2000

42

*5.700

3000

30

*5.750

6200

50

*5.800

2000

65

*5.850

2000

25

*5.900

4300

95

*6.200

2300

45

*6.500

5000

35

5.100

2200

92

5.700

1975

38

2.800

2225

46

2.900

2200

o6

* 5.250

800

50

*5.400

1000

118

*5.700

600

26

*6.200

600

32
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Nconf

5.100

1450

o8

2.200

1000

79

2.300

1975

186

*5.330

2000

95

*5.350

9950

110

*5.370

5900

170

*5.400

4000

90

*5.500

4600

70

2.550

2000

36

2.600

2000

54

9.650

2000

o6

5.700

5065

63

2.750

1975

30

*5.800

3000

35

5.850

1950

38

5.900

1975

34

*6.200

2000

15

*6.500

2000

20
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mga = 0.06

N, =8
6 Nconf <E¢> Xdis QTQCD L3 XL T
5.100 | 1250 | 2.261(2) | 0.87 (4) | 1.0003(1) | 0.0144 (8) |0.027 (4) | 2I
5.200 | 975 | 2.188(2) | 0.92 (6) | 1.0004(1) | 0.0183(15) | 0.050(13) | 26
5.300 | 1500 | 1.933(9) | 3.00(69) | 1.0016(4) | 0.1856(71) | 0.392(89) | 145
5.400 | 1975 | 1.734(5) | 2.03(17) | 1.0013(1) | 0.2824(43) | 0.225(38) | 63
5.450 | 1950 | 1.668(5) | 2.49(18) | 1.0017(1) | 0.3042(42) | 0.238(43) | 93
5.500 | 1975 | 1.623(4) | 2.04(21) | 1.0015(2) | 0.3149(44) | 0.215(51) | 37
5.550 | 1950 | 1.556(5) | 2.33(38) | 1.0010(3) | 0.3371(31) | 0.166(13) | 148
5.600 | 2225 | 1.510(5) | 2.68(32) | 1.0023(3) | 0.3437(24) | 0.192(25) | 85
5.650 | 1950 | 1.452(4) | 2.82(28) | 1.0026(3) | 0.3620(21) | 0.168(22) | 42
5.700 | 5126 | 1.391(3) | 2.57(13) | 1.0026(1) | 0.3727(12) | 0.133 (9) | 51
5.750 | 1975 | 1.338(4) | 2.32(22) | 1.0025(2) | 0.3815(23) | 0.143(12) | 36
5.800 | 4580 | 1.201(4) | 2.70(26) | 1.0032(3) | 0.3909(15) | 0.134 (9) | 149
5.850 | 2225 | 1.245(3) | 2.68(19) | 1.0034(2) | 0.4012(11) | 0.109(12) | 27
5.900 | 4492 | 1.193(2) | 2.60(19) | 1.0036(3) | 0.4093(12) | 0.134(16) | 39
6.200 | 4200 | 0.938(2) | 2.07 (5) | 1.0046(1) | 0.4505(10) | 0.106 (5) | 24
6.500 | 2000 | 0.751(1) | 1.15 (9) | 1.0040(3) | 0.4805 (7) | 0.077 (8) | 27

N, = 12
5.700 | 2175 | 1.399(3) [ 2.63(36) | 1.0008(1) | 0.3665(17) | 0.155(20) | 80
5.800 | 2175 | 1.205(1) | 2.48(17) | 1.0009(1) | 0.3901 (7) | 0.100 (9) | 32
5.900 | 2225 | 1.193(2) | 2.38(15) | 1.0010(1) | 0.4100(12) | 0.133(20) | 30
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mga = 0.08
N, =8
ﬁ Nconf <E¢> Xdis grQCD L3 XL T
5.100 | 1425 | 2.258 (1) | 0.73 (5) | 1.0003(1) [ 0.0161 (10) | 0.044 (4)| 28
¥5.200 | 1000 | 2.204 (4) | 1.43 (17) | 1.0006(1) | 0.0168 (9) | 0.038 (4) | 35
¥5.260 | 3000 | 2.137 (3) | 1.33 (18) | 1.0006(1) | 0.0226 (13) | 0.080 (15) | 135
¥5.280 | 3300 | 2.095 (5) | 1.57 (14) | 1.0007(1) | 0.0316 (26) | 0.133 (15) | 205
£5.300 | 7000 | 2.050(15) | 6.05(173) | 1.0027(8) | 0.0629(171) | 1.760(631) | 1065
¥5.320 | 5000 | 1.940 (3) | 2.04 (37) | 1.0015(2) | 0.1816 (83) | 0.695(113) | 460
*5.350 | 3000 | 1.873 (6) | 2.31 (26) | 1.0013(2) | 0.2304 (56) | 0.381 (87) | 210
¥5.400 | 3000 | 1.812 (5) | 2.10 (28) | 1.0013(2) | 0.2530 (46) | 0.204 (49) | 190
5.450 | 2000 | 1.748 (3) | 1.76 (18) | 1.0011(1) | 0.2873 (31) | 0.174 (15) | 42
¥5.500 | 3000 | 1.690 (5) | 2.08 (19) | 1.0014(1) | 0.3029 (42) | 0.232 (31) | 65
5.550 | 2000 | 1.644 (3) | 1.89 (20) | 1.0014(1) | 0.3184 (30) | 0.223 (53) | 42
5.600 | 1950 | 1.595 (3) | 1.86 (13) | 1.0014(1) | 0.3328 (17) | 0.137 (15) | 48
5.650 | 2000 | 1.541 (5) | 2.07 (20) | 1.0017(2) | 0.3486 (27) | 0.176 (15) | 131
5.700 | 2250 | 1.495 (2) | 1.73 (11) | 1.0015(1) | 0.3593 (12) | 0.137 (22) | 19
5.750 | 2250 | 1.454 (3) | 1.97 (15) | 1.00I8(1) | 0.3677 (16) | 0.128 (11) | 44
¥5.800 | 3000 | 1.403 (3) | 2.18 (23) | 1.0022(2) | 0.3800 (15) | 0.126 (11) | 35
¥5.850 | 3000 | 1.357 (4) | 2.09 (21) | 1.0022(2) | 0.3922 (23) [0.137 (9) | 60
¥5.900 | 3000 | 1.315 (3) | 2.19 (20) | 1.0025(2) | 0.4018 (15) | 0.117 (10) | 40
¥5.950 | 3000 | 1.281 (3) | 2.20 (17) | 1.0026(2) | 0.4037 (23) | 0.145 (15)| 50
¥6.000 | 3000 | 1.238 (2) | 2.07 (9) | 1.0026(1) | 0.4136 (14) | 0.133 (13)| 30
¥6.200 | 3000 | 1.098 (2) | 154 (6) | 1.0025(1) | 0.4392 (20) | 0.125 (15)| 20
¥6.500 | 3000 | 0.914 (2) | L.15 (5) | 1.0027(1) | 0.4763 (11) | 0.092 (6) | 25
N, =12
5.700 | 2475 | 1.494 (2) | 1.84 (20) | 1.0005(1) [ 0.3588 (13) [0.130 (14) ] 73
5.800 | 2425 | 1.407 (2) | 1.90 (16) | 1.0006(1) | 0.3790 (15) | 0.153 (27) | 73
5.000 | 2475 | 1.322 (2) | 2.04 (22) | 1.0007(1) | 0.3964 (12) | 0.131 (17)| 48
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Nconf

5.100

1725

81

5.200

1500

0.0156 (
0.0181 (1

92

5.300

975

0.0294 (28

94

*5.330

11000

0.0848(

1510

*5.350

4200

0.1880

185

*5.360

10000

0.2180 (49

395

*5.370

6950

0.2305

140

*5.385

15000

0.2393

170

*5.400

13200

0.2490

200

* 5.425

12000

0.2610

140

*5.450

6950

0.2651

145

*5.500

6000

60

* 5.550

6000

0.3086

35

*5.600

5600

0.3219

50

*5.650

6000

0.3347

30

*5.700

5600

0.3497
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*5.750

6000

0.3576

40
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5600
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20
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)
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0.3663 (10)

39
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