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Kapitel 1

Einleitung

Neben der Losung linearer Gleichungssysteme ist die zweite zentrale Auf-
gabenstellung der numerischen linearen Algebra die Losung des linearen
Eigenwertproblems

Az = Az, (1.1)

dabei ist A € CV*V eine vorgegebene quadratische Matrix, zu der eine Zahl
A € C und ein nicht trivialer Vektor z € CV gesucht wird. Da sich die
Eigenwerte A von (1.1) im Allgemeinen nicht direkt, d.h. nicht in endlich
vielen Schritten, berechnen lassen, denn sie sind Nullstellen des charakteri-
stischen Polynoms ¥ (\) = det(A] — A) von A, miissen Eigenwertmethoden
einen iterativen Charakter haben.

Wir unterscheiden zwischen groflen und kleinen Matrizen. Dabei wird
eine Matrix als klein betrachtet, falls es moglich ist, den ganzen zweidimen-
sionalen Array in den Arbeitsspeicher eines Computer zu schreiben, ohne
dass besondere Speichertechniken verwendet werden miissen. Andernfalls
heifit eine Matrix grofs. Zur Berechnung der Eigenpaare von kleinen Matri-
zen sind beispielsweise das QR-Verfahren oder das Diagonalisierungsverfah-
ren von Jacobi geeignet. Fiir grofle, diinnbesetzte Matrizen kénnen aufgrund
der Restriktion beziiglich des Arbeitsspeichers diese Verfahren in der Regel
nicht verwendet werden. Stattdessen werden Reduktionsalgorithmen bzw.
Unterraummethoden benutzt. Das soll heiflen, dass die Matrix A auf eine
kleinere Matrix reduziert wird, fiir die das Eigenwertproblem dann mit den
zuvor erwiahnten Methoden bearbeitet werden kann. Bei der Reduktion von
A auf eine kleinere Matrix wird (in der Regel vermoge der Potenzmethode)
eine Basis eines Unterraumes erzeugt, aus dem dann die Eigenvektorappro-
ximationen stammen. Und ein Unterraumverfahren ist iterativ in dem Sinne,
dass man die Basis des Unterraums sukzessive vergrofiert.

Fiir symmetrische Matrizen hat der Lanczosalgorithmus, der also zu den
Unterraumverfahren zu zéhlen ist, sehr schéne theoretische Eigenschaften:
er erzeugt sofort eine orthonormale Basis eines Krylowunterraumes, der Al-
gorithmus hat eine kurze, aus drei Termen bestehende Rekursion, es wird
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4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

eine tridiagonale Matrix erzeugt und - sofern man nur an Eigenwertapproxi-
mationen, nicht aber an Eigenvektoren, interessiert ist - es miissen in jedem
Schritt nur zwei schon berechnete Lanczosvektoren gespeichert werden. Die
Approximationen an die Eigenpaare von A heiflen Ritzwerte und Ritzvek-
toren und darunter verstehen wir folgendes: Ist K ein Untervektorraum von
RN (bzw. CV), dann heiBt 6 € C ein Ritzwert von A und z € K, z # 0, ein
Ritzvektor, falls

Az —60z L K (1.2)

gilt. Es wird dann (0, z) auch Ritzpaar genannt.

In dieser Arbeit beschiftigen wir uns mit Problemen, die entstehen, wenn
der einfache Lanczosalgorithmus auf einem Computer implementiert, also in
endlicher Arithmetik ausgefiihrt wird. Insbesondere geht die Orthogonalitét
unter den Lanczosvektoren aufgrund von Rundungsfehlern sehr schnell ver-
loren.

In Kapitel 2 beschreiben wir kurz den einfachen Lanczosalgorithmus so-
wie seine Eigenschaften in exakter und endlicher Arithmetik. C. Paige leitete
in der Arbeit [23] die mittlerweile bekannte Formel (2.13) her, die erstmals
einen Zusammenhang zwischen dem Orthogonalitétsverlust und der Kon-
vergenz von Ritzpaaren herstellte; wir zitieren in Abschnitt 2.3 die fiir un-
sere Arbeit relevanten Ergebnisse der Fehleranalyse von Paige. In endlicher
Arithmetik kann - und wird es meistens - vorkommen, dass der Lanczosal-
gorithmus wegen des erwdhnten Orthogonalitéitsverlustes nicht nach d < N
Schritten stoppt. Er erzeugt eine Folge von Tridiagonalmatrizen, deren Ei-
genwerte die Ritzwerte sind. Und obwohl die Orthogonalitétsbedingung aus
der Definition (1.2) der Ritzpaare bei Rechnungen in endlicher Arithmetik
nicht mehr erfiillt sein muf}, werden wir trotzdem immer den Begriff Ritz-
wert bzw. Ritzwert fiir die entsprechenden Gréflen benutzen. Numerisch ist
es so, dass sich Ritzwerte um Eigenwerte von A clustern. Wir analysieren
in Abschnitt 2.4 das Konvergenzverhalten von Ritzpaaren in einem Cluster
anhand einer Kennzahl fiir das Residuum. Wir kénnen die in [38] gedufer-
te Vermutung beweisen, dass alle Ritzpaare, die zu einem Cluster gehoren,
der einen Eigenwert approximiert, gute Ndherungen an die Eigenpaare von
A sind. Die einzige Ausnahme tritt auf, falls die Clustergréfie, das ist die
Anzahl der zu einem Cluster gehorenden Ritzwerte, alternierend ist. Hier
gilt es dann die geraden und ungeraden Iterationsschritte des Lanczosalgo-
rithmus zu unterscheiden. Fiir diesen Ausnahmefall wird ein Gegenbeispiel
konstruiert.

Aus den Ergebnissen folgt dann auch, dass jeder Cluster von Ritzwerten
stabilisiert ist, d.h. er kann sich nur in der Néhe eines Eigenwertes bilden:
je mehr Ritzwerte in dem Cluster sind, desto priziser mufl die beste Appro-
ximation an den Eigenwert sein.



Aus den Eigenpaaren von A und dem Startvektor des Lanczosalgorith-
mus definiert sich eine Gewichtsfunktion m(\) bzw. ein Riemann-Stieltjes
Integral

N
/ FOdm) ==Y mifOg), (1.3)
j=1

wobei \j, 1 < j < N, die Eigenwerte von A sind, und die Gewichte m; erge-
ben sich aus dem Startvektor des Lanczosalgorithmus bzw. des cg-Verfahrens
und den zugehorigen Eigenvektoren wu;. Der Lanczosalgorithmus bzw. das
cg-Verfahren berechnet implizit eine Folge von Gauflquadraturapproxima-
tionen an das Integral (1.3), d.h. Gewichtsfunktionen m () (\). Es stellt sich
daher folgende Frage: Wenn es im k-ten Schritt des Lanczosalgorithmus
einen einfachen Ritzwert Hj(k) gibt, der einen einfachen Eigenwert A, hinrei-
chend gut approximiert, nehmen dann die beiden Gewichtsfunktionen m(\)

und m®*) (\) dort ungefihr den gleichen Wert an? Ist das zum Ritzwert 9;19)

gehorende Gewicht mg-k) ungefihr gleich m,.? In endlicher Arithmetik bil-

den sich eventuell Cluster von Ritzwerten. Wird also A, von einem Cluster
approximiert, so beobachtet man numerisch, dass dann die Summe der Ge-
wichte, die zu den Ritzwerten im Cluster gehoren, ebenfalls ungefdhr gleich
m,. ist.

Wir kénnen im dritten Kapitel diese Stabilisierung der Gewichte sowohl
in exakter als auch in endlicher Arithmetik nachweisen. Das ist auch deshalb
interessant, da sich die Fehler im cg-Verfahren durch Gaufiquadraturappro-
ximationen an (1.3) darstellen lassen (siehe [40]) und sich eventuell so die
Konvergenzverzogerung des cg-Verfahrens beim Rechnen mit Rundungsfeh-
lern erklaren laf3t.

Nachdem wir in den Kapiteln 2 und 3 die in [38] formulierten, offe-
nen Fragen zur Konvergenzanalyse des Lanczosalgorithmus gelost haben,
beschéftigen wir uns in Kapitel 4 mit dem von Elsner und Bunse-Gerstner
entwickelten unitidren Lanczos-dhnlichen Algorithmus. Denn durch die Cay-
leytransformation besteht ein enger Zusammenhang zwischen den hermite-
schen und unitéren Matrizen: Das Bild einer hermiteschen (symmetrischen)
Matrix unter der Cayleytransformation ist eine unitdre Matrix. Implemen-
tiert man diesen Algorithmus, indem die auftretenden Unterraumbasen mit
dem Gram-Schmidt Verfahren orthogonalisiert werden, so zeigt der unitére
Lanczos-dhnliche Algorithmus in endlicher Arithmetik ein #hnliches Ver-
halten wie der symmetrische Lanczosalgorithmus, d.h. sehr rascher Ortho-
gonalitédtsverlust der Vektoren der berechneten Unterraumbasis und damit
einhergehend das Clustern von Ritzwerten um Eigenwerte. Zu den Analo-
gien z#hlt insbesondere auch - wie wir zeigen werden - die Berechenbarkeit
der Residuen nur aus Gréflen des kleinen Eigenwertproblems. Wir fithren
zudem eine detaillierte Rundungsfehleranalyse durch und weisen analog zu
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(2.13) nach, dass der Orthogonalitéitsverlust auch hier die Konvergenz von
Ritzpaaren nach sich zieht.

Notationen und arithmetisches Modell
Mit R wird die Menge der reellen Zahlen und mit C die der komplexen

Zahlen bezeichnet. Fiir reelle Zahlen = wird mit [z] die grofite ganze Zahl, die
kleiner oder gleich x ist, bezeichnet. Zu einer komplexen Zahl w € C stellt
w € C die konjugiert komplexe Zahl dar, |w| den Betrag von w und mit R(w)
sowie ¥(w) werden Real- und Imaginirteil von w bezeichnet. Mit Iy, wird die
k x k Einheitsmatrix bezeichnet, wobei der Index k weggelassen wird, falls
die Dimension aus dem Kontext heraus klar sein sollte. Mit dem * werden
transponierte Matrizen bzw. Vektoren mit konjugiert komplexen Eintrdgen
gekennzeichnet, d.h. zu B € CN*M ist B* € CM*N und es gilt (B*);; =
(B);,i- Als Symbol fiir die Menge der Eigenwerte einer quadratischen Matrix
A wird A(A) verwendet. Ferner stellt || -|| fiir Vektoren die euklidische Norm
und fiir Matrizen die Spektralnorm dar. Ist A eine symmetrische und positiv
definite Matrix, so wird mit ||-||4 die Energie- bzw. A-Norm fiir Vektoren x
bezeichnet, es gilt ||z||l4 = Va*Az. Die jte Spalte der Einheitsmatrix wird
mit e; bezeichnet und wir benutzen den Vektor

N

e:Zej: (1,1,...,1)* e RV,
j=1

Als Symbol fiir den Grad eines Polynoms p benutzen wird degp. Die iibri-
gen Bezeichnungen werden im Zusammenhang gegeben sobald sie benotigt
werden.

Wir legen das Standardmodell der Gleitkommaarithmetik (vgl. [18] S.
39 ff) zu Grunde: Mit e sei die Maschinengenauigkeit bezeichnet und mit
fl(-) der Gleitkommaoperator. Fiir die Grundrechenarten in Gleitkommaa-
rithmetik! gilt

(z op y)

1+ 69 (1'4)

fl{x op y) = (z op y)(1 +61) =

mit ‘51’7 ’52‘ S € und op € {+7 _7/7*7 \/}

'Fiir weitere Details siche Anhang A.



Kapitel 2

Symmetrischer
Lanczosalgorithmus

In diesem Kapitel untersuchen wir das Konvergenzverhalten von Ritzpaa-
ren beim Lanczosalgorithmus, wenn sich Ritzwerte clustern. Dabei werden
so genannte Eigenvektor-Eigenwert Identitéiten fiir symmetrische Tridiago-
nalmatrizen ausgenutzt. Derartige Relationen sind nicht nur fiir symmetri-
sche Tridiagonalmatrizen bekannt. Beispielsweise werden in [9] zum einen
Eigenvektor-Eigenwert Beziehungen fiir das allgemeine Eigenwertproblem
hergeleitet und zum anderen werden auch stetige Analoga dieser Relatio-
nen im Kontext von Sturm-Liouvill’schen Differentialgleichungen aufgezeigt.
Solche Formeln finden sich fiir (obere) Hessenbergmatrizen auch in [11] und
[46], wo das Rundungsfehlerverhalten von Krylowunterraumverfahren mit
Hilfe der Eigenvektor-Eigenwert Relationen betrachtet wird.

Bei unserer hier vorgenommenen Analyse untersuchen wir eine Kennzahl
k,j (die genaue Definition findet sich in (2.7)). In verschiedenen Arbeiten, in
denen man sich mit Clustern von Eigenwerten bei (symmetrischen) Tridia-
gonalmatrizen beschéftigt hat, hat dieser Ausdruck grofie Aufmerksamkeit
erfahren. In [45] bestimmt Ye mit Hilfe dieser Groe (und einer dazu ana-
logen) Untermatrizen einer Tridiagonalmatrix, die einen Eigenwertcluster
hat, so, dass diese Untermatrizen nach Moglichkeit einen Eigenwert besit-
zen, der in bzw. sehr dicht bei dem Cluster liegt: dazu miissen die erwdhnten
Kennzahlen klein sein.

Ahnlich vorgehend entwickelt Parlett in [29] eine Methode zur Berech-
nung der zu einem Cluster von zwei (oder mehreren) Eigenwerten einer
symmetrischen Tridiagonalmatrix gehérenden orthogonalen Eigenvektoren:
die Figenvektoren werden aus denen geeigneter Untermatrizen zusammen-
gesetzt, wobei geeignet bedeutet, dass die entsprechenden Kennzahlen dy ;
hinreichend klein sind.

Uberdies bezeichnet Parlett in [27] beim Lanczosalgorithmus einen Index
k, fiir den oy ; ein lokales Minimum besitzt, als Point of Discovery. Dies im
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8 KAPITEL 2. SYMMETRISCHER LANCZOSALGORITHMUS

Zusammenhang mit der so genannten Misconvergence, worunter folgendes
verstanden wird: Hat die Matrix A einen Cluster von Eigenwerten (nicht zu
verwechseln mit einem Cluster von Ritzwerten), so kann es passieren, dass
ein Ritzwert fiir mehrere Iterationsschritte in der Mitte der beiden Eigenwer-
te stagniert, bevor ein weiterer Ritzwert auftaucht, so dass beide Eigenwerte
approximiert werden. Nimmt ¢y ; fiir den stagnierenden Ritzwert ein loka-
les Minimum an, so nennt Parlett diesen Index k eben Point of Disvocery.
Aber hier ist Vorsicht geboten, denn anders als in [27] behauptet, mufl das
Konvergenzverhalten anschlieend nicht wieder routineméflig verlaufen, wie
wir anhand von Beispiel (2.22) sehen werden (vgl. dazu auch Tabelle 1).

Schlielich benutzt Greenbaum in [16] in ihrer Riickwirtsanalyse des
Lanczosalgorithmus die Gréfle dy, j, um konvergente und nicht konvergierte
Cluster von Ritzwerten zu unterscheiden. Wir werden im folgenden auch
sehen, dass diese Unterscheidung nicht notwendig ist.

2.1 Tridiagonalisierung

Es sei A € RV*N eine symmetrische Matrix mit einfachen Eigenwerten \;
und Eigenvektoren u;: Au; = A\juj, 1 < 7 < N, mit uwjuj = 1 und die
FEigenwerte seien in aufsteigender Reihenfolge sortiert:

A=UAU"

A=diag(M\,...,AN), A <X <...<An.

Angenommen, wir haben eine Jacobimatrix '€ RN*N_ d.h. T ist tridiago-
nal, symmetrisch und besitzt nur strikt positive Subdiagonalelemente:

a1 o

Pa az [
BN

BN an |

sowie eine orthonormale Matrix (), so dass
A=QTQ* (2.2)
gilt. Zur Frage der Eindeutigkeit von (2.2) haben wir

Satz 2.1 ([26] S.113) Es gelte (2.2) mit orthonormaler Matriz Q und ei-
ner Jacobimatriz T gemdfy (2.1). Dann werden T und Q eindeutig durch A
und g1 = Qeq bestimmit.

Der Beweis dieses Satzes liefert, indem man spaltenweise (2.2) bzw.
AQ = QT vergleicht, gerade den einfachen Lanczosalgorithmus:
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Algorithmus 2.2 (Einfacher Lanczosalgorithmus) Gegeben q; € RV
mit ¢;q1 =1, gqo = 0 € RY und B = 0 € R, berechnet man nun rekursiv

Fir k=1,2,...
ar = q,(Agk — Brqr—1)
k1 = Aqr — Qe — Brqr—1
Bevr = Gk+ll
Qr+1 = ZZ—E (2.3)

Dieser Algorithmus wiirde in (2.3) zusammenbrechen, wenn i1 = 0 ist;
das bedeutet man stoppt das Verfahren in diesem Fall. Zudem haben wir
den Lanczosalgorithmus hier mit dem Adjektiv einfach versehen, da bei dem
Algorithmus 2.2 weder eine Reorthogonalisierung der Vektoren g; noch eine
explizite oder implizite Restarttechnik benutzt wird (siehe z.B. [36], [44] und
[42] S.391 ff).

2.2 Rayleigh-Ritz Approximationen

Mit der bloflen Tridiagonalisierung einer symmetrischen Matrix hétte man
aber noch nichts gewonnen. Das Ziel ist die Berechnung, d.h. die Approxi-
mation von Eigenwerten und Eigenvektoren. Der Lanczosalgorithmus stellt
das Rayleigh-Ritz Verfahren angewandt auf den Krylowunterraum

,Ck(Aa q) = Span(Q? AQ7 AQQ? oo 7Ak_1Q)

dar. Krylowunterrdume kommen gewissermafien natiirlich ins Spiel, da sie
durch einfache Vektoriteration gebildet werden: Bei groflen und diinn besetz-
ten Matrizen hat man in der Regel nicht die Matrix selbst zur Verfiigung
sondern ein Unterprogramm, so dass man lediglich das Ergebnis einer Mul-
tiplikation der Matrix mit einem Vektor kennt. Dabei besitzen Krylowun-
terrdume auflerdem den Vorteil, eine aufsteigende Fahne von Unterrdumen
zu bilden. Der Lanczosalgorithmus bestimmt sukzessive orthonormale Ba-
sen der Krylowunterrdume K (A, q), ndmlich g1, qo, ..., gk, die so genannte
Lanczosbasis (siehe [26] S. 252 ff.). Mit

Qk = [QL(]Q,- . 'aqk:] S RNXk

werden die Rekursionen des Lanczosalgorithmus durch zwei Matrixgleichun-
gen charakterisiert:

AQr = QiTy + Brt1qr+1ep (2.4)
QiQr = Iy (2.5)



10 KAPITEL 2. SYMMETRISCHER LANCZOSALGORITHMUS

Ein Bild von (2.4):

Tk,

Mit der Rayleigh-Ritz Prozedur werden Eigenpaare aus einem Unter-
raum approximiert, das ist hier also K (A, q1). Dazu wird zunéchst zu die-
sem Unterraum eine orthonormale Basis, beim Lanczosverfahren also @y,
bestimmt. Beziiglich dieser orthonormalen Basis des Unterraumes berech-
net man dann den Rayleighquotienten der Matrix A, das bedeutet hier
T, = Q1 AQy, von dem anschlieflend die Eigenpaare exakt bestimmt werden.
Fiir symmetrische Matrizen hat dieses Verfahren die folgenden Eigenschaf-
ten (vgl. [26] S. 215 ff.):

e Die Ritzwerte sind Rayleighquotienten von A.

e Die Residualmatrix hat minimale Norm, d.h. es gilt Gy = ||AQk —
QrTi|| < ||AQr — Qi Bl| fiir alle B € RF*F,

e Die Ritzpaare sind Eigenpaare der Projektion von A auf den Unter-
raum K (A4, q1).

Wir bezeichnen mit

T, = SkOrSi,  SkSk = SkSk = Ik, (2.6)
die Spektralzerlegung von Tj; S, = [sgk), ol sé,k)] und O = diag(@&k), .. ,9,(:3) )

Dabei numerieren wir auch die Eigenwerte von T}, in aufsteigender Reihen-
folge
o) <o) < .. <o

sind die Nebendiagonalelemente von T}, alle ungleich Null - wie in (2.1) - so

sind diese Ungleichungen strikt. Die Eigenwerte von 7} sind die Rayleigh-
(k)

Ritz Ndherungen an die Eigenwerte von A und zu jedem Ritzwert 6,

(k)

i

gehort

ein Ritzvektor z; ' aus dem Krylowraum Cx(A, q1):

k
2= Qus =Y gsy.
j=1

Tritt im einfachen Lanczosalgorithmus der Fall ein, dass Ox+1 = 0 gilt, so
stellt Kx(A, g1) einen unter A invarianten Unterraum dar, und das bedeutet,
dass die Ritzwerte ng), cees Hl(fk) Eigenwerte von A sind.
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Eine weitere wichtige und hervorzuhebende Eigenschaft des Lanczosal-

gorithmus besteht in der Moglichkeit, das Residuum der Rayleigh-Ritz Ap-
(k) _ g(k) (k)
J o

proximationen ohne groflen Aufwand zu messen, denn aus Tjs ;

und (2.4) folgt
k k k k
HAZJ( )—93( )Z]( )H_— ﬁk 1|S](€J)-’.

Das bedeutet, dass der letzten Zeile der Eigenvektormatrix von T}, also den

Zahlen s,i’? = ez Ske; eine Schliisselrolle zukommt, denn man kann allein aus
Groflen des kleinen Eigenwertproblems fiir T3, die Giite der Ritzapproxima-
tionen beurteilen, ohne die langen Ritzvektoren zj(k) ausrechnen zu miissen.
Wir definieren fiir jedes Ritzpaar im kten Schritt des Lanczosalgorithmus

nun
Ok = Brealsi]. (2.7)

Fiir ein kleines ¢y, ; liegt der Ritzwert pk)

b also in der Nahe eines Eigenwertes
von A. Auflerdem gilt:

Satz 2.3 ([26] S. 222) Sei A € RVXN cine symmetrische Matriz mit ein-
fachen Eigenwerten und y € RN ein Vektor der Linge 1, y*y = 1, und mit
Rayleighquotienten 0 = y*Ay. Es sei o der Eigenwert von A, dessen Ab-
stand zu 0 am kleinsten ist, und der auf euklidische Ldnge eins normierte

Eigenvektor zu « sei z. Auflerdem bezeichnen wir mit v = min |\ — 0|
AeA(A)\{a}

und ¢ = Z(y, z). Dann gilt:

_ _ 2
1sin (¢)] < || Ay — 0y Cla—o0l< 14y — by[|*

Y Y

2.3 Endliche Arithmetik

Werden die Berechnungen von Algorithmus 2.2 in exakter Arithmetik aus-
gefiihrt, so bricht dieser mit einem f; = 0, d < N + 1 in (2.3) ab. Ein
anderes Bild zeichnet sich ab, wenn man den Lanczosalgorithmus auf einem
Computer implementiert und die Rechnungen daher in endlicher Arithme-
tik ausgefiihrt werden. Als erstes beobachtet man, dass die Orthogonalitét
unter den Lanczosvektoren verloren geht, und zwar in der Regel schon nach
wenigen Iterationen (kK < N). Daher ist die Beziehung zwischen der be-
rechneten Matrix T und der gegebenen Matrix A zunéchst nicht klar. Die
Orthogonalitéit unter den Lanczosvektoren geht dabei nicht rein zufillig ver-
loren, das soll heiflen, dass hinter dem Orthogonalitidtsverlust eine gewisse
Struktur steckt, die von C. Paige (siehe [23], [24] und [25]) entdeckt wurde:
Die Konvergenz von Ritzpaaren kann - muf3 aber nicht - den Orthogona-
litdtsverlust unter den Lanczosvektoren nach sich ziehen. Wir werden dies
in Satz 2.4 prézisieren und geben nun die Analyse von C.Paige wieder. An
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die Stelle der Rekursionen (2.4) und (2.5) treten nun

AQr = QiTi+ Brt1qr+1er, + Fi (2.8)
QrQr = Cp+Ar+Cy, (2.9)

wobei C}, eine strikte obere Dreiecksmatrix, d.h. mit Nullen auf der Dia-
gonale, ist und Ay = diag(q7qi, ..., ¢iqr). Wir haben die Notation hier ein
wenig gedndert: Qk, gx+1, Ok+1 und T} sind das Ergebnis von Rechnungen
in Gleitkommaarithmetik. Um das zu verdeutlichen und die Resultate von
denen exakter Rechnungen zu unterscheiden, miisste man sie beispielsweise
mit einem Dach versehen und es wiirden sich (2.8) und (2.9) als

AQr = QiTy + Bri1driicr + Fi
QrQr = Cp+Ar+Cy,

lesen. Darauf haben wir verzichtet, weisen aber darauf hin, dass Qx, gx+1, Br+1
und T} berechnete Gréflen sind. Weiterhin wird im Nachfolgenden - wie auch

schon bei Paige [23] - angenommen, dass das kleine Eigenwertproblem fiir T,

(bzw. T},) exakt geldst wird, dass also (2.6) auch fiir die berechnete Jacobi-

matrix gilt. Die Maschinengenauigkeit wird mit € und die maximale Anzahl

von Nichtnullelementen in den Zeilen von A mit m bezeichnet. Paige defi-

niert die folgenden Vielfachen der Maschinengenauigkeit:

0 =2N+4)e, =2 <7+mll |Hj”| H> )

€2 = V2max{6eg, €1}, = k*5| Al .

Unter der Annahme, dass

e < k(?)E() + 61) <1 (2.10)

Ea
ist und Terme der Ordnung von O(e?) ignorierend, bewies Paige, dass fiir
die Fehlermatrix Fj, € RV** die Abschétzung

|Fl| < V|| Aller.

richtig ist, und dass die Ritzwerte im Wesentlichen von den Eigenwerten von
A eingeschlossen werden:

/\1—77k§9](»k)§)\1v+77k, j=1,... k.

Die in (2.7) definierten Zahlen dy, ; spielen auch beim Rechnen in endlicher
Arithmetik eine wichtige Rolle, denn aus der einfachen Fehlerschranke ([26]
S.69) folgt

k k) _(k
145" - 397

k
B

min |\, — 9§k)| <

1
1<I<N = Z(k)|’(5k,j +VE||Aller). (2.11)
J
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Fiir Ritzvektoren zj(k), deren Norm ungefihr gleich eins ist, folgt aus einem

kleinen dy, ;, dass OJ(-k)

eines berechneten Ritzvektors aber sehr viel kleiner als eins, sz(k)H < 1, s0
kann man anhand eines kleinen 4, ; aus (2.11) diese Schlufifolgerung nicht
ziehen. Es gilt aber

in der Néhe eines Eigenwertes von A liegt. Ist die Norm

Satz 2.4 (Paige, [25]) Fir jeden im kten Schritt des einfachen Lanczo-
salgorithmus berechneten Ritzwert Hj(k) gilt:

min_ [\ — 07| < max{2.5(0; + VEl|Aller), (k + 1)?||Alle2},  (2.12)

(k)
* k ’6" ’ k
Gz =5 17 < KAl (2.13)
J

R

mit (e(’?)> = S (K + Ni)Sk. Dabei ist Ky, das strikte obere Dreieck
U )<t <k k

der schiefsymmetrischen Matriz Fy Qy — QpFy und Ny, ist das strikte obere
Dreieck von ATy, — TipAp.

Damit folgt fiir d;; < 1 aus (2.12) die Konvergenz eines Ritzwertes

9§k) gegen einen Eigenwert A von A unabhingig von der Norm des Ritzvek-
tors. Gleichung (2.13) wird wie folgt interpretiert: Geht die Orthogonalitét
(k)

zwischen ¢x41 und z; verloren, so mufl ¢ ; klein sein und somit appro-

ximiert QJ(-k) einen Eigenwert. Die Umkehrung gilt nicht. Wir wollen noch

darauf hinweisen, dass Paige diesen Zusammenhang durch einen Basiswech-
sel herstellt. Im kten Schritt des einfachen Lanczosalgorithmus in exakter
Arithmetik hat man zwei orthogonale Basen des Krylowraumes Kx(A, q1),
namlich die Lanczosbasis Q; und die Ritzbasis Zp = Q;Sk. Paige mifit mit
(2.13) den Orthogonalitétsverlust zwischen dem zuletzt berechneten Lanc-
zosvektor und den Ritzvektoren.

Das Lanczosphdnomen

Auf einem Computer implementiert wird, wie bereits erwihnt, Algorithmus
2.2 fast nie abbrechen. Man beobachtet, dass, obwohl die Orthogonalitéit
unter den Lanczosvektoren verloren geht, die Ritzvektoren in der Regel sehr
gute Approximationen an die Eigenwerte sind. Weiter findet man eventuell
sehr viele Ritzwerte in einem Radius von O(e||Al|) um den grofiten Eigen-
wert von A, bevor man eine einzige Ritzapproximation an einen Eigenwert
in der Mitte des Spektrums von A findet. Trotzdem werden meistens alle
Eigenwerte unter den Ritzwerten auftauchen. Die einzige (bekannte) Aus-
nahme ist der Fall, wo A eine Diagonalmatrix ist und der Startvektor ¢y
eine Komponente gleich Null hat. Diese Eigenschaft, dass auch in endlicher
Arithmetik alle Eigenwerte gefunden werden, wenn man den Algorithmus
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2.2 nur lange genug laufen 148t, wird als Lanczosphinomen bezeichnet (vgl.
[6] S.102).

Eine Abschétzung fiir den Fehler der berechneten Ritzwerte, die auch
geeignet ist, das Lanczosphdnomen zu erkliren, wurde das erste Mal in [8]
entwickelt:

Satz 2.5 (Theorem 2 in [8]) Es sei ||A|| < 0.9, A, = 0, w'q1 # 0 und
k > 3. Es gelte aufSerdem 9k*®es < 1, k%1 < 0.25v/0.095|ulq1| sowie (2.10),
dann gibt es einen Index 1 < j < k, so dass

2/(k-2)
L((_Lovk 1 (2.14)
2 V6luiqy|

-

gilt.

Die wesentliche Voraussetzung ist dabei, dass der Startvektor ¢ Kom-
ponenten hat, die in Richtung des Eigenvektors u, zeigen. Dann findet der
Lanczosalgorithmus den dazu gehérenden Eigenwert A,.. Die iibrigen Voraus-
setzungen in Satz 2.5 sind technischer Natur und entspringen der Tatsache,
dass im Beweis von den Optimalitétseigenschaften der Tschebyscheffpoly-
nome (siehe z.B. [31] S.73 ff oder [34] S.143) Gebrauch gemacht wird. Da
k'/F fiir k — oo gegen 1 konvergiert, besagt (2.14), dass es mindestens einen
Ritzwert geben wird, der den Eigenwert A, approximiert, sofern nur & grof3
genug ist, d.h. wenn man lange genug iteriert.

Die Aussage 148t sich nun dahingehend interpretieren, dass der einfache
Lanczosalgorithmus alle Eigenwerte findet, denn mit einem geeigneten Shift
# und einer passenden Skalierung o erreicht man, dass fiir A = (A + k1)
die Norm klelner oder gleich 0.9 ist, ||A]| < 0.9 und dass \, = )\ +rk=0
ist. Mit T), = 1 (T}, + kI},) geht die Lanczosrekursion (2.8) in

AQy = QpTi + = (ﬁkﬂ%ﬂ@k + Fy,)

iiber, so dass dann A die Voraussetzungen von Satz 2.5 erfiillt.

2.4 Ritzvektoren und Cluster von Ritzwerten

Die erste Frage, die sich A. Greenbaum und Z. Strakos in [38] gestellt ha-
ben ist die, ob es moglich ist, die GroBe von dy ; wie in (2.7) definiert nur
aus Informationen iiber die Ritzwerte abzuschétzen. Das héitte den Vorteil,
dass man selbst bei der kleinen Eigenwertaufgabe fiir T}, Eigenvektoren erst
dann bestimmen miifite, wenn man weif, dass die Approximationen gut ge-
nug sind. Diese Frage 148t sich zwar positiv beantworten (siche Lemma 5.1,
Lemma 5.2 und Theorem 5.3 in [38]), aber den dort angegebenen Schranken
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haftet der Nachteil an, dass sie im Allgemeinen nicht angewendet werden
kénnen, um festzustellen, ob 6y ; auch fiir alle Ritzwerte in einem Cluster
klein ist oder nicht. Fiir Ritzvektoren finden wir (vgl. [23] S.138)

Lemma 2.6 ([38]) Fir jeden im kten Schritt von Algorithmus 2.2 berech-
neten Ritzvektor z](.k) gilt

Sk + VE||Aller

120 — By, <
min |\, — (9(-k)|
r#i J

J ,J

,  mit §§fcj):ufz(k), 1=1,...N.
(2.15)

Vermutung 2.7 ([38], Strakos, Greenbaum) Fir jeden Ritzwert Gj(k),
der zu einem Cluster von Ritzwerten gehort, wobei der Cluster eine hinrei-
chend grofe Liicke! zu den dibrigen Ritzwerten aufweist, ist Ok,j klein. Das
bedeutet nach Lemma 2.6, dass der zugehdrige Ritzvektor eine gute Appro-
ximation an einen Figenvektor von A darstellt.

AuBlerdem wird in der Arbeit [38] eine Idee fiir eine ober Schranke ge-
geben: Ist 6 der Durchmesser des Clusters und v der minimale Abstand
des Clusters zu den iibrigen Ritzwerten, so vermuten A. Greenbaum und Z.
Strakos, dass 0y ; fiir jeden Ritzwert im Cluster von der Groflenordnung

5
> (2.16)

ist. Diese Vermutung wird gestiitzt durch Experimente mit Matrizen, die
die folgende Eigenwertverteilung haben:

A= 0.1, Ay = 100,

)\,,Z)\l-F]l\/,;_ll()\N—)q)pN_V, v=2,....N—1"~ (2.17)

Es wurde beobachtet, dass bei Anwendung des Lanczosalgorithmus auf der-
artige Matrizen fiir einige Parameterwerte, 0.6 < p < 0.8 (vgl. [38] und
[39]), die Orthogonalitéit unter den Lanczosvektoren sehr schnell verloren
geht. Wir machen ein Experiment aus [38] nach:

Beispiel 2.8 Zu den Parametern N = 24 und p = 0.7 in (2.17) wenden
wir Algorithmus 2.2 mit zufillig gewdhltem Startvektor g1 an und beobachten

den den Figenwert Aog = 100 approzimierenden Cluster aus zwei Ritzwerten
zwischen k =16 und k = 26:

'Wir werden im folgenden ofter die Formulierung hinreichend gut isolierter Cluster
benutzen, worunter verstanden werden soll, dass die Ritzwerte in einem kleinen Intervall
der Lénge d liegen und der Abstand zu den iibrigen Ritz- und Eigenwerten - ist, so dass
0 < vy gilt.
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Bild zu Beispiel 2.8

10 E— T T T
~
— S e} der zweiten
~._ T ket 7 2 5/y)H2
L ~ _  Ritzapproximation ©7y)
\
10-5 L \\\ \
~\
S
SN -
Vo
7/ \ - N
7 /\ ~ N
-10 -7 N
10 - \ oSl
’e - \ i > ~N
- \ /N ~
’ \ ~ -
, ' o T
5|/ \ ! \
10 \ ! \
\ ! \ ' l
\ | \ A !
v \\ /N !
20 \
102} 8, der ersten Vo ) /’ \ //
Ritzapproximation V! \ / \ /
i \ / \ /
Vo \ !
v \ /
1075} v/ \ i
% (-
‘o
Vi
N
30

10 | | | | | | | | |
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

Schritte k des Lanczosalgorithmus

In dem Bild wird mit der punktiert gestrichelten Linie (schwarz) dy, 5, fur
die erste Ritzapproximation und mit der gestrichelten Linie (blau) d, ,—; fiir
die zweite Ritzapproximation dargestellt. Im Vergleich dazu haben wir mit
der durchgezogenen Linie (rot) (2.16) aufgetragen, also die Wurzel aus dem
Abstand der beiden Ritzapproximationen zueinander dividiert durch den
Abstand zu den iibrigen Ritzwerten im kten Schritt. Fiir k£ = 22 waren die
beiden Ritzapproximationen allerdings rechnerisch im Computer identisch
(und daher die Liicke in der roten Linie). Taucht das erste mal eine zweite
Ritzapproximation in der Ndhe von Aoy auf, so ist fiir diese die Zahl 0y 1
grofer als (2.16). Erst nach ein paar weiteren Iterationsschritten fallen beide
Ritznéherungen mit (2.7) unter (2.16).

Beispiel 2.9 Wir betrachten die gleiche Matriz wie im vorherigen Beispiel
und beobachten diesmal den Cluster, der Ao =~ 44.7944 approximiert.

Wir haben wieder mit der punktiert gestrichelten Linie die Gréfe (2.7)
fiir die erste Ritzapproximation und mit der gestrichelten Linie (2.7) fir
die zweite Ritzapproximation aufgetragen; die durchgezogenen Linie stellt
(2.16) dar. Es ergibt sich ein @hnliches Bild: Es dauert eine gewisse Zeit, bis
nach dem Eintreten eines zusétzlichen Ritzwertes in einen Cluster fiir jede
Ritzapproximation schliefllich (2.7) kleiner als (2.16) ist.

FEin Gegenbeispiel
Wir benutzen nun eine spezielle Matrix, mit der wir demonstrieren, dass
Vermutung 2.7 im Allgemeinen nicht richtig ist. Auch zeigt sich, dass die



2.4. RITZVEKTOREN UND CLUSTER VON RITZWERTEN 17

Bild zu Beispiel 2.9
10 T T T T T
%_1 der zweiten
10° Ritzapproximation

Bkj der ersten \

0 Riizapproxwmation

10 | | | | | | | | |
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Schritte k des Lanczosalgorithmus

Grolen d ; - anders als in den vorangegangenen beiden Beispielen - nicht
zwangslaufig nach einer gewissen Zeit unter die in (2.16) angegebene Schran-
ke fallen. Angenommen, wir haben eine Diagonalmatrix

A =diag(Ai,..., N, 0,=Ap, ..., —N) € RAFLAH (2.18)
und Vektoren mit der folgenden Struktur

= (al,ag,...,al,aH_l,—al,—ag,...,—al)*ER”“, (2.19)
z = (by,bo,... b, bis1, b1, bo, ... b)) € R2EFL (2.20)

Dann rechnet man sofort nach, dass

YAy = 2"Az =0

{Ay—z}_{ (ClyveyClyCl1,Cly ey ))” }
Az—y (dl,...,dl,dl+1,—d1,...,—dl)*
gelten. Wenden wir also Algorithmus 2.2 auf eine Matrix der Form (2.18) an

mit einem Startvektor, der die Struktur (2.19) oder (2.20) hat, so erzeugt
dieser Jacobimatrizen T}, deren Diagonaleintrége gleich Null sind:

und

ap=ay=...=qp=0. (2.21)
Und fiir Jacobimatrizen ist (2.21) dquivalent zu

0eAT) = —0¢ecAT),
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o {

impliziert. Fiir unser numerisches Beispiel wihlen wir 4 € R**23 mit Ei-
genwerten

was insbesondere

€ A(Tk)

,k ungerade }
¢ A(Ty)

,k gerade

)\1:100, )\i+1:)\i*0-1 furzzl,lO

A2 =0und Aoy = =X fiiri=1,...,11, (2.22)

Neben den symmetrisch zum Ursprung liegenden Eigenwerten haben wir
auch die Spektralliicke zu Aj2 = 0 grofl gewéhlt, denn man weif}, dass Ritz-
werte um so schneller gegen einen Eigenwert konvergieren, je grofier dessen
Liicke im Spektrum ist (siehe z.B. [26] S.242 ff). Als Startvektor nehmen wir

q = \/%(1, 1,...,1)* € R?? und beobachten den Cluster von Ritzwerten um
)\12 =0.
ko B | 1P sk %
9] 0.5164 | 9.0268 x 10707 - -
10 || 99.4996 | 7.0710 x 1079 | 7.0710 x 107°1 | 9.7023 x 1079
11 || 0.4924 | 4.6849 x 1079 - -
12 | 99.4995 | 7.0710 x 10791 | 7.0710 x 107" | 6.8258 x 10~
13 || 0.4626 | 2.1383 x 10~ - -
14 [ 99.4993 | 7.0710 x 10~°1 | 7.0709 x 10791 | 4.6544 x 10797
15 || 0.4254 | 1.0778 x 10~ 13 - -
16 || 99.4991 | 4.8387 x 1079 | 8.7513 x 10791 | 3.0700 x 10798
17 || 0.3782 | 4.5013 x 1016 - -
18 || 99.4989 | 6.8904 x 1079 | 7.2471 x 1079 | 1.8764 x 10799
19 || 0.3185 | 2.4808 x 10~17 - -
20 || 98.9435 | 9.9589 x 1079 | 9.0499 x 1079 | 2.0156 x 10~10

Tabelle 1

In der zweiten Spalte von Tabelle 1 steht die Norm des jeweils neuen
Lanczosvektors, d.h. Bx11 = ||qe+1]|- In der fiinften Spalte findet sich die
in (2.16) erwihnte Schranke. Fiir k gerade finden sich zwei Ritzwerte, die
A12 = 0 approximieren, und zu denen sich die Betréige der letzten Elemente
der Eigenvektoren von T} in den Spalten 3 und 4 finden. Der Strich signa-
lisiert, dass fiir £ ungerade nur eine Ritzndherung zu A1s vorlag. Man stellt
fest, dass fiir die beiden Ritzapproximationen (wenn also k eine gerade Zahl

j‘y—’; sind. Offensichtlich kann dy

nicht fiir jeden hinreichend gut isolierten Cluster von Ritzwerten proportio-
nal zu (2.16) sein.

ist) 0p,; und 0y j41 sehr viel grofer als
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Wir untersuchen nun, wie die Anzahl von Ritzwerten in einem hinrei-
chend gut isolierten Cluster in zwei aufeinanderfolgenden Schritten des Lan-
czosalgorithmus Aussagen iiber die Qualitiat der Ritzapproximationen zulas-
sen. Dazu fithren wir als weitere Bezeichnungen

W()\) = det ()\I — Tk) und ¢2,k(/\) = det ()\I — T27k) s

ein, wobei

az 3

B3 a3z [Ba

B

Br o |

ist. Fiir die normierten Eigenvektoren von T} gelten die wohl bekannten
Formeln (siehe z.B. [26], S.129), und das sind die einleitend zu diesem Kapitel
erwiahnten Eigenvektor-Eigenwert Identitéaten.

Lemma 2.10 ([23] S.103 ff) Fir die normierten Figenvektoren in (2.6)

gilt
Sgl,cg?sgfj)‘?ﬁilc(ej('k)) = Pafz- P (2.23)
(P20, (%) =y (60) (2.24)
(SIE:ITJ)'>2¢;€(0J(‘I€)) = ¢k71(9§k)) (2.25)
fir1<j<k.

Sind wie bei Jacobimatrizen die Nebendiagonalelemente von T}, alle ungleich
Null, Bs8s---Br # 0, so besitzen die Eigenwerte von Tj_1 und von T} die
so genannte Interlacing Eigenschaft:

0&’“) < 0&’“’1) < Gg‘“) < 05’“’1) <... < H,Ef“_’ll) < e,ﬁf“’.

Das gilt auch fiir die Eigenwerte von 15 j;, und von Tj.

Die in (2.7) definierten Zahlen 6, ; sind das Produkt aus einem Element
der Nebendiagonale einer Jacobimatrix, §x11, und Betrdgen der Elemente
der letzten Zeile der Eigenvektormatrix Si. Da die Nebendiagonalelemente
von Jacobimatrizen aber durch

0<26 <0 —60W <Ay — X +2m, =23k

beschrinkt sind, konzentrieren wir uns zunéchst auf die letzte Zeile der Ei-
genvektormatrix Tj. Analog zu Lemma 5.1 in [38] erhalten wir allein durch
Ausnutzung der Interlacing Eigenschaft der Eigenwerte von T}, und Tj1:
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Lemma 2.11 Firi>1lundi+c<k+1,c>1, sezé-O(kH)—H(k) nd

itc
= min {60 - 640, 8 g0}
wobet wir 91(“21 400 setzen. Dann gilt
R <2, (2.26)

fir j=i+1,...i+c.

Beweis: Ist j € {i+1,...,i+ ¢}, so folgt aus (2.25), dass

k
(k+1) (k)
k 0 —0
T X N R
k+1,j (9(k+1)) k+1 )

/!

<

- (k+1) (k+1)y k+1
(0 -0, ) 1:[( (k+1) al(kJrl))

1£5,

gilt. Die beiden letzten Ungleichungen folgen dabei aus der Interlacing Ei-

genschaft der Eigenwerte von Jacobimatrizen, denn es ist 0 < H(kﬂ) —GZ(k) <

6+ — " falls | Kleiner als j ist, und 61" — g > 9() 6+ fii

1> j. O

Jetzt mufl man auf zwei Punkte hinweisen. Zum einen, im Gegensatz zu
den Betrachtungen der vorangegangenen Beispiele, wurde in Lemma 2.11
der Clusterdurchmesser § und die Spektralliicke v anhand der Ritzwerte in
zwei aufeinander folgenden Schritten des Lanczosalgorithmus definiert. Und
zum anderen haben wir gerade ausschliefflich die Interlacing Eigenschaft der
Nullstellen von 9y und 941 ausgenutzt. Wenn aber, wie im vorangegange-
nen Lemma, die Anzahl der Ritzwerte in einem Cluster in zwei aufeinander
folgenden Schritten konstant ist, konnen wir eine bessere Schranke als (2.26)
entwickeln, die in Satz 2.14 angegeben werden wird. Zuvor bendtigen wir
noch ein weiteres Lemma, das Auskunft {iber die Lage von Extremstellen
einer gewissen rationalen Funktion gibt.
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l l
Lemma 2.12 Seien p(z) = [[ (2 — z;) und q(z) = [[ (2 — y;) Polynome
=1 j=1

j
mit Nullstellen xj,y; € (—1,1) und es gelte

l
Z (; — )1 — z;5;) >0 (oder <0) firalle |z]=1, (2.27)
2 ey Pl P

dann finden sich die Extremstellen von ‘%

auf dem FEinheitskreis bei z = 1
und z = —1.

Beweis: Das Bestimmen der Extremwerte von ‘%‘ auf dem Einheitskreis

ist gleichbedeutend damit, das Maximum und Minimum der Funktion

fiir 0 <t < 7 zu finden. Der Zéhler der Ableitung von f ist aber gerade

l

231n Z

Jj=1

— XY
S [T af o, @2)
g —Y; v=1

mit z = e'. Da (2.28) nach (2.27) im Intervall von 0 bis 7 nur dann den
Wert Null annimmt, falls ¢ = 0 oder ¢ = 7 ist, ist der Beweis erbracht. O

Bemerkung 2.13 FEs ist offensichtlich, dass (2.27) erfillt ist, wenn die
Nullstellen wie folgt angeordnet sind: x; < y; (bzw. y; < xj) fir1l < j <1
und es gibt mindestens einen Index ¢, so dass x, < y, (bzw. y, < x,) gilt,
womit auch der triviale Fall einer konstanten Funktion ausgeschlossen ist.

Wir kénnen nun eine obere Schranke fiir die Summe der Quadrate der
Eintrége der letzten Zeile der normierten Eigenvektoren von T} entwickeln,
deren Ritzvektoren zu einem hinreichend gut isolierten Cluster gehoren. In-
teressant ist, dass die Anzahl der Ritzwerte im Cluster nicht in die Schranke

Hék_l)

mit einflieBt. Wir setzen fiir den folgenden Satz noch = —oo und

Q,E;k_l) = +00.

Satz 2.14 Angenommen, 1 < ¢ < k—1 Nullstellen von 1 und vy bilden
einen Cluster mit Durchmesser 6 und Spektralliicke vy, d.h. dass entweder

) —H(k), N = m1n{9

i+c— i _g(k D 0( ) 91(511)} (229)

1+c i+c—17"1
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(k—1)
0; 92@_1) i+c—1

i—1

|
R
(")

>
mit1>1 und 1+ c < k oder
k k— . k— k k— k
o= 91(4—)0—1 - 92(_11), = mm{gz(jtci)l - H’E—‘r)c—l’ 91(—11) - 91(_)1} (2.30)
)
Y
k-1 k—1 _
oY o o)
| TTT
RN

k
o) ;
- -
>

>

miti>2undi+c— 1<k git. Ist dann % < 7, so folgt
4]
(2.31)

I ZCIER
Z (‘Skz,i—l—l—l) <3—
I=1 T2
Beweis: Wir nehmen an, dass die Ritzwerte nach (2.29) verteilt sind. Der
Beweis éndert sich kaum fiir (2.30). Wir bezeichnen den Mittelpunkt des
2(_1:91) und rechnen nach, dass

Clusters mit a = % <9§k) +40

(k=1) (k) (k=1)
a—0—0i. 1 A 1+ —0 —3
a—6—06" a—6—06" —30
richtig ist. Und wir bezeichnen mit B = Bj(a) die offene Kreisscheibe vom
Radius ¢ mit Mittelpunkt a. Da die Nullstellen von ;_1 und v die Inter-
lacing Eigenschaft besitzen, kénnen wir Lemma 2.12 anwenden:
(k—1) (k—1)
max f[ z—0;, . max f[ z—0
k - k
OB 2 - 9§+)l—1 elorda=dt 15 2z - 91&)171
a—d—03")

S a5 o®
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Ferner iiberpriift man leicht, dass die folgenden beiden Ungleichungen fiir
alle z € OB gelten:

2 — gkl
—l—| <1, falls 1<j<i-1
P
J
und
s H(k—l)
—L—| <1, falls i+c<j<k—1
z— oW
J+1
Damit schéitzen wir nun das Kurvenintegral von 1/112;1 entlang OB ab:
1 [ ra(z) Yr-1(2)
— dz| < ¢
omi ) n(z) | Cieon| du(2)
oB
c (k—1)
0 z—0,,
DR (O N7 11 ( 0
;gé% |z — 0| =1 \? ~Vp 11
0
< 3 5
T2
Man beachte, dass 0§k) eine einfache Nullstelle von 1;:6 (1/8\) ist und aus diesem
Grund ®
d (N A
N (k)
dX -1 () A=05" h1(0;7)

gilt. Wir wenden (2.25) zusammen mit dem Residuensatz (siehe z.B. [2], S.
150) an und erhalten schliellich

¢ c (k)
sk Py el ) 1 o) ) (2.32)
; ( kil 1) ; ¢L(9§?I—1) 27”83 Yr(2)

|

Sind also im (k — 1)ten und kten Schritt des Lanczosalgorithmus gleich
viele Ritzwerte in einem hinreichend gut isolierten Cluster, so ist nach (2.31)
Ok, von der GroBenordnung O (ﬂ), denn fFjy1 ist beschrankt. Da nun Al-
gorithmus 2.2 aufgrund von Rundungsfehlern fast nie abbricht, wird auch
die Clustergréffie zunehmen, was wir in den nichsten beiden Sdtzen unter-
suchen werden. Nachfolgend nehmen wir an, dass die Anzahl der Ritzwerte
in einem Cluster in den Schritten £ und k& + 1 gleich ist. Der Satz ist also
anwendbar, falls vom (k — 1)ten zum kten Schritt ein Ritzwert zum Cluster
hinzugekommen ist.
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Satz 2.15 Es mdigen 1 < ¢ > k Nullstellen von vy, und i1 einen Cluster
mit Durchmesser & und Spektralliicke ~ bilden, d.h. dass entweder

5=+t gk

e , Y= min{@z@c — Hﬁtl), 91@) — 9§k+1)} (2.33)

mitt>1 und 1+ c < k oder

5= g® g+

et (k+1) _ Q(k) 9(k+1) B 91@1}

v = mln{ez-{—c i+c—17"14

mit i > 2 und i+ c < k gilt. Ist dann g < 7, so folgt

c 0\2
k 2 (Oks1—7+35)° &
Z (Sl(m')—l—i-l) <3 32 2 50 (2.34)
=1 k+1 )

wobei o1 = 6’,55;1) — ngﬂ) ist. Liegt der Cluster am rechten Ende des

Spektrums, d.h. ist

5= 9(k+1) - Q(k)

(k1) p(k)
k+1 k—c+1>

= 9k—c+1 k—c+1

und ist ebenfalls g <7, so folgt

c é

k 2 (Okt1+ 5)

> (sth) < 3 (2.35)
=1 k+1

(Natiirlich gilt (2.35) auch, wenn sich der Cluster am linken Ende des Spek-

trums befindet.)

Beweis: Der Beweis unterscheidet sich nicht wesentlich von dem des Satzes
2.14. Wir beweisen (2.34) unter der Voraussetzung von (2.33). Dank der aus
drei Termen bestehenden Rekursion der charakteristischen Polynome von
Tridiagonalmatrizen gilt

W*l(e](‘k)) = (ej(‘k) - O‘k+1)¢k(9§'k)) - ﬂiﬂwm(eﬁk)) = —ﬁizﬂwkﬂ(eg(‘k))-

Wir bezeichnen wieder mit a = % (92@) + 0&?”) den Mittelpunkt des Clu-

sters und mit B = Bs(a) die offene Kreisscheibe vom Radius ¢ mit Mittel-
punkt a. Anstelle von (2.32) gilt nun

c c k

Z (Sl(ck) l 1)2 _ 1 Z ¢k+1(9§+)l—1) 11 [hen(z) d
J+Hl— - 2 - D) B .

o\t B i (6%, ) B 2mi g Ui(2)

Wie im vorherigen Beweis fiihrt die Standardabschatzung fiir Integrale, Lem-
ma 2.12 und die Interlacing Eigenschaft der Nullstellen von ) und g1
schlieflich zu

1 [ gta(2) LA
27Ti8B I/Jk(z) dz| < 3| o1 —v+ 5 o g
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|

Bei dem Gegenbeispiel mit der Matrix (2.22) ist die Anzahl der Ritzwerte
in dem die Null approximierenden Cluster alternierend. Und wie Tabelle 1
zeigt, konnen wir nicht schluffolgern, dass dy, ; fiir jeden Ritzwert im Cluster
klein ist, falls nur § < . Das ist allerdings nicht die ganze Wahrheit, denn
Tabelle 1 zeigt auch, dass die Ritzapproximation fiir den Fall, dass k eine
ungerade Zahl ist, sehr gut ist.

I+1
Lemma 2.16 Angenommen, wir haben zwei Polynome p(z) = [] (z — ;)
j=1
l
und q(z) = [[ (z —y;) mit 6 >0 und
j=1
0 o
—§=x1<y1<x2<...<yl<xl+1:§. (2.36)
Dann gilt:
4
max M < =V/34.
z=6 |q(z)| — 3

Beweis: a) Ist |R(z)| > %, so folgt fiir alle |z| = 0 aufgrund der Interlacing
Eigenschaft (2.36) der Polynome p und g¢:

z
o < max{|z — z1], |z — 11|}

Und da 62 = (R(2))? + (3(2))? gilt, erkennt man (3(z))* <

'i]% < \/max{(%(Z) —21)?, (R(2) — z141)%} + (3(2))?

§2. Also gilt

[S¥]

9 3
< 45 +45 V36

fir |z| = 0 mit |R(2)| > %.

b) Andererseits, ist |R(z)| < %, so mufl auch [¥(z)| > \/gé fir [z = ¢
gelten. Wiederum dank der Interlacing Eigenschaft (2.36) existiert ein Index
te{l,...,1}, so dass

|z — @[z — x| _ |z — 2z — 2|

B - 3(2)]

< (53 VIOG) — 2+ SR (RE) — aa? + (B0

<

%\/(52 +62)(82 + 02) = 2\/35
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richtig ist. O

Somit bekommen wir
Satz 2.17 Es mdgen 2 < c+1 < k—1 Nullstellen von ¥y_1 und ¢ Nullstellen
von Yy einen Cluster mit Durchmesser § und Spektralliicke v bilden, d.h.

5=0%1 oV 5 = min{o* 1Y — 0 0% %Y

]
T
| |
“ vl

fiir eini>2 mit i+ c<k. Ist dann g < 7, so folgt:

e 2 4 52
Z(SI(C’L)-H 1) < §\/§ 52
=1 (v-3)
Ist die Anzahl der Nullstellen von vy in einem Cluster mit Durchmesser §
und Spektralliicke vy gleich ¢ und die Anzahl der Nullstellen von 41 gleich
c+1, d.h.

o=~y = minfo — o) 6 —617)

und es ist entweder 1 > 1 und i1 +c <k oderi>2 undi+c<k+1. Gilt
dann g <, so folgt

c o é 2
> (st 1> —\f( w1 —7+g) 0 —. (2.37)
= B (v=%)

Haben wir also ein Intervall der Lange 4, in dem sich in mehreren aufein-
anderfolgenden Schritten ein Cluster befindet, und hat dieses Intervall einen

Abstand von vy > g zu den iibrigen Ritzwerten, so folgt:

Korollar 2.18 Es sei 03 der Ritzwert in einem Cluster, so dass ]s,(ck2| mi-
nimal ist. Wir bezeichnen mit ¢, die Anzahl von Ritzwerten im kten Schritt
tm Cluster. Dann gilt:

V3 Br+1 ch—k 'yf% ,  Chk—1 = Cg
\/§ Uk+1—’}/+§ L 0 y  Ck+1 = Ck
Ohe <4 ( d vk Voms (2.38)
7 Br+1 Jo or oG- =ct 1
2
4 B 1 s _
V3 (Uk+1—7+§) Vek 43 yChy1 = Cp T+ 1
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Damit kann man auch schluflfolgern, dass ein Durchgangscluster, wor-
unter wir einen Cluster verstehen, der nicht in der Nihe eines Eigenwertes
liegt, nur aus einem Ritzwert bestehen kann. Knizhnerman hat in [19] ein
dhnliches Resultat generiert, doch erscheint uns die dortige Beweisfithrung
wesentlich komplizierter.

Angenommen, wir haben zwei benachbarte Eigenwerte A\; und \j41, die
einen hinreichend groflen Abstand von 2v zueinander haben. Befinden sich
in zwei aufeinanderfolgenden Schritten des Lanczosalgorithmus jeweils ein
Ritzwert ungefdhr bei %(Aj + Aj+1) und deren Abstand zueinander wére
d < 7y, so wiirde aus Satz 2.14 und Satz 2.4 folgen, dass sich dort auch ein
Eigenwert befinde, was aber von vorneherein ausgeschlossen ist.

Nach dem so genannten Persistance Theorem (siehe [25], Formel (3.9)
dort) gilt fur ¢t > k:

min \st) — Hl(t)| < Ok e

1<I<t
was zusammen mit (2.38) bedeutet: Hat sich einmal ein Cluster gebildet, so
bleibt demzufolge immer mindestens ein Ritzwert in der N&dhe eines Eigen-
wertes.

Fortsetzung von Beispiel 2.8 und Beispiel 2.9
Wir verwenden die Daten, d.h. Matrix und Startvektor aus Beispiel 2.8.

N—

In dem Diagramm wird fiir die Ritzapproximationen an Agg nun > (sgﬁz

Cluster
und die obere Schranke aus den Sétzen 2.14, 2.15 und 2.17 aufgetragen. Ge-

nauer benutzen wir bis k = 14 die Schranke (2.31), bei k£ = 15 das Minimum
von (2.31) und (2.37), bei k = 16 wurde (2.35) und ab k = 17 wieder (2.31)
verwendet.

Fortsetzung von Beispiel 2.9, d.h. Betrachtung des Cluster zu Aoy =

2
44.7944. Das Diagramm zeigt wieder ) (s,(ﬁ) und die Schranken aus

Cluster
den Sétzen 2.14, 2.15 und 2.17: Fiir k£ = 32 ist das Minimum aus (2.31) und

(2.37), fiir k = 33 die obere Schranke (2.34) und sonst (2.31) aufgetragen.
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Beispiel 2.8, Fortsetzung
10 T T T T

o Eine zweite Ritzapproximation
2u)=100 —

-30

-50

Bei k=10 und k=11 sind
die Ritzapproximationen
im Rechner identisch.

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Schritte k des Lanczos Algorithmus

Beispiel 2.9, Fortsetzung
10 T T T

Eine dritte Ritzapproximation K
zZu = 44.7944 R 4

>~

-70 Il Il Il Il Il Il Il Il
20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

Schritte k des Lanczosalgorithmus




Kapitel 3

Stabilisierung der Gewichte

Ist in diesem Kapitel vom cg-Verfahren die Rede, so setzen wir implizit, d.h.
ohne es jedesmal zu erwidhnen, noch zuséitzlich voraus, dass die symmetri-
sche Matrix A € R¥*N auch positiv definit ist. Das lieBe sich durch einen
positiven Shift A=A+ kIl , & > 0, immer erreichen und bedeutet fiir das
Spektrum lediglich eine Verschiebung auf der reellen Zahlengeraden. Da die
Krylowunterrdume K (A4, q) zudem shiftinvariant sind, d.h. es gilt

Ki(A q) = Ke(A+sl,q), r€eR,

wie man sich leicht iiberlegen kann, bedeutet die Annahme der positiven
Definitheit von A fiir den Lanczosalgorithmus keine Einschréinkung, sie ist
aber fiir das cg-Verfahren eine notwendige Voraussetzung. Als erstes zeigen
wir nun den Zusammenhang zwischen Lanczosalgorithmus und cg-Verfahren
auf.

Betrachtet man das lineare Gleichungssystem

Az =b, beRY, (3.1)

dessen eindeutige Losung 7 ist, so lauten die Rekursionen des cg-Verfahrens
bei gegebenem Startvektor zo € RY wie folgt:

Algorithmus 3.1 (cg-Verfahren) zo € RY, rqg = b — Axg, pg = ro. Fiir
E=1,2,...

0 Th—1Th—1
k-1 = —
pz_lApkfl
T = Xk—1+ 0k—1Pk—1
Tk = Tk—1— Ok—14DPk—1
B TETE
Sk = T
Tp—1Tk-1
Pk = Tk + SkDk—1

29
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Die Vektoren {rg,r1,...,rt_1} bilden eine orthogonale Basis des Krylowrau-
mes Kr(A,rp). Gilt fiir den Startvektor ¢; des Lanczosalgorithmus, dass
q = II:—EH ist, so erhilt man die Koeffizienten o, 3; des Lanczosalgorithmus
aus denen des cg-Verfahrens und die Lanczosvektoren sind die normierten
Residuen rp, = b — Axy der Approximationen xj des cg-Verfahrens an die
Losung & von (3.1).

Tk
a1 = (—1)F
7l
1 _
ap = __|_%_1
Ok—1 Ok—2
NS
Brt1 = —
Ok—1

wobei g = 0 und p_1 = 1 gesetzt wurden. Das bedeutet, dass beide Ver-
fahren ihre N#herungslosungen iiber bzw. aus dem gleichen Krylowraum
gewinnen, denn fiir die cg-Iterierten xzj gilt

T € To + Ick(A,T()), (3.2)
d.h. es gibt einen Vektor y;, € RF, so dass

xp = 20 + QrYk (3.3)

gilt. Nutzt man aus, dass ry orthogonal zur Lanczosbasis {q1, . .., qx} ist und
dass q1 = H:—gl\ gilt, so folgt mit (3.3) (siehe [40])

0 = Qpri=Q(b— Axy) = Qr(b— Azg — AQryx)
= Qo — QrAQkyk = ||roller — Tk

Also kann man die Naherungslosungen des cg-Verfahrens gewinnen, indem
man ein lineares Gleichungssystem mit der vom Lanczosalgorithmus erzeug-
ten Jacobimatrix T}, 16st.Umgekehrt wird in [15] S. 494 ff beschrieben, wie
man die Koeffizienten g;, ¢; aus denen des Lanczosverfahrens erhélt.

Der Lanczosalgorithmus zur Eigenwertapproximation und das cg-Verfahren
zur Gleichungssystemlosung erzeugen sukzessive eine (und zwar die glei-
che) Folge orthogonaler Polynome, wobei sich das innere Produkt als ein
Riemann-Stieltjes Integral zu einer bestimmten Gewichtsfunktion m(\) dar-
stellt. Bei exakter Rechnung erhalten wir nach NV Schritten - falls Ky (A4, q1) =
RY ist:

AQN = QNTN, Ty = SNASTV

Die charakteristischen Polynome

17¢17"'7¢N
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der fithrenden Hauptabschnitte von T sind orthogonal beziiglich des dis-
kreten Skalarproduktes

N
(6,0) = > _mo(A)eX),
j=1

dabei sind die positiven Gewichte m; gegeben durch das Quadrat des Kosi-
nus des Winkels zwischen dem jten Eigenvektor u; von A und dem Start-
vektor q; des Lanczosalgorithmus

N
* N
my = (quy)? = (s00)2 Y my=1. (3.4)
j=1
Damit bekommen wir eine Gewichtsfunktion
0 falls A<\
J
m()\) = Z my falls )\j <AL )\j+1 (3.5)
=1
1 falls ANy < A

und das Riemann-Stieltjes Integral (¢ < A1, Ay < &)

g N
[ #0dm(x) = >~ muf ) (3.6)
¢ =1

Bezeichnet M; die Menge aller Polynome vom Grad kleiner gleich j, deren
Koeflizient der héchsten Potenz gleich eins ist, so erfiillen die Lanczospoly-
nome die folgende Minimierungseigenschaft (siehe z.B. [13] S.25 ff.)

£
Yy = argqﬁrél/i\l/}j /wz(A)dm(A), j=0,...,N. (3.7)
¢

Nach k Schritten des Lanczosalgorithmus angewandt auf A, ¢; erhalten
wir eine Jacobimatrix T = S30S5; und wir kénnen demzufolge das k-
dimensionale Problem formulieren

k
(@00 =Y mio(08N)p"), mlP = ({2, S m =1 (3.8

j=1 =1

Das heiBt, wir haben im k-ten Schritt die Gewichtsfunktion m®*)(\) als

0  falls A< 6
J
m*F(\) = > m® falls 6 < A < o) (3.9)

1 falls o) < A
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Und die ersten k Polynome von 1,1,9,...,%y, die durch (3.7) bzw.
von der Gewichtsfunktion m(\) bestimmt werden, erhélt man ebenfalls aus

3
vy = ang min [Ean® 0. j=o.....k (3.10)
¢

d.h. aus der Gewichtsfunktion m(*) (\). Im niichsten Schritt des Lanczosalgo-
rithmus werden dann die die Gewichtsfunktion m(*) ()\) bestimmenden Paa-

re {Hj(k), mgk)}lgjgk durch die Paare {0](-k+1), m§k+1)}1§j§k+1 ersetzt, welche
die Gewichtsfunktion m*+1)()\) bestimmen, und die Polynome 1,11, ..., 1y,
sind orthogonal beziiglich des durch m(*+1)()\) definierten Skalarproduktes
(3.8) bzw. (3.10).

Waéhrend sich also die Gewichtsfunktionen in jedem Schritt &ndern, bleibt
die Orthogonalitét unter den zuvor bestimmten Polynomen (3.9) auch beziiglich
der jeweils neuen Skalarprodukte erhalten. Die Erwartung und Beobachtung
ist, dass sich die Skalarprodukte (3.8) dem urspriinglichen (3.4) in einer be-
stimmten Weise anndhern: Stabilisierung der Gewichte, und darunter ver-
stehen wir folgendes:

a) In exakter Arithmetik: Nach & Schritten des Lanczosalgorithmus moge

0](-k) ein einfacher Ritzwert sein, der den Eigenwert A, approximiert,

so dass 0y ; klein ist und der Abstand von A, und Gj(k) zu den iibrigen
Ritz- und Eigenwerten moge hinreichend grof3 sein . Ist es richtig, dass
dann

my ~ m" (3.11)

gilt? Diese Frage kénnen wir mit Satz 3.4 bereits positiv beantworten.

b) Endliche Arithmetik: In der Arbeit [16] hat A. Greenbaum gezeigt,
dass es nach k Schritten des Lanczosalgorithmus bzw. des cg-Verfahrens
eine Matrix Ax (sowie beim cg-Verfahren eine rechte Seite bx) gibt,
so dass das in endlicher Arithmetik berechnete Ergebnis, also die Ja-
cobimatrix T}, das Gleiche ist als hdtte man den Lanczosalgorithmus
bzw. das cg-Verfahren mit der Matrix Ax (und dem Vektor by ) exakt
ausgefiihrt. Typischerweise ist die Dimension von Ag sehr viel grofler
als die von A: dim(Agx) > dim(A). Ritzwerte bilden einen Cluster
nur in der Nihe eines Eigenwertes. Die Matrix Ak, die nicht expli-
zit berechnet wird, hat den Nachteil von der Anzahl der Iterationen
k abzuhéngen, es gibt in jedem Schritt des Lanczosalgorithmus eine
andere Matrix Ax = Ag (k). Daher stellt sich die Frage: Wenn man
ein kleines Intervall vorgibt, in dem sich Ritzwerte (ohne die Anzahl
genau zu spezifizieren) um einen Eigenwert A, clustern, ist es dann
richtig, dass auch in diesem Fall die Gewichtsfunktion m(A) aus (3.5)
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reproduziert wird, dass also

me Y w1 (3.12)
Cluster

mr{__ %mw

Ar Ar

gilt? Die numerisch beobachtete Stabilisierung der Gewichte fiir einen
beliebigen Cluster von Ritzwerten werden wir mit Hilfe der Sétze 3.7
und 3.8 nachweisen.

Wir beschreiben das an einem

Beispiel 3.1 Wir wenden den Lanczosalgorithmus an auf eine Diagonal-
matriz mit Eigenwerten (2.17), p = 0.7 und N = 24, und benutzen als
Startvektor g1 = ﬁe. Wir beobachten die Summe der Gewichte, die zu ei-
nem Cluster von Ritzwerten gehdrt, die alle den FEigenwert Aoz =~ 66.9896
approzimieren. Dabei ist dann magg = (qi‘egg)2 ~ 0.041666666666667. In
der Tabelle wurden fiir einige Schritte k des Lanczosalgorithmus die Summe
der Gewichte zu diesem Cluster in der zweiten Spalte sowie die Grofle des
Clusters Cy, in der dritten Spalte aufgelistet. Man erkennt, daf$ nach einer
kurzen anfinglichen Phase, sich die Gewichte stabilisieren. Und auch, wenn
man den Lanczosalgorithmus weit dber die Dimension N = 24 von A hin-
auslaufen lafit (k > 50 in Tabelle 2), bleibt die Summe der Gewichte zum
Cluster konstant und gibt das Gewicht mos wieder.
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Cluster
1 - 0
2 - 0
3 - 0
4 - 0
5 - 0
6 || 0.04214440362557 | 1
7 || 0.04168101932042 | 1
8 || 0.04166682193259 | 1
9 || 0.04166666731948 | 1
10 || 0.04166666666777 | 1
11 || 0.04166666666667 | 1
18 || 0.04166666666667 | 2
50 || 0.04166666666667 | 4
51 || 0.04166666666667 | 4
52 || 0.04166666666667 | 5
53 || 0.04166666666667 | 5

Tabelle 2

Die Beweisfiithrung fiir (3.11) und (3.12) erfolgt, indem man die normier-
ten Figenvektoren von Jacobimatrizen betrachtet. Die Umformulierung von
a) und b) mit Jacobimatrizen lautet daher: Angenommen, man hat eine Ja-
cobimatrix Tk und betrachtet einen fithrenden Hauptabschnitt T;, | < K, so
dass jeweils ein Teil des Spektrums von Tk und 7; in dem gleichen Intervall
der Lange § liegt und so dass sich in nach links und rechts angrenzenden In-
tervallen, die mindestens die Lénge v haben, keine Eigenwerte von Tk bzw.
T; befinden: Sind dann die zu diesen beiden Clustern gehérenden Summen
der Gewichte annéhernd gleich, falls nur § sehr viel kleiner als «y ist? In [38§]
findet sich:

Vermutung 3.2 (Strakos, Greenbaum) FEs sei T eine Jacobimatriz und

C,Eﬁ? = {Q,SK), .. .,Gl(fin} eine nichtleere Teilmenge des Spektrums von T,
J ={v,...,v+n}. Ebenso sei fiir den fiihrenden Hauptabschnitt T C()
{01(71),...,¢9£I+77} eine nichtleere Teilmenge der Eigenwerte von Tj, die die

Punkte in C’,EJ; approzimieren, J = {v,...,v+7}. Es sei

9 = min {0~ o0 o)
oy = min {0~ 0000, — 0,
v o= mm{'v PRt V,n}
o = max{] jEJ,?"EJ}
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K)

wobet wir 9((]1) = 9(()K) und 91(21 = 9§<+1 formal auf —oo bzw. +o00 gesetzt

haben. Wird die Funktion hy ;(7y,0) definiert durch

v+n v+0
ST ml? =53 "m0 4 by, 6),
Jj=v r=v

so folgt aus § < =y, dass
|he (7, 90)] < 1 (3.13)

18t.
Bei einer 3 x 3 Matrix 148t sich diese Vermutung noch leicht nachpriifen,

indem man im Wesentlichen lediglich die Interlacing Eigenschaft der Null-
stellen der charakteristischen Polynome von Jacobimatrizen ausnutzt.

Beispiel 3.3 Es sei § = 9§3) — 952) und vy = 052) — 053), dann gilt:
\mg) - m§3)‘ < 3%. (3.14)

Beweis: Als erstes erhédlt man mit Hilfe von Lemma 2.10, dass

@ 3 _ 33 B33

Ag=my’ —my = -

D1 (080 (657)  a (05 )0 (65

gilt, und man kann leicht nachpriifen, dass

o8 = (65" - o6t — 017

richtig ist. Als néchstes benutzen wir die drei Terme Rekursion der charak-
teristischen Polynome, d.h. wir brauchen —532,1/11(952)) = wg(ﬁéz)). Einsetzen
der Polynome liefert dann

§w2<e§3>>wg<9§3>> +13(05))0 (657)
D1 (0 )00 o (057 )ty (057)
P L - 60 - 0 (0 — 0965 — 0
(2) _ pBI\p(2) _ pB)\(pn2) _ p(2)
(92 02 )(92 61 )(92 91 )
(05 — 007 — 010" — 07057 — 077
L (657 — i) (05 — o) (05" — 037
L0 -6 6
(657 —or)(65” - 05%) (65 - 01”)

Ay =

Y
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§2) — 953) = 9&3) — 053) — § benutzt haben. Der Rest unse-
rer Rechnung besteht nun aus dem Ausnutzen der Interlacing Eigenschaft:

1 2 3 3 2 3 3 3 1 2 2 2
(6 —60) < (65 —67), (657657 < (650", (61" -6")) < (67 617
und (0:(,)3) - 9%2)) > . Somit gilt

wobei wir auch 6

B 4@ _ (4 _ o®)
Ay < (65”—9%2)){(63 o) 0 =4 )}

05 — 0y — 0”)
(0 — o) 5 .6

+ - <3-.
057 - o)y o) 7

Aus
(657 — ) (057 — 057 (657 — 01) > (657 — 01 (657 — 057 ) (65" — 01?)

folgt auBerdem noch, dass ¢2(9§3))wg(9§3)) —1—1/13(052))1&5(9&2)) >0, d.h. Ay >
0 und damit ist (3.14) bewiesen. O

Dieses kleine Beispiel legt also nahe, dass die Vermutung 3.2 richtig ist.
Hat sich noch kein richtiger Cluster gebildet, d.h. besteht der Cluster aus
jeweils nur einem Ritzwert, so erhalten wir

Satz 3.4 Fiirl > 1 sei
U+ _ (kD)

7= 131?311?“ J g ’
]
dann gilt
Se
‘mng) - m(k)‘ < 2kd (3.15)
J J 0

Beweis: Wir definieren §§k) = ((Sg-k))*, 0*) " € R und setzen § = ngﬂ) -

(k+1) (k) o
j+1 0 % ) €03
dernfalls, falls ¢ ¢ [0, 5] wére, wiirden wir 5% als —((s(k))*, 0*)* definieren).

J J
Nun gilt

GJ(k). AuBerdem koénnen wir annehmen, dass ( = £ (s | (an-

05 = e ,5 (3.16)
und
ngH)sg?rl) = e‘{TkHsng). (3.17)

Subtrahiert man (3.16) von (3.17), so erhilt man

B9 (50580 — 9) 4 56D = 5y (5540 — 50,

und nimmt man davon den Betrag und macht Gebrauch von der Cauchy-
Schwarz’schen Ungleichung, so ergibt sich

k k+1 k k+1 ~(k
6] [s850 — 5] < \J(at + 3) 150 — 519 +
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Da sng) und §§k) euklidische Lénge gleich eins haben und ¢ € [0, 7] liegt,
folgt:

5740 = 590 = Vs § ) < sin(6) = Jsin(6)
Mit ]\Tk+l§§k) _9§k)§§k)‘| = ﬂk+1‘8](€’2| = 0y, j liefert eine Anwendung von Satz
2.3 nun

o] [ -] < et 4 8) (0144

< (a1+52) LAY}
Y
Verschiebt man das Spektrum von 7T;4; um o € R, so haben Tjy; und

Tyay + ol die gleichen Eigenvektoren. Zudem bleiben die Absténde unter
den Eigenwerten gleich. Es gilt

- H(Tk+1+01)€1|l (1 +0)?+03y _
=00 |9j + o U—>oo ‘Qj('k) + o

Da zudem ) (kD) 4 sgk) < 2 ist, folgt schlieBlich (3.15) aus

(k+D) (k) (k-+1) (kD) (k)
2 =] =[5 5] <5 - 3],

|

Ist ein Ritzpaar (Hj(k), z](k)) hinreichend gut konvergiert, so dass d, ; klein
ist und besteht der Cluster aus Ritzwerten nur aus einem Element, so ist
der Abstand der Gewichte fiir § <  klein, denn fiir konstante Cluster-
groBe wissen wir mit Hilfe von Satz 2.14, da8 6y ; in der GréSenordnung von

o (\/§> liegt. Anhand der Beispielmatrix (2.22) in Kombination mit Satz
2.17 haben wir gesehen, dass dj ; bei alternierender Clustergréfie von der
Ordnung O (%) ist, wenn man im kten Schritt einen Ritzwert weniger im

Cluster hat als im (k—1)ten. Jedoch kann Satz 3.4 eigentlich nur herangezo-
gen werden, um (3.11) zu erklédren, nicht aber, fiir wachsende Clustergrofie
und auch nicht fiir den Fall, dass - wie in Tabelle 1 gesehen - J, ; grof} ist.

Beispiel 3.5 Lanczosalgorithmus angewandt auf eine Diagonalmatriz (2.22)

mit Startvektor q1 = —L_e. Wir beobachten wieder den Cluster um Ay = 0,

mi2 ~ 0.04347826086957.
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Cluster
1| 1.00000000000000 | 1
2 - 0
3| 0.04351690497075 | 1
y - 0
5 17 0.04347826208733 | 1
O || 0.04347826695856 | 2
7\ 0.04347826086960 | 1
8 || 0.04347826086981 | 2
91| 0.04347826086957 | 1
10 || 0.04347826086957 | 2
11 || 0.04347826086957 | 1
Tabelle 3
M
Lemma 3.6 Es sei p(t) = [[ (t — z;) mit reellen Nullstellen x; und es sei
j=1

a € R ein Punkt mit a > x; (oder a < z;) fir j =1,...,M. Es sei r > 0
und B = By(a), dann gilt

min |p(z)| = [p(a —7)|  (oder = |p(a+r7)|).
z€0B
Beweis: Das Bestimmen des Minimums des Betrages von p auf dem Kreis
vom Radius 7 um den Mittelpunkt a bedeutet, dass man die folgende Funk-
tion
ft) =pla+re)pla+re™)

fiir 0 < ¢ < 7 minimieren muf. Die Ableitung von f nach ¢ ist

1) = ey ot re)platre™) = e"plat ey (a - re )}
M M 4 ,
= 2rsin(¢) Z(iﬂj —a) H la+rett — 2,7
j=1 v=1
v

Aufgrund der Lage der Nullstellen von p zum Mittelpunkt des Kreises ist f
monoton in [0, 7]. O

Damit kénnen wir nun den Betrag der Differenz der Summe der Gewich-
te fiir einen hinreichend gut isolierten Cluster in zwei aufeinanderfolgenden
Schritten des Lanczosalgorithmus nach oben abschétzen, auch im Falle einer
alternierenden Clustergrofie. Es gilt allerdings noch eine Bemerkung vorweg-
zunehmen. In den oberen Schranken (3.18) und (3.24) taucht ein Term der
Form

(2]€ _ 2)2k—2
((2¢ — 1)1 ((2k — 2¢ — 1)(k=2e-1))
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bzw.

(2k — 2)%2
((2¢ — 2)=2)) ((2k — 2¢)(2k—20))

auf. Hierin ist k die Dimension der Jacobimatrix und c¢ die Anzahl von
Ritzwerten in dem betrachteten Cluster. Typischerweise ist in Anwendungen
c sehr viel kleiner als k; ist z.B. ¢ = 1, so wachsen die Terme nur linear mit k.
Ungiinstig, aber in Anwendungen kaum vorkommend, wére der Fall, wenn
c= % ist, denn das wiirde ein exponentielles Wachstum dieser Terme in k
bedeuten.

Satz 3.7 Es mdégen jeweils ¢ > 1 Nullstellen von i1 und von ¥y in einem
Cluster mit Durchmesser § und Spektralliicke v liegen. Wir nehmen zusdtzlich
an, dass (2.30) gilt. Ist dann 25 < =, so folgt

St it < (1) e
i+1—-1 1+l—2 y (1 _ 2)216—2

=1 b
(Qk‘ _ 2)2k—2
((2c — 1)ZD) ((2k — 2¢ — 1)@k-2-1))

(3.18)

Beweis: Aufgrund der aus drei Termen bestehenden Rekursion der charak-
teristischen Polynome sieht man, dass

wk(el(k_l)) = _Bi¢k—2(9§k_l)> fir 1= 17 27 cee >k -1

richtig ist. Damit, und mit Hilfe der Formeln (2.23), (2.24) und (2.25) fiir die
normierten Eigenvektoren von Jacobimatrizen erhalten wir fiir das Produkt
der Nebendiagonalelemente von Tj:

k

(k—1) (k-1 k=1)y (k) (k F
T10 = [l sl v o ok
v=2

= 5k\/|¢2k—1 D)o (0F Y !\/!1/}21@ ]( Uk 1(9k))|
VIR0 1 (00 (0 )i o1 (60D

fir 1 <l <k—1und1<j <k AuBlerdem erfiillen auch die Nullstellen von
Y, und von vy, die strikte Interlacing Eigenschaft, somit folgt

i—1

k c— k k k

‘1/12,k(9£+)c_1)‘ < ot H wz-f-c 1 M§)|H(6§+)c 1 Mﬁ))
j*i—&-c 1 j:1

c— k 1 k) = k k
) 1H 0%, — o8 \H(efﬁcl 6\,
Jj=t+c J=1
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(%)

wobei wir die Nullstellen von )5 j, mit 14 bezeichnet haben. Analog sieht

man, dass
k—1 i—2
‘TZJQ k—1( Zic 1)2)‘ <6t H ’914-(: - 9]('k71)| H(gz(—]f-)c—l - 9]('1671)) (3.19)
j=itc—1 j=1
richtig ist. Damit folgt nun
k i—1 i—2
[[5 < o L%, - o) [T, o)
v=2 j=1 j=1

(k— 1) (%) (k— 1) k |

H o, — 6 H ot (3.20)
Jj=itc j=i+tc—1

Wir wéhlen den gréfiten Ritzwert im Cluster, also H(i)c_l, als Mittelpunkt

eines Kreises mit Radius § <r <~y —6: B = B, (92( +)C 1)- Man beachte, dass

fiir alle reellen Zahlen 6 mit 0 > 6~ ") und fiir alle z € OB

i+c
wicl) 9’<9 Ql(icl)< ! (3.21)
=0 SR T () |
¥

gilt. Benutzt man wieder die Formeln fiir die normierten Eigenvektoren von
T}, so stellt sich die Differenz der Summe der Gewichte zu diesem Cluster
als

B ) SO S A= IR
Ag = me 17 z+l Z(sl,wlq) _<81,i+172>

=1

- 1 1
- 1_1253 (Z - P (k—1)

=1 Tﬂkfl( z+l 1)%( z+l 1) ﬁlgwk%( i+l— 2)% 1( i+l—2

- 1 1
- H 8, (Z (h— (h— )
v=2 =1 wkfl( H—l 1)1/%( z+l 1) wk( i+l 1%)1/% 1< i+l 1%)
dar. Es ist GJ(k) eine Nullstelle von 95(A) und daher gilt
(r-1n)'(65) = (r19)(07).

Ebenso gilt auch (d}k_ﬂ/}k)’(@](.kfl)) = (1%,11%)(9]@71))- AuBlerdem sind GJ(k)

und Gj(-k_l) einfache Nullstellen von (1x—1%¢)(A) und somit folgt schlieflich
aus dem Residuensatz:

1 L 1
1= H /m dz. (3.22)

)
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Wir definieren

i—1 i—2
e, -6 ek, -6
gl(Z) . 7j=1 7=1
i+c—1 i+c—2
k k—
[T 12671 T |2 =0
j=1 j=1
und
‘gz—i-c ej(k)| = ‘gz—i-c —9 . 1)|
92(2) = AH o AL =
Jj=i+c ’Z j ‘ Jj=i+c—1 ’Z j ‘

dann liefern die Standardabschétzung fiir Kurvenintegrale, Lemma 3.6 sowie
die Ungleichungen (3.20) und (3.21)

k

I1 57

v=2
27TZH /wk 1(2)Uk (2 = Tmin [k (2)r—1(2)]

< 620 1
r g%%gﬂ )g%%gﬂ z)

2(k—i—c+1)
520—1 e(k) 1
< r gl( itce—1 T) 1_— r+0

~

2(k—c)—1
62071 1
. 2
< (?”—5)20—1 <1_T»y+6> (3 3)

Da die Identitdt (3.22) fiir alle 6 < r < v — d gilt, miissen wir noch den
Radius r finden, der die Schranke (3.23) minimiert; mit anderen Worten wir
miissen das Maximum der Funktion f(r) = (r — §)%(1 — #)
Eine einfache Rechnung zeigt

a8 25\ >
S e NE N I
s nax f(r) (a + B)otB < ~ >

B bestimmen.

und daraus ergibt sich (3.18). O
Wiichst die Grofle des Clusters um einen Ritzwert, so gilt

Satz 3.8 Angenommen, es liegen ¢ — 1 > 1 Nullstellen von Yy_1 und c
Nullstellen von i in einem Cluster mit Durchmesser 6 und Spektralliicke
v, d.h.

k k k— k—
0= 0( ) ) - 02(—11)7 91(-1—01) H—c 1}

k
i+c—1 05 )’

v = min{eg
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Ist 26 < 7, so gilt

(k—1)
E:mz—f—l 1 Zmi—i-l—l

=1

(2k — 2)%=2
((2¢ — 2)2e=2) ((2k — 2¢)(2k-20))
(3.24)

Beweis: Der Beweis unterscheidet sich nur unwesentlich vom vorherigen.
Zunichst ist (3.19) durch

k 1 c— k) k-1 (k—1 k—1
‘wz k— 1 z+c )2 <0 ? H 01(+c 1 0]( )) H ‘01+c ) - 0( )|7
j=ite—1

zu ersetzen, so dafl wir fiir die obere Schranke des Produktes der Subdiago-
nalelemente statt (3.20) nun

k k—1
c— k 1 k—1 k—
Hﬂg < 62 2H z+c 1 ] )) H |01(+c ) _0]( 1)|
V=2 j=ite—1
B k) (k k)
H H—c 1 0( H |91+02) - ‘9( |

J=1 Jj=i+c

bekommen. Fiir 6 < r <y —J ist wieder B = B, (91(?0 1)- Indem man nun
wieder unterscheidet zwischen den Ritzwerten, die rechts vom Cluster liegen
und denen, die links davon bzw. im Cluster liegen, erhilt man erneut mit

Lemma 3.6

1y d 52c—2 1
%Vllﬁfaé 1/%71(2’;%(,2) S gyt <1 B (%‘S))%_%

Man sucht also wieder den Radius r, fiir den diese obere Schranke minimal
wird und damit ist dann (3.24) bewiesen. O

In Satz 3.8 lassen sich die Rollen von v;_1 und v vertauschen, d.h. die
Aussage hat auch Giiltigkeit, falls sich der Cluster um einen Ritzwert auf
¢ — 1 im Schritt k verkleinert.

Bemerkung 3.9 Liegt der Cluster von Rz’tzwerten am rechten oder linken
Ende des Spektrums, so kann man den Faktor (1 2_5) in (3.18) und (3.24)
Yy

( 5) ersetzen. Das stellt allerdings nur eine geringfiigige Verbesse-

durch

rung dar, da wir grundsdtzlich den Fall 6 <~y betrachten.
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Wir haben gezeigt, dass sich die Gewichte zu einem Cluster von Ritz-
werten stabilisieren. Auflerdem wissen wir aus dem vorherigen Kapitel, dass
sich ein Cluster von Ritzwerten nur in der Nihe eines Eigenwertes bilden
kann. Die Ergebnisse diese Kaptitels legen nun eine Heuristik fiir folgendes
Problem! nahe:

Fragestellung 3.10 Man betrachtet die Eigenwertgleichung
Au =, u'u=1.
Laf$t sich - und wenn ja, wie - das Skalarprodukt
yu, yy=1,

abschitzen? Man wende den Lanczosalgorithmus mit Startvektor ¢u = y an,
denn (y*u)? ist das Gewicht zum Eigenwert \. Wir wissen, dass sich die
Gewichte stabilisieren und man daher den Wert (y*u)? numerisch kennt.

Ausblick

Einleitend zu diesem Kapitel haben wir die Parallelitéit von cg-Verfahren und
Lanczosalgorithmus erwihnt und aufgezeigt. In [40] wird gezeigt, dass man
die Fehler der cg-Iterierten zj, in der Energienorm, also ||Z — z|| 4, tiber die

GauBquadraturapproximationen an das Integral (3.6) messen kann, wobei
fA) =1ist,0< ¢ < X

dm® () + (|7 — 2[4

>| =

€
Iz = ol =il [
¢

Die mogliche Konvergenzverzogerung in endlicher Arithmetik erklért sich
daraus, dass sowohl cg-Verfahren als auch Lanczosalgorithmus eben nicht
Gaufiquadraturapproximationen an

13
/ % dm(\)
¢

berechnen sondern an ein Integral
/5
¢

Dabei ergibt sich die Gewichtsfunktion m;(A) aus m(\), indem die einfachen

Stiitzstellen \; - die Eigenwerte von A - ersetzt werden, z.B. durch einen
(endlichen) Cluster in einem kleinen Intervall um A;.

dml(/\)

>| =

Von G. Golub an Z. Strakos; wurde mir am 11. Dezember 2003 in Prag mitgeteilt.
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Als n#chstes gilt es die folgende Fragestellung zu untersuchen: Hat man
zwei (eventuell sogar differenzierbare) Gewichtsfunktionen m;(A) und ma(X),
die sich in einem noch ndher zu definierendem Sinn nur gering voneinander
unterscheiden, ist es dann richtig, dass fiir £k € N

—

de

>
> =

£ ¢
GauBlquadratury, / —dmy(\) | = GauBquadratury, /
¢ ¢

gilt?



Kapitel 4

Unitarer Lanczos-ahnlicher
Algorithmus

Der symmetrische Lanczosalgorithmus orthogonalisiert (in exakter Arithme-
tik) sukzessive die Basen von Krylowunterrdumen. Ist nun die Matrix, deren
Eigenwerte berechnet werden sollen, nicht symmetrisch, so liefert beispiels-
weise das Arnoldiverfahren (siehe z.B. [34] S. 172 ff) zwar eine orthogonale
Basis eines Krylowunterraumes, allerdings ist der Rayleighquotient der Ma-
trix dann keine tridiagonale Matrix sondern eine (obere) Hessenbergmatrix.
Zwar erzeugt auch der zweiseitige Lanczosalgorithmus eine Tridiagonalma-
trix, doch geht dieser Algorithmus nicht auf die Struktur des Eigenwertpro-
blems ein und leidet zudem unter dem Problem des (moglichen) breakdowns
(siehe z.B. [30]).

Durch Ausnutzung der Eigenschaft unitdr gelingt es Elsner und Bunse-
Gerstner in [5] ein Verfahren zu entwickeln, das eine unitére Matrix auf eine
blocktridiagonale und pentadiagonale Matrix transformiert, den unitéiren
Lanczos-dhnlichen Algorithmus. Wird dabei die zugrunde liegenden Ahn-
lichkeitstransformation berechnet, indem man den zugehorigen verallgemei-
nerten Krylowunterraum (siehe Definition 4.11) mit dem Verfahren nach
Gram-Schmidt orthogonalisiert, so zeigt dieser Algorithmus numerisch ein
dhnliches Verhalten wie der symmetrische Lanczosalgorithmus.

Auch aufgrund der engen Beziehungen zwischen unitdren und hermi-
teschen Matrizen iiber die Cayleytransformation stellte sich die Frage, ob
die im vorigen Abschnitt benutzten Ideen auch auf den Lanczos-dhnlichen
Algorithmus fiir unitédre Matrizen iibertragen werden koénnen: Lassen sich
die Residuen allein aus Informationen aus den Ritzwerten abschétzen und
gibt es einen dhnlichen Zusammenhang zwischen Orthogonalitédtsverlust und
Konvergenz von Ritzwerten?

45
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4.1 Unitire Reduktion auf ein Schurparameter
Pencil

Seien A, Qo € CNV*VN zwei unitire Matrizen, so dass H = Q{AQo eine obere
Hessenbergmatrix ist, deren Eintridge auf der ersten Nebendiagonalen reell
und nichtnegativ sind. Dann ist H das Produkt von N Givensmatrizen (siehe
z.B. [5]):

H:Gl(cl)Gg(Cg)...GN(CN). (4.1)

Dabei ist Gj(c;) € CV*N fiir j =1,..., N — 1 durch

Ij_l
N —Cj S5 . CjG(C,SjZO
Gj(c) = s c ,  mit o + s? _q (4.2)
In_j 1
und fiir j = N durch
Gy = [ In— ex } , mit |ey| =1 (4.3)

definiert.

Definition 4.1 ([5]) Die Parameterci,...,cn der Darstellung (4.1) - (4.3)
heiffen normierte Schurparameter von H, und die Zahlen si,...,Sny_1 wer-
den normierte komplementdre Schurparameter von H genannt.

Aufgrund der Bedingung s; > 0 in (4.2) findet das Adjektiv normiert Ein-
gang in diese Definition (siehe [5]).

Ebenfalls in der Arbeit [5] wird nun so vorgegangen, dass die elementa-
ren unitdren Matrizen der Darstellung (4.1) entsprechend der geraden und
ungeraden Indices sortiert werden, d.h. in das Produkt der ungeraden Gi-
vensmatrizen

[25]
G = [ Gaj-1(czi1) (4.4)
j=1

und in das Produkt der geraden Givensmatrizen

]
GgN) = GQj(CQj). (4.5)
7j=1

ol

Das Pencil §
GV ) (Ggm) . AeC,
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heiflt Schurparameter-Pencil und ist tridiagonal, denn G(()N) und GgN) haben

die folgende Form:

- . 1
—C1 81

s1 €1

GgN) - T o ’ GgN) - —C4 54
S3 €3

S4 C4

—C2 852
SS9 Cy

Nun ist eine obere Hessenbergmatrix der Form (4.1) unitédr dhnlich zu
(vel. [1])
T=GMNa), (4.6)

und das heifit insbesondere, dass H und 7" die gleichen Eigenwerte besitzen.
Die Transformation einer unitiren Matrix A auf ein Schurparameter Pencil
Go — MG} und damit auf (4.6) ist auerdem im Wesentlichen eindeutig.

Lemma 4.2 ([5]) Zu A € CV*N unitir gibt es eine unitire Matriz Q €
CN*N 50 dass

Q"4Q = GG

gilt. Sind alle komplementiren Schurparameter positiv, so ist die Transfor-
mation bei gegebener erster Spalte q1 von Q) eindeutig.

4.2 Der unitire Lanczos-dhnliche Algorithmus

Wir wiederholen kurz die Herleitung des Verfahrens aus [5] und [4] (dort
S.62). Wie Lemma 4.2 schon andeutet, verlduft die Herleitung des unitéren
Lanczos-dhnlichen Verfahrens analog zum symmetrischen Fall. Angenom-

men, wir haben eine unitire Matrix @ € CN*V so dass
Q" AQ = GG (47)
gilt. Es ist (4.7) dquivalent zu
AQ (GQV)) « = QGW) (4.8)
sowie
A*QCW) = @ (Ggm)* . (4.9)

Fiir k£ ungerade erhalten wir die kte Spalte von (4.8) zu

A(Sp—1qQr—1 + Ck—1k) = —CrQk + SkQk+1,
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wobei ¢; = Qe; ist. Daraus a8t sich aufgrund der Orthogonalitit der Spalten
von @ ¢, wie folgt bestimmen

ek = —qpA(Sk—1qk—1 + Ck—1qk)>
und man bekommt s; zu
Wet1 = A(Sk—1Gk—1 + Ck—1ak) + ks Sk = ||Wit1]]-

Ist dann s # 0, so erhilt man den neuen Lanczosvektor schliefllich aus der
Normierung von wg41. Ist k gerade, so gilt fiir die kte Spalte von (4.9)

A (Sk—1qr—1 + Ch—1qk) = —Ckqk + Skqk+1

und es berechnen sich cg, s und gx11 ganz analog. Zusammengefaf3t erhalten
wir

Algorithmus 4.3 (Unitdrer Lanczos-dhnlicher Algorithmus, [5]) Es
seien eine unitire Matriz A € CN*N und ein Vektor ¢1 € CN mit g =1
gegeben. Wir setzen so = 0, ¢ = 1 und g9 = 0 € CN und berechnen fiir
k=1,2,...

Ist k ungerade:

ze = A(Sk—1qr—1 + cr-19k)
= —(gr2k)

Wg41 = 2k + CkQk
sk = ||lwktl]

dk+1 = w§:1

Ist k gerade:

2z = A"(Sk—1qx—1 + Cr-1qx)
& = —(a5zk)

W41 = 2k T CrQk
sk = ||wgsal]

qk+1 = wg—:l

Sind dann k£ Schritte von Algorithmus 4.3 durchgefiihrt worden, so defi-
nieren wir

Ty, = GG,

dabei sind G und G die in (4.4) und (4.5) definierten Matrizen, mit dem
einzigen Unterschied, dass die kte Matrix nicht mehr zwangslaufig unitér ist,

Gr(cx) = [ Tj—1 e }, falls der Betrag von ¢ kleiner als 1 ist. Analog
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zum reell symmetrischen Lanczos Algorithmus definieren wir die Matrix der
Lanczosvektoren

ka = [q17QQ7 v 7Qk] € CNka

also ist T}, der Rayleighquotient der Matrix A mit Q:

Ty, = QLAQy.

4.3 Eigenvektor- Eigenwert Struktur von T}

Zunéchst einmal haben die von Algorithmus 4.3 erzeugten Matrizen T}, ein
bestimmtes Nullenmuster, das von Bohnhorst in [4] Doppeltreppe genannt
wurde.

Definition 4.4 ([4] S. 30) Eine Matriz T = [t; j]1<;j<n mit der Eigen-
schaft

) >
[ gerade und { J2i+2 oder

R ]él_3 )
by =0, falls ] de und j>1+3 oder
ungerade un i<io2

heifst Doppeltreppen-Matriz. Gilt zusdtzlich

t2,1 >0
tii42>0 1<1<n—2 undl ungerade
tib21 >0 2<1<n—2 undl gerade,

so nennen wir T kurz DT-Matrix.

Das Nullenmuster stellen wir fiir eine 8 x 8 Matrix dar:

[ = + 0 0 0 0 07
+ z z 0 0 0 0 O
0O 2 = + 0 0 O
O + 2 =z = 0 0 O
0O 0 0 =z =z o« + O
0 0 0 4+ = =z z O
0O 0 00 0 =z z =«
L0 0 0 0 0 4+ z =z |

Das z und das + stehen fiir mogliche Eintrage der Matrix, die ungleich Null
sind. Bei einer DT-Matrix wird verlangt, dass sich an den durch + gekenn-
zeichneten Stellen positive Zahlen befinden; das bedeutet in Zusammenhang
mit Algorithmus 4.3, dass die normierten komplementéren Schurparameter
s;j positiv sind und der unitére Lanczos-ahnliche Algorithmus nicht zusam-
menbricht. Mit anderen Worten, Algorithmus 4.3 erzeugt eine Folge T} von



50 KAPITEL 4. UNITARER LANCZOS-AHNLICHER ALGORITHMUS

DT-Matrizen.

Werden die Rechnungen des unitéren Lanczos-dhnlichen Algorithmus oh-

ne Rundungsfehler durchgefiihrt, so bricht das Verfahren fiir ein d < N mit

sq = 0 ab. Der dann erzeugte Schurparameter Pencil ng), Géd) liefert folg-

lich eine unitdre DT-Matrix. Fiir jedes A € C gilt dann

rang (A — T,) = rang ()\ (ng)>* - ng)) >d—1, (4.10)

da A (ng))* - ng) fir A # 0 eine tridiagonale Matrix ist, bei der alle
Nebendiagonalelemente ungleich Null sind. Da Ty auflerdem unitér ist, sind
alle Eigenwerte von T} einfach.

Allerdings sind fiir k& < d die Hauptabschnittsmatrizen T} von Ty nicht
unitér, denn der kte normierte Schurparameter hat einen Betrag kleiner als
1, |ex] < 1. Trotzdem ist auch T} eine DT-Matrix. Sei

Sy = diag (Ix—1, —cx)

dann gilt
- G((,k) éé’“)sk ,falls k gerade ist
F Ské(()k) ng) ,falls k ungerade ist

mit eZéék)ek =1 und eZ@ék)ek = 1 und ansonsten stimmen diese Matrizen

mit G bzw. G iiberein. Wie in (4.10) sieht man, dass der Rang von
(M — T}) auch grofler oder gleich k£ —1 ist, und T} deshalb auch geometrisch
einfache Eigenwerte hat. Es stellt sich aber die Frage, ob die algebraische
Vielfachheit der Eigenwerte ebenfalls gleich eins ist?

Vermutung 4.5 Ist T, eine unitdire DT-Matriz, so dass fiir die komple-
mentdren Schurparameter 0 < s; <1 gilt, 1 < j < d, dann haben die fiihren-
den Hauptabschnitte Ty, von Ty algebraisch einfache Figenwerte, 1 < k < d.

Wir diskutieren diese Fragestellung kurz. Es sei k gerade und wir setzen
T, =Ty, T=GWaW,

Das bedeutet, dass Ty eine unitidre Matrix plus einer Rang-1 Matrix ist. Mit
S =5, und ¢ = ¢ # 0 gilt also

Ty =TS =T+ Tegej(c—1).

det(T} —AI) =0« det (T —AS™1) =0
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gilt, 148t sich die Vielfachheit der Eigenwerte von T, eventuell iiber das
allgemeine Eigenwertproblem 7' — AS~! untersuchen. Wir wenden dazu die
verallgemeinerte Schurzerlegung (siche [15] S.396) an. Es sei

WH(TSYW = Ry
die Schur’sche Normalform von 77 und
SW = ZR, (4.11)

die QR-Zerlegung von SW, so dass Ry positive Diagonaleintrige hat. Da
auflerdem W, T und Z unitdre Matrizen sind, gilt zusétzlich noch

W*TZ = RiRy" = D = diag (ewl, . ,ewk> . (4.12)

Wir bezeichnen die Diagonalelemente von Rj als rj = €] Roe;. T hétte dann
einen degenerierten Eigenwert, falls es mindestens zwei Indices 1 <1 < j < k
gibt, fiir die

B=p06; und 7 =r;
gilt. Um zu zeigen, dass T einfache Eigenwerte hat, geniigt es also, zu
demonstrieren, dass entweder 3, # 3; oder 7 # r; fiir alle [ # j gilt. Das
Nullenmuster von T liefert uns das folgende

Lemma 4.6 FEs seiTy eine unitdre DT-Matrixz, und Ty, eine fihrende Haupt-
abschnittsmatriz 1 < k < d. Ist x ein Rechtseigenvektor und y ein Linksei-
genvektor von Ty, zu einem Figenwert 0 # 0, so gilt

0 £ eyr , falls k gerade
ery ,falls k ungerade

Beweis: Wie nehmen an, k sei gerade und setzen x; = ejx, 1 <5<k Sei
f ein Eigenwert von Tj. Dann gilt:

G Sz =0 (Gg’ﬂ)* z. (4.13)

Die Ite Zeile von (4.13) ist

0 (—cir1 + s1x2) = a1 =1
0 (si—1x1-1 + 1)) = —qxp+ 52141 ,1 <l <k und]l gerade
0 (—cx; + six141) = si—1x-1+¢xp ,1 <1<k und !l ungerade
0 (Sp—1Zp—1 + Cr_1Tk) = —Cplg A=k
Wiére xp = 0, so wiirde z, = 31 = ... = 1 = 0 folgen, da 6 und alle

komplementéren Schurparameter ungleich Null sind. Jedoch ist x = 0 ein
Widerspruch dazu, dass x Eigenvektor ist. Fiir k ungerade lduft der Beweis
ganz analog ab. O
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Satz 4.7 Ist T} fithrender Hauptabschnitt der unitiren DT-Matrix Ty, k <
d, so gilt:
ANTy) Cc{z: |ex| <|2] <1}

Beweis: Es sei ¢;, # 0, dann ist auch 0 € A(T)). Wir betrachten wieder den
Fall, dass k eine gerade Zahl ist. Falls k ungerade ist, verlduft der Beweis
identisch. Fiir 0 # 0 € A(T) mit Eigenvektor z gilt:

k—1
0] = IGPGH) S]] = [|Spall = | D |12 + lexl?|zal? < ||2]], (4.14)
j=1

denn nach Lemma 4.6 ist xj ungleich Null, und es gilt |c;| < 1. Die untere
Abschétzung ist nur fiir ¢, # 0 interessant. Nach (4.12) gilt fiir die Eigen-
werte 6; von T}, gerade 0; = rjewj , d.h. dass die Betrége der Eigenwerte von
T}, auf der Diagonalen von Rg stehen. Aus

R5Ry = W*S*SW
folgt

k
H (det(R2))? = det(RaR5) = |cx|?
Jj=

und da wir mit (4. 4) gezeigt haben, dass 7; < 1 ist, erhalten wir r; > |cg]
firj=1,...,k. O

Ist ¢ # 0, so folgt aus (4.11)

el —

Ry—Ry*=Z"(§—-S)W = Z eperW,
und mit Hilfe von 0 < |¢| < 7; < 1 erkennt man, dass die Diagonaleintrige
von Ry — R, ™ alle ungleich Null sind, so dass auch die letzten Zeilen der
unitdren Matrix Z und W keine Nullen enthalten: e} Ze; # 0 # e;We; fiir
j=1,...,k

Um zu zeigen, dass die Eigenwerte der fithrenden Hauptabschnitte T},
einfach sind, dachten wir zunéchst, es sei moglich r; # r; in der Zerlegung
(4.11) und (4.12) nachzuweisen. Aber das ist nicht moglich, wie anhand des
nachfolgenden Beispiels demonstriert wird.

Beispiel 4.8 Angenommen, es seien alle komplementdren Schurparameter
gleich eins: s; = 1 fiir j = 1,...,k — 1. Dann ist TkSlzl (falls k gerade ist
und sonst Sk_lTk) eine Permutationsmatriz und es gilt:

4 [ det (G5 —ragP n .
= (c— A )

det (TS — M) =
( )= det (SG% — AP

Somit haben alle Figenwerte von Ty, den gleichen Betrag und fiir die Diago-
nale von Ry in (4.11) gilt ry =19 = ... =13, = (|e])V/*.
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Als Moglichkeit bleibt also, zu zeigen, dass in (4.12) die Winkel alle ver-
schieden sind, also 3 # B; fiir j # [ und 0 < 3, 5; < 2m. Allerdings ist uns
dieses bisher nicht gelungen.

Als weitere Bezeichnungen benutzen wir wie im vorherigen Kapitel fiir

die charakteristischen Polynome

Ye(A) = det (M —Tj)

wlk ()\) = det ()\I — T27k) .

Lemma 4.9 Es sei T}, ein Hauptabschnitt einer unitdren DT-Matrix Ty,
k < d, und habe einfache Figenwerte. Wir bezeichnen mit X die Matriz
der Rechtseigenvektoren und mit'Y die Matriz der Linkseigenvektoren, Y =
X%, d.h. Ty, = X diag(b1, . ..,0,)Y*. Dann gilt firr jedes Eigentripel (6, z,y)
von T}.:

rrgkb(0) = Yk

n119(0) = a1(0)

Ist k gerade:

k—1
T1gp(0) = cke% H 55
j=1
k—2
xlgk,lw;(e) = (9 + Ckékfl)g% H 85
j=1
und falls k ungerade ist (k > 3):
k—1
witp(0) = 07 o H sj
j=1
k—2
T (0) = —(O0+crcn)d 7 1155
j=1

Beweis: Die Formeln lassen sich, dhnlich wie in [26] auf Seite 129, aus einer
Identitét fiir die adjungierte Matrix herleiten:

adj(0 — Ty) = v (0)zy"

Man vergleicht nun die entsprechenden Eintridge der beiden Matrizen. O

Wire hingegen 6 ein algebraisch [-facher (aber geometrisch einfacher)
Eigenwert, was wir aber fiir DT-Matrizen nicht beobachten konnten und
daher nicht unterstellen (Vermutung 4.5), so wiirde stattdessen

. 1 N
adj(01 —Ty) = ﬁw;(f)(ﬁ)wy
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gelten, woraus problemlos analoge Resultate zu Lemma 4.9 gewonnen wer-
den kénnten.

Eine besonders schone Eigenschaft der diversen Lanczosverfahren (siehe
z.B.[3], [12]) ist die Berechenbarkeit des Residuums aus Grofien des kleinen
Eigenwertproblems fiir Tj. M6chte man das auch hier machen, mufl man in
Analogie zu (2.4) wissen, wie die ersten k Spalten der Reduktion (4.7) von
A auf Doppeltreppenform aussehen. Es gilt

Satz 4.10 ([4] S. 72/73) Nach 1 < k < d — 1 Schritten des Algorithmus
4.8 gilt, falls k gerade ist

A*Qr = QT + Sk-15kqk+1€5—1 + Ck—15kQk+1€5, (4.15)
und falls k ungerade ist

AQr = QiTx + Sk—15kqk+1€5—1 + Ch—15kqk+1€5, (4.16)

Wir betrachten nun fﬁr ungerades k das Ritzpaar g\k) , ](k)) d.h. es gilt

(;
Tka:gk) = Qj(-k)xg-k) und z Qkx ; damit folgt aus (4.16)

1428 — 09 = sy _yspal?) L+ sperazi] = oy (4.17)
und fiir gerades k; liefert (4 15) zusammen mit einem Linkseigenvektor T,;*yj(k ) —
gk, (k)

Yj

; sowie z = Q y]

|42 — g 50| = ysk_lskg,g’“_)L  skano1yy )| = Oy, (4.18)

Wie beim symmetrischen Lanczosverfahren kann man damit die Konver-
genz von Ritzpaaren iiber die Grofien dy, ;, gk,j kontrollieren.

Mit Lemma 4.9 versuchen wir nun ebenfalls in Analogie zum symmetri-
schen Lanczosalgorithmus, die Gréflen o ; bzw. SkJ nur aus Informationen
aus Ritzwerten 9§k) zu bestimmen, so dass auch hier Eigenvektoren von T}
erst dann berechnet werden miissen, wenn die Konvergenz hinreichend gut
ist. Ein Problem allerdings ist, dass T} im allgemeinen weder unitér noch
normal ist, dass also Links- und Rechtseigenvektoren verschieden sind. Da-

her bekommen wir auch nur

k (R)\(k—3)/2(p(k) -
(0;) (0, + 2¢k-1ck)
|y§]f)‘5ky = H 55 [—2 X , k ungerade
’ =1 AGS)
(4.19)
k (F)\(k—2)/2(p(k) A
~ ((9 ) ((9 + 2ck—lck)
‘xgk)wk] = H sj |2 J 3 , k gerade. (4.20)
’ =1 o
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4.4 Ein numerisches Experiment

Wir wollen anhand eines Beispiels schauen, ob der Algorithmus 4.3 beziiglich
Konvergenz von Ritzwerten, Clusterbildung und Orthogonalitéitsverlust in
endlicher Arithmetik ein d&hnliches Verhalten an den Tag legt wie der sym-
metrische Lanczosalgorithmus. Dazu eine Voriiberlegung.

Definition 4.11 ([4] S. 63) Zu k € N, A € CN*N wunitir und v € CN
definieren wir den verallgemeinerten Krylowraum als

span{v,Av,A*v,sz,(A*)2v,...,(A*)%U}, k  wungerade
v

Ki(A,v) =
#(4,0) { span{v, Av, A*v, A%, (A*)?0,. .. ,Agv}, k gerade

Dann iiberzeugt man sich leicht davon, dass sich jeder Vektor w aus K (A4, v)
in der Form Polynom in A (bzw. in A*) mal einem Vektor v darstellen l&8t:

w— p(A) (A*)%v ﬁ(A*)A%v , k ungerade
v= (A*)Agv , k gerade

=)

h
N~—
—

IL
\_/

N\w
,_.

fiir gewisse Polynome p, p, q, ¢ vom Grad kleiner oder gleich k£ — 1.

Als eine wesentliche Grofle bei der Herleitung oberer a priori Schranken
zur Abschétzung der Konvergenz der Ritzpaare betrachtet Saad (vgl. [34]
S.204) den Abstand eines Eigenvektors u; von A zu dem Unterraum, aus dem
man die Ritzapproximationen gewinnt, hier also Ky (A, v). Sei P}, = QrQ;
die orthogonale Projektion auf Kjy(A,v) und fiir den Startvektor ¢; gelte

N

@1 = Y aju; mit a; # 0 und ¢fq1 = 1. Zudem bezeichnen wir mit M das
i=1
Spektrum von A ohne \;;, M = A(A) \ {\i}. Es gilt:

(= Poasl[? = min |lagu: — p(A)(A") a1
degp<k—1
= min |]a~A%u. (A
N degp<k—1 ¢ i—p o
B )
. 5
< min ) fle Zajp |
k—1
pO)=A; 2 o
N
_ . 2 N2
= Lmin Dl Pp(y)l
k=1 j=1
p(N)=A, 2 I
N

< D log? min - max |p(z)[.
Jj=1 k—1

J#i pOA)=N; 2
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Also haben wir das Approximationsproblem

min _ max [p(z)].
p(A)=A; 2
degp<k-—1

zu untersuchen. Zunéchst einmal gilt

i = mij . 4.21
min | max|p(z)| = min  max |p(2)| (4.21)
p(/\i)z)\i 2 degp<k—1
degp<k—1

Das bedeutet, wir kénnen \; = 1 ¢ M annehmen. Die beiden benachbarten
Eigenwerte von \; seien e~ = \j_; # \; # Ait1 = e+, Wir definieren
B B i(7r+ﬁ1+iN*1) B " -1 )

p=21— (Byr—pP-),a=c¢ und v = (cos (Z)) . Die Vor-
gehensweise ist nun wie folgt. Man 16st nicht das Approximationsproblem
(4.21) tiber der diskreten Menge M, sondern betrachtet das Problem auf ei-
ner kontinuierlichen Obermenge, in diesem Fall einem Kreisbogen ¢ D> M.
Die folgenden Ergebnisse stammen aus [21], S.57, finden sich auch in [22].

ng{aeiﬁ : ?§B§27T—?}
2 2
Wir bezeichnen mit Cy,(z) das n-te Tschebyscheffpolynom fiir z € C (siehe

z.B. [34] S.144). Fiir n > k — 1 stellt sich dann das nte Faberpolynom fiir
Qo dar als (siehe [21], Theorem 4.1, S.30):

1/2,-1/2 |, —1/2.1/2 n
F,(2) = 2(az)"?C, <fya : ta 7z > - <%> , 2#0

2

sowie
Fn(0) =a"(v" —97"),

und das schatzt man zu

|Fn(2)| <2447", firalle ze Qo

a=1/2 4 gl/2 .
o (2222

und

F,(1)] >2
Fa(1)] = >

ab. Damit bekommen wir insgesamt

1 2 kL
(I = Prus| < o1 S L (4.22)
v 9 ‘Ck_l (’7%)‘ — ke

Die Werte von |Cy_1(x)| werden fiir |z| > 1 schnell grof§ (vgl. [34] S.143
oder[26] S.331), somit besagt (4.22), dass die Ritzwerte um so schneller ge-
gen einen Eigenwert A; von A konvergieren, je grofler die Liicke ¢ auf dem
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Einheitskreis zwischen den beiden benachbarten Eigenwerten von ); ist. Ein
nicht iiberraschendes Ergebnis, denn auch im symmetrischen Lanczosalgo-
rithmus konvergieren die Ritzwerte um so schneller gegen einen Eigenwert je
grofler die Spektralliicke ist. Dementsprechend konstruieren wir ein Beispiel
mit hinreichend grofier Liicke auf dem Einheitskreis.

Beispiel 4.12 Die Zahlen by, . .., byy migen die Verteilung (2.17) mit N =
24 und p = 0.7 haben und es sei ji; = b;—fbl (bj —b1), \j = e und A =
diag (M1, ..., A24).

Eigenwerte von A

08r
061
04r

0.2f

-0.2F
-0.4F
—06F

—08-
04 Mo

Wir wenden nun den Algorithmus 4.3 mit Startvektor ¢ = e an und
beobachten:

e Der Algorithmus bricht in endlicher Arithmetik nicht nach N = 24
Schritten mit sy = 0 ab.

e Die Orthogonalitéat der Lanczosvektoren geht noch vor &k = N verloren.
Kondition der Matrix Qp:

| E 17 ] 18 | 19 | 20 |
| condy(Qp) || 41.914 | 1.8225 x 10" | 1.3365 x 107 | 1.7086 x 107 |

e Es bilden sich Cluster von Ritzwerten. Zum Beispiel approximieren im
Schritt k = 18 jeweils zwei Ritzwerte die Eigenwerte Ago und As3:
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Ritzwerte, k=18
1 T

08F
06F

04
o+

1 \ |
4
o 3
Jeweils 2 Ritzwerte,
-0.2F die A22 bzw. )\23 approximieren.

04+
06

-08}F
+

-1 I I I I I I I I I
-1 08 -0.6 -04 -0.2 0 02 0.4 0.6 08 1

4.5 Rundungsfehleranalyse

In der Arbeit [5] wird eine Stabilitétsanalyse der Reduktion einer unitéren
Matrix A auf Schurparameterform G,G. durchgefiihrt. Es wird gezeigt, dass
die Reduktion riickwérts stabil ist, wenn die Transformation mit House-
holdermatrizen implementiert wird. Allerdings wird nicht Algorithmus 4.3
analysiert, der eine Gram-Schmidt Orthogonalisierung der Basen der verall-
gemeinerten Krylowriume Ky (A, ¢1) darstellt. Der nun folgende erste Satz
dieses Abschnitts besagt, dass die durch den unitédren Lanczos dhnlichen
Algorithmus in endlicher Arithmetik berechneten Gréflen spaltenweise die
Gleichungen (4.8) und (4.9) wiedergeben plus einem Fehler, der von der
Ordnung der Maschinengenauigkeit e ist. Die maximale Anzahl an Nicht-
nullelementen in den Zeilen bzw. Spalten von A wird erneut mit m < N
bezeichnet. Ergebnisse von Gleitkommaoperationen werden hier mit einem "
gekennzeichnet.

Satz 4.13 Sei €33 = ((m +3)V2 + 3) € und €99 = (2 + 2\/5) €. Wurden j
Schritte des unitiren Lanczos dhnlichen Algorithmus in endlicher (oder ex-
akter) Arithmetik durchgefiihrt, ohne dass der Algorithmus zusammenbricht
(d.h. s; #0 firl=1,...,j), dann gilt fir die berechneten Grdifsen

AQ;(GY) ej = QG e; + 3411 + fi
73| < 111G ejeas + QI IE lesers + O ().
falls 7 eine gerade Zahl ist und andernfalls
AQjGYe; = Qi(GD) e + 3j4ja1 + f
il < JAT1QS11GS leses + Q511 (GD) ejeae + O (€7) .
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Beweis: Wir fiihren die Rechnungen fiir den Fall, dass j € N eine gerade
Zahl ist, durch. Die erste Operation des Algorithmus ist dann die Multipli-
kation einer reellen Zahl mit einem komplexen Vektor!

p1 = fl(8j-1Gj—1) = §j—1Gj—1 + dp1, |6p1| < 8j-1|Gj—1]€,

es folgt eine Saxpy Operation

P2 = [flL(P1+E—1d4;) =P1 + ¢—1G; + P2
= §;_14j—1+ ¢j—13G; + Op2,

mit
052l < ((1+2VD)Esallds] + [1]) €+ O(e)
|op2| < [0p1| + 6D
< 285 1(gj-1le + (1 +2v2)[¢51][gjle + O(€).

AnschliefSend wird der Vektor Z; durch eine Matrix-Vektor Multiplikation
bestimmt

g = fL(A™p2) = AP + 6%, 16%j] < (m+ 1)V2|A7[[pole + O(€%),

so dass wir
&= A" (31451 + &1;) + 02
mit
021 < [6%] + |A7||dp2|
< 1A (2851051 + (U + 2VD)1E -l ) e
+V2(m + 1)|A%[[pale + O()
< 1A (2851051 + (L +2VD)1E kgl ) €

+V2(m + 1A (8j-11dj-1] + [65-111g5]) € + O(€?)
< (m+3)V2+ 1) 1A (351051 + 511165]) € + O()

haben. Der néchste berechnete Schurparameter ist ¢; und folgt aus einem
Skalarprodukt

& = —f1(0%) = G5 + e e < V2 ()Id]121
Eine weiter Saxpy Operation liefert

wj-&-l = fl (ﬁ’j + éj(jj) = ﬁj + éj(jj + 51I)j+1,

lsiehe Anhang A
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WO
|6@1] < (1+2v2) (1&]1d5] + [2]) € + O(?).
Also gilt
Wip1 = A" (8j-14-1 + ¢-145) + ¢4 + owj
mit
dwja] < [0wj1a] + (0]
< ((m+3)V2+ 1) |4 (3-ldy] + 611 €

+(1+2v2)[]ldle + O(E2).
Fiir den berechneten komplementéren Schurparameter 3; gilt
bi = fl(@fpaj41) = @fatbyer (14 b;), 605 < V2yna(e)

5 = fl <\/§j>:\/w;+1wj+1(1+5bj)(1+58j), |0s5] < e.

Schliefflich bekommt man den neuen (berechneten) Lanczosvektor aus einer
Division
Wj41

A~

J

. Wj+1 Wj+1
Qj+1—fl< . ) = == +0g511, |0gjl <
Sj Sj

und das bedeutet

8;Gj+1 = Wjt1 + 8;0qj41 = A*(8j21Gj—1 + ¢j—14;) + ¢;d; — fj

mit
1fil < 18;0g541] + |0wj]
< !wj+1\6+((m+3)\@+2 |A*| (85115 1] +1&-1114]) €
+H(L+ 2v2)[¢5]|G5]e + O(€)
< ((m+3)V2+3) |4 (3-ldj1| + 6-111d1) €

+(2 + 2v2)|&5]|G;]e + O(€?).

Fiir den Fall, dass j ungerade ist, &ndert sich an den Rechnungen nichts
Wesentliches. ]

Wie auch fiir den symmetrischen Lanczosalgorithmus treffen wir zwei
zusatzlich Annahmen. Die erste ist die, dass die berechneten Lanczosvekto-
ren lokal zueinander orthogonal sind, d.h.

Cj;(qul = 0, fir j = 2, ce k‘, (423)
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was in Matrixnotation
QrQu — It = (Cp + A+ Cy), (4.24)

bedeutet und hierbei ist C, eine strikte obere Dreiecksmatrix, die zusédtzlich
auch auf der ersten Nebendiagonalen nur Nulleintrdge besitzt. Die zweite
Annahme betrifft das kleine Eigenwertproblem fiir Tk = ng)éék) Wir neh-
men an, dass dieses exakt gelost wird:

- k k) (k ~(k - k) ~(k)\x

Tl =02, ("1 = 65" (57", (4.25)

Ganz grob gesprochen haben wir in Satz 4.13 nachgerechnet, dass in end-

licher Arithmetik (4.15) und (4.16) plus jeweils einem Fehler in der Grofien-
ordnung der Maschinengenauigkeit gilt, dass es also Fj,, G € CN*F gibt,
mit

AQy = QpTi+ 7 + Fy (4.26)
A Qr = QiTy + 7+ G, (4.27)
WO
P = { Sk—18kQk+1€5_1 t Ck—18kqk+1€], ,k ungerade
(—3kCht1k+1 + Sk8k+10r42) €k gerade
und

F = (—8kCh1qk+1 + Sk5k+1Gk42)€), Kk ungerade
Sk—18kQk+1€)5_1 + Ch—15kQit165, K gerade

Der nachfolgende Satz liefert das zu (2.13) analoge Ergebnis, es wird der
Zusammenhang zwischen dem Orthogonalititsverlust und der Konvergenz
von Ritzpaaren aufgezeigt. In den Formeln (4.28) und (4.29) werden zudem
die analogen Bestandteile wie bei (2.13) verwendet, ndmlich die Residuen

(k) (k)

Ok,j Sk,j in exakter Arithmetik, Rundunsgfehlereinfliisse €;j » €5 sowie der

jeweils neu berechnete Lanczosvektor ¢r+1 und die Ritzvektoren 2](.k) (und
~(k .. . .
zg- ). Dabei ist zu beachten, dass - entsprechend der Herleitung des unitéiren
Lanczos-dhnlichen Algorithmus - die Orthogonalitét jeweils zwischen neu be-
rechnetem Lanczosvektor und Rechts- bzw. Linksritzvektor gemessen wird,
je nachdem ob der Index k gerade oder ungerade ist. Die Interpretation von

(4.28) und (4.29) ist dann identisch zu der von Satz 2.4.

Satz 4.14 Der unitire Lanczos-dhnliche Algorithmus in endlicher Arith-
metik geniige (4.24), (4.25), (4.26) und (4.27). Es sei

Aka — TkAk = K — Ly
QiF, —GiQr = (Np+Auo) — (My+ Do),

wobet Ky und N strikte untere Dreiecksmatrizen sind, Li und Mj sind
strikte obere Dreiecksmatrizen und Ay o sowie —Ag 5 sind Diagonalmatrizen,
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auf deren Diagonale sich abwechselnd Null- und Nichtnulleintrige befinden?.

Fiir die berechneten Links- und Rechtsritzvektoren 3 = Qkx(-k) und g(k) =

.~ J J J
Qkﬂj( ) gilt:

(k) ‘

€.
(jk+12§k) = f—], k gerade (4.28)
Ok,
.
QZ+1§§) = 5]—], k wungerade (4.29)
k7j

wobei
9= (Y 0 s, = () O 20
Orj = ‘§k71§ky](€k_)17j + ék—léky](c?’ , o Opy = ‘§k71§k$g€_)1’j + 5k71§k90;(€k]) .

Beweis: Wir fiihren den Beweis erst fiir den Fall, dass k eine gerade Zahl
ist, durch. Zunéchst multiplizieren wir (4.26) von links mit @} und erhalten

Qi AQ) = QiOkTx + Qr(—5kCri1drs1 + 368k 1Grr2)ef + QfFy,  (4.30)

und transponieren von Q;‘;x (4.27) liefert

QrAQy, = T1,Q3Qk + (85-18k€k—1 + Cro18ker)df 1 Qr + GEQr  (4.31)
Man subtrahiert (4.31) von (4.30) und bekommt

0 = QrQiTk — ThQrQk + QF(—3kChr1dk+1 + SkSk+1dk12)€],
—(8k—18k€h—1 * Ch—15kek) G5 1 Qr + QrFr — G1LQk,

was dquivalent zu

(8k—18k€k—1 + Ch18k€8) sy Qr — Qf(—8kChi1dir1 + Sk8k41rr2)e]
= O3 Ty — ThOf + ATy, — TiAg + Ci Ty — TiCr + QL Fy — GOk
(4.32)

ist. Jetzt betrachtet man das Nullenmuster der einzelnen Summanden in
(4.32). Es hat Q% (—8xérr1dri1 + Sk8kt1Grro)el nur Eintrige ungleich Null
in der letzten Spalte und ist folglich eine obere Dreiecksmatrix. Aufgrund
der lokalen Orthogonalitdt (4.23) ist die letzte Spalte von (8g_1Skpex—1 +
Ch—15k€k)q) +1Qk gleich Null und diese Matrix kann nur in den letzten beiden
Zeilen Eintrége ungleich Null besitzen, ist also eine untere Dreiecksmatrix.

2(AO,I)IJ =0, (Az,0)1,1 #0
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Die Diagonaleintrage von AT, — TiAj, sind ebenfalls gleich Null. Es ist
auflerdem

0Oz ... ... «x
T
Cy.Ty, — ThCr = 0
T
. :1:_
und _ -
T
x 0
Cil,—TyCi=| 1 . =z
|z ... T 0_

Mit Ao und Ap, wird die Diagonale von QZFk - G,’ZQk geteilt:
Do = diag (€(QiFy — GiQu)er,0.65(QiFi — GiQp)es,0,...,0),
A()’w = —diag (O, e;(QZFk — GZQk)eg, O, ey €Z(QAZF]€ — GZQk)ek> .

Man trennt nun in (4.32) die oberen und unteren Dreiecksmatrizen wie folgt:

(8k—18ker—1 + Cr_13rer) Gr1Qx = CiTx — TxC5
+ (Nk + A%o + Kk) (4.33)
QF (—8kCra1k4+1 + SkSk+1dr42) € = CpTyp — TpCh

— (Mk =+ AO@ —+ Lk) .
Bildet man (y](k)>* x (4.33) xxyc), so ergibt sich

(gk,lgky,g’“_)lvj + o1y ) Giaz) = (y(,k)) (Nk + Ag + Ki) 2,

wovon man den Betrag nimmt und (4.28) erhélt. Fiir den Fall, dass k eine
ungerade Zahl ist, zeigen analoge Rechnungen

en(—Ch18kdr i1 + bk 2)@Qr = CiTh — TiCh
+ (Np + Az + Ki)
—Qkdr+1 (Sk—18kef_y + Co18ker) = CipTy — TpCy

— (Mk + Aoyz + Lk) (4.34)

und aus (yj(k))* x (4.34) xa™ folgt schlieBlich
_ (z]m) Gort (gk_lgkx,g’?l,j + ek_lgkxgj;) = o\ (Mg + Do+ Ly) 2P
O
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Anhang A

Arithmetik

Wir geben kurz ein paar Bemerkungen zum Rechnen in Gleitkommaarith-
metik entsprechend des Modells (1.4). Fiir natiirliche Zahlen n € N mit
ne < 1 definieren wir die Zahlen

ne

’Yn(f) = 1 —ne (Al)

Um den Einflufl der Rundungsfehler bei mehreren hintereinander aus-
gefithrten Rechnungen in Gleitkommaarithmetik abzuschétzen, sind die bei-
den folgenden Lemmata hilfreich. Diese finden sich beispielsweise in dem
Buch [18] ab Seite 69.

Lemma A.1 (/18] S. 69) Es sei |0 < € und pj € {—1,+1} fir1 < j <n,
zudem sei ne < 1. Dann gilt

[0 +6)% = (46, mit (] < (0 (A.2)
j=1

Fiir das néchste Lemma nehmen wir an, dass die Zahlen ~;(e) geméis
(A.1) immer definiert seien.

Lemma A.2 ([18] S. 74}) Fiir eine natirliche Zahlen n sei 6, wie in (A.2)
definiert. Es gilt:

(14+0)(1+60;) = 140k
140, {1+9k+j, j<k
1+0; 1+ Opanjs j >k
() (€) < Vmingjk}(€)
Jv(e) < (e
e(€) +e < Ytale)
Y(€) +5(€) +v(€)vi(e) < Whjle)

D
ot
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A.1 Komplexe Zahlen

Samtliche Berechnungen dieser Arbeit wurden mit MATLAB durchgefiihrt,
und in MATLAB ist eine komplexe Arithmetik bereits implementiert. An-
ders als bei einer skalaren Programmiersprache wie C muf3 der Anwender in
MATLAB nicht erst noch Routinen entwickeln, um auch komplexe Zahlen
bearbeiten zu kénnen. Das ist zumindest keine vollstandig triviale Aufgabe.
Deshalb werden kurz die Probleme erwéhnt, die auftreten, wenn Rechnungen
mit komplexen Zahlen in endlicher Arithmetik durchgefiihrt werden.

Selbstverstiandlich lassen sich die Grundrechenarten fiir komplexe Zahlen
in der naheliegenden Art und Weise durchfiihren, d.h. zu £ = a + ib und
Yy = ¢+ id rechnen wir

z+y = (a+c)+i(b+4d) (A.3)
xy = (ac—bd)+i(ad+ bc) (A.4)
x ac+bd  bc—ad
S ; A.
y C2+d2+262+d2 (A-5)

Um moglichen Exponenteniiber- oder Exponentenunterlauf (d.h. dass das
Ergebnis einer Rechnung die grofite darstellbare Zahl iibersteigt bzw. kleiner
als die kleinste darstellbare Maschinenzahl ist) vorzubeugen, sollte man bei
der Division zweier komplexer Zahlen den folgenden Standardtrick (vgl. [18]
S. 503) verwenden:

(a+b(g))+igb)—a(%)) | > |d|

T ctd( 2 ’
y | (a(5)+b)+i(b(§)-a) el < |d (A.6)

Es gilt:

Lemma A.3 ([18] S. 79) Es seien x,y € C. Werden die Grundrechen-
arten in Gleitkommaarithmetik gemdafs (A.3), (A.4) und (A.5) unter dem
Standardmodell (1.4) durchgefiihrt, so gilt

fllz+y) = (@+y)(1+0), [§f<e

fl(zy) = ay(l+946), 6] < V27y2(e)
i (y) = 20+9. PI<VEue

Wird die Division gemdfS (A.6) durchgefiihrt, so gilt

i (§> - Z(1+9), 8] < Vayr (e

Grundlegend fiir jede Rundungsfehleranalyse in der Numerischen Linea-
ren Algebra ist die Analyse des gewohnlichen Skalarproduktes in CV (bzw.
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in RY). Seien v,w € CV, mit den gleichen Rechnungen wie in [15] auf Seite
68 erhélt man

fl(v*w) = 1_)111}1(1+9~N+1)—Fﬁg’wg(1+9~§V_~_1)—|—’(_}3’w3(1—|—0~]\[)—|—. . .+@an(1+0~3),

wobei |6;] < v/2v;(e) fiir j = 3,...,N +1 und |9~§V+1\ < V2yn41(e) gilt.
Also folgt fiir das in Gleitkommaarithmetik berechnete Skalarprodukt zweier
komplexer Vektoren

fl(v*w) = v*w + dvw, |dvw| < \/§7N+1(€)|U*| |w].

Mit diesem Ergebnis siecht man auch leicht die Resultate fiir die weiteren
grundlegenden Rechenoperationen der linearen Algebra ein:

Ist a € R, z € CVN, so gilt
filaw) = aw(1+0), 13 <«
wohingegen fiir o € C
fllax) = ax(1+96), |6 < V2ys(e)
richtig ist. Die komplexe Version einer Saxpy!' Operation ist dann
fllax +y) = ax +y + de

mit
bel < ((1+2v2)|aa] +[y]) e + O().

SchlieBlich gilt fiir die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor, wenn
m < N die maximale Anzahl an Eintrigen ungleich Null in den Zeilen von
A€ CNXN gt
fl(Azx) = Ax + § Ax,
mit
16Az| < (m + 1)V2|A||z]e + O(€2).

'Die Abkiirzung Sazpy steht fiir Single precision alpha z plus y
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