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EinleitungDie Dynamik einer diskreten Evolutionsgleihung
xn+1 = g(xn) , n = 0, 1, 2 · · · , g : R

d −→ R
d (1)ist maÿgeblih durh ihre Liapunow-Exponenten1 geprägt. Beispielsweise ha-rakterisiert der gröÿte Liapunow-Exponent λ1, der sih mittels

λ1 = lim
n→∞

1

n
log ‖D gn(x)‖berehnen lässt,2 die durhshnittlihe exponentielle Rate der Divergenz bzw.Konvergenz von durh (1) erzeugten Folgen. Auÿerdem können mit Hilfevon Liapunow-Exponenten unter anderem solhe Gröÿen wie maÿtheoreti-she Entropie bzgl. eines �natürlihen� (invarianten) Maÿes (siehe [7℄) sowiedie Hausdor�-Dimension des Attraktors3 abgeshätzt bzw. bestimmt werden.Numerishe Verfahren zur Berehnung der Liapunow-Exponenten kannman im wesentlihen in zwei Klassen unterteilen: Methoden, die auf der Bil-dung eines zeitlihen Durhshnitts entlang einer Trajektorie {xn}n∈N von gbasieren, und Verfahren, die zur Auswertung von Liapunow-Exponenten einräumlihes Mittel benutzen.Zu der ersten Klasse zählen die diskreten und die kontinuierlihen QR-Metho-den (siehe z.B. [16℄, [24℄, [29℄,). Diese Verfahren sind relativ leiht zu imple-mentieren (insbesondere die diskrete Methode) und erlauben die Auswertungbeliebig vieler Exponenten, haben jedoh den Nahteil, dass die Rehnung1Die harakteristishen Zahlen, später die Liapunow-Exponenten genannt, für die Lö-sungen von autonomen gewöhnlihen Di�erentialgleihungen ẋ = f(x) wurden von A.M.Liapunow in seiner Dissertation [28℄ im Jahre 1892 eingeführt. Die Existenz der Liapu-now-Exponenten wurde unter sehr allemeinen Bedingungen von V.I. Oselede [30℄ übersiebzig Jahre später präsentiert.2Mit Dgn(x) wird die Ableitung der n-ten Iteration gn der Abbildung g bei x bezeihnetund ‖ · ‖ ist eine Matrixnorm.3Für den zweidimensionalen Fall g : R2 → R2 siehe [37℄. Bei höheren Dimensionen wirdoft die Kaplan-Yorke Vermutung (siehe [20℄) verwendet, um aus den Liapunow-Exponen-ten die genannte Dimension zu berehnen. 3



auf eine einzelne Trajektorie beshränkt ist, was in einigen Fällen fehlleitenkann (siehe [5℄).In den letzten Jahren wurden einige numerishe Verfahren zur Berehnungdes dominanten Liapunow-Exponent λ1 entwikelt, die auf der räumlihenIntegration basieren (siehe z.B. [5℄, [21℄ und ihre Referenzen). Die Vorteiledieser Methoden gegenüber der Bildung des zeitlihen Durhshnitts beste-hen u.a. in der Unabhängigkeit von der gewählten Trajektorie {xn}n∈N bzw.von dem Anfangswert x0. Auÿerdem kann der Rehenaufwand in einigenFällen (siehe [4℄) reduziert werden. Man muss jedoh bei dieser Art der Ver-fahren ein invariantes Maÿ, über das später integriert wird, ausrehnen bzw.approximieren, was die Komplexität der Implementierung erhöht. Auÿerdemist diese Methode in der in [5℄, [21℄ formulierten Form nur zur Approximationdes gröÿten bzw. des kleinsten Liapunow-Exponenten geeignet.Das Ziel dieser Arbeit ist die Entwiklung und Analyse eines numerishenVerfahrens, das uns ermögliht, eine beliebige Anzahl von Liapunow-Expo-nenten unter der Anwendung der räumlihen Integration zu berehnen. Dahierbei die diskrete QR-Methode mit der räumlihen Integration kombiniertwird, nennen wir die Methode hybrid.Die Unterteilung dieser Arbeit ist die folgende: Im 1. Kapitel werden zu-nähst einige wihtigen Grundlagen zu Liapunow-Exponenten eines diskretenendlihdimensionalen dynamishen Systems angegeben. In den Abshnitten1.2 und 1.3 beshäftigen wir uns mit den folgenden bereits bekannten Ver-fahren zur Approximation von Liapunow-Exponenten:
• der weit verbreiteten diskreten QR-Methode (siehe [16℄, [24℄ oder [29℄);
• dem von G. Froyland und anderen [21℄ entwikelten räumlihen Verfah-ren, das zur Approximation der extremen (des gröÿten und des klein-sten) Liapunow-Exponenten verwendet werden kann;
• und shlieÿlih mit der zeitlih-räumlihen Methode von J.P. Aston undM. Dellnitz [4℄, [5℄ zur Berehnung des gröÿten Liapunow-Exponenten

λ1.Für das zuletzt genannte Verfahren wird auh eine Konvergenzaussage for-muliert, die später im entsprehenden Teil des 4. Kapitels bewiesen wird.4Im letzten Abshnitt des ersten Kapitels wird die neue hybride Metho-de präsentiert, die den wihtigsten algorithmishen Beitrag der vorliegendenArbeit liefert. Sie stellt eine Art Synthese des QR-Algorithmus und des Ver-fahrens von Aston und Dellnitz dar. Die Idee dieser Methode besteht in der4Der Beweis der Konvergenzaussage in [5℄ enthält aus meiner Siht einige Inkonsisten-zen. 4



Auswertung der bezüglih eines invarianten Maÿes µ (im Idealfall eines SRB-Maÿes [15℄, [34℄) gebildeten Integralfolge
1

n

∫

ln Rii(Dgn(x))dµ i = 1, · · · , d , (2)wobei mit R(Dgn(x)) die R-Komponente der eindeutigen QR-Zerlegung (sie-he [25℄) der Matrix Dgn(x) bezeihnet wird und mit Rii(Dgn(x)) ihr i-terDiagonaleintrag. Die unter (2) angegebene Folge approximiert den i-ten Lia-punow-Exponenten λi des Systems (1) für i = 1, · · · , d. Dieser Abshnittenthält auh einen Konvergenzsatz zum hybriden Verfahren, für dessen Vor-aussetzungen hinreihende Bedingungen im 3. Kapitel diskutiert werden. Au-ÿerdem werden Abshätzungen zu der Entwiklung des Fehlers der Folgen (2),die im 4. Kapitel bewiesen werden.In den nähsten drei Kapiteln beshäftigen wir uns (direkt oder indirekt)mit der Analyse der hybriden Methode: Zunähst wird im 2. Kapitel eineKoordinatendarstellung des äuÿeren Produktes von Vektoren aus Rd sowieder äuÿeren Potenzen von reellen d× d-Matrizen und ihre Eigenshaften be-trahtet. Dieses Material erleihtert uns die weitere Analyse.Im 3. Kapitel werden die Voraussetzungen des im Abshnitt 1.4 enthalte-nen Konvergenzsatzes für die hybride Methode veri�ziert. Zu diesem Zwekwerden im Abshnitt 3.1 einige Teile der Arbeit [30℄ von Oselede nahvollzo-gen.5 Über die Anwendung einer im Abshnitt 3.2 angegebenen Version desSatzes von Oselede auf äuÿere Potenzen der Matrizen Dgn(x) kommen wirim Abshnitt 3.3 zu einer hinreihenden Bedingung, unter der die Vorausset-zungen des besagten Konvergenzsatzes erfüllt sind.Weiter befassen wir uns mit der Entwiklung von Fehlertermen der Folgen(2). Dafür ziehen wir im ersten Abshnitt des 4. Kapitels Resultate von [21℄sowie einige Ansätze aus [5℄ hinzu. Als äuÿerst hilfreih bei der Analyse derhybriden Methode erweist sih die Nutzung des äuÿeren Produktes für dieDarstellung von Rii(Dgn(x)). Bei speziellen dynamishen Systemen führt unsdieser Ansatz zu einer Entwiklung des Fehlers der hybriden Approximationdes i-ten Liapunow-Exponenten λi in der folgenden Form
1

n

∫

ln Rii(Dgn(x))dµ = λi +
Ci

n
+ o

(
1

n

)

, i = 1, · · · , d, (3)wobei Ci eine nur von i abhängige Konstante bezeihnet.Eine Vershärfung der Konvergenzaussage zu der Fehlerentwiklung erreihen5Die genannte Arbeit [30℄ lässt sih wegen ihrer Struktur an eingen für uns relevantenStellen nur shwer zitieren, deshalb war diese Ausarbeitung nötig.5



wir im Abshnitt 4.2
1

n

∫

lnRii(Dgn(x))dµ = λi +
Ci

n
+ o

(
e−θin

n

)

,wobei θi > 0 nur von i abhängig ist. Dabei wird eine spezielle Art der Tren-nung von einzelnen Liapunow-Exponenten vorausgesetzt, die wir als λi+1−λiHyperbolizität bezeihnen, wobei λi+1 und λi zwei benahbarte Liapunow-Exponenten sind. Die λi+1 − λi Hyperbolizität stellt eine Verallgemeinerungdes Begri�es der gleihmäÿigen (uniformly) Hyperbolizität dar.6Beendet wird das 4. Kapitel mit dem Beweis der Konvergenzaussage zu derzeitlih-räumlihen Methode von Aston und Dellnitz, die im Abshnitt 1.3.2formuliert wurde.Im 5. Kapitel testen wir das hybride Verfahren an der Hénon-Abbildungund dem Lorenz-System. Dabei werden in ersten Abshnitt des Kapitels diein [4℄, [5℄ vorgeshlagenen Extrapolationsmöglihkeiten für die Folgen derForm (3) diskutiert.Es zeigt sih am Beispiel der Hénon-Abbildung, dass die hybride Methodeselbst für den gröÿten Liapunow-Exponenten shneller konvergiert als dieMatrixnorm-Methode von Aston & Dellnitz, in der ln ‖Dgn(x)‖ bezüglihdes invarianten Maÿes integriert wird. Man sollte jedoh festhalten, dassdie hybride Methode, wenn man diese alleine zur Berehnung des dominan-ten Liapunow-Exponenten benutzt, eine Spezialform des in [6℄ beshriebenenVerfahrens ist.

6Eine De�nition von gleihmäÿig hyperbolishen Mengen �ndet man z.B. in [27℄, [7℄oder [31℄. In [27℄ wird die De�nition der exponentiellen Aufspaltung (exponential splitting,
(λ, µ) splitting) angegeben, die in einer direkten Beziehung zu dem Begri� der λi+1 − λiHyperbolizität steht. In der genannten Quelle wird jedoh hauptsählih eine spezielle Artder Aufspaltung untersuht, die zu dem Begri� der gleihmäÿigen Hyperbolizität führt(siehe auh den Abshnitt 4.2 der vorliegenden Arbeit).6



Kapitel 1Methoden zur Berehnung vonLiapunow-ExponentenIm ersten Teil dieses Kapitels wird eine spezielle Version des Satzes vonOselede [32℄, die die zentralen Eigenshaften von Liapunow-Exponenten be-shreibt, angegeben und erläutert. Die darau�olgenden Abshnitte 1.2 und1.3 beshäftigen sih mit einigen bereits bekannten Methoden zur nume-rishen Berehnung von Liapunow-Exponenten. Im Abshnitt 1.4 wird dieneuentwikelte hybride Methode und eine Konvergenzaussage zu dieser prä-sentiert.1.1 Theoretishe GrundlagenIn dieser Arbeit werden hauptsählih diskrete dynamishe Systeme auf ei-ner endlihdimensionalen glatten Mannigfaltigkeit M betrahtet. Diese sinddurh eine invertierbare Abbildung auf M induziert:
g : M → M . (1.1)Die Dynamik (bzw. zeitlihe Transformation oder Bewegung eines Zustandes

x ∈ M) wird in diesem Fall durh die naheinander folgenden Iterationenvon g de�niert:
gn(x) =







x , n = 0
g ◦ gn−1(x) , n = 1, 2, · · ·
g−1 ◦ gn+1(x) , n = −1,−2, · · ·(gn(x) - ist als der Zustand des Systems zum Zeitpunkt n bei dem Startwert

x zu interpretieren). Die Trajektorie (oder der Orbit) mit dem Anfang im7



Punkt x̄, mit γ(x̄) bezeihnet, ist die Menge aller Zustände in M , die von x̄aus im Laufe der Bewegung erreihbar sind. Also ist γ(x̄) = {gn(x̄) |n ∈ Z}.Die Liapunow-Exponenten sind endogene Gröÿen des auf diese Weise be-shriebenen dynamishen Systems. Mit deren Hilfe kann man zum Beispieldie exponentielle Divergenz von benahbarten Trajektorien γ(x̄) und γ(x̄+ε)untersuhen. Die Existenz von Liapunow-Exponenten sihert der folgendeSatz (siehe z.B. [32℄).Satz 1.1.1 (Oselede, 1968) Sei g ein C1-Di�eomorphismus auf einerkompakten glatten Riemannshen Mannigfaltigkeit M von der Dimension dund µ ein ergodishes Maÿ darauf. Dann gibt es eine Borelshe Teilmenge
Mµ ⊂ M , so dass g(Mµ) = Mµ und µ(Mµ) = 1 gilt, mit folgenden Eigen-shaften.(i) Es existieren natürlihe Zahlen d1, · · · , ds ( s ≤ d) mit ∑s

i=1 di = d(ii) Für jedes x ∈ Mµ gibt es eine messbare Zerlegung des Tangentialrau-mes TxM =
⊕s

i=1 W i(x) mit dim W i(x) = mi und D g(x) (W i(x)) =
W i(g(x))(iii) Es existieren reelle Zahlen λ1 > λ2 > . . . > λs derart, dass

lim
n→∞

1

n
log ‖Dgn(x)v‖ = λm (1.2)für alle v ∈⊕s

i=m W i(x) mit v /∈⊕s
i=m+1 W i(x) und x ∈ Mµ gilt.Dieser Satz ist eine spezielle Form des multiplikativen Ergodensatzes vonOselede (siehe [30℄). Eine allgemeinere Form des Satzes 1.1.1 wird auh indieser Arbeit (Kapitel 3.2) angegeben.Anmerkungen(i) Die Punkte aus Mµ werden als (Liapunow-)regulär bezeihnet.(ii) Die Zerlegung TxM =

⊕s

i=1 W i(x) in invariante Vektorräume nenntman die Oselede-Zerlegung von TxM .(iii) Die Zahlen λ1, · · · , λs heiÿen die Liapunow-Exponenten (auh harakte-ristishe Zahlen genannt) vom System (1.1) bezüglih µ.(iv) di ist die Vielfahheit von λi (i = 1, · · · , s).(v) Der gröÿte Liapunow-Exponent λ1 kann auh mittels einer Matrixnorm
λ1 = lim

n→∞

1

n
ln ‖D gn(x)‖ µ − f.ü (1.3)bestimmt werden (siehe [32℄). 8



1.2 Bildung zeitliher Durhshnitte, diskreteQR-MethodeEines der gebräuhlihsten Verfahren, das auf der Auswertung eines zeitli-hen Durhshnitts entlang einer Halbtrajektorie {xn}n∈N mit xn = gn(x)basiert, ist die diskrete QR-Methode (siehe [16℄, [24℄ oder [29℄). Mit diesemVerfahren kann man beliebig viele Liapunow-Exponenten des gegebenen Sy-stems berehnen. Ein weiterer Pluspunkt dieser Methode ist die Einfahheitder Implementierung.1.2.1 Eindeutige QR-ZerlegungSei M = Q(M)R(M) die eindeutige QR-Zerlegung einer invertierbaren Ma-trix M ∈ Rd×d(Cd×d), das heiÿt:
• Q(M) ∈ Rd×d ist orthogonal (unitär);
• R(M) ∈ R

d×d ist eine obere Dreieksmatrix, mit positiven (reellen)Diagonaleinträgen.Diese Zerlegung erhält man z.B. mit dem (modi�zierten) Gram-Shmidt Ver-fahren (siehe [25℄).Wegen ‖Mv‖ = ‖R(M)v‖ für alle v ∈ Rd ist
lim

n→∞

1

n
ln ‖Dgn(x)v‖ = lim

n→∞

1

n
ln ‖R (Dgn(x)) v‖ .Damit ist es möglih anstatt der zeitlihen Evolution von Dgn(x) zu verfol-gen, die Entwiklung von R (Dgn(x)) zur Berehnung von Liapunow-Expo-nenten zu benutzen.Genauere Informationen über den Zusammenhang zwishen den Liapunow-Exponenten vom System (1.1) und der R-Komponente seiner Linearisierung

R (Dgn(x)) liefert uns der folgende Satz.Satz 1.2.1 1 Mit λ1, · · · , λd bezeihne man die Liapunow-Exponenten mitihrer Vielfahheit. Unter den Voraussetzungen des Satzes von Oselede exi-1Dieser Satz stellt einen Teil des Satzes von Liapunow dar, adaptiert für die diskretendynamishen Systeme. 9



stiert für x ∈ Mµ eine Permutation πx mit
λπx(i) = lim

n→∞

1

n
ln Rii (Dgn(x))für i = 1, · · · , d.Der Satz wird später in einer allgemeineren Form bewiesen (siehe den Satz3.1.10).1.2.2 Diskrete QR-MethodeUm die Liapunow-Exponenten von (1.1) zu berehnen, geht man folgender-maÿen vor:Als Startwert Z0 ∈ Rd×d nehme man2 Z0 = Id und setze weiter die Folge

{Zn}n∈N0 wie folgt fort:
Zn+1 := Dg(gn(x)) Q(Zn) , n ∈ N0 ,wobei Q(Zn) der Q-Faktor der eindeutigen QR-Zerlegung von Zn ist:

Zn = Q(Zn)R(Zn) n ∈ N0Das folgende Lemma wird für ein beliebiges Z0 bewiesen.Lemma 1.2.2 Sei Dgn(x)Z0 = Q (Dgn(x)Z0)R (Dgn(x)Z0), dann ist
R (Dgn(x)Z0) =

0∏

j=n

R(Zj) und Q (Dgn(x)Z0) = Q(Zn)für n ∈ N0,Beweis:Induktion über n: Die Fälle n = 0, 1 sind klar.Weiter gilt mit der Induktionsannahme
Dgn+1(x)Z0 = Dg (gn(x))Dgn(x)Z0 = Dg (gn(x)) Q(Zn)

0∏

j=n

R(Zj) =2Von der Identität abweihende Startwerte können nur dann sinnvoll sein, wenn mannur einige Liapunow-Exponenten berehnen möhte (siehe weiter unten) und dabei übergenauere Kenntnisse über die Oselede-Zerlegung von TxM verfügt. Dies ist aber in derRegel niht der Fall. 10



= Zn+1

0∏

j=n

R(Zj) = Q(Zn+1)R(Zn+1)

0∏

j=n

R(Zj) = Q(Zn+1)

0∏

j=n+1

R(Zj).Da Q(Zn+1) orthogonal und ∏0
j=n+1 R(Zj) von der oberen Dreieksgestaltmit positiven Diagonaleinträgen ist, folgt die Behauptung aus der Eindeutig-keit der Zerlegung.

�Da wir aber Z0 = Id gesetzt haben, ist Dgn(x)Z0 = Dgn(x) und R0 = Id.Also ist
R (Dgn(x)) =

1∏

j=n

R(Zj) für n ∈ NMit dem Satz 1.2.1 haben wir dann
λπx(i) = lim

n→∞

1

n
ln

1∏

j=n

Rii(Zj) = lim
n→∞

1

n

n∑

j=1

ln Rii(Zj) (1.4)für eine Permutation πx.Sind wir nur an einigen (meistens gröÿten) Liapunow-Exponenten inter-essiert, so ist es sinnvoll die shlanke3 QR-Zerlegung zu benutzen, denn derRehenaufwand (in Flops) zur Durhführung der QR-Zerlegung hängt qua-dratish (siehe [25℄) von der Anzahl der Spalten der zu zerlegenden Matrixab. In unserem Fall heiÿt es von der Zahl der gesuhten Liapunow-Exponen-ten.Um m Liapunow-Exponenten zu berehnen, de�niert man die Folge {Zm
n }n∈Nfolgendermaÿen:Wähle einen Startwert Zm

0 ∈ Rd×m mit (Zm
0 )TZm

0 = Im (in der Regel nimmtman die ersten m Spalten der Einheitsmatrix Id) und setze weiter
Zm

n+1 := Dg(gn(x)) Q(Zm
n ) , n ∈ N0 ,wobei Qn(Zm

n ) der Q-Faktor der eindeutigen shlanken QR-Zerlegung Zn =
Q(Zm

n )R(Zm
n ) (n ∈ N) ist. D.h., Q(Zm

n ) ∈ Rd×m hat orthonormale Spal-ten und R(Zm
n ) ∈ Rm×m ist von der oberen Dreieksgestalt mit positiven(reellen) Diagonaleinträgen. Der π(i)-te Liapunow-Exponent λπ(i) (mit einergeeigneten Permutation π kann dann als

λπ(i) = lim
n→∞

1

n
ln

1∏

j=n

Rii(Z
m
j ) = lim

n→∞

1

n

n∑

j=1

ln Rii(Z
m
j )3Diese Zerlegung erhält man ebenso mit Hilfe des bereits erwähnten modi�ziertenGram-Shmidtshen Orthogonalisierungsverfahrens.11



berehnet werden.In meisten Fällen kann angenommen werden, dass π = id ist (dazu etwasspäter im Kapitel 3.3). Dies bestätigen auh die praktishen Rehnungen.1.3 Räumlihe IntegrationsmethodenNeben den im letzten Abshnitt genannten Vorteilen der Berehnung vonLiapunow-Exponenten mit der diskreten QR-Methode wie die Einfahheitder Implementierung und die Möglihkeit der Approximation beliebig vielerLiapunow-Exponenten, hat diese Methode (wie auh alle auf der Bildung derzeitlihen Durhshnitte basierende Verfahren) einige Nahteile:
• Die Formel (1.2) (also auh (1.4)) gilt nur µ-fast überall für das gege-bene ergodishe Maÿ µ.
• In den genannten Formeln sind Liapunow-Exponenten als zeitliheGrenzwerte angegeben. Es ist also notwendig Langzeittrajektorien zuberehnen. Dies ist aber aus numerisher Siht problematish, weildie Aufhäufung der Rundungs- bzw. Approximationsfehler signi�kanteAuswirkungen auf das Resultat haben kann.
• Es existieren keine Aussagen (soweit es dem Autor bekannt ist) über dieKonvergenzgeshwindigkeit der QR-Verfahren. Also gibt es auh keineKriterien zum Abbruh der Berehnungen, was dazu führen kann, dassdiese zu früh gestoppt werden.Die Anwendung der räumlihen bzw. der zeitlih-räumlihen Integration zurBerehnung von Liapunow-Exponenten beseitigt (zum Teil) die beshriebe-nen Nahteile der Bildung von zeitlihen Durhshnitten. Die räumlihe In-tegration setzt aber die Bestimmung des Attraktors des gegebenen Systemsund eines invarianten Maÿes darauf voraus, was diese Verfahren komplizier-ter maht.Eine e�ektive Methode zur Approximation von Attraktoren und zugehörigeninvarianten Maÿen für haotishe dynamishe Systeme wurde in [5℄ beshrie-ben. Die Idee dieser Methode ist die folgende:
• Zuerst wird eine Überdekung des Attraktors gefunden. Dies wird mitHilfe des Unterteilungsalgorithmus (Subdivision Algorithm, siehe [14℄)bzw. einer seiner Variationen realisiert.Am Anfang der Rehnung hat man eine grobe Überdekung des At-traktors (in der Regel eine Box), die Shritt für Shritt durh die Bo-xenteilung verfeinert wird. Dabei werden Boxen ausgesondert, die keine12



Attraktorteile enthalten.Am Ende hat man eine Boxenkollektion {An}K

n=1, die als eine Appro-ximation des gesuhten Attraktors dienen soll.
• Durh die Boxenüberdekung des Attraktors erhält man eine Diskreti-sierung des Perron-Frobenius Operators in Form einer Matrix P mit

Pi,j =
m(Aj) ∩ g−1(Ai)

m(Aj)
i, j ∈ {1, · · · , K},wobei mit m das Lebesgue Maÿ bezeihnet wird. Eine Approximati-on µ̃ des invarianten Maÿes µ auf dem Attraktor ist durh den zumEigenwert +1 korrespondierenden normierten Eigenvektor ρ der Ma-trix P gegeben. D.h., das approximative Maÿ µ̃ auf dem von {An}K

n=1erzeugten Ring wird durh µ̃i = µ̃(Ai) = ρi de�niert.Diese Methode mit einigen Variationen (siehe [13℄) wurde in dem Programm-paket GAIO4 von der Gruppe um M.Dellnitz und O.Junge von der Univer-sität Paderborn realisiert.Nun gehen wir zu den Methoden zur Berehnung von Liapunow-Exponenten,die auf der räumlihen Integration basieren, über.1.3.1 Räumlihe Integration mit Hilfe der Oselede-Zer-legung (nah G.Froyland)In den Arbeiten [21℄, [22℄ wurde der Vorshlag gemaht, die Liapunow-Ex-ponenten mittels räumliher Integration mit Hilfe von Oselede-Vektoren zuberehnen. Da wir die in den genannten Arbeiten enthaltene Resultate sowiedie dort eingeführte Notation nutzen werden, wollen wir an dieser Stelleausführlih darauf eingehen.Wir betrahten das folgende dynamishe System auf einer d-dimensionalenglatten abgeshlossenen reellen Untermannigfaltigkeit M :
g : M → M, g ein C1-Di�eomorphismus, µ ergodish. (1.5)Dieses System genügt den Voraussetzungen des Satzes 1.1.1. Also hat es aufeiner Borelshen Menge Mµ vom vollen Maÿ die konstanten Liapunow-Ex-ponenten λ1 > . . . > λs (s ≤ d). Es wird für die Oselede-Zerlegung des4Siehe die Website http://www-math.upb.de/∼agdellnitz/Software/gaio.html für mehrInformationen zu GAIO. 13



Tangentialraumes TxM =
⊕s

i=1 W i(x) angenommen, dass die Unterräume
W i(x) eindimensional sind:

dim W i(x) = 1 für i = 1, · · · , d (also s = d) µ − f.ü. (1.6)Mit wi(x) bezeihne einen auf 1 normierten Vektor aus dem Unterraum W i(x)für i = 1, · · · , d, so dass {wi(x) | x ∈ Mµ} ein messbares Vektorfeld für
i = 1, · · · , d ist. Dann gilt wegen der Invarianz von W i(x) unter g

Dg(x)wi(x) = a(i)(x)wi(g(x)), (1.7)wobei a(i)(x) ein Skalar ist. Für die auf diese Weise de�nierten Abbildungen
a(i) : Mµ → R gilt

a(i)(x) = ±‖Dg(x)wi(x)‖ i = 1, · · · , d .und damit sind ∣∣a(i)(·)
∣
∣ für i = 1, · · · , d messbar wegen der Stetigkeit von

Dg(·) und der Messbarkeit von wi(·), i = 1, · · · , d.Weiter erhalten wir aus (1.7) per Induktion
Dgn(x)wi(x) =

0∏

j=n−1

a(i)(gj(x))wi(g
n(x)) .Daraus folgt mit dem Satz von Oselede (Satz1.1.1)

λi = lim
n→∞

1

n
ln ‖Dgn(x)wi(x)‖

= lim
n→∞

1

n
ln

0∏

j=n−1

∣
∣a(i)(gj(x))

∣
∣ ‖wi (g

n(x))‖
︸ ︷︷ ︸

=1

= lim
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

ln
∣
∣a(i)(gj(x))

∣
∣ .Die Anwendung des Birkho�shen Ergodensatzes (siehe [32℄) liefert uns

λi = lim
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

ln
∣
∣a(i)(gj(x))

∣
∣ =

∫

ln
∣
∣a(i)(x)

∣
∣ dµ .Mit der De�nition von a(i)(x) folgt aus der letzten Gleihung

λi =

∫

ln ‖D g(x) wi(x)‖dµ. (1.8)14



Bei der Kenntnis von wi(x) lässt sih also λi als ein räumlihes Mittel aus-werten.Das Hauptproblem dieses Verfahrens ist die Approximation der genanntenVektorfelder. In [21℄ wird die folgende Vorgehenweise zur Berehnung desgröÿten Liapunow-Exponentes λ1 vorgeshlagen:
• Man iteriere x ∈ Mµ rükwärts in der Zeit k mal (k ≈ 4) und erhalteeine Folge von Punkten g−1(x), · · · , g−k(x).
• Für ein v ∈ TxM werte das Produkt Dg(g−1) · . . . · Dg(g−k)v aus.
• Das auf 1 normierte der Ergebnis der im letzten Punkt durhgeführtenMultiplikation v̄(x) wird als Approximation für w1(x) genommen.Zur Berehnung des zu dem kleinsten Liapunow-Exponent gehörenden Vek-torfeldes wd(x) wird dieses Verfahren auf die inverse Abbildung g−1 ange-wendet.Das Problem der praktishen Berehnung von wi für i ∈ {2, · · · , d − 1} istnah meinen Kenntnissen niht gelöst. Auh für i = 1 (bzw. i = d) ist diebeshriebene Berehnung des Vektorfeldes in einigen Fällen kritish (siehe[22℄).Eine zu der angegebenen alternative Vorgehensweise zur Berehnung der Fel-der w1(x) und wd(x) (die aus meiner Siht ein besseres theoretishes Funda-ment hat, aber rehnerish aufwendiger ist) ist in [12℄ beshrieben.1.3.2 Zeitlih-räumlihe Methode von Aston & DellnitzIn [4℄ und [5℄ wurde der Vorshlag gemaht, den gröÿten Liapunow-Exponentals Grenzwert einer Folge von räumlihen Integralen zu berehnen. Von derzentralen Bedeutung ist dabei der folgende Satz von Kingman (siehe [32℄).Satz 1.3.1 (Subadditiver Ergodensatz, 1968) Sei g eine messbareTransformation auf einem Wahrsheinlihkeitsraum (M,B, µ), wobei µ er-godish ist. Weiter sei {Fn}n∈N ⊂ L1(µ) eine Funktionenfolge mit

Fk+n(x) ≤ Fk(x) + Fn(gk(x)) ∀n, k ≥ 1 µ − f.ü.Dann gilt(i) Es existiert λ ∈ R ∪ {−∞}, so dass λ = limn→∞
1
n
Fn(x) µ - f.ü. ist.(ii) λ = limn→∞

1
n

∫
Fn(x) dµ = inf { 1

n

∫
Fn(x) dµ |n ≥ 1} .15



Die Folge Fn(x) = ln ‖Dgn(x)‖, n ∈ N, erfüllt die Voraussetzungen desSatzes:
• Für alle n ∈ N ist ‖Dgn(x)‖ beshränkt, da M kompakt und x 7→

Dgn(x) stetig ist. Also ist ln ‖Dgn(x)‖ integrierbar für n ∈ N.
• Wegen der Submultiplizität der Matrixnorm gilt

ln
∥
∥Dgn+k(x)

∥
∥ = ln

∥
∥Dgn(gk(x))Dgk(x)

∥
∥

≤ ln
∥
∥Dgn(gk(x))

∥
∥+ ln

∥
∥Dgk(x)

∥
∥ .Also erhalten wir mit (1.3)

λ1 = lim
n→∞

1

n
ln ‖Dgn(x)‖ = lim

n→∞

1

n

∫

ln ‖Dgn(x)‖ dµ .Zur numerishen Berehnung von λ1 werden also die ersten Glieder der Folge
{an}n∈N von Integralen

an =
1

n

∫

ln ‖Dgn(x)‖ dµ (1.9)ausgewertet. Für die Fehlerentwiklung dieser Folge kann man die folgendeAbsätzung erhalten.Man bezeihne mit wi(x) für i = 1, · · · , d (wie im letzten Abshnitt) diemessbaren Vektorfelder, die durh die Oselede-Zerlegung des Tangentialrau-mes de�niert sind. Weiter de�niere man α1(x) auf Mµ als die erste Zeile derzu [w1(x), · · · , wd(x)] (die Matrix mit den Spalten w1(x), · · · , wd(x)) inversenMatrix.Satz 1.3.2 Das System (1.5) genüge der Annahme (1.6). Es besitze einegleihmäÿig hyperbolishe Menge vom vollen Maÿ und es gelte λ1 > 0 und
λi < 0 für i = 2, · · · , d. Weiter existiere ein ε > 0, so dass
∣
∣sin ∠

(
wi(x), span

{
wi1(x), · · · , wid−1

(x)
})∣
∣ ≥ ε für i = 2, · · · , dmit {i1, · · · , id−1} = {1, · · · , d} \ {i} für µ-fast alle x gilt.Dann existiert ein δ ∈ (0, 1), so dass

an = λ1 +
c1

n
+ o

(
δn

n

) (1.10)gilt, wobei
c1 =

∫

ln ‖α1(x)‖dµ.ist. 16



Bemerkung 1.3.3 In [5℄ wurde die Abshätzung
an = λ1 +

c1

n
+ o

(
1

n

)unter der alleinigen Annahme der gleihmäÿigen Hyperbolizität behauptet(siehe Theorem 4.2 in [5℄). Den Beweis dazu konnte ih niht nahvollziehen.Aus diesem Grunde sind die Voraussetzungen vershärft worden:Im Beweis des Satzes wird die Beshränktheit von ‖α1(x)‖ gebrauht. Wiewir später im Kapitel 4.3 sehen werden (Bemerkung 4.3.1) ist
‖α1(x)‖ = |sin ∠ (w1(x), span {w2(x), · · · , wd(x)})|−1 .Die Voraussetzung der gleihmäÿigen Hyperbolizität (hier orientiere ih mihan der in [7℄ �2.2 gegebenen De�nition) liefert aber nur die Beshränktheitnah unten des Winkels zwishen den Tangentialräumen der stabilen und derinstabilen Mannigfaltigkeiten. Gibt es aber mehrere positive Liapunow-Ex-ponenten, die die instabile Rihtung bestimmen, so liefert die Hyperbolizität(im Sinne von [7℄ oder auh [31℄) keine Anhaltpunkte auf das Verhalten von

‖α1(x)‖. Deshalb ist die in [5℄ enthaltene Voraussetzung im allgemeinen Fallaus meiner Siht (zumindest für den angegebenen Beweis) unzureihend.Ein Beweis für den etwas allgemeiner formulierten Satz (der Satz 4.3.2)wird im Kapitel 4.3 angegeben.In dem Zusammenhang mit der Abshätzung (1.10) in [4℄ und [5℄ wurdenVorshläge zur Extrapolation der Folge {an} gemaht. Eine Möglihkeit zumEliminieren des Hauptfehlerterms c1
n
besteht in der Verwendung der Folge:

bn = (n + 1)an+1 − nan n = 1, 2, 3, · · · .Für diese gilt dann
bn = λ1 + o (δn) .Man kann auh eine monotone Folge

Bn = 2a2n − a2n−1 n = 1, 2, 3, · · · (1.11)de�nieren, in der der Hauptfehlerterm c1
n
wegsubtrahiert wird. Die Monotoniedieser Folge erhält man aus der Monotonie von {a2n}n∈N, die in [4℄ (Lemma3.2) gezeigt wurde.In einer weiteren Arbeit [6℄ haben die Autoren eine andere Folge von Inte-gralen {dn}n∈N mit

dn =
1

n

∫

ln ‖Dgn(x) v‖ dµ (1.12)für ein v ∈ Rd betrahtet. Dabei wurde ein Kriterium für die Konvergenz derFolge gegen λ1 in Abhängigkeit von der Wahl des Vektors v aufgestellt.17



1.4 Hybride MethodeDie Idee der hybriden Methode besteht darin, die QR-Methode (in diesemFall die diskrete QR-Methode) mit der räumlihen Integration zu verbinden.Bevor wir zur genaueren Beshreibung dieses Verfahrens übergehen, wird derfolgende Satz bewiesen.Satz 1.4.1 Seien λ1 ≥ . . . ≥ λd die Liapunow-Exponenten des Systems (1.5)mit ihren Vielfahheiten. Es gelte
λi = lim

n→∞

1

n
lnRii(Dgn(x)) µ-f.ü , i = 1, · · · , d, (1.13)dann ist

λi = lim
n→∞

1

n

∫

lnRii(Dgn(x))dµ i = 1, · · · , d . (1.14)Bemerkung 1.4.2 Die Existenz einer Permutation πx mit
λπx(i) = lim

n→∞

1

n
ln Rii(Dgn(x))für jedes x ∈ Mµ erhalten wir aus dem Satz 1.2.1. Für die Gültigkeit derFormel (1.14) ist es erforderlih, dass πx = id auf einer Teilmenge M̄µ von

Mµ mit vollem Maÿ gilt (die Voraussetzung (1.13)). Interessiert uns die Rei-henfolge der Liapunow-Exponenten niht, so kann (1.13) etwas abgeshwähtwerden, indem wir eine (µ-f.ü. konstante) Permutation π zulassen:
λπ(i) = lim

n→∞

1

n
lnRii(Dgn(x)) µ-f.ü , i = 1, · · · , d.Dies ändert am Beweis dieses Satzes jedoh nihts.Am Ende des 3. Kapitels, dessen Hauptziel die Untersuhung der Vorausset-zung (1.13) ist, wird eine hinreihende Bedingung für (1.13) formuliert (derKorollar 3.3.4).Beweis des Satzes:Durh Integration beider Seiten der Gleihung (1.13) nah µ erhält man

λi =

∫

lim
n→∞

1

n
ln Rii (Dgn(x)) dµ .Nun ist

1

n
ln ‖Dgn(x)‖ =

1

n
ln

∥
∥
∥
∥
∥

0∏

j=n−1

Dg
(
gj(x)

)

∥
∥
∥
∥
∥18



≤ 1

n

n−1∑

j=0

ln
∥
∥Dg

(
gj(x)

)∥
∥

≤ 1

n
nK = Kda Dg stetig mit kompaktem De�nitionsbereih ist. Damit sind die Funktio-nen

ai
n(x) =

1

n
ln Rii(Dgn(x))für jedes i = 1, · · · , d durh eine Konstante beshränkt, denn

‖Dgn(x)‖ = ‖R(Dgn(x))‖und
Rii(Dgn(x)) ≤ ‖R(Dgn(x))‖ .ist. Also können wir den Lebesgueshen Satz über die dominierte Konvergenzanwenden und erhalten

λi =

∫

lim
n→∞

1

n
ln Rii (Dgn(x)) dµ = lim

n→∞

1

n

∫

ln Rii (Dgn(x)) dµfür i = 1, · · · , d.
�Ist also die Voraussetzung (1.13) für das System erfüllt, so können wir dieFolgen {ai

n}n∈N von Integralen für i = 1, · · · , d

ai
n =

1

n

∫

ln (Rii(Dgn(x)) dµ (1.15)zur Berehnung von Liapunow-Exponenten λ1, · · ·λd benutzen.Wie wir später in Kapiteln 4.1 und 4.2 sehen werden (Sätze 4.1.5 und 4.2.6),haben die Folgen {ai
n}n∈N unter gewissen zusätzlihen Bedingungen das Kon-vergenzverhalten

ai
n = λi +

ci

n
+ o

(
1

n

) (1.16)bzw.
ai

n = λi +
ci

n
+ o

(
e−θn

n

)

, (1.17)wobei ci für i = 1, · · · , d konstant und θ positiv ist. Also können wir in diesenFällen die in [4℄ und [5℄ vorgeshlagenen Extrapolationsmöglihkeiten für dieFolgen dieser Art benutzen, indem wir die Folgen
bn = (n + 1)an+1 − nan n = 1, 2, 3, · · · (1.18)19



bzw.
Bn = 2a2n − a2n−1 n = 1, 2, 3, · · · (1.19)für i = 1, · · · , d de�nieren.Die Anwendung dieser Folgen bei den praktishen Berehnungen von Liapu-now-Exponenten werden im Kapitel 5 diskutiert.Es wird die folgende Vorgehensweise zur Approximation von m ersten Lia-punow-Exponenten λ1, · · · , λm nah der Formel (1.15) vorgeshlagen:

• Zuerst berehnet man (z.B. mit Hilfe von GAIO) eine Boxenüber-dekung des Attraktors {Aj}K
j=1 und die zugehörige Approximation

µ̃ ∈ RK (K - Anzahl der Boxen) des invarianten Maÿes µ, wobei
µ̃(Ai) = µ̃i für i = 1, · · · , K ist.

• Man wähle aus jeder Box Aj einen �Repräsentanten� xj für j = 1, · · · , Kaus, z.B. den Mittelpunkt der jeweiligen Box.
• Für die gewählten Punkte xj , j = 1, · · · , K, führe die im Abshnitt1.2.2 (QR-Methode) beshriebene Berehnung von Rii(Dgn(xj)) für i =

1, · · · , m und n = 1, · · · , T (T - Anzahl der Zeitshritte) durh.
• Die Approximationen ãi

n von ai
n für i = 1, · · · , m werden nah derFormel

ãi
n =

1

n

K∑

j=1

ln Rii(Dgn(xj))µ̃j n = 1, · · · , Tberehnet.Benutze gegebenfalls auh die Extrapolationsfolgen (1.18), (1.19).Mit dieser Methode können wir also eine beliebige Zahl von Liapunow-Ex-ponenten berehnen im Gegensatz zu den im Kapitel 1.3 beshriebenen Me-thoden.

20



Kapitel 2Hilfsmittel - das äuÿere ProduktIn diesem Kapitel werden einige relevante Eigenshaften des äuÿeren Pro-duktes von Vektoren aus Rd in Koordinatenform zusammengestellt und her-geleitet. Es ist eine selbständige Ausarbeitung des Materials, das der Autorin der hier vorgestellten Form in keiner Quelle �nden konnte. Dabei habeih mih an den Referenzen [2℄, [23℄ und [26℄ orientiert. Dieses Material istzum Verständnis sowohl der darau�olgenden Veri�zierung der hinreihendenBedingung für die Konvergenz (Kapitel 3) als auh der Fehlerentwiklung(Kapitel 4) der hybriden Methode notwendig.2.1 Notationen, De�nitionen und primäre Ei-genshaftenEine Abbildung δ : {1, · · · , m} → {1, · · · , d} mit m ≤ d wird streng monotongenannt, falls δ(1) < δ(2) < . . . < δ(m) gilt. Die Menge aller streng mono-tonen Funktionen von {1, · · · , m} nah {1, · · · , d} werden wir mit Ord(m, d)bezeihnen:
Ord(m, d) = {δ : {1, · · · , m} → {1, · · · , d} | δ streng monoton}.Ein Element i ∈ Ord(m, d) kann auh als ein Tupel i = (i1, · · · , im) bzw.

i = i1 · · · im mit 1 ≤ i1 < . . . < im ≤ d dargestellt werden.Auf Ord(m, d) wird die lexikographishe Ordnung eingeführt, d.h. für σ, δ ∈
Ord(m, d) gilt σ < δ, falls es ein j ∈ {1, · · · , m} mit

σ(k) = δ(k) für k = 1, · · · , j − 1 und σ(j) < δ(j)gibt. Somit wird δ1 = (1, · · · , m) als das kleinste bzw. das erste Element von
Ord(m, d) bezeihnet, δ2 = (1, · · · , m − 1, m + 1) als das Zweite u.s.w. Das21



letzte (gröÿte) Element ist δD = (d + m − 1, · · · , d) mit D = ♯Ord(m, d).Sei A(d) = {A1, · · · , Ad} eine d-elementige Menge. Sei
A(d, m) = {B ⊂ A(d) | ♯B = m}die Menge allen m-elementigen Teilmengen von A(d).Bemerkung 2.1.1 Ord(m, d) und A(d, m) sind isomorph. Insbesondere ist

♯Ord(m, d) =
(

d

m

).Seien x1, · · · , xm Vektoren aus Rd mit Koordinaten xj = (x1j , · · · , xdj)
T . Als

X = [x1, · · · , xm] bezeihne die d × m Matrix mit den Spalten x1, · · · , xm,d.h.
X =







x11 · · · x1m

x21 · · · x2m. . . . . . . . . . . . .
xd1 · · · xdm







.Als Xi1,···,im wird die Unterdeterminante der Matrix X bezeihnet, die aus Xdurh die Wahl der Zeilen i1, · · · , im hervorgeht:
Xi1···im = det







xi11 · · · xi1m

xi21 · · · xi2m. . . . . . . . . . . . . . .
xim1 · · · ximm







. (2.1)De�nition 2.1.2 Das äuÿere Produkt der Vektoren x1, · · · , xm ∈ Rd istder Vektor x1 ∧ · · · ∧ xm ∈ R( d
m) mit den lexikographish geordneten Koor-dinaten

(x1 ∧ · · · ∧ xm)i1···im = Xi1···im mit (i1, · · · , im) ∈ Ord(m, d).Der Vektor x1 ∧ · · · ∧ xm wird auh in der Form ∧m
j=1xj geshrieben.Bezeihnet man mit {e1, · · · , ed} die Standardbasis auf Rd, so folgt unmittel-bar aus der De�nition, dass

{e1 ∧ · · · ∧ em | (i1, · · · , im) ∈ Ord(m, d)}die Standardbasis auf R( d
m) ist.Das folgende Lemma stellt die Beziehung zu der �kanonishen� De�nition desäuÿeren Produktes her.Lemma 2.1.3 Seien x1, · · · , xm, v ∈ Rd und α, β ∈ R, dann gilt:22



(i) Für eine Permutation π ∈ Sm ist
xπ(1) ∧ · · · ∧ xπ(m) = sign(π)x1 ∧ · · · ∧ xm (Antisymmetrie).(ii) Für j = 1, · · · , m ist

x1 ∧ · · · ∧ xj−1 ∧ (αxj + βv) ∧ xj+1 ∧ · · · ∧ xm =

α(x1 ∧ · · · ∧ xj ∧ · · · ∧ xm) + β(x1 ∧ · · · ∧ v ∧ · · · ∧ xm)(Multilinearität).(iii) x1, · · · , xm linear abhängig ⇔ x1 ∧ · · · ∧ xm = 0.Beweis:
(i)+(ii) : Die Antisymmetrie und die Multilinearität folgen aus den entspre-henden Eigenshaften der Determinante.
(iii) : x1, · · · , xm linear abhängig ⇔ rang (X) < m mit X = [x1, · · · , xm] ⇔es existieren keine m linear unabhängigen Zeilen von X ⇔ alle m-zeiligenMinoren vershwinden.

�Mit 〈·, ·〉k bezeihne man das gewöhnlihe Skalarprodukt auf Rk und mit ‖ · ‖die durh dieses de�nierte Norm: ‖x‖ =
√

〈x , x〉k für x ∈ Rk.Satz 2.1.4 Seien x, y ∈ R( d

m) zerlegbar, d.h.
x = x1 ∧ · · · ∧ xm und y = y1 ∧ · · · ∧ ym mit xj , yj ∈ R

d, j = 1, · · · , m,dann gilt
〈x, y〉(d

m) = 〈x1 ∧ · · · ∧ xm, y1 ∧ · · · ∧ ym〉( d
m) = det (M) ,wobei

M ∈ R
m×m mit Mij = 〈xi, yj〉d für i, j ∈ {1, · · · , m}ist.Beweis:Man setze X = [x1, · · · , xm] und Y = [y1, · · · , ym]. Mit dem Determinanten-Multiplikationstheorem (siehe [19℄) haben wir

det
(
XT Y

)
=

∑

i∈Ord(m,d)

Xi1···imYi1···im.Der letzte Ausdruk ist gerade 〈x1 ∧ · · · ∧ xm, y1 ∧ · · · ∧ ym〉( d
m).Da M = XT Y ist, folgt die Behauptung.

�Unmittelbar aus dem letzten Satz folgt23



Korollar 2.1.5 Seien x1, · · · , xm ∈ Rd. Dann ist
‖x1 ∧ · · · ∧ xm‖ =

√

det (XT X),wobei X ∈ Rd×m die Matrix mit den Spalten x1, · · · , xm ist. Bei m = d giltalso
‖x1 ∧ · · · ∧ xd‖ = |det (X)| .Die Determinante det
(
XTX

) für X ∈ Rd×m heiÿt die Gramshe Deter-minante. Der Ausdruk ‖x1 ∧ · · · ∧ xm‖ =
√

det (XT X) wird das GramsheVolumen genannt. Es ist gleih dem Inhalt des durh die Vektoren x1, · · · , xmgebildeten Spates (siehe [23℄ �9.5).Seien x1, · · · , xm, x ∈ Rd linear unabhängig. Man zerlege x in Kompo-nenten x = xp + xo mit xp ∈ span {x1, · · · , xm} und xo⊥ span {x1, · · · , xm}.Dann ist das Volumen des durh die Vektoren x1, · · · , xm, x aufgespanntenParallelepipeds gleih
‖x1 ∧ · · · ∧ xm ∧ x‖ = ‖x1 ∧ · · · ∧ xm‖ ‖xo‖.Daraus folgtBemerkung 2.1.6(i) ‖x1 ∧ · · · ∧ xm ∧ x‖

‖x1 ∧ · · · ∧ xm‖
= ‖xo‖D.h. dieser Quotient ist gleih der Länge der zu span {x1, · · · , xm} or-thogonalen Komponente von x.(ii) Für einen normierten Vektor ‖x‖ = 1 ist xo gerade der Sinus des Win-kels zwishen x und der von den Vektoren x1, · · · , xm aufgespanntenHyperebene. Also gilt

‖x1 ∧ · · · ∧ xm ∧ x‖
‖x1 ∧ · · · ∧ xm‖

= |sin ∠ (x, span {x1, · · · , xm})| . (2.2)Da ‖xo‖ ≤ ‖x‖ ist, gilt auÿerdem die Ungleihung
‖x1 ∧ · · · ∧ xm ∧ x‖ ≤ ‖x1 ∧ · · · ∧ xm‖ ‖x‖. (2.3)Als sehr nützlih erweist sih die folgende allgemeinere Abshätzung.Lemma 2.1.7 (Verallgemeinerte Hadamardshe Ungleihung)Es gilt für x1, · · · , xm ∈ Rd mit m ≤ d und k ∈ {1, · · · , m}24



(i) ‖x1 ∧ · · · ∧ xm‖ ≤ ‖x1 ∧ · · · ∧ xk‖‖xk+1 ∧ · · · ∧ xm‖.(ii) ‖x1 ∧ · · · ∧ xm‖ ≤
m∏

i=1

‖xi‖.Beweis:(ii) folgt per Induktion aus (2.3). Zum Beweis von (i) siehe [23℄ �9.5.
�De�nition 2.1.8 Zu A ∈ Rd×d de�niere man diem-te assoziierte Matrix(auh m-te äuÿere Potenz genannt) ∧mA ∈ R( d

m)×( d

m) durh
∧mA(x1 ∧ · · · ∧ xm) = Ax1 ∧ · · · ∧ Axmfür x1, · · · , xm ∈ R
d.Unmittelbar aus der De�nition folgt, dass die Spalte von ∧mA mit dem Index

j1 · · · jm gleih
(
∧mA) · j1···jm

=
∧mA (ej1 ∧ · · · ∧ ejm

) = A ·j1 ∧ · · · ∧ A ·jm
(2.4)ist. Zusammen mit der De�nition 2.1.2 erhalten wir das i1 · · · im-te Elementder j1 · · · jm-ten Spalte:

(
∧mA)i1···im,j1···jm

= det







Ai1j1 · · · Ai1jm

Ai2j1 · · · Ai2jm. . . . . . . . . . . . . . . . .
Aimj1 · · · Aimjm







. (2.5)Die folgenden Eigenshaften der äuÿeren Potenzen von quadratishen Matri-zen sind leiht zu veri�zieren.Lemma 2.1.9 Seien A, B ∈ Rd×d, dann gilt:(i) ∧m (AB) =
∧m (A)

∧m (B).(ii) ∧m
(
AT
)

= (
∧mA)

T .(iii) Ist A invertierbar, so ist ∧m (A−1) = (
∧mA)

−1.Lemma 2.1.10 Seien x1, · · · , xd und y1, · · · , ym Vektoren aus Rd derart, dass
yj =

d∑

i=1

Aijxi für j = 1, · · · , m, Aij ∈ R25



gilt. Mit A bezeihne man die Matrix mit den Spalten A ·j = (A1j , · · · , Adj)
T .Dann ist

y1 ∧ · · · ∧ ym =
∑

(j1,···,jm)∈Ord(m,d)

Aj1···jm
(xj1 ∧ · · · ∧ xjm

)Beweis:Setze X = [x1, · · · , xd]. Dann gilt
y1 ∧ · · · ∧ ym = X A ·1 ∧ · · · ∧ X A ·m =

∧mX (A ·1 ∧ · · · ∧ A ·m) .Aus
w =

n∑

j=1

vjB ·j für w = Bv (n =

(
d

m

)

, B ∈ R
n×n und v, w ∈ R

n)mit der De�nition 2.1.2 (angewendet auf v = A·1 ∧ · · · ∧ A·m) und der Glei-hung (2.4) (angewendet auf B =
∧mX) folgt die Behauptung.

�2.2 Äuÿeres Produkt und die eindeutige QR-ZerlegungLemma 2.2.1 Sei A ∈ Rd×d eine invertierbare Matrix und A = QR ihreeindeutige QR-Zerlegung. Dann ist ∧mA = (
∧mQ) (

∧mR) die eindeutigeQR-Zerlegung der Matrix ∧mA.Insbesondere sind die Diagonalelemente von R (
∧mA) gleih

Ri1···im,i1···im (
∧mA) =

m∏

k=1

Rikik , (i1 · · · im) ∈ Ord(m, d) (2.6)Beweis:Es ist zu zeigen, dass∧mQ orthogonal und∧mR von der oberen Dreieksformmit positiven Diagonaleinträgen ist.Aus dem Lemma 2.1.9 folgt die Orthogonalität von ∧mQ:
(
∧mQ)

T ∧mQ =
(∧mQT

)∧mQ =
∧m

(
QT Q

)
=
∧mId = I( d

m).Nun wird die obere Dreieksgestalt von ∧mR gezeigt. Nah (2.5) ist
(
∧mR)i1···im,j1···jm

= det







Ri1j1 · · · Ri1jm

Ri2j1 · · · Ri2jm. . . . . . . . . . . . . . . . .
Rimj1 · · · Rimjm







. (2.7)26



Sei (i1, · · · , im) > (j1, · · · , jm). Dann existiert de�nitionsgemäÿ k̂ mit il = jlfür l = 1, · · · , k̂ − 1 und ik̂ > jk̂. Somit ist Ri
k̂
j
k̂

= 0Da jl < jk̂ für l = 1, · · · , k̂ − 1 und in > ik̂ für n = k̂ + 1, · · · , m ist, habenwir
in > jl für l = 1, · · · , k̂ − 1 und n = k̂ + 1, · · · , m.Damit gilt

Rinjl
= 0 für l = 1, · · · , k̂ − 1 und n = k̂ + 1, · · · , m.Also sind die ersten k̂ Spalten der Matrix aus (2.7) von der Form

(Ri1jl
, · · · , Ri

k̂−1
jl
, 0, · · · , 0)T für l = 1, · · · , k̂,und somit linear abhängig. Damit vershwindet die Determinante in (2.7) für

(i1, · · · , im) > (j1, · · · , jm).Für die Diagonalelemente von ∧mR gilt
(
∧mR)i1···im,i1···im

= det








Ri1i1 . . . . . . . Ri1im

0
. . . ...... . . . . . . ...

0 . . 0 Rimim








.Also ist Ri1···im,i1···im (
∧mA) =

∏m
k=1 Rikik > 0 für (i1 · · · im) ∈ Ord(m, d),weil Rii > 0 für i = 1, · · · , m sind.

�Lemma 2.2.2 Sei A ∈ Rd×d eine invertierbare Matrix und A = QR ihreeindeutige QR-Zerlegung. Dann gilt für m = 1, · · · , d

|det (
∧mA)| =

(
d − 1

m − 1

)

|det (A)| .Beweis:Es gilt:
|det (A)| = |det (Q) det (R)| = det (R) =

d∏

i=1

Rii.Mit dem Lemma 2.2.1 erhalten wir analog
|det (

∧mA)| =
∏

j∈Ord(m,d)

Rjj (
∧mA) =

∏

j∈Ord(m,d)

m∏

k=1

Rjkjk27



Da dieses Produkt über alle Elemente von Ord(m, d) bzw. über alle m-elementigen Teilmengen von {1, · · · , d} (siehe Bemerkung 2.1.1) läuft undjedes Element von {1, · · · , d} in genau ( d−1
m−1

)
m-elementigen Teilmengen ent-halten ist, gilt

∏

j∈Ord(m,d)

m∏

k=1

Rjkjk
=

d∏

i=1

(
d − 1

m − 1

)

Rii =

(
d − 1

m − 1

)

|det (A)| .

�
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Kapitel 3Liapunow-ExponentenIn diesem Kapitel werden wir eine maÿtreue Transformation g auf einemWahrsheinlihkeitsraum (X,B(X), µ)1
g : X → X , µ invariant. (3.1)und eine Abbildung A betrahten, die einem Punkt x ∈ X eine invertierbare

d × d Matrix A(x) zuordnet
A : X → GL

(
R

d
) mit ln+

∥
∥A±1(·)

∥
∥ ∈ L1(X,B(X), µ) , (3.2)wobei ln+(x) = max{0, ln(x)} ist.Im ersten Teil dieses Kapitels werden die Liapunow-Exponenten erster Ord-nung de�niert (siehe [30℄) und die Existenz dieser für das System (3.1), (3.2)gezeigt. Es wird eine diskrete Version des Satzes von Liapunow für die vor-wärts regulären Punkte aus X bewiesen. Die in dem ersten Abshnitt vor-gestellte Resultate sind gröÿtenteils in [30℄ sowie (zum Teil implizit) in [7℄enthalten. Diese Ausführung hilft dem besseren Verständnis der im Kapitel3.2 formulierten Fassung des Satzes von Oselede.Weiter werden im Abshnitt 3.3 die Liapunow-Exponenten höherer Ordnung,d.h. die Liapunow-Exponenten der äuÿeren Potenzen der Abbildung A aus(3.2), betrahtet. Der im Satz 3.3.3 angegebene Zusammenhang zwishen denLiapunow-Exponenten von (3.1), (3.2) und den Liapunow-Exponenten der zu

A assoziierten Matrizen ist im allgemeinen bekannt (siehe [30℄, [7℄). Diesenwerden wir dazu benutzen, um eine hinreihende Bedingung für die Konver-genz der hybriden Methode aufzustellen (der Satz 3.3.3 und sein Korollar3.3.4), was das eigentlihe Ziel dieses Kapitels ist. Genauer gesagt, wird die1Eine Transformation heiÿt maÿtreu, wenn µ(g−1(B)) = µ(B) für alle B ∈ B(X) gilt.In diesem Fall heiÿt das Maÿ µ invariant bezüglih g.29



Bedingung formuliert, unter der die Voraussetzung (1.13)
λi = lim

n→∞

1

n
ln Rii(Dgn(x)) µ-f.ü , i = 1, · · · , d,des Satzes 1.4.1 gilt. In den dem Autor bekannten Quellen ist diese Frageniht behandelt worden.3.1 Typzahlen und Liapunow-Exponenten fürMatrizenprodukteDe�nition 3.1.1 Für eine Folge {an}n∈N

⊂ R de�niere ihre Typzahl 2durh
χ(an) = lim sup

m→∞

1

m
ln |am| (3.3)Dabei wird ln 0 := −∞ gesetzt.Man setze für {an}n∈N

⊂ Rd und {an}n∈N
⊂ Rd×d für ein d ∈ N

χ(an) = lim sup
m→∞

1

m
ln ‖am‖Dabei ist ‖.‖ im ersten Fall eine Vektornorm und im zweiten Fall eine Ma-trixnorm. Existiert ein Limes in (3.3) so wird die Typzahl exakt genannt.Die Typzahl gibt an, mit welher durhshnittlihen exponentiellen Rate ei-ne Folge wähst bzw. gegen Null fällt.Das folgende Lemma beshreibt die wihtigsten Eigenshaften der Typzahlen(zum Beweis siehe man z.B. [7℄ oder [29℄).Lemma 3.1.2 Für zwei Folgen {an}n∈N

, {bn}n∈N
⊂ R gelten folgende Aus-sagen:(i) Für jede beliebige Konstante c ∈ R \ {0} gilt χ({can}) = χ(an) .(ii) Die Typzahlen sind monoton, d.h., existiert ein n̄ ∈ N mit |an| ≥ |bn|für alle n ≥ n̄, so gilt auh χ(an) ≥ χ(bn).(iii) Ist −∞ < χ(an), χ(bn) < +∞, so gilt χ(anbn) ≤ χ(an) + χ(bn)2Diese Art der Typzahlen wird oft auh die oberen Typzahlen oder die oberen harak-teristishen Zahlen genannt (siehe z.B.[11℄ oder [29℄), da wir uns aber in dieser Arbeit fürdie unteren Typzahlen χ(an) = lim infm→∞

1

m
ln |am| niht interessieren, bleiben wir beidieser Bezeihnung. Die oberen Typzahlen untersheiden sih nur im Vorzeihen von denvon Liapunow eingeführten harakteristishen Zahlen.30



(iv) Seien −∞ < χ(an), χ(bn) < +∞. Dann gilt für die Summe (an + bn)n∈Nimmer χ(an + bn) ≤ max{χ(an), χ(bn)} .Sind die oberen Typzahlen von {an}n∈N und {bn}n∈N vershieden, so giltdie Gleihheit.Nun gehen wir zu den Typzahlen für das System (3.1), (3.2) über. Dazubetrahte zu einem gegebenen Punkt x ∈ X die Matrizenfolge {An(x)}n∈N
,die durh

An(x) = A
(
gn−1(x)

)
A
(
gn−2(x)

)
· . . . · A(x) =

0∏

j=n−1

A
(
gj(x)

)
. (3.4)de�niert ist. Erkläre die vorwärts-Typzahl von (3.1), (3.2) in x zum Vektor

v ∈ Rd \ {0} durh
χ+(x, v) = lim sup

n→∞

1

n
ln ‖An(x)v‖.Solange die rükwärts-Typzahlen niht eingeführt sind, sprehen wir einfahnur von Typzahlen von (3.1), (3.2) zu gegebenen Parametern.Lemma 3.1.3 Die Typzahlen von (3.1), (3.2) existieren für µ-fast alle x ∈

X. Ist µ ergodish, so gilt die Abshätzung
−
∫

ln+
∥
∥A−1(x)

∥
∥ dµ ≤ χ+(x, v) ≤

∫

ln+ ‖A(x)‖ dµBeweis:Für x ∈ X und v ∈ Rd \ {0} folgt aus ‖An(x)‖ ≤ ∏0
j=n−1 ‖A (gj(x))‖ unddem Lemma 3.1.2

lim sup
n→∞

1

n
ln ‖An(x)v‖ ≤ lim sup

n→∞

1

n
ln ‖An(x)‖‖v‖

= lim sup
n→∞

1

n
ln ‖An(x)‖

≤ lim sup
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

ln
∥
∥A
(
gj(x)

)∥
∥

≤ lim sup
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

ln+
∥
∥A
(
gj(x)

)∥
∥ .Wegen der Integrierbarkeit von ln+ ‖A (g(x))‖ folgt aus dem Birkho�shenErgodensatz (siehe [36℄), dass

lim
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

ln+
∥
∥A
(
gj(x)

)∥
∥ = f(x) µ-f.ü.31



mit f ∈ L1(X,B(X), µ) ist. Für ein ergodishes Maÿ µ ist f(x) = λ konstant
µ-fast überall mit λ =

∫
ln+ ‖A(x)‖ dµ.Weiter gilt für eine invertierbare Matrix A ∈ Rd×d und v ∈ Rd stets

‖Av‖ ≥ ‖v‖‖A−1‖−1. Daraus erhalten wir mit der gleihen Argumentationwie zuvor
lim sup

n→∞

1

n
ln ‖An(x)v‖ ≥ lim sup

n→∞

1

n
ln ‖v‖

∥
∥(An(x))−1

∥
∥
−1

= lim sup
n→∞

(

−1

n
ln
∥
∥(An(x))−1

∥
∥

)

= − lim inf
n→∞

1

n
ln
∥
∥(An(x))−1

∥
∥

≥ − lim inf
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

ln
∥
∥A−1

(
gj(x)

)∥
∥

≥ − lim inf
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

ln+
∥
∥A−1

(
gj(x)

)∥
∥Die Anwendung des Birkho�shen Ergodensatzes auf ln+ ‖A−1(x)‖, wie ebengezeigt, liefert die Beshränktheit von χ+(x, v) nah unten µ-f.ü. und denRest der Behauptung.

�Die Borelshe Teilmenge von X, für die χ+(x, ·) existieren, bezeihnenwir mit X+
µ .Im nähsten Korollar werden wir einige wihtige Folgerungen aus dem Lemma3.1.2 betrahten.Korollar 3.1.4 Für x ∈ X+

µ gilt:(i) Sind χ+(x, v1), · · · , χ+(x, vk) paarweise vershiedene Typzahlen von(3.1), (3.2), so sind v1, · · · , vk linear unabhängig. Insbesondere könnenmaximal d untershiedlihe Typzahlen auftreten.(ii) Für jede Basis v1, · · · , vd von Rd gilt
χ(det(An(x))) = lim sup

n→∞

1

n
ln |det An(x)| ≤

d∑

j=1

χ+(x, vj)Beweis: 32



(i) Angenommen, dies ist falsh. Also können wir o.B.d.A. annehmen, dasses eine Darstellung
vk =

s∑

j=1

ajvj mit s < k und as 6= 0gibt. Nun folgt mit dem Lemma 3.1.2, dass
χ+(x, vk) = max

{
χ+(x, vj) | j ∈ {1, · · · , s}, aj 6= 0

}gilt, da die Typzahlen von χ+(x, vj) für j = 1, · · · , s paarweise vershie-den sind. Dies steht aber im Widerspruh zu der Voraussetzung, dassalle Typzahlen untershiedlih sind.(ii) Sei V die Matrix mit den Spalten v1, · · · , vd. Aus dem Korollar 2.1.5und der verallgemeinerten Hadamardshen Ungleihung (Lemma 2.1.7)folgt, dass
|det An(x)V | = ‖An(x)v1 ∧ · · · ∧ An(x)vd‖ ≤

d∏

j=1

‖An(x)vj‖ist. Daraus erhalten wir mit Lemma 3.1.2
χ (det An(x)) = χ (det An(x) det V )

= lim sup
n→∞

1

n
ln |det (An(x)V )|

≤ lim sup
n→∞

1

n
ln

d∏

j=1

‖An(x)vj‖

≤
d∑

j=1

χ+(x, vj).

�De�nition 3.1.5 Die paarweise vershiedenen Typzahlen Λ1(x), · · · , Λs(x)(x)von (3.1), (3.2) in x ∈ X+
µ heiÿen vorwärts Liapunow-Exponenten desSystems in diesem Punkt.
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Im folgenden, wenn nihts weiteres gesagt wird, werden die Liapunow-Expo-nenten absteigend nah der Gröÿe durhnummeriert.Man de�niere
Ui(x) = {v ∈ R

d |χ+(x, v) ≤ Λi(x)} für i = 1, · · · , s(x)und
Us(x)+1(x) = {0}Aus dieser Konstruktion folgt die Beziehung

Us(x)+1(x) ⊂ Us(x)(x) ⊂ Us(x)−1(x) . . . ⊂ U1(x) = R
d.Mit den bereits bekannten Eigenshaften der Typzahlen (Lemma 3.1.2) kannleiht gezeigt werden, dass Ui(x) für i = 1, · · · , s(x) Untervektorräume von

Rd sind. Als Multiplizität oder Vielfahheit von Λi(x) wird
di(x) := dim Ui(x) − dim Ui−1(x) für i = 1, · · · , s(x)bezeihnet.Mit λ1(x), · · · , λd(x) werden die Liapunow-Exponenten von (3.1), (3.2) in

x ∈ X+
µ mit ihrer Vielfahheit bezeihnet.3 Diese werden ebenso absteigendnah der Gröÿe durhnummeriert.De�nition 3.1.6 Eine Basis Vx = {v1(x), · · · , vd(x)} von R

d heiÿt normalfür x ∈ X+
µ , wenn die Summe der zugehörigen Typzahlen in Punkt x minimalim Vergleih zu jeder weiteren Basis ist.Es ist relativ einfah mit den bisherigen Erkenntnissen zu zeigen, dass Vxgenau dann normal ist, wenn

d∑

i=1

χ+(x, vi) =

s(x)
∑

i=1

di(x)Λi(x) =

d∑

i=1

λi(x)ist.4 Bzw. im Falle, dass die Basis Vx absteigend nah den Typzahlen geordnetist, ist Vx genau dann normal, wenn χ+(x, vi) = λi(x) für i = 1, · · · , d gilt.Das folgende Lemma (siehe [11℄) liefert uns eine weitere Möglihkeit nor-male Basen zu beshreiben.3An anderen Stellen (auÿer diesem Kapitel 3.1) werden auh die Liapunow-Exponentenohne die Vielfahheit mit λi (also einem kleinen Lambda), deshalb ist es ratsam auf denKontext zu ahten.4Einen Beweis dafür �ndet man z.B. in [11℄ oder [7℄.34



Lemma 3.1.7 Für ein x ∈ X+
µ ist eine Basis Vx = {v1, · · · , vd} genau dannnormal, wenn für jede Linearkombination v =

∑d

j=1 cjvj

χ+(x, v) = max{χ+(x, vj) | j = 1, · · · , d mit cj 6= 0} (3.5)giltBeweis:Wir können o.B.d.A annehmen, dass Vx absteigend nah den Typzahlendurhnummeriert ist.Zuerst sei Vx normal. Dann folgt für eine beliebige Linearkombination
v =

d∑

j=s

cjvj mit cs 6= 0aus dem Lemma 3.1.2(iv) χ+(x, v) ≤ χ+(x, vs) = λs(x), weil λs(x) dasMaximum der Menge {λs(x), · · · , λd(x)} ist. Nah dem Austaushlemma ist
{Vx \ vs} ∪ {v} wieder eine Basis, die aber niht unbedingt normal ist, alsogilt

d∑

j=1
j 6=s

λj(x) + χ+(x, v) ≥
d∑

j=1

λj(x)und damit ist χ+(x, v) ≥ λs(x) . Insgesamt erhalten wir χ+(x, v) = λs(x).Es gelte nun (3.5) und V ′
x = {v′

1, · · · , v′
d} sei eine in x normale, absteigendnah den Typzahlen geordnete Basis. Dann können wir jedes v′

j ∈ V ′ als
v′

j =

d∑

i=nj

civi mit cnj
6= 0darstellen. Aus der vorausgesetzten Eigenshaft folgt

λj(x) = χ+(x, v′
j) = χ+(x, vnj

) . (3.6)Wegen (3.5) und der Anordnung (absteigend nah den Typzahlen) von Vxund V ′
x ist

nj ≥ ni für i > j. (3.7)Also entsteht jeder der Vektoren v′
j, · · · , v′

d durh eine Linearkombinationvon vnj
, · · · , vd (für j = 1, · · · , d).Die Normalität von Vx ist bewiesen, wenn wir λj(x) ≥ χ+(x, vj) gezeigt ha-ben (λj(x) = χ+(x, vj) folgt automatish daraus).35



Angenommen, es existiert ein j ∈ {1, · · · , d} mit λj(x) < χ+(x, vj) . Dannfolgt aus (3.6) und (3.7) auh χ+(x, vnj
) < χ+(x, vj) , also ist j < nj . Darauserhalten wir aber die lineare Abhängigkeit der Vektoren v′

j , · · · , v′
d, denndiese können durh Linearkombinationen von vnj

, · · · , vd dargestellt werden.Also kann ein solhes j niht existieren und Vx ist normal.
�Sei x ∈ X+

µ . Ist V = {v1, · · · , vd} eine beliebige Basis von Rd so nennenwir eine Linearkombination v =
∑m

j=1 cjvj reduzierend, wenn die Ungleihung
χ+(x, v) < max{χ+(x, vj) | j = 1, · · · , m , cj 6= 0}gilt. Das obere Lemma besagt, dass V genau dann normal in x ist, wenn einereduzierende Linearkombination der Basisvektoren unmöglih ist.Korollar 3.1.8 5 Für x ∈ X+

µ ist es möglih eine normale Basis Vx =
{v1(x), · · · , vd(x)} so zu wählen, dass die zugehörige Matrix MVx

(diese hatdie Vektoren v1(x), · · · , vd(x) als Spalten) von der oberen Dreieksgestalt mitEinsen auf der Hauptdiagonale ist.Beweis:Als Ausgangsbasis für unsere Konstruktion nehmen wir die kanonishe Basis
V ′

x = {e1, · · · , ed}. Ist diese für das vorgegebene System niht bereits normal(in x), so können wir nah dem Lemma 3.1.7 eine reduzierende Linearkom-bination v =
∑r

j=1 cjej mit cr 6= 0 �nden. Aus dem Lemma 3.1.2(i) folgt dieGleihheit von χ+(x, v) und χ+(x, v′) mit v′ = 1
cr

v. Nah dem Austaushlem-ma ist
V ′′

x := {e1, · · · , er−1, v
′, er+1, · · · , ed}eine weitere Basis von Rd , dabei ist MV ′′

x
immer noh von der oberen Drei-eksgestalt mit (MV ′′

x
)ii = 1 für i = 1, · · · , d . Die Summe der Typzahlen hatsih aber im Vergleih zu der vorigen Basis reduziert.Ist V ′′

x niht normal, so suhen wir eine weitere reduzierende Kombina-tion usw.. Dabei werden immer diejenigen Vektoren aus der reduzierendenLinearkombination durh diese Kombination ersetzt, die den höhsten Indexbesitzen (natürlih müssen die zugehörigen Koe�zienten ungleih Null sein).Nah endlih vielen Shritten6 (wenn es keine reduzierenden Kombinationen5Das im Beweis dieses Korollars verwendete Konstruktionsprinzip für normale Basenstamm ursprünglih von Liapunow [28℄. Im Original wurde die Existenz von normalenBasen von der unteren Dreieksgestalt gezeigt.6Nah jedem Shritt reduziert sih die Summe der Liapunow-Exponenten. Da diese nurendlih viele Werte annehmen können, briht das Reduktionsprozess nah einigen Shrittenab. 36



mehr gibt) erhalten wir eine normale Basis von der geforderten oberen Drei-eksform.
�Nun führen wir den Begri� der Regularität nah Liapunow [28℄ (sieheauh [11℄, [7℄) ein.De�nition 3.1.9 Ein Punkt x ∈ X wird vorwärts regulär genannt, falls

lim inf
n→∞

1

n
ln |det An(x)| =

d∑

j=1

λj(x)gilt.Satz 3.1.10 Ist ein Punkt x ∈ X vorwärts regulär, dann existieren dieGrenzwerte
ri = lim

n→∞

1

n
lnRii (A

n(x))für i = 1, · · · , d , wobei die Matrix R (An(x)) die R-Komponente der ein-deutigen QR-Zerlegung von An(x) ist. Auÿerdem gibt es eine Permutation
π ∈ Sd mit λi = rπ(i).Beweis:Sei Q (An(x)) R (An(x)) die eindeutige QR-Zerlegung von An(x). Dann giltwegen |det Q (An(x))| = 1

|det (An(x))| = |det R (An(x))| =

d∏

i=1

Rii (A
n(x)) . (3.8)Sei b1, · · · , bm eine obere Dreieksbasis mit Einsen auf der Hauptdiagonalewie im Korollar 3.1.8. Für i = 1, · · · , d und alle n ∈ N ist ‖An(x)bi‖ =

‖R (An(x)) bi‖. Daher können wir die Typzahlen zu bi als
χ+(x, bi) = lim sup

n→∞

1

n
ln ‖R (An(x)) bi‖für i = 1, · · · , d berehnen. Weil die i-te Koordinate von bi gleih 1 ist, giltdie Ungleihung Rii (A

n(x)) ≤ ‖R (An(x)) bi‖. Daraus folgt
χ+(x, bi) ≥ lim sup

n→∞

1

n
ln Rii (A

n(x))

= χ+ (Rii (A
n(x))) für i = 1, · · · , d. (3.9)37



Sei nun x regulär. D.h., es gilt
d∑

i=1

χ+(x, bi) = lim inf
n→∞

1

n
ln |det (An(x))| .Dann erhalten wir mit dem Lemma 3.1.2, (3.9) und (3.8)

d∑

i=1

χ+(x, bi) ≤ lim sup
n→∞

1

n
ln |det (An(x))|

≤
d∑

i=1

χ+ (Rii (A
n(x)))

≤
d∑

i=1

χ+(x, bi).Daraus folgt ∑d
i=1 χ+ (Rii (A

n(x))) =
∑d

i=1 χ+(x, bi). Und damit gilt wegen(3.9)
χ+(x, bi) = χ+ (Rii (A

n(x))) i = 1, · · · , d.Auÿerdem haben wir auh
lim inf
n→∞

d∑

i=1

1

n
ln Rii (A

n(x)) =
d∑

i=1

lim sup
n→∞

1

n
ln Rii (A

n(x)) .Dies ist aber nur dann möglih, wenn die Grenzwerte
lim

n→∞

1

n
ln Rii (A

n(x)) für i = 1, · · · , dexistieren.
�Es gilt auh die Umkehrung dieses Satzes: existieren für ein x ∈ X dieGrenzwerte limn→∞

1
n

ln Rii (A
n(x)) für i = 1, · · · , d, so ist x regulär (einenBeweis dafür �ndet man z.B. in [7℄). Diese Rihtung ist aber für uns irrele-vant.3.2 Regularität und der Satz von OseledeWir betrahten weiterhin das System (3.1), (3.2). Analog zu der Folge

{An(x)}n∈N
, die wir im letzten Abshnitt untersuht haben, können wir dieFolge {An

−(x)
}

n∈N
mit

An
−(x) = A−1

(
g−n(x)

)
· . . . · A−1

(
g−1(x)

)38



und ihre Typzahlen
χ−(x, v) = lim sup

n→∞

1

n
ln
∥
∥An

−(x)v
∥
∥betrahten. Diese werden die rükwärts-Typzahlen von (3.1), (3.2) in x zumVektor v ∈ Rd \ {0} genannt.Ähnlih wie auh für die vorwärts-Typzahlen können wir die Existenz von

χ−(x, v) auf einer Menge X−
µ mit vollem Maÿ, lineare Unabhängigkeit derVektoren mit untershiedlihen rükwärts-Typzahlen u.s.w. zeigen. Die Be-weise gehen analog, wie auh die folgenden De�nitionen.De�nition 3.2.1 (Siehe [7℄)(i) Ein Punkt x ∈ X−

µ wird rükwärts regulär genannt, falls
lim inf
n→∞

1

n
ln
∣
∣det An

−(x)
∣
∣ =

s−(x)
∑

j=1

d−
j (x)Λ−

j (x)gilt, wobei Λ−
1 (x) < · · · < Λ−

s−(x)(x) die rükwärts Liapunow-Exponen-ten von (3.1), (3.2) (aufsteigend angeordnet) und d−
i (x) ihre Vielfah-heiten sind.(ii) Ein Punkt x wird Liapunow regulär (oder einfah regulär) genannt,falls er vorwärts regulär und rükwärts regulär ist, auÿerdem Λ+

i (x) =

−Λ−
i (x) gilt und eine Zerlegung Rd =

⊕s(x)
i=1 W i(x) existiert mit

lim
n→∞

1

n
ln ‖An(x)v‖ = Λ+

m(x)und
lim

n→∞

1

n
ln ‖An

−(x)v‖ = −Λ−
m(x)für v ∈ W m(x).Der folgende Satz (siehe [36℄) gibt uns eine Auskunft darüber, wie die Liapu-now-Exponenten in der Abhängigkeit von dem gewählten Punkt x variieren.Unter anderem besagt er auh, dass die Regularität (im Liapunowshen Sin-ne) eine �typishe� Eigenshaft für das System (3.1), (3.2) ist.Satz 3.2.2 (Oselede) Sei g eine invertierbare maÿtreue Transformationauf einem Wahrsheinlihkeitsraum (X,B(X), µ). Für die Abbildung A :

X → GL
(
Rd
) gelte ln+ ‖A(x)‖ ∈ L1(X,B(X), µ) und ln+ ‖A−1(x)‖ ∈39



L1(X,B(X), µ). Dann existiert ein Xµ ∈ B(X) mit µ(Xµ) = 1 und g(Xµ) =
Xµ mit folgenden Eigenshaften.7(i) Es gibt eine messbare Abbildung s : Xµ → {1, · · · , d}.(ii) Für x ∈ Xµ existieren natürlihe Zahlen d1(x), · · · , ds(x)(x) mit

∑s(x)
i=1 di(x) = d.(iii) Zu jedem x ∈ Xµ gibt es eine messbare Zerlegung Rd =

⊕s(x)
i=1 W i(x) mit

dim W i(x) = di(x) und A(x) (W i(x)) = W i(g(x)) für i = 1, · · · , s(x).(iv) Für jedes x ∈ Xµ existieren reelle Zahlen λ1(x) > · · · > λs(x)(x) derart,dass
lim

n→∞

1

n
ln
∥
∥A
(
gn−1(x)

)
A
(
gn−2(x)

)
· . . . · A(x)v

∥
∥ = λm(x)für alle v ∈⊕s(x)

i=m W i(x) \⊕s(x)
i=m+1 W i(x) gilt.Für v ∈⊕m

i=1 W i(x) \⊕m−1
i=1 W i(x) ist

lim
n→∞

1

n
ln
∥
∥A−1

(
g−n(x)

)
· . . . · A−1

(
g−1(x)

)
v
∥
∥ = −λm(x).(v) Die Funktion λi(x) ist messbar auf {x ∈ Xµ | s(x) ≥ i} und λi(g(x)) =

λi(x).Ist µ ergodish, so sind s(x) und λ1(x), λ2(x), · · · , λs(x) µ-f.ü. konstant.Man beahte, dass die Menge der regulären Punkte Xµ im wesentlihen nurdurh die Transformation g bzw. die Wahl des Maÿes µ auf X vorgegebenist: Sind für zwei invertierbare Abbildungen A1 und A2 von X nah R
d×ddie Funktionen ln+

∥
∥A±1

1 (x)
∥
∥ und ln+

∥
∥A±1

2 (x)
∥
∥ integrierbar bezüglih µ mitregulären Mengen Xµ(A1) bzw. Xµ(A2), so hat die Menge Xµ = Xµ(A1) ∩

Xµ(A2) wieder das volle Maÿ und ist regulär für die beiden Systeme.3.3 Liapunow-Exponenten höherer OrdnungSei g weiterhin eine invertierbare Transformation auf einem Wahrsheinlih-keitsraum (X,B(X), µ)

g : X → X , g invertierbar, µ invariant. (3.10)7Xµ ist die Menge der Liapunow regulären Punkte.40



Für ein m ∈ {1, · · · , d} betrahten wir jetzt die m-te assoziierte Matrix (siehedie De�nition 2.1.8) zur Matrix A aus (3.2):
∧mA : X → GL

(

R( d
m)
)

, x 7→ ∧mA(x) (3.11)mit ln+
∥
∥A±1(x)

∥
∥ ∈ L1(X,B(X), µ) . (3.12)Für diese Abbildung können wir die Folgen {(∧mA(x))

n}n∈N für x ∈ X mit
(
∧mA(x))

n
=
∧mA

(
gn−1(x)

)
· . . . ·∧mA(x) =

∧mAn(x)de�nieren. Aus dem Lemma 2.1.7 (verallgemeinerte Hadamardshe Unglei-hung) und der De�nition von ∧mA folgt die Integrierbarkeit von
ln+ ‖∧mA±1(x)‖. Also ist der Satz 3.2.2 auf das System (3.10)-(3.12) an-wendbar. Damit existieren für ein x aus der Menge Xµ der regulären Punkteinsgesamt D =

(
d

m

) Liapunow-Exponenten λm
1 (x), · · · , λm

D(x), gezählt mit ih-ren Vielfahheiten. Diese werden die Liapunow-Exponenten m-ter Ordnungfür das System (3.1), (3.2) genannt.Fortan werden wir mit Xµ die Menge der Punkte bezeihnen, die sowohl fürdas System (3.1), (3.2) als auh für (3.10)-(3.12) regulär sind.Satz 3.3.1 Seien λ(x)1, · · · , λ(x)d die Liapunow-Exponenten von (3.1), (3.2)in x ∈ Xµ mit ihren Vielfahheiten. Dann sind
m∑

k=1

λik(x) für i = (i1, · · · , im) ∈ Ord(m, d)die Liapunow-Exponenten des Systems (3.10)-(3.12) in x mit ihren Vielfah-heiten.Beweis:Aus dem Satz 3.1.10 angewendet auf ∧mA folgt, dass die Liapunow-Expo-nenten λm
1 (x), · · · , λm

( d
m)

(x) von ∧mA in x mit Ihrer Vielfahheit gerade
λm

i (x) = lim
n→∞

1

n
ln Rii (

∧mAn(x)) für i ∈ Ord(m, d)sind (eventuell ungeordnet). Mit dem Lemma 2.2.1 und dem Satz 3.1.10(angewendet auf A) erhalten wir für i ∈ Ord(m, d)

λm
i (x) = lim

n→∞

1

n
ln

m∏

k=1

Rikik (An(x))41



=

m∑

k=1

lim
n→∞

1

n
ln Rikik (An(x))

=
m∑

k=1

λπ(ik)(x),wobei π eine Permutation auf {1, · · · , d} ist. Da aber {1, · · · , d} =
{π(1), · · · , π(d)} gilt, folgt aus der Bemerkung 2.1.1, dass

{{i1, · · · , im} | i ∈ Ord(m, d)} = {{π(j1), · · · , π(jm)} | j ∈ Ord(m, d)}ist. Daraus ergibt sih
{

m∑

k=1

λik(x)

∣
∣
∣
∣
∣
i ∈ Ord(m, d)

}

=

{
m∑

k=1

λπ(ik)(x)

∣
∣
∣
∣
∣
i ∈ Ord(m, d)

}

.

�Nun möhten wir für die weitere Analyse annehmen, dass µ ergodish ist.Dann folgt die Existenz von insgesamt S mit S ≤
(

d

m

) untershiedlihen µ-fast überall konstanten Liapunow-Exponenten λm
1 > . . . > λm

S für das System(3.10)-(3.12) aus dem Satz von Oselede (Satz 3.2.2). Nah dem Satz 3.3.1ist der gröÿte von ihnen λm
1 gleih

λm
1 =

m∑

i=1

λi,wobei λ1 ≥ . . . ≥ λd die für µ-fast alle x konstanten Liapunow-Exponentendes Systems (3.1),(3.2) mit ihren Vielfahheiten sind. Mit W 1
m(x), · · · , W S

m(x)bezeihne man die Oselede-Zerlegung zu ∧mA an der Stelle x ∈ Xµ.Bemerkung 3.3.2 In der beshriebenen Situation gilt für x ∈ Xµ

lim
n→∞

1

n
ln ‖∧mAn(x)v‖ =

m∑

i=1

λi ⇔ v ∈ R( d
m) \⊕S

i=2W
i
m(x) .Beweis:Wir zeigen �⇒� (die Rükrihtung folgt aus dem Satz 3.2.2).Sei v ∈⊕S

i=2 W i
m(x). Also existieren αi und wi(x) ∈ W i

m(x) für i = iv, · · · , Smit v =
∑S

i=iv
αiwi(x), wobei αiv 6= 0 und iv ≥ 2 ist. Dann folgt aus dem42



Lemma 3.1.2
lim

n→∞

1

n
ln ‖∧mAn(x)v‖ = lim sup

n→∞

1

n
ln
∥
∥
∥
∧mAn(x)

∑S

i=iv
αiwi(x)

∥
∥
∥

= lim sup
n→∞

1

n
ln
∥
∥
∥
∑S

i=iv
αi

∧mAn(x)wi(x)
∥
∥
∥

= max
{
χ+ (αi

∧mAn(x)wi(x)) | i = iv, · · · , S
}

≤ χ+ (
∧mAn(x)wiv(x))

<
m∑

i=1

λi.Womit die Behauptung bewiesen ist.
�Für eine Familie von linear unabhängigen Vektoren v1, · · · , vm∈ Rd de�nieredie Menge8

Xv1,···,vm
=

{

x ∈ Xµ

∣
∣
∣
∣
∣

lim
n→∞

1

n
ln ‖∧mAn(x)(v1 ∧ · · · ∧ vm)‖ =

m∑

i=1

λi

}

.Mit e1, · · · , em bezeihne die ersten m Vektoren der Standardbasis von Rd(e1 ∧ · · · ∧ em ist also der erste Vektor der Standardbasis von R( d
m)).Satz 3.3.3 Das Maÿ µ im System (3.1),(3.2) sei ergodish und λ1 ≥ · · · ≥

λd seien die Liapunow-Exponenten dieses Systems mit ihren Vielfahheiten.Für ein m ∈ {1, · · · , d} gelte µ(Xe1,···,em
) = 1 und µ(Xe1,···,em−1) = 1, dann ist

λm = lim
n→∞

1

n
ln Rmm (An(x)) µ-f.ü .Beweis:Sei M eine d × d invertierbare Matrix und R(M) sei die R-Komponente dereindeutigen QR-Zerlegung von M . Dann erhalten wir aus dem Lemma 2.2.19

Rmm(M) =

∏m
i=1 Rii(M)

∏m−1
i=1 R(M)ii

=
(
∧mR(M))11

(
∧m−1R(M))118Diese De�nition ist eine Verallgemeinerung der in [6℄ benutzten De�nition, die in derForm

Xv =

{

x ∈ Xµ

∣
∣
∣
∣

lim
n→∞

1

n
ln ‖Dgn(x)v‖ = λ1

}(für ein v ∈ Rr) angegeben werden kann. In der genannten Quelle wurde diese Menge ineiner Konvergenzaussage für die Folge 1

n

∫
ln ‖Dgn(x) v‖ dµ gegen λ1 benutzt.9Im Falle m = 1 ist das leere Produkt ∏m−1

i=1
R(M)ii gleih 1 zu setzen.43



=
‖(∧mR(M))·1‖
∥
∥(
∧m−1R(M))·1

∥
∥

=
‖∧mR(M)(e1 ∧ · · · ∧ em)‖
‖∧mR(M)(e1 ∧ · · · ∧ em−1)‖

=
‖∧mM(e1 ∧ · · · ∧ em)‖
‖∧mM(e1 ∧ · · · ∧ em−1)‖

=
‖M·1 ∧ · · · ∧ M·m‖
‖M·1 ∧ · · · ∧ M·m−1‖

(3.13)Also gilt für µ-fast alle x

lim
n→∞

1

n
ln Rmm (An(x)) = lim

n→∞

1

n
ln

‖∧mAn(x)(e1 ∧ · · · ∧ em)‖
‖∧mAn(x)(e1 ∧ · · · ∧ em−1)‖

= lim
n→∞

1

n
ln ‖∧mAn(x)(e1 ∧ · · · ∧ em)‖

− lim
n→∞

1

n
ln ‖∧mAn(x)(e1 ∧ · · · ∧ em−1)‖

=
m∑

i=1

λi −
m−1∑

i=1

λi = λm

�Kehren wir zur Betrahtung des Systems
g : M → M, g ein C1-Di�eomorphismus, µ ergodish (3.14)auf einer d-dimensionalen glatten abgeshlossenen reellen Untermannigfaltig-keit M zurük. Wegen der Abgeshlossenheit von M sind die Abbildungen

ln ‖Dg(x)‖ und ln
∥
∥(Dg(x))−1

∥
∥

µ-integrierbar. Daher ist das System (3.14) ein Spezialfall des in diesem Kapi-tel bislang untersuhten Systems (3.1),(3.2). Aus diesem Grunde können wireine hinreihende Bedingung, unter der die Voraussetzung des Satzes 1.4.1
λi = lim

n→∞

1

n
ln Rii(Dgn(x)) µ-f.ü , i = 1, · · · , d,für die Liapunow-Exponenten λ1 ≥ . . . ≥ λd von (3.14) gilt und damit dieKonvergenz

λi = lim
n→∞

1

n

∫

lnRii(Dgn(x))dµ i = 1, · · · , d .gesihert ist, folgendermaÿen formulieren:44



Korollar 3.3.4 Sei Mµ die Menge der regulären Punkte von (3.14) und λ1 ≥
· · · ≥ λd die auf Mµ konstanten Liapunow-Exponenten dieses Systems mitihren Vielfahheiten. Es gelte

µ

({

x ∈ Mµ

∣
∣
∣
∣
∣

lim
n→∞

1

n
ln ‖∧mDgn(x)(e1 ∧ · · · ∧ em)‖ =

m∑

i=1

λi

})

= 1für m = 1, · · · , d − 1.10 Dann ist
λm = lim

n→∞

1

n
lnRmm (Dgn(x)) µ-f.ü .für m = 1, · · · , d.

10Für m = d ist diese Bedingung automatish erfüllt, weil
∥
∥
∥
∧d

Dgn(x)(e1 ∧ · · · ∧ ed)
∥
∥
∥ = |detDgn(x)|ist und alle x ∈ Mµ regulär sind. 45





Kapitel 4Analyse der FehlerentwiklungDas Ziel dieses Kapitels ist die analytishe Untersuhung des Konvergenzver-haltens der Folgen
1

n

∫

ln Rmm(Dgn(x))dµ für m ∈ {1, · · · , d}, (4.1)deren räumlihe Diskretisierung zur Approximation von Liapunow-Exponen-ten mit Hilfe der im Abshnitt 1.4 beshriebenen hybriden Methode dienensoll.Zu diesem Zwek wird im Abshnitt 4.1 eine auf dem äuÿeren Produkt basie-rende Darstellung der Terme lnRmm(Dgn(x)), die eine genaue Vorstellungüber die Fehlerentwiklung der Folgen (4.1) ermögliht, hergeleitet. Dabeiwird der in [5℄ verwendete Ansatz aufgegri�en, in dem die Darstellung derStandardbasisvektoren e1, · · · , ed in der aus den Oselede-Vektoren bestehen-den Basis des Tangentialraumes TxM an der jeweiligen Stelle x zur Analyseder Folge 1
n

∫
‖Dgn(x)‖ dµ verwendet wurde.Eine Shwierigkeit bei der Untersuhung von (4.1) stellt der Übergang von ei-ner punktweisen zu der L1(µ) Konvergenz für gewisse Funktionenfolgen dar.Im Abshnitt 4.1 ist dieses Problem durh eine Integrabilitätsannahme gelöst.Im darau�olgenden Abshnitt 4.2 wird die gewünshte L1(µ) Konvergenzdurh die Voraussetzung (Einführung) einer Art hyperbolisher Trennungvon einzelnen Liapunow-Exponenten (λm+1 − λm Hyperbolizität1) erreiht.Im letzten Abshnitt wird der im Kapitel 1.3.2 angegebene Satz über dieKonvergenz der Methode von Aston und Dellnitz beweisen.1Die De�nition �ndet man in dem entsprehenden Abshnitt des Kapitels.
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4.1 Analyse mit Hilfe der Oselede-ZerlegungIn diesem Abshnitt betrahten wir ein diskretes dynamishes System aufeiner d-dimensionalen glatten reellen Untermannigfaltigkeit
g : M → M, g C1-Di�eomorphismus (4.2)

M abgeshlossen, µ ergodishes W-Maÿ. (4.3)Dieses System hat auf einer Borelshen Menge Mµ mit µ(Mµ) = 1 die kon-stanten Liapunow-Exponenten λ1 > . . . > λs (s ≤ d). Um die Analyse diesesSystems zu vereinfahen, wollen wir für die Oselede-Zerlegung des Tangen-tialraumes TxM =
⊕s

i=1 W i(x)

dim W i(x) = 1 für i ∈ 1, · · · , s (also s = d) µ − f.ü. (4.4)voraussetzen.Jetzt erinnern wir an die im Kapitel 1.3.1 eingeführte Notation und an diedort erhaltenen Resultate:
• wi(x) für i = 1, · · · , d sind normierte (‖wi(x)‖ = 1) messbare Vektor-felder mit wi(x) ∈ W i(x).
• Die messbaren Abbildungen a(i) : Mµ → R\{0} für i = 1, · · · , d werdendurh

Dg(x)wi(x) = a(i)(x)wi(g(x))de�niert. Für diese gilt a(i)(x) = ±‖Dg(x)wi(x)‖, i = 1, · · · , d, und
Dgn(x)wi(x) =

0∏

j=n−1

a(i)(gj(x))wi(g
n(x)) .

• Weiter gilt für i = 1, · · · , d

λi =

∫

ln
∣
∣a(i)(x)

∣
∣ dµ . (4.5)Setze weiter wie in [4℄, [5℄

A(i)
n (x) =

0∏

j=n−1

a(i)(gj(x)) i = 1, · · · , d . (4.6)
48



Lemma 4.1.1 Für eine positive Folge (cn)n∈N gelte
lim

n→∞

1

n
ln cn = c < 0,dann ist lim

n→∞
cn = 0Beweis:Wähle ein λ ∈ (c, 0), dann existiert ein n̄ ∈ N mit

1

n
ln cn < λ ⇔ ln cn < nλ ⇔ cn < enλfür alle n ≥ n̄. Da enλ gegen 0 für n → ∞ konvergiert, folgt die Behauptung.

�Lemma 4.1.2 Sei i > j und ε > 0 mit λ̄ = λi − λj + ε < 0, dann existierenfür µ-fast alle x Konstanten Cx,ε, so dass
∣
∣
∣A

(i)
n (x)

∣
∣
∣

∣
∣
∣A

(j)
n (x)

∣
∣
∣

≤ Cx,εe
λ̄ngilt. Insbesondere ist limn→∞

˛

˛

˛
A

(i)
n (x)

˛

˛

˛

˛

˛

˛
A

(j)
n (x)

˛

˛

˛

= 0.Beweis:Aus dem Satz von Oselede und der De�nition von A
(i)
n (x) folgt

lim
n→∞

∣
∣
∣A

(i)
n (x)

∣
∣
∣

∣
∣
∣A

(j)
n (x)

∣
∣
∣

= lim
n→∞

1

n
ln

‖Dgn(x)wi(x)‖
‖Dgn(x)wj(x)‖

= lim
n→∞

1

n
ln ‖Dgn(x)wi(x)‖ − lim

n→∞

1

n
ln
∥
∥Dgn(x)wj(x)

∥
∥

= λi − λj < 0für i > j. Aus dem Lemma 4.1.1 folgt, dass es für jedes Paar i, j ∈ {1, · · · , d}mit i > j und jedes x ∈ Mµ ein Ci,j
x,ε existiert mit

∣
∣
∣A

(i)
n (x)

∣
∣
∣

∣
∣
∣A

(j)
n (x)

∣
∣
∣

≤ Ci,j
x,εe

λ̄n.49



Man setze Cx,ε = max{Ci,j
x,ε | i > j}.

�Für i = (i1, · · · , im) ∈ Ord(m, d) setze
Ai

n(x) = A(i1)
n (x) · · ·A(im)

n (x).Man bezeihne (1, · · · , m) ∈ Ord(m, d) als 1m und entsprehend ist
A1m

n (x) = A(1)
n (x) · · ·A(m)

n (x).Lemma 4.1.3 Seien i, l ∈ Ord(m, d) mit i 6= 1m = (1, · · · , m) beliebig. Sei
λ̄ = λm+1 − λm und ε > 0. Dann existieren Konstanten Cx,ε für x ∈ Mµ mit

|Ai
n(x)|

|A1m
n (x)| ≤ Cx,εe

(λ̄+ε)n bzw. ∣
∣Ai

n(x)Al
n(x)

∣
∣

(A1m
n (x))2 ≤ Cx,εe

(λ̄+ε)n.Insbesondere gilt
lim

n→∞

|Ai
n(x)|

|A1m
n (x)| = lim

n→∞

∣
∣Ai

n(x)Al
n(x)

∣
∣

(A1m
n (x))2 = 0Beweis:Es gilt (siehe den Beweis des Lemmas 4.1.2)

lim
n→∞

|Ai
n(x)|

|A1m
n (x)| =

m∑

k=1

λik −
m∑

j=1

λj = λ̃ibzw.
lim

n→∞

∣
∣Ai

n(x)Al
n(x)

∣
∣

(A1m
n (x))2 =

m∑

k=1

λik +

m∑

k=1

λlk − 2

m∑

j=1

λj = λ̃i,l .Somit existiert für ε > 0 µ-fast überall Cx,ε, so dass
|Ai

n(x)|
|A1m

n (x)| ≤ Cx,εe
λ̃i+ε bzw. ∣

∣Ai
n(x)Al

n(x)
∣
∣

(A1m
n (x))2 ≤ Cx,εe

λ̃i,l+εgilt. Da λm+1 − λm ≥ λ̃i (die Gleihheit gilt für i = (1, · · · , m − 1, m + 1))und λ̃i ≥ λ̃i,l ist (λ̃i = λ̃i,l gilt für l = 1m), folgt die Behauptung.
�Man de�niere die Matrizen (αij(x)) ∈ Rd×d für x ∈ Mµ durh2

ej =
d∑

i=1

αij(x)wi(x) für i = 1, · · · , d.2Der Ansatz, bei dem die Einheitsvektoren zum Zweke der Fehleranalyse in Oselede-Vektoren zerlegt werden, kommt aus [5℄ 50



Dann gilt für j = 1, · · · , d

Dgn(x)ej = Dgn(x)
d∑

i=1

αij(x)wi(x)

=
d∑

i=1

αij(x)Dgn(x)wi(x)

=
d∑

i=1

αij(x)A(i)
n (x)wi(g

n(x)) (4.7)Sei i = (i1, · · · , im) ∈ Ord(m, d), dann setzen wir zur Abkürzung αi(x) =
αi1,···,im(x), wobei der Term αi1,···,im(x) (siehe den Abshnitt 2.1) durh

αi1,···,im(x) = det







αi11(x) · · · αi1m(x)
αi21(x) · · · αi2m(x). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αim1(x) · · · αimm(x)





de�niert ist. Speziell für den Fall i = 1m = (1, · · · , m) ist α1m

(x) = α1,···,m(x).Aus dem Lemma 2.1.10 und (4.7) folgt
(Dgn(x))·1 ∧ · · · ∧ (Dgn(x))·m =

∑

j∈Ord(m,d)

αj(x)
(
∧m

k=1A
(jk)
n (x)wjk

(gn(x))
)

=
∑

j∈Ord(m,d)

αj(x)

m∏

k=1

A(jk)
n (x)(∧m

k=1wjk
(gn(x))).Also gilt wegen ‖v‖2 = 〈v, v〉

‖(Dgn(x))·1 ∧ · · · ∧ (Dgn(x))·m‖
2 =

=
∑

j,l∈Ord(m,d)

αj(x)αl(x)
m∏

k=1

A(jk)
n (x)A(lk)

n (x)〈∧m
k=1wjk

(gn(x)) ,∧m
k=1wlk (gn(x))〉

=
∑

j,l∈Ord(m,d)

αj(x)αl(x)Aj
n(x)Al

n(x)〈∧m
k=1wjk

(gn(x)) ,∧m
k=1wlk (gn(x))〉 (4.8)

= Grm,n(x) + Restm,n(x) ,51



wobei mit Restm,n(x) die im Ausdruk (4.8) angegebene Summe ohne denersten Summanden
Grm,n(x) = (α1m

(x))2 (A1m

n (x)
)2 ‖w1(g

n(x)) ∧ · · · ∧ wm(gn(x))‖2bezeihnet wird. Das heiÿt
Restm,n(x) =

=
∑

j,l∈Ord(m,d)
l6=(1,···,m)

αj(x)αl(x)Aj
n(x)Al

n(x)〈∧m
k=1wjk

(gn(x)) ,∧m
k=1wlk (gn(x))〉

+
∑

j∈Ord(m,d)
j 6=(1,···,m)

αj(x)α1m
(x)Aj

n(x)A1m

n (x)〈∧m
k=1wjk

(gn(x)) ,∧m
k=1wk (gn(x))〉.Analog werden Restm−1,n(x) und Grm−1,n(x) de�niert, wobei die Indizes über

Ord(m− 1, d) laufen sollten.Bemerkung 4.1.4 Alle folgenden Integrale seien zunähst im Sinne vonIntegralen für die messbaren numerishen Funktionen 3 erklärt, so dass, wennnihts zusätzlih angemerkt wird, auh die Werte +∞ und −∞ angenommenwerden können.Für ein m ∈ {1, · · · , d} sei die Folge (am
n )n∈N

wie bereits im Kapitel 1.4durh
am

n =
1

n

∫

ln Rmm(Dgn(x))dµ.de�niert. Angenommen, es existiert der Grenzwert
Cm = lim

n→∞
n(am

n − λm),dann ist
am

n = λm +
Cm

n
+ o

(
1

n

)

.Es gilt
nam

n =

∫

ln Rmm(Dgn(x))dµ

=

∫

ln
Rmm(Dgn(x))
∣
∣
∣A

(m)
n (x)

∣
∣
∣

dµ +

∫

ln
∣
∣A(m)

n (x)
∣
∣ dµ. (4.9)3Eine Funktion f : M → R ∪ {−∞, +∞} heiÿt numerish. Zu der Integralbildung fürdie messbaren numerishen Funktionen siehe z.B. [18℄.52



Aus der De�nition von A
(m)
n (x), (4.5) und der Invarianz von ln

∣
∣a(m)(x)

∣
∣ unter

µ folgt
∫

ln
∣
∣A(m)

n (x)
∣
∣ dµ =

∫

ln
0∏

j=n−1

∣
∣a(m)(gj(x))

∣
∣ dµ

=

n−1∑

j=0

∫

ln
∣
∣a(m)(gj(x))

∣
∣ dµ

= nλmZusammen mit (4.9) ergibt sih also
n(am

n − λm) = nam
n − nλm =

∫

ln
Rmm(Dgn(x))
∣
∣
∣A

(m)
n (x)

∣
∣
∣

dµ. (4.10)Dieser Term wird nun genauer untersuht.Mit W (x) bezeihne man die Matrix mit den Spalten w1(x), · · · , wm(x)und setze für k = 1, · · · , d

W k,···,d
k,···,d (x) =

(
∧d−k+1W (x)

)

k···d,k···d
= det







Wk k(x) · · · Wk d(x)
Wk+1 k(x) · · · Wk+1d(x). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Wd k(x) · · · Wd d(x)





und für k = d + 1 setze W k,···,d

k,···,d (x) = 1.Satz 4.1.5 Das System (4.2), (4.3) genüge der Annahme (4.4). Auÿerdemseien die folgenden Voraussetzungen erfüllt:(i) ∣∣∣W m+1,···,d
m+1,···,d (x)

∣
∣
∣ > 0 und ∣∣∣W m,···,d

m,···,d (x)
∣
∣
∣ > 0 für µ-fast alle x ∈ M .(ii) ln

∣
∣
∣W

m+1,···,d
m+1,···,d (x)

∣
∣
∣

∣
∣
∣W

m,···,d
m,···,d (x)

∣
∣
∣

sei µ-integrierbar.(iii) Es existieren εm−1 > 0, εm > 0 derart, dass
inf
n
‖∧m

k=1wk (gn(x))‖ ≥ εm und inf
n

∥
∥∧m−1

k=1 wk (gn(x))
∥
∥ ≥ εm−1für µ-fast alle x ∈ M ist.Bei m = 1 wird inf

n

∥
∥∧m−1

k=1 wk (gn(x))
∥
∥ = 1 gesetzt.53



(iv) Die Funktionenfolgen
(

ln

(

1 +
Restm,n(x)

Grm,n(x)

))

n∈N

und (

ln

(

1 +
Restm−1,n(x)

Grm−1,n(x)

))

n∈Nbesitzen eine µ-integrierbare Majorante g(x).Dann gilt
1

n

∫

ln Rmm(Dgn(x))dµ = λm +
Cm

n
+ o

(
1

n

)

,wobei
Cm =

∫

ln

∣
∣
∣W

m+1,···,d
m+1,···,d (x)

∣
∣
∣ ‖w1(x) ∧ · · · ∧ wm(x)‖

∣
∣
∣W

m,···,d
m,···,d (x)

∣
∣
∣ ‖w1(x) ∧ · · · ∧ wm−1(x)‖

dµist.Beweis:Da die Matrix α(x) die Inverse von W−1(x) ist, gilt für alle k ∈ {1, · · · , d}und i, j ∈ Ord(k, d) (siehe, z.B. �1.4 in [23℄)
det







αi1 j1(x) · · · αi1 jk
(x)

αi2 j1(x) · · · αi2 jk
(x). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αik j1(x) · · · αik jk
(x)







=

= (−1)Ki,jdet W (x)−1 det







Wĵ1 î1
(x) · · · Wĵ1 îd−k

(x)

Wĵ2 î1
(x) · · · Wĵ2 îd−k

(x). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Wĵd−k î1

(x) · · · Wĵd−k îd−k
(x)





mit Ki,j =

∑k

l=1 (il + jl). Dabei sind die aufsteigend geordnete Tupel
(̂i1, · · · , îd−k) und (ĵ1, · · · , ĵd−k) durh

{̂i1, · · · , îd−k} ∪ {i1, · · · , ik} = {1, · · · , d}bzw.
{ĵ1, · · · , ĵd−k} ∪ {j1, · · · , jk} = {1, · · · , d}de�niert. Anders ausgedrükt ist (siehe die De�nition 2.1.8)

(
∧kα(x)

)

i,j
= (−1)Ki,j

(
∧d−kW (x)

)

ĵ, î

det W (x)
. (4.11)54



Daraus folgt wegen det AT = det A für eine reelle Matrix A, dass
|α1,···,m(x)| =

∣
∣
∣
∣
∣

W m+1,···,d
m+1,···,d (x)

det (W (x))

∣
∣
∣
∣
∣

bzw. |α1,···,m−1(x)| =

∣
∣
∣
∣
∣

W m,···,d
m,···,d (x)

det (W (x))

∣
∣
∣
∣
∣ist. Damit gilt

|α1,···,k(x)| > 0 ⇔
∣
∣
∣W

k+1,···,d
k+1,···,d (x)

∣
∣
∣ > 0 für k = m − 1, mund ∣

∣
∣W

m+1,···,d
m+1,···,d (x)

∣
∣
∣

∣
∣
∣W

m,···,d
m,···,d (x)

∣
∣
∣

=
|α1,···,m(x)|
|α1,···,m−1(x)| .Es reiht also wegen (4.10) zu zeigen, dass

∫

ln
Rmm (Dgn(x))
∣
∣
∣A

(m)
n (x)

∣
∣
∣

dµ −
∫

ln
|α1···m(x)| ‖w1(x) ∧ · · · ∧ wm(x)‖

|α1···m−1(x)| ‖w1(x) ∧ · · · ∧ wm−1(x)‖dµ → 0für n → ∞ gilt.Es ist ∫

ln
|α1,···,m(x)| ‖w1(x) ∧ · · · ∧ wm(x)‖

|α1,···,m−1(x)| ‖w1(x) ∧ · · · ∧ wm−1(x)‖dµ =

=

∫

ln
|α1,···,m(x)|
|α1,···,m−1(x)|dµ +

∫

ln
‖w1(x) ∧ · · · ∧ wm(x)‖
‖w1(x) ∧ · · · ∧ wm−1(x)‖dµ ,da nah den Voraussetzungen (ii) und (iii) beide Integrale endlih sind. Wegender Invarianz des Maÿes gilt für alle n ∈ N

∫

ln
‖w1(x) ∧ · · · ∧ wm(x)‖
‖w1(x) ∧ · · · ∧ wm−1(x)‖dµ =

∫

ln
‖w1(g

n(x)) ∧ · · · ∧ wm(gn(x))‖
‖w1(g

n(x)) ∧ · · · ∧ wm−1(g
n(x))‖dµ.Damit ist für n ∈ N

∫

ln
|α1,···,m(x)| ‖w1(x) ∧ · · · ∧ wm(x)‖

|α1,···,m−1(x)| ‖w1(x) ∧ · · · ∧ wm−1(x)‖dµ =

=

∫

ln
|α1,···,m(x)| ‖w1(g

n(x)) ∧ · · · ∧ wm(gn(x))‖
|α1,···,m−1(x)| ‖w1(g

n(x)) ∧ · · · ∧ wm−1(g
n(x))‖dµAlso erhalten wir

∫

ln
Rmm (Dgn(x))

A
(m)
n (x)

dµ −
∫

ln
|α1,···,m(x)| ‖w1(x) ∧ · · · ∧ wm(x)‖

|α1,···,m−1(x)| ‖w1(x) ∧ · · · ∧ wm−1(x)‖dµ =55



=

∫

ln
Rmm (Dgn(x))

A
(m)
n (x)

− ln
|α1,···,m(x)| ‖w1(g

n(x)) ∧ · · · ∧ wm(gn(x))‖
|α1,···,m−1(x)| ‖w1(g

n(x)) ∧ · · · ∧ wm−1(g
n(x))‖dµ

=

∫

ln
Rmm (Dgn(x)) |α1,···,m−1(x)| ‖w1(g

n(x)) ∧ · · · ∧ wm−1(g
n(x))‖

A
(m)
n (x) |α1,···,m(x)| ‖w1(g

n(x)) ∧ · · · ∧ wm(gn(x))‖
dµWegen

Rmm (Dgn(x)) =
‖(Dgn(x))·1 ∧ · · · ∧ (Dgn(x))·m‖∥
∥(Dgn(x))·1 ∧ · · · ∧ (Dgn(x))·m−1

∥
∥(siehe (3.13)) und (4.8) ist

(Rmm (Dgn(x)))2 =

=
〈(Dgn(x))·1 ∧ · · · ∧ (Dgn(x))·m, (Dgn(x))·1 ∧ · · · ∧ (Dgn(x))·m〉〈

(Dgn(x))·1 ∧ · · · ∧ (Dgn(x))·m−1, (Dgn(x))·1 ∧ · · · ∧ (Dgn(x))·m−1

〉

=

∑

j,l∈Ord(m,d)

αj(x)αl(x)Aj
n(x)Al

n(x)〈∧m
k=1wjk

(gn(x)) ,∧m
k=1wlk (gn(x))〉

∑

j,l∈Ord(m−1,d)

αj(x)αl(x)Aj
n(x)Al

n(x)〈∧m−1
k=1 wjk

(gn(x)) ,∧m−1
k=1 wlk(g

n(x))〉Benutzt man die bereits eingeführten Bezeihnungen Restm,n(x), Grm,n(x),bzw. Restm−1,n(x), Grm−1,n(x), so ergibt sih aus der letzten Gleihung
(

Rmm (Dgn(x))

A
(m)
n (x)

)2

=
Grm,n(x) + Restm,n(x)

(Grm−1,n(x) + Restm−1,n(x))
(

A
(m)
n (x)

)2 .Teilen wir den Zähler und den Nenner durh Grm−1,n(x)
(

A
(m)
n (x)

)2, so er-halten wir (

Rmm (Dgn(x))

A
(m)
n (x)

)2

=

=

(α1m
(x))2 ‖∧m

k=1wjk
(gn(x))‖2

(
α1m−1(x)

)2 ∥∥∧m−1
k=1 wjk

(gn(x))
∥
∥2 +

Restm,n(x)

Grm−1,n(x)
(

A
(m)
n (x)

)2

1 +
Restm−1,n(x)

Grm−1,n(x)56



Es gilt
Restm,n(x)

Grm−1,n(x)
(

A
(m)
n (x)

)2 × (α1,···,m−1(x))2
∥
∥∧m−1

k=1 wk (gn(x))
∥
∥2

(α1,···,m(x))2 ‖∧m
k=1wk (gn(x))‖2 =

=
Restm,n(x)

(α1,···,m(x))2∏m
k=1

(

A
(k)
n (x)

)2

‖∧m
k=1wk (gn(x))‖2

=
Restm,n(x)

Grm,n(x)Damit ist
Rmm (Dgn(x))
∣
∣
∣A

(m)
n (x)

∣
∣
∣

× |α1,···,m−1(x)| ‖w1(g
n(x)) ∧ · · · ∧ wm−1(g

n(x))‖
|α1,···,m(x)| ‖w1(g

n(x)) ∧ · · · ∧ wm(gn(x))‖ =

=

((

1 +
Restm,n(x)

Grm,n(x)

)(

1 +
Restm−1,n(x)

Grm−1,n(x)

)−1
)1

2

Nun zeigen wir, dass
lim

n→∞

∫

ln

(

1 +
Restm,n(x)

Grm,n(x)

) 1
2

dµ = 0ist.Es gilt
Restm,n(x)

Grm,n(x)
=

=
∑

j,l∈Ord(m,d)
l6=(1,···,m)

αj(x)αl(x)Aj
n(x)Al

n(x)〈∧m
k=1wjk

(gn(x)) ,∧m
k=1wlk (gn(x))〉

(α1m
(x))2 (A1m

n (x))2 ‖∧m
k=1wk (gn(x))‖2 +

+
∑

j∈Ord(m,d)
j 6=(1,···,m)

αj(x)α1m
(x)Aj

n(x)A1m
n (x)〈∧m

k=1wjk
(gn(x)) ,∧m

k=1wk (gn(x))〉
(α1m

(x))2 (A1m
n (x))2 ‖∧m

k=1wk (gn(x))‖2 .Man betrahte die Folge (Restm,n(x)
Grm,n(x)

)

n∈N

für ein x ∈ M , für das die Vorausset-zungen (i) und (iii) erfüllt sind. Aus der verallgemeinerten HadamardshenUngleihung (Lemma 2.1.7) folgt für j ∈ Ord(m, d)

‖∧m
k=1wjk

(gn(x))‖ ≤
m∏

k=1

‖wjk
(gn(x))‖ = 1.57



Daraus erhalten wir für j, l ∈ Ord(m, d) mit Hilfe der Cauhy-ShwarzshenUngleihung
〈∧m

k=1wjk
(gn(x)) ,∧m

k=1wlk (gn(x))〉 ≤ 1.Mit der Voraussetzung (iii) ergibt sih daraus
∣
∣
∣
∣

Restm,n(x)

Grm,n(x)

∣
∣
∣
∣
≤

≤
∑

j,l∈Ord(m,d)
l6=(1,···,m)

∣
∣
∣
∣
∣

αj(x)αl(x)Aj
n(x)Al

n(x)〈∧m
k=1wjk

(gn(x)) ,∧m
k=1wlk (gn(x))〉

(α1m
(x))2 (A1m

n (x))2 ‖∧m
k=1wk (gn(x))‖2

∣
∣
∣
∣
∣

+
∑

j∈Ord(m,d)
j 6=(1,···,m)

∣
∣
∣
∣
∣

αj(x)Aj
n(x)〈∧m

k=1wjk
(gn(x)) ,∧m

k=1wk (gn(x))〉
α1m

(x)A1m
n (x) ‖∧m

k=1wk (gn(x))‖2

∣
∣
∣
∣
∣

≤
∑

j,l∈Ord(m,d)
l6=(1,···,m)

∣
∣
∣
∣
∣

αj(x)αl(x)Aj
n(x)Al

n(x)

(α1m
(x))2 (A1m

n (x))2 ‖∧m
k=1wk (gn(x))‖2

∣
∣
∣
∣
∣

+
∑

j∈Ord(m,d)
j 6=(1,···,m)

∣
∣
∣
∣
∣

αj(x)Aj
n(x)

α1m
(x)A1m

n (x) ‖∧m
k=1wk (gn(x))‖2

∣
∣
∣
∣
∣

≤ 1

ε2
m






∑

j,l∈Ord(m,d)
l6=(1,···,m)

∣
∣
∣
∣

αj(x)αl(x)Aj
n(x)Al

n(x)

(α1m
(x))2 (A1m

n (x))2

∣
∣
∣
∣
+

∑

j∈Ord(m,d)
j 6=(1,···,m)

∣
∣
∣
∣

αj(x)Aj
n(x)

α1m
(x)A1m

n (x)

∣
∣
∣
∣




Da die Terme αj(x) für j ∈ Ord(m, d) unabhängig von n sind, folgt aus demLemma 4.1.3 die punktweise Konvergenz

lim
n→∞

ln

(

1 +
Restm,n(x)

Grm,n(x)

) 1
2

= 0für µ-fast alle x. Mit dem Lebesgueshen Satz von der dominierten Konver-genz (zusammen mit der Voraussetzung (iv)) erhalten wir
lim

n→∞

∫

ln

(

1 +
Restm,n(x)

Grm,n(x)

) 1
2

dµ =

∫

lim
n→∞

ln

(

1 +
Restm,n(x)

Grm,n(x)

) 1
2

dµ = 0.Der Beweis für
lim

n→∞

∫

ln

(

1 +
Restm−1,n(x)

Grm−1,n(x)

)− 1
2

dµ = 0geht analog.
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4.2 Erweiterung des Hyperbolizitätsbegri�esIn diesem Abshnitt betrahten wir zunähst Systeme von der Form
g : M → M, g ein C1-Di�eomorphismus, M abgeshlossen (4.12)auf einer d-dimensionalen glatten reellen Untermannigfaltigkeit M .Alle im vorigen Abshnitt eingeführten Bezeihnungen und Notationen wer-den beibehalten.Als erstes möhten wir an die Standardde�nition einer hyperbolishenMenge für die Abbildung g erinnern (siehe z.B. [31℄).Eine kompakte, g-invariante Teilmenge Mh von M heiÿt hyperbolish,4 wenndie folgenden Eigenshaften erfüllt sind:(i) In jedem Punkt x ∈ Mh existieren zwei Unterräume W s

x und W u
x mit

TxM = W s
x

⊕
W u

x und es gelten die Beziehungen
Dg(x)W u

x = W u
g(x) und Dg(x)W s

x = W s
g(x).(ii) Es gibt Konstanten C > 0 und ∆ ∈ (0, 1), so dass in jedem Punkt

x ∈ Mh die Ungleihungen(a) ‖Dgn(x)v‖ ≤ C∆n‖v‖ für v ∈ W s
x und n ≥ 0.(b) ‖Dgn(x)v‖ ≤ C∆−n‖v‖ für v ∈ W u

x und n ≤ 0.erfüllt sind.Die Bedingung (ii)(b) ist äquivalent zu(ii) (b') ‖Dgn(x)v‖ ≥ 1

C
∆−n‖v‖ für v ∈ W u

x und n ≥ 0.(siehe �12 in [31℄).Man setze δ = − ln ∆ (natürlih ist δ > 0) und modi�ziere die De�nition derHyperbolizität folgendermaÿen:De�nition 4.2.1 Eine kompakte, invariante Teilmenge Mh von M heiÿthyperbolish, falls sie der Invarianzbedingung (i) für die Untervektorräume4Die Mengen mit den hier angegebenen Eigenshaften werden oft auh als gleihmä-ÿig (uniformly) hyperbolish bezeihnet. Eine allgemeinere De�nition der hyperbolishenMengen �ndet man in [7℄. Diese ist aber für uns jetzt irrelevant.59



W s
x , W u

x genügt und es Konstanten C > 0 und δ > 0 existieren, so dass diefolgenden Ungleihungen für x ∈ Mh gelten:
‖Dgn(x)v‖ ≤ Ce−δn‖v‖ für v ∈ W s

x und n ≥ 0.

‖Dgn(x)v‖ ≥ 1

C
eδn‖v‖ für v ∈ W u

x und n ≥ 0.Nun �xieren wir ein ergodishes W-Maÿ im System (4.12).5 Wir betrah-ten also auf einer d-dimensionalen glatten reellen Untermannigfaltigkeit dasSystem
g : M → M, g C1-Di�eomorphismus (4.13)

M abgeshlossen, µ ergodishes W-Maÿ. (4.14)Dieses System hat laut dem Satz von Oselede (Satz 1.1.1) auf einer g-invarianten Borelshen Menge Mµ vom vollen Maÿ konstante Liapunow-Ex-ponenten λ1 > . . . > λs (s ≤ d) mit den zugehörigen Oselede-Zerlegungendes Tangentialraumes TxM =
⊕s

i=1 W i(x) für x ∈ Mµ.De�nition 4.2.2 Das System (4.13), (4.14) nennen wir λm+1 − λm hyper-bolish für ein m ∈ {1, · · · , s − 1}, wenn es eine Teilmenge Mh
µ von Mµ mit

µ
(
Mh

µ

)
= 1 und Konstanten C ≥ 1,6 δm ≥ 0, δm+1 ≥ 0 gibt, so dass diefolgenden Bedingungen erfüllt sind:(i) λm+1 + δm+1 < λm − δm.(ii) Für x ∈ Mh

µ gilt(a) ‖Dgn(x)v‖ ≤ C e(λm+1+δm+1)n‖v‖ für v ∈
s⊕

i=m+1

W i(x) und n ≥ 0.(b) ‖Dgn(x)v‖ ≥ 1

C
e(λm−δm)n‖v‖ für v ∈

m⊕

i=1

W i(x) und n ≥ 0.Die Konstanten C, δm und δm+1 nennen wir die Hyperbolizitätsparameter(oder einfah Parameter).5Die Existenz eines solhen ist mit dem Lemma 1.5 [32℄ gesihert.6Eigentlih wäre es ausreihend C > 0 anzunehmen, die Bedingung C ≥ 1 stellt aberkeine Einshränkung der Allgemeinheit dar.
60



Bemerkung 4.2.3(i) Die Existenz von C, δm und δm+1 für ein gegebenes x ∈ Mµ, die denBedingungen der De�nition 4.2.2 genügen, folgt aus der De�nition vonLiapunow-Exponenten (zum Teil ist es im Lemma 4.1.2 gezeigt worden).Die De�nition 4.2.2 verlangt, dass diese Konstanten universell für µ-fastalle x sind.(ii) Das Konzept der λm+1−λm Hyperbolizität hat eine direkte Verbindungzu der bei Katok und Hasselblatt [27℄ angegebenen (γ1, γ2) Aufspaltung(im Original [27℄ heiÿt diese (λ, µ) splitting): Man kann leiht zeigen,dass, falls das System (4.13), (4.14) für λm+1 ≤ γ1 < γ2 ≤ λm bezüg-lih der Folge {Dgn(x)}n∈N
für µ-fast alle x die (γ1, γ2) Aufspaltungaufweist, dieses System auh λm+1 − λm hyperbolish ist.Die λm+1 − λm Hyperbolizität stellt eine Art Verallgemeinerung des Hyper-bolizitätsbegri�es dar: Besitzt das System (4.13), (4.14) eine hyperbolisheMenge Mh mit µ

(
Mh
)

= 1, dann ist dieses System λm+1 − λm hyperbolishfür ein m ∈ {1, · · · , s− 1}, wobei λm+1 < 0 und λm > 0 gilt. Ist andererseitsdas System (4.13), (4.14) λm+1−λm hyperbolish (λm+1 und λm wie oben), soist es niht unbedingt hyperbolish im klassishen Sinne,7 denn λm+1 + δm+1kann auh positiv sein.Lemma 4.2.4 Das System (4.13), (4.14) sei λm+1 − λm hyperbolish mitParametern C, δm und δm+1. Dann existiert ein ε0 > 0 mit
∠

(
m⊕

i=1

W i(x) ,

s⊕

i=m+1

W i(x)

)

≥ ε0 (4.15)für alle x ∈ Mh
µ .Beweis:8Seien v ∈⊕m

i=1 W i(x) und w ∈⊕s

i=m+1 W i(x) auf Eins normierte Vektoren.Man setze für x ∈ Mh
µ

Kn(x) = Dgn(x)(v − w).Demnah ist |K0(x)| = ‖v − w‖ und (4.15) ist bewiesen, wenn ‖v − w‖ ≥ εfür alle x ∈ Mh
µ und ein festes ε > 0 gezeigt ist.Aus der Kompaktheit von M folgt, dass es eine Konstante C ′ > 0 mit

‖Dg(x)‖ < C ′ und ‖Dg−1(x)‖ < C ′7D.h., es muss keine hyperbolishe Menge im Sinne der De�nition 4.2.1 vorhanden sein.8Die Beweisidee kommt aus [31℄, wo die entsprehende Behauptung für die hyperboli-shen Mengen aufgestellt ist. 61



für alle x ∈ M (also auh für alle x ∈ Mh
µ ) existiert. Daraus erhalten wir

|Kn(x)| ≤ (C ′)
n ‖v − w‖. (4.16)Aus der λm+1−λm Hyperbolizität und der umgekehrten Dreieksungleihnugfolgt für x ∈ Mh

µ

|Kn(x)| ≥ ‖Dgn(x)v‖ − ‖Dgn(x)w‖
≥ 1

C
e(λm−δm)n − C e(λm+1+δm+1)n.Da λm+1 + δm+1 < λm − δm ist, existiert ein n̄ ∈ N, so dass

ε′ =
1

C
e(λm−δm)n̄ − C e(λm+1+δm+1)n̄ > 0gilt. Zusammen mit (4.16) haben wir

‖v − w‖ ≥ 1

(C ′)n̄ |Kn̄(x)| ≥ ε′

(C ′)n̄für alle x ∈ Mh
µ .

�Lemma 4.2.5 Das System (4.13), (4.14) sei λm+1 − λm hyperbolish mitParametern C, δm und δm+1. Dann gilt für i, l ∈ Ord(m, d) mit i 6= 1m

|Ai
n(x)|

|A1m
n (x)| ≤ C2meλ̄n bzw. ∣

∣Ai
n(x)Al

n(x)
∣
∣

(A1m
n (x))2 ≤ C4meλ̄n,wobei λ̄ = λm+1 + δm+1 − (λm − δm) ist. Insbesondere gilt für µ-fast alle x

lim
n→∞

|Ai
n(x)|

|A1m
n (x)| = lim

n→∞

∣
∣Ai

n(x)Al
n(x)

∣
∣

(A1m
n (x))2 = 0.Beweis:Aus der De�nition von Ai

n(x) bzw. A
(ik)
n (x) folgt

|Ai
n(x)|

|A1m
n (x)| =

‖Dgn(x)wi1(x)‖ · . . . · ‖Dgn(x)wim(x)‖
‖Dgn(x)w1(x)‖ · . . . · ‖Dgn(x)wm(x)‖ .Man setze für i ∈ Ord(m, d)

š = ♯ {j ∈ {i1, · · · , im} | j ∈ {1, · · · , m}}
ŝ = m − š,

{̌i1, · · · , ǐš} = {i1, · · · , im} ∩ {1, · · · , m},
{̂i1, · · · , îŝ} = {i1, · · · , im} \ {̌i1, · · · , ǐš},
{̃i1, · · · , ĩŝ} = {1, · · · , m} \ {̌i1, · · · , ǐš}.62



Dann können wir shreiben
|Ai

n(x)|
|A1m

n (x)| =

∏š

k=1

∥
∥Dgn(x)wǐk

(x)
∥
∥
∏ŝ

k=1

∥
∥Dgn(x)wîk

(x)
∥
∥

∏m

i=1 ‖Dgn(x)wi(x)‖

=

∏ŝ

k=1

∥
∥Dgn(x)wîk

(x)
∥
∥

∏ŝ

k=1

∥
∥Dgn(x)wĩk

(x)
∥
∥
.Da wîk

(x) ∈ ⊕d

i=m+1 W i(x) und wĩk
(x) ∈ ⊕m

i=1 W i(x) für k = 1, · · · , ŝ ist,folgt aus der Annahme der λm+1 − λm Hyperbolizität und 1 ≤ ŝ ≤ m, dass
|Ai

n(x)|
|A1m

n (x)| ≤
(
C e(λm+1+δm+1)n

)ŝ

(C−1 e(λm−δm)n)
ŝ

= C2ŝeλ̄nŝ ≤ C2meλ̄nŝ ≤ C2meλ̄,gilt.Der Beweis für ∣
∣Ai

n(x)Al
n(x)

∣
∣

(A1m
n (x))2 ≤ C4meλ̄ngeht analog.

�Jetzt werden wir, wie auh im Kapitel 4.1, die Konvergenzgeshwindigkeitder Integralfolge
1

n

∫

ln Rmm(Dgn(x))dµfür ein festes m ∈ {1, · · · , d} gegen den Liapunow-Exponenten λm untersu-hen.Zur Vereinfahung der Analyse wollen wir die Annahme der Einfahheit derLiapunow-Exponenten des Systems (4.13), (4.14) mahen. Es wird also an-genommen, dass
dim W i(x) = 1 (i = 1, · · · , d) bzw. TxM =

d⊕

i=1

W i(x) µ-f.ü. (4.17)gilt.Satz 4.2.6 Das System (4.13), (4.14) genüge der Annahme (4.17). Weiterseien die folgenden Voraussetzungen erfüllt:(i) Es existiere ein ε̄m > 0 mit9
∣
∣
∣W

m+1,···,d
m+1,···,d (x)

∣
∣
∣ > ε̄m und ∣

∣
∣W

m,···,d
m,···,d (x)

∣
∣
∣ > ε̄m für µ-f.ü.9Zur Erinnerung: für m = d wird W

m+1,···,d
m+1,···,d (x) = 1 gesetzt.63



(ii) Es existiere εm > 0 derart, dass
inf
n
‖∧m

k=1wk (gn(x))‖ ≥ εm und inf
n

∥
∥∧m−1

k=1 wk (gn(x))
∥
∥ ≥ εmfür µ-fast alle x ∈ M ist.10(iii) Das System sei λm+1−λm und λm−λm−1 hyperbolish mit Parametern

C, δm−1, δm und δm+1.Man setze λ̄ = max {λm+1 + δm+1 − (λm − δm) , λm + δm − (λm−1 − δm−1)}.Dann gilt für jedes ε′ ∈ (0,−λ̄)

1

n

∫

ln Rmm(Dgn(x))dµ = λm +
Cm

n
+ o

(

e(λ̄+ε′)n

n

)mit
Cm =

∫

ln

∣
∣
∣W

m+1,···,d
m+1,···,d (x)

∣
∣
∣ ‖w1(x) ∧ · · · ∧ wm(x)‖

∣
∣
∣W

m,···,d
m,···,d (x)

∣
∣
∣ ‖w1(x) ∧ · · · ∧ wm−1(x)‖

dµ.Bemerkung 4.2.7 Die Voraussetzungen des Satzes 4.2.6 und des Satzes4.1.5 untersheiden sih folgendermaÿen:(i) Die Voraussetzungen (i) und (ii) des Satzes 4.1.5 wurden durh dieVoraussetzung (i) im Satz 4.2.6 verstärkt.(ii) Die Integrabilitätsvoraussetzung (iv) vom Satz 4.1.5 wird durh dieHyperbolizitätsvoraussetzung (iii) im Satz 4.2.6 ersetzt (vershärft).Die Verstärkung der Annahmen im Satz 4.2.6 hat die Vershärfung der Kon-vergenzaussage zur Folge. Der Restfehlerterm o
(

1
n

) wurde durh den Term
o
(

e(λ̄+ε′)n

n

) ersetzt.Beweis des Satzes 4.2.6:Im Beweis des Satzes 4.1.5 haben wir shon gesehen, dass
n

(
1

n

∫

ln Rmm(Dgn(x))dµ − λm

)

− Cm =

=

∫

ln

((

1 +
Restm,n(x)

Grm,n(x)

)(

1 +
Restm−1,n(x)

Grm−1,n(x)

)−1
) 1

2

dµ10Bei m = 1 wird inf
n

∥
∥∧m−1

k=1
wk (gn(x))

∥
∥ = 1 gesetzt.64



gilt (die Voraussetzungen (i)-(iii) des Satzes 4.1.5 folgen aus (i) und (ii)).Somit bleibt uns
1

e(λ̄+ε′)n

∫

ln

((

1 +
Restm,n(x)

Grm,n(x)

)(

1 +
Restm−1,n(x)

Grm−1,n(x)

)−1
) 1

2

dµ → 0 (4.18)für n → ∞ zu zeigen.Zunähst werden wir den Term Restm,n(x)

Grm,n(x)
näher untersuhen. Es ist bereitsim Beweis vom Satz 4.1.5 gezeigt worden (siehe die Seite 58f.), dass

∣
∣
∣
∣

Restm,n(x)

Grm,n(x)

∣
∣
∣
∣
≤

≤ 1

ε2
m








∑

j∈Ord(m,d)
l∈Ord(m,d)
l6=(1,···,m)

∣
∣
∣
∣

αj(x)αl(x)Aj
n(x)Al

n(x)

(α1m
(x))2 (A1m

n (x))2

∣
∣
∣
∣
+

∑

j∈Ord(m,d)
j 6=(1,···,m)

∣
∣
∣
∣

αj(x)Aj
n(x)

α1m
(x)A1m

n (x)

∣
∣
∣
∣






gilt. Aus (4.11) folgt für j ∈ Ord(m, d)

∣
∣
∣
∣

αj(x)

α1m
(x)

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

(
∧mα(x))j,1m

(
∧mα(x))1m,1m

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(
∧d−mW (x)

)

m+1···d, ĵ
(
∧d−mW (x)

)

m+1···d , m+1···d

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,wobei ĵ ∈ Ord(d − m, d) mit {ĵ1, · · · , ĵd−m} ∪ {j1, · · · , jm} = {1, · · · , d} ist.Da (∧d−mW (x)
)

m+1···d, ĵ
die (m + 1 · · ·d)-te Koordinate des Vektors

(
∧d−mW (x)

)

·ĵ = wĵ1
(x) ∧ · · · ∧ wĵd−m

(x)ist, erhalten wir
∣
∣
∣
∣

αj(x)

α1m
(x)

∣
∣
∣
∣
≤

∥
∥
∥wĵ1

(x) ∧ · · · ∧ wĵd−m
(x)
∥
∥
∥

∣
∣
∣
∣

(
∧d−mW (x)

)

m+1···d , m+1···d

∣
∣
∣
∣

=

∥
∥
∥wĵ1

(x) ∧ · · · ∧ wĵd−m
(x)
∥
∥
∥

∣
∣
∣W

m+1,···,d
m+1,···,d (x)

∣
∣
∣

.Aus der verallgemeinerten Hadamardshen Ungleihung (Lemma 2.1.7) undder Voraussetzung (i) folgt
∣
∣
∣
∣

αj(x)

α1m
(x)

∣
∣
∣
∣
≤
∏d−m

k=1

∥
∥wĵk

(x)
∥
∥

∣
∣
∣W

m+1,···,d
m+1,···,d (x)

∣
∣
∣

=
1

∣
∣
∣W

m+1,···,d
m+1,···,d (x)

∣
∣
∣

≤ 1

ε̄m65



für µ-fast alle x.Bei einer ähnlihen Vorgehensweise erhalten wir für j, l ∈ Ord(m, d), dass
|αj(x)αl(x)|
(α1m

(x))2 ≤ 1

ε̄2
m

µ-fast überall gilt. Insgesamt folgt also für µ-fast alle x

∣
∣
∣
∣

Restm,n(x)

Grm,n(x)

∣
∣
∣
∣
≤ 1

ε2
m ε̄2

m








∑

j∈Ord(m,d)
l∈Ord(m,d)
l6=(1,···,m)

∣
∣Aj

n(x)Al
n(x)

∣
∣

(A1m
n (x))2 +

∑

j∈Ord(m,d)
j 6=(1,···,m)

|Aj
n(x)|

|A1m
n (x)|








.Weil es ( d

m

)
− 1 Summanden im letzten Ausdruk gibt, erhalten wir aus demLemma 4.2.5
∣
∣
∣
∣

Restm,n(x)

Grm,n(x)

∣
∣
∣
∣
≤ 1

ε2
m ε̄2

m

((
d

m

)

− 1

)

C4meλ̄n = C̃eλ̄n. (4.19)Um (4.18) zu beweisen, zeigen wir
lim

n→∞

1

e(λ̄+ε′)n

∫

ln

(

1 +
Restm,n(x)

Grm,n(x)

)

dµ = 0. (4.20)Das zweite Teil
lim

n→∞

1

e(λ̄+ε′)n

∫

ln

(

1 +
Restm−1,n(x)

Grm−1,n(x)

)

dµ = 0geht analog.Für eine messbare Funktion f gilt ∣∣∫ f(x)dµ
∣
∣ ≤

∫
|f(x)| dµ. Also reiht es

lim
n→∞

1

e(λ̄+ε′)n

∫ ∣
∣
∣
∣
ln

(

1 +
Restm,n(x)

Grm,n(x)

)∣
∣
∣
∣
dµ = 0. (4.21)zu zeigen ((4.20) folgt daraus).Wegen (4.19) existiert ein n̄ ∈ N, so dass

∣
∣
∣
∣
ln

(

1 +
Restm,n(x)

Grm,n(x)

)∣
∣
∣
∣
≤ 2

∣
∣
∣
∣

Restm,n(x)

Grm,n(x)

∣
∣
∣
∣

µ − f.ü.für n ≥ n̄ gilt (siehe die Abbildung 4.1 auf der Seite 67). Also ist
lim

n→∞

1

e(λ̄+ε′)n

∫ ∣
∣
∣
∣
ln

(

1 +
Restm,n(x)

Grm,n(x)

)∣
∣
∣
∣
dµ ≤66
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Abbildung 4.1: Verlauf der Funktionen |ln(1 + x)| und |2x|

≤ lim
n→∞

1

e(λ̄+ε′)n

∫

2

∣
∣
∣
∣

Restm,n(x)

Grm,n(x)

∣
∣
∣
∣
dµ.Aus (4.19) folgt auÿerdem

2

e(λ̄+ε′)n

∣
∣
∣
∣

Restm,n(x)

Grm,n(x)

∣
∣
∣
∣
≤ 2

e(λ̄+ε′)n
C̃eλ̄n = 2C̃e−ε′n.Also erhalten wir mit dem Lebesgueshen Satz von der dominierten Konver-genz

0 ≤ lim
n→∞

1

e(λ̄+ε′)n

∫ ∣
∣
∣
∣
ln

(

1 +
Restm,n(x)

Grm,n(x)

)∣
∣
∣
∣
dµ

≤ lim
n→∞

∫

2C̃e−ε′ndµ

=

∫

lim
n→∞

2C̃e−ε′ndµ = 0,womit (4.21) bewiesen ist.
�Korollar 4.2.8 Das System (4.13), (4.14) genüge der Annahme (4.17) undes gelte: 67



(i) Es existiere ein ε > 0 mit
∣
∣
∣W

m,···,d
m,···,d (x)

∣
∣
∣ > ε für m = 2, · · · , d(ii) Das System sei λm+1 − λm hyperbolish für m = 1, · · · , d − 1.Dann existiert ein λ < 0, so dass für m = 1, · · · , d

1

n

∫

ln Rmm(Dgn(x))dµ = λm +
Cm

n
+ o

(
eλn

n

)gilt, wobei
Cm =

∫

ln

∣
∣
∣W

m+1,···,d
m+1,···,d (x)

∣
∣
∣ ‖w1(x) ∧ · · · ∧ wm(x)‖

∣
∣
∣W

m,···,d
m,···,d (x)

∣
∣
∣ ‖w1(x) ∧ · · · ∧ wm−1(x)‖

dµ.ist.Beweis:Es ist zu zeigen, dass unter den genannten Bedingungen die Voraussetzung(ii) des Satzes 4.2.6 erfüllt ist und es ein ǭ > 0 mit
∣
∣
∣W

1,···,d
1,···,d (x)

∣
∣
∣ = |det(W (x))| > ǭ µ − f.ü. (4.22)existiert.Man setze Ani

i+1,···,m(x) = | sin(∠(wi(x), span {wi+1(x), · · · , wm(x)}))|. Danngilt mit (2.2) für m = 2, · · · , d

‖w1(x) ∧ · · · ∧ wm(x)‖ = An1
2,···,m(x) · An2

3,···,m(x) · . . . · Anm−1
m (x)

µ-fast überall. Aus dem Lemma 4.2.4 und der Voraussetzung (ii) folgt
Ani

i+1,···,d(x) ≥ ε′ für i = 1, · · · , d − 1.Da aber Ani
i+1,···,m(x) ≥ Ani

i+1,···,d(x) für m ∈ {1, · · · , d} und i ≤ m + 1 gilt,existiert ein ǫ̃ > 0 derart, dass für µ-fast alle x

‖w1(x) ∧ · · · ∧ wm(x)‖ ≥ ǫ̃ m ∈ {1, · · · , d}gilt. Gehört ein Punkt x zu der λm+1 − λm hyperbolishen Menge M̄h
µ für

m = 1, · · · , d−1, so gilt das auh für das ganze x enthaltende Orbit {gn(x)}.Also ist die Bedingung
inf
n
‖w1(g

n(x)) ∧ · · · ∧ wm(gn(x))‖ ≥ ǫ̃ µ − f.ü.68



für jedes m ∈ {1, · · · , d} erfüllt. Aus der letzten Ungleihung folgt (4.22),weil
‖w1(x) ∧ · · · ∧ wd(x)‖ = |det(W (x))|ist.

�4.3 Zur Analyse der Zeitlih-Räumlihen Inte-gration nah Aston & DellnitzIn diesem Abshnitt wird der Satz 1.3.2 in einer allgemeineren Form bewiesen.Die folgende Analyse des Systems
g : M → M, g ein C1-Di�eomorphismus, µ ergodish (4.23)auf einer d-dimensionalen glatten abgeshlossenen reellen Untermannigfaltig-keit M wird unter der Annahme der Einfahheit aller Liapunow-Exponenten

dim W i(x) = 1 für i = 1, · · · , d µ-f.ü. (4.24)durhgeführt.Alle Notationen werden aus den Abshnitten 4.1 und 4.2 übernommen.Für x ∈ Mµ bezeihne man mit αi(x), i = 1, · · · , d, die i-te Zeile der zu
W (x) = [w1(x), · · · , wd(x)] inversen Matrix α(x).Lemma 4.3.1 Für ein i ∈ {1, · · · , d} setze {̂i1, · · · , îd−1} = {1, · · · , d} \ {i}.Dann gilt für i = 1, · · · , d

‖αi(x)‖ =

∥
∥wi1(x) ∧ · · · ∧ wid−1

(x)
∥
∥

‖w1(x) ∧ · · · ∧ wd(x)‖
=

∣
∣
∣sin ∠

(

wi(x), span {wî1
(x), · · · , wîd−1(x)}

)∣
∣
∣

−1

.Beweis:Es gilt
α(x) =

1

det W (x)
Ad (W (x)) mit Adij (W (x)) = (−1)i+j det W j,i(x),wobei man die Matrix W j,i(x) durh die Streihung der j-ten Zeile und i-tenSpalte aus der Matrix W (x) erhält. Damit ist

αi(x) =
1

det W (x)

(
(−1)1+i det W 1,i(x), · · · , (−1)d+i det W d,i(x)

)69



und
‖αi(x)‖ =

1

|det W (x)|
((

det W 1,i(x)
)2

+ · · ·+
(
det W d,i(x)

)2
) 1

2 (4.25)für i = 1, · · · , d. Aus der De�nition des äuÿeren Produktes für die Vektoren
wî1

(x), · · · , wîd−1
(x) erhalten wir

wî1
(x) ∧ · · · ∧ wîd−1

(x) =
(
det W d,i(x), det W d−1,i(x), · · · , det W 1,i(x)

)
.Daher ist

‖αi(x)‖ =

∥
∥
∥wî1

(x) ∧ · · · ∧ wîd−1
(x)
∥
∥
∥

|det W (x)| =

∥
∥
∥wî1

(x) ∧ · · · ∧ wîd−1
(x)
∥
∥
∥

‖w1(x) ∧ · · · ∧ wd(x)‖ .Wie wir bereits in der Bemerkung 2.1.6 gesehen haben, ist die Inverse desletzten Ausdruks gleih dem Sinus des Winkels zwishen dem Vektor wi(x)und der durh die Vektoren wî1
(x), · · · , wîd−1

(x) aufgespannten Ebene.
�Sei wie shon im Abshnitt 1.3.2 die Folge (an)n∈N

durh
an =

1

n

∫

ln ‖Dgn(x)‖ dµ (4.26)de�niert. In [5℄ wurde gezeigt, dass
n(an − λ1) =

∫

ln ‖Gn(x)‖ dµ mit Gn(x) =
1

A
(1)
n (x)

Dgn(x) (4.27)ist. Weiter wurde in der genannten Arbeit nahgewiesen, dass die Matrizen
Gn(x) für n ∈ N in der Form

Gn(x) = W1n(x) +
d∑

j=2

A
(j)
n (x)

A
(1)
n (x)

Wjn(x) (4.28)mit
Wjn(x) = wj (gn(x)) α(x)T für j = 1, · · · , d (4.29)dargestellt werden können. Die Normen der Matrizen Wjn(x), j = 1, · · · , d,hängen niht von n ab. Sie sind also für ein gegebenes x ∈ Mµ konstant füralle n ∈ N mit
‖Wjn(x)‖ = ‖αj(x)‖ für j = 1, · · · , d (4.30)(siehe Proposition 4.1 in [5℄). 70



Satz 4.3.2 Das System (4.23) genüge der Annahme (4.24). Es sei λ2 − λ1hyperbolish auf der Menge Mh
µ mit den Parametern C, δ1 und δ2. Weiterexistiere ein ǫ > 0, so dass

∣
∣
∣sin ∠

(

wi(x) , span
{

wî1
(x), · · · , wîd−1

(x)
})∣
∣
∣ ≥ ǫ für i = 2, · · · , dmit {̂i1, · · · , îd−1} = {1, · · · , d} \ {i} für µ-fast alle x gilt.Man setze λ̄ = λ2 + δ2 − (λ1 − δ1) Dann ist für jedes ε′ ∈ (0,−λ̄)

an = λ1 +
C

n
+ o

(

e(λ̄+ε′)n

n

) (4.31)mit
C =

∫

ln ‖α1(x)‖dµ.Bemerkung 4.3.3 Die Konstante C1 der hybriden Methode zur Berehnungdes dominanten Liapunow-Exponentes λ1 (siehe Sätze 4.1.5 und 4.2.6) istgleih
C1 =

∫

ln

∣
∣
∣W

2,···,d
2,···,d (x)

∣
∣
∣

∣
∣
∣W

1,···,d
1,···,d (x)

∣
∣
∣

dµ =

∫

ln

∣
∣
∣W

2,···,d
2,···,d (x)

∣
∣
∣

|det (W (x))|dµ.Vergleiht man diese mit der Konstante C aus dem letzten Satz, so folgt aus(4.25) wegen W 2,···,d
2,···,d (x) = det (W 1,1(x)), dass C1 ≤ C ist. In dem darauf-folgendem Beweis des Satzes 4.3.2 wird gezeigt, dass ‖α1(x)‖ ≥ 1 ist. Für

C1 ≥ 0 gilt also C1 = |C1| ≤ |C| = C. Im Falle C1 < 0 ist ein a-prioriVergleih der Beträge von C1 und C niht möglih.Beweis des Satzes 4.3.2:Zunähst wird die Integrierbarkeit von ‖α1(x)‖ bezüglih µ gezeigt.Aus dem Lemma 4.3.1 wissen wir, dass
‖α1(x)‖ = |sin ∠ (w1(x) , span {w2(x), · · · , wd(x)})|−1ist. Also erhalten wir mit der λ2 − λ1 Hyperbolizität und dem Lemma 4.2.4die Existenz von ǫ̃ > 0, so dass

‖α1(x)‖ ≤ 1

ǫ̃
für x ∈ Mh

µ (4.32)gilt. Daher ist ‖α1(x)‖ nah oben beshränkt. Weiter folgt aus der Cauhy-Shwarzshen Ungleihung und der Tatsahe, dass α(x) die Inverse der Ma-trix W (x) ist, für x ∈ Mµ

1 = 〈α1(x), w1(x)〉 ≤ ‖α1(x)‖ ‖w1(x)‖ = ‖α1(x)‖.71



Deshalb ist ‖α1(x)‖ auh nah unten beshränkt und damit integrierbar.Wegen (4.27) ist der Satz bewiesen, wenn
lim

n→∞

1

e(λ̄+ε′)n

(∫

ln ‖Gn(x)‖ dµ −
∫

ln ‖α1(x)‖dµ

)

= lim
n→∞

1

e(λ̄+ε′)n

∫

ln
‖Gn(x)‖
‖α1(x)‖ dµ = 0bzw.

lim
n→∞

1

e(λ̄+ε′)n

∫ ∣
∣
∣
∣
ln

‖Gn(x)‖
‖α1(x)‖

∣
∣
∣
∣
dµ = 0 (4.33)gezeigt worden ist.Weil sih die Funktion | ln(y)| für 0 < y < 1 und y ≥ 1 prinzipiell unter-shiedlih in Bezug auf eine Majorante verhält (siehe die Abbildung 4.1 aufder Seite 67), müssen wir die Fälle ‖Gn(x)‖

‖α1(x)‖
< 1 und ‖Gn(x)‖

‖α1(x)‖
≥ 1 bei der Un-tersuhung des Integranden von (4.33) getrennt behandeln. Wir fangen mitdem Fall ‖Gn(x)‖

‖α1(x)‖
< 1 an:Aus (4.28), (4.30) und der umgekehrten Dreieksungleihung folgt

‖Gn(x)‖
‖α1(x)‖ ≥ ‖W1n(x)‖

‖α1(x)‖ − 1

‖α1(x)‖

d∑

j=2

∣
∣
∣A

(j)
n (x)

∣
∣
∣

∣
∣
∣A

(1)
n (x)

∣
∣
∣

‖Wjn(x)‖

= 1 − 1

‖α1(x)‖
d∑

j=2

∣
∣
∣A

(j)
n (x)

∣
∣
∣

∣
∣
∣A

(1)
n (x)

∣
∣
∣

‖αj(x)‖ .Da das System λ2 − λ1 hyperbolish ist und
‖αi(x)‖ =

∣
∣
∣sin ∠

(

wi(x), span
{

wî1
(x), · · · , wîd−1

(x)
})∣
∣
∣

−1

≤ 1

ǫfür i = 2, · · · , d nah der Voraussetzung gilt, folgt aus (4.32) und demLemma 4.2.5
‖Gn(x)‖
‖α1(x)‖ ≥ 1 − 1

ǫ̃ ǫ

d∑

j=2

∣
∣
∣A

(j)
n (x)

∣
∣
∣

∣
∣
∣A

(1)
n (x)

∣
∣
∣

≥ 1 − d

ǫ̃ ǫ
C2eλ̄n = 1 − C̃eλ̄n.Die Funktion | ln(y)| ist für y ∈ (0, 1) monoton fallend, daher ist für groÿe11

n im Falle ‖Gn(x)‖
‖α1(x)‖

< 1
∣
∣
∣
∣
ln

‖Gn(x)‖
‖α1(x)‖

∣
∣
∣
∣
≤
∣
∣
∣ln
(

1 − C̃eλ̄n
)∣
∣
∣ .11n muss groÿ genug sein, damit die Funktion ln

(

1 − C̃eλ̄n
) de�niert ist.72



Deshalb existiert ein n̄ ∈ N, so dass
∣
∣
∣
∣
ln

‖Gn(x)‖
‖α1(x)‖

∣
∣
∣
∣
≤ 2C̃eλ̄nfür n ≥ n̄ und ‖Gn(x)‖

‖α1(x)‖
< 1 gilt (siehe die Abbildung 4.1 auf der Seite 67).Der Fall ‖Gn(x)‖

‖α1(x)‖
≥ 1 ist etwas einfaher zu behandeln. Aus der Dreieks-ungleihung und (4.28) folgt

‖Gn(x)‖
‖α1(x)‖ ≤ ‖W1n(x)‖

‖α1(x)‖ +
1

‖α1(x)‖

d∑

j=2

∣
∣
∣A

(j)
n (x)

∣
∣
∣

∣
∣
∣A

(1)
n (x)

∣
∣
∣

‖Wjn(x)‖ .Die gleihe Argumentation wie im ersten Fall führt uns zu
‖Gn(x)‖
‖α1(x)‖ ≤ 1 + C̃eλ̄n.Nun aber ist die Funktion | ln(y)| für y ≥ 1 monoton steigend und folglihgilt

ln
‖Gn(x)‖
‖α1(x)‖ ≤ ln

(

1 + C̃eλ̄n
)für ‖Gn(x)‖

‖α1(x)‖
≥ 1. Da C̃eλ̄n positiv ist, erhalten wir

ln
(

1 + C̃eλ̄n
)

< C̃eλ̄n.Daraus folgt für ‖Gn(x)‖
‖α1(x)‖

≥ 1 die Ungleihung
ln

‖Gn(x)‖
‖α1(x)‖ ≤ C̃eλ̄nInsgesamt erhalten wir also für µ-fast alle x und alle n ≥ n̄

∣
∣
∣
∣
ln

‖Gn(x)‖
‖α1(x)‖

∣
∣
∣
∣
≤ 2C̃eλ̄n.Mit dem Lebesgueshen Satz von der dominierten Konvergenz folgern wirdaraus

0 ≤ lim
n→∞

1

e(λ̄+ε′)n

∫ ∣
∣
∣
∣
ln

‖Gn(x)‖
‖α1(x)‖

∣
∣
∣
∣
dµ

≤ lim
n→∞

1

e(λ̄+ε′)n

∫

2C̃eλ̄ndµ

= lim
n→∞

∫

2C̃e−ε′ndµ

=

∫

lim
n→∞

2C̃e−ε′ndµ = 0.73



Damit ist (4.33) bewiesen.
�
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Kapitel 5Numerishe BeispieleIm ersten Abshnitt dieses Kapitels werden einige Aspekte der praktishenBerehnung der Liapunow-Exponenten mittels der im Abshnitt 1.4 beshrie-benen hybriden Methode untersuht. Es werden auh einige Notationen ein-geführt, die bei weiteren Beshreibungen numerisher Experimente beibehal-ten werden.In weiteren Abshnitten werden numerishe Experimente an der Hénon-Abbildung und dem Lorenz-System beshrieben.5.1 Berehnung von Liapunow-Exponenten,NotationenIn dem ersten Teil dieses Abshnittes diskutieren wir die in ��1.3.2, 1.4 an-gegebenen Extrapolationsmöglihkeiten für die Folgen
am

n =
1

n

∫

ln Rmm(Dgn(x))dµ für m = 1, · · · , d, (5.1)die zur Berehnung von Liapunow-Exponenten eines Systems
g : M → M , M ⊂ R

d abgeshlossen (5.2)dienen sollten. Man beahte: im Falle, dass g ein C1-Di�eomorphismus ist,erfüllt das System (5.2) die Voraussetzungen des Satzes von Oselede 3.2.2.Weiter sehen wir uns im Abshnitt 5.1.2 die durh die numerishe Appro-ximation der Folgen {am
n }n∈N, m = 1, · · · , d, entstandenen Fehler an undihre Auswirkung auf die Nutzung der im Abshnitt 5.1.1 untersuhten Ex-trapolationsfolgen. Wie wir shon erwähnt haben, wird die Approximationdes Attraktors mit dem rga-Algorithmus (siehe [13℄) umgesetzt. Das folgende75



Lemma besagt, dass für bestimmte Systeme der Attraktor auh der Trägerdes Maÿes µ ist.1Lemma 5.1.1 Das System (5.2) besitze ein invariantes Wahrsheinlihkeits-maÿ µ auf M und g sei umkehrbar. Die Menge M \ ∂M sei absorbierend.2Dann existiert der maximale Attraktor A(M) von g bezüglih M und derTräger von µ liegt in A(M).Beweis:Der maximale Attraktor von g bezüglih M (auh der bezüglih M konstru-ierte maximale Attraktor genannt) ist durh
A(M) =

⋂

n∈N0

gn(M)gegeben (siehe [33℄). Es ist zu zeigen, dass µ (M \ A(M)) = 0 gilt.Wir de�nieren die monoton steigende Folge von Mengen {Cn}n∈N0 durh
Cn = M \

n⋂

k=1

gk(M).Für diese gilt M \ A(M) = limn→∞

⋃n
k=1 Ck.Wegen der Invarianz des Maÿes und der Umkehrbarkeit von g erhalten wir

µ(gn(M)) = 1 für alle n ∈ N. Daraus folgt µ (M \ gn(M)) = 0 für alle n ∈ N.Da Cn =
⋃n

k=1 M \ gk(M) ist, gilt auh µ(Cn) = 0 für n ∈ N. Aus derMonotonie der Folge {Cn}n∈N0 erhalten wir
µ (M \ A(M)) = lim

n→∞
µ(Cn) = 0.

�Nun führen wir die folgenden Notationen ein. Seien:
• Nk - die Anzahl der Boxen in der Attraktorüberdekung {Ak

j

}Nk

j=1
nahdem k-ten rga-Shritt;

• µ̃k ∈ RNk - das approximative Maÿ auf ∪Nk

j=1A
k
j mit µ̃k(Ak

j ) = µ̃k
j ;

• xk
j - der Repräsentant der Box Ak

j , j = 1, · · · , Nk, der zur Auswer-tung der numerishen Approximation Rmm(Dgn(xk
j ))µ̃

k
j des Integrals

∫

Ak
j

ln Rmm(Dgn(x))µ benutzt wird (in den weiter unten vorgestelltenRehnungen wird stets die Box Ak
j durh ihren Mittelpunkt xk

j vertre-ten);1Für die Axiom-A-Di�eomorphismen kann man eine shärfere Aussage mahen: Esexistiert ein eindeutiges SRB-Maÿes mit dem Träger auf dem Attraktor (siehe [34℄).2D.h., es gilt gn(M) ⊂ M \ ∂M für alle n ∈ N. (siehe [33℄).76



• T - die Gesamtzahl der Iterationen von g, die nah jedem rga-Shrittdurhgeführt werden.Dann können wir die numerishen Werte, die die Folgen {am
n }T

n=1 für m =
1, · · · , d approximieren sollen, nah dem k-ten rga-Shritt als

ãm
n (k) =

1

n

Nk∑

j=1

ln Rii(Dgn(xk
j ))µ̃

k
j , für n = 1, · · · , T (5.3)berehnen.5.1.1 Fehlerentwiklung der ExtrapolationsfolgenWir haben im Kapitel 4 (Sätze 4.1.5, 4.2.6) gesehen, dass die Folgen {am

n }n∈N,
m = 1, · · · , d, (siehe (5.1)) für gewisse Systeme in der Form

am
n = λm +

Cm

n
+ o

(
1

n

) für m = 1, · · · , d, (5.4)bzw.
am

n = λm +
Cm

n
+ o

(
e−θmn

n

) für m = 1, · · · , d (5.5)mit von n unabhängigen Konstanten Cm und θm > 0 dargestellt werdenkönnen. Ausgehend von diesen Abshätzungen, untersuhen wir die in [4℄, [5℄vorgeshlagenen Extrapolationsfolgen
bm
n = (n + 1)am

n+1 − nam
n , n = 1, 2, 3, · · · (5.6)und

Bm
n = 2am

2n − am
2n−1 , n = 1, 2, 3, · · · . (5.7)Gilt die Abshätzung (5.4), so bedeutet das für die erste Art der Extra-polation

bm
n = λm + o(1) für m = 1, · · · , d .Die Restfehlerterme der Folgen {am

n }n∈N für m = 1, · · · , d sind aber ebensoNullfolgen. Deswegen lassen sih in diesem Fall keine Vorteile in der Kon-vergenzordnung bei der Nutzung der Folgen {bm
n }n∈N gegenüber {am

n }n∈Nerkennen.Tri�t diese Abshätzung (5.5) zu, so gilt für m = 1, · · · , d

bm
n = λm + o(e−θmn) , (5.8)77



was eine bessere Konvergenzrate im Vergleih zu (5.5) darstellt.Untersuht man die Fehlerentwiklung der Folgen {Bm
n }n∈N, m = 1, · · · , d,so sollte diese mit den Restfehlertermen der Folgen {am

2n}n∈N, m = 1, · · · , d,verglihen werden, denn gerade diese Folgen liegen der betrahteten Extra-polation (5.7) zugrunde. Es gilt für die Abshätzungen (5.4) und (5.5)
am

2n = λm + O

(
1

2n

) für m = 1, · · · , d .Für den Restfehler der Folgen {Bm
n }n∈N für m = 1, · · · , d gilt im Falle (5.4)

Bm
n = λm + o

(
1

2n

) für m = 1, · · · , dund im Falle (5.5)
Bm

n = λm + o

(
e−θm2n

2n

) für m = 1, · · · , d .In beiden Fällen ist also der Extrapolationsansatz (5.7) gerehtfertigt.5.1.2 Auswirkungen der numerishen ApproximationBei der numerishen Approximation der Folgen {am
n }n∈N, m = 1, · · · , d, mit-tels (5.3) untersheiden sih die Näherungswerte {ãm
n (k)}n∈N nah dem k-tenrga-Shritt von den theoretishen um eine gewisse Gröÿe

ãm
n (k) = am

n + εm
n (k) für n = 1, 2, 3, · · · . (5.9)Diese werden vorwiegend durh das approximative Maÿ und dem damit ver-bundenem Quadraturfehler verursaht. Sie können aber auh Rundungsfeh-ler sowie Fehler, die durh die Wahl der Boxen-Repräsentanten xk

j (∈ Ak
j ),

j = 1, · · · , Nk, entstehen (falls diese niht zu dem Attraktor gehören), ent-halten.Zunähst möhten wir die Auswirkungen die Fehlerterme εm
n (k) auf die Nut-zung der Extrapolationsmöglihkeiten (5.6), (5.7) angewendet auf die Appro-ximationswerte ãm

n (k)

b̃m
n (k) = (n + 1)ãm

n+1(k) − nãm
n (k) , n = 1, 2, 3, · · · (5.10)bzw.

B̃m
n (k) = 2ãm

2n(k) − ãm
2n−1(k) , n = 1, 2, 3, · · · . (5.11)78



betrahten.Das Einsetzen von (5.9) in (5.10) führt zu dem folgenden Ergebnis
b̃m
n (k) = (n + 1)am

n+1 − nam
n + (n + 1)εm

n+1(k) − nεm
n (k)

= bn
m + (n + 1)εm

n+1(k) − nεm
n (k) m = 1, · · · , d. (5.12)Sind εm

n (k), m = 1, · · · , d, für untershiedlihe n von derselben Gröÿenord-nung, so lässt sih erkennen, dass die durh die numerishe Berehnung ent-standene Fehlerterme (n + 1)εm
n+1(k) − nεm

n (k) sih niht mit steigendem nfür die Folgen {b̃n
m}, m = 1, · · · , d, reduzieren. Im Gegenteil hat der nume-rishe Fehler die Tendenz anzusteigen, was wir auh an den Beispielen inden entsprehenden Abshnitten weiter unten sehen werden. Besonders starkverstärken sih die Fehlerterme von b̃n

m(k), wenn εm
n+1(k) und εm

n (k) unter-shiedlihe Vorzeihen haben.Nun untersuhen wir den Restfehler der Folgen {b̃m
n (k)}n∈N etwas näher:Gehen wir von der Abshätzung (5.5) aus, so folgt aus der Gleihung (5.12)

∣
∣
∣b̃m

n (k) − λm

∣
∣
∣ ≤

∣
∣
∣b̃m

n (k) − bm
n (k)

∣
∣
∣+ |bm

n (k) − λm|
≤ (n + 1)

∣
∣εm

n+1(k)
∣
∣ + n |εm

n (k)| + Ce−θmn.Man setze ∆k = sup {εm
n (k) |n ∈ N, m ∈ {1, · · · , d}} und θ = min{θ1, · · · , θd}.Dann erhalten wir

∣
∣
∣b̃m

n (k) − λm

∣
∣
∣ ≤ 2n∆k + ∆k + Ce−θn.Wir de�nieren die Funktion f : R → R durh f(n) = 2n∆k + ∆k + Ce−θn.Für diese gilt dann

d

dn
e(n) = 2∆k − Cθe−θn.Das Minimum von f liegt also bei

nmin = −1

θ
ln

(
2∆k

Cθ

) (5.13)und ist gleih
fmin = f(nmin) = −2∆k

θ
ln

(
2∆k

Cθ

)

+ ∆k + C
2∆k

Cθ
.Da die Werte von C und θ endogene Gröÿen des Systems sind, können wir nur

∆k durh genauere Attraktor- und Maÿapproximationen beein�ussen (sieheSätze 4.1.5, 4.2.6 und ihre Beweise), um damit eine möglihst bessere obere79



Shranke für den Restfehler der Folgen {b̃m
n (k)} zu erreihen. Man beahtedabei, dass nmin aus (5.13) erst dann positiv wird, wenn ∆k eine bestimmteGröÿe untershreitet. Auÿerdem kann man aus (5.12) folgern, dass nur we-nige Folgenglieder der Folgen {b̃m

n (k)
}

n∈N

, m = 1, · · · , d, zur Approximationvon Liapunow-Exponenten benutzt werden sollten, insbesondere, wenn dieAttraktor und Maÿdarstellungen niht besonders präzise sind.Für die zweite Art der Extrapolation erhalten wir
B̃m

n (k) = 2am
2n − am

2n−1 + 2εm
2n(k) − εm

2n−1(k)

= Bn
m + 2εm

2n(k) − εm
2n−1(k) m = 1, · · · , d. (5.14)Also sind die durh die Approximation entstandene Fehler für B̃m

n (k), n =
1, 2, · · ·, bei einem festen k von der gleihen Gröÿenordnung wie die der Folgen
{ãm

n (k)}n∈N.Um die durh die numerishe Rehnung untershiedliher Gröÿen erzeugteAbweihungen abshätzen zu können, gehen wir davon aus, dass für diese dieBeziehung
εm

n (k) ∼ Cn(γn)k für n ∈ N und k = k0, k0 + 1, · · · (5.15)mit einem geeigneten k0 gilt. Diese Form des Fehlerterms hat sih aus denanslieÿenden Überlegungen ergeben:
• Für bestimmte Systeme kann der Hausdor�abstand zwishen dem rela-tiven globalen Attraktor AQ und seiner Boxenapproximation ⋃Nk

j=1 Ak
jnah dem k-ten rga-Shritt durh

H

(

Aq ,

Nk⋃

j=1

Ak
j

)

≤ Cγk mit γ ∼ 1

2abgeshätzt werden (siehe [14℄).
• Sei f : I → R eine stetige Funktion auf dem endlihen Intervall I =

[a, b] und a ≤ x1
0 < x1

1 < . . . < x1
n1

ein äquidistantes Gitter mit derShrittweite h1. Für die Approximation des Integrals von f auf [x1
0, x

1
n1

]mittels∑n1

j=1 x1
jh1 gilt

n1∑

j=1

x1
jh1 =

∫ x1
n1

x1
0

f(x) dx + O(h1)Bildet man die Folge {∑nk

j=1 xk
j hk

}

k∈N

dadurh, dass die Shrittweitemit jedem weiteren k halbiert wird, d.h. hk = h1

2k−1 und xk+1
2j = xk

j für80



j = 0, · · · , nk und k = 1, 2, · · ·, so ergibt sih daraus
nk∑

j=1

xk
j hk =

∫ x1
n1

x1
0

f(x) dx + O

(
1

2k

)

.Gilt eine ähnlihe Abshätzung für die Integration bezüglih eines in-varianten Maÿes µ auf den Mengen3 ⋃Nk

j=1 Ak
j , k = n0, n0 + 1, · · ·, sobestätigt dies die Hypothese (5.15).

• Von dem letzten Punkt ausgehend, sollte auf die folgende Tatsahe hin-weisen werden: In (5.3) werden mit steigendem n und unverändertenrestlihen Parametern (k und m) untershiedlihe Funktionen nume-rish integriert. Deshalb sind die Konstanten in (5.15), aus denen sihdie Approximationsfehler εm
n (k) zusammensetzen, von dem Index n ab-hängig.Aus (5.15) erhalten wir dann für n ∈ N und k = k0, k0 + 1, · · ·

ãm
n (k) ∼ Cn(γn)

k + am
nund weiter

ãm
n (k + 1) − ãm

n (k) ∼ Cn(γn)k(γn − 1) .Daraus folgern wir
γn ∼ ãm

n (k + 1) − ãm
n (k)

ãm
n (k) − ãm

n (k − 1)
.Also de�nieren wir approximative Werte der gesuhten Konstanten durh

γ̃n,k =
ãm

n (k + 1) − ãm
n (k)

ãm
n (k) − ãm

n (k − 1)
, (5.16)

C̃n,k =
ãm

n (k + 1) − ãm
n (k)

(γ̃n,k)
k (γ̃n,k − 1)

, (5.17)
ε̃m

n (k) = C̃n,k (γ̃n,k)
k . (5.18)Die k-Koe�zienten wurden bei γ̃n,k und C̃n,k eingeführt, damit es ersihtlihwird, welhe Daten zu ihrer Berehnung eingesetzt wurden.3Zur Erinnerung: Ak

j haben das gleihe Volumen für ein festes k und die Volumina derBoxen halbieren sih mit jedem rga-Shritt.81



5.2 Hénon-AbbildungZuerst wenden wir die hybride Methode auf die Hénon-Abbildung
g : R

2 → R
2, g(x, y) =

(
1 − ax2 + y , bx

) (5.19)mit a ∈ (0, 2) und b > 0. Diese Abbildung hat zwei Fixpunkte
x1 =

(

t +
√

t2 + a−1 , b
(

t +
√

t2 + a−1
))

x2 =
(

t −
√

t2 + a−1 , b
(

t −
√

t2 + a−1
))mit t =

b − 1

2aIn [8℄ wurde gezeigt, dass es eine Menge ∆ ∈ R
2 mit positivem Lebesgue-Maÿ gibt, so dass das durh (5.19) gegebene dynamishe System für (a, b) ∈

∆ hyperbolish (also auh λ1 − λ2 hyperbolish) ist. Also gilt für solheParameter die Abshätzung des Satzes 4.2.6
am

n = λm +
Cm

n
+ o

(
e−θn

n

)

, m = 1, 2 (5.20)für ein θ > 0.Weitere Berehnungen werden mit dem �klassishen� Parametersatz a = 1.4und b = 0.3 durhgeführt.4 Der zeitlihe Durhshnitt, berehnet mit derdiskreten QR-Methode (107 Iterationen) ergibt die Werte λ1 = 0.4191 und
λ2 = −1.6231. Wir nehmen an, dass diese Werte exakt sind.5.2.1 Approximation des Attraktors und des MaÿesWie im Kapitel 1.3 erwähnt, brauhen wir für die numerishe Approximati-on des (eines) invarianten Maÿes µ zunähst eine möglihst genaue Boxen-Überdekung des Attraktors {Aj | j = 1, · · · , N}. Diese Boxenkollektion wirdmit Hilfe des im GAIO implementierten rga-Algorithmus5 berehnet. Bei die-ser Implementierung nimmt man als eine Ausgangsmenge eine Box6 Q, dieden gesuhten Attraktor enthalten muss. In jedem Shritt des rga-Algorithmus4In [8℄ wurde keine genaue Beshreibung der Menge ∆ angegeben. Derhalb könnenwir niht siher sein, ob die genannte Parameter zu dieser gehören. Die Entwiklung derextrapolierten Folgen lasst jedoh darauf shlieÿen, dass (1.4, 0.3) in ∆ enthalten ist.5rga steht für �relativ global atrator�. Dieser Algorithmus ist ein Spezialfall desSubdivision-Algorithmus (siehe [13℄, [14℄).6unter einer Box in Rd versteht man eine Menge der Form [xa

1 , xe
1] × · · · × [xa

d, xe
d] mit

xa
i < xe

i für i = 1, · · · , d. 82



(kurz rga-Shritt) wird jede Box Ai,k der vorhandenen Boxenmenge Qk =
{Ak

j | j = 1, · · · , Nk} (k ist die Nummer des rga-Shrittes) zweigeteilt. Manerhält also eine neue Boxenkollektion Q̄k = {Āk
j | j = 1, · · · , 2Nk} mit

Nk⋃

i=1

Ai,k =

2Nk⋃

i=1

Āi,k. Für den nähsten Shritt benutzt man nur diejenigen Boxen der Menge Q̄k,die ein Teil des Bildes irgendeiner Box aus Q̄k enthalten
Qk+1 =

{
Āk

j

∣
∣ ∃l g(Āk

l ) ∩ Āk
j 6= ∅

}
,die restlihen Boxen werden aussortiert. Mit der am Anfang des Abshnittes5.1 eingeführten Notation heiÿt das Qk+1 = {Ak+1

j | j = 1, · · · , Nk+1}.Der rga-Algorithmus liefert durh ⋃Nk

j=1 Ak
j eine Approximation der Menge

AQ =
⋂

n≥0

gn(Q),die der relative globale Attraktor für die Abbildung g bezüglih Q genanntwird. Ist das Innere der Menge Q absorbierend, so ist AQ der bezüglih
Q konstruierte maximale Attraktor für g bezüglih Q, der den Träger desinvarianten Maÿes µ enthält (siehe Lemma 5.1.1). Ist Q niht invariant (alsoauh niht absorbierend), so untersheidet sih AQ in einigen Fällen von demgesuhten Attraktor (in der Regel ist es der maximale Attraktor). In diesemFall könnte es zu Shwierigkeiten bei der Auswertung der Folgenglieder ãm

nin (5.20) mittels im Kapitel 1.4 beshriebenen Verfahrens kommen, wie wirweiter sehen werden.Als Startbox für den rga-Algorithmus nehmen wir die Box
Q = [−2.0 , 2.0] × [−0.6 , 0.6].Die Approximation von AQ (nah 26 rga-Shritten) sieht man auf dem Bild5.1. Vergleiht man dieses mit dem auf dem Bild 5.2 gezeihneten Hènon-Attraktor, den man auf die �klassishe� Weise als eine Trajektorie erhält,so untersheiden sih diese Darstellungen hauptsählih durh den auf demBild 5.1 rot gezeihneten Teil. Dieser Bereih des relativen globalen Attrak-tors stellt einen Teil der instabilen Mannigfaltigkeit zum Fixpunkt x2 darund enthält eine Menge Mu mit limn→∞ ‖gn(x)‖ = ∞ für x ∈ Mu. Also ist

AQ niht invariant, und insbesondere ist AQ kein Attraktor. Da der Wertvon ‖gn(x)‖ für x ∈ Mu sehr shnell ansteigt (für einige x kommt es bereitsbei n = 15 zu einem �over�ow�), hat dies signi�kante Auswirkungen auf die83



Tabelle 5.1: Anzahl der Boxen in der Attraktorapproximation Nk nah k rga-Shritten.
k 13 15 17 19 21 23 25 27 29

Nk 537 1299 3074 7273 17015 41180 97245 231871 556599Berehnung der Folgen {ãm
n (k)}T

n=1, m = 1, 2. Die Einbeziehung der Menge
Mu in die Berehnung von Liapunow-Exponenten sollte also vermieden wer-den. Bei den weiter präsentierten Berehnungen wurde dies folgendermaÿenerreiht:Nah dem 3. rga-Shritt (die entsprehende Boxenkollektion mit dem darinenthaltenen �klassishen� Attraktor sieht man auf dem Bild 5.3) wurde dieden Fixpunkt x2 enthaltende Box eliminiert und nur mit den übriggebliebe-nen Boxen (siehe den Bild 5.4) weitergearbeitet. Die daraus resultierende Bil-der untersheiden sih praktish niht von dem auf dem Bild 5.2 gezeihnetenAttraktor. Es sollte darauf hingewiesen werden, dass die berehneten Boxen-kollektionen {Ak

j

}Nk

j=1
einige Teile der oben erwähnten instabilen Menge Mubis zu dem 18. rga-Shritt enthalten. Die Mengen ⋃Nk

j=1 Ak
j für k ≥ 18 bleibeninvariant. Damit wir die Folgen {ãm

n (k)}T

n=1 auh für k < 18 auswerten kön-nen, benutzen wir eine �Abshneidefunktion�. D.h., wenn der Wert ∥∥gn(xk
j )
∥
∥für einen �Boxenrepäsentanten� xk

j eine vorgegebene Konstante übersteigt,werden die weitere Iterationen an dieser Stelle niht mehr ausgewertet.Der Tabelle 5.1 kann man die Anzahl der Boxen der numerishen Appro-ximation des Attraktors für einige rga-Shritte entnehmen. Dies soll als einMaÿ für die Komplexität der Berehnungen dienen.
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Abbildung 5.1: Hénon-Abbildung: der relative globale Attraktornah 26 rga-Shritten

Abbildung 5.2: Hénon-Abbildung: der Attraktor, berehnet mit
106 Iterationen
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Abbildung 5.3: Hénon-Abbildung: die Boxenkollektion nah dem3. rga-Shritt mit dem darin enthaltenem Attraktor

Abbildung 5.4: Hénon-Abbildung: die Boxenkollektion nah dem3. rga-Shritt und der Löshung der den Fixpunkt x2 enthaltendenBox
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5.2.2 Berehnung von Liapunow-ExponentenAls erstes möhten wir darauf hinweisen, dass der Ansatz (5.15) zur Ab-shätzung der Approximationsfehler sih als niht sehr zutre�end erwiesenhat: Die Folgen (vergleihe (5.18) und (5.12))
ãm

n (k) − ε̃m
n (k)bzw. m = 1, 2 (5.21)

bm
n (k) = b̃m

n (k) − (n + 1)ε̃m
n+1(k) + nε̃m

n (k)approximieren in der Regel die Exponenten λ1 und λ2 wesentlih shlehterals die Folgen {ãm
n (k)} bzw. {b̃m

n (k)}, m = 1, 2, selbst, was man auf denBildern 5.5 und 5.6 sehen kann. Deshalb werden wir in den folgenden Be-rehnungen auf die Auswertung der Folgen (5.21) verzihten.Als nähstes werden wir das Konvergenzverhalten der nah (5.3) ausge-werteten Folgen {ã1
n(k)} und der numerishen Approximationen der mit derMethode von Aston und Dellnitz (siehe Abshnitt 1.3.2) berehneten Folge

{an}n∈N mit
an =

1

n

∫

ln ‖Dgn(x)‖ dµvergleihen. Dabei wird der approximative Wert nah dem k-ten rga-Shritt
ãn(k) mittels

ãm
n (k) =

1

n

Nk∑

j=1

ln
∥
∥Dgn(xk

j )
∥
∥ µ̃k

j , für n = 1, · · · , Tbestimmt. Auf dem Bild 5.7 werden die beiden Folgen {ãn(k)} und {ã1
n(k)}nah dem 24. rga-Shritt miteinander verglihen. Die hybride Methode appro-ximiert den ersten Liapunow-Exponenten eindeutig besser. Auh die erstenGlieder der Extrapolationsfolge {b̃1

n(24)} konvergieren shneller als die derFolge {b̃n(24)} (siehe das Bild 5.8). Nah einigen Iterationen stimmen diebeiden Folgen praktish überein. Das liegt wahrsheinlih daran, dass naheinigen Iterationen niht mehr die Restfehlerterme o
(
e−θn

) das Konvergenz-verhalten der Folgen {b̃n(k)} bzw. {b̃1
n(k)} dominieren7 sondern die durhdie numerishe Auswertung entstandenen und durh diese Extrapolationsartverstärkten Abweihungen. Diese sind aber für die beiden Rehenwege (die7Zur Erinnerung: es gilt (siehe (5.12) und (5.8))

b̃1
n(k) = λ1 + o(e−θn) + (n + 1)εm

n+1(k) − nεm
n (k).

b̃n(k) hat im Prinzip dieselbe Gestalt. 87



zeitlih-räumlihe Integration von Aston und Dellnitz und die hybride Me-thode) von der gleihen Natur und, wie es das Bild suggeriert, mögliherweisesogar gleih.Das bessere Konvergenzverhalten der Folge {ã1
n(k)} gegenüber der Folge

{ãn(k)} lässt sih unter anderem dadurh erklären, dass die Konstante C1aus dem Hauptfehlerterm der Folge {a1
n}n∈N

(siehe (5.20)) kleiner als dieentsprehende Konstante C der Folge {an}n∈N ist (siehe auh die Bemerkung4.3.3). Dies bestätigt auh der Vergleih der Folgen {|ã1
n(27) − λ1|n} und

{|ãn(27) − λ1|n} (siehe das Bild 5.9), die als Approximationen der Konstan-ten C1 bzw. C dienen können. Die Konstanten C1 (für den ersten Liapunow-Exponenten) und C2 (für den zweiten Liapunow-Exponenten) der hybridenMethode sind bei diesem System betragsmäÿig (fast) gleih, wie man es aufdem Bild 5.10 erkennen kann.Auf den Bildern 5.11, 5.12 wurden Folgen {ã1
n(k)} bzw. {ã2

n(k)} und aufden Bildern 5.13 bzw. 5.14 ihre logarithmierte bzw. absolute Fehler für unter-shiedlihe Attraktor- und Maÿapproximationen (nah vershiedener Anzahlder rga-Shritte) abgebildet. Wie man auf diesen Bildern unshwer erkennenkann, untersheiden sih die Folgen und ihr Konvergenzverhalten gegen dieentsprehenden Exponenten nur unwesentlih, nahdem die Attraktor- unddie Maÿapproximationen eine bestimmte Qualität erreiht haben (siehe auhdie Bilder 5.15, 5.16).Anders sieht es für die Folgen {b̃1
n(k)} und {b̃2

n(k)} aus. Betrahtet mandie extrapolierten Folgen, die mit der nah dem 24. rga-Shritt erhaltenenAttraktor- und Maÿapproximation (kurz: nah 24 rga-Shritten) berehnetwurden (siehe Bilder 5.17, 5.18), und vergleiht mit den Bildern 5.19, 5.20nah 30 rga-Shritten, so sieht man nah einigen Iterationen ein wesentlihbesseres Konvergenzverhalten bei den Folgen mit der genaueren Approxi-mation des Maÿes. Zwar bewegen sih die Folgen b̃1
n(24) und b̃2

n(24) ziemlihshnell in Rihtung von λ1 bzw. λ2 und in einigen Shritten tre�en diese ziem-lih genau, doh danah kommt es zu reht groÿen Ausshlägen. Allerdingssieht man auh bei den nah 30 rga-Shritten berehneten Extrapolations-folgen verhältnismäÿig groÿe Oszillationen für die letzten gezeihneten Fol-genglieder. Diese Beobahtungen bestätigen den durh die Gleihung (5.12)beshriebenen E�ekt der Akkumulation der numerishen Fehlerterme bei denExtrapolationen b̃m
n (k) für das steigende n (siehe auh das Bild 5.21). Die Fol-gen B̃m

n (k) zeihnet eine geringere als die bei der anderen ExtrapolationsartShwankungsbreite aus (siehe Bild 5.22).
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Abbildung 5.5: Hénon-Abbildung: die Folgen ã1
n(20) und ã1

n(20)−
ε̃1
n(20) (nah dem 20. rga-Shritt).
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Abbildung 5.6: Hénon-Abbildung: die Folgen b̃1
n(25) und b1

n(25)(nah dem 25. rga-Shritt).
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Abbildung 5.7: Hénon-Abbildung: Vergleih der Folgen ãn(24)und ãn(k) (hybride Methode vs. Ast. & Del.)
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Abbildung 5.8: Hénon-Abbildung: Vergleih der Folgen b̃n(24)und b̃n(k) (hybride Methode vs. Ast. & Del.)
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Abbildung 5.9: Hénon-Abbildung: Vergleih der Folgen
{∣
∣ã1

n(27) − λ1

∣
∣n
} und {|ãn(27) − λ1|n} (hybride Methodevs. Ast/Del)
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Abbildung 5.10: Hénon-Abbildung: Vergleih der Fol-gen {∣
∣ã1

n(27) − λ1

∣
∣n
} und {∣

∣ã2
n(27) − λ2

∣
∣n
} (Vergleih derHauptfehlerterm-Konstanten für die hybride Methode)
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Abbildung 5.11: Hénon-Abbildung: die Folgen ã1
n(k) für die un-tershiedlihen Attraktorapproximationen (von dem 18. bis zum30. rga-Shritt)
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Abbildung 5.12: Hénon-Abbildung: die Folgen ã2
n(k) für die un-tershiedlihen Attraktorapproximationen (von dem 18. bis zum30. rga-Shritt)
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Abbildung 5.13: Hénon-Abbildung: die Folgen ln |λ1 − ã1
n(k)| fürdie untershiedlihen Attraktorapproximationen (von dem 13. biszum 30. rga-Shritt)
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Abbildung 5.14: Hénon-Abbildung: die Folgen |λ2− ã2
n(k)| für dieuntershiedlihen Attraktorapproximationen (von dem 13. bis zum30. rga-Shritt)
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Abbildung 5.15: Hénon-Abbildung: die Folgen a1
n für n = 1 bis

n = 20, berehnet nah dem 18., nah dem 24 und nah dem 30.rga-Shritt.
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Abbildung 5.16: Hénon-Abbildung: die Folgen a1
n für n = 5 bis

n = 20, berehnet nah dem 18., nah dem 24. und nah dem 30.rga-Shritt.
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Abbildung 5.17: Hénon-Abbildung: die Folgen ã1
n(24) und b̃1

n(24)(die Approximationen von a1
n bzw. b1

n nah dem 24. rga-Shritt).
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Abbildung 5.18: Hénon-Abbildung: die Folgen ã2
n(24) und b̃2

n(24)(die Approximationen von a2
n bzw. b2

n nah dem 24. rga-Shritt).
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ã2

n
(24)

b̃2

n
(24)

λ2

95



Abbildung 5.19: Hénon-Abbildung: die Folgen ã1
n(30) und b̃1

n(30)(die Approximationen von a1
n bzw. b1

n nah dem 30. rga-Shritt).
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Abbildung 5.20: Hénon-Abbildung: die Folgen ã2
n(30) und b̃2

n(30)(die Approximationen von a2
n bzw. b2

n nah dem 30. rga-Shritt).
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Abbildung 5.21: Hénon-Abbildung: die Folgen b̃1
n(k) für die un-tershiedlihen Attraktorapproximationen (für k von 18 bis 30).
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Abbildung 5.22: Hénon-Abbildung: die Folgen B̃1
n(k) für die un-tershiedlihen Attraktorapproximationen (für k von 18 bis 30).
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5.3 Das Lorenz-SystemJetzt betrahten wir die folgende autonome gewöhnlihe Di�erentialgleihung
ẋ1 = σ(x2 − x1)

ẋ2 = ρx1 − x1x3 − x2 mit σ, β, ρ ∈ R+ . (5.22)
ẋ3 = x1x2 − βx3Sie wurde von dem Meteorologen E.N. Lorenz 1963 angegeben und stellt einevereinfahte Version eines Modells von Konvektionen in der Erdatmosphäredar.Sei φ der Lösungsoperator des Systems (5.22). D.h., φ(t, x0) ist die Lösungvon (5.22) zum Anfangwert x(0) = x0 und zu dem Zeitpunkt t. Die Dis-kretisierung g von φ bei Eins8 liefert uns ein diskretes dynamishes System

g : R3 → R3, dessen Liapunow-Exponenten mit den Liapunow-Exponentenvon (5.22) übereinstimmen.9 Die Ableitung Dgn(x0) von gn(x0) für n ∈ Nerhält man als die Lösung der Variationsgleihung
Ẏ =





−σ σ 0
ρ − φ(t, x0)3 −1 −φ(t, x0)1

φ(t, x0)2 φ(t, x0)1 −β



Y , Y0 = I (5.23)zu den Zeitpunkten n ∈ N.Für die numerishen Berehnungen wählen wir den Parametersatz σ = 16,
β = 4 und ρ = 40. In meiner Diplomarbeit [29℄ habe ih für diese Parametermit Hilfe der QR-Methoden die folgenden Werte für die Liapunow-Expo-nenten ermittelt:10 λ1 = 1.368, λ2 = 0.0 und λ3 = −22.368. Die numerisheLösung der Systeme (5.22) und (5.23) erfolgt mit dem expliziten Runge-KuttaVerfahren 4. Ordnung mit der Shrittweite 0.02.8Für g gilt also g(x) = φ(1, x) bzw. gn(x) = φ(n, x).9Der Liapunow-Exponent λ(x, v) von (5.22) zu dem Startwert x0 und v ∈ R

3 ist durh
λ(x0, v) = lim

n→∞

1

t
ln ‖Dxφ(t, x0)v‖.10Die angegebenen Werte der Liapunow-Exponenten kommen folgendermaÿen zustan-de: Der Wert des gröÿten Liapunow-Exponenten λ1 = 1.368 wurde aus der numerishenRehnung, die mit der kontinuierlihen QR-Methode durhgeführt wurde, übernommen.Für die restlihen Liapunow-Exponenten gilt im Falle eines positiven ersten Liapunow-Exponenten (siehe [17℄) λ2 = 0.0 und λ3 = −(σ + 1 + β) − λ1. Die in [29℄ numerishberehneten Werte für λ2 und λ3 stimmen mit den theoretish vorhergesagten bis auf diedritte Nahkommastelle überein. 98



Tabelle 5.2: Anzahl der Boxen in der Attraktorapproximation Nk nah k rga-Shritten.
k 13 15 17 19 21 23 25 27

Nk 432 1117 2698 6902 18237 44450 114156 303113Das Lorenz System besitzt einen globalen Attraktor (siehe [33℄, [35℄).Deshalb ergeben sih keine der im Abshnitt 5.2.1 beshriebenen Shwierig-keiten bei der Wahl der Startbox für das rga-Algorithmus. Die Anfangsbox
A0 wurde auf A0 = [−35, 35]× [−45, 45]× [−10, 80] gesetzt. Eine Boxenüber-dekung des Lorenz-Attraktors und die zugehörige Maÿapproximation siehtman auf den Bildern 5.23 und 5.24. Die Gewihtung der einzelnen Boxenkann man dabei an ihrer Farbe erkennen: die blauen Boxen haben das kleineMaÿ, die roten das höhste. Man beahte, dass diese Bilder sih von der in[15℄ angegebenen Abbildung des invarianten Maÿes für das Lorenz-Systemuntersheiden. Das lässt sih folgendermaÿen erklären:

• In [15℄ wurde ein anderer Parametersatz benutzt.
• Die Autoren von [15℄ haben die Diskretisierung des Lösungsoperatorsbei t = 0.2 gewählt. Die Liapunow-Exponenten des durh 0.2-Diskreti-sierung de�nierten diskreten Systems sind vom Betrag fünf mal kleinerals des durh die Diskretisierung bei Eins gegebenen Systems (und da-mit auh des kontinuierlihen Systems (5.22)).Der Tabelle 5.2 zeigt die Anzahl der Boxen in der Attraktor-Überdekungfür vershiedene Maÿapproximationen.Auf dem Bild 5.25 sieht man die Folgen ãm

n (k), m = 1, 2, 3, für vershiede-ne Maÿ- und Attraktorapproximationen. Man kann eine etwas glattere Kon-vergenz der Folgen {ã2
n(k)} und {ã3

n(k)} im Vergleih zu der Folge {ã1
n(k)}für die gröbere Approximationen des Maÿes beobahten. Da die Extrapola-tionsfolgen {b̃m

n (25)}, m = 1, 2, 3, auf dem Bild 5.26 gute Approximationender entsprehenden Exponenten liefern, könnte das als ein Hinweis betrahtetwerden, dass das System den Voraussetzungen des Satzes 4.2.6 erfüllt unddie Folgen {am
n (k)}n∈N, m = 1, 2, 3, der Abshätzung

am
n = λm +

Cm

n
+ o

(
e−θn

n

)genügen.Vergleiht man die Approximationen der Hauptfehlerterm-Konstanten C1,
C2 und C3 der Folgen {ãm

n (k)}, m = 1, 2, 3, die man mit Hilfe von
|ãm

n (27) − λm|n, m = 1, 2, 3,99



erhält, so sieht man, dass die Konstanten Cm für m = 1, 2, 3 vom Betrag alleuntershiedlih sind (siehe das Bild 5.27). Dabei gilt C1 < C2 < C3. Diesführt auh dazu dass die Folge {ã1
n(k)} shneller als {ã2

n(k)} und diese wie-derum shneller als {ã3
n(k)} gegen die entsprehenden Liapunow-Exponentendes Systems konvergieren (das Bild 5.28. Werden die Haptfehlerterme durhdie Bildung der Extrapolationsfolgen {b̃m

n (k)}, m = 1, 2, 3, wegsubtrahiert,so ergibt sih ein anderes Bild: Die Folgen {b̃3
n(k)} tre�en gleih mit dem er-sten Glied fast genau λ3. Die Folgen {b̃1

n(k)} und {b̃2
n(k)} brauhen dagegenetwas Zeit, bis sie sih ihren Liapunow-Exponenten nähern, was man auf denBildern 5.29 und 5.30 sehen kann. Eine Erklärung für dieses Verhalten liegtnoh niht vor.
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Abbildung 5.23: Das Lorenz-System : die Boxenüberdekung desLorez-Attraktors nah dem 24. rga-Shritt.

Abbildung 5.24: Das Lorenz-System : die Maÿapproximation nahdem 24. rga-Shritt.
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Abbildung 5.25: Das Lorenz-System : die Entwiklung der Folgen
ãm

n (k), m = 1, 2, 3, für untershiedlihe Maÿapproximationen (für
k von 13 bis 27).
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Abbildung 5.26: Das Lorenz-System : die Folgen ãm
n (25) und

b̃m
n (25) für m = 1, 2, 3 (die Approximationen von am

n bzw. bm
n ,

m = 1, 2, 3, nah dem 25. rga-Shritt).
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Abbildung 5.27: Das Lorenz-System : die Abshätzung derHauptfehlerterm-Konstanten der Folgen {ãm
n (27)} für m = 1, 2, 3
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Abbildung 5.28: Das Lorenz-System : der Restfehler der Folgen
{ãm

n (27)} für m = 1, 2, 3.
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Abbildung 5.29: Das Lorenz-System : die Abshätzung der Rest-fehler der Folgen {b̃m
n (20)} für m = 1, 2, 3.
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Abbildung 5.30: Das Lorenz-System : die Abshätzung der Rest-fehler der Folgen {b̃m
n (27)} für m = 1, 2, 3.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

n Iterationen

 

 

|λ1 − b̃1

n
(27)|

|λ2 − b̃2

n
(27)|

|λ3 − b̃3

n
(27)|

105





O�ene FragenAn dieser Stelle möhten wir auf einige Fragen eingehen, deren Analyse einenatürlihe Fortsetzung der vorliegenden Arbeit darstellt:
• Für ein kontinuierlihes dynamishes System, das durh den Lösungs-operator φ : R × Rd → Rd einer gewöhnlihen autonomen Di�erential-gleihung

ẋ = f(x), f : R
d → R

dgeneriert wird,11 können die Liapunow-Exponenten λ1, · · · , λd im Punkt
x mittels
λi = lim

t→∞

1

t

∫ t

0

(
QT (θ, x)Df (φ(θ, x))Q(θ, x)

)

ii
dθ, i = 1, · · · , d,bestimmt werden. Die Matrix Q(θ, x) ist orthogonal und wird dabei alsLösung einer speziellen Di�erentialgleihung berehnet (siehe [9℄, [16℄oder [29℄). Darin besteht die sogenannte kontinuierlihe QR-Methode.Eine ähnlihe Überlegung wie im Satz 1.4.1 führt uns zu der Möglihkeitfür spezielle Systeme die Exponenten λi, i = 1, · · · , d, als Grenzwert derFolge der zeitlih-räumlihen Integrale

λi = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

∫
(
QT (θ, x)Df (φ(θ, x)) Q(θ, x)

)

ii
dµ dθfür i = 1, · · · , d zu bestimmen. Dieser Zugang wurde vorerst niht un-tersuht.

• Die Darstellungen im Abshnitt 5.1.2 legen nahe, dass eine Steuerungder hybriden Methode in der Anzahl der rga-Shritte k und in derdarauf optimal abgestimmten Anzahl der Iterationen n mit dem Ziel11Die Voraussetzungen für die Existenz eines globalen Flusses φ(·, ·) wie angegeben (d.h.,
φ ist in der ersten Variable auf ganz R de�niert) werden z.B. in dem Satz von Winter undConti (siehe [10℄) angegeben. Für die Existenz lokaler Flüsse siehe z.B. [33℄.107



der Minimierung des Fehlers im Prinzip möglih ist. Man brauht dazujedoh ein genaues Verständnis der durh die numerishe Auswertungzustande kommender Fehlerterme. Wie wir shon im Abshnitt 5.2.2erwähnt haben, ist der in dem Ausdruk (5.14) angegebene Ansatz nihtausreihend für die Beshreibung der Fehler. Eine präzisere Analyse istnotwendig.
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Symbolverzeihnis
R Reelle Zahlen
R+ Positive reelle Zahlen (0, +∞)
Rd Reelle Zahlen
N Natürlihe Zahlen {1, 2, 3, · · ·}
N0 Natürlihe Zahlen mit Null {0, 1, 2, 3, · · ·}
Rn×m Vektorraum der n × m reellen Matrizen
GL(Rd×d) Gruppe der invertierbaren Matrizen in R

d×d

ei i-ter Einheitsvektor (bzw. i-ter kanonishe Vektor) aus Rd

AT Transponierte der Matrix A ∈ n × m
A·j j-te Spalte der Matrix A ∈ n × m
Ai· i-te Zeile der Matrix A ∈ n × m
| · | Absolutbetrag in R

〈·, ·〉 Das üblihe Skalarprodukt in Rd (〈v, w〉 =
∑m

i=1 viwi)
‖ · ‖ Die von 〈·, ·〉 induzierte Norm in Rd,bzw. die dieser zugeordnete Matrixnorm in R

d×d

Sm Menge aller Permutationen auf {1, · · · , m}spanM Lineare Hülle der Teilmenge M ⊂ Rd

∠(v, w) Winkel zw. Vektoren v, w ∈ Rn; kann als arcsin(‖vo
n‖)berehnet werden, wobei vo

n die zu w orthogonaleKomponente des normierten Vektors vn = 1
‖v‖

v ist
∠(v, W ) Winkel zw. dem Vektor v ∈ Rn und dem Unterraum W ⊂ Rn;kann als arcsin(‖vo

n‖) berehnet werden, wobei vo
n die zu Worthogonale Komponente des normierten Vektors vn = 1

‖v‖
v ist

∠(V, W ) Winkel zw. zwei Unterräumen V und W von Rn mit
V
⊕

W ⊆ Rn; kann als inf
v∈V \0

(∠(v, W )) berehnet werden
v1 ∧ · · · ∧ vk äuÿere Produkt der Vektoren v1, · · · , vk ∈ Rd (siehe S. 22)
∧k

i=1vi andere Bezeihnung für v1 ∧ · · · ∧ vk
∧kA k-te assoziierte Matrix bzw. k-te äuÿere Potenzder Matrix A ∈ Rn×n (siehe S. 25)109
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pokazatelei L�punova i eë priloжeni� k voprosam ustoiqivosti), Nau-ka, Moskwa 1966 (rus.)[12℄ Geon Ho Choe: Computational Ergodi Theory. Springer-Verlag BerlinHeidelberg New York, 2005[13℄ M. Dellnitz, G. Froyland, O. Junge: The algorithms behind GAIO - Setoriented numerial methods for dynamial systems. B. Fiedler (ed.): Er-godi Theory, Analysis and E�ient Simulation of Dynamial Systems,145-174, Springer, 2001[14℄ M. Dellnitz, A. Hohmann: A subdivision algorithm for the omputationof unstable manifolds and global attrators. Numerishe Mathematik75, 293-317, 1997[15℄ M. Dellnitz, O. Junge: Set Oriented Numerial Methods for DynamialSystems. B. Fiedler, G. Iooss and N. Kopell (eds.): Handbook of Dy-namial Systems II: Towards Appliations, World Sienti�, 221-264,2002.[16℄ L. Diei, E.S. van Vlek: Computation of a few Lyapunov exponentsfor ontinuous and disrete dynamial systems. Appl. Num. Math. 17,1995[17℄ J.-P. Ekman, D. Ruelle: Ergodi theory of haos and strange attrators.Rev. Mod. Phys. 57(3), 1985[18℄ J. Elstrodt: Maÿ- und Integrationstheorie. 2.Au�age, Springer-Verlag,1999[19℄ G. Fisher: Lineare Algebra., 10.Au�age, Vieweg, 1995[20℄ P. Frederikson, J.L. Kaplan, E.D. Yorke, J.A. Yorke: The Liapunovdimension of strange attrators. J. Di�. Equations 49, 185-207, 1983[21℄ G. Froyland, K. Judd, A.I. Mess, K. Murano: Lyapunov exponentsand triangulation. Proeedings of the 1993 International Symposiumon Nonlinear Theory and its Appliations, Hawaii, 281-286, 1993[22℄ G. Froyland, K. Judd, A.I. Mess: Estimation of Lyapunov exponentsof dynamial systems using a spatial average. Phys. Review E, 51(4),1995 112



[23℄ F.R. Gantmaher: Matrizentheorie. Springer-Verlag Berlin HeidelbergNew York, 1986[24℄ K. Geist, U. Parlitz, W. Lauterborn: Comparison of di�erent methodsfor omputig Lyapunov exponents. Prog. of Theor. Phys. 83(5),1990[25℄ G.H. Golub, C.F. van Loan: Matrix Computations. The Johns HopkinsUniversity Press, Baltimore and London, seond edition 1990[26℄ W. Gröbner: Matrizenrehnung. Hohshultashenbüher-Verlag, 1966[27℄ A. Katok, B. Hasselblatt: Introdution to the Modern Theory of Dyna-mial Systems. Camridge University Press, 1995[28℄ A.M. Liapunow: The General Problem of the Stability of Motion.Comm. So. Math. Kharkow 1892 (rus.); reprinted in English, Taylor& Franis, London 1992[29℄ A. Lust: Numerishe Methoden zur Berehnung von Liapunow-Exponenten in dynamishen Systemen. Diplomarbeit, Universität Bie-lefeld, 2002[30℄ V. Oselede: A multipliativ ergodi theorem. Ljapunov harateristinumbers for dynamial systems. Trans. Mosow. Math. So. 19, 1968[31℄ S.Yu. Pilyugin: Introdution to Struturally Stable Systems of Di�eren-tial Equations. Brinkhäuser Verlag, 1992[32℄ M. Polliott: Letures on Ergodi Theory and Pesin Theory on CompatManifolds. Camridge University Press, 1993[33℄ V. Reitmann: Reguläre und haotishe Dynamik. B.G. Teubner Ver-lagsgesellshaft, 1996[34℄ D. Ruelle: A measure assoiated with Axiom-A attrators. Amer. J.Math. 98(3), 619-654, 1976[35℄ W. Tuker: The Lorenz attrator exists. C. R. Aad. Si. Paris Sèr. IMath. 328(12), 1197-1202, 1999[36℄ P. Walters: An Introdution to Ergodi Theory. Springer-Verlag, 2000[37℄ L-.S. Young: Dimension, entropy and Lyapunov exponents. ErgodiTheory and Dynamial systems 2, 109-124, 1982113




