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Einleitung

Die Dynamik einer diskreten Evolutionsgleichung
xn+1:g(f1§n), n:07172"'7 g:Rd—>Rd (1)

ist mafgeblich durch ihre Liapunow-Exponenten® gepriigt. Beispielsweise cha-
rakterisiert der grofte Liapunow-Exponent A{, der sich mittels

.1 n
A= lim ~log|Dg" ()]

berechnen lisst,? die durchschnittliche exponentielle Rate der Divergenz bzw.
Konvergenz von durch (1) erzeugten Folgen. Auferdem konnen mit Hilfe
von Liapunow-Exponenten unter anderem solche Groflen wie malfstheoreti-
sche Entropie bzgl. eines “natiirlichen” (invarianten) Makes (siehe [7]) sowie
die Hausdorff-Dimension des Attraktors® abgeschiitzt bzw. bestimmt werden.
Numerische Verfahren zur Berechnung der Liapunow-Exponenten kann
man im wesentlichen in zwei Klassen unterteilen: Methoden, die auf der Bil-
dung eines zeitlichen Durchschnitts entlang einer Trajektorie {x,},en von g
basieren, und Verfahren, die zur Auswertung von Liapunow-Exponenten ein
rdumliches Mittel benutzen.
Zu der ersten Klasse zéhlen die diskreten und die kontinuierlichen QR-Metho-
den (siehe z.B. [16], [24], [29],). Diese Verfahren sind relativ leicht zu imple-
mentieren (insbesondere die diskrete Methode) und erlauben die Auswertung
beliebig vieler Exponenten, haben jedoch den Nachteil, dass die Rechnung

'Die charakteristischen Zahlen, spiter die Liapunow-Exponenten genannt, fiir die Lo-
sungen von autonomen gewohnlichen Differentialgleichungen & = f(z) wurden von A.M.
Liapunow in seiner Dissertation [28] im Jahre 1892 eingefiihrt. Die Existenz der Liapu-
now-Exponenten wurde unter sehr allemeinen Bedingungen von V.I. Oseledec [30] {iber
siebzig Jahre spéter prisentiert.

2Mit Dg"(z) wird die Ableitung der n-ten Iteration g der Abbildung g bei x bezeichnet
und || - || ist eine Matrixnorm.

3Fiir den zweidimensionalen Fall g : R? — R? siche [37]. Bei hdheren Dimensionen wird
oft die Kaplan-Yorke Vermutung (siehe [20]) verwendet, um aus den Liapunow-Exponen-
ten die genannte Dimension zu berechnen.



auf eine einzelne Trajektorie beschriankt ist, was in einigen Fillen fehlleiten
kann (siehe [5]).

In den letzten Jahren wurden einige numerische Verfahren zur Berechnung
des dominanten Liapunow-Exponent \; entwickelt, die auf der rdumlichen
Integration basieren (siehe z.B. [5], [21] und ihre Referenzen). Die Vorteile
dieser Methoden gegeniiber der Bildung des zeitlichen Durchschnitts beste-
hen u.a. in der Unabhéngigkeit von der gewéihlten Trajektorie {x, },en bzw.
von dem Anfangswert xj,. Auferdem kann der Rechenaufwand in einigen
Fillen (siehe [4]) reduziert werden. Man muss jedoch bei dieser Art der Ver-
fahren ein invariantes Maf, iiber das spéter integriert wird, ausrechnen bzw.
approximieren, was die Komplexitdt der Implementierung erhoht. Auferdem
ist diese Methode in der in [5], [21] formulierten Form nur zur Approximation
des groften bzw. des kleinsten Liapunow-Exponenten geeignet.

Das Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung und Analyse eines numerischen
Verfahrens, das uns ermdoglicht, eine beliebige Anzahl von Liapunow-Expo-
nenten unter der Anwendung der rdumlichen Integration zu berechnen. Da
hierbei die diskrete QR-Methode mit der rdumlichen Integration kombiniert
wird, nennen wir die Methode hybrid.

Die Unterteilung dieser Arbeit ist die folgende: Im 1. Kapitel werden zu-
nachst einige wichtigen Grundlagen zu Liapunow-Exponenten eines diskreten
endlichdimensionalen dynamischen Systems angegeben. In den Abschnitten
1.2 und 1.3 beschiftigen wir uns mit den folgenden bereits bekannten Ver-
fahren zur Approximation von Liapunow-Exponenten:

e der weit verbreiteten diskreten QR-Methode (siehe [16], [24] oder [29]);

e dem von G. Froyland und anderen [21] entwickelten rdumlichen Verfah-
ren, das zur Approximation der extremen (des groften und des klein-
sten) Liapunow-Exponenten verwendet werden kann;

e und schliefslich mit der zeitlich-rdumlichen Methode von J.P. Aston und
M. Dellnitz [4], [5] zur Berechnung des grokten Liapunow-Exponenten
A

Fiir das zuletzt genannte Verfahren wird auch eine Konvergenzaussage for-
muliert, die spéter im entsprechenden Teil des 4. Kapitels bewiesen wird.*
Im letzten Abschnitt des ersten Kapitels wird die neue hybride Metho-
de présentiert, die den wichtigsten algorithmischen Beitrag der vorliegenden
Arbeit liefert. Sie stellt eine Art Synthese des QR-Algorithmus und des Ver-
fahrens von Aston und Dellnitz dar. Die Idee dieser Methode besteht in der

“Der Beweis der Konvergenzaussage in [5] enthilt aus meiner Sicht einige Inkonsisten-
zen.



Auswertung der beziiglich eines invarianten Mafes p (im Idealfall eines SRB-
Mafses [15], [34]) gebildeten Integralfolge

%/lnRii(Dg"(:c))d/,c i=1,---,d, (2)
wobei mit R(Dg"(x)) die R-Komponente der eindeutigen QR-Zerlegung (sie-
he [25]) der Matrix Dg"(z) bezeichnet wird und mit R;(Dg"(z)) ihr i-ter
Diagonaleintrag. Die unter (2) angegebene Folge approximiert den i-ten Lia-
punow-Exponenten \; des Systems (1) fiir ¢ = 1,---,d. Dieser Abschnitt
enthilt auch einen Konvergenzsatz zum hybriden Verfahren, fiir dessen Vor-
aussetzungen hinreichende Bedingungen im 3. Kapitel diskutiert werden. Au-
ferdem werden Abschétzungen zu der Entwicklung des Fehlers der Folgen (2),
die im 4. Kapitel bewiesen werden.

In den néchsten drei Kapiteln beschéftigen wir uns (direkt oder indirekt)
mit der Analyse der hybriden Methode: Zunéichst wird im 2. Kapitel eine
Koordinatendarstellung des duferen Produktes von Vektoren aus R? sowie
der duferen Potenzen von reellen d x d-Matrizen und ihre Eigenschaften be-
trachtet. Dieses Material erleichtert uns die weitere Analyse.

Im 3. Kapitel werden die Voraussetzungen des im Abschnitt 1.4 enthalte-
nen Konvergenzsatzes fiir die hybride Methode verifiziert. Zu diesem Zweck
werden im Abschnitt 3.1 einige Teile der Arbeit [30] von Oseledec nachvollzo-
gen.” Uber die Anwendung einer im Abschnitt 3.2 angegebenen Version des
Satzes von Oseledec auf dufsere Potenzen der Matrizen Dg™(x) kommen wir
im Abschnitt 3.3 zu einer hinreichenden Bedingung, unter der die Vorausset-
zungen des besagten Konvergenzsatzes erfiillt sind.

Weiter befassen wir uns mit der Entwicklung von Fehlertermen der Folgen
(2). Dafiir ziehen wir im ersten Abschnitt des 4. Kapitels Resultate von [21]
sowie einige Ansitze aus [5] hinzu. Als duferst hilfreich bei der Analyse der
hybriden Methode erweist sich die Nutzung des dufleren Produktes fiir die
Darstellung von R;;(Dg™(x)). Bei speziellen dynamischen Systemen fiihrt uns
dieser Ansatz zu einer Entwicklung des Fehlers der hybriden Approximation
des i-ten Liapunow-Exponenten ); in der folgenden Form

L [mRaDg @ = xS o (L), =t @)

n n

wobei C; eine nur von ¢ abhéngige Konstante bezeichnet.
Eine Verschirfung der Konvergenzaussage zu der Fehlerentwicklung erreichen

Die genannte Arbeit [30] lidsst sich wegen ihrer Struktur an eingen fiir uns relevanten
Stellen nur schwer zitieren, deshalb war diese Ausarbeitung notig.



wir im Abschnitt 4.2

—0;n
l/lnRii(Dg"(:zc))du:)\iJrgJro(6 ) :
n n n
wobei #; > 0 nur von ¢ abhéingig ist. Dabei wird eine spezielle Art der Tren-
nung von einzelnen Liapunow-Exponenten vorausgesetzt, die wir als A\; 11 —\;
Hyperbolizitéit bezeichnen, wobei \;;; und \; zwei benachbarte Liapunow-
Exponenten sind. Die \;;; — A\; Hyperbolizitét stellt eine Verallgemeinerung
des Begriffes der gleichmiRigen (uniformly) Hyperbolizitit dar.5

Beendet wird das 4. Kapitel mit dem Beweis der Konvergenzaussage zu der
zeitlich-rdumlichen Methode von Aston und Dellnitz, die im Abschnitt 1.3.2
formuliert wurde.

Im 5. Kapitel testen wir das hybride Verfahren an der Hénon-Abbildung

und dem Lorenz-System. Dabei werden in ersten Abschnitt des Kapitels die
in [4], [5] vorgeschlagenen Extrapolationsmoglichkeiten fiir die Folgen der
Form (3) diskutiert.
Es zeigt sich am Beispiel der Hénon-Abbildung, dass die hybride Methode
selbst fiir den groften Liapunow-Exponenten schneller konvergiert als die
Matrixnorm-Methode von Aston & Dellnitz, in der In||Dg"(z)|| beziiglich
des invarianten Mafses integriert wird. Man sollte jedoch festhalten, dass
die hybride Methode, wenn man diese alleine zur Berechnung des dominan-
ten Liapunow-Exponenten benutzt, eine Spezialform des in [6] beschriebenen
Verfahrens ist.

6Eine Definition von gleichméfig hyperbolischen Mengen findet man z.B. in [27], [7]
oder [31]. In [27] wird die Definition der exponentiellen Aufspaltung (exponential splitting,
(A, ) splitting) angegeben, die in einer direkten Beziehung zu dem Begriff der A;11 — \;
Hyperbolizitit steht. In der genannten Quelle wird jedoch hauptséchlich eine spezielle Art
der Aufspaltung untersucht, die zu dem Begriff der gleichméfigen Hyperbolizitét fiihrt
(sieche auch den Abschnitt 4.2 der vorliegenden Arbeit).



Kapitel 1

Methoden zur Berechnung von
Liapunow-Exponenten

Im ersten Teil dieses Kapitels wird eine spezielle Version des Satzes von
Oseledec [32], die die zentralen Eigenschaften von Liapunow-Exponenten be-
schreibt, angegeben und erldutert. Die darauffolgenden Abschnitte 1.2 und
1.3 beschéiftigen sich mit einigen bereits bekannten Methoden zur nume-
rischen Berechnung von Liapunow-Exponenten. Im Abschnitt 1.4 wird die
neuentwickelte hybride Methode und eine Konvergenzaussage zu dieser pra-
sentiert.

1.1 Theoretische Grundlagen

In dieser Arbeit werden hauptséichlich diskrete dynamische Systeme auf ei-
ner endlichdimensionalen glatten Mannigfaltigkeit M betrachtet. Diese sind
durch eine invertierbare Abbildung auf M induziert:

g: M — M. (1.1)

Die Dynamik (bzw. zeitliche Transformation oder Bewegung eines Zustandes
x € M) wird in diesem Fall durch die nacheinander folgenden Iterationen
von ¢ definiert:

T n=>0

gix) =< gog" Nz), n=12--
g logi(z), n=-1,-2,-

(¢"(x) - ist als der Zustand des Systems zum Zeitpunkt n bei dem Startwert
x zu interpretieren). Die Trajektorie (oder der Orbit) mit dem Anfang im



Punkt Z, mit v(Z) bezeichnet, ist die Menge aller Zustéinde in M, die von &
aus im Laufe der Bewegung erreichbar sind. Also ist y(z) = {¢™(Z) | n € Z}.
Die Liapunow-FEzponenten sind endogene Grofen des auf diese Weise be-
schriebenen dynamischen Systems. Mit deren Hilfe kann man zum Beispiel
die exponentielle Divergenz von benachbarten Trajektorien v(z) und v(z+¢)
untersuchen. Die Existenz von Liapunow-Exponenten sichert der folgende
Satz (siehe z.B. [32]).

Satz 1.1.1 (Oseledec, 1968) Sei g ein C'-Diffeomorphismus auf einer
kompakten glatten Riemannschen Mannigfaltigkeit M von der Dimension d
und p ein ergodisches Maf$ darauf. Dann gibt es eine Borelsche Teilmenge
M, C M, so dass g(M,) = M, und p(M,) = 1 gilt, mit folgenden Eigen-
schaften.

(i) Es existieren natirliche Zahlen dy,---,ds (s < d) mit > d; =d

(it) Fir jedes © € M, gibt es eine messbare Zerlequng des Tangentialrau-
mes T,M = @;_, Wi(x) mit dimW(z) = m; und D g(z) Wi(z)) =
W(g(z))

(i1i) Es ezistieren reelle Zahlen \y > Xy > ... > Ay derart, dass

1
lim —log||Dg™(z)v] = A\ (1.2)
n—oo N,

fir alle ve @;_, Wi (zx) mit v¢ @;_,,., W (z) und x € M, gilt.

Dieser Satz ist eine spezielle Form des multiplikativen Ergodensatzes von
Oseledec (siehe [30]). Eine allgemeinere Form des Satzes 1.1.1 wird auch in
dieser Arbeit (Kapitel 3.2) angegeben.

Anmerkungen

(i) Die Punkte aus M, werden als (Liapunow-)regulir bezeichnet.

(ii) Die Zerlegung T,M = @;_, W'(x) in invariante Vektorrdume nennt
man die Oseledec-Zerlegung von T, M.

(iii) Die Zahlen A1, -- -, A, heifen die Liapunow-Exponenten (auch charakte-
ristische Zahlen genannt) vom System (1.1) beziiglich p.

(iv) d; ist die Vielfachheit von X\; (i =1,---,s).

(v) Der grofte Liapunow-Exponent \; kann auch mittels einer Matrixnorm

1
Ay = lim —In||Dg"(z)|| p—fi (1.3)

n—oo N

bestimmt werden (siehe [32]).



1.2 Bildung zeitlicher Durchschnitte, diskrete
QR-Methode

Eines der gebriauchlichsten Verfahren, das auf der Auswertung eines zeitli-
chen Durchschnitts entlang einer Halbtrajektorie {x,},eny mit z, = ¢™(x)
basiert, ist die diskrete QR-Methode (siehe [16], [24] oder [29]). Mit diesem
Verfahren kann man beliebig viele Liapunow-Exponenten des gegebenen Sy-
stems berechnen. Ein weiterer Pluspunkt dieser Methode ist die Einfachheit
der Implementierung.

1.2.1 Eindeutige QR-Zerlegung

Sei M = Q(M)R(M) die eindeutige QR-Zerlegung einer invertierbaren Ma-
trix M € R™4(C?9), das heifit:

o Q(M) € R¥*4 ist orthogonal (unitir);

e R(M) € R¥4 ist eine obere Dreiecksmatrix, mit positiven (reellen)
Diagonaleintrigen.

Diese Zerlegung erhilt man z.B. mit dem (modifizierten) Gram-Schmidt Ver-
fahren (siehe [25]).
Wegen ||Mv|| = ||R(M)v|| fiir alle v € R? ist

i | Dg”(a)ol] = Jim . In R (Dg"()) o]
Damit ist es mdoglich anstatt der zeitlichen Evolution von Dg"(z) zu verfol-
gen, die Entwicklung von R (Dg"(z)) zur Berechnung von Liapunow-Expo-
nenten zu benutzen.

Genauere Informationen iiber den Zusammenhang zwischen den Liapunow-
Exponenten vom System (1.1) und der R-Komponente seiner Linearisierung
R (Dg"(x)) liefert uns der folgende Satz.

Satz 1.2.1 ' Mit A\, ---, \g bezeichne man die Liapunow-Exponenten mit
threr Vielfachheit. Unter den Voraussetzungen des Satzes von Oseledec exi-

! Dieser Satz stellt einen Teil des Satzes von Liapunow dar, adaptiert fiir die diskreten
dynamischen Systeme.



stiert fiir v € M, eine Permutation m, mit

1
Aroiy = lim —In R; (Dg"(x))

n—oo N,
furi=1,---,d.

Der Satz wird spéter in einer allgemeineren Form bewiesen (siehe den Satz
3.1.10).

1.2.2 Diskrete QR-Methode

Um die Liapunow-Exponenten von (1.1) zu berechnen, geht man folgender-
mafsen vor:

Als Startwert Z, € R%? nehme man® Z, = I; und setze weiter die Folge
{Z: }nen, wie folgt fort:

Zpt1 = Dg(g"(2)) Q(Zn), n €Ny,
wobei Q(Z,,) der Q-Faktor der eindeutigen QR-Zerlegung von Z,, ist:
Zn=Q(Z,)R(Z,) neNy
Das folgende Lemma wird fiir ein beliebiges Zy bewiesen.

Lemma 1.2.2 Sei Dg™(x)Zy = Q (Dg"(x)Zy) R (Dg™(x)Zy), dann ist

R(Dg"(x)Z) = [[ R(Z;) und Q(Dg"(x)Z0) = Q(Zy)

j=n
fiir n € Ny,

Beweis:
Induktion iiber n: Die Félle n = 0,1 sind klar.
Weiter gilt mit der Induktionsannahme

Dg"*!(w)Zy = Dg (9" (x)) Dg"(x)Zo = Dg (9" () Q(Zx) [ [ R(Z)) =

j=n

2Von der Identitit abweichende Startwerte konnen nur dann sinnvoll sein, wenn man
nur einige Liapunow-Exponenten berechnen mdchte (siehe weiter unten) und dabei iiber
genauere Kenntnisse iiber die Oseledec-Zerlegung von 7, M verfiigt. Dies ist aber in der
Regel nicht der Fall.

10



= Zpi1 H R(Z)) = Q(Zui1)R(Zui1) H R(Zj) = Q(Zu1) || R(Z)).

j=n+1

Da Q(Z,+1) orthogonal und H?:n—l—l R(Z;) von der oberen Dreiecksgestalt
mit positiven Diagonaleintrigen ist, folgt die Behauptung aus der Eindeutig-
keit der Zerlegung.

O

Da wir aber Zy = I, gesetzt haben, ist Dg"(x)Zy = Dg"(z) und Ry = I,.
Also ist

R (Dg"(z)) = H R(Z;) firneN

Mit dem Satz 1.2.1 haben wir dann

1 n
1 1
Arei) = lim —In [[R:i(2) = Jim > “In Rii(Z;) (1.4)
j=n j=1

fiir eine Permutation 7.

Sind wir nur an einigen (meistens grifiten) Liapunow-Exponenten inter-
essiert, so ist es sinnvoll die schlanke® QR-Zerlegung zu benutzen, denn der
Rechenaufwand (in Flops) zur Durchfiihrung der QR-Zerlegung hingt qua-
dratisch (siehe [25]) von der Anzahl der Spalten der zu zerlegenden Matrix
ab. In unserem Fall heifit es von der Zahl der gesuchten Liapunow-Exponen-
ten.

Um m Liapunow-Exponenten zu berechnen, definiert man die Folge {Z"},.en
folgendermafsen:

Wiihle einen Startwert Z5* € R>™ mit (Z7")TZy* = I,,, (in der Regel nimmt
man die ersten m Spalten der Einheitsmatrix /;) und setze weiter

Zny = Dg(g"(x)) Q(Z)"), n €Ny,

wobei Q,(Z") der Q-Faktor der eindeutigen schlanken QR-Zerlegung Z,, =
Q(Z™R(Z™) (n € N) ist. D.h., Q(Z™) € R™™ hat orthonormale Spal-
ten und R(Z™) € R™*™ ist von der oberen Dreiecksgestalt mit positiven
(reellen) Diagonaleintrégen. Der 7(i)-te Liapunow-Exponent A;¢) (mit einer
geeigneten Permutation 7 kann dann als

1 n

.1 m o1 .

Ar(i) = 7}1_)1’{)10 - lnH R@'@'(Zj )= nh_)rglo " E 1 lnRii(Zj )
J=n J]=

3Diese Zerlegung erhilt man ebenso mit Hilfe des bereits erwiihnten modifizierten
Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens.

11



berechnet werden.
In meisten Fillen kann angenommen werden, dass 7 = id ist (dazu etwas
spéter im Kapitel 3.3). Dies bestéitigen auch die praktischen Rechnungen.

1.3 Raumliche Integrationsmethoden

Neben den im letzten Abschnitt genannten Vorteilen der Berechnung von
Liapunow-Exponenten mit der diskreten QR-Methode wie die Einfachheit
der Implementierung und die Moglichkeit der Approximation beliebig vieler
Liapunow-Exponenten, hat diese Methode (wie auch alle auf der Bildung der
zeitlichen Durchschnitte basierende Verfahren) einige Nachteile:

e Die Formel (1.2) (also auch (1.4)) gilt nur p-fast iiberall fiir das gege-
bene ergodische Maf .

e In den genannten Formeln sind Liapunow-Exponenten als zeitliche
Grenzwerte angegeben. Es ist also notwendig Langzeittrajektorien zu
berechnen. Dies ist aber aus numerischer Sicht problematisch, weil
die Aufhdufung der Rundungs- bzw. Approximationsfehler signifikante
Auswirkungen auf das Resultat haben kann.

e Es existieren keine Aussagen (soweit es dem Autor bekannt ist) iiber die
Konvergenzgeschwindigkeit der QR-Verfahren. Also gibt es auch keine
Kriterien zum Abbruch der Berechnungen, was dazu fiihren kann, dass
diese zu friih gestoppt werden.

Die Anwendung der rdumlichen bzw. der zeitlich-rdumlichen Integration zur
Berechnung von Liapunow-Exponenten beseitigt (zum Teil) die beschriebe-
nen Nachteile der Bildung von zeitlichen Durchschnitten. Die rdumliche In-
tegration setzt aber die Bestimmung des Attraktors des gegebenen Systems
und eines invarianten Mafes darauf voraus, was diese Verfahren komplizier-
ter macht.

Eine effektive Methode zur Approximation von Attraktoren und zugehorigen
invarianten Mafen fiir chaotische dynamische Systeme wurde in [5] beschrie-
ben. Die Idee dieser Methode ist die folgende:

e Zuerst wird eine Uberdeckung des Attraktors gefunden. Dies wird mit
Hilfe des Unterteilungsalgorithmus (Subdivision Algorithm, siehe [14])
bzw. einer seiner Variationen realisiert.

Am Anfang der Rechnung hat man eine grobe Uberdeckung des At-
traktors (in der Regel eine Box), die Schritt fiir Schritt durch die Bo-
xenteilung verfeinert wird. Dabei werden Boxen ausgesondert, die keine
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Attraktorteile enthalten.
Am Ende hat man eine Boxenkollektion {4}
ximation des gesuchten Attraktors dienen soll.

K

.1, die als eine Appro-

e Durch die Boxeniiberdeckung des Attraktors erhélt man eine Diskreti-
sierung des Perron-Frobenius Operators in Form einer Matrix P mit
m(A4;) Ng~(A)
m(4;)

'Pivj: i,jE{l,"',K},

wobei mit m das Lebesgue Maf bezeichnet wird. Eine Approximati-
on [i des invarianten Mafes p auf dem Attraktor ist durch den zum
Eigenwert +1 korrespondierenden normierten Eigenvektor p der Ma-
trix P gegeben. D.h., das approximative Mak i auf dem von {An}f;l
erzeugten Ring wird durch fi; = i(A4;) = p; definiert.

Diese Methode mit einigen Variationen (siehe [13]) wurde in dem Programm-
paket GAIO* von der Gruppe um M.Dellnitz und O.Junge von der Univer-
sitiat Paderborn realisiert.

Nun gehen wir zu den Methoden zur Berechnung von Liapunow-Exponenten,
die auf der rdumlichen Integration basieren, iiber.

1.3.1 Raéaumliche Integration mit Hilfe der Oseledec-Zer-
legung (nach G.Froyland)

In den Arbeiten [21], [22] wurde der Vorschlag gemacht, die Liapunow-Ex-
ponenten mittels riumlicher Integration mit Hilfe von Oseledec-Vektoren zu
berechnen. Da wir die in den genannten Arbeiten enthaltene Resultate sowie
die dort eingefiihrte Notation nutzen werden, wollen wir an dieser Stelle
ausfiihrlich darauf eingehen.

Wir betrachten das folgende dynamische System auf einer d-dimensionalen
glatten abgeschlossenen reellen Untermannigfaltigkeit M:

g: M — M, g ein C'-Diffeomorphismus, pu ergodisch. (1.5)

Dieses System geniigt den Voraussetzungen des Satzes 1.1.1. Also hat es auf
einer Borelschen Menge M, vom vollen Maf die konstanten Liapunow-Ex-
ponenten A; > ... > X; (s < d). Es wird fiir die Oseledec-Zerlegung des

“Siehe die Website http://www-math.upb.de/~agdellnitz/Software /gaio.html fiir mehr
Informationen zu GAIO.
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Tangentialraumes T, M = @, W'(x) angenommen, dass die Unterrdume
W(z) eindimensional sind:

dimWi(z) =1 firi=1,---,d (also s =d) u— f.ii. (1.6)

Mit w;(x) bezeichne einen auf 1 normierten Vektor aus dem Unterraum W (x)
fir ¢« = 1,---,d, so dass {w;(x) | * € M,} ein messbares Vektorfeld fiir
i=1,---,d ist. Dann gilt wegen der Invarianz von W*(z) unter g

Dg(x)wi(z) = a' (z)wi(g(z)), (1.7)

wobei a(z) ein Skalar ist. Fiir die auf diese Weise definierten Abbildungen
a® : M, — R gilt

a®(x) = | Dg(a)wi(a)| i=1,---.d.

und damit sind |a(-)| fiir i = 1,---,d messbar wegen der Stetigkeit von
Dg(-) und der Messbarkeit von w;(-), i =1,---,d.
Weiter erhalten wir aus (1.7) per Induktion

0

Dg"(@)wi(z) = 1] (¢’ (@))wi(g" ().

j=n—1

Daraus folgt mit dem Satz von Oseledec (Satzl.1.1)
.1
Ai = lim —In||Dg"(z)w;(z)]|

n—oo N,

= Jim i [T e )] s (67 @)

j=n—1 -1
1 n—1
= lim —Zln’a(i)(gj(x))} .
n—ﬁm?ljzo
Die Anwendung des Birkhoffschen Ergodensatzes (siehe [32|) liefert uns
1 n—1
A = lim = @ (g7 — (@) )
; nirgonZln‘a (¢’ ()] /ln‘a ()] du
7=0
Mit der Definition von a(z) folgt aus der letzten Gleichung

M = / In || D g(x) wi(x)|d. (1.8)
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Bei der Kenntnis von w;(z) lisst sich also A; als ein rdumliches Mittel aus-
werten.

Das Hauptproblem dieses Verfahrens ist die Approximation der genannten
Vektorfelder. In [21] wird die folgende Vorgehenweise zur Berechnung des
groften Liapunow-Exponentes \; vorgeschlagen:

e Man iteriere x € M), riickwirts in der Zeit k£ mal (k ~ 4) und erhalte
eine Folge von Punkten ¢~ 1(z),---, ¢ *(x).

e Fiir ein v € T, M werte das Produkt Dg(g~')-... - Dg(g~*)v aus.

e Das auf 1 normierte der Ergebnis der im letzten Punkt durchgefiihrten
Multiplikation v(z) wird als Approximation fiir w,(x) genommen.

Zur Berechnung des zu dem kleinsten Liapunow-Exponent gehdrenden Vek-
torfeldes wg(x) wird dieses Verfahren auf die inverse Abbildung g—! ange-
wendet.

Das Problem der praktischen Berechnung von wj fiir ¢ € {2,---,d — 1} ist
nach meinen Kenntnissen nicht gelost. Auch fiir i = 1 (bzw. i = d) ist die
beschriebene Berechnung des Vektorfeldes in einigen Féllen kritisch (siehe
[22]).

Eine zu der angegebenen alternative Vorgehensweise zur Berechnung der Fel-
der wy(z) und wy(x) (die aus meiner Sicht ein besseres theoretisches Funda-

ment hat, aber rechnerisch aufwendiger ist) ist in [12] beschrieben.

1.3.2 Zeitlich-raAumliche Methode von Aston & Dellnitz

In [4] und [5] wurde der Vorschlag gemacht, den groften Liapunow-Exponent
als Grenzwert einer Folge von rdumlichen Integralen zu berechnen. Von der
zentralen Bedeutung ist dabei der folgende Satz von Kingman (siehe [32]).

Satz 1.3.1 (Subadditiver Ergodensatz, 1968) Sei g eine messbare
Transformation auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (M, B, 1), wobei p er-
godisch ist. Weiter sei {F, }nen C L' (1) eine Funktionenfolge mit

Frin(2) < Fi(x) + Fu(g"(2)) Vo, k=1 p— fi
Dann gilt
(i) Es exzistiert X € RU{—o0}, so dass A = limy, .o +F(x) p - foi. ist.

(it) A =lim, oo = [ F,(z)dp = inf {3 [ F,(z)dp|n>1}.
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Die Folge F,(x) = In||Dg™(x)|, n € N, erfiillt die Voraussetzungen des
Satzes:

e Fiir alle n € N ist ||Dg™(z)|| beschrinkt, da M kompakt und z —
Dg"(x) stetig ist. Also ist In ||Dg™(x)| integrierbar fiir n € N.

e Wegen der Submultiplizitdt der Matrixnorm gilt
In[|[Dg"**(x)| = In|Dg"(¢"(x)) Dg"(x)]|
< In HDg"(gk(x))H +1n Hng(x)H )

Also erhalten wir mit (1.3)
1 1
A1 = lim —In||Dg"(z)|| = lim —/ln||Dg"(x)|| du .
n—oo 1, n—oo 1

Zur numerischen Berechnung von A\; werden also die ersten Glieder der Folge
{a, }nen von Integralen

on = [ WDy ()] dy (1.9)

ausgewertet. Fiir die Fehlerentwicklung dieser Folge kann man die folgende
Absétzung erhalten.

Man bezeichne mit w;(x) fiir ¢ = 1,---,d (wie im letzten Abschnitt) die
messbaren Vektorfelder, die durch die Oseledec-Zerlegung des Tangentialrau-
mes definiert sind. Weiter definiere man a4 (x) auf M, als die erste Zeile der
zu [wq(x),- -, we(x)] (die Matrix mit den Spalten wi(z),- -, wq(z)) inversen
Matrix.

Satz 1.3.2 Das System (1.5) geniige der Annahme (1.6). Es besitze eine
gleichmafig hyperbolische Menge vom vollen Mafl und es gelte Ay > 0 und
A <0 firi=2,---,d. Weiter existiere ein € > 0, so dass

’siné (wi(z),span {w;, (z), - - -,wid_l(x)})} >e firi=2,---.d

mit {iy, -, ig1} ={1,---,d} \ {i} fiir p-fast alle z gilt.
Dann existiert ein 6 € (0,1), so dass

577/

an:A1+ﬁ+o<—) (1.10)
n n

gilt, wobes

€ = /lnHal(a:)Hd,u.

18t.
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Bemerkung 1.3.3 In [5] wurde die Abschétzung

1
an:)\1+2+0<—)
n n

unter der alleinigen Annahme der gleichméfigen Hyperbolizitdt behauptet
(siehe Theorem 4.2 in [5]). Den Beweis dazu konnte ich nicht nachvollziehen.
Aus diesem Grunde sind die Voraussetzungen verscharft worden:

Im Beweis des Satzes wird die Beschrinktheit von ||y (z)|| gebraucht. Wie
wir spéater im Kapitel 4.3 sehen werden (Bemerkung 4.3.1) ist

llon () = [sin £ (wy (), span {ws(x), -~ wa(z)})|™

Die Voraussetzung der gleichméfigen Hyperbolizitét (hier orientiere ich mich
an der in [7] §2.2 gegebenen Definition) liefert aber nur die Beschrinktheit
nach unten des Winkels zwischen den Tangentialrdumen der stabilen und der
instabilen Mannigfaltigkeiten. Gibt es aber mehrere positive Liapunow-Ex-
ponenten, die die instabile Richtung bestimmen, so liefert die Hyperbolizitét
(im Sinne von [7] oder auch [31]) keine Anhaltpunkte auf das Verhalten von
||y (x)]|. Deshalb ist die in [5] enthaltene Voraussetzung im allgemeinen Fall
aus meiner Sicht (zumindest fiir den angegebenen Beweis) unzureichend.

Ein Beweis fiir den etwas allgemeiner formulierten Satz (der Satz 4.3.2)
wird im Kapitel 4.3 angegeben.

In dem Zusammenhang mit der Abschétzung (1.10) in [4] und [5] wurden
Vorschlidge zur Extrapolation der Folge {a,} gemacht. Eine Moglichkeit zum
Eliminieren des Hauptfehlerterms <t besteht in der Verwendung der Folge:

b, =m+ a1 —na, n=1,2,3---.
Fiir diese gilt dann
b, =X +0(0").
Man kann auch eine monotone Folge
B, =2asn —apm-1 n=1,2,3,--- (1.11)

definieren, in der der Hauptfehlerterm < wegsubtrahiert wird. Die Monotonie
dieser Folge erhdlt man aus der Monotonie von {agn }nen, die in [4] (Lemma
3.2) gezeigt wurde.
In einer weiteren Arbeit [6] haben die Autoren eine andere Folge von Inte-
gralen {d,} ey mit

1
dy =+ [ 1Dy () ol i (1.12

fiir ein v € R? betrachtet. Dabei wurde ein Kriterium fiir die Konvergenz der
Folge gegen \; in Abhéngigkeit von der Wahl des Vektors v aufgestellt.
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1.4 Hybride Methode

Die Idee der hybriden Methode besteht darin, die QR-Methode (in diesem
Fall die diskrete QR-Methode) mit der raumlichen Integration zu verbinden.
Bevor wir zur genaueren Beschreibung dieses Verfahrens iibergehen, wird der
folgende Satz bewiesen.

Satz 1.4.1 Seien A\ > ... > \; die Liapunow-Ezponenten des Systems (1.5)
mit ihren Vielfachheiten. Fs gelte

1
Ai = lim —InR;(Dg"(z)) p-fd, i=1,---,d, (1.13)
n—oo N,
dann st .
n—oo 1

Bemerkung 1.4.2 Die Existenz einer Permutation 7, mit

A = Jim ~In R D" (2)
fir jedes x € M, erhalten wir aus dem Satz 1.2.1. Fiir die Giiltigkeit der
Formel (1.14) ist es erforderlich, dass 7, = id auf einer Teilmenge M, von
M, mit vollem Maf gilt (die Voraussetzung (1.13)). Interessiert uns die Rei-
henfolge der Liapunow-Exponenten nicht, so kann (1.13) etwas abgeschwécht
werden, indem wir eine (p-f.ii. konstante) Permutation 7 zulassen:

1
Ay = lim —In Ry;(Dg™(x)) p-fid, i=1,---,d.

n—oo M,

Dies édndert am Beweis dieses Satzes jedoch nichts.

Am Ende des 3. Kapitels, dessen Hauptziel die Untersuchung der Vorausset-
zung (1.13) ist, wird eine hinreichende Bedingung fiir (1.13) formuliert (der
Korollar 3.3.4).

Beweis des Satzes:
Durch Integration beider Seiten der Gleichung (1.13) nach p erhélt man

1
M :/ lim * In Ry (Dg" (x)) dy.
n—oo M,
Nun ist

1 1
—1In||Dg" = —1
| Dg"@)| = —In




< 13 m|ng (@)
< an:K

n

da Dg stetig mit kompaktem Definitionsbereich ist. Damit sind die Funktio-
nen

@ (#) = In Ri(Dg"(2))
fiir jedes ¢ = 1, - -, d durch eine Konstante beschrankt, denn
I1Dg" ()| = [R(Dg" (x))]]
und
Rii(Dg"(x)) < [|R(Dg"(x))]| -

ist. Also konnen wir den Lebesgueschen Satz {iber die dominierte Konvergenz
anwenden und erhalten

1 1
\i :/ lim —In R;; (Dg™(z))dp = lim — [ In Ry (Dg™(z)) du

n—oo M n—oo 1

firi=1,---,d.
O

Ist also die Voraussetzung (1.13) fiir das System erfiillt, so konnen wir die

Folgen {a’ },en von Integralen fiir i = 1,---,d
, 1
a, = — /ln(Rii(Dg”(:p)) du (1.15)
n
zur Berechnung von Liapunow-Exponenten Ay, ---\; benutzen.

Wie wir spéter in Kapiteln 4.1 und 4.2 sehen werden (Sétze 4.1.5 und 4.2.6),
haben die Folgen {a’, },en unter gewissen zusitzlichen Bedingungen das Kon-
vergenzverhalten

. . 1
c%:Ai%g+0(—) (1.16)
n n
bzw.
) ¢ e—@n
an,=XN+—+o ) (1.17)
n n
wobei ¢; fiir i = 1, - - -, d konstant und 6 positiv ist. Also kbnnen wir in diesen

Fillen die in [4] und [5] vorgeschlagenen Extrapolationsmoglichkeiten fiir die
Folgen dieser Art benutzen, indem wir die Folgen

b, =(n+ a1 —na, n=1,23,--- (1.18)
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bzw.
B, =2asm —am-1 n=1,2,3,--- (1.19)

flir2 =1,---,d definieren.

Die Anwendung dieser Folgen bei den praktischen Berechnungen von Liapu-
now-Exponenten werden im Kapitel 5 diskutiert.

Es wird die folgende Vorgehensweise zur Approximation von m ersten Lia-
punow-Exponenten A, -- -, A, nach der Formel (1.15) vorgeschlagen:

e Zuerst berechnet man (z.B. mit Hilfe von GAIO) eine Boxeniiber-
deckung des Attraktors {A;}/<, und die zugehdrige Approximation
i € RE (K - Anzahl der Boxen) des invarianten MaRes p, wobei

e Man wihle aus jeder Box A, einen “Repréisentanten” z; fiir j =1, -+, K

aus, z.B. den Mittelpunkt der jeweiligen Box.

e Fiir die gewéhlten Punkte z;, j = 1,---, K, fiihre die im Abschnitt
1.2.2 (QR-Methode) beschriebene Berechnung von R;;(Dg"(x;)) fiir i =
I,---;mund n=1,---,T (T - Anzahl der Zeitschritte) durch.

e Die Approximationen a’, von a!, fiir i = 1,---,m werden nach der
Formel

K
, 1
S In R;;(Dg™(x;)fi; =1,---.T
= L RDS )

berechnet.
Benutze gegebenfalls auch die Extrapolationsfolgen (1.18), (1.19).

Mit dieser Methode kénnen wir also eine beliebige Zahl von Liapunow-Ex-
ponenten berechnen im Gegensatz zu den im Kapitel 1.3 beschriebenen Me-
thoden.
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Kapitel 2

Hilfsmittel - das auliere Produkt

In diesem Kapitel werden einige relevante Eigenschaften des &ufseren Pro-
duktes von Vektoren aus R? in Koordinatenform zusammengestellt und her-
geleitet. Es ist eine selbstindige Ausarbeitung des Materials, das der Autor
in der hier vorgestellten Form in keiner Quelle finden konnte. Dabei habe
ich mich an den Referenzen [2], [23] und [26] orientiert. Dieses Material ist
zum Verstindnis sowohl der darauffolgenden Verifizierung der hinreichenden
Bedingung fiir die Konvergenz (Kapitel 3) als auch der Fehlerentwicklung
(Kapitel 4) der hybriden Methode notwendig.

2.1 Notationen, Definitionen und priméare Ei-
genschaften

Eine Abbildung ¢ : {1,---,m} — {1,---,d} mit m < d wird streng monoton
genannt, falls (1) < 6(2) < ... < d(m) gilt. Die Menge aller streng mono-
tonen Funktionen von {1,---,m} nach {1,---, d} werden wir mit Ord(m,d)
bezeichnen:

Ord(m,d) ={0 : {1,---,m} — {1,---,d} | 0 streng monoton}.

Ein Element ¢ € Ord(m,d) kann auch als ein Tupel i = (i1, -, ) bzw.
T =11 iy mit 1 <4y < ... <14, <d dargestellt werden.

Auf Ord(m, d) wird die lexikographische Ordnung eingefiihrt, d.h. fiir 0,6 €
Ord(m,d) gilt o < ¢, fallses ein j € {1,---,m} mit

o(k) = 6(k) fir k=1,---,j—1 und o(j) < 8(j)

gibt. Somit wird §; = (1,---,m) als das kleinste bzw. das erste Element von
Ord(m,d) bezeichnet, d = (1,---,m — 1,m + 1) als das Zweite u.s.w. Das
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letzte (grokte) Element ist dp = (d+m —1,---,d) mit D = §O0rd(m, d).
Sei A(d) = {Ay, -+, Ay} eine d-elementige Menge. Sei

A(d,m) = {B € A(d) 2B = m}
die Menge allen m-elementigen Teilmengen von A(d).

Bemerkung 2.1.1 Ord(m,d) und A(d, m) sind isomorph. Insbesondere ist
t0rd(m,d) = (2).

d
m

Seien 1, - -, x,, Vektoren aus R? mit Koordinaten x; = (21, --,z4)7. Als
X =[xy, -, xy] bezeichne die d x m Matrix mit den Spalten xq,- -, 2,
d.h.
T11 T1m
x x
Y — 21 2m
Ld1 Tdm

Als X, ...;,, wird die Unterdeterminante der Matrix X bezeichnet, die aus X
durch die Wahl der Zeilen iy, - - -, 4,, hervorgeht:

Tiyr o Tigm
"IEM 1 o o. e x

Xi1---im = det ‘2 m . (21)
xzml ximm

Definition 2.1.2 Das #ufiere Produkt der Vektoren zi,---,z,, € R? ist

der Vektor x1 A--- Az, € R() mit den lexikographisch geordneten Koor-
dinaten

(.Tl VANRERIVAY xm)il---im = Xil---im mit (’il, tee ,’lm) € Ord(m, d)
Der Vektor z; A - -+ Az, wird auch in der Form A7, z; geschrieben.

Bezeichnet man mit {e;,- - -, ey} die Standardbasis auf R¢, so folgt unmittel-
bar aus der Definition, dass

{es A New | (i, -y ip) € Ord(m,d)}

die Standardbasis auf R(m) ist.
Das folgende Lemma stellt die Beziehung zu der “kanonischen” Definition des
aukeren Produktes her.

Lemma 2.1.3 Seien z1,- -+, Zm, v € R? und o, 8 € R, dann gilt:
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(i) Fiir eine Permutation ™ € S,, ist
Tr)y A+ A Zrgmy = sign(m)xy A=+ ANy, (Antisymmetrie).
(i1) Fiirj=1,--- m ist
Ty N AT AN (o + PO) ANzjpg A ANy, =
al@my N AT AN ANT) F By A AU N ATy
(Multilinearitat).

(11i) x1, -+, @y linear abhingig < 1 A - Ny = 0.

Beweis:
(1) 4 (i7) : Die Antisymmetrie und die Multilinearitét folgen aus den entspre-
chenden Eigenschaften der Determinante.
(7ii) : xq1,- -,z linear abhéngig < rang (X) < m mit X = [z1,--+,2,] <
es existieren keine m linear unabhéngigen Zeilen von X & alle m-zeiligen
Minoren verschwinden.

O
Mit (-, )1 bezeichne man das gewdhnliche Skalarprodukt auf R* und mit | - ||
die durch dieses definierte Norm: ||z|| = \/{x, z);, fiir z € RF.

Satz 2.1.4 Seien x,y € R () zerlegbar, d.h.

T=21 AN ANxpundy=y1 N NYn mit:cj,yjeRd, j=1--'m,

dann qilt
(@,y)(2y = (@A ATy yr A e Aym) 2y = det (M),
wobei
M e R™™ mit M;; = (x;,y;)a firi,j € {1, ---,m}
i5t.
Beweis:

Man setze X =[xy, -,z und Y = [y1, -+, yp]. Mit dem Determinanten-
Multiplikationstheorem (siehe [19]) haben wir

det (XTY) = > XiiYiyin-

1€0rd(m,d)
Der letzte Ausdruck ist gerade (1 A+ Axp, 1 A- - A ym>(d)
Da M = X7TY ist, folgt die Behauptung.

Unmittelbar aus dem letzten Satz folgt
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Korollar 2.1.5 Seien xq,---, 2, € R% Dann ist

|1 A Az = v/det (XTX),

wobei X € RY>™ die Matriz mit den Spalten 1, -, x,, ist. Beim = d gilt

also
”1’1 VAR /\SL’d” = |d€t (X)| .

Die Determinante det (XTX) fiir X € RY™ heift die Gramsche Deter-

minante. Der Ausdruck [|z1 A -+ A x| = /det (XTX) wird das Gramsche
Volumen genannt. Es ist gleich dem Inhalt des durch die Vektoren x4, - - -, x,,
gebildeten Spates (siehe [23] §9.5).

Seien zy,---, 2, * € R? linear unabhiingig. Man zerlege z in Kompo-
nenten x = zP + x° mit 2P € span {z1,---, 2, } und x°Lspan {z1,---, Ty}
Dann ist das Volumen des durch die Vektoren z,-- -, x,,, x aufgespannten
Parallelepipeds gleich

et Ao ANep Ax|| = ||z A Az []2°])-
Daraus folgt

Bemerkung 2.1.6
|1 Ao Az, Az

i = ||x°

(i) Lo B )
D.h. dieser Quotient ist gleich der Linge der zu span {xy,---,x,,} or-
thogonalen Komponente von x.

(ii) Fiir einen normierten Vektor ||x|| = 1 ist x° gerade der Sinus des Win-
kels zwischen x und der von den Vektoren zq,---,x,, aufgespannten
Hyperebene. Also gilt

Iy m A 2] = [sin Z (z,span {z1, -+, x,})]. (2.2)

[ s Ao A |
Da ||x°|| < ||z]| ist, gilt aukerdem die Ungleichung
lea Ao Axpm Az|| < |lze A Az ||z (2.3)
Als sehr niitzlich erweist sich die folgende allgemeinere Abschétzung.

Lemma 2.1.7 (Verallgemeinerte Hadamardsche Ungleichung)
Es gilt fir 1, -, 2, € R mitm <d und k € {1,---,m}
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(i) ler Ao Nl < Jlea A ANl A Al

m
(ii) Jas A+ Al < T il
=1

Beweis:
(ii) folgt per Induktion aus (2.3). Zum Beweis von (i) siehe [23] §9.5.
0

Definition 2.1.8 Zu A € R%*? definiere man die m-te assoziierte Matrix
(auch m-te dufiere Potenz genannt) \™A € RG)*(2) durch

N Az A+ ANxy) = Axy A -+ N Az,

fiir 21, -+, 2, € R

Unmittelbar aus der Definition folgt, dass die Spalte von A" A mit dem Index
J1 -+ Jm gleich

(A"A) ., = N Ay Ao Neg, ) = Ay A NAL, (2.4)

ist. Zusammen mit der Definition 2.1.2 erhalten wir das 4; - - - i,,-te Element
der 71 - - - j,-ten Spalte:

Ailjl Ailjm
(A" Ay i = et Aizjy Aigj, (2.5)
Aireis Airjm

Die folgenden Eigenschaften der duferen Potenzen von quadratischen Matri-
zen sind leicht zu verifizieren.

Lemma 2.1.9 Seien A, B € R™?, dann gilt:
(i) A" (AB) = A" (A) \" (B).
(i) \™ (A7) = (\"4)".
(iii) Ist A invertierbar, so ist N™ (A™1) = (N™A)~".

Lemma 2.1.10 Seienxy,---,xq undyi,- -, ym Vektoren aus R? derart, dass
d
Yj = ZAij%' fir j=1,---,m, Aj; € R
i=1
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gilt. Mit A bezeichne man die Matriz mit den Spalten A.; = (Aq;,- - -, Adj)T.
Dann ist

WA A= Y Ao A Ay
(j15++5Jm ) EOTd(m,d)

Beweis:
Setze X = [x1,- -+, x4). Dann gilt

YA ANYyp=XAIN - AXAm=N"XA1AN--NA.,).
Aus

- d
w = Zva.j fir w=Bv (n= (m)’ B € R"™" und v, w € R")
j=1

mit der Definition 2.1.2 (angewendet auf v = A4 A --- A A.,;,) und der Glei-
chung (2.4) (angewendet auf B = A" X) folgt die Behauptung.
0

2.2  AuReres Produkt und die eindeutige QR-
Zerlegung

Lemma 2.2.1 Sei A € R eine invertierbare Matriz und A = QR ihre
eindeutige QR-Zerlegung. Dann ist N™A = (AN"Q) (N"R) die eindeutige
QR-Zerlegung der Matriz \™A.

Insbesondere sind die Diagonalelemente von R (N\™A) gleich

Ril---im,il---im (/\mA> = H lelk ) (21 e Zm) S Ord(m, d) (26)
k=1

Beweis:
Es ist zu zeigen, dass A" @Q orthogonal und A" R von der oberen Dreiecksform
mit positiven Diagonaleintrigen ist.
Aus dem Lemma 2.1.9 folgt die Orthogonalitéit von A\™Q:
m T Am m m m m
A" QTAQ = (N"Q")A"Q = A" (Q7Q) = A" = 12

Nun wird die obere Dreiecksgestalt von \™R gezeigt. Nach (2.5) ist

Riljl e R“]m
(A" By i i = et Rigjy - Rigj, (2.7)
Ri,.j, Ri i
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Sei (i1, ,4m) > (j1, -+, Jm)- Dann existiert definitionsgeméf k mit i, = Ji
ﬁirlzl,-u,l%—l und ¢; > j;. Somit ist R; ;. =0
Da j; < j; fir | = 1,---,k — 1 und 4, > i; fiir n = k + 1,---,m ist, haben
wir

In > 1 firl=1,---,k—lundn="Fk+1,---,m.

Damit gilt
Ri;, =0 firl=1,--- k—lundn=4k+1,---,m.
Also sind die ersten k Spalten der Matrix aus (2.7) von der Form

(Riyj, - R 0,---,0)7 firl=1,---,k,

USSR
und somit linear abhéngig. Damit verschwindet die Determinante in (2.7) fiir

(le7 e 7Zm> > <j17 T 7,]m>
Fiir die Diagonalelemente von A™R gilt

Ry ooo.. Rii.
(/\mR)il--.imJl.._im = det O .
0 0 Rii,

Also ist Ryy.ipigeim (N"A) = [Ty Rigi, > 0 fiir (iy-- i) € Ord(m,d),
weil R;; > 0 fiir ¢ =1,---,m sind.
U

Lemma 2.2.2 Sei A € R eine invertierbare Matriz und A = QR ihre
eindeutige QR-Zerlequng. Dann gilt fir m=1,---,d

et (A )| = (7)) et a1

Beweis:

Es gilt:
d

|det (A)| = |det (Q) det (R)| = det (R) = H Ry;.

Mit dem Lemma 2.2.1 erhalten wir analog

det (A"A) =[] RusAN"A= I TIRw:

Jj€OTd(m,d) jEOTd(m,d) k=1
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Da dieses Produkt iiber alle Elemente von Ord(m,d) bzw. iiber alle m-
elementigen Teilmengen von {1,---,d} (siehe Bemerkung 2.1.1) lduft und
jedes Element von {1,---,d} in genau (i__ll) m-elementigen Teilmengen ent-
halten ist, gilt

11 ﬁRjkjk = ﬁ (:1__11) Ry = (Ti__lJ |det (A)].

jE€Ord(m,d) k=1 i=1
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Kapitel 3

Liapunow-Exponenten

In diesem Kapitel werden wir eine mafitreue Transformation g auf einem

Wahrscheinlichkeitsraum (X, B(X), p)?
g: X — X, pinvariant. (3.1)

und eine Abbildung A betrachten, die einem Punkt x € X eine invertierbare
d x d Matrix A(z) zuordnet

A:X —GL(RY mit In*||A()]| € LY(X, B(X), ), (3.2)

wobei In*(x) = max{0, In(z)} ist.

Im ersten Teil dieses Kapitels werden die Liapunow-Exponenten erster Ord-
nung definiert (siehe [30]) und die Existenz dieser fiir das System (3.1), (3.2)
gezeigt. Es wird eine diskrete Version des Satzes von Liapunow fiir die vor-
wirts reguldren Punkte aus X bewiesen. Die in dem ersten Abschnitt vor-
gestellte Resultate sind groftenteils in [30] sowie (zum Teil implizit) in [7]
enthalten. Diese Ausfiithrung hilft dem besseren Verstéindnis der im Kapitel
3.2 formulierten Fassung des Satzes von Oseledec.

Weiter werden im Abschnitt 3.3 die Liapunow-Exponenten héherer Ordnung,
d.h. die Liapunow-Exponenten der dufseren Potenzen der Abbildung A aus
(3.2), betrachtet. Der im Satz 3.3.3 angegebene Zusammenhang zwischen den
Liapunow-Exponenten von (3.1), (3.2) und den Liapunow-Exponenten der zu
A assoziierten Matrizen ist im allgemeinen bekannt (siehe [30], [7]). Diesen
werden wir dazu benutzen, um eine hinreichende Bedingung fiir die Konver-
genz der hybriden Methode aufzustellen (der Satz 3.3.3 und sein Korollar
3.3.4), was das eigentliche Ziel dieses Kapitels ist. Genauer gesagt, wird die

"Eine Transformation heifft maRtreu, wenn p(g='(B)) = u(B) fiir alle B € B(X) gilt.
In diesem Fall heift das MaR p invariant beziiglich g.
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Bedingung formuliert, unter der die Voraussetzung (1.13)

1
Ai = lim —In R;(Dg"(x)) p-fi, i=1,---,d,

n—oo M

des Satzes 1.4.1 gilt. In den dem Autor bekannten Quellen ist diese Frage
nicht behandelt worden.

3.1 Typzahlen und Liapunow-Exponenten fiir
Matrizenprodukte

Definition 3.1.1 Fiir eine Folge {a,},.y C R definiere ihre Typzahl ?
durch .
X(a,) = limsup — In |a,,| (3.3)
m

m—0o0

Dabei wird In0 := —oo gesetzt.

Man setze fiir {a,},y € R? und {a,}, C R* fiir ein d € N

x(a,) = limsup E In ||a,||
m—0o0 m

Dabei ist ||.|| im ersten Fall eine Vektornorm und im zweiten Fall eine Ma-
trixnorm. Existiert ein Limes in (3.3) so wird die Typzahl ezakt genannt.
Die Typzahl gibt an, mit welcher durchschnittlichen exponentiellen Rate ei-
ne Folge wichst bzw. gegen Null fillt.

Das folgende Lemma beschreibt die wichtigsten Eigenschaften der Typzahlen
(zum Beweis siche man z.B. 7] oder [29]).

Lemma 3.1.2 Fiir zwei Folgen {an}, cn s {0n},eny C R gelten folgende Aus-
sagen:

(1) Fiir jede beliebige Konstante ¢ € R\ {0} gilt x({ca,}) = x(a,).

(i1) Die Typzahlen sind monoton, d.h., existiert ein n € N mit |a,| > |b,|
fir alle n > n, so gilt auch x(a,) > x(by).

(iii) Ist —oo < x(an), x(bn) < 400, so gilt x(anbn) < x(an) + x(bn)

’Diese Art der Typzahlen wird oft auch die oberen Typzahlen oder die oberen charak-
teristischen Zahlen genannt (siehe z.B.[11] oder [29]), da wir uns aber in dieser Arbeit fiir
die unteren Typzahlen x(a,) = liminf, .o = In|ay,| nicht interessieren, bleiben wir bei
dieser Bezeichnung. Die oberen Typzahlen unterscheiden sich nur im Vorzeichen von den
von Liapunow eingefiihrten charakteristischen Zahlen.
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(iv) Seien —oo < x(an), x(b,) < 4+o00. Dann gilt fir die Summe (a,, + by,)
immer x(a, + b,) < max{x(a,), x(bn)} -
Sind die oberen Typzahlen von {a, }nen und {by, }nen verschieden, so gilt
die Gleichheit.

Nun gehen wir zu den Typzahlen fiir das System (3.1), (3.2) iiber. Dazu
betrachte zu einem gegebenen Punkt x € X die Matrizenfolge {A™(z)}
die durch

AM(w) = A (g™ (2)) A (9" () - =[[4@@). 34

1

neN

neN?

j=n—
definiert ist. Erklare die vorwdarts- Typzahl von (3.1), (3.2) in z zum Vektor
v € R?\ {0} durch
1
*(z,v) = limsup — lnHA”( .

n—oo

X

Solange die rickwdrts- Typzahlen nicht eingefiihrt sind, sprechen wir einfach
nur von Typzahlen von (3.1), (3.2) zu gegebenen Parametern.

Lemma 3.1.3 Die Typzahlen von (3.1), (3.2) existieren fir u-fast alle x €
X. Ist v ergodisch, so gilt die Abschdtzung

- [wt @l e <o) < [ jaw) e

Beweis:
Fiir 2 € X und v € R?\ {0} folgt aus || A"(z)|| < [[)_,_, A (¢/(x))]| und
dem Lemma 3.1.2
1 1
limsup —In||A"(z)v]| < limsup —In[|A"(z)||||v]|
n

n—oo n—oo

1
= limsup — lnHA"( i

n—1

< limsup — ZIHHA )H
n—1

< limsup — ZanFHA )H

Wegen der Integrierbarkeit von In* || A (g(x))|| folgt aus dem Birkhoffschen
Ergodensatz (siehe [36]), dass

JL&%ilnjL |A (¢ ()] = f(z) ptii.
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mit f € L'(X, B(X), p) ist. Fiir ein ergodisches Maf p ist f(z) = A konstant
p-fast iiberall mit A = [In™ [|A(z)|| du.

Weiter gilt fiir eine invertierbare Matrix A € R%9 und v € R? stets
|Av|| > ||v||||A7||7t. Daraus erhalten wir mit der gleichen Argumentation
wie zuvor

1 1 -
limsup —In [|[A"(z)v]] > limsup—lnHvH H(A"(x))_lH '
n

= limsup (——ln” (A™(x IH)

= —liminf — lnH (A™(z _1H
n—oo M
> —h,{gg}f;ZlnHA (@)

> —liminf%erﬁ A7 (¢ (=) ]|
§=0

Die Anwendung des Birkhoffschen Ergodensatzes auf In* || A~*(z)||, wie eben
gezeigt, liefert die Beschrianktheit von x*(z,v) nach unten p-f.ii. und den
Rest der Behauptung.

O]

Die Borelsche Teilmenge von X, fiir die x*(x,-) existieren, bezeichnen
wir mit X 7.
Im néchsten Korollar werden wir einige wichtige Folgerungen aus dem Lemma
3.1.2 betrachten.

Korollar 3.1.4 Fir z € X gilt:

(1) Sind xt(z,v1), -, xT(z,vx) paarweise verschiedene Typzahlen wvon
(3.1), (3.2), so sind vy, -+, vy linear unabhdngig. Insbesondere kinnen
mazimal d unterschiedliche Typzahlen auftreten.

(ii) Fiir jede Basis vy, --,vq von R? gilt

n—0o0

d
det (A" =i In|det A" (x
x(det(A"(x))) 1msupn n |de Z (x,v;)
Beweis:
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(i) Angenommen, dies ist falsch. Also konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass
es eine Darstellung

S
vk:Zajvj mit s <k und as#0
j=1

gibt. Nun folgt mit dem Lemma 3.1.2, dass

X+($7Uk) = maX{X+(1‘,Uj) |] € {17 e '75}7aj 7& O}

gilt, da die Typzahlen von x*(z,v;) fiir j = 1,- -, s paarweise verschie-
den sind. Dies steht aber im Widerspruch zu der Voraussetzung, dass
alle Typzahlen unterschiedlich sind.

(ii) Sei V die Matrix mit den Spalten vy, ---,v4. Aus dem Korollar 2.1.5
und der verallgemeinerten Hadamardschen Ungleichung (Lemma 2.1.7)
folgt, dass

[det A"(2)V] = | A*(@)v, A~ A A @)og]| < TT1A™ @)y

j=1
ist. Daraus erhalten wir mit Lemma 3.1.2
X (det A"(z)) = x (det A"(z)det V)
1
= limsup — In|det (A" (z)V)]
n

n—oo

IN

d
1
limsupglnl | | A™ (x)v;|
j=1

n—0o0

d

ZX+(ZL‘,U]').

j=1

IN

Definition 3.1.5 Die paarweise verschiedenen Typzahlen Ay(x), - -+, Ay ()
von (3.1), (3.2) in € X heifen vorwérts Liapunow-Exponenten des
Systems in diesem Punkt.
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Im folgenden, wenn nichts weiteres gesagt wird, werden die Liapunow-Expo-
nenten absteigend nach der Grofse durchnummeriert.
Man definiere

Ui(z) = {v € RY| x T (z,v) < Ay(2)} fiiri=1,---, s(x)
und

Us(z)+1 (z) = {0}

Aus dieser Konstruktion folgt die Beziehung
Us(x)“(x) C Us(x)(x) C Us(z)—l(ff) o C Ul(l‘) = R%

Mit den bereits bekannten Eigenschaften der Typzahlen (Lemma 3.1.2) kann
leicht gezeigt werden, dass U;(z) fiir i = 1,---, s(x) Untervektorrdume von
R? sind. Als Multiplizitit oder Vielfachheit von A;(z) wird

di(z) :=dimU;(z) —dimU;_y(x) firi=1,---,s(x)

bezeichnet.

Mit Ay(z),- -, Ag(x) werden die Liapunow-Exponenten von (3.1), (3.2) in
x € X:[ mit ihrer Vielfachheit bezeichnet.? Diese werden ebenso absteigend
nach der Grofe durchnummeriert.

Definition 3.1.6 Eine Basis V, = {v1(z), -, v4(2)} von R? heikt normal
fiir z € X:, wenn die Summe der zugehorigen Typzahlen in Punkt x minimal
im Vergleich zu jeder weiteren Basis ist.

Es ist relativ einfach mit den bisherigen Erkenntnissen zu zeigen, dass V),
genau dann normal ist, wenn

d s(x) d
Zf(%vz) = Zdi(fﬁ)/\i(fb’) = Z)\i(fb’)

ist.* Bzw. im Falle, dass die Basis V, absteigend nach den Typzahlen geordnet
ist, ist V, genau dann normal, wenn x*(z,v;) = \;(z) firi=1,---,d gilt.

Das folgende Lemma (siehe [11]) liefert uns eine weitere Moglichkeit nor-
male Basen zu beschreiben.

3 An anderen Stellen (aufer diesem Kapitel 3.1) werden auch die Liapunow-Exponenten
ohne die Vielfachheit mit )\; (also einem kleinen Lambda), deshalb ist es ratsam auf den
Kontext zu achten.

4Einen Beweis dafiir findet man z.B. in [11] oder [7].
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Lemma 3.1.7 Flir ein v € X| ist eine Basis V, = {vi,--,va} genau dann

. . . . . d
normal, wenn fir jede Linearkombination v ="

j=16iVj

X (z,v) = max{x*(x,v;) |7 =1,---,d mit ¢; # 0} (3.5)
gilt

Beweis:
Wir konnen o0.B.d.A annehmen, dass )V, absteigend nach den Typzahlen
durchnummeriert ist.

Zuerst sei V, normal. Dann folgt fiir eine beliebige Linearkombination

d
v = E c;v; mit ¢y #0
j=s

aus dem Lemma 3.1.2(iv) x(z,v) < xT(z,vs) = As(x), weil Ag(x) das
Maximum der Menge {As(z),---, A\g(z)} ist. Nach dem Austauschlemma ist
{V: \ vs} U{v} wieder eine Basis, die aber nicht unbedingt normal ist, also
gilt

d d
> N(@) + x (o) =) N()
j=1 J=1
is
und damit ist x"(z,v) > A\(x). Insgesamt erhalten wir x*(z,v) = A\s(x).

Es gelte nun (3.5) und V', = {v], - - -, v};} sei eine in x normale, absteigend

nach den Typzahlen geordnete Basis. Dann konnen wir jedes v € V' als

d
v; = E civ; mit ¢,; #0

1=n;
darstellen. Aus der vorausgesetzten Eigenschaft folgt
)\](.T) = XJF(ZL’,U;-) = X+<x7vnj) . (36)

Wegen (3.5) und der Anordnung (absteigend nach den Typzahlen) von V,
und V', ist

nj >mn; fir i>j. (3.7)
Also entsteht jeder der Vektoren v’j, -++,v'q durch eine Linearkombination
VON Uy, v+, Vg (fir j=1,---,d).

Die Normalitédt von V, ist bewiesen, wenn wir \;(z) > x*(z, v;) gezeigt ha-
ben (\;(z) = x*(z,v;) folgt automatisch daraus).
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Angenommen, es existiert ein j € {1,---,d} mit A\;(z) < x"(x,v;). Dann
folgt aus (3.6) und (3.7) auch x*(x,v,,) < x*(x,v;), also ist j < n;. Daraus
erhalten wir aber die lineare Abhéngigkeit der Vektoren v;,---, vy, denn
diese konnen durch Linearkombinationen von v, - -, v4 dargestellt werden.

Also kann ein solches j nicht existieren und )V, ist normal.
O

Sei z € X;F. Ist V = {vy,---,vq} eine beliebige Basis von R so nennen
wir eine Linearkombination v = Z;”Zl c;v; reduzierend, wenn die Ungleichung
(

X (z,v) <max{x"(z,v;)[j =1,---,m, ¢; # 0}

gilt. Das obere Lemma besagt, dass V genau dann normal in z ist, wenn eine
reduzierende Linearkombination der Basisvektoren unmdoglich ist.

Korollar 3.1.8 5 Fiir x € X:[ 15t es moglich eine normale Basis V, =
{v1(2), -+, va(x)} so zu wihlen, dass die zugehirige Matriz My, (diese hat
die Vektoren vy(x), - -+, vq4(x) als Spalten) von der oberen Dreiecksgestalt mit
FEinsen auf der Hauptdiagonale ist.

Beweis:
Als Ausgangsbasis fiir unsere Konstruktion nehmen wir die kanonische Basis
V', ={e1, -, eq}. Ist diese fiir das vorgegebene System nicht bereits normal

(in x), so konnen wir nach dem Lemma 3.1.7 eine reduzierende Linearkom-
bination v = »"_, cje; mit ¢, # 0 finden. Aus dem Lemma 3.1.2(i) folgt die
Gleichheit von x*(z,v) und x*(z,v") mit o' = év. Nach dem Austauschlem-
ma ist

V= {er, e,V erp, - eq)

eine weitere Basis von R?, dabei ist My~ immer noch von der oberen Drei-
ecksgestalt mit (My»_); = 1 fiiri=1,---,d. Die Summe der Typzahlen hat
sich aber im Vergleich zu der vorigen Basis reduziert.

Ist V", nicht normal, so suchen wir eine weitere reduzierende Kombina-
tion usw.. Dabei werden immer diejenigen Vektoren aus der reduzierenden
Linearkombination durch diese Kombination ersetzt, die den hochsten Index
besitzen (natiirlich miissen die zugehorigen Koeffizienten ungleich Null sein).
Nach endlich vielen Schritten® (wenn es keine reduzierenden Kombinationen

’Das im Beweis dieses Korollars verwendete Konstruktionsprinzip fiir normale Basen
stamm urspriinglich von Liapunow [28]. Im Original wurde die Existenz von normalen
Basen von der unteren Dreiecksgestalt gezeigt.

6Nach jedem Schritt reduziert sich die Summe der Liapunow-Exponenten. Da diese nur
endlich viele Werte annehmen kénnen, bricht das Reduktionsprozess nach einigen Schritten
ab.
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mehr gibt) erhalten wir eine normale Basis von der geforderten oberen Drei-

ecksform.
O

Nun fiihren wir den Begriff der Regularitit nach Liapunow [28] (siehe
auch [11], [7]) ein.

Definition 3.1.9 Ein Punkt x € X wird vorwdrts reguldr genannt, falls

n—oo M

d
1
liminf — In |det A" (z)| = Z Aj(z)
j=1

gilt.

Satz 3.1.10 Ist ein Punkt x € X wvorwdrts requldr, dann existieren die
Grenzwerte

r = lim ~ In Ry (A™(2))

n—oo 1
firi =1,---,d , wobei die Matriz R(A"(x)) die R-Komponente der ein-
deutigen QR-Zerlegung von A"(x) ist. Auferdem gibt es eine Permutation
T € Sq mit \ij = ().

Beweis:
Sei Q (A™(z)) R(A™(z)) die eindeutige QR-Zerlegung von A"(x). Dann gilt
wegen |det Q (A" (x))] =1

d

|det (A" (z))| = |det R (A" (z))| = HRn‘ (A"(x)). (3.8)
i=1
Sei by, ---,b, eine obere Dreiecksbasis mit Einsen auf der Hauptdiagonale

wie im Korollar 3.1.8. Fiir ¢ = 1,---,d und alle n € N ist [|[A"(2)b;|| =
||R (A"™(x)) b;||. Daher kénnen wir die Typzahlen zu b; als

1
xF(x,b;) = limsup — In || R (A" (z)) bs|

n—oo n
fiir ¢ = 1,---,d berechnen. Weil die i-te Koordinate von b; gleich 1 ist, gilt
die Ungleichung R;; (A"(z)) < ||R (A™(x)) b;||. Daraus folgt

1
X" (x,b) > limsup ~In R; (A"(z))

n—~0o0 n

= x"(Ry (A™(z))) fiir i=1,---,d. (3.9)
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Sei nun z reguldr. D.h., es gilt

ZX z,b;) —hmmf—ln|det (A™(x))].

n—oo M
=1

Dann erhalten wir mit dem Lemma 3.1.2, (3.9) und (3.8)

d
1

Z)ﬁ(:c,bi) < limsup — ln\det(A"( NI

i=1

n—oo

ZX R An ))
< Z}@L(az, b;).

Daraus folgt S>%  x* (R (A™(x))) = 2%, x* (2, b;). Und damit gilt wegen
(3.9)

IN

Auferdem haben wir auch

lim inf Z In R;; (A"(x Z lim sup — - ln R;; (A"(x)).

n—oo

Dies ist aber nur dann mdoglich, wenn die Grenzwerte
1
lim —InR; (A"(x)) fiir i=1,---,d
n—oo N,

existieren.

O

Es gilt auch die Umkehrung dieses Satzes: existieren fiir ein x € X die
Grenzwerte lim, .o = In R;; (A™(z)) fiir ¢ = 1,---,d, so ist z regulir (einen
Beweis dafiir findet man z.B. in [7]). Diese Richtung ist aber fiir uns irrele-
vant.

3.2 Regularitit und der Satz von Oseledec

Wir betrachten weiterhin das System (3.1), (3.2). Analog zu der Folge
{A™(x)},,en, die wir im letzten Abschnitt untersucht haben, kénnen wir die
Folge {A™ (x)}neN mit

A (r) = A1 (g*”(x)) Y (gfl(x))
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und ihre Typzahlen

X (x,v) = limsup % In HA’_L(:C)UH
betrachten. Diese werden die rickwdrts- Typzahlen von (3.1), (3.2) in x zum
Vektor v € R?\ {0} genannt.

Ahnlich wie auch fiir die vorwirts-Typzahlen konnen wir die Existenz von
X~ (x,v) auf einer Menge X mit vollem Maf, lineare Unabhéingigkeit der
Vektoren mit unterschiedlichen riickwérts-Typzahlen u.s.w. zeigen. Die Be-
weise gehen analog, wie auch die folgenden Definitionen.

Definition 3.2.1 (Siehe [7])

(i) Ein Punkt x € X wird riickwérts regulér genannt, falls

s™(z)
lim inf 1 In }det A’_‘(:p)} = Z d; (z)A; (v)
n—oo M
j=1

gilt, wobei Ay (z) <--- <AL () die riickwérts Liapunow-Exponen-
ten von (3.1), (3.2) (aufsteigend angeordnet) und d; (x) ihre Vielfach-
heiten sind.

(ii) Ein Punkt x wird Liapunow regulér (oder einfach regulér) genannt,
falls er vorwiirts reguliir und riickwiirts reguliir ist, auRerdem A (z) =

—A; (z) gilt und eine Zerlegung R¢ = @ffl) Wi(z) existiert mit

1
lim —1In [|A"(z)v|| = A} ()
n—oo N,
und

1
lim —In [|A" (z)v]] = —A,,(x)

n—oo M, m
fir v € W™ (z).

Der folgende Satz (siehe [36]) gibt uns eine Auskunft dariiber, wie die Liapu-
now-Exponenten in der Abhéngigkeit von dem gew#hlten Punkt x variieren.
Unter anderem besagt er auch, dass die Regularitét (im Liapunowschen Sin-
ne) eine “typische” Eigenschaft fiir das System (3.1), (3.2) ist.

Satz 3.2.2 (Oseledec) Sei g eine invertierbare mafitreue Transformation
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (X, B(X), ). Fir die Abbildung A :
X — GL(RY) gelte In* |A(z)|]| € LYX,B(X),n) und In*[[A7 (2)]| €
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LYX,B(X),p). Dann ezistiert ein X,, € B(X) mit u(X,) =1 und g(X,) =
X, mit folgenden Eigenschaften.”

(i) Es gibt eine messbare Abbildung s : X, — {1,---,d}.
(ii) Fir x € X, ezistieren natirliche Zahlen dy(x),---,dyq)(x) mit
Z,sfl) di(z) = d.

(iii) Zu jedem x € X,, gibt es eine messbare Zerlegung R = @ffl) Wi(z) mit
dim Wi(z) = d;(x) und A(z) (Wi(z)) = Wi(g(x)) firi=1,---,s(x).

(iv) Fiir jedes x € X,, existieren reelle Zahlen A\y(x) > -+ > A\yy)(x) derart,
dass

nlglgo % In||A(g" ' (2) A(g"2(x)) - ...  A)v|| = An(z)
fiir alle v € @) Wix) \ @), Wix) gilt.
Fiirve @, Wiz)\ @, Wiz) ist

lim 1 In||[A™ (g7 (@) - ... A7 (g7 (@) v|| = =An(2).

n—oo N,

(v) Die Funktion \i(x) ist messbar auf {x € X, |s(z) > i} und \;(g(x)) =

Ist p ergodisch, so sind s(x) und Ai(x), Xo(z), -+, As(x) p-f.i. konstant.

Man beachte, dass die Menge der reguldren Punkte X, im wesentlichen nur
durch die Transformation g bzw. die Wahl des Mafes p auf X vorgegeben
ist: Sind fiir zwei invertierbare Abbildungen A; und A, von X nach R%*¢
die Funktionen In™ HAlil(:p)H und In" HA;H(x)H integrierbar beziiglich y mit
reguldren Mengen X, (A;) bzw. X, (A2), so hat die Menge X, = X, (A4;) N
X,,(As) wieder das volle Maf und ist reguldr fiir die beiden Systeme.

3.3 Liapunow-Exponenten hoherer Ordnung

Sei g weiterhin eine invertierbare Transformation auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (X, B(X), u)

g: X — X, ginvertierbar, g invariant. (3.10)

"X, ist die Menge der Liapunow reguliren Punkte.
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Fiir ein m € {1, - -, d} betrachten wir jetzt die m-te assoziierte Matrix (siehe
die Definition 2.1.8) zur Matrix A aus (3.2):

AN"A: X — GL (R(i)> , x— N"Ax) (3.11)
mit In"||A*(2)|| € L'(X, B(X), ). (3.12)

Fiir diese Abbildung kénnen wir die Folgen {(A™A(x))" }ney fiir x € X mit

(A"A(@)" = A"A(g" () - ...- A" A(z) = \"A"(x)

definieren. Aus dem Lemma 2.1.7 (verallgemeinerte Hadamardsche Unglei-
chung) und der Definition von A™A folgt die Integrierbarkeit von
Int |A\™ AT (x)||. Also ist der Satz 3.2.2 auf das System (3.10)-(3.12) an-
wendbar. Damit existieren fiir ein z aus der Menge X, der reguldren Punkte
insgesamt D = (i) Liapunow-Exponenten A" (x), - - -, AT(x), gezidhlt mit ih-
ren Vielfachheiten. Diese werden die Liapunow-Exponenten m-ter Ordnung
fiir das System (3.1), (3.2) genannt.

Fortan werden wir mit X, die Menge der Punkte bezeichnen, die sowohl fiir

das System (3.1), (3.2) als auch fiir (3.10)-(3.12) regulir sind.

Satz 3.3.1 Seien A(z)1,- -, \(x)q4 die Liapunow-Ezponenten von (3.1), (3.2)
in v € X, mit ihren Vielfachheiten. Dann sind

> X () fiir i= (i1, im) € Ord(m,d)
ke

1

die Liapunow-Ezponenten des Systems (3.10)-(3.12) in x mit ihren Vielfach-
heiten.

Beweis:
Aus dem Satz 3.1.10 angewendet auf A\™A folgt, dass die Liapunow-Expo-
nenten A7 (z),- -, )\’<”d)(:c) von A"™A in x mit Threr Vielfachheit gerade

m

A (z) = lim 1 In Ry (AN"A™(z)) fiir i € Ord(m,d)

n—oo N

sind (eventuell ungeordnet). Mit dem Lemma 2.2.1 und dem Satz 3.1.10
(angewendet auf A) erhalten wir fiir ¢ € Ord(m, d)

1 m
A(x) = nhj)lo n In H Ry, (A" (2))
k=1
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lim — ln R, i, (A"(x))

n—oo N,

2
k=1
2 Ata
k=1

wobei m eine Permutation auf {1,---,d} ist. Da aber {1,---,d} =
{m(1),---,m(d)} gilt, folgt aus der Bemerkung 2.1.1, dass

{{i, i} i € Ord(m, d)} = {{x(j1), - - -, 7(m) } |5 € Ord(m,d)}

ist. Daraus ergibt sich

{i)\ik(x) i € Ord(m,d } {ZAM)
k=1

i € Ord(m, d)} :

O

Nun mochten wir fiir die weitere Analyse annehmen, dass u ergodisch ist.
Dann folgt die Existenz von insgesamt S mit S < (d) unterschiedlichen p-
fast iiberall konstanten Liapunow-Exponenten AT* > ... > ¢ fiir das System
(3.10)-(3.12) aus dem Satz von Oseledec (Satz 3.2.2). Nach dem Satz 3.3.1
ist der grofste von ihnen AT gleich

=0
i=1

wobei \; > ... > \; die fiir y-fast alle x konstanten Liapunow-Exponenten
des Systems (3.1),(3.2) mit ihren Vielfachheiten sind. Mit W2 (z), - -+, W5 (x)
bezeichne man die Oseledec-Zerlegung zu A\™A an der Stelle z € X,.

Bemerkung 3.3.2 In der beschriebenen Situation gilt fiir x € X,

lim — L A7 A (@) II—ZA & veR0\ @I, W (2).

Beweis:

Wir zeigen “=" (die Riickrichtung folgt aus dem Satz 3.2.2).

Sei v € @7, Wi (x). Also existieren a; und w;(z) € Wi (z) fiir i = i, -, S
mit v = Zis:iv a;w;(x), wobei a;, # 0 und 4, > 2 ist. Dann folgt aus dem

42



Lemma 3.1.2

nh_)ngo % In||A"AM(x)v| = lifln_)solip % In H/\mA"(:E)Zf:ivaiwi(x) H
— hfzn—?ogp % In ’)Zfzzvaz/\m/l”(x)wl(x)H
= max {x" (A" A" (2)w;i(z))]i =iy, -, S5}
< X" (A"A"(2)w;, (x))

i=1

Womit die Behauptung bewiesen ist.

O
Fiir eine Familie von linear unabhingigen Vektoren vy, -- -, v,,€ R definiere
die Menge®

1 . -
D {x € X, | lim ~In [ A"A"(2)(vr A+ Avm)|| = X;A} :

Mit eq,---,e,, bezeichne die ersten m Vektoren der Standardbasis von R?
d
(e1 A -+ Aep, ist also der erste Vektor der Standardbasis von R(m)).

Satz 3.3.3 Das Maf pu im System (3.1),(3.2) sei ergodisch und Ay > -+ >
Mg seien die Liapunow-Exponenten dieses Systems mit thren Vielfachheiten.
Fir einm € {1,---,d} gelte j1(Xe, ..e,,) = 1L und p(Xe, o, ) = 1, dann ist

1
Am = lim —In Ry, (A"(x))  p-f.d.
n—oo M,
Beweis:
Sei M eine d x d invertierbare Matrix und R(M) sei die R-Komponente der
eindeutigen QR-Zerlegung von M. Dann erhalten wir aus dem Lemma 2.2.1°

Ry (M) = [[Z, Riu(M) _ (AN"R(M))11

[1° R(M)i (A" 'R(M))n

8Diese Definition ist eine Verallgemeinerung der in [6] benutzten Definition, die in der
Form

XU:{:EEXH

1
lim = In||Dg"(x)v] = A\ }
n—oo n
(fiir ein v € R") angegeben werden kann. In der genannten Quelle wurde diese Menge in

einer Konvergenzaussage fiir die Folge L [ In|Dg"(x)v|| diu gegen A benutzt.
9Tm Falle m = 1 ist das leere Produkt []";" R(M); gleich 1 zu setzen.
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(A" R(M))- |
[(A™ R(M)).A|
IA"R(M)(er A -+ Aew)|
IA"R(M)(ex A -+ A emi)|
IA"Mer A= Aem)l
IA"M(er A=+ Aemi)

| My Ao AN Mo,

3.13
[0 A A Mo ] (313)
Also gilt fiir p-fast alle
1 1 mopn -
lim —In Ry (A%(2)) = lim —1In H/,\n (@) A--- Aem)
5 w5 TATAN @) e A A em )]
1
= lim —In||A"A™(@)(e1 A+ Aen)|l
n—oo N,
1
— lim —In ||A"A"(z)(ex A+ Aemi)l|
n—oo M,
m —1
= D> N=D> Ni=Xn
i=1 i=1
O
Kehren wir zur Betrachtung des Systems
g: M — M, g ein C'-Diffeomorphismus, u ergodisch (3.14)

auf einer d-dimensionalen glatten abgeschlossenen reellen Untermannigfaltig-
keit M zuriick. Wegen der Abgeschlossenheit von M sind die Abbildungen

In||Dg(z)| und In||(Dg(x))"}|

p-integrierbar. Daher ist das System (3.14) ein Spezialfall des in diesem Kapi-
tel bislang untersuchten Systems (3.1),(3.2). Aus diesem Grunde kénnen wir
eine hinreichende Bedingung, unter der die Voraussetzung des Satzes 1.4.1

1
Ai = lim —In R;;(Dg"(x)) p-fi, i=1,---,d,

n—oo N,

fiir die Liapunow-Exponenten A\; > ... > A; von (3.14) gilt und damit die
Konvergenz

1
Ai = lim — [ InR;(Dg"(x))dp i=1,---,d.

n—oo M

gesichert ist, folgendermafsen formulieren:
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Korollar 3.3.4 Sei M, die Menge der requliren Punkte von (3.14) und Ay >
-0 > Ag die auf M, konstanten Liapunow-Ezponenten dieses Systems mit
thren Vielfachheiten. Es gelte

(frem

firm=1,---,d —1.'"° Dann ist

! m -
T}ggogln”/\ Dg"(z)(er A+ New) =ZA}> =

1
Am = lim —In R, (Dg"(x)) p-fi.

n—oo M,

firm=1,---,d.

10Fiir m = d ist diese Bedingung automatisch erfiillt, weil
|A“Dg"@)er -+ nea)| = ldet Dy ()]

ist und alle x € M, reguldr sind.
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Kapitel 4

Analyse der Fehlerentwicklung

Das Ziel dieses Kapitels ist die analytische Untersuchung des Konvergenzver-
haltens der Folgen

n

1 /ln Rym(Dg"(z))dp  fir m e {1,---,d}, (4.1)

deren rdumliche Diskretisierung zur Approximation von Liapunow-Exponen-
ten mit Hilfe der im Abschnitt 1.4 beschriebenen hybriden Methode dienen
soll.

Zu diesem Zweck wird im Abschnitt 4.1 eine auf dem dufseren Produkt basie-
rende Darstellung der Terme In R,,,,(Dg™(x)), die eine genaue Vorstellung
tiber die Fehlerentwicklung der Folgen (4.1) ermoglicht, hergeleitet. Dabei
wird der in [5] verwendete Ansatz aufgegriffen, in dem die Darstellung der
Standardbasisvektoren eq, - - -, ¢4 in der aus den Oseledec-Vektoren bestehen-
den Basis des Tangentialraumes T, M an der jeweiligen Stelle x zur Analyse
der Folge + [ ||Dg™(x)|| div verwendet wurde.

Eine Schwierigkeit bei der Untersuchung von (4.1) stellt der Ubergang von ei-
ner punktweisen zu der L'(u) Konvergenz fiir gewisse Funktionenfolgen dar.
Im Abschnitt 4.1 ist dieses Problem durch eine Integrabilitdtsannahme gelost.
Im darauffolgenden Abschnitt 4.2 wird die gewiinschte L'(x) Konvergenz
durch die Voraussetzung (Einfiihrung) einer Art hyperbolischer Trennung
von einzelnen Liapunow-Exponenten (\,,;1 — \,, Hyperbolizitiit!) erreicht.
Im letzten Abschnitt wird der im Kapitel 1.3.2 angegebene Satz iiber die

Konvergenz der Methode von Aston und Dellnitz beweisen.

IDie Definition findet man in dem entsprechenden Abschnitt des Kapitels.
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4.1 Analyse mit Hilfe der Oseledec-Zerlegung

In diesem Abschnitt betrachten wir ein diskretes dynamisches System auf
einer d-dimensionalen glatten reellen Untermannigfaltigkeit

g: M — M, g C'-Diffeomorphismus (4.2)
M abgeschlossen, p ergodisches W-Malf. (4.3)

Dieses System hat auf einer Borelschen Menge M, mit (M) = 1 die kon-
stanten Liapunow-Exponenten A\; > ... > A (s < d). Um die Analyse dieses

Systems zu vereinfachen, wollen wir fiir die Oseledec-Zerlegung des Tangen-
tialraumes T, M = @;_, W'(x)

dimWi(z) =1 firi€1,---,s (alsos=d) p—fii (4.4)

voraussetzen.
Jetzt erinnern wir an die im Kapitel 1.3.1 eingefiihrte Notation und an die
dort erhaltenen Resultate:

e w;(z) fiir i = 1,---,d sind normierte (||w;(x)|| = 1) messbare Vektor-
felder mit w;(z) € W(z).

e Die messbaren Abbildungen a® : M, — R\ {0} fiiri = 1, - -, d werden
durch

Dg(x)wi(x) = a' (x)wi(g(x))
definiert. Fiir diese gilt ) (z) = £ ||Dg(2)w;(2)|,i=1,---,d, und

i = /ln ‘a(i) (z)] dp. (4.5)

AW (z) = ’H a(g () i=1,---,d. (4.6)
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Lemma 4.1.1 Fir eine positive Folge (¢, )nen gelte

o1
lim —Ine¢, =¢ <0,
n—oo N,

dann ist  lim ¢, =0

n—0o0

Beweis:
Wihle ein A € (¢,0), dann existiert ein 7 € N mit

1
“Ilne, < XA < Ine, <n\ & ¢, <e™
n

fiir alle n > 7. Da €™ gegen 0 fiir n — oo konvergiert, folgt die Behauptung.
OJ

Lemma 4.1.2 Seii > j und e >0 mit A = \; — \; +¢ < 0, dann ezistieren
fiir p-fast alle x Konstanten Cy ., so dass

AP @]
AP @]

gilt. Insbesondere ist lim,,

Beweis: A
Aus dem Satz von Oseledec und der Definition von A,(f)(x) folgt

|49 @) o

lim — = lim lln |Dg (fﬁ)wz(w)ll

CEaR@| e D)l
= Jim o [[Dg"(z)ei(@)] = lim S| Dg" (2w’ (2)]
= \— )\j <0

fiir i > 7. Aus dem Lemma 4.1.1 folgt, dass es fiir jedes Paari,j € {1,---,d}
mit ¢ > j und jedes x € M, ein C existiert mit



Man setze C,. = max{Cy’|i > j}.

Fiir i = (i1, -+, im) € Ord(m, d) setze
A (@) = A (@) - A ().

) € Ord(m,d) als 1,, und entsprechend ist

Man bezeichne (1,---,
AD () A (),

Ay () =
Lemma 4.1.3 Seien i,] € Ord(m,d) mit i # 1, = (1,---,m) beliebig. Sei
A= Apt1 — Ay, und € > 0. Dann existieren Konstanten C, . fir x € M, mit
|Az( )| < C e()\+s)n baw. }Azn('r)AlnC;)} <C, 66(5\+€)n.
[ALm ()] Ay (2)) ’
Insbesondere gilt
MA@ [A@A@)]
im —— im : 5 =
woe [ Al (@)] o (Al (x))

Beweis:
Es gilt (siehe den Beweis des Lemmas 4.1.2)

M:mei —iAJ:Xi

I
nso [Aln ()] T

bzw. 45
‘— ZA%+ZAI,€ 22)\_)\”

Somit existiert fiir € > 0 /,c—fast uberall C’x,s, so dass
i - Al Al -
4@ _ o ey AEDAD] o e
(A ()

[Abm ()] ~
gilt. Da A1 — A > A; (die Gleichheit gilt fiir ¢ = (1,---,m — 1,m + 1))
und \; > \;; ist (A = Ay gilt fiir I = 1,,,), folgt die Behauptung.
O

Man definiere die Matrizen (a;;(z)) € R fiir z € M, durch?

d
= S aleunte) fiei— 1o
i=1

2Der Ansatz, bei dem die Einheitsvektoren zum Zwecke der Fehleranalyse in Oseledec-

Vektoren zerlegt werden, kommt aus [5]
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Dann gilt fir j=1,---,d
d
Dg"(z)e; = Dg"(z) ) aj(x)wi(x)
=1
d
= Y ai(x)Dg" (@)w;(x)
=1

= Z i () AY (2)w; (g™ (x)) (4.7)

Sei i = (i1, ,im) € Ord(m,d), dann setzen wir zur Abkiirzung «;(z) =
iy i (), wobei der Term «, .4, (2) (siehe den Abschnitt 2.1) durch

a1(z) o am(2)
Qi i (T) = et Qi1 () o Qi (2)
@,1() i m(T)

definiert ist. Speziell fiir den Fall i = 1,, = (1,---,m) ist ay,, (z) = aq,... ().
Aus dem Lemma 2.1.10 und (4.7) folgt

(Dg"(@)).y A= A(Dg™@)).y = Y () (AL AT (@)w;, (97 (2)))

JEOrd(m,d)

=Y o [[AP @A, 6" @).

jEOrd(m,d) k=

—

Also gilt wegen |[v|* = (v, v)

I(Dg™(x))., A--- A (Dg™(x)). || =

= > aj(@ae) [ [AT @) AL @) (AL ws, (" (@) Ay, (97 (x)))

j,1€0rd(m,d) k=1

= Y a@a(@) A ()AL (@) (A w, (9" (@), Afew, (97(x)  (4.8)
j,1€0rd(m,d)

= Grpn(z) + Restpn(z) ,
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wobei mit Rest,,,(z) die im Ausdruck (4.8) angegebene Summe ohne den
ersten Summanden

Gramn(x) = (a1, (@) (A (@) o (g (@) A -+ A win(g" ()]

bezeichnet wird. Das heifst
Restyn(x) =

j,leOrd(m,d)

121 rym)

D ag@)an, (@A) () A (@) (AL wj, (9"(2)) ATy (97 ().
j€O0Trd(m,d)
321, m)

Analog werden Rest,,_1 () und Gry,_1 ,(x) definiert, wobei die Indizes {iber
Ord(m — 1,d) laufen sollten.

Bemerkung 4.1.4 Alle folgenden Integrale seien zunéchst im Sinne von
Integralen fiir die messbaren numerischen Funktionen 3 erkliirt, so dass, wenn
nichts zusétzlich angemerkt wird, auch die Werte 400 und —oo angenommen
werden kénnen.

Fiir ein m € {1,---,d} sei die Folge (a;'), oy Wie bereits im Kapitel 1.4
durch

1
ar = " /ln Ry (Dg™(x))d .

definiert. Angenommen, es existiert der Grenzwert

Cp, = lim n(a) — A\p),

n—oo
dann ist

1
anm:)\mjt%—i—o(—).
n

n

Es gilt

3

na = /lanm(Dg"(a:))d,u
-/ ln%dﬂﬁ o |47 @) (49)

3Eine Funktion f : M — R U {—o0, +0o} heift numerisch. Zu der Integralbildung fiir
die messbaren numerischen Funktionen siehe z.B. [18].
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Aus der Definition von AY™ (), (4.5) und der Invarianz von In |a™ (z)| unter
u folgt

/ln}Ag”)(x)‘d,u = /ln H ‘a(m) )| dp

j=n—1

= 5 [l ]

=0
= n\,

Zusammen mit (4.9) ergibt sich also
D n
n(al — A\p) = nal —nh, = /ln Mdﬂ- (4.10)
R

Dieser Term wird nun genauer untersucht.
Mit W (z) bezeichne man die Matrix mit den Spalten wy(z), - -, wy,(x)
und setze fir k=1,---,d

Wir(z) - Wia(z)
W) = (N ), = den | ) e el
de(ﬂf) de<l’)

und fiir £ = d + 1 setze W:g(x) =1.

Satz 4.1.5 Das System (4.2), (4.3) geniige der Annahme (4.4). Auferdem
seien die folgenden Voraussetzungen erfillt:

(i) ’W:::ll )’ > 0 und ’Wm e )’ > 0 fiir p-fast alle x € M.

e
(i1) In sei pu-integrierbar.
’W,;’Z,’...,;l(x))

(iii) Es ezistieren €,,_1 > 0, £, > 0 derart, dass

inf [|AfL i (6" ()| 2 e und inf [|A25 w0 (7 ()| 2 e

fiir p-fast alle x € M ist.
Beim =1 wird 1nf H/\m Sl (g7( H =1 gesetzt.
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(iv) Die Funktionenfolgen

besitzen eine p-integrierbare Majorante g(x).

Dann gilt
1 - 1
— /ln Ry (Dg"™ (x))dp = A\, + Cm +o (-) )
n n n
wobei
m—+1,-
o= [ W @)| lloa@) A Awn(@)]
du
Wi @) e (@) A A wa (@)
i5t.
Beweis:

Da die Matrix a(z) die Inverse von W~1(z) ist, gilt fiir alle k € {1,---,d}
und i, j € Ord(k,d) (siehe, z.B. §1.4 in [23])

Ay 5y (SL’) T Qg gy (SL’)
det Ay 51 (SL’) T Ol gy (SL’) _
alk]l(x) aik]k(x)
Wia(@) - Wy, (2)
— (—1)Fdet W(z) et | i (@) Wisia i ()
Ja—k 1 (SL’) Jd—k td—k (SL’)
mit K;; = Zle (i, + ;). Dabei sind die aufsteigend geordnete Tupel

(zl, zd x) und (51, . ,j’d,k) durch

(i1, i U {in, - ind = {1, -+, d}

bzw.
(- Jae U, - ey = {1, d}

definiert. Anders ausgedriickt ist (siehe die Definition 2.1.8)

AW (z))
(/\ka(x))i’j = (=)™ ( det W(x)>w' (4.11)
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Daraus folgt wegen det AT = det A fiir eine reelle Matrix A, dass

Wi W
lag,...m ()] = W zw. o .omer(T)] = dot (W (@)

ist. Damit gilt
|mwﬂwpu)@jwﬁyjuﬂ>o fiir k=m—1m

und
it )

m+1

W] e @l
Es reicht also wegen (4.10) zu zeigen, dass

[ D), [y, lon@l @ Ao

A7) Gt a @) [02(@) A A w1 (@)]

fiir n — oo gilt.

Es ist
[ ()] 02(2) A - A (@)
[ (@) [ 01 (2) A A wr (2]
[ (@) @) A Awa()]
‘/ ! |a1,...,m_1<x>|d“/ " 2 (@) A A s ()] ¥

da nach den Voraussetzungen (ii) und (iii) beide Integrale endlich sind. Wegen
der Invarianz des Mafses gilt fiir alle n € N

lwi(@) A= Awm(@)l] [wi(g" (%)) A -~ Awi(g" ()]l
/ln | /ln

wr(2) A At ()] [wr(g™ (@) A= Awma(g"(2))

du =

Damit ist fir n € N

gy [02() A - A (3)]
/ o @) [0 (@) A A wpr @]

_ /ln | |1 (@) w1 (g™ () A - - - A win(g"(2)) ]

L1 ()] lwr (g™ (@) A - Awma (g7 (2)]

Also erhalten wir

Ry (Dg" () |, m (@) Jwi () A - - A wm (@)
/m AW@)‘M_/mm




[0 OFE) ol ) A Aol O,
AT (2) a1 @) (@) A A n1(g" ()]

_ /m By (Dg"(2)) |1, - mor (2)] [wr (9" (2)) A - - A wm_l(ScJ"(w))ll iy

B A (@) e (@)] s (97 (@) A -+ A wn(g" ()]

Wegen

[(Dg"(x)).y A--- A (Dg™ (@)l

R (Dg"™(2)) = |(Dg™(@)).y A+ A(Dg™(x)).p_i |

(siehe (3.13)) und (4.8) ist

Benutzt man die bereits eingefithrten Bezeichnungen Rest,, (), Grmn(2),
bzw. Resty—1,(x), Grm—1,(x), so ergibt sich aus der letzten Gleichung

(Rmm (Dg"(x))>2 B Gronn(z) + Restmn(z) |
A () (Grmo1n(z) + Restm_1n(z)) (A&{”)(x))z

2
Teilen wir den Zéhler und den Nenner durch Gr,,_; ,(x) (A,(lm)(x)> , SO er-

halten wir )
R (Dg"@))\ " _
A ()
(o, () AR wy, (g ( ))H Restyn() 2
(a1, @) |A75 ws, (g (@) Grm 1a(@) (A8 (@)
- Restm,lm(:c)
L+ Grm—1.n(x)

56



Es gilt

Restynn(2) (a1,m-1(2)) H/\m 1 W ( H
Grme1() (Amx))? (1 () | APy (97 <x>>||
_ Resty, n(x)
(01, (@) T (AY @) Ik (97 @)
_ Resty(x)
N Grypn(x)
Damit ist
R (Dg"(2) | on1(@)| [01(g" (@) A - - Awna (g (@) _
A7 @) a1 (@) wn(g" (@) A~ A wn(g" ()]

1
Rest,, () Rest,,—1 () A
= (14 =2 (g g Sl
(( T G )( T @)
Nun zeigen wir, dass

1
t 2
lim In <1 + M) dp =0

n—oo Grpn(x)
ist.
Es gilt
Resty, ()
Grmn(r)
-y ay(@)ay(@) A (1) A ()N i (67 () AL wy (97 (2)))
<o) (e, (2))* (A () |y wi (97 (2))
1#£(1,--
S o (z)on,, (2) A7 (2) Ay (2) (NI wy, (9" (%)) s ARy we (97 (7))
JeOrdtmd (ar,, () (Ab () Iy wr (97 ()]
(L m)
Man betrachte die Folge (M’Eg)> fiir ein x € M, fiir das die Vorausset-
Tm.n N

zungen (i) und (iii) erfiillt sind. Aus der verallgemeinerten Hadamardschen
Ungleichung (Lemma 2.1.7) folgt fiir j € Ord(m,d)

INgswj, (g™ @) < T T hws, (97" @) = 1.
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Daraus erhalten wir fiir 5,1 € Ord(m, d) mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

(NEmwy, (9"(2)) , Ay wy, (97 (2))) < 1.
Mit der Voraussetzung (iii) ergibt sich daraus

'Restmm(:p)
Grpa(x) | —
< ¥ Oéj(x)al(ﬂf)A%(ﬂf)fgn(xﬂ/\k” 1w (9"(2)) ) AR wi, (9"(37))>'
T (0, () (Al ()7 APy (") P
() (N wy, (9™ (), AR wie (97(2)))
+(Z<) e A I T '
aj(@)au(z) A (x) A (2)
: j,lli%m@ (ar,, (2))" (AL () Iy (97 ()1
N 0, () 43 (x)
|1, D A ) T )T
1 oy (z)oy(z) A () A, (x) B AC)
N WP e v AP M MR

Da die Terme «(x) fiir j € Ord(m, d) unabhéngig von n sind, folgt aus dem
Lemma 4.1.3 die punktweise Konvergenz

1
) Resty, () \ 2
1 1 14+ —-7 —
e n( T Gra(@) ) !

fiir p-fast alle z. Mit dem Lebesgueschen Satz von der dominierten Konver-
genz (zusammen mit der Voraussetzung (iv)) erhalten wir

, Resty,n(x) : , Resty, n(x) :
1 In(l4+———"—) dpu= [ limIn({l+———"——| du=0.
i (10 G2 ) e [min (142200 ) o
Der Beweis fiir
1

. Resty, 1 ,(x)\ 2

1 In(1l+ ——"""7"-+- dp =

s n( ! Grm-lvn(@) =0

geht analog.
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4.2 Erweiterung des Hyperbolizitatsbegriffes
In diesem Abschnitt betrachten wir zunichst Systeme von der Form
g: M — M, g ein C'-Diffeomorphismus, M abgeschlossen  (4.12)

auf einer d-dimensionalen glatten reellen Untermannigfaltigkeit M.
Alle im vorigen Abschnitt eingefiihrten Bezeichnungen und Notationen wer-
den beibehalten.

Als erstes mochten wir an die Standarddefinition einer hyperbolischen
Menge fiir die Abbildung g erinnern (siehe z.B. [31]).
Eine kompakte, g-invariante Teilmenge M" von M heikt hyperbolisch,* wenn
die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(i) In jedem Punkt z € M" existieren zwei Unterriume W? und W* mit
T.M =W:E@ W und es gelten die Beziehungen

Dg(z)W,! =W und Dg(x)W:=W?

g() g(z)"

(ii) Es gibt Konstanten C' > 0 und A € (0,1), so dass in jedem Punkt
x € M" die Ungleichungen

(a) ||Dg"(x)v| < CA"||v]| fir v € W2 und n > 0.

(b) || Dg™(z)v]] < CAT"||v|| fiir v € W und n < 0.

erfiillt sind.
Die Bedingung (ii)(b) ist dquivalent zu

1
(ii) (b)) ||Dg"(z)v] > 5A’"||v|| fiir v € W und n > 0.

(siehe §12 in [31]).
Man setze 6 = —In A (natiirlich ist 6 > 0) und modifiziere die Definition der

Hyperbolizitit folgendermafsen:

Definition 4.2.1 Eine kompakte, invariante Teilmenge M" von M heifit
hyperbolisch, falls sie der Invarianzbedingung (i) fiir die Untervektorrdume

“Die Mengen mit den hier angegebenen Eigenschaften werden oft auch als gleichmi-
Big (uniformly) hyperbolisch bezeichnet. Eine allgemeinere Definition der hyperbolischen
Mengen findet man in [7]. Diese ist aber fiir uns jetzt irrelevant.
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W, W} geniigt und es Konstanten C' > 0 und § > 0 existieren, so dass die
folgenden Ungleichungen fiir x € M" gelten:

| Dg™(z)v| < Ce™®||v| fiir v € WS und n > 0.

1
| Dg"(x)v]| > Ee‘mﬂv” fir v € W' und n > 0.

Nun fixieren wir ein ergodisches W-Maf im System (4.12).5 Wir betrach-
ten also auf einer d-dimensionalen glatten reellen Untermannigfaltigkeit das
System

g: M — M, g Cl'-Diffeomorphismus (4.13)

M abgeschlossen, p ergodisches W-Malf. (4.14)

Dieses System hat laut dem Satz von Oseledec (Satz 1.1.1) auf einer g-
invarianten Borelschen Menge M, vom vollen Maf konstante Liapunow-Ex-

ponenten \; > ... > )\, (s < d) mit den zugehorigen Oseledec-Zerlegungen
des Tangentialraumes T, M = @;_, W'(z) fiir x € M,,.

Definition 4.2.2 Das System (4.13), (4.14) nennen wir A\, 41 — A\, hyper-
bolisch fiir ein m € {1,---,s — 1}, wenn es eine Teilmenge Ml’} von M, mit
L (M[}) = 1 und Konstanten C' > 1,5 6,, > 0, d,,41 > 0 gibt, so dass die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) )\erl + 5m+1 < )\m - 5m
(i) Fiir z € M) gilt
(a) [[Dg™(z)v]| < C ePmertomen ||| fiir v e @) W(z) und n > 0.
i=m-+1
1 - 4
(b) [Dg"(x)ll > ePm=0mn |y fiir v € @ W (x) und n > 0.
i=1

Die Konstanten C, §,, und d,,,; nennen wir die Hyperbolizititsparameter
(oder einfach Parameter).

°Die Existenz eines solchen ist mit dem Lemma 1.5 [32] gesichert.
6Eigentlich wiire es ausreichend C' > 0 anzunehmen, die Bedingung C' > 1 stellt aber
keine Einschrinkung der Allgemeinheit dar.
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Bemerkung 4.2.3

(i)

Die Existenz von C, 6,, und 0,41 fiir ein gegebenes x € M, die den
Bedingungen der Definition 4.2.2 geniigen, folgt aus der Definition von
Liapunow-Exponenten (zum Teil ist es im Lemma 4.1.2 gezeigt worden).
Die Definition 4.2.2 verlangt, dass diese Konstanten universell fiir u-fast
alle z sind.

Das Konzept der A,,11 — A, Hyperbolizitit hat eine direkte Verbindung
zu der bei Katok und Hasselblatt [27] angegebenen (71, 72) Aufspaltung
(im Original |27] heifit diese (\, p) splitting): Man kann leicht zeigen,
dass, falls das System (4.13), (4.14) fir A1 < 71 < 72 < Ay, beziig-
lich der Folge {Dg"(z)}, oy fiir p-fast alle z die (y1,72) Aufspaltung
aufweist, dieses System auch A1 — A\, hyperbolisch ist.

Die A1 — A\, Hyperbolizitat stellt eine Art Verallgemeinerung des Hyper-
bolizitétsbegriffes dar: Besitzt das System (4.13), (4.14) eine hyperbolische
Menge M" mit p (M") =1, dann ist dieses System A1 — Ay, hyperbolisch
fiir ein m € {1,---,s — 1}, wobei \,,;1 < 0 und \,, > 0 gilt. Ist andererseits
das System (4.13), (4.14) A\;,1— Ay, hyperbolisch (41 und A, wie oben), so
ist es nicht unbedingt hyperbolisch im klassischen Sinne,” denn A, 41 + 6,41
kann auch positiv sein.

Lemma 4.2.4 Das System (4.13), (4.14) sei A1 — A\ hyperbolisch mit
Parametern C, 6,, und 0,,11. Dann existiert ein £q > 0 mit

/ (é Wi(z), EB Wi(x)> > &g (4.15)

i=m-+1

fiir alle x € MZL‘

Beweis:

8

Seien v € @, W'(x) und w € @;_, ., W'(x) auf Eins normierte Vektoren.
Man setze fiir € M}

K,(z) = Dg"(x)(v — w).

Demnach ist |Ko(x)| = ||v — w]|| und (4.15) ist bewiesen, wenn |jv — w|| > ¢
fiir alle 2 € M) und ein festes £ > 0 gezeigt ist.
Aus der Kompaktheit von M folgt, dass es eine Konstante C’ > 0 mit

[Dg(x)| < C" und [ Dg~*(z)]| <’

"D.h., es muss keine hyperbolische Menge im Sinne der Definition 4.2.1 vorhanden sein.
8Die Beweisidee kommt aus [31], wo die entsprechende Behauptung fiir die hyperboli-
schen Mengen aufgestellt ist.
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fiir alle z € M (also auch fiir alle z € M}) existiert. Daraus erhalten wir
| Kn(2)] < (C)" [Jo = wl. (4.16)

Aus der A\, 11 — A\, Hyperbolizitidt und der umgekehrten Dreiecksungleichnug
folgt fiir z € M)

[Kn(z)] = [IDg"(x)v]| = | Dg"(x)w]
> L Om—tmn _ ¢ i timin,

C

Da A1+ Omy1 < Ay — 0,y ist, existiert ein n € N, so dass

o i ePm=dm)n _ 1 o(Am+1+dms1)n )

C

gilt. Zusammen mit (4.16) haben wir

lv —wl]| =

| K (2)] =

1
()" ()"

fiir alle z € M[}
O

Lemma 4.2.5 Das System (4.13), (4.14) sei \pi1 — A\ hyperbolisch mit
Parametern C, 6,, und 0,,11. Dann gilt fir i,l € Ord(m,d) mit i # 1,,

i _ Az’ Al _
|"41n(x)| S C2m6)\n baw. } n(l‘) n(‘f)} S 4m6)\n’
[ Ay ()] (Aym(z))
wobei X = A\py1 + Oyt — (A — ) ist. Insbesondere gilt fiir pu-fast alle x
Al Al () Al
i B @A)
B ] )
Beweis: ‘
Aus der Definition von Al (z) bzw. A (2) folgt
[Au@)] _ [1Dg"(@)ws, ()] - ... - | g™ (z)ws,, (2)]|
(A (@) [I1Dg™(@)wi(@)] - .. - [ Dg™(z)wm(@)]]

Man setze fiir i € Ord(m, d)
5 = H{j € {21772m}|j6{177m}}

{?17...7§} — {i1,~-~,im}ﬁ{1,~-~,m},
{%'1’...’3'3} - {il,...,im}\{;h...,gg},
{i1,~-~,i} — {1’...’m}\{{17...7z§}_
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Dann kénnen wir schreiben
1A@)] s [Pg" @)y, (@) TTicy [| D" (2)w, (2)]
[ Al ()] A [T, [1Dg" (z)wi(z)]|
i, [|Dg" (@), (0]
[Tiey | Do (2)w;, ()]

Da w; () € DL, Wiz) und w; (v) € @, Wia) fiir k = 1,---, 5 ist,
folgt aus der Annahme der \,,.1 — \,, Hyperbolizitit und 1 < § < m, dass

|A;(l‘)| (C 6<Am+l+6m+l)n)§ 25 _Ans 2m _Ané 2m X\
™ < 71,\75115:06 < e < e
[Am(z)| = (C—1 ePm=dm)n)
gilt.
Der Beweis fiir A (o)Al
‘ n(l'r) n(f)‘ <C4m€5\n
(Aym ()

geht analog.

OJ
Jetzt werden wir, wie auch im Kapitel 4.1, die Konvergenzgeschwindigkeit
der Integralfolge

[ 10 R (D))

n

fiir ein festes m € {1,---,d} gegen den Liapunow-Exponenten \,, untersu-
chen.

Zur Vereinfachung der Analyse wollen wir die Annahme der Einfachheit der
Liapunow-Exponenten des Systems (4.13), (4.14) machen. Es wird also an-
genommen, dass

d
dimWi(z)=1 (i=1,---,d) bzw. T,M = @W’(:p) p-fi. (4.17)

i=1

gilt.

Satz 4.2.6 Das System (4.13), (4.14) geniige der Annahme (4.17). Weiter
seien die folgenden Voraussetzungen erfillt:

(i) Es existiere ein £, > 0 mit’

WnT:ll d() > &y und )W$5<x>)>5m fir p-f..

9Zur Erinnerung: fiir m = d wird W;ln_tll d( x) =1 gesetzt.
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(i1) Es existiere e, > 0 derart, dass

inf || ARy wi (6" (@) > em und inf [|AFS wr (g7(2)]| 2 em
fiir p-fast alle x € M ist.'°

(11i) Das System sei A1 — A und Ny, — A1 hyperbolisch mit Parametern
C, 6m_1, Om und Opyyy.

Man setze A = max {41 + 0mi1 = (Am = 0m) s Am + 0 — (A1 — dm1) }-
Dann gilt fir jedes € € (0, —\)

1 Ch, (Ate)n
" /ln Ry (Dg"™(x))dp = A\, + - +o (e )

n
mit
o [ Wt @) (@) A A wn(@)]
dj.
Wi @)| (@) A A (@)

Bemerkung 4.2.7 Die Voraussetzungen des Satzes 4.2.6 und des Satzes
4.1.5 unterscheiden sich folgendermafsen:

(i) Die Voraussetzungen (i) und (ii) des Satzes 4.1.5 wurden durch die
Voraussetzung (i) im Satz 4.2.6 verstérkt.

(ii) Die Integrabilitdtsvoraussetzung (iv) vom Satz 4.1.5 wird durch die
Hyperbolizitatsvoraussetzung (iii) im Satz 4.2.6 ersetzt (verschérft).

Die Verstarkung der Annahmen im Satz 4.2.6 hat die Verschéirfung der Kon-
vergenzaussage zur Folge. Der Restfehlerterm o (%) wurde durch den Term

(A+en
0 (eT) ersetzt.

Beweis des Satzes 4.2.6:
Im Beweis des Satzes 4.1.5 haben wir schon gesehen, dass

n (% / In Ry (Dg"(2) )t — )\m) -

- (o Tt (1 Bt

0Bei m = 1 wird inf || A2 wy (9™(2))|| = 1 gesetzt.
n
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gilt (die Voraussetzungen (i)-(iii) des Satzes 4.1.5 folgen aus (i) und (ii)).
Somit bleibt uns

1
1 Restp, () Restp,_1.,(x) 1\
— |1 1+ —>— 1+ ——2— d 4.18
e(Ate)n / t (( + Grmn(T) ) ( + Grm—1.n(x) p—0 (418)
fiir n — oo zu zeigen.

. . Rest,
Zunichst werden wir den Term Zstmn(@)

Grmn(z)
im Beweis vom Satz 4.1.5 gezeigt worden (siehe die Seite 58f.), dass

naher untersuchen. Es ist bereits

Resty, n(x)
Grypn(x)

1 aj(w)oy(z) A () A, () aj(x) A7, (x)
=2 ﬁgéﬂ (a1, ()" (Al () m%%? ey e
Prr AL
gilt. Aus (4.11) folgt fiir j € Ord(m,d)
aj(@) | _ | (N (@), | _ (/\d_mw(x)>m+1...d,5
o, () (Ama<x))1m,1m (/\dme(x)> ’

mA1--d, m+1-d

wobei j € OTd(d - m, d) mit {517 T 7jd—m} U {jla Tt 7]771} = {17 Ty d} ist.
Da (/\dme(x)) _die (m+ 1---d)-te Koordinate des Vektors

m+1--d, j

(A"w(@)

L =Wy, (Z) N A wjd_m(x)

J

ist, erhalten wir

|

31(x)/\---/\w3d_m(x)H ’

a;(z) w %
ar, (2)| 7 [ pdom a ‘Wmﬂr'wd(x))
‘ </\ W<x))m+1---d,m+1---d e

Aus der verallgemeinerten Hadamardschen Ungleichung (Lemma 2.1.7) und
der Voraussetzung (i) folgt

d—m
@ fwi@] - i) o



fiir p-fast alle x.
Bei einer dhnlichen Vorgehensweise erhalten wir fiir j,1 € Ord(m,d), dass

oy (Do) _ 1
(e, (2) 2

p-fast iiberall gilt. Insgesamt folgt also fiir p-fast alle x

Resty,n(x 1 Al () Al (z Al (z
o< am| X e = e
T'mmn\T Emm jeord(m,d) ( nm(x)) jeOrd(md) n X
t<ord(md #(Lm

Weil es (i) — 1 Summanden im letzten Ausdruck gibt, erhalten wir aus dem

Lemma 4.2.5
Rest () 1 d . o
: < —1 Me = (e, 4.19
G| < ma () 1) ome-eon aw
Um (4.18) zu beweisen, zeigen wir
' 1 Resty, n(x) B

Das zweite Teil
1 Resty,—1.0(2) B
i oy [0 (1 G o
geht analog.

Fiir eine messbare Funktion f gilt | [ f(z)du| < ['|f(2)] du. Also reicht es

nﬂ,eM ) /‘ (1+ Rgiimn’z()))‘dﬂzﬂ (4.21)

lim

zu zeigen ((4.20) folgt daraus).
Wegen (4.19) existiert ein 7 € N, so dass

fir n > n gilt (sieche die Abbildung 4.1 auf der Seite 67). Also ist

N eme / ' ( Réifnmn?()))'d“g

66
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|In(1+x)|
25F

- = -2

151

05F

Abbildung 4.1: Verlauf der Funktionen [In(1 + z)| und |2z

< lim —
~ n—ooo (A te)n

1 /2 ’Restm,n(x) .

Grypn(x)

Aus (4.19) folgt aufserdem

2
6(5\+6’)n

2

Resty, n(x) Fehn _ ofie—n
- 6(5\+6’)n o :

Grpn(x)

Also erhalten wir mit dem Lebesgueschen Satz von der dominierten Konver-
genz,

1n<1+w)‘d,u

1
< lim ——
0 = oo / Gy ()

< lim [ 2Ce"du

n—oo

= / lim 2Ce™*"dyu = 0,

n—oo

womit (4.21) bewiesen ist.

Korollar 4.2.8 Das System (4.13), (4.14) geniige der Annahme (4.17) und
es gelte:

67



(i) Es ezistiere ein € > 0 mit
’Wg;(:c)’ >¢e firm=2---.d
(i) Das System sei A1 — A\ hyperbolisch firm =1,---,d — 1.

Dann existiert ein A <0, so dass firm=1,---,d

1 Cm An
— /ln Ry (Dg™(x))dpu = Ay, + 7 +o (e_)

n n

gilt, wobes

Cpm =

/i Wit @) (@) A A w(@)]
n

Wt @) (o) A A ()]
1St.

Beweis:
Es ist zu zeigen, dass unter den genannten Bedingungen die Voraussetzung
(ii) des Satzes 4.2.6 erfiillt ist und es ein € > 0 mit

)wf;;tj@)) = |det(W(z))| > € u— ti. (4.22)

existiert.
Man setze Anj , . (z) = |sin(Z(w;(x), span {wiy1(x), - - -, wm(z)}))|. Dann
gilt mit (2.2) firm=2,---,d

|wi () A~ A wp(x)]| = Aném(x) ) Angm(x) A\ (x)
p-fast tiberall. Aus dem Lemma 4.2.4 und der Voraussetzung (ii) folgt
Aniyy o glw) > fiiri=1,---,d—1.

Da aber Anf,, _.(z) > Anl,, _ 4(z) fir m € {1,---,d} und i <m +1 gilt,

existiert ein € > 0 derart, dass fiir u-fast alle =
|lwi(z) A~ ANwy(2)]| > € me{l,---,d}

gilt. Gehort ein Punkt x zu der Ap41 — Ap hyperbolischen Menge M fiir
m=1,---,d—1, so gilt das auch fiir das ganze x enthaltende Orbit {¢g"(x)}.
Also ist die Bedingung

inf [lws (9" (2) A+ Aw(g"(@))]] > € p Ll
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fir jedes m € {1,---,d} erfiillt. Aus der letzten Ungleichung folgt (4.22),
weil

[wi () A== Awa(z)|| = [det(W(x))]

ist.

4.3 Zur Analyse der Zeitlich-Riumlichen Inte-
gration nach Aston & Dellnitz

In diesem Abschnitt wird der Satz 1.3.2 in einer allgemeineren Form bewiesen.
Die folgende Analyse des Systems

g: M — M, g ein C'-Diffeomorphismus, pu ergodisch (4.23)

auf einer d-dimensionalen glatten abgeschlossenen reellen Untermannigfaltig-
keit M wird unter der Annahme der Einfachheit aller Liapunow-Exponenten

dimWix) =1 fiir i=1,---,d p-fii. (4.24)
durchgefiihrt.
Alle Notationen werden aus den Abschnitten 4.1 und 4.2 iibernommen.
Fiir # € M, bezeichne man mit a;(z), i = 1,---,d, die i-te Zeile der zu
W(z) = [wi(x), -, wy(z)] inversen Matrix a(z).

Lemma 4.3.1 Fir einic {1,---,d} setze {1y, 191} = {1,---,d} \ {i}.
Dann gilt firi=1,---,d

[wi, () A - ANy, ()]

||Oéz($)|| = ||w1(x) /\"'/\wd(fE)H
= |[sin/ (w,(x), spal {'w%l (l‘), T 7w§d_1(x)}>
Beweis:
Es gilt
ale) = ﬁww‘d (W) mit Ady; (W(x)) = (=1)"* det W (x),

wobei man die Matrix W7 (x) durch die Streichung der j-ten Zeile und i-ten
Spalte aus der Matrix W (x) erhélt. Damit ist

1

= det W (z) (=) det W' (z), - -, (—=1)% det Wd’i(x))

a;(z)
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und

1
2

1
i (z)|| = W

fiir ¢ = 1,---,d. Aus der Definition des dufseren Produktes fiir die Vektoren
wy, (), -+, w;, () erhalten wir

<(det Wl’i(:p))2 + -+ 4 (det Wd’i(x))z) (4.25)

w; () A Aw;, (z) = (det W (2), det W (), -, det W (2)) .

td—1

Daher ist

td—1 3

enno o] |
=W Tw@A e Awl

w; (T) A A wedfl(a:)H

Wie wir bereits in der Bemerkung 2.1.6 gesehen haben, ist die Inverse des
letzten Ausdrucks gleich dem Sinus des Winkels zwischen dem Vektor w;(x)

und der durch die Vektoren w; (z),---,w;  (r) aufgespannten Ebene.
UJ
Sei wie schon im Abschnitt 1.3.2 die Folge (ay),, oy durch
1 n
0=+ [ Dy dy (4.26)

definiert. In [5] wurde gezeigt, dass

1

A(T(x)Dg"(x) (4.27)

n(a, — A1) = /ln |G (z)]| dp mit G,(z) =

ist. Weiter wurde in der genannten Arbeit nachgewiesen, dass die Matrizen
Gp(x) fiir n € N in der Form

(1=
[N}

s
SIS
—~ |~—
=
3

=

Go(x) = Whn(z) + (4.28)

mit
Wia(2) = w; ("(@) a(e)” fir j=1,--,d  (4.29)
dargestellt werden kénnen. Die Normen der Matrizen W, (z), j = 1,---,d,
héngen nicht von n ab. Sie sind also fiir ein gegebenes x € M, konstant fiir

alle n € N mit
(Win(@)|| = [|aj(z)|| fiir j=1,---,d (4.30)

(siehe Proposition 4.1 in [5]).
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Satz 4.3.2 Das System (4.23) geniige der Annahme (4.24). Es sei Ay — A\
hyperbolisch auf der Menge MZ} mit den Parametern C', 61 und 05. Weiter
existiere ein € > 0, so dass

sin Z (wz(:c) , span {w;l(a:), e ,w;d_l(az)})’ >e firi=2,---,d

mit {iy, - - -,jd_l} ={1,---,d} \ {i} fir p-fast alle x gilt. B
Man setze X\ = Ao + 63 — (A — 1) Dann ist fir jedes € € (0, —\)

A +e)n
an:)\1+€+0<e ) (4.31)
n

n

mit
C= /lnHal(:L’)Hdu.

Bemerkung 4.3.3 Die Konstante C'; der hybriden Methode zur Berechnung
des dominanten Liapunow-Exponentes \; (siehe Sétze 4.1.5 und 4.2.6) ist

gleich
1= [ Imn+———dp= [ In —F+~——-dpu.
W) det (I7(2)

Vergleicht man diese mit der Konstante C' aus dem letzten Satz, so folgt aus
(4.25) wegen W;j(x) = det (W'l(z)), dass C; < C ist. In dem darauf-
folgendem Beweis des Satzes 4.3.2 wird gezeigt, dass ||ay(z)]| > 1 ist. Fiir
C1 > 0 gilt also C; = |Cy] < |C] = C. Im Falle C; < 0 ist ein a-priori
Vergleich der Betrige von C] und C' nicht méoglich.

Beweis des Satzes 4.3.2:
Zunéchst wird die Integrierbarkeit von ||y (z)|| beztiglich p gezeigt.
Aus dem Lemma 4.3.1 wissen wir, dass

laa (@) = [sin £ (wi () , span {ws(x), - - -, wa(x)})|
ist. Also erhalten wir mit der Ay — A\; Hyperbolizitdt und dem Lemma 4.2.4
die Existenz von € > 0, so dass

|laq ()] < fir x € M[j (4.32)

| =

gilt. Daher ist ||a1(x)| nach oben beschrinkt. Weiter folgt aus der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung und der Tatsache, dass «(z) die Inverse der Ma-
trix W (x) ist, fir x € M,

L= (i (@), wi(2)) < flaa (@) [lwi (@) = fea ()]
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Deshalb ist ||a(x)|| auch nach unten beschrénkt und damit integrierbar.
Wegen (4.27) ist der Satz bewiesen, wenn

1
I, e (/ Galll i _/ mHal(x)Hdﬂ)

1

~ it /ln |Gn( )H _ 0
n—oo e(Ateln o (2 )||
bzw.
_ /' G @I ), — g (4.33)
n—oo e lar ()]

gezeigt worden ist.
Weil sich die Funktion |In(y)| fiir 0 < y < 1 und y > 1 prinzipiell unter-
schiedlich in Bezug auf eine Majorante verhilt (siehe die Abbildung 4.1 auf

der Seite 67), miissen wir die Fille ||||g"((x))|||| < 1 und llllgn(:v))”l' > 1 bei der Un-
tersuchung des Integranden von (4.33) getrennt behandeln. Wir fangen mit
dem Fall ||||§"((§))|||| <1 an:

Aus (4.28), (4.30) und der umgekehrten Dreiecksungleichung folgt

ICu(a)l Wil 3 !A” |
@] = @] o HZ o ‘HWJ”( )|
2o
= 1- |y ()] ; Agzl)(x)) o (@)]] -

Da das System Ay — A1 hyperbolisch ist und

|cvi(z)]] = [sin £ (wi(x), span {w;l(x), e ,w;d_l(x)}>

fir ¢ = 2,---,d nach der Voraussetzung gilt, folgt aus (4.32) und dem
Lemma 4.2.5

—1 1
< —
T €

d Ag)(;p) _ T
lova ()] €€ ’Aﬁl)(x)’ €e

Die Funktion |In(y)| ist fiir y € (0,1) monoton fallend, daher ist fiir grofe'!
n im Falle 1@ -1

lloa ()l
’hl IGn@)] ’hl( —C~'e;\"> .

[l ()]

' muss grof genug sein, damit die Funktion In (1 — C'e;\") definiert ist.
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Deshalb existiert ein n € N, so dass

W IG@I | e
[leva ()]
fiir n > n und ”G"((f))"" < 1 gilt (siehe die Abbildung 4.1 auf der Seite 67).

Der Fall ||||§"(x)|||| > 1 ist etwas einfacher zu behandeln. Aus der Dreiecks-

ungleichung und (4.28) folgt

(J
[Ca@ll _ [Wan(@)l] 1 A5 \ )
o)l = ToaColl Tl 5 [afi] "

Die gleiche Argumentation wie im ersten Fall fiihrt uns zu

IGn @)l
leva ()]

Nun aber ist die Funktion |In(y)| fiir y > 1 monoton steigend und folglich
gilt

n

<1 +C’e)‘"

G.@I
I ey St (1+0e)

IGn @)l > 1 Da Cern positiv ist, erhalten wir

llea ()]

fiir
In <1 + C~'e;\"> < e,

[Gn ()]l
llea ()]

Daraus folgt fiir > 1 die Ungleichung

1C@l = 5
b @ SO

Insgesamt erhalten wir also fiir p-fast alle x und alle n > n

- NGu(@)l
Jos(@)]

Mit dem Lebesgueschen Satz von der dominierten Konvergenz folgern wir

daraus
HG x)
n—00 e()‘+5 Hal ,jL’

n
< Jim 6<A+> / 20" dy

= lim [ 2Ce"du

n—~o0

= / lim 2Ce™"du = 0.

n—0o0

< 20 ™.
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Damit ist (4.33) bewiesen.
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Kapitel 5

Numerische Beispiele

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden einige Aspekte der praktischen
Berechnung der Liapunow-Exponenten mittels der im Abschnitt 1.4 beschrie-
benen hybriden Methode untersucht. Es werden auch einige Notationen ein-
gefiihrt, die bei weiteren Beschreibungen numerischer Experimente beibehal-
ten werden.

In weiteren Abschnitten werden numerische Experimente an der Hénon-
Abbildung und dem Lorenz-System beschrieben.

5.1 Berechnung von Liapunow-Exponenten,
Notationen

In dem ersten Teil dieses Abschnittes diskutieren wir die in §§1.3.2, 1.4 an-
gegebenen Extrapolationsmoglichkeiten fiir die Folgen

1
ap = / It Ry (Dg™(2))dp fiix m = 1,---d, (5.1)

n

die zur Berechnung von Liapunow-Exponenten eines Systems
g: M — M, M CR?abgeschlossen (5.2)

dienen sollten. Man beachte: im Falle, dass ¢ ein C'-Diffeomorphismus ist,
erfiillt das System (5.2) die Voraussetzungen des Satzes von Oseledec 3.2.2.
Weiter sehen wir uns im Abschnitt 5.1.2 die durch die numerische Appro-
ximation der Folgen {a"},en, m = 1,---,d, entstandenen Fehler an und
ihre Auswirkung auf die Nutzung der im Abschnitt 5.1.1 untersuchten Ex-
trapolationsfolgen. Wie wir schon erwidhnt haben, wird die Approximation
des Attraktors mit dem rga-Algorithmus (siehe [13]) umgesetzt. Das folgende

I5)



Lemma besagt, dass fiir bestimmte Systeme der Attraktor auch der Tréger
des MafRes p ist.!

Lemma 5.1.1 Das System (5.2) besitze ein invariantes Wahrscheinlichkeits-
maf p auf M und g sei umkehrbar. Die Menge M \ OM sei absorbierend.?
Dann ezistiert der mazimale Attraktor A(M) wvon g beziglich M und der
Trager von w liegt in A(M).

Beweis:
Der maximale Attraktor von g beziiglich M (auch der beziiglich M konstru-
ierte mazimale Attraktor genannt) ist durch

AM) = () g"(M)

gegeben (siehe [33]). Es ist zu zeigen, dass u (M \ A(M)) = 0 gilt.
Wir definieren die monoton steigende Folge von Mengen {C,, },,en, durch

G = M\ () g"(M).

Fiir diese gilt M \ A(M) = lim,,_.o J,—_; Ck.
Wegen der Invarianz des Mafes und der Umkehrbarkeit von g erhalten wir
p(g"(M)) =1 fiir alle n € N. Daraus folgt (M \ ¢g"(M)) = 0 fiir alle n € N.
Da C, = Up_, M \ ¢g"(M) ist, gilt auch p(C,) = 0 fir n € N. Aus der
Monotonie der Folge {C), },en, erhalten wir

p (M AM)) = lim u(Cr) =0

O
Nun fithren wir die folgenden Notationen ein. Seien:

e N, - die Anzahl der Boxen in der Attraktoriiberdeckung {Af};vz’“l nach
dem k-ten rga-Schritt;

o ji* € R¥ - das approximative Maf auf ij:‘“IAf mit i"(A%) = ¥

) :c;‘C - der Reprasentant der Box Af, j = 1,---, Ng, der zur Auswer-
tung der numerischen Approximation Ry, (Dg"(z}))fi¥ des Integrals
S In Ryo (Dg™(2)) v benutzt wird (in den weiter unten vorgestellten

J

Rechnungen wird stets die Box Aé? durch ihren Mittelpunkt a:f vertre-
ten);

IFiir die Axiom-A-Diffeomorphismen kann man eine schiirfere Aussage machen: Es
existiert ein eindeutiges SRB-Mafes mit dem Tréger auf dem Attraktor (siche [34]).
’D.h., es gilt g"(M) C M \ OM fiir alle n € N. (siehe [33]).

76



o T - die Gesamtzahl der Iterationen von g, die nach jedem rga-Schritt
durchgefiihrt werden.

Dann kénnen wir die numerischen Werte, die die Folgen {a™}I_, fiir m =

1,---,d approximieren sollen, nach dem k-ten rga-Schritt als
L
~m o n/ k\\~k . _
' (k) = — EmRii(Dg (@), fir n=1,---.T (5.3)
=
berechnen.

5.1.1 Fehlerentwicklung der Extrapolationsfolgen
Wir haben im Kapitel 4 (Sétze 4.1.5, 4.2.6) gesehen, dass die Folgen {a"},.cn,

m=1,---,d, (siehe (5.1)) fiir gewisse Systeme in der Form
1
a?z)\m+%+o(—) fir m=1,---,d, (5.4)
n n
bzw.
—Omn
a?z)\m+%+0<e ) fir m=1,---,d (5.5)
n n

mit von n unabhingigen Konstanten C,, und 6,, > 0 dargestellt werden
konnen. Ausgehend von diesen Abschitzungen, untersuchen wir die in [4], [5]
vorgeschlagenen Extrapolationsfolgen

bZL = (n—l—l)azl_i_l —nazn7 n=123--- (5.6)
und
B =2ay, —abn—1, n=1,23---. (5.7)

Gilt die Abschéitzung (5.4), so bedeutet das fiir die erste Art der Extra-
polation
bt =A\p+o(l) fir m=1,---,d.

Die Restfehlerterme der Folgen {a},cn fiir m = 1,---,d sind aber ebenso
Nullfolgen. Deswegen lassen sich in diesem Fall keine Vorteile in der Kon-
vergenzordnung bei der Nutzung der Folgen {b"},cn gegeniiber {al'},en
erkennen.

Trifft diese Abschiatzung (5.5) 7zu, so gilt firm =1,---,d

b = Ay + 0(e” ™) (5.8)
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was eine bessere Konvergenzrate im Vergleich zu (5.5) darstellt.

Untersucht man die Fehlerentwicklung der Folgen { B} ,en, m = 1,- -, d,
so sollte diese mit den Restfehlertermen der Folgen {a% },en, m = 1,-- -, d,
verglichen werden, denn gerade diese Folgen liegen der betrachteten Extra-
polation (5.7) zugrunde. Es gilt fiir die Abschitzungen (5.4) und (5.5)

1
a%z)\m—i-O(Q—n) fir m=1,---,d.

Fiir den Restfehler der Folgen {B"},en fiir m = 1,-- -, d gilt im Falle (5.4)
1 ..
B,’?:)\m+0(2—n) fir m=1,---,d

und im Falle (5.5)
o fm2"

2n

B,’;”:)\m—i—o( ) fir m=1,---,d.

In beiden Fiéllen ist also der Extrapolationsansatz (5.7) gerechtfertigt.

5.1.2 Auswirkungen der numerischen Approximation

Bei der numerischen Approximation der Folgen {a"},en, m =1, -+, d, mit-
tels (5.3) unterscheiden sich die Naherungswerte {a)"(k)},en nach dem k-ten
rga-Schritt von den theoretischen um eine gewisse Grofse

ar(k) =ar +e(k) firn=1,2,3---. (5.9)
Diese werden vorwiegend durch das approximative Maf und dem damit ver-
bundenem Quadraturfehler verursacht. Sie kénnen aber auch Rundungsfeh-
ler sowie Fehler, die durch die Wahl der Boxen-Reprisentanten x?(e Af),
j =1,-+-, Ny, entstehen (falls diese nicht zu dem Attraktor gehoren), ent-
halten.
Zunéchst mochten wir die Auswirkungen die Fehlerterme (k) auf die Nut-
zung der Extrapolationsméglichkeiten (5.6), (5.7) angewendet auf die Appro-
ximationswerte @' (k)

(k) = (n+ 1)a™, (k) — na™(k), n=1,2,3,-- (5.10)

n

bzw.

Br(k) =2ap (k) —ap . (k), n=1,23,---. (5.11)



betrachten.
Das Einsetzen von (5.9) in (5.10) fithrt zu dem folgenden Ergebnis

(k) = (n+1)aty —na +(n+ ey (k) — ney'(k)
= by, +(n+ e (k) —ney (k) m=1,---,d. (5.12)

Sind €(k), m = 1,---,d, fiir unterschiedliche n von derselben Grofenord-
nung, so lisst sich erkennen, dass die durch die numerische Berechnung ent-
standene Fehlerterme (n + 1), (k) — nep' (k) sich nicht mit steigendem n
fiir die Folgen {l;fn}, m = 1,---,d, reduzieren. Im Gegenteil hat der nume-
rische Fehler die Tendenz anzusteigen, was wir auch an den Beispielen in
den entsprechenden Abschnitten weiter unten sehen werden. Besonders stark
verstiirken sich die Fehlerterme von b7 (k), wenn 7%, (k) und £™(k) unter-
schiedliche Vorzeichen haben.

Nun untersuchen wir den Restfehler der Folgen {0 (k)},en etwas niher:
Gehen wir von der Abschitzung (5.5) aus, so folgt aus der Gleichung (5.12)

b (k) = | <

b (k) = b 0)| =+ 16 (k) = A
(n+1) }enmﬂ(k)‘ +nle™(k)| + Ce o,

IA

Man setze Ay = sup{e*(k) |n € Nym € {1,---,d}} und 6 = min{6,,---,0,4}.
Dann erhalten wir

b (k) — Am) <2l + Ay + Ce o,

n

Wir definieren die Funktion f : R — R durch f(n) = 2nA; + Ay + Ce .
Fiir diese gilt dann

ie(n) = 2A; — Che™".

dn
Das Minimum von f liegt also bei
1 2A
o= _Zn == 1
und ist gleich
in = n) = ———1In| — A —

Da die Werte von C' und 6 endogene Grofen des Systems sind, kénnen wir nur
Ay durch genauere Attraktor- und Mafapproximationen beeinflussen (siehe
Sétze 4.1.5, 4.2.6 und ihre Beweise), um damit eine moglichst bessere obere
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Schranke fiir den Restfehler der Folgen {b7*(k)} zu erreichen. Man beachte

dabei, dass n,,;, aus (5.13) erst dann positiv wird, wenn Ay eine bestimmte

Grofe unterschreitet. Auferdem kann man aus (5.12) folgern, dass nur we-

nige Folgenglieder der Folgen {6?(!{:)} ,m=1,--- d, zur Approximation
neN

von Liapunow-Exponenten benutzt werden sollten, insbesondere, wenn die

Attraktor und Mafkdarstellungen nicht besonders prézise sind.

Fiir die zweite Art der Extrapolation erhalten wir

B (k) = 2abh, — a1+ 2eh(k) —eqn1(k
= Bl +2eh(k) —em_i(k) m=1,---,d. (5.14)

Also sind die durch die Approximation entstandene Fehler fiir B;”(k), n =
1,2, - -+, bei einem festen k von der gleichen Grofenordnung wie die der Folgen
{ay' (k) bnen.

Um die durch die numerische Rechnung unterschiedlicher Grofen erzeugte
Abweichungen abschéitzen zu kénnen, gehen wir davon aus, dass fiir diese die
Beziehung

e™(k) ~ Cp(7,) fiirn € Nund k = ko, ko + 1, - (5.15)

mit einem geeigneten ko gilt. Diese Form des Fehlerterms hat sich aus den
ansliefenden Uberlegungen ergeben:

e Fiir bestimmte Systeme kann der Hausdorffabstand zwischen dem rela-
tiven globalen Attraktor Ay und seiner Boxenapproximation U;V:’“I Aé?
nach dem k-ten rga-Schritt durch

Ny,
1
k [,
H(AQ,UAj>§ny m]t’y~5
7=1
abgeschétzt werden (siehe [14]).

e Sei f: I — R eine stetige Funktion auf dem endlichen Intervall [ =
la,b] und a < z§ < x1 < ... < x, ein dquidistantes Gitter mit der
Schrittweite h;. Fiir die Approximation des Integrals von f auf [z, 2}, |
mittels Y7 wihy gilt

Sl = / " f@) dz + O(hy)
j=1 o

Bildet man die Folge {Z"’“ x’?hk} dadurch, dass die Schrittweite
keN

J=1"7

mit jedem weiteren k halbiert wird, d.h. hy = 2,’}11 und :L";;rl = a:;“ fiir
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j=0,---.npyund k=1,2,---, so ergibt sich daraus

Nk x}n 1
Zx?hk:/l f(a:)d:c—l—O(?).
j=1 o

Gilt eine dhnliche Abschitzung fiir die Integration beziiglich eines in-
varianten MaRes p auf den Mengen? Ujvkl A;?, k = no,ng+ 1, -, so

bestitigt dies die Hypothese (5.15). )

e Von dem letzten Punkt ausgehend, sollte auf die folgende Tatsache hin-
weisen werden: In (5.3) werden mit steigendem n und unverdnderten
restlichen Parametern (k und m) unterschiedliche Funktionen nume-
risch integriert. Deshalb sind die Konstanten in (5.15), aus denen sich
die Approximationsfehler €/"(k) zusammensetzen, von dem Index n ab-
héngig.

Aus (5.15) erhalten wir dann fiir n € N und k = ko, ko + 1, - - -
@' (k) ~ Cp(70)" + ay
und weiter
@' (k +1) = ay' (k) ~ Cu(va) (1 — 1)

Daraus folgern wir

Cap(k 1) - an(k)
T G () — am(k — 1)

n

Also definieren wir approximative Werte der gesuchten Konstanten durch

k+1) — am (k)

- "
Cop = a:?{(k 4;1)~— amk), (5.17)
(’Yn,k) (/Yn,k - 1)
ark) = Cok(Fnn)". (5.18)

Die k-Koeffizienten wurden bei 7, ; und C’nk eingefiihrt, damit es ersichtlich
wird, welche Daten zu ihrer Berechnung eingesetzt wurden.

3Zur Erinnerung: A? haben das gleiche Volumen fiir ein festes £ und die Volumina der
Boxen halbieren sich mit jedem rga-Schritt.
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5.2 Hénon-Abbildung
Zuerst wenden wir die hybride Methode auf die Hénon-Abbildung
g:R*—>R* g(z,y)=(1-az”+y, bz (5.19)
mit a € (0,2) und b > 0. Diese Abbildung hat zwei Fixpunkte
= (t+—v€5§fﬁjf,b(t+—v€717F7>>

2 = (t=vVETaT b (1= VE+aT))
b—1
2a

mit ¢ =

In [8] wurde gezeigt, dass es eine Menge A € R? mit positivem Lebesgue-
Mafs gibt, so dass das durch (5.19) gegebene dynamische System fiir (a, b) €
A hyperbolisch (also auch A\; — Ay hyperbolisch) ist. Also gilt fiir solche
Parameter die Abschitzung des Satzes 4.2.6

Cm —0n
a;”:Am+—+o(e ) m=1,2 (5.20)
n n

fiir ein 6 > 0.

Weitere Berechnungen werden mit dem “klassischen” Parametersatz a = 1.4
und b = 0.3 durchgefiihrt.* Der zeitliche Durchschnitt, berechnet mit der
diskreten QR-Methode (107 Iterationen) ergibt die Werte A\; = 0.4191 und
Ao = —1.6231. Wir nehmen an, dass diese Werte exakt sind.

5.2.1 Approximation des Attraktors und des Malies

Wie im Kapitel 1.3 erwdhnt, brauchen wir fiir die numerische Approximati-
on des (eines) invarianten Makes p zunichst eine moglichst genaue Boxen-
Uberdeckung des Attraktors {A;|j =1,---, N}. Diese Boxenkollektion wird
mit Hilfe des im GAIO implementierten rga-Algorithmus® berechnet. Bei die-
ser Implementierung nimmt man als eine Ausgangsmenge eine Box® @, die
den gesuchten Attraktor enthalten muss. In jedem Schritt des rga-Algorithmus

“In [8] wurde keine genaue Beschreibung der Menge A angegeben. Derhalb kénnen
wir nicht sicher sein, ob die genannte Parameter zu dieser gehoren. Die Entwicklung der
extrapolierten Folgen lasst jedoch darauf schliefen, dass (1.4,0.3) in A enthalten ist.

rga steht fiir "relativ global atractor”. Dieser Algorithmus ist ein Spezialfall des
Subdivision-Algorithmus (siche [13], [14]).

Sunter einer Box in R? versteht man eine Menge der Form [z¢,2¢] x - -+ X [24, 2] mit
¢ <zffiri=1,---,d.
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(kurz rga-Schritt) wird jede Box A, der vorhandenen Boxenmenge Q) =
{A¥|j =1,--- N} (K ist die Nummer des rga-Schrittes) zweigeteilt. Man
erhilt also eine neue Boxenkollektion Q, = {A¥]j = 1,---,2N,} mit

2N,

Ng
UAie = Aix
i=1 =1

. Fiir den néchsten Schritt benutzt man nur diejenigen Boxen der Menge Qk.
die ein Teil des Bildes irgendeiner Box aus (), enthalten

Qrer = {A] |31 g(A]) N AT # 0},

die restlichen Boxen werden aussortiert. Mit der am Anfang des Abschnittes
5.1 eingefithrten Notation heift das Q41 = {A;?H |7 =1, Nei1}.
Der rga-Algorithmus liefert durch U;V:kl Aé? eine Approximation der Menge

Ag = 9"(Q).

n>0

die der relative globale Attraktor fiir die Abbildung ¢ beziiglich ) genannt
wird. Ist das Innere der Menge () absorbierend, so ist Ag der beziiglich
@ konstruierte mazimale Attraktor fir g beziiglich @, der den Trager des
invarianten Mafes p enthélt (sieche Lemma 5.1.1). Ist @ nicht invariant (also
auch nicht absorbierend), so unterscheidet sich Ag in einigen Fillen von dem
gesuchten Attraktor (in der Regel ist es der maximale Attraktor). In diesem
Fall konnte es zu Schwierigkeiten bei der Auswertung der Folgenglieder a)"
in (5.20) mittels im Kapitel 1.4 beschriebenen Verfahrens kommen, wie wir
weiter sehen werden.
Als Startbox fiir den rga-Algorithmus nehmen wir die Box

Q =[-2.0,2.0] x [-0.6, 0.6].

Die Approximation von Ag (nach 26 rga-Schritten) sieht man auf dem Bild
5.1. Vergleicht man dieses mit dem auf dem Bild 5.2 gezeichneten Hénon-
Attraktor, den man auf die “klassische” Weise als eine Trajektorie erhilt,
so unterscheiden sich diese Darstellungen hauptsichlich durch den auf dem
Bild 5.1 rot gezeichneten Teil. Dieser Bereich des relativen globalen Attrak-
tors stellt einen Teil der instabilen Mannigfaltigkeit zum Fixpunkt 2% dar
und enthélt eine Menge M*" mit lim,, .. ||¢"(x)|| = oo fiir z € M*. Also ist
Ag nicht invariant, und insbesondere ist Ag kein Attraktor. Da der Wert
von ||g™(x)|| fiir x € M" sehr schnell ansteigt (fiir einige © kommt es bereits
bei n = 15 zu einem “overflow”), hat dies signifikante Auswirkungen auf die
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Tabelle 5.1: Anzahl der Boxen in der Attraktorapproximation N, nach k rga-

Schritten.
k 13 15 17 19 21 23 25 27 29

Ng | 537 | 1299 | 3074 | 7273 | 17015 | 41180 | 97245 | 231871 | 556599

Berechnung der Folgen {a”(k)}Z_,, m = 1,2. Die Einbeziehung der Menge

M*™ in die Berechnung von Liapunow-Exponenten sollte also vermieden wer-
den. Bei den weiter préisentierten Berechnungen wurde dies folgendermafien
erreicht:

Nach dem 3. rga-Schritt (die entsprechende Boxenkollektion mit dem darin
enthaltenen “klassischen” Attraktor sieht man auf dem Bild 5.3) wurde die
den Fixpunkt 22 enthaltende Box eliminiert und nur mit den iibriggebliebe-
nen Boxen (siehe den Bild 5.4) weitergearbeitet. Die daraus resultierende Bil-
der unterscheiden sich praktisch nicht von dem auf dem Bild 5.2 gezeichneten
Attraktor. Es sollte darauf hingewiesen werden, dass die berechneten Boxen-

kollektionen {Af}jikl einige Teile der oben erwihnten instabilen Menge M*
bis zu dem 18. rga-Schritt enthalten. Die Mengen Ujvz’“l Af fiir £ > 18 bleiben

invariant. Damit wir die Folgen {a™(k)}._, auch fiir k < 18 auswerten kon-
nen, benutzen wir eine “Abschneidefunktion”. D.h., wenn der Wert ||g"(z%)]|
fiir einen “Boxenrepisentanten” x;“ eine vorgegebene Konstante iibersteigt,
werden die weitere Iterationen an dieser Stelle nicht mehr ausgewertet.

Der Tabelle 5.1 kann man die Anzahl der Boxen der numerischen Appro-
ximation des Attraktors fiir einige rga-Schritte entnehmen. Dies soll als ein

Maf fiir die Komplexitét der Berechnungen dienen.
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Abbildung 5.1: Hénon-Abbildung: der relative globale Attraktor
nach 26 rga-Schritten
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Abbildung 5.2: Hénon-Abbildung: der Attraktor, berechnet mit
10° Iterationen
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Abbildung 5.3: Hénon-Abbildung: die Boxenkollektion nach dem
3. rga-Schritt mit dem darin enthaltenem Attraktor

0.8

06 -

SN
o2l - /

04t E

-0.6 B

-0.8 L

Abbildung 5.4: Hénon-Abbildung: die Boxenkollektion nach dem
3. rga-Schritt und der Loschung der den Fixpunkt 22 enthaltenden
Box
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5.2.2 Berechnung von Liapunow-Exponenten

Als erstes mochten wir darauf hinweisen, dass der Ansatz (5.15) zur Ab-
schiatzung der Approximationsfehler sich als nicht sehr zutreffend erwiesen
hat: Die Folgen (vergleiche (5.18) und (5.12))

ay' (k) — &7 (k)

n

bzw. m=1,2 (5.21)

b (k) = 051 (k) = (n + 1)k (k) + neyt (k)

approximieren in der Regel die Exponenten A; und A, wesentlich schlechter
als die Folgen {a™(k)} bzw. {b™(k)}, m = 1,2, selbst, was man auf den
Bildern 5.5 und 5.6 sehen kann. Deshalb werden wir in den folgenden Be-
rechnungen auf die Auswertung der Folgen (5.21) verzichten.

Als néichstes werden wir das Konvergenzverhalten der nach (5.3) ausge-
werteten Folgen {a!(k)} und der numerischen Approximationen der mit der
Methode von Aston und Dellnitz (siche Abschnitt 1.3.2) berechneten Folge

{an}neN mit

1
on = [ 1n|Dg"@)] dn

vergleichen. Dabei wird der approximative Wert nach dem k-ten rga-Schritt
an (k) mittels

Ny,
ar(k) = %Zln HDg”(xf)H /j?, fir n=1,---,T
j=1

bestimmt. Auf dem Bild 5.7 werden die beiden Folgen {a, (k)} und {al(k)}
nach dem 24. rga-Schritt miteinander verglichen. Die hybride Methode appro-
ximiert den ersten Liapunow-Exponenten eindeutig besser. Auch die ersten
Glieder der Extrapolationsfolge {b(24)} konvergieren schneller als die der
Folge {b,(24)} (siche das Bild 5.8). Nach einigen Iterationen stimmen die
beiden Folgen praktisch iiberein. Das liegt wahrscheinlich daran, dass nach
einigen Iterationen nicht mehr die Restfehlerterme o (6*9”) das Konvergenz-
verhalten der Folgen {b,(k)} bzw. {b}(k)} dominieren” sondern die durch
die numerische Auswertung entstandenen und durch diese Extrapolationsart
verstirkten Abweichungen. Diese sind aber fiir die beiden Rechenwege (die

"Zur Erinnerung: es gilt (siehe (5.12) und (5.8))
bu(k) = A +0(e™") + (n+ Dep'yy (k) — nep' (k).

by (k) hat im Prinzip dieselbe Gestalt.
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zeitlich-rdumliche Integration von Aston und Dellnitz und die hybride Me-
thode) von der gleichen Natur und, wie es das Bild suggeriert, moglicherweise
sogar gleich.

Das bessere Konvergenzverhalten der Folge {al(k)} gegeniiber der Folge
{@,(k)} ldsst sich unter anderem dadurch erkliren, dass die Konstante C}
aus dem Hauptfehlerterm der Folge {a,}, .y (siche (5.20)) kleiner als die
entsprechende Konstante C' der Folge {a, }nen ist (siehe auch die Bemerkung
4.3.3). Dies bestiitigt auch der Vergleich der Folgen {|al(27) — A\;|n} und
{]@,(27) — A{|n} (siehe das Bild 5.9), die als Approximationen der Konstan-
ten C; bzw. C dienen koénnen. Die Konstanten C (fiir den ersten Liapunow-
Exponenten) und Cy (fiir den zweiten Liapunow-Exponenten) der hybriden
Methode sind bei diesem System betragsmifig (fast) gleich, wie man es auf
dem Bild 5.10 erkennen kann.

Auf den Bildern 5.11, 5.12 wurden Folgen {a!(k)} bzw. {a2(k)} und auf

den Bildern 5.13 bzw. 5.14 ihre logarithmierte bzw. absolute Fehler fiir unter-
schiedliche Attraktor- und Makapproximationen (nach verschiedener Anzahl
der rga-Schritte) abgebildet. Wie man auf diesen Bildern unschwer erkennen
kann, unterscheiden sich die Folgen und ihr Konvergenzverhalten gegen die
entsprechenden Exponenten nur unwesentlich, nachdem die Attraktor- und
die Makapproximationen eine bestimmte Qualitét erreicht haben (siehe auch
die Bilder 5.15, 5.16).
Anders sieht es fiir die Folgen {b!(k)} und {b2(k)} aus. Betrachtet man
die extrapolierten Folgen, die mit der nach dem 24. rga-Schritt erhaltenen
Attraktor- und Makapproximation (kurz: nach 24 rga-Schritten) berechnet
wurden (siehe Bilder 5.17, 5.18), und vergleicht mit den Bildern 5.19, 5.20
nach 30 rga-Schritten, so sieht man nach einigen Iterationen ein wesentlich
besseres Konvergenzverhalten bei den Folgen mit der genaueren Approxi-
mation des MaRes. Zwar bewegen sich die Folgen b (24) und b2 (24) ziemlich
schnell in Richtung von \; bzw. Ay und in einigen Schritten treffen diese ziem-
lich genau, doch danach kommt es zu recht grofsen Ausschligen. Allerdings
siecht man auch bei den nach 30 rga-Schritten berechneten Extrapolations-
folgen verhiltnisméfig grofte Oszillationen fiir die letzten gezeichneten Fol-
genglieder. Diese Beobachtungen bestéitigen den durch die Gleichung (5.12)
beschriebenen Effekt der Akkumulation der numerischen Fehlerterme bei den
Extrapolationen b (k) fiir das steigende n (siche auch das Bild 5.21). Die Fol-
gen B™(k) zeichnet eine geringere als die bei der anderen Extrapolationsart
Schwankungsbreite aus (siehe Bild 5.22).
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Abbildung 5.5: Hénon-Abbildung: die Folgen @l (20) und al (20)—
£1(20) (nach dem 20. rga-Schritt).
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Abbildung 5.6: Hénon-Abbildung: die Folgen b} (25) und bl (25)
(nach dem 25. rga-Schritt).
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Abbildung 5.7: Hénon-Abbildung: Vergleich der Folgen a,(24)
und a, (k) (hybride Methode vs. Ast. & Del.)
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Abbildung 5.8: Hénon-Abbildung: Vergleich der Folgen bn(24)
und b, (k) (hybride Methode vs. Ast. & Del.)

0.5

0.49-

_)\1
0.48 % b,(24) (Ast. & Dell.)

0.47 X bL(24) (hybr. Meth.)

0.46¢
0.45-
0.44-
043 *

0.42- X ¥ % ox oy *

0.41

2 4 6 8 10 12 14 16 18
n lterationen

90



Abbildung 5.9: Hénon-Abbildung: Vergleich der Folgen
{|as(27) = Ai|n} und  {|@n(27) — A|n} (hybride Methode
vs. Ast/Del)
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Abbildung  5.10: Hénon-Abbildung: Vergleich der Fol-
gen {|EL}L(27)—)\1|n} und {|&%(27)—)\2‘n} (Vergleich der
Hauptfehlerterm-Konstanten fiir die hybride Methode)
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Abbildung 5.11: Hénon-Abbildung: die Folgen a. (k) fiir die un-
terschiedlichen Attraktorapproximationen (von dem 18. bis zum
30. rga-Schritt)
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Abbildung 5.12: Hénon-Abbildung: die Folgen a2 (k) fiir die un-
terschiedlichen Attraktorapproximationen (von dem 18. bis zum
30. rga-Schritt)
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Abbildung 5.13: Hénon-Abbildung: die Folgen In |\; — @} (k)| fiir
die unterschiedlichen Attraktorapproximationen (von dem 13. bis
zum 30. rga-Schritt)
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Abbildung 5.14: Hénon-Abbildung: die Folgen |\o — a2 (k)| fiir die
unterschiedlichen Attraktorapproximationen (von dem 13. bis zum
30. rga-Schritt)

P2 — a3 (k)|
0.08+

0.06
0.04+

0.02+
29

1 6 k rga—Schritte

n Iterationen 1 13

93



Abbildung 5.15: Hénon-Abbildung: die Folgen al fiir n = 1 bis
n = 20, berechnet nach dem 18., nach dem 24 und nach dem 30.
rga-Schritt.
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Abbildung 5.16: Hénon-Abbildung: die Folgen a) fiir n = 5 bis
n = 20, berechnet nach dem 18., nach dem 24. und nach dem 30.
rga-Schritt.
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Abbildung 5.17: Hénon-Abbildung: die Folgen @ (24) und b, (24)
(die Approximationen von al bzw. bl nach dem 24. rga-Schritt).
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Abbildung 5.18: Hénon-Abbildung: die Folgen @2 (24) und b2 (24)
(die Approximationen von a2 bzw. b2 nach dem 24. rga-Schritt).
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Abbildung 5.19: Hénon-Abbildung: die Folgen & (30) und b2 (30)
(die Approximationen von al bzw. b. nach dem 30. rga-Schritt).
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Abbildung 5.20: Hénon-Abbildung: die Folgen @2 (30) und b2 (30)
(die Approximationen von a2 bzw. b2 nach dem 30. rga-Schritt).
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Abbildung 5.21: Hénon-Abbildung: die Folgen bl (k) fiir die un-
terschiedlichen Attraktorapproximationen (fiir £ von 18 bis 30).
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Abbildung 5.22: Hénon-Abbildung: die Folgen B\ (k) fiir die un-
terschiedlichen Attraktorapproximationen (fiir £ von 18 bis 30).
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5.3 Das Lorenz-System

Jetzt betrachten wir die folgende autonome gewo6hnliche Differentialgleichung

jfl = O'(.TQ — I‘l)
Ty = pr1— T1T3 — Ty mit o, 6, p R, . (5.22)
T3 = X1 — B3

Sie wurde von dem Meteorologen E.N. Lorenz 1963 angegeben und stellt eine
vereinfachte Version eines Modells von Konvektionen in der Erdatmosphére
dar.

Sei ¢ der Losungsoperator des Systems (5.22). D.h., ¢(t, x) ist die Losung
von (5.22) zum Anfangwert x(0) = zo und zu dem Zeitpunkt ¢. Die Dis-
kretisierung g von ¢ bei Eins® liefert uns ein diskretes dynamisches System
g : R?® — R3, dessen Liapunow-Exponenten mit den Liapunow-Exponenten
von (5.22) iibereinstimmen.’ Die Ableitung Dg"(xg) von ¢" (o) fiir n € N
erhdlt man als die Losung der Variationsgleichung

‘ —0 o 0
Y= p—olt,z)s -1 —o¢(t,m) |Y, Yo=1I (5.23)
o(t,z0)2 Dt x0) -0

zu den Zeitpunkten n € N.

Fiir die numerischen Berechnungen wihlen wir den Parametersatz o = 16,
f =4 und p = 40. In meiner Diplomarbeit [29] habe ich fiir diese Parameter
mit Hilfe der QR-Methoden die folgenden Werte fiir die Liapunow-Expo-
nenten ermittelt:'® \; = 1.368, Ay = 0.0 und \3 = —22.368. Die numerische
Losung der Systeme (5.22) und (5.23) erfolgt mit dem expliziten Runge-Kutta
Verfahren 4. Ordnung mit der Schrittweite 0.02.

8Fiir g gilt also g(x) = ¢(1, ) bzw. g"(z) = ¢(n, ).
Der Liapunow-Exponent \(z,v) von (5.22) zu dem Startwert xo und v € R3 ist durch

1
Aao,v) = lim 7 1n | Du(t, ao)ol]

0Dje angegebenen Werte der Liapunow-Exponenten kommen folgendermafen zustan-
de: Der Wert des grofiten Liapunow-Exponenten A\; = 1.368 wurde aus der numerischen
Rechnung, die mit der kontinuierlichen QR-Methode durchgefiihrt wurde, iibernommen.
Fiir die restlichen Liapunow-Exponenten gilt im Falle eines positiven ersten Liapunow-
Exponenten (siche [17]) A2 = 0.0 und A3 = —(0 + 1+ §) — A\;. Die in [29] numerisch
berechneten Werte fiir Ay und A3 stimmen mit den theoretisch vorhergesagten bis auf die
dritte Nachkommastelle iiberein.
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Tabelle 5.2: Anzahl der Boxen in der Attraktorapproximation N, nach k rga-

Schritten.
k 13 15 17 19 21 23 25 27

Ni | 432 | 1117 | 2698 | 6902 | 18237 | 44450 | 114156 | 303113

Das Lorenz System besitzt einen globalen Attraktor (siehe [33], [35]).
Deshalb ergeben sich keine der im Abschnitt 5.2.1 beschriebenen Schwierig-
keiten bei der Wahl der Startbox fiir das rga-Algorithmus. Die Anfangsbox
Ap wurde auf Ay = [—35, 35] x [—45,45] x [—10, 80] gesetzt. Eine Boxeniiber-
deckung des Lorenz-Attraktors und die zugehorige Mafkapproximation sieht
man auf den Bildern 5.23 und 5.24. Die Gewichtung der einzelnen Boxen
kann man dabei an ihrer Farbe erkennen: die blauen Boxen haben das kleine
Maf, die roten das hochste. Man beachte, dass diese Bilder sich von der in
[15] angegebenen Abbildung des invarianten Mafes fiir das Lorenz-System
unterscheiden. Das ldsst sich folgendermafen erkliren:

e In [15] wurde ein anderer Parametersatz benutzt.

e Die Autoren von [15] haben die Diskretisierung des Losungsoperators
bei t = 0.2 gewdhlt. Die Liapunow-Exponenten des durch 0.2-Diskreti-
sierung definierten diskreten Systems sind vom Betrag fiinf mal kleiner
als des durch die Diskretisierung bei Eins gegebenen Systems (und da-
mit auch des kontinuierlichen Systems (5.22)).

Der Tabelle 5.2 zeigt die Anzahl der Boxen in der Attraktor-Uberdeckung
fiir verschiedene Mafsapproximationen.

Auf dem Bild 5.25 sieht man die Folgen a}''(k), m = 1,2, 3, fiir verschiede-
ne Maf- und Attraktorapproximationen. Man kann eine etwas glattere Kon-
vergenz der Folgen {aZ(k)} und {a3(k)} im Vergleich zu der Folge {al(k)}
fiir die grobere Approximationen des Mafses beobachten. Da die Extrapola-
tionsfolgen {67(25)}, m = 1,2, 3, auf dem Bild 5.26 gute Approximationen
der entsprechenden Exponenten liefern, konnte das als ein Hinweis betrachtet
werden, dass das System den Voraussetzungen des Satzes 4.2.6 erfiillt und
die Folgen {a"(k)}nen, m = 1,2, 3, der Abschitzung

Cm e—@n
a?z)\m+—+0< )
n

n

gentigen.
Vergleicht man die Approximationen der Hauptfehlerterm-Konstanten Cf,
Cy und Cj der Folgen {a(k)}, m = 1,2, 3, die man mit Hilfe von

‘&ZL(Q?) - )\m| n7 m = 17 2737
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erhélt, so sieht man, dass die Konstanten C,, fiir m = 1,2, 3 vom Betrag alle
unterschiedlich sind (siehe das Bild 5.27). Dabei gilt C; < Cy < Cj5. Dies
fiihrt auch dazu dass die Folge {al(k)} schneller als {a2(k)} und diese wie-
derum schneller als {a2(k)} gegen die entsprechenden Liapunow-Exponenten
des Systems konvergieren (das Bild 5.28. Werden die Haptfehlerterme durch
die Bildung der Extrapolationsfolgen {BZL(]C)}, m = 1,2, 3, wegsubtrachiert,
so ergibt sich ein anderes Bild: Die Folgen {b? (k)} treffen gleich mit dem er-
sten Glied fast genau 3. Die Folgen {b!(k)} und {b?(k)} brauchen dagegen
etwas Zeit, bis sie sich ihren Liapunow-Exponenten ndhern, was man auf den
Bildern 5.29 und 5.30 sehen kann. Eine Erkldrung fiir dieses Verhalten liegt
noch nicht vor.
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Abbildung 5.23: Das Lorenz-System : die Boxeniiberdeckung des
Lorez-Attraktors nach dem 24. rga-Schritt.

Abbildung 5.24: Das Lorenz-System : die MaRapproximation nach
dem 24. rga-Schritt.
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Abbildung 5.25: Das Lorenz-System : die Entwicklung der Folgen
ay'(k), m = 1,2,3, fiir unterschiedliche Mafkapproximationen (fiir

k von 13 bis 27).
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Abbildung 5.26: Das Lorenz-System : die Folgen a;'(25) und
b (25) fiir m = 1,2,3 (die Approximationen von a;' bzw. b,
m = 1,2,3, nach dem 25. rga-Schritt).
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Abbildung 5.27: Das Lorenz-System : die Abschitzung der
Hauptfehlerterm-Konstanten der Folgen {a)"(27)} fir m =1,2,3
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Abbildung 5.28: Das Lorenz-System : der Restfehler der Folgen
{a*(27)} fir m =1,2,3.
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Abbildung 5.29: Das Lorenz-System : die Abschéitzung der Rest-
fehler der Folgen {b)(20)} fiir m = 1,2, 3.
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Abbildung 5.30: Das Lorenz-System : die Abschétzung der Rest-
fehler der Folgen {b7"(27)} fiir m = 1,2, 3.
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Offene Fragen

An dieser Stelle méchten wir auf einige Fragen eingehen, deren Analyse eine
natiirliche Fortsetzung der vorliegenden Arbeit darstellt:

e Fiir ein kontinuierliches dynamisches System, das durch den Losungs-
operator ¢ : R x RY — R? einer gewthnlichen autonomen Differential-

gleichung
&= f(z), f:RT'—R
generiert wird,! konnen die Liapunow-Exponenten Ay, - - -, Ay im Punkt
x mittels
Ai = }EO“O% Ot (QT(0,2)Df (4(0, )) Q(@,x))ii o, i=1,---,d,

bestimmt werden. Die Matrix (6, x) ist orthogonal und wird dabei als
Losung einer speziellen Differentialgleichung berechnet (siehe [9], [16]
oder [29]). Darin besteht die sogenannte kontinuierliche QR-Methode.
Eine dhnliche Uberlegung wie im Satz 1.4.1 fiihrt uns zu der Maglichkeit
fiir spezielle Systeme die Exponenten \;, 7 = 1, - -, d, als Grenzwert der
Folge der zeitlich-rdumlichen Integrale

1!

y=lim g [ [ (@"6.0)Df (0(6.2)) Q(6.)),,du dt
> tJo

fiir« = 1,---,d zu bestimmen. Dieser Zugang wurde vorerst nicht un-

tersucht.

e Die Darstellungen im Abschnitt 5.1.2 legen nahe, dass eine Steuerung
der hybriden Methode in der Anzahl der rga-Schritte £ und in der
darauf optimal abgestimmten Anzahl der Iterationen n mit dem Ziel

"Die Voraussetzungen fiir die Existenz eines globalen Flusses ¢(-, -) wie angegeben (d.h.,
¢ ist in der ersten Variable auf ganz R definiert) werden z.B. in dem Satz von Winter und
Conti (siehe [10]) angegeben. Fiir die Existenz lokaler Fliisse siehe z.B. [33].
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der Minimierung des Fehlers im Prinzip moglich ist. Man braucht dazu
jedoch ein genaues Verstdndnis der durch die numerische Auswertung
zustande kommender Fehlerterme. Wie wir schon im Abschnitt 5.2.2
erwihnt haben, ist der in dem Ausdruck (5.14) angegebene Ansatz nicht
ausreichend fiir die Beschreibung der Fehler. Eine prizisere Analyse ist
notwendig.
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Symbolverzeichnis

L(V, W)

(S IVANCREIWAN ))?

k

Reelle Zahlen

Positive reelle Zahlen (0, +00)

Reelle Zahlen

Natiirliche Zahlen {1,2,3,---}

Natiirliche Zahlen mit Null {0,1,2,3,- -}

Vektorraum der n x m reellen Matrizen

Gruppe der invertierbaren Matrizen in R%*¢

i-ter Einheitsvektor (bzw. i-ter kanonische Vektor) aus R¢
Transponierte der Matrix A € n x m

j-te Spalte der Matrix A € n x m

i-te Zeile der Matrix A € n x m

Absolutbetrag in R

Das iibliche Skalarprodukt in R? ((v,w) = > viw;)

Die von (-,-) induzierte Norm in R,

bzw. die dieser zugeordnete Matrixnorm in R4*¢

Menge aller Permutationen auf {1,---,m}

Lineare Hiille der Teilmenge M C R?

Winkel zw. Vektoren v,w € R"; kann als arcsin(||v?||)
berechnet werden, wobei v? die zu w orthogonale
Komponente des normierten Vektors v, = ﬁv ist

Winkel zw. dem Vektor v € R™ und dem Unterraum W C R";
kann als arcsin(||v?||) berechnet werden, wobei v¢ die zu W
orthogonale Komponente des normierten Vektors v,, = ”—11)”11 ist
Winkel zw. zwei Unterrdumen V und W von R" mit

VW CR™ kann als ir‘l/f\o (Z(v,W)) berechnet werden
IS

dukere Produkt der Vektoren vy, - -+, vp € RY (siehe S. 22)
andere Bezeichnung fiir vy A --- A v

k-te assoziierte Matrix bzw. k-te duliere Potenz
der Matrix A € R™" (siche S. 25)
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