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λ Schattenpreis

µ Schattenpreis

π Konsumrivalitätsparameter (Kap. 5)

ρ Diskontrate

% Nutzenparameter

σ Abschreibungsrate (privates physisches Kapital)

ς Produktionsparameter (Humankapitalmodell)

τ Steuersatz (Einkommen- und Ausgabensteuer)

ψ Nutzenparameter

ω Wachstumsrate

Γ Zeitbudget

∆ Differenzoperator

Λ Erziehungszeit

Υ Investitionszulage

Ψ Arbeitszeit

Ω Hilfsvariable



Kapitel 1

Einführung

1.1 Motivation

In relativ vielen entwickelten Ländern werden sich in den nächsten Jahr-

zehnten erhebliche demographische Veränderungen ergeben. So ist damit zu

rechnen, daß in diesen Ländern die Fertilitätsrate n beständig unterhalb der

Mortalitätsrate d liegen wird. Es ergibt sich beispielsweise für Deutschland1

im Jahr 2005 eine Differenz von n− d = −0, 00222. Diese Differenz bleibt in

den nächsten zwanzig Jahren durchgängig negativ und erreicht im Jahr 2025

den Wert n− d = −0, 00455. Die damit verbundenen demographischen Kon-

1Siehe: U.S. Census Bureau (2005), International Data Base,

Table 008, Vital Rates, Germany; (Data updated: 04-26-2005)

Internetquelle: http://www.census.gov



2 1.1 Motivation

sequenzen sind beträchtlich. Bei einem Bevölkerungsbestand2 von 82.431.390

Personen im Jahr 2005 würde bereits eine Differenz (n − d) von nur einem

Promille einen absoluten jährlichen Bevölkerungsrückgang von 82.431 Perso-

nen bedeuten. Aufgrund der dargestellten Entwicklungen sind zwei Probleme

relevant.

Dabei kann einerseits vermutet werden, daß sich die altersbedingte Zu-

sammensetzung der Bevölkerung verändern wird. Dieser Aspekt wird für die

Systeme der sozialen Sicherung von Bedeutung sein. So setzen beispielswei-

se umlagefinanzierte Rentenversicherungssysteme voraus, daß das Verhältnis

von Rentnern zu Erwerbspersonen in etwa stabil bleibt. Man kann ferner

davon ausgehen, daß eine veränderte Altersstruktur die Innovativkraft ei-

ner Bevölkerung betreffen wird, und damit sicherlich auch die langfristige

wirtschaftliche Entwicklung beeinflußt.

Andererseits ist klar, daß die jeweiligen Bevölkerungsbestände schrump-

fen werden, sofern keine entsprechenden Politiken ergriffen werden. Da sich

die Fertilitätsrate kurz- und mittelfristig kaum beeinflussen läßt, kommt zur

Stabilisierung der Bevölkerung im wesentlichen nur die Einwanderungspolitik

in Betracht.

Obwohl die erwähnten Probleme offensichtlich und auch aktuell sind, gibt

es nur wenige Studien, die sich mit optimalen Einwanderungspolitiken befas-

sen und das demographische Problem im Rahmen eines endogenen Wachs-

tumsmodells behandeln3.

2Siehe: U.S. Census Bureau (2005), International Data Base,

Table 001, Total Midyear Population, Germany; (Data updated: 04-26-2005)

Internetquelle: http://www.census.gov
3Siehe hierzu den Überblicksartikel von: Ehrlich / Lui (1997).



1.2 Aufbau der Arbeit 3

Häufig wird in endogenen Wachstumsmodellen4 das Bevölkerungswachs-

tum als konstant positiv oder konstant Null angenommen5. Eine Ausnah-

me stellen beispielsweise die Arbeiten von Yip und Zhang (1997) sowie von

Blackburn und Cipriani (1998) dar, da dort die Fertilitätsrate Bestandteil

der Nutzenfunktion des repräsentativen Akteurs ist und im Modell endo-

gen und unabhängig von der Mortalitätsrate bestimmt wird. Das bedeutet,

daß die Nettofertilität (Differenz zwischen Fertilität und Mortalität) prinzi-

piell negativ sein kann. Dadurch ist es möglich, den Fall der schrumpfenden

Bevölkerung in einem endogenen Wachstumsmodell abzubilden. Dieser An-

satz soll im wachstumstheoretischen Hauptteil dieser Arbeit in verschiedene

endogene Wachstumsmodelle eingearbeitet werden.

1.2 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 befassen wir uns mit optimalen Einwanderungspolitiken. Dabei

wird die Frage untersucht, wie ein vorgegebener Populationsstock zu einem

zukünftigen Zeitpunkt kostenminimal über Einwanderung erreicht werden

kann. Als Ergebnis werden optimale Einwanderungspfade ermittelt. Im An-

wendungsteil werden die gewonnenen Resultate auf die Situation Deutsch-

lands bezogen.

Das Kapitel 3 ist zusammen mit dem Kapitel 4 grundlegend für den

wachstumstheoretischen Hauptteil (Kapitel 5 bis 7) der vorliegenden Arbeit.

In Kapitel 3 werden der Nutzen aus der Fertilität und die damit verbundenen

Ausbildungskosten sowie die Rolle des Bevölkerungswachstums thematisiert.

4Siehe hierzu Aghion / Howitt (1999).
5Siehe hierzu beispielsweise Barro / Sala-i-Martin (1995).



4 1.2 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 4 werden die gewählten Ansätze in ein einfaches AK-Modell ein-

gearbeitet.

Die Kapitel 5 bis 7 behandeln verschiedene endogene Wachstumsmodelle,

die jeweils über eine zweite akkumulierbare Kapitalgröße verfügen. Hierbei

handelt es sich um Infrastrukturkapital (Kapitel 5), Humankapital (Kapitel

6) und Wissenskapital (Kapitel 7).

Wir ermitteln in diesen Modellen die endogene Fertilitätsrate. Dabei un-

terscheiden wir jeweils zwischen dem Fall der konstant gehaltenen Population

und den der variablen Population. Wir überprüfen stets, ob es einen sattel-

pfadstabilen gleichgewichtigen Wachstumspfad (GGW) gibt und ob dieser

eindeutig ist. In den Fällen, in denen die Population schwanken darf, bestim-

men wir den gleichgewichtigen Bevölkerungsbestand endogen. Ferner arbei-

ten wir die Bedingungen für eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate

heraus.

Desweiteren führen wir in den Kapiteln 5 bis 7 jeweils Modellsimulationen

durch. Dabei wollen wir überprüfen, ob die Modelle für plausible Parame-

terkonstellationen realitätsnahe Resultate liefern können. Ferner werden die

Auswirkungen von Parametervariationen untersucht. In den Modellen mit

Infrastrukturkapital (Kapitel 5) variieren wir die Steuersätze und die Ausbil-

dungskosten. In den Modellen mit Humankapital (Kapitel 6) und Wissenska-

pital (Kapitel 7) lassen wir die Ausbildungskosten und den Fertilitätsnutzen

variieren. Dabei intessieren uns immer die Auswirkungen auf die Fertilitäts-

rate, den Bevölkerungsbestand und die Wachstumsrate. Die drei Kapitel 5

bis 7 sind jeweils so verfaßt, daß sie unabhängig voneinander gelesen werden

können.



1.2 Aufbau der Arbeit 5

In Kapitel 8 werden die gewonnenen Ergebnisse kurz zusammengefaßt,

und es wird ein Ausblick auf noch offene Untersuchungen gegeben, die im

Rahmen der vorliegenden Arbeit keine Berücksichtigung mehr finden konn-

ten.



Kapitel 2

Optimale

Einwanderungspolitiken

2.1 Grundlagen und stilisierte Fakten

In einer Reihe von entwickelten Industrieländern werden sich in den nächsten

Jahrzehnten erhebliche demographische Veränderungen ergeben. So ist in die-

sen Ländern das Bevölkerungswachstum seit einiger Zeit negativ, und es ist

damit zu rechnen, daß in den betroffenen Ländern auch in der Zukunft die

Fertilitätsrate n beständig unterhalb der Mortalitätsrate d liegen wird. Folg-

lich werden dort die Bevölkerungen schrumpfen, sofern keine entsprechenden

Gegenmaßnahmen getroffen werden. Da sich die Fertilitätsraten kurzfristig

kaum beeinflussen lassen, läßt sich der Bevölkerungsbestand letztlich nur

durch gezielte Einwanderung konstant halten.
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Wir wollen nun am Beispiel Deutschlands illustrieren, mit welchen Größen-

ordnungen hierbei zu rechnen ist. Dabei betrachten wir zuerst die Entwick-

lung des Bevölkerungsbestandes, wenn keine Einwanderung vorliegt. Wir wol-

len aus Gründen der Datenverfügbarkeit den zugrundeliegenden Prozeß als

zeitdiskret auffassen. Im Folgenden ist L der gesamte Populationsbestand, U

der Bestand an Ureinwohnen sowie E der Bestand an Einwanderern. Ferner

sei n die Fertilitätsrate sowie d die Mortalitätsrate. Dann resultiert für den

gesamten Bevölkerungsbestand:

L(t) = U(t) + E(t). (2.1)

Wir betrachten zuerst die Kohorte der Ureinwohner. Für die Entwicklung

des Bestandes an Ureinwohnern gilt:

∆Ut ≡ (n− d)t−1 Ut−1. (2.2)

Damit ergibt sich für einen Endzeitpunkt t = T bezogen auf den Anfangs-

zeitpunkt t = 0 durch wiederholtes Substituieren:

UT ≡ U0

T−1∏

j=0

(
1 + (n− d)j

)
. (2.3)

Die durchschnittlich Nettofertilität im zeitdiskreten Prozeß lautet dann wie

folgt:

g =
[
UT

U0

] 1
T − 1. (2.4)

Für die relative Bevölkerungszunahme in T Jahren auf der Basis konstanter

Nettofertilitäten g gilt dann:

UT − U0

U0

= [1 + g]T − 1. (2.5)
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Wir wollen nun kurz darstellen, welche Entwicklungen sich für verschiedene

negative Nettofertilitäten ergeben:

Tabelle 2.1: Relative Bevölkerungsentwicklung bei hypothetischen negati-

ven Nettofertilitäten

Bevölkerungsveränderung

in Prozent in t Jahren

g t = 10 t = 20 t = 30 t = 40

−0, 001 −1, 00 −1, 98 −2, 96 −3, 92

−0, 002 −1, 98 −3, 92 −5, 83 −7, 70

−0, 003 −2, 96 −5, 83 −8, 62 −11, 32

Die Tabelle 2.1 verdeutlicht den relativen Bevölkerungsrückgang bei ver-

schiedenen negativen Nettofertilitäten. Wir hatten in der Einführung be-

reits erwähnt, daß die Nettofertilität in Deutschland im Jahr 2005 den Wert

g = −0, 00222 annimmt, in den folgenden zwanzig Jahren stets negativ ist,

und im Jahr 2025 den Wert g = −0, 00455 erreicht. Daraus ergibt sich zusam-

men mit der Tabelle 2.1 ein erster Eindruck, welche Ausmaße der Bevölke-

rungsrückgang in den nächsten Jahrzehnten in Deutschland annehmen kann,

wenn keine Einwanderung stattfindet. Wir wollen nun für den Zeitraum von

2005 bis 2014 etwas genauer betrachten. Dabei ergibt sich das folgende Bild1:

1Siehe: U.S. Census Bureau (2005), International Data Base,

Table 008, Vital Rates, Germany; (Data updated: 04-26-2005)

Internetquelle: http://www.census.gov
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Tabelle 2.2: Fertilitäts- und Mortalitätsraten in Deutschland, 2005 bis 2014

ñ d̃ ñ− d̃ ñ d̃ ñ− d̃

2005 0,833 1,055 -0,222 2010 0,821 1,100 -0,279

2006 0,825 1,062 -0,237 2011 0,824 1,113 -0,289

2007 0,820 1,071 -0,251 2012 0,828 1,125 -0,297

2008 0,818 1,080 -0,262 2013 0,831 1,137 -0,306

2009 0,818 1,090 -0,272 2014 0,835 1,149 -0,314

Quelle: U.S. Census Bureau (2005)

In der Tabelle 2.2 sind ñ ≡ 100n und d̃ ≡ 100d jeweils die Fertilitäts- und

Mortalitätsrate in Prozent. Es zeigt sich, daß die Nettofertilität ñ − d̃ stets

negativ ist. Ferner können wir erkennen, daß die Differenz zwischen Morta-

litäts- und Fertilitätsrate im Zeitablauf größer wird. Dabei nimmt die Mor-

talitätsrate stetig zu, während die Fertilitätsrate nahezu stabil bleibt. Wir

wollen nun anhand dieser Werte den Bevölkerungsbestand für das Jahr 2015

bestimmen, wenn keine Einwanderung stattfindet. Wir gehen vom Anfangs-

bestand2 U0 = 82.431.390 in Jahr 2005 (t = 0) aus und erhalten unter Ver-

wendung von (2.3) für das Jahr 2015 (t = T = 10) den Bevölkerungsbestand

UT = 80.209.230. Es ergibt sich eine Fehlgröße von U0 − UT = 2.222.160.

Wir wollen nun annehmen, daß dieser Fehlbetrag nur durch Einwanderung

gedeckt werden kann. Wenn nun die Kohorte der Einwanderer eine Nettofer-

2Siehe: U.S. Census Bureau (2005), International Data Base,

Table 001, Total Midyear Population, Germany; (Data updated: 04-26-2005)

Internetquelle: http://www.census.gov
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tilität von n − d = 0 aufweist, dann resultiert ein durchschnittliches jährli-

ches Einwanderungsvolumen von 222.216 Personen, wenn der Bevölkerungs-

bestand stabil bleiben soll.

Wir wollen nun zur zeitkontinuierlichen Betrachtung übergehen. Für die

zeitliche Entwicklung des Bevölkerungsbestandes ergibt sich dann:

U̇(t) = [nU(t)− dU(t)] U. (2.6)

Für den Bestand an Ureinwohnern zum Zeitpunkt t resultiert für U(0) = U0

aus Gleichung (2.6):

U(t) = U0e
∫ t

0
[nU (s)−dU (s)]ds. (2.7)

Für die durchschnittliche Nettofertilität g = (nU − dU) im zeitstetigen Pro-

zeß folgt für t = T aus Gleichung (2.7):

g =
1

T
[ln U(T )− ln U(0)] . (2.8)

Unter Verwendung der bereits ermittelten Größen U0 = 82.431.390 und UT =

80.209.230 ergibt sich g = −0, 00273 (gerundet)3.

Der Bestand an Einwanderern hängt von der entsprechenden Nettoferti-

lität f(t) = nE(t)− dE(t) und vom jeweiligen Einwanderungsvolumen M(t)

ab. Für die zeitliche Entwicklung resultiert:

Ė(t) ≡ f(t)E(t) + M(t). (2.9)

In folgenden Abschnitt soll untersucht werden, wie ein vorgegebener Bevölke-

rungsbestand zu einem definierten Zeitpunkt in der Zukunft kostenminimal

3Bei späteren Berechnungen werden wir den Wert g = −0, 00273277 verwenden.



2.2 Das Modell 11

mit Hilfe von Einwanderung erreicht werden kann4. Dabei wird unterstellt,

daß die Assimilation von Einwanderern Kosten verursacht. Ferner wird un-

terstellt, daß diese Kosten zum Zeitpunkt der Einwanderung in Höhe des

Barwertes des Assimilationskostenstromes entstehen.

2.2 Das Modell

Wir wollen nun davon ausgehen, daß zum Zeitpunkt T ein vorgegebener Po-

pulationsbestand L(T ) = L∗ mit Hilfe von Einwanderung erreicht werden

soll, wobei das Einwanderungsvolumen zu jedem beliebigen Zeitpunkt kei-

nerlei Beschränkung unterliegen soll. Wenn Einwanderung stattfindet, dann

setzt sich die Bevölkerung zu jedem Zeitpunkt aus den Kohorten der Urein-

wohner U und der Einwanderer E zusammen, so daß gilt: L(t) = U(t)+E(t).

Dabei soll der Einfachheit halber angenommen werden, daß der Bestand

an Einwanderern zum Zeitpunkt t = 0 Null beträgt. Das heißt, es gilt:

E(0) = E0 = 0. Wenn der Bestand an Ureinwohnern für den zukünftigen

Zeitpunkt T bestimmbar ist, dann resultiert für den Bestand an Einwande-

rern zum Zeitpunkt T :

E(T ) = L(T )− U(T ) = L∗ − U(T ). (2.10)

Es sei ferner angenommen, daß die Nettofertilität f(t) = n(t)− d(t) der Ein-

wanderer im Zeitverlauf konstant ist und von der der Ureinwohner abweichen

kann. Dann folgt für die zeitliche Entwicklung des Bestandes an Einwande-

4Ein methodisch ähnliches aber inhaltlich verschiedenes Vorgehen findet sich in Prska-

wetz / Feichtinger / Luptacik (1998).
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rern:

Ė(t) ≡ fE(t) + M(t). (2.11)

Wir wollen ferner annehmen, daß Einwanderung mit Assimilationskosten ver-

bunden ist. Aus Vereinfachungsgründen sei angenommen, daß zum Zeitpunkt

der Einwanderung der Barwert des Kostenstromes anfällt. Es sei hierbei eine

quadratische Verlustfunktion der Form V (M) = M2 unterstellt, so daß die

folgende Zielfunktion zu minimieren ist:

Z(M) ≡
∫ T

0
e−ρtM2 dt. (2.12)

Dabei ist ρ > 0 die konstante Zeitpräferenzrate. Damit lautet die Hamilton-

funktion in laufenden Werten dieses dynamischen Optimierungsprogramms5

wie folgt:

H(M, E, λ) ≡ λ (fE + M)−M2. (2.13)

Für die notwendigen Bedingungen folgt:

∂H

∂M
≡ λ− 2M = 0,

∂H

∂E
≡ λf = ρλ− λ̇, (2.14)

mit der Transversalitätsbedingung e−ρT λ(T )E(T ) ≥ 0. Aus den notwendigen

Bedingungen ergibt sich:
λ̇

λ
= ρ− f =

Ṁ

M
. (2.15)

Damit folgt für die Einwanderung M(t) aus der Differentialgleichung (2.15)

unter Verwendung von Gleichung (2.11):

M(t) ≡ M(0)e(ρ−f)t = Ė(t)− fE(t). (2.16)

5Siehe: Kamien / Schwartz (2000).
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Mit Hilfe der angenommenen Anfangsbedingung E0 = 0 ergibt sich für die

Entwicklung des Bestandes an Einwanderern:

E(t) ≡ M0

ρ− 2f
[e(ρ−f)t − eft]. (2.17)

Aufgrund der gewählten Endbedingung E(T ) = L∗ − U(T ) folgt für das

anfängliche Einwanderungsvolumen M0 die Beziehung:

M0 =
[L∗ − U(T )] (ρ− 2f)

e(ρ−f)T − efT
. (2.18)

Mit dem Startwert M0 ist die durchzuführende Einwanderungspolitik be-

stimmt. Wir wollen nun den dargestellten Ansatz auf die Situation Deutsch-

lands beziehen.

2.3 Die Anwendung

Hierzu nehmen wir die Zeitpräferenzrate mit ρ = 0, 03 an. Die Nettofer-

tilitätsrate der Ureinwohner sei mit g = −0, 00273277 angenommen. Der

Anfangsbestand an Ureinwohnern sei mit U0 = 82.431.390 gegeben und er-

reicht am Ende des Planungszeitraums den Wert UT = 80.209.230. Ferner

wollen wir aus Gründen der Vereinfachung unterstellen, daß die Ureinwoh-

ner und die Einwanderer die gleiche Nettofertilität aufweisen. Es gelte al-

so: g = f . Bezüglich des Bevölkerungsbestandes wollen wir fordern, daß

L(T ) = L∗ = U0 gelten soll. Dann erhalten wir für die Anfangseinwanderung

M0 = 190.264 und für die Einwanderung am Ende des Planungszeitraums

MT = 263.945. Wir können also feststellen, daß das Einwanderungsvolumen

bereits bei einem relativ kurzen Planungszeitraum von nur zehn Jahren zu
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verschiedenen Zeitpunkten sehr unterschiedlich ausfallen kann. Das aggre-

gierte Einwanderungsvolumen über den gesamten Planungszeitraum ergibt

sich aus:
∫ T

0
M(t)dt =

M0

ρ− g

[
e(ρ−g)T − 1

]
. (2.19)

In unserem Beispiel erhalten wir eine aggregierte Einwanderung von 2.250.990

Personen. Damit übersteigt die aggregierte Einwanderung den erforderlichen

Bestand an Einwanderern von E(T ) = 2.222.160. Dieses Ergebnis folgt aus

der Annahme einer negativen Nettofertilität für die Kohorte der Einwande-

rer.

Wir kommen nun zur zeitlichen Entwicklung des Bevölkerungsbestandes

L(t) = U(t) + E(t) und betrachten hierzu die Abbildung 2.1:

2 4 6 8 10
t

8.234·107

8.236·107

8.238·107

8.242·107

L

Abbildung 2.1: Entwicklung des Bevölkerungsbestandes im Modell opti-

maler Einwanderungspolitiken

Wir können anhand der Abbildung 2.1 erkennen, daß der Bevölkerungsbe-

stand zunächst absinkt und dann wieder ansteigt, um am Ende des Planungs-
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zeitraums wieder das Ausgangsniveau zu erreichen. Dabei ermittelt sich der

Zeitpunkt t∗ des minimalen Bevölkerungsbestandes wie folgt:

t∗ =
ln |Q2| − ln |Q1|

ρ− 2g
, (2.20)

mit Q1 ≡ gM0 (ρ− 2g)−1 + M0 und Q2 ≡ gM0 (ρ− 2g)−1 − gU0. Wir erhal-

ten im betrachteten Beispiel t∗ = 5, 12. Zu diesem Zeitpunkt stellt sich das

Bevölkerungsminimum mit Lmin. = 82.339.400 ein. Die Bevölkerung sinkt

also zwischenzeitlich um 91.969 Personen ab.

2.4 Fazit

Wir haben uns in diesem Kapitel mit optimalen Einwanderungspolitiken

beschäftigt. Im Rahmen einer Modellanwendung hat sich gezeigt, daß es so-

wohl bei der Einwanderung als auch beim Bevölkerungsbestand zu gewissen

Schwankungen kommt. Diese Schwankungen werden umso stärker ausfallen,

je länger der Planungshorizont ist. Als Modellerweiterungen würden sich da-

her anbieten:

• Beschränktes Einwanderungsvolumen

• Beschränkter Bevölkerungsbestand

Denkbar wäre auch, die Verlustfunktion um einen Term zu erweitern, der die

Abweichung der Bevölkerung von einem gewünschten Bevölkerungsbestand

erfaßt. Diese Aspekte sollen jedoch in der vorliegenden Arbeit nicht weiter

verfolgt werden.



Kapitel 3

Fertilitätswahl und Endogenes

Wachstum

3.1 Vorbemerkungen

Die Berücksichtigung der Bevölkerung hat in der wachstumstheoretischen

Diskussion eine längere Tradition1. Die Betrachtung populationsökonomi-

scher Aspekte wie Bevölkerungsentwicklung und Bevölkerungsbestand eben-

so wie Fertilität und Mortalität im Rahmen endogener Wachstumsmodelle

ist dagegen noch verhältnismäßig neu2.

Wir wollen in diesem Kapitel Vorbereitungen treffen für die folgenden

wachstumstheoretischen Kapitel. Dabei legen wir die Nutzenfunktion des re-

1Siehe hierzu: Pitchford (1974).
2Siehe hierzu die Überblicksarbeit von: Ehrlich und Lui (1997).
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präsentativen Akteurs fest, die wir in den folgenden Kapiteln stets verwen-

den wollen. Ferner legen wir dar, in welcher Form wir die Ausbildungskosten

für die Nachkommenschaft berücksichtigen wollen. Zusätzlich definieren wir,

nach welcher Regel die Bevölkerung wächst.

3.2 Fertilität in der Nutzenfunktion

Bezüglich der Nachfrage nach Kindern werden in der populationsökonomi-

schen Literatur verschiedene Motive angeführt3. Hierzu gehören beispielswei-

se Kinderarbeit oder Alterssicherung4 als eher materielle Motive. Im Gegen-

satz hierzu ist die Betrachtung von Nachkommen als reine Konsumgüter eher

immaterieller Natur. Wir werden in dieser Arbeit ausschließlich davon aus-

gehen, daß der Konsum der Anwesenheit von Kindern Nutzen stiftet. Wir

unterstellen daher, daß die Nutzenfunktion des repräsentativen Akteurs von

der Fertilitätsrate abhängt.

Wir starten mit einer zeitkontinuierlichen Version einer Nutzenfunktion,

die auf Becker / Barro (1988) bzw. Barro / Becker (1989) zurückgeht. In

diesem Ansatz sind die Akteure über das Altruismusmotiv mit ihren Nach-

kommen verbunden. Die Nutzenfunktion lautet:

u ≡ 1

1− %

[(
Lψc (n− d)θ

)1−% − 1
]
, (3.1)

mit ψ ≥ 0 und θ ≥ 0, sowie % > 0. Der Parameter L beschreibt in diesem

Zusammenhang die Größe der betrachteten Dynastie (Familie). Ferner ist C

der aggregierte Konsum und c ≡ CL−1 der Pro-Kopf-Konsum. Für ψ ≡ 1

3Siehe hierzu auch: Ehrlich / Lui (1997).
4Siehe hierzu: Nerlove / Razin / Sadka (1986).
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ist Lc ≡ C der aggregierte Familienkonsum. Falls ψ ≡ 0 ≡ θ gilt, hängt

die Nutzenfunktion ausschließlich vom Konsum ab. Wenn wir den Spezialfall

% = 1 anehmen, dann ergibt sich5:

u ≡ ln
[
Lψc (n− d)θ

]
,

≡ ψ ln L + ln c + θ ln (n− d) . (3.2)

Für n ≤ d ist die Nutzenfunktion nicht definiert. Wir können n − d als die

Überlebensrate der neugeborenen Kinder interpretieren. Dann ist n die Ge-

burtenrate und d die Rate der Kindersterblichkeit. Wir wollen nun annehmen,

daß es keine Kindersterblichkeit gibt. Alle Akteure sterben folglich erst im

Erwachsenenalter. Es gilt also: d = 0. Diese Annahme wird uns später erlau-

ben, die Fertilitätsrate unabhängig von der gesellschaftlichen Mortalitätsrate

zu bestimmen. Ferner wollen wir ψ ≡ 0 annehmen. Der repräsentative Akteur

ist also indifferent gegenüber der Populationsgröße. Es resultiert schließlich

die Nutzenfunktion6, die wir im Folgenden in dieser Arbeit immer unterstel-

len wollen als:

u(c, n) ≡ ln c + θ ln n. (3.3)

Dabei ist θ ≥ 0 ein Nutzenparameter. Ferner gilt: c ∈ (0, +∞) und n ∈ (0, n̄).

Hierbei ist n̄ der Wert, den die Fertilitätsrate maximal annehmen kann. Wenn

wir annehmen, daß ein Haushalt aus zwei erwachsenen Personen besteht und

pro Zeiteinheit nur einen Nachkommen haben kann, dann ist n̄ = 1/2 für

5Es gilt: lim%→1
1

1−%

[
v1−% − 1

]
= lim%→1

1
(−1)

[
v1−% ln v (−1)

]
= ln v, (l Hôpital s Re-

gel).
6Ein ähnlicher Ansatz mit Konsum-, Fertilitäts- und Umweltnutzen findet sich in:

Jöst / Quaas / Schiller (2001).
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den repräsentativen Akteur7. Wir wollen in dieser Arbeit annehmen, daß die

Fertilitätsrate keinen biologischen Beschränkungen8 unterliegt, so daß gilt:

n ∈ (0, +∞).

Die angenommene Nutzenfunktion ist additiv separabel und genügt den

folgenden Bedingungen:

uc(c, n) > 0 > ucc(c, n),

un(c, n) > 0 > unn(c, n),

lim
c→0

uc(c, n) = lim
n→0

un(c, n) = +∞,

lim
c→+∞uc(c, n) = lim

n→+∞un(c, n) = 0. (3.4)

3.3 Die Rolle der Ausbildungskosten

Die Nachkommenschaft verursacht Erziehungs- bzw. Ausbildungskosten. Die-

se Kosten können beispielsweise als zeitlicher Aufwand9 wie in der Arbeit von

Becker / Murphy / Tamura (1990) oder Galor und Weil (1996) erfaßt wer-

den. Alternativ können diese Kosten wie in Barro und Sala-i-Martin (1995)

als monetärer Aufwand erfaßt werden. In dieser Arbeit betrachten wir die

Ausbildungskosten stets als exogen gegebene Funktion von n. Die Akteure

entscheiden somit nur über die Anzahl ihrer Nachkommen, nicht jedoch über

7Siehe hierzu: Cai (2002); Es sei an dieser Stelle erwähnt, daß Fertilitätsraten von

n = 1/2 (50 Prozent) in der Realität nicht annähernd erreicht werden. Realistische Fer-

tilitätsraten liegen zwischen n = 0, 01 (1 Prozent) in Industrieländern und n = 0, 02 (2

Prozent) in Entwicklungsländern.
8Wir werden noch sehen, daß die Fertilität aufgrund der Budgetbeschränkung der pri-

vaten Akteure ökonomischen Beschränkungen unterliegt.
9Siehe hierzu: Becker (1991).
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deren Qualität10.

Wenn die Ausbildungskosten als Zeitaufwand erfaßt werden, so wird übli-

cherweise davon ausgegangen, daß die gesamte verfügbare Zeit Γ entweder

als Erziehungszeit Λ(n) oder als Arbeitszeit Ψ genutzt werden kann. Es folgt:

Ψ ≡ Γ − Λ(n). Mit Γ ≡ 1 (normiert) resultiert für den möglichen Ar-

beitseinsatz: Ψ ≡ 1 − Λ(n). Dabei hängt Λ(n) positiv von n ab. Es gilt:

λn(n) > 0 und λnn(n) ≥ 0. In diesem Zusammenhang sind folgende Annah-

men sinnvoll. Wenn es keine Nachkommen gibt, dann existieren auch keine

Erziehungskosten: Λ(0) = 0. Ferner dürfen die Erziehungszeiten das vorhan-

dene Zeitbudget nicht übersteigen: Λ(n̄) ≤ 1.

Werden die Erziehungs- bzw. Ausbildungskosten als monetärer Aufwand

erfaßt, so bietet es sich an, die Kostenfunktion Λ(·) von der Fertilitäts-

rate n, einem Kostenparameter b und einer im Zeitablauf veränderlichen

Größe abhängig zu machen. Dies hat den Vorteil, daß die Ausbildungsko-

sten pro Nachkommen je nach wirtschaftlichem Entwicklungsstand schwan-

ken können. Wir nehmen hierbei an, daß ein höherer Entwicklungsstand mit

höheren Ausbildungskosten einhergeht.

In dieser Arbeit gehen wir ausschließlich davon aus, daß die Ausbildung

der Nachkommen monetäre Kosten verursacht. Die beiden Formulierungen,

die wir in dieser Arbeit verwenden wollen, lauten:

Λ1(n) ≡ bny, Λ2(n) ≡ bnk, (3.5)

mit dem Kostenparameter b ≥ 0. Ferner ist Y der aggregierte Output und

10Die Qualität der Nachkommenschaft kann sich z.B. in ihrer Humankapitalaustattung

ausdrücken. Siehe hierzu auch:

Becker / Lewis (1973), sowie: Nerlove / Raut (1997), S. 1142 ff.
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y ≡ Y L−1 der Output pro Kopf. Zusätzlich ist K der aggregierte Bestand

an privatem physischen Kapital und k ≡ KL−1 die Kapitalausstattung pro

Kopf. Die Formulierung Λ2(n) ≡ bnk verwenden wir in dem Kapitel: En-

dogene Fertilität in Humankapitalmodellen. Die Formulierung Λ1(n) ≡ bny

verwenden wir in allen anderen wachstumstheoretischen Kapiteln.

Die dargestellten Ausbildungskosten verteilen sich eigentlich über den ge-

samten Erziehungszeitraum. Als eine Vereinfachung unterstellen wir in den

Modellen, daß die gesamten Kosten zum Zeitpunkt der Geburt eines Nach-

kommen fällig werden. Wir interpretieren dabei die Ausbildungsausgaben als

den Barwert des Ausbildungskostenstromes.

Wir nehmen dabei in den betrachteten Modellen an, daß alle Akteure ho-

mogen sind. Das bedeutet, daß sich die Nachkommen vom Typus her nicht

von den anderen Akteuren unterscheiden. Folglich sind die Nachkommen von

Anfang an erwerbstätig. Sie erzielen dabei das Einkommen des repräsentati-

ven Akteurs und verfügen über das gleiche Konsumniveau.

Aufgrund der Tatsache, daß die Nachkommenschaft Kosten verursacht,

ergibt sich für die Fertilitätsrate eine ökonomische Beschränkung nach oben.

Die Möglichkeit der privaten Kreditaufnahme sei ausgeschlossen. Die obere

Schranke für die Fertilitätsrate resultiert dann aus der Budgetbeschränkung

der privaten Akteure und hängt von der Wahl der Kostenfunktion Λ(·) ab.

Es sei T die Steuerlast und TL−1 die Pro-Kopf-Abgabe an den Staat. Dann

folgt für Λ(·) = Λ1(n) = bny als obere Schranke:

n ≤ y − TL−1 − c

by
. (3.6)
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Für den Fall Λ(·) = Λ2(n) = bnk folgt als obere Schranke entsprechend:

n ≤ y − TL−1 − c

bk
. (3.7)

3.4 Die Rolle des Bevölkerungsbestandes

Wir wollen in dieser Arbeit stets annehmen, daß die zeitliche Entwicklung

des Bevölkerungsbestandes L durch die Fertilitätsrate n, die Mortalitätsrate

d und die vorzeichenunbeschränkte Einwanderungsrate m wie folgt gegeben

ist:

L̇ ≡ (n− d + m) L. (3.8)

Die Bevölkerung ist stabil (L̇ = 0), wenn für n 6= d gilt: m = d − n. Die

Voraussetzung dafür ist, daß die staatlichen Autoritäten stets in der Lage

sind, die Einwanderungsrate in entsprechender Weise festzulegen. In dem

Zusammenhang werden wir stets annehmen, daß Einwanderung nicht die

Pro-Kopf-Ausstattung mit Kapitalgütern verändert. Das bedeutet, daß die

Einwanderer in allen behandelten Modellen ohne privates physisches Ka-

pital (personenungebundenes Kapital) einwandern. Im Humankapitalmodell

verfügen die Einwanderer per Annahme über eine durchschnittliche Human-

kapitalausstattung (personengebundenes Kapital).

Falls aus institutionellen oder prinzipiellen Gründen keine Einwanderung

(m = 0) möglich ist, reduziert sich die Bewegungsgleichung für den Bevölke-

rungsbestand wie folgt:

L̇ ≡ (n− d) L. (3.9)

Die Bevölkerung kann dann nur stabil sein, wenn n = d erfüllt ist. Falls
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keine Politik der Geburtenkontrolle11 implementierbar ist, so ist n = d nur

möglich, wenn für eine exogen gegebene Mortalitätsrate d die Fertilitätsrate

n in entsprechender Weise endogen bestimmt wird.

Wir werden in der vorliegenden Arbeit Abschnitte mit konstanter Popula-

tion betrachten. Dann gilt definitionsgemäß immer (L̇ = 0). In den Abschnit-

ten, in denen die Population variabel sein darf, werden wir stets fordern, daß

das gleichgewichtige Bevölkerungswachstum durch (L̇ = 0) gegeben ist12.

Wir werden in diesem Zusammenhang die Bevölkerungsgröße endogen be-

stimmen. Es handelt sich dabei immer um einen gleichgewichtigen und nicht

um einen optimalen Bevölkerungsbestand13.

11Siehe zur Problematik der Geburtenkontrolle auch: Leibenstein (1969).
12Zur optimalen Wachstumsrate der Bevölkerung, siehe: Samuelson (1975), wie auch:

Razin / Ben-Zion (1975).
13Zur optimalen Bevölkerungsgröße, siehe: Eckstein / Wolpin (1985).



Kapitel 4

Endogene Fertilität im

AK-Modell

4.1 Vorbemerkungen

Das AK-Modell ist ein erster einfacher Versuch, endogenes Wachstum zu mo-

dellieren1. Die zugrundeliegende Kapitalakkumulationsgleichung lautet dabei

wie folgt:

K̇ ≡ AK − C − σK. (4.1)

Hierbei ist K der aggregierte Bestand an privatem physischen Kapital. Mit

dem Niveauparameter A > 0 ergibt sich Y ≡ AK als aggregierter Output.

Der Kapitalverschleiß ist durch die Abschreibungsrate σ ≥ 0 gegeben und C

ist der aggregierte Konsum.

1Siehe hierzu: Barro und Sala-i-Martin (1995) sowie Rebelo (1991).
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Wir wollen nun die Fertilitätswahl, die Ausbildungskosten für die Nach-

kommenschaft und die Bevölkerung in dieses Modell einführen. Die Ferti-

litätswahl erfassen wir in der Nutzenfunktion des repräsentativen Akteurs.

Dabei wollen wir annehmen, daß der Nutzen des repräsentativen Akteurs

vom Pro-Kopf-Konsum c ≡ CL−1 und von der Pro-Kopf-Fertilität n ≡ NL−1

abhängt. Dann sei für die individuelle Nutzenfunktion folgende Gestalt an-

genommen:

U(c, n) ≡ ln c + θ ln n, (4.2)

mit dem Nutzenparameter θ ≥ 0. Der repräsentative Akteur hat im folgenden

einen unendlich langen Planungshorizont und maximiert den abdiskontierten

Nutzenstrom durch geeignete Wahl von c und n:

max|c,n
∫ +∞

0
e−ρtU(c, n)dt. (4.3)

Dabei bezeichnet ρ die Diskontrate und t ist der Zeitindex. Die Ausbildung

der Nachkommen reduziert die Möglichkeit in physisches Karital zu investie-

ren. Wir nehmen an, daß sich die Ausbildungskosten proportional zum Pro-

Kopf-Output y ≡ Y L−1 verhalten und durch bNy = bnLy = bnY gegeben

sind. Die Bevölkerung L sei dabei gleich dem Arbeitseinsatz. Wir nehmen

also an, daß jedes Bevölkerungsmitglied auch arbeitet. Die zeitliche Ent-

wicklung des Populationsbestandes sei wieder durch L̇ ≡ (n− d + m) L ge-

geben. Dabei ist d die Mortalitätsrate und m die vorzeichenunbeschränkte

Einwanderungsrate. Zusätzlich nehmen wir an, daß der Niveauparameter A

vom Arbeitseinsatz (Populationsgröße) abhängig ist. Als neue Niveaufunkti-

on unterstellen wir A(L) ≡ γLβ mit γ > 0 und β > 0. Die neue Akkumu-

lationsgleichung ergibt sich unter Berücksichtigung des Arbeitseinsatzes, der
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Ausbildungskosten und der neuen Niveaufunktion wie folgt:

K̇ ≡ A(L)K − C − bnY − σK,

≡ γLβK [1− bn]− C − σK. (4.4)

Für b = 0 = θ und A(L) = γ = A ergibt sich als Spezialfall2 das normale

AK-Modell mit einer logarithmischen Nutzenfunktion. Die jeweilige zeitliche

Entwicklung der Pro-Kopf-Größen ergibt sich mit k̇ ≡ K̇L−1 − kL̇L−1 sowie

k ≡ KL−1 und c ≡ CL−1 zu:

k̇ ≡ γLβk [1− bn]− c− σk − (n− d + m) k. (4.5)

Wir wollen nun den Fall des konstanten von dem des variablen Bevölkerungs-

bestandes unterscheiden und beginnen mit der konstanten Population.

4.2 Das Modell mit konstanter Population

Da in diesem Modell die Fertilitätsrate n endogen bestimmt wird, ist im all-

gemeinen damit zu rechnen, daß die Fertilität von der Mortalität d abweichen

wird (n 6= d). Folglich kann dann Einwanderung m benutzt werden, um die

Population konstant zu halten. Es muß dann stets m = d−n gelten. Wir wol-

len annehmen, daß m nicht vorzeichenbeschränkt ist und daß die staatlichen

Autoritäten immer in der Lage sind, die Einwanderung in geeigneter Weise

festzulegen. Dann können wir den Bevölkerungsbestand auf L = 1 normieren

und müssen nicht zwischen aggregierten und Pro-Kopf-Größen unterscheiden.

Die Niveaufunktion A(L) nimmt dann den konstanten Wert A(L) = γ = A

an.
2Es gilt: A(L) = A folgt aus γ = A und L = 1 (normiert).
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Das Modell

Das Modell besteht aus der Nutzenfunktion U(c, n) ≡ ln c + θ ln n und der

Kapitalakkumulationsgleichung:

k̇ ≡ Ak − c− bnAk − σk. (4.6)

Wir bilden die Hamiltonfunktion in laufenden Werten H(c, n, k) ≡ ln c +

θ ln n + λk̇(c, n, k) und erhalten daraus die folgenden Optimalitätsbedingun-

gen:

∂H

∂c
≡ 1

c
− λ = 0 ⇒ λ = c−1,

∂H

∂n
≡ θ

n
− λbAk = 0,

∂H

∂k
≡ λA− λbnA− λσ = ρλ− λ̇. (4.7)

mit der Transversalitätsbedingung limt→+∞ e−ρtλ(t)k(t) ≥ 0. Es gelte x ≡
ck−1. Aus den Bedingungen ∂H/∂c = 0 sowie ∂H/∂n = 0 folgt für die

Fertilitätsrate n:

n =
θx

Ab
. (4.8)

Die Fertilitätsrate hängt positiv von x und θ, sowie negativ von A und b ab.

Über das Vorzeichen von ∂n/∂θ, ∂n/∂A und ∂n/∂b auf dem gleichgewich-

tigen Wachstumspfad (GGW) kann voerst keine Aussage getroffen werden,

da noch nicht klar ist, inwiefern die Variable x auf dem GGW von θ, A

und b abhängt. Für endliche Werte x gilt jedoch: θ → 0 ⇒ n → 0 sowie

b → 0 ⇒ n → +∞.
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Die Modelldynamik

Die zeitliche Entwicklung des Schattenpreises λ folgt aus ∂H/∂k = ρλ − λ̇

und ist durch λ̇/λ = ρ − A + bnA + σ gegeben. Wegen λ̇/λ = −ċ/c folgt

schließlich:

ċ

c
≡ A− ρ− bnA− σ,

k̇

k
≡ A− x− bnA− σ. (4.9)

Es gelte x ≡ ck−1. Dann resultiert:

ẋ

x
≡ x− ρ ⇔ ẋ ≡ x2 − ρx. (4.10)

Wir kommen nun zur Betrachtung des gleichgewichtigen Wachstumspfades

(GGW). Der GGW sei dadurch definiert, daß der Pro-Kopf-Konsum c und

das Pro-Kopf-Kapital k mit jeweils gleicher Rate wachsen.

x ≡ ρ ⇒ n ≡ θρ

Ab
. (4.11)

Damit folgt, daß die Fertilitätsrate auf dem GGW positiv von θ und ρ sowie

negativ von A und b abhängt. Wir können ferner feststellen, daß das System

wegen ∂ (ẋ/x) /∂x ≡ 1 > 0 instabil ist. Es handelt sich bei der Gleichung

(4.10) um eine Differentialgleichung vom Bernoulli-Typ mit der allgemeinen

Lösung3:

x =
x0ρ

x0 + (ρ− x0) eρt
; x0 ≡ x(0) ≡ c(0)

k(0)
≡ c0

k0

. (4.12)

3Zur Behandlung von Differentialgleichungen vom Bernoulli-Typ: Siehe Gandolfo

(1997).
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Wir wollen noch die resultierende Wachstumsrate ω∗ auf dem gleichgewichti-

gen Wachstumspfad betrachten. Dabei soll uns interessieren, wie die Parame-

ter b und θ die Wachstumsrate beeinflussen und welche Bedingungen erfüllt

sein müssen, damit positives Gleichgewichtswachstum gewährleistet ist.

Satz 4.1 Die gleichgewichtige Wachstumsrate ist unabhängig von b. Sie hängt

negativ von θ ab und ist positiv, wenn A > σ + ρ (1 + θ) gilt.

Beweis: Die gleichgewichtige Wachstumsrate ist durch ω∗ = ωk = A − x −
bnA− σ gegeben. Die Substitution von x und n ergibt: ω∗ = A− ρ− θρ− σ.

Es resultiert: ∂ω∗/∂b ≡ 0 und ∂ω∗/∂θ ≡ −ρ < 0, sowie: ω∗ > 0 ⇔ A >

σ + ρ (1 + θ). 2

Dieses Resultat erklärt sich daraus, daß die Fertilitätsrate n positiv vom

Nutzenparameter θ abhängt. Je höher ferner die Fertilitätsrate ist, umso

höher sind auch die Ausbildungskosten. Je höher allerdings die Ausbildungs-

ausgaben sind, umso geringer sind die Investitionen in privates physisches

Kapital.

Eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate impliziert wegen A > σ +

ρ (1 + θ) > ρ (1 + θ) die Einhaltung der Budgetbeschränkung der privaten

Akteure. Das bedeutet, daß der Output die gesamten Ausgaben (Konsum-

ausgaben zuzüglich Ausbildungsausgaben) decken muß.

4.3 Das Modell mit variabler Population

Wir gehen nun davon aus, daß aus institutionellen Gründen keine Einwande-

rung m = 0 stattfinden kann, wie es auch für die Welt als Ganzes gilt. Wir

betrachten also eine Welt mit nur einem Land. Dann gilt für die zeitliche
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Entwicklung des Bevölkerungsbestandes L̇ ≡ (n− d) L und wir müssen nun

zwischen aggregierten und Pro-Kopf-Größen unterscheiden. Im allgemeinen

kann nun die Fertilität von der Mortalität abweichen (n 6= d) und wir er-

halten mit L̇L−1 ≡ (n− d) eine weitere Gleichung, welche das dynamische

Verhalten unseres Systems beschreibt. Wir werden noch sehen, daß dadurch

der Populationsbestand L zu einer modellendogenen Variable wird.

Das Modell

Das Modell besteht aus der Nutzenfunktion U(c, n) ≡ ln c + θ ln n und der

Kapitalakkumulationsgleichung:

k̇ ≡ γLβk − c− bnγLβk − σk − (n− d) k. (4.13)

Wir bilden die Hamiltonfunktion in laufenden Werten H(c, n, k) ≡ ln c +

θ ln n + λk̇(c, n, k) und erhalten daraus die folgenden Optimalitätsbedingun-

gen:

∂H

∂c
≡ 1

c
− λ = 0 ⇒ λ = c−1,

∂H

∂n
≡ θ

n
− λbγLβk − λk = 0,

∂H

∂k
≡ λγLβ − λbnγLβ − λσ − λn = ρλ− λ̇, (4.14)

mit der Transversalitätsbedingung limt→+∞ e−ρtλ(t)k(t) ≥ 0. Es gelte x ≡
ck−1. Aus den Bedingungen ∂H/∂c = 0 sowie ∂H/∂n = 0 folgt für die

Fertilitätsrate n:

n =
θx

1 + bγLβ
. (4.15)

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad (GGW) muß stets n = d gelten.

In der Ungleichgewichtssituation ist n variabel und hängt positiv von x und
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θ, sowie negativ von L und b ab. Wir erhalten wie im Fall der konstanten

Population: θ → 0 ⇒ n → 0. Falls die Ausbildungskosten für die Nachkom-

menschaft verschwindend gering sind (b → 0), so folgt diesmal allerdings,

daß die Fertilitätsrate den endlichen Wert n = θx annimmt.

Die Modelldynamik

Die zeitliche Entwicklung des Schattenpreises λ folgt aus ∂H/∂k = ρλ − λ̇

und ist durch λ̇/λ = ρ− γLβ + bnγLβ + σ + n gegeben. Wegen λ̇/λ = −ċ/c

folgt schließlich:

ċ

c
≡ γLβ − ρ− bnγLβ − σ − n,

k̇

k
≡ γLβ − x− bnγLβ − σ − n + d. (4.16)

Es gelte x ≡ ck−1. Dann resultiert unter Einbeziehung der Bevölkerungsent-

wicklung:

ẋ

x
≡ x− ρ− d,

L̇

L
≡ θx

1 + bγLβ
− d. (4.17)

Der gleichgewichtige Wachstumspfad sei nun dadurch definiert, daß der

Pro-Kopf-Konsum c und das Pro-Kopf-Kapital k mit jeweils gleicher Rate

wachsen (ωc = ωk), während die Bevölkerung auf einem konstanten Niveau

verharrt. Es gelte also L̇ = 0 = ẋ, so daß sich für die Gleichgwichtswerte

folgende Ausdrücke ergeben:

x ≡ ρ + d, L ≡
[
θx− d

bdγ

] 1
β

≡
[
θρ + θd− d

bdγ

] 1
β

. (4.18)
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Dabei ist der Gleichgewichtswert für den Bevölkerungsbestand L positiv,

wenn θ > d [ρ + d]−1 erfüllt ist. Der Wert L hängt ferner positiv von θ und

negativ von b ab.

Wir kommen nun zur Budgetbeschränkung der privaten Akteure. Da-

bei wollen wir Kreditaufnahme ausschließen und müssen daher fordern, daß

der Output zu jedem Zeitpunkt die gesamten Ausgaben (Konsumausga-

ben zuzüglich Ausbildungsausgaben) deckt. In Pro-Kopf-Größen ergibt sich

γLβk ≥ c + bnγLβk als Budgetbeschräkung für die privaten Akteure. Die

Verwendung von x ≡ ck−1 ergibt γLβ ≥ x + bnγLβ als Budgetrestriktion.

Die Substitution von n, x und L führt nach einigen elementaren Schritten zu

der Bedingung:

θ >
d + bdρ

(ρ + d) [1− bd]
, (4.19)

sofern 1− bd > 0 erfüllt ist. Die Einhaltung der Budgetbeschränkung impli-

ziert die Nichtnegativität des Outputs und damit des Bevölkerungsbestan-

des4.

Wir kommen nun zur Stabilitätsanalyse und können die folgende Behaup-

tung aufstellen:

Satz 4.2 Das System ist sattelpfadstabil.

Beweis: Um Sattelpfadstabilität zu zeigen, linearisieren wir das dynamische

System in der Nähe des Gleichgewichts5 (x̄, z̄) und bestimmen die Determi-

4Es gilt: (d + bdρ) [(ρ + d) (1− bd)]−1
> d (ρ + d)−1 ⇔

(d + bdρ) (ρ + d) > d (ρ + d) [1− bd] ⇔
d + bdρ > d (1− bd).

5Wir werden im Folgenden aus Gründen der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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nante der Jacobi-Matrix:



ẋ

L̇


 = J




x− x̄

L− L̄


 ; J =




+ 0

+ −


 . (4.20)

Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (2 × 2)-Jacobi-Matrix, die

bezüglich der Einträge jik mit i = 1, 2 und k = 1, 2 über die oben angegebene

Vorzeichenstruktur verfügt. Die Einträge jik ergeben sich unter Berücksich-

tigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

j11 = x,

j12 = 0,

j21 =
θL

1 + bγLβ
,

j22 = − θxβbγLβ

[1 + bγLβ]2
. (4.21)

Eine negative Determinante der Jacobi-Matrix ist im (2× 2)-Fall notwendig

und hinreichend für Sattelpfadstabilität. Wegen j12 = 0 und j22 < 0, erhalten

wir für die Determinante: det(J) = (j11) (j22) < 0. Damit ist die Behauptung

gezeigt. 2

Wir wollen noch die resultierende Wachstumsrate ω∗ auf dem gleichge-

wichtigen Wachstumspfad betrachten. Dabei soll uns interessieren, wie die

Parameter θ und b die Wachstumsrate beeinflussen, und welche Bedingun-

gen erfüllt sein müssen, damit positives Gleichgewichtswachstum gewährlei-

stet ist. Die Wachstumsrate ist durch ωk ≡ γLβ − x − bnγLβ − σ − (n− d)

gegeben. Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad (GGW) gilt die Bedin-

gung n = d, so daß für die Wachstumsrate auf dem GGW folgt:

ω∗ ≡ γLβ − x− bdγLβ − σ. (4.22)
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Wir wissen bereits, daß der gleichgewichtige Bevölkerungsbestand L positiv

von θ abhängt. Wenn θ steigt, dann nimmt der Wert der Niveaufunktion A(L)

und damit der Output pro eingesetzter Kapitaleinheit zu; gleichzeitig nehmen

die Ausbildungskosten pro eingesetzter Kapitaleinheit zu. Wir werden noch

zeigen, daß der Nettoeffekt positiv ist, wenn die Bedingung 1− bd > 0 erfüllt

ist.

Wir wissen ferner, daß der Wert L im Gleichgewicht negativ von b abhängt.

Wenn b steigt, nimmt der Output pro eingesetzter Kapitaleinheit ab. Die

Wirkung auf die Ausbildungskosten pro eingesetzter Kapitaleinheit (bnA)

sind unklar (b steigt, A sinkt) und damit voerst auch der Gesamteffekt. Wir

können jedoch zeigen, daß der Effekt insgesamt negativ ist, wenn die Nicht-

negativitätsbedingung für L gilt.

Satz 4.3 Die gleichgewichtige Wachstumsrate hängt für 1 − bd > 0 positiv

von θ ab. Sie hängt ferner für θ (ρ + d)−d > 0 negativ von den Ausbildungs-

kosten b ab.

Beweis: Wir ersetzen hierzu in Gleichung (4.22) die Gleichgewichtswerte x

und L und erhalten:

ω∗ ≡ θ (ρ + d)

bd
− d

bd
− θ (ρ + d)− ρ− σ. (4.23)

Es ergibt sich6: ∂ω∗/∂θ > 0 und ∂ω∗/∂b < 0. 2

Eine Politik, welche die Ausbildungskosten senken kann, wirkt in diesem

Modell wachstumsfördernd und erhöht den gleichgewichtigen Bevölkerungs-

bestand.

6Es gilt: ∂ω∗/∂θ ≡ [ρ + d] (bd)−1 − [ρ + d] > 0 ⇔
[ρ + d] > [ρ + d] bd ⇔ 1− bd > 0.

Sowie: ∂ω∗/∂b ≡ −d [θ (ρ + d)− d] (bd)−2
< 0.
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Aus Gleichung (4.23) folgt, daß die gleichgewichtige Wachstumsrate für

1− bd > 0 positiv ist, wenn gilt:

θ >
bd (ρ + σ) + d

(ρ + d) (1− bd)
. (4.24)

Eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate impliziert wieder die Einhal-

tung der Budgetbeschränkung der privaten Akteure und damit auch die

Nichtnegativität des Bevölkerungsbestandes.

4.4 Fazit

Wir haben in diesem Kapitel ein einfaches AK-Modell betrachtet und in die-

sem Modell die Fertilitätsrate endogen bestimmt. Dabei haben wir den Fall

der konstanten Population von dem der variablen Population unterschieden.

Im Modell mit kostanter Bevölkerung haben wir angenommen, daß der

Bevölkerungsbestand durch eine geeignete Festlegung der Einwanderungsra-

te konstant gehalten werden kann. Wir konnten dabei zeigen, daß es einen

sattelpfadstabilen gleichgewichtigen Wachstumspfad gibt. Ferner ergab sich,

daß die gleichgewichtige Wachstumsrate unabhängig von den Ausbildungs-

kosten b war. Der Einfluß des Nutzenparameters θ auf die gleichgewichtige

Wachstumsrate ergab sich als negativ.

Im Modell mit variabler Population haben wir angenommen, daß kei-

ne Einwanderung möglich ist. Somit konnte die Bevölkerung nur bei Über-

einstimmung von Fertilitäts- und Mortalitätsrate stabil gehalten werden. In

diesem Zusammenhang haben wir die gleichgewichtige Bevölkerungsgröße

endogen bestimmt. Es konnte wieder gezeigt werden, daß ein sattelpfad-

stabiler gleichgewichtiger Wachstumspfad existiert. Der Einfluß des Ausbil-
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dungskostenparameters b auf die gleichgewichtige Wachstumsrate war nega-

tiv, während sich der Einfluß des Nutzenparameters θ als positiv ergab.



Kapitel 5

Endogene Fertilität in

Infrastrukturkapitalmodellen

5.1 Einführung: Modelle mit Infrastruktur-

kapital

Wir behandeln in diesem Kapitel Modelle, in denen sowohl privates phy-

sisches Kapital K als auch öffentliches Infrastrukturkapital G akkumuliert

werden kann. Das private Kapital wird durch private Investitionen vermehrt,

während das Infrastrukturkapital durch die öffentlichen Ausgaben des Staa-

tes gebildet wird. Wir erhalten also zwei Kapitalakkumulationsgleichungen

und der Output Y ≡ Y (K, G) sei als Funktion der beiden Bestandsgrößen
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K und G angenommen1. Ansätze mit öffentlichem Kapital2 finden sich in

Greiner (1996) sowie Greiner und Hanusch (1998). In letzterem hat der Staat

die Möglichkeit seine Einnahmen auf öffentliche Investitionen, Sozialtransfers

und Investitionszulagen aufzuteilen, so daß für die Akkumulationsgleichun-

gen gilt:

K̇ ≡ Y − T + S + ΥK̇ − C − σK,

Ġ ≡ T − S −ΥK̇ − ηG. (5.1)

Hierbei ist T die Steuerzahlung der Privaten an den Staat, S der Sozial-

transfer und Υ die Investitionszulage; der Betrag ΥK̇ repräsentiert dann

die aggregierte Subventionszahlung für die privaten Investitionen. Der ag-

gregierte Konsum ist durch die Variable C gegeben. Ferner ist σ ≥ 0 die

Abschreibungsrate auf physisches Kapital und η ≥ 0 die Abschreibungsrate

für das Infrastrukturkapital.

Wir wollen uns nun an diesem Modelle orientieren und vorerst annehmen,

daß die Staatsaktivität lediglich darin besteht, mittels Steuereinnahmen in

die Infrastruktur zu investieren. Wir setzen also S = 0 = Υ und erhalten:

K̇ ≡ Y − T − C − σK,

Ġ ≡ T − ηG. (5.2)

Es gibt bei dieser Formulierung keine Sozialtransfers des Staates an die pri-

vaten Akteure. Folglich ist die Steuerzahlung T in diesem Modell die Net-

1Ein Modell mit nur einer akkumuliebaren Kapitalgröße K und produktiven öffentlichen

Ausgaben findet sich in Barro (1990). Dabei gehen die öffentlichen Ausgaben G ≡ T ≡ τY

als Stromgröße mit in die Produktionsfunktion Y ein.
2Zur empirischen Bedeutung von Infrastrukturkapital siehe Pfähler / Hofmann / Bönte

(1996).
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toabgabe an den Staat. Ferner nehmen wir an, daß es keinen öffentlichen

Konsum gibt. Damit wird die Steuerzahlung in voller Höhe in die Infrastruk-

tur investiert. Das bedeutet, daß wir in diesem Modell von verhältnismäßig

geringen Steuersätzen ausgehen müssen. Wir kommen darauf im Rahmen der

Modellsimulation noch zurück.

Wir wollen nun die Fertilitätswahl, die Ausbildungskosten für die Nach-

kommenschaft N und die Bevölkerung L in dieses Modell einführen. Die Fer-

tilitätswahl erfassen wir in der Nutzenfunktion des repräsentativen Akteurs.

Dabei wollen wir annehmen, daß der Nutzen des repräsentativen Akteurs

vom Pro-Kopf-Konsum c ≡ CL−1 und von der Pro-Kopf-Fertilität n ≡ NL−1

abhängt. Dann sei für die individuelle Nutzenfunktion folgende Gestalt an-

genommen:

U(c, n) ≡ ln c + θ ln n, (5.3)

mit dem Nutzenparameter θ ≥ 0. Der repräsentative Akteur hat im Folgen-

den einen unendlich langen Planungshorizont und maximiert den abdiskon-

tierten Nutzenstrom durch geeignete Wahl von c und n:

max|c,n
∫ +∞

0
e−ρtU(c, n)dt. (5.4)

Dabei bezeichnet ρ die Diskontrate, und t ist der Zeitindex. Die Ausbil-

dung der Nachkommen reduziert die Möglichkeit, in physisches Kapital zu

investieren. Wir nehmen an, daß sich die Ausbildungskosten proportional

zum Pro-Kopf-Output y ≡ Y L−1 verhalten und durch bNy = bnLy = bnY

gegeben sind. Die Bevölkerung L sei dabei gleich dem Arbeitseinsatz. Wir

nehmen also an, daß jedes Bevölkerungsmitglied auch arbeitet. Die zeitliche

Entwicklung des Populationsbestandes sei wieder durch L̇ ≡ (n− d + m) L
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gegeben. Dabei ist d die Mortalitätsrate und m die vorzeichenunbeschränkte

Einwanderungsrate. Wir erhalten für das modifizierte Modell:

K̇ ≡ (gL)α K1−α − T − C − bnY − σK,

≡ (gL)α K1−α [1− bn]− T − C − σK. (5.5)

Hierbei ist Y ≡ (gL)α K1−α der aggregierte Output. Im Produktionsprozeß

bewirkt die Infrastrukturausstattung pro Kopf eine Effizienzsteigerung des

Arbeitseinsatzes L in dem Sinne, daß gL den Effektivarbeitseinsatz darstellt.

Ferner ist α ein Produktionsparameter. Für b = 0 = θ und L = 1 erhalten

wir das Greiner-Hanusch-Modell (mit logarithmischer Nutzenfunktion) ohne

Sozialtransfers und Investitionszulagen.

Wir wollen nun annehmen, daß Infrastruktur ein Mischgut ist. Dabei

soll bezüglich der Nutzung von Infrastruktur das Prinzip der vollkomme-

nen Nichtausschließbarkeit gelten. Hinsichtlich der Nutzungsrivalität soll von

unterschiedlichen Rivalisierungsgraden3 ausgegangen werden. Daraus ergibt

sich für die Infrastrukturausstattung pro Kopf:

g ≡ GL−π π ∈ [0, 1]. (5.6)

Es ergeben sich die folgenden Grenzfälle: Für π = 1 ist g ≡ GL−1 und die

Nutzung ist vollkommen rivalisierend. Es handelt sich dann bei Infrastruktur

um ein Allmendegut. Für π = 0 ist g ≡ G und die Nutzung ist vollkommen

3Wir betrachten im Kapitel mit Humankapitalmodellen den Fall, daß die zweite ak-

kumulierbare Kapitalgröße ein reines privates Gut darstellt und die Nutzung damit voll-

kommen rivalisierend ist. Im Kapitel mit Wissenskapitalmodellen haben wir hingegen den

Fall des reinen öffentlichen Gutes hinsichtlich der zweiten akkumulierbaren Kapitalgröße,

so daß die Nutzung dann vollkommen nichtrivalisierend ist.
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nichtrivalisierend. In diesem Fall ist Infrastruktur ein reines öffentliches Gut.

Für die zeitliche Entwicklung von g resultiert nun:

ġ ≡ ĠL−π − πg (n− d + m) . (5.7)

Wir erhalten also für die zeitliche Entwicklung der Kapitalbestände in Pro-

Kopf-Größen:

k̇ ≡ gαk1−α [1− bn]− TL−1 − c− σk − (n− d + m) k,

ġ ≡ TL−π − ηg − π (n− d + m) g. (5.8)

Die in diesem Kapitel vorgestellten Modelle sollen dahingehend überprüft

werden, ob ein gleichgewichtiger Wachstumspfad (GGW) existiert, und ob

dieser eindeutig ist. Ein GGW sei dadurch gekennzeichnet, daß der Konsum

und die Kapitalbestände mit der gleichen Rate wachsen. Die Bevölkerung

ist aus definitorischen Gründen konstant. Ferner sollen die Stabilitätseigen-

schaften der jeweiligen Systeme untersucht werden.

Darüber hinaus ist an eine Simulation der Modelle gedacht, so daß reale

Situationen abgebildet werden können. In Simulationsläufen sollen unter-

schiedliche Politiken, wie zum Beispiel eine Variation der Steuersätze, hin-

sichtlich ihrer Auswirkungen auf die Fertilitäts- und Wachstumsrate unter-

sucht werden.

Wir wollen nun den Fall des konstanten von dem des variablen Bevölke-

rungsbestandes unterscheiden und beginnen mit der konstanten Population.
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5.2 Das Modell mit konstanter Population

Da in diesem Modell die Fertilitätsrate n endogen bestimmt wird, ist im

allgemeinen damit zu rechnen, daß die Fertilität von der Mortalität d ab-

weichen wird (n 6= d). Folglich kann dann Einwanderung m benutzt werden,

um die Population konstant zu halten. Es muß dann stets m = d − n gel-

ten. Wir wollen annehmen, daß m nicht vorzeichenbeschränkt ist, und daß

die staatlichen Autoritäten immer in der Lage sind, die Einwanderung in ge-

eigneter Weise festzulegen. Dann können wir den Bevölkerungsbestand auf

L = 1 normieren und müssen nicht zwischen aggregierten und Pro-Kopf-

Größen unterscheiden. Für die zeitliche Entwicklung des physischen Kapitals

k und des Infrastrukturkapitals g resultiert schließlich:

k̇ ≡ gαk1−α [1− bn]− T − c− σk,

ġ ≡ T − ηg. (5.9)

Wir wollen nun verschiedene Steuerregime unterscheiden. Wir behandeln da-

bei den Fall der Einkommensteuer, der Ausgabensteuer und der Pauschsteu-

er. Wir starten mit dem Einkommensteuersystem.

5.2.1 Das Modell mit Einkommensteuer

Die Bemessungsgrundlage für die Steuer ist der Output und wir erhalten für

das aggregierte Steueraufkommen T ≡ τ (gL)α K1−α ≡ τgαk1−αL. Mit L = 1

(normiert) folgt T ≡ τgαk1−α. Dabei ist τ ∈ (0, 1) der Einkommensteuersatz.
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Das Modell

Das Modell besteht aus der Nutzenfunktion U(c, n) ≡ ln c + θ ln n und den

folgenden beiden Kapitalakkumulationsgleichungen:

k̇ ≡ gαk1−α (1− τ − bn)− c− σk,

ġ ≡ τgαk1−α − ηg. (5.10)

Wir betrachten nun den kompetitiven Fall und bilden hierzu die Hamilton-

funktion in laufenden Werten H(c, n, k) ≡ ln c + θ ln n + λk̇(c, n, k). Wir

erhalten daraus die folgenden Optimalitätsbedingungen:

∂H

∂c
≡ 1

c
− λ = 0 ⇒ λ = c−1,

∂H

∂n
≡ θ

n
− λbgαk1−α = 0,

∂H

∂k
≡ λ (1− α) gαk−α [1− τ − bn]− λσ = ρλ− λ̇, (5.11)

mit der Transversalitätsbedingung limt→+∞ e−ρtλ(t)k(t) ≥ 0. Es gelte x ≡
ck−1 und z ≡ gk−1. Aus den Bedingungen ∂H/∂c = 0 sowie ∂H/∂n = 0

folgt für die Fertilitätsrate n:

n =
θx

bzα
. (5.12)

Die Fertilitätsrate hängt positiv von x und θ, sowie negativ von z und b

ab. Über das Vorzeichen von ∂n/∂θ und ∂n/∂b auf dem gleichgewichtigen

Wachstumspfad (GGW) kann voerst keine Aussage getroffen werden, da noch

nicht klar ist, inwiefern die Variablen x und z auf dem GGW von θ und

b abhängen. Wir kommen darauf im Rahmen der Modellsimulation noch

zurück. Für endliche Werte x und z gilt jedoch: θ → 0 ⇒ n → 0 sowie

b → 0 ⇒ n → +∞.
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Die Modelldynamik

Die zeitliche Entwicklung des Schattenpreises λ folgt aus ∂H/∂k = ρλ−λ̇ und

ist durch λ̇/λ = ρ + σ− (1− α) zα (1− τ − bn) gegeben. Wegen λ̇/λ = −ċ/c

folgt schließlich:

ċ

c
≡ (1− α) zα [1− τ − bn]− ρ− σ,

k̇

k
≡ zα [1− τ − bn]− x− σ,

ġ

g
≡ τzα−1 − η. (5.13)

Es gelte x ≡ ck−1 und z ≡ gk−1. Dann hat das resultierende dynamische

System für n = θx/bzα die folgende Gestalt:

ẋ

x
≡ x (1 + αθ)− ρ− αzα (1− τ) ,

ż

z
≡ τzα−1 + σ − η + x (1 + θ)− zα (1− τ) . (5.14)

Wir kommen nun zur Betrachtung des gleichgewichtigen Wachstumspfades

und können die folgende Behauptung aufstellen:

Satz 5.1 Das System besitzt für α ∈ (0, 1) einen eindeutigen gleichgewichti-

gen Wachstumspfad.

Beweis: Die Gleichung (ẋ/x) = 0 ist für

x =
ρ + αzα (1− τ)

1 + αθ
(5.15)

erfüllt und x ist für z > 0 positiv. Es bleibt noch zu zeigen, daß (ż/z) = 0 für

z ∈ (0, +∞) eine Lösung besitzt. Dazu setzen wir den Gleichgewichtswert

für x in (ż/z) = 0 ein und erhalten:

ż

z
≡ τzα−1 − zα (1− τ) ψ + σ − η + (1 + θ) qρ, (5.16)
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mit ψ ≡ 1 − (1 + θ) αq und q ≡ (1 + αθ)−1. Es zeigt sich, daß wegen ψ > 0

die Funktionswerte für sehr kleine z gegen +∞ und für sehr große z gegen

−∞ streben. Folglich gilt:

lim
z→0

(
ż

z

)
= +∞, lim

z→+∞

(
ż

z

)
= −∞. (5.17)

Die Funktion ist stetig und streng monoton fallend, denn es gilt:

∂ (ż/z)

∂z
≡ (α− 1) τzα−2 − αzα−1 (1− τ) ψ < 0. (5.18)

Es ergibt sich, daß die Funktion f(z) ≡ (ż/z) für z ∈ (0, +∞) die z-Achse

schneiden muß, womit die Behauptung gezeigt ist. 2

Wir kommen nun zur Stabilitätsanalyse und können die folgende Behaup-

tung aufstellen:

Satz 5.2 Das System ist für α ∈ (0, 1) sattelpfadstabil.

Beweis: Um Sattelpfadstabilität zu zeigen, linearisieren wir das dynamische

System in der Nähe des Gleichgewichts4 (x̄, z̄) und bestimmen die Determi-

nante der Jacobi-Matrix:



ẋ

ż


 = J




x− x̄

z − z̄


 ; J =




+ −
+ −


 . (5.19)

Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (2 × 2)-Jacobi-Matrix, die

bezüglich der Einträge jik mit i = 1, 2 und k = 1, 2 über die oben angegebene

Vorzeichenstruktur verfügt. Die Einträge jik ergeben sich unter Berücksich-

tigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

j11 = 2x (1 + αθ)− ρ− αzα (1− τ) = x (1 + αθ) ,

4Wir werden im Folgenden aus Gründen der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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j12 = −α2zα−1 (1− τ) x,

j21 = z (1 + θ) ,

j22 = ατzα−1 − (α + 1) zα (1− τ) + x (1 + θ) + σ − η,

= τzα−1 (α− 1)− αzα (1− τ) . (5.20)

Eine negative Determinante der Jacobi-Matrix ist im (2× 2)-Fall notwendig

und hinreichend für Sattelpfadstabilität. Es folgt: det(J) < 0, wenn gilt:

α2zα (1− τ) (1 + θ) < (1 + αθ)
[
τzα−1 (1− α) + αzα (1− τ)

]
. (5.21)

Wenn αzα (1− τ) (1 + θ) α < (1 + αθ) αzα (1− τ) erfüllt ist, dann gilt die

obige Ungleichung. Es läßt sich leicht überprüfen, daß dies für α < 1 der Fall

ist5. Damit ist die Behauptung gezeigt. 2

Wir wollen noch die resultierende Wachstumsrate ω∗ auf dem gleichge-

wichtigen Wachstumspfad betrachten und kommen zu folgender Aussage:

Satz 5.3 Die gleichgewichtige Wachstumsrate ist positiv, wenn x > ρ+ασ
1−α

gilt.

Beweis: Die gleichgewichtige Wachstumsrate ω∗ ist wie folgt gegeben:

ω∗ ≡ zα (1− τ)− zαbn− x− σ. (5.22)

Wegen zαbn = θx ist die gleichgewichtige Wachstumsrate positiv, wenn

αzα (1− τ) > x (α + αθ) + ασ gilt. Aus der Gleichgewichtsbedingung für

5Es gilt: αzα (1− τ) (1 + θ) α < (1 + αθ)αzα (1− τ) ⇔
α + αθ < 1 + αθ ⇔ α < 1.
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x folgt x (1 + αθ) − ρ = αzα (1− τ). Einsetzen und Auflösen nach x ergibt

die Behauptung6. 2

Eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate impliziert die Einhaltung

der Budgetbeschränkung der privaten Akteure. Das bedeutet, daß der Netto-

Output (Output abzüglich Steuerlast) die gesamten Ausgaben decken muß.

Die Modellsimulation

Wir gehen bei der Simulation des Modells wie folgt vor. Zuerst legen wir die

Basisparameter fest. Anschließend untersuchen wir die Auswirkungen ver-

schiedener Steuersätze auf das System. Dabei interessieren uns besonders

die gleichgewichtige Wachstumsrate und die Fertilitätsrate auf dem gleichge-

wichtigen Wachstumspfad.

Wir starten mit der Basiskonfiguration. Hierbei nehmen wir für den Nut-

zenparameter θ = 0, 5 und für den Produktionsparameter α = 0, 6 an.

Für die Abschreibungsraten gelte σ = η = 0, 10. Die Zeitpräferenzrate sei

mit ρ = 0, 025, und die Ausbildungskosten seien mit b = 20 angenommen.

Bezüglich der Variation des Steuersatzes τ ergeben sich dann die in Tabelle

5.1 dargestellten Resultate7.

6Es resultiert: x (1 + αθ)− ρ > x (α + αθ) + ασ ⇔
x + xαθ − ρ > xα + xαθ + ασ ⇔
x− xα > ρ + ασ ⇔ x > (ρ + ασ) [1− α]−1.

7Diese und alle folgenden Berechnungen wurden mit der Software: Mathematica, Ver-

sion (3.0) durchgeführt. Siehe auch: Wolfram (1991).
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Tabelle 5.1: Variation der Einkommensteuer bei konstanter Population

τ x z ñ ω̃

0, 06 0, 21 0, 25 1, 20 −0, 33

0, 08 0, 23 0, 32 1, 16 1, 39

0, 10 0, 26 0, 39 1, 12 2, 84

0, 12 0, 27 0, 46 1, 09 4, 08

0, 14 0, 29 0, 53 1, 06 5, 15

In der Tabelle 5.1 ist ñ ≡ n100 die Fertilitätsrate in Prozent und ω̃ ≡ ω100

die Wachstumsrate in Prozent. Es zeigt sich, daß eine Erhöhung des Steuer-

satzes von 6 auf 14 Prozent sowohl x als auch z erhöht. Dabei nimmt x um

etwa 40 Prozent zu, während sich z mehr als verdoppelt. Ferner ergibt sich,

daß mit der Wahl des Steuersatzes sowohl die Wachstumsrate als auch die

Fertilitätsrate beeinflußt werden kann. Dabei zeigt sich ein gegensätzlicher

Verlauf. Ein steigender Steuersatz erhöht die Wachstumsrate und reduziert

die Fertilitätsrate.

Eine sinkende Fertilitätsrate impliziert in diesem Modell eine steigende

Einwanderungsrate. Bei einer angenommenen Mortalitätsrate von d = 0, 012

(1, 2 Prozent) führt ein Steuersatz von 6 Prozent zu einer Einwanderungsrate

von m = 0, während ein Steuersatz von 14 Prozent eine Einwanderungsrate

von 0, 14 Prozent (1, 4 Promille) ergibt8. Wenn aus bevölkerungspolitischen

8Für die Bundesrepublik Deutschland gilt: Eine Einwanderungsrate von einem Promille

führt zu einem Einwanderungsvolumen von etwa 80000 Personen.
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Gründen mit Hilfe der Steuerpolitik die Fertilitätsrate erhöht werden soll, so

ist dies in diesem Modell nur zu Lasten der Wachstumsrate möglich.

Wir wollen nun für einen gegeben Steuersatz von τ = 0, 10 die Ausbil-

dungskosten b variieren. Dabei zeigt sich, daß sowohl x und z als auch die

Wachstumsrate ω unverändert bleiben, während sich für die Fertilitätsrate

die Veränderungen wie in Tabelle 5.2 ergeben.

Tabelle 5.2: Variation der Ausbildungskosten im Einkommensteuermodell

bei konstanter Population

τ = 0, 10

b 18 19 20 21 22

ñ 1, 25 1, 18 1, 12 1, 07 1, 02

Es zeigt sich, daß eine Erhöhung der Ausbildungskosten um eine Einheit die

Fertilitätsrate zwischen 0, 07 und 0, 05 Prozentpunkte absinken läßt.

5.2.2 Das Modell mit Ausgabensteuer

Die Bemessungsgrundlage für die Ausgabensteuer ist durch die Gesamt-

ausgaben (also Konsumausgaben zuzüglich den Ausbildungskosten für die

Nachkommenschaft) gegeben. Dann gilt für das aggregierte Steueraufkom-

men T ≡ τC + τbn (gL)α K1−α ≡ τcL + τbngαk1−αL. Für L = 1 (normiert)

folgt dann: T ≡ τc+τbngαk1−α. Dabei ist τ ∈ (0, 1) der Ausgabensteuersatz.
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Das Modell

Das Modell besteht wieder aus der Nutzenfunktion U(c, n) ≡ ln c+θ ln n und

den folgenden beiden Kapitalakkumulationsgleichungen:

k̇ ≡ gαk1−α − (1 + τ) c− (1 + τ) bngαk1−α − σk,

ġ ≡ τc + τbngαk1−α − ηg. (5.23)

Wir betrachten nun den kompetitiven Fall und bilden hierzu die Hamilton-

funktion in laufenden Werten H(c, n, k) ≡ ln c + θ ln n + λk̇(c, n, k). Wir

erhalten daraus die folgenden Optimalitätsbedingungen:

∂H

∂c
≡ 1

c
− λ (1 + τ) = 0 ⇒ λ (1 + τ) = c−1,

∂H

∂n
≡ θ

n
− λ (1 + τ) bgαk1−α = 0,

∂H

∂k
≡ λ (1− α) gαk1−α − λ (1 + τ) (1− α) bngαk1−α − λσ =

= ρλ− λ̇, (5.24)

mit der Transversalitätsbedingung limt→+∞ e−ρtλ(t)k(t) ≥ 0. Es gelte wieder

x ≡ ck−1 und z ≡ gk−1. Aus den Bedingungen ∂H/∂c = 0 sowie ∂H/∂n = 0

folgt für die Fertilitätsrate n:

n =
θx

(1 + τ) bzα
. (5.25)

Die Fertilitätsrate hängt wie im Modell mit Einkommensteuer positiv von

x und θ, sowie negativ von z und b ab. Aufgrund der Tatsache, daß wir

in diesem Modell die Ausbildungsausgaben für die Nachkommen besteuern,

erhöhen sich die tatsächlichen Ausbildungskosten für die privaten Akteure.

Es folgt daher, daß n negativ von τ abhängt. Ob auf dem GGW n im Aus-

gabensteuersystem kleiner oder größer als n im Einkommensteuersystem ist,
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kann nicht ohne weiteres beantwortet werden, da auch die jeweiligen Werte

für x und z von den jeweiligen Steuersätzen abhängen, wie noch zu sehen

sein wird.

Die Modelldynamik

Die zeitliche Entwicklung des Schattenpreises λ folgt aus ∂H/∂k = ρλ − λ̇

und ist durch λ̇/λ = ρ+σ−(1− α) zα [1− (1 + τ) bn] gegeben. Wegen λ̇/λ =

−ċ/c folgt dann für die Modelldynamik:

ċ

c
≡ (1− α) zα [1− (1 + τ) bn]− ρ− σ,

k̇

k
≡ zα [1− (1 + τ) bn]− (1 + τ) x− σ,

ġ

g
≡ τxz−1 + τbnzα−1 − η. (5.26)

Dann hat das resultierende dynamische System die folgende Gestalt:

ẋ

x
≡ (1 + τ) x− ρ− αzα [1− (1 + τ) bn] ,

ż

z
≡ τxz−1 + τbnzα−1 − zα [1− (1 + τ) bn] +

(1 + τ) x + σ − η. (5.27)

Wir kommen nun zur Betrachtung des gleichgewichtigen Wachstumspfades

und können die folgende Behauptung aufstellen:

Satz 5.4 Das System besitzt einen eindeutigen gleichgewichtigen Wachstums-

pfad.

Beweis: Die Gleichung (ẋ/x) = 0 ist für

x =
ρ + αzα

1 + τ + αθ
(5.28)
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erfüllt und x ist für z > 0 positiv. Es bleibt noch zu zeigen, daß (ż/z) = 0 für

z ∈ (0, +∞) eine Lösung besitzt. Dazu setzen wir den Gleichgewichtswert

für x in (ż/z) = 0 ein und erhalten:

ż

z
≡ Rρqz−1 + Rαqzα−1 − zα (1−Rα)−Q, (5.29)

mit R ≡ (1 + τ + θ) [1 + τ + αθ]−1 und Q ≡ η−σ−Rρ sowie q ≡ τ (1 + τ)−1.

Wegen der Gültigkeit von 1 − Rα > 0 resultiert für das Verhalten an den

Rändern des zulässigen Definitionsbereiches9:

lim
z→0

(
ż

z

)
= +∞, lim

z→+∞

(
ż

z

)
= −∞. (5.30)

Die Funktion ist stetig und streng monoton fallend, denn es gilt:

∂ (ż/z)

∂z
≡ (α− 1) Rαqzα−2 −Rρqz−2 − αzα−1 (1−Rα) < 0. (5.31)

Es ergibt sich, daß die Funktion f(z) ≡ (ż/z) für z ∈ (0, +∞) die z-Achse

schneiden muß, womit die Behauptung gezeigt ist. 2

Wir kommen nun zur Stabilitätsanalyse und können die folgende Behaup-

tung aufstellen:

Satz 5.5 Das System ist sattelpfadstabil.

Beweis: Um Sattelpfadstabilität zu zeigen, linearisieren wir das dynamische

System in der Nähe des Gleichgewichts10 (x̄, z̄) und bestimmen die Determi-

nante der Jacobi-Matrix:


ẋ

ż


 = J




x− x̄

z − z̄


 ; J =




+ −
+ −


 . (5.32)

9Es gilt: 1−Rα > 0 ⇔ 1 > α (1 + τ + θ) [1 + τ + αθ]−1 ⇔
1 + τ + αθ > α + ατ + αθ ⇔ 1 + τ > α (1 + τ) ⇔ 1 > α.

10Wir werden im Folgenden aus Gründen der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (2 × 2)-Jacobi-Matrix, die

bezüglich der Einträge jik mit i = 1, 2 und k = 1, 2 über die oben angegebene

Vorzeichenstruktur verfügt. Die Einträge jik ergeben sich unter Berücksich-

tigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

j11 = 2x (1 + τ + αθ)− ρ− αzα = x (1 + τ + αθ) ,

j12 = −α2xzα−1,

j21 = (1 + τ + θ) [z + q] ,

j22 = x (1 + τ + θ)− η + σ − (α + 1) zα

= −x (1 + τ + θ) qz−1 − αzα. (5.33)

Eine negative Determinante der Jacobi-Matrix ist im (2× 2)-Fall notwendig

und hinreichend für Sattelpfadstabilität. Es folgt: det(J) < 0, wenn gilt:

x (1 + τ + αθ) (j22) + xα2zα−1 (1 + τ + θ) [z + q] < 0. (5.34)

Division durch x und (1 + τ + αθ) ergibt unter Verwendung der Definition

für R, daß die Ungleichung erfüllt ist, wenn α2zα−1R [z + q] < − (j22) gilt.

Ersetzen von (j22) führt zu α2Rzα + α2Rzα−1q < x (1 + τ + θ) qz−1 + αzα.

Dies ist der Fall, wenn der folgende paarweise Vergleich erfüllt ist:

α2Rzα < αzα,

α2Rzα−1q < x (1 + τ + θ) qz−1. (5.35)

Die erste Ungleichung ist erfüllt, wenn αR < 1 gilt. Dies wurde bereits ge-

zeigt. Die zweite Ungleichung ist erfüllt, wenn nach Substitution von x un-

ter Verwendung von R die Ungleichung αRαzα < Rρ + Rαzα gilt. Wegen

αRαzα < Rαzα ist das der Fall. 2
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Wir wollen noch die resultierende Wachstumsrate ω∗ auf dem gleichge-

wichtigen Wachstumspfad betrachten. Dabei ist die gleichgewichtige Wachs-

tumsrate ω∗ wie folgt gegeben:

ω∗ ≡ zα − zα (1 + τ) bn− (1 + τ) x− σ. (5.36)

Wegen zα (1 + τ) bn = θx ist die Wachstumsrate ω∗ dann positiv, wenn zα >

x (1 + τ + θ)+ σ gilt. Die Substitution von x führt unter Verwendung von R

zu der Ungleichung zα > Rρ+αRzα+σ. Die gleichgewichtige Wachstumsrate

ist schließlich positiv, wenn gilt:

z >
[
Rρ + σ

1− αR

] 1
α

. (5.37)

Eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate impliziert die Einhaltung der

Budgetbeschränkung der privaten Akteure. Das bedeutet, daß der Output die

gesamten Brutto-Ausgaben (Ausgaben zuzüglich Steuerlast) decken muß.

Die Modellsimulation

Wir starten wieder mit der Basiskonfiguration, und es gelte: Wir nehmen für

den Nutzenparameter θ = 0, 5 und für den Produktionsparameter α = 0, 6

an. Für die Abschreibungsraten gelte σ = η = 0, 10. Die Zeitpräferenzrate

sei ρ = 0, 025, und die Ausbildungskosten seien b = 20. Bezüglich der Va-

riation des Steuersatzes τ ergeben sich dann die in Tabelle 5.3 dargestellten

Resultate.
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Tabelle 5.3: Variation der Ausgabensteuer bei konstanter Population

τ x z ñ ω̃

0, 08 0, 20 0, 23 1, 11 0, 09

0, 10 0, 21 0, 27 1, 06 1, 48

0, 12 0, 23 0, 31 1, 02 2, 73

0, 14 0, 24 0, 34 0, 99 3, 86

0, 16 0, 25 0, 38 0, 95 4, 91

In Tabelle 5.3 ist wieder ñ ≡ n100 die Fertilitätsrate in Prozent und ω̃ ≡
ω100 die Wachstumsrate in Prozent. Es zeigt sich wieder, daß ein Anstieg

des Steuersatzes die Wachstumsrate erhöht und die Fertilitätsrate reduziert.

Ferner ergibt sich, daß eine Steuererhöhung, welche die Wachstumsrate von

etwa 0 Prozent auf etwa 5 Prozent ansteigen läßt, die Werte für x und z nicht

in dem Maße erhöht, wie dies beim Einkommensteuerregime der Fall war.

Wir wollen nun für einen gegeben Steuersatz von τ = 0, 12 die Ausbil-

dungskosten b variieren. Dabei zeigt sich wieder, daß sowohl x und z als auch

die Wachstumsrate ω unverändert bleiben, während sich für die Fertilitäts-

rate die Veränderungen wie in Tabelle 5.4 ergeben.
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Tabelle 5.4: Variation der Ausbildungskosten im Ausgabensteuermodell bei

konstanter Population

τ = 0, 12

b 18 19 20 21 22

ñ 1, 14 1, 08 1, 02 0, 97 0, 93

Es zeigt sich, daß eine Erhöhung der Ausbildungskosten um eine Einheit die

Fertilitätsrate zwischen 0, 06 und 0, 04 Prozentpunkte absinken läßt. Damit

verhält sich die Reaktion der Fertilitätsrate auf eine Veränderung der Aus-

bildungskosten ähnlich wie im Einkommensteuersystem.

5.2.3 Das Modell mit Pauschalsteuer

Die Bemessungsgrundlage für die Pauschalsteuer sind die Akteure selbst.

Für L = 1 (normiert) ist dann das aggregierte Steueraufkommen gleich der

Pro-Kopf-Steuerlast.

Das Modell

Das Modell besteht wieder aus der Nutzenfunktion U(c, n) ≡ ln c+θ ln n und

den folgenden beiden Kapitalakkumulationsgleichungen:

k̇ ≡ gαk1−α − c− bngαk1−α − T − σk,

≡ [1− bn] gαk1−α − c− T − σk,

ġ ≡ T − ηg. (5.38)
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Wir bilden wieder die Hamiltonfunktion in laufenden Werten H(c, n, k) ≡
ln c+θ ln n+λk̇(c, n, k) und erhalten bei Betrachtung des kompetitiven Falles

die notwendigen Bedingungen wie folgt:

∂H

∂c
≡ 1

c
− λ = 0 ⇒ λ = c−1,

∂H

∂n
≡ θ

n
− λbgαk1−α = 0,

∂H

∂k
≡ λ (1− α) [1− bn] gαk1−α − λσ = ρλ− λ̇, (5.39)

mit der Transversalitätsbedingung limt→+∞ e−ρtλ(t)k(t) ≥ 0. Es gelte wieder

x ≡ ck−1 und z ≡ gk−1. Aus den Bedingungen ∂H/∂c = 0 sowie ∂H/∂n = 0

folgt für die Fertilitätsrate n:

n =
θx

bzα
. (5.40)

Die Fertilitätsrate hängt wiederum positiv von x und θ, sowie negativ von z

und b ab.

Die Modelldynamik

Die Entwicklung des Schattenpreises λ ergibt sich aus ∂H/∂k = ρλ− λ̇ und

ist durch λ̇/λ = ρ+σ− (1− α) [1− bn] zα gegeben. Wegen λ̇/λ = −ċ/c folgt

dann:

ċ

c
≡ (1− α) [1− bn] zα − ρ− σ,

k̇

k
≡ [1− bn] zα − x− T

k
− σ,

ġ

g
≡ T

g
− η. (5.41)
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Es gelte x ≡ ck−1 und z ≡ gk−1. Dann hat das resultierende dynamische

System für n = θx [bzα]−1 die folgende Gestalt:

ẋ

x
≡ x (1 + αθ) +

T

k
− ρ− αzα,

ż

z
≡ x (1 + θ) +

T

g
+

T

k
+ σ − η − zα. (5.42)

Bevor wir fortfahren, müssen wir noch eine Regel finden, nach der die Pau-

schalsteuer festgesetzt wird. Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad ist

ωg = Tg−1−η. Dabei ist η eine Konstante und ωg ist positiv, wenn Tg−1 > η

erfüllt ist. Da g auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad zunimmt, kann

eine konstante gleichgewichtige Wachstumsrate ωg nur erreicht werden, wenn

auch T nach einer bestimmten Regel wächst. Es bieten sich hier verschiedene

Steuerregime an, wobei wir annehmen wollen, daß die Steuerfestlegungsregel

von den privaten Akteuren nicht antizipiert wird. Das bedeutet, daß die Steu-

erregel nicht im Optimierungskalkül berücksichtigt wird. Prinzipiell könnte

T proportional zu den Modellkomponenten

• Output

• Ausgaben

• Privates physisches Kapital

• Öffentliches Infrastrukturkapital

wachsen. Wir wollen im Folgenden lediglich die ersten beiden Fälle betrach-

ten.
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Pauschalsteuer - Teil I

Wir betrachten nun den Fall, daß die Pauschalsteuer proportional zum Out-

put wächst. Es gilt also für das Steueraufkommen: T ≡ τgαk1−α, sowie ent-

sprechend Tg−1 ≡ τzα−1 und Tk−1 ≡ τzα. Ersetzen von T im reduzierten

dynamischen System ergibt:

ẋ

x
≡ x (1 + αθ) + zα (τ − α)− ρ,

ż

z
≡ x (1 + θ) + τzα−1 + zα (τ − 1) + σ − η. (5.43)

Satz 5.6 Das System besitzt wegen [(α− τ) R + τ − 1] < 0 einen eindeuti-

gen gleichgewichtigen Wachstumspfad. Dabei ist: R ≡ (1 + θ) [1 + αθ]−1.

Beweis: Wir betrachten zuerst die Gleichung (ẋ/x) = 0 und erhalten als

Lösung:

x =
ρ + (α− τ) zα

1 + αθ
. (5.44)

Wir kommen nun zu: (ż/z) = 0. Mit x (1 + θ) = Rρ + (α− τ) Rzα und

q ≡ Rρ + σ − η erhalten wir für (ż/z) = 0:

ż

z
= q + τzα−1 + [(α− τ) R + τ − 1] zα. (5.45)

Für [(α− τ) R + τ − 1] < 0 und z ∈ (0, +∞) ergibt sich11:

lim
z→0

(
ż

z

)
= +∞, lim

z→+∞

(
ż

z

)
= −∞. (5.46)

Wenn die Funktion nun streng monoton fällt, dann muß aufgrund des stetigen

Verlaufs eine Nullstelle existieren. Wir betrachten daher:

∂ (ż/z)

∂z
≡ τ (α− 1) zα−2 + α [(α− τ) R + τ − 1] zα−1 < 0. (5.47)

11Es gilt: (α− τ)R + τ − 1 < 0 ⇔ (α− τ) (1 + θ) < (1− τ) (1 + αθ) ⇔
α− τ + αθ − τθ < 1 + αθ − τ − ταθ ⇔ α− τθ < 1− ταθ ⇔
ταθ − τθ < 1− α ⇔ τθ (α− 1) < 1− α. Gilt wegen α < 1.
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Damit ist aufgrund von [(α− τ) R + τ − 1] < 0 ein gleichgewichtiger Wachs-

tumspfad gegeben. 2

Das System ist sattelpfadstabil. Der Beweis befindet sich im Anhang. Wir

wollen noch die resultierende Wachstumrate ω∗ auf dem gleichgewichtigen

Wachstumspfad betrachten. Dabei ist die gleichgewichtige Wachstumsrate

ω∗ wie folgt gegeben:

ω∗ ≡ zα − bnzα − x− T

k
− σ. (5.48)

Mit bnzα = θx und Tk−1 = τzα folgt, daß die Wachstumsrate positiv ist,

wenn zα > x (1 + θ)+ τzα +σ gilt. Ersetzen von x und Auflösen nach z führt

unter Verwendung von R zu:

z >

[
Rρ + σ

1− τ − (α− τ) R

] 1
α

. (5.49)

Eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate impliziert wieder die Einhal-

tung der Budgetbeschränkung der privaten Akteure.

Wir kommen nun zur Modellsimulation und starten mit der Basiskonfigu-

ration. Wir nehmen für den Nutzenparameter θ = 0, 5 und für den Produk-

tionsparameter α = 0, 6 an. Für die Abschreibungsraten gelte σ = η = 0, 10.

Die Zeitpräferenzrate sei ρ = 0, 025, und die Ausbildungskosten seien b = 20.

Bezüglich der Variation des Steuersatzes τ ergeben sich dann die in Tabelle

5.5 dargestellten Resultate.
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Tabelle 5.5: Variation der Pauschalsteuer-I bei konstanter Population

τ x z ñ ω̃

0, 06 0, 20 0, 24 1, 15 0, 60

0, 07 0, 21 0, 27 1, 12 1, 75

0, 08 0, 22 0, 31 1, 10 2, 84

0, 09 0, 22 0, 34 1, 07 3, 89

0, 10 0, 23 0, 37 1, 05 4, 89

In der Tabelle 5.5 ist wieder ñ ≡ n100 die Fertilitätsrate in Prozent und

ω̃ ≡ ω100 die Wachstumsrate in Prozent. Es zeigt sich wieder, daß ein Anstieg

des Steuersatzes die Wachstumsrate erhöht und die Fertilitätsrate reduziert.

Ferner ergibt sich wieder, daß eine Steuererhöhung, welche die Wachstums-

rate von etwa 0 Prozent auf etwa 5 Prozent ansteigen läßt, die Werte für x

und z nicht in dem Maße erhöht, wie dies beim Einkommensteuerregime der

Fall war.

Bei einer Variation der Ausbildungskosten b zeigt sich wieder, daß sowohl

x und z als auch die Wachstumsrate ω unverändert bleiben. Ferner verhält

sich die Reaktion der Fertilitätsrate auf eine Veränderung der Ausbildungs-

kosten ähnlich wie im Einkommensteuersystem. Wir wollen daher auf eine

tabellarische Darstellung verzichten.
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Pauschalsteuersystem - Teil II

Wir betrachten nun den zweiten Fall, daß sich die Steuer proportional zu

den Ausgaben entwickelt. Dann gilt für das Steueraufkommen: T ≡ τc +

τbngαk1−α, sowie entsprechend: Tg−1 ≡ τck−1kg−1+τbngα−1k1−α ≡ τxz−1+

τbnzα−1 und Tk−1 ≡ τck−1 + τbngαk−α ≡ τx + τbnzα. Für das reduzierte

dynamische System resultiert dann:

ẋ

x
≡ x [1 + αθ + τ + τθ]− ρ− αzα,

ż

z
≡ x [1 + θ + τ + τθ] + x (1 + θ) τz−1 − zα + σ − η. (5.50)

Satz 5.7 Es sei R ≡ (1 + θ + τ + τθ) [1 + αθ + τ + τθ]−1 definiert. Ferner

sei Q ≡ (1 + θ) [1 + αθ + τ + τθ]−1 und q ≡ Rρ+σ−η. Dann existiert wegen

αR− 1 < 0 ein eindeutiger gleichgewichtiger Wachstumspfad.

Beweis: Wir beginnen mit (ẋ/x) = 0 und erhalten als Lösung:

x =
ρ + αzα

1 + αθ + τ + τθ
. (5.51)

Nun bleibt noch zu zeigen, daß ein z ∈ (0, +∞) existiert, so daß (ż/z) =

0 erfüllt ist. Wir substituieren x [1 + θ + τ + τθ] durch R (ρ + αzα), sowie

x (1 + θ) durch Q (ρ + αzα) und erhalten mit q ≡ Rρ + σ − η:

ż

z
= R (ρ + αzα) + Q (ρ + αzα) τz−1 − zα + σ − η,

= q + (αR− 1) zα + Qρτz−1 + Qταzα−1. (5.52)

Wegen Q > 0 und αR− 1 < 0 resultiert12:

lim
z→0

(
ż

z

)
= +∞; lim

z→+∞

(
ż

z

)
= −∞. (5.53)

12Wir ersetzen R in αR < 1 und erhalten:

α + αθ + ατ + ατθ < 1 + αθ + τ + τθ ⇔
α [1 + τ + τθ] < 1 + τ + τθ ⇔ α < 1.
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Wenn die Funktion nun streng monoton fällt, dann muß aufgrund des stetigen

Verlaufs eine Nullstelle existieren. Wir betrachten daher:

∂ (ż/z)

∂z
≡ α (αR− 1) zα−1 + (α− 1) Qταzα−2 −Qρτz−2 < 0. (5.54)

Damit ist aufgrund der Grenzwerte und des fallenden Verlaufes der Funktion

die Existenz einer Nullstelle und damit ein gleichgewichtiger Wachstumspfad

gesichert. 2

Das System ist sattelpfadstabil. Der Beweis befindet sich im Anhang. Wir

wollen noch die resultierende Wachstumrate ω∗ auf dem gleichgewichtigen

Wachstumspfad betrachten. Dabei ist die gleichgewichtige Wachstumsrate

ω∗ wie folgt gegeben:

ω∗ ≡ zα − bnzα − x− T

k
− σ. (5.55)

Mit bnzα = θx und Tk−1 = τx+ τbnzα folgt, daß die Wachstumsrate positiv

ist, wenn zα > x [1 + θ + τ + τθ] + σ gilt. Ersetzen von x und Auflösen nach

z führt unter Verwendung von R zu:

z >
[
Rρ + σ

1− αR

] 1
α

. (5.56)

Eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate impliziert wieder die Einhal-

tung der Budgetbeschränkung der privaten Akteure.

Wir fahren mit der Modellsimulation fort. Für die Basiskonfiguration gilt:

Wir nehmen für den Nutzenparameter θ = 0, 5 und für den Produktionspa-

rameter α = 0, 6 an. Für die Abschreibungsraten gelte σ = η = 0, 10. Die

Zeitpräferenzrate sei ρ = 0, 025, und die Ausbildungskosten seien b = 20.

Bezüglich der Variation des Steuersatzes τ ergeben sich dann die in Tabelle

5.6 dargestellten Resultate.
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Tabelle 5.6: Variation der Pauschalsteuer-II bei konstanter Population

τ x z ñ ω̃

0, 08 0, 19 0, 23 1, 16 0, 11

0, 10 0, 20 0, 27 1, 13 1, 50

0, 12 0, 22 0, 30 1, 10 2, 76

0, 14 0, 22 0, 34 1, 07 3, 90

0, 16 0, 23 0, 37 1, 05 4, 95

In der Tabelle 5.6 ist wieder ñ ≡ n100 die Fertilitätsrate in Prozent und

ω̃ ≡ ω100 die Wachstumsrate in Prozent. Es zeigt sich wieder, daß ein Anstieg

des Steuersatzes die Wachstumsrate erhöht und die Fertilitätsrate reduziert.

Ferner ergibt sich wieder, daß eine Steuererhöhung, welche die Wachstums-

rate von etwa 0 Prozent auf etwa 5 Prozent ansteigen läßt, die Werte für x

und z nicht in dem Maße erhöht, wie dies beim Einkommensteuerregime der

Fall war.

Bei einer Variation der Ausbildungskosten b zeigt sich wieder, daß sowohl

x und z als auch die Wachstumsrate ω unverändert bleiben. Ferner verhält

sich die Reaktion der Fertilitätsrate auf eine Veränderung der Ausbildungs-

kosten ähnlich wie im Einkommensteuersystem. Wir wollen daher wieder auf

eine tabellarische Darstellung verzichten.



5.2.4 Vergleich 65

5.2.4 Vergleich

Wir wollen nun die verschiedenen Steuersysteme miteinander vergleichen.

Dabei soll uns die Frage interessieren, ob die Steuersysteme für vorgegebene

(bzw. ähnliche) Fertilitätsraten unterschiedliche Wachstumsraten erzeugen,

und welche Reihenfolge sich dann gegebenenfalls ergibt. Der Vergleich ist

bei vier verschiedenen Steuersystemen bereits dann vollständig, wenn wir

drei Systeme paarweise miteinander vergleichen. Wir wollen die folgenden

Vergleiche betrachten:

• Einkommensteuer versus Pauschalsteuer-I

• Pauschalsteuer-I versus Pauschalsteuer-II

• Pauschalsteuer-II versus Ausgabensteuer

Dabei zeigt sich, daß die beiden Pauschalsteuersysteme sehr ähnliche Resulta-

te liefern, so daß wir uns auf die verbleibenden beiden Vergleiche beschränken

können. Im Folgenden gilt wieder: ñ ≡ n100 ist die Fertilitätsrate in Pro-

zent und ω̃ ≡ ω100 ist die Wachstumsrate in Prozent. Wir starten mit dem

Vergleich des Einkommensteuersystems (E-Steuer) und des Pauschalsteuer-

I-Systems (P-Steuer-I) in Tabelle 5.7.
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Tabelle 5.7: Vergleich Einkommensteuer versus Pauschalsteuer-I bei kon-

stanter Population

E-Steuer P-Steuer-I

τ ñ ω̃ τ ñ ω̃

0, 090 1, 14 2, 14 0, 065 1, 14 1, 19

0, 100 1, 12 2, 84 0, 070 1, 12 1, 75

0, 115 1, 10 3, 78 0, 080 1, 10 2, 84

0, 130 1, 08 4, 63 0, 0875 1, 08 3, 63

0, 140 1, 06 5, 15 0, 095 1, 06 4, 40

Die Fertilitätsrate und die Wachstumsrate sind in Tabelle 5.7 jeweils auf zwei

Stellen gerundet. Damit sind die resultierenden Fertilitätsraten unter den bei-

den Steuerregimen für vorgegebene Steuersätze nur ungefähr gleich. Dennoch

läßt sich erkennen, daß das Einkommensteuersystem bei etwa gleichen Ferti-

litätsraten eine Wachstumsrate liefert, die im Durchschnitt etwa einen Pro-

zentpunkt oberhalb der entsprechenden Wachstumsrate des Pauschalsteuer-

I-Systems liegt.

Da in beiden Steuersystemen steigende Steuersätze im relevanten Bereich

mit steigenden Wachstumsraten verbunden sind, gilt offenbar, daß sich eine

gegebene Fertilitätsrate im Einkommensteuersystem mit einem vergleichs-

weise wachstumsfreundlicheren Steuersatz erzeugen läßt. Wenn man also aus

demografischen Gründen die Fertilitätsrate fixieren möchte, dann ist unter

Wachstumsgesichtspunkten das Einkommensteuersystem dem Pauschalsteuer-
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I-System vorzuziehen. Wir kommen nun zum Vergleich des Pauschalsteuer-II-

Systems (P-Steuer-II) mit dem Ausgabensteuersystem (A-Steuer) in Tabelle

5.8.

Tabelle 5.8: Vergleich Pauschalsteuer-II versus Ausgabensteuer bei kon-

stanter Population

P-Steuer-II A-Steuer

τ ñ ω̃ τ ñ ω̃

0, 095 1, 14 1, 17 0, 0675 1, 14 −0, 88

0, 105 1, 12 1, 83 0, 075 1, 12 −0, 29

0, 120 1, 10 2, 76 0, 085 1, 10 0, 45

0, 135 1, 08 3, 62 0, 090 1, 08 0, 80

0, 150 1, 06 4, 43 0, 100 1, 06 1, 48

Die Fertilitätsraten sind in Tabelle 5.8 jeweils wieder gerundet und damit

nur ungefähr gleich. Es zeigt sich, daß das Pauschalsteuer-II-System bei etwa

gleichen Fertilitätsraten eine Wachstumsrate liefert, die im Durchschnitt et-

wa zwei bis drei Prozentpunkte oberhalb der entsprechenden Wachstumsrate

des Ausgabensteuersystems liegt. Offenbar gilt, daß sich eine gegebene Fer-

tilitätsrate im Ausgabensteuersystem nur mit einem vergleichsweise wachs-

tumsunfreundlichen Steuersatz erzeugen läßt. Dieses Ergebnis ist durchaus

plausibel, da die Ausgabensteuer die tatsächlichen Ausbildungskosten erhöht

und damit in direkter Weise negativ auf die Fertilitätsrate wirkt. Wir wol-

len nun abschließend die Ergebnisse in Tabelle 5.9 in einer Gesamtübersicht
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zusammenfassen.

Tabelle 5.9: Gesamtvergleich der Steuersysteme bei konstanter Population

ñ ω̃eink ω̃pausch−I ω̃pausch−II ω̃ausg

1, 14 2, 14 1, 19 1, 17 −0, 88

1, 12 2, 84 1, 75 1, 83 −0, 29

1, 10 3, 78 2, 84 2, 76 0, 45

1, 08 4, 63 3, 63 3, 62 0, 80

1, 06 5, 15 4, 40 4, 43 1, 48

Wir können feststellen, daß das Einkommensteuersystem für gegebene Fer-

tilitätsraten die vergleichsweise höchsten Wachstumsraten erzeugt, während

das Ausgabensteuersystem die vergleichsweise niedrigsten Wachstumsraten

generiert. Der Unterschied bei den resultierenden Wachstumsraten liegt im-

merhin bei etwa drei bis fast vier Prozentpunkten. Offenbar macht sich hier

der negative Direkteffekt der Ausgabensteuer auf die Fertilitätsrate doch

recht deutlich bemerkbar. Eine gegebene Fertilitätsrate ist unter dem Ausga-

bensteuersystem scheinbar nur mit einem relativ wachstumsunfreundlichen

Steuersatz zu erreichen. Die beiden Pauschalsteuersysteme unterscheiden sich

nicht wesentlich und nehmen bezüglich der Wachstumsrate eine mittlere Po-

sition ein. Wir erhalten insgesamt für eine gegebene Fertilitätsrate also die

folgende Reihenfolge bezüglich der Wachstumsrate:

ω̃eink > ω̃pausch−I
∼= ω̃pausch−II > ω̃ausg. (5.57)
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5.3 Das Modell mit variabler Population

Wir gehen nun davon aus, daß aus institutionellen Gründen keine Einwande-

rung m = 0 stattfinden kann, wie es auch für die Welt als Ganzes gilt. Wir

betrachten also eine Welt mit nur einem Land. Dann gilt für die zeitliche

Entwicklung des Bevölkerungsbestandes L̇ ≡ (n− d) L, und wir müssen nun

zwischen aggregierten und Pro-Kopf-Größen unterscheiden. Im allgemeinen

kann nun die Fertilität von der Mortalität abweichen (n 6= d) und wir er-

halten mit L̇L−1 ≡ (n− d) eine weitere Gleichung, welche das dynamische

Verhalten unseres Systems beschreibt. Wir werden noch sehen, daß dadurch

der Populationsbestand L zu einer modell-endogenen Variable wird. Für die

zeitliche Entwicklung des physischen Kapitals k und des Infrastrukturkapitals

g ergibt sich:

k̇ ≡ gαk1−α [1− bn]− TL−1 − c− σk − (n− d) k,

ġ ≡ TL−π − ηg − π (n− d) g. (5.58)

Wir wollen nun wieder verschiedene Steuerregime unterscheiden. Wir be-

handeln dabei den Fall der Einkommensteuer und den der Ausgabensteuer

und verzichten diesmal auf die Betrachtung von Pauschalsteuersystemen. Wir

starten mit dem Einkommensteuersystem.

5.3.1 Das Modell mit Einkommensteuer

Die Bemessungsgrundlage für die Steuer ist wieder der Output und wir er-

halten für das aggregierte Steueraufkommen T ≡ τ (gL)α K1−α ≡ τgαk1−αL.

Dabei ist τ ∈ (0, 1) der Einkommensteuersatz.



70 5.3.1 Das Modell mit Einkommensteuer

Das Modell

Das Modell besteht aus der Nutzenfunktion U(c, n) ≡ ln c+θ ln n, den beiden

Kapitalakkumulationsgleichungen und der Gleichung für die Bevölkerungs-

entwicklung:

k̇ ≡ (1− τ − bn) gαk1−α − c− σk − (n− d) k,

ġ ≡ τgαk1−αL1−π − ηg − πg (n− d) ,

L̇ ≡ (n− d) L. (5.59)

Wir betrachten wieder den kompetitiven Fall und bilden die Hamiltonfunkti-

on in laufenden Werten H(c, n, k) ≡ ln c + θ ln n + λk̇(c, n, k). Dann erhalten

wir die folgenden Optimalitätsbedingungen:

∂H

∂c
≡ 1

c
− λ = 0 ⇒ λ = c−1,

∂H

∂n
≡ θ

n
− λbgαk1−α − λk = 0,

∂H

∂k
≡ λ (1− α) gαk−α [1− τ − bn]− λσ − λ (n− d) =

= ρλ− λ̇, (5.60)

mit der Transversalitätsbedingung limt→+∞ e−ρtλ(t)k(t) ≥ 0. Es gelte wieder

x ≡ ck−1 und z ≡ gk−1. Aus den Bedingungen ∂H/∂c = 0 sowie ∂H/∂n = 0

folgt für die Fertilitätsrate n:

n =
θx

1 + bzα
. (5.61)

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad (GGW) muß stets n = d gelten.

In der Ungleichgewichtssituation ist n variabel und hängt positiv von x und

θ, sowie negativ von z und b ab. Wir erhalten wie im Fall der konstanten
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Population: θ → 0 ⇒ n → 0. Falls die Ausbildungskosten für die Nachkom-

menschaft verschwindend gering sind (b → 0), so folgt diesmal allerdings,

daß die Fertilitätsrate den endlichen Wert n = θx annimmt.

Wir kommen nun zur Budgetbeschränkung der privaten Akteure. Da-

bei wollen wir Kreditaufnahme ausschließen und müssen daher fordern, daß

der Netto-Output (das ist der Output abzuglich der Steuerlast) zu jedem

Zeitpunkt die gesamten Ausgaben deckt. In Pro-Kopf-Größen ergibt sich als

Budgetbeschräkung für die privaten Akteure:

c + bny ≤ (1− τ) y. (5.62)

Unter Verwendung der Optimalitätsbedingung für n resultiert, daß die Be-

schränkung erfüllt ist, wenn gilt:

x ≤
[
1− τ

1 + θ

]
zα. (5.63)

Die Modelldynamik

Die Entwicklung des Schattenpreises λ ergibt sich aus ∂H/∂k = ρλ− λ̇ und

ist durch λ̇/λ = ρ+σ−(1− α) zα [1− τ − bn]+(n− d) gegeben. Wir erhalten

schließlich wegen λ̇/λ = −ċ/c:

ċ

c
≡ (1− α) zα [1− τ − bn]− ρ− σ − (n− d) ,

k̇

k
≡ [1− τ − bn] zα − x− σ − (n− d) ,

ġ

g
≡ τzα−1L1−π − η − π (n− d) . (5.64)

Es gelte x ≡ ck−1 und z ≡ gk−1. Wir bestimmen: ẋ/x ≡ ċ/c−k̇/k und ẋ/x ≡
ġ/g− k̇/k unter Verwendung von θx = n+ nbzα. Dann hat das resultierende
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dynamische System mit Berücksichtigung des Bevölkerungswachstums die

folgende Gestalt:

ẋ

x
≡ x− ρ− αzα (1− τ − bn) ,

ż

z
≡ τzα−1L1−π − zα (1− τ) + Ω + (1 + θ) x− πn,

L̇

L
≡ θx

1 + bzα
− d, (5.65)

mit Ω ≡ σ − η − (1− π) d − πn. Der gleichgewichtige Wachstumspfad sei

dadurch definiert, daß c, k und g mit der gleichen Rate wachsen, während

die Bevölkerung nicht wachsen soll. Das bedeutet, daß L̇ = ẋ = ż = 0 erfüllt

sein muß. Die resultierenden Werte für z, x und L lauten wie folgt:

z ≡
[

d− θρ

αθ (1− τ − bd)− bd

] 1
α

,

x ≡
[
d (1 + bzα)

θ

]
,

L ≡
[
(ω∗ + η) z1−α

τ

] 1
1−π

, (5.66)

mit: ω∗ ≡ zα (1− τ − bd) − x − σ. Es wird sich noch zeigen, daß aus Stabi-

litätsgründen θα (1− τ − bd) < bd gelten muß. Daher muß wegen der Nicht-

negativität von z auch d < θρ erfüllt sein. Wir fahren nun mit der Stabi-

litätsanalyse fort:

Satz 5.8 Das System ist sattelpfadstabil, wenn θα (1− τbd) < db und ρ +

f(π) < (1− α) [ω∗ + η] erfüllt sind.

Beweis: Um Sattelpfadstabilität zu zeigen, linearisieren wir das dynamische

System in der Nähe des Gleichgewichts13 (x̄, z̄, L̄) und bestimmen die Deter-

13Wir werden im Folgenden aus Gründen der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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minante und die Spur der Jacobi-Matrix:



ẋ

ż

L̇




= J




x− x̄

z − z̄

L− L̄




; J =




+ − 0

? ? +

+ − 0




. (5.67)

Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (3 × 3)-Jacobi-Matrix, die

bezüglich der Einträge jik mit i = 1, 2, 3 und k = 1, 2, 3 über die oben

angegebene Vorzeichenstruktur verfügt. Die Einträge jik ergeben sich unter

Berücksichtigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

j11 = x + αbdzα,

j12 = −xα2zα−1

[
1− τ − bd +

zαb2d2

θx

]
,

j13 = 0,

j21 = (1 + θ) z − πzd

x
,

j22 = (α− 1) τzα−1L1−π − αzα (1− τ) +
παzαbd2

θx
,

j23 = (1− π) τzαL−π,

j31 =
Ld

x
,

j32 = −αzα−1bd2L

θx
,

j33 = 0. (5.68)

Im (3× 3) - Fall stellt eine positive Determinante in Kombination mit einer

negativen Spur Sattelpfadstabilität sicher. Der Sattelpfad ist dann eine zwei-

dimensionale Mannigfaltigkeit14. Wir beginnen mit der Determinante und

14Siehe hierzu Wirl (1997), sowie den Anhang in dieser Arbeit.
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erhalten det(J) = − (j23) [(j11) (j32)− (j31) (j12)]. Wegen (j23) > 0 ist die

Determinante positiv, wenn (j11) (j32) < (j31) (j12) erfüllt ist. Einsetzen und

Umformen führt nach einigen elementaren Schritten zu:

θα (1− τ − bd) < bd. (5.69)

Der obige Ausdruck repräsentiert den Nenner von zα. Damit die Nichtne-

gativitätsbedingung für z eingehalten werden kann, muß zusätzlich d < θρ

gelten. Wir wollen nun noch die Stabilitätsuntersuchung mit der Betrachtung

der Spur sp(J) = (j11) + (j22) fortsetzen. Einsetzen und Umformen ergibt:

sp(J) = x− αzα [1− τ − bd] +
παzαbd2

θx
+ (α− 1) τzα−1L1−π. (5.70)

Im Gleichgewicht gilt ρ = x − αzα [1− τ − bd] sowie τzα−1L1−π = ω∗ + η.

Ferner gilt: θx = d (1 + bzα). Es resultiert schließlich, daß die Spur negativ

ist, wenn gilt:

ρ + f(π) < (1− α) [ω∗ + η] ; f(π) ≡ παdbzα

1 + bzα
. (5.71)

Dabei gilt die Abschätzung f(π) < παd. Die Spur ist also negativ, wenn

ρ+παd < (1− α) [ω∗ + η] gilt. Wenn ρ < (1− α) η erfüllt ist, und ferner die

gleichgewichtige Wachstumsrate ω∗ positiv ist, so ist die obige Bedingung für

hinreichend kleines π stets erfüllt. Damit stellt die Kombination aus positiver

Determinante und negativer Spur die Existenz zweier negativer Eigenwerte

sicher. 2

Steuerpolitik und Wachstumsrate

Wir wollen noch die resultierende Wachstumrate ω∗ auf dem gleichgewichti-

gen Wachstumspfad betrachten. Dabei ist die gleichgewichtige Wachstums-

rate durch ω∗ = (1− α) zα [1− τ − bd] − ρ − σ gegeben. Eine notwendige
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Bedingung für positives Wachstum ist durch 1− τ − bd > 0 ⇔ τ < 1− bd ge-

geben. Wir haben folglich mit τo(1) = 1−bd bereits einen ersten Ausdruck für

die Steuerobergrenze τo. Wir kommen später noch darauf zurück. Auflösen

nach z ergibt, daß die gleichgewichtige Wachstumsrate positiv ist, wenn gilt:

z >

[
ρ + σ

(1− α) (1− τ − bd)

] 1
α

. (5.72)

Eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate impliziert die Einhaltung der

oben behandelten Budgetbeschränkung. Ferner können wir feststellen, daß

die gleichgewichtige Wachstumsrate ω∗ eine Funktion des Steuersatzes τ ist,

so daß gilt: ω∗ ≡ ω∗(τ). Wir wollen daher den Steuersatz τ bestimmen, der

die gleichgewichtige Wachstumsrate maximiert und erhalten:

Satz 5.9 Der Steuersatz τ ∗ = a+ε mit a ≡ 1−bd−bd (θα)−1 maximiert die

gleichgewichtige Wachstumsrate ω∗, falls a > 0 erfüllt ist. Dabei gilt: ε > 0

und ε ∼= 0.

Beweis: Wir betrachten hierzu die gleichgewichtige Wachstumsrate ω∗ =

(1− α) zα [1− τ − bd] − ρ − σ. Wir substituieren den Gleichgewichtswert z

und können nach einigen Umformungen feststellen, daß die Maximierung von

ω∗ äquivalent zur Maximierung von ω̂ (τ) ≡ (q1 − τ) [αθτ − q2]
−1 ist. Dabei

ist q1 ≡ 1 − bd und q2 ≡ αθ − αθbd − bd. Wir betrachten nun die Reaktion

von ω̂ auf die Variation des Steuersatzes τ und erhalten:

∂ω̂ (τ)

∂τ
≡ − bd

(αθτ − q2)
2 < 0. (5.73)

Es zeigt sich, daß τ so niedrig wie möglich gewählt werden sollte. Die untere

Schranke für τ ergibt sich aus der Stabilitätsbedingung θα (1− τ − bd) < bd.
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Umstellen nach τ ergibt, daß τ > 1− bd− bd (θα)−1 gelten muß, woraus die

Behauptung folgt. 2

Es sei noch erwähnt, daß die gleichgewichtige Wachstumsrate für τ = a

gegen +∞ strebt. Dies ist natürlich kein realistisches Resultat. Es ist daher

im Rahmen von Politikanalysen erforderlich, den Bereich der frei wählba-

ren Steuersätze so einzuschränken, daß er mit realistischen Wachstumsraten

korrespondiert. Ferner ist für a < 0 der Steuersatz τ = 0 ein Wachstumsra-

tenmaximierer. Dies ist ebenfalls kein realitätsnahes Ergebnis, da Steuersätze

von Null nicht praxisrelevant sind. Darüberhinaus ergibt sich, daß in diesem

Fall der gleichgewichtige Bevölkerungsbestand L gegen +∞ streben würde.

Für den Fall a < 0 wäre daher die Annahme einer institutionell gegebenen

Steuersatzuntergrenze τu sinnvoll.

Wir kommen nun zu den steuerpolitischen Spielräumen des Staates. Diese

sind durch das offene Intervall (τu, τo) gegeben. Dabei ist die Untergrenze

bereits ermittelt. Zur Bestimmung der Obergrenze betrachten wir erneut die

Bedingung ω∗ > 0 und ersetzen in Gleichung (5.72) den Gleichgewichtswert z.

Wir lösen nach τ auf und erhalten als Ergebnis τo(2) = 1−bd−Q2Q
−1
1 = τo(1)−

Q2Q
−1
1 mit Q1 ≡ θρ + σαθ + (α− 1) d und Q2 ≡ (ρ + σ) db > 0. Dabei ist

Q1 wegen θρ > d positiv. Ferner können wir feststellen, daß τo(2) < τo(1) gilt.

Damit ist τo = τo(2) die bindende Steuerobergrenze und der steuerpolitische

Spielraum (τu, τo) des Staates ist wie folgt bestimmt:

τu = 1− bd− bd

αθ
,

τo = 1− bd− Q2

Q1

. (5.74)
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Wir wollen jetzt noch zeigen, daß die Menge (τu, τo) nicht leer ist. Das ist der

Fall, wenn 1− bd− bd (αθ)−1 < 1− bd−Q2Q
−1
1 erfüllt ist. Die Substitution

von Q1 und Q2 ergibt nach einigen Umformungen, daß die Existenz eines

steuerpolitischen Spielraumes wegen θρ > d gesichert ist.

Die Modellsimulation

Wir gehen bei der Simulation des Modells wie folgt vor. Zuerst legen wir

die Basisparameter fest. Dann ermitteln wir den Bereich (τu, τo), der für

die Steuerpolitik des Staates relevant ist. Anschließend untersuchen wir die

Auswirkungen verschiedener Steuersätze auf das System. Dabei interessieren

uns besonders die gleichgewichtige Wachstumsrate und der gleichgewichtige

Bevölkerungsbestand.

Wir starten mit der Basiskonfiguration. Hierbei nehmen wir für den Nut-

zenparameter θ = 0, 5 und für den Produktionsparameter α = 0, 6 an. Für

die Abschreibungsraten gelte σ = η = 0, 10 und die Zeitpräferenzrate sei mit

ρ = 0, 025 gegeben. Ferner nehmen wir die Mortalitätsrate mit d = 0, 012

an. Der Rivalisierungsgrad der Nutzung des öffentlichen Infrastrukturkapi-

tals sei durch π = 0, 5 gegeben. Der Ausbildungsparameter b liefert dann in

Tabelle 5.10 für unterschiedliche Werte jeweils verschiedene steuerpolitische

Spielräume.
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Tabelle 5.10: Steuerpolitische Spielräume im Einkommensteuermodell bei

variabler Population

b τu τo

17 0, 1160 0, 1196

17, 5 0, 0900 0, 0937

18 0, 0640 0, 0678

Es zeigt sich in Tabelle 5.10, daß steigende Ausbildungskosten b mit sinken-

den Steuersätzen verbunden sein müssen. Dabei ergibt sich auch, daß die

Steuersätze sehr sensitiv auf eine Veränderung der Ausbildungskosten rea-

gieren. So bewirkt beispielsweise eine Variation der Ausbildungskosten um

∆b = 1 nahezu eine Halbierung (bzw. Verdoppelung) der Steuersätze. Ferner

ergibt sich, daß die steuerpolitischen Spielräume des Staates sehr klein sind,

wenn

• pos. Gleichgewichtswachstum mit nichtnegativen Gleichgewichtswerten

• Sattelpfadstabilität des Systems

realisiert werden soll. Der steuerpolitische Spielraum des Staates liegt für die

angenommenen Ausbildungskosten bei etwa 0, 36 bis 0, 38 Prozentpunkten.

Wir wollen nun im Rahmen dieser Möglichkeiten die Steuersätze variieren,

und betrachten hierzu die Tabelle 5.11:
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Tabelle 5.11: Variation der Einkommensteuer bei variabler Population

b τ x z L ω̃ sp(J)

17 0, 1195 0, 22 0, 29 0, 28 0, 39 −
0, 1190 0, 25 0, 38 0, 51 2, 54 −
0, 1185 0, 30 0, 51 1, 01 5, 57 −

17, 5 0, 0935 0, 22 0, 29 0, 49 0, 77 −
0, 0930 0, 26 0, 38 0, 89 2, 99 −
0, 0925 0, 30 0, 51 1, 76 6, 10 −

18 0, 0675 0, 23 0, 29 1, 01 1, 15 −
0, 0670 0, 26 0, 38 1, 84 3, 43 −
0, 0665 0, 31 0, 51 3, 64 6, 63 −

In der Tabelle 5.11 ist ω̃ ≡ ω100 die Wachstumsrate in Prozent und sp(J) das

Vorzeichen der Spur der Jacobi-Matrix. Es ergibt sich, daß die Spur sp(J) in

allen betrachteten Fällen negativ ist, so daß sich stets Sattelpfadstabilität er-

gibt. Ferner zeigt sich für unterschiedliche Ausbildungskosten b, daß sinkende

Steuersätze zu steigenden Werten für x und z führen. Dabei ergibt sich ein

relativ stabiles Muster. Scheinbar ergeben ähnlich große Differenzen zwischen

Steuerobergrenze und Steuersatz jeweils ähnliche Werte für x und z. Deswei-

teren gehen sinkende Steuersätze mit steigenden Bevölkerungsbeständen L

und steigenden Wachstumsraten einher, wobei sowohl die Bevölkerung als

auch das Wachstum auf geringe Steuersatzänderungen sehr sensitiv reagie-

ren. So führt eine Steuersatzänderung von 0, 10 Prozentpunkten bereits zu
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einer Vervielfachung des gleichgewichtigen Bevölkerungsbestandes.

5.3.2 Das Modell mit Ausgabensteuer

Die Bemessungsgrundlage für die Ausgabensteuer ist durch die Gesamt-

ausgaben (also Konsumausgaben zuzüglich den Ausbildungskosten für die

Nachkommenschaft) gegeben. Dann gilt für das aggregierte Steueraufkom-

men T ≡ τC + τbn (gL)α K1−α ≡ τcL+ τbngαk1−αL. Dabei ist τ ∈ (0, 1) der

Ausgabensteuersatz.

Das Modell

Das Modell besteht aus der Nutzenfunktion U(c, n) ≡ ln c+θ ln n, den beiden

Kapitalakkumulationsgleichungen und der Gleichung für das Bevölkerungs-

wachstum:

k̇ ≡ [1− (1 + τ) bn] gαk1−α − (1 + τ) c− σk − (n− d) k,

ġ ≡ τ
[
c + bngαk1−α

]
L1−π − ηg − π (n− d) g,

L̇ ≡ (n− d) L. (5.75)

Wir betrachten wieder den kompetitiven Fall und bilden die Hamiltonfunk-

tion in laufenden Werten H(c, n, k) ≡ ln c + θ ln n + λk̇(c, n, k) und erhalten

die Optimalitätsbedingungen wie folgt:

∂H

∂c
≡ 1

c
− λ (1 + τ) = 0 ⇒ λ (1 + τ) = c−1,

∂H

∂n
≡ θ

n
− λ (1 + τ) bgαk1−α − λk = 0,

∂H

∂k
≡ λ (1− α) gαk−α [1− (1 + τ) bn]− λσ − λ (n− d) =

= ρλ− λ̇, (5.76)
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mit der Transversalitätsbedingung limt→+∞ e−ρtλ(t)k(t) ≥ 0. Es gelte wieder

x ≡ ck−1 und z ≡ gk−1. Dann folgt aus den Bedingungen ∂H/∂c = 0 und

∂H/∂n = 0 für die Fertilitätsrate n:

n =
θx

1 + (1 + τ) bzα
. (5.77)

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad (GGW) muß wieder stets n = d

gelten. In der Ungleichgewichtssituation ist n variabel, und die Fertilitäts-

rate hängt wie im Modell mit Einkommensteuer positiv von x und θ, sowie

negativ von z und b ab. Aufgrund der Tatsache, daß wir in diesem Modell

die Ausbildungsausgaben für die Nachkommen besteuern, erhöhen sich die

tatsächlichen Ausbildungskosten für die privaten Akteure. Es folgt daher,

daß n negativ von τ abhängt. Ob auf dem GGW n im Ausgabensteuersy-

stem kleiner oder größer als n im Einkommensteuersystem ist, kann nicht

ohne weiteres beantwortet werden, da auch die jeweiligen Werte für x und z

von den jeweiligen Steuersätzen abhängen, wie noch zu sehen sein wird. Wir

erhalten wieder: θ → 0 ⇒ n → 0. Sowie b → 0 ⇒ n → θx.

Wir kommen zur Budgetbeschränkung der privaten Akteure. Da wir Kre-

ditaufnahme wieder ausschließen wollen, muß der Output die gesamten Brut-

toausgaben (das sind die Ausgaben zuzüglich der Steuerlast) zu jedem Zeit-

punkt decken. In Pro-Kopf-Größen resultiert dann als Budgetbeschränkung:

(1 + τ) c + (1 + τ) bny ≤ y. (5.78)

Unter Verwendung der Optimalitätsbedingung für n folgt, daß die Budget-

beschränkung eingehalten wird, wenn gilt:

x ≤ zα

1 + τ + θ
. (5.79)
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Die Modelldynamik

Die zeitliche Entwicklung des Schattenpreises λ ergibt sich aus der Opti-

malitätsbedingung ∂H/∂k = ρλ − λ̇ und ist durch die Gleichung λ̇/λ =

ρ + σ − (1− α) zα [1− (1 + τ) bn] + (n− d) gegeben. Wir erhalten wegen

λ̇/λ = −ċ/c:

ċ

c
≡ (1− α) zα [1− (1 + τ) bn]− ρ− σ − (n− d) ,

k̇

k
≡ zα [1− (1 + τ) bn]− (1 + τ) x− σ − (n− d) ,

ġ

g
≡ τL1−π

z
[x + bnzα]− η − π (n− d) . (5.80)

Es gelte x ≡ ck−1 und z ≡ gk−1. Dann hat das resultierende dynamische

System unter Berücksichtigung des Bevölkerungswachstums die folgende Ge-

stalt:

ẋ

x
≡ (1 + τ) x− ρ− αzα [1− (1 + τ) bn] ,

ż

z
≡ τL1−π

z
[x + bnzα]− zα [1− (1 + τ) bn] +

(1 + τ) x + σ − η + (1− π) [n− d] ,

L̇

L
≡ θx

1 + (1 + τ) bzα
− d. (5.81)

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad gilt wieder L̇ = ẋ = ż = 0, so

daß sich für die Gleichgwichtswerte folgende Ausdrücke ergeben:

z ≡
[

d (1 + τ)− ρθ

αθ (1− (1 + τ) bd)− (1 + τ)2 bd

] 1
α

,

x ≡
[
d + (1 + τ) bdzα

θ

]
,

L ≡
[

z (ω∗ + η)

τ (x + bdzα)

] 1
1−π

. (5.82)
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mit: ω∗ ≡ zα [1− (1 + τ) bd] − (1 + τ) x − σ. Wie wir noch sehen werden,

muß aus Stabilitätsgründen [1− (1 + τ) bd] αθ < (1 + τ)2 bd gelten. Wegen

der Nichtnegativität von z muß dann auch d (1 + τ) < ρθ erfüllt sein. Wir

wollen nun mit der Stabilitätsuntersuchung fortfahren:

Satz 5.10 Das System ist für [1− (1 + τ) bd] αθ < (1 + τ)2 bd und ρ+παd <

(1− α) [ω∗ + η] sattelpfadstabil.

Beweis: Um Sattelpfadstabilität zu zeigen, linearisieren wir wieder das dy-

namische System in der Nähe des Gleichgewichts15 (x̄, z̄, L̄) und bestimmen

die Determinante und die Spur der Jacobi-Matrix:



ẋ

ż

L̇




= J




x− x̄

z − z̄

L− L̄




; J =




+ − 0

? ? +

+ − 0




. (5.83)

Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (3 × 3)-Jacobi-Matrix, die

bezüglich der Einträge jik mit i = 1, 2, 3 und k = 1, 2, 3 über die oben

angegebene Vorzeichenstruktur verfügt. Die Einträge jik ergeben sich unter

Berücksichtigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

j11 = (1 + τ) [x + αbdzα] ,

j12 = −α2xzα−1

[
1− (1 + τ) bd +

zα (1 + τ)2 b2d

1 + (1 + τ) bzα

]
,

j13 = 0,

j21 = τL1−π + (1 + τ + θ) z − πzθ

1 + (1 + τ) bzα
+

τL1−πbzαθ

1 + (1 + τ) bzα
,

15Wir werden im Folgenden aus Gründen der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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j22 = (1 + τ + θ) x− (α + 1) zα + σ − η − d + αzα−1τL1−πbd +

πzdα (1 + τ) bzα−1

1 + (1 + τ) bzα
− τL1−πbdzαα (1 + τ) bzα−1

1 + (1 + τ) bzα
,

j23 = (1− π) τL−π [1 + bdzα] ,

j31 =
θL

1 + (1 + τ) bzα
,

j32 = −Lθxα (1 + τ) bzα−1

[1 + (1 + τ) bzα]2
,

j33 = 0. (5.84)

Im (3× 3) - Fall stellt eine positive Determinante in Kombination mit einer

negativen Spur Sattelpfadstabilität sicher. Der Sattelpfad ist dann wieder ei-

ne zweidimensionale Mannigfaltigkeit16. Wir beginnen mit der Determinante

und erhalten det(J) = − (j23) [(j11) (j32)− (j31) (j12)]. Wegen (j23) > 0 ist

die Determinante positiv, wenn (j11) (j32) < (j31) (j12) erfüllt ist. Einsetzen

und Umformen führt nach einigen elementaren Schritten zu:

θ <
bd (1 + τ)2

α [1− (1 + τ) bd]
. (5.85)

Der obige Ausdruck repräsentiert den Nenner von zα. Damit die Nichtnegati-

vitätsbedingung für z eingehalten werden kann, muß zusätzlich d (1 + τ) < θρ

gelten. Wir wollen nun noch die Stabilitätsuntersuchung mit der Betrachtung

der Spur sp(J) = (j11) + (j22) fortsetzen. Wir verwenden hierzu einige Be-

dingungen, die im Gleichgewicht erfüllt sein müssen. Aus L̇/L = 0 folgt

θx−d = (1 + τ) bdzα. Unter Verwendung dieser Beziehung folgt aus ż/z = 0

die Gleichung τL1−πz−1 [x + bdzα] + σ − η − d = zα − (1 + τ + θ) x. Aus

ẋ/x = 0 folgt die Bedingung: (1 + τ) [x + αbdzα] = ρ+αzα. Aus dem Gleich-

16Vgl. Wirl (1997), sowie den Anhang dieser Arbeit.
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gewichtswert für L ergibt sich τL1−πz−1 [x + bdzα] = ω∗ + η. Einsetzen und

Umformen ergibt schließlich, daß die Spur negativ ist, wenn gilt:

ρ +
παbdzα

1 + (1 + τ) bzα
+

ατL1−πbdzα−1

1 + (1 + τ) bzα
< ω∗ + η. (5.86)

Wir substituieren den Ausdruck ατL1−πbdzα−1 [1 + (1 + τ) bzα]−1 durch den

Term ατL1−πbdzα−1 und addieren zur linken Seite von (5.86) den Ausdruck

ατL1−πxz−1 hinzu. Dadurch wird die linke Seite von (5.86) insgesamt größer.

Wenn die neue Ungleichung erfüllt ist, dann gilt auch die Ungleichung (5.86).

Durch Umformen erhalten wir wegen ατL1−πxz−1 + ατL1−πbdzα−1 = αω∗ +

αη schließlich:

ρ + f(π) < (1− α) [ω∗ + η] ; f(π) ≡ παbdzα

1 + (1 + τ) bzα
. (5.87)

Dabei gilt die Abschätzung f(π) < παd. Die Spur ist also negativ, wenn

ρ + παd < (1− α) [ω∗ + η] gilt. Wenn ρ < (1− α) η erfüllt ist und ferner die

gleichgewichtige Wachstumsrate ω∗ positiv ist, so ist die obige Bedingung für

hinreichend kleines π stets erfüllt. Damit stellt die Kombination aus positiver

Determinante und negativer Spur die Existenz zweier negativer Eigenwerte

sicher. 2

Steuerpolitik und Wachstumsrate

Wir wollen noch die resultierende Wachstumrate ω∗ auf dem gleichgewichti-

gen Wachstumspfad betrachten. Dabei ist die gleichgewichtige Wachstums-

rate durch ω∗ = ωc = (1− α) zα [1− (1 + τ) bd] − ρ − σ gegeben. Eine not-

wendige Bedingung für positives Wachstum ist durch 1 − bd − τbd > 0 ⇔
τ < (1− bd) (bd)−1 gegeben. Wir haben daher mit τo(1) = (1− bd) (bd)−1 ei-

ne erste Abschätzung für die Steuerobergrenze τo. Eine zweite Abschätzung
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für die Steuerobergrenze ergibt sich aus der Nichtnegativität von z. Wir

wissen bereits, daß dafür d (1 + τ) < ρθ ⇔ τ < (ρθ − d) d−1 erforder-

lich ist. Somit lautet die zweite Abschätzung der Steuerobergrenze: τo(2) =

(ρθ − d) d−1. Dabei gilt τo(2) < τo(1), sofern bρθ < 1 erfüllt ist, so daß die

Grenze τo(1) nicht bindend ist17. Wir kommen auf die Bestimmung der Steu-

erobergrenze noch zurück und wollen nun eine weitere Bedingung für posi-

tives Gleichgewichtswachstum ermitteln. Dazu betrachten wir erneut ω∗ =

ωc = (1− α) zα [1− (1 + τ) bd]− ρ− σ > 0. Auflösen nach z ergibt, daß die

gleichgewichtige Wachstumsrate positiv ist, wenn gilt:

z >

[
ρ + σ

(1− α) [1− (1 + τ) bd]

] 1
α

. (5.88)

Eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate impliziert die Einhaltung der

oben behandelten Budgetbeschränkung. Ferner können wir feststellen, daß

die gleichgewichtige Wachstumsrate ω∗ eine Funktion des Steuersatzes τ ist,

so daß gilt: ω∗ = ω∗(τ). Wir wollen daher den Steuersatz τ bestimmen, der

die gleichgewichtige Wachstumsrate maximiert, und erhalten:

Satz 5.11 Es sei τu die Steueruntergrenze. Dann gilt: der Steuersatz τ ∗ =

τu + ε maximiert die gleichgewichtige Wachstumsrate ω∗, falls τu > 0 erfüllt

ist. Dabei ist: ε > 0 und ε ∼= 0.

Beweis: Wir betrachten hierzu die gleichgewichtige Wachstumsrate ω∗ =

(1− α) zα [1− (1 + τ) bd] − ρ − σ. Wir substituieren den Gleichgewichts-

wert z und können nach einigen Umformungen feststellen, daß die Maximie-

rung von ω∗ äquivalent zur Maximierung von ω̂ (τ) ≡ Q1Q
−1
2 ist. Dabei ist

17Es gilt: τo(2) < τo(1) ⇔ bd (ρθ − d) < d (1− bd) ⇔ bρθ − bd < 1− bd ⇔ bρθ < 1.
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Q1 ≡ [q1q2 − q2bdτ + q1dτ − bd2τ 2] und Q2 ≡
[
(q1 − τbd) αθ − (1 + τ)2 bd

]
.

Hierbei wiederum ist q1 ≡ 1 − bd und q2 ≡ d − ρθ. Wir betrachten nun die

Reaktion von ω̂ auf die Variation des Steuersatzes τ und erhalten:

∂ω̂ (τ)

∂τ
≡

[
q1d− q2bd− 2bd2τ

]
Q−1

2 + [αθbd + 2 (1 + τ) bd] Q1Q
−2
2 < 0.

(5.89)

Die Reaktion ist wegen [q1d− q2bd− 2bd2τ ] > 0, sowie wegen Q1 < 0 und

Q2 < 0 negativ18. Es zeigt sich also, daß τ so niedrig wie möglich gewählt

werden sollte. 2

Wir wollen nun eine Abschätzung für die Steueruntergrenze angeben. Die

untere Schranke für τ ergibt sich aus der Bedingung [1− (1 + τ) bd] αθ <

(1 + τ)2 bd. Die Ungleichung ist erfüllt, wenn [1− (1 + τ) bd] αθ < (1 + τ) bd

gilt. Wir lösen nach τ auf und erhalten schließlich, daß τ > a1 mit a1 ≡
(αθ − bd− αθbd) [(1 + αθ) bd]−1 gelten muß. Hierbei ist a1 die Abschätzung

für die Steueruntergrenze τu.

Es sei noch erwähnt, daß die gleichgewichtige Wachstumsrate für τ = τu

wieder gegen +∞ strebt. Dabei ist τ > τu bindend, wenn τu positiv ist. Die

Abschätzung a1 ist für θ > bd [α (1− bd)]−1 positiv19. Ebenfalls ist für τu < 0

der Steuersatz τ = 0 ein Wachstumsratenmaximierer. Dies führt wieder dazu,

daß dann der gleichgewichtige Bevölkerungsbestand L gegen +∞ streben

würde. Es ergibt sich also wieder die Schlußfolgerung, daß für Politikanalysen

die Annahme einer institutionell gegebenen Steuersatzuntergrenze τu sinnvoll

wäre.

18Es gilt:
[
q1d− q2bd− 2bd2τ

]
> 0 ⇔ q1 − bdτ − bdτ − q2b > 0. Wegen q1 > bdτ ist die

Ungleichung erfüllt, wenn 0 > bdτ + q2b gilt. Ersetzen von q2 ergibt: 0 > d (1 + τ) − ρθ.

Diese Bedingung ist erfüllt, denn wir wissen bereits, daß ρθ > d (1 + τ) gelten muß.
19Es muß gelten: αθ > bd + αθbd. Auflösen nach θ ergibt: θ > bd [α (1− bd)]−1.
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Wir kommen nun zu den steuerpolitischen Spielräumen des Staates. Diese

sind durch das offene Intervall (τu, τo) gegeben. Dabei wurde die Untergren-

ze bereits behandelt und kann durch τu = max{0, a1} abgeschätzt werden,

sofern sie nicht institutionell festgelegt ist. Zur Bestimmung der Obergren-

ze betrachten wir erneut die Bedingung ω∗ > 0 und ersetzen in Gleichung

(5.88) den Gleichgewichtswert z. Die resultierende Ungleichung kann jedoch

aufgrund der komplexen Struktur nicht ohne Weiteres nach τ aufgelöst wer-

den. Wir können jedoch die folgende Abschätzung für τo(3) angeben.

a2 ≡ q3 (αθq1 − bd)− q1q2

d [q1 − q2b + q3 (αθb + 3b)]
, (5.90)

falls bd2τ 2 − q1q2 + q3 (αθq1 − bd) > 0 gilt20. Dabei ist wie oben im Text

q1 ≡ 1 − bd und q2 ≡ d − ρθ; zusätzlich gilt: q3 ≡ (ρ + σ) (1− α)−1. Die

Herleitung befindet sich im Anhang zu diesem Kapitel. Der Vergleich von

τo(3)
∼= a2 mit den anderen beiden Steuerobergrenzen τo(1) und τo(2) ist eben-

falls aufgrund der komplexen Struktur von a2 nicht ohne Weiteres möglich.

Wir wissen aber bereits, daß τo(1) nicht bindend ist, und daß τo(2) aus der

Nichtnegativitätsbedingung für z resultiert. Die Nichtnegativität ist jedoch

nur eine notwendige Bedingung für positives Gleichgewichtswachstum. Dar-

aus folgt, daß die hinreichende Bedingung für positives Gleichgewichtswachs-

tum die bindende Steuerobergrenze τo(3) = τo liefert. Damit ist der steuerpo-

litische Spielraum (τu, τo) wie folgt bestimmt:

τu = max{0, a1},
τo

∼= a2. (5.91)

20Siehe hierzu den Anhang zu diesem Kapitel.
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Die Modellsimulation

Wir kommen nun wieder zur Modellsimulation und starten mit der Basis-

konfiguration. Hierbei nehmen wir für den Nutzenparameter θ = 0, 6 und

für den Produktionsparameter α = 0, 6 an. Für die Abschreibungsraten gelte

σ = η = 0, 10, und die Zeitpräferenzrate sei mit ρ = 0, 03 gegeben. Fer-

ner nehmen wir die Mortalitätsrate wieder mit d = 0, 012 an. Der Rivalisie-

rungsgrad der Nutzung des öffentlichen Infrastrukturkapitals sei wieder durch

π = 0, 5 gegeben. Es gilt wieder: Der Ausbildungsparameter b liefert dann

für unterschiedliche Werte jeweils verschiedene steuerpolitische Spielräume.

Tabelle 5.12: Steuerpolitische Spielräume im Ausgabensteuermodell bei va-

riabler Population

b τ̃u τ̃o τu τo

17 0, 30 0, 13 0, 1606 0, 1770

17, 5 0, 26 0, 12 0, 1416 0, 1587

18 0, 23 0, 10 0, 1235 0, 1410

In der Tabelle 5.12 ist τ̃u = max{0, a1} = a1 die Abschätzung für die Steuer-

untergrenze und τ̃o = a2 die Abschätzung für die Steuerobergrenze. Aufgrund

dieser Abschätzungen wäre kein steuerpolitischer Spielraum gegeben. Bei ge-

nauer Bestimmung der Steueruntergrenze τu und der Steuerobergrenze τo

zeigt sich jedoch, daß ein solcher Spielraum durchaus besteht. Hierbei folgt

τu aus der Stabilitätsbedingung (5.85) und τo aus der Bedingung ω∗ > 0
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(positives Gleichgewichtswachstum)21. Es zeigt sich in Tabelle 5.12 wie im

Fall der Einkommensteuer, daß steigende Ausbildungskosten b mit sinken-

den Steuersätzen verbunden sein müssen. Dabei ergibt sich auch, daß die

Steuersätze sehr sensitiv auf eine Veränderung der Ausbildungskosten rea-

gieren. Ferner ergibt sich, daß die steuerpolitischen Spielräume des Staates

sehr klein sind. Er liegt für die angenommenen Ausbildungskosten bei etwa

1, 6 Prozentpunkten. Wir wollen nun im Rahmen dieser Möglichkeiten die

Steuersätze variieren und betrachten hierzu die Tabelle 5.13:

Tabelle 5.13: Variation der Ausgabensteuer bei variabler Population

b τ x z L ω̃ sp(J)

17 0, 1760 0, 20 0, 27 0, 32 0, 92 −
0, 1740 0, 23 0, 35 0, 59 3, 11 −
0, 1720 0, 27 0, 46 1, 16 6, 07 −

17, 5 0, 1580 0, 20 0, 26 0, 35 0, 58 −
0, 1560 0, 23 0, 33 0, 63 2, 58 −
0, 1540 0, 26 0, 43 1, 19 5, 23 −

18 0, 1400 0, 21 0, 28 0, 48 0, 92 −
0, 1380 0, 24 0, 35 0, 85 2, 94 −
0, 1360 0, 27 0, 45 1, 60 5, 62 −

In der Tabelle 5.13 ist wieder ω̃ ≡ ω100 die Wachstumsrate in Prozent und

21Die Werte τu und τo wurden jeweils numerisch mit der Software: Mathematica, Version

(3.0) bestimmt.
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sp(J) das Vorzeichen der Spur der Jacobi-Matrix. Es ergibt sich wie im Fall

der Einkommensteuer, daß die Spur sp(J) in allen betrachteten Fällen ne-

gativ ist, so daß stets Sattelpfadstabilität resultiert. Bei unterschiedlichen

Ausbildungskosten b ergibt sich wieder, daß sinkende Steuersätze zu stei-

genden Werten für x und z führen. Offenbar ergeben ferner ähnliche Diffe-

renzen zwischen Steuerobergrenze und Steuersatz jeweils ähnliche Werte für

x und z. Desweiteren gehen sinkende Steuersätze mit steigenden Bevölke-

rungsbeständen L und steigenden Wachstumsraten einher, wobei sowohl die

Bevölkerung als auch das Wachstum auf geringe Steuersatzänderungen sehr

sensitiv reagieren.

5.3.3 Vergleich

Wir wollen nun die beiden Steuersysteme miteinander vergleichen. Dabei

soll uns die Frage interessieren, ob die Steuersysteme für vorgegebene (bzw.

ähnliche) Bevölkerungsbestände unterschiedliche Wachstumsraten erzeugen,

und welche Reihenfolge sich dann gegebenenfalls ergibt.

Für den Vergleich ist es notwendig, daß wir für beide Steuersysteme die

gleiche Parameterkonstellation annehmen. Es gelte also: Der Nutzenpara-

meter sei θ = 0, 6, und der Produktionsparameter sei α = 0, 6. Für die

Abschreibungsraten gelte σ = η = 0, 10, und die Zeitpräferenzrate sei mit

ρ = 0, 03 gegeben. Ferner nehmen wir die Mortalitätsrate mit d = 0, 012 an.

Der Rivalisierungsgrad der Nutzung des öffentlichen Infrastrukturkapitals sei

durch π = 0, 5 gegeben.
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Tabelle 5.14: Vergleich der Steuerspielräume bei variabler Population

E-Steuer A-Steuer

b τu τo τu τo

16, 5 0, 2520 0, 2788 0, 1804 0, 1961

17 0, 2294 0, 2569 0, 1606 0, 1770

17, 5 0, 2067 0, 2351 0, 1417 0, 1586

18 0, 1840 0, 2132 0, 1235 0, 1410

18, 5 0, 1614 0, 1914 0, 1061 0, 1241

Es zeigt sich in Tabelle 5.14, daß steigende Ausbildungskosten in beiden

Steuersystemen mit sinkenden Steuersätzen einhergehen müssen. Dabei sind

die steuerpolitischen Spielräume des Staates in beiden Fällen als eher ge-

ring anzusehen. So beträgt dieser Spielraum im Ausgabensteuersytem etwa

zwischen 1, 6 und 1, 8 Prozentpunkten. Im Einkommensteuersystem beträgt

der Spielraum etwa 2, 7 bis 3 Prozentpunkte und fällt damit vergleichsweise

höher aus.
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Tabelle 5.15: Vergleich der Steuersysteme bei variabler Population

E-Steuer A-Steuer

b τ L ω̃ sp(J) τ L ω̃ sp(J)

16, 5 0, 2695 0, 39 7, 29 − 0, 1940 0, 39 2, 19 −
17 0, 2475 0, 43 7, 13 − 0, 1750 0, 43 1, 94 −

17, 5 0, 2256 0, 47 6, 87 − 0, 1570 0, 47 1, 52 −
18 0, 2028 0, 64 7, 61 − 0, 1390 0, 64 1, 86 −

18, 5 0, 1818 0, 62 6, 42 − 0, 1230 0, 62 0, 97 −

In der Tabelle 5.15 ist wieder ω̃ ≡ ω100 die Wachstumsrate in Prozent und

sp(J) das Vorzeichen der Spur der Jacobi-Matrix. Es ergibt sich in allen

betrachteten Fällen, daß die Spur sp(J) negativ ist, so daß stets Sattelpfad-

stabilität resultiert.

Der Bevölkerungsbestand L und die Wachstumsrate sind in Tabelle 5.15

jeweils auf zwei Stellen gerundet. Damit sind die resultierenden Bevölke-

rungsbestände unter den beiden Steuerregimen für vorgegebene Steuersätze

nur ungefähr gleich. Dennoch läßt sich erkennen, daß das Einkommensteu-

ersystem bei etwa gleicher Bevölkerungsgröße eine Wachstumsrate liefert,

die im Durchschnitt etwa fünf Prozentpunkte oberhalb der entsprechenden

Wachstumsrate des Ausgabensteuer-Systems liegt. Offenbar ist es also im

Einkommensteuersystem möglich, einen vorgegebenen Bevölkerungsbestand

mit einem vergleichsweise wachstumsfreundlicheren Steuersatz zu generieren.

Wenn also aus demografischen Gründen eine bestimmte Bevölkerungs-
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größe realisiert werden soll, dann erweist sich das Einkommensteuersystem

hinsichtlich der erzielbaren Wachstumsraten als das überlegenen Steuersy-

stem.

5.4 Fazit

Wir haben in diesem Kapitel endogene Wachstumsmodelle mit Infrastruktur-

kapital betrachtet und haben in diesen Modellen die Fertilitätsrate endogen

bestimmt. Dabei wurde der Fall der konstanten Population von dem der

variablen Population unterschieden.

In den Modellen mit konstanter Bevölkerung konnte der Bevölkerungs-

bestand mit Hilfe einer geeignet gewählten Einwanderungsrate konstant ge-

halten werden. Wir haben mit dem Einkommensteuer-, dem Ausgagensteuer

und dem Pauschalsteuersystem verschiedene Steuerregime betrachtet. Da-

bei konnte stets gezeigt werden, daß es einen sattelpfadstabilen gleichge-

wichten Wachstumspfad gibt. Ferner wurden die Bedingungen für ein posi-

tives Gleichgewichtswachstum herausgearbeitet. Abschließend haben wir die

verschiedenen Steuerregime miteinander verglichen. Hierbei konnte festge-

stellt werden, daß mit den Steuersätzen sowohl die Fertilitätsrate als auch

die Wachstumsrate beeinflußt werden kann. Es hat sich gezeigt, daß für

vorgegebene Fertilitätsraten das Einkommensteuersystem die vergleichsweise

höchsten Wachstumsraten erzeugen konnte, während das Ausgabensteuersy-

stem in dieser Hinsicht zu den vergleichsweise niedrigsten Wachstumsraten

führte. Das Pauschalsteuersystem nahm hierbei eine mittlere Position ein.

In den Modellen mit variabler Population haben wir angenommen, daß
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keine Einwanderung möglich ist. Folglich konnte die Bevölkerung nur sta-

bil bleiben, wenn die Fertilitätsrate der exogen gegebenen Mortalitätsrate

entsprach. In diesem Zusammenhang wurde die gleichgewichtige Bevölke-

rungsgröße endogen bestimmt. Ferner haben wir mit dem Einkommensteuer-

und dem Ausgabensteuersystem zwei verschiedene Steuerregime untersucht.

Es konnte gezeigt werden, daß stets ein sattelpfadstabiler gleichgewichtiger

Wachstumspfad existiert. Wir haben ferner die Bedingungen für ein posi-

tives Gleichgewichtswachstum ermittelt und darüber hinaus die jeweiligen

steuerpolitischen Spielräume des Staates bestimmt. Bei der Modellsimulation

konnte festgestellt werden, daß mit den Steuersätzen sowohl die Wachstums-

rate als auch der gleichgewichtige Bevölkerungsbestand beeinflußt werden

kann. Dabei hat sich gezeigt, daß für eine vorgegebene Bevölkerungssgröße

das Einkommensteuersystem in der Lage war, höhere Wachstumsraten zu

generieren.

5.5 Anhang

Stabilitätsuntersuchung: Modell mit konstanter Population und Pau-

schalsteuer - Teil I

Um Sattelpfadstabilität zu zeigen, linearisieren wir das dynamische System

in der Nähe des Gleichgewichts22 (x̄, z̄) und bestimmen die Determinante der

22Wir werden im Folgenden aus Gründen der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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Jacobi-Matrix:




ẋ

ż


 = J




x− x̄

z − z̄


 ; J =




+ −
+ −


 . (5.92)

Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (2 × 2)-Jacobi-Matrix, die

bezüglich der Einträge jik mit i = 1, 2 und k = 1, 2 über die oben angegebene

Vorzeichenstruktur verfügt. Die Einträge jik ergeben sich unter Berücksich-

tigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

j11 = 2x (1 + αθ) + zα (τ − α)− ρ = x (1 + αθ) ,

j12 = xαzα−1 (τ − α) ,

j21 = z (1 + θ) ,

j22 = x (1 + θ) + ατzα−1 + (α + 1) (τ − 1) zα + σ − η,

= (α− 1) τzα−1 + α (τ − 1) zα. (5.93)

Eine negative Determinante der Jacobi-Matrix ist im (2× 2)-Fall notwendig

und hinreichend für Sattelpfadstabilität. Es folgt: det(J) < 0, wenn gilt:

x (1 + αθ) (j22) < xαzα−1 (τ − α) z (1 + θ) . (5.94)

Die Ungleichung ist erfüllt, falls (j22) < αzα (τ − α) R gilt. Ersetzen von

(j22) ergibt (α− 1) τzα−1 + α (τ − 1) zα < αzα (τ − α) R. Da für den ersten

Term (α− 1) τzα−1 < 0 gilt, ist die Ungleichung erfüllt, falls die Beziehung

(τ − 1) < (τ − α) R erfüllt ist. Gleichbedeutend hierzu ist die Ungleichung

(α− τ) R + (τ − 1) < 0, was bereits gezeigt wurde.
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Stabilitätsuntersuchung: Modell mit konstanter Population und Pau-

schalsteuer - Teil II

Um Sattelpfadstabilität zu zeigen, linearisieren wir das dynamische System

in der Nähe des Gleichgewichts23 (x̄, z̄) und bestimmen die Determinante der

Jacobi-Matrix:



ẋ

ż


 = J




x− x̄

z − z̄


 ; J =




+ −
+ −


 . (5.95)

Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (2 × 2)-Jacobi-Matrix, die

bezüglich der Einträge jik mit i = 1, 2 und k = 1, 2 über die oben angegebene

Vorzeichenstruktur verfügt. Die Einträge jik ergeben sich unter Berücksich-

tigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

j11 = x [1 + αθ + τ + τθ] ,

j12 = −xα2zα−1,

j21 = z [1 + θ + τ + τθ] + (1 + θ) τ,

j22 = −x (1 + θ) τz−1 − αzα. (5.96)

Eine negative Determinante der Jacobi-Matrix ist im (2× 2)-Fall notwendig

und hinreichend für Sattelpfadstabilität. Es folgt: det(J) < 0, wenn gilt:

det(J) ≡ xα2zα−1 [z (1 + θ + τ + τθ) + (1 + θ) τ ] +

x [1 + αθ + τ + τθ] (j22) < 0. (5.97)

Division durch x und [1 + αθ + τ + τθ] unter Verwendung von R und Q

führt bei Substitution von (j22) nach einigen Umstellungen zu folgender Un-

23Wir werden im Folgenden aus Gründen der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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gleichung:

α2zαR + α2Qτzα−1 < x (1 + θ) τz−1 + αzα. (5.98)

Wir vergleichen nun paarweise und zeigen zuerst, daß α2zαR < αzα gilt.

Division durch αzα ergibt: αR < 1. Es wurde bereits weiter oben die Gültig-

keit dieser Ungleichung gezeigt. Es bleibt noch zu zeigen, daß α2Qτzα−1 <

x (1 + θ) τz−1 erfüllt ist. Wir ersetzen x (1 + θ) durch Q (ρ + αzα) und er-

halten: α2Qτzα−1 < Qρτz−1 + αQτzα−1. Diese Ungleichung gilt, wenn die

Ungleichung ααQτzα−1 < αQτzα−1 gilt. Wegen α < 1, ist das der Fall.

Steuerobergrenze: Modell mit variabler Population und Ausgaben-

steuer

Wir behandeln das Modell mit variabler Population und Ausgabensteuer und

wollen die Steuerobergrenze τo abschätzen. Dazu betrachten wir die Bedin-

gung ω∗ > 0 und ersetzen in Gleichung (5.88) den Gleichgewichtswert z. Die

resultierende Ungleichung lautet wie folgt:

d− ρθ + dτ

αθ (1− bd− τbd)− (1 + τ)2 bd
>

ρ + σ

(1− α) [1− bd− τbd]
. (5.99)

Wegen 1 − bd − τbd > 0 und αθ (1− bd− τbd) − (1 + τ)2 bd < 0 ergibt sich

unter Verwendung von q1 ≡ 1 − bd und q2 ≡ d − ρθ, wenn wir zusätzlich

q3 ≡ (ρ + σ) (1− α)−1 definieren:

dτ [q1 − q2b + q3αθb + 2q3b + q3bτ ] < bd2τ 2 − q1q2 + q3 (αθq1 − bd) . (5.100)

Die linke Seite ist wegen q2 < 0 positiv, also muß auch die rechte Seite positiv

sein. Wir wollen annehmen, daß dies der Fall ist24. Wir ersetzen nun auf der

24In jedem Fall ist wegen q2 < 0 die rechte Seite von (5.100) positiv, wenn αθq1 > bd ⇔
θ > bd [α (1− bd)]−1 gilt. Dies ist gleichbedeutend damit, daß die Abschätzung a1 für die
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rechten Seite den Ausdruck q3bτ durch q3b; dadurch wird sie wegen τ < 1

größer. Ferner lassen wir auf der linken Seite den Ausdruck bd2τ 2 > 0 weg;

dadurch wird sie kleiner. Wenn die resultierende Ungleichung erfüllt ist, dann

ist auch die Ungleichung (5.100) erfüllt. Auflösen nach τ liefert schließlich:

τ <
q3 (αθq1 − bd)− q1q2

d [q1 − q2b + q3αθb + 3q3b]
. (5.101)

Damit ist die Abschätzung für die Steuerobergrenze τo gefunden.

Steueruntergrenze bindend ist.



Kapitel 6

Endogene Fertilität in

Humankapitalmodellen

6.1 Einführung: Modelle mit Humankapital

In diesem Kapitel behandeln wir eine Modellgruppe, die sich dadurch aus-

zeichnet, daß die privaten Akteure in zwei verschiedene akkumulierbare pri-

vate Kapitalgrößen investieren können. Es handelt sich dabei um privates

physisches Kapital K und um privates Humankapital M . Ein allgemeiner

Ansatz, welcher auf Rebelo (1991) zurückgeht, unterstellt, daß die Produkti-

on des Outputs in beiden Sektoren mittels einer Cobb-Douglas-Technologie

erfolgt. Die beiden Kapitalakkumulationsgleichungen sind dann wie folgt ge-

geben:

K̇ ≡ A (uM)α (vK)1−α − C − σK,
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Ṁ ≡ B [(1− u) M ]ς [(1− v) K]1−ς − ηM. (6.1)

Dabei sind α und ς Produktionsparameter mit 0 < α < 1 und 0 < ς < 1.

Desweiteren sind A > 0 und B > 0 Niveauparameter. Die Parameter u und

v mit 0 < u < 1 und 0 < v < 1 geben an, in welchem Ausmaß die jeweiligen

Kapitalbestände in den beiden Sektoren eingesetzt werden. Das aggregierte

Humankapital M kann als effektiver Arbeitseinsatz mit M ≡ mL interpre-

tiert werden. Hierbei ist Humankapital ein reines privates Gut, so daß die

Nutzung vollkommen rivalisierend ist. Folglich ist m = ML−1 der Humanka-

pitalbestand pro Kopf und L der reine Arbeitseinsatz. Der Pro-Kopf-Bestand

an Humankapital wirkt also arbeitsvermehrend. Ferner unterscheiden wir

nicht zwischen Arbeitseinsatz und Populationsgröße; wir nehmen also an,

daß jedes Bevölkerungsmitglied auch arbeitet. Ferner ist σ ≥ 0 die Abschrei-

bungsrate auf physisches Kapital und η ≥ 0 die Abschreibungsrate für das

Humankapital. Der aggregierte Konsum ist durch die Variable C gegeben.

Aus diesem Modell ergibt sich für ς = 1 als Spezialfall das auf Uzawa

(1965) und Lucas (1988) zurückgehende Uzawa-Lucas Modell. Für ς = 1

ist physisches Kapital im Humankapitalsektor nicht produktiv. Der entspre-

chende Einsatz des physischen Kapitals ergibt also keinen Sinn, so daß dann

konsequenterweise v = 1 gelten muß. Für die neuen Kapitalakkumulations-

gleichungen folgt also mit ς = 1, v = 1 und M ≡ mL:

K̇ ≡ A (umL)α K1−α − C − σK,

Ṁ ≡ B [(1− u) mL]− ηmL. (6.2)

Wir wollen nun wieder annehmen, daß die Wachstumsrate des Bevölkerungs-

bestandes durch die Summe aus Nettofertilitätsrate (n− d) und Einwande-
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rungsrate g gegeben ist, so daß L̇ ≡ (n− d + g) L gilt. Die Kapitalbestände

pro Kopf sind mit k ≡ KL−1 und m ≡ ML−1 gegeben. Die jeweilige zeitliche

Entwicklung der Pro-Kopf-Größen ergibt sich aus k̇ ≡ K̇L−1 − kL̇L−1 und

ṁ ≡ ṀL−1−mL̇L−1, so daß die neuen Akkumulationsgleichungen wie folgt

lauten:

k̇ ≡ A (um)α k1−α − c− σk − (n− d + g) k,

ṁ ≡ B (1− u) m− ηm− (n− d + g) m. (6.3)

Der Zusammenhang von Humankapital, Fertilität und Bevölkerungswachs-

tum wurde in verschiedenen Arbeiten bereits betrachtet1. Insbesondere wur-

de das Uzawa-Lucas Modell von Robertson (2002) verwendet, um demogra-

phische Schocks zu untersuchen. In diesem Artikel wird zwischen unqualifi-

zierter und qualifizierter Arbeit unterschieden, und es wird ein nicht antizi-

pierter Anstieg des unqualifizierten Arbeitsstocks betrachtet.

Wir wollen an dieser Stelle mit der Fertilitätswahl die demographische

Komponente in das oben betrachtete Modell einführen.

6.2 Endogene Fertilität und der Uzawa-Lucas

Ansatz

Im Folgenden wollen wir das Modell um die endogene Fertilitätswahl und um

Ausbildungskosten erweitern. Die Fertilitätswahl erfassen wir in der Nutzen-

funktion des repräsentativen Akteurs. Dabei wollen wir annehmen, daß der

1Siehe hierzu z.B.: Becker / Murphy / Tamura (1990) und Kalemli-Ozcan (2003), sowie:

Rosenzweig (1990).
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Nutzen des repräsentativen Akteurs vom Pro-Kopf-Konsum c ≡ CL−1 und

von der Pro-Kopf-Fertilität n ≡ NL−1 abhängt. Hierbei ist L der Bevölke-

rungsbestand, N die gesamte Nachkommenschaft und n die Fertilitätsrate.

Dann sei für die individuelle Nutzenfunktion folgende Gestalt angenommen:

U(c, n) ≡ ln c + θ ln n, (6.4)

mit dem Nutzenparameter θ ≥ 0 Der repräsentative Akteur hat im folgenden

einen unendlich langen Planungshorizont und maximiert den abdiskontierten

Nutzenstrom durch geeignete Wahl von c und n:

max|c,n
∫ +∞

0
e−ρtU(c, n)dt. (6.5)

Dabei bezeichnet ρ die Diskontrate und t ist der Zeitindex. Die Ausbildungs-

kosten nehmen wir aus Gründen der rechnerischen Vereinfachung als pro-

portional zum Pro-Kopf-Kapital k an. Die aggregierten Ausbildungsausga-

ben sind dann bNk = bnLk = bnK, und die entsprechenden Ausgaben für

den repräsentativen Akteur sind dann bnk. Ferner nehmen wir A = 1 (nor-

miert) an und betrachten B als Funktion des Bevölkerungsbestandes. Es sei

B(L) ≡ γLβ definiert mit γ > 0 und β > 0. Das bedeutet, daß wir annehmen,

daß die Humankapitalbildung in einer größeren Gesellschaft in effizienterer

Form stattfindet. Wir erhalten schließlich für die Akkumulationsgleichungen:

k̇ ≡ (um)α k1−α − c− bnk − σk − (n− d + g) k,

ṁ ≡ B(L) (1− u) m− ηm− (n− d + g) m. (6.6)

Für b = 0 = θ und B(L) ≡ B erhalten wir als Spezialfall wieder das Uzawa-

Lucas Modell mit logarithmischer Nutzenfunktion und A = 1 (normiert).
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Die Modelle sollen nun dahingehend überprüft werden, ob ein gleich-

gewichtiger Wachstumspfad (GGW) existiert, und ob dieser eindeutig ist.

Ein GGW sei dadurch gekennzeichnet, daß der Konsum und die Kapital-

bestände mit der gleichen Rate wachsen. Die Bevölkerung ist aus definito-

rischen Gründen konstant. Ferner sollen die Stabilitätseigenschaften der je-

weiligen Systeme untersucht werden. Darüber hinaus ist an eine Simulation

der Modelle gedacht, so daß reale Situationen abgebildet werden können.

Wir wollen nun den Fall des konstanten von dem des variablen Bevölke-

rungsbestandes unterscheiden und beginnen mit der konstanten Population.

6.2.1 Das Modell mit konstanter Population

Da in diesem Modell die Fertilitätsrate n endogen bestimmt wird, ist im all-

gemeinen damit zu rechnen, daß die Fertilität von der Mortalität d abweichen

wird (n 6= d). Folglich kann dann Einwanderung g benutzt werden, um die

Population konstant zu halten. Es muß dann stets g = d−n gelten. Wir wol-

len annehmen, daß g nicht vorzeichenbeschränkt ist, und daß die staatlichen

Autoritäten immer in der Lage sind, die Einwanderung in geeigneter Weise

festzulegen. Dann können wir den Bevölkerungsbestand auf L = 1 normieren

und müssen nicht zwischen aggregierten und Pro-Kopf-Größen unterscheiden.

Die Niveaufunktion B(L) nimmt dann den konstanten Wert B(L) = γ = B

an.
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Das Modell

Das Modell besteht aus der Nutzenfunktion U(c, n) ≡ ln c + θ ln n und den

folgenden beiden Kapitalakkumulationsgleichungen:

k̇ ≡ (um)α k1−α − c− bnk − σk,

ṁ ≡ B (1− u) m− ηm. (6.7)

Wir bilden nun die Hamiltonfunktion in laufenden Werten H ≡ ln c+θ ln n+

λk̇ (c, n, u, k, m)+µṁ (c, n, u, k, m) und gehen bei der Optimierung vom kom-

petitiven Fall aus. Die resultierenden Optimalitätsbedingungen lauten dann

wie folgt:

∂H

∂c
≡ 1

c
− λ = 0,

∂H

∂n
≡ θ

n
− λbk = 0,

∂H

∂u
≡ λαuα−1mαk1−α − µBm = 0,

∂H

∂k
≡ λ (1− α) (um)α k−α − λbn− λσ = ρλ− λ̇,

∂H

∂m
≡ λαuαmα−1k1−α + µB (1− u)− µη = ρµ− µ̇, (6.8)

mit der Transversalitätsbedingung limt→+∞ e−ρt [λ(t)k(t) + µ(t)m(t)] ≥ 0. Es

sei wieder x ≡ ck−1 und z ≡ mk−1 definiert. Dann folgt aus den Optima-

litätsbedingungen für die Fertilitätsrate n:

n =
θx

b
. (6.9)

Die optimale Fertilitäsrate ist also proportional zu x mit ∂n/∂x > 0. Ferner

hängt n positiv von θ und negativ von b ab. In welcher Weise θ und b die
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Fertilitätsrate auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad (GGW) beeinflus-

sen, kann an dieser Stelle noch nicht beantwortet werden. Denn es ist noch

nicht klar, von welchen Parametern der Gleichgewichtswert x auf dem GGW

abhängt. Wir kommen darauf weiter unten noch zurück. Für endliche Werte

für x gilt jedoch: θ → 0 ⇒ n → 0. Falls der Staat die Ausbildungskosten

für die Nachkommenschaft in voller Höhe übernimmt (b = 0), so folgt für

endliches x: b → 0 ⇒ n → +∞.

Die Modelldynamik

Wir betrachten nun die zeitliche Entwicklung der Schattenpreise λ und µ.

Für die Entwicklung von λ gilt dann: λ̇/λ ≡ ρ− (1− α) uαzα + θx + σ. Aus

der Bedingung ∂H/∂u = 0 folgt µ = αB−1 [λuα−1zα−1]. Daraus ergibt sich

für die zeitliche Entwicklung von µ:

µ̇

µ
≡ (α− 1)

[
u̇

u
+

ż

z

]
− ċ

c
. (6.10)

Aus der Bedingung ∂H/∂m = ρµ− µ̇ folgt mit uBµ = αλuαzα−1:

µ̇

µ
≡ ρ + η −B (1− u)− uB = ρ + η −B. (6.11)

Satz 6.1 Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad ist u = ρB−1. Ferner

ist die gleichgewichtige Wachstumsrate nur dann positiv, wenn B > ρ + η

erfüllt ist.

Beweis: Aus den Gleichungen (6.10) und (6.11) folgt die Beziehung ρ + η−
B = (α− 1) [u̇u−1 + żz−1]−ċc−1. Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad

ist u̇/u = 0. Ferner wachsen die Größen c, k und m mit jeweils gleicher Rate.
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Es gilt also ċ/c = k̇/k = ṁ/m = ω∗. Das bedeutet, daß die Variable z auf

dem GGW konstant bleibt, so daß ż/z = 0 gilt. Es resultiert also:

B − ρ− η =
ċ

c
= ω∗ =

ṁ

m
= B (1− u)− η. (6.12)

Hieraus folgt uB = ρ und damit der erste Teil der Behauptung. Der zweite

Teil der Behauptung folgt unmittelbar aus ω∗ = B − ρ− η. 2

Die Modelldynamik lautet wegen ċ/c = −λ̇/λ wie folgt:

ċ

c
≡ (1− α) uαzα − θx− ρ− σ,

k̇

k
≡ uαzα − x− θx− σ,

ṁ

m
≡ B (1− u)− η,

u̇

u
≡ B + θx + σ − η

1− α
− uαzα − ż

z
. (6.13)

Wir formulieren nun für die weiteren Untersuchungen das dynamische System

um:

ẋ

x
≡ x− ρ− αuαzα,

ż

z
≡ B (1− u)− η − uαzα + x + θx− σ,

u̇

u
≡ B + σ − η + θx

1− α
−B (1− u) + η − x− θx− σ. (6.14)

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad gelte nun u̇ = ẋ = ż = 0, so daß

sich für die Gleichgwichtswerte folgende Ausdrücke ergeben:

z ≡ 1

u

[
x− ρ

α

] 1
α

,

x ≡ αBu− αq − ρ

α + αθ − 1
,

u ≡ ρ

B
, (6.15)

mit q ≡ B + σ − η.
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Satz 6.2 Für α (1 + θ) < 1 sind alle Gleichgewichtswerte nichtnegativ.

Beweis: Für u ist die Nichtnegativität in jedem Fall erfüllt, da sowohl ρ als

auch B positiv sind. Der Gleichgewichtswert für z ist positiv, falls x > ρ gilt

und x ist positiv, wenn der Zähler und der Nenner von x vorzeichengleich

sind. Wegen B > η (siehe oben) folgt, daß q positiv ist, und folglich ist der

Zähler von x negativ. Also muß auch der Nenner von x negativ sein. Dies ist

für α (1 + θ) < 1 gewährleistet. Es bleibt noch zu zeigen, daß x dann auch

größer als ρ ist. Das ist der Fall, wenn (α− 1) ρ − αq < α (1 + θ) ρ − ρ gilt.

Die Ungleichung ist erfüllt, wie sich sehr leicht überprüfen läßt2. 2

Satz 6.3 Das System ist sattelpfadstabil.

Beweis: Um Sattelpfadstabilität zu zeigen, linearisieren wir das dynamische

System in der Nähe des Gleichgewichts3 (x̄, z̄, ū) und bestimmen die Deter-

minante und die Spur der Jacobi-Matrix:




ẋ

ż

u̇




= J




x− x̄

z − z̄

u− ū




; J =




+ − −
+ − −
− 0 +




. (6.16)

Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (3 × 3)-Jacobi-Matrix, die

bezüglich der Einträge jik mit i = 1, 2, 3 und k = 1, 2, 3 über die oben

angegebene Vorzeichenstruktur verfügt. Die Einträge jik ergeben sich unter

2Es gilt: (α− 1) ρ− αq < α (1 + θ) ρ− ρ ⇔
αρ− ρ− αq < αρ + αθρ− ρ ⇔ 0 < αq + αθρ.

3Wir werden im Folgenden aus Gründen der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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Berücksichtigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

j11 = 2x− ρ− αuαzα = x,

j12 = −xα2uαzα−1,

j13 = −xα2uα−1zα,

j21 = (1 + θ) z,

j22 = q −Bu + (1 + θ) x− (α + 1) uαzα = −αuαzα,

j23 = −z
[
B + αuα−1zα

]
,

j31 = Ru,

j32 = 0,

j33 = Bu, (6.17)

mit R ≡ α(1+θ)−1
1−α

< 0. Im (3× 3) - Fall stellt eine negative Determinante in

Kombination mit einer positiven Spur Sattelpfadstabilität sicher. Der Sattel-

pfad ist dann eine eindimensionale Mannigfaltigkeit4. Wir beginnen mit der

Determinante und erhalten:

det(J) ≡ Ruxα2uαzα
[
B + αuα−1zα

]
−Ruxα2uα−1zα [αuαzα]−

Buxαuαzα + Buxα2uαzα (1 + θ) . (6.18)

Die Determinante ist negativ, wenn gilt:

Ruα
[
B + αuα−1zα

]
+ Buα (1 + θ) < Rα [αuαzα] + Bu. (6.19)

4Vgl. Wirl (1997), sowie den Anhang dieser Arbeit.
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Die Ungleichung ist erfüllt, wenn jeweils gilt:

Buα (1 + θ) < Bu,

Ruα
[
B + αuα−1zα

]
< Rα [αuαzα] . (6.20)

Die erste Ungleichung ist erfüllt, wenn α (1 + θ) < 1 erfüllt ist. Wir haben

jedoch weiter oben schon die Gültigkeit dieser Beziehung angenommen. Die

zweite Ungleichung ist wegen R < 0 erfüllt, wenn uB + αuαzα > αuαzα gilt.

Wegen uB > 0 ist das jedoch der Fall, und folglich ist die Determinante

negativ. Für die Spur gilt:

sp(J) ≡ x− αuαzα + Bu = ρ + Bu > 0. (6.21)

Damit ist also Sattelpfadstabilität gezeigt. 2

Die Modellsimulation

Wir gehen bei der Simulation des Modells wie folgt vor. Zuerst legen wir die

Basisparameter fest. Anschließend nehmen wir an, daß der Staat die Ausbil-

dungskosten b beeinflussen kann. Wir untersuchen dann die Auswirkungen

verschiedener Werte für b wie auch für θ auf das System. Dabei interessie-

ren uns besonders die gleichgewichtige Wachstumsrate und die resultierende

Fertilitätsrate auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad.

Wir starten mit der Basiskonfiguration. Hierbei nehmen wir für den Nut-

zenparameter θ = 0, 4 und für den Produktionsparameter α = 0, 6 an. Für

die Abschreibungsraten gelte σ = η = 0, 07, und die Zeitpräferenzrate sei mit

ρ = 0, 03 gegeben. Ferner sei B = 0, 12.

Durch die Wahl der Basisparameter sind sowohl die Variable u = ρB−1

als auch die gleichgewichtige Wachstumsrate ω∗ = B−ρ−η bereits festgelegt.



6.2.1 Das Modell mit konstanter Population 111

Tabelle 6.1: Variation der Ausbildungskosten im Uzawa-Lucas Modell bei

konstanter Population

b x z ñ u ω̃

18 0, 53 2, 90 1, 17 0, 25 0, 02

19 · · 1, 11 · ·
20 · · 1, 05 · ·
21 · · 1, 00 · ·
22 · · 0, 95 · ·

In der Tabelle 6.1 ist ñ ≡ n100 die Fertilitätsrate in Prozent und ω̃ ≡ ω100 die

Wachstumsrate in Prozent. Es zeigt sich, daß die Variation der Ausbildungs-

kosten b die Gleichgewichtswerte x und z nicht beeinflußt. Erwartungsgemäß

nimmt die gleichgewichtige Fertilitätsrate ab, wenn die Ausbildungskosten

erhöht werden. Dabei verursacht eine Kostenzunahme von ∆b = 1 eine Ab-

nahme der Fertilitätsrate zwischen 0, 05 und 0, 06 Prozentpunkten. Offenbar

stellt diese Abnahme der Fertilität gerade sicher, daß die aggregierten Aus-

bildungsausgaben für die gesamte Nachkommenschaft gleich bleiben, so daß

sich die Werte für x und z nicht verändern.

Wir wollen nun den Nutzenparameter θ variieren und halten die Ausbil-

dungskosten auf b = 20 konstant:
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Tabelle 6.2: Variation des Nutzenparameters im Uzawa-Lucas Modell bei

konstanter Population

θ x z ñ u ω̃

0, 41 0, 55 3, 11 1, 12 0, 25 0, 02

0, 42 0, 57 3, 33 1, 19 · ·
0, 43 0, 59 3, 58 1, 27 · ·
0, 44 0, 62 3, 86 1, 36 · ·
0, 45 0, 65 4, 18 1, 45 · ·

Es zeigt sich, daß für die betrachtete Basiskonfiguration bereits eine geringe

Erhöhung des Nutzenparameters θ um ∆θ = 0, 01 deutliche Veränderungen

bei den Modellvariablen hervorruft. Dabei nehmen die Gleichgewichtswerte

x und z zu, wenn der Parameter θ erhöht wird. Erwartungsgemäß nimmt

auch die Fertilitätsrate zu, wenn sich θ erhöht.

6.2.2 Das Modell mit variabler Population

Wir gehen nun davon aus, daß aus institutionellen Gründen keine Einwan-

derung g = 0 stattfinden kann, wie es auch für die Welt als Ganzes gilt. Wir

betrachten also eine Welt mit nur einem Land. Dann gilt für die zeitliche

Entwicklung des Bevölkerungsbestandes L̇ ≡ (n− d) L und wir müssen nun

zwischen aggregierten und Pro-Kopf-Größen unterscheiden. Im allgemeinen

kann nun die Fertilität von der Mortalität abweichen (n 6= d), und wir er-

halten mit L̇L−1 ≡ (n− d) eine weitere Gleichung, welche das dynamische
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Verhalten unseres Systems beschreibt. Ferner ist daher auch B(L) ≡ γLβ

eine Funktion der Populationsgröße. Wir werden noch sehen, daß dadurch

der Populationsbestand L zu einer modellendogenen Variable wird.

Das Modell

Das Modell besteht aus der Nutzenfunktion U(c, n) ≡ ln c+θ ln n, den beiden

Kapitalakkumulationsgleichungen und der Gleichung für die Bevölkerungs-

entwicklung:

k̇ ≡ (um)α k1−α − c− bnk − σk − (n− d) k,

ṁ ≡ γLβ (1− u) m− ηm− (n− d) m,

L̇ ≡ (n− d) L, (6.22)

mit γ > 0 und β > 0. Wir bilden die Hamiltonfunktion in laufenden Werten

H ≡ ln c + θ ln n + λk̇ (c, n, u, k, m) + µṁ (c, n, u, k, m) und gehen bei der

Optimierung vom kompetitiven Fall aus. Die resultierenden Optimalitätsbe-

dingungen lauten dann wie folgt:

∂H

∂c
≡ 1

c
− λ = 0,

∂H

∂n
≡ θ

n
− λbk − λk − µm = 0,

∂H

∂u
≡ λαuα−1mαk1−α − µγLβm = 0,

∂H

∂k
≡ λ (1− α) (um)α k−α − λbn− λσ − λ (n− d) = ρλ− λ̇,

∂H

∂m
≡ λαuαmα−1k1−α + µγLβ (1− u)− µη − µ (n− d)

= ρµ− µ̇, (6.23)
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mit der Transversalitätsbedingung limt→+∞ e−ρt [λ(t)k(t) + µ(t)m(t)] ≥ 0. Es

sei wieder x ≡ ck−1 und z ≡ mk−1 definiert. Dann folgt aus den Optima-

litätsbedingungen für die Fertilitätsrate n:

n ≡ n(x, z, u, L) =
θxγLβ

(b + 1) γLβ + αuα−1zα
. (6.24)

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad (GGW) muß stets n = d gelten.

In der Ungleichgewichtssituation ist n variabel. Dabei sind ∂n/∂x, ∂n/∂u

und ∂n/∂L jeweils positiv, während ∂n/∂z negativ ist. Wir erhalten wie

im Fall der konstanten Population: θ → 0 ⇒ n → 0. Falls der Staat die

Ausbildungskosten für die Nachkommenschaft in voller Höhe übernimmt (b =

0), so folgt diesmal allerdings, daß die Fertilitätsrate einen endlichen Wert

annimmt.

Die Modelldynamik

Wir betrachten zuerst die zeitliche Entwicklung der Schattenpreise λ und µ.

Für die zeitliche Entwicklung des Schattenpreises λ folgt aus ∂H/∂k = ρλ−λ̇

die Beziehung λ̇/λ ≡ ρ − (1− α) uαzα + bn + σ + (n− d). Aus ∂H/∂u = 0

folgt λαuαmα−1k1−α = µuγLβ. Einsetzen in ∂H/∂m = ρµ − µ̇ führt nach

einigen Umformungen zu:

µ̇

µ
≡ ρ− γLβ + η + (n− d) . (6.25)

Aus ∂H/∂u = 0 folgt ferner µ = αγ−1uα−1zα−1L−β. Ableiten nach der Zeit

und teilen durch µ führt nach einigen Umformungen zu:

µ̇

µ
≡ (α− 1)

u̇

u
+ (α− 1)

ż

z
+

λ̇

λ
− β

L̇

L
. (6.26)
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Für die zeitliche Entwicklung von c, k und m folgt wegen ċ/c = −λ̇/λ:

ċ

c
≡ (1− α) uαzα − σ − ρ− bn− (n− d) ,

k̇

k
≡ uαzα − x− bn− σ − (n− d) ,

ṁ

m
≡ γLβ (1− u)− η − (n− d) . (6.27)

Dann hat das resultierende dynamische System die folgende Gestalt:

ẋ

x
≡ x− ρ− αuαzα,

ż

z
≡ γLβ (1− u) + x− uαzα + bn + σ − η,

u̇

u
≡ 1

α− 1

[
ρ + η − γLβ + (1 + β) (n− d) +

ċ

c

]
− ż

z
,

L̇

L
≡ θxγLβ

(b + 1) γLβ + αuα−1zα
− d. (6.28)

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad sollen wieder c, k und m mit

der gleichen Rate wachsen. Daraus folgt ẋ = 0 = ż. Ferner soll auch die

Aufteilungsvariable u im Zeitablauf konstant bleiben u̇ = 0, da sie nicht

stetig wachsen oder schrumpfen kann. Da wir Land als exogen gegebene und

beschränkte Ressource unterstellen, gilt auch für die Population, daß sie nicht

stetig wachsen darf. Wenn sie darüber hinaus nicht aussterben soll, dann darf

sie ebenfalls nicht stetig schrumpfen. Es folgt also L̇ = 0 und wir erhalten

für den gleichgewichtigen Wachstumspfad u̇ = ẋ = ż = L̇ = 0. Für die

Gleichgwichtswerte resultieren dann die folgenden Ausdrücke:

x ≡ dbρ

θρ− d
,

L ≡
[
(1− α) (x− ρ)

γα
+

η − σ − bd

γ

] 1
β

,



116 6.2.2 Das Modell mit variabler Population

u ≡ ρ

γLβ
,

z ≡ 1

u

[
x− ρ

α

] 1
α

. (6.29)

Dabei erfordert die Nichtnegativität von x, daß θρ > d erfüllt ist. Der Gleich-

gewichtswert z ist positiv, wenn x > ρ gilt. Der gleichgewichtige Bevölke-

rungsbestand L ist positiv, wenn (1− α) [x− ρ] > α (σ − η + bd) gilt. Ferner

gilt:

Satz 6.4 Die gleichgewichtige Wachstumsrate ω∗ ist dann positiv, wenn x >

ρ+ α
1−α

[σ + ρ + bd]. In diesem Fall ist auch die Nichtnegativität aller Gleich-

gewichtswerte gewährleistet.

Beweis: Die Wachstumsrate ω∗ ist positiv, wenn (1− α) uαzα > σ + ρ + bd

gilt. Mit uαzα = 1
α

(x− ρ) folgt dann (1− α) (x− ρ) > α [σ + ρ + bd] und

daraus schließlich der erste Teil der Behauptung. Damit ist sichergestellt, daß

x > ρ erfüllt ist. Folglich sind die Gleichgewichtswerte x und z positiv. Es

bleibt noch zu zeigen, daß der Gleichgewichtswert für L ebenfalls positiv ist.

Dies ist der Fall, wenn γLβ > 0 gilt. Aus der Gleichgewichtsbeziehung folgt

dann: (1− α)
[

x−ρ
α

]
> σ − η + bd. Wir wissen bereits, daß (1− α)

[
x−ρ
α

]
>

σ +ρ+ bd gilt. Also ist L positiv, wenn σ +ρ+ bd > σ−η + bd erfüllt ist. Das

ist jedoch der Fall, und damit ist dann gezeigt, daß auch L und schließlich u

positiv sind. 2
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Wir kommen nun zur Stabilitätsanalyse. Dazu linearisieren wir das dy-

namische System in der Nähe des Gleichgewichts5 (x̄, z̄, ū, L̄).



ẋ

ż

u̇

L̇




= J




x− x̄

z − z̄

u− ū

L− L̄




; J =




+ − − 0

+ − ? +

? ? ? ?

+ − + +




. (6.30)

Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (4 × 4)-Jacobi-Matrix, die

bezüglich der Einträge jik mit i = 1, . . . , 4 und k = 1, . . . , 4 über die oben

angegebene Vorzeichenstruktur verfügt. Die Einträge jik ergeben sich unter

Berücksichtigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

j11 = 2x− ρ− αuαzα = x,

j12 = −xα2uαzα−1,

j13 = −xα2uα−1zα,

j14 = 0,

j21 = z + bz
∂n

∂x
,

j22 = γLβ (1− u) + x− uαzα + bn + σ − η + bz
∂n

∂z
− αuαzα,

j23 = −zγLβ − αuα−1zα+1 + bz
∂n

∂u
,

j24 = βzγLβ−1 (1− u) + bz
∂n

∂L
,

j31 =
∂n

∂x
ψu− u,

5Wir werden im Folgenden aus Gründen der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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j32 =
∂n

∂z
ψu,

j33 = Ω + nψ − x +
α

1− α
γLβ + uγLβ +

∂n

∂u
ψu + uγLβ,

j34 =
∂n

∂L
ψu +

α

1− α
uβγLβ−1 + βu2γLβ−1,

j41 =
∂n

∂x
L,

j42 =
∂n

∂z
L,

j43 =
∂n

∂u
L,

j44 =
∂n

∂L
L, (6.31)

mit Ω ≡ (η−σ)α−βd
α−1

und ψ ≡ β−αb
α−1

. Es gilt, daß eine positive Determinante

in Kombination mit einem negativen V1-Wert Sattelpfadstabilität mit einer

zweidimensionalen Mannigfaltigkeit sicherstellt6. Dabei ist V1 wie folgt gege-

ben:

V1 ≡
∣∣∣∣∣∣∣

j11 j12

j21 j22

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

j22 j23

j32 j33

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

j33 j34

j43 j44

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

j11 j13

j31 j33

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

j22 j24

j42 j44

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

j11 j14

j41 j44

∣∣∣∣∣∣∣
. (6.32)

Sowohl die Determinante det(J) als auch V1 lassen sich nur numerisch be-

stimmen. Wir wollen uns jedoch an dieser Stelle auf die Angabe der Stabi-

litätsbedingungen beschränken und verzichten auf die Modellsimulation.

6Vgl. hierzu die Ausführungen im Anhang in dieser Arbeit zur Lokalen Stabilitätsana-

lyse für (4× 4) - Systeme.
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6.3 Fazit

Wir haben in diesem Kapitel endogene Wachstumsmodelle mit Humanka-

pital betrachtet und haben in diesen Modellen die Fertilitätsrate endogen

bestimmt. Dabei wurde der Fall der konstanten Population von dem der

variablen Population unterschieden.

In dem Modell mit konstanter Bevölkerung haben wir den Bevölkerungs-

bestand mit Hilfe einer geeignet gewählten Einwanderungsrate konstant ge-

halten. Dabei konnte gezeigt werden, daß es einen sattelpfadstabilen gleichge-

wichten Wachstumspfad gibt. Ferner wurden die Bedingungen für ein positi-

ves Gleichgewichtswachstum herausgearbeitet. Im Rahmen der Modellsimu-

lation haben wir zuerst die Ausbildungskosten b variiert. Erwartungsgemäß

zeigte sich, daß die Fertilitätsrate n sinkt, wenn die Ausbildungskosten zu-

nehmen. Die Gleichgewichtswerte für x und z blieben von dieser Variation

unberührt, während die Aufteilungsvariable u ebenso wie Wachstumsrate ω∗

bereits durch die Wahl der Basisparameter festgelegt waren. Anschließend

wurde der Nutzenparameter θ variiert. Dabei zeigte sich, daß die Modellva-

riablen sehr sensitiv auf eine Erhöhung von θ reagierten. Ein Anstieg von θ

führte zu einem Anstieg von x und z, und erwartungsgemäß nahm auch die

Fertilitätsrate n zu.

In dem Modell mit variabler Population haben wir angenommen, daß

keine Einwanderung möglich ist. Folglich konnte die Bevölkerung nur stabil

bleiben, wenn die Fertilitätsrate der exogen gegebenen Mortalitätsrate ent-

sprach. In diesem Zusammenhang wurde die gleichgewichtige Bevölkerungs-

größe endogen bestimmt. Wir konnten weiterhin zeigen, daß ein gleichgewich-

tiger Wachstumspfad existiert. Darüber hinaus wurden die Bedingungen für
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ein positives Gleichgewichtswachstum ermittelt. Ferner haben wir die Bedin-

gungen für Sattelpfadstabilität angegeben, und dabei festgestellt, daß diese

Bedingungen lediglich numerisch überprüft werden können. Auf die Modell-

simulation haben wir für diesen Fall verzichtet.



Kapitel 7

Endogene Fertilität in

Wissenskapitalmodellen

7.1 Einführung: Modelle mit Wissenskapital

In diesem Kapitel untersuchen wir Modelle, die dadurch charakterisiert sind,

daß die Akteure Wissenskapital A(t) bilden können. Der wohl bekannteste

Ansatz ist der Learning by Doing Ansatz, welcher auf Arrow (1962) zurück-

geht. In diesem Ansatz bildet sich Wissenskapital als Nebenprodukt der In-

vestitionstätigkeit der privaten Akteure. In einem alternativen Ansatz von

Cigno (1984) dient der kumulierte Output als ein Indikator für Wissen. Wir

starten hier mit der Formulierung aus dem Artikel von Greiner (2003), die

sich an Arrow orientiert. Für den Bestand an Wissenskapital A(t) gilt dann:

A(t) ≡
∫ t

−∞
ϕe−η(t−s)I(s)ds. (7.1)
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Dabei sind I(·) die Bruttoinvestitionen in privates physisches Kapital, und

ϕe−η(t−s) ist das Gewicht1, mit dem die Investitionen zur Wissensbildung

beitragen. Die letzte durchgeführte Investition im Zeitpunkt t = s trägt für

ϕ = 1 in voller Höhe zur Wissensbildung bei. Für die zeitliche Entwicklung

des Wissens ergibt sich2:

Ȧ(t) ≡ ϕI(t)− ηA(t). (7.2)

Die Kapitalakkumulationsgleichungen des Modells ergeben sich unter Ver-

wendung der Bruttoinvestitionen I ≡ [AαK1−α − C] wie folgt3:

K̇ ≡ AαK1−α − C − σK,

Ȧ ≡ ϕ
[
AαK1−α − C

]
− ηA, (7.3)

mit dem Produktionsparameter 0 < α < 1. In der obigen Formulierung gibt

ϕ > 0 an, wie effektiv die Bruttoinvestitionen in physisches Kapital den

Wissensstock erhöhen. Die Variable C beschreibt den aggregierten Konsum.

Ferner ist σ ≥ 0 die Abschreibungsrate auf physisches Kapital und η ≥ 0 die

Abschreibungsrate für das Wissenskapital.

Wir gehen in diesem Kapitel wie folgt vor: Wir beginnen mit dem Lear-

ning by Doing Ansatz und berücksichtigen die endogene Fertilitätswahl und

die Ausbildungskosten für die Nachkommenschaft. Dabei unterscheiden wir

den Fall der konstanten von dem der variablen Population. Am Ende des

1Zur Verwendung von Gewichtsfunktionen siehe auch Grossman und Helpman (1992),

Kapitel (3.2).
2Es gilt: A(t) ≡ ∫ t

−∞ ϕe−η(t−s)I(s)ds ≡ ϕe−ηt
∫ t

−∞ eηsI(s)ds.

Daraus folgt: eηtA(t) ≡ ϕ
∫ t

−∞ eηsI(s)ds. Ableiten nach der Zeit ergibt:

ηeηtA(t) + eηtȦ(t) ≡ ϕeηtI(t) ⇔ ηA(t) + Ȧ(t) ≡ ϕI(t).
3Wir verzichten von nun ab auf den Zeitindex t.
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Kapitels betrachten wir einen alternativen Ansatz bezüglich der Produktion

von Wissen.

Die Modelle sollen dahingehend überprüft werden, ob ein gleichgewichti-

ger Wachstumspfad (GGW) existiert, und ob dieser eindeutig ist. Ein GGW

sei dadurch gekennzeichnet, daß der Konsum und die Kapitalbestände mit

der gleichen Rate wachsen. Die Bevölkerung ist aus definitorischen Gründen

konstant. Ferner sollen die Stabilitätseigenschaften der jeweiligen Systeme

untersucht werden. Darüber hinaus ist an eine Simulation der Modelle ge-

dacht, so daß reale Situationen abgebildet werden können.

7.2 Endogene Fertilität und der Learning-by-

Doing Ansatz

Wir wollen nun die Fertilitätswahl, die Ausbildungskosten für die Nachkom-

menschaft und die Bevölkerung in das Modell mit Wissenskapital einführen4.

Die Fertilitätswahl erfassen wir in der Nutzenfunktion des repräsentativen

Akteuers. Dabei wollen wir annehmen, daß der Nutzen des repräsentativen

Akteurs vom Pro-Kopf-Konsum c ≡ CL−1 und von der Pro-Kopf-Fertilität

n ≡ NL−1 abhängt. Hierbei ist L die Bevölkerungsgröße, N die gesamte

Nachkommenschaft und n die Fertilitätsrate. Dann sei für die individuelle

Nutzenfunktion folgende Gestalt angenommen:

U(c, n) ≡ ln c + θ ln n, (7.4)

4Ein auf Cigno (1984) basierendes Learning-by-Doing Modell mit Bevölkerungswachs-

tum wird in Strulik (1997) behandelt.
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mit dem Nutzenparameter θ ≥ 0. Der repräsentative Akteur hat im Folgen-

den einen unendlich langen Planungshorizont und maximiert den abdiskon-

tierten Nutzenstrom durch geeignete Wahl von c und n:

max|c,n
∫ +∞

0
e−ρtU(c, n)dt. (7.5)

Dabei bezeichnet ρ die Diskontrate, und t ist der Zeitindex. Die Ausbildung

der Nachkommen reduziert die Möglichkeit in physisches Karital zu investie-

ren. Wir nehmen an, daß sich die Ausbildungskosten proportional zum Pro-

Kopf-Output y ≡ Y L−1 verhalten und durch bNy = bnLy = bnY gegeben

sind. Die Bevölkerung L sei dabei gleich dem Arbeitseinsatz. Wie nehmen

also an, daß jedes Bevölkerungsmitglied auch arbeitet. Die zeitliche Entwick-

lung des Populationsbestandes sei wieder durch L̇ ≡ (n− d + m) L gege-

ben. Dabei ist d die Mortalitätsrate und m die vorzeichenunbeschränkte Ein-

wanderungsrate. Zusätzlich nehmen wir an, daß die Effektivität, mit der die

Bruttoinvestitionen das Wissen vermehren, vom Arbeitseinsatz (Populations-

größe) abhängig ist. Als neue Effizienzfunktion unterstellen wir χ(L) ≡ ϕLβ

mit ϕ > 0 und β > 0. Die neuen Akkumulationsgleichungen ergeben sich

unter Berücksichtigung des Arbeitseinsatzes, der Ausbildungskosten und der

neuen Effizienzfunktion wie folgt:

K̇ ≡ (AL)α K1−α − C − bnY − σK,

≡ (1− bn) (AL)α K1−α − C − σK,

Ȧ ≡ ϕLβ
[
(1− bn) (AL)α K1−α − C

]
− ηA. (7.6)

Für b = 0 = θ und L = 1 ergibt sich als Spezialfall der in Greiner (2003) vor-

geschlagene Ansatz mit einer logarithmischen Nutzenfunktion. Es sei noch
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erwähnt, daß in der neuen Version (AL) der Effektivarbeitseinsatz ist. Wir

unterstellen also, daß Wissen arbeitsvermehrend wirkt. Hierbei ist Wissen ein

reines öffentliches Gut, so daß bezüglich der Nutzung vollkommene Nichtriva-

lität gegeben ist. Damit ist der aggregierte Bestand A gleich dem Pro-Kopf-

Bestand. Die jeweilige zeitliche Entwicklung der Pro-Kopf-Größen ergibt sich

mit k̇ ≡ K̇L−1 − kL̇L−1 sowie k ≡ KL−1 und c ≡ CL−1 zu:

k̇ ≡ (1− bn) Aαk1−α − c− σk − (n− d + m) k,

Ȧ ≡ ϕLβL
[
(1− bn) Aαk1−α − c

]
− ηA. (7.7)

Wir wollen nun den Fall der konstanten Population und den der variablen

Population untersuchen und beginnen mit dem konstanten Bevölkerungsbe-

stand.

7.2.1 Das Modell mit konstanter Population

Da in diesem Modell die Fertilitätsrate n endogen bestimmt wird, ist im all-

gemeinen damit zu rechnen, daß die Fertilität von der Mortalität d abweichen

wird (n 6= d). Folglich kann dann Einwanderung m benutzt werden, um die

Population konstant zu halten. Es muß dann stets m = d−n gelten. Wir wol-

len annehmen, daß m nicht vorzeichenbeschränkt ist und daß die staatlichen

Autoritäten immer in der Lage sind, die Einwanderung in geeigneter Weise

festzulegen. Dann können wir den Bevölkerungsbestand auf L = 1 normieren

und müssen nicht zwischen aggregierten und Pro-Kopf-Größen unterscheiden.

Die Effizienzfunktion nimmt dann den Wert χ = ϕ an.
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Das Modell

Das Modell besteht aus der Nutzenfunktion U(c, n) ≡ ln c + θ ln n und den

folgenden beiden Kapitalakkumulationsgleichungen:

k̇ ≡ (1− bn) Aαk1−α − c− σk,

Ȧ ≡ ϕ
[
(1− bn) Aαk1−α − c

]
− ηA. (7.8)

Wir bilden nun die Hamiltonfunktion in laufenden Werten H ≡ ln c+θ ln n+

λk̇ (c, n, k) und gehen bei der Optimierung vom kompetitiven Fall aus. Die

resultierenden Optimalitätsbedingungen lauten dann wie folgt:

∂H

∂c
≡ 1

c
− λ = 0,

∂H

∂n
≡ θ

n
− λbAαk1−α = 0,

∂H

∂k
≡ λ (1− bn) Aαk1−α − λσ = ρλ− λ̇, (7.9)

mit der Transversalitätsbedingung limt→+∞ e−ρtλ(t)k(t) ≥ 0. Es gelte nun

x ≡ ck−1 und z ≡ Ak−1. Dann folgt aus den Optimalitätsbedingungen für

die Fertilitätsrate n:

n =
θx

bzα
. (7.10)

Die Fertilitätsrate hängt positiv von x und θ, sowie negativ von z und b

ab. Über das Vorzeichen von ∂n/∂θ und ∂n/∂b auf dem gleichgewichtigen

Wachstumspfad (GGW) kann vorerst keine Aussage getroffen werden, da

noch nicht klar ist, inwiefern die Variablen x und z auf dem GGW von θ und

b abhängen. Für endliche Werte x und z gilt jedoch: θ → 0 ⇒ n → 0 sowie

b → 0 ⇒ n → +∞.
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Die Modelldynamik

Die Entwicklung des Schattenpreises λ ergibt sich aus ∂H/∂k = ρλ− λ̇ und

ist durch λ̇/λ = ρ+σ− (1− bn) (1− α) zα gegeben. Wir erhalten schließlich

wegen λ̇/λ = −ċ/c:

ċ

c
≡ (1− α) zα − (1− α) θx− σ − ρ,

k̇

k
≡ zα − θx− x− σ,

Ȧ

A
≡ ϕzα−1 − ϕxz−1 (1 + θ)− η. (7.11)

Es gelte x ≡ ck−1 und z ≡ Ak−1. Dann hat das resultierende dynamische

System die folgende Gestalt:

ẋ

x
≡ x (1 + αθ)− αzα − ρ,

ż

z
≡ ϕzα−1 − ϕxz−1 (1 + θ)− zα + x (1 + θ) + σ − η. (7.12)

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad gilt wieder ẋ = 0 = ż. Dabei

resultiert für x die folgende Beziehung:

x ≡ αzα + ρ

1 + αθ
. (7.13)

Die Nullstellen von f(z) ≡ żz−1 lassen sich nur numerisch bestimmen. Es

läßt sich jedoch die folgende Behauptung aufstellen:

Satz 7.1 Für σ > η hat die Funktion f(z) ≡ żz−1 mindestens zwei Nullstel-

len und das System damit mindestens zwei gleichgewichtige Wachstumspfade

(GGW). Für σ = η hat die Funktion f(z) ≡ żz−1 mindestens eine Nullstelle

und das System entsprechend mindestens einen GGW.
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Beweis: Zuerst ersetzen wir die Variable x in der Gleichung (7.12) durch

den entsprechenden Gleichgewichtswert und erhalten für f(z) ≡ żz−1 den

folgenden Ausdruck:

ż

z
≡ ϕzα−1ψ − zαψ − ϕqρ (1 + θ) z−1 + (1 + θ) qρ + σ − η, (7.14)

mit ψ ≡ [1− qα (1 + θ)] und q ≡ (1 + αθ)−1. Dabei zeigt sich, daß die Funk-

tionswerte für sehr kleine und sehr große z gegen −∞ streben. Also gilt:

lim
z→0

(
ż

z

)
= lim

z→+∞

(
ż

z

)
= −∞. (7.15)

Es seien nun die Werte z1 und z2 wie folgt gegeben:

z1 = ϕ, z2 =

[
qρ (1 + θ)

ψ

] 1
α

, (7.16)

mit ψ ≡ [1− qα (1 + θ)] und q ≡ (1 + αθ)−1. Dann folgt:

ż

z

∣∣∣∣
z≡z1

=
ż

z

∣∣∣∣
z≡z2

= σ − η. (7.17)

Falls nun σ > η gilt, dann ist f(z) ≡ żz−1 > 0. Da die Funktion f(z)

stetig ist für z ∈ (0, +∞), folgt mit Gleichung (7.15), daß es mindestens zwei

Nullstellen geben muß. Damit ist der erste Teil der Behauptung gezeigt.

Falls σ = η gilt, dann ist f(z) ≡ żz−1 = 0. In diesem Fall sind z1 und z2

Nullstellen. Wenn z1 = z2 ist, dann liegt eine doppelte Nullstelle vor. Damit

ist der zweite Teil der Behauptung gezeigt. 2

Der Output deckt die Konsumausgaben, wenn für n = d die Bedingung

zα (1− bd) − x ≥ 0 erfüllt ist. Mit bdzα = θx erhalten wir als Bedingung

zαψ ≥ (1 + θ) qρ. Dies ist gleichbedeutend mit der Bedingung zα ≥ zα
2 , so

daß also z ≥ z2 gelten muß.
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Wir kommen nun zur Stabilitätsuntersuchung und wollen aus Vereinfa-

chungsgründen annehmen, daß σ = η gilt. Dann liegen für z1 6= z2 mindestens

zwei gleichgewichtige Wachstumspfade vor, und es gilt:

Satz 7.2 Das System ist für z̃ = max{z1, z2} sattelpfadstabil.

Beweis: Um Sattelpfadstabilität zu zeigen, linearisieren wir das dynamische

System in der Nähe des Gleichgewichts5 (x̄, z̄) und bestimmen die Determi-

nante der Jacobi-Matrix:



ẋ

ż


 = J




x− x̄

z − z̄


 ; J =




+ −
? ?


 . (7.18)

Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (2 × 2)-Jacobi-Matrix, die

bezüglich der Einträge jik mit i = 1, 2 und k = 1, 2 über die oben angegebene

Vorzeichenstruktur verfügt. Die Einträge jik ergeben sich unter Berücksich-

tigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

j11 = 2x (1 + αθ)− αzα − ρ,

j12 = −α2xzα−1,

j21 = z (1 + θ)− ϕ (1 + θ) ,

j22 = αϕzα−1 − (α + 1) zα + (σ − η) + x (1 + θ) . (7.19)

Eine negative Determinante der Jacobi-Matrix ist im (2× 2)-Fall notwendig

und hinreichend für Sattelpfadstabilität. Es folgt: det(J) < 0, wenn gilt:

(j22) < αzα

[
α + αθ

1 + αθ

]
− ϕαzα−1

[
α + αθ

1 + αθ

]
. (7.20)

5Wir werden im Folgenden aus Gründen der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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Nun muß eine Fallunterscheidung vorgenommen werden. Wir betrachten zu-

erst die Nullstelle z = z1 = ϕ. Dann reduziert sich für σ = η die Stabilitäts-

bedingung zu (j22) < 0. Durch Einsetzen und Umformen ergibt sich:

qρ (1 + θ) < zα
1 [1− (1 + θ) qα]︸ ︷︷ ︸

ψ

. (7.21)

Wegen Gleichung (7.16) muß also zα
1 > zα

2 gelten. Daraus folgt ϕ = z1 > z2,

und das bedeutet, daß ϕ = z1 die gößere der beiden Nullstellen sein muß. Wir

betrachten nun die Nullstelle z = z2. Dann folgt für die Stabilitätsbedingung:

(j22) < αq (1 + θ)
[
1− ϕz−1

2

]
αzα

2 . (7.22)

Für (j22) ergibt sich durch Einsetzen und Umformen:

(j22) = αϕzα−1
2 − αzα

2 + ϕz−1
2 [qρ (1 + θ)− ψzα

2 ]︸ ︷︷ ︸
=0

. (7.23)

Daraus ergibt sich, daß die folgende Ungleichung erfüllt sein muß:

αzα
2

[
ϕz−1

2 − 1
]

< αq (1 + θ)
[
1− ϕz−1

2

]
αzα

2 . (7.24)

Die Ungleichung ist erfüllt, wenn gilt:

0 < [αq (1 + θ) + 1]
(
1− ϕz−1

2

)
. (7.25)

Die Ungleichung ist erfüllt, wenn 1 > ϕz−1
2 gilt. Dies ist gleichbedeutend

mit z2 > ϕ = z1, so daß z2 die größere der beiden Nullstellen sein muß.

Damit ist gezeigt,daß die größere der beiden Nullstellen die Bedingung für

Sattelpfadstabilität erfüllt. 2

Wir kommen nun zu den resultierenden Wachstumsraten, die sich auf den

gleichgewichtigen Wachstumspfaden ergeben. Dabei gilt:
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Satz 7.3 Für zα
1 > zα

2 + σψ−1 ist die gleichgewichtige Wachstumssrate posi-

tiv.

Beweis: Wir gehen von folgender Gleichung aus:

ω∗ = zα − x (1 + θ)− σ > 0. (7.26)

Durch Einsetzen und Umformen ergibt sich:

zα >
qρ (1 + θ)

ψ
+

σ

ψ
. (7.27)

Daraus folgt die Bedingung zα > zα
2 + σψ−1 mit der Folge, daß die Null-

stelle z = z2 kein positives gleichgewichtiges Wachstum generiert. Damit ist

ein positives gleichgewichtiges Wachstum nur für die Nullstelle z = z1 = ϕ

möglich, wenn die Bedingung ϕα = zα
1 > zα

2 + σψ−1 erfüllt ist. 2

Die Modellsimulation

Wir gehen bei der Simulation des Modells wie folgt vor. Zuerst legen wir die

Basisparameter fest. Anschließend nehmen wir an, daß der Staat die Ausbil-

dungskosten b beeinflussen kann. Wir untersuchen dann die Auswirkungen

verschiedener Werte für b sowie auch θ auf das System. Dabei interessie-

ren uns besonders die gleichgewichtige Wachstumsrate und die resultierende

Fertilitätsrate auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad.

Wir starten mit der Basiskonfiguration. Hierbei nehmen wir für den Nut-

zenparameter θ = 0, 4 und für den Produktionsparameter α = 0, 6 an. Für

die Abschreibungsraten gelte σ = η = 0, 10, und die Zeitpräferenzrate sei mit

ρ = 0, 025 gegeben. Ferner sei ϕ = 0, 25.
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Tabelle 7.1: Variation der Ausbildungskosten im Learning-by-Doing Modell

bei konstanter Population

b x z ñ ω̃

18 0, 23 0, 25 1, 18 1, 22

19 · · 1, 12 ·
20 · · 1, 06 ·
21 · · 1, 01 ·
22 · · 0, 96 ·

In der Tabelle 7.1 ist ñ ≡ n100 die Fertilitätsrate in Prozent und ω̃ ≡ ω100

die Wachstumsrate in Prozent. Es zeigt sich, daß die Variation der Ausbil-

dungskosten b die Gleichgewichtswerte x und z, sowie die gleichgewichtige

Wachstumsrate ω nicht beeinflußt. Erwartungsgemäß nimmt die gleichge-

wichtige Fertilitätsrate ab, wenn die Ausbildungskosten erhöht werden. Dabei

verursacht eine Kostenzunahme von ∆b = 1 eine Abnahme der Fertilitätsra-

te zwischen 0, 05 und 0, 06 Prozentpunkten. Offenbar stellt diese Abnahme

der Fertilität gerade sicher, daß die aggregierten Ausbildungsausgaben für

die gesamte Nachkommenschaft gleich bleiben, so daß sich die Werte für x

und z, sowie für ω nicht verändern.

Wir wollen nun den Nutzenparameter θ variieren und halten die Ausbil-

dungskosten auf b = 20 konstant:
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Tabelle 7.2: Variation des Nutzenparameters im Learning-by-Doing Modell

bei konstanter Population

θ x z ñ ω̃

0, 30 0, 24 0, 25 0, 84 2, 00

0, 35 0, 24 · 0, 95 1, 60

0, 40 0, 23 · 1, 06 1, 22

0, 45 0, 23 · 1, 16 0, 86

0, 50 0, 22 · 1, 26 0, 51

Es zeigt sich, daß die Variation des Nutzenparameters θ den Gleichgewichts-

wert z unverändert läßt, während der Gleichgewichtswert x für ∆θ = 0, 20

geringfügig absinkt. Erwartungsgemäß nimmt die gleichgewichtige Fertilitäts-

rate zu, wenn der Parameter θ erhöht wird. Allerdings geht die Zunahme der

Fertilitätsrate mit einer absinkenden gleichgewichtigen Wachstumsrate ein-

her. Dieses Ergebnis ist plausibel, da bei steigenden n und konstantem b

die Ausbildungskosten für die Nachkommenschaft zunehmen. Folglich geht

eine Erhöhung von θ zu Lasten der Akkumulation des privaten physischen

Kapitals und damit zu Lasten der Wachstumsrate des Systems.

7.2.2 Das Modell mit variabler Population

Wir gehen nun davon aus, daß aus institutionellen Gründen keine Einwande-

rung m = 0 stattfinden kann, wie es auch für die Welt als Ganzes gilt. Wir

betrachten also eine Welt mit nur einem Land. Dann gilt für die zeitliche
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Entwicklung des Bevölkerungsbestandes L̇ ≡ (n− d) L, und wir müssen nun

zwischen aggregierten und Pro-Kopf-Größen unterscheiden. Im allgemeinen

kann nun die Fertilität von der Mortalität abweichen (n 6= d) und wir er-

halten mit L̇L−1 ≡ (n− d) eine weitere Gleichung, welche das dynamische

Verhalten unseres Systems beschreibt. Wir werden noch sehen, daß dadurch

der Populationsbestand L zu einer modellendogenen Variable wird.

Das Modell

Das Modell besteht aus der Nutzenfunktion U(c, n) ≡ ln c+θ ln n, den Kapi-

talakkumulationsgleichungen und der Gleichung für das Bevölkerungswachs-

tum:

k̇ ≡ (1− bn) Aαk1−α − c− σk − (n− d) k,

Ȧ ≡ χ (L) L
[
(1− bn) Aαk1−α − c

]
− ηA,

≡ ϕLβ+1
[
(1− bn) Aαk1−α − c

]
− ηA,

L̇ ≡ (n− d) L. (7.28)

Wir bilden nun die Hamiltonfunktion in laufenden Werten H ≡ ln c+θ ln n+

λk̇ (c, n, k) und gehen bei der Optimierung vom kompetitiven Fall aus. Die

resultierenden Optimalitätsbedingungen lauten dann wie folgt:

∂H

∂c
≡ 1

c
− λ = 0,

∂H

∂n
≡ θ

n
− λbAαk1−α − λk = 0,

∂H

∂k
≡ λ (1− bn) Aαk1−α − λσ − λ (n− d) = ρλ− λ̇, (7.29)

mit der Transversalitätsbedingung limt→+∞ e−ρtλ(t)k(t) ≥ 0. Es gelte nun

wieder x ≡ ck−1 und z ≡ Ak−1. Dann folgt aus den Optimalitätsbedingungen
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für die Fertilitätsrate n:

n =
θx

1 + bzα
. (7.30)

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad (GGW) muß stets n = d gelten.

In der Ungleichgewichtssituation ist n variabel und hängt positiv von x und

θ, sowie negativ von z und b ab. Wir erhalten wie im Fall der konstanten

Population: θ → 0 ⇒ n → 0. Falls die Ausbildungskosten für die Nachkom-

menschaft verschwindend gering sind (b → 0), so folgt diesmal allerdings,

daß die Fertilitätsrate den endlichen Wert n = θx annimmt.

Die Modelldynamik

Die Entwicklung des Schattenpreises λ ergibt sich aus ∂H/∂k = ρλ− λ̇ und

ist durch λ̇/λ = ρ + σ + (n− d)− (1− α) (1− bn) zα gegeben. Wir erhalten

schließlich wegen λ̇/λ = −ċ/c:

ċ

c
≡ (1− α) (1− bn) zα − ρ− σ − (n− d) ,

k̇

k
≡ zα (1− bn)− x− σ − (n− d) ,

Ȧ

A
≡ ϕLβ+1

[
zα−1 (1− bn)− xz−1

]
− η. (7.31)

Es gelte x ≡ ck−1 und z ≡ Ak−1. Dann hat das resultierende dynamische

System nach Substitution von n und einigen Umformungen die folgende Ge-

stalt:

ẋ

x
≡ x− ρ− αzα + αbθx (1 + bzα)−1 zα,

ż

z
≡ ϕLβ+1

[
zα − bθx (1 + bzα)−1 zα − x

]
z−1 +

x (1 + θ)− zα + q,
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L̇

L
≡

[
θx

1 + bzα
− d

]
, (7.32)

mit q ≡ σ − η − d. Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad gelte nun

L̇ = ẋ = ż = 0, so daß sich für die Gleichgwichtswerte folgende Ausdrücke

ergeben:

z ≡
[

d− θρ

αθ (1− bd)− bd

] 1
α

,

x ≡ d (1 + bzα)

θ
,

L ≡
[

(ω∗ + η) z

(ω∗ + σ) ϕ

] 1
β+1

. (7.33)

Für den Spezialfall σ = η vereinfacht sich der gleichgewichtige Populations-

bestand L zu:

L =

(
z

ϕ

) 1
β+1

. (7.34)

Satz 7.4 Das System ist für bρ > α (1− bd) und ρ +
[

ω∗+η
ω∗+σ

]
αzα < ω∗ + η

sattelpfadstabil.

Beweis: Um Sattelpfadstabilität zu zeigen, linearisieren wir das dynamische

System in der Nähe des Gleichgewichts6 (x̄, z̄, L̄) und bestimmen die Deter-

minante und die Spur der Jacobi-Matrix:



ẋ

ż

L̇




= J




x− x̄

z − z̄

L− L̄




; J =




+ − 0

? ? +

+ − 0




. (7.35)

Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (3 × 3)-Jacobi-Matrix, die

bezüglich der Einträge jik mit i = 1, 2, 3 und k = 1, 2, 3 über die oben

6Wir werden im Folgenden aus Gründen der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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angegebene Vorzeichenstruktur verfügt. Die Einträge jik ergeben sich unter

Berücksichtigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

j11 = x + αbdzα,

j12 = −α2xzα−1

[
1− bd +

b2dzα

1 + bzα

]
,

j13 = 0,

j21 = z (1 + θ)− ϕLβ+1

[
bθzα

1 + bzα
− 1

]
,

j22 = −αzα − ϕLβ+1 [zα − bdzα − x] z−1 +

ϕLβ+1 [αzα − αbdzα] z−1 + ϕLβ+1

[
b2dαzα

1 + bzα

]
zα−1,

j23 = (β + 1) ϕLβ [zα − bdzα − x] ,

j31 =
θL

1 + bzα
,

j32 = − θx

(1 + bzα)2Lαbzα−1,

j33 = 0. (7.36)

Im (3× 3) - Fall stellt eine positive Determinante in Kombination mit ei-

ner negativen Spur Sattelpfadstabilität sicher. Der Sattelpfad ist dann eine

zweidimensionale Mannigfaltigkeit7. Wir zeigen zuerst, daß die Determinante

positiv ist. Für die Determinante gilt nun:

det(J) ≡ − (j23) [(j11) (j32)− (j31) (j12)] . (7.37)

7Vgl. Wirl (1997), sowie den Anhang dieser Arbeit.
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Die Determinante ist wegen (j23) > 0 positiv, wenn (j11) (j32) < (j31) (j12)

gilt. Einsetzen und Umformen ergibt:

−b

[
x + αbdzα

1 + bzα

]
< −α

[
1− bd +

b2dzα

1 + bzα

]
. (7.38)

Mit x + αbdzα = ρ + αzα folgt nach einigen Umformungen:

α


1 + bzα − bd−b2dzα + b2dzα

︸ ︷︷ ︸
=0


 < ρb + αbzα. (7.39)

Es folgt schließlich α (1− bd) < ρb, wodurch der erste Teil der Behauptung

gezeigt wäre. Wir kommen nun zum zweiten Teil und zeigen, daß die Spur

tr (J) negativ ist. Wegen (j33) = 0 muß dann für die Spur gelten: tr (J) ≡
(j11) + (j22) < 0. Wir ersetzen nun (j11) und (j22). Ferner verwenden wir die

Beziehung x+αbdzα−αzα = ρ und bestimmen anschließend einen Ausdruck

für tr (J) z (1 + bzα):

tr (J) z (1 + bzα) = ρz (1 + bzα)− ϕLβ+1 [zα − bdzα − x] (1 + bzα) +

ϕLβ+1αzα
[
(1− bd) (1 + bzα) + b2dzα

]
. (7.40)

Wegen z > 0 und (1 + bzα) > 0 ist die Spur tr (J) negativ, wenn die rechte

Seite von (7.40) negativ ist. Mit [(1− bd) (1 + bzα) + b2dzα] = 1 − bd + bzα

ist die rechte Seite von (7.40) negativ, wenn gilt:

ρz (1 + bzα) + ϕLβ+1αzα (1− bd + bzα) < ϕLβ+1 [zα − bdzα − x] (1 + bzα) .

(7.41)

Wenn nun (1− bd + bzα) durch (1 + bzα) ersetzt wird, wird die linke Seite

von (7.41) größer. Wenn die neue Ungleichung gilt, gilt auch die Ungleichung

(7.41). Die neue Ungleichung lautet nach Division durch (1 + bzα) wie folgt:

ρz + ϕLβ+1αzα < ϕLβ+1 [zα (1− bd)− x] . (7.42)
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Wegen ω∗ + η = ϕLβ+1 [zα (1− bd)− x] z−1 und zα (1− bd) − x = ω∗ + σ

ergibt sich:

ρ +
[
ω∗ + η

ω∗ + σ

]
αzα < ω∗ + η. (7.43)

Damit ist die Behauptung gezeigt. 2

Die Modellsimulation

Wir gehen bei der Simulation des Modells wie folgt vor. Zuerst legen wir die

Basisparameter fest. Anschließend nehmen wir an, daß der Staat die Ausbil-

dungskosten b beeinflussen kann. Wir untersuchen dann die Auswirkungen

verschiedener Werte für b auf das System. Dabei interessieren uns besonders

die gleichgewichtige Wachstumsrate und der gleichgewichtige Bevölkerungs-

bestand.

Wir starten mit der Basiskonfiguration. Hierbei nehmen wir für den Nut-

zenparameter θ = 0, 6 und für den Produktionsparameter α = 0, 6 an. Für

die Abschreibungsraten gelte σ = η = 0, 07, und die Zeitpräferenzrate sei

mit ρ = 0, 03 gegeben. Die Mortalitätsrate sei mit d = 0, 012 angenommen.

Ferner sei ϕ = 0, 10 und β = 0, 50.
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Tabelle 7.3: Variation der Ausbildungskosten im Learning-by-Doing Modell

bei variabler Population

b x z L ω̃ sp(J) W

23, 0 0, 20 0, 21 1, 63 1, 31 + +

22, 9 0, 22 0, 25 1, 85 2, 68 + +

22, 8 0, 25 0, 31 2, 13 4, 41 + +

22, 7 0, 28 0, 40 2, 50 6, 69 + +

22, 6 0, 33 0, 52 3, 02 9, 80 + +

In der Tabelle 7.3 ist ω̃ ≡ ω100 die Wachstumsrate in Prozent, sowie sp(J)

das Vorzeichen der Spur und W das Vorzeichen des W -Wertes. Es zeigt sich,

daß die Ausbildungskosten nur innerhalb eines sehr kleinen Bereiches sinnvoll

variiert werden können, da das System sehr sensitiv auf diese Kostenvariation

reagiert. So nehmen insbesondere der gleichgewichtige Bevölkerungsbestand

und die gleichgewichtige Wachstumsrate stark zu, wenn die Ausbildungsko-

sten b geringfügig reduziert werden. Für die Zunahme der Wachstumsrate

ergeben sich zwei Erklärungen. Erstens erhöhen sinkende Ausbildungskosten

die Möglichkeit, in privates physisches Kapital zu investieren; zweitens wirkt

eine größere Bevölkerung in diesem Modell positiv auf die Akkumulation des

Wissenskapitals.

Ferner sind sowohl die Spur sp(J) als auch der W -Wert stets positiv, so

daß wir nicht auf Sattelpfadstabilität schließen können. Wir fahren daher mit

der Betrachtung der resultierenden Eigenwerte ek mit k = 1, . . . , 3 fort:
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Tabelle 7.4: Bestimmung der Eigenwerte im Learning-by-Doing Modell bei

variabler Population

b e1 e2 e3

23, 0 0, 00 (+) 0, 09 + i0, 16 0, 09− i0, 16

22, 9 0, 00 (+) 0, 09 + i0, 18 0, 09− i0, 18

22, 8 0, 00 (+) 0, 10 + i0, 20 0, 10− i0, 20

22, 7 0, 00 (+) 0, 12 + i0, 22 0, 12− i0, 22

22, 6 0, 00 (+) 0, 13 + i0, 26 0, 13− i0, 26

Die Tabelle 7.4 zeigt, daß wir bei der betrachteten Parameterkonstellation

einen nahe bei Null liegenden positiven reellen Eigenwert e1 und ein konju-

giert komplexes Eigenwertpaar e2,3 mit positivem Realteil erhalten. Folglich

liegt in diesem Fall keine Sattelpfadstabilität vor. Wir verzichten nun auf die

Variation des Nutzenparameters θ und stellen nun einen alternativen Ansatz

der Wissensgewinnung bei variabler Population vor.

7.3 Populationsgröße und Ideenproduktion

In diesem Abschnitt wollen wir einen alternativen Ansatz der Wissenskapi-

talakkumulation in einem endogenen Wachstumsmodell mit endogener Fer-

tilitätswahl betrachten. Eine sehr gängige Modellierung hinsichtlich der Wis-

senskapitalbildung ist der Learning by doing Ansatz, der bereits weiter oben

im Text vorgestellt wurde. In diesem Ansatz erhöht sich der Bestand an
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Wissenskapital als Nebenprodukt der Investitionstätigkeit8.

Das hier vorzustellende Modell geht davon aus, daß die zeitliche Ent-

wicklung des Bestandes an Wissenskapital positiv vom Wissensbestand und

von der Bevölkerungsgröße abhängt. Dahinter steht die Überlegung, daß ei-

ne große Bevölkerung mehr gute Ideen9 produziert als eine kleine Bevölke-

rung. Dieser Grundgedanke findet sich bereits in Kuznets (1960). Kuznets

vermutet in dieser Arbeit, daß eine größere Bevölkerung mit einer höheren

Wahrscheinlichkeit nützliche Innovationen hervorbringt10.

Wir wollen nun annehmen, daß Wissen ein reines öffentliches Gut ist. Die

zeitliche Entwicklung des Wissensbestandes ergibt sich dann wie folgt:

Ȧ ≡ γALβ − ηA. (7.44)

Damit ist die Bruttozunahme Ȧ + ηA des Wissensbestandes eine Funktion

des Wissens und der Populationsgröße, und die Wachstumsrate ωA des Wis-

sensstocks ist durch ωA ≡ γLβ−η gegeben und hängt also ausschließlich von

der Größe der Bevölkerung ab. Für den Spezialfall η = 0 und β = 1 ist die

Wachstumsrate des Wissens proportional zur Bevölkerungsgröße; dies ist die

Formulierung, die in Kremer (1993) für die Entwicklung des technologischen

Niveaus verwendet wurde.

Das Modell

Das Modell besteht aus der Nutzenfunktion U(c, n) ≡ ln c + θ ln n, der Glei-

chung für die zeitliche Entwicklung des physischen Kapitals und der Glei-

8Vgl. Arrow (1962). Eine verallgemeinerte Version findet sich in Greiner (2003).
9Siehe hierzu auch Jones (2003).

10Vgl. hierzu auch: Ehrlich und Lui (1997), S. 232.
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chung für das Bevölkerungswachstum:

k̇ ≡ Aαk1−α − c− bny − σk − (n− d) k,

Ȧ ≡ γALβ − ηA,

L̇ ≡ (n− d) L. (7.45)

Wir bilden nun die Hamiltonfunktion in laufenden Werten H ≡ ln c+θ ln n+

λk̇ (c, n, k) und gehen bei der Optimierung vom kompetitiven Fall aus. Die

resultierenden Optimalitätsbedingungen lauten dann wie folgt:

∂H

∂c
≡ 1

c
− λ = 0 ⇒ λ = c−1,

∂H

∂n
≡ θ

n
− λbAαk1−α − λk = 0,

∂H

∂k
≡ λ (1− α) (1− bn) Aαk−α − λσ − λ (n− d) =

= ρλ− λ̇, (7.46)

mit der Transversalitätsbedingung limt→+∞ e−ρtλ(t)k(t) ≥ 0. Es gelte nun

x ≡ ck−1 und z ≡ Ak−1. Dann folgt aus den Optimalitätsbedingungen für

die Fertilitätsrate n:

n =
θx

1 + bzα
. (7.47)

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad (GGW) muß stets n = d gelten.

In der Ungleichgewichtssituation ist n variabel und hängt positiv von x und

θ, sowie negativ von z und b ab. Wir erhalten wie im Fall der konstanten

Population: θ → 0 ⇒ n → 0. Falls die Ausbildungskosten für die Nachkom-

menschaft verschwindend gering sind (b → 0), so folgt diesmal allerdings,

daß die Fertilitätsrate den endlichen Wert n = θx annimmt.
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Die Modelldynamik

Die zeitliche Entwicklung des Schattenpreises λ folgt aus ∂H/∂k = ρλ −
λ̇ und ist durch λ̇/λ = ρ + σ + (n− d) − (1− α) [1− bn] zα gegeben. Die

Modelldynamik ergibt sich wegen λ̇/λ = −ċ/c wie folgt:

ċ

c
≡ (1− α) (1− bn) zα − ρ− σ − (n− d) ,

k̇

k
≡ (1− bn) zα − x− σ − (n− d) ,

Ȧ

A
≡ γLβ − η. (7.48)

Es gelte x ≡ ck−1 und z ≡ Ak−1. Dann hat das resultierende dynamische

System die folgende Gestalt:

ẋ

x
≡ x− ρ− α (1− bn) zα,

ż

z
≡ γLβ − η + σ + (n− d) + x− (1− bn) zα,

L̇

L
≡ (n− d) . (7.49)

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad gilt wieder L̇ = ẋ = ż = 0, so

daß sich für die Gleichgwichtswerte folgende Ausdrücke ergeben:

z ≡
[

d− θρ

αθ (1− bd)− db

] 1
α

,

x ≡
[
d (1 + bzα)

θ

]
,

L ≡
[
ω∗ + η

γ

] 1
β

, (7.50)

mit: ω∗ ≡ zα (1− bd) − x − σ. Wir werden weiter unten noch sehen, daß

θ < db [α (1− bd)]−1 aus Stabilitätsgründen gelten muß. Dann jedoch muß
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wegen der Nichtnegativität von z auch d < θρ gelten. Da wir die Möglichkeit

der Kreditaufnahme ausschließen wollen, muß der Output die gesamten Aus-

gaben decken. Die entsprechende Budgetbeschränkung pro Kopf lautet dann

Aαk1−α > c+ bnAαk1−α ⇔ (1− bd) zα > x. Wir substituieren x und nehmen

an, daß θ (1− bd) > bd gilt. Dann folgt, daß die Budgetbeschränkung erfüllt

ist, wenn gilt:

z >

[
d

θ (1− bd)− bd

] 1
α

. (7.51)

Wir können an dieser Stelle bereits feststellen, daß der Nutzenparameter θ

aus Stabilitätsgründen (wie noch zu zeigen sein wird) und aus Budgetgründen

der folgenden Beschränkung genügen muß:

bd

1− bd
< θ <

bd

α (1− bd)
. (7.52)

Wir wollen nun mit der Stabilitätsuntersuchung fortfahren:

Satz 7.5 Das System ist für θ < db [α (1− bd)]−1 sattelpfadstabil, wenn au-

ßerdem α (1 + θ) < 1 und β (ω∗ + η) < αzα erfüllt sind.

Beweis: Um Sattelpfadstabilität zu zeigen, linearisieren wir das dynamische

System in der Nähe des Gleichgewichts11 (x̄, z̄, L̄) und bestimmen die Deter-

minante und die Spur der Jacobi-Matrix:




ẋ

ż

L̇




= J




x− x̄

z − z̄

L− L̄




; J =




+ − 0

+ − +

+ − 0




. (7.53)

11Wir werden im Folgenden aus Gründen der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (3 × 3)-Jacobi-Matrix, die

bezüglich der Einträge jik mit i = 1, 2, 3 und k = 1, 2, 3 über die oben

angegebene Vorzeichenstruktur verfügt. Die Einträge jik ergeben sich unter

Berücksichtigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

j11 = x + αbdzα,

j12 = −α2xzα−1

[
1− bd +

b2dzα

1 + bzα

]
,

j13 = 0,

j21 = (1 + θ) z,

j22 = −αzα,

j23 = βγzLβ−1,

j31 =
θL

1 + bzα
,

j32 = −Lαbdzα−1

1 + bzα
,

j33 = 0. (7.54)

Im (3× 3) - Fall stellt eine positive Determinante in Kombination mit ei-

nem negativen W -Wert Sattelpfadstabilität sicher. Der Sattelpfad ist dann

eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit12. Wir zeigen zuerst, daß die Deter-

minante positiv ist. Die Determinante ist wegen (j23) > 0 positiv, wenn

(j11) (j32) < (j31) (j12) erfüllt ist. Einsetzen und Umformen ergibt:

αθx− αθxbd +
αb2zαdθx

(1 + bzα)
< xdb + αbdzαbd. (7.55)

12Vgl. Wirl (1997), sowie den Anhang dieser Arbeit.
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Im Gleichgewicht gilt die Beziehung d = θx [1 + bzα]−1. Einsetzen ergibt

schließlich αθx (1− bd) < xdb. Daraus folgt θ < db [α (1− db)]−1. Damit ist

der erste Teil der Behauptung gezeigt. Wir kommen nun zur Betrachtung des

W -Wertes, wobei für W gilt:

W ≡
∣∣∣∣∣∣∣

j11 j12

j21 j22

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

j11 j13

j31 j33

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

j22 j23

j32 j33

∣∣∣∣∣∣∣
,

= (j11) (j22)− (j21) (j12)− (j32) (j23) . (7.56)

Dieser Wert ist negativ, wenn gilt:

αx (1 + θ)

[
1− bd +

b2dzα

1 + bzα

]
+

bdγβLβ

1 + bzα
< x + αbdzα. (7.57)

Da sowohl bzα [1 + bzα]−1 < 1 als auch [1 + bzα]−1 < 1 gilt13, können beide

Ausdrücke jeweils durch 1 ersetzt werden. Dann wird die linke Seite von

(7.57) größer. Wenn die neue Ungleichung gilt, dann gilt auch die Ungleichung

(7.57). Die neue Ungleichung lautet nun wie folgt:

αx (1 + θ) + dbγβLβ < x + αbdzα. (7.58)

Falls nun α (1 + θ) < 1 erfüllt ist, resultiert unter Verwendung von γLβ =

ω∗ + η die Ungleichung β (ω∗ + η) < αzα, womit die Behauptung gezeigt ist.

2

Wir wollen noch die resultierende Wachstumrate ω∗ auf dem gleichge-

wichtigen Wachstumspfad betrachten. Dabei ist die gleichgewichtige Wachs-

tumsrate ω∗ durch ω∗ ≡ zα (1− bd) − x − σ gegeben. Die gleichgewichtige

13Es gilt bzα [1 + bzα]−1
< 1 ⇔ bzα < 1 + bzα

sowie: [1 + bzα]−1
< 1 ⇔ 1 < 1 + bzα.
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Wachstumsrate ist positiv, wenn gilt:

z >

[
d + θσ

θ (1− db)− bd

] 1
α

. (7.59)

Eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate impliziert die Einhaltung der

oben behandelten Budgetbeschränkung.

Die Modellsimulation

Wir kommen wieder zur Modellsimulation und starten mit der Basiskonfi-

guration. Hierbei nehmen wir für den Nutzenparameter θ = 0, 6 und für

den Produktionsparameter α = 0, 6 an. Für die Abschreibungsraten gelte

σ = η = 0, 07, und die Zeitpräferenzrate sei mit ρ = 0, 03 gegeben. Die

Mortalitätsrate sei mit d = 0, 012 angenommen. Ferner sei γ = 0, 10 und

β = 0, 50.

Tabelle 7.5: Variation der Ausbildungskosten im Modell: Populationsgröße

und Ideenproduktion

b x z L ω̃ W

23, 0 0, 20 0, 21 0, 69 1, 31 −
22, 9 0, 22 0, 25 0, 94 2, 68 −
22, 8 0, 25 0, 31 1, 30 4, 41 −
22, 7 0, 28 0, 40 1, 87 6, 69 −
22, 6 0, 33 0, 52 2, 82 9, 80 −

In der Tabelle 7.5 ist ω̃ ≡ ω100 die Wachstumsrate in Prozent und W das
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Vorzeichen des W -Wertes. Es zeigt sich, daß das Modell durchaus in der Lage

ist, für eine plausible aber sehr spezifische Parameterkonstellation realistische

Ergebnisse zu liefern. Allerdings existiert für die gewählte Basiskonfigurati-

on wie im Learning-by-Doing Modell bei variabler Population nur ein sehr

kleines Intervall für b, wenn das Modell realitätsnahe Ergebnisse generieren

soll. Interessanterweise stimmen die resultierenden Gleichgewichtswerte für x

und z, sowie die gleichgewichtige Wachstumsrate jeweils mit den Ergebnissen

des Learning-by-Doing Modells überein. Für die Zunahme der Wachstumsra-

te gelten wieder die entsprechenden Erklärungen: Sinkende Ausbildungsko-

sten führen zu höheren Investitionen in privates physisches Kapital und eine

wachsende Bevölkerung wirkt sich günstig auf den Prozeß der Wissenskapi-

talbildung aus.

Unterschiede zwischen diesen beiden Modellen ergeben sich bei der Höhe

des gleichgewichtigen Bevölkerungsbestandes sowie beim Stabilitätsverhal-

ten. So erhalten wir diesmal stets einen negativen W -Wert. Folglich können

wir in diesem Fall auf Sattelpfadstabilität schließen.

Wir wollen nun den Nutzenparameter θ variieren und halten die Ausbil-

dungskosten auf b = 23 konstant:
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Tabelle 7.6: Variation des Nutzenparameters im Modell: Populationsgröße

und Ideenproduktion

θ x z L ω̃ W

0, 610 0, 28 0, 39 1, 84 6, 56 −
0, 605 0, 23 0, 28 1, 10 3, 51 −
0, 600 0, 20 0, 21 0, 69 1, 31 −
0, 595 0, 17 0, 16 0, 44 −0, 34 −
0, 590 0, 16 0, 13 0, 29 −1, 62 −

Es zeigt sich, daß das System insgesamt sehr sensitiv auf geringe Verände-

rungen des Nutzenparameters θ reagiert. Wenn θ innerhalb eines sehr kleinen

Bereiches erhöht wird, nimmt der gleichgewichtige Bevölkerungsbestand zu,

und interessanterweise nimmt dann auch die gleichgewichtige Wachstumsrate

zu. Dies erklärt sich wieder daraus, daß in diesem Modell der Bevölkerungs-

bestand über den Prozeß der Ideengewinnung einen positiven Effekt auf den

Produktionsprozeß und damit auf die Wachstumsrate hat.

7.4 Fazit

Wir haben in diesem Kapitel endogene Wachstumsmodelle mit Wissenska-

pital betrachtet und haben in diesen Modellen die Fertilitätsrate endogen

bestimmt. Dabei sind wir zuerst vom Learning-by-Doing Ansatz ausgegan-

gen und haben den Fall der konstanten Population von dem der variablen
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Population unterschieden. Anschließend haben wir einen alternativen Ansatz

der Wissensgewinnung vorgestellt.

Im Learning-by-Doing Modell mit konstanter Bevölkerung haben wir den

Bevölkerungsbestand mit Hilfe einer geeignet gewählten Einwanderungsrate

konstant gehalten. Dabei konnte gezeigt werden, daß es einen sattelpfadstabi-

len gleichgewichten Wachstumspfad gibt. Wir haben ferner die Bedingungen

für ein positives Gleichgewichtswachstum herausgearbeitet. Im Rahmen der

Modellsimulation haben wir die Ausbildungskosten und den Nutzenparame-

ter variieren lassen. Dabei hat sich gezeigt, daß sich bei einer Veränderung

der Ausbildungskosten b die gleichgewichtige Fertilitätsrate n so anpasst,

daß die Gleichgewichtswerte für x und z, sowie die gleichgewichtige Wachs-

tumsrate ω∗ unverändert bleiben. Eine Erhöhung des Nutzenparameters θ

ließ den Gleichgewichtswert z unverändert, während x geringfügig absank.

Erwartungsgemäß nahm die Fertilitätsrate zu, allerdings auf Kosten einer

sinkenden Wachstumsrate.

In den Modellen mit variabler Population haben wir angenommen, daß

keine Einwanderung möglich ist. Folglich konnte die Bevölkerung nur stabil

bleiben, wenn die Fertilitätsrate der exogen gegebenen Mortalitätsrate ent-

sprach. In diesem Zusammenhang haben wir die gleichgewichtige Bevölke-

rungsgröße endogen bestimmt. Wir haben ferner die Bedingungen für die

Existenz eines sattelpfadstabilen gleichgewichtigen Wachstumspfades sowie

die Bedingungen für eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate herausge-

arbeitet.

Dabei hat sich für das Learning-by-Doing Modell im Rahmen der Mo-

dellsimulation gezeigt, daß die Kriterien für die Sattelpfadstabilität bei der
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gewählten Basiskonfiguration nicht erfüllbar waren. Für das Alternativmodell

hingegen konnte bei der Modellsimulation Sattelpfadstabilität nachgewiesen

werden. Wir haben daraufhin für dieses Modell die Ausbildungskosten b und

den Nutzenparameter θ variieren lassen. Dabei zeigte sich, daß b nur inner-

halb eines sehr kleinen Intervalls variieren durfte, wenn das Modell realitäts-

nahe Ergebnisse erzeugen soll. Eine Reduzierung von b führte ebenso wie

eine Erhöhung von θ sowohl zu einer steigenden Bevölkerung und als auch

zu einer steigenden Wachstumsrate.



Kapitel 8

Schlußbetrachtung

8.1 Zusammenfassung der Ergebnisse

Da wir bereits zum Ende der jeweiligen Kapitel ein abschließendes Fazit

gezogen haben, können wir uns an dieser Stelle auf die wichtigsten Resultate

beschränken.

Im zweiten Kapitel (Optimale Einwanderungspolitiken) haben wir ermit-

telt, wie ein vorgegebenes Bevölkerungsziel in der Zukunft kostenminimal

über Einwanderung erreicht werden kann. Als Ergebnis konnten optimale

Einwanderungspfade ermittelt werden. In einer Anwendung wurden die Re-

sultate auf den Fall Deutschlands bezogen. Dabei wurde ersichtlich, welche

Ausmaße der Bevölkerungsrückgang annehmen kann. Ferner wurde deutlich,

daß die ermittelte optimale Einwanderungspolitik mit gewissen Schwankun-

gen sowohl beim Einwanderungsvolumen als auch beim Bevölkerungsbestand
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verbunden ist.

Im vierten Kapitel (Endogene Fertilität im AK-Modell) haben wir ein

einfaches AK-Modell betrachtet. Wir haben hierbei den Fall der konstan-

ten und den der variablen Population behandelt. Es konnte gezeigt werden,

daß es in beiden Modellvarianten einen sattelpfadstabilen gleichgewichtigen

Wachstumspfad (GGW) gibt. Im Fall der konstanten Population führte ein

steigender Fertilitätsnutzen aufgrund zunehmender Ausbildungskosten zu ei-

ner sinkenden Wachstumsrate. Im Fall der variablen Population hingegen

führte ein steigender Fertilittätsnutzen über einen höheren gleichgewichtigen

Bevölkerungsbestand zu einer steigenden Wachstumsrate.

Im fünften Kapitel (Endogene Fertilität in Infrastrukturkapitalmodellen)

haben wir Modelle mit öffentlichem Infrastrukturkapital behandelt. Wir ha-

ben wieder den Fall der konstanten und den der variablen Population unter-

sucht. Dabei konnten wir für alle betrachteten Modellvarianten stets zeigen,

daß es einen sattelpfadstabilen GGW gibt. Wir haben hier verschiedene Steu-

erregime betrachtet und diese im Rahmen von Modellsimulationen mitein-

ander verglichen. Dabei zeigte sich stets die relative Vorteilhaftigkeit eines

Einkommensteuerregimes. So ging im Fall der konstanten Population eine

Einkommensteuer für eine vorgegebene Fertilitätsrate mit den vergleichswei-

se höchsten Wachstumsraten einher. Für den Fall der variablen Population

führte ebenfalls eine Einkommensteuer für einen vorgegebenen Bevölkerungs-

bestand zu den höchsten Wachstumsraten.

Im sechsten Kapitel (Endogene Fertilität in Humankapitalmodellen) ha-

ben wir das Uzawa-Lucas-Modell betrachtet. Wir haben den Fall der konstan-

ten und den der variablen Population betrachtet, und gezeigt, daß jeweils
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ein GGW existiert. Dabei konnte für den Fall der konstanten Population

Sattelpfadstabilität gezeigt werden. Für den Fall der variablen Population

haben wir lediglich allgemeine Bedingungen für Sattelpfadstabilität angeben

können1.

Im siebenten Kapitel (Endogene Fertilität in Wissenskapitalmodellen) ha-

ben wir zuerst einen Learning-by-Doing Ansatz betrachtet. Für das Modell

mit konstanter Population konnte die Existenz eines sattelpfadstabilen GGW

gezeigt werden. Für das Modell mit variabler Population konnten die Bedin-

gungen für einen sattelpfadstabilen GGW ermittelt werden. Jedoch hat sich

im Rahmen der Modellsimulation gezeigt, daß die Kriterien für die Sattel-

pfadstabilität bei der gewählten Basiskonfiguration nicht erfüllbar waren. Im

späteren Verlauf des Kapitel wurde ein alternativer Ansatz zur Wissenspro-

duktion eingeführt. Für diesen Ansatz wurde die Existenz eines sattelpfad-

stabilen GGW gezeigt. Ferner ergab die Modellsimulation, daß die Stabi-

litätsbedingungen für plausible Parameterwerte stets erfüllt waren.

8.2 Ausblick

Es sind in dieser Arbeit verschiedene Aspekte unbehandelt geblieben, so daß

sich hier noch Raum für zukünftige Untersuchungen bietet. Es soll im Fol-

genden kurz dargestellt werden, inwiefern Modellmodifikationen bzw. Model-

lerweiterungen interessant sein könnten.

Bei der Bestimmung der optimalen Einwanderungspolitik im zweiten Ka-

pitel sind wir davon ausgegangen, daß die Einwanderung und der Bevölke-

1Siehe hierzu auch den Anhang dieser Arbeit.
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rungsbestand keinenerlei Beschränkungen unterliegt. Es wäre jedoch inter-

essant, solche Beschränkungen im Optimierungsprogramm zu berücksichti-

gen. Ebenso wäre vorstellbar, die gewählte Verlustfunktion um einen Term

zu erweitern, der die Abweichung der Bevölkerung von einem gewünschten

Bevölkerungsbestand erfaßt.

Wir haben in dieser Arbeit in den wachstumstheoretischen Kapiteln aus

Gründen der rechnerischen Vereinfachung immer den Spezialfall der logarith-

mischen Nutzenfunktion angenommen. Ferner wurde immer von einer exogen

gegebenen Mortalitätsrate ausgegangen. Desweiteren haben wir stets ange-

nommen, daß die Altersstruktur der Bevölkerung innerhalb der Modelle keine

Rolle spielt.

Bezüglich der Ausbildung der Nachkommenschaft wurde immer angenom-

men, daß die Erziehung lediglich Kosten verursacht. Die Qualität der Nach-

kommen - resultierend aus den Ausbildungsinvestitionen - spielte in den Mo-

dellen keinen Rolle. Darüberhinaus wurden die Kosten stets als exogen gege-

ben betrachtet. Wir haben diese Kosten im Rahmen der Modellsimulationen

variieren lassen. Als eine mögliche Erweiterung in den Infrastrukturkapitalm-

odellen würde sich in diesem Zusammenhang anbieten, eine Ausbildungssub-

vention (Kindergeld) einzuführen. Der Staat hätte dann die Möglichkeit, die

Fertilitätsrate und den Bevölkerungsbestand sowohl über Steuern als auch

über Subventionen zu beeinflussen.

In den Modellen mit konstanter Population sind wir ausschließlich davon

ausgegangen, daß die staatlichen Autoritäten über das Niveau der Einwan-

derung entscheiden können. In dem Zusammenhang wurde in allen Fällen

angenommen, daß Einwanderung nicht die Pro-Kopf-Ausstattung mit Kapi-
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talgütern verändert. Das bedeutet, daß die Einwanderer in allen behandelten

Modellen ohne privates physisches Kapital (personenungebundenes Kapital)

einwandern. Im Humankapitalmodell verfügen die Einwanderer per Annahme

über eine durchschnittliche Humankapitalausstattung (personengebundenes

Kapital).

In den Modellen mit variabler Population wurde der Bevölkerungsbe-

stand endogen bestimmt. Es handelte sich dabei stets um einen gleichge-

wichtigen und nicht um einen optimalen Bevölkerungsbestand. Interessant

wäre natürlich die Frage, welche Bevölkerungsgröße unter Wachstumsge-

sichtspunkten optimal wäre.



Anhang A

Lokale Stabilitätsanalyse

höherer Systeme

A.1 Verallgemeinerter Satz von Vieta

Im Folgenden wird der verallgemeinerte Satz von Vieta benötigt. Es sei ein

Polynom n-ten Grades Q(x) wie folgt gegeben:

Q(x) ≡ A0x
n + A1x

n−1 + . . . + An−1x + An. (A.1)

Dieses Polynom läßt sich stets auf die folgende Form bringen:

P (x) ≡ xn + a1x
n−1 + . . . + an−1x + an. (A.2)

Dabei gilt: P (x) ≡ Q(x)/A0. Für die Koeffizienten folgt: ai ≡ Ai/A0 mit

i = 1, . . . , n. Der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten ai und den
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Nullstellen xi lautet dann wie folgt1:

a1 = − (x1 + . . . + xn) ,

a2 = + (x1x2 + . . . + xn−1xn) ,

a3 = − (x1x2x3 + . . . + xn−2xn−1xn) ,

...

ak = (−1)k
[
x1x2 · . . . · xk−1xk + . . . + xn−(k−1)xn−(k−2) · . . . · xn−1xn

]
,

...

an = (−1)n [x1x2 · . . . · xn−1xn] . (A.3)

Der Koeffizient ak ist also gleich der Summe der k-fach Produkte bezüglich

der Nullstellen, wobei das Vorzeichen der Summe durch (−1)k gegeben ist.

Es sei nun im Folgenden J eine (n× n)-Jacobi-Matrix mit den Einträgen

jrs mit r, s = 1, . . . , n:

J ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

j11 · · · j1n

...
...

jn1 · · · jnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (A.4)

Ferner sei A eine (n× n)-Matrix mit den Einträgen ars = jrs für r 6= s und

r, s = 1, . . . , n, sowie: arr = jrr − x für r = 1, . . . , n:

A ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

j11 − x · · · j1n

...
...

jn1 · · · jnn − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (A.5)

1Vgl.: Kostrikin (1982), S. 275.
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A.2 Lokale Stabilitätsanalyse für (3× 3) - Sy-

steme

Wir haben in der vorliegenden Arbeit einige (3× 3) - Systeme betrachtet

und wollen nun an dieser Stelle kurz die grundlegenden Aspekte der lokalen

Stabilitätsanalyse für solche Systeme darstellen. Dabei werden wir uns sehr

stark an der Arbeit von Wirl (1997) orientieren. Die Eigenwerte einer Jacobi-

Matrix der Ordnung (3× 3) sind durch die folgende Gleichung gegeben:

det(A) ≡ x3 − sp(J)x2 + Wx− det(J) = 0. (A.6)

Dabei gilt für W :

W ≡
∣∣∣∣∣∣∣

j11 j12

j21 j22

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

j11 j13

j31 j33

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

j22 j23

j32 j33

∣∣∣∣∣∣∣
. (A.7)

Für den Zusammenhang zwischen den Koeffizienten sp(A), W und det(A)

und den Nullstellen xi folgt:

sp(J) = x1 + x2 + x3,

W = x1x2 + x1x3 + x2x3,

det(J) = x1x2x3. (A.8)

Dabei liegen entweder drei reelle Eigenwerte vor oder nur einer. Falls nur

ein reeller Eigenwert existiert, so ist er mit einem Paar konjugiert komplexer

Eigenwerte verbunden. Wir betrachten zuerst den Fall, daß alle Eigenwerte

reell sind.
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Drei reelle Eigenwerte

Der Zusammenhang zwischen der Anzahl der reellen negativen Eigenwerte

und dem jeweiligen Vorzeichen von sp(J), W und det(J) ergibt sich aus

der folgenden Tabelle. Die Werte in der Kopfzeile stehen für die Anzahl der

reellen negativen Eigenwerte:

Tabelle A.1: Konstellation bei drei reellen Eigenwerten im (3× 3)-Fall

3 2 1 0

sp(J) − ? ? +

W + ? ? +

det(J) − + − +

Wir betrachten nun den Fall, daß nur ein reeller Eigenwert vorliegt.

Ein reeller Eigenwert und ein konjugiert komplexes Eigenwertpaar

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit (O.B.d.A.) sei x1 der reelle Eigenwert.

Dann ist x2,3 = b± ic das konjugiert komplexe Eigenwertpaar, und es gilt:

sp(J) = x1 + 2b,

W = x12b +
(
b2 + c2

)
,

det(J) = x1

(
b2 + c2

)
. (A.9)

Der Zusammenhang zwischen den Eigenwerten und dem jeweiligen Vorzei-

chen von sp(J), W und det(J) ergibt sich aus der folgenden Tabelle.
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Tabelle A.2: Konstellation bei einem reellen Eigenwert und einem Paar

konjugiert komplexer Eigenwerte im (3× 3)-Fall

b < 0 b > 0

x1 < 0 x1 > 0 x1 < 0 x1 > 0

sp(J) − ? ? +

W + ? ? +

det(J) − + − +

Für den Fall eines Paares rein imaginärer Eigenwerte (b = 0) folgt:

sp(J) = x1,

W = c2,

det(J) = x1c
2, (A.10)

mit: det(J) = Wsp(J) = c2sp(J). Damit kann der Fall eines Paares rein

imaginärer Eigenwerte nur auftreten, wenn W > 0 gilt, und wenn det(J)

und sp(J) vorzeichengleich sind.

Resultate

Die folgenden Ergebnisse können unmittelbar aus den bisherigen Ausführun-

gen geschlossen werden. Wir geben sie daher ohne Beweis an:

Satz A.1 Eine negative Determinante det(J) in Kombination mit einem ne-

gativen W -Wert oder einer positiven Spur sp(J) korrespondiert mit einem
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negativen reellen Eigenwert. Der stabile Bereich ist dann eine eindimensio-

nale Mannigfaltigkeit.

Diese Konstellation ist in der vorliegenden Arbeit relevant für den Fall, daß

zwei Anfangswerte frei gewählt werden können und betrifft das Modell mit

Humankapital bei konstanter Population.

Satz A.2 Eine positive Determinante det(J) in Kombination mit einem ne-

gativen W -Wert oder einer negativen Spur sp(J) korrespondiert entweder

mit zwei negativen reellen Eigenwerten oder mit einem konjugiert komple-

xen Eigenwertpaar mit negativem Realteil. Der stabile Bereich ist dann eine

zweidimensionale Mannigfaltigkeit.

Diese Konstellation ist in der vorliegenden Arbeit relevant für die Fälle, daß

nur ein Anfangswert frei gewählt werden kann und betrifft die Modelle mit

Infrastrukturkapital und Wissenskapital bei variabler Population.

A.3 Lokale Stabilitätsanalyse für (4× 4) - Sy-

steme

In der vorliegenden Arbeit mündet das Humankapitalmodell bei variabler

Population in ein (4× 4) - System. Wir wollen daher das Vorgehen aus dem

(3× 3) - Fall auf den (4× 4) - Fall übertragen2. Die Eigenwerte einer Jacobi-

Matrix der Ordnung (4× 4) sind durch die folgende Gleichung gegeben:

det(A) ≡ x4 − sp(J)x3 + V1x
2 − V2x + det(J) = 0. (A.11)

2Zur Behandlung von (3× 3) - Systemen siehe auch Wirl (1997).
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Dabei gilt für V1 und V2:

V1 ≡
∣∣∣∣∣∣∣

j11 j12

j21 j22

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

j22 j23

j32 j33

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

j33 j34

j43 j44

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

j11 j13

j31 j33

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

j22 j24

j42 j44

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

j11 j14

j41 j44

∣∣∣∣∣∣∣
; (A.12)

sowie:

V2 ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

j11 j12 j13

j21 j22 j23

j31 j32 j33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

j22 j23 j24

j32 j33 j34

j42 j43 j44

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

j11 j12 j14

j21 j22 j24

j41 j42 j44

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

j11 j13 j14

j31 j33 j34

j41 j43 j44

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (A.13)

Für den Zusammenhang zwischen den Koeffizienten sp(J), V1, V2 und det(J)

und den Nullstellen xi folgt:

sp(J) = x1 + x2 + x3 + x4,

V1 = x1 (x2 + x3 + x4) + x2 (x3 + x4) + x3x4,

= x1x2 + (x1 + x2) (x3 + x4) + x3x4,

V2 = x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4,

= x1x2 (x3 + x4) + (x1 + x2) x3x4,

det(J) = x1x2x3x4. (A.14)

Dabei liegen entweder vier reelle Eigenwerte vor oder nur zwei oder keiner.

Falls nur zwei reelle Eigenwerte existieren, so sind sie mit einem Paar konju-

giert komplexer Eigenwerte verbunden. Falls kein reeller Eigenwert existiert,
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so liegen zwei konjugiert komplexe Eigenwertpaare vor. Wir betrachten zuerst

den Fall, daß alle Eigenwerte reell sind.

Vier reelle Eigenwerte

Der Zusammenhang zwischen der Anzahl der reellen negativen Eigenwerte

und dem jeweiligen Vorzeichen von sp(J), V1, V2 und det(J) ergibt sich aus

der folgenden Tabelle. Die Werte in der Kopfzeile stehen für die Anzahl der

reellen negativen Eigenwerte:

Tabelle A.3: Konstellation bei vier reellen Eigenwerten im (4× 4)-Fall

4 3 2 1 0

sp(J) − ? ? ? +

V1 + ? ? ? +

V2 − ? ? ? +

det(J) + − + − +

Wir betrachten nun den Fall, daß nur zwei reelle Eigenwerte vorliegen.

Zwei reelle Eigenwerte und ein konjugiert komplexes Eigenwert-

paar

O.B.d.A. seien x1 und x2 die reellen Eigenwerte. Dann ist x3,4 = b ± ic das

konjugiert komplexe Eigenwertpaar, und es gilt:

sp(J) = x1 + x2 + 2b,
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V1 = x1x2 + (x1 + x2) 2b +
(
b2 + c2

)
,

V2 = x1x22b + (x1 + x2)
(
b2 + c2

)
,

det(J) = x1x2

(
b2 + c2

)
. (A.15)

Der Zusammenhang zwischen den Eigenwerten und dem jeweiligen Vorzei-

chen von sp(J), V1, V2 und det(J) ergibt sich aus der folgenden Tabelle. Die

Werte in der zweiten Kopfzeile stehen für die Anzahl der reellen negativen

Eigenwerte:

Tabelle A.4: Konstellation bei zwei reellen Eigenwerten und einem konju-

giert komplexen Eigenwertpaar im (4× 4)-Fall

b < 0 b > 0

2 1 0 2 1 0

sp(J) − ? ? ? ? +

V1 + ? ? ? ? +

V2 − ? ? ? ? +

det(J) + − + + − +

Für den Fall eines Paares rein imaginärer Eigenwerte (b = 0) folgt:

sp(J) = x1 + x2,

V1 = x1x2 + c2,

V2 = (x1 + x2) c2,

det(J) = x1x2c
2, (A.16)
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mit: V2 = c2sp(J). Damit kann der Fall eines Paares rein imaginärer Eigen-

werte nur auftreten, wenn V2 und sp(J) vorzeichengleich sind. Ferner folgt

für diesen Fall: Wenn det(J) > 0 gilt, dann muß auch V1 > 0 erfüllt sein.

Wir betrachten nun den Fall, daß kein reeller Eigenwert vorliegt.

Zwei konjugiert komplexe Eigenwertpaare

Dann sind x1,2 = b1± ic1 und x3,4 = b2± ic2 die beiden konjugiert komplexen

Eigenwertpaare, und es gilt:

sp(J) = 2b1 + 2b2,

V1 =
(
b2
1 + c2

1

)
+ 4b1b2 +

(
b2
2 + c2

2

)
,

V2 =
(
b2
1 + c2

1

)
2b2 +

(
b2
2 + c2

2

)
2b1,

det(J) =
(
b2
1 + c2

1

) (
b2
2 + c2

2

)
. (A.17)

Der Zusammenhang zwischen den Eigenwerten und dem jeweiligen Vorzei-

chen von sp(J), V1, V2 und det(J) ergibt sich aus der folgenden Tabelle. Die

Werte in der Kopfzeile stehen für die Anzahl der negativen Realteile:

Tabelle A.5: Konstellation bei zwei konjugiert komplexen Eigenwertpaaren

im (4× 4)-Fall

2 1 0

sp(J) − ? +

V1 + ? +

V2 − ? +

det(J) + + +
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Es kann nun wieder ein rein imaginäres Eigenwertpaar vorliegen. O.B.d.A.

nehmen wir an, daß b1 = 0 gilt. Dann resultiert:

sp(J) = 2b2,

V1 = c2
1 + b2

2 + c2
2,

V2 = 2b2c
2
1,

det(J) = c2
1

(
b2
2 + c2

2

)
, (A.18)

mit: V2 = c2
1sp(J). Ein rein imaginäres Eigenwertpaar kann diesmal nur auf-

treten, wenn V2 und sp(J) vorzeichengleich sind, und wenn ferner det(J) > 0

und V1 > 0 gelten.

Für den Fall zweier rein imaginärer Eigenwertpaare (b1 = 0 = b2) folgt:

sp(J) = 0,

V1 = c2
1 + c2

2,

V2 = 0,

det(J) = c2
1c

2
2. (A.19)

Dieser Fall kann also nur eintreten, wenn V2 = 0 = sp(J), sowie det(J) > 0

und V1 > 0 erfüllt sind.

Resultat

Das folgende Ergebnis ergibt sich unmittelbar aus den bisherigen Ausführun-

gen und wird daher ohne Beweis angegeben:

Satz A.3 Es ergibt sich, daß eine positive Determinante in Kombination

mit einem negativen V1-Wert entweder zwei negative reelle Eigenwerte oder
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ein konjugiert komplexes Eigenwertpaar mit negativem Realteil sicherstellt.

Der stabile Bereich ist dann eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit.

Diese Konstellation ist relevant für den Fall, daß zwei Anfangswerte frei

gewählt werden können, so wie es in der vorliegenden Arbeit im Modell mit

Humankapital bei variabler Population der Fall ist.
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