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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Motivation

In relativ vielen entwickelten Léndern werden sich in den néchsten Jahr-
zehnten erhebliche demographische Verdnderungen ergeben. So ist damit zu
rechnen, dafl in diesen Léndern die Fertilitédtsrate n bestdndig unterhalb der
Mortalititsrate d liegen wird. Es ergibt sich beispielsweise fiir Deutschland®
im Jahr 2005 eine Differenz von n — d = —0,00222. Diese Differenz bleibt in
den néichsten zwanzig Jahren durchgingig negativ und erreicht im Jahr 2025

den Wert n —d = —0,00455. Die damit verbundenen demographischen Kon-

ISiehe: U.S. Census Bureau (2005), International Data Base,
Table 008, Vital Rates, Germany; (Data updated: 04-26-2005)

Internetquelle: http://www.census.gov



2 1.1 Motivation

sequenzen sind betrichtlich. Bei einem Bevolkerungsbestand? von 82.431.390
Personen im Jahr 2005 wiirde bereits eine Differenz (n — d) von nur einem
Promille einen absoluten jahrlichen Bevélkerungsriickgang von 82.431 Perso-
nen bedeuten. Aufgrund der dargestellten Entwicklungen sind zwei Probleme
relevant.

Dabei kann einerseits vermutet werden, dafl sich die altersbedingte Zu-
sammensetzung der Bevolkerung verdandern wird. Dieser Aspekt wird fiir die
Systeme der sozialen Sicherung von Bedeutung sein. So setzen beispielswei-
se umlagefinanzierte Rentenversicherungssysteme voraus, daf3 das Verhéltnis
von Rentnern zu Erwerbspersonen in etwa stabil bleibt. Man kann ferner
davon ausgehen, dafl eine verdnderte Altersstruktur die Innovativkraft ei-
ner Bevolkerung betreffen wird, und damit sicherlich auch die langfristige
wirtschaftliche Entwicklung beeinfluf3t.

Andererseits ist klar, daf§ die jeweiligen Bevolkerungsbestéinde schrump-
fen werden, sofern keine entsprechenden Politiken ergriffen werden. Da sich
die Fertilitdtsrate kurz- und mittelfristig kaum beeinflussen 1&8t, kommt zur
Stabilisierung der Bevélkerung im wesentlichen nur die Einwanderungspolitik
in Betracht.

Obwohl die erwédhnten Probleme offensichtlich und auch aktuell sind, gibt
es nur wenige Studien, die sich mit optimalen Einwanderungspolitiken befas-
sen und das demographische Problem im Rahmen eines endogenen Wachs-

tumsmodells behandeln3.

2Siehe: U.S. Census Bureau (2005), International Data Base,
Table 001, Total Midyear Population, Germany; (Data updated: 04-26-2005)

Internetquelle: http://www.census.gov
3Siehe hierzu den Uberblicksartikel von: Ehrlich / Lui (1997).
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Hiufig wird in endogenen Wachstumsmodellen* das Bevoélkerungswachs-
tum als konstant positiv oder konstant Null angenommen®. Eine Ausnah-
me stellen beispielsweise die Arbeiten von Yip und Zhang (1997) sowie von
Blackburn und Cipriani (1998) dar, da dort die Fertilitéitsrate Bestandteil
der Nutzenfunktion des reprasentativen Akteurs ist und im Modell endo-
gen und unabhéngig von der Mortalitédtsrate bestimmt wird. Das bedeutet,
dafl die Nettofertilitat (Differenz zwischen Fertilitét und Mortalitéat) prinzi-
piell negativ sein kann. Dadurch ist es moglich, den Fall der schrumpfenden
Bevolkerung in einem endogenen Wachstumsmodell abzubilden. Dieser An-
satz soll im wachstumstheoretischen Hauptteil dieser Arbeit in verschiedene

endogene Wachstumsmodelle eingearbeitet werden.

1.2 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 befassen wir uns mit optimalen Einwanderungspolitiken. Dabei
wird die Frage untersucht, wie ein vorgegebener Populationsstock zu einem
zukiinftigen Zeitpunkt kostenminimal iiber Einwanderung erreicht werden
kann. Als Ergebnis werden optimale Einwanderungspfade ermittelt. Im An-
wendungsteil werden die gewonnenen Resultate auf die Situation Deutsch-
lands bezogen.

Das Kapitel 3 ist zusammen mit dem Kapitel 4 grundlegend fiir den
wachstumstheoretischen Hauptteil (Kapitel 5 bis 7) der vorliegenden Arbeit.
In Kapitel 3 werden der Nutzen aus der Fertilitdt und die damit verbundenen

Ausbildungskosten sowie die Rolle des Bevilkerungswachstums thematisiert.

4Siehe hierzu Aghion / Howitt (1999).
5Siehe hierzu beispielsweise Barro / Sala-i-Martin (1995).



4 1.2 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 4 werden die gewahlten Ansétze in ein einfaches AK-Modell ein-

gearbeitet.

Die Kapitel 5 bis 7 behandeln verschiedene endogene Wachstumsmodelle,
die jeweils iiber eine zweite akkumulierbare Kapitalgrofle verfiigen. Hierbei
handelt es sich um Infrastrukturkapital (Kapitel 5), Humankapital (Kapitel
6) und Wissenskapital (Kapitel 7).

Wir ermitteln in diesen Modellen die endogene Fertilitidtsrate. Dabei un-
terscheiden wir jeweils zwischen dem Fall der konstant gehaltenen Population
und den der variablen Population. Wir iiberpriifen stets, ob es einen sattel-
pfadstabilen gleichgewichtigen Wachstumspfad (GGW) gibt und ob dieser
eindeutig ist. In den Féllen, in denen die Population schwanken darf, bestim-
men wir den gleichgewichtigen Bevolkerungsbestand endogen. Ferner arbei-
ten wir die Bedingungen fiir eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate

heraus.

Desweiteren fithren wir in den Kapiteln 5 bis 7 jeweils Modellsimulationen
durch. Dabei wollen wir iiberpriifen, ob die Modelle fiir plausible Parame-
terkonstellationen realitdtsnahe Resultate liefern konnen. Ferner werden die
Auswirkungen von Parametervariationen untersucht. In den Modellen mit
Infrastrukturkapital (Kapitel 5) variieren wir die Steuersétze und die Ausbil-
dungskosten. In den Modellen mit Humankapital (Kapitel 6) und Wissenska-
pital (Kapitel 7) lassen wir die Ausbildungskosten und den Fertilitédtsnutzen
variieren. Dabei intessieren uns immer die Auswirkungen auf die Fertilitats-
rate, den Bevdlkerungsbestand und die Wachstumsrate. Die drei Kapitel 5
bis 7 sind jeweils so verfafit, dal sie unabhéngig voneinander gelesen werden

konnen.
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In Kapitel 8 werden die gewonnenen Ergebnisse kurz zusammengefafit,
und es wird ein Ausblick auf noch offene Untersuchungen gegeben, die im
Rahmen der vorliegenden Arbeit keine Beriicksichtigung mehr finden konn-

ten.



Kapitel 2

Optimale

Einwanderungspolitiken

2.1 Grundlagen und stilisierte Fakten

In einer Reihe von entwickelten Industrieléindern werden sich in den néchsten
Jahrzehnten erhebliche demographische Verdnderungen ergeben. So ist in die-
sen Léndern das Bevolkerungswachstum seit einiger Zeit negativ, und es ist
damit zu rechnen, dafl in den betroffenen Léndern auch in der Zukunft die
Fertilitatsrate n bestdndig unterhalb der Mortalitdtsrate d liegen wird. Folg-
lich werden dort die Bevolkerungen schrumpfen, sofern keine entsprechenden
Gegenmafinahmen getroffen werden. Da sich die Fertilitdtsraten kurzfristig
kaum beeinflussen lassen, lafit sich der Bevolkerungsbestand letztlich nur

durch gezielte Einwanderung konstant halten.
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Wir wollen nun am Beispiel Deutschlands illustrieren, mit welchen Gréfien-
ordnungen hierbei zu rechnen ist. Dabei betrachten wir zuerst die Entwick-
lung des Bevélkerungsbestandes, wenn keine Einwanderung vorliegt. Wir wol-
len aus Griinden der Datenverfiigbarkeit den zugrundeliegenden Prozefl als
zeitdiskret auffassen. Im Folgenden ist L der gesamte Populationsbestand, U
der Bestand an Ureinwohnen sowie E' der Bestand an Einwanderern. Ferner
sei n die Fertilitdtsrate sowie d die Mortalitatsrate. Dann resultiert fiir den

gesamten Bevolkerungsbestand:
L(t) =U(t) + E(t). (2.1)

Wir betrachten zuerst die Kohorte der Ureinwohner. Fiir die Entwicklung

des Bestandes an Ureinwohnern gilt:
AUt = (n — d)tfl Utfl. (22)

Damit ergibt sich fiir einen Endzeitpunkt ¢ = T' bezogen auf den Anfangs-

zeitpunkt ¢t = 0 durch wiederholtes Substituieren:

Die durchschnittlich Nettofertilitat im zeitdiskreten Prozefl lautet dann wie

folgt:
T

Ur™ (2.4)

Uy

Fiir die relative Bevélkerungszunahme in 7" Jahren auf der Basis konstanter

g:

Nettofertilitdten g gilt dann:

Ur — Uy

7 =[1+g" -1 (2.5)
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Wir wollen nun kurz darstellen, welche Entwicklungen sich fiir verschiedene

negative Nettofertilitdten ergeben:

Tabelle 2.1: Relative Bevolkerungsentwicklung bei hypothetischen negati-

ven Nettofertilitaten

Bevolkerungsverédnderung

in Prozent in t Jahren

g |t=10]t=20|¢t=30] t=40

—0,001 | —=1,00 | —1,98 | —2,96 | —3,92
-0,002 | —=1,98 | —=3,92 | —=5,83 | —7,70
—0,003 | —2,96 | —5,83 | —8,62 | —11,32

Die Tabelle 2.1 verdeutlicht den relativen Bevoélkerungsriickgang bei ver-
schiedenen negativen Nettofertilitéiten. Wir hatten in der Einfiithrung be-
reits erwahnt, dafl die Nettofertilitit in Deutschland im Jahr 2005 den Wert
g = —0,00222 annimmt, in den folgenden zwanzig Jahren stets negativ ist,
und im Jahr 2025 den Wert g = —0, 00455 erreicht. Daraus ergibt sich zusam-
men mit der Tabelle 2.1 ein erster Eindruck, welche Ausmafie der Bevolke-
rungsriickgang in den néchsten Jahrzehnten in Deutschland annehmen kann,
wenn keine Einwanderung stattfindet. Wir wollen nun fiir den Zeitraum von

2005 bis 2014 etwas genauer betrachten. Dabei ergibt sich das folgende Bild®:

ISiehe: U.S. Census Bureau (2005), International Data Base,
Table 008, Vital Rates, Germany; (Data updated: 04-26-2005)

Internetquelle: http://www.census.gov
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Tabelle 2.2: Fertilitats- und Mortalitdtsraten in Deutschland, 2005 bis 2014

n d n—d n d n—d

2005 | 0,833 | 1,055 | -0,222 2010 | 0,821 | 1,100 | -0,279
2006 | 0,825 | 1,062 | -0,237 2011 | 0,824 | 1,113 | -0,289
2007 | 0,820 | 1,071 | -0,251 2012 | 0,828 | 1,125 | -0,297
2008 | 0,818 | 1,080 | -0,262 2013 | 0,831 | 1,137 | -0,306
2009 | 0,818 | 1,090 | -0,272 2014 | 0,835 | 1,149 | -0,314

Quelle: U.S. Census Bureau (2005)

In der Tabelle 2.2 sind # = 100n und d = 100d jeweils die Fertilitédts- und
Mortalitétsrate in Prozent. Es zeigt sich, daB die Nettofertilitéit 7 — d stets
negativ ist. Ferner konnen wir erkennen, dafl die Differenz zwischen Morta-
litdts- und Fertilitédtsrate im Zeitablauf grofler wird. Dabei nimmt die Mor-
talitdatsrate stetig zu, wiahrend die Fertilitdtsrate nahezu stabil bleibt. Wir
wollen nun anhand dieser Werte den Bevélkerungsbestand fiir das Jahr 2015
bestimmen, wenn keine Einwanderung stattfindet. Wir gehen vom Anfangs-
bestand? Uy = 82.431.390 in Jahr 2005 (¢ = 0) aus und erhalten unter Ver-
wendung von (2.3) fiir das Jahr 2015 (¢ = T' = 10) den Bevolkerungsbestand
Ur = 80.209.230. Es ergibt sich eine Fehlgrofle von Uy — Ur = 2.222.160.
Wir wollen nun annehmen, dafl dieser Fehlbetrag nur durch Einwanderung

gedeckt werden kann. Wenn nun die Kohorte der Einwanderer eine Nettofer-

2Siehe: U.S. Census Bureau (2005), International Data Base,
Table 001, Total Midyear Population, Germany; (Data updated: 04-26-2005)

Internetquelle: http://www.census.gov
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tilitdt von n — d = 0 aufweist, dann resultiert ein durchschnittliches jahrli-
ches Einwanderungsvolumen von 222.216 Personen, wenn der Bevolkerungs-
bestand stabil bleiben soll.

Wir wollen nun zur zeitkontinuierlichen Betrachtung iibergehen. Fiir die

zeitliche Entwicklung des Bevolkerungsbestandes ergibt sich dann:
U(t) = [nu(t) — du(t)] U. (2.6)

Fiir den Bestand an Ureinwohnern zum Zeitpunkt ¢ resultiert fiir U(0) = Uy

aus Gleichung (2.6):
U (t) = Upedo o) —dualds, (2.7)

Fiir die durchschnittliche Nettofertilitit ¢ = (ny — dy) im zeitstetigen Pro-
ze folgt fir t = T" aus Gleichung (2.7):

1

g=—=[mU(T)—1InU(0)]. (2.8)

S|

Unter Verwendung der bereits ermittelten Grolen Uy = 82.431.390 und Uy =
80.209.230 ergibt sich g = —0,00273 (gerundet)?.

Der Bestand an Einwanderern héngt von der entsprechenden Nettoferti-
litdt f(t) = ng(t) — dr(t) und vom jeweiligen Einwanderungsvolumen M (t)

ab. Fiir die zeitliche Entwicklung resultiert:
E(t) = f(t)E(t) + M(t). (2.9)

In folgenden Abschnitt soll untersucht werden, wie ein vorgegebener Bevolke-

rungsbestand zu einem definierten Zeitpunkt in der Zukunft kostenminimal

3Bei spiteren Berechnungen werden wir den Wert g = —0, 00273277 verwenden.
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mit Hilfe von Einwanderung erreicht werden kann?. Dabei wird unterstellt,
dafl die Assimilation von Einwanderern Kosten verursacht. Ferner wird un-
terstellt, dafl diese Kosten zum Zeitpunkt der Einwanderung in Hohe des

Barwertes des Assimilationskostenstromes entstehen.

2.2 Das Modell

Wir wollen nun davon ausgehen, dafl zum Zeitpunkt 7" ein vorgegebener Po-
pulationsbestand L(7T) = L* mit Hilfe von Einwanderung erreicht werden
soll, wobei das Einwanderungsvolumen zu jedem beliebigen Zeitpunkt kei-
nerlei Beschréankung unterliegen soll. Wenn Einwanderung stattfindet, dann
setzt sich die Bevélkerung zu jedem Zeitpunkt aus den Kohorten der Urein-
wohner U und der Einwanderer F zusammen, so daf gilt: L(t) = U(t)+ E(t).
Dabei soll der Einfachheit halber angenommen werden, dafl der Bestand
an Einwanderern zum Zeitpunkt ¢ = 0 Null betrdgt. Das heifit, es gilt:
E(0) = Ey = 0. Wenn der Bestand an Ureinwohnern fiir den zukiinftigen
Zeitpunkt T' bestimmbar ist, dann resultiert fiir den Bestand an Einwande-

rern zum Zeitpunkt 7"

E(T) = L(T) — U(T) = L* — U(T). (2.10)

Es sei ferner angenommen, dafl die Nettofertilitit f(t) = n(t) — d(t) der Ein-
wanderer im Zeitverlauf konstant ist und von der der Ureinwohner abweichen

kann. Dann folgt fiir die zeitliche Entwicklung des Bestandes an Einwande-

4Ein methodisch dhnliches aber inhaltlich verschiedenes Vorgehen findet sich in Prska-

wetz / Feichtinger / Luptacik (1998).
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rern:

E(t) = fE(t) + M(t). (2.11)
Wir wollen ferner annehmen, daf§ Einwanderung mit Assimilationskosten ver-
bunden ist. Aus Vereinfachungsgriinden sei angenommen, dafl zum Zeitpunkt
der Einwanderung der Barwert des Kostenstromes anféllt. Es sei hierbei eine
quadratische Verlustfunktion der Form V(M) = M? unterstellt, so daf§ die
folgende Zielfunktion zu minimieren ist:

Z(M) = /0 L e ar. (2.12)

Dabei ist p > 0 die konstante Zeitpraferenzrate. Damit lautet die Hamilton-
funktion in laufenden Werten dieses dynamischen Optimierungsprogramms®
wie folgt:

H(M,E,\)=\(fE+ M) — M. (2.13)
Fiir die notwendigen Bedingungen folgt:

OH

oH .
Sn = A=A (2.14)

mit der Transversalititsbedingung e *"\(T)E(T) > 0. Aus den notwendigen
Bedingungen ergibt sich:
(2.15)

\
I
K
\
I
=|=

Damit folgt fiir die Einwanderung M (t) aus der Differentialgleichung (2.15)
unter Verwendung von Gleichung (2.11):

M(t) = M(0)e= D = B(t) — fE(t). (2.16)

5Siehe: Kamien / Schwartz (2000).
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Mit Hilfe der angenommenen Anfangsbedingung Fy = 0 ergibt sich fiir die

Entwicklung des Bestandes an Einwanderern:

My
p—2f

Aufgrund der gewéhlten Endbedingung E(T) = L* — U(T) folgt fiir das

E(t) = [elP=Nt 1), (2.17)

anfingliche Einwanderungsvolumen M, die Beziehung:

L~ UM)] (p—2f)

Mo =—20=p7 _ o7

(2.18)

Mit dem Startwert M, ist die durchzufiihrende Einwanderungspolitik be-
stimmt. Wir wollen nun den dargestellten Ansatz auf die Situation Deutsch-

lands beziehen.

2.3 Die Anwendung

Hierzu nehmen wir die Zeitpraferenzrate mit p = 0,03 an. Die Nettofer-
tilitdtsrate der Ureinwohner sei mit g = —0,00273277 angenommen. Der
Anfangsbestand an Ureinwohnern sei mit Uy = 82.431.390 gegeben und er-
reicht am Ende des Planungszeitraums den Wert Uy = 80.209.230. Ferner
wollen wir aus Griinden der Vereinfachung unterstellen, dafl die Ureinwoh-
ner und die Einwanderer die gleiche Nettofertilitdt aufweisen. Es gelte al-
so: g = f. Beziiglich des Bevdlkerungsbestandes wollen wir fordern, dafl
L(T) = L* = Uy gelten soll. Dann erhalten wir fiir die Anfangseinwanderung
My = 190.264 und fiir die Einwanderung am Ende des Planungszeitraums
My = 263.945. Wir konnen also feststellen, dal das Einwanderungsvolumen

bereits bei einem relativ kurzen Planungszeitraum von nur zehn Jahren zu
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verschiedenen Zeitpunkten sehr unterschiedlich ausfallen kann. Das aggre-
gierte Einwanderungsvolumen iiber den gesamten Planungszeitraum ergibt

sich aus:
My

P [e=9T —1]. (2.19)

| " Mtydr =

In unserem Beispiel erhalten wir eine aggregierte Einwanderung von 2.250.990
Personen. Damit iibersteigt die aggregierte Einwanderung den erforderlichen
Bestand an Einwanderern von E(7) = 2.222.160. Dieses Ergebnis folgt aus
der Annahme einer negativen Nettofertilitét fiir die Kohorte der Einwande-
rer.

Wir kommen nun zur zeitlichen Entwicklung des Bevolkerungsbestandes

L(t) = U(t) + E(t) und betrachten hierzu die Abbildung 2.1:

8.242-10" |

8.238-10"t

8.236-10" |

8.234-10"t

Abbildung 2.1: Entwicklung des Bevolkerungsbestandes im Modell opti-

maler Einwanderungspolitiken

Wir kénnen anhand der Abbildung 2.1 erkennen, dafl der Bevolkerungsbe-

stand zunéchst absinkt und dann wieder ansteigt, um am Ende des Planungs-
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zeitraums wieder das Ausgangsniveau zu erreichen. Dabei ermittelt sich der

Zeitpunkt t* des minimalen Bevolkerungsbestandes wie folgt:

_ In |Q2| —In Q]

t*
p—2g

: (2.20)

mit Q1 = gMy (p—29) ™" + My und Qu = gM, (p — 29)"" — gUy. Wir erhal-
ten im betrachteten Beispiel ¢t* = 5,12. Zu diesem Zeitpunkt stellt sich das
Bevolkerungsminimum mit L™ = 82.339.400 ein. Die Bevolkerung sinkt

also zwischenzeitlich um 91.969 Personen ab.

2.4 Fazit

Wir haben uns in diesem Kapitel mit optimalen Einwanderungspolitiken
beschiéftigt. Im Rahmen einer Modellanwendung hat sich gezeigt, dafl es so-
wohl bei der Einwanderung als auch beim Bevdélkerungsbestand zu gewissen
Schwankungen kommt. Diese Schwankungen werden umso stérker ausfallen,
je langer der Planungshorizont ist. Als Modellerweiterungen wiirden sich da-

her anbieten:
e Beschréinktes Einwanderungsvolumen
e Beschriankter Bevolkerungsbestand

Denkbar wére auch, die Verlustfunktion um einen Term zu erweitern, der die
Abweichung der Bevélkerung von einem gewiinschten Bevolkerungsbestand
erfafit. Diese Aspekte sollen jedoch in der vorliegenden Arbeit nicht weiter

verfolgt werden.



Kapitel 3

Fertilitatswahl und Endogenes

Wachstum

3.1 Vorbemerkungen

Die Beriicksichtigung der Bevolkerung hat in der wachstumstheoretischen
Diskussion eine ldngere Tradition!. Die Betrachtung populationsékonomi-
scher Aspekte wie Bevolkerungsentwicklung und Bevolkerungsbestand eben-
so wie Fertilitdt und Mortalitdt im Rahmen endogener Wachstumsmodelle
ist dagegen noch verhiltnismifig neu?.

Wir wollen in diesem Kapitel Vorbereitungen treffen fiir die folgenden

wachstumstheoretischen Kapitel. Dabei legen wir die Nutzenfunktion des re-

!Siehe hierzu: Pitchford (1974).
2Siehe hierzu die Uberblicksarbeit von: Ehrlich und Lui (1997).



3.2 Fertilitdt in der Nutzenfunktion 17

préasentativen Akteurs fest, die wir in den folgenden Kapiteln stets verwen-
den wollen. Ferner legen wir dar, in welcher Form wir die Ausbildungskosten
fiir die Nachkommenschaft beriicksichtigen wollen. Zusétzlich definieren wir,

nach welcher Regel die Bevolkerung wéchst.

3.2 Fertilitit in der Nutzenfunktion

Beziiglich der Nachfrage nach Kindern werden in der populationsékonomi-
schen Literatur verschiedene Motive angefiihrt®. Hierzu gehoren beispielswei-
se Kinderarbeit oder Alterssicherung? als eher materielle Motive. Im Gegen-
satz hierzu ist die Betrachtung von Nachkommen als reine Konsumgiiter eher
immaterieller Natur. Wir werden in dieser Arbeit ausschliefllich davon aus-
gehen, dafl der Konsum der Anwesenheit von Kindern Nutzen stiftet. Wir
unterstellen daher, da§ die Nutzenfunktion des reprasentativen Akteurs von
der Fertilitatsrate abhéngt.

Wir starten mit einer zeitkontinuierlichen Version einer Nutzenfunktion,
die auf Becker / Barro (1988) bzw. Barro / Becker (1989) zuriickgeht. In
diesem Ansatz sind die Akteure {iber das Altruismusmotiv mit ihren Nach-
kommen verbunden. Die Nutzenfunktion lautet:

-t [(Lwc (n—a)) " - 1} , (3.1)

l—o
mit ¢ > 0 und # > 0, sowie o > 0. Der Parameter L beschreibt in diesem
Zusammenhang die Grofle der betrachteten Dynastie (Familie). Ferner ist C

der aggregierte Konsum und ¢ = CL™! der Pro-Kopf-Konsum. Fiir ¢ = 1

3Siehe hierzu auch: Ehrlich / Lui (1997).
4Siehe hierzu: Nerlove / Razin / Sadka (1986).
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ist Lc = C der aggregierte Familienkonsum. Falls ¢» = 0 = 0 gilt, hingt
die Nutzenfunktion ausschlieflich vom Konsum ab. Wenn wir den Spezialfall

0 = 1 anehmen, dann ergibt sich®:

u = In {L“’c (n — d)e} :

= ¢YInL+Inc+6ln(n—d). (3.2)

Fir n < d ist die Nutzenfunktion nicht definiert. Wir kénnen n — d als die
Uberlebensrate der neugeborenen Kinder interpretieren. Dann ist n die Ge-
burtenrate und d die Rate der Kindersterblichkeit. Wir wollen nun annehmen,
daB es keine Kindersterblichkeit gibt. Alle Akteure sterben folglich erst im
Erwachsenenalter. Es gilt also: d = 0. Diese Annahme wird uns spéter erlau-
ben, die Fertilitdtsrate unabhéngig von der gesellschaftlichen Mortalitatsrate
zu bestimmen. Ferner wollen wir ¢ = 0 annehmen. Der reprisentative Akteur
ist also indifferent gegeniiber der Populationsgréfie. Es resultiert schliefSlich
die Nutzenfunktion®, die wir im Folgenden in dieser Arbeit immer unterstel-

len wollen als:

u(c,n) =Inc+ Olnn. (3.3)

Dabei ist > 0 ein Nutzenparameter. Ferner gilt: ¢ € (0, +00) und n € (0, n).
Hierbei ist n der Wert, den die Fertilitdtsrate maximal annehmen kann. Wenn
wir annehmen, dafl ein Haushalt aus zwei erwachsenen Personen besteht und

pro Zeiteinheit nur einen Nachkommen haben kann, dann ist 7 = 1/2 fiir

°Es gilt: lim,y_q 1%9 [v17¢ — 1] = lim,y ﬁ [v'7¢Inv (-1)] = Inwv, (1 Hopital s Re-

gel).
5Ein shnlicher Ansatz mit Konsum-, Fertilitdits- und Umweltnutzen findet sich in:

Jost / Quaas / Schiller (2001).
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den repriisentativen Akteur’. Wir wollen in dieser Arbeit annehmen, daf die
Fertilitdtsrate keinen biologischen Beschrinkungen® unterliegt, so daf gilt:
n € (0, +00).

Die angenommene Nutzenfunktion ist additiv separabel und geniigt den

folgenden Bedingungen:

uc(e,m) > 0> ue(c,n),
up(c,m) >0 > upy(c,n),
lin% ue(e,m) = lir% un(c,n) = +o0,

cggnoo uc(c,n) = nEIJ{lOO un(c,n) =0. (3.4)

3.3 Die Rolle der Ausbildungskosten

Die Nachkommenschaft verursacht Erziehungs- bzw. Ausbildungskosten. Die-
se Kosten konnen beispielsweise als zeitlicher Aufwand® wie in der Arbeit von
Becker / Murphy / Tamura (1990) oder Galor und Weil (1996) erfafit wer-
den. Alternativ konnen diese Kosten wie in Barro und Sala-i-Martin (1995)
als monetirer Aufwand erfait werden. In dieser Arbeit betrachten wir die
Ausbildungskosten stets als exogen gegebene Funktion von n. Die Akteure

entscheiden somit nur iiber die Anzahl ihrer Nachkommen, nicht jedoch iiber

Siehe hierzu: Cai (2002); Es sei an dieser Stelle erwihnt, dafl Fertilitéitsraten von
n = 1/2 (50 Prozent) in der Realitéit nicht annidhernd erreicht werden. Realistische Fer-
tilitétsraten liegen zwischen n = 0,01 (1 Prozent) in Industrielindern und n = 0,02 (2

Prozent) in Entwicklungsléndern.
8Wir werden noch sehen, daf8 die Fertilitiit aufgrund der Budgetbeschrinkung der pri-

vaten Akteure 6konomischen Beschriankungen unterliegt.
9Siehe hierzu: Becker (1991).
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deren Qualitit!?.

Wenn die Ausbildungskosten als Zeitaufwand erfafit werden, so wird iibli-
cherweise davon ausgegangen, dafl die gesamte verfiighare Zeit I' entweder
als Erziehungszeit A(n) oder als Arbeitszeit W genutzt werden kann. Es folgt:
UV =T —A(n). Mit I' = 1 (normiert) resultiert fiir den moglichen Ar-
beitseinsatz: ¥ = 1 — A(n). Dabei hiangt A(n) positiv von n ab. Es gilt:
An(n) > 0 und \,,(n) > 0. In diesem Zusammenhang sind folgende Annah-
men sinnvoll. Wenn es keine Nachkommen gibt, dann existieren auch keine
Erziehungskosten: A(0) = 0. Ferner diirfen die Erziehungszeiten das vorhan-
dene Zeitbudget nicht {ibersteigen: A(n) < 1.

Werden die Erziehungs- bzw. Ausbildungskosten als monetérer Aufwand
erfait, so bietet es sich an, die Kostenfunktion A(-) von der Fertilitéts-
rate n, einem Kostenparameter b und einer im Zeitablauf verdnderlichen
GroBle abhéngig zu machen. Dies hat den Vorteil, dafl die Ausbildungsko-
sten pro Nachkommen je nach wirtschaftlichem Entwicklungsstand schwan-
ken konnen. Wir nehmen hierbei an, dafl ein hoherer Entwicklungsstand mit
hoheren Ausbildungskosten einhergeht.

In dieser Arbeit gehen wir ausschliellich davon aus, dafl die Ausbildung
der Nachkommen monetéire Kosten verursacht. Die beiden Formulierungen,

die wir in dieser Arbeit verwenden wollen, lauten:
A1(n) = bny, As(n) = bnk, (3.5)

mit dem Kostenparameter b > 0. Ferner ist Y der aggregierte Output und

0Die Qualitdt der Nachkommenschaft kann sich z.B. in ihrer Humankapitalaustattung
ausdriicken. Siehe hierzu auch:

Becker / Lewis (1973), sowie: Nerlove / Raut (1997), S. 1142 ff.
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y = YL der Output pro Kopf. Zusitzlich ist K der aggregierte Bestand
an privatem physischen Kapital und k = KL~! die Kapitalausstattung pro
Kopf. Die Formulierung Ay(n) = bnk verwenden wir in dem Kapitel: En-
dogene Fertilitdt in Humankapitalmodellen. Die Formulierung A (n) = bny

verwenden wir in allen anderen wachstumstheoretischen Kapiteln.

Die dargestellten Ausbildungskosten verteilen sich eigentlich {iber den ge-
samten Erziehungszeitraum. Als eine Vereinfachung unterstellen wir in den
Modellen, dafl die gesamten Kosten zum Zeitpunkt der Geburt eines Nach-
kommen féllig werden. Wir interpretieren dabei die Ausbildungsausgaben als

den Barwert des Ausbildungskostenstromes.

Wir nehmen dabei in den betrachteten Modellen an, dafl alle Akteure ho-
mogen sind. Das bedeutet, dafl sich die Nachkommen vom Typus her nicht
von den anderen Akteuren unterscheiden. Folglich sind die Nachkommen von
Anfang an erwerbstétig. Sie erzielen dabei das Einkommen des représentati-

ven Akteurs und verfiigen iiber das gleiche Konsumniveau.

Aufgrund der Tatsache, dal die Nachkommenschaft Kosten verursacht,
ergibt sich fiir die Fertilitdtsrate eine 6konomische Beschrinkung nach oben.
Die Méglichkeit der privaten Kreditaufnahme sei ausgeschlossen. Die obere
Schranke fiir die Fertilitéitsrate resultiert dann aus der Budgetbeschrinkung
der privaten Akteure und héngt von der Wahl der Kostenfunktion A(-) ab.
Es sei T die Steuerlast und TL~! die Pro-Kopf-Abgabe an den Staat. Dann
folgt fiir A(-) = Ay(n) = bny als obere Schranke:

_ -1 _
ngy TL c

W (3.6)



22 3.4 Die Rolle des Bevélkerungsbestandes

Fiir den Fall A(-) = Ag(n) = bnk folgt als obere Schranke entsprechend:

_ -1 _
p<c ¥ T —c

= (3.7)

3.4 Die Rolle des Bevolkerungsbestandes

Wir wollen in dieser Arbeit stets annehmen, dafl die zeitliche Entwicklung
des Bevolkerungsbestandes L durch die Fertilitatsrate n, die Mortalitédtsrate
d und die vorzeichenunbeschrénkte Einwanderungsrate m wie folgt gegeben
ist:

L=(n—-d+m)L. (3.8)

Die Bevolkerung ist stabil (L = 0), wenn fir n # d gilt: m = d — n. Die
Voraussetzung dafiir ist, dafi die staatlichen Autoritdten stets in der Lage
sind, die Einwanderungsrate in entsprechender Weise festzulegen. In dem
Zusammenhang werden wir stets annehmen, dafl Einwanderung nicht die
Pro-Kopf-Ausstattung mit Kapitalgiitern verdndert. Das bedeutet, daf} die
Einwanderer in allen behandelten Modellen ohne privates physisches Ka-
pital (personenungebundenes Kapital) einwandern. Im Humankapitalmodell
verfiigen die Einwanderer per Annahme iiber eine durchschnittliche Human-
kapitalausstattung (personengebundenes Kapital).

Falls aus institutionellen oder prinzipiellen Griinden keine Einwanderung
(m = 0) moglich ist, reduziert sich die Bewegungsgleichung fiir den Bevolke-
rungsbestand wie folgt:

L=(n—-d)L. (3.9)

Die Bevolkerung kann dann nur stabil sein, wenn n = d erfiillt ist. Falls
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keine Politik der Geburtenkontrolle!! implementierbar ist, so ist n = d nur
moglich, wenn fiir eine exogen gegebene Mortalitdtsrate d die Fertilitédtsrate
n in entsprechender Weise endogen bestimmt wird.

Wir werden in der vorliegenden Arbeit Abschnitte mit konstanter Popula-
tion betrachten. Dann gilt definitionsgem&f immer (L = 0). In den Abschnit-
ten, in denen die Population variabel sein darf, werden wir stets fordern, daf3

das gleichgewichtige Bevolkerungswachstum durch (L = 0) gegeben ist!2.
Wir werden in diesem Zusammenhang die Bevolkerungsgrofle endogen be-
stimmen. Es handelt sich dabei immer um einen gleichgewichtigen und nicht

um einen optimalen Bevélkerungsbestand®s.

HSiehe zur Problematik der Geburtenkontrolle auch: Leibenstein (1969).

127ur optimalen Wachstumsrate der Bevolkerung, siehe: Samuelson (1975), wie auch:
Razin / Ben-Zion (1975).

13Zur optimalen Bevolkerungsgrofle, siehe: Eckstein / Wolpin (1985).



Kapitel 4

Endogene Fertilitat im

AK-Modell

4.1 Vorbemerkungen

Das AK-Modell ist ein erster einfacher Versuch, endogenes Wachstum zu mo-
dellieren®. Die zugrundeliegende Kapitalakkumulationsgleichung lautet dabei
wie folgt:

K = AK — C - oK. (4.1)

Hierbei ist K der aggregierte Bestand an privatem physischen Kapital. Mit
dem Niveauparameter A > 0 ergibt sich Y = AK als aggregierter Output.
Der Kapitalverschleifl ist durch die Abschreibungsrate o > 0 gegeben und C'

ist der aggregierte Konsum.

!Siehe hierzu: Barro und Sala-i-Martin (1995) sowie Rebelo (1991).
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Wir wollen nun die Fertilitdtswahl, die Ausbildungskosten fiir die Nach-
kommenschaft und die Bevolkerung in dieses Modell einfithren. Die Ferti-
litdtswahl erfassen wir in der Nutzenfunktion des repriasentativen Akteurs.
Dabei wollen wir annehmen, daf§ der Nutzen des reprasentativen Akteurs
vom Pro-Kopf-Konsum ¢ = C'L~! und von der Pro-Kopf-Fertilitit n = NL™!
abhédngt. Dann sei fiir die individuelle Nutzenfunktion folgende Gestalt an-

genominen:

U(e,n) =lnc+60lnn, (4.2)

mit dem Nutzenparameter # > 0. Der repriasentative Akteur hat im folgenden
einen unendlich langen Planungshorizont und maximiert den abdiskontierten

Nutzenstrom durch geeignete Wahl von ¢ und n:
+oo
maac|c7n/ e "U(e,n)dt. (4.3)
0

Dabei bezeichnet p die Diskontrate und ¢ ist der Zeitindex. Die Ausbildung
der Nachkommen reduziert die Méglichkeit in physisches Karital zu investie-
ren. Wir nehmen an, daf} sich die Ausbildungskosten proportional zum Pro-
Kopf-Output y = YL ! verhalten und durch bNy = bnLy = bnY gegeben
sind. Die Bevolkerung L sei dabei gleich dem Arbeitseinsatz. Wir nehmen
also an, dal jedes Bevolkerungsmitglied auch arbeitet. Die zeitliche Ent-
wicklung des Populationsbestandes sei wieder durch L = (n — d +m) L ge-
geben. Dabei ist d die Mortalitédtsrate und m die vorzeichenunbeschrinkte
Einwanderungsrate. Zusétzlich nehmen wir an, dafl der Niveauparameter A
vom Arbeitseinsatz (Populationsgréfie) abhéngig ist. Als neue Niveaufunkti-
on unterstellen wir A(L) = vL” mit v > 0 und 8 > 0. Die neue Akkumu-

lationsgleichung ergibt sich unter Beriicksichtigung des Arbeitseinsatzes, der
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Ausbildungskosten und der neuen Niveaufunktion wie folgt:

K

A(L)K —C —bnY — oK,

YLPK[1—bn] - C — oK. (4.4)

Fiir b = 0 = 6 und A(L) = v = A ergibt sich als Spezialfall?> das normale
AK-Modell mit einer logarithmischen Nutzenfunktion. Die jeweilige zeitliche
Entwicklung der Pro-Kopf-Gréfien ergibt sich mit k = KL~ — kLL™* sowie
k=KL 'und c=CL™! zu:

k=~yLPk[1—bn] —c—ok—(n—d+m)k. (4.5)

Wir wollen nun den Fall des konstanten von dem des variablen Bevélkerungs-

bestandes unterscheiden und beginnen mit der konstanten Population.

4.2 Das Modell mit konstanter Population

Da in diesem Modell die Fertilitédtsrate n endogen bestimmt wird, ist im all-
gemeinen damit zu rechnen, dafl die Fertilitat von der Mortalitiat d abweichen
wird (n # d). Folglich kann dann Einwanderung m benutzt werden, um die
Population konstant zu halten. Es mufl dann stets m = d—n gelten. Wir wol-
len annehmen, dafl m nicht vorzeichenbeschrankt ist und dafl die staatlichen
Autoritdten immer in der Lage sind, die Einwanderung in geeigneter Weise
festzulegen. Dann konnen wir den Bevolkerungsbestand auf L = 1 normieren
und miissen nicht zwischen aggregierten und Pro-Kopf-Grofien unterscheiden.
Die Niveaufunktion A(L) nimmt dann den konstanten Wert A(L) =~ = A

ar.

2Es gilt: A(L) = A folgt aus v = A und L = 1 (normiert).
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Das Modell

Das Modell besteht aus der Nutzenfunktion U(c,n) = Inc+ 61lnn und der

Kapitalakkumulationsgleichung:
k= Ak — ¢ — bnAk — ok. (4.6)

Wir bilden die Hamiltonfunktion in laufenden Werten H(e,n,k) = Inc +

flnn+ Ak(c, n, k) und erhalten daraus die folgenden Optimalitdtsbedingun-

gen:
67[—[ = 1 —_ )\ = 0 = )\ — C_l,
Oc c
a—H = Q — AAK =0,
on n
H .
%k = M — MnA— Ao =p\— A\ (4.7)

mit der Transversalitidtsbedingung lim; . e ”A(t)k(t) > 0. Es gelte x =
ck™'. Aus den Bedingungen 0H/dc = 0 sowie OH/dn = 0 folgt fiir die

Fertilitatsrate n:

Ox

(4.8)

Die Fertilitéitsrate hiangt positiv von x und @, sowie negativ von A und b ab.
Uber das Vorzeichen von dn/d6, on/0A und dn/0b auf dem gleichgewich-
tigen Wachstumspfad (GGW) kann voerst keine Aussage getroffen werden,
da noch nicht klar ist, inwiefern die Variable x auf dem GGW von 6, A
und b abhéngt. Fiir endliche Werte x gilt jedoch: § — 0 = n — 0 sowie

b—0=n— +o0.
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Die Modelldynamik

Die zeitliche Entwicklung des Schattenpreises A folgt aus 0H/0k = p\ — A
und ist durch A/A = p — A + bnA + o gegeben. Wegen )\/)\ = —¢/c folgt
schlieflich:

A—p—bA—o,

A—z—bnA—o. (4.9)

o lo.

Es gelte x = ck~!. Dann resultiert:

T —p & i = 2% — px. (4.10)

ST
Il

Wir kommen nun zur Betrachtung des gleichgewichtigen Wachstumspfades
(GGW). Der GGW sei dadurch definiert, dafl der Pro-Kopf-Konsum ¢ und
das Pro-Kopf-Kapital k£ mit jeweils gleicher Rate wachsen.

_

Damit folgt, dal die Fertilitdtsrate auf dem GGW positiv von 6 und p sowie
negativ von A und b abhéngt. Wir konnen ferner feststellen, daf§ das System
wegen 0 (&/x) /0x = 1 > 0 instabil ist. Es handelt sich bei der Gleichung
(4.10) um eine Differentialgleichung vom Bernoulli-Typ mit der allgemeinen

Losung?:

o
—~

@)
N—

0

Top )
xo+ (p — xo) P’

xr =

(4.12)

3Zur Behandlung von Differentialgleichungen vom Bernoulli-Typ: Siehe Gandolfo
(1997).
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Wir wollen noch die resultierende Wachstumsrate w* auf dem gleichgewichti-
gen Wachstumspfad betrachten. Dabei soll uns interessieren, wie die Parame-
ter b und 0 die Wachstumsrate beeinflussen und welche Bedingungen erfiillt

sein miissen, damit positives Gleichgewichtswachstum gewéhrleistet ist.

Satz 4.1 Die gleichgewichtige Wachstumsrate ist unabhdngig von b. Sie hingt
negativ von 6 ab und ist positiv, wenn A > o + p (1 + 0) gilt.

Beweis: Die gleichgewichtige Wachstumsrate ist durch w* = wp = A —x —
bnA — o gegeben. Die Substitution von z und n ergibt: w* = A—p—60p—o0.
Es resultiert: dw*/0b = 0 und 0w*/00 = —p < 0, sowie: w* > 0 & A >
o+p(l+0). O

Dieses Resultat erklért sich daraus, daf§ die Fertilitdatsrate n positiv vom
Nutzenparameter # abhéngt. Je hoher ferner die Fertilitédtsrate ist, umso
hoher sind auch die Ausbildungskosten. Je héher allerdings die Ausbildungs-
ausgaben sind, umso geringer sind die Investitionen in privates physisches
Kapital.

Eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate impliziert wegen A > o +
p(14+0) > p(1+0) die Einhaltung der Budgetbeschriankung der privaten
Akteure. Das bedeutet, dal der Output die gesamten Ausgaben (Konsum-

ausgaben zuziiglich Ausbildungsausgaben) decken muf.

4.3 Das Modell mit variabler Population

Wir gehen nun davon aus, daf aus institutionellen Griinden keine Einwande-
rung m = 0 stattfinden kann, wie es auch fiir die Welt als Ganzes gilt. Wir

betrachten also eine Welt mit nur einem Land. Dann gilt fiir die zeitliche
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Entwicklung des Bevolkerungsbestandes L = (n — d) L und wir miissen nun
zwischen aggregierten und Pro-Kopf-Griéfien unterscheiden. Im allgemeinen
kann nun die Fertilitdt von der Mortalitdt abweichen (n # d) und wir er-
halten mit LL™' = (n — d) eine weitere Gleichung, welche das dynamische
Verhalten unseres Systems beschreibt. Wir werden noch sehen, daf3 dadurch

der Populationsbestand L zu einer modellendogenen Variable wird.

Das Modell

Das Modell besteht aus der Nutzenfunktion U(c,n) = Inc + 6lnn und der

Kapitalakkumulationsgleichung:
k=~L’k —c—bnyLPk — ok — (n —d) k. (4.13)

Wir bilden die Hamiltonfunktion in laufenden Werten H(c,n,k) = Inc +

flnn + )J%:(c, n, k) und erhalten daraus die folgenden Optimalitdtsbedingun-

gen:
87[{ = } —_ >\ — 0 = )\ — C_l,
dc c
H 0
of - _ = — ANoyLPk — Mk =0,
on n
= MYLP — AonyLP — Ao — An. = pA — ), (4.14)

mit der Transversalititsbedingung lim; o, e ”A(t)k(t) > 0. Es gelte x =
ck™'. Aus den Bedingungen 0H/dc = 0 sowie OH/On = 0 folgt fiir die

Fertilitatsrate n:
Ox

T byLP
Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad (GGW) muf stets n = d gelten.

(4.15)

In der Ungleichgewichtssituation ist n variabel und héngt positiv von z und
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0, sowie negativ von L und b ab. Wir erhalten wie im Fall der konstanten
Population: § — 0 = n — 0. Falls die Ausbildungskosten fiir die Nachkom-
menschaft verschwindend gering sind (b — 0), so folgt diesmal allerdings,

daf} die Fertilitatsrate den endlichen Wert n = fz annimmt.

Die Modelldynamik

Die zeitliche Entwicklung des Schattenpreises A folgt aus 0H/0k = pA\ — A
und ist durch A/A = p — vL? + bnyLP? 4+ o 4+ n gegeben. Wegen A\/\ = —¢/c
folgt schliellich:

~vLP — p—bnyLP — o —n,

YL’ — 2 —bnyLlP — o —n+d. (4.16)

™o la.

Es gelte = ck~!. Dann resultiert unter Einbeziehung der Bevélkerungsent-

wicklung:

o= xr—p—d,

v

L Ox

- = ———d 4.17
L 1+ byLA (4.17)

Der gleichgewichtige Wachstumspfad sei nun dadurch definiert, dal der
Pro-Kopf-Konsum ¢ und das Pro-Kopf-Kapital &£ mit jeweils gleicher Rate
wachsen (w. = wy), wihrend die Bevolkerung auf einem konstanten Niveau

verharrt. Es gelte also L = 0 = 4, so daB sich fiir die Gleichgwichtswerte

Or — d 5
bd~y

folgende Ausdriicke ergeben:

r=p+d, L (4.18)

6p+60d—d)?
bdry '
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Dabei ist der Gleichgewichtswert fiir den Bevolkerungsbestand L positiv,
wenn 6 > d[p+ d)”" erfiillt ist. Der Wert L héingt ferner positiv von 6 und
negativ von b ab.

Wir kommen nun zur Budgetbeschrinkung der privaten Akteure. Da-
bei wollen wir Kreditaufnahme ausschlieen und miissen daher fordern, daf3
der Output zu jedem Zeitpunkt die gesamten Ausgaben (Konsumausga-
ben zuziiglich Ausbildungsausgaben) deckt. In Pro-Kopf-Gréfien ergibt sich
vLPk > ¢ + bnyLPk als Budgetbeschrikung fiir die privaten Akteure. Die
Verwendung von = = ck~! ergibt vL? > x 4 bnyL’ als Budgetrestriktion.
Die Substitution von n, z und L fiihrt nach einigen elementaren Schritten zu

der Bedingung;:
d + bdp

> )
(p+d)[1 —bd]
sofern 1 — bd > 0 erfiillt ist. Die Einhaltung der Budgetbeschrankung impli-

(4.19)

ziert die Nichtnegativitiat des Outputs und damit des Bevolkerungsbestan-
des?.
Wir kommen nun zur Stabilitdtsanalyse und kénnen die folgende Behaup-

tung aufstellen:
Satz 4.2 Das System ist sattelpfadstabil.

Beweis: Um Sattelpfadstabilitéit zu zeigen, linearisieren wir das dynamische

System in der Néhe des Gleichgewichts® (Z, z) und bestimmen die Determi-

1Es gilt: (d+bdp) [(p+d) (1 —bd)] " >d(p+d) " <=
(d+bdp)(p+d)>d(p+d)[1—bd <

d+bdp > d(1—bd).
SWir werden im Folgenden aus Griinden der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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nante der Jacobi-Matrix:
=J : J = . (4.20)

Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (2 x 2)-Jacobi-Matrix, die
beziiglich der Eintrédge j; mit « = 1,2 und k = 1, 2 iiber die oben angegebene
Vorzeichenstruktur verfiigt. Die Eintrédge j;; ergeben sich unter Beriicksich-

tigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

Ju = T,

j12 = 07

) - 6L

J21 = 71—1—1)7[/5’
OxBbyLP

jm = — L (4.21)
[1+ byL?]

Eine negative Determinante der Jacobi-Matrix ist im (2 x 2)-Fall notwendig
und hinreichend fiir Sattelpfadstabilitit. Wegen ji1o = 0 und jso < 0, erhalten
wir fiir die Determinante: det(J) = (j11) (j22) < 0. Damit ist die Behauptung
gezeigt. O

Wir wollen noch die resultierende Wachstumsrate w* auf dem gleichge-
wichtigen Wachstumspfad betrachten. Dabei soll uns interessieren, wie die
Parameter # und b die Wachstumsrate beeinflussen, und welche Bedingun-
gen erfiillt sein miissen, damit positives Gleichgewichtswachstum gewihrlei-
stet ist. Die Wachstumsrate ist durch wy = vLF — 2 — bnyLP — 0 — (n — d)
gegeben. Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad (GGW) gilt die Bedin-
gung n = d, so daB fiir die Wachstumsrate auf dem GGW folgt:

w'=~LP — 2 —bdyLP — 0. (4.22)
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Wir wissen bereits, dafl der gleichgewichtige Bevolkerungsbestand L positiv
von # abhéngt. Wenn 6 steigt, dann nimmt der Wert der Niveaufunktion A(L)
und damit der Output pro eingesetzter Kapitaleinheit zu; gleichzeitig nehmen
die Ausbildungskosten pro eingesetzter Kapitaleinheit zu. Wir werden noch
zeigen, dafl der Nettoeffekt positiv ist, wenn die Bedingung 1 —bd > 0 erfiillt
ist.

Wir wissen ferner, dafl der Wert L im Gleichgewicht negativ von b abhéngt.
Wenn b steigt, nimmt der Output pro eingesetzter Kapitaleinheit ab. Die
Wirkung auf die Ausbildungskosten pro eingesetzter Kapitaleinheit (bnA)
sind unklar (b steigt, A sinkt) und damit voerst auch der Gesamteffekt. Wir
kénnen jedoch zeigen, dafl der Effekt insgesamt negativ ist, wenn die Nicht-

negativitatsbedingung fiir L gilt.

Satz 4.3 Die gleichgewichtige Wachstumsrate hingt fir 1 — bd > 0 positiv
von 0 ab. Sie hingt ferner fir 0 (p + d) —d > 0 negativ von den Ausbildungs-
kosten b ab.

Beweis: Wir ersetzen hierzu in Gleichung (4.22) die Gleichgewichtswerte x

und L und erhalten:

Es ergibt sich®: dw*/00 > 0 und dw*/0b < 0. O
Eine Politik, welche die Ausbildungskosten senken kann, wirkt in diesem
Modell wachstumsférdernd und erhoht den gleichgewichtigen Bevolkerungs-
bestand.
6Es gilt: dw* /80 = [p+d] (bd) " —[p+d] >0 &
[p+d >[p+dbd < 1—bd>0.
Sowie: dw* /0b = —d [0 (p + d) — d] (bd) > < 0.
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Aus Gleichung (4.23) folgt, daf8 die gleichgewichtige Wachstumsrate fiir
1 — bd > 0 positiv ist, wenn gilt:

bd(p+o)+d
(p+d) (1 —bd)’

Eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate impliziert wieder die Einhal-

(4.24)

tung der Budgetbeschrankung der privaten Akteure und damit auch die

Nichtnegativitit des Bevolkerungsbestandes.

4.4 Fazit

Wir haben in diesem Kapitel ein einfaches AK-Modell betrachtet und in die-
sem Modell die Fertilitdtsrate endogen bestimmt. Dabei haben wir den Fall
der konstanten Population von dem der variablen Population unterschieden.

Im Modell mit kostanter Bevolkerung haben wir angenommen, daf§ der
Bevolkerungsbestand durch eine geeignete Festlegung der Einwanderungsra-
te konstant gehalten werden kann. Wir konnten dabei zeigen, dafl es einen
sattelpfadstabilen gleichgewichtigen Wachstumspfad gibt. Ferner ergab sich,
daf} die gleichgewichtige Wachstumsrate unabhéngig von den Ausbildungs-
kosten b war. Der Einflufl des Nutzenparameters 6 auf die gleichgewichtige
Wachstumsrate ergab sich als negativ.

Im Modell mit variabler Population haben wir angenommen, dafl kei-
ne Einwanderung moglich ist. Somit konnte die Bevolkerung nur bei Uber-
einstimmung von Fertilitdts- und Mortalitétsrate stabil gehalten werden. In
diesem Zusammenhang haben wir die gleichgewichtige Bevolkerungsgrofie
endogen bestimmt. Es konnte wieder gezeigt werden, dafl ein sattelpfad-

stabiler gleichgewichtiger Wachstumspfad existiert. Der Einflu} des Ausbil-
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dungskostenparameters b auf die gleichgewichtige Wachstumsrate war nega-

tiv, wiahrend sich der Einflul des Nutzenparameters 6 als positiv ergab.



Kapitel 5

Endogene Fertilitit in

Infrastrukturkapitalmodellen

5.1 Einfithrung: Modelle mit Infrastruktur-

kapital

Wir behandeln in diesem Kapitel Modelle, in denen sowohl privates phy-
sisches Kapital K als auch offentliches Infrastrukturkapital G' akkumuliert
werden kann. Das private Kapital wird durch private Investitionen vermehrt,
wéahrend das Infrastrukturkapital durch die 6ffentlichen Ausgaben des Staa-
tes gebildet wird. Wir erhalten also zwei Kapitalakkumulationsgleichungen

und der Output Y = Y(K,G) sei als Funktion der beiden Bestandsgrofien
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K und G angenommen'. Ansiitze mit 6ffentlichem Kapital? finden sich in
Greiner (1996) sowie Greiner und Hanusch (1998). In letzterem hat der Staat
die Moglichkeit seine Einnahmen auf 6ffentliche Investitionen, Sozialtransfers
und Investitionszulagen aufzuteilen, so daf fiir die Akkumulationsgleichun-

gen gilt:

= Y-T+S+YK—-C-0K,
G = T-S—TK-1G. (5.1)

Hierbei ist T' die Steuerzahlung der Privaten an den Staat, S der Sozial-
transfer und Y die Investitionszulage; der Betrag TK reprisentiert dann
die aggregierte Subventionszahlung fiir die privaten Investitionen. Der ag-
gregierte Konsum ist durch die Variable C' gegeben. Ferner ist ¢ > 0 die
Abschreibungsrate auf physisches Kapital und n > 0 die Abschreibungsrate
fiir das Infrastrukturkapital.

Wir wollen uns nun an diesem Modelle orientieren und vorerst annehmen,
daB die Staatsaktivitédt lediglich darin besteht, mittels Steuereinnahmen in

die Infrastruktur zu investieren. Wir setzen also S = 0 = T und erhalten:
K = Y-T-C-0K,
G = T—-1G. (5.2)

Es gibt bei dieser Formulierung keine Sozialtransfers des Staates an die pri-

vaten Akteure. Folglich ist die Steuerzahlung T in diesem Modell die Net-

IEin Modell mit nur einer akkumuliebaren Kapitalgréfie K und produktiven 6ffentlichen
Ausgaben findet sich in Barro (1990). Dabei gehen die 6ffentlichen Ausgaben G =T = 7Y

als StromgroBe mit in die Produktionsfunktion Y ein.
2Zur empirischen Bedeutung von Infrastrukturkapital siehe Pfiihler / Hofmann / Bénte

(1996).
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toabgabe an den Staat. Ferner nehmen wir an, dafl es keinen offentlichen
Konsum gibt. Damit wird die Steuerzahlung in voller Hohe in die Infrastruk-
tur investiert. Das bedeutet, dal wir in diesem Modell von verhéaltnisméafig
geringen Steuersétzen ausgehen miissen. Wir kommen darauf im Rahmen der
Modellsimulation noch zurtick.

Wir wollen nun die Fertilitdtswahl, die Ausbildungskosten fiir die Nach-
kommenschaft N und die Bevolkerung L in dieses Modell einfithren. Die Fer-
tilitdtswahl erfassen wir in der Nutzenfunktion des repriasentativen Akteurs.
Dabei wollen wir annehmen, dafl der Nutzen des reprasentativen Akteurs
vom Pro-Kopf-Konsum ¢ = C'L~! und von der Pro-Kopf-Fertilitit n = NL™!
abhéngt. Dann sei fiir die individuelle Nutzenfunktion folgende Gestalt an-
genommen:

U(e,n) =Inc+6lnn, (5.3)

mit dem Nutzenparameter 6 > 0. Der reprisentative Akteur hat im Folgen-
den einen unendlich langen Planungshorizont und maximiert den abdiskon-

tierten Nutzenstrom durch geeignete Wahl von ¢ und n:
+oo
maa:|cjn/ e "'U(c,n)dt. (5.4)
0

Dabei bezeichnet p die Diskontrate, und ¢ ist der Zeitindex. Die Ausbil-
dung der Nachkommen reduziert die Moglichkeit, in physisches Kapital zu
investieren. Wir nehmen an, daf§ sich die Ausbildungskosten proportional
zum Pro-Kopf-Output y = Y L~! verhalten und durch bNy = bnLy = bnY
gegeben sind. Die Bevolkerung L sei dabei gleich dem Arbeitseinsatz. Wir
nehmen also an, dafl jedes Bevolkerungsmitglied auch arbeitet. Die zeitliche

Entwicklung des Populationsbestandes sei wieder durch L = (n—d+m)L
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gegeben. Dabei ist d die Mortalitdtsrate und m die vorzeichenunbeschrankte

Einwanderungsrate. Wir erhalten fiir das modifizierte Modell:

K

(gL)* K" —~T — C —bnY — oK,

(gL)* K" ™[1—bn]—-T—C — oK. (5.5)

Hierbei ist Y = (¢gL)* K'7* der aggregierte Output. Im Produktionsprozef
bewirkt die Infrastrukturausstattung pro Kopf eine Effizienzsteigerung des
Arbeitseinsatzes L in dem Sinne, dal gL den Effektivarbeitseinsatz darstellt.
Ferner ist a ein Produktionsparameter. Fiir b = 0 = 6 und L = 1 erhalten
wir das Greiner-Hanusch-Modell (mit logarithmischer Nutzenfunktion) ohne
Sozialtransfers und Investitionszulagen.

Wir wollen nun annehmen, dafl Infrastruktur ein Mischgut ist. Dabei
soll beziiglich der Nutzung von Infrastruktur das Prinzip der vollkomme-
nen NichtausschlieBbarkeit gelten. Hinsichtlich der Nutzungsrivalitét soll von

3

unterschiedlichen Rivalisierungsgraden® ausgegangen werden. Daraus ergibt

sich fiir die Infrastrukturausstattung pro Kopf:
g=GL™ wel0,1]. (5.6)

Es ergeben sich die folgenden Grenzfiille: Fiir 7 = 1 ist ¢ = GL™! und die
Nutzung ist vollkommen rivalisierend. Es handelt sich dann bei Infrastruktur

um ein Allmendegut. Fiir 7 = 0 ist ¢ = G und die Nutzung ist vollkommen

3Wir betrachten im Kapitel mit Humankapitalmodellen den Fall, da die zweite ak-
kumulierbare Kapitalgrofle ein reines privates Gut darstellt und die Nutzung damit voll-
kommen rivalisierend ist. Im Kapitel mit Wissenskapitalmodellen haben wir hingegen den
Fall des reinen o6ffentlichen Gutes hinsichtlich der zweiten akkumulierbaren Kapitalgrofle,

so dafl die Nutzung dann vollkommen nichtrivalisierend ist.
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nichtrivalisierend. In diesem Fall ist Infrastruktur ein reines offentliches Gut.

Fiir die zeitliche Entwicklung von g resultiert nun:

G=GL™ —mg(n—d+m). (5.7)

Wir erhalten also fiir die zeitliche Entwicklung der Kapitalbestéinde in Pro-

Kopf-Grofien:

k= ¢k [l —bn]—TL ' —c—ok—(n—d+m)k,

g = TLT7"—ng—m(n—d+m)g. (5.8)

Die in diesem Kapitel vorgestellten Modelle sollen dahingehend iiberpriift
werden, ob ein gleichgewichtiger Wachstumspfad (GGW) existiert, und ob
dieser eindeutig ist. Ein GGW sei dadurch gekennzeichnet, dafl der Konsum
und die Kapitalbestdnde mit der gleichen Rate wachsen. Die Bevolkerung
ist aus definitorischen Griinden konstant. Ferner sollen die Stabilitétseigen-

schaften der jeweiligen Systeme untersucht werden.

Dariiber hinaus ist an eine Simulation der Modelle gedacht, so dafl reale
Situationen abgebildet werden konnen. In Simulationsldufen sollen unter-
schiedliche Politiken, wie zum Beispiel eine Variation der Steuersétze, hin-
sichtlich ihrer Auswirkungen auf die Fertilitdts- und Wachstumsrate unter-

sucht werden.

Wir wollen nun den Fall des konstanten von dem des variablen Bevolke-

rungsbestandes unterscheiden und beginnen mit der konstanten Population.
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5.2 Das Modell mit konstanter Population

Da in diesem Modell die Fertilitdtsrate n endogen bestimmt wird, ist im
allgemeinen damit zu rechnen, dafl die Fertilitdt von der Mortalitédt d ab-
weichen wird (n # d). Folglich kann dann Einwanderung m benutzt werden,
um die Population konstant zu halten. Es mufl dann stets m = d — n gel-
ten. Wir wollen annehmen, dafl m nicht vorzeichenbeschrénkt ist, und dafl
die staatlichen Autoritdten immer in der Lage sind, die Einwanderung in ge-
eigneter Weise festzulegen. Dann kénnen wir den Bevolkerungsbestand auf
L = 1 normieren und miissen nicht zwischen aggregierten und Pro-Kopf-
Grofen unterscheiden. Fiir die zeitliche Entwicklung des physischen Kapitals
k und des Infrastrukturkapitals g resultiert schliellich:

k= ¢*k [l —bn]—T —c— ok,

g = T —ng. (5.9)

Wir wollen nun verschiedene Steuerregime unterscheiden. Wir behandeln da-
bei den Fall der Einkommensteuer, der Ausgabensteuer und der Pauschsteu-

er. Wir starten mit dem Einkommensteuersystem.

5.2.1 Das Modell mit Einkommensteuer

Die Bemessungsgrundlage fiir die Steuer ist der Output und wir erhalten fiir
das aggregierte Steueraufkommen 7' = 7 (¢L)* K™% = 7¢*k}“L. Mit L = 1

(normiert) folgt T'= 7¢g*k'~*. Dabei ist 7 € (0, 1) der Einkommensteuersatz.
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Das Modell

Das Modell besteht aus der Nutzenfunktion U(c,n) = Inc + 61lnn und den
folgenden beiden Kapitalakkumulationsgleichungen:
k= g%k (1 —7—0bn)—c—ok,

g%k T — ng. (5.10)

g
Wir betrachten nun den kompetitiven Fall und bilden hierzu die Hamilton-
funktion in laufenden Werten H(c,n,k) = Inc + 0lnn + Me(c,n, k). Wir

erhalten daraus die folgenden Optimalitdtsbedingungen:

oH 1—)\:0 = \=c1

de c
of = v_ Abg® k'™ =0,
on n
H :
%k = N1—a) gk “[1—7—=0bn] — Ao = pA— A, (5.11)

mit der Transversalititsbedingung lim;_ . e P A(t)k(t) > 0. Es gelte z =
ck™' und z = gk~'. Aus den Bedingungen 0H/Oc = 0 sowie 0H/dn = 0
folgt fiir die Fertilitédtsrate n:

e

=—. 5.12
- (5.12)

n

Die Fertilitatsrate héngt positiv von x und 6, sowie negativ von z und b
ab. Uber das Vorzeichen von dn/06 und dn/0b auf dem gleichgewichtigen
Wachstumspfad (GGW) kann voerst keine Aussage getroffen werden, da noch
nicht klar ist, inwiefern die Variablen x und z auf dem GGW von 6 und
b abhéngen. Wir kommen darauf im Rahmen der Modellsimulation noch
zuriick. Fiir endliche Werte x und z gilt jedoch: 6 — 0 = n — 0 sowie

b—0=n— +o0.
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Die Modelldynamik

Die zeitliche Entwicklung des Schattenpreises \ folgt aus 0H /0k = pA—A und
ist durch A\/A = p+0 — (1 — @) 2* (1 — 7 — bn) gegeben. Wegen A\/\ = —¢/c
folgt schlieflich:

(1—a)z*[l—7—bn]—p—o,

21 =7 —bn] —x — o,

= 21— (5.13)

Q- FFT oo

Es gelte x = ck™! und 2z = gk~!. Dann hat das resultierende dynamische

System fiir n = 0z /bz* die folgende Gestalt:
= z(1+ab)—p—az*(1-1),

= 72 '4o—n+r(14+6)-2*(1—-71). (5.14)

IS IR ST ST R

Wir kommen nun zur Betrachtung des gleichgewichtigen Wachstumspfades

und konnen die folgende Behauptung aufstellen:

Satz 5.1 Das System besitzt fir o € (0,1) einen eindeutigen gleichgewichti-
gen Wachstumspfad.

Beweis: Die Gleichung (&/x) = 0 ist fiir

p+az*(1—r1)
xr =
1+ ab

(5.15)

erfiillt und x ist fiir z > 0 positiv. Es bleibt noch zu zeigen, dafl (2/2) = 0 fiir
z € (0,+00) eine Losung besitzt. Dazu setzen wir den Gleichgewichtswert

fir z in (2/2z) = 0 ein und erhalten:

TZa_l—Za(l—T)¢+0_n+(1+9>qp’ (516)

e
Il
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mitp =1—-(14+0)agund ¢ = (1 + a@)fl. Es zeigt sich, dafl wegen 1 > 0
die Funktionswerte fiir sehr kleine z gegen +oo und fiir sehr grofie z gegen
—oo streben. Folglich gilt:
lim <z) = +oo, lim (Z> = . (5.17)
z—0 \ 2 z—+00 \ 2

Die Funktion ist stetig und streng monoton fallend, denn es gilt:

d(2/2)
0z

Es ergibt sich, dafl die Funktion f(z) = (2/z) fiir z € (0, +00) die z-Achse

=(a—1)72 %~z (1—-7) <0. (5.18)

schneiden muf}; womit die Behauptung gezeigt ist. O
Wir kommen nun zur Stabilitdtsanalyse und kénnen die folgende Behaup-

tung aufstellen:
Satz 5.2 Das System ist fir a € (0,1) sattelpfadstabil.

Beweis: Um Sattelpfadstabilitéit zu zeigen, linearisieren wir das dynamische
System in der Nihe des Gleichgewichts? (Z, z) und bestimmen die Determi-

nante der Jacobi-Matrix:

T r—7 + —
=J : J = ) (5.19)

z z—Z + -
Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (2 x 2)-Jacobi-Matrix, die
beziiglich der Eintrage j;; mit ¢ = 1,2 und k£ = 1, 2 iiber die oben angegebene
Vorzeichenstruktur verfiigt. Die Eintrdge j;; ergeben sich unter Beriicksich-

tigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

Ju = 2e(1+ab) —p—az®(1—71)=2x(1+ ab),

4Wir werden im Folgenden aus Griinden der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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Jia = —a?z%! (1—7)x,
Jjon = z(14+86),
joo = a2t —(a+ )21 —7)+x(1+0)+0—n,

= 72 Ma—1)—az*(1—-17). (5.20)

Eine negative Determinante der Jacobi-Matrix ist im (2 x 2)-Fall notwendig

und hinreichend fiir Sattelpfadstabilitét. Es folgt: det(J) < 0, wenn gilt:
?2*(1—7)(1+0) < (1+ab) [7‘20‘_1 (1—a)+az*(1— 7')} : (5.21)

Wenn az* (1 —7)(1+60)a < (1+af)az® (1 —7) erfiillt ist, dann gilt die
obige Ungleichung. Es 148t sich leicht iiberpriifen, daf dies fiir o < 1 der Fall
ist®. Damit ist die Behauptung gezeigt. 0

Wir wollen noch die resultierende Wachstumsrate w* auf dem gleichge-

wichtigen Wachstumspfad betrachten und kommen zu folgender Aussage:

ptaoc

Satz 5.3 Die gleichgewichtige Wachstumsrate ist positv, wenn x > &=

gilt.
Beweis: Die gleichgewichtige Wachstumsrate w* ist wie folgt gegeben:
w=2z1—7)—2%n—z—o. (5.22)

Wegen 2%bn = 0z ist die gleichgewichtige Wachstumsrate positiv, wenn

az*(1—=71) > x(a+ af) + ac gilt. Aus der Gleichgewichtsbedingung fiir

"Es gilt: az®(1—7)(1+0)a< (1+ab)az*(1-17) &

at+ald<l+al s a<l.
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x folgt x (1 +af) — p = az* (1 — 7). Einsetzen und Auflésen nach z ergibt
die Behauptung®. O

Eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate impliziert die Einhaltung
der Budgetbeschrankung der privaten Akteure. Das bedeutet, daf§ der Netto-

Output (Output abziiglich Steuerlast) die gesamten Ausgaben decken muf.

Die Modellsimulation

Wir gehen bei der Simulation des Modells wie folgt vor. Zuerst legen wir die
Basisparameter fest. Anschliefend untersuchen wir die Auswirkungen ver-
schiedener Steuerséitze auf das System. Dabei interessieren uns besonders
die gleichgewichtige Wachstumsrate und die Fertilitédtsrate auf dem gleichge-
wichtigen Wachstumspfad.

Wir starten mit der Basiskonfiguration. Hierbei nehmen wir fiir den Nut-
zenparameter ¢ = 0,5 und fiir den Produktionsparameter « = 0,6 an.
Fiir die Abschreibungsraten gelte ¢ = n = 0,10. Die Zeitpraferenzrate sei
mit p = 0,025, und die Ausbildungskosten seien mit b = 20 angenommen.
Beziiglich der Variation des Steuersatzes 7 ergeben sich dann die in Tabelle

5.1 dargestellten Resultate”.

SEs resultiert: x (1 + af) — p > z (a + ab) + ao &
x+zab —p>za+zald + aoc &

z—za>ptacs s> (prac)[l—a] "
"Diese und alle folgenden Berechnungen wurden mit der Software: Mathematica, Ver-

sion (3.0) durchgefiihrt. Siehe auch: Wolfram (1991).
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Tabelle 5.1: Variation der Einkommensteuer bei konstanter Population

0,06 | 0,21 | 0,25 | 1,20 | —0, 33
0,08 [0,23]0,32|1,16| 1,39
0,10 [ 0,26 | 0,39 | 1,12 | 2,84
0,12 10,27 | 0,46 | 1,09 | 4,08
0,14 [ 0,29 | 0,53 | 1,06 | 5,15

In der Tabelle 5.1 ist n = n100 die Fertilitdtsrate in Prozent und @ = w100
die Wachstumsrate in Prozent. Es zeigt sich, dafl eine Erhohung des Steuer-
satzes von 6 auf 14 Prozent sowohl x als auch z erhoht. Dabei nimmt x um
etwa 40 Prozent zu, wiahrend sich z mehr als verdoppelt. Ferner ergibt sich,
daBl mit der Wahl des Steuersatzes sowohl die Wachstumsrate als auch die
Fertilitédtsrate beeinflufit werden kann. Dabei zeigt sich ein gegensétzlicher
Verlauf. Ein steigender Steuersatz erhoht die Wachstumsrate und reduziert
die Fertilitdtsrate.

Eine sinkende Fertilitédtsrate impliziert in diesem Modell eine steigende
Einwanderungsrate. Bei einer angenommenen Mortalitétsrate von d = 0,012
(1,2 Prozent) fithrt ein Steuersatz von 6 Prozent zu einer Einwanderungsrate
von m = 0, wihrend ein Steuersatz von 14 Prozent eine Einwanderungsrate

von 0,14 Prozent (1,4 Promille) ergibt®. Wenn aus bevélkerungspolitischen

8Fiir die Bundesrepublik Deutschland gilt: Eine Einwanderungsrate von einem Promille

fithrt zu einem Einwanderungsvolumen von etwa 80000 Personen.
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Griinden mit Hilfe der Steuerpolitik die Fertilitatsrate erhoht werden soll, so
ist dies in diesem Modell nur zu Lasten der Wachstumsrate moglich.

Wir wollen nun fiir einen gegeben Steuersatz von 7 = 0,10 die Ausbil-
dungskosten b variieren. Dabei zeigt sich, dal sowohl x und z als auch die
Wachstumsrate w unverdndert bleiben, wéihrend sich fiir die Fertilitatsrate

die Verdnderungen wie in Tabelle 5.2 ergeben.

Tabelle 5.2: Variation der Ausbildungskosten im Einkommensteuermodell

bei konstanter Population

7=0,10

b 18 19 20 21 22

i 1,25 1,18 | 1,12 [ 1,07 | 1,02

Es zeigt sich, dafl eine Erhohung der Ausbildungskosten um eine Einheit die
Fertilitdatsrate zwischen 0,07 und 0, 05 Prozentpunkte absinken l43t.

5.2.2 Das Modell mit Ausgabensteuer

Die Bemessungsgrundlage fiir die Ausgabensteuer ist durch die Gesamt-
ausgaben (also Konsumausgaben zuziiglich den Ausbildungskosten fiir die
Nachkommenschaft) gegeben. Dann gilt fiir das aggregierte Steueraufkom-
men T = 7C + 7bn (gL)* K'™* = 7cL + 7bng®k' L. Fiir L = 1 (normiert)
folgt dann: T' = Tc+7bng®k'=*. Dabei ist 7 € (0,1) der Ausgabensteuersatz.
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Das Modell

Das Modell besteht wieder aus der Nutzenfunktion U(c,n) = Inc+6Inn und

den folgenden beiden Kapitalakkumulationsgleichungen:

ke

gk — (1 +71)c— (1+7)bng°k'™* — ok,

g = Tc+Thng kT —ng. (5.23)

Wir betrachten nun den kompetitiven Fall und bilden hierzu die Hamilton-
funktion in laufenden Werten H(c,n,k) = Inc + 0lnn + Me(c,n, k). Wir

erhalten daraus die folgenden Optimalitdtsbedingungen:

OH 1

e R 14+7)=c"
5 . A1+7)=0 = A1+7)=c",
OH 0

— = -\ bg® k'™ =0

o ~—A(+T)bg :

8H — apl—a arl—a

= pA— A, (5.24)

mit der Transversalitdtsbedingung lim; ., o, e ?*A(¢)k(t) > 0. Es gelte wieder
r =ck ' und z = gk~'. Aus den Bedingungen 0H/dc = 0 sowie 0H/On = 0
folgt fiir die Fertilitédtsrate n:

Ox
= 5.25
" (14 7) bz (5:25)

Die Fertilitatsrate hangt wie im Modell mit Einkommensteuer positiv von
x und #, sowie negativ von z und b ab. Aufgrund der Tatsache, dafl wir
in diesem Modell die Ausbildungsausgaben fiir die Nachkommen besteuern,
erhohen sich die tatsédchlichen Ausbildungskosten fiir die privaten Akteure.
Es folgt daher, dafl n negativ von 7 abhéngt. Ob auf dem GGW n im Aus-

gabensteuersystem kleiner oder grofler als n im Einkommensteuersystem ist,
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kann nicht ohne weiteres beantwortet werden, da auch die jeweiligen Werte
fiir x und z von den jeweiligen Steuersétzen abhéngen, wie noch zu sehen

sein wird.

Die Modelldynamik

Die zeitliche Entwicklung des Schattenpreises A folgt aus 0H/0k = pA\ — A
und ist durch A/A = p+0—(1 — @) 2*[1 — (1 + 7) bn] gegeben. Wegen \/\ =
—¢/c folgt dann fiir die Modelldynamik:

(1—a)z*[l—=(1+7)bn] —p—o,

= 2[l-(1+7)bn]—1+7)x—0,

Q QT lo.

= 1z 4 1bnzt — . (5.26)

Dann hat das resultierende dynamische System die folgende Gestalt:

(1+7n)z—p—az*[1—(147)bn],

ISEIRSR SRR

oz 4 Thnz® Tt — 221 — (1 +7) bn] +

I+71)z+o0—n. (5.27)

Wir kommen nun zur Betrachtung des gleichgewichtigen Wachstumspfades

und konnen die folgende Behauptung aufstellen:

Satz 5.4 Das System besitzt einen eindeutigen gleichgewichtigen Wachstums-

pfad.

Beweis: Die Gleichung (¢/x) = 0 ist fiir

p+az®
= 5.28
o 1+7+ab ( )
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erfiillt und x ist fiir z > 0 positiv. Es bleibt noch zu zeigen, dafl (2/2) = 0 fiir
z € (0,+00) eine Losung besitzt. Dazu setzen wir den Gleichgewichtswert

fir z in (2/2z) = 0 ein und erhalten:

z = Rpgz ' + Ragz®"' — 2 (1 — Ra) — Q, (5.29)

mtR=(1+7+0)[1+7+ a@]fl und QQ =n—o—Rpsowieq =17 (1+ 7‘)71.

Wegen der Giiltigkeit von 1 — Ra > 0 resultiert fiir das Verhalten an den

Réndern des zulissigen Definitionsbereiches?:

lim (j) = 400, lim <Z> = —00. (5.30)

2—0 z—+o00 \ 2

Die Funktion ist stetig und streng monoton fallend, denn es gilt:

8(;?2) = (a—1)Raqz"? — Rpgz? — az*' (1 — Ra) < 0. (5.31)

Es ergibt sich, daf§ die Funktion f(z) = (£/2) fir z € (0, +00) die z-Achse
schneiden muf3, womit die Behauptung gezeigt ist. O
Wir kommen nun zur Stabilitdtsanalyse und kénnen die folgende Behaup-

tung aufstellen:
Satz 5.5 Das System ist sattelpfadstabil.

Beweis: Um Sattelpfadstabilitit zu zeigen, linearisieren wir das dynamische
System in der Néhe des Gleichgewichts!® (z, z) und bestimmen die Determi-
nante der Jacobi-Matrix:

A e (5.32)

z z—Z + —

s gilt: 1 —Ra >0 1>a(l+7+0)[1+7+0ab] ' &

l47+ad>a+ar+ad & 1+7>a(l+7)e 1>
0Wir werden im Folgenden aus Griinden der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (2 x 2)-Jacobi-Matrix, die
beziiglich der Eintrége j;x mit « = 1,2 und k£ = 1, 2 iiber die oben angegebene
Vorzeichenstruktur verfiigt. Die Eintrédge j;, ergeben sich unter Beriicksich-

tigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

gn = 22(1+74+a0) —p—az*=z(1+7+ab),
ji2 = —a’fxz®7h

Jan = (4+74+0)[z+4],

o = w470 —nto—(a+ D)

= —x(1+7+0)gz" —az" (5.33)

Eine negative Determinante der Jacobi-Matrix ist im (2 x 2)-Fall notwendig

und hinreichend fiir Sattelpfadstabilitét. Es folgt: det(J) < 0, wenn gilt:
(1 +74+ab) (joo) + 2?2 P (1+74+0)[z+¢] <0. (5.34)

Division durch z und (1 + 7 + a#) ergibt unter Verwendung der Definition
fir R, da die Ungleichung erfiillt ist, wenn a2 'R [z + ¢q] < — (j22) gilt.
Ersetzen von (jgg) fithrt zu a?Rz% + o?Rz*7'q¢ < z (1 4+ 7+ 0) gz7* + az®.

Dies ist der Fall, wenn der folgende paarweise Vergleich erfiillt ist:

o’R2™ < az®,

?R*'q < x(1+7+0)qz " (5.35)

Die erste Ungleichung ist erfiillt, wenn aR < 1 gilt. Dies wurde bereits ge-
zeigt. Die zweite Ungleichung ist erfiillt, wenn nach Substitution von x un-
ter Verwendung von R die Ungleichung aRaz* < Rp + Raz® gilt. Wegen

aRoz® < Raz® ist das der Fall. O
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Wir wollen noch die resultierende Wachstumsrate w* auf dem gleichge-
wichtigen Wachstumspfad betrachten. Dabei ist die gleichgewichtige Wachs-

tumsrate w* wie folgt gegeben:

w=z2—2(14+71)bn—(1+7)x — 0. (5.36)

Wegen 2% (1 + 7) bn = 6z ist die Wachstumsrate w* dann positiv, wenn z* >
z (1 + 7+ 60)+ o gilt. Die Substitution von x fiithrt unter Verwendung von R
zu der Ungleichung z* > Rp+aRz*+o0. Die gleichgewichtige Wachstumsrate

ist schlieBllich positiv, wenn gilt:

> [RpJFU];. (5.37)

1—aR
Eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate impliziert die Einhaltung der

Budgetbeschréankung der privaten Akteure. Das bedeutet, dafi der Output die

gesamten Brutto-Ausgaben (Ausgaben zuziiglich Steuerlast) decken musf.

Die Modellsimulation

Wir starten wieder mit der Basiskonfiguration, und es gelte: Wir nehmen fiir
den Nutzenparameter ¢ = 0,5 und fiir den Produktionsparameter o = 0,6
an. Fiir die Abschreibungsraten gelte 0 = n = 0,10. Die Zeitpriferenzrate
sei p = 0,025, und die Ausbildungskosten seien b = 20. Beziiglich der Va-
riation des Steuersatzes 7 ergeben sich dann die in Tabelle 5.3 dargestellten

Resultate.
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Tabelle 5.3: Variation der Ausgabensteuer bei konstanter Population

T T z n w

0,08 10,20 | 0,23 | 1,11 | 0,09
0,101 0,21 | 0,27 | 1,06 | 1,48
0,121 0,23 | 0,31 | 1,02 | 2,73
0,141 0,24 | 0,34 | 0,99 | 3,86
0,16 | 0,25 | 0,38 | 0,95 | 4,91

In Tabelle 5.3 ist wieder n = n100 die Fertilitdtsrate in Prozent und & =
w100 die Wachstumsrate in Prozent. Es zeigt sich wieder, dal ein Anstieg
des Steuersatzes die Wachstumsrate erhoht und die Fertilitédtsrate reduziert.
Ferner ergibt sich, dal eine Steuererhchung, welche die Wachstumsrate von
etwa 0 Prozent auf etwa 5 Prozent ansteigen laf3t, die Werte fiir x und z nicht

in dem Mafle erhoht, wie dies beim Einkommensteuerregime der Fall war.

Wir wollen nun fiir einen gegeben Steuersatz von 7 = 0,12 die Ausbil-
dungskosten b variieren. Dabei zeigt sich wieder, dafl sowohl x und z als auch
die Wachstumsrate w unverandert bleiben, wahrend sich fiir die Fertilitats-

rate die Verdnderungen wie in Tabelle 5.4 ergeben.
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Tabelle 5.4: Variation der Ausbildungskosten im Ausgabensteuermodell bei

konstanter Population

7=0,12

b 18 19 20 21 22
n 1,14 1 1,08 | 1,02 | 0,97 | 0,93

Es zeigt sich, daf eine Erhohung der Ausbildungskosten um eine Einheit die
Fertilitatsrate zwischen 0,06 und 0,04 Prozentpunkte absinken 148t. Damit
verhélt sich die Reaktion der Fertilitatsrate auf eine Verdnderung der Aus-

bildungskosten dhnlich wie im Einkommensteuersystem.

5.2.3 Das Modell mit Pauschalsteuer

Die Bemessungsgrundlage fiir die Pauschalsteuer sind die Akteure selbst.
Fiir L = 1 (normiert) ist dann das aggregierte Steueraufkommen gleich der

Pro-Kopf-Steuerlast.

Das Modell

Das Modell besteht wieder aus der Nutzenfunktion U(c,n) = Inc+6Inn und

den folgenden beiden Kapitalakkumulationsgleichungen:
k= ¢%k"*—c—bng®k** —T — ok,

= [1-bn]g°k'*—c—T — ok,

g = T —ng. (5.38)
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Wir bilden wieder die Hamiltonfunktion in laufenden Werten H(c,n,k) =
Inc+6Inn+ )J%(c, n, k) und erhalten bei Betrachtung des kompetitiven Falles

die notwendigen Bedingungen wie folgt:

87]—! = } — )\ — 0 = )\ — 0717
Oc c
of = v_ Abg® k'™ =0,
on n
H :
85’1{: = MN1—a)[l —bn]g*k'™* — Ao = pA — ), (5.39)

mit der Transversalitdtsbedingung lim; ., o, e ?"A(¢)k(t) > 0. Es gelte wieder
r =ck ' und z = gk~'. Aus den Bedingungen 0H/dc = 0 sowie 0H/On = 0
folgt fiir die Fertilitdtsrate n:

_9$

_bzioé.

(5.40)

n

Die Fertilitédtsrate hingt wiederum positiv von x und 6, sowie negativ von z

und b ab.

Die Modelldynamik

Die Entwicklung des Schattenpreises \ ergibt sich aus 0H/0k = p\ — A und
ist durch A\/XA = p+0— (1 — a) [1 — bn] 2* gegeben. Wegen \/\ = —¢/c folgt

dann:
&
S = (1-—a)[l=bn]z*—p—o0,
' T
: = [1—bn]zo‘—x—g—a,
) T
I =~y (5.41)
9 9
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Es gelte x = ck™! und 2z = gk~!'. Dann hat das resultierende dynamische

System fiir n = 0z [bz*]"" die folgende Gestalt:

i T

%E :L‘(l—i-oz@)—l—g—p—ozza,

z T T

- = 1+6 — 4+ — —n—z% 5.42
- x(1+ )+g+k—i—0 n—z (5.42)

Bevor wir fortfahren, miissen wir noch eine Regel finden, nach der die Pau-
schalsteuer festgesetzt wird. Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad ist
wy = T'g~' —n. Dabei ist 7 eine Konstante und w, ist positiv, wenn Tg~" > 7
erfiillt ist. Da ¢ auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad zunimmt, kann
eine konstante gleichgewichtige Wachstumsrate w, nur erreicht werden, wenn
auch T nach einer bestimmten Regel wéchst. Es bieten sich hier verschiedene
Steuerregime an, wobei wir annehmen wollen, dafl die Steuerfestlegungsregel
von den privaten Akteuren nicht antizipiert wird. Das bedeutet, dafl die Steu-
erregel nicht im Optimierungskalkiil beriicksichtigt wird. Prinzipiell konnte

T proportional zu den Modellkomponenten
e Output
e Ausgaben
e Privates physisches Kapital
e Offentliches Infrastrukturkapital

wachsen. Wir wollen im Folgenden lediglich die ersten beiden Fille betrach-

ten.
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Pauschalsteuer - Teil 1

Wir betrachten nun den Fall, daf die Pauschalsteuer proportional zum Out-
put wichst. Es gilt also fiir das Steueraufkommen: T' = 7¢“k'~%, sowie ent-
sprechend T¢g~! = 72! und Tk™! = 72%. Ersetzen von T im reduzierten
dynamischen System ergibt:

= z(l+ab)+ 2%t —a) —p,

= o(1+0)+2 +22(r—1)+0—1n. (5.43)

ISHRNEE SN

Satz 5.6 Das System besitzt wegen [(a — ) R+ 7 — 1] < 0 einen eindeuti-
gen gleichgewichtigen Wachstumspfad. Dabei ist: R = (1 +6)[1 + a@]fl.

Beweis: Wir betrachten zuerst die Gleichung (i/z) = 0 und erhalten als

Losung:

p+ (a—7)2"
T = :
1+ ab
Wir kommen nun zu: (2/z) = 0. Mit z(14+60) = Rp + (o —7) Rz® und

(5.44)

q = Rp + o — n erhalten wir fiir (2/2) = 0:
z =q+72 "+ [(a—T)R+T7—1]2% (5.45)
2

Fiir [« —7)R+7—1] <0 und z € (0, +00) ergibt sich'!:

lim <Z> = 400, lim (Z> = —00. (5.46)

z—0 \ 2 z—+00 \ 2
Wenn die Funktion nun streng monoton fillt, dann mufl aufgrund des stetigen

Verlaufs eine Nullstelle existieren. Wir betrachten daher:
(/)

0z
HEs gilt: (@« —T)R+7-1<0& (a—-7)(1+0)<(1-7)(1+ab) &

=7(a-1)2"?+afla—7)R+7-1]2"" <0. (5.47)

a—T+al—T0<1l+al—T—Tal S a—-—T0<1—T0b0 &

T -1 <1—as710(a—1) <1—a. Gilt wegen a < 1.



60 5.2.3 Das Modell mit Pauschalsteuer

Damit ist aufgrund von [(aw — 7) R + 7 — 1] < 0 ein gleichgewichtiger Wachs-
tumspfad gegeben. O

Das System ist sattelpfadstabil. Der Beweis befindet sich im Anhang. Wir
wollen noch die resultierende Wachstumrate w* auf dem gleichgewichtigen
Wachstumspfad betrachten. Dabei ist die gleichgewichtige Wachstumsrate

w* wie folgt gegeben:

T
W=z —bnz® —x — it (5.48)

Mit bnz® = Ox und Tk™! = 72% folgt, dal die Wachstumsrate positiv ist,
wenn 2% > z (14 60)+72*+ o gilt. Ersetzen von z und Auflésen nach z fiithrt

unter Verwendung von R zu:

Rp+o g
. 4
z= l-7—(a—7)R (5.49)

Eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate impliziert wieder die Einhal-

tung der Budgetbeschrankung der privaten Akteure.

Wir kommen nun zur Modellsimulation und starten mit der Basiskonfigu-
ration. Wir nehmen fiir den Nutzenparameter § = 0,5 und fiir den Produk-
tionsparameter o = 0,6 an. Fiir die Abschreibungsraten gelte 0 = n = 0, 10.
Die Zeitpriferenzrate sei p = 0,025, und die Ausbildungskosten seien b = 20.
Beziiglich der Variation des Steuersatzes 7 ergeben sich dann die in Tabelle

5.5 dargestellten Resultate.
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Tabelle 5.5: Variation der Pauschalsteuer-I bei konstanter Population

T T z n w

0,06 | 0,20 | 0,24 | 1,15 | 0,60
0,07 | 0,21 0,27 | 1,12 1,75
0,08 | 0,22 0,31 |1,10 | 2,84
0,09 | 0,22 | 0,34 | 1,07 | 3,89
0,10 | 0,23 | 0,37 | 1,05 | 4,89

In der Tabelle 5.5 ist wieder n = n100 die Fertilitdtsrate in Prozent und
@ = w100 die Wachstumsrate in Prozent. Es zeigt sich wieder, dafl ein Anstieg
des Steuersatzes die Wachstumsrate erhoht und die Fertilitatsrate reduziert.
Ferner ergibt sich wieder, dafl eine Steuererhohung, welche die Wachstums-
rate von etwa 0 Prozent auf etwa 5 Prozent ansteigen 1a3t, die Werte fiir
und z nicht in dem Mafle erhoht, wie dies beim Einkommensteuerregime der

Fall war.

Bei einer Variation der Ausbildungskosten b zeigt sich wieder, dafl sowohl
x und z als auch die Wachstumsrate w unverdndert bleiben. Ferner verhélt
sich die Reaktion der Fertilitatsrate auf eine Verdnderung der Ausbildungs-
kosten dhnlich wie im Einkommensteuersystem. Wir wollen daher auf eine

tabellarische Darstellung verzichten.



62 5.2.3 Das Modell mit Pauschalsteuer

Pauschalsteuersystem - Teil 11

Wir betrachten nun den zweiten Fall, dafl sich die Steuer proportional zu
den Ausgaben entwickelt. Dann gilt fiir das Steueraufkommen: T' = 7¢ +
Tbng®k!=®, sowie entsprechend: T'¢~! = 7ck kg '+ 7bng* k'~ = roz7 1 +
7bnz®"t und Tk™' = 7ck™! + 7bng®k~* = 72 + 7bnz®. Fiir das reduzierte

dynamische System resultiert dann:
= z[l+ad+7+70) —p—az,

= s[1+0+74+70)+2(1+0)127 -2 +0—n. (5.50)

ISHIRN SRR

Satz 5.7 Es sei R= (14047 +70)[1+af + 7 +70)"" definiert. Ferner
sei Q= (14+0)[1+ab +7+70]"" und ¢ = Rp+0—n. Dann existiert wegen
alR — 1 < 0 ein eindeutiger gleichgewichtiger Wachstumspfad.

Beweis: Wir beginnen mit (/) = 0 und erhalten als Losung:

p+az®
T = )
1+ab+71+70

(5.51)

Nun bleibt noch zu zeigen, dafl ein z € (0,+00) existiert, so dafi (2/z) =
0 erfiillt ist. Wir substituieren z[1 + 6 + 7 + 76] durch R (p + az®), sowie
z (1+6) durch Q (p + az®) und erhalten mit ¢ = Rp + o — n:

z

o= Rlp+az*)+Q(p+az)rzt —2%+0 -1,

= ¢+ (aR—1)2*+Qprz ' + Qraz* . (5.52)

Wegen @ > 0 und aR — 1 < 0 resultiert!?:

lim <Z> = +00; lim <Z> = —00. (5.53)

z—0 \ 2 z—+00 \ 2

12Wir ersetzen R in aR < 1 und erhalten:
at+abd+art+arf<l4+abl+7+70 &
all+7+70)<1474+70 & a<l.



5.2.3 Das Modell mit Pauschalsteuer 63

Wenn die Funktion nun streng monoton féllt, dann mufl aufgrund des stetigen

Verlaufs eine Nullstelle existieren. Wir betrachten daher:

0 (aZgZ) =a(aR—-1)2"+ (a—1)Qraz*? — Qprz"2 < 0. (5.54)

Damit ist aufgrund der Grenzwerte und des fallenden Verlaufes der Funktion
die Existenz einer Nullstelle und damit ein gleichgewichtiger Wachstumspfad
gesichert. O

Das System ist sattelpfadstabil. Der Beweis befindet sich im Anhang. Wir
wollen noch die resultierende Wachstumrate w* auf dem gleichgewichtigen
Wachstumspfad betrachten. Dabei ist die gleichgewichtige Wachstumsrate
w* wie folgt gegeben:

T
W=z —bn* —x — 7o (5.55)

Mit bnz® = 0z und Tk~ = 72 + 7bnz® folgt, dafl die Wachstumsrate positiv
ist, wenn 2% > x [1 + 0 + 7 + 70] 4 o gilt. Ersetzen von x und Auflésen nach

z fithrt unter Verwendung von R zu:

R 3
P U} . (5.56)

° {1 —aR
Eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate impliziert wieder die Einhal-
tung der Budgetbeschréinkung der privaten Akteure.

Wir fahren mit der Modellsimulation fort. Fiir die Basiskonfiguration gilt:
Wir nehmen fiir den Nutzenparameter ¢ = 0,5 und fiir den Produktionspa-
rameter « = 0,6 an. Fiir die Abschreibungsraten gelte o = n = 0,10. Die
Zeitpraferenzrate sei p = 0,025, und die Ausbildungskosten seien b = 20.

Beziiglich der Variation des Steuersatzes 7 ergeben sich dann die in Tabelle

5.6 dargestellten Resultate.



64 5.2.3 Das Modell mit Pauschalsteuer

Tabelle 5.6: Variation der Pauschalsteuer-1I bei konstanter Population

0,08 | 0,19 [ 0,23 | 1,16 | 0,11
0,10 | 0,20 | 0,27 | 1,13 | 1,50
0,12 10,22 (0,30 | 1,10 | 2,76
0,14 | 0,22 | 0,34 | 1,07 | 3,90
0,16 | 0,23 | 0,37 | 1,05 | 4,95

In der Tabelle 5.6 ist wieder n = n100 die Fertilitdtsrate in Prozent und
@ = w100 die Wachstumsrate in Prozent. Es zeigt sich wieder, dafl ein Anstieg
des Steuersatzes die Wachstumsrate erhoht und die Fertilitatsrate reduziert.
Ferner ergibt sich wieder, dafl eine Steuererh6hung, welche die Wachstums-
rate von etwa 0 Prozent auf etwa 5 Prozent ansteigen 1a3t, die Werte fiir x
und z nicht in dem Mafle erhoht, wie dies beim Einkommensteuerregime der

Fall war.

Bei einer Variation der Ausbildungskosten b zeigt sich wieder, dafl sowohl
x und z als auch die Wachstumsrate w unverdndert bleiben. Ferner verhélt
sich die Reaktion der Fertilitédtsrate auf eine Verdnderung der Ausbildungs-
kosten dhnlich wie im Einkommensteuersystem. Wir wollen daher wieder auf

eine tabellarische Darstellung verzichten.
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5.2.4 Vergleich

Wir wollen nun die verschiedenen Steuersysteme miteinander vergleichen.
Dabei soll uns die Frage interessieren, ob die Steuersysteme fiir vorgegebene
(bzw. &hnliche) Fertilitédtsraten unterschiedliche Wachstumsraten erzeugen,
und welche Reihenfolge sich dann gegebenenfalls ergibt. Der Vergleich ist
bei vier verschiedenen Steuersystemen bereits dann vollstdndig, wenn wir
drei Systeme paarweise miteinander vergleichen. Wir wollen die folgenden

Vergleiche betrachten:

e Einkommensteuer versus Pauschalsteuer-I

e Pauschalsteuer-1 versus Pauschalsteuer-11

e Pauschalsteuer-II versus Ausgabensteuer

Dabei zeigt sich, dal die beiden Pauschalsteuersysteme sehr dhnliche Resulta-
te liefern, so dafl wir uns auf die verbleibenden beiden Vergleiche beschrénken
konnen. Im Folgenden gilt wieder: n = n100 ist die Fertilitdtsrate in Pro-
zent und w = w100 ist die Wachstumsrate in Prozent. Wir starten mit dem

Vergleich des Einkommensteuersystems (E-Steuer) und des Pauschalsteuer-

I-Systems (P-Steuer-1I) in Tabelle 5.7.
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Tabelle 5.7: Vergleich Einkommensteuer versus Pauschalsteuer-1 bei kon-

stanter Population

E-Steuer P-Steuer-I

T n w T n

&

0,090 | 1,14 | 2,14 | 0,065 | 1,14 | 1,19
0,100 | 1,12 | 2,84 | 0,070 | 1,12 | 1,75
0,115 | 1,10 | 3,78 | 0,080 | 1,10 | 2,84
0,130 | 1,08 | 4,63 | 0,0875 | 1,08 | 3,63
0,140 | 1,06 | 5,15 | 0,095 | 1,06 | 4,40

Die Fertilitatsrate und die Wachstumsrate sind in Tabelle 5.7 jeweils auf zwei
Stellen gerundet. Damit sind die resultierenden Fertilitdtsraten unter den bei-
den Steuerregimen fiir vorgegebene Steuersétze nur ungefihr gleich. Dennoch
168t sich erkennen, dafl das Einkommensteuersystem bei etwa gleichen Ferti-
litdtsraten eine Wachstumsrate liefert, die im Durchschnitt etwa einen Pro-
zentpunkt oberhalb der entsprechenden Wachstumsrate des Pauschalsteuer-
[-Systems liegt.

Da in beiden Steuersystemen steigende Steuersitze im relevanten Bereich
mit steigenden Wachstumsraten verbunden sind, gilt offenbar, daf sich eine
gegebene Fertilitdtsrate im Einkommensteuersystem mit einem vergleichs-
weise wachstumsfreundlicheren Steuersatz erzeugen 148t. Wenn man also aus
demografischen Griinden die Fertilitdtsrate fixieren mdochte, dann ist unter

Wachstumsgesichtspunkten das Einkommensteuersystem dem Pauschalsteuer-
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[-System vorzuziehen. Wir kommen nun zum Vergleich des Pauschalsteuer-I1-
Systems (P-Steuer-II) mit dem Ausgabensteuersystem (A-Steuer) in Tabelle
5.8.

Tabelle 5.8: Vergleich Pauschalsteuer-1I versus Ausgabensteuer bei kon-

stanter Population

P-Steuer-11 A-Steuer

T n w T n w

0,095 | 1,14 | 1,17 | 0,0675 | 1,14 | —0,88
0,105 | 1,12 | 1,83 | 0,075 | 1,12 | —0,29
0,120 | 1,10 | 2,76 | 0,085 | 1,10 | 0,45
0,135 | 1,08 | 3,62 | 0,090 | 1,08 | 0,80
0,150 | 1,06 | 4,43 | 0,100 | 1,06 | 1,48

Die Fertilitdtsraten sind in Tabelle 5.8 jeweils wieder gerundet und damit
nur ungefiahr gleich. Es zeigt sich, daf§ das Pauschalsteuer-I1-System bei etwa
gleichen Fertilitédtsraten eine Wachstumsrate liefert, die im Durchschnitt et-
wa zwei bis drei Prozentpunkte oberhalb der entsprechenden Wachstumsrate
des Ausgabensteuersystems liegt. Offenbar gilt, daf sich eine gegebene Fer-
tilitdtsrate im Ausgabensteuersystem nur mit einem vergleichsweise wachs-
tumsunfreundlichen Steuersatz erzeugen lafit. Dieses Ergebnis ist durchaus
plausibel, da die Ausgabensteuer die tatsédchlichen Ausbildungskosten erhoht
und damit in direkter Weise negativ auf die Fertilitdtsrate wirkt. Wir wol-

len nun abschliefend die Ergebnisse in Tabelle 5.9 in einer Gesamtiibersicht
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zusammenfassen.

Tabelle 5.9: Gesamtvergleich der Steuersysteme bei konstanter Population

N | Weink | Wpausch—I | Wpausch—IT | Wausg
1,14 ] 2,14 | 1,19 1,17 | —0,88
1,12 2,84 | 1,75 1,83 | —0,29
110 | 3,78 | 2.84 2,76 | 0,45
108|463 363 3.62 | 0,80
1,06 | 5,15 | 4,40 4,43 | 1,48

Wir konnen feststellen, dafl das Einkommensteuersystem fiir gegebene Fer-
tilitdtsraten die vergleichsweise hochsten Wachstumsraten erzeugt, wéahrend
das Ausgabensteuersystem die vergleichsweise niedrigsten Wachstumsraten
generiert. Der Unterschied bei den resultierenden Wachstumsraten liegt im-
merhin bei etwa drei bis fast vier Prozentpunkten. Offenbar macht sich hier
der negative Direkteffekt der Ausgabensteuer auf die Fertilitdtsrate doch
recht deutlich bemerkbar. Eine gegebene Fertilitatsrate ist unter dem Ausga-
bensteuersystem scheinbar nur mit einem relativ wachstumsunfreundlichen
Steuersatz zu erreichen. Die beiden Pauschalsteuersysteme unterscheiden sich
nicht wesentlich und nehmen beziiglich der Wachstumsrate eine mittlere Po-
sition ein. Wir erhalten insgesamt fiir eine gegebene Fertilitdtsrate also die

folgende Reihenfolge beziiglich der Wachstumsrate:

Weink = Wpausch—I = Wpausch—IT > wausg- (557)
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5.3 Das Modell mit variabler Population

Wir gehen nun davon aus, dafl aus institutionellen Griinden keine Einwande-
rung m = 0 stattfinden kann, wie es auch fiir die Welt als Ganzes gilt. Wir
betrachten also eine Welt mit nur einem Land. Dann gilt fiir die zeitliche
Entwicklung des Bevélkerungsbestandes L = (n — d) L, und wir miissen nun
zwischen aggregierten und Pro-Kopf-Gréflen unterscheiden. Im allgemeinen
kann nun die Fertilitdt von der Mortalitdt abweichen (n # d) und wir er-
halten mit LL~' = (n — d) eine weitere Gleichung, welche das dynamische
Verhalten unseres Systems beschreibt. Wir werden noch sehen, daf§ dadurch
der Populationsbestand L zu einer modell-endogenen Variable wird. Fiir die
zeitliche Entwicklung des physischen Kapitals £ und des Infrastrukturkapitals
g ergibt sich:

k= ¢g*k' [l —bn]—TL ' —c—ok—(n—d)k,

g = TLT"—ng—m(n—d)g. (5.58)

Wir wollen nun wieder verschiedene Steuerregime unterscheiden. Wir be-
handeln dabei den Fall der Einkommensteuer und den der Ausgabensteuer
und verzichten diesmal auf die Betrachtung von Pauschalsteuersystemen. Wir

starten mit dem Einkommensteuersystem.

5.3.1 Das Modell mit Einkommensteuer

Die Bemessungsgrundlage fiir die Steuer ist wieder der Output und wir er-
halten fiir das aggregierte Steueraufkommen 7' = 7 (¢L)* K17 = 7¢g*k'~*L.

Dabei ist 7 € (0, 1) der Einkommensteuersatz.
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Das Modell

Das Modell besteht aus der Nutzenfunktion U(e,n) = In c¢+6 Inn, den beiden
Kapitalakkumulationsgleichungen und der Gleichung fiir die Bevolkerungs-

entwicklung:

k= (1—7—=bn) gk —c—ok—(n—d)k,

= 79°k' LT —ng —7g(n—d),

L (n—d)L. (5.59)
Wir betrachten wieder den kompetitiven Fall und bilden die Hamiltonfunkti-

on in laufenden Werten H(c,n, k) = Inc+ 60 1nn+ \k(c,n, k). Dann erhalten

wir die folgenden Optimalitdtsbedingungen:

1
of _ 1 5y = A=c,
Oc c
on = g—)\bgo‘klfa—)\k:(),
on n
H
%k = Nl—-a)g*k ™ *[l—=7=bn]—Xo—A(n—d) =

= pA— A, (5.60)

mit der Transversalitdtsbedingung lim; ., o, e ?*A(¢)k(t) > 0. Es gelte wieder
r =ck ' und z = gk~'. Aus den Bedingungen 0H/dc = 0 sowie 0H/On = 0
folgt fiir die Fertilitédtsrate n:

Ox

nzl—i—bza'

(5.61)

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad (GGW) muf} stets n = d gelten.
In der Ungleichgewichtssituation ist n variabel und hingt positiv von x und

0, sowie negativ von z und b ab. Wir erhalten wie im Fall der konstanten
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Population: # — 0 = n — 0. Falls die Ausbildungskosten fiir die Nachkom-
menschaft verschwindend gering sind (b — 0), so folgt diesmal allerdings,
daBl die Fertilitdtsrate den endlichen Wert n = #z annimmt.

Wir kommen nun zur Budgetbeschrankung der privaten Akteure. Da-
bei wollen wir Kreditaufnahme ausschlieen und miissen daher fordern, dafl
der Netto-Output (das ist der Output abzuglich der Steuerlast) zu jedem
Zeitpunkt die gesamten Ausgaben deckt. In Pro-Kopf-Grofien ergibt sich als
Budgetbeschriakung fiir die privaten Akteure:

c+bny <(1—1)y. (5.62)

Unter Verwendung der Optimalitédtsbedingung fiir n resultiert, daf§ die Be-

schrinkung erfiillt ist, wenn gilt:

1—171
< «, .
x_{1+6’}2 (5.63)

Die Modelldynamik

Die Entwicklung des Schattenpreises A ergibt sich aus 0H/0k = p\ — A und
ist durch A/A = p+0—(1 — @) 2% [1 — 7 — bn]+(n — d) gegeben. Wir erhalten
schlieBlich wegen A/ = —¢/c:

l—a)z[l—=7—bn]—p—0—(n—4d),

l—7—bn|z—2—0—(n—4d),

2 LT - — 1 (n—d). (5.64)

QQ F oo

Es gelte z = ¢k~ und 2z = gk~—'. Wir bestimmen: & /z = ¢/c—k/k und i/z =

g/g— k /k unter Verwendung von 6z = n+nbz®. Dann hat das resultierende
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dynamische System mit Beriicksichtigung des Bevolkerungswachstums die

folgende Gestalt:

L r—p—az*(l—7—10bn),

r

oo ppenipiow —2(1-7)+Q+ (1+0)x —mn,

z

L Ox

Z = —d 5.65
L 14+bze (5.65)

mit Q@ = 0 —n — (1 —m)d — mn. Der gleichgewichtige Wachstumspfad sei
dadurch definiert, dal ¢, £ und ¢ mit der gleichen Rate wachsen, wahrend
die Bevélkerung nicht wachsen soll. Das bedeutet, dafi L = & = # = 0 erfiillt

sein muf. Die resultierenden Werte fiir z, x und L lauten wie folgt:

_ [ d—0p «
© T |lab(l—7—bd)—bd|
_[d (1 +b2%)
= [
* l-al =7
L= |WEn)z ] , (5.66)
T

mit: w* = 2% (1 — 7 — bd) — x — 0. Es wird sich noch zeigen, dafl aus Stabi-
litdtsgriinden fa (1 — 7 — bd) < bd gelten muf. Daher mufl wegen der Nicht-
negativitdt von z auch d < fp erfiillt sein. Wir fahren nun mit der Stabi-

litdtsanalyse fort:
Satz 5.8 Das System ist sattelpfadstabil, wenn Oa (1 —7bd) < db und p +
f(m) < (1 —a)[w* +n] erfillt sind.

Beweis: Um Sattelpfadstabilitéit zu zeigen, linearisieren wir das dynamische

System in der Nithe des Gleichgewichts'® (z, z, L) und bestimmen die Deter-

3Wir werden im Folgenden aus Griinden der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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minante und die Spur der Jacobi-Matrix:

T T — 7T + — 0
s l=J| 2—z |; J=1| 2 2 + |. (5.67)
L L—1L + — 0

Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (3 x 3)-Jacobi-Matrix, die
beziiglich der Eintrdge j;; mit ¢« = 1,2,3 und k£ = 1,2,3 iiber die oben
angegebene Vorzeichenstruktur verfiigt. Die Eintrége j;; ergeben sich unter

Beriicksichtigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

Jjun = =+ abdz?,

ab2d2
Ji2 = —ra?2 V1 — 7 —bd + z ,
Ox
j13 - 07
d
ju = (1+0)z— "=,
abdQ
Joo = (@ —=1)72 'LV —az(1—1) + s % ;
Ox
Jos = (1—m)72%L7",
) Ld
31 = —,
x
. az® bd?L
J32 = 7{935 )
Jss = 0. (5.68)

Im (3 x 3) - Fall stellt eine positive Determinante in Kombination mit einer
negativen Spur Sattelpfadstabilitit sicher. Der Sattelpfad ist dann eine zwei-

dimensionale Mannigfaltigkeit'*. Wir beginnen mit der Determinante und

HSiehe hierzu Wirl (1997), sowie den Anhang in dieser Arbeit.
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erhalten det(J) = — (ja3) [(J11) (J32) — (J31) (J12)]. Wegen (j3) > 0 ist die
Determinante positiv, wenn (ji1) (js2) < (Js1) (j12) erfullt ist. Einsetzen und

Umformen fiihrt nach einigen elementaren Schritten zu:
fa (1 —7 —bd) < bd. (5.69)

Der obige Ausdruck représentiert den Nenner von z®. Damit die Nichtne-
gativitdtsbedingung fiir z eingehalten werden kann, mufl zusétzlich d < 6p
gelten. Wir wollen nun noch die Stabilitdtsuntersuchung mit der Betrachtung

der Spur sp(J) = (j11) + (Jo2) fortsetzen. Einsetzen und Umformen ergibt:

Tazbd?
Ox

Im Gleichgewicht gilt p = z — @z®[1 — 7 — bd] sowie T2

sp(J)=ax —az"[1 — 7 —bd] + +(a— 1)z 'L (5.70)

Oé*lLl*ﬂ' = ¥ + n.

Ferner gilt: Ox = d (1 4 bz®). Es resultiert schlieflich, da§ die Spur negativ
ist, wenn gilt:
madbz®

p+ f(m) <(l—a)w +n]; f(m) = b (5.71)

Dabei gilt die Abschidtzung f(m) < mad. Die Spur ist also negativ, wenn
p+mad < (1 —a)[w* + 7] gilt. Wenn p < (1 — «) n erfiillt ist, und ferner die
gleichgewichtige Wachstumsrate w* positiv ist, so ist die obige Bedingung fiir
hinreichend kleines 7 stets erfiillt. Damit stellt die Kombination aus positiver
Determinante und negativer Spur die Existenz zweier negativer Eigenwerte

sicher. 0O

Steuerpolitik und Wachstumsrate

Wir wollen noch die resultierende Wachstumrate w* auf dem gleichgewichti-
gen Wachstumspfad betrachten. Dabei ist die gleichgewichtige Wachstums-

rate durch w* = (1 — @) 2*[1 —7 — bd] — p — o gegeben. Eine notwendige
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Bedingung fiir positives Wachstum ist durch 1 —7—bd > 0 < 7 < 1 —bd ge-

geben. Wir haben folglich mit 7,,) = 1 —bd bereits einen ersten Ausdruck fiir

die Steuerobergrenze 7,. Wir kommen spéter noch darauf zuriick. Auflésen

nach z ergibt, dafl die gleichgewichtige Wachstumsrate positiv ist, wenn gilt:
pt+o .

z > Qo) i—7—bd)| - (5.72)

Eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate impliziert die Einhaltung der
oben behandelten Budgetbeschrankung. Ferner kénnen wir feststellen, daf3
die gleichgewichtige Wachstumsrate w* eine Funktion des Steuersatzes 7 ist,
so daf gilt: w* = w*(7). Wir wollen daher den Steuersatz 7 bestimmen, der

die gleichgewichtige Wachstumsrate maximiert und erhalten:

Satz 5.9 Der Steuersatz 7 = a+¢ mit a = 1 —bd—bd (0o) ™" mazimiert die
gleichgewichtige Wachstumsrate w*, falls a > 0 erfillt ist. Dabei gilt: € > 0

und € = 0.

Beweis: Wir betrachten hierzu die gleichgewichtige Wachstumsrate w* =
(1 —a)z*[1 =7 —bd] — p — o. Wir substituieren den Gleichgewichtswert z
und kénnen nach einigen Umformungen feststellen, dal die Maximierung von
w* dquivalent zur Maximierung von & (7) = (g1 — 7) [af7 — go] " ist. Dabei
ist g =1 —bd und ¢2 = af — abbd — bd. Wir betrachten nun die Reaktion

von @ auf die Variation des Steuersatzes 7 und erhalten:

0 (7) bd
— < 0. 5.73
or (afT — o) (5:73)

Es zeigt sich, dafl 7 so niedrig wie moglich gewéhlt werden sollte. Die untere

Schranke fiir 7 ergibt sich aus der Stabilitatsbedingung 0o (1 — 7 — bd) < bd.
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Umstellen nach 7 ergibt, daB 7 > 1 — bd — bd ()" gelten muf, woraus die
Behauptung folgt. O

Es sei noch erwahnt, dafl die gleichgewichtige Wachstumsrate fiir 7 = «a
gegen +o0 strebt. Dies ist natiirlich kein realistisches Resultat. Es ist daher
im Rahmen von Politikanalysen erforderlich, den Bereich der frei wéhlba-
ren Steuerséitze so einzuschrianken, dafi er mit realistischen Wachstumsraten
korrespondiert. Ferner ist fiir a < 0 der Steuersatz 7 = 0 ein Wachstumsra-
tenmaximierer. Dies ist ebenfalls kein realitétsnahes Ergebnis, da Steuersitze
von Null nicht praxisrelevant sind. Dariiberhinaus ergibt sich, dafl in diesem
Fall der gleichgewichtige Bevolkerungsbestand L gegen +oo streben wiirde.
Fiir den Fall a < 0 wére daher die Annahme einer institutionell gegebenen

Steuersatzuntergrenze 7, sinnvoll.

Wir kommen nun zu den steuerpolitischen Spielraumen des Staates. Diese
sind durch das offene Intervall (7,,7,) gegeben. Dabei ist die Untergrenze
bereits ermittelt. Zur Bestimmung der Obergrenze betrachten wir erneut die
Bedingung w* > 0 und ersetzen in Gleichung (5.72) den Gleichgewichtswert z.
Wir l6sen nach 7 auf und erhalten als Ergebnis 7,2) = 1—bd—Q2Q1_1 = To(1)—
Q2Q7" mit Q; = 0p +0oab + (a—1)d und Qy = (p+ o) db > 0. Dabei ist
()1 wegen 0p > d positiv. Ferner kénnen wir feststellen, dafl 7,2) < 7,01 gilt.
Damit ist 7, = 7,(2) die bindende Steuerobergrenze und der steuerpolitische

Spielraum (7,,7,) des Staates ist wie folgt bestimmt:

bd
w = 1—bd— —,
T af
o= 1—bd- @2 (5.74)

Q1
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Wir wollen jetzt noch zeigen, dafl die Menge (7, 7,) nicht leer ist. Das ist der
Fall, wenn 1 — bd — bd (049)_1 <1 —bd — Q.Q7" erfiillt ist. Die Substitution
von ()7 und ()2 ergibt nach einigen Umformungen, dafl die Existenz eines

steuerpolitischen Spielraumes wegen 6p > d gesichert ist.

Die Modellsimulation

Wir gehen bei der Simulation des Modells wie folgt vor. Zuerst legen wir
die Basisparameter fest. Dann ermitteln wir den Bereich (7,,7,), der fur
die Steuerpolitik des Staates relevant ist. Anschliefend untersuchen wir die
Auswirkungen verschiedener Steuerséitze auf das System. Dabei interessieren
uns besonders die gleichgewichtige Wachstumsrate und der gleichgewichtige

Bevolkerungsbestand.

Wir starten mit der Basiskonfiguration. Hierbei nehmen wir fiir den Nut-
zenparameter # = 0,5 und fiir den Produktionsparameter o = 0,6 an. Fiir
die Abschreibungsraten gelte ¢ = n = 0,10 und die Zeitpriferenzrate sei mit
p = 0,025 gegeben. Ferner nehmen wir die Mortalitdatsrate mit d = 0,012
an. Der Rivalisierungsgrad der Nutzung des offentlichen Infrastrukturkapi-
tals sei durch m = 0,5 gegeben. Der Ausbildungsparameter b liefert dann in
Tabelle 5.10 fiir unterschiedliche Werte jeweils verschiedene steuerpolitische

Spielrdume.
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Tabelle 5.10: Steuerpolitische Spielrdume im Einkommensteuermodell bei

variabler Population

17 10,1160 | 0,1196
17,51 0,0900 | 0,0937
18 10,0640 | 0,0678

Es zeigt sich in Tabelle 5.10, daf steigende Ausbildungskosten b mit sinken-
den Steuersétzen verbunden sein miissen. Dabei ergibt sich auch, dafl die
Steuersétze sehr sensitiv auf eine Verinderung der Ausbildungskosten rea-
gieren. So bewirkt beispielsweise eine Variation der Ausbildungskosten um
Ab = 1 nahezu eine Halbierung (bzw. Verdoppelung) der Steuersétze. Ferner
ergibt sich, daf} die steuerpolitischen Spielrdume des Staates sehr klein sind,

wenn
e pos. Gleichgewichtswachstum mit nichtnegativen Gleichgewichtswerten
e Sattelpfadstabilitit des Systems

realisiert werden soll. Der steuerpolitische Spielraum des Staates liegt fiir die

angenommenen Ausbildungskosten bei etwa 0,36 bis 0,38 Prozentpunkten.

Wir wollen nun im Rahmen dieser Moglichkeiten die Steuerséitze variieren,

und betrachten hierzu die Tabelle 5.11:
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Tabelle 5.11: Variation der Einkommensteuer bei variabler Population

b T x z L o | sp(J)

17 10,1195 (0,22 | 0,29 | 0,28 | 0,39 | —
0,1190 | 0,25 | 0,38 | 0,51 | 2,54 | —
0,1185 | 0,30 | 0,51 | 1,01 | 5,57 | —

17,5 10,0935 | 0,22 | 0,29 | 0,49 | 0,77 —
0,0930 | 0,26 | 0,38 | 0,89 | 2,99 —
0,0925 | 0,30 | 0,51 | 1,76 | 6,10 —

18 |0,0675 0,230,290 [ 1,01 |1,15| —
0,0670 | 0,26 | 0,38 | 1,84 | 3,43 | —
0,0665 | 0,31 | 0,51 | 3,64 | 6,63 | —

In der Tabelle 5.11 ist @ = w100 die Wachstumsrate in Prozent und sp(.J) das
Vorzeichen der Spur der Jacobi-Matrix. Es ergibt sich, dafl die Spur sp(J) in
allen betrachteten Féllen negativ ist, so daf sich stets Sattelpfadstabilitét er-
gibt. Ferner zeigt sich fiir unterschiedliche Ausbildungskosten b, daf} sinkende
Steuersitze zu steigenden Werten fiir  und z fithren. Dabei ergibt sich ein
relativ stabiles Muster. Scheinbar ergeben dhnlich grofie Differenzen zwischen
Steuerobergrenze und Steuersatz jeweils dhnliche Werte fiir z und z. Deswei-
teren gehen sinkende Steuersétze mit steigenden Bevolkerungsbestéanden L
und steigenden Wachstumsraten einher, wobei sowohl die Bevolkerung als
auch das Wachstum auf geringe Steuersatzédnderungen sehr sensitiv reagie-

ren. So fiithrt eine Steuersatzénderung von 0,10 Prozentpunkten bereits zu
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einer Vervielfachung des gleichgewichtigen Bevolkerungsbestandes.

5.3.2 Das Modell mit Ausgabensteuer

Die Bemessungsgrundlage fiir die Ausgabensteuer ist durch die Gesamt-
ausgaben (also Konsumausgaben zuziiglich den Ausbildungskosten fiir die
Nachkommenschaft) gegeben. Dann gilt fiir das aggregierte Steueraufkom-
men T = 7C+7bn (gL)* K'™* = 7¢L +1bng*k! L. Dabei ist 7 € (0,1) der

Ausgabensteuersatz.

Das Modell

Das Modell besteht aus der Nutzenfunktion U(e, n) = In c¢+6 Inn, den beiden

Kapitalakkumulationsgleichungen und der Gleichung fiir das Bevolkerungs-

wachstum:
k= 1—(147)bn]gk = (1+71)c—0ck—(n—d)k,
=7 [c + bngakl’o‘} LY ™ —ng—n(n—d)g,
L = (n—d)L. (5.75)

Wir betrachten wieder den kompetitiven Fall und bilden die Hamiltonfunk-
tion in laufenden Werten H(c,n, k) = Inc+ 0 Inn + Me(c, n, k) und erhalten

die Optimalitdtsbedingungen wie folgt:

0oH 1

o= N1+ = 147)=c?

56 . A1+7)=0 = A1+71)=c",

0OH 0

= = I _ 1 arl-a —

. - A(1+7)bg%k M =0,

%IZ = AN1l—-a)g*k ™ *[1—(1+7)bn]— Ao —A(n—d) =

= pA— A, (5.76)
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mit der Transversalitidtsbedingung lim; ., o, e **A(¢)k(t) > 0. Es gelte wieder
r = ck™! und 2 = gk~'. Dann folgt aus den Bedingungen 0H/Oc = 0 und
OH/0On = 0 fiir die Fertilitatsrate n:

Ox

SR Ry Ao

(5.77)

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad (GGW) mufl wieder stets n = d
gelten. In der Ungleichgewichtssituation ist n variabel, und die Fertilitéts-
rate hingt wie im Modell mit Einkommensteuer positiv von x und 6, sowie
negativ von z und b ab. Aufgrund der Tatsache, dafl wir in diesem Modell
die Ausbhildungsausgaben fiir die Nachkommen besteuern, erhéhen sich die
tatsdchlichen Ausbildungskosten fiir die privaten Akteure. Es folgt daher,
dafl n negativ von 7 abhéngt. Ob auf dem GGW n im Ausgabensteuersy-
stem kleiner oder grofler als n im Einkommensteuersystem ist, kann nicht
ohne weiteres beantwortet werden, da auch die jeweiligen Werte fiir x und z
von den jeweiligen Steuersédtzen abhéngen, wie noch zu sehen sein wird. Wir
erhalten wieder: § — 0 = n — 0. Sowie b — 0 = n — fz.

Wir kommen zur Budgetbeschrankung der privaten Akteure. Da wir Kre-
ditaufnahme wieder ausschlieBen wollen, mufl der Output die gesamten Brut-
toausgaben (das sind die Ausgaben zuziiglich der Steuerlast) zu jedem Zeit-

punkt decken. In Pro-Kopf-Gréfien resultiert dann als Budgetbeschréankung:
(I+7)e+(1+71)bny <y. (5.78)

Unter Verwendung der Optimalitédtsbedingung fiir n folgt, dafi die Budget-

beschrinkung eingehalten wird, wenn gilt:

ZOé

< —. 5.79
T 14740 (5.79)

X
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Die Modelldynamik

Die zeitliche Entwicklung des Schattenpreises A ergibt sich aus der Opti-
malititsbedingung dH/0k = pA — A und ist durch die Gleichung A\/A =

p+o—(1—-a)z*[l—(1+7)bn| + (n—d) gegeben. Wir erhalten wegen

M= —¢/e:

Q|Q F oo

I—a)z[1=(1+71)bn]—p—0—(n—4d),

XN —AQ+7)n]—(1+717)z—0—(n—d),
TLzlﬂ [t +bnz]—n—7(n—d). (5.80)

Es gelte x = ck™! und 2z = gk~!. Dann hat das resultierende dynamische

System unter Beriicksichtigung des Bevolkerungswachstums die folgende Ge-

stalt:

w88

L
L

(I+71)x—p—az*[l—(1471)bn],

TLZI_W [+ bnz] — 21— (1+7)bn| +
I+7)z+o0—n+(1—m)[n—d,
Ox

(5.81)

1+ (1+7)bz>

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad gilt wieder L = & = 2 = 0, so

dafB} sich fiir die Gleichgwichtswerte folgende Ausdriicke ergeben:

1

d(1+71)— pb ]a
af (1 — (1+7)bd) — (1+7)°bd]|
'd+(1+7')bdza]

0

| 2w +n) |7
E=l .
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mit: w* = 2*[1—(14+7)bd] — (1 +7)x — 0. Wie wir noch sehen werden,
muB aus Stabilitéitsgriinden [I — (14 7)bd]af < (14 7)*bd gelten. Wegen
der Nichtnegativitdt von z mufl dann auch d (1 + 7) < p@ erfiillt sein. Wir

wollen nun mit der Stabilitdtsuntersuchung fortfahren:

Satz 5.10 Das System ist fiir [ — (1 + 7) bd) af < (1 +7)* bd und p+rad <
(1 — ) [w* +n| sattelpfadstabil.

Beweis: Um Sattelpfadstabilitdt zu zeigen, linearisieren wir wieder das dy-
namische System in der Nihe des Gleichgewichts'® (z, z, L) und bestimmen

die Determinante und die Spur der Jacobi-Matrix:

T Tr—T + -
sl=J| 2=z | J=|72 72 + | (5.83)
L L—1L + — 0

Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (3 x 3)-Jacobi-Matrix, die
beziiglich der Eintrdge j;; mit ¢« = 1,2,3 und k£ = 1,2,3 iiber die oben
angegebene Vorzeichenstruktur verfiigt. Die Eintrége j;; ergeben sich unter

Beriicksichtigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

ju = (1+7)[z+ abdz?],
2 (14+7)*0%d

. 2 —1
— a2 1 (14 7)bd
J12 @ (1+7) M

I

j13 - 07

720 TL bz

1 = 7L+ (1 0) z —
J21 T HA+T+0)2 1+(1—|—7’)bza+1+(1+7)bza’

5Wir werden im Folgenden aus Griinden der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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joo = (L7 +0)z—(a+1)2" +o—n—d+az"'7L bd +
mzda (14+7)b2070 7L bdz % (1 +7) b2t
1+ (L+7)bze 1+ (14 7)bz
Joz = (L—m)7L7™[1 4 bdz"],

9

_— 0L
s = 1+ (14 7)bze’
, LOxa (1 + 7) bzt
J2 = = 2
14 (1 +7)bze]
g3 = 0. (5.84)

Im (3 x 3) - Fall stellt eine positive Determinante in Kombination mit einer
negativen Spur Sattelpfadstabilitat sicher. Der Sattelpfad ist dann wieder ei-
ne zweidimensionale Mannigfaltigkeit'®. Wir beginnen mit der Determinante
und erhalten det(J) = — (ja3) [(J11) (J32) — (Js1) (J12)]- Wegen (jaz) > 0 ist
die Determinante positiv, wenn (ji1) (js2) < (js1) (jr2) erfiillt ist. Einsetzen
und Umformen fiihrt nach einigen elementaren Schritten zu:

bd (14 7)°
all = (1+7)bd]

(5.85)

Der obige Ausdruck reprasentiert den Nenner von z®. Damit die Nichtnegati-
vitdtsbedingung fiir z eingehalten werden kann, muf3 zusétzlich d (1 + 7) < €p
gelten. Wir wollen nun noch die Stabilitdtsuntersuchung mit der Betrachtung
der Spur sp(J) = (j11) + (j2o) fortsetzen. Wir verwenden hierzu einige Be-
dingungen, die im Gleichgewicht erfiillt sein miissen. Aus L /L = 0 folgt
Or —d = (1 + 7)bdz®. Unter Verwendung dieser Beziehung folgt aus 2/z = 0
die Gleichung 7L ™z [z +0bdz®| + 0 —n—d = 2 — (1+7+0)z. Aus
t/z = 0 folgt die Bedingung: (1 + 7) [x + abdz®] = p+az®. Aus dem Gleich-

16vgl. Wirl (1997), sowie den Anhang dieser Arbeit.
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gewichtswert fiir L ergibt sich 7L'™"271 [z + bdz®] = w* + 7. Einsetzen und
Umformen ergibt schliellich, dal die Spur negativ ist, wenn gilt:

Tabdz® ar L'~ Tbdz1

+1+(1—|—7’)b20‘+1—|—(1+7)bza<w L (5.86)

p

Wir substituieren den Ausdruck ar L' "bdz*"'[1 4 (1 +7)bz*]"" durch den
Term a7 L'™"bdz*"! und addieren zur linken Seite von (5.86) den Ausdruck
arL'"z27! hinzu. Dadurch wird die linke Seite von (5.86) insgesamt grofier.
Wenn die neue Ungleichung erfiillt ist, dann gilt auch die Ungleichung (5.86).
Durch Umformen erhalten wir wegen ar L' "zz7! + ar L' ™™bd2*"1 = aw* +
amn schliellich:

mabdz®
L+ (1+7)bz

p+flm) <1 —a)w" +n]; flm) = (5.87)

Dabei gilt die Abschitzung f(7m) < mad. Die Spur ist also negativ, wenn
p+mad < (1 —a)w*+n gilt. Wenn p < (1 — «) n erfiillt ist und ferner die
gleichgewichtige Wachstumsrate w* positiv ist, so ist die obige Bedingung fiir
hinreichend kleines 7 stets erfiillt. Damit stellt die Kombination aus positiver
Determinante und negativer Spur die Existenz zweier negativer Eigenwerte

sicher. O

Steuerpolitik und Wachstumsrate

Wir wollen noch die resultierende Wachstumrate w* auf dem gleichgewichti-
gen Wachstumspfad betrachten. Dabei ist die gleichgewichtige Wachstums-
rate durch w* = w, = (1 — @) z*[1 — (1 + 7) bd] — p — o gegeben. Eine not-
wendige Bedingung fiir positives Wachstum ist durch 1 — bd — 7bd > 0 &
7 < (1 —bd) (bd)~" gegeben. Wir haben daher mit To(1) = (1 — bd) (bd) ™" ei-

ne erste Abschétzung fiir die Steuerobergrenze 7,. Eine zweite Abschéitzung
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fiir die Steuerobergrenze ergibt sich aus der Nichtnegativitdt von z. Wir
wissen bereits, daf dafir d(1+7) < pf & 7 < (pf —d)d~" erforder-
lich ist. Somit lautet die zweite Abschitzung der Steuerobergrenze: 7,y =
(p0 — d) d~*. Dabei gilt 7o) < Ty, sofern bpf < 1 erfiillt ist, so daB die
Grenze 7,1y nicht bindend ist'”. Wir kommen auf die Bestimmung der Steu-
erobergrenze noch zuriick und wollen nun eine weitere Bedingung fiir posi-
tives Gleichgewichtswachstum ermitteln. Dazu betrachten wir erneut w* =
we=(l—a)z*[1—=(1+7)bd] — p— o > 0. Auflésen nach z ergibt, daf die

gleichgewichtige Wachstumsrate positiv ist, wenn gilt:

p+o o
Ao -(+nbd]| (5.88)

Eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate impliziert die Einhaltung der
oben behandelten Budgetbeschrankung. Ferner konnen wir feststellen, dafl
die gleichgewichtige Wachstumsrate w* eine Funktion des Steuersatzes 7 ist,
so daB gilt: w* = w*(7). Wir wollen daher den Steuersatz 7 bestimmen, der

die gleichgewichtige Wachstumsrate maximiert, und erhalten:

Satz 5.11 Es sei 1, die Steueruntergrenze. Dann gilt: der Steuersatz 7" =
Tu + € maximiert die gleichgewichtige Wachstumsrate w*, falls 7, > 0 erfillt

1st. Dabet ist: € > 0 und e = 0.

Beweis: Wir betrachten hierzu die gleichgewichtige Wachstumsrate w* =
(1—a)z*[1—=(14+7)bd] — p — 0. Wir substituieren den Gleichgewichts-
wert z und kénnen nach einigen Umformungen feststellen, dafl die Maximie-

rung von w* #quivalent zur Maximierung von & (7) = Q1Q5" ist. Dabei ist

YEs gilt: 7o(2) < To(1) € bd (pf — d) < d (1 —bd) < bph —bd < 1 —bd < bp < 1.
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Q1 = (0142 — qobdr + qudr — bd*r?) und Q = [(q1 — 7bd) af — (14 7)° bd] .
Hierbei wiederum ist ¢y = 1 — bd und ¢ = d — pf. Wir betrachten nun die

Reaktion von @ auf die Variation des Steuersatzes 7 und erhalten:

0w (1)
or

= [qud — gabd — 2bd>7] Q;" + [aBbd + 2 (1 + 7) bd] Qu Q5> < 0.
(5.89)
Die Reaktion ist wegen [q1d — qabd — 2bd?*T] > 0, sowie wegen @ < 0 und
Q> < 0 negativ'®. Es zeigt sich also, dafi 7 so niedrig wie moglich gew#hlt
werden sollte. O

Wir wollen nun eine Abschéatzung fiir die Steueruntergrenze angeben. Die
untere Schranke fiir 7 ergibt sich aus der Bedingung [1 — (14 7) bd] af <
(1 + 7)%bd. Die Ungleichung ist erfiillt, wenn [1 — (14 7)bd] af < (14 7) bd
gilt. Wir 16sen nach 7 auf und erhalten schliefllich, dal 7 > a; mit a; =
(af — bd — abbd) [(1 + af) bd] " gelten muB. Hierbei ist a; die Abschétzung
fiir die Steueruntergrenze 7,.

Es sei noch erwahnt, dafl die gleichgewichtige Wachstumsrate fiir 7 = 7,
wieder gegen +o00 strebt. Dabei ist 7 > 7, bindend, wenn 7, positiv ist. Die
Abschiitzung a; ist fiir 6 > bd [ (1 — bd)] " positiv'®. Ebenfalls ist fiir 7, < 0
der Steuersatz 7 = 0 ein Wachstumsratenmaximierer. Dies fithrt wieder dazu,
dal dann der gleichgewichtige Bevolkerungsbestand L gegen +oo streben
wiirde. Es ergibt sich also wieder die Schluflfolgerung, daf fiir Politikanalysen
die Annahme einer institutionell gegebenen Steuersatzuntergrenze 7, sinnvoll

ware.

185 gilt: [qld — q2bd — dezT] >0« qp —bdr — bdr — q2b > 0. Wegen ¢, > bdr ist die
Ungleichung erfiillt, wenn 0 > bdt + ¢2b gilt. Ersetzen von ¢y ergibt: 0 > d (1 +7) — pb.

Diese Bedingung ist erfiillt, denn wir wissen bereits, dafl pf > d (1 + 7) gelten mu8.
19Es muf gelten: af > bd + afbd. Auflosen nach 0 ergibt: 6 > bd [or (1 — bd)] ™.
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Wir kommen nun zu den steuerpolitischen Spielraumen des Staates. Diese
sind durch das offene Intervall (7,,7,) gegeben. Dabei wurde die Untergren-
ze bereits behandelt und kann durch 7, = max{0,a;} abgeschétzt werden,
sofern sie nicht institutionell festgelegt ist. Zur Bestimmung der Obergren-
ze betrachten wir erneut die Bedingung w* > 0 und ersetzen in Gleichung
(5.88) den Gleichgewichtswert z. Die resultierende Ungleichung kann jedoch
aufgrund der komplexen Struktur nicht ohne Weiteres nach 7 aufgelést wer-

den. Wir kénnen jedoch die folgende Abschétzung fiir 7,3y angeben.

g3 (abqr — bd) — 1o
_ , 5.90
42 d[q1 — q2b + g5 (b + 3b)] ( )

falls bd*7% — quq2 + q3 (@fqy — bd) > 0 gilt**. Dabei ist wie oben im Text
@1 = 1 —bd und g5 = d — pb; zusétzlich gilt: g3 = (p+0) (1 — o)”". Die
Herleitung befindet sich im Anhang zu diesem Kapitel. Der Vergleich von
To(3) = ap mit den anderen beiden Steuerobergrenzen 7,(;) und 7, ist eben-
falls aufgrund der komplexen Struktur von as nicht ohne Weiteres moglich.
Wir wissen aber bereits, dafl 7,y nicht bindend ist, und dafl 7,2 aus der
Nichtnegativitatsbedingung fiir z resultiert. Die Nichtnegativitit ist jedoch
nur eine notwendige Bedingung fiir positives Gleichgewichtswachstum. Dar-
aus folgt, dafl die hinreichende Bedingung fiir positives Gleichgewichtswachs-
tum die bindende Steuerobergrenze 7,3y = 7, liefert. Damit ist der steuerpo-

litische Spielraum (7, 7,) wie folgt bestimmt:

7. = max{0,a},

> g, (5.91)

To

20Giehe hierzu den Anhang zu diesem Kapitel.
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Die Modellsimulation

Wir kommen nun wieder zur Modellsimulation und starten mit der Basis-
konfiguration. Hierbei nehmen wir fiir den Nutzenparameter # = 0,6 und
fiir den Produktionsparameter o« = 0,6 an. Fiir die Abschreibungsraten gelte
o =n = 0,10, und die Zeitpraferenzrate sei mit p = 0,03 gegeben. Fer-
ner nehmen wir die Mortalitdtsrate wieder mit d = 0,012 an. Der Rivalisie-
rungsgrad der Nutzung des 6ffentlichen Infrastrukturkapitals sei wieder durch
m = 0,5 gegeben. Es gilt wieder: Der Ausbildungsparameter b liefert dann

fiir unterschiedliche Werte jeweils verschiedene steuerpolitische Spielrdume.

Tabelle 5.12: Steuerpolitische Spielrdume im Ausgabensteuermodell bei va-

riabler Population

17 10,30 | 0,13 | 0,1606 | 0,1770
17,5 10,26 | 0,12 | 0,1416 | 0,1587
18 10,23 10,10 | 0,1235 | 0,1410

In der Tabelle 5.12 ist 7, = max{0, a; } = a; die Abschitzung fiir die Steuer-
untergrenze und 7, = as die Abschéitzung fiir die Steuerobergrenze. Aufgrund
dieser Abschétzungen wire kein steuerpolitischer Spielraum gegeben. Bei ge-
nauer Bestimmung der Steueruntergrenze 7, und der Steuerobergrenze T,
zeigt sich jedoch, daf ein solcher Spielraum durchaus besteht. Hierbei folgt
T, aus der Stabilitidtsbedingung (5.85) und 7, aus der Bedingung w* > 0
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(positives Gleichgewichtswachstum)?!. Es zeigt sich in Tabelle 5.12 wie im
Fall der Einkommensteuer, dafl steigende Ausbildungskosten b mit sinken-
den Steuersédtzen verbunden sein miissen. Dabei ergibt sich auch, dafl die
Steuersitze sehr sensitiv auf eine Verinderung der Ausbildungskosten rea-
gieren. Ferner ergibt sich, daf die steuerpolitischen Spielrdume des Staates
sehr klein sind. Er liegt fiir die angenommenen Ausbildungskosten bei etwa
1,6 Prozentpunkten. Wir wollen nun im Rahmen dieser Moglichkeiten die

Steuersatze variieren und betrachten hierzu die Tabelle 5.13:

Tabelle 5.13: Variation der Ausgabensteuer bei variabler Population

b T x z L @ | sp(J)

17 10,1760 | 0,20 | 0,27 [ 0,32 | 0,92 | —
0,1740 | 0,23 1 0,35 | 0,59 | 3,11 | —
0,1720 | 0,27 | 0,46 | 1,16 | 6,07 | —

17,5 10,1580 | 0,20 | 0,26 | 0,35 | 0,58 —
0,1560 | 0,23 | 0,33 | 0,63 | 2,58 —
0,1540 | 0,26 | 0,43 | 1,19 | 5,23 —

18 | 0,1400 | 0,21 | 0,28 | 0,48 | 0,92 —
0,1380 | 0,24 | 0,35 | 0,85 | 2,94 —
0,1360 | 0,27 | 0,45 | 1,60 | 5,62 —

In der Tabelle 5.13 ist wieder & = w100 die Wachstumsrate in Prozent und

21Dje Werte 7, und 7, wurden jeweils numerisch mit der Software: Mathematica, Version

(3.0) bestimmt.
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sp(J) das Vorzeichen der Spur der Jacobi-Matrix. Es ergibt sich wie im Fall
der Einkommensteuer, da§ die Spur sp(.J) in allen betrachteten Féllen ne-
gativ ist, so daf} stets Sattelpfadstabilitit resultiert. Bei unterschiedlichen
Ausbildungskosten b ergibt sich wieder, dafl sinkende Steuersétze zu stei-
genden Werten fiir  und z fithren. Offenbar ergeben ferner &hnliche Diffe-
renzen zwischen Steuerobergrenze und Steuersatz jeweils dhnliche Werte fiir
x und z. Desweiteren gehen sinkende Steuersétze mit steigenden Bevolke-
rungsbestdnden L und steigenden Wachstumsraten einher, wobei sowohl die
Bevolkerung als auch das Wachstum auf geringe Steuersatzénderungen sehr

sensitiv reagieren.

5.3.3 Vergleich

Wir wollen nun die beiden Steuersysteme miteinander vergleichen. Dabei
soll uns die Frage interessieren, ob die Steuersysteme fiir vorgegebene (bzw.
dhnliche) Bevolkerungsbestdande unterschiedliche Wachstumsraten erzeugen,

und welche Reihenfolge sich dann gegebenenfalls ergibt.

Fiir den Vergleich ist es notwendig, dafl wir fiir beide Steuersysteme die
gleiche Parameterkonstellation annehmen. Es gelte also: Der Nutzenpara-
meter sei § = 0,6, und der Produktionsparameter sei a = 0,6. Fiir die
Abschreibungsraten gelte ¢ = n = 0,10, und die Zeitpréaferenzrate sei mit
p = 0,03 gegeben. Ferner nehmen wir die Mortalitétsrate mit d = 0,012 an.
Der Rivalisierungsgrad der Nutzung des 6ffentlichen Infrastrukturkapitals sei

durch m = 0,5 gegeben.
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Tabelle 5.14: Vergleich der Steuerspielrdaume bei variabler Population

E-Steuer A-Steuer

b Tu T, Tu T,

16,5 | 0,2520 | 0,2788 | 0,1804 | 0, 1961
17 | 0,2294 | 0,2569 | 0,1606 | 0, 1770
17,5 | 0,2067 | 0,2351 | 0,1417 | 0,1586
18 | 0,1840 | 0,2132 | 0,1235 | 0, 1410

18,5 | 0,1614 | 0,1914 | 0,1061 | 0, 1241

Es zeigt sich in Tabelle 5.14, dafl steigende Ausbildungskosten in beiden
Steuersystemen mit sinkenden Steuersétzen einhergehen miissen. Dabei sind
die steuerpolitischen Spielrdume des Staates in beiden Féllen als eher ge-
ring anzusehen. So betrégt dieser Spielraum im Ausgabensteuersytem etwa
zwischen 1,6 und 1,8 Prozentpunkten. Im Einkommensteuersystem betrégt
der Spielraum etwa 2,7 bis 3 Prozentpunkte und fallt damit vergleichsweise

hoher aus.
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Tabelle 5.15: Vergleich der Steuersysteme bei variabler Population

E-Steuer A-Steuer
b T L o | sp(J) T L o | sp(J)
16,5 10,2695 | 0,39 | 7,29 | — ]0,1940 | 0,39 | 2,19 | —
17 10,2475 10,43 | 7,13 | — |0,1750 | 0,43 | 1,94 | —
17,5 10,2256 | 0,47 | 6,87 | — |0,1570 | 0,47 | 1,52 | —
18 |0,2028 | 0,64 | 7,61 — 10,1390 | 0,64 | 1,86 | —
18,51 0,1818 | 0,62 | 6,42 | — |0,1230|0,62 |0,97 | -—

In der Tabelle 5.15 ist wieder © = w100 die Wachstumsrate in Prozent und
sp(J) das Vorzeichen der Spur der Jacobi-Matrix. Es ergibt sich in allen
betrachteten Fillen, da8 die Spur sp(J) negativ ist, so daf stets Sattelpfad-
stabilitét resultiert.

Der Bevolkerungsbestand L und die Wachstumsrate sind in Tabelle 5.15
jeweils auf zwei Stellen gerundet. Damit sind die resultierenden Bevolke-
rungsbestdnde unter den beiden Steuerregimen fiir vorgegebene Steuersétze
nur ungefahr gleich. Dennoch 148t sich erkennen, daf3 das Einkommensteu-
ersystem bei etwa gleicher Bevolkerungsgrofle eine Wachstumsrate liefert,
die im Durchschnitt etwa fiinf Prozentpunkte oberhalb der entsprechenden
Wachstumsrate des Ausgabensteuer-Systems liegt. Offenbar ist es also im
Einkommensteuersystem moglich, einen vorgegebenen Bevolkerungsbestand
mit einem vergleichsweise wachstumsfreundlicheren Steuersatz zu generieren.

Wenn also aus demografischen Griinden eine bestimmte Bevolkerungs-
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grofe realisiert werden soll, dann erweist sich das Einkommensteuersystem
hinsichtlich der erzielbaren Wachstumsraten als das iiberlegenen Steuersy-

stem.

5.4 Fazit

Wir haben in diesem Kapitel endogene Wachstumsmodelle mit Infrastruktur-
kapital betrachtet und haben in diesen Modellen die Fertilitdatsrate endogen
bestimmt. Dabei wurde der Fall der konstanten Population von dem der
variablen Population unterschieden.

In den Modellen mit konstanter Bevolkerung konnte der Bevolkerungs-
bestand mit Hilfe einer geeignet gewéhlten Einwanderungsrate konstant ge-
halten werden. Wir haben mit dem Einkommensteuer-, dem Ausgagensteuer
und dem Pauschalsteuersystem verschiedene Steuerregime betrachtet. Da-
bei konnte stets gezeigt werden, dafl es einen sattelpfadstabilen gleichge-
wichten Wachstumspfad gibt. Ferner wurden die Bedingungen fiir ein posi-
tives Gleichgewichtswachstum herausgearbeitet. Abschlieend haben wir die
verschiedenen Steuerregime miteinander verglichen. Hierbei konnte festge-
stellt werden, dafl mit den Steuersédtzen sowohl die Fertilitédtsrate als auch
die Wachstumsrate beeinflufit werden kann. Es hat sich gezeigt, daf} fiir
vorgegebene Fertilitdtsraten das Einkommensteuersystem die vergleichsweise
hochsten Wachstumsraten erzeugen konnte, wiahrend das Ausgabensteuersy-
stem in dieser Hinsicht zu den vergleichsweise niedrigsten Wachstumsraten

fithrte. Das Pauschalsteuersystem nahm hierbei eine mittlere Position ein.

In den Modellen mit variabler Population haben wir angenommen, daf}
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keine Einwanderung moglich ist. Folglich konnte die Bevélkerung nur sta-
bil bleiben, wenn die Fertilitdtsrate der exogen gegebenen Mortalitatsrate
entsprach. In diesem Zusammenhang wurde die gleichgewichtige Bevolke-
rungsgrofle endogen bestimmt. Ferner haben wir mit dem Einkommensteuer-
und dem Ausgabensteuersystem zwei verschiedene Steuerregime untersucht.
Es konnte gezeigt werden, daf} stets ein sattelpfadstabiler gleichgewichtiger
Wachstumspfad existiert. Wir haben ferner die Bedingungen fiir ein posi-
tives Gleichgewichtswachstum ermittelt und dariiber hinaus die jeweiligen
steuerpolitischen Spielrdume des Staates bestimmt. Bei der Modellsimulation
konnte festgestellt werden, dal mit den Steuersétzen sowohl die Wachstums-
rate als auch der gleichgewichtige Bevolkerungsbestand beeinflufit werden
kann. Dabei hat sich gezeigt, daf} fiir eine vorgegebene Bevilkerungssgrofie
das Einkommensteuersystem in der Lage war, hohere Wachstumsraten zu

generieren.

5.5 Anhang

Stabilitdtsuntersuchung: Modell mit konstanter Population und Pau-

schalsteuer - Teil 1

Um Sattelpfadstabilitit zu zeigen, linearisieren wir das dynamische System

in der N#he des Gleichgewichts?? (Z, z) und bestimmen die Determinante der

22Wir werden im Folgenden aus Griinden der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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Jacobi-Matrix:
T
= : J = ) (5.92)

Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (2 x 2)-Jacobi-Matrix, die
beziiglich der Eintrége j;, mit « = 1,2 und k = 1, 2 {iber die oben angegebene
Vorzeichenstruktur verfiigt. Die Eintrdge j;; ergeben sich unter Beriicksich-

tigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

jiu = 20(1+af)+ 2% (t—a)—p=x(1+ab),

jiz = zaz® (1 —a),

Jjon = z(1+90),

Joo = 2(14+0) +arz® '+ (a+1)(r=1)2*+0 -,

= (a—1)72* " +a(r—1)2~ (5.93)

Eine negative Determinante der Jacobi-Matrix ist im (2 x 2)-Fall notwendig

und hinreichend fiir Sattelpfadstabilitét. Es folgt: det(J) < 0, wenn gilt:
2 (1+ ab) (jog) < zaz® 1 (T —a) 2 (1+0). (5.94)

Die Ungleichung ist erfiillt, falls (ja2) < az® (7 —a) R gilt. Ersetzen von
(ja2) ergibt (a — 1) 727  + (7 — 1) 2% < a2 (7 — ) R. Da fiir den ersten
Term (o — 1) 72971 < 0 gilt, ist die Ungleichung erfiillt, falls die Beziechung
(1 —1) < (1 — ) R erfiillt ist. Gleichbedeutend hierzu ist die Ungleichung

(¢ = 7) R+ (7 — 1) < 0, was bereits gezeigt wurde.
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Stabilitdtsuntersuchung: Modell mit konstanter Population und Pau-

schalsteuer - Teil II

Um Sattelpfadstabilitit zu zeigen, linearisieren wir das dynamische System
in der N#he des Gleichgewichts?® (Z, z) und bestimmen die Determinante der

Jacobi-Matrix:
=.J : J = ) (5.95)

Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (2 x 2)-Jacobi-Matrix, die
beziiglich der Eintrége j;; mit ¢ = 1,2 und k£ = 1, 2 iiber die oben angegebene
Vorzeichenstruktur verfiigt. Die Eintrédge j;; ergeben sich unter Beriicksich-

tigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

Ju = z[l+ab +7+70],

Jio = —wa?z*h

Jn = z[14+0+7+70]+(1+0)T,

Jor = —x(1+0)727 —az™ (5.96)
Eine negative Determinante der Jacobi-Matrix ist im (2 x 2)-Fall notwendig

und hinreichend fiir Sattelpfadstabilitéit. Es folgt: det(J) < 0, wenn gilt:

det(J) = 2?2 'z (1+0+74+70)+(1+0)7] +

z[l+ab + 74 70| (jaz) <O. (5.97)

Division durch z und [1 + af + 7 + 7] unter Verwendung von R und @

fithrt bei Substitution von (ji2) nach einigen Umstellungen zu folgender Un-

ZBWir werden im Folgenden aus Griinden der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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gleichung:
PR+ a*Qrz " <x(1+0) 727" + az® (5.98)

Wir vergleichen nun paarweise und zeigen zuerst, dal a?z°R < az® gilt.
Division durch az® ergibt: aR < 1. Es wurde bereits weiter oben die Giiltig-
keit dieser Ungleichung gezeigt. Es bleibt noch zu zeigen, da o?Qr2%"! <
x(1+0) 7271 erfiillt ist. Wir ersetzen z (1 + 6) durch Q (p + az®) und er-
halten: o?Qrz°7! < Qprz~! + aQ72%"!. Diese Ungleichung gilt, wenn die

Ungleichung aaQr227! < a@Qr22! gilt. Wegen o < 1, ist das der Fall.

Steuerobergrenze: Modell mit variabler Population und Ausgaben-

steuer

Wir behandeln das Modell mit variabler Population und Ausgabensteuer und
wollen die Steuerobergrenze 7, abschétzen. Dazu betrachten wir die Bedin-
gung w* > 0 und ersetzen in Gleichung (5.88) den Gleichgewichtswert z. Die
resultierende Ungleichung lautet wie folgt:
d— pf +dr p+o
0 (1—bd—rbd) — (11 7)%bd  (1—a)[1—bd—7bd]
Wegen 1 — bd — 7bd > 0 und af (1 — bd — 7bd) — (1 + 7)*bd < 0 ergibt sich

(5.99)

unter Verwendung von ¢; = 1 — bd und ¢ = d — pf, wenn wir zusétzlich

= (p+0)(1—a)" definieren:
dr [q1 — q2b + gzabb + 2q3b + q3bt] < bd*7* — q1q2 + q3 (afqy — bd) . (5.100)

Die linke Seite ist wegen ¢, < 0 positiv, also mufl auch die rechte Seite positiv

sein. Wir wollen annehmen, daf8 dies der Fall ist?*. Wir ersetzen nun auf der

24n jedem Fall ist wegen g2 < 0 die rechte Seite von (5.100) positiv, wenn aflq; > bd <
0 > bd o (1 —bd)]~" gilt. Dies ist gleichbedeutend damit, daB die Abschiitzung a; fiir die
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rechten Seite den Ausdruck ¢sbr durch ¢3b; dadurch wird sie wegen 7 < 1
groBer. Ferner lassen wir auf der linken Seite den Ausdruck bd?7% > 0 weg;
dadurch wird sie kleiner. Wenn die resultierende Ungleichung erfiillt ist, dann
ist auch die Ungleichung (5.100) erfiillt. Auflésen nach 7 liefert schlielich:

g3 (abqr — bd) — 1o

. 5.101
d[q1 — q2b + gza0b + 3¢3b] ( )

Damit ist die Abschitzung fiir die Steuerobergrenze 7, gefunden.

Steueruntergrenze bindend ist.



Kapitel 6

Endogene Fertilitat in

Humankapitalmodellen

6.1 Einfiihrung: Modelle mit Humankapital

In diesem Kapitel behandeln wir eine Modellgruppe, die sich dadurch aus-
zeichnet, daf3 die privaten Akteure in zwei verschiedene akkumulierbare pri-
vate Kapitalgroflen investieren konnen. Es handelt sich dabei um privates
physisches Kapital K und um privates Humankapital M. Ein allgemeiner
Ansatz, welcher auf Rebelo (1991) zuriickgeht, unterstellt, dafl die Produkti-
on des Outputs in beiden Sektoren mittels einer Cobb-Douglas-Technologie
erfolgt. Die beiden Kapitalakkumulationsgleichungen sind dann wie folgt ge-

geben:
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M = B[(1—-u)MP[1-v)K]'"*—nM. (6.1)

Dabei sind a und ¢ Produktionsparameter mit 0 < o < 1 und 0 < ¢ < 1.
Desweiteren sind A > 0 und B > 0 Niveauparameter. Die Parameter u und
vmit 0 <wu < 1und 0 <wv < 1 geben an, in welchem Ausmaf die jeweiligen
Kapitalbestéinde in den beiden Sektoren eingesetzt werden. Das aggregierte
Humankapital M kann als effektiver Arbeitseinsatz mit M = mL interpre-
tiert werden. Hierbei ist Humankapital ein reines privates Gut, so daf§ die
Nutzung vollkommen rivalisierend ist. Folglich ist m = M L~! der Humanka-
pitalbestand pro Kopf und L der reine Arbeitseinsatz. Der Pro-Kopf-Bestand
an Humankapital wirkt also arbeitsvermehrend. Ferner unterscheiden wir
nicht zwischen Arbeitseinsatz und Populationsgrofe; wir nehmen also an,
daB jedes Bevolkerungsmitglied auch arbeitet. Ferner ist o > 0 die Abschrei-
bungsrate auf physisches Kapital und n > 0 die Abschreibungsrate fiir das
Humankapital. Der aggregierte Konsum ist durch die Variable C' gegeben.
Aus diesem Modell ergibt sich fiir ¢ = 1 als Spezialfall das auf Uzawa
(1965) und Lucas (1988) zuriickgehende Uzawa-Lucas Modell. Fiir ¢ = 1
ist physisches Kapital im Humankapitalsektor nicht produktiv. Der entspre-
chende Einsatz des physischen Kapitals ergibt also keinen Sinn, so dal dann
konsequenterweise v = 1 gelten muf}. Fiir die neuen Kapitalakkumulations-

gleichungen folgt also mit ¢ =1, v =1 und M = mL:

K = A(umL)*K'*-C-0K,

M B[(1 —u)mL] — nmL. (6.2)

Wir wollen nun wieder annehmen, dafl die Wachstumsrate des Bevolkerungs-

bestandes durch die Summe aus Nettofertilitatsrate (n — d) und Einwande-
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rungsrate g gegeben ist, so dafi L = (n —d+ g) L gilt. Die Kapitalbesténde
pro Kopf sind mit k = KL~! und m = ML~ gegeben. Die jeweilige zeitliche
Entwicklung der Pro-Kopf-Grofien ergibt sich aus k = KL™* — kLL ™' und
m =MLY —mLL™, so daB die neuen Akkumulationsgleichungen wie folgt

lauten:

k= Afwm)* k'™ —c—ok—(n—d+g)k,

m = Bl—uym—ngm—(n—d+g)m. (6.3)

Der Zusammenhang von Humankapital, Fertilitdt und Bevolkerungswachs-
tum wurde in verschiedenen Arbeiten bereits betrachtet!. Insbesondere wur-
de das Uzawa-Lucas Modell von Robertson (2002) verwendet, um demogra-
phische Schocks zu untersuchen. In diesem Artikel wird zwischen unqualifi-
zierter und qualifizierter Arbeit unterschieden, und es wird ein nicht antizi-
pierter Anstieg des unqualifizierten Arbeitsstocks betrachtet.

Wir wollen an dieser Stelle mit der Fertilitdtswahl die demographische

Komponente in das oben betrachtete Modell einfiihren.

6.2 Endogene Fertilitit und der Uzawa-Lucas

Ansatz

Im Folgenden wollen wir das Modell um die endogene Fertilitdtswahl und um
Ausbildungskosten erweitern. Die Fertilitdtswahl erfassen wir in der Nutzen-

funktion des reprisentativen Akteurs. Dabei wollen wir annehmen, dafl der

!Siehe hierzu z.B.: Becker / Murphy / Tamura (1990) und Kalemli-Ozcan (2003), sowie:
Rosenzweig (1990).
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Nutzen des reprisentativen Akteurs vom Pro-Kopf-Konsum ¢ = CL~! und
von der Pro-Kopf-Fertilitit n = NL~! abhingt. Hierbei ist L der Bevolke-
rungsbestand, N die gesamte Nachkommenschaft und n die Fertilitatsrate.

Dann sei fiir die individuelle Nutzenfunktion folgende Gestalt angenommen:
U(e,n) =Inc+6lnn, (6.4)

mit dem Nutzenparameter # > 0 Der reprisentative Akteur hat im folgenden
einen unendlich langen Planungshorizont und maximiert den abdiskontierten

Nutzenstrom durch geeignete Wahl von ¢ und n:
+oo
max|cﬁn/ e "'U(c,n)dt. (6.5)
0

Dabei bezeichnet p die Diskontrate und ¢ ist der Zeitindex. Die Ausbildungs-
kosten nehmen wir aus Griinden der rechnerischen Vereinfachung als pro-
portional zum Pro-Kopf-Kapital & an. Die aggregierten Ausbildungsausga-
ben sind dann bNk = bnLk = bnK, und die entsprechenden Ausgaben fiir
den repréasentativen Akteur sind dann bnk. Ferner nehmen wir A = 1 (nor-
miert) an und betrachten B als Funktion des Bevilkerungsbestandes. Es sei
B(L) = vL” definiert mit v > 0 und 8 > 0. Das bedeutet, dal wir annehmen,
dafl die Humankapitalbildung in einer grofleren Gesellschaft in effizienterer

Form stattfindet. Wir erhalten schlielich fiir die Akkumulationsgleichungen:

E = (um)* k'™ —c—bnk — ok — (n—d+g)k,
m = B(L)(1—w)m—nm—(n—d+g)m. (6.6)

Fiir b =0 = 6 und B(L) = B erhalten wir als Spezialfall wieder das Uzawa-

Lucas Modell mit logarithmischer Nutzenfunktion und A = 1 (normiert).
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Die Modelle sollen nun dahingehend {iiberpriift werden, ob ein gleich-
gewichtiger Wachstumspfad (GGW) existiert, und ob dieser eindeutig ist.
Ein GGW sei dadurch gekennzeichnet, dal der Konsum und die Kapital-
bestdnde mit der gleichen Rate wachsen. Die Bevdlkerung ist aus definito-
rischen Griinden konstant. Ferner sollen die Stabilitédtseigenschaften der je-
weiligen Systeme untersucht werden. Dariiber hinaus ist an eine Simulation

der Modelle gedacht, so dafl reale Situationen abgebildet werden konnen.

Wir wollen nun den Fall des konstanten von dem des variablen Bevolke-

rungsbestandes unterscheiden und beginnen mit der konstanten Population.

6.2.1 Das Modell mit konstanter Population

Da in diesem Modell die Fertilitédtsrate n endogen bestimmt wird, ist im all-
gemeinen damit zu rechnen, dafl die Fertilitat von der Mortalitit d abweichen
wird (n # d). Folglich kann dann Einwanderung g benutzt werden, um die
Population konstant zu halten. Es mufl dann stets g = d —n gelten. Wir wol-
len annehmen, dafl g nicht vorzeichenbeschréankt ist, und dafl die staatlichen
Autoritdten immer in der Lage sind, die Einwanderung in geeigneter Weise
festzulegen. Dann konnen wir den Bevolkerungsbestand auf L = 1 normieren
und miissen nicht zwischen aggregierten und Pro-Kopf-Grofien unterscheiden.
Die Niveaufunktion B(L) nimmt dann den konstanten Wert B(L) =y = B

arn.
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Das Modell

Das Modell besteht aus der Nutzenfunktion U(c,n) = Inc+ €Inn und den

folgenden beiden Kapitalakkumulationsgleichungen:

ko= (um)* k'™ —c—bnk — ok,

m = B(1—u)m—nm. (6.7)

Wir bilden nun die Hamiltonfunktion in laufenden Werten H = lnc+61Inn-+
M (¢,n,u, k,m)+pm (¢, n,u, k,m) und gehen bei der Optimierung vom kom-

petitiven Fall aus. Die resultierenden Optimalitdtsbedingungen lauten dann

wie folgt:

OH 1

— = —=2=0

dc c ’
H

of = v_ Abk = 0,

on n

OH

— = dou 'm*k'™® — uBm =0,

ou
H :

%k = AN1—a)(um)* k™ = Xbn — Ao = pA — ),
H

gm = dau'm® TR+ pB (1 — ) — pn = pp— fi, (6.8)

mit der Transversalitidtsbedingung lim;_, o e ?* [AN(¢)k(t) + p(t)m(t)] > 0. Es

sei wieder x = ck~! und z = mk~! definiert. Dann folgt aus den Optima-

litdatsbedingungen fiir die Fertilitédtsrate n:
n=—. (6.9)

Die optimale Fertilitdsrate ist also proportional zu z mit dn/dx > 0. Ferner

héngt n positiv von 6 und negativ von b ab. In welcher Weise # und b die
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Fertilitdtsrate auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad (GGW) beeinflus-
sen, kann an dieser Stelle noch nicht beantwortet werden. Denn es ist noch
nicht klar, von welchen Parametern der Gleichgewichtswert z auf dem GGW
abhéngt. Wir kommen darauf weiter unten noch zuriick. Fiir endliche Werte
fiir x gilt jedoch: 8 — 0 = n — 0. Falls der Staat die Ausbildungskosten
fir die Nachkommenschaft in voller Hohe tibernimmt (b = 0), so folgt fur

endliches z: b — 0 = n — +o0.

Die Modelldynamik

Wir betrachten nun die zeitliche Entwicklung der Schattenpreise A und pu.
Fiir die Entwicklung von X gilt dann: \/A = p — (1 — a) u®2® + 6z + 0. Aus
der Bedingung 0H/0u = 0 folgt p = aB~ [Mu®~1227!. Daraus ergibt sich
fiir die zeitliche Entwicklung von pu:

teoenfid)-

«

Aus der Bedingung 0H/dm = pp — f1 folgt mit uBpu = adu®z*:

= I=

=p+n—B(1l—-—u)—uB=p+n—B. (6.11)

Satz 6.1 Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad ist u = pB~t. Ferner
ist die gleichgewichtige Wachstumsrate nur dann positiv, wenn B > p +n

erfillt ist.

Beweis: Aus den Gleichungen (6.10) und (6.11) folgt die Beziehung p+n —
B = (a—1)[tu 4 2271]—cc™!. Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad

ist u/u = 0. Ferner wachsen die Grofien ¢, k und m mit jeweils gleicher Rate.
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Es gilt also ¢/¢ = k/k = 1/m = w*. Das bedeutet, daB die Variable z auf
dem GGW konstant bleibt, so daf§ 2/z = 0 gilt. Es resultiert also:
B—p—n:E:w*:m:B(l—u)—n. (6.12)
c m

Hieraus folgt uB = p und damit der erste Teil der Behauptung. Der zweite
Teil der Behauptung folgt unmittelbar aus w* =B — p — 7. O
Die Modelldynamik lautet wegen ¢/c = —\/\ wie folgt:

¢ = (1—a)u*z =0z —p—o,

c

k

z = u“z2"—x—0x— o,

m
— = B(1—-u)-—

- (1—u)—n,

. B0 B :

L rorto L (6.13)
U 11—« z

Wir formulieren nun fiir die weiteren Untersuchungen das dynamische System

um:
‘/i; o, o
- = r—p—au®z®,
z
£ = B(l—u)—n—u*2"+2z+60z—o0,
z
) B — 0
uo_ *‘1 N0 Bl —w+n—w—0r—0  (6.14)
u —

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad gelte nun @« = @ = 2 = 0, so daf

sich fiir die Gleichgwichtswerte folgende Ausdriicke ergeben:

1{x—prx
z = - :

ul «

aBu—aq—p
r = )

a+af —1

p
= — 6.15
w="2 (6.15)

mit =B+ o0 —n.
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Satz 6.2 Fir a(1+60) <1 sind alle Gleichgewichtswerte nichtnegativ.

Beweis: Fiir u ist die Nichtnegativitét in jedem Fall erfiillt, da sowohl p als
auch B positiv sind. Der Gleichgewichtswert fiir 2 ist positiv, falls x > p gilt
und x ist positiv, wenn der Zéhler und der Nenner von z vorzeichengleich
sind. Wegen B > n (siehe oben) folgt, dafl ¢ positiv ist, und folglich ist der
Zahler von x negativ. Also mufl auch der Nenner von = negativ sein. Dies ist
fir (14 6) < 1 gewéhrleistet. Es bleibt noch zu zeigen, da x dann auch
grofler als p ist. Das ist der Fall, wenn (o — 1) p — ag < a (1 +0) p — p gilt.

Die Ungleichung ist erfiillt, wie sich sehr leicht iiberpriifen 148t2. O
Satz 6.3 Das System ist sattelpfadstabil.

Beweis: Um Sattelpfadstabilitit zu zeigen, linearisieren wir das dynamische
System in der Nihe des Gleichgewichts® (7, z, 4) und bestimmen die Deter-

minante und die Spur der Jacobi-Matrix:

x rT—T + - -
zl=J| 22—z |; J=1 4+ - — |. (6.16)
(] u—1u - 0 +

Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (3 x 3)-Jacobi-Matrix, die
beziiglich der Eintrdge j; mit ¢ = 1,2,3 und k£ = 1,2,3 iiber die oben

angegebene Vorzeichenstruktur verfiigt. Die Eintrédge j;. ergeben sich unter

ZEs gilt: (a—1)p—ag<a(l+0)p—pe

ap—p—aqg<ap+abfp—p<0<ag+ abp.
3Wir werden im Folgenden aus Griinden der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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Beriicksichtigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

jii = 2x—p—auz® =u,
2, o oa—1

Ji2 = —xatutzt

ji3 = —watut Tl

j21 = (1+9) Z,

j22 = q_BU—'—(l—i—Q)x—(@_i_l)uaZOé:_auaza,

Joz = —2 [B + auo‘_lzo‘} ,

Jjsi = Ru,

j32 = 07

Js3 = DBu, (6.17)

mit R = % < 0. Im (3 x 3) - Fall stellt eine negative Determinante in
Kombination mit einer positiven Spur Sattelpfadstabilitéit sicher. Der Sattel-
pfad ist dann eine eindimensionale Mannigfaltigkeit*. Wir beginnen mit der

Determinante und erhalten:

det(J) = Ruza’u®z” [B + aua_lza] — Ruzc®u® 2% [au®2?] —

Buzau®z® + Buza’u®z® (1 +0). (6.18)
Die Determinante ist negativ, wenn gilt:

Ruo |B + ozua_lza] + Bua (14 0) < Ra [au“z®] + Bu. (6.19)

4Vgl. Wirl (1997), sowie den Anhang dieser Arbeit.
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Die Ungleichung ist erfiillt, wenn jeweils gilt:

Bua (1+0) < Bu,

Rua [B + ozuaflzo‘] < Raou®z?]. (6.20)

Die erste Ungleichung ist erfiillt, wenn o (1 +6) < 1 erfiillt ist. Wir haben
jedoch weiter oben schon die Giiltigkeit dieser Beziehung angenommen. Die
zweite Ungleichung ist wegen R < 0 erfiillt, wenn uB + au®z® > au®z® gilt.
Wegen uB > 0 ist das jedoch der Fall, und folglich ist die Determinante
negativ. Fiir die Spur gilt:

sp(J) =z — au“2® + Bu = p+ Bu > 0. (6.21)

Damit ist also Sattelpfadstabilitit gezeigt. O

Die Modellsimulation

Wir gehen bei der Simulation des Modells wie folgt vor. Zuerst legen wir die
Basisparameter fest. Anschliefend nehmen wir an, dal der Staat die Ausbil-
dungskosten b beeinflussen kann. Wir untersuchen dann die Auswirkungen
verschiedener Werte fiir b wie auch fiir 8 auf das System. Dabei interessie-
ren uns besonders die gleichgewichtige Wachstumsrate und die resultierende
Fertilitatsrate auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad.

Wir starten mit der Basiskonfiguration. Hierbei nehmen wir fiir den Nut-
zenparameter § = 0,4 und fiir den Produktionsparameter a« = 0,6 an. Fiir
die Abschreibungsraten gelte 0 = n = 0,07, und die Zeitpraferenzrate sei mit
p = 0,03 gegeben. Ferner sei B = 0, 12.

Durch die Wahl der Basisparameter sind sowohl die Variable u = pB~!
als auch die gleichgewichtige Wachstumsrate w* = B—p—n bereits festgelegt.
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Tabelle 6.1: Variation der Ausbildungskosten im Uzawa-Lucas Modell bei

konstanter Population

18 10,53 2,90 | 1,17 0,25 | 0,02

19| - Col L1
2 | - . 1,05
21| - .| 1,00
2| - . 10,95

In der Tabelle 6.1 ist n = n100 die Fertilitédtsrate in Prozent und © = w100 die
Wachstumsrate in Prozent. Es zeigt sich, dafl die Variation der Ausbildungs-
kosten b die Gleichgewichtswerte z und z nicht beeinflufit. Erwartungsgeméfl
nimmt die gleichgewichtige Fertilitdtsrate ab, wenn die Ausbildungskosten
erhoht werden. Dabei verursacht eine Kostenzunahme von Ab = 1 eine Ab-
nahme der Fertilitédtsrate zwischen 0,05 und 0,06 Prozentpunkten. Offenbar
stellt diese Abnahme der Fertilitdt gerade sicher, dafi die aggregierten Aus-
bildungsausgaben fiir die gesamte Nachkommenschaft gleich bleiben, so dafl

sich die Werte fiir z und z nicht verandern.

Wir wollen nun den Nutzenparameter # variieren und halten die Ausbil-

dungskosten auf b = 20 konstant:
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Tabelle 6.2: Variation des Nutzenparameters im Uzawa-Lucas Modell bei

konstanter Population

0,41 10,55 | 3,11 | 1,12 0,25 | 0,02
0,42 10,57 | 3,33 | 1,19

0,43 10,59 | 3,58 | 1,27

0,44 | 0,62 | 3,86 | 1,36
0,451 0,65 | 4,18 | 1,45

Es zeigt sich, daf§ fiir die betrachtete Basiskonfiguration bereits eine geringe
Erhohung des Nutzenparameters § um Af = 0,01 deutliche Verédnderungen
bei den Modellvariablen hervorruft. Dabei nehmen die Gleichgewichtswerte
x und z zu, wenn der Parameter 6 erhtht wird. Erwartungsgeméfl nimmt

auch die Fertilitdtsrate zu, wenn sich 6 erhoht.

6.2.2 Das Modell mit variabler Population

Wir gehen nun davon aus, dal aus institutionellen Griinden keine Einwan-
derung g = 0 stattfinden kann, wie es auch fiir die Welt als Ganzes gilt. Wir
betrachten also eine Welt mit nur einem Land. Dann gilt fiir die zeitliche
Entwicklung des Bevolkerungsbestandes L = (n — d) L und wir miissen nun
zwischen aggregierten und Pro-Kopf-Gréflen unterscheiden. Im allgemeinen
kann nun die Fertilitdt von der Mortalitét abweichen (n # d), und wir er-

halten mit LL™! = (n — d) eine weitere Gleichung, welche das dynamische
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Verhalten unseres Systems beschreibt. Ferner ist daher auch B(L) = ~vL”
eine Funktion der Populationsgréfie. Wir werden noch sehen, dafi dadurch

der Populationsbestand L zu einer modellendogenen Variable wird.

Das Modell

Das Modell besteht aus der Nutzenfunktion U(c,n) = Inc+61nn, den beiden
Kapitalakkumulationsgleichungen und der Gleichung fiir die Bevolkerungs-

entwicklung:

o= (um) k'™ —c—bnk — ok — (n—d)k,
m = yLP(1—uw)m—nm— (n—d)m,
L = (n—d)L, (6.22)

mit v > 0 und g > 0. Wir bilden die Hamiltonfunktion in laufenden Werten
H =lnc+0lnn+ Mk (¢,n,u, k,m) + pm (¢,n,u, k,m) und gehen bei der
Optimierung vom kompetitiven Fall aus. Die resultierenden Optimalitéatsbe-

dingungen lauten dann wie folgt:

OH 1
— = —-=-A=0
dc c ’
H 6
a— = — — Ak — X e —pum =0,
on n
H
of = law® 'mk — pyLPm =0,
ou
OH o '
= A1 —a)(um)® k™ =Xon — Ao — A (n —d) = pA — A,
H
g = dawm® k7Y 4 puy L (1 —u) — pn — p(n — d)
m

= pH— L, (6.23)
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mit der Transversalitidtsbedingung lim; o e ?* [N(¢)k(t) + p(t)m(t)] > 0. Es
sei wieder z = ck~! und z = mk~! definiert. Dann folgt aus den Optima-
litdtsbedingungen fiir die Fertilitédtsrate n:

QzyLP
(b+1)vL8 + aquo—tze

n=n(z,z,u,L) = (6.24)

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad (GGW) muf} stets n = d gelten.
In der Ungleichgewichtssituation ist n variabel. Dabei sind dn/dz, On/0u
und On/JL jeweils positiv, wihrend dn/0z negativ ist. Wir erhalten wie
im Fall der konstanten Population: § — 0 = n — 0. Falls der Staat die
Ausbildungskosten fiir die Nachkommenschaft in voller Héhe tibernimmt (b =
0), so folgt diesmal allerdings, dafl die Fertilitdtsrate einen endlichen Wert

annimmt.

Die Modelldynamik

Wir betrachten zuerst die zeitliche Entwicklung der Schattenpreise A und pu.
Fiir die zeitliche Entwicklung des Schattenpreises A folgt aus 0H/0k = p/\—/.\
die Beziehung A\/A = p — (1 — a)u®2® +bn + o + (n — d). Aus OH/du = 0
folgt Aau®m® k=% = puyLP. Einsetzen in OH/Om = pu — i fiihrt nach

einigen Umformungen zu:

=p—yLP+n+(n—d). (6.25)

==

Aus OH/Ou = 0 folgt ferner p = ay'u®122"1L=P. Ableiten nach der Zeit

und teilen durch p fithrt nach einigen Umformungen zu:

E(Oz—l)Z—i—(a—l)j—Fi—ﬂﬁ. (6.26)

==
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Fiir die zeitliche Entwicklung von ¢, & und m folgt wegen ¢/c = —A 2%

= l-a)u*2*—oc—p—bn—(n—d)),

uz*—zr—bn—o—(n—d),

= yLPAQ—u)—n—(n—d. (6.27)

S ia

Dann hat das resultierende dynamische System die folgende Gestalt:

j: o

- = x—p—au®z®,

z

= YLP(1—u) + 2 —u®2® +bn+o—n,

2

U 1 & Z

i [ R VA O U RR Rl Rt

U a—1 c z

L Oz LP

= v —d (6.28)

(b4 1)yL8 + quotze

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad sollen wieder ¢, & und m mit
der gleichen Rate wachsen. Daraus folgt £ = 0 = Z. Ferner soll auch die
Aufteilungsvariable u im Zeitablauf konstant bleiben @ = 0, da sie nicht
stetig wachsen oder schrumpfen kann. Da wir Land als exogen gegebene und
beschréinkte Ressource unterstellen, gilt auch fiir die Population, daf sie nicht
stetig wachsen darf. Wenn sie dariiber hinaus nicht aussterben soll, dann darf
sie ebenfalls nicht stetig schrumpfen. Es folgt also L = 0 und wir erhalten
fiir den gleichgewichtigen Wachstumspfad @ = & = 2 = L = 0. Fiir die

Gleichgwichtswerte resultieren dann die folgenden Ausdriicke:

_dbp
P
_ _ o —bdl?
. = |A-a)( p)+77 o —bd |

na v
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u = P
= L5
x—p}i
o .

i (6.29)

Dabei erfordert die Nichtnegativitéit von x, dafl 8p > d erfiillt ist. Der Gleich-
gewichtswert z ist positiv, wenn x > p gilt. Der gleichgewichtige Bevolke-
rungsbestand L ist positiv, wenn (1 — a) [z — p| > « (0 — 1 + bd) gilt. Ferner
gilt:

Satz 6.4 Die gleichgewichtige Wachstumsrate w* ist dann positiv, wenn x >
p+ 2 [0+ p+ bd]. In diesem Fall ist auch die Nichtnegativitit aller Gleich-

gewichtswerte gewdhrleistet.

Beweis: Die Wachstumsrate w* ist positiv, wenn (1 — o) u®2® > o + p + bd
gilt. Mit u*2® = L (z — p) folgt dann (1 — ) (z — p) > a[o + p + bd] und
daraus schlieflich der erste Teil der Behauptung. Damit ist sichergestellt, daf3
x > p erfiillt ist. Folglich sind die Gleichgewichtswerte  und z positiv. Es
bleibt noch zu zeigen, dafl der Gleichgewichtswert fiir L ebenfalls positiv ist.
Dies ist der Fall, wenn vL? > 0 gilt. Aus der Gleichgewichtsbeziehung folgt
dann: (1 — «) [%} > o — n + bd. Wir wissen bereits, dafl (1 — «) [?} >
o+ p+bd gilt. Also ist L positiv, wenn o + p+bd > o0 —n+ bd erfiillt ist. Das
ist jedoch der Fall, und damit ist dann gezeigt, dal auch L und schliellich «

positiv sind. O
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Wir kommen nun zur Stabilitdtsanalyse. Dazu linearisieren wir das dy-

namische System in der Nihe des Gleichgewichts® (7, z, @, L).

i'_ _:c—i_ +
z Z2—Z +

u—Uu ?
L | | L—L | +

)
— 7

(6.30)
77 7
- 4+ +

Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (4 x 4)-Jacobi-Matrix, die

beziiglich der Eintrage j;; mit ¢ = 1,...,4 und k = 1,...,4 {iber die oben

angegebene Vorzeichenstruktur verfiigt. Die Eintrédge j;. ergeben sich unter

Beriicksichtigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

Ju
J12
J13

J14

Jo1
Jo22
Jo3

j24

Js1

oo
20 — p — auz2" = x,

2, a a1

—xafu®z
—[EO(QUQ_IZQ,
0,
on
byl
Z+ Zaa:’
YLP (1 —u) + 2 —u2" +bn+ o —
0
—2yLP — aue ot 4 bz—n,
ou
on
L1 - bz —
0
a—Zd)U —u,

on o o
n+bz§—au 2%,

SWir werden im Folgenden aus Griinden der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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. on
Js2 = awu,
o on
jas = Q+nY— x4+ ——yL° +uyLl’ + —u+uyL’,
-« ou

uByLP~t + puty LY,

] and) .
= —Yu
J34 oL 1—a

Jn = gZL,
Jaz = ZZL,
Jaz = gzLa
Jaa = SZL, (6.31)

mit ) = ("_Z)fo‘l_ﬁd und ¢ = [f;"lb. Es gilt, dal eine positive Determinante

in Kombination mit einem negativen V;-Wert Sattelpfadstabilitdt mit einer

zweidimensionalen Mannigfaltigkeit sicherstellt®. Dabei ist V; wie folgt gege-

ben:
Jun Ji2 Jo2  J23 J33  J34
Vi E . . + . . + . . +
J21 J22 J32 ]33 J43  Jaa
Jin J13 Jo2  Joa Jin Jua
‘ ‘ + ‘ ‘ + ' ' . (6.32)
J31 ]33 Ja2  Jaa Ja1 Jaa

Sowohl die Determinante det(J) als auch V; lassen sich nur numerisch be-
stimmen. Wir wollen uns jedoch an dieser Stelle auf die Angabe der Stabi-

litdtsbedingungen beschrinken und verzichten auf die Modellsimulation.

6Vgl. hierzu die Ausfithrungen im Anhang in dieser Arbeit zur Lokalen Stabilitdtsana-
lyse fiir (4 x 4) - Systeme.
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6.3 Fazit

Wir haben in diesem Kapitel endogene Wachstumsmodelle mit Humanka-
pital betrachtet und haben in diesen Modellen die Fertilitdtsrate endogen
bestimmt. Dabei wurde der Fall der konstanten Population von dem der
variablen Population unterschieden.

In dem Modell mit konstanter Bevolkerung haben wir den Bevolkerungs-
bestand mit Hilfe einer geeignet gewéhlten Einwanderungsrate konstant ge-
halten. Dabei konnte gezeigt werden, daf} es einen sattelpfadstabilen gleichge-
wichten Wachstumspfad gibt. Ferner wurden die Bedingungen fiir ein positi-
ves Gleichgewichtswachstum herausgearbeitet. Im Rahmen der Modellsimu-
lation haben wir zuerst die Ausbildungskosten b variiert. Erwartungsgeméfl
zeigte sich, dafl die Fertilitdtsrate n sinkt, wenn die Ausbildungskosten zu-
nehmen. Die Gleichgewichtswerte fiir x und z blieben von dieser Variation
unberiihrt, wihrend die Aufteilungsvariable u ebenso wie Wachstumsrate w*
bereits durch die Wahl der Basisparameter festgelegt waren. Anschliefend
wurde der Nutzenparameter ¢ variiert. Dabei zeigte sich, dafi die Modellva-
riablen sehr sensitiv auf eine Erhchung von 6 reagierten. Ein Anstieg von 6
fithrte zu einem Anstieg von x und z, und erwartungsgemaf nahm auch die
Fertilitdatsrate n zu.

In dem Modell mit variabler Population haben wir angenommen, dafl
keine Einwanderung moglich ist. Folglich konnte die Bevolkerung nur stabil
bleiben, wenn die Fertilitdtsrate der exogen gegebenen Mortalitdtsrate ent-
sprach. In diesem Zusammenhang wurde die gleichgewichtige Bevolkerungs-
groe endogen bestimmt. Wir konnten weiterhin zeigen, dafl ein gleichgewich-

tiger Wachstumspfad existiert. Dariiber hinaus wurden die Bedingungen fiir
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ein positives Gleichgewichtswachstum ermittelt. Ferner haben wir die Bedin-
gungen fiir Sattelpfadstabilitit angegeben, und dabei festgestellt, dal diese
Bedingungen lediglich numerisch iiberpriift werden koénnen. Auf die Modell-

simulation haben wir fiir diesen Fall verzichtet.



Kapitel 7

Endogene Fertilitiat in

Wissenskapitalmodellen

7.1 Einfiihrung: Modelle mit Wissenskapital

In diesem Kapitel untersuchen wir Modelle, die dadurch charakterisiert sind,
dafl die Akteure Wissenskapital A(¢) bilden kénnen. Der wohl bekannteste
Ansatz ist der Learning by Doing Ansatz, welcher auf Arrow (1962) zuriick-
geht. In diesem Ansatz bildet sich Wissenskapital als Nebenprodukt der In-
vestitionstéitigkeit der privaten Akteure. In einem alternativen Ansatz von
Cigno (1984) dient der kumulierte Output als ein Indikator fiir Wissen. Wir
starten hier mit der Formulierung aus dem Artikel von Greiner (2003), die

sich an Arrow orientiert. Fiir den Bestand an Wissenskapital A(t) gilt dann:

Alt) = [ eI (s)ds (7.1)
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Dabei sind I(-) die Bruttoinvestitionen in privates physisches Kapital, und
e 1=5) ist das Gewicht!, mit dem die Investitionen zur Wissensbildung
beitragen. Die letzte durchgefiihrte Investition im Zeitpunkt ¢ = s tragt fiir
¢ = 1 in voller Hohe zur Wissensbildung bei. Fiir die zeitliche Entwicklung

des Wissens ergibt sich?:

A(t) = oI(t) — nA). (7.2)

Die Kapitalakkumulationsgleichungen des Modells ergeben sich unter Ver-

wendung der Bruttoinvestitionen I = [A*K'~* — C] wie folgt?:

= A°K'™ - (C - 0K,
A = p|AK'™—C| —nA, (7.3)

mit dem Produktionsparameter 0 < o < 1. In der obigen Formulierung gibt
¢ > 0 an, wie effektiv die Bruttoinvestitionen in physisches Kapital den
Wissensstock erhéhen. Die Variable C' beschreibt den aggregierten Konsum.
Ferner ist o > 0 die Abschreibungsrate auf physisches Kapital und n > 0 die
Abschreibungsrate fiir das Wissenskapital.

Wir gehen in diesem Kapitel wie folgt vor: Wir beginnen mit dem Lear-
ning by Doing Ansatz und beriicksichtigen die endogene Fertilitdtswahl und
die Ausbildungskosten fiir die Nachkommenschaft. Dabei unterscheiden wir

den Fall der konstanten von dem der variablen Population. Am Ende des

1Zur Verwendung von Gewichtsfunktionen siehe auch Grossman und Helpman (1992),
Kapitel (3.2).

2Es gilt: A(t) = ffoo e 13 [(s)ds = e~ fioo e’ I(s)ds.
Daraus folgt: e A(t) = ¢ fioo e I(s)ds. Ableiten nach der Zeit ergibt:

nemA(t) 4+ e A(t) = pe1(t) & nA(t) + A(t) = pI(t).
3Wir verzichten von nun ab auf den Zeitindex t.
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Kapitels betrachten wir einen alternativen Ansatz beziiglich der Produktion
von Wissen.

Die Modelle sollen dahingehend {iberpriift werden, ob ein gleichgewichti-
ger Wachstumspfad (GGW) existiert, und ob dieser eindeutig ist. Ein GGW
sei dadurch gekennzeichnet, dal der Konsum und die Kapitalbestdnde mit
der gleichen Rate wachsen. Die Bevolkerung ist aus definitorischen Griinden
konstant. Ferner sollen die Stabilitdtseigenschaften der jeweiligen Systeme
untersucht werden. Dariiber hinaus ist an eine Simulation der Modelle ge-

dacht, so daf} reale Situationen abgebildet werden konnen.

7.2 Endogene Fertilitit und der Learning-by-
Doing Ansatz

Wir wollen nun die Fertilitdtswahl, die Ausbildungskosten fiir die Nachkom-
menschaft und die Bevolkerung in das Modell mit Wissenskapital einfiihren?.
Die Fertilitdtswahl erfassen wir in der Nutzenfunktion des reprisentativen
Akteuers. Dabei wollen wir annehmen, dafl der Nutzen des reprisentativen
Akteurs vom Pro-Kopf-Konsum ¢ = CL™! und von der Pro-Kopf-Fertilitét
n = NL7! abhingt. Hierbei ist L die Bevolkerungsgrofie, N die gesamte
Nachkommenschaft und n die Fertilitdtsrate. Dann sei fiir die individuelle

Nutzenfunktion folgende Gestalt angenommen:

U(e,n) =Inc+6lnn, (7.4)

4Ein auf Cigno (1984) basierendes Learning-by-Doing Modell mit Bevolkerungswachs-
tum wird in Strulik (1997) behandelt.
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mit dem Nutzenparameter 0 > 0. Der reprisentative Akteur hat im Folgen-
den einen unendlich langen Planungshorizont und maximiert den abdiskon-

tierten Nutzenstrom durch geeignete Wahl von ¢ und n:
+oo
mam|c7n/ e "U(e,n)dt. (7.5)
0

Dabei bezeichnet p die Diskontrate, und ¢ ist der Zeitindex. Die Ausbildung
der Nachkommen reduziert die Moglichkeit in physisches Karital zu investie-
ren. Wir nehmen an, daf sich die Ausbildungskosten proportional zum Pro-
Kopf-Output y = YL~ ! verhalten und durch bNy = bnLy = bnY gegeben
sind. Die Bevolkerung L sei dabei gleich dem Arbeitseinsatz. Wie nehmen
also an, daf} jedes Bevolkerungsmitglied auch arbeitet. Die zeitliche Entwick-
lung des Populationsbestandes sei wieder durch L = (n—d+m)L gege-
ben. Dabei ist d die Mortalitdtsrate und m die vorzeichenunbeschriankte Ein-
wanderungsrate. Zusétzlich nehmen wir an, dafi die Effektivitat, mit der die
Bruttoinvestitionen das Wissen vermehren, vom Arbeitseinsatz (Populations-
grofie) abhingig ist. Als neue Effizienzfunktion unterstellen wir y (L) = ¢L”
mit ¢ > 0 und S > 0. Die neuen Akkumulationsgleichungen ergeben sich
unter Beriicksichtigung des Arbeitseinsatzes, der Ausbildungskosten und der

neuen Effizienzfunktion wie folgt:

K = (AL)*K'™® —C —bnY — 0K,
= (1-bn)(AL)*K'"™* - C - 0K,
A = LP[(1—bn) (AL)* K'~* = C| = nA. (7.6)

Fiir b =0 =60 und L = 1 ergibt sich als Spezialfall der in Greiner (2003) vor-

geschlagene Ansatz mit einer logarithmischen Nutzenfunktion. Es sei noch
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erwahnt, dafl in der neuen Version (AL) der Effektivarbeitseinsatz ist. Wir
unterstellen also, dafl Wissen arbeitsvermehrend wirkt. Hierbei ist Wissen ein
reines 6ffentliches Gut, so daf§ beziiglich der Nutzung vollkommene Nichtriva-
litdt gegeben ist. Damit ist der aggregierte Bestand A gleich dem Pro-Kopf-
Bestand. Die jeweilige zeitliche Entwicklung der Pro-Kopf-Gréfien ergibt sich
mit k= KL — kLL ! sowie k= KL ' und ¢ = CL™* zu:

(1—bn) A%k —c— ok — (n—d+m)k,

A = @LPL|(1—bn) Ak = ¢| = nA. (7.7)

Wir wollen nun den Fall der konstanten Population und den der variablen
Population untersuchen und beginnen mit dem konstanten Bevolkerungsbe-

stand.

7.2.1 Das Modell mit konstanter Population

Da in diesem Modell die Fertilitdtsrate n endogen bestimmt wird, ist im all-
gemeinen damit zu rechnen, dafl die Fertilitdt von der Mortalitdt d abweichen
wird (n # d). Folglich kann dann Einwanderung m benutzt werden, um die
Population konstant zu halten. Es mufl dann stets m = d—n gelten. Wir wol-
len annehmen, dafl m nicht vorzeichenbeschrankt ist und daf} die staatlichen
Autoritdten immer in der Lage sind, die Einwanderung in geeigneter Weise
festzulegen. Dann kénnen wir den Bevélkerungsbestand auf L = 1 normieren
und miissen nicht zwischen aggregierten und Pro-Kopf-Grofien unterscheiden.

Die Effizienzfunktion nimmt dann den Wert xy = ¢ an.
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Das Modell

Das Modell besteht aus der Nutzenfunktion U(c,n) = Inc + 0lnn und den

folgenden beiden Kapitalakkumulationsgleichungen:

(1 —bn) A%k — ¢ — ok,
A

© {(1 —bn) A%k — c} —nA. (7.8)

Wir bilden nun die Hamiltonfunktion in laufenden Werten H = Inc+61Inn-+
Mk (¢,n, k) und gehen bei der Optimierung vom kompetitiven Fall aus. Die

resultierenden Optimalitdtsbedingungen lauten dann wie folgt:

0H 1
— = —-—=A=0
dc c ’
a—H = Q — MA%kTT =0,
on n
H .
%k = A1 —bn) A%k — Xo = p\ — ), (7.9)

mit der Transversalitdtsbedingung lim; ., o e " A(t)k(t) > 0. Es gelte nun
r = ck™! und z = Ak~!. Dann folgt aus den Optimalititsbedingungen fiir

die Fertilitatsrate n:
B Ox

_b,Zia.

(7.10)

n

Die Fertilitdtsrate héngt positiv von x und 6, sowie negativ von z und b
ab. Uber das Vorzeichen von dn/06 und dn/0b auf dem gleichgewichtigen
Wachstumspfad (GGW) kann vorerst keine Aussage getroffen werden, da
noch nicht klar ist, inwiefern die Variablen x und z auf dem GGW von 6 und
b abhéingen. Fiir endliche Werte x und z gilt jedoch: 8 — 0 = n — 0 sowie

b—0=n— +o0.
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Die Modelldynamik

Die Entwicklung des Schattenpreises \ ergibt sich aus 0H/0k = pA — A und
ist durch A/A = p+0 — (1 —bn) (1 — @) 2* gegeben. Wir erhalten schlieflich
wegen A\ = —é/c:

(1-—a)z—(1—a)bz—0—p,

= 2*—0r—2x—o0,

0zt —px2z (14 0) — 1. (7.11)

IS R EsY

Es gelte v = ck™! und z = Ak~!. Dann hat das resultierende dynamische

System die folgende Gestalt:

z(1+ab) —az*—p,

ST IRNSE NS

P2t —prz (14 0) — 2 (14 0) Fo -y (7.12)

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad gilt wieder £ = 0 = 2. Dabei
resultiert fiir z die folgende Beziehung:

_az%+p

= . 1
1+ ab (7.13)

Die Nullstellen von f(z) = zz~! lassen sich nur numerisch bestimmen. Es

148t sich jedoch die folgende Behauptung aufstellen:

Satz 7.1 Fiir o > n hat die Funktion f(z) = 227! mindestens zwei Nullstel-
len und das System damit mindestens zwei gleichgewichtige Wachstumspfade
(GGW). Fiir 0 = n hat die Funktion f(z) = 227! mindestens eine Nullstelle

und das System entsprechend mindestens einen GGW.
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Beweis: Zuerst ersetzen wir die Variable z in der Gleichung (7.12) durch
den entsprechenden Gleichgewichtswert und erhalten fiir f(2) = 227! den

folgenden Ausdruck:

0z M) — 2% —pgp(1+0) 2t + (1 +0)gp+ 0 —n, (7.14)

z
z

mit 1) = [1 — ga (1 +0)] und ¢ = (1 4+ af)~". Dabei zeigt sich, daf die Funk-

tionswerte fiir sehr kleine und sehr grofle z gegen —oo streben. Also gilt:

lim <Z> — lim <Z> - 0. (7.15)
z—0 \ 2 z—+00 \ 2

1406)]*
2=, 2y = [qp(—'—)l : (7.16)
(&
mit ¢ = [1 — ga (1 + )] und ¢ = (1 + ad)~". Dann folgt:
z z
o I 1
Zlz=2z Zlz=29 o (7 7)

Falls nun o > 7 gilt, dann ist f(z) = 227! > 0. Da die Funktion f(z)
stetig ist fiir z € (0,400), folgt mit Gleichung (7.15), dafl es mindestens zwei
Nullstellen geben mufl. Damit ist der erste Teil der Behauptung gezeigt.

L' = 0. In diesem Fall sind z; und 2,

Falls 0 = n gilt, dann ist f(z) = 2z~
Nullstellen. Wenn z; = 25 ist, dann liegt eine doppelte Nullstelle vor. Damit
ist der zweite Teil der Behauptung gezeigt. O

Der Output deckt die Konsumausgaben, wenn fiir n = d die Bedingung
2% (1 —bd) —x > 0 erfiillt ist. Mit bdz® = 6z erhalten wir als Bedingung
2% > (14 0)gp. Dies ist gleichbedeutend mit der Bedingung z* > 2§, so

dafl also z > z5 gelten mufB.



7.2.1 Das Modell mit konstanter Population 129

Wir kommen nun zur Stabilitdtsuntersuchung und wollen aus Vereinfa-
chungsgriinden annehmen, dafl ¢ = 7 gilt. Dann liegen fiir z; # 25 mindestens

zwei gleichgewichtige Wachstumspfade vor, und es gilt:
Satz 7.2 Das System ist fir Z = max{z, 22} sattelpfadstabil.

Beweis: Um Sattelpfadstabilitit zu zeigen, linearisieren wir das dynamische
System in der Nihe des Gleichgewichts® (Z, z) und bestimmen die Determi-
nante der Jacobi-Matrix:

x rT—2Z + -

=J ; J = . (7.18)

2 z—Z 7?7
Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (2 x 2)-Jacobi-Matrix, die
beziiglich der Eintrédge j; mit « = 1,2 und k = 1, 2 iiber die oben angegebene

Vorzeichenstruktur verfiigt. Die Eintrdage j;, ergeben sich unter Beriicksich-

tigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

jiun = 2x (14 af) —az® —p,
jiz = —a’zT

Jou = z(1+0)—9(1+0),

joo = apz® ' —(a+1)z"+(c—n)+z(1+0). (7.19)

Eine negative Determinante der Jacobi-Matrix ist im (2 x 2)-Fall notwendig

und hinreichend fiir Sattelpfadstabilitéit. Es folgt: det(J) < 0, wenn gilt:

. (7.20)

a+ af a1 |+ ab
— paz
14+ af ¥y 1+ af

(Jo2) < az® [

SWir werden im Folgenden aus Griinden der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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Nun muf} eine Fallunterscheidung vorgenommen werden. Wir betrachten zu-
erst die Nullstelle z = z; = . Dann reduziert sich fiir 0 = 7 die Stabilitéts-

bedingung zu (joz) < 0. Durch Einsetzen und Umformen ergibt sich:

gp(1+60) <201 —(1+6)qqa]. (7.21)
P

Wegen Gleichung (7.16) muf} also 2§ > 2§ gelten. Daraus folgt ¢ = 21 > 2o,
und das bedeutet, dafl ¢ = 2; die goBere der beiden Nullstellen sein mufl. Wir
betrachten nun die Nullstelle z = 2z5. Dann folgt fiir die Stabilitdtsbedingung;:

(J22) < aq (1 +0) [1 — @zgl} azy. (7.22)
Fiir (jgo) ergibt sich durch Einsetzen und Umformen:

(J22) = 0z ™" — azy + 2y [ap (1 +0) — 23] (7.23)
=0

Daraus ergibt sich, dal die folgende Ungleichung erfiillt sein mufi:
azy [cngl — 1} <aq(l+0) [1 — gpz{l} azy. (7.24)
Die Ungleichung ist erfiillt, wenn gilt:
0<fog(1+0)+1](1-pz"). (7.25)

Die Ungleichung ist erfiillt, wenn 1 > @z, ' gilt. Dies ist gleichbedeutend
mit zo > ¢ = 21, so daB 2y die grofere der beiden Nullstellen sein mu8.
Damit ist gezeigt,dafl die gréflere der beiden Nullstellen die Bedingung fiir
Sattelpfadstabilitét erfiillt. O

Wir kommen nun zu den resultierenden Wachstumsraten, die sich auf den

gleichgewichtigen Wachstumspfaden ergeben. Dabei gilt:
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Satz 7.3 Fiir 20 > 23+ oy~! ist die gleichgewichtige Wachstumssrate posi-

tiv.
Beweis: Wir gehen von folgender Gleichung aus:
w'=2*—z(1+6)—0>0. (7.26)

Durch Einsetzen und Umformen ergibt sich:

2> ‘W + i (7.27)

Daraus folgt die Bedingung 2% > z$ + o¢)~! mit der Folge, dafi die Null-
stelle z = 25 kein positives gleichgewichtiges Wachstum generiert. Damit ist
ein positives gleichgewichtiges Wachstum nur fiir die Nullstelle z = z; = ¢

moglich, wenn die Bedingung ¢® = 2§ > 25 + o~ ! erfiillt ist. O

Die Modellsimulation

Wir gehen bei der Simulation des Modells wie folgt vor. Zuerst legen wir die
Basisparameter fest. Anschlieend nehmen wir an, dafl der Staat die Ausbil-
dungskosten b beeinflussen kann. Wir untersuchen dann die Auswirkungen
verschiedener Werte fiir b sowie auch 6 auf das System. Dabei interessie-
ren uns besonders die gleichgewichtige Wachstumsrate und die resultierende
Fertilitdtsrate auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad.

Wir starten mit der Basiskonfiguration. Hierbei nehmen wir fiir den Nut-
zenparameter # = 0,4 und fiir den Produktionsparameter o = 0,6 an. Fiir
die Abschreibungsraten gelte o = n = 0, 10, und die Zeitpréaferenzrate sei mit

p = 0,025 gegeben. Ferner sei o = 0, 25.
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Tabelle 7.1: Variation der Ausbildungskosten im Learning-by-Doing Modell

bei konstanter Population

18 10,23 10,25 | 1,18 | 1,22

19 - Co 112
20| - . 1,06
21| - . 1,01
2| - . 10,96

In der Tabelle 7.1 ist n = nl100 die Fertilitdtsrate in Prozent und © = w100
die Wachstumsrate in Prozent. Es zeigt sich, daf§ die Variation der Ausbil-
dungskosten b die Gleichgewichtswerte x und z, sowie die gleichgewichtige
Wachstumsrate w nicht beeinfluffit. Erwartungsgem&fl nimmt die gleichge-
wichtige Fertilitétsrate ab, wenn die Ausbildungskosten erhoht werden. Dabei
verursacht eine Kostenzunahme von Ab = 1 eine Abnahme der Fertilitédtsra-
te zwischen 0,05 und 0,06 Prozentpunkten. Offenbar stellt diese Abnahme
der Fertilitdt gerade sicher, dafl die aggregierten Ausbildungsausgaben fiir
die gesamte Nachkommenschaft gleich bleiben, so daf} sich die Werte fiir x

und z, sowie fiir w nicht verdndern.

Wir wollen nun den Nutzenparameter ¢ variieren und halten die Ausbil-

dungskosten auf b = 20 konstant:
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Tabelle 7.2: Variation des Nutzenparameters im Learning-by-Doing Modell

bei konstanter Population

0,30 10,24 | 0,25 0,84 | 2,00

0,3510,24 | - ]0,95]| 1,60
0,40 | 0,23 | - |1,06| 1,22
0,45 10,23 | - |1,16|0,86
0,50 | 0,22 | - |1,26]0,51

Es zeigt sich, daf§ die Variation des Nutzenparameters # den Gleichgewichts-
wert z unverandert 1a8t, wihrend der Gleichgewichtswert = fiir A6 = 0, 20
geringfiigig absinkt. Erwartungsgemaf nimmt die gleichgewichtige Fertilitéts-
rate zu, wenn der Parameter 6 erhoht wird. Allerdings geht die Zunahme der
Fertilitdtsrate mit einer absinkenden gleichgewichtigen Wachstumsrate ein-
her. Dieses Ergebnis ist plausibel, da bei steigenden n und konstantem b
die Ausbildungskosten fiir die Nachkommenschaft zunehmen. Folglich geht
eine Erhchung von 6 zu Lasten der Akkumulation des privaten physischen

Kapitals und damit zu Lasten der Wachstumsrate des Systems.

7.2.2 Das Modell mit variabler Population

Wir gehen nun davon aus, daf aus institutionellen Griinden keine Einwande-
rung m = 0 stattfinden kann, wie es auch fiir die Welt als Ganzes gilt. Wir

betrachten also eine Welt mit nur einem Land. Dann gilt fiir die zeitliche
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Entwicklung des Bevélkerungsbestandes L = (n — d) L, und wir miissen nun
zwischen aggregierten und Pro-Kopf-Gréfien unterscheiden. Im allgemeinen
kann nun die Fertilitdt von der Mortalitdt abweichen (n # d) und wir er-
halten mit LL™' = (n — d) eine weitere Gleichung, welche das dynamische
Verhalten unseres Systems beschreibt. Wir werden noch sehen, daf3 dadurch

der Populationsbestand L zu einer modellendogenen Variable wird.

Das Modell

Das Modell besteht aus der Nutzenfunktion U(c,n) = Inc+61nn, den Kapi-
talakkumulationsgleichungen und der Gleichung fiir das Bevolkerungswachs-

tum:

= (1-bn) A" —c—0ock—(n—d)k,
A = X(L)L|(1—bn) A%k~ — ¢| — nA,
= pLP*H! [(1 —bn) Ak — c} —nA,
L = (n—d)L. (7.28)
Wir bilden nun die Hamiltonfunktion in laufenden Werten H = Inc+61Inn+

M (¢,n, k) und gehen bei der Optimierung vom kompetitiven Fall aus. Die

resultierenden Optimalitdtsbedingungen lauten dann wie folgt:

OH 1
— = ——-2=0
Oc c ’
H 0
a— = — — MDA — Nk =0,
on n
O0H

5 = A1 —=bn) Ak —Xo—A(n—d)=pr— X, (7.29)

mit der Transversalititsbedingung lim; ., e " A(t)k(t) > 0. Es gelte nun

wieder # = ck™! und z = Ak~!. Dann folgt aus den Optimalititsbedingungen
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fiir die Fertilitatsrate n:
Ox

"= 14 bz’

(7.30)

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad (GGW) muB stets n = d gelten.
In der Ungleichgewichtssituation ist n variabel und hingt positiv von x und
6, sowie negativ von z und b ab. Wir erhalten wie im Fall der konstanten
Population: § — 0 = n — 0. Falls die Ausbildungskosten fiir die Nachkom-
menschaft verschwindend gering sind (b — 0), so folgt diesmal allerdings,

daf} die Fertilitatsrate den endlichen Wert n = #x annimmt.

Die Modelldynamik

Die Entwicklung des Schattenpreises A ergibt sich aus 0H/0k = p\ — A und
ist durch A/JA = p+o+ (n—d) — (1 — ) (1 — bn) z* gegeben. Wir erhalten
schlieBlich wegen A\/\ = —¢/c:

l-a)(l=0bn)z*—p—0c—(n—4d)),

2*(1—bn)—x—0—(n—d),

IS R EsY

= L™ [zo"l (1—"bn)— xz’l] — . (7.31)

Es gelte x = ck™! und 2 = Ak~!. Dann hat das resultierende dynamische
System nach Substitution von n und einigen Umformungen die folgende Ge-

stalt:

T —p— oz + abfr (14 b2%) "' 2%,

= @LPt! [zo‘ — bz (1 4+ b2®) " 2% — :c} 27+

ISEIESAR SR D

z(1+0)—2%+q,
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ﬁ = [ b —d], (7.32)

1+ bze
mit ¢ = 0 — n — d. Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad gelte nun
L =& =%=0,so daB sich fiir die Gleichgwichtswerte folgende Ausdriicke

ergeben:

. d—0p .
af (1—bd) —bd| °
d(1+ bz*)

TS T

* B

o= |[WiEmE)T (7.33)

(w*+0)p

Fiir den Spezialfall o = n vereinfacht sich der gleichgewichtige Populations-

bestand L zu:

1

L= (;) o (7.34)

Satz 7.4 Das System ist fiir bp > o (1 —bd) und p + L“:In} az® < w*+n

g

sattelpfadstabil.

Beweis: Um Sattelpfadstabilitéit zu zeigen, linearisieren wir das dynamische
System in der Nithe des Gleichgewichts® (z, z, L) und bestimmen die Deter-

minante und die Spur der Jacobi-Matrix:

T Tr— T + — 0
sl=J| 2=z | J=|7 7 +[. (7.35)
L L—1L + — 0

Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (3 x 3)-Jacobi-Matrix, die

beziiglich der Eintrdge j; mit ¢ = 1,2,3 und k£ = 1,2,3 iiber die oben

5Wir werden im Folgenden aus Griinden der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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angegebene Vorzeichenstruktur verfiigt. Die Eintriage j;. ergeben sich unter

Berticksichtigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

Jn
J12

J13

J21

Jo22

J23

J31
J32

J33

Im (3 x 3) -

= r+ abdz®,

2 J,0
= —a’rzt ll — bd + b 1 ,

1+ bz
— 07

- z(1+9)—g0L5+1 [692_1]’

1+ bz
= —a2® — @LPT 2% —bd2® —x] 27t +
b daz®

OLP [az® — abdz®] 2 + LT ll e

[ I
N
Q
L

= (B+1)@LP[2* — bdz® — 2],

0L

14 bz’

7
L e
(1+b2%)

= 0. (7.36)

Fall stellt eine positive Determinante in Kombination mit ei-

ner negativen Spur Sattelpfadstabilitdt sicher. Der Sattelpfad ist dann eine

zweidimensionale Mannigfaltigkeit”. Wir zeigen zuerst, daf die Determinante

positiv ist. Fiir die Determinante gilt nun:

det(J) = — (J23) [(J11) (Js2) — (J31) (Jr2)] - (7.37)

"Vgl. Wirl (1997), sowie den Anhang dieser Arbeit.
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Die Determinante ist wegen (ja3) > 0 positiv, wenn (j11) (Js2) < (Js1) (J12)

gilt. Einsetzen und Umformen ergibt:

x + abdz® b2dz*
—b|—— —a |1 —0bd . .
[ 1+ bze ]< O‘[ +1+bza] (7.38)
Mit z + abdz® = p + az® folgt nach einigen Umformungen:
o |14 bz* — bd —b*dz* + b2dza] < pb + abz. (7.39)
=0

Es folgt schliefllich o (1 — bd) < pb, wodurch der erste Teil der Behauptung
gezeigt wire. Wir kommen nun zum zweiten Teil und zeigen, dafl die Spur
tr (J) negativ ist. Wegen (js3) = 0 mufl dann fiir die Spur gelten: tr (J) =
(711) + (J22) < 0. Wir ersetzen nun (j11) und (ja2). Ferner verwenden wir die
Beziehung =+ abdz® —az® = p und bestimmen anschlieSend einen Ausdruck
fir tr (J) z (1 4 bz?):
tr(J)z(140b2%) = pz(1+0b2%) — @LP™ 2% — bd2® — 2] (1 + bz*) +
eLP 1 az® {(1 —bd) (1 +b2) + deZa} . (7.40)
Wegen z > 0 und (1 + bz®) > 0 ist die Spur ¢r (J) negativ, wenn die rechte
Seite von (7.40) negativ ist. Mit [(1 — bd) (1 + b2%) + b*dz®] = 1 — bd + bz"
ist die rechte Seite von (7.40) negativ, wenn gilt:
pz (14 02%) + L az® (1 — bd + b2%) < L P [2% — bdz® — 2] (1 + b2%) .
(7.41)
Wenn nun (1 — bd + bz*) durch (1 + b2z®) ersetzt wird, wird die linke Seite

von (7.41) groBer. Wenn die neue Ungleichung gilt, gilt auch die Ungleichung
(7.41). Die neue Ungleichung lautet nach Division durch (1 + bz*) wie folgt:

pz + L az® < oLPT 2% (1 — bd) — 2] (7.42)
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Wegen w* +n = oL [22 (1 —bd) — 2] 27 und 2% (1 —bd) — 2 = w* + 0

ergibt sich:

w*+n] .
¢ < . 7.43
[w*~|—0 az W ( )

Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Die Modellsimulation

Wir gehen bei der Simulation des Modells wie folgt vor. Zuerst legen wir die
Basisparameter fest. Anschliefend nehmen wir an, daf§ der Staat die Ausbil-
dungskosten b beeinflussen kann. Wir untersuchen dann die Auswirkungen
verschiedener Werte fiir b auf das System. Dabei interessieren uns besonders
die gleichgewichtige Wachstumsrate und der gleichgewichtige Bevolkerungs-
bestand.

Wir starten mit der Basiskonfiguration. Hierbei nehmen wir fiir den Nut-
zenparameter § = 0,6 und fiir den Produktionsparameter v = 0,6 an. Fiir
die Abschreibungsraten gelte ¢ = n = 0,07, und die Zeitpriferenzrate sei
mit p = 0,03 gegeben. Die Mortalitatsrate sei mit d = 0,012 angenommen.
Ferner sei ¢ = 0,10 und = 0, 50.



140 7.2.2 Das Modell mit variabler Population

Tabelle 7.3: Variation der Ausbildungskosten im Learning-by-Doing Modell

bei variabler Population

23,010,20 (0,21 | 1,63 | 1,31

22,9 10,22 0,25 | 1,85 | 2,68
22,8 10,25 | 0,31 | 2,13 | 4,41
22,7 10,28 [ 0,40 | 2,50 | 6,69
22,61 0,33 | 0,52 | 3,02 | 9,80

[Va)
=
—I——i——i——i——l—c
+ [+ |+ |+ [+ =

In der Tabelle 7.3 ist @ = w100 die Wachstumsrate in Prozent, sowie sp(J)
das Vorzeichen der Spur und W das Vorzeichen des W-Wertes. Es zeigt sich,
daf} die Ausbildungskosten nur innerhalb eines sehr kleinen Bereiches sinnvoll
variiert werden konnen, da das System sehr sensitiv auf diese Kostenvariation
reagiert. So nehmen insbesondere der gleichgewichtige Bevolkerungsbestand
und die gleichgewichtige Wachstumsrate stark zu, wenn die Ausbildungsko-
sten b geringfiigig reduziert werden. Fiir die Zunahme der Wachstumsrate
ergeben sich zwei Erklarungen. Erstens erhohen sinkende Ausbildungskosten
die Moglichkeit, in privates physisches Kapital zu investieren; zweitens wirkt
eine groflere Bevolkerung in diesem Modell positiv auf die Akkumulation des
Wissenskapitals.

Ferner sind sowohl die Spur sp(J) als auch der W-Wert stets positiv, so
daB wir nicht auf Sattelpfadstabilitéit schlieBen konnen. Wir fahren daher mit

der Betrachtung der resultierenden Eigenwerte e, mit k=1, ..., 3 fort:
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Tabelle 7.4: Bestimmung der Eigenwerte im Learning-by-Doing Modell bei

variabler Population

b 1 €2 €3
23,0 | 0,00 (+4)|0,09+10,16 | 0,09 — 0,16
22,9 10,00 (+4)|0,09+10,18 | 0,09 — 0,18
22,8 10,00 (+) 0,10+ 140,20 | 0,10 — 40,20
22,710,00 (4)|0,12+4140,22 | 0,12 — 0,22
22,6 | 0,00 (+)|0,134140,26 | 0,13 — 0,26

Die Tabelle 7.4 zeigt, dafl wir bei der betrachteten Parameterkonstellation
einen nahe bei Null liegenden positiven reellen Eigenwert e; und ein konju-
giert komplexes Eigenwertpaar es 3 mit positivem Realteil erhalten. Folglich
liegt in diesem Fall keine Sattelpfadstabilitéit vor. Wir verzichten nun auf die
Variation des Nutzenparameters ¢ und stellen nun einen alternativen Ansatz

der Wissensgewinnung bei variabler Population vor.

7.3 Populationsgrofle und Ideenproduktion

In diesem Abschnitt wollen wir einen alternativen Ansatz der Wissenskapi-
talakkumulation in einem endogenen Wachstumsmodell mit endogener Fer-
tilitdtswahl betrachten. Eine sehr géngige Modellierung hinsichtlich der Wis-
senskapitalbildung ist der Learning by doing Ansatz, der bereits weiter oben

im Text vorgestellt wurde. In diesem Ansatz erhéht sich der Bestand an
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Wissenskapital als Nebenprodukt der Investitionstitigkeit®.

Das hier vorzustellende Modell geht davon aus, dafl die zeitliche Ent-
wicklung des Bestandes an Wissenskapital positiv vom Wissensbestand und
von der BevolkerungsgroBe abhingt. Dahinter steht die Uberlegung, daB ei-
ne grofie Bevolkerung mehr gute Ideen® produziert als eine kleine Bevolke-
rung. Dieser Grundgedanke findet sich bereits in Kuznets (1960). Kuznets
vermutet in dieser Arbeit, daf§ eine groflere Bevolkerung mit einer héheren
Wabhrscheinlichkeit niitzliche Innovationen hervorbringt!©.

Wir wollen nun annehmen, dafl Wissen ein reines 6ffentliches Gut ist. Die

zeitliche Entwicklung des Wissensbestandes ergibt sich dann wie folgt:
A=~ALP —pA. (7.44)

Damit ist die Bruttozunahme A + nA des Wissensbestandes eine Funktion
des Wissens und der Populationsgrofie, und die Wachstumsrate w4 des Wis-
sensstocks ist durch wy = vLP? —n gegeben und hingt also ausschlieBlich von
der Grofe der Bevolkerung ab. Fiir den Spezialfall n = 0 und g = 1 ist die
Wachstumsrate des Wissens proportional zur Bevolkerungsgrofe; dies ist die
Formulierung, die in Kremer (1993) fiir die Entwicklung des technologischen

Niveaus verwendet wurde.

Das Modell

Das Modell besteht aus der Nutzenfunktion U(c,n) = Inc+ 01nn, der Glei-
chung fiir die zeitliche Entwicklung des physischen Kapitals und der Glei-

8Vgl. Arrow (1962). Eine verallgemeinerte Version findet sich in Greiner (2003).
9Siehe hierzu auch Jones (2003).
10Vgl. hierzu auch: Ehrlich und Lui (1997), S. 232.
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chung fiir das Bevolkerungswachstum:

= A" —c—bny — ok — (n—d)k,
A = yAL? — A,

(n—d) L. (7.45)

Wir bilden nun die Hamiltonfunktion in laufenden Werten H = Inc+61Inn-+
M (¢,n, k) und gehen bei der Optimierung vom kompetitiven Fall aus. Die

resultierenden Optimalitdtsbedingungen lauten dann wie folgt:

on = 1—)\:O = A=c,

Oc c

on = 0 — MNAYE'TY — Xk =0,

on n

H

%k = A(1—a)(1—bn) Ak — Ao — A (n — d) =

= pA =, (7.46)

mit der Transversalitdtsbedingung lim; ., e ”A(t)k(t) > 0. Es gelte nun
r = ck™! und z = Ak~!. Dann folgt aus den Optimalititsbedingungen fiir

die Fertilitatsrate n:
Ox
n= .
1+ bze

(7.47)

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad (GGW) muB stets n = d gelten.
In der Ungleichgewichtssituation ist n variabel und hingt positiv von x und
6, sowie negativ von z und b ab. Wir erhalten wie im Fall der konstanten
Population: § — 0 = n — 0. Falls die Ausbildungskosten fiir die Nachkom-
menschaft verschwindend gering sind (b — 0), so folgt diesmal allerdings,

daf} die Fertilitatsrate den endlichen Wert n = fz annimmt.
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Die Modelldynamik

Die zeitliche Entwicklung des Schattenpreises A folgt aus O0H/0k = p\ —

A und ist durch A/A = p+ 0+ (n—d) — (1 —a) [l —bn] z* gegeben. Die

Modelldynamik ergibt sich wegen A /A = —¢/c wie folgt:

s o A

Es gelte z =

vL’ —n.

System die folgende Gestalt:

iU SEIEN SN ESH

(n—d).

l—a)(l=0bn)z*—p—0—(n—4d),

(1—=bn)z*—z—0—(n—4d),

(7.48)

ck™ und z = Ak~!. Dann hat das resultierende dynamische

= z—p—a(l—>bn):z2°,

YL —n+o+(n—d) +x—(1—bn)2,

(7.49)

Auf dem gleichgewichtigen Wachstumspfad gilt wieder L = & = 2 = 0, so

daB sich fiir die Gleichgwichtswerte folgende Ausdriicke ergeben:

L

06 (1— bd) — db
[d (1 + bza)]

[w* —i—T]]B

9

d—0p ]i

0

1

(7.50)

v

mit: w* = 2%(1 —bd) — x — 0. Wir werden weiter unten noch sehen, dafl

0 < dba (1 —bd)]"" aus Stabilititsgriinden gelten muB. Dann jedoch muf
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wegen der Nichtnegativitit von z auch d < 6p gelten. Da wir die Moglichkeit
der Kreditaufnahme ausschlieen wollen, mufl der Output die gesamten Aus-
gaben decken. Die entsprechende Budgetbeschrankung pro Kopf lautet dann
Ak > e+ bnAk' ™ & (1 — bd) z* > x. Wir substituieren = und nehmen
an, daf 6 (1 — bd) > bd gilt. Dann folgt, dafi die Budgetbeschrankung erfiillt

ist, wenn gilt:

z >

d o
(1= bd) — bd] ' (7.51)

Wir kénnen an dieser Stelle bereits feststellen, dal der Nutzenparameter 6
aus Stabilitétsgriinden (wie noch zu zeigen sein wird) und aus Budgetgriinden

der folgenden Beschrankung geniigen muf3:

bd bd
e 52
—od ~ ' o= (7.52)

Wir wollen nun mit der Stabilitdtsuntersuchung fortfahren:

Satz 7.5 Das System ist fiir 6 < dblo (1 —bd)]™" sattelpfadstabil, wenn au-
Berdem o (1 4+ 0) < 1 und §(w* +n) < az® erfullt sind.

Beweis: Um Sattelpfadstabilitit zu zeigen, linearisieren wir das dynamische
System in der Nithe des Gleichgewichts'! (z, z, L) und bestimmen die Deter-

minante und die Spur der Jacobi-Matrix:

T x—2 + — 0
sl=Jlz—z2|; J=|+ — + | (7.53)
L L—1L + — 0

1Wir werden im Folgenden aus Griinden der Vereinfachung im allgemeinen auf die

besondere Kennzeichnung der Gleichgewichtswerte verzichten.
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Dabei ist J eine im Gleichgewicht berechnete (3 x 3)-Jacobi-Matrix, die
beziiglich der Eintrdge j; mit ¢ = 1,2,3 und k£ = 1,2,3 iiber die oben
angegebene Vorzeichenstruktur verfiigt. Die Eintrédge j;. ergeben sich unter

Beriicksichtigung der Gleichgewichtsbeziehungen wie folgt:

J11 = x4+ abdz®,

b?dz”
Jr2 = —alxzt! [1 — bd + - ] ,

1+ bz
j13 = 07

j21 = (]_—f—Q)Z,
Jo2 = —azf,

joz = ByzLP7Y,

. 0L

J31 = 11 bz’

_— Labdz*—!

J32 = Tl e

Jsz = 0. (7.54)

Im (3 x 3) - Fall stellt eine positive Determinante in Kombination mit ei-
nem negativen W-Wert Sattelpfadstabilitdt sicher. Der Sattelpfad ist dann

eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit!?

. Wir zeigen zuerst, dafl die Deter-
minante positiv ist. Die Determinante ist wegen (j23) > 0 positiv, wenn

(711) (J32) < (j31) (j12) erfiillt ist. Einsetzen und Umformen ergibt:

b?z2df
abz — abzbd + == < zdb + abdz"bd. (7.55)
(1+bz%)

12vgl. Wirl (1997), sowie den Anhang dieser Arbeit.




7.3 Populationsgrofle und Ideenproduktion 147

Im Gleichgewicht gilt die Beziehung d = 6z [1 + b2°]"". Einsetzen ergibt
schlieBlich afx (1 — bd) < xzdb. Daraus folgt 6 < db[a (1 — db)]”". Damit ist
der erste Teil der Behauptung gezeigt. Wir kommen nun zur Betrachtung des
W-Wertes, wobei fiir W gilt:

jll j12 jll j13 j22 j23
W + -

j21 j22 jSl j33 j32 j33

= (ju1) (Jaz) — (Ja1) (J12) — (Js2) (Ja3) - (7.56)

Dieser Wert ist negativ, wenn gilt:

<z + abdz”. (7.57)

2 J.,a Lﬂ
az (14 0) [1—bd+ bdz ] by

14 bze 14 bze
Da sowohl bz [1 +b2z%]"" < 1 als auch [1 +b2z°]" < 1 gilt'3, kénnen beide
Ausdriicke jeweils durch 1 ersetzt werden. Dann wird die linke Seite von
(7.57) groBer. Wenn die neue Ungleichung gilt, dann gilt auch die Ungleichung
(7.57). Die neue Ungleichung lautet nun wie folgt:

oz (14 6) + dbyBLP < x + abdz®. (7.58)

Falls nun o (1 +6) < 1 erfiillt ist, resultiert unter Verwendung von yL” =
w* + n die Ungleichung ( (w* 4+ 1) < az®, womit die Behauptung gezeigt ist.
O

Wir wollen noch die resultierende Wachstumrate w* auf dem gleichge-
wichtigen Wachstumspfad betrachten. Dabei ist die gleichgewichtige Wachs-

* =

tumsrate w* durch w* = 2% (1 — bd) — x — o gegeben. Die gleichgewichtige

BBEs gilt b2 [1+b2°] ' <1 & bz® <1+ bz

sowie: [1+02°)7 <1 & 1<1+bz™
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Wachstumsrate ist positiv, wenn gilt:

z>[ d+ 0o ]i. (7.59)

0 (1 —db) —bd
Eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate impliziert die Einhaltung der

oben behandelten Budgetbeschrankung.

Die Modellsimulation

Wir kommen wieder zur Modellsimulation und starten mit der Basiskonfi-
guration. Hierbei nehmen wir fiir den Nutzenparameter § = 0,6 und fiir
den Produktionsparameter o = 0,6 an. Fiir die Abschreibungsraten gelte
o =mn = 0,07, und die Zeitpréiferenzrate sei mit p = 0,03 gegeben. Die
Mortalitédtsrate sei mit d = 0,012 angenommen. Ferner sei v = 0,10 und

B =0,50.

Tabelle 7.5: Variation der Ausbildungskosten im Modell: Populationsgrofie

und Ideenproduktion

23,0 0,20 0,21 0,69 | 1,31 | —
22,91 0,22(0,25 | 0,94 | 2,68 | —
22,8 10,25 [ 0,31 | 1,30 | 4,41 | —
22,7 10,28 0,40 | 1,87 | 6,69 | —
22,6 0,33 (0,52 | 2,82(9,80 | —

In der Tabelle 7.5 ist @ = w100 die Wachstumsrate in Prozent und W das
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Vorzeichen des W-Wertes. Es zeigt sich, daff das Modell durchaus in der Lage
ist, fiir eine plausible aber sehr spezifische Parameterkonstellation realistische
Ergebnisse zu liefern. Allerdings existiert fiir die gewéahlte Basiskonfigurati-
on wie im Learning-by-Doing Modell bei variabler Population nur ein sehr
kleines Intervall fiir b, wenn das Modell realitdtsnahe Ergebnisse generieren
soll. Interessanterweise stimmen die resultierenden Gleichgewichtswerte fiir
und z, sowie die gleichgewichtige Wachstumsrate jeweils mit den Ergebnissen
des Learning-by-Doing Modells iiberein. Fiir die Zunahme der Wachstumsra-
te gelten wieder die entsprechenden Erkldarungen: Sinkende Ausbildungsko-
sten fiihren zu hoheren Investitionen in privates physisches Kapital und eine
wachsende Bevdlkerung wirkt sich giinstig auf den Prozefl der Wissenskapi-

talbildung aus.

Unterschiede zwischen diesen beiden Modellen ergeben sich bei der Hohe
des gleichgewichtigen Bevdlkerungsbestandes sowie beim Stabilitdtsverhal-
ten. So erhalten wir diesmal stets einen negativen W-Wert. Folglich kénnen

wir in diesem Fall auf Sattelpfadstabilitét schlieflen.

Wir wollen nun den Nutzenparameter # variieren und halten die Ausbil-

dungskosten auf b = 23 konstant:
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Tabelle 7.6: Variation des Nutzenparameters im Modell: Populationsgrofie

und Ideenproduktion

0,610 | 0,28 1 0,39 | 1,84 | 6,56 | —

0,605 | 0,23 1 0,28 | 1,10 3,51 | —

0,600 | 0,20 | 0,21 | 0,69 1,31 | —
0,595 0,171 0,16 | 0,44 | —0,34 | —
0,590 | 0,16 | 0,13 | 0,29 | —1,62 | —

Es zeigt sich, dafl das System insgesamt sehr sensitiv auf geringe Verédnde-
rungen des Nutzenparameters 6 reagiert. Wenn 6 innerhalb eines sehr kleinen
Bereiches erhoht wird, nimmt der gleichgewichtige Bevolkerungsbestand zu,
und interessanterweise nimmt dann auch die gleichgewichtige Wachstumsrate
zu. Dies erklért sich wieder daraus, dafl in diesem Modell der Bevolkerungs-
bestand {iber den Prozefl der Ideengewinnung einen positiven Effekt auf den

Produktionsprozefl und damit auf die Wachstumsrate hat.

7.4 Fazit

Wir haben in diesem Kapitel endogene Wachstumsmodelle mit Wissenska-
pital betrachtet und haben in diesen Modellen die Fertilitédtsrate endogen
bestimmt. Dabei sind wir zuerst vom Learning-by-Doing Ansatz ausgegan-

gen und haben den Fall der konstanten Population von dem der variablen
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Population unterschieden. Anschliefend haben wir einen alternativen Ansatz

der Wissensgewinnung vorgestellt.

Im Learning-by-Doing Modell mit konstanter Bevolkerung haben wir den
Bevolkerungsbestand mit Hilfe einer geeignet gewéhlten Einwanderungsrate
konstant gehalten. Dabei konnte gezeigt werden, daf} es einen sattelpfadstabi-
len gleichgewichten Wachstumspfad gibt. Wir haben ferner die Bedingungen
fiir ein positives Gleichgewichtswachstum herausgearbeitet. Im Rahmen der
Modellsimulation haben wir die Ausbildungskosten und den Nutzenparame-
ter variieren lassen. Dabei hat sich gezeigt, dafl sich bei einer Verdnderung
der Ausbildungskosten b die gleichgewichtige Fertilitdtsrate n so anpasst,
daBl die Gleichgewichtswerte fiir x und z, sowie die gleichgewichtige Wachs-
tumsrate w* unverdndert bleiben. Eine Erhohung des Nutzenparameters 6
lieB den Gleichgewichtswert z unveréndert, wiahrend x geringfiigig absank.
Erwartungsgeméfl nahm die Fertilitatsrate zu, allerdings auf Kosten einer

sinkenden Wachstumsrate.

In den Modellen mit variabler Population haben wir angenommen, daf}
keine Einwanderung moglich ist. Folglich konnte die Bevolkerung nur stabil
bleiben, wenn die Fertilitdtsrate der exogen gegebenen Mortalitdtsrate ent-
sprach. In diesem Zusammenhang haben wir die gleichgewichtige Bevolke-
rungsgroffe endogen bestimmt. Wir haben ferner die Bedingungen fiir die
Existenz eines sattelpfadstabilen gleichgewichtigen Wachstumspfades sowie
die Bedingungen fiir eine positive gleichgewichtige Wachstumsrate herausge-

arbeitet.

Dabei hat sich fiir das Learning-by-Doing Modell im Rahmen der Mo-
dellsimulation gezeigt, daf3 die Kriterien fiir die Sattelpfadstabilitdt bei der
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gewahlten Basiskonfiguration nicht erfiillbar waren. Fiir das Alternativmodell
hingegen konnte bei der Modellsimulation Sattelpfadstabilitdt nachgewiesen
werden. Wir haben daraufhin fiir dieses Modell die Ausbildungskosten b und
den Nutzenparameter  variieren lassen. Dabei zeigte sich, daf3 b nur inner-
halb eines sehr kleinen Intervalls variieren durfte, wenn das Modell realitéts-
nahe Ergebnisse erzeugen soll. Eine Reduzierung von b fithrte ebenso wie
eine Erhohung von 6 sowohl zu einer steigenden Bevdélkerung und als auch

zu einer steigenden Wachstumsrate.



Kapitel 8

Schlu3betrachtung

8.1 Zusammenfassung der Ergebnisse

Da wir bereits zum Ende der jeweiligen Kapitel ein abschliefendes Fazit
gezogen haben, kénnen wir uns an dieser Stelle auf die wichtigsten Resultate
beschrénken.

Im zweiten Kapitel (Optimale Einwanderungspolitiken) haben wir ermit-
telt, wie ein vorgegebenes Bevolkerungsziel in der Zukunft kostenminimal
iiber Einwanderung erreicht werden kann. Als Ergebnis konnten optimale
Einwanderungspfade ermittelt werden. In einer Anwendung wurden die Re-
sultate auf den Fall Deutschlands bezogen. Dabei wurde ersichtlich, welche
Ausmafle der Bevolkerungsriickgang annehmen kann. Ferner wurde deutlich,
daBl die ermittelte optimale Einwanderungspolitik mit gewissen Schwankun-

gen sowohl beim Einwanderungsvolumen als auch beim Bevolkerungsbestand
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verbunden ist.

Im vierten Kapitel (Endogene Fertilitdt im AK-Modell) haben wir ein
einfaches AK-Modell betrachtet. Wir haben hierbei den Fall der konstan-
ten und den der variablen Population behandelt. Es konnte gezeigt werden,
daf} es in beiden Modellvarianten einen sattelpfadstabilen gleichgewichtigen
Wachstumspfad (GGW) gibt. Im Fall der konstanten Population fiihrte ein
steigender Fertilitdtsnutzen aufgrund zunehmender Ausbildungskosten zu ei-
ner sinkenden Wachstumsrate. Im Fall der variablen Population hingegen
fithrte ein steigender Fertilittdtsnutzen iiber einen hoheren gleichgewichtigen

Bevolkerungsbestand zu einer steigenden Wachstumsrate.

Im fiinften Kapitel (Endogene Fertilitét in Infrastrukturkapitalmodellen)
haben wir Modelle mit 6ffentlichem Infrastrukturkapital behandelt. Wir ha-
ben wieder den Fall der konstanten und den der variablen Population unter-
sucht. Dabei konnten wir fiir alle betrachteten Modellvarianten stets zeigen,
daf es einen sattelpfadstabilen GGW gibt. Wir haben hier verschiedene Steu-
erregime betrachtet und diese im Rahmen von Modellsimulationen mitein-
ander verglichen. Dabei zeigte sich stets die relative Vorteilhaftigkeit eines
Einkommensteuerregimes. So ging im Fall der konstanten Population eine
Einkommensteuer fiir eine vorgegebene Fertilitédtsrate mit den vergleichswei-
se hochsten Wachstumsraten einher. Fiir den Fall der variablen Population
fithrte ebenfalls eine Einkommensteuer fiir einen vorgegebenen Bevolkerungs-

bestand zu den hochsten Wachstumsraten.

Im sechsten Kapitel (Endogene Fertilitdt in Humankapitalmodellen) ha-
ben wir das Uzawa-Lucas-Modell betrachtet. Wir haben den Fall der konstan-

ten und den der variablen Population betrachtet, und gezeigt, dafl jeweils
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ein GGW existiert. Dabei konnte fiir den Fall der konstanten Population
Sattelpfadstabilitdt gezeigt werden. Fiir den Fall der variablen Population
haben wir lediglich allgemeine Bedingungen fiir Sattelpfadstabilitiat angeben
kénnen!.

Im siebenten Kapitel (Endogene Fertilitét in Wissenskapitalmodellen) ha-
ben wir zuerst einen Learning-by-Doing Ansatz betrachtet. Fiir das Modell
mit konstanter Population konnte die Existenz eines sattelpfadstabilen GGW
gezeigt werden. Fiir das Modell mit variabler Population konnten die Bedin-
gungen fiir einen sattelpfadstabilen GGW ermittelt werden. Jedoch hat sich
im Rahmen der Modellsimulation gezeigt, daf§ die Kriterien fiir die Sattel-
pfadstabilitéit bei der gewéahlten Basiskonfiguration nicht erfiillbar waren. Im
spateren Verlauf des Kapitel wurde ein alternativer Ansatz zur Wissenspro-
duktion eingefiihrt. Fiir diesen Ansatz wurde die Existenz eines sattelpfad-

stabilen GGW gezeigt. Ferner ergab die Modellsimulation, daf§ die Stabi-

litdtsbedingungen fiir plausible Parameterwerte stets erfiillt waren.

8.2 Ausblick

Es sind in dieser Arbeit verschiedene Aspekte unbehandelt geblieben, so daf3
sich hier noch Raum fiir zukiinftige Untersuchungen bietet. Es soll im Fol-
genden kurz dargestellt werden, inwiefern Modellmodifikationen bzw. Model-
lerweiterungen interessant sein konnten.

Bei der Bestimmung der optimalen Einwanderungspolitik im zweiten Ka-

pitel sind wir davon ausgegangen, dafl die Einwanderung und der Bevdlke-

!Siehe hierzu auch den Anhang dieser Arbeit.
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rungsbestand keinenerlei Beschrdnkungen unterliegt. Es wire jedoch inter-
essant, solche Beschrankungen im Optimierungsprogramm zu beriicksichti-
gen. Ebenso wire vorstellbar, die gewédhlte Verlustfunktion um einen Term
zu erweitern, der die Abweichung der Bevolkerung von einem gewiinschten

Bevolkerungsbestand erfafit.

Wir haben in dieser Arbeit in den wachstumstheoretischen Kapiteln aus
Griinden der rechnerischen Vereinfachung immer den Spezialfall der logarith-
mischen Nutzenfunktion angenommen. Ferner wurde immer von einer exogen
gegebenen Mortalitédtsrate ausgegangen. Desweiteren haben wir stets ange-
nommen, dafl die Altersstruktur der Bevilkerung innerhalb der Modelle keine

Rolle spielt.

Beziiglich der Ausbildung der Nachkommenschaft wurde immer angenom-
men, dafl die Erziehung lediglich Kosten verursacht. Die Qualitat der Nach-
kommen - resultierend aus den Ausbildungsinvestitionen - spielte in den Mo-
dellen keinen Rolle. Dariiberhinaus wurden die Kosten stets als exogen gege-
ben betrachtet. Wir haben diese Kosten im Rahmen der Modellsimulationen
variieren lassen. Als eine mogliche Erweiterung in den Infrastrukturkapitalm-
odellen wiirde sich in diesem Zusammenhang anbieten, eine Ausbildungssub-
vention (Kindergeld) einzufiihren. Der Staat hétte dann die Moglichkeit, die
Fertilitatsrate und den Bevolkerungsbestand sowohl iiber Steuern als auch

iiber Subventionen zu beeinflussen.

In den Modellen mit konstanter Population sind wir ausschliefSlich davon
ausgegangen, daf} die staatlichen Autoritéten iiber das Niveau der Einwan-
derung entscheiden kénnen. In dem Zusammenhang wurde in allen Féllen

angenommen, dafl Einwanderung nicht die Pro-Kopf-Ausstattung mit Kapi-
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talgiitern veréndert. Das bedeutet, dal die Einwanderer in allen behandelten
Modellen ohne privates physisches Kapital (personenungebundenes Kapital)
einwandern. Im Humankapitalmodell verfiigen die Einwanderer per Annahme
iiber eine durchschnittliche Humankapitalausstattung (personengebundenes
Kapital).

In den Modellen mit variabler Population wurde der Bevdélkerungsbe-
stand endogen bestimmt. Es handelte sich dabei stets um einen gleichge-
wichtigen und nicht um einen optimalen Bevolkerungsbestand. Interessant
wire natiirlich die Frage, welche Bevolkerungsgrofle unter Wachstumsge-

sichtspunkten optimal wére.



Anhang A

Lokale Stabilitidtsanalyse

héherer Systeme

A.1 Verallgemeinerter Satz von Vieta

Im Folgenden wird der verallgemeinerte Satz von Vieta benotigt. Es sei ein

Polynom n-ten Grades Q(x) wie folgt gegeben:
Qz) = Apx" + A"+ Ay_ix + A, (A1)
Dieses Polynom 143t sich stets auf die folgende Form bringen:
Plx)=a2"+aa" '+ .. 4 an 17+ ay,. (A.2)

Dabei gilt: P(x) = Q(x)/Ao. Fir die Koeffizienten folgt: a; = A;/Ay mit

t = 1,...,n. Der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten a; und den
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Nullstellen x; lautet dann wie folgt!:

ap = —(r1+...4+x,),

as = 4‘(I1$2‘F...*‘$n_1$n>,

ag = —(T102w3 4 ...+ Tp_oTp_17y),

ap = (—1)k {1'11‘2 e XX o T (e ) T (k) T xn_lxn} ,
a, = (=1)"[vize-. .. Tp12,]. (A.3)

Der Koeffizient a; ist also gleich der Summe der k-fach Produkte beziiglich
der Nullstellen, wobei das Vorzeichen der Summe durch ( —1)k gegeben ist.
Es sei nun im Folgenden J eine (n x n)-Jacobi-Matrix mit den Eintrégen

Jrs Mit 7,8 =1,... n:

jll e jln

<
Il

(A.4)
jnl e jnn
Ferner sei A eine (n x n)-Matrix mit den Eintrédgen a,; = j, fiir 7 # s und

r,s=1,...,n, sowie: @y, = jpr —x firr=1,...,n

Ju—x - Jin

s
Il
>
=

jnl e jnn'_'l

Vgl.: Kostrikin (1982), S. 275.
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A.2 Lokale Stabilititsanalyse fiir (3 x 3) - Sy-

steme

Wir haben in der vorliegenden Arbeit einige (3 x 3) - Systeme betrachtet
und wollen nun an dieser Stelle kurz die grundlegenden Aspekte der lokalen
Stabilitdtsanalyse fiir solche Systeme darstellen. Dabei werden wir uns sehr
stark an der Arbeit von Wirl (1997) orientieren. Die Eigenwerte einer Jacobi-

Matrix der Ordnung (3 x 3) sind durch die folgende Gleichung gegeben:
det(A) = 2* — sp(J)x* + Wa — det(J) = 0. (A.6)
Dabei gilt fiir W

W= ]:11 ]:12 n J:n 3:13 n (]:22 3:23 . (A7)
J21 J22 Js1 J33 Js2 J33
Fiir den Zusammenhang zwischen den Koeffizienten sp(A), W und det(A)
und den Nullstellen x; folgt:

sp(J) = x1+ x9 + x3,
W = x120+ 2123 + 2923,

det(J) = zix9m3. (A.8)

Dabei liegen entweder drei reelle Eigenwerte vor oder nur einer. Falls nur
ein reeller Eigenwert existiert, so ist er mit einem Paar konjugiert komplexer
Eigenwerte verbunden. Wir betrachten zuerst den Fall, daf} alle Eigenwerte

reell sind.
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Drei reelle Eigenwerte

Der Zusammenhang zwischen der Anzahl der reellen negativen Eigenwerte
und dem jeweiligen Vorzeichen von sp(J), W und det(J) ergibt sich aus
der folgenden Tabelle. Die Werte in der Kopfzeile stehen fiir die Anzahl der

reellen negativen Eigenwerte:

Tabelle A.1: Konstellation bei drei reellen Eigenwerten im (3 x 3)-Fall

3121110

sp(J) | — | 77|+
W |+ 77+
det(J) | — |+ | — | +

Wir betrachten nun den Fall, dafl nur ein reeller Eigenwert vorliegt.

Ein reeller Eigenwert und ein konjugiert komplexes Eigenwertpaar

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit (O.B.d.A.) sei z; der reelle Eigenwert.

Dann ist x93 = b & ic das konjugiert komplexe Eigenwertpaar, und es gilt:
sp(J) = @1 +2b,
W = 2,2b+ (52 T 02) ,
det(J) = @ (0*+¢). (A.9)

Der Zusammenhang zwischen den Eigenwerten und dem jeweiligen Vorzei-

chen von sp(J), W und det(.J) ergibt sich aus der folgenden Tabelle.
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Tabelle A.2: Konstellation bei einem reellen Eigenwert und einem Paar

konjugiert komplexer Eigenwerte im (3 x 3)-Fall

b<0 b>0
21 <0]z1>0 |21 <0|21>0
sp(J) - ? ? +
w + ? ? +
det(J) - + — +

Fiir den Fall eines Paares rein imaginérer Eigenwerte (b = 0) folgt:

sp(J)

w

det(J)

Xy,

,

l’1€27

(A.10)

mit: det(J) = Wsp(J) = c*sp(J). Damit kann der Fall eines Paares rein

imagindrer Eigenwerte nur auftreten, wenn W > 0 gilt, und wenn det(J)

und sp(J) vorzeichengleich sind.

Resultate

Die folgenden Ergebnisse konnen unmittelbar aus den bisherigen Ausfithrun-

gen geschlossen werden. Wir geben sie daher ohne Beweis an:

Satz A.1 Eine negative Determinante det(.J) in Kombination mit einem ne-

gativen W-Wert oder einer positiven Spur sp(J) korrespondiert mit einem
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negativen reellen Eigenwert. Der stabile Bereich ist dann eine eindimensio-

nale Mannigfaltigkeit.

Diese Konstellation ist in der vorliegenden Arbeit relevant fiir den Fall, daf3
zwei Anfangswerte frei gewahlt werden kénnen und betrifft das Modell mit

Humankapital bei konstanter Population.

Satz A.2 Eine positive Determinante det(J) in Kombination mit einem ne-
gativen W-Wert oder einer negativen Spur sp(J) korrespondiert entweder
mit zwei negativen reellen Figenwerten oder mit einem konjugiert komple-
xen Figenwertpaar mit negativem Realteil. Der stabile Bereich ist dann eine

zweidimensionale Mannigfaltigkeit.

Diese Konstellation ist in der vorliegenden Arbeit relevant fiir die Fille, daf3
nur ein Anfangswert frei gewdhlt werden kann und betrifft die Modelle mit

Infrastrukturkapital und Wissenskapital bei variabler Population.

A.3 Lokale Stabilititsanalyse fiir (4 x 4) - Sy-

steme

In der vorliegenden Arbeit miindet das Humankapitalmodell bei variabler
Population in ein (4 x 4) - System. Wir wollen daher das Vorgehen aus dem
(3 x 3) - Fall auf den (4 x 4) - Fall iibertragen®. Die Eigenwerte einer Jacobi-
Matrix der Ordnung (4 x 4) sind durch die folgende Gleichung gegeben:

det(A) = ' — sp(J)2® + Viz® — Vax + det(J) = 0. (A.11)

2Zur Behandlung von (3 x 3) - Systemen siehe auch Wirl (1997).
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Dabei gilt fiir V7 und V5:

Vi =

sowie:

Vs

Jun Ji2 Jo2 J23 J33 J34
Jo1 J22 Ja2  J33 Ja3  Jaa
Jit Jis J22  Joa Jit Jia
' ' + . ' + . . ; (A. 12)
J31 J33 Ja2  Jaa Ja1  Jaa

jll j12 j13 j22 j23 j24

j21 j22 j23 + j32 j33 j34 +

j31 j32 j33 j42 j43 j44
jll j12 j14 jll j13 j14
j21 j22 j24 + j31 j33 j34 : (Al?’)
j4l j42 j44 j41 j43 j44

Fiir den Zusammenhang zwischen den Koeffizienten sp(J), V1, V5 und det(J)

und den Nullstellen x;

sp(J) =
Vi =

‘/2:

det(J) =

Dabei liegen entweder

folgt:

1+ T2 + 23 + 24,

x1 (T + T3 + x4) + 22 (T3 + T4) + X324,
1122 + (21 + T2) (T3 + T4) + T34,
T1T2T3 + T1T2T4 + T1T3T4 + T2X3T4,
1% (T3 + T4) + (21 + 2) T324,

T1T2T3%4. (A.14)

vier reelle Eigenwerte vor oder nur zwei oder keiner.

Falls nur zwei reelle Eigenwerte existieren, so sind sie mit einem Paar konju-

giert komplexer Eigenwerte verbunden. Falls kein reeller Eigenwert existiert,
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so liegen zwei konjugiert komplexe Eigenwertpaare vor. Wir betrachten zuerst

den Fall, daf} alle Eigenwerte reell sind.

Vier reelle Eigenwerte

Der Zusammenhang zwischen der Anzahl der reellen negativen Eigenwerte
und dem jeweiligen Vorzeichen von sp(J), Vi, V5 und det(J) ergibt sich aus
der folgenden Tabelle. Die Werte in der Kopfzeile stehen fiir die Anzahl der

reellen negativen Eigenwerte:

Tabelle A.3: Konstellation bei vier reellen Eigenwerten im (4 x 4)-Fall

413121110

sp(J) | =272 ]7 |+
Vi |+ |72 (717 +
Vo |—|?2]2]7]+
det(J) |+ | — |+ |— |+

Wir betrachten nun den Fall, da nur zwei reelle Eigenwerte vorliegen.

Zwei reelle Eigenwerte und ein konjugiert komplexes Eigenwert-

paar

O.B.d.A. seien x; und z3 die reellen Eigenwerte. Dann ist x54 = b & ic das

konjugiert komplexe Eigenwertpaar, und es gilt:

sp(J) = @14 29+ 2b,
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Vi = zxo+ (1 +22) 20+ (62 +02> ,
Vo = amma2b+ (31 + 1) (0 + ),
det(J) = myzy (b + ). (A.15)

Der Zusammenhang zwischen den Eigenwerten und dem jeweiligen Vorzei-
chen von sp(J), Vi, Vo und det(J) ergibt sich aus der folgenden Tabelle. Die
Werte in der zweiten Kopfzeile stehen fiir die Anzahl der reellen negativen

Eigenwerte:

Tabelle A.4: Konstellation bei zwei reellen Eigenwerten und einem konju-

giert komplexen Eigenwertpaar im (4 x 4)-Fall

b<0 b>0
2111012110
sp(J) | = 2121727 |+
Vi |+ 1?21?2127+
Vo | =222 7]|+
det(J) | + | — |+ |+ | — |+

Fiir den Fall eines Paares rein imaginérer Eigenwerte (b = 0) folgt:

sp(J) = x + z9,
Vi = maxy+
‘/2 = (.1’1 + 1’2) C2,

det(J) = x1m9c?, (A.16)
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mit: V5 = ¢?sp(J). Damit kann der Fall eines Paares rein imaginirer Eigen-
werte nur auftreten, wenn V5 und sp(J) vorzeichengleich sind. Ferner folgt
fiir diesen Fall: Wenn det(J) > 0 gilt, dann mufl auch V; > 0 erfiillt sein.

Wir betrachten nun den Fall, dal kein reeller Eigenwert vorliegt.

Zwei konjugiert komplexe Eigenwertpaare

Dann sind z; 2 = b; £ 4c; und x34 = by £icy die beiden konjugiert komplexen
Eigenwertpaare, und es gilt:
sp(J) = 2by + 2by,
Vi= (08 +c) +4biby+ (0 +3),
Vo = (08 +c})2by+ (03 +c3) 2y,
det(J) = (B8+c) (B3+33). (A.17)
Der Zusammenhang zwischen den Eigenwerten und dem jeweiligen Vorzei-

chen von sp(J), Vi, V2 und det(J) ergibt sich aus der folgenden Tabelle. Die

Werte in der Kopfzeile stehen fiir die Anzahl der negativen Realteile:

Tabelle A.5: Konstellation bei zwei konjugiert komplexen Eigenwertpaaren

im (4 x 4)-Fall

21110

sp(J) | = | 7|+
Vi |+]7|+
Voo | =7+
det(J) | + | + | +
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Es kann nun wieder ein rein imagindres Eigenwertpaar vorliegen. O.B.d.A.

nehmen wir an, dal b; = 0 gilt. Dann resultiert:

sp(J) = 2by,
Vi = c? + b§ + cg,
‘/2 = 2()26%,

det(J) = ¢ (B+43), (A.18)

mit: Vo = c¢?sp(J). Ein rein imaginires Eigenwertpaar kann diesmal nur auf-
treten, wenn V5 und sp(J) vorzeichengleich sind, und wenn ferner det(.J) > 0
und V; > 0 gelten.

Fiir den Fall zweier rein imagindrer Eigenwertpaare (by = 0 = by) folgt:

sp(J) = 0,
Vi = d+a,
Va = 0,
det(J) = cic. (A.19)

Dieser Fall kann also nur eintreten, wenn V5 = 0 = sp(J), sowie det(J) > 0
und V; > 0 erfiillt sind.
Resultat

Das folgende Ergebnis ergibt sich unmittelbar aus den bisherigen Ausfithrun-

gen und wird daher ohne Beweis angegeben:

Satz A.3 Es ergibt sich, daf$ eine positive Determinante in Kombination

mit einem negativen Vi-Wert entweder zwei negative reelle Eigenwerte oder
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emn konjugiert komplexes Figenwertpaar mit negativem Realteil sicherstellt.

Der stabile Bereich ist dann eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit.

Diese Konstellation ist relevant fiir den Fall, daf§ zwei Anfangswerte frei
gewihlt werden kénnen, so wie es in der vorliegenden Arbeit im Modell mit

Humankapital bei variabler Population der Fall ist.
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