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Kapitel 1
Einleitung

, Wer nur ein Okonom ist, kann kein guter Okonom sein.“

Friedrich August von Hayek

Das wachsende Interesse an Finanzmérkten griindet sich auf deren erheblichen Ein-
fluss auf die Wirtschaft. Viele Erkenntnisse {iber Finanzmérkte erlauben oftmals Ein-
sichten tiber Zusammenhénge auf anderen Mérkten. Nach Uszczapowski (1995) gibt
es zu jedem Zeitpunkt viele Wirtschaftssubjekte in unterschiedlichen Lebenslagen mit
z.B. verschiedener Vermogensstruktur und Risikotoleranz. Auf Grund dieser Unterschie-
de haben Wirtschaftssubjekte oft einander ergénzende Interessen. Auf Finanzmérkten
finden diese Wirtschaftssubjekte zueinander und teilen Risiken untereinander auf. Dies
geschieht so, dass zu jedem Zeitpunkt diejenigen, die das Risiko am besten tragen
konnen, auch eine angemessene Gegenleistung dafiir erhalten. Fiir die Bereitstellung
ihres Kapitals erhalten die Investoren z.B. Wertpapiere. Somit unterliegt der Handel
auf Wertpapiermérkten, insbesondere die Entwicklung von Wertpapierpreisen, vielen
Einfliissen. Zu diesen zédhlen auch 6konomische und politische Verdnderungen (Arbeits-
losigkeit, Wahlen), genauso wie Ereignisse des 6ffentlichen Lebens (11.9.2001) oder Na-
turkatastrophen. Oftmals bewirken solche Ereignisse extrem schnelle Preisdnderungen.
Die Interaktion zwischen diesen Einflussfaktoren und der Entwicklung der Wertpapier-
preise ist zwar beobachtbar, aber nicht messbar. Vielmehr hat jeder Investor eine eigene
Einschétzung der Auswirkungen solcher Ereignisse auf Wertpapierpreise, Dividenden-
zahlungen und Renditen. Somit kumuliert die jeweilige Einschédtzung eines Investors
iiber die Signifikanz verschiedener Faktoren in einer subjektiven Erwartung iiber Prei-
se, Dividenden oder Renditen. Der Handel auf Wertpapiermérkten wird somit in erster

Linie durch seine Héndler und ihre Eigenarten geprédgt. Dabei kann wichtig sein, auf
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welchen Wissensstand sie zuriickgreifen, wie grof§ ihr Vermoégen ist, ob sie eher opti-
mistisch oder pessimistisch veranlagt sind, ob sie ,Freude am Spekulieren* haben und
welche Priferenzen sie besitzen. Diese fundamentale Einsicht {iber den Handel auf Fi-
nanzmaérkten und insbesondere der Preisentwicklung erfordert die Einfithrung von Mo-
dellen, die die Beriicksichtigung subjektiver Einschéitzungen der K&ufer und Verk&ufer
iiber die Wertpapiermarktentwicklung erméglichen. Diese nehmen bedeutenden Einfluss
auf die Determinierung von Wertpapierpreisen und Risikozuschldgen und entscheiden
iiber die Hohe der Marktteilnahme und das Handelsvolumen. Der Bedeutung von Er-
wartungen fiir Finanzmérkte, Wertpapierpreis— und Renditeentwicklungen wird in der
Literatur auf unterschiedliche Weise Rechnung getragen. Haufig werden statische oder
adaptive Erwartungen modelliert. Konsumenten mit statischen Erwartungen glauben,
dass der morgige Wertpapierpreis mit dem heutigen {ibereinstimmt. Die Bildung adapti-
ver Erwartungen erfolgt, z.B. durch Regression, auf Grund der bis zu dem betrachteten
Zeitpunkt bekannten 6konomischen Daten. Eine weitere Moglichkeit betrifft die perfekte
Vorhersage. Dabei wird unterstellt, dass Individuen den zukiinftigen Preis exakt vorher-
sagen konnen. Sehr hiufig wird die von Muth (1961) eingefiihrte Hypothese rationaler
Erwartungen verwendet (vgl. z.B. Cox, Ingersoll, Jr. & Ross (1985a, 1985b) , Huang &
Litzenberger (1988) oder Orosel (1998)), die die Ubereinstimmung des subjektiven und
des mathematischen Erwartungswertes fordert. Der mathematische Erwartungswert er-
gibt sich aus den Modellstrukturen und den zum Betrachtungszeitpunkt verfiigbaren
Informationen.

Im klassischen Finanzmarktmodell, dem Capital Asset Pricing Model nach Sharpe
(1964), Lintner (1965) und Mossin (1966), spiclen Erwartungen eine Rolle, da jeder
Konsument seinen Erwartungsnutzen maximiert. Wenngleich sich die einzelnen Nutzen-
funktionen unterscheiden, so benutzen doch alle Konsumenten die gleiche — objektive
— Wahrscheinlichkeitsverteilung zur Bestimmung ihres Erwartungsnutzens. Somit wird
angenommen, dass alle die richtigen Erwartungen haben. Modelle, in denen marktréum-
ende Wertpapierpreise implizit und oftmals fiir simtliche Perioden gleichzeitig berechnet
werden, lassen keinen Spielraum fiir individuelle und moglicherweise ,falsche® Erwar-
tungen der Konsumenten.

Bohm & Wenzelburger (1999) machen auf die Bedeutung des Wechselspiels zwischen
Realisierungen 6konomischer Variablen und der zu diesen Variablen korrespondierenden
Erwartungen aufmerksam. Ihrem Ansatz folgend wird in der hier vorliegenden Arbeit
ein Modell entwickelt, in dem Wertpapierpreise, Risikozuschldge, Marktteilnahme und

Handelsvolumen in Abhéngigkeit der Charakteristiken der Investoren, insbesondere der
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subjektiven Erwartungen iiber die Preis— bzw. Renditenentwicklung der Wertpapiere,
untersucht werden. Sémtliche Variablen wie Wertpapierpreis, Risikozuschlag, Marktteil-
nahme und Handelsvolumen werden explizit determiniert. Eine direkte Auswertung der
Abhéngigkeiten und Interaktionen kann erfolgen. Durch die in diesem Modell gegebe-
ne Struktur kénnen verschieden starke Forderungen an die Giite einer Prognose gestellt
werden. In der Literatur wird haufig von der Annahme rationaler Erwartungen Gebrauch
gemacht. Diese Annahme kann in manchen theoretischen Modellen die Erklarung empi-
rischer Phénomene, wie z.B. das Equity Premium Puzzle nach Mehra & Prescott (1985),
erschweren. Die Frage, welchen Einfliissen eine individuelle Entscheidung iiber die Teil-
nahme am Wertpapiermarkt unterliegt, kann gestellt und auch beantwortet werden. So
kénnen einzelne Investoren andere durch steigenden Optimismus vom Markt drédngen.
Die Entscheidung der individuellen Marktteilnahme muss stets in Verbindung mit den
Charakteristiken sdmtlicher Konsumenten betrachtet werden. Weiter konnen die Fra-
gen, welchen Einfluss die Anzahl der Konsumenten in der Okonomie auf den Wertpa-
piermarkt hat, und welche Rolle ein Fonds—Manager spielt, der Wertpapiere anbietet,
beantwortet werden.

Der weitere Aufbau der Arbeit gliedert sich wie folgt: In Kapitel Bl wird ein Modell
iiberlappender Generationen vorgestellt, in dem der allgemeine marktraumende Wert-
papierpreis explizit ermittelt wird. Die Determinierung geschieht endogen unter Beriick-
sichtigung samtlicher individueller Merkmale der Konsumenten. Die Konsumenten ma-
ximieren dabei ihren Erwartungsnutzen, den sie mithilfe subjektiver Wahrscheinlich-
keitsverteilungen bestimmen. Es werden Bedingungen an die individuellen Merkmale
aufgezeigt, die zu monotonen Nachfragefunktionen fiithren. In mehreren Spezifikationen
des Modells werden Wertpapierpreise und Risikozuschlige diskutiert. Eine umfassende
Analyse der Rolle der Risikoaversion und der subjektiven und auch rationalen Erwar-
tungen wird durchgefiihrt. Das Modell aus Kapitel ] entstammt einer gemeinsamen
Arbeit mit Volker Bohm und Jan Wenzelburger (vgl. Bohm, Deutscher & Wenzelbur-
ger (2000)). Die Darstellung des Modells ist iiberarbeitet, die verwendeten Notationen
und Formulierungen sind zum grofien Teil denen in Bshm & Chiarella (2000)! ange-
passt. Das Kapitel enthélt jedoch mehrere Abschnitte, die nicht in Béhm, Deutscher
& Wenzelburger (2000) zu finden sind. Es handelt sich hierbei um die Diskussion einer
Modellspezifikation, die auf Kéhler (1998a)? zuriickgeht (vgl. Abschnitt Z5.2), und einer

IBshm & Chiarella (2000) erweitern das Modell aus Bshm, Deutscher & Wenzelburger (2000) auf

eine Okonomie mit K > 1 Wertpapieren.
2Seit meiner Heirat im Juli 1998 heifie ich Deutscher. Mein Geburtsname lautet Kéhler.
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weiteren Verallgemeinerung?.

In Kapitel Bl steht die Analyse der Marktteilnahme in Abhéngigkeit der individuel-
len Merkmale der Konsumenten im Vordergrund. Dazu wird das Modell aus Kapitel
um heterogene Konsumenten mit Mittelwert—Varianz—Préferenzen erweitert. Die Ent-
scheidung eines jeden Konsumenten iiber seine Teilnahme am Wertpapiermarkt wird
in Abhéngigkeit seiner Charakteristiken untersucht, und es werden Bedingungen fiir
die Teilnahme aller Konsumenten am Wertpapiermarkt aufgezeigt. Es schlief3t sich eine
Analyse des Einflusses der Heterogenitit auf Wertpapierpreis, Marktteilnahme, Risiko-
zuschlidge und die Volatilitat des Wertpapierpreises an.

Das Modell in Kapitel Bl beriicksichtigt die Existenz eines Fond—Managers, der Wert-
papiere verkauft. Die Modellierung der Konsumenten ist identisch zu der aus Kapitel
bzw. Bl Es stellt sich die Frage, wie grofl der Einfluss eines Fond—Managers auf den Wert-
papiermarkt ist, der in jeder Periode neu entscheidet, wieviele Wertpapiere er anbietet.
Am Ende der einzelnen Kapitel bzw. Abschnitte finden sich kurze Zusammenfassungen
der vorangegangenen Aussagen. Literaturiiberblicke bilden den Anfang der einzelnen

Kapitel.

3Diese Verallgemeinerung habe ich im Rahmen des Doktoranden— und Diplomandenseminars am
Lehrstuhl Prof. Volker Bohm vorgetragen (vgl. Abschnitt und ).



Kapitel 2

Ein Finanzmarktmodell mit

iiberlappenden (Generationen

Auf Finanzmérkten haben subjektive Erwartungen der Investoren — neben deren Prife-
renzen, Erstausstattungen und anderen individuellen mikrotheoretischen Merkmalen —
einen bedeutenden Einfluss auf die Entwicklung von Wertpapierpreisen. Investoren,
die auf der gleichen Seite eines Wertpapiermarktes agieren, haben nach empirischen
Analysen unterschiedliche Erwartungen iiber die zukiinftige Entwicklung von Wertpa-
pierpreisen. Somit konnen nicht alle Erwartungen der Investoren rational sein. Diese
Beobachtungen fithren zu einer endogenen! Modellierung von Wertpapierpreisen unter
Beriicksichtigung nicht-rationaler Erwartungen der Investoren.

Die Literatur triagt der Endogenisierung und der Beriicksichtigung nicht-rationaler Er-
wartungen auf unterschiedliche Weise Rechnung. In vielen Féllen werden Beschréankun-
gen wie z.B. die no—arbitrage—condition als notwendige Gleichgewichtsbedingung ein-
gefiihrt. Oftmals werden gleichgewichtige Wertpapierpreise dadurch unabhéngig von den
Praferenzen und Erwartungen der Investoren und folgen einem exogen vorgegebenen sto-
chastischen Prozess. Dieses wird z.B. von Merton (1973) festgestellt. Andere Arbeiten
wie u.a. die von Lucas (1978), Cox, Ingersoll, Jr. & Ross (1985a, 1985b), Duffie (1996)
und Huang & Litzenberger (1988) benutzen intertemporale Gleichgewichtsbedingungen,
um endogene Wertpapierpreise zu generieren. Typischerweise nutzen sie die Annahme
rationaler Erwartungen, um ihre Modelle zu schlieflen.

Die Beriicksichtigung nicht-rationaler Erwartungen der Konsumenten erfolgt z.B. in
Varian (1985) und DeLong, Shleifer, Summers & Waldmann (1990b). Kurz (1994) ent-

wickelt eine eigene Theorie der rational beliefs. Diese ,,rationale Mutmaf3ung® wird durch

ldurch individuelle Merkmale der Konsumenten bestimmte
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Wahrscheinlichkeitsverteilungen beschrieben, die nicht mit der objektiven Verteilung
{ibereinstimmen. Dennoch generiert die Okonomie im Zeitablauf eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung, die von allen Konsumenten korrekt antizipiert wurde. In diesem Sinne
ist sie rational?.

Varian (1985) untersucht Wertpapierpreise in einem Arrow—Debreu—Modell mit Kon-
sumenten, die unterschiedliche subjektive Wahrscheinlichkeiten besitzen. Diese gleich-
gewichtigen Wertpapierpreise héngen im Allgemeinen vom aggregiertem Konsum und
der Verteilung subjektiver Wahrscheinlichkeiten ab. Der Wert eines Wertpapieres ist
somit durch eine Funktion individueller Wahrscheinlichkeitsverteilungen beschrieben.
Ein Anstieg der Streuung dieser Verteilungen kann die Preise erhhen oder senken. Das
Ergebnis ist abhéngig von den Parametern der Nutzenfunktion. Besitzen die Konsu-
menten identische CARA—Préferenzen und ist ihre Risikoaversion nicht zu klein, so sind
die Preise von Wertpapieren mit ,gestreuter Wahrscheinlichkeitsverteilung kleiner als
die mit weniger , gestreuter®. Ublicherweise werden , gestreute* Erwartungen mit klei-
nen Wertpapierpreisen im Arrow—Debreu—Gleichgewicht assoziiert. Die Ergebnisse der
Analyse, in welcher Weise divergente Meinungen auf Wertpapierpreise in einer Arrow—
Debreu-Okonomie wirken, verallgemeinern die Ergebnisse aus Rubinstein (1976) und
Breeden & Litzenberger (1978) auf den Fall unterschiedlicher subjektiver Erwartungen.
DeLong, Shleifer, Summers & Waldmann (1990b) betrachten ein Modell iiberlappen-
der Generationen mit rationalen Investoren und Héndlern, die eine fehlerhafte Vertei-
lung besitzen®. Die Einfiihrung solcher Hindler dndert das Verhalten der ,rationalen
Investoren“. Thre Anwesenheit erhoht zudem die Varianz der Wertpapierpreise und des
Risikozuschlags.

Weitere Untersuchungen des Einflusses heterogener und nicht notwendig rationaler Er-
wartungen auf Wertpapierpreise fithren z.B. Lintner (1969), Miller (1977), Williams
(1977), Jarrow (1980) und Mayshar (1983) im Rahmen des CAPM durch.

Zur Modellierung eines Wertpapiermarktes mit aktivem Handel bietet sich die Struktur
iiberlappender Generationen an. Auf Grund der vorhandenen Heterogenitét der Po-
pulation, bestehend aus jungen und alten Konsumenten, findet Handel immer statt.
Die jungen Konsumenten fragen Wertpapiere nach, die die alten Konsumenten verkau-
fen (vergleiche Samuelson (1958) oder Diamond (1965)). Diesen Vorteil machen sich
z.B. Huberman (1984) und Orosel (1998) zu Nutze. So unternimmt Huberman (1984)

den Versuch, die Struktur iiberlappender Generationen (vergleiche Samuelson (1958))

2Eine umfangreiche Darstellung der Theorie bietet Kurz (1997).
3In der angelsichsischen Literatur heifien diese Hindler noise trader.
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mit der Bewertung von Wertpapieren zu verbinden. Er kann die Existenz von Wertpa-
pierpreisen nachweisen und diskutiert ihre Eigenschaften. Die Verteilung dieser Preise ist
endogen und hiangt von den Priferenzen der Konsumenten und ihren rationalen Erwar-
tungen tiber zukiinftige Auszahlungen ab. Seine Arbeit dhnelt der von Lucas (1978), der
ein Modell gleichgewichtigen Wertpapierpreisverhaltens in einem stochastischen Kontext
modelliert. Allerdings verzichtet Lucas (1978) auf die Struktur tiberlappender Genera-
tionen und unterstellt identische Konsumenten, die unendlich lange leben. Die Divi-
dendenzahlungen folgen einem Markov—Prozess. Huberman (1984) verallgemeinert die
Modellierung der Dividenden, indem jeder junge Konsument ein Signal (ein Stiick In-
formation) erhélt. Diese Signale folgen einem Markov—Prozess, der wiederum die Divi-
dendenzahlungen bestimmt. In diesem Szenario ist der Dividendenprozess nach Lucas
(1978) als Spezialfall (die Dividende ist das Signal selber) enthalten. Der Wertpapier-
preis ist funktional abhéingig von den Signalen, und seine Eigenschaften wechseln mit der
Verhaltenséinderung der Konsumenten gegeniiber Risiko. Die Struktur der iiberlappen-
den Generationen erméglicht in Orosel (1998) die Analyse des Wertpapiermarktes mit
heterogenen Konsumenten. Er studiert den Einfluss heterogener Konsumenten auf den
Wertpapiermarkt und insbesondere auf die Marktteilnahme?. Labadie (1986) nutzt ein
Modell iiberlappender Generationen, um das Verhalten von Wertpapierpreisen zu analy-
sieren. Die Modellform iiberlappender Generationen weist viele vorteilhafte Strukturen
auf. So sind die Mérkte unvollstindig, die gehandelten Wertpapiere sind Anspriiche auf
zukiinftige Dividendenzahlungen, Konsumenten konnen keine contingent claims verkau-
fen, da die zukiinftigen Kéufer noch nicht auf der Welt sind. Alle diese Marktfriktionen
verhalten sich wie Liquiditdts— oder Kreditbeschrankungen und haben bedeutende Aus-
wirkungen auf Wertpapierpreise und Risikozuschldge. Auch Vayanos (1998) benutzt ein
allgemeines Gleichgewichtsmodell {iberlappender Generationen mit einer risikolosen und
mehreren risikobehaftete Anlagen. Der Handel findet zwischen jungen und alten Kon-
sumenten statt, und jede Transaktion verursacht Kosten. Die Wertpapierpreise werden

in einer geschlossenen Form angegeben und steigen mit steigenden Transaktionskosten.

Nach Bohm & Wenzelburger (1999) stellt die explizite und sequentielle Modellierung ei-
ner Okonomie eine attraktive Alternative zu den herkémmlichen Vorgehensweisen dar.
Héufig konnen Losungen selbst unter Annahme rationaler Erwartungen nur als implizi-
ter Fixpunkt angegeben werden. Eine (empirische) Untersuchung dieses Fixpunktes ist

mit sehr hohem Aufwand verbunden, hdufig sogar unmoglich. Weiter ist die Berticksich-

4In Kapitel B wird ein Modell mit heterogenen Konsumenten vorgestellt und die Marktteilnahme

endogen bestimmt. Die Resultate werden mit der Arbeit von Orosel (1998) in Verbindung gebracht.
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tigung von Lernen bzw. die Bildung subjektiver Erwartungen durch die an vielen Stellen
notwendige Annahme rationaler Erwartungen génzlich ausgeschlossen. Diese Probleme
werden durch eine sequentielle Modellierung umgangen. Bohm & Wenzelburger (1999)
schlagen vor, die rekursiven Strukturen ckonomischer Systeme explizit zu formulieren.
Okonomische Machanismen werden nicht linger durch implizite Gleichungen, sondern
durch Abbildungen beschrieben, die mafigeblich von den individuellen Merkmalen der
Okonomie (z.B. Préferenzen, Erwartungen etc.) abhingen. Vorhersageregeln charakteri-
sieren die Erwartungen der Konsumenten. Die Kombination aus diesen Vorhersageregeln
und der Abbildung liefern ein 6konomisches dynamisches System, welches global auf
dem ganzen Zustandsraum definiert ist. Die Verbindung dieses dynamischen Systems
mit zufalligen Storungen, die durch einen exogenen stochastischen Prozess beschrieben
werden, liefert ein zufiilliges dynamisches System?.

Der Idee von Bohm & Wenzelburger (1999) folgend wird in diesem Kapitel ein Modell
iiberlappender Generationen entwickelt, in dem Konsumenten subjektive — nicht not-
wendig rationale — Erwartungen beziiglich der Entwicklung von Wertpapierpreisen und
deren Rendite besitzen. Die Determinierung des Wertpapierpreises geschieht endogen
und resultiert aus der Erwartungsnutzenmaximierung aller Konsumenten unter Beriick-
sichtigung sdmtlicher individueller Merkmale. Der resultierende cum dividend Wertpa-
pierpreis lasst sich als zufélliges dynamisches System formulieren. Das Modell findet sich
zu groflen Teilen bereits in der Arbeit Bohm, Deutscher & Wenzelburger (2000), aller-
dings ist die Schreibweise der in Béhm & Chiarella (2000) angepasst worden. Kéhler
(19982)¢ liefert die Grundlage fiir den Abschnitt EZR2l Die Verallgemeinerungen aus
Abschnitt und Abschnitt sind die Resulate eines Vortrags, den ich im Rahmen
des Doktoranden— und Diplomandenseminars am Lehrstuhl Prof. Volker B6hm gehalten

habe.

Die hier benutzte Vorgehensweise zur Modellierung eines Finanzmarktmodells mit se-
quentieller Struktur und endogenen durch eine explizite Abbildung beschriebenen Wert-
papierpreisen kann einige Hinweise zur Losung des von Mehra & Prescott (1985) ent-
deckten FEquity Premium Puzzles liefern. Dieses Puzzle bezeichnet die Tatsache, dass
Risikozuschlédge zu hoch sind, um sie mit 6konomischen Standardmodellen erkldren zu
konnen. Der durchschnittliche reale Ertrag von Wertpapieren war in den vergangenen

100 Jahren in den USA um 6% pro Jahr hoher als der Ertrag von risikolosen Anlagen

SMit Arnold (1998) steht eine wohl-definierte mathematische Theorie fiir zufiillige dynamische Sy-

steme zur Verfiigung.
6Diese Arbeit enstand noch unter meinem Geburtsnamen.
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(z.B. Schatzwechsel). Eine risikolose Anlage erzielt im Durchschnitt pro Jahr 1% Rendite
wéahrend der Kauf von Wertpapieren oder anderen risikobehafteten Anlagen im Durch-
schnitt 7% pro Jahr erzielt. Mehra & Prescott (1985) unterstellen in ihrem allgemeinen
Gleichgewichtsmodell einen unendlich lange lebenden Konsumenten, der eine additiv—
separable Nutzenfunktionen mit konstanter relativer Risikoaversion besitzt. Auf einem
reibungslosen Markt werden Wertpapiere und Bonds gehandelt. Die historischen Daten
lassen sich nur mit einer Risikoaversion zwischen 30 und 40 imitieren. Dieser Wert ist
viel zu hoch und vollig unrealistisch. Die Literatur hat sich in vielfdltiger Form mit der
Schatzung von Risikoaversion (vergleiche z.B. Kocherlakota (1996)) beschaftigt. Arrow
(1971) fasst verschiedene Beobachtungen zusammen und schlieBt auf eine Risikoaversi-
on von ungeféhr eins. Friend & Blume (1975) hingegen schlagen eine Risikoaversion in
Hohe von etwa zwei vor. Zur Imitation beobachteter Variabilitdten zwischen Konsum
und Investition bendtigen Kydland & Prescott (1982) Risikoaversionen zwischen eins
und zwei.

Eine umfassende Zusammenfassung der Problematik des Equity Premium Puzzles bie-
tet Kocherlakota (1996). Er sieht das Equity Premium Puzzle weiterhin als ungelost
an, denn es demonstriert das Unwissen iiber die Griinde der Aversion der Investoren
gegeniiber des Risikos der Wertpapierertréige.

Die Literatur halt viele Ansétze zur Losung des Puzzles bereit. Naheliegend ist die
Modifikation der Préferenzen. Epstein & Zin (1989, 1991) unterstellen einen verall-
gemeinerten Erwartungsnutzen”. Dabei determiniert eine Funktion, die von heutigem
und zukiinftigem Konsum abhéngt und konstante Elastizitdt aufweist, den heutigen
Nutzen. Die in dieser Weise implizierte Trennung der Risikoaversion von der intertem-
poralen Substitution hilft viele Anomalien aus dem Paper von Mehra & Prescott (1985)
zu erkliaren. Durch die Verwendung intertemporaler Priferenzen ist in einer beliebigen
Periode der marginale Nutzen des Konsums eine im Nutzen der Vorperiode steigende
Funktion®. Durch die Verwendung solcher Priiferenzen ist in Constantinides (1990) und
Heaton (1995) der zukiinftige Konsumwunsch der Investoren grofier als der heutige. Aus
diesem Grund erhoht sich das Sparen im Laufe der Zeit. Dieser Umstand hat Einfluss

auf die Hohe der Risikozuschlédge und mindert das Equity Premium Puzzle. Schon Du-

"Weil (1989) und Kandel & Stambaugh (1991) liefern eine komplementire Analyse des verallgemei-
nerten Erwartungsnutzens. Interessante Implikationen fiir Wertpapierpreise generieren Epstein & Wang
(1994) und Epstein & Zin (1990) durch eine Verallgemeinerung des Erwartungsnutzen auf ganz andere

Art.
8Tn der Literatur wird dieser Umstand der Gewohnung an einen Konsumlevel auch als habit forma-

tion bezeichnet.
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esenberry (1949) setzt voraus, dass der individuelle Nutzen eines Investoren nicht nur
eine Funktion des eigenen Konsums ist, sondern auch das soziale Niveau des Konsums
beachtet®. Dieser Intuition folgend, beriicksichtigen Abel (1990, 1999), und Cali (1994)
relative Konsumeffekte und unterstellen Praferenzen, in denen individueller Nutzen eines
fixen Konsumniveaus vom per capita Konsum abhéngt. Sie beschreiben die Auswirkung
solcher Konsumeffekte auf die Wertpapierpreise und konnen das Rétsel um die Hohe der
Risikozuschlége teilweise 16sen. Zusétzlich liefert Abel (1999) einen Algorithmus, der den
empirisch determinierten Mittelwert und die Varianz des risikobehafteten Zinssatzes —
und damit den statistischen Risikozuschlag — ermittelt.

Samtliche Arbeiten, in denen die Modifikation der Préaferenzen in Modellen mit re-
prisentativen Konsumenten!® die Losung des Equity Premium Puzzles liefern sollte,
hatten gemischten Erfolg. Sie 16sten eine Debatte iiber die Giite von Resultaten, die auf
uniiblichen Préferenzen beruhen, aus.

Das Modell von Mehra & Prescott (1985) beschreibt eine Okonomie ohne Friktionen (kei-
ne Transaktionskosten, keine Unvollstandigkeit der Mérkte etc.). Zur Aufhebung dieser
Friktionslosigkeit unterstellt Weil (1992) in einem zweiperiodigem Modell unvollsténdi-
ge Markte. Auf Grund dessen miissen die Individuen mehr sparen, um sich gegeniiber
dem Zufall ihres zukiinftigen Konsums zu versichern. Durch die erh6hte Unsicherheit
verlieren Wertpapiere als Investitionsmoglichkeit ihre Attraktivitdt und die Risikozu-
schlage steigen. Weil (1992) kann das Puzzle in seinem Modell 16sen. Allerdings ist die
Benutzung eines zweiperiodigen Modells eine starke Einschrankung. Es abstrahiert von
dynamischem Handel, der auch als Versicherung gegen Risiko dient. Lucas (1994) weist
auf die Tatsache hin, dass das Equity Premium Puzzle gegeniiber vielen Quellen der
Marktunvollsténdigkeit robust ist. Héufig liefern empirische Tests, z.B. des CAPMs mit
einem reprisentativen Konsumenten, negative Resultate.

Eine andere Moglichkeit zur Untersuchung des Equity Premium Puzzles resultiert aus
der Nutzung von Modellen iiberlappender Generationen. Diese liefern automatisch eine
heterogene Population — bestehend aus jungen und alten Konsumenten — und verwerfen
die grundlegende Annahme eines unendlich lange lebenden représentativen Konsumen-
ten (vgl. Mehra & Prescott (1985)). Labadie (1986) zeigt in einem Modell iiberlappender
Generationen, dass hohe Risikoaversion nicht notwendig einen gréfleren Risikozuschlag
nach sich zieht. Der fundamentale Unterschied des Risikozuschlags in einem Modell

iiberlappender Generationen und einem Modell mit einem représentativen unendlich

9In der Literatur wird dieser Umstand mit Keeping up with the Joneses bezeichnet.
OEpstein & Zin (1989), Kandel & Stambaugh (1990, 1991), Constantinides (1990), Kocherlakota

(1990) und Weil (1989).
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lange lebenden Konsumenten!! begriindet sich durch die unterschiedlichen Grenzraten
der Substitution. Dieser Zusammenhang kann zur Losung des Equity Premium Puzzles
beitragen. Das in diesem Kapitel vorgestellte Modell {iberlappender Generationen gibt
ebenfalls einige Hinweise auf die Losung des Equity Premium Puzzles. Es zeigt sich,
dass ein Risikozuschlag von 6% selbst unter rationalen Erwartungen und mit geringer
Risikoaversion imitiert werden kann.

Nach Kocherlakota (1996) muss zur Losung des Equity Premium Puzzles im Rahmen
eines jeden Modells mit einem unendlich lange lebenden représentativen Konsumenten
hohe Aversion gegeniiber des Konsumrisikos oder des Risikos des per capita Konsums an-
genommen werden. Leichte Anderungen des Modells von Mehra & Prescott (1985) wie
z.B. die Einfithrung einer cash—in-advance Beschrinkung fiir die Geldnachfrage (ver-
gleiche Labadie (1989) und Giovanni & Labadie (1991)) &ndern die Implikationen nicht
signifikant. Dennoch kann die Benutzung eines weitaus aufwéandigeren Modells drama-

tische Einfliisse auf die Wertpapierpreise haben.

Im Folgenden wird ein Finanzmarktmodell mit {iberlappenden Generationen entwickelt,
in dem die marktraumenden Wertpapierpreise explizit determiniert werden. Dabei spielt
es keine Rolle, welches Wahrscheinlichkeitsmafl ein beliebiger Konsument zur Bildung

seines Erwartungsnutzens gebraucht.

2.1 Die Konsumenten

Es wird ein Modell iiberlappender Generationen mit endlich vielen Konsumenten
i€Z:={1,..., N} betrachtet. Jeder dieser Konsumenten ,lebt* zwei Perioden lang. In
der ersten Lebensperiode erhilt er eine Erstausstattung e’ > 0 in Einheiten eines nicht
lagerfahigen Konsumgutes. Er konsumiert in dieser Periode nicht. In der zweiten Le-
bensperiode méchte er konsumieren. Somit muss er seine Erstausstattung in der ersten
Lebensperiode investieren. Es existieren zwei Investitionsmoglichkeiten. Zum einen kann
er seine Erstausstattung risikolos zum exogen gegebenen Zinsatz r > 0 anlegen oder risi-
kobehaftete Anteile an einer Firma kaufen. Die Firma produziert in jeder Periode einen
stochastischen Output. Dieser wird unter den Anteilseignern als Dividendenzahlungen
verteilt. Junge Konsumenten konnen gleichzeitig beide Investitionsmoglichkeiten in An-
spruch nehmen, Leerverkaufe sind allerdings nicht erlaubt.

Jeder junge Konsument maximiert seinen erwarteten Nutzen iiber zukiinftigen Konsum.

Die Rendite der risikolosen Anlage sei durch R := 147 definiert. Des Weiteren bezeichne

Hwie z.B. in Lucas (1978)
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0 < y* < ¢ die risikolose Investition und x! > 0 die Anzahl der zum Preis p gekauften
Firmenanteile (Wertpapiere). Der Konsum in der zweiten Lebensperiode eines beliebi-
gen Konsumenten i ist dann durch ¢ := Ry’ + (d+ p,1)x?, gegeben, d. h. der zukiinftige
Konsum des i-ten Konsumenten wird durch eine Funktion ¢! : R® — R beschrieben.
Die Dividendenzahlungen sind stets nicht-negativ und werden mit d € D C R bezeich-
net. Weiter bezeichnet p,; > 0 den Verkaufspreis des Wertpapieres. Der Index +1 trigt
dem Umstand Rechnung, dass der Verkaufspreis eine zukiinftige Grofle ist, die in der
kommenden Periode ermittelt wird. Mithilfe der Budgetgleichung y* + pz® = e ergibt

sich

¢ = R (d-pa') + (d+pua)
—_——— —_——
riskikolose Anlage Wertpapierertrag

Die Konsumenten betrachten den Wertpapierpreis p als Parameter und bilden Erwar-
tungen iiber den Wertpapierertrag, d. h. iiber die Summe aus Dividendenzahlung d und
Verkaufspreis p,;. Der Ertrag eines Wertpapieres q¢ := d + p,, ist eine Zufallsvaria-
ble!? auf einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (€, F,P) mit Werten in R,. Der
Konsument i besitzt ein subjektives Wahrscheinlichkeitsmafl v%, mit dessen Hilfe er die

Erwartungen iiber ¢ bildet. Somit definiert
Viz) = /Ui (Re'+ (g —p)-z)v'(dg), i€
Ry
den Erwartungsnutzen des i—ten Konsumenten. Jeder Konsument maximiert unter Be-
nutzung seines subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafies v/ seinen Erwartungsnutzen, d. h.

max V;(x) (2.1)

xE[O,%]
Die Losung liefert seine Wertpapiernachfrage in Abhéngigkeit des Wertpapierpreises p
und des subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafles v*. Zur Sicherung der Existenz und Ein-
deutigkeit des Maximierungsproblems (EZI]) werden folgende Annahmen gemacht'3.
Annahme 2.1 Die Nutzenfunktion und das subjektive Wahrscheinlichkeitsmafs eines

jeden Konsumenten i € I erfiillen die folgenden Bedingungen:

(i) Die Nutzenfunktion U' : R — R ist zweimal stetig differenzierbar, streng monoton

wachsend, streng konkav und beschrdankt.

12Die Dividendenzahlungen werden im Folgenden als stochastischer Prozess modelliert. Somit ist ¢
eine Zufallsvariable, da die Dividendenzahlungen stochastisch sind. Der zukiinftige Wertpapierpreis p1

héngt von diesen Dividendenzahlungen ab, ist aber nicht stochastisch.
13Giehe auch Grandmont (1982).



KAPITEL 2. MODELL MIT UBERLAPPENDEN GENERATIONEN 17

(i1) Jedes subjektive Wahrscheinlichkeitsmaf v* : F — R ist ein Borelmaf auf R,

Durch die Annahme 1] ist es erlaubt, Differentiation und Integration in der Bedin-
gung erster Ordnung des Maximierungsproblems aus Gleichung (EZ1]) zu vertauschen!.
Das folgende Lemma gibt notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die strenge

Konkavitét der Funktion V;(-) fiir alle p € R, und i € 7 an.

Lemma 2.2

Sei p € Ry beliebig, aber fest. Es gelte Annahme [Z. Die Funktion V) : [0, %] — R,
ist genau dann streng konkav, wenn v'({q € Ry|q # Rp}) > 0 gilt.

Beweis von Lemma 2.2
Unter Annahme BT gilt fiir die zweite Ableitung von sz‘

(Viy(a) = / (UY(Re + (q — p)e)(a — Rp)*(dg)

und (U*)"(-) < 0. Somit gilt (V;})"(z) < 0 genau dann, wenn v*({¢g € Ry|q # Rp}) > 0
erfiillt ist. O

Damit besitzt ein beliebiger Konsument ¢ nur dann eine eindeutige Losung seines Ma-
ximierungsproblems (1), wenn er ,glaubt“, dass die Risikopramie % — R nicht Null ist,
d. h. er rechnet dem Ereignis % # R eine positive Wahrscheinlichkeit zu. Um die Schreib-
weise zu erleichtern, wird eine Menge {q € R |q # Rp} im Folgenden stets mit {q # Rp}
identifiziert. Die Betrachtung der von Neumann-Morgenstern-Nutzenfunktion U® lisst
weitere Aufschliisse iiber das Verhalten des Konsumenten i zu. Sei dazu p beliebig, aber

fest. Die Betrachtung der Bedingung erster Ordnung
V)@ = [ OYR 4 - R - Fopi) L0 (22
Ry
liefert drei Spezialfélle.

() vi({a= Rp}) =1 |
In diesem Fall gilt (V}})'(x) = 0 fiir alle z € [0, %], d. h. Konsument ¢ ist indifferent
zwischen all seinen zulédssigen Portfeuilles.

(i) v5({g > Rp}) = 1.
Hier gilt, dass (V}})'(x) > 0 fiir alle z € [0, %] Dann ist V! streng monoton steigend.
Konsument ¢ ist iiberzeugt, dass der Wertpapierertrag stets grofler als der der

risikolosen Anlage ist. Damit investiert er sein gesamtes Vermogen in Wertpapiere.

Risikolose Anlagen kauft er nicht.

14Giehe auch Bauer (1992).
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(i) vi({g < Rp}) = 1.
Dieser Fall ist der zu (ii) gegenteilige. Hier gilt (V;))'(z) < 0 fiir alle z € [0, %]
und V7 ist streng monoton fallend in z. Konsument i , glaubt®, dass die risikolose
Anlage der risikobehafteten vorzuziehen ist. Er investiert sein gesamtes Vermogen

in die risikolose Anlage und verlédsst den Wertpapiermarkt.

Die obigen Fille (i)—(iii) liefern Randlésungen des Maximierungsproblems. Im Folgenden
ist es von Bedeutung, unter welchen Bedingungen die Konsumenten innere Losungen

haben und sowohl risikolose als auch risikobehaftete Anlagen nachfragen.

Satz 2.3
Sei p > 0 beliebig, aber fest. Es gelte vi({q # Rp}) > 0 und die Annahme 21 sei erfiillt.

xz* € (0, 5) ist genau dann die einzige innere Losung des Mazimierungsproblems (Z1),

wenn die folgenden zwei Bedingungen erfillt sind:

0 o> R (i) / @ (o ) (4~ Ro)v(dg) > 0.
Ry

Beweis von Satz 23

Nach Lemma ist die Funktion V) streng konkav, d. h. (V}})” < 0. Daraus folgt,
dass (V;f)’ streng monoton fallend und x* eine eindeutige Losung des Maximierungspro-
blems (ZTJ) ist. Sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen z* € (0, %) und
(V})(x) = 0 erfiillt, so ist 2* eine innere Losung. Das ist genau dann der Fall, wenn
(V3)'(0) > 0 und (V;)'($ ') < 0. Nun gelten weiter

V0 = W) [ (0~ Rp(da) und

~———
>0 R4

vy (2) = Jay (e5) - rawiao

+
Damit ist z* genau dann eine innere Losung, wenn die Bedingungen (i) und (ii) erfiillt

sind. n

Bedingung (i) triagt der allgemeinen Intuition Rechnung, dass ein Konsument nur dann
risikobehaftete Wertpapiere kauft, wenn er ,glaubt®, dass die erwartete Risikopramie
positiv ist. Der folgende Satz beschreibt die Eigenschaften der individuellen Wertpa-

piernachfrage

¢ iRy x B(R,) — R, (p,v) — arg max /Uﬂ (Re' + (g — p)z) vi(dg) § . (2.3)

J:EOEZ
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Dabei bezeichnet P(R,) die Menge aller Borel-Mafle v : F — R,..

Satz 2.4

Die Annahme [Z sei erfillt. Sei v' beliebig, aber fest, und es gelte v'({q # Rp}) > 0
fiir alle p € R,.. Die individuelle Wertpapiernachfrage (fiir festes v') o'(-,v") ist eine in
p stetige Funktion und erfillt die Randeigenschaften

(i) lim o' (p,v') = o0 und (i) lim ¢'(p,1) = 0.
p— oo

Beweis von Satz 2.4k

Auf Grund der strengen Konkavitit der Funktion V;/ (vgl. Lemma EZ2) ist ¢(-, ") die
Losung des Maximierungsproblems (2]]). Die Korrespondenz p — |0, %] ist kompakt-
wertig und stetig. Dann ist auch ¢* stetig in p.

Fiir hinreichend kleine Wertpapierpreise p gilt v*({¢ > Rp}) = 1. Dann folgt aus
(V) > 0 ¢'(p,v') = %. Das ist die Aussage (i). Die Aussage (ii) folgt direkt aus
der Budgetrestriktion 0 < ¢(p, V') < %. 0

2.2 Monotone Nachfragefunktionen

Dieser Abschnitt widmet sich der Frage, unter welchen Bedingungen Nachfragefunk-
tionen monoton sind'®. Es wird sich zeigen, dass — fiir beliebige Verteilungsfunktionen
— eine ganze Klasse von Nutzenfunktionen zu monotonen Wertpapiernachfragen fiihrt.

17

Zunichst wird an die Definition der Risikoaversion!® und die der Risikotoleranz!” erin-

nert.

Definition 2.5
Das Arrow—Pratt-Maf der absoluten Risikoaversion ist fiir eine zweimal stetig differen-

zierbare Nutzenfunktion v : R — R, ¢ — u(c) durch

ARA,(c) = —

definiert. Der inverse Ausdruck T,(c) := (ARA,(c))™! wird als Arrow-Pratt-Maf§ der

absoluten Risikotoleranz bezeichnet.

15Die Ergebnisse und Uberlegungen aus diesem Abschnitt entstammen nicht der Arbeit Béhm, Deut-

scher & Wenzelburger (2000).
16Siehe dazu auch Arrow (1971) und Pratt (1964).
17Siehe dazu auch Huang & Litzenberger (1988, Seite 134).
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Mit obiger Definition folgt in Satz [Z8 die erste Aussage iiber die Monotonie der Nach-

fragefunktion.

Satz 2.6

Die Annahme [Z1 sei erfillt, und i € T sei beliebig. Weiter sei ARAy,(c) > 0 fiir alle
¢ >0, und es gelte v'{q # Rp} > 0. Dann ist die Wertpapiernachfrage o' (-, v') monoton
fallend, falls Tyri(c) > ¢ — Re* fiir alle ¢ gilt.

Beweis von Satz [2Z.6: Die Wertpapiernachfrage ergibt sich aus dem Maximierungs-
problem (1)) und lautet

W(p,yi) = max{(],min{argmax{/;(x),e_}}'
r p

Fiir ¢'(p, V') = % ist ©'(+, ") immer streng monoton fallend. Betrachte nun die Bedin-

gung erster Ordnung des Maximierungsproblems (EZ1])

Fi(z,p) = /ﬁﬂﬂRé+W—J@hﬂq—Rmﬂw® L0

Die partiellen Ableitungen der Funktion F lauten

%(w,p) — /(UZ)”(C)((] . Rp)2l/l(dq) < 0 wnd
aa—Z@aP) = R / [—(UY"(e)(g — Rp) — (U (c)] v'(dq)

(U?)(c)

= R [0 [ARA ) - Be') - 1] v (da),

R

_ R/ﬁﬂﬂ@[—“w“@ﬂq—Rm—» vi(dg)

wobei ¢ = Re' + (¢ — Rp)x. Gilt nun Ty (c) > ¢ — Re’, so ist %(x,p) negativ und nach

dem Satz {iber implizite Funktionen 8%95(~) negativ. Daraus folgt die Behauptung.

In der Klasse von Nutzenfunktionen mit linearer Risikotoleranz (auch bekannt als Klasse
der HARA™-Nutzenfunktionen) gibt es viele Funktionen, die die in Satz 228 geforderten
Bedingungen erfiillen und somit zu einer monotonen Wertpapiernachfrage fithren. Dabei
ist die Wahl des subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafles nicht von Bedeutung. Fiir eine

beliebige Nutzenfunktion u sei die absolute Risikotoleranz durch T,(c) == k + ¢ - ¢,

BHARA = Hyperbolic Absolute Risk Aversion.
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k,1 € R gegeben. Die Bedingung aus Satz L8 ist z.B. sofort fiir ¢ > 1 und x > —Re’
erfiillt.
Die Losung der Differentialgleichung

u// (C)

u'(c)

besteht aus drei verschiedenen Funktionenmengen!®. Diese drei Losungsmengen sind

(K +1pe) ™!

abhéngig von v, d. h.

v-1
W#£0,1 M@N{@%T]W+¢@ A (2.4)
=1 : u(c)~log(k+c), (2.5)
=0 : u(c)~—Kexp <_£) . (2.6)

Im Zusammenhang mit den Ausdriicken (7)), (3) und (Z8) bedeutet das Zeichen ~,
dass die Losungen bis auf affin-lineare Transformationen eindeutig sind. Die folgenden

Beispiele zeigen Funktionen aus jeder der obigen drei Losungsmengen.

Beispiel 2.7 4(c) :=k+b-c*, k,b>0und 0 <a < 1.
Die Funktion u ist vom Typ (Z4) und es gilt Ti(c) = —=. Damit ist die Ungleichung

l—a”

Ta(c) > ¢ — Re' aus Satz[Z4 erfiillt, und die Wertpapiernachfrage ist monoton fallend.

Beispiel 2.8 u(c) :=log(c+ k), k > 0.
Die Funktion u ist vom Typ (ZZ). Wegen Ty(c) = ¢ + k ist die Ungleichung Ty(c) >

¢ — Re' aus Satz[ZA erfiillt, und es ergibt sich eine monotone Wertpapiernachfrage.

Beispiel 2.9 4(c) :==1— exp(—ac), a > 0.
Die negative Exponential-Nutzenfunktion @ ist vom Typ (Z4). Wegen Ty(c) = L ist die
Ungleichung Ty(c) > ¢ — Re' aus Satz [ZA nicht fiir alle ¢ erfillt. Somit kann nicht auf

Grund von Satz[ZA auf Monotonie der Wertpapiernachfrage geschlossen werden.

Die negative Exponential-Nutzenfunktion gehort zu der Klasse der Nutzenfunktionen

mit konstanter absoluter Risikoaversion? und ist die Grundlage der in diesem Kapitel

19Giehe dazu Ohlson (1987, Seite 25f).
uu(c)

20Dje absolute Risikoaversion wird fiir eine Nutzenfunktion v : R — R durch den Quotienten — e

definiert. Im Falle konstanter absoluter Risikoaversion ist dieser Quotient fiir alle ¢ € R konstant.
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folgenden Modellspezifikationen. Die Klasse der CARA?'-Nutzenfunktionen ist analy-
tisch leichter zu handhaben als die oftmals plausiblere Klasse der Nutzenfunktionen mit
konstanter relativer Risikoaversion®? (CRRA*-KLasse). Aus diesem Grund gehort die
Klasse der Funktionen mit konstanter absoluter Risikoaversion ebenfalls zu den Stan-
dardwerkzeugen okonomischer Analysen. In den folgenden Abschnitten lassen sich auf
Grund der Annahme konstanter absoluter Risikoaversion viele der folgenden Ausdriicke
berechnen, und die Untersuchung der Interaktionen zwischen Risikoaversion, Wertpa-
pierpreis und Risikozuschlag wird moéglich. In Abschnitt zeigt sich, dass individuelle

Wertpapiernachfragen auch fiir CARA-Nutzenfunktionen monoton sind.

2.3 Der Wertpapierpreis

Das Verhalten jedes einzelnen Konsumenten basiert sowohl auf objektiven Groflen wie
Praferenzen, Preisen und Erstausstattungen, als auch auf subjektiven Erwartungen
bzgl. der zukiinftigen Entwicklung von Wertpapierpreisen und Dividendenzahlungen.
Somit héngt nicht nur das individuelle Verhalten, sondern insbesondere auch die ag-
gregierte Wertpapiernachfrage von individuellen Merkmalen ab. Folgerichtig wird jeder
marktriaumende Wertpapierpreis endogen in Abhéngigkeit solcher Merkmale bestimmt.
Im Folgenden wird eine einfache und zugleich sehr allgemeine Moglichkeit vorgestellt, die
Interaktionen zwischen individuellen Charakteristiken und endogenem Wertpapierpreis
zu beriicksichtigen?*. Die Erwartungen der Konsumenten kénnen dabei beliebig sein,
d. h. sie sind nicht notwendig rational.

Im Folgenden sei angenommen, dass die einzige Firma in dem vorliegenden Modell iiber-
lappender Generationen mit stationarer Population die Anzahl emitierter Wertpapiere
nicht veréindert. Damit ist fiir jede Generation junger Konsumenten die Anzahl der von
den alten Konsumenten angebotenen Wertpapiere konstant. Sie sei mit z bezeichnet.
Weiter bezeichne v := {1/1, 7 } die Menge der subjektiven Wahrscheinlichkeitsma-

Be der N Konsumenten. Damit schreibt sich die aggregierte Wertpapierfrage als Summe

2ICARA = Constant Absolute Risk Aversion.
u” (C)

22Dje relative Risikoaversion wird fiir eine Nutzenfunktion % : R — R durch — o) € definiert. Im

Falle konstanter relativer Risikoaversion ist dieser Quotient fiir alle ¢ € R konstant.
23CRRA = Constant Relative Risk Aversion.
24Das resultierende Modell ist ein diskretes zuflliges dynamisches System. Eine allgemeine Ausfiih-

rung der Theorie zufiilliger dynamischer Systeme liefert z.B. Arnold (1998).
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aller individuellen Wertpapiernachfragen (vergleiche Definition (23))

e(p,v) = Zwi(pavi)-

Der marktridumende Wertpapierpreis ist der héchste Preis, der die Gleichheit von An-
gebot und Nachfrage auf dem Wertpapiermarkt garantiert. Dann lautet die Definition

des Wertpapierpreises in Periode ¢

pr = max{p e R |p(p,v) =17}, (2.7)

d. h. der sich einstellende Wertpapierpreis ist eine Funktion des aggregierten Ange-
bots  und sdmtlicher subjektiver Wahrscheinlichkeitsmafie . Unter den Bedingungen
von Satz 4] ist der Wertpapierpreis eine wohldefinierte Funktion des aggregierten An-

gebots und aller subjektiven Erwartungen, d. h.

S:(P[Ry))Y — R
v — Sv)=max{p e R, | ¢(p,v) ==z} (2.8)

In Abbildung EXTlist die sequentielle Modellstruktur illustriert. Sie zeigt die sich {iberlap-
penden Generationenstruktur mit jungen und alten Konsumenten. Zu einem beliebigen
Zeitpunkt ¢ gibt es N junge und N alte Konsumenten in der Okonomie. Die alten Konsu-
menten bieten ¥ Wertpapiere an. Das ist genau die Menge, die sie zum Zeitpunkt ¢t —1 als
junge Konsumenten gekauft haben. Die im Zeitpunkt ¢ jungen Konsumenten mochten
auch Wertpapiere kaufen, ihre Wertpapiernachfrage zu einem beliebigen Wertpapier-
preis p lautet sz\il ©'(p, v"). Der marktriumende Wertpapierpreis wird so determiniert,
dass Angebot und Nachfrage iibereinstimmen und der Wertpapiermarkt gerdumt ist.
Zum Zeitpunkt ¢+ 1 sind die in Zeitpunkt ¢ jungen Konsumenten alt und verkaufen ihre
in t gekauften Wertpapiere an die im Zeitpunkt ¢ 4+ 1 jungen Konsumenten.

Definiere v; als den Vektor aller subjektiver Wahrscheinlichkeitsmafle zum Zeitpunkt ¢.

Dann ist der ez dividend Wertpapierpreis?® in Periode ¢ durch
pe=S) = o (z,u), teN (2.9)

determiniert. Diese Schreibweise ist nicht ganz korrekt, da ¢ ~'(z, ;) formal betrachtet

eine Menge ist. Dennoch ist die Formulierung sehr intuitiv. Analog ist der cum dividend

25In Boshm & Chiarella (2000) ist die Wertpapiernachfrage ¢*(-, %) nicht wie hier als Funktion des
Wertpapierpreises p, sondern als Funktion des Produkts aus risikoloser Rendite und Wertpapierpreis,
d. h. Rp, definiert. In der vorliegenden Arbeit soll der Eindruck vermieden werden, dass die risikolose

Rendite ausschlieflich in Form von Rp Einfluss auf die Wertpapiernachfrage nimmt.
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jung , alt
Angebot:
Nachfrage: Zf\;l ©'(p, V")
Ijung | altl
t t+1 t+2

Abbildung 2.1: Die sequentielle Handelsstruktur.

Wertpapierpreis in Periode ¢, t € N, durch
¢ = S(n)+d (2.10)

gegeben, d; bezeichnet dabei die Dividendenzahlung in Periode ¢. Die Gleichungen (29)
und (Z10) sind dkonomische Gesetze?®. Sie beschreiben die Entwicklung der Zustéinde
einer Okonomie und beriicksichtigen die Interaktionen von Erwartungen und Dividen-
denzahlungen®’. Der ex dividend Wertpapierpreis ist eine deterministische Funktion in-
dividueller Merkmale. Der cum dividend Wertpapierpreis ist nur dann stochastisch, wenn

die Dividendenzahlungen stochastisch sind.

Annahme 2.10
Sei (Q, F,P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum. Die Menge mdglicher Dividenden-
zahlungen ser mit D C R, bezeichnet. Die Dividendenzahlungen werden durch einen

stationdren Markov—Prozess (Dy)ien mit Dy : Q@ — D beschrieben.

Mit der Spezifikation des Dividendenprozesses in Annahme 210 ist die Entwicklung des
Wertpapierpreises vollstindig durch die in Gleichung (Z8) definierte Funktion determi-
niert. Es zeigt sich sehr deutlich, dass der cum und der ex dividend Wertpapierpreis
sowohl durch individuelle Charakteristiken der Konsumenten, wie z.B. Erstausstattung

und Préferenzen, als auch durch subjektive Einschétzungen zukiinftiger Preise bestimmt

26Vgl. Bshm & Wenzelburger (1999) und Bshm & Wenzelburger (2002).
27Sei x € R% d > 0, Prob(X) bezeichne die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafie auf X. Bohm &

Wenzelburger (2002) beschreiben ein ckonomisches Gesetz durch eine stetige Funktion
S:R" x X x Prob(X) — X, (w, z,v°) — S(w, z, v°)

mit Parameter bzw. exogener Variable w, dem aktuellen Zustand € X und v° € Prob(X) als subjek-

tivem Wahrscheinlichkeitsma$ zur Bestimmung zukiinftiger Zustéinde der Okonomie S(w,z, v¢).
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werden. Fiir feste und beliebige subjektive Wahrscheinlichkeitsmafle 1, ist der Prozess

des cum dividend Wertpapierpreises unter der Annahme
S(Vt)"‘Dt() :Q—>R+, tEN

ein stationdrer Markov—Prozess auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P).

Auf Grund der Marktstruktur und unter Beriicksichtigung von (Z9) und (ZI0), sowie
der Annahme B0 bilden die jungen Konsumenten in einer beliebigen Periode ¢ ih-
re Erwartungen iiber den cum dividend Wertpapierpreis der Periode t + 1, bevor der
Wertpapierpreis in Periode ¢ realisiert wird. Somit basieren die Erwartungen der Kon-
sumenten lediglich auf den Informationen, die bis zum Zeitpunkt ¢ — 1 erhéltlich sind.

Erwartungswert und Varianz des cum dividend Wertpapierpreises in Periode ¢ lauten
Ei1(q) = S(we) + Eea(Dy) und  Vii(q) = Vi1 (Dy).

Der Erwartungswert des cum dividend Wertpapierpreises hdngt wesentlich von den in-
dividuellen Merkmalen eines jeden einzelnen Konsumenten ab. Die Varianz des cum
dividend Wertpapierpreises hingegen wird ausschliefllich durch die Varianz des Dividen-
denprozesses bestimmt. Benutzen alle Generationen das gleiche Wahrscheinlichkeitsmafl
zur Bestimmung subjektiver Preiserwartungen, d. h. vy = 14, fiir alle ¢t € N| so ist der
cum dividend Wertpapierpreisprozess lediglich eine Verschiebung des Dividendenpro-
zesses um S(v;). Der ex dividend und der cum dividend Wertpapierpreis (vgl. (E9)
und (ZI0)) sind Funktionen auf dem Raum der subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafe
und dienen der Berechnung subjektiver Wertpapierpreiserwartungen. Die Wertpapier-
preise, iiber die Erwartungen gebildet werden, sind fiir die Bestimmung des aktuellen
Wertpapierpreises jedoch unbedeutend. Die Eigenschaft einer Funktion, nur von Er-
wartungen iiber eine bestimmte Grofle abzuhéngen und nicht von dieser Grofle selbst,
wird auch als Cobweb-FEigenschaft bezeichnet. In einer beliebigen Periode ¢ bildet jeder
Konsument mit seinem subjektiven Wahrscheinlichkeitsmaf§ v{ Erwartungen iiber den
Wertpapierertrag der Periode ¢ + 1. Diese Erwartungsbildung geschieht ohne Kenntnis
der Preise und Dividenden der Periode ¢, d. h. die Konsumenten bilden Erwartungen
iiber morgige Ertrage auf der Basis gestriger Erkenntnissténde. Dieses Phénomen wird
nach Bohm & Wenzelburger (1997) als expectational lead bezeichnet.

Der cum dividend Wertpapierpreis wird als Summe aus einer deterministischen und ei-
ner stochastischen Komponente beschrieben. Die deterministische Komponente S(v;)
wird durch das aggregierte Angebot an Wertpapieren und dem Vektor aller subjektiven

Wahrscheinlichkeitsmafie bestimmt. Die stochastische Komponente wird ausschliefSlich
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durch den Dividendenprozess beschrieben. Somit gehen sdmtliche Eigenschaften des Di-
videndenprozesses auf den Wertpapierpreisprozess iiber. Alle genannten Eigenschaften

bleiben im OLG-Modell mit mehr als einem risikobehafteten Wertpapier erhalten®.

2.4 Erwartungstreue Prognosen

Im Allgemeinen unterscheidet sich die tatséchliche Verteilung des cum dividend Wertpa-
pierpreises von den Verteilungen, die die Konsumenten benutzen, um ihre subjektiven
Erwartungen iiber den cum dividend Wertpapierpreis zu bilden. Wollen die Konsu-
menten ihre Vorhersagen iiber zukiinftige cum dividend Wertpapierpreise auf Basis der
letzten Beobachtungen verbessern, so scheint es sinnvoll, Markov—Kerne zu benutzen
(vgl. Bohm & Wenzelburger (1997)). Um die Analyse rationaler Erwartungen zu erleich-
tern, wird im Folgenden unterstellt, dass alle Konsumenten den gleichen Markov—Kern
U|D = R, fiir ihre Prognosen zukiinftiger cum dividend Wertpapierpreise benut-
zen. Dann ist v/ = Uy, fiir alle i € Z die subjektive Verteilung fiir den zukiinftigen
cum dividend Wertpapierpreis in Periode ¢ 4+ 1. Damit ist der subjektive Erwartungs-
wert der Konsumenten fiir den cum dividend Wertpapierpreis in Periode ¢ + 1 durch
fR+ q¥(d;, dq) gegeben. Diesen Erwartungswert bestimmen die Konsumenten auf Ba-
sis aller in Periode ¢ zur Verfiigung stehenden Informationen. (S(¥p,()) + Di(w)))sen
(w € Q) beschreibt dann den Prozess des cum dividend Wertpapierpreises. Dabei sind so-
wohl der Markov-Kern als auch vergangene Beobachtungen von Bedeutung. Andert sich
der Markov—Kern iiber die Zeit nicht, so ist der cum dividend Wertpapierpreisprozess
stationér. Das folgende Konzept stationérer erwartungstreuer Markov—Kerne (vgl. Wen-
zelburger (1999), Bohm & Wenzelburger (2002)) definiert die besten Vorhersagen be-

dingt auf verfiighare Informationen.

Definition 2.11
Die Funktion S sei gegeben. Dann heifit ein Markov—Kern V|D = R erwartungstreu,
falls fiir alle d; € D und t € N die Gleichung

S(Ta) + E(Disy) — / ¢(ds, da) (2.11)

R4

erfiillt ist.

Damit bezeichnen erwartungstreue Markov-Kerne gerade solche Markov—Kerne, fiir die

die subjektiven Erwartungswerte mit den objektiven Erwartungswerten entlang aller

28Siehe dazu Bohm & Chiarella (2000).
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Orbits des Preisprozesses iibereinstimmen. Konsumenten, die einen erwartungstreuen
Markov—Kern benutzen, haben entlang aller Orbits des Systems rationale Erwartungen.
Dabei ist zu beachten, dass alle Konsumenten den gleichen Markov—Kern benutzen

missen.

2.5 CARA-Nutzenfunktionen

Die Untersuchung der Klasse der Nutzenfunktionen mit konstanter absoluter Risiko-
aversion (CARA—Nutzen) in Abschnitt hat gezeigt, dass die resultierenden Nachfra-
gefunktionen nicht notwendig (streng) monoton im Wertpapierpreis sind. Es stellt sich
nunmehr die Frage, ob die Verwendung von CARA—Nutzenfunktionen zu weiteren struk-
turellen Ergebnissen iiber die Wertpapiernachfrage fiihrt. Dazu wird unterstellt, dass die
Konsumenten beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen benutzen, deren Dichtefunktio-

nen unabhéngig von Dividendenzahlungen und aktuellen Wertpapierpreisen sind.

Annahme 2.12
Die Nutzenfunktion und das subjektive Wahrscheinlichkeitsmaf eines jeden Konsumen-

ten v € T erfiillen die folgenden Bedingungen:
(i) Die Nutzenfunktion u’: R — R ist die CARA-Nutzenfunktion
Ul(c) := u'(c) :== 1 — exp(—ac), a > 0.
Der Parameter o beschreibt dabei die absolute Risikoaversion der Konsumenten.

(17) Jeder Konsument bildet seine Erwartungen mithilfe einer durch die Dichtefunktion

f:Ry — Ry, ¢g— f(q) definierten Verteilung.

Zur Analyse des Maximierungsproblems ist die Einfiihrung der folgenden Notationen

sinnvoll.

Notation 2.13

0= [ 4 evi-araf@) di. Fie) = [ esp(—as)f@) do >0

/ ~exp(—azq)f(q) dg,  H(z) = 2%3

Lemma 2.14
Die Funktion H : Ry — R ist monoton fallend.
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Beweis von Lemma 214k

Die erste Ableitung der Funktion H(-) lautet

He) = s (R~ B F).

Zu zeigen ist die Ungleichung
[Fi(z)]? < Fy(z)- Fs(x). (2.12)
Wegen Fy(x) > 0 fiir alle x > 0 ist die Ungleichung (Z12) aquivalent zu

] < 2

Das ist aber die Jensensche Konvezititsungleichung fiir Integrale® 0

Lemma EZT4 zeigt, dass die Monotonie der Funktion H unter beliebigen Verteilungs-

funktionen garantiert ist.

Satz 2.15
Sei H(-) streng monoton fallend und \' bezeichne das Lebesque—Borel-Map auf der
Borelschen o-Algebra B. Unter Annahme [213 ist die individuelle Wertpapiernachfrage

der Konsumenten durch

¢(p, fA') = min {O, max {Hl(Rp), f}}
p
determiniert.

Beweis von Satz 215k
Die Bedingung erster Ordnung fiir das Maximierungsproblem (E1I) lautet unter der
Annahme Fi(x) = RpFy(x). Wegen Fy(x) # 0 ist das dquivalent zu Rp = H(z).

29Die Funktion F : R — R sei konvex, p : R — R sei intergrierbar und es gelte [ p(z)g(z)dz < oo
und [ p(z)F(g(x))dx < co. Dann gilt

. <fp(x)g(w)dx) o Jp@)F(g(x))dw
[ p(z)dx = [ p(z)dx
Diese Ungleichung wird als Jensensche Konvezititsungleichung fiir Intergrale bezeichnet und gilt fiir

Riemann— und Lebesque-Integration (vgl. Bronstein (1996, Seite 39f)).
Im Beweis des Satzes T4 gelten folgende Definitionen:

p(q) = exp(—azq)f(q) und g(q) = ¢
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Auf Grund der strengen Monotonie und der Stetigkeit von H(-) ist H(-) invertierbar.
Zusammen mit der Surjektivitit der Funktion H(-) ist * := H~'(Rp) die innere Losung
des Maximierungsproblems. Unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen x > 0 und

x < g liefert diese Aussage die Behauptung. 0

Die Abhéngigkeit der individuellen Wertpapiernachfrage von der Dichtefunktion f(-)
geht tiber die Funktion H(-) ein. Laut Gleichung () bestimmt sich der ex dividend
Wertpapierpreis als der hochste Preis, der die Gleichheit von Angebot und Nachfrage
garantiert®, d. h.
Su(fA") = max{p e Ri|Np(p, f\') =2} =min {lH (£> ,NE} :
R N z
Die Funktion H wird durch die CARA-Nutzenfunktion und eine beliebige Verteilungs-
funktion, die der Bedingung (i) aus Annahme geniigt, bestimmt. Allein durch die
Unterstellung der CARA-Nutzenfunktion wird es moglich, den Wertpapierpreis ohne
exaktes Wissen des subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafles zu bestimmen. Weiter un-
ten zeigt sich, dass die komparativ—statischen Analysen durchfithrbar sind. Der cum
dividend Wertpapierpreis in Periode ¢ + 1 ergibt sich entsprechend als Sz (fA') + Dy y
mit
E:(Su(fAY) + Dipy) = min {lH (%) Ng} Y E(Dyy)  und

R
Vi(Su(fA") + Dyr) = o7

Die Ergebnisse der komparativ—statischen Analyse des erwarteten Wertpapierpreises3!

sind in Tabelle 2] zusammengefasst. Die Risikoaversion, die Gréfle der Population, das
Wertpapierangebot und die risikolose Rendite haben einen negativen Einfluss auf den

erwarteten cum dividend Wertpapierpreis.

0 a|N|z|R|E(D:+1)
Et(s(f)\l)—f-DtH) -+ | — |- +

Tabelle 2.1: Komparative Statik des erwarteten cum dividend Wertpapierpreises.

Zur Berechnung sdmtlicher erwarteter Risikozuschldge und der zugehdrigen Varianzen

ist die folgende Annahme niitzlich.

30Fiir die Bestimmung des Wertpapierpreises ist es bedeutungslos, ob die individuelle Wertpapier-
nachfrage streng monoton ist. Es reicht die Stetigkeit und Surjektivitat auf R;. Durch den Maximums-

operator ist der marktrdumende Wertpapierpreis immer eindeutig.
31Die Ergebnisse der Tabelle B unterstellen, dass stets %H (%) > Nz gilt. Der ex dividend Wert-

papierpreis lautet dann Sg(fA') = £H (%).
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Annahme 2.16
(Q, F,P) sei ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum. Sei d € D beliebig, aber fest. Die

Funktionen g, h : D — R seien zeitunabhdngig und F-messbar. Dann bezeichnen
g(d) = ]Et(DtJrl‘Dt = d) und h(d) = Vt(DtJrl‘Dt = d)
den bedingten Erwartungswert und die bedingte Varianz des Dividendenprozesses.

Mit Annahme T8 ergeben sich der Erwartungswert und die Varianz des Risikozuschlag

als

MEPy(d0) = 1— R+ R-2YD wnd vEP(d o) = i2—D
H(3) 5 ()]
Die Tabelle fasst die komparativ—statischen Ergebnisse zusammen. Sowohl der er-
wartete Risikozuschlag als auch die Varianz des Risikozuschlags steigen, falls die Risiko-
aversion, die Anzahl der Konsumenten oder das Wertpapierangebot steigt. Nur fiir einen

Anstieg der risikolosen Rendite ist keine eindeutige Aussage moglich. Deshalb steht in
Tabelle 222 an dieser Stelle ein +/—.

0 a|N |z R
MEPy(d, ) | 4| — | + | +/—
VEPy(d,o) ||+ | — |+ | +

Tabelle 2.2: Komparative Statik des Risikozuschlags.

Fiir hinreichend grofie bedingte Erwartungswerte des Dividendenprozesses, d. h. g(d) >
H (%), wéchst mit zunehmender risikoloser Rendite auch der erwartete Risikozuschlag.
In diesem Fall ist der erwartete Risikozuschlag immer positiv. Fiir g(d) < H (%) sinkt
der erwartete Risikozuschlag mit einem Anstieg der risikolosen Rendite. Er kann dabei
sogar negativ werden. Die Varianz des Risikozuschlags steigt mit zunehmender risikoloser

Rendite.

2.5.1 Die Exponential-Verteilung

In diesem Abschnitt besitzen die N identischen Konsumenten eine CARA-Nutzenfunk-
tion und benutzen die Ezponential-Verteilung mit Parameter § > 0 zur Bildung ihrer

subjektiven Erwartungen. Die zu dieser Verteilung gehorende Dichtefunktion ist fiir

6 > 0 durch
1 0
o = e (-0
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gegeben und erfiillt die Bedingungen aus Annahme Der Erwartungswert und die
Varianz der Exponential-Verteilung betragen 6 und 9%. Mit steigendem Parameter 6
steigt der Erwartungswert, die Varianz wird kleiner. Die Nutzenfunktion aller Konsu-
menten ¢ € 7 lautet U(c) := 1 — exp(—ac), dabei gilt a > 0. Mit diesen Spezifikationen

liefert die Erwartungsnutzenmaximierung analog zum Maximierungsproblem (2TI)

S| <

p < =(1— «aRe)

i 0 0
P(pi0.a) =, f'A") = N-{ — — — . pl—aRe) <p< 5 (213)

0 : p=>

| =

als aggregierte Wertpapiernachfrage. Dabei bezeichnet A! an dieser Stelle das Lebesque—

0
"R
monoton fallend in p. In Abschnitt wird in Beispiel Z9 die Wertpapiernachfrage

Borel-Maf§ auf B. Die aggregierte Wertpapiernachfrage ist im Intervall [O } streng
fiir die Exponential-Nutzenfunktion diskutiert. Dabei zeigt sich, dass die Annahme die-
ser Funktion nicht ausreicht, um auf eine monotone Wertpapiernachfrage zu schlieflen.
Erst die Spezifikation des subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafies durch die Exponential—
Verteilung wird die Wertpapiernachfrage (streng) monoton. In Abschnitt blieb die
Dichtefunktion unspezifisch. Die resultierende aggregierte Wertpapiernachfrage wird

u.a. durch die Inverse der Funktion®* H : R, — R, determiniert. In dem hier be-

0

PSR Sie ist streng monoton

trachteten Fall der Exponential-Verteilung gilt H(x) :=
fallend.

In Gleichung (I3)) spielt der subjektive Erwartungswert 6 eine bedeutende Rolle. Je
grofer dieser ist, desto mehr Wertpapierpreise korrespondieren zu einer positiven Wert-
papiernachfrage, d. h. die Konsumenten sind auf Grund ihres Optimismus (gemessen im
subjektiven Erwartungswert @) bereit, Wertpapiere auch zu hohen Preisen zu kaufen.
Wie intuitiv erwartet, fiihrt ein steigender Erwartungswert zu einer steigenden Wertpa-
piernachfrage. Eine zweite bedeutende Komponente der individuellen Wertpapiernach-
frage ist der Koeffizient der absoluten Risikoaversion «. Je risikoaverser die Konsumen-
ten sind, desto weniger Wertpapiere fragen sie nach. Fiir Konsumenten mit sehr kleiner
Risikoaversion gibt es Wertpapierpreise, zu denen sie ihr ganzes Vermogen in risiko-
behaftete Wertpapiere investieren. Ist jedoch der Risikoaversionskoeffizient grofler als

1

das Inverse des mit der risikolosen Rendite multiplizierten Vermogens, d. h. a > +,

so diversifizieren die Konsumenten ihr Portfeuille immer und kaufen stets risikolose

32Vergleiche Notation auf Seite
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und risikobehaftete Anlagen. In diesem Fall bestimmt die Hohe des Wertpapierpreises
die Aufteilung des Vermogens auf die beiden Investitionsmoglichkeiten. Abbildung
illustriert die Wertpapiernachfrage ohne Randbedingungen und die Budgetrestriktion
in Abhéngigkeit des Wertpapierpreises. Die fett gedruckte Kurve ist eine Kombinati-
on aus der Nachfrage ohne Randbedingungen und den Randbedingungen selber. Die
Wertpapiernachfrage ist auf dem Intervall }O, %[ eine im Wertpapierpreis streng mo-
noton fallende Funktion. Fiir Wertpapierpreise, die gréfler als % sind, fragen die Kon-

sumenten keine risikobehafteten Wertpapiere mehr nach. Liegt der Wertpapierpreis im

Intervall ] 9(1_1? Re), % [, so ist die Wertpapiernachfrage durch die innere Losung des Ma-
ximierungsproblems bestimmt. Sind die Wertpapierpreise sehr klein, so investieren die

Konsumenten ihr gesamtes Vermdogen in risikobehaftete Wertpapiere.

(p; 0, )

SR

0(1—aRe)

Abbildung 2.2: Die aggregierte Wertpapiernachfrage.

Der Wertpapierpreis ergibt sich in Analogie zur Gleichung (7)) als

= L 0 . e 1 N
S, a,z) = S(f'A) = mln{N%,Em}.

Unter Annahme lauten die ersten beiden Momente des cum dividend Wertpapier-
preises aus Gleichung (ZT0)

G . e N6
Et (S(97057:7;>+Dt+1> = mln{N§7R(—} _'_,U/ta
Vt (S(e, CY,:Z‘) + Dt+1> = Ut27

wobei p; := Ey(Dyy1) und 0 := V(D). Durch die additive Struktur des cum dividend

Wertpapierpreises haben alle individuellen Charakteristiken der Konsumenten Einfluss
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auf den Erwartungswert des cum dividend Wertpapierpreises. Tabelle enthilt die

komparativ—statischen Ergebnisse fiir a@ > ﬁ.

a (% 0 N |z R e Et(Dt+1)
E(S0,0,Z) + D) || — |+ |+ | =] =10 +

Tabelle 2.3: Komparative Statik fiir o > é.

Steigender Optimismus fiihrt zu hoheren Preisen. Hohere Risikoaversion impliziert al-
lerdings kleinere Wertpapierpreise. Im Gegensatz zum Erwartungswert ist die Varianz
des cum dividend Wertpapierpreises unabhéngig von séamtlichen individuellen Merkma-
len der Konsumenten. Sie ist mit der Varianz des Dividendenprozesses identisch. Wie
bereits oben bemerkt, diversifizieren die Konsumenten ihre Portfeuilles sobald die Risi-
koaversion « gréfer als i ist. Nur fiir sehr kleine Risikoaversionskoeffizienten sind die

Konsumenten bereit, zu kleinen Preisen ausschliellich risikobehaftete Wertpapiere zu

£

kaufen. Diese Tatsache schlidgt sich auch im Wertpapierpreis nieder. Fiir o > #-

stets S(6,a) = % - a@gﬁN’

gilt

Erwartungstreue Prognosen

Dieser Abschnitt widmet sich der Bestimmung und Analyse erwartungstreuer Progno-
sen. Sei dazu a > 3-. Unter den Annahmen EZT0 und P10 lautet die Gleichung (EZTT)
fiir erwartungstreue Markov—Kerne aus Definition EZTT]
N6 N —-R)+g(d)Raz g(d)N 1
R(afz + N) '
Sie besitzt

fgld) =0 <= 6>—0

Raz aT

0(d,a) = %(R'g<d>+J(R.g<d>>2+43~g<d>ﬁ_> (2.14)

ax

als einzige positive Losung der quadratischen Gleichung. 6(d, o) korrespondiert zu einem
erwartungstreuen Markov-Kern, der Orbits mit rationalen Erwartungen generiert. Mit
steigender Risikoaversion wird 6(d, «) kleiner. Wiichst die risikolose Rendite oder die
Anzahl der Konsumenten in der Okonomie, wichst auch (d,«). Eine Erhohung des

Wertpapierangebots fiihrt jedoch zu sinkendem 6(d, «v).

Risikozuschlige

Die Differenz aus risikobehafteter und risikoloser Rendite wird als Risikozuschlag be-

zeichnet. Diesen Betrag erhalten die Investoren fiir ihre Bereitschaft, risikobehaftete
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anstatt risikolose Wertpapiere zu kaufen. Die risikobehaftete Rendite in Periode ¢ 4 1
wird gewohnlich als Quotient aus cum dividend Wertpapierpreis in Periode ¢+ 1 und ex

dividend Wertpapierpreis in Periode t definiert. Fiir o > é determiniert

S(6,a,%) 4+ Dy ofz + N
= —-R = 1-R+R———D 2.15
S(0,a,r) No o (2.15)

den Risikozuschlag in Periode t 4+ 1. Fiir sehr kleine Dividendenzahlungen kann der

Risikozuschlag in einer beliebigen Periode negativ werden. Dies ist der Fall, falls fiir

w € ) die Ungleichung

R—-1 NGO
D )
(W) < R oalx + N
gilt. Mit der Notation aus Abschnitt 25Tl definiert
0r + N
MEP(d,0,0) = 1- R+ R%g(d)

den bedingten Erwartungswert des Risikozuschlags®® als Funktion der Dividendenzah-
lungen, der subjektiven Erwartungen und der Risikoaversion. Je optimistischer die Kon-
sumenten sind, desto geringer ist der Risikozuschlag. Steigt hingegen die Risikoaversion,

so vergroflert sich auch der Risikozuschlag. Wegen

lim MEP(d,0,a) = o0 fiir alle d, 0 und

a—0o0
llgirr(l) MEP(d,0,a) = o0 fiir alle d, o
sind erwartete Risikozuschlége fiir sehr risikoaverse bzw. sehr pessimistische Konsumen-
ten unbeschrankt. Im umgekehrten Fall von sehr grofem Optimismus bzw. sehr kleiner
Risikoaversion sind erwartete Risikozuschlédge durch

Glim MEP(d,0,0) = 1—R+ R%g(d) fiir alle d,o«  und

MEP(d,0,0) = 1— R+ %g(d) fiir alle d, 0

beschrénkt. Diese unteren Schranken kénnen negativ sein. Dabei spielt der bedingte
Erwartungswert des Dividendenprozesses eine bedeutende Rolle. Steigt das Wertpapier-
angebot, so steigt auch der Risikozuschlag. Mit sinkender Anzahl an Konsumenten in
der Population wachsen die Risikozuschlége, bleiben jedoch durch 1— R+ R(az+ 3)g(d)
beschrankt. Steigt die Anzahl der Konsumenten, so wird der erwartete Risikozuschlag
kleiner und ist fiir alle d,  und 6 durch

]\}im MEP(d,0,a) = 1— R+ %g(d).

33 MEP = Mean Equity Premium.
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beschrénkt. Die Hohe der Risikoaversion ist fiir den erwarteten Risikozuschlag unbedeu-
tend, wenn die Population sehr grofl ist. Daher ist der Grenzwert mit dem erwarteten
Risikozuschlag fiir eine Risikoaversion von Null identisch, d. h. limy_... MEP(d, 0, «) =
MEP(d,6,0). Der Einfluss der risikolosen Rendite auf den Risikozuschlag ist im Ge-
gensatz zu allen anderen Parametern uneindeutig. Der bedingte Erwartungswert des
Dividendenprozesses ist dabei ausschlaggebend. Ist die Ungleichung

o) > —
erfiillt, so steigt der Risikozuschlag mit steigender risikoloser Rendite. Im umgekehrten
Fall

o) < —
sinkt der Risikozuschlag mit steigender risikoloser Rendite. Alle komparativ—statischen
Ergebnisse sind in Tabelle 241 zusammengefasst. Das Sternchen (*) bedeutet, dass das

Vorzeichen der partiellen Ableitung nicht eindeutig zu bestimmen ist.

0 ald | N |z |R
MEP(d,0,a) |+ | — | — |+ | *
VEP(d,0,c) | +|—| — | + |+

Tabelle 2.4: Komparative Statik des Risikozuschlags.

Es fallt auf, dass die Vorzeichen der partiellen Ableitungen des erwarteten Risikozu-
schlags — ausgenommen die der partiellen Ableitung bzgl. der risikolosen Rendite —
invers zu den partiellen Ableitungen des erwarteten Wertpapierpreises in der betrach-
teten Periode sind. Damit senkt alles, was den erwarteten Wertpapierpreis erhoht, den
Risikozuschlag.

Unter Annahme gilt fiir die Varianz des Risikozuschlags

abr + N

VEP(d,0,0) = RQ[ 0 ]2h(d).

In Tabelle X4l finden sich die Ergebnisse der komparativ—statischen Untersuchungen der
Varianz des Risikozuschlags. Die Vorzeichen der partiellen Ableitungen stimmen — mit
Ausnahme der partiellen Ableitungt bzgl. der risikolosen Rendite — mit denen der par-
tiellen Ableitungen des erwarteten Risikozuschlags iiberein. Steigende Risikoaversion,

steigendes Wertpapierangebot und steigende risikolose Rendite erhéhen die Varianz des
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Risikozuschlags. Optimismus und eine grofie Population senken sie. Die Varianz des Ri-
sikozuschlags ist unbeschrankt, falls die subjektiven Erwartungen beliebig klein werden
oder die Risikoaversion beliebig groff wird, d. h. es gilt

(IQin% VEP(d,0,a) = o0 fir alle d, « und

lim VEP(d,0,a) = o0 fiir alle d, 6.

a—00

Konvergiert die Risikoaversion gegen Null oder die subjektiven Erwartungswerte gegen
Unendlich, so bleibt die Varianz des Risikozuschlags durch

2
VEP(d,0,0) = [?} h(d) fiir alle d, 0 und
72
lim VEP(d,0,0) = R [%} h(d)  fiir alle d, o

beschrankt. Weiter gilt fiir alle d, 0, «

R?
]\}ExleEP(d,Q,a) = {g} h(d).

Diese untere Schranke ist unabhéngig von der Risikoaversion und stimmt mit dem Wert
VEP(d,0,0) iiberein.

Satz auf Seite [[§ zeigt, dass Konsumenten nur dann in risikobehaftete Wertpapie-
re investieren, wenn sie ,glauben®, dass der Risikozuschlag positiv ist. Im Allgemeinen
héngen der Wertpapierpreis sowie der Risikozuschlag in nicht-trivialer Weise vom sub-
jektiven Erwartungswert des Wertpapierpreises ab. Seien nun d, 8 und « beliebig. Der
bedingte erwartete Vorhersagefehler fiir den Wertpapierpreis wird durch die bedingte
Fehlerfunktion*

N©o

E —
€ (d797a> T R(a@quN) +g(

d)— 0

definiert. Fiir feste Dividendenzahlung d beschreibt die bedingte Fehlerfunktion die Dif-
ferenz zwischen allen moglichen wahren und subjektiven Erwartungswerten des Wert-
papierpreises. Dabei ist der Risikoaversionskoeffizient ein Parameter. Die bedingte Feh-
lerfunktion e® ist monoton fallend im subjektiven Erwartungswert § und in der Risi-
koaversion «. Fiir rationale Erwartungen bzw. erwartungstreue Vorhersagen muss die
bedingte Fehlerfunktion den Wert Null annehmen. Fiir festes d ist das fiir 6(d, «) aus
Gleichung (ZT4)) der Fall. Die Konturlinien des erwarteten Risikozuschlags und die Kon-

turlinien der bedingten Fehlerfunktion hdngen von den gleichen Variablen ab.

34Vergleiche dazu Bshm & Wenzelburger (1997), Wenzelburger (1999).
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In Abbildung sind diese Konturlinien als Funktionen der subjektiven Erwartungen 6
und der Risikoaversion o dargestellt. Der Dividendenprozess wird als homogene diskrete
Markov-Kette mit Ubergangswahrscheinlichkeiten (7ij)ij=1,2,3 mit m;; 1= % fiir alle ¢ und
j modelliert. Die Dividendenzahlungen®® sind durch d; = 0.001, dy = 0.025, d3 = 0.05
gegeben. Weiter gilt R = 1.01, N = 200, £ = 50, die aktuelle Dividendenzahlung ist d;.
Die Konturlinien des erwarteten Risikozuschlags sind streng monoton steigend im sub-
jektiven Erwartungswert, der erwartete Risikozuschlag nimmt allerdings mit steigendem
subjektiven Erwartungswert der Konsumenten ab. Die drei im subjektiven Erwartungs-
wert monoton fallenden Kurven sind Konturlinien der bedingten Fehlerfunktion. Die
mittlere Kurve ist die Null-Konturlinie, d. h. der subjektive und der objektive Erwar-
tungswert des Wertpapierpreises stimmen iiberein. Die obere Konturlinie korrespondiert

zu einem Vorhersagefehler von —1% und die untere zu einem Vorhersagefehler von +1%.

3.2

020

Risikoaversion
1.6

0.4

o
&
IS

/ e

i i i i i i i i i
0.10 0.14 0.18 0.22 0.26 0.30 0.34 .38 0.42 0.46 0.50

0.0

Subjektiver Erwartungswert

Abbildung 2.3: Konturlinien des erwarteten Risikozuschlags und der mittleren Fehler-

funktion.

Abbildung bestétigt, dass risikoaverse und pessimistische Konsumenten im Durch-
schnitt mit hoheren Risikozuschlédgen ,,belohnt* werden. Unter rationalen Erwartungen,
d. h. entlang der Null-Konturlinie der bedingten Fehlerfunktion, korrespondieren ho-
he Risikozuschldge mit hoher Risikoaversion. Dennoch ist ein erwarteter Risikozuschlag
von etwa 6% fiir die zu Grunde gelegte Parameterspezifikation fiir einen Risikoaver-
sionskoeffizienten in Hohe von etwa 0.6 zu erreichen. Der subjektive Erwartungswert

ist dann mit etwa 0.39 rational. Dieses Beispiel zeigt, dass das von Mehra & Prescott

35Fiir Dezimalzahlen wird in der vorliegenden Arbeit aus Griinden der Ubersichtlichkeit stets die

amerikanische Schreibweise benutzt.
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(1985) entdeckte Equity Premium Puzzle in dem hier vorliegenden Modell nicht auf-
tritt. Mehra & Prescott (1985) kénnen in ihrem Modell Risikozuschlige®® von ca. 6%
nur fiir Konsumenten mit unplausiblel hoher Risikoaversion erreichen. Im Gegensatz zu
ihrem Modell besitzt das hier vorgestellte eine Struktur iiberlappender Generationen
und unterstellt CARA-Nutzenfunktionen. Mehra & Prescott (1985) dagegen arbeiten
mit einem unendlich lange lebenden Konsumenten und einer CRRA Nutzenfunktion.

Um die Beziehung zwischen Risikozuschlag und Risikoaversion zu analysieren, wird der

erwartete Risikozuschlag unter rationalen Erwartungen
MEP*(d,a) = MEP(d,0(d,a),a)

betrachtet. Abbildung EZ4] illustriert die Konturlinien von MEP* im Raum der Risiko-
aversion und der risikolosen Rendite. Die iibrigen Parameter sind genauso wie in Ab-
bildung gewéhlt. Die Konturlinien haben als Funktion der risikolosen Rendite eine
positive Steigung. Der erwartete Risikozuschlag nimmt unter rationalen Erwartungen
mit dem Anstieg der risikolosen Rendite ab und wichst fiir steigende Risikoaversion.
Dennoch zeigt Abbildung 24l dass hohe Risikozuschlége auch fiir kleine Risikoaversio-
nen moglich sind. Fiir Risikozuschlige in Hohe von 6% steigt die Risikoaversion der

Konsumenten — selbst bei risikolosen Renditen bis 1.03 — nicht iiber 1.2.

Riskikoaversion

i i i i i i i i
1.00 1.01 1.02 1.03 1.04 1.05 1.06 1.07 1.08 1.09 1.10

Risikolose Rendite

Abbildung 2.4: Konturlinien des mittleren Risikozuschlags mit rationalen Erwartungen.

Wegen limy ., MEP*(d, o) = 1 — R existiert unter rationalen Erwartungen ein N > 0,

36Die amerikanischen Daten der letzten 100 Jahre liefern einen mittleren Risikozuschlag von 6%.
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so dass in allen Okonomien mit mehr als N Konsumenten Risikozuschlige stets negativ

sind.

Zusammenfassung

Die im vorangegangenen Abschnitt spezifizierte Okonomie mit Konsumenten, die nicht
notwendig rationale Erwartungen haben, zeigt welche Kraft in der expliziten Modellie-
rung des Preisprozesses steckt. Die vollsténdige quantitative Analyse der Auswirkungen
von Risikoaversion, subjektiven Erwartungen und Populationsgrofie auf Wertpapierprei-
se und Risikozuschlége ldsst neue Erkenntnisse zu. So zeigt sich, dass pessimistischere
Erwartungen zu niedrigeren Wertpapierpreisen, aber gleichzeitig zu héheren Risikozu-
schléigen fithren. Mit dem Anwachsen der Anzahl an Konsumenten in der Okonomie wird
die Risikoaversion immer unbedeutender fiir den Risikozuschlag. Die subjektiven Erwar-
tungen behalten jedoch ihren starken Einfluss. Unter rationalen Erwartungen nimmt
dieser Grenzwert den Wert 1 — R an und ist negativ.

Rationale Erwartungen werden durch spezielle Markov—Kerne generiert. Es zeigt sich,
dass fiir jede Risikoaversion ein solcher Kern existiert. Im vorliegenden Modell ist es
auch unter rationalen Erwartungen moglich, empirisch beobachtete Risikozuschldge zu
imitieren. Die explizte Preismodellierung in Riicksicht auf individuelle Konsumenten-
merkmale wirft somit neues Licht auf die Debatte iiber den Zusammenhang zwischen
Risikozuschlidgen und Risikoaversion. Ein direkter Vergleich mit bereits vorhandenen
Ergebnissen der Literatur ist nicht méglich, da in der Regel CRRA3"— anstatt CARA—
Nutzenfunktionen unterstellt werden (vgl. z.B. Mehra & Prescott (1985)).

2.5.2 Die Gamma—Verteilung

Wie in Abschnitt und in Abschnitt 257l besitzen die N identischen Konsumenten
auch hier die CARA-Nutzenfunktion. Allerdings unterscheiden sich die zu Grunde ge-
legten Verteilungsfunktionen zur Bestimmung der subjektiven Erwartungen bzgl. des
zukiinftigen Wertpapierertrags. Die Konsumenten benutzen die Gamma—Verteilung zu
den Parametern 7 und v mit der zugehérigen Dichtefunktion

T

f(q) = mqf’l exp(—vq), 7,0 > 0. (2.16)

37CRRA = Constant Relative Risk Aversion.
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Dabei bezeichnet I'(7) die Gamma-Funktion®. Die Dichtefunktion aus Gleichung (218
erfiillt die Bedingungen aus Annahme Der Erwartungswert und die Varianz der
Gamma—Verteilung sind gleich = und 7. Mit steigendem Parameter 7 steigt sowohl der
Erwartungswert als auch die Varianz. Das Gegenteil gilt, falls der Parameter v steigt.
Dann sinken Erwartungswert und Varianz der Gamma—Verteilung. Des Weiteren ist die
Varianz eine lineare Funktion des Erwartungswertes. Fiir v < 1 nimmt die Varianz
mit steigendem Erwartungswert iiberproportional zu. Allerdings wéchst sie fiir v > 1
langsamer als der Erwartungswert. Die Nutzenfunktion aller Konsumenten ¢ € Z lautet
U(c) :=1— exp(—ac), dabei gilt o > 0.

Mit diesen Spezifikationen liefert die Erwartungsnutzenmaximierung analog zum Maxi-

mierungsproblem (1))

( e T — aRe
D Rv
- — Rpv T — alRe 17
;7-7'070[ = 9 Tﬂ))\l - N' T = 217
o(p ) = @(p, fTUN) R 7 P< o (2.17)
17
0 >
\ p= Rv

als aggregierte Wertpapiernachfrage. In Gleichung (EZI1) spielen beide Parameter der
Gamma—Verteilung eine bedeutende Rolle. Die Wertpapiernachfrage wird fiir Preise, die
grofer als der abdiskontierte subjektive Erwartungswert %% sind, Null. Je optimistischer
die Konsumenten (gemessen im subjektiven Erwartungswert *) sind, desto hoher ist der
Wertpapierpreis, bei dem die Konsumenten den Wertpapiermarkt verlassen. Ein zweiter
bestimmender Faktor der Wertpapiernachfrage ist die Risikoaversion. Falls o < -, gibt
es Wertpapierpreise, zu denen die Konsumenten ihr gesamtes Vermogen ausschlieflich in
risikobehaftete Wertpapiere investieren. Sobald « jedoch grofier als £ ist, sind sie dazu
nicht mehr bereit. Sie diversifizieren ihre Portfeuilles und investieren bis zu einem Preis
von - ihr Vermdgen sowohl in risikobehaftete Wertpapiere als auch in die risikolose
Anlage. Die Hohe des aktuellen Wertpapierpreises bestimmt dann die Zusammensetzung
des Portfeuilles. In Abbildung ist die aggregierte Wertpapiernachfrage illustriert.
In Analogie zur Gleichung (7)) beschreibt

. 1 TN
7) — 70\ 1 — 1 Ng_i
S(T,v,0,Z) = S(fTU\%) mm{ x’R(am—i—UN)}

38Die Definition der Gamma—Funktion lautet

I(r):= /ZT_I exp(—z)dz fiir alle 7 > 0.

0
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o(p; 7, v, )
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Abbildung 2.5: Die aggregierte Wertpapiernachfrage.

den ex dividend Wertpapierpreis. Der Erwartungswert und die Varianz des cum dividend
Wertpapierpreises sind mit p; := Ei(Dyy1) und 02 := V;(Dy, 1) durch
~ B . e TN
E; <(S(7aU7aax)+Dt+1> = mlﬂ{N?m} + fe
Vi <(§(7’, v, Q,T) + Dt+1> = o?

determiniert. Fiir @ > Z- ist der Wertpapierpreis stets durch

~ TN

S(r,v,a,%) = m (2.18)

gegeben. Tabelle fasst die komparativ—statischen Ergebnisse fiir den erwarteten cum

dividend Wertpapierpreis aus Gleichung (E18) zusammen.

0 al|l7T|v|N|Z|R|e|m
Eo(S(r,v,0,3) + Dig) | = |+ | = |+ | = | — |0 +

Tabelle 2.5: Komparative Statik des cum dividend Wertpapierpreises fiir o > 2.

Ein Anstieg der Risikoaversion oder der risikolosen Rendite fithrt zu einem geringeren
erwarteten cum dividend Wertpapierpreis. Durch einen Anstieg der Anzahl der Kon-
sumenten in der Okonomie steigt auch der cum dividend Wertpapierpreis. Eine hohere
Erstausstattung hat fiir a > Z- keinen Einfluss. Diese Ergebnisse stimmen qualitativ mit
denen aus Abschnitt ZZ5.Tl iiberein. Die subjektiven Parameter 7 und v haben gegensétz-

liche Auswirkungen auf den Erwartungswert des Wertpapierpreises in Gleichung (EZIF)).
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Mithilfe dieser beiden Parameter sind Aussagen iiber den Optimismus der Konsumen-
ten moglich. Ein hoher Wert des Parameters 7 korrespondiert mit groBem Optimismus.
Dasselbe gilt fiir kleine Werte des Parameters v. Ein Anstieg von 7 (bei festem v) erhoht
— genauso wie ein Sinken des Parameters v (bei festem 7) — den Erwartungswert des
cum dividend Wertpapierpreises. Gilt v > 7, so ist der Anstieg des ex dividend Wert-
papierpreises durch ein wachsendes 7 grofler als der Betrag der Verringerung durch ein

wachsendes v. Damit ist der Einfluss von 7 mit 7 < v grofler als der von v.

Lemma 2.17

Es gelte a > 2=, und es sei 7 < v. Dann gilt
O Srvam) > | 5(r, 0,9
—S(1,v,a,T —S(1r,v,0, 7).
87_ ) Y ) aU Y ) )

Beweis von Lemma Ik

Die Behauptung ergibt sich durch partielle Differentiation der Funktion S aus Glei-

chung (ZI§), d. h.

25’( v, 0, T) = N > ik = gg( v, Q, T)
or 2\ = R(az +vN) ~ R(az +vN)2  |dv &L
falls v > 7. O

Lemma [ZT7 analysiert, welcher Parameter der Gamma—Verteilung einen gréfieren Ein-
fluss auf den Wertpapierpreis hat. Es zeigt sich, dass die Auswirkungen einer Anderung
des Parameters 7 die einer Anderung des Parameters v betragsméfig iibersteigen, falls
7 < v. Der positive Einfluss von 7 und der negative Einfluss von v stimmen betragsmifig

iiberein, falls

+afi
T = v+ —
N

gilt. Fiir eine sehr grofle Population unterscheiden sich 7 und v dann nur minimal.

Erwartungstreue Prognosen

Sei o > . Unter den Annahmen ZT0 und ZT6 lautet Gleichung (ZT1]) aus Definiti-

Re”
on ZTTI
TN LT
—_——— d = -— 2.19
R(a:f+vN)+g( ) v (2.19)
und liefert mit K(d, o, 7) := g(d)Raz — (R — 1)TN
_ Ru(az +vN)
d d d 2.2
(v, d,a) Rot+oNR-DI@ (2:20)
o(r,d,a) = SANE [—K(d, o, 1)+ K(d,a,7)? +4g(d)RazN| (2.21)
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als positive Losungen der Gleichung (I9). Offensichtlich kann es iiberabzihlbar viele
Paare (7,0) geben, die zu erwartungstreuen Prognosen fithren. Die Funktion 7(-, d, «) :
R, — R, ist streng monoton steigend und streng konvex. Weiter gilt fiir festes d und «,
7(0,d, ) = 0 und lim,,_, 7(v, d, ) = 0. Fiir festes v, d und « korrespondiert 7(v, d, @)
zu einem erwartungstreuen Markov-Kern, der Orbits mit rationalen Erwartungen ge-
neriert. Mit steigender Risikoaversion wird 7(v,d, «) kleiner. Gleiches gilt sowohl fiir
eine zunehmende risikolose Rendite als auch fiir ein Anwachsen der Population. Eine

Erhohung des Wertpapierangebots fiithrt zu einem sinkendem 7(v,d, ). Die Funktion
0(-,d, o) dhnelt auf den ersten Blick der Losung @ aus Abschnitt P25l

Lemma 2.18
(i): Die Risikoaversion o und die Dividendenzahlung d seien beliebig, aber fest. Dann
qgilt
0
E"D(T, d, CY) > 0.

(ii): Der Parameter T und die Dividendenzahlung d seien beliebig, aber fest. Dann gilt

%U(T, d,a) > 0,

genau dann, wenn die Ungleichung T < ﬁ erfillt ist.

Beweis von Lemma [ZT8k
Die erste Behauptung folgt direkt aus der Berechnung der partiellen Ableitung

Ooirda) = o L Kdar) |1y SEOD
VEK(d, a,7)2 + 4g(d) RazN

- Y9k
or 2g(d)NR Ot

O -

<

~~
<1

(.

g

<0
> 0.

Die partielle Differentiation der Funktion v nach « liefert

0

K(d 2N
%@(T,d,a) = (da,7)+

VE(d,a,7)2+4g(d)RazN |

14

29(d)NR

Dieser Ausdruck ist genau dann positiv, wenn der Term in den eckigen Klammern positiv

ist. Einige Umformungen liefern

K(d,a,7)+ 2N
VE(d, a,7)2+ 49(d)RazN

N(1—-(R-1)r)
VEK(d, a,7)2 + 4g(d) RazN
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und damit die zweite Behauptung. n

Nach Lemma ist die Funktion des erwartungstreuen Parameters o(-,d, ) streng
monoton steigend im Parameter 7. Mit zunehmendem Optimismus der Konsumenten
(gemessen in einem Anstieg im Parameter 7) muss der Parameter v ebenfalls ansteigen,
um die Bedingung der Erwartungstreue weiter zu erfiillen. Die Abbildung EZf] zeigt Kon-
turlinien eines erwartungstreuen Parameters 0(7, d, «) in Abhéngigkeit des Parameters 7

und der Risikoaversion a.

Risikoaversion

tau

Abbildung 2.6: Konturlinien von o(7, d, @) fiir 7 < .

Dabei sind die Hohe des Wertpapierangebots, die Anzahl der Konsumenten und die ris-
kolose Rendite durch z = 50, N = 200 und R = 1.01 spezifiziert. Der Dividendenprozess
ist auch hier als homogene diskrete Markov—Kette modelliert. Die Dividendenzahlungen
lauten d; = 0.001, dy = 0.025 und d3 = 0.05. Die aktuelle Dividendenzahlung betréagt
0.001, und fiir den bedingten Erwartungswert gilt ¢(0.001) = 0.02558. Wie analytisch
bereits bestimmt, ist © monoton steigend im Parameter 7. Zusétzlich ist © auch mono-
ton steigend in der Risikoaversion. Dies ist der Fall, da die Bedingung 7 < ﬁ = 100
aus Lemma erfiillt ist. Im Anhang ist die Abbildung fiir Parameter 7 > 100 zu

finden, in der die Konturlinien streng monoton fallend in der Risikoaversion sind.
1
R—1
1

der Funktion ©. Die Funktion sinkt fiir Parameter 7 > z—. Fiir festes d und « gilt

0(0,d, ) > 0 und lim, o 0(7,d,a) = oo. Mit einem Anstieg der Anzahl der Konsu-

Ein Anstieg des Wertpapierangebots fiir Parameter 7 < fiihrt zu einem Anstieg

menten in der Population ergibt sich limy_., 0(7,d, a) = 0 fiir alle 7, d und « . Je mehr
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Konsumenten zu der betrachteten Population gehoren, desto kleiner wird das korrespon-
dierende erwartungstreue v. Damit steigen gleichzeitig der Erwartungswert und die Va-
rianz der Gamma—Verteilung und ebenfalls der Erwartungswert des Wertpapierpreises.
Weiter korrespondiert fiir festes 7, d und « der Wert o(7, d, a) mit einem erwartungs-
treuen Markov-Kern, der Orbits mit rationalen Erwartungen generiert. Fiir identische
Parameter 7 und v der Gamma—Verteilung, ist es moglich, dass kein erwartungstreuer

Markov—Kern existiert.

Lemma 2.19

Sei a > £-. Gilt T = v, so emistiert genau dann ein erwartungstreuer Markov-Kern,

falls 1> g(d) >1—+.
Beweis von Lemma [Z.T9k
Die Auflésung der Gleichung ([ZI9) fiir 7 = v liefert

Raz(l — g(d))
N(1+ R(g(d) — 1))

7 ist nur dann positiv, wenn 1 > g(d) und g(d) > 1 — %. Das ist die Behauptung.

Im Beispiel aus Abbildung B8 ist wegen 1 > ¢(0.001) = 0.02558 > 0.009901 = 1 —
die Bedingung aus Lemma erfiillt. Damit existieren auch fiir identische Parameter

der Gamma—Verteilung erwartungstreue Prognosen.

Risikozuschlige
Sei a > Z-. Der risikobehaftete Wertpapierertrag in Periode ¢ + 1 ist analog zu Glei-
chung (ZT3) fiir die hier vorliegende Spezifikationen der Nutzen— und Verteilungsfunk-

tionen durch den Quotienten aus cum dividend Wertpapierpreis in Periode ¢ + 1 und

dem ex dividend Wertpapierpreis in Periode t gegeben. Dann definiert

§(7,~U,a)+Dt+1 p 1—R+RO@+U
S(r,v,a) TN

Dy

den Risikozuschlag in Periode t 4 1. Er wird negativ, falls fiir w € Q2

R—-1 TN
D .
ww) < R ar +vN
gilt. Unter Annahme EZT0 definiert
T N
MEP(d,7,v,a) = 1—R+ ng(d)

Nt
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den bedingten Erwartungswert des Risikozuschlags. Je optimistischer (gemessen in stei-
gendem Parameter 7 oder in sinkendem Parameter v) die Konsumenten sind, desto
kleiner wird der erwartete Risikozuschlag. Die Héhe des Risikozuschlags bleibt dabei
jedoch nach unten beschriankt. Es gilt

lim MEP(d,7,v,a0) = 1—R fir alle d, v, « und

lin% MEP(d,,v,a) = 1—R+ R%g(d) fiir alle d, 7, a.
v— T

Fiir sinkenden Optimismus ist der erwartete Risikozuschlag unbeschrinkt, denn es gilt

lim MEP(d, 7,v,a) = o0 fiir alle d, v, a und

T—0

lim MEP(d,7,v,a) = o0 fiir alle d, 7, a.

V=00
Eine weitere bedeutende Einflussgrofie ist die Risikoaversion. Steigt sie, so steigt auch
der erwartete Risikozuschlag. Konsumenten mit groflerer Risikoaversion werden also mit
hoheren Risikozuschldgen ,,belohnt“. Dabei gibt es fiir den Risikozuschlag nach oben
keine Grenze, denn es gilt

lim MEP(d,7,v,a) = o0 fiir alle d, 7, v.

a—00

Fiir eine Risikoaversion von Null gilt fiir alle d, 7, v
MEP(d,7,v,a) = 1— R+ R-g(d).
T

Diese untere Schranke bestimmt sich im Wesentlichen aus der risikolosen Rendite und
dem inversen subjektiven Erwartungswert. Die untere Schranke des erwarteten Risiko-
zuschlags wird umso kleiner, je héher die subjektiven Erwartungen der Konsumenten
sind. Damit werden niedrige Risikozuschlége durch sehr groflen Optimismus erméglicht.
Weiter fiihrt ein hoher bedingter Erwartungswert des Dividendenprozesses zu einer ho-
hen unteren Schranke des erwarteten Risikozuschlags. Die gleiche untere Schranke wird

erreicht, wenn die Population beliebig grof wird, denn es gilt
A;im MEP(d,a,b,a) = 1—R+ Rgg(d) fiir alle d, 7, v, .
—00 T

Einzig der Einfluss der risikolosen Rendite ist nicht eindeutig. Alle komparativ—
statischen Resultate, nicht nur fiir den erwarteten Risikozuschlag, sondern auch fiir
dessen Varianz, finden sich in Tabelle Z8. Eine nicht eindeutig positive oder negative

partielle Ableitung ist durch ein Sternchen (*) markiert.
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0 a|lT|lv|N|Z|R
MEP(d,,v,a) || + | — — |+ *
VEP(d,r,v,0) |+ | — |+ | — |+ |+

Tabelle 2.6: Komparative Statik des Erwartungswertes und der Varianz des Risikozu-

schlags.

Ein Vergleich der Tabellen und .0l zeigt, dass der Einfluss sédmtlicher Parameter
— ausgenommen der risikolosen Rendite — entweder positiv auf den erwarteten Wert-
papierpreis und negativ auf den erwarteten Risikozuschlag oder negativ auf den Wert-
papierpreis und positiv auf den Risikozuschlag ist. Nur die risikolose Rendite kann so-
wohl den Wertpapierpreis als auch den Risikozuschlag in die gleiche (negative) Richtung
verandern. Dies ist der Fall, falls der abdiskontierte bedingte Erwartungswert des Divi-
dendenprozesses kleiner als der ex dividend Wertpapierpreis ist, d. h. L}g) < S (d, 1,0, ).
Fiir &Ig) > S (d,7,v,a) ist die partielle Ableitung des erwarteten Risikozuschlags
bzgl. der risikolosen Rendite positiv.

Unter Annahme ist die Varianz des Risikozuschlags durch

aZ +vN

EP(d = R?
VEP(rve) = 1S

]2 h(d)

determiniert. Die Varianz des Risikozuschlags steigt mit zunehmender Risikoaversion,
mit sinkendem Parameter v, mit zunehmendem Wertpapierangebot und mit zunehmen-
der risikoloser Rendite. Werden die Konsumenten optimistischer (gemessen im Parame-
ter 7) oder wéchst die Population, nimmt die Varianz ab. Dabei kann beliebig grofier
Optimismus die Varianz beliebig klein machen, denn es gilt

lim VEP(d,7,v,a) = 0 fiir alle d, v, a.

T—00

Dieses Ergebnis unterstreicht den starken Einfluss des Optimismus messenden Para-
meters 7. In der Modellspezifikation aus Abschnitt EZ5.1] senkt steigender Optimismus
ebenfalls die Varianz des Risikozuschlags. Dennoch existiert eine positive untere Schran-
ke. Wichst die Population, so bleibt die Varianz stets nach unten beschriankt, denn es
gilt

012
lim VEP(d,7,v,a) = [R—} h(d) fiir alle d, 7, v, .

N—oo T

Der gleiche Grenzwert wird erreicht, falls die Risikoaversion der Konsumenten der Null

beliebig nahe kommt. Dieser Grenzwert bestimmt sich aus der bedingten Varianz des
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Dividendenprozesses, der risikolosen Rendite und dem inversen subjektiven Erwartungs-
wert. Je hoher die subjektiven Erwartungen iiber zukiinftige Wertpapierertrége sind,
desto kleiner kann die Varianz des Risikozuschlags werden. Fiir abnehmenden Optimis-
mus (sinkendes 7 bzw. steigendes v) und steigende Risikoaversion ist die Varianz des

Risikozuschlags unbeschrénkt, denn es gilt

lim VEP(d, 7,v,a) = o0 fiir alle d, v,

7—0
lim VEP(d,7,v,a) = o0 fir alle d, 7, « und
lim VEP(d, 7,v,a) = o0 fiir alle d, 7, v.

Der Einfluss der verschiedenen Parameter auf die Varianz des Risikozuschlags hat die
gleichen Vorzeichen wie fiir den erwarteten Risikozuschlag. Damit folgt einem Anstieg
des Risikozuschlags automatisch eine Erhohung seiner Varianz. Das folgende Lemma
zeigt, unter welchen Bedingungen der Betrag der Auswirkungen auf den Erwartungswert

grofer als auf die Varianz ist.

Lemma 2.20
Seien a > 1= und z € {7,v,a, N,z}. Die Ungleichung

0 0
— MEP —VEP
% (d,m,v,a)| > 8ZV (d, 1,v, )
ist genau dann erfillt, wenn
h(d) 1~
— > =S(r,v,«
g(d) Al )
gilt.
Beweis von Lemma 2Z20:
Sei z = . Dann gilt
0 z 0 ,(aZ +vN)z
aMEP(d, T, U, Oé) = RN—Tg(d> und %VEP(d, T, U, CY) =2R Tﬂh(éb
Durch Vereinfachung von
0 0 T (e +uN)z
aMEP(d, T,U,Oé) > %VEP(d, T,U,CY) <~ RN—Tg(d> > 2R T’]’Qh(d)

und Benutzung der Gleichung (ZI])) folgt die Behauptung fiir z = «. Die Beweisfithrung
fiir z € {r,v, N, z} erfolgt analog. O
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Die entscheidende Grofle fiir das Ergebnis in Lemma ist der Quotient aus beding-
ter Varianz und bedingtem Erwartungswert des Dividendenprozesses. Ist dieser Quo-
tient grofer als die Hilfte des cum dividend Wertpapierpreises aus Gleichung (I8),
so dndert sich der erwartete Risikozuschlag nach einer beliebigen Parametervariation
(betragsmafig) stérker als die Varianz des Risikozuschlags. Das Gegenteil gilt, falls der
Quotient aus Varianz und Erwartungswert des Dividendenprozesses kleiner als der halbe
ex dividend Wertpapierpreis ist.

Seien nun d, 7, v und « beliebig. Die bedingte Fehlerfunktion lautet dann

N T
E(q S N
e(d, 7 v,0) R(az + vN) +gld) =

Fiir feste Dividenden beschreibt diese Fehlerfunktion die Differenz zwischen allen mogli-
chen wahren und subjektiven Erwartungswerten des cum dividend Wertpapierpreises. e®
ist streng monoton fallend im Parameter 7 und in der Risikoaversion «, aber sie ist streng
monoton steigend im Parameter v. Fiir rationale Erwartungen bzw. fiir erwartungstreue
Vorhersagen muss die bedingte Fehlerfunktion den Wert Null annehmen. Fiir festes d
und v erfiillt gerade 7(v, d, ) aus Gleichung (Z220) diese Bedingung und fiir festes d und
7 wird sie von 0(7,d, «) aus Gleichung (ZZI]) erfiillt. Es gibt also {iberabzdhlbar viele
Paare (7,v) € R%, die zu einem Markov—Kern mit rationalen Erwartungen korrespon-
dieren. In Abbildung X7 sind fiir v = 5 die Konturlinien des erwarteten Risikozuschlags
und der Fehlerfunktion zu sehen. Die Konturlinien sind als Funktionen des Parameters 7
und der Risikoaversion « dargestellt. Der Dividendenprozess ist als homogene diskre-
te Markov—Kette modelliert. Die Dividendenzahlungen lauten d; = 0.001, dy = 0.025,
ds = 0.05. Weiter gilt R = 1.01, N = 200, x = 50, die aktuelle Dividendenzahlung ist
dy. Die drei in Abbildung EZ7 von links oben nach rechts unten verlaufenden Kurven
sind die Konturlinien der bedingten Fehlerfunktion. Sie sind streng monoton fallend im
Parameter 7. Die mittlere dieser drei Kurven ist die Null-Konturlinie, die obere korre-
spondiert zu einem Vorhersagefehler von —1% und die untere zu einem Vorhersagefehler
von +1%. Die iibrigen Kurven in Abbildung Z7 sind die Konturlinien des erwarteten
Risikozuschlags. Jede dieser Konturlinien ist linear und streng monoton steigend im Pa-
rameter 7. Die Steigung betréagt % (W + R - 1), wobei MEP einen beliebigen,
aber festen erwarteten Risikozuschlag bezeichnet. Die Steigung der Konturlinie ist somit
unabhéngig vom Parameter b. Allerdings fithrt ein Anstieg der Anzahl der Konsumenten
zu steileren Konturlinien. Die Erhohung der risikolosen Rendite, des bedingten Erwar-
tungswertes des Dividendenprozesses oder die Erhohung des Wertpapierangebots lassen

die Konturlinien flacher verlaufen.
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Risikoaversion

/
4

Abbildung 2.7: Konturlinien des mittleren Risikozuschlags und der bedingten Fehler-

1.0 1

tau

funktion fiir v = 5.

Die erwarteten Risikozuschldge sinken mit zunehmendem Optimismus (d. h. mit stei-
gendem Parameter 7). Dasselbe gilt fiir die Risikoaversion. Sehr hohe Risikoaversion
korrespondiert mit hohen erwarteten Risikozuschldgen. Somit werden pessimistische
oder risikoaverse Konsumenten im Mittel mit hoheren Risikozuschldgen , belohnt*. Un-
ter rationalen Erwartungen korrespondieren hohe erwartete Risikozuschldge mit hoher
Risikoaversion. Dennoch zeigt Abbildung EZ7] dass unter rationalen Erwartungen Risi-
kozuschlige von etwa 6% fiir Risikoaversionskoeffizienten von etwa 1.2 erreichbar sind.
Um die Beziehung zwischen Risikozuschlag und Risikoaversion zu analysieren, wird der

erwartete Risikozuschlag mit rationalen Erwartungen

MEP:(v,a) = MEP(d,7(v,d,a),v,a) = R~ und

vN
MEP:(d,7,a) = MEP(d,v,0(7,d,a),«)

betrachtet. Es ist iiberraschend, dass der Dividendenprozess keinerlei Auswirkungen auf
die Funktion MEP? (v, a) hat. Sei v beliebig, aber fest. Dann ist der erwartete Risiko-
zuschlag fiir das zugehorige erwartungstreue 7 konstant, positiv und unabhéngig vom
Erwartungswert des Dividendenprozesses. Fine steigende risikolose Rendite, steigende
Risikoaversion oder die Erhchung des Wertpapierangebots implizieren einen héheren
Risikozuschlag. Ein Anstieg des Parameters v bzw. der Anzahl der Konsumenten senkt
den Risikozuschlag. Dabei ist MEPZ(v, o) durch die Null und nicht wie MEP und MEP?
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durch 1 — R beschrénkt. Es gilt

Nh_r)moo MEP: (v,a) = 0 fiir alle o, v, 7 und R,
Ulggo MEP:(v,a) = 0 fir alle o, N, 7 und R,
31013(1) MEP:(v,a) = 0 fiir alle o, v, N und R und
EP:(v,0) = 0.

Riskikoaversion

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0
upsilon
Abbildung 2.8: Konturlinien des mittleren Risikozuschlags mit erwartungstreuem Para-

meter 7(v,d, a).

Die Abbildung zeigt die Konturlinien von MEP? im Raum der Risikoaversion o und
des Parameters v. Dabei sind z = 50, N = 500 und R = 1.01. Auf Grund der Un-
abhéingigkeit des erwarteten Risikozuschlags MEP? vom bedingten Erwartungswert des
Dividendenprozesses muss dieser nicht genau spezifiziert werden. Der erwartete Risiko-
zuschlag unter rationalen Erwartungen steigt mit steigender Risikoaversion und sinkt
mit steigendem Parameter v. Das letzte Resultat ist iiberraschend. Sowohl Risikoaversi-
on als auch mangelnder Optimismus (gemessen in steigendem Parameter v) haben einen
negativen Einfluss sowohl auf den Wertpapierpreis als auch auf den Risikozuschlag mit
nicht-rationalen Erwartungen. Durch Einsetzen des erwartungtreuen Parameter 7 kehrt
sich dieses Resultat fiir den Parameter v ins Gegenteil. Sein Einfluss auf den Risikozu-

schlag wird negativ.



KAPITEL 2. MODELL MIT UBERLAPPENDEN GENERATIONEN 52

Das von Mehra & Prescott (1985) entdeckte Equity Premium Puzzle bezeichnet die
Schwierigkeit, den aus amerikanischen Daten der letzten 100 Jahre berechneten mittle-
ren Risikozuschlag von 6% mithilfe der theoretischen Modelle zu imitieren. Nach Abbil-
dung ist ein Risikozuschlag dieser Hohe fiir Risikoaversionen zwischen 0.6 und 1.2
zu realisieren, wenn der subjektive Erwartungswert v nicht grofler als 2.0 wird. Selbst
fiir v, die grofer als 2.0 sind, steigt der Wert der Risikoaversion nicht sofort steil an.
Die Abbildung zeigt, dass durch passende, aber nicht unrealistische Auswahl der zur
Verfiigung stehenden Parameter ein mittlerer Risikozuschlag in Hohe von 6% realisiert
werden kann.

Die Benutzung der Gamma-Verteilung als subjektives Wahrscheinlichkeitsmaf} liefert
neben dem erwartungstreuen 7 auch den erwartungstreuen Parameter ©. In Abbil-
dung Z9ist der erwartete Risikozuschlag mit dem erwartungstreuen Parameter o(7, d, «)
illustriert. Der Dividendenprozess ist mit dem fiir Abbildung EZ7 benutzten identisch.
Zusétzlich gilt x = 50, N =200 und R = 1.01.

i
o®

<

Risikoaversion

1.0 ’\,‘2 714 W,‘G /\18 2.‘0 2.‘2 2.‘4 2.6
tau
Abbildung 2.9: Konturlinien des mittleren Risikozuschlags mit erwartungstreuem Para-

meter 0(7,d, «).

Der erwartete Risikozuschlag MEP] ist streng monoton steigend in der Risikoaversion
a und streng monoton fallend im Parameter 7. Der positive Einfluss dieses Parame-
ters auf den erwarteten Risikozuschlag MEP(d, T,v,a) wird fir MEP; negativ. Wie
Abbildung zeigt, werden Risikozuschldge in Hohe von 6% auch schon fiir kleine
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Risikoaversionen erreicht.

Zusammenfassung

Der in diesem Kapitel vorgestellte Ansatz expliziter Modellierung liefert fiir die hier
gewihlte Modellspezifikation mit CARA-Nutzen und Gamma-Verteilung einen durch
zwei subjektive Erwartungsparameter charakterisierten Wertpapierpreis. Die Auswir-
kungen von Risikoaversion, subjektiven Erwartungsparametern und Populationsgrofie
auf den Wertpapierpreis und den Risikozuschlag werden vollstédndig analysiert. Die Ein-
fliilsse der zwei Erwartungsparameter auf diese beiden Gréflen sind gegenlédufig. Ist der
Parameter 7 kleiner als der Parameter v, so hat 7 einen (betragsméfig) grofleren Ein-
fluss auf den Wertpapierpreis als v. Es zeigt sich, dass wachsender Optimismus den
Risikozuschlag senkt und letztlich negativ wird. Es existiert eine untere Schranke, die
lediglich durch die risikolose Rendite bestimmt wird. Durch zunehmenden Pessimismus
nimmt auch der Risikozuschlag zu und néhert sich einer oberen Schranke an. Diese héngt
jedoch entscheidend von der Risikoaversion ab.

Rationale Erwartungen werden durch Markov-Kerne generiert. Da es in diesem Beispiel
zwei Erwartungsparameter gibt, kann der Parameter 7 als Funktion des Parameters v
und der Risikoaversion und der Parameter v als Funktion des Parameters 7 und der
Risikoaversion erwartungstreu sein. Stimmen die beiden Parameter iiberein, existieren
unter bestimmten Umsténden keine rationalen Erwartungen.

Der Risikozuschlag mit erwartungstreuem Parameter 7 ist konstant und unabhingig
vom Dividendenprozess. Fiir eine wachsende Population wird dieser Risikozuschlag im-
mer kleiner und néhert sich der Null an. Fiir den Risikozuschlag mit erwartungstreuem
Parameter v ist der Dividendenprozess von Bedeutung. Dennoch sinkt in diesem Fall
der Risikozuschlag fiir eine wachsende Population und n&hert sich der Null an. Sind be-
liebige Erwartungen zugelassen, haben sowohl die Hohe der Risikoaversion als auch der

inverse subjektive Erwartungswert Einfluss auf die untere Schranke des Risikozuschlags.

2.6 Abschlieflende Bemerkungen

In diesem Kapitel wurde eine einfache, aber sehr allgemeine Moglichkeit der explizi-
ten Modellierung zur Bestimmung von Wertpapierpreisen vorgestellt. Der resultieren-
de endogene Wertpapierpreisprozess wird durch die Charakteristiken séamtlicher in der
Okonomie befindlichen Konsumenten bestimmt. Dazu zihlen neben Priferenzen, Erst-

ausstattung und Risikoaversion auch subjektive Erwartungen, die moglicherweise nicht—
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rational sind. Der hier gew#hlte Modellansatz hat seinen Ursprung in der Arbeit Bohm,
Deutscher & Wenzelburger (2000) und unterstreicht die Bedeutung der Mikrostruktur
jedes einzelnen Portfeuillebesitzers fiir die Bestimmung des Preisprozesses. Die Ergeb-
nisse der Abschnitte 22, ZZ5T] und bestatigen dies fiir die Klasse der CARA-
Nutzenfunktionen. Es zeigt sich, dass die CARA—Nutzenfunktionen zu monotonen Nach-
fragefunktionen fithren. Mit steigender Risikoaversion sinkt jedoch die Wertpapiernach-
frage. Dieses Resultat gilt unabhéngig vom subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafl. Durch
Verwendung der Exponential- bzw. der Gamma—Verteilung lassen sich die Einfliisse der
subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafle auf den Wertpapierpreis und den Risikozuschlag
quantitativ analysieren. Wahrend die Exponential-Verteilung nur durch einen Parame-
ter charakterisiert wird, besitzt die Gamma—Verteilung zwei. Solange der Optimismus
noch nicht sehr grof} ist, hat eine marginale Zunahme des Parameter 7 eine bedeutendere
Auswirkung auf den Wertpapierpreis als eine Zunahme des Parameters v.

Hohe subjektive Erwartungswerte erhohen den Wertpapierpreis und senken die Risi-
kozuschlédge. Dabei ist es gleich, ob die subjektiven Erwartungen rational sind. Auch
falsche hohe Erwartungen treiben den Wertpapierpreis in die Hohe. Fiir die Exponential—-
Verteilung existiert fiir jede beliebige Risikoaversion eine erwartungstreue Prognose. Die
Benutzung der Gamma—Verteilung liefert beliebig viele Parameterpaare, die zu erwar-
tungstreuen Prognosen fiithren. Nur im Fall identischer Parameter kann es passieren,
dass keine erwartungstreue Prognose existiert.

Durch die Analyse der Risikozuschléige zeigt sich, dass selbst fiir rationale Erwartungen
empirisch beobachtbare Risikozuschldge auch fiir kleine Risikoaversionen zu imitieren
sind. Die Ergebnisse dieser Arbeit werfen ein neues Licht auf das Equity Premium
Puzzle. Nach Mehra & Prescott (1985) besagt es, dass empirisch beobachtbare Risi-
kozuschldge nur in Verbindung mit hohen Risikoaversionen moglich sind. Allerdings
unterstellen Mehra & Prescott (1985) einen unendlich lange lebenden Konsumenten mit
einer CRRA-Nutzenfunktion. Damit sind die hier erzielten Ergebnisse nicht vollsténdig
mit denen von Mehra & Prescott (1985) vergleichbar. Dennoch hat sich gezeigt, dass
auch die Charakteristiken der Konsumenten fiir die Hohe der Risikozuschldge von grofler
Bedeutung sind.

Es gibt viele Moglichkeiten, das in diesem Kapitel vorgestellte Modell zu erweitern oder
zu verandern. So beriicksichtigen Bohm & Chiarella (2000) endlich viele risikobehaftete
Wertpapiere. Das folgende Kapitel Bl legt den Schwerpunkt auf die Heterogenitét der
Population. Dabei gibt es endlich viele Konsumenten, die unterschiedliche Mittelwert—

Varianz—Préferenzen besitzen. Auf Grund der Heterogenitét der Konsumenten wird im
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Allgemeinen nicht jeder am Wertpapiermarkt teilnehmen. Diese individuelle Entschei-
dung beruht auf den einzelnen Charaketeristiken der Konsumenten und fiihrt zu der
endogenen Bestimmung der Hohe der Marktteilnahme. Im Fall identischer Konsumen-
ten, wie z.B. in Abschnitt EZ5, ist die Marktteilnahme stets vollstandig, d. h. alle Kon-
sumenten nehmen am Wertpapiermarkt teil. Aussagen iiber die Marktteilnahme und
ihr Wechselspiel mit individuellen Merkmalen der Konsumenten sind nicht moglich.
Das Kapitel Bl basiert auf meiner Arbeit Deutscher (1999). In Kapitel Bl wird durch
die Einfiihrung eines Wertpapiere anbietenden Fond—Managers die Anzahl der Wert-
papiere, die gehandelt werden, variabel. Somit wird die Analyse des Handelsvolumens
in Abhéngigkeit der individuellen Charakteristiken der Konsumenten und des Fond-
Managers moglich.

Eine andere Erweiterung des Basismodells® fiihrt Deutscher (2001) durch. Hier werden
die Eigenschaften temporirer Gleichgewichte eines Wertpapiermarktes in einer Okono-
mie iiberlappender Generationen studiert. In dieser Okonomie gibt es eine Gruppe alter
Konsumenten, die den jungen einen festen Anteil ihrer Wertpapiere vererbt. Die Kon-
sumenten unterscheiden sich durch ihr Erbe, ihre subjektiven Erwartungen und ihre Ri-
sikoaversion. Es werden die Auswirkungen des Erbes und der subjektiven Erwartungen
auf den Wertpapierpreis und —ertrag, die Anzahl der Wertpapierbesitzer und das Han-
delsvolumen untersucht. Es zeigt sich, dass Optimismus der Erben und der Nicht-Erben
den Wertpapierpreis erhoht. Aber groflerer Optimismus der Erben fiihrt zu kleinerem
Handelsvolumen, wahrend gréflerer Optimismus der Nicht—Erben das Gegenteil erzielt.
Zusétzlich konnen Erben im Gegensatz zu Nicht-Erben verschiedene Effekte auf den
Risikozuschlag haben. Weiter ist das Handelsvolumen positiv mit dem Wertpapierpreis

korreliert, falls hohere Dividenden wahrscheinlicher als kleine sind.

39 Am 18. Mai 2001 habe ich iiber diese im Rahmen des Diplomanden— und Doktorandenseminars am

Lehrstuhl Prof. Volker B6hm vorgetragen.



Kapitel 3

Finanzmarktgleichgewicht fiir

heterogene Konsumentenmengen

Handel auf Wertpapiermérkten kann nur dann zustande kommen, wenn mindestens
zwei Handler mit unterschiedlichen Interessen aufeinander treffen. Der eine mochte kau-
fen, der andere verkaufen. Ublicherweise unterscheiden sich selbst Konsumenten, die auf
der gleichen Seite handeln. Im Allgemeinen besitzen sie unterschiedliche Einschétzungen
iiber den Wertpapiermarkt und insbesondere iiber die Preis— und Dividendenentwicklun-
gen. Bevor allerdings Handel auf einem Wertpapiermarkt stattfinden kann, entscheidet
jeder Konsument, ob er auf diesem Markt handeln méchte. Diese individuelle Entschei-
dung basiert auf seinen personlichen Motiven, die z.B. durch Préferenzen, Vermogen
und subjektive Erwartungen iiber Preisentwicklungen gegeben sind, und fithren dazu,
dass einige Konsumenten am Wertpapiermarkt teilnehmen und andere wiederum nicht.
Auf Grund der empirischen Evidenz, dass die meisten Konsumenten nur auf wenigen
Wertpapiermérkten agieren!, ist die Analyse der Marktteilnahme von besonders groem
Interesse.

In der Literatur werden héufig die Auswirkungen heterogener Populationen auf die
Wertpapiermérkte ohne Berticksichtigung der Effekte auf die Marktteilnahme disku-
tiert (z.B. Constantinides (1982) und Krusell & Smith (1997)). Heaton & Lucas (1995)
unterstreichen die Bedeutung subjektiver Erwartungen fiir die Erklarung von Wertpa-
pierpreisen. Sie sind sich dabei mit Brock & Hommes (1998), DeLong, Shleifer, Summers
& Waldmann (1990a), Arthur, Holland, LeBaron, Palmer & Tayler (1997), Cabrales &

Nach Mankiw & Zeldes (1991) nehmen selbst Konsumenten mit gréfierem verfiighbaren Vermogen
nur an wenigen Wertpapiermiéirkten teil. Nach einer reprisentativen Studie (Panel Study of Income Dy-
namics) aus dem Jahre 1984 besitzen 72,4% aller Haushalte iiberhaupt keine Wertpapiere und nehmen

somit auch an keinem Wertpapiermarkt teil.

o6
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Hoshi (1996) und Harris & Raviv (1993) einig. Dennoch vernachléssigen sie die Frage
nach der Bedeutung subjektiver Erwartungen auf die Marktteilnahme.
Grundvoraussetzung fiir die Analyse der Marktteilnahme ist eine heterogene Populati-
on, die in der Literatur auf verschiedene Art und Weise erzeugt wird. Fiir die Wert-
papiermarktteilnehmer in Orosel (1998), Cooley & Smith (1995), Allen & Gale (1994),
Williamson (1986) und Hirshleifer (1988) entstehen unterschiedliche Kosten. Chatter-
jee & Corbae (1992) hingegen unterstellen heterogene Erstausstattungen und Basak &
Cuoco (1998) fithren Informationskosten ein.

Orosel (1998) weist die Existenz einer endogenen Marktteilnahme nach und untersucht
die Frage, unter welchen Bedingungen Konsumenten einem Trend nachjagen?. Steigen
die Wertpapierpreise, so sinkt die Marktteilnahme in der nédchsten Periode. Im Fall sin-
kender Preise nimmt die Marktteilnahme in der néchsten Periode wieder zu. Die Markt-
teilnahme ist positiv mit den Dividendenzahlungen korreliert. Die in Orosel (1998) durch
Marktteilnahmekosten erzeugte Marktteilnahme fluktuiert und erhoht die Volatilitét der
Wertpapierpreise. Die Erwartungen der Konsumenten sind dabei stets rational. Auch
in Chatterjee & Corbae (1992) ist die Marktteilnahme im Gleichgewicht endogen, und
es zeigt sich, dass einige Konsumenten Geld halten, obwohl der Ertrag fiir Wertpapiere
hoher ist.

Die Aufgabe der vollstiindigen Marktteilnahme® &ndert nach Allen & Gale (1994) die Ei-
genschaften eines Wertpapiermarktes auf dramatische Weise. Sie untersuchen in einem
zwei—periodigen Modell die Auswirkungen der Marktteilnahme auf Wertpapierpreise
und zeigen, dass eine beschréankte Marktteilnahme die Volatilitdat des Wertpapierpreises
erhoht. Die Konsumenten haben zwei Investitionsmoglichkeiten. Dabei macht eine hohe
Marktteilnahme am risikobehafteten Markt diese Anlage fiir die Konsumenten weniger
risikoreich und insbesondere risikoaverse Konsumenten werden zur Marktteilnahme er-
mutigt. Allen & Gale (1994), wie auch Chatterjee (1988) und Pagano (1989a, 1989b)
fokussieren ihre Untersuchungen auf die Determinanten der Marktteilnahme in Model-
len, die Hindernisse zur Teilnahme an allen Mérkten enthalten. Ein dhnliches Modell
entwickelt Williamson (1994). Er untersucht in kompetitiven Wertpapiermérkten mit
beschrankter Marktteilnahme die Héhe der Marktteilnahme, das Handelsvolumen und

den Einfluss der Marktteilnahme auf die Liquiditét.

2Qrosel (1998) bezeichnet dieses Phinomen als Trend Chasing. DeLong, Shleifer, Summers & Wald-
mann (1990a) untersuchen die Auswirkungen bestimmter Strategien auf die Teilnahmeentscheidung der

Konsumenten und identifizieren extrapolierte Erwartungen mit Trend Chasing.
3Allen & Gale (1994) fiihren Eintritts— bzw. Teilnahmekosten ein.
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Basak & Cuoco (1998) argumentieren, dass Unvollstéindigkeit der Mirkte* die Kon-
sumenten von Investitionen in risikobehaftete Wertpapiere abhélt. Zu geringer Opti-
mismus fithrt dabei zu geringer Marktteilnahme. Die Analysen von Basak & Cuoco
(1998) bestitigen weiter, dass bei geringer Marktteilnahme der Risikozuschlag steigt.
Dariiber hinaus lassen sich empirische Anomalien durch die Beriicksichtigung beschrink-
ter Marktteilnahme erkldren. Basak & Cuoco (1998) benutzen ihr Modell zur Losung des
Equity Premium Puzzles nach Mehra & Prescott (1985) und bestétigen die Intuition®
von Mankiw & Zeldes (1991), dass die Marktteilnahme fiir eine Losung dieses Puzzles
eine wichtige Rolle spielt. Der Wertpapierpreis in ihrem Modell bleibt durch beschréankte
Marktteilnahme unbeeintréchtigt.

Das in diesem Kapitel folgende Modell wurde in erster Linie entwickelt, um den Einfluss
subjektiver Erwartungen auf die Entscheidung zur Marktteilnahme und die gleichge-
wichtige Hohe der Marktteilnahme zu untersuchen. Erst in zweiter Linie werden in
Abhéngigkeit der entsprechenden Marktteilnahme die Wertpapierertrige und Risikozu-
schlage betrachtet und die Frage nach dem Einfluss der Heterogenitét auf diese Grofien
gestellt. Die Grundlage sdmtlicher Ergebnisse ist meine Arbeit Deutscher (1999). Das
betrachtete Modell ist eine Erweiterung des in Kapitel B vorgestellten. Die Konsumen-
ten besitzen Mittelwert—Varianz—Préferenzen, die durch quadratische Nutzenfunktionen
gegeben sind. Damit ist der Nutzen eines beliebigen Konsumenten durch seine Risiko-
aversion und die ersten zwei Momente seiner personlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf Grund derer er seine Erwartungen beziiglich der Ertragsentwicklung bildet deter-
miniert. Diese Art der Nutzenspezifikation ist nicht neu. Sie griindet auf das Capital
Asset Pricing Model (CAPM), dessen Idee die Annahme von in Erwartungswert und
Varianz des zukiinftigen Konsums parametrisierten Nutzenfunktionen ist. Dieses Modell
basiert auf den Arbeiten von Sharpe (1964), Lintner (1965) und Mossin (1966) und wird
hiiufig zur Beschreibung von Wertpapiermiirkten verwendet. Duffie (1988) beschreibt®
das CAPM als eine reiche Quelle der Intuitionen und als Basis vieler praktischer finan-
zieller Entscheidungen. Schon Williams (1977) bestétigt die wichtige Rolle des CAPM
in der zeitgenossischen Kapitalmarkttheorie. Es ist empirisch handhabbar, generierte

viele ausfiihrliche empirische Tests und erfuhr theoretische Ausweitungen. Im urspriing-
lichen CAPM sind die Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten der Zusténde der Welt

“In dem Modell von Basak & Cuoco (1998) existieren Informationskosten und machen die Mérkte
unvollstandig.
®Die Aussagen von Mankiw & Zeldes (1991) beziehen sich auch auf andere empirische Anomalien

(vergleiche dazu Weil (1989)).
SVergleiche Duffie (1988, Seite 93).
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allen Konsumenten bekannt. Sie haben somit keine subjektiven Erwartungen iiber Preise
bzw. Renditen. So entwickelt Williams (1977) ein modifiziertes CAPM in stetiger Zeit, in
dem heterogene Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Konsumenten beriicksichtigt wer-
den. Merton (1987) untersucht ein modifiziertes CAPM, in dem ein beliebiger Investor
nur an einer ihm zugeteilten Teilmenge aller Wertpapierméarkte teilnehmen kann. Diese
Teilmenge ist exogen gegeben. Die Struktur der unvollstédndigen Information erzeugt
die Heterogenitit der Konsumenten. Merton (1987) diskutiert die Hohe der Marktteil-
nahme, ihre Auswirkungen auf Wertpapierpreise und untersucht, welche Effekte diese
Modellmodifikationen auf das klassische CAPM haben. Er zeigt, dass begrenzte Teilnah-
me empirische Anomalien erkldren konnen. Allerdings gibt es keine Eindeutigkeit des
Gleichgewichtspreises. Brock & Hommes (1998) benutzen Mittelwert—Varianz—Préferen-
zen, die denen im CAPM sehr dhnlich sind, in ausgeweiteter Form. Allerdings ist eine
Randeigenschaft nicht erfiillt. Thre Analysen zeigen, dass héufige Anderungen der Vor-

hersagestrategie zu chaotischen Attraktoren fithren kann.

Im Folgenden wird das Modell aus Kapitel B fiir heterogene Konsumenten mit Mittel-
wert—Varianz Priferenzen vorgestellt. Das Gleichgewicht des Wertpapiermarktes wird
durch das Paar bestehend aus dem marktraumenden Wertpapierpreis und der Hohe
der Marktteilnahme beschrieben. Die Marktteilnahme wird durch die Summe endlich
vieler Indikatorfunktionen determiniert, und die Wechselwirkungen zwischen subjekti-
ven Merkmalen der Konsumenten und der Hohe der Marktteilnahme konnen explizit
untersucht werden. Weiter ist die Existenz eines marktrdumenden Wertpapierpreises
unter einer nicht sehr restriktiven Bedingung gegeben. Fiir beliebige Wertpapierpreise
steigt die Marktteilnahme mit steigendem Optimismus der Konsumenten. Dieses Resul-
tat dreht sich im Gleichgewicht allerdings um. Im Gegensatz zu Orosel (1998), der die
Annahme rationaler Erwartungen benétigt, ist die Bestimmung der Hohe der Marktteil-
nahme fiir Konsumenten mit nicht-rationalen Erwartungen im Folgenden méglich. Sie
ist ausschliellich durch die subjektiven Charakteristiken der Konsumenten determiniert.
Die Untersuchung des Zusammenhangs zwischen subjektiven Erwartungen der Konsu-
menten und ihrer Entscheidung zur Teilnahme am Wertpapiermarkt sowie der Hohe der

Marktteilnahme schlief3t sich an.
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3.1 Mittelwert—Varianz—Praferenzen

Basis der folgenden Ausfithrungen ist das Modell aus Kapitel 2l Analog zu Abschnitt ET1
definiert

¢ = Re'+(q¢— Rp), i€l

den Konsum von Konsument i in der zweiten Lebensperiode. Dabei bezeichnet ¢ den
Ertrag des risikobehafteten Wertpapieres und ist eine Zufallsvariable mit Werten in R
und einem subjektiven Wahrscheinlichkeitsmaf8 v*. Dieses erfiillt die Bedingung (i) aus
Annahme B0 Der Konsum ist die Summe aus dem Ertrag der risikolosen Anlage Re®
und dem Ertrag der risikobehafteten Wertpapiere (¢ — Rp)x. Bezeichnen p’ > 0 und

;2

o'" > 0 die ersten beiden Momente dieser Zufallsvariablen, so lauten der subjektive

Erwartungswert und die subjektive Varianz des Konsums
E'(c") := Re' + (u' — Rp)r  und  V'(c') := o' 22

Die Idee, den Nutzen der Konsumenten als quadratisch zu unterstellen, entstammt dem
CAPM. Die Nutzenfunktion wird dabei durch die Risikoaversion und die ersten beiden
Momente des zukiinftigen Konsums parametrisiert. Da dieses Modell sehr handhabbar
ist und viel Intuition liefert, bietet es sich fiir die Analyse individueller Teilnahmeent-
scheidungen und der gesamten Marktteilnahme an. Sie ist fiir den i—ten Konsumenten

durch die Funktion v’ : R, — R mit
. . 0/ .
u'(c) = E'(c) — ?VZ(C) (3.1)

definiert. a* > 0 bezeichnet dabei den Koeffizienten der absoluten Risikoaversion von
Konsument i € Z. Die Funktion u’ ist streng konkav und beschrénkt. Sie ist jedoch nicht
streng monoton und erfiillt somit nicht alle in Annahme B (7) geforderten Bedingun-
gen”.
Durch Einsetzen der Definitionen des subjektiven Erwartungswertes und der subjektiven
Varianz des Konsums in die Mittelwert—Varianz—Nutzenfunktion (BJ) ergibt sich

i

Ui(z) = Re'+ (u' — Rp)z — %aisz. (3.2)

Konsument ¢ sieht sich - analog zu (Z1I) — dem Maximierungsproblem

max {U;;(x)]x e lo, %] } (3.3)

"Die Mittelwert—Varianz-Nutzenfunktion ist unter zusitzlichen Bedingungen kompatibel mit der

Erwartungsnutzenmaximierung (vgl. Brennan (1989), Eichberger (1994) und Dumas & Allaz (1996)).
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gegeniiber. Die zugehorige Losung liefert die Wertpapiernachfrage des i—ten Konsumen-

ten '(-, o', pf, 0%%) : Ry — R, mit

o' (p,a’, 1, 022) ‘= max {O, min {,u pr e_}} ) (3.4)

atol p

Abbildung BTl illustriert einen méoglichen Verlauf der Wertpapiernachfragefunktion.

i P00 i2
o' (p, o’y 0)

i
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Abbildung 3.1: Die Wertpapiernachfrage von Konsument i, falls seine Erstausstattung

stets grofler als die Kosten der nachgefragten Wertpapiere ist.

Dabei wird unterstellt, dass die Budgetrestriktion z < % nicht bindend ist. Fiir jeden
moglichen Preis p kauft Konsument ¢ niemals nur risikobehaftete Wertpapiere. Fiir Prei-
se, die kleiner als der abdiskontierte subjektive Erwartungswert % sind, diversifiziert
er stets sein Portfeuille. Ubersteigen die Preise diesen Wert, investiert er ausschlief-
lich in die risikolose Anlage. Offensichtlich besitzt Konsument ¢ einen Sattigungspunkt,
d. h. selbst wenn Wertpapiere kostenlos abgegeben wiirden, fragte Konsument ¢ lediglich

E— mnach. Diese Sittigungspunkteigenschaft ist fiir die fortlaufenden Analysen keine

alo

grofle Einschrankung, denn grundsétzlich kann man von den meisten Giitern zu viel

haben. Im Allgemeinen wiirden sich die Konsumenten aber niemals freiwillig aussuchen,
von einem Gut mehr zu konsumieren als sie mochten. In der 6konomischen Welt ist somit
der Bereich, in dem die Konsumenten weniger haben als sie méchten, der interessante.
Die Randeigenschaft lim, .o ¢"(p,v") = oo aus Satz 24 ist fiir den speziellen Fall mit
Mittelwert—Varianz—Préferenzen nicht erfiillt. Stattdessen gilt fiir alle : € 7

. . . . 2 Z .. . . 2 .
ilil%go’(p, ol pto) = oﬂiﬂ fiir alle o', ', 0"",i € T.

Die Nachfrage ist auf dem Intervall }O, %[ streng monoton fallend und fiir alle p > %
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ist die Gleichung
i i i 32
¢'(p.a’ p0'”) = 0

erfiillt. Die Tabelle B.T] fasst die komparativ—statischen Eigenschaften der Wertpapier-

nachfrage zusammen.

9, p|é i | o | R

i i i2
SO(P,@,/%U) - |+ - + - -

Tabelle 3.1: Komparative Statik der Wertpapiernachfrage.

Wie intuitiv erwartet, sinkt die Nachfrage mit steigendem Preis, steigender Risikoaver-
sion, steigender subjektiver Varianz oder steigender risikoloser Rendite. Zunehmender
Optimismus (gemessen im subjektiven Erwartungswert) erhoht die Nachfrage. Aufler-
dem fiihrt auch eine hohere Erstausstattung zu einer hoheren Wertpapiernachfrage. Die
folgende Annahme erméglicht eine vollstindige Analyse von Portfeuilleentscheidung,

Wertpapiernachfrage und Wertpapierpreis.

Annahme 3.1
Das Vermdgen eines beliebigen Konsumenten i € I ist so grofs, dass er nie nur risiko-
behaftete Wertpapiere kauft, d. h. es gilt fir allei € T

i2
62 > ,uiz
4Rato?
Weiter sind die Konsumentenindizes nummeriert, d. h. o. B. d. A. gilt
pto> ot > >

Der erste Teil der Annahme Bl sichert den in Abbildung BTl illustrierten Verlauf einer

. 2
jeden Wertpapiernachfragefunktion. Mit e* > —£ gilt stets

4Ratot?

el

F(pat i o) < =

p

Somit verlduft die Budgetrestriktion immer oberhalb der individuellen Nachfragefunk-
tion. Der zweite Teil der Annahme Bl numeriert die Konsumenten in einer bestimmten
Art und Weise. Der optimistischste Konsument der Population trégt den Index 1, der
zweit—optimistischste Konsument hat den Index 2 usw. Der Konsument mit dem In-
dex N ist der pessimistischste Konsument der Population, sein subjektiver Erwartungs-
wert ist kleiner als die subjektiven Erwartungswerte aller anderen Konsumenten der

Population. Zur Vereinfachung der Notation wird die folgende Vereinbarung getroffen.
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Notation 3.2 Die Vektoren der Risikoaversionskoeffizienten, der subjektiven Erwar-

tungswerte und Varianzen aller Konsumenten seien durch

& = a = (of,..., oY), (3.5)
& = p = (ut...u"), (3.6
& = o = (012, ce O’N2). (3.7)

beschrieben. Mit (Z3) — ([377) bezeichnet

g = (517 §27 §3)t

die Matriz aller individuellen Charakteristiken der Konsumenten. Fiir alle i € T defi-

niert
iog i2
f-,i = (CL/ ey )t
den Vektor aller individuellen Merkmale des i—ten Konsumenten. Dieser Spaltenvektor
&.; gehtin die folgenden Funktionen stets als Zeilenvektor ein und miisste mit dem Trans-

poniertzeichen © versehen werden. Um die Notation nicht unndtig zu verkomplizieren,

wird darauf jedoch verzichtet.

Mit Notation B2 ist die Marktnachfragefunktion ®(-,¢) : Ry — R, unter Annahme Bl
durch

p —Rp
°pe) = Do zmax{ =
=1 a’o
( N 2
p — Rp
i pi2 pﬁf
i=1 Q'O
Nfllul_Rp N—-2 ,LLN_l
— <p<
i=1 oto? R R
= (3.8)
1 2 1
p — Rp 7 1
— < < —
02 R-P=TR
1
o
— <
\ 0 R =P

definiert. Sie ist konvex, auf dem Intervall [O, % [ streng monoton fallend und besitzt —
wie jede individuelle Wertpapiernachfragefunktion — einen Séttigungspunkt. Dieser ist

fiir alle & durch

i

N
hm d(p, & Z

=1

(3.9)

oﬂal
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bestimmt. Dieser Grenzwert entspricht der Wertpapieranzahl, die die Population maxi-
mal nachfragt. Abbildung illustriert den Verlauf der aggregierten Wertpapiernach-

frage aus Gleichung (B8) fiir eine Okonomie mit drei Konsumenten.

®(p,§)
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Abbildung 3.2: Die aggregierte Wertpapiernachfrage, falls Annahme Bl erfiillt ist.

Die aggregierte Wertpapiernachfrage ist stiickweise linear und besitzt zwei ,, Knickstel-
len® fiir p = %3 und p = ”—RQ. Fiir Wertpapierpreise, die grofler als % sind, gibt es keine

positive Nachfrage.

3.2 Das Wertpapiermarktgleichgewicht

Auf Grund unterschiedlicher subjektiver Erwartungswerte und Varianzen der Konsu-
menten werden im Allgemeinen nicht alle Konsumenten am Wertpapiermarkt teilneh-
men und Wertpapiere nachfragen. Es wird sich zeigen, dass die Marktteilnahme eines ein-
zelnen Konsumenten entscheidend durch seinen subjektiven Erwartungswert bestimmt
wird. Der sich einstellende marktrdumende Wertpapierpreis ist somit abhéngig von der

Anzahl der am Wertpapiermarkt teilnehmenden Konsumenten. Das Paar, bestehend
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aus Marktteilnahme und Wertpapierpreis, bezeichnet dann das Wertpapiermarktgleich-
gewicht (Definition B enthélt die formale Schreibweise.).

3.2.1 Die Marktteilnahme

Die Marktteilnahme bzw. genauer die Héhe der Marktteilnahme bezeichnet die Anzahl
der Konsumenten, die zu einem festgelegten Preis Wertpapiere nachfragen. Formal ist
die Marktteilnahme eine Funktion des Wertpapierpreises, die sich als Summe endlich

vieler Indikatorfunktionen darstellen lasst.

Definition 3.3
Die Marktteilnahme ist durch die Funktion

N
E*(,u) : Ry — {0,1,..., N}, pr—>21[07%[(p)
i=1
definiert.

Fiir einen beliebigen Wertpapierpreis p sind lediglich die riskolose Rendite und der sub-
jektive Erwartungswert eines Konsumenten fiir die Entscheidung iiber dessen Marktteil-
nahme von Bedeutung. Solange sein abdiskontierter subjektiver Erwartungswert kleiner
als der Wertpapierpreis ist, besitzt er eine positive Wertpapiernachfrage und nimmt am
Wertpapiermarkt teil. In diesem Fall liefert die zugehorige Indikatorfunktion den Wert
Eins. Die subjektive Varianz eines Konsumenten und seine Risikoaversion spielen fiir die
Entscheidung der Marktteilnahme zu einem festgelegten Preis keine Rolle. Im Folgenden
wird sich allerdings zeigen, dass der marktraumende Wertpapierpreis auch von diesen
beiden Merkmalen abhéngt und somit im Gleichgewicht sowohl subjektiver Erwartungs-
wert als auch subjektive Varianz und Risikoaversion eines Konsumenten fiir die Hohe
der Marktteilnahme von Bedeutung sind. Die Risikoaversion und die subjektive Varianz
beeinflussen die Entscheidung iiber die Marktteilnahme jedoch ausschlieBlich iiber den
Wertpapierpreis. Mit steigendem Wertpapierpreis nimmt die Hohe der Marktteilnahme
ab, denn je hoher der Wertpapierpreis ist, desto weniger Konsumenten , glauben®, dass
der cum dividend Wertpapierpreis gréfler als der heutige Wertpapierpreis ist und, dass
es sich somit ,, lohnt“, risikobehaftete Wertpapiere zu kaufen. Daher gelten die Aussagen

des folgenden Lemmas.

Lemma 3.4

Annahme [T sei erfiillt. Dann gelten fiir alle u*, i € I, die Gleichungen

lir% E*(p,p) =N wund lim k*(p, u) = 0.
p— p—oo
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Beweis von Lemma [34:
Nach der Definition der Marktteilnahme gilt

N
k(o) = S iy Ly i (p) = 3 1=N,

i=1

N

lim & (p, 1) — Zﬁ\;llimpﬂool[()’%‘[(p) = > 0=0

p—00

Das ist die Behauptung. O

Konvergiert der Wertpapierpreis gegen Null, so nehmen nach Lemma B4 alle Konsu-

menten der Okonomie am Wertpapiermarkt teil. Jeder beliebige Konsument 7 fragt in

i
“w
a'lo

diesem Fall #— Wertpapiere nach. Diese Wertpapieranzahl korrespondiert zum Sétti-
gungspunkt des Konsumenten 4.

Nach Definition der Marktteilnahme &ndert sich die Anzahl der am Wertpapiermarkt
teilnehmenden Konsumenten, falls p = %, J € I. Solange der Wertpapierpreis kleiner
als ”—}; ist, ,,lohnt* es sich fiir alle Konsumenten ¢ mit ¢« < 57 Wertpapiere zu kaufen. Kostet
ein risikobehaftetes Wertpapier mehr als der abdiskontierte subjektive Erwartungswert

eines Konsumenten 7, so verlasst dieser Konsument den Wertpapiermarkt. Daher gilt

J
k (%,u) = j-1

Alle Konsumenten, die optimistischer als dieser eine Konsument j sind, bleiben auf

also fiir alle y =1,..., N

dem Wertpapiermarkt und haben eine positive Nachfrage, denn es gilt ¢° (%, §Z> =0.
Konsument j scheidet aus. Das folgende Lemma analysiert die Hohe der Marktteilnahme

in Abhéngigkeit subjektiver Erwartungswerte.

Lemma 3.5
Annahme [ sei erfiillt. p > 0 und § > 0 seien beliebig, aber fest. Mitel, j=1,..., N,

wird der j—te Einheitsvektor bezeichnet. Dann gilt

K(pop) < kK (pp+o-e).

Beweis von Lemma 3.5k

Fiir beliebiges p > 0 gilt nach Definition der Marktteilnahme

K(pp+d-e) = Z Lo [(P) F Lo wrsa (P)

i#]



KAPITEL 3. HETEROGENE KONSUMENTENMENGEN 67

N
= Zl 1[07%‘[(19) + 1[07%‘[(29) + 1[%,%[@)
i#i
N
= ; Lout [(P) 4 1w (P)
> k(p.w)
Das ist die Behauptung. 0

Lemma zeigt, dass steigende subjektive Erwartungswerte die Wertpapiernachfrage
erhohen kénnen. Eine Erhéhung der Marktteilnahme erfolgt, falls der Optimismuszu-

wachs grofl genug ist.

3.2.2 Der Wertpapierpreis

Wie im Basismodell® bestimmt sich der marktraumende ex dividend Wertpapierpreis

als der hochste Preis, der die Gleichheit von Angebot und Nachfrage garantiert, d. h.

S(€) = max{p' | o, ¢) =7} (3.10)

Die Menge auf der rechten Seite in Definition (BI0) ist entweder leer oder sie besteht aus

einem Element. Dieser Umstand resultiert aus der strengen Monotonie der Marktnach-

ut
R

eigenschaft (B). Daher ist der Maximumoperator nicht relevant. Der folgende Satz

frage als Funktion des Wertpapierpreises auf dem Intervall [O, [ und der Sattigungs-
liefert notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines marktraumen-

den Wertpapierpreises.

Satz 3.6
Annahme 31 sei erfillt. Es existiert genau dann ein marktriumender Wertpapierpreis,

wenn die Ungleichung

)

I

L g

0< = <

(3.11)

N
i=1
erfillt ist.

Beweis von Satz [3.6:

Die Sattigungseigenschaft (B) besagt, dass Zfil a’i — die maximale Zahl nachgefragter
8Vergleiche (Z7) und E3).
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Wertpapiere ist. Diese Tatsache, zusammen mit der Monotonie der aggregierten Wert-
papiernachfrage, liefert die rechte Seite der Ungleichung. Die linke Seite ist als Annahme

formuliert. O

Satz B zeigt, dass marktrdumende Wertpapierpreise insbesondere dann existieren,
wenn die Konsumenten optimistisch sind. Selbst wenn nur ein Konsument einen sehr
hohen subjektiven Erwartungswert besitzt, ist die Ungleichung (BIT) erfiillt und die
Existenz eines marktraumenden Wertpapierpreises gesichert. Fiir die Bestimmung die-

ses Preises ist der néchste Satz von Bedeutung.

Satz 3.7
AnnahmeED und die Ungleichung aus Satz[Z48 seien erfiillt. Definiere u™ ' := 0. Dann

existiert ein Index k € T mit

Zk:u—u k; .

1 « aZ « aZ

??‘ |

Beweis von Satz 3.7k
Nach Satz B8 gilt

i

ey

Zuséatzlich ist unter Annahme Bl die Ungleichung

L i — it i —
—_— >
2 >

i1 0410@2 041012

oﬂaZ

koo
U

fiir alle j € T erfiillt. Beides zusammen sichert die Existenz eines Indexes k € Z mit
—H

k—
Oéi O'Z Z

i=1 i=1

/}+1

aigi?
Das ist die Behauptung. O

Der in Satz B0 definierte Index k ist eindeutig bestimmt. Im Folgenden stellt sich
heraus, dass dieser Index k gleichzeitig die Hohe der Marktteilnahme angibt. Wegen

R
,Knickstellen* sind die Punkte

Woo (¥ o =
(Ea (Eag)) - E’Z aio'i2 .
=1

@ (”—J> = 0 fiir alle 5 € 7 ist die aggregierte Wertpapiernachfrage stiickweise linear. Die
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Somit gilt

J 1 j j+1
Zu—;ﬂzu—uﬁ . wop
E [ o [ fir P € [E, R .

atot

Definiere ®¢(p) := ®(p,&). Dann liefert die Aussage von Satz B

Sp(@,8) = o Zaa s —aa(k‘)-x] (3.12)
mit
ao (k) = [Z oﬂklﬂ'z] and  ao(k,i) = O‘%@ (3.13)

als marktriaumenden Wertpapierpreis. Es ist zu bemerken, dass ac(k,i) > 0 fiir alle
i €7 und Zle ao(k,i) =1 gilt.

Nach Gleichung (BI2) ermittelt sich der marktraumende Wertpapierpreis aus der risi-
kolosen Rendite, dem Wertpapierangebot sowie der individuellen Charakteristiken aller
Konsumenten i € Z mit 4 < k. Nach Annahme Blist Konsument k der pessimistischste
von allen Konsumenten mit positiver Wertpapiernachfrage, der fiir die Bestimmung des
Wertpapierpreises von Bedeutung ist. Satz B zeigt, dass der Index k insbesondere von
der Hohe des Wertpapierangebots abhéngt. Wegen der Nummerierungseigenschaft aus
Annahme B bezeichnet k& — wie der folgende Satz zeigt — gleichzeitig die Hohe der
Marktteilnahme.

Satz 3.8
Annahme [T und die Ungleichung aus Satz[T4 seien erfillt. Dann gilt

Fo= k (S6).n).
Beweis von Satz 3.8k

Durch Einsetzen des Wertpapierpreises Sz (Z, €) in die Definition B3 der Marktteilnahme
ergibt sich

N
K (Sp(7,8), 1) = 21[07%‘] <5;5(57,€)>-
i=1
Nach Annahme Bl sind die subjektiven Erwartungswerte der Grofie nach sortiert, und

es reicht zu zeigen, dass

Si(7,6) < (3.14)

r
7
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Es gilt
— k i - k . T
ao (k) T gt
—— I < = — — T < —
A aigi? R ZZI aio?® ao (k)
k—1 ILLZ . ILLk
— —— — <0
2

Die letzte Ungleichung ist auf Grund von Satz B erfiillt. Somit gilt die Unglei-
chung (B4 und damit die Behauptung. O

Mit der Aussage von Satz lasst sich die Definition des Marktgleichgewichts formu-

lieren.

Definition 3.9
Das Gleichgewicht des Wertpapiermarktes besteht aus der in Satz ermittelten Hohe

der Wertpapiermarktteilnahme und dem marktrdumenden ex dividend Wertpapierpreis

aus Gleichung ([BI2), d. h.

(K, Sx(z,€)).
Unter Annahme bezeichnet

(Si(Z,€) + Di)ien

den stationdren Markov—Prozess des cum dividend Wertpapierpreises. Die ersten beiden
Momente sind mit j; := E¢(Dyy1) und o4 := Vy(Dy, 1) durch

B, (Se(#.€) + Dit) = Se(@:) +
1
R

v, <§,;(:T:,£)+Dt+1) -

k
S ao(ki) -l — ao(k) - | +
=1

gegeben. Der erwartete cum dividend Wertpapierpreis ist abhéngig von den subjek-
tiven Charakteristiken aller am Wertpapiermarkt teilnehmenden Konsumenten. Dieje-
nigen Konsumenten, die keine Wertpapiere kaufen, beeinflussen auch den Wertpapier-
preis nicht. Die in Tabelle zusammengefassten komparativ—statischen Ergebnisse
zeigen, dass der Wertpapierpreis intuitiv erwartete Eigenschaften besitzt. Er steigt mit

steigendem Optimismus und sinkt mit steigender Risikoaversion, subjektiver Varianz,
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risikoloser Rendite und steigendem Wertpapierangebot. Erhoht sich der subjektive Er-
wartungswert eines Konsumenten, der bereits am Wertpapiermarkt teilnimmt, so kann
es passieren, dass die Hohe der Marktteilnahme abnimmt. Anders kann die Zunah-
me der Risikoaversion eines am Wertpapiermarkt teilnehmenden Konsumenten zu einer

Erhéhung der Marktteilnahme fiihren.

0 ol | p
E(Si(@ ) | —|+| - |- |- |+

R| T |

Tabelle 3.2: Komparative Statik des erwarteten Wertpapierpreises fiir i < k.

Satz 3.10
Es seien 0,¢,m > 0, und e/ bezeichne fiir j € T den j-ten Einheitsvektor. Dann erfiillt
die Marktteilnahme unter Annahme [ folgende Bedingungen

() K (S 0.m) < K (Si(ma+5-¢ 0%, 1),
(i4) k* (S,;(f,ﬁ),u) >k <~,;(f,a,u—|—e el o), ute ej) ,
<

(i) b (Su(@.&)on) < K (Sil@ o +n-e)p).
Beweis von Satz [B.10k
ad (i): Zunichst gilt
Si(#,6) > Sp(#a+d-¢,p,0%)
und damit fiir alle 1 < k

1[Ou;'[( R(T.€)) < 1[0ﬂ[( HTa+d-¢ p,07)).

'R 'R
Durch Aufsummieren der ersten k& Ungleichungen ergibt sich die Behauptung.

ad (ii): Fiir allei € Z, i # 1, gelte 0.B.d.A. die Ungleichung’

i—1

pte 1
< .
R R

9Gilt die Ungleichung nicht, so miissen die Individuen umsortiert werden, damit die Annahme B

wieder erfiillt ist.
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Es gilt

und damit fiir alle i < k, i # j

1[0*”[( E(:Z‘vf)) Z 1[07%[( E(jvanu—f—e'ej

'R

Fiir i = j < k ergibt sich wegen

die Gleichheit

und damit

ﬁ
—
Eall
~—

I
I
N—
N—

—

—_—

o

=
.
+

o

—_—
—
Eall

(j7a7:u +e€- ej702)))

72

(3.15)

(3.16)

Aufsummieren der Ungleichungen (BIH) fiir ¢ = 1,...,k, i # j und der Unglei-

chung (BI0) liefert die Behauptung.

ad (iii): Analog zu ad (i).

O

Abbildung illustriert die Konturlinien der Marktteilnahme, falls sich der subjektive

Erwartungswert bzw. die subjektive Varianz eines beliebigen, aber fest ausgewihlten

Konsumenten andern.

Die dort zu Grunde gelegte Okonomie besteht aus zwolf verschiedenen Konsumenten.

Die Parameter eines Konsumenten variieren, die der iibrigen elf lauten

a = (1.9,1.8,1.7,1.6,1.5,1.4,1.3,1.2,1.1,1.0, 1.0),
p = (80,7.0,6.5,6.0,5.6,5.5,5.1,5.0,4.8,4.1,4.0),

o = (1.95,1.90,1.85,1.85,1.75,1.70, 1.60, 1.40, 1.30, 1.20).

Der zwolfte Konsument hat einen Risikoaversionskoeffizienten von zwei, sein subjektiver

Erwartungswert liegt zwischen vier und zwolf, seine subjektive Varianz zwischen 0.01

und 0.22. Das Wertpapierangebot betrégt 20.
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0.24

0.20
T

Subjektive Varianz
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& o
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Subjektiver Erwartungswert

Abbildung 3.3: Konturlinien der Marktteilnahme in Abhéngigkeit des subjektiven Er-

wartungswertes und der subjektiven Varianz eines beliebigen Konsumenten.

Die Abbildung bestétigt die Ergebnisse aus Satz Mit steigender subjektiver
Varianz erhoht sich die Marktteilnahme, mit steigendem subjektiven Erwartungswert
verringert sie sich. Die Konturlinien der Marktteilnahme sind stiickweise linear, da eine
Parameterverdnderung erst ab einer ausreichenden Grofle die Marktteilnahme erhcht
bzw. senkt. Sind die subjektiven Erwartungswerte aller Konsumenten identisch, so neh-
men zu einem gegebenen (nicht notwendig marktraumenden) Wertpapierpreis alle Kon-

sumenten oder keiner am Wertpapiermarkt teil.

Satz 3.11
Falls pu:= p* fiir alle i € Z, so gilt

. ad
K (p,p) = ‘ f

Beweis von Satz B.I1k Sei p beliebig, aber fest. Dann gilt

N N et
K0 ) =3 1jo,u](p) = N 1po a1(p) = 0 - SoistR
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Unter der Bedingung z < %7\7) lautet der marktrdumende Wertpapierpreis im Fall
identischer Konsumenten

~ 1 B

5,8 = glu—ao(N)i]. (3.17)

Wegen S(i,f) < & nehmen alle Konsumenten am Wertpapiermarkt teil, und es gilt
k*(S(z,€), ) = N. Eine Veréinderung der Anzahl der Konsumenten in der Okonomie
fithrt zu einer Anderung der Marktteilnahme. Sie bleibt auf Grund der Identitit simt-

licher subjektiver Erwartungswerte stets vollsténdig. Zusétzlich gilt

lim k*(p,n) = o0 fiir alle p und &.

N—o00
Der Wertpapierpreis steigt mit zunehmender Marktteilnahme, ist aber fiir alle p und &
nach oben durch
S~ B
Jim S8 = 5

beschrankt.

3.3 Erwartungs— und varianztreue Prognosen

Als erwartungtreue Prognosen werden diejenigen subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafle
bezeichnet, deren erste Momente mit dem objektiven Erwartungswert des cum dividend
Wertpapierpreises iibereinstimmen. Durch die Heterogenitéit der Konsumenten ist es
moglich, verschiedene Arten erwartungstreuer Prognosen zu unterscheiden. Zum einen
kann die Erwartungstreue des subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafles eines beliebigen
Konsumenten unabhéngig von der Erwartungstreue der Wahrscheinlichkeitsmafle der
iibrigen Konsumenten untersucht werden. Dann heifit ein subjektives Wahrscheinlich-
keitsmafl von Konsument i erwartungstreu, falls bei gegebenen (moglicherweise nicht—
erwartungstreuen) Wahrscheinlichkeitsmaflen aller iibrigen Konsumenten sein subjek-
tiver Erwartungswert mit dem objektiven Erwartungswert des cum dividend Wertpa-
pierpreises iibereinstimmt. Eine zweite Moglichkeit, erwartungstreue Prognosen zu de-
finieren, besteht in der Annahme identischer subjektiver Erwartungswerte. Damit be-
sitzen entweder alle Konsumenten oder keiner erwartungstreue Prognosen. In der hier
vorliegenden Arbeit wird die Erwartungstreue stets fiir alle Konsumenten gleichzeitig
gefordert, damit die erzielten Resultate besser mit denen aus Modellen, die rationale Er-
wartungen der Konsumenten unterstellen, verglichen werden kénnen. Grundsétzlich ist
es jedoch moglich, die Erwartungstreue einer individuellen Prognose unter Beriicksichti-

gung der gegebenenfalls falschen Erwartungen der {ibrigen Konsumenten zu formulieren.
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Wenzelburger (2001) entwickelt z.B. ein Modell mit zwei Gruppen von Investoren, die
unterschiedliche Erwartungen iiber zukiinftige Preisentwicklungen besitzen. Die Qua-
litdt der Prognosen der einen Konsumentengruppe wird in dem Fall unabhéngig von der
Qualitat der Prognosen der anderen Konsumentengruppe definiert und analysiert.

Fiir die folgenden Untersuchungen ist die Ubereinstimmung aller subjektiven Erwar-
tungswerte eine notwendige Bedingung fiir die Erwartungstreue von Markov—Kernen.
Identische subjektive Erwartungswerte implizieren entweder die vollstindige Marktteil-
nahme, oder es nimmt kein Konsument am Wertpapiermarkt teil (vergleiche Satz BIT]).
Ist die Existenzbedingung aus Satz B0 erfiillt, so stellt sich stets ein marktraumender
Wertpapierpreis mit vollstdndiger Marktteilnahme ein.

Unter den Annahmen und lautet Gleichung ([ZTT) mit p® := p' fiir allei € 7
und der Notation (BI3)

L a0 (V)] + () L
und liefert
i(d,a,0) = ﬁ[g(d)—oza(]\f)-i] (3.18)

als Losung dieser Gleichung. Offensichtlich kann fi(d, a, o) negativ werden. In diesem
Fall existiert kein erwartungstreuer Markov—Kern. Das kann z.B. fiir sehr kleine bedingte
Dividendenerwartungen passieren. Ist fi(d, o, o) positiv, so korrespondiert dieser Wert zu
einem erwartungstreuen Markov-Kern, der Orbits mit rationalen Erwartungen generiert.
Mit steigender Risikoaversion eines beliebigen Konsumenten wird fi(d, o, o) kleiner. Das
gleiche passiert, wenn die subjektive Varianz eines beliebigen Konsumenten oder das
Wertpapierangebot steigt. Wegen ¢(d) > ao(N) - & wichst a(z, o, o) mit steigender
risikoloser Rendite.

Bisher wurden nur erwartungstreue Markov-Kerne beriicksichtigt. Gerade die Mittel-
wert—Varianz Préferenzen erméglichen auf sehr einfache Art und Weise die Untersuchung
der folgenden — stédrkeren — Forderung an die Giite von Prognosen. In Anlehnung an die
Notation aus Abschnitt 24 sei die Funktion'® S(-) gegeben.

Definition 3.12
Ein Markov—Kern W heifit varianztreu, falls fiir alle t € N

Vi (S(Vg,) + Diyr) = /(q — 1)* W (dy,dg) mit gy = /q\I/(dt,dq) (3.19)

gilt.

19Giehe Gleichung () auf Seite
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Mit 64 := oy fiir alle 4 € Z und h(d) = o3 liefert Gleichung (BI9)

5(d) = h(d) > O

Die erwartungstreue Prognose i ist zusétzlich varianztreu, falls o; = &(d) fir alle i € 7
gilt, d. h.

1 Yo
iw(d, o) = —— |g(d) —zh(d —
) = oo - (31
i(d, o) kann negativ werden. Dann existiert kein erwartungs— und varianztreuer
Markov-Kern. Mit steigender Risikoaversion, steigender risikoloser Rendite oder einem
steigenden Wertpapierangebot wird f kleiner. Zu jedem positiven fi(d, o) korrespondiert
ein erwartungs— und varianztreuer Markov—Kern, der Orbits mit rationalen Erwartun-

gen und Varianzen generiert.

3.4 Risikozuschlige

Der risikobehaftete Wertpapierertrag in Periode ¢ + 1 ist analog zu Gleichung (213) fiir
die hier vorliegenden Mittelwert—Varianz—Préferenzen durch den Quotienten aus cum
dividend Wertpapierpreis in Periode ¢ + 1 und dem ex dividend Wertpapierpreis in
Periode t gegeben. Dann definiert

g%(j~7£>+Dt+l "R — 1-R+R—
Sk(,€) S ao(k,i) - pi —ao(k) - T

den Risikozuschlag in Periode t 4+ 1. Er wird negativ, falls fiir w € 2

Dii(w) < %. > ok i) i — aolk) -7
= (R-1)-Si(z,9)

gilt. Damit konnen nur dann positive Risikozuschldge erzielt werden, wenn die Divi-
dendenzahlung grofler als die Zinsen sind, die ein Konsument erhélt, wenn er den Wert
(=Preis) eines risikobehafteten Wertpapieres risikolos zum Zinssatz R — 1 anlegt. Dieser

Zusammenhang ist intuitiv. Mit der Notation aus Annahme T definiert

MEP(d,¢) = 1— R+ R—
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den bedingten Erwartungwert des Risikozuschlags als Funktion der Dividendenzahlun-
gen, der Risikoaversionskoeffizienten, der subjektiven Erwartungswerte und der subjek-

tiven Varianzen der ersten k Konsumenten. Offensichtlich ist fiir

g9(d) > ao(k,i) p' — ao(k) -z

i=1
der erwartete Risikozuschlag grofler als Eins und steigend in der risikolosen Rendite
(vgl. Tabelle B3)).

Die Varianz des Risikozuschlags lautet

VEP(d,§) = R’ hd) .

SFao(k,i)- g —ao(k) -

Die komparativ-statischen Ergebnisse des Erwartungswertes und der Varianz des Risiko-
zuschlags sind in Tabelle B3 summiert. Das Sternchen (*) besagt, dass die entsprechende

partielle Ableitung weder streng monoton steigend noch streng monoton fallend ist.

0 o | i o 2| R
MEPd, &) |+ | —| + |+ ] *
VEP(d,€) | + | — | + |+ |+

Tabelle 3.3: Komparative Statik des Erwartungswertes und der Varianz des Risikozu-

schlags.

Qualitativ stimmen die Ergebnisse aus Tabelle mit denen aus Tabelle EZ4 und Ta-
belle iiberein. Mit wachsender Risikoaversion und subjektiver Varianz sowie mit
wachsendem Wertpapierangebot erhéhen sich der erwartete Risikozuschlag und die Va-
rianz des Risikozuschlags. Nur steigender Optimismus fiithrt zu sinkenden Risikozu-
schldgen, aber auch zu sinkender Varianz derselben. Falls die risikolose Rendite vari-
iert, hingt das Vorzeichen ihres Einflusses auf den erwarteten Risikozuschlag von der
Hohe des bedingten Erwartungswertes des Dividendenprozesses ab. Ist der abdiskontier-
te Erwartungswert des Dividendenprozesses grofler als der ex dividend Wertpapierpreis,
d. h. %ﬁf) > S (z,€), so wichst der erwartete Risikozuschlag mit steigender risikoloser
Rendite. Im anderen Fall, d. h. L}ﬁf) < S (z,€), sinkt der erwartete Risikozuschlag mit
steigender risikoloser Rendite. Die Varianz des Risikozuschlags wichst, wenn die risiko-
lose Rendite steigt.

Abbildung B4 illustriert den Verlauf des erwarteten Risikozuschlags und der Hohe der

Marktteilnahme in Abhéngigkeit des subjektiven Erwartungswertes und der subjektiven
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Varianz eines beliebigen Konsumenten. Der subjektive Erwartungswert dieses Konsu-
menten liegt zwischen vier und zwolf, seine subjektiven Varianzen zwischen 0.01 und
0.18. Die subjektiven Erwartungswerte und die subjektiven Varianzen der iibrigen Kon-

sumenten sind durch

p = (8.0,7.0,6.5,6.0,5.6,5.5,5.1,5.0,4.8,4.1,4.0)  und
o® = (1.95,1.90,1.85,1.85,1.75,1.70, 1.60, 1.50, 1.40, 1.30, 1.20)

.

Subjektiver Erwartungswert

gegeben. Es werden 20 Wertpapiere angeboten.

Subjektive Varianz
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18

Abbildung 3.4: Konturlinien des erwarteten Risikozuschlags und der Marktteilnahme
in Abhéngigkeit des subjektiven Erwartungswertes und der subjektiven Varianz eines

beliebigen Konsumenten.

Abbildung B4 bestétigt, dass sowohl die Marktteilnahme als auch der erwartete Risi-
kozuschlag monoton fallend im subjektiven Erwartungswert und monoton steigend in
der subjektiven Varianz eines beliebigen Konsumenten sind. Bei einem erwarteten Ri-
sikozuschlag von etwas mehr als 6% nehmen vier Konsumenten am Wertpapiermarkt
teil. Eine geringere Marktteilnahme von drei Konsumenten liefert auch einen geringe-
ren erwarteten Risikozuschlag (etwas weniger als 6%). Die erwarteten Risikozuschlige
sinken mit sinkender Marktteilnahme. Dieses Ergebnis erscheint auf den ersten Blick
kontraintuitiv. Allerdings korrespondiert eine geringe Marktteilnahme mit einem hohen
Wertpapierpreis, der wiederum mit einem geringeren erwarteten Risikozuschlag einher-

geht. Weiter ldsst sich der Abbildung B4 entnehmen, dass ein erwarteter Risikozuschlag
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in Hohe von 6% mit steigendem subjektiven Erwartungswert eines beliebigen Konsumen-
ten nur durch zusétzlich steigende subjektive Varianz desselben Konsumenten erreichen
lasst. Die Heterogenitit der Konsumenten und die Marktteilnahme haben bedeuten-
den Einfluss auf den erwarteten Risikozuschlag. Mehra & Prescott (1985) entdecken
das Equity Premium Puzzle im Kontext eines Modells mit unendlich lange lebenden
reprasentativen Konsumenten, in dem sich die Frage der Marktteilnahme nicht stellte.
Zusatzlich unterstellten sie rationale Erwartungen.

Um die Relation zwischen Risikozuschlag und Risikoaversion der Konsumenten zu ana-
lysieren, wird der erwartete Risikozuschlag unter vollstdndiger Marktteilnahme mit
erwartungs— und varianztreuen Markov—Kernen bestimmt. Die ersten beiden Momente

des Risikozuschlags lauten

MEP*(d,0) = MEP (d, o, fi(d, a), (5(d))?))

Pl , 3.20
ST, & - Rhld)a (320)
VEP'(d0) = R ZNZ’NE a 2] h(d)
% i=1 ot ag°xr
- NZZN:l = _] (d) (3.21)
9(d) 3°iL, 2 — Rh(d)z

Sowohl der erwartete Risikozuschlag als auch die Varianz des Risikozuschlags mit
erwartungs— und varianztreuen Markov—Kernen hangen mafigeblich von den ersten bei-
den Momenten des Dividendenprozesses ab. Sehr hohe bedingte Dividendenerwartungen
fithren zu kleinen erwarteten Risikozuschldgen. Auch hohe bedingte Varianzen des Divi-
dendenprozesses fiihren zu hohen erwarteten Risikozuschlédgen. Die Varianz des Risiko-
zuschlags steigt mit der bedingten Varianz des Dividendenprozesses, aber sie sinkt mit
steigender bedingter Dividendenerwartung. Die Existenz eines marktrdumenden Wert-
papierpreises mit erwartungs— und varianztreuen Markov—Kern ist nur gesichert, wenn

fiir alle d € D die Ungleichung

g(d)zil. > Rh(d)Z

i=1
erfiillt ist. Durch die passende Wahl der verschiedenen Parameter ist es moglich, dass

die linke Seite nur unwesentlich gréfer als die rechte Seite ist. Somit ist der Nenner in
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Gleichung (B20) sehr nahe bei Null und der erwartete Risikozuschlag sehr grofl. Diesel-
be Argumentation ist auf die Varianz des Risikozuschlags iibertragbar. Die Konturlinien
des erwarteten Risikozuschlags sind fiir eine Okonomie mit zw6lf Konsumenten, die alle
erwartungs— und varianztreue Markov-Kerne besitzen, in Abbildung enthalten. Da-
bei unterscheiden sich die Konsumenten lediglich durch ihre Risikoaversionskoeffizienten,

d. h. es gilt
a = (2.0,1.9,18/1.7,1.6,1.5,1.4,1.3,1.2,1.1,1.0).

Der Koeffizient des zwolften Konsumenten variiert zwischen 0.4 und 2.0. Es werden
zwanzig Wertpapiere angeboten. Der bedingte Erwartungswert des Dividendenprozesses
betragt 2.5, die bedingte Varianz 0.0325.
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Risikolose Rendite

Abbildung 3.5: Konturlinien des erwarteten Risikozuschlags unter erwartungs— und vari-
anztreuen Markov—Kernen in Abhéngigkeit der risikolosen Rendite und der Risikoaver-

sion eines beliebigen Konsumenten.

Auf Grund dieser Parameterkonstellation steigt der erwartete Risikozuschlag mit stei-
gender risikoloser Rendite!!. Somit sind hohe Risikozuschlige entweder durch hohe Risi-
koaversionen oder durch hohe risikolose Renditen zu realisieren. Hier zeigt sich, dass die
Unterstellung rationaler Erwartungen, die auch in der Varianz rational sind, eine sehr

starke Forderung ist. Die erwarteten Risikozuschlége werden durch sie deutlich einge-

HVergleiche die komparativ-statischen Ergebnisse aus Tabelle
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schrinkt, denn empirisch nachgewiesene Zuschlige in Hohe von 6% sind fiir Risikoaver-
sionen, die im Intervall [0.4; 2.0] liegen, nur durch hohe risikolose Renditen zwischen 1.05
und 1.1 zu imitieren. In der in Abbildung benutzten Okonomie zeigt sich, dass unter
der starken Annahme erwartungs— und varianztreuer Markov—Kerne das von Mehra &
Prescott (1985) entdeckte Equity Premium Puzzle auch hier nur eingeschriankt losbar
ist. Fiir eine realistische risikolose Rendite in Hohe von 1.01 sind Risikoaversionskoeffi-

zienten a > 4 notig, um Risikozuschlige in Hohe von 6% zu generieren.

3.5 Abschlielende Bemerkungen

In diesem Kapitel wurde in Anlehnung an das Grundmodell aus Kapitel Bl eine Oko-
nomie iiberlappender Generationen mit einer heterogenen Population vorgestellt. Die
Konsumenten besitzen Mittelwert—Varianz—Préiferenzen und unterscheiden sich durch
ihre Risikoaversionskoeffizienten, ihre subjektiven Erwartungswerte und Varianzen von-
einander. Obwohl die gewéhlten Nutzenfunktionen nicht streng monoton sind und somit
jeder Konsument einen Séattigungspunkt besitzt, lassen sich viele Resultate iiber Wert-
papierpreise, Marktteilnahme, Risikozuschldge und erwartungstreue Markov-Kerne er-
zielen. Gerade die Mittelwert—Varianz—Préiferenzen ermoglichen auf sehr einfache Art
und Weise die Untersuchung der Marktteilnahme. So nehmen nur dann alle Konsu-
menten gleichzeit am Wertpapiermarkt teil, wenn sie identische (moglicherweise nicht—
rationale) subjektive Erwartungswerte besitzen. Die Hohe der Risikoaversion und der
subjektiven Varianzen sind dabei nicht von Bedeutung. Haben die Konsumenten un-
terschiedliche subjektive Erwartungswerte, so korrespondieren kleine Wertpapierpreise
mit einer vollstindigen Marktteilnahme. Hohe Wertpapierpreise fithren zu geringerer
Marktteilnahme. Fiir jeden Konsumenten existiert ein ,,individueller” Preis, bis zu dem
er am Wertpapiermarkt teilnimmt. Dieser individuelle Preis ist der abdiskontierte sub-
jektive Erwartungswert des jeweiligen Konsumenten. Damit erhalten die subjektiven
Erwartungswerte eine exponierte Stellung, da fiir jeden abdiskontierten subjektiven Er-
wartungswert die aggregierte Wertpapiernachfrage einen ,, Knick* macht und die Markt-
teilnahmefunktion unstetig ist.

Wie schon in Kapitel ] erhoht sich die Wertpapiernachfrage mit zunehmendem Optimis-
mus. Allerdings ist dort die Hohe der Marktteilnahme stets konstant. Durch die Wahl
der Mittelwert—Varianz—Préferenzen kann Optimismus mit der Héhe der Marktteilnah-
me in Verbindung gebracht werden. Je grofler der Optimismus (gemessen in subjektiven

Erwartungswerten), desto hoher ist die Marktteilnahme. Diese Aussage gilt fiir beliebige
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— nicht notwendig marktrdumende — Wertpapierpreise.

Die Existenz eines marktraumenden Wertpapierpreises ist an eine Ungleichung gekniipft.
Nur wenn der Optimismus der Konsumenten im Vergleich zur Zahl angebotener Wertpa-
piere grof} genug ist, existiert ein marktraumender Wertpapierpreis. In Kapitel B liefern
die Randeigenschaften der individuellen Nachfragefunktion zusammen mit der Stetig-
keit die Existenz des marktridumenden Wertpapierpreises. Die Annahme der Mittelwert—
Varianz—Préferenzen édndert diese Randeigenschaften, da die Nutzenfunktionen der Kon-
sumenten nicht mehr streng monoton sind. Jeder Konsument besitzt einen Séattigungs-
punkt. Somit liefert die Summe aller Séttigungspunkte eine obere Schranke fiir das
Wertpapierangebot. Diese obere Schranke ist umso gréfler, je optimistischer die Konsu-
menten sind. Der resultierende ex dividend Wertpapierpreis ist konstant und abhingig
von allen Konsumenten mit positiver Wertpapiernachfrage. Wie auch schon in Kapitel
ist das Wertpapierangebot ebenfalls von groler Bedeutung fiir den Wertpapierpreis. Der
marktraumende Wertpapierpreis wird sowohl durch die subjektiven Erwartungswerte
als auch durch subjektive Varianzen und Risikoaversionen bestimmt. Die beiden letz-
ten Parameter beeinflussen somit (indirekt) auch die Hohe der Marktteilnahme. Diese
verringert sich fiir wachsende Risikoaversion und wachsende subjektive Varianzen.

In einer wachsenden Population mit Konsumenten, die identische subjektive Erwar-
tungswerte haben, konvergiert der marktrdumende Wertpapierpreis gegen den abdis-
kontierten subjektiven Erwartungswert aller Konsumenten. Zu diesem marktraumenden
Wertpapierpreis sind alle Konsumenten indifferent zwischen der Investition in risikobe-
haftete Wertpapiere und der risikolosen Anlage.

Die Annahme von Mittelwert—Varianz—Préaferenzen ermoglicht es, nicht nur erwartungs-
treue, sondern auch varianztreue Markov—Kerne zu ermitteln und zu untersuchen. Solche
Markov-Kerne existieren nicht fiir alle Modellspezifikationen. So fiithren u. a. sehr kleine
bedingte Dividendenerwartungen zur Nicht-Existenz erwartungstreuer Markov—Kerne.
Das unterstreicht die Restriktivitit der oftmals in der Literatur verwendeten Annahme
rationaler Erwartungen.

Der Erwartungswert und die Varianz des Risikozuschlags sinken mit zunehmendem Op-
timismus der am Wertpapiermarkt teilnehmenden Konsumententen. Beide wachsen mit
steigender subjektiver Varianz, mit steigender Risikoaversion oder mit steigendem Wert-
papierangebot. Diese Ergebnisse stimmen qualitativ mit denjenigen aus Kapitel 2 iibe-
rein. Im Modell mit Mittelwert—Varianz—Préferenzen sinken erwartete Risikozuschlége
mit sinkender Marktteilnahme. Dies widerspricht den Ergebnissen aus Kapitel Blinsofern,

als dass dort eine wachsende Population in einer Okonomie identischer Konsumenten zu
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sinkenden erwarteten Risikozuschlégen fithrt. Damit wird die Heterogenitit zu einem
wesentlichen Faktor fiir die Hohe von Risikozuschlagen.

Benutzen alle Konsumenten erwartungs— und varianztreue Markov—Kerne, so ist die
Wahl des Dividendenprozesses fiir das Ausmafl der erwarteten Risikozuschlidge (und auch
ihrer Varianzen) von groBer Bedeutung. Die Konsumenten beeinflussen diese Grofien
lediglich noch durch ihre Risikoaversionen und durch die Grole der Population. Es zeigt
sich, dass die erwarteten Risikozuschldge mit steigender risikoloser Rendite wachsen
koénnen.

Zusammenfassend unterstreicht das vorliegende Modell die Wichtigkeit der Konsumen-
tenheterogenitét fiir Wertpapierpreise und Risikozuschlége. Es werden empirisch beob-
achtbare Phanomene mit diesem einfachen Modell heterogener Konsumenten beleuch-
tet und entscheidende Hinweise fiir die theoretische Aufklarung derselben gegeben. Das
Equity Premium Puzzle nach Mehra & Prescott (1985) ist in dem hier vorliegenden
Modell nicht zu beobachten. Es ist sowohl fiir rationale als auch fiir nicht-rationale
Erwartungen moglich, einen mittleren Risikozuschlag von 6% zu generieren. Basak &
Cuoco (1998) prisentieren die Losung des Equity Premium Puzzles in einem Modell mit
beschrankter Marktteilnahme und zeigen, dass diese von besonderer Bedeutung ist. In
dem hier vorliegenden Kapitel wird ebenfalls ein Modell mit nicht notwendig vollstandi-
ger Marktteilnahme diskutiert. Allerdings werden fiir die Losung des Equity Premium
Puzzles rationale Erwartungen unterstellt, die zu einer vollstdndigen Marktteilnahme
fithren. Somit ist in dem hier vorliegenden Modell die Losung des Puzzles nicht nur mit

beschréankter Marktteilnahme moglich.



Kapitel 4

Finanzmarktgleichgewicht mit

variablem Wertpapierangebot

In diesem Kapitel wird in einem Modell mit einem variablen Wertpapierangebot das
Handelsvolumen in Abhéngigkeit der subjektiven Charakteristiken sémtlicher in der
Okonomie befindlicher Individuen untersucht. Eine notwendige Voraussetzung zur Ent-
stehung von Handelsvolumen ist Handel. Nur wenn die Individuen einer Okonomie aktiv
miteinander handeln, ist es moglich, das Volumen dieses Handels zu bestimmen. Indi-
viduen handeln, wenn sie sich unterscheiden. Die Mengen der Konsumenten in den Mo-
dellen aus Kapitel 2l und [ sind heterogen. Es gibt junge Konsumenten, die Wertpapiere
kaufen, und alte, die Wertpapiere verkaufen. Das Handelsvolumen ist in diesen Model-
len stets exogen und konstant, da sdmtliche Wertpapiere von den alten an die jungen
Konsumenten verkauft werden (miissen). Ahnlich fiihrt die Unterstellung eines zweipe-
riodigen Modells iiberlappender Generationen mit heterogener Population in Huberman
(1984), Huffman (1985) und Huffman (1986) ebenfalls zu einem konstanten Handelsvo-
lumen, da in jeder Periode alle Wertpapiere gehandelt werden. Ein konstantes Handels-
volumen ignoriert sdmtliche Interaktionen zwischen Handelsvolumen, Wertpapierpreis
und -rendite. Zur ,,Erzeugung® eines endogenen Handelsvolumen wird im Folgenden ein
zusitzliches Individuum, Fond—Manager genannt, ins Modell eingebaut. Dieser verkauft
Wertpapiere. Seine Angebotsfunktion ist u.a. von seinen subjektiven Einschitzungen
der zukiinftigen Wertpapierpreisentwicklung abhéngig.

Handelsvolumen wird in der Literatur in unterschiedlichster Weise beriicksichtigt. In
konventionellen Wertpapiermarktmodellen spielt das Handelsvolumen eine eher unter-
geordnete Rolle. So unterstellt Lucas (1978) in einer reinen Tauschokonomie identische

Konsumenten. Merton (1973) untersucht die Wertpapierpreise und —renditen in einem

84



KAPITEL 4. VARIABLES WERTPAPIERANGEBOT 85

intertemporalen Modell. Die Investoren unterscheiden sich durch ihre Préferenzen, aber
das Handelsvolumen wird nicht analysiert. Dagegen unterstellen z. B. Campbell, Gross-
man & Wang (1993), Dumas (1989) und Wang (1996) unterschiedliche Préferenzen, um
Handelsvolumen untersuchen zu kénnen. Weiter besitzen die Investoren in der Arbeit
von Arrow (1953) unterschiedliche Anfangsausstattungen. Grossman (1981), Grossman
& Stiglitz (1976, 1980), Blume, Easley & O’Hara (1994), Tirole (1982), Hellwig (1980),
Diamond (1981) und Wang (1994) erzeugen die Heterogenitét der Investoren durch In-
formationsasymmetrien. Harris & Raviv (1993), Biais & Bossaerts (1998), Kandel &
Pearson (1995) und Michaely, Vila & Wang (1996) fithren die Heterogenitiat der Kon-
sumenten durch ,,Meinungsverschiedenheiten® herbei, d. h. jeder Handler bekommt die
gleichen Informationen, interpretiert sie aber unterschiedlich. Diese Arbeiten folgen im
Allgemeinen dem Argument von Aumann (1976), dass zwei rational handelnde Investo-
ren sich nicht darauf einigen konnen, sich nicht zu einigen. Die Investoren in den Arbei-
ten Pfleiderer (1984), Kyle (1985) oder Admati & Pfleiderer (1988) erhalten unabhéngig
voneinander unterschiedliche Signale von der gleichen, allen Investoren bekannten Ver-
teilung.

Schon Ying (1966) zeigt die Bedeutung des Handelsvolumens fiir die Entwicklung der
Finanzmaéarkte auf. Das Handelsvolumen beeinflusst zum einen direkt das Ausmafl 6ko-
nomischer Aktivitdten auf den Finanzmérkten und zum anderen die Entwicklung der
Wertpapierpreise. Nach Karpoff (1987) liefert die Beziehung zwischen Wertpapierpreis
und Handelsvolumen wichtige Einsichten in die Struktur der Finanzmérkte. Sie ist be-
deutend fiir Studien, die Daten als Kombination von Preis und Volumen benétigen, und
fiir die Diskussion iiber empirische Verteilungen spekulativer Preise. In diesem Sinne
beschéftigen sich sowohl empirische (z. B. Jain & Joh (1988), Kandel & Pearson (1995)
und Andersen (1996)) als auch theoretische (z. B. Harris & Raviv (1993), Shalen (1993)
und Michaely & Vila (1995)) Arbeiten intensiv mit der Beziehung des Handelsvolu-
men zum Wertpapierpreis bzw. dessen Verdnderung. Sie bescheinigen alle eine positive
Korrelation der Wertpapierpreisdnderungen zum Handelsvolumen. In der vorliegenden
Arbeit wird das Handelsvolumen durch eine lineare Funktion des Wertpapierpreises be-
schrieben. Wertpapierpreis und Handelsvolumen sind positiv korreliert.

Ein Schwerpunkt der Literatur umfasst die Analyse der Frage, inwieweit der Grad der
Heterogenitat Einfluss auf das Handelsvolumen hat. So zeigt Wang (1994) in einem
Modell mit Investoren, die sich durch ihre Informationen und ihre privaten Investiti-
onsmoglichkeiten unterscheiden, dass ein unterschiedliches Ausmafl an Heterogenitét

immer zu unterschiedlichen Handelsvolumen fiihrt. Zuséatzlich erweist sich das Handels-
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volumen als Trager wertvoller Informationen iiber die marktraumenden Wertpapierprei-
se. Blume, Easley & O’Hara (1994) betonen ebenfalls die Bedeutung der Heterogenitiit!
fiir die Hohe des Handelsvolumens. Dieses korrespondiert zu den marktraumenden Wert-
papierpreisen. Nach Campbell, Grossman & Wang (1993) korrespondiert es auch mit
den Wertpapierertriagen und der Volatilitdt der Wertpapierpreise. Ebenso zeigt Huffman
(1987) in einem dynamischen Wertpapiermarktmodell, welche Effekte eine heterogene
Population und ein variables Handelsvolumen auf die Volatilitdt der Wertpapierpreise
und das gesamte Verhalten des Wertpapiermarktes haben. Jones, Kaul & Lipson (1994)
zeigen, unter welchen Bedingungen ein hohes Handelsvolumen Volatilitdt der Wertpa-
pierpreise erzeugen kann. Einen weiteren Ansatz zur Erklarung dieser Beziehung liefert
Shalen (1993) in ihrem zweiperiodigen Modell mit ,,rauschenden® rationalen Erwartun-
gen. Diese Streuung der Erwartungen (iiber den gewichteten Durchschnitt zukiinftiger
Preise) begriindet hohes Handelsvolumen und volatile Wertpapierpreise.

Durch die Erweiterung des Basismodells aus Kapitel ] um einen Fond-Manager, der
Wertpapiere anbietet, wird die Bestimmung des endogenen Handelsvolumens ermoglicht.
Die Struktur des Modells liefert den Wertpapierpreis, die Risikoprdmie und das Han-
delsvolumen in geschlossener Form. Somit lassen sich die Abhéngigkeiten der einzelnen
Variablen von den Parametern und auch die Beziehungen zwischen den einzelnen Va-

riablen bestimmen.

4.1 Die Konsumenten
Analog zu Abschnitt 2] definiert unter Annahme 7]

¢'(v) Ry — Ry,  pr— arg max V()
J:E[O,%}
die individuelle Wertpapiernachfrage des Konsumenten i € Z. Zusitzlich gelte v'({q #
Rp}) > 0 fiir alle p € R,. Die Summe aller individuellen Wertpapiernachfragen definiert
die aggregierte Wertpapiernachfrage

n

p(v) iRy — Ry, p— > @ipr) = S arg max Vi(),  (41)
=1

7
i=1 J?E[O,%}

wobei v := (1%);e7 den Vektor aller individuellen Wahrscheinlichkeitsmafie bezeichnet.

Weiter ist nach Satz .4l die aggregierte Wertpapiernachfrage stetig und besitzt fiir alle v

!Blume, Easley & O’Hara (1994) unterscheiden die Investoren durch die Qualitit bzw. Genauigkeit

ihrer Informationen.
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die Randeigenschaften

limo(-,v) =00 und lim ¢(-,v) =0.
p—0 p—00

Die Nachfrage nach Wertpapieren ist fiir sehr kleine Preise nach oben unbeschrankt.

Sind die Wertpapierpreise sehr hoch, so nimmt die Nachfrage ab und geht gegen Null.

4.2 Der Fond—Manager

Der Fond-Manager wird als gewinnmaximierendes Individuum modelliert. Somit iiber-
nimmt er die Steuerung des Wertpapieranteils, der in der Hand der Unternehmung
bleibt. Der Fond-Manager kann auch mit einer Bank, die Wertpapiere anbietet, ver-
glichen werden. Dariiber hinaus kann durch die Auswahl der Angebotshéhe (indirekt)
Einfluss auf den Wertpapierpreis genommen werden. Im Folgenden wird angenommen,
dass der Fond—Manager beliebig viele Perioden lebt und in jeder Periode den erwarteten
Gewinn der folgenden Periode maximiert. Dieser erwartete Gewinn ist die Differenz aus
dem Ertrag des Wertpapierverkaufs und den durch den Verkauf entstehenden Kosten.
Die stetige und zweimal differenzierbare Funktion K : R, — R, bezeichnet diese
Kosten. Weiter definiert u/ > 0 den subjektiven Erwartungswert des Fond-Managers
fiir den morgigen Wertpapierpreis. p > 0 bezeichnet den aktuellen Wertpapierpreis. Der
Gewinn des Fond-Managers aus dem Verkauf von x Wertpapieren in einer beliebigen

Periode t lautet

m(z,p,p!) = R(w(p) + pz) + (p — p )z — K(x)
= Ruwy(p) — K(z) + [(R+1)p— '] = (4.2)

Mit dem in Periode t — 1 marktraumenden Wertpapierpreis p;_; > 0 und der Anzahl in
Periode ¢t — 1 gehandelter Wertpapiere z;_; > 0 definiert

wi(p) = Rwi(per) = K(zer) + [(R+ Dpey — pl i (4.3)

das Vermogen des Fond—Managers in Periode ¢. Dieses ist in jeder Periode vom Vermogen
der Vorperiode abhéngig. Auf Grund der Sukzessivitdt der Definition (E3]) ist das
Vermogen einer beliebigen Periode stets durch die Vermdégen sdmtlicher Vorperioden
— einschlieBlich dem Anfangsvermégen in Periode 0 — bestimmt. Weiter ist die Funktion
w : Ry — R aus Gleichung (E3)) streng monoton fallend im aktuellen Wertpapier-
preis p. Je hoher der Wertpapierpreis ist, desto hoher sind die Riickzahlungen, die der
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Fond-Manager machen muss und desto kleiner ist sein Vermogen. Somit gibt es Wert-
papierpreise, zu denen ein negatives Vermdgen korrespondiert.
Das folgende Lemma untersucht die in Gleichung (B22) definierte Gewinnfunktion und

zeigt, unter welchen Bedingungen diese monoton steigend ist.

Lemma 4.1
Die Kostenfunktion K (-) sei zweimal stetig differenzierbar. p, p/ und t € N seien belie-
big, aber fest. Die Gewinnfunktion m(-,p,u’), x — m(z,p, u’) ist genau dann streng

monoton steigend, wenn
K'(z) < (R+1)p—p. (4.4)

Beweis von Lemma HTk
Die Behauptung folgt sofort aus der Differentiation der Funktion m;(-, p, /). Die Ablei-
tung lautet

9 '
S p’) = —K'(@)+ (R+1p— 4/

und somit gilt
0
%ﬂ't(xapa ,uf> > 07
genau dann, wenn die Ungleichung
K'(x) < (R+1)p—p
erfiillt ist. 0

Fiir negative Grenzkosten, d. h. K'(z) < 0 gilt die Ungleichung () fur alle Wert-
papierpreise p > R”—f:l. In diesem Fall ,,glaubt®* der Fond-Manager an einen positiven
Ertrag von (R + 1)p — u/ fiir ein Wertpapier. Die Situation verschérft sich jedoch fiir
positive Grenzkosten. Fiir Wertpapierpreise, die kleiner als der mit (R+ 1) abdiskontier-
te subjektive Erwartungswert sind, ist die Gewinnfunktion niemals monoton steigend.
Selbst fiir Preise, die oberhalb dieses Wertes liegen, kann bei sehr hohen Grenzkosten

die Gewinnfunktion monoton fallend bleiben.

Lemma 4.2

Die Kostenfunktion K (-) sei zweimal stetig differenzierbar?® und streng monoton steigend.

2’Die zweifache stetige Differenzierbarkeit der Kostenfunktion wird in diesem Lemma der Einfach-
heit halber unterstellt. Die Aussage des Lemmas gilt auch fiir nicht zweimal stetig differenzierbare
Funktionen, die die Annahmen des Lemmas erfiillen. Der Beweis nutzt dann die Argumente trennender

Hyperebenen anstatt zweiter Ableitungen.
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Weiter seien p, u/ undt € N beliebig, aber fest. Dann ist die Gewinnfunktion w,(z, p, u/)
genau dann streng konvex (streng konkav), wenn die Kostenfunktion K (-) streng konkav

(streng konvez) ist.

Beweis von Lemma A2
Die strenge Konvexitit der Gewinnfunktion (-, p, uf) ist dquivalent zur Positivitit

ihrer zweiten Ableitung. Diese lautet

82
preLac2 p') = —K"(z).

—K"(z) ist genau dann positiv, wenn K”(z) negativ bzw. K(-) streng konvex ist. Das
ist die Behauptung.

Der Beweis der in Klammern geschriebenen Behauptung erfolgt analog. 0

Fiir die folgenden Analysen werden drei Bedingungen an eine Kostenfunktion gestellt.

Annahme 4.3
Die Kostenfunktion des Fond—Managers K : R, — R, ses

(i) zweimal stetig differenzierbar,
(ii) streng monoton wachsend,
(#ii) streng konvex.

Zusdtlich gelte K(0) = 0.

Diese Annahme dient in erster Linie der Vereinfachung vieler der folgenden Analysen
und vermeidet die Betrachtung unrelevanter Spezialfille. So ist z. B. die Forderung
einer zweimal stetig differenzierbaren Kostenfunktion nicht notwendig, denn sédmtliche
Beweise der folgenden Aussagen konnten auch etwas umsténdlicher {iber das Argument
trennender Hyperebenen gefiihrt werden. Die letzte Bedingung K(0) = 0 unterstellt,
dass es keine positiven Fixkosten gibt.

Zu Beginn einer beliebigen Periode ¢ € N maximiert der Fond-Manager seinen erwarte-

ten Gewinn am Ende dieser Periode. Sein Maximierungsproblem lautet

arg max m(z,p, p'). (4.5)

Dabei unterliegt der Fond-Manager zwei Einschrankungen. Er muss zu jedem Wertpa-

pierpreis mindestens x, darf aber hochstens z Wertpapiere anbieten. Gerade letzteres
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kann zu einem negativen Endvermégen (in einer beliebigen Periode) fiihren®. Der fol-
gende Satz liefert eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer

inneren Losung

Satz 4.4
p, ! undt € N seien beliebig, aber fest. Weiter sei die Annahme [[-J erfiillt. z* € (x,Z)
ist genau dann die einzige innere Lisung des Maximierungsproblems ([Z.3), wenn die

Ungleichungen
K'(z) < (R+lp—p/ < K'(z) (4.6)
erfillt ist.

Beweis von Satz 4.4k

Nach Lemma B2 ist die Funktion II/?(z) := m,(x, p, uf) streng konkav, d. h. (II/?)" < 0.
Daraus folgt, dass (H{ ) streng monoton fallend und z* eine eindeutige Losung des
Maximierungsproblems (BZH) ist. Sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen
2* € (z,7) und (IT/7Y () = 0 erfiillt, so ist * eine innere Losung. Das ist genau dann
der Fall, wenn die Ungleichungen (II/?)(z) > 0 und (II/*?)'(z) < 0 erfiillt sind. Nun

gelten weiter
7Y (&) = (R+ Dp— ' — K'(a) wnd (7Y (1) = (R+ 1)p— p/ — K'(a).

Wegen der strengen Konvexitdat der Kostenfunktion sind die Grenzkosten streng mono-
ton steigend. Damit ist z* genau dann eine innere Losung, wenn die Ungleichung (EEG)

erfiillt ist. O

Wihrend die Gewinnfunktion von der jeweils betrachteten Periode abhéngig ist, spielt
die Periode in Ungleichung (.6)) keine Rolle. Diese Tatsache spiegelt die Intuition wider,
dass die Hohe des Vermogens fiir die Entscheidung iiber die Hohe des Wertpapieran-
gebots unbedeutend ist. Nach Annahme ist die Kostenfunktion streng monoton
wachsend. Damit sind die Grenzkosten positiv. Notwendig zur Erfiillung der Unglei-
chung (E6)) sind Wertpapierpreise, die grofier als der mit R + 1 abdiskontierte subjekti-
ve Erwartungswert des Fond-Mangers sind. Fiir Wertpapierpreise die kleiner als dieser
Wert sind, d. h. p < R”—L, besitzt ein Wertpapier einen negativen Ertrag. Zusétzlich
entstehen fiir die Ausschiittung eines jeden Wertpapieres Kosten. In diesem Fall bietet

der Fond—Manager nicht mehr Wertpapiere als notig, d,h. z, an. Sein Angebot bleibt

3In Abschnitt EEXl wird die Hohe des Vermogens in Abhingigkeit des sich einstellenden markt-

rdumenden Wertpapierpreises diskutiert.
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K’ f ..
“ % grofler als

minimal, solange seine ,, (abdiskontierten) subjektiven Grenzkosten
der aktuelle Wertpapierpreis sind.

Der Gewinn des Fond-Managers 7;(z, p, u/) ist nach Definition (fEZ) von der betrachte-
ten Periode t abhéngig. Dasselbe gilt fiir das Maximierungsproblem aus Gleichung (H).
Dennoch ist — wie der folgende Satz zeigt — der Maximierer selbst unabhéngig von der
jeweiligen Periode t. Die resultierende Wertpapierangebotsfunktion verédndert sich nicht

iiber die Zeit.

Satz 4.5
Unter Annahme[{.3 ist die Angebotsfunktion

Y(n') Ry — Ry, pr—t(p,p') = arg max m(z,p, )

stetig und monoton steigend. Weiter gilt

N
U(p, pl)= Rtl' o
min {max {z; (K')"" (R+ p—p/)};2} = p> RM+1

Beweis von Satz {5k

Wegen der strengen Konkavitiit der Gewinnfunktion (vgl. Lemma E2) liefert (-, uf)
die Losung des Maximierungsproblems (EH). Die Korrespondenz p —— [z, Z] ist ins-
besondere stetig, konvex— und kompaktwertig. Damit ist die Angebotsfunktion (-, uf)
stetig.

Die Monotonie der Angebotsfunktion leitet sich mithilfe der Bedingung erster Ordnung

ab. Dazu definiere
F(z,p) == —K'(z)+(R+1)p—p'.

Fiir die partiellen Ableitungen gilt

0 0
—F =—K" —F = 1 .
o (x,p) (x) <0 und o (x,p)=R+1>0

Daraus folgt mithilfe des Satzes iiber implizite Funktionen

dxdg)) = —%F(x,p)-(%ﬁ’(x,p)) > 0.

Dieses Ergebnis zusammen mit der Stetigkeit der Angebotsfunktion impliziert, dass

(-, u!) monoton steigt.
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Sei p > Wegen der strengen Monotonie ist die Kostenfunktion K(-) invertierbar.

R+1
Die Bedingung erster Ordnung liefert

K'(z)=(R+1)p—p/ = z=(K)"(R+1)p—p').
Unter Beriicksichtigung der beiden Nebenbedingungen gilt fiir p > 4~ +1 die Gleichung
Y(p, ') = min {max {g; (K" ((R+1)p - uf)} ;i:} .

Firp < £ 1 glbt es keine innere Losung. Wegen K’ > 0 betrigt das Wertpapierangebot

in dlesem Fall z. 0

Satz 4] liefert notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer inne-
ren Losung des Maximierungsproblems (ZH) des Fond—Managers fiir festen Wertpapier-
preis p. Die dort aufgestellte Ungleichung (EEQ) lédsst sich umformen und als
K'(z) + p! K'(z) + p!
schreiben. Definiere
K'(2) + ! K'(3) + !
R+1 R+1

Es existieren sowohl fiir p > p, als auch fiir p < p_ keine inneren Losungen des Ma-

p- = und  py =

ximierungsproblems (). Fiir p < p_ gilt (II/?)(z) > 0. Zusammen mit der strengen
Konkavitit der Gewinnfunktion liefert das die Randlésung ¢ (p, u/) = z fiir alle p < p_.
Fiir p > p, ist die Ableitung der Gewinnfunktion an der Stelle Z negativ, d. h. die rechte
Ungleichung aus (f0) ist verletzt. Damit gilt auf Grund der strengen Konkavitidt von
(-, p, ) fiir alle p > py ¥(p, p/) = 7. Zusammenfassend lisst sich die Angebotsfunk-

tion unter den Bedingungen aus Annahme als

(

z @ 0<p<p-

bp, )= (K (R+Dp—p!) © p-<p<py (4.8)

T o p=py

formulieren.

4.3 Kostenfunktionen

Das Maximierungsproblem () und somit die Angebotsfunktion (X)) des Fond-

Managers bestimmen sich mafigeblich in Abhéngigkeit der jeweiligen Kostenfunktion.
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In diesem Abschnitt werden verschiedene Kostenfunktionen diskutiert. Diese Funktio-
nen besitzen lediglich Beispielcharakter, denn nicht alle erfiillen die Bedingungen aus
Annahme B3

4.3.1 Logarithmische Kostenfunktionen

Die logarithmische Kostenfunktion Kj,, : Ry — R, 2 +—— logx ist zweimal stetig
differenzierbar, streng monoton wachsend und streng konkav. Somit ist die Bedingun-
gen (iii) aus Annahme verletzt. Fiir t € N beliebig, aber fest, liefert das Maximie-
rungsproblem aus Gleichung (LH) fiir die logarithmische Kostenfunktion

1
o Yy := min {max {x—} a‘:} 4.9
wlg(p>:u> _7(R+1)p_luf 3 ( )
als Wertpapierangebotsfunktion. Die Funktion (-, /) ist fiir p = R“—jl unstetig und fiir

p > R”—f:l monoton fallend. Bis zum Wertpapierpreis in Hohe seines mit R + 1 abdiskon-
tierten subjektiven Erwartungswertes bietet der Fond—-Manager nicht mehr Wertpapiere
als notig an. Dann springt er fiir ein kleines Preisintervall auf das maximale Wertpapier-
angebot von . Mit weiter steigendem Wertpapierpreis nimmt das Wertpapierangebot —
auf Grund der steigenden Kosten — bis es das minimale Angebot von z erreicht, wieder
ab. Die Abbildung BTl zeigt Wertpapierangebotsfunktionen fiir die logarithmische, die

quadratische und die lineare Kostenfunktion.

‘
{
L 4 z L
puf pf +a Atpt
R+1 R+1 R+1
logarithmisch quadratisch linear

Abbildung 4.1: Wertpapierangebotsfunktionen fiir die logarithmische, quadratische und

lineare Kostenfunktion.
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4.3.2 Quadratische Kostenfunktionen

Mit der quadratischen Kostenfunktion K, : Ry — R4, 2 +— %xZ lautet die Wertpa-

pierangebotsfunktion des Fond—Managers

x D —'uf
= ~ R+1
Ygua(p, 1) = f
' _ H
J(R+Dp—p'}szh o p>
min {max{g,( +1)p—n }790} p R+1

( z+ p!
0<p<=
L P>
z+pf T+
= R+1p—ul <p<
(B4 1)p —n R+1 “P=Rr11
_ T+
: >
\ v b=

Sie ist stetig und monoton steigend im Wertpapierpreis p (vergleiche Abbildung ET]).
Dieser Verlauf ist intuitiv, da ein steigender Wertpapierpreis ein steigendes Wertpapier-
angebot nach sich zieht. Das Wertpapierangebot liegt iiber dem minimalen Angebot von
z, wenn der aktuelle Wertpapierpreis grofler als der mit R + 1 abdiskontierte subjek-
tive Erwartungswert des Fond-Managers ist. Ist dieser subjektive Erwartungswert sehr
hoch, so fithren nur sehr hohe aktuelle Wertpapierpreise zu einem Wertpapierangebot,
das grofer als x ist.

Die quadratische Kostenfunktion ist zweimal stetig differenzierbar, streng monoton
wachsend und streng konvex. Damit erfiillt sie alle Eigenschaften aus Annahme
Die in Abschnitt erzielten Ergebnisse gelten somit insbesondere fiir die quadratische

Kostenfunktion.

4.3.3 Lineare Kostenfunktionen

Im Fall linearer Kosten mit Ky, : Ry, — Ry, x — Ax + B, A, B > 0 liefert die

Bedingung erster Ordnung des Maximierungsproblems (EEH) fiir den Wertpapierpreis

_ A+pf
b= R+1

bietender Wertpapiere zwischen x und z. Dieser Umstand ergibt die unstetige Wertpa-

die Indifferenz des Fond-Managers zwischen allen moglichen Mengen anzu-
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pierangebotsfunktion (vergleiche Abbildung ELTI)

A+t
Lo - R+1
Viin(p,pi’) = : (4.10)
_ A+l
v R+1

Die lineare Kostenfunktion erfiillt lediglich die Bedingungen der strengen Monotonie aus
Annahme B3

4.4 Der Wertpapierpreis

Der marktraumende Wertpapierpreis einer beliebigen Periode bestimmt sich als der
hochste Preis, der die Gleichheit von Nachfrage () und Angebot (E8) garantiert. Die
Definition des Wertpapierpreises in Periode ¢ € N lautet somit

pe = max{peRy | plp,v)=v(p,p)}. (4.11)

Definition (EZITJ) ist analog zu der Wertpapierpreisdefinition fiir konstantes Wertpapier-
angebot aus Kapitel Bl (Definition (7)) und Kapitel B (Definition (BI0)). Das konstante
Wertpapierangebot wird durch die Angebotsfunktion des Fond—Managers ersetzt. Der
folgende Satz liefert Bedingungen, unter denen ein marktraumender Wertpapierpreis

existiert.

Satz 4.6
Die Annahme* [ sei erfiillt und es gelte vi({q # Rp}) > 0 fiir alle p € Ry. Weiter
erfiille die Kostenfunktion K(-) alle in Annahme [[.3 geforderten Eigenschaften. Dann

existiert ein marktrdumender Wertpapierpreis.

Beweis von Satz 4.6k

Die Surjektivitdt der aggregierten Wertpapiernachfrage auf R, (vergleiche Satz )
sowie die Stetigkeit und Monotonie der Wertpapierangebotsfunktion sichern, dass die
Menge {p eR, }(p(p, v) = (p, u! )} nicht leer ist. Das liefert nach Definition (ETTI) die

Existenz eines Wertpapierpreises. 0

Korollar 4.7
Die Annahmen 20 und [[-3 seien erfiillt. Weiter gelte v'({q # Rp}) > 0 fiir allep € R,

4

u® ist fiir alle i € T zweimal stetig differenzierbar, streng monoton wachsend, streng konkav und
beschréinkt. Das subjektive Wahrscheinlichkeitsma$ v, i € Z ist ein Borelma$ auf R (siehe Seite [[H).
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Ist die aggregierte Wertpapiernachfragefunktion streng monoton fallend, so besteht die

Menge {p € Ry|¢(p,v) = ¥(p,u’)} aus genau einem Element.

Unter den Bedingungen aus Korollar B ist die Menge in Definition (L)) einelementig.

In diesem Fall ist der marktraumende Wertpapierpreis durch die Nullstelle der Funktion

<2R+—>R, pl—>¢(p,y)—z/1(p,,uf),

gegeben. Es gilt p; = ¢71(0).

Nach Gleichung (EETI]) ist der Wertpapierpreis eine Funktion sdmtlicher subjektiver
Wahrscheinlichkeitsmafle und des subjektiven Erwartungswertes des Fond-Managers.
Diese ist fiir stetige Angebotsfunktionen und unter den Bedingungen von Satz EZ4] wohl-

definiert und lésst sich wie folgt schreiben

S:(PR)"xR, — R
(v,p!) — S, p)=max{p e Ry |p(p,v) =v(p,p')}  (412)

Definiere 1, als den Vektor aller subjektiver Wahrscheinlichkeitsmafie der Konsumenten
zum Zeitpunkt ¢ € N. Weiter bezeichne /' den subjektiven Erwartungswert des Fond—
Managers zum Zeitpunkt ¢ € N. Dann ist — analog zu den Ausfithrungen in Abschnitt
— der ex dividend Wertpapierpreis in Periode ¢ durch ¢, = S (v, u/*) determiniert. Der
cum dividend Wertpapierpreis in Periode t lautet ¢, = S(v;, p/*) + d,. Dabei bezeichnet
d; die Dividendenzahlung in Periode ¢. Der ex und der cum dividend Wertpapierpreis
sind nach Bohm & Wenzelburger (1999, 2002) 6konomische Gesetze. Diese beschreiben
die Entwicklung der Zustinde einer Okonomie unter Beriicksichtigung der Interaktionen
von Erwartungen und Dividendenzahlungen. Wie in Abschnitt ist der Wertpapier-
preis eine deterministische Funktion individueller Merkmale. Insbesondere spielen die
subjektiven Erwartungen sowohl der Konsumenten als auch des Fond-Managers eine
bedeutende Rolle. Der cum dividend Wertpapierpreis ist nur dann stochastisch, wenn
die Dividendenzahlungen stochastisch sind. Durch eine Spezifikation des Dividendenpro-
zesses ist die Entwicklung des Wertpapierpreises vollsténdig durch die in (BET2) definier-
te Funktion determiniert. Fiir feste und beliebige subjektive Wahrscheinlichkeitsmafe
v, und einen festen subjektiven Erwartungswert p/* ist der Prozess des cum dividend

Wertpapierpreises unter der Annahme® EZ10

S,y + Dy(): Q@ —R,, teN,

Die Dividendenzahlungen werden durch einen stationiren Markov-Prozess beschrieben (siehe Sei-

te E4)).
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ein stationdrer Markov—Prozess auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P).

Die Konsumenten und der Fond-Manager bilden in einer beliebigen Periode ¢ ihre Er-
wartungen iiber den Wertpapierpreis bzw. die Wertpapierrendite in Periode ¢+ 1, bevor
der aktuelle Wertpapierpreis in Periode t realisiert wird. Daher basieren die Erwartun-
gen der Konsumenten und des Fond—Managers lediglich auf den Informationen, die zum
Zeitpunkt ¢ — 1 erhaltlich sind. Erwartungswert und Varianz des cum dividend Wertpa-

pierpreises in Periode ¢ lauten
Ei1(q:) = S(w, Mf’t) +E:i (D) und Vi (q) = Vi (D).

Sowohl die subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafle der Konsumenten als auch der subjek-
tive Erwartungswert des Fond—-Managers beeinflussen den Erwartungswert des cum di-
vidend Wertpapierpreises. Die Varianz hingegen ist unabhéngig von subjektiven Grofien
und ausschliefSlich durch die Varianz des Dividendenprozesses bestimmt. Benutzen alle
Generationen das gleiche Wahrscheinlichkeitsmafl zur Bestimmung subjektiver Preiser-
wartungen, d. h. 14 = 14 fiir alle t € N, und veréndert auch der Fond-Manager seine
subjektiven Einschétzungen nicht, so ist der cum dividend Wertpapierpreisprozess le-
diglich eine Verschiebung des Dividendenprozesses um S(v;, u/*t).

Die hier vorgenommene Erweiterung des Basismodells um einen Fond-Manager, der ak-
tiv iiber das Wertpapierangebot entscheidet, verdndert nicht die Cobweb-Eigenschaft
der Wertpapierpreisfunktion®. Es ist eine Funktion auf dem Kreuzprodukt der subjek-
tiven Wahrscheinlichkeitsmafle der Konsumenten und dem R, . Somit héngt die Deter-
minierung des Wertpapierpreises nur von den Erwartungen iiber den Wertpapierpreis
(Wertpapierrendite) und nicht vom Wertpapierpreis selbst ab. Weiter hat die Wert-
papierpreisfunktion einen expectational lead’, d. h. in einer beliebigen Periode t werden
mithilfe der Mafle v, Erwartungen fiir Preise in Periode t+1 gebildet. Der Fond—Manager
hat ebenfalls in Periode ¢ subjektive Erwartungen fiir den Wertpapierpreis der néchsten
Periode.

Da der cum dividend Wertpapierpreis durch die Summe aus einer deterministischen und
einer stochastischen Komponente beschrieben wird, gehen sémtliche Eigenschaften des

Dividendenprozesses auf den Wertpapierpreisprozess iiber.

6Siehe auch die Erliuterungen auf Seite PZHf.
"Diese Bezeichnung ist der Arbeit von Bshm & Wenzelburger (1997) entnommen.
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4.5 Das Handelsvolumen

Durch die Einfithrung eines Fond—Managers, der in jeder Periode neu iiber die Héhe des
Wertpapierangebots entscheidet, bleibt die Anzahl gehandelter Wertpapiere nicht linger
exogen und konstant. Das Handelsvolumen — die Anzahl der in einer beliebigen Peri-
ode gehandelten Wertpapiere — ist eine endogene Grofle, die u.a. von den individuellen

Merkmalen der Konsumenten und des Fond—Managers determiniert wird.

Definition 4.8
t € N, v und pft seien beliebig, aber fest. Das Handelsvolumen bezeichnet die Anzahl
der zum Gleichgewichtspreis S(u!, u/t) gehandelten risikobehafteten Wertpapiere. Es

wird durch die Funktion
vol : (P(R))" xRy — Ry, (v, p"") — ¢ (S(w, ), Mf’t) (4.13)

bestimmt.

Mit Gleichung [ES), p_ = % und p, = fgff gilt fiir das Handelsvolumen (EE13)

e

z : 0< Sy, p) <p_
vol(vy, p*)y = ¢ (K')™ (R+ 1S, p"t) —pf) = po < S(vy, pht) < py . (4.14)

T Sy, pt) >py

\

Diese Schreibweise verdeutlicht, dass das Handelsvolumen einer beliebigen Periode deter-
ministisch ist. Es hdngt insbesondere von den subjektiven Erwartungen der Konsumen-
ten und des Fond-Managers in der betrachteten Periode ab. Gilt v := v, und pf := p/*
fiir alle t € N, so ist das Handelsvolumen unabhéngig von der jeweils betrachteten Pe-
riode. Weiter ist der ex dividend Wertpapierpreis fiir das Handelsvolumen (BI4]) von
Bedeutung. Die Dividendenzahlungen haben jedoch keinerlei Einfluss auf die Anzahl

gehandelter Wertpapiere. Die Bedingung der Marktraumung liefert

UOZ(Vta qu,t) = @(S(Vta qu)’ Vt)‘

Das (gleichgewichtige) Handelsvolumen entspricht somit der aggregierten Wertpapier-

nachfrage zum marktriumenden Wertpapierpreis S(vy, ).
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4.6 Das Vermogen des Fond—Managers

Durch die Annahme iiber die Zeit unverdnderlicher Konsumentencharakteristiken und
eines konstanten subjektiven Erwartungswertes des Fond—Managers sind der markt-
raumende Wertpapierpreis und das Handelsvolumen ebenfalls Grofien, die perioden-
unabhéngig sind und iiber die Zeit konstant bleiben. Fiir das Vermogen des Fond-
Managers® gilt das jedoch nicht. Definiere w(p) := w > 0 fiir alle p > 0. Weiter wird
der marktrdumende Wertpapierpreis in Periode ¢ fiir ¢ € N mit p; bezeichnet. Das
Handelsvolumen in der Periode ¢ wird durch z; beschrieben. Zusétzlich gelte py := 0
und xy := 0. Nach Definition des Vermogens (3)) gilt unter Annahme

wi(p) = Ruwy(p) — K(xo) +[(R+1)po—plze = Ruw,
wa(p) = R*w—K(x1)+ [(R+ 1)p1 —pla,
ws(p) = R’w—RK(x1)+ R[(R+ 1)p1 — p| 1 — K(x2) + [(R+ 1)p2 — p] 22,

w,(p) = Rw—R™?K(z))+R?[(R+1)p, — p| oy
~R'"7K (29) + RT3 [(R+ 1)py — p 29
— .. — Kz )+ [(R+ 1)pi1 — pl oy

= Rtw + Z Rt_i [—K(lﬂz_l) + [(R + 1)]%‘—1 — p] ZEi_l] . (415)

Gleichung (ETH) beschreibt das Vermogen des Fond-Managers in Periode ¢ als Funk-
tion des Wertpapierpreises p. Diese ist monoton fallend. Der ,, Vermogenszuwachs® in
Periode t ist positiv, wenn die Kosten K(z; 1) in Periode t — 1 fiir die Wertpapier-
ausschiittung kleiner als der Ertrag aus dem Wertpapierverkauf [(R+ 1)p;—1 — p] 241
sind. Ist dieser Ertrag kleiner als Null, d. h. der heutige Wertpapierpreis ist grofer als
(R 4 1)p;_1, so ist der Vermogenszuwachs fiir jede beliebige Kostenfunktion, die den
Bedingungen aus Annahme geniigt, negativ.

Bleiben die subjektiven Charakteristiken der Konsumenten und des Fond-Managers
iiber die Zeit konstant, so lésst sich die Schreibweise des Vermoégens mithilfe der Sum-

menformel fiir die geometrische Reihe weiter vereinfachen. Es gilt

w(S(v, 1)) = R'w+ [RS(v, p)vol(v, ul) — K (vol(v, p'))]

(1+R+R*+R+...+ R
Rt+1_1

= Rw+ [RS(v, plJvol(v, p') — K (vol (v, )] ——

(4.16)

8Vergleiche Definition auf Seite
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Fiir konstante Charakteristiken der Konsumenten und des Fond-Managers ist das
Vermogen in allen Perioden entweder stets positiv oder negativ. Es gibt fiir den Fond—
Manager keine Moglichkeit ein negatives Vermdégen zu konsolidieren. Fiir w > 0 und
K(vol(v,ph)) < R S(v, u)vol(v, p') ist das Vermogen des Fond—Managers im Zeit-
verlauf stets positiv, streng monoton wachsend und unbeschréankt. Das Vermogen des
Fond-Managers kann aber auch Null sein. Dies ist fiir w = 0 genau dann erfiillt, wenn
der Wertpapierpreis gerade den mit R abdiskontierten ,,Stiickkosten des Handelsvolu-

mens” entspricht, d. h. es gilt

1 K(vol(v,u'))
) = R

4.7 Erwartungstreue Prognosen

Wie in Abschnitt B2 dargelegt, ist die tatséchliche Verteilung des cum dividend Wert-
papierpreises im Allgemeinen nicht identisch mit der, die die Konsumenten zur Bildung
ihrer subjektiven Erwartungen benutzen. Die Erweiterung des Modells aus Kapitel
um einen Fond—Manager macht die Anpassung der Definition ZTTl der erwartungstreuen
Markov—Kerne notig. Dazu definiere U|D = R, den Markov—Kern, den die Konsu-
menten zur Bestimmung ihrer Prognosen zukiinftiger cum dividend Wertpapierpreise
benutzen. Dann ist v} = 1)y, fiir alle ¢ € Z die subjektive Verteilung fiir den zukiinftigen

cum dividend Wertpapierpreis in Periode ¢ + 1.

Definition 4.9

Der subjektive Erwartungswert u/ > 0 sei beliebig, aber fest. Weiter sei die Funkti-
on S aus Gleichung ([-13) gegeben. Dann heifit ein Markov-Kern U|D = R, u/-
erwartungstreu, falls fir alle d, € D undt € N

S(Way i) + E(Drp) = / (dy,dg) (4.17)

Ry

gilt.

Nach Definition erzeugen 1/ —erwartungstreue Markov-Kerne gerade solche subjek-
tiven Erwartungswerte, die mit den objektiven Erwartungswertes entlang aller Orbits
des Preisprozesses iibereinstimmen. Diese Uberlegungen setzen einen beliebigen, aber
festen Erwartungswert des Fond—Managers iiber den ex dividend Wertpapierpreis der
néchsten Periode voraus. Dieser subjektive Erwartungswert des Fond—Managers wird

im Allgemeinen nicht mit dem objektiven des Wertpapierpreises iibereinstimmen.



KAPITEL 4. VARIABLES WERTPAPIERANGEBOT 101

Definition 4.10
Die Funktion S aus Gleichung ([{-13) sei gegeben. Dann heifit ein Markov—Kern V|D —>
R, erwartungstreu, falls fir alle d; € D und t € N die Gleichungen

S(\I]dta ,Uf) + Et(DtJrl) = /qu(dta dQ) und S(\det7 :uf) = :uf (418>

R4

erfillt sind.

Definition ET0 fordert die Rationalitdt der Erwartungen der Konsumenten und der
des Fond-Managers. Die Benutzung des erwartungstreuen Markov-Kerns liefert entlang

aller Orbits des Systems rationale Erwartungen.

4.8 Identische Konsumenten

Dieser Abschnitt widmet sich der Analyse einer speziellen Klasse von Nutzen— und
Kostenfunktionen. Die Okonomie besteht aus N > 0 identischen Konsumenten mit
Mittelwert—Varianz—Préferenzen und einem Fond-Manager, der eine quadratische Ko-
stenfunktion besitzt. Die Homogenitédt der Konsumenten impliziert die vollstdndige
Marktteilnahme, falls ein marktraumender Wertpapierpreis existiert. Somit handeln ent-
weder alle Konsumenten oder niemand auf dem Wertpapiermarkt. Das Handelsvolumen

wird durch die Charakteristiken der Konsumenten und des Fond-Managers bestimmt.

4.8.1 Der Wertpapierpreis

In Anlehnung an die Schreibweise aus Kapitel Bl sei der subjektive Erwartungswert al-

ler N Konsumenten mit ¢ > 0 und die subjektive Varianz mit o2

> 0 gegeben. Die
Erstaustattung wird mit e > 0 und der Koeffizient der absoluten Risikoaversion mit
a > 0 bezeichnet. Dann determiniert

(p, a, p,0%) = N-maX{O,min{M_Rp,E}}. (4.19)

ac? ' p

die aggregierte Wertpapiernachfrage ¢(-, o, i1, 0?) : Ry — R,. Diese Definition erfolgt
analog zu Gleichung (B]). Unter Annahme B iber die Hohe des Vermogens gilt fiir
die Wertpapiernachfrage aus Gleichung (EZT9)

o(p,a, p,0%) =
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Die Kostenfunktion des Fond-Managers K : R, — R, sei quadratisch und durch

K (z) := 32? definiert. Diese Funktion erfiillt alle Bedingungen aus Annahme Dann

liefert das Maximierungsproblem (FEH) die Angebotsfunktion®

( z+
c 0<p< =
- P=T7+
') = $ (R+1)p—pf shpl T (4.20)
’ P=i - Rry1 SP="Rr11 '
_ T+ pf
: >
( tP=TR
Mit p_ := %;f flf und py = ?ﬁf ist diese Funktion auf dem Intervall |p_, p.] streng mo-

noton steigend im Wertpapierpreis p. Fiir sehr hohe Wertpapierpreise bietet der Fond—
Manager die Hochstzahl vorhandener Wertpapiere an. Sehr kleine Preise korrespondieren
zum Mindestangebot an Wertpapieren. Ein steigender subjektiver Erwartungswert des
Fond-Managers verringert sein Angebot. Steigt die risikolose Rendite, so erhoht sich
auch sein Wertpapierangebot.

Fiir festes , u und o2 bezeichne @(p) := ¢(p, a, p, o) die Wertpapiernachfrage. Dann
definiert

(1 (, _ac’ L B(p) <
=ln——rz) + e)<z

- ~ Nu+ ac?py!
S(u) =S 2 ) =

1( —aoc® L @(py) > 7
| plemyE) ez

den marktraumenden Wertpapierpreis. Dieser stimmt fiir ¢(p_) < z bzw. fir p(p) > =
qualitativ mit dem aus Gleichung (BI7) in Abschnitt BZZ2 Der marktraumende Wert-
papierpreis ist nur dann eine ,innere“ Losung, d. h. das Wertpapierangebot des Fond-—
Manager und die Wertpapiernachfrage der Konsumenten sind keine Randlésungen der

betreffenden Maximierungsprobleme, wenn
plp—, o, p,0%) >z und  @(py,a,p,0%) < (4.22)

gilt. Auf Grund dieser Ungleichungen ist der marktraumende Wertpapierpreis aus Glei-

9Die allgemeine Losung des Maximierungsproblem ist in Gleichung ) auf Seite @2 beschrieben.
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chung (2] zu

( 1 ac? ' S
R Nt =T

5 Nu+ ao?uyf .
S(a, 0 p?) = RO+ RN | IS <3 (4.23)

1( 0402_) .
—|p———= x>

. R N
dquivalent, wobei die Definition

(R+1)u— Ry
* .= N . 4.24
v (R+ 1)ao? + RN (424)

gilt. Fiir x < 2* < T wird sich zeigen, dass die Hohe des (marktrdumenden) Handelsvo-
lumens mit z* iibereinstimt. In Tabelle LTl sind die komparativ—statischen Ergebnisse

des marktraumenden Wertpapierpreises zusammengefasst.

Fall 0 a | p|o? ,uf R|N|z|z
z>a | Sl o) || = |+ | -] 0| =|+]|-]0
>z | Slepopd) || =+ =0 | -]+ -
g<a <z |Spo’ )| -+ - |+ |- |+ 0

Tabelle 4.1: Komparative Statik des marktraumenden Wertpapierpreises.

Es zeigt sich, dass groflerer Optimismus des Konsumenten ebenso wie héhere Preiserwar-
tungen des Fond—Managers zu hoheren Wertpapierpreisen fithren. Steigende Risikoaver-
sion bzw. steigende subjektive Varianzen senken den Wertpapierpreis. Dieses Ergebnis
ist identisch mit dem im Fall eines konstanten Wertpapierangebots!'®. Der Einfluss der
risikolosen Rendite ist negativ. Ein Anwachsen der Population fiihrt in allen drei Féllen
zu einem hoheren Wertpapierpreis. Mit wachsender Population nimmt der Einfluss der
Konsumenten auf den Wertpapierpreis iiber ihre Risikoaversion und ihre subjektiven
Varianzen ab. Der subjektive Erwartungswert gewinnt jedoch an Bedeutung. Der sub-
jektive Erwartungswert des Fond—Managers wird mit zunehmender Population immer

unbedeutender. Wegen!!

. R+ 1)p— Ryt
A}im Sla,p, 0%yl = % fiir alle o, p, 02, ' und§<( i )g Mooz

10Vergleiche Abschnitt

(R+1)

_Rru!
Hst die Ungleichung z < +R“ < F verletzt, so existiert ein N’ > 0 fiir das die Ungleichung

x < x* < T nicht mehr erfiillt ist. Der Grenzwert des Wertpapierpreises fiir x > x* bzw. z* > 7 ist
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determinieren ausschliellich der subjektive Erwartungswert der Konsumenten und die ri-
sikolose Rendite den Grenzwert des Wertpapierpreises fiir eine beliebig grofle Population
identischer Konsumenten. Der Wertpapierpreis bleibt nach oben beschréankt. Der sub-
jektive Erwartungswert des Fond-Managers spielt jedoch keine Rolle. Je optimistischer
die Konsumenten sind, desto mehr kostet ein Wertpapier. Dabei ist es unbedeutend, wie
hoch die Risikoaversion oder die subjektive Varianz ist. Je mehr Konsumenten auf den
Markt strémen, desto geringer wird der Einfluss der Konsumenten iiber die Risikoaver-
sion und die subjektive Varianz auf den marktraumenden Wertpapierpreis.

Abbildung zeigt eine mogliche aggregierte Wertpapiernachfrage— und eine Wertpa-
pierangebotsfunktion. Dabei bezeichnen p den marktrdumenden Wertpapierpreis und &
das zu diesem Preis korrespondierende Wertpapierangebot. Die Ungleichungen (E22)

sind hier erfiillt.

N s
j- n
o(p, o, pi, 0%) U(p, pf)
:”i. 4
x
i p, N p: 122 p
R+1 p + R

Abbildung 4.2: Aggregierte Wertpapiernachfrage und Wertpapierangebot.

Die Wertpapiernachfrage ist Null, wenn der Wertpapierpreis grofier als % ist. Fiir Wert-

w

77 entspricht das Wertpapierangebot lediglich dem Minimalan-

papierpreise mit p <

offensichtlich. Fiir z < 2* <  gilt

Oéo'zuf

.= o N | S A

1\}1_1205(04;#7‘7 1 )—J%M+R_
N

s
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gebot von z, denn in diesem Fall verkauft der Fond-Manager die Wertpapiere zu einem
geringeren Preis als denjenigen, den er fiir die nédchste Periode erwartet. Tréafen seine
Erwartungen ein, so machte er Verluste. Erst fiir Preise, die grofler als R”—f:l sind, ver-
kauft der Fond-Manager seine Wertpapiere teurer als er sie in der folgenden Periode zu
kaufen erwartet. Allerdings muss er zusétzlich die Kosten fiir den Verkauf tragen. Erst
fiir Preise, die grofler als p_ sind, ist der erwartete Ertrag des Wertpapierverkaufs po-
sitiv. Die folgende Annahme schlieft die Existenz von Wertpapierpreisen aus, zu denen
die Konsumenten nichts mehr nachfragen und der Fond-Manager , glaubt®, dass der

morgige Wertpapierpreis hoher als der aktuelle ist.

Annahme 4.11

Fiir die subjektiven Erwartungswerte der Konsumenten und des Fond—Managers gelte

1 !

R~ R+l

Die Annahme EETT]ist in Abbildung 22 erfiillt. Aulerdem gilt unter Annahme BT stets
x* > 0. Das folgende Resultat zeigt, unter welchen Bedingungen der marktrdumen-
de Wertpapierpreis immer grofler als der abdiskontierte subjektive Erwartungswert des

Fond-Managers ist.

Lemma 4.12

Seien p, pf, o, 02, x und T beliebig, aber fest. Weiter sei die Ungleichung

N B+ Du— Ryl
(R+1)ac?+ NR

erfillt. Dann gilt unter Annahme [{.1]]

(4.25)

S 2uly >
(a7u707u) R+1

Beweis von Lemma .12k

Ist die Ungleichung (220 erfiillt, so ist der marktraumende Wertpapierpreis durch

Nu+ ao?u?
ac?(R+1)+ NR

g(a, 22 027 :uf) =

gegeben. Zu zeigen ist nun

Nptao?y! — pf
ac?(R+1)+ NR R+1

Diese Ungleichung ist jedoch dquivalent zu der Ungleichung

g e
R R+1
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Das ist aber die Bedingung aus Annahme ETT O

Der Wert aus Lemma EET2, der grofler als z und kleiner als Z sein muss, stimmt mit dem

in Gleichung (E24)) definiertem z* iiberein.

4.8.2 Das Handelsvolumen

Das Handelsvolumen ist laut Definition fiir identische Mittelwert—Varianz—Praferen-

zen und einer quadratische Kostenfunktion des Fond—Managers durch

vol(a, p, 0%, p!) = w(S (oz,u,az,uf),uf>

( r x>t
_ (R+1)p— Ry _
= N - : <z <
ac?(R+ 1)+ NR L=
L T >
( x x>
= o oz<at<z (4.26)
T x>

definiert!?. In Tabelle sind die komparativ—statischen Ergebnisse des Handelsvolu-

mens fiir den Fall z < 2* < T zusammengefasst.

0 a|lpl|o®|w |R|N

UOZ(O%M,UQaMf) — |t - — || *

Tabelle 4.2: Komparative Statik des Handelsvolumens.

Es zeigt sich, dass das Handelsvolumen mit steigender Risikoaversion und steigender
subjektiver Varianz der Konsumenten sinkt. Optimismus (gemessen in subjektiven Er-
wartungswerten der Konsumenten) erhoht das Handelsvolumen. Der subjektive Erwar-
tungswert des Fond-Managers geht negativ in das Handelsvolumen ein. Ein héherer
Wert des subjektiven Erwartungswertes ist gleichbedeutend mit einer pessimistischeren
Einschitzung des Fond—Managers in Bezug auf seine , Ertragsaussichten in der kom-

menden Periode. Je ,,schwirzer® er diese Aussichten einschétzt, desto geringer wird sein

2Fiir die Definition von z* sieche auch Gleichung [EZZ) auf Seite
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Wertpapierangebot und letztlich das Handelsvolumen ausfallen. Ein Anstieg der risi-
kolosen Rendite fiihrt zu einer erhéhten Investition in die risikolose Anlage und senkt
damit das Handelsvolumen der risikobehafteten Wertpapiere. Mit wachsender Popu-
lation nimmt das Handelsvolumen zu. Dieses Resultat tragt der Intuition Rechnung,
dass viele identische Konsumenten mehr Wertpapiere als wenige identische Konsumen-
ten nachfragen. Im Fall unterschiedlicher Konsumenten wird das im Allgemeinen nicht
stimmen!3. Wird die Population beliebig grof}, verschwindet der Einfluss der Konsumen-
ten durch ihre Risikoaversion und ihre subjektiven Varianzen auf das Handelsvolumen.
Das Handelsvolumen bestimmt sich dann im wesentlichen aus der Differenz der subjek-

tiven Erwartungswerte von Konsumenten und Fond-Manager.
Lemma 4.13
Annahme [{_11] sei erfillt. Weiter gelte

(R+1)p— Ry
<
+ R

< I (4.27)

Dann gilt fiir das Handelsvolumen

R+1
lim vol(a, 0% puf) = “op— pf

. 9 f
N—oo R fiir alle o, pu, 0= und p’ .

Beweis von Lemma E. T3

Es gilt unter Bedingung ([EE27) fiir alle a, i, 0 und uf

N [(R+1)u— Ry']

lim vol(a, p, 0%, pf)

N—o0 ~ Nox N[2Z(R+1) + R|
(R+1)u— Ry
7 :
Das ist die Behauptung. O

Der Einfluss der Risikoaversion und der subjektiven Varianz nimmt — wie Lemma
zeigt — mit Anwachsen der Population ab und wird unbedeutend. Ein &hnliches Ergebnis
gilt auch fir den marktraumenden Wertpapierpreis. Das Ergebnis aus Gleichung (E22H)
bestétigt, dass sowohl die Risikoaversion als auch die subjektive Varianz ihre Bedeutung
fiir den Wertpapierpreis mit Anwachsen der Okonomie verlieren.

Die Abbildung enthilt sowohl die Konturlinien des Wertpapierpreises als auch die
des Handelsvolumens. Dabei wird die Risikoaversion und die subjektive Varianz der

Konsumenten auf Eins gesetzt, d. h. es gilt a = 0% = 1. Weiter gilt fiir die risikolose

13Vergleiche die Ergebnisse aus Abschnitt E3, in dem N Konsumenten mit verschiedenen Mittelwert—

Varianz—Préferenzen vorgestellt wird.
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Rendite R = 1.02 und fiir die Anzahl der Konsumenten in der Okonomie N = 1. Die von
links oben nach rechts unten verlaufenden Konturlinien korrespondieren zum Wertpa-
pierpreis und die von links unten nach rechts oben verlaufenden zum Handelsvolumen.
Beide Typen von Konturlinien werden in Abhéngigkeit des subjektiven Erwartungswer-
tes der Konsumenten und des subjektiven Erwartungswertes des Fond—Managers dar-
gestellt. Thr Verlauf bestétigt die komparativ—statischen Ergebnisse aus Tabelle BTl und
Tabelle Sowohl der Wertpapierpreis als auch das Handelsvolumen steigen mit zu-
nehmendem Optimismus der Konsumenten. Sinkender Optimismus des Fond-Managers
hingegen fiihrt zu einem hoheren Wertpapierpreis, aber gleichzeitig sinkt das Handels-

volumen.

o

\ AN AN

i i i i i
4 8 12 16 20 24 28

Subjektiver Erwartungswert des Fondsmanagers
6

Subjektiver Erwartungswert der Konsumenten

Abbildung 4.3: Konturlinien des Wertpapierpreises und des Handelsvolumens fiir eine

Okonomie mit einem Konsumenten.

Sei vol > x ein beliebiges, aber festes Handelsvolumen. Dann bezeichnet die Funktion

R+1 — [R+1ao?
f = - /| — 1
wn) R MY { R N }
die Konturlinie zum Niveau vol. Thre Steigung betréagt % und ist somit ausschlieflich

durch die risikolose Rendite bestimmt. Insbesondere ist die Anzahl der Konsumenten in
der Okonomie fiir die Steigung der Konturlinien unbedeutend. Dieses Resultat verdeut-
licht sich in dem Vergleich der Abbildung mit Abbildung B2 B3] und B3 im
Anhang. Es zeigt sich, dass sich die Anzahl der gehandelten Wertpapiere erhoht, wenn

die Anzahl der Konsumenten in der Okonomie wichst. Die Steigung der Konturlinien
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hingegen bleibt unveréndert. Anders ist das fiir die Konturlinien des Wertpapierprei-
ses. Die Funktion pu/(u) besitzt — fiir festes Preisniveau — die Steigung —OT]XQ. Diese
héngt mafigeblich von der Populationsgrofie ab und wird (betragsméfig) fiir unendlich
grofle Populationen unendlich grofl. Das wird auch in den Abbildungen - deut-
lich. Bereits fiir N = 50 ist der Betrag der negativen Steigung der Konturlinien des
Wertpapierpreises sehr grof3; und die Konturlinien sind nahezu senkrecht. Mit wachsen-
der Population wird der Einfluss des Fond—Managers auf den Wertpapierpreis immer

unbedeutender, und es spielt fast keine Rolle, welchen subjektiven Erwartungswert er

besitzt.

4.8.3 Das Vermoégen des Fond—Managers

Das Vermogen des Fond—Managers in einer beliebigen, aber festen Periode t € N be-
rechnet sich nach Gleichung (E1H) als

R -1

wile 0 pl) = R+ =

wobel die Definition

N(u(R+1) = Rp)

W 2t
(aaua(jaﬂ) 2(0[0'2(R+1)+NR)2

- [N(u(R = 1) + Rul) + 2Rac’ ]

benutzt wird. Fir x < 2" < Z und unter Annahme FTT] ist das Vermogen in jeder
Periode t positiv. Wegen lim; .. wy(c, i1, 0%, /) = oo wird fiir einen unendlichen Zeit-
horizont das Vermogen des Fond-Managers beliebig grof8. Fiir z > x* und z* > = héngt
das Vorzeichen des Grenzwertes vom Optimismus der Konsumenten ab. Offensichtlich

gilt fir z > 2~

—00 " <1<°%2+%)
tlim wila, o, pl) =
0o :op Zz(‘%ﬂﬁ)
und fir z* > z
= [ ac? 1
—00 ol <$<T+§)

tlim wio, pyo?, ) =

8
=
V4
8l
S
=3,
+
N | —
—
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Somit ist fiir konstante subjektive Erwartungen das Vermogen des Fond-Managers ent-
weder in jeder Periode positiv und im Zeitablauf wachsend, oder es ist iiber die Zeit
monoton fallend und in jeder Periode negativ. Der Fond-Manager hat — solange seine
subjektiven Erwartungen konstant und unveranderlich sind — keine M6glichkeit, ein po-
sitives Vermogen zu ,erwirtschaften®, wenn es in der ersten Periode negativ ist. Somit
gibt es keine Probe- oder Lernzeit fiir den Fond-Manager, um sich im Zeitablauf an
seine Aufgabe zu gewthnen und immer besser zu agieren. Selbst bei einem maximalen
Wertpapierangebot von z kann das Vermogen des Fond-Managers bei groflem Opti-
mismus der Konsumenten dauerhaft negativ sein. Fiir x > «* und z* > Z besitzt der
Fond-Manager keinen Einfluss auf den marktrdumenden Wertpapierpreis, da dessen Be-
stimmung unabhéngig von seinem subjektiven Erwartungswert erfolgt. Die Tabelle
enthélt die komparativ-statischen Ergebnisse des Vermogens fiir die drei Félle x > ™,
z < z* <z und 2* > 7. Die Sternchen (*) in der Tabelle bedeuten, dass das Vorzeichen

der partiellen Ableitung nicht eindeutig ist.

Fall 0 alplo| W/ |R|N|z|z
z>a" | wla,po® p)d) | =+ =0 | *|+]*]0
<t <T|wlapa )| = |+ [ = |+ |*]+]0]0
v* 27 |wlopa® ) |~ |+ ] -0 *F | +]0*

Tabelle 4.3: Komparative Statik des Vermégens.

Alle in Tabelle betrachteten Fille zeigen, dass der subjektive Erwartungswert
der Konsumenten stets einen nicht unbedeutenden Einfluss auf das Vermogen des
Fond-Managers hat. Sein eigener subjektiver Erwartungswert allerdings spielt fiir sein
Vermégen nur dann eine Rolle, wenn das Handelsvolumen im Intervall (z,z) liegt. In
diesem Fall fithrt sinkender Optimismus des Fond-Managers zu einer Vermdogenssteige-

rung.

Lemma 4.14
Die Annahme [{.1]] sei erfillt und es gelte v < x* < z. Dann ist die partielle Ableitung

des Vermégen nach dem subjektiven Erwartungswert des Fond-Managers positiv.

Beweis von Lemma B 14k

Die partielle Ableitung

Nu —2Rao?® — NRuf + ao®Rp
((R+1)ao? + NR)?

0 2 Y —
a—,ufW(OQ,uao-wu) = NR
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ist positiv, wenn die Ungleichung
p[N+ac®(R+1)] > Ryl (2a0®+ N)

gilt. Diese ist dquivalent zu

W f 2a0% + N
R N+ ac?(R+1)
A
und ist auf Grund der Annahme EETT] erfiillt. Das liefert die Behauptung. 0

Tabelle unterstreicht den bedeutenden Einfluss der Anzahl der Konsumenten in
der Okonomie auf das Vermogen des Fond-Managers. Dieses wichst mit steigender

Konsumentenzahl, ist aber nach oben beschrinkt. Es gilt fiir alle ¢ := (o, p, 02) und p/

(

alp—35] + x>yt
: f t R -1 > [prat]? R+1
]\;linoowt(ﬁ,,u):RW'f‘ﬁ %—5[” R”i| : g<%u—,uf<f (429)
\ Tlu=3] « Fu-pzz

Die obere Schranke des Vermogens des Fond-Managers bestimmt sich im Fall einer
inneren Handelslosung aus den subjektiven Erwartungswerten der Konsumenten und des
Fond-Managers sowie aus der risikolosen Rendite. Bietet der Fond—-Manager konstant x
oder ¥ Wertpapiere an, so hangt die obere Schranke seines Vermogens nicht mehr von
seinem subjektiven Erwartungwert ab. Weiter kann das Vermogen des Fond-Managers
in allen drei betrachteten Fillen negativ werden. Dieses ist insbesondere fiir sehr grofien

Optimismus der Konsumenten méglich.

4.8.4 FErwartungstreue Prognosen

Nach Abschnitt BZ1 werden diejenigen subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafe als pf—er-
wartungstreu bzw. erwartungstreu bezeichnet, deren erste Momente mit dem objektiven
Erwartungswert des cum dividend Wertpapierpreises iibereinstimmen. Der subjektive
Erwartungswert des Fond-Managers ;f > 0 sei beliebig, aber fest, und es gelte z <
x* < z. Dann schreibt sich unter den Annahmen und ZT6 Gleichung ([EI7) als
N aoc’uf !
aa2(g: 0 +uRN +old) =

und liefert
g(d) [ac®*(R + 1) + RN] + ao?uf
ac (R+1)+ (R—1)N

(d, o, 0 it (4.30)
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als Losung. Offensichtlich ist fi(d, o, 02, uf) fiir alle d, «, 0 und pu/ stets positiv und
korrespondiert zu einem pf-erwartungstreuen Markov-Kern, der Orbits mit rationalen
Erwartungen generiert. Mit steigender Risikoaversion bzw. steigender subjektiver Vari-
anz der Konsumenten wird fi kleiner. Ebenso fithrt ein Anstieg der risikolosen Rendite
zu einem kleinerem fi. Nur, wenn entweder die Anzahl der Konsumenten oder der sub-
jektive Erwartungswert des Fond—Managers ansteigen, wird auch der ,,erwartungstreue
Erwartungswert® der Konsumenten gréfler. Somit korrespondiert ein erwartungstreu-
er Markov—Kern der Konsumenten fiir zunehmenden Pessimismus des Fond—Managers
immer mit Optimismus der Konsumenten. Die Tabelle EE4] fasst die Ergebnisse der

komparativ-statischen Analysen zusammen.

0 ald®|u/ |R|N
aldayo® ) || = | = |+ |- | +
flda,o®) | = | =0 ||+
il (d,a,0%) || —| =10 |—|+

Tabelle 4.4: Komparative Statik der erwartungstreuen Prognose.

Die Berechnung der in Definition determinierten erwartungstreuen Markov-Kerne
verlduft analog zu der der u/—erwartungstreuen. Fiir d > 0 und z < 2* < Z lautet das
Gleichungssystem (EIS)

Nu+ ao?u?
ao?(R+1) + RN

Ny + ao?u?

f
a?(R+ 1) + BN ¢

(d) = p und = u

und liefert

jld.0.0?) 1= gld) T (4.31)
ﬂf(d,Oé,o'z) = g(d)QJQR—l—](VR— 1)N (432)

als Losung. Beide Werte sind fiir alle d, o und o2 stets positiv. fi(d, o, o%) korrespondiert
zu einem erwartungstreuen Markov-Kern, der Orbits mit rationalen Erwartungen ge-
neriert. Zuséatzlich hat auch der Fond—Manager rationale Erwartungen. Die Tabelle EE4]
enthélt auch die Ergebnisse der komparativ—statischen Analysen fiir die erwartungs-
treuen Prognosen. Beide Funktionen /i und /i/ steigen mit zunehmender Risikoaversion,
subjektiver Varianz und risikoloser Rendite. Ein Anstieg der Anzahl der Konsumenten

in der Okonomie erhéht fi und fif. Benutzen die Konsumenten /i und der Fond-Manager
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i/ als Erwartungswerte, so werden

NR
ac?R+ N(R— 1)

g9(d)

Wertpapiere gehandelt. Mit steigender Anzahl an Konsumenten in der Okonomie nimmt
das Handelsvolumen unter rationalen Erwartungen zu. Fiir zunehmende Risikoaversion,

subjektive Varianz und risikolose Rendite wird das Handelsvolumen jedoch geringer.

4.8.5 Risikozuschlige

Der Quotient aus cum dividend Wertpapierpreis in Periode t+1 und ex dividend Wertpa-
pierpreis in Periode ¢ beschreibt den risikobehafteten Wertpapierertrag in Periode ¢ + 1.
Damit definiert

( RN S
ot x>
Ny — aoc’x T

S , 7 27 f +D 2R ]_ RN
(o, p,0 ,u2) t+1—R:1—R+Dt+1' ao”(R+1) + Cor<at<zI
S(a, p, 02, i) Nu+aopt
RN £ =

ot x T

\ Ny — aoc?z -

den Risikozuschlag in Periode t 4+ 1. Er wird negativ, falls fiir w € €,
( R-—1

R—N(N,u —ao’z) x>
R —1)Nu+ ac?uf _
Dipi(w) < ( *
r1(w) 0o (R+ 1) + RN r<at<T
%(N,u —ao’T) . a2t >1I

gilt. Damit konnen nur dann positive Risikozuschlédge erzielt werden, wenn die Divi-
dendenzahlung grofler als die Zinsen sind, die ein Konsument erhélt, wenn er den Wert
eines risikobehaftetes Wertpapieres risikolos zum Zinssatz R — 1 anlegt, d. h. es muss
Diyi(w) < (R—=1)S(a, 1, 0% p') gelten. Unter den Annahmen und TG definiert

( RN > o
— >
Ny — aoc’x -
2
MEP(d,O{,M,Oz’,uf) :1_R+g<d) 2 (R+1)+RN : £<x*<f-
Nup + ao?pt
RN £ >
T >
L Ny — ao?z -
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den bedingten Erwartungwert des Risikozuschlags als Funktion der Dividendenzahlun-
gen, der Risikoaversion, des subjektiven Erwartungswertes und der subjektiven Varianz
aller Konsumenten und des subjektiven Erwartungswertes des Fond—Managers. Mit Zu-
nahme der Risikoaversion der Konsumenten nimmt der erwartete Risikozuschlag eben-
falls zu. Auch ein Anstieg der subjektiven Varianz fiihrt zu einem hoheren erwarteten
Risikozuschlag. Dieser sinkt, falls die Konsumenten optimistischer werden. Der sub-
jektive Erwartungswert des Fond—Managers spielt nur im Fall einer ,inneren“ Losung,
d. h. fiir z < 2* < 7, eine Rolle. Ein Anstieg dieses Erwartungswertes impliziert einen
sinkenden erwarteten Risikozuschlag. Ein positiver Einfluss des Anstiegs der risikolosen
Rendite erfolgt, falls zusétzliche Bedingungen erfiillt sind. Diese werden in dem folgen-

den Lemma hergeleitet.

Lemma 4.15
Es gelte x < x* < x. Dann st der Einfluss der risikolosen Rendite auf den erwarteten

Risikozuschlag positiv, falls fir alle d € D die Ungleichungen
gld) > p und g(d) > pf
erfillt sind.

Beweis von Lemma .15k

Die partielle Ableitung des erwarteten Risikozuschlags lautet

0 N(g(d) — p) + ao®(g(d) — pf)
— MEP(d 2 =
aR ( ,CY,M,O-,/,L) N,u—l—OéUQ,uf

Daraus folgt sofort die Behauptung. 0

Lemma 4.16
Das Angebot an Wertpapieren sei entweder gleich x oder gleich T. Dann ist der Einfluss
der risikolosen Rendite auf den erwarteten Risikozuschlag positiv, falls fir alle d € D

die Ungleichung

gld) > p
erfillt ist.

Beweis von Lemma H. 16k

Die partielle Ableitung des erwarteten Risikozuschlags lautet

5, N(g(d) — p) + ac’z
— MEP(d ) = :
R (d, v, p, 0%, 1) Nji— oo’z
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Daraus folgt sofort die Behauptung. n

Die Ergebnisse der komparativ—statischen Analysen sowohl des erwarteten Risikozu-
schlags als auch seiner Varianz sind in Tabelle L1 zusammengefasst. Das Sternchen (*)

bedeutet, dass das Vorzeichen der partiellen Ableitung nicht eindeutig determiniert ist

(vergleiche Lemma EETH und Lemma ETH).

N

Fall 0 a|lpl|o* | |R|N|z |2z
e MEP(d, o, pr, 0, 1) | + | — | + 1 —14+10
== VEP(d, o, pi, o0y |+ | = |+ 0 |+ | —=|+]0

) MEP(d,cc, o !y |+ | = |+ | =] *|—=]0]0
L <P yEpd o)) [+ |+ =]+ =]0]0

L MEP(d, o, i, o,y | + | = |+ | 0 | *| = [0 |+

T2 VEPd e o i) |+ | — | + IR I I

Tabelle 4.5: Komparative Statik des Erwartungswertes und der Varianz des Risikozu-

schlags.

Die Varianz des Risikozuschlags lautet

¢ RN 12 -
—_ x>
Np — ao?z | T

2 12
2 ) [ac®(R+1)+ RN o
VEP(d, o, i, 0%, ') == h(d) [ Nu t a0l r<z'<z,
RN 1° e

—_ > T

L Nu — ao?z | -

Die Ergebnisse der komparativ—statischen Analysen der Varianz des Risikozuschlags
sind in Tabelle summiert. Sie zeigen, dass ein Anstieg der Risikoaversion, der sub-
jektiven Varianz und die Zunahme der Anzahl der Konsumenten in der Okonomie zu
einer Erhohung der Varianz des Risikozuschlags fithrt. Weiter erhoht sich die Varianz
auch durch einen Anstieg der risikolosen Rendite. Je hoher die Rendite der risikolosen
Anlage ist, desto ,,unsicherer wird die Rendite der risikobehafteten Anlage.
Qualitativ stimmen sédmtliche Ergebnisse aus Tabelle mit denen aus Tabelle 241
Tabelle Z8, Tabelle und Tabelle iiberein. Somit dndert die Einfiihrung eines
Fond-Managers, der Wertpapiere anbietet, nichts an den Vorzeichen der partiellen Ab-
leitungen im Vergleich zu einem konstanten Wertpapierangebot.

Um die Beziehung zwischen erwartetem Risikozuschlag und der Risikoaversion genauer

analysieren zu konnen, werden im Folgenden Konsumenten mit p/-erwartungstreuen
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Markov—Kernen unterstellt. Die Ungleichung!* x < 2* < 7 sei erfiillt. Dann gilt fiir den

erwarteten Risikozuschlag

MEP*(d, v, 0 /) = MEP(d, o, i(d, o, 0%, 1), 02, )
2B+ 1)g(d) — p/(R—1)
g(d)N + ac?put '

Mit steigendem subjektiven Erwartungswert des Fond-Managers nimmt der erwartete
Risikozuschlag ab. Der Einfluss der iibrigen Parameter auf den erwarteten Risikozu-
schlag mit pf —erwartungstreuem Markov-Kern wird durch die Hohe des bedingten Er-
wartungswertes des Dividendenprozesses bestimmt. Ist dieser grofler als der subjektive
Erwartungswert des Fond—Managers, so steigt der erwartete Risikozuschlag mit steigen-
der Risikoaversion, mit steigender subjektiver Varianz, mit steigender risikoloser Rendite
und mit sinkender Anzahl der Konsumenten in der Okonomie. Diese Ergebnisse kehren
sich ins Gegenteil, wenn der subjektive Erwartungswert des Fond—Managers gréfer als
der bedingte Erwartungswert des Dividendenprozesses ist. In Tabelle L@ sind sémtliche

Ergebnisse zusammengefasst.

Fall 0 a | o2 ,uf N | R
g(d) > pf | MEP*(d,a,0®, pf) | + | + | — | = | +
g(d) < Mf MEP* (dv Q, 02a /'Lf) - - - + | =

Tabelle 4.6: Komparative Statik des erwarteten Risikozuschlags mit puf-erwartungs-

treuem Markov—Kern.

Durch die Verwendung des p/-erwartungstreuen Markov-Kernes dndern sich die
komparativ-statischen Ergebnisse des erwarteten Risikozuschlags. Nicht nur das Vor-
zeichen des Einflusses der risikolosen Rendite ist an eine zusétzlich Bedingung gekniipft.
Auch die Vorzeichen der partiellen Ableitungen nach der Risikoaversion, der subjekti-
ven Varianz und der Anzahl der Konsumenten in der Okonomie sind fiir alle d € D
durch die Ungleichung g(d) > u/ bestimmt. Ist diese Ungleichung erfiillt, so stimmt —
mit Ausnahme fiir die risikolose Rendite — die Tabelle mit Tabelle A8 tiberein. Fiir

4Die Analysen des erwarteten Risikozuschlags beziehen sich unter Annahme der Ungleichung
z < x* < T immer auf Situationen, in denen das Wertpapierangebot und somit das Handelsvolumen
nicht mit dem Minimal- bzw. Maximalangebot des Fond—Managers iibereinstimmen. Werden entweder
x oder T Wertpapiere gehandelt, spielt der subjektive Erwartungswert des Fond—Managers fiir die Be-
stimmung des erwarteten Risikozuschlags keine Rolle mehr. Dieser Fall stimmt qualitativ mit dem aus
Abschnitt B4 iiberein.
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g(d) < p/ drehen sich alle Vorzeichen um. Der Einfluss des subjektiven Erwartungswer-
tes des Fond-Managers ist in jedem Fall negativ.

Die Abbildung B4l zeigt die Konturlinien des erwarteten Risikozuschlags mit u/—er-
wartungstreuen Markov—Kernen der Konsumenten in Abhéngigkeit der Risikoaversion
und der risikolosen Rendite. Dabei gilt g(d) = 1.5, 02 = 1.9, uf = 0.5, N = 80, und die

Ungleichung 1/ < g(d) ist erfiillt'®.
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Abbildung 4.4: Konturlinien des erwarteten Risikozuschlags mit p/-erwartungstreuen

Markov—Kernen der Konsumenten.

Die Konturlinien des erwarteten Risikozuschlags sind monoton fallend in der risikolosen
Rendite und monoton steigend in der Risikoaversion der Konsumenten. Je risikoaverser
die Konsumenten sind, desto hoher wird der erwartete Risikozuschlag. Dennoch wird
ein erwarteter Risikozuschlag von etwa 6% bei einer risikolosen Rendite von 1.01 auch
fiir kleinere Risikoaversionskoeffizienten von ca. 0.7 erzielt. Der mittlere Risikozuschlag
der letzten 100 Jahre betrug etwa 6% und bezeichnet die Differenz risikobehafteter und
risikoloser Rendite dieses Zeitraums. Mehra & Prescott (1985) stellen fest, dass die-
ser Wert in ihrem Standardmodell theoretischer Finanzmérkte nur mit extrem hohen
Werten der Risikoaversion zu imitieren ist. Sie bezeichnen dieses Phdnomen als Equity
Premium Puzzle. Mehra & Prescott (1985) unterstellen in ihrem Modell einen représen-

tativen Konsumenten, der unendlich lange lebt und als Stellvertreter einer Bevolkerung

5Der umgekehrte Fall ist in Abbildung B8 dargestellt. Mit g(d) = 0.5 und pf = 1.5 gilt dort
u! > g(d).
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charakterisiert wird. Bisher wurden in dem hier vorliegenden Modell lediglich Bedin-
gungen an die Rationalitdt der Erwartungen der Konsumenten und nicht an die des
Fond-Managers gestellt. Im Folgenden wird nun der erwartete Risikozuschlag im Fall
erwartungstreuer Markov—Kerne der Konsumenten unter rationalen Erwartungen des

Fond-Managers determiniert. Der erwartete Risikozuschlag mit & und jif lautet

MEP*(a,0%) = MEP(d,a, ji(d, o, 0%),0%, i (d, o, 0?)
[ao?(R +1) + RN]?

= 1-R :
* ac?(N + 1)+ N2

Der erwartete Risikozuschlag mit rationalen Erwartungen der Konsumenten und des
Fond-Managers ist unabhéngig vom Dividendenprozess. Weiter ist er sogar stets grofler

als Fins.

Lemma 4.17 Der in Gleichung [{-33) definierte erwartete Risikozuschlag unter erwar-
tungstreuem Markov-Kern der Konsumenten und rationalen Erwartungen des Fond-

Managers ist stets grifer als Eins.

Beweis von Lemma B 1Tk

Es ist die Ungleichung

(ao®(R+1) + RN)?
ao?(N + 1)+ N2

1-R+
zu zeigen. Diese ist aber dquivalent zu
(a0?)* (R+1) + 200 R*NR + a0’ R(N — 1)+ RN(R—1) > 0.

Diese Ungleichung ist erfiillt und liefert die Behauptung. 0

Fiir steigende Risikoaversion und subjektive Varianz nimmt der erwartete Risikozuschlag
aus Gleichung (33) zu. Ein Anstieg der Anzahl der Konsumenten fiihrt zu einem
geringeren erwarteten Risikozuschlag. Dennoch bleibt er wegen

lim MEP*(a,0?) = 1 fiir alle o, 0® und R

N—oo

nach unten beschréinkt. Der Einfluss der risikolosen Rendite ist nicht eindeutig. Auf
Grund der unteren Schranke von Eins fiir den erwarteten Risikozuschlag mit erwar-
tungstreuem Markov-Kern der Konsumenten und rationalen Erwartungen des Fond-
Managers ist es nicht moglich, einen empirisch beobachteten Risikozuschlag in Hohe von
6% zu imitieren. Das von Mehra & Prescott (1985) endeckte Equity Premium Puzzle

ist in dem hier vorliegenden Modell auch nicht l6sbar. Vielmehr ist es selbst durch die
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Annahme sehr hoher Risikoaversionen der Konsumenten nicht moglich, Risikozuschliage
von 6% zu generieren. Der hier gezeigte Spezialfall zeigt, welche starke Einschrinkung
sich hinter der Annahme rationaler Erwartungen simtlicher Individuen einer Okonomie

verbirgt.

4.8.6 Zusammenfassung

In dem hier vorliegenden Fall einer Okonomie mit identischen Konsumenten und ei-
nem Fond-Manager werden die Wechselwirkungen der individuellen Merkmale der
Konsumenten und des Fond-Managers mit dem Wertpapierpreis, der Risikopramie
und des Handelsvolumens diskutiert. Der Umstand identischer Konsumenten fiihrt zur
vollstdndigen Marktteilnahme. Somit handeln stets alle Konsumenten mit dem Fond-
Manager. Der gleichgewichtige Wertpapierpreis ist fiir pessimistische subjektive Erwar-
tungen des Fond-Managers, d. h. der Fond-Manager erwartet fiir morgen einen hohen
Wertpapierpreis, hoher als fiir optimistische Erwartungen des Fond-Managers. Der Ein-
fluss identischer Konsumenten auf den Wertpapierpreis bleibt im Vergleich zur Okonomie
ohne Fond-Manager (vergleiche Kapitel Bl und Kapitel Bl) eindeutig.

Das Handelsvolumen ist eine durch x und z beschrédnkte Funktion, die vom subjekti-
ven Erwartungswert, der subjektiven Varianz und der Risikoaversion der Konsumenten,
sowie vom subjektiven Erwartungswert des Fond—Managers abhéngt. Ein Anstieg der
Risikoaversion, der subjektiven Varianz, der risikolosen Rendite oder des subjektiven Er-
wartungswertes des Fond-Managers ldsst das Handelsvolumen sinken. Optimismus der
Konsumenten hat einen positiven Effekt auf das Handelsvolumen. Zudem korrespondiert
mit einer grofen Anzahl von Konsumenten, die am Wertpapiermarkt teilnehmen'®, ein
hohes Handelsvolumen. Die Anzahl der Konsumenten in der Okonomie hat noch eine
andere Bedeutung. Je mehr Konsumenten in der Okonomie am Wertpapiermarkt teil-
nehmen, desto weniger Einfluss haben die Risikoaversion und die subjektive Varianz der
Konsumenten auf den Wertpapierpreis und auch das Handelsvolumen. Im Grenzwert
sind lediglich die risikolose Rendite und der subjektive Erwartungswert der Konsumen-
ten und der des Fond-Managers von Bedeutung.

Das Vermogen des Fond-Managers ist in diesem speziellen Fall identischer Konsumenten
mit unverénderlichen individuellen Merkmalen entweder stets negativ oder stets positiv.
Ein Wechsel des Vorzeichens im Zeitablauf ist unmoglich. Das Vorzeichen selber wird

im wesentlichen durch den subjektiven Erwartungswert der Konsumenten determiniert.

16T Fall identischer Konsumenten stimmt die Anzahl der Konsumenten mit der Hohe der Markt-

teilnahme iiberein.
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Sind die Konsumenten sehr optimistisch, so ist auch das Vermégen des Fond-Managers
positiv und nach oben unbeschrankt. Mit Anwachsen der Anzahl der Konsumenten
in der Okonomie nimmt der Einfluss der Konsumenten auf das Vermégen des Fond-
Managers iiber ihre Risikoaversion und die subjektive Varianz ab. Im Grenzwert spielen
beide Parameter keine Rolle fiir die Héhe bzw. das Vorzeichen des Vermégens. Die sub-
jektiven Erwartungen sowohl der Konsumenten als auch des Fond—Managers haben auch
in Grenzwertbetrachtungen Einfluss auf den Wertpapierpreis und das Handelsvolumen.
Die iibrigen individuellen Merkmale der Konsumenten spielen dabei oftmals keine Rolle
mehr.

Es existiert zu jedem subjektiven Erwartungswert des Fond-Managers ein p/-erwar-
tungstreuer Markov—Kern. Dieser generiert zu beliebigen, aber festen subjektiven Er-
wartungswerten des Fond—Managers, Orbits mit rationalen Erwartungen der Konsumen-
ten. Steigt nun der subjektive Erwartungswert des Fond-Managers, so muss auch der
subjektive Erwartungswert der Konsumenten steigen, um erwartungstreu zu bleiben.
Hohe Risikoaversion, hohe subjektive Varianz der Konsumenten oder eine hohe risikolo-
se Rendite korrespondiert zu einer betragsmifig kleinen erwartungstreuen Prognosen.
Steigt hingegen die Anzahl der Konsumenten in der Okonomie, wird die erwartungstreue
Prognose betragsméflig grofier.

In Analogie zu Kapitel Bl wird die Hohe des erwarteten Risikozuschlags und seiner Va-
rianz untersucht. Der Einfluss der risikolosen Rendite auf den Risikozuschlag ist an die
Hohe der subjektiven Erwartungen der Konsumenten und des Fond—Managers gekop-
pelt. Nur wenn der bedingte Erwartungswert des Dividendenprozesses grofier als der
subjektive Erwartungswert sowohl der Konsumenten als auch des Fond-Managers ist,
steigt der erwartete Risikozuschlag mit einem Anstieg der risikolosen Rendite. Bietet
der Fond—Manager entweder sein Minimalangebot von z bzw. sein Maximalangebot von
Z Wertpapieren an, so fillt die Bedingung, dass sein subjektiver Erwartungswert kleiner
als der bedingte Erwartungswert des Dividendenprozesses sein muss, weg.

Insgesamt wird der qualitative Einfluss der Konsumenten auf z. B. den Wertpapierpreis
oder den Risikozuschlag durch die Erweiterung des Modells um einen Fond-Manager
nicht verdndert. Es zeigt sich vielmehr, dass der Einfluss des Fond-Managers nur
dann vorhanden ist, wenn sein Wertpapierangebot durch eine ,innere” Lésung seines
Maximierungsproblems charakterisiert wird. Sobald seine Angebotsentscheidung eine
Randlosung ist, sind seine individuellen Merkmale wie sein subjektiver Erwartungswert
oder seine Kostenfunktion fiir den Wertpapiermarkt und damit fiir den marktraumenden

Wertpapierpreis unbedeutend. Das Basismodell aus Kapitel B ist ein Spezialfall des in
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diesem Kapitel entwickelten Modells einer Okonomie mit Konsumenten, die Wertpapiere

nachfragen, und einem Fond-Manager, der Wertpapiere anbietet.

4.9 Heterogene Konsumenten

In diesem Abschnitt erfolgt die Analyse eines Finanzmarktmodells mit einem varia-
blen Wertpapierangebot und endlich vielen heterogenen Konsumenten mit Mittelwert—
Varianz—Préferenzen. Damit erhélt das Modell aus Abschnitt die zusétzliche Kom-
ponente der Heterogenitéit. Das Wertpapiermarktgleichgewicht besteht aus dem mark-
traiumenden Wertpapierpreis und der Marktteilnahme. Die Charakterisierung dieses
Gleichgewichts verlduft analog zu den Ausfithrungen in Kapitel B, wenngleich an dieser
Stelle das variable Angebot des Fond—Managers beriicksichtigt wird. Sowohl der Wertpa-
pierpreis als auch die Hohe der Marktteilnahme sind mafigeblich durch die Charakteristi-
ken der Konsumenten und des Fond-Managers bestimmt. Auf Grund der Heterogenitét
der Konsumenten ist es wie in Kapitel Bl nétig, die Konsumenten zu reihen. Es wird

demzufolge auch in diesem Kapitel die Annahme Bl unterstellt!?.

4.9.1 Das Wertpapiermarktgleichgewicht

Der zum Wertpapiermarktgleichgewicht korrespondierende Wertpapierpreis bestimmt
sich als maximaler Preis, der die Gleichheit von Angebot und Nachfrage garantiert.
Mit der Notation und unter Annahme B ist die aggregierte Wertpapiernachfrage —
analog zu Gleichung (B8) — durch

( Xu—Fp p
—— ¢ DS &
-1 olot R
N-1,i_ R N—-2 N—1
WoRp T
=1 olo? R R
(p,§) = Py (4.33)
1 2 1
p — Rp 7 1
— < < —
02 R-P=TR
1
"
E <
\ 0 R =P

ITVergleiche Seite
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determiniert. Die Wertpapierangebotsfunktion

p

z : 0<p<p-

ip,p’) = (R+1)p—p/ + p_<p<p, (4.34)

T : pZ>ps

\

ist identisch zu der aus Gleichung (E8). Sie unterstellt eine quadratische Kostenfunktion.
Aus der Gleichsetzung von Nachfrage und Angebot resultiert die Wertpapierpreisfunk-

tion
SRR, (&) — max{p’ | (v, &) = v(p, p)}. (4.35)

In Abbildung sind die aggregierte Wertpapiernachfrage und das Wertpapierange-
bot illustriert. Der marktrdumende Wertpapierpreis p korrespondiert zum Handelsvolu-

men I.

DDA
=1 qigi2

>
|

1=

Abbildung 4.5: Aggregierte Wertpapiernachfrage und Angebot des Fond-Managers.

Die aggregierte Wertpapiernachfrage ist stiickweise linear, konvex und monoton fallend.
Die Angebotsfunktion des Fond—Managers ist monoton wachsend. In dem in der Ab-

bildung dargestellten Fall ist der Wertpapierpreis p := S(&, /) gleichgewichtig. Zu
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diesem Preis werden & Wertpapiere gehandelt. Der Handel findet zwischen zwei Konsu-
menten und dem Fond-Manager statt.

Die Existenz eines marktraumenden Wertpapierpreises ist genau dann gesichert, wenn
der Sattigungspunkt der Konsumenten gréfler als das minimale Wertpapierangebot des

Fond-Managers ist, d. h. die Existenz ist dquivalent zu der Ungleichung

D

=1

i

o>z (4.36)
a'o

Die Bedingung (E30) ist in Abbildung erfiillt. Die Angebotsfunktion des Fond-
Managers ist fiir Preise, die kleiner als p_ bzw. grofier als p sind, konstant. Stellt sich
ein marktraumender Wertpapierpreis ein, der zu einem konstanten Wertpapierangebot
korrespondiert, so stimmt dieser qualitativ mit denen aus Kapitel Bl und Bl iiberein. Dort
wurde das Wertpapierangebot exogen als konstant festgesetzt. Im Folgenden soll jedoch
der Fall eines konstanten Angebots ausgeschlossen werden, da nur die Preisbildung bei
sechter” Angebotsfunktion von Interesse ist. Diese Forderung erfiillen die Bedingungen

der folgenden Annahme.

Annahme 4.18 FEs gelte

O(p_, &) >z und  O(py, & pf) <7

Die erste Ungleichung aus Annahme fordert, dass die Konsumenten zum Preis p_
mehr nachfragen als (konstant) angeboten wird. Dariiber hinaus impliziert diese Unglei-
chung die Existenzbedingung (E36). Durch die zweite Ungleichung aus Annahme
wird sichergestellt, dass die Konsumenten zum Preis p, weniger nachfragen als ange-
boten wird. Somit sind unter Annahme nur ,innere Losungen® marktrdumender
Wertpapierpreise méglich.

Die Differenz zwischen aggregierter Nachfrage und Angebot bezeichnet die Uber-

schussnachfrage

Z:Ry — R, pr— Z(p) = 0(p,&) — »(p, ).

Die Uberschussnachfrage Z (+) ist ebenso wie die aggregierte Nachfragefunktion stiick-

weise linear. Thre ,Knickstellen“ sind fiir j € Z die Punkte

. . . i—1 . .
% G W, o p - R+1
[l 4 Rl — il _ il
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Diese Knickstellen existieren, da alle Konsumenten verschieden sind und nach Annah-

me B wenigstens unterschiedliche subjektive Erwartungswerte besitzen. Somit gilt
i+l

Z(p) € [ijuzjﬂjufjtzj[ fiir alle p € [ = ,%[. Dabei ist

- R+1
ZM ,u * w fir y € 7.
aigi? R

Der folgende Satz charakterisiert diese Knickstellen und zeigt, fiir welche Indizes j € Z

sie grofer und fiir welche sie kleiner als Null sind.

Satz 4.19
Die Ungleichung [7-30) sei erfillt. Dann ezistiert unter AnnahmelZ 1 und Annahmel[f.1§

genau ein Index k € T mit
,uf—Irz,;H > 0 > uf+z,;.

Beweis von Satz @10k
Nach Annahme gilt

O(p, &) > =z fiir alle p < p_.
!
o
O —— .
(R+1’> -
1
i
o(Le) = o0
(7)

erfiillt. Dies zusammen mit der Monotonie der aggregierten Wertpapiernachfrage liefert

! 1 .
A < L. Somit ist pf + 2z = pf — Bt <.

Zuséatzlich gilt fir p < p_

Wegen £ R—+1 < p_ gilt somit auch

Weiter ist die Gleichung

Z(p) = (p.&) —V(p,p!) >z —V(p,p/)>z—2z=0.

Also existiert ein & > 1 mit u/ +2p > 0 > puf +2;. Wegen 2,41 > 2z firk=1,...,N—1
gilt uf 4+ 20 > pf + 2z fiir alle k = 1,..., N — 1. Beide Aussagen implizieren die
Behauptung. 0

Nach Satz kann die aggregierte Wertpapiernachfrage aus Gleichung (E33) als
k .
p — Rp
(p.§) =

aioi?

i=1
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geschrieben werden. Unter Beriicksichtigung der Definition des Wertpapierangebots aus
Gleichung (34 lautet die Uberschussnachfrage

PO
p' — Rp
Z(p) = —— — [(R+1)p — /]
-1 @7
und besitzt als Umkehrfunktion die Wertpapierpreisfunktion

N NI o
S(en!) = P T 2zt oo , (4.37)
k 1
RY 2+ R+1

die den marktraumenden Wertpapierpreis determiniert. Dieser bestimmt sich aus den
subjektiven Charakteristiken des Fond-Managers und der Konsumenten ¢ mit i < k.
Dabei ist nach der Nummerierungseigenschaft aus Annahme B der Konsument k der
pessimistischste aller Konsumenten, die in ihrer Gesamtheit den Wertpapierpreis durch
ihre individuellen Merkmale wie Risikoaversion, subjektive Erwartungen und subjektive
Varianzen, beeinflussen. Es wird sich im Folgenden zeigen, dass diese k Konsumenten auf
dem Wertpapiermarkt teilnehmen. Der Wertpapierpreis aus Gleichung (E37) steigt mit
zunehmendem Optimismus eines Konsumenten 7 mit ¢ < k. Ein Anstieg des subjektiven
Erwartungswertes des Fond—Managers hat ebenfalls einen Anstieg des Wertpapierprei-
ses zur Folge. Erwartet der Fond-Manager einen hohen morgigen Wertpapierpreis, so
erwartet er gleichzeitig hohe Kosten, die ihm durch den Riickkauf der heute verkauften
Wertpapiere entstehen. Diese Erwartungen haben Einfluss auf die Hohe seines Wertpa-
pierangebots. Es wird sinken und somit den Wertpapierpreis erhohen. Durch zunehmen-
de Risikoaversion eines Konsumenten i mit ¢ < k sinkt der marktriumende Wertpapier-
preis. Das gleiche Resultat wird erzielt, falls die subjektive Varianz dieses Konsumenten
steigt. Mit steigender risikoloser Rendite sinkt der marktraumende Wertpapierpreis. Die-
ses Ergebnis ist intuitiv, denn eine hohe risikolose Rendite erhoht die Attraktivitdat der
riskolosen Anlage und nur ein kleiner Wertpapierpreis fithrt zum Kauf der risikobehaf-
teten Wertpapiere. Die Tabelle L7 enthélt sémtliche Ergebnisse komparativ—statischer

Analysen.

0 o || o | uf | R K
S | = |+ - |+]-]-

Tabelle 4.7: Komparative Statik des Wertpapierpreises.

Die Ergebnisse aus Tabelle L7 stimmen qualitativ mit denen aus Kapitel Zlund Kapitel B
iiberein. Offensichtlich bleibt — trotz der Einfiihrung eines Wertpapiere anbietenden
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Fond-Managers — das Vorzeichen des Einflusses eines einzelnen Konsumenten auf den
Wertpapierpreis eindeutig bestimmt.

Zur Vervollstéandigung des Wertpapiermarktgleichgewichts bleibt die Bestimmung der
Hohe der Marktteilnahme. Diese zéhlt diejenigen Konsumenten, die zu einem festgeleg-
ten Wertpapierpreis eine positive Wertpapiernachfrage besitzen. Nach Definition ist

sie durch die Summe endlich vieler Indikatorfunktionen'®

p— k*(p, 1) Zl

definiert. Diese Definition ist in Kapitel Bl urspriinglich fiir einen Wertpapiermarkt mit
konstantem Angebot entwickelt worden. In dem in diesem Kapitel vorliegendem Modell
gibt es einen Fond-Managers, der zu jedem Wertpapierpreis auf dem Wertpapiermarkt
agiert und Wertpapiere anbietet. Somit miisste zu k* stets Eins addiert werden. Der
Fond-Manager ist jedoch in jedem Fall auf dem Wertpapiermarkt aktiv, so dass im Fol-
genden Marktteilnahme immer nur die Konsumenten zéhlt, die Wertpapiere nachfragen.
Diese Konvention ermdoglicht Vergleiche zu den Ergebnissen aus Kapitel Bl Der folgende
Satz bestimmt die Hohe der Marktteilnahme (entspricht der Anzahl am Markt teilneh-

mender Konsumenten) fiir den marktrdumenden Wertpapierpreis aus Gleichung (E31).

Satz 4.20
Die Annahmen [Z1 und [[.1§ seien erfiillt. Dann gilt

ko= k(S (&), n).

Beweis von Satz @20k

Durch Einsetzen des Wertpapierpreises in die Definition der Marktteilnahme ergibt sich

(S En)n) = zl[om W)).

Wegen der Nummerierungseigenschaft aus Annahme Bl reicht es,

~ f Mk
S (&, < =
(&n') < 7
zu zeigen. Es gilt
A 1 i i~ 1 R+1
ko1 _EZM—I—ZZ‘Z‘?_'LL iyi2 R
R2i=1m+R+1 — oo — a'o

= ,uf—l—Z;;.

18Djie Marktteilnahme ist eine Funktion k*, die fiir jeden méglichen positiven Wertpapierpreis definiert

ist. BEs wird sich im Verlauf der Analyse zeigen, unter welchen Umsténden k* den Wert k& annimmt.
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Nach Satz gilt u/ + 2; < 0.

127

O

Satz unterstreicht die groffe Bedeutung der individuellen Charakteristiken der Kon-

sumenten und des Erwartungswertes des Fond—Managers fiir die Hohe der Marktteil-

nahme. Durch die Variation der subjektiven Charakteristiken kann sich somit auch die

Hohe der Marktteilnahme verandern.

Lemma 4.21

Die Annahmen [Z0 und 1§ seien erfiillt. Weiter seien d,¢,n,k > 0. Dann gilt mit e’

als j—ten Einheitsvektor, 7 =1,..., N,
(¢)
@)k (
)
)

(o)

k*

v

(f,uf+5),u>

AV
U

k*

(iid k* (Oz+n-ej,u,02,uf),u)

k* g(a,u,02—|—/§~ej’,uf)’,u>

= = =
&H

SN— N— N—" SN—
=

N N N N
IA

S N N N N
U

(1w

IN

g

Beweis von Lemma
ad (i): Wegen

S(Eu) < S p’ +96)

gilt fir alles =1,...,k

, Q f , 3 f
1[07%[<5(§,u )) > 1[07%[<S(§,u +5)>.
Durch Aufsummieren ergibt sich die Behauptung (i).

ad (ii): Fiir allei € Z, i # 1 gelte 0.B.d.A. die Ungleichung!®

7 i—1
pte  pt
R R

Es gilt

S(En) < S(apte-do® )

und somit fiir alle 1 < k, i # j

1[07%’[ <§ (ﬁ,uf)> > 1[07%’[ <§ <0¢,u—|—e~ej,aj2),,uf>> :

(a,u+e~ej,02,uf),u+e~ej)

(4.38)

19Stimmt die Ungleichung nicht, so miissen die Konsumenten neu sortiert werden, damit die Annah-

me B wieder erfiillt ist.



KAPITEL 4. VARIABLES WERTPAPIERANGEBOT 128

Fiir 4 = j < k ergibt sich wegen

‘4
< BT

S p) <
die Gleichheit
1[0%[@(5’#,[)) - 1[07@[(5*@%‘)).
Daraus folgt
. G f ) ot f
1[0,%[<S(57H )) > 1[0%;5[<S (S,u )) (4.39)
Aufsummieren der Ungleichungen (E38) und der Ungleichung (E39) liefert die

Behauptung (ii).

ad (iii): Wegen

SEn) = Sla+n-é,p o’ )

gilt fiir allei =1,...,k
[ f (g ' 2 f
g (SE©0) < 1y (Slatn-cunoil)).
Durch Aufsummieren ergibt sich die Behauptung (iii).
ad (iv): Wegen
SE ) = S(apo®+r-e)ul)

gilt fiir allei =1,...,k

Yoo (SE0N) <ty (S (et ea))

Durch Aufsummieren ergibt sich die Behauptung (iv). 0

Lemma FL2T] zeigt, inwieweit die Konsumenten und der Fond—Manager zur Verédnderung
der Marktteilnahme beitragen kénnen. Optimismus der Konsumenten kann die Markt-
teilnahme senken, da zunehmender Optimismus zu hoheren Wertpapierpreisen fithrt und
diese mit einer geringeren Nachfrage korrespondieren. Steigt der subjektive Erwartungs-
wert des Fond—Managers, nimmt also sein Pessimismus zu, so erhht sich ebenfalls der

Wertpapierpreis und gleichzeitig sinkt, bei ausreichendem Anstieg, die Marktteilnahme.
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Weiter fithren sowohl eine zunehmende Risikoaversion als auch eine zunehmende sub-
jektive Varianz — die mit einem sinkendem Wertpapierpreis korrespondiert — zu einer
moglichen Erhohung der Marktteilnahme.

Abbildung zeigt die Konturlinien der Marktteilnahme in Abhéangigkeit des subjekti-
ven Erwartungswertes und der subjektiven Varianz eines beliebigen Konsumenten. Die
Risikoaversion dieses Konsumenten betréigt 2. Die Charakteristiken der iibrigen Konsu-

menten ist mit

a = (1.9,1.8,1.7,1.6,1.5,1.4,1.3,1.2,1.1,1.0, 1.0),
p = (11.0,8.0,7.0,6.5,6.0,5.6,5.5,5.1,5.0,4.8,4.1,4.0)

und weiter mit o®° = 1 fiir alle i € T festgesetzt. Der subjektive Erwartungswert des

Fond-Managers ist mit 4/ = 0.1 und die risikolose Rendite mit R = 1.02 bestimmt.

Subjektive Varianz eines Konsumenten
0.00 0.04 0.08 0.12 0.16 0.20 0.24 0.28 0.32

Subjektiver Erwartungswert eines Konsumenten

Abbildung 4.6: Konturlinien der Marktteilnahme in Abhéngigkeit des subjektiven Er-

wartungswertes und der subjektiven Varianz eines beliebigen Konsumenten.

Dabei fiihrt in dem vorliegenden Fall ein Anstieg des subjektiven Erwartungswertes
bzw. ein Abfall der subjektiven Varianz zu einer Senkung der Marktteilnahme. Steigen-
der Optimismus des betrachteten Konsumenten bringt nach und nach die weniger opti-
mistischen Konsumenten dazu, den Markt zu verlassen und reduziert somit die Markt-
teilnahme. Steigt der subjektive Erwartungswert immer weiter, so nimmt irgendwann

nur noch dieser Konsument am Wertpapiermarkt teil. Die Ergebnisse aus Abbildung E.6
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stimmen qualitativ mit denen aus Abbildung im Fall eines konstanten Wertpapieran-
gebots {iberein. Somit zeigt sich, dal die Erweiterung des Modells um einen Wertpapiere
anbietenden Fond-Manager keine wesentliche qualitative Anderung in Bezug auf die In-
teraktion zwischen Konsumentencharakteristiken, Wertpapierpreis und Marktteilnahme

nach sich zieht.

4.9.2 Das Handelsvolumen

Analog zu Abschnitt und unter den Annahmen Bl und zéhlt das Handelsvo-
lumen die Anzahl der Wertpapiere, die zu einem bestimmten Zeitpunkt ihren Besitzer
wechseln, wenn das Angebot des Fond—Managers zwischen seinem Minimal— und seinem

Maximalangebot liegt. Nach Gleichung (BET3)) aus Definition B8 gilt somit?°

vol (&, ) = (R+1)§§, f) )

; k

e

1

(R+1) —
oot

_ 1= i=1
- : . (4.40)

RZ . 2+R+1

Samtliche subjektiven Charakteristiken von Konsumenten und Fond-Manager sowie die
risikolose Rendite sind fiir die Hohe des Handelsvolumens von Bedeutung. Tabelle

enthilt die Ergebnisse der komparativ-statischen Analyse fiir i < k.

i i2 1.

0 o || o” || R K
vleu) [ = |+ ] - |- |- |-

Tabelle 4.8: Komparative Statik des Handelsvolumens.

Diese belegen die Korrespondenz hoherer subjektiver Erwartungswerte des Fond—Ma-
nagers mit geringerem Handelsvolumen. Weiter fithren hchere subjektive Erwartungs-
werte der Konsumenten zu hoherem Handelsvolumen. Eine hohere Risikoaversion und
héhere subjektive Varianz eines am Wertpapiermarkt teilnehmenden Konsumenten kor-

respondieren — wie intuitiv erwartet — mit einem geringerem Handelsvolumen. Eine

20Die hier mit vol(-,-) bezeichnete Funktion beschreibt das Handelsvolumen in Abhéngigkeit der Ri-
sikoaversion, des subjektiven Erwartungswertes und der subjektiven Varianz eines jeden Konsumenten
und des subjektiven Erwartungswertes des Fond—Managers. In Abschnitt wird das Handelsvolu-
men ebenfalls mit vol bezeichnet. Die Funktionen sind jedoch unterschiedlich und besitzen verschiedene

Definitionsraume.
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geringere Anzahl an Marktteilnehmern fithrt zu hoherem Handelsvolumen. Dieses Er-
gebnis begriindet sich in der Tatsache, dass eine hohe Marktteilnahme zu einem kleinen
Wertpapierpreis und damit zu einem geringem Handelsvolumen fiihrt. Ein Anstieg der
risikolosen Rendite senkt das Handelsvolumen. Sehr hohe Renditen fiir die risikolose
Anlage machen den Kauf risikobehafteter Wertpapiere weniger attraktiv. Somit werden
weniger Wertpapiere gehandelt.

In Abbildung EE7 werden die Konturlinien des Handelsvolumens in Abhéangigkeit des
subjektiven Erwartungswertes und der subjektiven Varianz eines beliebigen Konsumen-
ten gezeigt. Die Risikoaversion dieses Konsumenten betriagt 2. Die iibrigen Konsumenten

sind durch die Parameter

a = (2.0,1.9,1.8,1.7,1.6,1.5,1.4,1.3,1.2,1.1,1.0,1.0)  und
p = (11.0,8.0,7.0,6.5,6.0,5.6,5.5,5.1,5.0,4.8,4.1, 4.0)

sowie o®” = 1 fiir alle i € T charakterisiert. Weiter gilt f = 0.51 und R = 1.02.
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Abbildung 4.7: Konturlinien der Handelsvolumens in Abhéngigkeit des subjektiven Er-

wartungswertes und der subjektiven Varianz eines beliebigen Konsumenten.

Die Abbildung zeigt, dass das Handelsvolumen mit zunehmendem Optimismus des be-
trachteten Konsumenten steigt. Ebenso steigt es mit sinkender Varianz. Diese Abbildung
bestétigt die Resultate aus Tabelle B8 Die Zusammenlegung der Abbildung L6 und der
Abbildung B impliziert, dass ein hohes Handelsvolumen nur mit einer geringen Markt-

teilnahme erzielt werden kann.
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4.9.3 Vermogen des Fond—Managers

Das Vermogen des Fond—Managers ist — im Gegensatz zum Wertpapierpreis oder dem
Handelsvolumen — eine von der betrachteten Periode ¢ abhéngige Grofle. Dies gilt auch,
wenn die Charakteristiken der Konsumenten und des Fond-Managers in jeder Periode

identisch sind. Dann bezeichnet

we (6, 17) = Rlw+wol(&,puf) [RS(E, puf) - vol(§, /)] R —1

2 R-1
R+ 1)Yj, — Rul A
Rt ( k k
YT ORA L RL?
Rt+1 -1

das Vermogen des Fond-Managers in der Periode ¢. Dabei defniert

%

k
5
1

k
A,;::Z A1,2 und T,;::Z a

atol — gl
i=1 i=

o' und o%” kénnen als ,Parameter der Unsicherheit“ eines beliebigen Konsumenten ¢
bezeichnet werden und somit beschreibt A die Summe der inversen Unsicherheitspara-
meter aller Konsumenten, die am Wertpapiermarkt teilnehmen. Tz summiert die Quo-
tienten aus subjektiven Erwartungswert und dem Produkt der Unsicherheitsparameter
aller am Markt teilnahmenden Konsumenten auf. Diese Quotienten messen das Verhélt-
nis aus Optimismus und Unsicherheit.

Das Vermogen des Fond-Managers aus Gleichung (EEZT) ist in jeder beliebigen Periode ¢
positiv, und es gilt lim;_,, w;(&, /) = oco. Dieses Ergebnis basiert auf der Tatsache, dass
sowohl der Wertpapierpreis als auch das Handelsvolumen zeitunabhéngig sind. Unter
Annahme macht der Fond-Manager keine Verluste. Im Laufe der Zeit mehrt sich
sein Vermogen und ist nach oben unbeschrankt.

Die komparativ—statische Analyse des Vermogens aus Gleichung (BEA]) liefert ein eindeu-
tiges Ergebnis. Lediglich der Anstieg des subjektiven Erwartungswertes eines am Wert-
papiermarkt teilnehmenden Konsumenten erhoht das Vermogen des Fond-Managers.
Somit macht Optimismus der Konsumenten den Fond-Manager ,reich®. Die Verédnde-
rung der iibrigen Parameter kann sowohl zu einer Erhchung als auch zu einer Senkung
des Vermogens fithren. Die Betrachtung des Vermégens als Funktion des subjektiven
Erwartungswertes des Fond—Managers mit beliebigen, aber festen Charakteristiken der

Konsumenten liefert eine quadratische Funktion des subjektiven Erwartungswertes g/

(R+D)Y;
2RA;

ner als dieser Wert sind, fillt das Vermogen des Fond-Managers. Uberschreiten seine

mit absolutem Minimum fiir p/ = . Fiir subjektive Erwartungswerte, die klei-
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Erwartungen diesen Wert, steigt sein Vermogen mit zunehmendem subjektiven Erwar-
tungswert. Das Vermdogen ist fiir jeden Wert p/ > 0 positiv. Das folgende Lemma fasst

diese Uberlegungen zusammen.

Lemma 4.22
Die Annahmen [Z1 und [{.1§ seien erfillt. Ein steigender subjektiver Erwartungswert

des Fond-Managers erhéht genau dann sein Vermdgen, wenn die Ungleichung

oo TELYE
SR A;
erfillt ist.
Beweis von Lemma H.22k
Es gilt mit C:=2+4+ A + Tp(R — 1)
0 R+ 1 RC
S—wi(&, ) = [(R+1)Tr, — Ry A] .

ot R—1 2(RAj+ R+ 1)?

Diese partielle Ableitung ist genau dann positiv, wenn die Ungleichung

;. R+1Ty

a 9R A

Das ist die Behauptung. O

Gilt in der Ungleichung aus Lemma »,>“ so sinkt das Vermoégen des Fond-
Managers, wenn sein subjektiver Erwartungswert sehr grof ist. Grofle subjektive Er-
wartungswerte des Fond—Managers symbolisieren seinen grofien Pessisimus, denn er er-
wartet fiir die néchste Periode hohe Kosten, die ihm durch die Riickzahlungen an die
Kosumenten entstehen. Dieses Ergebnis erscheint intuitiv.

Im Folgenden werden die Korrelationen des Wertpapierpreises, des Handelsvolumens

und des Vermogens analysiert.

Lemma 4.23
AnnahmenlZD und[{.1§ seien erfillt. Dann ist das Vermégen des Fond-Managers positiv

mit dem Wertpapierpreis und dem Handelsvolumen korreliert.

Beweis von Lemma B 23
Mit Definition (FEAT)

vol(§, ') = (R+1)S (&) —p!
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gilt nach Gleichung (E41]) fiir das Vermogen des Fond—Managers

we (&, 17) = %kﬁ—lﬁ@mﬂ+ﬂﬂgﬁuﬂ—uﬂ

Das liefert die positive Korrelation zwischen Vermogen des Fond-Managers und dem
Wertpapierpreis.
Fiir den zweiten Teil der Behauptung lasst sich die Definition des Handelsvolu-

mens (EA0) zu

S(&ul) = Rilhd@w0+uﬂ
umschreiben. Damit ergibt sich fiir das Vermdogen
1 i+l
wy (S,uf) = R'w + mwl ((f)i,uf) [(R — 1)vol ((f)i,uf) + 2Ruf} R 1
Das liefert die positive Korrelation zwischen Vermogen und Handelsvolumen. 0

Lemma zeigt die positive Korreliertheit des Vermogens des Fond-Managers sowohl
mit dem Handelsvolumen als auch mit dem Wertpapierpreis. Somit machen ,,reger* Han-
del mit einer ,,groflen* Anzahl ,teurer Wertpapiere den Fond—Manager , reich“. Dieses

Ergebnis stimmt mit der intuitiven Erwartung iiberein.

4.9.4 Risikozuschlige

Der Quotient aus cum dividend Wertpapierpreis in Periode ¢t + 1 und dem ex dividend
Wertpapierpreis in Periode ¢ beschreibt den risikobehafteten Wertpapierertrag in Peri-
ode t 4+ 1. Unter Annahme Bl und Annahme wird — analog zu den Betrachtungen
der Risikozuschlidge in den Kapiteln 2 und B - der Risikozuschlag in Periode ¢+ 1 durch

g(fa:uf)ﬂLDtH "R - 1-R+ ~Dt+1 (4.42)
S, ) S nl)
RY ‘s +R+1
= 1= R+ Dyyy izt oty . (4.43)

pd + Zf:l a%,zﬂ
definiert. Er wird negativ, falls fiir w € Q

k i
qu + Zz’:l a;;ﬂ

Dt 1(&)) < (R — 1) = =
’ RY [, ts+R+1

(R—1)S(¢, ).

gilt. Der Risikozuschlag in Periode ¢+1 ist somit positiv, falls die Verzinsung des Wertpa-
pierpreises eines Wertpapieres mit R—1 kleiner als die Dividendenzahlung in Periode t+1

ist.
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Unter den Annahmen und 210 definiert

RYF L 4 R+1

i=1 4ig

3 i
ph+ > e

aioi?

MEP(d, ¢, 1i') :=1— R+ g(d) -

den bedingten Erwartungwert des Risikozuschlags als Funktion der Dividendenzahlun-
gen, der Risikoaversion, der subjektiven Erwartungswerte und der subjektiven Varianzen
aller Konsumenten sowie des subjektiven Erwartungswertes des Fond—Managers. Der er-
wartete Risikozuschlag steigt mit steigender Risikoaversion, mit steigender subjektiver
Varianz oder mit steigender Anzahl der am Wertpapiermarkt teilnehmenden Konsumen-
ten. Weiter fithren hohe subjektive Erwartungswerte sowohl der Konsumenten als auch
des Fond-Managers zu kleineren erwarteten Risikozuschldgen. Das Vorzeichen des Ein-
flusses der risikolosen Rendite auf den erwarteten Risikozuschlag wird durch die Hohe
der bedingten Erwartung des Dividendenprozesses bestimmt. Fiir sehr hohe bedingte Di-
videndenerwartungen fithrt ein Anstieg der risikolosen Rendite zu hoheren erwarteten
Risikozuschlagen. Fiir sehr kleine Dividendenerwartungen kehrt sich — wie das folgende

Lemma zeigt — das Ergebnis um.

Lemma 4.24
Die Annahmen[Z1 und[[.1§ seien erfillt. Dann ist die partielle Ableitung des erwarteten

Risikozuschlags nach der risikolosen Rendite genau dann positiv, wenn die Ungleichung

w + Ty

o) = T

erfillt ist.

Beweis von Lemma H.24k

Die partielle Ableitung des erwarteten Risikozuschlags lautet

0 Ap+1
——MEP(d, &, /) = —1+g(d)- L.
R (d,&, n') + g(d) i
Diese ist genau dann positiv, wenn
f ,
p' + Ty
d .
g( ) AE +1
Das ist die Behauptung. O

Die Varianz des Risikozuschlags lautet

k 1 2
Rzz‘:l g +R+1
pf + Zf:l = |

aioi?

VEP(d, &, ') = h(d)
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Die Ergebnisse der komparativ—statischen Analyse fiir den erwarteten Risikozuschlag
und dessen Varianz sind in Tabelle summiert. Das Sternchen (*) bedeutet, dass

der Einfluss des betreffenden Parameters nicht eindeutig ist (vergleiche in diesem Fall

Lemma E24)).

0 o |0 | W R K
MEP(d,&p!) |+ | — | + | - | " |+
VEP(d,&pf) ||+ —| + | — |+ ]+

Tabelle 4.9: Komparative Statik des Erwartungswertes und der Varianz des Risikozu-

schlags.

Steigender Optimismus eines beliebigen am Wertpapiermarkt teilnehmenden Konsumen-
ten fiihrt zu sinkenden Varianzen des Risikozuschlags. In diesem Fall sinken gleichzeitig
die erwarteten Risikozuschldge. Somit korrespondieren geringere Varianzen mit geringe-
ren Risikozuschlédgen. Hohere erwartete Risikozuschldge mit hoheren Varianzen werden
durch hohere Risikoaversion bzw. héhere subjektive Varianzen impliziert. Ein Anstieg
der risikolosen Rendite fiihrt zu einer hheren Varianz des Risikozuschlags.

Qualitativ stimmen die Ergebnisse aus Tabelle mit denen aus Tabellen P22 4]
24, und iiberein. Die Einfiihrung heterogener Konsumenten bzw. die Modellie-
rung eines Wertpapiere anbietenden Fond-Managers d&ndern nichts an den qualitativen
Merkmalen der ersten zwei Momente des Risikozuschlags. In allen Fillen fiihrt steigen-
der Optimismus der Konsumenten zu sinkenden erwarteten Risikozuschlidgen und zu
sinkenden Varianzen derselben. Weiter erhthen hohe Risikoaversion und hohe subjekti-
ve Varianzen beide Momente der Risikozuschldge. Auch der uneindeutige Einfluss der
risikolosen Rendite auf den Risikozuschlag ist in allen Szenarien gleich.

Die Ergebnisse der obigen komparativ—statischen Analysen fiihren zu der intuitiven
Vermutung, dass der Risikozuschlag mit dem Wertpapierpreis negativ korreliert ist. Das
folgende Lemma bestétigt diese Vermutung und zeigt, dass ein dhnlicher Zusammenhang

auch fiir das Handelsvolumen gilt.

Lemma 4.25
Die Annahmen [Z1 und [{.1§ seien erfillt. Dann ist der Risikozuschlag sowohl mit dem

Wertpapierpreis als auch mit dem Handelsvolumen negativ korreliert.

Beweis von Lemma H.25k
Aus der Schreibweise des Risikozuschlags in Gleichung (B43) folgt sofort die negative

Korreliertheit von Wertpapierpreis und Risikozuschlag.
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Fiir den zweiten Teil der Behauptung lasst sich die Definition des Handelsvolu-

mens (EA0) zu

S(&u!) = Ril [wol(&, u!) + 1]

umschreiben. Damit ergibt sich fiir den Risikozuschlag

D4 R+1
1-R+—— = 1—-R+D :
S(& ) vol(, pf) + I
Somit sind Risikozuschlag und Handelsvolumen negativ korreliert. 0

Haben die Konsumenten — analog zu Abschnitt BEZ0— p/ —erwartungstreue Markov-Kerne,
so unterscheiden sie sich nicht mehr durch ihre subjektiven Erwartungswerte. Die Iden-
titdat dieser Erwartungswerte fiithrt zu einer vollstdndigen Marktteilnahme. Dieses Sze-
nario — allerdings mit identischen subjektiven Varianzen und identischer Risikoaversi-
on — wurde in Abschnitt diskutiert. Die Ergebnisse dieses Abschnittes éndern sich
durch die Beriicksichtigung unterschiedlicher subjektiver Varianzen und Risikoaversio-

nen nicht.

4.9.5 Zusammenfassung

Durch die Erweiterung des Modells aus Abschnitt um die Heterogenitit der Kon-
sumenten wird die Diskussion der Marktteilnahme moglich. Das Paar, bestehend aus
marktraumenden Wertpapierpreis und der Hohe der Marktteilnahme, beschreibt das
Wertpapiermarktgleichgewicht. Wahrend die Angebotsfunktion des Fond—Managers er-
halten bleibt, ist die aggregierte Nachfragefunktion komplexer als die im Fall identi-
scher Konsumenten. Sie ist stiickweise linear. Die Tatsache einer heterogenen Population
dndert den qualitativen Einfluss eines Konsumenten auf den Wertpapierpreis (im Ver-
gleich zu identischen Konsumenten) nicht. Allerdings determinieren nur die individuellen
Merkmale der am Werpapiermarkt teilnehmenden Konsumenten den Wertpapierpreis.
Konsumenten, die den Wertpapiermarkt verlassen, verlieren jeglichen Einfluss. Vielmehr
zeigt sich, dass der Wertpapierpreis steigt, je weniger Konsumenten auf dem Wertpapier-
markt handeln. Die Hohe der Marktteilnahme zahlt sdmtliche Konsumenten, die zum
marktriumenden Preis eine positive Wertpapiernachfrage haben. Die Marktteilnahme
ist maBgeblich von den individuellen Charaktersitiken der Konsumenten abhéngig. Mit
zunehmendem Optimismus der Konsumenten sinkt die Marktteilnahme, wihrend ein
Anstieg der Risikoaversion oder der subjektiven Varianz zu einer hoheren Markteilnah-

me fithrt. Auch der Fond—Manager hat iiber seinen subjektiven Erwartungswert Einfluss



KAPITEL 4. VARIABLES WERTPAPIERANGEBOT 138

auf die Hohe der Marktteilnahme. Je pessimistischer er ist, d. h. je hoher sein subjektiver
Erwartungswert ist, desto weniger Konsumenten nehmen am Wertpapiermarkt teil.
Durch die Heterogenitét der Konsumenten bestimmen die individuellen Charakteristiken
der Konsumenten, die am Wertpapiermarkt teilnehmen, das Handelsvolumen. Qualitativ
unterscheiden sich ihre Einflussmoglichkeiten nicht sehr von denen der identischen Kon-
sumenten. Dennoch gilt auch hier, dass nur derjenige Konsument Einfluss besitzt, der
auch am Wertpapiermarkt teilnimmt. Im Fall identischer Konsumenten erhéht eine Ver-
grofferung der Anzahl der Konsumenten auch die Hohe des Handelsvolumens. Im Fall
heterogener Konsumenten fithrt ein Anstieg der Marktteilnahme zu einem geringeren
Handelsvolumen. Die riskolose Rendite hat einen negativen Einfluss auf das Handelsvo-
lumen. Je hoher sie ist, desto mehr Konsumenten legen ihr Vermogen risikolos an und
kaufen weniger riskobehaftete Wertpapiere.

Die einzige zeitabhéingige Variable ist das Vermoégen des Fond-Managers, es &ndert sich
von Periode zu Periode, auch wenn die individuellen Charkteristiken samtlicher Kon-
sumenten und des Fond-Managers — und damit der ex dividend Wertpapierpreis und
das Handelsvolumen — iiber die Zeit konstant sind. In der hier diskutierten Klasse von
Nutzen— und Kostenfunktionen erhoht sich das Vermogen des Fond-Managers durch
einen Anstieg des subjektiven Erwartungswert eines am Wertpapiermarkt teilnehmen-
den Konsumenten. Optimismus der Konsumenten macht also den Fond-Manager reich.
Die Darstellung des Vermogens des Fond-Managers als Funktion seines subjektiven Er-
wartungswertes liefert eine quadratische Funktion mit einem absolutem Minimum. Ist
der Fond-Manager nicht zu pessimistisch, wichst sein Vermogen. Zunehmender Pessi-
mismus verringert sein Vermogen. Es besteht eine positive Korrelation seines Vermogens
sowohl mit dem Wertpapierpreis als auch mit dem Handelsvolumen. Reger Handel mit
vielen Wertpapieren, die moglichst viel kosten, lassen den Fond-Manager reicher werden.
Ob der Anstieg der risikolosen Rendite einen positiven oder negativen Effekt auf den
erwarteten Risikozuschlag besitzt, hiangt von der Hohe der bedingten Dividendenerwar-
tung ab. Pessimismus des Fond-Managers begiinstigt dabei einen moglichen positiven
Einfluss. Hohe erwartete Risikozuschldge und ihre Varianzen werden von einer hohen
Marktteilnahme begleitet. Steigen die subjektiven Erwartungswerte der Konsumenten
oder des Fond-Managers, so sinken der erwartete Risikozuschlag und seine Varianz.
Der erwartete Risikozuschlag ist negativ mit dem Wertpapierpreis und negativ mit dem

Handelsvolumen korreliert.
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4.10 Zusammenfassung und abschlielende Bemer-

kungen

Die entscheidende ,neue”“ Komponente dieses Kapitels besteht aus der Beriicksichti-
gung eines Fond—Managers. Thm ist es moglich, Wertpapiere zu verkaufen. Allerdings
muss er diese eine Periode spéater — unabhéngig von der Wertpapiernachfrage der jun-
gen Konsumenten — wieder zuriickkaufen. Der Fond-Manager besitzt eine durch seine
Kostenfunktion und seinen subjektiven Erwartungswert determinierte Wertpapierange-
botsfunktion. Sie ist sowohl nach oben als auch nach unten beschrénkt. Dadurch ist der
Handel des Fond—Managers mit den Konsumenten gesichert. Das Ausmaf dieses Handels
ist endogen und in erster Linie von den subjektiven Charakteristiken der Konsumenten
und des Fond-Managers abhingig. Die aktuellen Dividendenzahlungen haben keinen
direkten Einfluss auf die Hohe des Handelsvolumens. Andern die Konsumenten oder der
Fond—Manager ihre individuellen Merkmale nicht im Laufe der Zeit, so ist das Handels-
volumen in jeder Periode identisch. Dasselbe gilt fiir den ex dividend Wertpapierpreis.
Anders verhélt es sich fiir das Vermogen des Fond—Managers. Selbst bei Konstanz sémt-
licher individueller Charakteristiken der Konsumenten und des Fond-Managers ist des-
sen Vermogen eine zeitabhéingige Variable. Diese ist — nach Konstruktion — mafigeblich
durch die Wahl der Kostenfunktion determiniert. Das Vermdégen des Fond-Managers ist
abhéngig von seinen subjektiven Erwartungen iiber den zukiinftigen Wertpapierpreis.
Stellen sich seine personlichen Einschétzungen als zu positiv heraus, kann sein Vermogen
negativ werden. Fiir stets konstante Charakteristiken der Kosumenten und des Fond-
Managers ist dessen Vermogen entweder stets positiv oder stets negativ. Im Allgemeinen
fithrt bereits ein von Periode zu Periode variierender subjektiver Erwartungswert des
Fond-Managers zu einem nicht-monotonen Vermégen des Fond-Managers. Dieses kann
im Zeitablauf sowohl positiv als auch negativ sein. Unter bestimmten Bedingungen an die
Grenzkosten ist seine Angebotsentscheidung eine ,innere“ Losung seines Entscheidungs-
problems. Die Hohe seines Vermogens ist allerdings unbedeutend fiir diese Entscheidung
iiber die Hohe des Wertpapierangebots.

Die Modellierung eines Fond—Managers ermoglicht die Bestimmung eines marktraumen-
den Wertpapierpreises, der sich aus der Gleichsetzung von Nachfrage und einem nicht—
konstanten Angebot ergibt. Die Existenz einer eindeutigen inneren Losung, d. h. weder
Konsumenten noch Fond-Manager sind in ihren Entscheidungen an Nebenbedingungen
gebunden, ist durch die aus Kapitel Bl bekannten Bedingungen und einer zusétzlichen

Forderung an die Grenzkosten gesichert. Der ex dividend Wertpapierpreis wird durch
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die subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafle der Konsumenten und dem subjektiven Erwar-
tungswert des Konsumenten bestimmt. Fiir den cum dividend Wertpapierpreis hingegen
sind auch noch die Spezifikationen der Dividendenzahlungen von Bedeutung. Nur wenn
die Dividendenzahlungen durch einen stochastischen Prozess beschrieben sind, ist auch
der cum dividend Wertpapierpreis stochastisch. In Kapitel Pl und Kapitel Bl besitzen
die gleichgewichtigen Wertpapierpreise stets die Cobweb-Eigenschaft. Diese wird durch
die Erweiterung des Modells um einen Fond-Manager nicht zerstort. Ziel dieser Erwei-
terung ist die Erzeugung eines nicht-konstanten Wertpapierangebots und somit eines
nicht-konstanten Handelsvolumens. Dieses wird durch eine Funktion des Preises und
der subjektiven Erwartung des Fond-Managers beschrieben. Das Handelsvolumen ist
deterministisch und unabhéngig vom Vermdégen. Da das Handelsvolumen nicht vom
Vermogen des Fond-Managers beeinflusst wird, ist es, solange sich die Konsumenten-
charakteristiken und die individuellen Merkmale des Fond—Managers iiber die Zeit nicht
andern, ebenfalls zeitunabhéngig.

Die Beriicksichtigung eines Fond—Managers ertffnet die Moglichkeit verschiedene Ar-

13

ten der ,guten“ Prognosen zu betrachten. So fordert z. B. die Verwendung pu/-
erwartungstreuer Markov—Kerne, dass sdmtliche subjektiven Erwartungswerte der Kon-
sumenten mit dem objektiven des cum dividend Wertpapierpreises iibereinstimmen. Der
subjektive Erwartungswert des Fond—Managers kann dabei beliebig sein. In diesem Fall
konnen erwartete Risikozuschlige in Hohe von 6% (empirisch ermittelt) ohne die An-
nahme hoher Risikoaversionen generiert werden. Durch die zusétzliche Forderung nach

rationalen Erwartungen des Fond-Managers gelingt das allerdings nicht mehr.

Das hier vorgestellte Modell kann problemlos um zeitabhéngige Charakteristiken der
Konsumenten oder des Fond—Managers erweitert werden. Dadurch wird die Analy-
se von Zeitreihen des Wertpapierpreises, des Handelsvolumens, der Risikozuschlége,
etc. moglich. Ein erster Schritt kann die Endogenisierung des subjektiven Erwartungs-
wertes des Fond-Managers beinhalten. Dabei gibt es mehrere Moglichkeiten. Entweder
bildet der Fond-Manager ein arithmethisches Mittel aus vergangenen Wertpapierpreisen
oder er besitzt eine andere Funktionsvorschrift, die seinen subjektiven Erwartungswert
in einer beliebigen Periode stimmt. Eine einfache Moglichkeit ist die Einfithrung einer
stochastischen Komponente, sodass der subjektive Erwartungswert aus der Summe ei-
nes deterministischen und eines stochastischen Terms gebildet wird. Die Zeitreihe in
Abbildung illustriert eine mogliche Vermdogensentwicklung fiir den Fond-Manager.
Offensichtlich ist dieses weder stets positiv oder negativ. Die Entwicklung besitzt keine

RegelméBigkeit, sondern wird im Wesentlichen durch die stochstische Komponente be-
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stimmt. Allein diese kleine stochastische Abénderung des subjektiven Erwartungswertes

macht das Vermogen des Fond-Managers unkalkulierbar.

Vermoegen des Fondsmanagers

i i i i i i i i i
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Periode

Abbildung 4.8: Zeitreihe des Vermogens des Fond—Managers.

Die Implementierung eines oder verschiedener Lernmechanismen kann sich anschlieflen.
Das vorliegende Modell ist auf Grund seiner expliziten Modellierung geeignet, die Giite

solcher Mechanismen mithilfe von Simulationen zu ,testen*.



Kapitel 5
Schlussbemerkungen

Es wurde ein Wertpapiermarktmodell entwickelt, in dem Preise explizit in Abhéngig-
keit der Konsumentenspezifikationen determiniert sind. Die Struktur der iiberlappen-
den Generationen diente der Erzeugung von Handel zwischen jungen und alten Konsu-
menten. Dabei spielte es keine Rolle, ob die Konsumenten einer Generation identisch
waren. Sdmtliche Analysen wurden ohne die Annahme rationaler Erwartungen durch-
gefithrt. Somit konnte der Einfluss nicht-rationaler Erwartungen der Konsumenten auf
den Wertpapiermarkt und insbesondere auf den Wertpapierpreis und den Risikozuschlag
untersucht werden. Die hier genutzte Art der Modellierung eines Marktmechanismus
mit sequentieller Zeitstruktur fithrt zu einer endogenen Bestimmung aktueller Preise
als Funktion von Préferenzen, Erstausstattungen und subjektiven Erwartungen. Dieser
Zusammenhang unterstreicht die Bedeutung einer mikrotheoretischen Fundierung von
Konsumenten als entscheidende Determinante fiir (stochastische) Wertpapierpreispro-
zesse. Die Nachfrage nach Wertpapieren hingt essentiell von den subjektiven Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen der Konsumenten iiber zukiinftige Ertrége ab. Die Interakti-
on zwischen diesen Konsumentenspezifikationen und der Preisbildung sind der Schliissel
zum Verstandnis des Wertpapierpreisprozesses.

In allen Kapiteln wurden unterschiedlich parametrisierte Klassen analytisch handhab-
barer Okonomien z. B. mit CARA-Nutzenfunktionen und Exponential-Verteilungen
oder Mittelwert—Varianz—Préferenzen untersucht. Diese Spezifikationen ermdoglichten ei-
ne umfassende Analyse iiber die Rolle der Risikoaversion, der subjektiven Erwartungen
und der Anzahl der Konsumenten fiir den Wertpapierpreis und den Risikozuschlag. Es
zeigte sich, dass die einzelnen Konsumenten grofien Einfluss auf die Variablen des Mo-
dells haben. So hatten z. B. pessimistische Erwartungen einen negativen Effekt auf den

Wertpapierpreis, aber einen positiven auf den erwarteten Risikozuschlag. Auch die An-
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zahl der Konsumenten in der Okonomie war von Bedeutung. Mit zunehmender Anzahl
der Konsumenten wurde der Einfluss der Risikoaversion auf den erwarteten Risikozu-
schlag immer kleiner, bis er im Grenzwert verschwand. Der grofle Einfluss der subjektiven
Erwartungswerte der Konsumenten blieb jedoch bestehen. Unter rationalen Erwartun-
gen wurde der erwartete Risikozuschlag negativ, falls die Population eine bestimm-
te GroBe erreichte. Auch die Beriicksichtigung eines Fond-Managers in der Okonomie
ermoglichte die Berechnung des erwarteten Risikozuschlags und zeigte, dass subjektive
Erwartungen des Fond-Managers fiir die Berechnung wichtig sind. Somit boten samtli-
che Untersuchungen des erwarteten Risikozuschlags neue Einsichten in das von Mehra
& Prescott (1985) entdeckte Equity Premium Puzzle. Allerdings wurden in den vor-
liegenden Analysen stets andere Nutzenspezifikationen als in Mehra & Prescott (1985)
verwendet. Es wére somit interessant, die von ihnen benutzte CRRA-Nutzenfunktion
zu implementieren und die Ergebnisse mit den hier vorliegenden zu vergleichen. Die-
se Implementierung kann auf Grund der Komplexitéit des Modells bei Annahme einer
CRRA-Nutzenfunktion nur numerisch erfolgen.

Ein weiterer Schwerpunkt der Untersuchungen betraf den Einfluss der Heterogenitit von
Konsumenten auf den Wertpapiermarkt und insbesondere auf den Wertpapierpreis und
—ertrag. Durch die mikrofundierte Modellierung war die Untersuchung der individuellen
Entscheidung iiber die Wertpapiermarktteilnahme moglich. Es zeigte sich, dass nur Kon-
sumenten mit hinreichend viel Optimismus am Wertpapiermarkt teilnehmen. Die Héhe
der Risikoaversion ist dabei unbedeutend. Die Hohe der Marktteilnahme wurde durch
eine Funktion sédmtlicher individueller Charakteristiken der Konsumenten beschrieben.
Es nahmen genau dann alle Konsumenten am Wertpapiermarkt teil, wenn sie identische
(moglicherweise nicht-rationale) Erwartungen besaflen. Hatten die Konsumenten unter-
schiedliche subjektive Erwartungswerte, so korrespondierten kleine Wertpapierpreise zu
einer vollstdndigen Marktteilnahme und hohe Wertpapierpreise zu einer geringen.

Ziel der Implementierung eines Fond-Managers war die Erzeugung eines nicht—kon-
stanten Wertpapierangebotes, die eine Analyse des Handelsvolumens erméglichte. Eine
Funktion des Wertpapierpreises und der subjektiven Erwartung des Fond-Managers be-
schrieb das Handelsvolumen. Es war deterministisch und unabhéngig vom Vermogen,
die aktuellen Dividendenzahlungen besassen keinen Einfluss. Solange die Konsumen-
tencharakteristiken und die individuellen Merkmale des Fond—Managers iiber die Zeit
unverdndert blieben, war das Handelsvolumen ebenfalls zeitunabhéingig. Das Vermogen
des Fond—Managers war selbst bei Konstanz sémtlicher individueller Charakteristiken

der Konsumenten und des Fond-Managers eine zeitabhéingige Variable. Diese wurde
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mafgeblich durch die Wahl der Kostenfunktion determiniert. Das Vermogen des Fond-
Managers beschrieb eine Funktion seiner subjektiven Erwartungen iiber den zukiinftigen
Wertpapierpreis. Stellten sich seine personlichen Einschétzungen als zu positiv heraus,
konnte sein Vermdgen negativ werden. Uberraschend war, dass ein Anstieg des subjekti-
ven Erwartungswertes des Fond-Managers zu einem héheren marktraumenden Wertpa-
pierpreis fithrte, sich der erwartete Risikozuschlag jedoch durch einen Anstieg verringer-
te. Je mehr Konsumenten am Wertpapiermarkt teilnahmen, desto geringer wurde der
Einfluss des Fond-Managers auf den Wertpapierpreis und den Risikozuschlag.

Das Modell bietet Ansatzpunkte fiir weitere Forschungsarbeiten. Eine Moglichkeit der
Erweiterung betrifft die Modellierung der Erwartungsbildung. Bisher wurde stets unter-
stellt, dass die Konsumenten und auch der Fond-Manager exogen gegebene und iiber
die Zeit unverénderliche subjektiven Erwartungen besitzen. Ein néchster Schritt konn-
te somit die Implementierung einfacher Erwartungsbildung bis hin zur Modellierung
von Lernverhalten sein. Die Modellkomplexitét erfordert es, diese Modelle elektronisch
zu implementieren. Die Simulationsergebnisse geben Aufschluss iiber das langfristigen
Verhalten.

Die Analyse parametrischer Spezifikationen explizit gegebener Prozesse macht empiri-
sche Hypothesentests erst moglich, da die Systeme numerisch simuliert werden kénnen.
Auf Grund des strukturellen Zusammenhangs zwischen den individuellen Merkmalen
der Konsumenten und dem erwarteten Risikozuschlag konnen Vermutungen z. B. {iber
die Risikoaversion numerisch iiberpriift werden. Dieser Umstand ist ein grofler Vorteil
der hier vorgestellten expliziten Modellierung von 6konomischen Variablen gegeniiber
dem traditionellen impliziten Gleichgewichtsansatz.

Das vorliegende Modell expliziter Wertpapierpreis—, Risikozuschlags— und Handelsvolu-
mensprozesse ermoglicht die Implementierung verschiedenster Erwartungsbildungen. Da
samtliche Analysen mit unspezifizierten und exogen gegebenen subjektiven Erwartun-
gen bzw. Verteilungen durchgefithrt wurden, kénnen diese leicht um eine konkrete Vor-
schrift der Erwartungsbildung erweitert werden. So kénnen auch Lernmechanismen auf
ihre Giite hin {iberpriift werden. Ergibt sich ein von der betrachteten Periode abhingi-
ger Wertpapierpreis, wird die Definition der Erwartungstreue eine von der betrachteten

Periode abhingige Grofle.



Kapitel 6

Abbildungen

Dieses Kapitel enthélt einige Abbildungen, auf die in den vorangegangenen Kapiteln

Bezug genommen wird.

6.1 Modell mit iiberlappenden Generationen

Die folgende Abbildung enthélt Konturlinien fiir CARA-Nutzenfunktionen und die

Gamma—Verteilung. Auf sie wird in Abschnitt P22 verwiesen.
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Abbildung 6.1: Konturlinien von (7, d, o) fiir 7 > .
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6.2 Variables Wertpapierangebot

Die folgenden vier Abbildungen zeigen Konturlinien des Wertpapierpreises und des Han-
delsvolumens. Dabei wird in allen Abbildungen 0? = 1, @ = 1 und R = 1.02 unterstellt.
Lediglich die Grofle der Population variiert. Auf die Abbildungen — B3 wird in
Abschnitt verwiesen.

Subjektiver Erwartungswert des Fondsmanagers
6

i i i i i
4 8 12 16 20 24 28

Subjektiver Erwartungswert der Konsumenten

Abbildung 6.2: Konturlinien des Wertpapierpreises und des Handelsvolumens fiir 5 iden-

tische Konsumenten.

Subjektiver Erwartungswert des Fondsmanagers

v |
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Subjektiver Erwartungswert der Konsumenten

Abbildung 6.3: Konturlinien des Wertpapierpreises und des Handelsvolumens fiir 50

identische Konsumenten.
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1

Subjektiver Erwartungswert des Fondsmanagers
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Abbildung 6.4: Konturlinien des Wertpapierpreises und des Handelsvolumens fiir 100

identische Konsumenten.
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Abbildung 6.5: Konturlinien des Wertpapierpreises und des Handelsvolumens fiir 1000

identische Konsumenten.
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In Abschnitt wird auf die Abbildung der Konturlinien des erwarteten Risiko-

zuschlags verwiesen.

3.2

2.8
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Abbildung 6.6: Konturlinien des erwarteten Risikozuschlags mit p/-erwartungstreuen

Markov—Kernen der Konsumenten mit g(d) = 0.5, 02 = 1.9, u/ = 1.5, N = 80.
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