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1 EinleitungMit der Er�ndung der Laser Anfang der sechziger Jahre erweiterten sich dieexperimentellen M�oglichkeiten zum Studium der Wechselwirkungen zwischenLicht und Materie erheblich. Erstmals konnten Multiphotonen-Prozessebeobachtet werden. Die Entwicklung der Lasertechnologie in den folgen-den Jahren, die immer k�urzere und intensivere Lichtpulse erm�oglichte,f�uhrte auch zur Entdeckung neuer und unerwarteter Ph�anomene wie dieAbove-Threshold-Ionisation (ATI), High-Harmonic-Generation (HHG), Free-Free-Transition (FFT), Stabilisierungse�ekte und die in neuerer Zeit beobachteteMultiphoton-Multiple-Ionisation (MMI) [1{3].Aufgrund der neuen experimentellen M�oglichkeiten erwachte auch das Inter-esse an der theoretischen Beschreibung dieser Ph�anomene. Die zeitabh�angigeSt�orungstheorie war damals bereits eine Standardmethode zur Beschreibungzeitabh�angiger Prozesse [4]. Die ersten Berechnungen von �Ubergangs-wahrscheinlichkeiten erfolgten daher mit der St�orungstheorie [5{9]. Auchwenn hier Rechnungen bis zu sehr hoher Ordnung durchgef�uhrt werdenk�onnen, bleiben st�orungstheoretischen Ans�atze auf relativ schwache Felderbeschr�ankt. Sie wurden daher schnell durch eine Reihe andere Methodenersetzt.Die S-Matrix-Methode wurde bereits in den drei�iger Jahren von Wheeler [10]zur Beschreibung von �Uberg�angen eingef�uhrt. Sie wurde lange Zeit erfolgreichin der Quantenfeld-Theorie [11] und der Streutheorie [12] verwendet, bevor sieauch f�ur die Beschreibung von Multiphotonen-Prozessen eingesetzt wurde [13].Die S-Matrix enth�alt die Amplituden der �Ubergangswahrscheinlichkeiten. Zuihrer Berechnung ben�otigt man Anfangs- und Endzust�ande des Systems.W�ahrend die Anfangszust�ande f�ur Photonionisationsprozesse in der Regel exaktbeschrieben werden k�onnen, sind analytischen L�osungen f�ur die Endzust�andeoft nicht bekannt. Zu ihrer Bestimmung wurden unterschiedliche Typenvon N�aherungen eingef�uhrt. Unter ihnen sind die verschiedenen, analyti-schen N�aherungen von Keldysh [14], Faisal [15] und Reiss [16] besonderserfolgreich. Ihnen ist gemeinsam, da� sie die Endzust�ande als Zust�andeeines freien Elektrons im elektromagnetischen Feld darstellen. Methoden, diesolche N�aherungen benutzen, werden daher unter dem gemeinsamen Namen3



Keldysh-Faisal-Reiss-Theorien zusammengefa�t. In den letzten Jahren wurdedie S-Matrix-Theorie erweitert, so da� relativistische E�ekte [17{19] undKorrelationse�ekte [20,21], wie sie bei Doppelionisationen eine Rolle spielen,behandelt werden k�onnen.Mit der S-Matrix-Theorie verwandt ist die R-Matrix-Theorie [22{24]. Diegrunds�atzliche Idee ist hier, die Mehr-Elektronen-Schr�odinger-Gleichung mit denbekannten Self-Consistent-Field-Methoden innerhalb eines endlichen Reaktions-gebietes zu l�osen. Au�erhalb des Reaktionsgebietes vernachl�assigt man dieKorrelation und bestimmt die asymptotische L�osung als Ein-Elektronen-Coloumb-Funktion. In den letzten Jahren wurde eine Methode entwickelt,die die Wellenfunktion mit Hilfe des Floquet-Ansatzes [25] bestimmt. DieseR-Matrix-Floquet-Theorie wurde von Burke, Francken und Joachain [26]formuliert und seither zur Bestimmung von Multi-Photonen-Ionisations-Ratenund High-Harmonic-Generation verwandt [27, 28]. Sowohl die S-Matrix-Methoden wie auch die R-Matrix-Methoden de�nieren Anfangszust�andedes atomaren Systems und bestimmen �Ubergangswahrscheinlichkeiten oderProduktverteilungen. Sie lassen jedoch keine Aussage �uber die Dynamik desSystems w�ahrend der Anregungen zu.Einen Einblick in die Dynamik gibt die Floquet-Methode. Sie nutzt, da� dieL�osungen von linearen Di�erentialgleichungen mit periodischen Koe�zientenals Fourier-Reihen geschrieben werden k�onnen [29,30]. Dieser Ansatz redu-ziert die Schr�odinger-Gleichung auf ein System zeitunabh�angiger, gekoppelterGleichungen f�ur die Floquet-Komponenten der Wellenfunktion. Die erstentheoretischen Betrachtungen Mitte der sechziger Jahre f�ur Atome in Laserfeldernstammen von Shirley [31], Ritus [32] und Zel'dovich [33]. Ihre analytischenL�osungen blieben aber auf wenige F�alle und gebundene Systeme beschr�ankt.Chu und Reinhardt [34, 35], Faisal und Moloney [36] sowie Leforestierund Wyatt [37, 38] erweiterten die Floquet-Basis um Kontiuumszust�andeund erm�oglichten damit auch die Beschreibung der Multiphotonen-Ionisation.Obwohl die generelle Idee der Floquet-Methode nur Laserfelder mit konstan-ter Amplitude erlaubt, kann unter bestimmten Bedingungen das Ergebnisanschlie�end f�ur einen zeitlich sich �andernden Puls modi�ziert werden [39,40].Von Chu und Ho [41{43] wurde die Methode zum Many-Mode-Floquet-Ansatzerweitert und erlaubt damit auch Betrachtungen bichromatischer Felder.Eine Methoden, bei der es keine Beschr�ankungen bez�uglich der Feldst�arke,Frequenz und Pulsform des Laserlichts gibt, ist das direkte L�osen derzeitabh�angigen Schr�odinger-Gleichung. Die ersten Rechnungen f�ur atomarenWassersto� stammen von Kulander [44]. F�ur Mehr-Elektronen-Atome wirddie Wellenfunktionen durch einen Hartree-Fock-Ansatz bestimmt, der dieKorrelation zwischen den Elektronen als die Bewegung eines Elektrons in einem4



gemittelten Feld der jeweils anderen Elektronen n�ahert. Dieser zeitabh�angigeHartree-Fock-Ansatz (TDHF) enth�alt den nicht-lokalen Austauschterm, dessenBerechnung sehr rechenaufwendig ist. Daher wurden von Kulander [45{47]zwei m�ogliche N�aherungen vorgeschlagen. Die erste ersetzt den nicht-lokalenAustauschterm durch eine lokale Elektronendichte-N�aherung [48]. Allerdingsverliert die Hartree-Fock-Gleichung mit dieser N�aherung ihre Linearit�at,was zu unphyskalischen E�ekten f�uhren kann [47]. Die zweite M�oglichkeitbeschr�ankt sich auf die Verwendung nur eines zeitabh�angigen Orbitals inder Gesamtwellenfunktion. Dieser Ansatz verwendet einen lokalen Slater-Austauschterm [48] und ein e�ektives Core-Potential aus den zeitunabh�angigenOrbitalen [49]. In diesem Single-Active-Electron-Modell (SAE) sind zum einenkeine Mehrfach-Anregungen m�oglich, zum anderen sind die ersten angereg-ten Zust�ande schlecht dargestellt, da das Core-Potential nicht entsprechendrelaxieren kann. Neben den exakten Rechnungen f�ur Wassersto� [47,50,51]wurde besonders das Single-Active-Electron-Verfahren zur Beschreibung vonMultiphotonen-Prozessen erfolgreich eingesetzt [49,52].Andere Autoren, wie Runge und Gross [53{55], l�osen die aus der Dichte-Funktional-Theorie stammende, zeitabh�angige Kohn-Sham-Gleichung. Sieentspricht strukturell der Hartree-Fock-Gleichung, enth�alt aber zus�atzlichein lokales zeitabh�angiges Korrelations-Potential, das Korrelationse�ekte inMehr-Elektronen-Systemen simuliert.Eine Methode, die die zeitabh�angige Schr�odinger-Gleichung in einem Basis-Ansatz l�ost, wurde von Tang, Rudolph und Lambropoulos [56,57] vorgestellt.Hier sind auch Zwei-Elektronen-Anregungen m�oglich. Die zeitunabh�angigenBasisfunktionen bestehen aus einem Satz gebundener, atomarer Eigenzust�andeund einem Satz von diskreten Kontiuumszust�anden mit Box-Normierung. Diezeitabh�angige Wellenfunktion ist dann eine Superposition der Basis-Zust�andemit zeitabh�angigen Koe�zienten. Dieser Ansatz, eingesetzt in die zeit-abh�angige Schr�odinger-Gleichung, ergibt ein System gekoppelter Di�erential-Gleichungen f�ur die Koe�zienten. Diese CI-Methode wurde erfolgreichf�ur Above-Threshold-Ionisation-Prozesse in Wassersto� und Zwei-Elektronen-Atomen angewandt [58,59].Zeitabh�angige Rechnungen wurden auch an ein-dimensionalen Modell-Atomen[60,61] durchgef�uhrt. Diese numerischen Experimente erlauben einen Einblickin die meisten Aspekte der Atom-Laser-Wechselwirkungen, ausgenommen sindhier wegen der reduzierten Dimensionalit�at lediglich Betrachtungen �uber dieWinkelverteilung von Streuelektronen, E�ekte des zirkular polarisierten Lichts,sowie Ein
�u�e des magnetischen Felds. Viele dieser numerischen Experimentehaben zum Verst�andnis der Multiphotonen-Prozesse beigetragen [62{64].5



Alle oben genannten Methoden verwenden beim L�osen der zeitabh�angenSchr�odinger-Gleichung f�ur Mehr-Elektronen-Systeme N�aherungen. Taylor [65]dagegen stellt in seiner Arbeit einen Algorithmus f�ur Zwei-Elektronen-Atomein einem linear polarisierten Laserfeld vor, der die zeitabh�angige Schr�odinger-Gleichung in allen f�unf Dimensionen l�ost. Der Computercode ist speziellauf Zwei-Elektronen-Systeme und die Archiketur der massiv parallelen CrayT3D zugeschnitten.Ein allgemeiner Ansatz, um die Korrelation der Elektronenbewegung inden Hartree-Fock-Ans�atzen zu ber�ucksichtigen, ist ein Multi-Kon�gurations-Ansatz. Die Gesamtwellenfunktion wird in diesem Ansatz in eine Basis vonKon�gurationsfunktionen entwickelt. Bei der Verwendung einer unendlichenAnzahl von Kon�gurationsfunktionen l�a�t sich die exakte elektronische Wellen-funktion eines Systems bestimmen [66{68]. Zeitabh�angige Multi-Kon�gurations-Self-Consistent-Field-Ans�atze sind f�ur Molek�ulrechnungen bereits formuliertund angewendet worden [69{71].In der vorliegenden Arbeit wird eine allgemeine Formulierung des zeitabh�angigen,numerischen MCSCF-Verfahrens zur Beschreibung der Dynamik atoma-rer Mehr-Elektronen-Systeme pr�asentiert (Kapitel 3). Die Entwicklungder Kon�gurationsfunktionen in numerische Ein-Elektronen-Funktionen er-laubt gegen�uber den Basis-Funktionsans�atzen eine uneingeschr�ankte Variationw�ahrend der Zeitpropagation und damit eine optimale Bestimmung derKon�gurationsfunktionen. Die Darstellung der Ein-Elektronen-Funktionenmit je einer numerischen Funktion legt eine sph�arische Symmetrie desAtoms fest. Der Hamilton-Operator eines Atoms im Laserfeld ist jedochzylindersymmetrisch. Um diesem Problem gerecht zu werden, wird dieEin-Teilchen-Funktion in dem hier vorstellten Ansatz durch eine Partial-wellenentwicklung [72] mit mehreren numerischen Funktionen dargestellt.Das zeitabh�angige MCSCF-Verfahren l�a�t sich durch die Verwendung zeitun-abh�angiger Kon�gurationsfunktionen auf ein CI-Verfahren reduzieren (Kapitel4). Als Basisfunktionen in dem hier vorgestellten CI-Verfahren k�onnen ent-weder Zustandsfunktionen oder optimierte Kon�gurations-Zustandsfunktionenverwendet werden. Der CI-Ansatz erlaubt damit die Interpretation derPropagationsergebnisse anhand der aus der station�aren Theorie vertrautenEigenzust�ande des Atoms.Beide Verfahren wurden in Computerprogrammen realisiert und am Beispielvon Helium im Laserfeld getestet. Die numerischen Details �nden sich inKapitel 5, die Ergebnisse f�ur Helium in Kapitel 6. Mit dem MCSCF-Verfahrenwurde die Dynamik des Heliums f�ur Anfangszust�ande mit verschiedenenKon�gurationszustandsfunktionen mit und ohne Laserfeld untersucht. F�ur6



das CI-Verfahren wurden mehrere Basis-S�atze erzeugt. Durch den Vergleichder Energien mit den spektroskopischen Termwerten wurde die Qualit�at derBasiss�atze �uberpr�uft und ihr Verhalten in Ein-und Mehrphotonen-Prozessenuntersucht.
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2 Licht und AtomeIn diesem Kapitel werden einige Grundlagen der Wechselwirkung von Lichtmit Atomen besprochen. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde dabei dasLicht klassisch als elektromagnetische Welle behandelt. Die Wechselwirkungmit den Atomen erfolgt �uber die magnetischen und elektrischen Multipole.Dominierend ist dabei die Wechselwirkung zwischen dem elektrischen Momentdes Atoms und dem elektrischen Feld des Lichts, so da� die weiterenWechselwirkungen f�ur die Betrachtungen dieser Arbeit vernachl�assigt werdenk�onnen. Das einfachste System, an dem sich bereits grundlegende Vorg�ange,die bei Atomen in solchen Lichtfeldern eine Rolle spielen, beschreiben lassen,ist das Zwei-Zustands-Atom.2.1 Licht als elektromagnetische WelleIm letzten Jahrhundert formulierte Maxwell vier Di�erential-Gleichungen, diealle bekannten elektrischen und magnetischen Erscheinungen beschreiben, alsoauch die elektromagnetischen Wellen des Lichts. Freie elektromagnetischeWellen breiten sich linear mit Lichtgeschwindigkeit aus, das elektrische unddas magnetische Feld schwingen dabei gleichphasig, und ihre Vektoren stehensenkrecht aufeinander und senkrecht zu ihrer Ausbreitungsrichtung. Mit Hilfeder Coulomb-Eichung erh�alt man einfache L�osungen f�ur die elektromagnetischeWelle als Cosinus- und Sinus-Funktionen [73,74]. Mit der Annahme, da� sichdie elektromagnetische Welle in x-Richtung ausbreitet, kann das elektrischeFeld an einem festen Punkt x0 als~E(t) = ŷ Ey(t) + ẑ Ez(t)= ŷ Ey cos(!t+ �y) + ẑ Ez cos(!t+ �z) (2.1)geschrieben werden. Hier sind x̂, ŷ und ẑ die Einheitsvektoren des kartesischenKoordinatensystems, Ey und Ez die maximale elektrische Feldamplitude iny- beziehungsweise z-Richtung, ! die Frequenz der Schwingung, sowie � diePhasenverschiebung. Das magnetische Feld ist analog de�niert [73,75].Nat�urliches Licht besteht im allgemeinen aus einer �Uberlagerung derartigerelektromagnetischer Wellen unterschiedlicher Wellenl�angen und Phasen. F�urdie meisten Experimente und theoretischen Betrachtungen wird jedoch9



monochromatisches Licht verwandt, also Licht einer einzigen Wellenl�ange,und seit Einf�uhrung der Lasertechnologie auch koh�arentes Licht, also Lichtgleicher Phase. Au�erdem wird eine Polarisation des Licht festgelegt, dashei�t, alle elektromagnetischen Wellen eines Lichtzugs sind in ihrer Phaseund den Amplituden eindeutig bestimmt.Im allgemeinen Fall, wenn die beiden Amplituden der elektrischen Feldst�arkeEy und Ez ungleich sowie die Phasen �y und �z beliebig sind, beschreibtdie Spitze des Vektors des elektrischen Feldes ~E(t) eine elliptische Bahnin der yz-Ebene. Licht, dessen elektrischer Feldvektor eine solche Ellipsebeschreibt, hei�t daher elliptisch polarisiertes Licht. Sind die Phasen beiderKomponenten gleich, �y = �z, erh�alt man~E(t) = ~e E0 cos(!t+ �) : (2.2)mit der maximalen Amplitude E0 und dem Richtungsvektor ~eE0 = qE2y + E2z ; ~e = (ŷ Ey + ẑ Ez)=E0 : (2.3)Der Vektor des elektrischen Feldes ~E(t) beschreibt nun eine Linie inder yz-Ebene. Man spricht daher von linear polarisiertem Licht. ZurVereinfachung wird als Richtung des linear polarisierten Lichts h�au�g diez-Richtung angenommen, also Ey = 0. Au�erdem wird die Phase mit � = �=2festgelegt. Dann kann das linear polarisierte Licht als~E(t) = ẑ Ez sin(!t) (2.4)geschrieben werden. Haben die Komponenten des Vektors des elektrischenFeldes dieselbe Amplitude, Ez = Ey, und sind die Phasen um ��=2gegeneinander verschoben, also �z = �y � �=2, erh�alt man einen weiterenSpezialfall des elliptisch polarisierten Lichts~E(t) = E0 [ŷ cos(!t)� ẑ sin(!t)] : (2.5)Die Spitze des Vektors der elektrischen Feldst�arke ~E(t) beschreibt nun einenKreis in der yz-Ebene. Je nach dem Vorzeichen der Phasenverschiebung drehtdas Licht entweder links oder rechts bei Blickrichtung auf die entgegenkommendeWelle. Man spricht daher von linksdrehendem beziehungsweise rechtsdrehendemzirkular polarisierten Licht, oder k�urzer von links- beziehungsweise rechts-zirkular polarisiertem Licht. Im allgemeinen ist es �ublich, f�ur zirkularpolarisiertes Licht die komplexe Schreibweise~E(t) = E02 h~e e i!t � ~e � e�i!ti = E0Re h~e e�i!t i (2.6)zu w�ahlen. Dabei erh�alt man die komplexen Richtungsvektoren ~e~e = � [ẑ + iŷ] beziehungsweise ~e = [ẑ � iŷ] (2.7)10



f�ur links- beziehungsweise rechts-zirkular polarisiertes Licht. Jeder Polarisations-zustand des Lichts l�a�t sich als �Uberlagerung rechts- und links-zirkularpolarisierter Komponenten mit geeigneten Amplituden und Phasen darstellen.Inbesondere erh�alt man linear polarisiertes Licht aus der �Uberlagerung je einerlinks- und rechtsdrehenden zirkular polarisierten Komponente mit gleichenAmplituden E0=2 [73,75].2.2 Die elektrische DipolwechselwirkungDie dominante Wechselwirkung zwischen Licht und Materie ist die Wechsel-wirkung zwischen dem elektrischen Feld des Lichts und dem Dipolmomentdes Atoms. Daneben gibt es weitere Wechselwirkungen, wie die elektrischeQuadrupol-Wechselwirkung oder die magnetische Dipol-Wechselwirkung. Siesind jedoch gegen�uber der elektrischen Dipol-Wechselwirkung sehr klein undwerden daher vernachl�assigt. Diese elektrische Dipoln�aherung ist gleich-bedeutend mit der Annahme, da� die Wellenl�ange des Lichts in der Regelsehr viel gr�o�er ist als die Dimension eines Atoms und die Elektronendaher dieselbe elektrische Feldst�arke ~E(t) sehen wie der Kern [74,76]. DerWechselwirkungs-OperatorV(~r; t) = �~� � ~E(t) (2.8)enth�alt damit das Dipolmoment ~� und das elektrische Feld des Licht ~E(t).Bei der Beschreibung von Atomen wird ein Koordinatensystem verwandt,dessen Ursprung im Massenschwerpunkt des Atoms und damit in sehr guterN�aherung im Zentrum des Atomkerns liegt. Damit ist der Ortsvektor desKerns ~R = 0 und das Dipolmoment durch~� = � nXp e~rp (2.9)gegeben. Hier ist e die Elementarladung, und ~r sind die Ortsvektoren derElektronen. Die Wechselwirkung f�ur linear polarisiertes Licht entsprechendder Gleichung (2.4) ist dannV(~r; t) = Ez sin(!t) nXp e~rp � ẑ : (2.10)F�ur Atome werden in der Regel Kugelkoordinaten verwandt. Hier sind dieOrtskoordinaten ~r dann durch die Radialkoordinate r und die Winkelkoordinaten� und � gegeben. In den Kugelkoordinaten ergibt sich das Skalarproduktzwischen dem Ortsvektor ~r und dem Richtungsvektor ẑ als ~rp � ẑ = rp cos(�p).Damit ist der Wechselwirkungs-Operator f�ur monochromatisches, koh�arentes,linear polarisiertes LichtV(~r; t) = Ez sin(!t) nXp �(~rp) (2.11)11



mit dem �Ubergangsdipolmoment-Operator�(~rp) = e rp cos(�p) : (2.12)Die St�arke der Wechselwirkung zwischen zwei Zust�anden unter dem Ein
u�eines Lichtfelds ist durch die Elemente der �Ubergangsdipolmatrix�NM = h	N j nXp e rp cos(�p) j 	Mi (2.13)gegeben. Aus der Integration �uber die Winkelkoordinaten ergeben sichdie Auswahlregeln bez�uglich der Drehimpulse der beiden Zust�ande. F�urAnregung mit linear polarisiertem Licht erh�alt man �Uberg�ange zwischenZust�anden, deren Bahndrehimpulse L sich um �1 unterscheiden w�ahrendihre ML-Komponenten gleich sind, wie im Abschnitt 3.3 gezeigt wird.Die Wechselwirkung f�ur links-zirkular polarisiertes Licht entsprechend Gleichung(2.6) ist dannV(~r; t) = E02 " e i!t nXp e~rp [ẑ + iŷ]� e�i!t nXp e~rp [ẑ � iŷ] # : (2.14)In den Kugelkoordinaten ergibt sich das Skalarprodukt zwischen dem Ortsvektor~r und den Richtungsvektoren ẑ und ŷ als ~rp � ẑ = rp sin(�p) cos(�p) und~rp �ŷ = rp sin(�p) sin(�p). Der Wechselwirkung-Operator f�ur monochromatisches,koh�arentes, links-zirkular polarisiertes Licht ist damitV(~r; t) = E02 " e�i!t nXp e rp sin(�p)e�i�p � e i!t nXp e rp sin(�p)e i�p # : (2.15)Die Elemente der �Ubergangsdipolmatrix zwischen zwei Zust�anden unter demEin
u� eines links-zirkular polarisierten Lichtfeldes sind dannVNM = E02 h ��NM e�i!t � �+NM e i!t i��NM = h	N j nXp e rp sin(�p)e�i�p j 	Mi�+NM = h	N j nXp e rp sin(�p)e i�p j 	M i : (2.16)Auch hier ergeben sich aus der Integration �uber die Winkelkoordinaten Auswahl-regeln f�ur den �Ubergang. Man erh�alt dann Beitr�age, wenn sich die Bahndre-himpulse L der Zust�ande um �1 unterscheiden. Das �Ubergangsdipolmoment��NM liefert nur einen Beitrag, wenn die ML-Komponente des Zustands12



j 	M i um eins gr�o�er ist als die des Zustands j 	Ni. Ist die ML-Komponente des Zustands j 	Mi um eins kleiner als die des Zustandsj 	Ni, erh�alt man nur einen Betrag vom �Ubergangsdipolmoment �+NM . DieElemente der �Ubergangsdipolmatrix f�ur zirkular-polarisiertes Licht k�onnendaher entsprechend den Auswahlregeln alsVNM = E02 ��NM e�i!t beziehungsweise VNM = E02 �+NM e i!t (2.17)angesetzt werden. Die Matrixelemente f�ur rechts-zirkular polarisiertes Lichtergeben sich analog.2.3 Das Zwei-Zustands-Atom im LaserfeldDas Ziel dieser Arbeit ist die Beschreibung der Dynamik von Atomen inLaserfeldern. Atome k�onnen dabei eine unendliche Anzahl von gebundenen undungebundenen Zust�anden besetzen. Diese komplexen Vorg�ange lassen sich inder Regel nicht analytisch beschreiben. Das idealisierte Zwei-Zustands-Atom istdas einfachste System, in dem sich bereits grundlegende Vorg�ange beschreibenlassen. Die Gleichungen von Zwei-Zustands-System lassen sich in vielenF�allen analytisch l�osen. Die komplexeren Vorg�ange in N -Zustands-Atomenk�onnen dann h�au�g mit Hilfe solcher Zwei-Zustands-Modelle interpretiertwerden [75,77].Betrachtet werden soll daher ein Zwei-Zustands-Atom mit den relevanten,station�aren Eigenfunktionen j 	1i und j 	2i und den zugeh�origen EigenwertenE1 und E2 der zeitunabh�angigen Schr�odinger-GleichungH0 j 	ii = Ei j 	ii : (2.18)F�ur die Eigenfunktionen soll dabei die Orthogonalit�atsbeziehung h	N j 	M i =�NM gelten. Das zeitabh�angige Wellenpaket kann dann als Superposition derstation�aren L�osungenj 	(t)i = C1(t) j 	1i + C2(t) j 	2i (2.19)geschrieben werden. Der Hamilton-Operator der zeitabh�angigen Schr�odinger-Gleichungi �h @@ t	 = H	 (2.20)H(~� ; t) = H0(~� ) + V(~�; t) (2.21)besteht aus dem station�aren Hamilton-Operator des ungest�orten Atoms H0,der auf die Ortsvektoren und Spinvariabeln ~� des Atoms wirkt, und dem13



Operator f�ur das �au�ere Feld V, der neben der Abh�angigkeit von Ortsvektorenund Spinvariabeln auch eine Zeitabh�angigkeit beinhalten kann. Setzt mandas Wellenpaket (2.19) in die zeitabh�angige Schr�odinger-Gleichung (2.20) ein,projiziert auf j 	1i beziehungsweise j 	2i und fa�t das Ergebnis in einerMatrix-Gleichung zusammen, erh�alt mani�h _C1(t)_C2(t) ! = " H011 H012H021 H022 !+  V11(t) V12(t)V21(t) V22(t) !#  C1(t)C2(t) ! : (2.22)Hier sind H0ij = h	i j H0 j 	ji die Matrixelemente �uber den station�arenHamilton-Operator und Vij(t) = h	i j V(t) j 	ji die �uber den Operator des�au�eren Felds. Da die Zust�ande j 	ii Eigenfunktionen des station�arenHamilton-Operators und zueinander orthogonal sind, giltH011 = E1 ; H022 = E2 ; H012 = H021 = 0 : (2.23)In Abwesenheit eines �au�eren Feldes sind die Elemente der �UbergangsmatrixVij = 0. F�ur die zeitabh�angigen Koe�zienten erh�alt man damit dieBestimmungsgleichungeni�h _C1(t)_C2(t) ! =  E1 00 E2 ! C1(t)C2(t) ! : (2.24)Diese unabh�angigen Gleichungen beschreiben Koe�zienten, die lediglich inihrer Phase oszilieren. Die analytischen L�osungen sindC1(t) = C1(0) e�iE1 t=�h ; C2(t) = C2(0) e�iE2 t=�h ;P1(t) = j C1(0) j2 ; P2(t) = j C2(0) j2 : (2.25)Die Besetzungswahrscheinlichkeiten Pi der beiden Zust�ande sind damit zeitlichkonstant. Diese Eigenschaft entspricht genau den Bedingungen f�ur einenstation�aren Zustand. Die Zeitentwicklung eines station�aren Zustands ineinem konservativen System beschr�ankt sich demnach auf eine Oszillation inden Phasen der beteiligten Eigenfunktionen. Diese Oszillationen haben eineFrequenz von #i = Ei=�h f�ur den i'ten Eigenzustand. Da der Energienullpunktbeliebig verschoben werden darf, ist die Frequenz dieser Oszillation direktvon der Wahl dieses Nullpunktes abh�angig. Im Hinblick auf die numerischePropagation solcher Systeme ist es also g�unstig, diese Frequenz m�oglichst kleinzu halten. Daher wird bei den numerischen Propagationen der zeitabh�angigenSchr�odinger-Gleichung der Energienullpunkt entsprechend gew�ahlt.Somit sind die zeitlichen �Anderungen von station�aren Zust�anden in feldfreienSystemen bekannt. F�ur bestimmte �au�ere Felder, wie statische elektrischeFelder oder auch zirkular polarisiertes Licht, lassen sich ebenfalls analytische14



L�osungen f�ur Zwei-Zustands-Atome �nden. Im folgenden soll ein Zwei-Zustands-Atom im koh�arenten, zirkular polarisierten Licht betrachtet werden.Die Elemente der �Ubergangsmatrix sind hierV11 = V22 = 0 ; V12 = V �21 = 
2 e�i!t : (2.26)Da Atome kein permanentes Dipolmoment besitzen, sind die Diagonalelementeder �Ubergangsmatrix Null. Hierbei sind das �Ubergangsdipolmoment � unddie elektrische Feldst�arke des eingestrahlten Licht E0 in
 = j �12 j E0�h (2.27)zusammengefa�t. Diese sogenannte Rabi-Frequenz besitzt die Einheit einerWinkelfrequenz. Sie ist ein Ma� f�ur die St�arke der Kopplung zwischen denbeiden Zust�anden. Zur L�osung des Gleichungssystems wird die hochfrequenteOszillation, die sich aus den Eigenenergien der beiden Zust�ande ergibt,explizit in dem AnsatzCi(t) = Di(t)e�iEi t=�h (2.28)ber�ucksichtigt. Damit erh�alt man die f�ur die Koe�zienten die gekoppeltenGleichungeni�h _D1(t)_D2(t) ! = 12  0 
 ei(!0�!)t=�h
 e�i(!0�!)t=�h 0 ! D1(t)D2(t) ! (2.29)Hier ist!0 = (E2 �E1)�h (2.30)die Resonanzfrequnenz zwischen den beiden Zust�anden. Durch den Ansatz(2.28) erh�alt man eine Matrixgleichung, die keine Diagonalelemente enth�alt.Diese Darstellung wird allgemein als Wechselwirkungs-Bild oder auch Dirac-Bild bezeichnet. In diesem Bild wird also die Wirkung des station�arenHamilton-Operator in der Phase des Ansatzes (2.28) ber�ucksichtigt. DasWechselwirkungsbild erm�oglicht h�au�g eine einfache L�osung von quantendy-namischen Problemen [75,77]. Im Fall der hier besprochenen Wechselwirkungdes Zwei-Zustands-Atoms mit resonantem, zirkular polarisierten Laserlichtbeh�alt man im Wechselwirkungsbild lediglich die konstante Wechselwirkung
 �ubrig, da bei resonanter Anregung ! = !0 gilt. Das Gleichungssystem(2.29) l�a�t sich damit leicht analytisch l�osen. Mit den AnfangsbedingungenD1(0) = 1 und D2(0) = 0 erh�alt man dann f�ur die Koe�zienten die L�osungC1(t) = cos�
t2 � eiE1t=�h ; C2(t) = i sin �
t2 � eiE2t=�h : (2.31)15



Die Wahrscheinlichkeiten Pi =j Ci j2, das Atom im i-ten Zustand zu �nden,sind dannP1 = cos2 �
t2 � = 12 (1 + cos(
t))P2 = sin2 �
t2 � = 12 (1� cos(
t)) : (2.32)Unter dem Ein
u� von koh�arentem, resonanten, zirkular polarisierten Lichtoszilliert das Molek�ul zwischen den beiden Zust�anden. Die Frequenz dieserOszillation ist die Rabi-Frequenz 
, die in Gleichung (2.27) de�niert wurde.Die vollst�andige Be- und Entv�olkerung eines Zustands dauert alsoT
 = 2��hj �12 j E0 : (2.33)Auch f�ur Frequenzen, die nicht der Resonanzfrequenz entsprechen, l�a�tsich eine L�osung des Gleichungssystems (2.29) �nden. Dann wird derzun�achst besetzte Zustand nicht vollst�andig entleert. Au�erdem wird dieFrequenz, mit der die Zust�ande be- und entv�olkert werden gr�o�er, je weiterdie eingestrahlte Frequenz von der Resonanzfrequenz entfernt ist. Diesesogenannte Flopping-Frequenz betr�agt~
 = q
2 + (! � !0)2 ; T~
 = 2�=~
 : (2.34)Die Zeitabh�angigkeit der Besetzungszahlen bei nicht-resonanter Anregung istdurchP1 = 12  1 + (! � !0)2+ j
 j2 cos(~
t)(! � !0)2+ j
 j2 ! ;P2 = 12 j
 j2 (1 � cos(~
t)(! � !0)2+ j
 j2 (2.35)gegeben [75]. F�ur linear polarisiertes Licht lassen sich keine exaktenL�osungen mehr �nden. F�ur resonante �Uberg�ange und �Uberg�ange nahe derResonanzfrequenz gibt es jedoch gute N�aherungen. Die �Ubergangsdipolmomentef�ur linear polarisiertes Licht sindV11 = V22 = 0 V12 = V �21 = 
 cos(!t) = 
2 �ei!t + e�i!t� : (2.36)Es wird zun�achst wieder angenommen, da� das eingestrahlte Licht derResonanzfrequenz der beiden Zust�ande (2.30) entspricht. Die hochfrequenteOszillation, die sich aus den Eigenenergien der Zust�ande ergibt, wird wiederumexplizit in dem Ansatz (2.28) ber�ucksichtigt. Damit erh�alt man f�ur diezeitliche �Anderung der Koe�zienteni�h _D1(t)_D2(t) ! = 12 0@ 0 
 �1 + e�i2!0t�
 �ei2!0t + 1� 0 1A D1(t)D2(t) ! : (2.37)16



Bei m�a�iger elektrischer Feldst�arke werden sich die Koe�zienten Di w�ahrendeines optischen Zyklus nur wenig ver�andern. Integriert man Gleichung (2.37)�uber mehrere optische Zyklen, so da� die �Anderung der Koe�zienten Di immernoch klein ist, dann verschwindet das Integral �uber die Exponential-Funktionwegen der vielen Oszillationen praktisch. Damit kann die Exponential-Funktiongegen�uber Eins vernachl�assigt werden�1 + e�2i!0t� � 1 : (2.38)Diese N�aherung wird Rotating-Wave-N�aherung [75, 77] genannt. Mit dieserN�aherung lassen sich Koe�zienten Di und schlie�lich auch die Koe�zientenCi analytisch bestimmen. Man erh�alt das Gleichungssystemi�h _D1(t)_D2(t) ! = 12  0 

 0 ! D1(t)D2(t) ! ; (2.39)das dem Gleichungssystem (2.29) f�ur zirkular polarisierem Licht mit resonanterAnregung entspricht. F�ur resonante Anregung mit linear polarisiertem Lichterh�alt man mit der Rotating-Wave-Approximation also dieselben Ergebnisse wief�ur zirkular polarisiertes Licht. Die �Anderung der Koe�zienten entspricht alsoGleichung (2.31), die Besetzungswahrscheinlichkeiten (2.32). Gleichbedeutendmit der Rotating-Wave-N�aherung in Gleichung (2.38) ist damit die N�aherungV12 � 
 12e�i!0t : (2.40)Von den beiden zirkularen Komponenten des linear polarisierten Lichtswird also eine vernachl�assigt. Diese Komponente erzeugt eine sehr schnelleSchwankung in den Besetzungswahrscheinlichkeiten mit geringer Amplitude.Diese in der Rotating-Wave-N�aherung vernachl�assigten Anteile werden Counter-Rotating-Anteile genannt. Sie oszillieren mit der sogenannten Ripple-Frequenz
r. Im Fall der resonanten Anregung ist die Ripple-Frequenz
r � 2! ; Tr � �=! (2.41)etwa doppelt so gro� wie die Frequenz des eingestrahlten Lichts.Auch f�ur Frequenzen nahe der Resonanzfrequenz !0 l�a�t sich die Rotating-Wave-N�aherung noch verwenden. Allerdings wird wie bei der Anregungmit zirkular polarisiertem Licht der zun�achst besetzte Zustand nicht mehrvollst�andig entleert. Die Frequenz dieser Be- und Entv�olkerung entsprichtwieder der Flopping-Frequenz (2.34). Sie wird umso gr�o�er, je weiter dieeingestrahlte Frequenz von der Resonanzfrequenz entfernt ist. Gleichzeitignimmt die Bedeutung des Counter-Rotating-Anteils zu. Bei stark nicht-resonanten Anregungen kann damit die Frequenz des Counter-Rotating-Anteilsgegen�uber der Flopping-Frequenz nicht mehr vernachl�assigt werden.17



F�ur stark nicht-resonante Anregungen mit linear-polarisiertem Licht lassensich die Ergebnisse aus der Rotating-Wave-Approximation daher nicht mehrverwenden. In diesem Fall mu� die Matrix-Gleichung (2.37) durch numerischeIntegration gel�ost werden. Abbildung (2.1) zeigt Beispiele f�ur resonante undnicht-resonante Anregungen mit linear polarisiertem Licht. Die Gr�o�en f�urdie Resonanzfrequenz !0 und die Rabi-Frequenz 
 wurden so gew�ahlt, da�die E�ekte der Counter-Rotating-Anteile deutlich werden.

Abbildung 2.1:Besetzungszahl des angeregten Zustandes P2 bei Anregung mit linear polarisiertemLicht, berechnet durch numerische Integration des exakten gekoppelten Gleichungs-systems. Die Resonanzfrequenz betr�agt !0 = 10Eh=�h. (a) Resonante Anregungmit ! = 10Eh=�h und einer Rabi-Frequenz von 
 = 1:0Eh=�h (b) Nicht-resonanteAnregung mit ! = 15Eh=�h und einer Rabi-Frequenz von 
 = 2:0Eh=�h18



3 Die zeitabh�angige MCSCF-MethodeIn diesem Kapitel wird die zeitabh�angige Multi-Con�guration-Self-Consistent-Field-Methode f�ur Mehr-Elektronen-Atome in Laserfeldern formuliert. DieBeschreibung erfolgt semiklassisch. Dabei wird das Atom quantenmechanischbeschrieben, w�ahrend das Licht klassisch als elektromagnetische Welle be-handelt wird.Die Bewegung des Atoms l�a�t sich in die Translationsbewegung des Massen-schwerpunkts und die Bewegung der Teilchen bez�uglich dieses Massenschwer-punkts zerlegen. Wegen des gro�en Massenunterschiedes zwischen Elektronenund Kern liegt der Massenschwerpunkt in der N�ahe des Atomskerns. Imallgemeinen werden jedoch die internen Bewegungen des Systems in einemKoordinatensystem beschrieben, dessen Ursprung im Kern selbst liegt. DieseN�aherung ist gleichbedeutend mit der Annahme einer unendlichen Kernmasse.Korrekturen, die sich hieraus aufgrund der endlichen Kernmasse ergeben,k�onnen mit den sogenannten Massen-Polarisationstermen [78] ber�ucksichtigtwerden. In der Regel sind diese Korrekturen jedoch sehr klein. DieTranslationsbewegung des Massenschwerpunkts geht nur als Konstante in dieGesamtenergie des Systems ein. Die quantenmechanische Beschreibung desAtoms reduziert sich daher auf die Beschreibung der internen Elektronen-bewegungen.3.1 Hamilton-Operator und WellenfunktionenDie Zeitentwicklung eines quantenmechanischen Systems im kern�xiertenKoordinatensystem wird durch die zeitabh�anigige Schr�odinger-Gleichung be-schriebeni @@t	(~� ; t) = H(~� ; t)	(~�; t) : (3.1)In einem Atom im Strahlungsfeld bewegen sich die Elektronen in demCoulombfeld des Kernes und dem �au�eren elektromagnetischen Feld. DieElektronen werden durch einen Satz von Ortsvektoren f~rp; p = 1; 2; :::; ngund Spinvariablen f�p; p = 1; 2; :::; ng beschrieben. Der gemeinsame Satz vonOrtsvektoren und Spinvariablen wird mit ~� = f~r; �g bezeichnet. F�ur Atome19



werden in der Regel Kugelkoordinaten verwandt. Hier sind die r�aumlichenKoordinaten dann durch die Radialkoordinate r und die Winkelkoordinaten� und � de�niert. Der Hamilton-Operator f�ur ein n-Elektronen-Atom istdamit gegeben durchH = nXp=1 (h(~rp) + z(~rp; t)) + 12 nXp6=q g(~rp; ~rq) : (3.2)Hier ist h(~r) der zeitunabh�angige Ein-Elektronen-Operatorh(~r) = � 12r2 @@rr2 @@r � �̂22r2 � Zr ; (3.3)mit dem Legendre-Operator�̂2 = 1sin � @@� sin � @@� + 1sin2 � @2@�2 (3.4)und z(~r; t) der zeitabh�angige Ein-Elektronen-Feldoperator, der sich aus derelektrischen Dipolwechselwirkung, Abschnitt 2.2, ergibtz(~r; t) = �(~r)D(t) E0 sin(!t) : (3.5)Hier ist E0 die elektrische Feldst�arke, D(t) das Zeitpro�l des Lichtpulsesund ! die Frequenz des eingestrahlten Lichts. F�ur linear polarisiertes Lichtist das �Ubergangsdipolmoment-Operator�(~r) = e r cos(�) : (3.6)Der Zwei-Elektronen-Operator kann als Summe �uber Kugel
�achenfunktionengeschrieben werdeng(~rp; ~rq) = 1X�=0 r�<r�+1> 4�2� + 1 �X�=�� Y ?��(�p; �p)Y��(�q; �q) ; (3.7)wobei die Abst�ande r< = minfrp; rqg und r> = maxfrp; rqg den jeweils kleinerbeziehungsweise gr�o�eren Kernabstand der zwei betrachteten Elektronenrepr�asentieren [79].Der Hamilton-Operator (3.2) ist wegen des �Ubergangsdipolmomentes zylin-dersymmetrisch C1v. Die r- und die �-Koordinate k�onnen daher nicht mehrgetrennt werden. Infolgedessen bleibt der Gesamtbahndrehimpuls L des Atomsnicht streng erhalten und nur noch die Projektion des Gesamtbahndrehimpulsesauf die Feldrichtung Lz ist eine Erhaltungsgr�o�e. Das elektromagnetischeFeld hebt also die Entartung der Zust�ande teilweise auf, denn Zust�andemit verschiedenen Werten f�ur Lz unterscheiden sich energetisch. Zust�ande,20



die sich nur durch das Vorzeichen von Lz unterscheiden, sind jedoch nachwie vor entartet. Das erlaubt die Einf�uhrung der Quantenzahl � =j �ML j.Zust�ande mit � = 0 sind demnach nicht entartet, Zust�ande mit � � 1 sindzweifach entartet.Die Gesamt-Wellenfunktion 	(~� ; t) l�a�t sich als Superposition von M Kon�gu-rations-Zustandsfunktionen (CSF's) �(~� ; t) mit zeitabh�angigen CI-Koe�zientenCI(t) schreiben. Die CSF's beschreiben drehimpulsgekoppelte n-Elektronen-Kon�gurationen und sind symmetrieadaptierte Linearkombinationen von Slater-Determinanten �(~�; t) [80]. Die Symmetrie-Koe�zienten BKI werden sobestimmt, da� die CSF's Eigenfunktionen der Symmetrie-Operatoren L̂z, Ŝ2und Ŝz mit den entsprechenden Quantenzahlen �, ML, S und MS sind.Sie sind reell und zeitunabh�angig. Die Slater-Determinanten selbst werdenaus zeitunabh�angigen Spinorbitalen  (~�; t) aufgebaut	(~� ; t) = MXI=1�I(~� ; t)CI(t) (3.8)�I(~� ; t) =XK �K(~� ; t)BKI (3.9)�K(~� ; t) = 1pn! jj  k1(1; t)  k2(2; t) � � �  kn(n; t) jj : (3.10)Die Ein-Elektronen-Funktion  ki(p; t) sei die i-te Funktion der Kon�gura-tion K mit den Elektronenkoordinaten ~�p. In den Slater-Determinanten sinddie Ein-Elektronen-Funktionen in einer Standardreihenfolge k1 < k2 < : : : < knangeordnet, um redundante Slater-Determinanten zu vermeiden. Die Spi-norbitale sollen Eigenfunktionen der Symmetrieoperatoren l̂z , ŝ2 und ŝz mitden Eigenwerten �� = m, s und ms sein. Sie lassen sich als Produkt dernormierten zweidimensionalen Schalenfunktion fni �i(r; �; t), der �-abh�angigenFunktion gmi(�) = 1=p2� e imi � und der Spinfunktion �msi(�) schreiben ni �imimsi(~r; �; t) = fni �i(r; �; t) gmi(�) �msi(�) : (3.11)Das Produkt der Funktionen fni �i(r; �; t)gmi(�) wird in Kugel
�achenfunktionenentwickelt, wobei die Koe�zienten Pni�i`i(r; t) Radialfunktionen sind [72,81].gmi(�) fni�i(r; �; t) = `maxX`i=�i Pni�i`i(r; t)r Y`imi(�; �) : (3.12)Da die Kugel
�achenfunktionen eine vollst�andige Basis bilden, ist dieser Ansatzf�ur `max = 1 exakt. Die endliche Entwicklung konvergiert jedoch schonbei kleinen `max-Werten, so lange die Feldst�arke E0 klein ist gegen�uber21



dem Coulomb-Term Z=r [82]. Die Radialfunktionen sind unabh�angig vonder magnetischen Quantenzahl mi und der Spinquantenzahl msi. DieSpinorbitale einer Schale, also diejenigen Spinorbitale mit gleichen n- und�-Quantenzahlen, werden mit denselben Radialfunktionen gebildet. Diese�Aquivalenzrestriktion verringert die Zahl der Radialfunktionen und erm�oglichteine einfache Symmetriekoppelung. Die Spinorbitale sind dann ni �imimsi(~� ; t) = `maxX`i=�i Pni�i`i(r; t)r Y`imi(�; �) �msi(�) : (3.13)Die Spinorbitale und die Radialfunktionen, f�ur die im folgenden die Abk�urzungen ni �imimsi �  i und Pni�i`i � P`i verwendet werden, erf�ullen die Ortho-gonalit�atsbeziehungh i(t) j  j(t)i = �msi msj�mimj��i �j `maxX̀=� hP`i (t) j P`j (t)i = �i j : (3.14)Aus orthogonalen Spinorbitalen erh�alt man orthogonale Slater-Determinanten,und mit der geeigneten Wahl der Symmetrie-Koe�zienten erh�alt man ebenfallsorthogonale CSF'sh�K(t) j �L(t)i = �KLh�I (t) j �J (t)i = �I J : (3.15)Die zeitliche �Anderung des Systems im Strahlungsfeld wird durch diesenAnsatz zur�uckgef�uhrt auf die zeitliche �Anderung der Ein-Teilchen-Funktionen(3.13) und damit letztlich auf die der Radialfunktionen P`i(r; t) und derCI-Koe�zienten CI(t), die die Besetzung der CSF's bestimmen.Diese Entwicklung ist analog zu den zeitunabh�angigen, numerischen MCSCF-Verfahren f�ur die Berechnung von atomaren Eigenzust�anden aus der station�arenSchr�odinger-Gleichung, wie sie von Froese-Fischer [83{85], Biegler-K�onig undHinze [80,86] sowie von Stiehler und Hinze [82,87] verwandt werden. Allerdingsstellt die Gesamt-Wellenfunktion im zeitabh�angigen Bild im allgemeinen keinenstation�aren Zustand mit eindeutigen Quantenzahlen dar, sondern repr�asentiertals Superposition von CSF's mit unterschiedlichen Quantenzahlen vielmehreine koh�arente �Uberlagerung atomarer Zust�ande.
22



3.2 Die MCSCF-GleichungenIm vorangegangenen Abschnitt haben wir die zeitliche Entwicklung desSystems durch einen Multi-Kon�gurations-Ansatz f�ur die Wellenfunktionauf die zeitliche Entwicklung von Ein-Teilchen-Spinorbitalfunktionen undCI-Koe�zienten zur�uckgef�uhrt. Aus der Schr�odinger-Gleichung werden nunGleichungen f�ur ihre zeitliche Entwicklung hergeleitet. Der Hamilton-Operator(3.2) wird, um eine systematische Notation zu erleichtern, in der Spracheder zweiten Quantisierung geschrieben [67].H = nXp=1 [h(~rp) + z(~rp; t)] + 12 nXp6=q g(~rp; ~rq)= mXij [hij(t) + zij(t)] ayiaj + 12 mXijkl gijkl(t) ayiaykalaj : (3.16)Die Summen laufen nun nicht mehr �uber die Elektronenindizes p und q,sondern �uber die Orbitalindizes i, j, k und l. Die Anzahl der verwendetenOrbitale m ist im allgemeinen gr�o�er als die Zahl der Elektronen n. Die Ein-und Zwei-Teilchen-Integrale hij , zij und gijkl sind aufgrund der zeitabh�angigenSpinorbitale ebenfalls zeitabh�angighij(t) = h i(t) j h j  j(t)izij(t) = h i(t) j z(t) j  j(t)igijkl(t) = h i(t)h k(t) j g j  l(t)i j(t)i : (3.17)Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ay, a sind wie folgt de�niertayi j �(k1k2:::kn�1)i = 8><>: 0 falls i 2 (k1 : : : kn�1)(�1)n�j j�(k1:::kj�1 i kj :::kn�1)i falls kj�1<i<kj (3.18)ai j �(k1k2:::kn)i = 8><>: 0 falls i 62 (k1k2 : : : kn)(�1)n�j j �(k1:::kj�1kj+1 :::kn)i falls i = kj : (3.19)Der Vernichtungsoperator ai vernichtet das ihm zugeh�orige Spinorbital  iaus einer n-Elektronen-Slater-Determinante, und erzeugt so eine normierte(n-1)-Elektronen-Slater-Determinante. Dies geschieht durch Streichen der j-tenSpalte und der n-ten Reihe und Ber�ucksichtigen des Antisymmetrie-Faktors(�1)n�j . Der Erzeugungsoperator ayi ist der adjungierte Operator zu ai,23



er erzeugt in einer (n-1)-Elektronen-Slater-Determinante das Spinorbital  i,wenn dieses noch nicht vorhanden ist. Damit gilt auchh�I j ayiaj j �Ji = hai�I j aj�J i : (3.20)Insbesondere haben die Operatoren folgende Wirkung auf ein Vakuum j vaci,also eine Null-Elektronen-Funktionayi j vaci = j  ii hvac j ai = h i jai j vaci = 0 hvac j ayi = 0 : (3.21)Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren sind linear und erf�ullen diefolgenden Antikommutator-Beziehungen(aiaj + ajai) = 0 (ayiayj + ayjayi) = 0 (ayiaj + ajayi) = �ij : (3.22)Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren _ayi , _ai erzeugen beziehungsweisevernichten zeitlich abgeleitete Spinorbitale @=@t  i entsprechend den obenangegeben De�nitionen. Mit ihrer Hilfe l�a�t sich, wie in Anhang A.3beschrieben, die Zeitableitung der CSF's bildenj �I(t)i = 1n mXi=1 ayiai j �I(t)ij _�I(t)i = mXi=1 _ayiai j �I(t)i : (3.23)Damit ist die zeitliche �Anderung der Gesamt-Wellenfunktion (3.8) nach derProduktregel@@t j 	(t)i = XI h j _�I (t)iCI(t) + j �I(t)i _CI(t) i (3.24)= Xi _ayiai j 	(t)i + XI j �I (t)i _CI(t) : (3.25)Diese Beziehung l�a�t sich in die zeitabh�angige Schr�odinger-Gleichung (3.1)einsetzen. Im folgenden werden durch Projektionsmethoden Bestimmungs-gleichungen f�ur die zeitliche �Anderung der Koe�zienten und der Spin-orbitale hergeleitet. Dieselben Bestimmungsgleichungen erh�alt man aus demzeitabh�angigen Frenkel-Dirac-Variationsprinzip. Obwohl dieses Verfahren inder Literatur nicht unumstritten war, stellt es als Variationsverfahren sicher,da� die L�osungen, die man aus ihm erh�alt, die bestm�oglichen Self-Consistent-Field-L�osungen sind. Diese alternative Herleitung �ndet sich daher im AnhangA.2. 24



3.2.1 Die Koe�zienten-GleichungDie Bestimmungsgleichung der Koe�zienten erh�alt man aus der zeitabh�angigenSchr�odinger-Gleichung (3.1) unter Verwendung von Beziehung (3.24) durchProjektion auf h�I jXJ h h�I j _�JiCJ + h�I j �Ji _CJ i = �iXJ h�I j H j �J iCJ : (3.26)F�ur das Integral h�I j �Ji gilt die Orthogonalit�atbeziehung (3.15). Mit den�uber Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren de�nierten CSF's in Gleichung(3.23) l�a�t sich das �Uberlappungsintegral h�I j _�J i, wie in Anhang A.3gezeigt, aufh�I j _�J i = 1nXij h i j _ jih�I j ayiaj j �J i (3.27)reduzieren. Im Fall einer kompletten CI-Entwicklung im Raum der Orbitalekann man ohne Einschr�ankung der Allgemeinheit fordern, da�h i j _ ji = 0 8 i; j : (3.28)Damit ist das �Uberlappungsintegral in Gleichung (3.27) immer Null und dieBestimmungsgleichung f�ur die CI-Koe�zienten lautet_CI(t) = �iXJ h�I(t) j H(t) j �J (t)iCJ(t) 8 I: (3.29)Die Hamilton-Matrix enth�alt die zeitabh�angigen CSF's, die aus denzeitabh�angigen Spinortitalen aufgebaut sind. Sie mu� daher f�ur jede Zeit tmit den zugeh�origen Spinorbitalen neu berechnet werden. Die Spinorbitalewerden durch die im folgenden hergeleitete Spinorbital-Gleichung bestimmt.3.2.2 Die Orbital-GleichungDie Bestimmungsgleichung der Orbitale erh�alt aus der zeitabh�angigenSchr�odinger-Gleichung (3.1) unter Verwendung von Beziehung (3.25) durchProjektion auf hai	 jXj hai	 j _ayjaj	i+XI hai	 j �i _CI = �i hai	 j H j 	i : (3.30)In den Integralen enth�alt das Bra jeweils eine (n-1)-Elektronen-Funktion, dasKet dagegen eine n-Elektronen-Funktion. Insgesamt kann also �uber (n-1)Elektronenkoordinaten integriert werden. Im ersten Integral bleibt nach der25



Integration ein Erzeugungsoperator f�ur abgeleitete Spinorbitale, der auf eineNull-Elektronen-Funktion wirktXj hai	 j _ayjaj	i = XIJ Xj C?ICJ hai�I j aj�J i j _ ji : (3.31)In die rechte Seite der Gleichung (3.30) wird der Hamilton-Operator (3.2)eingesetzthai	 j H j 	i = XIJ C?ICJ " Xp hai	 j h(rp) + z(rp; t) j 	i+12 Xp6=q hai	 j g(rp; rq) j 	i 35 : (3.32)Das Integral der Ein-Elektronen-Operatoren l�a�t sich durch Einf�ugen desOperators ayjaj auswerten. Da der Ein-Teilchen-Operator h(rp) jeweilsnur auf das p-te Elektron wirkt, l�a�t sich auch hier die Integration �uber(n-1)-Koordinaten ausf�uhren. Die Summation �uber die Elektronen-Koordinatenauf der linken Seite wird dabei ersetzt durch die Summation �uber besetzteSpinorbitaleXp hai	 j h(rp) j 	i = Xj hai	 j h(rn) j ayjaj	i= Xj hai	 j aj	i h(rn) j  ji : (3.33)F�ur das Integral �uber den Zwei-Elektronen-Operator l�a�t sich entsprechendschreiben12Xp6=q hai	 j g(rp; rq) j 	i=Xjkl h	 j ayiaykalaj j 	i h k j g(rn�1; rn) j  l i j i: (3.34)Damit ergibt sich f�ur das Integral eine Summe �uber Fock-Operatoren Fijwirkend auf Spinorbitalehai	(t) j H(t) j 	(t)i = Xj "tij(t) (hj + zj(t)) +Xkl Tijkl(t)Ukl(t)#j  j(t)i= Xj Fij(t) j  j(t)i : (3.35)26



Der Fock-Operator enth�alt die zeitabh�angigen Zwei-Teilchen-PotentialeUkl(t) = h k(t) j g(rn�1; rn) j  l(t)i (3.36)und Summen �uber Elemente der �Ubergangsdichtematrizen erster und zweiterOrdnung zwischen Slater-Determinanten, sogenannte e�ektive Strukturfaktorentij(t) = h	(t) j ayiaj j 	(t)i =XIJ C?I (t)CJ(t)XKLB?KIBLJ tKLijTijkl(t) = h	(t) j ayiaykalaj j 	(t)i =XIJ C?I (t)CJ(t)XKLB?KIBLJ TKLijkl (3.37)Sie sind wegen der Summation �uber alle CI-Koe�zienten ebenfalls zeitabh�angig.Die Elemente der �Ubergangsdichtematrizen erster und zweiter Ordnung zwischenden Slater-DeterminantentKLij = h�K j ayiaj j �LiTKLijkl = h�K j ayiaykalaj j �Li (3.38)h�angen dagegen nur von den Orbitalbesetzungen ab und haben aufgrundder Orthonormalit�at der Slater-Determinanten den Wert �1, wenn sich dieSlater-Determinanten um h�ochstens eine bzw. zwei Ein-Teilchen-Funktionenunterscheiden, anderenfalls sind sie Null.In das zweite Integral der linken Seite der Gleichung (3.30) wird f�ur _CI dieKoe�zienten-Gleichung (3.29) eingesetztXI hai	 j �Ii _CI = �iXI hai	 j �Iih�I j H j 	i : (3.39)Im dem von den Spinorbitalen aufgespannten Raum gelten folgende BeziehungenXI j �Iih�I j= 1 Xj j  jih j j= 1 : (3.40)Durch Ausnutzung beider Beziehungen und Verwendung der Ergebnissesaus Gleichung (3.35) erh�alt man schlie�lich eine Summe �uber Integrale,die den Langrangeschen Multiplikatoren �ij der station�aren MCSCF-TheorieentsprechenXI hai	(t) j �I (t)i _CI(t) = �iXj j  j(t)ih j(t) jXk Fik(t) j  k(t)i= �iXj �ij(t) j  j(t)i : (3.41)27



Die Lagrangeschen Multiplikatoren wurden in der station�aren MCSCF-Theorieals Nebenbedingung eingef�uhrt, um aus der Variation orthonormale Spinorbitalezu erhalten. Sie sorgen im zeitabh�angigen MCSCF daf�ur, da� auch w�ahrendder Propagation die Orthogonalit�at h i j  ji = �ij erhalten bleibt.Damit erh�alt man aus Gleichung (3.30) mit den Gleichungen (3.31), (3.35)und (3.41) eine Fock-Gleichung, die die zeitliche �Anderung der SpinorbitalebeschreibtXj tij j _ ji = �iXj [ Fij � �ij ] j  ji : (3.42)Wird die rechte Seite dieser Gleichung Null gesetzt, erh�alt man die station�areFock-Gleichung, die parametrisch von der Zeit abh�angt. Das bedeutet, fallsdie Spinorbitale  i L�osungen der station�aren Fock-Gleichung sind, �andernsich die Spinorbitale nicht. Sind sie nicht L�osungen, wegen eines sichzeitlich �andernden Hamilton-Operators, gibt die rechte Seite der Gleichungdie n�otige �Anderung an. Insbesondere bleiben bei Propagationen mit einemzeitunabh�angigen Hamilton-Operator mit Startfunktionen, die L�osungen desFock-Operators sind, die Spinorbitale w�ahrend der Propagation konstant. Dielinke Seite der Orbital-Gleichung wird Null.Die Bestimmungsgleichungen der Spinorbitale sind �uber die Elemente derDichtematrix erster Ordnung tij gekoppelt. In einem kompletten CI-Ansatzkann eine unit�are Transformation gefunden werden, die die Dichtematrixerster Ordnung diagonalisiertt0 = BytB so da� t0ij = �ij t0jj 0 =  B : (3.43)Die Spinorbitalej  0ji, die die Dichtematrix erster Ordnung diagonalisieren,werden nat�urliche Orbitale genannt. Stellt man die Fock-Gleichung (3.42)mit den transformierten Orbitalen (3.43) auf und teilt durch t0ii erh�alt maneine Bestimmungsgleichung f�ur nat�urliche Spinorbitalej _ 0ii = �iXj h F 0ij � �0ij i j  0jiF 0ij = (hi + zi(t)) j  0ii+Xkl T 0ijklt0ii U 0kl j  0ji : (3.44)Die Operatoren F 0ij und �0ij werden entsprechend den Gleichungen (3.35)und (3.41) mit den nat�urlichen Orbitalen aufgestellt. Im Gegensatz zuder Bestimmungsgleichung f�ur beliebige Spinorbitale (3.42) sind in denBestimmungsgleichungen f�ur die nat�urlichen Orbitale (3.44) die Ableitungstermeentkoppelt. 28



3.2.3 ZusammenfassungDurch den MCSCF-Ansatz zur Darstellung der Wellenfunktion (3.8)-(3.13)gelingt es, die Zeitabh�angigkeit der Gesamt-Wellenfunktion 	(~�; t) auf dieCI-Koe�zienten CI(t) und den Radialteil der Spinorbitale  i(~� ; t) aufzuteilen.Damit erh�alt man, ausgehend von der zeitabh�angigen Schr�odinger-Gleichung(3.1), zeitabh�angige Gleichungen f�ur die CI-Koe�zienten (3.29) und dieRadialfunktionen der Spinorbitale (3.42)_CI = �iXJ h�I j H j �J iCJ 8 I : (3.45)Xj tij j _ ji = �iXj [ Fij � �ij ] j  ji 8 i (3.46)CI- und Orbital-Gleichungen sind voneinander abh�angig, da die Hamilton-Matrixmit den Radialfunktionen und der Fock-Operator mit den CI-Koe�zientenaufgebaut wird. Soll ein Atom �uber einen Zeitraum beobachtet werden, m�ussendaher CI- und Orbital-Gleichungen simultan propagiert werden. Anstelle derOrbital-Gleichungen (3.46) k�onnen auch die modi�zierten Orbital-Gleichungen(3.44) verwandt werden.In den noch folgenden Abschnitten dieses Kapitels wird die explizite Berechnungder Hamilton-Matrix und das Aufstellen des Fock-Operators besprochen.Hierbei werden die Symmetrie-Eigenschaftem des Systems ausgenutzt. DieOrbital-Gleichungen k�onnen zus�atzlich noch durch analytische Integration�uber die Spin- und Winkelfunktionen auf radiale Fock-Gleichungen (3.94)reduziert werden.3.3 Berechnung der Hamilton-MatrixZur L�osung der Koe�zienten-Gleichungen (3.29) m�ussen die Elemente derHamilton-Matrix berechnet werdenh�I j H j �J i = h�I j h j �Ji + h�I j z j �J i+ h�I j g j �J i : (3.47)Sie lauten im Formalismus der zweiten Quantisierung (3.16)-(3.23)h�I j H j �J i = Xij hij(t) XKL B�KI h�K j ayiaj j �LiBLJ+ Xij zij(t) XKL B�KI h�K j ayiaj j �LiBLJ+ 12Xijkl gijkl(t) XKL B�KI h�K j ayiaykalaj j �LiBLJ : (3.48)29



Man erh�alt Summen �uber zeitabh�angige Ein- und Zwei-Teilchen-Integralehij(t) = h i(t) j h j  j(t)izij(t) = h i(t) j z(t) j  j(t)igijkl(t) = h i(t)h k(t) j g j  l(t)i j(t)i (3.49)und die Elemente der �Ubergangsdichtematrix erster und zweiter Ordnung(3.38) zwischen Slater-Determinanten, die nur von den Orbitalbesetzungender Slater-Determinanten abh�angen.In die Ein- und Zwei-Teilchen-Integrale Gleichung (3.49) wird der Produkt-Ansatz f�ur die Spinorbitale (3.13) eingesetzt. Nach der Summation �uberden Spin und der analytischen Integration �uber die Winkelkoordinaten erh�altman f�ur das Ein-Teilchen-Integralh�I (t) j h j �J (t)i = X(ni�i) (nj�j)��i �j X̀i`j �`i `j hP`i(t) j h`i j P`j (t)iXKLXm Xms B�KI h�K j ayni �imms anj �j mms j �LiBLJ : (3.50)Es enth�alt Summationen �uber Schalenfunktionen (ni�i), Bahndrehimpuls m undSpin ms. Die Erzeugungs-und Vernichtungsoperatoren ai � ani �imi msi, die aufdie Spinorbitale  i �  ni �imimsi wirken, werden dadurch vollst�andig bestimmt.Die Schalenfunktionen selbst werden durch einen Satz von RadialfunktionenP`i � Pni�i`i mit verschiedenen `-Werten repr�asentiert. Vom der �-Quantenzahlder Schalenfunktion h�angt die Summe �uber die Bahndrehimpulse ab. Siehat pro Schalenfunktion maximal zwei Summanden mit m = ��. DerEin-Elektronen Operator ist hierh`i = 12 @2@ r2 + `(` + 1)2r2 � Zr : (3.51)Das �Ubergangsdipol-Matrixelement zij enth�alt f�ur linear polarisiertes Lichtden �Ubergangsdipolmoment-Operator (3.6). Das Integral �uber die Winkel-koordinaten ist damitI`i`j = Z 2�0 Z �0 Y �̀i mi(�; �) cos(�)Y`j mj(�; �) sin(�) d�d� (3.52)Es kann mit folgender Beziehung zwischen den Kugel
�achenfunktionen [88]cos(�)Y` m(�; �) = A`+1mY`+1m +A` mY`�1mA`m = vuut (`+m)(` �m)(2` + 1)(2` � 1) (3.53)30



gel�ost werden. Man erh�alt f�ur das Integral �uber die WinkelkoordinatenI`i`j = �mimj hA`j+1mj�`i `j+1 +A`j mj�`i `j�1i = �mimj A(`i `j�1) : (3.54)Dieses Integral beinhaltet die Auswahlregeln f�ur �Uberg�ange mit linearpolarisiertem Licht. Erlaubt sind demnach �Uberg�ange zwischen Radialanteilen,die sich in ihrem `-Wert um �1 unterscheiden und die zu Spinorbitalenmit derselben magnetischen Quantenzahl m geh�oren. Nach dieser Integrationund der Summation �uber die Spinkoordinate erh�alt man das �Ubergangsdipol-Matrixelement alsh�I (t) j z(t) j �J(t)i = D(t) E0 sin(!t)X(ni�i) (nj�j)��i �j X̀i`j A(`i `j�1) hP`i(t) j r j P`j (t)i (3.55)XKLXm Xms B�KI h�K j ayni �imms anj �j mms j �LiBLJ :Zur Auswertung des Zwei-Teilchen-Beitrags h�I j g j �Ji wird zun�achstdas Integral gijkl berechnet. Nach Einsetzen des Produktansatzes f�ur dieSpinorbitale und des Zwei-Teilchen-Operators (3.7) ergibt sichgijkl(t) = �msi msj�msk msl X`i `j `l `khP`i (t)hP`k (t) j 1X�=0 r�<r�+1> j P`l(t)iP`j (t)i4�2� + 1 �X�=��hY`i mi j Y �� � j Y`j mj ihY`k mk j Y� � j Y`lmli : (3.56)Dieser Ausdruck l�a�t sich vereinfachen, da f�ur die Integrale �uber dreiKugel
�achenfunktionen gilt [79]hY`0 m0 j YLM j Y` mi = hY` m j Y �LM j Y`0 m0i : (3.57)und sie nur dann von Null verschieden sind, wenn folgende Bedingungenerf�ullt sind(a) M = m0 �m(b) j ` � `0 j� L � (`0 + `)(c) `0 + L+ ` = gerade : (3.58)F�ur die Summe der Integrale �uber die Kugel
�achenfunktionen gibt es nach(3.58a) also nur dann eine L�osung ungleich Null, wenn � = mi �mj sowie� = ml�mk, und somit mi+mk = mj +ml ist. Aus der Bedingung (3.58b)31



ergibt sich eine Beschr�ankung der �-Summe. Es gibt nur Betr�age f�ur �-Wertedie max(j `i � `j j; j `k � `l j) � � � min((`i + `j); (`k + `l)) (3.59)erf�ullen. Au�erdem fordert die Bedingung (3.58c) f�ur (`i + `j) und damitauch j `i�`j j gerade ein gerades � und f�ur (`i+ `j) und damit auch j `i�`j jungerade ein ungerades �. Somit l�auft die �-Summe (3.59), beginnend beimax(j `i � `j j; j `k � `l j), in Schritten von 2. Die Integrale �uber die dreiKugelkoordinaten werden als Gaunt-Koe�zientenc�̀m`0m0 = s 4�2� + 1hY` m j Y� m�m0 j Y`0 m0i (3.60)geschrieben. Damit erh�alt man f�ur das Zwei-Teilchen-Integralgijkl(t) = X`i `j `l `kX� �msimsj�msk msl�(mi+mk)(mj+ml)hP`i(t) j U �̀k`l(t) j P`j (t)i c�̀jmj`imi c�̀kmk`lml (3.61)mit den Zwei-Teilchen-Potentialen der RadialfunktionenU �̀k`l(t) = hP`k (t) j r�<r�+1> j P`l(t)i (3.62)= 1r�+1 Z ro P �̀k (s; t) s�P`l(s; t) ds+ r� Z 1r P �̀k (s; t) 1s�+1P`l(s; t) dsEine De�nition der Zwei-Teilchen-Integrale im Raum der Schalenfunktionenist nicht m�oglich, da die Radialfunktionen ebenso wie die Gaunt-Koe�zientenvon den Spinorbitalindices m = �� abh�angen. Durch Anwendung derGruppentheorie kann diese Abh�angigkeit aber auf einen Symmetrieindex� bezogen werden. Die Schalenfunktionen fni�i, siehe Gleichung (3.11),lassen sich nach den irreduziblen Darstellungen � der Punktgruppe C1vklassi�zieren. Den Integralen �uber die Koordinaten der Teilchen 1 und2, Gleichung (3.49), entsprechen deshalb direkte Produkte der irreduziblenDarstellungen �i � �j bzw. �k � �l. Das Zwei-Teilchen-Integral ist nur dannungleich Null, wenn beide direkten Produkte dieselbe irreduzible Darstellung� enthalten. Die erlaubten � -Werte sind die gemeinsamen Werte zwischenden Paaren (�i + �j; j�i � �j j) und (�k + �l; j�k � �lj). Auf Grund dieser�Uberlegungen lassen sich die Gaunt-Koe�zienten in Abh�angigkeit von �formulierenc�̀i`j� = 8><>: c�̀i�i`j��j = q 4�2�+1hY`i �i j Y� � j Y`j ��ji 8 � = �i + �jc�̀i�i`j�j = q 4�2�+1hY`i �i j Y� � j Y`j �j i 8 � =j�i � �j j (3.63)32



Damit erh�alt man f�ur den Zwei-Teilchen-Beitrag der Hamilton-Matrixh�I (t) j g j �J (t)i = (3.64)X(ni�i) (nj�j) (nk�k) (nl�l)X� X`i`j`k`lX� hP`i (t) j U �̀k`l(t) j P`j (t)i c�̀j`i� c�̀k`l�XKL Xmimj Xmkml Xmsms0 �(mi+mk)(mj+ml)B�KI h�K j ayni �imims aynk �k mk ms0 anl �lmlms0 anj �jmj ms j �LiBLJDie Doppelsummen �uber die Bahndrehimpuls-Quantenzahlen mimj und mkmlsind wegen der Einf�uhrung des Symmetrieindexes � beschr�ankt. Aus derDe�nition (3.63) folgt, da� f�ur � = �i+�j die Bahndrehimpuls-Quantenzahlenumgekehrte Vorzeichen haben m�ussen, also mi = ��i, mj = ��j, und f�ur� =j �i � �j j dagegen gleiche Vorzeichen, also mi = ��i, mj = ��j .Mit den so entwickelten Integralen (3.50), (3.55) und (3.64) lassen sich nundie Matrixelemente der Hamilton-Matrix (3.47) in Abh�angigkeit von denSchalenfunktionen angeben.h�I (t) j H(t) j �J (t)i = Xij X̀i`j �`i `j hP`i(t) j h`i j P`j (t)i 
IJij (3.65)+ D(t) E0 sin(!t)Xij X̀i`j A(`i `j�1) hP`i (t) j r j P`j (t)i 
IJij+ 12 Xijkl� X`i`j`k`l�hP`i(t) j U �̀k`l(t) j P`j (t)i c�̀j`i� c�̀k`l� �IJij�klHier werden die Indices i; j; k; l als Schalenfunktionsindices i = (ni�i),j = (nj�j), k = (nk�k) und l = (nl�l) und nicht mehr als Spinorbitalindicesverwendet. Alle von der Radialkoordinate unabh�angigen Teile werden in densogenannten Strukturfaktoren zusammengefa�t.
IJij = ��i �j XKLXm Xms B�KI h�K j ayni �imms anj �jmms j �LiBLJ (3.66)�IJij�kl = XKL Xmimj Xmkml Xmsms0 �(mi+mk)(mj+ml) (3.67)B�KI h�K j ayni �imims aynk �kmk ms0 anl �lmlms0 anj �j mj ms j �LiBLJDie Strukturfaktoren h�angen nur von den Orbitalbesetzungen in denKon�gurations-Zustandsfunktionen (3.9) ab. Sie �andern sich w�ahrend derzeitlichen Propagation nicht. Die Elemente der Hamilton-Matrix werden alsoberechnet aus Summen von Produkten der zeitunabh�angigen Strukturfaktorenund zeitabh�angigen Integralen �uber Radialfunktionen.33



3.3.1 Nutzung der Symmetrie-EigenschaftenDurch Ausnutzung von Integralsymmetrien l�a�t sich der Rechenaufwand beimAufstellen der Hamilton-Matrix erheblich reduzieren. F�ur den hermitischenHamilton-Operator gilth�I j H j �J i = h�J j H j �Ii� (3.68)F�ur die Ein-Teilchen-Integrale und ihre zugeh�origen Strukturfaktoren gilthij = X̀i`j �`i `j hP`i j hi j P`j i = X̀i`j �`i `j hP`j j hj j P`ii� = h�ji (3.69)zij = X̀i`j A(`i `j�1)hP`i j r j P`j i = X̀i`j A(`i `j�1)hP`j j r j P`ii� = z�ji (3.70)
IJij = XKLXms Xm ��i �j B�KI h�K j ayiaj j �LiBLJ= XKLXms Xm ��i �j B�LJ h�L j ayjai j �KiBKI = 
JIji (3.71)Da die CSF's (3.9) so bestimmt sind, da� ihre Koe�zienten BKI 2 R sindund die Dichtematrizen nur die Werte 0 und �1 annehmen k�onnen, sindauch die Ein-Teilchen-Strukturfaktoren 
IJij 2 R.F�ur die Zwei-Teilchen-Integrale gelten die folgenden Symmetriebeziehungen:U �̀k`l = hP`k j r�<r�+1> j P`li = hP`l j r�<r�+1> j P`k i� = U� �`l`k (3.72)Die Zwei-Teilchen-Potentiale sind keine hermitischen Operatoren, da U �̀k`l 2 C.Daher gilt f�ur die Zwei-Teilchen-Integrale:hP`i j U �̀k`l j P`j i = hP`j j U� �`k`l j P`ii�hP`i j U �̀k`l j P`j i = hP`j j U �̀l`k j P`ii�hP`i j U �̀k`l j P`j i = hP`i j U� �`l`k j P`j ihP`i j U �̀k`l j P`j i = hP`k j U �̀i`j j P`li (3.73)F�ur die reellen � -abh�angigen Gaunt-Koe�zienten (3.63) gilt:c�̀i`j� = (�1)�c�̀j`i� (3.74)Die reellen Dichtematrizen zweiter Ordnung erf�ullen folgende Symmetrie-beziehungen:h�K j ayiaykalaj j �Li = h�L j ayjaylakai j �Kih�K j ayiaykalaj j �Li = �h�K j aykayialaj j �Lih�K j ayiaykalaj j �Li = h�K j aykayiajal j �Li (3.75)34



Damit sind die Zwei-Teilchen-Strukturfaktoren ebenfalls reell, �IJij�kl 2 R, undgen�ugen den folgenden Symmetriebeziehungen:(a) �IJij�kl = �JIji� lk(b) �IJij�kl = ��IJkj�il(c) �IJij�kl = �IJkl�ij (3.76)Sollen diese Symmetriebeziehungen beim Aufstellen der Hamilton-Matrixe�ektiv ausgenutzt werden, m�ussen die Ein- und Zwei-Teilchen-Integralein Real- und Imagin�arteil aufgeschl�usselt werden. Mit den komplexenRadialfunktion P`i = P r̀i + iP ìi ergibt sich dann f�ur die Ein-Teilchen-IntegralehP`i j hi j P`j i = RehP`i j hi j P`j i + ImhP`i j hi j P`j iRehP`i j hi j P`j i = hP r̀i j hi j P r̀j i + hP ìi j hi j P ìj iImhP`i j hi j P`j i = i hP r̀i j hi j P ìj i + i hP ìi j hi j P r̀j i (3.77)je ein reeller und ein imagin�arer Beitrag. F�ur die Zwei-Teilchen-Integraleerh�alt man, mit den komplexen Zwei-Teilchen-Potential U �̀k`l = U� r`k`l + iU� i`k`lhP`i j U �̀k`l j P`j i = RehP`i j ReU �̀k`l j P`j i+ ImhP`i j ImU �̀k`l j P`j i+ ImhP`i j ReU �̀k`l j P`j i +RehP`i j ImU �̀k`l j P`j iRehP`i j ReU �̀k`l j P`j i = hP r̀i j U� r`k`l j P r̀j i + hP ìi j U� r`k`l j P ìj iImhP`i j ImU �̀k`l j P`j i = �hP r̀i j U� i`k`l j P ìj i + hP ìi j U� i`k`l j P r̀j iImhP`i j ReU �̀k`l j P`j i = i hP r̀i j U� r`k`l j P ìj i � i hP ìi j U� r`k`l j P r̀j iRehP`i j ImU �̀k`l j P`j i = i hP r̀i j U� i`k`l j P r̀j i + i hP ìi j U� i`k`l j P ìj i (3.78)also zwei reelle und zwei imagin�are Beitr�age. Ebenso zerfallen die Ein-Teilchen-Strukturfaktoren in zwei Terme
IJij = f �1~
IJij + 2~
IJij � mit f = 12(1 + �ij)1~
IJij = f 0 �
IJij + 
IJji �2~
IJij = f 0 �
IJij � 
IJji � mit f 0 = (1� 12�ij) (3.79)und die Zwei-Teilchen-Strukturfaktoren in vier Terme�IJij�kl = F �1~�IJij�kl + 2~�IJij�kl + 3~�IJij�kl + 4~�IJij�kl�mit F = 14 (1 + �ij)(1 + �kl)(1 + �ik�jl)35



1~�IJij�kl = F 0 ��IJij�kl + (�1)� �IJij� lk + (�1)� �IJji�kl + �IJji� lk�2~�IJij�kl = F 0 ��IJij�kl � (�1)� �IJij� lk � (�1)� �IJji�kl + �IJji� lk�3~�IJij�kl = F 0 ��IJij�kl + (�1)� �IJij� lk � (�1)� �IJji�kl � �IJji� lk�4~�IJij�kl = F 0 ��IJij�kl � (�1)� �IJij� lk + (�1)� �IJji�kl � �IJji� lk�mit F 0 = (1� 12�ij)(1 � 12�kl)(1� 12�ik�jl) (3.80)Aufgrund der Symmetrien lassen sich beim Aufstellen der Hamilton-Matrix dieSummen �uber die Spinorbitale beschr�anken. Die bei vollst�andigen Summenmehrfach auftretende Beitr�age zu den Integralen (3.77) und (3.78) werdenhier durch die Strukturfaktoren f�ur die beschr�ankten Summen (3.79) und(3.80) ber�ucksichtigt. Die Beitr�age der Hamilton-Matrix werden damit wiefolgt berechneth�I j h j �Ji = Xi�j X̀i`j �`i `j h 1~
IJij RehP`i j hi j P`j i+ 2~
IJij ImhP`i j hi j P`j i i (3.81)h�I j z j �Ji = D(t) E0 sin(!t)Xi�j X̀i`j A(`i `j�1) h 1~
IJij RehP`i j r j P`j i+ 2~
IJij ImhP`i j r j P`j i i (3.82)h�I j g j �J i = Xi � j; k � l(ij) � (kl) X� X`i`j`k`lX� c�̀j`i� c�̀k`l�h 1~�IJij�kl RehP`i j ReU �̀k`l j P`j i+ 2~�IJij�kl ImhP`i j ImU �̀k`l j P`j i+ 3~�IJij�kl ImhP`i j ReU �̀k`l j P`j i+ 4~�IJij�kl RehP`i j ImU �̀k`l j P`j i i (3.83)Die Summenbeschr�ankung (ij) � (kl) fordert i � k sowie zus�atzlich j � l fallsi = k. F�ur die Strukturfaktoren der beschr�ankten Summen gelten dieselbenSymmetriebeziehungen wie f�ur die einfachen Strukturfaktoren (3.71) und(3.76), mit Ausnahme von (3.76c),1~�IJij�kl = 1~�IJkl�ij 3~�IJij�kl = 4~�IJkl�ij2~�IJij�kl = 2~�IJkl�ij 4~�IJij�kl = 3~�IJkl�ij (3.84)bei denen m�ussen die Strukturfaktoren drei und vier vertauscht werden.36



3.4 Entwicklung der Orbital-GleichungZur Bestimmung der Spinorbitale mu� die Orbital-Gleichung (3.42) gel�ostwerdenXj tij j _ ji = �iXj " tij (h+ z(t)) +Xkl Tijkl Ukl � �ij # j  ji : (3.85)Die zeitliche �Anderung betri�t lediglich den Radialteil der Spinorbital-Funktionen, da die Kugel
�achen- und Spinfunktionen zeitunabh�angig sind.Die Orbital-Gleichung wird daher durch Multiplizieren mit Spin- und Kugel-
�achenfunktion hY`imi �msi j von links und analytischer Integration �uber Spin-und Winkelkoordinaten auf eine Radial-Gleichung reduziert. Die Terme derGleichung (3.85) werden zun�achst einzeln behandelt.(a) F�ur die linke Seite ergibt sichtij(t)hY`imi �msi j _ j(t)i = 
ij(t)1r X̀j �`i `j j _P`j (t)i : (3.86)(b) Der Term des Ein-Teilchen-Operators wirdtij(t) hY`imi �msi j h j  j(t)i = 
ij(t) 1r X̀j �`i `j h`j j P`j (t)i : (3.87)mit dem zeitunabh�angigen Ein-Elektronen-Operator h (3.3), beziehungsweiseh`j (3.51) und den e�ektiven Strukturfaktoren
ij(t) = �mimj ��i �j �msimsj tij(t) =XIJ C?I (t)CJ(t) 
IJij : (3.88)Sie sind Summen �uber alle Strukturfaktoren 
ij(t), Gleichung (3.66), mit gleichenSchalenfunktionsindices ij, w�ahrend die e�ektiven Strukturfaktoren tij(t),entspechend der De�nitionsgleichung (3.37), Summen von Strukturfaktorenmit gleichen Spinorbitalindices ij sind.(c) F�ur den zeitabh�angigen Feld-Operator erh�alt man nach der Integration�uber das �Ubergangsdipolmoment (3.52-3.54)tij(t)hY`imi �msi j z(t) j  j(t)i = (3.89)D(t) E0 sin(!t) 
ij(t) 1r X̀j A(`i `j�1) r j P`j (t)i:(d) F�ur den Zwei-Teilchen-Term ergibt sich mit der Entwicklung des Zwei-Teilchen-Operators in Kugel
�achenfunktionen (3.7) und die Integration �uber die37



Winkelkoordinaten (3.56-3.62) sowie die De�nition f�ur die Gaunt-Koe�zienten(3.60) und (3.63)Xkl Tijkl(t) hY`imi �msi j Ukl(t) j  j(t)i = (3.90)1r Xjkl� �ij�kl(t) X`j`k`l� U �̀k`l(t) c�̀j`i� c�̀k`l� j P`j (t)imit den e�ektiven Strukturfaktoren�ij�kl(t) = �msj mi �msk msl �(mj+mk)(mi+ml) Tjikl(t)= XIJ C?I (t)CJ(t) �IJji�kl : (3.91)Sie enthalten die Strukturfaktoren �IJji�kl, Gleichung (3.67), deren Indices ijkl�uber Schalenfunktionen laufen, w�ahrend in den e�ektiven StrukturfaktorenTjikl(t), Gleichung (3.37), die Indices ijkl �uber Spinorbitale laufen.Die Ergebnisse der Terme (b)-(d) lassen sich zu einem Fock-Operator f�urRadialfunktionen zusammenfassenF`i`j (t) = 
ij(t) �`i `j hj + 
ij(t)A(`i `j�1) rD(t) E0 sin(!t)+X�kl �ij�kl(t) X�`k`l U �̀k`l(t) c�̀j`i� c�̀k`l� : (3.92)Die Lagrangeschen Multiplikatoren f�ur Radialfunktionen sind dann�`i`j (t) = hP`j (t) j X̀k F`i`k(t) j P`k (t)i : (3.93)Die Fock-Gleichung f�ur die zeitabh�angigen Radialfunktionen lautet damitXj 
ij X̀j �`i `j j _P`j i = �iXj X̀j h F`i`j � �`i`j i j P`j i : (3.94)Die in ihnen verwandten e�ektiven Strukturfaktoren (3.88) und (3.91)enthalten die zeitunabh�angigen Faktoren, wie die Dichtematrizen und dieErgebnisse der Integration �uber Winkel- und Spinkoordinate, die in deneinfachen Strukturfaktoren (3.66) und (3.67) zusammengefa�t wurden. Sieenthalten aber auch die zeitabh�angigen CI-Koe�zienten und werden damitselbst zeitabh�angig. Sie m�ussen damit f�ur jede Zeit t neu berechnet werden.38



3.4.1 Nutzung der Symmetrie-EigenschaftenAuch bei den Orbital-Gleichungen kann unter Ausnutzung von Symmetriender rechnerische Aufwand reduziert werden. Die e�ektiven Strukturfaktoren(3.88) sind wegen der komplexen, zeitabh�angigen CI-Koe�zienten ebenfallskomplex. Sie k�onnen daher in Real- und Imagin�arteil zerlegt werden
ij = XI�J �C?ICJ 
IJij + CIC?J 
IJji � (1� 12�IJ) 2 C= 12 (1 + �ij) h1~
ij + 2~
iji1~
ij = XI�J (2 � �IJ)Re[C?ICJ ] 1~
IJij 2 R2~
ij = XI�J (2 � �IJ) Im[C?ICJ ] 2~
IJij 2 I : (3.95)Der Real- beziehungungsweise Imagin�arteil der e�ektiven Strukturfaktorenenth�alt die Strukturfaktoren f�ur beschr�ankte Summen (3.79). F�ur diee�ektiven Strukturfaktoren gilt die Symmetriebeziehung
ij = 
?ji 1~
ij = 1~
ji 2~
ij = �2~
ji : (3.96)Die e�ektiven Strukturfaktoren (3.91) der Zwei-Teilchen-Terme zerfallen analogbeim Zerlegen in Real- und Imagin�arteil in vier Summanden~�ij�kl = XI�J �C?ICJ�IJij�kl + CIC?J�JIij�kl� (1 � 12�IJ) 2 C= F h1~�ij�kl + 2~�ij�kl + 3~�ij�kl + 4~�ij�klimit F = (1 + �ij)(1 + �kl)(1 + �ik�jl)1~�ij�kl = XI�J (2 � �IJ)Re[C?ICJ ] 1~�IJij�kl 2 R2~�ij�kl = XI�J (2 � �IJ)Re[C?ICJ ] 2~�IJij�kl 2 R3~�ij�kl = XI�J (2 � �IJ) Im[C?ICJ ] 3~�IJij�kl 2 I4~�ij�kl = XI�J (2 � �IJ) Im[C?ICJ ] 4~�IJij�kl 2 I : (3.97)39



Auch hier enthalten die einzelnen Terme der e�ektiven Strukturfaktoren dieStrukturfaktoren f�ur beschr�ankte Summen (3.80) Es gelten die Symmetrie-beziehungen�ij�kl = �?ji� lk 1~�ij�kl = 1~�ji� lk 3~�ij�kl = �3~�ji� lk2~�ij�kl = 2~�ji� lk 4~�ij�kl = �4~�ji� lk�ij�kl = �?kl�ij 1~�ij�kl = 1~�kl�ij 3~�ij�kl = �4~�kl�ij2~�ij�kl = 2~�kl�ij 4~�ij�kl = �3~�kl�ij : (3.98)F�ur die e�ektiven Strukturfaktoren gelten also analoge Symmetriebeziehungenwie f�ur die einfachen Strukturfaktoren (3.70). Beachtet werden mu� jedoch,da� bei der Beziehung (3.98) die Summanden drei und vier getauschtwerden m�ussen. Dies entspricht dem Verhalten der Strukturfaktoren f�ur diebeschr�ankten Summen (3.84).Beim Aufstellen der Fock-Gleichungen kann nicht mehr die volle Symmetriewie beim Aufstellen der Hamilton-Matrix genutzt werden. So ergeben sichaus der Symmetrie der Zwei-Teilchen-Integrale (3.73)hP`i j U �̀k`l j P`j i = hP`k j U �̀i`j j P`libeispielsweise die analogen Beitr�age j U �̀k`l j P`j i zur i-ten und j U �̀i`j j P`lizur k-ten Fock-Gleichung Die Strukturfaktoren f�ur beschr�ankte Summen(3.79) sind aber nur f�ur i � j beziehungsweise f�ur (3.80) mit i � j, k � l,i � k und j � l de�niert. Diese Beschr�ankungen erh�alt man ebenfalls f�urdie e�ektiven Strukturfaktoren, wenn diese durch die Strukturfaktoren f�urbeschr�ankte Summen geschrieben werden. Fehlende Terme k�onnen jedochdurch die Symmetriebeziehungen (3.96) und (3.98) erzeugt werden.Trotzdem verringert sich der Rechenaufwand, beispielsweise beim Berechnender Zwei-Teilchenpotentiale und der e�ektiven Strukturfaktoren, wenn i � jund k � l beschr�ankt werden. Man erh�alt den j-ten Ein-Teilchen-Beitrag zuri-ten Fock-Gleichung (3.99) und durch Ausnutzen der Symmetrie 
ji �`j `ihli jP`ii = 
?ij �`i `jhli j P`ii auch den i-ten Beitrag zur j-ten Fock-Gleichung (3.100)
ij�`i `jhj j P`j i = 12 (1 + �ij) �`i `j hj � h 1~
ijP r̀j � 2~
ijP ìj i+ i h 1~
ijP ìj + 2~
ijP r̀j i � (3.99)40




ji�`j `ihi j P`ii = 12 (1 + �ji) �`j `i hi � h 1~
ijP r̀i + 2~
ijP ìii+ i h 1~
ijP ìi � 2~
ijP r̀ii � : (3.100)Analog erh�alt man den j-ten Feld-Beitrag zur i-ten Fock-Gleichung unddurch Ausnutzen der Symmetrie den i-ten Beitrag zur j-ten Fock-Gleichung
ij A(`i `j�1) r j P`j i = 12 (1 + �ij)A(`i `j�1) r �h 1~
ijP r̀j � 2~
ijP ìj i+ i h 1~
ijP ìj + 2~
ijP r̀j i� (3.101)
ij A(`j `i�1) r j P`i i = 12 (1 + �ji)A(`j `i�1) r �h 1~
ijP r̀i + 2~
ijP ìii+ i h 1~
ijP ìi � 2~
ijP r̀ii� : (3.102)Beim Aufstellen des Zwei-Teilchen-Beitrags wird insbesondere die Symmetrie-beziehung der Zwei-Teilchen-Potentiale (3.72) ausgenutzt, und man erh�alt dieSummenbeschr�ankung k � l. Wieder werden Beitr�age zur i-ten und j-tenFock-Gleichung gleichzeitig berechnet.X�kl X�`k`l c�̀j`i� c�̀k`l��ij�kl U �̀k`l j P`j i = (3.103)X�k�l X`k`l� 12(1 + �ij)(1 + �ik�jl) c�̀j`i� c�̀k`l�� 1~�ij�kl ReU �̀k`l j P r̀j i + 2~�ij�kl ImU �̀k`l j iP ìj i+ 3~�ij�kl ReU �̀k`l j iP ìj i + 4~�ij�kl ImU �̀k`l j P r̀j i+ 1~�ij�kl ReU �̀k`l j iP ìj i + 2~�ij�kl ImU �̀k`l j P r̀j i+ 3~�ij�kl ReU �̀k`l j P r̀j i + 4~�ij�kl ImU �̀k`l j iP ìj i �X�kl X�`k`l c�̀i`j� c�̀k`l��ji�kl U �̀k`l j P`ii = (3.104)X�k�l X`k`l� 12(1 + �ji)(1 + �jk�il) c�̀i`j� c�̀k`l�� 1~�ij�klReU �̀k`l j P r̀ii � 2~�ij�kl ImU �̀k`l j iP ìii� 3~�ij�kl ReU �̀k`l j iP ìii + 4~�ij�kl ImU �̀k`l j P r̀ii+ 1~�ij�kl ReU �̀k`l j iP ìii � 2~�ij�kl ImU �̀k`l j P r̀ii� 3~�ij�klReU �̀k`l j P r̀ii + 4~�ij�kl ImU �̀k`l j iP ìii �In diesen Gleichungen sind jeweils die ersten vier Summanden in denbeschr�ankten Summen reell, die jeweils letzten vier Summanden sind imagin�ar.41
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4 Die zeitabh�angige CI-MethodeIn Kapitel 3 wurde ein MCSCF-Formalismus zur Propagation von atomarenWellenfunktionen entwickelt. Dort wurden die atomaren Wellenfunktionenals Superposition von zeitabh�angigen Kon�gurations-Zustandsfunktionen undzeitabh�angigen CI-Koe�zienten ausgedr�uckt. Der Formalismus l�a�t sichvereinfachen, indem die atomare Wellenfunktion in zeitunabh�angige Basis-funktionen entwickelt wird. Die Zeitabh�angigkeit wird dann allein durchdie CI-Koe�zienten ausgedr�uckt. Dieser Ansatz f�uhrt zu der sogenanntenCI-Methode. Im hier vorgestellten CI-Formalismus werden als Basisfunktionendie station�aren MCSCF-Zustandsfunktionen beziehungsweise zeitunabh�angigeKon�gurations-Zustandsfunktionen gew�ahlt. Die Entwicklung der Propagations-gleichung erfolgt daher im wesentlichen analog zur Entwicklung der CI-Gleichungim MCSCF-Ansatz. Sie wird daher nur kurz vorgestellt, wobei hier insbesondereauf die Unterschiede zum MCSCF-Verfahren hingewiesen wird.4.1 Hamilton-Operator und WellenfunktionenDie Elektronen werden im CI-Ansatz ebenso wie im MCSCF-Ansatz durch einenSatz von Ortsvektoren f~rp; p = 1; 2; :::; ng und Spinvariablen f�p; p = 1; 2; :::; ngbeschrieben. Der gemeinsame Satz von Ortsvektoren und Spinvariablenwird wieder mit ~� = f~r; �g bezeichnet. Die Ortsvektoren werden inKugelkoordinaten ausgedr�uckt, sie enthalten also die Radialkoordinate r unddie Winkelkoordinaten � und �. Der Hamilton-Operator wird hier in einenzeitabh�angigen und einen zeitunabh�angigen Teil zerlegt.H(~� ; t) = H0(~� ) + V(~�; t) (4.1)H0 = nXp=1h(~rp) + 12 nXp6=q g(~rp; ~rq) (4.2)V = nXp=1 z(~rp; t) (4.3)Der zeitunabh�angige Operator H0 ist der Hamilton-Operator eines un-gest�orten n-Elektronen-Atoms. Er enth�alt die zeitunabh�angigen Ein-Elektronen-Operatoren h(~rp) und die Zwei-Elektronen-Operatoren g(~rp; ~rq), die in den43



Gleichungen (3.7) beziehungsweise (3.3) de�niert sind. Der zeitabh�angigeFeld-Operator V beschreibt die Wechselwirkung des n-Elektronen-Atoms mitklassischem, monochromatischem Laserlicht. Er enth�alt die in Gleichung (3.5)de�nierten zeitabh�angigen Ein-Elektronen-Feldoperatoren z(~rp; t). Durch dieUnterteilung des Hamilton-Operators wird es m�oglich, in der CI-Gleichungzwei zeitunabh�angige Matrizen, und zwar die station�are Hamilton-Matrix unddie �Ubergangsdipol-Matrix, zu erhalten. Die Zeitabh�angigkeit beschr�ankt sichdann auf einen Faktor vor der �Ubergangsdipol-Matrix.Der Hamilton-Operator (4.1) ist wegen des Wechselwirkungspotentials zylinder-symmetrisch. Um eine Entwicklung in Partialwellen wie im MCSCF-Ansatzzu vermeiden, wird die zeitabh�angige Gesamt-Wellenfunktionen als Linear-Kombination von Eigenzust�anden des ungest�orten Atoms und zeitabh�angigenKoe�zienten bestimmt	(~�; t) =XM �	M(~� ) AM(t) : (4.4)Die zeitunabh�angigen Eigenzust�ande �	M sind also L�osungen der station�arenSchr�odinger-Gleichung(H0(~� )� EM) �	M(~� ) = 0 : (4.5)Die Entwicklung der station�aren Eigenzust�ande erfolgt analog dem MCSCF-Ansatz (3.8) - (3.10) in Spinorbitale. Da die station�aren Eigenzust�ande imCI-Ansatz zeitunabh�angig sind, erfolgt die Entwicklung mit zeitunabh�angigenKon�gurations-Zustandsfunktionen (CSF's) ��I(~� ), Slaterdeterminanten ��(~� )und Spinorbitalen � (~� ). Die Spinorbitale werden durch einen einfachenProduktansatz aus Radialfunktion �Pni`i(r; t), Kugel
�achenfunktion Y`imi(�; �)und Spinfunktion �msi(�) beschrieben. Die Entwicklung in die Partialwellenentf�allt im CI-Ansatz.�	M (~�) =XI ��I(~� ) �CIM (4.6)��I(~� ) =XK ��K(~� )BKI (4.7)��K(~� ) = 1pn! ������ � k1(1) � k2(2) � � � � kn(n)������ (4.8)� ni `i mimsi(~� ; t) = �Pni`i(r; t)r Y`imi(�; �) �msi(�) (4.9)Die Symmetrie-Koe�zienten BKI und die Koe�zienten der CSF's, �CIM ,werden so bestimmt, da� die CSF's beziehungsweise die station�aren Zust�ande44



Eigenfunktionen der Symmetrie-Operatoren L̂, L̂z, Ŝ2 und Ŝz mit denentsprechenden Quantenzahlen L, ML, S und MS sind. F�ur die Spinorbitaleund die Radialfunktionen werden im folgenden die Abk�urzungen � ni `i mimsi � � iund �Pni`i � �Pi verwendet.Ohne Einschr�ankung des allgemeinen Ansatzes kann ein orthonormaler Satzvon reellen Spinorbitalen verwandt werden. Aus diesem Satz von Spinorbitalenerh�alt man orthogonale, reelle Slater-Determinanten, und mit der geeignetenWahl der Symmetrie-Koe�zienten und Koe�zienten der CSF's erh�alt manebenfalls orthogonale, reelle CSF's und station�are Eigenzust�ande.h �Pni` j �Pnj`i = �ni nj h � i j � ji = �i jh��K j ��Li = �KL h��I j ��J i = �I Jh�	N j �	Mi = �NM (4.10)In dem hier vorgestellten CI-Ansatz wird also die zeitabh�angige Gesamt-Wellenfunktion in station�are Eigenzust�ande des ungest�orten Atoms ent-wickelt. Diese station�aren Eigenzust�ande werden entsprechend den station�aren,numerischen MCSCF-Verfahren [80, 82{87] aus einem Satz von numerischenEin-Teilchen-Funktionen entwickelt. Die in dieser Entwicklung verwandtenFunktionen und Koe�zienten sind reell und zeitunabh�angig. Prinzipiellkann die Gesamt-Wellenfunktionen aber auch anders dargestellt werden,wie es beispielsweise in den MCSCF-Methoden mit Basis-Funktionsansatzgeschieht [89{91].4.2 Die CI-GleichungDa die CI-Koe�zienten die einzigen zeitabh�angigen Faktoren in der Darstellungder Gesamt-Wellenfunktion (4.4) sind, ergibt sich f�ur ihre zeitliche �Anderung@@t j 	(t)i =XM j �	Mi _AM (t) (4.11)Diese Beziehung wird in die zeitabh�angige Schr�odinger-Gleichung (3.1)eingesetzt. Durch Projektion erh�alt manXM h�	N j �	Mi _AM (t) = �iXM h�	N j H(t) j �	MiAM (t): (4.12)F�ur das �Uberlappungsintegral gilt die Orthogonalit�atbeziehung (4.10). Damitlautet die Bestimmungsgleichung f�ur die CI-Koe�zienten_AN(t) = �iXM h�	N j H(t) j �	M i AM(t) 8 N: (4.13)45



Die Elemente der Hamilton-Matrix �uber die station�aren Eigenzust�ande lassensich dabei wie der Hamilton-Operator in einen station�aren Teil und einenzeitabh�anigen Teil zerlegenh�	N j H(t) j �	M i = h�	N j H0 j �	M i+ h�	N j V(t) j �	M i (4.14)Die station�are Hamilton-Matrix �uber die Eigenzust�ande ist eine Diagonal-Matrix,denn die Eigenzust�ande �	M erf�ullen die station�are Schr�odinger-Gleichung(4.5). Mit der Orthogonalit�atsbeziehung (4.10) folgt daherh�	N j H0 j �	Mi = �NMEN : (4.15)Die Elemente der Hamilton-Matrix �uber der Eigenzust�ande lassen sich durchMatrixelemente �uber CSF's ausdr�uckenh�	N j H0 j �	M i = XIJ �CIN h��I j H0 j ��Ji �CIM (4.16)h�	N j V(t) j �	M i = XIJ �CIN h��I j V(t) j ��J i �CIM (4.17)Die Berechnung der station�aren Hamilton-Matrix �uber CSF's ist aus derstation�aren MCSCF-Theorie gut bekannt. Die Elemente der �Ubergangsmatrix�uber CSF's k�onnen analog hergeleitet werden.4.2.1 Die station�are Hamilton-MatrixMit dem numerischen Ansatz f�ur die Eigenzust�ande (4.6)-(4.9) lassen sich dieElemente der station�aren Hamilton-Matrix �uber die CSF's in der Sprache derzweiten Quantisierung (3.16)-(3.23) als Summe �uber Produkte von Integralen�uber Radialfunktionen und Strukturfaktoren schreibenh��I j H0 j ��J i =Xij �
IJij h �Pi j h`i j �Pji+ 12 Xij�kl ��IJij�kl h �Pi j �Ukl� j �Pji : (4.18)mit dem Ein-Elektronen-Operator h`i (3.51) und dem Zwei-Teilchen-Potential�Uij�(r) = h �Pi j r�<r�+1> j �Pji ; (4.19)wobei die Abst�ande r<, r> wieder den jeweils kleiner beziehungsweise gr�o�erenKernabstand der zwei betrachteten Elektronen repr�asentieren.Man erh�alt Ein-Teilchen-Integrale, die von der Radialkoordinate abh�angen,w�ahrend die Integration �uber die Winkelkoordinate analytisch erfolgt. Die46



Ergebnisse der analytischen Integration sind in den sogenannten Struktur-faktoren�
IJij =XKL Xm Xms �`i`j BKIh��K j ayni`immsanj`jmms j ��LiBLJ (4.20)��IJij�kl = XKL Xmimjmkml Xmsms0 �(mi+mk)(mj+ml) c�̀jmj`imi c�̀kmk`lml (4.21)BKI h��K j ayni `imi ms aynk `k mk ms0 anl `l mlms0 anj `j mj ms j ��LiBLJzusammengefa�t. Sie enthalten die Elemente der �Ubergangsdichtematrizen(3.38) erster und zweiter Ordnung zwischen den Slaterdeterminanten unddie Gaunt-Koe�zienten (3.60).4.2.2 Die �Ubergangsdipolmoment-MatrixDer Feld-Operator V(~�; t) beschreibt die Wechselwirkung eines n-Elektronen-Atoms mit dem Laserfeld. Wird dieses klassisch behandelt, erh�alt man f�urmonochromatisches, linear polarisiertes LichtV(t) = nXp=1 z(~rp; t) = D(t) E0 sin(!t) nXp=1�(~rp) (4.22)Hier sind �(~rp) die �Ubergangsdipolmoment-Operatoren, E0 die elektrischeFeldst�arke, D(t) das Zeitpro�l des Lichtpulses und ! die Frequenz deseingestrahlten Lichts. Die Matrixelemente �uber den Feld-Operator sind damitProdukte der zeitabh�angigen Sinus-Schwingung des elektrischen Feldes undder zeitunabh�angigen Integrale �uber die �Ubergangsdipolmoment-Operatoren,den Elementen der �Ubergangsdipolmatrix zwischen den CSF's.h��I j V j ��J i = D(t) E0 sin(!t) h��I j nXp=1�p j ��Ji (4.23)Die Elemente der �Ubergangsdipolmatrix zwischen den CSF' lassen sich, wiedie Integrale �uber den Ein-Teilchen-Operator, in der Sprache der zweitenQuantisierung (3.16)-(3.23) schreiben. Man erh�alth��I j nXp=1�p j ��J i =Xij h � i j �j j � jiXKLB�KI h��K j ayiaj j ��LiBLJ (4.24)F�ur linear polarisiertes Licht ist der �Ubergangsdipolmoment-Operator, wiein Abschnitt 2.2 beschrieben�(~r) = e r cos(�) : (4.25)47



In die Integrale �uber die �Ubergangsdipolmoment-Operatoren wird der Produkt-Ansatz (4.9) f�ur die Spinorbitale eingesetzt. Danach wird die Summation�uber den Spin und die analytische Integration �uber die Winkelkoordinatenausgef�uhrt. Das Integral �uber die Winkelkoordinaten kann mit Beziehung(3.53) berechnet werdenZ 2�0 Z �0 Y �̀i mi(�; �) cos(�)Y`j mj(�; �) sin(�)d�d� (4.26)= �mimj hA`j+1mj�`i `j+1 +A`j mj�`i `j�1i= �mimj A(`i `j�1)mit A`m = vuut (`+m)(` �m)(2` + 1)(2` � 1) (4.27)Dieses Integral beinhaltet die Auswahlregeln f�ur �Uberg�ange mit linear po-larisiertem Licht. Erlaubt sind demnach �Uberg�ange zwischen Spinorbitalen,die dieselbe magnetische Quantenzahl m besitzen und sich in ihrer Bahn-drehimpulsquantenzahl ` um �1 unterscheiden. Das �Ubergangsdipolmomentist hiermith��I j nXp=1�p j ��J i =Xij �IJij h �Pi j r j �Pji (4.28)mit den Strukturfaktoren der �Ubergangsdipolmomente �IJij�IJij =XKL Xm Xms A(`i `j�1)BKI h��K j ayni`immsanj`jmms j ��LiBLJ (4.29)Die �Ubergangsdipol-Matrix enth�alt damit Beitr�age f�ur Matrixelemente vonCSF's beziehungsweise von Zust�anden, deren Gesamtbahndrehimpulse L sichum �1 unterscheiden w�ahrend ihre ML-Komponenten gleich sind.4.2.3 ZusammenfassungIn der CI-Methode wird die zeitabh�angige Gesamt-Wellenfunktion als Linear-kombination von Eigenzust�anden des station�aren Hamilton-Operators mitzeitabh�angigen CI-Koe�zienten dargestellt. Ausgehend von der zeitabh�angigenSchr�odinger-Gleichung erh�alt man die Gleichungen f�ur die CI-Koe�zienten(4.13), die sich als Matrix-Gleichung_a(t) = �i [H0 + V (t)]a(t) (4.30)schreiben lassen. Hier istH0 die station�are Hamilton-Matrix mit den Elementen[H0]NM = h�	N j H0 j �	Mi, V (t) die zeitabh�angige �Ubergangsmatrix mit den48



Elementen [V ]NM = h�	N j V(t) j �	M i und a(t) der CI-Vektor mit denCI-Koe�zienten [a]N = AN(t). Die �Ubergangsmatrix f�ur linear polarisiertesLicht l�a�t sich mit der Beziehung (4.23) als Produkt der zeitunabh�angigen�Ubergangsdipol-Matrix � und einem zeitabh�angigen Faktor schreibenV (t) = D(t) E0 sin(!t) � : (4.31)Die �Ubergangsdipol-Matrix enth�alt die Elemente [�]NM = h�	N jPp �p j �	MiDie CI-Gleichung lautet also_a(t) = �i [H0 + f(t)�] a(t)mit f(t) = D(t) E0 sin(!t) (4.32)Damit ist die Hamilton-Matrix zerlegt in zwei zeitunabh�angige Matrizenund einen zeitabh�angigen Faktor. Die station�are Hamilton-Matrix H0 istdiagonal. Ihre Diagonal-Elemente enthalten die Eigenenergien der in derLinearkombination verwandten Eigenzust�ande. Sie kann mit dem numerischenAtom-MCSCF-Programm von J. Hinze und J. Stiehler [82] berechnet werden.Dieses Programm beinhaltet die State-Averaged-Methode [92], die eineBerechnung verschiedener Zust�ande im selben Orbitalraum erm�oglicht. Die�Ubergangsdipol-Matrix � kann entsprechend der Gleichungen (4.23)-(4.29)berechnet werden. Ihre Diagonalelemente sind Null, das bedeutet, da� Atomekein permanentes Dipolmoment besitzen. Mit Hilfe der State-Averaged-Methode kann die Berechnung der �Ubergangsdipol-Matrix leicht in dasnumerische Atom-MCSCF-Programm implementiert werden.4.3 Alternativer Ansatz f�ur die WellenfunktionAnstelle der Entwicklung der Gesamt-Wellenfunktion (4.4) in die MCSCF-Zustandsfunktionen, kann auch direkt in die CSF's entwickelt werden. DieGesamtwellenfunktion ist dann	(~�; t) =XI ��I(~� ) ~CI(t) : (4.33)Damit erh�alt man folgende CI-Gleichung@@t ~CI(t) = �iXJ h��I j H(t) j ��J i ~CJ(t) 8 I: (4.34)49



Durch Unit�ar-Transformation mit den CI-Koe�zienten der Eigenzust�ande[ �C]IM = �CIM kann die Hamilton-Matrix �uber die CSF's in eine Hamilton-Matrix �uber station�are Eigenzust�ande �uberf�uhrt werden.[ ~H0]IJ = h��I j H0 j ��J i �Cy ~H0 �C = H0[ ~V ]IJ = h��I j V(t) j ��J i �Cy ~V (t) �C = V (t)[~c]I = ~CI �Cy ~c(t) = a(t) (4.35)Hierbei enthalten die Matrizen H0 und V die entsprechenden Matrixelemente�uber die Zustandsfunktionen und der Vektor a die CI-Koe�zienten derEntwicklung �uber station�are Eigenzust�ande, wie sie in Gleichung (4.30)beschrieben sind. Damit sind Darstellungen der Gesamtwellenfunktion in derBasis der CSF's (4.33) und der Basis der station�aren MCSCF-Eigenzust�ande(4.4) �aquivalent, solange in der Entwicklung in die station�aren Eigenzust�andealle Zust�ande ber�ucksichtigt werden, die durch die CSF-Basis aufgespanntwerden.Allerdings ist die station�are Hamilton-Matrix �uber die CSF's, ~H0, keineDiagonal-Matrix. F�ur die zeitliche Propagation ist daher die Beschreibungin station�are Eigenzust�ande g�unstiger. Au�erdem besteht die M�oglichkeitim numerischen Atom-MCSCF-Programm mehr CSF's zu verwenden alsEigenzust�ande beschrieben werden. Dadurch l�a�t sich die Darstellung derEigenzust�ande verbessern, ohne da� damit die Ordnung der station�arenHamilton-Matrix H0 und der �Ubergangsdipolmatrix V �uber die station�arenEigenzust�ande vergr�o�ert wird.
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5 Numerische MethodenIn Kapitel 3 wurde die MCSCF-Methode zur L�osung der zeitabh�angigenSchr�odinger-Gleichung beschrieben. Man erh�alt eine Koe�zienten-Gleichung(3.29) und eine Orbital-Gleichung (3.94), die sich analytisch nicht l�osen lassenund daher numerisch integriert werden. Einige der dazu ben�otigten, numerischenVerfahren sind aus der station�aren MCSCF-Methode gut bekannt und werdendaher nur kurz vorgestellt. Die �niten Di�erenzenformeln zur Bildungvon zweiten Abbleitungen sind im Zusammenhang mit der Zeitpropagationjedoch ine�zient und werden daher durch die Fourier-Methode ersetzt. AlsZeitpropagator wird der Bulirsch-Stoer-Algorithmus verwendet. Er enth�alt eineeinfache Schrittweitensteuerung und erlaubt erheblich gr�o�ere Zeitschritte alsbeispielsweise die �niten Di�erenzen- oder die Praediktor-Korrektor-Methoden.Die Stabilit�at der Propagations-Verfahren h�angt dabei in starkem Ma�e vonder Schrittweite in der Propagation ab.5.1 Die Wahl des GittersZur numerischen Darstellung der Radialfunktionen und der auf sie wirkendenOperatoren mu� die Radialkoordinate r diskretisiert werden. Dabei erfordertdie Verwendung der Fourier-Methode zur Berechnung der zweiten Ableitungenein �aquidistantes Gitter. Eine Diskretisierung der r-Koordinate selbst istjedoch ung�unstig, da die in der N�ahe des Ursprungs erforderliche Punktdichteim Bereich des exponentiellen Abfalls der Funktionen zu einer sehr hohenGitterpunktzahl f�uhrt. Zus�atzlich mu� die Funktion bei endlichen rabgeschnitten werden. Eine Abbildung des unendlichen Intervalls r[0;1] aufdas endliche Intervall �[0; 1] durch die rationale Transformation� = rr + b ; r = b�1� � (5.1)hat sich f�ur die diskrete Darstellung von Radialfunktionen bew�ahrt [80,86].Man erh�alt ein �aquidistantes �-Gitter mit (np + 2) Gitterpunkten und einerSchrittweite von �� = 1=(np+1). Die Verteilung der Gitterpunkte im r-Gitterwird �uber den Parameter b bestimmt. Er wird so gew�ahlt, da� sich diePunkte am Ursprung, wo sich die Radialfunktionen am meisten �andern,51



konzentrieren und im Bereich des exponentiellen Abfalls ausd�unnen. Manerh�alt folgende Gitterpunkte�p = pnp + 1 rp = bpnp + 1� p mit p = 1; 2; 3; :::np (5.2)sowie die Randpunkte �0 = r0 = 0 und �np+1 = 1, rnp+1 =1.F�ur das Volumenelement und den Operator der zweiten Ableitung erh�altman dr = b(1 � �)2 d� (5.3)d2d r2 = (1 � �)3b2 d2d �2 (1 � �) : (5.4)Angesichts des Volumenelements ist es sinnvoll, die transformierten Radial-funktionen durchQ(�) = b1=2(1 � �) P (r(�)) (5.5)zu de�nieren. Damit erh�alt man f�ur einen beliebigen Operator O dieMatrixelementehP`i j O j P`j ir = hQ`i j (1� �)�1O (1� �) j Q`j i� (5.6)und f�ur die NormierunghP`i j P`j ir = hQ`i j Q`j i� : (5.7)F�ur die Bestimmung der zweiten Ableitungen de�nieren wir zus�atzlich dieRadialfunktionR(�) = (1 � �)2Q(�) = b1=2(1� �)P (r(�)) : (5.8)Mit dieser De�nition wird der Erwartungswert der kinetischen Energie12hP`i j d2d r2 j P`j ir = 12b h (1 � �)2Q`i j d2d �2 j (1� �)2Q`j i�= 12b2 hR`i j d2d �2 j R`j i� : (5.9)F�ur die Normierung erh�alt man dannhQ`i j Q`j i� = hR`i j 1(1 � �)4 j R`j i� : (5.10)52



5.2 Berechnung der Ein-Teilchen-IntegraleZur Berechnung der Hamilton-Matrix (3.65) m�ussen die Integrale �uberden Ein-Elektronen-Operator und den Ein-Elektronen-Feldoperator gebildetwerden. Beides sind Integrale von Typ hP`i j O j P`j i. Die Berechnung solcherIntegrale ist aus dem station�aren MCSCF-Verfahren gut bekannt [80,82]. Siewerden im rationalen Gitter durch die Euler-McLaurin-Formel [93]Z 10 g(�)d� = �� npXp=1 g(�p) + ��2 �g(�0) + g(�np+1)�+��212 �g0(�0)� g0(�np+1)�+O(��4) (5.11)approximiert. F�ur Integrale �uber beliebige Operatoren gilt die Beziehung(5.6) und damit f�ur multiplikative OperatorenhP`i j O j P`j i = hQ`i j O j Q`ji= �� npXp=1Q�̀i(�p)OQ`j (�p) + C +O(��4) : (5.12)Zur Bestimmung der Korrekturterme C werden die Randwerte der Radial-funktionen betrachtet. Am rechten Rand fallen die Radialfunktion Q`iexponentiell ab, daher werden die Terme g(�np+1) und g0(�np+1) f�ur jedenOperator, der nicht exponentiell anw�achst, Null. Wie sp�ater gezeigt wird,k�onnen die Radialfunktionen am linken Rand durch die Reihenentwicklung(5.33) approximiert werden. Die Radialfunktion verhalten sich damit amUrsprung wie r`+1. F�ur die Operatoren O(r) = a=r und Radialfunktionenmit `i = `j = 0 sowie f�ur Operatoren O(r) = b=r2 und Radialfunktionenmit `i + `j � 1 kann es daher Beitr�age der Terme g(�0) und g0(�0) geben.In diesen F�allen m�ussen die Integrale korrigiert werden. Die Korrekturenwerden mit Hilfe von diskreten Punkteformeln bestimmt und lauten [82]:C = ��6 g(�1)� ��24 g(�2) f�ur `i + `j � 1 : (5.13)Die Integrale �uber den Operator der zweiten Ableitung werden �uber dietransformierten Funktionen R`i ausgedr�uckt. Mit der Beziehung (5.9) undder Euler-McLaurin-Formel zur Integration erh�alt man12b2 hR`i j @2@�2 j R`j i = 12b2 hR`i j R00̀j i= ��2b2 npXp=1R�̀i(�p)R00̀j (�p) + C +O(��4) : (5.14)53



Die zweite Ableitung R00̀i wird dabei mit der in Abschnitt 5.5 besprochenenFourier-Methode berechnet. Ebenso wie f�ur die Integrale �uber multiplikativeOperatoren (5.12) m�ussen Korrekturterme hier auch nur in bestimmten F�allenber�ucksichtigt werden. Auch die transformierten Radialfunktionen R`i fallenam rechten Rand exponentiell ab. Die Korrekturen g(�np+1) und g0(�np+1)sind daher Null. Am linken Rand sind zwar die Radialfunktionen R`iselbst Null, aber die ersten Ableitungen f�ur Radialfunktionen mit `i = 0und die zweiten Ableitungen mit `i � 1 ergeben einen von von Nullverschiedenen Wert. Siehe hierzu Gleichungen (5.33) und (5.34). Damitgilt f�ur den Term g(�0) = R�̀i(�0)R00̀j (�0) = 0. Der Term g0(�0) lautetg0(�0) = (R�̀i(�0)R00̀j (�0))0 = R0�̀i(�0)R00̀j (�0), da gilt R`i(�0) = 0. Er ist nurNull, falls `i + `j > 1. Daher erh�alt man f�ur die Gleichung (5.14) dieKorrekturenC = 12b2 � ��6 g(�1)� ��24 g(�2)� f�ur `i + `j � 1 : (5.15)5.3 Berechnung der Zwei-Teilchen-PotentialeDie Zwei-Teilchen-Potentiale sind durch die Gleichung (3.62) de�niertU �̀k`l(�; t) = 1b� Z �0 Q�̀k(�; t) � �(1� �)�+1��(1� � )� Q`l(�; t) d�+ 1b� Z 1� Q�̀k (�; t) ��+1(1� � ]�+1� �+1(1 � �]� Q`l(�; t) d� : (5.16)Die direkte Berechnung nach dieser Gleichung ist jedoch sehr aufwendig, daan jedem Gitterpunkt ein Integral �uber den gesamten Raum zu l�osen ist. Weitweniger aufwendig ist das L�osen der zugeh�origen Di�erential-Gleichung f�ur dasZwei-Teilchen-Potential. Diese Methode ist gut dokumentiert [80,87] und wirdhier nur kurz vorgestellt. De�niert wird ein skaliertes Zwei-Teilchen-PotentialY �̀k`l(�; t) = b�U �̀k`l(�; t) : (5.17)Durch Di�erenzieren der Gleichung (5.16) erh�alt man f�ur Y �̀k`l eine lineareDi�erential-Gleichung zweiter Ordnung@2@�2 Y �̀k`l(�; t) = �(� + 1)�2(1 � �)2 Y �̀k`l(�; t)� 2� + 1� Q�̀k(�; t)Q`l(�; t) (5.18)mit Y �̀k`l(0; t) = Y �̀k`l(1; t) = 0 ;die keine Terme mit ersten Ableitungen enth�alt. Solche Randwert Problemelassen sich numerisch e�zient mit der Noumero�-Methode [94] zu einer54



Fehlerordnung von O(��4) berechnen. F�ur die diskretisierte FunktionY �̀k`l(�p; t) � Yp(t) erh�alt man so ein inhomogenes Gleichungssystem mit einertridiagonalen Koe�zientenmatrix.0BBBBBBBBB@ ~a1 ~b2 0b1 a2 b3b2 a3 b4. . . . . . . . .bnp�2 anp�1 bnp0 bnp�1 anp 1CCCCCCCCCA0BBBBBBBBB@ Y1(t)Y2(t)Y3(t)...Ynp�1(t)Ynp(t) 1CCCCCCCCCA = 0BBBBBBBBB@ d1(t)d2(t)d3(t)...dnp�1(t)dnp(t) 1CCCCCCCCCA (5.19)ap = 10��212(2� + 1) fp + 22� + 1 bp = ��212(2� + 1) fp � 12� + 1 (5.20)dp(t) = ��212 (gp�1(t) + 10gp(t) + gp+1(t)) p = 1; 2; 3; :::; np (5.21)fp = �(� + 1)(�p(1� �p))2 gp(t) = Q�̀k(�p; t)Q`l(�p; t)�p (5.22)Hier gilt f�ur die Randterme g0(t) = gnp+1(t) = 0 und Y0(t) = Ynp+1(t) = 0.Beim Aufstellen der Koe�zienten-Matrix mu� der Term, b0Y0 aber trotzdember�ucksichtigt werden, da b0 singul�ar ist. Er kann �uber eine Potenzreihen-entwicklung ermittelt werden und wird in den Koe�zienten als Korrekturber�ucksichtigt.~a1 = a1 + 113:5 + 9�� ~b2 = b2 � 1216 + 144�� (5.23)Die L�osung des linearen Gleichungssystem (5.19) erfolgt durch LU-Zerlegung[95]. Da Koe�zienten-Matrix keine zeitabh�angigen Terme enth�alt, kann dieLU-Zerlegung der Matrix einmalig f�ur jeden �-Wert als Initialisierungsschrittvorgenommen werden. Die Berechnung des Zwei-Teilchen-Potentials w�ahrendder Propagation reduziert sich damit auf die R�uckeinsetzung und Reskalierungnach U �̀k`l = b�1��1Y �̀k`l.
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5.4 L�osen der Orbital-GleichungDie Orbital-Gleichung (3.94) mu� f�ur alle Radialfunktionen Q`i erf�ulltsein. Man erh�alt ein lineares Gleichungssystem f�ur die zeitlich abgeleitetenRadialfunktionen _Q`iXj 
ij(t) X̀j �`i `j _Q`j (�p; t) = �i f`i(�p; t) (5.24)f`i(�p; t) = Xj 
ij(t) X̀j �`i `j " � (1 � �p)32b2 R00̀j(�p; t)+  `j(`j + 1)r(�p)2 � Zr(�p) !Q`j(�p; t) #+ D(t) E0 sin(!t) Xj 
ij(t) X̀j A(`i `j�1) r(�p) Q`j (�p; t)+ X�jkl �ij�kl(t) X�`j`k`l U �̀k`l(�p; t) c�̀j`i� c�̀k`l� Q`j(�p; t)� Xj X̀j �`i `j �`i`j(t) Q`j(�p; t) (5.25)Die Anzahl der gekoppelten Gleichungen entspricht der Anzahl der Radial-funktionen. Solche Gleichungssysteme k�onnen mit Standardmethoden, sieheAbschnitt 5.8 gel�ost werden. Die zweiten Ableitungen R00̀i werden mitder Fourier-Methode berechnet, die in Abschnitt 5.5 besprochen wird. DieLagrange'schen Multiplikatoren werden, wie die Ein-Teilchen-Integrale mitder Euler-McLaurin-Formel (5.11) berechnet:�`i`j (t) = hQ`j(t) j f`i(t)i = npXn=1Q�̀j (�p; t)f`i(�p; t) + C +O(��4) (5.26)Da das Funktional f`i(�p; t) Operatoren der Art O(r) = a=r und O(r) = b=r2umfa�t, m�ussen auch f�ur die Lagrange'schen Multiplikatoren Korrekturtermeber�ucksichtigt werden. Mit g(�p) = Q�(�p)f(�p) erh�alt manC = ��6 g(�1)� ��24 g(�2) f�ur `i + `j � 0 (5.27)56



5.5 Berechnung der zweiten AbleitungDie zweiten Ableitungen der Orbitalfunktionen k�onnen numerisch e�zient mitHilfe der Fourier-Transformation berechnet werden. Dabei wird ausgenutzt,da� sich die Funktion j R(t)i, sowohl im Koordinatenraum als auch imImpulsraum darstellen l�a�t. Der �Ubergang von einer Darstellung in die anderegeschieht durch Fourier-Transformation. Die Transformations-Gleichung f�urdie diskrete Funktion R(�n; t) lautet:r(kq; t) = 1pnp np�1Xp=0 R(�p; t)e�i 2��pkq=np (5.28)mit �p = p�� p = 1; 2; 3; :::; npkq = qnp(��) q = ��np2 � ; :::; 0; :::;�np2 � 1� (5.29)Die Funktion r(kq; t) gibt die Impulsverteilung der Radialfunktion R(�p; t).Sie wird Fourier-Transformierte von R(�p; t) genannt. Die maximale Frequenzin dieser Darstellung ist die sogenannte Nyquistfrequenz kc = 1=(2��). DieInversion dieser diskreten Fourier-Transformation ergibtR(�p; t) = 1pnp np2 �1Xq=�np2 r(kq; t)ei2��pkq=np : (5.30)Die Gleichung (5.28) ist periodisch in k mit einer Periode von np. Dahergilt r(kq; t) = r(knp+q; t) und Gleichung (5.30) kann alsR(�p; t) = 1pnp np�1Xq=0 r(kq; t)ei2��pkq=np (5.31)geschrieben werden. Die Frequenz kq = 0 hat dann den Index q=0. Diepositiven Frequenzen 0 < kq < kc besitzen die Indizes q = 1; 2; :::; (np2 � 1),die negativen Frequenzen �kc < kq < 0 erhalten die Indizes q = (np2 + 1),(np2 + 2); :::; (np � 1). F�ur die negative und die positive Nyquistfrequenz kchaben die Frequenzfunktionen wegen der Periodizit�at denselben Wert, undsie erhalten daher den gemeinsamen Index np2 .Ebenso wie die Funktionen lassen sich auch die Operatoren im Koordinaten-und im Impulsraum darstellen. Der Operator der kinetischen Energie enth�altim Koordinatenraum die zweiten Ableitungen, im Impulsraum ist der Operatorjedoch multiplikativT (�) = �12 @2@�2 T (k) = 2�2k2 : (5.32)57



Der Term der kinetischen Energie kann also durch Fourier-Transformationvon R(�; t) in den Impulsraum, Multiplikation mit T (k) und inverserTransformation berechnet werden [96,97].Komplex konjugiert man die Gleichung (5.28), so sieht man, da� die diskreteFunktion r?(kq; t) durch dieselbe Transformations-Vorschrift aus R?(�p; t)erhalten wird wie in Gleichung (5.31) die Funktion R(�p; t) aus r(kq; t). Dieinverse Fourier-Transformation kann also auch ausgef�uhrt werden, indem mandie Funktion R(�p; t) komplex konjugiert, nach Gleichung (5.28) transformiertund das Ergebnis erneut komplex konjugiert. Hin- und R�ucktransformationsind so mit derselben Routine m�oglich. F�ur die Fourier-Transformation wurdendie Programme (C06FCF/C06GCF) aus der NAG-Bibliothek verwendet [98].Die diskrete Fourier-Transformation ist eine N�aherung der kontinuierlichenFourier-Transformation [99]. Die G�ute der N�aherung h�angt in starkem Ma�von der zu transformierenden Funktion und der Wahl des �aquidistanten Gittersab. Die wichtigsten Eigenschaften der diskreten Fourier-Transformation sindin Anhang A.4 kurz dargestellt.Der Vorteil der Fourier-Methoden bei der Berechnung der kinetischen Energiein der Zeitpropagation beruht auf dem Abschneiden der geringen Anteilesehr hoher Frequenz-Komponenten in den Radialfunktionen, denn die diskreteFourier-Transformation erkennt nur Frequenzen unterhalb der kritischenNyquistfrequenz. Die Energie-Zeit-Unsch�arferelation gibt einen maximalenZeitschritt �t umgekehrt proportional zum m�oglichen Energie-Intervall �E f�urdie Propagation vor. Die Fourier-Methode beschr�ankt hier also die m�oglichenkinetischen Energien auf Kmax = �2=(2��2) und erlaubt damit bei gleicherGitterpunktzahl erheblich gr�o�ere Zeitschritte w�ahrend der Propagation alsbeispielsweise eine diskrete Punkteformel.Die diskrete Fourier-Transformation liefert nur dann gute Ergebnisse, wenndie zu transformierenden Funktionen raumbegrenzt sind, das hei�t an denGrenzen des abgebildeten Bereiches Null werden. Funktionen, die am Randnicht Null werden, erzeugen zus�atzliche Frequenzkomponenten, sogenannteSeitenschwinger, in der transformierten Funktion. Im Hinblick auf dieR�ucktransformation mu� gefordert werden, da� sowohl die Funktionen als auchihre zweiten Ableitungen an beiden R�andern Null werden. Am rechten Randist diese Forderung wegen des exponentiellen Verhaltens der Radialfunktionenimmer erf�ullt. Am linken Rand sind zwar die Radialfunktionen in jedemFall Null, nicht aber die zweiten Ableitungen. Die Radialfunktionen k�onnen58



durch die ReihenentwicklungR(�) = 1Xm=0 am�`+m+1 (5.33)dargestellt werden. Damit ergeben sich f�ur die Randwerte` = 0 : R(0) = 0 R0(0) = a0 R00(0) = 2a1` = 1 : R(0) = 0 R0(0) = 0 R00(0) = 2a0` � 2 : R(0) = 0 R0(0) = 0 R00(0) = 0 : (5.34)F�ur Radialfunktionen mit ` � 1 laufen die zweiten Ableitungen also gegen einenfesten, von Null verschiedenen Wert. Damit erh�alt man in der TransformationUnstetigkeitsstellen und somit die in Abbildung (5.1c) deutliche erkennbarenSeitenschwinger.

Abbildung 5.1:(a) Schalenfunktion R(�) mit ` = 0 und deren zweite Ableitung: (b) nach einer6-Punkte-Formel, nach der Fourier-Methode (c) ohne Hilfsfunktion und (d) mitHilfsfunktion. 59



Eine einfache Fensterfunktion zur Unterdr�uckung dieses E�ekts kann hierwegen der Signalverbreiterung bei der R�ucktransformation nicht verwendetwerden. Eingef�uhrt wird daher die Hilfsfunktion H` (�), die von denkritischen Randfunktionen subtrahiert wird. Wegen der Linearit�at derFourier-Transformation und der Di�erentiation erh�alt man~R(�) = R(�) �H` (�) (5.35)~R00(�) = R00(�)�H 00` (�) : (5.36)Die Hilfsfunktion soll so bestimmt werden, da� die Funktion ~R(�) selbst undihre erste und zweite Ableitungen an den R�andern Null werden. Aus Gleichung(5.36) kann dann die tats�achliche Ableitung R00(�) bestimmt werden. AlsHilfsfunktionen bieten sich die Radialfunktion von wassersto�artigen Atomenan. Sie besitzen die richtigen Funktionsverlauf am linken Rand und fallenam rechten Rand exponentiell auf Null. F�ur ` = 0 ergibt sichH0 (�) = �� exp � Z�b1� �! (5.37)H 00 (�) = � 1 � Z�b(1� �)2! exp �Z �b1 � �! (5.38)H 000 (�) = ��Zb 2� 2� � Zb�(1� �)4 ! exp � Z�b1� �! (5.39)F�ur sie ergeben sich die Randwerte:H0 (0) = 0 lim�!1H0 (�) = 0H 00 (0) = � lim�!1H 00 (�) = 0H 000 (0) = �2�bZ lim�!1H 000 (�) = 0 (5.40)F�ur ` = 1 lautet die HilfsfunktionH1 (�) = � �21 � �! exp � Z�b2(1� �)! (5.41)H 01 (�) = �� 4 � 6�+ 2�2 � Zb�2(1 � �)3 ! exp �Z �b2(1 � �)! (5.42)H 001 (�) = � 8� 16� + 8�2 � 8Zb�+ 8Zb�2 + �2Z2b24(1 � �)5 ! exp � Z�b2(1 � �)!(5.43)60



Sie haben die Randwerte:H1 (0) = 0 lim�!1H1 (�) = 0H 01 (0) = 0 lim�!1H 01 (�) = 0H 001 (0) = 2� lim�!1H 001 (�) = 0 (5.44)Zur Bestimmung des Parameters � werden die Randwerte der Radialfunktionenaus der Reihenentwicklung (5.33) und die Randwerte der Hilfsfunktionengleichgesetzt.` = 0 : R0(0) = a0 = � R00(0) = 2a1 = �2�bZ` = 1 : R00(0) = 2a0 = 2� (5.45)Die Ableitungen der Radialfunktion am linken Rand werden durch F�unf-Punkte-Formeln [93] bestimmt.R0(�0) = 14!�� (96R(�1)� 72R(�2) + 32R(�3)� 6R(�4)) (5.46)R00(�0) = 2!4!��2 (�104R(�1) + 114R(�2)� 56R(�3) + 11R(�4)) (5.47)Mit den Gleichungen (5.45) werden dann die �-Werte f�ur die Hilfsfunktionenberechnet. F�ur Radialfunktionen mit ` = 0 kann dabei sowohl die ersteals auch die zweite Ableitung zur Bestimmung herangezogen werden. EinVergleich zeigt, da� die erste Ableitung einen numerisch besseren �-Wertliefert.F�ur die Bildung der zweiten Ableitungen von Radialfunktionen mit ` � 1wird mit dem zugeh�origen �-Wert die Hilfsfunktion H` (�) berechnet,~R(�) = R(�) � H` (�) gebildet und zu ~r(k) = r(k) � h` (k) transformiert.Im Impulsraum wird durch Multiplikation mit dem Operator der kinetischenEnergie T (k) die zweite Ableitung ~r00(k) = r00(k) � h00̀(k) gebildet undr�ucktransformiert. Es ergibt sich ~R00(�) = R00(�) �H 00` (�) und damit R00(�).Dieses Verfahren liefert numerisch saubere zweite Ableitungen, wie einVergleich in Abbildung (5.1b) und (5.1d) zeigt. F�ur Schalenfunktionen mit` > 1 k�onnen die Ableitungen ohne Hilfsfunktion gebildet werden.
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5.6 Erzeugen der Start-BasisZum Start der Propagation ist ein Anfangszustand bei t = 0; 	(~� ; 0) zubestimmen. Dazu sind die CI-Koe�zienten und die Radialfunktionen derSpinorbitale n�otig. Die Radialfunktionen werden dabei mit dem numerischenAtom-MCSCF-Programm von J. Hinze und J. Stiehler [82] erzeugt. DiesesProgramm berechnet station�are, atomare Eigenfunktionen im feldfreien Raum.Es benutzt dabei dieselbe Funktions-Entwicklung (3.8)-(3.10), wie sie f�ur daszeitabh�angige MCSCF-Verfahren benutzt wird. Allerdings ist der Hamilton-Operator ohne �au�eres Feld kugelsymmetrisch und die r- und die �-Koordinatek�onnen sauber getrennt werden. Die Spinorbitale sind dann Eigenfunktionender Symmetrieoperatoren l̂2, l̂z, ŝ2 und ŝz mit den Eigenwerten l, m, s undms und werden durch einen einfachen Produktansatz beschrieben~ ni `i mimsi(~� ; t) = ~Pni`i(r; t)r Y`imi(�; �) �msi(�) : (5.48)Die Entwicklung der Spinorbitale in Kugel
�achenfunktionen �uber eine `-Summewie in Gleichung (3.13) entf�allt. Au�erdem lassen sich im zeitunabh�angigenSystem rein reelle L�osungen �nden. Alle Koe�zienten und Funktionen derstation�aren Entwicklung sind daher reell.Erzeugt wird also ein Anfangszustand f�ur Atome im feldfreien Raum. Die sogescha�ene Radialfunktion ~Pni`i des Spinorbitals ~ ni `i mimsi wird auf den Realteilder Radialfunktion Pni�i`i in der `-Entwicklung des entsprechenden Spinorbitals ni �imimsi im elektrischen Feld �ubertragen. Alle weiteren Radialfunktionenin der Entwicklung sowie alle Imagin�arteile der Radialfunktionen werdenNull gesetzt. Ein Beispiel f�ur diese �Ubertragung einer kugelsymmetrischenOrbital-Basis in eine parabolische Orbital-Basis ist in Tabelle (5.1) gezeigt. Imelektrischen Feld haben das 2s- und das 2p0-Orbital wegen der Vorzugsrichtungdes Feldes dieselbe Symmetrie, und man erh�alt zwei Orbitalfunktionen  s0und  p mit denselben Quantenzahl n, �, m und ms. Aufgrund der gleichenSymmetrie k�onnen in parabolischen Koordinaten Linearkombinationen zwischendiesen beiden Orbitalfunktionen gebildet werden, die sich dann anhand zweierzus�atzlicher, sogenannter parabolischer Quantenzahlen n1 und n2 klassi�zierenlassen [4]. Die Indices der Orbitalfunktionen im Feld  s ,  s0 und  p beziehensich auf ihren Charakter bei der Initialisierung. W�ahrend der Propagationim Feld werden auch die jeweils anderen Radialfunktionen des Spinorbitalserzeugt, und die `-Quantenzahl verliert ihre Bedeutung.Die Radialfunktionen des numerischen MCSCF-Programms sind ebenso wieRadialfunktionen des zeitabh�angigen MCSCF-Verfahrens auf einem ratio-nalen Grid dargestellt. Startfunktionen mit gleicher Gitterpunktzahl undb-Parameter k�onnen also direkt �ubernommen werden. Bei unterschiedlicher62



Tabelle 5.1:�Ubertragung einer Orbital-Basis des numerischen Atom-MCSCF-Programms ineine Orbital-Basis des zeitabh�angigen MCSCF-Verfahrens. Die Radialfunktion~Pni`i des Spinorbitals ~ ni `imi msi wird auf die Radialfunktion Pni�i`i inder `-Entwicklung des Spinorbitals  ni �imimsi im Feld �ubertragen. Alleweiteren Radialfunktionen in der Entwicklung werden Null gesetzt.Orbital-Basis Orbital-Basisohne Feld im Feld~ nilimimsi ~Pni li  ni�imimsi Pni�ili1s : ~ 100� 12 ~P10  s :  100� 12 P100 P101 : : :2s : ~ 200� 12 ~P20  s0 :  200� 12 P200 P201 : : :2p0 : ~ 210� 12 ~P21  p :  0200� 12 P 0200 P 0201 : : :Gitterpunktzahl oder b-Parameter k�onnen die Funktionen an den neuenSt�utzpunkten �uber eine einfache Spline-Interpolation berechnet werden.Mit den so gescha�enen Radialfunktionen wird im zeitabh�angigen MCSCF-Verfahren die Hamilton-Matrix, Abschnitt 3.3, aufgestellt. Durch Diago-nalisieren, Abschnitt (5.7), erh�alt man die Eigenenergien und CI-Vektorendes Systems. Als Startwerte der CI-Koe�zienten werden in der Regel dieCI-Koe�zienten des Grundzustandes verwendet.5.7 Diagonalisieren der Hamilton-MatrixZum Bestimmen der aktuellen Eigenwerte des Systems wird die Hamilton-Matrix (3.47) ohne das �Ubergangsdipol-Matrixelement aufgestellt.h�I j H0 j �J i = h�I j h j �J i+ h�I j g j �Ji (5.49)Der Operator H0 ist der Hamilton-Operator des ungest�orten n-Elektronen-Atoms. Er enth�alt die zeitunabh�angigen Ein-Elektronen-Operatoren h und dieZwei-Elektronen-Operatoren g, die in den Gleichungen (3.7) beziehungsweise(3.3) de�niert sind. Durch Diagonalisieren dieser Hamilton-MatixC�1H0C = E (5.50)63



erh�alt man die Energieeigenwerte des Systems als Elemente der diagona-len Matrix E und die zugeh�origen CI-Vektoren als Spalten der MatrixC. Zur L�osung dieses Eigenwert-Problems wurden die Standard-Verfahren(F01BCF/F02AYF) aus der NAG-Bibliothek [98] verwendet. Diese Routinenreduzieren die komplexe hermitische Matrix H0 zu einer reellen tridiagonalenMatrix nach der Householder-Methode [95]. Die Eigenwerte und Eigenvektorenwerden dann durch den QL-Algorithmus [95] bestimmt.5.8 PropagationIm MCSCF-Ansatz wird die L�osung der Schr�odinger-Gleichung zerlegt inzwei zeitabh�angige Gleichungen f�ur CI-Koe�zienten und Radialfunktionender Spinorbitale. Beide Gleichungen sind voneinander abh�angig, da dieHamilton-Matrix mit den Radialfunktionen und der Fock-Operator mit denCI-Koe�zienten zu den entsprechenden Zeiten aufgebaut wird. Soll ein Atom�uber einen Zeitraum beobachtet werden, m�ussen daher beide Gleichungenparallel propagiert werden. Sind CI-Koe�zienten und Radialfunktionen zueinem Zeitpunkt bekannt, lassen sich ihre Zeitableitungen mit Hilfe derKoe�zienten-Gleichung (3.29) und der Fock-Gleichungen der Radialfunktionen(3.94) berechnen. Die Koe�zienten-Gleichungen lassen sich leicht als Matrix-Gleichung_c = �iHc (5.51)schreiben. Dabei sind die Elemente der Hamilton-Matrix in [H]IJ =h�I j H j �J i und CI-Koe�zienten in den Vektoren [c]I = CI zusammengefa�t.Die Orbital-Gleichungen m�ussen f�ur alle Radialfunktionen j Q`ni erf�ullt sein.Auch Sie lassen sich in Matrix-Form schreiben
 _Q = F : (5.52)Hier sind die e�ektiven Strukturfaktoren in der hermitischen 
-Matrix[
]ij = 
ij zusammengefa�t. Die Matrix der abgeleiteten Radialfunktionenenth�alt in jeder Spalte Radialfunktionen mit denselben `i-Werten. DasMatrixelement[ _Q]i;`i =j _Q`ii (5.53)enth�alt die zeitlich abgeleitete Partialwelle `i des i-ten Spinorbitals. Dierechte Seite wird ebenfalls als Matrix geschrieben. Das Matrixelement[F ]i;`i =j f`ii (5.54)enth�alt die rechte Seite der Orbital-Gleichung (5.25) f�ur die Partialwelle `ides i-ten Spinorbitals. Die Gleichung (5.52) ist ein lineares Gleichungssystem64



mit einer hermitschen 
-Matrix, das mit Standardmethoden zu l�osen ist. ZurL�osung wurden die Programme (F07PSF/FO7PRF) aus der NAG-Bibliothekgew�ahlt [98].Die einfachste Methode zur Zeitpropagation ist Di�erenzen-Methode zweiterOrdnung [101]. Sie erf�ullt die Grunds�atze der Quantenmechanik, wieErhaltung von Norm und Energie sowie die mikroskopische Reversibilit�at.Hierbei wird die zeitliche Ableitung durch die Di�erenzen-Formel zweiterOrdnung approximiert. Die Koe�zienten und Radialfunktionen werden zurdiskreten Zeiten tj = j�t; j = 0; 1; 2; : : : bestimmt.@ c(tj)@ t = c(tj+1) + c(tj�1)2�t (5.55)@Q(�p; tj)@ t = Q(�p; tj+1)�Q(�p; tj�1)2�t (5.56)Die Radialfunktionen sind in einem rationalen Gitter (5.2) diskretisiert.Koe�zienten und Radialfunktionen zur Zeit tj+1 k�onnen dann alsc(tj+1) = c(tj�1)� i 2�tH(tj) c(tj) (5.57)Q(�p; tj+1) = Q(�p; tj�1) + 2�t
�1(tj)F (�p; tj) (5.58)berechnet werden. Die zeitlichen Ableitungen der Koe�zienten und Radial-funktionen ergeben sich aus den Matrix-Gleichungen (5.51) und (5.52). ZumStart der Methode m�ussen die Koe�zienten und Radialfunktionen zur denZeiten t0 und t1 bekannt sein. Der erste Zeitschritt erfolgt daher �uber einZwei-Punkte-Verfahren derselben Fehlerordnung.Dieses einfache Verfahren ist wegen der vorgegeben Schrittweite sehr starr.Besser geeignet sind Verfahren, die ihre Schrittweite an das Problem anpassenund so eine vorgebene Genauigkeit mit minimalem rechnerischen Aufwanderreichen. Ein bew�ahrtes Verfahren ist die Bulirsch-Stoer Methode [102,103].Hier wird ein verh�altnism�a�ig gro�er Zeitschritt Hbs in nbs kleinere Zeitschrittehbs = Hbs=nbs zerlegt und mit der modi�zierten Mittelspunkts-Methode vont nach t+Hbs propagiert.Die modi�zierte Mittelpunkts-Methode [102] beginnt mit einem einfachenEuler-Schritt, gefolgt von (nbs� 1)-Schritten der Di�erenzen-Methode zweiterOrdnung. Zur Verbesserung des Ergebnisses wird zum Abschlu� ein weitererEuler-Schritt berechnet und die Ergebnisse des vorletzten Punktes (nbs � 1)und des �uberz�ahligen Punktes (nbs + 1) gemittelt. Die Idee des Bulirsch-Stoer-Verfahrens ist, da� das numerische Ergebnis von der Schrittweite65
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i = 1; imaxs Integriere mit der modi�zierten Mittelpunkts-Methodevon tj nach tj +Hbs mit nbs Zeitschritten hbss Rationale Extrapolation auf den Zeitschritt hbs = 0Bestimmung des absoluten Fehlers fabsif (absoluter Fehler � Toleranz)Integrationsschritt war erfolgreichAnpassen der Schrittweite Hbsreturnendifs Wiederhole Integration mit gr�o�erer Schrittzahl nbss Integration nach imax Integrationen nicht erfolgreichVerkleinere Bulirsch-Stoer-Schritt Hbs sNeuer Bulirsch-Stoer-Schritt tj+1 +HbsAbbildung 5.2: Bulirsch-Stoer-Algorithmushbs abh�angt. Durch stetiges Verkleinern der Schrittweite, erh�alt man dasnumerische Ergebnis der Propagation als Funktion der Schrittweite. Miteiner rationalen Extrapolation [102] wird das numerische Ergebnis f�ur eineSchrittweite von hbs = 0 bestimmt. Die Extrapolation liefert neben demextrapolierten Ergebnis auch eine Fehlerabsch�atzung. Ist dieser Fehler zuhoch, wird die Propagation mit noch kleinerer Schrittweite hbs, also h�ohererSchrittzahl nbs wiederholt. Die von Bulirsch und Stoer vorgeschlagene Sequenzf�ur die Anzahl der Schritte lautetnbs = 2; 4; 6; 8; 12; 16; 24; 32; 48; 64; 96; :::; [nj = 2nj�2]; ::: (5.59)In neueren numerischen Tests fand Deu
hard [104], da� eine Sequenz mit[nj = 2j] in einigen F�allen noch e�zienter arbeitet.Die Kombination der modi�zierten Mittelspunkts-Methode mit einer rationalenExtrapolation ist besonders g�unstig, da sich der Fehler der Propagation alsPotenzreihe mit geraden Potenzen von hbs ausdr�ucken l�a�t. So wird inder rationalen Extrapolation bei der Konstruktion von N�aherungswerte mith�oher Fehlerordnung das Ergebnis immer gleich um zwei Potenzen von hbsverbessert. 66



Das Bulirsch-Stoer-Verfahren verf�ugt �uber eine einfache Schrittweitensteuerung,bei der die Gr�o�e des Bulirsch-Stoer-Schritts Hbs anhand der ben�otigtenPropagationen berechnet wird. Als optimal f�ur die rationale Extrapolationsind sieben Propagationsergebnisse, da bei mehr als sieben Ergebnissendie Ergebnisse der fr�uheren Propagationen mit sehr gro�en Schrittweitenf�ur das extrapolierte Ergebnis unbedeutend sind. Werden also mehr alssieben Propagationen ben�otigt, wird der Bulirsch-Stoer-Schritt verkleinert,bei weniger als sieben Schritten wird er vergr�o�ert. Auf diese Weise pa�tsich das Bulirsch-Stoer-Verfahren 
exibel an das Problem an.Eine wichtige Charakteristik quantenmechanischer Systeme sind die Unsch�arfe-relationen, die auch bei der Diskretisierung von Systemen eine entscheidendeRolle spielen. Aus der Zeit-Energie-Unsch�arfe�t�E � �h (5.60)ergeben sich Beschr�ankungen bei der Wahl des Zeitschritts w�ahrend derPropagation [96]. In der diskreten Darstellung kann der Bereich von m�oglichenEigenwerten des Hamilton-Operators abgesch�atzt werden. Der dargestellteEnergiebereich ist damit auf �E = Emax � Emin beschr�ankt. Die maximaleEnergie ergibt sich aus der maximalen kinetischen Energie Kmax und dergr�o�ten potentiellen Energie Vmax. Die minimale Energie ergibt sich aus derkleinsten potentiellen Energie VminEmax = Vmax +KmaxEmin = Vmin (5.61)Die Verwendung der Fourier-Methode (A.4) gibt als maximale Frequenz imImpulsraum die Nyquistfrequenz kc = 1=(2��) vor. Damit ergibt sich einemaximale kinetische Energie vonKmax = �22��2 (5.62)Somit ist der dargestellte Energiebereich bekannt. Das Volumen des Zeit-Energie-Phasenraums bei einer Propagation �uber ein Zeitintervall �T istdamit gegeben durch�E�T = Vol (5.63)Im Phasenraum ist das kleinste Volumen, in dem ein System lokalisiertwerden kann, gegeben durch die kleinste Wirkung h. Damit l�a�t sichdas Gesamtvolumen als Vol = jh angeben. Hier ist j die Anzahl derGitterpunkte in Phasenraum. Das bedeutet, eine diskrete Darstellung desEnergie-Zeit-Raumes ist dann m�oglich, wenn mindestens ein Punkt prominimalem Volumen vorhanden ist. Da w�ahrend jedes Zeitschritts der67



gesamte Energiebereich verwandt wird, ist j auch die Anzahl der Zeitschritte�t, die w�ahrend der Propagation �uber ein Zeitintervall �T mindestensgemacht werden mu�. Damit ergibt sich eine maximale Gr�o�e�tmax = h�E = �Tj (5.64)f�ur die verwendeten Zeitschritte. Wird ein Zeitschritt gr�o�er als �tmaxverwendet, erh�alt man in der Zeitentwicklung einen exponentiellen Fehler. Dochauch beim Einhalten dieses Stabilit�atskriteriums enth�alt das PropagationsschemaFehler, die im Laufe der Propagation akkumuliert werden. Bei der Bulirsch-Stoer-Methode ist dies ein maximaler absoluter Fehler, der f�ur die Extrapolationvorgegeben wird. Um zu gro�e Akkumulationsfehler zu vermeiden, mu� derZeitschritt weiter verkleinert werden. Eine Zeitschritt �t = 0:2�tmax istmeistens ausreichend [96]. Die in der Bulirsch-Stoer-Methode verwendetenSchrittweiten �t = hbs k�onnen wegen der g�unstigen Fehlerentwicklung inder rationalen Extrapolation erheblich gr�o�er gew�ahlt werden als die einereinfachen Di�erenzenmethode zweiter Ordnung. Somit ben�otigt der Bulirsch-Stoer-Formalismus bei gleicher Genauigkeit insgesamt weniger Auswertungender rechten Seiten zur Propagation.Die E�zienz der Propagation h�angt wesentlich von der maximalen Gr�o�edes Zeitschritts und damit von dem Energieintervall �E ab. Hierbeispielen zwei Aspekte eine Rolle. Die maximale kinetische Energie wird beiVerwendung der Fourier-Methode (5.5) durch die Schrittweite �� bestimmt.Eine Erh�ohung der Gesamtpunktzahl np f�uhrt zu einer Verkleinerung derSchrittweite �� und somit zu h�oheren kinetischen Energien Kmax. Zumanderen spielt das Coloumb-Potential �Z=r zwischen Kern und Elektroneneine entscheidende Rolle. Dieses Potential wird zum Ursprung unendlichstark negativ. Je n�aher also der erste Punkt am Ursprung liegt, destonegativer wird das Potential Vmin. Bei gegebener Punktzahl np bestimmtder b-Parameter �uber die Verteilung der Punkte. Je kleiner b gew�ahltwird, desto h�oher ist die Punktzahl in Kernn�ahe und desto n�aher liegt dererste Punkt am Ursprung. Wird der b-Parameter zu gro� gew�ahlt, wirddie Darstellung der Radialfunktionen in der N�ahe des Ursprungs schlecht.Eine gute Punkteverteilung f�ur Grundzust�ande erh�alt man, wenn b mit derempirischen Formelb(Z; n; np) =  0:85 1pZ � 0:04! 3s800np s 2Z � n+ 2 (5.65)bestimmt wird [82]. Hier bedeuten Z die Kernladungszahl, n die Elektronenzahlund np die Gitterpunktzahl. F�ur hoch angeregte Zust�ande mu� dieser b-Parameter vergr�o�ert werden, damit gen�ugend Punkte f�ur die �au�eren Extremader Radialfunktionen zur Verf�ugung stehen. Bei der Wahl der Gitterpunktzahl68



np sollte auch die Fourier-Transformation ber�ucksichtigt werden. Die schnelleFourier-Transformation ist am e�zientesten, wenn np + 2 eine Potenz vonZwei ist.
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6 Ergebnisse und DiskussionIn den vorangegangenen Kapiteln wurden zwei grundlegende Verfahren zurBeschreibung der Dynamik von Mehr-Elektronen-Atomem vorgestellt. Sowohldas MCSCF-Verfahren als auch das CI-Verfahren beruhen auf einem Multi-Kon�gurations-Ansatz. F�ur beide Verfahren wurde ein Computerprogrammentwickelt. Anhand der zeitlichen Entwicklung von Helium in einem linearpolarisierten Laserfeld werden beide Methoden im folgenden vorgestellt undgestestet.Alle Gr�o�en sind, soweit nicht anders vermerkt, in atomaren Einheitengegeben. Nach den Empfehlungen der IUPAC werden die atomaren Einheitenals Kombinationen der Basiseinheiten Ruhemasse des Elektrons me, Elemen-tarladung e, Bohrscher Radius a0 und Wirkung �h, sowie der EnergieeinheitEh = �h2=mea20 ausgedr�uckt. In den Bildern werden aus Gr�unden der besserenLesbarkeit auch die Abk�urzungen bohr und hartree sowie atu (atomic timeunit) verwendet. Die Umrechnungsfaktoren zu den SI-Einheiten �nden sichim Anhang A.1.6.1 Anregung von Helium im MCSCF-AnsatzMit dem MCSCF-Ansatz wird die zeitabh�angige Schr�odinger-Gleichung inzwei zeitabh�angige Gleichungen f�ur die CI-Koe�zienten (3.29) und dieRadialfunktionen der Spinorbitale (3.94)_CI = �iXJ h�I j H j �J iCJ 8 I (6.1)Xj 
nj X̀j �`n`j j _P`j i =Xj X̀j h F`n`j � �`n`j i j P`j i 8 n (6.2)zerlegt. Beide Gleichung sind voneinander abh�angig und m�ussen gemeinsampropagiert werden. Als Propagator wird das Bulirsch-Stoer Verfahren verwandt,das in Abschnitt 5.8 beschrieben wurde.71



6.1.1 Wahl der BasisDie MCSCF-Methode soll anhand einer Einfach-Anregung aus dem Helium-Grundzustand (1s2) 1S in Helium 1P-Zust�ande getestet werden.He (1s2) 1S h��! He 1PZum Start wird ein mimimaler Orbital-Basissatz von je einem s- undp-artigen Orbital ben�otigt. Daraus resultiert eine vollst�andige Start-Basisvon drei Kon�gurations-Zustandsfunktionen, abgek�urzt CSF's: (s2) 1S, (sp) 1Pund (p2) 1S. Das s-Orbital dieser Basis wird f�ur die (s2)- und die angeregte(sp)-Kon�guration ben�otigt. Da das s-Orbital der angeregten CSF's jedoch einer�aumlich ausgedehntere Radialfunktion besitzt als das der (s2)-Kon�guration,k�onnen durch eine s-Radialfunktion beziehungsweise ein s-Orbital nicht beideCSF's gleichzeitig gut dargestellt werden. Daher werden f�ur die Startbasiszwei s-Orbitale bestimmt: Ein s-Orbital f�ur die (1s2)-Kon�guration und eins0-Orbital f�ur die 1s02p-Kon�guration. Diese Startfunktionen wurden mitdem numerischen Atom-MCSCF-Programm von J. Hinze und J. Stiehler [82]berechnet, die beiden s-Orbitale wurden orthogonalisiert und, wie in Abschnitt5.6 beschrieben, auf die parabolische Basis �ubertragen (Tabelle 5.1). Manerh�alt eine orthonormierte Orbital-Basis mit den Orbitalen  s ,  s0 und  pund eine vollst�andige Basis von sechs Kon�gurations-Zustandsfunktionen:(1s2) 1S : �1 = j  s � s i(1s1s0) 1S : �2 = 1p2 h j  s � s0 i� j � s s0 i i(1s02) 1S : �3 = j  s0 � s0 i(1s2p) 1P : �4 = 1p2 h j  s � p i� j � s p i i(1s02p) 1P : �5 = 1p2 h j  s0 � p i� j � s0 p i i(2p2) 1S : �6 = j  p � p iSo wie die `-Quantenzahl im elektromagnetischen Feld ihre Bedeutung verliertund die Orbitalindices sich lediglich auf ihren Charakter bei der Initialisierungbeziehen, verliert auch der Gesamtbahndrehimpuls seine Bedeutung und damitauch die Klassi�zierung der CSF's nach S- und P-Zust�anden. Da wegen derAuswahlregeln f�ur linear polarisiertes Licht, �m = 0, nur Spinorbitale miteinem Bahndrehimpuls m = 0 in die Orbital-Basis aufgenommen wurden,erh�alt man in der parabolischen Orbital-Basis Spinorbitale mit � = 0, also�-Funktionen.Bestimmt wurden zwei verschiedene Start-Basen. Die erste stammt aus einerstation�aren MCSCF-Rechnung mit drei Orbital-Funktionen, 1s, 2s und 2p,72



die zu den sechs oben angegeben CSF's gekoppelt wurden. Das 1s0 entsprichtdabei dem 2s der station�aren MCSCF-Rechnung. Durch Diagonalisieren derHamilton-Matrix erh�alt man die Eigenwerte und die zugeh�origen CI-Vektorenf�ur diese Start-Basis (1a). Sie sind in Tabelle (6.1) zusammengefa�t. DerGrundzustand ist in diesem System gut dargestellt. Die 2s- und die2p-Orbitale wurden dabei so optimiert, da� sie den Grundzustand m�oglichstgut korrelieren. Alle weiteren Zust�ande sind somit denkbar schlecht dargestellt.Ihre Eigenenergien liegt energetisch bereits im (He++e�)-Kontinuumsbereich.Um neben dem Grundzustand auch eine gute Darstellung des (1s2p)-Zustandesin der Start-Basis zu haben, wurden die Orbitale aus zwei MCSCF-Rechnungenmit je einer CSF zur Bildung der Start-Basis (1b) herangezogen, die s-Funktionaus einer (1s2)1S-Rechnung und die s0-und p-Funktionen aus einer (1s2p)1P-Rechnung. Die aus diesen Funktionen gebildete CSF-Basis mit den erstenzwei Eigenwerten und ihren zugeh�origen CI-Vektoren sind in Tabelle (6.2)zusammengefa�t. In dieser Start-Basis hat der Grundzustand gegen�uber deroberen Start-Basis etwas an Korrelationsenergie verloren, daf�ur entspricht derzweite angeregte Zustand, wie erwartet dem gebundenen (1s2p)1S-Zustanddes Heliums.6.1.2 Zeitentwicklung ohne LichtBeide Start-Basen werden zun�achst ohne �au�eres elektromagnetisches Feldpropagiert. Die Gitterpunktzahl betr�agt np = 126 Punkte mit einemb-Parameter von b = 1:0389. Pro Spinorbital ni �imimsi(~� ; t) = `maxX`i=�i Pni�i`i(r; t)r Y`imi(�; �) �msi(�) (6.3)werden dabei zwei Partialwellen ber�ucksichtigt, `max = 2.In einem konservativen System l�a�t sich, wie in Abschnitt (2.3) beschrieben,die Zeitentwicklung eines station�aren Zustandes direkt angeben	(~� ; t) =XI CI(0)�I (~�; 0) e�iEI t=�h : (6.4)Das bedeutet, die Zustandsfunktion oszilliert zwischen Real- und Imagin�arteil,ohne da� sich ihre Wahrscheinlichkeitsdichte j	 j2 dabei �andert. Die Start-Basis (1a) stellt einen station�aren Zustand des zeitunabh�angigen Hamilton-Operators dar. Die Ergebnisse der Propagation ohne �au�eres Lichtfeldf�ur die Koe�zienten sind in Abbildung (6.1) dargestellt. Die zugeh�origenWahrscheinlichkeitsdichten der Radialfunktionen �nden sich in den jeweilsoberen Bildern der Abbildungen (6.2a)-(6.4a). Ihre Zeitentwicklung entspricht73



Tabelle 6.1:CSF-Basis (1a) gebildet aus den Orbitalfunktionen 1s, 2s = 1s0 und 2p aus einerMCSCF-Rechnung mit der vollst�andigen CSF-Basis aus sechs CSF'sCSF-Basis (1a) CI-Koe�zientenNo Zustand Grundzustand 1.Angeregter Zustand1 (1s2) 1S 0.997317 �i 0.007163 �0.000493 +i 0.0000042 (1s1s0) 1S 0.000137 �i 0.000001 0.999935 �i 0.0071823 (1s02) 1S �0.062942 +i 0.000452 �0.000471 +i 0.0000034 (1s2p) 1P 0.3�10�17 �i 0.4�10�16 �0.7�10�17 �i 0.1�10�145 (1s02p) 1P �0.7�10�16 �i 0.5�10�19 �0.6�10�16 �i 0.3�10�166 (2p2) 1S �0.036674 +i 0.000263 �0.008866 +i 0.000064hEi -2.88467853 Eh -0.63604750 EhTabelle 6.2:CSF-Basis (1b) gebildet aus den Orbitalfunktionen 1s, 1s0 und 2p aus zweiMCSCF-Rechnung mit je einem CSF, (1s2) 1S und (1s02p) 1P als BasisCSF-Basis (1b) CI-Koe�zientenNo Zustand Grundzustand 1.Angeregter Zustand1 (1s2) 1S 0.997529 +i 0.2�10�15 0.7�10�162 (1s1s0) 1S �0.006650 �i 0.5�10�16 0.4�10�153 (1s02) 1S �0.069917 �i 0.2�10�16 0.2�10�154 (1s2p) 1P 0.4�10�16 0.983231 +i 0.2�10�155 (1s02p) 1P 0.1�10�15 0.182364 +i 0.4�10�166 (2p2) 1S �0.002016 �i 0.8�10�18 0.2�10�17hEi -2.87569225 Eh -2.12246422 Eh74



den Vorhersagen der Gleichung (6.4). Tats�achlich ver�andern sich dieRadialfunktionen und damit auch ihre Wahrscheinlichkeitsamplituden imLaufe der Propagation nicht. Insbesondere erh�alt man keine Amplitudenin den zu Beginn der Propagation leeren Partialwellen, diese sind daherin den Abbildungen auch nicht ber�ucksichtigt worden. Die Oszillation, diedurch die Exponential-Funktion beschrieben wird, hat f�ur den Grundzustandeine Frequenz von #0 = E0=�h = 2:885Eh=�h und damit die PeriodendauerT# = 2:178 �h=Eh. Mit dieser Frequenz oszillieren die CI-Koe�zienten zwischenReal- und Imagin�arteil, ohne da� sich dabei die Besetzungszahlen derCSF's, jCI j2, �andern. Hier zeigt sich bereits die Aufgabenteilung zwischenden beiden zeitabh�angigen Komponenten des Ansatzes, den CI-Koe�zientenund den Radialfunktionen, w�ahrend der Propagation. Die CI-Koe�zientengeben die Besetzungszahlen der CSF's an und �ubernehmen gleichzeitig dieenergieabh�angige, hochfrequente Oszillation. Die Radialfunktionen beschreibendie r-abh�angigen Wahrscheinlichkeitsdichten. Diese Verteilung der Aufgabenbleibt auch w�ahrend Propagation mit eingeschaltenem Licht erhalten.Die Frequenz der komplexen Ozillationen (6.4) h�angt von den Betr�agender Eigenenergien j Ei j der in der Basis vorhandenen Zust�ande ab. Dader Energienullpunkt beliebig verschoben werden darf, ist die Frequenzdieser Oszillation direkt von der Wahl dieses Nullpunktes abh�angig. ImHinblick auf die numerische Propagation ist es daher an sich g�unstig, dieseFrequenz m�oglichst klein zu halten, also den Energienullpunkt entsprechendzu verschieben. Kritisch f�ur die E�zienz der Propagation ist im Fall desMCSCF-Ansatzes jedoch die zeitliche Entwicklung der Orbital-Gleichung.Die Weite des Zeitschritts h�angt hier wegen der verwendeten Fourier-Methode direkt von der r�aumlichen Schrittweite �� und damit von derGitterpunktzahl np ab. Dieser Zusammenhang wurde bereits in Abschitt 5.8diskutiert. Eine Verkleinerung der komplexen Ozillation durch Verschiebungdes Energienullpunkts ergibt daher keine Vergr�o�erung des Zeitschritts undf�uhrt somit auch nicht zu einer e�ektiver Propagation.Die Orbitale der Start-Basis (1b) stammen aus zwei verschiedenen MCSCF-Rechnungen. Diese Start-Basis beschreibt damit keinen exakten station�arenMCSCF-Zustand. Die Orbitalfunktion  s0 und  p dieser Rechnung sindals L�osungsorbitale eines (1s02p)1S-Zustandes r�aumlich ausgedehnter als dieder lediglich als Korrelationsfunktionen dienenden Orbitale  s0 und  p derBasis (1a). Auch die Basis (1b) wurde ohne Lichtfeld zeitlich entwickelt.Auch hier �ubernehmen die CI-Koe�zienten neben der Bestimmung derBesetzungszahl die hochfrequente Oszillation. Die Wahrscheinlichkeitsdichtender Radialfunktionen �nden sich in den jeweils unteren Bildern der Abbildungen(6.2b)-(6.4b). W�ahrend der Propagation werden die s-Partialwelle P200 desOrbitals  s0 und die p-Partialwelle P 0201 des Orbitals  p auf die r�aumliche75



Ausweitung der Radialfunktion P100 des Orbitals  s kontrahiert. Das tri�tbesonders auf die r�aumlich sehr ausgedehnte P 0201-Funktion in Abbildung(6.4b) zu. In einer Zeit von �t = 0:064 �h=Eh, die jeweils zwischen zweiFunktionen der Abbildung liegen, zieht sich die Funktion auf die r�aumlicheAusdehnung der station�aren L�osung der Radialfunktion P 0201 in der Basis(1a) zusammen. Diese Kontraktion wird in Abbildung (6.5) nochmals imDetail gezeigt. Wie in der ersten Rechnung bleiben auch hier die jeweilsleeren Partialwellen P101, P201 und P 0200 unver�andert und werden daher nichtgezeigt.Eine Gr�o�e, an der sich die r�aumliche Ausdehnung der Radialfunktionengut bestimmen l�a�t, ist ihr Erwartungswert hri. Tabelle (6.3) zeigt dieErwartungswerte hri der Basis (1b) zu verschiedenen Zeitpunkten und vergleichtsie mit den sich zeitlich nicht �andernden Erwartungswerten der Basis (1a).Nach einer Entwicklungsdauer von �t = 1�h=Eh liegen die Erwartungswerteder Radialfunktionen der Basis (1b) in etwa denselben Bereichen wie dieder Basis (1a).Die starke Ver�anderungen in der Basis (1b) w�ahrend der Propagation wirkt sichebenfalls auf die Eigenenergien des Systems aus, deren zeitliche Entwicklungin Abbildung (6.6) dargestellt ist. W�ahrend sich die oberen Eigenenergiender Basis (1b) erh�ohen, wird die Eigenenergie des Grundzustandes geringf�ugigverbessert. Insgesamt bleibt die Gesamtenergie des System w�ahrenden dergesamten Propagation konstant. Auch hier entsprechen die Eigenenergiender Basis (1b) nach einer Propagationsdauer von �t = 1�h=Eh etwa denender sich zeitlich nicht �andernden Eigenwerte der Basis (1a).Zusammenfassen l�a�t sich sagen, da� f�ur eine Start-Basis, die L�osung desGrundzustandes einer station�aren MCSCF-Rechnung ist, die einzige zeitliche�Anderung die hochfrequente Ozillation der CI-Koe�zienten ist. Alle anderenStart-Basen relaxieren w�ahrend der Propagation in einen station�aren Zustand,der ihrer Energie entspricht. Die Propagationsgleichungen (6.1) und (6.2)wirken ohne �au�eres Feld also �ahnlich wie die station�aren MCSCF-Gleichungen.Sie optimieren den Grundzustand des System und �nden eine station�areL�osung f�ur die Gesamtenergie des Systems.
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Abbildung 6.1:Zeitentwicklung der CI-Koe�zienten CI(t) = CrI + iCiI der Start-Basis (1a) ohneeingestrahltes Laserlichtfeld. Gezeigt wird jeweils || die Besetzungszahl j CI j2der zugeh�origen CSF sowie ��� der Realteil CrI und � � � der Imagin�arteil CiI derCI-Koe�zienten. Man beachte die unterschiedliche Skalierung der Ordinatenachsen.77



Abbildung 6.2:Zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsamplitude j P100 j2 des Orbitals  s(a) der Basis (1a) und (b) der Basis (1b) ohne eingestrahltes Laserlicht. DieZeitdi�erenz zwischen zwei Funktionen betr�agt �t = 0:064 �h=Eh.78



Abbildung 6.3:Zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsamplitude j P200 j2 des Orbitals  s0(a) der Basis (1a) und (b) der Basis (1b) ohne eingestrahltes Laserlicht. DieZeitdi�erenz zwischen zwei Funktionen betr�agt �t = 0:064 �h=Eh.79



Abbildung 6.4:Zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsamplitude j P 0201 j2 des Orbitals  p(a) der Basis (1a) und (b) der Basis (1b) ohne eingestrahltes Laserlicht. DieZeitdi�erenz zwischen zwei Funktionen betr�agt �t = 0:064 �h=Eh.80



Abbildung 6.5:Zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsamplitude j P 0201 j2 des Orbitals  pder Basis (1b) ohne eingestrahltes Laserlicht. Die Zeitdi�erenz zwischen zweiFunktionen betr�agt �t = 0:002 �h=Eh.Tabelle 6.3:Zeitliche Entwicklung des Erwartungswerts hri der Basis (1b) f�ur die RadialfunktionenP100 des Orbitals  s, P200 des Orbitals  s0 und P 0201 des Orbitals  p im Vergleichmit den sich zeitlich nicht �andernden Erwartungswerten hri der Basis (1a)Basis (1b) Basis (1a)time [�h=Eh] 0.000 0.256 0.512 0.768 1.024P100 hri [a0] 0.9273 0.9276 0.9271 0.9249 0.9225 0.9291P200 hri [a0] 1.6587 1.4362 1.3051 1.2976 1.2896 1.2522P 0201 hri [a0] 5.1409 0.8573 1.1050 1.3157 1.4957 0.999181



Abbildung 6.6:Zeitliche Entwicklung der Eigenenergien (a) der Basis (1a) und (b) der Basis (1b)ohne eingestrahltes Laserlicht. 82



6.1.3 Zeitentwicklung mit LichtDie Start-Basis (1b) wurde mit einem linear polarisiertem Lichtfeld der elektri-schen Feldst�arke E0 = 0:05Eh=e a0, was einer Intensit�at I = 1:75 � 1014Wcm�2entspricht, und einer Frequenz von ! = 0:75Eh=�h �uber einen Zeitraum vomzwei atomaren Zeiteinheiten propagiert. Die eingestrahlte Frequenz entsprichtungef�ahr der Resonanzfrequenz zwischen Grundzustand und zweitem angereg-ten Zustand. Eine vollst�andige Lichtoszillation erfolgt in T! = 8:0 �h=Eh. DieGitterpunktzahl betrug np = 126 Punkte mit einem b-Parameter von b = 1:0389.Pro Spinorbital wurden zwei Partialwellen ber�ucksichtigt, `max = 2. Diezeitlichen Entwicklungen der Wahrscheinlichkeitsdichten der Radialfunktionen,der CI-Koe�zienten und der Gesamtenergie �nden sich in den Abbildungen(6.7) - (6.11) auf den folgenden Seiten.Auch bei der Propagation mit Licht bleibt die Aufgabenverteilung zwischenden CI-Koe�zienten und den Radialfunktionen erhalten. Die CI-Koe�zienten,Abbildung (6.8), �ubernehmen weiter die hochfrequente Oszillation und zeigengleichzeitig die sich �andernden Besetzungszahlen jCI j2. Unter dem Ein
u�des elektromagnetischen Feldes nimmt die Besetzung der CSF �1 ab, w�ahrenddie Besetzung der �ubrigen CSF's zunimmt, wobei nun auch die CSF's �4und �5 eine merkliche Besetzung erhalten.Die Radialfunktionen zeigen in der ersten atomaren Zeiteinheit in etwadasselbe Verhalten wie in der Propagation ohne �au�eres elektromagnetischesFeld. Das Orbital  s , Abbildung (6.9), bleibt w�ahrend der gesamten Dauerder Propagation unver�andert. Auch seine p-Partialwelle bleibt wie bei derZeitentwicklung ohne Licht Null. Die s-Partialwelle P200 des Orbitals  s0 ,Abbildung (6.10), und die p-Partialwelle P 0201 des Orbitals  p , Abbildung(6.11), kontrahieren zun�achst in derselben Weise wie sie es ohne den Ein
u�des Lichtfeldes getan haben. Nach einer atomaren Zeiteinheit verbreitern sichbeide wieder. Die s-Partialwelle P200 des Orbitals  s0 erzeugt ein zus�atzlichesdrittes, sehr 
aches Maximum bei etwa 5 a0. In der p-Partialwelle P 0201 desOrbitals  p entsteht ebenfalls ein weiteres, sehr 
aches Maximum bei etwa5 a0. Ab etwa 1.5 atomaren Zeiteinheiten werden auch die jeweils anderenPartialwellen dieser beiden Orbitale besetzt. Die p-Partialwelle P201 desOrbitals  s0 und die s-Partialwelle P 0200 des Orbitals  p erhalten eine geringeAmplitude im Anfangsbereich bis 2:5 a0. Die s-Partialwelle P 0200 des Orbitals p bekommt zus�atzlich ein ausgepr�agtes Maximum im Bereich zwischen 3:5und 8:5 a0.Die w�ahrend dieser Propagation vom System aufgenommene Energie betr�agt�E = 0:082Eh. Die zeitliche Entwicklung der Gesamtenergie ist in Abbildung(6.7) dargestellt. 83



Die Kontraktion der Radialfunktionen erfolgt schneller als das eingeschalteteLaserlicht die CSF's mit 1P-Charakter zu Beginn der Rechnung besetzenkann. Damit verliert man den Vorteil, bereits eine gute Darstellung des(1s2p)-Zustandes in der Basis (1b) zu besitzen und so den resonanten �Ubergangzu erleichtern. Um diese Optimierung des Grundzustandes zumindest teilweisezu verhindern, k�onnen einige CSF's aus der Basis entfernt werden.Im Verlauf der weiteren Propagation wird der Anteil von Radialfunktionenin dem Bereich �uber 5 a0 gr�o�er. Hier ist die Punktzahl des rationalenGrids bereits zu gering, um stark strukturierte Radialfunktionen gut dar-stellen zu k�onnen. Das System wird numerisch instabil. Eine Erh�ohungder Gitterpunktzahl gibt zwar eine bessere Darstellung der Funktionen indiesem Bereich, erzwingt aber auch eine Propagation mit erheblich kleinerenZeitschritten. Dies ist eine Folge der Zeit-Energie-Unsch�arfe, die in Abschnitt5.8 eingehend besprochen worden ist.

Abbildung 6.7:Zeitentwicklung der Gesamtenergie des Systems (1b) unter Einwirkung einesLichtfeldes der Feldst�arke E0 = 0:05Eh=e a0 und der Frequenz ! = 0:75Eh=�h.84



Abbildung 6.8:Zeitentwicklung der CI-Koe�zienten CI(t) = CrI + iCiI der Start-Basis (1b) unterEinwirkung eines Lichtfeldes der Feldst�arke E0 = 0:05Eh=e a0 und der Frequenz! = 0:75Eh=�h. Gezeigt werden jeweils || die Besetzungszahl j CI j2 deszugeh�origen CSF's sowie ��� der Realteil CrI und � � � der Imagin�arteil CiI derCI-Koe�zienten. Man beachte die unterschiedliche Skalierung der Ordinatenachsen.85



Abbildung 6.9:Zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsamplitude der Radialfunktionen desOrbitals  s unter Einwirkung eines Lichtfeldes der Feldst�arke E0 = 0:05Eh=e a0und der Frequenz ! = 0:75Eh=�h. Die Zeitdi�erenz zwischen zwei Funktionenbetr�agt �t = 0:128 �h=Eh. 86



Abbildung 6.10:Zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsamplitude der Radialfunktionen desOrbitals  s0 unter Einwirkung eines Lichtfeldes der Feldst�arke E0 = 0:05Eh=e a0und der Frequenz ! = 0:75Eh=�h. Die Zeitdi�erenz zwischen zwei Funktionenbetr�agt �t = 0:128 �h=Eh. 87



Abbildung 6.11:Zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsamplitude der Radialfunktionen desOrbitals  p unter Einwirkung eines Lichtfeldes der Feldst�arke E0 = 0:05Eh=e a0und der Frequenz ! = 0:75Eh=�h. Die Zeitdi�erenz zwischen zwei Funktionenbetr�agt �t = 0:128 �h=Eh. 88



6.1.4 Verkleinerung der Start-BasisWie die vorhergehende Rechnung gezeigt hat, erweist sich die Tendenz derMethode, eine Optimierung des Grundzustandes zu erreichen, als problematisch.Die Orbitale  s0 und  p sind in den CSF's �2, �3 und �6 enthalten, diebeim Start der Methode noch 1S-Charakter besitzen und daher die CSF �1korrelieren k�onnen. Sie tragen so zur Verbesserung des Grundzustandsbei. Andererseits sind sie auch in den CSF's �4 und �5, die zu Beginn1P-Charakter besitzen, vertreten und geben in der Basis (1b) eine guteDarstellung des zweiten angeregten Zustands. Die CI-Koe�zienten dieserbeiden CSF's sind jedoch beim Start der Propagation praktisch Null. Damitstehen die Orbitale  s0 und  p �uber die CSF's �2, �3 und �6 vollst�andigf�ur die Optimierung des Grundzustands zur Verf�ugung.Um diese Optimierung und damit die auch die Kontraktion der Orbitalezu verhindern, wurden die CSF's �2, �3 und �6 aus der Basis (1b)entfernt. Die so entstandene Basis (2) besteht aus drei CSF's und ist inTabelle (6.4) zusammengefa�t. Man sieht, da� der Grundzustand nun alleindurch das CSF �1, der zweite angeregte Zustand ausschlie�lich durch dieCSF's �4 und �5 dargestellt wird. Diese Startbasis l�a�t sich allerdingsnicht mit den CI-Koe�zienten des Grundzustandes starten. Beim L�osen derzeitabh�angigen Fock-Gleichungen (6.2) mu� die 
-Matrix, die die e�ektivenStrukturfaktoren (3.88) enth�alt, formal invertiert werden. Wird die 
-Matrixmit den CI-Koe�zienten des Grundzustandes der CSF-Basis (2) aufgesetzt,erh�alt man als einziges von Null verschiedenes Matrixelement 
11. Mit einersolchen singul�aren Matrix kann das lineare Gleichungsystem nicht eindeutiggel�ost werden. Daher mu� zumindest der Koe�zient C5 einen kleinenWert erhalten. Die Rechnungen wurden daher mit dem in Tabelle (6.4)angegebenen Start-Vektor f�ur die CI-Koe�zienten gestartet.Da im Verlauf der Propagation auch in Radialbereichen �uber 5 a0 starkstruktierte Radialfunktionen auftreten, ist die bisher verwendete Gitterpunktzahlzu gering. Sie wird daher im folgenden auf np = 254 Punkte mit einemb-Parameter von b = 1:200 erh�oht. Das eingestrahlte linear polarisierte Lichthatte wie in der vorherigen Rechnung die Feldst�arke E0 = 0:05Eh=e a0=̂1:75 �1014Wcm�2 und die Frequenz von ! = 0:75Eh=�h. Mit der erh�ohtenGitterpunktzahl konnte numerisch stabil bis zu 8 atomaren Zeiteinheitenpropagiert werden.Die Zeitentwicklung der CI-Koe�zienten ist in Abbildung (6.13) dargestellt.Wieder ist deutlich die hochfrequente Oszillation zu sehen. Der Koe�zientC1 oszilliert dabei entsprechend der Energie des Grundzustandes. Sobald dieKoe�zienten C4 und C5 eine deutliche Besetzung erhalten, oszillieren auch sie,89



Tabelle 6.4:CSF-Basis (2) gebildet aus den Orbitalfunktionen 1s, 1s0 und 2p aus zweiMCSCF-Rechnungen mit je einer CSF, (1s2) 1S und (1s02p) 1P, als BasisCSF-Basis (2) CI-Koe�zientenNo Zustand Grundzustand 1.Angeregter Zustand Start-Zustand1 j 1s2i 1S 1.0000 0.0 0.999994 j 1s2pi 1P 0.0 �0.9832 0.05 j 1s02pi 1P 0.0 �0.1824 +i 0.3�10�17 0.5�10�2hEi [Eh] -2.86168000 -2.12246422 -2.86161934allerdings entsprechend den Eigenenergien der angeregten Zust�ande, (6.12b),die sich jedoch w�ahrend der Propagation �andern. W�ahrend der Zeitdauer von8 atomaren Zeiteinheiten nimmt das System eine Energie von �E = 0:36Ehauf. Die zeitliche Entwicklung der Gesamtenergie und die Eigenenergien desSystems sind in Abbildung (6.12a) dargestellt. Die Radialfunktionen zeigenein sehr komplexes Verhalten. Das Orbital  s, Abbildung (6.14), bleibtnahezu w�ahrend der gesamten Propagation unver�andert. Erst gegen Ende,ab etwa 6 atomaren Zeiteinheiten, schwankt sie etwas in H�ohe und Breitedes Maximums. Ihre p-Partialwelle bleibt auch hier w�ahrend der gesamtenPropagation Null. In den ersten 0.1 atomaren Zeiteinheiten kontrahierentrotz verkleinerter Basis die Radialfunktionen der Orbitale  s0 und  p,Abbildung (6.15) - (6.18), in der bekannten Weise. In den anschlie�endenzwei atomaren Zeiteinheiten expandieren sie jedoch wieder, zeigen abwechselndeinen beziehungsweise zwei Knoten und erstrecken sich zuletzt �uber einenRaumbereich von 5 a0. Dabei erhalten auch die zu Beginn leeren Partialwellensofort Amplituden, im Gegensatz zu der Propagation mit der Basis (1b).Nach zwei atomaren Zeiteinheiten �nden sich allm�ahlich auch Amplitudenim Raumbereich zwischen 5 und 20 a0, die jedoch nicht weiter auswandern,sondern nach etwa 7 atomaren Einheiten verschwinden. Die Partialwellenkontrahieren wieder und beschr�anken sich auf eine r�aumliche Ausdehnungbis etwa 5 a0. 90



Nach etwa 8 atomaren Zeiteinheiten, also etwa einer vollst�andigen Lichtoszilla-tion sind die Anfangzust�ande ann�ahernd wieder hergestellt. Die s-Partialwelledes Orbitals  s0 hat dabei zwar eine geringere Amplitude als die Startfunktion,daf�ur hat die s-Partialwelle des Orbitals  p eine Amplitude mit �ahnlicherStruktur. Auch die p-Partialwelle hat nach 8 atomaren Zeiteinheiten eineStruktur, die der Anfangsfunktion �ahnelt, allerdings ist sie r�aumlich begrenzterals zu Beginn der Propagation.Dieses Verhalten steht im Zusammenhang mit der Lichtoszillation. DieElektronen oszillieren dabei in der Polarisationsebene des elektrischen Feldesvor und zur�uck. Nach einer der halben beziehungsweise ganzen Lichtoszillationist das elektrische Feld Null, und die Elektronen kehren in ihre Ausgangslagenzur�uck. Abbildung (6.19) zeigt die s- und p-Partialwellen zu den Zeitpunktent = 0:0, 4:0, 8:0 �h=Eh. Das entspricht den Zeitpunkten, in denen daselektrische Feld Null ist. Dabei ist zu beachten, da� sich, au�er beim Start,s- und p-Komponenten in den Partialwellen aller drei Orbitale �nden k�onnen.Da sich das Orbital  s in Laufe der Propagation nicht �andert, kommen hierdie Partialwellen der Orbitale  s0 und  p in Frage. Die Radialfunktionen s0 �nden sich in guter �Ubereinstimmung mit der Start-Radialfunktion P200.Die p-Komponenten besitzen �Ahnlichkeit mit der Start-Radialfunktion P 0201des Orbitals  p. Ihnen fehlt jedoch die r�aumliche Weite. Da die CSF's �4und �5, die das p-Orbital beinhalten, nach 8 atomaren Zeiteinheiten nursehr schwach besetzt sind, werden sie m�oglicherweise doch zur Optimierungdes Grundzustandes herangezogen und sind daher komprimierter als das2p-Orbital der station�aren L�osung. Die Optimierung des Grundzustandeserfolgt dabei �uber die s-Partialwelle des Orbitals  p. Deren Norm ist zuBeginn der Rechnung Null. Im Laufe der Propagation erh�alt sie im Mitteleine Norm von rund 0:75, w�ahrend die Norm ihrer zugeh�origen p-Partialwellevon 1:0 auf rund 0:25 zur�uckgeht.Insgesamt konnte also durch die Verkleinerung der Basis die Kontraktionder Radialfunktionen der Orbitale  s0 und  p nicht v�ollig verhindert werden,aber eine Expansion der Radialfunktionen mit der Oszillation des Lichtswird dadurch erleichtert. Durch die Erh�ohung der Gitterpunktzahl np wurdedie Propagation auch bei den stark expandierten Radialfunktionen numerischstabiler, obwohl die Punkte auch hier im r�aumlichen Bereich �uber 10 a0 bereitsstark ausged�unnt sind. Durch die Erh�ohung der Gitterpunktzahl wurde abergleichzeitig die Rechenzeit pro atomarer Zeiteineinheit verf�un�acht. Eineweitere Verdoppelung der Gitterpunktzahl h�atte damit eine weitere Erh�ohungder Rechenzeit zur Folge. Die ben�otigten Rechenzeiten sind in Tabelle (6.5)zusammengestellt. 91



Abbildung 6.12:Zeitentwicklung (a) der Gesamtenergie des Systems (2) und (b) der Eigenenergiendes Grundzustandes || und der beiden angeregten Zust�ande ���/� � � desSystems (2) unter Einwirkung eines Lichtfeldes der Feldst�arke E0 = 0:05Eh=e a0und der Frequenz ! = 0:75Eh=�h. 92



Abbildung 6.13:Zeitentwicklung der CI-Koe�zienten CI(t) = CrI + iCiI der Start-Basis (2) unterEinwirkung eines Lichtfeldes der Feldst�arke E0 = 0:05Eh=e a0 und der Frequenz! = 0:75Eh=�h. Gezeigt werden jeweils || die Besetzungszahl j CI j2 deszugeh�origen CSF's sowie ��� der Realteil CrI und � � � der Imagin�arteil CiI derCI-Koe�zienten. Man beachte die unterschiedliche Skalierung der Ordinatenachsen.
93



Abbildung 6.14:Zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsamplitude der s-Partialwelle j P100 j2und der p-Partialwelle j P101 j2 des Orbitals  s unter Einwirkung eines Lichtfeldesder Feldst�arke E0 = 0:05Eh=e a0 und der Frequenz ! = 0:75Eh=�h. Die Zeitdi�erenzzwischen zwei Funktionen betr�agt �t = 0:384 �h=Eh.94



Abbildung 6.15:Zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsamplitude der s-Partialwelle j P200 j2des Orbitals  s0 unter Einwirkung eines Lichtfeldes der Feldst�arke E0 = 0:05Eh=e a0und der Frequenz ! = 0:75Eh=�h. Die Zeitdi�erenz zwischen zwei Funktionenbetr�agt �t = 0:128 �h=Eh. 95



Abbildung 6.16:Zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsamplitude der p-Partialwelle j P201 j2des Orbitals  s0 unter Einwirkung eines Lichtfeldes der Feldst�arke E0 = 0:05Eh=e a0und der Frequenz ! = 0:75Eh=�h. Die Zeitdi�erenz zwischen zwei Funktionenbetr�agt �t = 0:128 �h=Eh. 96



Abbildung 6.17:Zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsamplitude der s-Partialwelle j P 0200 j2des Orbitals  p unter Einwirkung eines Lichtfeldes der Feldst�arke E0 = 0:05Eh=e a0und der Frequenz ! = 0:75Eh=�h. Die Zeitdi�erenz zwischen zwei Funktionenbetr�agt �t = 0:128 �h=Eh. 97



Abbildung 6.18:Zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsamplitude der p-Partialwelle j P 0201 j2des Orbitals  p unter Einwirkung eines Lichtfeldes der Feldst�arke E0 = 0:05Eh=e a0und der Frequenz ! = 0:75Eh=�h. Die Zeitdi�erenz zwischen zwei Funktionenbetr�agt �t = 0:128 �h=Eh. 98



(a)
(b)
Abbildung 6.19:Vergleich (a) der Radialfunktion || der s-Partialwelle des Orbitals  s0 zurZeit t = 0:0 �h=Eh mit den s-Partialwellen der Orbitale � � �  s0 und ���  pzu den Zeitpunkten t = 4:0 �h=Eh bzw. t = 8:0 �h=Eh, sowie Vergleich (b) derRadialfunktion || der p-Partialwelle des Orbitals  p zur Zeit t = 0:0 �h=Ehmit den s-Partialwellen der Orbitale � � �  s0 und ���  p zu den Zeitpunktent = 4:0 �h=Eh bzw. t = 8:0 �h=Eh. 99



6.1.5 ZusammenfassungMit dem MCSCF-Ansatz erh�alt, man ausgehend von der zeitabh�angigenSchr�odinger-Gleichung, zwei zeitabh�angige Gleichungen. Beide Gleichungensind voneinander abh�angig, sie teilen sich die Aufgaben in der zeitlichenEntwicklung. Die Koe�zienten-Gleichung beschreibt die Besetzungszahlen derCSF's und gleichzeitig die hochfrequente Oszillation des Systems zwischenReal- und Imagin�arkomponenten. Die Radialgleichung beschreibt dagegendie �Anderung der radialen Verteilung der Elektronendichte. Die Orbitalebleiben dabei w�ahrend der gesamten Propagation auf Eins normiert, lediglichdie Verteilung der Wahrscheinlichkeitsamplituden zwischen den verschiedenen`-Komponenten eines Orbitals �andern sich mit der Zeit.Die Propagationen eines Systems ohne �au�eres Lichtfeld haben gezeigt, da�die beiden zeitabh�angigen Gleichungen �ahnlich wirken wie die Gleichungendes station�aren MCSCF's. Das System relaxiert in einen Eigenzustand. DieGesamtenergie bleibt dabei erhalten und die gering besetzten CSF's werdenzur Korrelation herangezogen. Insgesamt wurde dabei der Grundzustand desSystems optimiert, w�ahrend sich die Darstellung der angeregten Zust�ande desSystems verschlechterten. Die Tendenz zur Optimierung des Grundzustandesblieb auch bei �au�erem Lichtfeld bestehen.Erst durch die Verkleinerung der Basis um die Zust�ande, die haupts�achlichzur Korrelation des Grundzustandes beitragen, konnte eine Verbesserungerreicht werden. Das System reagiert zu Beginn der Rechnung, bei geringenelektrischen Feldst�arken, zun�achst wie die vollst�andige Basis, doch k�onnen dieRadialfunktionen bei wachsender elektrischer Feldst�arke besser expandierenund sich so dem elektrischen Feld anpassen. Insgesamt wird der Grundzustandimmer noch besser dargestellt als die angeregten Zust�ande des Systems,da durch die Aufhebung der L-Symmetrie durch das elektrische Feld alleCSF's zur Korrelation des Grundzustandes beitragen k�onnen. Dies wird sichbesonders dann negativ auswirken, wenn die angeregten Zust�ande im Laufeeiner Propagation eine merkbare Besetzung erhalten. Die Einf�uhrung einerZustandsgewichtung, wie sie beispielsweise im station�aren MCSCF-Ansatz inder State-Averaged-Methode [82,92] verwandt wird, um angeregte Zust�andezu beschreiben, k�onnte diese Bevorzugung des Grundzustandes unterbinden.Um eine vern�unftige Darstellung der Wellenfunktionen zu erhalten sindmindestens 254 Gitterpunkte notwendig. Auch bei dieser Gitterpunktzahl istdas Gitter im Bereich �uber 10 a0 bereits sehr weit. Eine weitere Erh�ohungder Gitterpunktzahl auf 510 Punkte kommt wegen der deutlichen Rechenzeit-erh�ohung nicht in Frage. Eine Verdoppelung der Punktzahl w�urde eineVerf�un�achung der Rechenzeit von 35 CPU-Stunden auf 140 CPU-Stunden100



pro atomarer Zeiteinheit bedeuten, wie ein Vergleich der Rechnungen in Tabelle(6.5) zeigt. Die Rechenzeiterh�ohung geht dabei wesentlich auf die Erh�ohung dermaximalen kinetischen Energie und damit auf die Verkleinerung des Zeitschritts�tmax zur�uck. M�oglicherweise ist eine Entwicklung der Radialfunktion aufeinem �aquidistanten r-Gitter bei einer Propagation g�unstiger. Eine Erh�ohungder Gitterpunktzahl kann hier bei gleichbleibendem �r erfolgen und f�uhrtdamit nicht zu einer Erh�ohung der maximalen kinetischen Energie. Dasr-Gitter kann im Verlauf einer Propagation erweitert und so der r�aumlichenAusdehnung der Radialfunktionen angepa�t werden. Auslaufende ionisierendeWellenfunktionen k�onnen durch eine Abschneidefunktion bei gen�ugend gro�emr abgeschnitten werden.
Tabelle 6.5:Vergleich der Rechenzeiten in CPU-Stunden pro atomarer Zeiteinheit in Abh�angigkeitder Gitterpunktzahl np f�ur die drei in Abschnitt (6.1) beschriebenen Rechnungen.Aufgef�uhrt sind au�erdem die maximale kinetische Energie Kmax, der maximaleZeitschritt �tmax, sowie die durchschnittliche Gr�o�e eines Bulirsch-Stoer-SchrittsHBS . Die Rechnungen wurden auf einer HP9000-735 Workstation durchgef�uhrt.np Kmax �tmax HBS CPU/atuBasis (1b) ohne Licht 126 8:1 � 104 1:25 � 10�5 5 � 10�5 5.0Basis (1b) mit Licht 126 8:1 � 104 1:25 � 10�5 4 � 10�5 8.0Basis (1b) mit Licht 254 3:2 � 105 3:12 � 10�6 2 � 10�5 40.0101



6.2 Anregung von Helium im CI-AnsatzIm CI-Ansatz wird die Gesamtwellenfunktion als Superposition von station�arenMCSCF-Zust�anden mit zeitabh�angigen Koe�zienten geschrieben. Die zeitliche�Anderung der Koe�zienten im CI-Vektor a(t) unter dem Ein
u� eines linearpolarisierten Lichtfeldes ist durch die Matrix-Gleichung (4.32) als_a(t) = �i [H0 + D(t) E0 sin(!t)�] a(t) (6.5)gegeben. Die station�are Hamilton-Martix H0 enth�alt auf der Diagonalen dieEigenenergien der in der Linearkombination enthalten station�aren Zust�ande.Die �Ubergangsdipol-Matrix � enth�alt die �Ubergangsdipolmomente zwischenden station�aren Zust�anden. F�ur linear polarisiertes Licht erh�alt man �Uberg�angezwischen Zust�anden, deren Gesamtbahndrehimpulse sich um �1 unterscheiden,w�ahrend die ML-Komponenten gleich sind.Anhand eines Zwei-Zustands-Atoms wurde in Kapitel 2.3 die Flopping-Frequenzberechnet, mit der die beiden Zust�ande be- und entv�olkert werden, falls dieeingestrahlte Lichtfrequenz ! sich in der N�ahe der Resonanzfrequenz !0 derbeiden Zust�ande be�ndet. Die erwartete Flopping-Frequenz ist dann~
 = q
2 + (! � !0)2 T~
 = 2�=~
 : (6.6)Hier ist 
 die Rabifrequenz, die sich aus dem �Ubergangsdipolmoment �12und der Feldst�arke des Lichtfeldes E0 ergibt
 = j �12 j E0�h T
 = 2��hj �12 j E0 : (6.7)Das �Ubergangsdipolmoment ist ein Ma� f�ur die St�arke der Kopplung zwischenzwei Zust�anden unter dem Ein
u� eines Lichtfeldes. Die Rabifrequenz ist daherumso gr�o�er, je st�arker diese Kopplung ist. Zus�atzlich wird eine hochfrequenteOszillation erwartet, die aus den sogenannten Counter-Rotating-Parts deslinear polarisierten Lichts stammt.
r � 2! Tr = �=! (6.8)Diese Ripple-Frequenz entspricht bei resonanter Anregung etwa der doppeltenFrequenz des eingestrahlten Lichts.Im folgenden sollen Ein- und Mehrphotonen-Anregungen beim Helium inder CI-Methode vorgestellt werden. Als Propagator wird ebenso wie imMCSCF-Ansatz das Bulirsch-Stoer-Verfahren verwandt, das in Abschnitt 5.8beschrieben wurde. Dabei werden die Eigenenergien der MCSCF-Zust�ande102



so verschoben, da� die maximalen Betr�age der Eigenenergien m�oglichst kleinsind. Dadurch wird in der zeitlichen Entwicklung der CI-Koe�zienten einFaktor exp(�(i=�h)�Et) ausgeklammert. Dieser Faktor bewirkt lediglich eineschnelle Oszillation der CI-Koe�zienten zwischen Real- und Imagin�arteil. DieEnergieverschiebung hat keinen Ein
u� auf die Besetzungszahl der Zust�ande,erm�oglicht aber eine e�zientere Propagation der CI-Gleichung durch denAusschlu� der schnellen Oszillation in den CI-Koe�zienten.6.2.1 Wahl der BasisZum Start der CI-Methode m�ussen die Eigenwerte der station�aren Zust�andeund die �Ubergangs-Dipolmomente zwischen den Zust�anden bestimmt werden.Die Eigenwerte k�onnen mit dem station�aren, numerischen Atom-MCSCF-Programm von J. Hinze and J. Stiehler [82] berechnet werden. Mit Hilfedes dort verwandten State-Averaged-Verfahrens erh�alt man alle gefordertenZust�ande im selben Funktionsraum. Dadurch kann auch die Berechnungder �Ubergangsdipolmomente zwischen diesen Zust�anden leicht implementiertwerden. Ingesamt wurden drei verschiedene Zustandsbasen zur Darstellungder ersten zehn Singulett-Eigenzust�ande des Heliums erzeugt und getestet.Die Basis (1) wurde mit den folgenden zehn Kon�gurations-Zustandsfunktionen(CSF's) berechnet.1s2 1S; 1s2s 1S; 1s3s 1S; 1s4s 1S;1s2p 1P; 1s3p 1P; 1s4p 1P;1s3d 1D; 1s4d 1D;1s4f 1FDiese Basis stellt eine minimale CSF-Basis f�ur die zehn station�aren Zustands-funktionen dar. Sie erlaubt damit, wie in Abschnitt 4.3 beschrieben, eineexakte Transformation in eine CSF-Darstellung der Gesamt-Wellenfunktion.Beide Darstellungen sind f�ur die Basis (1) �aquivalent. Ein Vergleich derEigenenergien mit den Termwerten aus spektroskopischen Untersuchungen [105]in Tabelle (6.6) zeigt, da� der energetische Abstand des Grundzustandeszu den angeregten Zust�anden des Heliums zu gering ist. Daher wurdenzur Verbesserung der Zustandsbasis und insbesondere f�ur die Berechnungdes Grundzustands die folgenden CSF's zur Korrelation in die CSF-Basiszus�atzlich aufgenommen.1s5s 1S; 2s5s 1S; 3s5s 1S; 4s5s 1S; 1s6s 1S; 5s2 1S; 6s2 1S5p2 1S; 6p2 1S; 5d2 1S; 6d2 1S; 5f2 1S; 6f2 1S;5s2p 1P; 5s3p 1P; 5s4p 1P; 3s2p 1P; 3s3p 1P; 3s4p 1P;5s3d 1D; 5s4d 1D; 3s3d 1D; 3s4d 1D;2s4f 1F; 4s4f 1F; 5s4f 1F 103



Mit der erweiterten CSF-Basis wurden erneut die ersten zehn Singulett-Eigenzust�ande des Heliums gerechnet. Um das State-Averaged-Verfahren dabeistabil zu halten, wurde zun�achst der Grundzustand optimiert. Die optimiertenOrbitalfunktionen wurden eingefroren, ein weiterer Zustand hinzugef�ugt undmit geeigneten CSF's optimiert. Die CI-Koe�zienten der eingefrorenen CSF'swerden in einem CI-Verfahren modi�ziert, w�ahrend die neuzugef�ugten CSF'sim MCSCF-Verfahren optimiert werden. Bei der so aufgebauten Basis (2a) istdie Matrix der Lagrange'schen Multiplikatoren nicht exakt symmetrisch. Daherwurden anschlie�end alle Orbitale mit Ausnahme des 1s-Orbitals nochmalsmit der MCSCF-Methode optimiert. Eine �O�nung der 1s-Orbitalfunktionf�uhrt hier zu einem nicht l�osbaren Kon
ikt. Die Radialfunktion des 1s-Orbitals ist in der 1s2-Kon�guration r�aumlich ausgedehnter als in den �ubrigenKon�gurationen. Im State-Averaged-Verfahren kann die 1s-Radialfunktionaber nur eine von beiden Aufgaben optimal �ubernehmen. Mit einemge�o�neten 1s-Orbital ist eine Konvergenz des MCSCF-Verfahrens dahernicht zu erreichen. Daher wird das 1s-Orbital f�ur die Darstellung desGrundzustandes optimiert und eingefroren. Die �ubrigen CSF's werden durchzus�atzliche Korrelationsfunktionen optimiert. Bei der so erhaltenen Basis(2b) verliert der Grundzustand an Korrelationsenergie, aber die Matrix derLagrange'schen Multiplikatoren ist nun ann�ahernd symmetrisch.Beide Zustands-Basen, (2a) und (2b), enthalten gut optimierte Eigenzust�ande.Ihre Erwartungswerte geben, wie in Tabelle (6.6) gezeigt, die Abfolge derspektroskopischen Termwerte [105] gut wieder. Hier ist wegen der zus�atzlichenCSF's ein exakter �Ubergang von der Zustandsbasis in die CSF-Basis nicht mehrm�oglich. Insgesamt ist die Basis (2b) wegen der symmetrischen Lagrange'schenMultiplikatoren gegen�uber der Basis (2a) zu bevorzugen. In Tabelle (6.8)sind die �Ubergangsdipolmomente der drei Zustandsbasen zusammengefa�t.Die unterschiedlichen Vorzeichen resultieren aus den relativen Phasen derRadialfunktionen untereinander. F�ur die �Ubergangswahrscheinlichkeit zwischenzwei Zust�anden spielen sie keine Rolle, da diese proportional zum Absolut-Quadrat des Dipolmoments j �ij j2 ist.Das Zehn-Zustands-System wurden mit einem Lichtfeld der Feldst�arke E0 =0:01Eh=e a0, was einer Intensit�at von I = 7�1012Wcm�2 entspricht, propagiert.Die eingestrahlte Lichtfrequenz entspricht dabei jeweils der Resonanzfrequenzf�ur den �Ubergang j 1s2 1Si !j 3p 1Pi, also �h! = E6�E1. In Tabelle (6.7) sinddie eingestrahlten Lichtfrequenzen und die �Ubergangsdipolmomente, sowie diesich daraus ergebenden Flopping- und Ripple-Frequenzen f�ur alle drei Basenzusammengefa�t.Die Ergebnisse der Propagation der drei Basen �nden sich in Abbildung(6.20). Sie zeigt die Zeitentwicklung der Besetzungszahlen j AM(t) j2 der104



Tabelle 6.6:Eigenwerte der Zustandsbasen f�ur die ersten zehn Singulett Zust�ande des Helium.Zum Vergleich sind die Termwerte aus spektroskopischen Untersuchungen [105]angegeben.Zustand Termwerte CI-Basiss�atzeBasis (1) Basis (2a) Basis (2b)No [cm�1] [Eh] [Eh] [Eh] [Eh]1 1s2 1S 0.0 0.0 0.0 0.0 0.02 2s 1S 166271.70 0.757589233 0.66241 0.75533 0.754213 2p 1P 171129.15 0.779721384 0.68160 0.77752 0.776644 3s 1S 184859.06 0.842279435 0.74268 0.84000 0.838075 3d 1D 186099.22 0.847930017 0.74701 0.84433 0.843476 3p 1P 186203.62 0.848405698 0.74922 0.84516 0.844337 4s 1S 190934.50 0.869961163 0.77105 0.86708 0.865768 4d 1D 191440.71 0.872267624 0.77266 0.86863 0.867779 4f 1F 191447.24 0.872297377 0.77266 0.86886 0.8678110 4p 1P 191486.95 0.872478309 0.77303 0.86899 0.86817Tabelle 6.7:Die Resonanzfrequenz !0, Floppingfrequenz ~
 und Ripple-Frequenz 
r sowie die�Ubergangsdipolmomente � der verschiedenen Zustandsbasen f�ur eine resonanteAnregung zwischen Grundzustand und 6. Zustand (j 1s2 1Si !j 3p 1Pi),�h!0 = E6�E1, unter Einwirkung eines Lichtfeldes der Feldst�arke E0 = 0:01Eh=e a0.!0 �16 ~
1;6 T~
16 
r Tr[Eh=�h] [Eh=�h] [�h=Eh] [Eh=�h] [�h=Eh]Basis (1) 0.749215 -0.352461 0.003525 1782.66 1.49843 4.193Basis (2a) 0.845159 0.212973 0.002130 2950.23 1.69032 3.717Basis (2b) 0.844333 -0.213636 0.002136 2941.07 1.68867 3.721105



Tabelle 6.8:�Ubergangsdipolmomente der drei Zustandsbasen f�ur die ersten zehn Singulett-Zust�ande des Heliums. �Ubergangsdipolmomente �ij�Ubergang i j Basis (1) Basis (2a) Basis (2b)(j 1s2 1Si !j 2p 1Pi) 1 3 0.5305158 0.4195015 -0.4186358(j 1s2 1Si !j 3p 1Pi) 1 6 -0.3524608 0.2129725 -0.2136360(j 1s2 1Si !j 4p 1Pi) 1 10 -0.4489756 -0.1542781 -0.1444072(j 2s 1Si !j 2p 1Pi) 2 3 -2.9500389 2.9512066 2.9478547(j 2s 1Si !j 3p 1Pi) 2 6 -1.0914348 -0.9041203 -0.9121448(j 2s 1Si !j 4p 1Pi) 2 10 -0.7515358 0.5121892 -0.5356220(j 3s 1Si !j 2p 1Pi) 4 3 -1.0646701 1.0732348 -1.1025738(j 3s 1Si !j 3p 1Pi) 4 6 -7.1813784 -7.2885802 7.1968600(j 3s 1Si !j 4p 1Pi) 4 10 2.1315328 -1.4808720 -1.4737479(j 4s 1Si !j 2p 1Pi) 7 3 0.4231313 0.3583950 -0.3658816(j 4s 1Si !j 3p 1Pi) 7 6 -2.6457577 2.5645926 -2.7261885(j 4s 1Si !j 4p 1Pi) 7 10 12.6428035 13.3587892 13.1466495(j 2p 1Pi !j 3d 1Di) 3 5 -2.5539950 -2.5500575 2.5480221(j 2p 1Pi !j 4d 1Di) 3 8 -0.8890262 -0.8833837 -0.8833320(j 3p 1Pi !j 3d 1Di) 6 5 -5.1648838 5.1676244 -5.1686348(j 3p 1Pi !j 4d 1Di) 6 8 4.1466367 -4.1313994 -4.1283379(j 4p 1Pi !j 3d 1Di) 10 5 0.5668628 0.5662971 0.5675123(j 4p 1Pi !j 4d 1Di) 10 8 -10.6839339 -10.7003428 10.7013976(j 3d 1Di !j 4f 1Fi) 5 9 5.1899482 5.1886936 -5.1898472(j 4d 1Di !j 4f 1Fi) 8 9 -8.0487003 -8.0465062 -8.0488012
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drei Zustandsbasen im Vergleich. Da bei resonanter Anregung mit m�a�igenFeldst�arken nur die beiden resonanten Zust�ande eine bedeutende Rolle spielen,sind hier lediglich die Zust�ande j 1s2 1Si und j 3p 1Pi abgebildet. Die Be-und Entv�olkerung der beiden Zust�ande erfolgt mit den in Tabelle (6.7)vorausgesagten Frequenzen. W�ahrend in den Zustandsbasen (2a) und (2b)tats�achlich nur die beiden resonanten Zust�ande merkbar besetzt werden, gibtes in Basis (1) auch eine geringf�ugige Beteiligung des Zustandes j 4p 1Pi.Die Ripple-Frequenz hat bei diesen gem�a�igten Feldst�arken nur eine sehrgeringe Amplitude und spielt damit hier eine untergeordnete Rolle.Wie schon die �Ubergangsdipolmomente �16 erwarten lassen, unterscheidensich die Flopping-Frequenzen der Basis (1) deutlich von denen der Basen(2a) und (2b). Die beiden Basen, (2a) und (2b), zeigen w�ahrend derPropagation dagegen kaum Unterschiede. Daran wird deutlich, da� dieQualit�at der Propagationsergebnisse in der CI-Methode wesentlich von derWahl der Basisfunktionen abh�angt, die in die Zustandsbasis aufgenommenwerden.
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Basis (1)
Basis (2a)
Basis (2b)
Abbildung 6.20:Zeitentwicklung der Besetzungszahlen j AM(t) j2 der verschiedenen Zustandsbasenunter Einwirkung eines Lichtfeldes der Feldst�arke E0 = 0:01Eh=e a0. Die Frequenzdes eingestrahlten Lichtes entspricht der Resonanzfrequenz des Grundzustandes unddes 6. Zustands des Systems (j 1s2 1Si !j 3p 1Pi), �h!0 = E6�E1. Die zugeh�origenResonanz-, Flopping- und Ripple-Frequenzen sowie die �Ubergangsdipolmomentesind in Tabelle (6.7) zusammengefa�t.108



6.2.2 Variation der Feldst�arkeW�ahrend bei m�a�igen Feldst�arken und resonanter Anregung fast ausschlie�-lich die beiden resonanten Zust�ande eine Rolle spielen, konnen bei h�oherenFeldst�arken auch �Uberg�ange zwischen nicht-resonanten Zust�anden beobachtetwerden. Neben der bereits besprochenen Feldst�arke von E0 = 0:01Eh=e a0wurden daher auch Propagationen mit E0 = 0:05Eh=e a0 und E0 = 0:1Eh=e a0in der Basis (2b) durchgef�uhrt. Als eingestrahlte Lichtfrequenz wurde hierwieder die Resonanzfrequenz f�ur den �Ubergang j 1s2 1Si !j 3p 1Pi, also�h! = E6 � E1, gew�ahlt.Bei Feldst�arken bis etwa E0 = 0:01Eh=e a0 erh�alt man also, wie Abbildung(6.20) zeigt, nur �Uberg�ange zwischen den resonanten Zust�anden. Auchbei der Erh�ohung der Feldst�arke auf E0 = 0:05Eh=e a0, Abbildung (6.21),bleibt dieser �Ubergang dominant. Bei weiterer Erh�ohung der Feldst�arke aufE0 = 0:1Eh=e a0, Abbildung (6.22), gewinnen die �Uberg�ange von Grundzu-stand in die beiden nicht-resonanten 1P-Zust�ande, j 1s2 1Si !j 2p 1Pi undj 1s2 1Si !j 4p 1Pi zunehmnend an Bedeutung. F�ur diese drei prim�aren�Uberg�ange �nden sich die erwarteten Flopping-Frequenzen in Tabelle (6.9).Dabei werden diese Zwei-Zustands-Frequenzen bei zunehmender Feldst�arkedurch die Konkurrenz zwischen den 1P-Zust�anden und durch weitere sekund�are�Uberg�ange modelliert. So beobachtet man die erwartete Periode f�ur den�Ubergang j 1s2 1Si !j 2p 1Pi immer dann, wenn der Grundzustand starkbev�olkert ist. Die sekund�aren �Uberg�ange sind entsprechend den Auswahlregelnf�ur linear polarisiertes Licht P$ D$ F. Ein Vergleich der Floppingmusterlegt nahe, da� als sekund�are �Uberg�ange vor allem j 3p 1Pi !j 3s 1Si undj 3p 1Pi !j 3d 1Di sowie j 4p 1Pi !j 4s 1Si und j 4p 1Pi !j 4d 1Di eine ent-scheidende Rolle spielen. Ein Blick in Tabelle (6.8) zeigt, da� dies auch dieZust�ande sind, die durch gro�e �Ubergangsdipolmomente gekoppelt werden.Der sehr gleichm�a�ige Besetzungswechsel in den Abbildungen (6.21) und(6.22) im Zustand j 2s 1Si mit der Periode von etwa 100 �h=Eh, der sich als�Uberlagerung auch im Zustand j 3d 1Di wieder�ndet, stammt m�oglicherweiseaus nicht-resonanten Zwei-Photonen-�Uberg�angen.Die Erh�ohung der Feldst�arke f�uhrt damit ausgehend von einfachen Flopping-mustern, wie sie von Zwei-Zustands-Atomen bekannt sind, zu immer kom-plizierten Mustern, in denen die m�oglichen prim�aren �Uberg�ange in dieresonanten und nicht-resonaten 1P-Zust�ande zunehmend gleichberechtigt sind.Zus�atzlich �nden in zunehmendem Ma�e auch sekund�are �Uberg�ange, wieP $ D $ F und P $ S statt, die stark nicht-resonant sind. Auch Zwei-Photonen-�Uberg�ange sind bei extrem hohen Feldst�arken �uber 0:05Eh=e a0nicht mehr auszuschlie�en. 109



Tabelle 6.9:Die �Ubergangsdipolmomente � und sowie die Floppingfrequenz ~
 der Zustandsbasis(2b) f�ur eine resonante Anregung zwischen Grundzustand und 6. Zustand(j 1s2 1Si !j 3p 1Pi), �h!0 = E6 � E1 = 0:844333Eh=�h unter Einwirkung vonLichtfeldern mit verschiedenen Feldst�arken. Die Ripplefrequenz betr�agt in allenF�allen 
r = 1:49843Eh=�h, Tr = 4:193 �h=EhE0 Intensity �Ubergang � ~
 T~
[Eh=e a0] hWcm�2i [Eh=�h] [�h=Eh]0.01 7 � 1012 j 1s2 1Si !j 3p 1Pi -0.418636 0.067819 92.65j 1s2 1Si !j 3p 1Pi -0.213636 0.002136 2941.07j 1s2 1Si !j 4p 1Pi -0.144407 0.023884 263.070.05 2 � 1014 j 1s2 1Si !j 3p 1Pi -0.418636 0.070852 88.68j 1s2 1Si !j 3p 1Pi -0.213636 0.010682 588.21j 1s2 1Si !j 4p 1Pi -0.144407 0.024909 252.240.10 7 � 1014 j 1s2 1Si !j 3p 1Pi -0.418636 0.079590 78.95j 1s2 1Si !j 3p 1Pi -0.213636 0.021364 294.11j 1s2 1Si !j 4p 1Pi -0.144407 0.027873 225.43Abbildung 6.21: Abbildung siehe n�achste SeiteZeitentwicklung der Besetzungszahlen j AM (t) j2 der Zustandsbasen (2b) unterEinwirkung eines Lichtfeldes der Feldst�arke E0 = 0:05Eh=e a0. Die Frequenz deseingestrahlten Lichtes entspricht der Resonanzfrequenz des Grundzustandes und des6. Zustands des Systems (j 1s2 1Si !j 3p 1Pi), �h!0 = E6�E1. Die zugeh�origenResonanz-, Flopping- und Ripple-Frequenzen sowie die �Ubergangsdipolmomentesind in Tabelle (6.9) zusammengefa�t.Abbildung 6.22: Abbildung siehe �ubern�achste SeiteZeitentwicklung der Besetzungszahlen j AM (t) j2 der Zustandsbasen (2b) unterEinwirkung eines Lichtfeldes der Feldst�arke E0 = 0:10Eh=e a0. Die Frequenz deseingestrahlten Lichtes entspricht der Resonanzfrequenz des Grundzustandes und des6. Zustands des Systems (j 1s2 1Si !j 3p 1Pi), �h!0 = E6�E1. Die zugeh�origenResonanz-, Flopping- und Ripple-Frequenzen sowie die �Ubergangsdipolmomentesind in Tabelle (6.9) zusammengefa�t.110



Abbildung 6.21 Text zur Abbildung siehe vorherige Seite
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Abbildung 6.22 Text zur Abbildung siehe vorherige Seite
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6.2.3 Mehr-Photonen-AnregungenIm vorherigen Abschnitt wurde der Ein
u� der Feldst�arke auf die zeitliche�Anderung der Besetzungszahlen diskutiert. Bei extrem hohen Feldst�arkentraten dabei auch Besetzungen auf, die m�oglicherweise aus Zwei-Photonen-Anregungen stammen. Zu Mehr-Photonen-Prozessen kann es nur bei hoherPhotonendichte, also hoher Feldst�arke, kommen. Je h�oher die Feldst�arkewird, desto mehr Photonen k�onnen an einem solchen Proze� beteiligt sein.Die Propagationen wurden daher mit Feldst�arken von E0 = 0:05Eh=e a0 undE0 = 0:1Eh=e a0 durchgef�uhrt. Um resonante N -Photonen-Anregungen zuerhalten, ist die Frequenz des eingestrahlten Licht jeweils das 1=N -facheder Resonanzfrequenz f�ur die �Uberg�ange j 1s2 1Si !j 2p 1Pi beziehungsweisej 1s2 1Si !j 2s 1Si, also �h! = 1=N (E3 �E1) und �h! = 1=N (E2 � E1).Die Abbildung (6.23) zeigt zum Vergleich die Ein-Photonen-Anregung. Wieerwartet, �ndet man hier �Uberg�ange zwischen Zust�anden, deren Gesamtbahn-drehimpulse sich um �1 unterscheiden. Auch bei Einstrahlung von Licht,das der Resonanzfrequenz von j 1s2 1Si !j 2s 1Si entspricht, erh�alt man eineBev�olkerung des 1P-Zustands, und zwar entsprechend eines nicht-resonanten�Ubergangs. Die Flopping-Frequenzen f�ur diesen Ein-Photonen-Proze� �ndensich in Tabelle (6.10).Halbiert man die Lichtfrequenzen, ist f�ur eine Anregung ein Zwei-Photonen-Proze� notwendig. Entsprechend werden hier �Uberg�ange zwischen Zust�andenerwartet, deren Gesamtbahndrehimpulse sich um 0;�2 unterscheiden, also�Uberg�ange entsprechend S $ S, S $ D. Die Ergebnisse der Propagation�nden sich in Abbildung (6.24). Wie erwartet wird bei der Anregungder j 2s 1Si-Zustand besetzt. Dabei ist die Anregung mit der Frequenz�h! = 1=2 (E2 � E1) e�ektiver. Dieser Zwei-Photonen-�Ubergang wird voneinem nicht-resonanten Ein-Photonen-Proze� begleitet, der den �Ubergangj 2s 1Si !j 2p 1Pi erlaubt.F�ur einen Drei-Photonen-Proze� erh�alt man wieder dieselben Auswahlregelnwie f�ur einen Ein-Photonen-Proze�. Die Ergebnisse dieser Propagationen�nden sich in Abbildung (6.25). Hier �ndet prim�ar ein S$ P Drei-Photonen-�Ubergang statt. Die eingestrahlte Lichtfrequenz ist aber so verkleinert, da�auch der Ein-Photonen-�Ubergang j 2p 1Pi !j 2s 1Si immer wahrscheinlicherwird. Die Besetzungszahlen der Zust�ande j 2s 1Si und j 2p 1Pi be�nden sichnun in derselben Gr�o�enordnung.Der Vier-Photonen-Proze� sollte wieder dem Zwei-Photonen-Proze� entspre-chen. Hier ist aber entgegen den Erwartungen der �Ubergang j 1s2 1Si !j 2p 1Pibei einer eingestrahlten Frequenz von �h! = 1=4 (E3 � E1) der e�ektivere113



Proze�, siehe Abbildung (6.26). M�oglicherweise ist hier der nicht-resonanteDrei-Photonen-Proze� f�ur den �Ubergang verantwortlich, w�ahrend der Vier-Photonen-Proze� eine noch gr�o�ere Photonendichte ben�otigt und daher erstbei noch gr�o�eren Feldst�arken zum Tragen kommt. Zus�atzlich nimmmt dieBedeutung des Ein-Photonen-�Ubergangs j 2p 1Pi !j 2s 1Si wegen der geringenFrequenz des eingestrahlten Lichts zu.

Tabelle 6.10:�Ubergangsdipolmomente � und die Flopping-Frequenz ~
 der Zustandsbasis (2b)unter Einwirkung eines Lichtfeldes der Feldst�arke E0 = 0:05Eh=e a0 mit denFrequenzen �h!0 = (E3 � E1) und �h!0 = (E2 � E1).E0 !0 �12 ~
12 T~
[Eh=e a0] [Eh=�h] [Eh=�h] [�h=Eh]0.05 (E3 � E1) = 0:77664 -0.418636 0.020932 300.17(E2 � E1) = 0:75421 -0.418636 0.030680 204.800.10 (E3 � E1) = 0:77664 -0.418636 0.041864 150.09(E2 � E1) = 0:75421 -0.418636 0.047494 132.29114



(a) �h! = (E3 � E1)
(b) �h! = (E2 � E1)
Abbildung 6.23:Zeitentwicklung der Besetzungszahlen j AM (t) j2 der Zustandsbasen (2b) unterEinwirkung eines Lichtfeldes der Feldst�arke E0 = 0:05Eh=e a0. Die Frequenz deseingestrahlten Lichtes ist (a) �h!0 = (E3�E1) und (b) �h!0 = (E2�E1). Abgebildetsind nur die bei dieser Feldst�arke beteiligten Zust�ande (j 1s2 1Si, j 2s 1Si,(j 2p 1Pi und j 3s 1Si. Siehe hierzu auch Tabelle (6.10).115



(a) �h! = 1=2 (E3 � E1)
(b) �h! = 1=2 (E2 �E1)
Abbildung 6.24:Zeitentwicklung der Besetzungszahlen j AM (t) j2 der Zustandsbasen (2b) unterEinwirkung eines Lichtfeldes der Feldst�arke E0 = 0:05Eh=e a0. Die Frequenz deseingestrahlten Lichtes ist (a) �h! = 1=2 (E3 � E1) und (b) �h! = 1=2 (E2 � E1).Abgebildet sind nur die bei dieser Feldst�arke beteiligten Zust�ande (j 1s2 1Si,j 2s 1Si, (j 2p 1Pi und j 3s 1Si. 116



(a) �h! = 1=3 (E3 � E1)
(b) �h! = 1=3 (E2 �E1)
Abbildung 6.25:Zeitentwicklung der Besetzungszahlen j AM (t) j2 der Zustandsbasen (2b) unterEinwirkung eines Lichtfeldes der Feldst�arke E0 = 0:1Eh=e a0. Die Frequenz deseingestrahlten Lichtes ist (a) �h! = 1=3 (E3 � E1) und (b) �h! = 1=3 (E2 � E1).Abgebildet sind nur die bei dieser Feldst�arke beteiligten Zust�ande (j 1s2 1Si,j 2s 1Si, (j 2p 1Pi und j 3s 1Si. 117



(a) �h! = 1=4 (E3 � E1)
(b) �h! = 1=4 (E2 �E1)
Abbildung 6.26:Zeitentwicklung der Besetzungszahlen j AM (t) j2 der Zustandsbasen (2b) unterEinwirkung eines Lichtfeldes der Feldst�arke E0 = 0:1Eh=e a0. Die Frequenz deseingestrahlten Lichtes ist (a) �h! = 1=4 (E3 � E1) und (b) �h! = 1=4 (E2 � E1).Abbgebildet sind nur die bei dieser Feldst�arke beteiligten Zust�ande (j 1s2 1Si,j 2s 1Si, (j 2p 1Pi und j 3s 1Si. 118



6.2.4 ZusammenfassungAusgehend von der zeitabh�angigen Schr�odinger-Gleichung erh�alt man imCI-Ansatz eine Matrix-Gleichung f�ur die CI-Koe�zienten. Die Matrix-Gleichungenth�alt die zeitunabh�ange station�are Hamilton-Matrix und die ebenfalls zeit-unabh�angig �Ubergangsdipolmatrix. Die Zeitabh�angigkeit beschr�ankt sich imCI-Ansatz auf einen Faktor vor der �Ubergangsdipol-Matrix. Die Gesamt-Wellenfunktion ist damit eine Linearkombination der CI-Koe�zienten mitden zugeh�origen Eigenzust�anden. Die station�are Hamilton-Matrix und die�Ubergangsdipol-Matrix werden mit dem station�aren, numerischen Atom-MCSCF-Programm von J. Hinze and J. Stiehler [82] berechnet und imzeitabh�angigen CI-Programm eingelesen.Wie der Vergleich mit den spektroskopischen Termwerten zeigt, k�onnendie gebundenen Zust�ande so sehr gut dargestellt werden. Im station�aren,numerischen MCSCF-Verfahren f�uhrt eine Erh�ohung der Gitterpunktzahlnicht zu so dramatischen E�ekten hinsichtlich der ben�otigten Rechenzeitwie dies bei dem zeitabh�angigen MCSCF-Verfahren der Fall ist. Daherk�onnen die Radialfunktionen im station�aren MCSCF mit erheblich h�oherenGitterpunktzahlen berechnet werden. Somit ist auch eine Darstellung derausgedehnteren Radialfunktionen im �-Grid problemlos m�oglich. Allerdingsk�onnen mit dem station�aren, numerischen Atom-MCSCF-Verfahren nurgebundene Zust�ande berechnet werden.Um auch Ionisierungen im CI-Ansatz beschreiben zu k�onnen, m�ussen auchKontinuumszust�ande in die Zustandsbasis aufgenommen werden. In derOrbitalbasis sind dann auch ungebundene Radialfunktionen vorhanden, die zuionisierenden Elektronen, den sogenannten Streuelektronen, korrespondieren.Solche CSF-Basen, die auch Streuzust�ande enthalten, sind aus der R-Matrix-Eigenwert-Theorie gut bekannt [22,23].Wie sich im Vergleich der verschiedenen Zustandsbasen im Abschnitt 6.2.1gezeigt hat, ist die Basis entscheidend f�ur die G�ute der Propagationergebnisse.Dies gilt insbesondere auch bei der Wahl von Kontiuumszust�anden, die indie Basis aufgenommen werden.Insgesamt konnte gezeigt werden, da� die Propagation der CI-Gleichungproblemlos auch �uber lange Zeitr�aume m�oglich ist. Die Propagtion �ubermehere tausend atomare Zeiteinheiten nimmt, wie in Tabelle (6.11) dargestellt,nur wenige CPU-Minuten in Anspruch. Auch bei hohen Laserfeldern undgr�o�eren Zustandsbasen gab es keine wesentlichen Stabilit�atsprobleme in derPropagation. 119



Tabelle 6.11:Vergleich der Rechenzeiten in CPU-Minuten pro 10000 atomarer Zeiteinheitensowie die durchschnittliche Gr�o�e eines Bulirsch-Stoer-Schritts HBS f�ur die inAbschnitt (6.2) beschriebenen Rechnungen. Die Rechnungen wurden auf einerHP9000-735 Workstation durchgef�uhrt.Anzahl Zust�ande 5 10 22 10 10 10E0 [Eh=e a0] 0.01 0.01 0.01 0.01 0.05 0.10HBS [�h=Eh] 1.66 1.66 2.00 1.66 0.66 0.50CPU/10000 �h=Eh [min:sec] 0:15 0:47 2:05 0:15 1:39 2:41
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7 Zusammenfassung und AusblickIn der vorliegenden Arbeit werden zwei grundlegende Verfahren zur Beschreibungder Dynamik in Atomen, das zeitabh�angige CI-Verfahren und das zeitabh�angige,numerische MCSCF-Verfahren, pr�asentiert. Die zeitunabh�angigen Variantenbeider Verfahren geh�oren zu den Standardverfahren zur L�osung der station�arenSchr�odinger-Gleichung f�ur Mehr-Elektronen-Systeme. Zur Beschreibung derDynamik elektronischer Proze�e in Atomen wurden diese Ans�atze aufgegri�enund zu einer umfassenden Theorie weiterentwickelt.Beide Verfahren benutzen einen Multi-Kon�gurations-Ansatz zur Beschreibungder Wellenfunktion, der die Korrelation der Elektronenbewegung durch dieKon�gurationswechselwirkung ber�ucksichtigt. Im CI-Ansatz wird dazu diezeitabh�angige Wellenfunktion in einer Basis zeitunabh�angiger Kon�gurations-Zustandsfunktionen dargestellt. Die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktionwird dann durch die Propagation der zeitabh�angigen Entwicklungskoe�zienten,der sogenannten CI-Koe�zienten, beschrieben. Das MCSCF-Verfahren be-nutzt nicht nur die zeitabh�angige CI-Koe�zienten, sondern auch zeitabh�anigeEin-Elektronen-Funktionen und damit zeitabh�angige Kon�gurationsfunktionen.Damit wird zu jedem Zeitpunkt der Propagation die bestm�ogliche Darstellungder Wellenfunktion mit einem beschr�anktem Satz von Kon�gurationsfunktionenerm�oglicht. Beide Verfahren wurden in Computerprogrammen realisiert undam Beispiel des Heliums im Laserfeld getestet.F�ur das CI-Verfahren wurden Eigenzust�ande des station�aren Hamilton-Operators als Basisfunktionen in der CI-Entwicklung verwandt. Die zumStart dieses Verfahrens notwendigen Eigenenergien und �Ubergangsdipolmomentewurden mit dem station�aren numerischen MCSCF-Programm von J. Hinzeund J. Stiehler erzeugt. Die zus�atzlichen Routinen zur Berechnung der�Ubergangsdipolmomente konnten dort leicht implementiert werden. MitHilfe des State-Averaged-Verfahrens werden Basiss�atze aus gebundenen Eigen-zust�anden des Heliums berechnet, deren Energien mit den spektroskopischenTermwerten gut �ubereinstimmen.F�ur Helium werden ingesamt drei verschiedene Kon�gurations-Zustandsbasengetestet. F�ur die beste Basis wird die Dymanik unter dem Ein
u� bei121



verschiedenen Feldst�arken des Laserlichts vorgestellt. Abschlie�end werdenErgebnisse von Ein- und Mehr-Photonen Anregungen im Helium gezeigt. DiePropagation der zeitabh�angigen CI-Gleichung ist hier �uber mehrere Tausendatomare Zeiteinheiten problemlos m�oglich. Auch bei hohen Laserfeldern undgr�o�eren Zustandsbasen gibt es keine Stabilit�atsprobleme.Mit der Zustandsbasis aus gebundenen Zust�anden ist eine Beschreibung derPhotoionisation des Heliums nicht m�oglich. Dazu mu� die Zustandsbasis umKontinuumszust�ande erweitert werden. Unter den Ein-Elektronen-Funktionen,die die Kon�gurationsfunktionen aufbauen, sind dann auch ungebundeneFunktionen vorhanden, die zu ionisierenden Elektronen, den sogenanntenStreuelektronen, korrespondieren. Solche Kon�gurations-Basen, die auchStreuzust�ande enthalten, sind aus der R-Matrix-Eigenwert-Theorie bekannt.F�ur das MCSCF-Verfahren wurden ebenfalls Startbasen mit dem station�aren,numerischen MCSCF-Programm von J. Hinze und J. Stiehler erzeugt. Hierwurde die Dynamik des Heliums mit und ohne �au�eres Lichtfeld untersucht.Die Propagationen ohne �au�eres Lichtfeld zeigen die rasche Relaxation desSystems in den seiner Energie entsprechenden Eigenzustand. Der zeitabh�angigeMCSCF-Ansatz f�uhrt damit schnell zu optimierten Wellenfunktionen. Auchbei Propagtionen in einem sich zeitlich �andernden Laserfeld ist damit sicher-gestellt, da� die Kon�gurationsfunktionen sich schnell dem �au�eren Lichtfeldanpassen. Gering besetzte Kon�gurationsfunktionen werden dabei zur Kor-relation insbesondere des Grundzustandes herangezogen, so da� angeregteZust�ande dadurch entsprechend schlechter dargestellt werden. Durch dieVerkleinerung der vollst�andigen Basis um die Zust�ande, die haupts�achlichzur Korrelation des Grundzustandes beitragen, konnte hier eine Verbesserungerreicht werden. Die Wellenfunktion besitzt nun w�ahrend eines optischenZyklus die M�oglichkeit, sich durch Expansion und Kontraktion dem �au�erenelektrischen Feld anzupassen, w�ahrend gleichzeitig auch angeregte Zust�andedes Heliums besetzt werden. Durch die Aufhebung der L-Symmetrie durchdas elektrische Feld k�onnen aber prinzipell alle Kon�gurationsfunktionen zurKorrelation des Grundzustandes beitragen. Dies wird sich besonders dannnegativ auswirken, wenn die angeregten Zust�ande im Laufe einer Propa-gation eine merkbare Besetzung erhalten. Hier kann die Einf�uhrung einerZustandsgewichtung, wie sie beispielsweise in den State-Averaged-Methodender station�aren MCSCF-Verfahren verwandt wird, die Bevorzugung desGrundzustandes unterbinden.Die Propagation der zeitabh�angigen MCSCF-Gleichungen braucht extremlange Rechenzeiten. Dabei erweisen sich die Orbital-Gleichungen, die dieEin-Elektronen-Funktionen bestimmen, als besonders kritisch, da sie nurmit sehr kleinen Zeitschritten propagiert werden k�onnen. Die Gr�o�e des122



maximalen Zeitschritts ist dabei von der Schrittweite des r�aumlichen Gittersder numerischen Ein-Elektronen-Funktion abh�angig. Der �Ubergang von derRadialkoordinate r zu der Koordinate �, die sich f�ur die Darstellung derEin-Elektronen-Funktionen im station�aren MCSCF-Verfahren bew�ahrt hat,f�uhrt am Ursprung zu einer hohen Punktdichte, die mit wachsendem Abstandvom Ursprung stetig abnimmt. Durch das Expansionsverhalten im Lichtfelderh�alt man jedoch auch in weiter vom Ursprung entfernten Bereichen starkstrukturierte Ein-Elektronen-Funktionen. Daher ist auch hier eine ausreichendhohe Punktdichte n�otig. Eine Erh�ohung der Gitterpunktzahl in diesem Bereichf�uhrt aber gleichzeitig zu einer entsprechend h�oheren Gitterpunktzahl amUrsprung, also zu kleinerer r�aumlicher Schrittweite und somit letztendlich zueiner weiteren Erh�ohung der Rechenzeit. Zwei L�osungen sind hier denkbar.Zu einem ist eine Entwicklung der Ein-Elektronen-Funktion auf einem�aquidistanten r-Gitter bei einer Propagation m�oglich. Eine Erh�ohung derGitterpunktzahl kann hier bei gleichbleibendem �r erfolgen und f�uhrt damitnicht zu einer Verkleinerung des maximalen Zeitschritts. Das r-Gitter kannzus�atzlich im Verlauf einer Propagation erweitert und so der r�aumlichenAusdehnung der Ein-Elektronen-Funktionen angepa�t werden. Auslaufendeionisierende Wellenfunktionen k�onnen durch eine Abschneidefunktion beigen�ugend gro�em r abgeschnitten werden. Die Rechenzeiterh�ohung bei Erwei-terung des r-Gitters ist weniger dramatisch als bei einer Punktzahlerh�ohungim �-Gitter.Zum anderen w�are ein Basisfunktions-Ansatz zur Darstellung der Ein-Elektronen-Funktionen denkbar. Die Darstellung der Ein-Elektronen-Funktionenin einer Basisfunktions-Entwicklung hat jedoch den Nachteil, da� die Variations-m�oglichkeit der Wellenfunktion durch die Wahl der Basisfunktionen einge-schr�ankt ist. Die Ergebnisse der Propagation k�onnen somit durch die Wahlder Basis beein
u�t werden.Ein Vergleich beider Multi-Kon�gurationsverfahren zeigt, da� die Propagationder CI-Gleichungen unproblematisch ist. Das CI-Verfahren, in dem nurCI-Gleichungen propagiert werden, ist �uber lange Zeitr�aume stabil, undeine Propagation �uber mehrere Tausend atomare Einheiten ist auch mitkurzen Rechenzeiten m�oglich. Die Propagation der Orbital-Gleichungen,die im MCSCF-Verfahren zus�atzlich zeitabh�angige Ein-Elektronen-Funktionenbestimmen, ist dagegen extrem zeitaufwendig und kann leicht zu numeri-schen Instabilit�aten f�uhren. Die hohe Flexibilit�at der Wellenfunktion imMCSCF-Ansatz kann im CI-Verfahren durch eine sorgf�altige Auswahl derBasisfunktionen der CI-Entwicklung ausgeglichen werden. Insbesondere scheinteine Erweiterung der CI-Basis um Streuzust�ande entsprechend der R-Matrix-Eigenwert-Theorie aussichtsreich. 123



In der vorliegenden Arbeit werden die theoretischen Grundlagen deszeitabh�angigen CI-Verfahrens sowie die eines zeitabh�angigen, numerischenMCSCF-Verfahrens zur Beschreibung der Dynamik atomarer Mehr-Elektronen-Systeme pr�asentiert. Beide Multi-Kon�gurations-Methoden werden erfolgreichbei der elektronischen Anregung im Helium unter verschiedenen �au�erenLaserfeldern angewendet. Die hierbei gewonnenenen theoretischen und metho-dischen Erkenntnisse bilden das Fundament f�ur zuk�unftige Forschungsarbeiten,die eine F�ulle weiterer interessanter Ergebnisse erwarten lassen.
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A Anhang
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A.1 Atomare EinheitenF�ur die Berechnung atomarer oder molekularer Strukturen hat sich dasatomare Einheitensystem durchgesetzt, obwohl es von der Conf�erence G�en�eraledes Poids et Meures nicht anerkannt wird. Die atomaren Einheiten beruhenauf ausgew�ahlten Naturkonstanten. Als Basiseinheiten dienen die Ruhemassedes Elektrons me, die Elementarladung e, der Bohrsche Radius a0 und dieWirkung �h. Nur f�ur die L�angeneinheit a0 und die Energie Eh = �h2=mea20haben sich die expliziten Namen bohr beziehungsweise hartree durchgesetzt.Alle anderen Einheiten werden gew�ohnlich einheitlich mit au (atomic units)abgek�urzt. Es wird von der IUPAC daher empfohlen, die atomaren Einheitenals Kombinationen der Symbole me, e, a0, �h beziehungsweise Eh auszudr�ucken.Die Umrechnung der atomaren Einheiten in SI-Einheiten erfolgt mit denZahlenwerten der Naturkonstanten. Da die Naturkonstanten nicht exaktbestimmt sind, ist auch die Umrechnung in das SI-System mit derenMe�ungenauigkeit behaftet. Die nachstehende Tabelle zeigt die wichtigstenGr�o�en und ihre Umrechnung in SI-Einheiten [106].Physikalische Gr�o�e Symbol der Einheit Wert der Einheit in SIRuhemasse Elektron me 9:109390 � 10�31 kgElementarladung e 1:602177 � 10�19 CBohrscher Radius a0 = bohr 5:291772 � 10�11 mWirkung �h = h=2� 1:054573 � 10�34 JsEnergie Eh = �h2=mea20 = hartree 4:359748 � 10�18 JZeit �h=Eh 2:418884 � 10�17 sElektrische Feldst�arke Eh=e a0 5:142208 � 1011 Vm �1Intensit�at E2h=a2o �h 6:436416 � 1015 Wcm�2Geschwindigkeit a0Eh=�h 2:187691 � 106 ms�1Winkelfrequenz Eh=�h 4:134138 � 1016 s�1Dipolmoment e a0 8:478358 � 1030 Cm(2:541748 debye)Plancksche Konstante h = 2� �h 6:626076 � 10�34 JsLichtgeschwindigkeit c = 137:036 a0 Eh=�h 2:997925 � 108 ms�1Vakuum-Permeabilit�at �0 = 1=4� e2me a0=�h2 8:854188 � 10�12 C2J�1m�1127



In der Laserphysik ist es �ublich, anstelle der elektrischen Feldst�arke dieIntensit�at des Lichts anzugeben.I = �o c n j E0 j2In der nachfolgenden Tabelle sind f�ur einen Brechungsindex von n = 1 die zuden in der vorliegenden Arbeit verwendeten Feldst�arken korrespondierendenLichtintensit�aten aufgef�uhrt.Elektr. Feldst�arke Lichtintensit�atE0 [Eh=e a0] I [W/cm2]0.1 7:02 � 10140.05 1:75 � 10140.01 7:02 � 1012
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A.2 Das zeitabh�angige Variations-PrinzipDie Dynamik eines quantenmechanischen Systems wird beschrieben durch diezeitabh�angige Schr�odinger-Gleichungi @@t �	(�; t) = H(�; t) �	(�; t) :Oft kann die exakte L�osung �	(�; t) nicht bestimmt werden. Eine guteN�aherung 	(�; t) f�ur die Wellenfunktion wird durch den Variationsausdruckh�	 j H � i @@t j 	i = 0 (A.1)bestimmt. Diese Gleichung wurde von Dirac [107] und Frenkel [66] benutzt,um die zeitabh�angigen Hartree-Fock-Gleichungen herzuleiten, und ist seitdemh�au�g zur L�osung von zeitabh�angigen Mehr-Teilchen-Problemen verwandtworden [108{110]. Das Frenkel-Dirac-Variations-Verfahren war jedoch nichtganz unumstritten. So schrieben P.-O. L�owdin und P. K. Mukherjee "Itis clear from the literature that, even if Frenkel's variation principle is ahighly useful tool for treating time-dependent phenomena, its foundationin quantum mechanics is still somewhat obscure ..." [111] Dabei wurdenAspekte in der Literatur eingehend diskutiert [109,112{114].Zum Einen unterscheidet sich die Beziehung (A.1) von den gew�ohnlichenVariationsprinzipien, da durch die Variation keine physikalische Gr�o�e ex-tremalisiert wird. McLachlan [112] schlug daher die Variation bez�uglich derZeitableitung der WellenfunktionX = i@	(t)@t (A.2)vor. Er de�nierte eine Fehlerfunktion H	(t) �X, die f�ur exakte L�osungen	 Null ergibt. Das Funktional F = hH	 �X j H	 �Xi sollte daher einMinimum f�ur alle erlaubten Variationen von X sein. Die Variation diesesIntegrals�F = h�X j H	 �Xi+ hH	 �X j �Xi = 0 (A.3)ergibt dann Null f�ur alle �Anderungen von �X um die exakte L�osung.Zum Anderen wurde die Annahme, �	 und �	? k�onnen unabh�angig variertwerden und Gleichung (A.1) und ihr Komplex-Konjugiertes werden unabh�angigNull, h�au�g in Frage gestellt. L�owdin und Mukherjee [111] haben gezeigt, da�diese Annahme richtig ist, wenn au�er �	 auch i�	 als Variation zugelassenwird. Somit liefert der Variationsausdruck (A.1) korrekte L�osungen.129



Die Wellenfunktion 	(t) wird im MCSCF-Ansatz als Linearkombinationvon Kon�gurations-Zustandsfunktionen �I(t) aufgebaut, die aus Ein-Teilchen-Funktionen  i(t) zusammengesetzt sind, wie in den Gleichungen (3.8)-(3.13)angegeben.	(t) = MXI=1�I ( 1(t);  2(t); � � � ;  n(t)) CI(t) (A.4)Die Zeitabh�angigkeit der Wellenfunktion 	(t) wird dadurch auf die Zeit-abh�angigkeit von Ein-Teilchen-Funktionen  i(t) und CI-Koe�zienten CI(t)zur�uckgef�uhrt. Mit Hilfe der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (3.18),(3.19) l�a�t sich die Ableitung nach der Zeit als_	(t) = XI �I(t) _CI(t) + XI _�I (t)CI(t)_�I(t) = Xi _ i(t) ai�I(t) (A.5)schreiben. Die Variation der Wellenfunktion wird als Variation der Spinorbitaleund CI-Koe�zienten geschrieben.�	(t) = XI �I(t) �CI(t) + XI ��I(t)CI(t)��I(t) = Xi � i(t) ai�I(t) (A.6)Diese Variation kann in die Frenkel-Dirac-Gleichung (A.1) eingesetzt werden.Dabei m�ussen die Terme mit einer Variation von  i und die mit einerVariation von CI jeweils f�ur sich Null ergeben. Man erh�alt je eine Gleichungf�ur die Orbitale und die Koe�zienten.XIJ �C?I h�I j H j �J iCJ� i XIJ h�C?I h�I j �J i _CJ + �C?I h�I j _�JiCJ i = 0 (A.7)XIJ C?I h��I j H j �J iCJ� i XIJ hC?I h��I j �J i _CJ + C?I h��I j _�JiCJ i = 0 (A.8)130



Die Koe�zienten-Gleichung (A.7) mu� f�ur jede Variation von CI g�ultig sein.Au�erdem gilt die Orthogonalit�atsbeziehung der CSF's h�I j �Ji = �IJ (3.15).F�ur die Orbitale l�a�t sich fordern h i j _ ji = 0 (3.28) und damit gilth�I j _�J i =Xij h i j _ jih�I j ayiaj j �Ji = 0 (A.9)Damit erh�alt man die Gleichung f�ur alle Koe�zienten CI_CI = �iXJ h�I j H j �J iCJ (A.10)In die Orbital-Gleichung (A.8) wird die Beziehung (A.6) eingesetzt. DieseGleichung mu� dann f�ur jede Variation von  i g�ultig sein und man erh�alti XIJ Xj C?I h�I j ayiaj j �J i j _ jiCJ= XIJ hC?I hai�I j H j �J iCJ � iC?I hai �I j �J i _CJi (A.11)und mit Beziehung (A.4) folgtiXj h	 j ayiaj j 	i j _ ji = hai	 j H j 	i � i XJ hai	 j �J i _CJ (A.12)Damit erh�alt man aus der Variation des Funktionals (A.1) die Koe�zienten-Gleichung (A.10) und die Orbital-Gleichung (A.12). Sie entsprechen denGleichungen (3.29) und (3.30) und f�uhren damit auch zu den gleichenErgebnissen.Das Frenkel-Dirac-Variationsverfahren ist trotz der oben erw�ahnten Kritikneben den zeitabh�angigen St�orrechnungen ein Standardverfahren zur L�osungvon zeitabh�angigen quantenmechanischen Problemen. Es wurde erfolgreichangewandt zur L�osung verschiedener Probleme auf dem Hartree-Fock-Niveau[115]. Die MCSCF-Gleichungen aus dem Variations-Verfahren f�uhren zudenselben Koe�zienten- und Orbital-Gleichungen wie den in Kapitel 3hergeleiteten. Die aus diesen Gleichungen berechneten Wellenfunktionen sindalso die "besten" Wellenfunktionen im Sinn der Self-Consistent-Field-N�aherung.
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A.3 Slater-DeterminantenUm beim Aufbau der Mehrelektronen-Funktionen das Pauli-Prinzip zu ber�uck-sichtigen, werden aus Ein-Elektronen-Funktionen antisymmetrisierte Produkte,die Slater-Determinanten �K (3.10), konstruiert. Die Ein-Elektronen-Funktion kj(i) sei die j-te Funktion der Kon�guration K mit den Elektronenkoordinaten�i. Die Ein-Elektronen-Funktionen sind in den Slater-Determinanten in einerStandardreihenfolge k1 < k2 < : : : < kn angeordnet.�K = 1pn! ������ k1(1) k2(2) � � �  kj(i) � � �  kn(n) ������ (A.13)= 1pn! ����������������  k1(1)  k2(1) : : :  kj (1) : : :  kn(1) k1(2)  k2(2) : : :  kj (2) : : :  kn(2)... ... . . . ... . . . ... k1(i)  k2(i) : : :  kj (i) : : :  kn(i)... ... . . . ... . . . ... k1(n)  k2(n) : : :  kj(n) : : :  kn(n) ����������������Determinanten k�onnen in eine Summe von Produkten entwickelt werden, indemman jedes Glied  kj (i) einer Zeile mit der zugeh�origen Unterdeterminante�Kji multipliziert und aufsummiert. Die (n-1)-reihige Unterdeterminante �Kjierh�alt man durch Streichen der j-ten Spalte und i-ten Zeile in der gegebenenDeterminante�K = nXi=1 (�1)i�j  kj (i)�Kji (A.14)Entwickelt man die Unterdeterminanten weiter, erh�alt man schlie�lich eineSumme �uber alle Permutationen der Koordinaten �i.�K = 1pn! n!Xn=1 (�1)pn Pn  k1(1) k2(2) :::  kj(i) :::  kn(n) (A.15)Hier ist Pn der auf die Elektronenkoordinaten wirkende Permutationsoperatorund pn die Anzahl der Vertauschungen, die durch den Operator vorgenommenwerden. Insgesamt gibt es n! Vertauschungen.Unterdeterminanten mit VernichtungsoperatorenDer Vernichtungsoperator ai aus Gleichung (3.19) erzeugt eine normierte(n-1)-reihige Unterdeterminante, indem er die zugeh�orige Ein-Elektronen-Funktion  i aus einer n-reihigen Slater-Determinante vernichtet. Diesgeschieht durch Streichen der zugeh�origen Spalte und n-ten Zeile, dabei132



werden das korrekte Vorzeichen und der Normierungsfaktor ber�ucksichtigt.Damit gilt, falls  i in der Slater-Determinante vorhanden ist:ai�K = pn (�1)n�j �Kjn falls i = kj (A.16)Die Slater-Determinante l�a�t sich dann mit Hilfe der Vernichtungs- undErzeugungsoperatoren (3.18), (3.19) schreiben.�K = 1pn nXi=1  i(n) ai�K (A.17)= 1n nXi=1 ayiai�K (A.18)Die obere Gleichung entspricht der Entwicklung einer Slater-Determinantenach der n-ten Zeile (A.14).Ableitung von DeterminantenDeterminanten lassen sich nach Gleichung (A.15) als Summe von Produktender Ein-Elektronen-Funktionen schreiben. F�ur die Ableitung von Produkt-Funktionen gilt:F (t) = f1(t) f2(t) ::: fi(t) ::: fn(t) (A.19)@@t F (t) = nXi=1 _fi(t)Yk 6=i fk(t) = nXi=1 f1(t) f2(t) ::: _fi(t) ::: fn(t)Damit erh�alt man f�ur die Ableitung von Slater-Determinanten nach einerGr�o�e, von der die Ein-Teilchen-Funktionen abh�angen, eine Summe vonSlater-Determinanten, in denen jeweils eine Ein-Teilchen-Funktion abgeleitetist. @@t �K(t) == 1pn! nXi=1 n!Xn=1 (�1)pn Pn  k1(1; t) k2(2; t) � � � _ ki(j; t) � � � kn(n; t)= nXi=1 1pn! ������ k1(2; t) k2(2; t) � � � _ ki(j; t) � � �  kn(n; t) ������ (A.20)Im Formalismus der zweiten Quantisierung l�a�t sich die Ableitung einer Slater-Determinante durch Vernichten und Erzeugen von Ein-Teilchen-Funktionenschreiben. Dazu wird der Erzeugungsoperator _ayki de�niert. Er erzeugtin einer Slater-Determinante die abgeleitete Ein-Teilchen-Funktion _ ki. DieAbleitung einer Slater-Determinante lautet dann@@t �K(t) = nXi=1 _ayiai�K(t) (A.21)133



Integrale �uber DeterminantenBetrachtet werden soll zun�achst ein einfaches �Uberlappungsintegralh�K j �Li (A.22)= 1n!Xn;m (�1)pn+pmhPn  k1(1) : : :  kn(n) j Pm  l1(1) : : :  ln(n)iWegen der Orthogonalit�at der Ein-Elektronen-Funktionen h k j  li = �klverschwindet das Integral, au�er es gilt  ki =  li und Pn = Pm. Es bleibendaher nur n! m�ogliche Integrale der Summe erhalten.h�K j �Li = 1n! n!Xn=1 Pn h k1(1) : : :  kn(n) j  l1(1) : : :  ln(n)i= nYj=1 h kj (j) j  lj(j)i = �KL (A.23)Das �Uberlappungsintegral zweier Slater-Determinanten ist also ein Produktvon Ein-Teilchen-Integralen. Mit dieser Beziehung ist auch gezeigt, da� dieSlater-Determinanten orthonormiert sind, falls die Ein-Teilchen-Funktionenorthonormiert sind.Das �Uberlappungsintegral einer Slater-Determinante (A.18) mit einer abge-leiteten Slater-Determinante (A.21) l�a�t sich mit Vernichtungs- und Erzeu-gungsoperatoren ausdr�ucken. Dabei gilt f�ur die Operatoren folgende Wirkungauf ein Vakuum j vaci, also eine Null-Elektronen-Funktion: ayk j vaci =j  kiund hvac j ak = h k j.h�K j _�Li = 1n nXi;j hayiai�K j _ayjaj�Li= 1n nXi;j h i(n) j _ j(n)ihai�K j aj�Li (A.24)Das Integral h�I j ayiaj j �Ji hat den Wert �1, wenn sich die Slater-Determinanten um h�ochstens eine Ein-Teilchen-Funktion unterscheiden, an-dernfalls ist es Null. 134



A.4 Die diskrete Fourier-TransformationEin Zustand jF i kann sowohl im Koordinatenraum als auch im Impulsraumdargestellt werden. Beide Darstellungen F (�) und f(k) sind einander�aquivalent. Der �Ubergang von einer Darstellung in die andere geschiehtdurch Fourier-Transformation. Die Transformations-Gleichungen f�ur diskreteFunktionen lautenF (�p) = 1pnp np2 �1Xq=�np2 f(kq)ei2��pkq=np (A.25)f(kq) = 1pnp np�1Xp=0 F (�p)e�i2��pkq=np (A.26)�p = p�� p = 1; 2; :::; npkq = qnp(��) q = ��np2 � ; :::; 0; :::;�np2 � 1�Die kontinuierliche Fourier-Transformation erlaubt eine exakte Transformationzwischen Koordinaten- und Impulsraum. Die diskrete Fourier-Transformationstellt eine N�aherung der kontinuierlichen Fourier-Transformation dar, und dieG�ute der N�aherung h�angt in starkem Ma� von der zu transformierendenFunktion und der Wahl des �aquidistanten Gitters ab. Die grundlegendenEigenschaften der Fourier-Transformation bleiben bei der Diskretisierungerhalten. Sie sind in Tabelle (A.1) zusammengefa�t.Das AbtasttheoremEine kontinuierliche Funktion ist durch eine diskrete Funktion dann eindeutigdargestellt, wenn das Gitterintervall �� klein genug ist, um den Verlauf derFunktion richtig zu beschreiben. Zur Beschreibung einer Sinusfunktion sindmindestens zwei Funktionswerte pro Periode, je einer im positiven und imnegativen Bereich, notwendig. Die kritische Frequenz einer Sinusfunktion, diedurch ein �aquidistantes Gitter mit dem Abstand �� noch richtig dargestelltwird, ist daher gegeben durch:kc = 12�� (A.27)Sie wird kritische Nyquistfrequenz genannt. Aus dieser �Uberlegung ergibtsich das Abtasttheorem. Wird eine kontinuierliche Funktion F (�) mit demIntervall �� abgetastet und ist die Funktion bandenbegrenzt, d.h. ihreFourier-Transformierte enth�alt keine Frequenzen gr�o�er als die Nyquistfrequenzf(k) = 0 8 j k j� kc (A.28)135



Tabelle A.1: Eigenschaften der diskreten Fourier TransformationFourier Inverse FourierTransformierte Transformiertef(�) () F (k)Linearit�at f(�) + g(�) () F (k) +G(k)c � f(�) () c � F (k)Symmetrie 1npf(�) () F (�k)Ableitungen djf(�)d�j () (i2�k)jF (k)(�i2��)jf(�) () djF (k)dkjSkalierungen f(c � �) () 1j c j F (kc )1j c j f(�c ) () F (c � k)Verschiebungen f(�� j��) () F (k) � exp (�i2� j�� knp )f(�) � exp( i2�� j�knp ) () F (k � j�k)dann ist die Funktion F (�) vollst�andig durch ihre diskreten Werte F (�p)beschrieben und kann somit exakt rekonstruiert werden. Zur numerischenAuswertung ist es notwendig, die Funktion r�aumlich auf einen Bereich Lmit einer endlichen Anzahl von np Funktionswerten zu beschr�anken. F�urraumbegrenzte Funktionen, d.h. f�ur Funktionen, die nur in einem endlichenIntervall von Null verschiedene Werte haben, ist dies problemlos m�oglich.Ist die Funktion F (�) raumbegrenzt, kann ihre Fourier-Transformierte nichtbandenbegrenzt sein. In der Frequenzdarstellung treten also Frequenzengr�o�er als die Nyquistfrequenz j kc j auf [99] [102].Frequenzen in der kontinuierlichen Funktion, die h�oher sind als die Nyquist-frequenz, k�onnen aber durch die diskrete Fourier-Transformation nicht erkanntwerden. Sie werden jedoch nicht einfach ignoriert, sondern werden f�alschlichals Frequenzen interpretiert, die ein Vielfaches der tats�achlichen Frequenzsind und innerhalb des durch die Nyquistfrequenz begrenzten Intervalls136



[�fc ; fc] liegen. Dies f�uhrt zu einer Verzerrung der Frequenzfunktion undwird Banden�uberlappung genannt. Um die Banden�uberlappung gering zuhalten, sollte eine nicht bandenbegrenzte Funktion auf einem entsprechendengen Intervallgitter dargestellt werden [99] [102].Die diskrete Fourier-Transformation verh�alt sich so, als w�urde der dargestellteBereich L der kontinuierlichen Funktion in der diskreten Darstellung peri-odisch wiederholt. Viele Funktionen werden an den Grenzen des abgebildetenBereichs nicht Null, d.h. sie sind nicht raumbegrenzt. Die periodische diskreteFunktion hat dann an den Grenzen jedes Intervalls L Unstetigkeitsstellen.Durch diese Unstetigkeiten erh�alt man zus�atzliche Frequenzkomponenten inder Frequenzdarstellung, die als Seitenschwinger bezeichnet werden. DieserE�ekt l�a�t sich durch die Multiplikation mit sogenannten Fensterfunktio-nen abschw�achen. Sie f�uhren die Funktion an ihren Grenzen gegen Nullund verkleinern so die Unstetigkeit an der Periodengrenze und somit auchdie Seitenschwinger. Allerdings wird durch die Fensterfunktion auch diegew�unschte Frequenzfunktion verbreitert. Generell gilt, je mehr die Seiten-schwinger verkleinert werden, desto verschmierter erscheint die gew�unschteFourier-Transformierte [99] [102] [116].Um ein gute N�aherung zu erhalten sollte also das Gitterintervall klein genuggew�ahlt werden, um Banden�uberlappungen gering zu halten. Au�erdem solltesichergestellt sein, da� die zu transformierende Funktion an den Grenzendes r�aumlichen Bereichs m�oglichst gegen Null gehen oder durch Hilfsfunktio-nen gegen Null gef�uhrt werden, um Seitenschwinger in der transformiertenFunktion zu vermeiden.Die schnelle Fourier-TransformationDie schnelle Fourier-Transformation ist ein Algorithmus, der die diskreteFourier-Transformation e�ektiver als die direkte Transformation erm�oglicht.Die heute benutzten Algorithmen beruhen auf einem L�osungsschema, das1942 von Danielson und Lanczos und unabh�angig von ihnen nochmals imJahr 1965 von Cooley und Tukey entwickelt und beschrieben wurde [99] [102].Die Gleichung (A.26) kann mit �p = p�� und kq = qnp�� geschrieben werdenals f(kq) = 1np np�1Xp=0 W qpF (�p) q = 0; 1; 2; :::; np � 1p = 0; 1; 2; :::; np � 1 (A.29)W ist die komplexe ZahlW = e�i 2��hnp : (A.30)137



F�ur die direkte Berechnung der diskreten Fourier-Transformation ist dienp � np Matrix W pq aufzustellen und mit dem Vektor f(kq) zu multiplizie-ren. Die Matrixmultiplikation erfordert n2p komplexe Multiplikationen. DerRechenaufwand der direkten Fourier-Transformation ist also proportional zuO(n2p).In der schnellen Fourier-Transformation wird die diskrete Transformationder L�ange np als Summe von zwei diskreten Transformationen der L�angenp2 geschrieben. Die eine Summe enth�alt dabei die geraden Punkte derurspr�unglichen Funktion, die andere die ungeraden Punkte.f(kq) = 1np 264np2 �1Xp=0 F (�2p)W 2pq + np2 �1Xp=0 F (�2p+1)W (2p+1)q375= 1np 264np2 �1Xp=0 F (�2p)W 2pq +Wm np2 �1Xp=0 F (�2p+1)W 2pq375= fg(kq) +W qfu(kq) (A.31)fg ist die Fourier-Transformierte der Ordnung np2 der geraden Punkte, fu dieder ungeraden Punkte. Beide Summen lassen sich wiederum in ihre geradenund ungeraden Punkte aufteilen. Man erh�alt vier Fourier-Transformierte fgg,fgu, fugund fuu der L�ange np4 . Unter der Voraussetzung, da� np eine Potenzvon Zwei ist, l�a�t sich die urspr�ungliche Fourier-Transformation von npPunkten damit in np Fourier-Transformationen von einem Punkt �uberf�uhren.Diese entspricht einem diskretem Wert der urspr�unglichen Funktionfguugu:::u(kq) = F (�p) (A.32)Schreibt man den Index der Fourier-Transformierten als bin�are Zahl, indemg = 0, u = 1 gesetzt wird, und kehrt die Reihenfolge um, erh�alt man p alsbin�are Zahl, da das Hintereinanderausf�uhren der Teilung in die geraden undungeraden Punkte der Abfrage der Bitsequenz von p entspricht.Die Struktur des schnellen Fourier-Transformations Algorithmus ist dannfolgender: Erstens sortiere den Vektor F (�p) in bitumgekehrter Reihenfolge.Zweitens kombiniere die 1-Punkt-Transformierten zu 2-Punkt-Transformierten,dann zu 4-Punkt-Transformierten. Nach log2 np Kombinationen erh�alt man dienp-Punkte-Transformierte. Jede Kombination erfordert einen Rechenaufwandvon np komplexen Multiplikationen. Der Gesamtrechenaufwand ist demnachproportional np log2 np [102]. F�ur die schnelle Fourier-Transformation gibtes mehrere Varianten. Sie beruhen jedoch alle auf dem hier vorgestelltenSchema [99]. 138
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