Fine Verbindung

zwischen quasi-erblichen Algebren
und
lokalen, selbstinjektiven Algebren

Daiva Pucinskaité

DISSERTATION ZUR ERLANGUNG DES DOKTORGRADES
DER FAKULTAT FUR MATHEMATIK

UNIVERSITAT BIELEFELD

SEPTEMBER 2009



1. Gutachter: Prof. Dr. Dr. phil.h.c. Claus Michael Ringel

2. Gutachter: Prof. Dr. Rolf Farnsteiner

Datum der miindlichen Priifung: 19. Oktober 2009



» ... war ich mir doch fast schon sicher, dass
alle tempordren und lokalen Lebensthemen
nur Derivate des Abstrakten sind. «

Roland Hiils

Gedruckt auf alterungsbesténdigem Papier nach ISO 9706.



INHALTSVERZEICHNIS

Einleitung 1
1 1-quasi-erbliche Algebren 5
1.1 Grundlagen und Bezeichnungen . . . . . . . . ... ... ... ... ... .. D
1.1.1  Algebren und Moduln . . . . . ... ... 0oL 6

1.1.2  Quasi-erbliche Algebra . . . . . ... . ... oo 13

1.2 1-quasi-erbliche Algebra . . . . . . . .. ..o o 15
1.2.1 Definition . . . . . .. . 15

1.2.2 Beispiele . . . . . .. 18

1.3 Eigenschaften einer 1-quasi-erblichen Algebra . . . . . .. ... .. ... .. 22
1.4 Unter- und Faktormoduln von P(n) mit distributiven Verbénden . . . . . . . 25

2 Eine Basis einer 1-quasi-erblichen Algebra 29
2.1 Kocher einer 1-quasi-erblichen Algebra . . . . . . . . .. ... ... .. 29
2.2 Relationen . . . . . . . 31
2.3 Basis B(A) einer 1-quasi-erblichen Algebra A . . . . . ... ... ... ... 33
2.4 A- bzw. V-Filtrierungen von P(j) . . . . . . . . . ... 42
2.5 Struktur des charakteristischen Kippmoduls . . . . . . ... ... ... ... 48

3 1-quasi-erbliche Algebren und lokale, selbstinjektive Algebren 54
3.1 Einftthrung . . . . . . . .. b4

3.2 Struktur von P(n) als Ends(P(n))-Modul . . . . .. .. ... ... 57
3.3 Eine Basis von End4(P(n)) mit der Eigenschaft || . . . . .. ... ... .. 61
3.4 Doppelt zentrierende Eigenschaften . . . . . . ... ... ... ... ... .. 64
3.5 1-quasi-erbliche Algebren und kommutative, selbstinjektive Algebren. . . . . 67
Abschliefiende Bemerkung 74

Literaturverzeichnis 81



Einleitung

Ein grofler Bereich der Darstellungstheorie befasst sich mit der Klassifikation der Darstel-
lungen bzw. Moduln einer Algebra. Es geht um die Beschreibung von Operationen einer
Algebra auf einem Vektorraum, die ihm eine Modul-Struktur verleihen. Einen wichtigen
Platz in diesem Zusammenhang nehmen endlich dimensionale assoziative K-Algebren {iber
einem algebraisch abgeschlossenen Kérper K an. Die Klassifikation von (unzerlegbaren) Dar-
stellungen von endlich dimensionalen K-Algebren steht in Verbindung zu ihrer Struktur.
Man befasst sich vorwiegend mit der Einteilung von endlich dimensionalen K-Algebren in
drei Typen. Zum einen mit K-Algebren von endlichem Darstellungstyp, sie haben bis auf Iso-
morphie endlich viele unzerlegbare Moduln. Zum anderen mit K-Algebren vom unendlichen
Darstellungstyp, wenn sie bis auf Isomorphie unendlich viele Moduln haben. Die Letzteren
teilt man in K-Algebren vom zahmen Darstellungstyp (mit einer gewissen Parametrisierung
aller unzerlegbaren Moduln) und in K-Algebren vom wilden Darstellungstyp.

Nach der Morita-Theorie existiert zu jeder endlich dimensionalen K-Algebra A (bis auf
Isomorphie) genau eine Basis-Algebra A. Die Kategorie mod-A von endlich dimensionalen
(links) A-Moduln ist zu der Kategorie von endlich dimensionalen (links) A-Moduln mod-A
aquivalent. Die Struktur einer Basis-Algebra und deren Moduln kann durch sogenannte K-
cher und Relationen dargestellt werden. Sie liefern die wichtigsten Informationen zu der
Kategorie von A-Moduln (der Kocher von A ist eindeutig bestimmt, es gibt aber mehrere
Mengen dazugehoriger Relationen, deren Elemente erzeugen dasselbe Ideal der Wegealgebra
zum Kocher von A). Aufgrund der Aquivalenz von mod-A und mod-A vereinfacht sich die
Beschreibung von A-Moduln, indem entsprechende A-Moduln betrachtet werden. Koécher
und Relationen, die A darstellen, nennt man dann Kécher und Relationen von A.

Besteht die Menge der Relationen von A nur aus dem 0-Element, so spricht man von einer
erblichen K-Algebra (die erblichen K-Algebren vom endlichen und zahmen Darstellungstyp
sind bereits klassifiziert, ebenso deren unzerlegbare Moduln).

Erbliche K-Algebren sind eine Unterklasse von quasi-erblichen K-Algebren, die von Cline,
Parshall und Scott definiert wurden |CPS]. Spezifisch fiir quasi-erbliche K-Algebren ist, dass
beziiglich einer Halbordnung auf der Menge der Punkte des zugehorigen Kéchers sogenannte
Standard- bzw. Kostandardmoduln bestimmt werden. Weiterhin besitzen alle projektiven
bzw. injektiven Moduln eine A- bzw. V-Filtrierung, deren Kompositionsfaktoren Standard-
bzw. Kostandardmoduln sind.

Quasi-erbliche K-Algebren wurden im Zusammenhang mit dem Studium zur Kategorie O
von einfachen komplexen endlich dimensionalen Lie-Algebren definiert, die von Bernstein,
Gelfand, Gelfand eingefiihrt wurde [BGG1|. Jeder Block der Kategorie O(g) (hier ist g eine
einfache endlich dimensionale komplexe Lie-Algebra) kann als Modulkategorie einer Basis-
Algebra beschrieben werden [So|, d.h. einer C-Algebra Ay(g), die durch einen Kocher und
Relationen dargestellt wird, welche mit A\, dem héchsten Gewicht eines unzerlegbaren Blocks
von O(g), zusammenhéngt. Die Punkte des Kochers von A, (g) korrespondieren mit den Ele-
menten der Faktorgruppe W (g)/W(g), der zu g gehérenden Weyl-Gruppe W (g). Weiterhin
induziert die Bruhat-Ordnung auf den Elementen von W (g) eine Halbordnung auf den Punk-
ten des Kochers. Beziiglich dieser Halbordnung ist die C-Algebra A,(g) quasi-erblich mit
einer Dualitit auf mod-A,(g), die die einfachen Moduln festhélt, also eine sogenannte BGG-
Algebra. Sind zwei Elemente dieser Faktorgruppe bzgl. der Bruhat-Ordnung benachbart, so
sind die korrespondierenden Punkte des Kochers mit zwei Pfeilen in entgegengesetzten Rich-
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tungen miteinander verbunden. Sind w und w’ in W (g)/W,(g) nicht benachbart, dann gibt
es zwar einige Methoden fiir die Bestimmung der Verbindungen zwischen den entsprechen-
den Punkten im Ko6cher, dennoch gibt es keinen expliziten Ausdruck, der die Anzahl der
Pfeile von 7, nach 7, fiir jede einfache Lie-Algebra g beschreibt. Diese Anzahl steht jedoch
in einem direkten Zusammenhang mit den Multiplizitdten in einer Jordan-Hoélder-Reihe
von Standard- und in einer A-Filtrierung von projektiven unzerlegbaren Moduln. Daraus
entstand die Idee, diejenigen Faktoralgebren von Ay(g) zu betrachten, die von den Unterko-
chern des Kochers von A, (g) (und den zugehorigen Relationen) beschrieben sind, von denen
nur die benachbarten Punkte verbunden sind. Ein besonderer Aspekt solcher C-Algebren
ist, dass sie mit der induzierten Halbordnung auch quasi-erbliche BGG-Algebren sind und
jeder "erlaubte" einfache bzw. Standardmodul in einer Jordan-Hélder-Reihe bzw. einer A-
Filtrierung jedes Standard- bzw. jedes projektiven unzerlegbaren Moduls genau ein Mal
vorkommt. Begrenzt man die Betrachtung auf jene Algebren, fiir die genau ein minimales
und genau ein maximales Element beziiglich der vorhandenen Halbordnung existiert, so
stellt sich eine bemerkenswerte Figenschaft von projektiven bzw. Standardmoduln heraus,
die an das maximale bzw. minimale Element gekniipft ist: Eine projektive Decke eines ein-
fachen Moduls S, der zu dem maximalen Element korrespondiert, ist auch seine injektive
Hiille und alle projektiven unzerlegharen Moduln sind Untermoduln von ihm, d.h. der So-
ckel jedes projektiven unzerlegharen Moduls ist zu S isomorph. Und alle Standardmoduln
sind Untermoduln von dem zum minimalen Punkt korrespondierenden Standardmodul.
Dies fiihrte zu erweiterten Betrachtungen aller (endlich dimensionalen) quasi-erblichen K-
Algebren A, fiir die

e beziiglich der gegebenen Halbordnung auf den Punkten des Kochers genau ein mini-
males und genau ein maximales Element existiert,

o fiir die die Multiplizitdten aller "erlaubten" einfachen bzw. Standardmoduln in ei-
ner Jordan-Hélder-Reihe von Standard- bzw. in einer A-Filtrierung von projektiven
unzerlegbaren A-Moduln immer gleich 1 sind,

e der Sockel jedes projektiven unzerlegbaren A-Moduls zu dem einfachen Modul iso-
morph ist, der zu dem maximalen Punkt korrespondiert und

e jeder Standard- bzw. Kostandardmodul ein Unter- bzw. Faktormodul des Standard-
bzw. Kostandardmoduls ist, der zu dem minimalen Punkt korrespondiert.

K-Algebren mit diesen Bedingungen werden in dieser Arbeit 1-quasi-erblich genannt. IThnen
gilt das Hauptinteresse unserer weiteren Betrachtungen.

Das nachfolgende Bild visualisiert den symbolischen Platz der Klasse von 1-quasi-erblichen
K-Algebren in der Welt aller (endlich dimensionalen) K-Algebren. Es zeigt, dass die 1-quasi-
erblichen K-Algebren bis auf K-Algebra K nicht erblich sind und damit gewinnen gewisse
Umformungen von Relationen an Bedeutung. Bemerkenswert ist zwar auch, dass sich ihr Be-
reich iiber alle drei Ebenen der Darstellungstypen erstreckt, darauf gehen wir hier aber nicht
weiter ein. Es existieren auch Schnittstellen mit anderen Unterklassen von quasi-erblichen
K-Algebren wie z.B. Auslander Algebren, BGG-Algebren, Schur-Algebren und auch die die
Kategorie O beschreibenden Algebren. Diese Thematik wird in dieser Arbeit jedoch nicht
weitergehend behandelt (und auch im Bild nicht visualisiert).
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Endlich dimensionale K -Basis-Algebren mit einer
Halbordnung auf den Punkten des zugehorigen Kdchers

Algebren vom endlichen
Darstellungstyp

«— Algebren vom zahmen
Darstellungstyp

Algebren vom wilden
Darstellungstyp

Erbliche K-Algebren
Quasi-erbliche K-Algebren —
1-quasi-erbliche K-Algebren

Die Darstellungstheorie ist mit verschiedenen mathematischen Gebieten thematisch verbun-
den und schafft damit Briicken. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine Verbindung zwischen
der Klasse der 1-quasi-erblichen K-Algebren sowie von lokalen, selbstinjektiven K-Algebren
herzustellen. Wir werden zeigen, dass sich fiir jede 1-quasi-erbliche K-Algebra A eine end-
lich dimensionale, lokale, selbstinjektive K-Algebra L(A) und eine Basis £(A) zuordnen

lésst, so dass A = Endp,a) <®be£ L(A) - b) gilt. Die K-Algebra L(A) ist die Endomor-

phismenalgebra des projektiven unzerlegbaren A-Moduls der zu dem maximalen Punkt des
Kochers von A korrespondiert und die Basis £(A) erfiillt folgende Eigenschaft: Die Halb-
ordnung < induziert eine Halbordnung auf die Elemente von £(A), fir jedes b € £(A) gilt
rad (L - b) = Zb/eﬁ(A) L-b" und es gibt ein b in £(A) mit der Eigenschaft L-b = L(A). Wenn

eine Basis einer endhch dimensionalen, lokalen, selbstinjektiven K-Algebra zusammen mit
einer Halbordnung < die o.g. Eigenschaft besitzt, dann bezeichnen wir sie mit .

Das wichtigste Resultat dieser Arbeit zeigt, dass diese Zuordnung eine Bijektion zwischen
1-quasi-erblichen K-Algebren mit der Dualitdt D, und einer Klasse von lokalen, selbstin-
jektiven K-Algebren, die Basen mit der Eigenschaft besitzen, liefert (die Dualitat D,
wird von einem Antiautomorphismus € induziert, der die Pfeile in dem Ké&cher einer 1-quasi-
erblichen K-Algebra vertauscht):

1-quasi-erblichen K-Algebren kommutativen, lokalen, selbstinjektiven

Isomorphieklassen von Aquivalenzklassen von endlich dimensionalen
mit der Dualitat D, K-Algebren und Basen mit der Eigenschaft

[EndL (@L-b)] —  [L,(£,3)]

bel



Der Beweis dafiir basiert auf den Theoremen von Tachikawa [T] und Dlab, Heath und Marko
[IDHM].

Im ersten Kapitel werden die grundlegenden Begriffe aus der Modultheorie eingefiihrt und
solche Eigenschaften beschrieben, die in dieser Arbeit verwendet werden. Die Beweise dafiir
sind in der allgemeinen Literatur zu finden oder leicht zu verifizieren. Weiterhin wird eine
1-quasi-erbliche K-Algebra definiert und es werden einige Beispiele gezeigt, die zur Illustra-
tion von verschiedenen Aussagen iiber die 1-quasi-erblichen K-Algebren eingesetzt werden.
Aus den Eigenschaften, die im ersten Kapitel beschrieben sind, werden im Kapitel 2 der
Kocher und einige Relationen einer 1-quasi-erblichen K-Algebra ermittelt. Dabei spielen
sogenannte steigende und fallende Wege eine Hauptrolle. Es zeigt sich, dass sich aus die-
sen Wegen eine Basis einer 1-quasi-erblichen K-Algebra bestimmen lésst, die die Struktur
von projektiven unzerlegbaren Moduln als Moduln der eigenen Endomorphismenalgebra
wiederspiegelt. Aufserdem kénnen mit Hilfe dieser Basis alle A- bzw. V-Filtrierungen von
projektiven bzw. injektiven unzerlegbaren Moduln bestimmt werden und einige Aussagen
iiber den charakteristischen Kippmodul, der auch einen wichtigen Platz in der Theorie von
quasi-erblichen K-Algebren einnimmt, gemacht werden.

Die Verbindung zwischen 1-quasi-erblichen K-Algebren und lokalen, selbstinjektiven K-
Algebren wird in Kapitel 3 beschrieben. Somit folgt aus der bereits erwéahnten Zuordnung,
dass die Klassifikation von 1-quasi-erblichen K-Algebren in einer Beziehung zur Klassifika-
tion von endlich dimensionalen, lokalen, selbstinjektiven K-Algebren steht.

Abschliefsend werden einige Konstruktionsverfahren beschrieben, die zeigen, dass die Klasse
von 1-quasi-erblichen K-Algebren und auch die der (kommutativen) lokalen, selbstinjekti-
ven K-Algebren derzeit nicht einfach zu beschreiben ist.

HERZLICHER DANK: Ich danke meinen Mentoren Herrn Prof. Dr. Rolf Farnsteiner und
Herrn Prof. Dr. Dr. phil.h.c. Claus Michael Ringel fiir ihre wichtigen Hinweise und hilfrei-
chen Anmerkungen.



KAPITEL 1

1-quasi-erbliche Algebren

In diesem Kapitel betrachten wir eine Unterklasse von quasi-erblichen K-Algebren, die wir aufgrund
ihrer spezifischen Eigenschaften 1-quasi-erblich nennen werden. Sie sind der Hauptgegenstand die-
ser Arbeit und werden im zweiten Abschnitt definiert. Um ein erstes Interesse fiir die Thematik
anzuregen, betrachten wir einige Beispiele und Gegenbeispiele.

Das Mafigebende der 1-quasi-erblichen K-Algebren liegt in den Bedingungen der Standard- sowie
projektiven unzerlegbaren Moduln, die in der Definition gestellt werden. Im dritten Abschnitt wer-
den einige daraus folgende Eigenschaften abgeleitet, die wichtige Informationen {iber die Struktur
einer 1-quasi-erblichen Algebra liefern.

Aus der Definition von 1-quasi-erblichen K-Algebren folgt, dass die Betrachtung einer solchen
Algebra A auf die Betrachtung eines A-Moduls reduziert werden kann. Um die Besonderheiten
dieses Moduls deutlicher zu machen, betrachten wir im vierten Abschnitt einige seiner Unter- und
Faktormoduln.

1.1 Grundlagen und Bezeichnungen

Zum Verstandnis der Thematik werden allgemeine Kenntnisse in der Modultheorie voraus-
gesetzt und fiir die Verwendung der Grundbegriffe in der Darstellungstheorie wird auf [ARS],
[ASS], [R1] verwiesen.

Im Rahmen eines kurzen Exkurses in die allgemein bekannte Terminologie werden wir ne-
ben Begriffen, die fiir unsere Betrachtungen besonders relevant sind, auch neue Notationen
einfiihren, die in der gesamten Arbeit Verwendung finden.

Mit K wird stets ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik 0 bezeichnet.
Alle Objekte, die im Bezug zu einem Korper definiert sind, sind als Objekte iiber K zu
verstehen. Mit einer Algebra bezeichnen wir immer eine assoziative, endlich dimensionale
K-Algebra mit einem Einselement. Hauptséchlich betrachten wir die Objekte aus mod-A,
der Kategorie der endlich dimensionalen links A-Moduln. Deshalb beschéftigen wir uns
meistens mit der zu A gehorenden Basis-Algebra A, denn mod-A und mod-.A4 sind bekannt-
lich (Morita) dquivalent. Jede endlich dimensionale Basis-Algebra iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Koérper ist durch einen sogenannten Kécher mit Relationen darstellbar. Die
Betrachtung der Moduln einer solchen K-Algebra ist auch eng mit dem K&cher und dessen



Grundlagen und Bezeichnungen

Relationen verbunden, die sie darstellen.

Fiir eine Menge A bezeichnen wir mit |A| ihre Kardinalitét. Sind n,m € N mit m < n,
dann bezeichnen wir mit [m, n] die Menge {i € N | m <i < n}. Durch die Pfeile < bzw. —
betonen wir die Injektivitat bzw. Surjektivitéit einer Abbildung.

1.1.1 Algebren und Moduln

Die ausfiihrliche Beschreibung und weitere Details der hier eingefiihrten Begriffe aus der Darstel-
lungstheorie sind in [ARS], [AF], [Ma| zu finden.

Gebundene Algebra. Ein Kocher () besteht aus einer Menge von Punkten )y und ei-
ner Menge von Pfeilen (); und zwei Funktionen s,e : ()1 — )y die jedem Pfeil o seinen
Anfangspunkt s(a), bzw. Endpunkt e(a) zuordnet, d.h. s(a) < e(a) (so ist ein Kocher ein
orientierter Graph ohne jegliche Einschrankungen beziiglich der Anzahl von Punkten und
Pfeilen, sowie der Pfeilrichtungen und Muster der verbindenden Punkte). In dieser Arbeit
werden nur endliche Kécher vorkommen, d.h. solche, in der )y und ¢); endliche Mengen
sind.

Ein Weg w, der im Punkt i startet und im Punkt j endet, ist eine Sequenz von Pfeilen
w = (ilag, ag,...,a,]j), wobeil ai € @ und s(ay) = i, e(ay,) = j, e(ay) = s(agyq) fiir
alle k£ € [1,n — 1]. Die Anzahl von Pfeilen in der Sequenz, also n, ist die Ldnge von w.
Die Wege der Lange 0 heifsen trivial, sie sind durch die Menge der Punkte (), parametri-
siert, d.h. {e; = (i|]7) | i € Qo} ist die Menge der trivialen Wege. Die Wege der Lénge
1 sind die Elemente aus @);. Manchmal verwenden wir fiir den Weg w die Bezeichnung

a2 Op—

w = (z “os(ag) B - s(a,) B j). Ist ay, fir alle k € [1,m] der einzige Pfeil aus @4,
der die Punkte s(ay) und e(ay) verbindet, dann verwenden wir fiir den Weg w die Bezeich-
nung w = (s(ay),s(az), - ,s(ayn),e(a,)). Wenn Missverstiandisse beziiglich der Punkte-
Bezeichnungen ausgeschlossen werden konnen, wird auf die Komas zwischen den Punkten
verzichtet. Ein K-Vektorraum K () mit der Menge aller Wege von () als einer Basis und der
Verkniipfung

fir w = (ilag, ag, ..., aplg) und w' = (|51, Ba, - . ., Bur|7) gilt

. . g
(2‘04170427'"704m7ﬁ17"'7ﬁn’|.7 )7 wenn @ = 7j,
, w, wenn w = e;
wWoew = ,
w, wenn w = ey
0 sonst

ist eine assoziative K-Algebra mit dem Einselement 1 = jcQo €+ Sie nennt man die Wege-
algebra, zu Q. Sei KQ1™ der von den Wegen der Linge > n aufgespannte Untervektorraum
von K@, wobei n € Ny. Offensichtlich ist KQ™™ ein Ideal von K. Ein Ideal I von KQ
heiflt zulissig, wenn KQ1t" C 1 C KQ™2 fiir ein n > 2. Zuldssige Ideale werden meistens
durch ihre Erzeuger oder Relationen festgelegt. Eine Relation p in I ist eine Linearkombi-
nation von Wegen wy,...,w,, der Lange > 2 mit s(w;) = s(w;), e(w;) = e(w;) fiir alle
i,j € [1,m],dh. p=>"" X\ -w;, dabei sind \; Skalare aus K mit \; # 0 fiir alle ¢ € [1,m].
Wenn m = 1, dann heifst eine solche Relation 0-Relation; wenn m = 2 und A\; = 1 sowie
Ay = —1, so nennt man eine solche Relation Kommutativitatsrelation. Ein zulissiges Ideal 1
ist von endlich vielen Relationen py, ..., p. erzeugt, d.h. I = (py, ..., p,). Die Faktoralgebra
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Grundlagen und Bezeichnungen

KQ/T1=KQ/{p1,...,p-) nennt man gebundene K-Algebra des Kochers () mit Relationen
p1,- -, pr oder die durch das Paar (@, 1) dargestellte Algebra (oder auch die durch den Ko6-
cher @ mit Relationen p1, ..., p, gegebene Algebra).

Manchmal wird eine Relation p = > | A;-w; durch Zgi AW = — A wy, fiir ein k& € [1,m)]
ausgedruckt (ist p eine Kommutativitétsrelation, so schreiben wir w; = ws). Die Restklassen
w + I sind Wege aus KQ/I, die wir mit w bezeichnen werden.

Moduln. Sei A eine K-Algebra, die durch das Paar (Q,I) festgelegt ist. Wie wir wissen,
besteht eine A-Darstellung oder ein A-Modul M aus den endlich dimensionalen Vektorrau-
men {M; | j € Q} und den linearen Abbildungen {gpa t Mga) — M) | a0 € Ql}, so dass

fiir jede Relation p = >")" | Ay - wy, mit wy = (ilal® ol . ,aﬁfﬂj) gilt:

T
A . o O---0 o — O
> A (e ol Pl © P it
k=1

Fir M als einen K-Vektorraum gilt dann M = EBjer M; und fiir die Operation von
KQ/1 auf M (es gilt (,u) — @q(u) fiir uw € M) verwenden wir die Bezeichnung w - u
(durch das Element vor dem wu sollte die Verwechslung mit der skalaren Multiplikation
(A, u) — X -u, hier A € K ausgeschlossen werden). Ein Untermodul M’ von M ist auch ein
A-Modul mit Mj € M; und @a (M) S M. Fir den zugehorigen Faktormodul M /M’
gilt (M/M'"); = M;/M; und B, (u+ M) = pa(u) + M’ fiir alle j € Qo sowie a € Q1.

Die Menge aller Untermoduln von M bezeichnen wir mit UM(M) und mit UM(M | M")
bezeichnen wir die Menge aller Untermoduln von M, die den Untermodul M’ enthalten. Die
Zuordnung UM(M | M') — UM(M/M’') mit U — U/M’ ist offensichtlich eine bijektive
Abbildung. Ein A-Modul M # 0 heifst einfach, wenn UM(M) = {M,0}. Dies ist genau
dann der Fall, wenn dimg M = 1, d.h. fiir ein j € Q) gilt dimgM; = 1 und dimgM; = 0 fiir
alle 1 € Qo\ {j} sowie ¢, = 0 fiir alle @ € @Q;. Alle A-Moduln mit dieser Eigenschaft sind
zueinander isomorph. Einen Représentanten aus dieser Klasse bezeichnet man mit S(j),
damit ist jeder einfache A-Modul zu einem Modul aus {S(j) | j € Qo} isomorph.

Ein Untermodul M’ von M ist mazimal, wenn der Faktormodul M /M’ einfach ist. Der
Schnitt aller maximalen Untermoduln von M ist Radikal von M und wird mit radM be-
zeichnet. Den Faktormodul M /radM nennt man den Kopf von M und bezeichnet ihn mit
topM. Die Summe aller einfachen Untermoduln von M ist Sockel von M und wird mit
socM bezeichnet.

Eine Filtrierung von M ist eine Kette von Untermoduln ¥ : 0 = Uy Cc U; C --- C
Up-1 C U, = M und Uy/Ug_; fir alle k € [1,n] sind die Faktoren dieser Filtrierung.
Wir verwenden in dieser Arbeit auch folgende Verbindungen zwischen den Kopfen bzw.
den Sockeln der Kompositionsfaktoren und M, ndmlich topM ist zu einem Summand von
D;._, top (U /Uk_1) und socM zu einem Summand von ;. _, soc (Uy/Uk_1) isomorph.
Der Tupel (dimg(M;))jeq, € N(‘)Q()' ist der Dimensionsvektor von M = P, M; und
seine Dimension dimxgM = } .o dimg(M;). Die j-te Koordinate dimy(M;) bezeichnen
wir mit [M : S(j)]. Die Dimensionsvektoren der Kompositionsfaktoren von F stehen mit
dem Dimensionsvektor von M in der Beziehung [M : S(j)] = > ;_,[Ux/Uk—1 : S(j)]
zueinander. Somit gilt auch dimgM = Y3 > "o [Us/Us-1: S(j)], oder anders gesagt
dimgM = >} _, dimg (Uy/Uj_1). Sind die Faktoren einer Filtrierung einfache A-Moduln,
dann heiflt so eine Kette Jordan-Hoélder-Reihe. In diesem Fall gilt n = dimxgM und die
Anzahl der zu S(j) isomorphen Faktoren ist dimg (M;) = [M : S(j)].
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Grundlagen und Bezeichnungen

Sei u ein Element von M, dann bezeichnen wir mit (u) den von u erzeugten Untermodul
von M. Es gilt also (u) = A-u = {a-u|a€ A} (mit den so gewédhlten Klammern ver-
weisen wir auf einen links A-Modul). Ein Untermodul M’ von M heifst lokal, wenn rad M’
der einzige maximale Untermodul von M’ ist, d.h. wenn topM’ einfach ist, anders gesagt
topM’ = S(j) fir ein j € Q. In so einem Fall existiert ein Element u € M;, das M’
erzeugt. Die Umkehrung gilt auch: Fiir jedes v € M; mit u # 0 ist (u) ein lokaler Un-
termodul von M mit (u) /rad (u) = S(j). Die Menge aller lokalen Untermoduln von M
mit einem Kopf, der zu S(j) isomorph ist, bezeichnen wir mit Lok(M | S(j)). Es gilt also
Lok(M | S(j)) = {(u) | v € M;, u # 0} (hier ist zu bemerken, dass nicht jedes von Null ver-
schiedene Element aus M einen lokalen Untermodul von M erzeugt). Jeder A-Modul M ist
eine Summe seiner gewissen lokalen Untermoduln. Wenn M = """ | L;, wobei alle L; lokal
sind und L;, & Z%i L; fiir alle k € [1,n] gilt, dann nennen wir den Ausdruck dieser Summe

(bis auf Permutation der Summanden) einen reduzierten Ausdruck von M. Ist auferdem u;
ein erzeugendes Element von L; fiir jedes i € [1,n], dann ist {us, ..., u,} ein unverkiirzbares
Erzeugendensystem von M. Eine Summe )" | L; ist genau dann ein reduzierter Ausdruck
von M, wenn topM = @, topL;. In diesem Fall gilt auch radM = >""  radL;.

Wir werden in dieser Arbeit weitere Eigenschaften verwenden, die in folgenden speziellen
Féllen leicht zu verifizieren sind:

e Sei L € {Ly,...,L,}, dann ist L genau dann ein Summand jedes reduzierten Aus-
drucks von M, wenn jeder Untermodul U € Lok(M | topL) ein Untermodul von L
ist. Gilt diese Eigenschaft fiir jeden Ly mit 1 < k < n, dann hat M genau einen redu-
zierten Ausdruck. Die lokalen Untermoduln Ly, ..., L, von M mit der oben genann-
ten Eigenschaft sind in so einem Fall eindeutig bestimmt und die einfachen Moduln
topLy, ..., topL, sind paarweise nicht isomorph (die Umkehrung gilt allgemein nicht).

e Sind topl,,...,topL, paarweise nicht isomorph, dann hat M genau n maximale Un-
termoduln M, ..., M, mit M, = radL, + 2%1 L; fiir alle k € [1,n].
1#k

e Sei M’ ein Untermodul von M mit top(M/M') = S(iy) @ -+ @& S(ip), dann gilt
{i1, ... yim} € {1,...,n}. Wenn m = n, dann ist M’ ein Untermodul von radM. Wenn

m # n, dann gilt entweder M’ = 3" 1<i<n  L; oder es existieren lokale Untermoduln
iZ{i1,...s im }

Ly, ..., L, von M', so dass der Ausdruck M’ = Zie{lilgig?m} L;+3%",_, L} reduziert ist.
Projektive und injektive A-Moduln. Die "wichtigsten" lokalen A-Moduln sind die
projektiven unzerlegbaren A-Moduln. Zu jedem j € Q) gibt es (bis auf Isomorphie) genau
einen projektiven unzerlegbaren A-Modul, der mit P(j) bezeichnet wird. Der A-Modul P(y)
ist der von dem trivialen Weg e; erzeugte Untermodul von A als A-Modul (P(j) =A-e; =
(e;)). Eine maximale linear unabhéngige Menge von Wegen aus A, die im Punkt j starten,
bildet eine Basis von P(j). Der zum Punkt i € @)y korrespondierende K-Vektorraum P(j);
von P(7) ist der von den Wegen von A, die in j starten und in ¢ enden, aufgespannter K-
Vektorraum und damit zu e; - A-e; isomorph. Wie bereits erwéhnt, erzeugen solche Wege die
Untermoduln aus Lok(P(j) | S(i)). Sie stehen somit in Verbindung mit den Relationen aus I:
Wenn fiir wi, we € {w € KQ | s(w) = j, e(w) =i}, gilt (w1) = (wq) in KQ/I, dann existiert
ein ¢ € K* und eine Linearkombination w von Wegen aus {w € KQ | s(w) = j, e(w) =i}
mit wy = ¢ - wy + w oder anders ausgedriickt wy; — ¢ - wy — W € I, dabei gilt w € rad (w).



Grundlagen und Bezeichnungen

Jeder Weg w aus {w € A | s(w) = j, e(w) =i} beschreibt einen A-Homomorphismus f,
von P(i) nach P(j):

fo: PG —  P()

a-e; = a-w-ey,

Insbesondere gilt Imf, = (w) € Lok(P(j) | S(i)). Ist also {wy,...,w,} eine Basis von
P(j);, dann existieren fiir jedes f € Homu (P(i), P(j)) eindeutig bestimmte Ay, ..., A\, € K
mit f =31 A+ fuy-

Sind ay,...,q, die Pfeile in @y, die in j starten, dann gilt radP(j) = > ,_, Imf,, und
top (radP(j)) = @;_, S(e(ay)). Die Anzahl der Pfeile also, die in j starten und in ¢ en-
den ist gleich der Anzahl der zu S(i) isomorphen direkten Summanden von top (radP(j)).
Aukerdem gilt fiir jeden A-Modul M Folgendes: Sei w € M;\ {0}, dann gilt rad (w) =
Dot (au - w).

Jeder A-Modul ist ein Faktormodul einer direkten Summe von gewissen projektiven unzer-
legbaren A-Moduln: Wenn topM = @;_, S(ix), dann existiert eine Surjektion @, _, P(ix) —
M und @@, _, P(ix) heift projektive Decke von M. Insbesondere ist P(j) eine projektive De-
cke eines jeden A-Moduls U mit topU = S(j) und damit ist jeder lokale A-Modul ein
Faktormodul eines projektiven unzerlegbaren Moduls. Aufterdem ist die K-Algebra A als
A-Modul zu ¢, P(j) isomorph.

Zu jedem j € Qg existiert (bis auf Isomorphie) genau ein injektiver unzerlegbarer A-Modul,
der mit I(j) bezeichnet wird. Ein A-Modul M mit einem zu @, _, S(ix) isomorphen Sockel
ist ein Untermodul von I(M) := €D _, I(ix). Der Modul I(M) heilt injektive Hiille von M.
Analog dazu ist jeder A-Modul mit einem einfachen Sockel ein Untermodul eines injektiven
unzerlegbaren A-Moduls und jeder A-Modul ist ein Untermodul einer direkten Summe von
gewissen injektiven unzerlegbaren A-Moduln.

Einen A-Modul M nennt man treu, wenn alle projektiven unzerlegbaren A-Moduln Unter-

moduln von einer direkten Summe von Kopien von M sind, d.h. wenn A als A-Modul zu

einem Untermodul von M @ --- @ M fiir ein m € N isomorph ist. Ein treuer A-Modul M
—_—

m—mal

ist minimal, wenn er ein direkter Summand jedes treuen A-Moduls ist. Hat eine K-Algebra
A einen minimalen, projektiven, injektiven, treuen A-Modul, dann heifst sie QF-3 Algebra
(sie wurde von R.M.Thrall definiert).

Ein mit S(j) bzw. P(j) und I(j) bezeichneter A-Modul ist mit seinen Eigenschaften bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt. Deshalb werden wir ihn bei unseren Betrachtungen als der

zu j korrespondierende einfache bzw. projektive unzerlegbare und injektive unzerlegbare
A-Modul bezeichnen.

Untermodul-Diagramm. Die Struktur eines A-Moduls M kann durch das zu der Halb-
ordnung (UM(M), C) gehorige Hasse-Diagramm verdeutlicht werden. Die Visualisierung
verlauft in folgender Weise: Jeder Untermodul U von M wird durch einen Punkt reprisen-
tiert, der auf der Ebene dimygU der Moduln-Léngen-Skala liegt. Zwei Punkte, die U und U’
reprasentieren werden genau dann mit einer Linie verbunden, wenn U’ ein maximaler Unter-
modul von U ist oder wenn U ein maximaler Untermodul von U’ ist. Angenommen U’ C U,
dann symbolisiert diese Linie die Inklusion U’ < U. In diesem Fall gilt dimxU = dimxU’'+1
und die den Modul U bzw. U’ reprisentierenden Punkte befinden sich auf der (dimxU)-ten
bzw. (dimgU’)-ten Ebene auf der Modul-Léngen-Skala, d.h. die abwérts gehenden Lini-
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en aus einem Punkt verbinden den Punkt von U mit den Punkten, die seine maximalen
Untermoduln reprasentieren. Die Struktur des Diagramms erhilt insbesondere durch die
Verwendung der Farben eine gewisse Transparenz. Jedem Punkt des Kochers ordnen wir
jeweils eine Farbe zu. Wenn U/U’ = S(j), dann hat die Linie von U’ — U die Farbe
des Punktes j. Auf diese Weise verdeutlichen wir die einfachen Kompositionsfaktoren jeder
Jordan-Holder-Reihe, die in dem Untermodul-Diagramm zu finden ist. Sind gewisse Un-
termoduln von M durch die Elemente des Korpers K parametrisiert, dann verwenden wir
symbolische Abkiirzungen. Ist Zle L; ein reduzierter Ausdruck von U € UM(M), dann
bezeichnen wir den U repréisentierenden Punkt mit S5 | (u;), wobei u; ein erzeugendes
Element von L; ist. Nach den Erlduterungen oben ist der Punkt von U genau dann mit &
Punkten aus der (dimgU — 1)-ten Ebene verbunden, wenn top(L;) 2 top(L;) fir ¢ # j. Ist
dies nicht der Fall, dann gibt es unendlich viele Untermoduln von U und damit unendlich
viele abwarts gehende Linien.

Der Untermodulverband (UM(M), C) heift distributiv, wenn kein Subfaktor von M exis-
tiert, der die Form S(j) @ S(j) fiir ein j € Qo hat. Dies ist genau dann der Fall, wenn
die Anzahl der Untermoduln von M endlich ist. Das impliziert, dass es nur endlich viele
lokale Untermoduln gibt und damit ist auch |Lok(M | S(j))| < oo, fiir jedes j € Qp. Wir
betrachten diesen Fall etwas genauer: Angenommen {Uy, Uy, ..., Ux} = Lok(M | S(j)) (es
gilt in diesem Fall dimg(M;) = k), dann existiert eine Permutation o € Sym(k), so dass
Usty C Upzy C -+ C Usry gilt, d.h. (Lok(M | S(j)),C) ist total geordnet. (Nehmen wir
an, dies ist nicht der Fall, z.B. U; € Uy und Uy € Uy. Wenn Uy = (u;) und Uy = (ug) fiir ge-
wisse u1,uz € M;, dann bezeichnen wir mit U, den Modul (u; + ¢ - ug) fiir jedes ¢ € K. Es gilt
U, € Lok(Uy + Uy | S(j)) fiir alle ¢ € K und fiir ¢,¢ € K mit ¢ # ¢ gilt U, # Uy. Da K unendlich
viele Elemente hat, haben auch U; + U, unendlich viele Untermoduln.)

Fiir die Moduln mit distributiven Verbanden gelten auch gewisse duale Eigenschaften: Hat
der Modul M endlich viele Untermoduln, dann hat er offensichtlich auch endlich viele Fak-

tormoduln. Entsprechend gibt es also endlich viele Faktormoduln {Wl(i), WQ(i), cee W,E:)}

von M, deren Sockel zu S(7) fiir jedes i € Qo isomorph sind. Analog dazu existiert eine

Permutation o € Sym(k;) mit W( I/V(Z @~ W
Aus den letzten Erlauterungen erhalten wir die folgende Kette von aquivalenten Aussagen:

M hat einen distributiven Untermodulverband.

0

M hat endlich viele Untermoduln bzw. Faktormoduln.

)

Jeder Untermodul von M hat genau einen reduzierten Ausdruck.
)
(4) (@)

Fiir jedes © € Qp mit M; # 0 existiert eine Basis {ml ) mm} von M; mit
<m(1i)) C <m(2i)> c.--C <m£h))
r
Fiir jedes i € Qo mit dimg (M;) = n; hat M genau n; Untermoduln bzw. Faktormoduln
mit den zu S(7) isomorphen Kopfen bzw. Sockeln.

Distributive Untermodulverbande haben auch sogenannte dinne Moduln, d.h. Moduln, fiir
die jede Koordinate des Dimensionsvektors aus {0, 1} ist. Wenn dimg (M;) = 1, dann exis-
tiert ein eindeutig bestimmter Untermodul L bzw. Faktormodul W von M mit topL = S(7)
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bzw. socW = S(7).

Ist U eine Teilmenge von UM(M), so dass fiir alle M’, M" € U gilt M’ + M” € U und
M N M” € U, dann ist (U, C) ein Unterverband von (UM(M), C) und kann auch durch
ein Diagramm visualisiert werden (das Prinzip ist oben beschrieben).

Jede Kette in so einem Diagramm représentiert eine Filtrierung von M, dessen Faktoren
nicht unbedingt einfach sein miissen.

Beim gleichzeitigen Betrachten von Moduln mehrerer K-Algebren verwenden wir Fufindi-
zies mit den Namen der jeweiligen Algebren, um Verwechslungen auszuschliefsen.

Entgegengesetzte Algebra A°. Fiir eine K-Algebra A definiert man die entgegengesetzte
Algebra A% wie folgt: Auf dem K-Vektorraum A ist die Multiplikation * durch axa’ = a’'-a
fir a,a’ € A gegeben. Ist also eine K-Algebra A durch (Q, I) dargestellt, dann gilt fiir das

die K-Algebra A% beschreibende Paar (Q°P, 1°P): = Qo, = {e(a) o s(a) |a € Ql}
und I = {p | p € I}, dabei ist p fiir ein p = Zk:l Ak - Wy mit wy, = (i|a(1k) . Ozmk|j)

op op
wie folgt definiert: p = ") Ay - w mit w? = (]| (aﬁ,’fﬁ) : (04271) Cee ( (k) ) \j)
Wenn fiir (i = j) € @ der Pfeil o der einzige von i nach j ist, dann kann jeder Weg
w = (i|aq,...,anlj) als eine Sequenz (i1, s, ..., i,) bezeichnet werden, wobei s(ay) = iy
fir alle k € [1,m — 1] und e(a,) = ip. In diesem Fall w? = (i, ..., 42,7;) und fiir jede
Relation p = >0 Ay - <z§ ),Z(Qk), . z,%i) aus List p = 37" Ag (zﬁf{,)c, . Z(Qk),zl ) die
zu p korrespondierende Relation aus I?.
Ist M ein A-Modul, so ist D(M) := Homg (M, K) mit der Operation
D(M)x A — D(M)
(v-a)
(o) - MoK
u = ya-u)

ein A-Rechtsmodul und nach der Definition von A" ein A°-Linksmodul. Fir M, M’ €
mod-A und einen A-Homomorphismus f : M — M’ ist D(f) : D(M') — D(M) mit
D(f)(¢) =7+"o f fir v € D(M') ein A°’-Homomorphismus.
Der kontravariante Funktor D : mod-A — mod-A° mit D = Homg (—, K) heifst Standard-

Dualitit. Er liefert eine (links-rechts) Symmetrie zwischen den beiden Kategorien, die im
folgenden Sinne zu verstehen ist: Fiir alle 5 € @)y gilt

e D(S(j)) ist der zu j korrespondierende einfache A°?-Modul.
° (7)) ist der zu j korrespondierende injektive unzerlegbare A°’-Modul.

D(P
e D(I(j)) ist der zu j korrespondierende projektive unzerlegbare A°”-Modul.
D(P

(i) = P(j)) ist in A° eine Surjektion I4op(j) — Laor(7) und D(Im(P(i) — P(j)))
ist Ker (L400(j) = Laon(4)).

o Ist M ein treuer A-Modul, dann ist D(M) ein treuer A’-Modul. Auferdem ist A
genau dann eine Q) F-3 Algebra, wenn es auch A% ist [Mo].

Es gibt weitere Eigenschaften der Standard-Dualitét, die spéter angegeben werden (sie ste-
hen in Verbindung mit Standard- und Kostandardmoduln einer quasi-erblichen K-Algebra).
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Isomorphe Algebren. Zwei K-Algebren A und A’ sind isomorph, wenn eine K-lineare,
bijektive Abbildung v : A — A’ existiert, die ein Ringhomomorphismus ist. Es erleichtert
die Betrachtung von A, wenn man eine zu A isomorphe Algebra A’ findet, die moglichst
"einfache" Relationen hat (z.B. die Koeffizienten der Relationen sind méglichst +1 oder sie
haben weniger Summanden). Wir beschreiben nun einen Isomorphismus von K-Algebren,
der die Umformung von Relationen deutlich macht.

Seien (@, 1) ein Kécher mit Relationen und w ein Weg in K Q. Fiir i, j € Qo mit (i — j) € Q1
und ¢ € K* bezeichnen wir mit w(c,i — j) den Weg ¢’ - w, wenn der Pfeil (i — j) genau
t-Mal (t € Ny) in dem Weg w vorkommt, d.h. fiir

W:(Z./_)"'—>Z.—>j_)"'_)i_)j—>"'—)"'_>Z._>j—)"'—)7://)
1 2 t

gilt w(c,i — j) = -w. Ist p = >0 A - wy eine Relation aus I, dann ist p(c,i —
7)== Ak - wi(e,i — j) und I(c,i — j) == {p(c,i — j) | p € I}. Die lineare Abbildung
v: KQJ/I — KQ/I(c,i — j) mit y(w+1) = w(c,i — j) +I(c,i — j) fir alle w € KQ ist
offensichtlich ein Isomorphismus von K-Algebren. Iterativ erhalten wir, dass fiir &;,...&, €
K™ X Qq mit & = (cg, i, — Jji) und I(k) == {p(cx, ix — ji) | p € I(k — 1)} (hier I(0) = I), die
Algebren K@ /I und KQ/I(k) isomorph fiir alle £ mit 0 < k < n sind. Ist ¢ eine Permutation
aus der Gruppe Sym(n) und I(o(k)) = {p(Cot), o) = Jowy) | p € I(o(k — 1))}, dann gilt
offensichtlich I(n) = I(o(n)), d.h. I(n) hdngt nicht von der Reihenfolge der "Umformungen"
von Relationen ab.

Beispiel 1.1. Seien A = CQ/I und A’ = CQ/T, wobei der Kocher @ und die Mengen
der Relationen, die I bzw. I' erzeugen, im folgenden Bild reprisentiert sind (zur besse-
ren Unterscheidung der Pfeile und Koeffizienten, sind die Elemente aus C fett markiert).

Fiir ¢, = (—%,1—>2), & = (—%,Hs), & = (-2,2-5), & = (—%,?Hl),

3

1 3
& = (—574—>2), £ = (5,4—>6>7 & = (—5,5—>6) aus K* x Q gilt [(7) =T

und damit sind die C-Algebren A und A’ isomorph.

1 121 = 0 131 = 0 121 = 0 131 = 0
-3-125 = 135 134 = 124 125 = 135 134 = 124
_% . 521 = 531 431 = 421 521 = 531 431 = 421
3 2.246 = 256 —346 = 356 246 = 256 346 = 356
—2.642 = 652 643 = 653 642 = 652 643 = 653
I= _ _ _ I' = _
—4.212 = 252 4-313 = 343 212 = —252 313 = —343
5 242 = 0 353 = 0 242 = 0 353 = 0
—2.213 = 243 4312 = 352 213 = 243 312 = 352
4.213 = 253 —2.312 = 342 213 = 253 312 = 342
,% .535 = 565 —3-424 = 464 535 = 565 424 = 464
6 —2.564 = 534+524 2.465 = 4254435 564 = 534 4 524 465 = 425 + 435

Die Kategorie mod-A ist zu einem reguléren Block der sogenannten Kategorie O der Lie-
Algebra sl3(C) dquivalent. Die Algebra A ist in [S| beschrieben, sie wurde auch in [M2],
[V] betrachtet. Die Frage, ob die von 41 verschiedenen Koeffizienten sich in den Relationen
"beseitigen" lassen, wurde dort mit unterschiedlichen Beweisen positiv beantwortet.
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Bemerkung 1.2. In dieser Arbeit betrachten wir gebundene Algebren A, deren Kocher @)
durch eine Halbordnung < auf )y eindeutig bestimmt ist, genauer: Die Punkte 7 und j aus Q)
sind genau dann verbunden wenn i < 7 und kein k € Qy mit i < k < j existiert. Ist das der
Fall, dann sind sie mit zwei Pfeilen in entgegengesetzten Richtungen verbunden. Wir werden
zeigen, dass fiir zwei Wege wy = (i =iy — -+ — i — j)und wo = (i = j1 -+ — jm — J)
mit i <ip < - <ip<jundi < j; < -0 < fpy < j gilt (wy) = (wy) # 0. In solch einer
Situation gilt also w; = ¢+ wy + W, wobei ¢ € K* und w eine Linearkombination aus den
Wegen ist, die in ¢ starten und in j enden, zudem gilt w € rad (w;). Es ist zu vermuten,
dass ein Isomorphismus ® : KQ/I — KQ/I' existiert, wobei die Relation w; — ¢ - wy — W
in I der Relation w; — wy in I' entspricht. So eine Umformung ermdéglicht eine einfachere
Betrachtungsweise. Dies gilt nicht, wenn w; € I, d.h. w; = 0 in A. Ein Beispiel dafiir wurde
bereits in [Bo| gegeben. In dieser Arbeit gilt aber w # 0 fiir alle Wege w € K@ mit der
Eigenschaft oben. Deshalb bleibt diese Vermutung zumindest unwiderlegt. Wir werden sie
in dieser Arbeit nicht beriicksichtigen.

1.1.2 Quasi-erbliche Algebra

Im Zusammenhang mit quasi-erblichen Algebren iibernehmen wir in diesem Abschnitt Definitionen
und Eigenschaften, die fiir diese Arbeit wichtig sind. Die Referenzen dazu sind in [CPS] [KK],[R2],
[DR]| zu finden. Die hier zitierten Definitionen weichen in Bezug auf die Halbordnung von den De-
finitionen in der Literatur ab (es wird darauf verwiesen). Das gesamte Konzept wird dadurch aber
nicht verdndert.

In diesem Unterabschnitt sei A eine endlich dimensionale Basis-Algebra, d.h. A =2 KQ/I.
Auf den Punkten des Kochers @ sei eine Halbordnungsrelation < definiert.

Wir fixieren nun einen Punkt j aus Q. Mit S(j), P(j), I(j) bezeichnen wir weiterhin den
zu j korrespondierenden einfachen, projektiven unzerlegbaren und injektiven unzerlegbaren

A-Modul.

Standard- und Kostandardmoduln. Mit A(j) bzw. V(j) bezeichnen wir den Standard-,
bzw. Kostandardmodul beziiglich 7, der wie folgt definiert ist:

A7) = P(y)/ Z Z Im f bzw. V(j) = ﬂ ﬂ Kerf.

i<j feHoma (P(i),P(5)) i<j feHom(I(4),1(4))

In der Literatur wird meistens j < i statt ¢ < j verwendet (die Relation ¢ < j stammt aus
der Betrachtung von quasi-erblichen Algebren in der Darstellungstheorie von halbeinfachen
Lie-Algebren).

Der A-Modul A(j) bzw. V(j) ist der maximale Faktormodul von P(j) bzw. der maxima-
le Untermodul von I(7j), dessen einfache Kompositionsfaktoren zu gewissen A-Moduln aus
{S(k) | j < k} isomorph sind.

Aus der Definition der Standard- und Kostandardmoduln lassen sich einige offensichtliche
Eigenschaften verifizieren: Ist j € @y beziiglich der gegebenen Halbordnung < minimal, d.h.
J € min{(Qo, <)}, dann gilt A(j) = P(j) und V(j) = I(j). Wenn j € max {(Qp, <)}, dann
AG) = V() = SG).
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Besitzt ein A-Modul M eine Filtrierung 0 = My C My C ---C M, C --- C M,_1 C M, =
M, so dass die Kompositionsfaktoren aus {A(j) | 7 € Qo}, bzw. aus {V(j) | 7 € Qo} sind,
dann nennen wir einen solchen Modul A-gut, bzw. V-gut und eine solche Filtrierung nennen
wir A-Filtrierung, bzw. V-Filtrierung von M. Der Untermodul M; ist der Beginn dieser Fil-
trierung und mit dem Faktormodul M, /M, _; endet diese Filtrierung. Mit (M : A(j)) bzw.
(M : V(j)) bezeichnen wir in dieser Arbeit die Anzahl der zu A(j) bzw. V(j) isomorphen
Kompositionsfaktoren in einer A-Filtrierung, bzw. V-Filtrierung von M. Diese Multiplizita-
ten, hdngen nicht von der Wahl der A- bzw. V-Filtrierung ab. Gilt M, /My_1 = A(iy) fiir je-
des i € [1,r], dann folgt aus den im letzten Unterabschnitt erwéhnten Modul-Eigenschaften:
dimgM = Y7 dimgA(ig), [M : S()] = Dp_[AGk) = S(J)], topM ist ein Summand
von €D _, topA(ix) und socM ist ein Summand von €, _, socA(iy). Analoge Eigenschaften
gelten fir M im Fall My /M, = V(i) fir jedes i € [1,7].

Mit §(A) bzw. F(V) werden die vollen Unterkategorien von mod-A bezeichnet, die alle A-
guten, bzw. V-guten A-Moduln enthalten.

Eine K-Algebra A mit der auf @)y gegebenen Halbordnung (A, <) heift quasi-
erblich, wenn End4(A(j)) = K und P(j) € §(A) fiir jedes j € Qo. Dies ist genau
dann der Fall, wenn End4(V(j)) = K und I(j) € (V) fiir jedes j aus Q.

Charakteristischer Kippmodul. Die volle Unterkategorie §(A) NF (V) von mod-A, de-
ren Objekte sowohl A-gut als auch V-gut sind, ist von einem (bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmten) A-Modul T' vollstandig beschrieben. Es gilt ndmlich F(A) N F(V) = addT,
d.h. jeder A-Modul aus F(A) NF(V) ist eine direkte Summe von direkten Summanden von
T. Dieser A-Modul heifit charakteristischer Kippmodul von (A, <) und ist in [R2| definiert
und betrachtet worden. Der charakteristische Kippmodul 7" zerféllt in eine direkte Summe
von |@Qo| unzerlegbaren A-Moduln 7'(j) mit j € Qo,

T =P 1)
J€Qo

und damit existieren fiir jeden M € F(A) N F(V) eindeutig bestimmte m; € Ny fiir jedes
i € Qo mit M = @,cq, T(1)™, hier T(i)™ = T(i) ® T(i) ® - -- & T(i). Der unzerlegbare

-~

A-Modul T'(j) aus §(A) NF(V) ist durch folgende Eigenschaften eindeutig bestimmt: Fiir
jeden Faktor A(7) in einer A-Filtrierung von 7'(j) gilt j < ¢ und A(j) kommt in jeder A-
Filtrierung von T'(j) genau ein mal vor, d.h. (T'(j) : A(j)) = 1. Jeder Faktor V(i) in einer
V-Filtrierung von T'(j) ist aus {V(i) | 7 < ¢} und analog dazu gilt (7'(j) : V(j)) = 1. Es
existieren zwei exakte Folgen

0—=A()=T@[) = X({) =0 wd 0-Y() =TG- V() —

mit X () € F(A) und Y (j) € F(V), d.h. es gibt eine A-Filtrierung von 7(j), die mit A(j)
beginnt und es gibt eine V-Filtrierung von 7°(j), die mit V(j) endet (in diesem Fall gilt
(X() - AG)) = 0 und (Y () : V(7)) = 0).

Bemerkenswert fiir den Modul T'(j) ist auch, dass T'(j) unter {T'(i) | i € Qo} eindeutig be-
stimmt ist mit den Eigenschaften [T'(j) : S(])] =1 und [T(j) : S(7)] = 0 fiir alle i € Q mit

J &
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Ringel-Dual. Fiir den charakteristischen Kippmodul 7" wird die Algebra R(A) := End4(7)
Ringel-Dual von A genannt. Die Algebra R(A) ist wiederum eine quasi-erbliche Algebra:
Ist A eine quasi-erbliche Algebra beziiglich der Halbordnung (Qo, <), dann gilt R(Q)o = Qo
fir den Kécher R(Q) von R(A) und R(A) ist quasi-erblich beziiglich der Halbordnung
(R(®Q)o, =). Der Funktor Homa(7T,—) : mod-A — mod-End4(T) liefert folgenden Zu-
sammenhang zwischen den Kategorien mod-A und mod-R(A): Fiir alle j € Q) gilt

Homa (T, T(j)) = Preay(j), Homa(T,1(5)) = Tray(j), Homa(T,V(j)) = Aray(J)

Die Beweise und weitere Erlduterungen und Ergédnzungen sind im [R2], [KK], [DX] zu finden.

Korrespondenz mit A. Ist (A, <) eine quasi-erbliche Algebra, dann ist es auch die Al-
gebra (A%, <). Hier ist zu beachten, dass die Halbordnung < auf den Punkten des Kéchers
&7 = Qo unverandert bleibt. Somit ist (A, <) genau dann eine 1-quasi-erbliche Algebra,
wenn (A, <) quasi-erblich ist. Mit der Standard-Dualitiit erhalten wir eine Aquivalenz
zwischen den Standard- und Kostandardmoduln von A und A: Fiir alle j € Qg gilt

D(A(7)) = Var(j), DV()) = Aser(7)

Die Eigenschaften der Standard-Dualitét liefern eine Korrespondenz zwischen den A- bzw.
V-Filtrierungen von P4(j) bzw. I4(j) und V- bzw. A-Filtrierungen von op bzw. Pyop (7).

Die einfachen Kompositionsfaktoren von A(j) und V(j) stehen in folgender Korrespondenz
mit den Multiplizitdten der A- bzw. V-Filtrierungen von projektiven bzw. injektiven unzer-
legbaren A-Moduln

(1() : V() = [A@) : SG)] wnd (P() : AG)) = [V(i) : S(5)]

Diese Formeln werden Brauer-Humphreys Reziprozititsformeln genannt.

1.2 1-quasi-erbliche Algebra

In diesem Abschnitt wird eine Unterklasse von quasi-erblichen K-Algebren definiert. Diese Algebren
werden 1-quasi-erblich genannt, um eine ihrer spezifischen Eigenschaften zu betonen, die die Anzahl
der isomorphen Standardmoduln in einer A-Filtrierung von projektiven Moduln "reguliert". Ferner
betrachten wir einige Beispiele und Gegenbeispiele, um die Axiome zu diesen Algebren besser nach-
zuvollziehen. Diese Beispiele werden spéter verschiedene Aussagen zu 1-quasi-erblichen Algebren
verdeutlichen.

Die Notationen aus dem letzten Abschnitt, die fiir die Beschreibung von quasi-erblichen Algebren
verwendet werden, behalten auch weiterhin ihre Relevanz.

1.2.1 Definition

In der Betrachtung von quasi-erblichen K-Algebren wird die Halbordnung, die auf der Men-
ge der Isomorphieklassen der einfachen Moduln gegeben ist, oft durch eine totale Ordnung
ersetzt, bei der die Standard- und Kostandardmoduln unveradndert bleiben. Fiir die Struk-
tur der Algebren in der nachfolgenden Definition spielt die vorgegebene Halbordnung eine
ausschlaggebende Rolle. Deshalb wird die dquivalente totale Ordnung hier nicht eingesetzt.
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Sei nun A eine endlich dimensionale basische K-Algebra und (@, 1) der die Algebra A dar-
stellende Kocher () mit Relationen I. Die Punkte von )y bezeichnen wir mit natiirlichen
Zahlen (Qo = {1,...,n}, wobei n = |Qp|) und mit < eine Halbordnungsrelation auf ¢y. Das
Paar (A, <), das im letzten Abschnitt beschrieben wurde, sei eine quasi-erbliche K-Algebra.

Definition 2.1. Eine quasi-erbliche Algebra (A, <) mit A = K@/l nennen wir 1-quasi-
erblich, wenn fiir alle 7, 7 € )y die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

e 1 < j < nifiralle j € Qg dh. es gibt genau ein minimales ({1} = min {(Qy, <)})
und genau ein maximales ({n} = max {(Qo, <)}) Element in @y beziiglich < ,

1 wenn i < j,

o [A():S()] = (P(): A®W) = { 0 sonst ,

e s0cP(j) = S(n),
o A(j) = AL), V(1) - V().

Wir betrachten nun die dualen Axiome dieser Definition. Wie bereits erwahnt, ist fiir eine
quasi-erbliche K-Algebra (A, <) auch (A%, <) quasi-erblich. Die Brauer-Humphreys Re-
ziprozitdtsformeln zeigen den Zusammenhang zwischen den Multiplizitdaten der einfachen
Moduln in Jordan-Hoélder-Filtrierungen von Standard- bzw. Kostandardmoduln und den
Multiplizitdten der Standard- bzw. Kostandardmoduln in A- bzw. V-Filtrierungen von pro-
jektiven bzw. injektiven unzerlegbaren Moduln einer quasi-erblichen Algebra. Somit gilt fiir
injektive unzerlegbare Moduln und Kostandardmoduln einer 1-quasi-erblichen Algebra A:

1 wenn ¢ < j,

V) 50)) = (1) : V@) = { § e

Demzufolge gilt [A(i) : S(j)] = [V(i) : S(j)] und (P(j) : A(i)) = (1(j) : V(4)) fiir alle
i,J € Qp. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit nennen wir diese Gleichungen Multiplizititen-
FEigenschaft.

Offensichtlich gilt dimgA(i) = dimgV(i) fiir alle i € @y und aufgrund der Eigenschaften
des Dimensionsvektors erhalten wir fiir alle 7 € Qg

dimg P(j) = »  dimgA(i) = Y dimg V(i) = dimgI(5).
ifgjo ifgjo

Aus der Eigenschaft socP(j) = S(n) folgt, dass I(n) eine injektive Hiille jedes projekti-
ven unzerlegbaren A-Moduls und damit von P(n) ist. Aus P(n) — I(n) und dimgP(n) =
dimgI(n) erhalten wir P(n) = I(n). Somit ist P(n) eine injektive Hiille von P(j) und da-
mit sind alle projektiven unzerlegbaren A-Moduln Untermoduln von P(n). Der Modul P(n)
ist unzerlegbar und damit ein minimaler, projektiver, injektiver, treuer A-Modul. Aus der
Definition von Thrall folgt:

Lemma 2.2. Jede I-quasi-erbliche Algebra (A = KQ/I,<) ist eine QF-3 Algebra und
P(n) mit n = max {(Qo, <)} ist ein minimaler projektiver injektiver treuer A-Modul.
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Bemerkung 2.3. Eine quasi-erbliche K-Algebra A, die nur die ersten drei Axiome einer
1-quasi-erblichen Algebra erfiillt, ist offensichtlich auch eine QF-3 Algebra. Bemerkenswert
ist auferdem auch, dass fiir eine K-Algebra, die die ersten zwei Axiome einer 1-quasi-
erblichen Algebra und socP(n) = S(n) erfiillt, kein Beispiel gefunden werden kénnte, das
die restlichen Axiome der Definition 2.1 nicht erfiillt. Aus den genannten FEigenschaften
folgt socP(1) = S(n), denn aus (P(n) : A(1)) = 1 folgt, dass A(1) = P(1) ein Subfaktor
von P(n) ist und aus [A(7) : S(1)] = 0 fur alle i € Qp\ {1} sowie [A(1) : S(1)] = 1 folgt
[P(n): S(1)] =1, d.h. A(1) ist ein Untermodul von P(n). Mit etwas mehr Aufwand kann
man auch zeigen, dass aus den ersten zwei Axiomen einer 1-quasi-erblichen Algebra und
socP(n) = S(n) fiir ¢ € @y die Nachbarn von 1 sind, auch socP(i) = S(n) gilt.

Es besteht also die Méglichkeit, dass sich die Definition einer 1-quasi-erblichen Algebra "re-
duzieren" lasst.

Aus den Eigenschaften des Dualitéts-Funktors und aus dem letzten Lemma folgt: Fiir eine
1-quasi-erbliche Algebra A mit P(n) = I(n) ist A% auch eine QF-3 Algebra und A%-
Modul Pgor(n) ist ein minimaler projektiver injektiver treuer A°’-Modul. Demnach gilt
Paor(j) < Paor(n) = Lyop(n) und damit socPgor(j) = Saor(n)(= S(n)) fir alle j € Q.
Die Standard-Dualitét liefert P(n) — I(j) und damit top/(j) = S(n) fir alle j € Q. Aus
den letzten Erlduterungen erhalten wir eine dquivalente Charakterisierung einer 1-quasi-
erblichen Algebra:

Eine quasi-erbliche Algebra (A, <) mit A = KQ/I ist genau dann I-quasi-erblich, wenn
fiir alle 7,7 € @)y die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

o 1 < j<nfiralleje Qo

1  wenn ¢ < 7,
0 sonst ,

e topl(j) = 5(n),
* A(j) = A1), V(1) = V().

Aus den Eigenschaften der zu A gehorenden entgegengesetzten Algebra AP folgt:

Lemma 2.4. Eine Algebra (A, <) ist genau dann 1-quasi-erblich, wenn (A%, <) auch 1-
quasi-erblich ist.

Bemerkung 2.5. Der projektive injektive unzerlegbare Modul P(n) einer 1-quasi-erblichen
Algebra A spielt bei deren Betrachtung eine fundamentale Rolle. Aus den Eigenschaften der
treuen Moduln erhalten wir, dass die Darstellung von P(n) die Relationen von A vollstdndig
wiedergibt.

Wie bereits bekannt ist, konnen alle Standard- bzw. Kostandardmoduln und projektive bzw.
injektive unzerlegbare Moduln als Unter- bzw. Faktormoduln von P(n) betrachtet werden.
Damit sind also die Informationen iiber A- bzw. V-Filtrierungen von projektiven bzw. injek-
tiven unzerlegbaren Moduln, iiber Homy4(P(i), P(j)), Homu(1(7), I(j)) etc. in der Struktur
von P(n) enthalten. Aus diesem Grunde findet der Modul P(n) besondere Beachtung.
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Bemerkung 2.6. Das Lemma 2.4 zeigt, dass fiir jede Aussage zu einer 1-quasi-erblichen K-
Algebra auch eine entsprechende Aussage giiltig ist. Aufgrund der analogen Beweisfiihrung
verzichten wir auf die Beweise der dualen Aussagen.

1.2.2 Beispiele

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit verwenden wir fiir zwei Elemente a und b einer Menge, auf der
eine Halbordnungsrelation definiert ist, genau dann die Bezeichnung a < b, wenn a beziiglich dieser
Ordnung kleiner als b ist und kein ¢ existiert, das grofer als a und kleiner als b ist. Wenn a < b,
dann nennen wir ¢ und b "Nachbarn".

Um verschiedene Eigenschaften der projektiven unzerlegbaren Moduln sichtbar zu machen,
werden wir in einigen Féallen den Untermodulverband des projektiven unzerlegbaren Moduls
zu dem maximalen Punkt von (Q, <) visualisieren. Dazu verwenden wir die Schreibweise
fiir die Relationen, die Bezeichnungen fiir die Untermoduln und die symbolische Bedeutung
der Farben in den veranschaulichenden Bildern etc. aus der Beschreibung im Unterabschnitt
1.1.1.

Beispiel I. Sei n € N und A(n) die Auslander Algebra von K[X]/ (X") (néhere Einzelheiten
iiber A(n) sind in [DR],|BHRR] zu finden). Der die Algebra A(n) = End (@ k[X]/ <Xi>>
i=1

beschreibende Kocher Q(n), die Halbordnung < auf Q(n)o und die Relationen sind:

Qn): 1/—m—=2 - i-l=—=i=—=i+1 - n—1=—=n 1<42<---<an

121 = 0 . .
i1 = Qi+l fir alle i€ {2,...,n—1}
Die Algebra A(n) ist quasi-erblich und 1 = min {(Q(n)o, <)} sowie n = max {(Q(n)o, <)}.
Es existiert eine eindeutig bestimmte Jordan-Holder-Reihe von A(j) und eine eindeutig
bestimmte A-Filtrierung von P(j) fiir jedes j € Q(n)o. Sie sind in der folgenden Filtrierung

von P(n) durch Schweifklammern darunter hervorgehoben. So wird erkennbar, dass die
Eigenschaft A(j) — A(1) fur alle j € Q(n) erfillt ist.

An)CAn—=1)---CA@)C---CcA(l)=P1)Cc P(2)C---CP(j)C---C P(n)

N J N J

Vv Vv
die Jordan-Holder-Reihe von A(y) die A-Filtrierung von P(j)

Es gilt also A(5)/A(j +1) = S(j) und P(5)/P(j — 1) = A(j) und fir jedes j € Q(n)o
erhalten wir [A(7) : S(j)] = (P(j) : A(i)) = 1 fir alle ¢ € {1,...,7} und [A(%) : S(j)] =
(P(3) : A(i)) = 0 fir allei € {j+1,...,n}. Aukerdem gilt P(n) = I(n) und fiir jedes
J € Q(n)o erhalten wir damit socP(j) = S(n). Aus den dualen Eigenschaften folgt:

1) = Hn=1) =+ = I(j) =+ = [(1) = V(1) = V(2) = -+ = V(j) = -+ = V(n)

Offensichtlich gilt V(1) — V(j) fiir alle j € Q(n)o. Die Algebra A(n) ist damit 1-quasi-
erblich.

18



1-quasi-erbliche Algebra

Jeder direkte Summand des charakteristi- (e4) <— P(4) = I(4) = T(1)
schen Kippmoduls 7" = @ T(j) ist so-

7€Qo (43) «— P(3)
wohl Unter- als auch Faktormodul von
P(n).
Sie stehen in der folgenden Beziehung (a82) + (189
zu projektiven- , injektiven unzerlegbaren
Moduln und Kostandardmoduln: T'(j) = P(2) —> (432) (4321) + (434)
P(n)/P(j—1). 1(G) = P(n)/T(j+1) und AN
T(])/T(] + 1) = V(j) Die Filtrierung (4321) + (4323) (434) «— T(2)

0cT(n)cT(n—-1)C---CT(1)=P(n)
ist die einzige V-Filtrierung von P(n).
Die wichtigsten A(n)-Moduln sind somit

N

(4321) + (43234) (4323)

/

Unter- oder Faktormoduln von P(n) und  P)=a@) — @s2) (43212) + (43234)

damit in dem Untermodulverband von

P(n) wiederzufinden. Der Untermodulver- A2) —> (43212) (43234) «— T(3)
band (rechts) des A(4)-Moduls P(4) ist

entsprechend der Beschreibung in 1.1.1 vi- @21 — a@m

sualisiert, wobei der Symbolcharakter der
Farben aus dem Ko6cher von A(4) zu ent-
nehmen ist:

7

(4321234) <— A(4) > V(4) = T(4)

121 0

Q(4): 1 2 3 212 E 232

323 343 0

Beispiel II. Die K-Algebra A sei durch den folgenden Kocher und Relationen gegeben:

124 = 134, 212 = 242,

1
/ \ 421 = 431, 313 = 343,
3 121 = 0, 213 = ¢-243 (¢ € K),
\ / 131 = 0, 342 = 0.

Die Halbordnung auf den Punkten des Kochers ist 1<2<4, 1<3<4. Damit ist 1 das mini-
male und 4 das maximale Element beziiglich dieser Ordnung. Betrachten wir diese Algebra
genauer, dann erhalten wir, dass der projektive unzerleghare A-Modul zu Punkt 4 auch
injektiv ist. Auferdem sind die folgenden A-Modul-Homomorphismen

2

A.@l — A.eg A.61 — A.€3 A.eg e A.€4 A.eg — A.€4
ae +—  a.(2l)ey’ ae +— a.(3l)es’ aex +— a.(42).es’ a.e3 — a.(43).e4

eindeutig bestimmte injektive Homomorphismen zwischen den projektiven unzerlegbaren A-
Moduln, d.h. P(1), P(2), P(3) sind Untermoduln von P(4) und deren Untermodulverbénde
sind im Untermodulverband von P(4) zu finden. Er ist nach dem bereits bekannten Verfah-
ren unten visualisiert.

Fiir die Standard- und injektiven unzerlegbaren A-Moduln gilt:
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A(l) = P(1)=(431), ~ e
A(2) = P(2)/P(1) = (42) / (431) = (4312) C A(1), gg; - geg ? 25143%) + (434)),
A(3) = P(3)/P(1) = (43) / (431) = (4313) C A(1), 13) = {ey)/ (434 B g 424)
A(4) = P4)/(P(2)+ P(3)) I(4) = P(4) = (ey) ’

= (eg)/ ((43) + (42)) = (43134) C A(1). e
Die Moduln P(1), P(2) und P(3) besitzen genau eine A-Filtrierung, namlich 0 C P(1), 0 C

P(1) C P(2)und 0 C P(1) C P(3). Der Modul P(4) besitzt genau zwei A-Filtrierungen und
zwar 0 C P(1) C P(j) C P(2)+ P(3) C P(4) fir j = 2,3. Aufserdem sind alle Kostandard-
moduln Faktormoduln von I(1), genauer: V(1) = I(1), V(2) = (eq) / ((424) + (43)), V(3) =
(eq) / ((434) + (42)), V(4) = (eq) / ((42) 4 (43)). Offensichtich sind auch die Multiplizitaten-
Eigenschaften erfiillt. Die Algebra A ist demnach 1-quasi-erblich.

Auch hier sind alle unzerlegbaren Summanden des charakte-

ristischen Kippmoduls T=T(1)® T(2)® T (3) ® T(4) (ca) ~— P(4) 2 I(4) = T(1)
sowohl Unter- als auch Faktormoduln von P(4). Der
A-Modul P(4) hat unendlich viele Untermoduln.

Sie alle sind symbolisch in dem Untermodul-
verband représentiert. Mit zusétzlich ein-

gefiihrten Bezeichnungen sind folgende
Untermoduln von P(4) definiert:

M, = (434 — z - 424) + (431),

N, = (434 — q - 424) + (4313), P(3) — (43) (424) + {434) + (431) (42) «—— P(2)
b, =434 — x - 424,
r € K mit x # 0.

(42) + (43)

(424) + (43) (42) + (434)

(424) + (434) (431) + (434) __ M, - Mg (431) + (424)
/ fu
g—
[— /
(434) + (4313) ﬂ)/Nq< (424) (431) —— P(1) = A1)
T(3) —> (434) (4313) + (4312) (434 — q - 424)e—— T(2)
A@B) — <4313)/ \<4312) «— A(2)

(43134) ——— A(4) & V(4) & T(4)

Beispiel III. Sei Oy(g(C)) ein reguldrer Block der BGG Kategorie O(g(C)). Die Grund-
lagen dazu sind in [BGG1|, [MP], [J] zu finden. Aus der Theorie der halbeinfachen kom-
plexen Lie-Algebren ist bekannt, dass Op(g(C)) zu der Kategorie der endlich dimensionalen
Moduln iiber eine basische Algebra A(g(C)) = CQ4/1, dquivalent ist. Hier ist eine kurze
Zusammenfassung iiber die Begriffe aus der Kategorie Oy(g(C)) und deren Entsprechungen

in mod — A(g(C)):
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Elemente der Weyl Gruppe W(g) (w

) (Qg)y  (tw)
Bruhat Ordnung < auf W(g) (id < w < wyp)

w)

w)

Halbordnung < auf (Qg)y 4id <1 < iw,
Standardmoduln A(iy,),
Kostandardmoduln V (i),

(P(ix) = (i) = [A(in) = S(iN)]

A(i) — Aliiq)

Verma Modul V(A
Koverma Modul A(
BGG-Reziprozititsformel

V()‘w) - V()‘zd)

$iii i

1 wenn 7, < iy
0 sonst

dann erfiillt, wenn der Rang von g hochstens 2 ist. Die Algebra A(g(C)) ist 1-quasi-erblich
wenn g vom Typ Ay, As, By oder Gy ist. Die zu diesen Algebren gehdérenden Kocher und
Relationen sind in [S| beschrieben. Im letzten Abschnitt haben wir A(g(C)) fiir g vom Typ
Ay vorgestellt.

Die Eigenschaften [A(7,) : S(ix)] = und socP(iy) = S(iy,) sind genau

Beispiel IV. Das die K-Algebra A beschreibende Paar (Q, 1) sei gegeben durch

Q:1 2 3 mit der Halbordnung 1 <2 <3

121 =0 und 232 =0.

Wir betrachten nun die Algebra A = kQ/I. Die Struktur der projektiven unzerlegba-
ren A-Moduln P(1), P(2), P(3) sind durch deren Untermodulverband verdeutlicht (hier
T. = 2123 4+ ¢- 23 und y. = 32123 + ¢ - 323 fiir ein ¢ € K mit ¢ # 0):

P(3) = (e3)
P(2) = (e2) (32)
(21) + (23) (321) + (323)
P(1) = (e1) (1)/ >) + (23) (321)/ &) + (323)
(12) \<212)/ é’)) +(23) \<3212)/ @) + (323)
N N
(123) (2123) (zc)- - (wor) (23) (32123)(ye) - - (yor) (323)
0 0 0

Der grofte Faktormodul von P(j) mit der Eigenschaft "ist S(k) ein Kompositionsfaktor von
diesem Faktormodul, dann gilt j < k", also der Modul A(y) (fiir j = 1,2, 3), ist:

A(l) = P(1),
A(2) = P(2)/ImF = (12) C A(1),
A(3) = P(3)/ImG = (123) C A(1).
Es gilt [A(i) : S(j)] = (1] :;ZHSI; 1Sy und damit auch Ends(A(i)) = K firi = 1,2, 3.

Die Filtrierungen 0 C P(1), 0 C (21) € P(2) und 0 C (321) C (32) C P(3) sind A-
Filtrierungen von den projektiven unzerlegbaren A-Moduln und damit ist die Algebra A

quasi-erblich. Auferdem gilt [P(j) : A(z)] = { (1) z(f)er?srtl 1=
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Eigenschaften einer 1-quasi-erblichen Algebra

Dennoch ist A keine 1-quasi-erbliche Algebra, denn socP(2) = socP(3) = S(3) & S(3).

Beispiel V. Die K-Algebra A sei durch den folgenden Kocher mit Relationen gegeben.
Einzelheiten werden hier nicht bearbeitet. Es bleibt dem Leser iiberlassen sich einzuarbei-
ten und festzustellen, dass die hier gegebene Algebra eine 1-quasi-erbliche Algebra ist.

Dieses Beispiel wird in dieser Arbeit oft herangezogen, um die Aussagen iiber eine 1-quasi-
erbliche Algebra zu veranschaulichen. (Auf diesem, wie auch auf einigen anderen Kéchern

gibt es mehrere "Kollektionen" von Relationen, die paarweise nicht isomorphe 1-quasi-
erbliche K-Algebren beschreiben.)

253 = 213
1 S 264 = 214
moZ o 352 = 312
= 353 = —313
125 = 135 373 = 0
137 = 147 374 = 3l
2 3 4 126 — 146 462 = 412
258 = 268 464 = 0
358 — 378 473 = 413
168 — 478 474 =  —414
521 = 531 o= e
731 = 741 237 — a7
5 6 7 621 = 641 =
852 = 862 685 = 625
853 = 873 686 = —626
864 = 874 687 = 647
252 - o 785 = 735
786 = 746
262 = 0
8 787 =

— (747 + 737)

1.3 Eigenschaften einer 1-quasi-erblichen Algebra

Weiterhin betrachten wir einige aus der Definition 1.2.1 folgenden Eigenschaften einer 1-quasi-
erblichen K-Algebra.

Von besonderem Interesse werden hier gewisse lokale Untermoduln von projektiven unzerlegbaren
A-Moduln sein. Deren spezifische FEigenschaften werden zu der Bestimmung des K&chers und zu
einigen Aussagen iiber die Relationen fiihren.

Wie bereits erwéahnt, gilt fiir jede Aussage zu einer 1-quasi-erblichen Algebra auch eine entspre-
chende duale Aussage, auf deren Beweisfilhrung hier verzichtet wird.

In diesem Abschnitt ist A = K@/l durchgehend eine 1-quasi-erbliche K-Algebra, < die
auf Qo = {1,...,n} gegebene Halbordnungsrelation,

{1} = min {(Qo, 9} und {n} = max{(Qp, O)}.

Dies setzen wir fiir die folgenden Betrachtungen stets voraus und werden es fiir die Aussagen
in diesem Abschnitt nicht weiter explizit benennen.

Bis zum Ende dieser Arbeit verwenden wir auferdem folgende Bezeichnungen: Fiir jedes
J € Qq sei

o AV :={iecQ|i<j},
o Ay ={i€Q|j<i},

Die Multiplizitaten-Eigenschaften zeigen, dass fiir jedes 7 € Q¢ der Dimensionsvektor von
A(7), V(j), P(j), I(j) und damit auch deren Dimension sowie die Dimensionen von A un-
mittelbar mit der Struktur der Halbordnung < auf )y verbunden ist.
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Eigenschaften einer 1-quasi-erblichen Algebra

Lemma 3.1. Sei i € QQy und m; := }A(i)}. Dann gilt:

(a)dimy A(i) = dimgV (i) = m;, (b)dimgP(j) = dimgcI(j) = Y mi, (c)dimxgA="> m;.
ieA@) 1€Qo
Beweis. (a) Aus dimgA(i) = > .o [A(4) : S(j)] und der Multiplizitédten-Eigenschaft
folgt dimgA(i) = > 1 =m;. Da [A(7) : S(5)] = [V(i) : S(y)] fir alle j € Qo, erhalten
wir dimg V(i) = m;.
(b) Sei0=MyC My C---CM_1CMC--+C M= P(j) eine A-Filtrierung von P(j),
wobei M;/M;_1 = A(7;) mit 1 <[ < k. Aus der Multiplizitdten-Eigenschaft (P(j) : A(i)) =
1 fiir i < jund (P(j) : A(i)) = 0 fiir i £ j, folgt {A®i) |1 <1<k} = {AG)|ieAD}.
Somit gilt dimpP(j) = 3)_, dimgA(s) = 3,cq0 dimgAG) = 3,00 my. Wie bereits in
1.2.1 gezeigt wurde, gilt dimg P(j) = dimgI(7) fir alle j € Q.
(c) Die Algebra A ist basisch. Demzufolge gilt dimgx A = .o dimg P(5) = > ., D ic; M-
Fiir k£ € Qg bezeichnen wir mit ¢; die Summe der Summanden in ic0o > <; Iy, die my
gleich sind, d.h. ¢; = ZieA(k) my, = my ZiEA(k) 1, dh. ¢ = }A(k)’ -my = mi. Durch die

JEA ()

Umformung erhalten wir 37,0 7. nj = 370 ¢ = Y ico,m; und damit dimgA =

)

ZiEQo m22 O

Die Multiplizitaten-Eigenschaften implizieren auch die Anzahl der zu S(i) isomorphen Kom-
positionsfaktoren in einer Jordan-Hélder-Reihe der projektiven unzerlegbaren Moduln, d.h.
die i-te Koordinate des Dimensionsvektors von P(j) fur alle 4, j € Q.

Lemma 3.2. Seii,j € Qo und n(i, j) := |[AD N AY|. Dann gilt

[P(j) - S(0)] = [1(5) - S()] = nli, j)-

Beweis. Sei 0 = My C My C --- C M;_y C M; C -+ C My = P(j) eine A-Filtrierung
von P(j), wobei M;/M;_1 = A(q;) mit 1 <[ < k. Fiir die i-te Koordinate des Dimensions-
vektors von P(j) gilt [P(j) : S(i)] = Sob_,[My/M;_y : S(i)] = S5 [A() : S(3)] und aus
[AG) | 1<1< k) = {Alp) | p € AOF arbalten wir [P(7) - S()] = 550 [A(p) : 5(1)]. Da
[A(p) : S(i)] = 1 wenn p < i und sonst 0, erhalten wir [P(j) : S(i)] = > crwnam 1 = n(i, 7).
Aus den gleichen Eigenschaften fiir die Kostandardmoduln erhalten wir [I(j) : S(i)] =
n(i, 7). O

Bemerkung 3.3. Aus dem letzten Lemma folgt [P(j) : S(7)] = [P(z) : S(j)] und [I1(j) :
S()] = [1(2) : S(j)]. Dies gilt fiir jede quasi-erbliche K-Algebra A und zwar aufgrund der
Symmetrie ihrer Cartan-Matrix Cy4 = (¢ij)1<i j<n, hier ¢;; :== [P(j) : S(¢)] siehe [F].

Die Multiplizitaten-FEigenschaften sind auch fiir die Bestimmung aller projektiven Untermo-
duln der projektiven unzerlegbaren A-Moduln unverzichtbar. Wie bereits erwiahnt, konnen
alle projektiven unzerlegbaren A-Moduln in P(n) eingebettet werden. Nachfolgend betrach-
ten wir sie als Untermoduln von P(n).

Lemma 3.4. Seien j € @y, dann gilt

(a) P(i) ist genau dann ein Untermodul von P(j), wenn i € AU,
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Eigenschaften einer 1-quasi-erblichen Algebra

(b) Wenn U € Lok(P(j) | S(i)), dann U € Lok(P(i) | S(i)) fiir jedes i € AY). Insbeson-

dere existiert ein eindeutig bestimmter, zu P(i) isomorpher Untermodul von P(j).

7

Beweis. (a) 7 = 7 Angenommen P(i) — P(j) aber ¢ £ j, dann gilt (i) ¢ > j oder
(ii) 4, j sind unvergleichbar. Der Modul P(i) ist also ein echter Untermodul von P(j). Aus
den Eigenschaften des Dimensionsvektors folgt deshalb [P(j) : S(j)] > [P(i) : S(j)] und
[P(j) : S(k)] > [P(i) : S(k)] fiir alle k € Q (hier gilt auch n(i, j) = [AD N AD] ).

(i) Wenn i > j, dann A® N AU = AU und damit gilt n(j, ) = n(4,5) . Nach Lemma 3.2
gilt [P(j) : S(j)] = [P(¢) : S(j)]. Dies steht im Widerspruch zu der Ungleichung oben.

(ii) Sind ¢ und j unvergleichbar, dann gilt n(7, j) < n(i,7). Aus Lemma 3.2 erhalten wir
[P(j) : S(4)] < [P(i) : S(7)] und damit einen Widerspruch zu [P(j) : S(i)] > [P(7) :
S(@)].

7«7 Seii < jund P(i) € P(j). Wir betrachten die Filtrierung 0 C P(j) C P(i) +
P(j) € P(n). Dai < j < n gilt n(i,7) = n(i,j) = n(i,n). Aus den Eigenschaften der
Dimensionsvektoren erhalten wir

[P(n) : S@)] = [P(n)/ (P(i) + P(7)) : S@] + [(P(2) + P(7)) /P(5) : S@)] + [P () : S()]
N——— N————

=n(i,n) =n(i,j)

und damit gilt [(P(i) + P(j)) /P(j) : S(¢)] = [P(i)/ (P(i) N P(j)) : S(i)] = 0. Das ist aber
nur dann moglich, wenn P(i)NP(j) = P(i), denn die i-te Koordinate des Dimensionsvektors
von einem echten Faktormodul eines Moduls, mit dem zu S(4) isomorphen Kopf, ist von Null
verschieden. Wir erhalten also P(i) C P(j) und damit einen Widerspruch zu P(i) € P(j).
(b) Sei i € AU also gilt auch n(i, i) = n(i, j). Sei U € Lok(P(j) | S(3)).

Angenommen U ¢ P(i). Wir betrachten nun die Filtrierung 0 C P(i) C P(i) + U C P(j)
von P(j) genauer. Es gilt wiederum

[P(7) - S@)] = [P(G)/ (PG) +U) - S@]+ [(PE) +U) /P(i) - S@)] + [P(i) - S(0)]
=n(%,j) =n(%,i)
und daraus folgt [(P(i) + U) /P(i) : S(i)] = [U/ (P(i) N U) : S(i)] = 0 und mit der gleichen

Argumentation wie oben gilt P(i) N U = U, d.h. U ist ein Untermodul von P(7).
Ist U zu P(i) isomorph, dann gilt nach den letzten Erlduterungen U = P(i). O

Kombinieren wir das Lemma 3.4 mit den Erlduterungen iiber den reduzierten Ausdruck
eines Moduls aus 1.1.1, so erhalten wir eine

Folgerung 3.5. Sei A eine Teilmenge von AV, dann ist der Ausdruck ZP(Z) genau
ieA

dann reduziert, wenn die Elemente aus A beziiglich < paarweise nicht vergleichbar sind. In

diesem Fall ist dieser Ausdruck eindeutig bestimmit.

Aus dem letzten Lemma koénnen wir nun leicht den Faktormodul von P(j) bestimmen,
der zu A(j) isomorph ist.
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Unter- und Faktormoduln von P(n) mit distributiven Verbénden

Lemma 3.6. Sei j € Qq, dann gilt A(j Z P(i

ZGQO
i<

Beweis. Wir zeigen zundchst 3 ¢y, (p(i),p(y IS = P(i) fiir ein i € Qo mit ¢ < j: Sei
f € Homa(P(i), P(j)), dann gilt Imf € Lok(P(j) | S(7)). Nach dem letzten Lemma ist Im f
ein Untermodul von P(i) C P(j). Da eine Summe von Untermoduln von P(i) wiederum ein
Untermodul von P(i) ist, erhalten wir >y, (p@.piy Imf € P(i) C P(j). Da P(i) —
P(j) € Hom4(P(i), P(j)) und Tm(P(i) — P(j)) = P(i), gt 3 seriom s pigy 1S = P(0).
Seien nun iy, . . ., i,, die maximalen Elemente aus @)y, die kleiner sind als j, d.h. {iy,... i} =

{ieQ]|ix j} Diese Elemente sind paarweise nicht vergleichbar und fiir jedes i € Qo mit
i < j existiert ein i € {iy,..., i, } mit i <1, d.h. es gilt P(i) € 3 P(i) und P(i)+ P(i) =
i#i

P(i). Nach der Definition der Standardmoduln erhalten wir A(j) = P(j)/ziq P(i)
P(5)/ 2iq; P0)-

Die Algebra (A%, <) ist auch eine 1-quasi-erbliche Algebra nach 2.4, somit gelten die letz-
tens bewiesenen Eigenschaften auch fiir die Standard- und die projektiven unzerlegbaren
A°P-Moduln. Aus den in 1.1.2 beschriebenen Eigenschaften des Dualitatsfunktors erhalten
wir analoge duale Aussagen zu Kostandard- und injektiven unzerlegbaren A-Moduln.

oo

Lemma 3.7. Sei j € (g, dann gilt

(a) 1(i) ist genau dann ein Faktormodul von I(j), wenn i € AU,

(b) Sei W ein Faktormodul von I(j) mit soc(W) = S(5) fiir ein i € AY), dann 1(j) —
W. Insbesondere existiert ein eindeutig bestimmter Faktormodul von I(j), der zu I(i)
1somorph ist.

(c) V(j) = () Ker(I(j) — I(i)).

1€EQQ
i<j

1.4 Unter- und Faktormoduln von P(n) mit distributiven
Verbanden

In diesem Unterabschnitt zeigen wir, dass aus der Definition einer 1-quasi-erblichen Algebra
einige schone Eigenschaften fiir gewisse Moduln abgeleitet werden kénnen (z.B wenn sie
endlich viele Untermodul haben). Aufgrund dieser Eigenschaften werden die Voraussetzun-
gen socP(i) = S(n), A(i) — A(1) bzw. V(1) — V(i) fiir einige Punkte aus dem Kécher
tiberfliissig. Dass sie bereits erfiillt sind, folgt aus socP(n) = S(n).

Die Multiplizitdten-Eigenschaften einer 1-quasi-erblichen Algebra A zeigen, dass jeder Stan-
dard - und Kostandardmodul diinn ist. Es gilt also dimg (A(j)x) = dimg(V(j)r) = 1, wenn
Jj < kund dimg (A(j)x) = dimg(V(j)r) = 0, wenn j € k, d.h. ist L ein Untermodul (oder
ein Faktormodul) von A(j) bzw. V(j) mit topL = S(k) (socL = S(k)), dann ist er mit
dieser Eigenschaft eindeutig bestimmt und es gilt j < k. Der Untermodulverband jedes
Standard- bzw. Kostandardmoduls einer 1-quasi-erblichen Algebra ist somit distributiv.
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Unter- und Faktormoduln von P(n) mit distributiven Verbénden

Das néchste Lemma zeigt, dass der erwahnte Untermodul L von A(j) zu dem Standardmo-
dul A(k) isomorph ist und dass L als Faktormodul von V(j) zu V(k) isomorph ist.

Lemma 4.1. Sei j € (g, dann gilt:

(a) A(j) — A(i) genav dann, wenn i € Ay. Jeder Untermodul von A(7) ist eine Summe
von gewissen Standardmoduln aus {A(j) | j € A }-

(b) V(i) = V(j) genau dann, wenn i € Ag;y. Jeder Untermodul von V(i) ist ein Schnitt
von Ker(V(i) - V(j)) fir gewisse Kostandardmoduln aus {V(j) | j € Ag}.

Beweis. Nach der Definition einer 1-quasi-erblichen Algebra gilt [A(1) : S(j)] = 1
fir jedes j € @y und damit |Lok(A(1)|S(5))] = 1. Da A(j) — A(1) erhalten wir
{A(7)} = Lok(A(1) | S(j)). Alle Standardmoduln kénnen also als Untermoduln von A(1)
betrachtet werden.

(a) 7 =7 Wenn A(j) — A(i), dann ist S(j) ein Kompositionsfaktor von A(i) und damit
[A(7) : S(j)] = 1. Nach der Definition 2.1 gilt i < j.

7 <7 Wenn i < j, dann [A(4) : S(j)] = 1, d.h. A(7) besitzt genau einen Untermodul L,
mit topL; = S(j). Weil dieser Untermodul auch ein Untermodul von A(1) ist, ist er mit
dieser Eigenschaft zu A(j) isomorph. Somit erhalten wir A(j) — A(q).

Jeder Untermodul von A(7) hat genau einen reduzierten Ausdruck als Summe von gewissen
in A(i) enthaltenen lokalen Untermoduln. Weil jeder lokale Untermodul von A(7) ein Stan-
dardmodul ist, ist jeder Untermodul von A(7) eine Summe von Standardmoduln.

(b) folgt aus den Dualitéts-Eigenschaften. O

Folgerung 4.2. Fiir jedes i € Qg gilt

radA(i) = > A(j) und  socV(i) = | Ker(V(i) - V(j)).

JEQo JEQo
i<lj i<j

Beweis. Weil A(7) lokal ist, ist das Radikal von A(7) eine Summe von allen echten loka-

len Untermoduln von A(7). Somit gilt nach dem letzten Lemma radA(i) = > jeqy A(j). Sei
i<j

{1, dm} ={J € Qo | i<}, dann existiert fiir jedes j € Qo mit i < jein j € {ji,. .., jm}
mit j < j und nach dem Lemma 4.1 (a) gilt A(5) + A(j) = A(j), d-h. D> jeqs A(j) =
> ieqe A(j) und damit gilt radA(i) = D jeeo A(7).
Der Beweis fiir socV (i) = (Nicq, Ker (V (i) = V(j)) verlduft dual. O
Letztlich bemerken wir noch eine Eigenschaft der projektiven - bzw. injektiven unzerleg-
baren A-Moduln, die zu den Nachbarpunkten des minimalen Elements 1 in (Qo, <)) korre-

spondieren. Sie sind keine diinnen Moduln, haben aber distributive Verbande.

Lemma 4.3. Sei j € Qo mit 1 <7, dann hat P(j) bzw. 1(j) einen distributiven Unter-
modulverband.

Beweis. Sei j € )y ein Nachbar von 1 € Qo (da 1 < j, gilt 1<j). Nach den Ausfiih-
rungen im ersten Abschnitt reicht es, Folgendes zu zeigen: Fiir jedes k € Qo mit P(j)x # 0
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existiert eine Basis {pgk), e ,pg?} von P(j); mit <p§k)> C - <pnk> Aus der Defi-

2 wenn j < k,

nition 2.1 folgt [P(j) : S(k)] = { 1 sonst

und 0 C P(1) C P(2) ist die ein-
—~—

—A(1)
zige A-Filtrierung von P(j) (es gilt P(j)/P(1) = A(j)). Fir jedes k € Qo mit 7 £ k
existiert also genau ein Untermodul von P(j), dessen Kopf zu S(k) isomorph ist. Jedes
von Null verschiedene Element aus P(j), ist eine Basis von P(j); und erfiillt demnach

die oben genannte Eigenschaft. Sei nun & € Qp mit j < k. Wir zeigen, dass in P(j)
eine Basis {pg ), pgk)} mit <p§k) C <p§k)> existiert. Der Standardmodul A(k) ist ein
Untermodul von P(j), denn A(k) C A(1)(= P(1)) C P(j). Da topA(k) = S(k), exis-
tiert ein Element in P(j), das A(k) erzeugt. Dieses Element bezeichnen wir mit p{*). Sei

(
nun pgk) ein zweites Element aus P(j)x, so dass pg und p2 ) linear unabhéngig sind, d.h.

{ pgk), pé )} ist eine Basis von P(j)g. Wir betrachten nun den von p(2 ) erzeugten Untermodul

<p§ )> von P(j) (es gilt top <p2 ) = S(k)). Das Element pgk) ist nicht in dem Untermo-
dul P(1) von P(j) enthalten, denn A(k) = <p(1k)) C P(1) und [P(1) : S(k)] = 1, d.h.
<p§k)> Z P(1). Seien / (k) — ((;;7)) und 7 PG) PG)/ M) A-Modul Ho-

€k N ) € = €j

momorphismen, dann ist die Komposition F' = (go f) : P(k) L, P(j) 5 P(j)/P(1) = A(j)

kein 0-Homomorphismus, d.h. ImF" = <p§k)> ist ein lokaler Untermodul von A(j) mit

top(ImF) = S(k). Nach dem Lemma 4.1 (a) gilt somit ImF = < (k)> >~ A(k). Aus der all-

gemeinen Faktormodul-Theorie folgt, dass die Teilfiltrierung 0 C <]@ von P(j)/P(1) eine
Teilfiltrierung P(1) C <p(2k)> + P(1) von P(j) mit (<p§k)) + P(l)) /P(1) =2 A(k) induziert.
Nach dem ersten Isomorphiesatz erhalten wir <p§k)> / (<p§k)> N P(l)) = A(k). Auferdem

gilt <p(k)> P(1) # 0, denn aus der Tatsache, dass der Sockel von P(j) einfach ist, folgt, dass
socP(j) der Sockel jedes echten Untermoduls von P(n) ist, d.h. socP(j) C UyNU;y # 0 fiir al-
le Uy, Uy € UM(P(5))\ {0}. Wir betrachten nun die Filtrierung 0 C <p§k)> NP(1) C <p§k)>.

Fiir den oben definierten Homomorphismus f gilt P(k)/Kerf = Imf = <p(2k)>, somit in-
duziert die letzte Filtrierung von <p§k)) eine Teilfiltrierung Kerf € U C P(k) von P(k)
mit P(k)/U = (7)) (W) N P(1)) = A(k) wnd U/Kerf = ((387) 0 P(1)) /0 =

<p§k)> N P(1). Nach dem Lemma 3.6 gilt U = ) icq, P(i). Weil dieser Ausdruck reduziert
ist gilt topU = @ ieq, S(4). Nach den Ausfithrungen im ersten Abschnitt existiert ein i € Qg
i<k

mit ¢ <k, so dass S(i) ein direkter Summand von top (U/Kerf) = top <<p2 )) N P(l)) ist.
Daraus folgt [<p§k)) NP():S (z)] # 0 und damit existiert ein lokaler Untermodul U von

P(1) mit topU = S(i), so dass U C <p§k)>. In P(1) = A(1) gibt es nur einen Untermodul
dieser Art und zwar U = A(7) und da i < k, gilt nach 4.1 A(k) C A(i). Wir erhalten also
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<p§k)> = A(k) C A(1) C <p§k)>. Und dies ist es, was wir zeigen wollten. Der Modul P(j)

hat einen distributiven Verband.
Fiir den injektiven unzerlegbaren A-Modul /(j) mit 1 < j, verlauft der Beweis analog. [

Bemerkung 4.4. Die Anzahl der Untermoduln von P(j) und I(j) fir alle 7 € @y mit
1«7 ist zwar endlich aber nicht gleich. Dies wird im Beispiel II (Unterabschnitt 1.2.2) deut-
lich. Fiir 3 € Q gilt 1 < 3. Der Modul P(3) hat 10 Untermoduln und der Modul 7(3) hat 9
(siehe folgende Zeichnung von den Untermodulverbanden von P(3) und I(3) = P(4)/T(2).
Das rechte Diagramm korrespondiert zu dem Diagramm von UM(P(4) | T'(2))).

P(3) = (43) P(4) = (eq)

(431) + (434) (42)

AN
N\
s

(434) + (4313) (431) (424) + (43) (42) + (434)
(434)/ (4313) +é I(3) o~ (42%34431)

N
/
N

(4313) (4312) (424) + (434) (434 — q - 424) + (431)

/
N
N

(43134) (434 — q - 424) 4 (4313)

(0) (434 — q - 424)

Bemerkung 4.5. Im néchsten Kapitel werden wir sehen, dass der Modul P(j) bzw. I(j) ei-
ner 1-quasi-erblichen Algebra genau dann einen distributiven Untermodulverband hat, wenn
je zwei Elemente aus AY) beziiglich < vergleichbar sind, d.h. wenn A®) mit der Halbordnung,
die von (Qo, <) induziert ist, total geordnet ist. Dies ist auch im Beispiel I (Unterabschnitt
1.2.2) nachvollziehbar: Fiir jeden Punkt j aus dem Kécher von A(n) ist (AY), <) total ge-
ordnet.

Bemerkung 4.6. Im letzten Abschnitt des néchsten Kapitels betrachten wir die Sum-
manden 7'(j) des charakteristischen Kippmoduls einer 1-quasi-erblichen K-Algebra A. Dort
zeigen wir, dass fiir alle j € {i € Qg | i <n} der A-Modul T'(j) genau 4 Untermoduln hat.
Auferdem werden wir sehen, dass fiir jedes j € )y die Anzahl der Untermoduln von 7T(j)
gleich der Anzahl der Untermoduln von P, (m) fiir m = }A(j)‘ ist, wenn (A(;), <) total ge-
ordnet ist. Dabei bezeichnen wir mit A(m) weiterhin die Auslander Algebra von K[z|/ (™).
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KAPITEL 2

Fine Basis einer 1-quasi-erblichen Algebra

Die im ersten Kapitel ermittelten Eigenschaften geben wichtige Informationen, zur Erweiterung
unserer Sicht auf die Struktur einer 1-quasi-erblichen Algebra.

In den ersten beiden Abschnitten dieses Kapitels beschreiben wir das Paar (@, 1), das eine 1-quasi-
erbliche K-Algebra représentiert. Die Ausfiihrungen in diesen Abschnitten bilden die Grundlagen
fiir die Bestimmung einer ausgezeichneten Basis einer 1-quasi-erblichen Algebra, die im Abschnitt
3 eine besondere Aufmerksamkeit erhalten wird.

In der Theorie von quasi-erblichen K-Algebren spielen die A-guter und V-guter Moduln eine er-
hebliche Rolle. Wir zeigen im vierten Abschnitt, dass alle A- bzw. V-Filtrierungen von projektiven
bzw. injektiven unzerlegbaren Moduln einer 1-quasi-erblichen Algebra direkt mit der Struktur ihres
Kochers verbunden sind.

Am Ende dieses Kapitels betrachten wir einige direkte Summanden des charakteristischen Kippmo-
duls, die unter bestimmten Bedingungen auch Untermoduln von P(n) fiir {n} = max {(Q, <)} sind.

Mit A wird in diesem Kapitel stets eine 1-quasi-erbliche K-Algebra bezeichnet, (Q,1) ist
das A beschreibende Paar (aus einem Ko6cher und Relationen). In kiinftigen Aussagen iiber
1-quasi-erbliche K-Algebren wird dies nicht mehr explizit erwahnt.

2.1 Kocher einer 1-quasi-erblichen Algebra

Aus den im letzten Kapitel bereits ermittelten Eigenschaften einer 1-quasi-erblichen Alge-
bra A erhalten wir nun alle nétigen Informationen, um den Kécher ) von A explizit zu
bestimmen. Wir werden sehen, dass die Pfeile des Kochers in direkter Verbindung mit der
Halbordnung < auf )y stehen. An dieser Stelle sei daran erinnert, dass die Anzahl der Pfeile,
die im Punkt j des Kochers starten und im Punkt 7 enden [top (radP(j)) : S(7)] ist, d.h. die
Anzahl der zu S(i) isomorphen direkten Summanden von top (radP(j)).

Lemma 1.1. Fir jedes j € Qo gilt top (radP(j)) = EB S(i) @ EB S(17).

i€Q i€Q
1<) <

Beweis. Aus A(j) = P(j)/ <Z'LEQ0 P(z)) (Lemma 3.6 Kap. 1) folgt, dass die Mengen

idj
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Kocher einer 1-quasi-erblichen Algebra

der Untermoduln von A(j) und die der Untermoduln von P(j), die ) icq, P(i) enthalten,
gleichméchtig sind. Die Abbildung

F:{MeUM(P3)) | Pl) S My — UMA()) mit F(M)=M/| > P(i)

i€Qq 1€Qo
<] <]

ist also bijektiv und M’ C M genau dann, wenn F(M') C F(M) sowie F(radP(j)) =
radA(j). Der Standardmodul A(j) hat endlich viele Untermoduln, somit existieren nur
endlich viele Untermoduln von P(j), die ) icq, P(7) enthalten. Nach Lemma 4.1 (Kap. 1)

ist jeder Untermodul von A(j) eine Summe von A(k) fiir gewisse k aus A(j). Fiir solch
ein k sei M(k) = F~'(A(k)). Es existiert ein lokaler Untermodul L(k) von P(j) mit
topL(k) = S(k), so dass M(k) = L(k) + > _icqo P (i) und dieser Ausdruck von M (k) redu-
ziert ist. Fiir jede Teilmenge A C Ay ist -, ) L(k) + > icqo P(i) ein reduzierter Ausdruck
von Y o M (k) und F (3,00 M(k)) = 3pcn A(k). Nach der Folgerung 4.2 (Kap. 1) er-
halten wir also F' <Zk_eclg€0 M(k)) = radA(j) und damit gilt radP(j) = Zk_eclgco M (k). Der
Ausdruck koo L(k) + > ica, P(i) ist ein reduzierter Ausdruck von radP(j). Nach den
j<k i<j
Erlduterungen oben gilt somit top (radP(j)) = B,,; S(i) ® B, S(i)- O

Bemerkung 1.2. Im néchsten Abschnitt werden wir zeigen, dass der Radikal von P(j)
genau einen reduzierten Ausdruck hat, d.h. dass der in dem Beweis mit L(k) bezeichnete
Untermodul von P(j) eindeutig bestimmt ist. Nach den Bemerkungen iiber einen reduzier-
ten Ausdruck aus 1.1.1 (Kap. 1) gilt: Jeder Untermodul L aus Lok(P(j) | S(k)) ist ein
Untermodul von L(k), fiir jedes k € A().

1  wenn ¢ <y,
Aus dem letzten Lemma erhalten wir also [top (radP(j)) : S(i)] =4 1 wenn j <4,

0 sonst.

Zwei Punkte ¢ und j in dem Kd&cher von A sind genau dann verbunden, wenn sie Nach-
barn sind. Ist dies der Fall, dann gibt es genau einen Pfeil von ¢ nach 7 und genau einen
Pfeil von j nach i. Der Koécher einer 1-quasi-erblichen Algebra A hat also die im folgenden
Bild visualisierte Gestalt:

.1 Fiir ein fixiertes j € )y sind die Elemente i, ..., 1,

/ \ die Nachbarn von j aus AY) und die Elemente

Z-gl) & ) ki,...,ky sind die Nachbarn von j aus A(;. Es gilt
Pl % also 4147, ...,1,<97 und j<kq,..., k;,<j. Das minimale

Element 1 bzgl. der Halbordnung < auf )y befindet

P &
\< / . sich oben mit seinen (immer gréferen) Nachbarn. Un-

ten befindet sich das maximale Element n aus (Qy, <)

J :
/ \ i es gilt n = |Qo| und auch seine (immer kleineren)
A A

Qa o~
Nachbarn. Von jedem Punkt ¢ aus )y gibt es immer

einen Weg ¢ — 41 — -+ — 4 — 1 mit ¢ > 33 >
«++> 1 > 1 und einen Weg i1 — i3 — --- = i — n

! \ /Z mit 7 < 73 < --- < i < n. Diese Wege sind im Bild
:"n punktiert dargestellt.
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2.2 Relationen

Aus den bereits erhaltenen Eigenschaften von projektiven unzerlegbaren Moduln einer 1-quasi-
erblichen Algebra A lésst sich einiges {iber die Relationen von A schlieffen. Zur Erinnerung: Die
Elemente des projektiven A-Moduls P(j) betrachten wir als Linearkombinationen der Wege in A,
die in j starten. Fiir einen Weg w € K@ bezeichnen wir mit w die Restklasse w + I aus KQ/I.

In diesem Abschnitt verwenden wir die bereits im letzten Kapitel eingefithrten Bezeich-
nungen zu gewissen Teilmengen von @, ndmlich fiir j € Qg ist AV = {i € Qg | i < j} und
Ay ={i€Qo|j<i}

Bemerkung 2.1. Wie bereits erwidhnt (1.1.1 Kap. 1), korrespondiert jeder Pfeil bzw. Weg
w € A mit einem Homomorphismus f, : P(e(w)) — P(s(w)), wobei fy(a - eew)) =
a-w-eg) und a € A. Auberdem gilt Imf,, € Lok (P(s(w)) | S(e(w))) und w ist ein erzeu-
gendes Element von Imf,, d.h. Imf, = (w).

Fir zwei Wege wy,wy € A mit s(w;) = s(wy) und e(w;) = e(wy) gilt die Gleichung
(w1) = Imf,, = Imf,, = (ws) genau dann, wenn ein ¢ aus K* existiert und eine Linear-
kombination w aus Wegen in K@), die aus s(w; ) starten und in e(w; ) enden, mit w € rad (w;)
und wy +c-wo +w € L

Eine Eigenschaft, die aus dem Kocher einer Basis-Algebra abzulesen ist, beschreibt das Ra-
dikal jedes projektiven unzerlegbaren Moduls: Ist {ji,. .., j.} die Menge der Nachbarn von
j € Qo und My, = Imf(;) = ((j — k)), dann ist radP(j) = >, (5, 1 My, ein reduzierter
Ausdruck von radP(j).

-----

Lemma 2.2. Sei (j — i) € Q1, dann ist fij_;) genau dann eine Inklusion, wenn i < j.

Beweis. Wenn @ £ j, dann kann f(;_;) : P(i) — P(j) nach Lemma 3.4 (Kap. 1) nicht in-
jektiv sein. Wenn ¢ = j, dann gilt f(;.j) = fid,;,- Sel also ¢ < j. Aus der letzten Bemerkung

erhalten wir, dass Im (f(j_; : P(i) — P(j)) ein Summand eines reduzierten Ausdrucks
von rad P(j) ist. Weil top (Imf(jﬁi) = S(i)), gilt Im (f(jﬂ-)) = P(j), denn es existiert genau
ein Untermodul U C P(j) mit topU = S(i), so dass U ein Summand eines reduzierten
Ausdrucks von radP(j) ist, ndmlich U = P(i). Somit ist f;_.;) eine Inklusion. O

Definition 2.3. Sei (A = KQ/I,<) eine 1l-quasi-erbliche Algebra und i,5 € Qo mit
i € AY. Seiw = (G — k — -+ = k — -~ — k. — j) ein Weg in KQ mit

1 < ky < oo < k < --- < k. < 7. So einen Weg nennen wir einen fallenden Weg
von ¢ nach j und bezeichnen ihn mit w | (i — j). Analog dazu nennen wir einen Weg
w=0Uy—-k— "=k -5k —->imtj>k>->k> >k >i

einen steigenden Weg von j nach ¢ und bezeichnen ihn mit w T (j — ¢). Wenn i = j gilt
wl(i—i)=wT(—1)=e,.

(Die Benennungen "steigend" bzw. "fallend" beziehen sich auf die nach oben bzw. nach
unten weisenden Richtungen der jeweiligen Wege in dem Kocher, der eine 1-quasi-erbliche
Algebra A beschreibt.)

Die Menge aller fallenden Wege in K (), die in ¢ starten und in j enden, bezeichnen wir mit
W | (i — j). Analog dazu bezeichnen wir die Menge aller steigenden Wege in K@), die in j
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starten und in ¢ enden mit W 7 (5 — ). Offensichtlich sind die Mengen W | (i — j) und
W T (i — j) endlich und die Anzahl der Elemente von ihnen ist gleich. Fiir einen Weg w
aus W | (i — j) und W T (i — j) betrachten wir nun die Eigenschaften des zugehorigen

Weges w =w+1aus A= KQ/IL

Lemma 2.4. Sei w ein Weg in A mit s(w) = j und e(w) = i, dann gilt (w) = P(i)
genaw dann, wenn we W1 (j — i) fir jedes j € Ag.

Insbesondere gilt (w) € radP(i) fir jeden Weg w € A mit s(w) = j, e(w) = 1 genau dann
wenn w g W1 (j — i) fir jedes j € Qo.

Hier betrachten wir P(i) als einen Untermodul von P(j).

Beweis. Zur Erinnerung: Seien k, k' € Qo und w = (k — k1 — -+ — k,, — k') ein Weg
aus A, dann gilt fiir f, : P(k') — P(k)

Jw = f(kﬂkl) o f(klﬂkg) ©---0 f(kmak/)a

wobei fr,—kyy) + P(kip1) — P(ky) der zum Pfeil ky — k;y1 korrespondierende Homomor-
phismus ist.

"<". Seiw =w T (j — i), dann ist f, : P(i) — P(j) eine Komposition von Inklusionen
und damit auch eine Inklusion, d.h. (w) = Imf, = P(i) C P(j).

"=" Seinunw=(j =k — - — ki — ki1 — - — kp — 1) kein steigender Weg, dann
gilt k; < kyqq fiir mindestens ein ¢. Nach Lemma 2.2 ist fiy, —k,,,) : P(ky1) — P(k;) nicht
injektiv und damit gilt socP(i) = socP(k:y1) € Ker fu, —,,,)- Somit ist f,, keine Inklusion.
Wenn w ¢ W T (j — i), dann ist Imf,, ein echter Untermodul von P(i) (nach Lemma 3.4
Kap. 1), denn top(Imf,,) = S(i) und Imf,, # P(7). Somit gilt w € radP (7). O

Nach der Bemerkung 2.1 konnen wir nun einiges iiber Relationen einer 1-quasi-erblichen
K-Algebra A = KQ/I folgern:

Lemma 2.5. Seien i,j € Qo mit i € AU,

(a) Fiir wi,wy € W1 (j — i) existiert ein ¢ € K* und w=">_," | \, - u, wobei A\, € K,
s(ug) =7, e(ug) =i und wp & W1 (j — i) fir alle k € [1,m], so dass Folgendes gilt:

wtc-wt+wel

(b) Fir w,wy € W| (i — j) existiert ein c € K* und w= Y] A\ - w,, wobei N\, € K,
s(ug) =1, e(ux) = j und wy & W (i — j) fir alle k € [1,m], so dass Folgendes gilt:

wt+cec-uw+wel

(c) Fir jedes j € Qo\ {1} ist der Weg wy - wy in A ein 0-Weg fir alle w, € W 1T (1 — 1)
und alle wy € W | (i — 1). Insbesondere gilt (1 — j — 1) € T fir alle j € Qo mit
1<y.

Beweis. (a) Nach dem Lemma 2.4 gilt (w) = (wy) fiir wy, wy € W T (j — ). Wie bereits
in 2.1 erwahnt erhalten wir wy +c¢-wy 4w € I fiir ein ¢ € K* und ein w € rad (w, ), wobei w
eine Linearkombination aus Wegen in K () ist, die aus j starten und in ¢ enden. Nach dem
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Lemma 2.4 erhalten wir, dass die linearen Summanden von w nicht aus W T (j — 4) sind.
(b) Der Beweis verlduft durch Widerspruch. Angenommen wy = (i — k; — -+ — kp, — J)
und wy = (z’—>l~€1 — '~'—>/~€m—>j) sind aus W | (i — j) und wy + ¢+ wo + w ¢ I fiir alle
¢ € K* und alle w € spany {u|s(u) =4, e(u) =4, u¢g W | (i — j)}. Fiir die steigenden
Wege w2 = (j =k — -+ — ki — i) und Wl = (j — ks, — --- — ky — i) aus (KQ)
gilt dann wi* + ¢ - w3’ + w? & 1°?. Nach Lemma 2.4 (Kap.1) ist A’ eine 1-quasi-erbliche
Algebra und damit erhalten wir aus (a) einen Widerspruch.

(c)Seij € Qomit j#1,dann 1 < j. Seiw=wT(j—1)-w/| (1 — j),dann ist f, :

P(1) 795 P(j) 557 P(1) st nicht injektiv. Aus dimxEnda(P(1)) = dimgEnda(A(1)) = 1
erhalten wir f,, = 0 und damit ist w ein 0-Weg. Dies gilt insbesondere fiir alle j mit 1< 7,
d.h. (1 — j — 1) ist eine 0-Relation. O

Folgerung 2.6. Fiiri,j € Qo miti € AY) und w, o/ € W1 (j — 1) bzw. u, o/ € W (i — j)
gilt (w) = (W) bzw. (u) = (u'). Insbesondere gilt:

o Jeder U € Lok(P(j) | S(i)) ist ein Untermodul von (w) .
o Jeder U € Lok(P(i) | S(j)) ist ein Untermodul von (u) .

Das Radikal von P(j) hat einen eindeutig bestimmten reduzierten Ausdruck radP(j) =

D AG—= )+ D (i)

1€EQQ 1€EQQ
<47 J<t

Bemerkung 2.7. Im néchsten Abschnitt betrachten wir eine bestimmte Basis einer 1-
quasi-erblichen Algebra. Aus der Hauptaussage dieses Abschnitts kdnnen wir bereits jetzt
einen weiteren Schluss iiber die Relationen ziehen, némlich: Fir alle 7,7 € Qp mit ¢ < j
fixieren wir einen steigenden Weg w 1 (j — 4) und einen fallenden Weg w | (i — j), dann
existieren fiir alle j, 7' € Qo und alle k € Ay N Ay also A\; € K fiir alle i € A N AU mit

wik—=)wl(@G—k+ > Nwl(i—j)wi(—iel
1€Q0
ieA) AU

2.3 Basis B(A) einer 1-quasi-erblichen Algebra A

In diesem Abschnitt bestimmen wir eine spezielle Basis B(A) einer 1-quasi-erblichen Algebra A,
deren Elemente Verkniipfungen von steigenden und fallenden Wegen sind. Wir zeigen, dass gewisse
Teilmengen von B(A) Basen von projektiven unzerlegbaren A-Moduln bilden. Von besonderem
Interesse werden einige Eigenschaften der Moduln sein, die von den Elementen dieser Basis erzeugt
sind. Wir zeigen, dass gewisse Teilmengen von {(w) | w € B(A)} existieren, die mit der Halbord-
nungsrelation C der Struktur von (A(j ), é) bzw. (A(j), é) entsprechen.

Die im letzten Abschnitt eingefiihrten Bezeichnungen gelten auch weiterhin. In diesem Abschnitt
bezeichnen wir mit A ausschliefslich eine 1-quasi-erbliche K-Algebra und mit (@, I) das sie beschrei-
bende Paar.

Sei i € AU). Fiir jeden steigenden bzw. fallenden Weg w T (j — i) baw. w | (i — j)
bezeichnen wir mit w T (j — ¢) bzw. w | (i — j) den dazu gehorigen Weg aus A = KQ/1
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und nennen ihn steigenden bzw. fallenden Weg in A (nach Lemma 2.5 sind es keine 0-Wege).
Sei nun i € AW NA® fiir gewisse 7, k € Q. Es existiert 1

also ein steigender Weg von k nach ¢ und ein fallender 1_/ \

Weg von i nach 7 in A. Wir fixieren jeweils einen dieser S /1\ -

Wege w T (k — i) sowie w | (i — j) und betrachten de- & B .
ren Verkniipfung. Dazu verwenden wir die Bezeichnung :

ta .
km

w? (k) ==w | (i — ) w T (k= ). [

Im rechten Bild sind diese Wege durch schwarze Pfeile
visualisiert. Die Pfeile, die im Kocher zwar vorhanden \ /‘

sind aber hier keine Rolle spielen, sind grau.

Die nun folgende Hauptaussage dieses Abschnitts besagt, dass eine Basis von A existiert,
die aus Wegen der Form w” (k) besteht.

Satz 3.1. Firi,j,k € Qo miti € AV N A®_ Sej ng)(k) ein oben beschriebener Weg
in A. Dann bilden die Elemente der Menge

e BY(k) := {wi(j)(k) ’z c AV N A(k)} eine Basis von P(k);,

.1ﬂ@;:{uﬁkm

7

i, € Qo i€ AUN A(k)} eine Basis von P(k),

.Bmy:{@W@

i,5.k € Qo i € AUN A(k)} eine Basis von A.

Die Elemente aus BY) (k) sind also Wege, die in k star-
ten, steigend bis zu einem der Punkte i aus AW N A®)
verlaufen, dann wiederum fallend verlaufen und im
Punkt j enden.

Bild rechts: Im schattiertem Bereich befinden sich die
Punkte des Kochers aus A® N AU, sie sind dort mit
i1,%9, .. .,1; bezeichnet (offensichtlich gilt 1 € A®NAW),

Wie bereits erwahnt gilt <w§j)(k)> € Lok(P(k) | S(j))

und <w§j)(k)) ist ein Untermodul von dem zu P(i) iso-
morphen Untermodul von P(k), d.h. von (w T (k — 1)).

Fiir den Beweis dieses Satzes brauchen wir einige Zusatzaussagen zu den Wegen wfj )(k) Die
Eigenschaften solcher Wege lassen sich aus der Definition einer 1-quasi-erblichen Algebra
und aus bereits daraus gewonnenen Eigenschaften folgern. Wir zeigen, dass eine Filtrierung

ocU,cCc---CU C---CU C P(k) von P(k) existiert mit U; = <w§j)(k)) + Uiy
fiir alle 4 € {iy,...,5} = AW N A® (offensichtlich gilt dann <w§j)(k)) Z U;—1). Aus der
allgemeinen Vektorraum-Theorie konnen wir dann folgern, dass die Elemente der Menge
{wz(f (), wz(; (k) . .. ,wg )(k)} linear unabhéngig sind. Dies werden wir nun zunéchst niaher

betrachten.
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Bemerkung 3.2. Um die Eigenschaften von <w§j )(k)> zu beschreiben reicht es statt wZ(j )(k)
ein Element von der Form w (i) d.h. w | (i — j) zu betrachten: Aus dem Lemma 2.4
folgt (w T (k—1i)) = (w1 (k’ — 1)) = P(i) fiir alle k, k" € Ay, d.h. der A-Modul Homo-
morphismus (w T (k — i) — (w T (K’ — 7)) mit w T (k— i) — w1 (K — i) ist ein
Isomorphismus und damit sind auch (a-w T (k — 4)) und (a-w T (k’ —i)) fir allea € A

isomorph. Da w | (i — j) € A, erhalten wir < ) < ) Da i € Ay gilt

(0 (k) = (w(0))

Aus der Konstruktion von w (k:) folgt, dass w, )(k) ein Element aus (w 1 (k — 1)) = P(7)
ist (hier betrachten wir P(i ) als ein Untermodul von P(k)) und aus der Folgerung 2.6 er-

halten wir U C <w§j)(k‘)> fir alle U € Lok(P(i) | S(j)).

Lemma 3.3. Seien i,5,k € Qo mit i € AU N AR und P(i) C P(k). Fiir die bijektive
Abbildung

F:UM|P(i)| Y P@)| — UM(A®) mit F(M)=M/| > P(i)

i,GQO i/GQO
il qi il

gilt FH(A()) = (wl(k)) + .,Z P(i), dh {wP(®)) / | (wP (k) 0 ‘/Z P(i) | = A().

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass <w 2 k) ) kein Untermodul von ) reqo P(i') ist. Dann

(
g11t< ())+zlfgo P(i') € UM ( P(i)
F((w?(0) + Svean P)) =

il <

; EQO (') ) und damit ist

il <

=
<w )—FZzer P(i )) / <ZZ€Q0 PW))

7,47, i/ <4

<
= (wl(1)) / ({0 (6)) N T vca, )

ein lokaler Untermodul von A(7) mit dem zu S(j) isomorphen Kopf. Es existiert aber genau
ein Untermodul von A(7) mit dieser Eigenschaft, und zwar A(j).
Nach der Bemerkung 3.2 sei 0.B.d.A. k£ =i und i # j. Wir betrachten den Homomorphismus

fwi—g) + P(J) — P(i). Zu zeigen ist Imfy ;) = (w | (i = j)) & Zyer P(7'), d.h. die

Komposition der Abbildungen P(j) Jwit=p, P(i) - P(i)/ (ZZ ‘<ap P(i )) = A(7) ist nicht
trivial. Angenommen i< j, dann gilt (i — j) =w | (i — j). N ach der Folgerung 2.6 ist

radP(i):Z i — i) +Z Z—>j

i
#€Q0 P(Z ) ]quJO Imf;—j

der eindeutig bestimmte reduzierte Ausdruck von radP(i) und damit erhalten wir Im f(;_.;) Z
> 'eqo P(i"). Wir erhalten Im (P(j) Joa, P(i) —» A(z)) >~ A(j) und damit gilt auch

Z<IZ

Ker (P(j) fop, P(i) — A(z)> =Y ieq, P(i) nach der Lemma 3.6 (Kap. 1). Anders gesagt,

i<j
das Diagramm
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f(iﬁj)
—_—

P(j) P(i)

l l
PGS PG) 222 pa) Y PO

i€Q0 ¢€Qo
(Y i/ <4
L. o . S
vV VvV
=A(j) =A(4)

ist kommutativ und weil der induzierte Homomorphismus f,—;) von Null verschieden ist,
kann es nur eine Inklusion sein.

Seinmw | (i »j)=0G(—>k — - =k — ky — -+ — k — j), dann sind die
folgenden Diagramme

—j Fer— ks Fter— 141 i—ky .

P(j) forzs, P(k;) P P(ky1) hmhe), P(ky) — -+ RIGICeN P(i)
1 1 1 1 1

A(j) = A(ky) = o= Ake) — A(ky) = -+ — A(i)

kommutativ. Fiir die Abbildung fuji—;) = fiimki) © =" - © flkemkisr) © - © fik—j) gilt also
P(j) Juriz), P(i) — A(Z)) # 0 und damit ist Imfy,|;—; = (w | (i — j)) kein Untermo-
dul von ), . P(7). O

Nach der Definition einer 1-quasi-erblichen Algebra (Multiplizitdten-Eigenschaft) gilt: In
jeder A-Filtrierung von P(j) gibt es fiir jedes i € AY) genau einen Faktor, der zu A(7)
isomorph ist. Insbesondere ist }A(j)’ die Lange jeder A- Filtrierung von P(j).

Lemma 3.4. Sei 0 C --- C D' C D C --- C P(j) eine A- Filtrierung von P(j) mit
D/D" = A(i), dann D = P(i) + D'.

Beweis. Sei m = ’A(j)’ undO0=D,,CD,, C---CDyyyCD C---CDyCD =
P(j) eine A- Filtrierung von P(j) mit D;/D;1 = A(i;) fiir jedes t € {1,...,m}. Daraus
folgt top (D¢/Dyi1) = topA(iy) = S(i;) und damit ist S(i;) ein direkter Summand von
topD,. Es existiert also ein lokaler Untermodul L; von P(j) mit topL; = S(i;), so dass gilt
Dy = Ly + Dyy1 (nicht notwendig ein reduzierter Ausdruck). Wir zeigen L, = P(i;) durch
Induktion nach ¢.

Fiir t = 1 gilt offensichtlich #; = j und damit auch D; = P(i1) = L; (und auch D(1) =
Ly + D).

Angenommen Ly = P(iy),...,L;1 = P(i;_1) aber L; # P(i;). Dann ist L; nach Lemma 3.4
(b) (Kap. 1) ein echter Untermodul von P(7;) und damit ist D, ein echter Untermodul von
P(iy)+Dyyq. Es existiert alsoein k € {1,...,t — 1} mit Dy C P(i;)+ D1 C Dy (nach der
Induktionsvoraussetzung gilt Dy, = P(ix) + Dyy+1 und damit ist Dy # P(i;) + Dg+1). Daraus
folgt, dass S(i;) ein Kompositionsfaktor von Dy /Dy1 = A(iy) ist. Aus den Multiplizitéten-
Eigenschaften erhalten wir iy, < i; und damit auch P(i;) C P(i;). Dies steht im Widerspruch
zu P(’Lt) -+ Dk-Jrl Cc D, = P(Zk) -+ Dk-Jrl. O

Aus diesem Lemma kénnen wir nun leicht folgern, dass jeder Untermodul in einer A-
Filtrierung eines projektiven unzerlegbaren A-Moduls eine Summe von projektiven unzer-
legbaren A-Moduln ist. Im folgenden Abschnitt werden wir zeigen, dass fiir jede solcher
Summen U eine A-Filtrierung von P(n) existiert, in der U vorkommt.
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Folgerung 3.5. Sei D ein Untermodul einer A- Filtrierung von P(j), dann ist D eine Sum-
me von in P(j) enthaltenen projektiven unzerlegbaren Moduln. Insbesondere hat D genau
einen reduzierten Ausdruck.

Beweis. Sei 0 = Dy € Dy C -+ C Dyy C Dy C Dyyy C -+- C D, = P(j) eine A-
Filtrierung von P(j). Der Beweis erfolgt durch Induktion nach t. Da A(1) = P(1) ein Un-
termodul von P(j) ist, A(1) in jeder A-Filtrierung von P(j) nur einmal vorkommt und
socP(j) einfach ist, erhalten wir D; = P(1). Die Aussage stimmt also fiir ¢ = 1.

Die Aussage sei erfiillt fir Dq,...,D;_1. Da Dy/D;_; = A(i). Aus dem letzten Lemma folgt
Dy = P(i) + Dy_1, d.h. D, ist eine Summe von projektiven unzerlegbaren Untermoduln
aus P(j). Nach der Induktionsvoraussetzung gilt D;_; = >, ., P(j) fiir eine Teilmenge von
A und die Elemente in A sind paarweise nicht vergleichbar (Folgerung 3.5 (Kap. 1)). Da
P(i) € Dy gilt i €1 fir allel € A. Sei A’ = (A\{l € A |l <i})U{i}, dann sind die Ele-
mente in A’ paarweise nicht vergleichbar und damit ist ) ,_,, P(l) ein eindeutig bestimmter
reduzierter Ausdruck von D;. O

Wie bereits bekannt, gibt es in einer Jordan-Holder-Reihe 0 C Uy C --- C U; C Uy C
-+ C P(k) von P(k) genau m = ’A(j) N A(k)’ Untermoduln Uy, , ..., U, mit der Eigenschaft

Ui, /Us,—1 = S(j). Im nachfolgenden Lemma zeigen wir, dass <w§j)(k)> fir i € AU N AW

(2

die Summanden jedes dieser Untermoduln sind.

Lemma 3.6. Seieni,jk € Qo miti € AW NA® und0c---c D' cDcC---c Pk)
eine A-Filtrierung von P(k) mit D/D" = A(i), dann existiert ein Untermodul DZ(]) C P(k)
mat

D'cD?CD und DY = (w?(k))+ D

Auflerdem gilt DZQ)/D’ = A()).

Hier die Aussage in graphischer Form:

. o0 D P(k)
A(F)
Beweis. Nach Lemma 3.4 gilt D = P(i) + D'. Wegen D/D’ = P(i)/ (P(i) N D") = A(1)
aus Lemma 3.6 (Kap. 1) folgt P(i)ND" =Y vcq, P(i'). Wir erhalten eine bijektive Abbildung

i/ <4

F: UM (P(i)] X veo, P(z”)) — UM (D| D) mit F(U)=U+ D'
Insbesondere gilt UM(D | D’) = UM(A(7)) (M — M/D").
Nach Lemma 4.2 ist F <<wl(])(k)> + > e P(i’)) = <w§j)(k)> + > ieq, P(7) + D' =

i< i’

<w§j)(k)> + D’ der zu A(j) € UM(A(%)) korrespondierende Modul aus UM(D | D’) (es gilt
S veo, P(i') C D). Es gilt also <w§j)(k)) ¢ D' und DY = F <<w§j)(k)) + S ean P(z”))

i< i’

ist der gesuchte Modul aus UM(D | D"). O
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Dies ist im Bild rechts veranschaulicht: Das Bild rechts symbo-

lisiert das Untermodul-Diagramm von P(k), dabei ist rad P(k) P
der eindeutig bestimmte maximale Untermodul von P(k)
und socP(k) ist der eindeutig bestimmte einfache Untermo-
dul von P(k). Fir alle M, M’ € UM(P(k)) mit M' C M
ist das Untermodul-Diagramm von UM(M | M’) in dem
von P(k) zu finden. Im Bild sind die Unterdiagramme von
UM(D | D) und UM(P(i) | P(i) N D') skizziert. Da diese
Diagramme mit dem Untermodul-Diagramm von A(i) korre-
spondieren gibt es somit genau einen maximalen Untermo-
dul von D bzw. P(i), der D" bzw. P(i) N D" enthélt, d.h.
das dem radA(7) entspricht (da P(7) lokal ist, ist dieser Un-
termodul das Radikal von P(i)). Analog dazu gibt es genau
einen Modul aus UM(D | D’) bzw. UM(P(i) | P(i) N D)
der mit socA(i) korrespondiert. Auferdem gibt es fiir je-
den Modul U € UM(P(i) | P(i) N D') genau einen Modul
M € UM(D | D') mit M = U + D'. Diese Moduln sind in
dem Bild mit einer grauen Linie verbunden (im Allgemeinen
ist (U + D') /U kein einfacher Modul, d.h. diese Linien sym-
bolisieren nicht unbedingt einfache Kompositionsfaktoren).

Fiir <w§j>(k)) gibt es ein U € UM(P(i) | P(i)N D') mit U = <w§j>(k:)) +PH)ND.

Beweis des Satzes. Sei {iy,...,in} = ADAA® ynd F:0cC -+ C D, CD,; C
---CcDjpCDy,C---C---CD;,1CD,;, C---C P(k) eine A-Filtrierung von P(k)
mit D;,/D;,—1 = A(i;) fur alle t € {1,...,m}. Nach dem letzten Lemma kann F zu der
folgenden "Filtrierung" verfeinert werden:

0C--- CDiyy C{w? (k) + Dy 1 C D, C
- Di2_1 C <wg)(k:)) + DZ‘2_1 - DZ'2 C

C Dim,1 C <wl(fn)(k)) —+ Dim,1 - Dim c---C P(l{])

Auferdem gilt <w£f )(k‘)) Z D;,—1. Aus dem bereits Erwahnten erhalten wir, dass die Wege
wz(f)(k:), wg)(k‘), Ce wffn)(k:) linear unabhéngig sind.

Nach Lemma 3.2 (Kap. 1) gilt dimx P(k); = m und damit erhalten wir, dass die Menge der
Wege {wz(j)(k) |ie AU A(k)} eine Basis von P(k); ist. Aus P(k) = @, P(k); folgt,
dass {wz(j)(k) | € Qo, i€ AUN A(k)} eine Basis von P(k) ist. Die Algebra A ist basisch
und damit ist UkerUjer {w,iz)] | i< 7, k} = {ng)(k) | j ke Qq, ic AO) N A(k)} eine Ba-

sis von A. O

Ist also w ein beliebiger Weg aus A mit s(w) = k und e(w) = j, dann existieren ein-
deutig bestimmte Skalare A\; € K mit w =) .\ )qacm Ai - wi(J)(k:).
Aus diesem Satz konnen wir in speziellen Fallen weitere Eigenschaften von wi(J )(k) ableiten.
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Folgerung 3.7. Seien i, j, k € Qo miti € AV NA® . Dann ist jeder U € Lok(P(k) | S(j))
genau dann ein Untermodul von <w§j)(k3)>, wenn AW = AU N AR,

Beweis. 7 = 7 Wenn jeder lokale Untermodul U von P(k) mit topU = S(j) ein Un-
termodul von <wij)(k)> C P(i) ist, dann gilt Lok(P(k) | S(j)) € Lok(P(i) | S(j)),
d.h. P(k); € P(i);. Aus i < k folgt P(i) C P(k) und damit P(i); € P(k);. Wir erhal-
ten also P(k); = P(i); und damit dimg(P(k);) = dimg(P();). Nach dem Satz 3.1 gilt
BU)(k)) — )B@(z’) L dh AD A A® = AD A AD = A® | denn A® C AD),

" =7 Aus AD = AD 0 AB folgt ’B(j)(k)’ - ’B(j)(i)’ und damit P(k); = P(i);. Damit
erhalten wir Lok(P(k) | S(j)) = Lok(P(i) | S(j)) € UM <<w§j>(k))) . 0

Folgerung 3.8. Sei j € Q. Sind die Elemente aus AY) beziiglich < total geordnet, dann
ist UM(P(j)) endlich.

Beweis. Sei {iy,... i, ...,0m}y = AU mit 4, < -+ <4, < --+ < iy, (offensichtlich gilt
iy = 1 und 4,, = j). Die Menge A ist dann fiir jedes ¢ € [i,m] auch total geordnet. Der
Beweis verlauft durch Induktion nach ¢.

Fir ¢t = 1 ist P(i1) = P(1) = A(1) ein diinner Modul und damit hat UM(P(1)) einen
distributiven Verband, d.h. UM(P(1)) ist endlich.
Angenommen UM(P(i;)) hat einen distributiven Verband. Das bedeutet, dass fiir jedes

k € Qo eine Basis {w%k),...,wqu)} von P(i;)r mit <w§k)> C - C <wqu)> existiert. Zu

zeigen ist, dass diese Eigenschaft auch fir P(i;, 1) erfillt ist.

Sei i1 € k, dann AC+) 0 AR = A® fiir ein i € {iy,...,4}. Nach 3.7 gilt damit
P(iti1)r € P(i)r und aus P(i) C P(iyq) folgt P(ity1)r = P(i)k. Nach der Induktions-
voraussetzung existiert die gesuchte Basis. Wenn 4,1 < k, dann AG+1) 0 A®) = AGe+1) ynd
damit U € <w,<jf+1>) fiir alle U € Lok(P(ir1) | S(k)). Weil {i,} = {i € i) [iqi,y ),

erhalten wir radP(i;41) = P(i;) und damit gilt P(i;11) = P(i;) @ spany {w,(:t“)}.

Die Menge {wik), cee wg:), w,fft“)} ist die gesuchte Basis von P(isy1). O

Fiir jeden Nachbarn i von 1 hat P(7) also endlich viele Untermoduln. Dies wurde im Lemma
4.3 (Kap. 1) gezeigt.

Basis B(n) von P(n)

Sei n das maximale Element in dem Kocher @) einer 1-quasi-erblichen Algebra (A, <)
(n = |Qo|). Um die Eigenschaften der Elemente aus B(A) und der von ihnen erzeugten
Moduln zu beschreiben, reicht es, die Basis B(n) zu betrachten: Jedes Element aus B(A)
gehort zu einem projektiven unzerlegbaren A-Modul und aus P(k) — P(n) folgt, dass ein
von wﬁj)(k‘) erzeugter Untermodul von P(k) ein Untermodul von P(n) ist. Im weiteren Ver-

lauf dieses Abschnitts betrachten wir die Elemente von B(n), somit unterlassen wir es, den
Index n explizit zu nennen. Wir verwenden also ng ) statt wZ(j )(n), BY statt BY(n) und B

statt B(n). Die Basis B ist offensichtlich eine disjunkte Vereinigung von BY).
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BY) besteht also aus den Wegen von A, die in n starten, bis zu einem
der Punkte i € AY) steigen und dann fallend enden im Punkt ;.
Im Bild rechts sehen wir den Kécher von A. Im punktierten Bereich
befinden sich die Elemente der Menge AY) und der dort gezeichnete
Weg ist ein Weg aus BY). Die Elemente aus BY) sind also Elemente
von B mit dem Kopfindex j.

Die Elemente in B sind auch anders sortierbar:

Bezeichnen wir mit B(;y alle Wege aus B, die in n starten, steigend
verlaufen bis zu dem Punkt j und dann fallend in einem der Punkte /7 X
i € A(j) enden, d.h. B(;) := {ng) i€ A(j)}, so erhalten wir B als :
eine disjunkte Vereinigung von B;). Die Elemente aus B;) sind also
Elemente von B mit dem Fufindex j. Die analoge Visualisierung
der Wege aus B(;) sehen wir im Bild rechts. In dem punktierten
Bereich befinden sich nun die Elemente aus A;).

Nun zeigen wir, dass sich auf den Mengen BY) bzw. B(;y Halbordnungsrelationen definieren
lassen (w < w' genau dann, wenn (w) C (w')), die mit (AY), <) bzw. (A;), <) iibereinstim-
men.

Lemma 3.9. Fir alle i,7, 7,7 € Qg ist Folgendes erfiillt:

(a) <wl(/])) C <wi(j)> genau dann, wenn i’ < i.

(b) <w§j/)) C <w§j)> genau dann, wenn j < j'.

Beweis. Offensichtlich gilt A®) = {A(") N A(")}, damit gilt nach der Folgerung 3.7 fiir
jedes j € Ay und fiir jeden U € Lok (P (i) | S(j)) = {(w) | w € P(i);} also U C <w§j)).
Nach dem Satz 3.1 gilt P(i); = span {wg,j) |i' € A(i)} und fiir ¢ # 4 gilt <wf,])> + <w§j)>,
denn <wl-(j )> ¢ P(i'). Daraus folgt die Aussage (a).

(b)” <« 7 Da j < j', existiert ein fallender Weg w | (j — 7)) in A und damit ist
wl (g —7)- wzm ein Weg in A von der Form wZ(j )(n) Nach der Bemerkung 3.2 gilt
damit <w LG —7) -ng)> = <w§j/)

<w§j/)> C <w§j)>.
" =7 Wenn j £ 7' dann existiert kein a € A, so dass a - ng ) von der Form ng/) (n) ist.

Somit ist a - wz(j) # ng/) fiir alle a € A und damit <w£j/)) 4 <w(j)>, ]

7

). Da w | (j — j') nicht invertierbar ist, erhalten wir

Wir erhalten also, dass auf BY) eine Halbordnung definiert werden kann, die mit der auf
AY) {ibereinstimmt: Fiir i,7' € AW gilt
w§j) < wg,j) & <wl(/j)) C <w(j)> < i <.

)

Analog dazu wird eine Halbordnung auf B;) definiert, die mit der Halbordnung auf A
korrespondiert:
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wi(j/) < wi(j) & <w§j/)> C <wi(j)> s <.

Diese Beziehungen (der Halbordnungen) koénnen in der Darstellung von P(n) auf folgende
Weise verdeutlicht werden: Die Vektorrdume P(n); préasentieren wir als Kreise, die entspre-
chend den Punkten aus )y rdumlich angeordnet sind. In dem j-ten Kreis befindet sich dass

Hasse-Diagramm von (B(j) ) dabei sind die w?, w$ € BY mit einem Pfeil w$) — w’

verbunden, wenn <wz(,j)> C <w§,j)> und kein w € BY) mit <w§,j)> C (w) C <w£,])> existiert.

Das letzte Lemma zeigt, dass das Muster der Verbindungen von Elementen aus B™ den
Verbindungen von Punkten in AU) entspricht. Somit kann der j-te Kreis als lineare Hiille
von den Elementen aus BY) verstanden werden. Analog zu der letzten Beschreibung verbin-
den wir die Elemente aus B(;). Diese Verbindungen korrespondieren mit den Verbindungen
der Punkte in A(;). Hier ist anzumerken, dass diese Veranschaulichung nur von der Struktur
des Kochers von A abhéngt.

Beispiel 3.10. Sei A die im Beispiel V (Unterabschnitt 1.2.2) beschriebene 1-quasi-erbliche
Algebra. Die Pfeile, die die Elemente aus BY verbinden, sind blau und durch die gestri-
chelten Pfeile sind die Elemente aus B(;) verbunden.

\ Darstellung von P(8)

3
Qa o Tl><6><ﬂ P = [ wl
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// | \\
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(2 ! ~ - (3) ~ - ! (4
w ~N ' N e w
% N : \\\ /// -7 ’ RN \\\ /// : -7 le
I \I\ /x\ // \\ /x\ /I/ I
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| : \\ // s \\ // ~ \\ // | |
| v //\\ e S > RN /’\\ v I
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Bemerkung 3.11. Betrachten wir alle projektiven unzerlegbaren A-Moduln als Untermo-
duln von P(n), so erhalten wir, dass gewisse lineare Kombinationen aus den Elementen in B

eine Basis von P(k) fiir jedes k € Qg liefern. Aus dem Satz 3.1 fiir B(;) = {ng) | i€ A(j)}
folgt, dass fiir jedes k € @)y die Menge

U Bu = {wfj) [i,j € Qo, i € AV ﬂA(’“)}

jEAX)

eine Basis von P(k) bildet.

Lemma 3.12. Seien k, k' € Qq, dann gilt

P(k) N P(K) = P(j)

FEARNAK"

Beweis. "C". Sei u € P(k) N P(k'), dann nach der Bemerkung 3.11 ist u eine Linear-

kombination von den Elementen aus (| e A(k)B(j)> und den Elementen aus <Uj€ A(k/)B(j)>.

Aufgrund der Eindeutigkeit des Ausdrucks folgt, dass u eine Linearkombination von den Ele-
menten aus UjeMk)mA(k’)B(j) ist. Da jedes Element aus UjeMk)mA(k’)B(j) in Zje/\(k)m\(k/) P(j)
enthalten ist, erhalten wir P(k) N P(K') C > xwmnpen P(5)-

"D". Fiir jedes j € A® N A®) ist P(j) ein Untermodul von P(k) und P(k’) nach Lemma
3.4 (Kap. 1). Daraus folgt >, \mnpon P(J) € P(k) N P(K). O

2.4 A- bzw. V-Filtrierungen von P(j)

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass sich aus den bereits gewonnenen Eigenschaften einer 1-quasi-
erblichen Algebra A alle A- bzw. V-Filtrierungen von projektiven bzw. injektiven unzerlegbaren
A-Moduln bestimmen lassen. Als Hilfsmittel definieren wir eine Algebra A und zeigen, dass Jordan-
Holder-Reihen von projektiven unzerlegbaren A-Moduln in einem direkten Zusammenhang mit A-
bzw V-Filtrierungen von projektiven bzw. injektiven unzerlegbaren A-Moduln stehen.

Dadurch wird sich zeigen, dass die A- bzw. V-Filtrierungen von projektiven bzw. injektiven un-
zerlegbaren A-Moduln nur von der Struktur des Koéchers abhéngen, d.h. sind A = K@Q/I und
A" = KQ/U zwei 1-quasi-erblichen (nicht unbedingt isomorphe) Algebren, dann haben die Dia-
gramme von A- bzw. V-Filtrierungen von P4(j) und Pa/(j) bzw. von I4(j) und I4/(j) die gleiche
Struktur fiir alle j € Q.

Die Algebra A. Fiir eine 1-quasi-erbliche Algebra A bezeichnen wir mit A die Algebra, die
wie folgt definiert wird: Wenn A = KQ/I, dann A = KQ/I, wobei

° @0 = Qo und die Halbordnung < auf )y behalt auf @0 ihre Relevanz,
¢ Qi={j—ilijeQo, iqj},
e I ist das von allen kommutativen Relationen erzeugte Ideal.

Bemerkung 4.1. Ist die Algebra A eine Unteralgebra von A, d.h. fiir alle i,j € Qo mit
i < jund alle wi,wy € W1 (j — i) gilt w; =wy in A, dann ist A eine Borel-Unteralgebra
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von A. Die Definition von Borel-Unteralgebra und ergénzende Informationen sind in [K1],
[K2|, [M1] zu finden.

Genauer: Der Kécher von A ent-
steht aus dem Kocher von A, in- /' “\
dem die Pfeile i — j mit i< j R i
eliminiert werden. Somit existiert

. oo i7,
fir 7,7 € Qo genau dann ein Weg 1\ //

in KQ, wenn 7 < j. Fiir die We- Qa o J

ge wi,wy aus K@Q mit s(wy) = k/\\k
s(wy) und e(w;) = e(wq) gilt A A LA A
w; — wy € I, dh. es gibt einen W i i R
eindeutig bestimten Weg w in A \n/ \n/
mit s(w) = j, e(w) =i.

Diesen Weg bezeichnen wir mit w;;. Die Bezeichnungen fiir 2 A(;) héngen nur von (Qo, <)

/"\

\/

Q7 o
’ SN

ab, damit behalten sie auch fiir die Algebra A weiterhin ihre Bedeutung.

Bemerkung 4.2. Die Algebra A hingt offensichtlich nur von dem Kocher der Algebra
A ab. Die Kocher von A und A° stimmen iiberein. Damit erhalten wir A = AoP.

spang {w;;} wenn i < j

0 songt und damit

Aus der Definition von A erhalten wir P;:(5)i =

span { fu,; : P3(i) = P(j)} wenn i <j

sonst . Daraus folgt also

Hom ;(P3(i), P5(j)) = {

w o
Lok (P;(j) | S5(4)) = { 1Pi(0)} :‘:;T; *S 7 und damit ist jeder Untermodul von P5(j)

eine Summe von gewissen projektiven unzerlegharen A-Moduln die zu den Punkten aus AV
korrespondieren Insbesondere gilt [P3(j) : S(¢)] = 0 fiir alle ¢ € Qg mit j < ¢ und damit ist
P3(j)/radP5(j) der einzige Faktormodul von Pz(j), so dass fiir seinen Kompositionsfaktor
S(i) die Eigenschaft j < i gilt, d.h. Az(j) = topP(j) = S;(j). Damit sind die einfachen A-
Moduln die Standardmoduln. Alle A-Moduln besitzen somit eine A-Filtrierung und damit
ist A quasi-erblich mit mod-A = F(A).
Fiir die injektiven unzerlegbaren A-Moduln erhalten wir Folgendes: I 5(7)i = spang {w;;}
fiir alle i € Ay und 3(j); = O fiir alle i € Qo\A(j). Insbesondere gilt [I7(j) : Sz(¢)] = 0
und damit gilt Hom z((/(j),1(¢))) = 0 fiir alle i < j. Daraus folgt V;(j) = I;(j). Da
I5(j) ein unzerlegbarer A-Modul aus F(A) N F(V) ist und jede A z-Filtrierung mit A (j)
beginnt sowie jede V 3 Filtrierung mit V 3 endet, erhalten wir /3(j) = T';(j). Es gilt also
F(A)NF(V) = add {I )| €Qo} und @]EQ (7) ist der charakteristische Kippmodul
von A.
Jeder Untermodul U von Pjz(j) ist eine Summe von gewissen projektiven unzerlegbaren
A-Moduln aus P;(j) d.h. UM(P5 = {ZZEA i) | AC AU}, Es existiert also ei-
ne Teilmenge Ay € AV mit U = ZZE Ay Pali). Aufgrund der letzten Eigenschaft ge-
niigt es, nur die maximalen Elemente von AU zu verwenden, deswegen (0.B.d.A.) sei-
en die Elemente in Ay paarweise unvergleichbar, d.h. Ay ist eindeutig bestimmt. Nach
den Erlduterungen aus dem Abschnitt 1.1.1 (Kap. 1) hat U damit |Ay| maximale Un-
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termoduln, némlich {radP(z”) + D ieapny P0) [ 7 € AU} und topU = Py, S(i). Da
wdP() = Ty, PO, gt damit xadPE) + Seev PU) = Sien L, onenn P

Wahlen wir aus Awapey U Ay {i'} die maximalen Elemente aus, so erhalten wir die Teil-
menge Ay fiir M = radP(i') + 37, p 1\ ary P(0)-

1
Beispiel 4.3. Sei A die in dem Beispiel V (aus 2/%\ 2= s
1.2.2 Kap. 1) gegebene 1-quasi-erbliche Algebra. Qe T>< ><$ g={ W = ™
Die Algebra A ist durch den folgenden Kécher und 5\& - 64 = s

Relationen dargestellt.

Das Radikal von P(8) ist > ;o0\ (s (1), die maxi-

malen Elemente der Menge Q\{8} sind 5,6,7, d.h. ®)
Avaap(s) = {5,6, 7}. Das Radikal von P(8) hat also genau
3 maximale Untermoduln M; = radP(5)+ P(6) + P(7), (5,6.7)

M, = radP(6) + P(5) + P(7) und M; = radP(7) +

P(5)+ P(6). Aus dem Punkt 5 starten genau zwei Pfei- ©7 /<5»6> /5»”
le. Sie enden in den Punkten 2 und 3 und damit gilt / / /
radP(5) = P(2)+ P(3). Die Menge Aj;, besteht aus den @y @ 54
maximalen Elementen der Menge {2, 3,6, 7}, d.h. Ay, =

(2;3,4) (7)

{6,7} und damit hat M; zwei maximale Untermoduln =~ )
My, = radP(6) + P(7) und My, = radP(7) 4+ P(6). / \/ /

Nach der gleichen Prozedur erhalten wir Ay, = {2,7} 2 PR
und Ajp = {3,6}. Analog dazu kénnen wir die maxima- \ < 7

len Untermoduln von M, Mys, My, M3 und auch deren “. X )
maximale Untermoduln bestimmen, ebenso die zu die- /

sen Moduln gehorenden Teilmengen aus ().
Das Bild rechts zeigt den Untermodulverband von l
P3(8). Die Zahlensequenz (i1, .. .,1;) steht fiir den Mo-

dul P;(i1) + - - -+ Px(i).

Totale Ordnungen auf AU). Sei j € Qy. Auf AU) definieren wir eine totale Ordnung
<, die in folgender Weise mit der Original-Halbordnung < vertriglich ist: Fiir 4,7’ € AV
gilt @' < i genau dann, wenn i # ' (die Ordnung < ist genau dann eindeutig bestimmt,
wenn < eine totale Ordnung ist, in diesem Fall stimmen die beiden Ordnungen iiberein
(<=<)). Fiir eine derartige totale Ordnung < gibt es genau ein m-Tupel (iy,...,,) aus
den Elementen von AW mit iy < iy < -+, < iy (hier m = ‘A(j)‘). Offensichtlich gilt 1 =1
und i, = j. Die Menge solcher Tupel bezeichnen wir mit 7 (j).

Aus dem letzten Beispiel erhalten wir, dass fiir j = 1,2,3,4 genau eine von solchen to-
talen Ordnungen existiert. Fiir fiir j = 5 gibt es genau zwei solcher Ordnungen, d.h.
7(5) ={(1,2,5), (1,3,5)}. Analog dazu gibt es genau zwei Ordnungen im 7 (6) und 7 (7).
Fiir 7 = 8 besteht die Menge 7 (8) aus genau 48 Elementen, sie sind:

(1, io)s Go(2)s To(3)s Jr(1)s Jr(2)s Jr3)s 8) hier (i1,da,43) = (2,3,4) und (j1, 72, J3) = (5,6,7),
(1’ i&(l)’ i&(2)a 9, 4, j?(l)a j’?(2)’ 8) hier (il’iQ) = (2’3) und (jl’j2) = (6’ 7)’
(1’ i&(l)’ i&(2)a 6, 3, j?(l)a j’?(2)’ 8) hier (il’iQ) = (2’4) und (jl’j2) = (5’7)’
(1’ i&(l)’ i&(2)a 7, 2, j?(l)a j’?(2)’ 8) hier (il’iQ) = (3’4) und (jl’j2) = ( ’7)’
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wobei 0,7 € Sym(3), d.h. in der ersten Zeile ergeben sich 36 Moglichkeiten und jeweils 4
Méglichkeiten in den restlichen drei Zeilen, wobei 6,7 € Sym(2).

Sei (i1, ...,im) € T(j) und U, := Y, _, Pz(ix) fiir jedes ¢ € [1,m], d.h. U; = Pz(i) + Us_1.
Da i, # i fiir alle k € [1,t — 1] gilt P;(i;) € U;—1 und damit gilt U,y C U;. Aukerdem
gilt Uy /Up1 = P3(iy)/ (Pz(it) N Up—1) = S(i¢), denn aus der Definition von (i1, ..., i,,) folgt
i€ {ir, ... i} fir jedes i € Qo mit i < j, dh. radP3(j) = Y,cpon gy Pi(1) € Uiy und
damit gilt Py(j)NU;—; = radP5(j). Wir erhalten also, dass0=Uy CU; C--- C U, C--- C
Un = P3(j) eine Jordan-Holder-Filtrierung von Pz(j) ist. Diese Filtrierung bezeichnen wir
mit F;(iy, .. . im)-

Wir ordnen nun dem Tupel (i1, ..., iy,) aus 7 (j) eine Filtrierung von dem A-Modul P(j) zu:
Sei D; := ", _, Pa(iy) fiir jedes ¢ € [1,m]. Dann erhalten wir D; = Py (i;) + D;_, und damit
D;/Di—y = (Pa(i¢) + Di—1) /D1 = Pa(iy)/ (Pa(iz) N Dy—1) = A(iy) fiir alle ¢ € [1,m]. Dies
folgt aus der Eigenschaft von Pa(i;) N (22;11 Pa(iy)) = Ziieq?o P(i) (Lemma 3.12), denn

alle i € Qo mit ¢+ € A% sind in {iy,...,4}. Die Filtrierung 0 = Dy C D; C --- C D, C
- C Dy, = P4(j) ist somit eine A-Filtrierung von P4(j), die wir mit F;(A) (i1, ..., )
bezeichnen.

Fiir ein j € Qg bezeichnen wir K(i) := Ker(P(n) — I(i)) und fiir jedes t € [1,m] sei
Ny = (Miey K(ix)) /K(), dann ist 0 = N,y € Ny € -+ C N, C -+ C Ny C Ny = 14(5)
eine V-Filtrierung von 74(j). Dies erhalten wir aus den Eigenschaften der Dualitét. Diese
Filtrierung bezeichnen wir mit F;(V) (i1, ..., ip).

Aus diesen Erlauterungen erhalten wir nun eine Korrespondenz zwischen 7 (j) und Jordan-
Hélder-Reihen von Pj(j), zwischen 7(j) und A-Filtrierungen von P4(j) sowie zwischen
7 (7) und V-Filtrierungen von 14(j).

Lemma 4.4. Seij € Qp und m = }A(j)}. Folgende Abbildungen sind bijektiv:

7(5) A, {F | § ist eine Jordan-Hélder-Reihe von P3(j)}
(il,...,im) = fj(il,...,im)lO:U()C"'CUt_1CUtC"‘CUm:P(j),

7(5) — {F | § ist eine A-Filtrierung von P4(j)}
(il,...,im) — f](A)(Zl,,Zm) O:D()C"'CDt,lCDtC"'CDm:PA(j),

7(j) s, {F | § ist eine V-Filtrierung von 14(j)}
(il,...,im) — f](V)(Zl,,Zm) O:NmCNm,1CCNtCCNO:[A(j)

Auferdem gilt Uy /Uiy = S3(ir), Di/Di1 = Aa(iy) und Ny/Nipw = Valiy) fiir alle
te[l,m].

Beweis. Die Abbildungen Hy, Hy, Hj sind injektiv, denn fiir 0,7 € 7 (j) erhalten wir
H;(o) # H;(7) fir i = 1,2, 3. Es reicht also zu zeigen, dass diese Abbildungen surjektiv sind.
Sei 0 = Uy c Uy C -+ CU-1 C U C -+ C Pz(j) eine Jordan-Hélder-Reihe mit
Uy /U;_1 = S(iy). Zunichst gilt i, € AY) fiir alle ¢t € [1,m] und S(i;) 2 S(iy), d.h. iy # iy
wenn t # t'. Auberdem gilt U; = P3(i;) + U;_1, denn P3(i;) ist der einzige Untermodul von
P3(j) aus Lok(P5(j) : S(ir)). Insbesondere gilt P5(i;) € U, fiir allei € [1,t—1]. Wir betrach-
ten nun das Tupel (i1, ...4,). Angenommen ¢ < t' und i; > iy, dann gilt P(iy) C P(i;).
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Damit ist P(iy) ein Untermodul von U; = P(i;) + U;—;. Dies steht im Widerspruch zu
P(iy) € U; fiir alle i € {1,...,t,...,t' — 1}. Das Tupel (i1, ...,4,) ist also ein Element aus
7 (j) und damit ist H; surjektiv.

Analog verlauft der Beweis fiir die Surjektivitdt von Hy. Ist 0 = Dy € Dy C -+ C
Dyy C Dy C --- C Dy, = Ps(j) eine A-Filtrierung mit D;/D;1 = A(i;), dann gilt
ir € AU) nach der Definition einer 1-quasi-erblichen Algebra. Nach dem Lemma 3.4 gilt
Dy = Pa(iy) + D1 und daraus folgt P,  D; fiir alle i € [1,t — 1]. Mit der gleichen Argu-

mentation wie oben erhalten wir, dass das Tupel (i, . .. zm) ein Element aus 7 (j) ist und
Hz(il,. .. ,Zm) =0= DO C D1 C - C Dt,1 C Dt cC - C Dm = PA(j) Die Surjekthltat
von Hj folgt aus der Dualitét. OJ
Betrachten wir die Teilmenge T (j) := {>°,., Pa(i) | A € AU} von UM(P4(5)), so erhalten

wirUNU' € T(j) undU+U'" € T( ) fiir alle U, Z/{’ E T(j),d.h. T(j) ist ein Unterverband von
UM(P4(j)) und damit kann sie auch in einem Diagramm veranschaulicht werden. Die Mo-
duln in jeder A-Filtrierung von P4(j) sind in T(j) enthalten und jede Filtrierung von Pa(j)
aus Moduln von T(j) kann zu einer A-Filtrierung von P4(j) verfeinert werden (und nicht
mehr). Die Zuordnung UM(P3(j)) — T(j) mit U — U = Y, Pa(i) ist offensichtlich
eine bijektive Abbildung. Aus dem Lemma 5.1, erhalten wir: Wenn fiir U, U’ € UM(P5(j))
gilt U/U" = S5(i), dann ist U /U" =2 A4 (7). Auf diese Weise erhalten wir eine Entsprechung
zu der Visualisierung der Diagramme von UM(P3(j)) und T(j). Wie bereits beschrieben,
korrespondieren die Farben der Linien im Diagramm von UM(P3;(j)) mit den Farben der
Punkte aus @g. Analog dazu veranschaulichen wir das Diagramm von T(j): Die Punk-
te, die die Moduln &/ und U’ aus T(j) reprisentieren, sind genau dann verbunden, wenn
UU = Ay(i) (oder U'JU = Ay(4)) fiir ein i € Qp. In diesem Fall erhélt solch eine Linie
die Farbe des Punktes t. Genauso erhalten wir auch die Visualisierung von T(j).

Analog dazu ist L(5) := {((,cx Ker (P(n) — I(1))) /Ker (P(n) — I(j)) | A € AW} ein Un-

terverband von UM(I (7)) und kann damit auch in analoger Weise visualisiert werden.

Bemerkung 4.5. Das Diagramm T(n) hat die gleiche Struktur wie das Diagramm von
UM(V(1)). Die Farben der Linien des Diagramms von T(n) korrespondieren mit denen
des Diagramms von UM(V(1)). Der Unterschied ist nur, dass im Diagramm von T(n) die
Standard- und im Diagramm von UM(V(1)) die einfachen Faktoren gemeint sind. Analog
dazu korrespondieren die Strukturen der Diagramme von Unterverbédnden von L(n) und

UM(A(1)).

Hier nun einige Eigenschaften der A-Moduln von der Form )., P(i) fiir eine beliebige
Teilmenge A von Q)g. Wir werden sie im néchsten Abschnitt verwenden.

Lemma 4.6. Seien A, A" zwei Teilmengen von Qo mit M' := ", _,, P(i) und M := Y., P(i).

(a) M' C M genau dann, wenn M/M' € F(A).

(b) Wenn M' C M, dann [M/M': A(5)] = { 1 wenn j € (UieA A(i)) \ (UZEA, A(z’))

0 sonst

(¢) Wenn M" C M, dann soc(M/M') € add(S(n)).
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Beweis. 7«7 Wenn M/M' € §(A), ist M’ insbesondere ein Untermodul von M.

K 7. Wenn Y., P(i) € > ,cp P(i), dann existiert fiir jedes i € A’ ein i € A mit
i! < i, darmt ist Y ,cn P(i) ein Untermodul von )., P(i). Wir betrachten nun die Filtrie-
rung 0 C > .. Pi(i) € > ,cp Pi(i) € Pj(n). Sie ldsst sich zu einer Jordan-Hélder-Reihe
von Pz(n) verfeinern. Dazu existiert nach dem Lemma 4.4 ein Tupel (i1,...,i,) aus den
Elementen aus 7(n), so dass ) ., P(i) und ;.\ P3(i) in der Kette von Hy(iy,. .., i)
vorkommen. Fiir dieses Tupel existiert auch eine A-Filtrierung von P(n), so dass M’ und
M dazu gehoren. Damit besitzt der Subfaktor M /M’ auch eine A-Filtrierung.

(b) Bezeichnen wir mit I := (J;c,, A® und T := (J;c, A, dann folgt aus Y, . P(i) C
> ier P(i) folgt IV € I'. Nach (a) sind >, . P() und >, ., P(i) Moduln aus §(A) und
aus der Bemerkung 4.5 und den Eigenschaften von Kostandardmoduln folgt (3 ;. P(7) :
A(j)) = 1, wenn j € I' und (>, P(i) : A(j)) = 0, wenn j € I'. Analog dazu gilt
(> ier P(i) : A(j)) =1, wenn j € IV und (D, P(i) : A(j)) = 0, wenn j € I'". Daraus folgt
(b)

(c) Da nach (a) gilt M/M’ € F(A) und der Sockel jedes Standardmoduls zu S(n) isomorph
ist, erhalten wir soc (M’ C M) € add(S(n)). O

Beispiel 4.7. In den Diagrammen unten sehen wir den bereits betrachteten Untermodul-
verband des Moduls P;(8) (Beispiel 4.3) und die Diagramme von T(8) und _L(8) (hier ist
A die im Beispiel V aus dem Unterabschnitt 1.2.2 gegebene Algebra). Die Linien in den
Diagrammen von T(8) und L (8) sind breiter, um sie von der iiblichen Darstellungsweise zu
unterscheiden, sie symbolisieren Standard- bzw. Kostandardmoduln zum jeweiligen Punkt.
Die Diagramme von T(j) bzw. L(j) sind Unterdiagramme von T(8) bzw. L(8) fiir jedes
Jj€Qo=A1,...,8} und damit in T(8) und L(8) zu finden.

A-Diagramm von P(8) V-Diagramm von P(8)

Untermodul-Diagramm von P 3 (8)

(6)

(5,6,7)

6 746) )5 . P(5) + P(6) + P(7) K

(8) P(8) P'S)

/
7, 4
/(6 k) </§Q5 ) P@6) + P 5) + P(6) P<5> + P(7) K4
}3,407) /
\7\ K(3) N K(2) N K(3)

<2,<>323§<<{ P(6) + P<3> P(T) 4 6 P(5) +P(4) K(2) N K(4) )
Rl N / /)/ \ \ y \
\}1)/ P() P2 +P(3)+ P( ) | P() %ﬂ K(3) nK 47{
P(2)+ P(4) P(3) +7\ (2) + P(3) K(6) N (3) K(7),0 m) fcu//cw

@ K@) n >7) \5> nK(6 )\\16(5) nK(7)
hﬁ\is) nK(7)

K(8)
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2.5 Struktur des charakteristischen Kippmoduls

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass die Faktormoduln P(n)/ (3,2, P(i)) fiir alle A C Qo
eine A-Filtrierung besitzen. In diesem Abschnitt betrachten wir Bedingungen, unter denen einige
dieser Faktormoduln auch eine V-Filtrierung besitzen. Befindet sich ein solcher Faktormodul in
F(A)NF(V), dann ist er zu einem der Moduln 7T'(i) isomorph, denn P(n)/ (3.4 P(i)) ist unzer-
legbar.

In diesem Abschnitt betrachten wir einige Faktoralgebren von 1-quasi-erblichen Algebren.
Dazu erldutern wir einige Fakten aus der allgemeinen Darstellungstheorie, die in diesem
Abschnitt verwendet werden.

Sei A eine K-Algebra und J ein Ideal in A. Der Faktorraum A/J hat auch eine K-Algebra
Struktur (Restklassenalgebra). Jeder A-Modul M, der von J annulliert wird, d.h. JM = 0
wird als (A/J)-Modul identifiziert. Der Faktormodul M/ (JM) ist ein (A/J)-Modul fiir je-
den A-Modul M. Dazu ist P/ (JP) ein projektiver (A/J)-Modul, wenn P ein projektiver
A-Modul ist. Werden zwei A-Moduln M und M’ von J annulliert, dann gilt offensichtlich
Homa (M, M') = Hom, /5 (M, M').

Sei A eine basische Algebra, (Q,I) der sie darstellende Kocher mit Relationen, I' eine Teil-
menge von Qu und e = ) . _.e;, dann bildet die Menge der linear unabhingigen Wege
der Algebra A, die durch einen der Punkte ¢ aus I' gehen, eine Basis des K-Unterraums
AeA = {a-e-b|a,be A}, der offensichtlich ein Ideal von A ist. Die Restklassenalgebra
A/AeA wird dann durch den Kocher Q' = (Qg, Q}) mit Relationen J' dargestellt, wobei

QE):QO\Pv QQZ{ZHJGQ1|Z,.]¢F}, J/:{pl|pEI}7 hierp,:zciwg mit

W Wi wenn w; = (j; — i — -+ — i) mit j; € Qq fir alle [ € {1,..., k},
¢ 1 0 sonst '

Eine maximale Menge der linear unabhéngigen Wege iy — i — --- — 4 — - -+ — i aus A
mit ¢; ¢ I fiir alle [ € [1, k| kann als eine Basis von A/AeA gesehen werden. Ein A-Modul
M ist genau dann ein (A/AeA)-Modul, wenn dimM; = [M : S(i)] = 0 fiir alle i € T', denn
in diesem Fall wird M von AeA annulliert.

Wir betrachten nun einige Restklassenalgebren von 1-quasi-erblichen Algebren.
Sei also (A, <) eine 1-quasi-erbliche Algebra mit A = KQ/I, n = |Qo| und j ein fixierter
Punkt aus (Qy. In diesem Abschnitt verwenden wir folgende Bezeichnungen:

o I'(j) := Qo\Ay,

o Ji=A ) e]A

1€T'(j)
o AU) = AlT;

Fiir die Algebra AY) = KQW /19 gilt damit Folgendes: (Oj) = QO\F(j) = A(;). Die Hal-
bordnungsrelation < auf der Menge der Punkte des Kochers von AY) sei von der Hal-
bordnung (Qo, <) induziert, d.h. (QU),g) = (A(j),g). Die Pfeile von AU) sind ng) =
{(i > j)€@Qi]4,j €Ay} Die Relationen sind 1Y) = {p'| p €1}, wobei g/ bereits oben
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beschrieben ist. Der A-Modul P(k)/ (J; - P(k)) ist der projektive unzerleghare AY)-Modul
zum Punkt k € QY d.h. Py (k) = P(k)/ (J; - P(k)).

Bei den Betrachtungen der Algebra AY) werden wir die Punkte des Kochers Qéj ) nicht um-
benennen, sondern die urspriinglichen Bezeichnungen aus )y verwenden.

Lemma 5.1. Sei j € Qy und k € Ay). Es gilt J; - P(k) = Z P(3).

i€l (5)NAK)

Die Elemente aus I'(j) N A®) befinden sich im punktierten Bereich
des Kochers von @ (Bild rechts). Zu bemerken ist, dass der Punkt
j nicht Element dieser Menge ist.

Wenn k = n, dann I'(j) N A® =T'(5) = Qo\ {n}

Beweis. Wie bereits erwahnt ist J; ein linearer Raum, der von jenen Wegen aus A auf-
gespannt ist, die durch einen der Punkte aus I'(j) gehen. Somit ist die Menge der linear
unabhéngigen Wege, die in k starten und durch einen der Punkte aus IN{ J ) gehen, eine Basis
von J; - P(k). Nach 3.11 ist {J;cpw B eine Basis von P(k) damit ist U;cpjynam B eine
Basis von J; - P(k).

"C" Sei w € Uiergynam By, dann, gilt w = w* (k) f,iir ein i € T'(j) N A® und ein
k' € Agy. Nach der Definition von wi(k )(k) erhalten wir wi(k )(k) € ZieA(j)mA(k) P(7), also gilt
"D". Sei i € I'(j) N A® und wy)(k) ein steigender Weg von k nach i, dann gilt offensicht-
lich wZ@(k) € J; - P(k) und damit ist ein von wl-(z)(k) erzeugter Modul ein Untermodul von
J; - P(k). Nach Lemma 2.4 (Kap. 1) erhalten wir <wl(z)(k)) = P(i) C J; - P(k). Da es fiir
jedes i € I'(j) N AW erfiillt ist, gilt J; - P(k) 2 Zz’e/\(j)ﬂ/\(k) P(37).

Insbesondere gilt J; - P(j) = Y icay P(i), denn I'(j) NAY = {i € Qy | i < j} und aus 3.4
(Kap. 1) folgt diese Gleichung. Aufserdem gilt 7, - P(n) = Z P(i), denn A™ = @Q,. O

i€l'(j)

Das letzte Lemma zeigt, dass alle projektiven unzerlegbaren AYW-Moduln die Faktormo-
duln von projektiven unzerlegbaren A-Moduln sind und nach Lemma 5.1 und Lemma 4.7
in F(A) enthalten sind. Die Eigenschaften dieser Moduln zeigen dann, ob die Algebra AU)
eine 1-quasi-erbliche K-Algebra ist.

Lemma 5.2. Fir jedes j € Qg ist AV = KQW /1Y eine quasi-erbliche Algebra und
fiir alle k € Ay ist Folgendes erfillt:

@ 31 =min{ (09 <)} wt 0) = { (0. <)}
(b) Aqo (k) = A(k),

(¢c) Vaun(k)=V(k),
(d) PA(j)(k) — PA(j)(n),
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1 wennt <k,
0 sonst.

(¢) (Paon(k) : Dgon (0)) = (Do (8) : (k)] = {

Beweis. Der Kécher von AW ist der Unterkécher (A, <) von (Qu, <), also folgt (a).
(b) Nach Lemma 5.1 gilt Py (k) = P(j)/ (Zz’er(j)m\(k) P(z)) Aus T(j) N A® C AR (£}
folgt 3 ser(ymam P(0) © D ienan gy P) = ZiqujO P(i). Somit ist A(k) ein Faktormodul von
P, (k) und, wegen seiner Eigenschaften als Standardmodul, maximal unter allen Faktormo-
duln von P, (k) mit der Eigenschaft, dass fur jeden zu S(I) isomorphen Kompositionsfaktor
I € Ay gilt. Damit gilt A(k) = Ay (k) fiir alle k& € Ag).

Nach Lemma 4.7 erhalten wir Py (k) = P(j)/ <Zier(j)rm(a’) P(Z)) € §(A) und die Kom-
positionsfaktoren jeder A-Filtrierung sind aus {A(l) | j <1<k} = {A,»() | j <1<k}
Damit ist AU) eine quasi-erbliche Algebra.

(c) Es reicht zu zeigen (A(j))Op = (AOP)(J). Aus (b) erhalten wir A(Aop)(j)(k) = Aer (k) und
aus den Dualitéts-Eigenschaften folgt V (k) = V 4 (k).

Aus (Qp, <) = ( (()Op), <> folgt, dass die Kécher von (QW)” und (A°")Y9) gleich sind. Seien

nun p € I und p € I0), p° € [P sowie po € (I "p)(j ) zu p korrespondierende Relationen. Es

ist leicht zu errechnen, dass p = p° gilt und damit (A(j))Op = (AOP)(j ),

(d) Aus der Gleichung P(k)N (ziew) P(z’)) = Y vy P(E) und 0y P(i) € P(n) fir
jede Teilmenge A C () erhalten wir:

PR/ | >, PG| =| PR+ Y PG|/ D PO cPm)/ | PG

i€l (j)NAR) i€l(4) i€T(5) i€T(5)
Fiir jedes k € A(;) ist der Modul P(k)/ <ZieA(7-)mA(k> P(z)) zu einem Untermodul von

P(n)/ (Ziem) P(z’)) isomorph, d.h. Py (k) <= Py (n).
(e) folgt aus Lemma 4.7 (b). O

Die Axiome einer 1-quasi-erblichen K-Algebra sind also fiir AY) bis auf socP,) (k) = S(n)
erfiillt. Aus der Eigenschaft (d) des letzten Lemmas folgt, dass AY) genau dann eine 1-quasi-
erbliche Algebra ist, wenn socP,4) (n) = S(n), dies impliziert dann das letzte notige Axiom.
Dennoch gilt dies nicht im Allgemeinen. Dies zeigt sich in einem der spéter folgenden Bei-
spiele.

Satz 5.3. Sei j € )y, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) AY) ist eine 1-quasi-erbliche Algebra,

(ii) soc |P(n)/ [ > P(i) || = S(n),
i€l
Beweis. (i)=(ii). Angenommen AW ist eine 1-quasi-erbliche Algebra, dann gilt P, (n) &
I 4 und damit auch socPym = S(n).
(ii)=(i). Wenn socPy¢) (n) = S(n), dann gilt nach Lemma 5.2 (d) also socPyu) (k) = S(n)

20



Struktur des charakteristischen Kippmoduls

fiir jedes k € Qéj ). Damit erfiillt die K-Algebra AU) alle Axiome einer 1-quasi-erblichen
Algebra. U

Nach diesem Satz konnen wir nun in bestimmten Féllen die unzerleghbaren Summanden
des charakteristischen Kippmoduls bestimmen.

Folgerung 5.4. Wenn soc | P(n)/ Z P@) || 2S(n), dannT(5) = P(n)/ Z P(7)
iEF(j) iGF(j)
Beweis. Ist AU 1-quasi-erblich, dann ist P, (n) ein projektiver, injektiver unzerleg-
barer AY)-Modul, d.h. P4 (n) hat A,u- und V 4)-Filtrierungen. Aus dem Lemma 5.2
(b) und (c) folgt somit Py (n) € F(A) NF(V). Da {j} = min{( éj),<>} und AV 1-
quasi-erblich ist, beginnt jede A 4¢)-Filtrierung von Py (n) mit Ay () = A(J) und jede
V 4 —Filtrierung von P, (n) endet mit V 44)(j) = V(j). Aus den Eigenschaften von T'(j)
folgt T'(j) = Py (n). O

Bemerkung 5.5. Wenn fiir jedes j € Qo die Algebra AU) 1-quasi-erblich ist, dann ist

T=Ep | P/ | > PG)

JERQo i€l'(j)

der charakteristische Kippmodul von A.

Lemma 5.6. Sei j € Qq mit j<n, dann sind AY) und die Auslander Algebra von K |x]/ (z?)
isomorph. Insbesondere ist AY) eine 1-quasi-erbliche Algebra.

Beweis. Ist j € Qg ein Nachbar zu n, dann ist j==n der Kécher von AY). Fiir die
Standard- und projektiven unzerlegbaren AU-Moduln gilt: Py (j) = Aum(5) = A()),
Aqn(n) = An) = S(n) = Py (n)/ (Paw (5)) = soc(Pan(j)), [Paw (i) = S(k)] = 1 fiir
k= j,nund [Py (j) : S(k)] = ; XEEE IZ ;‘ZL’ . Auferdem ist 0 C Py (j) C Py (n)
die einzige A ) —Filtrierung von P,u)(n).

Der Homomorphismus f(,,—.;) : Py (j) — Pau)(n) zu dem Pfeil (n — j) ist eine Injektion
und fiir den Homomorphismus fj_ny : Pau)(n) — Pao(j) gilt Imfi;_,) = socPau) (7).
Damit gilt j = n — j =0undn — j — n # 0, d.h. IV = (j - n — j). Die Algebra,
die durch einen solchen Kocher und Relationen dargestellt ist, ist zu der Auslander Algebra
A(2) von K|z]/ (z*) isomorph. Wie bereits bekannt ist A(2) 1-quasi-erblich. O

Bemerkung 5.7. Aus der Bemerkung 5.5 und Eigenschaften von den direkten Summanden
des charakteristischen Kippmoduls erhalten wir Folgendes:

o T(1) = P(n),
o T(n) = 5(n),

o T(j) = P(n)/ Z P(i) | fiir alle j € Qo mit j<n.

’iEF(j)
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Beispiel 5.8. Sei A(n) die Auslander Algebra von K[X]/(X™) (sie ist bereits in 1.2.2 (Kap.
1) betrachtet worden) und Q(n) der dazu gehorige Kocher. Die die Algebra A(n)@) repré-

sentierenden Kocher und Relationen sind
hit+tlj = 0,

je==j+1 - n—l=—=n P13 = iit+1i firalle t1e{j+1,...,n—1}

Offensichtlich sind die Algebren A(n)Y) und A(n — j+ 1) isomorph, d.h. A(n)V) ist 1-quasi-
erblich. Da A¢) = {1,...,7 — 1} und S P(i) = P(j — 1), folgt aus dem letzten Satz
T(j) = P(n)/P(j—1) fiir jedes j € Q(n)o (hier P(0) = 0). Der Modul B, P(n)/P(j —1)
ist also der charakteristische Kippmodul von A(n).

Beispiel 5.9. Die Algebra A, sei gegeben durch den folgenden Kocher, die Halbordnung
und Relationen.

/\N 1i1 = 0, cp Ca3 o Copa
lin = 1jn, €32 €33 C3,n—1

nil = njl, det : : : #0
\\\// cij-ily = iny, Ch-12 Cn-13 *°* Cn—1n-1

Es ist leicht zu verifizieren, dass A,, eine 1-quasi-erbliche Algebra ist. Aus der Bemerkung 5.7
folgt: T'(1) = P(n), T(n) = S(n) und T'(j) = P(n )/Z P(k) fur jedes j € {2,...,n — 1},
denn 2,...,n — 1 sind Nachbarpunkte von n und P(1 ) C P( /) fiir jedes j. Damit erhalten
wir den charakteristischen Kippmodul T von A,: T' = @, P(n)/ D, Ay, P(37).

Beispiel 5.10. Fiir die im Beispiel V im 1.2.2 (Kap. 1) beschriebene Algebra A sind A
fir alle j € [1, 8] auch 1-quasi-erblich. Der charakteristische Kippmodul von A ist nach dem
Satz 5.3

I, = P8)eP)/P(T)® PE)/PE)® PE)/PE)
(1) 7(2) 7(3) (1)
e P(8)/ (PE) + P(7) & P(8)/ (P(V5) +P(7) @ P(8)/ (P(j) + P(6))
T(5) T(6 T(7)
® P(8)/ (P (5)+P(6)+P(7))J. v (
(3)

Beispiel 5.11. Wir betrachten nun die durch den folgenden Kocher mit Relationen be-
schriebene Algebra A = K(@/I. Die Halbordnung < auf @)y ist durch 1<2<3<5<6 und
244 <16 gegeben.

1 Standardmoduln
121 = 0 A(l) = P(1)
2356 = 246 A(2) = P(2)/P(1)
6532 = 642 A(3) = P(3)/P(2)
2 AW = PA)/PQ)
282 = 212 A(s) = P(5)/P(3)
woo= A(B) = P(6)/(P(A) + P(5))
3 353 = 323
11 32124 = 3564 Eine A-Filtrierung von P(j)
535 = 565 0C P(1)
_ 0C P(1) C P(2)
5 564 = 5324 0C P(1) C P(2) C P(3)
464 = 2-42124 0C P(1) C P(2) C P(4)
465 = 4235 0 C P(1) C P(2) C P(3) C P(5)
6 0cC P(1) C P(2) C P(3) C P(5) C P(4) + P(5) C P(6)
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Es ist nicht schwer zu ermitteln, dass alle Axiome einer 1-quasi-erblichen Algebra erfiillt sind.
Das Untermodul-Diagramm von A(1) und die daraus resultierenden A- und V-Diagramme
von P(6) sind nachfolgend gezeichnet.

Untermodul-Diagramm von A(1) A-Diagramm von P(6) V-Diagramm von P(6)
A]l) = P(1) P(6) P(6)
(12) = A(2) P(5) + P(4) Ker(P(6) - I(1))

(123) + (124) P(5) P(4) + P(3) Ker(P(6) — I1(2))

A(3) = (123) %Jf (124) \(3) \(4) Ker(P(6) — 1(4)) BF(G) — 1(3))
A(k;ﬁ)\ \“2‘” =A@ \ 9) Ker(P(6) — I1(3)) N K>§ = 1(4)) >P<6> - 1(5))

(12356) = A(6) P(1) Ker(P(6) — I(4)) N'Ker(P(6) — I(5))

Fiir die Algebren AY) = A/J; fiir j = 3,4,5,6 gilt A® = A(3), AW = A(2), A® = A(2)
und A® 2 K (hier ist A(n) die Auslander Algebra zu K[x]/ (™). Es gilt also T(6) = S(6),
T(5) = P(6)/ (P(3) + P(4)), T(4) = P(6)/P(5), T(3) = P(6)/P(1)

Der Kécher und Relationen der Algebra A = A/ (Ae; A) sind

2 2356

6532

/ \ 232
232

353

535

564

\ 464
6 465

Die Wege (64246) und (646 — 65356) sind linear unabhéngig und die von ihnen erzeugten
Untermoduln von P(6) sind einfach, d.h. der Sockel des A®®)-Moduls P(6) ist nicht isomorph
zu S(6). Damit ist A® keine 1-quasi-erbliche Algebra und T4(2) 2 P(6)/P(1).

Es gilt also soc (P(6)/P(1)) = S(6) @ S(6).

246
642

242

323
3564

565
5324

N==w
o
L | | | T | R [

4235
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KAPITEL 3

1-quasi-erbliche Algebren und lokale
selbstinjektive Algebren

Das Hauptziel dieses Kapitels ist es, eine Verbindung zwischen 1-quasi-erblichen K-Algebren und
endlich dimensionalen, lokalen, selbstinjektiven K-Algebren herzustellen, die eine Basis mit der Ei-
genschaft besitzen (Abschnitt 3). Wir definieren also eine injektive Abbildung ® von der Menge
X (der Isomorphieklassen auf 1-quasi-erblichen K-Algebren) nach der Menge Y (der Aquivalenz-
L ist eine lokale, selbstinjektive K-Algebra,dimgL < oo,

Klassen auf {(L’ (£,5)) £ ist eine Basis von L mit der Eigenschaft })

Wir zeigen, dass sich fiir jedes Paar aus ® ([A]) eine 1-quasi-erbliche K-Algebra A’ mit [A] = [A']
konstruieren ldsst. Dies basiert auf den doppelt zentrierenden Eigenschaften |[KSX]| und wird in
Abschnitt 4 beschrieben.

Auflerdem betrachten wir 1-quasi-erbliche K-Algebren, auf die ein Antiautomorphismus existiert,

der die Richtungen der Pfeile in dem Ko&cher von A vertauscht. Aufserdem betrachten wir eine
Teilmenge von den oben beschriebenen Paaren, fiir die die erste Komponente eine kommutative
K-Algebra ist. Die Mengen der dazu gehorigen Aquivalenzklassen sind Teilmengen von X und Y,
sie bezeichnen wir mit X und Y. Wir zeigen, dass ®|g eine bijektive Abbildung von X nach Y
induziert.

Alle in den letzten Kapiteln eingefiihrten Definitionen und Bezeichnungen behalten wei-
terhin ihre Giiltigkeit. Unter einer Algebra ist hier auch eine endlich dimensionale, basische
K-Algebra tiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K der Charakteristik 0 gemeint.
Und ein Modul ist immer ein endlich dimensionaler Linksmodul.

3.1 Einfiihrung

Hier stellen wir einige Grundlagen von lokalen, selbstinjektiven endlich dimensionalen Algebren
vor, die wir in diesem Kapitel verwenden werden. Grundlagen fiir die nachfolgenden Betrachtungen
sind Darstellungstheoretisch allgemein [ARS], [ASS|. Zudem fassen wir einige allgemein bekannte
Eigenschaften zur Struktur eines Moduls iiber seine Endomorphismen-Algebra zusammen. Betrach-
ten wir eine Algebra A als einen A-Modul, dann verwenden wir die konventionelle Bezeichnung 4 A.
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Lokale selbstinjektive Algebren. Mit L bezeichnen wir in diesem Abschnitt eine lokale
K-Algebra, also eine Basis-Algebra, deren Radikal rad das eindeutig bestimmte maximale

(zweiseitige) Ideal ist.
Es gilt also dimgtopL = 1 und damit besteht der L darstellende Kocher aus

einem Punkt und endlich vielen Pfeilen und all diese starten und enden in a2
diesem Punkt (solche Pfeile heiken Schlaufen). Insbesondere ist der triviale

Weg e := e; das Einselement dieser Algebra. o !

Die Pfeile aq,..., o, und das Einselement bilden ein Erzeugendensystem

von L. fn
Jeder Weg von K@ (Q ist der oben gezeichnete Kocher) hat die Form ay, - oy, -+ -
wobei r € N und 4y,...,i. € {1,...,n} und damit hat jede Relation der Algebra L
die Gestalt >, _, Ay - <al(-f) ~a§f) ----- aEfZ) mit O%(f) € {a,...,a,}. Eine Algebra L, die

von solch einem Kd&cher und einer Menge von Relationen I dargestellt wird, ist offensicht-
lich zu einer Faktoralgebra der (nicht kommutativen) Polynomalgebra in n Variablen iso-
morph, d.h. L = K {(xy,...,z,) /P, wobei P ein Ideal von K (xi,...,z,) ist, das von

den Polynomen {p, | p € I} erzeugt ist, wobei p, = >, M\ - <x(k) LM x(k)) fiir

i1 12 iry
ein p = 2221 Ag (Oéz(f) . Oéz(f) ..... a(k)

sional, dann existiert ein m € N, so dass die Restklassen der Monomen m-ten Grades in L
verschwinden, d.h. L ist eine Faktoralgebra von K (z1,...,x,) /(x1,...,25)""
Offensichtlich ist ;L der eindeutig bestimmte projektive unzerlegbare L-Modul, d.h. ;L =
P(1). Jedes Element von L liegt in dem (Unter)Vektorraum von L, der zu dem einzigen
Punkt des Ko6chers korrespondiert. Damit erzeugt jedes von Null verschiedene Element a
einen lokalen Untermodul (a) von ;L. Insbesondere ist ;L eine projektive Decke jedes loka-
len L-Moduls, d.h. {(a) ist ein Faktormodul von L und rad (a) = >, (o - a).

Jeder Endomorphismus F von rL ist durch F(e) eindeutig bestimmt, d.h. wenn F(e) = r,
dann gilt F(a) = a - r fir alle a € L. Deshalb identifizieren wir F' in diesem Fall mit
F.: L — L, wobei F,.(e) = r. Jeder Endomorphismus von ;L ist entweder ein Isomorphis-
mus oder nilpotent. Ein Endomorphismus F,. € Endy, (L) ist genau dann ein Isomorphismus,
wenn r = ¢+ 1+ a fir ein ¢ € K* und ein a € rady L.

irk) € I (z; korrespondiert mit «;). Ist L endlich dimen-

Eine Algebra A heiltt selbstinjektiv, wenn 4 A ein injektiver A-Modul ist, d.h. wenn alle
projektiven A-Moduln auch injektiv sind. Eine lokale Algebra L ist also genau dann selbst-
injektiv, wenn der Sockel von ;L einfach ist. Fiir jeden U € UM(,L)\ {0} gilt damit
soc, L C U. Da aber U eine Summe von gewissen lokalen Untermoduln von L ist, erhalten
wir Folgendes: Eine lokale Algebra L ist genau dann selbstinjektiv, wenn soc,L C (a) fiir
alle a € L\ {0}. Insbesondere ist L in diesem Fall eine projektive Decke und eine injektive
Hiille von (a). Ist f : (a) — (a’) ein L-Modul Homomorphismus (hier a,a’ € L), dann
existieren 7,7’ € L, so dass die Diagramme

tL = (a) (@) — L
Fy | Lf und  f] | F
L — (d) (@) — LL

kommutativ sind. Anders gesagt, fiir jeden L-Homomorphismus f : (a) — (a') gibt es
r,r’ € Lmit f(a)=a-r=1"-d.
In diesem Kapitel betrachten wir insbesondere lokale selbstinjektive Algebren, die kommu-
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tativ sind. Sei L = K (z1,...,x,) /P kommutativ, dann gilt X; - X; = X, - X; fiir alle
i,7 € [1,n], wobei X; = x; + P. Die Kommutativitidt von L wird durch die Bezeichnung der
Klammern ausgedriickt, d.h. ist L kommutativ, dann schreibt man L = K [xy,...,z,]| /P
und die Polynome z; - ; — x; - x; in P werden nicht mehr erwahnt. Der von a € L erzeugte
L-Modul ist ein zweiseitiges Ideal von L, ihn bezeichnen wir mit (a). Zwei lokale Ideale

von L sind genau dann isomorph wenn sie gleich sind: Sei a,a’ € L und (a) 7, (a) ein L-
Homomorphismus mit f(a) = a-r fiir ein r € L. Dann ist Imf = L-(a-r) = L-(r-a) der von
r-a erzeugte Untermodul (Unterideal) von (a), d.h. Imf C (a) N (a’). Ist f ein Isomorphis-
mus, so erhalten wir Imf = (a) N (¢’) = ('), d.h. (a/) C (a) und aus dimg (a) = dimg (a’)
folgt daher (a) = (a). In diesem Fall gilt a = ¢ - a’ + r, wobei ¢ € K* und r € rad (a).

Endomorphismen-Algebra. Wenn in diesem Kapitel die Rede von lokalen Algebren ist,
dann geschieht das meistens im Zusammenhang mit der Endomorphismen-Algebra eines
unzerlegbaren A-Moduls. Dazu werden wir bereits Bekanntes aus der allgemeinen Modul-
Theorie noch einmal ansprechen.
Sei A eine K-Algebra und M ein A-Modul, dann ist der K-Vektorraum Enda(M) zu-
sammen mit der Komposition <M 7, M, M - M) — (fog): M M L M oals
Multiplikation eine K-Algebra, die Endomorphismen-Algebra von M genannt wird. Ist die
Dimension von M endlich, dann ist Ends (M) eine endlich dimensionale K-Algebra. Sei-
en M, ..., M, die unzerlegbaren direkten Summanden von M, d.h. M = @], M;, dann
existiert ein Kocher @) mit Relationen I, so dass mod-End (M) und mod-K@/I (Morita)
dquivalent sind. Sind Mj, ..., M, paarweise nicht isomorph, dann ist End (M) basisch und
damit gilt End (M) = KQ/I. Im letzten Fall korrespondiert jeder Punkt aus )y mit einem
direkten Summanden von M, d.h. n = |Qo| (offensichtlich ist End (M) genau dann eine
lokale Algebra, wenn M unzerlegbar ist).
Ends(M)x M — M
(f,w) = flu
jeder K-Untervektorraum von M, der f-invariant ist fiir alle f € End4(M), ist ein Unter-
modul von M als einem End (M )-Modul.
Hauptséchlich werden wir die Struktur eines projektiven unzerlegbaren A-Moduls als Mo-
dul {iber seiner Endomorphismen-Algebra betrachten. Dazu erinnern wir an einige allgemein
bekannte Eigenschaften: Seien 7, j € QQg, wobei @) der darstellende K&cher einer Algebra A
ist.
Wie bereits in 1.1.1 (Kap. 1) erwéhnt, ist der mit i korrespondierende Untervektorraum
P(j); von P(j) zu Homy(P(i), P(j)) isomorph. Fiir P(j) als K-Vektorraum gilt P(j) =
Dico, PU)i = Djcq, Homa(P(i), P(j)). Durch die Operation (f,g) — f o g, wobei f €
End,(P(j)) und g € Homu(P(i), P(j)), wird Homy4(P(i), P(j)) ein Enda(P(j))-Modul.
Damit sind Hom 4 (P(7), P(j)) fiir alle i € @y (nicht notwendig unzerlegbaren) direkte Sum-
manden von P(j) als einem End4(P(j))-Modul.
An dieser Stelle sei noch einmal erwédhnt, dass eine Basis {u1, ..., u,} von P(j); eine Ba-
sis {Fuy, ..., Fu,} von Homu(P(i), P(j)) induziert, hier ist Fy,(a - w;) = a - u - w;, wobei
(w;) = P(1), (w;) = P(j) und a € A.
Weiter betrachten wir Endomorphismen-Algebren von gewissen Moduln einer kommutati-

ven, lokalen und selbstinjektiven K-Algebra. Dabei stellen wir eine Verbindung zu einer
Unterklasse von 1-quasi-erblichen K-Algebren fest. Ein wichtiger Bezug ist das Theorem

Mit der Operation ist M auch ein (links) End4(M)-Modul und
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Struktur von P(n) als End4(P(n))-Modul

von Dlab, Heath und Marko in [DHM]:

Seien L eine kommutative, lokale und selbstinjektive K-Algebra mit dimg L = n und
X ={X(0) |0 € O} eine Menge von lokalen Idealen von L. Es gibt ein § € © mit

L = X(6) und die Menge © ist beziiglich der Inklusion von Idealen partiell geordnet:

X(¥) € X(0) genau dann, wenn 6 < o). Die K-Algebra A = Endy, <€B X(H)) ist
€0
genau dann quasi-erblich, wenn O] = n und radX (0) = Z X () fiir jedes 0 € ©.
<0
(Die Halbordnung (0, <) in [DHM] ist durch « X (J) C X(#) genau dann, wenn 9 > 6 »
gegeben. Wir verwenden hier die entgegengesetzte Halbordnung, um einige Entsprechungen
besser zu verdeutlichen.)

Sind die Voraussetzungen des Theorems erfiillt, dann sind folgende Eigenschaften leicht zu
verifizieren [DHM]:

e 0 ist ein cindeutig bestimmtes maximales Element in (6, <) (Bezeichnung: 6, := 6),

e s existiert ein @ € © mit L/radl = X (#') und @ ist ein eindeutig bestimmtes
minimales Element beziiglich < (Bezeichnung 6 := 0'),

{1 wenn 6 S0, e alle 0.9 € O,

0 sonst,
e P(0,) = 1(6,) und P(9¥) C P(6,), d.h. es gilt socP(¥) = S(0,) fir alle ¥ € O,
e socA(f) = S(#;) und A(Y) C A(6,) fiir alle ¥ € O,

e A ist eine BGG-Algebra, d.h. auf mod-A existiert eine Dualitat D mit D(S) = S fir
alle einfachen A-Moduln S. Insbesondere gilt D(A(f)) = V() fir alle § € © und
damit V(6,) - V(0),

e der Kocher () von A besteht aus n Punkten, die mit Elementen von © korrespondieren.
Fiir 6 > 9 existiert ein Pfeil (ip — iy) € ()1 genau dann, wenn X (0) C X (¢¥) und
kein X (0) mit X(0) C X(6§) C X (V) existiert (dieser Pfeil korrespondiert mit einer
Inklusion X (0) — X (¢)). Weiterhin gibt es in diesem Fall genau ein Pfeil (iy « iy) €
()1 und der korrespondiert mit einem Epimorphismus X () — X (6). In anderen Féllen
sind die Punkte in ) nicht verbunden.

Ist also L eine kommutative, lokale, selbstinjektive K-Algebra mit dimyxL = n und dazu
(X ={X(01),...,X(0,)},C) eine partiell geordnete Menge von lokalen Idealen von L mit
L € % und radX(0) = ¥y (g)cx(0) X (9) fiir alle X(6) € X, dann ist End, <EBX(9)€3€X(9)>
eine 1-quasi-erbliche K-Algebra.

3.2 Struktur von P(n) als End4(P(n))-Modul

Im letzten Kapitel ist eine 1-quasi-erbliche Algebra A vorgestellt und betrachtet worden. Aus-
schlaggebend fiir die Eigenschaften dieser Algebra ist der projektive unzerlegbare A-Modul zu dem
maximalen Punkt n beziiglich der gegebenen Halbordnung auf dem Koécher von A. Im Abschnitt 3
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(Kap. 2) wurde eine Basis B(n) von P(n) definiert, die auch eine wichtige Rolle in diesem Abschnitt
spielt. Wir betrachten die Struktur von P(n) iiber seiner Endomorphismen-Algebra und zeigen, dass
die von B(n) induzierte Basis von End 4(P(n)) die Struktur von P(n) als End4(P(n))-Modul be-
schreibt.

In diesem Abschnitt sei (A = KQ/I, <) eine 1-quasi-erbliche Algebra, fiir Qo = {1,...,n} ist
1 das minimale Element in )y und n = |Qo| das maximale Element in @)y beziiglich <. Fiir
jedes j € Qo sind mit AY) bzw. A(;, die Teilmengen {i € Qy | i < j} bzw. {i € Qo | j < i}
von Qg bezeichnet.

Fiir weitere Betrachtungen verwenden wir einige Eigenschaften von projektiven unzerlegba-
ren A-Moduln, die im letzten Kapitel beschrieben wurden. Hier eine kurze Zusammenfassung
der Definitionen und Bezeichnungen, die wir in diesem Abschnitt verwenden werden:

e Der Kocher von A héngt nur von der Halbordnungsrelation < auf ¢y ab: Wenn fiir
i,7 € Qo gilt i <7, dann gibt es genau einen Pfeil (i — j) € @); und genau einen Pfeil
(j — i) € Qo. Wenn i ¥ j oder j ¢ ¢, dann gibt es keinen Pfeil in @)y, der ¢ und j
verbindet.

e Fiir i,j7 € Qo bezeichnen wir mit w | (i — j) bzw. w | (i — j) den zu w =
(i - i — -+ — i, — j) € KQ korrespondierenden Weg aus A = K@Q/I, wenn
199 <<y g bzw. 1> > - > 1, > J. Diese Wege sind keine 0-Wege und es gilt
(wi ] (i =) = (w2 | (i = 7)) bzw. (w1 T (i = j)) = (w2 T (i = j)).

Fiir 4,7 € Qp mit ¢ < j verwenden wir die Bezeichnung ng ) fiir einen Weg der Form

(4)

w | (i—j)-wTl (n— ). Analog dazu erzeugen zwei Wege von der Form w;”’ den

gleichen Untermodul von P(n). Insbesondere gilt <w L (j—k) -ng)> = <w§k)> fiir
alle i, j,k € Qo mit + < j < k.

i

e Sei w'”) ein oben definierter Weg. Die Menge B(n) = {wz(j) |i,7 € Qo, i € A(j)} ist
eine Basis von P(n). Die Elemente aus {ng) | i€ A(j)} bilden eine Basis von P(n);

und die Elemente aus (J;c ) {w,ij " ke A(i)} bilden eine Basis von P(j). Insbesondere
gilt P(j); = P(i); fiir alle i € A,
Zudem gilt besonders P(j) = <wj(»j)) und A(j) = <w§j)) fiir alle 57 € Q.

e Fiir jedes j € Q) existiert genau ein Untermodul von P(n), der zu P(j) isomorph ist.
Wir betrachten jeden projektiven unzerlegbaren A-Modul als einen Untermodul von
P(n) und bezeichnen mit ¢; die Inklusion P(j) < P(n) mit w§] - w](-J ),

Nach dem Lemma 3.4 (Kap. 1) ist jeder lokale Untermodul U von P(n) mit topU =

S(j) ein Untermodul von P(j), d.h. P(n); = P(j); und damit fiir jeden Endomor-

phismus F von P(n) ist F (w](-] )

F(P(j)) € P(j).

Wir erhalten, dass P(j) F-invariant fiir jeden F' € End4(P(n)) ist.

) € P(n); ein Element aus P(j) oder anders gesagt

2

o Fiir alle i € AY gilt U C <w§j)) fiir alle U € Lok(P(i) | S(j)), d.h. P(i); = <w€j>> .
J

Wenn fiir ein w € P(i); gilt (u) # <w§j)), dann erhalten wir v € rad <w§j)>' —
j
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span {wg,j) |i' € AW\ {z}}

Fiir den weiteren Verlauf dieses Kapitels fixieren wir fiir alle i, 7 € Q)g mit ¢ < j jeweils einen
steigenden bzw. fallenden Weg w 1 (j — @) bzw. w | (i — j) in A.

Wie bereits erwéhnt, induziert eine Basis von P(n); eine Basis von Hom 4 (P(j), P(n)).
Weiter betrachten wir hauptsachlich die von der Basis {w](-") |je QO} von P(n), induzierte
Basis von Ends(P(n)). Fir den zu w](-n) gehorigen Endomorphismus verwenden wir zur
leichteren Handhabung ab nun die Kurzform §; statt Fw;z. Es gilt also:

fj: P(n) = P(n) mit f;(e,) = w".
Der néchste Satz zeigt, dass die von den Elementen aus B(n) erzeugten End 4(P(n))-Moduln
die unzerlegbaren Summanden von gna,p(n))P(n) sind.

Satz 2.1. Sei A = KQ/I eine 1-quasi-erbliche Algebra, {n} = {(Qo, <)} und f; ein oben de-
finierter Endomorphismus von P(n) fir jedes j € Qq. Als Modul iber seiner Endomorphismen-
Algebra hat P(n) folgende Zerfillung in unzerlegbare Faktoren:

EndA(P(n))P(n) = @ Enda(P(n)) o f;

JEQo

Der Beweis dieses Satzes basiert darauf, dass die End4(P(n))-Moduln End4(P(n)) o f;
und Hom4(P(j), P(n)) isomorph sind. Dies folgt aus einigen Eigenschaften der Elemen-
tew ] (j = n) w7 (n— j), de wir nachfolgend betrachten.

Lemma 2.2. Seien i,j € Qy miti € AV, ¢ € K* unda = c-w | (j — n) + r, wobei
r € spang {w € A s(w) =j, e(w)=n, w#w ]| (j —n)}. Dann sind die Elemente aus

{a w? |ie A(j)} linear unabhdngig.
Insbesondere gilt spany {a w? e A(j)} = spang {wgn) |ie A(j)} = P(j)n.

Beweis. Die Menge der Elemente von der Form w | (i — n)-w T (n — i) bezeich-
nen wir hier mit W (7). Wie bereits erwahnt, gilt (w;) = (wy) fiir alle wy,wy € W (7).
Daw | (j — n)-w? € W) erhalten wir w | (j — n)-wl = X\ - w™ + r; fiir
ein \; € K* und r; € (rad <wl(n))> . Aukerdem gilt r - w!? € (rad <wl(n)>> , denn

r-ng) € P(i), und alle Elemente aus P(Z)n liegen in <w§n)> , deshalb folgt aus r-ng) & W (i)
also r - w € (rad <wl(”)>>n Es existiert damit fiir jendes i € AY) ein ¢; € K* und
w; € spang {wg/") | i € A(i)\{i}} mit a - w? = ¢ - w™ + @;. Weil {wl-(") | i€ A(j)} ei-
ne Basis von P(j), ist, ist auch die Menge {a w? |ie A(j)} eine Basis von P(j), (nach

dem Austauschlemma). O

Im nachfolgenden Bild ist die Aussage der Lemma veranschaulicht: Die Ellipse links im
Bild steht fiir den K-Vektorraum P(n);. Jedes von Null verschiedene Element aus P(n);
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erzeugt einen Modul aus Lok(P(n) | S(j)) und damit gilt P(n); = P(j);. Aus den Be-
trachtungen im letzten Kapitel wissen wir, dass {ng) | i€ A(j)} eine Basis von P(n);
fiir jedes j € )y ist und mit der Halbordnungsrelation C entspricht das Diagramm von
({wi(j ) | i€ A(j)} , Q) dem Diagramm von (AY, <). Im Bild rechts ist nach dem gleichen
Muster der K-Vektorraum P(n),, visualisiert (grofe Ellipse). Die kleine Ellipse, eingebettet
in der groften Ellipse, steht fiir die Menge {wgn) i€ AU )}. Die lineare Hiille dieser Elemen-

te ist der Vektorraum P(j),. Aus dem letzten Lemma folgt, dass a =c-w | (j = n) +r
einen K-Vektorraum Isomorphismus P(j); — P(j), mit u — a - u definiert. Aukerdem

gilt <a . ng )> = <wl-(")> fiir alle i € AY). Dies wird durch gestrichelte (graue) Pfeile symbo-

lisiert. Der punktierte Pfeil deutet auf die Operation von f; auf w = e, hin, es gilt also

Filen) = wi.

Das néchste Lemma sagt, dass die Menge {fl |i€e A(j)} eine Basis des von f; erzeugten
(links)Ideals von End4(P(n) ist, anders gesagt fiir jeden F' € End4(P(n)) ist das Element

F (w](-n)) eine lineare Kombination von Elementen aus {w§”’ | i€ A(j)} (diese Elemente be-

finden sich in der kleinen Ellipse im rechten Teil des letzten Bildes).
Lemma 2.3. Fir jedes j € Qo gilt Ends(P(n))of; = {fu | u € spang {wi(") |ie A(j)}}.

Beweis. Sei F' € End4(P(n)), dann (F of;) (e,) = F(w](-”)) € P(j)n, denn w§”) € P(j)
und fiir jeden F' € End4(P(n)) ist P(j) F-invariant. Es gilt P(j), = spany {wi(") | i€ A(j)}
und damit F'o §; = f, fiir ein u € spany {wgn) | i€ A(j)}. 0

Der von f; erzeugte Enda(P(n))-Modul ist offensichtlich lokal, aus der Unzerlegbarkeit
von P(n) erhalten wir, dass End4(P(n)) eine lokale K-Algebra ist. Das néchste Lemma
zeigt, dass der Ends(P(n))-Modul Hom(P(i), P(n)) ein lokaler und damit unzerlegba-
rer Modul ist. Nach den Erlduterungen am Anfang dieses Abschnitts erhalten wir, dass

Homa(P(i), P(n)) fir jedes i € Qo die unzerlegbaren direkten Summanden von P(n) als
Enda(P(n))-Modul sind.

Lemma 2.4. Sei A = KQ/I eine 1-quasi-erbliche Algebra mit {n} = max{(Qo, <)} und
f; € Enda(P(n)) mit f;(e,) = w](-n). Seivj : P(j) — P(n) mit Lj(w](-])) = w die kanonische

J
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Inklusion. Die lineare Abbildung

®: Enda(P(n))of; — Homa(P(j), ())
Fij = CI)(FO](]) = 1o

ist ein Endy(P(n))-Modul Isomorphismus.

Beweis. Seien F,G € Enda(P(n)) und Fof; = Gof;, dh. F(w (n)

wj
<w](-n)> C <w§])> = P(j) folgt, dass ein Element a € A mit a - wy) = w,
letzten Betrachtungen zeigen, dass fiir a Folgendes gilt: Es existiert ein ¢ € K* und ein
re{weAls(w )—j, ( J=4, w#w]| (j = n)}mita=c-w | (j — n)+r. Damit gilt

also a- F( (g )) =a G( ) Da F(w (])) G(w (J)) € P(j);, existieren \;, p1; € K mit F( (4 )) _
Z €A Ai w und G( ) - ZiEA(J') i - ij). Somit erhalten wir a - (ZieA(J') A wz(j)) —

a (Zz’eAU) L - wZ(j) und damit gilt > ., A - <a . wl-(j)) = D ieat Mi - <a . wl-(j)). Nach
Lemma 2.2 sind die Elemente {a . ng ) | i€ A(j)} linear unabhéngig und damit folgt aus

der letzten Gleichung \; = p; fiir alle i € AV, d.h. es gilt F (wj(.j )) = G(w](-j )) und damit
(Fouj) (w](-j)) = (Goyy) (wﬁj)). Wir haben gezeigt, dass aus F o f; = G o f; die Gleichung
F o =G oy, folgt, d.h. ® ist wohldefiniert.

Klar ist, dass ® ein End4(P(n))-Homomorphismus ist, denn fiir alle G € End4(P(n)) gilt
O(GoFofj) =Go®(Fof;). Aukerdem ist der Funktor Hom4(—, P(n)) wegen P(n) = I(n)
kontravariant exakt und fiir die exakte Sequenz 0 — P(j) = P(n) — P(n)/P(j) — 0 ist die
Folge 0 — Homu(P(n)/P(j), P(n)) — Homyu(P(n), P(n)) — Homu(P(j), P(n)) — 0 ex-
akt. Fiir jedes f € Homu(P(i), P(n)) existiert also ein F' € End4(P(n)) mit For; = f, d.h.
® ist surjektiv. Damit gilt dimg (End(P(n)) o ;) > dimg (Homa(P(j), P(n))) = [AD].
Andererseits folgt aus Lemma 2.3 demnach dimg (Ends(P(n)) o f;) < }A(j)’ und damit gilt
dimg (Enda(P(n)) o f;) = dimg (Homa(P(j), P(n))) = |AY)]. O

G( ) Aus

(n) existiert. Die

) =

Beweis des Satzes. Wie bereits bekannt, zerfillt P(n) als ein K-Vektorraum in eine di-
rekte Summe von den zu j € @)y korrespondierenden Unterrdumen P(n);, d.h. P(n) =
®D,cq, P(n);. Diese Unterrdume konnen als End 4(P(n))-Modul betrachtet werden und zwar
gilt P(n); = Homa(P(j), P(n)). Nach dem Lemma 2.4 ist Hom4(P(j), P(n)) ein lokaler
Enda(P(n))-Modul und damit unzerlegbar.

Als Modul iiber seiner Endomorphismen Algebra hat P(n) folgende Zerfallung in unzerleg-

bare Faktoren: gna,(p(n) )P @ End 4( o fj. O
JEQo

3.3 Eine Basis von End4(P(n)) mit der Eigenschaft |

Wir definieren nun eine Basis von lokalen selbstinjektiven Algebren, die bereits [DHM]| im Zusam-
menhang mit kommutativen Algebren betrachtet wurde. Die Menge der Paare (L, £) bezeichnen
wir mit Y, wobei L eine endlich dimensionale, lokale,selbstinjektive Algebra und £ eine ebensolche
Basis von L ist. Ziel dieses Abschnitts ist es, zu zeigen, dass das Paar bestehend aus (EndP(n))
und {f; | j € Qo} ein Element von Y ist.
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Definition 3.1. Sei L eine endlich dimensionale, lokale, selbstinjektive K-Algebra (dimyL =
n) und £ = {by,...,b,} eine Basis von L mit L = (b,) und < ist eine Halbordnungsrelation
auf £ mit by < b; X b, fiir alle i € [1,n]. Wenn

rad (b;) = Y (by)

bes
b;=bj

fir alle b; € £, dann bezeichnen wir diese Eigenschaft mit .

Bemerkung 3.2. Erfiillt eine Basis £ = {by,...,b,} einer lokalen selbstinjektiven Alge-
bra L die Eigenschaft , dann gilt (b;) = socL. Nach der Definition 3.1 gilt rad (b;) = 0
und weil by # 0, ist er (bis auf einen Skalar) der einzige lokale Untermodul von ;L mit dieser
Eigenschaft.

Lemma 3.3. Sei (A= KQ/I,<) eine 1-quasi-erbliche Algebra und {n} = max {(Qo, <)}.
Die Algebra Enda(P(n)) ist endlich dimensional, lokal und selbstinjektiv.

Beweis. Die Algebra Ends(P(n)) ist endlich dimensional, denn dimgEnda(P(n)) =
dimg P(n), = n. Auferdem ist sie lokal, denn P(n) ist unzerlegbar.
Wir betrachten nun den von f; erzeugten Untermodul von End4(P(n))-Modul End4(P(n)):
Da Imf; = <w§n)> = socP(n) erhalten wir F' o f; = 0 fiir jeden F' € Ends(P(n)) der kein
Automorphismus von P(n) ist, denn KerF ist ein echter Untermodul von P(n) und damit
gilt socP(n) C KerF'. Der Modul End4(P(n))of; = (f1) ist somit ein einfacher Untermodul
von End4(P(n)). Nun zeigen wir, dass (f1) der einzige einfache Untermodul von End 4(P(n))
ist und damit socEnds(P(n)) = (f1)-
Zu zeigen ist also, dass (f1) ein Untermodul jedes lokalen Untermoduls von End4(P(n)) ist,
d.h. fiir jeden F' € End4s(P(n))\ {0} gilt (f;) C (F), oder anders gesagt, fir jeden F €
Enda(P(n))\ {0} gibt es ein G € Ends(P(n)) mit (G o F') = (f;). Dies ist gleichbedeutend
mit Im (G o F') = Imf; = socP(n). Im Bild unten sind diese Erlduterungen visualisiert:
Ein Endomorphismus F von P(n)

bildet das P(n) erzeugende Element F e

e, auf F(e,). Es gilt offensicht- — —

lich ImF = (F(e,)), ImF ist ein L P]:”.._ P]:”
lokaler Untermodul von P(n) und radb(m) rad () rad

(n)
radlmF" = F (radP(n)). Insbesonde- .
re gilt P(n)/KerF = ImF. Und nun

ist zu zeigen, dass ein Endomorphis- ;. RS S P
mus G von P(n) existiert, der das I 'T 1
Element F(e,) auf ¢ - w'™ abbildet, : LooradmE Lo
d.h. G(F(ey)) erzeugt den Sockel von

P(n) oder anders gesagt Im (G o F') = . N N LT
socP(n). In diesem Fall gilt dann Soch(n)| e Repin) L deR(m = m(Go F)
G(radlmF') = 0. l - )

Dies reprasentiert die Unterverbénde
von P(n).

Sei nun F € End(P(n)) mit F # 0 und f die von F induzierte Abbildung f : P(n) — Imf

dImG
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mit f(p) = F(p). Der Untermodul ImF von P(n) ist ein lokaler A-Modul mit topImF =

S(n), somit existiert eine Surjektion ImF 5 S(n). Der Modul P(n) = I(n) ist eine injektive
Hiille von P(n), ImF und S(n), denn alle drei Moduln haben einen zu S(n) isomorphen
Sockel. Es existiert ein Endomorphismus G € End4(P(n)), so dass die folgenden Diagramme

P(n) SRR Y Qe S(n)
1 ! l
P(n) = Pn) % P(n)

kommutieren. Damit gilt Im <§o f) = Im(GoF) = S(n). Daraus folgt Imn(Go F) =
socP(n) = <w§")> und damit gilt (G o F) = (f}). O

Bemerkung 3.4. Aus den letzten Betrachtungen folgt nicht unbedingt, dass fiir zwei
nicht isomorphe 1-quasi-erbliche Algebren A und A’ auch die Endomorphismen-Algebren
Enda(P(n4)) und End /(P (nas)) nicht isomorph sein muss. Beispiele dafiir werden im Ab-
schnitt 1.5 gegeben.

Fiir eine 1-quasi-erbliche K-Algebra (A = KQ/I, <) bezeichnen wir L(A) := End4(P(n))
fiur {n} = max{(Qo, <)} und mit £(A) bezeichnen wir eine aus den Endomorphismen f;
hier j € @y, bestehende Basis von End 4(P(n)). Wir zeigen nun, dass mit der Halbordnungs-
relation "f; < f; genau dann wenn (f;) C (f;)" die Eigenschaft erfillt ist.

Lemma 3.5. Fiir eine 1-quasi-erbliche Algebra A seien L(A), £(A) wie oben und (£(A), <)
st eine Halbordnung mat

fi < f; genau dann, wenn i’ < i.
Es gilt:
(a) L(A) of; ist ein lokaler Untermodul von L(A),
(b) L(A)o]; C L(A) o f;, wenn i <

() rad (L(A) o ;) = >~ L(A) o ;.

Beweis. (a) Die Algebra L(A) ist lokal, damit erzeugt jedes Element aus L(A) ein lokales
Ideal, demnach sind L(A) o f; lokal fiir jedes i € Q.
(b) Nach dem Lemma 2.3 ist {f; |i € AW} eine Basis von L(A) o f;. Damit ist der von f;
erzeugter L(A)-Modul L(A) o f; ein Untermodul von L(A) o §; fiir alle i € AW,

(c) Aus dimg ((L(A) of;)/ (Zie/\(j)\{j} L(A)o f1>> = 1 folgt offensichtlich rad (L(A) o f;) =
Ziiegjo L(A) o} fz [

Bemerkung 3.6. Die Basis £(A) ist eine nicht eindeutig bestimmte Basis von L(A), die
die Eigenschaft hat.
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3.4 Doppelt zentrierende Eigenschaften

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass fiir eine 1-quasi-erbliche Algebra A und den projektiven, in-
jektiven A-Modul P(n) die sogenannten doppelt zentrierenden Eigenschaften (double centralizer
properties) gelten, d.h. fiir B := End4(P(n)) gilt A = Endg(pP(n)).

Dazu bezichen wir uns auf [KSX].

An dieser Stelle sei an den Begriff "dominante Dimension" erinnert, den wir in diesem
Abschnitt verwenden: Fiir zwei A-Moduln M, N ist die dominante Dimension von M be-
ztiglich N das Supremum von allen m € N, fiir das eine exakte Folge 0 — M — N} — Ny —

- — N, mit N; € add(N) fiir alle 7 € [1,m] existiert. Dies wird mit N/ — dom.dim(M)
bezeichnet. Mit N'— dom.dim(A) bezeichnen wir die dominante Dimension von 4.4 beziig-

lich \V.
Existiert eine exakte Folge 0 — M — N} — Ny — -+ — N, mit N; € add(N) fiir alle
i € [1,m], dann gilt N’ — dom.dim(M) > m.

Das Hauptergebnis dieses Abschnitts ist der folgende

Satz 4.1. Sei (A = KQ/I,<) eine 1-quasi-erbliche Algebra, {n} = max{(Qo, <)} und
L(A) ={f; | j € Qo} die im Abschnitt 2 beschriebene Basis von Ends(P(n)). Es gilt

A= Endgna, () (@ (Enda(P(n)) o fj)) :

JEQo

Der Beweis fiir diesen Satz basiert auf dem folgenden Theorem von Tachikawa [T]: Sei A
eine QF-3 Algebra und M ist ein minimaler treuer .A-Modul. Dann gilt:

M — dom.dim (A) > 2 genau dann, wenn A = Endgng  (m) (Endar) (M)

Zur Erinnerung: Eine Algebra A heiftt QF-3, wenn ein treuer A-Modul existiert, der pro-
jektiv und injektiv ist. Aus der Definition einer 1-quasi-erblichen Algebra A folgt, dass der
projektive A-Modul P(n) injektiv und treu ist. Aus der Unzerlegbarkeit von P(n) folgt, dass
P(n) ein minimaler treuer A-Modul ist. Fiir P(n) als End4(P(n))-Modul gilt nach dem Satz
2.1 nun gua, (pn) (1) = Djcq, (Enda(P(n)) o f;). Fiir den Beweis des Satzes 4.1 reicht es
also, P(n) — dom.dim(A) > 2 zu zeigen.

Fiir den Beweis des folgenden Lemmas beriicksichtigen wir die Tatsache, dass der Sockel
von P(n)/P(j) eine Summe von Kopien von S(n) ist. Dies wurde bereits in 4.2 (Kap. 2)
betrachtet.

Lemma 4.2. Fir eine 1-quasi-erbliche Algebra (A= KQ/I,<) mit {n} = max{(Qo, <)}
qilt

P(n) — dom.dim(A) > 2.
Bewers. Zu zeigen ist also, dass fiir gewisse r1,75 € N eine exakte Folge existiert:

0—A— P(n)" — P(n)™.
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Doppelt zentrierende Eigenschaften

Da A basisch ist, gilt fiir sie als A-Modul A = B, P(j)- Wie bereits bekannt gilt P(j) <,

P(n) fiir alle j € Qo und damit ist P, P(4) I, P(n)™ mit Fy = (1;)jeq, eine Inklusion
(es gilt m = |Qo|). Aus den Eigenschaften von direkten Summen erhalten wir

soc (P(n)"/ImFy) = @5 soc (P(n)/Im(1)) = @ soc (P(n)/P(j)) € add(S(n)).
JE€Qo JERo

Da es hier um endlich dimensionale Moduln geht, existiert damit ein r, € N, so dass gilt
soc (P(n)"/ImFy) = S(n)™. Aus P(n) = I(n) folgt, dass P(n)™ eine injektive Hiille von
P(n)"/ImF; ist, d.h. es existiert eine injektive Abbildung P(n)"/ImF} & P(n)"™. Sei nun

Fy = (Gopr) : P(n)" 2 P(n)"/ImF < P(n), dann ist die Folge 0 — A 25 P(n)" 3
P(n)"™ exakt. Somit gilt P(n) — dom.dim(A) > 2. O

Beweis des Satzes. Die Voraussetzungen des Theorems von Tachikawa sind somit fiir
eine 1-quasi-erbliche Algebra A und P(n) erfiillt. Es gilt also A = Endgna, (p)) (£ (1)) und

aus dem Satz 2.1 folgt A = Endgng, (p(n)) <@jer (Ends(P(n)) o fj)) O]

(Ist auf einer Menge M eine Aquivalenzrelation ~ definiert, dann bezeichnen wir mit M/ ~
die Menge der Représentanten der Aquivalenzklassen auf M beziiglich ~)

Mit X, Y und Z bezeichnen wir folgende Mengen:

X :={A| A ist eine 1-quasi-erbliche K-Algebra} / ~x;

hier gilt A ~x A’ genau dann, wenn A = A'.

L ist eine lokale, selbstinjektive K-Algebra,
Y =< (L,(£,x))| dimgL < oo und £ = {by,...,b,} ist eine Basis 3 / ~v;
von L mit rad (b;) =, . (b;) und (b,) = L

hier (L, (£, X)) ~v (L, (£,<')) genau dann, wenn ein K-Algebren Isomor-
phismus ¢ : L — L' existiert, so dass fiir jedes b € £ ein b’ € £ existiert,
mit 1((b)) = (b'). Dies ist genau dann der Fall, wenn End, (@, ¢ (b)) =

b/
End (Byee (b)-

Z:= {EndL <@ (b)) | (L, £) € Y} / ~z;

hier EndL (@562 <b)) ~z EndL’ (@bleg/ <b/>) genau dann, wenn
EndL (@beﬂ <b)) = EndL’ (@b/éﬂ’ <b/))

Fiir eine 1-quasi-erbliche Algebra (A = KQ/I,<) mit {n} = max {(Qo, <)} bezeichnen wir

weiterhin L(A) := End4(P(n)) und mit £(A) := {f; | j € Qo} (wobei f; : P(n) — P(n) mit
, _ y(n)

filen) = w; ).

Wir definieren folgende Abbildungen ® : X — Y mit ®([A, <]) = [L(A), £(A),<)] und

U:Y — Zmit ¥([L,(£,x)]) = [Endg, (P (b))]. Nach dem Satz 4.1 erhalten wir

folgende Beziehung;:
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X - Y S Z
(L, (S.‘,, <)) — End;, ( <b)>
(A9 — (LA (EA)Q) (4,<)

Die Abbildung W ist offensichtlich bijektiv und aus W(®([A])) = [A] erhalten wir, dass ®
injektiv ist, dennoch ist ® nicht bijektiv, d.h. X # Z wie das néchste Beispiel zeigt.

Beispiel 4.3. Wir betrachten die K-Algebra L = K (x,y)/ (2%, v?, zyx — yry) mit ei-
ner Basis £ ={XYX, XY, YX, X Y 1 }von L. Offensichtlich ist L eine lokale,
b b b b b b
=:b1 =:bo =:b3 =:by =:b5 =:bg
selbstinjektive K-Algebra, denn radL = (X;) + (X3) und fiir jedes von Null verschiedene
Element von L, etwa 3.0 A; - b; mit (A, ..., \g) # (0,...,0) gilt

( A—lﬁ-XYX, wenn \g # 0,
/\—15-YX, wenn A5 # 0 und A\g = 0,
6 L.XY, wenn A 0 und A\; = 0 mit 7 € [5, 6],
a- Z)‘i'bi = XY X, wobei a = ’\14 7 o 5
— X wenn A3 # 0 und \; = 0 mit ¢ € [4, 6],
/\—12-Y, wenn Ay # 0 und \; = 0 mit 7 € [3, 6],
L oL wenn Ay # 0 und A\; = 0 mit 7 € [2, 6],
d.h. soc, L = (XY X) ist der eindeutig bestimmte einfache Untermodul von ;L.
b
Mit der Halbordnungsrelation < auf £, die durch das Diagramm % ¢ von (£, <) ver-

AN

bg
anschaulicht ist (hier b, — b; wenn b; < b;), erfiillt £ die Eigenschaft , denn rad (b;) =
(X b)) +(Y - b;) = >, (bi), dh. [L, (£, =)] ist ein Element von Y.
Die Algebra Endj (@?Zl <bj)> ist eine Basis-Algebra, weil (b;) 2 (b;) fir ¢ # j, d.h.
Endy, (@?Zl (bj)> =~ K@/I und der Kécher @) besteht aus sechs Punkten, die mit den di-

rekten Summanden von EB?:l (b;) korrespondieren. Fiir den L-Homomorphismus f : (b3) —
(by) gilt f # f'o f” fur alle f' € Homp((bg), (bs)) und alle f” € Homy((bs), (b)), wobei
k € [1,6]\ {3,4}. Daraus folgt also, dass ein Pfeil (4 — 3) € Q, existiert.

Sei nun ¢ : (by) — (b3) mit g # 0, dann ist g(X) = X -a = d' - Y X fiir gewisse a,d’ € L.
Fir alle b € L gilt X - b # Y X. Es bleibt fiir @ und o’ nur die Moéglichkeit a« = ¢- Y X und
a =c- X firein c € K*. Fur ¢ : (by) =, (b3) und ¢” : (by) 24 (by) gilt g =¢' 0 g”, d.h.
in dem Kocher ) finden wir 3==4 nicht vor. Die Algebra End,, <@§:1 <bj)) ist damit
keine 1-quasi-erbliche Algebra.
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3.5 1-quasi-erbliche Algebren und kommutative, selbst-
injektive Algebren

In diesem Abschnitt betrachten wir Isomorphieklassen aus X, deren Repréasentanten BGG-Algebren
mit einem Antiautomorphismus sind |X|. Auferdem betrachten wir die Menge der Paare [L, (£, X)]
aus Y, wobei L eine kommutative Algebra ist. Diese Teilmengen bezeichnen wir mit X und Y. Wir
zeigen, dass die Abbildungen @[ : X — Y und Vg : Y > U (?) bijektiv sind. Daraus erhalten

~ o~ ~ U
wir X = Z. Der Beweis fiir Y C X basiert auf dem Theorem von Dlab, Heath und Marko [DHM]
und weiteren Eigenschaften von kommutativen Algebren.

Existiert auf einer K-Algebra A ein Antiautomorphismus, d.h. eine lineare Abbildung € :
A — A mit den Eigenschaften

o c(a-a)=¢€(d)-e(a),
e ¢’(a) = a fiir alle a,d’ € A,

dann wird von € eine Dualitét auf A wie folgt induziert: Sei M ein A-Modul, dann bezeichnen
wir mit M* den K-Vektorraum Hompg (M, K). Mit

Ax M* — M*
oM K
(@) w o flela) )

ist M* ein A-Modul. Sei F' € Hom4(M,N), dann F* := Homg(F, K) : N* — M* mit
F*(g) = F o g ist ein A-Homomorphismus. Mit D) = Homg(—, K) : mod-A — mod-A
ist A eine BGG-Algebra.

Wir betrachten eine Klasse von 1-quasi-erblichen Algebren mit einem Antiautomorphismus.
Dazu einige Bezeichnungen: Sei A eine 1-quasi-erbliche Algebra und (@, 1) das A beschrei-
bende Paar. Fiir einen Weg w = (iy — is — -+ — i) € KQ bezeichnen wir mit W den
(eindeutig bestimmten) entgegengesetzten Weg (i,, — -+ — iy — i;) € KQ. Fiir eine Re-
lation p = 377" Aj-wy € I'sel p:= 370 A - W und I:={p|pcl} (es sei hier erinnert,
dass wir mit w bzw. W die zu w bzw. W gehérende Restklasse aus KQ)/I bezeichnen). Of-
fensichtlich gilt W = w und damit p = p sowie I = I. Aukerdem gilt w - w’ = w’ - ¥ fiir alle
w,w € KQ.

Nachfolgend betrachten wir eine 1-quasi-erbliche Algebra A = KQ/I, fiir die I = T gilt.
Somit stimmen A und A in gewissem Sinne iiberein. Wir zeigen, dass in diesem Fall ein
Antiautomorphismus auf A existiert, der die Pfeile in dem Ko6cher von A vertauscht. Solche

Algebren sind BGG-Algebren.

Lemma 5.1. Seien A eine 1-quasi-erbliche Algebra und (Q,I) der A beschreibende K-
cher mit Relationen.

Die lineare Abbildung € : KQ — KQ mit e(w) = W induziert genau dann einen Antiauto-
morphismus € : A — A | e(w) =W auf A, wenn [ = 1.

Beweis. "=". Aus den Eigenschaften eines Antiautomorphismus erhalten wir, dass fiir
jede lineare Kombination von gewissen Wegen wy,...,w, aus K Folgendes gilt (hier
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(z—>k:(t I Ny A —>j> fir alle ¢ € [1,7]):

€ (Z At - Wt> B Z)‘t "€ <<k7(72 — ) (kr(y?t—l - kffz)t) """ (i — kit)))
t=1 t=1
— i)\t.e<i—> kit)> -e<k§t) —>két)> """ e(k‘ﬁﬁl _>])
t=1
_ Z A (W0 =) (B = B) (G — k)
t=1
_ iAt- e L AT)

r
- E )\t . Wt.
t=1

Daraus folgt also, dass fiir jede Relation p € I die Gleichung €(p) = p erfiillt ist. Ist also €
ein Antiautomorphismus auf A, dann gilt fiir jede p € I auch p € I und damit folgt I =1
aus €2 = idg.

"<" Wenn > A -w € I dann gilt auch Y ;A\, - W € I, damit ist die lineare Ab-
bildung ¢ : KQ/I — KQ@Q/I mit e(w) = w bijektiv. Insbesondere gilt e(e(w)) = w und
e(w-w') = e(w') - e(w) fiir alle Wege w, w’ € KQ/I und damit gilt fiir alle a,a’ € A demnach
€2(a) = a und €(a - a') = €(d) - €(a). O

Der nichste Satz zeigt, dass jede 1-quasi-erbliche K-Algebra A = KQ/I mit I = I eine
Endomorphismen-Algebra von @, (b) ist, wobei L eine endlich dimensionale, kommuta-

tive, lokale, selbstinjektive K -Algebra ist und £ ist eine Basis von L mit der Eigenschaft .

Satz 5.2. Seien X, Y, Z bzw. ®, VU die im letzten Abschnitt definierten Klassen von Alge-
bren bzw. Abbildungen. Seien

_{A KQ/L<]e X|I=1},
Y :={[L,(£,<)] € X| L ist kommutativ },
z:={¥ (L (&< [L.(e. Q) e Y},

Es gilt ®([A=KQ/IL,<)) € Y fiir alle [A = KQ/I,<] € X und Z= X, d.h.

D%

X

Uy

(A, Q] —— [(L(4), (£(4), )]

End,, <@<b>>] —  [(L(& )]

bel

Aus den Eigenschaften von ® und ¥ folgt U|g o ®|¢ = Idg und damit gilt @[5 o ¥|¢ = Idg.
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Die Klassifikation von 1-quasi-erblichen K-Algebren, die mit den zu ihnen gehorigen ent-
gegengesetzten Algebren "{ibereinstimmen", bedingt auch die Klassifikation von endlich
dimensionalen, kommutativen, lokalen, selbstinjektiven K-Algebren mit den Basen, die die
Eigenschaft haben. Da eine Basis von L mit der Eigenschaft nicht eindeutig bestimmt

ist, gibt es "mehr" Isomorphieklassen in X als Isomorphieklassen von endlich dimensionalen,
kommutativen, lokalen, selbstinjektiven K-Algebren. Anders gesagt sind (£, <) und (£, %)
zwei Basen von L mit der Eigenschaft bzw. , dann sind A := Endj, (P, (b)) und
A" := Endy, (Py e (b)) nicht notwendig isomorph, aber Ends (Pa(n)) = Enda (Pa(n)),
hier ist n die Anzahl der Punkte im Koécher von A bzw. A’.

Beispiel 5.3. Seien L = Clz,y|/ (%, v*, zy, 2> —3* ) und (£1,<1), (L2, <2), (£3,<3)
Basen von L mit den Halbordnungen, die durch die folgenden Diagramme gegeben sind. In
dem letzten Diagramm ist w die 6-te Einheitswurzelw = % +1- ? (hier i? = —1).

X2/X3\Y2 X2/X3\Y2 2-X2+f/{i | X§52+ 2.y?
S e N =

X+Y X+w- w-X+Y

NSNS N/

Die Paare (L, ((£1,<1))), (L, ((£2,=<2))) und (L, ((£5, <3))) sind Elemente aus Y. Die dazu
gehorigen 1-quasi-erblichen Algebren A;, A und Ajs sind durch die folgenden Ko6cher und
Relationen dargestellt. Es gilt L = End, (P4, (6)) = Enda,(P4,(6)) = Enda,(Pa,(6)) und
Ay ¥ Ag, Ay 2 Az und Ay 2 As.

-

/ | \
2 3 120 = 0 131 = 0
1246 = 1356 6421 = 6531
Ay =End;, (@ <b>> o~ H [ 212 = 242 313 = 353
be Ly 4 5 424 = 464 535 = 565
\ / 465 = 0 564 = 0
6
1
/ \ 121 = o0 131 = 0
246 = 256 125 = 135
_ 521 = 531
2 3 642 652 PR
313 = 353
212 = 242 o=
A2 = EndL @ <b> “nn ‘ [ 212 = 252 32 = 0
253 = 0 565 = 525+ 535
b€£2 4 \ / 5 465 = 425 564 — 5214

69



1-quasi-erbliche Algebren und kommutative, selbstinjektive Algebren

121 = o0 131 = 0
124 = 134 135 = 125

2 3 246 = 256 356 = 346
642 = 652 643 = 643

As = Endg EB by | e
beLs 212 = —242 313 = —353

252 = 0 343 = 0

4 5) 213 = 253 312 = 342
213 = 243 312 = 352
434 = 464 525 = 565
465 = 4354 425 562 = 5244534

(Die Kategorie mod — Az beschreibt einen regulédren Block von O(sl3(C)).)

Wir betrachten nun die Algebra End;, (@, (b)) fiir ein Paar (L, (£, <)) aus Y. Die von
den Elementen aus £ erzeugten Ideale sind wegen der Kommutativitat von L paarweise nicht
isomorph. Damit ist die K-Algebra End;, (@, (b)) basisch, d.h. End;, (e (b)) = KQ/1
und [Qo| = |£| (jedes Element b aus £ korrespondiert also mit einem Punkt i, aus Q).
Auferdem gilt iy < iy genau dann, wenn b < b’ und dies ist genau dann der Fall, wenn
(b) C (b') fiir alle b, b’ € £. Die Voraussetzungen des Theorems in [DHM] sind damit erfiillt,
d.h. Endy, (e (b)) ist eine 1-quasi-erbliche K-Algebra. Zu zeigen ist also I =1.

Wie bereits in 3.1 erwédhnt, korrespondiert fiir iy < iy der Pfeil (ip — iy) € @1 mit einem
surjektiven L-Homomorphismus (b') -% (b) und der Pfeil (iy — i) € Q1 mit einem injekti-
ven L-Homomorphismus (b) -5 (b'), 0.B.d.A. z = 1 und b’ - y = b. Somit erhalten wir fiir
zwei benachbarte Elemente b und b’ aus £ folgende Situation: In dem Kocher @ gilt i, = iy

und fiir die mit diesen Pfeilen korrespondierenden L-Homomorphismen (b) == (b’) ist einer

Y
der beiden Félle erfiillt: Entweder z =1 und b’ -y=bodery=1und b-z =10".

Lemma 5.4. Sei (L, (£,<)) € Y, wobei L kommutativ ist. Seien bg, by, ... b, b;11,...,b,
Elemente aus £, so dass b; und b;11 Nachbarn beziiglich < sind fir alle i € [0,r — 1] und
(bo) <ﬁ1 (by) = -+ = (b;_1) = (b;) = --- = (b,_1) = (b,) die zu den Wegen (jo, — Jo, —
‘Y1 ‘Yi “Yr
c = Joy = Jby = oo = Jb.) und (o, — - — Jo, = Jo;y — --- — Jo, — Ju,) korrespon-
dierenden L-Homomorphismen, wobei entweder x; = 1 und b; - y; = b;_1 oder b;_1-x; = b;
und y; = 1 fir jedes i € [1,r] gilt. Dann gilt by - x1 - 29 - -+ - Ty =YL Yg - Yr - by

Beweis durch Induktion nach r. Wenn r» = 1, dann gilt im Fall z; = 1 und by -y; = by also
bo = bo'fL’l = bl'yl = bo und im Fall bQ'ZL‘l = bl und Y1 = 1 gllt bl = bO'ZL‘l = bl'yl = bl.

Angenommen by - xy - Ty = Y1t Y - by fir m > 1.0 Flir 2,41 und y,, gilt wie-
derum eine der beiden Moglichkeiten: (1) Wenn z,,,1 = 1 und b,,11 * Ymi1 = by, dann gilt
IV.
bl'xl ..... xm.xm+1:bl.x1 ..... xm — yl ..... ym.bm:yl ..... ym.ym+1.bm. (2) Wenn
b Ter = by und Y01 = 1, dann gilt by -2 -+ - - - T * Tl L Yoo Ym * Om - Ting1 =
——
=bm+1
Yp oo Y berl =Yy Ym * Ym+1 berl- U

Lemma 5.5. Sei L eine endlich dimensionale, kommutative, lokale, selbstinjektive Al-

gebra und (£,<) eine Basis von L mit der Figenschaft . Sei (Q, 1) das die Algebra
Endy, (@yee (b)) darstellende Paar, dann gilt I = 1.
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Beweis. Seien i,j € Qo und > ;_; A - (z — kf) — k;t) s B j) eine Relation
aus I. Zu zeigen ist Y, A - (j S kD két) — kil) — 2) el

Die Summe » ;| A <z — kit) — két) — = kr(,?t — j) ist genau dann eine Relation, wenn
o) Q) Ty 41
S | () — <bk(t)> LN <bk(z)> e — <bk(t)> —5 (b;) |, also der zu dieser
1 2 me
Relation korrespondierende L-Homomorphismus, ein Null-Homomorphismus ist; hier gilt
fiir jedes [ € [1,m; + 1] entweder :L‘;t) =1 oder bkl@l -:L‘;t) = bkl(z) (k:(()t) =4 und bkﬁ,ﬁiﬂ = bj>.

Dies ist wiederum genau dann erfiillt, wenn >, | A, - (bi . xgt) . xét) ----- xffl)t +1) = 0. Nach

dem Lemma 5.4 gilt >} A\ - (bj -ygt) : yét) ----- yg)ﬁl) = 0, wobei fiir jedes [ € [1,m; + 1]
entweder yl(t) = 1 gilt oder b; - yl(t) = b;_;. Fiir den L-Homomorphismus, der dieser Summe
©)

, N0 N0
entspricht, gilt > 7 A - ((bj> et <bku)> — <bk(t)> A <bk(t)> o <bz>> =0

und damit ist die dazu korrespondierende lineare Kombination aus Wegen eine Relation,
d.h. Z:Zl)\t-(j—>k7(,2—>---—>k§t)—>k§t)—>i)eI. 0

Nun zeigen wir, dass fiir eine 1-quasi-erbliche Algebra A = KQ/I mit {n} = max {(Qo, <)}
die Algebra End 4(P(n)) kommutativ ist, wenn I = 1.

Lemma 5.6. Sei (A = KQ/I, <) eine 1-quasi-erbliche Algebra mit I = 1. Sei j € Qy, fiir je-
desi € AV und jeden Wegw(i) = (j — k1 — kg — -+ — kpy — 1 — k1 — -+ — kp — §)

mit joki> ko> Dk, >i<ky <<k, < gilt w(i) = w(7).

Im Bild rechts sehen wir die visuelle Entsprechung dieses Lem- 1

mas: 4 1,/ \.‘
Das ganze Bild zeigt ebenfalls den Kécher von A. i (/4&\A g
Der Weg w(i) beginnt in j, steigt bis ¢ und verlduft dann fallend Sk R
bis j. Dieser Weg ist im Bild mit blauen Pfeilen markiert. B }
Der Weg m (rote Pfeile) verlauft entgegengesetzt auch stei- "-‘*k 1 k,."’:
gend von j nach ¢ und fallend von ¢ nach j. N\ 2

Das Lemma sagt, dass die beiden Wege w(i) und w(i) im Fall

I =T gleich sind. \n/

Beweis Fiir den Weg w(i) = (j — k1 = ko — - =k — 1 = k1 — -+ — ki — J)
bezeichnen wir mit v(i) und mit u(i) die Wege

v(i) =G =k —k— - —kyp—d)undu(i) =G =k — k1 — - — kpy1 — 1),
es gilt also w(i) = u(i) - v(i). Zu zeigen ist u(i) - v(i) = v(7) - u(i).
Die Wege v(i) und (i) sind steigende Wege von j nach i in A, d.h. von der Form w 1 (j — 1)
und damit nach Lemma 2.4 (Kap. 2) gilt (v(i)) = (u(i)) = P(i), mit anderen Worten es
existieren ein ¢; € K*, \; € K fiir jedes t € A\ {i} und ein fallender Weg w | (¢ — i) von
t nach 7 mit
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(i) =ci-u(d)+ Y N (w ] (E—i)-v(t).

teAD\{i}

Der Beweis verlauft durch Induktion nach ’A(i)’. Fiir ’A(i)’ =1 gilt « = 1, d.h. das mi-
nimale Element in Qg beziiglich <. Es gilt also A\ {1} = @ und damit erhalten wir
v(1) = ¢; - u(1). Nach der Voraussetzung I = I gilt v(1) = ¢; - u(1) und damit erhalten wir

u(@) - v(1) = cl~—<u(1) : mi: o) - u(l).

Angenommen u(t) - v(t) = v(t) - u(t) fiir alle t € AW mit [AD| < m.
Sei i € (Qp mit ’A(i)’ =m+1, dann gilt fiir v(i) = ¢;-u(i) + 2 pmn g A (w L (T —4) - v(1))

auch v(i) = ¢; - u(i) + 32 cpe\ iy At (w L (t—1) -v(t)) nach der Voraussetzung I = I. Die
Cleichung u(i) - v(i) = v(i) - u(i), d.h.
q(@-u(i))Jr 3 At-(m.w L (t— i) ~v(t)) = ci-<m-u(i))+ 3 )\t~<w Tt =)0 u(i))

te A\ {3} te A\ {3}

gilt genau dann, wenn u(i)-w | (t — i)-v(t) = w | (t —9) - v(t) - u(i) fiir jedes t € A\ {i}.
Der Weg u(i) -w | (t — i) ist ein fallender Weg von t (durch i) nach j und hat damit

die Form u(t). Aus A® c A® folgt }A(t)’ < m, somit erhalten wir nach der Induktions-
voraussetzung (W cw | (t— 2)) )=o) w ] (t—i)ul)=w] (t—1i)- v(t)u(). O

Aus dem Lemma 3.5 erhalten wir, dass die Algebra Enda(P(n)) von {f;,, ..., f;, } erzeugt ist,
wobei iy, ..., die Nachbarn von n sind. Somit ist End4(P(n)) genau dann kommutativ,

wenn fo f ={§ of fir alle f,f € {fi,,...,fi, }-

Lemma 5.7. Sei (A = KQ/I,<) eine I-quasi-erbliche Algebra mit I = I, dann ist die
Algebra Enda(P(n)) kommutativ, wobei {n} = max {(Qo <)}.

Beweis. Seien {iy,...,ix} = {i € Qo | i<n} und f; der im Abschnitt 2 definierte En-
domorphismus von P(n): Es gilt also fi(e,) = (n — i — n). Wie bereits erwéhnt, ist
{fi | i € {i1,...,ix}} ein erzeugendes System von End(P(n)). Zu zeigen ist f; o f; = f; o f,
genauer (f; o f;) (e,) = (fj o f;) (ey,) fiir alle 7, j € {i1, ..., 4}

Seien i,j € {i1,...,4}, dann (f;of;) (e,) = (n — i — n — j — n). Zu zeigen ist also
(n—i—n—j—n)=(Mn—j—n—i—n)firallei,j € {i,...,ix}. Sei k € AWNAL),

dann gibt es einen Weg <z — l§’“> — lék) — = lﬁ,lf,z —k— ZT(S;ZH — e — l,(nl,:) —>j> in A

mit iblgk) Dlék) NN >k<1l,(72+1 a---<l¥ 4. Nach der Bemerkung 2.7 (Kap 2) existieren
Ak € K mit
ke ADNAG)
Nach der Voraussetzung I = I, erhalten wir
Gon—i= 3 (=t =l e s k=) o i )
EeADNAG)

Die Wege (n - ¢ —n — j — n) und (n — j — n — ¢ — n) sind also genau dann gleich,
wenn
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1-quasi-erbliche Algebren und kommutative, selbstinjektive Algebren

w(k) = <n—>i—>l§k)—>l§k)—>---—>l$2—>k:—>l£2+1—>---—>l£lz)—>j—>n)
I
<n—>j—>l7(~l,j)—>lf,l:)_1—>~-—>l£2+1—>k—>l§ffg—>'~—>l§k)—>z’—>n>,

d.h. wenn w(k) = w(k) fiir alle & € A® N AU, Der Weg erfiillt die Voraussetzungen des
Lemma 5.6 (fiir j = n und ¢ = k) und damit ist die obere Gleichung erfiillt. O

Aus den Lemmas 5.5 und 5.7 folgt der Beweis fiir den Satz 5.2.
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Abschlieftfende Bemerkung

Ein Aspekt bei der Betrachtung einer Klasse von Algebren ist auch die Bestimmung von
paarweise nicht isomorphen Algebren.

Eine Moglichkeit zur Klassifikation ist die Festlegung der Anzahl von Isomorphieklassen
einfacher Moduln, d.h. die Anzahl der Punkte im Kocher. Danach versucht man alle Algebren
dieser Klasse zu bestimmen, deren Kocher genau diese Anzahl der Punkte im Kécher haben.
Weitere Fragestellungen wiren auch die nach der moglichen Existenz von gewissen Grund-
Algebren und gewissen Verkniipfungs- Verfahren, mit denen sich aus diesen Grund-Algebren
alle Algebren dieser Klasse konstruieren lassen.

Abschliefiend werden an dieser Stelle drei mogliche Verkniipfungs-Verfahren (von mehreren)
zur Konstruktion von 1-quasi-erblichen Algebren vorgestellt.

Im letzten Kapitel haben wir gezeigt, dass die Klassifikation nach 1-quasi-erblichen K-
Algebren mit der Klassifikation von lokalen, selbstinjektiven K-Algebren in einer Beziehung
steht. Deshalb gibt es eine Entsprechung zu den drei Verfahren fiir die Konstruktion von
lokalen, selbstinjektiven Algebren.

Wir werden sehen , dass die Palette der Konstruktions-Moglichkeiten noch nicht vollstandig
ist, denn das Ausmals der Komplexitat dieser Klassen von Algebren wird hier erst ahnbar.
Auf ausfiihrliche Beweise wird in diesen Beschreibungen verzichtet.

Die Algebra Ao A’

Hier beschreiben wir eine Verkniipfung auf der Menge der 1-quasi-erblichen K-Algebren, die
wir mit © bezeichnen. Zur Reduktion der Komplexitit verwenden wir zur Unterscheidung
von Algebren und deren "Zubehor" nicht die jeweiligen Indizies, sondern wir benutzen Far-
ben mit Bedeutungen fiir jede Notation der jeweiligen Algebra.

Seien (A= KQ/L<) und (A= KQ/I, <) zwei 1-quasi-erbliche Algebren mit |Q,|, |Q,| > 3
und die Kocher sind entsprechend

l1\j/lr o ll\j/lr
I 7 ‘\\‘z', : ) I 2 ’
k1 \n/ kny kl\n/ kny

Die Relationen die I und I erzeugen, bezeichnen wir entsprechend mit p bzw. p.

Die Algebra A®A ist durch den Kocher Q@ = (Qo, Q1) und Relationen I dargestellt, die wie
folgt definiert sind:
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o Zu (Qo, <): Die Menge der Punkte im Kécher von A®A besteht aus den Punkten der
Menge Q,\ {1,n} und Q,\ {1,n} (hier behalten die Farben der Punkte ihre Bedeu-
tung, d.h. i # i), sowie aus zwei zusétzlichen Punkten 1 und n.

Wir definieren die Abbildung & wie folgt:

i Wenn iE (QOUQO)\{]'?nal:n}v
€:QuUQy— Qomit {(i))=¢ 1 wenn i=1,1,
n wenn i=n,n.

¢ ist eingeschrankt auf (Q,U Q) \ {i,j} mit (i,j) = (1,n),(1,n),(1,n),(1,n) offen-
sichtlich bijektiv. Anders gesagt, Qg besteht aus der Punkten der Mengen Q, und Q,
wobei das minimale bzw. maximale Element von (Q,, <) mit dem minimalen bzw.
maximalen Element von (Q, <) identifiziert wird.

Die Halbordnung < auf der Menge () sei wie folgt definiert: Seien i, j € Q,UQ),, dann

i,j€Q\{l,n} mitigj,
i,j € Qy\{l,n} mitigj,
i=1loderi=1
j=mnoder j=n.

€(i) <&(j) genau dann wenn

Offensichtlich ist 1 ein eindeutig bestimmtes minimales und n ein eindeutig bestimm-
tes maximales Element in @)y beziiglich < und je zwei Elemente aus Qo\ {1,n}, die
verschiedene Farben haben, sind nicht vergleichbar. Das maximale Element n sei die
Anzahl der Elemente in @)y, d.h. es gilt n =n +n — 2.

e Zu ()1: Zwei Punkte in )y seien genau dann mit zwei Pfeilen in entgegengesetzten
Richtungen verbunden, wenn sie beziiglich der Halbordnung < benachbart sind. Es ist
leicht zu sehen, dass die von ¢ induzierte Abbildung

QUQ, — 1
(i—1J) — (&) —<0)

bijektiv ist. Der Kécher der Algebra A ® A hat somit folgende Gestalt:
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e Zul:Fireinen Wegw = (i — -+ — i) € KQUKQsei {(w) = (£(iy) — -+ — &(im))
Ai

der entsprechende Weg in K und fiir eine Relation p = > -w; € TUT sei

=1

E(p) =D iy \i - &(wy). Das Ideal I sei wie folgt definiert:

I'=({&{(p)|pelUl} U {£(i)) >n—E&0U)|idn, jan}
U {&() > n—&(Y) |i<n, jan}
U et (n—1)—&(w T (n— 1))}
U {fwl(l—mn)—E&wl(l—mn)})

Eine so definierte K-Algebra A ® A = KQ/I ist wiederum eine 1-quasi-erbliche Algebra.
Insbesondere wird bei dieser Konstruktion klar, warum die Voraussetzung |Qo| > 3 unver-
zichtbar ist. Ware dies nicht der Fall, dann wére das Ideal I nicht zuléssig.

Bezeichnen wir mit X>3 die Menge aller 1-quasi-erblichen Algebren, deren Kocher mindes-
tens 3 Elemente enthélt, so erhalten wir, dass fiir die Verkniipfung

ng X ng — ng
(A A" — A®A

folgende Eigenschaften erfiillt sind: Fiir alle A, A, A” € X3 gilt
e AOA = A G A,
e AO(AANZ(AGA)® A",
o (A AP X AP o (A)P.

Die ersten zwei Eigenschaften entsprechen der Kommutativitat und Assoziativitit. Die Men-
ge X>3 mit © ist aber offensichtlich keine Gruppe, denn fiir 1-quasi-erblichen Algebren
A=KQ/I und A = KQ'/I' mit |Qo| = n, |Qy] = m und n,m > 3 ist die Anzahl von
Punkten im Koécher von A ® A’ gleich n+m — 2, d.h. es gibt kein neutrales Element in X3
und damit kein Inverses Element fiir jede Algebra aus X3 beziiglich ®.

Bei der Betrachtung einer Verkniipfung von 1-quasi-erblichen Algebren stellt sich die Frage
nach der entsprechenden Verkniipfung von dazugehérigen lokalen, selbstinjektiven Algebren,
d.h. nach der Endomorphismen-Algebra des projektiven unzerlegbaren Moduls also, der zu
dem maximalen Punkt des Kochers korrespondiert.

Analog der farbigen Aquivalenzen seien Enda(P(n)) & K {(x1,...,7,)/{p1,...,pm) und
Ends(P(n)) = K {(xy,...,2.) /{p1,...,pm) die zu A und A gehorigen lokalen, selbstinjekti-
ven K-Algebren. Die Restklasse des Polynoms p € K (z1,...,x,) bzw. p € K (xq,...,x,) sei
der (einfache) Sockel von K (xy,...,z.) / (p1,...,pm) bzw. von K (z1,...,2.) [ (P1y- -y Pim)-
Die Endomorphismenalgebra des projektiven unzerlegbaren A ® A-Moduls, der zu dem ma-
ximalen Punkt des K&chers QQaqa korrespondiert ist

K (x1,...,x0, 21, .,2.) [ D1, s Dims Dy o« oy Py P — Dy iy, vz fiir alle 4, j)

Die Restklasse von p bzw. p ist der einfache Sockel dieser K-Algebra. Die Anzahl der Nach-
barn von n bzw. n im Q, bzw. Q, ist r bzw. r. Aus der Voraussetzung |Q,| > 3 folgt also,
dass die Dimension der Algebra Enda(P(n)) und Ends(P(n)) mindestens 3 ist.

Die Verkniipfung ® induziert eine Verkniipfung auf die Menge der lokalen, assoziativen
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K-Algebren deren Dimension mindestens 3 ist. Offensichtlich ist eine solche Verkniipfung
zweier kommutativer Algebren wieder eine kommutative Algebra.

Beispiel. Sei A(r) die Auslander Algebra von K[z]|/ (z"). Fiir ny, ..., n, € N>y der Kécher
und Relationen der Algebra A(n; +1) ® A(na +1) ® -+ ® A(ny, + 1) sind

AN,

21 nL
H N 1, ki, 1 = 0, fiiralleie [1,m]
: : kij, kij—1, kij = kij, kij1, ki, firallei e [1,m] und j € [1,n4]
Ein,;,m, kmr = 0, fiiralled,j € [l,m]
H H H 1, ki, .- ,kzmi,n = 1,]{]'1,--- ,k:jnj,n, fiir alle 7,5 € [1,m]
Ny King, -+ ki, 1 = nykjn, oo ki, 1, fiiralle d, 5 € [1,m]

klnl ang

\/

Der Endomorphismus-Algebra von P4(n) ist

l.nerl

ey m

nq

/<xn1+1 n2+1’ ) T

Klxy,2q9,....x —x™, xr; fir 4,5 € [1,m] mit i # j
j

Die Algebra A ® A’

Eine weitere Verkniipfung auf der Menge 1-quasi-erblichen K-Algebren ist das Tensorpro-
dukt ®g. Dass das Tensorprodukt zweier 1-quasi-erblichen K-Algebren wieder eine 1-quasi-
erbliche K-Algebra ist, folgt aus den allgemeinen Eigenschaften des Tensorproduktes auf
Basis-Algebren.

Die Struktur wird deutlicher, wenn wir Farben einsetzen. Seien nun (A = KQ/I, <) und
(A = KQ/I, <) zwei 1-quasi-erblichen K-Algebren. Die K-Algebra A ®x A ist eine Basis-
Algebra und fiir den sie beschreibenden Kocher Q = (Q,, Q;) und Relationen I gilt:

e Zu (Qu, <): Es gibt eine bijektive Abbildung von Q, x Q, nach Q,, d.h. Q, =
16, 5) 1 (4,5) € Qo x Qo}

Die Halbordnung < auf Q) ist gegeben durch
(7,7) < (7, j") genau dann wenn ¢ < 7' und j < j
Ist also 1 bzw. 1 das minimale und n bzw. n das maximale Element in (Q, <) bzw.

in (Q, <), dann ist offensichtlich (1, 1) das eindeutig bestimmte minimale bzw. (n,n)
das eindeutig bestimmte maximale Element in (Q, <).
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e 7Zu Q;: Hier wiederum sind nur diejenigen Punkte verbunden, die beziiglich der Halb-
ordnung < benachbart sind, d.h. wenn ¢ <¢' und j = j' oder i =i’ und j < j’. In diesem
Fall sind die benachbarten Punkte mit genau zwei Pfeilen in entgegengesetzten Rich-
tungen verbunden. Wir erhalten also:

Q = {(,7)=(@,5) i<i’und j =7} U {(@,7)—(,j)|i<i und j =5} U
{6, 7)=@,7) [i=7ud j<j} U A, ))=7) [ i=j" und jaj}

e Zu I. Sei w = (i1 — -+ — i) ein Weg in K(), dann bezeichnen wir fiir jedes j € )y
mit (w,j) den Weg ((i1,7)— -+ —(im,j)) aus KQ. Analog dazu korrespondiert der
Weg (i,w) = ((i,71)— -+ —(4, jm)) aus KQ mit dem Weg w = (j; — -+ — j,) €
KQ.

De{mentspll"echenc'i. gilt (p,}f) =30 A (w, j) fiir p= ST Aewy, € T und (4, p) =
Y ey A (d,wy) fiir p= 3", Apwy € 1.

Die Menge der Relationen von A @ A ist also eine Vereinigung aus den Mengen

{(o.0) 1 pel, je}, {(ip)]i€Qopel}

und

) , o 4
1<4t,7<4B)]
) S "
tbat,)<4B)J
i g y
t<at,)PB)]
i g y
tbat,)>B)J

((2,7) = (,7") = (7, 7") = ((6,7) = (¢',7) = (@', 7))

Die K-Algebra A @ A = KQ/I ist 1-quasi-erblich. Damit ist ® eine Verkniipfung auf der
Menge der Isomorphieklassen aller 1-quasi-erblichen K-Algebren, fiir sie gilt das Assoziati-
vitatsgesetz und das Kommutativitatsgesetz.

Die lokale, selbstinjektive K-Algebra, die zu A ®x A gehort, steht in folgender Bezie-
hung zu A und A gehérigen lokalen, selbstinjektiven K-Algebren: Wenn End(P(n)) =

K {xy,...;x.) [ {p1,- .., pp) und Enda(P(n)) =2 K (x1,...,2.) / {p1,-..,pn), dann
Endaga(P(n,n)) 2 K (T1, ..., 00, Tty ooy @) [ D1y oy Dy Dis -« - Py iy — xjx; flr alle 7, 7) .

Beispiel 1. Sei A die im Beispiel 1.1 (Kap. 1) beschriebene Algebra und A die Algebra
aus dem Beispiel II (Kap 1). Sie sind durch folgende Kocher dargestellt:

o
o TR Y%

6

AVAVY
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Der darstellende Kécher von A @ A

Beispiel 2. Sei A = A(n1) @k A(ne) Rk -+ - @k A(nm), wobei A(r) die Auslander Algebra
von K[x]/(x") ist. Die lokale, selbstinjektive Algebra K[xq,xa, ..., x|/ (x]*, o1, ... ™)
ist die Endomorphismen-Algebra des projektiven unzerlegbaren A-Moduls, der zu dem ma-
ximalen Punkt des Kéchers von A korrespondiert.

Ein weiteres Konstruktions-Beispiel

Zum Schluss beschreiben wir ein Verfahren zur Konstruktion von 1-quasi-erblichen Algebren
aus einer bereits betrachteten 1-quasi-erblichen Algebra.

Die Algebra A = KQ/I sei gegeben durch den folgenden Kocher und Relationen:

VAN .

o o

124 134
2 3 346 356
421 431
643 653
4 5 212 242

243

\/

343
353

Sei m € N. Die Algebra A(™ sei durch den folgenden Kocher Q™ und Relationen (™
definiert:
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1,

(2,

(4,

(6,

Fiir jedes m € N ist A = KQ(™) /1(™)

Die hi

Zu Q(Om): Fiir jedes k € [0, m] sei A®) eine Kopie von @, oder anders gesagt A(?) := Q,
und A®) = {(i,k) | i € Qo} fiir k € [1,m]. Die Menge des Kéchers besteht aus der

A mit der Identifizierung der Punkte (i, k) und (i, k')
,4,6}. Die Halbordnung <™ ist wie folgt

Vereinigung von A A®M
fir alle k, k" € [0,m] und alle i € {1,2
definiert:

fiur (¢, k), (', k') € Qém) , k") genau dann, wenn i <

Zu Q™ Die Menge der Pfeile ist {(i,k) — (i',k) | (i — @) € Qq, k € [0,m]} dabei
soll d1e Berucksmhtlgung der gleich gesetzten Punkte beachtet werden. Zwei Punkte
im QO sind also genau dann verbunden, wenn sie beziiglich <™ Nachbarn sind und
zwar genau mit zwei Pfeilen in entgegengesetzten Richtungen.

Der Kécher von A™) wird hier aus zwei Perspektiven dargestellt.

gilt (i, k) <™ (' i und k=K.

(1,0)

0)

0) (3,0) (3,1) (BHR)
/% o
of
Zu I™): Die Relationen sind:
(1=0)(2=0)(47 0) = (170)(3 k)(4 0) (3,]€)(1,0)(3,k‘) = (37k)(47 0)(37k) = (37 k)(5vk)(37 k)v
(3,k)(4,0)(6,0) = (3,k)(5,k)(6,0), (3,k)(4,0)(2,0) = 0,
(6,0)(4,00(3,k) = (6,0)(5,k)(3,k), (3,k)(4,0)(3,k") = Omitk#k
(4,0)(2,0)(1,0) = (4,0)(3,k)(1,0),
(1,0)(3,k)(1,0) = 0 (4,0)(6,0)(4,0) = (4,0)(2,0)(4,0) + 3"} (4,0)(3, k) (4, 0),
(1,0)(2,0)(1,0) = 0 (4,0)(3,k)(5,k) = (4,0)(6,0)(5,k)
(57k)(37 k)(57k) = (5vk)(670)(57k)7
(2,0)(1,0)(2,0) = (2,0)(4,0)(2,0) (5,k)(3,k)(4,0) = (5,k)(6,0)(4,0),
(2,0)(4,0)(3,k) = 0 (5,k)(6,0)(4,0) = (5,k)(3,k)(4,0)

fiir alle k € [0,m]

eine 1-quasi-erbliche Algebra.

ier beschriebenen Verfahren sollten Impuls fiir weitergehende Betrachtungen sein und

Anstof fiir die Entdeckung von neuen Verfahren zur Konstruktion von Algebren.
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