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Vorwort

Ein grofles und gleichzeitig komplexes System ist schwer zu tiberblicken und zu
handhaben. Zur Losung der dabei auftretenden vielgestaltigen Probleme sind
Expertensysteme das geeignete Mittel. Vermutlich ist der wesentlichste Aspekt
eines medizinischen Diagnoseexpertensystems die Entwicklung und
Bereitstellung neuer Moglichkeiten um Wege der Diagnosefindung zu optimieren.
Dieses Buch widmet sich dieser Aufgabe. Sein Wert besteht darin, dass es viel
weiter und tiefer geht als nur bis zur bloBen Angabe der Verfahrensweise, wie
wichtig diese auch sein mag. Und eben dafiir analysiert es im Einzelnen, wie ein
medizinisches Diagnoseexpertensystem unter Verwendung kausaler Netze

aufzubauen ist.

Dieses Buch wird deshalb von besonderem Interesse sein fiir graduierte Studenten
und Wissenschaftler, aber auch fiir Praktiker, die den Bereichen angewandte
Mathematik, Computerwissenschaft, Medizin und Theorie der Expertensysteme

angehéren,

28. Februar 2002 Prof. Dr. Philippe Blanchard
Fakultit fiir Physik
Universitit Bielefeld



Vorwort

Es gibt nur wenige medizinische Diagnose-Expertensysteme, die sich im prakti-
schen Einsatz befinden. Als ein Beisbiel sei ein Expertensystem genannt, das im
Fall eines Schlaganfalls zwischen den Alternativen Thrombose oder Himorrhagie
entscheidet.

An diesem Beispiel ist der oft sehr enge Anwendungsbereich der praktisch ge-
nutzten Expertensystem zu erkennen. Im Gegensatz dazu hat die bei der vorlie-
genden Konzeption verwendete Kausalstruktur keine Einschrinkung - Kiirzungen
und Erweiterungen sind jederzeit erlaubt, ebenso die Ankniipfung an bereits be-
stehende Kausalnetze. Dariiber hinaus ist der Nutzer in der Lage, auch das fertig
implementierte System an besondere Gegebenheiten anzupassen, so kann er u.a.
Symptome hinzufiigen oder entfernen und so einen echten Dialog zwischen
Mensch und Maschine fiihren.

Es ist eine vielversprechende Aussicht, ein solches universelles und leistungsfihi-
ges System zur Verfiigung zu haben. Der tégliche Strel durch Diagnosen, die in
vielen Fillen mehrfach nachgebessert werden milssen, lieBe sich entscheidend
mindemn. Eine baldige Realisierung, auch wenn zu Beginn noch nicht die volle

Leistungsfihigkeit erreicht wird, wére mehr als wiinschenswert.

Mirz 2002 Prof. Dr. E. Zimmermann
Institut fiir Sportmedizin — Training und Gesundheit
Universitit Bielefeld
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Berechnung kausaler Strukturen

Aus dem Institut fiir Sportmedizin — Training und Gesundheit
der Universitit Bielefeld

( Leitung: 0.Prof. Dr.med. E. Zimmermann )

Dr. F.-P. Liebel

Zusammenfassung

Es wird ein Verfahren vorgestellt, das fiir eine vorgegebene Symptommenge die
Wahrscheinlichkeiten des Vorliegens der in Frage kommenden Ursachen zu be-
rechnen vermag, Hierzu wird ein Kausalnetz verwendet, das Ereignisse mit be-
kannten, sowie Ereignisse mit unbekannten Wahrscheinlichkeiten enthalt. Fiir je-
de der unbekannten Wahrscheinlichkeiten stellt man eine Bestimmungsgleichung

auf und erhilt so bei x Unbekannten ein System von x nicht-linearen Gleichungen.

Mit der Einfithrung von Voraussetzungen, die z.B. im Fall einer medizinischen
Anwendung gut zu erfiillen sind, kénnen die in den Gleichungen erscheinenden
bedingten Wahrscheinlichkeiten so vereinfacht werden, daB die jeweiligen Bedin-
gungen im allgemeinen nur noch ein mit p = 1 vorliegendes Ereignis aufweisen.

Dadurch wird die Erstellung von Stichproben zur Ermittlung der entsprechenden
Zahlenwerte problemlos.



Einleitung

Es besteht die Aufgabe, flir komplexe biologische oder technische Systeme an-
hand einer vorgegebenen Menge von Symptomen oder Merkmalen die Wahr-
scheinlichkeiten der als Ursachen in Betracht zu ziehenden Systemzustinde zu

ermitteln.

Betrachtet man einen lebenden Organismus oder ein aus zahlreichen, teilweise
selbstindig arbeitenden Komponenten zusammengesetztes technisches System, so
lassen sich an beliebig wihlbaren Punkten Betriebszustinde feststellen, die durch
Regelmechanismen innerhalb definierter Intervalle gehalten werden. Jeder zeitlich
andauernde Betriebszustand auBerhalb des jeweiligen Normintervalls stellt eine
nicht regulierbare Stdrung dar. Eine solche StSrung ist verursacht durch Einfliisse
innerhalb oder auBerhalb des Systems, und sie ist als irreguldrer Zustand im all-

gemeinen selbst wieder Ursache fiir nachfolgende irreguldre Zustinde.

Man verwendet die fehlerhaften Betriebszustinde, um mit der Kenntnis ihres Vor-

liegens die Wahrscheinlichkeiten tibergeordneter Ursachen zu berechnen.

Zur Vorbereitung auf die anstehende Problematik seien die Verhiltnisse an einem
einfachen Beispiel erldutert. Gegeben sei die Symptommenge {F},..., Fs}, die in
einer kausalen Ordnung Folge-Ereignisse darstellen sollen. Gesucht sind die
Wahrscheinlichkeiten derjenigen Ereignisse, die als Ursachen fiir die vorgegebe-
nen {F,,..., Fs} moglich sind.

Es bietet sich unmittelbar eine Losung an: bezeichnet H eine der gesuchten Ursa-
chen, so ist p(H | F}... Fs) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB A und (F,... Fy) ge-
meinsam auftreten.

Es ist jedoch wenig aussichtsreich, derartig umfangreiche bedingte Wahrschein-
lichkeiten mit Hilfe einer Stichprobe ermitteln zu wollen; auch ist eine Faktorisie-
rungsmoglichkeit nicht unmittelbar erkennbar, da die F,..., F5 infolge gemeinsa-

mer Ursachen per definitionem stochastisch abhingig sind.



Ist etwa zusitzlich zu H auch K eine mogliche Ursache fiir die Ereignisse in
{F}..., Fs}, so wird (unter der Bedingung eines gemeinsamen Folge-Ereignisses)
die Wahrscheinlichkeit des Vorliegens von H durch das Ereignis K, beeinflufit,
und die Wahrscheinlichkeit des Vorliegens von K; wiederum durch H.

AuBerdem ist offensichtlich, daB die ausschlieBliche Beriicksichtigung von ledig-
lich Folge-Ereignissen {F},..., F5} dem Ziel nicht gerecht werden kann, unter Nut-
zung des gesamten verfliigbaren Wissens die Wahrscheinlichkeiten von H und K|

zu bestimmen.

Notiz

Wir unterscheiden zwischen den folgenden Wahrscheinlichkeiten, die fiir das be-

liebig gewdhlte Ereignis H formuliert sind:

p(H) a-priori-Wahrscheinlichkeit von H.

P(H | F,..F5) a-posteriori-Wahrscheinlichkeit von H; die Bedingung enthilt eine
beliebige Auswahl an Ereignissen.

p(H|H) ap-Wahrscheinlichkeit von H. Spezialfall einer a-posteriori-
Wahrscheinlichkeit von H; in der Bedingung sind alle Ereignisse
des betrachteten Kausalnetzes beriicksichtigt, die Einfluf} auf die
Wahrscheinlichkeit des Vorliegens von H besitzen. Eine Definition

erfolgt in Kapitel 1 zusammen mit der Definition der ‘-Ereignisse.

Es 4Bt sich erkennen, daB die einfach formulierte Aufgabe eine Anzahl unbeant-

worteter Fragen birgt:

a) Gibt es z.B. fiir p(H | F,...F5) eine Faktorisierungsmoglichkeit; welche Vor-
aussetzungen sind hierfiir erforderlich, und nach welchen Grundsitzen fiber-
haupt ist eine solche Faktorisierung auszufiihren?

b) Wie kann beriicksichtigt werden, daB sich die ap-Wahrscheinlichkeiten von
kausal verkniipften Ereignissen wechselseitig beeinflussen?

¢) Welche Ereignisse sind insgesamt fir die ap-Wahrscheinlichkeit eines Sys-
temzustands von Bedeutung, und wie ist zu verfahren, wenn das Vorliegen

oder Nicht-Vorliegen solcher Ereignisse nicht mit Sicherheit bestimmt ist?



Mit den Fragen a), b) und c) riicken fiir die gestellte Aufgabe komplexe Probleme

in den Vordergrund, fiir die keine einfache L8sung erwartet werden darf. Dennoch

ergeben sich fiir einzelne Aspekte erstaunlich kompakte und iibersichtliche L&-

sungen. So zeigt es sich, dafl

1. der Satz von DUDA (vergl. Glg.3.3) und der sogenannte L-Satz (Glg.4.3) nur
Sonderfille des Aligemeinen Interpolationssatzes (Glg.4.1) sind, daf3

2. die Formeln des A~»L-Satzes und des A—L-Korollars! (Glg.7.6 und Glg.8.1)
eine Strukturierung aufweisen, die iiberraschend einfach ist, und daB

3. die Frage der wechselseitigen Beeinflussung mit einem Kunstgriff gelést wer-
den kann, indem man alle ap-Wahrscheinlichkeiten als Funktion der tibrigen
ap-Wahrscheinlichkeiten darstellt und das so gewonnene nicht-lineare Glei-

chungssystem berechnet.

Das fiir die Losung der Aufgabe vorgestellte Verfahren kann fiir einen Uberblick
in die folgenden vier Bereiche aufgeteilt werden:

L

Das problemrelevante Wissen wird in eine Kausalstruktur eingebracht. In dieser
Struktur stehen Ereignisse, deren Wahrscheinlichkeit unbekannt ist, und fiir die
deshalb ap-Wahrscheinlichkeiten zu formulieren sind. Die ap-Wahrscheinlichkeit
eines solchen Ereignisses enthilt in der Bedingung die im Netz benachbarten Er-
eignisse, die unter Umstiinden ebenfalls eine unbekannte Wahrscheinlichkeit auf-
weisen, Um diese Problematik zu erfassen, werden zur Stochastik neue Begriffe
hinzugefiigt, nimlich

- in Kapitel 1, S. 20 die ‘-Ereignisse und

- inKapitel 4, S. 54 die Separation von -Ereignissen.

I

Um eine ap-Wahrscheinlichkeit als Funktion der tibrigen vorhandenen ap-Wahs-
scheinlichkeiten darstellen zu kénnen sind Interpolationsformeln erforderlich. Die
bekannten Sitze der Diskreten Stochastik werden so ergénzt durch

- den Allgemeinen Interpolationssatz, mit den Sonderfillen

- L-Satz und Linearer Interpolationssatz.



I

Die nach den Interpolationen erreichten bedingten Wahrscheinlichkeiten, die bei
nicht-trivialen Kausalnetzen einen entsprechenden Umfang aufweisen, miissen in
kleinere Wahrscheinlichkeiten zerlegt, d.h. faktorisiert werden kénnen. Vor allem
dazu werden Voraussetzungen eingefiithrt. Diese Voraussetzungen erlauben dann
die Aufstellung des

- A-»L-Satzes und des A—~L-Korollars 1, sowie der

- Faktorisierungssitze.

Der A—L-Satz und das A—>L-Korollar 1 geben neuartige Berechnungen fiir U-
bergangswahrscheinlichkeiten an. Die Voraussetzungen, die fiir diese Satzaussa-
gen bendtigt werden, definieren ,,selbstindige® Ursachen, eine eigens eingefiihrte
Eigenschaft fiir Ursachen-Ereignisse.

v.

Fir jede ap-Wahrscheinlichkeit, die als eine Funktion der {ibrigen ap-Wahr-
scheinlichkeiten formuliert ist, wird nach erfolgter Interpolation und anschlieflen-
der Faktorisierung die Erhebung der benétigten Stichproben vorgenommen. Mit
den gewonnenen Zahlenwerten erhilt man so bei x ap-Wahrscheinlichkeiten ein
nicht-lineares Gleichungssystem in x Unbekannten. Dieses Gleichungssystem
wird iterativ oder mit Hilfe eines handelsiiblichen Berechnungsprogramms, z.B.

mit dem Programm ,.Maple 6%, gelost.

Die nun zuvorderst zu erledigende Teilaufgabe ist es, eine Kausalstruktur zu ent-
werfen, die ein mbglichst wirklichkeitsgetreues Modell des Geschehens sein soll.
Die Struktur soll eine Projektion des Wissens darstellen, sie soll aber auch Er-
kenntnisse aufnehmen konnen, die vorlsufig lediglich hypothetisch sind. Riick-
wirkend wiederum soll das Abbild der Geschehnisse filr die Denkarbeit eine Fiih-
rung und Leitung bieten.

Andere Vorgehensweisen, z.B. Diagnose-Expertensysteme auf der Grundlage der
Minimierung Gaufl’scher Fehlerquadrate, nutzen Kausalnetze nicht. Dadurch ent-

fallt eine Mdoglichkeit, Wissen iibersichtlich darzustellen und zu sortieren, sto-



chastische Abhingigkeiten zu erfassen und die Erkenntnisse permanent an einer
Abbildung zu tiberwachen.

Zu den Vorteilen der im anschlieBenden Kapitel 1 zur Verwendung vorgeschlage-
nen Kausalstruktur zihlt weiter der modulartige Aufbau und die damit erméglich-
te schrittweise Fortsetzung. Als ein Pluspunkt fiir das Kausalnetz und auch fiir das
gesamte Verfahrens ist zudem die universelle Verwendbarkeit zu werten, da ohne
Anderungen an Regeln oder Grundsitzen die kausal strukturierten Geschehensab-
laufe verschiedenartiger Anwendungsgebiete erfaBt und berechnet werden kén-

nen.

Die Eigenschaft einer universellen Einsetzbarkeit ist bei Anwendungen in der
Medizin unabdingbar, da Gruppierungen hinsichtlich Alter, Geschlecht, Rasse,
Klima, genetischer Disposition und beruflicher Belastung erfolgen miissen, wobei
stets andere Kausalnetze zugrunde liegen. Bei dem vorliegenden System ist je-
doch die Bildung auch zahlreicher Zugehorigkeitsgruppen, und damit die Beriick-
sichtigung zahlreicher Kausalnetze, nicht mit Schwierigkeiten verbunden, da uni-

versell stets dieselbe mathematische Basis und dieselbe Vorgehensweise giiltig ist.

Fr das nachfolgend vorgestellte Verfahren, insbesondere fir seine Verwendung als medizinisches
Diagnose-Expertensystem, bestchen europiische Patentanmeldungen unter den Anmeldenummern

91104386.7-2201 / 0504457 und 99105884.3-2201 / 1026616.

(99105884.3 nutzt die Prioritét einer vorangehenden Anmeldung mit der Nr. 99102275.7.)
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1. _L-Net;

Im Falle einer Bearbeitung biologischer Systeme ist als Aufgabe festgelegt wor-
den, anhand einer vorgegebenen Menge von Symptomen eine Liste der in Frage
kommenden Krankheitsursachen aufzustellen, und diese Krankheitsursachen nach
der Wahrscheinlichkeit ihres jeweiligen Vorliegens zu sortieren. In anderen Wor-
ten: es sind zu einer festgestellten Menge von Folge-Ereignissen alle hypotheti-
schen Ursachen zu ermitteln, sodann ist die vorgegebene Symptomatik durch Er-
eignisse zu erginzen, die EinfluB auf die Wahrscheinlichkeiten des Vorliegens
dieser Ursachen besitzen, und schlieBlich sind dann eben diese Wahrscheinlich-
keiten mit Methoden der Stochastik exakt zu berechnen.

Es bietet sich an, die Zusammenhéinge zwischen Krankheitshypothesen und den
Ereignissen, die unter bestimmten Bedingungen eine stochastische Abhingigkeit
gegeniiber solchen Hypothesen aufweisen, in einem Kausalnetz zu strukturieren.
Es wird eine besondere Kausalstruktur eingefiihrt, die den Namen L-Netz erhilt.
Dieses Kausalnetz wird so konstruiert, daB es vor allem der Aufgabe gerecht wird,
die kausalen Zusammenhinge pathophysiologischer Zustéinde bei Menschen, Tie-
ren und Pflanzen zu erfassen.

(In entsprechender Weise kann es auch bei komplexen technischen Systemen ge-

nutzt werden.)

Definition (Netzknoten)

D1.1. Die Knoten des L-Netzes sind Ereignisse, die den pathophysiologischen
Zustdnden des betrachteten Systems zugeordnet sind,

D1.2. Ein pathophysiologischer Zustand ist eine Mefigrifle bzw. ein Parameter,
dessen Wert auferhalb eines festgelegten Normbereichs liegt.

D1.3. Physiologische Normalzustdinde sind insbesondere keine Knoten des L-

Netzes.
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D1.4. Ein Knoten des L-Netzes, der eine Negierung trigi, bezeichnet das Nicht-
Zutreffen dieses Ereignisses.
D1.5. Jeder Netzknoten besitzt beliebig viele hinfiihrende und beliebig viele weg-

Jiihrende Kausalverweise.

Definition (Netzkanten)

D1.6. Ist L ein beliebiges Ereignis, und ist A ein beliebiges Element aus der Men-
ge der L verursachenden Ereignisse, so wird der kausale Vorgang ,, A er-
zeugt L* ebenfalls als ein Ereignis aufgefafit. Das Ereignis ,, A erzeugt L
wird in der bildlichen Darstellung als
|
LO
wiedergegeben, in der rechnerischen Darstellung wird A—L verwendet.
D1.7. Fiir eine graphisch dargestelite Kausalverbindung A—L bzw. das Ereignis
mit dem Symbol A—L gilt:
A erzeugt L mit der Wahrscheinlichkeit 0 <p < 1.

A—L ist ein ,, Ubergang*“.

Definition (Inhibitoren)

D1.8. Ein Systemzustand S, der die strukturelle Moglichkeit besitzt, unmittelbar
die Entstehung eines Ereignisses L aus einer beliebigen Ursache A zu be-
eintréchtigen, wird als Inhibitor von A—L bezeichnet. Hierbei bedeutet
unmittelbar, daf sich zwischen S und dem Beeintrichtigungsmechanismus
kein weiterer bekannter Systemzustand befindet.

D1.9. Fiir einen Inhibitor S von A—L wird foigendes Zeichenschema verwendet:

Y| S
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Di.10.

DI.11

D1.12.

Unter der Bedingung des Vorliegens van A erfolgt der kausale Vorgang
A—»L mit der Wahrscheinlichkeit Eins, falls es keinen Systemzustand gib,
der A—L inhibitorisch beeinfluft. (Dieser Systemzustand muf3 nicht not-
wendigerweise bekannt sein.)

Fiir einen beliebigen Inhibitor S eines beliebigen Ereignisses A—L ist zu-
gelassen, dafi der durch S bewirkte Inhibitionsvorgang wiederum inhibiert

wird durch einen beliebigen Systemzustand T. Im Schema:

A S T

LO

S inhibiert A—-L, T wirkt dieser Inhibition entgegen; beide Ereig-
nistypen, d.h. alle Ereignisse mit der Moglichkeit einer Einflunahme auf
kausale Erzeugungsvorgiinge, werden als ,,inhibitorisch wirkende Netz-
knoten* oder kurz als ,, Inhibitoren* bezeichnet.

Inhibitoren reprdsentieren pathophysiologische oder physiologische Zu-

stinde des untersuchten Systems.

Erlduterung zur Definition der Inhibitoren

a) Es ist moglich, die Inhibition von Inhibitionsvorgéngen auch tiber das Schema

der Definition D1.11. hinaus weiter fortzusetzen, wenn die zugrunde liegen-

den Inhibitionsmechanismen bekannt sind. Zugelassen ist damit auch:

4 S T o 8.

LO

In der Praxis hat sich jedoch gezeigt, daB es fiir ein beliebiges A—>L geniigt,

die Ereignisse mit EinfluB auf A—L als inhibitorisch wirkend zu erfassen und

nicht zwischen hemmender oder frdernder Eigenschaft zu unterscheiden.
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b) Im spéter eingefithrten A—L-Korollar 1 ist es ausreichend, alle inhibitorisch
wirkenden Ereignisse zu einem den Ubergang 4 —»L beeinflussenden Ereig-
nisverbund D (synonym: Ereignisprodukt, Ereignisdurchschnitt) zusammenzu-
fassen und als Verbund in die Berechnungen einzubringen.

c) Alle iiber Inhibitionsmechanismen wirkenden Ereignisse werden so als Inhibi-
toren behandelt, und ihre Beriicksichtigung kann auch dann erfolgen, wenn
der Ablauf der Wirkmechanismen nicht bekannt ist. Dieser Vorgehensweise
liegt als Modell zugrunde, da$ dem Ubergang 4 -1 unter der Voraussetzung
eines sicher vorliegenden Ereignisses A stets p = 1 zukommt, es sei denn, dafl
A—L-beeinflussende Ereignisse in gemeinsamem Zusammenwirken ein p < 1
bewirken.

d) Sogenannte Akzeleratoren erweisen sich als verzichtbar. Die Erzeugungsvor-
giinge besitzen eine Wahrscheinlichkeit p # 1 infolge der einwirkenden Inhibi-
toren. Erfolgt eine Inhibition eines Inhibitors, so ist dies gleichbedeutend mit

der Wirkungsweise eines ,,Akzelerators®.

Der Aufbau des Kausalnetzes beginnt mit der Starthypothese H. Die Hypothese H
ist diejenige Krankheitsursache, die als ,,wahrscheinlichste” Ursache fiir eine vor-
gegebene Menge an Folge-Ereignissen festgelegt wird, und die nun bestitigt oder
verworfen bzw. in eine nach Wahrscheinlichkeiten geordnete Liste potentieller
Ursachen eingeordnet werden soll.

Die Festlegung einer zu Beginn wahrscheinlichsten Ursache erfolgt nach einem
Auswahlkriterium. Man wihlt ein Leitsymptom L und beginnt mit derjenigen Hy-
pothese H, fiir die gilt (vergl. A—>L-Satz, Glg.7.6):

P(LIH)-p(LIH) | p(L]|4)-p(L|4)
p(L1H) pCL|A)

wobei 4 ein beliebiges Element aus der Menge der Ereignisse bezeichnet, die e-
benso wie H als Ursachen fiir L in Frage kommen.
Die Starthypothese H ordnet man in einer Hypothesen-Ebene an, die Folge-Ereig-

nisse in einer Folgen-Ebene, Fiir ¢ine bildliche Darstellung bezeichnen:
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AQ  Ereignis 4 mit der Wahrscheinlichkeit p = 1.

A0 Ereignis 4 mit der Wahrscheinlichkeit p = 0.

A‘O  Ereignis A mit bekannter oder unbekannter Wahrscheinlichkeit 0 <p <1.
A A ist Ursache fiir L. Das Ereignis L liegt mit Sicherheit vor.

4 A ist Ursache fiir L. Das Ereignis L liegt mit Sicherheit nicht vor.

A A ist Ursache fiir L. Die Wahrscheinlichkeit von L ist bekannt oder

unbekannt mit 0 <p < 1.

L (3
A B A und B sind Ursachen fiir L.
Es gilt: (4 erzeugt L) v (B erzeugt L).
Lo

Bei der bildlichen Darstellung eines Strukturschemas wird stillschweigend vor-
ausgesetzt, dal} weitere, Abhingigkeiten erzeugende Ereignisse nicht existieren.
Dies bedeutet nicht, daB auf einen beliebigen, nicht-inhibiert dargestellten Uber-
gang A—L keine Inhibitoren einwirken (denn eine Kausalverbindung A-»L ohne
Inhibitoren bedeutet das Zusammenfallen von 4 und L). Es wird jedoch bei nicht
erfolgter Eintragung vorausgesetzt, da sich z.B. die Inhibitoren von A—L in ihrer
Wirkung auf A—L beschrinken, und dafl sie nicht etwa gegeniiber den Inhibitoren
von B—»L oder gegeniiber Ursache-Ereignissen stochastisch abh#ngig sind. Beste-
hen solche Abhingigkeiten, und sind sie fiir die beabsichtigte Aussage von Be-

deutung, so sind sie explizit anzufiihren.

Mit den eingefithrten Bezeichnungen wird an einem Beispiel die Bestimmung ei-

ner unbekannten ap-Wahrscheinlichkeit erldutert:
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Hypothesen-Ebene H'

Folgen-Ebene F; Fs F; F 4 Fs
Abb.1.1:

Beispiel einer Kausalstruktur zur Ermittlung der ap-Wahrscheinlichkeit
von H' anhand der Folge-Ereignisse F; bis Fs.

Es ist legitim, aus der Menge der Folge-Ereignisse beliebige und beliebig viele
Ereignisse unberiicksichtigt zu lassen. So sind auch in Ab.1.1 die Elemente der
Folgen-Ebene willkiirlich gewihlt, und es sind weitere noch mégliche Folgen ig-
noriert worden. Somit geht es bei der Bestimmung einer ap-Wahrscheinlichkeit
stets um deren Bestimmung unter der Bedingung genau der Ereignisse, die man
fiir eine Berticksichtigung ausgewihlt hat.

Bezeichnet W(H) einen Verbund (synonym: Produkt, Durchschnitt), der aus den
Ereignissen der Folgen-Ebene in Abb.1.1 besteht, so erhilt man mit p(H / W(H))
die ap-Wahrscheinlichkeit von H, d.h. die Wahrscheinlichkeit des Vorliegens von

H unter Beriicksichtigung aller im Kausalnetz stehender Ereignisse. So besitzt
P(H/W(H)) = p(H|F; F2F3 F 4 Fy) (1.0
durchaus eine verwendbare Aussage, falls es gelingt, fir p(H / F) F2 F;3 F,Fs)

einen Zahlenwert zu ermitteln.

Die Ermittlung eines solchen Zahlenwertes ist jedoch mit Schwierigkeiten ver-
bunden. Man benétigt eine reprisentative Stichprobe, bestehend aus einer Popula-
tion mit den Eigenschaften F; bis Fs, auf der dann die Subpopulation mit der zu-
sdtzlichen Eigenschaft H abgezahlt wird.

Fiir Populationen mit mehren zu beriicksichtigenden Eigenschaften sind représen-

tative Stichproben nur schwer zu realisieren. Besitzt aber die geforderte Wahr-
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scheinlichkeit in der Bedingung nur ein einzelnes, mit p = 1 vorliegendes Ele-
ment, und ist sie zudem von der Form p(Folge | Ursache), so ist die Erstellung ei-
ner Stichprobe vergleichsweise unproblematisch. Die Verwendung eben solcher,
nach Méglichkeit ,.cinelementig® bedingter Wahrscheinlichkeiten wird im folgen-

den angestrebt.

Der Aufstellung der Glg.1.1 liegt als Prinzip zugrunde, da} in W(H) solche Ereig-
nisse aufgenommen werden, die unter der Bedingung der restlichen Elemente aus
W(H) gegentiber H stochastisch abhiingig sind. Da die Abb.1.1 durch weitere E-
lemente des L-Netzes ergdnzt werden kann, besteht die Méglichkeit, weitere Kan-
didaten fiir W(H) zu gewinnen. Die Entscheidung dariiber, ob ein neu zum L-Netz
hinzugenommenes Element gegeniiber H unter der Bedingung des bereits vorlie-
genden W(H) stochastisch abhiingig ist, kann anhand der Kausalstruktur getroffen
werden. Dazu ist es erforderlich, eine Entsprechung von Kausalstruktur und sto-

chastischer Abhingigkeit zu formulieren. (Vergl. auch Kapitel 5.)

Struktur 1.1 Struktur 1.2

4 ist Folge von H A ist Ursache von H
H' A
A H*

Es gilt Struktur 1.1 v 1.2 = Hund A sind stochastisch abhdngig.

Struktur 1.3 Struktur 1.4 Struktur 1.5
A konkurriert mit Hbzgl. F;, 4 _hemmt H—F) 4 hemmt K; 9 F,

F; F, 0 F;
Es gilt Struktur 1.3 v 1.4 v 1.5 = Hund A sind abhiingig unter der Bedingung F,
=p(H [Fi14) # pH | F| 4).
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Struktur 1.6
A hemmt die Erzeugung von H

U, A
Es gilt Struktur 1.6 = H und A sind stochastisch abhdngig
unter der Bedingung U,
H'D = pH [ U 4) = p(H [ U, ).

Die A-Ereignisse aus den Strukturen 1.1 bis 1.6 sind somit Kandidaten fiir W(H).
Hierbei ist es nicht erforderlich, daf simtliche Ereignisse erfalt werden, die Fin-
fluB auf die ap-Wahrscheinlichkeit von H besitzen; die Art und Anzahl der in das

Kausalnetz und damit in das Ereignisprodukt W(H) aufgenommenen Ereignisse ist
beliebig.

Diese beliebige Auswahl der Ereignisse in W(H) wird spiter eingeschrinkt. Um
fiir die Foige-Ereignisse von H eine bedingte stochastische Unabhingigkeit zu er-
halten, wird gefordert werden miissen, daB alle in Frage kommenden Ursachen
solcher Folge-Ereignisse ausnahmslos in W(H) enthalten sind. Die Verpflichtung
wird dadurch erleichtert, daB die Wahl der Folge-Ereignisse von H beliebig bleibt
und so auch beliebig eingeschrinkt werden kann. Dadurch kann die Anzahl der in

Betracht zu ziehenden Ursachen dieser Folge-Ereignisse gering gehalten werden.

Eine bildliche Darstellung des Kausalnetzes wird demnach die Ereignisse enthal-

ten, die gem. Struktur 1.1 bis 1.6 eine bedingte oder nicht-bedingte stochastische

Abhingigkeit zu H aufweisen. Zusitzlich zu den in Abb.1.1 bereits aufgenom-

menen Folgen von H enthiilt das Netz dann

- die Ursachen von H,

- die mit H konkurrierenden Ursachen bzgl. eines beliebigen Folge-Ereignisses
von H,

- die Inhibitoren der auf H gerichteten Ubergiinge,

- die Inhibitoren der auf Folge-Ereignisse von H gerichteten Ubergzinge.
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Mit den neu aufzunehmenden Ereignissen wird Abb.1.1 exemplarisch fortgesetzt:

Ursachen-Ebene U, U, U, gl

Hypothesen-Ebene K, j J;

Folgen-Ebene F F

Abb.1.2:
Beispiel einer Kausalstruktur zur Ermittlung der ap-Wahrscheinlichkeit
von H'anhand der Ereignisse, die zu H eine bedingte oder eine nicht-

bedingte stochastische Abhiingigkeit aufweisen.

Es werden folgende Bezeichnungen festgelegt, die fiir den beliebig gewihlten
Netzknoten H formuliert sind:

URS(H)  Menge der unmittetbaren Ursachen von H.

FOL(H)  Menge der unmittelbaren Folgen von H.

DIFF(H)  Menge der von H verschiedenen Netzknoten, die unmittelbare Ursa-
che fiir Elemente aus FOL(H) sind.
(DIFF(H) umfafit diejenigen Elemente, die z.B. bei Anwendungen in
der Medizin differentialdiagnostisch zu H in Betracht zu ziehen sind.)

INH(Z) Menge der Netzknoten, die iiber Schaltstellen die auf einen beliebi-
gen Netzknoten Z hinfithrenden Ubergiinge inhibitorisch beeinflus-
sen.

WERT(H) Menge aller Netzknoten mit potentiellern Einflu auf die ap-Wahr-
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scheinlichkeit von H (Wertungsumgebung von H).
Mit diesen Bezeichnungen wird zunéchst die Vorschrift fir den Aufbau des Kau-
salnetzes formuliert und dann die Definition der Wertungsumgebung vorgenom-

men.

Aufbauvorschrift L-Netz

Den ersten Netzknoten bildet das Ereignis H', fiir dessen ap-Wahrscheinlichkeit

der hichste Wert erwartet wird. Fiir H' stehen als Verkniipfungselemente die Er-

eignisse aus URS(H), FOL(H), DIFF(H) , INH(H) und UINH (Z2), Z € FOL(H),
z

zur Verfiigung. Jedes dadurch in das Netz aufgenommene Ereignis mit unbekann-
ter Wahrscheinlichkeit kann mit beliebigen Elementen aus seiner eigenen Wer-
tungsumgebung weiter verbunden werden. Der Aufbau wird abgebrochen, wenn
sich abschdtzen lift, daf3 neu eingefiigte Ereignisse mit zunehmender Entfernung
zu H' nur noch wenig Einflufl auf die ap-Wahrscheinlichkeit von H* besitzen. Alle
“-Ereignisse, die in ihrer Wertungsumgebung ebenfalls nur ‘-Ereignisse aufwei-
sen, werden wieder aus dem Netz entfernt.

Die Aufbauvorschrift wird im weiteren ergdnzt durch zusdtzliche Vorschriften, die

in Kapitel 6 als Voraussetzungen formuliert sind.

Definition (Wertungsumgebung)

Fiir ein beliebiges Ereignis H' mit unbekannter Wahrscheinlichkeit wird die Wer-

tungsumgebung von H, kurz: WERT(H), definiert als:

WERT(H) := URS(H)U FOL(H)U DIFF(H)UINHH )o L/  INH(Z). (1.2)
Ze FOL(H)
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Der aus den Elementen der Menge WERT(H) gebildete Verbund W(H) enthilt die
Ereignisse bei sicherem Vorliegen unnegiert, bei sicherem Nicht-Vorliegen ne-
giert und bei unbekannter Wahrscheinlichkeit ‘-gekennzeichnet.

Definition (*-Ereignis )

Ein beliebiger Netzknoten H' mit bekannter oder unbekannter Wahrscheinlichkeit

0 < p < 1 wird als "-Ereignis bezeichnet. W(H) sei der aus allen Ereignissen von

WERT(H) bestehende Verbund und p(H | W(H)) die ap-Wahrscheinlichkeit von H.

Es wird definiert:

p(H|H) := p(H | W(H)) und damit H': = W(H).

a) H':= W(H) ist die Bedeutung von H', falls H" in der Bedingung einer Wahr-

scheinlichkeit steht, die vor dem Bedingungsstrich das Ereignis H aufweist.

b) Bei allen iibrigen Verwendungen des Symbols H', insbesondere falls H' in der
Bedingung einer Wahrscheinlichkeit erscheint, die vor dem Bedingungsstrich
nicht das Ereignis H aufweist, gilt:

H' bezeichnet ein Ereignis mit einer ap-Wahrscheinlichkeit 0 < p(H| H') < I,
die bekannt ist oder die durch das L-Netz-Berechnungssystem bestimmit wird.

Insbesondere kann H* nicht durch W(H) ersetzt werden.

Erl4uterung zur Definition der ‘-Ereignisse
Fiir das Beispiel der Abb.1.2 erhilt man:

PH|H) := p(H| W(H))

= p(H|UUURFF FFK K KL J,) (1.3)
Nun setzen wir in Glg.1.3 - im Widerspruch zu Ziffer b) der obigen Definition -
den Verbund W(U>) an die Stelle von U,*. Weil WERT(U,) := {H", U, Us", I,, I}
und damit WUy = (H' U; Us’ I} I) gilt, erhélt man:
P(H|H)
=(identisch mit Glg.1.3) p(H | Ulu;u;FleF; F4F5K|'K2K:;]|12J| Jz )
= Uy erset aurch WUy ) p(H |U,(H'U U\ 1, U, F,FyF,F,F,K,K,K,1,1,J,7;)
= (usammenseiapy P(H \U\H USF,F,Fs FoF K KO KG 1L 1,0, T5)
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= (H' wird durch W(H) erseizt, da vor der H -enthaltenden Bedingung das Ereignis H steht)

PH U \(UUU R R F FFK K KL T)U R EF FRK KK L,

= (zusammengefapy) P(H | (U|U;U;F;F2FJ -FTAF;KI‘KZK;IIIZJI J—z))

= p(H|H). (1.4)
Die Glg.1.4 zeigt, dal die Ersetzung von U * durch den Verbund W(U,), der er-
neut das Ereignis H' enthilt, keinen Sinn ergibt. Das Erscheinen von U,’ in W(H)
und gleichzeitig von H' in W(U,) ist die mathematische Fixierung des Sachver-
halts, daf} sich die Wahrscheinlichkeiten der ‘-Ereignisse wechselseitig beeinflus-
sen.

Der Konflikt der wechselseitigen Beeinflussung, der ein tiefgehendes und bislang
ungeldstes Problem darstellt, wird durch die Aufstellung des L-Netz-Berech-

nungssystems behoben.

Erlduterung zur Definition von WERT(H)

Das L-Netz représentiert die Wirklichkeit. Ereignisse auBerhalb des Netzes exis-
tieren nicht, mit der Ausnahme, daf wir die Existenz unbekannter Inhibitoren zu-
lassen, die auf die kausalen Erzeugungsvorgénge einwirken. Beliebig viele Ereig-
nisse kdnnen wir zum Netz hinzufiigen oder auch daraus entfernen. Aber wenn
das L-Netz zur Aufstellung der Wertungsgleichungen herangezogen wird, ist je-
des einzelne Element von Bedeutung. Dennoch sind wir auch hier noch autori-
siert, ein Element zu ignorieren und bei der Aufstellung von W(H) nicht zu be-

riicksichtigen, falls dieses Element von A* separiert ist.

Im Vorgriff auf Kapitel 4 geben wir eine Folgerung aus der Separationseigen-
schaft an. Hierzu sei 4 ein beliebiges Ereignis des L-Netzes mit 4 ¢ W(H). Ist 4
ausschlieBlich iiber Elemente aus W(H) mit H* verkniift, und sind alle beteiligten

ap-Wabhrscheinlichkeiten Variable des L-Netz-Berechnungssystems, so ist H'
durch W(H) von 4 separiert. (Siche Kapitel 4, Definition separierter Ereignisse.)

Hierzu konnen die Ereignisse in W(H) negiert, nicht-negiert oder ‘-markiert vor-

liegen.
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Folgerung
Gegeben sei ein L-Netz und ein beliebig gewdhlter Netzknoten H* mit unbekannter

Wabhrscheinlichkeit. W(H) enthalte alle Ereignisse die zur Menge WERT(H) ge-
horen. A bezeichne ein beliebiges Element des L-Netzes mit A ¢ W(H). Dann gilt:

[H ' wird durch W(H) von A separiert] = [p(H| W(H) ) = p(H| W(H) A)]. (1.5)
Hinweis:

Es wird nicht gefordert, daff p(H | W(H) ) = p(H | W(H) A) = p( H| W(H) A) gilt
d h. die Unabhdngigkeit von A und H unter der Bedingung W(H) ist verzichtbar.

Die Beziehung (1.5) hat als Konsequenz, daf fiir die ap-Wahrscheinlichkeit von
H' die Verwendung der Bedingung W(H) ausreicht, um sémtliche Ereignisse des
L-Netzes zu beriicksichtigen.

Zu Beginn dieses Kapitels haben wir die Regel aufgestellt, daB ein Ereignis 4 in
W(H) aufzunehmen ist, falls 4 und H unter der Bedingung W(H) stochastische
Abhingigkeit aufweisen. Selbstverstindlich wird 4 wieder aus W(H) entfernt,
wenn es sich herausstelit, da 4 und H unter der Bedingung W(H) unabhingig
sind. Aber wenn auch nur die ,,schwache* Separationseigenschaft vorliegt, d.h.
wenn H' durch W(H) von A separiert wird, so erlaubt dies die Entfernung von 4
aus W(H).

(Die Separationseigenschaft ist ,,schwach* im Vergleich zur ,,starken” Unabhén-
gigkeitseigenschaft, da unabhingige Ereignisse immer separiert, separierte Ereig-
nisse im allgemeinen jedoch nicht unabhiingig sind. Weitere Informationen gibt
Kapitel 4.)
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Der Begriff Verbund (synonym: Produkt, Durchschnitt) wurde tibernommen aus SCHNEEWEISS,
W. G.: Zuverlissigkeitssystemtheorie. Datakontext-Verlag KoIn 1980, S. 23.
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2. Interpolation bei einem einzelnen “-Ereignis

Die Glgn.1.3 und 1.4 verdeutlichen, daB W(H) z.B. U,* aufweist, daB W(U) wie-
derum H' enthilt, und daB somit ein Einflufl von U auf p(H | H'}, aber auch von
H* auf p(U, | Uz’) besteht. Fiir das Problem einer solchen wechselseitigen Beein-
flussung besteht bisher keine zufriedenstellende L6sung. Jedoch wird durch die
gleichzeitige Erfassung aller ap-Wahrscheinlichkeiten in einem Gleichungssys-
tem, dem methodischen Grundprinzip der weiteren Vorgehensweise, diese

Schwierigkeit behoben. Das Prinzip wird deutlich bei dem folgenden, einfachst-

moglichen Beispiel:
A
Inhibitoren von A—H sind zugelassen, sie sind jedoch unbekannt.
H'O Erkenntnisse iiber weitere Ereignisse liegen nicht vor.
Esist:
P(H|H) = pH| W(H))
= p(H| 4). (2.1)
P(AA) = p(d|W(4))
= p(4| H). (22)

Die Gleichung (2.1) mit p(H | H!) = p(H | A¢) bedeutet, dall p(H | H') davon ab-
hingt, welche ap-Wahrscheinlichkeit 4* besitzt, d.h, welcher Wert p(4 | 4 zu-
kommt. Es werden folgende Forderungen gestellt:

Falls p(d\A) =1, dammp(H|H) =p(H|A).

Falls p(A|A) =0, dammpH|H")=p(H| 4 ).

Falls p(A | A') =p(A), danmm p(H| H') = p(H).

Um diese drei Forderungen zu erfiillen, interpoliert man nach MaBgabe des Wer-

tes von p(4 | A ) zwischen den beiden Extremwerten p(H | 4) und p(H | A).
Man erhiilt:
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pP(H\H)
A

P(H|A)

pH)
pH| 4)

> pAl4)
0 p(4)

Abb.2.1:
Interpolation zwischen den Extremwerten p(H | H) = p(H } 4) und
p(H| HY) =p(H| A) nach MaBgabe von p(4 | 4.

In Abb.2.1 gilt:
P(H|HY) = p(H| 4) + [p(H|4) - p(H| 4) ] p(A|4)

= p(H|4) p(A|A) + p(H| 4) [1 - p(A|A)]

= p(H|4) p(A|A) + p(H| 4) p( 4 14). 23
Hinweis:
In Abb.2.1 kann entweder der p(A)-Wert auf der p(A |A’)-Achse oder der p(H)-
Wert auf der p(H | H’)-Achse gewihlt werden. Eine unabhingige Festlegung von
p(A4) und p(H) fithrt in der Praxis zu inkonsistenten Werten. Ein akutes Problem
liegt jedoch nicht vor, da die Interpolation der Glg.2.3 so verwendet wird, daf} der
vorgegebene p(A | A*)-Wert den zugehdrigen p(H | H)-Wert bestimmt.

Wegen p(H | H') = p(H | A’) liefert Glg.2.3 die Interpolationsformel fiir p(H | 4 ):

P(H| )= p(H| Ap(A| &)+ p(H | D)p(4]| A4). (2.4)
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Achtung: Trotz des Gleichheitszeichens in Glg.2.4 handelt es sich um eine Inter-
polation und im allgemeinen nicht um eine Gleichheit. (Kriterien fir die
Erreichung von Gleichheit siehe Kapitel 4, Glg.4.7 und Glg.4.8.)

Mit einer solchen Interpolation erdffnet sich die Moglichkeit, Beziehungen zwi-
schen den unbekannten Groflen p(H | HY) und p(4 | A9) der Glgn.2.1 und 2.2 auf-
zustellen. Es folgt:

PH|H) = p(H|4)

= p(H\A) p(A\A) + p(H| 4) p( A 14). (2.5)
pAAY) = pA|HY)
= p(A|H) p(H|H) + p(A| H) p(H|HY). (2.6)

Die Glgn.2.5 und 2.6 bilden ein Gleichungssystem in den Unbekannten p(H | H')
und p(4 | 4°). Der iibersichtliche Aufbau des Gleichungssystems 146t unmittelbar
erkennen, daB [p(H|H!) = p(H)] und [p(A | A’) = p(A4)] Lésungen sind.

Die ausfiihrliche Berechnung des Gleichungssystems ergibt kein anderes Ergeb-

nis; dies wird explizit als ein Berechnungsbeispiel vorgefiihrt.

Bezeichnungen:
y:=pH|H), a:= p(H|4), '= p(A| H),
x:= p(4]4), b:= p(H|4), d:=p(A| H).

Mit den Bezeichnungen ergibt sich aus den Glgn.2.5 und 2.6 ein Gleichungssys-

tem in den iiblicherweise verwendeten Unbekannten x und y :

y =ax +b(l-x). (2.5a)
x=cy+d(d-y. (2.6a)
Durch Einsetzen erhélt man:

y = I%%' (2.55)
5 = (c~-db+d (2.6b)

1-(a—-b)c—d)’
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(a-b)d+b
1-(a—-b)c-d)
(a—b) = pH|A) - p(H| 4)

_ PH)P(A) - p(HA)
PAPA)

Nun ist zu zeigen, daf3 = p(H) gilt. Umformungen ergeben:

(c—d) = pd|H)-p@A| H)

_ PAp(H) - p(4H)
PUH)P(H)

_ P(4| H)p(H)+ p(H | A)p(4) - p(H | A)p(4| H)
p(A) '

(a-b)d+b

= (amb) (o—d) = PALDPUD + pUH | Dp(A) - p(H | Ap(AIH)

p(Ap(H)
(a=-b)d+b _
—@-bye—a) P
o ) (c-dp+d _
Analog ergibt sich der Nachweis von T=Gabye—d) P(A).

Damit ist die Losung eines Gleichungssystems demonstriert, das demselben Re-

gelwerk folgt wie die im weiteren genutzten Gleichungssysteme, das aber bei nur

zwei Unbekannten keine iterative Lésungsmethode erfordert.

Als ein zus#tzlicher Gewinn ergibt sich die Bestitigung einer (als nahezu sicher

erachteten) Vermutung, die nun formal bewiesen ist;

Ist zwar eine kausale Zuordnung von H' und A’ bekannt, bestehen jedoch keine

Erkenntnisse hinsichtlich des Vorliegens oder Nicht-Vorliegens von weiteren Er-

eignissen aus der jeweiligen Wertungsumgebung, so sind die ap-Wahrscheinlich-

keiten von H' und A" nicht genauer als die a-priori-Wahrscheinlichkeiten.
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3. Eigenschaften von Interpolationen

Die Interpolation gem. Abb.2.1, die fir p(H | A9 formuliert war, wird fiir eine
Wahrscheinlichkeit der Form p(H | E,...E, E,.,) umgeschrieben.

Das Symbol H bezeichnet das Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit ermittelt wer-
den soll, {E,,..., Ex} sind mit Sicherheit vorliegende und damit unnegierte bzw.
mit Sicherheit nicht vorliegende und damit negierte Ereignisse. Zur Vereinfachung
der Formelausdriicke ist die mogliche Negierung der Ereignisse nicht angegeben.
E,,, ist durch seine ‘-Kennung ausgewiesen als ein Ereignis mit bekannter oder

unbekannter ap-Wahrscheinlichkeit 0 < p(E,,, | E,,,) <1 .

Weiterhin bezeichnet VE. einen auch leer zugelassenen Verbund, der aus dem
Rl

Verbund (E,...E, E,,)dadurch entsteht, daB man E,, entfernt, und dann, je nach

Wahl, beliebige und beliebig viele weitere Ereignisse ebenfalls entfernt. Der leere

Verbund VE; = @ ist zugelassen.

Firr die Interpolationsfunktion, die eine Berechnung von p(H | E,...E,E,,,) er-
laubt, wird gefordert, daf die folgenden drei Interpolationspunkte erfiillt sind:

1. Interpolationspunkt:
p(H|E,..E,E, )= p(H\|E,..E,Ens) fir p(E,,|E,,)=0.

2. Interpolationspunkt:
p(H| El"‘EhE;u+|) = p(H | E\..E,E,,)) fir p(E,| E;.+|) =1.

3. Imterpolationspunkt:
P(H\E,..E,E, )= p(H\E,..E,) fir p(E,,| E.)= P(E,,) VE;”) bei
beliebig gewdihitem VE; -

Man erhilt:
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P(H| El"'EhEl‘wl)
A

P(H | E..E,E, )

P(H|E..E,)

P(H | E,...E, Ena)

>p(EIH’I | E;1+|)
0 P(Ey 0| E.Ey) 1

Abb.3.1:
Verlauf der linearen Interpolation von p(H | E,...E, E,,,) im Fall

P(H | Ey..EnEpsy) > p(H| Ey...Ep Enn).

Lemma (Interpolation bei einem einzelnen - Ereignis)

Fiir p(H | E,...E,E,,,) gelte:

- Ey, ..., E, sind negiert oder unnegiert (beliebig aber fest),
- EI.HI besitzt 0 < P(Elwl I EIIHI) < 1’
- VE; . ist ein beliebiger, auch leer zugelassener Teilverbund von (E,..E,).

Dann geniigen folgende Gleichungen den geforderten drei Interpolationspunkten:
p(H | El"'EhE;v+|)

P(HE,...E E,”,)—————-—p( Ep | Ein) + p(HE, ..E, Enn) 2 pEui | Ey)
- (EIMI l Eyy l) p(El"" ‘ E,, ') (3 1)
P(E | Ep) P(Ena | Epy) '
E,.E,E, ) —"——" E, .E, En
PEEEw) g, ) BB )

Beweis: Elementar.
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Lemma

Lineare Interpolation bei einem ‘-Ereignis

Fur VE,',.. = (E,...E,) erhdlt man eine lineare Interpolation. Es folgt aus Glg.3.1:
P(H|E,..E,E, )

»=p(H | E...E,E,,)P(E,, | E,.)+p(H | El"‘EIrE""‘)p(E""' | Epr)- (3.2)
Die Glg.3.2 entspricht dem linearen Kurvenverlauf in Abb.3.1.

Bemerkung:
Ist in Glg.3.1 die Menge {E,,..., Ey} = D, so ist auch VE; = , und es ergibt sich

die Interpolation von DUDA. (Siehe: DUDA, R.O., P.E. HART, N.J. NILSSON:
Subjective Bayesian methods for rule-based inference systems. In: WEBER, B.L,,
N.J. NILSSON (eds.): Readings in artificial intelligence. Tioga Publ., Palo Alto
Calif. (1981) S.192 - 199).

In der Diktion von DUDA lautet die Gleichung, die den Beginn des Kalkiils mit

‘-gekennzeichneten Ereignissen markiert:

P(H|EY = P(H|E)P(E|EY) +P(H| E ) P(E | EY. (3.3)

Dariiber hinausgehende Erkenntnisse, oder Beitrdge anderer Autoren zum Kalkiil

mit -Ereignissen, sind nicht bekannt.

Um Kcriterien fiir die Wahl des Verbundes VE; ,zu erhalten, werden die Eigen-

schaften des Funktionenbiindels der Glg.3.1 am Kurvenverlauf untersucht. Zu-
nichst sind die in Abb.3.1 dargestellten Eigenschaften der linearen Interpolation
durch eine weitere Darstellung mit p(H | Er...Ey Ep+1) < p(H | Ey...Ep Enn ) zu er-
génzen.

Man erhilt analog zu Abb.3.1:
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p(H l El"‘EhEI.nl)

P(H | E,...E, Enn)

p(H| E,..E})
P(H|E,\..E,E,.})

’ p(Eh+l t El’n»l)
0 P(Ey | B E,) 1

Abb.3.2:
Verlauf der linearen Interpolation von p(H | E,...E,E,,,) im Fall

PH | EL.EnEpsy) < p(H | E1...EyEnn ).

Zur Ermittlung des Verlaufs der in Glg.3.1 enthaltenen Funktionen, wird der den

Kurvenverlauf verindernde Verbund V, schrittweise von & bis zur maximalen
¢ 133

Grofe (E,... Ey) variiert.

Es sei:

P(E |V )= p(Ey)- (3.4
Py |V, )= PEy | Ey). (3.5)
P |V )= DBy | BE,).- (3.6
DBy Vg )= DBy | BBy 3.7

P(E,, ’VE;,,,) = p(Ey | By Ey). (3.8)
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Ersetzt man in der Glg.3.1 die p(E,,, | VE; I) gemih (3.4) bis (3.8), so konnen die

nicht-bedingten Wahrscheinlichkeiten in bedingte Wahrscheinlichkeiten umge-
formt werden. Zum Beispiel ergibt sich bei Wahl der Glg.3.4 aus Glg.3.1:

p(HE Eh h+|)p( h#llEh+l)+ (HE E E+I)p(Eh*|lEh¢l)

(B, 1V ) P(Ewa |V, )
TRL SLOPRY
_ p(HE.---E,.EM)&(*'FL%ﬂL p(HE,...E,,EmI)E@;’f(i_E"—lf);’—”)
_ PHE,.E,| EM.)M + p(HE,..E, |EM)P_@:'1'_E_M_)
p(E,..E, | E,,H)E—(Eﬁf‘%@ + p(E,..E, | Em,)ﬂ@;'l'_-%)

Die entstehenden bedingten Wahrscheinlichkeiten werden wie folgt bezeichnet:

Bei Wahl der Glg3.4 : a, = p(HE,..E, | E,.,).
b, := p(HE,...E, | Exs1).
¢ =p(E..E | E,).
dy = p(E,..E, | Enn).
Bei Wahl der Glg.3.5: a, = p(HE,..E, | |E,E,,)).
b, = p(HE,..E, , | E,En).
¢ = p(E..E,_ | EE,.).
d, = p(E,..E, | E,En).
Bei Wahl der Glg.3.6: a, = p(HE,...E, , | E, ,E,E,.,).
b, := p(HE,...E,_, | E,_,E, En1).
¢;=p(E..E,_,|E,E,E,.).

dz = p(El'-'Eh-z I E’,_|Ehz‘h+l) .
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Bei Wahl der Glg3.7: a, = p(HE,...E, , | E, ,E,_E,E,.,).
b, = p(HE,...E, 4| E, ,E, \E,Enn).
o, =p(E..E ;| E, B, EE,.).

d, := p(E,...E, ;| E, ,E,_E,Esn).

Bei Wahl der Glg3.8: a, = p(H | E,..E,,,).

b, = p(H | E,..En1).
¢, =1.
d,=1.

Zudem werden furr Glg.3.1 noch folgende Abkiirzungen genutzt:
p(H | E..E,E,,):=y. p(E,. |E,.) :==x
Mit diesen Bezeichnungen erhilt die Glg.3.1 fiir alle VE; o d.h. also fiir beliebige

Indizierung der g, b, ¢, d die Form

ax +b(l—x)
= 3.9
cex+d(1-x) 69
_ax+b-bx 3.10)
cx+d—~dre’ ’

Mit einer einfachen Kurvendiskussion wird der Verlauf des Gleichungsbiindels

der Glg.3.10 aufgezeigt. Hierzu erhilt man aus Glg.3.10 durch Differenzieren:

vy ad—bc

y()f)~——-————(cx+ day (3.11)
WOy (s (ad - bc)(c-d) 5
V)= (.12

Aus Glg.3.11 ergibt sich mit (ad ~bc) % 0:
Y'(x) = 0 fiir alle x.

»(x) besitzt somit im offenen Intervall 10, I[ keine Extremwerte und keine Wen-
depunkte. Weiter folgt:
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, ad - bc
Yize0)= _dT"‘ .
Die Werte bestimmen die Steigung in den Endpunkten.
\ ad —bc
Y™ "7

Es miissen die nachfolgend diskutierten Fille I bis IV unterschieden werden, d.h.
(ad-bc)>0und <0, sowie (¢ —d) > 0 und <0. Je nach Wahl dieser Terme er-
gibt sich die Anordnung der Abszissen- und Ordinatenwerte.

Fiir die Anordnung der Abszissenwerte ist mafigebend:

Behauptung: (¢ >d) = p(E,, | E,..E,)> p(E,,, | VE;.,)'

Beweis:

Am Beispiel der Glg.3.4, d.h. am Beispiel p(E,,, lVE‘,,.) = p(E,,,) seidargelegt,
daB mit ¢, > d, auch p(E,,, | E,...E,) > p(E,,,) gilt, wie es nachfolgend in

Abb.3.3 eingetragen ist. Es sei

¢ >d,
= P(E,..E, | E,..) > p(E,..E, | Enn)
N P(E,EyEp) | p(E,..f‘,,Eml)
P(Ep) P(Ew)
= P(Epo | EvvnE)P(Enn) > p(Enn | E,..E,) (E,.,)
= p(E,, | E\..E) = P(E, ) P(E,. | E..E}) > p(E,..) - P(EL) (B, | E\..E})
= P(E,, | E..E)>p(E,,). )

Vollig entsprechend gilt fiir beliebige VE;,,. , VE;,‘, :

(c>d) = p(E|E..E)>p(E,. |V, ). (3.13)
€<d) = p(By|EE) < pEyy |V ). (3.19
Die Beziehungen (3.13) und (3.14) sind in den Abb.3.3 bis 3.6 fiir VE;,.. = ent-

halten.
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Fiir die Anordnung der Ordinatenwerte ist die folgende Behauptung bestimmend:
Behauptung: (@d- bc) >0 = p(H|E,.E,E,,)> p(H | E,..E Ewm).

Die Behauptung wird an zwei Beispielen gezeigt.
1.

(aydy — bycy)

it

P(HE,...E, | E,,))P(E,...E, | Esu)~ p(HE,...E, | Ex) p(E,..E, | E,.,)

- p(H'El"'EhH)p(El‘"E/HI)
P(Ey.)

P(E,..E, | Enn)

_ P(H | E,...E,Evn) p(E,...E, Ens1)
P(Ens)

= p(E,..E,| E,,)P(E,..E, | Ex)[p(H | E,..E,E, )~ p(H | E,..E, Er)]

p(EI"'Eh l EIH-I)

= cdy[p(H | E,..E,E,,)~ p(H | E,...E, Er)].

Aus (apdy - bocg) > 0 folgt somit p(H | E,...E,E,,,) > p(H | E,...E, Enn). 0
2.
(ad, —bc)

=p(HE,..E, , | E,E,,)p(E,..E, | E/.E"*')

— p(HE,...E, , | E,Evu)p(E,..E,, | E,E,.,)

= p(HIE]“'Eh+l)p(El"'Eh+l)p(El."Eh-l | EhE'”.)
P(E\E,,)

_ P(H\E,..E, En) p(E,..E, Enut)
P(E, Enui)

P(E..E, | EE,.,)

it

p(E,..E,_\| E,E,)P(E,..E, | EhE’”")

{p(H | Ey...E,Ey ) = p(H | Ey...E, Enn)]

il

d [ p(H | Ey..ByE,,) ~ p(H | BB, Ern)].

Aus (a,d; - byc;) > 0 folgt somit p(H | E,..E,E,..) > p(H | By, Eva). O
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Aus den beiden Beispielen ergibt sich auerdem (fiir eine spitere Verwendung)

die Beziehung:
(ady =~ bicy) _ ey (3.15)
(ad -bc) ¢4,

FallI;

(ad-bc)>0 undc>d.

Danmit ergibt sich:

) y4ep>0 und y'(,_,) >0.

) Vo>V -

3) y"'<0 firallex,da (c—-d)x+d >0 fiiralle x.

Die zugehdrige Kurve verlduft somit oberhalb der linearen Interpolation von

Abb.3.1. (Derin Abb. 3.3 dargestellte Verlauf gilt fiir p(E,,, | VE; I) = p(E,.),

d.h. fiir die Zuweisung (3.4), die als Beispiel dient.)

P(H | EEf)
P(H|E. EE,) /,/
p(H| E..E)

p(H | E,...E, Enu)

> p(Ehﬂ l E;:H)

0 p(E,.) P(E,, | E\..E,) 1

Abb.3.3:
Verlauf der Glg.3.1 fiir (ad ~bc)>0 und ¢>d (Fall I).
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Fall II:
(ad —bc)>0 und c<d.

Damit ergibt sich:

D V>0 und Yy ,>0.
2) Ym0y < Yieary -

3) y">0 firallex.

Die zugehtrige Kurve verlduft somit unterhalb der linearen Interpolation von

Abb.3.1. ( Der in Abb. 3.4 dargestellte Verlauf gilt fiir p(&,,, | VE’.’ l) =plE,.,),

d.h. fiir die Zuweisung (3.4), die als Beispiel dient.)

P(H| EI'”EhEI‘n—l)
A

P(H|E,..EE,.) /

P(H | By 5) =

P(H | E,...E, Enut)

P p(E, 0 | )

0 P&, | E..E) PE.) 1

Abb.3.4:
Verlauf der Glg.3.1 filr (ad —bc)>0 und c<d (FallII).




Kapitel 3: Eigenschaften von Interpolationen 37

Fall 1L
(ad -bc)< 0 und c <d.

Damit ergibt sich:

D yepy<0 und y\..,<0.

2) y'(x=0)> y'(x-l) .
3) y'<0 fiirallex.

Die zugehodrige Kurve verlduft somit oberhalb der linearen Interpolation von

Abb.3.2. ( Der in Abb. 3.5 dargestellte Verlauf gilt fir p(E,,, | VE; I):= P(E,.0)»

d.h. fiir die Zuweisung (3.4), die als Beispiel dient.)

p(H | EI"‘EhE;1+l)

4

p(H | E,...E,,Ehn)
P(H|E,..E)

2\

0 PE,, | E..E) pE,) 1

P(H\E . .EE,.)

> P(E,, | E;.+1)

Abb.3.5:
Verlauf der Glg.3.1 fir (ad —bc) <0 und ¢ <d (Fall II).
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Fall IV;
(ad-bc)<0 undc>d.

Damit ergibt sich:

1) ¥(upy<0 und Ve <0.

2) y‘(x=0)<y'(,r-l) .
3) y'>0 furallex.

Die zugehdrige Kurve verlduft somit unterhalb der linearen Interpolation von

Abb.3.2. (Der in Abb. 3.6 dargestelfte Verlauf gilt fiir p(£,,, | VE}, I) =p(E,.),

d.h. fiir die Zuweisung (3.4), die als Beispiel dient.)

p(H l EI "'EIIE;I+,)
A

P(H | E...E,) \\

p(H| E..E,E,,)

P(H | E,..E,Ewt)

> P(E | E;.+|)

0 p(&,,) P(E,, | E..E,) 1

Abb.3.6:
Verlauf der Glg.3.1 fir (ad —bc) <0 und c>d (Fall 1V).
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Es ist noch aufzuklédren, welche Schnittpunkte zwei beliebige, aus Glg.3.1 fiir un-

terschiedliche VE; lerstellte Interpolationskurven besitzen. Hierzu werden aus

Glg.3.1 unter Verwendung der eingefiihrten Abkiirzungen ag, bo, ¢o, dp und a;, by,
¢1, dy zwei Kurven festgelegt, fiir die eine Differenzfunktion D(x) wie folgt gebil-
det wird:

a4 X +by—bx ax+b-bx

Cx+dy—dyx cx+d —-dx

D(x) =

Es folgt durch Differenzieren:

, a,d, - byc, ad,—b
D(x)=—t0 2% %% 1 -
(cox+dy—dyx)” (ex+d,—dx)

Aus der Gleichsetzung D ‘(x) = 0 erhélt man:
aydy —bycy _ (G —dy)x+4d, ) (3.16)
ad,~be, (¢, -d)x+d,

Mit Glg.3.15, also Zo% =0%) _ & o1oips sich aus Glg.3.16:
(ad,-be) ¢4,

NEWA - (co—dy)x+d,
Jad, (g —d)x+d, '

= Jeud, [, — d)x +d,) = Jed,[(c, — dy)x + dy ).
= x[(¢ ~d)eods - (codo)Je,d,]1 = dyJed, —dpfeud, .
dom —did,

= X = e e
¢Jesdy —dyJedy —cpJed, +dy Jed,
1
= x= .
. cn/c‘,do —Cy/Cid,
dyJed, - d,\Jed,
= x=

1 ,
0 ,» mit Q gem. obiger Zeile.
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Behauptung: 0 >0.

Beweis:

Annahme: Q<0.

= (Zihler(Q) > 0 und Nenner(Q) < 0) oder (Zahler(Q) < 0 und Nenner(Q) > 0).
Es sei (Zahler(Q) > 0 und Nenner(Q) < 0).

= c,,,/c,dl <ced, und dy\fed, >d;Jcd, .

> (@bl gy Sy Gy
G d, ¢ ¢ d 4
= ﬂ’-<1"- und f'2>ﬂ.
¢ i 6 4

=> Widerspruch. (Entsprechendes folgt fiir (Zahler(Q) < 0 und Nenner(Q) > 0).)
Die Annahme ist falsch.
= 020. O

4

Damit ist fiir die Differenzfunktion D(x) gezeigt, daB sich aus D ‘(x) = 0 der Wert
0 <x<1 ergibt. D(x) besitzt somit im offenen Intervall ]0, 1{ héchstens einen
Extremwert. Daraus folgt, dal zwei beliebige Interpolationsfunktionen des Glei-
chungsbiindels (3.1), die zu einem der aufgezeigten Fille 1 bis IV gehéren, mit

Ausnahme von x = 0 und x = 1 keine gemeinsamen Punkte aufweisen.

Fiir die zusammenfassende Darstellung der (h+1) Interpolationsfunktionen, die

man aus Glg.3.1 fiir die verschiedenen p(E,,, | VE; I) der Glgn.3.4 bis 3.8 erhilt,

wird exemplarisch der Fall I gewihlt. Fiir das Schaubild wird auflerdem die fol-
gende Anordnung festgelegt:
P(Ep) < p(Eyu | E)) < P(Byi | ByByy) < oo < PUE, | By )

Damit ergibt sich folgende Ubersicht:
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p(H\|E..EE,))

A
p(H ‘ ‘E‘l"‘EhE}1+I)
Glg. —» K 3
P(H|E,.E,) / =
P(H | Ey...E, Enn) JZ/ /
> P(Ey | E;y+|)
0 1

P(E, | E,..E)
PE,, | EE,\E, )

DP(E, | EE, )

P(E,, | E)
p(EIuI)
Abb.3.7:

Verlauf des Gleichungsbiindels der Glg.3.1 (dargestellt fur Fall I).
Es entstehen (h+1) Interpolationsfunktionen fiir die (h+1) verschiedenen
Zuweisungen von p(E,., | VE; l) gem. Glg.3.4 bis 3.8,
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Erginzung;

Es wird ergénzend angefiigt, daf8 auch unstetige Interpolationsfunktionen fiir be-
sondere Anwendungen sinnvoll sein kénnen.

Soll also p(H | ;... E) infolge E,,, ein updating erfahren, so kann in Glg.3.1 der

Ausdruck p(E,,, | VE; ,) wie folgt gewihit werden:

PE,.19D) , falls p(E,, | EI'1+|)< PEL),
P(E, .| VE},.,) = P(E,. | E..E,), falls p(E,, | E;,+|)> P(E,, | E..E,),

P(E,., | E,.,), sonst. (3.17)

Die Zuweisung (3.17) ergibt (fiir den exemplarisch gewihlten Fall I) das folgende
Schaubild:

P(H | El'“EIfl'nl)

P(H|E\..EE,.)
p(H|E..E,)

P(H | E,...E, Enn)

i i > DBy | Enn)

0 P(E;m) p(Eh+| ‘EI'"Eh) 1

Abb.3.8:
Verlauf der Glg.3.1 fiir p(E,,, lVE;,..) gem. Zuweisung (3.17).
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Die unstetige Interpolation gemiB Abb.3.8 ist willkiirlich festgelegt.

Sie folgt der Konzeption, daB keine Anderung von p(H | E... E) erfolgen soll,
falls die Existenz oder Nicht-Existenz von E,,, in hohem Grade unsicher ist.
Deshalb werden die Ordinatenwerte konstant gehalten, falls p(E,,, | E,.,) zwi-
schen p(E,,,) und p(E,, | E,..E,) liegt.

Falls die Existenz von E,,, nahezu sicher ist, und falls diese Tatsache den Erwar-
tungen entspricht, so wird ein leichte, durch das neue Element E,,, verursachte
Zunahme von p(H | E|...E;) zugelassen. Dies erkldrt den linearen und vergleichs-
weise flachen Anstieg der Ordinatenwerte auf der rechten Seite der Kurve in
Abb.3.8. (Vergleiche: Linearer Interpolationssatz.)

Falls aber die Nicht-Existenz von E,,, nahezu sicher ist, und falls diese Tatsache
tiberrascht, so soll eine betrichtliche, durch das neue Element E,,; verursachte

Abnahme von p(H | E;...Ep) realisiert werden. (Vergleiche: Kapitel 4, L-Satz.)

Fiir praktische Belange wird man zu grofen Aufwand vermeiden und das updating

von p(H | E,... Ey) infolge E,,, bevorzugt mit p(E,,, | VE; ‘):= P(E,..| E..E,)

ausfiihren.

Teile des anschliefienden Kapitels 4, sowie Teile der Kapitel 6 und 10, wurden in einer Kurzfas-
sung verdffentlicht. Vergleiche:

LIEBEL, F.-P.: Diagnostik mit Hilfe nicht-linearer Gleichungssysteme. BiBoS, Forschungszent-
rum Bielefeld-Bochum-Stochastik, Nr. 755/ 1/ 97, Universitiit Bielefeld (1997).
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4. Interpolation bei beliebig vielen “-Ereignissen

Es werden Formeln zur Berechnung von bedingten Wahrscheinlichkeiten der

Form p(H | E,...E,E,,,...E,) angegeben, wobei die Ereignisse £,,..., £, mit Sicher-
heit vorliegen oder nicht vorliegen, wihrend die Ereignisse E,, i = h+1,..., k eine
ap-Wahrscheinlichkeit 0 < p(E, | E,) <1 besitzen.

In den Formeln werden Ausdriicke der Form p(E, | VE‘.), i =h+l,.., k verwendet,
wobei VE,' einen auch leer zugelassenen Verbund bezeichnet, der aus dem Ver-
bund (E,...E,E,,,...E,) dadurch entsteht, daB man E, entfernt, sowie beliebige und

beliebig viele weitere Elemente.

Fiir die Interpolationsfunktionen zur Berechnung von p(H | E,...E,E,.,...E,) wird
gefordert, da} fiir alle i = A+1,..., k die nachfolgenden drei Interpolationspunkte
erfiillt sind:

1. Interpolationspunkt:
p(H | E,...E,E,,..E...E,) = p(H | E,..E,E, ,..E:..E,) fiir p(E|E)=0.

2. Interpolationspunkt:
p(H | E,..E,E,,,..E,...E}) = p(H | E,..E,E,,..E,..E,) fir p(E|E)=1.

3. Interpolationspunkt:
p(H | E,...E,,E,',,,...E,f...E;) = p(H | E,...E,,E,'”,...E,.'_,E,',,...E,;) Siir

P(E, | E)) = p(E, | V) bei beliebig gewdihltem V. .
Die Bedeutung des 3. Interpolationspunktes besteht darin, dal genau dann, wenn

P(E, | E}) den Wert p(E, | V,.) besitzt, kein updating bzgl. E, erfolgt.
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Satg
Allgemeiner Interpolationssatz
Fir p(H|E,..E,E,,,..E,) gelte:

- E, ..., Eysind negiert oder unnegiert (beliebig aber fest).

- E,, ,E, besitzen 0< p(E | E) <1, i=h+l,.., k

- Essei q;€10,1f, i=h+1,.., k mit E% =E, firq,=0 und E® =E, fir
q;=1.

- VE; ist ein beliebiger, auch leer zugelassener Teilverbund von
(E,..EEy,..E|E,,..E,), i=h+].. k

Dann geniigen folgende Gleichungen den geforderten drei Interpolationspunkten:

P(H | E,..E,E,, ..E})

(q,)
> p(HE,..E,E®».. E(m)l—[ P(E( _ | E)
- Gastoeenlls =0, l=h+]p(E [ 'V ) (4 1)
Y pE.EED. E(q.))l—l P(EW | E) i
Thoregi =01 * :-I,HP(E("’) I V )

E® =E und E® =E, i=h+l,.

Beweis: Elementar.

Die Anwendung der Glg.4.1 oder eines davon abgeleiteten Satzes ist ein updating-
Verfahren.

Der 3. Interpolationspunkt bewirkt, da8 p(H | H) durch das Ereignis E, keine
Vertinderung erfihrt, falls p(E, | E;)= p(E, |VE'.) gilt. Die Wahl von ¥, bestimmt

somit die Stelle der Invarianz.

Drei Aspekte erliutern diesen Sachverhalt:
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a) Ein updating von p(H | H) = p(H|E,..E,E,,,...E_\E,,..E,) durch E ist
méglicherweise unerwiinscht, falls der Wert von p(E, | E;) durch genau die
Ereignisse bestimmt ist, die auch den bisherigen Wert von p(H | H') festlegen,
dh. wenn p(E,|E) = p(E, |E,..E,E,,,..E,E,,..E,) gil. In diesem Fall
wihlt man V. := (E,..E, E,,,...E, E,,...E,) , das maximale V.

b) In praxi wird VE; = (E,...E,) verwendet, um ‘-Ereignisse zu vermeiden.

c) VE’. = minimiert den Arbeitsaufwand.

Die Handhabung der Glg.4.1 wird am Beispiel p(U, | U; ) [» H' Us !} vorgefithrt,
wobei V. := (U,,1,U;) und ¥, = (U,1,],H’) maximal gewahlt sind.

pUx| U I I H Us)) (4.2)
p(H| H) U, 1UsY)
p(H U LLU,") pU, |U L LH")
p(HIH") pU;Uy)
pH\ULLUY) pUy | UL L HY)

(WU LLHUY)

pULLHUY)

pHIHY  pT)Uy)
p(H|ULLUSY) P(U_a_l_Ulllle')
p(HH) _ pUs|Uy)
p(H U LLUY') p(U, | U LLH")

P(Uzuallleﬁ;)

P(UIIJ:H(T:)

PHIHY  pUIU)
P(H_LUulllea') pWU, | ULLA")
pHIH)  pUs|UsY)
p(H |ULLU") p(Us | ULLH")

pU,U L, EUJ)

p(U,11,HU,)

pHIH)  pU|Uy)
p(ﬁ'UIIIIZUJ') P(U_i_l_UJ\IzH') )
p(H|H" U 1UL")
P(H U LLUS) pU, U LLH')

p(UZUIIIIZ—ﬁ'U—J)

p(U,LL,H-U,)

An dem Beispiel ist auch leicht die Erfiillung der Interpolationspunkte zu sehen.
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Aus Glg.4.1 erhilt man filr Ve = @ ,i=h+l,.., k den nachfolgenden Satz, der

im Hinblick auf seine Entstehungsgeschichte (und im Hinblick auf die urspriing-
liche Art der Formulierung) als L-Satz bezeichnet wird. Aufgrund der im Ver-
gleich zur fritheren Schreibweise stark verfinderten Form, wird der L-Satz voll-

stdndig angeschrieben.

Satz
L-Satz

(Sonderfall des Aligemeinen Interpolationssatzes fiir VE; = ).

Fir p(H\E,..E,E,,..E,) gelte:
- E,, ..., Ey sind negiert oder unnegiert (beliebig aber fest).
E, . sE, besitzen 0< p(E,|E)<1, i=h+l.., k

Essei qi€f0,1},i=h+1,.., k mit E9 =E, firq,=0 und E™ = E, fir

qi = 1
- V=@ i=htl.k

Dann geniigt folgende Gleichung den geforderten drei Interpolationspunkten:

p(H|E,..E,E,,..E,)

{(¢))
> p(HE,..E,E&™.. Ewn)l—[P(E ( I)E)
= _Duegr =0l i=hsl p(E 9 )
B (4.3)
S p(E..EEmY.. E(q.))HP(E W\ E) '
Gaotoennry =01 * = P E("")

E®=E und E"=E, i=h+l,.k

Beweis: Die Behauptung ergibt sich aus Glg.4.1 ﬁirV = ,i=h+l..,k

Bei bestimmten Gegebenheiten geht die Glg.4.1 des Allgemeinen Interpolations-
satzes in eine lineare Interpolation tiber, die entschieden einfacher zu handhaben

ist, und die deshalb nach Maglichkeit angestrebt wird. Es gilt:
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Satz

Linearer Interpolationssatz

Mit VE; =(E,..E,) ergibt sich aus Glg.4.1 eine lineare Interpolation, falls zusdtz-

lich a) oder b) gilt:
a) (E,,,.E)=9.
8 (Eyes,..., Ex} sind unter der Bedingung (E,....E,) stochastisch unabhingig.

Mit den Voraussetzungen a) oder b) erhdlt man aus Glg.4.1:

k
P(H|E..EE,  .E)= 3 pH|E.EE% . E")]]pE®|E),

Guep i =0, i=h+l

E®=E und EV=E,i=h+1, ..k (4.4)

Beweis: Die Behauptung ergibt sich aus Glg.4.1 durch elementare Rechnung.

Die Anwendbarkeit des Linearen Interpolationssatzes wird an einem Beispiel ge-
zeigt. Zugleich ergibt sich dabei die Méglichkeit, unter Verwendung der noch zu
definierenden Separationseigenschaft die spezifische Festlegung der Menge WERT

zu begriinden.

Abb.4.1:
Beispiel zur Erlduterung von Glg.4.4. Gesucht ist die Interpolation der

Wahrscheinlichkeit p(F, | F,K,K,K,) .

Wir zeigen zunichst den Einfluf} der fur Glg.4.4 geforderten Ziffer b).
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Die Anwendung des Allgemeinen Interpolationssatzes (Glg.4.1) auf die zu inter-

polierende Wahrscheinlichkeit p(F; | F, K, K,K,) ergibt:

PRI FKKK;) (4.4-1)
PR K Ky ZELED P IR
_ pK, | F,K,) p(K, | F,K,)

p(F2K0K|K2) p(Kl IKl) p(K2|K2) +
pK, | BKy) p(K, | B, K,)

FEK K ) PEIK) P& | K)
PN AT ST AT AN
P(F,K K, Ky) Pk, 1K) P, 1Ky

P& | F,K,) p(K, | F,K,)

p(FIFZKoEI—Kz) p.(_lfl 1K) p(K, 1K) .
P({(_,_I F,K,) p(K, | F,K,)
p(FzKoEKz) PS_{(, |K) _pK,|K,)
(K | F,K,) p(K, | FoKy)

AEEK R T PEK) P, 1K)
) Pk, | FHK,) p(K, | F,K,)
= PKIK) pK,|K)

PRK KK, P22 o2t
O p(K, | FyKy) p(K, | FyK)

Von Glg.4.4-1 weiterfilhrend kann keine lineare Interpolation gem#B Glg.4.4 er-
reicht werden, da infolge der Konfiguration in Abb.4.1

K | FK)p(K, | F,K,) # p(K\K, | F,K,)

gilt, also eine Verletzung der Ziffer b) des Linearen Interpolationssatzes besteht.

Ersetzt man jedoch im L-Netz der Abb.4.1 das Ereignis F; durch das negierte Er-

eignis F; , so erhilt man:

P(F I FK K\ Ky) (4.4-2)
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pK 1K) pK, 1K) |
PK, | FKy) p(K, | FK,)
K, '_]FI) K, !fz) ¥
P(K | FK,) p(K, | F,K,)

PEEKKK,)

O/ {43

P(FK.K K,) etc.

Da wegen p(K, | F,K,)p(K, | F,K,) = p(K,K, | F,K,) [vergl. A~L-Korollar 2,

Glg.8.6] die Ziffer b) des Linearen Interpolationssatzes erfiilit ist, folgt weiter:

p(F‘I—ﬁ-;KoKle) p(KI|KI) P(Klez)_‘_.

= Lelc.
PR IEKOK;K;) = (KK, | F,Ky) 1
pEK KK —EENED)  pK KD, e
P(KK, | F3K,) 1
PO TRy HEL RV PR LS o e
P(Kll‘ Kl) P(Kzl‘ Kz) +.elc.

PR BEK KK, | K)p(Ky | Ky +..etc.,

d.h. eine lineare Interpolation.

Da F;, F; sind unter der Bedingung (Kp K; K) unabhiingig sind, erhdlt man:
PF | FK KKy = p(F | KoK\ KD p(K | KDP(K, | Ky + et
= p(F | K,K(K,). (4.4-3)

Somit liefert der Lineare Interpolationssatz zwar die Glg.4.4-3, nicht jedoch

P(R | FKK K= p(F | K KK,),

obwohl die Definition der Menge WERT(F,) [vergl. Glg.1.2] eben diese Bezie-
hung vorschreibt, d.h. nach der Definition der Wertungsumgebungen mu8 gelten:
P(F | F) = p(F;| L-NETZ)

P(F | FKKK;)

= (Definition WErT) P(F, | KoK\ K3).
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Die vermeintliche Diskrepanz wird aufgeklirt, indem man als néchstes fiir alle  *-
Ereignisse der Abb.4.]1 die zugehSrigen Wertungsgleichungen erstellt. Dies ergibt
das folgende Gleichungssystem der Glg.4.4-4 bis 4.4-6:

(K| K)) = p(K, | FF,K,K,). (4.4-4)
PK, | Ky) = p(K, | R K K. (4.4-5)
PEIR) = p(R KKK = p(R | KK KD). (4.4-6)

(Das durchgekreuzte F» soll anzeigen, daB F, zwar im L-Netz vorhanden ist, daf3

es aber fiir die Wahrscheinlichkeit von F; nicht berlicksichtigt wird.)

Die Abb.4.1 und das Gleichungssystem (4.4-4) bis (4.4-6) werden verglichen mit
der nachfolgenden Abb.4.2 und dem zugehorigen Gleichungssystem (4.4-7) bis
(4.4-9).

Abb.4.2:
Beispiel, hergeleitet aus Abb.4.1 durch Versetzung des ‘-Ereignisses
von F; nach K. Es sind die ap-Wahrscheinlichkeiten p(K, | K,),

p(K, | K))und p(K, | K;)zu bestimmen.

Die Wertungsgleichungen fiir die ‘-Ereignisse der Abb.4.2 lauten:

PK(1K}) = p(K | FRKK,). (4.4-7)
P(K, 1 K3) = p(K, | FF,KK)). (4.4-8)
PK1K;) = pK, | FFKK) | (4.4-9)
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Die Glg.4.4-9 wird in gleicher Weise wie die Glg.9.1 in Kapitel 9 umgeformt. Es
folgt fiir die Glg.4.4-9:
P FFKK))
p(KOF}FZKIK;) +P(K0F;F1KIIK;)
1
14 PEFFK ;)
P(KFFK K)
1
14 PEE | KKK Ky | K K5)
P(FRF KK K)p(Ky | K K,)
1
+ PRI KK KPRy | KoK K3)p(Ky | K\K3) |
D(F | KK K K) p(F, | KoK K p(K | KL K)

p(K, 1K) =

= (Kettenregel)

Man sieht, daB in Glg.4.4-9 die Wahrscheinlichkeit p(F, | F,K,K,K,) erscheint,
die ebenso in Glg.4.4-6, d.h. in p(F, | F,)=p(F, | F,K,K,K,), enthalten ist. Zu
fragen ist nun nach den Gegebenheiten, die eine Entfernung von F; aus der Bedin-
gung von p(F, | F,K,K,K,)zulassen. Solche Gegebenheiten liegen im Fall der
Glg.4.4-6 vor, nicht aber im Fall der Glg.4.4-9. Die Griinde sind folgende:

L)
Wenn p(F, | F,K,K,K,)der Glg.4.4-9 entstammt, dann sind fiir diese Wahr-

scheinlichkeit die zu X, und K, gehorenden ap-Wahrscheinlichkeiten nicht gege-
ben, denn es gilt:

Die bedingte Wahrscheinlichkeit von F, namlich p(F, | F,K,K,K,), bendtigt
die ap-Wahrscheinlichkeiten von X, und K,. Diese ap-Wahrscheinlichkeiten
wiederum bendtigen die Wahrscheinlichkeit von F, die aber nicht verfiigbar ist,

denn sie soll mittels p(F, | F,K,K,K,) gerade ermittelt werden.
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Da p(F, | F,K,K,K,) nicht zu einer Variablen des L-Netz-Berechnungssystems
gehort, ist der Konflikt ungelést. Somit erreichen F, und F, unter der Bedingung
(K,K,K,) keine Unabhéngigkeit.

IL)

Die Situation &ndert sich im Fall der Glg.4.4-6.

Voraussetzung

p(K, 1K), p(K,|K;), p(F, | F) sind die Variablen einer L-Netz-Berechnung.
Behauptung

PR F) = p(F, l%KOK;K;) = p(F, | K,K,K). (identisch mit 4.4-6)
Beweis

Wenn p(F, | F,K,K,K,)zu Glg.4.4-6 gehort, dann ist p(F, | F,K,K,K,) der Vari-
ablen p(F, | F) zugewiesen, die Teil des L-Netz-Berechnungssystems ist. Die
Variablen p(K,|K,), p(K,|K,)und p(F,|F )werden von Anbeginn als fest
durch das L-Netz vorgegebene Grofien gehandhabt. LBt man nun in der Bedin-
gung von p(F, | F,K,K,K,)das Ereignis F; unberiicksichtigt - ohne es aus dem
L-Netz zu entfernen - dann erfolgt keine Anderung der Wahrscheinlichkeit von
F,, da F, seinen EinfluB auf F; nur mit Hilfe von Verbindungswegen austibt, die
iber X, und K, verlaufen. Da p(K,|K,)und p(K, | K,) bei unvertindertem
Netz aber unverindert sind, bleibt das Entfernen von F; aus p(F, | F,K,K,K;)

ohne Konsequenzen. Dies ist dquivalent zu einer durch (K,K,K,) bewirkten Se-

paration des Ereignisses F, von dem Ereignis F, .

Die obige Behauptung erméglicht die Aufstellung der Glg.1.2, d.h. die Definition
der Menge WERT(H), in der angegebenen Form. Dies bedeutet z.B. fiir die
Abb.1.2, daB das Ereignis H' durch {U), U,', U;*} von allen Ereignissen ,,ober-
halb" der Ursachen-Ebene sowie von allen Elementen aus FOL(U,), FOL(U) und
FOL(U3) separiert wird.
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Die Abb.4.1 wird noch verwendet, um an diesem Beispiel den Begriff separierter

Ereignisse ohne gréBeren formellen Aufwand zu definieren,

Definition (Separierte Ereignisse)

Betrachtet wird die beliebig gewdhlite Abb.4.1.
Das beliebige ‘-Ereignis F, wird durch einen beliebigen Ereignisverbund mit ne-
glerten, unnegierten oder ‘-markierten Ereignissen, z.B. durch(K K , K,), von
einem beliebigen Ereignis F, separiert, falls
- die ap-Wahrscheinlichkeiten der beteiligten '-Ereignisse, dh. p(F, | F}),

P(K 1 K,) und p(K, | K,), die Variablen einer L-Netz-Berechnung sind,
- und falls alle Verbindungen zwischen F, und F; iiber die Elemente des sepa-

rierenden Ereignisverbundes, d.h. iiber (K K, K,) filhren.
Dann gilt: p(F, | Fy) = p(F, lXKoK{K;) = p(F, | K,K,K,).

Bedeutung separierter Ereignisse
Der Verbund W(H), gleichgiiltig ob die Ereignisse in #/(F) negiert, unnegiert oder

‘-markiert sind, separiert H* von jedem Element 4 ¢ W{(H), falls die Verbindungen
zwischen H' und 4 nur aus Pfaden bestehen, die iber Elemente aus #(f{} verlau-
fen. So kann p(H | W(H)) klein gehalten werden, da man bei vollzihliger Menge
WERT(H) und bei Aufnahme aller darin enthaltenen Elemente in W{(H) keine wei-

teren Ereignisse beachten muB.

Am Ende des Kapitels | haben die obigen Sachverhalte als Vorausblick bereits ei-
ne Erwihnung gefunden. Dieser Vorausblick konnte nun unter Zuhilfenahme des
Linearen Interpolationssatzes und des Separationskonzepts entsprechend bestétigt

werden.
AbschlieBend zeigen wir die Wirkung der Glg.4.4 und insbesondere die Erfullung

der geforderten drei Interpolationspunkte am Beispiel p(H |U,1,1,U,U,). Falls
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die Ereignisse U; und Uj; unter der Bedingung (U I; I3} unabhingig sind, d.h. bei
Erfilllung der Ziffer b) des Linearen Interpolationssatzes, erhilt man mit Glg.4.4:

pH|ULLUU)= p(H UL 1LUU,) pU, | Uy)pUy |Us) .5
+ p(H |U,L,1,U,U,) pU, |Uy)p(U, |Uy)
+ p(H|U,L,1,UU,) pU, | U;)pU, |Uy)

+ p(H\U,L,1,U,-U,) p(U, |U,)p(U, |U).

Es ist ersichtlich, daB die Glg.4.5 den ersten beiden Interpolationspunkten geniigt.
Der 3. Interpolationspunkt ist so eingerichtet, daB fir p(E, | E,) = p(E, | V) ein

beliebig gewihltes VE,‘ herangezogen wird. Da jedoch die in Glg.4.4 stehende
Forderung VE’. = (E,...E;) lautet, ist Vu; = VU; =(U,1,1,), so daf} gilt:
PH|ULLUU)= p(H|ULLUU;) pU, UL IL)pU; U LT)

+ p(H |U,L,LU,Uy) pU, |U,1,1,)p(Us | U\, 1,)

+ pH|ULLUU,) pU, UL L)pUs | UL L,)

+ p(H\UL1L,U,-U,) pU, |\U,1,1,)p(U, |U,1,1,)

p(H|U\LLUU,) p(U,U, U LL)
+ P(H|U|I|12U2U_3) p(Ula;IUIIIIZ)
+ p(H U\, LU,U,) pUU, |U L)

+ P(H|U|I|12.LZ'ITJ) p(U_z‘ITJ|U,1,12)

1}

p(HU,U, U\ L L) + P(Huzﬁ;lullllz)

+ p(HUU, \U,L|1,)+ p(HU, -U,|U,1,1,)

pH|ULL).

Die Erfiillung des 3. Interpolationspunkt ist damit gezeigt.
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Exkurs

Es stelit sich die Frage, unter welchen Umstéinden fiir die Interpolation nach dem
Linearen Interpolationssatz Gleichheit erreicht werden kann.

Die Problematik wird vereinfachend am Beispiel der Abb.1.2 dargestellt. Hierzu
wird p(H | U; I I, U;* Us?) gewihlt:

S P(HU LLUUUS U
20,1

PHIVUI L LU UsY = Eweiterung) 22

2. PULLUUU Uy

42.9y=01

_ P(H | UL LUUUU) pUU | U LLUUS) + .....
p(UU, | ULLUU) + ...

Um fiir die Glg.4.6 die Form des Linearen Interpolationssatzes zu erreichen, muf}
gelten (bei beliebiger Negierung von Uz und Us):

PH|U L LU Us' Uy Uy) = p(H| Uy 1 [ U2 Us). 4.7)
pU:Us ) UL L Ux' Us) = p(Uz| Uz) p(Us | Us). (4.8)

Unter Beachtung der Konfiguration des L-Netzes und des Konzepts separierter
Ereignisse, ergibt sich:

1.

Glg.4.7 gilt, falls zu U, und U;' nur Ereignisse gehdren, die ausschlieBlich dber
U, und U; strukturell mit A verbunden sind, oder die bereits im Bedingungsver-
bund stehen.

2.

Glg.4.8 gilt, falls U und Us unter der Bedingung (U; I; I U,* Us) unabhéngig
sind, d.h. zu U, und U;’ diirfen keine Ereignisse gehdren, die diese Eigenschaft
vereiteln, Eine Aufhebung der stochastischen Unabhéngigkeit zweier Ereignisse

wird u.a. durch eine gemeinsame, mit p = 1 vorliegende Folge bewirkt.



Kapitel 5: Kausalitit und Abhdngigkeit 57

5. Kausale Struktur und stochastische Abhingighkeit

Die Einordnung der Ereignisse in eine kausale Strukturierung bietet die Mdglich-
keit, stochastische Abhidngigkeiten von Ereignissen zu erfassen. Es eroffnet sich
weiter die Mdglichkeit, unter Umsténden eine geeignete Bedingung zu formulie-
ren, um fiir Ereignisse mit ausgewiesener stochastischer Abhingigkeit eine be-

dingte stochastische Unabhiingigkeit zu erreichen.

A)_Stochastisch abhiingige Folge-Ereignisse

Es wird an die Vorbemerkungen zu Abb.1.1 erinnert, die folgendes beinhaltet:

1. Falls ein Strukturschema keine Informationen iiber die Abhingigkeit zweier
Netzknoten oder zweier Inhibitoren enthilt, kann fiir diese Ereignisse stochas-
tische Unabhéngigkeit angenommen werden.

2. Falls ein Strukturschema keine Informationen tiber die Inhibitoren eines Uber-
gangs A—L aufweist, dann bedeutet dies nicht die Abwesenheit solcher Inhi-
bitoren. Im Gegenteil: Die Uberginge des L-Netzes werden immer durch In-
hibitoren beeinflufit.

Struktur 5.1;
K;, K, seien abhidngig. K| K,

Fi F;

Spezialfall K,l = K). KJ

F0 F0
Es gilt Struktur 5.1 => F; und F; sind stochastisch abhdngig.
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Struktur 5.2:

Es seien:

K;, K; unabhingig.
Jn Ja abhiingig.

Spezialfall J; =J:

58

Klq J,P J>0 K;[
Fy F;

K Ji K;

Fy F;

Es gilt Struktur 5.2 = F; und F) sind stochastisch abhdngig.

Struktur 5.3:

Es seien:

K, K;unabhingig.
Ji, J; unabhiingig.
Ji, K, abhingig,
oder

Jo, K; abhingig.

Spezialfall z.B.J; = K2

K; Ji K0 J;
Y
F Fzs
K0 K0 J.0
K’
F; 0 F,0

Es gilt Struktur 5.3 = F,und F sind stochastisch abhdngig.



Kapitel 5: Kausalitdit und Abhdngigkeit 59

Hinreichende Bedingung fiir stochastische Abhdngigkeit von F; und F,
Es gilt Struktur 5.1v 5.2 v 5.3 = F,, F,sind stochastisch abhdngig. (5.1)

Die Riickrichtung der Beziehung (5.1) gilt im allgemeinen nicht, es sei denn, man

hat alle Strukturen benannt, die Abh#ingigkeit erzeugen. Dann gilt:

Notwendige Bedingung fiir stochastische Abhdngigkeit von F| und F,
Unter der Voraussetzung, daf3 auf der linken Seite der Beziehung (5.1) sdmtliche

Strukturen erfafit sind, die zu stochastischer Abhdngigkeit von F;und F, fiihren,
gilt auch die Riickrichtung, d.h.:
F,, F, sind stochastisch abhdngig = Es gilt Struktur 5.1v 5.2 v 5.3. (5.2)

B) Aufhebung der Abhéingigkeit von Folge-Ereignissen mittels Bedingung

Die stochastische Abh#ngigkeit von Folge-Ereignissen kann durch eine Bedin-
gung in eine bedingte stochastische Unabhingigkeit iberfiihrt werden. Diese Be-
dingung wird fiir die Folge-Ereignisse F;, F der Strukturen 5.1 bis 5.3 definiert.

Authebung der Abhdingigkeit von F;, F,
Es gilt Struktur 5.1v 5.2 v 5.3

=3 F}, F, sind unabhdngig unter der Bedingung eines Verbundes, der entweder
X oder Yy, k = 1,..., 4, der nachfolgenden Aufzihlung enthdir:

1) Enmtweder X; aus URS(F) oder Y; aus URS(Fy), falls X; und Y, stochastisch ab-
hdngig sind.

2) Entweder X; aus INH(F ) oder Y aus INH(F>), falls X; und Y, stochastisch ab-
hingig sind.

3) Emtweder X aus INH(F,) oder Y3 aus URS(F»), falls X; und Y3 stochastisch ab-
hdngig sind.

4) Emtweder Xy aus URS(F ) oder Y4 aus INH(F»), falls X¢ und Y, stochastisch ab-
hangig sind.
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Zu jeder der vier Optionen 1) bis 4), deren Verwendung stochastische Abhingig-

keit aufhebt, wird ein Beispiel gegeben.

Kl)\m
Fr O D
URS(F) = (Ko K},

Zul):
K; K3
2

> Fy, F; sind unabhéingig unter der Bedingung K.
URS(F) = {K;, K5, K3 ).

( / bedeutet: stochastische Abh#ingigkeit.)

Zu2):

\,I\“\JI /Z/

O 20

URS(F)) = (Ko K1}, >

URS(FZ’) = {KI! KZ, Kj}'
F}, F, sind unabhdngig unter der

INHF) = {J1. J2}, > Bedingung (K; Ji) oder (K1 Jy).

INH(Fy) = {Jy Ji}.
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Zu 3), 4):

URS(F) = { Ko Ki},
URS(Fy) = (K, K5 K3} >

F), F, sind unabhdngig unter der

URS(F) = {Ko Ki},
> Bedingung (K; Ky J)) oder (K; Ko K3).

INH(Fy) = (Ko}
INH(F) = {Ji},

o

URS(F2) = {K), K3 K3 ).

C)_Erzeugung stochastischer Abhiingigkeit fiir Ursache-Ereignisse

Nicht-bedingte stochastisch unabhingige Ursache-Ereignisse kdnnen unter spezi-
fischen Bedingungen stochastisch abhiingig werden.

Struktur 5.4:

K, K; seien unabhiingig. K| B\ Kf
F[T

GO
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Es giit Struktur 5.4 = K; und K; sind stochastisch abhdngig unter der Bedin-

gung F; oder G,.
Struktur 5.5:
Es seien:
K, K; unabhingig. K; K,O K;
Fy F,
Es gilt Struktur 5.5 = K, und K, sind stochastisch abhingig unter der Bedin-
gung (F; F).

D) Authebung der bedingten Abhiingigkeit von Ursache Ereignissen

mittels versinderter Bedingung

Struktur 5.4

Die Ereignisse K; und K; in Struktur 5.4 verlieren ihre stochastische Unabhingig-
keit durch die Bedingung (F), sie kdnnen aber bei Erfiillung bestimmter Voraus-
setzungen ~ falls nimlich K; und K selbstéindige Ursachen von F; sind - durch

die verinderte Bedingung (;‘,-) emeut unabhiingig werden (vergleiche hierzu

A—L-Korollar 2, Glg.8.6).

Struktur 5.5

Die Ereignisse K; und X fiir die in Struktur 5.5 die Unabhingigkeit durch die
Bedingung (F; F;) verloren geht, konnen durch die nachfolgend angegebene er-

weiterte Bedingung erneute Unabhingigkeit erreichen:
Es gilt Struktur 5.5 = K, und K; sind stochastisch unabhdngig unter der Bedin-
gung (F; F; K3).
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Bedeutung stochastischer Unabhangigkeit fur das vorliegende System

In Abb.1.2 ist festzustellen, daB die Ereignisse F;, i = I,..., 5, stochastische Ab-

hingigkeit aufweisen, da diese Ereignisse der F-Ebene gemeinsame, in der H/K-

Ebene lokalisierte Ursachen besitzen. Die F; kbnnen deshalb auf keinen Fall als

unabhingig postuliert werden.

Fithrt man allerdings fiir zwei beliebig gewihlte, zur Folgen-Ebene gehorende Er-

eignisse F;, F> eine Bedingung (K; K; K; J H) ein, wobei

- J alle bekannten Inhibitoren enthilt, die EinfluB auf die zu F; und F; hinfith-
renden Ubergiinge besitzen,

- und wobei (K; K; K3 H) alle in Frage kommenden unmittelbaren Ursachen
von F;und F; aufweist,

dann besteht die Moglichkeit, daB

PF1 R\ K Ko K3 JH) = p(Fi | K1 K2 Ks JH) p(F2 | K1 Kz K3 J H). (5.3)

erreicht werden kann.

Glg.5.3 gilt dann mit der zusdtzlichen Annahme, daB die unbekannten, zu INH(F))

zihlenden Inhibitoren gegeniiber den unbekannten, zu INH(F;) gehdrenden Inhi-

bitoren, unabhingig sind (s. Kapitel 6, Voraussetzung IIc).

Withrend fiir F; und F; infolge gemeinsamer Ursachen das Verbot besteht, eine
stochastische Unabhiingigkeit dieser Ereignisse anzunehmen, besteht ein solches
strukturelles Hindernis fiir die Elemente in INH(F;) und INH(F;) nicht.

Gibt es Erkenntnisse, daB Elemente aus INH(F)) gegeniiber Elementen aus
INH(F,) stochastisch abhiingig sind, oder da® Elemente aus INH(F;) U INH(F)
gegentiber Elementen aus (K; K; K3 H) stochastisch abhingig sind, so werden die
in Frage kommenden Inhibitoren (die durch die aufgetretenen Abhingigkeiten
nunmehr auch bekannt sind) in den Verbund J aufgenommen. Hierbei gentigt es,
wenn ein Vertreter der paarweisen Abhéngigkeit in (K; K> K3 J H) enthalten ist.
Dieses steht in Ubereinstimmung mit obiger Ziffer B).

Auf den Entsprechungen von kausaler Strukturierung und stochastischer Unab-
hdngigkeit basieren die im folgenden Kapitel 6 genannten Voraussetzungen.
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6. Voraussetzungen

Nach den Ausfiihrungen des Kapitels 5 bewirken die nachstehenden, fiir die vor-
gesehenen Berechnungen benétigten Voraussetzungen die Strukturierung des L-
Netzes. Umgekehrt ist darauf zu achten, daf} die zugrunde gelegte Kausalstruktur,
d.h. die Verkniipfungen der pathophysiologischen Zustinde, solche Vorausset-
zungen zulassen. Es gelten Bezeichnungen, die fiir den beliebigen Knoten A/ am
Beispiel der Abb.1.2 formuliert sind:
U Verbund mit Elementen aus URS(H); U:= (U, Uy* U3 Y.
F  Verbund mit Elementen aus FOL(H); F:= (F; F2 F3 F4 Fy).
K Verbund mit Elementen aus DIFF(H); K:= (K;'K; K3").

( X erinnert an ,,konkurrierend zu /*.)

I Verbund mit Elementen aus INH(H); 1= (I; I).

J  Verbund mit Elementen aus INH(F}),..., INH(Fs); J:= (J; 72 )

Die folgenden, fiir H formulierten Voraussetzungen I, Ila, IIb, llc und 11, sowie
die erginzenden Voraussetzungen la*, 1Ib* und Ilc* gelten entsprechend fiir je-

den nicht-inhibitorischen Netzknoten mit unbekannter Wahrscheinlichkeit.

Voraussetzung 1
Die Ereignisse aus F, Iund J liegen mit der Wahrscheinlichkeit Null oder Eins

vor.

Erlduterung zu Voraussetzung I

Das gestellte Problem ist die Ermittlung der Wahrscheinlichkeiten hypothetischer
Ursachen, also der Wahrscheinlichkeiten filr Ereignisse aus der H/K-Ebene, der
U-Ebene oder ,,weiter dariiber liegender Ebenen (vergl. Abb.1.2). Grundlage fiir
eine solche Ermittlung sind Erkenntnisse tber Folge-Ereignisse und Inhibitoren,

die zugunsten der Ergebnisgenaunigkeit nicht unsicher bestimmt sein sollen.
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Voraussetzung lla

Fiir beliebiges F; € F soll die Menge URS(F) scimtliche, dieser Menge zugehdri-

gen Ereignisse enthalten.

Erlduterung zu Voraussetzung Ila

Auch bei nicht-computergestiitzten Verfahren leidet die Diagnose, wenn flir ein-
zelne Symptome nicht alle in Frage kommenden Ursachen beriicksichtigt sind.
Der vornehmliche Grund fiir die vorliegende Forderung ist jedoch, daf die Ereig-
nisse F; € F mit Hilfe einer Bedingung stochastisch unabhiingig werden konnen,

wenn diese Bedingung sdmtliche Elemente aus UURS (F,) enthalt.
i

Voraussetzung 1Ib

Fiir beliebiges F; € F sind die Elemente in URS(F) selbstdndige Ursachen von F;.

Erléuterung zu Voraussetzung IIb
Die Selbstindigkeit von Ursachen ist fiir den nachfolgend eingefithrten A—L-Satz
exakt definiert. Anschaulich bedeutet es, dal fiir einen beliebigen Netzknoten F;
- die Ereignisse in URS(F) stochastisch unabhiingig sind, und daf
- ein beliebiger Fj-erzeugender Vorgang nicht durch andere Ursachen oder
die Inhibitoren eines weiteren F)-erzeugenden Vorgangs beeinflufit wird.
Im Fall medizinischer Anwendungen kann die Erfiitlung der Voraussetzung 11b

angenommen werden, wenn die einzelnen Ursachen als nicht ,,nahe verwandt* an-

zusehen sind.

Yoraussetzung Ilc

F,,F, € Fsowie K, K; € URS(F, ) und K3 € URS( F,) seien beliebig gewdhit.
Dann gilt fiir beliebige Elemente X, Y, Z:

- Xe URS( F) ist unabhdngig von Ye URS( F) und Ze URS( E).

- Xe INH(K,;—>F, ) ist unabhdngig von Y& INH(K;—>F, ) und Ze INH(K;—>F, ).
- Xe URS(F,)  ist unabhdngig von Y & INH( F) und Ze INH(F, ).
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Erlduterung zu Voraussetzung Ilc:
1. Um Glg.9.1 zu erreichen, ist die Unabhingigkeit der Ereignisse in (K J H) er-

forderlich.

2. Glg.9.2 bendtigt ebenfalls die Unabhiingigkeit der Ereignisse in (K J H).

3. Die Glg.9.3 benétigt die bedingte Unabhéingigkeit der F; € F. Dies wird er-
reicht, falls der Bedingungsverbund alle Ursachen der F; enthilt, und falls zu-
sitzlich fur beliebige F, , F, € F die Elemente aus INH(F, ) unabhéngig sind

gegeniiber den Elementen aus INH(F, ).

Voraussetzung LI
P(UFKIJ|H) = p(UI|H) p(FKJ|H) fir Hund H.

Erféuterung zu Voraussetzung IiI

Die Gleichung der Voraussetzung III ist die mathematische Formulierung der
durch H bewirkten Separation von (U I) und (F K J). Daraus ergibt sich fir die
Kausalstruktur, daB Elemente aus (U [) nur itber H mit den Knoten des ,,darunter*

liegenden Netzes verkniipft sein diirfen.

Im Vorgriff auf Kapitel 7 untersuchen wir, welche Teile der Voraussetzung Ilb in

Voraussetzung Ilc enthalten ist.

Behauptung
F, e Fund K,, K; € URS(F, ) seien beliebig gewdhlte Ereignisse.

Falls [Elemente in URS(F, ) sind unabhangig]
A [Elemente in INH(K;—F, ) sind unabhdingig von Elementen in INH(K;—F, )]
A [Elemente in URS(F, ) sind unabhangig von Elementen in INH(F )]

=
die Elemente in URS(F, ) sind selbstandige Ursachen von F,, d.h. die Vorausset-

zungen 1/A—L bis 4/A—L (Kapitel 7) gelten fiir jedes Element aus URS(F, ).
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Die voranstehende Behauptung erlaubt die Folgerung:

Voraussetzung Ilc = Voraussetzung llc /beliebiges F, € F = Vorausseizung 11b.

Wir sind in der Lage, Wahrscheinlichkeiten der Form p(F | KJ H) zu bearbeiten
(vergl. Glg.9.1), da die dafilr ndtigen Voraussetzungen eingefihrt wurden. Zusétz-
lich werden Voraussetzungen bendtigt, die Umformungen von p(H | U J) erlau-
ben.

Die Voraussetzungen 1la, IIb und Ilc betreffen Ereignisse der F-Ebene und der
dariiber angeordneten H/K-Ebene. Nun begeben wir uns zum ,darliber liegenden
Stockwerk® und deklarieren die H/K-Ebene zur neuen Ebene fiir Folge-
Ereignisse, wodurch die oberhalb liegende U-Ebene zur neuen Ebene fiir Hypo-
thesen wird. Diese Aktion liefert eine weitere Gruppe von Voraussetzungen, die

mit Ia*, IIb* und llc* bezeichnet werden, und die nachstehend angegeben sind.
Ergdnzende Voraussetzungen fiir die Ursachen von H

Voraussetzung Ila*
Die Menge URS(H) soll samtliche, der Menge zugehorigen Ereignisse enthalten.

Voraussetzung IIb*
Die Ereignisse in URS(H) sind selbstindige Ursachen von H.

Voraussetzung Iic*

U,, U; seien beliebig gewdhlte Ereignisse aus URS(H).

- Uj, U; sind unabhiingig.

- Elemente in INH(U,—H) sind unabhdngig von Elementen in INH(U,—H).
- Elemente in URS(H) sind unabhdngig von Elementen in INH(H).

In Kapitel 9 wird ein Verfahren vorgestellt, um bedingte Wahrscheinlichkeiten
auch hinsichtlich der im Bedingungsverbund enthaltenen Inhibitoren aufspalten zu
kénnen. Die dafiir erforderliche Voraussetzung wird hiermit vorab angegeben.
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Yoraussetzung fiir Inhibitoren

K, e URS( F, ) ist ein beliebig gewdhltes Ereignis. Die Ereignisse I,..., I, sind die
Inhibitoren von K, —F, .

Unter der Bedingung des Vorliegens von K; sind die Inhibitoren I,,..., I, selbstcin-

dige Ursachen des Ereignisses (K, - F).

Zusammenfassend ist hervorzuheben, daB diejenigen Voraussetzungen von be-

sonderer Bedeutung fiir die Struktur des Kausalnetzes sind, die stochastische Un-

abhingigkeiten oder Separationen fordern:

Ilc  Unabhingigkeit fiir zwei beliebig gewihlte Elemente, entnommen aus einer
oder aus zwei Mengen, die in {URS(F)), INH(F) | F; € F}enthalten sind.

Ilic* Unabhingigkeit fiir zwei beliebig gewshite Elemente, entnommen aus einer
oder aus zwei Mengen, die in {URS(H), INH(H)}enthalten sind.

Il Separation der Elemente in (U I} gegenilber den Elementen in (F K .J), be-
wirkt durch H.

Dies vermittelt den Eindruck, daB erhebliche Unabh#ingigkeitsforderungen gestellt
werden. Tatsichlich geht es im wesentlichen - kurz und ungenau - um die Unab-
hingigkeit der Ereignisse und Inhibitoren, die auf der H/K-Ebene angesiedelt

sind.
a) Es stehen keine grundsitzlichen Erkenntnisse dagegen, die Elemente einer

Menge URS(F, ) als unabhingig zu behandeln, denn diese Ereignisse haben
im allgemeinen keine gemeinsamen Ursachen. Zudem kann angenommen
werden, daB die Kausalpfeile, die auf Elemente aus URS(F, ) hinfiihren, eine
Beeinflussung durch unabhéingige Inhibitoren aufweisen. Insgesamt kann man
so die zu Abh#ingigkeiten filhrenden Strukturen 5.1 bis 5.3 des Kapitels 5 als
nicht zutreffend ausschlieBen.

b) Zeigt es sich dennoch, daB beliebige 4;, A2 € URS(F,) eine stochastische
Abhaingigkeit aufweisen, so kdnnen sie zu einem Ereignis 4 mit A:= (4, A)
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zusammengefaBt werden, wie es auch der A—L-Satz mit der Verwendung des
Ereignisses 4: = (4,...4;) vorsieht (vergl. Kapitel 7).
¢) Sind nun die obigen Elemente 4;, A; € URS( F,.“ ) nicht nahe verwandt hin-

sichtlich gemeinsamer ,,Vorfahren, dann ist die Annahme naheliegend, daB

auch die Inhibitoren des Ubergangs 4,— F, von den Inhibitoren des Uber-
gangs 4;— F im Hinblick auf ihre ,,Abstammung* verschieden sind.

d) Da Ursachen stets pathophysiologische Systemzustinde sind, die Folge-
Ereignisse nach sich ziehen, und da die Inhibitoren solchen Folgen entgegen
stehen, wird die Annahme fehlender gemeinsamer Erzeuger filr Ursachen und

Inhibitoren nicht sehr weit von der Wirklichkeit wegfiihren.

Sind die Ziffern a) bis d) annshernd erfiillt, d.h. sind keine starken Abhdngigkei-
ten zu befiirchten, so ergibt sich als Resultat die ungefihre Erflillung der zu Vor-
aussetzung Ilc gehdrenden Strichzahlungen.

Weiteres Vorgehen:

In Abschnitt 9 werden die Voraussetzungen u.a. dazu verwendet, um Gig.9.1 herzuleiten. Die da-
mit erzielten bedingten Wahrscheinlichkeiten werden in Faktoren zerlegt werden milssen. Dies

macht das A—L-Theorem und die A—>L-Korollare erforderlich, die in den folgenden Abschnitten
7 und 8 vorgestellt werden,
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7. A->L-Satz

Gesucht sind Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeit, mit der ein vorliegendes Er-
eignis ein Folge-Ereignis erzeugt.

Unter Nutzung der Gegebenheiten im L-Netz wird die Wahrscheinlichkeit der Er-
zeugung eines Folgeknotens am Beispiel des Leitsymptomknotens L und der zu-
gehdrigen Ursachenmenge URS(L) untersucht. Besitzt also der Knoten L genau k
Ursachen 4,,..., Ay, d.h. liegt der Netzausschnitt

N

vor, so ist p(L| A, Az..Ax) zunichst die Wahrscheinlichkeit fir das Aufireten
von L unter der Bedingung (4, 42...4x). Da auBer 4, keine weitere Ursache von L
existiert, ist p(L | 4, 42...Ax) zugleich auch die Wahrscheinlichkeit dafiif, da8 un-

ter der Bedingung (A,Z;...Zk) das Ereignis ,,4, erzeugt L* vorliegt.

Hierbei ist das Ereignis ,,4; erzeugt L* zu verstehen als: ,,der Systemzustand 4,
zieht den Systemzustand L nach sich®, oder ,der Systemzustand L entwickelt sich
aus dem Systemzustand 4,*, oder ,, A; geht iiber in L, Man betrachtet dabei die
Ursache 4, die Folge L und den kausalen Erzeugungsvorgang ,,4; erzeugt L*
als zusammen auftretende Ereignisse.

Entsprechend ist p(L | AIAZZJ...E) die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Er-

eignis ,,4; erzeugt L oder 4; erzeugt L. Liegt nun (4,4, As...Ax) vor, sind also
A; und A4; die einzigen vorhandenen Ursachen von L, so kann der kausale Vor-
gang [A; erzeugt L] durch 4, und der kausale Vorgang {4, erzeugt L] durch 4,
einen hemmenden oder fordernden Einfluf} erfahren. In diesem Fall ist mit kei-
nem Mittel der Stochastik zu unterscheiden, welcher Anteil an der Erzeugung von

L der Ursache 4; und welcher Anteil der Ursache 4; zukommt. Die Wahrschein-
lichkeit p((4, erzeugt L) IA,A,ZJ...E) wird dann keinen Zahlenwert erhalten
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konnen; als Ausweg bleibt, 4; und 4; als eine zusammengehtrende Ursache zu
betrachten und somit einen Zahlenwert fiir p( (4; A3) erzeugt L | A 4, As..A) 2
ermitteln. Dies gelingt, wenn sichergestellt werden kann, daBl kein weiteres Ele-
ment aus URS(Z) an der Erzeugung von L aus (4; A beteiligt ist, und dal umge-
kehrt (4; 43) keinen hemmenden oder fSrdernden Einfluf} ausiibt hinsichtlich der

Erzeugung von L aus einer anderen Ursache.

Ist L ein beliebiges Ereignis, und ist A ein beliebiges Ereignis aus der Menge der L
verursachenden Ereignisse, so wird der kausale Vorgang ,,4 erzeugt L“ ebenfalls
als ein Ereignis aufgefaft. Schreibt man fiir .4 erzeugt L* kurz A—L, so soll die

Mboglichkeit geschaffen werden, p(4—L | A) zu ermitteln.

Hinweis:
Die friiher verwendete Bezeichnung ist A.L.
A.L und A—>L sind Synonyme.

Aufgrund der Definition von 4L gilt:

1. Ist A ein L erzeugendes Ereignis, so ist 4 kein derartiges Ereignis, d.h.
A-L=2.

2. Falls (4—L), dann existieren A4 und L.

3. Falls 4 oder Z, dann existiert (T—TZ).

Daher gelten die folgenden Gleichungen:

P(A—L) = p(4 (A-L)) = p(A (A-L) L). (7.1)
pA-L|4) = 0. (7.2)
pA-L|AL) = 0. (7.3)

Ist 4 ein Verbund von L erzeugenden Ereignissen, so wird die nachfolgende Defi-
nition zugrunde gelegt.



Kapitel 7: A—sL-Satz 72

Definition ((4)...Ar) erzeugt L))

Far A:=(d;... Ay und AL := (4; ... Ay )—L wird definiert:
P((A1.. A)>L A ... A4) = p(A;—L v ... v &=L | A;... Ay ), und somit

P(AA) S LV A A) = p(d > La.Ad, > L|4,..4,).

Mit dieser Definition gilt entsprechend zu den Glgn.7.2 und 7.3:

PO ... A)—=L| Avds) = 0. (7.4)
P((Ar.. A)—=L|A;.. A4 L) = 0. (7.5)

Das Vorliegen oder Nicht-Vorliegen von Ubergingen kann im allgemeinen infol-
ge der Komplexitit des Geschehens nicht durch unmittelbares Messen oder Beo-
bachten festgestellt werden. Als Aufgabe ergibt sich deshalb, die Wahrscheinlich-
keit des Ubergangs (4—»L) unter der Bedingung 4, d.h. p(Ad—sL | 4), aus den In-
formationen abzuleiten, die mit dem Kausalnetz und den darin enthaltenen Wahr-
scheinlichkeiten der sicher bestimmten Netzknoten zur Verfligung stehen.

Es werden die Bezeichnungen des nachfolgend skizzierten Schemas eingesetzt:

A INH(A-L) X INH(X-L)

Abb. 7.1
Schema der Bezeichnungen fiir den A~L~ Satz.
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Bezeichnungen:
URS(L) Menge der Ursachen des beliebigen Ereignisses L.

y| Beliebig gewahlter, aber feststehender Verbund aus unnegierten Er-
eignissen von URS(L) mit A:= (A;... Ap).

X Beliebiger Verbund mit negierten oder unnegierten Ereignissen aus
URS(L)\ {Elemente in A}.

A-L Ubergang, d.h. kausaler Vorgang ,,4 erzeugt L. Ist A:= (4,..Av,

so bedeutet 4-»L: ,, 4, erzeugt L* v... v 44 erzeugt L*.

INH(A—L) Menge der Ereignisse, die auf 4;-L,..., 4y—L inhibitorisch
wirken.

INH(L) Menge der Ereignisse, die auf L hinfithrende Ubergginge inhibieren
bzw. die Inhibitionmechanismen dieser Ubergiinge verstirken oder

abschwiichen,

Es wird gefordert, daB fiir alle X gilt:

Voraussetzung 1/A—L:
p((A->L)(X>L) |AX) = p(A—>L|AX) p(X-L|AX).

Voraussetzung 2/A—L:
P(A-LIAX) = p(A>L|A).

Voraussetzung 3/A—L:
P(X—-L|AX) = p(X—L| Ai.. Ak X ).

Voraussetzung 4/A—L:
PX|A) = p(X)| Ai.Ar ).

Definition (Selbstindigkeir)

A heift selbstindige Ursache von L, falls A fir alle X die Voraussetzungen
1/A—L bis 4/A—L erfiillt.
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Die Voraussetzungen 1/ A—L bis 4/ A-L sind in Kapitel 6 als Voraussetzung IIb
bereits gefordert worden. Es wird, mit der oben eingefithrten neuen Bezeich-

nungsweise, die in Kapitel 6 formulierte Behauptung wiederholt:

L sei ein beliebiges Ereignis, A und X seien beliebige Ereignisse bzw. Ereignis-
verbunde aus URS(L).

Falls [Elemente in URS(L) sind unabhdingig]

A [Elemente in INH(A—»L} sind unabhdngig von Elementen in INH(X—L)]

A [Elemente in URS(L) sind unabhdngig von Elementen in INH(L)]

=

die Elemente in URS(L) sind selbstdndige Ursachen von L, d.h. die Voraus-
serzungen 1/A—L bis 4/4—L gelten fiir jedes Element aus URS(L)].

Sarg

A—L-Satz (Bedingte Ubergangswahrscheinlichkeit)

Unter der Voraussetzung, dafl A eine selbstindige Ursache von L ist, gilt mit
A= (4. Ay:

pA-L|4) = p(LlA)_—g(L:_Z....Zk)_ o
p(L| Ai..Ar)
pLidly = PEIA=PLI A ) -
p(L| A)- p(L] Ar...Ak)
Beweis:

1. ;
Aus den Voraussetzungen 1/A—L und 3/A —L ergibt sich fiir beliebiges .X:

PX > L|AX) = p(X = L] Ar.. A X).
P(X = LI AX(A S L)) = p(X—-L|AX). >
=

PX = L|AX(A > L) = p(X - L| 4. A X).

=
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PUX > DAX(AS L) _ p(X > L)"_& ALX) _
P(AX(A > L)) (A A X)

=

XX > L) AA> L)) _

p(X(X = L)| Ai..Ax) .

X A4 L) p(X | Ar..Ax)

Aus der Voraussetzung 2/A—L erhilt man:
p(A-> L] AX) = p(A—> L| 4).
=

p(4-> 1)4X) _ p(4—->L)4)
p(4X) p(4)

=
PX A4 L) = p(X]4).
=

(wegen Voraussetzung 4/A—L)

PXLAAS L) = p(X) Ar.As).

Aus Glg.(*) ergibt sich mit Glg.(**) fiir alle X:

PXX > D) AA—> L) = p(X(X > L)|Ar.AL).

™

*"

(***)

Da die Glg.(***) fur alle X gilt, da nur X das Ereignis L erzeugen kann, und da die

Wahrscheinlichkeit von (X(X—L)) unter den Bedingungen (A4(4-— L)) bzw.

(dr..Ax Yeleich groB ist, erhilt man:

PLIAASLY) = p(L]Ar.Ar).

2.

Ohne weiteren Einsatz von Voraussetzungen erhélt man durch Erweitern und

Umformen mit dem Resultat des 1. Teils:
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p(LA) = p(LAA— L))+ p(LAA~ L)).

=

p(L A)=p(L | A (A—L)) p(A (A—>L)) +p(L | 44— L)) p(4(A~> L))
=

(wegen p(L| A(4—>L))=1und p(L| A(A— L)) = p(L| 4. Ax))
p(LA) = p(A(A—> L)+ p(L| Ar...Ae)p(A(A— L)).

=

pLa) =

P(A—> L| A)p(A)+ p(L] 41 Ac) p(d) - p(L | A1...A0)p(A = L] Hp(A).
=

p(Ld) = p(A— L] A) [ p(A)~ p(A)p(L| AvAx) 1+ p(A)p(L]| A1 Ab).

=

p(A—>L| 4y = 2ED - pAPL) ArAr)
p(A) - p(A)p(L] Ar..Ax)

=

p(A—->L I A) = p(L l A)_P(L LZ!Z&) '

p(L| Av...dr)

Die Glg.7.7 als zweite Gleichung des A—L-Satzes gilt wegen:
p((4—> L)AL)
p(AL)
p((4 > L)4)
p(4L)
pA= LA
LA

p(A—->L|AL) =

Ergénzung zu Glg.7.6:

Behauptung: 05 p(d—> L[ 4)< 1.
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Beweis:
1.) Annahme: p(A->L | A4)>1.
=

PULIA)- pL| 4. As) | .
1- p(L | A1 Ax)

=

p(L|A)- p(L| 4. Ax) > 1—- p(L| 4. A4b).
=

pLi4 > 1.

fme ]

Widerspruch. Die Annahme ist falsch. Es gilt p(4 — L] 4)<1.

2.) Annahme: p(d—L|A4) <0.
=

pLID-pLI4.A) _ 0
1-p(L| Ar...Ax)

=
PLIA) < p(L|Ai.4).
=

Widerspruch, da 4,,..., Ax als L-erzeugende Ereignisse vorausgesetzt sind.
p—1

Die Annahme ist falsch. Es gilt p(4 > L} 4)20. ]

Folgerung aus dem A—L-Satz

Liegen zwei Ereignisse A und L vor, so erlaubt der A—~L-Satz keine Unterschei-
dung, ob 4 Ursache fiir L, oder ob umgekehrt L Ursache fiir 4 ist. Mit anderen
Worten: Bei Vorliegen der Ereignisse 4 und L, also bei Giiltigkeit des Verbundes
(4 L), ist das Ereignis A —L ebenso wahrscheinlich wie das Ereignis L —4. Es gilt
somit [p(A—>L | A L) = p(L—4 | L 4)], d.h. die nachfolgende sog. L-Regel.
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In Analogie zur Multiplikationsregel wird die L-Regel formuliert.

Multiplikationsregel: pA L) pd) = pL|A)pA).
L-Regel: PA—L|AL) = p(L—4|LA).
In anderer Schreibweise:
Multiplikationsregel: PAL = pA\LpL) = pd|4)pA).
L-Regel: PAD =P DPL) _ ysLial) = psd|LA)
. panpa-ny | PA
Beweis der L-Regel;
p(A—> L|AL) = M:__-”(;L_'__Z_)
p(L|4)- p(L] 4)
- PLAYP(A)~ p(LA)p(4)
pULAPL-4)
_ PULA)~ p(LA)p(4) - p(LA) p(4)
PLAP(L-4)
_ LAY~ p(A)p(LA) + p(LA)]
p(LAp(L- 4)
_ pUA-pApL)
pULAPL-4)
_ PUAL)- p(L)[p(LA) + pLA)]
P(AL)p(A-L)
_ PAL)-p(AL)p(L) - p(AL)p(L)
P(ADp(4-1)
_ PALPpL) - p(AL)p(L)
P(ADP(A 1)
- PAID-pAIL)
p(A| D)p(4] L)
a

]

p(L— Al L4).
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Bei zusammen vorliegenden Ereignisse 4 und L erlaubt der A—»L-Satz eine Aus-
sage iiber die Wahrscheinlichkeit, daf} das Ereignis 4 das Ereignis L erzeugt, so-
wie eine Aussage iiber die Wahrscheinlichkeit, dal umgekehrt das Ereignis L das
Ereignis A erzeugt. Die L-Regel zeigt, daB beide Erzeugungsvorginge gleich-
wahrscheinlich sind.

Die nahezu sichere Vermutung, daf} bei Existenz der kausal verkniipften Ereig-
nisse A und L die Richtung des Ubergangs nicht aus stochastischen Erhebungen

abgeleitet werden kann, ist mit der L-Regel auch formal bewiesen.

Die Vorgeschichte des hier dargesteliten Diagnose-Expertensystems, dessen eigentliche Entwick-
lung 1990 im Rahmen einer an der Universitit Bielefeld erstellten Dissertation begann, hat die
Verwendung des Symbols L als Charakteristikum mit sich gebracht. Der Buchstabe L stand ur-
spriinglich nur filr , Leitsymptom®.
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8. Erginzungssiitze zum A —L-Satz

Der A—L-Satz erfordert die Voraussetzungen 1/A—L bis 4/A—L, die bei Vor-
liegen der Voraussetzung Ilc erfilllt sind. Unter Umstinden kann die Vorausset-
zung IIc, d.h. die Unabhingigkeit der Ereignisse in URS(L) und INH(L), sowie die
Unabhéngigkeit der Ereignisse in URS(L) gegentiiber den Ereignissen in INH(L),
nicht immer erreicht werden. Dann besteht die Moglichkeit, die gestellte Unab-
hiingigkeitsforderung dadurch zu mildern, daB man fiir die Elemente definierter

Teilmengen eine stochastische Abhingigkeit zuldBt.

Es werden folgende Bezeichnungen verwendet:

A Beliebig gewihlter, aber feststehender Verbund mit unnegierten Elementen
aus URS(L).

B Verbund mit beliebigen unnegierten Elementen aus
URS(L) \ {Elemente in A}.

C Verbund mit beliebigen negierten Elementen aus
URS(L) \ {Elemente in (A B)}.

D Verbund mit beliebigen negierten oder unnegierten Elementen aus

INHA—L).
X Verbund mit beliebigen negierten oder unnegierten Elementen aus

URS(L) \ {Elemente in (A B C)}.

Voraussetzungen des A—L-Korollars 1 (Kor.1)

Fiir beliebig gewdhites A mit A := (A,... Ay und alle X gilt:
WKorl:  p((4—> LY(BX)—> L)| ABCDX)
= p(4-> L)| ABCDX)p((BX) —> L| ABCDX).
2Korl: p(4d—> L|ABCDX) = p(A->L|ABCD).
3/Kor.1: p(BX) — L] ABCDX) = p((BX) = L| 4:...A«BCDX).
4/Kor.1: p(X ) ABCD) = p(X | 41...A+ BCD).
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Ein Vergleich mit der Voraussetzung IIc zeigt, daB stochastische Unabhéngigkeit
statt filr URS(L) nur noch fir URS(L) \ {Elemente in (B C)} gefordert wird, und
statt fitr INH(L) nur noch fiir INH(L) \ (INH(C—L) U {Elemente in D}). Es folgt:

- Falls URS(L) zwei Elemente enthilt, die stochastische Abhingigkeit besitzen,
so wird eines der Elemente B oder C zugewiesen.

- Falls INH(A—L) ein Element enthilt, das gegentiber einem Element aus
INH((B X )1 stochastisch abhiingig ist, so geniigt es - nach den Richtlinien
des Kapitels 5 / Ziffer B) - eines dieser Elemente in D aufzunchmen, um die
Unabhéngigkeit von 4—L und (Bf( )—>L unter der Bedingung (ABCDX’ )zu
erhalten.

Man muf jedoch den Nachteil in Kauf nehmen, daB die Formeln des A—L-Korol-

lars 1 um so umfangreicher werden, je umfangreicher die Verbunde B, C, D sind.

Behauptung:
K, Kye URS(L) seien beliebig gewdihlte Ereignisse.
Falls [Elemente in URS(L) \ {Elemente in (B C)} sind unabhdngig]
A [Elemente in INH(K;—L) \ (INH(C—L) U {Elemente in D)) sind unabhdngig
von Elementen in INH(K;—L) \ (INH(C—L) v {Elemente in D})]
~ [Elemente in URS(L) \ {Elemente in (B C) } sind unabhdngig von
Elementen in INH(L) \ (INH(C—L) U {Elemente in D})]

=

fiir alle Elemente in URS(L) sind 1/Kor.1 bis 4/Kor.1 erfillt,

Definition_(Bedingte Selbstdndigkeit)

Ein aus unnegierten Elementen von URS(L) bestehender Verbund A heifit selb-
stindige Ursache von L unter der Bedingung (B C D), falls A die Voraussetzun-
gen 1/Kor.1 bis 4/Kor.1 erfiillt.

Zum A-»L-Satz wird das A—L-Korollar 1 angegeben, dessen Voraussetzungen,

wie oben aufgezeigt, weniger fordern als die des A—>L-Satzes. Man erhilt:
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Saty
A—>L-Korollar 1
A ist eine selbstandige Ursache von L unter der Bedingung (B C D). Dann gilt:

_ P(L| ABCD)- p(L] A...Ax BCD)

D)- 8.1)
p(L| Ar...Ax BCD)

p(4— L| ABCD)

p(L| ABCD) = p(L| A:...Ax BCD)

Sl R . (8.2)
(L) ABCD)- p(L| Ar...Ax BCD)

p(A—> L| ABCDL) =

Beweis:

1.

Aus 1/Kor.1 und 3/Kor.1 folgt fiir alle X:

p((BX) - L| ABCDX) = p((BX) - L| 41...A«BCDX).
P((BY) - L| ABCDX(A— L)) = p((BX)—> L| ABCDX).

=

P((BX) > L| ABCDX(A— L)) = p((BX) - L| A1..AxBCDX).
=

p((BR) - L]ABCDX (A= 1)) _ p((BX) > L_]Zl.‘.zk PCD)?) '
P(ABCDX(A— L)) p(Ai...A«BCDX)

-

p(X[(BX)— L]| ABCD(A> L)) _ p(/\;[(B)?‘) > 1] 4. A BCD)
p(X| ABCD(A - L)) p(X | 41...Ax BCD)

Mit 2/Kor.1 gilt fiir alle X :
p(A— L| ABCDX) = p(4 - L| ABCD).
=

p((A.L)ABCDX) _ p((ﬂ)ABCD).
p(ABCDX) P(ABCD)

=
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p(X | ABCD(4 > L)) = p(X | ABCD).
=
( wegen 4/Kor.1)

p(X | ABCD(A— L)) = p(X | 4. A«BCD). (**

Aus Glg.(*) ergibt sich mit Glg.(**) fur alle X:

P(XI(BX) = L)) ABCD(A—> L)) = p(X[(BX)~> L]| A1..AxBCD)  (**%
=

p(L| ABCD(A > L)) = p(L| A..A«BCD).

Der letzte Schritt ergibt sich , da die Glg.(***) fir alle X gilt, da nur (B X ) das
Ereignis L erzeugen kann, und da die Wahrscheinlichkeit von (X (B)? }—> L) un-
ter den Bedingungen (ABCD(—A—-—-)—L)) bzw. (—/il ...Z:.BCD) gleich groB sind.

2.

Ohne weiteren Einsatz von Voraussetzungen erhilt man durch Erweitern und

Umformen mit dem Resultat des 1. Teils:

P(LABCD) = p(LABCIXA —» L))+ p(LABCD(4 — L)).
=
P(LABCD) = p(L| ABCD(A ~» L))p(ABCD(A - L))

+ p(L| ABCD(A — L))p(ABCD(A —> L))
=

(wegen p(L| ABCD(A - L))=1 und

p(L| ABCD(A > L)) = p(L| A:..AxBCD) )

P(LABCD) = p(ABCD(A - L))+ p(L | 4s..Ax BCD)p( ABCD{A — L)).
=
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p(LABCD) = p(A— L| ABCD)p(ABCD)+ p(L| A:...A«BCD)p(ABCD)
- p(L| 4...Ax BCD)p(A -> L| ABCD)p(ABCD).

=

P(LABCD) = p(A—> L| ABCD)-[ p(4BCD)~ p(ABCD)p(L | 4...4«BCD)]
+ p(ABCD)p(L| 4:...A«BCD).

=

p(LABCD) ~ p(ABCD)p(L | 41...A+ BCD)
P(ABCD) - p(ABCD)p(L| Ar...AxBCD)

p(A— L1 ABCD) =

=

~ p(L| 41...Ax BCD
p(d— L| ABCD) = PLIABCD) - pLI A1 A BCD)
p(L| A1...4«BCD)

Die Glg.8.2, die zweite Gleichung des A—L-Korollars1, gilt wegen:
p((4 > L)ABCDL)

p(ABCDL)
p((4— LYABCD)

P(ABCDL)

p(A - L| ABCD) a
p(L|ABCD)

p(4— L| ABCDL) =

Mit dem A—>L-Korollar 1 kdnnen die Unabhingigkeitsforderungen des A—L-
Satzes schrittweise vermindert werden. Sind schlieBlich in (4 B C) sémtliche Er-

eignisse aus URS(L) enthalten, ist also ¥ =@, so erléschen die Voraussetzun-

gen 2/Kor.1 und 4/Kor.1. Es folgt das A—L-Korollar 1.1:

Satg
A—L-Korollar 1.1
(A B C) enthalt sdmtliche Ereignisse von URS(L). Fiir beliebiges A := (A).. Ay

gelten die folgenden Voraussetzungen:
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I/Kor.1.1: p((A—L) (B—»L) |ABCD) = p(A—»L|ABCD)p(B—>L|ABCD).
2/Kor.1.1:  entfillt.

3/Kor.l.1: p(B-L|ABCD) = p(B—L| A ... Ax BC D).
4/Kor.1.1: entfillt.

Dann folgt:

p(L| ABCD) - p(L| A:...Ax BCD)

p(4— L| ABCD) = P
p(L| 41...ABCD)

(8.3)

Beweis:

Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem A—L-Korollar 1 fir X=0.

Ergiinzung zu Glg 8.3

Behauptung:

Falls [Elemente in INH(A—L) sind unabhdéngig von Elementen in INH(B—L)]
A {Elemente in A sind unabhdingig von Elementen in INH(B—L)]

=

Aerfiillt 1/Kor.1.1 A 3/Kor.1. 1.

Aus dem A—L-Korollar 1 ergibt sich ein weiterer Sonderfall, falls mit Ausnahme

von 4 alle Ursachen von L negiert vorliegen. Es folgt das A—L-Korollar 1.2:

Satz
A—L-Korollar 1.2
(A C) enthdlt samtliche Ereignisse von URS(L). Damit gilt ohne zusdtzliche
Voraussetzungen mit den eingefiihrten Bezeichnngen:
(A —> L| 4CD) = P(L1 ACD) - p(L| A...4«CD)
p(L| Av..A:CD)
p(L| ACD). (8.4)

Beweis:

Die Behauptung folgt aus dem A—L-Korollarl mit p(L ]ZL.E‘ CD)=0.
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Filr einige Anwendungen ist die folgende Betrachtung bedeutsam. 4 := (Ar... Ay

und C = ( Z...ZV) seien Verbunde mit allen bekannten Elementen von URS(L),
dh.inA stehen die mit Sicherheit vorliegenden, und in C die mit Sicherheit nicht
vorliegenden Ursachen von L. Der Verbund B bestehe aus allen unbekannten Ur-

sachen von L. Ohne Einschrankung der Allgemeingiltigkeit sei D:= .

Existieren keine Ursachen von L auBerhalb von (4 C), ist B also leer, so wird
P(L| Ar...Ax Au...4,B) = 0. Falls jedoch ein Wert (L) Ar..AxAu.. AB)> O er-
scheint, muf die Existenz unbekannter Ursachen, also B # J, angenommen wer-
den. Nimmt man fiir p(L| A,...A,‘Z.....ZVB) willkiirlich einen Zahlenwert an, z.B.
D(L| A4,...4, Au..A.B) =0.75, so 1aBt sich die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl un-
ter den gegebenen Bedingungen der Verbund (4,...4y) das FEreignis L erzeugt, als
eine Funktion von p(L| Ar.. Ax Au...AB) darstellen mittels:

0.75 - p(L| Ar..As Au..AsB) 5.9
1- p(L| 41...Ax Au...AvB)

P(A— L A..A4 Au.. A, B) =

Wertetabelle:
(LT A A B] QT A A e AB)| gy 1) 4, A 4B
1= p(L | ArAs Au..AvB)

0.00 0.75 : 1.00 0.7500
0.01 0.74 : 0.99 0.7475
0.02 0.73 : 0.98 0.7449
0.03 0.72 : 0.97 0.7423
0.04 0.71 : 0.96 0.7396
0.05 0.70 : 0.95 0.7368
0.06 0.69 : 0.94 0.7340
0.07 0.68 : 0.93 0.7312
0.08 0.67 : 0.92 0.7283
0.09 0.66 : 0.91 0.7253
0.10 0.65 : 0.90 0.7222
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DL o A d ) QP A A s ARy gy g 440 B)
12 p(L| 41 A Au..A+B)

0.1 0.65 : 0.9 0.72
02 055 : 0.8 0.69
03 045 : 0.7 0.64
0.4 035 : 0.6 0.58
0.5 025 : 0.5 0.50
0.6 0.15 : 0.4 038
0.7 0.05 : 0.3 0.17
0.75 0.00 : 0.25 0

P(A—>L|A,..A, Au...A/B)
1.00_‘5
0.90_|
0.80_|
0.70_f
0.60_}
0.50

0.40 |
0.30_|
0.20_|
0.10_{
0.00_|

I l | | | ! I |
00 01 02 03 04 05 06 07 08

p(L) A1 A¢Au.. A B)
Abb.8.1:
Verlauf der Glg. 8.5.
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In Worten: Je héher die Wahrscheinlichkeit ist, daf§ L auch bei nicht vorliegen-
dem A existiert, desto geringer wird bei vorliegendem A die Wahrscheinlichkeit

fiir das Ereignis ,,A erzeugt L.

Mit den gewonnen Beziehungen kann auch ein bereits in Kapitel 5 genannter As-

pekt geklart werden.
Vermutung
Sind die stochastisch unabhdngigen Ereignisse A und B die Ursachen des Ereig-

nisses L, dann wird vermutet: p(AB| Z) = p(4] L) p(B} Z).

Diese (nahezu sichere) Vermutung erweist sich leider als falsch, d.h. sie gilt ohne

zusitzliche Voraussetzungen im allgemeinen nicht.
Denn bestehen keine weiteren Angaben zu den Gegebenheiten der gedufierten
Vermutung, so bedeutet dies, dafl die Beschaffenheit der Inhibitoren und ihre Ab-
hingigkeiten offen bleiben. Deshalb ist insbesondere nicht ausgeschlossen, daB
die Inhibitoren von 4—»L gegeniiber den Inhibitoren von B—L stochastisch ab-
hiingig sind, oder dafl Elemente aus URS(L) gegeniiber Elementen aus INH(L)
Abhingigkeit aufweisen. Ist also z.B. das Ereignis B ein Inhibitor fiir A—L, so ist
- falls weitere Angaben im Wortlaut der Vermutung dies nicht ausschlieBen - das
folgende Strukturschema zugelassen:

R

LD

Damit ist p(AB|L)# p(4|L)p(B|L), da zB. p(4|L) abnimmt, wenn die
Wahrscheinlichkeit von B abnimmt.

Klarheit im Hinblick auf die zu fordernden Voraussetzungen bringt das nachfol-

gende A—>L-Korollar 2.
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Sarz

A—L-Korollar 2

A und B sind beliebig gewdhlte Ursachen von L. Dann gilt unter der Vorausset-
zung, dafl A und B selbstdndige Ursachen von L sind:

P(AB| L) = p(4| L)p(B|L). (8.6)

Beweis:

p((AB) - L| AB)

p(A— Lyv (B — L)| AB)

p(A—> L)B—>L)| AB)

(wegen Voraussetzung 1/A—L)

p(A— L| AB)p(B — L| AB)

(wegen Voraussetzungen 2/A—L und 3/A—L)

p(4—> L{Ap(B—>L|B). *)

Aus der Beziehung (*) folgt nach Anwendung des A—L-Satzes:
pL|4B) _ pL1A) pdIB)

p(Li4-B)y  p(L|4) p(L|B)

=> (da 4 und B stochastisch unabhiingig sind)
p148) _ p@A) pIB)

p(L-4-B)  p(L-4) p(L-B)

=
p(4B|L) _ p(4L) p(B|L)

p(4:B|L)  p(A|L) p(B|L)

=

p(4B|TL) [1- p(4|L) - p(B|L) + p(4|L)p(B|L)]

= p(4|L)p(B|L) [1- p(4|I) - p(B|L) + p(4B|1)]. (*
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P(AB|L) [1- p(4|L) - p(B|I) ]
p(A\L)p(B|L) [1- p(A| L) - p(B|L)].

[l

=

P(4B|T) p(A|L)p(B|T).

fl

Hierbei erfolgt der Schritt zu Glg.(**) wegen:

p(4-B|T)= 1-p(- B| L)

1-p(Av B|L)

1-[p(4| L)+ p(B| L) - p(4AB| L)}
1-p(4|L)- p(B|L)+ p(4B|L). o

Besitzen somit zwei Ereignisse A und B die Eigenschafl, selbstindige Ursachen

des Ereignisses L zu sein, so verlieren sie zwar unter der Bedingung L ihre sto-

chastische Unabhéngigkeit, nicht jedoch unter der Bedingung L.
Die stochastische Unabhiingigkeit von 4, B als alleiniger Voraussetzung geniigt
nicht filr die Gtiltigkeit der Glg.8.6.

Eine unmittelbare Verwendung des A—L-Korollars 2 wird in Kapitel 9 beim Be-

weis der Glg.9.9 erfolgen:
Bezeichnen /; und I, zwei Inhibitoren, die auf den Ubergang K;—»F; wirken, und

sind weiter J; und I, selbsténdige Ursachen des Ereignisses (K, — F,), so erhalt
man mit Hilfe des A~L-Korollars 2 die Beziehung

piL | K, = R) = p(J;|K, -» F) p(l,| K, > F).

Der A-»L-Satz und das A—L-Korollar 1 wurden 1991 vertffentlicht. Siehe:
LIEBEL, F.-P.: Wahrscheinlichkeit der Entstehung eines Folgezustands aus einer vorhandenen Ur-
sache, In: Osterreichische Zeitschrift fiir Statistik und Informatik (ZSI), 21. Jg. (1991), Heft 3 - 4.
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9. Berechnung der ap-Wahrscheinlichkeiten

Zur Berechnung der ap-Wahrscheinlichkeit p(H | H') wird die mit (1.3) identische
Gleichung p(H | H') = p(H | UFKIJ) unter Nutzung der getroffenen Vorausset-

zungen wie folgt umgeformt:
p(HUFKIJ)
p(HUFKIJ) + p(HUFKIJ)

i
p(UFKI1J | H)p(H)
P(UFKIJ | H)p(H)

1
14 PEKJ H)pULH) p(H)
PFKJ H)p(UIL H) p(H)
1
, PCFKJH)p(U H)
P(FKJH)p(UL H)
1
1 PCFKJH) p(KJH) p(UI H)
P(F [KJH) p(KJH) p(U1 H)
i
p(F |KJH) p(H | KJ)p(UI H)
P(F \KJH) p(H | KJ)p(U1} H)
1
? | PE KT p(E) pUT H)
P(F KJH) p(H)p(U H)
1
4 PUF| KJH) p(UTH)
P(F | KJH) p(UIH)

= 1
PRI DD &0

p(F | KJH) p(H |UD)

p(H{UFK1J) =

=(Vorauss.IIf)

= Vi 1
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Der niichste Arbeitsschritt betrifft die Bearbeitung der bedingten Wahrscheinlich-
keiten p(F | K J H) und p(H | U I), die Teil der Glg.9.1 sind. Da diese Wahr-
scheinlichkeiten im allgemeinen ‘-Ereignisse aufweisen, wird im Verlaufe der Be-
rechnung auch eine Interpolation anzuwenden sein. (Zu Beginn des Kapitels 6

sind die in den Bedingungsverbunden erscheinenden Symbole definiert worden

als K = (K,K,K,) und U =U,U,U,).)

Zunichst wird p(F | K J H) einer Betrachtung unterzogen. Die zu (K J H) geho-
renden Elemente, d.h. die Ercignisse {K;, K3 K3 J;, J,, H}, sind gemifl Voraus-
setzung Ilc stochastisch unabhéngig. Da also fiir X; und K unter der Bedingung
(K; J H) Unabhingigkeit besteht, kann der Lineare Interpolationssatz wie folgt
eingesetzt werden:
P(FF,..F | KK, K JH)
= P(RF,..F, | KK, KK, | KDp(Ks | K3) *)

+ P(FF,..F,) KK, K,JH)p(K, | K)p(K; | K;)

+ P(FF,..Fy | KK K,JH)p(K, | K)p(K, | K3)

+ P(FF,..F, | KK, K,JH)p(K, | K)p(K, | Ks).

Um die Glg.(*) zu erreichen, kann auch ein anderer Weg beschritten werden, der
den Linearen Interpolationssatz nicht direkt nutzt, der aber fiir seinen letzten Be-
rechnungsschritt ebenfalls die Unabhingigkeit der Elemente in (K J H) bendtigen

wird.
Wir nutzen die sogenannte Kettenregel und filhren folgende Umformung durch:

P(F\KJH) = p(F...Fs|KJH)
= p(F) | F2..FsKJH} %
p(F | F3..FsKJH)
-p(Fs| Fa FsKJH)
-p(F4| FsKJH)
-p(Fs| KJH).
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Nun wird der L-Satz (Glg.4.3) 5-fach auf die rechte Seite der Glg.(**) angesetzt:
P(FFy.. Fy | KK, Ko JH)

o F K K Ky PELE) PUG LK) |

_ pK)  p(Ky)
P& | K) p(K, | K;)
p(F,..F,K.K,K,JH) AR AR

(K, | K)) p(K; | K,)
F,F,..F.X.K,K.,JH 34 ele.
.P( 2y KK K K\ JH) 7K (K, elc

Fo. pK, IKI) K, |K3)
PF.FK K, K,JH) oK) p(K,)‘ +..etc

- K, 1K) p(K; 1K)
FF...FKKKJH‘D(' 1 31737 4 elc.
PFF..FKK,K,JH) K oK) elc

= K, 1K) p(K, 1 K3)
P(F,..F,K KK, JH)=—1 1 3137 4 etc
s p(K)  pKy)

p(FFK K Ky PELE) PR K | e

pK)) r(K;)
P(K 1K) p(K, | Ky
P(F.K K, K,JH) KD oK) +..etc

pK, | Kl) pK; | Ks)
‘p(FsKlKZK,JH) oK) p(K,)' +..efc.
PRKIIDT oK) Ky

+...elc

K,|K)) p(K, | K,
PR FRKGKJH) ”(p('li‘) ) p(p(’;))’) +..ele.

K kK gy 2ELLK) pKs 1K)
B ,K,JH) p(K!) oK)

+...elc

1 pk, IK) p(K, | K))
p(F,F,..F,K,K,K,JH)- AN LR G LT S
_ eI k) pky)

1 (K 1K) p(Ks | K
P(K,K,K,JH)- LEIR) PR IRY
DI Ky pKy)

= (da die Elemente in (K J H) unabhiingig sind)
PR F,..F | KK KJHPK, | KPR, | K3)+ etc,

.efc
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Hinweis:

Es ist zuldssig, auf die linke Seite der Glg.(**) den Linearen Interpolationssatz
anzuwenden, da die dafiir erforderliche Ziffer b) erfiillt ist. Nicht zulissig ist da-
gegen eine solche Anwendung auf alle Faktoren der rechten Seite von Glg.(**),
da nur der letzte Faktor p(Fs | K J H) der Ziffer b) des Linearen Interpolations-

satzes genligt.

Zu kldren ist jedoch die Frage, ob auf der rechten Seite der Glg.(**) z.B. fiir den
den ersten Faktor p(F; | F...FsKJH) # p(F;| KJ H) gilt.
Diese Problematik hat sich in Kapitel 4 im Zusammenhang mit der Glg.4.4-9 er-

geben. Dort wurde die Ungleichung p(F, | KK, K, K,)# p(F | K K, K,) zur
Aufkldrung dieser Verhiltnisse herangezogen. Es wurde festgestellt, daB unter der
Bedingung (K,K,K,) das Ereignis F; nicht gegenliber dem Ereignis F; separiert
ist, da p(F, | F,K,K,K,) keiner Variablen der L-Netz-Berechnung zugeordnet
ist. Dieselben Argumente gelten fiir p(F; | F2...F5 K J H), so daf} unter der Bedin-
gung (K,K,K,JH) fur F; gegeniiber (F; ... Fs) keine Separation besteht.

Dies fithrt zu folgender Schluifolgerung;

- Esist nichi zuldssig, die Wahrscheinlichkeit p(F) ... F5 | K,K,K,JH)in die
Faktoren p(Fy | K,K,K,JH), p(F2 | K,K,K;JH) ..., p( F5 | K, K, K, JH) zu

zerlegen.
- Es ist vielmehr erforderlich, daf3 zuerst der Lineare Interpolationssatz ( oder

ein anderes Interpolationsverfahren) auf p(F\F,..Fy | K K, K,JH) angewen-

det wird, und daf3 erst dann die Zerlegung
P(EF,..F, | K,K,K,JH) = p(F, | K,K, K JH) - ... - p(Fs | K\ K, K, JH)
erfolgt (falls hierfiir die Voraussetzungen lla und Ilc erfilll sind).

Diese SchluBfolgerung findet ihren Ausdruck in den folgenden Glgn.9.2 und 9.3.



Kapitel 9: ap-Wahrscheinlichkeiten 95

Der Lineare Interpolationssatz (oder wie gezeigt auch der L-Satz) ergibt im Fall

vonn ‘-Ereignissen X,,..., K, , und bei Erfillung der dort genannten Ziffer b):

PFIK.KJH) = 3 p(F| K™ KSTH)pK® | K)o K | K.

Gy en=0,1

9.2)

Die Glg.9.2 enthilt Wahrscheinlichkeiten der Form p(F| K% ..K'JH), die

keine ‘-Ereignisse mehr aufweisen. Da der Bedingungsverbund alle Ursachen der
zu F gehorenden Folge-Ereignisse umfaft, siehe Voraussetzung Ila, und da fiir be-

liebige F,,F, e F die Elemente in INH('F, ) unabhingig sind gegeniiber den E-

lementen in INH(F, ), siehe Voraussetzung Ilc, erhilt man:

p(FIK™ .. KW JH) = T]p(F K" .. .K*JH). (9.3)

FeF

Die Glg.9.3 enthilt die Wahrscheinlichkeiten p(F; | X,...K, J H), F; € F. Um fur
Wahrscheinlichkeiten dieser Art unmittelbar die Zerlegung in Faktoren anschrei-
ben zu konnen, werden die Faktorisierungssitze T-9.4 und T-9.12 aufgestellt (das
Symbol T steht fiir Theorem).

Der Faktorisierungssatz T-9.4 liefert bedingte Wahrscheinlichkeiten, in deren Be-
dingungsverbunden jeweils nur noch ein Ursache-Ereignis mit p = 1 steht. Die In-
hibitoren verbleiben zunichst unverindert.

Dann stellt der Faktorisierungssatz T-9.12 das benétigte Mittel bereit, um zusétz-

lich auch im Hinblick auf die Inhibitoren eine Zerlegung ausfithren zu kénnen.

Satz

Faktorisierungssatz (T-9.4) (Faktorisierung hinsichtlich der Ursachen)

{H, K,,..., Ky} bezeichnet die Menge aller Ursachen fiir ein beliebig gewdhites Er-
eignis F), alle Elemente in {H, K,,..., K,,} sind selbstéindige Ursachen von F.
Exemplarisch seien (ndchste Seite)
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Iy, ..., 1, die Inhibitoren von K;—F; und
J, ..., Js die Inhibitoren von K;—F.
Dann gilt:
P(FVHK, .. K, 1,..1,J,.J,) = p(Fi|HEK:1..K») 9.4)
-p(Fi|HK, K2..Kul,..1)
-p(Fi | H-KiK, K3 Kud,..],)
-p(Fi | H - K\ K21K,Ks..K )
-p(F\|H -Ki.K,K,).
Insbesondere ist:

p(Fi| HK,..K,)

= p(Fi | HK\..Ka)p(F1 | HK, K 2. Kn) oo p(Fy | H - K1 KaaK,)). (9.5
Zusatz:

Ist in der Bedingung (H K; ... K,) ein Ereignis negiert, liegl z.B. (HK,...E;...K )

vor, so wird in (9.4) und (9.5) ein Term mit ausschlieflich negierten Ursachen

durch Eins ersetzt.
(9.6)

Beweis:
p(F | HK,..K 1,..1,J,..J,)
Pl(H—> F)v(K, > F)v..v(K, > R HK,.K I,.1J,.J,] (9.7)

1- plH> F)AEK, > F)nwn(K, = R HK, . K 1, d,J,..J,]

)

1-[1-p(H->F|HK..K1.1J.J,)]
{1-p(K, > F, | HK,..K I,..0,J,..J,) ]

{1-p(K, = F,| HK,..K,1,..1,J,..J,) ]

1]

(da Selbstindigkeit vorliegt)
( n4chste Seite )
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=1-[1-p(H - F,|HK1..K+)] (9.7a)
[1-p(K, - F, |HK,K2..Kul,..1,)]
[1-p(K, - F | H-KiK,K5..KaJ,..J )]

[1-p(K, = F|H-K1K2K,K+..K»)]

[1-p(K, > F,|H-K\..KunK,)]

I- p(FIHK| Kn)- p(FIH Kr..Kn)

1-
J 1- p(FIH Ki.Kn)

] (A—L-Satz/Korollar 1)

[1- P(F | HK K2 Kul,..1,) = p(F V H - K. Kl L)
1= p(F | H - K1..Knl,...1,)

7

P(FVH-KiK,Ks.. KnJ,..d )= p(F, | H - K1.. K0J,...).)
1- p(F | H-K1.. KnJ,...J,)

f1-

1

[1 p(FIH KIKZK K4 Kn) p(F]H Kl Kn)
1- p(F | H - Ki.Kn)

I

p(F\H K. Kn1K,)- p(F, | H-K1..K»)

f1- )P
1- p(F, |H -K1..K»)

]

Die Fortsetzung des Beweises wird fiir den letzten Faktor gezeigt:

p(F\H- K. KniK,)~ p(F, | H-K1..Kn)

1- n) TP |
1~ p(F, | H -K1..K»)

_ 1-p(F|H K. K») - p(F | H K1 KnK,) + p(F | H - K1.. K
1~ p(F, | H-K1..Kn)

= l—p(ﬂ|ﬁ'il...-l_<-n—|Kn)
l_p(F lH'El...En)

(FIIH Ki.KniK W)
p(Fi|H-Ki.K»)
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Mit diesem Ergebnis folgt weiter:
PR HK..K I,..1.J,..J)

p(Fl | HK; En)

=1 AR Wkl
P(Fi|H K. Kn)

PRV HK K2 Knl,..0)
P(Fy H-Ki..K»)

Pp(F\H KK, Ks..Knd,...],)
p(F\|H K...K.)

PF | H- KKK, Ke.. Kn)
p(Fi | H K. K0»)

) p(}-l l_ﬁ'zl...E:HK")
pP(F\|H -Ki.Ka)
Mit p(F\ | H K,..K») =1 ergibt sich Glg.9.4.

Glg.9.5 stellt einen Spezialfall dar, der wegen seiner einprigsamen Form eigens

dargestellt wurde. Die Aussage (9.6) ergibt sich aus Glg.9.7, da fiir eine negierte

Ursache von F), z.B. fir K ; die Beziehung K> R =0 gilt. 0

Der Faktorisierungssatz T-9.4 erweist sich als auBerordentlich praktisch, denn ei-
ne Faktorisierung der Wahrscheinlichkeit p(;“_l | H K}... K) kann unmittelbar an-

geschrieben werden.
Beachtenswert ist auch die Strukturierung der einzelnen Faktoren des Produkts

p(F {HK\ ...En)p(i;l IEK,-IZL..E")- ..... -p(Fl IE'EI...EMJK").
Jeder Bedingungsverbund der enthaltenen Wahrscheinlichkeiten besitzt genau ei-

ne mit p = 1 vorliegende Ursache. Dadurch werden reprisentative Stichproben zur

Ermittlung der jeweils zugehdrigen relativen Héufigkeiten sehr vereinfacht. Im
Fall der ersten Wahrscheinlichkeit bedeutet es, da man eine Population mit der
Eigenschaft H heranzieht und dabei sicherstellt, dal alle weiteren Ursachen K| bis
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K, nicht vorliegen. Sodann sind auf dieser Population die Fille mit dem Folge-
Ereignis F; abzuzghlen, und abschlieBend ist nur noch die relative Haufigkeit

1-h(F, | HK)...K ) zu bilden.

Ein erneuter Blick auf Gig.9.4 zeigt, da Faktoren wie p(—F—l | HK ,Ez...f..l 1)
und p(f. |H-KiK N Ks ...E,.J\...J )enthalten sind, die zahlreiche nicht-negierte
Inhibitoren aufweisen konnen. Es ist moglich, filr diese Wahrscheinlichkeiten eine
weitere Zerlegung in Faktoren anzugeben, wobei jetzt im Hinblick auf die Inhibi-
toren zerlegt wird.

Die Bezeichnungen des Fakiorisierungssatzes T-9.4 werden beibehalten, d.h. F;
ist ein beliebiger Netzknoten, K ist ein beliebig gewihltes Element aus URS(F)),
und die Ereignisse /;,..., I, sind die Inhibitoren von K;—Fj;.

Die nachstehende Voraussetzung, die bereits in Kapitel 6 genannt wurde, ist er-
forderlich.

Selbstindigkeitsvoraussetzung fiir Inhibitoren
Fiir einen beliebigen Ubergang K,—F) gilt: Falls K existiert, dann sind die auf

K;—F| wirkenden Inhibitoren 1,,..., I, selbstindige Ursachen des Ereignisses

(K, > F).

Erlduterung zur Voraussetzung fiir Inhibitoren
Fiir die 1y,..., I, die im Falle der Existenz von K; selbstindige Ursachen des Er-

eignisses (K, — F)) sind, gilt das A—>L-Korollar 2 des Kapitels 8 unverindert.

Fiir die dort verwendeten Symbole gelten folgende Entsprechungen:

A—-L-Korollar 2 Voraussetzung fiir Inhibitoren

Folge-Ereignis L K, - F)
Ursachenmenge {A, B} ... I}
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Die I,,..., I, sind mit der getroffenen Voraussetzung stochastisch unabhéngig unter
der Bedingung K;.

Nach dem A—L-Korollar 2 des Kapitels 8 wird die stochastische Unabhingigkeit
zweier Ereignisse I; und I, durch ein bedingendes, negiertes, gemeinsames Folge-

Ereignis nicht aufgehoben; nicht aufgehoben in diesem Fall also durch das doppelt
negierte Ereignis (K, — F,)= (K; — Fy). Die unter der Bedingung K unab-
hingigen Ereignisse 1),..., I, sind also auch unter der Bedingung (K, (K;—F))) un-
abhingig.

Die Unabhangigkeit von ,,..., I, unter der Bedingung (K; (K;,—F))) wird genutzt,
um den Satz T-9.9 aufzustellen, der dann fiir die Entwicklung des Satzes T-9.12

dient.

Satz
Faktorisierungssatz T-9.9 (Faktorisierung hinsichtlich der Inhibitoren)

F, ist ein beliebiger Netzknoten, K, ist eine selbstandige Ursache von F), und

1,,....1, sind die Inhibitoren von K;—F.

Die Selbstindigkeitsvoraussetzung fiir Inhibitoren sei erfillt.

Dann gilt:

p(K,-»F, | K .. 1,) =

p(K,—)FI|K|)-p(K'—)F'lK'I')- ..... ‘p(KI_)F‘llKIIr) . (98)
P(Kx"')FllKl) P(Kx"’FllKl)

Bezeichnen zusdtzlich

o PRIKNH KaKn) o pEIKLH Ko Ke) gy i
p(F, | K,H -K1..K») p(F, | K, H-K1..K»)

pKi—F; | K I; ... 1) = p(Ki—F; | Ky) -ip e e vrs (9.9)

Beweis:
Das A—L-Korollar 2 sagt aus, daB zwei stochastisch unabhingige Ereignisse 4

und B, die selbstindige Ursachen eines Ereignisses L sind, unter der Bedingung L
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unabhéingig bleiben. Damit sind die I,..., /. unter der Bedingung (K, — F)), also
auch unter der Bedingung (K; (K, —F))) stochastisch unabhingig. Es folgt:

p(K;—)Fl | K .. Ir)

_ p,..1 | K\(K, = F))-p(K (K, = F))
p(K)pl))-... pl,)

- PULIKK -F)  pd KK > R)

() p,)

K S FIKL)  pK > FIKL)
2K > RIK) k= Rk P ALK

Damit ist die Glg.9.8 bewiesen.

pK, > K 1K)

Die Giiltigkeit der G1g.9.9 wird exemplarisch fiir den ersten Quotienten gezeigt:
p(K, > F | K 1)
p(K, - F | K,)

p(K, > F, | K,1,H-K1..K )
p(K, > F,|K,H -K1..K,)

= (wg. Selbstandigkeit)

PR\ K1 H -K2..Kn)- p(F, | Kil,H-K..K»)
p(FV | Kil | H - K2..Kn)

= (A-L-Satz)

. p(Fl I_E.ﬁ-_iz.jn)
p(F | K,\H K2..Ka)-p(F, | K H-K2..K1)

= [ wegenp(F1 | K1 I) = p(F1| K 1))
PE\ KL H-K2..Kn)- p(F, | H-K1..K)

p(F, | K,H-K2..K+)- p(F, | H-K\.. X.) (9.10)
= [wegen p(F, lﬁ'El...E")=0]

p(F; |K|1|_H‘E2-..k_n)

P(F | K H K2.Kn) ©.11)
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Satz
Kombinierter Faktorisierungssatz T-9.12

{H, K, K,..., K} bezeichnet die Menge aller Ursachen fiir ein beliebig gewdhltes
Ereignis F), alle Elemente in {H, K}, K;,...,K,} sind selbstindige Ursachen von F.
Exemplarisch seien I,..., 1, die Inhibitoren von K;—F; und Ji,..., J; die Inhibito-
ren von K;—F).

Die Selbstdndigkeitsvoraussetzung fiir Inhibitoren sei erfillt.

Zusdtzlich zu den Symbolen des Faktorisierungssatzes T-9.9 bezeichnen

_ PRI H KK, K>..KaJy) . _ p(F|H KK, Ks..KnJ.,)

iz iy bn i leki SN P ek elalsbnd
p(F,|H-K:\K,K3..K») * (R |H-KiK,K3..Kn)

Dann gilt:

p(Fy|HK; . Kndyo 1, 0y Je) = p(Fi| HEK)..K») (9.12)
[1- p(F, | HK,K2..Kn)-i\..d,]
[1- p(F | H KK, K5..Kn)" jionndi]
-p(F,l—ﬁ'-EIEzKS_IEL‘.fn)
'p(-l‘:l IFI‘-E...E,,_, K,).

Beweis:

Die Behauptung folgt unmittelbar durch die Anwendung der G1g.9.9 auf Glg.9.7a.

Die Glg.9.1 enthilt auBer p(F | KJ H) noch p(H| U ]). Da es gelungen ist, beiden
Wahrscheinlichkeiten die Form p(Folgen | Ursachen A Inhibitoren) zu geben,
koénnen p(F | K J H) und p(H | U ) auf dieselbe Weise interpoliert und faktorisiert
werden. Die fir p(H | U J) erforderlichen Voraussetzungen wurden in Kapitel 6
mit einem *-Symbol gekennzeichnet.

Man erreicht eine Minderung des Aufwands, wie im anschlieBenden Kapitel 10
gezeigt wird; falls in dem Verbund U nur ein *-Ereignis steht. Beschriinkt man
sich zudem auf wenige Ereignisse fir (U J), so eriibrigt sich die Faktorisierung

(und die Gruppe der dazu verwendeten *-markierten Voraussetzungen).
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10. Berechnung eines L-Netzes

Eine Kausalstruktur wie in Abb.1.2 wird iiber die ‘-gekennzeichneten Ereignisse
der H/K-Ebene fortgesetzt. Das kann so erfolgen, daf fiir jedes dieser Ereignisse
modulartig ein L-Netz erstellt wird, wie es mit dem Beispiel der Abb.1.2 fiir A/
demonstriert ist. Die einzelnen Module sind iibersichtlich, und sie kénnen bei Be-
darf zu einer Gesamt-Kausalstruktur zusammengesetzt werden.

Diese Prozedur ist nicht obligatorisch, d.h. man kann zum Beispiel p(X, | K;) mit
Hilfe der Abb.1.2 ermitteln, ohne daf8 weitere Informationen herangezogen wer-
den. Aber die ap-Wahrscheinlichkeit von H, der unser priméres Interesse gilt, ist
ungenau, falls nur unzureichende Anstrengungen unternommen werden, um auch
die ap-Wahrscheinlichkeiten der tibrigen zur H/K-Ebene gehdrenden Ereignisse
mdglichst genau zu bestimmen. Zudem sind diese Ereignisse der H/K-Ebene auch
deshalb von besonderem Interesse, da sie Konkurrenten zu H sind. Deshalb ist es
nahezu unumginglich, das fir die Prim#rhypothese erstellte L-Netz bis zu einem
gewissen Grad durch weitere L-Netz-Module zu ergiinzen..

Das Beispiel der Abb.1.2 wird fortgesetzt durch zwei zu K, bzw. K, gehorende
L-Netz-Module, die wie folgt gewihlt sind:

R 1 RJ
K, IR H H' K, T/
Fi F, Fs
Abb.10.0:
Beispiel fiir zwei L-Netz-Module zur Fortsetzung von Abb.1.2. Die Module
bestimmen die Wertungsumgebungen fiir K; bzw. K.
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Das Anfiigen der obigen L-Netz-Module an das bereits existierende L-Netz der
Abb.1.2 ergibt:

N
Do

F-Ebene F; 0 Fa0 Fs0O

Abb.10.1:
Beispiel fiir ein vervollstindigtes L-Netz zur Bestimmung der ap-Wahr-
scheinlichkeiten fiir die Ereignisse der H/K-Ebene. Entwickelt aus Abb.1.2.

Schritt 1
Das L-Netz-Modul fiir die Primarhypothese H ‘ enthlt die Ereignismengen, die zu

WERT(H) gehoren, d.h. URS(H), FOL(H), DIFF(H), INH(H) und UV Z).

ZeFOL(H)
Die Menge DIFF(H) muf in jedem Fall vollzihlig sein (Voraussetzung Ila), fiir
die Menge URS(H) ist Vollzihligkeit (Voraussetzung I1a*) nur im Bedarfsfall zu
fordern, z.B. um die Glg.9.4 oder 9.12 anwenden zu kénnen.
Mabfgebend filr die Strukturierung des L-Netzes sind die in Kapitel 6 benannten
Kriterien. Es interessieren die ap-Wahrscheinlichkeiten der ‘-Ereignisse in der
H/K-Ebene.

Schritt 2

Fiir jedes ‘-gekennzeichnete Ereignis des Kausalnetzes wird unter Verwendung
der Glg.1.2 eine sogenannte Wertungsgleichung erstellt. Man erhlt das folgende
Gleichungssystem der Glgn. 10.1 bis 10.5:
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p(H| W(H) ( identisch mit Glg. 1.3)

= pH|UFKIJ)

p(H |UUU,FF,F, FFKK,K 11,0, J,). (10.1)
pKi | W(Ky)

= p(K,|F,F,H JR). (10.2)

p(H|H)

(K11 Ki)

P(Ks| K3) = p(Ks | W(K3)

= p(K,| F,H'J,R,). (10.3)

p(Uz | Uz} = p(U2 | W(U3)

= pU,| HUUL1) (10.4)

p(Us| Us) = p(Us| W(Uy)
= pU,|HUU,L1,) (10.5)

Vorteil gegeniiber anderen Systemen
Nicht zufriedenstellend gel6st war bisher das Problem, daB sich die ap-Wahr-

scheinlichkeiten der ‘-gekennzeichneten Ereignisse eines Kausalnetzes wechsel-
seitig beeinflussen. Durch die gleichzeitige Erfassung aller unbekannten ap-
Wahrscheinlichkeiten in einem Gleichungssystem ist diese Schwierigkeit beho-

ben.

Die weitere Aufgabe besteht nun darin, jede ap-Wahrscheinlichkeit als Funktion
der iibrigen ap-Wahrscheinlichkeiten darzustellen. Solche Funktionen stellen nach
Einfithrung der Interpolationssitze keine Schwierigkeit mehr dar.

Schritt 3

Die Anwendung des Allgemeinen Interpolationssatzes oder des Linearen Interpo-
lationssatzes auf das Gleichungssystem der Glgn.10.1 bis 10.5 fiihrt zum Glei-
chungssystem der Glgn.10.1a bis 10.5a:



P K)) = @igon

PK3 | K39) = wigo
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+ 1
PHIH) = gy

PF.F | KKK, D HYp(H | UD)
p(F F | K K, K,J, T2 H) p(H | UD

In Gig.10.1a ist gemdf Glg.9.2:
P(FFy | KK, K J,J2H)

(10.1a)

> P(F Fy | KW KK, H)p(K™ | KD p(K® | K,).

@1.43=0,1

In dieser Gleichung wiederum ist gemdf Glg.9.3

PR Fy | KWK, K™, T2 H)

in}

wobei gilt:

p(F | KWK, K0, T H)

p(F | K" H),

PR IKWKK®J L HY = p(F | KWJ,H),
PRI KKK I T H) = p(Fy | K,H),
PF KWK, KT T2H) = p(Fa|K,H),

P(F, | K'(m)KzK;lh)J' 72H)

Zudem ist in Glg.10.1a:
pH\UI) = pH|\U, U Uy I )
= (identisch mit Glg.4.5).
1

PRF, | HJK)p(K |R)
P(FF, | H'JK)p(K,|R)

(Berechnungen analog zu Glg.10.1a.)

1
(FslHJzKa)P(K:IR)
P(F | H'J2K,)p(Ky | Ry)

= (Gig4.1) (identisch mitGlg.4.2).

= @ig4.1) (wie Glg.10.4a; U, Uj vertauscht ).

PF | KT H).

5 —
HP(F: |K,("')K2K§"’)J|J2H),

(10.2a)

(10.3a)

(10.4a)

(10.5a)



Kapitel 10: Berechnung eines L-Netzes 107

Schritt 4
Wir wihlen, um das Beispiel ibersichtlich zu halten, willkirlich p(U, |U,) =1
und fiihren folgende Abkiirzungen ein:

x=p(H|H),
y= pK 1K),
z:= p(K, | K,),
u= pU,|U,).

Die Glg.10.1a bis 10.5a enthalten ‘-Ereignisse, die mit Glg.4.4 (Linearer Interpo-
lationssatz) bzw. mit Glg.9.2 entfernt werden, und die das Gleichungssystem in
folgende Form iiberfithren:

ve ! (10.1b)

1+aoyz+a,y-;+a2;~z+a3;-;{ 1 J '

=2z L =-1
byz+by-z+byy -z+by-z \cou+tcu

wobei fiir die verwendeten Symbole gilt:
a, = p(F,..F | K,K,K,J,J, -H),
a = p(F,..Fy | K\K, K, T, - H),
a, = p(F...Fy | K K,K,J\J, - H),

ay = p(F,..F; | K, K, K;J,J, - H),

bo == p(F;...F; 'K'KzK:!JIZH)’
b = p(F,...Fy | KK, K0, T, H),
b, = P(F,...F; |E;K2K3J|7;H)’

by = p(F,..F; | K K,K,J,J,H),

¢ = p(H|ULLUU,),
= p(HIUIIIIZE;UJ)'
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1

= _ , (10.2b)
1+ M '(—l— - 1)

ex+ex \ Sy

wobei fiir die verwendeten Symbole gilt:

dy = p(RF, | H), X)),

d, = p(F,F, | HJ, K)),

e, = p(F|F,| HJ|K,),

e = p(RF, | HJ|K,),

Jo=p(K|R,).

z= L (10.3b)

W hd .(L - 1)

hx+hx (K

wobei fiir die verwendeten Symbole gilt:

g = p(F; | HJ;-K,),

g =p(F, | H-J,-K;),

hy = p(Fy | HT,K;),

h = p(Fy | H-T)Ky),

ky = p(K5 | Ry).

u=lx+lx (10.4b)

wobei fir die verwendeten Symbole gilt:

ly = pU, |U\1,I,HU,),

l,=p(U, |UI1,HU,).

vi=pU, Uy =1 (10.5b)

(p(U, |U,) =1 wurde willkiirlich festgesetzt.)
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Schritt 5
Wir zerlegen in Faktoren (siche Glg.9.3) und weisen willkiirlich gewiihite Zah-

lenwerte zu:

ay = p(F..Fy | KKK, J, - H) = p(F,| K,K,K\J,J, -H)
-p(Fy | K,K,K,J,J, -H)
-p(Fy | KKK, J,J, - H)
-P(F,| K\K,K,J, T, - H)

-p(F | K,K,K,J,J, -H)

= p(F | K,H) =02
-p(F, | K\J H) =02
-p(Fy| K, H) =02
-p(F,| K, H) =08
-P(Fy| K J, - H) =01

= 02:02-0.2-08-0.1
= 0.00064.

a, = p(F..Fy | KszK_lej;’—ﬁ) =0

ay = p(F..F; | K,K,KJ,J, - H) :=0.

a, = p(F,..F, | K K,K,J,J, - H):=0.

by = p(F,..Fy| K\K,K,J,J,H) = p(F,|K,H) =05
-p(F, | K\J,H) =04
p(Fy | K H) =05
-p(F,| K, H) =05
-P(Fy| K, J,H) =05

=0504-05-05-05
= 0.025.
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b = p(F,..F; | KK, K,J,J, H)

b, = p(F,..F, | K,K,K,J, J,H) =

by = p(F,..Fy | KK, K3J, J, H)

¢, = p(H |UL,UU,) := 08.

¢, = p(H|U1,1,U,U;):= 0.4.

1
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p(F | K, H) := 0.5 (wie oben)
-p(Fy | K\J, H) ;= 0.4 (wie oben)
-p(Fy | K,H) := 0.5 (wie oben)
-p(F, | K,H) := 0.5 (wie oben)
-p(Fy | Ky -J,H) =01
0.5-04-0.5-0.5-0.1
0.005.
PR 1K H) =02
p(Fy | K,\J, H) ;=02
-p(F; | K,H) := 0.5 (wie oben)
-p(F, | K,H) := 0.5 (wie oben)
p(Fy | K, J,H) = 0.5 (wie oben)
0.2-02-05-0.5-0.5
0.005.

= p(F |K,H) := 0.2 (wie oben)
- p(F,y | K, J H) += 0.2 (wie oben)
-p(F, | K,H) ;= (.5 (wie oben)
.p(F, | K, H) := 0.5 (wie oben)

p(F, | K - J,H) := 0.1 (wie oben)

0.2-0.2-0.5-0.5-0.1
0.001.

Diese Zuweisungen ergeben:

(10.1¢c)

X =
0.0064yz

1

Gamvea)

1+ = = =
0.025yz+0.005y~z+0.005y-z+0.001y-z

0.8u+04u
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dy = p(FF, |HLK)) = p(F|HJ,K)

-p(F, | HJ,K,)
= p(F|HK) = 0.2 (wie oben)
-p(F, | HIK)) = 0.2 (wie oben)
= 0202 = 0.04
d, = p(F,F,|HJ,K,) := 0.
e = p(FF,|HIK)) = p(F|HJK,)
-p(F, | HJ,K,)
= p(F | HK,) -= 0.5 (wie oben)
-p(F, | HJ\K)) = 0.4 (wie oben)
= 0504 =02
e =p(FF,|HJK) = p(F|HK) = 0.2 (wie oben)
-p(F, | HJ\K,) ‘= 0.2 (wie oben)
=02:02 = 0.04,
Jo=pK,|R):= 0.6 Diese Zuweisungen ergeben:
r= o.o4xl TS (10.2¢)
aevaais (067
g =p(F,| HJ, - K;) := 0.1 (wie oben).
g =pF|H-J,-K;) = 0,
hy = p(Fy| HJ,K,)  := 0.5 (wie oben).
h = p(F, | H-J,K,) := 0.1 (wie oben).
ky = p(K, | Ry) =07 Diese Zuweisungen ergeben:
1 (10.3¢)

z= .
1+ 0.1x . (_l__ -1
0.5x+0.1x \0.7
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0.6

ly = p(U, |UL\1,HU,) -
I = pU, |U,,I,HU;) := 0.1.
Diese Zuweisungen ergeben:

u=0.6x+0.1x (10.4c)
Insgesamt wurde folgendes Gleichungssystem erreicht:

1

x= . (10.1¢)
14 0.0064yz ( 1 _1)
0.025yz +0.005y -z +0.005y -z +0.001y -z \0.8u+0.4u
ya 1 , (10.2¢)
+ ___.9;94x_.(_1_ _1)
0.2x +0.04x \0.6
z= 1 . (10.3c)
0.1x ( 1 )
— ]
0.5x+0.1x \0.7
u=06x+0.1x. (10.4¢)
Schritt 6

Um das aufgestelite Gleichungssystem der Glg.10.1¢ bis 10.4c zu berechnen, wird
das handelsiibliche Berechnungsprogramm “Maple 6” angewendet, wodurch sich

folgendes ergibt:

eqnl:=x=1/(1-+((0.00064*y*2)/((0.025*y *z)+(0.005*y*(1-2))+(0.005*(1-
¥)*2)+(0.001*(1-y)*(1-2)))) *((1/((0.8*u)+(0.4*(1-u)))-1)));
1

]
.00064yz(m— l)
1+ 53557+ 005y (1-2)+.005 (1 —3)z+.001 (1 -») (1 -2)

egnl =x=
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equ2:=y=1/(1+(((0.04*x)/((0.20*x)+(0.04*(1-x))))*((1/0.6)-1)));
1

02666666668 x
16 x +.04

eqn2 =y =
I+

eqn3:=z=l/(l+(((0.l*x)/((0.5*x)+(0.1*(l-x))))l*((l/0.7)-l)));

o3 = = 8571420 %

=

eqnd:=u=(0.6*x)+(0.1*(1-x));
eqnd =u=.5x+.1

solve ({eqnl,eqn2,eqn3,eqnd},{x.y,z,u});

{u=-1.042618895, z = .8926149951, y = .8423611317, x = -2.285237791}},
{x=-.2446786040, y = -.1500744630, u = -.02233930198, z = -.2546833095 },
{z=-.4372489087,y = -.2431224964, x = -2421083162, u = -.02105415808 },
{x=.9862353880, z = 9212550827, y = .8826419881, u = .5931176940 }

Damit gilt als Endergebnis:
p(H|H")=98.6%.

P(K, 1 K,)=88.3%.

p(K, | K,) =92.1%.

p(U, |U;) =59.3%.

Falls keine verdeckten Ursachen zu beriicksichtigen sind, kann man mit Hilfe des
Faktorisierungssatzes T-9.4 folgende Zerlegungen ausfithren:

PFI\HK) = 1-p(F\|HK\)p(F1 | K H).
p(F2| Ki J H)
p(F3| Kz H)

"

1- p(F2| HJ,K\)p(F2 | K, H).

1- p(Fs| HK2)p(Fs | K, H).
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p(F«|K,H) = 1-p(F K: H)
=1-[1-p(Fe|HK2)p(F+| K, H)]
= p(FA | HEz)p(FA IKZ-—I:I_).

P(Fy | Ky J2Hy= 1 - p(Fs | HK3)p(Fs | K,J H).

Um fiir das angegebene Beispiel auch hier eine klare Ubersichtlichkeit zu bewah-
ren, wurden diese Zerlegungen nicht ausgefithrt, sondern ¢s wurden die Zahlen-
werte unmittelbar den nicht zerlegten Wahrscheinlichkeiten zugewiesen.

In praxi liefern jedoch erst die Faktorisierungssitze T-9.4 und T-9.12 solche
Wahrscheinlichkeiten, deren relative Haufigkeiten anhand von Stichproben auch
ermittelt werden konnen, die also die Aufstellung geniigend guter représentativer

Stichproben ermdglichen.

Abschlufbemerkung

Es ist problematisch, die im Verlauf eines medizinischen Diagnoseprozesses an-
gehaufien Daten und Mefwerte ohne Hilfsmittel tiberblicken und werten zu wol-
len. Ein Diagnose-Expertensystem, aufgebaut nach den Grundsitzen des hier
vorgestellten Verfahrens, das kausale Strukturen berechnet und fiir die gesuchten
Wahrscheinlichkeiten konkrete Zahlenwerte ermittelt, kann eine entscheidende

Hilfe geben.
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11. Anhang

Verdeckte Ursachen

Bei Anwendung der Faktorisierungssétze T-9.4 und T-9.12 wird stets vorausge-
setzt, daB keine verdeckten und damit unberiicksichtigten Ursachen existieren. Ist
jedoch (in der Terminologie der vorangehenden Sitze) p(F, |17-E..‘.1?") >0,

und wendet man dennoch die Faktorisierungssitze an, so ist das erreichte Ergeb-
nis als eine Nherung anzusehen, Mit vertretbarem Aufwand kann jedoch die Dif-

ferenz ermittelt werden, die sich bei Anwendung der Faktorisierungssétze im Fall

P(F,VH-K:..X) =0und im Fall p(F, |H-K1..Kx) >0 ergibt.

Satg
Faktorisierungssatz T-11.1 (Glg.9.4 bei verdeckten Ursachen)

{H K, ..., K} sei die Menge der bekannten Ursachen eines beliebigen Ereignis-
ses F;. Es existieren unbekannte Ursachen von F,, die unter der Bezeichnung K,
zusammengefaft werden. Alle Ursachen sind selbstindige Ursachen von F.
Exemplarisch seien 1,,..., 1, die Inhibitoren von K;—F; und J,,..., J; die Inhibito-
ren von K;—F). Dann gilt:
p(Fy |HKy . Koy L Jy . Jy) = p(Fy|HK . K) (11.1)

- p(F1VHK,K2..Kal,..I)

-p(Fr\H - KK, K3..Kod,..J )

- p(F1 | H K1 K2K, K e Kn)

-p(F\\H -Ki.K,,K,) -f,
1
(7‘:1 I-f—l-—i(_x..jf_n)yq

mit f= (p und m := Anzahl der Elemente in {H, K,,...K,)}.

Der Wert vonp(F1 | HK ... Knly... I, Jy ... J,) fiir p(F,| H-K1..Kn) > 0 be-
tragt das f-fache des Ergebnisses von Glg. 9.4, f2 1,
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Beweis:
p(FHK,..K I,.1.J,.J,)
=pl(H->F)v(K, > F)v.v(K, >F)v(K, » )| HK,.K I,.1.J,.J.]

=1-pl(H > F)nn(K, S F)AK, > )| HK K ]
=1-[1-p(H - F,|HK,.K,I,..1J,..J.)]
{1-p(K, - F,| HK,..K,I,..1,J,..J,) ]

{1-p(K,— F |HK,..K,1I,..1,J,..J.)]
f1 -p(K, - F | HK,..K,I,..1 J\.J ) ]. *)

Der letzte Faktor wird wie folgt umgeformt:
1-p(K,—> F |HK,.K I,..1.J,..J)

I-p(K, > F) (K, ist selbstindige Ursache)

1-pl(K, - Fl)){(K B (wegen Glg.7.1)

It

1-p(K, > F | K,)p(K,)

1-p(K, - F,| K, H -Ki..K.)p(K,)

;. PR 11<ﬁ-7<]...'1€2-_p(ﬁ[E,’H.E,...'IE,,)
l—p(F; ]KyH'Kl...Kn)

pKy) (A—L-Satz)

= I-p(F | K,H Ki..Kn)p(K,)
Behauptung: X\ p(F, IKy—I?--I_(-n...E")p(Ky) = p(F,|H -K1..Kn).
Beweis: Falls F; existiert, dann ist p(K, | F,ﬁ-_f(_: oK) =1.

p(K,)
(K, | FH Ki..K»)

= rK) =

_ p(K,|H-Ki..Ka)
p(K,| FH Ki..Kn)

(Selbstiindigkeit)

p(K,H K. K)p(F H-K1..K»)
PK,FH K1 Kn)p(H-K1..Ku)

{nachste Seite)
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- _PE|H K. K.) , d.h. die Behauptung.
p(F; I K,H' Kl...Kn)

Mit diesem Ergebnis wird Glg.(*) wie folgt fortgesetzt:
=1-[1-p(H- F|HK:..K+)]
[1-p(K, = F,|HK,K2.. KnI,..1,)]
[1-p(K, > F\H-Ki\K,K3..KuJ,..J,)]
[1-p(K, - F,|H-K\K:K,K4..Kn)]

[1-p(K, —')F;I-ii'.l?l...in—lKu)] '/.7 (;{’ \T‘l 'R," .. —kh)

F1|HK .. K»
-7 PEIHKKs) (siche Beweis zu Satz T-9.4)
p(Fr | H-Ki..K»)
. p(i:l |_1'7K,—121..._12n1,...1,)
p(Fy | H-Kr..K»)

p(Fi[H KK, Ks..Knd,..,)
p(Fi|H-K...K»)

. p(Fi ]_ﬁ~7(-»k—zK,—EA...k—n)
p(Fi|H-K1..K»)

.p(Fll—ﬁ'El..._K‘n-lK") ; - e _—
p(Fi\H KKy P (% L H Ky .. K,,\)

= 1= p(F\ | HE1..Kn)
p(FrVHK, K2.. K l,..1,)
p(F1 | H-KiK,K3.. KoJ,..J,)
-p(Fi1|H -KiK:K,K4..K0)

(| H- KK K,) o |'ﬁ1E =
1 *Nl..An
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Der Satz T-11.1 sagt aus, daB der Gebrauch der Glg.11.1 anstelle der Glg.9.4 den
Wert von p(F: | HK,...K, I,...1,J,...J ) um den Faktor ferhoht.

Als ein Beispiel wihlen wir p(F, |ﬁ-E|...E,.) = 0.01 und m:= 11, wodurch sich
F=1p(Fr | H -K1.. K»)]™ =0.997"° = 1.1057 ergibt. Das bedeutet, daB der Wert
von p('l-’_| | HK,..K 1,..1,J,..J,) um 10.6% zunimmt, falls man bei Giiltigkeit

von p(F, | H-K)..K»):=0.01 die Glg.11.1 und nicht die Glg.9.4 verwendet.

Sat
Faktorisierungssatz T-11.2 (Glg.9.12 bei verdeckten Ursachen)
{H, K, ..., K.} bezeichnet die Menge der bekannten Ursachen eines beliebigen

Ereignisses F). Es existieren unbekannte Ursachen, die p(F, IE-E| Ka)>0
nach sich ziehen.
Alle Fi-erzeugenden Ereignisse sind selbstindige Ursachen.
1, ..., 1, sind die Inhibitoren von Ki—F; und J,, ... , J; sind die Inhibitoren von
K;—>F,. Die Selbstéindigkeitsvorausseizung fiir Inhibitoren sei erfilll.
Folgende Symbole werden verwendet:
o PO EL)  pEITCRRL)
P(F | HK,K2..K») p(FRVHK K2 .Kn)

o= p(F,|H-KiK,K>..KnJ,) . _ PR |H - K\K,K3..KuJ,)
C (R \H- KK, Ks.Ka) 7 p(FR | H-KiK, K> Kn)
Dann gilt.
o(F\ | HK; . Koy L0y J,) = p(Fi| HK .. K») (11.2)

[ 1- p(F,|HK,K2.. Kn)-iyd, ]’
[1- p(F,|H -KiK,K>..Kn) j1d ]

- p(F, | H- K K2K,Ka..Kn)

p(Fi|H-K1..K,,K,)-*.

Hierbei bedeuten:
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[1- p(F,\ HK,K1..Kn)"i,..i,]" erhdlt man aus
[1- p(R I—ﬁK,Ez...E") -i,...i, ] durch die folgenden Ersetzungen:

p(F, VHK, K2..K») - p(F, | H-Ki.Kn)
1-p(F,|H K..Kn)

p(F | HK 1 X2 -I?n) ersetzt durch

’

i sp(F; I_EK|_IEZ...E"1|)
" p(F, | HK,K2..K»)

PR HK K2 Kal)) - p(F | H K
p(F |HK, K2..K )~ p(F, | H - K.

ersetzl durch

.Kn)
Ky
iy5.s,1, entsprechend.
[1- p(F, IE'EIKZEJ...Zn)' Jyeeds 1" erhdilt man mit einer analogen Prozedur.
1
S
(pF | H K. K

mit m*:= Anzahl der Faktoren in Glg.11.2 ohne [ ].

Beweis:
Die Ersetzung von p(F, | HK . Ez..._l_(-n)ergibt sich aus dem A—L-Satz,

_P(F, | HK,K2.K.1,)
p(F, |HK,K2.K»)

die Ersetzung von i,: folgt aus Glg.9.10,

der Faktor f* folgt aus Glg.11.1. 0

Wegen

p(F,\HK K2 Ky > PELAK K2 Ka) - p(F | H- Ky K (11.23)
1- p(F, | H-Ky..K»)

und

P(F1HK,K2.Kal)) | p(F | HK,K2.Ko$) - p(F, | H K. Ko) (11.2b)

P(F\HK,K2.K»)  p(F,|HK,K2..K»)— p(F, | H-K1.Kx)
ist{1- p(F, | HK,K2..Kn)-i,.d,} < [1 - p(F, | HK,K3..K»)-i,..i,]" . Dies gilt,

da p(F | EK, Ez...fn) und ij,..., ir stets durch kleinere Werte ersetzt werden.

Selbstverstindlich ist der Faktorisierungssatz T-11.2 ausgesprochen unhandlich.
Deshalb folgen die Ndherungen T-11.3 und T-11.4.
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Sarz
Faktorisierungssatz T-11.3 (Néherung fiir T-11.2)

Es gelten dieselben Bezeichnungen wie im Faktorisierungssatz T-11.2. Dann kann

Glg.11.2 wie folgt approximiert werden:
PFV|HKy .. Ky 1, i . Jy) ~ p(Fi|HEr .. K0) (11.3)

“[1- p(F 1 HK K2 Kn) hod, S ]
.[1 - p(FI 'ﬁ'ElK:EJ---—IZ”)'jI"'js 'fK,]

'p(E|E-E1E1K3—IZ4...En)

p(Fi|H K. K, K,)
Der erste Ausdruck in eckigen Klammern, der ausgeschrieben

- p(F,| HK,K2..X,) p(F,| K,H -K12..Kul,) p(FlKH K. KnI)f ]
- .
1 p(F K H-K2.Ks) ~ p(F 1K H-K1..Kn)

lautet, enthdlt den Faktor

fo = H(num(ql )= p(F | H -K1..Kn )}

num(q; )
wobei num(q,) den Zdhler (engl.: numerator) des A -ten Quotienten bezeichnet.

Alle weiteren Ausdriicke in eckigen Klammern erhalten ihren Faktor auf entspre-

chende Weise,

Beweis:
Der Ausdruck

- P& | HK,K2..K») p(F, |i1:{<|E_z...‘1§fl,) """ p(F, IHK K».K.1)
1 p(F, |HK,K2..K.) p(F, | HK, K2..K0)

enthlt dic Wahrscheinlichkeit p(F, | HK, K2...K ), die im Fall verdeckter

p(FiHK,Kz K- p(FlH K1..Kn)
Ursachen durch
rsachen durc - p(FlH AR

ersetzt wird.

Wir setzen p(F, | HK,K1..K»):=0.75, p(F; | H-K)...Ks):=x und betrachten



Anhang: Verdeckte Ursachen 121

» = 075-x sowie y, = 0.75~—x .
1-x
4‘ yl9 yl
1.00
_1
0.90_|
0.80_}
0.70_ S
\
0.60_| <
0.50, ™. Y
- ~
040 |
|
0.30_[ \
0.20 N
™~
0.10_] \
0.00 >
| I I | I | | I [ X
00 01 02 03 04 05 06 07 08
Abb.11.1:
Naherung von y, = (A HK K2 Kn) -~ p(F | H K1 K)o
1- p(F, | H -K1..K»)
y,= p(F IV HK,K2..Kn)- p(F,| H-K:1..X»).
Wegen (11.2a) und Abb.11.1 gilt:
o (TR Er K) > P(F | HK K>..Ky) - p(F, | H-K1..K»)
1- p(F, |H-K1..K»)
> p(F, | HK,K2.K»)- p(F,|H-K1..X0).
Deshalb vergrdfert sich
(1 - PELHK K2 Ko) p(RIHK K2 KoL) p(RAK K.Kal)
1 P(F | HK K 1..K») P(F, | HK,K1..K )
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falls p(F, | HK,K2..K ) durch p(F, | HK,K2..K») - p(F, | H - K1..K ) ersetzt

wird.
Diese Ersetzung ist gleichwertig zu einer Multiplikation von p(F | HK ,-1_<_z...7<—,.)

p(F, | HK,K2..K») - p(F, | H - K\..K»

—_—l ), da gilt:
P(F{HK K2..K»)

mit dem Faktor

p(F, | HK,K1..Ka)— p(F, | H-K1..K»)

p(F | HK K2 Kn) - p(F I H K. 1<)

= p(F |HK,K1..Kn
PR [ HE K2 Kn) p(F, | HK,K2..K)

p(F, | HK,K2..K.) - p(F,|H-K1..Kn)

Der Faktor LA L
p(F | HK,K2..K»)

selbst kann in der Form

num(q,)— p(F, | H-K1..Kn)
num(q,)

geschrieben werden.

pF | HK, K. K 1,) - p(F, |H -K1.K»)
p(F, | HK,K2..Kn) - p(F, | H-K1..K»)

Wir untersuchen nun , das die nichste

Ersetzung bildet. Um ein dhnliches Beispiel wie in Abb.11.1 zu geben, setzen wir
p(F |HK,K2..Ks) :=0.75,

P(EVH-Ki.Ka)  =x,

p(F | HK,K2..Ka1)) =05

und betrachten y, = 0.5-x sowie J05-x
N0 75-x G T TR
Wertetabelle:
X | 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

no 0.67 0.62 0.55 0.44 0.29 0.00
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. Vs V2
1.00_ ]
0.50_]
0.80_|
0.70_}
0.60_[

0.50_T &
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030 | \
020_| \
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00 01 02 03 04 05 06 07 08
Abb.11.2:
p(F,|HK,K2.Knl,)- p(F,| H-K1.Kn)

e —— durch
PF | HK K1.Kn)-p(F, | H-Ki.K2)

Naherung von y, =

. p(F, |ﬁK,’IEz..Eﬂ,)-_p(ﬂ|E-E...E..)_
: p(F, | HK,K1.K»)

Wegen (11.2b) und Abb.11.2 giit:
p(F,|HK,K1..KI,) . P(FIHK K2 Kal\)~ p(F,| H-K1.Kx)

p(F, |HK, K2..K») P(F | HK, K2.K 1) - p(F, | H - K1.K»)

p(F, |HK,K1. K1)~ p(F, | H-K1.K»)
p(F | HK,K2.K») '

Deshalb vergroBert sich

_ p(F|HKK2..K») p(F\HK,K2.Ka1)  p(F,|HK,K2.X.1,)

[ bt 2 Loty
1 p(F;IHK‘KZ-..Kn) p(F‘llHKlKZ...Ku)
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catis PENAK K2 Kal) 4 hp(FIHKKz Kul) = p(F | H-K1.Kn) _
p(F\HK,K1..K») p(F, |HK,K2.K»)

setzt wird.
p(F, | HK,K2.. K1)
p(F lHK KZ Kn)

Die Ersetzung ist gleichwertig zu einer Multiplikation von

P(F | HK K2 Kul) = p(Fy | H-K1..K) da gilt
p(F, | HK,K2..K.I,)

mit dem Faktor

p(F, | HK,K2.Kal1,)— p(F, | H-K1.K»)
p(F | HK,K2.Kn)

_ P(F\HK K2 Kul)) p(F | HK,K2.. K1)~ p(F | H K ..K»)
P(F | HK,K2..Kn) p(F, | HK,K1..Kx1,)

p(F, IHK'KZ'"IE'.'I')__ p(_li', |H K. Kn) selbst kann in der Form
p(};‘l lHKlKZ...Knll)

Der Faktor

num(q,) - p(F, |-17--1_(-1...—IZ,.)
num(q,)

geschrieben werden. 0

Satz
Faktorisierungssatz T-11.4 (Néherung fiir T-11.3)

Es gelten dieselben Bezeichnungen wie in T-11.2 und T-11.3. Danﬁ gilt fiir

Glg.11.3 folgende Ndherung:

PFVHEK) . Koy 1 Jy . Ji) = p(Fi|HE 1. Kn) (11.4)
[ 1- p(F,| HK,K2..Kn)+iy..d,]
[1- p(F\H-KiK K3 Kn) jyofi]
pF | H- B KK, e Kn)

r

p(Fi | H K1 K, K, ———.
P( l' ! n-l n) fx,'fx,
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Beweis:

Die Glg.11.3 enthalt den Ausdruck [ I - p(F; | HK,K2..K»)iy..d, - fy, ], der in
die Form [1 —a-f] umgeschrieben wird, mit den Abklirzungen

a:= p(F, | HK,K2..Kn) iy, ,

fi= fl(. .
Wir betrachten die Funktionen y, =1-a-f, y, = —l—i, Y3 = 1_11_‘1 mit a:= 0.5.
1 E
Wertetabelle:
1
i) /1 oy=t-af y2=1}—a y=f
f2
1 1 0.50 0.5000 0.5000
0.98 | 0.9899 0.51 0.5102 0.5051
0.96 | 0.9798 0.52 0.5208 0.5103
0.94 | 0.9695 0.53 0.5314 0.5157
0.92 | 0.9592 0.54 0.5435 0.5213
0.90 | 0.9487 0.55 0.5556 0.5270
0.88 | 0.9381 0.56 0.5682 0.5330
0.86 | 0.9274 0.57 0.5814 0.5391
0.84 | 0.9165 0.58 0.5952 0.5456
0.82 | 0.9055 0.59 0.6098 0.5522
0.80 | 0.8944 0.60 0.6250 0.5590
Wir werden [1-a- f ] durch [ 1—}—“ Jersetzen; [ L—Ta ] bleibt ungenutzt.
fl

Die nachfolgende Abbildung gibt einen Uberblick.

Es gilt f<1; f liegt nahe bei 1,da f, = H(num(ql) -p(FE | ;;.}z, ...1?"))'
X num(q,
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A Vs V2 s Vs
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Abb.11.3:

Ngherung von y, =1-a- f durch y, =1_—f_a_ oder y, =1—_—f1 fiir a:= 0.5.
f3

Die Ersetzung von [1~-a- f ] durch [ .lLf‘l ] ist eine von mehreren Wahimog-

lichkeiten. Man kann Ausdriicke der allgemeineren Form [ l}j—,g ] verwenden,

um [1-a- f ] zu ersetzen. Die hier fiir ¢ getroffene Wahl ist .= 1. O
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Zusammenstellung der Bezeichnungen

eN|

ap

A-L

DIFF(H)

E,
F
F;
FOL(H)
H

Einzelereignis, oder auch: beliebig gewéhlter, aber feststehender Ver-
bund aus unnegierten Ereignissen mit A = (A}... Ap).
Negiertes Ereignis. Das Ereignis A liegt mit Sicherheit nicht vor.
‘~Ereignis; siehe Definition in Kapitel 1, S. 20.
ap-Wahrscheinlichkeit ist die Bezeichnung fir den Spezialfall einer
a-posteriori-Wahrscheinlichkeit, in deren Bedingung alle Ereignisse
des betrachteten L-Netzes beriicksichtigt sind. Die ap-Wahrschein-
lichkeit des Ereignisses A“ ist p(d | 4) :=p(A | W(4).
Kausaler Vorgang ,.4 erzeugt L* . Ist A:= (4,...4y), so bedeutet
[A} ... AY—>L]: ,, A; erzeugt L v...v A, erzeugt L,
Synonym: Ubergang.
Friiher verwendete Bezeichnung fiir 4 —L.
Verbund mit beliebigen unnegierten Elementen aus
URS(L) \ {Elemente in 4}.
Verbund mit beliebigen negierten Elementen aus
URS(L) \ {Elemente in (A B) }.
Verbund mit beliebigen negierten oder unnegierten Elementen aus
INH(A—L)\ URS(L).
Menge der von H verschiedenen Netzknoten, die unmittelbare Ursa-
che fir Elemente aus FOL(H) sind.
(DIFF(H) umfaft diejenigen Elemente, die z.B. bei Anwendungen in
der Medizin differentialdiagnostisch zu H in Betracht zu ziehen sind.)
Ereignisse (evidences).
Verbund mit Elementen aus FOL(H).
Ereignisse aus F.
Menge der unmittelbaren Folgen von H.
Hypothese. H ist die zu Beginn wahrscheinlichste Ursache filr eine
vorgegebene Menge von Folge-Ereignissen.
Relative Haufigkeit.
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Verbund mit Elementen aus INH(Z).

INH(A—L) Menge der Ereignisse, die auf 4;—L, ..., 4y—>L inhibitorisch wir-

INH(Z)

J

K
K

L
p4|4)

ken.

Menge der Netzknoten, die iber Schaltstellen die auf einen beliebi-

gen Netzknoten Z hinfithrenden Kausalverbindungen inhibitorisch

beeinflussen.

Verbund mit Elementen aus | JINH(F,).

FeF
Verbund mit Elementen aus DIFF(H).

( K erinnert an ,.konkurrierend zu H*.)
Ereignis aus XK.

Beliebiges Ereignis (Leitsymptom).
ap-Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 4 *.

P(A—L | 4) Wahrscheinlichkeit des Ubergangs A—L unter der Bedingung 4.

q:

Ry R;
U
URS(H)
V

g

WERT(H)

W(H)
X

x

Variable, die den Wert 0 oder 1 annehmen kann.
Ereignisse aus URS(K ;) bzw. URS(K}3). (Représentanten.)
Verbund mit Elementen aus URS(H).

Menge der unmittelbaren Ursachen des beliebigen Ereignisses H.

Verbund, der aus (&,...E,E,,,...E,...E, )dadurch entsteht, dafl man

E, sowie belicbige weitere Elemente entfernt, i € N.

Menge aller Ereignisse mit potentiellem Einfluf} auf die ap-
Wahrscheinlichkeit von H (Wertungsumgebung von H).
Verbund aus den Elementen von WERT(H).
Beliebiger Verbund mit negierten oder unnegierten Ereignissen aus
URS(L) \ {Elemente in A}.
Beliebiger Verbund mit beliebigen negierten oder unnegierten Ele-
aus URS(L) \ {Elemente in (A B C)}.
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LITERATUR (In chronologischer Reihenfolge)

[DHNS1] DUDA, R.O.; P.E. HART; N.J. NILSSON: Subjective Bayesian me-
thods for rule-based inference systems. In: WEBER, B.L.; N.J. NILSSON
(eds.): Readings in artificial intelligence. Tioga Publ., Palo Alto Calif. (1981),
pp. 192 - 199,

Einige Autoren kritisieren, dafl die Gleichung (ebd. S. 194)
P(H|E')=P(H|E,E"P(E| E')+ P(H | E,E'")P(E|E")

nur dann die Form

P(H|E')=P(H|E)P(E| E')+ P(H|E)P(E| E") *)
erreicht, falls // and E’ unter der Bedingung E unabhiingig sind. Dieser Einwand
ist gerechtfertigt. Es wurde zudem mit Glg.4.7 in Kapitel 4 gezeigt, daf}

pH|U L Uy Uy U Us) = pHIU L LU, Uy)

nur gilt, falls H und (U;’ Us’) bei vorliegendem (U, I; I; U; Us) unabhingig sind.
Die Kritik verliert jedoch ihre Berechtigung unter dem Aspekt, dafl keine Gleich-
heit sondern lediglich eine Interpolation gefordert wird. Dann also kann man sich
auf (*) beziehen, nicht zuletzt weil auch bewiesen werden konnte, daB (*) im All-

gemeinen Interpolationstheorem als Sonderfall enthalten ist (Glg.4.1).

[BS84] BUCHANAN, B.G.; E.H. SHORTLIFFE: Rule-based inference sys-
tems. Addison-Wesley, Massachusetts (1984).
Dieses Buch ist eine der frilhesten Publikationen zur Problematik der Diagnose-
Epertensysteme. Es zeigt sehr klar, daB eine Fortsetzung der Diskreten Stochastik
nahezu unumginglich ist, falls bessere Hilfsmittel als nur das Bayes-Theorem
eingesetzt werden sollen. Von dieser Aufgabe haben wir uns inspirieren lassen
und ebenfalls versucht, zur Diskreten Stochastik einige Aussagen hinzuzufiigen.
Die folgende Vertffentlichung [Ada84] zeigt auf, daB die Autoren nicht allzu er-
folgreich waren, eine Fortsetzung der Diskreten Stochastik zu bewerkstelligen. In
In [Ada84, p.270] gibt J. Barclay Adams das folgende Statement:

“The fact that in trying to create an alternative to probability theory or reasoning
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Shortliffe and Buchanan duplicated the use of standard theory demonstrates the
difficulty of creating a useful and internally consistent system that is not isomor-

phic to a portion of probability theory™.

[Ada84) ADAMS, J.B.: A probability model of medical reasoning and the
MYCIN model. In [BS84, Chapter 12].

Die Aussagen von J. Barclay Adams im Hinblick auf das MYCIN Modell sind
klar und detailliert. Leider gibt er jedoch an keiner Stelle einen Hinweis, wie das

Modell zu verbessern wire.

{Pea86] PEARL, J.: Fusion, propagation and structuring in belief networks.
Artificial Intelligence 29 (1986), pp. 241 - 287.
Der Autor betrachtet ein Tripel x;, x3, x3, wobei x, ilber x; mit x; verbunden ist
(ebd. 8. 248). “The two links, connecting the pairs (x;, x5} and (x, x3), can join at
the midpoint, x;, in one of three possible ways

(1) x1¢=x; = x3,

(2) x;~> X3 = X3 OF X;€—X; € X3,

) x1=>x; ¢x3.”
Diese Konfigurationen werden im Hinblick auf die Unabhingigkeit von x; und x3
bei gegebenem x; diskutiert. Dadurch steht die Notwendigkeit einer eingehenden
Betrachtung der Aquivalenz von Kausalitdt und Unabhingigkeit auBer Frage.
(Diesem Thema haben wir ein gesondertes Kapitel gewidmet (Kapitel 5).)
Auf S. 248 behandelt der Autor separierte Ereignisse und gibt so einen weiteren
Beitrag hinsichtlich “a graphical criterion for testing conditional independence”.
Das Pearl-Buch befafit sich jedoch leider nicht mit Netzknoten unbekannter
Wahrscheinlichkeit. (Wir berilcksichtigen Ereignisse mit bekannter sowie unbe-
kannter Wahrschelnlichkeit, und im Verlauf des Kapitels 4 erfolgt die Diskussion
der zugehorigen Separationsmechanismen.)
Der Autor benennt auch eine ,.screening neighbourhood” (ebd. S. 249). Sie be-
steht aus “direct parents, direct successors and all direct parents of the latter.”

Nach unserer Meinung ist dies nicht die vollstindige Menge der Wertungsumge-
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bung. Zum Beispiel ist unabweisbar, daB eine kausale Zuordnung 4 —B durch ein
Ereignis C beeinfluBt werden kann, wenn C einen Inhibitor von 4—8 bezeichnet.
C ist jedoch kein Element der oben genannten ,,screening neighbourhood®.

Beginnend mit S. 250 enthiit das Buch eine Beschreibung von ,,belief propagation
in belief trees®. Wir sind dieser Methode nicht gefolgt, sondern haben eine alge-

braische Losung unter Anwendung nicht-linearer Gleichungssystem favorisiert.

[BS96] BAXT, W.G.; J. SKORA: Prospective validation of artificial neural
network trained to identify acute myocardial infarction. Lancet 347 (1996),

pp. 12 - 15,

Diese Versffentlichung beschreibt eines der wenigen medizinischen Diagnose-
Expertensysteme, die sich in praktischem Einsatz befinden. Die verwendete Me-
thode ist die Gaufl’sche Minimierung der Fehlerquadrate, die sich von unserem

Ansatz géinzlich unterscheidet, und die deshalb nicht adoptiert wurde.

[Lie91] LIEBEL, F.-P.: Wahrscheinlichkeit der Entstehung eines Folgezu-
stands aus einer vorhandenen Ursache. In: Osterreichische Zeitschrift fiir Sta-
tistik und Informatik (ZS1), 21. Jg. (1991), Heft 3 — 4, S. 125 — 146.
Originalpublikation des A—>L-Satzes und des A—L-Korollars 1.

[Lie99-Pat) LIEBEL, F.-P.: Verfahren zur Ermittlung von Wahrscheinlich-
keiten pathophysiologischer Zustinde als Zwischenergebnisse der Diagnosefin-
dung. European Patent Office, Patent Application No. 99105884.3-2201/
1026616, date of receipt March 24, 1999,

Fiir das Expertensystem ,,Berechnung kausaler Strukturen® bestehen die europi-
schen Patentanmeldungen 91104386.7 (1991) und 99105884.3 9999).

[Lie99-Eng] LIEBEL, F.-P.: Computation of Causal Networks. Pabst Verlag
Kdln (2002).
Die englische Ubersetzung des Buches.
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Errata

Berechnung kausaler Strukturen

Deutsche Fassung
ISBN 3-89967-011-6

Seite 116, Zeile 13:

Streiche: = 1-pl(K, > F)pK,)]
Setze: =] —p[(Ky R Fl)(Ky)]
Seite 116, Zeile 18:

Streiche: Behauptung: / - p(F, | K, H -K1..K.)p(K,)= p(F, | H -K1..K»).

Setze: Behauptung: p(F, | K, H - K1..Kn)p(K,) = p(F, | H-K1..K ).

Seite 117, Zeile 8:

Streiche: f1-p(K, > F,|H-Ki..KniK,)]

Setze: f1-p(K,—>F,|H-Ki..KniK,)] -p(Fi |H -Ki..K»).

Seite 117, Zeile 14:

. p(fx |ﬁ~f1...-fn—1Kn)
p(Fi|H-K1..K»)

Streiche;

.P(—I*:l |ﬁ'-k_1...fn-xKn) .

Setze; s
P(Fi|H-K:1..Ka)

p(Fi|H Ki.K»).

Die Bericﬁtigungen ermoglichen es, auf Seite 117, Zeile 20 den korrekten Wert fiir / unmit-

telbar nachvollziehen zu kénnen.
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