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VORWORT

In den letzten Jahren ist in Nordamerika auf dem Gebiet der
mathematisch-naturwissenschaftlichen Erziehung eine verstirkte
Diskussion um die Bereiche "Fertigkeiten” (skills), "Verstdndnis"
{understanding) und '"Problemldsen" (problem solving)! gefiihrt
worden, die ihren Niederschlag gefunden hat in Forschungsprogram-
men und Curriculumsempfehlungen. Die neuere Lern- und Wissens-—
psychologie tragt hierzu eine Fille von Erkenntnissen bei, die
fir ein besseres Verstdndnis der Lernvorginge und des kognitiven
Verhaltens von S3chiilern im Unterricht ven Bedeutung sind. Eine
Auseinandersetzung mit diesen Dingen im Rahmen der Mathematik-—
didaktik erscheint sinnvoll und notwendig. Im voriiegenden Buch
wurde dabei die Behandlung von "mathematischen Fertigkeiten" und
"Mathematikversténdnis" mit ihren wechselseitigen Beziehungen in
den Vordergrund gestellt.

Das Manuskript zu dem Buch entstand im Verlauf siner einsemestri-—
gen Vorlesung mit Seminarcharakter zu "Speziellen Fragen der
Didaktik der Mathematik" im Wintersemester 1983/84 an der
Universitdt Osnabriick. Die Veranstaltung war in erster Linie auf
die Bedirfnisse von Gymnasial- und Realschullehrerkandidaten
zugeschnitten, Jjedoch wurde der Rahmen weiler gezogen und zum
Teil auch auf angrenzende Themen eingegangen. Es wurde der Ver—
such unternommen, verschiedene, oft unabhdngig vorangetriebens
Ansdtze mit Bedeutung fiir die behandelte Thematik zu integrieren.
Vieles, was nicht direkt auf mathematische Kontexte zugeschriitlen
war, wurde fachspezifisch umgeseizt.

Das Buch kann in drei Teile gegliedert werden. In den Abschnitten
1 - 7 liegt das Gewicht auf der Konkretisierung und Diskussion
von Gedanken zu mathematischen Fertigkeiten. In Abschnitt 8
beginnt die nBhere Auseinandersetzung mit dem Versténdnisbegriff
in der Mathematik, die bis zur Behandlung der Rolle von Sprache
(Abschnitt 13} gefihrt wird. In den Abschnitten 14 und 15 wird
auf zwel Ansidtze eingegangen,die sich unter Sezug auf kognitions-
psychologische Medellbildungen mit der Schulung von Problemlose-
fertigkeiten befassen. Im letzten Abschnitt wird schiieBlich der
Versuch unternommen, die gewonnenen Einsichten wunter dem Ge-
sichtspunkt ihrer Relevanz fir den Schulalltag auszuwerten.



Literaturangaben finden sich jeweils am Ende des Abschnitts ihrer
erstmaligen Erwdhnung. Sdmtliche Literaturzitate wurden vom
Verfasser ins Deutsche ilbertragen. Ein Namensregister wurde ange-
figt; kursivgedruckte Seitenzahlen verweisen dabei auf angegebene
Literaturstellen.

Ich danke den Studenten und Kollegen, die mich zur Niederschrift
des Manuskripts ermutigt haben.

Osnabrick, Herbst 1884 Ipke Wachsmuth

INHALTSVERZEICHNIS

1. Einfithrung 7
1.1 Fertigkeiten

1.2 Versténdnis

1.3 Ubungen

2. Das Erlernen von mathematischen Fertigkeiten io
2.1 Forschungsfragen zu mathematischen Fertigkeiten

2.2 Welche mathematischen Fertigkeiten sollen erlernt werden?

2.3 Ein Mecdell zum Erlernen von Fertigkeiten

2.4 Literatur

2.5 {bungen

3. Die Reprasentation und Verarbeitung von Wissen im
GedZchtnis i5

3.1 Zur Arbeitsweise des Gedidchinisses

3.2 Das Kurzzeligedédchtnis

3.3 Langzeitgeddchtnis: Deklaratives und prozedurales Wissen
3.4

Ubungen
4., Automatische Fertigkeiten 20

4.1 Die Effekte des "Drillens" von Fertigkeiten
4.2 Chunking und automatische Fertigkeiten

4.3 Literatur

4.4 Ubung

5. Eine Diskussion lber Fertigkeiten im Mathematikunterricht 26

5.1 Gagnés Bemerkungen zur Psychologie des Mathemabik—
unterrichts
5.2 Auf der Suche nach Bedeutung im Mathematikunterricht:
Eine Antwort auf Cagné
3 Ausblick
.4 Literatur



6. Fortsetzung der Diskussion itber Fertigkeiten 31
6.1 Die "Back to basics"-Bewegung in den USA
6.2 Automatik von Fertigkeiten im Mathematikunterricht:

Eine Antwort auf Gagné
.3 Literatur
-4 Ubungen

[+ 3 )]

7. Abschlufi der Diskussion liber Fertigkeiten 37

7.1 Das Validieren von Resultaten
7.2 Gagnés Erwlderung auf die Kritiken
7.3 Kommentar
7.4 Literatur
7.5 Ubungen

8. Was ist "Mathematikverstindnis®? 44

8.1 Vorbemerkungen

8.2 Verstdndnis - wovon?

8.3 Verstidndnis -~ in welchem Sinne?

8.4 Ein Verstehensmodell fiir mathematische Begriffe
8.5 Literatur

9. Verstédndnis von mathematischen Begriffen und Fertigkeiten 49

9.1 Die Konstruktion eines Verstindnisses mathematischer
Begriffe .

9.2 Kommentar zum Verstédndnismodell von Herscovics und Bergeron

9.3 Verst#ndnis von mathematischen Fertigkeiten

9.4 {Ubungen

10. Verst&ndnis von dem Lisen von Problemen 54

ok

[N eNeNe

-1 Bemerkungen zum Information-Processing-Modell

.2 Verstéandnis beim Problemldsen

.3 Probleml®sen in anfangs nicht-mathematischen Situationen
.4 Literatur

I

)
et

Weitere Prédzisierung des Verstdndnisbegriffs 60

11.1 Davis'® Arbeit iiber mathematisches Verstindnis

11.2 Ein Beispiel flr alternative Mdglichkeiten des Verstehens
11.3 Beispiel eines Verstindnismechanismusses

11.4 Verstidndnismechanismen — Verstehen und Nichtverstehen
11.5 Zusammmenfassung der AuBerungen tiber Verstehen

11.8 Literatur

11.7 Ubung

12. Die Rolle von "Metakognition" fiir mathematisches
Verstidndnis 67

12.1 Was ist Metakognition?

12.2 Die Rolle von Metakognition in mathematischen Situationen
12.3 Probleme mit dem "mathematischen Welthild" -

12.4 Was tun? Praktische Empfehlungen fir den Unterricht

12.5 Literatur

13. Die Rolle von Sprache fir mathematisches Versténdnis 74

13.1 Metakognition und Automatisierung; Metasprache
13.2 Verstidndnisebenen bei mathematischen Fertigkeiten
13.3 Sprache und BewuBtsein

13.4 Literatur

13.5 {bungen

14. Eine entwicklungspsychologisch begriindete Lehrtheorie 80

14.]1 Der Ansatz von Case

14.2 Im Test: Unterricht zur Proportionalitst

14.3 Wann ist ein entwicklungsbezogenes Curriculum sinnvell?
14,4 Zusammenfassung

14.5 Literatur

15. Die Rolle von auswendig gelerntem Wissen beim
Problemldsen a7

15.1 Elaboratives Problemldsen

15.2 Vergessen

15.3 Eine Untersuchung zu Geddchtnisprinzipien beim
Problemlisen

15.4 Literatur

15.5 {bungen

16. Mathematische Fertigkeiten und Mathematikverstindnis 34

16.1 Zu mathematischen Fertigkeiten
16.2 Zu mathematischem Verstindnis

Namensregister 101



1. EINFUHRUNG

1.1 Fertigkeiten

Eine Fertigkeit ist, was jemand in der Lage ist zu tun, d.h. die
Fzhigkeit, bestimmte Handlungen oder Folgen von Handlungen (moto-
rische oder kognitive) auszufilhren.

Beispiele fiir Fertigkeiten:

~ moterische: Schreibmaschine schreiben
- mechanische: Alphabet aufsagen
~ Kognitive: Satzbau beim Sprechen

Mathematische Fertigkeiten sind in der Regel spezielle kognitive
Fertigkeiten.

Beispiele fiir mathematische Fertigkeiten:

- Additicnsalgorithmus ausfihren
~ Hauptnenner finden
Gleichungssystem 10sen
Funktion differenzieren

- Satz beweisen

Wir werden spéter sehen, daB es verschiedene Arten gibt, solche
Fertigkeiten auszufiihren: unter bewuBter Kontrolle der einzelnen
Schritie oder aber mehr oder weniger "automatisch". Dieses wird
fiir eine hier vertretene These iber das Zusammenspiel von mathe-
matischen Fertigkeiten und Mathematikverstindnis von Bedeutung
sein.

1.2 Verstidndnis

Eine BSache verstehen heifit, vereinfacht ausgedriick%, sie in
eigene geistige Kategoriensysteme einordnen zu k&nnen. Manche
soclche Kategoriensysteme sind mfglicherweise angeboren, z.B. kann
ein weinendes Baby durch gesignete Zusprache beruhight werden; es
"versteht" vermutlich die Lautmelodie als Ausdruck der Geborgen-
heit. Die meisten Kategoriensysteme sind erlernt, d.h. in der



Wechselwirkung des Individuums mit der Welt in die geistige
Struktur eingebettet worden.

Beispiele flr Kategorlensysteme als Grundlage von Verstandnis:
— Kenninis einer Harmonielehre zum Verstehen eines Musikstilcks
- der Energieerhaltungssatz zum Verstehen der Achterbahn

- Kommutativ— und Assoziativgesetz sowle das Stellenwertsystem
zum VYerstehen des Additionsalgorithmus

- Kenntnis wvon Dingen der Welt und von der Frozentrechnung zum
Verstehen einer Textaufgabe wie der folgenden:

*Tm SchluBverkauf wird ein Paar Stiefel als 30 % reduziert
angeboten. Der Ladenpreis war vorher DM 139.- Gerd hat noch
"einen Blauen" 1im Portemonnaie. Kann er sich die Stiefel
gaufen?!

Spater werden wir den Begriff '"Versté@ndnis" bzw. "Verstehen" noch
prazisieren. Zum Verstidndnis der Achterbahn etwa spielt sicher-
lich eine Rolle, daR man das Trigheitsgesetz und den Energie-
erhaltungssatz nicht nur mathematisch begriffen, sondern auch "am
eigenen Leibe"™ erfahren hat und im Geist eine Fahrt simulieren
kann. Und auch beim Losen der obigen Textaufgabe kommen verschie-
dene Arten des Verstehens zum Tragen: Eine beinhaltet das anfing-
liche Verstehen der Aufgabenstelilung, das die Konstruktion einer
geistigen Reprédsentation erfordert, in der die Problemldsung
vorangetrieben werden kann. Eine andere beinhaltet das Verstehen
der errechneten Lbsung oder das Verstehen der verwendeten Opera-
tionen und Verfahren.

1.3 lbungen

1. Uberlegen Sie sich finf weitere {mdglichst konkrete) Beispiele
fir mathematische Fertigkeiten wvom Grundschul- bis zum
Universitétsniveau.

2. ilberlegen Sie, welche der von Ihnen genannten Fertigkeiten Sie
automatisch ("im Schlaf"] und welche nur unter bewuBter
Beobachtung Ihres Vorgehens ausfihren kdnnen.

3. Fithren Sie eine Ihrer automatisch beherrschten Fertigkeiten
unter bewuBter Beobachtung jedes einzelnen Schritts tatsidch-
lich durch und uUberlegen sich dabei jeweils seine mathemati-
sche Begriindung.

Versuchen 5Sie, zwei zwanzigstellige Zahlen schriftlich =zu
multiplizieren und beschreiben Sie Ihre Beobachtungen.

Finden Sie ein Beispiel eines angeborensn Kategoriensystems.

Finden Sie drei Beispiele (mindestens ein mathematisches) von
erworbenen Kategoriensystemen, die Thnen ermiglichen, etwas zu
verstehen.

Lsen Sie die folgende Textaufgabe und beobachten Sie dabei
mdglichst genau, wie Sie vom Aufbau eines anfanglichen Ver-
sténdnisses bis =zur Losung vorangehen. Versuchen Sie, Ihre
einzelnen Schritte zu beschreiben.

Aufgabe:

Auf der Gangsterparty ist Sherlock Humbug, der Welt groBter
Detektiv, hinter einem Vorhang versteckt. Jemand bringt einen
Toast aus, und die Gangster stofBlen ihre Sektglidser an, jeder
mit Jedem einmal. Sherlock hdrt 105-mal die Gldser klingen.
Wieviele Gangster sind auf der Party?



2. DAS ERLERNEN VON MATHEMATISCHEN FERTIGKEITEN

2.1 Forschungsfragen zu mathematischen Fertigkeiten

In diesem Buch soll eine Analyse des Zusammenspiels von mathema-
tischen Fertigkeiten und MathematikverstZndnis in Angriff genom-—
men werden. Eine zur Zeit nicht unumsirittene These besagt, das
automatisierte Fertigkeiten zum Verstidndnis beitragen kdnnen. Die
Forschung Hber kognitive Fertigkeiten befindet sich eben erst im
Anfargsstadium, und es ist kaum etwas Uber mathematische Fertig-
keiten ©bekannt, das sich auf eine prdzise theoretische BRasis
stitzen kann. Die miglichen Folgerungen bisheriger Ergebnisse fir
das Mathematiklernen erscheinen jedoch von grofier Tragweite.

In 1.1 haben wir gesagt: Eine Fertigkeit ist, was

Lage ist zu tun. Woher nun kommen Fertigkeiten? Di

schen Autceren Suydam und Dessart (1980) haben eine ausfilhr
n

Abhandlung iber den Erwerb mathematischer Fertigkesiten verif
licht, in der sie schreiben (3.207}:

SIS

fur

iese Sichit stell rende Zusammenhange
Begriffen, Prinzi U Versté&ndnis her,
Erklidrung bedirfen. Tatsdchlich ist die Aufklzrung d
gen  zwischen YRechenfertigkeit" und mathematischem
eines der &Hltesten Anliegen einer Psychclogie des
unterrichits. Resnick und Ford (1981, S.24€) schreiben

Anstatt sich auf das Wechselspiel zwischen Berechnung

und  Verstehen, zwischen Ubung i Konzen—
trieren, sind Psychologen und Math t iker damit
beschaftigt gewesen, die lberleg eit nen iiber
das andere zu demcnstrieren. { VooDi 1ehungen
zwischen Fertigkeit und Verstindnis sind niemals effek-

o
tiv aufgekldrt worden.

Suydam und Dessart {1980} haben einige der in den letzten Jahren

i
[]

liber das Lernen und Lehren von Fertigkeiten gestellten Fragen
zusammengefalt (5.228%):

Sollten Fertigkeiten das Hauptgewicht oder geringeres
Gewicht im Mathematikprogramm bekommen? (...) Sollte das
Lehren der Grundrechenfertigkeiten auf einem Verstindnis
der Bedeutung der Schritte aufbauen oder auf mechani-—
schem Uben (...)7

Selite das Erlernen der Bedeutung von Fertigkeiten dem
Einiiben vorangehen, oder sollte erst eingeiibt und danach
ein Verstindnis entwickelt werden? {...)

Sclliten Fertigkeiten isoliert gelehrt werden oder einge-
bunden in den Zusammenhang? {...) Sollten Fertigkeiten
tbergelernt werden oder nur bis zu einem bestimmten
Punkt und dann Taschenrechner oder Computer eingesetzt
werden?

Die Forschung zu diesen Fragen hat sich bisher iiberwiegend mit
dem Erwerb der Rechenfertigkeiten auf Grundschulebene beschif-
tigt, ohne jedoch abschlieBende Kldrung zu bringen; erst verein-
zelt findet man Untersuchungen zu algebraischen Fertigkeiten, in
zunehmendem MaBe aber schon zum mathematischen Problemlitsen.

2.2 Welche mathematischen Fertigkeiten sollen erlernt werden?

ie Verschiebung der Gewichte in der Forschung zu mathematischen
Fertigkelten reflektiert offenbar den Wandel, der sich in den
letzten Jahrzehnten in der Auffassung von Schulma thematik voli-
zogen hat: Fir viele Jahre hat Mathematik an der Schule in Wirk—
lichkeit Rechnen und Berechnung bedeutet, bis hin in den Bereich
der Sekundarstufe. Mit der “Neuen Mathematik" kam daﬁn {in
Deutschland Ende der 60er Jahre} die Entscheidung, mehr und mehr
"formale" Mathematik im Primar- und Sekundarcurricuium einzufiih-
ren und schon pei sehr jungen Schillern Gewicht auf fundamentale
Begriffe wie Mengen, Operationen und Funktionen zu legen. Dieser
Anspruch hat sich aus verschisdenen Griinden nicht im gewiinschten
Umfang verwirklichen lassen; uw.a. war das Erreichen der neuen
Ziele bel gleichzeitigem Auf- und Ausbau von Rechenfertigkeiten
wie bisher ohne Abstriche auf der einen oder anderen Seite kaum
moglich.

Noch komplizierter wird die Lage, wenn man einen Unterrichts-—
ansatz diskutiert, der weniger mit den mathematischen Inhalten
{("Stoff") befaBt ist als mit Mathematik als einer speziellen Art
des Denkens (problemorientierter Unterricht). Faft man Mathematik
als Denkweise auf, kommt man nicht umhin, Problemldsen und mathe—
matisches Entdecken nicht eben als Methode zum Lehren mathe-
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matischer Begriffe, sondern als ein Houptziel der Mathematik-—
erzichung anzusehen. Auf jeden Fall sollten die in  der Schule
erworbenen mathematischen Grundfertigkeiten mehr umfassen ails
eine Sammlung von Berechnungsverfahren.

Im Oktober 1975 fand in Euclid im amerikenischen Bundesstaat Ohio
eine Tagung iber mathematische Grundfertigkeiten und Lernen
{"Conference on Basic Mathematical Skills andg Learning"} statt,
in deren Folge eine Gruppe von fiihrenden Mathematikern und Mathe—
matikerziehern zehn Gebiete identifizierte, auf denen alle
Schiiler Grundfertigkeiten erwerben solien: Problemidsen; Anwenden
von  Mathematik auf Alltagssituationen; Wachsamkeit in Hinsicnt
auf die Verninftigkeit von erhaltenen Resultaten: Schitzung und
Ndherung; "angemessene' Rechenfertigkeiten; Geometrie; Messen und
Mefverfahren; Lesen, Interpretieren und Konstruieren von Tahel-
len, Diagrammen und Graphen; Gebrauch von Mathematik fir Vorher—
sagen; Erfahrung mit dem Computer.

Die amerikanische Dachorganisation fiir Mathematiklehrer (National
Council of Teachers of Mathematics) hat auf gleicher Linie
Empfehlungen flr das Mathematikcurriculum der 80er Jahre ausge-
arbeitet, in denen die neue Sicht von mathematischen Grundfertig-
ketten kennzeichnend ist., Vorsicht ist jedoch insofern geboten,
als 1in der vorgenommenen Eingrenzung von Gebieten keine klare
Unterscheidung zwischen Fertigkeit und Versidndnis getroffen ist.
Wir wollen im folgenden scharf zwischen dissen beiden Begriffen
trennen, da mglicherweise verschiedene Lernmechanismen zugrunde
liegen. 5o hdtte es besser geheifien, dafi die genannten Gebiete
Kompetenz in bestimmten Fertigkeiten erfordern, eingebetiet in
ein geelignetes System von Begriffskategorien, die ein Verstindnis
dieser Fertigkeiten und des Umgangs mit ihnen ermdglichen.

2.3 Ein Modell zum Evlerrnen von Fertigkeiten

Aus dem oben Gesagten felgt, daB beim Erlernen von Fertigkeiten
der Aufbau von entsprechenden Kategoriensystemen beachtet werden
muBl. Der Psychcloge John Anderson (1980, $5.228) gibt eine Folge
von drel Schritten an, in der das Erlernen einer Fertipgkeit
erfolgen kann (es wird nicht gesagt: muB):

{1) pie kognitive Stufe, in der eine Beschreibung der Fertigkeit
gelernt wird mit dem Anliegen, das Verfahren zu verstehen;

(2} die asscziative Stufe, in der die Beschreibung der Fertigkeit

in eine Prozedur, d.h. einz Methode zum Ausfiihren der Fertig-
keit iiberfihrt wird;

iz

(3) die autonome Stufe, in der die Fertigkeit durch Uben mehr und
mehr Yeingeschliffen" wird; eine in Gedanken zunidchst auf-
tretende Begleitung des Tuns durch Worte verschwindet dabei
haufig {tatsdchlich kann die Fihigkeit des Verbalisierens
einer Fertigkeit vdllig verloren gehen).

Dieses Modell zum Fertigkeitserwerdb beinhaltet eine ausdriickliche
Unterscheidung =zwischen Kenmwtnis und Kbnmnem: Es sind offenbar
zwel verschiedene Dinge, ein Verfahren zu kennen und die Abfolge
seiner Schritte beschreiben und erklidren zu kdnnen gegeniiber dem
Ausfihren, dem Tunkdnnen des Verfahrens — eine ganz andere Art
von "Wissen". Man vermutet - bestdrkt durch die Tatsache, daB die
Fdhigkeit zum Verbalisieren ven Fertigkeiten in bestimmten Fdllen
v6llig verleoren gehen kann - daB diese unterschiedlichen Arten
von Wissen auch in verschiedener Weise im Geddchtnis repr#sen—
tiert sind. Bevor wir uns ndher damit beschidftigen, wird es
erforderlich sein, theoretische Uberiegungen zur Wissensreprisen—
tation anzusprechen.

2.4 Literatur

Folgende Schriften liegen diesem Abschnitt zugrunde und kdnnen
zur welteren Lektire empfohlen werden:

anderson, J.R. (1980). Cognitive Psycholegy and Tts Implications.
San Francisco, Cal.: Freeman.

Resnick, L.B. & Ford, W.w. {1981). The Psychology of Mathematics
for Instruetion. Hillsdale, N.J.: Erlbaum.

Suydam, M.N. & Dessart, D.J. ({(1980). Skill Learning. In R.J.
Shumway (Ed.): Research 1in Mathematies FEducation.  Reston,
Virginia: The Wational Council of Teachers of Mathematics, Inc.

National Council of Superviscrs of Mathematics {1977). Position
Paper on Basic Mathematical Skills (erhiltlich beim ERIC docu-
ment reproduction service, No. ED 139654}.

National Council of Teachers of Mathematics (1980). An Agenda for
Action - Recommendations for School Mathematics of the 1880's,
Reston, Virginia: National Council of Teachers of Mathematics,
Inc.
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2.5 Ubungen

1. Nehmen Sie Stellung zu den am Schlufl von 2.1 zitierten Fragen
Uber das Lernen und Lehren von Fertigkeiten, um sich iiber
Ihren augenblicklichen Standpunkt dazu klarzuwerden.

2. Zu den in 2.2 genannten zehn Geblieten von Grundfertigkeiten:
Uberlegen Sie, in welchen Gebieten Sie selbst Grundfertig-
keiten haben bzw. als Schiller hatten.

3. ©Skizzieren BSie in einem Entwurf, wie Sie nach den von
Anderson  genannten Stufen eine Fertigkeit in der Schule leh-

ren wirden:

a} fiir die Fertigkeit, guadratische Ergdnzungen auszufiihren;
b} fiir eine beliebige andere Fertigkeit.

¥

3. DIE REPRASENTATION UND VERARBEITUNG VON WISSEN IM GEDACHTNIS

‘.1 Zur Arbeitsweise des Geddchtnisses

Vilr  unsere Zwecke wird es hilfreich sein, die Sichtweise der
modernen  Informationsverarbeitungspsychologie (Information Pro—
ssing Psychology; Anderson, 1980, Resnick & Ford, 1981) aufzu—
preifen: Sie sieht das menschliche Verhalten insgesamt als Resul-
tat  des geistigen Verarbeitens von Daten (Information} an. Die
tnten selbst kdnnen von “innen" wie von "auBlen" stammen, d.h.
“eits im Geddchtnis gespeichert sein oder aber als Sinnesreize
auns der Umgebung aufgenommen werden. Dazu ein einfaches Beispiel.

Problem: Benzinverbrauch des Autos iiberprifen

interne Daten: Formel fir Verbrauch auf 100 km; Schranken fiir
gute und schlechte Verbrauchswerte; kleines Einmaleins etc.

wxterne Daten: Kilometerstand beim Tanken; Tankuhr-Anzeige

Ergebnis der Informatiomsverarbeitung: Verbrauch 15 1 / 100 km;
Verbrauch zu hoch

Fesultierendes Verhalten! Werkstatt aufsuchen

ibwohl es viele Unterschiede im Detail gibt, beziehen sich so gut
wie¢ alle Psychologen, die mit dem Information-Processing-Ansatz
arbeiten, auf eine gleiche Annahme iber die '"Architektur'" des
menschlichen Geistes: daB ndmlich die Information in einem System
von “Speichern” verarbeitet wird. Jeder dieser Speicher ist fihig
«u  bestimmten Arten der Informationsspeicherung und -verarbei-—
tung, wund jeder unterliegt ganz spezifischen Beschrankungen.
fusammengencmmen stellen diese Speicher das "Informationsverar-
beitungssysten'" dar.

er Vergleich mit einem Computer ist nazheliegend und nicht zufdl-
lig: Auf der einen Seite sind derartige Vorstellungen im Rahmen
der Kinstliche-Intelligenz-Forschung an Computern pr&zisiert
worden, auf der anderen werden als methodisches Mittel der exak-
Len Beschreibung von menschlichem Verhalten immer hzufiger Compu—
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ter zur Simulation benutzt. Das soll nicht heifien, daB der Mensch
insgesamt wie ein Computer funkticniert. Fiir bestimmte Aspekte
menschlicher Informationsverarbeitung hat sich dieser Ansatz
jedoch als auBerordentlich hilfreich erwiesen und wird es uns
ermbglichen, unsere Uberlegungen in einem klaren und konkreten
sprachlichen Rahmen zu fihren; Vereinfachungen nehmen wir in
Kauf.

Hier eine knappe Darstellung der Arbeitsweise des menschlichen
Informationsverarbeitungssystems: Von auBen angebotene Informa—
tion gelangt durch ein sog. sensorisches Einlafiregister - man
spricht auch vom ikonischen Geddchtnis — in das System. Dieser
erste Speicher kann sicht—, h®r- und fihlbare Information direkt
aus der Umgebung empfangen, in groRer Menge gleichzeitig. Jedoch
kann diese Information nur Kurzfristig dort aufbewahrt werden,
sie "verblaBi" nach weniger als einer Sekunde. Um weiterverarbei-
tet zu werden, muB sie innerhalb dieser Zeit von einem sog.
Arbeitsspeicher (auch Kurzzeitgedichinis genannt)  ibernommen
werden., Dieser zweite Speicher ist der Ort, wo das eigentliche
Denken geschieht, d.h. wo die Information verarbeitet wird. Die
dritte Kompcnente des Systems ist ein Langzeitspeicher oder Lang—
zettgedichtnis, in dem alles, was man weiB, gespeichert ist.

Zwel Bereiche werden uns n#her interessieren: Die Prinzipien und
prinzipiellen Beschrankungen in der Arbeitsweise des Kurzzeit-
gedidchtnisses {des Arbeitsspeichers also) und die Strukturierung
und Organisatiorn des Langzeitgeddchtnisses. Der erste Bereich
betrifft im wesentliichen die geistige Verarbeitung von Informa—
tion, der zweite die Speicherung {Repridsentation) ven Wissen im
Geddchtnis.

3.2 Dus Kursszeitgedichinis

Das Kurzzeitgeddchtnis spielt eine wichtige Rolle in der mensch-
lichen Informationsverarbeitung. Nur Information, die hier verar-
beitet worden ist, kann von den Sinnen ins Langzeitgeddchinis
gelangen. Umgekehrt kann iber die im Langzeitgedichtnis gespei-
cherte Information nur dann im bewuBten Denken verfiigt werden,
wenn sie vorher ins Arbeitsgedichtnis geholt wird. Eine wichtige,
heute grundsZtzlich anerkannte Einsicht ist, daB'd§s Agbeigsge—
dichtnis beschrénkt ist, und zwar in seiner Kapazitdt fir die zu
gleicher Zeit handhabbare Information. Niemand weill genau, wie—
viele '"Stiicke" Information in den Arbeitsspeicher hineinpassen,
jedoch nimmt man seit langer Zeit an, daB es bei Erwachsenen um
die sieben Stiicke (plusminus zwei) sind (Miller, 1956).

Dies ist eine erstauniiche Tatsache - bedenkt man das Leistungs-
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vermégen der menschlichen Wissensverarbeitung, Bei =zu grofler
Auffiiliung des Arbeitsspeichers geht in der Regel die "dlteste®,
d.h. am l&ngsten nicht in den DenkprozeB einbezogene Information
verloren. Wenn man die Information von Zeit zu Zeit im Geiste zu
sich selbst wiederholt, kann dies zwar verhindert werden. Jedoch
kann die grundsitzliche Beschrénkung in der Kapazitit des gleich-

zeitig bewuBt becbachtbaren Wissens dadurch nicht iberschritten
werdent!

Es sind diese Beschrinkungen des Arbeitsgeddchtnisses, azuf die
sich unsere weiteren ﬁberlegungen zum Wechselspiel von mathemati-
schen Fertigkeiten und Mathematikverstindnis wesentlich beziehen
werden. Genauer gesagt werden wir vermutete Mechanismen bespre—
chen, durch die die begrenzten Mogiichkeiten des Arbeitsgedicht-
nisses "ausgetrickst" werden kdnnen.

Die Anzshl der Stiicke, die in den Arbeitsspeicher passen, m.a.W.
die Anzahl! seiner Speicherpldtze kann zwar nicht erhdht werden.
Es kann jedoch kann die Verarbeitungskapazitdt durch die Beschaf-
fenheit der Stiicke vergréoBert werden, indem ndmlich Mengen wvon
Informationseinheiten zu "Brocken" {engl.: chunks) zusammengefalt
werden, die fir sich jeweils nur einen Speicherplatz beanspru-
chen. Dieses Phiinomen wird als "chunking" bezeichnet. Je gréfier
die chunks, deste mehr Information kann das Arbeitsgedichinis
gleichzeitig bewdltigen. Eine andere Moglichkeit, die Kapazitidts-
beschrénkung des Arbeitsgedichtnisses zu iberwinden, ist das
Automatisieren von Fertigkeiten. Auf beides werden wir an spite—
rer Stelle zuriickkommen.

3.8 Langzeitgeddchtnis: Deklaratives und prozedurales Wissen

Das als Ergebnis von Lernprozessen im Langzeitgeddchtnis gespei-
cherte Wissen ist in vielfacher Weise strukturiert und unterliegt
sehr unterschiedlichen Organisationsprinzipien. Als erstes
wesentliches Unterscheidungsmerkmal soll hier die Klassifikation
von Wissen als "deklarativ" und "prozedurai” besprochen werden,

Als deklaratives Wissen bezeichnet man solches Wissen, das in vom
Lerner fur sich selbst verbalisierten Aussagen formulisrt ist und

“auch verbal anderen Personen mitgeteilt werden kann. Beispiele

solchen Wissens sind die folgenden Aussagen:
"3 + 5 =8"

und gy 2ab + B = (a + b)E"
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und "Eine Methode zur LGsung guadratischer Gleichungen
ist die quadratische Erginzung."

Nach der in der medernen Kognitionspsychologie getroffenen Ein-—
teilung ist dieser Wissenstyp innerhald des Langzeitgedichtnisses
im sog. semantischen oder faktischen Geddchtnis gespeichert.

Die Fertigkeiten, die eine Person in der Lage ist auszufiihren,
bezeichnet man als prosedurales Wissen (dieser Person). Die kog-
nitive Fertigkeit, beliebige quadratische Gleichungen mit einer
quadratischen Erg#nzung =zu ldsen, ist also ein Beispiel (fiir
prozedurales Wissen. Ein anderes Beispiel ist die Fertigkeit, den
Additionsalgorithmus auszufiihren. Auch diese Art von Wissen ist
im Langzeitgedichtnis gespeichert, jedoch nicht in Form von Aus-—
sagen, sondern in Form von Handlungen, die bei Bedarf ausgefiihrt
werden. Zur Unterscheidung vom faktischen Geddchtnis wird dieser
Bereich des Langzeitgedidchinisses manchmal prozedurales Gedachi-
nis genannt.

Wie wichtig diese Unterscheidung von deklarativem und prozedura-
lem Wissen ist, soll am Beispiel des Erlernens einer Fremdsprache
verdeutlicht werden: In deklarativer Manier lernt man, wie die
S#dtze der 3Sprache strukturiert sind: die Grammatik. Solches Wis-
sen Kann dann benutzt werden, wm SAtze in der Fremdsprache zu
erzeugen: durch Formen von Wortketten, die den grammatischen
Regeln geniigen. Allerdings erfordert dieser Proze8 bewulite Auf-
merksamkeit., Wenn man seine Gedanken in der Fremdsprache ausdriik-
ken will und dabei noch gleichzeitig Aufmerksamkeit auf die
Satzkonstruktion verwenden mufl, kann dies den Gesamtprozefl erheb-
lich beeintrdchtigen. Flissiges Sprechen einer Fremdsprache hat
dagegen die Eigenschaft, daB keine Aufmerksamkeit auf die Satz-
bildung verwendet werden muf3, da die Regeln zur Erzeugung von
Sdtzen als automatische Fertigkeiten "verinneriicht", d.h. proze-
durales Wissen geworden sind. Umgekehrt beinhaltet das sofortige
Verstehen {d.h. die Bedeutungsentnahme) wihrend des Horens oder
Lesens eines fremdsprachlichen Textes, daB man automatisierte
Fertigkeiten im Verstdndnis der Satzstruktur hat, so daB man die
volle Aufmerksamkeit dem Textinhalt zuwenden kann. Die beste
Gesamtleistung wird jedoch offenbar erreicht, wenn man Uber beide
Wissenstypen - deklaratives und prozedurales — verfigt.

Die in der kognitiven Lernpsychologie getroffene Unterscheidung
von deklarativem und prozeduralem Wissen liefert einen nach—
dricklichen Hinweis dafiir, daB der Erwerb von Wissen und von
Konnen zwei Aspekte in jedem Lernprozel sind, die eigene Aufmerk-
samkeit erfordern. Dies hat Implikationen flir das Lernen und
Lehren von Mathematik. Der Ansatz des verstehenden Lernens
("iearning with understanding") in der heutigen Mathematikdidak-
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tik hat -~ iiberspitzt ausgedriickt — zu der folgenden Sicht
gefiihrt: Der Lernende soll Mathematik betreiben als Anwendung von
deklarativem Wissen {etwa sollen Fehler beim Ausfiilhren der
Rechenalgorithmen durch ein Verstindnis fiir die Bedeutung der
Stellenwerte vermieden werden). Jedoch, wie beim fliissigen Spre—
chen einer Fremdsprache, scheint zuverlissige Leistung in hohem
MaBe von angemessenem prozeduralem Wissen abzuhiingen.

3.4 ﬁ%ungen

1. ﬁberlegen Sie sich fiinf Beispiele flir mathematisches Wissen,
das Sie in deklarativer Form besitzen.

2. Uberlegen Sie sich flinf Beispiele fir mathematisches Wissen,
das Sie in prozeduraler Form besitzen.

3. Zu den in 2.3 besprochenen Stufen des Fertigkeitenlernens: Wo
ist deklaratives, wo prozedurales Wissen im Spiel?

4a, Kornen Sie sich vorstellen, deklaratives Wissen ohne prozedu—
rales Gegenstlick zu besitzen? Oder prozedurales Wissen ohne

deklaratives Gegenstiick? Beispiele!

b. Diskutieren Sie Vorteile des Besitzes von beiden Arten von
Wissen an einem mathematischen Beispiel.

Die folgenden Ubungen sollen Ihre Aufmerksamkeit wieder auf die
in Ihnen selbst ablaufende Informationsverarbeitung lenken. Beob~
achten Sie dabeil die Benutzung .von EinlaBregister, Kurz— und
Langzeitgediichtnis, sowie den Einsatz von deklarativem und proze—
duralem Wissen.

5. Der folgende Term ist soweit wie miglich zu vereinfachen:

. 4 .2 2 4
sin x + Zsin X CO0S X + COS X

6. Jrcos2x dx = 7

7. Ersetzen Sie die Buchstaben durch Ziffern:

THREE
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4. AUTOMATISCHE FERTIGKEITEN

Nachdem wir einige elementare Dinge zur Wissensreprésentation und
—verarbeitung kennengelernt haben, wollen wir jetzt die Uber-
legungen zu mathematischen Fertigkeiten fortsetzen. Kognitive
Mechanismen zur Uberwindung der begrenzten Arbeitsspeicherkapazi-
t#t sollen besprochen werden.

4.1 Die Effekte des "Drillens" von Fertigkeiten

Die Qualitdt des Beherrschens einer Fertigkeit wird i.a. dadurch
charakterisiert, wie akkurat und wie schnell sie ausgefiihrt
werden kann. Dies gelingt umso besser, je mehr man die Fertigkeit
eintibt {"drilit"}. In bezug auf mathematische Fertigkeiten ist
sehr umstritten, wieviel Gewicht auf das {ilben gelegt werden soll,
Zzhlreiche Argumente sind gegen den Drill als hauptsédchliche
Unterrichtsmethode angefiihrt worden. Bel den Rechenfertigkeiten
etwa fihrt ausschlieBliches Uben nicht zur Entwicklung wvon
guantitativem Denken, d.h. einem Verstidndnis fiir die GrdBle von
Zahlen; die Rechenfertigkeiten stehen isoliert (Resnick & Ford,
1981). Ebenso wird das reine Einiiben des Differenzierens von
Funktionen noch kein Verstidndnis flir die allgemeine Ableitung
erbringen. '

Eine theoretische Rechtfertigung fiir "drillendes" Uben hieten die
modernen (Information Processing) Geddichtnistheorien: Die durch
ifben erreichbare Automatisierung von Fertigkeiten kdnnte die
Gedichtnisarbeit effizienter machen. Resnick und Ford halten eine
prézisere Untersuchung der Effekte und des Werts des drillenden
Ubens wvon Fertigkeiten fiir den Mathematikunterricht fiir unerlif-
lich.

Suydam und Dessart {1980) bemerken, daB beherrschte Fertigkeiten
relativ wenig Nachdenken erfordern, da sie zu “Reflexen" werden,
die auf unterbewuBter Ebene ausgefiihrt werden, "ohne zu denken",
wie der englische Philosoph und Mathematiker Whitehead einmal
gesagt haben soll. iUber automatisierte Fertigkeiten bemerkt
Norman (1982), daB sie weniger geistige Ermlidung verursachen als
nicht-autematisierte. Durch geringeren Bedarf an sorgfaltiger
{iberwachung {"monitoring"} einzelner Handlungen werde die
geistige Arbeitsbelastung reduziert. Das Automatisieren von
Fertigkeiten scheint also das Kurzzeitgeddchtnis zu entlasten.
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Dies wird besonders in dem Moment wichtig, wo die ‘"gesparte
Belastung", d.h. noch wverfiigbare kognitive Kapazitidt in einer
komplexeren Situation benttigt wird. Zundchst widre allerdings die
Frage =zu kldren, ob man beim Ausfithren einer automatisierten
Fertigkeit tatsdchlich die Aufmerksamkeit auf eine weitere kogni-
tive Tdtigkeit richten kann. Anderson {1980, S. 230) zitiert ein
in den 70er Jahren durchgefiihrtes Experiment, in dem so etwas in
eindrucksveller Weise demonstriert worden ist: Durch intensives
fiben konnten Versuchspersonen lernen, Texte mit Verstindnis =zu
lesen, wihrend sie gleichzeitig Diktate aufnahmen. War dies
anfangs sehr schwer (die Lesegeschwindigkeit sehr langsam), so
wurde schlieflilich — bel simultaner Ausfihrung der beiden kogni-
tiven Tatigkeiten - normale Lesegeschwindigkeit mit einem dem
reinen Lesen ebenburtigen Textverstandnis erreicht. Dies 1af3t die
simultane Ausfilhrung verschiedener kognitiver TAtigkeiten auch in
mathematischen Situationen zumindest denkbar erscheinen.

Zusammenfassend konnen wir feststellen:

1. Kognitive Fertipkeiten konnen automatisiert werden - durch
ttben; dabei verringert sich oder entfdllt die Notwendigkeit
der bewuBten Uberwachung von in der TFertigkeit verlangten
Einzelhandlungen {vgl. die in 2.3 besprochene autonome Stufe
beim Fertigkeitenlernen).

2. Die beschrinkte Kapazitit des Kurzzeit-(Arbeits-)gedidchtnisses
wird durch das Automatisieren von Fertigkeiten entlastet.

3. bie dadurch gewonnene Arbeitsspeicherkapazitédt kann fur wei-
tere kognitive Tdtigkeiten genutzt werden.

4.2 Chunking und automatische Fertigkeiten

In 3.2 haben wir die Beschriénkung der Kapazitdt des Kurzzeit-
gedichtnisses in bezug auf die gleichzeitig aufnehmbare Informa—
tion angesprochen. Der Umfang dort behaltbarer Information héngt
offenbar stark von ihrer Bedeutungshaltigkeit ab. Zum Beispiel

sind Menschen normalerweise in der Lage, sechs einsilbige Worte
nach einmaligem H8ren oder Lesen erfolgreich wiederzugeben:

TEIL TOR WEG  SPRUNG  BALL NUSS -
aber nicht neun einsilbige Worte:

HUT - SAFT  ARM LAUF RING STOFF BUCH REIS SEE.
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Erfolgreich wiedergegeben wird dagegen der folgende Satz mit 18
teils mehrsilbigen Worten:

Richard Nixon, ehemaliger Prdsident der Vereinigten Staaten,
schrieb ein Buch iiber seine Karriere im Weiflen Haus.

(Beispiele nach Anderson, 1980.)

Die ersten beiden Beispiele machen die Beschrinkung des Kurzzeit-
gedachinisses deutlich: Nicht die sechs, aber schon die neun
einsilbigen Worte libersteigen sein Fassungsvermdgen. Doch wie ist
es mit dem 18-wortigen Satz? Der Schliissel liegt darin, daB hier
bedeutungstragende Einheiten auf einem anderen "level" vorliegen:
In BHtzen bilden nicht die einzelnen Worte, sondern die (hier
vier} Satzteile solche Einheiten. Dies 1HBt vermuten, daf die
Beschrénkung des Kurzzeltgeddchtnisses nicht physikalische Ein-
heiten (Siiben, Worte o.%.), sondern bedeutungstragende Einheiten
betrifft., Der Psychcloge George Miller (1956) hat den Ausdruck
“"chunk" ({Brocken} flir solche Informationseinheiten im Gedichinis
vorgeschlagen. Unterstiitzt durch empirische Befunde, hat diese
Modellverstellung heute  ihren festen Platz in der kognitiven
Psychologie. '

Ein chunk 1ist eine bedeutungstragende Gedichtniseinheit, die
rapiden Zugang zu gréBeren Informationseinheiten im Langzeit—
geddchtnis ermdglicht, Ein chunk entsteht dadurch, daB wiederholt
einzelne Zustinde oder Ereignisse in einer Situation in einem
bestimmten Zusammenhang aufgetreten sind und schlieBlich ein
vertrautes Muster bilden. Der Zugang zur Bedeutung eines solchen
Musters gelingt dann . durch Wiedererkennen - ein ProzeB von
einigen hundert Millisekunden Dauer.

Die Bedeutung des Bildens von chunks ('"chunking"} fiir die geisti-~
ge Informationsverarbeitung griindet sich insbesondere darauf, daf
das menschliche Kurzzeitgedichtnis offenbar eine nur geringe
Anzahl von Informations"brocken" (chunks) gleichzeitig zur bewuf-
ten Inspektion bereithalten kann. Je umfassender die zu einem
chunk gebiindelten Informationseinheiten sind, desto weitreichen~
der ist die auf solche chunks gegriindete Informationsverarbei-
tung. Chunking bietet ein Erkiidrungsmodell fir die Fihigkeit
eines Experten, komplexe Situationen seines Gebiets rapide =zu
erfassen und zu bewdltigen, gestiitzt ndmlich auf die GroBe und
den Allgemeinheitsgrad des Begriffsvokabulars an chunks, das dem
Experten zur Strukturierung einer Situation zur Verfiligung steht.

Eine Grundlage fir das Chunking-Modell bilden Untersuchungen, die
Adriaan de Groot in den 40er Jahren mit Schachspielern vorgenom-—
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men hat. Die Btdrke von Schachmeistern liegt demnach nicht darin,
daB sie, wie zundchst angenommen, sehr ausfilhrliche Bewertungen
ven mbglichen Spielentwicklungen vornehmen, sondern in  ihrer
Fahigkeit, die Verteilung der Figuren auf dem Spielfeld in sinn—
falliger Weise gruppiert ("chunked") wahrzunehmen. Mit einem
wiedererkannten chunk kénnen dann der Spielsituation angemessene
Handlungspl#@ne im Geddchtnis aktiviert und bei Bedarf ausgefiihrt
werden.

Der Beitrag, den das Chunking—Mecdell zu einer Erkl&rung von
Fertigkeiten im Erfassen und Bewdltigen mathematischer Situatio—
nen leisten kann, liegt auf der Hand. Die mit

¥-6x +5=0

vorliegende Situation einer gemischt~quadratischen Gleichung kann
als solche erfaBt werden, wenn man die chunks x*: quadratisches
Glied, -6x: lineares Glied etc. zu bilden in der Lage ist. Sie
wird - "auf den ersten Blick" erfaBt, wenn nach vielem Uben das
Muster (als visueller Stimulus) einer solchen Gleichung derart
vertraut geworden ist, daf es selbst einen chunk bildet. D.h. man
versteht das Ganze in seiner Zusammensetzung aus bestimmten
Untereinheiten (¥, -6x etc.}, die wiederum bei Bedarf im Detail
analysiert werden kdnnen (z.B. der Koeffizient des linearen
Gliedes ist -6). Die Wahrnehmung der gesamten Gleichung als ein
chunk wird entscheidend bei der Planmung, wie die Gleichung zu
ldsen ist: Das Beschreibungsniveau wird sich dabei auf das Ganze
beziehen und wenige, relativ allgemeine Terme (etwa “"quadratische
Erginzung") verwenden, obwokl bei der Durchfiihrung des Plans
schliefilich so spezielle Dinge wie '"teile -6 durch 2" auftreten
werden. Bei gegebener Fertigkeit im Umgang mit quadratischen
Gleichungen wird dies jedoch aller Erfahrung nach "automatisch
eingeplant™.

Dieses Entwerfen von Unterplidnen braucht bei der Planung nicht
beriicksichtigt zu werden, was verdeutlicht, in welchem Sinne der
Chunking-Prozef das Kurzzeitgedichtnis (in dem die Teile des
Plans dem DenkprozeB zur bewuBten Verfiigung stehen miissen} entla—
stet. Es erfordert jedoch, daB die zur gquadratischen Erginzung
notwendigen Teilprozesse automatisiert und als ein chunk der
Aktivierung zugangliich sind.

Selbstverstindlich wird sich die genannte Gleichung auch ohne
solche automatisierten Fertigkeiten ldsen lassen; allerdings auf

" einem niedrigeren Beschreibungsniveau, das die bewuBte Handhabung

einer grdferen Zahl von kleinerem Untereinheiten, mithin eine
starkere Auslastung des Kurzzeitgeddchtnisses bei hdherer Zuwen—
dung von Aufmerksamkeit (durch sog. Monitorprozesse) erfordert.
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Betrachten wir nun einmal die Gleichung
sin®x — 6sinx + 5 = 0O

Filr .den "Experten" ist sie vermutlich in zwei chunks zu erfassen
(gemischt-quadratische Gleichung in sinx). Es 15Bt sich sicher—
lich ausmalen, daBR ein. Nicht-Experte in dieser oder einer
anderen, Lkomplexeren Situation schlieRlich kapituliert, d.h. daB
sein HKurzzeitgeddchtnis und die aufzuwendenden Monitorprozesse
der gleichzeitigen Bewdltigung aller Problemvariabien nicht mehr
gewachsen sind.

4.3 Literatur {zusitzlich zu den in 2.3 angegebenen Werken)

Miller, G. (1956). The Magic Number 7 +2. Psychological Review,
Vol.63, 81-97.

Norman, D.A, (1982). Learning and Memory. San Francisco, Cal.:
Freeman. i

4.4 Ubung

Das Anliegen der (Norman, 1982) entnommenen tilbung, die auf einer
Variante des "Missionare-und-Kannibalen-Problems" basiert, ist
ein kleines Lernexperiment, das vielleicht 30 Minuten erfordert.
Es soll eine Fertigkeit gelernt und durch "Uberlernen" automabi-
siert werden. Gebraucht werden sechs Objekte, z.B. drei groBle und
drei kleine Biircklammern, auBerdem Papier, Bleistift und eine Uhr
mit Sekundenzeiger.

Ein Mtssionare-und—-Kannibalen—Problem

Drei Missionare hatten sich verirrt, in den Dschungeln des
Planeten Aurilion. Getrennt von Ihrer Truppe, ohne Essen und
Radio, wuBten sie nur, daB der richtige Weg geradeaus ging. Ein
FluB versperrte ihnen den Weg, und sie berieten, was zu tun war.
Auf einmal kamen drei Kannibalen daher, die ein Boot mit sich
trugen. Auch sie wollien gerade iiber den ¥FiuB. Bel fritheren
Gelegenheiten hatte es schon Begegnungen zwischen Kannibalen und
Missionaren gegeben. Kannibalen frafen schon lange keine
Missionare mehr. Missionare jedoch hatten begonnen, die Situation
auszunutzen, wenn immer sie in der Uberzahl waren: Die shnungs-
losen Kannibalen wurden getauft, ehe sie entkommen konnten.
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Die drei Kannibalen waren gewillt, den Missionaren iiber den FluB
zu helfen, aber es paBten immer nur zwel Leute zugleich ins Boot

und die Kannibalen wiirden in keinem Fall mit einer Uberzahl vog
Missionaren zusammenbleiben. Wie ist das Problem zu l3sen?
Ihre Aufgabe: Nehmen Sie groBe Bliroklammern (o.4.) fiir Missionare
und kleine fiir Kannibalen und schieben Sie sie iiber den
bildeten} Flu8, immer hichstens zwel auf einmal. Wenn an einer
FluBseite jemals mehr Missionare als Kannibalen sind, wmilssen Sie
von vorn beginnen. Lisen Sie das Problem {es sind elf Ziige; das
kann beim ersten Mal 10 Minuten dauvern}. Gehen Sie nach den
Schritten des Fertigkeitenlernens aus 2.3 vor, um das Demonstrie~
ren der LOsung zu automatisieren. Schreiben Sie bei jedem Durch-
gang die Zeit auf und iiben Sie das rein mechanische Schieben, bis
5ie es zweimal hintereinander in jeweils weniger als 10 Sekunden
schaffen. Notieren Sie Ihre Beobachtungen.

(einge~
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5. EINE DISKUSSION UBER FERTIGKEITEN IM MATHEMATIKUNTERRICHT

In diesem Abschnitt wollen wir eine Kontroverse zu erdrtern
beginnen, die in jingerer Zeit um die Rolle und den Stellenwert
des Fertigkeitenerwerbs im Mathematikunterricht entstanden 1ist.
Ausgeldst wurde die Diskussion durch einen Vortrag des Psycholo-
gen Gagneé auf der 1982er Jahrestagung der Amerikanischen Gesell-
schaft fur erziehungswissenschaftliche Forschung ("American Educ—
ational Research Association") in New York. Die von Gagné vertre-
tenen Ansichten sind auf teils erhebliche Kritik bei ameri-—
kanischen Mathematikerziehern gestoBen und haben eine neue Erdr-—
terung um kognitive Phinomene beim Mathematiklernen und iiber die
Konsequenzen der kognitiven Lerntheorie fiir den Mathematikunter-
richt nach sich gezogen, die sich in einigen Artikeln im "Journal
for Research in Mathematics Education" niedergeschlagen hat.

5.1 Gagnés Bemerkungen zur Psychologie des Mathematikuntervichts

Der Ausgangspunkt von Gagnés Ausfilhrungen (verdffentlicht in
Gagn&, 1983) war die Tatsache, daB in den USA bei vielen Schiilern
Mingel in den mathematischen Grundfertigkeiten <festzustellen
sind, in eher zunehmendem MaBe. Als Beispiele fihrte er Standard-
aufgaben zur Prozentrechnung, zur Quadratfliche und zur Division
an {bei einer nationalen Erhebung stellte sich beispielsweise
heraus, daB 61 Prozent aller 17-jdhrigen die Aufgabe 250 : 0.5
nicht losen konnten) und folgerte, daB derzeit selbst die elemen-
tarsten Fertigkeiten von vielen Schillern nicht erworben werden.

Gagné will deshalb Erkenntnisse aus der kognitiven Lerntheorie -
er stiitzt sich dabel auf das Information-Processing-Modell - zur
Verbesserung des Mathematikunterrichts eingesetzt sehen. OSeine
Arpumentation beschrinkt sich zwar aufl (Grundschul~}Arithmetik,
jedoch ist er der Ansicht, da8 sie sich auf andere Bereiche
iibertragen 14Bt und bemerkt: UWenn wir einige brauchbare For-
schungsantworten iiber das Lernen der Arithmetik bekommen konnen,
sind wir in einer besseren Ausgangslage, die wirklich wichtigen
Fragen iiber das Lernen hoherer Mathematik zu formulieren.

Im Hinblick auf die Anwendung von Mathematik in Problemaufgaben

schldgt Gagné ein Modell vor, das ein Vorgehen in drei Phasen
vorsieht:
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(1) Ubersetzung einer verbal beschriebenen Situation in einen
mathematischen Ausdruck;

(2) Ausfihrung einer Berechnung oder Operation mit diesem Aus—
druck;

(3) Uberprifung der Losung im Licht des Originalproblems,

Hierbei pléddiert er insbhesondere dafiir, die in der Berechnungs-
phase benbtigten Fertigkeiten zu automatisieren, um optimale
Leistung zu erreichen. Er sagt schlieBlich, dal die kognitiven
Fahigkeiten, die die Schiiler von der Vorschule bis zur Oberstufe
bendtigen, aus einer Sammiung gespeicherter Regeln bestehen, die
am besten automatisch ausgefithrt werden, und daB vielfache Ubung
zur Automatisierung solcher Regeln aufgewendet werden sollte.

In seinen Ausfilhrungen bezieht Gagné sich auf die angenommene
Beschréankung des Arbeitsgedédchtnisses {vgl. Abschnitt 3.2). Des—
halb "muB der knappe kognitive Vorrat an Aufmerksamkeit e}
den schwierigsten und komplexen Teilen des Problems zugewendet
werden, wenn seine LOsung effizient und erfelgreich erhalten
werden scll." Gagné bemerkt dann, daB die Automatisierung alge~
braischer Operationen die Grundlage fiir schnelles und flﬁssiges
Denken in der Anwendungssituation bilde und da8 die bei Schiilern
beobachteten Unterschiede in Schnelligkeit und Akkuratheit bei
Berechnungen auf dem Mangel an automatisierten Rechenfertigkeiten
bei einigen Schiilern beruhe. In einer ProblemlSsesituation misse
so der Ausfihrung von Fertigkeiten mehr Aufmerksamkeit geschenkt
werden, was eine Storung und Verlangsamung der dem Problemldsen
gewidmeten kognitiven Operationen nach sich zoge.

Die Verkniipfung der zur Problemldsung durchgefilhrten THtigkeiten
mit ihrer mathematischen Bedeutung sieht Gagné auf die erste und
dritte Phase seines Modells beschrinkt. Insbesondere sollen Feh-
ler in einer Berechnung nicht dadurch vermieden werden, da8
wihrend der Berechnungphase die benutzte Symbolik in einen Bezug
zu ihrer Bedeutung gestellt wird (z.B. bei Rechenalgorithmen
durch Modelle zur Verdeutlichung des Stellenwertsystems), sondern
dadurch, daB in der dritten Phase, nach der Berechnung also, das
Resultat Uber die Bedeutung der Symbole iiberpriift wird {z.B. muB
19 x 20 ein wenig kleiner als 20 x 20 , also 400, sein).

" Gagné spricht in diesem Zusammenhang vom “"abstrakten" wund vom

"konkreten'" Umgang mit Symbolen: Den in Phase 1 aus der (berset-
zung eines Alltagsproblems {"19 Arbeiter verdienen jeder $142 die
Woche; wieviel wverdienen alle zusammen?") in mathematische Form
erhaltenen Ausdruck 142 x 19 nennt er abstrakt, das Hantieren mit
den Ziffern bei der Berechnung durch den Multiplikationsalgorithe
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mus in Phase 2 hingegen konkret. Ein Inbeziehungsetzen des Ergeb-
nisses (2698) =zur Bedeutung in Phase 3 beinhalte, da zwischen
Zeichenebene und Bedeutungsebene vermittelnd, wiederum abstraktes
Denken: Etwa kann die Schitzung "der Gesamtbetrag liegt in der
Gegend von $2800 (140 x 20)" die durch konkretes Hantieren mit
Ziffern erzeugte Zeichenreihe 2698 als das richtige Ergebnis
bestdtigen.

Gagné empfiehlt, im Unterricht und in der Forschung weniger
Gewicht auf die Klassifikation von Aufgaben als abstrakt oder
konkret =zu legen, dafir aber mehr Gewicht auf das sorgfidltige,
Uberlegte Lehren korrekter Regeln und das Automatisieren entspre-
chender Fertigkeiten. Alle drei Phasen seines Modells sollten
Gegenstand weiterer Forschung sein.

5.2 Auf der Suche nach Bedeutung im Mathematikunterricht:
Eine Antwort auf Gagné -

Die amerikanischen Mathematikerzieher Steffe und Blake (1983)
geben dazu folgende Erwiderungen: In der Mathematikdidaktik hat
man sich seit lingerem mit den psychoclogischen Grundlagen fiir
Dinge wie Wissen, Bedeutung, Begriffe, geistige Operationen,
Problemldsen und Einsicht beschaftight; man ktnne von einer histo—
risch gewachsenen Zusammenarbeit zwischen kognitiven Theoretikern
und Mathematikerzieheérn sprechen. Wenn Gagné vom Inbeziehung—
"setzen einer kognitiven Theorie zum Mathematiklernen spricht,
dann konne damit nicht schiicht eine Anwendung der Theorie ge-
meint sein. In der Vergangenheit sei bereits festgestellt worden,
daB der Organisation des Rechenunterrichts viel Bchaden zugefiigt
worden sei durch den Versuch, alle Lernsituationen in den Rahmen
einer einzigen Theorie zu pressen; auf diese Beobachtung griindet
sich die hauptsichliche Kritik von Steffe und Blake an Gagné.
Sie sagen, Gagnés Anwendung der Information-Processing-Theorie
verzerre die Bedeutung dessen, was Mathematiklernen heift und
fige den Aussagen weit Hlterer Lerntheorien wenig hinzu.

Gagnés Sicht von mathematischem Problemldsen als einem dreiphasi-
gen ProzeB aus Ubersetzung einer verbal beschriebenen Situation
in einen mathematischen Ausdruck, automatisierter Berechnung
einer L&sung anhand dieses Ausdrucks und Testen, ob die Losung im
Vergleich zum urspriingiichen Problem sinnvell ist, kritisieren
Steffe und Blake wie folgt: Das ausschlieflliche Beschrinken von
mathematischem Problemltsen auf verbal beschriebene Situationen
sei irrefithrend. Ferner sei zwar die Ubersetzung in eine symboli-
sche Darstellung ein wichtiger Teil des Prozesses, jedoch stehe
dazwischen als wesentlicher Schritt die Suche nach der die Prob-—
lemsituation charakterisierenden fundamentalen Struktur.
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An Gagnés zweiter Phase, der automatisierten Berechnung, bemin-
geln die Autoren folgendes: Das automatische Erzeugen von Ergeb-
nissen kennzeichne eine rein auf Antworten gerichtete Haltung.
Ferner niisse nicht jedes Problem iiberhaupt auf eine einschlédgige
Berechnung fihren; dies wird verdeutlicht an dem Problem: "Welche
zwel Zahlen haben als Summe 15 und als Differengz 37" Eine Lésung
durch Probieren erfordere zwar Rechnen, jedoch keine zielgerich-
tete Berechnung: Ein algebraischer Lésungsansatz fithrt auf zwei
Gleichungen, die im Sinne Gagnés automatisch zu l&sen wiren. Hier
distanzieren sich Steffe und Blake radikal von Gagné; sie schrei-
ben: "Wir wollen, daB der Mathematikschiiler das Lisen der Glei-
chungen anfdnglich als echtes mathematisches Problem sieht. Das
Originalproblem war gestellt worden, um einen Kowtext fiir die
sonst mdglicherweise bedeutungslose Symbolik {der Gleichungen} zu
liefern." M.a.W. fordern die Autoren, daB das Losen der Glei-
chungen - in einem frithen Stadium jedenfalls — im Lichte einer
Problemstellung, d.h. bei stindiger Interpretation der Gleichun—
gen geschehen soll,

SchlieBlich fassen die Autoren Gagnés Vorschlige als impligite
Propaganda fiir Ubung, Schnelligkeit und Akkuratheit zusammen, wie
sie 1in den zwanziger Jahren ({d.h. vor den Bemithungen um einen
"beziehungshaltigen" Mathematikunterricht} vorherrschend gewasen
sel. Diese halten sie fur Uberholt; obwohl man den Sinn des Ubens
nicht ignorieren sclle, meinen sie {mit einem Zitat des Mathe—
matikerziehers Brownell aus den 30er Jahren), daB Arithmetik
"weniger eine Herausforderung an des Schiilers Geddchtnis als an
seine Intelligenz" sein solle,

5.3 Ausblick

Mit einem Zitat, ebenfalls von Brownell (1856, S. 130), wollen
wir einen Kontrapunkt zu der Kritik von Steffe und Blake setzen:

S0 ist es beim Rechnen eine Sache, die mathematischen
Prinzipien des Borgens in der Subtraktion zu begreifen —
was durch eine einzige einsichtsvolle Erfahrung gesche—
hen kann - , aber eine andere Sache, zum schnellen und
korrekten Subtrahieren in der Lage zu sein. Wemm in
Beispielen wie 73 -~ 47 und 52 - 19 ein Kind, das solch
ein Verstidndnis besitzt, immer die komplette logische
Erklirung durchdenkt, wird tatsichlich sich seine Lei-
stung verringern, zumindest vom Standpunkt der Schnel-
ligkeit. Verstindnis und Fertigkeit sind nicht iden-
tisch. Ein einziger Fall von Einsicht kann zu einem
Versténdnis filhren, aber kaum Fertigkeit hervorbringen.
Fir Fertigkeit ist es notwendig zu iiben.
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Im nidchsten Abschnitt wollen wir die Diskussion uber Fertigkeiten
im Mathematikunterricht auf der Grundlage einer in (Wachsmuth,
1983) verdffentlichten Kritik an Gagné fortsetzen. Die massive
Reaktion auf Gagnés Thesen ist zum Teil bedingt durch das augen-
blickliche Klima in der amerikanischen Mathematikerziehung, das
durch einen Ruckfall zum Drillen an den Schulen gekennzeichnet
ist, Das reine Einﬁben_von korrekten Regeln, wie es von Gagné
empfohlen wird, ist offenbar nicht ausreichend. Aus einer Fort—
setzung von Gagné Gedanken lassen sich jedoch womtbglich Einsich—

ten von griBerer Tragweite gewinnen.
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6. FORTSETZUNG DER DISKUSSION UBER FERTIGKEITEN

6.1 Die "Back to basics"-Bewegung in den USA

Die Diskussion um Gagné muB im Kontext des augenblicklichen
Klimas in der amerikanischen Mathematikerziehung gesehen werden.
In Abschnitt 2.2 hatten wir die Umst#inde, die zum Scheitern der
"Neuen Mathematik" in den USA fihrten, bereits kurz bertihrt.
(Nicht iiberall gilt sie iibrigens als gescheitert; in den UdSSR
sieht man die Lage ganz anders. Die Situation in Deutschland ist
derzeit echer von einer gewissen Ratlosigkeit bestimmt.) Das vor
der Wende zur '"Neuen Mathematik" ilbliche Lehren von Methoden und
Verfahren hat sich in Anwendungssituationen, die Uber den stereo—
typen Aufgabenrahmen des Unterrichts hinausgehen, als von gerin-—
gem Wert erwiesen. Ein heute generell gefordertes Verstédndnis fir
die Mathematik soll dem Lernenden Kompetenz fir die Analyse und
mathematische Bearbeitung von Problemen geben und damit bessere
Mdglichkeiten fiir die mathematische BewZltigung von Anwendungs-
situaticnen bieten. Fehlt es jedoch an Fertigkeiten und Erfah-
rung im Umgang mit der betreffenden Mathematik, so scheitert die
Problembearbeitung mglicherweise an einem Mangel an elementaren
Fertigkeiten. Auf diese Feststellung bezieht sich Gagnés Ansatz;
vgl. Abschnitt 5.1.

Unbestritten auf Seiten der Mathematikdidaktiker ist der mit der
Neuen Mathematik beschrittene Weg des "verstehenden Lernens"
{learning with wnderstanding) - in diesem Sinne hat die "New
Math" durchaus ihr Gutes gehabt. Gagnés VorstoB erfolgt jedoch
zu einer Zeit, wo man sich in den USA mit ernsthaften Problemen
durch eine von Schulen und Elternorganisationen getragenen Gegen-—
bewegung zur Neuen Mathematik auseinandersetzen muf: Unter dem
Slogan "back to basies” versucht man durch Besinnung auf "alther—
gebrachte" Grundfertigkeiten die "aufgetretenen Symptome zu ku-—

“rieren". Die Folge: An vielen Schulen in den USA wird heute

beinahe mehr gedrililt als vor Einfilhrung der Neuen Mathematik.
Nachdem die 70er Jahre von dieser Gegenbewegung gekennzeichnet
waren und immer noch die Frage diskutiert wird, ob im Mathematik-
unterricht dem Erzielen von Ergebnissen oder dem Verstdndnis fur
die Methoden der Vorzug zu geben sei (Product~versus-process
debate}, kommt Gagnés Aufruf zum Uben in ein ohnehin gereiztes
Klima =wischen Mathematikerziehern und Schulen. (Man mu8 dazu
noch wissen, daB in den USA Elternorganisationen und die Schulen
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selbst einen weit groBeren EinfluB auf das Unterrichisprogramm
als bei uns haben.)

In diesem Zusammenhang ist die Diskussion um Gagné zu sehen.
Seine Thesen kdnnten zu Miflversténdnissen fiihren und Mathematik-—
lehrern einen falschen Einduck von der alligemein vertretenen
Meinung in der Fachdidaktik vermitteln; deutlich erkennbar wird
dies in der Kritik von Steffe und Blake. Gagnés Argumente bezie—
hen sich jedoch auf neue Erkenntnisse der kognitiven Psychologie,
die Uber den von ihm frither vertretenen "kognitiven Behavioris-
mus® hinausgehen. Werfen Steffe und Blake ihm eine wverzerrende
Interpretation des Mathematiklernens durch die Information-
Processing~Theorie vor, so konnen doch die Amnahmen und die
mogliche Tragweite dieses Ansatzes heute nicht mehr ilbersehen
werden. Einem voreiligen Verwerfen der Gagnéschen Ideen vor-
beugend, dient die Fortfihrung der Diskussion in den folgenden
Abschnitten der Analyse und weiteren Ausarbeitung bzw. Korrektur.

6.2 Automatik von Fertigkeiten im Mathematikunterricht:
Eine Antwort auf Gagné

Bei (Wachsmuth, 1983) werden die Ausfilhrungen Gagnés in den Kon—
text der Frage nach der Wechselwirkung von Fertigkeiten wund
Verstindnis gestellt. Insbesondere die Unterscheidung von dekla-
rativem und prozeduralem Wissen scheint hier wesentlich zu sein.
Obwohl die beiden Wissensarten nicht v8llig unabhéingig sind,
erfordern sie doch sehr unterschiedliches Vorgehen im Unterricht.
In seinen Vorschligen bezieht sich Gagné auf die beschrinkten
Fidhigkeiten des Arbeitsgedichtnisses, die nach seiner Meinung
durch die Automatisierung von Fertigkeiten ausgeglichen werden
konnen. Fir das Erlernen von Fertigkeiten hat man drei Schritte
unterschieden (vgl. Abschnitt 2.3): (a) die {deklarative) kogni~
tive Stufe als Verstindnisgrundlage fiir die Fertigkeit, (b) die
assoziative Stufe, in der eine Prozedur aus der deklarativen
Information konstruiert wird, und (c¢) die autonome Stufe, in der
die Fertigkeit zunehmend fliissig und automatisch wird.

Es ist die Frage — und das ist Gagnés Anliegen — ob in der Curri-
culumentwicklung nicht die Tendenz bestanden hat, die Wichtigkeit
der dritfen Stufe zu iibersehen. Auf den Erwerb von deklarativem
Wissen hat man viel Gewicht gelegt; man nimmt an, daB der Schi-
ler, wenn er solches Wissen "verstanden" hat, auch in der Lage
sein wird, es anzuwenden und Probleme "auszuknobeln". In den in
2.2 erwshnben Empfehlungen des National Council of Teachers of
Mathematics werden Kosten-Nutzeniiberlegungen fiir die Verwendung
vonn Unterrichtszeit erwogen; "zuviel" Uben scll vermieden werden.
Weiteres Einiliben von Fertigkeiten soll auf Problemsituationen,
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die ihre Anwendung erfordern, verlegt werden. (Auch bei den in
Deutschland diskutierten Ansitzen des problemorientierten und des
anwendungsorientierten Mathematikunterrichts besteht diese Pro-—
blematik.) Ein s0lches Vorgehen kdnnte sich jedoch gerade nach-
teilig auswirken: Wenn die Aufmerksamkeit auf die Ausfihrung
einer nichtautomatisierten Prozedur gerichtet wird, wird man vom
Problem selbst abgelenkt. Diese Ablenkung kann mdglicherweise
Gedankengsdnge =zur Organisation des Problemldseprozesses unter—
brechen und damit den Prozef stdren.

In der autonomen Stufe des Fertigkeitenlernens wird eine Fertig-
keit "selbstindig" in dem Sinne, daB sie kein verbales Aquiva-
lent in deklarativer Form mehr benttigt, wodurch die geistige
Arbeitsbelastung reduziert wird {vgl. Abschnitt 4.1): Dariiber
hinaus gibt es Hinweise dafiir, da8 das Automatisieren von Teil-
fertigkeiten vor dem Erlernen von darauf aufbauenden htheren
Fertigkeiten zwn FErlernen héherer Fertigkeiten beitragen kann.
Ein Beispiel aus dem Bereich des Programmierens von Computern
wird bei Anderson (1980, S. 249ff) angefithrt: In dem Mafie, wie
Komponenten beim Programmieren automatisch bewdltigt werden, kann
man die Aufmerksamkeit auf ilbergeordnete Probleme richten.

Es ist aber auch denkbar, dafl man eine Fertigkeit "unverstanden®,
d.h. unter Ausliassung der kognitiven Stufe erlernt (z.B. das
Dividieren von Briichen}. Eine solche Fertigkeit wollen wir im
folgenden "mechanisch" nennen (engl. "rote skill”}. Worin liegt
nun der Unterschied, wenn man eine gegebene (a) als mechanische
cder (b) als verstandene Fertigkeit beherrscht? Es sind weiter
zwei Fdlle zu unterscheiden: Erstens, die fragliche Fertigkeit
ist nicht automatisiert; gweitens, sie ist automatisiert.

la. Eine mechanische Fertigkeit, die nicht automatisiert ist,
erfordert das Abrufen einer oder mehrerer Regeln, die damn
mechanisch angewendet werden, ohne Versti@ndnis. Wenn man
Teile der Regel vergessen hat oder nicht mehr weiR, wie die
Variablen einzusetzen sind, gibt es keine Moglichkeit, dies
aus anderem Wissen zu rekonstruieren. {Zum Beispiel geschieht
dies hdufig im Falle der gquadratischen "p-g—Formel".}

1b. Hine verstandene Fertigkeit, die nicht auteomatisiert ist, be-
nutzt deklaratives Wissen eines Lernenden flir einen bestimm-
ten Zweck. (Zum Beispiel kann man, wenn man Zahlen mit
Dienesbldcken darzustellen versteht, dies zur Ableitung des
schrittweisen Vorgehens beim Subtraktionsalgorithmus benut-
zen.) Eine auf solche Weise ausgefiihrte Fertigkeit kann man
eher als Problemldseprozef ansehen (ndher erldutert in Wachs-
muth, 1982}. Anstatt mit Symbolen "konkret" (im Sinne von
Gagn&) umzugehen, benutzt man Symbole in "abstrakter' Weise;
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tatsichlich n#@mlich bezieht man sich dann auf ihre Bedeutung.

2a und 2b. Die Idee des Uberlernens einer Fertigkeit — ob sie
mit Verstédndnis erlernt wurde oder nicht — besteht in folgen-—
dem: Es wird erreicht, dag8 die 4bfolge der zur Ausfihrung
notwendigen Handlungen automatisch ablduft - nichts mul dabei
aus irgendwelchem Verstdndnis oder Wissen von Fakten, Zwecken
und Zielen abgeleitet werden. In diegem Prozef 1&st ein
Schritt den nichsten aus, und es gerade die Fahigkeit, die
Abfolge der Schritte zur Erreichung eines Zieles ausfithren zu
kdnnen, was die Fertigkeit ausmacht. {Vgl. dazu Ubung 4.4)

Es gibt Hinweise dafir, daB Kinder die Fd#higkeit zum Verst#ndnis
bestimmter Fertigkeiten spiter entwickeln als die Fihigkeit zum
rein mechanischen Ausfiihren der Fertigkeiten (z.B. im Falle des
Zahlens oder der Bruchalgorithmen; wvgl., dazu die Digkussion bei
Suydam, 1978, 8. 302f). Tatsdchlich sehen manche Forscher den
Erwerb einer Prozedur als Veorldufer entsprechenden begrifflichen
Wissens; sie sprechen von "prozeduralem Verstidndnis" (dariiber
mehr in Abschnitt 9), Die Frage ist, ob es Vorteile hat, wenn
automatisierte mechanische Fertigkeiten einem 'wolleren" Ver-
stdndnis solcher Fertigkeiten vorangehen.

Wenn eine automatische Fertigkeit aufgerufen wird, werden Hand-
lungen nicht von einem Verstindnis abgeleitet, sondern von einem
eigenstidndigen "Handlungsschema" gesteuert. Es ist ein Zhnlicher
Unterschied wie zwischen einem Verstdndnis flr die Physik des
Fahrradfahrens und der Fzhigkeit, radfahren zu kdnnen. Die be-
kannte Tatsache, daB man das Training einer motorischen Fertig-
keit nicht durch Nachdenken iiber die THtigkeit stdren sollte,
scheint eine Entsprechung im Erwerb prozeduralen mathematischen
Wissens =zu haben. Gagné (1983) ergidnzt seine Empfehlung uber
sorgfdltiges Lehren korrekter Regeln: Auftretende Fehler soll man
mdglichst nicht erklédren, , sondern das korrekte Verfahren erneut
lehren. Davis {1978} richtet an Lehrer den Rat: Wdhrend Drillpha-
sen wird am besten das Gewicht aufs Erinnern gelegt; nicht erkl&d-
ren! Fir die reine Ausfithrung einer Fertigkeit braucht man nicht
notwendig ein Verstindnis dafiir.

Die derzeitigen Curricula vermengen die zwei Ziele des Ausfithren-
lernens und des Verstehenlernens einer Fertigkeit. Es ist immer
noch umstritten, ob besseres VerstZndnis einer Prozedur selbst
auch bessere Leistungen in ihrer Durchfiithrung -ergibt. Obwohl
viele Mathematikerzieheriargumentieren wiirden, daB dies der Fall

ist, ist anscheinend ein anderer Aspekt iibersehen worden: Gagné

vertritt die Meinung, daB ein Verstindnis daflir, wann eine Proze—
dur einzusetzen ist, .aus Phase (1) und (3) seines Modells (vgl.
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S. 27) abzuleiten ist und nZeht aus einem Verstindnis der Proze—
dur selbst. Ein gewisses MaB an Verstdndnis fir die Prozedur
kénnte jedoch wichtig sein, um sie korrekt in den Kontext einer
Problemldsung einzubetten.

Zwel Beispielé sollen deuten darauf hindeuten, warum es auch
wiinschenswert erscheint, daB ein Schiiler die Arbeitsweise einer
Prozedur versteht: (a) Wemnn man den Subtraktionsalgorithmus fiir
Aufgaben wie 238 - 190 gelernt hat, wiirde ein Verstindnis des
Algorithmus' seine Erweiterung auf Fille wie 2,38 — 1,9 wesent-
lich erleichtern. (b} Wenn eine mechanische Fertigkeit einige
Zeit nicht benutzt wird, kamn sie "verblassen"; ein Verstindnis
fiir die Fertigkeit konnte die Grundlage fiir die Rekonstruktion
der Prozedur aus deklarativem Wissen bieten (in Abschnitt 15
werden wir hierauf zuriickkommen). Es hitte also sehr wohl Sinn,
Fertigkeiten mechanisch und {spdter) mit Verstidndnis zu lernen,
vielleicht im Zuge eines spiraligen Vorgehens.

Aus der bisherigen Diskussion ergeben sich drei Fragen:

1. Sollte man nicht prozedurales und deklaratives Wissen als zwei
aufeinander bezogene, jedoch getrennte Aspekte im Mathematik-—
unterricht behandeln?

2. Gibt es optimale Altersstufen fiir die Automatisierung bestimm—
ter Fertigkeiten und fiir den Erwerb eines Verstidndnisses davon?

3. Wenn das optimale Alter flir das Automatisieren einer Fertig-
keit frither liegt als das fiir ihr Verstindnis, welches Vorge-
hen widre dann im Unterricht sinnvoll?
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8.4 libungen

1.

{Gesichtspunkt des Verblassens einer Fertigkeit)

Identifizieren Sie eine von Ihnen l#ngere Zeit nicht einge-
setzte, aber frither eipmal beherrschte mathematische Fertig—
keit (etwa Newtonsches Ndherungsverfahren, Differenzieren nach
der Quotientenregel, Nachweis einer Kérperstruktur, Berechnung
einer Quadratwurzel auf heliebige Stellenzahl, Polynomdivi-
sion, o.H3.}. Versuchen Sie, die Fertigkeit aus dem Geiste ohne
weitere Hilfen zu rekonstruieren und an einer Beispielaufgabe

anzuwenden. Notieren und interpretieren Sie Thre Beobachtungen.

{CGesichtspunkt des Erweiterns einer Fertigkeit)

Finden uné erldutern Sie Beispiele von Fertigkeiten, die Sie
im Verlauf Ihrer Mathematikausbildung gelernt und spéter er—
weitert haben.

Nehmen Sie Stellung zu den am SchluB von 6.2 formulierten Fra—

gen und diskutieren Sie mBgliche Alternativen fiir den Mathema-—
tikunterricht.

36

7. ABSCHLUSS DER DISKUSSION UBER FERTIGKEITEN

Die Auseinandersetzung mit Gagnés Thesen in Abschnitt 6.2 hat im
wesentlichen ergeben, daB seine Forderung nach der Automatisie-
rung von Fertigkeiten auch aus der Sicht eines auf Verstindnis
gerichteten Mathematikunterrichts  diskussionswlirdig erscheint;
letztendlich konnten sich hieraus auch Auswirkungen auf die Ge-
staltung der Curricula ergeben. Im folgenden setzen wir die
Besprechung nach (Wachsmuth, 1983) fort und wenden uns der Pro-
blematik eines verliédBlichen Wechselspiels zwischen automatischen
Fertigkeiten und dem Verstindnis ihrer Bedeutung zu. SchlieBlich
gehen wir auf eine Stellungnahme Gagnés zu den Kritiken ein.

7.1 Das Validieren von Resultaten

Gagné (1983} merkt an, daf h#ufig sich Schiiler auf das Ergebnis
einer algorithmischen Berechnung verlassen, ohne zu untersuchen,
ob die erhaltene LOsung im Licht des Originalproblems einen Sinn
ergibt {(Problematik des "Validierens™; wgl. auch 8. 27f). Dieser
Punkt betrifft die verschiedenen Ebenen, auf denen man mit mathe—
matischen Symbolen umgehen kann. Die erste ist die syntaktische
Ebene, auf der man Symbole (z.B. Zahlzeichen) nach bestimmten
Regeln handhabt, als — wie Gagné sagt -~ "konkrete" Objekte des
Denkens und vollkommen unabhingig von ihrer Bedeutung (als Zah-
len). Dies ist die normale Situation, wenn man einen Algorithmus
routinemdfig einsetzt. Die zweite ist die semantische Ebene, die
Gagné "abstrakt" nennt, auf der man mit Symbolen unter Bezug auf
ihre Bedeutung umgeht.

Der Kerngedanke des Validierens betrifft die Wechselwirkung zwi-
schen den beiden Ebenen, die gut furnkitionieren mufi, wenn Mathema—
tik in sinnvoller Weise betrieben werden soll. Davis und McKnight
(1980} berichten {Uber ein an Schiilern der dritten und vierten
Klasse becbachietes Phinomen: Diese Schiiler konnten den (amerika-
nischen, vom in Deutschland gebriduchlichen verschiedenen} Sub-
traktionsalgorithmus im allgemeinen korrekt ausfithren, machten
bei bestimmten Problemen aber fast grunds#tzlich einen systemati-
schen Fehler (nsheres in Ubung 1). Sie alle konnten, wenn man ste
Tinach fragte, Dienesbitcke zur Darstellung der Zahlen verwenden
und damit auch den Vorgang des "Borgens" erkldren. Aber dieses
"verdeckte” Wissen wurde wihrend des Ausfiihrens der Subtraktions—
prozedur nicht aktiviert. Die zwei Ebenen, auf der man die Be-
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rechnung durchfihren kann {syntaktische und semantische), waren
im Wissen der Schiiler offenbar unverbunden.

Eine Hauptfrage, die Davis und McKnight hier aufwerfen, ist es,
ob das becbachtete Phinomen ‘'“unvermeidbar ist fir die meisten
Kinder dieser Altersstufe, oder ob es die Folge eines iibermzfig
‘algorithmischen' (und nicht auf Verstindnis gerichﬁeten) Unter—
richtsprogramms ist". Gagne sagt, daB man Wege zum Uberpriifen von
Losungen mit Sorgfalt lehren solle. Das tatsichliche Problem kann
in zwei Fragen ausgedriickt werden:

4. Wie kann man Kinder Wege zur Uberpriifung von Losungen lehren
in dem Sinne, daB ihr algorithmisches Verhalten in von syntak-—
Tischen Regéln geleiteten Situationen durch ihr semantisches
Wissen Uberwacht wird?

3. Kann eine solche Wechselwirkung zwischen der syntaktischen und
semantischen Ebene der Informationsverarbeitung Kindern be-
stimmter Altersstufen iiberhaupt beigebracht werden?

Als ein wesentliches der frither angesprochenen =zehn Gebiete
mathematischer Grundfertigkeiten (vgl. Abschnitt 2.2) wird die
"Wachsamkeit in Hinsicht auf die Verniinftigkeit von erhaltenen
Resultaten" genannt. Es scheint so, daB "Wachsamkeit" das automa-
tische Aktivieren von Warnungen oder Vorsichtsmalregeln im Ver—
iguf einer Problembearheitung beinhaltet. Wenn man also ein Cur-—
riculum im Auge hat, das beides -~ mathematisches Verstindnis und
gutes Beherrschen von Fertigkeiten — verfolgt, sc wird man die
folgende Frage in die Forschung einbeziehen missen:

6. Wie kinnen VorsichtsmaSregeln automatisiert werden, so daB ein
verldfiliches, wachsames Wechselspiel von Fertigkeit und Ver-
stédndnis in Mathematik erreicht wird?

Gagnés Sicht, daB die von Schiilern bendtigten kognitiven Fihig—
keiten aus einer Sammlung von automatisierten Regeln zu bestehen
haben {vgl. Abschnitt 5.1), beinhaltet offensichtlich noch nicht
alles: Man muB die Regeln auch mit Verstdndnis ausfilhren kénnen
uné dartiber hinaus (im Sinne einer Fertigkeit} VorsichtsmaBregeln
verinnerlicht haben, die es einem eriauben, bei Bedarf ‘"auf
Verstandnis umzuschalten'.

7.2 Gagnés Evwiderung auf die Kritikenm
In einer $Stellungnahme HuBert sich Gagngé {(1983b) zu einzelnen

Kritikpunkten. Den im Abschnitt 6.2 wiedergegebenen Argumenten,
mit denen er im wesentlichen einverstanden ist, setzt er folgen—
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des hinzu: Bei den erwidhnten drei Stufen des Fertigkeitenlernens
hdlt er die erste, deklarative Stufe nicht fiir unbedingt notwen-
dig; viele Prozeduren erlerne man ohne ein solches Vorgehen., Beim
Automatisieren von, wie er nun sagt, "intellektuellen® Fertigkei-
ten wie der Anwendung der binomischen Formeln misse das Gewicht
darauf liegen, die Prozedur des Quadrierens etwa auf Jjedes belie-
bige Binom verallgemeinern zu kémnen. In diesem Sinne sei auch
das Erlernen einer intellektuellen Fertigkeit niemals "mecha—
nisch" (engl. *"rote"); diesen Ausdruck solle man dem verbalen
Auswendiglernen vorbehalten.

In bezug auf die Kritik von Steffe und Blake wehrt sich Gagné
gegen den Vorwurf, das "Verstindnis" beim Mathematiklernen auBer
acht gelassen zu haben: Gerade darauf beziehe sich doch die erste
upd die dritte Phase des von ihm ' vorgeschlagenen Modells. Die
”Ubersetzung“ (Mathematisierung} und die Validierung eines Prob-
lems miisse von einem Problemverstindnis geleitet sein, und die
Schiiler sollten entsprechende Wissensschemata als Grundlage dafiur
erwerben. Dagegen sollten die in der zweiten Phase vorgenommenen
Berechnungen auf automatisierten intelliektuellen Fertigkeiten
beruhen; ein Verstindnis dafir sei auf Grundlegendes zu beschrin—
ken, z.B. daf man die Multiplikation ganzer Zahlen als fortge-
setzte Addition auffassen kann. Den in der Kritik vertretenen
Hinweis auf die Wichtigkeit von "mathematischer Struktur? fiir das
Verstédndnis lehnt er als gernzitiert und Ubervereinfacht ab und
setzt dagegen den von ihm vorgezogenen Standpunkt, daB sich
Verstindnis in der Féhigkeit, Probleme erfolgreich bearbeiten zu
ktnnen, HuBere.

Das in der Schule zu erlernende Wissen soll sich nach Gagnés
Ansicht auf das Umgehen mit Mathematilk in Alltagssituationen
beschrénken; er stuft Schulwissen, auch solches iiber die "Struk-
tur der Mathematik", als relativ bedeutungslos ein selbst fiir
diejenigen, die sich spater einmal zum Mathematikstudium ent—
schlieBen. Schliefilich kommt er darauf zurick, daB nach seiner
Ansicht erheblich mehr Gewicht auf das Uben gelegt werden muB und
schlieBt: '"Das Automatisieren intellektueller Fertigkeiten er—
scheint nach dem Stand der gegenwartigen Forschung ither das Wesen
des menschlichen Wissens nach wie vor erstrebenswert. Ich schlage
vor, es als eine Voraussetzung fiir das Verstehen von Mathematik
anzusehen, "

7.3 Kommentar

Zwei Gesichtspunkte in Gagnés Stellungnahme sind neu gegeniiber
seinen - in 5.1 referierten - urspriinglichen Bemerkungen (Gagné,

1983). Dort hatte er sich grundsitzlich auf Rechenfertigkeiten
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("computational skills") bezogen, begriindet offenbar durch seine
Beschridnkung auf Belspiele aus der Grundschularithmetik. Heraus-
gefordert durch Gagnés Behauptung, daB die bis hin zur Oberstu-
fenmathematik bendgtigten Fahigkeiten sich in einer Menge wvon
mBglichst zu automatisierenden Regeln fassen lieBen (vgl. S. 27),
wurde die Diskussion bei (Wachsimuth, 1983} auf allgemeine mathe-
matische (z.B. algebraische) Fertigkeiten ausgedehnt und die
Beziige zum Mathematikverstindnis problematisiert {vgl. S. 32). Es
wurde die Frage aufgeworfen, ob der Erwerb von Fertigkeiten in
einer zunichst mechanischen, d.h. mdglicherweise “unverstandenen™
Weise Vortelle haben kinne fiir die spatere Ausbildung eines
"volleren" Verstindnisses und entsprechenden begrifflichen Wis-
sens (vgl. 5. 34). Der abschlieBende Satz in Gagnés Stellungnahme
{s.o0.) zeigt in dieser Hinsicht eine deutliche Erweiterung seiner
Position: Erstens bezieht er sich nun auf "intellektuelle Fertig-
keiten" allgemein ~ er meint damit prozedurales Wissen (per-
sbnliche Mitteilung, 1982}, zweitens macht er sich die Auffassung
zZu eigen, daf automatische Fertigkeiten eine Voraussetzung flr
Mathematikverstindnis bilden kSnnten. -

Zum Abschluf wollen wir auf bei uns geh@rte Meinungen zu sprechen
kommen, die in diesem Zusammenhang von Interesse sind. In einer
vielbeachteten Denkschrift der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
zum gymnasialen Mathematikunterricht {(1876) wird u.a. folgendes
gesagt: :

Verstdndnis fiir mathematische Problemstellungen  und
Zusammenhinge Kann nur erreicht werden, wenn auf jeder
Schulstufe die in den vorangehenden Unterrichtsstunden
entwickelten Techniken und Methoden sicher beherrscht
werden. Gerade die fehlende Sicherheit in Kalkiilen macht
es dem Schiiler oft unmdglich, der Entwicklung eines
neuen mathematischen Gedankenganges zu folgen oder ma—
thematische Methoden anzuwenden: ein Schiiler, der z.B.
mit Ungleichungen und Absolutbetrégen nicht sicher umge-
hen kann, wird im Unterricht in Analysis unndtige
Schwierigkeiten haben und so nicht zu soliden Kenntnis-—
sen auf diesem Gebiet gelangen konnen.

In dieser Denkschrift wird auch das von jedem Abiturienten erwar—
tete unverzichibare mathematische Kernwissen beschrieben, das
Kenntnisse, Fertigkeiten und Fadhigkeiten in sieben Bereichen
umfaBt: Numerische Techniken (Rechnen mit Briichen, Dezimalzghlen
und Potenzen, Umgang mit Rechenhilfsmitteln, Sicherheit bei Uber-
schlagsrechnungen); einfache Gleichungen und Ungleichungen; gra-
phische Darstellungen; Grundkenntnisse in Geometrie; formale
Fertigkeiten; Lineare Algebra und Geometrie; Analysis.
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Wir erdffneten die Diskussion in Abschnitt 5 mit den Bemerkungen
Gagnés iiber festgestellte Méngel bei den mathematischen Grund—
fertigkeiten amerikanischer Schiiler, die wie erwdhnt eine Wurzel
in der Verschiebung der Gewichte im Mathematikunterricht haben
kinnten. In einer Denkschrift beklagt die Gesellschaft fir Ange-—
wandte Mathematik und Mechanik (1982) die aus der ihrer Sicht
unzureichende mathematische Ausbildung an unseren Gymnasien und
untersucht die Voraussetzungen, mit denen der {(Ingenieur-)Student
heute die Hochschulen betritt:

Hier haben sich im vergangenen Jahrzehnt der Bildungs-
reform splirbare Verdnderungen vellzogen. Unter dem Ein—
druck einer verstidrkt an ihren Grundlagen und Struktur-
zusammenh@ngen interessierten Hochschulmathematik wurden
strukturelle Gesichtspunkte auch in der Schulmathematik
immer mehr betont. Die Anwendungen der Mathematik, be—
sonders in den Naturwissenschaften, wurden hieriiber
vernachldssigt; mit der Zersplitterung der Inhalte ging
ein Verfall der Fertigkeiten einher. Diese weithin be—
klagte Entwicklung 148t sich auch mit dem allgemeinbil—
denden Charakter der reinen Mathematik kaum rechtferti—
gen, denn die A&nwendungen der Mathematik sind nieht
weniger allgemeinbildend.

Damit weollen wir die Diskussion um mathematische Fertigkeiten
zundchst abschlieBen. Es wird nun erforderlich sein, den Begriff
des Mathematikverstidndnisses weiter zu prizisieren.
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7.5 Ubungen

1. Zum amerikanischen Subtraktionsalgorithmus: Diese {bung soll
die Moglichkeit systematischer Fehler in Abhingigkeit von der
verwendeten Methode demonstrieren. Der amerikanische Algorith-
mus beruht auf dem "Entbiindeln" {Borgetechnik). Die auf $. 37
erwdhnte Untersuchung bezog sich auf die Aufgabe 7002 - 25 = ?
Beobachtet wurde folgendes fehlerhafte Vorgehen:

5
b %4
7002 %002 X302
- 25 - - 25 -> - 25
7 5087

Im bei uns gebriuchlichen Algorithmus (Erginzungsverfahren)
wiirde diese Aufgabe wahrscheinlich problemlos durchgehen.
Kritisch wire hier vermutlich die Aufgabe 7002 - 93 = 72
(Selbst  nachvollziehen!) Die im Zusammenhang mit der =zuriick-
liegenden Diskussion aufgeworfene Frage ist, ob Verfahrens—
fehler durch VerstZndnis der Methode oder eher durch vermehr-
tes Uben auch kritischer Fdlle vermieden werden konnen. Wie
ist das Validieren einzubeziehen?

Die folgenden Ubungen solien Ihre Wachsamkeift im Umgang mit
{algebraischen} Fertigkeiten testen. Bitte bearbeiten Sie die
Aufgaben und kommentieren Sie ggfs., wo Ihnen bei der Abarbeitung
etwas aufgefallen ist.

(a + b}
2. Man vereinfache: e
af - b

3. Bestimmen Sie die L8sungsmenge der Gleichungen (Grundmenge R}:

X+ 4% + 4x

a) wmmmmmmmem = 0

x + 2

b} X —a = i a" - 3ax

a4z

4. AuBern Sie sich zu den folgenden "Beweisen':

a) 3 = 4-, denn:

¥~ 9 = {x + 4¥(x - 3)

@ (x+3){x-23) = {x+ 4)(x ~ 3) | s(x - 3)
&> X +3 = x + 4 | - x
& . 3 = 4

b} Eine gquadratische Gleichung hat immer O als eine

Losun
denn: &

axf+bx+c = 0

= x{ax - b + =

f
]
<

Fir x = 0 wird der erste Linearfaktor und damit das Pro-
dukt zu O; hieraus Tolgt die Behauptung.

5. Ist die Funktion f mit f(x) = ,./x*+ 2x + 1 (x € R)
+

in x = 0 a) stetig? b) differenzierbar?

6. Lesen &Sie die Denkschrift der DMV "Zum Mathematikunterricht

an Gy@nasien" {1976) und H.G. Steiners kritische Bemerkungen
Zu einem in &hnliche Richtung =zielenden Aufruf einiger
Fachverbinde (IDM Occasional Paper 22, 1982}.
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8. WAS IST “MATHEMATEKVERSTﬁNDNIS“?

8.1 Vorbemerkungen

Bei der Beschiftigung mit Theorien des Lernens {nicht nur von
Mathematik), wie auch bei der vorangegangenen Erérterung des
Erlernens mathematischer Fertigkeiten, trifft man immer wieder
auf das Wort "Verstzndnis". Es scheint in vieler Hinsicht eine
kritische Rolle zu spielen, Jjedoch ist unser Begriff davon eher
vage. Sicherlich wird er mehr umfassen milssen, als "auf eine
Frage die richtige Antwort geben kiénnen". Auch Gagnés Auffassung,
Verstindnis &uBere sich in der Fahigkeit zur erfolgreichen Pro-
blembearbeitung (vgl. Abschnitt 7.2) ist flir unsere Zwecke viel
zu allgemein. Herscovics und Bergeron (1983, 5.75) schreiben:

Die DNotwendigkeit eines Verstindnisses fiir Mathematik
hat man seit langem als ein Hauptproblem des Mathematik-
lernens erkannt. Denn chne Versténdnis wird Mathematik
schon bald zu einer itiberwdltigenden Birde von zu behal-
tenden Regelin und Symbolen und von Verfahren, die jeder
Bedeutung entbehren. Wie wichtig Verstédndnis auch sein
mag, wenn man es fassen will und global in einem pidago-
gisch relevanten Kontext definieren, Iiiber das schlichte
Erlernen von Fertigkeiten hinaus, erscheint dies immer
als unmdgliche Aufgabe: Wir sind Gefangene unserer Worte
und sind unvermeidlich verschiedener Meinung iiber ihren
Sinn. "Verstdndnis" kann nicht getrennt werden von
"Denken', "Wissen" und "Lernen", denn Verstehen ist das
Produkt eines Denkens, das nicht im Vakuum operiert,
sondern auf dem durch vorangehendes Lernen erworbenen
Wissen.- ’

Die Autoren erinnern daran, daf die Mathematiker selbst nicht
einmal iber die Natur von Mathematik einer Meinung sind, deshalb

sei es auch nicht iiberraschend, wenn sie sich schwerlich auf eine’

Definition von Mathematikverstdndnis einigen k&nnen. Jedoch,
ebenso wie der Mangel an Ubereinstimmung Gber die Natur von
Mathematik deren Weiterentwicklung nicht aufhaltén konnte, sollte
die Entwicklung der Didaktik nicht von einer universell akzep-
tierbaren Definition des Verstehens abhZngen.

44

Im Vordergrund der weiteren Behandlung unseres Themas soll jetzt
eine Prézisierung des Verstdndnisbegriffs stehen, Dabei wollen
wir uns auf einige fiir das Mathematiklernen wichtige Teilbereiche
konzentrieren.

Tragen wir zunichst zusammen, was bisher im Zusammenhang mit
"Verstindnis" und '"Verstehen" gesagt wurde. Auf S. 7 gaben wir
eine grobgefaBte, vorldufige "Definition™: Eine Sache verstehen
heiflt, sie in eigene geistige Kategoriensysteme eincrdnen =zu
kénnen. Es wurde dort bereits gesagt, daB komplexere geistige
Prozesse als rein sprachlich-mathematische etwa zum Verstindnis
der Achterbahn beitragen. Auch haben wir zwischen verschiedenen
Arten von Verstindnis unterschieden, 2.B. dem anfinglichen Ver—
stehen einer Aufgabenstellung, dem Verstehen der errechneten
Losung oder der verwendeten Operationen und Verfahren.

Wir haben dann scharf zwischen den Begriffen “Fertigkeit" und
"Verstindnis" getrennt (S. 12), da verschiedene Lernmechanismen
zugrunde liegen kénnten. Ein Verstindnis von Zahlen oder von der
allgemeinen Ableitung etwa wird durch den ausschliefllichen Drill
der damit verbundenen Fertigkeiten noch nicht erreicht (S. 20).
Mit Brownell waren wir der Uberzeugung {S. 28), daB ein einziger
Fall wvon Einsicht mbglicherweise Versténdnis, aber kaum Fertig-
keit hervorbringen kann. Das in der modernen Mathematikdidaktik
geforderte Verstindnis von der Mathematik soll bessere Bewdltie
gung von Anwendungssituationen durch Kompetenz fiir die Analyse
und mathematische Bearbeitung von Problemen erbringen (S. 31}.

Als Organisationsmerkmale des Langzeitgeddchtnisses haben wir
deklaratives und prozedurales Wissen unterschieden (8. 17) und
das darauf bezogene Verbundmodell des Erlernens mathematischer
Fertigkeiten wvon S, 12f im Hinblick auf die Wechselwirkung von
Fertigkeiten und Versténdnis diskutiert (S. 32ff). Verschiedent—
lich wurde angesprochen, daB automatisierte Fertigkeiten eine
mogliche Grundlage fiir Verstindnis bilden. Erwdhnt wurde auch,
dal bei Schillern die Entwicklung bestimmter Fertigkeiten und
eines Verstidndnisses davon 2u verschiedenen Zeiten erfolgen kann
{3. 34}. Als winschenswert erschien schliefilich ein verldBliches,
wachsames Wechselspiel von Fertigkeit und Verstindnis in der
Mathematik, das es einem erlaubt, nach Bedarfsliage "auf Verstind—
nis umzuschalten" {S. 38).

8.2 Verstdndnis — wovon?
Zu Beginn der Vorlesung haben wir allgemein vom Verstidndnis "von

einem Sachverhalt" gesprochen. Nun sollte zunichst das Wort
"Sachverhalt" konkretisiert werden. Wir konnten dabei denken an:
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{a) einen mathematischen Begriff;

{b) eine mathematische Fertigkeit;

(¢} ein mathematisches Problem;

(d) die Anwendung von Mathematik in einer anfangs
nicht-mathematischen Situation.

Selbstverstindlich wird Mathematikverstindnis alle diese Bereiche
{und wvermutlich noch mehr) einschlieBen. Bevor wir uns einer
Besprechung von Einzelheiten zuwenden, wollen wir einige Ver-
sténdnisarten ansprechen, die bisher unterschieden worden sind.

8.3 Verstdndnis — in welchem Sinne?

Herscovics und Bergeron (1983) geben einen kurzen Uberblick iiber
verschiedene Versténdnismodelle, den wir in Auszigen hier wieder-
geben (s#@mtliche Literaturhinweise sieche dort): Der Psychologe
Bruner hat schon in den 60er Jahren auf die Wichtigkeit ‘eines
intuitiven Verstidndnisses -~ im Gegensatz =zu einem formalen,
analytischen Verstiindnis - des Schillers bei der Bewdltigung von
Sachverhalten hingewiesen; spiAter hat er dies ausdriicklich auch
auf das Mathematiklernen bezogen. '

Der englische_Mathematikdidéktiker und Psychologe Skemp hat Mitte
der 70er Jahre die Begriffe "instrumentelles" und ‘'relationales
Verstindnis" unterschieden. Mit dem (von Skemp geringgeschiitzten)
instrumentellien Verstédndnis ist der Besitz von "Regeln ohne Grin—
de" und die Fzhigkeit, soiche Regeln anzuwenden, gemeint. Unter
"relational understanding" versteht Skemp das "Wissen, was zu tun
ist und warum" (d.h. Handlungsplidne in Relation zu mathematischen
Begriindungen}. Instrumentelles Verstindnis sei zwar schneller
erwerbbar; jedoch werde der éufwendigere Erwerb von relationalem
Verstdndnis durch bessere fAnpassungsfihigkeit an neue Problem—
stellungen, leichteres Behalten, Selbstmotivation und organische
Gesamtqualitiat belohnt.

Als eine Synthese der Vorstellungen von Bruner und Skemp haben in
den 7O0er Jahren Byers und Herscovics ein "tetrahedral model™
vorgestellt, das vier Arten des Verstindnisses unterschied:

— instrumentelles Verstdndnis als die Fahigkeit, eine gelernte
Regel zur LOsung eines Problems anzuwenden, ohne zu wissen,
warum die Regel funktioniert; :

— relationales Verstidrdnis als die Fahigkeit, spezielle Regeln

oder Prozeduren aus allgemeineren mathematischen Beziehungen
abzuleiten;

46

- intuitives Verstdndnis als die Fdhigkeit, ein Problem ohne
vorherige Analyse 2zu 18sen;

- formales Verstindnis als die Fahigkeit, mathematische Symbole
und Schreibweisen mit relevanten mathematischen Ideen zu
verbinden und diese Tdeen zu Ketten logischen SchlieBens =zu
figen.

formal

relational
instrumentell

intuitiv

Die Namensgebung des Modells bezog sich auf die Vorstellung der
Autoren, daB Verstdndnis flir einen mathematischen Sachverhalt
immer eine Mischung der vier Verstidndnisarten beinhaltet; dieses
symbolisierten die Autoren als einen Punkt innerhalb des durch
die vier Verstindnisarten abgegrenzten Tetraeders (siehe Abb.).

In den letzten Jahren wurde dieses Modell durch Skemp und andere
Autoren noch verfeinert. Bei den noch andauernden Diskussionen
konnte bisher jedoch keine Einigung ilber die Eingrenzung der Be-
griffsdefinitionen erzielt werden; .deshalb wollen wir hier nicht
weiter darauf eingehen.

Eine Weiterentwicklung des Tetraeder-Mcdells, auf die wir in den
ndchsten Abschnitten zu sprechen kommen, wurde von Bergeron und
Herscovics zur Analyse mathematischer Begriffsbildung eingesetzt.
Unter anderem sollte in einem Experiment die Niitzlichkeit des
Modells bei der Ausbildung von Grundschullehrern untersucht wer—
den. Der Erfolg war erfreulich: Die 28 am Experiment beteiligten
Grundschullehrer entwickelten ein BewuBtsein fir die verschiede-—
nen Versténdniskategorien und konnten im Unterricht iiber Zahlen,
Stellenwertsystem und Grundrechenarten davon Gebrauch machen.
Auch wichen  sie von ihrer einseitig auf richtige Antworten
gerichteten Haltung ab und legten nun gleiches Gewicht auf die
Schulung von Denkprozessen der Schiiler.
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Eine thecretische Analyse enthiillte je&éch einige Unstimmigkeiten
in dem aus dem Tetraedermodell entwickelten (sog. Hybrid-)Modell.
Unter anderem wurden mit "instrumentellem Verstidndnis™ nicht nur
ein anfingliches Verstindnis der Anwendung von Regeln coder Proze-
duren abgedeckt, sondern auch das v6ilig mechanische Beherrschen
unverstandener Prozesse, was man als "Verstindnis" eigentlich
nicht bezeichnen kann. AuBerdem wurde offensichtiich, da8 ein
einziges Verstehensmodell niemals so verschiedene mathematische
Aktivitdten wie Begriffsbildung, Problemltsen cder das Ausarbei-
ten logischer Bewelse umfassen kann.

Bergeron und Herscovics beschrédnkten sich deshalb in ihrer weite-
ren Arbeit ausdriicklich auf mathematische Begriffsbildung wund
entwickelten ein Verstehensmodell, das versucht, verschiedene
Verstandnisebenen wie auch die fortschreitende Kenstruktion von
Verstindnis zu beschreiben. Dieses Modell stellen wir nun vor,

8.4 Ein Verstehensmodell fiir mathematische Begriffe

Die Kenstruktion fundamentaler mathematischer Begriffe, ob auf
Grundschul- oder hoherer Ebene, is% ein Prozel, der u.U. mehrere
Jahre in Anspruch nimmt; flr den Zahlbegriff z.B. wurde dies

- durch Piaget nachgewiesen. Bergeron und Herscovics sehgn solc?e
Begriffe eher  als ein Netzwerk vieler anderer Begriffe; sie
sprechen von einem "begriffliichen Schema". BeeinfluBt von anoru
mation-Processing-Theorien, Plagets Arbeiten und den speziellen
Bediirfnissen der Mathematikdidaktik haben sie ein Verstehens-
modell entworfen, das vier "Ebenen® unterscheidet:

(a) tntuitives Verstindmis
(b} prozedurales Verstindnis
(c) Abstraktion

(d) Formalisterung

Im nichsten Abschnitt werden wir diskutieren, in welcher “Wei§e
dieses Modell der fortschreitenden Konstruktion von Verstiéndnis
Rechnung tragt. :

8.5 Literatur

Herscovics, N. & Bergeron, J.C. (1983). Models of Understanding.
Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik 83/2, 75-83.
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9. VERSTANDNIS VON MATHEMATISCHEN BEGRIFFEN UND FERTIGKEITEN

9.1 Die Konstruktion eines Verstindnisses mathematischer Begriffe

Das in 8.4 vorgestellte Verstindnismodell von Herscovics und
Bergeron soll jetzt im einzelnen erldutert werden. Wie auch der
englische Titel ihres Modells (™A copstructivist model of under-
standing") ausdriickt, sehen die Autoren die Entwicklung des Ver-
sténdnisses von einem mathematischen Begriff als vom lLernenden zu
erbringende . geistige Konstruktion (eines Begriffsnetzes). Die
dabel von ihnen unterschiedenen vier Ebenen werden nun erklirt,

{a) Intuitives Verstdndnis: Hierunter verstehen die Autoren das
informale Vorwissen eines Schiilers iiber das =zu konstruierende
begriffliche Schema. Z.B. ist das Zusammenflgen zweier Mengen von
Objekten Kindern geldufig, lange bevor sie eine (iiber ganz grobes
Schdtzen hinausgehende) Versteliung vom Addieren haben. Visuelle
Wahrnehmung und primitive, nicht quantifizierte Tatigkeiten kenn-
zeichnen dieses intuitive Stadium des Verstehens. Das Einbeziehen
eines solchen "Vorverstindnisses" beim Mathematiklernen sichert,
daB das neue Wissen von vornherein an Bedeutung gekniipft ist
durch Verankerung in den Vorstellungen und Erfahrungen des
Schiilers.

(b) Prozedurales Verstindnis: Dieses Stadium umfaft, daf der
Schiler das intuitive Verstidndnis von einem Begriff und einige
weitere Voraussetzungen zu einer anfinglichen Prozedur zusammen—
setzen kann, wodurch solches Wissen" in préziserer Weise benutz-
bar wird. Z.B. kann das Vorversidndnis von der Addition, erginzt
durch die Voraussetzung des Abzdhlenkénnens, zu einer einfachen
Additionsprozedur (Zusammenfigen zweier Mengen und Abzidhlen der
insgesamt erhaltenen Objekte) fortgesetzt werden. Die Autoren
welisen darauf hin, daB die dazu erforderliche systematische Ko-
ordination grundsitzlich schon pidagogisches Handeln erfordert,
also nicht vom Schiiler allein erreicht wirprd. Dadurch, daB sie
eine 'prozedurale! Verstindnisform postulisren, vertreten die
Autoren auBerdem implizit den Standpunkt, daB die Konstruktion

- eines mathematischen Begriffes nicht mdglich ist ohne eine damit

verbundene Prozedur.

(c) Abstraktion: Ein wesentlicher Schritt in der Xonstruktion
eines Begriffs besteht in seiner Losl&sung von anfangs damit
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verbundenen Intuitiocnen und Prozeduren, was schliefilich dazu
fiithren soll, daB der Begriff sich zum éigenstindigen Objekt des
Denkens entwickelt. Z.,B. . s0ll ein Verstidndnis von Zahlen -sich
schliefilich von der 1Anschauung\und von der im Verlauf seiner
Entwicklung damit zusammengebrachten Zzhlprozedur abldsen. Dieser
Vorgang, dessen zentrale Bedeutung Piaget hervorgehoben hat, wird
als Abstraktion bezeichnet und stellt eine dritte Ebene des
Verstindnisses dar. Er beinhaltet das Erkennen von Invarianten,
etwa die Erkenntnis, daB die einer endlichen Menge von Objekten
zugeordnete (An-}Zahl eine unverd@nderliche {"invariante") Eigen—
schaft ist, die bei Anderungen in der Anordnung der Objekte oder
der Zzihlreihenfolge erhalten ("konserviert") bleibt. Der Aufbau
solcher Erkenntnis erfordert die Kcordinierung und mdgliche Um-
kehrbarkeit verschiedener Gedankenginge. Dies kamm jedoch nicht
geschehen, wenn sich das Denken nicht vorher von der Xonkreten
Anschauvung (etwa dem Handhaben physikalischer Objekte) befreit
hat und im Operieren mit geistigen Objekten vorangetriebep'werden
kann., : .

(d) Formalisierung: Die vierte Ebene von mathematischem Begriffs—
verstindnis bezieht sich speziell auf die symbolische Natur von
Mathematik {(die "Form" des Umgangs mit mathematischen Inhalten).
Der Umgang mit mathematischer Notation stellt auf allen Stufen
bis zur Universitdtsmathematik kognitive Anforderungen, deren
Bewdltigung man als iber die ersten drei Verstédndnisebenen hin-
ausgehend ansehen kann. Das bloSe Manipulieren von Symbolen
allein kann jedoch noch nicht als Kennzeichen eines weitergehen-
den Verstdndnisses gelten, da es losgeldst von jeglicher Bedeu-
tung geschehen kann. Erst wenn ein Begriff von konkreten Ver-
kérperungen abstrahiert und der symbolische Umgang mit ‘ihm durch
Bezug auf Bedeutungen begriindet werden kann, kann man von einem
formalen Begriffsversténdnis‘sprechen.

Das Verstiandnismodell von Herscovics und Bergeron unterscheidet
sich wvon den in 8.3 angesprochenen Modellen in folgender Hin-
sicht: Anstatt allgemein verschiedene Verstindnisarten zu unter-
scheiden, beschrinken die Autoren ihr Modell auf den kognitiven
Konstruktionsprozeff der Bildung von mathematischen Begriffen. Die
vier Verstindnisebenen betonen wichtige Teilaspekte beim Fori-
schreiten dieses Prozesses.

Die Autoren merken.ausdriicklich an, daB ihr Modell nicht als ein
lineares Lernmodell mifverstanden werden diirfe. Durch die Vernet-
ZUung verschiedener Begriffe zu einem begrifflichén Schema besteht
eine gegenseitige Abhdngigkeit von Ebenen des Versténdnisses fir
solche Begriffe, Wenn bei einem Schiiler z.B. ein prozedurales
Verstindnis von der Additicrn. (mittels Abzihlen) schon besteht,
wird es kaum zu einem abstrakten fortsetzbar sein, wemn nicht
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‘vorher ein von der Zihlprozedur abstrahiertes Zahlverstindnis

erreicht wurde. Ganz sicher sclle man mit der Einfiihrung eines
neuen Begriffes nicht warten, bis die dafiir vorauszusetzenden
Begriffe s&@mtlich auf der formalen Ebene verstanden worden sind.

Auch sollte das Verstidndnismodell nicht als ein Unterrichtsmodell
miBverstanden werden. Wenn etwa auf der formalen Verstidndnisebene
symbolische Schreibweisen einbezogen werden, so sage das Modell
damit noch nichts iiber ein didaktisches Vorgehen bei der Unter—
weisung in mathematischer Symbolik aus. Ebensowenig sei gemeint,
daB man die Unterweisung darin bis zum Erreichen eines abstrakten
Verstandnisses aufschieben solle.

Den didaktischen Nutzen des Modells sehen Bergeron und Herscovics
in folgendem: Die vier Versti#ndnisebenen kénnten als kognitive
Lehrziele verstanden werden. 1In diesem Sinne bestehe das Problem
des Unterrichtens nicht in der reinen "Wissensweitergabe", son—
dern in der Anleitung der Schiiler zur Konstruktion ihres Wissens.

B
9.2 Kommentar zwn Verstdndnismodell von Herscovies und Bergeron

Hervorgehoben werden soll der Stellenwert, den die Autoren einer
prozeduralen Verstindnisform zumessen: Sie sehen die Konstruktion
eines mathematischen Begriffes als nicht m8glich an ohne eine be-
stimmte damit verbundene Prozedur {(im Sinne einer Fertigkeit).
Umgekehrt ausgedriickt werden alsc bestimmte mathematische Fertig-
keiten {z.B. eine Prozedur zur Addition natiirlicher Zahlen} als
Vorldufer begrifflichen Wissens iiber Mathematik (z.B. des Addi-
tionsbegriffs) gewertet. Zu einem frilheren Zeitpunkt (vgl.
Abschnitt 2.1) haben wir eine Feststellung von Suydam und Dessart
zitiert, die auf gleicher Linie besagt, HaB sich begriffliches
Denken zum Teil auf das aus der Entwicklung wvon Fertigkeiten
entstandene Verstindnis stiitzt. Das Modell von Herscovics und
Bergeron unterstiitzt unsere These zum Wechselspiel von mathemati-
schen Fertigkeiten und Mathematikverstidndnis: Mathematischen
Fertigkeiten kommt eine wichtige Rolle als Vorldufer mathemati—
schen Begriffsverstindnisses zu.

ber das Automatisieren von Fertigkeiten sagen Bergeron und
Herscovics nichts aus. Wir vertreten hier .den Standpunkt, daB
eine automatisierte Prozedur die Abstraktion des Begriffs von der
Prozedur wesentlich begiingtigt dadurch, daB die gewonnene kogni-
tive Kapazitdt {vgl. Abschnitt 4.1) — der "gedankliche Abstand”
von der Ausfilhrung der einzelnen Schritte, Raum gibt fiir die fiir
den AbstraktionsprozeB notwendige Reflexion.
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Wir kommen nun zuriick auf unsere frither (S. 34} formulierte Frage
nach denkbaren Vorteilen des Erwerbs von zundchst unverstandenen,
"mechanischen" Fertigkeiten: Man,erwirbt auch eine Art von Ver-—
sténdnis dadurch, daB man Fertigkeiten - auch wenn man die zuge-~
hérige Mathematik noch nicht "voll" versteht - anwendet und die
Wirkung und Tragweite ihres Einsatzes erfidhrt. Gerade dort, wo
komplexere Zusammenhéinge vorliegen, k&nnte man sogar sagen, daf
zu einem Mathematikversténdnis auch die Einsicht gehdrt, daB man
in bestimmien FAllen bereit ist, vermitteltes Wissen zunichst zu
akzeptieren wund im handelnden Umgang damit eine graduelle Erwei-
terung des Verstindnisses zu erfahren.

2.3 Verstdndnis von mathematischen Fertigkeiten

Der in 8.2 vorgenommenen Einteilung folgend, wenden wir uns nun
dem Verstidndnis von mathematischen Fertigkeiten zu. Ziel der
Besprechung soll auch hier die Klarung der Frage "Verstindnis -
in welchem Sinne?" sein (vgl. 8.3). Zwei Aspekte werden wir dabei
unterscheiden: {1} ein Verstindnis der in etner Fertigkeit
benutzten Mathematik; (2) ein Verstindnis des mathematischen
Kontexts, in dem eine Fertigkeit eingesetzt wird. Das bisher Ge—
sagte soll zundchst noch elnmal kurz im Zusammenhang dargestellt
und um weitere Einsichten erginzt werden.

Zu {1): Als eine Gefahr des reinen Drillens von Fertigkeiten hat
man erkannt, daB Mathematik von Schillern dann leicht als Anh3u-
fuﬁg von unverbundenen "Rezepten' verstanden wird. Wie Resnick
und Ford (1981} ausfithren, gehen die Vorschlige nun eher dszhin,
Mathematikunterricht auf den Erwerb einer integrierten Menge von
RegelmdBigkeiten und Prinzipien auszurichten, Ein weiteres,
hdufig erwdhntes Argument gegen das Drillen ist die GewGhnung der
Schiiler an eine wenn auch schnelle, so doch unbedachte und un-
flexible Art des Reagierens, wihrend mathematisches Denken hiufig
Flexibilitdt wund Kreativitidt erfordert. Heute sind sich die
meisten Mathematikerzieher dariiber im klaren, daB sowohl Drili
als auch beziehungshaltiges Lernen erforderiich ist. Jedoch ist
noch nicht gekldrt, wie man diese verschiedenen Lernerfahrungen
im Unterricht integrieren soll.

Die Argumente der Befiurworter des verstehenden Lernens von Fer—
tigkeiten richten sich auf ein Verstindnis der in einer Fertig-
keit benutzien mathematischen Begriffe (in diesem Sinne beziehen
sie sich also auf den ersten oben genannten Aspekt}. Wenn Ver-—
standnis an die Stelle des reinen Memorierens von Fakten und
Prozeduren tritt, so wird argumentiert, kUnnen die Schiiler Ver—
gessenes rekonstruleren oder scgar elgene Prozeduren zur Lsungs-
findung konstruieren. Das Kriterium der Geschwindigkeit einer
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beherrschten Fertigkeit wird fiir vergleichsweise unerheblich
gehalten.

Ein anderes Argument.ist, daB ein begriffiiches Verstindnis der
in einer Fertigkeit verwandten Mathematik hohere Flexibilitdt im
Einsatz der Fertigkeit ermdglicht. Kennt man etwa das Kommutabiv—
gesetz der Addition, so kann man bei Rechenprozeduren Summanden
vertauschen; man kann Rechenvorteile nutzen aus der Kenntnis des
Distributivgesetzes usf. Kennt man das Diskriminantenverfahren
zum Test auf reelle Lisungen einer quadratischen Gleichung, so
wird man etwa die Gleichung

17x2_§x+\/32“= 0
gar nicht erst’zu ltsen versuchen.

Zu {2): Der Kontext, in dem eine mathematische Fertigkeit einge—
setzt wird, erfordert eine andere Art von Verstindnis als das der
in der Fertigkeit verlangten Mathematik. Man mu8 in der Lage
sein, Uberhaupt zu erkennen, daB - und wie - eine bestimmte
Fertigkeit in einem bestimmten Kontext einzusetzen ist. Kontext—
eingebettete Probleme erfordern ein komplexeres Verstindnis von
Sprache, GSituation, Strategiesuche und Fertigkeiten. Dies leitet
iiber in den Bereich des Problemverstindnisses, jedoch sollte man
schon beim Erwerb einer Fertigkeit Wert auf mdglichst diverse
Anwendungskontexte legen. Wir werden hierauf zuriickkommen.

9. ¢ Ubungen

1. Diskutieren Sie anhand des Modells von Herscovics und Bergeron
eine ldngerfristige Planung von Mathematikunterricht mit dem
Ziel der Konstruktion eines Verstindnisses des Ableitungs—
begriffs bei den Schiilern. Berticksichtigen Sie die allgemeine
und die Ableitung in einem Punkt (einer reellen Funktion) und
ferner, daf die Klasse behandelter Funktionen im Verlauf des
Sekundarcurriculums mehrfach erweitert wird!

2. Die folgende Aufgabe aus der linearen Algebra - obwohl durch
Berechnungen zu lsen - erfordert schon einiges mathematisches
Begriffsverstindnis sowie (Kontext-)Verstindnis der benttigten
mathematischen Fertigkeiten. Losen Sie die Aufgabe und analy-
sieren Sie, {ber welche Begriffe und Fertigkeiten Sie dabei
verfiigen miissen.

3 2
Aufgabe: Gegeben sei die Matrix A = (ml O) . Finden Sie:
a) alle Eigenwerte von A; b) alle zugehdrigen Eigenvektoren.
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10. VERSTANDNIS VON DEM LUSEN VON PROBLEMEN

Die Forschungsaktivititen und die Literatur zum Problemldsen sind
heute kaum ilberschaubar. "Probleml8sen" kann schlechthin als die
aktive Auseinandersetzung des denkenden Menschen mit der Welt
aufgefalt werden; entsprechender Stellenwert wird diesem Bereich
seit dem Beginn einer "kognitiven" Psychologie zugemessen. Mit
der experimentellen Erforschung dieses Bereichs wurde von den
Gestaltpsychologen begonnen; Problemldsen wurde dort als ein
Prozef der kognitiven Organisation aufgefaBt. Diese Auffassung
war fir bestimmte Problemklassen sehr geeignet, jedoch nicht

allgemein genug fir die Analyse beliebiger Probleme. Spdtere
Ansatze des Behaviorismus beschrinkten sich auf die zur LSsungs-~
findung =zu erbringenden "Responsen", wobel das besondere Inter—

esse den Wahrscheinlichkeiten fir das Erzeugen verschiedener,
auch nicht naheliegender Responsen galt {Aufgaben, deren L3sung
durch die wahrscheinlichsten Responsen nicht erh@ltlich waren,
definierte man dort gerade als "Probleme"). Obschon man die
Wichtigkeit flexiblen Verhaltens fiir erfolgreiches Problemldsen
erkannt hatte, waren diese AnsHtze nicht geeignet fir eine ins
Detail gehende Analyse von Komponenten erfolgreichen Problem—
losens.

In den neueren Ansdtzen der Psychologie wird, ausgehend von der
weithin beachteten Arbeit von Newell und Simon (1972), Problem-
18sen unter dem Gesichtspunkt der Informationsverarbeitung ana-
lysiert ("information processing approach™). Der wesentliche
Vorteil dieser Theorie - 1im Gegensatz etwa zu AnsZtzen des
Behaviorismus - liegt in der detaillierten Analyse vonn Problem-
16seprozessen; die theoretischen Interpretationen enthalten
spezifische Annahmen #ber beim Ldsen auftretende geistige ProzeB-
komponenten.,

10.1 Bemerkunger zum Information—Processing-Modell

In Abschnitt 3.1 haben wir zum ersten Mal Bezug genommen auf den
in der modernen Kognitionspsychologie favorisierten Information—
Processing-Ansatz. Dieser Ansatz ist aus der sog. Kiinstliche-
Intelligenz-Forschung hervorgegangen, deren theoretisches Ziel es
ist, die Prinzipien intelligenten Verhaltens zu verstehen. Wenn
man kognitive Prozesse durch Computerprogramme simulieren will,
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so wird im psychologisch ausgerichteten Ansatz gefordert, daB
nicht nur das Produkt, also das gezeigte "intelligente" Verhal-
ten, sondern auch die Prozesse, auf denen dieses Verhalten be-
ruht, mit denen der beim Menschen empirisch beobachtbaren in
Ubereinstimmung gebracht werden k&nnen.

Das Information-Processing-Modell griindet sich dabei auf dieselbe
Ebene von Informationsverarbeitung wie beim Menschen: die be-
griffliche. Nicht numerisch, sondern symbolisch, und nicht kalku-
latorisch, sondern folgernd wird dabei mit den Elementen der
Informationsverarbeitung umgegangen. Soweit menschliche Intelli—
genz auf linguistischer Grundlage erklart werden kann, kénnte
"Kunstliche Intelligenz" die priziseste Form eines psychelogi-—
schen Modells liefern.

Der Information-Processing-Ansatz hat sich bisher als ausgespro—
chen niitzlich zur Analyse spezieller Probleme erwiesen, jedoch
wurde noch keine zusammenhingende Theorie entwickelt, die Pro-
blemitsevorginge fiir breite Klassen von Problemen mit allgemeinen
psychologischen Prinzipien zu erkliren vermag. Es hat jedoch den
Anschein, daB der eingeschlagene Weg in dieser Hinsicht erfolg—
reich sein kénnte.

10.2 Verstindnis beim Problemldszen

ber erste Schritt zur Ldsung eines Problems ist, es zu verstehen.
"Verstehen" hat man dabei definiert als das Erstellen einer
Repridsentation des Problems, wobei sich "Reprdsentation" auf ein
geistiges Modell der Problemsituation bezieht, das der Problem-
léser konstruiert und manipuliert, um eine Losung =zu finden
(Newell & Simon, op.cit.)}.

Aus der Forschung der letzten Jahre ergeben sich deutliche Hin-
weise darauf, daB die Problemreprisentation eine kritische Kompo-
nente fiir Problemltsefertigkeiten ist. Das Problem der geistigen
Repriasentation eines zu ltsenden Problems kann dabei vermutlich
nicht unabhidngig von dem Problem der Reprisentation von Wissen im
Geddchtnis betrachtet werden. Bei Computersimulationen von Pro—
blemlSseprozessen, wie sie von Newell und Simon — gestiitzt auf
umfangreiche Protokollanalysen aus Versuchssitzungen mit mensch-
lichen Problemlgsern — erstmalig vorgenommen wurden, ist dies
drastisch herausgestellt worden. In einem Computer, um den Ver—
gleich hier anzufiihren, wiirden die zur Probleml&sung vorgenomme-—

" nen Handlungen auf bestimmten Datenstrukturen operieren:

— Datenstrukturen, die das Problem darstellen und die in eine
Form transformiert werden, aus der die LOsung erhdltlich ist;
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- zusdtzlich Datenstruktiuren, die “"Wissen iiber die Welt" darstel-
len und die benutzt werden, um Teile der Problemldsung zu
erhalten oder die Konstruktion der L&sung zu leiten.

Ahnlich wird man bei einem menschlichen Problemltser die geistige
Repré@sentation des zu lésenden Problems in Verbindung mit der
geistigen Repré@sentation faktischen "Weltwissens", darunter auch
mathematischen Wissens, in Betracht ziehen miissen. Besonderes
Gewicht wird hierbei der Art der Reprisentation von Wissen im
Ged&dchtnis als Grundlage des Problemldseprozesses zugemessen.
Problemltsefertigkeit, s0 scheint es, ist in hohem MaBe vom
Problemverstdndnis wund damit von der Qualitit der Wissensrepri-
sentation abhingig.

Vermutlich muB ein Verstidndnis fir Probleml&sen auch ein Verste—
hen der erzielten LBsung sowie - in gewissem Umfang - der ver—
wendeten Operationen und Prozeduren beinhalten, wie wir es im
Zusammenhang mit mathematischen Fertigkeiten schon angesprochen
haben. Bevor wir dies weiter verfolgen, wollen wir konkret auf
die Anwendung von Mathematik in nicht-mathematischen Situationen
eingehen (vgl. 8.2),

10.3 Problemldsen in anfangs nicht-mathematischen Situationen

Ein interessanter Ansatz der Psychclogin Jill Larkin zielt auf
die Entwicklung einer "vereinheitlichten Theorie dariiber, wie
Leute Mathematik benutzen" (Larkin, 1283)}. Larkins Forschungs-
anliegen ist es, theoretisch zu fassen, wie der Lernende mathema—
tisches Wissen in anfangs nicht-mathematischen Situationen (z.B.
in Textaufgaben oder in naturwissenschaftlichen Problemen) anwen—
det. Larkin argumentiert, daf in so unterschiedlichen Gebieten
wie der kindlichen Arithmetik und der Hochschulphysik #hnliche
Denkmuster beim Problemldsen becbachtbar sind., Dazu hat sie ein
Problémlﬁsemodell_entworfen, das erfolgreichen Problemlisern das
folgende schrittweise Vorgehen zuschreibt: Zundchst wird eine aus
geistigen Objekten wund ihren Zwischenbeziehungen bestehende
Basisreprésentation des Problems im Geddchtnis des Problemlosers
erstellt. In der n#chsten Phase wird diese Basisreprisentation
durch Hinzufiigen weiterer Objekte und Beziehungen vornehmlich
mathematischer Natur angereichert, um eine mathematisch elabo-
rierte Représentation des Problems zu erhalten, aus der schliefi-~
lich die Losung durch Berechnungen gewonnen wird.

Nach Larkins Ansicht besteht der wesentliche Schritt im Problem—
lbseprozel grundsdtzlich im Verschaffen der elaborierten Problem-
reprisentation, die dann die zur Losung fihrenden Berechnungen
leitet. Die gemeinsame Ursache von MiBerfolgen beim mathemati-
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schen Problemldsen in allen Bereichen liege darin, daB dieser
Schritt umgangen und die Berechnung direkt von der Basisreprisen~
tation aus versucht wird (siehe Abbildung). ’
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Modell des Problemldsens durch Repridsemtationswechsel {Larkin)

Fiir zwel Bereiche: (a} Textaufgaben zu Addition und Subtraktion
und (b} physikalische Probleme in der Flissigkeitsstatik sind
Modelle im Computer implementiert worden, die durch unterschied-
liches MaBR an Elaboration verschiedene Grade von ProblemlBse—
fahigkeit simulieren. Die Computer-Modelle ermdglichen Vorhersa—
gen iber eine Staffelung in der Problemschwierigkeit und iber zu
erwartende Fehlermuster. Empirische Studien wurden herangezogen,
um die Vorhersagequalitdt der Modelle zu iberpriifen.

Im Vergleich =zu dem von Gagné vorgeschlagenen Modell wird das
Hauptgewicht in Larkins Modell auf das Erstellen der Problem—
reprisentation gelegt. Was bei Gagné die erste Phase ist (Uber-
setzung einer verbal beschriebenen Situation in einen mathemati-
schen Ausdruck; vgl. Abschnitt 5.1), wird bei Larkin zum wesent—
lichen Gegenstand ihres Problemlésemodells. Statt einer "Uberset-
zung" postuliert sie einen mehrfachen Wechsel der . Problemrepri-
sentation zur Anreicherung des Verstindnisses von dem Problem,
big schlieBlich =zu Berechnungen geschritten werden kann. Dies
s01l kurz erldutert werden.

Bagisreprdsentation: Der Problemlfser {Mensch oder Computer}
liest den Text des Problems und benutzt Neuronen oder Elektronik,
um eine interne Problemrepré@sentation zu konstruieren. Diese
Reprasentation besteht aus geistigen Objekten wund Beziehungen
dazwischen, die direkt zur im Text beschriebenen Situation kor-
respondieren.
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Mathematische Reprdsentation: HNeue Objekte und Relationen {zu-
meist mathematischer Natur} werden hinzugefigt, um schlieBlichk
eine mathematische Représentatioh zu erhalten. O0ft redundant,
erlaubt sie, Teile der Problemreprdsentation im Vergleich mit
anderen =zu iberpriifen. Aus der mathematischen ergibt sich die
Berechnmungsreprdsentation.

Beispiel: Erich hat 5 Pfennige. Sein Vater gibt ihm ein paar
dazu. Jetzt hat er 8. Wie viele Pfennige kamen dazu?

Basisrepridsentation:

- enthdlt Erich, seinen Vater und die zu 8 ergidnzten Pfennige;

- die 5 Pf. sind durch die Relation "gehtrt" mit Erich verbunden;

- die fraglichen Pfennige sind durch die Relationen '"gehBrt-
jetzt" und “gehdrte-urspriinglich" mit Erich bzw. seinem Vater
verbunden.

Mathematische Reprisentation:

8 konstruiert wird z.B. eine Menge/Teil-~
nenge-Beziehung zwischen Erichs jetzi-
gen, urspringlichen und neu hinzuge-
kommenen Pfennigen. Hieraus erhilt
man die

Berechnungsreprisentation: - 8 -5=7

Ein Computer-Modell, das derartige Textaufgaben 1l¥st, heift CHIPS
("Concrete Human-like Inferential Problem Solver", Briars &
Larkin, 1984). Als "Minimalmodell" enth#lt CHIPS die kleinste
Menge Wissen, die als ausreichend zum Lidsen elementarer Textauf-
gaben angesehen werden kann. Fir eine grofe Vielfalt solcher

Aufgaben produziert CHIPS Antworten (richtige und falsche) und

eine Folge von Schritten, die die "LUsungsstrategie" angibt. Eine
wesentliche Annahme des Modells ist es, daB Kinder die Représen-—
tierung derartiger Problemsituationen mithilfe wvon Zdhlobjekten
("Chips"™) vornehmen (konkret oder im Geiste). Das "Versti@ndnis"
des Problems wird durch die Qualitidt der Reprdsentation reflek-
tiert (z.B. kann im obigen Beispiel mangelndes Verst&ndnis sich
darin zeigen, daB eine Unterscheidung der besitzanzeigenden Rela-
tionen "gehBrt-jetzt" und “gehdrte-urspringlich" -in der Problem-
reprasentation nicht vorgenommen wird, wodurch eine auf dem Ab-
zghlen der Chips in der Differenzmenge beruhende Losung unmdglich
wird).
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11. WEITERE. PRAZISIERUNG DES VERSTANDNISBEGRIFFS

11.1 Davis' Arbeit iiber mathematisches Verstindnis

{lber mehr als ein Jahrzehnt haben Robert Davis und selne Mit-
arbeiter am Curriculum Laboratory an der University of Iilinois
auBerordentiich viele Daten gesammelt von Schillern, die Mathema-
tik lernen (von Grundrechenfertigkeiten bis hin zur Differential~
und Integralrechnung). Die Studien enthalten ausfihrliche und
sensible Protokollanalysen von Schiilern, die mathematische Pro-
bleme bearbeiten. Das Gewicht liegt auf der Untersuchung ihrer
Fehler und MiBkonzeptionen (ein Beispiel haben wir in Abschnitt 7
angesprochen}. Anstelle der forcierten Entwicklung eines Begriffs
gebiiudes wurden tiefgehende Analysen der mathematischen Aufgaben
seibst ggfs. unter Verwendung von Ideen der Kinstlichen Intelli-
genz interpretiert; es wurden postulierte Wissensrepriasentations—
strukturen und Verarbeitungsmechanismen zum Vergleich herangezo-
gen. Die beste Quelle fiir diese Arbeit sind das "Journal of
Children's Mathematical Behavior" (jetzt "Journal of Mathematical
Behavior") und der AbschluBbericht von Davis' zweieinhalbjdhrigem
Projekt zur Rolle von "Verstidndnis" belim Mathematiklernen {Davis,
Young, and McLoughlin, 1982).

Belegt durch eine Vielzahl von Beispielen weisen Davis et al. in
diesem Bericht immer wisder darauf hin, daR alternative Wege des
nYerstehens" unterschieden werden kinnen. Hat man z.B. drei Arten
des Verstehens identifiziert, so sei auch gleich eine vierte
denkbar: wenn man namiich die drei gegebenen in ihren Beziehungen
untereinander versteht. Unter der {Jherschrift "Multiple Under—
standings" wird gesagt: “Mehrere Moglichkeiten des Verstehens zu
sehen ist wesentlich verschieden davon, nur eine zu sehen, egal
welche." Der Rahmen der erliduternden Beispiele reicht dabei wvon
Grundrechenfertigkeiten bis 2zur Differential- und Integral-
rechnung. Dabei betonen Davis et al. die trotz dieser so welt
gespannten Betrachtung von Mathematik angetroffene "schlagende
Ahnlichkeit" dessen, was es heiBt "zu verstehen". Sie bemerken
weiter (S.- 35}:

Wir geben zu bedenken, daB sich “"Verstehen" in der
Analysis auf weite Gebiete relevanten - sogar essentiel—
len — Wissens erstreckt., Man kann nicht Analysis verste—
hen, ohne Grenzwerte zu verstehen. Ein "Verstindnis" ven
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Grenzwerten kann jemandem wahrscheinlich nicht ohne ein
formales, als auch ein intuitives Verstdndnis zugespro-
chen werden. Keins dieser beiden ist denkbar ohne Kennt—

nis einer Zahl von Beispielen und Gegenbeispielen.

mufy die nan

Topologie der reellen Zahlen

C o8] geraden kennen,
f?rmal und 1ntu1?1v. Man muB mathematische Induktion und
Widerspruchsbeweise verstehen. Und fiir alles dies bendw

tigt man algebraische Rechenfertigkei i
eiten, i
zusammenzufiigen. £ i um e Telle

11.2 Ein Beispiel filr alternative Mbglichkeiten des Verstehens

Davis et al. ({1982, S. 21ff) erliutern z.B. alternative Wege zu

einem mathematischen Verstindnis der beim Zusammendriicken

Feder geleisteten Arbeit. e
1. Methode
Es wird zundchst angenommen, daB die Federkraft beim Zusammen-

d?ﬁcken k?nstant ist. Wemn die Kraft konstant ist, dann kann man
die Arbeit W (Work} durch einfaches Multiplizieren von Kraft F
{Force) und Distanz D ausrechnen: '

W=F "D

Mén kommt j?doch bei diesem Problem chne Analysis nicht aus, da
dl? Kraft n}cht konstant ist, sondern vom Grade des Zusammen-
driickens abhZngt. Folgende Argumentation nimmt darauf nun bezug:

{i) Wenn die Kraft konstant wire, hitten wir keine Schwierig—
keiten;

(ii) aber die Kraft hingt ab von der Distanz x, um die wir die
Feder zusammengedriick% haben;

(iii} Wenn nun X nur wenlg gedndert wiirde, wiirde auch die Kraft F
sich nur wenig dndern;

(iv) driicken wir also die Feder nur um einen geringen Betrag dx
zusammen;

{v) und da die Kraft F sich nur wenig dabei #ndert, stellen wir

uns erstmal vor, sie dndert sich fberhaupt nicht. Dann kann
man schreiben

dwWw = F - dx
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(vi) Dabei machen wir natiirlich einen Fehler, Aber wir konnen
den Fehler abschdtzen und zeigen, daB der Gesamtfehler E
gegen 0O geht, wenn d&x gegen 0 geht. Ist R die totale
Distanz, um die die Feder zusammengedriickt ist, so teile R
in n gleiche Intervalle auf, so da8 also gilt:

1

dx = Dann ist E = O { Y.
n

n
(vii) Lassen wir n jetzt gegen @ gehen, so geht der Gesambt

fehler gegen O, und die Summation fiir die Gesamtarbeit
{beim Zusammendriicken um R} wird zum Integral:

R

W= fF(x}dx

0
2. Methode

In einem alternativen Ansatz konnte man die oben abgeleitete
Gleichung als Arbeitsdefinition vorgeben und dann die Situation
darauf aufbauend analysieren; so findet man es zum Beispiel in
Unterrichtstexten.

Diese beiden AnsZtze stellen zwei sehr verschiedene Wege dar zum
Verstandnis, wie die geleistete Arbeit berechnet werden kann. Die
erste Methode {'nimm-an-es-ist-konstant-und-behalte-den-entste—
henden-Fehler-im-Auge") hat den Nachteil, daB fiir den Schiiler die
Sprache zuerst verwirrend sein wird; jedoch hat sie den Vorteil,
daB dem Schiller ein Prinzip an die Hand gegeben wird, das sich
auf viele andere Probleme anwenden 1#EBt.

3. Methode

Ein dritter Weg zum Verstehen des Federproblems benutzt den
Zwischenwertsatz und basiert auf der Beobachtung, daB die Kraft F
eine monoton wachsende stetige (da lineare) Funktion der Distanz
x des Zusammendriickens ist, Nimmt man fir jedes Teilintervall den
kleinsten Wert von x, erhilt man also eine zu kleine Nidherung fiir
F; nimmt man den grdften, wird sie zu grofi. Nach dem Zwischen-
wertsatz gibt es dann alsc einen Wert

xkf in jedem Intervall (ﬁ<’¥k+1)’ so daB F(%:)(¥k+1 - xk) den

korrekten Wert der Arbeit W, des Zusammendriickens um dieses
Intervall liefert, mit dem Fehler gleich 0. Nach der Definition
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des Riemann-Integrals ergibt dann der Ausdruck
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lim ZF(x;){xk+l - %)

n->o k=0

exakt das Integral B

-]’ F{x) dx

0

11.3 Beispiel eines Verstindnismechaniemusses

In vielen Fdllen '"versteht" mar, well man in der Lage ist, einen
bestinmten "input" an etwas, was im (Langzeit—)Geddchtnis wieder—
gefunden wird, anzupassen und feststellen:

{1} es paBt perfekt,

(i1) das im Geddchtnis aufgefundene "Etwas" flihrt zu  Assoziatio—

nen, die alle mit dem input verbundenen Fragen beantworten
kdnnen.

Beispiel: Die Gleichung o2t _ 56t + 6 = 0

kann leicht bearbeitet werden, wenn wir dazu die allgemeine
quadratische Gleichung ax®*+ bx + ¢ = 0 (sowie damit asso-
ziierte Losungsverfahren) auffinden und sie unter - den
folgenden Substitutionen als perfekt passend feststellen:

t 2t 2
e > x, e “ x,1 & a, -5 & b, 6 ¢ c.

Das (Zwischen—)Ergebnis et= 2 v et= 3 kann weiterverarbeitet
werden, wenn nach dem gleichen Prinzip dann im GedHchtnis
ein anderes Stlick Wissen iiber den Zusammenhang von Logarith-

mus— und Exponentialfunktionen als Umkehrfunktionen aufge—
funden wird:

A" =8 & logAs = Ir.

Wieder gelingt eine perfekte Anpassung der aktuellen Daten
an das aufgefundene Wissen:

e & A, t o r,2 o s

so daB t = In 2 bzw. £ = 1In 3.
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11.4 Verstidndnismechanismen — Verstehen und Nichtverstehen

Ein groBer Teil der menschlichen Enformationsverarbeitung kann
dem fast automatischen, hidufig gar nicht bewuBten Auffinden von
"Situationsreprésentationen wmwit =zugeordneten Mengen von Hand-
lungsmustern" - wie in 11.3 erliutert - zugeschrieben werden. Die
Existenz solcher "Wissenspakete" wird heute in diversen psycholow
gischen Theorien angenommen; sie werden unter anderem unter den
Namen "Schemata™, '"Frames" oder "Scripts" gefiihrt (wir wollen
hier keinen vorziehen und weitere Einzelheiten auBer acht las—
sen). Allen gemeinsam ist die folgende Primisse: Als Reaktion auf
bestimmte Merkmale der angetroffenen Situation werden im Lang-
zeitgeddchtnis des Individuums stereotype Repridsentationen dieser
Situation aktiviert, sowie damit verbundene Erwartungen betreffs
angetroffener Einzelheiten und voraussichtlich auszufilhrender
Pléne. Wenn wman, wie in der in 11.3 beschriebenen Aufgabe den
passenden "Rahmen" aufgefunden hat, so "versteht! man auf einmal
die ganze Situation; im Zusammenhang damit steht z.B. die Wahrneh-—
mung von sog. chumks (vergleiche Abschnitt 4.2 und auch das dort
besprochene Beispiel unter diesem Gesichtspunkt}.

In diesem Sinne bedeutet "Verstehen das Anpassen einer Situation
an eine im Langzeitgeddchtnis aufgefundene "Repridsentations-—
strukfur'.

Manchmal miBlingt es, Wissen im Gedichtnis aufzufinden, obwchl es
dort gespeichert war. Dies ist einer der mBglichen Fille, wie es
scheitern kann, daB man etwas "versteht". Ein Beispiel dafiir
haben wir in Abschnitt 7.1 angesprochen {falsch ausgefithrter Sub—
traktionsalgorithmus}: In dem dort geschilderten Fall wurde gzum
Verstindnis notwendiges Schlisselwissen nicht aktiviert, obuwohl
28 im Geddchtnis vorhanden war.

Nicht zu verstehen heiBt also nicht notwendig, daB es am erfor~
derlichen Wissen mangelt, sondern mdglicherweise ist das Nicht—
auffinden dieses Wissens die Ursache. Eine andere Ursache von
mangelndem Verstdndnis kann darin liegen, daB eine falsche, d.h.
der Situation nicht angemessene Reprédsentationsstruktur aufgefun-
den wird.

Natlrlich kann "Verstehen" nicht das hundertprozentige Wiederauf-
finden wund Sktivieren frither gelernter Sachverhalte bedeuten -
solch eine Représentationsstruktur wdre zu starr, um eine neue
Situvation erfolgreich bewdltigen zu kidnnen. "Verstehen" muf dage—
gen beinhalten, d&aBl vorhandene Reprisentationsstrukturen an neu
vorgefundene Sachverhalte angepalBt werden ktnnen (vergleiche das
Beigpiel in 11.3). D.h. "verstehen" bedeutet also auch, eine
geeignete geistige Reprédsentation fiir die jeweilige Situation
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konstruieren zu konnen {vgi. Abschnitt 10.2).

Eine andere Ursache von Nichtversiehen kann also darin liegen,
da8 jemand nicht in der Lage ist, eine geistige Reprisentation
fiir bestimmte "Eingabedates" zu konstruieren.

11.5 Zusammenfassung der Auberungen iiber Verstehen

"Verstehen" beinhaltet in jedem Fall, daB eine geesignete Wissens-
repridsentationsstruktur (WRS) im Geddchtnis des Schiilers benutzt
wird. Diese kann im Langzeitgedidchtnis aufgefunden worden sein
{("retrievalm), oder sie kann neu konstruiert oder als Kombination
von beidem erzeugt worden sein.

In den Fdllen, wo "retrieval" vorliegt, mufB fiir einen erfolg-
reichen VerstehensprozeB im einzelnen folgendes erfillt sein:

1. Eine WRS existiert im Langzeitgeddchtnis des Schiilers, die die
Problemsituation angemessen repridsentieren kann;

2. Eine geeignete WRS wird ausgewdhlt und im Geddchtnis aufgefun—
den (das "retrieval®);

3. Die aktuellen Daten des vorliegenden Problems coder der Situa-
tion werden korrekt in die aufgefundene WRS eingebettet;

4, Wenn die Anforderungen der Aufgabe iber den Wissensbereich der
aktivierten WRS hinausfiihren, werden nach Bedarf zusdtzliche
WRS'en {in rekursiver Weise) aktiviert.

Ein wesentlicher Gesichtspunkt ist, dal mit dem Aktivieren einer
WRS als Resultat eines Verstehensprozesses prototypische Hand-
lungsmuster: Pldne zur Verfiigung stehen, deren Ausfithrung - unter
Einsetzung der aktuellen Daten - die Bewdltigung der Problem—
situation ermdglicht. Spiter werden wir auf die wichtige Rolle
von Sprache bei der Anpassung und Umsetzung von Plinen in Pro-
biemsituationen zu sprechen kommen (Abschnitt 13},

11.6 Literatur
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11.7 Ubung

1 -
+ X
selbst invers, d.h. fiir alle x ist f{f(x)) = x

a) Zeigen Sie: Die Tunktion f mit f(x) =

ist zu sich

b} Finden Sie weitere nichttriviale Beispiele fiir Funkticnen,
die zu sich selbst invers sind.

c) Stellen Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung
dafir auf, wann eine Funktion (R —»R) zu sich selbst
invers ist.

Beim Bearbeiten dieser Ubung beachten und beschreiben Sie bitte:

(i} Die kritische Rolle von Reprdsentationen bei jeglicher
Analyse; : .

(i1) die wichtige Rolle, die reprdsentationserzeugende Fertig—
keiten, =z.B. das Zeichnen won Funktionsgraphen, dabei

spielen;

(iii) die Rolle von '"naiven® oder "priamathematischen" Reprdsenta-
tionen (etwa einer "Funktionsmaschine").
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12. DIE ROLLE VON "METAKOGNITION" FUR MATHEMATISCHES VERSTANDNIS

In diesem Abschnitt wollen wir Aspekite des Mathematikverstindnis-
ses besprechen, die in den bisher erwdhnten {iberhaupt nicht
enthalten waren. Es geht dabei um "Metakognition" {Metawissen -
Wissen iber Wissen). Obwohl es sich nicht um ein mathematikspezi-
fisches Phénomen handelt, ist der Besitz oder Nichtbesitz von
Metawissen offenbar von groBer Bedeutung fir mathematische Kompe-
tenz. Die folgenden Thesen sollen erliutert werden (wir folgen
einer Arbeit von Schoenfeld, 1983): (1) Metakognitive Fertigkei-
ten sind wichtige Komponenten mathematischer Leistung. (2) Viele
Schiiler entwickeln metakognitive Fertigkeiten in nur geringem
Umfang oder gar nicht, wahrscheinlich als Folge eines Mathematik-
unterrichts, der auf diesen Aspekt des Verstehens kaum zu spre-
chen kommt; hiaufig ist dies jedoch ein Grund fiir mathematische
Schwierigkeiten. (3) Es ist mdglich, wenn auch schwierig, solche
Fertigkeiten bei Schiilern auszubilden.

12.1 Was 18t Metakognition?

Eine wichtige Komponente mathematischer Kompetenz besteht darin,
daB man das einem zur Verfiigung stehende Wissen in effizienter
Weise 2zu nutzen versteht, gerade auch in ungewchnten - Zusammen—
hingen. Neben dem Besitz formaler Techniken ist es wichtig =zu
wissen, wann ihr Einsatz angemessen ist und wann man besser davon
absieht. Ebenso wichtig ist es, die Qualitédt der eigenen Argumen—
tation bewerten und verbessern zu kénnen, wihrend man sich ihrer
bedient; all dieses — und noch mehr - wiirde man unter dem Begriff.
"Metakognition" einzuordnen haben. Eine der ersten, weitgefafiten
Definitionen von Metakegnition stammt von Flavell (1976, S. 232):

"Metakognition" ©bezieht sich auf das Wissen von den
eigenen kKognitiven Prozessen und allem, was damit zu tun
hat, etwa die filir das Lernen relevanten Eigenschaften
von Information wund Daten. Zum Beispiel benutze ich
Metawissen ..., wenn ich bemerke, daB es mir schwerer
fdllt, A =zu lernen als B; wenn mir auffdllt, daB ich C
noch einmal iiberpriifen sollte, bevor ich es als Tatsache
hinnehme; wenn mir scheint, d&aB ich in Aufgaben des
Multiple~choice-Typs am besten jede einzelne Alternative
untersuche, ehe ich mich fiir eine als die beste ent-
scheide; ... Metakognition bezieht sich unter anderem
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auf das aktive Uberwachen und konsequente Regulieren und
Orchestrieren solcher Prozesse. in Beziehung zu den kog-
nitiven Objekten und Daten, auf denen sie beruhen, ge-
wohnlich im Dienst eines konkreten Ziels oder Anliegens.

Kurzgesagt handelt es sich hier alsc um Wissen darilber, wie man
mit seinem Wissen zur Erzielung groftmdglichen Nutzens umgeht.

12.2 Die Rolle von Metakognition in mathematischen Situationen

In 13,4 und 11.5 haben wir die Bedeutung von Wissensreprisenta-—
tionsstrukturen fir mathematisches Verst@ndnis angesprochen. Eine
durch Situationsmerkmale zutreffend aktivierte WRS, so wurde
gesagt, fihrt auch zur Bereitstellung von Pldnen, deren Ausfiih-
rung - man in der Situation u.l. =zu erwarten hat. Wo angebracht
ermglicht die Routine-Aktivierung solcher Repridsentationen ein
schnelles und effizientes Bewidltigen mathematischer Situationen.
Nicht immer jedoch ist die sofortige Ausfithrung von Plédnen, ‘"die
einem einfallen', sinnvoll - hier spielt die Kontrolle des kog-
nitiven Funktionierens durch metakognitive Fertigkeiten eine
wichtige Rolle. Schoenfeld (1983) gibt einige Beispiele von Fal-
len, wo durch das Fehlen angemessener metakognitiver Fertigkeiten
Schiiler bei der Bearbeitung mathematischer Probleme scheitern.
£ins davon geben wir im Folgenden wieder.

Problem: Auf der Kreislinie eines Kreises mit dem Radius R werden
drei Punkte markiert und das dadurch begrenzte Dreieck
eingezeichnet. Welche Wahl der Punkte ergibt das Dreieck
mit der groBtmdglichen Fliche? Begriinde deine Antwort so
gut wie méglich.

Zwei Schillier D und E in Schoenfelds Untersuchungen nahmen sich 20
Sekunden Zeit, das Problem zu lesen, und begannen sogleich, einen
Lisungsweg zu entwerfen. Hier ihr Dialog dabei:

D: "Versuchen wir doch einen Spezialfall, wie ein gleichseitiges
Dreieck..."

E: "ESnnten wir die ... du weift doch, wie wir Minimax-Aufgaben
rechnen, wo man zZwei Formeln hat und es auf eine Variable
reduziert und das alles..."

D: "Wir ktnnen es Jja flir ein gleichseitiges Dreieck machen, aber

funktioniert das in allen Fdllen? Ich kann mir vorstellen,

alles, was er von uns will, ist herauszufinden ..."

E: "Probieren wir doch erstmal das gleichseitige ..."
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Die Schiiler verbringen dann sechs Minuten damit, die Fliche des
dem Kreis einbeschriebenen gleichseitigen Dreiecks (mit Seite x)
abzuleiten, die /4 -y3 betrigt. Diese Formel "maximieren" sie
dann durch Differenzieren und Gleich-Null-Setzen, woraus sich
ergibt, daB x = 0 sein muB. S8ie sind verwirrt und geben auf.

Zwel andere Schiler, K und A, vermuten nach weniger als einer
Minute, daBl das gleichseitige Dreieck das gréBte ist und be-
schlieflen, dessen Fliche auszurechnen. 3Sie verwickeln sich in
umstindiiche Berechnungen und sitzen immer noch daran, als nach
20 Minuten ilhre Zeit aufgebraucht ist. Auf die Frage, wozu sie
denn die Fldche des gleichseitigen Dreiecks benttigen, konnen sie
keine Antwort geben.

Was war los? Im ersten Fall begannen die Schiiler eine Berechnung,
die man bel etwas Nachdenken als Unsinn h#tte erkennen konnen:
Man kann keinen Spezialfall maximieren. Im zweiten Fall rechneten
die Schiiler '"wild dJdraufleos", kaum daB ihnen "gleichseitiges
Dreieck'" und "Flache" in den Sinn kamen. Keinem gelang es, den
anféanglichen Fehlschlag zu Uberwinden., ©Sieben von zwtlf Schiiler-
paaren in Schoenfelds Experiment verhielten sich so oder so
#hnliich, nach dem Mottc “das Problem lesen, ein Vorgehen auswih-
len und dann daran arbeiten, sclange die Zeit reicht". In allen
Fdllen wire die Vergeblichkeit des Vorgehens vorhersehbar gewe-
sen, aber aufgrund des Fehlens bestimmter metakognitiver Fertig-
keiten wurde nichts vorhergesehen. Einige der anderen finf
Schiilerpaare fanden TeillSsungen, deren weitere Ausnutzung zum
Ziel gefilhrt hdtte; als jedoch der Ansatz das Problem nicht
vBllig 1&ste, wurde er vollig verworfen {und damit die guten
Ideen). Auch dies ist ein Versagen auf metakognitiver Ebene: In
so einem Fall sollte man sich zundchst fragen, ob die vergebli-
chen Ansdtze vielleicht brauchbare Elemente enthielten.

Es ist also klar, daB die Aktivierung einer WRS ohne "exekutive
Kontrolile", d.h. Uberwachung der Auswahl und Ausfilhrung von Hand-
lungsplinen leicht zu ziellosem oder gar unsinnigem Handeln filh-
ren kann. Aus diesem Grunde wird mathematisches Verstandnis auch
auf metakognitive Fertigkeiten bauen miissen. Fragen wie: ‘'"Was
wird dir dieser Ansatz bringen?" oder "Ist dieser Ansatz gerecht-
fertigt?" wiirden unangemessenen Ansdtzen vermutlich Einhalt gebo-
ten haben. "Rechtfertigen die Fortschritte die Fortsetzung dieses
Ansatzes?" hitte zielloses Herumrechnen vielleicht unterbrochen.
Sclche Fragen kamen jedoch den Schiilern nicht in den Sinn, woraus
Schoenfeld folgert, daf im Mathematikunterricht eine soliche Kom—
ponente von Mathematikversténdnis vermutlich auBer acht gelassen
wurde.

Aus anderen (nicht auf Mathematik bezogenen) Studien fiihrt
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Schoenfeld Fille an, in denen sich Probanden - durch geschickte
Fragen sensibilisiert - als fihig erwiesen, viel tiefergehende
Argumente zu geben, als sie chre solche Unterstiitzung hatten
produzieren konnen. Oder es wurden Versuchspersonen durch die
blofle Aufforderung, ein Gegenbeispiel zu finden, in die Lage
versetzt, ihre eigene fehlerhafte Argumentation zu widerlegen.
Dies bedeutet: Hatten sie von sich aus ihre Argumentation mit der
Suche nach Gegenbeispielen iberpriift, so hitten sie die falschen
Schliisse vermeiden kdnnen,

12.3 Probleme mit dem "mathematischen Welthild". ..

Wir wollen noch ein in anderer Weise typisches von Schoenfelds
Beispielen vorstellen. Zwdlf Paare von Probanden (in diesem Fall
College-Studenten des ersten Semesters) bekamen das folgende

Problem: Gegeben sind zwei sich schneidende Geraden und der Punkt
P auf einer der Geraden {siehe Abbildung). Zeige und
begriinde, daB man nur mit Zirkel und Lineal einen Kreis
konstruieren kann, der beide Geraden als Tangenten hat,
wobel P der eine Beriithrpunkt ist.

Das Ergebnis: In allen Fdllen wurde durch Probieren eine Kon-
struktion wversucht, wobei zum Teil mehr als 80% dieser Zeit mit
Zirkel wund Lineal in der Hand gearbeitet wurde, mit mehr oder
weniger Erfelg. In keinem Fall wurde eine L&sung des Problems aus
mathematischen Uberlepungen abgeleitet. In einem Fall wurde nach—
tridglich eine mathematische Begriindung versucht, sonst blieb es
bei der Konstruktion, also der rein empirischen Rechtfertigung
allein. 4ber:

Am Ende der Problemsitzung wurden die Studenten aufgefordert zu
zeigen, (a) daB die Beriihrpunkte des Kreises mit den Geraden den
gleichen Abstand vem Geradenschnittpunkt haben und (b} daB die
durch den Kreismittelpunkt und den Schnittpunkt der gegebenen
Geraden flihrende Gerade den von den gegebenen Geraden einge-
schlossenen Winkel halbiert - Fakten, auf die sich die Studenten
ohne Beweis verlassen hatten. Allen beteiligten Paaren gelang der
Nachweis dieser beiden Fakten innerhalb kurzer Zeit., Das heiBt,
sie verfiigten iber die Mittel zur LBsung des urspriinglichen
Problems, benutzten sie aber nicht — sie dachten nicht einmal
daran, sie zu benutzen!
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Man kann daraus folgern, daB das "mathematische Weltbhild" dieser
Studenten mathematische Argumentation als eine niitzliche Vorge~
hensweise mathematischen Entdeckens nicht umfaSt - in diesem Fall
méglicherweise begriindbar aus Erfahrungen mit einem schulischen
Geometriecunterricht, der Beweise primédr als Bestdtigung von ohne-
hin einsichtigen oder vom Lehrer als wahr vorgegebenen Sachver—
halten einsetzte.

12.4 Was tun? Praktische Empfehlungen fiir den Unterpicht

Wie gesagt filhrt Schoenfeld den Mangel an metakognitiven Fertig-
keiten bei Schiilern in erster Linie darauf zurick, daB der
"normale” Mathematikunterricht sich hiufig auf die Vermittlung
von Fakten und Verfahren beschrinkt und MaBSnahmen zur Entwickiung
metakognitiver Fertigkeiten kaum oder gar nicht zum Unterrichts-
gegenstand erhoben werden. Die Vorstellung, als "Manager" fir
sich selbst das eigene Handeln zu beaufsichtigen, ist den meisten
Schiilern fremd. Nach ihrer Vorstellung arbeitet das Geddchtnis im
Grunde autonom: Man tut, "was einem dazu einfHllt".

Gestiitzt auf seine Erfahrungen aus eigenen Unterrichtsexperimen—
ten, schldgt Schoenfeld vor, mit den Schiilern die Problematik der
Kontrolle wvon Entscheidungen offen zu besprechen und sie inm
Gebrauch solcher Entscheidungen zu unterweisen. Dazu eignet sich
ein problemorientierter Unterricht, in dem der Lehrer die Rolle
des "Managers" (bei Arbeit im Klassenverband) oder des "Beraters"
(bei Gruppenarbeit) iibernimmt. Fragen der folgenden Art sollen
den Schiilern helfen, ihr Tun einschitzen zu lernen:

~ "Ist jeder sicher, daB er das Problem versteht, ehe wir es zu
l8sen versuchen?"

— "Gibt es irgend etwas sonst, was wir probieren sollten?"

- (Nach z.B. 5 Minuten) "Gut, wir haben dies eine Weile verfolgt,
Kiappt es damit? Geht alles wie gewlinscht, oder sollten wir
etwas anderes ausprobieren?"

Wichtig ist, daB solche Fragen wie die letzten auch dann gestellt
werden, wemn alles gut lduft; sonst werden die Schiiler sie bald
als Himoeis des Lehrers auffassen, etwas anderes zu probieren -
damit wire ihr eigentlicher Zweck, nimlich den Schiiler nach und
nach von der Xontrolle durch den Lehrer auf eigene Kontrolle um-
zustellen, verfehlt. Die Idee igt, daB man diese Fragen zu jeder
Zeit "aus dem Hinterkopf nach vorne holen" kann, wenn die Lésung
nicht gelingen will. Weitere VerhaltensmaBregeln und Fragen
kénnten z.B. sein:
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~ "Gebe ich dem Ansatz noch drei Minuten, dann probiere ich erst
etwas anderes."

- "Bevor ich diese Ansatz verwerfe, Kkann ich irgend etwas davon
retten? Sind irgendwelche Ideen darin, auf die ich evtl. zu—
riickkonmen sollte, wenn der neue Ansatz nicht klappt?®

Das heiBt, als "externer Manager" soll der Lehrer den Schiilern
zundchst helfen, das beste aus ihrem Wissen zu machen. Keine der
vom Lehrer eingeworfenen Fragen kdnnte nicht auch vom Schiiler
gestellt werden (sie enthalten in keinem Fall dem Schiiler nicht
zugéngliche Information). Das Ziel ist, da® der Schiiler all diese
Kontrollfunktionen wverinnerlicht und schlieBlich die Uberwachung
durch einen externen Manager (Lehrer) erlibrigen kann.

Verstidrkt =oll dieses Ziel in der Gruppenarbeit angegangen wer-
den; der Lehrer tritt hier eher als Berater auf. In Schoenfelds
Unterrichtsexperiment wurde im Klassenraum ein Poster mit den
folgenden "exekutiven" Fragen aufgehingt:

Was genau tust du gerade?

'(Kapnst du es prédzise beschreiben?}
Warum tust du das?

(Wie paBt es in deine L&sung?)
In welcher Weise hilft es dir?

(Was wirst du mit dem Ergebnis dann machen?)

Die anfangs hidufig beobachtete Unfihigkeit der Schiiller, diese
Fragen zu beantworten - gekoppelt mit der Erkemntnis, dag in
diesem Fall man hochsiwahrscheinlich gerade Zeit verschwendet -
beginstigt dabei das Verinnerlichen dieser Fragen. Keineswegs
soll das Explorieren von L¥sungswegen hierdurch ausgeschlossen

werden; eine gerechtfertigte Antwort ist natiirlich auch: "Ich
probiere  ein biBchen herum und hoffe, da8 mir dabei etwas ein-
f211t", solange der Schiiler sich eben dieses Tuns bewuft bleibt

und nicht in zielloses Handeln verf&llt. In seinen Ausfiihrungen
bezieht Schoenfeld sich auf den russischen Psychologen Wygotski,
der das graduelle Verlagern des "duBeren" Lehrer-Schiiler-Dialogs
zu einem innerlich gefilhrten in seiner Bedeutung fiir die Entwick-
lung des handlungsorientierten Denkens herausgestellt hat.
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Aus den Erkenntnissen aus Schoenfelds Ertrterungen kinnen wir
schlieflen, daB ein auf mathematisches Verstindnis ausgerichteter
Unterricht die Aufmerksamikeit gegeniiber den verfiigbaren Wissens-—
resourcen, Kontrollstrukturen und dem "mathematischen Weltbild"
einschlieBen muB,  Der nicht einfache, jedoch mbgliche Einbezug
von "metakognitiven" Lehraktivitdten ist sinnvoll und gerecht-
fertigt: Es zahlt sich offenbar aus zu wissen, wie man mit seinem
Wissen besser umgeht.
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13. DIE ROLLE VON SPRACHE FUR MATHEMATISCHES VERSTANDNIS

13.1 Metakognition und Automatisierung; Metasprache

Im letzten Abschnitt haben wir die entscheidende Rolle von Meta-
kognition bzw. metakognitiven Fertigkeiten fiir die zielgerichtete
Anwendung von mathematischem Wissen erdrtert. Es war z.B., davon
die Rede, daB trotz des Vorhandenseins relevanten Wissens Schiiler
bei der Bearbeitung mathematischer Probleme durch ein 'Versagen
auf metakognitiver Ebene" scheitern ktnnen. Metakognitive Fertig-
keiten sind notwendig fir die Uberwachung der Auswahl und Ausfiih-
rung von Handlungsplinen, fiir die Einschdtzung des eigenen
Handelns wdhrend man handelt. Die von Schoenfeld vertretenen
Forderungen zielen auf die Verinnerlichung von Kontrollfunktionen
in Form von Fragen, die man sich selbst wihrend der Problembear—
beitung stelit. Dabei soll man gevwissermaBen "aus sich heraus—

treten" und das eigene Tun von einer hsheren (Meta-) Fbene aus
beobachten und bewerten.

Die Unterichtsempfehlungen von Schoenfeld betrafen das Bewuf3t~
machen sclcher metakognitiven Mechanismen und das Einiiben ent—
sprecAender Verhaltensweisen. Vergleichen wir dies Vorgehen mit
den drel Stufen des Fertigkeitenlernens aus Abschnitt 2.3 -
kognitive, assoziative und autonome, so0 ist auch hier die Wich-
tigkeit der dritten, autonomen Stufe hervorzuheben: Wie bei jeder
anderen Fertigkeit bedarf es vermutlich reichlichen Ubens, um die
erstrebenswerten metakognitiven Fertigkeiten zu verinnerlichen,
d.h. zu automatisieren. Ebenso ist "der knappe kognitive Vorrat
an Aufmerksamkeit" (vgl. S. 27 und S. 16) zu bedenken: Fhe die in
der jeweiligen Situation einzusetzenden mathematischen Fertig-
keiten nicht einigermaBen automatisch ausgefihrt werden konnen,
wird der Schiiller kaum kognitive Aufmerksamkeit auf die Kontrolle
des eigenen Tuns richten kénnen.

Eine besondere Rolle in diesem Zusammenhang scheint die Entwick-
lung einer inneren, funktionalen Sprache einzunehmen, wie sie
vermutiich aus dem nach innen verlagerten Lehrer-Schiller-Dialog
herveorgeht (vgl. S. 72}. Die ttberpriifung einer aufgefundenen WRS
{siehe Abschnitt 11.5) daraufhin, ob sie zur aktuelien Situation
paflt, das Aneinanderfligen von Wissensteilen zu Plidnen fiir die
Problembearbeitung, die Auswahl und Uberwachung von Plinen usw.
bedarf einer solichen Sprache, die kurzgesagt die Orientierung des
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Individuums zu Handlungen leitet... Davis und seine Mitarbeiter
haben wiederholt auf den Stellenwert einer sog. Planungssprache
oder auch "Metasprache"” hingewiesen (siehe etwa Davis & McKnight,
1979).  DaB die Entwicklung entsprechender sprachlicher Kompetenz
der Schiiler fir ihr mathematisches Verstindnis wichtig, jedoch
offenbar wvon komplexer Problematik ist, soll im Folgenden an
einem Beispiel erliutert werden.

13.2 Vérst&ﬁdnisébenén bei mathematischen Fertigkeiten

Kommen wir dafiir zuriick auf das in 9.3 behandelte Verstdndnis von

mathematischen Fertigkeiten, und zwar unter dem Aspekt des
Kontexts, in.dem eine Fertigkeit.eingesetzt wird. Wir hatten dort
gesagt: "Kontexteingebettete Probleme erfordern ein komplexeres

Verstindnis von Sprache, Situation, Strategiesuche gnd Fertigkeif
ten." Zur Erlduterung der unterschiedlichen Versténdnisebenén ?81
der Ausfithrung einer Fertigkeit -soll: ein idealisiertes Beispiel
analysiert werden {die Quelle sind eigene Unter?ichtserféhrun~
gen}. Drei Schiller 1l¥sen eine quadratische Gleichung mittels
quadratischer Erginzung und fithren dabei, um einen Ausdruck der

Form : Y
X + 2ax + a

zu erhalten, die folgende Aquivalenzumformung durch:
W_Bx=-5 —> X-6x+9=-54+9

Wir wellen dieée {idealisierten) Scbﬁler A, Bund C nennen .und
uns vorstellen, da8 ihr Denken sich. in folgenden Worten AuBert.

Schiiler A sagt etwa: "Und jetzt muB ich die quadratische Ergln-—
sung machen, das hetBt ich muB den Koeffizienten von x .(-6) durch
2 teilen wn a 2u bekommen (-3}, dieses guadrieren, um a  2u
bekommen (9), und es dann auf beiden Seiten addieren."

Schitler B sagt: "Und jetzt muB ich den Koeffizienten von x (~6)
durch 2 teilen {ergibt —-3), dieses quadrieren (ergibt 8) und es
dann auf beiden Seiten addieren.”

Schiiler ¢ sagt: "Und jetzt teile ich ~6 durch 2 gergibt' —3):'
quadriere dies (ergibt 9) und addiere es dann auf beiden Seiten.

Alle drei Schiiler kdnnen offenbar die notwendigen Sch?itte . zur
quadratischen Ergdnzung ausflihren. Jedoch kann?n- w?r anhand
seiner Sprache auf drei unterschiedliche Ebenen in Als "Denken
schlieBen (wir wollen dabei annehmen, daB die j§we115 ,geauﬁﬁrte
Sprache dem Denken des Schiilers entspricht und nicht etwa Schiiler
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C nur eine "sprechfaule" Ausgabe von Schiiler A& ist):

(i} Auf der untersten Ebene {di¢ in C's Erklidrung als einzige
becbachtet werden kann} operiert A mit Zahlzeichen, d.h.
manipuliert Symhole.

{ii) Auf der zweiten Ebene (die auch in B's Erklédrung beobachtet
werden kann) zeigt A Verstindnis fiir den Stellenwert der
Symbole innerhalb der die Gleichung ausdriickenden Zeilchen-
reihe ("6 ist der Koeffizient von x"). Das heiBt, er ver—
steht die Syntax der Zeichenreihe und kann dies angemessen
ausdriicken.

(iii) Auf der hochsten Ebene demonstiert (nur) A ein Verstindnis
fir die Bedeutung des gerade durchgefiihrten Gesamtprozesses
(eine quadratische Gleichung auf das vollstdndige Quadrat
‘bringen). Das heiBt, er verbindet seine Handlungen mit dem
auf das Gesamte gerichteten Zweck dieses Teils der Proze-
dur, indem er sich einer auf hSherer Ebene liegenden "Meta-
sprache" bedient.

Nun - wie kann ein Schiiler dies eigentlich lernen? Alles auf
einmal? Wenn nicht, in welcher Reihenfolge dann? Ein dem
Mathematiklehrer wohlbekanntes Ph#nomen, das man zu einem frithen
Zeitpunkt beim Unterrichten von Losungsverfahren quadratischer
Gleichungen (und Zhnlich in vielen anderen Situationen} antrifft,
ist das folgende: Auf die Frage "was kommt als nichstes?" erwar-
tet der Lehrer vom Schiiler die folgende Antwort: “Quadratische
Ergdnzung!" Jedoch sagt h&ufig ein Schiiler: '"Jetzt 6 durch 2
teilen, dann gquadrieren und auf beiden Seiten addieren." Das
heiBt, widhrend es des Lehrers Anliegen ist, iiber Ziele und Zwecke
zu reden -~ auf einer hdheren Ebene, wverharrt der Schiiler auf der
unteren Ebene und antwortet mit einer Beschreibung des Prozesses,
s0 wie er veon friheren Fillen in seiner Erinnerung ist - offenbar
nur daran interessiert, was zur Lsung der Aufgabe getan werden
mu3. Ist dies nur einfach ein Unterschied im Interessenstandpunkt
von Lehrer und Schiiler?

13.3 Sprache und Beuultsein

Eine interessante Position des Psychologen Bruner kann in dieser
Situation mbglicherweise weiteren Aufschluf geben, Uber das
Erlernen vwvon Sprache, ausdriicklich auch auf Mathematik bezecgen,
hat Bruner (1981) gesagt, daB sich beim Kinde ein BewuBtsein fiir
das eigene Tun entwickelt, wenn von ihm bestimmte technische
Bedingungen fiir den Gebrauch von Zeichen {z.B. gesprochenen Wor-
ten) gemeistert werden. Es sind dies der deiktische, der intra-
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linguistische und der meta-pragmatische Gebrauch von Zeichen.
Damit ist folgendes gemeint:

Deizis (abgeleitet vom griechischen Wort fur "zeigen") bezieht
sich auf die Art und Weise, wie ein Zeichen auf einen Referenten
(bezeichnetes Objekt) verweist. Zum Beispiel illustriert

eine solche Zeichen—» Referent-Beziehung (das Zeichen "6" ver-
weist auf eine Gruppe von sechs Sternen). Es folgt ein anderes
Beispiel fir Deixis (in welchem iiberdies das Zeichen 8" Objekt-
charakter hat):

Koeffizient—> 6 b

ner intralinguistische Gebrauch von Zeichen betrifft eine inner-
halb der Sprache ausgedriickte Zeichen—> Zeichen-Beziehung. Zum
Beispiel ein Satz wie

g igt der Koeffizient von x"

setzt die Zeichen "6" und "Koeffizient" in Begiehung und eriaubt
es dem Sprechenden, diese Beziehung in seiner Auferung zu reflek—
tieren.

Der metapragmatische Gebrauch von Zeichen ermiglicht’ es, éa?
zweckgerichtete Reflektieren Uber Zeichenbeziehungen sprthllcn
zu erfassen; er beinhaltet eine geschachtelte Beziehung zw1§chen
Zeichen wie folgt: Zeichen—>» (Zeichen-> Zeichen); d.h. Zeichen
verweisen auf eine Zeichen-Zeichen-Beziehung. Ein Beispiel fur
den metapragmatischen Gebrauch von Zeichen ist der folgende Satz:

nig ist der Koeffizient von x' ist eine Aussage iiber
die Rolle von '6' in dem Term 'Sx'."

Nach Bruner versetzt dieser letzte Typ einer Zeichenbeziehung das
Tndividuum in die Lage, sich iiber die eigene Sprache zu erheben
und dadurch BewuBtsein Uber das eigene Tun zu erlangen. Das
heiBt, Bruner sieht BewuBtsein abgeleitet von der Fihigkeit,
iiber das eigene Tun zu reflektieren und sich von der eigenen
kognitiven Tatigkeit abzuheben. Diese Sicht koppelt BewuBtsein
also untrennbar an die Entwicklung angemessener Sprache.
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Zurilck zu unserem obigen Beispiel mit der quadratischen Ergédn-
zung: Es erscheint nach allem so, daB es auch eine Frage des
kegnitivén Entwicklungsstandes ist, ob ein Schiiler soleh einen
ProzeB in Beziehung zu seiner Funktion und seinem Zweck innerhalb
eines grbBeren Kontexts setzen kann. Wenn der Schiiler seine ganze
Aufmerksamkeit noch der Ausfilhrung der einzelnen Operationen
zuwenden muf, wird es fir ihn schwierig, wenn nicht gar unmdglich
sein, den bewuBten Uberblick iiber das Ganze zu behalten. Solange
ndmlich nicht der GesamtprozeR zu einer Reutineprozedur '"ge-
chunkt" worden ist, wird kognitive Aufmerksamkeit in den Einzel-
schritten gebunden (vgl., Abschnitt 4). Dies gilt vermutlich in
nech stérkerem MaBe fiir viele Situationen aus dem Analysisunter-
richt.

Hieraus 1aRt sich vielleicht ermessen, daf der Erwerb mathemati-
scher  Handlungsfihigkeit (als dem vielleicht wichtigsten Aspekt
von Mathematikverstidndnis)} sich nicht nur auf das Erlernen von
Verfahren und den Erwerb von Begriffsverstidndnis stiitzen kann,
sondern auch sprachliche Kompetenz in hohem Male erfordert, deren
Entwicklung im Mathematikunterricht geftrdert werden muB.
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13.5 Ubungen

1. Wie wiirden Sie den Unterricht unter Beriicksichtigung verschie-
dener Verstindnisebenen und der Rolle von Sprache gestalten?
Erortern Sie ein Unterrichtsthema Ihrer Wahl!

2. Stellen 8ie Thre logischen und metakognitiven Fertigkeiten auf
die Probe bei der Ltsung des YKanonenkugelproblems"! Beobach-
ten Sie lhre Metasprache {besonders auch Sitze mit "ich", d4.h.
woe Sie sich von Threm eigenen Tun absetzen) und machen Sie
sich dariiber Notizen. WNicht aufgeben, wenn es mit dem Problem
nicht im ersten Anlauf klappt!
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Das Kanonenkugelproblem:

Stellen Sie sich vor, Sie haben zwdlf Kanonenkugeln, alle bis
auf eine vom gleichen Gewicht. Es ist nicht bekannt, ob die
"ungleiche" Kugel leichter oder schwerer als die anderen ist,
nur, daB sie anders ist. Sie erhalten eine (Balken-)Waage. und
sollen die ungleiche Kugel in nur drei Wiagungen herausfinden.
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14. EINE ENTWICKLUNGSPSYCHOLOGISCH BEGRUNDETE LEHRTHEQORIE

Einen interessanten Ansatz, die Erkenntnisse aus der modernen
Kognitionspsychologie fiir denm Unterricht nutzbar zu machen,
vertritt der Erziehungswissenschaftler Robbie Case vom Ontario
Institute for Studies in Education (Toronto). Case's {1978, 13980)
Forschung zur kognitiven Entwicklung dient der Formulierung einer
Lehrtheorie und hat mittlerweile weithin Aufmerksamkeit gefunden.
Case, der sich als "Neo-Piagetiker" versteht, hat dazu bestehende
Unterrichtstheorien  unter Einbeziehung entwicklungsbedingter
Stufen im kindlichen Auffassungsvermdgen fortentwickelt, Mit
teils eigenen und teils klassischen Piaget-Experimenten hat Case
gezeigt, da® in der Bew#Altigung von Problemaufgaben Kinder eine
Folge wvon kognitiven Entwicklungsstufen durchlaufen, die Case
auch in Untersuchungen anderer Forscher identifizieren konnte.
Eine wesentliche Annahme zur Erkl8rung dieser Stufung besteht
darin, daf mit fortschreitendem Alter die Kapazitit des geistigen
Arbeitsspeichers (vgl. Abschnitt 3), d.h das MaB an bewuBt iiber—
biick— und kontrollierbarer Information zunimmt. In den folgenden
Abschnitten wollen wir dies n#her erlsutern.

14.1 Der Anmsatz von Case

Case's Analyse stiitzt sich auf den Information-Processing-Ansatz
und bezieht sich auf die dort postulierte "exekutive Kontroll—
struktur". Darunter versteht man eine geistige Prozedur, die
durch eine Folge von geistigen Operationen von einer {unbefriedi—
genden) Anfangssituation zu einer (vefriedigenderen) Zielsitua-
tion fihrt. Eine exckutive Kontrollstruktur kann i.a. in dreti
Komponenten gefafit werden: (1) Eine Reprisentation der Problem-
situation, (2} eine Repridsentation des Ziels und ({3) eine Repré-
sentation der (bzw. einer) zum Ziel filhrenden Schrittfolge.

Case analysierte zunfchst ein klassisches Experiment von Piaget:
Eine einfache Balkenwaage mit der Mgglichkeit, verschieden viele,
verschieden groBe Gewichte iIn verschieden groBem Abstand vom
Hebeldrehpunkt anzuordnen, ist gegeben. Hierbei kSnnen mit dem
Alter =zunehmend diffeérenzierte Strategien von Kindern festge-
stellt werden bei der Vorhersage, welcher Arm der Waage sich
senken wird {in Abhingigkeit von Anzahl, GroBe und Anordnung der
Gewichte}. Case's Analyse ergab fiir drei verschiedene Alters—
gruppen die folgenden exekutiven Kontrollstrukturen:
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Stufe I (3 - 4 Jahre)

PROBLEMSITUATION:

— Balkenwaage mit Gewichten

ZI1EL:

— Finde heraus, welche Seite sich senken wird.

STRATEGIE:

1. Schiitze ab, ob auf einer Seite das Gewicht schwerer ausssieht.
Wenn ja, wdhle diese Seite. -

Stufé 2 (4 1/2 - 6 Jahre}

PROBLEMSITUATION:

— Balkenwaage mit Gewichten

—~-Verschiedene Zahl von Gewichten auf jeder Seite

ZIELE:

-~ Finde heraus, welche Seite sich senken wird.
— Finde die Seite mit dem zahlmdBig gr@feren "Zug".

STRATEGIE:

1. Schitze ab, ob auf einer Seite das Gewicht schwerer ausssieht.
Wenn ja, wihle diese Seite. (Wenn nicht, gehe zu 2.}

2. 7Zahle die Gewichte auf jeder Seite, merke dir die Seite mit
der griferen Anzahl als schwerer. {Gehe zu 1.3}

Stufe 3 (7 - 8 Jahre}

PROBLEMSITUATION:

- Ealkenwéagermit.Géwichten

- Verscgiedene Zahl ﬁon Gewichteﬁ auf jeder Seite

- Gewichée haber verschiedenen Abstand vom Drehpunkt
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ZIELE:
— Finde heraus, Welche Seite gich senken wird.
- Finde die Seite mit dem zahlmifiig griBeren "Zugh.

~ Finde die Seite mit dem griBeren Abstand vom Drehpunkt.

STRATEGIE:

3. ;chétge abi ob a?f einer Seite das Gewichit schwerer ausssieht
enn ja, wdhle diese Seite. (Wenn nicht, gehe zu 2.) ’

2. Z&hle die Gewichte auf jeder Seite, merke dir die Seite mit

der grofBeren Anzahl als schwerer. { i
. {(Falls ungleich i
zu 1. Falls gleich, gehe zu 3.) £ » Behe murick

3. Zzhle auf beiden Seiten die Anzahl der Abstandseinheiten vom
Drehpunkt. Merke dir das Gewicht auf der Seite mit dem

gréferen Abstand vom Drehpunkit als das mi s}
mit d
{Gehe zurlick zu 1.) e grofieren Zug.

Ep den -Kontreollstrukturen der Stufen 2 und 3 sind jeweils mehrer
Zle%e angeggben, wobei das erste, "htichste" Ziel immer da:
g}elche bleibt wie in Stufe 1. Mit zunehmender Problemkomplexitst
missen jedoch "untergeordnete" Ziele (im Druck eingeriickt) in di
L?sestrategie einbezogen werden. Dies bedeutet daB bei dei
Losung komplexerer Probieme das Kind Aufmerksamkéit auf die Ver-
f?lgu?g untergeordneter Ziele richten muB, dabei jedoch das oder
die {ibergeordneten Ziele nicht aus den Augen verlieren darf;
s?lange keine Teilstrategien Routine geworden sind, miissen allé
Ziele im Arbeitsgediichtnis verbleiben. D.h. mit z;nehmender Pro-—
blemgomplexitét wachsen auch die Kapazitidtsanforderungen an den
Arbe}tsspeicher: Wie grof auch immer die Belastung bei einer
bgstlmmten Stufe sein mag - die der nichsthfheren Stufe ist um
m%ndestens eine (Kurzzeit-)Gedichtniseinheit hther. Case bezieht
S}ch dabei ausdrlicklich auf die Annahme, daB das Kurzzeitgedicht-
zgiCh— ngi .Aibeitsspeicher — begrenzt ist in der Fihigkeit
e Teilziele sowie di i i
opsiiitele oowle ie Resultate schon durchgefilhrter Denk—

I§ Situationen,. wo entsprechend dem kindlichen Entwicklungsstand
die Kapazitdtsgrenze erreicht wird, konnte die noch beherrschte
SFufe der Problemkomplexiti#t dadurch ilberschritten werdeh dai
die auf untergeordnete Ziele gerichteten Strategien automatisiert

werden (vgl. auch Abschnitt 3.2) Case s ]
2). chliagt -
dermaBen vorzugehen: S dazu_fOIgen
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1. Schritt {Analyse): Tdentifizierung einer "exekutiven Hier—
archie" im speziellen Problemgebiet.

2. Schritt {Test): Identifizierung der augenblicklichen Entwick-
iungsstufe der Schiller innerhalb der Hierarchie.

3., Schritt {Unterrichtsstrategie)}: Erleichterung des Fortschritis
von der augenblicklichen zur ndchsten Stufe der Hierarchie.

Um dies zu bewerkstelligen, soll der Unterricht wie folgt ange—
legt werden: {a) Entwerfe eine Situation, in der der Schiiler das
oberste Ziel der Aufgabensituation verstehen kann. (b} BStelle
einige Aufgaben, die unter der augenblicklichen Exekutivstruktur
des Schiilers geldst werden konnen. (¢) Gehe dann zu Aufgaben
iber, die sich damit noch nicht lssen lassen, sondern eine Stufe
hsher 1liegen. (d} Helfe dem Schiller dabei, die neuen Merkmale
dieser Aufgaben =zu erkennen, die seine bisherige Strategie
scheitern lassen. (e) Helfe dem Schiller, eine neue Unterprozedur
zur ‘Bewdltigung dieses neuen Merkmals zu entwickeln. (f) Lasse
eine ausreichende Ubungsperiode zur putomatisierung dieser neuen
unterprozedur folgen, soO daB der Schiiler nicht einmal mehr die
Imtention =zu ihrer Ausfilhrung "speichern" muB8. Das heifit, in
gewissem Sinne sieht der Case'sche Ansatz also vor, daB der
gestufte EntwicklungsprozeB im Unterricht nachvollzogen wird.

14.2 Im Test: Unterricht zur Proportionalitdi

Fine im Gefolge von Case's Arbeit durchgefiihrte Untersuchung von
Gold (1980) ging davon aus, daBf hdufig Schiiler in einer Weise
unterrichtet werden, die sich an der formalen Struktur von Mathe-
matik orientiert, den kognitiven Entwicklungsstand der Schiiler
jedoch nicht in Betracht zieht. Es konne anhand vorhandener
Forschungsergebnisse angenommen werden, daB {a) der kognitive
Entwicklungsstand EinfluB auf die Leichtigkeit, mit der Schiiler
arithmetische Grundbegriffe lernen, habe und daf (b) bei Kindern
mit Lernschwierigkeiten ausschlieBlich in Mathematik unter
Umstinden ein weniger weit fortgeschrittener kognitiver Entwick-
lungsstand die Ursache sein konne. Falls dies der Fall sei, so
kBnne ein Unterricht, der die kognitive "Blirde" der Schiiler
verringert, Aussicht auf Erfolg haben. Zwei Ansdtze in diesenm
ainne seien der einer Lermhierarchie nach Gagneé (1968) und der
entwicklungspsychologisch begriindete Ansatz von Case, der neben
einer Reduzierung der Informationsbelastung Riicksicht nimmt aufl
die Fshigkeit der Kinder, den begrifflichen Kern eines Lerngegen—
stands zu verstehen, als auch auf ihre Tendenz, libervereinfachte
Losungsstrategien zu entwickeln, wenn sie Verstindnisschwierig-

keiten haben.
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Um diese Annahmen zu iiberpriifen, wurden drei verschiedene Unter—
richtsansdtze zum Thema "Proportionen™ - 1. "Standard® (US-Curri~
culum), 2. nach Gagng und 3. nach Case — an zwel Gruppen von je
27 Gchiilern erprobt. Bei der einen Gruppe handelte es sich um
Schiiler, die =zu jung waren, um den betreffenden Stoff schon
erarbeitet zu haben (4. und 5. Klasse), bei der anderen (6. und
7. Klasse) um Schiiler, die den Stoff schon behandelt, aber {nach
Erkenntnissen aus einem Voritest) nicht ausreichend gelernt und
auch sonst Schwierigkeiten mit der Mathematik hatten; auf diese

Weise wollte man die Abhdngigkeit vom kognitiven Entwicklungs—
stand der Schiiler erschliefien.

Die Ergebnisse (stark verkiirzt): Es zeigte sich, daB in der
unmittelbaren Auswirkung {Nachtest nach zwei Tagen) die beiden
experimentellen Ansdtze dem Standardunterricht liberlegen waren,
wobel ein nur geringer Vorsprung des Case-Ansatzes gegenitber dem
von Gagné verzeichnet wurde, insbesondere bei der 'normalen®
Schiilergruppe (ohne festgestellte Lernschwierigkeiten). Bei der
Schillergruppe mit Lernschwierigkeiten zeigten sich jedoch lang~
fristig (bei einem nach einem Monat durchgefithrten Nachtest)
erhebliche Unterschiede: Wihrend die in den beiden experimentel—
len Methoden trainierten normalen Schiiler sich noch verbessern
konnten (gleichbleibender Erfolg bei der Standardgruppe}, verbes—
serten sich bei den Schiilern mit Lernschwierigkeiten nur die nach
Case trainierten Schiiler, sonst (d.h. bei Standard- oder Gagné-
Training) wurde eine Leistungsverschlechterung beobachtet. Z.TL.
scheint der Unterschied begriindet dadurch, dad die Case-Methode
grunds&tzlich dem intuitiven VerstiZndnis eher zugingliche Strate—
gien verfolgt.

14.3 Wann ist ein entwicklungsbezogenes Curriculum simmvell?

In vielen Fillen mag man argumentieren, daB anstelle der auf-
wendigen Unterrichtsmethode von Case der Unterricht aufgeschoben
werden sollte, bis die Schiiler den kognitiven Anforderungen
besser gewachsen sind, sprich etwa bis zum Erreichen der formal—
operativen Stufe (Piaget). Fir die folgenden Schiilergruppen ist
der entwicklungspsychologische Ansatz von Case aber mbglicher—

weise der einzige Weg zur Erlangung bestimmter mathematischer
Fertigkeiten:

1. Kinder mit verzidgerter geistiger Entwicklung. Nach Definition
betrifft dies Schiiler, deren Entwicklung hinter der ihrer gleich—
altrigen Mitschiiler zuriickbleibt und in einer niedrigeren Stufe
endet. In diesem Fall ist die Strategie, den Unterricht einfach
bis zur vollstédndigeren Entwicklung aufzuschieben, natiirlich gar
nicht gangbar,
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2. Erwachsene. Es gibt eine Reihe von kognitiven Aufgaben, die
selbst bei Erwachsenen zu einer Uberlastung des Arbeitsspeichers
fiihren und in denen sie Strategien verfolgen, die zwar intuitiv
bestechend, aber inkorrekt sind. 1In vielen Fdllen trifft dies
z.B. fir Aufgaben aus der Statistik zu. Bel solchen Aufgaben sind
Erwachsene im Grunde in der gleichen Lage wie in der intellek—
tuellen Entwicklung Zuriickgebliebene: Ihre Entwicklung ist abge~
schlossen, und weiteres Verstédndnis kann nicht einfach als Folge
des Lernaufschubs erwartet werden.

3, Kinder, die behindert sind oder einen anderen kulturellen
Hintergrund haben als die Mehrzahl der Schiiler (Gastarbeiter!?.
Obwohl hier ein Lernaufschub recht erfolgversprechend sein
kénnte,. wird damit die Kluft zwischen ihnen und ihren Mitschiillern
nicht Uberwunden. Deshalb muf in solchen Fdllen jeder Ansatz, der
ein frijheres Beherrschen bestimmter mathematischer Fahigkeiten
méglich erscheinen 1a8t, erstrebenswert scheinen.

4. Kinder, die Férderunterricht in bestimmten Gebieten benBtigen.
Das Ziel von Fdrderunterricht ist natiirlich, Schillern die Mog—
lichkeit zu geben, aufzuholen. Auch hier scheint ein Lernaufschub
keine sinnvolle Altermative zu sein.

Obwohl Case's Arbeit in erster Linie auf den Entwurf von Leﬁr—
pldnen abzielt, kdnnte chne umfangreiche E%ngriffe der konventio—
nelle Unterricht davon profitieren, dal berlegungen angestellt
werden, wie seine Methoden zu einer effizienteren Behandlung des
Lernstoffs eingesetzt werden kinnen. Beil entsprechenden Ver;uchgn
haben nach geeigneter Schulung Lehrer gute Erfolge damlF im
tdglichen Unterricht verzeichnen ktnnen; z.B. gelang es ihnen
nachher oft, die Ursache von Lernschwierigkeiten ﬁuf der S?elle
zu diagnostizieren und auch sofort zusatzliche _Ubungen einzu-
planen, die die festgestellte Schwierigkeit tberwinden helfen.

14.4 Zusammenfassung

Case's Resultate konnen wie folgt zusammengefalt werdgn: (1)
Jiingere Schiller beherrschen weniger elaborie?te Strateglen_ als
dltere. {2) Jede hthere Entwicklungsstufe belnhgltet dle'Elnbe~
ziehung einer oder mehrerer neuer {weniger geléuflger).Varlablgn.
{3} Die &nzahl der vom Schiller berticksichtigten Vgrlab}en %st
durch die Kapazitit seines Arbeitsspeichers (Kurzzeltgedachtnls)
beschrinkt. (4) Fir schulische wie nicht-schulische Probleme.kann
eine gleichartige Staffelung von mit dem Alter zunehmend diffe-
renzierten Strategien nachgewiesen werden.
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Pie von Case hieraus abgeleiteten und in Unterrichtsexperimenten
dberpriuften Konsequenzen -beinhalten die Tdentifikation von
gebietsspezifischen OStrategien séwie ihre entwicklungsgerechte
Staffelung. Der Lernfortschritt des Schiilers wird dann durch das
Bewufitmachen weniger geldufiger Variablen und Einbeziehen ent-
sprechender Strategien bei gleichzeitiger Automatisierung der
vorher beherrschten Strategien hewerkstelligt. Vorteile
(aufwendigen) Unterrichtsmethode zeigen sich
Schiilern mit Lernschwierigkeiten.

dieser
insbesondere bei
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15. DIE ROLLE VON AUSWENDIG GELERNTEM WISSEN BEIM PROBLEMLOSEN

Tn diesem Abschnitt kommen wir zuriick auf Problemlsen unter dem
Aspekt des Einsatzes von erlerntem Wissen. In Abschnitt 10 hatten
wir uns mit der zentralen Rolle der geistigen Reprdsentation fur
erfolgreiches Problemldsen beschiftigt; "“erlerntes Wissen" wurde
dort im wesentlichen in seiner Bedeutung fiir die Konstruktion
eines entwickelten Problemverstindnisses behandelt. Nun wenden
wir uns einer besonderen Sorte von verlerntem Wissen', namlich
dem auswendig gelernten zu und diskutieren seinen Stellenwert bei
Problemlfseprozessen.

15.1 Flaboratives Problemldsen

in 10.3 haben wir bereits Larkins Modell des Preblemlosens durch
Reprisentationswechsel vorgestellt. Der wesentliche Gedanke war
dabei folgender: Die als erstes Produkt des Verstehensprozesses
im Geiste des Problemldsers konstruierte "Basisreprisentation”
wird durch Hinzunahme von vornehmlich mathematischem Wissen aus
dem Langzeitgeddchtnis weiterentwickelt (elaboriert}; aus dicser
"mathematischen Repridsentation" 188t sich dann eine geeignete
"Berechnungsreprisentation" gewinnen. Die Ursache von MiBerfolgen
im Problemltsen wurde dort in unzureichender Elaboration, also
dem voreiligen Versuch, zu Berechnungen zu schreiten, gesehen.
Ein wichtiger Gesichtspunkt von Larkins Meodell ist, daB die
Regeln zur Erstellung und Nutzung der elaborierfen Repriasentation
sehr allgemein sind und auf eine grofie Anzahl von Problemen
zutreffen sollen.

Beispiel: Gegeben sind 30 Meter Maschendrahtzaun. Angrenzend an
eine 60 Meter lange Scheunenwand soll ein rechteckiges
Gebiet eingeziunt werden. Welche Abmessungen liefern
die groftmgliche Nutzflache?

Eine ganze Klasse solcher wExtremwertauigaben" kann dann unter
Anwendung immer der gleichen elaborativen Regeln des Typs:
"Driicke die zu maximierende GrofSe als Funktion ven etwas anderem
aus, bilde die Ableitung und setze gleich O" geltst werden.

Nicht immer ist es jedoch der Fall, daB Schiller in solch allge-

meiner Weise an eine Problemaufgabe herangehen. Haufig werden sie
fir bestimmte Aufgaben sich "den Ansatz" merken oder gewisse
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Gleichungen auswendig lernen usf. Gegeniiber der von einem allge-
meinen, weltreichenden VerstZndnis gekennzeichneten Fdhigkeit,
Probleme durch Elaboration zu ldsen, wird auch das Auswendig-
lernen méglicherweise unverstandener Regeln die erfolgreiche
Bearbeitung von Aufgaben ermdglichen. Die Frage ist aber, wie
tragféhig ein solches Vorgehen ist. Hzufig kann man dann z.B.
feststellen, daB die typischen Anwendungsaufgaben ohne Schwierig—
keiten geldst werden, aber schon eine geringe Variation des Kon-
texts zu vélligem UnvermSgen des Schillers fUhren kann.

Ist unter diesem Aspekt das oft verpdnte "Auswendiglernen® - d.h.
das Verankern von isclierten Fakten, Formeln, Fertigkeiten etc.
im Langzeitgeddchinis - vSllig verwerflich, oder kann es auch

sinnvoll sein?

Diese Frage gewinnt an Bedeutung, wenn man sich mit der Wissens-
rickgewinnung, d.h. dem Wiederauffinden von erworbenem Wissen im
Gedachtnis beschidftigt. Bekanntlich kann erlerntes Wissen verges-
Sen werden., Bedeutet dies, daB dann das Wissen véllig aus dem
Langzeitgeddchtnis "geldschd” ist?

15.2 Vergessen

Nach den Annahmen der Information-Processing-Psychologie ist der
Prozef des Vergessens nicht als ein Verschwinden des Wissens aus
dem Gedgchtnis zu verstehen, sondern als ein Verfall der Mdglich-
keit, das Wissen im GCeddchtnis wiederaufzufinden {also des
"retrievals"; vgl. auch Abschnitt 11.4). Gestutzt auf eine von
ihm entwickelte Theorie der menschlichen Informationsverarbeitung
postuliert Anderson (Anderson & Kline, 1979), daB alles Gelernte
(Erfahrene) grundsidtzlich ins Langzeitgedidchinis eingegliedert
wird, alsoc ein stidndiger Zuwachs {engl. "accretion") von Wissen
voriiegt. ©Spater konnen sich jedoch die Zugangsstrukturen - die
"Pfade™, auf denen man das Wissen erreichen und aktivieren kann -
dndern. Vergessen konnte man dann deuten als einen Verfall der
Zugangsstrukturen, d.h. den Verlust der Mdglichkeit, das be-
treffende Wissen zu reaktivieren; die Wissensreprisentations-
strukturen selbst werden jedoch nicht zerstirt.

Eine interessante, hier nicht weiter verfolgie Konsequenz dieser
Theorie ist es, daB etwas, was man einmal "falsch'" gelernt hat
und spater dann "richtig", beides nebeneinander im Langzeit-
geddchtnis existiert. Es kann also nur iiber einé Anderung der
Zugangsstruktur erreicht werden, daB "falsches”™ Verhalten durch
“"richtiges" ersetzt wird. Jedoch kann das Geddchinis in diesem
Sinne durchaus widerspriichliche Information enthalten, und "“Rilck-
fdlle™ zu falschem Verhalten in einer Situation sind mdglich (wie
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man in der Praxis tatsichlich beobachten kann}.

In friheren Abschnitten hatten wir das Erlangen von Verstidndnis
als einen Konstruktiven Prozel3 bezeichnet (siehe insbesondeFe
Abschnitt 9). Bei einer gut angelegten Vernebzung des Wissens im
Langzeitgedichtnis sollte ein Vergessen von Wissevstellen .durch
einen ProzeB der Rekomstruktion (im Sinne des Wiederauffindens
von Zugangsstrukturen) aus dem "Gesamtve?sténdnig“ heraus‘ aus-
geglichen werden kinnen. Jedoch ist die Mdglichkeit der Wieder-
gewinnung von tyergessenen' Wissen in hohem Mafe von dgr Art der
Wissensorganisation abhingig. Hier bestehen vermutlich gfoﬁe
Unterschiede zwischen Wissen, das in ein allgemeineres Ver;tand—
nis eingebettet ist, und unverstanden auswendig gelerntem Wissen.
Betrachten wir zwel Beispiele.

1. Beispiel (betrifft auswendig gelerntes Wissen):

Bei einem Gedicht, ebenso wie bei der "beriichtigten®" Epsilon-—
Delta-Stetigkeitsdefinition, f#llt einem der Wortlaut (mehr
cder weniger genau) wieder ein, hiufig ausgeldst durch "An-
stoBen" der ersten paar Worte..

2. Beispiel (betrifft in Verstindnis eingebettetes Wissen):

An eine Geschichte, ebenso wie an die Defin%tion ger Gruppe,
erinnert man sich dagegen vielleicht ¢her sznngemqﬁ und _Lann
eine vollstindige Formulierung aus dem "Sinngefilge"” wieder
herleiten.

Der wesentliche Gedanke des Folgenden ist, daB‘sich dieée unter—
schiedlichen Mechanismen erginzen kmmen. In glne? Arbeltsgruppe
um Jill Larkin an der Carnegie-Mellon University ist der Einflud
der Mechanismen auf die Problemlisefertigkeit untersucht worden.

15.3 Eine Untersuchung zu Geddchtnisprinaipien beim Problemlisen

Die Untersuchung (Freeland & Larkin, 1883) ?ezieht "51ch au?
organische Chemie, und die Problemstellung %st zu?achsF ag
diesen Bereich zugeschnitten. Jedoch erscheinen die hierfir
prizisierten Modelle und der allgemeine Trend_der Resultate auch
fiir das Mathematiklernen von Interesse, wie die Autoren andeuten.

In der organischen Chemie stellen sich vie%e Probleme wie folgt
dar: Von einer oder mehreren Verbindungen 1st-bekannt, ng §1e
unter bestimmten Bedingungen miteinander reggleyen, wobel eine
oder mehrere neue Verbindungen entstehen. Ein einfaches Problem,
das auch als Teil einer komplexeren Problemstellung auftreten
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kann, ist dann die Frage nach dem Reaktionsergebnis — bei gegebe—
nen Ausgangsstoffen - als Strukturformel(n) der entstehenden
Verbindung{en}. Freeland und Larkin postulieren zwei alternative
Modelle fiir die Bearbeitung sclcher Probleme: (1) ein sog. Rote—
Memory-Modell; der englische Ausdruck "rote" bezieht sich dabei
auf Routinefertigkeiten aus mechanischem  Uben (vergl. §. 33);
(2) ein sog. elaboratives Modell; es bezieht sich auf Problem—
lgsen durch Elaborieren im oben besprochenen Sinne.

(1) Das Rote~Memory-Modell beinhaltet, dafB der Problemldser durch
fortgesetztes Uben im Geddchtnis Assoziationen zwischen den an
einer Reaktion betelligten Stoffen und dem Reaktionsergebnis
aufgebaut hat. Bekommt er dann ein Problem der oben besprochenen
Art vorgelegt, so missen ihm dazu die Reaktionsergebnisse dieser
spezifischen Reaktion wieder einfallen. Eine verbreitete Methode
bei amerikanischen Chemiestudenten ist das Benutzen sog. flash—
cards: Um sich die Reaktionen einzuprdgen, schreibt man die
beteiligten Stoffe auf eine Karteikarte und das Reaktionsergebnis
auf die Riuckseite und benutzt solche Karten flir eine drillende
Ubungsform mit sofortiger Kontrollmtglichkeit - eine Methode des
Auswendiglernens also.

(2) Ein im Sinne des elaborativen Modells handelnder Problemldser
wird dagegen zundichst die aus einem vorgelegten Problem erhaltene
Basisrepridsentation anreichern, indem er zus#itzliche Information
iber die Ausgangsstoffe heranzieht: 2.B, wird er Information iiber
die Ladungen {positiv oder negativ), die Bindungsstruktur (dop—
pelt oder einfach) und eine Reihe von Regeln (wie: '"positiv
tendiert zum Binden mit negativ" und "stirker positiv ersetzt
schwicher positiv") benutzen, um das Reakbtionsergebnis daraus
abzuleiten. Ein solches Benutzen allgemeiner elaborativer Regeln,
die nicht auf spezifische Reaktionen beschrinkt sind, baut offen-
bar viel stérker auf einem "Verstdndnis" der Vorgdnge auf, als
die mittels flashcards auswendig gelernten Reaktionen.

In Anlehnung an Texte eines Chemiebuchs wurden fir beide Modelle
Inferenzregeln fiir die Bearbeitung wvon Reaktionsproblemen in
einem kleinen Teilbereich der organischen Chemie explizit formu—
liert. Durch Simulation in einem Computerprogramm wurde nachge-
wiesen, dal beide Regelmengen die vollstidndige Ldsung solcher
Probleme ermdglichten. Diese Regeln sollten dann mit den von
Studenten in Problemldsesituationen tatsichlich angewendeten
SchluBregeln verglichen werden. Die Regeln der beiden Modelle
unterschieden sich in folgender Hinsicht: Die "fldsheard-Repelnn
waren in ihrer Anwendbarkeit beschridnkt; jede bezog sich auf
genau eine Reaktion und umfaBte alle beteiligten Stoffe sowie das
Reaktionsprodukt. Die elaborativen Regeln waren allgemein formu-
liert und konnten bei vielen Problemen angewendet werden, jedoch
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steuerte jede nur eine von mehreren zur Problemldsung erforderli-
chen Inferenzen bei.

In einem Experiment wurde verglichen, inwieweit sich die hypothe-
tischen Regeln der beiden Modelle mit dem Problemlédseverhalten
von drei Studenten deckten. Dabei wurde die Methode des "lauten
Denkens" mit Protokollanalyse verwandt.

i. Resultat: Es wurde festgestellt, daB die Protokollaussag?n
sich zu 70 % mit flashcard-Regeln in Einklang bringen lieBen; die
restlichen Aussagen bezogen sich auf die Auswahl und ?Reparatu?"
von Regeln (davon gleich mehr), und nur zu einem geringen Teil
deuteten sie auf eine Anwendung von elaborativen Regeln. 1In etwa
der Hilfte der Fille wurden die Regeln korrekt angewendet.

2. Resultat: Der hiufigste Fehler war, dafi die Bedingungen von
Regeln zum Teil auBer acht gelassen und somit Begeln unzutreffegd
angewendet wurden. Andere Fehler waren, daBR nicht alle Regelfol-
gerungen beachtet oder daf Regelbedingungen ?nd' ~folgerungen
unzulissig verandert ("repariert") wurden, um sie im {falschen)}
Problemkontext einsetzen zu kdnnen. D.h. die v?n den Problem—
1gzern erimmerten "flashcard-Regeln' waren héuf?g u§exakt und
nicht komplett. Freeland und Larkin bezeichnen dies bildhaft als
#Verblassen" ("faded flashcards").

Tn einem zweiten Experiment sollte untersucht werde?, ob sich
Studenten in der vermehrten Anwendung von elaborativen _R§geln
anstelle wvon auswendig gelernten flashcard—Regeln” tralnler?n
lassen. Dazu wurden 13 Studenten, die kein Vorwisgen tiber organi-
sche Chemie mitbrachten, in ausgekliigelter Weise in der %nwend?ng
von elaborativen Regeln unterwiesen (d.h. sie sollten eine Reihe
von allgemeineren Reaktionsprinzipien kennen ugd umzusetzen
iernen). Wieder wurde das Problemltseverhalten dieser Studenten
mit den hypothetischen Regeln verglichen.

Resultat des zweiten Experiments: Insgesamt war die Leigtung der
Studenten nicht iiberwditigend; von 10 ProbleTen wutden im Mittel
knapp die Halfte geldst. Der beste ProblemlGser loste'neun der
zehn Probleme unter korrekter Anwendung von‘acht der im ganzen
neun elaborativen Regeln, was darauf hinwelst,‘ dag elaborative
Regeln - vorausgesetzt, sie werden korrekt elﬁgesetzt - gu en
Erfolg ermdglichen. Insgesamt wurden aber Verst?ﬁe gegen b%s z§
20 % gder angewendeten Regeln notiert, und nur ein gutes Drltt§

der neun Regeln wurde iiberhaupt karrekt_ eingesetzt. D.h. die
Problemlésung wurde zumeist mit einer nlcht“ang§me§s?nen Mgnge
von Regeln versucht, woraus sich die verhaltnlsmaﬁlg gerln%e
Erfolgsrate erkléren ld#Gt: Werden nicht alle notwendigen Regeln
benutzt, so muB die Hlaboration fehlerhalft werden.
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Das Fazit dieser Untersuchungen stellt szumichst vor einen
Konflikt: Sich selbst iiberlassen, lernten die Chemiestudenten
"flashcard-Regeln" auswendig; unvéillkommene Erinnerung daran und
ﬁberverallgemeinerung waren dann die Ursache von Fehlern. Beim
ausdriicklichen Training in elaborativen Problemldsemethoden er—
lernten die Studenten jedoch nur einige der notwendigen Regeln
und machten mindestens ebenso viele Fehler wie die Studenten, die
sich auf auswendig gelerntes Wissen verlieBen. Weder die eine
noch die andere Methode flir sich allein scheint also fir gute
Leistungen ausreichend zu sein.

In dieser Situation haben Freeland und Larkin mit der Beobachtung
von "Experten™ im L¥sen von Problemen der crganischen Chemie
begonnen und festgestellt, daf diese Problemldser eine Mischung
von auswendigem Wissen und Problem—Elaboration einsetzen. Die
Autoren vermuten nun, daB ein angemessenes Problemlésemodell —
zumindest eines fiir Gebiete mit einer groBen Fiille von Fakten—
wissen -~ auf beide Arten des Wissenseinsatzes bezugnehmen muB.
Assoziationen vom Typ der "flashcard-Regeln" ermbglichen das
schnelle Gewinnen von Teilldsungen, und elaborative Regeln kdnnen
dann  bestehende Licken schlieBen oder mbglicherweise flashcard—
Regeln auf neue Situationen anzupassen helfen.

Besonderes Gewicht k&nnten diese Beobachtungen fiir das Problem
des Vergessens von Einzelheiten haben, das sich sowohl im oben
erwdhnten "Verblassen" von memoriertem Wissen ("faded flash-
cards") als auch in fehlerhaftem Elaborieren duBern kann. Flash—
card-Regeln - selbst dann, wenn man sich nicht an alle Einzelhei-—
ten erinnert - ermdglichen h#ufig Hinweise auf die ungefihre
Losungsgestalt. Elaborative Regeln ermdglichen aufgrund ihrer
allgemeinen Anwendbarkeit das weitere Ausarbeiten eines Losungs-
ansatzes. Jedoch scheinen elaborative Regeln allein nicht ausrei~
chend zur Konstruktion komplexer Lsungswege zu sein. Auch im
Hinblick auf mathematisches Probleml#isen schlagen die Autoren
daher vor, daB auswendig gelerntes Wissen eine sinnvolle und
niitzliche Rolle spielen kann.

15.4 Literatur

Andersen, J.R. & Kline, P.J. (1979). A general learning theory
and its application to schema abstraction. In G.H. Bower (Ed.)
The psyechology of learning and motivation, Vol. 13, 277-318,

Freeland, R. & Larkin, J. (1983). Representation and memory in

problem solving.  Auf der 1983er Tagung der American Educational
Research Association in Montreal pr#@sentiertes Papier.
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15.

1.

5 tbungen

Diskutieren Sie, ob undé in welchem Sinne die Erkenntnisse von
Freeland/Larkin auf die Mathematik Ubertragbar sein kimnen.

Was f&llt Jhnen zum Wechselspiel von Fertigkeiten und Ver-
stindnis unter den cobigen Gesichispunkten ein?

Was fir mathematisches Wissen sollte man auswendig kdnnen?

(vgi. auch bung 6.4.1) Machen Sie ein Erinnerungsexperiment
mit dem Ffolgenden "Problem": Rekonstruieren Sie ad hoc au§ dem
Qedschtnis - mit Papier und Bleistift als einzigen Hilfs—

mitteln - die axiomatische Definition eines Vektorraums. ?ecb—
achten und notieren Sie, wo "gemerktes Wissen" in Erschﬁlngng
tritt, ob korrekt/vollstdndig oder inkorrekt/unvollstanglg;
uné weleche Inferenzen auf allgemeinerer Basis (d.h. El?bo?am
tionen) Sie einsetzen, bis schlieflich eine wvollstandige

‘Definition auf dem Papier steht.
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16. MATHEMATISCHE FERTIGKEITEN UND MATHEMATIKVERSTANDNIS

Iv .diesem letzten Abschnitt wollen wir im Versuch eines Resumees
einige wichtige Gedanken und Tinsichten des bisher Gesagten auf-

greifen und unter dem Gesichtspunkt ihrer Relevanz fiir den Schul-
alltag auswerten.

16.1 Zu mathematischen Fertigkeiten

Eine Fertigkeit ist die Fizhigkeit, bestimmte Handlungen oder
Folgen von Handlungen ausfilhren 2zu kdnnen - so hatten wir
begonnen. Spdter war ein komplexes Bedingungsgefuge von mathe—
matischen Fertigkeiten und mathematischem Verstindnis hinzugekom-
meén, welches AnlaB gab, ganz unterschiedliche Lernprinzipien zu
studieren. Der Unterscheidung von "Kemmtnis" und "Konnen", von
"Verstdndnis" und "Fertigkeit" entspricht offenbar auch eine
ugterschiedliche Ausprdgung langzeitlichen CGedichinisbesitzes,
die wir mit der Gegeniiberstellung von deklarativem und prozedura-
lem Wissen konkretisierten (Abschnitt 3.3). Diese Klassifizierung
fanden wir in der Stufung eines Modells des Fertigkeitenlernens
beriicksichtigt (Abschnitt 2.3), worin sowohl dem Erwerb deklara—
tiven WVissens als Verstdndnisgrundlage als auch entsprechenden
prozeduralen Wissens als Handlungsgrundlage Rechnung getragen
wird. Die dritte Stufe dieses Modells betrifft die Automatisie—
rung von Fertigkeiten, denen damit eine "autonome" (von begriff—
licher Wissensverarbeitung unabhingige) geistige Reprisentation
zugeschrieben wird.

**% Das Einiiben und das Verstehen von Fertigkeiten richten sich
auf unterschiedliche Reprisentationsformen im Langzeitgedichtnis
mit unterschiedlichen Eigenschaften und Vorziigen. Eine Form kann
die andere nicht {oder nur bedingt) ersetzen. Die beiden Formen
bediirfen verschiedener Lehrmethoden.

HREFHEXE XA FRRBEER AR XL F R X FREFEX

Als erwlesen gelten kann die Tatsache, daB kognitive Fertigkeiten ”

autcmatisiert werden kinnen und daB dabei die notwendige
Zuwendung an kognitiver Aufmerksamkeit sich verringert oder gar
entfdlit, Hierdurch kénnen kognitive Beschriénkungen des Kurzzeit-
gedachtnisses kompensiert werden: Die gewonnene Kapazitidt kann
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filr weitere kognitive Titigkeiten genutzt werden (Abschnitt 4.1).

#*%  Durch Automatisieren von Fertigkeiten verringert sich die
kognitive Belastung des Schillers. Dazu reicht es nicht aus, 2zwei
oder drei Anwendungsaufgaben zu rechnen. Automatisieren erfordert
vielfaches und vielfsltiges Uben. Im Einzelfall wird daher ent-
schieden werden miissen, ob der Aufwand den Nutzen rechtfertigt.

EEXNELREEREREFERERF R ERERFAXXER

Die aus der Gagné-Diskussion in den Abschnitten 5 - 7 gewonnenen
Erkenntnisse lassen die Folgerung zu, dafl automatisierte mathe—
matische Fertigkeiten eine Voraussetzung fur mathematisches Ver-
stindnis bilden konnen. Unterstiitzt wird diese Annahme durch das
konstruktivistische Verstindnismodell von Bergeron und Herscovics
{Abschnitt 9), wonach prozeduralem Wissen eine wichtige Rolle
beim Erwerb mathematischen Begriffsversténdnisses zugeschrieben
wird. Es erscheint mdglich, daB das Automatisieren von Prozeduren
im Verlauf der Verstindniskonstruktion — aufgrund des Frelsetzens
von sonst in ihrer Ausfilhrung gebundener kognitiver Kapazitdt -
die Abstraktion eines mathematischen Begriffs (als eigensténdigem
mathematischen Objekt) vom handelnden Umgang mit der Prozedur
wesentlich begiinstigt. :

Beispiel: Der Erwerb des Limesbegriffs wird demnach gefdrdert,
wenn Verfahren zur Grenzwertbestimmung flilssig beherrscht werden.

##%  fytomatisieren von Verfahren allein fiihrt noch nicht zur
Abstraktion eines Begriffs. Durch Reflexion gewonnene Erkenntnis-
se auf der deklarativen Wissensebene kinnen erst Handeln und
Resultat des Handelns gegeniiberstellen und voneinander ablésen.

FRAAEKERERAREFERRERE R AR EREEL IR

Besonders wichtig wird die Frage des Automatisierens von Fertig—
keiten unter dem Gesichtspunkt, daf die kognitive Kapazitidt
offenbar altersabhingig ist und bei jingeren Schiilern noch
groferen Einschrénkungen unterliegt (siehe Abschnitt 14)}. In der
Lehrtheorie wvon Case wird daher Automatisierung gezielt zur
berwindung kognitiver Beschrinkungen {zur Erleichterung der
"gognitiven Biirde") eingesetzt, um dadurch Freiraum zur Bewalti-
gung komplexerer Mathematik =zu schaffen., Erleichternd kommt
hinzu, daB jiingere Schiiler eher geneigt sind zu tben und dabei
auch schneller lernen, wihrend mit zunehmendem Alter der Wunsch
nach Verstiandnis grofer, die Lust am Uben aber kleiner wird. Nach
den Erkenntnissen aus Unterrichtsversuchen scheint es dabei unter
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dem Gesichtspunkt des Behaltens sinnvoll, wie bel Case automati-
sierte Fertigkeiten dicht am Verstindnis anzusiedeln.

Beispiel: Demmach ist es besser, zum Gr&fienvergleich von Briichen
die Hauptnennermethode statt der Kreuzmultiplikation einzuiiben.

*¥*% Je jlinger der Schiiler, desto eher ist es notwendig (und auch
aussichtsreich), durch Automatisierung von Fertigkeiten besseres
Mathematikverstédndnis zu ermdglichen.  Dabel sollten die schlieB-
lich automatisierten Fertigkeiten so formuliert sein, daB sie bei
"pewuBter Ausfithrung" dicht am Verstindnis liegen.

HEFHAEXEERRFF XXX AFI AR XXX AR EREER

Nach allem sollite jedoch klar sein, daB einfaches Uben von Proze-
duren nicht notwendig zu starken Problemlosefertigkeiten fiihrt.
Es erscheint verniinftig 2zu folgern, dJdaB beim Lernenden die
Fertigkeit im Erzielen eines Problemverstindnisses beglinstigt
wird, wenn das Wissen ilber Problemldseprozeduren wohl-integriert
ist in das allgemeine begriffliche Wissen. Damit erhSht sich die
Chance, in Anwendungssituationen auf relevantes mathematisches
Wissen zuzugreifen: Der Gebrauch des Yrichtigen Stiick Wissens zur
richtigen Zeit" ist ein Kennzeichen von Versténdnis.

16.2 Zu mathematischem Verstdndnis

Unsere erste, grobe "Definition® von Verstindnis (S. 7) besagte:
Eine  Sache verstehen heiBt, sie in eigene geistige Kategorien-~
systeme einordnen zu kénnen. Diese "Definition” beim Wort neh~
mend, wollen wir unter Bezug auf das inzwischen Gelernte die
wesentlichen Gesichtspunkte noch einmal hervorheben.

1. Verstehen ist ein ProzeB: Es geschieht etwas im Geiste, wenn
man “"versteht". In vielen Fillen (bei gutem Verstindnis) sind die
dabei auftretenden .Prozesse unterbewuBt, automatisch und schnell.
Bei erhdhten Anforderungen an das Verstdndnis wird der Prozef
deutlicher erkennbar: Es- dauert einen Moment, bis einem die
Bedeutung =z.B. des Ausdrucks "transzendente Zahl" einfZllt oder
bis man eine Vorstelliung von "zwel nicht-parallelen Geraden im
Raum, die sich nicht schneiden” hat. {(Im ersten Fall treten Such-
oder Rekonstruktionsprozesse auf, im zweiten wird mdglicherweise
erst eine bildliche Reprédsentation konstruiert und dann der
Begriff ‘"windschief" dazu aufgefunden.} Nimmt der Verstehens—
prozef in einer Situation zu viel Zeit in Anspruch (wenn z.B. der
Lehrer im Unterricht fortfihrt, noch widhrend beim Schiiler andere
begonnene Verstehensprozesse ablaufen), so kann das Verstdndnis
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daran scheitern.

*%**  Zuviel auf einmal zu schnell hintereinander beeintrichtigt
des Schiilers Chancen zu verstehen. Der Lehrer mufi ein Gefiihl
dafiir entwickeln, wann es beim Schiiler "klickt".

EEEREAFEXEERLRFEARR R XF XL ERLAR

2. Ein Verstehensprozefl beinhaltet in jedem Fall die Konstruktion
einer "Bedewtungsreprdsentation”: Das ‘"Einordnen in geistige
Kategoriensysteme" hatten wir (siehe Abschnitt 11.5) mit der
tktivierung einer geeigneten Wissensreprisentationsstruktur (WRS)
im Langzeitgeddchtnis und der Anpassung der aktuellen Daten an
diese Struktur prdzisiert. Handelt es sich um einen neu zu ver-
stehenden Sachverhalt (etwa eine Problemstellung), :so muB eine
angemessene Reprisentation - gestiitzt auf andere WRSen im Lang-
zeitgeddchtnis — im Arbeitspgeddchtnis neu konstruiert werden.

Pas Verstidndnis kann scheitern, wenn keine geeignete WRS aufge-—
funden wird, oder aber, wenn die Einordnung aktueller Daten in.
durch die Situation aktivierten WRSen nicht oder nur unvoiikommen
gelingt. Das Nichtauffinden einer geeigneten WRS kann zweil
Ursachen haben: {a) es ist kelne vorhanden {(die Verstandnisgrund-
lage fehlt); {b) sie vorhanden, wird aber nicht aufgefunden
(mangelndes ‘'retrieval" - relevantes Wissen wird nicht akti-
viert). @Gerade fiir den letzten Fall muB der Lehrer ein Gesplir
entwickeln: Schligt =z.B., beim Schiiler das Verstdndnis fir den
Beweis einer trigonometrischen Beziehung fehl, weil ihm nicht
mehr geldufig ist, daf Sinus = Gegenkathete zu Hypotenuse ist?

*¥#%¥ Der Lehrer muf sichern, daB beim Schiller zum Verst@indnis des
Unterrichts notwendiges Wissen (re-laktiviert wird (bzw. iiber-
haupt vorhanden ist).

FHEEFRAEAEXERERERFEXEHXEXRARRERER

3. "Eigene geistige Kategoriensysteme": Die als Verstandnisgrund-
lage notwendigen WRSen niissen natiirlich perstnlicher Geddchtnis-
besitz des Verstehenden sein. Das Cefiige der WRSen bestimmt die
"Strukturen" des GedHchtnissystems einer Person, die die Grund-
lage ihres Wissens und ihrer Uberzeugungen, einschlieflich aller
persdnlichen Eigenarten, Unexaktheiten und Fehler im Denken
bilden.

#%#%+ Jeder Schiiler verfiigt iiber individuelle WRSen, die sich von
denen seiner Mitschiiler unterscheiden konnen. ¥Folglich muB der
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Lehrer gezielt auf den einzelnen Schiiler zugeschnittene Verstind—
nishilfen geben konnen. Verschiedene FErklirungsansitze {"Ich
erklire es noch einmal anders..:"} haben alsc durchaus einen
Sinn. - ’

HHRERLEAR A FHEX XX LR E R R R EEERER

Die grofle Einsicht aus der zweiten HH1fte des Buchs ist:
Verstindnis und Wissen sind konstruktiver Natur (Abschnitt 9).
Das im Langzeitgeddchtnis gespeicherte Wissen ist nicht einfach
angesammelt, sondern strukturiert: der Lernende hat die Konstruk—
tion von Netzwerkstrukturen zu erbringen, die in vielfdltiger
Weise Grundlagen flr ein "reiches" Verstidndnis mathematischer
Situationen =zusammenfiigen scllen. Die Qualitit des erlernten
mathematischen Wissens hdngt nicht nur davon ab, was man lernt,
sondern auch, wie man es miteinander in Verbindung bringt. Eben
weil Wissenserwerb eine Konstruktion ist, hingt vieles davon ab,
wie man baut. Dazu tridgt der Lehrer wesentlich bei: z.B. kann er
dem Schiiler helfen, ibergeordnete Zusammenhinge zu erkennen und
dadurch Wissenstrukturen, . die sonst vielleicht isocliert bleiben,
zu vernetzen,

**¥%  Beim Erwerb mathematischen Wissens des Schiilers spielt der
Lehrer die Rolle des '"Architekten".

EHREEREFB AR X EI R F XSRS RHR R RF

Die kritische Rolle der Repridsentation von Wissen im Gedidchtnis
zeigt sich besonders beim Problemldsen (Abschnitt 1¢). Erfolg in
Problemltsesituationen erfordert dariiber hinaus Fertigkeiten im
"Verwalten" des zur Verfigung stehenden mathematischen Wissens,
und zZwar sowchl des Faktenwissens wie auch der beherrschten
Fertigkeiten. Mehrfach ist zum Ausdruck gekommen, dal der Erfolg
bei Probleml&seaktivitdten abhidngig ist von der Fidhigkeit,
zwischen dem {(mfglicherweise automatischen) Tun und der Selbst-
beobachtung und Bewertung des eigenen Tuns hin- und herschalten
Zu konnen, sei es durch verinnerlichte Vorsichtsmafregeln
(Abschnitt 7), oder sei es durch metakognitive Fertigkeiten
(Abschnitt 12). Dabei spielt die innere Sprache als organisieren-—
der Faktor fir mathematisches Handeln eine entscheidende Rolle
(Abschnitt 13). Es stellt vielleicht die schwierigste Aufgabe des
Unterrichtens von Mathematik dar, beim Schiiler, ein solches
BewuBtsein beziiglich seines Handelns zu entwickeln, besonders
dort, wo der Schiiler kognitiv ausgelastet ist und mangels zusdtz-~
lichen Freiraums im Denken den notwendigen Abstand gar nicht
einnehmen kann. Bruner hat die Rolle des Lehrers in dieser Hin-
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sicht treffend als die eines "Maklers in Sachen BewuBtsein"
("broker of consciousness") bezeichnet, der zunidchst den iiberge-
ordneten Standpunkt im Denken und Handeln des Schiilers vertritt,
bis der Schiiler sein eigenes BewuBtsein dafiir entwickelt hat.
Shnliches ha% Schoenfeld mit dem allmdhlichen {bergang vom
"externen Manager" (Lehrer) zur Einnahme der Rolle des eigenen
Managers seitens des Schiilers ausgedriickt {Abschnitt 12).

*%% Es ist nicht allein damit getan, Erkl#rungen zum Verstindnis
von mathematischen Verfahren bereitzustellen und die Verfahren zu
iiben. Erforderlich ist es, daB der Schiiler sein eigener Manager
fiir den zweckgerichteten Einsatz seines Wissens wird. Der Lehrer
iibernimmt dabei zundchst die Rolle des "externen Managers" bzw.
Beraters.

HEEEERE RS LA R EERERR AL ER RIS

Es soll noch einmal beteont werden, daB "VWerstidndnis" flir mathe-
matische Zusammenhinge keine Frage von "ja" oder "nein" 1ist; es
entwickelt sich eher Stick fiir Stiick. Man kann ein teilweises
Verstindnis haben, wenn man nur einige Zusammenh&nge eines gesam-
ten Sachzusammenhangs erkennt und bewdiltigen kann; das Versténd-
nis wird vollstindiger, wenn neue Zusammenhdnge erkannt und zu
den anderen in Beziehung gesetzt werden sowie spezielle Regeln
daraus abgeleitet werden kénnmen {"relationales Verstindnis"; vgl.
Abschnitt 8). Ein "umfassendes” Verstidndnis fir einen Sachzusam—
menhang wird sicherlich einschlieBen, daB alternative Wege des
Verstehens beschritten werden kinnen {sprich: der Sachzusammen-
hang auf verschiedene W2Sen abbildbar ist); die MOglichkeit der
Gegentiberstellung solcher Verstehenswege bietet eine reichere
Bedeutungsreprisentation {siehe Abschnitt 11).

Das Verstehen und Bewdltigen mathematischer Situationen erfordert
ein entwickeltes Zusammenspiel von Fertigkeiten und Versténdnis,
unterstiitzt durch entsprechenden prozeduralen und deklarativen
Gedichtnisbesitz (Abschnitt 3). In welcher Weise auch auswendig
gelerntes Wissen dabei eine sinnvolle Rolle spielen kann, wurqe
in Abschnitt 15 erliutert: eine Entsprechung hierzu ktnnte 1in
zundchst  "mechanisch" erlernten Fertigkeiten (fbschnitt 6)
vorlisgen. Grundsdtzlich jedoch haben sich Fertigkeiten chne
Verstindnis dafiir, wamn und wo solches Wissen einzusetzen ist,
als von geringem Wert in nicht-stereotypen Situationen erwiesen.
Umgekehrt mag ein "Verstidndnis" ohne Beherrschung zugeordneter
Fertigkeiten dem Schiiler zwar zu einem gewissen Grade die Kompe-—
tenz geben, iber eine Problemsituation zu sprechen und sie =zu
analysieren; bei der tatsichlichen Ermittlung einer LiUsung k?nnte
er aber an einem Mangel an Fertigkeiten scheitern. In gewissem
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Sinne kdnnte die erstgenannte Kombination (Fertigkeiten ohne
Versténdnis) zur New-Math-Revolution beigetragen haben und die
zweite (Verstdndnis ohne Fertigkeiten) zur Back-to-basics—
Bewegung. Wo stehen wir heute? bas Ziel des Unterrichts muB
offensichtlich sein, beides, mathematische Fertigkeiten
Mathematikverstindnis zu entwickeln und zu integrieren.

e5
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