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Einleitung

Synchrone Zellularautomaten sind - unter dem Gesichtspunkt einer Reali-
sierung - mit bestimmten physikalischen Annahmen nicht vereinbar. Die aus
diesem Grund entwickelten Ansdtze asynchroner Zellularautomaten vermeiden
diese Schwierigkeiten, schridnken aber die bei synchronen Zellularautomaten
gegebene parallele Arbeitsweise mehr oder weniger stark ein. Die Pro-

blemstellung der vorliegenden Arbeit kénnen wir wie folgt umreiflen:

Es soll die grundlegende Idee des Zellularautomaten als einem Modell
hochparalleler Informationsverarbeitung beibehalten und versucht wer-
den, das zugrundeliegende Automatenkonzept dahingehend zu modifizieren,
dall, ohne Voraussetzung globaler Synchronitit, eine adiquate Ausfiihrung
"simultaner zellularer KalkGile" durch physikalisch realisierbare
Zellularautomaten erreicht wird. Mdglichkeiten und Grenzen unseres Ansat-
zes '"'lokal-synchroner Zellularautomaten" werden in der Arbeit

untersucht.

Dabeil wird wie folgt vorgegangen. Im ersten Abschnitt wird das bekannte
Konzept des synchronen Zellularautomaten aus automatentheoretischer Sicht-
welse dargestellt. Hierbel legen wir, zur Vorbereitung auf den in dieser
Arbeit entwickelten Ansatz, besonderen Wert auf die Beschreibung der

Grundbausteine (Automatenzellen).

Im zweiten Abschnitt wird zundchst herausgestellt, dafl das mathematische
Modell des synchronen Zellularautomaten als spezieller Substitutions-
kalkiil (mit normierter Regelgestalt) aufzufassen ist. Der Gesichtspunkt
der Synchronitdt findet Ausdruck in der Metaregel eines solchen Kalkiils:
Die Anwendung sdmtlicher zutreffender Basisregeln ist simultan vorzu-
nehmen. Die Beziehung zwischen solchen Kalkiilen und synchronen Zellular-
automaten wird - in Gegeniiberstellung zu verschiedenen Ansdtzen asynchro-
ner Zelliularautomaten - verdeutlicht. Die Ergebnisse dieser Analyse sind

in den Aussagen 2.1- 2.3 zusammengefalt.

Zu Beginn des dritten Abschnitts wird eine heuristische Darstellung der

dem Ansatz zugrundeliegenden Idee gegeben. BEinige physikalische Grenzfra-



gen - als eigentlicher Anlal zur Untersuchung nicht (global) synchroner
Zellularautomaten - werden, in durch den Rahmen der Arbeit gegebener
Kiirze, angesprochen (Formuiierung von Postulaten). LEs wird eine Defini-
tion synchroner Arbeitsweise von Mengen von Automatenzellen gegeben,
die mit den zugrundegelegten physikalischen Annahmen vereinbar ist; ins-

besondere bezieht sie sich auf endliche Zellmengen.

Eine weitere Analyse des Zusammenhangs zwischen einem Simultankalkiil und
einem (hypothetischen) synchronen Zellularautomaten f{ihrt zu folgendem
Ergebnis: Fur die korrekte simultane Anwendung von Basissubstitutions-
regeln ist die gleich zeitige Ausfiihrung der entsprechenden iokalen
Ubergdnge durch den Automaten zwar lokal, nicht jedoch global notwendig.
Dies flihrt uns zu dem schwicheren Begriff lokal-synchroner Arbeits-
weise (Definition 2 in 3.1), welche ohne Bezug auf die Endlichkeit einer

betrachteten Zellmenge auskommt.

Die fiir den spédteren Ansatz bendtigten Hilfsmittel stellen wir in 3.2
bereit: Hier entwickeln wir das Konzept des T-Netzes, eines speziellen
Automatennetzwerks, das den zu lokal-synchroner Arbeitswelse von (zwei-
dimensionalen) Zellularautomaten fithrenden Organisationsprozefl leisten
soll. Ein solches T-Netz erfiillt in bezug auf seinen modularen Aufbau
aus T-Zellnetzen die urspringlichen, an einen Zellularautomaten ge-

stellten Homogenitdtsiorderungen.

Der Beschreibung des T-Zellnetzes legen wir das Konzept des APA-Netzes
[PRIZ ] zugrunde, fiir das wir hier eine lokale Zeitbetrachtung ein-
flihren: Um den aufgrund der in 3.1 formulierten Postulate anzunchmenden
Zeitverbrauch beim Ubergang eines Schaltelements von einem Zustand in
einen anderen ausdriicken zu kénnen, beziehen wir sog. Ubergangszustiinde
in die relationale (indeterministische) Beschreibung eines Schaltelements
ein. Die lokale Zeitbetrachtung erdfinet uns dann die - bei rein nicht-
deterministischer Betrachtung nicht mégliche - Bezugnahme auf die Dauer

von {Teil-)Prozessen im T-Netz.

Die hierbei angenommene zeitliche Variabilitdt der in den Komponen-

ten eines Netzes (bei wiederholtem Ablauf eines Prozesses) auftretenden



Verzdgerungen ist unseres Wissens in der einschligigen Literatur bisher
nicht behandelt worden. Die in einem dhnlichen Zusammenhang eingefiihrten
{im zweiten Abschnitt besprochenen) "asynchronen Grammatiken' [ LIP ] ent-
halten eine sclche Annahme implizit. In anderem Kontext - zur Fehlerkor-
rektur in sog. Distributed Systems - wird in [NOE ] das Konzept '"Time
Petri Nets' von Merlin vorgestellt, das auf die minimale und maximale
Daver einzelner Operationen bezugnimmt. In einem hiermit verwandten Netz-
ansatz in [ RAM ] und dessen Verallgemeinerung in [ SIF 1 sind zugeordnete

Komponentenverzégerungen als zeitlich konstant vorausgesetzt.

~

Zellularautomaten Z, deren Automatenzellen mit den in 3.2 definierten
T-Zellnetzen unterlegt sind, {Uhren wir in 3.3 als Pol)nautonuiten_(Z,T)
ein. Dabel definieren wir die fiir das folgende wichtigen Begriffe "Takt-
zeitpunkt' und "urs#chlicher T-Input" (einer Zelle a). Es handelt
sich um raum-zeitliche Ereignisse, die im Netz durch zu bestimmten
Zelten an bestimmten Stellen auftretende "Impulse' reprisentiert sind. In
diesem Zusammenhang filhren wir eine kontinuierliche, vollstdndig geordnete
Zeitskala ein, die bei den Untersuchungen in 3.4 - 3.6 dazu herangezogen
wird, solche raum~-zeitlichen Ereignisse jeweils innerhalb einer Zell-
nachbarschaft in bezug aufl ihre zeitliche Reihenfolge zu vergleichen.

Diese in unscrer Betrachtung auf den Ort der Ursprungszelle bezogene glo-
bale (Beobachtungs-)Zeit vereinfacht die beweistechnischen Darstellungen
{und die Vorsteliung des globalen Verhaltens eines solchen Polyautomaten);
ihre Verwendung stellt aber keine ummittelbare Notwendigkeit dar: Mit mehr
Aufwand wire die Argumentation auf eine lokale Zeitskala der jeweils be-
obachteten Zelle « zu beziehen, die dort auch nur in endlichen Abschnitten
zu betrachten ist und etwa mit jedem ursidchlichen T-Input an « neu begin-
nen kann. {Man beachte dazu auch, daf} im Induktionsbeweis des Lemmas 2 in
3.5 nur auf "instants' t, bezuggenommen wird.) Vorsorglich sei bemerkt,
dafl die globale Zeitskala hier nicht dazu dient, ein Synchronisations-

schema zu definieren.

Im Rest des dritten Abschnitts untersuchen wir das Konzept von Polyauto-
maten (Z,Tj daraufhin, ob es die Vorstellung von lokal-synchronen Zellu-

larautomaten verwirklicht, d.h. ob die Menge der Zellen eines soclchen



Automaten (z,T) die in 3.1 definierten Bedingungen fiir lokal-synchrone
Arbeitsweise erfiillt (Z bezeichnet dabei einen beliebigen, nicht notwendig
deterministischen zweidimensionalen Zellularautomaten mit von-Neumannscher
Nachbarschaft). Mit dem Theorem 3.4.3 kénnen wir diesbeziiglich zeigen:

Bei Eingabe eines einzelnen Taktsignals tritt an jeder Zelle von (i,T)
genau ein Taktzeitpunkt auf, wobei sich die Taktzeitpunkte benachbarter
Zellen nicht stirker unterscheiden, als es fiir die korrekte Ausfiihrung der
lokalen Uberginge zuldssig ist. Dies bedeutet aber, daf} durch das eine
Taktsignal - bei lokal-synchroner Arbeitsweise - gerade ein Ableitungs-
schritt des korrespondierenden Simultankalkiils zur Ausfiihrung gebracht

wird,

Als Korollar ldRt sich dann - setzt man zeitlich konstante Verzdge-
rungen in den T-Zellnetzen voraus - die entsprechende Aussage fiir jedes
einzelne Taktsignal einer Folge beweisen, d.h. unter dieser Voraussetzung

gilt: (Z,1) arbeitet lokal-synchron (3.5.0).

Bezugnehmend auf die Postulate aus 3.1 untersuchen wir in 3.5 dann (2,T)
unter der schwicheren Voraussetzung zeitlich (beschrinkt) variierender

Verzdgerungen. Es stellt sich heraus:

- Eine Einholung von aufeinanderfolgenden Taktsignalen ist prinzipiell
méglich (3.5.1};

- falls keine Einholung auftritt, so arbeitet (i,T) lokal~-synchron
{3.5.3/ 3.5.4); aber:

- auch durch irgendeinen (mit den Postulaten aus 3.1 vereinbaren) loka-
len Regelungsprozell 188t sich eine Einholung prinzipiell nicht

ausschliefien (3.5.5).

Unter dem Gesichtspunkt, daff bei Realisierungen von Zellularautomaten in
jedem Fall nur endlich viele Zellen zum Einsatz gelangen ktnnen, gehen wir
in 3.6 auf das Konzept endlicher Zellularautomaten ein. Wir betrachten
Polyautomaten (E,T)(n), bel denen der maximale Abstand einer Zelle zum Ur-
sprung n betragen darf{ (also n’® die Gréfenordmung verfiigharer Zellen

ist). Die Beziehungen zwischen n wund den zu lokal-synchroner Arbeitsweise



von (Z,1){") fihrenden Taktabstdnden werden untersucht und mit 3.6.3 der
Grenzfall angegeben. Hier ergibt sich ein gegeniiber dem globaler Synchro-
nisierung vergleichbaren Fall 3.6.1 ein echter, mit n wachsender Zuge-
winn. Mit einem stochastischen Ansatz versuchen wir, die aus 3.6.3 erhal-
tene Grenze noch auszudehnen; unter Berlicksichtigung der dortigen Annahmen
stellt das EBrgebnis 3.6.10 die absoiut untere, wohl nicht erreichbare

Grenze dar.

Abschlieflend sei hier die folgende, mtglicherweise interessante Interpre-
tation des Ergebnisses 3.0.3 angedeutet. Ein endlicher Zellularautomat
liefle sich, unter Bezugnahme auf die ldngste Signallaufzeit, auch global
synchronisieren (etwa entsprechend 3.6.1). Um ihn "schneller' zu machen,
d.h. ihn mit héheren Taktfrequenzen betreiben zu kénnen, mi3te man die
Geschwindigkeit der Signaliibermittlung erhthen bzw. die Komponentenver-
zbgerungen, etwa durch rdumlich dichtere Anordnung der Schaltelemente,
verkleinern. Dieses Vorgehen wire auch bei einem lokal-synchronen Zellu-

larautomaten mégliich.

Wie aus 3.6.3 ersichtlich ist, 143t sich bei ecinem lokal- synchronen
Zellularautomaten jedoch auch dadurch eine ErhShung der Taktfrequenz er-
reichen, dafl die zeitliche Variabilitdt der Komponentenverzogerungen ver-

kleinert wird.

Dem einen wie dem anderen sind offenbar physikalische Grenzen gesetzt. Es
kénnte aber von den technologischen Bedingungen abhingen, in welcher Rich-
tung - in bezug auf Zugewinn an Geschwindigkeit oder Zugewinn an

Exaktheit - sich mehr erreichen lassen wird.

Herrn Prof. Dr. G. Bertram danke ich fiir das Gastrecht, das er
diesem Forschungsgebiet an seinem Institut gewdhrte

und das diese Arbeit erst ermdglichte.



Notationen

R Menge der reellen Zahlen

L Menge der ganzen Zahlen

7} = Ix7 (kartesisches Produkt), analog 7"
N Menge der natlirlichen Zahlen

No = N w {0}

Z Zeliularraum

Z Zellularautomat, S.57

(Z,sim)  Simultankalkiil, S.52 und S.18
(Z,1) mit einem T-Netz unterlegter Zellularautomat 7, §.52

(Z2,7) ™) endlicher Automat (Z,1), S.84

x Zeitskala, S.54; t ¢ £ wird nach Bedarf indiziert.
(£ Ereignis '"Taktzeitpunkt an der Zelle ¢ zur Zeit ta“, 5.55
(%) Ereignis "ursdchlicher T-Input an « zur Zeit ;?”, S5.55

(E§!3)> Ereignis "T-Output von « an die Nachbarzelle § zu E?(ﬁ)”: S.65
{ ﬁi) Ereignis "k-ter Taktzeitpunkt von « zur Zeit fi", 5.71

= Identitdt von Ereignissen, S5.56

|| Absolutbetrag

card M Anzahl der Elemente einer Menge M

supp{c) Menge nicht-ruhiger Zellen einer Konfiguration ¢, S$.29

N (Zell-)Nachbarschaft, S.13, oder erweiterte Nachbarschaft, S.29

H, zweidimensionale von-Neumann-Nachbarschaft, 5.15

Ferner werden tibliche Symbole der Mengenlehre und der Prddikatenlogik

verwendet.



1. EINFUHRUNG

Zellularautomaten sind spezielle "Polyautomaten": Eine (in der idealen
Auffassung unbeschrinkte) Vielzahl von gleichartigen, untereinander verbun-
denen einfachen Systemen, den Zellen, ergibt ein in der Gesamtheit sehr

michtiges System. Die simultane lokale Informationsverarbeitung dieser

Vielzahl von Zellen ermiglicht global die Ldsung jeder (im mathematischen
Sinn) losbaren Aufgabe: Zellularautomaten stellen das automatentheoretische
Explikat eines berechnungsuniversellen Kalkils dar; sie sind in die~

ser Hinsicht einer Turingmaschine &quivalent.

Dartber hinaus emmdglichen sie die Selbstreproduktion bestimmter, zur
Losung derartiger Aufgaben fihiger Teilstrukturen, wobei als "Rohmaterial
wieder (vorher nicht aktivierte) Zellen dienen. Dabei kann der neu entste-
hende Automat mit einer neuen, anderen Aufgabe versehen, ja sogar in seiner
Anlage modifiziert werden. Die wirkliche Komplexitdt dieser Systeme liegt
also nicht so sehr in den individuellen Fihigkeiten der Grundbausteine
(Zellen), sondern in der Art ihrer als Muster von Zellzustédnden ausge-

drickten Gesamtzustinde oder Konfigurationen.

Gerade die Gleichartigkeit und Austauschbarkeit der Grundbausteine ermdg-
licht die angesprochenen Wesensmerkmale und die universelle AnpaBbarkeit
eines solchen Automatensystems an die verschiedenartigsten Probleme; das
alles wurde in der Grundlage bereits von John von Neumann, dem diese

Idee eines "zellularen Automaten" entstammt, nachgewiesen.

Von Neumann hat dieses Konzept urspriinglich nicht als eine Pridzisierung des
Berechenbarkeitsbegriffs entwickelt, sondern zur Behandlung kybernetischer
und biclogischer Fragesteliungen - darauf zielt etwa die Betrachtung selbst-
reproduzierender und selbstmedifizierender Strukturen ab. Ein Zellularauto-
mat ist intendiert als Maschine, die in der Natur vorgefundene Prozesse
nachvoliziehen soll; jedoch wird dies ausgedriickt in einer mathematischen
Beschreibung einer solchen Maschine. {(Bevor er dieses abstrakte Modell ent-
wickelte, bezogen sich von Neumanns Uberlegungen aul ein sog. kinematisches

Modell eines physikalisch realen Apparates.)

Das formale Konzept des Zellularautomaten stellt seither einen Gegenstand

der mathematischen Untersuchung dar, und viele Arbeiten in der Literatur



befassen sich mit der Tragweite dieses Konzepts. Dabel ist es ein wesent-
licher Gesichtspunkt, aus den Funktionsprinzipien der Grundbausteine, den
lokalen Ubergangsregeln, aulf globale Eigenschaften eines Zellular-
automaten zu schlieflen. Das primidre Interesse gilt den Konfigurationen
eines Zellularautomaten (oder Zellularraums, wie das mathematische Ab-
straktum auch genammt wird), sowie den Beziehungen zwischen Konfiguratio-
nen beziliglich der durch die lokalen Regein induzierten Globaltransforma-
tion.Viele dies betreffende Fragen sind {fiir zwei~ und htherdimensionale
Zellularrdume) logisch unentscheidbar, so dafl schon in dieser Hinsicht

die mathematische Theorie der Zellularautomaten als interessant und nicht-

trivial anzuschen ist.

Daneben wird jedoch die physikalische Realisierung von (endlichen) Zellu-
larautomaten - zundchst fraglich wegen der grofien Konkurrenz herkémmlicher
Universalrechner - als ein Fernziel verfolgt. Zellularautomaten k&nnen als
Modell fiir sog. Feldrechner (Array Processors) gelten. In der Tat kann man
einen Feldrechner wie den ILLIAC IV als realen Zellularautomaten {mit be-
schridnkter FeldgréBe bzw. Zellenanzahl) auffassen. Jedoch sind die relativ
wenigen (64) Zellen fiir sich genommen recht komplizierte Systeme, so dafl
ein Wesensmerkmal des zellularen Automaten urspringlicher Auffassung: grofie

Anzahlen sehr einfacher Grundbausteine - damit nicht verwirklicht ist.

Die ungarische ICRA-Forschungsgruppe (Budapest) ist etwa seit 1974 mit der
Entwicklung eines realen Zellularautomaten nach dem Modell von Codd be-
fapt [TAY1/2], das eine Verbesserung (Vereinfachung) des von Neumann'schen
Ansatzes darstellt und recht weitgehend untersucht wurde, vgl. etwa [ GOL1].

Brst in jlngerer Zeit jedoch erscheint durch die Fortschritte bei der Ent-
wicklung und Herstellung hochintegrierter Schaltungen {LSI-Technik) die Er-
zeugung grofder Zellanzahlen méglich. Durch die vdllige Gleichheit seiner
Grundbausteine tritt dabei der Zellularautomat gegeniiber den hierarchisch
komplex aufgebauten herkSmmlichen Computersystemen in starke Konkurrenz.
Wesentlich ist dabel seine natlrliche Eignung zu paralleler Informations-
verarbeitung; insbesondere dort, wo grofie Mengen gleichartig auftretender
Daten in realer Zeit verarbeitet werden miissen (etwa bel meteorologischen

Probiemen), kénnte ein realisierter Zellularautomat tberlegen sein.



Nach dieser kurzen Einordnung und Abgrenzung des Gebiets wollen wir nun

einen Utblichen Zugang zum Konzept des zellularen Automaten darstellen.

Man betrachtet einen Verbund von gleichartigen "Automatenzellen', die man
sich auf den ganzzahligen Gitterpunkten des n-dimensionalen euklidischen
Raumes angeordnet denkt. Jede solche Automatenzelle ist mit gewissen ''be-
nachbarten" Automatenzellen verbunden: nach einem bestimmten, Uberall

gleichen Schema (1. Homogenitdtsforderung).

Die Automatenzellen, kurz: Zellen, kénnen verschiedene Zustidnde innehaben,
die sich zu bestimmten Zeitpunkten dndern k&nnen: aufgrund von Ubergangs-
regeln, die fiir jede Zelle die gleichen sind (2. Homogenitdtsforderung).

Als Grundlage bei der Anwendung dieser Ubergangsregeln fiir eine gegebene
Zelle dienen dabei die momentanen Zustdnde der benachbarten Zellen sowie
ihr eigener; durch die Regeln ist festgelegt, welche neuen Zusténde fir
diese Zelle bei einem Ubergang in Frage kommen. Ist fiir jede Zelle in

allen Fdllen der neue Zustand eindeutig bestimmt, so spricht man von

determinierten, andernfalls von indeterminierten Regeln.

Der Grundgedanke ist, daf durch das Zusammenwirken eines Verbundes solcher
Automatenzellen "Leistung'" erbracht wird, die die summierten "Leistungen"
der Einzelteile, also der Zellen libersteigt - in welchem Sinn, wurde oben

bereits angedeutet.

Zur Beschreibung der Automatenzellen konnen Moore-Automaten' dienen:

Definition.

Ein (vollstidndiger determinierter) Moore -Automat A ist formal ein
System A = {Z,X,Y,8,1); dabeil ist

eine nichtleere endliche Menge von Zustidnden,

eine nichtleere endliche Menge von Eingabesignalen,

: ZxX = Z  die UberfUhrungsfunktion (oder Ubergangsfunktion),
2 Y die Ausgabefunktion (oder Markierungsfunktion).

Z
X
Y eine nichtleere endliche Menge von Ausgabesignalen,
§
A

'7ur Theorie abstrakter Automaten siehe [HAR].
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Die Mengen X und Y bezeichnet man als Eingabe- bzw. Ausgabealphabet. Man
nemnt A determiniert aufgrund der Tatsache, dafl § Funktion ist, also
einer vorgegebenen Zustand-Eingabe-Kombination jeweils genau einen neuen
Zustand zuordnet, und vollstidndig, da ¢ flir jede mbgliche derartige

Kombination definiert ist.

Um ggfs. auch indeterminiertes Verhalten von Automatenzellen beschreiben

zu kinnen, wollen wir das Konzept des Moore- Automaten wie folgt ausweiten'.

Definition.

Ein verallgemeinerter Moore-Automat A ist ein System A = (Z,X,Y,A,1)

mit Z, X, Y und » wie vorher und einer Ubergangsrelation 4 C ZxXxZ.

Ist etwa (z,x,2¢) € &4 und (z,x,2:) € A, so bedeutet dies: Bel Zustand z
ist unter der Eingabe x der Ubergang nach z: oder z, mdglich; es ist nicht

determiniert, welcher Ubergang auftritt.

Ein verallgemeinerter Moore-Automat ist determiniert, falls A rechtsein-
deutig ist, und vollstédndig, falls flir alle Paare (z,x) ein z' existiert,
so daBl (z,x,z') € A - der urspriingliche Fall ist also enthalten.

Die Ausgabefunktion A eines (verallgemeinerten) Moore-Automaten A hingt

nur von seinen Zustédnden ab. Wihrend der gesamten Dauer, in der A einen be-
stimmten Zustand innehat, soll das zugeh®rige Ausgabesignal sténdig abfrag-
bar sein, so dafl man davon sprechen kann, daB A den jeweiligen Zustand eines

Moore-Automaten "anzeigt", daher die Bezeichnung 'Markierungsfunktion'.

Eine Automatenzelle ist nun wie folgt durch einen (verallgemeinerten) Moore-
Automaten A zu beschreiben.

Die Menge verschiedener Zustdnde, die eine Zelle einnehmen kann, sei mit Q
bezeichnet; im folgenden sei immer Voraussetzung, dafl Q endlich ist und
mindestens zwel Elemente enthdlt. Diese Menge Q wird als Zustandsmenge von

A gesetzt,

Die Zellzustdnde sollen allen benachbarten Zellen durch eine Markierungs-
funktion A angezeigt werden; dazu sei als Ausgabealphabet von A das (m-1)-
fache kartesische Produkt der Zustandsmenge Q gewdhlt, wenn m-1 die -
immer endliche - Anzahl der Nachbarn ist, und es sei A die kanonische

'Vgl. die analoge Verallgemeinerung eines Mealy-Automaten in { BOH, S.3 |
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Diagonalabbildung, A: Q = Qm_1 mit rA(q) = (4,...,q) flir alle q& Q .

Das Eingabealphabet von A sei gleich dem Ausgabealphabet. Wie gesagt ba-
sieren die Ubergangsregeln einer Zelle auf dem eigenen Zustand der Zelle
und den Zustdnden ihrer Nachbarn, sie sind folglich als Ubergangsrelation
von A: £CQx QN xQ, also zc @' bzw. im deterministischen Fall

als Ubergangsfunktion o: Qm -+ ( zu repridsentieren.
Als Beschreibung einer Automatenzelle A kann jetzt der (verallg.) durch

AN L Y
definierte, nicht notwendig determinierte, nicht notwendig vollstdndige
Moore-Automat dienen. Zur Veranschaulichung zeigt die folgende Abbildung
die schematische Darstellung einer Zelle im zweidimensionalen Raum, die
fiir die vier kanonischen Nachbarn: unten, links, oben und rechts vorgesehen

ist.

)
=l
1Qi1 1 a1 LY . —~
() ] I R )
5
; !
Ly :
|
G S&Q_: E
l
R
—————{  (READY [1AXT]
e A L;\ R
_ JJ L )
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Die Arbeitsweise einer solchen Zelle hat man sich wie folgt vorzustellen:
Bei einem Ubergang wird aus dem eigenen Zustand q € Q, der aus einem
"Speicher" SPQ abgefragt wird, und den abgefragten Zustinden der benachbar-
ten Zellen (als Qs Ay Ay bzw. q, eingesetzt) in einer "Schaltlogik" LZ
¢in neuer Zustand q' € Q mit (q,qi,qQ,q3,q4,q') € & berechnet, der in
den Speicher eingeschrieben wird und den Nachbarzellen durch eine "Ausga-
belogik! LA angezeigt wird. Ein solcher Ubergang wird ausgeldst durch ein

Taktsignal; im Moment seiner Beendigung mdge ein Readysignal auftreten.

Bei der Anordnung gleichartiger Automatenzellen der beschriebenen Art auf
den Punkten der GauBschen Ebene erlaubt die gewHhlte Verteilung und Lage
der Verbindungen flir die Eingabe- und Ausgabesignale die uniforme Ver-
schaltung der Zellen zu einem Automatenverbund mit der gewiinschten Nachbar-
schaftsstruktur, so dall die Homogenitdtsforderungen fiir einen zellularen
Automaten erfiillt sind.

Diese gleichen Zellen A kénnen durch Tndizierung nach ihrer Lage im Raum
unterschieden werden: A?, Aﬁ,... , wemn o,f,... Punkte des Raumes {(oder
hier: der Ebene) sind; abkiirzend bezeichnet man auch einfach die Punkte «,
B,... als Zellen und denkt sich die zugehorige Automatenstruktur gleich-

| zeitig darauf gegeben. Als weitere Vereinfachung bezieht man die Abhingig-
keit der Ubergangsrelation vom eigenen Zustand einer Zelle in die Abhingig-
keit von den benachbarten Zellen ein, indem man eine Zelle als zu sich

selbst benachbart ansieht.

Gemdll der Aufassung von Moore-Automaten wird der jeweilige Zustand einer
Zelle so lange (statisch) angezeigt, bis der nidchste Ubergang erfolgt ist.
Fir die Dauer, in der der Zustand einer Zelle angezeigt wird, sprechen wir
von definiertem Zustand der Zelle. Ferner hingt bei Moore-Automaten

die Ausgabe zu einem Zeitpunkt nur von ihrem derzeitigen Zustand ab, so daB
Eingaben erst nach der ndchstfolgenden Zustandsidnderung Binfluf auf die
Ausgabe haben. Durch diesen Sachverhalt wird erreicht, daf in einem zellu-
laren Automaten jeder Zustandswechsel einer Zelle nur lokale, d.h. auf

den Bereich ihrer endlich vielen Nachbarzellen beschrinkte Auswirkungen hat.

Dies ist eine grundlegende Eigenschaft zellularer Automaten.

In einem einzigen Zeitpunkt t=0 diirfen alle Zellen eines Zellularautomaten

"von aullen" auf einen Anfangszustand eingestellt werden; danach arbeitet
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der Automatenverbund "autonom', d.h. ohne externe Eingriffe.

Ein gegebener Zellularautomat ist charakterisiert durch die Dimension des
unterliegenden Raumes, die Anzahl und Lage der Nachbarn seiner Zellen, die
flir seine Zellen méglichen Zusténde und die Regeln fiir Zustandsinderungen
seiner Zellen. Es ist daher die folgende Beschreibung gebrduchlich:

Definition.

Ein Zellularautomat Z ist formal ein System Z = (Zn,N,Q,E}, dabel ist

" der zugrundeliegende Raum; a= (ai,...,an) e 7" ist eine Zelle;
die (Zell-)Nachbarschaft, die fUr die Ursprungszelle als endliche
Menge von Vektoren angegeben wird ( es sel der Nullvektor enthal-
ten) und durch Translation auf sidmtliche Zellen des Raumes fortge-
setzt wird. Die Ursprungszelle bzw. ihre Translatierte wird als
zentrale Zelle der Nachbarschaft bezeichnet.

Q: eine endliche Menge von {Zell-)Zustdnden; card Q » 1;

eine endliche Menge von Regeln, die lokalen Ubergangsregeln.

™~

Die Primisse einer solchen Regel' aus ¢ ist ein m~Tupel von Zustandssymbolen
{(der Zustidnde einer Zellnachbarschaft - falls card N = m), die Conclusio
liefert einen Nachfolgezustand fUr die zentrale Zelle einer Nachbar-
schaft., Jenachdem, ob diese Regeln immer ein- oder manchmal mehrdeutig sind,
spricht man von einem deterministischen bzw. nichtdeterministischen
Zellularautomaten. Es 1st nicht gefordert, dafl die Regelmenge total ist,
d.h. daff sie fiir jedes m-Tupel von Zustandssymbolen einec Regel enthilt. Im
Fall einer deterministischen Regelmenge spricht man gewShnlich von einer

lokalen Ubergangsfunktion.

Hiufig wird ein Zustand qo €  ausgezeichnet als Ruhezustand, falls nidm-
lich © die Regel enthdlt, daf das m-Tupel Uber {qe} in g, resultiert und
keine andere Regel mit gleicher Pridmisse in £ liegt; man schreibt in diesem

Fall: Z = (Zn,N,Q,Qn,x)-

Bisher war noch nicht die Rede davon, in welcher Weise die Ubergangsregeln

auf eine gegebene Besetzung aller Zellen mit Zustdnden anzuwenden sind:

" Auf die Terminologie von Regelsystemen wird in Abschnitt 2
genauer eingegangen; im Uibrigen verweisen wir auf [ MAL] .
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Bel dem urspringlichen Konzept des Zellularautomaten setzt man voraus, daf
zu festen Zeitpunkten (einer diskreten Zeit) jeweils alle Zellen des Raumes
ihren Zustand gemdl » dndern. Das bedeutet: Die Uberginge erfolgen bei
simultaner Regelanwendung an allen Zellen in einem Schritt. In diesem
Fall sind sémtliche Zellen des Raumes zwischen je zwel aufeinander folgen-
den Ubergdngen gleichzeitig in definiertem Zustand, und es ist sinnvoll,

von einem Gesamt- oder Globalzustand des Zellularautomaten zu sprechen.

Ein solcher CGlobalzustand eines Zellularautomaten Z ist formal durch eine

Abbildung c: A Q anzugeben und wird Konfiguration (in Z) genannt.

Da es (wegen card Q » 1) unendlich viele Konfigurationen eines Zellular-
automaten Z gibt, kann man Z als einen unendlichen Automaten ansehen, dessen
Zustinde Konfigurationen sind und dessen Ubergangsregeln von den lokalen
Ubergangsregeln induziert werden; in Analogie spricht man von globalen
Ubergangsregeln, im deterministischen Fall auch von einer globalen
Ubergangsfunktion. Die zum Zeitpunkt O vorzunehmende Spezifikation sdmt-
licher Zellzustidnde ergibt einen Initialzustand (Initialkonfiguration} des

Zellularautomaten. Lixterne Dingaben oder Ausgaben treten damach nicht auf.

Falls ein Ruhezustand ausgezeichnet ist, spricht man von einer endlichen
Konfiguration, wenn nur endlich viele Zellen nicht im Ruhezustand sind, und

man fordert dann i.a., daRl die Initialkonfiguration eine endliche ist.

Auf diese Weise - simultane Regelanwendung an allen Zellen - erhdlt man das
Konzept des synchronen Zellularautomaten. Gewdhnlich wird angenommen,
dafl ein globaler Takt die Zellen eines solchen Automaten synchron arbeiten
14Bt, wobel die Existenz geeigneter Synchronisationsschemata vorausgesetzt

wird.

Synchrone Zellularautomaten in der Art des von Neumann'schen Konzepts wer-
den ausfiihrlich untersucht bei [ NEU], [ BUR],[ COD},[ GOL1] ,[ BAN], { SMI2 ]
und vielen weiteren Autoren; es sei auf die umfassende Literaturliste in
[SMI3] verwiesen. Eine algebraische Darstellung {indet man bei [MER],
A.R. Smith III stellt Zellularautomaten in den allgemeineren Kontext der
(von ilm se genamten) Polyautomaten [SMI3] ., Dort sowie in [VOL 1 fin-
det man Uberschauende Darstellungen und Diskussionen der Theorie synchro-

ner Zellularautomaten.
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Es ist nun jedoch denkbar, daf man auf die Forderung einer simultanen An-
wendung der lokalen Ubergangsregeln an allen Zellen verzichtet, indem man
zuldft, dal in einem Schritt jeweils nur ein Teil - oder gar nur eine -
der Zellen eines Zellularautomaten einen Ubergang erfdhrt. Dies fihrt zum
Konzept des asynchronen Zellularautomaten, dessen Untersuchung seit
1974 wachsenden Raum in der Literatur eimmimmt [ NAK ]1,[ PRI1],[ GOL3] ,l YAN]
Auf dieses Konzept gehen wir in den folgenden Abschnitten ndher ein.

Der Vollstindigkeit halber sei erwdhnt, dafl nicht immer Z% als zugrunde-
liegender Raum eines Zellularautomaten dient (etwa [MER ). In solchen
Fillen wird jedoch i.a. gefordert, dafl der Raum cine additive abelsche
Gruppe ist (z.B. Zs; ZsxZ - "Zylinder'"), um die Fortsetzbarkeit der Zell-
nachbarschaft zu sichern. Hier betrachten wir jedoch immer den oben einge-
fithrten Fall. Ferner ist in [SMI1] gezeigt, daB die Nachbarschaft in einer
ganz bestimmten Weise normiert werden kamn. Auf solche ''Standardnachbar-
schaften", etwa die auf Seite 11 angegebene von Neumann'sche H;-Nachbar-
schaft: {(0,0),(0,-1),(-1,0),(0,1),(1,0)} werden wir uns hier beschrénken.

Als Modelle finden Zellularrdume inzwischen allgemeine und weitreichende An-
wendung. So dienen sie in [WUN] dazu, die Untersuchungen der Systemtheorie
(als Theorie von Zeitprozessen) auf raum-zeitliche Vorginge zu erweitern; es
wird dort aufgezeigt, in welcher Weise raum-zeitliche Prozesse systemtheore-
tisch beschrieben und in zellularen Strukturen modelliert werden kémnen. In

dem Zusammenhang sei des weiteren auf eine Arbeit von Zuse verwiesen [ ZUS] .

In der Literatur existieren weitere Konzepte von Polyautométen, die verwandt
sind mit Zellularautomaten, etwa '"Tesselation Automata' als nicht-autonome
Variante (zu jedem Zeitpunkt sind externe Eingaben mdglich), oder ganz all-
gemein "Iterative Arrays' (vgl. hierzu [ SMI3] ). Der Ausdruck "Zellularraum'
wird hdufig synonym fir "Zellularautomat' gebraucht, manchmal in einer ctwas
abweichenden Bedeutung, etwa bei [ SMI3l oder [NAK]. Wir werden uns hier an
die folgende Regelung halten: Ist an das mathematische Abstraktum gedacht,
so sprechen wir von einem Zellularraum, ist an eine Maschine (im Sinne
der Automatentheorie) gedacht, von einem Zellularautomaten oder auch
Polyautomaten.
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2. ZELLULARRAUME UND SUBSTITUTIONSKALKULE

Es wird sich als sinnvoll erweisen, zwel Dinge zu unterscheiden, wenn von
einem Zellularraum gesprochen wird:

Durch die formale Beschreibung eines Zellularraums ist einerseits ein Kalkiil
gegeben - dieser Sachverhalt scll im Anfang dieses Abschnitts genauer darge-
stellt werden. Auf der anderen Seite wird ein Zellularraum als ein Verbund
oder Netzwerk von Automaten, die nach einem bestimmten Schema zusammenarbeil-
ten, aufgefalt. In der urspringlichen - synchronen - Version, von der wir
zundchst ausgehen wollen, wird gleichzeitig an allen Automatenzellen ein

N achfolgezustand berechnet, d.h. ein Zustandslibergang ausgefihrt.

Nachdem eine automatentheoretische Charakterisierung von Zellularrdumen im
ersten Abschnitt erfolgt ist, werden wir nun die Darstellung als Kalkil pri-
zisieren; danach sollen die beiden verschiedenen Auffassungen in Bezlehung
gebracht werden.

Als Kalkiile bezeichnet man gemeinhin Systeme zur Umformung von Zeichen-
reihen (Worten) mit Hilfe von Regeln; ein Beispiel sind die Logikkalkiile.
Die Einordnung des im folgenden betrachteten Typs von Regelsystemen unter
den allgemeineren Begriff des formalen Systems sowie eine Darstellung des
Bezugs zu assoziativen Kalkiilen (das sind endlich definierte Halbgruppen)
und Wortproblemen findet man in [MAL] . Den dort eingefihrten Begriff des
"Wortes'' als lineare Zeichenreihe wollen wir hier im Anschlufl an [PRI1} auf
in der Ebene oder im Raum angeordnete Zeichenmengen, sog. Muster (englisch:
Pattern)ilbertragen. Zunfichst fithren wir nun den Begriff des ""Substitutions-
kalkiils' fiir lineare Worte ein und verallgemeinern ihn anschlieflend fir
Muster.

Eine beliebige endliche Menge von unterscheidbaren Symbolen (Buchstaben)
heife ein Alphabet. Man stelle sich vor, daB eine unbeschrinkte Menge von
Feldern gegeben ist, worin Buchstaben angeordnet werden konnen. Eine end-
liche Folge von mit gewissen Buchstaben (eines Alphabets C) besetzten Fel-
dern heifle ein Wort (liber dem Alphabet C}.

Eine Teilmenge von Feldern mitsamt den dort stehenden Buchstaben eines Wor-
tes w heillit ein Teilwort £ von w, falls w darstellbar ist als utfv, wobeil
u und v (moglicherweise leere) Worte sind.
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Definition.

Ein Substitutionssystem oder Substitutionskalkiil' ist gegeben durch ein

Alphabet C = {c1,...,cp} und eine endliche Menge I von (Basis-)Substi-
tutionsregeln Ve oW (1 =1,...,8), wobeil Vi und w; (méglicherwelse
leere) Worte liber dem Alphabet C sind. vy heif3t Primisse und Wy Conclusio

der Regel Vi oW

Ein Vorkommen des Teilwortes vy innerhalb eines Wortes v darf gemdl einer
entsprechenden Regel durch w; ersetzt werden. I.a. werden zusdtzliche Ver-
einbarungen dariiber getroffen, wie zu verfahren ist, wenn innerhalb eines
Wortes mehrere Regelanwendungen auf einmal moglich sind. Solche Zusatzver-
einbarungen werden als Metaregeln bezeichnet. Eine gemdfl Substitutions-
regeln und Metaregel vorgenommene Substitution, die ein Wort v in ein Wort
w Uberfiihrt, in Zeichen: v Fw , heillt Ableitungsschritt.

Man unterscheidet Kalkiile zur Erzeugung von Wortmengen (hier mufl mindestens
eine pramissenfreie Regel - ein Axiom - vorgegeben sein, um iiberhaupt ein Wort
erzeugen zu koénnen) und wortverarbeitende Kalkiile, deren Regeln auf vor-

gegebenen Wortmengen operieren.

Den urspriinglich fiir eindimensionale (lineare) Worte gegebenen Begriff des
Substitutionskalkiils kann man kanonisch libertragen auf zwei- und mehrdimensio-
nale Worte, deren Buchstaben also in Feldermengen, die sich in mehreren Dimen-
sionen erstrecken, angeordnet sind (Muster):

Ein Wort sei hier einfach eine Zuordnung von Buchstaben eines Alphabetes C
zu einer endlichen Teilmenge der Feldermenge F, d.h. eine partielle Abbildung
w von F in C; wir verzichten auf die Darstellung eines Wortes als Folge, die
von einer vorzugebenden Anordnung der Feldermenge abhinge. Ein Teilwort %
eines Wortes w sei entsprechend eine partielle Abbildung von F in C, so daf
dom{(t) C dom(w). Als verallgemeinertes Wort wollen wir eine total defi-

nierte Abbildung w wvon F in C bezeichnen.

Nun 14Bt sich die Auffassung eines (synchronen) Zellularraums Z als (wortver-
arbeitender) Kalkiil verdeutlichen:

Z sei gegeben als System 7 = (Zn,N,Q,E), wie im vorigen Abschnitt beschrie-
ben. Aus n-dimensionalen Worten (bzw. verallgemeinerten Worten) Uiber dem
Alphabet Q in der Feldermenge 7% - d.h. die Felder fiir Buchstaben sind die

'Es ist auch die Bezeichnung Semi-Thue-System gebr#duchlich
nach dem norwegischen Mathematiker Axel Thue.
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Punkte von Z - werden gemdl} Basis~Substitutionsregeln einer speziellen, festen
Gestalt, den lokalen Ubergangsregeln, (Nachfolge-)Worte abgeleitet, wobei ent-
sprechend der Auffassung von synchronen Zellularrdumen sidmtliche méglichen lo-
kalen Uberginge { = Basis-Substitutionen) simultan ausgefithrt werden' (Meta-
regel!). Biner Konfiguration entspricht in diesem Konzept ein verallgemeinertes
Wort. Eine Basisregel hat beispielsweise im Fall der zweidimensionalen von Neu-
mannschen Nachbarschaft folgende Gestalt (a,b,c,d,e und & sind Zustands~

variable):

[clale] ~ [a]

oo

Die spezielle Form der Regeln eines Zellularraums erlaubt es, simultan an sdmt-
lichen der Gestalt der Nachbarschaft N entsprechenden Teilworten eines Wortes
Ersetzungen vorzunehmen, ohne daf Konfliktf#lle auftreten. Dies liegt daran,
dafy - obwohl sich (in bezug auf die Felder) die Bereiche der Regelprimissen ge-
wohnlich Uberschneiden - keine Uberschneidungen der Resultate von Regelanwen-
dungen auftreten, denn die Conclusio einer Regel ist hier in jedem Fall ein

einbuchstabiges Wort, das der zentralen Zelle von N zuzuordnen ist,

Auf diesem Prinzip simultaner Regelanwendung basieren die synchronen Zellular-
rdume. Hier ist es moglich, von einem globalen Ersetzungsprozel zu sprechen,
den man durch die Angabe einer globalen Ubergangsfunktion bzw. -relation be-
schreiben kann. Offenbar muB dabei das Problem der Uberschneidung der Regel-
primissen bewdltigt werden; im Prinzip werden dazu in einem Zwischenschritt
zundchst flir jede Zelle Hilfsfelder mit den Zustandssymbolen der Nachbarn be-
setzt, was in Analogie im Automatenkonzept geschieht ( in der Abbildung auf
Seite 11 sind die Hilfsfelder durch ;wJ angedeutet). Nach einer Regelanwendung,
sprich: einem Ubergang sind diese Hilfsfelder wieder leer. Die strukturelle
Beschreibung dieses Sachverhalts gelingt durch Verwendung der Nachbarschafts-
zustandsfunktion - vgl. {COD, S.8 ] - , die im folgenden definiert wird,

Sei etwa durch N = {&y,...,6 |6, € 7%} die Nachbarschaft und durch z die
rechtseindeutige lokale Ubergangsrelation zundchst eines deterministischen
Zellularraums Z gegeben. Hier kann man i als lokale Ubergangsfunktion o: Q-Q
auffassen. Die korrespondierende globale Ubergangsfunktion t fiir Konfigura-
tionen erhidlt man auf die folgende kanonische Weise.

"Bin solcher Kalkiil wird im folgenden als Simultankalkiil bezeichnet.
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Mit C sei die Menge der Konfigurationen in Z bezeichnet; c € € ist dargestellt

durch no_
c { Z Q

o L d
qOL

Aus N erhilt man die Nachbarschaftsfunktion g, definiert durch

o { 7 (2™

a = {atdy,...,atdy)

Die Nachbarschaftszustandsfunktion zu g, h(g), ist wie folgt definiert:

B (@), { oxzt -t
(C,a) P (Clotéy), ... ,Clatdy))

Dann ist die globale Ubergangsfunktion t definiert durch
. c~»C
T. c oot
wobei c'(a) i= o(h® (c,a)) f.5. « € Z% 1(c) heifit Nachfolgekonfiguration

oder (zeitlicher) Nachfolger von c.

Im Fall indeterminierter lokaler Regeln induziert die Relation % eine globale

Ubergangsrelation T, definiert durch

T(c,c') 1+ Yo (o € 2% = ('8 (c,u),c' (o)) € 1)

Als Nachfolger einer Konfiguration ¢ kann dann jede Konfiguration c¢', die zu

¢ in der Relation T steht, auftreten.

Der unter Vorgabe der Metaregel simultaner Regelanwendung erhaltene globale
Substitutionsprozell operiert also auf verallgemeinerten Worten in der Felder-
menge Z" und ist beschrieben durch die globale Ubergangsrelation. Gleichwohl
ist der Kalkiil durch Angabe von Zustandsalphabet, lokalen Ubergangsregeln

und Metaregel vollstdndig beschrieben!

Man karm nun von dem Prinzip simultaner Regelanwendung abgehen, indem man den
globalen ProzeB in der Weise ecinschrinkt, daB in jedem Schritt statt sidmtli-
cher nur eine Teilmenge Sk der mOglichen lokalen Ersetzungen durchgefiihrt
wird, im ersten etwa 81, im zweiten S2 usw. Dies betrifft also eine Anderung

der Metaregel.

Un zu einem in bezug auf verallgemeinerte Worte wohldefinierten Substitu-
tionsprozefl zu gelangen, ist hier die Nachbarschaftszustandsfunktion in jedem
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einzelnen Schritt genau fiir die Zellen, an denen in diesem Schritt substituiert
werden soll, vorzunehmen; dann bleibt die urspringliche Gestalt der Basisregeln
erhalten. Falls durch entsprechende Vorgabe der Teilmengen 5y in keinem Fall
Uberlappungen von Regelprimissen auftreten, kamm man stattdessen auch von vorn-
herein Regeln zur Lrsetzung von Teilworten von der Gestalt der gegebenen Nach-
barschaft durch Teilworte gleicher Gestalt formulieren. Im Fall der zweidi-
mensionalen von-Neumannschen Nachbarschaft ergibt sich damn die folgende Regel-

gestalt: .
d
clale] - |c

b

o o,
—

Dies ist insbesondere dann mdglich, wenn man die Anzahl der pro Schritt vorge-

nommenen lokalen Substitutionen auf eine einzige reduziert.

Hs ergeben sich nun zwei prinzipiell verschiedene Moglichkeiten zur Modifika-

tion des urspriinglichen zellularen Kalkiils:

1. Entweder wird bel zwei Uberlappenden Teilworten von der Gestalt der Regel~
prdmissen, deren eines in einem ausgeflihrten Schritt bereits ersetzt ist, in
einem spéteren Schritt fir das zweite die gegeniiber dem Fall simultaner Erset-
zung i.a. {wegen unterschiedlicher Pridmissen) abweichende Regel angewendet. In
diesem lFall erhdlt man bei sonst unverdnderter Vorgabe von Alphabet und Basis-

regeln einen v8llig anderen Kalkiil.

2. Oder es wird auf eine noch anzugebende Weise dafiir gesorgt, daf dort, wo von
zwel Uberlappenden Teilworten der Gestalt der Regelpridmissen zunichst nur
eins ersetzt wird, bei der Substitution des zweiten die vor der Substitution
des ersten geltende Prémisse eingesetzt wird. Dies ist etwa dann erforderlich,
wenn man einen Kalkil erhalten will, der 'das gleiche leistet" wie ein gegebe-
ner simultaner Kalkil, das soll heiflen: einer beliebigen Konfiguration c, die
im simultanen Kalkill den unmittelbaren, d.h. in einem globalen Substitu-
tionsschritt erzeugten Nachfolger ¢’ hat, den (bis auf eine Kodierung) glei-

chen, wenn auch nicht ummittelbaren Nachfolger zuordnet.

Aus bestimmten Griinden, die im dritten Abschnitt dargestellt werden, ist man
daran interessiert, einen Typ von Zellularrdumen zu erhalten, die ohne die Vor-
aussetzung globaler Synchronitdt zu gleichen Leistungen befdhigt sind wie
(global-)synchrone Zellularrdume. Ein mdglicher Ansatzpunkt ist es, von dem

Prinzip simultaner Regelanwendung abzugehen. In dieser Richtung ist, etwa seit
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dem Jahr 1974, eine Reihe von Arbeiten erschienen, von denen die grundlegenden

hier kurz diskutiert werden sollen.

Die erste der beiden obigen Mglichkeiten verfolgend, gibt Priese in [ PRI1}
Kalkiile mit der Metaregel: eine lokale Brsetzung pro Schritt an einer beliebi-
gen Stelle' an, die - in bezug auf die Regelanwendung - asynchrone Zellular-
rdume darstellen, und zeigt, dafl in solchen Kalkiilen universelle Computer' mit
der Fihigkeit zur Selbstreproduktion® existieren, bei erstaunlich einfachen

Basisregeln.

Unabhiéingig davon hat etwa zur gleichen Zeit Nakamura [ NAK ] einen asynchronen
Zellularautomaten, chbenfalls mit Fidhigkeit universeller Berechenbarkeit® ent-
wickelt. In der gleichen Arbeit beschreibt er eine Methode zur Uberfithrung von
synchronen in asynchrone Zellularriume, die der Alternative unter 2. entspricht,
unter Verwendung eines ''lokalen Synchronisationsverfahrens''. Die unter 2. im-
plizit verlangte "Aufbewahrung' von Regelprdmissen in der Automatenstruktur
gelingt dadurch, daB das Zustandsalphabet Q eines synchronen Zellularraums er-
setzt wird durch QxQx{0,1,2} fiir einen entsprechenden asynchronen. Ein Zu-
stand des neuen Zellularraums reprisentiert jetzt gleichzeitig den als tat-
sichlich eingenommen anzusehenden Zellzustand, ferner den ummittelbar vorher-
gehenden sowie einen "Merker" fiir den augenblicklichen Stand innerhalb einer
lokalen Synchronisation; die Ubergangsregeln werden entsprechend modifiziert.
Das bedeutet allerdings, dafl z.B. fir einen asynchronen Zellularraum, der den
Zellularraum von Codd [COD ] simuliert®, statt 8 nummehr 192 (= 8.8.3} Zellzu-

stidnde bendtigt werden!

Golze gibt in [GOL3] ein Verfahren dafiir an, wie n-dimensionale synchrone
Zellularrdume durch (n+1)-dimensionale asynchrone zu simulieren® sind. Dort
wird bei in beliebiger Abfolge stattfindenden lokalen Substitutionen der neue
Buchstabe (Zustand) eines Feldes (einer Zelle) nicht ins gleiche Feld, sondern
in ein neues aus einer Menge von Feldern (Zellen), die sich in der nichst-

hoheren Dimension erstreckt, geschrieben. Der alte Buchstabe im alten Feld

!Cemeint ist die Fihigkeit zur Berechnung einer jeden berechenbaren Funktion
durch einen Zellularautomaten.
*Hierauf wurde im 1. Abschnitt eingegangen.

*Selbstverstidndlich muB in allen Fdllen, die hier zitiert sind, der Berechen-
barkeitsbegriff neu gefallt werden.

“Auf die Angabe cines Simulationsbegriffs verzichten wir hier; siehe [ GOL3].
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steht weiter zur Verfligung, so dall bei Uberschneidungen von Regelpridmissen
die Prédmissen bereits ausgefiihrter Regelanwendungen erhalten bleiben; in

dieser Beziehung wird auch hier die zweite der obigen Moglichkeiten ver-

folgt.

Zu Beginn dieses Abschnitts wurde die Zweigesichtigkeit des Begriffs ''Zel-
lularraum'" angesprochen: einerseits Kalktil, andererseits Polyautomat;
beide Sachverhalte sind nun prdzisiert worden. Dem urspriinglichen (synchro-
nen) Zellularraumkonzept entspricht dabei auf der einen Seite gerade ein
simultaner Substitutionskalkiil, auf der anderen ein Polyautomat, dessen
Zellen durch einen globalen Takt synchron schalten (vgl. S.14). Der
Zusammenhang zwischen beidem besteht in der Vorstellung, daf dieser Simultan-
kalkiil von dem Polyautomaten gerechnet oder ausgefiihrt wird - dhnlich wie
etwa ein Turing-Programm von einer Turing-Maschine ausgefiihrt wird, vgl. dazu
[MAL, S.188ff] - in einer Weise, die Richardson (zitiert in [MER, S.5]) als

"sehr effektiv'' bezeichnet:

Die simultan vorzunehmenden lokalen Substitutionen werden ndmlich durch die
synchron schaltenden Automatenzellen vollstidndig par a l 1l e 1 ausgefiihrt.
(Paralleles Rechnen wird als eine der grundlegenden Eigenschaften von Zellu-
larautomaten angesehen, vgl. etwa [GOL1, S.58]). Diese Mdglichkeit be-

steht bei Zellularautomaten insofern, als die Abfrage der lokalen Uber-
gangsregeln sowie die Ausfiihrung der lokalen Uberginge nicht an speziellen
zentralen Stellen erfolgen, wie etwa bei einem herkdmmlichen Computer mit
hierarchischem Aufbau im Speicher bzw. Prozessor, sondern nach Voraussetzung

direkt in jeder einzelnen Zelle vorgenommen werden.

Oben sind wir bereits eingegangen auf nicht-simultane Substitutionskalkiile,
auf denen die verschiedenen angesprochenen Typen "'asynchroner Zellularriume'
basieren. Aysnchrone Zellularridume wurden entwickelt aufgrund bestimmter Ein-
winde gegen eine Voraussetzung globaler Synchronitit, die anfangs des folgen-
den dritten Abschnitts noch diskutiert werden.

Eine solche Voraussetzung wird im Ansatz von Priese dadurch vermieden, daR
jewells nur eine lokale Substitution in einem Schritt vorgenommen wird, wo-
bei die Reihenfolge der Schritte durch die Anwendbarkeit der Kalkiilregeln
bestimmt und sonst beliebig ist; das so erhaltene asynchrone zellulare Kon-

zept ist allerdings ein rein sequentielles.
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Im diskutierten Ansatz von Nakamura erfolgt die (im Vergleich zum Synchrom-
fall groBere) Gesamtheit der lokalen Substitutionen parallel, jedoch unab-
héngig voneinander in dem Sinne, daBl es keinen globalen Takt gibt; einen
parallelen ProzeB (engl.: "concurrent operation'') stellt dies insofern dar,
als die Zustandsiibergidnge hier méglicherweise aber nicht notwendig
gleichzeitig eintretende Ereignisse sind {falls nicht gleichzeitig, ist
die zeitliche Reihenfolge indeterminiert), was bedeutet, dafy fiir die Aus-
fihrung durch einen Polyautomaten jeder Zelle notwendig eine eigene Schalt-
logik (vgl. S.11f) zur Verfiigung stehen muf. Der Zustandsiibergang jeder
einzelnen Zelle kann erfolgen, sobald eine bestimmte Konstellation der

Merker-Zustédnde in der betreffenden Nachbarschaft eingetreten ist.

Im Ansatz von Golze erfolgen die lokalen Substitutionen untereinander vollig
unabhingig und im obigen Sinne parallel. Dort werden Zellen mit gleichzeitig
stattfindenden Zustandstibergingen in sog. Schaltmengen ("switch sets') zu-
sammengefalit und asynchrones globales Verhalten durch das Vorliegen von
Schaltmengen, die echte Teilmengen der gesamten Zellmenge sind, beschrieben
(vgl. die Mengen S auf S.19 unten) . Hierdurch wird auch im asynchronen Fall
eine Beschreibung des globalen Substitutionsprozesses durch eine globale
Schaltrelation ('switch relation'') méglich. Das Konzept erméglicht ferner,
an den entlang der {n+1)-ten Koordinatenachse gelegenen Hyperebenen des
(n+1)~dimensionalen simulierenden asynchronen Raumes, soweit diese nicht
mehr im Bereich der sog. Schaltfront liegen, die Folge von Globalzustinden
des simulierten n-dimensionalen Raumes als ''synchrone Konfigurationen'

(Golze) abzulesen.

Zwel weitere Arbeiten, die sich speziell auf den eindimensionalen Fall be-

ziehen, sollen hier noch angesprochen werden:

In [YAN ] wird ein Ansatz fir endlich berandete' eindimensionale asyn-
chrone Zellularrdume gegeben; die lokalen Substitutionen erfolgen dort
v6llig unabhiingig voneinander, wobei gemif der ersten Moglichkeit von S.20
verfahren wird. Fur diesen Fall ist es moglich, den globalen Substitutions-
prozefd durch eine rekursive globale Ubergangsrelation zu beschreiben, deren

Eigenschaften dort im weiteren untersucht werden.

"ein im Hinblick auf Realisierungen hiufiger untersuchter
Spezialfall; niheres siehe in [SMI 3] .
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In [LIP | wird ein allgemeineres Modell zur Untersuchung von eindimensiona-
len asynchronen parallelen Systemen (z.B. entsprechender Zellularautomaten)
mit Hilfe von sog. asynchronen Grammatiken vorgestellt, das ermdglicht
festzustellen, wann asynchrone Berechnungen solcher Systeme zum gleichen
Resultat wie synchrone Berechnungen filhren. Es wird auf ausfiihrende Automa-
tenzellen bezug genommen, flir deren Schaltzeiten die Existenz unterer und
oberer Schranken vorausgesetzt wird (eine solche Voraussetzung werden
wir in Abschnitt 3.7 einfiihren): Statt spontanen Schaltens kénnen diese
Schaltvorgidnge eine endliche Zeit beanspruchen. Diese Annahmen werden "kal-
kiilméBig" im Begriff der asynchronen Grammatik' berlicksichtigt:

Eine in einer "'synchronen'' Grammatik einschrittige Ableitung, bei der auch
mehrere Regeln simultan angewendet werden diirfen, kann sich in einer entspre-
chenden asynchronen Grammatik in eine Anzahl von bis zu D+1 Binzelschritten
aufspaiten. Dabei k&nnen an einzelnen Stellen bis zu D Leerlaufschritte auf-
treten, jedoch missen spdtestens nach D+1 Schritten alle Buchstabenersetzungen
des im Synchronfall einen Ableitungsschritts stattgefunden haben. Eine der-
artige asynchrone Berechnung fihrt also (bei maximal (D+1)-facher Schrittzahl)
zum gleichen Resultat wie eine synchrone (mit D = O also); dieser Ansatz ist
dabel der ersten Miglichkeit von S. 20 unterzuordnen: Die Unabhingigkeit
des Resultats einer asynchronen Berechnung von der Reihenfolge der Einzel-
schritte wird durch eine Church-Rosser-Eigenschaft (vergleichbar der Church-
Rosser-Ligenschaft bel Reduktionen im A-Kalkiil; siehe etwa [HIN |) der asyn-
chronen Grammatik erreicht. Eine Voraussetzung dafiir ist jedoch, daf in den
Einzelschritten einer asynchronen Berechnung nur jeweils ein Buchstabe er-
setzt wird ("single change'}, also v8llig seriell gearbeitet wird. Da eine
Ableitung  in den betrachten Grammatiken die endliche Wortlinge erhalten
mifd, kénnen auch in diesem Konzept nur endlich berandete eindimensionale

Zellularrdume beschrieben werden.

Fir den allgemeinen (n-dimensionalen unendlichen) Fall stellen die vorher
diskutierten Ansitze unseres Wissens die bisher einzigen fiir asynchrone Zel-
lularrdume dar. Die Ergebnisse der Uberlegungen dieses 2. Abschnitts sind in

den folgenden drei Aussagen zusammengefalt:

‘Eine Grammatik ist als spezieller Substitutionskalkil aufzufassen.
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2.1 In dem Begriff "Zellularraum" vereinen sich zwei zu

unterscheidende Konzepte:

a) ein spezieller Substitutionskalkiil,
b} ein spezieller Polyautomat, der diesen Kalkiil
ausfihren kann.

2.2 Die verschiedenen diskutierten Ansidtze [fir asynchrone
Zellularrdume beruhen sidmtlich auf Abidnderungen der durch

synchrone Zellularrdume gegebenen Simultankalkile.

2.5 Diese Kalkiilidnderungen bedingen wiederum Modifikationen
der mit den Kalkiilen korrespondierenden Polyautomaten,

und zwar in bezug auf

a) die globale Taktung der Automatenzellen (als eigentli-

cher Anlafi zur Entwicklung asynchroner Zellularridume),

b) die durch den Kalkiil vorgegebene Zellnachbarschaft,
Zustandsmenge, lokale Ubergangsrelation und in einem

Fall die Dimension des Polyautomaten.

Die unter 2.3a) genannte Modifikation der Polyautomaten ist bei den obigen
Ansétzen in der folgenden Weise vorgenommen worden: Anstelle getakteten
Schaltens der Zellen wird in allen Fidllen das (asynchrone) Schalten der Zellen
als nicht-deterministischer Prozefl betrachtet, d.h. es wird angenommen, daf
Zustandstbergédnge von Zellen, wenn und wann immer sie stattfinden, korrekt
gemdld der Regeln des modifizierten Kalkiils ausgefiihrt werden. Dies bedeutet:
Die Ergebnisse der diskutierten Arbeiten gelten unter den schwichsten tiber-
haupt denkbaren Voraussetzungen lber das Schalten von Zellen!

Das wesentliche Ergebnis des folgenden Abschnitts wird sein, daB, bei Voraus~
setzung der Existenz unterer und oberer Schranken fiir die Schaltzeiten von
Zellen, unter unverdnderter Beibehaltung der urspringlichen, durch synchrone
Zellularrdume gegebenen Simultankalldile ein allein in bezug auf 2.3a) modi-
fiziertes Konzept von Polyautomaten angegeben werden kann, welche die Simul~-
tankalkiile ohne Voraussetzung globaler Synchronitit in einem noch zu be-

schreibenden Umfang ausfiihren.
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3. LOKAL~SYNCHRONE ZELLULARAUTOMATEN

3.1 Vorlberlegungen

Im vorigen Abschnitt wurde deutlich gemacht, daf durch das urspriingliche
Konzept des Zellularraums, wie es von John von Neumamn eingefithrt und in
vielen weiteren Arbeiten untersucht wurde, ein spezieller Substitutions-
kalkiil gegeben ist, dessen Metaregel vorschreibt, dafl in jedem Ableitungs-
schritt sdmtliche lokalen Substitutionen simultan vorzunehmen sind;
dabei besteht die Vorstellung, dafi dieser Kalkiil von einem passenden Poly-

automaten ausgeflihrt werden kann.

Un Schwierigkeiten bei dieser parallelen Ausfthrung der lokalen Uberginge
durch den Polyautomaten von vornherein auszuschliefen, setzte man die
Existenz eines Automatensystems voraus, bei dem durch Taktsignale an allen
Automatenzellen gleichzeitig die lokalen Uberginge initiiert werden, die
samtlich vollzogen sein miissen, bevor die nichste Eingabe eines Taktes er-
folgt. Diese Vorstellung fithrte zu einem global-synchronen Automaten-
konzept, einem sehr leistungsfdhigen Konzept, denn der mit einem einzel-
nen Takt korrespondierende Ableitungsschritt im Simultankalkiil betrifft im
idealen Fall unendlich viele Substitutionen.

Dieser Gesichtspunkt globaler Synchronitdt ist nun angreifbar, wenn man
bestimmte physikalische Annahmen in die Uberlegungen einbezieht. Etwa ist
die Vorstellung, man kdmne beliebig viele mit einer zentralen Uhr verbun-
dene Automatenzellen' durch Taktsignale zum gleichzeitigen Schalten veran-
lassen, nicht haltbar, wenn man annimmt, daf die Taktsignale nicht spontan
an den Zellen auftreten, sondern einer von der ridumlichen Entfernung ab-
hdngenden, nicht beliebig verkiirzbaren Verzdgerung unterliegen, ebensowenig
die Vorstellung, man kénne jede Zelle mit einer absolut genauen Taktuhr
ausstatten, die man zu (zwischen je zwei Zellen) definierten Zeitpunkten in
Gang setzt und dann unabhingig laufen 1dBt. Chne weitere Diskussion wollen

wir hier entsprechende Postulate einfilhren:
(P1) Es gibt eine obere Grenze fir die Geschwindigkeit von Signalen.

(P2} Es gibt keine Uhren absoluter Genauigkeit.

' (ochne Kenmtnis ihrer maximalen Entfernung und Anzahl)
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(P3) Der Gleichlauf von Uhren kann nur durch Kommunikation herbeigefithrt

werder.

(Derartige Betrachtungen haben C.A.Petri bereits 1962 zu einem vielbeach-
teten Ansatz fiir eine Theorie der "Kommunikation mit Automaten'' gefiihrt,
bei der an alle Darstellungsmittel die strengsten Forderungen der physika-
lischen Konstruierbarkeit gestellt werden [PET ].)

Aus (P3) folgt mit (P2) sofort:

(P3) Es gibt keinen absoluten Gleichlauf von Uhren.

Denn angenommen, zwel nach (P3) miteinander in Verbindung stehende Uhren
(1) kémnten absolut gleichlaufen, dann miitte die dazu notwendige Reaktion

der einen auf die Signale der anderen mit absoluter Genauigkeit erfolgen,

(1) (i) l‘““““‘"

O m__.

dann miilte - in sich rickgekoppelt (ii)} - die eine auf ihre eigenen Signale
mit absoluter Genauigkeit reagieren und folglich eine absolut genaue Uhr

darstellen, was im Widerspruch zu (P2} steht.

Ubertragen bedeutet dies: Auch flUr riumlich nahe beieinander liegende Auto-
matenzellen ist ein absolut gleichzeitiges Schalten unméglich. Wir werden
deshalb eine Definition geben, die eine synchrone Arbeitsweise von Automa-
tenzellen hinreichend charakterisiert, ohne im Widerspruch zu einem der

Postulate zu stehen.

Wir denken uns eine Taktuhr gegeben, die zu bestimmten Zeitpunkten to,t, ,
t2,... innerhalb einer kontinuierlichen Zeit £ Taktsignale To,T: ,T2,... an
die Automatenzellen abgibt. Den Moment, wo der Zustandstibergang einer Auto-
matenzelle durch Erhalt eines Taktsignals {(Ty)} initiiert wird, bezeichnen
wir im folgenden als (k-ten) Taktzeitpunkt der Zelle; als Bezugszeit

dient dabei immer die kontimuierliche Zeit £ der Taktuhr.
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Definition 1.

Eine endliche Menge von getakteten Automatenzellen arbeitet synchron,
wenn fiir ein Taktsignal Ty die k-ten Taktzeitpunkte sédmtlicher
Automatenzellen sich paarwelse hochstens um einen solchen Betrag e

unterscheiden, dapi

(i) die korrekte Ausfithrung der lokalen Uberginge davon

nicht beeintrédchtigt wird,

{ii) nach einer beliebigen Zahl von Takten e nicht Uber-

schritten wird.

Das Ausfithren lokaler Ubergéinge, kurz: Schalten der Automatenzellen erfolgt
bei synchroner Arbeitsweise also im (P3) geniigenden Gleichlauf (Takt), der
entsprechend (P3) durch Kommunikation aller Zellen mit einer Taktuhr herbei-
gefithrt wird. Durch die Bedingung (ii) ist gesichert, dall die durch ¢ be-
stimnte Qualitdt des Gleichlaufs der Zellen widhrend der gesamten Laufdauer
der Taktuhr beibchalten wird.

Zellularautomaten stellen nach ihrer idealen Auffassung unendliche Automaten-
systeme dar. Ohne die Frage zu ertrtern, ob im physikalischen Raum Uberhaupt
eine unendliche Menge von Zellen existieren kann, folgert man aus (P1)...(P3)
sofort, daB eine solche nicht synchronisierbar wire. Deshalb bezieht sich
die obige Definition ausdrticklich auf endliche Mengen und tritt daher mit

keinem der Postulate in Konflikt.

Unter dem Aspekt der physikalischen Realisierung liegt es nun nahe, einen
Zellularautomaten als ein zu jedem Zeitpunkt endliches, aber wachsendes:
potentiell unendliches Automatensystem aufzufassen. Hier geht man immer
von Zellularautomaten mit einem Ruhezustand qo und einer endlichen Anfangs-
konfiguration aus. Unter der globalen Transformation, gleichgliltig ob es

sich um eine determinierte (d.h. einer rechts-eindeutigen globalen Uber-
gangsrelation geniigende) handelt oder nicht, konnen dann als Nachfolger stets
nur endliche Konfigurationen auftreten, denn wegen der Bedingung

(C[o,...,qo,qr)éz = q’ xqu

(vgl. S.13) ist die Klasse der endlichen Konfigurationen gegeniiber der glo-
balen Transformation abgeschlossen. Die Anzahl nicht-ruhiger Zellen kann je-

doch wachsen.



- 280 w

Im folgenden bezeichnen wir nun als Trédger (englisch: support) einer Kon-

figuration ¢ die Menge nicht-ruhiger Zellen
supp(c) i= {a€Z"|c(a) * qo}

und als erweiterte Nachbarschaft einer endlichen Teilmenge S von yik

die Menge _
N(5) := |[] N(a)
aES

wobei N(a) = {a+6,,..,a+8,} die Zellnachbarschaft von a ist' (vgl. S.18).

Man kénnte nun zunichst einen endlichen Ausschnitt des Zellularautomaten
realisieren, der mindestens die erweiterte Nachbarschaft des Trigers der
Anfangskonfiguration umfaft, und davon ausgehen, daB man in einem Erweite-
rungsschritt rechtzeitig, bevor die Randzellen nicht-ruhige Zustdnde er-
halten, auflen neue Zellen (im Ruhezustand) anfigen kann . Dies entspricht
der Vorstellung eines potentiell-unendlichen Turing-Bandes [ MAL,S.190].

Aus Grinden der tatsichlichen, von der Anzahl der bisher realisierten Zellen

unabhingigen Konstruierbarkeit ist hier zu fordern:

3.1.0 Jeder Erweiterungsschritt mufl ein lokaler ProzeR sein, der unabhin-

gig von der GroBe des realisierten Bereichs ausgefiihrt werden kann.

Die Synchronisierung einer endlichen Anzahl von an festen Orten angeordneten
Zellen steht nicht im Widerspruch zu einem der obigen Postulate: Unter Bezug-
nahme auf die ldngste auftretende Laufzeit eines Taktsignals 1dBt sich ein
geeignetes Synchronisationsschema aufbauen. In Hinsicht auf eine bei wachsen-
der Anzahl nicht-ruhiger Zellen erforderliche Hinzunahme neuer Zellen zu der
Ausgangsmenge wire jedoch ein solches Synchronisationsschema nicht unbe-
schrinkt erweiterungsfidhig, da nach (P1) auch die ldngste mdgliche Lauf-
zeit von Taktsignalen zunehmen miiRte. Es wiirde an einem bestimmten Punkt er-
forderlich werden, ein v&llig neues, auf die (jetzt griofere) Gesamtanzahl
der Zellen bezugnehmendes Synchronisationsschema zu erzeugen - mit einer
aufgrund léngerer Laufzeiten von Taktsignalen niedrigeren Taktfrequenz.
Das bedeutet: Die Synchronisierung einer wachsenden Anzahl von Automatenzel-
len ist ein globaler ProzeR und kann nicht 3.1.0 erfiillen.

Unter dieser strengen Endlichkeitsforderung 3.1.0 stellt also die Synchroni-

sierung eines wachsenden Automaten eine prinzipielle Unmdglichkeit dar.

'Da Verwechslungen ausgeschlossen sind, schreiben wir statt "N'' auch "N".
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Auf diesen oder dhnlichen Uberlegungen beruhen die im 2. Abschnitt erwihn-
ten Einwinde gegen synchrone Zellularridume. Bei den dort diskutierten An-
sdtzen flr asynchrone Zellularriume treten derartige Schwierigkeiten auf-
grund des Verzichts auf Simultankalkiile als Grundlage fiir Zellularriume
nicht auf. Dafiir mul jedoch in Kauf genommen werden, daB etwa die in einem
Schritt ausgefiihrten Zellzustandsiibergidnge unter Umstinden bis auf einen
Zustandstibergang pro Schritt reduziert werden [PRI1]. (der es miissen sehr
viele weitere Zellzustinde [NAK | oder eine zus#tzliche Dimension [ GOLZ]
eingefithrt werden. In allen Fdllen erhdht sich von vornherein der Aufwand -
an Zellen oder an Rechenschritten oder an benttigten Zellzustiinden.

Die am Schiufl des vorigen Abschnitts formulierten Ergebnisse haben deut-
lich gemacht, daf diese Ansidtze simtlich den einen Zellularraum beschrei-
benden Kalkiil betreffen.

Der Kalkiil kamm aber nicht von den obigen Einwinden betroffen sein, da er
nicht physikalischen Cesetzmdffigkeiten unterliegt! Sondern diese Einwinde
richten sich gegen das ausfiihrende physikalische Instrument des Simultan-

kalkils, also den synchronen Polyautomaten.

Es liegt daher nahe, zur Beseitigung dieser Einwidnde direkt am Automaten-
konzept anzusetzen und nicht den mit betrdchtlichem Aufwand verbundenen
Umweg lber den Kalkiil (der auch eine Modifizierung des Automatensystems be-
dingt) zu wdhlen. Dazu soll die Beziehung zwischen Simultankalkiil und syn-
chronem Polyautomaten, ohne Einschrinkung durch physikalische Annahmen wie

oben, genauer analysiert werden.

Es besteht der folgende Sachverhalt. Durch die Eingabe eines einzelnen Takt-
signals an den Polyautomaten wird ein globaler Ubergang initiiert, d.h. es
wird gerade ein Ableitungsschritt im Simultankalkiil zur Ausfithrung gebracht.
Dadurch ist insbesondere die Mdglichkeit gegeben, anhand der Anzahl der von
der Taktuhr ausgesandten Taktsignale die Anzahl der vom Polyautomaten zur
Ausfiihrung gebrachten Kalkiilableitungsschritte zu zidhlen. Im Fall einer
solchen Korrespondenz zwischen einzelnem Ableitungsschritt im Kalkiil und ein-
zelnem globalen Ubergang des Polyautomaten wollen wir von jetzt an von einer
addquaten Ausfithrung des Kalkiils bzw. umgekehrt von einer addquaten Be-
schreibung des Polyautomaten sprechen. Es gilt offenbar:
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3.1.17 Ein synchroner Zellularautomat kann nur durch einen

Simultankalkiil addquat beschrieben werden.

Die Metaregel ''simultane Anwendung der Basisregeln' besagte dabei, daf ein
Ableitungsschritt durch Anwendung sémtlicher Basisregeln auf einmal
gegeben ist, was insbesondere Konsequenzen flir das Verfahren bei Uberschnei-
dungen von Regelpridmissen ergab (vgl. S$.18): Das Zustandssymbol einer Zelle
vor einer Regelanwendung mufl auch Prémisse fir die Regelanwendungen an je-
der ihrer Nachbarzellen sein und umgekehrt. So muf beispielsweise im Fall,
dafl - wie nachstehend skizziert - ein Zellzustand a (oder e) Primissen-

symbol fir zwel verschiedene Regelanwendungen

Ic

g - 14| Glels] - (¢
£

ol ol

ist, bel der Regelausfithrung (durch einen lokalen Ubergang) in beiden Fal-

len ein- und dasselbe a (bzw. e) auftreten (und nicht etwa schon a' oder ' ).

In der ursprimglichen Interpretation ging man davon aus, daB dieser Simul-
taneitdt’ bei der Regelamwendung durch die globale Synchronitit® des ausfiih-
renden Polyautanaten Rechnung getragen wird, daff also alle lokalen Uberginge
gleichzeitig erfolgen. Mit Ausnahme der durch = bzw. |- gegebenen Beziehung
"'vorher - nachher" bei einer Regelanwendung bzw. einam Ableitungsschritt ist
aber ein irgendwie gearteter Zeitbegriff nicht Bestandteil des Kalkiilbe-
griffs! Es fihrt jedoch die Annahme des gleichzeitigen Auftretens simtli-
cher lokalen Uberginge offenbar zu der Folgerung:

3.1.2 Ein Simultankalkil kann durch einen synchronen Zellular-

automaten addquat ausgefiihrt werden.

""similtan" steht hier fiir: gemeinsam, zugleich (ohne Zeitbezug)

* "synchron' steht hier fir: gleichzelitig, zeitgleich, (mit der Frequenz
eines Schwingungserzeugers) gleichlaufend
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Die Frage ist nun, ob die hinreichende Voraussetzung ""synchron'" auch not-
wendig fir die addquate Ausfithrung eines Simultankalkiils durch einen
Zellularautomaten ist. Diese Frage wird negativ beantwortet werden:

Es gentigt die schwichere Voraussetzung einer noch zu erliuternden ''lokal-
synchronen' Arbeitsweise der Automatenzellen. Inwieweit sich die Bedingung
lokal-synchroner Arbeitsweise durch einen mit den hier formulierten Postu-
laten vereinbaren potentiell unendlichen Zellularautomaten, der liberdies
der Forderung 3.1.0 genligt, erfillen 1iRt, wird im Rest des dritten Ab-

schnitts untersucht.

Zundchst stellen wir folgendes fest: _

Bel (global-)synchronen Zellularautomaten erfolgt im einzelnen globalen
Ubergang an jeder Zelle nur eine lokale Verarbeitung von Information:
Dabei wird nimlich der Zustand einer Zelle von ihren endlich vielen
Nachbarn abgefragt (fir deren Nachfolgerberechnung), und von denselben
endlich vielen Nachbarn bezieht die Zelle ihre Eingaben, woraus sie ihren
Nachfolgezustand berechnet. Da die Zellen Moore-Automaten sind, kénnen
Eingaben erst auf dem Umweg Uiber eine Zustandsinderung der Zelle Einfluf
auf die Ausgabe nehmen. Diese wird aber erst beim nidchsten globalen Uber-
gang von den Nachbarn der Zelle abgefragt, so dal auch die Auswirkung der
Informationsverarbeitung einer einzelnen Zelle pro globalem Ubergang auf
den Bereich einer Zellnachbarschaft beschrinkt ist.

Aufgrund dieser Tatsache ist es zumindest fiir die korrekte Ausfithrung der
Zustandslberginge jeder einzelnen Zelle nur notwendig, daB je zwei benach-
barte Zellen "'im Takt" arbeiten, denn der Zustand der cinen dient (ggfs.
kodifiziert) als Eingabe flir die andere und umgekehrt. Dies filhrt uns zu
dem folgenden Begriff lokal-synchroner Arbeitsweise.

Definition 2.

Eine Menge von getakteten Automatenzellen arbeitet lokal-synchron,
wenn fir ein Taktsignal Ty die k-ten Taktzeitpunkte benachbarter

Automatenzellen sich paarweise hichstens um einen solchen Betrag e

unterscheiden, daf

(i) die korrekte Ausfilhrung der lokalen Uberginge davon

nicht beeintridchtigt wird,
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(ii) nach einer beliebigen Zahl von Takten g nicht

Uberschritten wird.

Eine gemdfl Definition 1 synchron arbeitende Menge von Automatenzellen arbeitet
demnach auch lokal-synchron; umgekehrt kann jedoch in einer lokal-synchron
arbeitenden Menge von Zellen die betragsmifige Differenz der Taktzeitpunkte
zweler nicht benachbarter Zellen ¢ Uberschreiten. Wenn z.B. in einer linear
angeordneten Menge von Automatenzellen oo ,o1 ,02 ,... jede Zelle SR} ihren mit
einem Taktsignal T korrespondierenden Taktzeitpunkt um €541 Spdter hat als

ihr linker Nachbar ay (j = 0,1,2,...), so unterscheiden sich schon die Takt-
zeltpunkte von ao und o, um g +e, , also méglicherweise um 2e. Somit ist
'""lokal-synchron'' ein tatséchlich schwicherer Begriff als ''synchron':

Eine lokal-synchron arbeitende Menge von Automatenzellen kann global durchaus

asynchron arbeiten.

Auch Definition 2 flihrt zu keinem Konflikt mit den Postulaten (P1)...(P3),
dabel ist die Voraussetzung einer endlichen Menge von Zellen nicht notwen-
dig: Lokale Synchronitit ist eine Forderung, die endlich erfiillbar ist,
ohne Bezug auf die Cesamtmenge von Zellen - sie ist somit auch durch

unendliche bzw. potentiell unendliche Mengen von Automatenzellen erfiillbar.

Bei lokal-synchroner Arbeitsweise treten an den einzelnen Zellen jeweils die
gleichen Folgezellzustédnde auf (bzw. bei indeterminierten Ubergangsregeln:
kénnen prinzipiell auftreten) wie bei symchroner Arbeitsweise. Das bedeutet:
Gesetzt den Fall, daf alle Zellen eines gegebenen Zellularautomaten Z einen
ersten Taktzeitpunkt gehabt und geschaltet haben, aber noch keine Zelle einen
zweiten, so wirde (bzw. bei indeterminierten Regeln: kémnnte) nun die gleiche
Konfiguration vorliegen wie bei synchroner Arbeitsweise, ndmlich das Brgebnis
genau eines Ableitungsschritts in dem Z beschreibenden Simultankalkiil,

Wir wollen nun das Verhalten von Z bei synchroner und bei lokal-synchroner
Arbeitsweise unter Folgen von durch die Taktuhr abgegebenen Taktsignalen
vergleichen. Dazu wollen wir zundchst annehmen, dafl die Automatenzellen von
Z synchron arbeiten in der Weise, dal sie - ungeachtet der Frage, ob mdglich
oder nicht - auf ein von der Taktuhr abgegebenes Signal spontan und bis auf
das durch Definition 1 gegebene e gleichzeitig mit der Initiierung eines Zu-
standstibergangs reagieren. (Dieser fiktive, mit den obigen Postulaten unver-

einbare Fall soll zur Einordnung des Weiteren herangezogen werden.)
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Es trédfe nun auf einen weiteren Konflikt mit physikalischen Annahmen, wiirde

man voraussetzen, daf3 der neue Zustand der Zellen auch spontan angenommen
wird, da der physikalische Vorgang des Schaltens {von einem Zustand in einen
anderen) mit einer Umverteilung von Energie verbunden ist und folglich eine

gewisse Dauer s beanspruchen muBl, die nicht beliebig verkiirzbar ist; als

Postulat formuliert:

(P4) Es gibt eine obere Grenze flir die Geschwindigkeit von Schaltvorgingen' .

Mit (P2) folgt nun sofort, dal wihrend einer Folge von Schaltvorgingen der
Zeitbedarf eines gegebenen Schaltelements variieren kamm: Wire es nicht so,
so kémnte man dieses Schaltelement zur Konstruktion einer absolut genauen Uhr
verwenden, was im Widerspruch zu (P2) steht. Wir wollen fiir das Folgende vor-
aussetzen, dal der wegen (P4) nach unten beschrinkte Zeitbedarf s fiir das
Schalten von Automatenzellen endlich und nach oben beschridnkt ist, wobei wir
die gréfBite untere bzw. kleinste obere Schranke mit s ;. bzw. s .. bezeichnen,

so dall also gelten soll:

3.1.3 O <spin £ S5 £ s < w

Betrachten wir nun einen Zellularautomaten Z mit endlicher Anfangskonfigura-
tion ¢, und hierbei speziell die endliche Menge M von Zellen der zweifach
erwelterten Nachbarschaft des Triagers von c,: M = N(N(supp(c,})); die Anzahl
dieser Zellen sei n. Dann 148t sich folgern: Bei spontaner und gemif Defini-
tion 1 synchroner Arbeitsweise wlrden, nach der Abgabe eines ersten Taktsig-
nals durch die Taktuhr zum Zeitpunkt t,, alle n Zellen zur Zeit to+e (ver-
glichen mit der Taktuhrzeit) ihren ersten Taktzeitpunkt gehabt und zur Zeit
to+ e +5,,4, ihren Zustandsiibergang vollzogen haben. Ohne eine undefinierte
Situation zu erzeugen, kinnte also zu einem Zeitpunkt t; > to+e+ s, . . ein
zweites Taktsignal von der Taktuhr abgegeben werden, d.h. in diesem fiktiven
Fall spontaner Ausfihrung ist der zeitliche Abstand fiir Taktsignale durch

3.1.4 .E‘."i'Smax

nach unten beschrinkt.

'Die unter dem bestehenden physikalischen Weltbild denkbare kiirzeste Schalt-
zeit eines Schaltelements endlicher GroRe mit mindestens zwel Zustinden wird
in [ SIM | unter Beriicksichtigung von Heisenbergscher Unschirfe, Lichtge-
schwindigkeit und Schwarzschildradius mit ~ 5,6.10733 sec angegeben.
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Wenn bei gemill Definition 2 lokal-synchroner Arbeitsweise dieser n Zellen
der friiheste mit einem ersten Taktsignal korrespondierende Taktzeitpunkt
einer Zelle sich mun zum Zeitpunkt t, der Taktuhr ereignet, so kamn der
spdteste nicht nach dem Zeitpunkt to+(n-1)e auftreten; der Extremfall
liegt z.B. bei dem auf S.33 skizzierten Fall einer linear angeordneten Menge
von Zellen vor. D.h. alle n Zellen héitten zur Zeit to+(n-Tje+ s, . den Zu-
standstibergang vollzogen, und: zu diesem Zeitpunkt lige das gleiche Ergebnis
wie im Synchronfall vor, ndmlich das (den Trdger von c, betreffende') Ergeb-
nis eines Ableitungsschritts im Simultankalldil. Zu einem Zeitpunkt t; >
to+(n-T)e +s,,.. konnte die Taktuhr ein zweites Taktsignal abgeben, d.h. im
lokal-synchronen Fall ergibt diese Betrachtung eine Beschridnkung des zeit-
lichen Mindestabstands fur Taktsignale durch

3.1.5 (n-1)e + s,

Dieses von der Anzahl n der anfangs betrachteten Zellen abhéngige Ergebnis
-gilt jedoch nur unter der Voraussetzung, dafl die in den einzelnen Ableitungs-
schritten erzeugten Nachfolger von ¢, in bezug auf ihre Tréger den Bereich
von supp(c,) nicht iiberschreiten. Es kann nun die Anzahl nicht-ruhiger Zellen
eines Zellularautomaten bei jedem Takt dadurch wachsen, dal} in der Nachbar-
schaft nicht-ruhiger Zellen bisher ruhige Zellen "erregt' werden. War beim
ersten Takt die Menge M von Zellen der zweifach erweiterten Nachbarschaft des
Trégers von c, zu betrachten’:
M = N(N{supp(c,)))

so ist es beim zweiten: M!' = N(M)
beim dritten Takt: M'" = N(M")
usw., dabei gilt: n=cardM < card M' < card M'" < ...

d.h. mit wachsender Taktzahl miiite die zeitliche Distanz der Taktsignale
immer mehr zunehmen bzw. die Taktfrequenz abnehmen, so dall lokal-synchrone
Arbeitsweise von Zellularautomaten auf eine dhnliche prinzipielle Beschrin-

kung zu filhren scheint wie die synchrone.

"Eine endliche Konfiguration ist durch Einschrinkung auf den Triger
bereits vollstdndig definiert.

*Die hinzugenommenen ruhigen Zellen miissen bel der Anwendung der lokalen
Regeln im Randbereich des Tridgers in Betracht gezogen werden.
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Bisher wurde noch nicht angegeben, auf welchem Wege lokal-synchrone Arbeits-
welse von Zellularautomaten herbeizuflihren ist - es wurde jeweils nur eine
auf irgendeine Art lokal-synchron arbeitende Menge von Zellen betrachtet.
Unter dieser Voraussetzung konnte nichts ausgesagt werden dariiber, wann eine
bestimmte Zelle der Menge ihren Zustandsiibergang vollzogen hat, sondern eine
solche Aussage war nur liber die gesamte Zellmenge méglich, und nur im Fall
einer bekannten endlichen Anzahl von Zellen. Das Abwarten aller Zustands-
Gberginge eines k-ten Taktes vor Abgabe eines (k+1)}-ten bedeutet jedoch in
gewisser Hinsicht globale Synchronisation, deren Ummdglichkeit bei be-

liebig wachsenden Zellmengen hier offenbar wird.

Es stellt sich also die Frage, ob sich bei einer stdrkeren Ausnutzung der
endlich erflllbaren Eigenschaft lokaler Synchronitdt ein entsprechendes
Automatenkonzept mit von der Anzahl in Betracht kommender Zellen unabhingiger
Taktfrequenz angeben 14Bt. Dazu wird eine Bezugnahme auf eine bestimmte Ab-

folge der Taktzeitpunkte an den Automatenzellen erforderlich sein.

Wie in der zu Definition Z fithrenden Uberlegung verdeutlicht wurde, ist fir
die korrekte Ausfithrung der lokalen Uberginge eines Zellularautomaten die
synchrone Arbeitsweise benachbarter Automatenzellen, m.a.W. lokal-synchrone
Arbeitsweise des Zellularautomaten hinreichend. In diesem Fall liegt das
lokale Ergebnis des k-ten Ableitungsschritts fiir eine Zelle o in dem Moment
vor, wenn o den k-ten Taktzeitpunkt gehabt und geschaltet hat, so daR an a
in unmittelbarer Folge des k-ten Schaltens der (k+1)-te Ableitungsschritt
lokal zur Ausfihrung gebracht werden kann - es mufl damit nur noch solange
gewartet werden, bis auch alle Nachbarzellen von o den k-ten Taktzeitpunkt
gehabt und geschaltet haben. Das kann wegen der Voraussetzung lokaler Syn-
chronitédt aber hochstens um ¢ spiter sein, so daB insgesamt der zeitliche
Abstand aufeinanderfolgender Taktzeitpunkte an o bei lokal-synchroner Arbeits-

welse nur durch
3.1.6 Spax ¥ £
nach unten beschridnkt ist. Diese Uberlegung gilt fiir jede Zelle einer lokal-

synchron arbeitenden Menge von Automatenzellen.

Der Ansatz zu lokal-synchronen Zellularautomaten ist von der folgenden Vor-
stellung geleitet.Angenommen bei je zwei benachbarten Zellen eines Zellular-

automaten sind neben der Verschaltung der Ein- und Ausginge zur Ubertragung
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der Nachbarschaftsinformation die Eingdnge flir Taktsignale miteinander ver-
bunden, so daB auch in bezug auf die Taktlbertragung global eine homogene
Vernetzung der Zellen zustande kommt. Dann wiirde es bei einer angenommenen
unendlichen Signalgeschwindigkeit ausreichen, an einer ausgezeichneten Zelle,
z.B. der Ursprungszelle, die Folge der Taktsignale mit einem gemid 3.1.4
durch e + sy, mnach unten beschridnkten Abstand in dieses '"'"Taktnetz' einzu-
speisen, um an allen Zellen ein spontanes und bis auf ¢ gleichzeitiges
Schalten auszuldsen. Nach (P1) gibt es jedoch keine unendliche Signalge-

schwindigkeit.

Betrachten wir mun zundchst eine eindimensionale Zellmenge mit der natiir-
lichen Nachbarschaft. Hier entsteht durch die Vermaschung der Takteinginge
eine "Leitung" mit Knoten, den Verbindungsstellen mit den Automatenzellen.
An einem festen Knoten, etwa bei der Ursprungszelle ao, sollen die Taktsig-
nale eingegeben werden, ein erstes zum Zeitpunkt to, so daB also ws zu to
den zugehOrigen Taktzeitpunkt hat und spitestens zu to+s, ., geschaltet hat.

Bei nach (P1) anzunehmender endlicher Signalgeschwindigkeit wiirde bis zum
Eintreffen des Signals an der rechten Nachbarzelle o, eine durch den rédum-
lichen Abstand der Zellen gegebene Verzigerung v auftreten, so dal sich der
Taktzeitpunkt dementsprechend zur Zeit te+v, also etwas spiter ereignen
konnte, an den rechten Nachbarn o, von o wieder etwas spiter usf., die
analoge Uberlegung gilt fiir die jeweils linken Nachbarn. Die summierten im
Taktnetz auftretenden Verzogerungen hitten desto spitere Uberginge von Zellen
zur Folge, je gréBer deren rdumliche FEntfernung von der Ursprungszelle wire.
Die geringen Laufzeitunterschiede der Taktsignale zu benachbarten Zellen, die
sich wegen der Homogenitit der Taktnetzstruktur durch ein fiir alle Maschen
des Taktnetzes gleiches e beschridnken lieBen, bten, falls die korrekte Aus-
fihrung der lokalen Ubergidnge unter diesem ¢ gewdhrleistet ist, die Mdglich-

keit fir ein lokal-synchrones Arbeiten der Automatenzellen.

Da der - vom Konzept genau gleiche - Abstand je zweier benachbarter Zellen
in einem physikalischen Aufbau aufgrund metrischer Beschrinkungen jedoch
nicht mit absoluter Genauigkeit erreicht werden kénnte und ferner die Ge-
schwindigkeit eines Taktsignals unter Umstinden von nicht absolut gleich-
midlliger Beschaffenheit der Ubertragenden Leitung abhingen kamn, muB ein ge-
wisses rHumliches Variieren von v angenomuen werden; in Betracht gezogen
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werden soll ferner ein etwaiges zeitliches Variieren von v an einzelnen
Maschen, das gegeben sein kann durch die nicht absolut gleichmidBig einzu-
haltende Gestalt aufeinanderfolgend erzeugter Taktsignale, wodurch unter-
schiedliche Signalausbreitungsgeschwindigkeiten bedingt sein kénnen.

Neben der wegen (P1) nach unten beschrédnkten Verzigerung eines Taktsignals
zwischen je zwei Maschenpunkten ist auch eine Beschridnkung von v nach oben
anzunchmen (ein Signal soll zwischen zwei Maschenpunkten nicht beliebig
verzégert werden). Ahnlich wie in 3.1.3 (Zeitbedarf s fiir das Schalten von
Automatenzellen) wollen wir auch fGr die rdumlich-zeitliche Varianz von v
auf die Existenz einer grofiten unteren bzw. kleinsten oberen Schranke be-

zugnehmen und voraussetzen:

3.1.7 O < Vpin & V £ V., < @

Falls sich nun durch v . die Bedingungen von Definition 2 erfiilien lassen,
d.he v . < e gilt, kénnten in der betrachteten eindimensionalen Zellmenge
die lokalen Uberginge bei lokal-synchroner Arbeitsweise korrekt ausgefithrt

werden, wenn die Erfillung folgender weiterer Bedingungen gewdhrleistet ist.

5.1.8 Es besteht fiir jedes k eine eineindeutige Entsprechung zwischen
dem k-ten Taktsignal und dem k-ten Taktzeitpunkt an jeder ein-

zelnen Zelle.

Hierfir wire insbesondere zu sichern:

3.1.9 Ein jedes Taktsignal kann nach beliebig langem zuriickgelegtem
Wege als solches identifiziert werden, d.h. seine Gestalt bleibt

wihrend der ganzen Laufdauer (in Grenzen) erhalten.

3.1.10 Der - bei zeitlicher Varianz von v prinzipiell mégliche - Fall
einer Einholung von aufeinanderfolgenden Taktsignalen kamn aus-

geschlossen werden.

Bei zwei- und h¢herdimensionalen Zellularautomaten entsteht durch die be-
schriebene Vermaschung der Takteingénge eine gitterartige Struktur, d.h. dafl
ein von der Ursprungszelle ausgehendes Taktsignal, wegen der fortgesetzten

Verzweigungsmdglichkeit an jeder Zelle, auf mehreren verschiedenen Wegen zur
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einzelnen Zelle gelangen kann. In diesem Zusammenhang gewinnt 3.1.8 zusidtz-
liches Gewicht. Ferner muf} dann die Mtglichkeit, daf ein spiteres Signal
ein friheres auf einem anderen Wege Uberholt, was ebenso wie eine Einholung
die korrekte Ausfihrung der lokalen Uberginge unméglich machen wiirde, be-

riucksichtigt werden; es mufl gesichert sein:

3.1.10" Eine Uberholung von aufeinanderfolgenden Taktsignalen kann

nicht auftreten.

Die Gesamtheit dieser Bedingungen wird sich bei einer schlichten Verbindung
der Takteinginge durch Leitungen nicht erreichen lassen - allein schon wegen
3.1.9 . Es ist daher notwendig, die Automatenzellen mit einer zusdtzlichen
Einrichtung zu einer zweckdienlichen Verteilung der Taktsignale zu versehen.
Ein in dieser Weise erweitertes Automatenkonzept wird in 3.3 eingefihrt wer-
den. An dieses Konzept wird, neben den Homogenitidtsforderungen von Seite 9,
die strenge Bndlichkeitsforderung 3.1.0 fiir Erweiterungsschritte (siehe 5.29)
gestellt werden. Zuvor sollen jedoch einige Hilfsmittel bereitgestellt werden.

3.2 T-Zellnetze und T-Netze

Aus Grinden der Ubersichtlichen Darstellung beschridnken wir uns im folgenden
auf zweidimensionale Zellularrdume mit von Neumann'scher Nachbarschaft. In
[SMIT] ist gezeigt worden, dall man i.a. auf diesen Fall standardisieren kann;
Verallgemeinerungen sind aber méglich.

Folgende Idee liegt dem Ansatz zugrunde. Betrachtet wird ein Verbund von in
der euklidischen Ebene angeordneten Automatenzellen unter den iiblichen Homo-
genitidtsforderungen. Die Verteilung der Taktsignale an die einzelnen Zellen
so0ll nach einem besonderen Schema erfolgen, das noch nidher zu erlidutern ist.
Zu diesem Zweck habe jede Zelle - neben den flir die Ubertragung der Nachbar-
schaftsinformation erforderlichen Ein- und Ausgingen - in jeder rdumlichen
Richtung spezielle Ein- und Ausginge fir Taktsignale in einer solchen Anord-
nung, dafl bei benachbarten Zellen jeweils der Taktausgang der einen mit dem

Takteingang der anderen verbunden ist und umgekehrt. So ist es ohne weiteres
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méglich, die Verbindungen zur Ubermittlung von Taktsignalen in den homogenen

Aufbau eines Zellularautomaten einzubeziehen.

In das entstehende Netz sollen zu bestimmten Zeitpunkten to, ti, ty,... an
einer bestimmten, festen Stelle Taktsignale To Ty ,T2,... cingespeist werden,
die in dem Netz von Zelle zu Zelle weitergegeben werden sollen, wobel an je-
der von einem Taktsignal erreichten Zelle ein Zustandsiibergang initiiert
wird. Dabei sollen die Zellen jeweils nur eins von mehreren Signalabkémmlin-
gen, die aufgrund von Verzweigungen des Netzes aus einem eingegebenen Takt-
signal resultieren kénnen, aufnehmen. Es soll daher jede Zelle mit einer Vor-
richtung versehen werden, die nach dem Erhalt eines Taktsignals ihre Taktein-
ginge fiir eine Weile sperrt.

Zuvorderst mufl nun das durch 3.1.9 gegebene grundsédtzliche Problem geldst
werden. Bel einer rein-passiven Weiterleitung der Taktsignale in dem Netz ist
3.7.9 nicht zu erflillen: Ein Signal mufl beim Erzeugen einer Reaktion (Initi-
leren eines Schaltvorgangs) zwangsldufig an Energie verlieren und folglich
nach endlich vielen Wiederholungen eines solchen Vorgangs verbraucht sein.
Die Konsequenz ist: Das Signal muf zwischenzeitlich an bestimmten Stellen
(durch Zufuhr von Lnergie) erneuert werden. Da aufgrund der Homogenititsfor-
derungen jede Zelle eines Zellularautomaten gleich aufgebaut sein soll, muf
die M8glichkeit zur Signalerneuerung in jeder einzelnen Zelle gegeben sein.
Deshalb wird dieses Netz aktive Elemente, d.h. Blemente mit Energiezufuhr
enthalten miissen.

Die Frage der Zufuhr von Energie wird nun wie folgt betrachtet. Nach einer
grundsdtzlichen Vorstellung von Zellularautomaten ist jede Zelle mit einer
eigenen Energiequelle ausgestattet . Unter Bezug auf diese Energiequelle

wird vorausgesetzt:

3.2.1 Jedes Taktsignal, das bei der Taktverteilung von einer Zelle

weitergegeben wird, ist neu erzeugt.
Dabei ist von untergeordneter Bedeutung, welche den einzelnen Zellen zugeord-
neten Elemente diese Funktion tatsdchlich wahrnehmen.

An bestimmten Stellen in einer Zelle miissen ferner "alte" Signale - ohne wei-

tere Reaktionen im Netz hervorzurufen - verschwinden. Zur Reschreibung
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dieses Sachverhalts wird ein "Absorber''-Element eingefiihrt werden. Insgesamt
kamn mit 3.2.1 nun als gesichert gelten, dafl ein Taktsignal in einem solchen
Netz nach beliebig langem Weg als solches identifizierbar ist, wie in 3.1.9

gefordert.

Der Aufbau eines Netzes zur Taktverteilung in einem Zellularautomaten - dar-

gestellt als abstraktes Automatensystem - wird in drei Schritten erfolgen.

3.2.2 a) Es werden Grundbausteine mit spezifischen Funktionen fUr die
Signalverarbeitung angegeben. Diese Bausteine kénnen nach ihrer
Funktion im weiteren Sinne automatentheoretisch charakterisiert
werden: Sie milssen auch mehrere gleichzeitig auftretende Signale
verarbeiten konnen und sind daher nicht als rein-sequentielle

Automaten zu beschreiben.

b) Diese Automatenbausteine k&nnen durch geeignete Verschaltung
ihrer Bingabe- und Ausgabestellen zu Netzwerken fiir die
zellinterne Signalverarbeitung zusammengefligt werden, wobeil
freibleibende als Randstellen der Zellen zur Aufnalme und

Abgabe von Taktsignalen dienen.,

¢} Durch Verschaltung ihrer Randstellen kdnnen Mengen solcher
zellinternen Netzwerke ihrerseits zu gréficren Automatennetz-
werken verbunden werden in einem unbeschrinkt fortsetzbaren

Prozef3,

Es sind zwei Arten von Automatenbausteinen zu unterscheiden:

{1) Kombinatorische Bausteine, bei denen die Ausgabesignale nur von den

Eingabesignalen abhingen;

(ii) Bausteine mit mindestens zwei unterschiedenen Inmnenzustidnden;
Zustandsédnderungen und Ausgabesignale hingen hier von den Eingabe-
signalen und dem Zustand im Augenblick des Auftretens der Eingabe-

signale ab,
Bei Bausteinen mit Innenzustinden ist aufgrund von (P4) analog wie in 3.1.3

ein bestimmter Schaltzeitbedari anzunehmen. In Betracht zu ziehen ist ferner
ein innerhalb der Netze zwischen je zwei Randstellen auftretender Laufzeit-
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bedarf der Signale, entsprechend der Laufzeit zwischen je zwei Maschenpunkten
wie in 3.1.7. Zur vollstdndigen Beschreibung der Grundbausteine gehdren also

zwel noch zu prézisierende Dinge:

1. Beschreibung des Eingabe-/Ausgabe- und ggfs. Ubergangsverhaltens
gemdfl (1) bzw. {ii) ("logische Struktur')

2. Angabe eines Zeitbedarfs.

Wir wollen fiir das Folgende amnehmen, daf die Verteilung der Taktsignale
durch in den Netzen laufende Impulse geschieht, wobei wir nicht auf die
zeltliche Auspridgung eines Impulses Bezug nehmen wollen - sie wire von
einem speziellen physikalischen Grofenbereich abhingig. Wemn wir von einem
"Impuls" sprechen, ist also im abstrakten Simn ein momentan an einer Stelle
eines solchen Netzes auftretender, vom normalen Zustand unterscheidbarer
"Signalzustand" gemeint, der als Reaktion das Auftreten von Impulsen an

anderen Stellen des Netzes erzeugen kanm.

In einem nach 3.2.2 zu konstruierenden Netz werden gleichzeitig mehrere
nicht synchronisierte Impulse parallel auftreten kénnen, so dafl die Mdglich-
keit zu Wettldufen von Impulsen (sog. races) besteht, durch deren Ausgang
unter Umsténden unterschiedliche Reaktionen des Netzes bedingt sein kénnen.
Die Beschreibung solcher Vorgénge erfordert zunidchst einen Typ von Automaten-
baustein, der in der Lage ist, auch auf mehrere gleichzeitig an den Eingabe-

stellen auftretende Impulsc in definierter Weise zu reagieren.

Als mathematisches Modell solcher impulsverarbeitenden Bausteine werden wir
das von Priese eingefiihrte Konzept des asynchronen parallelen Automa-
ten (APA) heranziehen; das darauf fuflende Konzept des sog. APA-Netzes, zu
dem man gelangt, indem man auf Mengen solcher Automaten einen Prozefl der
Netzwerkbildung einfiihrt, soll dann zur Beschreibung des Taktverteilungs-
netzes dienen. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden wir darauf nur soweit
eingehen, wie es die prdzise Darstellung des uns beschidftigenden Problems
erfordert; die algebraische Prizisierung des Modells der APA-Netze und die
Grundlegung einer darauf aufbauenden Netzwerk-Theorie findet man in [ PRIZ]
(dort allerdings in ganz anderem Zusammenhang: zur Konstruktion eines be-
stimmten zweidimensionalen Kalkiils benutzt, der als asynchroner Zellularraum

aufgefalt werden kann, vgl. Abschnitt 2 - hier zur Beschreibung eines Netzes
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zur Taktverteilung in beliebigen, einen Simultankalkiil ausfithrenden

Zellularautomaten) .

Definition.

Ein Asynchroner Paralleler Automat (APA) A ist ein System

A= {ZA,IA,OA,RA) von paarwelse disjunkten endlichen Mengen

Zys IA und OA und einer Teilmenge R, von(ZA>< p(lA)JX(ZAx p(OA))
(p(M) bezeichne die Menge aller Teilmengen einer Menge M).

Die Elemente von ZA, IA und OA heifen Zusténde, Inputs bzw. Out~-

puts von A. R heifit Uberfihrungsrelation von A.

Dieses Automatenkonzept kann im weiteren Sinne als Verallgemeinerung des
klassischen Mealy-Automaten (deterministisch und vollstindig) angesehen
werden., Wesentliche Voraussetzung flr das Folgende ist die Mdglichkeit, in
diesem Konzept das Verhalten von Automaten bei gleichzeitigem Auftreten
mehrerer Inputs oder Outputs wie auch Zustandsinderungen ohne gleichzei-

tiges Auftreten eines Imputs oder Outputs beschreiben zu kénnen.

Beziiglich der Input- und OutputmengenlA und 0, besteht eine vom iblichen
Schema abweichende Auffassung: Statt Ein- und Ausgaben verschiedener
Signale (auf einem EBingabe- bzw. Ausgabekanal) wie im Fall der Mealy-
Automaten hat man es hier mit Ein- und Ausgaben gleichartiger Signale
auf verschiedenen Kanilen zu tun. Es ist deshalb zweckmiflig, die Fle-
mente von [ und OA als Bingabestellen bzw. Ausgabestellen oder kurz als
Einginge bzw., Ausgidnge zu bezeichnen. Diese Begriffe sind wegen der
Voraussetzung disjunkter Input- und Outputmengen wohldefiniert; man kann
einen APA als gerichteten Automaten bezeichnen.

Fir unsere Zwecke ist es ausreichend, wenn wir den Begriff des Netzes

wie folgt konkretisieren:

(1}  Jeder APA ist ein Netz.
(i) Jede Verschaltung von m (m>0) Netzen, die dadurch entsteht,
dal n (nz0) bisher freie Ausginge mit genau n korrespondie-

renden, bisher freien Eingingen verbunden werden, ist ein Netz.

(iii) Nur ein nach (i) und (ii) konstruierbares Objekt ist ein Netz.
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Bel den nach diesem Prozel erzeugten Netzen kann in wohldefinierter Weise
von Eingingen und Ausgingen eines Netzes gesprochen werden; es sind
gerade die bei der Verschaltung von Netzen freibleibenden Einginge bzw.
Ausgidnge. Ein an einem Netzbaustein auftretender Cutputimpuls gilt dann als
Input fiir den nachgeschalteten Baustein; die Modellvorstellung ist, daf

Impulse ""durch das Netz laufen'.

Die fir den Aufbau eines Taktverteilungsnetzes bendtigten Grundbausteine
{nach 3.2.2a) sind die nachstehend angegebenen APA: X, A, P, I. Die Elemente

ihrer Uberfithrungsrelationen sind in der (iibersichtlicheren) Form
(ZJ{i}_,"'sij}) - (Z’ ;{01:'°'!Ok})

angegeben; eine solche Transition (ein miglicher Ubergang) ist zu lesen

als: "Im Zustand z bei Input an 1,,...,i. gehe liber in den Zustand z mit

J
tr

Output an 0,,...,0,.".

Der Baustein K ("Knoten'') erhidlt das Symbol
2

1>—-——Lﬁ3

und ist definiert durch K := {{o},{1,2},{3}, R )

R = (0,{1) = (0,{3D)
(0,{21) = (0,{3})
(0,{1,2) = (0,{3}) }

Die heuristische Beschreibung lautet: Inputimpulse an der Stelle 1 oder 2
werden bei 3 wieder ausgegeben; bei gleichzeitigem Auftreten zweier Impulse

an T und 2 erfolgt die Ausgabe eines "vereinigten'" Impulses bei 3.

Der Baustein A ("Absorber') erhiilt das Symbol

—

und ist definiert durch A := ({o},{1}, ¢ ,{(0,{1}) = (0,e)})

Dieser Baustein soll das riickwirkungsfreie Verschwinden von Impulsen be-

schreiben.
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Der Baustein P ("Parallelisierer™) erh#dlt das Symbol

_.__92
—> 3
ol 5 4
—
0

und ist definiert durch
pi= ({o},{1},{2,3,4,5,0},{(c,{1}) = (0,{2,3,4,5,6})} )

Ein Impuls an 1 erzeugt finf parallele Impulse an den finf Ausgingen. -
Die Bausteine X, A und P sind kombinatorische Bausteine; die Reaktion auf

Impulse erfolgt unabhingig von einem inneren Zustand.

Der Baustein I ("Impulsgeber') erhdlt das Symbol

ho o,
o

1 % > 4

2

und ist definiert durch I := ({2,h,t,4}, {1,2}, {3,4}, Ry )

¥

Ry == { (€,{11) =~ (+,{4})
(t,{13) = (+,{4})
(*t, ¢ )~ (h,{3})
(+, {11 » (h,{3,4})
(h,{1}) = (h,{4})
(h,{2}) » (4,{4})
b, ¢ )~ (2, ¢ )}

I hat zwei stabile Zustidnde: © und h und zwei labile Zustinde: t und {.

4

In dem Moment, wo I den Zustand h ("high'™) annimmt, erfolgt ein Impuls-
output (eines in I erzeugten Impulses) bei 3; ursidchlich fiir das Umschalten
von £ nach h - und somit fir diesen Output - ist ein im Zustand ¢ ("low")
des Bausteins bei 1 eingegebener Impuls. Der wdhrend der Zeit des Umschal-
tens von £ nach h vorliegende "Ubergangszustand'' ist durch t* bezeichnet;
die Beschreibung (R;) drfickt aus, daf h unbeeinfluBt von eventuellen weite-

ren Lingaben an 1 erreicht werden kann. ( bezeichnet analog den Ubergangs-
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zustand' withrend des Schaltens von h nach 2.) Die vollstdndige Definition
von R ist nicht erforderlich, da in den spiter betrachteten Netzen andere
als die erfafiten Zustand-Input-Kombinationen nicht auftreten kénnen. Die
nach Festlegung von R. indeterminierte Beschreibung des T-Bausteins enthilt
zundchst nur die prinzipielle Moglichkeit des heuristisch beschriebenen
Verhaltens; daBl es innerhalb einer definierten Zeitspanne tatsdchlich so
auftritt, ist durch die zusitzliche Festlegung von Schranken fiir die Schalt~
zeit zu sichern (angegeben durch die von der Initiierung durch einen ent-

sprechenden Input bis zur Ammahme des neuen stabilen Zustands auftretende

Verzdgerung) :

Zeitbedarf fiir das Schalten von I

< )

fin

M

In

a) von & nach h: v (O < vpin Vinax

v

b) von h nach £: ¥ (0 < Vpin Vimax < )

fin
fis

Damit sind die in 3.2.2a) angekindigten Grundbausteine angegeben, so dal} wir
mun die interne Verarbeitung von Taktsignalen an den einzelnen Zellen durch
ein APA-Netz beschreiben konnen; dieses wird im folgenden als T-Zellnetz

bezeichnet.

Schritt 3.2.2b)

Fiir den betrachteten Fall von zweidimensionalen Zellularrdumen mit von Neu-
mann'scher Nachbarschaft besteht das T-Zellnetz aus drei K-Bausteinen und
je einem Baustein I, A und P, die wie in der nachstehenden Abhildung zu
einem APA-Netz verschaltet sind, so daf je funf Netzeinginge und -Ausgiinge
entstehen: je vier externe als Randstellen der Zelle (sie werden zur Auf-
nahme und Abgabe von Taktsignalen dienen) und je ein interner (zur An-
kopplung des T-Zellnetzes an die einzelne Automatenzelle). Die als Signal-
Ubertragungskanile zu interpretierenden Verbindungen von Netzkomponenten
werden wir auch kurz als Leitungen bezeichnen. Es so0ll nun die heuristi-

sche Erliduterung der Funktionsweise des T-Zellnetzes folgen.

'Bei schaltlogischen Bauelementen ist i.a. nur ein Jjeweiliger stabiler
Zustand, ein "definierter'" Zustand (als Resultat eines Ubergangs) von
Interesse, nicht - wie hier - ein Ubergangszustand. In den betrachte-
ten asynchronen Netzen ist es jedoch mdglich, dafi wihrend der Dauer
des Umschaltens eines Elements dort weitere Impulse auftreten. Zur
vollstdndigen Beschreibung gehdrt also die Festlegung des damn vorzu-

legenden Verhaltens.,
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Betrachtet wird ein in der Ausgangssituation zundchst "leeres' derartiges
Netz',d.h. auf keiner seiner Leitungen ist ein Impuls; der I-Baustein ist
im Zustand £. An den externen Eingidngen des T-Zellnetzes ankommende Impul-
se gelangen dber die K-Bausteine als Folge von Impulsen (deren Anzahl
sich durch den miglichen Fall des gleichzeitigen Benutzens beider Eingénge
eines K-Bausteins verringert haben kann) an den Eingang 1 des I-Bausteins,
den sie bel 4 wieder verlassen und bei A absorbiert werden. Hinzig der
erste Impuls der Folge initiiert dabei einen Ubergang des I-Bausteins vom
stabilen Zustand £ in den stabilen Zustand h, wodurch - nach der Verzdge-

rung vi - ein {neuer) Impuls am Ausgang 3 auftritt. Dieser gelangt an den

' Gegentiber dem vereinfachten '"Blockschaltbild' einer Automatenzelle
von S.11 ist die obige Abbildung eines T-Zellnetzes von geringerem
Abstraktionsniveau (Level der Impulsverarbeitung); dies mag seine
Einfachheit verdeutiichen.
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P-Baustein, wodurch finf Impulse paraliel

(i) an alle vier externen Ausginge des T-Zellnetzes

(ii) an den internen Ausgang '"TAKT"

laufen und das T-Zellnetz verlassen. I trennt also die bei 1 ankommenden
Impulse: Wenn I im Zustand £ ist, kann nur der erste Impuls eine Wirkung
auf das Netz erzeugen; erst nachdem durch einen vom zellinternen READY-
Eingang zum Eingang 2 des I-Bausteins gelangten Impuls die Rickstellung
von I in den Zustand 2 initiiert und erfolgt ist, kann ein bei 1 am I-

Baustein ankommender Impuls erneut einen Impulsoutput bei 3 hervorrufen.

Auf den internen Ausgang "TAKT" bezogen bedeutet das: lmmer nur einmal
in einer bestimmten Zeitspanne kann durch von auBen in das T-Zellnetz
gelangende Impulse ein Impulsoutput an "TAKT"' hervorgerufen werden.
Diese Zeitspanne umfaft insbesondere den Zeitverbrauch des zwischen ei-

nem Impuls an "TAKT" und einem Impuls von "READY' liegenden Ereignisses.

Den gesamten Zeitbedarf eines T-Zellnetzes betreffend wird die Verzdgerung
v zwischen der frithesten Eingabe eines flr einen I-Output an 3 ursichlichen
Impulses bis zur daraus resultierenden Ausgabe von {Unl parallelen Impulsen
an den Ausgingen des T-Zellnetzes von Bedeutung sein (v > v ). Fir Wieder-
holungen des eben beschriebenen Ereignisses (bei denen der ursdchliche
Impuls jeweils an irgendeinem externen Eingang des T-Zellnetzes auftreten

kann) gelte:

3.2.3%a) O <V i) SV E Ve < (zeitliches Variieren von v)

Eventuelle zwischen P-Baustein und den externen Ausgingen des T-Zellnetzes
mdgliche Laufzeitunterschiede von Impulsen sollen in diesen Toleranzbereich

fallen.

Schritt 3.2.2c)

Bei Anordnung einer Menge von Kopien des unter 3.2Z.2b) beschriebenen Netzes
auf benachbarten ganzzahligen Gitterpunkten der euklidischen Ebene lassen

sich diese kanonisch zu einem neuen APA-Netz verschalten, das in bezug auf
das Verschaltungsschema und die den Gitterpunkten zugeordneten Komponenten

(den T-Zellnetzen) homogen aufgebaut ist; dabei werden korrespondierende
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Randstellen jeweils identifiziert. Ein durch Verschaltung einer endlichen
Anzahl von T-Zellnetzen erhaltenes solches Netz kann durch immer den glei-
chen ProzeBl: das Anfiigen eines weiteren T-Zellnetzes auf einem freien,
einer Randstelle des bisher erhaltenen Netzes benachbarten Gitterpunkt
unbeschridnkt erweitert werden. Dabei sind auch Rotaticnen einzelner
T-Zellnetze in der Ebene um k.90°, k €{1,2,3}, zuldssig. Im folgenden
wird ein so entstandenes Netz als T - N e t z bezeichnet. Ein Auschnitt

eines T-Netzes ist nachstehend dargestellt.

i I
I e >
S e ﬁ:’:{”
K 5 A
'« T 7
tREADY] IRRT] - REAGY (TR
X [ ~ K S
) g J
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Bs sel zugelassen, dafl die in 3.2.3a) fiir ein individuelles T-Netz angegebene
Verzdgerung v bei einer Menge von einzelnen, verschiedenen Gitterpunkten der
Ebene zugeordneten T-Zellnetzen eines T-Netzes innerhalb fester endlicher
Grenzen vy, V., varilert, wobei o.B.d.A. der Einfachheit halber angenom-
men wird: Vi, = min {vp,, Vi b ound analog vy, = max {vpo.,vo.r ), so daf
also gilt:

3.2.3b) O < Vi £V & Vpayx < @ {rdumliches Variieren von v)

Damit ist die Konstruktionsbeschreibung eines Netzes zur Taktverteilung in

Zellularautomaten abgeschlossen.

In der vorliegenden Darsteilung verwenden wir das um eine lokale Zeitbetrach-
tung erweiterte (es wird auf VerzBgerungen innerhalb von normierten Netzkom-
ponenten, den T-Zellnetzen, Bezug genommen) Konzept des APA-Netzes; folgendes
ist zu bemerken: Durch die Betrachtung von T-Netzen bzw. T-Zellnetzen wird
die Untersuchung der Ausbreitung physikalischer Wirkungen ausschlieflich auf
die Untersuchung der Struktur des mathematischen Zusammenhangs der in Betracht
kommenden physikalischen Grofen verlagert; spezielle physikalische Realisie-
rungen eines solchen Netzes bilden dann Modelle ein- und desselben abstrakten

Systems.

3.3 Die Polyautomaten (Z,T)

Die heuristischen Vortiberlegungen von 3.1 sind nun so weit konkretisiert wor-
den, daf wir im weiteren - alternativ zu der mit den physikalischen Postula-
ten von 3.1 unvereinbaren Aussage 3.1.2 - die Mdglichkeit der adiquaten Aus-
fihrung eines Simultankalkiils durch einen lokal-synchronen Zellularautomaten
untersuchen kdnnen, Unter einem lokal-synchronen Zellularautomaten
wollen wir dabei einen Zellularautomaten, dessen Zellen gemdfy Definition 2

aus 5.1 lokal-synchron arbeiten, verstehen. Wir behaupten:

3.3.1 Ein Simultankalkil kann durch einen lokal-synchronen

Zellularautomaten adidquat ausgefiithrt werden.
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Als die am Schlufl von 3.1 angesprochene zusdtzliche Einrichtung der Zellen
zur Taktverteilung soil das in 3.2 eingefilhrte T-Zelinetz dienen: Stellt
man sich Kopien des T-Zellnetzes und der auf S.11 beschriebenen Automaten-
zelle jeweils auf den Gitterpunkten der euklidischen Ebene libereinanderlie-
gend angeordnet vor und dabei die internen Randstellen 'TAKT' von Automaten-
zelle und T-Zellnetz miteinander verbunden, und ebenso die internen Rand-
stellen 'READY', so ist der in dieser Weise um das T-Netz erweiterte Zellu-

larautomat homogen aufgebaut, wie in der nachstehenden Abbildung angedeutet:
Lot bt j;¢T;#%HJ,_QHLLm ______
__‘} . e e 3] S I -
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{gestrichelt eingezeichnet sind die flir die Taktverteilung hinzugenommenen

Verbindungen; zellinterne Verbindungen sind nicht eingezeichnet).

Die nach den Vorliberlegungen in einem schlichten Leitungsnetz zur Taktvertei-
lung zwischen je zwel Maschenpunkten auftretende Signalverzdgerung v {vgl.
3.1.7) ist in gleicher Weise auch in die Betrachtung des T-Netzes einbe-
ziehbar (3.2.3a)b}). Zum Beweis der Behauptung 3.3.1 wird gezeigt werden,
dafi - tberhaupt - ein um das T-Netz erweiterter Zellularautomat einen Simul-
tankalkill bei lokal-synchrener Arbeitsweise addquat ausfiihren kann; dazu set-

zen wir zundchst anstelle von 3.2.3a) zeitlich konstante Verzdgerungen voraus.

Mit 2= (Z*,4,,Q,q¢,%) sei mm ein beliebiger (zweidimensionaler, nicht
notwendig deterministischer) Zellularraum (mit von-Neumann-Nachbarschaft)

gegeben. Nach den Uberlegungen des Abschnitts 2. kann dadurch
a} ein spezieller Substitutionskalklil oder
b) ein spezieller Polyautomat

bezeichnet sein (Aussage 2.1). Um diese beiden Fille zu unterscheiden, wol-
Ien wir im ersten Fall (Kalkiil) "Z'', im zweiten (Automat) "7 schreiben. In

beiden Fdllen ist noch eine weitere Angabe erforderlich:
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a) Angabe der Metaregel von Z
{(betrifft die Anwendung der lokalen Ubergangsregeln)

b) Angabe der Organisation des Schaltens der
Automatenzellen von 2
{betrifft die Ausfiihrung von Zustandsiitbergingen)
PDer ursprungliche Fall: "synchrone Zellularrdume" bedeutet
a) simultane Anwendung der lokalen Ubergangsregeln
korrespondierend mit
b} globaler Taktung der Automatenzellen.
Wir haben diese beiden Spezialf#lle kurz mit "'Simultankalldil" bzw. "syn-
chroner Zellularautomat'" bezeichnet und wollen fir die vollstidndige Be-

zeichnung von 7 bzw. 2 die Angabe der Metaregel bzw. Organisation des

Schaltens verlangen. Wir schreiben:
a) (Z,sim) fUr den bei simultaner Anwendung der Basisregeln
durch 7 gegebenen Simultankalkiil

b) (Z,...) fir einen (Z,sim) ausfithrenden synchronen

Zellularautomaten
(Nach den Postulaten aus 3.1 ist eine die Forderung 3.1.0 er-
fiillende Organisation nicht mdglich.)
) (Z,1) fiir den mit dem unterliegenden T-Netz aus-

gestatteten Automaten Z.

Wir betrachten nun solche zu Zellularrdumen Z passenden Polyautomaten (i,T}.

Zum Beweis der Behauptung 3.3.1 werden wir zeigen:

3.3.1  Pur einen beliebigen Zellularraum Z = (Z* ,H,,Q,q,,%) gilt:
{Z,sim} kann durch (Z,T) adiquat ausgefiihrt werden.

Fir Betrachtungen, die sich auf das T-Zellnetz einer Zelle « von (Z;T)

beziehen, fihren wir folgende Sprechweise ein. Wir sagen:
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o 1st zur Zeit t im T-Zustand z gdw. der I-Baustein von ¢ zur Zeit t

im Zustand z ist, z € {&,%,h,{} ;

a hat zur Zeit t einen T-Output gdw. an einem oder mehreren der ex-

ternen T-Zellinetzausgidnge von o zur Zeit t ein Impuls auftritt;

« hat zur Zeit t einen T-Input gdw. an einem oder mehreren der ex-

ternen T-Zellnetzeingédnge von ¢ zur Zelt t ein Impuls auftritt;

o hat zur Zeit t einen {flir einen Taktzeitpunkt) ursidchlichen T~Input
gdw. (i) @ zur Zeit t einen T-Input hat und (ii) der
{ritheste als Folge dieses T-Inputs zu einer Zeit t (t' >t) am Eingang 1

des I-Bausteins auftretende Impuls den I-Baustein im Zustand ¢ antrifft.

Zur Erlduterung: In diesem Fall (ii) wird (gemd Ry} I zum Umschalten nach h
veranlaft, wodurch zu einer Zeit t' (t">t') ein Taktzeitpunkt an ¢ auftritt,
denn der als Folge des Schaltens von I an den internen T-Zellnetzausgang
'"TAKT' und damit an den TAKT-Eingang der Automatenzelle gelangende Impuls
initilert dort einen Zustandslibergang (vgl. S.12). Dafir, daR ein T-Input an
a ursdchlicher T-Input fiir « ist, ist also das Auftreten dieses T-Inputs
in einem (relativ zum Vorliegen des T-Zustands 2) bestimmten Zeitintervall

wesentlich.

Bemerkung.

Auf Seite 27 wurde der Begriff "Taktzeitpunkt" fir den Moment der Initiie-
rung eines Zustandsiibergangs einer Automatenzelle (durch ein Taktsignal) ein-
gefiihrt, Wie oben erlédutert, wird diese Initiierung durch einen am T-Zell-
netzausgang 'TAKT' auftretenden Impuls herbeigefiihrt, d.h. ein Taktzeitpunkt
einer Zelle @ ist mit dem Moment des Auftretens eines Output-Impulses bei
'"TAKT' im T-Zellnetz von @ identisch, Nach der zu 3.2.3 flihrenden Festlegung
des Zeitbedarfs eines T-Zellnetzes (bei der Taktverteilung) ist ein solcher

Taktzeitpunkt jeweils am Ende der Verzégerungszeit v lokalisiert.

Ferner werden wir den Begriff '"Taktzeitpunkt einer Zelle «" (wie schon in
den Voriiberlegungen verschiedentlich getan) in einer zweiten Bedeutung ver-

wenden: fiilr das raum-zeitliche Ereignis des Auftretens eines Qutput-
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Impulses bei 'TAKT' im T-Zellnetz von «, das bestimmt ist durch die Raum-
koordinaten a; ,a» von o {a ,a € Z) und seine Lage innerhalb einer konti-
nuierlichen, vollstéindig geordneten Zeitskala £, etwa ein durch ein to
nach unten beschrinkter Abschnitt der reellen Zahlen: £ = (R,s, to). Auf
diese Zeitskala werden die Zeitpunkte der Eingabe von Taktsignalen ("'Ur-
impulsen'’) in einen Polyautomaten {Z,T) bezogen, entsprechend der Dar-

stellung auf S.27 unten ("'Taktuhrzeit').

Der Einfachheit halber stellen wir uns die Taktuhr an der Ursprungszelle
angeordnet vor, wo die Eingabe der einzelnen Taktsignale durch jeweils
einen T-Input erfolgen soll. Da alle Zellen sowie die Taktuhr auf den
Gitterpunkten von Z* fixiert sind, also relativ zueinander ruhen, ist es
in jedem Fall unproblematisch, wenn wir unsere Betrachtungen (nicht je-
doch irgendein Synchronisationsschema!) auf die Taktuhrzeit £ (im Sinne

eciner Becbachtungszeit) beziehen.

Einen Taktzeitpunkt einer Zelle @ kemnzeichnen wir im folgenden mit t°
[taE?I). Zur deutlichen Unterscheidung bezeichnen wir mit (% das Ereig-

nis "Zur Zeit t° tritt ana ein Taktzeitpunkt auf™.

Fir zwel Ereignisse (tg),(tﬁ> bedeutet dann "'t'< tp” also: " (1% tritt
friher als <t§> ein’. Weiterhin verstédndlich bleibt die Sprechweise:
"Zwel Taktzeltpunkte von « und 8, t und {3’ unterscheiden sich héchstens

um e"': {f—g];a.

Fir «#f sind (t und.(tﬁ> verschiedene Ereignisse, die mdglicherweise
gleichzeitig (also t* = tﬁ) eintreten konnen. Fur t? + tf sind (t?) und
(£ verschiedene Ereignisse, die zwar am gleichen Ort o, aber zu verschie-

denen Zeiten eintreten.

Wir erléutern nun das Zusammenwirken von T-Zellnetz und Automatenzelle (vgl.
die Abbildungen und zugehtrigen Erlduterungen auf S$.47{ und S.11L).

Durch einen ursidchlichen T-Input an einem T-Zellnetz (im T-Zustand 2} tritt
in der Folge ein Taktzeitpunkt auf, d.h. ein Impuls gelangt iiber die TAKT-
Ankopplung vom T-Zellnetz in die zugeordnete Automatenzelle, wodurch dort
ein ZustandsUbergang initiiert und ausgefithrt wird; wihrenddessen ist das
T-Zellnetz im T-Zustand h. Mit der Beendigung des Zustandstibergangs gelangt
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Uiber die READY-Ankopplung ein Impuls in das T-Zellnetz, wodurch es zuriick in
den T-Zustand ¢ versetzt wird, dann also bereit fiir einen erneuten ursichli-
chen T-Input ist.

Zur Ubersichtlichen Darstellung wollen wir einige charakteristische Zeit-
punkte in einem solchen Ablauf benennen. Es bezeichne:

E? den Zeitpunkt eines ursidchlichen T-Inputs fir die Zelle «,

& den (auf E? folgenden) Taktzeitpunkt von «,

den Zeitpunkt des Endes eines Zustandsiibergangs von o,

=g

™ den (auf l? folgenden) Readyzeitpunkt von «.

Bemerkung .

Die Begriffsfestlegung fiir einen "urséichlichen T-Input' (S.53) 4Bt zu, dafB
fir einen Taktzeitpunkt mehrere parallel auftretende T-Inputs ursichlich
sind, webel méglicherweise aus zwei (oder drei oder vier) zu verschiedenen
Zeiten t und t' (...) an o auftretenden T-Inputs gerade ein zu t'' am Ein-
gang 1 des I-Bausteins ven « auftretender Impuls resultiert (und I zu t'' in
¥ ist). In solchen Fdllen ist es jedoch ausreichend, auf den oder die frithe-
sten ursdchlichen T-Input(s)bezugzunehmen, denn nach 3.2.3 erfolgt der re-
sulticrende Taktzeitpunkt von ¢ innerhalb der groBtmdglichen Verzégerungs-
zeit v .. nach dem frithesten ursichlichen T-Input. Wir legen alsc fest:

Das Ereignis ( t ist repridsentiert durch das fritheste Auftreten(je) eines
fir einen Taktzeitpunkt von e ursidchlichen Tmpulses an einem (oder mehre-

ren) der externen Bingiinge des T-Zellnetzes von a zur Zeit t; ferner:

das Breignis (t7) ist reprisentiert durch das Auftréten eines Impulses am

(internen) TAKI-Ausgang des T-Zellnetzes von « zur Zeit t%;

. R . o . N . . -
das Breignis (1) ist reprisentiert durch das Auftreten eines Impulses am

(internen) READY-Eingang des T-Zellnetzes von a zur Zeit L

das Lreignis (™ ist repridsentiert durch den Ubergang vom Zustand | in

den Zustand £ des I-Bausteins im T-Zelinetz von ¢ zur Zeit ™.
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Eine gegebene Zelle o betreffend bilden die Ereignisse <I?L (tgn (E?L (™
eine "Ereigniskette', die nach dem Eintreten des (durch einen von auBen an
einen T-Zellnetzeingang von e¢ gelangten Tmpuls verursachten) Ereignisses (E?)
in der gemannten Reihenfolge ablduft. Dabei ist der mit einem Ereignisein-
tritt auftretende Impuls jeweils Ursache flir das in der Kette nichste Er-
eignis. D.h. flir gewisse Zeitpunkte I?, %, }? , T (}? < t% < E? < rg)
gilt: (D =(tH =(1™ = (™, Das Ereignis (™ ist nicht mit einem Im-
pulsauftritt verbunden und hat damit kein in der Kette nichstes Ereignis zur

Folge.

Parallel mit dem das Ereignis «th reprisentierenden Impuls am (internen)
TAKT-Ausgang von ¢ treten in der Folge von,(;?) vier Impulse an den externen
T-Zellnetzausgingen von @ (moglicherweise aber nicht notwendig gleichzeitig)
auf, etwa zu den Zeitpunkten €y, ts, 3, ts. Diese Impulse betreffen
nicht das durch die obige Ereigniskette gekennzeichnete Zusammenwirken von
T-Zellnetz und Automatenzelle von e, sondern jeder dieser Impulse stellt
einen T-Input fiir eine « benachbarte Zelle dar, der miglicherweise ursich-
lich fiir einen Taktzeitpunkt der entsprechenden Nachbarzelle ist, z.B. ( t1)
ursichlich fir (), 8 € N@)\ {a}; d.h. £ = T¥, das bedeutet: (1% ist
identisch mit dem Creignis ¢ t¥), demn bei der Verschaltung der T-Zellnetze
von « und 8 werden gerade die korrespondierenden externen Randstellen iden-

tifiziert (vgl. S.49). Wir schreiben in diesem Fall: (Ef) = (th .

Die Ausfiinrung eines Zustandsiibergangs einer Automatenzelle o beginnt mit
einem Taktzeitpunkt (t% und liuft in drei Phasen ab - hierbei stiitzen wir
uns auf das Modell von Arbib [ ARB, S.375]; vgl. dazu die Abbildung auf S.11:

(1) "POOL': Die zur Zeit t¥ vorliegende Nachbarschaftszustandsinformation
wird in dafiir vorgesehenc Register der Automatenzelle eingelesen;

(11) TEXECUTE': Die (bzw. im Fall einer nichtdeterministischen Regelwenge
I: eine) in Frage kommende Regelanwendung wird in Ly ausgefiihrt;

(iii) 'MOVE': Der erhaltene Nachfolgezellzustand ¢ wird in den Speicher

SPQ Ubertragen (dabei wird der alte Zellzustand ¢ iiberschrieben) .

Hieraus ergibt sich, dal der 'alte' Zustand einer Zelle jeweils bis zum Inde

der Phase (ii) durch die Nachbarzellen abfragbar ist, d.h.: jeweils ab dem
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Ende der Phase (iii) eines Zustandslbergangs bis zum Ende der Phase (ii)
ihres nichstfolgenden Zustandslibergangs ist eine Zelle in definiertem
Zustand.

Die Arbeitsweise einer Zelle o eines Polyautomaten (E,T) stellt sich im

Schema dann wie folgt dar:

>

POOL | EXECUTE | MOVE |

o
s

A

AR

Die (Z betreffende) Arbeitsweise der Automatenzelle ist dabei gekennzeichnet

durch zwei zeitliche GroRken:

a) ihre (nach oben und unten beschrinkte) Schaltzeit' s (vgl. 3.1.3)
b) e, die fiir die korrekte Ausfiihrung lokaler Uberginge maximal zuldssige
Differenz der Taktzeitpunkte benachbarter Zellen (vgl. Definition 1

bzw. Definition 2 aus 3.1}

Zur lllustration von b} kann die folgende Abbildung dienen (¢ und 8 sind
benachbarte Zellen; in Phase (i) trifft g die Zelle a in definiertem Zu-

stand an und umgekehrt):

oo e -
B ' & 1POOL | EXECUTE | MOVE

-

a POOL | EXECUTE | MOVE

¥
£ &

'Fiir den Fall einer nichtdeterministischen Regelmenge I ist hier vorauszu-
setzen: Innerhalb dieser Schaltzeit s mufl ein Ubergang zu einem gemdB I
zuldssigen Nachfolgezustand erfolgt sein.
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Die das T-Zellnetz kennzeichnenden zeltlichen Gréfen sind:

¢) die zwischen einem urséchlichen T-Input und nachfolgendem Taktzeitpunkt

auftretende (nach oben und unten beschrinkte) Verzdgerung v (vgl.3.2.3)

d) die flir ein Ruckstellen vom T-Zustand h in den T-Zustand ¢ auftretende
(nach oben und unten beschrinkte) Verzogerung v (vgl. "Zeitbedarf fur

das Schalten von I'"' in 3.2}

Bemerkung zu c}

Die (eine beliebige Zelle a bhetreffende) Verzdgerung zwischen <E?) und (£
betridgt im Hochstfall Vosws Al AnschluBl an 3.2.3 ist festgelegt, dafll dies
ebenfalls flir die zwischen (") und (t%) liegende Verzégerung gilt, es
kann jedoch %+ Ei sein (i=1, ...,4). Die maximale {auf unterschied-
lichen Impulslaufzeiten zwischen P-Baustein und T-Zellnetzausgingen beruhen-
de) Abweichung |t*-T%| ist jedoch klein gegen die im gesamten T-Zellnetz
auftretende Verzogerung v, so dafl - ggfs. durch Einsatz eines zusidtzlichen
Verzogerungsgliedes (Leitung) zwischen P-Baustein und TAKT-Ausgang erfiill-
bar - filr das T-Zellnetz einer jeden Zelle o gefordert werden kann:

Flir die mit einem Taktzeitpunkt (1% verbundenen T-Outputs CIH y eee 5 £t

gilt jeweils:

- - « o
3.3.2 ta=max{ta,t?,...,tf}, max|t -t < v,
i

Insgesamt sind damit filr Betrachtungen in (E,T) s, £, v, ¥V maBgeblich.
Fir den Beweis von 3.3.1 bzw. 3.3.17 mu diesbezliglich folgendes voraus-

gesetzt werden:

3.3.3 Y < £

max =

d.h. die maximale Verzégerung im T-Zellnetz Uberschreitet nicht die héchst-

zuléissige Differenz von Taktzeitpunkten benachbarter Zellen; ferner:

<

3.3.4 Vv, < 5 ..+

max min min

(Diese Voraussetzung ist mit 3.3,3 insbesondere erfiillt.)
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3.4 Betrachtung eines einzelnen Taktes

Wir untersuchen nun die Taktverteilung in Polyautomaten,(ﬁ,T), die den
obigen Voraussetzungen geniigen, zundchst bei Eingabe eines einzelnen Takt-
signals.

Unter "einem Takt" eines (getakteten) Polyautomaten verstehen wir im fol-
genden den mit der einmaligen externen Eingabe eines Taktsignals
erzeugten Prozel des Polyautomaten. FUr einen (global-)synchronen Zellu-
larautomaten bedeutete dann "ein Takt'", dall gerade ein globaler Ubergang
von Z, alsc ein Ableitungsschritt im Simultankalkil (Z,sim) zur Ausfithrung
gebracht wiirde. Im vorliegenden Abschnitt soll gezeigt werden, daf ebendies

flir einen Polyautomaten (i,T) gilt,

Wir betrachten dazu einen zu einem beliebigen Zellularraum Z = (Z* .l ,Q,q ,%)
passenden Polyautomaten (i,T) mit gegebener Initialkonfiguration {in 2), d.h.
alle Zellen haben einen (in SPQ gespeicherten) Anfangszustand, und leerem,

d.h. impulsfreiem T-Netz; der T-Zustand aller Zellen sei ¢.

Als einmalige externe Eingabe erfolge nun zum Zeitpunkt to= O Taktuhrzeit
ein T-Input an der Ursprungszelle. Dort ist dieser T-Input ursidchlich fiir
einen (nach der Verzbgerung v, hdchstens v, . eintretenden) Taktzeitpunkt,
mit dem

(1) ein Zustandsiibergang der Ursprungszelle initiiert wird, wihrend

(11) alle vier Nachbarn der Ursprungszelle (nach 3.3.2) bereits einen

T-Input erhalten haben.

Da alle vier Nachbarzellen im T-Zustand ¢ sind, ist der T-Input dort ursédch-
lich und fithrt an jeder dieser vier Zellen nach individueller Verzdgerung,

spdtestens nach v, zu einem Taktzeitpunkt, mit dem jeweils

(1) ein Zustandslbergang der betreffenden Zelle initiiert wird, wihrend

(11) deren vier Nachbarn (u.a. also auch die Ursprungszelle) damn bereits

einen T-Input erhalten haben.

Dieser T-Input trifift jeweils zumindest die "HuBeren", bisher nicht von einem
T-Input betroffenen Nachbarzellen im T-Zustand ¢ an, so dafl dort wiederum der

eben beschriebene Vorgang ablduft usf. Ob dabei eine Zelle , die bereits
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einen Taktzeitpunkt hatte, von einem erneuten ursichlichen T-Input ge-

troffen wird, steht zu kldren.

Unter der hypothetischen Voraussetzung, daf simtliche der bei dem beschrie-
benen Prozell innerhalb der T-Zellnetze auftretenden Verzégerungen unterein-
ander gleich sind, wlirde - beginnend mit der Ursprungszelle - sich die

nachstehend dargestellte Reihenfolge von jeweils ersten Taktzeitpunkten der

Zellen ergeben:

Interpretiert man den diesen Prozefl ausldsenden T-Input an der Ursprungs-
zelle als ein von der Taktuhr abgegebenes Taktsignal T, , ferner das Auf-
treten eines daraus resultierenden Taktzeitpunkts an einer Zelle o als ein
Auftreten des Taktsignals Ts an «, so stellt sich der oben beschriebene

Prozefl wie folgt dar:

Ein in die Ursprungszelle eingegebenes Taktsignal breitet sich aufgrund

der Wirkung des T-Netzes nach allen Seiten der Ebene aus (unter Initiierung
von Zustandstibergingen an den durchlaufenen Zellen); allerdings kénnen da-
bei nach 3.2.3b) unterschiedliche Verzdgerungen des Signals an den Zellen
auftreten, so dafl es zu einer gegeniiber der hypothetischen Darstellung ver-
zerrten Reihenfolge von Taktzeitpunkten kommen kann. Der tatsichliche Ver-
lauf einer "Taktfront' (des ersten Auftretens von Taktzeitpunkten) zu einem
gegebenen Zeitpunkt t ist lokalisiert innerhalb von aus Vipins Vpax und t

sich ergebenden Grenzen, die wie folgt zu bestimmen sind.
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Den Abstand zweier Zellen « und § mit den Koordinaten {a; ,a;) bzw.

(b1 ,b2) definieren wir durch Summenbetrag als
d(a,.@) = |a1 "b1| + |az - bzl

Dann errechnet sich der gréBtmbgliche Abstand zum Ursprung (0,0) von Zellen
(x,y}, die bis zum Zeitpunkt t einschlieBlich einen Taktzeitpunkt haben,

zundchst fir den hypothetischen Fall stets gleicher Verzdgerung v, aus

. r = 1’.’:‘ -
eyl = E] -1 e
wobei das GauB-Symbol | | die gréBte ganze Zahl z: z <-§ bezeichnet.

Bei gemdll 3.2.3b) unterschiedlichen Verzdgerungen erhdlt man entsprechend
Schranken fiir den gréftmoglichen Abstand zum Ursprung o von Zellen a, die
bis zum Zeitpunkt t einen Taktzeitpunkt (t% (% < t)} haben, durch

3.4.1 = (@,0) {vt_ |- (t 2 Vigin)
. min 2

(t = v

dliin(a »0)

il
—
<
g2 |t
Q@
>
S |

E

—_—

An einem Beispiel soll zunichst eine im Rahmen der Voraussetzungen mdgliche
tatsdchliche Taktverteilung demonstriert werden. Fiir das T-Netz eines Poly-

automaten (ﬁ,T) gelte:

Vinin = 1 und Viax = 3

ferner gelte (3.3.2 genligend) fiir alle betrachteten Zellen o :

'ta :E?:...:Eg

d.h. Taktzeitpunkte und damit verbundene T-Outputs sollen in dem Beispiel
Jewells zur gleichen Zeit auftreten. Ursidchlicher T-Input E? fir eine Zelle
a sei der jeweils friheste T-Output Ei einer Nachbarzelle § von «;

B € No)\{e}, v € {1,...,4} (E%= t¥ nach obiger Voraussetzung).
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In der nachstehenden Abbildung ist ein Ausschnitt der zellularen Fbene dar-
gestellt, die in dem Feld flr eine Zelle o« eingetragenen Zahlen stehen da-

bei fiir die folgenden GroBken:

}f Zeitpunkt eines ursdchlichen T-Inputs an «
@é) zwischen g? und t% auftretende Verzdgerung
% - Taktzeitpunkt (= Zeitpunkt der T-Cutputs) von a

Treten dann nach einem T-Input an der Ursprungszelle zum Zeitpunkt O an den
dargestellten Zellen die jeweils eingetragenen Verztgerungen auf, so ergibt

sich folgender Ablauf:

0 1 3 4 5
SO IO T )N R () B R )N I D
! z 5 L 6
1 2 3 4 5

o e | ® | O ©

2 5 §) 5 6

2 3 6 2

@ ® @ | @

5 5] g 6

3 4 5

OO

4 5 6

4 5

o | O

5 6

@

6

Die Reihentolge des Auftretens des Taktsignals an den einzelnen Zellen kann

entlang der fir die Taktzeitpunkte eingetragenen Zahlen abgelesen werden.

Wir interessieren uns nun fUr die Menge der Zellen, die bis einschlieBlich
zum Zeitpunkt t einen Taktzeitpunkt haben; diese Menge bezeichnen wir mit Fos
Foo= o3¢ (<t (t™y)?.
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Nach Art und Weise der Taktverteilung (von Nachbar zu Nachbar) ist klar, daf
(fiir jedes t) FL - als Gebiet der Ebene Z* aufgefafBt - zusammenhiingend ist;
ferper gilt fir tu, & € X : © <t =g CFg . Aus dem obigen Beispiel

folgt sofort:

3.4,2 Py kamn vom Geschlecht >0 sein.

(Man betrachte etwa I; im Beispiel.)

Es ist nun zu kldren, ob - bei Eingabe eines Taktsignals - das T-Netz die
Organisation des Schaltens der Automatenzellen eines Zellularraums 7 in ge-
wiinschter Weise leistet,

3.4.3 Theorem.

Z={Z* ,ih ,Q,q0 ,z) sei ein beliebiger, nicht notwendig deterministischer,
zweidimensionaler Zellularraum mit von-Neumann-Nachbarschaft, und (Z,T)

sei der zugehdrige Polyautomat. Zum Zeitpunkt O der Beobachtungszeit % =
(R,%,0) werde ein Taktsignal als T-Input an der Ursprungszelle eingegeben;
der T-Zustand aller Zellen zur Zeit O sei £. Dann gilt:

(a) TFir jede Zelle von {Z,T) existiert ein Zeitpumkt t, zu der sie

einen Taktzeitpunkt hat.

(b) Die (inmerhalb %) frihesten Taktzeitpunkte je zweier benachbarter

Zellen,von,(i,T) differieren hdchstens um v, .

(c) Keine Zelle von (E,T) hat mehr als einen Taktzeitpunkt.

Beweis.

(a) Aus 3.4.1 folgt: Eine Zelle @ mit den Koordinaten (X,y) hat einen Takt-

zeitpunkt spidtestens zum Zeitpunkt t = (x| + |y| + 1) v, wobei gilt:

O < Ve <=, vgl. 3.2.3b) .

(b) Idee: Von je zwei benachbarten Zellen, die beide noch keinen Taktzeit-
punkt hatten, gibt diejenige, die zuerst einen hat, einen T-Input an die
andere, der urséichlich ist (und also innerhalb der Verzdgerung v, zu einem

Taktzeitpunkt der zweiten fihrt), falls diese nicht schon frither von einer
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anderen Zelle einen ursichlichen T-Input erhalten hat (der auch einen friher
eintretenden Taktzeitpunkt zur Folge hat). Die Taktzeitpunkte unterscheiden

sich dann héchstens um Viax *

Seien also @ und § zwel beliebige henachbarte Zellen im T-Zustand €, von
denen keine bisher einen Taktzeitpunkt hatte. Nach (a) existiert fir jede
Zelle ein Taktzeitpunkt.

1. Fall: o und 8 haben beide zur gleichen Zeit einen Taktzeitpunkt. Dann

betrégt die Differenz 0 < v ..

2. Fall: 0.B.d.A. habe zuerst a einen Taktzeitpunkt, zur Zeit . D.h. es
tritt (wegen 3.3.2) spitestens gleichzeitig mit ¢ t% ein T-Output ¢ ‘E%) von
« auf (j €{1,...,4}), der T-Input fiir § ist. Dabei ist |t -t4| < vuin,
(vgl. 3.3.2).

Damn hat § zu einem Zeitpunkt tﬁ (ta < tﬁ ) einen Taktzeitpunkt, fiir den
entweder (i) der mit dem Ereignis ¢ t% aufgetretene T-Output (¢ E%) ursdch-
lich ist (das hiefle (_136) = ( E%) }, oder {ii) ein frither als ¢ ‘E‘ﬁ) aufgetre-
tener T-Output einer anderen Nachbarzelle von 8 (das hiefe: ¢ mt_ﬁ) frither als
(t%)), oder (iii) mehrere frither als ( t3) gleichzeitig aufgetretene T-Out-
puts anderer Nachbarzellen von 8 (das hieBe: ¢ :c_ﬁ > frither als < EO:{]) ), oder
aber (iv) ¢ t%) und ein oder mehrere gleichzeitig mit < t3) auftretende
T-Outputs anderer Nachbarzellen von § (das hieBe: (_‘gfj) gleichzeitig mit ( E%));
vgl. die Reprdsentierung eines Freignisses <f) , Seite 55.

Der Taktzeitpunkt von f tritt spitestens nach der auf einen ursidchlichen

T-Input folgenden Verzégerung v, ein; es gilt also: & < _‘EB Vs o

ax
In den Fillen (i) und (iv) gilt: Eﬁ = 1 (t5 = & wegen 3.3.2)
Dann gilt auch: EB * Vpax £ U+ Vmax
und somit: £ s %+ Vmax
gleichbedeutend mit: tf . @ < Vmax
Wegen t¥ < f folgt: [t'B -] 2 Vmax
In den Fdllen (ii) und {(iii) gilt: _Eﬁ < onf (E‘?ﬂj < ta)
Hier gilt dann: tP 4 Ve < 1% ¢ Vpax

A

und es folgt analog: |7 - ¥
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In jedem Fall unterscheiden sich also die frihesten Taktzeitpunkte von je

zwel benachbarten Zellen o« und § hochstens um Viax -
WeZ.2. W,

Im folgenden bezeichne <E§(ﬁ)>, ji@B) € {1,...,4}, genau den in Verbindung
mit einem Taktzeitpunkt ¢ % auftretenden T-Output von «, der T-Input [Ur

die Nachbarzelle § (8 € N@)\{a})' ist.
Bevor wir (¢} beweisen, formulieren wir mit den bisher gewonnenen Erkennt-

nissen:

Regeln fiur die Taktverteilung durch ein T-Netz.

(TO) 3t° (O*pin < 17 2 Orvp & (D)

(T1) Fur ¢ > t%

(% = 38 (BEN(ae)\{a} &
3t (Pt (th

&

- < Viooe &

0 < |t ax

<£f(a}> = (1)

(T2) {1t = Y8 (BEN(a)\{a} =
3308y (i(8ye {1,...,4} &
( Ty ist T-Input fir 8 &
( # im T-Zustand ¢ zu Eg(ﬁ)#
3¢% (%< 8 8 Py g

O< [t% *| < vmax 1))

fiA

(T3)  Ausschlieflich aufgrund von (TO), (T1), (T2) kénnen
sich Taktzeltpunkte ereignen.

"N steht hier immer fiir die zweidimensionale von-Neumann-Nachbarschaft.
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Zur Erlduterung: (TO) besagt, dafl die Ursprungszelle o (zu einem Zeitpunkt
t? ) einen Taktzeitpunkt hat (nach Voraussetzung des Theorems erhidlt sie
einen einmaligen externen (ursdchlichen) T-Input zum Zeitpunkt O, was als

Eingabe eines Taktsignals zu interpretieren ist).

(T1) betrifft die Ursache eines Auftretens des Taktsignals an einer Zelle «
und sagt aus, dall flir den Eintritt eines Taktzeitpunkts von a ein (héch-
stens um die Zeitdaver v .. )} friher liegender Taktzeitpunkt einer von «
verschiedenen Nachbarzelle notwendig ist, in Verbindung mit dem « einen ur-
sdchlichen T-Input erhdlt; ausgenommen ist der aufgrund ven (T0) eintretende

(erste) Taktzeitpunkt <{t% der Ursprungszelle.

(I2) betrifft die Weitergabe eines an o aufgetretenen Taktsignals und sagt
aus, daB in der Folge cines Taktzeitpunkts (t% einer Zelle « an allen von

a verschiedenen Nachbarzellen §, die zur Zeit des Auftretens von ¢ ﬁ?w)) im
T-Zustand ® sind, ein hichstens um vy, spdter liegender Taktzeitpunkt ()

eintritt (wobei nicht notwendig < £§{5}> = (E?); vgl. (ii) im 2. Fall des

Beweises von (b): es kann }F < %g(ﬁ) sein).

Aufgrund der Konstruktion der T-Zellnetze {einschlieBlich der Voraussetzung
3.3.2), der Konstruktion des T-Netzes und - (TO) betreffend - der Vorausset-
zung des Theorems kénnen Taktzeitpunkte nur im Einklang mit (T0), (T1), (12)

eintreten. Deshalb schlieBt (T3) die Regeln zur Taktverteilung ab.

Wir beweisen nun (c).

Dafiir, dafl an einer Zelle o ein Taktzeitpunkt eintritt, ist ein vorhergehen-
der ursichlicher T-Imput notwendig, der nach (T1) als T-Output einer Nachbar-
zelle § vona (f +«) auftreten muR (auBer im Fall (t% ). Zum Beweis von {c)
soll gezelgt werden, dall keine Zelle, an der ein erster Taktzeitpunkt einge-

treten ist, einen ursdchlichen T-Input erhalten kann.

Wir betrachten (fUr beliebiges t& £) die Menge G, der Zellen, die bis ein~

schlieffiich zum Zeitpunkt t genau einen Taktzeitpunkt haben:
G. = {o] 3t (t%c t & (% & -3t (Fet & &+ & (HN?

und zeigen zundchst:
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Lemma 1.

Keine Zelle f, die einen ersten Taktzeitpunkt zur Zeit 8 hat,

kann dabei einer Zelle a€ Gtﬁ einen ursidchlichen T-Input geben.

Im Beweis unterscheiden wir drei Fille (fiir beliebiges F€Z* mit dem

ersten Taktzeitpunkt zu tﬁ).

1. Fall: @€G.g & o & NB)

Mit ( ¥} ist kein T-Input fiir « verbunden; vegil. (T2), (T3).

2. Fall: aGGtg & a=f

Der Fall, dall § sich selbst einen T-Input gibt, ist ausgeschlossen,

vgl. (T2), (T3), insbesondere auch im Fall § =« = o .

3. Fall: aEGtg & a € N(B)\{p}

D.h. nach (T2) ist spidtestens mit (¢ ) ein T-Input flir @« (als T-Output
von 8): ("‘Ejﬁ(a)> aufgetreten. Wegen «€G.g gibt es genau ein Y tfet
&t . Wir zeigen, daB <Ej§(a)> weder (i) Fir (% noch (ii) fir
einen eventuellen spdteren Taktzeitpunkt ursichlich ist.

(1) Wegen t*< ¥ gilt: % - Vpin S # - Vinin

und wegen 3.3.2 gilt: - Vpin < fg(a)
Nach 3.2.3 ist  t® - vpae < & < % - vgin
Es folgt also: f < Eé?(a)

Das bedeutet: <Ejﬁ(a)) + (f‘) , d.h. (?% @) ist nicht ursidchlich fir ¢,

Bemerkung. Lin Taktzeitpunkt ¢ ¥ kann also nicht Ursache fiir einen
frither oder gleichzeitig cintretenden Taktzeitpunkt ( t% sein. Falls

also umgekehrt <f£§ @) Z (% gilt, folgt: & - t# > 0. Diese (durch
5.3.2 gesicherte) Tatsache ist bei der Formulierung der Taktverteilungs-

regeln (T1}, (T2) bereits beriicksichtigt.

(ii) z.z.: (Ejﬁ{a)> ist nicht ursdchlich fiir (t9 (%< )

Nach Voraussetzung sind ( t% und ) die frithesten Taktzeitpunkte der



(benachbarten) Zellen o und . Aus %< f folgt also mit (b):

O;;:UB-ta;;:Vmax
und aufgrund 3.3.4: 0<® - 1% < spip + Voin
d.h.: < ¢ <t 4 St Vgip

« ist jedoch bis zum Readyzeitpunkt, also mindestens bis zur Zeit t% + Spin
+ Vo in» folglich auch zur Zeit # nicht im T-Zustand ¢ (vgl.5.55 und S.57),
d.h. der mit () (nach 3.3.2 spétestens zur Zeit tﬁ) auftretende T-Input

flr o: (fﬁaxﬁ ist nicht ursdchlich fUr einen erneuten Taktzeitpunkt von a.

WeZ.Z.W.

Lemma 1 bezieht sich jeweils auf eine Menge Gtg_ Fiir jedes t gilt zwar:

Ge & ¥y , es kimnnte jedoch, fiir gewisses t, gelten: Gy ¢ Fp , d.h. es kann
nichts ausgesagt werden dariiber, ob das Lemma in jedem Fall alle Zellen,
die bis zur Zeit ¢ Uberhaupt einen Taktzeitpunkt hatten, betrifft.

Es mull also gezeigt werden, dall keine Zelle von F. mehr als einen ursich-
lichen T-Input erhdlt. Nach Voraussetzung des Theorems erfolgt nur ein
einziger externer (ursichlicher) T-Input an der Ursprungszelle, d.h. fir

jede Zelle a kommen nur noch solche (evtl. ursdchlichen) T-Inputs in Betracht,
die in der Nachbarschaft von o in Verbindung mit Taktzeitpunkten (als T-Out-
puts auftreten, vgl. (T0), (T1).

Lemma 2. Fir jedes t gilt: Fe = G

Beweis. Wir betrachten {imnerhalb £) Zeitpunkte to, t:, t:, ... , die wie

folgt bestimmt sind:

to = t°

ther = min {t¥ ]t < ¢ & o (N}

Jeder Zeitpunkt t, ist also Taktzeitpunkt einer oder mehrerer Zellen in Z*;

es gilt fir jedes n: Fe o & Fepyy o

Das Minimum existiert jeweils, da immer nur endlich viele Zellen o fiir den
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(in £) nichsten, durch Zellen § aus Fe, verursachten Taktzeitpunkt in Frage
kommen, n#mlich gerade die Zellen a: a € N(Ftn), wobei Ftn und damit auch

N(Ftn) zu jedem Zeitpunkt endliche Mengen sind, da durch jeden Taktzeitpunkt
einer Zelle jeweils nur Taktzeitpunkte ihrer (endlich vielen) Nachbarzellen
verursacht werden kdnnen, vgl. (T2). D.h. (t )y « No ist (imnerhalb %) wohl-
geordnet: to<fy<tz<... , und (Ftn)n e N, ist wohlgeordnet bezliglich *'C™;

Ls gilt:
~ 2
Fto = {0} ’ Qi‘tn = VA

Behauptung. ¥n : Fo = G

n

(n € No)

n

Beweis (durch Induktion ilber n).

Induktionsanfang. Es gilt: Fp = G = {o}
Induktionsvoraussetzung. Gelte: Feo= G
Induktionsschritt. Da th+i - Ftn+1 gilt, bleibt zu zeigen:

Ftn+1 \ th+1 = ¢

Annahme: da (a € Fe pp th+1)

Ein solches o hat genau einen Taktzeitpunkt ¢ t% bis zur Zeit t,, demn es

gilt: Fe, und nach Induktionsvoraussetzung: Fe, = G, (d.h. also:

= 11tn+1
o € th), und einen zweiten Taktzeitpunkt ¢t zur Zeit th+1, demn nach
Konstruktion der (t,) kann kein Taktzeitpunkt zwischen t, und t. .1 liegen.

Bs folgt also mit (T1):
3p (B eNeNor & 3¢ (& P oot 8 [0 v, &

By = O

D.h. @ mil vor t. 4 (tn+1==t?) einen ursdchlichen T-Input erhalten haben,
aufgrund eines Taktzeitpunkts einer Nachbarzelle 8 von a.
i. Fall: %y ist nicht erster Taktzeitpunkt von § (tﬁg:tn).

Das hieBe: § € Ftn\ Gy, » was im Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung

steht.

2. Fall: <« ) ist erster Taktzeitpunkt von § (tﬁfg t,) .
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(1) tf = t, . Nach Lemma 1 gilt: Durch (t?) kann keine Zelle von G,

G = Gg_, eilnen ursdchlichen T-Input erhalten. Aus der Annahme folgte aber
# th p g

gerade: E%(a))a (th & ae Gy, , was nach Lemma 1 nicht mdglich ist:

Widerspruch.

(ii) t < t, . Damn ist a e GeB s denn:

Zwischen zwei Taktzeitpunkten von «, ¢t und (t9, liegen die Ereignisse
(E?), (1 und.(}f), vgl., 5.56), d.h. fiir den zeitlichen Abstand der beiden
Taktzeitpunkte gilt:

oz
| t% - ty | > Spmin Y Vmin Y Vmin

& 44 . .
denn es mu 1 < t; sein; ferner gilt:

43
l tf - tr | £ Vamax
Wegen tf < ty gilt: tY - 7 < Vpax

bzw. = Vmax et - o
a @ . >
Wegen t° < t7 gilt: spo0 + Vpin * Vi < 0 - €

Durch Addieren der beiden letzten Ungleichungen erhiilt man:

Smin ¥ Vmin * Y

Wegen 3.3.4 folgt: 0 <« tF-

also t%< P , und somit gilt: « & Gtg_ Mit Lemma 1 ergibt sich dann aber

wie oben ein Widerspruch. Also Fr o1 ™ Gepry -

Damit ist die obige Behauptung bewiesen; es gilt {{ir alle n : Ftn = G,
Die Behauptung von Lemma 2 beweist sich jetzt wie folgt. Nach Konstruktion

von (t,) gilt:
Yn Wt (t, <t <ty = Fo= P & Go= G)

Is gilt: [ [tn,th+) = {t] te £ & t,< t}. Vor t, liegt aber kein Takt-
n
zeitpunkt; es gilt F_ = G, =¢ flr t €[0,t). Somit gilt fir jedes t € £:
WaZoZ W,
Insgesamt gilt nun aber: e, = U Gy, = U Fe = 7°
tet ne Ny neN,

d.h. jede Zelle « € 7° hat genau einen Taktzeltpunkt. q.e.d.
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3.5 Betrachtung von Taktfolgen - prinzipiell

Es soll im weiteren untersucht werden, ob die Menge der Zellen eines Poly-
automaten (E,T), kurz: ein Polyautomat (i,T) lokal-synchron arbeitet, Dazu
ist zundchst nachzuweisen, dafBl tiberhaupt mit jedem an der Ursprungszelle
eingegebenen Taktsignal gerade ein korrespondierender Taktzeitpunkt an
jeder Zelle auftritt (vgl. 3.1.8) .

Mit dem Theorem aus 3.4 ist bisher gezeigt, da dies zumindest bei der Bin-
gabe eines ersten Taktsignals Ty (friher 'To' genamnt) gilt. Da sich die
Taktzeitpunkte benachbarter Zellen dabei hochstens um vy, unterscheiden,
werden (unter der Voraussetzung 3.3.3) die lokalen Uberginge korrekt, d.h.
gemdfl den Regeln von (Z,sim) ausgefithrt. Dabei ist die in 3.4.2 festgestell-
te Tatsache, daB das zu bestimmten Zeitpunkten vom Takt erreichte Gebiet
méglicherweise htheren Geschlechts ist, kein Hinderungsgrund: Soweit zur
Zeit t Taktzeitpunkte eingetreten und dadurch initiierte Zustandsiiberginge
vollzogen sind, liegt damit das partielle Ergebnis gerade eines Ableitungs-
schritts im Simultankalkil (Z,sim) vor. Wird eine endliche Initialkonfi-
guration ¢ in Z vorgegeben, bei der der maximale Abstand einer dem Triger
supp(c,) angehdrenden Zelle von der Ursprungszelle m betrégt, so liegt
spitestens zur Zeit (m+2}- vy, + Spa.  das totale Irgebnis des Ableitungs-
schritts vor, wenn Ti zur Zeit ti= 0 eingegeben worden ist, denn, wie friher
erwdhnt, ist eine endliche Konfiguration bereits durch Einschrinkung auf
den Trédger definiert. Dabei gilt supp(cy) € N(supp(cy)), wenn ¢, der - bzw.

im nicht-deterministischen Fall: ein - Nachfolger von c, ist.

In dem auf 5.34 betrachteten fiktiven Fall spontan-synchroner Ausfithrung der
lokalen Uberginge wiren spitestens nach der auf die Eingabe des ersten Takt-
signals folgenden Dauer e + sp., alle Zustandslbergdnge, insgesamt also
ein globaler Ubergang vollzogen, so dafl danach durch ein zweites Taktsignal
ein zweiter Ableitungsschritt in (Z,sim) zur Ausfithrung gebracht werden

k6nnte, vgl. 3.71.4, nach wiederum e + Spax €in dritter usf.

Wie die zu 3.1.6 fithrenden Uberlegungen zeigen, ist es bei ciner Menge lokal-
synchron arbeitender Automatenzellen ausreichend, wenn an jeder Zelle « die

mit aufeinanderfolgenden Taktsignalen T, , T,, T:,... korrespondierenden Takt-
zeitpunkte Ctf), (t¥, (t& , ... jeweils mindestens mit dem Zeitabstand

e+ Spay  auftreten.



- 77 -

Bei einem Polyautomaten (E,T) hat nun nach der Bingabe des ersten Taktsignals
die Ursprungszelle zur Zeit ti+ Vpay + Spayx mit Sicherheit den Nachfolgezu-
stand eingenommen, so daf nach ihrem Wiedereintritt in den T-Zustand 2, also
zu einer Zeit t; > t + Vpax * Smax * Vpax €in zweites Taktsignal als T-

Input an der Ursprungszelle eingegeben werden kann ( '=' ist deshalb m&glich,
weil ein im Moment des Wiedereintritts in £ auftretender T-Input nicht spon-
tan am Bingang 1 des I-Bausteins auftreten kann). Nach wiederum der Dauer D

2 Vmax t Spax * Vmax kann dann ein drittes Taktsignal eingegeben werden usf.
Wenn nun, wie hier zundchst angenommen ist , die bei dem ersten Taktsignal
an den einzelnen T-Zellnetzen spezifisch aufgetretenen Verzdgerungen sich
Uber die Zeit nicht veridndern, so wiirden bei jedem folgenden Taktsignal die
Taktzeitpunkte der einzelnen Zellen in jedesmal der gleichen Reihenfolge ein-
treten. Dabel wilirde der zeitliche Abstand aufeinanderfolgender Taktzeitpunkte
an jeder Zelle genau D betragen, wodurch eine gegenseitige Beeinflussung der
durch verschiedene Taktsignale erzeugten Prozesse ausgeschlossen wire. Dies

berubt auf folgender Uberlegung.

Bel Eintritt des mit dem zweiten Taktsignal T, korrespondierenden Taktzeit-
punkts () haben in diesem Fall jeweils alle Nachbarn einer Zelle a den
ersten Zustandsiibergang (incl. Rickstellung in den T-Zustand £) mit Sicher-
heit vollzogen, sind also in definiertem Zustand und bereit flir einen erneu-
ten ursdchlichen T-Input. D.h. auch wenn zum Zeitpunkt der Eingabe des Signals
T» nicht alle Zellen von,(i,T) einen Zustandsiibergang (mit Riickstellung in )
ausgefhrt haben, ist lokal (im Bereich einer Nachbarschaft) dies jedesmal

dort schon geschehen, wo ein von T verursachter Taktzeitpunkt eintritt.

Der Beweis des Theorems aus 3.4 heruhte jedoch ausschlieflich auf lokaler
Argumentation (es wurden in jedem Fall nur benachbarte Zellen betrachtet),

so daB (Z,T) im zweiten Takt betrachtet werden kann wie im ersten - demn ein
Nachbar ciner Zelle mit einem zweiten Taktzeitpunkt, der selbst noch keinen
zwelten ursichlichen T-Input hatte, ist im T-Zustand ¢ -, jedoch jetzt, als
wenn ¢z die Initialkonfiguration wire, falls c; die im ersten Takt lokal

bereits erzeugte Nachfolgekonfiguration von cg ist.
D.h. die durch das Theorem fiir einen ersten Takt bewiesenen Aussagen folgen
dann in gleicher Weise auch fiir einen zweiten Takt, mit wieder der gleichen

Argumentation fir einen dritten usf., da dann jedesmal dort, wo ein durch
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ein Taktsignal T, ,; verursachter Taktzeitpunkt eintritt, lokal die k-ten
Zustandsiibergidnge vollzogen und die betreffenden Zellen wieder im T-Zustand
£ sind, so daBl der mit dem Taktzeitpunkt verbundene T-Output {iir eine solche
Zelle ein ursédchlicher T-Input ist und somit auch dort zu einem (k+1)-ten
Taktzeitpunkt filhrt. Dabei unterscheiden sich nach der Theoremaussage (b)
jewells die k-ten Taktzeitpunkte benachbarter Zellen htchstens um v ..
(k=1,2,...). Unter diesen Voraussetzungen sind also die Bedingungen von

Definition 2 aus 3.1 erflillt, und wir erhalten als Korollar zu Theorem 3.4.3:

3.5.0 Unter der Voraussetzung, daf} die in den T-Zelinetzen auftretenden
Verzogerungen zeiltlich konstant sind, gilt: (i,T) arbeitet

lokal-synchron.

Das heifit aber: Mit jedem Taktsignal wird durch den Zellularautomaten (Q,T)
gerade ein Ableitungsschritt des korrespondierenden Simultankalkiils zur Aus-
fihrung gebracht - bei lokal-synchroner Arbeitsweise! Somit ist bewiesen:
AuBer durch einen synchronen {(3.1.2) kann (Z,sim) auch durch einen lokal-

synchronen Zellularautomaten adidquat ausgefihrt werden (3.3.1).

Es soll nun untersucht werden, inwieweit dieses Konzept lokal-synchroner
Arbeitswelse mit den in 3.1 formulierten Postulaten vereinbar ist. Dazu mis-
sen wir die Moglichkeit eines zeitlichen Variierens der in den T-Zellnetzen

auftretenden Verzégerungen konsequent in Betracht ziehen (3.2.3a)):

Bei einer Folge von an der Ursprungszelle eingegebenen Taktsignalen Ti, T, ,..
durchlduft moglicherweise ein Signal Ty, bestimmte T-Zellnetze (aufgrund
kleinerer dort auftretender Verzdgerungen)} schneller als das vorhergehende
signal Ty. Als globale Auswirkung dieser zeitlichen Variation der "Signalge-
schwindigkeit" in den Komponenten des T-Netzes konnte das mit 3.71.70 bereits
angesprochene Problem einer Einholung von aufeinanderfolgenden Taktsignalen
im T-Netz auftreten: falls ndmlich Impulse, die ein Signal Ty 41 Teprisentie-
ren, das T-Zellnetz einer Zelle erreichen, die noch in der Abwicklung des

durch das vorangehende Taktsignal T, erzeugten Prozesses begriffen sind.

Nimmt man, gemdfl 3.2.3a), einmal an, daB beim ersten Takt T: an allen Zellen
eines Polyautomaten (Z,T) die Verzdgerung vp,. auftritt, bei einem weiteren
Takt T: jedoch jeweils vy, , so wird sich die zweite "Taktfront' (der

Rand des von T. zur Zeit t erreichten Gebiets Féz) ) mit wachsender Zeit
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t der ersten (dem Rand' von Fél)} immer mehr amndhern und - egal, wie grof
der Zeitabstand bei der Taktsignaleingabe gewidhlt wurde - schlieflich an den
Bereich von Zellen gelangen, die nach der Ausfihrung des ersten Zustands-
tUbergangs noch nicht wieder im T-Zustand £ sind. An diesen Zellen kénnen
aber die das zweite Taktsignal représentierenden Impulse keine fiir einen
zweiten Taktzeitpunkt ursdchlichen T-Inputs sein, und somit tritt an diesen
Zellen das Signal T; nicht auf. Unter den mit 3.2.3a) vorliegenden Voraus-

setzungen gilt also:

3.5.1 Eine Einholung von aufeinanderfolgenden Taktsignalen ist

prinzipiell moéglich.

Mit 3.1.10" waurde die Frage angesprochen, ob ein Taktsignal Ty durch das
nidchstfolgende Signal Ty4q, evtl. auf einem anderen Wege, Uiberholt werden
kann, d.h. dafl zu irgendeinem Zeitpunkt t an einer Pék) nicht angehtrenden
Zelle ein von T, ., verursachter Taktzeitpunkt eintritt. Betrachten wir zu-

nidchst die ersten beiden Taktsignale T: und T: .

Das zweite Taktsignal wird - wie jedes Taktsignal - an der Ursprungszelle,
alsc im Inneren® des mit t wachsenden, zusammenhingenden Gebietes Fél)
eingegeben. Um das Signal Ty zu ilberholen, mifte T., da es nur von Nachbar-
zelle zu Nachbarzelle weiterlaufen kann, zu irgendeinem Zeitpunkt ts den

Rand von Féj) passieren, was eine vorherige Einholung voraussetzt,

Falls keine Einholung auftritt, kdnnte also T, nicht Ty Uberholen. Mit dem
gleichen Argument kénnte dann, ohne vorherige Einholung, Ts nicht T» (erst

recht nicht T: ) Uberholen usf., das heifldt:

3.5.2 Falls zu keinem Zeitpunkt eine Einholung auftritt, ist eine

Uberholung aufeinanderfolgender Taktsignale nicht méglich.

Jedoch ist es denkbar, daff eine Zelle @, an der aufgrund einer Einholung das
k-te Taktsignal nicht auftritt, eben weil sie wihrend des k-ten Taktzeit-
punkts ihrer Nachbarzellen nicht im T-Zustand £ ist, den mit dem (k+1)-ten

'Fiir jedes t ist Rand(F{*)) := Fék)ﬁ N( N(Fék)}\Fék)), k=1,2,...;
N bezeichnet die erweiterte Nachbarschaft.

Flr jedes t ist Inneres(Fék)] = Fék)\Rand(Fék}), k= 1,2,
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Taktzeitpunkt einer Nachbarzelle 8 auftretenden T-Output <E%(a)> im
T-Zustand & erhdlt: als ursdchlichen T-Input also, der zu einem T, ., repri-
sentierenden Taktzeitpunkt von e flihrt. In diesem Fall hitte, bedingt durch

vorherige Einholung, T,,, das Signal T, iberholt.

Betrachten wir nun einen Polyautomaten (E,T) mit Initialkonfiguration,
dessen sémtliche Zellen zur Zeit ty= 0 im T-Zustand £ sind. Es werde eine
Folge von Taktsignalen T:i, T:,... an der Ursprungszelle zu Zeltpunkten

ti, ta,... Jeweils mit dem Abstand D 2 V.o + Spox ¥ Vpay Gingegeben,
d.he fir k= 1,2, ...:

(T0) (k) 3ty ([t * vy,

0 o
e ST VL & (tk))

und es sei vorausgesetzt, dal keine Einholung aufeinanderfolgender Takt-

signale auftritt.

Flr jedes k sind also zu jedem Zeitpunkt t diejenigen Nachbarn einer Zelle
mit einem zu t auftretenden, durch das Signal T, verursachten Taktzeitpunkt,
die noch keinen durch T, verursachten T-Input hatten, im T-Zustand £; d.h.
die entsprechende Voraussetzung des Theorems aus 3.4 ist jeweils 1lokal
erfiillt (vgl. die obigen Uberlegungen fiir den Fall zeitlich nicht variieren-

der Verzdgerungen) .

D.h. daB fur jedes k (a) an jeder Zelle « Uberhaupt ein durch T} verursach-
ter Taktzeitpunkt (ﬁ@ eintritt, wobei (b} die (friihesten) durch T, verur-
sachten Taktzeitpunkte benachbarter Zellen sich um hochstens v .. unter-

scheiden. Mit 3.5.2 folgt ferner:

Fr jede Anzahl k+1 von zur Zeit t bereits eingegebenen Taktsignalen gilt
flir jedes t:
- (k413 - (k) - (1)
Fe ¢ T o0 ¢ e
wobed. Fék) = {a| 3t§ (2t & « o}, k=1,2, ... ; insgesamt kamn
damn, die Theoremaussage (¢) betrelffend, fir jedes k das (k+1)-te Signal
betrachtet werden, indem iiber die Menge Fék+1) genauso argumentiert wird

wie 1m Beweis des Theorems liber die Menge Fo (Ft = Péi)).
Unter der (Induktions}Voraussetzung: Vt Fék) = Gék)

folgt dann (Induktionsschluf): vt Fék+1) = Gék+1}
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und da nach dem in 3.4 bewiesenen Theorem (als Induktionsanfang) gilt:
ve B =", folgt: vkeN veet EX = {9

D.h. an jeder Zelle von (Z,T) tritt dann fir jedes eingegebene Taktsignal Ty
eln korrespondierender Taktzeitpunkt auf, wobei sich die k-ten Taktzeit-
punkte benachbarter Zellen paarweise hochstens um v, unterscheiden und
die korrekte Ausfithrung der lokalen Uberginge aufgrund 3.3.3 gewdhrleistet
ist. Die Bedingungen von Definition 2 aus 3.1 wiren also erfiillt. Damit ist

gezeigt:

5.5.3 Falls zu keiner Zeit t an _einem Ort o eine Einholung aufeinander-

folgender Taktsignale auftritt, so arbeitet (i,T) lokal-synchron.

BEine Einholung tritt aber gerade dann nicht auf, wenn (fiir k=1,2,...) jede
Zelle a, die einen durch das Taktsignal T, verursachten Zustandstbergang
vollzogen hat, zum Zeitpunkt des frithesten durch das Signal T, ., verur-
sachten T-Inputs an «, der als T-Output mit dem Taktzeitpunkt einer Nachbar-
zelle # von « auftritt, im T-Zustand £ ist, denn:

(1) ist dann dieser T-Input ursdchlich, d.h. in seiner Folge tritt ein Ty

reprisenticrender Taktzeitpunkt an « auf, und

(ii) betrigt dann die Differenz der (k+1)-ten Taktzeltpunkte von a und 8

héchstens v was (fir « und dieses ) nicht gewdhrleistet wire,

max ?
wern dadurch, dafl « erst nach dem Auftreten des T-Outputs von § in den
T-Zustand ¢ eintritt, ein anderer als der fritheste T-Input ursdchlich

fiir den Taktzeitpunkt von « wire.

Jede Zelle & ist aber mit Sicherheit nach der auf den letzten ursichlichen

T-Input folgenden Dauver vy .. + s + Vpax Wieder im T-Zustand ¢. D.h. ein

max
unmittelbar jetzt folgender T-Input wire ursidchlich fir einen erneuten Takt-
zeltpunkt von a; tritt der T-Input jedoch friher auf, ist mbglicherweise o

nicht im T-Zustand ¢,

Hinreichend dafiir, dall keine Einholung auftritt, wire also ein zeitlicher
Mindestabstand der von aufeinanderfolgenden Taktsignalen verursachten frihe-

sten T-Inputs an jeder Zelle: Dgiy = Vpax * Spmax * Vmax -
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Da die vom ersten Taktsignal T\ verursachten frithesten T-Inputs an jeder Zelle
ursidchlich sind, gilt das unter dieser Voraussetzung auch fir jedes folgende

Taktsignal. D.h. also:

3.5.4 Treten an jeder Zelle von (i,T) die durch aufeinanderfolgende Takt-
signale verursachten frilhesten T-Inputs mit mindestens dem Zeitab-
+ Voax aul, so arbeitet (E,T) lokal-

+
Sma

stand Dmin = v %

max
synchron.

Wie die zu 3.5.1 fithrende Uberlegung ergibt, kann jedoch - bei beliebiger
Wahl des Zeitabstandes I} bei der Taktsignaleingabe an der Ursprungszelle

{D z Dyin) - prinzipiell eine Einholung eintreten. Im folgenden werden wir
zeigen, dafl eine solche Einholung - jedenfalls unter schwachen (lokalen)
Voraussetzungen (auch zusitzlichen) - nicht mit absoluter Sicherheit auszu-

schliellen ist.

Un eine tiber ein kritisches Mall hinausgehende zeitliche Anndherung der Takt-
fronten zweier aufeinanderfolgender Signale zu verhindern, mifte dort, wo

ein solcher Fall an der zeitlichen Dichte der durch die Signale an den Zellen
hervorgerufenen T-Inputs erkennbar wird, unter Bezugnahme auf den "'Grad" der
Anndherung ein dem entgegenwirkender Eingriff erfolgen: ein Regelungsprozef
also, der von im T-Netz zu représentierenden Regelgliedern ausgefiihrt werden
mifite. Ein solches Regelglied wire unter den Postulaten aus 3.1 #hnlichen
Beschriinkungen in seiner Genauigkeit unterworfen wie ein Schaltelement nach
Voraussetzung 3.1.3. Wir wollen die Diskussion auf solche Regelungsprozesse
beschrinken, die sich innerhalb der lokalen Struktur eines Polyautomaten (Z,T)
realisieren lassen: Das Messen und Regeln der zu kontrollierenden GréRen soll

jewells in ein und derselben Zelle erfolgen.

Nun sel angenommen, daB ein Regelungsprozell gegeben ist, der folgenden Bedin-

gungen geniigt:

(1) Bei Unterschreiten einer kritischen zeitlichen Distanz Dy ;¢ Zweler
aufeinanderfolgender Taktsignale an einer Zelle wird das zweite dort
zusdtzlich verzbgert, genauer: die zwischen ursidchiichem T-Input und
dem (mit T-Outputs einhergehenden) Taktzeitpunkt liegende Verzigerung

wird vergroflert.
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(2) Die Zusatzverzdgerung ist vom Grad der Amniherung abhingig und tritt

mit einer Toleranz i% auf,

(3) Bel zwei aufeinanderfolgenden Taktsignalen, von denen das erste in
jedem durchlaufenen T-Zellnetz hochstens der Verzdgerung vp,, unter-
liegt, wird eine Anndherung dber einen Mindestabstand D_;  hinaus in

jedem Fall verhindert (Dy;, < Diepit) -

(4) Die Zusatzverzdgerung und damit auch die Gesamtverzégerung ist nach

oben begrenzt,

(5) s ist zugelassen, daf} die maximale Gesamtverzdgerung im T-Zellnetz
um ¢ grofer als vy,, 1st, jedoch gelte {anstelle von 3.3.3):

Vmax T ¢ €.

Wir werden nun einen Extremfall konstruieren, bei dem die verschiedenen Ver-
zbgerungen innerhalb der gegebenen Toleranzen in solcher Weise auftreten,
dafl kein Regelungsprozel, der (1) bis (5) geniigt, eine Einholung von Takt-

signalen zu verhindern imstande ist,

Wir betrachten dazu einen eindimensional halbseitig unbegrenzt sich erstrek-
kenden Streifen von Zellen oo, &y, @3, ... , deren T-Zellnetze zusitzlich
ein (1) bis (5) erfiillendes Regelglied enthalten. Ein (als T-Input} an eine
Zelle a) gelangendes Taktsignal wird durch das T-Zellnetz von oy (als T-Out-
put) an o)., weitergegeben; die Eingabe der Signale erfolge an e, .

Es sel zundchst angenommen, dafl fiir das erste Taktsignal Ty an allen Zellen
die nach 3.2.3 maximale Verzdgerung vp.,. auftritt, bei allen folgenden Sig-

nalen aber jeweils vp;,. Das bedeutet, dal (vgl. das nachstehende Beispiel)

Cyq h
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ohne Eingriff durch einen Regelungsprozefl 7T, das erste Signal T; einholen

wiirde, was nicht passieren darf: es soll ja ein Mindestabstand D, —an kei-

ner Zelle unterschritten werden.

In dem angenommenen Fall wird jedenfalls an irgendeiner Zelle die kritische
Zeitdistanz zwischen den beiden Ty und T, repridsentierenden T-Inputs unter-
schritten, so dafl gemd} (1) der Regelungsprozel Zusatzverzdgerung z fir T,

generiert. Hierfir sei nach (2) angenommen, dafl z jeweils den innerhalb der
+ & wire also der an der oberen

Toleranz minimalen Wert z, annimmt (z, = 7y

Toleranzgrenze liegende Wert),

Gemdfl {3) kann sich bei stdndigem Anhalten all dieser Bedingungen die zeit-

liche Distanz von T: und T an keiner Zelle unter den Mindestwert Dy, ver-

ringern. Das bedeutet, daf in dem jetzt zu betrachtenden, noch zugelassenen
Fall: an jeder Zelle wird Dy, tatsichlich angenommen, als Summe von v,
und Zusatzverzégerung (untere Toleranzgrenze) fiir T, nun jeweils Vipax  auf-
tritt, jedoch nur unter dem fortwihrenden Einwirken von Zusatzverzégerung,

gemdfl den obigen Voraussetzungen.

V.

Ab einer bestimmten Zelle tritt also an allen folgenden Zellen fiir T, v,

auf, Da nach Voraussetzung die Signale T;, Ta, zunfichst an jeder Zelle

der VerzGgerung vy, unterliegen, kommt es hier zwischen je zwei aufeinander-

folgenden Signalen zum gleichen Ablauf wie bei Ti, T.. Dazu folgende Skizze:

“m(3) /+’ for Dy /+ _ /+,
S ,
i
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Fir jedes n gibt es dann alsc ein m(n), so daf ab der Zelle “nn) alle Takt-
signale bis einschliefilich T, jeweils der Verzbgerung vp., unterliegen, so-

lange die bisherigen Bedingungen unverdndert gelten.

Jetzt wollen wir zeigen, daf es unter der Annahme, dall diese Bedingungen
in einer bestimmten, prinzipiell méglichen Weise variieren, zu einem unver-

meidlichen Fkiat kommen muf.

Bis zu einer Zelle o) sei also die oben dargestellte Situation (fiir ein festes
n) gegeben (k > m(n) ). D.h. an «) betrdgt der Zeitabstand der T-Inputs je
zweier aufeinanderfolgender Signale jeweils Dy, (bis einschliellich Tn-q, Ty).
Ab hier trete jedoch nundie jeweilige Zusatzverzégerung mit dem an der oberen
Toleranzgrenze liegenden Wert z_ = z, + 8§ auf, was nach (2) moglich ist, so
dafl mumn die Signale in jedem folgenden T-Zellnetz der (nach (5) zulidssigen)
maximalen Gesamtverzgerung v .. + § unterliegen. Vereinfachend sei angenom-
men, dal mit dem sich fir Ty, T, an ayy41 ergebenden Abstand Do, + & der kri-
tische Abstand Uberschritten ist, so da an @y, im H6chstfall v . zu erwar-
ten ist (eine groéfere Verzdgerung wiirde sich im hier konstruierten Fall nur

verschdrfend auswirken).

Angenommen, es tritt nun {iir T» an allen folgenden Zellen jewells vp., (statt

wie zuvor v, ,) auf, und angenommen, es geschieht ein analoger Wechsel der Be-

dingungen fiir Ts ,...,T,-1, 50 ergibt sich folgender Ablauf:
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Wihrend T, nur eimmal dem maximalen Einflufl des Regelungsprozesses unterliegt
(an «y,), besteht fur Ty diese Moglichkelt zweimal (an ay und an ey, ), fir Ts
entsprechend dreimal usw.; flir das n-te Signal kann also (n-1)-mal hinterein-
ander die maximale Gesamtverzdgerung Vvy., + 6 auftreten, bevor es dem Ein-

fluf} der Regelung nicht mehr unterliegt.

Tritt nun fir das (n+1)-te Signal die Zusatzverzdgerung {von der Zelle ay an)
wieder mit jeweills dem an der unteren Toleranzgrenze liegenden Wert auf, so
daB flir T .4 also an jeder Zelle die Gesamtverzdgerung Vya, betrdgt (wie in
der vorseitigen Abbildung fUr Ts angedeutet), so erfolgt eine Anndherung von
Thy1 an T, die vom Regelungsprozel wegen der Annahme (4) nicht mehr zu kom-
pensieren ist; auch jeder kleinere als der nach (3) vorgegebene Abstand D,
kann, wenn n bei der Konstruktion des obigen Beispiels nur hinreichend grofi
gewdhlt wird, so stark unterschritten werden, dafl schliefilich ein von T, .4

verursachter T-Input nicht-ursichlich ist,

D.h. auch wenn in (3) ein Regelungsmindestabstand vergegeben wird, der noch
beliebig viel "Spielraum' enthdlt, kann eine Einholung von Signalen nicht aus-
geschlossen werden, soweit keine maximale Anzahl von in Betracht kommenden
Taktsignalen bekannt ist (was hier angenommen werden soll): Die Konstruktion
des obigen Beispiels beruht ndmlich gerade darauf, dafll unter den Ausgangsbe-
dingungen (1),...,(5) flr hinreichend grofies n bei einem Signal T, eine belie-
big lange Folge von Auftreten der maximalen Gesamtverzdgerung (in T-Zellnet-
zen) denkbar ist, die vom Regelungsprozefl nur solange zu bewiiltigen ist, wie
beim folgenden Signal die Zusatzverzogerung auch mit dem an der oberen Tole-

ranzgrenze liegenden Wert auftritt.

Eine Linholung von Taktsignalen kénnte durch einen Regelungsprozefd alsc nur
dadurch verhindert werden, dafy, wenn irgendwo (in vorher nicht anzugebender
Entfernung vom Ursprung) der Beginn einer mehrfachen kritischen Anndherung
erkennbar wird, rechtzeitig ein die Anzahl eingegebencr Taktsignale betrefl-
fender Bingriff erfolgt, das bedeutet: Die Taktuhr dirfte kein weiteres Sig-
nal abgeben, sclange von "zu vielen'" Zellen eine kritische Signaldichte gemel-
det wird. Eine solche Regelung wire ein globaler Prozefl: er erforderte
eine Informationstibermittlung zwischen beliebig weit vom Ursprung entfernten
Zeilen und der Ursprungszelle, dem Ort der Taktuhr. Die physikalische Reali-
sierung eines derart geregelten wachsenden Automaten wire mit 3.1.0 unverein-

har.,
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Dagegen ist die uneingeschridnkte Realisierung eines Polyautomaten mit einem
ausschiieflich (1),...,(5) genligenden, in. jedem einzelnen T-Zellnetz repri-
sentierten Regelungsproze denkbar, jedoch kann ein solcher lokaler Rege-
lungsprozef, bei unbeschrdnkter Anzahl von Zellen, das Einhalten eines Sig-
nalmindestabstands D,;, an jeder Zelle nicht gewdhrleisten, wie das obige

Beispiel gezeigt hat. Wir stellen also fest:

5.5.5 (Negativresultat.) Eine Einholung von aufeinanderfolgenden Takt-
signalen kann durch einen lokalen Regelungsprozef prinzipiell

nicht ausgeschlossen werden.

Es soll abschliefend die Notwendigkeit der Bedingungen (1),...,(5) diskutiert
werden.

(1) Eine zusdtzliche Verzdgerung ist erforderlich, um tiberhaupt EinfluBl auf
die an den Zellen auftretenden Taktabstdnde nehmen zu kidnnen. Eine eventuelle
Beschleunigung des ersten Taktsignals gegeniiber dem zweiten ist undenkbar bei
einem innerhalb jeweils einer Zelle EinfluB nehmenden Regelungsprozef, denn
erst bel dem Eintreffen eines Nachfolgesignals T' (als T-Input) an einer Zelle
a wird eine zeitliche Distanz zum vorausgehenden Signal T feststellbar, so daf
die bis zur Weitergabe des Taktsignals T (als T-Output) an « auftretende Ver-
zogerung zum Zeitpunkt des Eintreffens von T' ein bereits eingetretenes EBreig-
nis ist, an dem nicht manipuliert werden kann. - Die Zusatzverzdgerung soll
erst bei Unterschreiten eines Abstands Dy ;. einsetzen, der unter dem Zeitab-
stand Dpppr bei der Taktsignaleingabe liegen muf: andernfalls wiirde jedes auf
Ty folgende Signal von vornherein zusdtzlich verzogert.

(2} Die Annahme, daf} die (idealen) Werte der Zusatzverzdgerung tatsichlich
toleranzbehaftet auftreten, resultiert aus den bereits angesprochenen Be-
schridnkungen fir die Genauigkeit von (physikalischen) MeB- und Stellgliedern
(kdonnte man Zusatzverzégerung exakt bestimmen und generieren, so wire ein
funktionsfédhiger lokaler RegelungsprozeR denkbar).

(3) Die Verzégerung Viax kann schon beim ersten, von keiner zusiitzlichen Ver-
zbgcrung betroffenen Signal auftreten und muB daher im genannten fall vom
Regelungsprozell bewdltigt werden konnen.

(4) Eine Beschrinkung der maximalen Gesamtverzdgerung im T-Zellnetz ist bei
angestrebter lokal-synchroner Arbeitsweise der Zellen ag, a;,... notwendig:
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Nach Definition 2 aus 3.1 diirfen die aus einem Taktsignal T resultierenden
Taktzeitpunkte je zweier Zellen ey, @y4q hochstens um einen endlichen Betrag

g differieren.

(5) Die Gesamtverzdgerung mufl jedoch v, .. iiberschreiten kémnen, denn wenn an
einer Zelle a) der Zeitabstand der von zwei aufeinanderfolgenden Signalen T,
T' verursachten T-Inputs D ;. betrdgt, so kann ohne Zusatzverzdgerung im bEx-
tremfall (vp., bei T, vyi, bei T') der Zeitabstand der resultierenden T-Out-
puts an «y (der T-Inputs an g also) Dyin = Vipax * Vpin Petragen. Um in

diesem Fall D . einzuhalten, muf die zu generierende Zusatzverzdgerung

n

mindestens v

max ~ Vmin Detragen, z, » V.. - Vnin, also; die Gesamtver-

zogerung betrdgt dann  Vgin * Zy , d.h. im geringsten Fall vpax. Bei zusam-
mentreffendem Auftreten der Maxima von v und 2z kann die tatsdchliche
Gesamtverzdgerung aber vpae + Zg, a1SO Viasy * Vmax - Vmin * 8 betragen,
wobei C = Vyay - Vpin + 6 die in (5) vorausgesetzte Ungleichung erfiillen

mufd.

Ein lokaler Regelungsprozef mufl also notwendigerweise (mindestens) den Bedin-
gungen (1),...,(5) genigen. Jedoch zeigt das obige Beispiel, dafl sich daraus

schon ein nicht zu verhindernder Fall einer Einholung konstruieren 1iQRt.

3.6 Betrachtung ven Taktfolgen in Polyautomaten (E,T)(“)

Wie wir gesehen haben, ist also eine Einholung aufeinanderfolgender Taktsig-
nale unter der Voraussetzung 3.2.3a) in keinem Fall mit Sicherheit auszu-
schliefien, wenn eine unbeschrinkte Anzahl von Zellen betrachtet wird, ob mit

oder ohne Regelungsprozell {3.5.1/3.5.5).

Nun ist jedoch nicht anzunehmen, daf in der physikalischen Realitit zu irgend-
einem Zeitpunkt unendlich viele Zellen existieren kémnen; die Resourcen sind
begrenzt. Zur Beschreibung realer Zellularautomaten werden daher i.a. die
aut 5.23 erwihnten endlich berandeten Zellularrdume (mit Ruhezustand) zu-
grundegelegt und vorausgesetzt, daf zunidchst ein bestimmter endlicher Bereich

von Zellen - geniigend grof3, die Initialkonfiguration plus erwarteten Zuwachs
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bel der Losung einer dem Automaten ibertragenen Aufgabe fassen zu kdmnen -
realisiert wird. Er wird durch snezielle Randzellen abgeschlossen oder aber
durch normale Zellen, die im Fall, daB sie dem Rand des bisher realisierten
Bereichs angehéren, die fehlenden #dufleren Nachbarn als im Ruhezustand be-

findlich interpretieren, was hier angenommen werden soll.

Falls zur Ldsung einer {z.B. rekursiven) Aufgabe der realisierte Bereich

nicht ausreicht, also irgendwo der Rand erreicht wird, sind von auBen nach
Bedarf neue Zellen anzufiigen (vgl. S.29)'. Das betreffs seiner Komponenten
homogene Schema des T-Netzes erlaubt es dabei, einen solchen Erweiterungs-
schritt - jedenfalls was die Finrichtung des physikalischen Aufbaus betrifft -
als von der GriBe des bereits realisierten Bereichs unabhingigen 1lokalen
Prozell auszufiihren: durch einfaches Anfligen einer Zelle (mit unterliegendem
T-Zellnetz) - in dieser Hinsicht ist also 3.1.0 erfillt. Jedoch besteht fiir
jeden beliebigen endlichen Zeitabstand bei der Eingabe von Taktsignalen bei
genligend grollem Abstand n  einer Zelle vom Ursprung die prinzipiell nicht
vermeldbare Moglichkeit einer Einholung von Signalen, die die uneingeschrinkte

Realisierung eines Polyautomaten (E,T) ausschlief3t,

Wir wollen nun einen realen (endlich berandeten) Zellularautomaten, der mit
einem T-Netz unterlegt ist, mit (i,T)(“) bezeichnen® , falls n der gréfite
Abstand einer realisierten Zelle zum Ursprung ist, und untersuchen, welchen

Beschrankungen dann (E,T)(n) unter der Voraussetzung 3.2.3a) in bezug auf

Einholungen unterliegt.

Betrachten wir zundchst die fUr gegebenes n durch einen realen Automaten
(E,T)(“) zur Verfilgung stehenden Zellanzahlen. Wegen der zugrundegelegten
von-Neumann-Nachbarschaft belegt der zu festem n gehdrende Bereich von Zel-
len ¢ mit d(x,0) < n einen rautenférmigen Ausschnitt der Ebene 7° mit

2n® +2n+1 = (n+1)?+n® Zellen. Daneben wollen wir die maximale Anzahl von
in Rechteckanordnung verfiigharen Zellen angeben. Flr gerades n betrigt die
Anzahl: n®+2n+1 = (n+1)?, fiir ungerades n: ((n+T)+1) ((n+1H- 1) =

n’ +2n. D.h. fiir n=100 verfigt (Z,T) ™) {iber ~ 20000 (10000} und fiir
n=1000 dUber ~ 2 000 000 (1 000 000) Zellen. (Bei einigen Millionen von

' Selbstverstindlich sind unter der Annahme begrenzter Resourcen prinzipiell
rekursiv lésbare Aufgaben denkbar, die durch keinen Automaten effektiv

losbar sind
*Gedacht ist an physikalisch realisierbare GréfRenordnungen von n.
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Zellen stellt ein realisierter Zellularautomat von Codd [ COD | nach Schitzun-
gen der auf dieses Ziel hinarbeitenden ICRA- Gruppe/Ungarn ein mit herk&mm-

lichen Computern vergleichbares Medium dar [ FAY1].)

Betrachten wir nun fiir beliebiges, aber festes n einen realen Automaten (E,T)(n)
und Taktsignale T: und T, , so 14Bt sich eine Einholung mit Sicherheit dann aus-
schliefen, wenn mit der Eingabe von T, gewartet wird, bis an allen Zellen «
mit d{@,0) = n der durch T initiierte Zustandsibergang vollzogen und ¢ wie-
der im T-Zustand £ ist, d.h. wenn der Abstand zwischen der Eingabe von T; und

T, (mindestens)
3.6.1 D‘I‘AKT T Vpay t Dmin

betrdgt, wobel wir Dyiy = Viay * Spax * Vmax £6Setzt hatten (3.5). D.h. fiir
festes n geht Dpagr = Dpin, wenn v . > 0; wegen (P1)/(P4) kann jedoch die
Verzbgerung im T-Zellnetz nicht beliebig klein werden. Bei dieser Wahl (3.6.1)
des Taktabstandes wird darmm, einer globalen Synchronisierung #hnelnd, je-
wells eine "'synchrone Konfiguration' von (i,T)(n): das totale Ergebnis eines
Ableitungsschritts des von (i,T){n) ausgeftihrten Kalklils erzeugt, bevor ein

neues Taktsignal eingegeben wird.

Fir lokal-synchrone Arbeitsweise von (Z,T)(n) ist es jedoch hinreichend,
wenn die Zeitpunkte des Auftretens je zweier aufeinanderfolgender Signale T
und T* (als T-Inputs) an jeder Zelle mindestens den Abstand Dy;, haben (3.5.4).
Wird der Abstand bei der Takteingabe gerade so grof gewdhlt, dafl im nach
5.2.3a) zuldssigen Extremfall - ein Signal T erfihrt an allen durchlaufenen
Zellen vpa,, aber T' jeweils wvp:, - an den duflersten Zellen D,;, gerade
noch nicht unterschritten wird, alsc keine Einholung auftritt, so arbeitet

(Z,T) (™) 1lokal-synchron.

Unter diesen Umsténden wiirde ein Signal T' an jeder durchlaufenen Zelle gegen-
tiber T um den Betrag vp.y = Vpin aufholen, so daf der Zeitabstand des T-
und des T'-Inputs an einer Zelle a mit d(x,0) = n gerade dann D4, betriige,

Wweni
3.6.2 Dragr = 1 (Vpax = Viin) * Dy

gesetzt wird, D.h. unter der schwachen Voraussetzung 3.2.3a) gilt:
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3.6.3 (2,T)(n) arbeitet mit Sicherheit lokal-synchron, wenn der Zeit-
abstand bel der Taktsignaleingabe mindestens n- (Vpaw Voin)t Duin

betrigt.

Da Vpax = Vipin < Vpax 15t, liegt bei lokal-synchroner Arbeitsweise also ein
echter (mit n wachsender!) Zugewinn betreffs der Anzahl pro Zeiteinheit ein-
zugebender Taktsignale, m.a.W. bei der Taktfrequenz vor; insbesondere ist
aber Dpagp nicht mehr abhingig von der maximalen GroBe der Verzdgerungen in
den Komponenten des T-Netzes, sondern nur noch von der Gréfe der Toleranz:
Mit Vpay = Vpin = O geht Dpagr = Dpin, d.h. je schirfer die Zeit''konstan-
ten'" der Verzdgerungsglieder sind, desto mehr ndhert sich {(bei festem n) der

lokal-synchrone Fall dem spontan-synchronen (3.1.4).

Da aufgrund von {(P2) bzw. 3.2.3a) eine zeitlich absolut konstante Verzdgerung
in den einzelnen T-Zellnetzen nicht angenommen werden kann, gilt aber wie im
vorher diskutierten Fall: Dppge =~ @ fiir n =+ « ; jedoch wichst Dppypp linear
mit n , die mit Sicherheit lokal~synchron arbeitende Anzahl von Zellen dage-
gen mit n®.

Nun scheint der fiir das Ergebnis 3.6.3 betrachtete Extremfall im Hinblick auf
die Eigenschaften realer (physikalischer) Verz8gerungsglieder gleichfalls 'ex-
trem unwahrscheinlich' zu sein: Man wiirde eher erwarten, dafl, bei einer grofBen
Anzahl von wiederholten Experimenten, die in einer beliebigen Komponente eines
T-Netzes auftretenden Verzdgerungen sich "ausmitteln"”, wobei sich die Abwei-
chungen nach oben und unten in einem gewissen Bereich des nach 3.2.% zu be-
trachtenden Intervalls [ Vyin,Vmax | h#ufen, so daB bel einer 'mafvollen"
Verkleinerung des in 3.6.2 angegebenen Taktabstandes fiir einen Polyautomaten
(Z,7) (2} noch mit "ziemlicher Sicherheit" Einholungen ausgeschlossen werden
kénnten. Wenn also, kurz gesagt, die Existenz von Mittelwerten und Varian-
zen gesichert ist, liegt es nahe, mit einer stochastischen Betrachtung

die Méglichkeiten der Polyautomaten (Z,T) (™) weiter zu erschliefen.

Offenbar wird der Grad an Sicherheit mit sinkendem Taktabstand (bei festem n)
bzw. zunehmendem n (bei festem Dypge) abnehmen, so daf auch bei dieser Be-
trachtung die Frage nach den Grenzen entsteht: In beiden Fdllen wird man,
bei gewlinschter hoher Einholungssicherheit, nicht iiber bestimmte Werte hinaus-

gehen kénnen.
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Der Bereich einer verlidfilich lokal-synchronen Arbeitswelse eines Automaten
(Z,T) (@) unterliegt in Hinsicht auf n und Dpagp Beschrinkungen, deren
"Trade-offs" wir untersuchen wollen. Zur Einordnung kann einmal 3.6.3 heran-
gezogen werden; auf der anderen Seite interessiert uns, wie weit wir den
durch 3.6.2 gegebenen Wert Dpagp(n) bzw. n{Dpaxr) allenfalls unter- bzw.

tiberschreiten konnen.

Es sollen also nun Wahrscheinlichkeiten von Einholungen untersucht werden
(ohne Vorliegen eines Regelungsprozesses). Dabei wird davon ausgegangen, dafy
die Auftreten bestimmtery Verzégerungenk'vi {an einer Zelle a, verursacht
durch die Signale Ty, , k =1,2, ...) Zufallsereignisse sind, oder anders ge-
sprochen: Realisierungen von Zufallsvariablen V¥, die einer bestimmten
Wahrscheinlichkeitsverteilung geniigen. Da jeder beliebige Wert aus dem Inter-
vall [ Vygin,Vmax | als Verzogerung realisiert werden kann - die zugrundelie-

gende Zeit £ ist kontinuierlich - , muf dies eine stetige Verteilung sein.

Wir wollen hier annehmen, daf} die fir eine Folge von Taktsignalen T ,Tz,...an
einer Zelle ¢ realisierbaren Verzdgerungen v, v§,... normalverteilt
sind mit dem Mittelwert u® und der Standardabweichung o%; dies ist sinnvoll,
wenn man annimmt, da sie jeweils Resultate des gleichen, mit gewissen Unge-
nauigkeiten behafteten physikalischen Prozesses sind (Variieren der Zeit-

"konstanten'' eines Verzfgerungsgliedes).

Ferner setzen wir voraus, daly die an den verschiedenen Zellen @, 8, ... des
betrachteten Polyautomaten,(%,T)(n) beim k-ten Taktsignal realisierten Ver-
zhgerungen Vi,vﬂ, ... unabhdngige Zufallsereignisse sind (fir k=1,2,

3, ...), m.a.W. daB die Zufallsvariablen V“ ,V'6 , ... unabhingig sind.

Fir die Mittelwerte 1® der Zellen « kénnen wir annehmen, dafl sie mit einem
Mittelwert u und einer Standardabweichung o' normalverteilt sind; dies ist
insofern verniinftig, als die Zellen als Objekte desselben Herstellungspro-
zesses (mit "'statistischer Qualitdtskontrolle') anzuschen sind. Es verein-
facht hier die Uberlegungen - und stellt keine prinzipielle Verfédlschung

dar -, wenn wir im folgenden davon ausgehen, daB die Zufallsgrofien V¥ aller
hetrachteten Zellen @« die gleichen Parameter p und o haben {der ungin-

stigste Fall wird betrachtet, wenn wir o¢ = max o% annehmen).
a
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Dabei wollen wir vy;, = -3¢ und v,_, = +30 (nach Bedarf tko, k>3) set-
zen und vernachldssigen, daf nach 3.2.3 Realisierungen der V%, die auBer-
halb des Intervalls [ Vyin, Vmax | liegen, auszuschliefien sind (ein solcher
Ausfall konnte mit einem Defekt des betroffenen Bauteils gleichgesetzt wer-
den); der geringe dadurch entstehende Fehler beeinfluBt die Wahrscheinlich-

keitsbetrachtung nur unwesentlich.

Wir betrachten nun zwei aufeinanderfolgende Signale, Ty und T, . Unter der
Annahme zeitlich nicht variierender Verzigerungen betrdgt dann, falls Dpagr
der Zeitabstand bei der Takteingabe am Ursprung o ist, an jeder Zelle a der
Abstand des jeweils frithesten Ti-Inputs und T, -Inputs auch Dpager  (vgl. An-
fang 3.5). Ixistiert - nun unter der Annahme zeitlich variierender Verzdge-
rungen - aber eine Zelle « (a#o0), bei der dieser Abstand < Dyppr ist, und
zwar um den Betrag D, so hat das Signal T, auf dem Weg von o zu a insgesamt
die summierte Verzogerung dieses Betrages I} weniger erfahren. (Bs sei hier

immer vorausgesetzt, daB vorher keine Einholung auftritt.)

Wie aus den vorangegangenen Abschnitten hervorgeht, kann T. dabei durchaus
auf einem anderen Weg zu « gelangt sein als T, . Dabei ist ein W e g {der
Ldnge n) von o zu @ eine endliche Folge von Zellen 0= Qo Hil1 40y 440, ,0, =0
mit «, € N{ay.i)\{e, 9} £fir v =1,...,n , wobei alle «, paarweise ver-
schieden sind. Falls dann fir ein zum Zeitpunkt ty am Ursprung o eingege-
benes Signal Ty : ¢ TVl o = (V> fur v =1,...,n gilt, sprechen
wir auch von einem Signalweg. (Bemerkung: Es ist zugelassen, daf fir ein
Signal T, mehr als ein Weg von o zu « ein Signalweg ist.)

Jedes der beiden Signale T; und T. hat dann auf einem Weg von o zu « min-
destens £ Verzdgerungsglieder (T-Zellnetze) zu durchlaufen, falls dle,o) =14

ist, bevor es als T-Input an a auftritt. Ist etwa T; auf einem Weg Qg yeus, &y

und T: aul einem Weg Bo,...,8, (mit w=go=0 und ap=8, =a¢) zua ge-
langt, d.h. (€=l ) ist ursdchlicher Ty -Input und (EE™=1 ) ursichlicher
1,5 (e - 2,3 (a)

To ~Input an «, so sind flir T, und T, dabei die Gesamtverzdgerungen

m-1
3.6.4 Vi = ) v bzw. V, = ) VEJ
. iZo

aufgetreten. Ist dann D =V, -V, > O, so hat an & das zweite Signal gegen-
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fiber dem ersten um D aufgeholt (in bezug auf die Zeitpunkte des frithesten

Auftretens eines Ty ~ bzw. T -Inputs an a).

Da nach cbiger Annahme die v (k = 1,2,...) Realisierungen von (normalver-
teilten, unabhingigen) Zufallsvariablen V® {(mit denselben Parametern p und
o bei allen betrachteten «) sind, kémnen auch V, und V, als Realisierungen
- von Zufallsvariablen X bzw. Y sowle D als Realisierung der Zufallsvariab-
len X-Y aufgefalt werden. Bei einem ''zu grofien” Ausfall D von X - Y
kann dann der als T, -Output von f,_; auftretende T:-Input an « : (Eg?f%a))
nicht-ursidchiich sein: In diesem Fall gelangt T, nicht mehr - von T, un-

tevscheidbar - zu «, hdtte also das vorhergehende Signal T; an o eingeholt!

Im folgenden wollen wir nun, ausgehend vom Eingabetaktabstand D ;. + D , im
Rahmen der obigen und folgender Anmahmen eine Ndherung der Wahrscheinlichkeit
einer Einholung an einer Zelle ¢ mit d(e,0) = n kalkulieren - in Abhingig-
keit vom Parameter D. Wir beschrinken uns dabei auf die Betrachtung der kiir-
zestmdglichen Signalwege von Ty und T, nidmlich Wege der Linge n (und ver-

nachlédssigen "Umwege'; ferner wird die Anisotropie des T-Netzes vernachldssigt.)

Es interessieren uns also, in Entsprechung zu 3.6.4, Realisierungen der Ty
bzw. T betreffenden Zufallsvariablen
n-1

. n—ﬂ 1 .
3.6.5 X= 7 yoi und Y = ) vBi
i=0 =0

wobel a4 ,...,an bazw. fo,...,8n mit == o und ap=f,= ¢ zwel solche
Signalwege sind. (Da hier die Zufallsvariablen V% aller betrachteten Zellen
o dieselben Parameter haben sollen, unterscheiden sich verschiedene Signal-
wege der Lidnge n  in bezug auf die Wahrscheinlichkeit bestimmter Gesamtver-
zgerungen nicht.) Als Summen unabhingiger normalverteilter Variablen sind
dann auch X und Y mnormalverteilte Zufallsvariablen, wobei sich die Mittel-

werte sowie die Varianzen der Summanden addieren [KRE, S.188], so daf also

Uy = Hy = nu und
¢y = of = no? bzw.
Oy = Oy = oén

gilt. Da alle betrachteten Zufallsvariablen V% nach Voraussetzung insgesamt
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unabhdngig sind, sind offenbar auch ihre Summen X und Y (3.6.5) unabhingig.
D.h. der Zufailsvektor (X,Y) genligt einer Verteilung mit der Funktion
Yy X
Fix,y) = [ [ £(x,y") & dy
mit F(x,y) = Fi (x)-Fa (y), wobeli F, und ¥, die Funktionen der Randvertei-
lungen von X und Y bezliglich der Verteilung von (X,Y) sind (das Entspre-
chende gilt fiir die Dichten). In unserem Fall gilt also

F(x,y) = @nu'g/;(x)‘ ﬁnu,o/ﬁ(Y)

wobeil @ die Verteilungsfunktion der Normalverteilung mit den Para-

nu,cfv/H _
metern ny und ov¥n bezeichnet.
Um ggfs. die in [KRE, S.393f | tabellierten Werte fur die normierte Normal-

verteilung mit der Funktion

z @

1 =
(Z) = @ 2 du
@ /211..;[
verwenden zu konnen, stellen wir uns vor, dal die Zufallsvariablen V% bereits
zentriert (nullpunktsverschoben) sind, wovon die Varianzen unbertihrt bleiben,
da} sie also die Parameter O und o und X und Y die Parameter 0 und ovn

haben sollen. Wir setzen dann

n 1 7
3.6.6 é( )(X) := @O,OI/—I{(X) = /211110 J,L’ Cﬁw]

und erhalten mit der Substitution u = *?éz die Werte von §(n)(x) durch
@( ) Dann 1st die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB an einer Zelle «, mit
dem, Abstand n vom Ursprung, das Signal 1. gegeniiber T, um mehr als D
autholt, zu berechnen durch

1 lexyr o 1 mz;jz
3.6.7 POX-Y > D) = oo [f e Z70/n" o 2 o/n dX dy

n X-y>D

Die umseitige Abbildung erlaubt eine geometrische Interpretation dieses Aus-
drucks: Unter den obigen Voraussetzungen ist P( X-Y > D) bestimmt durch
das Volumen des lber dem schraffierten Teil F, der xy- Ebene gelegencn

Abschnitts der "Gaufischen Glocke', die man sich durch Rotation der zu
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einer der beiden Randverteilungen gehdrigen Dichtekurven um die (nicht einge-
zelchnete} z- Achse entstanden denken kann [vgl. auch KRE, S.312f ]. Wegen
der Rotationsinvarianz beziiglich dieser Achse verindert sich das Volumen
nicht, wenn wir stattdessen den tiber F, gelegenen Abschnitt der Glocke be-

trachten, dessen Volumen bestimmt ist durch
D
1 _ém/é— : too _1(_2'_)2 _l(__?ii_) ,
¥ 2rna? fl V2ﬂ;{0—2 I € 2z o/n dy I e 2 avn dx

2

wobel der in eckigen Klammern stehende Ausdruck gleich 1 ist, d.h. wir kénnen
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in diesem Fall die Wahrscheinlichkeit mit Hilfe der Funktion der Randverteilung

von X (oder Y) bezliglich (X,Y) berechnen:
D

- 52 '

2 1 X )2

1 Lex g
3.6.8 POX-Y > D) =P(X<-2v2) =701 2G5 i

Mit 3.6.6 ist also P{ X-Y > D ) = 3™ -2v7).

Von Dpagp = Dpin + D ausgehend, sollen nun Einholungswahrscheinlichkeiten in
Abhédngigkeit von D untersucht werden. Fir D = n-(v,,, - Vp;,) tritt nach
3.6.3 mit Sicherheit keine Einholung in einem Automaten (Z,7) ) auf. Entspre-
chend obiger Festlegung: vg,, = +30, V,,;, = -3¢ ist hier D = n-60 ; die ge-
ringe sich unter den obigen Annahmen fiir dieses D ergebende Wahrscheinlich-
keit sollte hier - wie vorher gesagt - vernachldssigt werden.
Wir wellen nun, bei festem n , kleinere Taktabstinde betrachten, wobei wir
D = m-60 { m<n)
setzen wollen. Dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf} an einer Zelle mit
dem Abstand n vom Ursprung eine Einholung auftritt: P{ X-Y = D) in diesem
Fall (mit 3.6.8) gleich:
POX < - 897y = 30 (anovzy = (-2
2 ovn

das bedeutet also:

3.6.90 P{ X~y 60 ) A —4,24 2
{ > mebo ) b ( /H)

Dabei erhalten wir fiir den Grenzfall m = vn : P = @(—4,24) "~ 0,001. Das be-

deutet, daB unter den obigen Annahmen gilt:

5.6.10 Mit grdfiter Wahrscheinlichkeit tritt an einer Zelle mit dem Ab-
stand n vom Ursprung keine Einholung zweier Signale auf, wenn
der Zeitabstand bei der Taktsignaleingabe Dpaxm(n) mindestens

Dpin * (Vmax - Vmin)¥n betrigt.

Jedoch folgt aus 3.6.9: Bei festem m fiir n—+ « bzw. bei festem n fir m = o

geht die Wahrscheinlichkeit fUr eine Einholung an einer Zelle mit Abstand n vom
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Ursprung: P +—%~; wegen 3.6.10 wird dies allerdings erst probiematisch, wenn

m< vn wird.

Um die Einholungswahrscheinlichkeit in einem Polyautomaten [E,T}(“) allgemein
zu betrachten, missen alle o mit d{a,o) = n berlicksichtigt werden. Das sind
(n+1)*+ n*- n*- (n-1)° = 4n Zellen: oy, &y, @s,..., 0zn. Wiren diese 4n
moglichen Ereignisse einer Einholung an einer Zelle @) insgesamt unabhingig,
so erhielte man, falls p die Wahrscheinlichkeit fiir ein solches Ereignis ist,
die Gesamtwahrscheinlichkeit 4np , wiren sie koinzident, so wire auch die Ge-

samtwahrscheinlichkeit gleich p .

Weder das eine noch das andere ist der Fall: Einholungen an zwei Zellen ¢ und
a, die spiegelsymmetrisch zum Ursprung angeordnet sind, konnen sicher als un-
abhiingige Ereignisse angesehen werden. Dagegen sind die an zwei Zellen « und 8
mit d{e,) = 2 und d{e,0) = dla,0) = n mdglicherweise auftretenden Einho-
lungen hochgradig abhéngig, da beide Zellen einen gemeinsamen Nachbarn v mit
d(r,e) = n-1 besitzen, so daf die bedingte Wahrscheinlichkeit einer Einholung
an # unter der Hypothese, da an « eine Einholung auftritt (und umgekehrt),
sehr grofl wird (am gemeinsamen Nachbarn y muB es dann nidmlich fast zu einer

Einholung gekommen sein}.

Offenbar sind hier die Grenzen einer einfachen Betrachtung erreicht; wir wol-
len die stochastische Uberlegung nicht weiter verfolgen. Es sei jedoch dazu
angemerkt, daBl in einer Reihe von Fdllen ein Zellularautomat zur Lésung ihm
ihertragener Aufgaben gar nicht in jeder Ausdehnungsrichtung der Ebene grofe,
von der maximalen Ausdehnung n abhingige Zellanzahlen bendtigt. Z.B. erfor-
dert ein wachsender Turing -Bandbereich, wie er etwa in Codds Zellularraum
bei der Lisung rekursiver Aufgaben eingesetzt wird [COD] , nur einen "Zellstrei-
fen" der Breite 5, so daf nach jeder zur Verlingerung eines Turing-Bandes um
ein Feld durchgefiihrten Erweiterung des Automaten nur jeweils fUnf neue Zellen
zu betrachten sind.

Zu bemerken ist ferner, daf sich durch einen lokalen RegelungsprozeR (wie in
3.5 beschrieben} die Wahrscheinlichkeit fir Einholungen noch verringern las-

sen wird.

Insgesamt haben wir also folgende Aussagen Uber den Bereich verldBlicher

lokal~synchroner Arbeitsweise von Polyautomaten (i,T)(n) gewWonnen :



Wird der Zeitabstand bei der Eingabe aufeinanderfolgender Taktsignale durch

D’I‘AK’I‘(D) = e (Vmax B Vmin) * Dnin
angegeben, so ist fir m > n die lokal-synchrone Arbeitsweise gemif
Definition 2 aus 3.1 aufgrund des Ergebnisses 3.6.3 gewidhrleistet. Dies
stellt in mehrfacher Hinsicht (5.86) einen Zugewinn gegeniiber dem Fall syn-

chroner Arbeitsweise gemdR Definition 1 aus 3.1 dar.

Unter bestimmten Annahmen lber die Verteilung der in den T-Zellnetzen ilber
eine Taktfolge auftretenden Verzdgerungen kann m und damit der Taktab-
stand noch verkleinert werden, wobei die untere Zuverlissigkeitsgrenze fiir

lokal-synchrone Arbeitsweise fiir m zwischen /n und n liegt.
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Nachwort

Mit der vorliegenden Arbeit sind zwel Gesichtspunkte verfolgt worden:

T. Mit 3.4.3/3.5.0 wurde nachgewiesen, daf ein simultaner zellularer Kalkiil,
wie er mit der mathematischen Beschreibung eines synchronen Zellularautomaten
gegeben ist (3.1.1), nicht nur durch einen synchronen (3.1.2), sondern auch
durch einen lokal-synchronen Zellularautomaten adicquat ausgefiihrt werden kann
(3.3.1). Da ein lokal-synchroner Zellularautomat offenbar nur durch einen
Simultankalkiil addquat beschrieben werden kann, haben wir die folgenden Kor-

respondenzen:

simultaner zellularer Kalkiil

¥

synchroner ZellularautomatﬂI lokai-synchroner Zellularautomat

addquate Beschreibung
adiaguate Ausfihrung

(Das Attribut "adiquat” soll dabei die Korrespondenz von je einem Ableitungs-
schritt im Kalkiil mit dem von jeweils einem Taktsignal erzeugten ProzelR im

Automaten kennzeichnen, vgl. Seite 30.)

Damit hat sich gezeigt, dafl die Voraussetzung globaler Synchronitit fir
einen Zellularautomaten, der einen Simultankalkiil ausfiihrt, die (durch aus-
schltel3lich lokale Aktion gegebenen) Moglichkeiten eines derartigen Zellular-

raums nicht ausschépft.

2. Unter Beachtung der in 3.1 formulierten Postulate wurde untersucht, ob
ein mit physikalischen Ammahmen vereinbarer Polyautomat angegeben werden
kann, der einen Kalkill (Z,sim) adidquat ausfiihrt. Hier konnte nur gezeigt wer-
den: auch bei lokal-synchroner Arbeitsweise nicht uneingeschrinkt! Jedoch
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sind die Einschrinkungen gegenitiber einem synchronen Automaten geringer:

Ein Polyautomat (i,T} kann beliebig oft erweitert werden, ohne dafl irgend-
wann globale /Anderungen des physikalischen Aufbaus erforderlich werden
(betrifft 3.1.0). Allerdings muB3 der Zeitabstand der an der Ursprungszelle
einzugebenden Taktsignale auf den jeweils groRten Abstand einer Zelle zum
Ursprung bezugnehmen. Dabei sind jedoch die erreichbaren Taktfrequenzen
wiederur héher als im Fall globaler Synchronisierung (eines endlichen Poly-

automaten).

In unserem Ansatz haben wir -~ mit der Intention, im Zellularautomaten eine
parallele lokale Informationsverarbeitung hochster Effizienz zu erreichen,
wie sie eben nur bei adidquater Ausfithrung eines Simultankalklils gegeben
ist - auf irgendeine Art von Riickmeldungen bei der Signaliibermittlung,
und seien es lokale, wie sie mit den bei [PRI1] verwendeten '"Warter''-Bau-
steinen vorliegen (auch in der auf Petris Arbeit basierenden Netztheorie

gibt es ein solches Prinzip, vgl. [GEN]) verzichtet und sind in dieser

Hinsicht an die Grenzen gegangen.

Ein der weiteren Untersuchung bedlrfendes Problem sehen wir darin, ob bei
Verwendung derartiger lokaler Rickmeldungen ein mit Postulaten wie in 3.1
vereinbarer Automat angegeben werden kann, der mit dhnlicher Potenz wie

(E,T) einen simultanen zellularen Kalkiil ausfihrt.

Eine andere Moglichkeit sehen wir in einer positiven Antwort auf die ~ von
der Mathematik nicht zu beantwortenden - Frage, ob eine Methode der Signal-
Ubertragung in einem T-Netz besteht, bel der ein zeitliches Variieren der
Komponentenverzdgerungen praktisch ausgeschlossen werden kann. Diese in un-
seren Untersuchungen als Parameter auftretende Variabilitdt betreffend,
kémmen wir nur auf das Lrgebnis 3.6.3 verweisen: Mit verschwindender Vari-
abilitédt erhdlt man als Taktabstand die fiir den fiktiven Fall spontaner

Synchronitéit (siche 5.34) anzusetzende Konstante.

In der Arbeit sind wir nicht eingegangen auf die Art und Weise, in der ein
lokal-synchroner Zellularautomat eine berechenbare {partiell rekursive)
Funktion berechnet oder eine Selbstreproduktion ausfithrt. Das soll hier
noch angesprochen werden. In {COD,S.10ff ] wird allgemein definiert, wann

ein (deterministischer) zweidimensionaler, sonst beliebiger Zellularraum Z
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derartige Fdhigkeiten hat (es werden u.a. Turingmaschinen in Z reprisentiert)
und schlieflich, wann Z "computation-construction universal™ ist; dies wird
dann hinsichtlich des dort von Codd eingefithrten speziellen Zellularraums
(mit acht verschiedenen Zellzustinden und von-Neumann-Nachbarschaft} konkre-

tisiert.

Alle Begriffe dieser Art werden Uber die Existenz gewisser Konfigura-
tionen und deren unter der Globaltransformation auftretenden Nachfolgern
definiert; sie dricken Eigenschaften des mit Z gegebenen Simultankalkiils

aus.

Wird nun ein solcher Kalkiil (Z,sim) durch einen lokal-synchronen Zellular-
automaten (E,T) addquat ausgefithrt, so knnen dabei sdmtliche, den obigen
und sonstigen auf den Kalkiil hezogenen Definitionen entsprechenden "Berech-
nungen'' bewdltigt werden. Jedoch ist es schwierig, sich - bezogen auf einen
absoluten Zeitbegriff - Rechengiinge von (i,T) als Abfolge von Konfiguratio-

nen (wie im Synchronfall iiblich) vorzustellen:

Verglichen mit der auf die Ursprungszelle bezogenen Beobachtungszeit £,
arbeitet (i,T) die Berechnung einer Nachfolgekonfiguration nicht "auf einen
Schlag', sondern sukzessive von innen nach aufen ab. Jedoch kann - dazu
parallel - mit der Berechnung eines weiteren Nachfolgers (nach der Dauer
Dpaxr) schon begonnen werden, ehe die erste beendet ist; d.h. es prigt sich
zu keiner Zeit t (t€t) ein Globalzustand in dem auf Seite 14 angegebenen
Sinne aus (dort wird auf gleichzeitiges Vorliegen definierter Zustinde

bei allen Zellen bezuggenommen).

Zu einem Begriff der "Konfiguration eines lokal-synchronen Zellularautomaten"
kénnen wir nun gelangen, wenn wir einen neuen Gleichzeitigkeitsbegriff
einflihren, der auf "relativen Beobachtungszeiten' basiert. Dies soll konkre-

tisiert werden:

Wir betrachten, filr jeden Takt T, , lokale Zeitskalen Z§  fir jede einzelne
Zelle a: ii = (R,;;Lgi), k= 1,2,... (ﬁi jeweils auf £ bezogen). D.h. fiir
jede Zelle o beginnt mit jedem ursdchlichen T-Input an o (E%) eine neue Be-
obachtungszeit (‘%_fi)bringt die Zeit mit'; verglichen mit £ sind die
Startzeitpunkte der lokalen Zeitskalen benachbarter Zellen jeweils hichstens

un die maximale im T-Netz auftretende Komponentenverzégerung vV, .. gegen-
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einander verschoben.) Damn sind fir jedes k = 1,2,3,... bel lokal-synchroner
Arbeitsweise, wie in der Arbeit aufgezeigt wurde, alle betrachteten Zellen «,
8,9, ... Jeweils zu den Startzeitpunkten.;i, Ei, E&, ... der lokalen Zeit-
skalen in definiertem Zustand (vgl. auch 8.57), und zwar jeweils bevor
an den Zellen das k~te Taktsignal (reprisentiert durch den k~ten Taktzeit-
punkt) auftritt, denn flr jedes « und fiir jedes k gilt in bezug auf die Er-
eignisse (o, (th: ti« th (5.56).

Definieren wir nun die Gleichzeitigkeit von Ereignissen (ursidchlicher
T-Inputs an einer Zelle) nicht wie bisher durch das Ubereinstimmen der Zeit-

punkte (immerhalb £) ihres Bintretens, d.h.

(1) gleichzeitig (1) 1o & = ¢

sondern durch "'Zur-Deckung-Bringen" der (mit jeweils dem k-ten Taktsignal
korrespondierenden) Startzeitpunkte der lokalen Zeitskalen, d.h.

(£) T-gleichzeitig () o k = ¢

s0 1ist, bel gegebener lckal-synchroner Arbeitsweise, der Begriff der T-
Gleichzeitigkeit wohldefiniert, da mit jedem Taktsignal T, an jeder Zelle o
genau ein Taktzeitpunkt <€@ und folglich genau ein dafiir ursidchlicher
T-Input (Ii) auftritt.

"T-gleichzeitig" ist Aquivalenzrelation in kanonischer Weise auf der (Ereig-
nis-}Menge ursichlicher T-Inputs; ihre abz#dhlbar vielen Klassen enthalten
jeweils alle T-gleichzeitigen, d.h. vom gleichen Taktsignal erzeugten T-In-

puts. Die wie folgt definierten Mengen:

e = A Ei [(Ei)T—gleichzeitig ()}

wollen wir (k-te) Zeitschnitte nemnen und sie durch die npatiirliche Rei~
henfolge der Zeitpunkte Eﬁ in £, also entlang k anordnen ( (tﬁ) ist der
k-te ursdchliche T-Input an der Ursprumgszelle, d.h. die k-te Eingabe eines
Taktsignals, k= 1,2, ...). DBin Zeitschnitt t, enthdlt also gerade die (auf
£ bezogenen) Zeitpunkte von allen T-gleichzeitigen Ereignissen k-ter ursich-
licher T-Inputs: jeweils die Startzeitpunkte der lokalen Zeiten ti.

Wir konnen die t, auch wie folgt ausdriicken:
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& 143 4
e = L6 | et & da (D)

Ein Element von T kann Startzeitpunkt mehrerer lokaler Zeitskalen ti,ti, -
(k fest) sein, falls nimlich mehrere T-gleichzeitige Ereignisse k-ter ur-
sdchlicher T-Inputs (im urspringlichen Sinne) gleichzeitig eintreten. Jeder
Zeitschnitt enthdlt also hochstens soviele Zeitpunkte, wie Zellen betrachtet
werden, da bei lokal-synchroner Arbeitsweise keine Zelle mehr als einen k-ten
ursdchlichen T-Input erhiilt (k =1,2, ...).

Zu jedem Zeitschnitt t, to, t3, ... sind aber sidmtliche betrachteten Zel-
len (T-)gleichzeitig in definiertem Zustand, und es ist sinnvell, dann von
einem Globalzustand, einer Konfiguration des lokal-synchronen Zellu-
larautomaten zu sprechen. Ebenso kénnen wir jetzt den Begriff des globa-

len Ubergangs eines lokal-synchronen Zellularautomaten erhalten:

In der urspriinglichen Interpretation des zellularen Automaten ist die folgen-
de Sprechweise tblich: Die Zeit verlduft in diskreten Schritten ti—ty=ts=> ---;
jedesmal, wenn ein Schritt t,>t,,, abgelaufen ist, muB jede Zelle « einen
Zustandstbergang vollzogen haben. Bei synchroner Arbeitsweise ist dies gleich-
bedeutend mit: Zwischen je zwel Zeitpunkten t., t,., erfolgt ein globaler

Ubergang einer Konfiguration ¢ zu einem Nachfolger ¢ : c~c' .

Hier kdnnen wir jetzt sagen: Lokal, d.h. an jeder einzelnen Zelle a, verliuft
die Zeit in diskreten Schritten ;§“+;§—a;$»-o-- ; jedesmal, wenn ein Schritt
Eﬁ;{§;+1 (mit dem Auftreten von <§i+1>) abgelaufen ist, mufl « einen Zu-
standstbergang vollzogen haben. Bei lokal-synchroner Arbeitsweise ist dies
gleichbedeutend mit: Zwischen je zwei Zeitschnitten t,, t ., erfolgt ein

globaler Ubergang cr ¢ .

Bel jeweils gleicher Ausgangskonfiguration ¢ {und deterministischen Regeln)

erhiilt man, wie aus den Untersuchungen der Arbeit hervorgeht, im synchronen

|

wie im lokal-synchronen Fall den gleichen Nachfolger <.

In [COLZ,5.24]1 dist in bezug auf die dort besprochenen "Schaltarten" ange-
merkt:

"Als einzige liefert die synchrone Arbeitsweise

bei deterministischen Operationen immer deter-

ministische Ergebnisse."”

Wir figen dem nun hinzu: und die in der vorliegenden Arbeit definierte lokal-~
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synchrone Arbeitsweise: Zu jedem Zeitschnitt t, liegt in einem lokal-syn-
chronen Zellularautomaten die gleiche Konfiguration vor wie im korrespon-
dierenden synchronen Zellularautomaten zum Zeitpunkt ti.. Wie die Betrach-
tungen der Arbeit zum Ausdruck gebracht haben, ist es gleichgiiltig, ob

eine Konfiguration als Globalzustand eines Zellularautomaten in bezug auf
eine absolute Zeit existiert (synchroner Zellularautomat), oder ob sie in
bezug auf Zeitschnitte existiert; ein Ableitungsschritt eines simultanen
zellularen Kalkiils wird in jedem Fall zur Ausfithrung gebracht, ob

durch einen synchronen oder einen lokal-synchronen Zellularautomaten.
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