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H = {x ∈ J xa ≥ v(a) = 1 (a ∈ As)}
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xτ = x̂τ (τ ∈ {τ̂1, . . . , τ̂r}) ,

 +(+!
xτ = xτ ′ (τ, τ ′ ∈ Tρ \ {τ̂ρ}, ρ ∈ R) ,

 +(�!
xτσ +

∑

ρ∈R\{σ,r}

x̂τ̂ρ + xτr = 1 (σ ∈ R \ {r}) ,
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τ∈T

λτxτ = 1 .
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xτσ + xτr = 1−
∑

ρ∈R\{σ,r}

xτ̂ρ (σ ∈ R \ {r})

∑

ρ∈R

Λρxτρ = 1 −
∑

ρ∈R

λτ̂ρxτ̂ρ .
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Λρ :=
∑

τ∈Tρ\{τ̂ρ}

λτ = 1− λτ̂ρ
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Hσ :=
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ρ∈R\{σ,r}

xτ̂ρ ,
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xτσ = 1−Hσ − xτr (σ ∈ R \ {r})
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xτr =
1−

∑
ρ∈R λτ̂ρxτ̂ρ −

∑
ρ∈R\{r} Λρ(1−Hρ)

Λr −
∑

ρ∈R\{r} Λρ

=
1−

∑
ρ∈R\{r} Λρ −

∑
ρ∈R\{r}

{
λτ̂ρ −

∑
σ∈R\{ρ,r} Λσ

}
xτ̂ρ − λτ̂rxτ̂r

Λr −
∑

ρ∈R\{r} Λρ
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Λr >
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ρ∈R\{r}

Λρ ,

λτ̂ρ >
∑

σ∈R\{ρ,r}

Λσ (ρ ∈ R \ {r}) ,
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∑

ρ∈R\{r}

Λρ −
∑

ρ∈R\{r}



λτ̂ρ −

∑

σ∈R\{ρ,r}

Λσ



xτ̂ρ − λτ̂rxτ̂r
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∑

ρ∈R\{r}

λτ̂ρ > (r − 2) + λτ̂r ,
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ρ∈R\{r}

λτ̂ρ > r − 2
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λτ̂ρ ≥ 1− ε (ρ ∈ R \ {r}), λτ̂r ≤ ε ,
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� ��"�
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���"� �	
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(r − 1)(1− ε) > (r − 2) + ε

(�(

ε <
1

2(r − 1)
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Dτ̂ρ
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Tρ
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τ 6= τ̂r


�� �����"
��� �#
��!�
�
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λ0
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x̄
( �	� �,���	

��/���� �	� 
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�
τ̂ρ


� �	� !��� ���"��� 
�
Tρ

$ �	
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�
τ̂ρ = (ρ −

1)t+ 1
(

-� ��
��

Λr :=
∑

ρ∈R\{r}

Λρ ,

cρ := λτ̂ρ −
∑

σ∈R\{ρ,r}

Λσ

Q :=
Λr − Λr

1− Λr
.

 +(!�!
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h1 λt
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λ1 λ2
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D1 D2 Dt D2t Drt

h2t
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xτ̂1

xτ̂2 xτ̂2

xτ̂r xτ̂r

Dτ̂r
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xτr − xτ̂r =

1−
∑

ρ∈� xτ̂ρ

Q
.
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xτr =

1− Λr −
∑

ρ∈R\{r} cρxτ̂ρ − λτ̂rxτ̂r

Λr − Λr
.

�	��

xτr − xτ̂r =
1− Λr −

∑
ρ∈R\{r} cρxτ̂ρ − {λτ̂r + Λr − Λr} xτ̂r

Λr − Λr

=
1−

∑
ρ∈R\{r}

cρ
1−Λrxτ̂ρ −

{λτ̂r
+Λr−Λr}
1−Λr xτ̂r

Λr−Λr

1−Λr

.
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ρ ∈ R \ {r}

cρ = λτ̂ρ −
∑

σ∈R\{ρ,r}

Λσ

= 1− Λρ −
∑

σ∈R\{ρ,r}

Λσ

= 1−
∑

σ∈R\{r}

Λσ ,
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xτ̂ρ
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cρ
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∑
σ∈R\{r} Λσ ,

= 1.
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λτ̂r + Λr − Λr = 1− Λr ,
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��� ��
xτ̂r


��� �1�
��
1
( �	
� ������ �	� ��""
(

�313	3
�1.-�� *3
3 ��""
 +(& �.��

�� �	� ��"��
�
��� �	�
�� �� ��"� ����
"���
�
��

x̂ �

 �	� ��!�
�� �#���"  ��!�
�
�� +(! 
�� 2�"
�, +(&!( ���$
�	� �����
�
���

x̂τ

������
�� ���" �	� �	�
�� �� �	�
x̂τ̂ρ

 
� �
��� �#  +(�! 
��
 +(!!!! ������ �	
� �	� ���"�
���� �� �	��� �����
�
���

x̂τ


�� �
��
� 
� �	�



? ������� � � ���� ��
���� �
��
����
?

��

�����
�# �����
�
���
x̂τ̂ρ


� ���	 
 �
#$ �	
� �	�# 
���� ��� 
 �
"��� ���" ��
�	� �
�������  +(!&!( �	
� �
������� ����� ��� �� �� ����

� �	�� ��"
�
���
�(�(� �	� ������
�
�
��� �� �#�� a	 
� 
� ��
,�(

◦ ˜˜˜˜˜˜ ◦


���00-�� *3�3 �$5 τ̂ = (τ̂1, . . . , τ̂r) ∈ T1 × . . .×Tr 69:  $5 (x̂τ̂1 , . . . , x̂τ̂r) ∈
 r

+
� �$5 x̂ ∈ J �$ 5�$ $/..$8-/9:79� 8/ 457/9 /� 5�$ :$+979� 8#85$3� !�$9

 +(&!!
x̂τ ≥ x̂τ̂ρ (τ ∈ T ρ \ {τ̂ρ}, ρ ∈ R).

)9 -6.57$4 6.� 1�$9$"$. x̄ 78 :$5$.379$: "76 �$+9757/9 ���� 5�$9
 +(&&!

xτ ≥ xτ̂ρ = hτ̂ρ (τ ∈ T ρ \ {τ̂ρ}, ρ ∈ R).

������
���

ρ = r
�	
� ������� ���" ��""
 +(&( ���

ρ < r
�� 	
�� 
� �
�� ��  +(&!

x̂τσ − x̂τ̂σ = 1−
∑

ρ∈R\{σ,r}

x̂τ̂ρ − x̂τr − x̂τ̂σ

= 1−
∑

ρ∈R

x̂τ̂ρ − x̂τr + x̂τ̂r

= 1−
∑

ρ∈R

x̂τ̂ρ − (x̂τr − x̂τ̂r)

=

(
1−

∑

ρ∈R

x̂τ̂ρ

)(
1−

1

Q

)

≥ 0


�
Q > 1

$
�313	3

�1������� *3�3 ($ :$9/5$ �#

ā⊕ = (0, . . . , 0, 1, 0 . . . , 0, 1, 0, , . . . , 0,
1− (hτ̂1 + . . .+ hτ̂r−1

)

hτ̂r

, 0 . . . , 0) .

5�$ -.$�$/6 757/9 1�$.$ 5�$ 9/9��$./ $//.:7965$8 6--$6. $%6$5 # 6 /9�
τ̂ = (τ̂1, τ̂2, . . . , τ̂r) �
� 8/� +(&+!

ā	 :=

(
1, . . . , 1,

(hτ̂1 + . . .+ hτ̂r−1
+ hτr

)− 1

hτr
− hτ̂r

,
1− (hτ̂1 + . . .+ hτ̂r)

hτr
− hτ̂r

)

:$9/5$8 6�5�$ -.$�$/6 757/9 175� 9/9 "6978�79� $//.:7965$8 6 /9� 5�$ 8$�4$9$$
(τ , τr) = (τ̂1, . . . , τ̂r, τr) �/. 8/3$ τr 6= τ̂r �



? ������� � � ���� ��
���� �
��
����
?

��

�/.$/"$.�
ā� = (0, . . . , 0, 1, 0 . . . , 0, 1, 0, , . . . , , . . . , 0, 1, 0 . . . , 0) .

:$9/5$8 6 -.$�$/6 757/9 5�$ $//.:7965$8 1 /� 1�7$� 6--$6. $%6$5 # 6 /9� 6
8$�4$9$$ τ 5�65 :7' $.8 �./3 τ̂


� ��
�� 65 /9$ $//.:7965$ ρ� $���
τ = (τ̂1, . . . , τ̂ρ−1, τρ, τ̂ρ+1, . . . , τ̂r) �
��1��1. *34�3 �� !�$ -.$�$/6 757/98 ā⊕ 69: ā	 6.$ $� $7$95� �/.$ -.$�$78$ #�

 +(&�!
x̄a⊕ = 1 , x̄a	 < 1 .

�� x̄a� ≥ 1 = v(a�) .

�� x̄ 78 69 $%5.$36 -/795 /�

H = {x ∈ J xa ≥ v(a) = 1 (a ∈ As)}

�� x̄ 78 5�$ /9 # $%5.$36 /� H � 7�$��
H =

����	{
x̄, eT ρ

(ρ ∈ R)
}

.

������
1
st
STEP :

�	� ����
"���
�
��
x̄


� �	� �����
�� �� �	� ��!�
�� �#���" �
�	 �����
�#
����
�
��� �
��� �# xτ = ht (τ = τ̂1, τ̂2, . . . , τ̂r)

( �����$ 
����
τ̂ = (τ̂1, τ̂2, . . . , τ̂r)
�� �	� �����
�
��� ��

x̄
�1�
� �	��� ��

h
$ 
�� �����1�����# x̄

���
����# �
�)
�!�� 
�� �1�
�
���

x̄ā⊕ =
∑

ρ∈R\{σ}

xτ̂ρ +
1− (

∑
R\{σ} hτ̂ρ)

hτ̂σ

hτ̂σ

=
∑

ρ∈R\{σ}

hτ̂ρ +
1− (

∑
R\{σ} hτ̂ρ)

hτ̂σ

hτ̂σ = 1 .

 +(&�!

��.�$

x̄a	 = (hτ̂1 , . . . , hτ̂r , xτr
)

(
1, . . . , 1,

(hτ̂1 + . . .+ hτ̂r−1
+ hτr

)− 1

hτr
− hτ̂r

,
1− (hτ̂1 + . . .+ hτ̂r)

hτr
− hτ̂r

,

)

= hτ̂1 + . . .+ hτ̂r−1
+ αhτ̂r + βxτr

,

 +(&&!

�	���
α, β


�� �	� �
�� ��� �����
�
��� ��
a	 �	
�	 
�� ���
�
�� 
�� ��" ��

�� !( �����$ 
�
hτ̂r ≥ xτr

$ �	��

x̄a	 ≤
∑

ρ∈R

hτ̂ρ < 1 .



? ������� � � ���� ��
���� �
��
����
?

��

�� �	� ��	�� 	
��$ 
�
hτ̂r < xτr

$ �	��

x̄a	 ≤
∑

ρ∈R\{r}

hτ̂ρ + xτr < hτ1 +
∑

ρ∈R\{1,r}

hτ̂ρ + xτr = 1 ,

��
�� �1�
�
���  +(�!(

2
nd
STEP :

��� 
�# ������
�
�
�� a� 
� 
���� �� 	
��

 +(&�!
x̄a� =

∑

ρ∈R

xτρ ≥
∑

ρ∈R

hτ̂ρ = 1

�#  +(&&!(

3
rd
STEP :

���
����# x̄
�
�
�!�� 
 �#���" �� �1�
�
��� �	
� 
�� 
"��� �	�


��1�
�
�
�� ��!�
��
H

( ��
x̄ ∈ H

�# �	� !��� ��� �����$ ���
��#$ x̄ 
�
�.���"
� 
�

H
(

4
rd
STEP :

�
�
��#$ ��� x̃ �� 
 ����	�� �.���"
� ��
�� ��
H

( �	��
x̃

	
� ��
�
�
��# 
�� �	� �1�
�
���  +(�! 
� ��
�� �
�	 
� 
��1�
�
�#$ �
#
 +(&�!

xτσ +
∑

ρ∈R\{σ,r}

x̂τ̂ρ + xτr ≥ 1 (σ ∈ R \ {r}) ,

��������$ �	��� �
�� �� ����	�� 
��1�
�
�
�� 
�����
�� "��� �	
� ��� �����
)�
��
τ /∈ {τ̂1, . . . , τ̂r}

$ �
#

 +(&�!
xτσ + xτ

σ′

∑

ρ∈R\{σ,σ′,r}

x̂τ̂ρ + xτr ≥ 1 (σ ∈ R \ {r}) .

������� �	
� �� 	
�� 
� �1�
�
�� 
� ��� �� �	� 
��1�
�
�
��  +(&�!( �	��
�	��� 
�� ��� ����������
�� �1�
�
��� �� �#��  +(&�! 
�� 
� 
� ���� �	
� 
�
��
�� ��� �� �	� ���"�

xτσ , xτ
σ′

	
� �� �� ���� 
� 
�� ���"� 
������� 
�� ���
���
�
��( -� ����� �	�� ������� �# 
�����
��  �������
�� ��� �	� "�"���
��� ��1�
��"��� �	
� 
��

T τ 
�� �� �1�
� �
��!( �	��$ ��� �� 
���"� �	
� 
��
�1�
�
��� �����"
�
��

x̃

�� �� �	� �#��  +(&�!(

��.�$ 
���"� �	
� ��� �� �	� ���"�
xτs , xτ

σ′


�� �
������$ �
# xτs > xτ
σ′

���
��"�

τs, τσ′ ∈ T σ
( ���	 ���"� ����� 	
�� �� 
���
� 
� ����

� 
��1�
�
�
��

�� �#��  +(&�!( 2��
��
�� ���	 �	��� �1�
�
��� �.�	
��
�� xτσ


��
xτ

σ′����� ������
�
�# ������ 
� 
� 
��1�
�
�# �� 
� ��
�� ��� �� �	��� �1�
�
���$

 �����
�
��
��( ����� 
�� ���"�

xτs , xτ
σ′

���
τs, tσ′ ∈ T σ 	
�� �� �� �1�
�(

�����1�����#$ x̃ �
�
�!�� �1�
�
���  +(+! 
� ����(
�
�
��#$ �	� �
�

���� x̃τ̂ρ

�
� 
���
� ���# 
� �1�
�
��� �� �	� �#�� �
��
��� �#
a	 ���" �	
�	 
� ������� �	
�

x̃
�
�
�!�� 
�� �1�
�
��� �����"
�
��

x̄
$ 	����

x̃ = x̄
(

�313	3
��� �� 	
��



? ������� � � ���� ��
���� �
��
����
?

��

��1��1. *3443 �8843$ 5�$ $/9:757/98 �/. .7$� $$95.6 $/33/:75# 5/ �$86578+ $:� !�$9
H =

����	{
ϑx̄,λρ(ρ ∈ R)

}

7�$�� 5�$ 8$5 /� 73-45657/98 79:4$$: �#
 +(+�!

H =
����	{

x̄, eTρ

(ρ ∈ R)
}

,

78 795$.96  # 856� $�
������
1
st
STEP :

�# ��!�
�
��$ 
�� ������� x ∈ H
�
�
��# xa = v(a) = 1

���

�� ���
�
�
�� ������
�
�
��� a ∈ As

( �����$ �� ���
�
�
�� �����
�� ������

������ 
 ��
�
�
�� �	
� #
���� 
 ��"
�
�
��( �	�������$ �� �
� �����
��
��������� �� ��"
�
�
�� �

 �	� �������
�
�
�� �����
�� ������� �� �	� �#��
a	 �����
��� �# 
��" 3

�� �	����" +(� �� %&'  �����
�� ������� �� �	� �	
��
�#��!$ 
��� �����
��� 
� ��!�
�
�� +(�( �	��� ������� ā	 
�� �
��� �# 

��1�����

(τ̂1, . . . , τ̂r, ¯̄τr)
�#

aτ̂ρ = 1 (ρ ∈ R \ {r})

aτ̂r =
(hτ̂1 + . . .+ hτ̂r−1

+ hτr
)− 1

hτ r
− hτ̂r

aτr =
1− (hτ̂1 + . . .+ hτ̂r)

hτr
− hτ̂r

,

aτ = 0
��	���
��

 +(+!!

�
�	
hτ̂1 + . . .+ hτ̂r < 1 < hτ̂1 + . . .+ hτ̂r−1

+ hτr
.

��� 
�����
�� ��  +(&�! 
��  +(&�! �� 	
�� ��� �	� �.���"
�
x̄

��
H

 +(+&! ∑

ρ∈R\{r}

xτ̂ρ + xτr
≥ 1 .

��� 
�# ���
�
�
�� ��1�����
τ


�����
��
τ r

( �� �	� ��	�� 	
��$ ��� 
�#
���
�
�
�� ��1����� 9/5 
�����
��

τ r

�� 	
��
 +(++! ∑

ρ∈R

xτ̂ρ < 1 .

�
�
��#$ 
�# eT ρ

(ρ ∈ R)

�� 	���� 
�# ������ e �� �	� �������� �
�
�!��

 +(+�! ∑

ρ∈R

eτ̂ρ = 1 ,

�� "
���� �	��	�� �	� ���
�
�
�� ��1����� ���� �� �
�	 �� �
�	���
τ r

(

2
nd
STEP :



? ������� � � ���� ��
���� �
��
����
?

��

�	� ������� ��
H


�� �� �	� ���"
 +(+�!

x =
∑

ρ∈R

αρe
T ρ

+ αx̄

�
�	 
 �����. ���"�
����
(α1, . . . , αr, α)

( -� ��
�� �	
�

 +(+&!
x =

(
∑

σ∈R

ασ

)
∑

ρ∈R

αρ∑
σ∈R ασ

eT ρ

+ αx̄ = (1− α)e + αx̄ ;


� ��	�� �����$ 
�# x ∈ H

� 
 �����. ��"�
�
�
�� �� 
 ���� ���"��� 
��

x̄
( ������� ���$ �	
� ��"
�
�
�� �
,�� ��
�� ������� ��� ���"���� ��

H�

 ��"� �����
�� ������ 
� �����
��� �#  +(+!!( �	�� ������
�
�# �� 	
��
������� e 
��

e′ 
� �	� �������� �
�
��#
��
 +(+�!

(1− α)e+ αx̄ > (1− β)e′ + βx̄ .

�
�	 ��
�
��� ���"�
����
α, β


�� ��� �	� �����
�
���
(τ̂1, . . . , τ̂r, τ r)

( �
���$
����
��� �	� ���
�
�
�� ��1����� ���

��� �# �"
��
��

τ̂r
$ 
(�($

(τ̂1, . . . , τ r)
(

�	��$ 
�����
�� ��  +(+&! 
��  +(+�! �� !�� �# �
,
�� �	� ��"∑
ρ∈R\{r} xτ̂ρ+

xτ r
> 1

�� ���	 �
��� 
�� ��
�
��
ξ :=

∑
ρ∈R\{r} xτ̂ρ + xτ r

(1− α) + αξ > (1− β) + βξ
(�(

α(ξ − 1) > β(ξ − 1)

α > β .

��� �� ������" �	� �
"� ����
�
�� 
���� �	� ��1�����
(τ̂1, . . . , τ̂r)

9/5 
�)����
��
τ ρ

( �	�� �	� ��" η :=
∑

ρ∈R xτ̂ρ < 1
�
� �� �"���#�� �� �	
�

��""
�
�� 
���� �	� ��1����� ��� ��������

(1− α) + αη > (1− β) + βη
(�(

α(η − 1) > β(η − 1)

α(1− η) < β(1− η)

α < β .

�	
� �����
�
��
�� ������ �	
� ��"
�
�
�� �
���� �
,� ��
�� 
��
��
H �

 


�������
�
�
�� ��1����� ������
�� ���" 
 �����
�� ������ �����
��� �#  +(+!!(
�313	3

�1.-�� *3423 ���� �	
� 
�����
� ��
�
�
�# 
� ���
��� 
���� ���� ��� "
,�

�# ����
!� ��� �� �	� �
��
���
� �	
�� �� �	� ����
"���
�
��

x̄
( -� #���

��� �	� 
��1�
�
�
��
x̄a ≥ v(a) = 1

��� 
�� ���
�
�
�� �����
�� �������( �����
�	� �	����" ����� ������

��# �� �	� �	
�� �� �	� �����
�� ������� ���#$ �	
�	
�
� ���
��
�	�� 
� �
�� 0  ��� %&'!( �����1�����# �� �
� �
# �	
�$ �	������



? ������� � � ���� ��
���� �
��
����
?

��

��"�
x̃ ∈ J(v)

�
�
�!��
x̃a ≥ v(a) = 1

��� 
�� ���
�
�
�� �����
�� �������$
�	�� �	� �����. 	���
 +(+�! 
����{x̃, eTρ

(ρ ∈ R)
}

,


� 
�����
��# ��
���(
�	
� ������
�
�� �
�� �� ������ �
��� �� �	�� ��	�� ����
��� �� �	� ����
"���
�
��

x̄ "
# �����( �	� 
���� ����� �
�� ��� ���, ��� ��� �	� �����.
	��� �� �	�

eT ρ 
�� 3/.$ �	
� ��� 
��
�
��
� ����
"���
�
��(

◦ ˜˜˜˜˜˜ ◦

'�����
��# �� �	
�� ���
�# �	
�
H

��
H


� �.����
��# ��
��� 
� ����(
��1��1. *34*3 �� �$5 ā⊕ �$ 5�$ 8$-6.6579� "$$5/. /� 5�$ 8$$/9: 5#-$

�7"$9 �# �$+9757/9 ���� �$5 ◦
x �$ 69 73-45657/9 84$� 5�65

 +(+�! ∑

ρ∈R

◦
xτ̂ρ <

∑

ρ∈R

hτ̂ρ ,

!�$9
 +(��!

x̂ domā⊕

◦
x .

�� �$5 ϑ �$ 69 73-45657/9 175� 379736 "$$5/. m � )�
 +(�!! ∑

ρ∈R

mτ̂ρ <
∑

ρ∈R

hτ̂ρ ,

!�$9� �/. 84� $7$95 # 836  
ε > 0� 5�$.$ $%7858 69 ε�ā⊕ .$ $"695 $/6 7�

57/9 T ε = T εā⊕ 69: x̂ ∈ H 84$� 5�65
 +(�&!

ϑx̂ domT ε ϑ .

������
1
st
STEP :

����"� �(�(�( �	
�
r "
�
"
��� �	� 1���
���� ◦

xτ̂ρ

hτ̂ρ

$ 
(�$ ◦
xτ̂r

hτ̂r

≤
◦
xτ̂ρ

hτ̂ρ

$
��

 +(�+! ◦
xτ̂r

hτ̂r

hτ̂ρ ≤
◦
xτ̂ρ (ρ ∈ R) .

��!��
α :=

◦
xτ̂r

hτ̂r

< 1
( ��� ���
��� ��

1−
∑

ρ∈R

◦
xτ̂ρ > 1−

∑

ρ∈R

hτ̂ρ


� ������� �	
� (
1−

∑
ρ∈R

◦
xτ̂ρ

)
+

◦
xτ̂r(

1−
∑

ρ∈R hτ̂ρ

)
+ hτ̂r

>

◦
xτ̂r

hτ̂r

= α ,



? ������� � � ���� ��
���� �
��
����
?

��

��$ �1�
�
�����#

1−
∑

ρ∈R\{r}

◦
xτ̂ρ

1−
∑

ρ∈R\{r} hτ̂ρ

> α ,

1−
∑

ρ∈R\{r}

◦
xτ̂ρ > α


1−

∑

ρ∈R\{r}

hτ̂ρ




�	
�	 
�
 +(��!

1− α >
∑

ρ∈R\{r}

(
◦
xτ̂ρ − αhτ̂ρ .

)

���
��� ��  +(�+! �	� ���"� ����� ��" 
�  +(��! 
�� 
�� ��� ���
�
��( �	���)����$  +(��! ���"
�� �� �	���� ���
�
�� ��
��
α1, . . . , αr

���	 �	
�

 +(��!
1− α > 1− αr >

∑

ρ∈R\{r}

(
◦
xτ̂ρ − αhτ̂ρ .

)

 +(�&!
αρ >

◦
xτ̂ρ − αrhτ̂ρ (ρ ∈ R \ {r}) ,


��
 +(��!

1− αr =
∑

ρ∈R\{r}

αρ

	���� ����( 0� ��	�� �����$ �	�
αρ


�� ���
�
�� �����. ���"�
����$

 +(��! ∑

ρ∈R

αρ = 1 .

����$ �� 	
��

 +(��!
αr > α =

◦
xτ̂r

hτ̂r

.

��� ����
��� �	� ������
 +(��!

x̂ :=
∑

ρ∈R\{r}

αρe
T

ρ

+ αrx̄ .

�	�� ���
��# ���
ρ ∈ R \ {r}

�� 	
��

 +(�!!
x̂τ̂ρ = αρ + αrhτ̂ρ >

◦
xτ̂ρ

 
� �
�� ��  +(�&!!$ 
�� ���
ρ = r

 +(�&!
x̂τ̂r = αrhτ̂r > αhτ̂r =

◦
xτ̂r



? ������� � � ���� ��
���� �
��
����
?

��

 
� �
�� ��  +(��!!( ��.�
 +(�+!

x̂a⊕ =
∑

ρ∈R\{r}

αρe
T

ρ

a⊕ + αrx̄a
⊕ =

∑

ρ∈R

αr = 1 .

���  +(�!!$ +(�&! 
��  +(�+! 
"��#

x̂ doma⊕

◦
x .

2
nd
STEP :

0�
ϑ


� 
� 
"���
�
�� �
�
��#
�� �	� ����
�
�� ����
!�� ���
m

$
�	��

m
�
� ��
# �	� ���� �� ◦

x
( ����� �# �	����" �(�( �� %&' �� !��$ ���

ε > 0
��"�
����# �"
��$ 
�

ε������
�� ��
�
�
��
T ε = T εa⊕ ���	 �	
�

ϑx̂ domT ε ϑ ,

�313	3
��1��1. *34�3 �$5 ◦

x ∈  rt 86578�#
��

 +(��!
1 >

∑

ρ∈R

◦
xτ̂ρ >

∑

ρ∈R

hτ̂ρ ,

�� �/. 6  
τ ∈ Tr \ {τ̂ρ}

 +(��! ◦
xτ̂1 +

◦
xτ̂2+, . . . ,+

◦
xτ̂r−1

+
◦
xτ ≥ 1 ,

��
 +(�&! ∑

τ∈T

λτ

◦
xτ ≤ 1

5�65 78� ◦
x 78 6 �-.$�84�73-45657/9��

!�$9 5�$.$ $%7858 ∗
x ∈ H 69: ∗

τ ∈ Tr \ {τ̂r} 68 1$  68 a	 175� "6 4$8 65
$//.:7965$8 τ̂1, τ̂2, . . . , τ̂r, ∗τ -./"7:$: �/. �# �$+9757/9 ��� 84$� 5�65
 +(��! ∗

x doma	

◦
x

�/ :8 5.4$�
������
1
st
STEP :

��!��

 +(��!
α̂ :=

1−
∑

ρ∈R

◦
xτ̂ρ

1−
∑

ρ∈R hτ̂ρ

, 0 < α̂ < 1 ,



? ������� � � ���� ��
���� �
��
����
?

��


��
 +(��!

α̂ρ :=
◦
xτ̂ρ − α̂hτ̂ρ ρ ∈ R .

0� 
� �� 	
����� �	
�
α̂ρ ≥ 0

���
ρ ∈ R

$ �	��
α̂1, . . . , α̂r, α̂

�����
����� 
 ��� ��
*�����. ���"�
����+( 0� �	
� 
� ��� ��$ �	�� 
 ��
�	� �
�����
�� 
� ������
�# 
�
����� �� 
�#��� �	��� ���"�
���� 
� �������( ���
��� ��

α̂(1−
∑

ρ∈R

hτ̂ρ) = (1−
∑

ρ∈R

◦
xτ̂ρ)


(� (
∑

ρ∈R

◦
xτ̂ρ − α̂

∑

ρ∈R

hτ̂ρ = 1− α̂


(�(
∑

ρ∈R

(
◦
xτ̂ρ − α̂hτ̂ρ) = 1− α̂

�� 	
�� ∑

ρ∈R

α̂ρ = 1− α̂ .

-� ��
��
α+ := max{0, α}

��� ��
�
α
( ��� ����
���

L(•) : [0, 1] → [0, 1]

�
��� �#
L(α) :=

∑

ρ∈R

(
◦
xτ̂ρ − αhτ̂ρ)

+ (α ∈ [0, 1])

�	
�	 
� ����
����� 
�� �����
�
�� 
�
α
( -� 	
��

L(0) =
∑

ρ∈R

◦
xτ̂ρ < 1

L(1) ≥
∑

ρ∈R

◦
xτ̂ρ −

∑

ρ∈R

hτ̂ρ > 0

��"�
�� �	
� �
�	 �	� �����
�
�� �����
��
α → 1 − α

��
[0, 1]

�	
�	 	
�
�
���� 1 
��

0

� 
���"����

0

��

1
( ���
��# �� �
� !�� ��"�

α ∈ [0, 1], α ≤
α̂
$ ���	 �	
� ���	 �����
��� 
�� �1�
�$ �	
� 
�

 +(&�!
1− α =

∑

ρ∈R

(
◦
xτ̂ρ − hτ̂ρ)

+ ≥
∑

ρ∈R

(
◦
xτ̂ρ − hτ̂ρ) > 0 .

��!��
α1, . . . , αr,≥ 0

�#
 +(&!!

αρ := (
◦
xτ̂ρ − αhτ̂ρ)

+ ≥ (
◦
xτ̂ρ − αhτ̂ρ)

�	��
∑

ρ∈R

αρ = 1− α , α < α̂ .



? ������� � � ���� ��
���� �
��
����
?

��

�	��$ �	� ��� �� ���"�
����
α1, . . . , αr, α

����
��� �	� 
�
�

� ���
α̂1, . . . , α̂r, α̂
� ����������� 
����(

2
nd
STEP :

��� �� ���
∗
x :=

∑

ρ∈R

αρe
T ρ

+ ᾱx̄ ∈ H .

�	�� ���
��#
∗
xτ̂ρ = αρ + αhτ̂ρ ≥

◦
xτ̂ρ�# #��� ����
�
��  +(&!!(

��� �#  +(&�! �� ,��� �	
�
x̄a	 < 1


�� 
�
α > 0


� ������� �	
�

 +(&&! ∗
xa	 < 1 .

�����$ 
� �� �
� �	�� �	
�

 +(&+! ∗
x∗
τ

>
◦
x∗
τ

��� ��"� ∗
τ ∈ Tr \ {τ̂r} ,

�	�� �# 
 ��
�	� �	
��� 
� �	� �����
�
��� �� ∗
x

�� ���

� 
 ���
�� 
��1�
�
�#
��� �����
�
��� 
����

a	 $ 	����

 +(&�! ∗
x doma	

◦
x ,


� �� 	
�� ��

"��(
0�����$ 
�� �� 	
�� �� �� 
� ����
�
�� ∗

x
�# 
 ��
�
��� �����. ��"�
�
�
��

�� ∗
x


�� �	�
eT ρ ( '(�($ 
�

eT 1

τ̂1
= 1


�� ∗
x1 < 1

�� !�� �	
�$ ��� ��"�
����#
�"
��

ε1 > 0
$ �	� ������

?
x1 := (1− ε1)

∗
x+ ε1e

T 1

�.����� ◦
x

�� �	� !��� �����
�
�� �
�	��� �
�����
�� 
��1�
�
�
��  +(&&! 
��
 +(&+!( ��.�$ ��� ��"�
����# �"
��

ε2 > 0
�	� ������

?
x2 := (1− ε2)

∗
x1 + ε2e

T 2

�.����� ◦
x

�� �	� !��� 
�� ������ �����
�
�� �
�	��� �
�����
�� 
��1�
�
�
��
 +(&&! 
��  +(&+!� ���(
�	��$ 
� ��"

�� �� �����  +(&+!(

3
rd
STEP :

-� �	
�� ���
� �	� �
�� �	
�
◦
xτ̂ρ ≥ α̂hτ̂ρ ρ ∈ R



? ������� � � ���� ��
���� �
��
����
?

��

���#$ �	
� ���"
�� 
 �
"��
!�
�
�� �� �	� ���
�
��( �	� ��"

�
�� �
��� �����
�� ���
��� 1�
�� 
�
�������#(
�	�� �� 	
��

 +(&�!
α = α̂ =

1−
∑

ρ∈R

◦
xτ̂ρ

1−
∑

ρ∈R hτ̂ρ

< 1

�
�	
0 < α < 1

( ����
 +(&&!

αρ :=
◦
xτ̂ρ − αhτ̂ρ ρ ∈ R ;


�� �	��� 1�
��
�
�� 
�� 
���"�� �� �� �������
�
�� 
�� ������� �# 1
(

�	��$ �� ���
��

α(1−
∑

ρ∈R

hτ̂ρ) = (1−
∑

ρ∈R

◦
xτ̂ρ)


(� (
∑

ρ∈R

◦
xτ̂ρ − α

∑

ρ∈R

hτ̂ρ = 1− α̂


(�(
∑

ρ∈R

(
◦
xτ̂ρ − αhτ̂ρ) = 1− α


��
∑

ρ∈R

αρ = 1− α ,

(�( ∑

ρ∈R

αρ + α = 1 .

�����
∗
x :=

∑

ρ∈R

αρe
T ρ

+ ᾱx̄ ∈ H ,


��
∗
xτ̂ρ = αρ + αhτ̂ρ =

◦
xτ̂ρ .

5
th
STEP :

���$ 
� ����� �� �	�� �	
�
 +(&�! ∗

xτ = αr + αxτ >
◦
xτ

	���� ���� ��� ��"�
τ ∈ Tr \ {τ̂r}

�� 
�����
αr =

◦
xτ̂r −αhτ̂r

�� �	
� �� ����
�� �	��

◦
xτ̂r − αhτ̂r + αxτ >

◦
xτ ,


(�( ◦
xτ̂r −

◦
xτ > α(xτ̂r − xτ )

��� ��"�
τ ∈ Tr \ {τ̂r}

( �	� ���"�
��� ��
α

�� �	� �
�	� �
�� �
�� ���� ���
�� �� ���
�
��  

5thSTEP
$ ���"��
  +(�+!!� 	���� �� 	
�� �� �	��

 +(&�! ◦
xτ̂r −

◦
xτ

xτ̂r − xτ

> α



? ������� � � ���� ��
���� �
��
����
?

��

��� ��"�
τ ∈ Tr \ {τ̂r}

(

4
th
STEP :

-� ��
�� ��� �
�	
 +(&�! ◦

xτ −
◦
xτ̂r >

1−
∑

ρ∈� xτ̂ρ

Q
��� ��"�

τ ∈ Tr \ {τ̂r}
( ������� �	
� �	� 
��1�
�
�# ���,� �
"
�
� �� �1�
�
��

 +(!&! 
� ��""
 +(& �� �� �	� �1�
�
�� ��
�� ����
��� �# 
� 
��1�
�
�#(
�� �	
� ��� �� !��� �� 
�� 
���� �	
� �(�(�( �� "
# 
���"� �	
�

 +(��! ◦
xτ =

◦
xτ ′ (τ, τ ′ ∈ Tρ \ {τ̂ρ}, ρ ∈ R) ,

�	
� 
�$ �1�
�
���  +(+! 
�� �
�
�!�� ���
x =

◦
x
( 0�����$ ��	���
�� ����
��

◦
xτ

�#
•
xτ :=

∑
τ∈Tρ\{τ̂ρ}

λt

◦
xτ∑

τ∈Tρ\{τ̂ρ}
λt .

�	
� ��
�� �� 
� 
"���
�
�� •
x

�	
�	 
� �	� �
"� 
� ◦
x

�� �����
�
���
τ̂1, , . . . , τ̂r−1
�� �"
���� �� 
� ��
�� 8/3$ �����
�
�� ∗

τ ∈ Tr \{τ̂r}
( �	�� 
 ��"
�
�
�� ��

•
x


���� �����
�
���
τ̂1, , . . . , τ̂r, τr

�
� 
� ���� �� ���� �� 
����� 
 ��"
�
�
��
�� ◦

x

���� �����
�
���

τ̂1, , . . . , τ̂r,
∗
τ

��� ��"� ∗
τ ∈ Tr \ {τ̂r}

(
��.�$ �� ������� �	
� 
����
� �� �1�
�
���  +(+! 
��  +(�! �� ��� 	
��

��1�
�
�
��  +(��! 
��  +(�&!( �	�������$ ������
�� �� 2�"
�, +(&$ �� ���

�

 +(�!! ◦
xτσ > 1−Hσ −

◦
xτr .

����
�
�� �1�
�
��  +(�! 
��
 +(�&! ∑

ρ∈R\{r}

Λρ(1−Hρ −
◦
xτr) + Λr

◦
xτr ≤ 1 −

∑

ρ∈R

λτ̂ρ

◦
xτ̂ρ

����
�
�� �1�
�
��  +(!�!( -� "
# �	�� ������ �� �	� �������"��� 
� ��""

+(& �� �.
���# ���

� �	� ���
��� 
��1�
�
�#  +(&�!(

5
th
STEP :

��� 
� ����� �� ���
�# �	� 
��1�
�
�#  +(&�! �� ��� 
��1�
�
�#  +(&�! 
��
�1�
�
��  +(!&! 
� ��""
 +(&$ 
�

� ���
�� �	
� �	� ����"
�
���

Q

� ���	

���"� 
� 
���������� �� �	� 
�
�

� �
�

xτ̂ρ

�� ◦
xτ̂ρ

�������
���#( 0� ������� �	��
�	
�

◦
xτ̂r −

◦
xτ ≥

1−
∑

ρ∈R

◦
xτ̂ρ

Q
��

xτ̂r − xτ =
1−

∑
ρ∈R xτ̂ρ

Q
,

 +(�+!



? ������� � � ���� ��
���� �
��
����
?

��

�����1�����#

 +(��! ◦
xτ̂r −

◦
xτ

xτ̂r − xτ

≥
1−

∑
ρ∈R

◦
xτ̂ρ

1−
∑

ρ∈R xτ̂ρ

= α

�	��� �	� 1�
��
!�� 
� ��� "�
�� ��� 
��
τ ∈ Tr \ {τ̂r}


� 
�� ◦
xτ


��
xτ


��

�� �1�
� ���

τ ∈ Tr \ {τ̂r}
( �	��$ �	� 1���
��� 
� �	
�	 ������  +(&�!(

6
th
STEP :

���$ �� 	
��
 +(��! ∗

x∗
τ

= αr + αhτ >
◦
xτ

�� ,��� �	
�
x̂

�.����� ◦
x

���
���# 
���� 
�� �	� �����
�
��� ��
a	

( ��������
 +(�&!

x̂a	 =
∑

ρ∈R

αρe
T ρ

a	 + αx̄a	 <
∑

ρ∈R

αρ + α = 1

��
��  +(&�!( ����� �� 	
�� x̂ doma	

◦
x
(

7
th
STEP :

(
��� ϑ
$ �	� "
�
"
 ������ m �
� ��
# �	� ���� �� ◦

x
( �# �	�)���" �(�( �� %&' �� !��$ ���

ε > 0
��"�
����# �"
��$ 
�

ε������
�� ��
�
�
��
T ε = T εa	 ���	 �	
�

ϑx̂ domT ε ϑ ,

�313	3
�1.-�� *34�3 0� ◦

x
�
�
�!��
◦
xτ1 +

◦
xτ2+, . . . ,+

◦
xτr−1

+
◦
xτr ≥ 1 ,

��� 6  ��1������
τ = (τ1, τ2, . . . , τr−1, τr)

$ �	�� ◦
x

�1�
�� ��"�
eTρ ( �	
� ���)���� ���" ��""
 �(� 
�� �	����" �(� �� %&'( �	�������$ 
�

ϑ

� 
� 
"���
�
��

���	 �	
� �	� "
�
"
 ������ m �
�
�!��
◦
mτ1 +

◦
mτ2+, . . . ,+

◦
mτr−1

+
◦
mτr ≥ 1 ,

��� 6  ��1������
τ = (τ1, τ2, . . . , τr−1, τr)

$ �	��
m = eTρ ��� ��"�

ρ ∈ R
(

����� �	� "
�
"
 ������ 
� 
 ����
"���
�
�� ���" �	
�	 
� ������� 
� ����
�	
�

ϑ = ϑm = ϑe
Tρ

= λρ
(

◦ ˜˜˜˜˜˜ ◦

��1��1. *34�3 �$5 v �$ 6 �63$ 175� .7$� $$95.6 $/33/:75#� �$5 H �$ 5�$8$5 /� -.$73-45657/98
 +(��!

H = {x ∈ J xa ≥ 1 (a ∈ Aσ)} =
����	{

x̄, eTρ

(ρ ∈ R)
}

!�$9
H =

����	{
ϑx̄,λρ(ρ ∈ R)

}

78 $%5$.96  # 856� $� �$9$$ 6 "����56� $ �$5�



? ������� � � ���� ��
���� �
��
����
? ��

������ '.���� ��
�
�
�# ������� ���" �	����"� +(!+$ +(!� 
�� �	� 
����2�"
�, +(!�( 0����� ��
�
�
�# 	
� ���� ������ 
� �	����" +(!!
�313	3

�1.-�� *34
3 �� �� 	
�� ���� 
� 2�"
�, +(!+$ �	� ����
�
��� �� �	� 1�
�)�
�
��
λ•

�����"
�
�� �	� 
��
 �� �	� ��"

�� �� �	� ����
�# 
"���� �� �"
��
����
�# �
����� 
"��#
�� �
��� 
��
�( ���$ �	� ������ ���
��
�	�� �
�	 ���
��
�� �	� ������
��� ��� �� 	
�� �.	
�
��� 
� 1�
�� !�������� 
��	�� �	
� �	� �
�� ����
�� 
� �
�� 0$ �	� ���� 
� �� ������ ��
���( 0����
�$
�	��� 
���
�� 
 ��
1�� ����	�� ����
"���
�
��

x̄
�	
�	 
� ���

��� �# ���)����
�� �	� ����
�# ��

λ0 ����
�� �	� 
��
� �� �"
�� �
���� 
� 
 �
# ���	 �	
�

 ����
"���
�
�� �������( �	� ������
�� 
"���
�
�� �����	�� �
�	 �	� ���)
"���� �� �	� ���� ��� ���
��
�	�� �	� ������
��� ���( ���
��#$ 
� �� 	
��

 "
� �
"�$ 
 �
�	 �����
� ��""��
�# 
���� ��"� ��1�����

hτ̂ρ


����
��� �	�

"����
��� �� �	
� ��""��
�# ��� �	� ���"
�
�� �� ��"
�
�
�� 
"���
�
���

�� 
� 
� �	
� 
"����
��� �	
� 
� �.
���# ��/����� �# ϑx̄

(

◦ ˜˜˜˜˜˜ ◦
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