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1. Einleitung

Diese Dissertation befasst sich mit Aspekten des molekularen Magnetismus. Das
wohl bekannteste magnetische Molekiil, das Mnj,-acetat, wurde bereits 1980 von Lis
[1] synthetisiert. Aber erst 1993 haben Sessoli et al. [2] entdeckt, dass es bei ausrei-
chend tiefen Temperaturen eine Hysteresekurve besitzt. Molelkiile, die eine Hystere-
sekurve besitzen, werden auch als Einzelmolekiilmagnet oder single-molecule-magnet
(SMM) bezeichnet. Ziel ist es, diese Klasse von Molekiilen als Speichereinheit in
Quantencomputern zu nutzen oder die Speichermedien in konventionellen Compu-
tern zu ersetzen.

Viele magnetische Molekiile weisen jedoch eine antiferromagnetische Wechselwir-
kung auf, d.h. sie weisen im Grundzustand in der Regel keine Magnetisierung auf.
Doch auch diese Molekiile sind Gegenstand von zahlreichen experimentellen und
theoretischen Untersuchungen. Ein mogliches Anwendungsgebiet ist die magnetische
Kiihlung, welche durch den magnetokalorischen Effekt moglich wird. Dabei unter-
scheidet man zwischen Kiihlung bei Raumtemperatur und im sub-Kelvin-Bereich.
Das derzeit gebriauchlichste Material, um sub-Kelvin Temperaturen zu erreichen, ist
3He. Da 3He aber sehr selten und dadurch sehr teuer ist, versucht man, magnetische
Molekiile zu finden, die *He als Kiihlmittel ersetzen kénnen.

In der theoretischen Physik verwendet man Spin-Modelle, um das Verhalten der Mo-
lekiile im Experiment erkldren oder sogar vorhersagen zu kénnen. Das hier verwende-
te Heisenberg-Modell eignet sich insbesondere zur Beschreibung von 3d-Elementen,
da dort der Bahndrehimpuls im Festkorper unterdriickt ist. Aufgrund der Sym-

metrie, die das Modell besitzt, kann man verschiedene Vorhersagen machen. Man



1. Einleitung

kann zum Beispiel zeigen, dass bei sehr tiefen Temperaturen Molekiile mit antifer-
romagnetischer Kopplung ein Stufenmuster in der Magnetisierung aufweisen. In den
letzten Jahren sind jedoch Molekiile synthetisiert worden, die diese Eigenschaft nicht
aufweisen. Es gab bisher bereits Erklarungsversuche durch ein random-J-Modell 3]
oder die Beriicksichtigung von intermolekularen Wechselwirkungen [4]. Auch aniso-
trope Wechselwirkungen kénnen hierfiir eine Erklarung sein. Ausgangspunkt dieser
Arbeit ist die Frage, ob die Dzyaloshinskii-Moriya-Wechselwirkung, d.h. die antisym-
metrische anisotrope Wechselwirkung, den Verlust der Stufen erklédren kann und wie
grof3 diese dazu sein miisste. Darauf aufbauend wird der Einfluss der Dzyaloshinskii-
Moriya-Wechselwirkung auf weitere Observablen von verschiedenen magnetischen
Molekiilen, deren Struktur bereits synthetisiert wurde, systematisch untersucht. Zu
diesem Zweck werden Ringstrukturen in verschiedenen Groéfien und zwei archimedi-
sche Korper, ein Kuboktaeder und ein Ikosidodekaeder, bei verschiedenen Wechsel-
wirkungsstérken betrachtet.

Der Aufbau dieser Arbeit ergibt sich deshalb wie folgt: Im néchsten Kapitel wird
das hier verwendete Spin-Modell, d.h. das Heisenberg-Modell, mit allen relevanten
Termen vorgestellt, wobei auf die Dzyaloshinskii-Moriya-Wechselwirkung nochmals
speziell eingegangen wird. Da das Stufenmuster in der Magnetisierung bei tiefen
Temperaturen ihren Ursprung in der S*-Symmetrie hat, wird deren Bedeutung und
Nutzen diskutiert. Das Kapitel endet mit den thermodynamischen Grundlagen zur
Berechnung der untersuchten Observablen, wobei ein Schwerpunkt auf den magne-
tokalorischen Effekt gelegt wird. Das dritte Kapitel behandelt die verwendeten nu-
merischen Verfahren zur Losung des Problems. Dabei werden die Grenzen der voll-
standigen Diagonalisierung beschrieben und die finite temperature Lanczos method
als Naherungsmethode fiir groffe Systeme vorgestellt. Im vierten Kapitel werden die
Ergebnisse fiir die erste Klasse von Molekiilen, die antiferromagnetischen Spinringe,
gezeigt. Die Ringe variieren dabei in der Gréfle von fiinf bis zwolf Spins, mit jeweils
Spin 1/2. Das fiinfte Kapitel zeigt die Ergebnisse fiir ein Kuboktaeder mit Spin 1/2.

Das sechste Kapitel befasst sich mit dem grofiten hier untersuchten Molekiil, dem



Ikosidodekaeder. Durch die Grofle des Molekiils kénnen dabei die magnetokalori-
schen Eigenschaften nicht untersucht werden.

Es stellt sich heraus, dass die Struktur der Molekiile entscheidenden Einfluss darauf
hat, ab welcher Stérke der Einfluss der Dzyaloshinskii-Moriya-Wechselwirkung zu se-
hen ist. Fiir manche Molekiile ist bereits eine Dzyaloshinskii-Moriya- Wechselwirkung,
die ein Fiinftel der Heisenberg-Wechselwirkung betrégt, ausreicht, um eine deutlich
sichtbare Verédnderung der Magnetisierung zu bewirken. Betrachtet man den Verlauf
der Energieniveaus abhéngig vom Magnetfeld, so findet man zum einen durch die
Dzyaloshinskii-Moriya-Wechselwirkung hervorgerufene avoided Levelcrossings und
zum anderen konnen sich die gleichen Energieniveaus zweimal schneiden. Dies ist
interessant, da die Levelcrossings bei der Untersuchung des magnetokalorischen Ef-
fekts zu Minima in den Isentropen fithren kénnen. Die Arbeit endet mit einer Zu-

sammenfassung und einem Ausblick auf weitere interessante Fragestellungen.






2. Theoretische Grundlagen

Im folgenden werden die in dieser Arbeit benotigten Grundlagen beschrieben. Zu-
néchst wird das Heisenberg-Modell, mit dessen Hilfe Spin-Systeme beschrieben wer-
den konnen, vorgestellt. Dabei werden die unterschiedlichen Anteile kurz diskutiert.
Im folgenden wird dann die Dzyaloshinskii-Moriya-Wechselwirkung, d.h. der anti-
symmetrische Anteil, noch einmal genauer beleuchtet. Anschliefend gibt es einen
Uberblick iiber die Bedeutung und Auswirkung von im System vorhandenen Sym-
metrien, insbesondere der S*-Symmetrie und welche Konsequenzen sich aus deren
Verlust ergeben. Der letzte Teil des Kapitels widmet sich den betrachteten Obser-

vablen, wobei auf den magenetokalorische Effekt nidher eingegangen wird.

2.1. Das Heisenberg-Modell

Das Heisenberg-Modell [5] kann dazu benutzt werden, das Verhalten von magneti-
schen Molekiilen in einem Magnetfeld zu beschreiben. Dabei handelt es sich um ein
effektives Modell, d.h. man fiihrt neue Grofien, die das System beschreiben, ein oder
reduziert das bisher verwendete Modell. Ziel ist es dabei immer, den Rechenaufwand,
den man benétigt, um das Verhalten des Systems zu beschreiben, zu verringern. Der
Preis, den man dafiir zahlt, ist, dass man Genauigkeit verliert und/oder nicht mehr
Zugrift auf alle Informationen des Systems hat.

Die Wellenfunktion eines Elektrons in einem magnetischen Molekiil lédsst sich in
Orts- und Spinanteil trennen. Im Heisenberg-Modell wird nur noch der Spinanteil

beriicksichtigt. Desweiteren werden die freien Elektronen der Metallionen innerhalb
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des Molekiils, zu jeweils einem Spin s; zusammengefasst. Der Ligand, also die che-
mische Struktur, in die die Metallionen eingebettet sind, bestimmt zusammen mit
der Art der Tonen die Wechselwirkung J zwischen den einzelnen Spins.

Der Hamiltonoperator des Heisenberg-Modells lautet

2 — —
]gHeis:_ﬁZJij'ﬁi'ﬁj- (2.1)

i<j

Dabei ist s; der Einzelspin-Operator des Spins am Platz 7 und J;; die Austausch-
wechselwirkung zwischen den Spins an den Plitzen ¢ und j. Man beachte, dass
Operatoren in dieser Notation durch eine ~ gekennzeichnet werden. Definiert man
das Heisenberg-Modell auf diese Weise, entspricht J;; > 0 einem ferromagnetischen
Austausch, d.h. im Grundzustand wird eine parallele Ausrichtung bevorzugt und
Jij < 0 einem antiferromagnetischem Austausch, d.h. eine antiparallele Ausrichtung
ist energetisch giinstiger.
Die Wechselwirkung eines externen Magnetfelds mit dem Molekiil wird mit Hilfe des

Zeemanterms

Hzee = B Zgzgﬁg, (2.2)

beschrieben. pp5 ist das bohrsche Magneton, g der gyromagnetische- oder g-Faktor
des -ten Spins und B das Magnetfeld.
Nun muss noch eine geeignete Basis gewéhlt werden. Hierfiir bietet sich die Pro-

duktbasis
M) = |mi,m;, ... mb), (2.3)

an. Der obere Index nummeriert dabei die einzelnen Spins durch, wahrend der
untere zum i-ten Produktzustand die zugehorigen m-Quantenzahlen beschreibt. Um

die Produktbasis sinnvoll nutzen zu kénnen, werden jetzt noch die Leiteroperatoren

st =s"+is?, (2.4)
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eingefiihrt. Deren Wirkung auf einen Produktzustand ist definiert durch

sEimy,.o,oml o mY) = h/sa(se + 1) —mp(mP £ 1) ml, ... omP £ 1., mi).
(2.5)
Zusammen mit dem s*-Operator, der mit
silmiyoomly o mYy = hmlimi, . ooml . m)Y), (2.6)
auf einen Produktzustand wirkt, ldsst sich Gl. (2.1]) ausdriicken durch
1 z z — -
Huwe=—55 0 s (257 55+ 5755 + 57 57) (2.7)

i<j

Der gesamte Hamiltonoperator aus Heisenberg- und Zeemanterm ergibt sich unter
den fiir den Rest der Arbeit geltenden Annahmen, dass das Magnetfeld parallel zur
z-Achse liegt, alle Spins den gleichen g-Faktor besitzen und A = 1 gewéahlt wird, wie
folgt:

H==) J; (2-£f-£§+§i-z;+g;-gj)+guB S sioB (2.8)

i<j

Hiermit kann man nun die Hamilton-Matrix in der Produktbasis aufstellen.

2.1.1. Verallgemeinerung des Modells

Das Heisenberg-Modell ist isotrop, d.h. die relative Ausrichtung der magnetischen
Ionen und der Liganden zu einem externen Magnetfeld wird nicht beriicksichtigt.
Die Anisotropie der Wechselwirkung kann beriicksichtigt werden, indem man die

Austauschwechselwirkung nicht mehr als Skalar, sondern als Matrix

J:m: J:vy J:rz
J=|Jgw gw Jv= |, (2.9)
Jza: Jzy Jzz
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schreibt. In dieser Matrix werden anschlieflend alle raumlichen Informationen ver-

arbeitet. Der Hamiltonian nimmt hiermit die Form

H=-> 5355, (2.10)
1,

an. Ausgeschrieben und mit den Leiteroperatoren ausgedriickt erhélt man:

(Jor =iy =it = J%) /4
(T AT =TI ) [ 4
(Jir =iy + i — J) /4
s; (S5 +ady wady = JY) /4
fj- (g7 —isy) /2
i85 (T i) /2
P i) /2

+sis; (JiF+id) )2

+sisidi (2.11)

Da die verschiedenen rédumlichen Anteile aus der J-Matrix nicht direkt ersicht-
lich sind, nutzt man die aus der linearen Algebra bekannte Eigenschaft, dass sich
eine beliebige Matrix wie folgt in drei Anteile aufspalten ldsst - in eine konstante
Diagonale, was hier dem isotropen Heisenberg-Term entspricht, einen anisotropen

symmetrischen und einen anisotropen antisymmetrischen Anteil:

JHeis () 0 E' E* FEP 0 D= =D
‘ 1
J = 0 JHeis 0 + | B4 E?2 ES| + 5 —D* 0 D* . (212)
0 0 JHes E5 ES E3 DY —-D* 0

Der antisymmetrische Anteil wird in diesem Zusammenhang auch Dzyaloshinskii-

Moriya-Wechselwirkung genannt. Im néchsten Abschnitt wird deutlich, warum die
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auf den ersten Blick ungewthnliche Schreibweise dafiir gewéahlt wurde.
Ein &hnliches Vorgehen ist fiir einen anisotropen g-Faktor méglich. Darauf wird in

dieser Arbeit jedoch verzichtet.

2.2. Dzyaloshinskii-Moriya-Wechselwirkung

Die Dzyaloshinskii-Moriya(DM)-Wechselwirkung [6l [7] ist der antisymmetrische Aus-
tausch zwischen zwei Spins, der seinen Ursprung in der Spin-Bahn-Kopplung hat.

Die gebréauchlichste Schreibweise ist

1<j

Auch dies kann man mit Hilfe der Leiteroperatoren umschreiben zu

Hom =Y Di- (éz Xﬁj)

1<j
1D + DZ iD¥. — DY.
=Y |- s s s
1<J
iD, + DY, —iD¥, + DY,
— st 88
iD? iD?, _
— s s Y 5s s (2.14)

D bezeichnet den DM-Vektor, d.h. die Orientierung der Wechselwirkung. Zur
Bestimmung der Orientierung dieses Vektors hat Moriya [6] fiinf Regeln aufgestellt.
Die Ausgangslage ist, dass die zwei Spins, fiir die der DM-Vektor bestimmt werden
soll, jeweils an den Punkten A und B lokalisiert sind. Der Punkt C halbiert die
direkte Linie AB. Die Regeln lauten dann wie folgt:

i. Wenn C ein Inversionszentrum ist, folgt dass

D =0.
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ii. Wenn es eine Spiegelebene E senkrecht zu AB gibt, die durch C geht, ist
D | E bzw. D 1 AB.

iii. Wenn es eine Spiegelebene E gibt, die A und B enthélt, dann ist

—

D 1 E.

iv. Wenn es eine zweifache Rotationsache R gibt, die senkrecht zu AB ist und durch

C' geht, ist
D LR,
v. Wenn AB eine n-fache Rotationsache R mit n > 1 ist, folgt
D | AB.

Betrachtet man diese Regeln gibt es insgesamt zwei Moglichkeiten fiir die Rich-
tung der DM-Vektors, ndmlich D | AB oder D L AB. Die exakte Position ist von
Molekiil zu Molekiil verschieden und héngt von der unmittelbaren Umgebung der
jeweiligen Ionen, d.h. dem genutzen Liganden, ab.

Was auffillt ist, dass keine Aussage iiber das Vorzeichen des DM-Vektors gemacht
wird. Dies ist vermutlich darin begriindet, dass die DM-Wechselwirkung antisym-
metrisch ist, d.h.

— —

Daraus folgt, dass es von entscheidender Bedeutung ist, wie die Wechselwirkungen
zwischen den Spins durchnummeriert werden. Darum ist es bei allen Rechnungen
wichtig, nicht nur die Richtung der Vektoren und die Spinpaare anzugeben, sondern
auch die gewahlte Nummerierung. Alle in dieser Arbeit verwendeten Konfigurationen
befinden sich deshalb in Anhang [Bl

Die Stérke der Wechselwirkung ergibt sich dann aus der Linge, also dem Betrag der

10
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DM-Vektoren. Um das Vorzeichen der Richtung auch zu beriicksichtigen wird die
Grofle D' eingefiihrt:
D-D
D= ==K (2.16)
| D]
Hier bezeichnet D den DM-Vektor, dessen Stiarke D’ bestimmt werden soll. ﬁK

ist der Vektor der Konfiguration, welche in diesem Zusammenhang untersucht wird

und in Anhang Bl hinterlegt ist. Da diese Vektoren bereits normiert sind, vereinfacht

sich D’ zu

D'=D- Dg. (2.17)
Der Vorteil dieser Art, die Stdrke der Wechselwirkung zu bestimmen, ist, dass
man durch ein negatives Vorzeichen eine andere, aber sehr &hnliche Konfiguration
untersuchen kann.
Im folgenden wird die DM-Wechselwirkung immer im Verhéltnis zur Heisenberg-
Wechselwirkung J betrachtet. Ein Verhéltnis von D'/|J| = 0.5 bedeutet, dass die
DM-Wechselwirkung halb so grof ist wie die Heisenberg-Wechselwirkung.
Die Groflenordnung, mit der die DM-Wechselwirkung auftritt, liegt laut Moriya bei
Ag

D =J. = 2.18
; (2.18)

wobei Ag die Abweichung des g-Faktors von dem des freien Elektrons ist. In
der Regel liegt diese Abweichung bei ca. 5 — 10%. Um aber den Effekt der DM-
Wechselwirkung auf die Observablen des Systems besser untersuchen zu koénnen,

werden auch deutlich hohere Stérken angenommen.

2.3. Symmetrien

In Systemen vorhandene Symmetrien sind in der Physik immer von besonderem
Interesse. Zum einen kénnen sie auf mogliche Erhaltungsgrofien hindeuten, zum an-

deren kénnen sie verwendet werden, um die Beschreibung des Systems stark zu

11
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vereinfachen.

Im folgenden wird zuerst die S*-Symmetrie vorgestellt und erldutert, wie die Zer-
legung des Hilbertraums in orthogonale Unterrdume zu einer Blockstruktur der
Hamilton-Matrix fithrt. AnschlieBend wird diskutiert, welche Anderungen sich durch

die Hinzunahme der DM-Wechselwirkung ergeben.

2.3.1. S5*-Symmetrie

Die S*-Symmetrie ergibt sich, wenn man ein rotationsinvariantes System betrach-
tet, d.h. wenn die Observablen richtungsunabhéngig sind. Um besser zu verstehen,
welche Bedeutung die S*-Symmetrie hat und welche Konsequenzen sich aus deren
Verlust durch Einfiirung der DM-Wechselwirkung ergeben, wird in diesem Teil der

Hamiltonoperator auf den Heisenberg- und Zeemanterm beschrénkt:

];ISym = gHeis + gZee- (219)

Anschlieflend fithrt man den Operator des Gesamtspins ein:

5= 5. (2.20)

~

i

Analog dazu ist die z-Komponente des Gesamtspins definiert durch:

=) si (2.21)

Damit vereinfacht sich auch der Zeemanterm zu:

gZee = g,uBé’ZBZ (222)

In der Quantenmechanik erkennt man eine Symmetrie daran, dass die Operatoren

der Observablen mit dem Hamiltonoperator kommutieren, d.h.

[gsym, SZ} —0. (2.23)

~

12
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Daraus folgt, dass man eine gemeinsame Eigenbasis von Hgy,, und S finden kann.

Fiir ein rotationsinvariantes System gilt zusétzlich noch, dass

(Hsgm, §2 =0 wnd [$2,57] =0, (2.24)

Damit kann man ebenfalls eine gemeinsame Eigenbasis zu 52 finden. Diese kann
man nun wiederum mit Punktgruppensymmetrien, wie z.b. vorhandene Spiegele-
benen oder einer n-zahligen Drehachse kombinieren [8], was aber hier nicht weiter
diskutiert werden soll, da es nicht zu weiteren Erkenntnissen beim Verlust der Sym-
metrie fithrt.

Um eine gemeinsame Eigenbasis von Hgyy, und S zu finden, fithrt man eine neue
Quantenzahl M ein. Mit ihr werden die Unterrdume des Hilbertraums charakteri-

siert. Zu jedem Produktzustand |m;) erhdlt man das zugehorige M; durch

N

wodurch die neuen Basiszustande die Form

(2

annehmen. Die moglichen Werte fiir M sind M = —S,.00, —Smaz + 1, -+ ., Sz,
wobel Syq, der Gesamtspin Syq, = Y, s; ist. Die Wirkung des S*-Operators auf

einen Basiszustand ist definiert als:

Anschaulich betrachtet, bilden die orthogonalen Unterrdume dann Blocke inner-

halb der Hamilton-Matrix Hgy.,. Der Eintrag «;; der Matrix berechnet sich durch

aij = (M 17| H sym| Mj; 1705). (2.28)

Um die Blockstruktur zu verdeutlichen, betrachtet man als Beispiel einen Dimer,

d.h. ein System aus zwei miteinander wechselwirkenden Spins.

13
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Wenn s; = sy = 1/2 ist, dann kann man sie zu S = 0 und 1 koppeln, womit die
moglichen M-Quantenzahlen -1, 0 und 1 sind. Sortiert man die Basiszustédnde nach

den M-Quantenzahlen, nimmt die Hamilton-Matrix die Form

Oéll(M = ].) 0 0 0
0 ag(M =0) o3(M =0 0
Hgy,(Dimer) = 2( ) ol ) )
0 OégQ(M = O) 0433(M = 0) 0
0 0 0 &44(M - —].)

(2.29)

an. Die Matrix zerfallt dadurch in kleine Matrizen, die sich einzeln diagonalisieren
lassen. Die Unterrdume mit M = =1 bilden jeweils eine 1 x 1-Matrix, der Unterraum
mit M = 0 eine 2 x 2-Matrix. Dadurch kann man den numerischen Aufwand, der
zum Diagonalisieren benétigt wird, reduzieren.
Der zweite Vorteil der S*-Symmetrie ist, dass der Zeemanterm bereits diagonal in
der Produktbasis ist. Dies fiihrt dazu, dass man zuerst nur die Hamilton-Matrix
des Heisenbergterms diagonalisieren muss und anschlieend nur noch den Zeeman-
term abhéngig vom Unterraum auf jeden Energieeigenwert hinzu addieren muss.
Dadurch sind die Energieeigenwerte eine lineare Funktion des Magnetfels, wobei die

M-Quantenzahl des Unterraums die Steigung angibt.

—\] = 0
[—y S
1 e—M=0
e V] = 1

E[a.u.]

B[a.u] B

1

Abbildung 2.1.: Schematische Darstellung der Energieeigenwerte eines antiferroma-

gnetischen s = 1/2 Dimers
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2.3. Symmetrien

Abbildung 2.1] zeigt beispielhaft die Abhéngigkeit der Energieeigenwerte eines an-
tiferromagnetischen Dimers mit s; = s = 1/2 vom Magnetfeld. Dort kann man bei
B = Bj ein Levelcrossing sehen, d.h. zwei Energieniveaus schneiden sich und ab B;

andert sich die M-Quantenzahl des Grundzustands.

2.3.2. Konsequenzen der DM-Wechselwirkung

Mit der Hinzunahme der DM-Wechselwirkung verliert man die S*-Symmetrie, denn

(s + How) .57 #0. (2.30)

Dies fiihrt dazu, dass zu jedem Magnetfeld eine eigene Matrix diagonalisiert wer-
den muss. Auch die Blockstruktur, d.h. die Zerlegung in mehrere kleine Matrizen

ist nicht mehr moglich. Am besten versteht man dies, wenn man sich die einzelnen

Summanden des Hamiltonoperators anschaut. s7 - s%, sowie sii . S;F verdndern die
M-Quantenzahl eines Basiszustands nicht, wéhrend die Terme s7 - sjc sowie s7 - s%

jeweils zwei Unterrdume, fiir die |M; — M;| = 1 gilt, miteinander verkniipfen.
Die Ausnahme bildet der Fall, dass die DM-Vektoren parallel zum Magnetfeld sind,
d.h. D = D?. Dann wird Hpy zu

iD?
Hou(D?) = =257 5] + =20 55 (2:31)

Man erkennt sofort, dass die Unterrdume zu unterschiedlichem M nicht mitein-
ander verkniipft werden konnen.
Wie die Folgen des Symmetrieverlustes genau aussehen, lésst sich a priori nicht
vorhersehen. Durch die rdumliche Komponente kénnen sich die Auswirkungen von
Molekiil zu Molekiil stark unterscheiden. Darum werden in dieser Arbeit verschie-

dene Molekiile in verschiedenen Konfigurationen untersucht.
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2. Theoretische Grundlagen

2.4. Observable des Systems

Dieser Abschnitt, wie [9], befasst sich mit den in dieser Arbeit untersuchten Obser-
vablen und deren Berechnung. Die Molekiile liegen meist als Pulver aus Kristalliten
oder als Einkristall vor, d.h. als Festkorper. Dieser befindet sich im Experiment in
Kontakt mit einem Warmebad, d.h. um die thermodynamischen Gréflen des Sys-
tems zu bestimmen, wird das kanonische Ensemble benotigt. Die Zustandssumme

des kanonischen Ensembles berechnet sich durch

Z(T, B) = Sp (6*55 ) =Y ), (2.32)

Dabei ist E,,(B) der n—te Energieeigenwert zum Magnetfeld B und
B =1/(kp-T), mit der Boltzmankonstanten kg und der Temperatur 7. Mit Hilfe der
Zustandssumme lassen sich nun die Observablen des Systems berechnen. Allgemein

berechnet sich der thermische Mittelwert einer Observable durch

(0 =5 S (0™ In). (233

In den folgenden Unterabschnitten werden die einzelnen Observablen vorgestellt.

2.4.1. Mittlere Energie

Der zur mittleren Energie gehorige Operator ist der Hamilton-Operator des Systems

(T, B) = 2 3 (nl e H ). (234

Verwendet man nun die Energie-Eigenbasis vereinfacht sich dies zu

W, B) = 2 3 B . (2.35)
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2.4. Observable des Systems

2.4.2. Magnetisierung .Z (T, B)

Die Magnetisierung erhélt man, wenn das Magnetfeld in z-Richtung angelegt ist,

mit Hilfe von §Z:

Z\\ __ guB —BE, z
M (T, B) = —gup({3%) = ==~ > e (n] S |n). (2.36)

n

Von besonderem Interesse ist die Magnetisierung im sub-Kelvin Bereich. Dort
wird das Verhalten vom Grundzustand und den nah am Grundzustand liegenden
Energieniveaus dominiert. Am leichtesten zu sehen ist das fiir 7 = 0. Wenn man die

Grundzustandsenergie eines nicht entarteten Grundzustands ausklammert, folgt

//(T, B) = —glp (eﬁEo Z 6—5(En—Eo) . <n| §z |n>> / (66150 Z 6—5(En—E0)>

= —gupg <<0|§Z|0> ¥ + Z<n|§z|n> e—B(En—Eo)> / (60 + Ze—B(En—EO)> '
n=1

n=1

(2.37)

Fiir T" — 0 geht 5 — oo. Da wir die Grundzustandenergie ausgeklammert haben,
ist (E, — Ey) > 0 fiir n > 1, wodurch die Exponentialfunktionen gegen Null gehen.
Ubrig bleibt dann fiir nicht entartete Grundzustinde

A (T, B) = —gpp (0157(0) = —gup Mo, (2.38)

also die M-Quantenzahl des Grundzustandes in Einheiten von gup. Andert sich
durch die Wechselwirkung mit dem Magnetfeld die M-Quantenzahl des Grundzu-
standes bei einem Levelcrossing, macht die Magnetisierung einen Sprung. Dies ge-
schieht bei jedem Levelcrossing, weil M die Steigung angibt und sich parallele Gera-
den nicht schneiden, muss sich jeweils M &dndern. Aus diesem Grund erwartet man
bei sehr tiefen Temperaturen, dass die Magnetisierung ein Stufenmuster besitzt. Je
weiter die Temperatur steigt, desto mehr Energieniveaus oberhalb des Grundzustan-

des tragen zur Magnetisierung bei, wodurch die Stufen ausgeschmiert werden.
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2. Theoretische Grundlagen

2.4.3. Suszeptibilitat y (7, B)

Die Ableitung der Magnetisierung nach dem Magnetfeld bezeichnet man als Suszep-

tibilitat oder differentielle Suszeptibilitat ypig(T, B),

0.4 (T, B)
9B

Da in einem Experiment die differentielle Suszeptibilitdt nicht gemessen werden

xoir (T, B) = (2.39)

kann, behilft man sich, indem man den Quotienten

A (T, B)

T.B) =
x(T, B) 5

(2.40)

berechnet. Aus diesem Grund ist, wenn man von x (7, B) oder der Suszeptibilitéit

spricht, in dieser Arbeit immer der Quotient .# /B gemeint.

2.4.4. Wiarmekapazitat Cp(T)

Die Warmekapazitit, bei konstantem Magnetfeld, ist mit Hilfe der mittleren Energie
definiert als
9((H))
Cg(T) = - 2.41
W(T) = (2.41)
Setzt man die Gl. (Z35)) ein, erhélt man nach Ausdifferenzieren:

B2 BT B e BT 2
Cp(T) = l{;BlTQ EZZ:?;&/T - <ZiiEeEi/T ) ]
— o [ - Y] (2.42)
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2.4. Observable des Systems

2.4.5. Magnetokalorik

Der zur Entropie gehorige Operator ist der statistische Operator, genauer der Loga-

rithmus davon:

~n). (2.43)

In der Energie-Eigenbasis folgt dann

e_ﬁEn e_BEn

S(T,B)=—kp Y _ —— In—

— ky (5 ((H)) + In Z) . (2.44)

Im Folgenden wird der magnetokalorische Effekt vorgestellt. Wenn sich die Tem-
peratur 71" eines Systems dndert, wenn man das angelegte Magnetfeld B veréndert,
dann bezeichnet man dies als magnetokalorischen Effekt. Lange Zeit wurde ange-
nommen, dass er zum ersten mal von Emil Warburg im Jahr 1881 beobachtet [10]
wurde. Neuere Untesuchungen zeigen aber, dass er erst 1917 von Weiss und Piccard
entdeckt wurde [I1]. Den Nutzen zur Anwendung erkannten unabhingig voneinan-
der Peter Debye 1926 [12] und William Giauque 1927 [13], welcher dafiir 1949 den
Nobelpreis fiir Chemie erhielt. Beide schlugen vor, den Effekt zur Kiihlung zu nut-
zen, um Temperaturen im sub-Kelvin-Bereich zu erreichen. Diesen Prozess nennt
man adiabatische Entmagnetisierung.

Die magnetischen Momente innerhalb des Materials wechselwirken mit dem &ufleren
Magnetfeld und bewirken so eine Anderung der Entropie S, analog zur Kiihlung
durch ein Gas. Dabei entspricht die isotherme Magnetisierung des Materials der
isothermen Kompression des Gases, was eine geringere Entropie zur Folge hat. Die
Entmagnetisierung entspricht dann der Expansion des Gases und stellt die Entro-

pie des Systems wieder her. Dies ist in beiden Féllen ein reversibler Prozess. Die
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2. Theoretische Grundlagen

Entropie im Festkorper kann verschiedene Anteile besitzen. Die Entropie setzt sich
zusammen aus dem magnetischen Anteil, dem elektronischen Anteil und dem Anteil

des Gitters:

S(T, B) = Smag(T, B) + Sui(T) + Saister (T)- (2.45)

Wenn die Anderung des Magnetfeldes in einem adiabatischen Prozess erfolgt, d.h.
die gesamte Entropie des Systems éndert sich wahrenddessen nicht, dann miissen
der Gitterbeitrag und der elektronische Beitrag dies ausgleichen. Erhoht man das
Magnetfeld, fangen die magnetischen Momente an, sich am Feld auszurichten und so
entsteht eine geordnetere Struktur, d.h. der magnetische Anteil der Entropie sinkt.
Da die gesamte Entropie konstant bleiben soll, steigen die beiden anderen Beitréige

und damit die Temperatur. Wenn B; > By, dann gilt fiir die Temperaturdnderung:

AT = T(B,) — T(By). (2.46)

Die Temperaturinderung als Folge der Magnetfeldéinderung bezeichnet man als
den magnetokalorischen Effekt. Analog zur Anderung der Temperatur kann man die

Anderung des magnetischen Anteils der Entropie definieren als:

ASy = S(T,B)) — S(T, By). (2.47)

Um Vorhersagen iiber den Temperaturverlauf in Abhéngigkeit vom Magnetfeld
machen zu kénnen, muss man die Entropie bestimmen. Anschliefend entspricht die

Steigung der Isentropen im 7' — B-Diagramm der Kiihlrate JZ":

Dabei ist C' die Warmekapazitit. Um den magnetokalischen Effekt moglichst gut
nutzen zu kénnen, muss das Material in dem Temperaturbereich, indem die Kiihlung

stattfinden soll, eine moglichst groBe Anderung in der Entropie besitzen.
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3. Methodik

In diesem Kapitel wird der technische Aspekt der Arbeit naher beleuchtet und ori-
entiert sich dabei an [9]. Nachdem erldutert wurde, was das Problem ist und welche
Schwierigkeiten es gibt, dieses zu l6sen, werden die hier verwendeten numerischen

Losungsansitze vorgestellt.

3.1. Das Problem

Um die Observablen des Systems bestimmen zu kénnen, werden die Eigenwerte und
Eigenvektoren, die das System beschreiben, benétigt (siehe Kapitel 2.4]). Um diese zu
bestimmen, gibt es verschiedene Ansétze. Die eleganteste Variante ist, dass man ein
analytisches Schema findet, nachdem man die Eigenvektoren konstruieren kann. Die
Eigenwerte erhilt man dann durch Anwenden des Hamiltonoperators. Ein Beispiel
hierfiir sind die Kugelflichenfunktionen zusammen mit den Laguerre-Polynomen fiir
das nichtrelativistische Wasserstoffatom.

Leider ist dies fiir die meisten Probleme nicht moglich. Insbesondere bei einem Viel-
teilchenproblem wie einem Spinsystem kann man dies nur fiir wenige Probleme. Des-
halb miissen die Eigenwerte und Eigenvektoren eines linearen Operators, in diesem
Fall des Hamiltionoperators, numerisch bestimmt werden. Das Eigenwertproblem

einer Matrix lasst sich darstellen als

O-|p) =A1-|p). (3.1)

Dies kann man umschreiben zu
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3. Methodik

(Q - )\IL) ) = 0. (3.2)

Die allgemeine Losung ist fiir [¢) # 0 gegeben als

det (Q . A]l) — 0. (3.3)

Dies entspricht einer Nullstellensuche fiir ein Polynom n-ten Grades, wobei n =
Dim(O) die Dimension der Matrix ist. Diese Gleichung hat bis zu n verschiede-
ne Losungen. Die Werte )\; nennt man Eigenwerte und die dazugehorigen |p;) die
Eigenvektoren. Dieser einfache theoretische Ansatz hat in der praktischen Umset-
zung mit technischen Schwierigkeiten zu kédmpfen. Im Allgemeinen gestaltet sich
die Nullstellensuche in einem hochdimensionalen Raum als schwierig. In den folgen-
den Abschnitten werden darum verschiedene Anséitze vorgestellt, dieses Problem zu

16sen oder die Observablen zu approximieren.

3.2. Volltstandige Diagonalisierung

Ziel der vollstindigen Diagonalisierung ist es, alle Eigenwerte und Eigenvektoren
einer Matrix bis auf numerische Ungenauigkeiten durch Rundungsfehler zu bestim-
men. Hierfiir wurden bereits zahlreiche Verfahren entwickelt, welche in fertig kom-
pilierten Bibliotheken bereit gestellt werden. Ein Beispiel hierfiir ist LAPACK welche
erstmals 1992 veroffentlicht wurde oder darauf basierend die Intel R) MKL, welche
fiir die Rechnungen in dieser Arbeit verwendet wurde. Der offensichtlichste Vorteil
dieser Bibliotheken ist, dass man die Routinen weder selbst programmieren, noch
testen muss. Ein weiterer Vorteil ist, dass eine Vielfalt an verschiedenen Methoden
zur Verfiigung steht. Je nachdem, wieviel iiber die Eigenschaften der vorhandenen
Matrix, wie z.B. hermitisch, tridiagonal, etc., bekannt ist, konnen speziell optimier-
te Routinen gewéhlt werden. Eine detailierte Beschreibung aller Routinen befindet
sich im Handbuch der jeweiligen Version. Fiir die komplexen, hermitischen Matrizen

wurde in dieser Arbei ,,zheevr “ verwendet.
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3.3. Lanczos und finite temperature Lanczos

Der offensichtliche Vorteil dieser Methode ist, dass man alle Eigenwerte und Eigen-
vektoren erhélt. Somit ist man in der Lage, die Observablen des Systems direkt zu
bestimmen und muss nicht auf Ndherungen zuriickgreifen.

Leider stof3t die vollstdndige Diagonalisierung schnell an ihre Grenzen. Erstens ska-
liert der bendtigte Rechenaufwand sehr ungiinstig mit der Grofie des Systems. Beim
Gaufleliminations-Verfahren zum Beispiel wéchst er kubisch mit der Grole der Ma-
trix [I4], d.h. mit der Dimension des Systems. Zweitens wichst auch der fiir die
Matrix benotigte Speicher und zwar quadratisch. Eine Matrix der Grofie

100 000 ® 100 000 aus komplexen Zahlen benétigt 160 Gigabyte Arbeitsspeicher. Da
die Dimension des Systems exponentiell mit der Zahl der Spins wéchst, ist klar, dass
viele Systeme zu grof fiir eine vollstdndige Diagonalisierung sind.

Aus diesem Grund wurden zahlreiche Néherungsverfahren entwickelt. Jedes dieser
Verfahren hat seine Stérken und Schwéchen und damit sinnvolle Anwendungsbe-
reiche. Im néchsten Abschnitt wird die finite-temperature-Lanczos-Methode, welche

hier die Methode der Wahl ist, vorgestellt.

3.3. Lanczos und finite temperature Lanczos

Die finite-temperature-Lanczos-Methode wird gewéhlt, da sie, im Gegensatz zur
Quanten Montecarlo Simulation, bei der das sogenannte ,,sign problem* [I5] auftritt,
in der Lage ist, die Eigenschaften frustrierter Spinsysteme bei endlichen Tempera-
turen zu berechnen. Die folgende Herleitung der Idee findet sich in &hnlicher Form

bereits in [9].

3.3.1. Lanczos

Das Lanczos-Verfahren gehort zu der Klasse der Projektions-Methoden und ist in
der Lage, die Eigenwerte an den Réndern des Spektrums mit hoher Genauigkeit zu
bestimmen. Das Verfahren wurde Anfang der 50er Jahre von Cornelius Lanczos [16],

[I7] entwickelt. Die Idee ist es, durch mehrfaches Anwenden des Hamilton-Operators
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3. Methodik

einen Unterraum, einen sogenannten Krylow-Raum, zu bilden. In diesem Krylow-
Raum konvergieren die extremalen Eigenwerte deutlich schneller als die in der Mitte
des Spektrums liegenden [18].

Man startet dabei mit einem zufélligen Vektor |¢;), wobei gefordert wird, dass dieser
Anteile zu moglichst vielen Eigenvektoren besitzt. Dies ist in der Regel durch die
zufillige Erzeugung gewéhrleistet. Der N-dimensionale Krylow-Raum K wird dann

durch die folgenden Vektoren aufgespannt

K = span {61, H |6:), B2 [61),..., HY " |o1) } (34)

In néchsten Schritt nutzt man diese Vektoren, um daraus eine Orthonormalbasis
zu erzeugen. Dazu verwendet man z.B. das Gram-Schmidt-Verfahren [19)].
Der erste Schritt im Lanczos-Verfahren ist damit das Anwenden des Hamilton-

Operators H auf den zufilligen Startvektor [¢;):

|6) = H |¢1). (3.5)

Da die Forderung ist, dass alle Vektoren orthonormal sein sollen, muss man nun

den vorherigen Vektor rausprojizieren

|5) = 1) — [d1){d1]d). (3.6)

Anschliefend muss der Vektor noch normiert werden

e
192) = Trlony (3.7)

und der erste Lanczos-Schritt ist getan. Ganz analog dazu ist das Vorgehen fiir

alle weiteren Schritte:

24



3.3. Lanczos und finite temperature Lanczos

1) |¢;/+1> = ILI‘@)
2) i) = 1051) — 19 (bil b7y 1) — [di1){(Pial @)
[
3 i =
) Vo) =

In GL 2) werden nicht alle vorherigen, sondern nur die letzten zwei Vektoren

(3.8)

herausprojiziert. Bei diesem Vorgehen ist es offensichtlich, dass jeder Lanczos-Vektor
orthogonal zu seinen beiden Vorgéngern ist. Es ist weiterhin moglich zu zeigen, dass
alle vor diesen beiden erzeugten automatisch orthogonal zum neuen Lanczos-Vektor
sind [20]. Diese analytische Uberlegung gilt allerdings in der praktischen Anwen-
dung nur, wenn man nicht zuviele Schritte macht. Sollte man mehr Schritte ma-
chen, kommt es durch numerische Ungenauigkeiten zu geringen Anteilen an alten
Vektoren. Sollte dies zu einem Problem werden, so kann man alle Lanczos-Vektoren
speichern und bei jedem Schritt alle vorherigen Vektoren herausprojizieren.

Mit Hilfe der Lanczos-Vektoren kann man nun die Lanczos-Matrix L, d.h. die redu-

zierte Hamilton-Matrix, im Krylow-Raum darstellen:

Li; = (9il [f |<Z5j>- (3.9)
Durch die Orthogonalitéit der Lanczos-Vektoren muss die Matrix L eine Tridiago-

nalmatrix sein, d.h. es gilt

Lij=0 fir |i—j|>1. (3.10)

Diese Eigenschaft kann man nun nutzen und nur die Diagonale und die beiden Ne-
bendiagonalen berechnen, also die Matrixelemente L;; mit |i—j| < 1. Nun kann man
die sehr viel kleinere Lanczos-Matrix diagonalisieren, d.h. die Eigenwerte und Ei-
genvektoren bestimmen. Diese sind die approximativen Eigenwerte. Je mehr Schrit-
te man macht, desto mehr ndhert man sich den echten Eigenwerten an. Den zum
k-ten Eigenwert gehorige Eigenvektor |v) kann man wie folgt durch die Lanczos-

Eigenvektoren [¢)) approximieren:
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3. Methodik

N-1

k) 2D (Snle) |¢n)- (3.11)

n=0

Alternativ kann man den Startvektor durch die Lanczos-Eigenvektoren darstellen

mit:

N-1

|61) & > (Pnldn) [1hn). (3.12)

n=0
3.3.2. finite-temperature-Lanczos-Methode

Die Idee der finite-temperature Lanczos Methode (FTLM) [21], 22] ist es, mit Hil-
fe der approximativen Eigenwerte und -vektoren eines Lanczos-Verfahrens mit L
Schritten die thermodynamischen Groflen eines Systems zu beschreiben [23] [24].

Dazu ersetzt man den Basisvektor |n) durch den Lanczos-Startvektor |¢):

(n| e |n) ~ (¢ e " |9). (3.13)
Diesen stellt man nun mit Gl.(812]) in der Basis der Lanczos-Eigenvektoren dar

(¢le” ™ |g) = ¢|Ze‘“’ (1| ) [tn) - (3.14)

=1

Da man die Wirkung des Hamiltion-Operators auf die |¢;) kennt, d.h. die Energie-

Eigenwerte, vereinfacht sich dies zu

(¢le o) = ¢|Ze% (il d) )

<¢|2/)> P (ag)

Mh WMh

OB (o) (3.15)

=1

Diese Approximation setzt man nun in die Zustandssumme Gl.(2.32]) ein, wobei

zu beachten ist, dass der Hamiltonoperator N = Dim(.7) Eigenwerte hat:
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3.3. Lanczos und finite temperature Lanczos

Dim() L
- > Z I (| )]
n=1
L
= Dim() Y e (o). (3.16)

1=0
Dies allein ist in den meisten Féllen noch keine gute Nédherung, darum bildet man
das Mittel der Zustandssumme mit R verschiedenen Startvektoren, damit sich im

Mittel die Fehler der einzelnen Zustandssummen ausgleichen:

z =D ZZ BB | () (3.17)

r=1 [=0

Im letzten Schritt kann man noch vorhandene Symmetrien des Hamilton-Operators
ausnutzten. Mit Hilfe der Symmetrien kann man den Hilbertraum in orthogonale Un-
terrdume zerlegen, d.h. wenn man H auf einen Zustand im Unterraum I' anwendet,
liegt der neue Zustand wieder im gleichen Unterraum. In der Hamilton-Matrix wer-
den diese Symmetrien dadurch gut sichtbar, dass sich Blockstrukturen entlang der
Diagonalen bilden, siehe Kapitel 2.3l Zur Berechnung der Zustandssumme wird nun
jeder Unterraum einzeln berechnet und am Schluss aufsummiert, um den ganzen

Raum zu erhalten. Mit diesen Uberlegungen folgt schlieBlich:

Dzm R L
7= Z D) ™S 8B |l 2. (3.18)

r=1 [=0
Analog zur Berechnung der Zustandssumme erfolgt die Uberlegung zur Berech-
nung von Observablen. Man ersetzt wieder die Basisvektoren durch den Startvektor

in der Lanczos-Figenbasis und mittelt iiber R verschiedene Startvektoren:

11&

Qe )~ 77

L
¢r\ > 0 Wyl ). (3.19)
=1

Da die Eigenwerte bekannt sind, kann man jetzt wieder den Hamilton-Operator
auf die Lanczos-Eigenvektoren anwenden. Nutzt man wie bei der Zustandssumme

die Zerlegung in orthogonale Unterrdume so folgt
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N |

R L
Z Z Z e PEuLrr (&r,r| O [1rr) (Y1 pr|drr).  (3.20)
T

r=1 [=1
Dies kann man nun fiir einige Observable aus Kapitel 4] einmal konkret be-
stimmen. Die Starvektoren sind fiir das Heisenberg-Modell in der s*-Produktbasis

dargestellt, d.h.

Dim() M Dim(Mj)
=1 —-M

wobei gelten muss, dass

N
> ml =M. (3.22)
n=1

Die mittlere Energie ergibt sich nach GI.(235]) zu

Mma:c

1 Dim(# (M
e~y —’“”(R( )
M=—Mmax
R L
SON Mym e HH ) (G Mimg ). (3.23)
r=1 [=1

Wenn man nun den Hamilton-Operator auf die Lanczos-Eigenvektoren wirken

lésst, so erhalten wir die dazugehorigen Energie-Eigenwerte

Mma:c

1 Dim((M))
()~ Y S
M=—Mmaz
R
ZZE[TMG BELrm <M ml...|wl,r,M)(1pl7r7M|M;mi...)
r=1 [=1
Mpmaz ,
1 Z Dim(7 (M))
- Z R
M Mmaac
R L
N> Brpage P [y | Mg )P (3.24)
r=1 =1
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3.3. Lanczos und finite temperature Lanczos

Die Magnetisierung berechnet sich mit Gl. (2.36]):

g KB Dim(#(M))
R L
DN (Mymy e PES ) (W[ M ms ). (3.25)

Den Hamilton-Operator wendet man auf die Lanczos-Eigenvektoren an, dadurch
erhélt man die dazugehdrigen Energie-Eigenwerte. Wendet man S* auf den Start-

vektor an, erhélt man die dem Unterraum entsprechenden M-Quantenzahlen

Z
R L
YOS Me PP (M my (Yuan) (| Mg )

Mmax Dzm R L
:_QZB 2 ZZM SB[ My )P
M=—Mmax r=1 =1

(3.26)

3.3.3. Erweiterung zu anisotropen Systemen

Die FTLM kann auch fiir Systeme mit Anisotropie, wie z.B. Mnjy-Acetat [25], an-
gewandt werden. Dabei gilt es jedoch einige Dinge zu beachten [26]. Das grofite
Problem fiir anisotrope Systeme besteht darin, dass [Ij ;S z] # 0 ist. Dadurch ist M
keine gute Quantenzahl mehr. Vorher hat es ausgereicht, die Energieeigenwerte der
einzelnen Unterrdume bei B = 0 fiir nicht negative M zu berechnen, da sie gleich
denen fiir —M sind, d.h. E;(B = 0,M) = E;(B = 0,—M). So konnte zu jedem
Magnetfeld der Zeeman-Term abhéngig vom Unterraum dem Energieeigenwert hin-
zugefiigt werden. Somit wird die Losung des anisotropen Problems gleich zweifach

erschwert.
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3. Methodik

Erstens muss, wie bereits in Kapitel erwahnt, die Lanczos-Routine fiir jeden
Wert des Magnetfeldes wiederholt werden.

Zweitens wird durch die zuféllige Wahl der Startvektoren das Verhalten fiir grofle
T, welches aus der Hochtemperatur-Entwicklung [27] 28] 29] [30] bekannt ist, nicht

korrekt reproduziert, wie zum Beispiel

Sp(S%) = 0. (3.27)

Dies folgt daher, dass fiir sehr hohe Temperaturen alle Zusténde des Systems
unabhéngig von deren Energien gleich besetzt sind. Im Fall des isotropen Hamiltio-
nians ist klar, dass es genauso viele Energieeigenwerte mit —M gibt wie mit +M.
Die FTLM stellt dies sonst dadurch sicher, indem die S*-Symmetrie genutzt wird.
Zu jedem Energieeigenwert F; in J#(—M) bei B = 0 existiert ein entarteter Ener-
gieeigenwert F; in ¢ (M). Somit konnen alle Energieeigenwerte eines Unterraums
M in den Unterraum mit —M kopiert werden. Ein zufillig gewédhlter Vektor im
gesamten Hilbertraum wird (3.:27)) praktisch nie erfiillen. Er wird immer eine kleine
Magnetisierung aufweisen. Zwar wiirde sich dieser Fehler fiir eine sehr hohe Zahl an
Zufallsvektoren wegmitteln, aber Ziel des Verfahrens ist es, den Rechenaufwand zu
reduzieren. Da die S*-Symmetrie nicht mehr gegeben ist, versucht man die allgemei-

nere Symmetrie

M(T,~B) = —(T, B), (3.28)

welche weiterhin Giiltigkeit besitzen muss, zu nutzen. Gl. (B.28]) entspricht der
Zeitumkehrinvarianz bei gleichzeitiger Umkehr des Magnetfeldes. Um diese Giiltig-
keit dieser Relation mit einer geringen Zahl von Startvektoren moglichst gut wieder
herzustellen, wird folgender Trick [25] verwendet. Zu jedem zufillig gewihlten Start-

vektor
Dim()

oy = > culmiymi, . mY) (3.29)

i=1
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3.3. Lanczos und finite temperature Lanczos

fithrt man eine zweite Rechnung mit dem zeitinvertierten Gegenstiick durch. Die-

sen konstruiert man aus dem ersten Vektor durch

Dim ()
‘(bl) = Z CZI ‘ - mil,lv _mz?,lv ceey _mz]?” (330>

i=1

Die Berechnung der Observablen dndert sich abgesehen von einer Ausnahme nicht.
Da die Startvektoren keine Eigenvektoren mehr zu S sind, muss die Magnetisierung

mit Hilfe des thermodynamische Potentials

G(T,B) = —ky T In (Z(T, B)) (3.31)

berechnet werden. Die Magnetisierung erhélt man nun durch

M(T,B) = _a% G(T, B). (3.32)

Dadurch, dass die Magnetfelder nur in diskreten Absténden vorliegen, folgt
G(T,B; + AB/2) — G(T,B; — AB/2)

M(T,B) = — — . (3.33)
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3.3.4. Genauigkeit der Methode

In diesem Abschnitt wird darauf eingegangen, wie sich die Genauigkeit fiir aniso-
trope Systeme mit der Zahl der Startvektoren und der Zahl der Lanczos-Schritte
verdndert. Der Rechenaufwand der Methode besteht fast vollstindig aus Matrix-
Vektor-Multiplikationen (MVM). Daraus folgt, dass die investierte Rechenzeit pro-
portional zur Zahl der Startvektoren mal Zahl der Lanczos-Schritte ist. Es gilt nun
eine sinnvolle Verteilung der Rechenzeit zu finden. Alle folgenden Rechnung wurden
fiir einen Spinring mit 14 Spin s = 1/2 mit D’/|J| = 0.5 bei einer Konfiguration von
D(150°) durchgefiihrt und mit vollstdndiger Diagonalisierung verglichen. In Kapitel
[ wird auf den Aufbau der Konfiguration genauer eingegangen. Die Dimension des
Hilbertraums betriagt 16384 und benétigt ca. 4.3 GB Arbeitsspeicher, wodurch die
Hamiltonmatrix auf aktuellen Computern durch vollstdndige Diagonalisierung dia-
gonalisierbar ist.

Es stellt sich heraus, dass sich die Observablen unterschiedlich gut approximieren
lassen. Es werden jeweils 200, 400 und 1000 MVM auf Startvektoren und Schritte

verteilt, um ein gutes Verhiltnis abschétzen zu koénnen.

T T T T T T T T T T T T
10 + 10 4 i
8 4 8 E
< <
s s
g 6 S - .
5 = = =Voll. Diag. 5 = = =Voll. Diag.
= 4l —— 108 20V 1 & 4 —— 108 20V l
— 208 10V — 208 10V
—— 508 4V —— 508 4V
2 —100S 2V i 2 —100S 2V i
0 T T T T T 0 T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
TK] TK]
(a) Tx bei B=0.1T (b) Tx bei B=1.0T

Abbildung 3.1.: 200 Matrix-Vektor-Multiplikationen, S = #Schritte, V = #Vektoren

Fiir die Suszeptibilitéit ergeben sich grofle Unterschiede fiir die gewéhlten Magnet-
felder. Fiir 200 MVM erhilt man fir B = 1.0 T schon Ubereinstimmung mit der
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3.3. Lanczos und finite temperature Lanczos

T T T T T T T T T T T T
10 10 E
]
8 - 8 E
< <
e &l = = =Voll. Diag. ] 2 4 = = =Voll. Diag. ]
o —— 10S 40V o —— 10S 100V
S — 20S 20V S — 50S 20V
=4 —— 40S 10V i =4 ——100S 10V i
——100S 4V ——250S 4V
—200S 2V —5008 2V
2 4 2 4
0 T T T T T 0 T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
TIK] TIK]

(a) 400 Matrix-Vektor-Multiplikationen (b) 1000 Matrix-Vektor-Multiplikationen

Abbildung 3.2.: Ty bei B = 0.1 T, S = #Schritte, V = #Vektoren

vollen Losung, bei B = 0.1 T hingegen ergeben sich nur bei tiefen Temperaturen
durchweg gute Ergebnisse (siche Abbildung B.I]). Die Abweichung vom paramagne-
tischen Limes ist ein Beispiel dafiir, dass Sp(S?) # 0 ist. Die Hinzunahme des
zeitinvertierten Vektors hat bereits zu einer deutlichen Verbesserung gefiihrt, doch
sind es vermutlich noch zu wenig Zufallsvektoren. Erhoht man die Zahl der MVM

nahert sich die Approximation wie zu erwarten dem paramagnetischen Limes an.

4.0 T T T T T T T T T T
. 54 .
3.5 « = =\/oll. Diag.
—— 10S 20V
—_— = = =\/oll. Diag.
07 - 282 12\\; 41 —— 10820V T
25 —100S8 2V — 20S 10V
—_ e — 50S 4V
E = 37 —100S 2V
s 7 o
1.5 24
1.0 4
1_
0.5
0.0 T T T T T 0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14 0 1 2 3 4 5
B[T] TK]
(a) Magnetisierung bei T'= 0.01 K (b) Wérmekapazitit bei B=0T

Abbildung 3.3.: 200 Matrix-Vektor-Multiplikationen, S = #Schritte, V = # Vektoren

Die Magnetisierung und Warmekapazitét lassen sich ebenfalls mit nur 200 MVM
gut annihern, vergleiche Abbildung 3.3l Es stellt sich heraus, dass man eine gewisse
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3. Methodik

Mindestzahl an Schritten, in diesem Fall 40, benttigt, um fiir die Magnetisierung die
besten Ergebnisse zu erzielen. Die Warmekapazitit benotigt nur 20 Schritte, aber

dafiir mindestens 10 Startvektoren.

0.20 T T T T

= = «\/0ll. Diag.
— 10S 20V
— 20S 10V
— 50S 4V
—100S 2V

0.15 4

0.10

TKI

0.05 \

0.00 T T T

TKI

T
0.0 02 04 06 08
BIT]

(a) 200 Matrix-Vektor-Multiplikationen

Abbildung 3.4.: Isentropen bei S = 0.5 kg, S = #Schritte, V = #Vektoren

0.20 T T T T

(b) 400 Matrix-Vektor-Multiplikationen

0.15 4

—100S 10V
—250S8 4V
—500S 2V

TK]

0.10

TIK]

= = =\/oll. Diag.
— 10S 100V
— 508 20V
—100S8 10V
—250S 4V
—500S8 2V

BIT]

(a) Isentropen bei S = 0.5kp

T
02 0.4 0.6

08 10 1.2
BIT]

(b) Isentropen bei S = 2.0kp

Abbildung 3.5.: 1000 Matrix-Vektor-Multiplikationen, S = #Schritte,

V = #Vektoren

Die Kurven konstanter Entropie lassen sich fiir S = 0.5 kg mit Hilfe der FTLM
nur unzureichend berechnen, wie die Abbildungen [3.41 und [3.5al zeigen. Variiert man

das Verhéltnis von Schritten und Vektoren, léasst sich blof3 feststellen, dass nur 2
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3.3. Lanczos und finite temperature Lanczos

Vektoren oder nur 10 Schritte ein sehr schlechtes Ergebnis liefern, d.h. ein ausgewo-

genes Verhéltnis wird bevorzugt. Trotzdem reproduziert keine Aufteilung bei allen

Magnetfeldern das beste Ergebnis, sondern immer nur Teile der Kurve. Nur die vor-

handenen Minima werden korrekt abgebildet.

Kurven mit hoherer Entropie werden besser getroffen, vergleiche Abbildung [3.5D)

Ty [cm® mol™ K]

8
= = «\/0ll. Diag.

64 — 20S10V
——100S 4V
—100S 10V

T T T T
0 50 100 150 200
TIK]

(a) Tx bei B=0.1T

T
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300

4.0

3.54

3.04
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2.04

= = =\/oll. Diag.
— 50S 4V
—— 40S 10V
—100S 10V

(b) Magnetisierung bei 7' = 0.01 K
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BIT]

Abbildung 3.6.: Vergleich der Genauigkeit fiir wachsenden Rechenaufwand,
S = #Schritte, V = #Vektoren
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(b) Isentropen bei S = 0.5kp

Abbildung 3.7.: Vergleich der Genauigkeit fiir wachsenden Rechenaufwand,
S = #Schritte, V = #Vektoren

In Abbildung und B.7] werden die besten Kombinationen aus 200, 400 und
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3. Methodik

1000 MVM verglichen. Dabei zeigt sich, dass auch mit wenig Aufwand sehr gu-
te Ergebnisse erzielt werden. Die Graphen fiir kleine Entropien sollten jedoch mit
Skepsis behandelt werden. Die Position der Minima ist immer gut getroffen. Der
restliche Verlauf kann, insbesondere ohne echte Vergleichsmoglichkeit, allenfalls als

Abschiatzung gewertet werden.
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4. Spinringe

4.1. Allgemeine Beschreibung

(@) (b)

Abbildung 4.1.: N =5, (a) 0°, (b) 50°

Molekiile, deren magnetische Zentren eine Ringstruktur bilden, sind bereits seit
ca.1994 [31] von Interesse. Durch ihre regelméBige, einfache Struktur und die Mog-
lichkeit, sie im Heisenberg-Modell (mit Zeeman-Term) zu studieren, sind Molekiile
mit einer Ringstruktur von Bedeutung [32] B3], 34 35l [36]. Insbesondere bei grad-
zahligen Ringen sind viele Erkenntnisse gewonnen worden [37, B8] [39] [40]. Auch ist
es gelungen, Ringe in verschiedenen Gréfien und mit den unterschiedlichsten magne-
tischen Zentren zu synthetisieren [41] [42] 43] [44) [45] [46].

Aus diesem Grund stellt sich die Frage, welche Folgen eine kleine Stérung in Form
der DM-Wechselwirkung auf das bekannte Verhalten hat. Zu diesem Zweck teilt sich

das folgende Kapitel in die folgenden Abschnitte auf. Fiir S = 1/2 werden Ringe mit
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4. Spinringe

gradzahligem N = 6, 8,10, 12 und ungradzahligem N = 5,7,9, 11 betrachtet und das
Verhalten verschiedener Observablen untersucht. Der Ring liegt immer in der z — y-
Ebene, wihrend das Magnetfeld in z-Richtung zeigt. Die Nummerierung der Spins ist
gegen den Uhrzeigersinn. Fiir die Orientierung der DM-Wechselwirkung werden meh-
rere Orientierungen gewéhlt. Zum einen entlang der Heisenberg-Wechselwirkung,
d.h. im und gegen den Uhrzeigersinn, zum anderen senkrecht dazu. Dabei wird die
Heisenberg-Wechselwirkung als Achse betrachtet, um die die DM-Vektoren gedreht
werden. 0° entspricht dabei der Situation, dass alle DM-Vektoren in der x — y-Ebene
liegen und nach auflen zeigen. Diese werden dann in Richtung der z-Achse gedreht.
Abbildung .Tal zeigt die Ausgangsposition und Abbildung zeigt die Drehung
um 50° fiir einen Ring mit N = 5.

Dieses Kapitel zeigt, dass der Winkel der DM-Vektoren relativ zum Magnetfeld
bestimmt, ob die Observablen zweier Konfigurationen das gleiche Verhalten zeigen.
Auch sieht man, dass die ungradzahligen Ringe stiarker von der DM-Wechselwirkung
beinflusst werden als die gradzahligen. Desweiteren findet man, dass die ungradzah-
ligen Ringe auf Grund ihres entarteten Grundzustands als Kiihlmittel interessant
sind, widhrend man bei den gradzahligen nur die hohe Kiihlraten bei kleinen Ma-
gnetfeldern nutzen kann.

Da der grofite behandelte Ring mit N = 12 einen Hilbertraum mit der Dimension
4096 aufspannt, kann fiir alle Ringe vollstéandige Diagonalisierung verwendet werden.
Im gesamten folgenden Kapitel betrigt die Heisenberg-Wechselwirkung J = —1 K,
d.h. sie ist antiferromagnetisch. Die Stdrke der DM-Wechselwirkung wird im Ver-
héltnis dazu angeben, d.h. D’/|J| = 0.2 entspricht einer DM-Wechselwirkung, die
20% der Stérke der Heisenberg-Wechselwirkung hat.

4.2. Aquivalente Orientierungen

Eine interessante Fragestellung, wenn man eine antisymmetrische Wechselwirkung

betrachtet, ist, ob sich durch die Struktur der Molekiile doch Konfigurationen der
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4.2. Aquivalente Orientierungen

DM-Vektoren ergeben konnen, die in den Observablen iibereinstimmen. Alle dqui-
valenten Konfigurationen treten sowohl bei den gradzahligen, als auch den ungrad-
zahligen Ringen auf. Aus diesem Grund wird fiir jede Konfiguration nur jeweils eine

Ringgrofle als Beispiel gezeigt.

M n,]
M ]

Abbildung 4.2.: Magnetisierung bei 7' = 0.01 K, D'/|.J| positiv entspricht D gegen

den Uhrzeigersinn, negativ im Uhrzeigersinn

Die naheliegendste Vermutung ist, dass durch Besonderheiten in der Stuktur die
Observablen fiir D gleich denen fiir —D sind. Dies tritt tatsichlich auf, wenn die
DM-Vektoren entlang der Heisenberg-Wechselwirkung liegen, d.h. DM-Vektoren im
und gegen den Uhrzeigersinn sind nicht unterscheidbar, was in Abbildung zZu

sehen ist.
7 8 T—
DYl DYl I
64 ——02 90 1 --02 90° ,',
----- 02 270 -----02 270°
5 ---- 06 0 S . 1 - 06 0° IT_J
- 06 180 { _ 06 180° !
= 4] = - 06 Uhrzeigersinn | = — — 0.6 Uhrzeigersinn l,
= s 4 pmmmd]
3 ——-—-——J il
|- i
-~
2 S——
T : 17
——— ! I
1 { et S T e e e e e l '
—
0 Q== T T
0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 35 0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 35
B[T] B[T]
(a) N=7 (b) N =8

Abbildung 4.3.: Magnetisierung bei 7" = 0.01 K, dquivalente Orientierungen

39



4. Spinringe

M [l
M [ug]

T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 0.0 0.5 1.0 15 20 25

M [ug]

=3

._—--lii;;

T T T T
0.0 0. 1.0 15 20

BT

(b) N =12
Abbildung 4.5.: Magnetisierung bei 7" = 0.01 K und D'/|J| = 0.6

Uberraschender ist, dass sie zusitzlich noch #dquivalent zu den Konfigurationen
mit einer Drehung um 0° sowie 180° sind, wie Abbildung zeigt. Jede um die
Heisenberg-Wechselwirkung rotierte Konfiguration hat einen dquivalenten Partner
und zwar den, bei dem der relative Winkel zum Magnetfeld gleich ist, d.h. D(10°) =
D(170°) oder allgemein

D(z) = D(y), wenn (x + y + 180) mod 360 = 0. (4.1)

Abbildung .4l zeigt dies fiir D(0°...180°) und Abbildung .5l fur D(190°...270°).
Erkldren kann man dies, wenn man die Symmetrie des Systems betrachtet. Die erste

ausgezeichnete Richtung bildet das Magnetfeld. Es bildet gleichzeitig die Symmetrie-
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4.2. Aquivalente Orientierungen

achse, um die man den Ring drehen kann. Wichtig ist, dass dabei die Reihenfolge,
in der die Wechselwirkung definiert wird, gleich bleibt, d.h. inshesondere auch die
Winkel zwischen den DM-Vektoren. Rechnerisch kann man die dquivalenten Rich-
tungen wie folgt zeigen:

Die Radial nach auflen zeigenden, normierten DM-Vektoren (5 1) werden durch

beschrieben.
Die parallel zu den Heisenberg-Vektoren gegen den Uhrzeigersinn laufenden, nor-

mierten DM-Vektoren (D) lassen sich durch

cos (22k) — cos (37 (k — 1))
. 1
= 271 _gin (22 (F —
D= sy | () SmEN(k 1) (4.3)
cons

ausdriicken. Die Norm der Vektoren ergibt sich aus

- 2 2 2 2
Di/@ = cos? (sz) + 2 cos (Wﬂz) oS (Wﬁ(z — 1)) + cos? (Ww(z — 1))
2m 2m 2T 2m
2 [ AT . 4T . 4. L2 [ AT
+ sin (Nz):leSm(Nz) sm(N(z 1))+sm (N(z 1))
=249 27, 1)) +2 2mG
= cos | 7 ) cos (¢ sin sin A (@ .

(4.4)

Mit den Additionstheoremen
sin(x £+ y) = sin(z) cos(y) £ cos(z) sin(y) (4.5)
cos(x £ y) = cos(z) cos(y) F sin(x) sin(y) (4.6)
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42

folgt nun

Mit der Doppelwinkelrelation

cos(2x) = 2 cos?*(z) — 1 =1 — 2 sin®(z)

erhalt man nun

b2 =2 2[2 2(1)—1}
n + cos N

v ()

™

N

5¢:2 cos(%)

und

2 sin(

Am einfachsten zu sehen ist, dass

7

N

52:2—2[1— sin2(—
e}
S1n N

).

N

v

(4.11)

(4.12)
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D, =—D, - Rigyp (4.13)

ist, wobei Rjg, die Drehmatrix ist, die alle Vektoren um 180° um die z-Achse

dreht. Daraus folgt

. 1
Risor - (=D1) = 2 cos (1)
N
B 1
2 cos (%)
=D,.

— 1
RTSOO ' (_DO) - 2 sin (1)
N
- 1
2 sin (%)
— _50.

-1 0 0 —cos (47k) — cos (37 (k — 1)
0 -1 0 —sin (47k) — sin (37 (k — 1))
0 0 1 const
cos (32k) + cos (37 (k — 1)
sin (27k) + sin (37 (k — 1))

const

(4.14)

(4.15)

Um zu zeigen, dass D = D, muss man D | mit RZ,, um 90° gegen den Uhrzei-
) O 9 90

gersinn drehen:
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. 0 -1 0 cos (%’rk) + cos (%’T(l{; — 1))
RSOO.DL:W 1 0 0 sm(%’rk)jLsm(?WW(k_l))
0 0 1 const
i (2K) —sin (35— 1)
1
= Teos (@) | o8 (FH) Heos(FE-D) - (4.16)

const

Betrachten wir nun die Komponenten einzeln, beginnend mit der z-Komponente

Ry - D% = @ [— sin (%ﬁlﬂ) — sin <2W7T(k - 1))} . (4.17)

N
Nutzt man GI. erhalt man

- 1 2T
R:o -D¥ = ———{ —sin | —k
o0 + 2005(%){ Sm(N )
2 2 2 2
— {sin (Wﬂk) oS <WW> — cos <Wﬂk> sin <WW>] } (4.18)
Mit Hilfe von Gl. wird daraus
z ST 1 . 27T . 27T s
RQOO . DJ_ == m{—sln (Wk> — S1n <W]€) COS2 (N)
o (378) () -2 (35) s (5) (3
sin N sin N cos N sin N cos N

- G [ v (2] - g (30 o (3)

(%)
= cos <%k) sin (%) sin <%ﬂk) cos (%) . (4.19)
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Nun erweitert man dies mit 2 sin (%)

. = 1 2m . T
Rggo - D] = m <2 cos <Wk> sin? (N)

— 2 sin (%Tk) sin (%) sin (%)) (4.20)

Nutzt man GI. riickwirts folgt

O . {cos (%”k) {1 = cos (%ﬁﬂ
o (252) o
9 sinl(%) {COS QW%)
- [cos (QWW]{?) cos (%) +sin <%ﬂk) sin (%)] } (4.21)

Mit GL riickwérts hat man die Identitdt der z-Komponente gezeigt

; = 1 2w 27
Rgoo . DL = m |:COS (Wk?) — COS (W(k’ — 1)):|

— D2, (4.22)

Fiir die y-Komponente

Ri,. DY = ﬁ [cos (%ﬂk) + cos <%”(k - 1))] (4.23)

ergibt sich mit GIL.

. o= 1 2m 2m 2w
Rgoo . Di = m |f305 (Wk) + cos (Wk) COS <W)

o (220 s (22)]. ”

Mit Hilfe von GI. ergibt sich
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1= ks oo (3) e (30) o ()
oo (3] () 2 (37) s () on (7))
-G 1 ()] + oo (B) o (3)
o (37) ()
e (74) + 30w (57) = (5)
i (376) s ()

= cos (%ﬁk) cos (%) 4+ sin (%ﬁk) sin (%) . (4.25)

Dies erweitert man nun mit 2 cos (%), erhalt man

Ry - DY = @ {2 cos <2W7Tk) cos (%) sin (%)
+2 sin <%ﬂk) sin? (%)] (4.26)

GL zweimal riickwérts angewandt wird daraus

[ () () () ()} o

Mit GL riickwéirts hat man nun auch die Identitdt der y-Komponente und

somit der beiden Vektoren gezeigt
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= DY, (4.28)

4.3. Magnetisierung

Jetzt wird untersucht, welchen Einfluss die DM-Wechselwirkung auf die Magnetisie-
rung bei tiefen Temperaturen hat. Alle Graphen im folgenden zeigen die Magneti-
sierung bei T' = 0.01 K. Die Abbildungen zeigen die Ubersicht fiir alle Ringe
bei einer DM-Stérke von 20% der Heisenberg-Wechselwirkung. Die ungradzahligen
Ringe sind jeweils auf der linken Seite, die gradzahligen auf der rechten Seite abge-
bildet. Die Abbildungen EI0HE I3 zeigen die gleiche Ubersicht fiir eine hohere Stirke
von 60%.
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Abbildung 4.6.: Magnetisierung bei 7' = 0.01 K und D’/|J| = 0.2

Was alle Ringe gemeinsam haben, ist, dass die Auswirkungen der DM-Wechselwirkung

bei kleinen Magnetfeldern, d.h. bis zum ersten Sprung in der Magnetisierung, am
grofiten sind.

Bei den ungradzahligen Ringen wird die erste Stufe ausgeschmiert. Ein Grund koénn-
te der Grundzustands-Spin von S = 1/2 sein, womit er insbesondere im Vergleich

zu den gradzahligen Ringen ungleich Null ist. Wie stark diese ausgeschmiert wird,
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Abbildung 4.7.: Magnetisierung bei 7" = 0.01 K und D'/|J| = 0.2
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Abbildung 4.8.: Magnetisierung bei 7'= 0.01 K und D’/|J| = 0.2
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Abbildung 4.9.: Magnetisierung bei 7" = 0.01 K und D'/|J| = 0.2

héngt davon ab, wie stark die DM-Wechselwirkung ist, aber auch von ihrer Rich-

tung. Je frither die Magnetisierung anfingt zu steigen, desto spéter erreicht sie die
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Abbildung 4.10.: Magnetisierung bei 7' = 0.01 K und D'/|J| = 0.6
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Abbildung 4.11.: Magnetisierung bei 7' = 0.01 K und D'/|J| = 0.6
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Abbildung 4.12.: Magnetisierung bei 7' = 0.01 K und D'/|J| = 0.6

zweite Stufe. Wie in Abschnitt 2.3.2] gezeigt, gibt es nur eine Verschiebung der Stufe,

wenn D | B ist. Alle weiteren Stufen erfahren fiir alle Orientierungen ebenfalls nur
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Abbildung 4.13.: Magnetisierung bei 7' = 0.01 K und D'/|J| = 0.6

eine Verschiebung. Dies sieht man allerdings erst fiir die starke DM-Wechselwirkung
von 60% deutlich, vorher ist sie nur schwach ausgepragt. Die Abbildungen E.14] und
415 zeigen deutlich den Ubergang vom Verschieben der ersten Stufe bei paralleler

Orientierung zum Ausschmieren der Stufe bei orthogonaler Orientierung.

S —e
90 —— 1100 DYl =06 )
4 ’ ° 44 ——100°——120
—pr—m Tt
—— 180° ——200°
T oo —2100——230° £ 220° 2a0°
= ——250 =
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0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 35 0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 35

B[T] B[T]

Abbildung 4.14.: Magnetisierung bei T'=0.01 K, D’/|J| = 0.6 und N =5

Die gradzahligen Ringe werden, verglichen mit den ungradzahligen Ringen, deut-
lich weniger beeinflusst. Fiir die Stérke von D'/|J| = 0.2 sicht man kaum eine Ab-
weichung zum Fall mit ausschliellich Heisenberg-Wechselwirkung. Eine Erkldrung
findet man, wenn man die DM-Wechselwirkung in erster Ordnung Storungstheorie
[47] betrachtet. Zur Erinnerung: H, beschreibt das ungestorte System und W ist

der Operator der Storung. Damit wird das gestorte System beschrieben durch

H=Hy+\W. (4.29)
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Abbildung 4.15.: Magnetisierung bei 7= 0.01 K, D’/|J| =0.6 und N =7

A gibt die Stérke der Storung an. Fiir das ungestorte System gilt

Ho |¢n) = Ep |én), (4.30)

wobei EY die Eigenwerte und |¢,) die Eigenvektoren des ungestorten Systems

sind. Fiir die Eigenvektoren |1, (\)) des gestorten Systems gilt dann

On
[Ba(N) = [é0) ZZ |>|¢p> o). (4.31)

p#Fn i

Insbesondere fiir den Eigenvektor [¢y())) des Grundzustand folgt:

%o
[Yo(A)) = |¢o) ZZ | >|<25p> O(N). (4.32)

p#0 i
Da die Magnetisierung bei sehr tiefen Temperaturen vom Grundzustand domi-
niert wird, reicht es diesen zu untersuchen. Wenn man die DM-Wechselwirkung als
Storung betrachtet und |MZJ ), den Eigenvektor des i-ten Eigenwerts EZ] des j-ten Un-

terraums, als Eigenbasis wihlt, erhiilt man fiir den gestérten Grundzustand |MPM):

M|HDM|M>

= |M]Y + O(N?). (4.33)

MM = | Mg) + Z
j-H;éO
Die DM-Wechselwirkung beinhaltet die Kombinationen 55 gji/z Operatoren, wo-

durch Matrixelemente (M7 | Hpy |[MG) # 0 sein kénnen, wenn [M7 — M°| = 1 ist.
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Dadurch mischen sich Zustédnde aus verschiedenen Unterrdumen und die Magne-
tisierung kann ausgeschmiert sein. Wie stark sich die Zustédnde mischen, wird mit
dem Inversen der Energiedifferenz E — EZ] gewichtet. Da das Gap zwischen dem
Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand bei gradzahligen Ringen deut-
lich grofler ist, als bei den ungradzahligen [32], werden die gradzahligen Ringe von der
DM-Wechselwirkung weniger beeinflusst. Hinzu kommt, dass bei den ungradzahligen
Ringen die relativen Grundzustédnde entartet sind, so dass die DM-Wechselwirkung
mehr Zustdnde koppeln kann, als bei gradzahligen Ringen.

Ebenfalls interessant ist, dass der Effekt der DM-Wechselwirkung mit steigender
Zahl der Spins zunimmt. Besonders deutlich wird dies beim Sprung von 8 auf 10

Spins fir D'/|J| = 0.6, siehe Abbildung L.11D und {121

4] ——DYJ|=0.0
DYJ| = 0.6
1 —— 90°
—100°
89 ——110°
| ——120°
——130°
—140°

M [ug]

Abbildung 4.16.: Magnetisierung bei 7'= 0.01 K, D’/|J| = 0.6 und N = 12

Wiéhrend es in Abbildung so aussieht, als ob die ersten beiden Stufen mit-
einander verschmelzen, zeigen Abbildungen und [L.17] deutlich, dass dem nicht
so ist. Es ist zu beobachten, dass die Orientierungen von 90° bis 180° hauptséchlich
die erste Stufe beeinflussen, wéihrend die Orientierungen von 190° bis 270° einen

Unterschied in der zweiten Stufe ausmachen.
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4] —DI=00
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1.IO
BIT]

1.5

2.0

Abbildung 4.17.: Magnetisierung bei 7' = 0.01 K, D'/|J| = 0.6 und N = 12
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Abbildung 4.18.: Suszeptibilitit bei B = 0.1 T und D’/|J| = 0.6

4.4. Suszeptibilitat

Die Suszeptibilitét ist eine sehr stabile Messgrofie, da bei hohen Temperaturen immer

mehr Energieniveaus besetzt werden und die Unterschiede in den einzelnen Niveaus

kaum noch Auswirkung auf den Verlauf haben. Abbildung zeigt beispielhaft
fiir N = 11 und N = 12, dass selbst eine DM-Wechselwirkung von 60% sowohl

bei gradzahligen, als auch bei ungradzahligen Ringen keine sichtbare Verdnderung

bewirkt. Die Graphiken der restlichen Ringe befinden sich in Anhang [A]]

93



4. Spinringe

4.5. Warmekapazitat

Als néchstes betracht man die Warmekapazitiat bei B = 0.0 T, siche Abbildungen
bis und fiir B = 1.0 T Abbildungen bis .27 Da der Effekt der DM-

Wechselwirkung auf die Wéarmekapazitiat bei D'/|.J| = 0.2 kaum zu sehen ist, siehe
exemplarisch Abbildung [£19] wird nur D’/|J| = 0.6 ausfiihrlich untersucht.
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Abbildung 4.19.: Wérmekapazitit bei B = 0.0 T und D'/|J| = 0.2
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Abbildung 4.20.: Warmekapazitéit bei B = 0.0 T und D’/|J| = 0.6

Das erste, was auffillt, ist dass die Auswirkungen der DM-Wechselwirkung umso
schwicher werden, je groBer der Ring wird vgl Abbildung - Die Form der
Wirmekapazitit bleibt erhalten. Die deutlichste Anderung besteht in der Hohe des
Peaks der Wiarmekapazitét in seiner Hohe. Das eingeschaltete Magnetfeld kann den

Effekt ein wenig verstiarken, was man am besten sieht, wenn man Abbildung [£.20al
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Abbildung 4.23.: Warmekapazitéit bei B = 0.0 T und D'/|.J| = 0.6

und Abbildung [£.24a] vergleicht.

Fiir den Ring mit N = 5 gibt es bei 7' < 1 K einen stirkeren Einfluss. Dies ist in
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Abbildung 4.26.: Warmekapazitéit bei B = 1.0 T und D’/|J| = 0.6

Abbildung [£.28 und .29 vergrofert dargestellt.

So sieht man aber, dass die DM-Wechselwirkung die Warmekapazitidt nur in der
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Abbildung 4.29.: Warmekapazitit bei B =1.0 T und N =5

Hohe verschiebt und sich das allgemeine Verhalten nicht verdndert.
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4. Spinringe

4.6. Magnetokalorik

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich die magnetokalorischen Eigenschaften
der Ringe verdndern, um herauszufinden, ob sich Molekiile mit DM-Wechselwirkung
fiir diese Zwecke eignen. Als erstes folgt eine Ubersicht fiir verschiedene Entropien

von S = 0.5, 1.0, 1.5 und 2.0 kp sieche Abbildungen [£.30 bis

25 T T T T T 20 T T T T T T
S
05k,
20 S 1 —1.0k,
— =05k 1.5
g —20k,

— 1.0k,
154 —20k,
— 30k,

TKI]

>
TKK]
5
h
Q
>
~
, ,

054

0.0

T
0.0 0.5

TKK]

TIK]
o o -
.
A

0.4+ 4
/ 0.4 4 -
4
0.2+ Vi 4 024 |

0.0

00 05 10 15 20 25 20 35 00 05 1.0 15 20 25 30 35

Abbildung 4.31.: Isentropen bei D'/|J| = 0.0

Die erste interessante Beobachtung fiir die magnetokalorischen Eigenschaften der
Spinringe ist der prinzipielle Unterschied zwischen grad- und ungradzahligen Rin-
gen ohne DM-Wechselwirkung. Die gradzahligen Ringe zeigen fiir die Adiabate mit
S = 0.5 kp ein Auf und Ab der Temperatur mit Tiefpunkten, die ihre Ursache in den
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TIK]

0.8

TK]
TKK]

Abbildung 4.33.: Isentropen bei D'/|J| = 0.0

Levelcrossings haben. Bei den ungradzahligen Ringen liegt die Temperatur fiir die
Adiabate mit S = 0.5 kg konstant bei Null, bis sie am letzten Levelcrossing analog
zu den gradzahligen Ringen nur noch steigt. Erklaren kann man dieses Verhalten,
wenn man sich die Energieniveaus genauer anschaut.

Das Spektrum, wie in den Abbildungen £34] und zu sehen, wird zur besseren
Ubersicht nicht einfach durch die Energieniveaus abgebildet. Die interessante Infor-
mation ist nicht die absolute Energie der einzelnen Niveaus, sondern die Grofle der
Energieliicken. Darum wird immer AF = FE;(B) — Ey(B) dargestellt. Das bedeutet,
dass zu jedem Magnetfeld der (evtl. neue) Grundzustand bestimmt wird und dessen
Energie von allen dariiberliegenden Emergien abgezogen wird. Dadurch bildet die

x-Achse immer den Grundzustand und ein Levelcrossing findet dann statt, wenn die
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4. Spinringe

unterste Linie auf die Achse trifft. Da die Darstellung bei ¢ = 1 beginnt, bedeutet
eine Linie bei AE = 0, dass der Grundzustand dort mindestens zweifach entartet ist.
Der Vorteil dieser Darstellungsweise ist, dass die y-Achse ein kleineres Spektrum ab-
decken muss und die Relationen der Niveaus untereinander besser zu unterscheiden
sind. Diese Form der Darstellung wird noch mehrfach genutzt, um ungewohnliches

Verhalten zu erkldren.

4 T T T T T 3.0
254
34
204
< \ <
o o
X, = 15
w w
< <
1.0
14
05
0 0.0
T
0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 35 0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0 35
BI[T] B[T]
(a) N=5 (b) N=7

Abbildung 4.34.: Energiedifferenzen AE = F;(B)— Ey(B) bei D'/|J| =0.0,i =1, ...

25 T T T T T T 25

204 4 204

AE [ky K]
AE [k, K]

0.5 E| 0.5

0.0 4 0.0

T T T T T T T T T T T T
00 05 1.0 15 20 25 30 35 00 05 1.0 15 20 25 30 35
BIT] B[T]

(a) N =9 (b) N =11
Abbildung 4.35.: Energiedifferenzen AE = F;(B)— Ey(B) bei D'/|J| =0.0,i =1, ...
Die Abbildungen .34 und zeigen auch direkt den Grund fiir das Verhalten
ohne DM-Wechselwirkung bei S = 0.5 kg. Bis zum letzten Levelcrossing sind alle

Grundzustande mindestens zweifach entartet. Fiir einen n-fach entarteten Grund-

zustand gilt fiir die Entropie bei "= 0 K:
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4.6. Magnetokalorik

S = kg In(n). (4.34)

Da 0.5 kp < kp In(2) ist, kann die gewiinschte Entropie nicht erreicht werden und
somit bleibt als einzige Losung 7" = 0 K. Auch wenn der Grund gefunden wurde,
fehlt noch eine Erklarung fiir die vorhandene Entartung. Diese kann man mit Hil-
fe der Punktgruppe Cy erklaren. C'y bedeutet, dass es eine N-zdhlige Drehachse,
welche hier senkrecht durch den Mittelpunkt des Rings geht, gibt. Diese zusitzli-
che Symmetrie unterteilt die bereits vorhandenen Unterrdume mit (M) in neue
Unterrdume mit .7 (M, k) auf. Dies bewirkt, dass jeder Grundzustand bei jedem
Magnetfeld fiir ungerade Ringe und |M| < S in k entartet ist, sofern
k # 0 ist [32]. Diese Entartung ist im Spektrum zu sehen und wird durch die DM-
Wechselwirkung aufgehoben, wie man in der Ubersicht fiir D’/|.J| = 0.2 in den Ab-
bildungen bis und fiir D'/|J] = 0.6 in bei S = 0.5 kg erkennen kann.
Dadurch bilden ungradzahlige Ringe eine vielversprechende Klasse von Molekiilen

zur Kiihlung im sub-Kelvin-Bereich.

4.6.1. Entropie S =0.5kp
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W 250" ——260°

TIK]
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0.2+

014

Abbildung 4.36.: Isentropen bei S = 0.5 kg und D'/|J| = 0.2

Die Isentropen der gradzahligen Ringe bleiben in ihrem allgemeinen Verhalten

auch bei D'/|J| = 0.6 wenig beeinflusst. Die ,,Hiigel“ sind in ihrer Héhe unterschied-
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Abbildung 4.37.: Isentropen bei S = 0.5 kg und D'/|J| = 0.2
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Abbildung 4.38.: Isentropen bei S = 0.5 kg und D'/|J| = 0.2
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Abbildung 4.39.: Isentropen bei S = 0.5 kg und D'/|J| = 0.2

lich stark verschoben und auch der Tiefpunkt kann sich leicht verschieben. Der erste

Hiigel besitzt eine hohe Steigung, was gleichzeitig eine hohe Kiihlrate bedeutet, so
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Abbildung 4.40.: Isentropen bei S = 0.5 kg und D'/|J| = 0.6
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Abbildung 4.41.: Tsentropen bei S = 0.5 kg und D'/|J| = 0.6
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Abbildung 4.42.: Isentropen bei S = 0.5 kg und D'/|J| = 0.6

dass sich die gradzaligen Ringe bei kleinen Magnetfeldern zur Kiihlung eigenen kénn-

ten. Die Ausnahme dazu bildet der Ring mit N = 12 bei D’/|J| = 0.6. Dies kann

63



X

“‘\ |

(

i

/\

)

|
0

/

4. Spinringe
0.30 = B = 00"
D/J|=0.6
—— 90° = 100° —— 110°
0.25 4 —120° = 130° —— 140°
—150° =—— 160° —— 170°
o] I e[
“H\. ,1'; /” \ 240”—250”—250”, _
2l 1Y) ‘\\\\\;\\;;,,;‘,,a\ 2
A
B4 i\
0 0.5

Abbildung 4.43.: Isentropen bei S =

man in Abbildung [£.44] bis [£.47] genauer sehen.
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Abbildung 4.44.: Isentropen bei S = 0.5 kg

Man erkennt genau wie bei den kleineren Ringen iiberwiegend ein Absenken der
Hiigel und eine Verschiebung der Tiefpunkte. Dazu kommen aber noch Félle, die
ein deutlich abweichendes Verhalten aufweisen. Bei einer Stellung von 110°,120°
und 240° gibt es jeweils einen Tiefpunkt weniger. Dies zeigt, dass die verschiedenen
Richtungen der DM-Wechselwirkung die verschiedenen Energieniveaus unterschied-
lich beinflussen. Der Grund hierfiir ist, dass das Energiespektrum immer dichter
wird, je grofler der Ring wird. Ausgewéhlte Orientierungen eines Ringes mit N = 14

wurden analysiert und zeigen ein dhnliches Verhalten. Um diesen Effekt ndher zu
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Abbildung 4.45.: Isentropen bei S = 0.5kp und D’/|J| = 0.6, Ring N = 12
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Abbildung 4.46.: Isentropen bei S = 0.5 kg und D'/|J| = 0.6, Ring N = 12

untersuchen, betrachtet man die Energiedifferenzen fiir 230°, 240° und 250°.

In Abbildung sieht man, dass der zweite und dritte angeregte Zustand sehr
dicht zusammen liegen und nachdem der zweite zum neuen Grundzustand wird, der
Unterschied zwischen beiden weiter kleiner wird und ihn bei ca B = 1 T schliellich
schneidet. Bei einer Stellung von 240° (Abbildung .49)) riicken die beiden Zusténde
noch starker zusammen, aber sie kreuzen sich nicht mehr, wodurch das Levelcrossing
wegfillt. Auch die Liicke zwischen dem Grundzustand und dem ersten angeregten

verschwindet fast. Bei einer Stellung von 250° (Abbildung [50]) vergroert sich die
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Abbildung 4.47.: Isentropen bei S = 0.5 kg und D'/|J| = 0.6, Ring N = 12

AE [k, K]

Abbildung 4.48.: Energiedifferenzen bei D'/|J| = 0.6, N = 12, 230°

Liicke zwischen dem zweiten und dritten angeregtem Zustand und auch die erste
Energieliicke ist dhnlich groff wie in Abbildung [4.48 Wenn man in allen drei Gra-
phiken den Bereich um 1.5 T betrachtet, sieht man, dass sich ein Energieband immer
weiter absenkt, bis es bei 250° und ca 1.7 T ein neues Levelcrossing erzeugt und da-
mit das weggefallene erste wieder ausgleicht. Abbildungen [.51] bis [£.54] zeigen die
gleiche Betrachtung fiir Stellungen von 100° bis 130°.

Die Verdnderung der ersten Energieliicke beim Drehen der DM-Vektoren ist sehr

gut zu sehen. Bei 100° verkleinert sie sich fiir wachsende Magnetfelder. Bei den an-
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AE [k, K]

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5

AE [k, K]

Abbildung 4.50.: Energiedifferenzen bei D'/|J| = 0.6, N = 12, 250°

deren drei Positionen hingegen wichst sie. Das Fehlen eines Levelcrossings entsteht
dadurch, dass im Gegensatz zu einer Orientierung von 130° davor der erste ange-
regte Zustand nie den Grundzustand schneidet und damit wie schon bei 240° das

ausgleichende Levelcrossing fehlt.

Nun werden wieder die ungradzahligen Ringe untersucht. Die Abbildungen (.55l
bis [4.62] zeigen noch einmal die Isentropen der ungradzahligen Ringe. Zur besseren
Ubersicht sind alle untersuchten Richtungen auf Bilder aufgeteilt. Am auffilligsten

wird der Einfluss der DM-Wechselwirkung, wenn sie orthogonal zum Magnetfeld
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AE [k, K]

AE [k, K]

Abbildung 4.52.: Energiedifferenzen bei D'/|J| = 0.6, N = 12, 110°

gerichtet ist, d.h. bei einer Stellung von 180°. Dabei verschwindet dann der erste
Tiefpunkt und man erhélt statt (VN + 1)/2 insgesamt nur noch (N — 1)/2 Level-
crossings. Dies passiert bei beiden untersuchten Stérken der DM-Wechselwirkung.
Die Stellung von 180° ist nicht iiberraschend, da eine parallele Ausrichtung zum
Magnetfeld nur die Positionen der Levelcrossings verschieben kann, nicht aber die
Stufenform der Magnetisierung storen kann. Darum ist es zu erwarten, dass eine Ori-
entierung orthogonal zum Magnetfeld die sichtbarsten Verdnderungen hervorruft.

Exemplarisch fiir die ungradzahligen Ringe betrachten wir in Abbildung bis
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TIK]
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Abbildung 4.53.: Energiedifferenzen bei D'/|J| = 0.6, N =12, 120°
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Abbildung 4.54.: Energiedifferenzen bei D'/|J| = 0.6, N =12, 130°
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Abbildung 4.55.: Isentropen bei S = 0.5kp, D'/|J| =0.2 und N =5
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Abbildung 4.57.: Isentropen bei S = 0.5kg, D'/|J| =0.2 und N =9
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Abbildung 4.58.: Isentropen bei S = 0.5kg, D'/|J| = 0.2 und N =11

die Energiedifferenzen eines Rings mit 7 Spins bei D’/|J| = 0.2 fiir die Orien-
tierungen 170° bis 190°.

Man erkennt, dass die erste Energieliicke in allen drei Positionen bis ca. 1.2 T
nahezu konstant bleibt, bis sie in Abbildung[4.63] danach kleiner wird und die Achse
schneidet. In Abbildung [£.64] und hingegen wéchst sie. Der Grund, warum es
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Abbildung 4.59.: Isentropen bei S = 0.5 kg, D'/|J| = 0.6 und N =5
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Abbildung 4.61.: Isentropen bei S = 0.5kp, D'/|J| = 0.6 und N =9

bei einer Orientierung von 190° im Gegensatz zu 180° trotzdem drei Levelcrossings

gibt, ist, dass der zweite angeregte Zustand einen steileren Abfall aufweist und ein

zusétzliches Levelcrossing erzeugt.

Dieses Verhalten ist auch bei den anderen ungradzahligen Ringen zu beobachten.
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Abbildung 4.64.: Energiedifferenzen bei D'/|J| = 0.2, N =7, 180°
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AE [k, K]

Abbildung 4.65.: Energiedifferenzen bei D'/|J| = 0.2, N =7, 190°

4.6.2. Entropie S =1.0kp

Als néchstes wird ergriindet, wie sich die Auswirkungen der DM-Wechselwirkung bei
hoheren Entropien unterscheiden. In diesem Abschnitt betragt die Entropie 1 kg. Die
Abbildungen (.66 bis [4.69] zeigen D'/|J| = 0.2 und .70 bis .73 D' /|J| = 0.6.
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Abbildung 4.66.: Isentropen bei S = 1.0 kg und D'/|J| = 0.2

Die DM-Wechselwirkung wirkt sich bei hcherer Entropie weniger stark auf die
Isentropen aus. Bei einer schwachen DM-Wechselwirkung lésst sich fiir gradzahlige
Ringe wieder beobachten, dass der Einfluss auf gréflere Ringe stérker ist. Die Form
bleibt erhalten, die Kurven &ndern sich je nach Orientierung leicht in der Hohe.

Die ungradzahligen Ringe verhalten sich unabhéngig von ihrer Grofle alle dhnlich.
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Abbildung 4.67.: Isentropen bei S = 1.0 kg und D'/|J| = 0.2
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Abbildung 4.68.: Isentropen bei S = 1.0 kg und D'/|J| = 0.2
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Abbildung 4.69.: Isentropen bei S = 1.0kp und D'/|J| = 0.2

Der erste Tiefpunkt wird nicht erreicht. An dieser Stelle bildet sich ein lokales Mi-

ninum. Desweiteren hat die Orientierung der DM-Wechselwirkung genau wie bei
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den gradzahligen Ringen einen Einfluss auf die Hohe der Kurven, die Form bleibt

ebenfalls erhalten.
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Abbildung 4.70.: Isentropen bei S = 1.0 kg und D'/|J| = 0.6
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Abbildung 4.71.: Isentropen bei S = 1.0 kg und D'/|J| = 0.6

Erhoht man nun die DM-Wechselwirkung auf D'/|J| = 0.6, verstdrkt sich fiir
ungeradzahlige Ringe das vorher beobachtete Verhalten. Das erste Minimum ver-
schwindet je nach Orientierung vollstdndig oder fast vollstdndig. Auch die Hohe der
Isentropen ist deutlich stédrker von der Richtung der DM-Wechselwirkung abhéngig.
Die Form ist nur noch im Ansatz zu erkennen.

Die gradzahligen Ringe werden weiterhin stérker beeinflusst, je gréfler sie sind. Im
Gegensatz zu den ungradzahligen Ringen sind die Tiefpunkte ausgepréagter. Je nach

Orientierung werden die Kurven an den Tiefpunkten verschieden stark nach un-
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Abbildung 4.72.: Isentropen bei S = 1.0 kg und D'/|J| = 0.6
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Abbildung 4.73.: Isentropen bei S = 1.0 kg und D’/|J| = 0.6

ten ,, gezogen“. Dadurch ist die urspriingliche Form der Isentropen nicht mehr zu

erkennen.

4.6.3. Entropie S =2.0kp

Im folgenden werden die Isentropen bei S = 2 kg betrachtet. Da fiir hohere Entropien
auch hohere Temperaturen erreicht werden und der thermische Anteil der Entropie
immer stérker ins Gewicht fillt, betrachten wir nur D'/|J| = 0.6.

Wie man in Abbildung [.74] bis [L.77] sieht, verringert sich der magnetische Anteil
an der Entropie Sy.(T, B) = S(T, B) — S(T,0), wodurch sich die Isentropen nurn-

och leicht in der Hohe unterscheiden. Auch der Einfluss der Orientierung ist zwar
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Abbildung 4.76.: Isentropen bei S = 2.0 kg und D'/|J| = 0.6

immer noch vorhanden, aber weniger ausgepragt.
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Abbildung 4.77.: Isentropen bei S = 2.0 kg und D’/|J| = 0.6

4.7. Energiedifferenzen

In diesem Teil wird fiir einige ausgewahlte Wechselwirkungsstéirken und Orientierun-

gen die Entwicklung der Energieliicken studiert. In Abschnitt wurde festgestellt,

dass fiir eine parallele Orientierung zum Magnetfeld die Stufen in der Magnetisierung

nur verschoben sind. Um dieses Verhalten bei den verschiedenen Wechselwirkungs-

starken untersuchen zu konnen, betracht man beispielhaft fiir ungradzahlige Ringe

einen Ring mit sieben Spins (Abbildung .78]) und fiir gradzahlige Ringe einen Ring

mit zehn Spins (Abbildung [£.79)).
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Abbildung 4.78.: Energiedifferenzen bei 90°, N =7

In beiden Abbildungen ist gut zu erkennen, dass M weiterhin eine gute Quanten-
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D] |

AE [k, K]

BI[T]

Abbildung 4.79.: Energiedifferenzen bei 90°, N = 10

zahl ist, denn die Verdnderung der Energieliicken durch die Zeemanaufspaltung ist
linear. Dies bestétigt noch einmal, was in Abschnitt gezeigt wurde.

Fiir die ungradzahligen Ringe erkennt man, wie die DM-Wechselwirkung die Entar-
tung des Grundzustands aufhebt, indem Teile des Spektrums nach oben verschoben
werden. Je stirker die Wechselwirkung, desto weiter verschieben sich die Niveaus
nach oben.

Fiir die gradzahligen Ringe verhélt es sich genau umgekehrt. Hier werden die Ener-
gieniveaus mit wachsender Wechselwirkung weiter nach unten verschoben. In Abbil-
dung bis sind die verbleibenden Orientierungen fiir einen Ring mit zehn
Spins zu sehen. Das erste was auffillt ist, dass D’/|J| = 0.2 fiir alle Orientierungen

nur wenig Einfluss auf das Spektrum hat.

AE [k, K]
AE [k, K]

B[T] B[T]

Abbildung 4.80.: Energiedifferenzen bei 100° links und 110° rechts, N = 10
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Abbildung 4.82.: Energiedifferenzen bei 140° links und 150° rechts, N = 10
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Abbildung 4.83.: Energiedifferenzen bei 160° links und 170° rechts, N = 10

Interessanter ist das Verhalten fiir D'/|J| = 0.6. Fiir 90° ist die erste Energieliicke
am kleinsten. Sie wichst immer weiter bis die Orientierung orthogonal zum Magnet-
feld ist. Auch die ersten beiden Levelcrossings sind von der Orientierung abhéngig,
wihrend alle weiteren von der DM-Wechselwirkung nahezu unbeeinflusst bleiben.
Das erste Levelcrossing wird fiir die Orientierung 100° bis 160° zu hoheren Magnet-

feldern verschoben, das zweite wiederum dndert sich unwesentlich. Die Orientierun-
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Abbildung 4.84.: Energiedifferenzen bei 180° links und 190° rechts, N = 10
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Abbildung 4.85.: Energiedifferenzen bei 200° links und 210° rechts, N = 10
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Abbildung 4.86.: Energiedifferenzen bei 220° links und 230° rechts, N = 10

gen 170° bis 190° verschieben die ersten beiden Levelcrossings ndher zusammen. Die

iibrigen Orientierungen von 200° bis 260° verschieben das zweite Levelcrossing zu

kleineren Magnetfeldern.

Fiir einen Ring mit sieben Spins zeigen Abbildung @89 bis E.07 ebenfalls die Uber-

sicht fiir die restlichen Orientierungen. In diesem Fall haben beide Wechselwirkungs-

stiarken einen deutlichen Einfluss auf das Spektrum. Die Aufhebung der Grundzu-
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Abbildung 4.87.: Energiedifferenzen bei 240° links und 250° rechts, N = 10
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Abbildung 4.88.: Energiedifferenzen bei 26°, N = 10

standsentartung und deren Auswirkung wurde schon in Kapitel beschrieben.
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Abbildung 4.89.: Energiedifferenzen bei 100° links und 110° rechts, N =7

Die Form bzw. der allgemeine Verlauf der Energieliicken &ndert sich fiir ungrad-
zahlige Ringe durch erhohen der DM-Wechselwirkung nicht. Die Kurven werden eher
gegeneinander verschoben und die Kriimmungen sind grofler, aber sonst dhneln sie

sich sehr. Die erste Energieliicke wird bei 180° am kleinsten. Sie wéchst an bis sie bei
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Abbildung 4.92.: Energiedifferenzen bei 160° links und 170° rechts, N =7

paralleler bzw. dquivalent antiparalleler Ausrichtung zum Magnetfeld ihr Maximum

Das Verhalten der Levelcrossings beim drehen der DM-Wechselwirkung ist zweige-

teilt in das erste Levelcrossing und alle folgenden. Wie in Abschnitt E.6.1] gesehen,

fallt das erste Levelcrossing fiir 180° weg. Fiir 170° macht es einen Sprung zu klei-

neren, fiir 190° zu hoheren Magnetfeldern. Von dort aus verschiebt es sich immer
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Abbildung 4.95.: Energiedifferenzen bei 220° links und 230° rechts, N =7

weiter in Richtung der Orientierung von 90° bzw. dquivalent dazu 180°, je weiter die

DM-Vektoren dorthin gedreht werden.

Alle weiteren Levelcrossing werden umso stérker zu hoheren Magnetfeldern verscho-

ben, je weiter die DM-Wechselwirkung einer parallelen Orientierung zum Magnetfeld

entspricht.
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Abbildung 4.96.: Energiedifferenzen bei 240° links und 250° rechts, N =7
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Abbildung 4.97.: Energiedifferenzen bei 26°, N =7
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5. Kuboktaeder

Abbildung 5.1.: Richtung der Nummerierung der geordneten Paare von Vertizes des

Kuboktaeders

5.1. Allgemeine Beschreibung

In den letzten Jahren ist es gelungen, Molekiile zu synthetisieren, deren magnetische
Zentren ein Kuboktaeder bilden [48]. Die Messungen der Magnetisierung ergaben
einen ungewohnlichen Verlauf. Das fiir tiefe Temperaturen erwartete Stufenmuster
blieb aus und man sah nur einen gleichméfigen Anstieg [49]. Als eine der moglichen
Ursachen hierfiir kam die DM-Wechselwirkung in Betracht. Dies soll nun im folgen-
den an einem idealen Kuboktaeder mit DM-Wechselwirkung untersucht werden und
die Gelenheit ergriffen werden, die Folgen der DM-Wechselwirkung auch fiir andere
Observable genauer zu betrachten.

Das erste Problem ergibt sich daraus, dass man eine geeignete Nummerierung der
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Abbildung 5.2.: Konfigurationen des Kuboktaeders:
DM-Vektoren zeigen radial nach auflen (a), in die Mitte der Dreiecke
(b) und in die Mitte der Vierecke (c).

Vertizes wéhlen muss, denn 5” = —ﬁjﬂ-, siehe Kapitel 2.2 Anschaulich betrachtet
bedeutet das Problem der Nummerierung, dass die Richtung der ,,Pfeile “ nicht ein-
deutig ist, sondern ebenfalls festgelegt werden muss. In Abbildung B.1list die Struk-
tur der gewahlten Nummerierung zu sehen. Innerhalb der Vierecke des Kuboktaeders
sind alle Wechselwirkungen im Uhrzeigersinn und innerhalb der Dreiecke gegen den
Uhrzeigersinn nummeriert. Als mogliche Orientierung fiir die DM-Wechselwirkung
wurden drei Orientierungen untersucht. In der ersten zeigen die DM-Vektoren von
der Mitte des Molekiils durch die Mitte des jeweiligen Vertizes (ﬁr, Abbildung [5.2al).
In der zweiten zeigen die DM-Vektoren von der Mitte des jewiligen Vertizes in die
Mitte des dazugehorigen Dreiecks (5A, Abbildung (.2D)). In der dritten zeigen sie
von der Mitte des jeweiligen Vertizes in die Mitte des dazugehorigen Vierecks (55,

Abbildung (.2d). Die genaue Nummerierung zusammen mit den normierten Rich-
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tungsvektoren findet sich in Anhang [B.1] bis [B.3

Im folgendem werden diese Konfigurationen fiir unterschiedliche Stérken der DM-
Wechselwirkung untersucht. Dabei gibt D'/|J| die Stidrke der DM-Wechselwirkung
im Verhéltnis zur Heisenberg-Wechselwirkung an, d.h. D'/|J| = 0.5 bedeutet, dass
die DM-Wechselwirkung halb so grof ist wie die Heisenberg-Wechselwirkung. Nega-
tive Werte bedeuten dabei, dass die Richtung der Wechselwirkung aus Abbildung
umgekehrt ist. Das Magnetfeld verlauft entlang der z-Achse und geht senkrecht

durch die Mitte einer der viereckigen Seitenflichen.

5.2. Magnetisierung

T T T T T T T T
12 12
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—00 1 — 00 1
104 ——0.1 104 ——-0.1
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4 - 4 -
24 - 24 -
(= —= : E 0 i) E
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
B[T] B[T]

Abbildung 5.3.: Magnetisierung bei 7' = 0.01 K und D,

Als erstes betrachtet man in Abbildung bis eine Ubersicht iiber alle Konfi-
gurationen mit ihren umgekehrten Gegenstiicken bis zu einem Magnetfeld von 5 T,
so dass alle Stufen zu sehen sind. Das erste was auffillt ist, dass D nahezu keine
Auswirkung hat. Erst fiir D’/|.J] = £0.8 sieht man einen Unterschied in der ersten
und zweiten sowie der letzten Stufe. D’/|J| = 0.8 bewirkt ein leichtes Ausschmieren
der ersten beiden Stufen, D'/|J| = —0.8 nur der ersten. Die letzte Stufe wird ge-
ringfiigig zu einem hoheren Magnetfeld verschoben und dabei der ,,doppelte”* Sprung
in der Magnetisierung aufgehoben, da iibergangsweise M = —5 erreicht wird. Diese

yzusatzliche* Stufe wird auch durch die anderen beiden Konfigurationen erzeugt.
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Abbildung 5.4.: Magnetisierung bei 7" = 0.01 K und Dn

M [l
M [pg]

B[T] B[T]

Abbildung 5.5.: Magnetisierung bei 7" = 0.01 K und Dy

li und 5A haben gemeinsam, dass sie die vierte bis sechste Stufe in der Form nicht
verandern, sondern die Magnefeldstiarken, an denen sie auftreten. Die ersten drei

Stufen fiir D, und D betrachten wir in Abbildung etwas genauer.

Was bei beiden Orientierungen auffillt ist, dass eine der beiden Richtungen zu
einem flacheren und gleichméfigerem Anstieg der Magnetisierung fiihrt, wiahrend
die andere die Stufen weniger stark ausschmiert. Da die Kurven fiir li und —55
sehr dhnlich aussehen, vergleichen wir den Verlauf in Abbildung [£.7]

Auch wenn man anhand der Ubersicht vermuten kann, dass es sich um die gleichen
Kurven handelt, sieht man im direkten Vergleich, dass die Verlaufe sich zwar stark

dhneln, aber doch gut zu unterscheiden sind.
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Abbildung 5.6.: Magnetisierung bei 7" = 0.01 K, D, links und Dy rechts
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Abbildung 5.7.: Magnetisierung bei 7" = 0.01 K, Vergleich von D, und —Dp

5.3.
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Abbildung 5.8.: Suszeptibilitit bei B = 0.1T
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Abbildung 5.9.: Suszeptibilitit bei B = 0.1T

Die Suszeptibilitét ist gegeniiber einer Stérung durch die DM-Wechselwirkung eine
sehr robuste Grofle. Abbildung 5.8 und 5.9 zeigen, dass unabhéingig von Orientierung

und Stérke keine Verédnderung zu erkennen ist.

5.4. Warmekapazitat

C, Ikl
C, Ikl

Abbildung 5.10.: Warmekapazitéit bei B = 0.0 T und Da

Auch in der Wéarmekapazitit sieht man fiir Dp den geringsten Effekt. Bei
B =0T (Abbildung [5.10]) sicht man, dass das erste Maximum umso schwécher aus-
fallt, je stiarker die DM-Wechselwirkung wird. Fiir starker werdende DM-Wechselwirkung
bei vorhandenem Magnetfeld, B = 1 T (Abbildung [B.11]), wéchst das erste Maxi-
mum, wiahrend das Minimum weniger stark ausgepragt ist.

Sowohl mit Magnefeld als auch ohne erkennt man, dass die Konfigurationen +D,
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Cq kgl
Cg kgl

DY
— 00
—02
— 04
— 06
— 08

Cy kgl
C, Ikl

DY
— 00
— 02

Cg kel

— 04
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Abbildung 5.13.: Wéarmekapazitit bei B = 0.0 T und Dy

und FDp einen dhnlichen Verlauf besitzen, vergleiche Abbildung [B.12] bis .15 —D,
und Dy ohne Magnetfeld bewirken, dass das erste Maximum und Minimum nach
unten, das zweite Maximum dafiir nach oben verschoben werden. Die Form der

Kurven jedoch bleibt erhalten. Anders ist dies bei D, und — D ohne Magnefeld. Dort
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Cg kel
Cg kgl

Abbildung 5.14.: Wirmekapazitiat bei B = 1.0 T und D,

30 T T T 4

Cp kgl
Cq [kl

Abbildung 5.15.: Warmekapazitiat bei B = 1.0 T und Dy

verschmelzen die beiden Maxima zu einem héheren Maximum, wenn man die Stérke
der DM-Wechselwirkung erhoht. Wenn die beiden Maxima vollstdndig verschmolzen
sind, entsteht dafiir bei ca T'= 0.2 K ein neues Maximum.

Auch mit einem Magnetfeld von 1 T bleibt der Verlauf der Kurven bei —D, und Dy
erhalten und das zweite Maximum wird nach oben verschoben. Das erste Maximum
und Minimum wird fiir —ﬁr nach unten, fiir 55 nach oben verschoben. Betrachtet
man ﬁr und —ED, so verschwindet das erste Maximum fiir ausreichend starke DM-

Wechselwirkungen.

5.5. Magnetokalorik

In diesem Abschnitt wird ergriindet, wie sich die magnetokalorischen Eigenschaf-

ten des Kuboktaeders verdndern, um herauszufinden, ob sich Molekiile mit DM-
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Abbildung 5.16.: Isentropen ohne DM-Wechselwirkung, links volle Ubersicht, rechts

letztes Minimum vergroflert

Wechselwirkung fiir diese Zwecke eignen. Zunéchst aber wird gezeigt, wie sich das
Kuboktaeder ohne DM-Wechselwirkung verhilt. Die zu diesem Zweck gewéhlten
Entropien sind S = 0.5,1.0,2.0 und 3.0 kg. Abbildung B.16 zeigt links den gesamten
Verlauf und rechts den Bereich um das letzte Minimum bei ca B = 4.5 T. Man
sieht, dass sowohl fiir S = 0.5 kg als auch fiir S = 1.0 kp im Bereich von ~ 0.5 T bis
~ 1.0 T und im Bereich von ~ 3.9 T bis ~ 4.5 T die erreichte Temperatur auf Null
abfillt. In Abbildung .17 ist der Verlauf der Energieniveaus mit Hilfe der Energie-
differenzen analog zu Kapitel [L.6] dargestellt. Da auch fiir S = 1.0 kg die Temperatur
auf Null abféllt, muss der Grundzustand in beiden Bereichen mindestens dreifach

entartet sein, denn kg In(2) < 1.0 kg < kg In(3).

Im Spektrum sieht es so aus, dass bei ~ 4.5 T der Grundzustand von zwei Ni-
veaus gleichzeitig geschnitten wird. Auch die Isentrope fiir S = 2.0 kg geht dort
auf den ersten Blick gegen Null, was einer achtfachen Entartung der Grundzustands
entsprechen wiirde. Bei naherer Betrachtung, rechte Graphik in Abbildung [5.16] al-
lerdings sieht man, dass die Temperatur nur sehr klein wird. Schaut man sich die
Energiedifferenzen direkt als Zahlen an, findet man, dass der Grundzustand in die-
sem Bereich dreifach entartet ist. Zusétzlich ist der erste angeregte Zustand fiinffach
entartet und das Gap schrumpft an der kleinsten Stelle auf AEF = 0.0017 kg K. Da

der erste angeregte Zustand so nah am Grundzustand ist, sieht es so aus, als wére

95



5. Kuboktaeder

AE [k, K]

BI[T]

Abbildung 5.17.: Energiedifferenzen bei D'/|J| = 0.0,i =1, ...

der Grundzustand achtfach entartet.

Durch die starke Vergréflerung sieht man auflerdem einen numerischen Effekt. Da
zur Bestimmung der Isentropen die Entropie bei verschiedenen Temperaturen be-
stimmt wird und man numerisch nur mit endlichen Temperaturen rechnen kann,
sieht man, dass die beiden anderen Kurven nicht ganz auf Null gehen, sondern nur

den niedrigsten, vom Algorithmus zugelassenen, Wert erreichen.

06 ; ; ; ; 06

05" Ok, A 1 051

0.4 0.4 -

TK]
TK]

0.3 1 0.3 4

024 024

01 014

0.0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

0.0

Abbildung 5.18.: Isentropen fiir verschiedene Entropien, D!/|J| = 0.3 links und
D! /|J| = —0.3 rechts, die gepunktete Linie zeigt D'/|.J| = 0.0

Nun schaut man, was passiert, wenn man das System mit DM-Wechselwirkung
betrachtet. Abbildungen [5.18 bis[5.20zeigen D’'/|J| = 0.3 im Vergleich mit D'/|J| =
0.0 fiir verschiedene Entropien. Abbildung zeigt deutlich, dass D’ /|J| = 0.3
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TK]
TK]

Abbildung 5.19.: Isentropen fiir verschiedene Entropien, D) /|J| = 0.3 links und
D'\ /|J| = —0.3 rechts, die gepunktete Linie zeigt D'/|J| = 0.0

TK]
TK]

Abbildung 5.20.: Isentropen fiir verschiedene Entropien, D{;/|J| = 0.3 links und
DL /|J| = —0.3 rechts, die gepunktete Linie zeigt D'/|J| = 0.0

wenig Einfluss auf das System hat. Die Entartung des Grundzustandes wird auf-
gehoben und die Temperatur wird nur noch an den Levelcrossings fiir S = 0.5kp
gleich Null. Da die Zustandsdichte in den Bereichen weiter sehr hoch ist, bleibt die
Temperatur sowohl fiir S = 0.5 kg als auch fiir 1.0 kg nahe Null. Sonst unterscheiden
sich die Kurven kaum von denen ohne DM-Wechselwirkung.

Etwas anderes beobachtet man bei Betrachtung der anderen beiden Orientierungen.
Was iﬁr und j:ﬁg alle gemeinsam haben ist, dass der Effekt der DM-Wechsel-
wirkung fiir groflere Magnetfelder schwéicher wird. Die Ausnahme dabei bildet der

Bereich von B ~ 3.9 T bis ~ 4.5 T, in dem die Entartung des Grundzustandes
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aufgehoben wird und die Zustandsdichte kleiner wird, da die zu S = 0.5 kg und
1.0 kg gehorigen Temperaturen deutlich iiber Null liegen. +D, und —Dg verschie-
ben die Isentropen zu héheren Temperaturen. Wie bereits erwéhnt, geschieht dies
umso stérker, je niedriger das Magnetfeld ist. —D, und +Dq, zeigen dieses Verhalten
deutlich weniger stark ausgeprégt, insbesondere fiir B = 0 T, wo die Temperaturen
nur leicht iber denen fiir D'/|J| = 0.0 liegen. In allen vier Fallen liegen die Isentro-
pen mit S = 0.5 kg und 1.0 kg im Bereich von B &~ 1 T bis 3.9 T sogar unter denen
fiir das Kuboktaeder ohne DM-Wechselwirkung.

5.5.1. Entropie S =0.5kp

Nun betrachtet man fiir S = 0.5 kg verschiedene Stérken der DM-Wechselwirkung.
Die Abbildungen 5.21] bis zeigen dies fiir alle untersuchten Orientierungen.
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Abbildung 5.21.: Isentropen bei S = 0.5 kg und D,

Zeigen die DM-Vektoren radial nach auBen (Abbildung B.21]), dann steigt fiir
B = 0 T, bei wachsendem D’/|J|, die Temperatur, mit der die Isentropen star-
ten.

Die Aufinahme bildet D’/|J| = 0.8. Dann liegt die Starttemperatur fast wieder am
Ausgangspunkt D’/|J| = 0.0. Um zu verstehen, wodurch dieses Verhalten hervorge-
rufen wird, zeigen Abbildung und die Spektren mit Hilfe der Energiediffe-
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renzen fiir D! /|J| = 0.2, 0.4, 0.6 und 0.8. Man sieht, wie der Grofiteil der Energieni-
veaus zu hoheren Energien verschoben wird und sich ein sehr groflies Gap zwischen
dem ersten angeregten Zustand und den dariiberliegenden bildet. Da die Entropie
mit der Zustandsdichte wéchst, erwartet man, dass man eine hohere Temperatur
benotigt, um ausreichend viele Zusténde zu besetzen. Bis D! /|J| = 0.6 ist dies auch
der Fall. Der Grund, warum fiir D! /|.JJ| = 0.8 eine niedrigere Temperatur ausreicht,
um S = 0.5 kg zu erreichen, ist das erste Gap. Der erste angeregte Zustand nahert
sich immer weiter dem Grundzustand und diese beiden Niveaus reichen aus, um die

Entropie auch bei kleinerer Temperatur zu erreichen.
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Abbildung 5.23.: Energiedifferenzen D! /|J| = 0.6 links, D! /|J| = 0.8, rechts

Die Minima werden genau wie die Stufen in der Magnetisierung unterschiedlich
beeinflusst. Das vierte wird bei wachsender DM-Wechselwirkung zu kleineren Ma-

gnetfeldern verschoben, die anderen vier zu groferen. Fiir die Hohe der ,,Berge®
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zwischen den Minima ist keine eindeutige Abhéngigkeit von der Stéirke der DM-
Wechselwirkung zu erkennen. Der erste und dritte Berg wéchst mit steigender Wech-
selwirkung, wiahrend der zweite kleiner wird, wobei auch hier D'/|J| = 0.8 die Aus-

nahme bildet.

0.20

T T T T T T T
DY\J|

—-0.0
—-0.2
0.15 - —-04
—-0.6
—-0.8

TK

0.10 +

0.05

BI[T]

Abbildung 5.24.: Isentropen bei S = 0.5 kg und —li

Fiir den Fall, dass die DM-Vektoren radial nach innen zeigen (Abbildung B.24]),
sieht man als erstes, dass die Starttemperatur fiir wachsendes D'/|J| fillt, bis die
Isentropen bei T"= 0 K starten.

Weiterhin fillt auf, dass sich um 0.6 T, also dem Beginn der ersten Entartung des
Grundzustandes bei D’/|.J| = 0.0, ein weiteres Minimum bildet. Fir D'/|J| = —0.2
sieht man, wie das Minimum anféngt, sich zu bilden. Wenn die DM-Wechselwirkung
starker wird, geht die Temperatur gegen Null.

Sowohl die restlichen Minima, als auch die Hohe der Berge weisen das gleiche Ver-
halten auf, wie bereits fiir +D, gesehen, nur dass D'/|J| = —0.8 nicht vom restlichen
Verhalten abweicht.

Dafiir ist neu, dass es bei D'/|J| = —0.4 ein siebtes Minimum gibt. Zur Erinne-
rung, ein Minimum bei S = 0.5 kg tritt dann auf, wenn sich zwei Grundzustands-
Energieniveaus treffen. Hat man nur den Heisenberg-Term, fillt durch die Wechsel-
wirkung mit dem Magnetfeld ein Zustand mit groBerer M-Quantenzahl schneller, als

der mit einer kleineren, wodurch sie sich irgendwann schneiden. Bei antiferromagneti-
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scher Wechselwirkung zwischen den Spins hat das Kuboktaeder einen Grundzustand
mit M = 0. Zwolf Spins mit s = 1/2 kénnen aber maximal zu M = +6 koppeln,
d.h. es liegen nur Zustédnde mit sechs unterschiedlichen M-Quantenzahlen iiber dem
Grundzustand und darum erwartet man auch maximal sechs Levelcrossings bzw. Mi-
nima. Um zu verstehen, weshalb es sieben Minima gibt, zeigt Abbildung das

Spektrum mit Hilfe von Energiedifferenzen wie schon in Abschnitt beschrieben.
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Abbildung 5.25.: Energiedifferenzen AE = E;(B) — Ey(B) fiir D../|J| = —04

und ¢ =1, ...

Die letzten vier Levelcrossings verhalten sich anndhernd Heisenbergartig und wei-
sen keinerlei Besonderheiten auf. Der Grund fiir das siebte Minimum ist im Bereich
bis 1.5 T zu finden. Abbildung [(5.250] zeigt diesen Abschnitt noch einmal genauer.
Man sieht, dass der erste angeregte Zustand entartet ist und das groflere ,,M“ das
Levelcrossing verursacht. Auch wenn M keine gute Quantenzahl mehr ist und sich
mit dem B-Feld dndert, eignet sich das Bild dennoch weiterhin gut, um den Verlauf
zu verstehen. Nach dem ersten Levelcrossing wird es dann wieder interessant. Bei ca.
0.4 T ergibt sich zwischen dem ersten und dritten angeregtem Zustand ein sogenann-
tes avoided Levelcrossing, d.h. sie ,stoflen ¢ sich ab. Damit wird der urspriingliche
Grundzustand wieder zum aktuellen Grundzustand.

Warum die zweite Entartung des bei B = 0 T ersten angeregten Zustands bei ~ 0.8

T seine Steigung umkehrt, ist aus dem Spektrum so nicht ersichtlich. Der Verlauf
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konnte auf ein weiteres avoided Levelcrossing hindeuten. Sollte dies der Fall sein,
miisste es mit einem Energieniveau sein, dass mindestens sieben Niveaus hoher liegt.

Deshalb ist diese Erkldrung unwahrscheinlich.

020 ;

D
—0.0
—0.2
0.5 —04
—0.6

TK]
TK]

Abbildung 5.26.: Isentropen bei S = 0.5 kg und 5A

Abbildung zeigt die Isentropen bei +Dx. Die DM-Wechselwirkung hebt
zwar die Grundzustandsentartung auf, der Rest der Kurven wird jedoch nur leicht
verschoben. Die Starttemperatur und die Hohe des zweiten Bergs sinkt, der erste
Berg dagegen wird hoher. Die Positionen der Minima verschieben sich so gerinfiigig,
dass sie nahezu iibereinander liegen und ein Trend nicht zu erkennen ist.

Fiir —Da (Abbildung 5.26H) hingegen sicht man den Einfluss deutlicher. Die
Starttemperatur und die Hohe des zweiten Berges sinken stérker als fiir +Dx. Ge-
nauso steigt die Hohe des ersten Berges stérker. Die Minima weisen allerdings keinen
nennenswerten Unterschied auf, nur der Verlauf fiir D'/|J| = —0.8 zeigt eine inter-
essante Eigenschaft.

Auch hier ist wie schon bei D./|J| = —0.4 ein zusétzliches, siebtes Minimum zu
sehen, diesmal bei D', /|J| = —0.8. Auch hier hilft es, wenn man das in Abbildung
dargestellte Spektrum betrachtet.

Im Spektrum gibt es einen interessanten Bereich, der ndher zu untersuchen ist.
Dieser Bereich ist am Anfang des Spektrums von 0 bis 1.3 T. In Abbildung

ist er vergroflert zu sehen. Auch hier kommt es bei ~ 0.5 T zu einem avoided Level-
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Abbildung 5.27.: Ausschnitt der Energiedifferenzen AE = E;(B) — Ey(B) fiir
D) /|J|=—-08undi=1,...

crossing, diesmal mit dem direkt dariiberliegendem Energieniveau.

0.25
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Abbildung 5.28.: Isentropen bei S = 0.5 kg und Dy

Nun wird die letzte Konfiguration betrachtet. Zeigen die DM-Vektoren in die
Vierecke des Kuboktaeders (Abbildung [5.28a)), fallt die Starttemperatur mit stérker
werdender DM-Wechselwirkung. Wie bei D, werden die Minima zu hoheren Ma-
gnetfeldern verschoben, nur das vierte zu kleineren. Ist D};/|J| = 0.8 bildet sich bei
B ~ 3 T ein weiteres Minimum. Die Héhen der verschiedenen Berge verschieben
sich mit wachsender DM-Wechselwirkung gleichméflig nach oben bzw. unten. Das

auffalligste bei — D ist, dass die Starttemperatur erstens im Gegensatz zu Dy steigt
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und zweitens die deutlichste Abweichung aller Konfigurationen zeigt. Die Minima
verschieben sich in der Richtung wie bei positivem D. Uberraschenderweise bildet die
kleinste DM-Wechselwirkung bei B ~ 0.7 T ein zusétzliches Minimum. Der zweite
Berg weist wie D, die Besonderheit auf, dass die Kurve fiir D'/|J| = —0.8 zwischen

denen von D'/|J| = —0.2 und D'/|J| = —0.4 liegt.

5.5.2. Entropie S =1.0kp

In diesem Abschnitt wird untersucht, was passiert, wenn man einen hoheren Wert
von S = 1.0 kg annimmt.

0.40 T T T T 0.40 T T T T
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Abbildung 5.29.: Isentropen bei S = 1.0 kg und D,

Zeigen die DM-Vektoren radial nach innen oder auflen (Abbildung B.29]), sieht
man, dass der Verlauf fiir hohe Magnetfelder sehr dhnlich ist. Es ist deutlicher als
fiir S = 0.5kp zu sehen, dass die Entartung des Grundzustands aufgehoben wird.
Die Isentropen verlaufen hoher, je starker die DM-Wechselwirkung wird.

Bei kleineren Magnetfeldern fallt am meisten auf, dass sich die Starttemperatur fiir
+D, und — D, genau entgegengesetzt entwickelt. Fiir +D, fillt die Starttemperatur
mit steigendem D'/|J|, fiir —D, steigt sie. Dabei ist die Verschiebung nach oben
weitaus grofler als die nach unten.

Die Levelcrossings fithren weiterhin zu Minima, die aber aufgrund der hoheren Entro-

pie nicht mehr bei 7' = 0 K liegen. Auch das siebte Minimum bei D, /|J| = —0.4 ist
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5.5. Magnetokalorik

nur noch bei sehr genauem Hinschauen zu erahnen.
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Abbildung 5.30.: Isentropen bei S = 1.0 kg und 5A

Die groflere Entropie dndert fiir +Dx wenig, sieche Abbildung (5.30l Die Tempe-

raturskala, auf der die Isentropen liegen, wird grofler, aber der Einfluss der DM-

Wechselwirkung auf das Verhalten dndert sich nicht.

Die Starttemperatur sinkt fiir steigendes D’/|J|. Wenn die DM-Vektoren aus den

Dreiecken heraus zeigen, dann sinkt sie stérker, als wenn sie in die Dreiecke zeigen.

Sogar das siebte Minimum bei D, /|J| = —0.8 ist weiter gut zu erkennen.
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Abbildung 5.31.: Isentropen bei S = 1.0 kg und 5[,

Auch wenn D = Dy ist, siehe Abbildung (3Tl dndert sich im Vergleich zu

S = 0.5 kg wenig. Die Isentropen werden zu hoheren Temperaturen verschoben und

besonders fiir —Dp werden die Kurven insgesamt etwas ,, glatter “, d.h. die Minima
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5. Kuboktaeder

bilden sich langsam zuriick und sind nicht mehr so deutlich zu erkennen. Auch hier

kann man fiir hohe Magnetfelder nicht zwischen +l3|3 und -ﬁg unterscheiden.

5.5.3. Entropie S =2.0kp

Nun wird die Entropie noch einmal erhort, diesmal auf S = 2.0 kp.

Dl
051 — 00

—-0.2
—-04
—-06
—-0.8

0.4

TIK]
TIK]

Abbildung 5.32.: Isentropen bei S = 2.0 kg und D,

Bei kleinen Magnetfeldern verhéalt sich iﬁg dhnlich wie bei S = 1.0 kg (Abbil-
dung £.32). Die Kurven werden insgesamt noch etwas glatter. Einzig das Minimum
bei ~ 4.5 T zeigt sich auch hier stabil. Erst fiir hohe DM-Wechselwirkungen ver-

schwindet es.
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Abbildung 5.33.: Isentropen bei S = 2.0 kg und Dn
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5.6. Energiedifferenzen

Auffillig fiir 2D (Abbildung [533) ist, dass sich die Isentropen nur geringfiigig
von denen eines Systems ohne DM-Wechselwirkung unterscheiden. Sie liegen fiir
kleine bis mittlere Magnefelder unter denen fiir D'/|J| = 0.0, das Minimum bei
B ~ 4.5 T liegt umso hoher, je stirker die DM-Wechselwirkung wird.
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0.0 T T T T 0.0 T T T T
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Abbildung 5.34.: Isentropen bei S = 2.0 kg und Dy

Auch fiir £Dg (Abbildung [5.34) sicht man, wie schon bei allen anderen Konfi-
guration bei S = 2.0kp, dass das Minimum bei ~ 4.5 T sehr robust gegeniiber
der DM-Wechselwirkung ist. Die Starttemperatur entwickelt sich wieder entgegen-

gesetzt. Sie sink mit steigendem +ﬁg, wéhrend sie fiir steigendes — D fallt.

5.6. Energiedifferenzen

Abschlieend wird fiir jede Konfiguration untersucht, wie sich das Spektrum mit
steigender DM-Wechselwirkung entwickelt. In Kapitel wurden bereits Teile des
Spektrums néher betrachtet, um ungewohnliches Verhalten zu erkléren. Zur besseren
Ubersicht werden wieder nicht die Energieniveaus betrachtet, sondern die Differenz
zwischen den Energieniveaus und dem jeweils dazugehorigen Grundzustand abhén-
gig vom Magnetfeld, ebenso werden zu jeder Wechselwirkungsstéirke nur die ersten
vier Energiedifferenzen dargestellt.

Abbildung zeigt die Energiedifferenzen fiir +D,. Bei kleiner DM-Wechsel-
wirkung (D! /|J| = 0.2) bilden sich fiir B =0 T iiber dem Grundzustand zwei dicht
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5. Kuboktaeder

AE [k, K]

BI[T]

Abbildung 5.35.: Ubersicht der Energiedifferenzen AE = E;(B) — Eo(B) von +D,

beieinander liegende Zustdande, die ihrerseites zweifach entartet sind bzw. so dicht
zusammenliegen, dass sie sich auf dieser Skala nicht unterscheiden lassen. Erhoht
sich die DM-Wechselwirkung auf D! /|J| = 0.6, sieht der zweite angeregte Zustand
immer noch entartet aus. Dafiir wiachst das Gap zwischen dem ersten und zweiten
angeregten Zustand auf das ca. Fiinffache des ersten Gaps.

Desweiteren ist sowohl bei B ~ 2.2 T wie auch B ~ 3.3 T ein avoided Levelcrossing
zu beobachten. Das interessante dabei ist, dass der Grundzustand und der erste an-
geregte Zustand sich dreimal kreuzen.

Was beide Wechselwirkungsstiarken gemeinsam haben ist, dass sich bei hohen Ma-
gnefeldern an der Struktur des Spektrums nicht viel dndert. Die Energieniveaus
werden in der Hohe verschoben, wodurch sich auch die Levelcrossings ein wenig
verschieben, aber die Struktur bleibt erhalten. Vermutlich wird bei groflen Magnet-
feldern der Zeemann-Term dominant und der Einfluss der DM-Wechselwirkung wird
immer weniger sichtbar.

Dreht man nun die DM-Vektoren um, so ergibt sich ein anderes Bild. Fiir grofle
Magnetfelder &ndert sich, abgesehen von der Hohe der Kurven, wenig. Auch hier sind
fir D, /|J| = —0.6 zwei avoided Levelcrossings zu sehen. Das zweite ist nur um ca. 0.1
T nach links verschoben, verglichen mit D! /|J| = 0.6, wéhrend das erste schon bei

B ~ 0.7 T auftritt. Zusétzlich dazu gibt es auch schon fiir D). /|.J| = —0.2 ein avoided
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DY
— 00

AE [k, K]

BI[T]

—

Abbildung 5.36.: Ubersicht der Energiedifferenzen AE = FE;(B) — Eo(B) von —D,

Levelcrossing bei B ~ 0.8 T. Ohne Magnetfeld werden die Niveaus mit stérker
werdender DM-Wechselwirkung immer ndher an den Grundzustand verschoben. Fins

sogar so weit, dass der Grundzustand entartet ist.

0.8 T T T T 0.8 T T T T
D] DY

AE [ky K]
AE [k, K]

Abbildung 5.37.: Energiedifferenzen AE = E;(B) — Eo(B), +Dp links

und —ﬁA rechts

Bisher hat man an den betrachteten Observablen gesehen, dass fiir + D, die Kur-
ven oft nicht stark von denen ohne DM-Wechselwirkung abgewichen sind. Abbildung
537 zeigt warum. Insbesondere fiir hohe Magnefelder sieht man, dass der Verlauf
der Energieniveaus sich kaum &ndert. Die Entartung des Grundzustands wird fiir

"J|J| = £0.2 gerade noch erkennbar aufgehoben. Fiir D', /|J| = £0.6 wird sie
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5. Kuboktaeder

zwar deutlich sichtbar, aber trotzdem ohne grofles Gap, aufgehoben. Desweiteren
werden die Energieniveaus mit steigender DM-Wechselwirkung nach unten verscho-
ben. Der interessante Teil, d.h. bis B = 1.5 T, wird deshalb im folgendem nocheinmal

naher betrachtet.

AE [k, K]

Abbildung 5.38.: Ubersicht der Energiedifferenzen AE = E;(B) — Eo(B) von +Dy

In Abbildung sieht man, dass es fiir D/x/|J| = 0.6 bei ca. 0.6 T ein avoi-
ded Levelcrossing gibt. Der restliche Effekt der DM-Wechselwirkung lésst sich so
beschreiben, dass die Energieniveaus oberhalb des Grundzustands immer néher ,,zu-
sammenriicken®. Gut zu beobachten ist dies aber erst fiir hohere Wechselwirkungs-
starken.

Auch fir D\ /|J| = —0.6 (Abbildung [(.39) sieht man ein avoided Levelcros-
sing, diesmal allerdings schon bei B ~ 0.55 T. Ebenso wird der Effekt der DM-
Wechselwirkung erst fiir grofiere D'/|.J| gut sichtbar. Ohne Magnetfeld féllt auf, dass
der erste angeregte Zustand entartet ist und die Abstdnde zwischen den einzelnen
Energieniveaus gleichméfiger werden.

Wie schon zuvor sieht man auch bei +Dg (Abbildung [540), dass der Einfluss der
DM-Wechselwirkung mit zunehmendem Magnetfeld geringer wird. Wenn D, /|J| =
0.6 ist, siecht man bei B = 0, dass der erste und zweite angeregte Zustand entartet
ist. Generell verkleinert sich der Abstand zwischen den Energieniveaus oberhalb des

Grundzustands mit zunehmender Wechselwirkungsstarke.

110



5.6. Energiedifferenzen
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Abbildung 5.40.: Ubersicht der Energiedifferenzen AE = E;(B) — Ey(B) von +Dp

Ebenfalls fur D;/|J| = 0.6 beobachtet man bei ~ 4 T ein avoided Levelcrossing
des ersten angeregten Zustands mit dem Grundzustand. Bei der schwéicheren DM-
Wechselwirkung von D[;/|J| = 0.2 verschiebt sich dieses zu B ~ 0.6 T.

—Dp (Abbildung (.47]) zeigt wieder ein neues Verhalten. Nur das Verhalten bei
hohen Magnetfeldern ist dem fiir +Dp sehr dhnlich. Bei B = 0 T ist der zweite
angeregte Zustand fiir D};/|J| = —0.6 dreifach entartet und das Gap zum ersten an-
geregten Zustand ist dreimal so grofl wie die erste Energieliicke. Bei der schwécheren

DM-Wechselwirkung hingegen néhern sich der erste und zweite angeregte Zustand

111



5. Kuboktaeder

AE [k, K]

BI[T]

Abbildung 5.41.: Ubersicht der Energiedifferenzen AE = E;(B) — Eo(B) von —Dn

dem dritten an, der sich wiederrum nur leicht nach oben verschiebt.

Man sieht fiir Df;/|J| = —0.2 die ersten vier angeregten Zustande von ~ 0.4 T bis
~ 0.9 T mit fast der gleichen Steigung fallen und damit das in Abschnitt E.5.1] be-
obachtete zusétzliche Minimum erzeugen. Viel interessanter aber ist das Spektrum
fir D /|J| = —0.6, weil sich dort wie bei D./|J| = 0.6 der Grundzustand und der
erste angeregte Zustand dreimal kreuzen. Dieses Verhalten entsteht wieder durch

die avoided Levelcrossings, diesmal bei B~ 2.1 T und B~ 3.3 T.
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6. lkosidodekaeder

Abbildung 6.1.: Richtung der Nummerierung der geordneten Paare von Vertizes des

Tkosidodekaeders

6.1. Allgemeine Beschreibung

Das Ikosidodekaeder ist ein archimedischer Korper bestehend aus zwolf regelméfligen
Fiinfecken und zwanzig gleichseitigen Dreiecken. Es bildet ein endliches Analogon
zum zweidimensionalen Kagome-Gitter [50]. Es ist eines der grofiten bisher syntheti-
sierten Molekiile, welches mit verschiedenen Liganden und Metallionen synthetisiert
wurde [51], 52 53], 54, 55, 56]. Diese Molekiile werden unter dem Begriff Keplerate
zusammengefasst. Wie beim Kuboktaeder wurde bei tiefen Temperaturen kein Stu-
fenmuster in der Magnetisierung gemessen [3]. In diesem Kapitel wird gezeigt, dass

die DM-Wechselwirkung die Ursache dafiir sein kénnte.
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6. Ikosidodekaeder

Abbildung 6.2.: Konfigurationen des Ikosidodekaeders:
DM-Vektoren zeigen radial nach auflen (a), in die Mitte der Dreiecke
(b) und in die Mitte der Fiinfecke (c)

Als erstes muss wieder eine sinnvolle Numerierung der Vertizes gewéhlt werden. Sie
wird so gewéhlt, dass sie innerhalb der Dreicke im und innerhalb der Fiinfecke gegen
den Uhrzeigersinn verlduft, siehe Abbildung Die hier angenommenen Konfigu-
rationen sind in Abbildung zu sehen. Dabei zeigen die DM-Vektoren radial nach
auflen oder in die Mitte der Dreiecke bzw. Fiinfecke.

Es wird ein Tkosidodekaeder aus s = 1/2 lonen betrachtet, die antiferromagnetisch
mit J = —1 K wechselwirken. Die Dimension des Hilbertraums ist damit 23° ~ 10°.
Auf Grund der hohen Dimension des Systems kénnen die Observablen des Systems
nur durch FTLM zu berechnet werden. Quanten-Monte-Carlo scheidet als alternative
Methode aus, da das System frustriert ist. Da trotz der Ndherung der Rechenauf-
wand sehr hoch ist, wird nur eine Stiarke der DM-Wechselwirkung von D'/|J| = 0.2

untersucht. Durch die Notwendigkeit, dass fiir jedes Magnetfeld eine komplett neue
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Rechnung notig ist, werden nur Magnetfelder von 0 bis 1 T untersucht, was ungefihr

den ersten drei von fiinfzehn Stufen in der Magnetisierunug entspricht.

6.2. Abschitzung der Genauigkeit

Fiir die Berechnungen der Observablen ohne die DM-Wechselwirkung, d.h. mit S*-
Symmetrie, wurden fiir jeden Unterraum 10 zufillige Startvektoren genommen und
100 Lanczos-Schritte gemacht. Durch die Ausnutzung der Symmetrie und die Erfah-
rung mit der Methode [24], 23] [57] wird davon ausgegangen, dass eine ausreichende
Genauigkeit erzielt wird.

Anders sieht es mit DM-Wechselwirkung aus. Wegen des deutlich erhohten Rechen-
aufwandes, werden nur 75 Lanczos-Schritte ausgefithrt und auch nur ein zufélliger
Startvektor mit seinem zeitinvertierten Gegenstiick zur Berechnung eines Magnet-
felds benutzt. Wenn die Rechenzeit kein so stark einschrinkender Faktor wére, miiss-
te man wie folgt vorgehen. Man erhoht die Zahl der Zufallsvektoren, bis man keine
Verédnderung in den Observablen mehr erkennen kann. Da dies fiir einen so grofien
Hilbertraum nicht moglich ist, werden in Abbildung zwei verschiedene Startvek-

toren plus der jeweilige zeitinvertierte miteinander verglichen.

3.0

254

2.0

M gl

0.5 4

0.0 T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

BIT]

Abbildung 6.3.: Vergleich von zwei verschiedenen Startvektoren, Magnetisierung bei

T=001Kund D = D,

Auch wenn die Abweichung zwischen den verschiedenen Startvektoren gut zu se-
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hen ist, ist sie dennoch klein genug, damit der generelle Verlauf qualitativ korrekt ab-
gebildet wird. Darum koénnen die Kurven mit der DM-Wechselwirkung im folgenden
nur das allgemeine Verhalten beschreiben, wihrend die ohne DM-Wechselwirkung

als quasi-exakt angenommen werden konnen.

6.3. Magnetisierung

Wie Abbildung zeigt, sind die numerischen Schwankungen gut zu erkennen. Fiir
Da und 55 sinkt im Bereich von ~ 0.2 bis 0.25 T die Magnetisierung, obwohl die
Stéarke des Magnetfelds wachst. Dies ist dadurch begriindet, dass zur Ndherung nur
ein Vektor und sein zeitinvertiertes Gegenstiick verwendet wurde und die Kurve
somit nur durch zwei Vektoren approximiert wird und sich durch die numerische
Ableitung ein zusétzlicher Fehler ergibt.

6 T T T T T T T T
{ ——D'|J| =0, 10 Startvektoren, 100 Schritte

D'/|J| = 0.2, 2 Startvektoren, 75 Schritte
Dreieck
Flnfeck
Radial

M [g]

BI[T]

Abbildung 6.4.: Magnetisierung bei 7" = 0.01 K

Desweiteren unterscheiden sich die drei untersuchten Konfigurationen in ihrem
Verhalten sehr deutlich. Bei D, ist eine Verschiebung der ersten und dritten Stufe
zu beobachten. 55 bewirkt ebenfalls eine Verschiebung der ersten Stufe, aber die
beiden weiteren Stufen sind schon stéirker ausgeschmiert. Der interessanteste Effekt

ist bei D, zu beobachten. Das Stufenmuster ist nahezu vollstdndig verschwunden,
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und es lésst sich allenfalls noch die erste Stufe erahnen. Das ist umso erstaunlicher,
wenn man sie mit den Kurven fiir das Kuboktaeder oder den Ringen vergleicht,
da die Stédrke der DM-Wechselwirkung nur D’/|J| = 0.2 ist. Der Grund dafiir ist
vermutlich die hohe Zustandsdichte nah am Grundzustand [58]. Damit liefert die
DM-Wechselwirkung in einer von drei Konfigurationen eine mogliche Erklarung fiir

das Verschwinden der Stufen in der Magnetisierung.

6.4. Weitere Observable

In diesem Abschnitt werden noch die Suszeptibilitdt und Wirmekapazitat betrach-
tet, ohne das dadurch jedoch neue Erkenntnisse gewonnen werden konnen. Auf-
grund der in Abschnitt B34 gemachten Untersuchung zur Genauigkeit der FTLM
wird darauf verzichtet, die magnetokalorischen Eigenschaften des Ikosidodekaeders
zu untersuchen, da die Zahl der bendtigten Vektoren und der damit verbundene

Rechenaufwand zur Zeit nicht realisierbar ist.

20 6 ——D'|J| =0, 10 Startvektoren, 100 Schritte

D'/|J| = 0.2, 2 Startvektoren, 75 Schritte
Dreieck
Funfeck

S ——D'|J| =0, 10 Startvektoren, 100 Schritte o Radial
2 =
mé D'/|J| = 0.2, 2 Startvektoren, 75 Schritte :m
g 104 Dreieck 1 3
= Flnfeck
Radial 2
5
14
0 T T T T T 0 T T ; '
0 50 100 150 200 250 300 0 2 4 6 8 10
TKI TKI
(a) Suszeptibilitat x (b) Wirmekapazitit Cp

Abbildung 6.5.: B=0.1T

Bis ca. 100 K sind die Kurven der Suszeptibilitit, sieche Abbildung[G.5al aller Kon-
figurationen deckungsgleich mit der ohne DM-Wechselwirkung. Bei hheren Tempe-
raturen treten die aus Abschnitt B.3.4]bekannten numerischen Instabilitdten auf. Die

in Abbildung gezeigten Verldufe der Warmekapazitit liegen so dicht beieinan-
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6. Ikosidodekaeder

der, dass nicht mit Sicherheit festgestellt werden kann, ob es sich um einen Effekt
der DM-Wechselwirkung handelt oder ob die Abweichung durch die Ndherung ver-
ursacht wird. Die Unterschiede sind jedoch so klein, dass sie durch eine Messung nur

sehr schwer unterscheidbar sein wiirden.
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/. Zusammenfassung und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war es, zu untersuchen, welchen Einfluss die DM-Wechselwirkung
auf die verschiedenen Observablen von magnetischen Molekiilen hat. Dabei wurde
festgestellt, dass jede Observable unterschiedlich stark auf die DM-Wechselwirkung
reagiert. Bei keinem der untersuchten Molekiile konnte eine signifikante Anderung
der Suszeptibiltit beobachtet werden. Dies deutet darauf hin, dass man ungewohn-
liche Verldufe in der Suszeptibiltédt vermutlich nicht durch die DM-Wechselwirkung
erkldren kann, sondern nach anderen Ursachen suchen muss. Im Umkehrschluss be-
deutet das auch, dass man durch Messung der Suszeptibiltit (auBer evtl. bei tie-
fen Temperaturen) nicht bestimmen kann, ob die DM-Wechselwirkung im System
vorhanden ist. Auch die Warmekapazitéit weist nur fiir sehr hohe D’/|J| bei tie-
fen Temperaturen eine Verdnderung auf, allerdings besteht diese in der Regel nur
in einer Verschiebungen der Kurven. In der Magnetisierung beobachtet man zwei
mogliche Effekte. Die Stufen kénnen ausgeschmiert oder verschoben werden. Dabei
unterscheidet sich das Verhalten von Stufe zu Stufe, abhéngig von Konfiguration
und Molekiil, wodurch sich keine allgemeinen Aussagen machen lassen. Das ma-
gnetokalorische Verhalten wird besonders dann sehr stark beeinflusst, wenn es im
System ohne DM-Wechselwirkung viele Entartungen des oder nahe des Grundzu-
standes gibt.

Bei der Untersuchung der Spinringe hat man festgestellt, dass es trotz der antisym-
metrischen Natur der Wechselwirkung Konfigurationen gibt, welche dasselbe Ver-
halten aufweisen. Der entscheidende Faktor dabei ist der Winkel der DM-Vektoren

zum Magnetfeld. Desweiteren konnte man sehen, dass es einen grofien Unterschied
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zwischen gradzahligen und ungradzahligen Ringen gibt. Die ungradzahligen Ringe
zeigen bereits bei D’/|J| = 0.2 eine sichtbare Verdnderung, wihrend fiir die grad-
zahlige erst bei D'/|J| = 0.6 ein Effekt zu beobachten ist. Dies ist vermutlich auf
die hohere Zustandsdichte nahe am Grundzustand bei den ungradzahligen Ringen
zuriickzufiithren. Zur magnetischen Kiihlung empfehlen sich durch die Entartung des
Grundzustands die ungradzahligen Ringe. Die gradzahligen Ringe kénnten benutzt
werden, wenn man das Magnetfeld nicht aus sondern ein schaltet und so die magne-
tische Kiihlrate bei kleinen Feldern ausgenutzt wird.

Bei der Untersuchung des Kuboktaeders musste als erstes das Problem einer sinn-
vollen Numerierung, welches durch die antisymmetrische Natur der Wechselwirkung
entsteht, gelost werden. Der Einfluss der hier betrachteten Konfigurationen kann
vorab nur schlecht eingeschétzt werden. Wahrend Dx nahezu keinen Unterschied
macht, verhalten sich D, und —Dp, sehr dhnlich. Eine Erklarung fiir das Verschwin-
den der Stufen in der Magnetisierung kann aber keine der Konfigurationen geben.
Bei der Untersuchung der magnetokalorischen Eigenschaften ist aufgefallen, dass es
zu einem zusétzlichen Levelcrossing des Grundzustands kommen kann. Eigenschaf-
ten, die das Kuboktaeder zur Verwendung als Kiihlmittel priadestinieren wiirden,
konnten nicht gefunden werden.

Das Problem, eine sinnvolle Numerierung zu finden, trat beim Ikosidodekaeder er-
neut auf. Zusitzlich dazu ist die Dimension des Hilbertraums mit ~ 10° so gro8, dass
die Observablen durch die FTLM genéhert werden mussten. Auch wenn durch den
immer noch hohen Rechenaufwand keine ausfiihrliche Untersuchung méglich war,
konnte doch eine Konfiguration gefunden werden, die das Fehlen der Stufen in der
Magnetisierung erkldaren kann.

Es konnte erneut gezeigt werden, welche Moglichkeiten sich aus der FTLM ergeben.
Zugleich wurde festgestellt, dass sich die magnetokalorischen Eigenschaften nur mit
deutlich erhohtem Aufwand bestimmen lassen. Aulerdem hat die Untersuchung der
Ringe und des Kuboktaeders gezeigt, dass es ein entscheidender Vorteil sein kann,

das genaue Energiespektrum zu kennen, um ein unerwartetes Verhalten, wie z.B.
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zusétzliche Minima der Isentropen durch avoided Levelcrossing, erkléren zu kénnen.
Da jedes Jahr immer neue Strukturen synthetisiert werden, wird es immer wie-
der neue Molekiile, die interessante Eigenschaften aufweisen, geben. Auch eine sys-
tematische Untersuchung fiir Ionen mit s > 1 konnte mehr Einsicht in die DM-
Wechselwirkung bringen. Im Experiment wird ein kristallites Pulver gemessen. Um
dies besser abzubilden, konnte man noch eine sogenannte Pulvermittelung durch-

fithren.
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A.1. Ringe: Suszeptibilitat

T % [em® mol™ K]

T [em® mol™ K]

Graphiken

31 —D'J|=0.0 1
D/J|=0.6
—— 90° ——100°
—110° —— 120°
24 ——130° —— 140° 1
——150° —— 160°
——170° ——180°
——190° —— 200°
I ——210° ——220° 1
——230° ——240°
——250° —— 260°
0y T T T T T
0 50 100 150 200 250
TIK
(a) N=5

300

St T T T T T
o ]
—DN=00
D] = 0.6
34 — 90° 100° 4
—110° ——120°
—130° ——140°
Py —150° —— 160° i
—170° ——180°
——190° —— 200°
4 —210° ——220°
1 ——230° —— 240° 1
——250° —— 260°
0- T T T T T
0 50 100 150 200 250
TIK
(a) N=7

300

T 5 [em® mol™ K]

T % [em® mol™ K]

—D'J|=00
DYJ| = 0.6 J
—— 90° ——100°
—110° ——120°
——130° —— 140°
—— 150° —— 160° 1
——170° —— 180°
——190° —— 200°
——210° ——220° ]
——230° ——240°
——250° —— 260°
: : : ; :
0 50 100 150 200 250
TK]
(b) N=6

=0.1"T und D'/|J]| =0.6

300

T T T T T T

54 4
——DYJ|=0.0

4 D/MJ|=06 1
— 90° 100°
——110° ——120°

31 ——130° —— 140° 1
—— 150° —— 160°

5] ——170° ——180° |
——190° ——200°
——210° ——220°

1 ——230° —— 240° 1
——250° —— 260°

0 " r " " "

0 50 100 150 200 250
TKI
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