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Der Kern fiir n-Personen-Einfache-Produktionsspiele

In dieser Arbeit betrachten wir das spieltheoretische Losungs-
konzept "Kernel" (Maschlers Kern) fiir eine Klasse von koopera-
tiven Spielen mit Seitenzahlungen, die n-Personen-Einfachen
Produktionsspiele (EPS). Es soll gezeigt werden, daB sich der
Kern, aufgefaBt als Funktion der Ressourcenverteilung auf der
Spielermenge, stiickweise affin-linear verhdlt.

Dazu wird eine Uberdeckung der Menge der n-Personen-EPS, mit-
hin eine Uberdeckung der Menge der WVen auf der Spielermenge
angegeben und innerhalb jeder dieser Uberdeckungsmengen gezeigt,
daB der Kern einer Konvex-Kombination von Spielen (resp. der
zugehorigen WVen) ebendiese Konvex-Kombination der Kerne ist.

Da dieses Ergebnis konstruktiv erzielt wird und daher der Kern
immer in expliziter Form vorhanden ist, ist hiermit der Kern
angebbar fiir die gesamte Klasse der EPS (bei bel. Anzahl von
Spielern).

Es sei an dieser Stelle noch darauf hingewiesen, daB das obige
Ergebnis filir 3-Personenspiele schon in [1] erzielt wurde. Die
dort gewdhlte Notation werden wir im Wesentlichen beibehalten
und verweisen fiir die Mehrzahl der im folgenden Abschnitt 0
zitierten Lemmata und Sdtze auf die dort durchgefiihrten Beweise.

0. Grundlagen

Es sollen zunachst die Einfachen-Produktionsspiele definiert
werden.

0.1 Definition

Sei a € [0,1),

% . [0,1] » [0,1]



definiert durch

£ (1) ﬁa‘ t-a)"

wobei (t—a)+ :

max {0, t-a}.

Sei m eine WV auf @
Dann heiBt

{1, ..., n} (der Spielermenge).

._,
I

(@, P (@), v) mit

v v (a,m) : = £ o m ein

n-Personen-Einfaches Produktionsspiel.

Wir fassen im folgenden Lemma einige bekannte Ergebnisse
zusammen ([2]):

0.2 Lemma
(1) n-Personen-EPS sind konvexe Spiele
(2) Der Kern eines konvexen Spieles ist ein-elementig
(3) Kern und Pra-Kern sind fiir konvexe Spiele identisch
(4) Der Kern liegt im Core

Wir merken hier schon an, daB wir wegen (3) nur die technisch
einfacher handhabbaren Pri-Kernel-Bedingungen nachzuweisen haben.

Es sollen nun die aus [1] bendtigten Ergebnisse in komprimierter
Form aufgelistet werden. Es soll nur Lemma 0.4 bewiesen werden, die
anderen Beweise konnen in [1] nachgeschlagen werden.

Jede Permutation n : @ - Q (Umnumerierung der Spieler) wirkt in
natiirlicher Weise auf Mengen aus der Potenzmenge R (Q) sowie auf
Vektoren und Mengenfunktionen (Spiele). Es gilt:



0.3 Lemma

Der Kern von EPS ist ,permutationsinvariant",
genauer:

Ist n eine Permutation von @ , so gilt:

KX m ) = n(K&)

0.4 Lemma

Sei m (ml, s wF mn) eine Ressourcenverteilung

auf @ = {1, ..., n}, a € [0,1) beliebig und

f“om

Ve
das zugehtrige EPS. Sei m = 0 vorausgesetzt.

Dann gilt fir X = (xl, e Xn) mit X = J{(v):
By = 0.
Beweis:
Wegen m, = 0 gilt:
l-m =1, also
1=v(Q) =v (- {k}).

Da fiir EPS der Kern ein Element des Core ist (vergl. Lemma 0.3,
(1) und (4)), so muB insbesondere gelten:

x (@ - {k}) > v (2-{k})

also

x(@ - {x}) > 1.



da aber x (@) =v (@) =1, folgt
X = x (@) - x (2 - {k})
=1-1
=0
q.e.d
0.5 Lemma
Sei a € [0,1) und sei durch m = (ml, v mn) eine
WV auf @ gegeben. Gelte mk1 = mk2 fir kl’ k2 € Q.
Sei weiterhin v : = vy (a, m) das zu a, m gehorende

EPS und X = (Xy, ..., X,) 50, daB x =] (v). Dann gilt:

Sei @ = {1, ..., n}. Wegen der Permutationsinvarianz des Kerns
(resp. Pra-Kerns)‘nach Lemma 0.3 konnen wir uns auf die Betrachtung
von solchen Ressourcenverteilungen m = (ml, » puB mn) auf Q be-
schranken, welche die Bedingung

erfiillen. Die Menge dieser Vektoren sei mit Mn bezeichnet.

Fiir einige durch Vektoren aus Mn bestimmte EPS kann der Kern direkt
analytisch hergeleitet werden, wie in [1] gezeigt wird. Es sind
dies solche Spiele, fiir die die Spielermenge in zwei Gruppen, die
Privilegierten und die Diskriminierten zerfdllt, so daf innerhalb
einer Gruppe alle Spieler den selben Anteil an den Ressourcen
besitzen, also wegen Lemma 0.5 auch im Losungskonzept .Kernel" das-



selbe bekommen.
Wir wollen der Einfachheit halber im Folgenden von WV m =
(ml, cees M) sprechen und damit die durch m induzierte WV

auf {1, ..., n} meinen.

0.6 Definition

Ein W m = (my, ..., m,) €M heiBt

(k,B) - privilegierend, wenn

(%+Bf'u‘r1_<_1‘_<_k

K - .
-qg B firk+1<i<n

\

mit (k,8) € 2 x [0, =X

Fiir diese Ressourcenverteilungen ist der Kern durch den folgenden
Satz bestimmt:

0.7 Satz (Esguerra)

Sei m = m(k’B) eine (k,B) - privilegierende WV.,

v = v (mk:B)) und x € R" mit x = K(v).
Dann gilt:
R et
T-a n""’mn n
i ken
falls Of_ots-z-—z—'—*n_k) . B
1 l (kaﬁ) 1-2a (kaﬁ) 1'2(1
x = il G e e T S
(k,B) (k,B)
mk+l ? 2 mn )



- kn 1, kn
falls 5 - 5Tlhx) " P29+ 3 Tnx) * B
1 1
(Hs :H)
1, kn
L h”51>a25+$n¢) B

Wir weisen darauf hin, daB fir festes a € [0,1) nicht alle drei
Fille, sondern nur jeweils zwei Fdlle auftreten kdnnen, ndmlich
der erste und zweite fiir aig-% und der zweite und dritte fir
on_>_-;—.
Wir konnen natiirlich die Fallunterscheidung auch als Funktion
der Verteilung selbst beschreiben und erhalten dann das zu Satz
0.7 dquivalente

0.8 Korollar

Voraussetzungen wie in Satz 0.7.

1) Sei a >+ . Dann gilt:
(1 1 (x,B). 1-2a (k,p) , 1-2a
L
(k,8) (k,B)
_{ et 2 > My
X -
falls l —a>m 4L
n 2
1 1
(s 7o)
. falls 1 -a<m s =
—n 2
11) Sei a < . Dann gilt:



(.]—q (ml " n’ > Ty n)
n
falls o <3 m
x =4
1 1, (k,B), 1-2a (k,B), 1-2a (k,B)
o 7 BT T T Tk 0 Mk
L. falls «a _>_-r2i . m
n
Beweis:
zu I):
Nach Satz 0.7 gilt:
-1 .1 (k,B) 1-2a (k,B), 1-2a _(k,B)
x =z, 0o T 5 Tk Tkl 2
- l,k-n
<=> 0 a <o 2 (n-k) g
Wir kdonnen g fir (k,8) - privilegierende WVen durch m, aus-
driicken (vergl. Def. 0.6):
=1 _k .
% T (n—k) B
_ _ (n-k) 1
<= B = (-m)
v s 1 k . n
Damit ist ¢ <7 * oTThok)
dquivalent zu:
1 k-n (n-k) 1
827 ¥ ulmx) k (n mn)



1 n
<=> a < 3_-+——mn~-§
= n -
<=> mn.2_<_1 a
Zu II):
Aufgrund Satz 0.7:
_1 (k,B) _a (k,8)_
X = T-q (ml n’ > 2
genau dann, wenn
1 k -n .
SE:y~Ftax) P
Ersetzen von £ durch Ausdruck in mgk’B) liefert mit der
Definition von m(k’B) :
1 k - n
©E7 * Taek) P
_ 1l k-°n (n-k) 1
= OLS-Z_Z (n-k) k (n mn>
_ l_n (1 _
<> agy-3z-om)
<=> af_%-mn
g.e.d.

Wir betrachten nun noch einmal die Fallunterscheidung aus Satz 0.7.
Flir jedes feste o € [0,1) reduziert sich, wie schon erwihnt, die
Fallunterscheidung auf zwei Fdlle, namlich:

1 ken
W cwry S
1  ken
27 2¢(n-Xk) B
fir a> % s
. 1 ken
sowie auf a<5 2 (E) B
1 ken
a2 2 2+(n—x B



fir alg-% .

: : 1 k-mn . - 1
Die Gleichungen & =5+ D TTk) g fir a5
res =1l _k 1 - g fu €4

P- a 5 2'(1’1—1{) ur a < 2

liefern jeweils ein p , dieses eingesetzt in Definition 0.6
liefert eine (k,B) - privilegierende WY, und diese soll als
Zerlegungspunkt bezeichnet werden.

Fir a Z~%, k € {1, ..., n} erhalten wir die Zerlegungspunkte
()", 22 (1ma) + L (2a01) 2, (1-a)+ - (20-1)
: n k > n k J’
k —‘ﬁal
2 2
o (I—OL), cees (1-a) )
S e )
(n-k)-mal
resp. fir a_g-% :
(n,k) . _ (2 1, (- 2 1. (-
m : = (n a + (1-2a), s T At g (1-2a) ,
o
k - mal
2 2
S o, e = o)
d . n_
(n-k)-mal

Weitere Zerlegungspunkte erhalten wir durch Ersetzen von n
durch t € {1, ..., n} in den vorhergehenden Definitionen und
Sdtzen mit der Konvention, daB die letzten (n-t)-Komponenten
alle Null zu setzen sind. Die Gliltigkeit des so abgednderten
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Satzes 0.7 erhalten wir aus der urspriinglichen Form und Lemma
0.4, welches besagt, daB Spieler, die keinen Anteil an den
Ressourcen besitzen, auch im Losungskonzept "Kernel" nichts

bekommen.

+ -
Wir definieren also Zerlegungspunkte m(t’k) " m(t’k) durch:

+

(t,k) 2 1 2 1
m c= (£ (1-a) + =+ (2a-1),..., = « (1=a)+ -(20-1)
"E kﬁ' ? % k J’
k = mal
2 2
- (1-a), s T (1-a),
- si?
~
(t-k)-mal
0, ..., 0)
\__.—.r——--‘
(n—t )-mal fir a _>_%
resp.
(6,k) . - 42 1 ) 1
m _(Tr: a+ (1-2a), cr Tt At (1-2a),
1 &
k - mal
2 2
.t q" 9 -t a’
L ~ )
(t-k)-mal
0, «.. , 0)
e
(n=t)-mal

Fiir weitere Ausfiihrungen in diesem Zusammenhang kann auf [1]

verwiesen werden.



o ] =

1. Ein Uberdeckungssatz

Gegeben seien n Punkte “(p,p)’ p=1; «sesn im R"

mit u(p,p) # u(pl’p') fir p # p'. Es sei vorausgesetzt,
daB sie ein (n-1) - dim. Simplex aufspannen. Weiterhin sei
mit u(p,p') ein Element der Menge der Konvex-Kombinationen

von u(p,p) und u(pl’p') bezeichnet, also

1
H(p,p ) € conv

({H(p,p), u(P"P')})

mit der Eigenschaft:

u(P’P') " M(p,p)’ u(P"p')

fur alle p, p' € {1, ..., n}, p' <p .

Es sei eine quadatrische Matrix JQH definiert durch:

L1 (2,1) (3,1) L u(n,1H

g ,(2,2)(3,2) ... ,(0,2)

g g u(3,3) .. u(n,3>
JU =

9 L g plon) [

wobei @ ein leeres Zeichen ohne Bedeutung ist.

Definiere:

ees D}
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1.1. Beispiel: Fir n =4 ergibt sich:

Figur 1: LD @D (31) (4.1)
““—“‘4 . [2:2)  (3:2)  (4:2)
H = o : (33 (43)
p p ) u(4’4)

Setze p = 2, dann ist

Pg = {u(z’l), u<3’1), u(4’1)a u(2,2)’ u(3’2)’ u(4’2)}
Figur 2:
R’
M
(9,4)
/uf'z)

.«0(3'3

(32)
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Die Kanten von conv (Pg) sind in Figur 2 herausgehoben, die
Eckpunkte von conv (Pg) sind in Figur 1 eingerahmt.

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, den folgenden Uberdeckungs-
satz zu beweisen.

1.2. Satz
conv ({“(p,p) [l p=1, ..., n})
n
= U conv (p.M)
p=1 P
Bemerkung

Die Inklusion "= ist vollig trivial, denn jedes Element

einer Menge Ppn ist nach Konstruktion eine Konvex-Kombi-
0

nation von zwei Elementen aus {u(p’P)/p =1, ..., n}.

Die Schwierigkeit wird also darin bestehen, die Inklusion

<", mithin die Oberdeckungseigenschaft von

=

U conv (P.")
p=1 P

zu zeigen.

Es sei an dieser Stelle schon bemerkt, daB der Beweis des Satzes
die Konvexitdt von

k
\J cowv ™ k=1, ...,n
p=1 :

ausnutzen wird. Dieses kann man sich am obigen Beispiel (fiir
n=4) Tleicht wranschaulichen. Wir beweisen zunichst einige
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Lemmata.
1.3. Lemma
Sei Te Ac R™D und T und A seien konvex.
Gelte weiterhin:
B = Kegel (T,a) fir alleae€ A -T.
Dann ist die Menge
A U conv (T U B)
konvex.
Beweis:

Es ist zu zeigen, daB die Verbindungsstrecken zwischen
allen Punkten aus A U conv (T U B) wieder vollstandig in
A U conv (T U B) Tiegen. Wegen der Konvexitat von A und
conv (TUB) reicht es natiirlich, Punkte x, y mit x € A,
y € conv (T U B) zu betrachten. Weiterhin kann x € A - T
vorausgesetzt werden, denn fir x € T, y € conv (T U B)
gilt:

conv ({x} u {y}) conv ({x,y})
< conv (T U conv (T U B))
= conv (TUTUB)

= conv (T U B).

Seien also x € A - T, ¥ € conv (T U B) gegeben.
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Aufgrund von
B < Kegel (T,x) (nach Voraussetzung)
und
T < Kegel (T,x)
folgt wegen der Konvexitdt von Kegel (T,x):
conv (B u T) = Kegel (T,x).
Aber y € Kegel (T,x) besitzt eine Darstellung
y=a - (t - x) + x
mit a € R, teT.
Es kann nun a > 1 angenommen werden, denn fiir a <1 ist

y =a- (t-x)+x
=at+ (1 -a)x,
also
Y € conv ({t} U {x})
< conv (T U {x})
< conv (T U{A - T))

< conv (A)
und dann gilt auch

conv ({x} U {y})

< conv (A) .
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Sei also o > 1 . Dann definieren wir

und es gilt:

1

= + = t-x) +

- X+ = (a (t=x) x)
- et X+t -x +-l X

a
- o - 1 + 1 X - x +

o

=t

Da t €T folgt somit

t=Acx+ (1-A) " yeT.
Hieraus erhalten wir:
conv ({x} U {y}) = conv ({x} U {t}) U conv ({t} U {y}).
Nun gilt:

conv ({x} v {t}) < conv (A-T U T)

= conv (A)

und
conv ({t} U {y}) < conv (T U conv (TUB))

= conv (T U B),
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also

conv ({x} U {y}) < conv (A) U conv (TUB)

g.e.d.

Mit Hilfe der nun folgenden Lemmata werden wir fiir
k€ {1, ..., n} und Ak’ Tk’ Bk definiert durch

k-1 .
Ac = U conv (P7)

- P

p=1
T & = conv (P " n P _,"
B, : = p"-p "

eine der Voraussetzungen von Lemma 1, namlich

Bk < Kegel (T, a)

fiir alle a e Ak - Tk nachweisen.
1.4 Lemma
; n b .
Seien b, t,x € R, Ay € R. Sei
b o= ab (t - x) +x mit ab > 1,
X X

Dann existiert eine Darstellung
x = aﬁ'(t - D) +b

flir geeignetes o € R, o > 1.
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Beweis:
b
X aX . X
Setze a = Dann ist a > 1
a -1
X

und einfaches Nachrechnen liefert die Behauptung.

g.e.d
1.5 Lemma
b b b b
. 1 2
Seien by, Dy B, T, X eR" und «q 1, a & e R
mit bl bl
b, = a (t * - x) + x
b b
b, = a & (t Z x) + x,
b b
wobei a 1, a 2_2 1
b b

Dann existiert fir alle A € (0,1) ein £* € conv ({t 1} U {t 2}),

so daB

Beweis:

1 2
b, by b, b
= Def. A (a (8 =x)+x)+(1-)) (a “(t “=x)+x)
b, by by
= Aot 4+ A (-0 ) x
b b )
+ (1-7) * « 2 t 2 + (1-2) (1-a 2) x
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Definiere a durch
b b
2
A (l=a 1)+ (1-A)  (1-a %) =: 1-a,
dann st
b b b
A=A ad #lAkategl=]-at
also
b b b
- A (al—a2)~a2=-a>\
und
b b b
A (a]—a2)+a2=a}\
Daraus ergibt sicht:
by Py b, by
(1) Aobp o+ (1-A) - by =A@ -t 4 (1-A) o~ = t
+ (]—ax) ¢ Xx.
Wir definieren nun:
b b
Moo Ao C0, ) el L2
b b, b b,
Ao T+ (1-0) - Aea #H(1-A)a
A By By by By
dann ist t“ €Econv ({t , t“"}) wegen a ', a >0
und es gilt
ocx (t)\—x)+x
b b
b, b b 1 b _ 2 bo
= (o Tma 2)ra 2) of 28 cp LA o tT-x ) +x
b b, b b,

% 5 @ FlI-A)m "% oe @ el I=R)m



b b b b
= A al'tl+(1-?\) az-tz-ax X + X
b b b b
= A - qa ! % I 5 (1-A) « a 2 t 2 + (l—ax) x
= hvh o+ (1-1) - b,
wobei die letzte Gleichung aus (1) folgt.
Wegen: . b, b, v,
at = A (a -a )+ a
b b
=% w4 (1K) - 0 ®
> A+ (1-0)
= ]
ist also eine Darstellung
A
Aotby o+ (1-2) + b, = a (t™-x) + x
i A .
gefunden worden mit o > 1, wobei o =1 genau dann gilt,
wenn b, b,
a =a =1 (beachte A € (0,1))
g.e.d.
1.6 Lemma

Sei T< R" konvex. Seien x,y € R" - T
und B<= R" mit
B = Kegel (T,x) n Kegel (T,y)

so da gilt:
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NV Vo

beB-T .t €T qx,ay>1

I
Q

(t -x) + x

a (ty-y) +y

¥
Dann gilt:
(2) /A\ B = Kegel (T,A-x+(1-A)"y),
AE[0,1]

(3) genauer;

/A\ /A\ \// \V/ b = oy (tx—(Xx+)l—h)'y))+(K'x+(I—K)’y)

AE[0,1] DbEB ¢t ET ax>l

Beweis:

Es ist nur A € (0,1) zu betrachten.
Seien b € B und A € (0,1) gegeben und

b=oao (t -x)+x
X X

a_ (t_-y) +

y ( v y) +y

mit o, o > 1.
X J

Dann existieren aufgrund Lemma 1.4 reelle Zahlen o, o > 1 mit

i
I

x
o (tx—b) + Db

o
1

ay (t -b) + b.
v

Nach Lemma 1.5 existiert nun ein t, € conv ({tx, ty}) < T und

o’ reell, > 1 mit

4 t.~b) + b.

Acox+ (1-A) sy =al - (b
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Mit Hilfe Lemma 1.4 folgt aber nun:

b = a, (tx—(K x4+ (I-M)y)) + A x + (1-A) vy

fiir geeignetes a, > 1 .
Dies aber bedeutet:

b € Kegel (T, A - x + (1-A)y). Da b € B beliebig
gewahlt war, folgt unmittelbar die Behauptung.

qg.e.d.

1.7 Lemma

Sei T R" konvex, x €T, y ¢ T. Sei B R" mit
B < Kegel (T,y)
und insbesondere:

/\ \/ \/ b = qy (ty—y) + y

beB §_ &l a_>1
y ¥

Dann gilt:
(4) /ﬁ\ B = Kegel (T, A = x+ (1-A) * y),
AE[0,1)
genauer:
(5) /A\ //\\ \V/ \V/ Ty —(Ax+(1-M)y ) )+Ax+(1-A)y
AE[0,1) DbE & ET a, >1
Beweis:

Es genligt A € (0,1) zu betrachten.
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Seien A € (0,1) , b € B beliebig gewdhlt und -

Dann existiert aufgrund Lemma 1.4 o >1  mit

y=ao (ty—b) +b , d.h. y € Kegel (T,b).

Nun aber ist x € T , also insbesondere x € Kegel (T,b) ,
daher gibt es eine Darstellung von x derart, daB

x=a (t*b) + b, o=1, (t%=x).
Wegen der Konvexitat von Kegeln folgt
A x + (1-A) ¢ y € Kegel (T,b),

‘wobei eine Darstellung

Aex+ (1-A) -y = ax(tx—b) +b mit

> aufgrund Lemma 1.5 gewdahlt werden kann. Mit Lemma 1.4

aber ergibt sich hieraus:
b= a (tx~(x.x+(1—x)-y)) + (Aex+(1-1)-y).
g.e.d.

Wir wenden uns nun einer weiteren Gruppe von Lemmata zu in der wir
mit Hilfe der Lemmata 1.6 und 1.7 Inklusionen der Art

//\ B < Kegel (T,a)
a€h
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flir bestimmte Mengen A und B beweisen. An dieser Stelle
werden erstmals die u(P*®') und die Definitionen der Uber-
deckungsmengen ins Spiel gebracht, wihrend die Lemmata 1.3 -
1.7 von allgemeiner Struktur waren.

Es sei von nun an

‘o n n
Tk : = conv (Pk n Pk 1)

1.8 Lemma

Es seien Bk', Ak' definiert durch

Bkl ¢ = {H(t,t) / t Zk}

A = B sy
Dann gilt:
(6) //\ Bk' < Kegel (Tk, a)

aEAk' ‘
genauer
(7) /\ /\ \/ V b=a2(t§—a)+a.
bEB ! aEA ! ta K a2>1

Beweigi

Sei ae Ak", d.h.

= p(tgsty)

&
I

mit t <k
B o '

und b € B!
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Dann ist
L(B1%6) ¢ cony ({u(tl,tl)’ L (tostolyy
und es gilt
u(tl,to) c p?  po
k k-1,
denn:
Pf{ N Pi_l I >k, j gk}n{u(i’j)v i>k-1, j < k-1}

A N RS Y
Da fernerhin vorausgesetzt war:

N LG8, G (63)

b

1 yd
gilt:
p‘(JC];.tO) = )\ u(t19t1) + (1-A) - u(to,to)
flir geeignetes A€ (0,1),
also
1 Enatnd _ 1-& @ (Husbe)
u(tl’tl) = 3¢ M © M 0270
- % (u(tiote) = (tostol), | (tosto) -

Mit den Definitionen:

. b
- a) +a , wobei a, > 1,
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insbesondere

/ﬁ\ B! < Kegel (T,, a)
a €A k k

da b€ Bi beliebig gewahlt war.

1.9 Lemma
Sei Bé wie oben, definiere

(tst)

Ak" : = conv {m / t <k} .

Dann gilt:

(8) /ﬁ\ Bk' < Kegel (Tk, a) ,
aEAk"

genauer:

b

" B = az (tz—a) + a
] 1]
bEBk aEAk taET wo>1

k

Beweis:

Die Behauptung ist aufgrund Lemma 1.8 richtig fiir aEAk'
Dann aber liefert Lemma 1.6 die Aussage von Lemma 1.9, denn
TkﬂAk'=ﬂ.

g.e.d.

1.10 Lemma

Sei Ak“ wie oben. Wir definieren
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Dann gilt:
(10) /A\ Bk" < Kegel (Tk, a),
ach "
k
genauer:
b b
w A AV Y e

i i b b
“bEBk aEAk taETk oca> 1

Beweis:

GemdB Lemma 1.9 ist die Behauptung richtig fiir b € Bk'.

Jedes b €B," =Pl - PU . aber besitzt die Form

b= u(tl’to) mit t, >k, t =k, denn

PQ - PE_l = {u(i’j)/ i>k, J=k}; das folgt

sofort aus der Definition von PB

(t,5t0) Byt

Nun aber ist u € conv ({u(tl°tl), u( o* o)}) und fiir

t, >k

1 b =% sind ulP1,E10s (tosto) ¢ B!

o]

- »

nach Definition von B
Daher gilt:

Bk" < conv (Bk').

Anwendung von Lemma 1.5 Tiefert nun die Behauptung von Lemma 1.10.
Das nun folgende Lemma 1.11 wird uns in die Lage versetzen, eine
der Voraussetzungen von Lemma 1.3 zu verifizieren.

1.11 Lemma

Sei Bk" wie oben und Ak definiert durch
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k-1
A :=\J conv (P."). Dann gilt:
k p=1 p
(12) - B' < Kegel (T, a) fir alle a € Ak - Ty

Beweis:

Nach Lemma 1.10 gilt die Behauptung fiir alle a € Ak"

und sogar:

b

(13) /A\ /A\ \V/ \V/ b = az (tz - a)+ a
b>1

" n
‘bEBk aEAk

Weiterhin gilt:

wobei die Jetzte

k-1
U P
p=1

n
Y

taETk a
k-1 "
A, = \U conv (P))
k p=1 p

p=1 P

< conv ({u(t’t)/ t < =1} U (PE npe
Inklusion wegen
= B i, s ck-1)
= {u(i’j)/ i<k-1, j <k-11}

0 sk, ek

< conv ({ut’t)/ t<k-117)

R S P TR D
= conv ({u(t’t)/ t <k -1})U (Pn n p" )

n
k‘l)) H
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c conv ({u(t’t)/ t < k-1} U (PE n PE_l))

richtig ist.

Ferner gilt:

t58) ) ¢ < k=13 U (PM PN L))

conv ({u( K k-1

IA

= conv ({ﬁ(t’t)/ t < k-1} U conv (PE n PE_l))

(s & < x-1}) U conv (PR 0 Pp_q))

= conv (conv ({u

conv’(Ak" U Tk)

und also

(14) Ak < cony (Ak" U Tk) .

Mit Hilfe von (13) und (14) aber folgt nun aus Lemma 1.7:
Bk" c Kegel (Tk’ a) flur alle a €A - Tk

g.e.d.

Es sind nun alle Hilfsmittel zum Beweis des Uberdeckungssatzes
bereitgestellt.

Beweis: (Uberdeckungssatz)

Wir fihren den Beweis per (endlicher) Induktion.

(I) Die Mengen conv (Pg) » insbesondere also conv (P?) sind per
Definition konvex.

(IT) Wir nehmen nun an, daB



- 30 -

k-1
(15) Ak = t;{ conv (Pg)
konvex sei.
Weiterhin ist
Tk = conv (PE n PE_l) konvex.
Definiere
By = P 7 Phey,

Dann sind fiir Ak’ Tk’ Bk die Voraussetzungen von Lemma 1 wegen
(15) und Lemma 9 erfillt und Anwendung von Lemma 1.3 liefert die
Konvexitat der Menge

Ak U conv (B U Tk).

Aber
A, U conv (B, UT)

= E;i conv (PB) u conv((PE - PE_l) U conv (PE n PQ-I))
- E;i conv (PB) U conv ((PE - PE_l) U (PE n PE-1)>
= Z;i conv (PB) U conv (PQ)
= é;{ conv (Pg) , d.h
v

conv (Pg) ist konvex!

p=1
Damit ist gezeigt, daB

(16)

(::

~4 conv pll konvex ist.
p=1 p
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Nun gilt fir alle PE {lg «ony m} :
(p,p) n
? eP
B D

und also n

(P,P) _ n
{n lp=1, ..., n} < é;{ conv (Pp)

und somit
conv {u(PP) | p=1, ..., n}

n
1 | pn
(17) c Cﬁnv (p=1 conv ( p))
= é;{ conv (PB) .

wobei die Tetzte Gleichung aufgrund der Konvexitdt von

g:{ cony (Pg) ((16)) gilt.

(17) aber war gerade die noch fiir den Uberdeckungssatz zu zeigende
Inklusion.

g.e.d.
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2. Anwendung der Ergebnisse aus Abschnitt 1

2.1. Lemma:
. n
Sei Mn ot {m=(ml,...,mn)/j§1 m; =1, m;>0, m>m,>
und m(t’t): = (%,- _1'903 -,O)
t-mal
Dann gilt:
M= conv ((ml %8/ t=1,.. 0}
Beweis:
Zu "

t,t)

Jeder der Vektoren m( erfiil1t die Bedingung

92 0 2l

m; >ms: fur i <J, 1liegt also in M . Dann folgt aus

J
der Konvexitdt von Mn (die offensichtlich ist) die

behauptete Inklusion.

Zu "

(t.t)

Die Koeffizienten Kt von m fiir t=1,...,n

sukzessiv definiert durch

1
n n n

n n
)\n—l %—1 * }\n ;11— = My
<=> A= (n-1) (mn_] —mn)
)\n—Z ’ %—2 +>\n—l ’ %—1 ¥ }\n ) -rl; -
=> A _, = (n—-Z)-(mnnz—m ]+mn—mn)

I
i
(
N
v

seien
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allgemein:
)

n-j n-j “n-j+1

Die so definierten A t=1,...,n liefern:

und weiterhin:

R

>

I
[»}]
=]
+
)

|
=]

1

+

i
=
i

SE
+
+
=]

Wir erhalten also:

g.e.d.

(t.k)+ tsk)-

Wir greifen nun die Definitionen von m und m(

aus Abschnitt O wieder auf und setzen

2.2. Definition:

Pt =
a p

t,k)

+
{m / t =p,...,n,k=1,...,p}

. 1 .
fir a>%5 , sowie
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PP~ = {m(t’k)

" "/ t=p,...,n, k=1,...,p}

ok 1
fur a< 5.

Es soll gezeigt werden, daB fiir alle o € [0,1) die Vereinigung
der Polyeder conv (an) eine Oberdeckung von Mn bilden. Dazu
werden wir die Voraussetzungen des in Abschnitt 1 bewiesenen

(t,k)+, m(t,k)-

Uberdeckungssatzes fir m und die durch sie

definierten Polyeder verifizieren missen.

Zundchst sollen die Polyeder fiir o = 0 und « =-% betrachtet
werden.

2.3. Bemerkung

Sei a = 1 , dann stimmen die Definitionen von m(t’k)+

und m(t’ )- (und also auch die zugehdrige Polyeder iber-
ein, weswegen wir den Fall o = %-1m spateren unter beide
Fille .+" und ,-" subsummieren konnen) und es gilt
dariiber hinaus

t,k)+ t,k)- 1 1
) =m( ) =(—,E,...,:E', O,...,O)

t-mal (n-t)-mal

m!

fir alle k € {1,...,t}. Dann ist

o= @™ s e k<)
2

mt ey g 5 5
und somit

conv (IP;) = conv ({m(t’t)+/ t > ),

2
insbesondere gilt also:

n n
L~j conv (IPE) = L_j conv ({m(t’t)+ /t> p))
p=1 5 p=1



- 35 -

conv ({m(t’t)+/ t ¥ L}

=M ,

n

wobei die letzte Gleichung aus Lemma 2.1 folgt.

M.a.W.: Die Mengen conv (1Pg) s p=1,...,n bilden eine
)

(allerdings ziemlich triviale) Oberdeckung von Mn'

2.4. Bemerkung:

Sei

a = 0. Dann gilt aufgrund der. Definition von
m(tak)= .
(tk)- _ /1 1
m —('R', ...,T(',O,...,O)
g_¢_J [
k-mal (n-k)-mal
fir alle t € {x,...,n},
damit ist
P = %)) 6 s 5,k < p)
op 2 by Y
= ®%) 7k < )

und

conv (OPE—) = conv ({m(t’k)~/ k < p}.

Insbesondere folgt:

n
\J conv (.P")
p=1 o

n
L_{ conv ((m{®5)7/ Kk <p(y
p:

k,k)

conv {m(KsK)=, k < n}

=Mn .

d.h., die Mengen conv (OPS)Q p=l,...,n bilden eine (triviale)
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Uberdeckung von Mn'

2.5 Lemma:

Beweis:

Sei a € (%, 1). Dann erfiillen die (Ressourcenver-
teilungen) m(t’k)+ (auf der Spielermenge) die
folgenden Bedingungen:

(1) m(p,P)+ = R’]
(11) mPPIF PP e g

(iﬁi) {m(p’p)+ /p = 1,....0} spannt ein

(n-1) - dimensionales Simplex auf.

(iv) mPsP)* e cony ({m(p,p)+ m(pl’pl)+})

mit mPsP )t 4 p(Psp)+ (Pl )+

zu (i): Hier ist nichts zu zeigen

zu (ii): Nach Definition der m

Zu

(tk)+ gyt

mPPI o (2. (1) + 1. (20-1),..., 0,...,0)
‘p p ) o prmemree?
p-mal (n-p)-mal

ol 1
= (p,..., o 0,...,0) .
Nun ist klar, daB fir p # p'
m{PsP )+ 4 p(P'sp ).

(111): Man schaue sich die in (i1) hergeleitete Struktur

der m(p,p)+ an, dann ist die Behauptung klar.
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zu (iv): Sei m(p,pf)+ mit p > p' gegeben.
Wahle A : =2+ (1-a), dann gilt wegen
a€(p 1)
A € (0,1)
und weiter:

A e mt®P) 4 (o) . p(P'eR")

= (Z-(l-—a)-&——-,-(zowl), s —_f—)— -(]—a),,,. . 0.. )
\ — nd L_._Y-%——J "—Nf_i
p'-mal (p-p')-mal (n-p)-mal
= n(P>P") nach Definition,
also el ({m(p,p)’ m(p',p')}) .
Wegen a € (%, 1) ist

0 < £. (1-a) <~l.
b b

Betrachtung der p-ten Komponente der Vektoren m(p,p)+, m(P' P
und m(p,p')+ liefert aufgrund der Tlinken Ungleichung
' (p'sp" )+
m(PsP )t £ m

aufgrund der rechten Ungleichung

m(PsP )+ 4 L (PsP)+

gq.e.d
2.6 Lemma:
Sei « e‘(o,-%). Dann erfiillen die Zerlegungspunkte
m(t’k)' die folgenden Bedingungen:
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(.‘) m<p9p)- = ]Rn
(i1) m(PoP)= 4 (PSP )= £ p £ p
(111) {m(psp)_ / p = l,...,n} spannt ein (n-l) =

- dimensionales Simplex auf.
(iv) m(P+P") € conv ({ m(PsP)=, m(P'sP")=y

mit  m(PsP )= 4 p(PsP)= p(p*sp")-

Beweis:
zu (i): klar
zu (i1): klar wegen
m(P>P)- - (% % 0,...,0).
zu (ii1): verwende (ii).
zu (iv): wahle A: = 2a , dann ergibt einfaches

Nachrechnen
A e m(P,P)‘ + (1=0) e m(P',P')‘ - m(psp').

Weiterhin gilt

A€ (0,1) wegen o € (0,7).

Betrachtung der p-ten Komponente der Vektoren
liefert wieder

m(PP)= 4 (PsP)= p(PTsPT)= i in

Lemma 2.5, denn es gilt

'a<l.

0 <-Z
P p
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Die Lemmata 2.5 und 2.6 liefern nun die Voraussetzungen des
Uberdeckungssatzes aus Abschnitt 1 fiir die Zerlegungspunkte
£ k)+ Es k)~ : n+ n- .
und die Polyeder app 5 aPp 3
zusammen mit den Bemerkungen 2.3 und 2.4 ergibt sich also:

mf resp. m

n
//\\ \_J conv (apgi) oM.

«cf0,1) P=!

Wenn also, was im Folgenden geschehen soll, wir gezeigt haben,
da innerhalb eines Polyeders

n+ 4
conv (aPp ) resp. conv (app )

die Funktion

m > J( (v™

affin-Tinear ist, so haben wir gezeigt, daB auf Mn die Funktion

n— K (v

stiickweise affin-linear ist, wobei die Funktion aus hGchstens n
Teilstiicken aufgebaut ist.
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3. Der Kern von n-Personen EPS mit Parameter aAZ~% A

Notation:

Wir werden in diesen Abschnitt setzen:

k) B,k )=

m( CROE

weiterhin soll der Parameter o an den Polyedern unterdriickt

werden, also

conv (Pg) = conv (an+)

um Schreibarbeit zu ersparen.

: Lh (t,k)
Bezeichne v das durch m" ~? definierte EPS fiir vorge-
gebenes a . (vergl.Definition 0.1). Dann besitzt der Kern des
(t,k)

Spieles +% eine sehr einfache Struktur, denn es gilt

3.1 Lemma
(t,k)
K &™) = ety 0,000,0)
t-mal (n-t)-mal

Beweis:

Aufgrund Lemma 0.4 reicht es, t = n zu betrachten. Sei nun
k € {1,...,n} beliebig. Dann ist m(t’k) eine (k,B)-privi-
Tegierende Ressourcenverteilung (im Sinne von Definition 06),
wobei R durch die folgende Gleichung bestimmt wird:

Swp=2 (1ma) + L. (20-1),
also: B=%(2—2a—1) +§-- (2a-1)
=L (1-2a) + 4+ (20-1)
n k
_ n-k . _
= %on (2a~1)
=>0 .

Der Kern solcher zu (k,B)-privilegierender WVen gehdrender Spiele
ist nach Satz 0.7 gegeben durch:
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1 2 1-2a 2 1 1-2a
2+(1-a) (E o (1=a)+ = ¢ (2a-1)+ T R (]—q)+§-- (2a~1)+ =
— — _J
k-mal
2 2
5 ° (1_0-): 9'1:1"' (1"0;)')
(n-k)-mal
_ 1 R S 2
= ZV-(]—Q ( (1 a), - (] a)
_ (1 1
- (-1’_1’ . s n)
und zwar fir
] k.‘n ] kon
(0) T T lnE)  PERESF YT TR

Nun ist wegen a_z-% die 1linke der beiden Ungleichungen trivialer-

weise erfiillt. Die recht aber ergibt sich wie folgt:

-

°n

1
e 27 * N (aw) * P
. 1.1, -
<= a<g+ 5 (2a-1)
_ 1 -1
<=> a < 5 ta 5

<=> a<fa.
Da dies immer richtig ist, ist Lemma 3.1 bewiesen.

Bemerkung:

In (0) wird fir k = n formal durch 0 dividiert, derselbe
Faktor (n-k) ist aber auch Faktor des Zahlers von ¢ ,
wird also gekiirzt!

Wir betrachten nun einen beliebigen Polyeder conv (Pg) .

Sei  (AF°K)

t,k)

_ _ eine WV auf den Ecken
Tt = pyeeeon, kK=1,...,p

m( , t=p,...,n, k=1,...,p dieses Polyeders. Sei mit X7

der Kern des zu m gehdrigen Spiels " bezeichnet.



- 42 =

Wir definieren

5 Z A
t=p k=l

(1) mi= z B AbE. n(tsk)

Dann besitzt der Spieler 1 den Anteil m (1)

der Ressourcen in dem neuen Spiel v , hamlich

genau die Konvex-Kombination seiner Ressourcen
t.k).

in den Spielen m( ; also
n P
(2) m ()= 5 = A%F & (1a) + 1 - (20-1)
t=1 k=1
n 1-1
+z oz A% 2. (),
t=1 k=1

wobei der Summe iiber eine leere Menge der Wert O
zugeschrieben wird.

t,k

Da A =0 fir t<p oder k>p ist eine

alternative Beschreibung von m(1) gegeben durch

n P
(3) m(1) = % oa%E e . (1ma) 5 e (20-1)
: t=max{p,1} k=1
n min{1l-1,p}
+ T 5 g5 ol % e (I-a) .

t=max{p,1} k=1

Natirlich gilt

denn m 1ist eine Konvex-Kombination von WVen, also
selbst wieder eine WV. Die formale Rechnung ergibt:

T,k . g_. _
T (1-a)

° (2a-1)

==
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]
™
™
™
>

[t}
N
—~
1
Q
S
™
i
>
>

+ (20-1) » = rOA?
t=p k=1

2 (1-a) + 2a-1

Wir definieren nun (das, wovon im Weiteren nachge-
wiesen wird, daB es der Kern ist) :
n P

t=p k=1

o0

(4) x

Dann ist die Kern-Auszahlung an den Spieler 1 gegeben
durch:
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n b

(5) x ()= 2 =z abE.2
t=1 k=1
n P
= r N
t=max{p,1} k=l
Eine einfache Rechnung ergibt:
X ist WY auf @,
denn
(1) x (1) > 0 nach Definition
und
n n n P
(ii) rx ()= =© & abE. %
1=1 1=1 t=1 k=1
n t P
= I I r Al --%
t=p 1=1 =1
n P t
= = L £ ALk --%
t=p k=1 1=1
n D
= I Tt e AT --%
t=p k=l
n P
= £ § bk
t=p k=1

fiir die letzte Gleichung beachten wir, daB

(?\t’k)t . eine W auf {p,...,n} x {1,...,p}

induziert.



= 45 =

Mit dem folgenden Satz wird nachgewiesen, daB die
Funktion

]{ g conv(PS)» RN
m e K™

affin-linear ist.

3.2 Satz
i 1 ph
Fir a>5 3 m€ conV(Pp), d.h.

(t,k)/

m € conv ({m t = Pyeeesn, k=1,...,p})

und m , x definiert durch (1) resp. (4) gilt:
XM o=x.

Fir den Beweis ist unter Beachtung von Lemma 0.3 (3) der Nachweis
der Prd-Kernel Bedingungen fiir x zu filhren, d.h. es ist zu zeigen:

(1) X ist Imputation
m m
(i1) sY.(x) = sY.(x) furallei,jeq,i#j
thi ji
wobei
s¥j(x) =max {e(S,x) / Scq, ie€S, j¢&S}

und e(S.x) := v(S) - x (S)

3.3 Bemerkung:

Mit den Voraussetzungen des Satzes 3.2 gilt:

X ist Imputation.
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Beweis:
Sei o o
m: = X M ht’k . m‘t’k)
t=p k=1
n b
x: = = z Kt’k . x(t’k) .
t=p k=1

Es ist x (@) =1 = v (Q) schon nachgewiesen worden,
daher bleibt nur noch zu zeigen:

/A\ x (1) > v (1).

1 eQ

Nach Definition war

v (1) = 1= (m (1) - ).

Der Fall m (1) < o macht keine Umstdnde, denn dann gilt

v (1) =0

und wegen x (1) >0 folgt die Behauptung.

Es kann also m (1) >« vorausgesetzt werden, dann ist
v (1) = == (m (1) - a)

und

x (1) > v (1)

ist richtig genau dann, wenn

n p
z o Atk %—Z_%:a (m (1) -a)
t=max{p,1} k=1
n P
=(x 5 AT --%)
t=max{p,1} k=l
n j
t,k 1 2a-1, a_
£ 4z LA k l-a ) 1-a

t=max{p,1} k=1

Die obige Ungleichung ist dquivalent zu
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n p
0> = oAtk d
t=max{p,1} k=1
n P _
+ xR %.. ffa‘ -4
t=max{p,1} k=1 *

Dies liefert

n P _

1> 1 - ht’k . %__ laa
t=max{p,1} k=1
n P _
* % L % . 22 L .
t=max{p,1} k=1
Der rechte Ausdruck wird maximal fir 1=p=1,r 2! =1,
dann aber gilt:
n P _ n P _
= 5 bk ‘.% . 1aa . B N %._ 23 I
t=max{p,1} k=1l t=max{p,1} k=l
_ l-a " 2a0-1
a a

damit ist x (1) > v (1) fiir alle 1 € @ bewiesen. Fiir den Nachweis
der Gleichheit der maximalen Exzesse fiir Spielerpaare (i,3)s (3,i) be-
notigen wir noch einige Lemmata.

3.4 Lemma

Voraussetzungen wie in Satz 3.2. Dann gilt
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) 2L 52 .x) fir 1<1<n
7 2D s .. @) fir p<i<a
Beweis:
n D _
Wb R e
t=max{p,1} k=
n 1-1
¥ B . aAbk -<%
t=max{p,1} k=1
n b
= I . atE. %
t=max{p,1} k=I
n P _
+ T r bk %-- ffal
t=max{p,1} k=1
n b
> 2. 1 N

t=max{p,1} k=I

2 x(1),

wobei die Ungleichung fiir 1 > p eine Gleichung ist.
g.e.d.

3.5 Lemma

Setze

s¥j () : = Si? (*) » dann gilt unter den Voraus-

setzungen von Satz 3.2:

= V™) - x (i)

(%)
-
Ca
—
X
~—
[

oder
Sij (x) = v™(@-j) - x (2-3)
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Beweis:
Definiere
I;5 0= {Sco/i€S, j¢58)
und sei S € lij .
Annahme:
SE{i}, -3
und sTj (x) = v™ (S) - x (S)

>V () = x (i), v (@-§)-x(2-])

(i) Wir nehmen weiter an:

Dann gilt:

<
=3
—
(2]
S
I
x
—
(%2]
A
I
I

x (S)

IN

- x (1)
< V() - x(d)
Dies ergibt einen Widerspruch zu

vI(S) = x(S) > V(i) - x(i).

(i) Wir nehmen nun an:

vi(s) £ 0,
damit gilt:

V() = 1= (m(S) o).

Da S #Q-J vorausgesetzt wurde, gibt es ein 1 € 0
1#3j , so daB

b

S+lel.




Dann gilt:
v'(S) - X(5) = 1= (m(S) -a) - x (S)
<t ((S) =a) - x(s) + ML (1)
== (m(S) +m(1) -a) - x(S) - x(1)
= = (m(S+1) =a) - x(S+1)

]

VI (S+1) - x (S+1) ,

wobei die Ungleichung aufgrund von Lemma 3.4 gilt. Die obige
Rechnung aber ergibt durch Iteration einen Widerspruch zu

vI(S) - x(S) > v™ (2-3) - x (2-])

3.6 Lemma

Unter den Voraussetzungen von Satz 3.2 gilt fir 1 < j:
(8) n(8K) (1) > m(tK) (4)

(k) (i) > (k) (3)

(9) m (i)

v

m (J)

x (1)

lv

x (3)

Beweis:

Klar.

Zum Beweis von Satz 3.2 ist unter Beachtung von Bemerkung 3.3 nur
noch zu zeigen, daB fiir Paare (i,j), (j,i) die maximalen Exzesse
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(x) und s\]1 (x) identisch sind.

m
Wir werden von nun an den Parameter m an ¥ ( ) und

vr (-) nicht mehr mitschreiben, dies kann zu ke1nen Verwechslungen
fiihren, da m € Pp festgehalten wird (aber natiirlich beliebig ist)!

Die folgende, etwas umfangreiche Fa]]unterscheidung fiir den Beweis
der Gleichheit der Exzesse konnte leider nicht vermieden werden.

Beweis (Satz 3.2)

Gegeben seien qo € [%,1), pE{l,...,n}), m€ P; , d.h.

n 1Y
m= 5 X )\.fﬂk e m(tak)
t=p k=1
n p
und x = I T abeE . Bk
t=p k=1
Seien i, J €Q mit i< j.
Fallunterscheidung:
1 m(j) <m (i) < a
2 m(j) <a<m(i)
(@ <m (j) <m (i) 1ist wegen a_z-% und = m (i) =1
nicht moglich)
.1 1-m(i)<1-m(j)<a
.2 1-m (i) <a <1 -m(j)
3 a <lT-m(i)<1-m(j)

J—
(2]
—
]
~
I

=v (1) - x(i) und sji(X) v(3) - x(3)

N
—~
(]
~—r

Il

v (1) - x(i) und s..(x)

sij 54 v(Q-i) - x (@-1)
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.3 Sij(x) = v(Q-3) - x (©3) und Sji(x) = v(j) - x(3)
4 ij(x) = v(Q-3) - x (9-3j) und sji(x) = v(Q-3) - x(0-1).

Es ist in jedem der Fdlle zu zeigen:

Sij(x) = sji(x)

zu 1.1

v(i) - x(i) > v(-3) - x(Q-3)
= - x(i) > -1 + x(j)

v |

<= 1 x(i) + x(3)

Die letzte Ungleichung ist immer richtig, daher ist
i) - i) € wWa-j) — % (6-3)
ausgeschlossen und es gilt:

Sij(x) = v(i) - x(1) .

Die Falle 1.1.3 und 1.1.4 konnen also nicht auftreten.

Wegen v(jg) - x(3) > v(Q-1i) - x(9-1i)
<=> 1> x(i) + x (J)
dies schlieBt zusdtzlich den Fall 1.1.2 aus.

zu 1.1.1

Um sij(x) = sji(x) zu zeigen, weisen wir jetzt, wie auch
in den nachfolgenden Fdllen, nach

(x)

(i) Sij(x)~s 554
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und
(i1) sji(x).g sij(x).
Zu (i): 5;5(x) <55 (v)
<=> - x(i) < - x(j)
=> x(1) > x(j),

Dies ist nach (9) richtig.

Zu (i): 3;50) 2 555 ()
<= - x(1i) > - x ()
<=5 x(i) < x(3)

Nun ist nach Voraussetzung
1 -m(j) <a

<=> 1-aqa < m(J)

£ - 1
m\ J e

<=> %441L~ 1
=% 2

Dies impliziert:

2 5 (i) + x(3)
also x(i) 5_%%%1 - x(J)

Es reicht daher zu zeigen:

2l 5(5) < x(3)
beziehungsweise
nld) <2 . x(h) .

-
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Diese Ungleichung ist fiir j > p richtig, denn dann gilt wegen
(7) sogar die Gleichheit.

Sei nun j <p , dann ist auch i <p und

(i) = = _ r AT
t=max{p,i} k=1
(10) -z p bk -
t=p k=l
. - p atE Ll
t=max{p,J} k=l
=x (J)
ergibt: Sij(X) = sji(x)
Zu 1.2
v(i) - x(1) > v(@-3) - x(Q-])
<=> - x(i) > == (1-m(§)=a) = 1 + x(j)
= 2bi) 5 () + x(5)
und v(3) = x(j) > v(e-i) - x(e-i)
<=> - x(3) > -1+ x(1)
=5 1 > x(i) + x(3) .

Da dies immer érfU]]t ist, sind die Fdlle 1.2.2 und 1.2.4 ausge-
schlossen.
Zu 1.2.1

Es ist unter der Voraussetzung -—ii—_z x(i) + x(3) zu zeigen:

m(j)
I-a

v(i) - x(1) = v(3) - x(3) .
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Dies ist genau dann der Fall, wenn
x(1) = x(3).
Nun gilt wegen i < j : x(i) > x(j),

daher geniigt es zu zeigen:

x(1) < x(3).

Fir j > p gilt wegen (7)

2 - x(j) = %égl

daher B =y L y(5) < x(i) + x(5) < 2D

1-a I-a

Es folgt x(1i) = x(3).

Fir j < pwurde x(i) =x(j) schon in (10) bewiesen.

Zu 1.2.3
Behauptung:
2L ¢ x(3) + x(3)
impliziert sij(x) = Sji(x)
Beweis:

Nach Voraussetzung gilt:

s..(x) = v(Q-3) - x (93)

1J

und sji(x) = v(3) - x(3),

daher ist zu zeigen:

v(Q-3) - x(2-3) = v(j) - x(3),
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also = (mm(i)=a) = 1+ x(3) = - x(3).

Die letzte Gleichung ist dquivalent zu

2 x(i) = 3

Fir jeq gilt stets

2 - x(3) 5.%%%1

und zusdatzlich fir j > p :

2« x(3) =2

daher bleibt nur zu zeigen:
Fir j<p gilt:

2« x(3) Z.%iil

-a .
Fir j <p aber ist in (10) gezeigt worden:
X(J) = X(i)s
Dann liefert die Voraussetzung:

m(j)

- <x(i) + x(3) =2 « x(3)

Zu 1.3
v(i) - x(1) > v(9-3) - x(-3)
<=> - x(1) 2 9= (1=m(3) - a) - 1 + x(j)
< 2> () + x()
und v(j) - x(3) > v(e-i) - x(-1i)
S )5 k(i) - x(3).

1-a

q.e.d.
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Aufgrund m(i) > m(j) nach (9) kann der Fall

20) 5 x(5) + x(3)

und

< x(i) + x(3)

ausgeschlossen werden, d.h. die Situation des Falles 1.3.2 mit

v(i) - x(i)

w
—
=
~

1]

und s..(x) = v(-1) - x (9-1)

kann nicht eintreten.

Wir werden also nur die Fdlle 1.3.1, 1.3.3 und 1.3.4 betrachten.

Zu 1.3:1
Behauptung:
%%gl_z x(i) + x(3)
impliziert: v(i) = x(1) = v(j) - x(J)
Beweis:

Derselbe wie in 1.2.1.

Zu 1.3.3

Unter der Voraussetzung

2L < x(3) + x(3) < 24
gilt: v(Q-3) - x(2-3) = v(j) - x(3)
Beweis:

Nach Voraussetzung zu Fall 1.3.3 gilt:
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v(Q-3) - x(9-j) =;—_a~ (1 = m(3) - a) -1+ x(3)

- - e

IA

-2+ x(3) + x(j)
= - x(j)

v(3) - x(j),

wobei sich die Ungleichung aus (6) ergibt.

Es bleibt zu zeigen
v(@-3) - x(2-§) > v(j) - x(J),

. 5]
d.h. 2 x(J)Z-r;l—_g——

Fir j > p gilt wegen (7) sogar

2 « x(3) = m(,.!)

I-a >

es ist also nur noch der Fall J < p zu behandeln. Hierfiir
ergibt sich aber wegen (10) x(i) = x(Jj) und somit

BU) ¢ (i) + x(5) = 2 + x(3),

wobei die Ungleichung gerade durch die Voraussetzung geliefert

wird. Damit dist
2+ x(3) > 24 | nithin

sij(x)_z sji(x) bewiesen.

Zu 1.3.4
In diesem Falle ist unter der Voraussetzung

x(i) + x(3) » 2A) 5 mli)

Zu zeigen:

v(-3) - x(@-3) = v(e-i) - x(o-1).
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Beweis:

Es soll zundchst .>" gezeigt werden.
v(-3) - x(2-3) > v(e-1) - x(-1)

<= 1 (1=m(j)-a) - 1 + x(j) 2—:——(1_ (I-m(i)-a) - 1 + x(i)

I-a
o> B ) > uld) )

Nun gilt nach Voraussetzung:

2 - x(5) < x(3)

daher geniigt es zu zeigen:

x(i) < BEL )

oder 2 s g{i) £ T

Diese Ungleichung ist wegen (6) richtig, also ist «>" bewiesen.

Fur die Ungleichung .<" dst gemaB obiger Rechnung zu zeigen:

nli) x(i) S_Eiil = x{

I-a 1-a J)

Nach Voraussetzung aber gilt:

m(i)
I-a

- —%x(i) < =x(3) ,

daher ist es hinreichend zu zeigen:

x(3) < 2U) 5y,

1-a

also 2« x(j) < ?égl

Auch diese Ungleichung ist nach (6) richtig.
qg.e.d.
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Zu 2

Aus der Voraussetzung m(i) > « >-% folgt wegen

m(1) >m(2) > ... > m(n) und g

m(i) = 1: m(i) > a kann
1=1 -

nur auftreten, falls i = 1.

Es sind also im Folgenden nur Paare (1,3) und (j,1) zu
betrachten.

Weiterhin liefert m(1) >-% :

n
m € conv (Pl) .
Es kann also auch p =1 vorausgesetzt werden.
Aus m(1) >-% folgt ebenfalls:
1 -m(1) <a,

damit sind die Falle 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3 und 2.3.4 ausge-
schlossen.

Zu 2.1

Die Voraussetzung

I -m(j) <a
liefert I —a<m(j) .
Nun gilt F=1-a+a<m(i)+mn(1) <1
und damit m(l1) =a , m(j) =1 - a<a,

folglich sind unter diesen Voraussetzungen auch die Voraussetzungen
des Falles 1.1 erfiillt, die Behauptung Slj(x) = Sjl(x) ergibt sich

also mit dem dort durchgefiihrten Rechnungen.

Zu 2.2

Slj(x) = v(1) - x(1)

Z=3 v(])—x(])ZV(Q—j)‘X(Q—j)
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<=>

und

<=>

<=>

<=>

die letzte Ungleichung ist stets richtig,
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I-a

n(l) + m(j) - q
I-a

Sj](X) =v(j) - x(3)
v(j) - x(3) > v(e-1) - x(

-—x(j)z— 1+ x(1)

> x(1) + x(j)

Q1)

I >x(1) + x(3),

Voraussetzungen von 2.2 stets

und die Falle 2.2.2

Zu 2.2.1

Lo (m(1) -~ @) - x(1) > %:a (1-m(j)-a) - 1 + x(§)

also ist unter den

Sjl(x) = v(j) - x(3) ,

Unter der Voraussetzung

=

m(l) + m(j) - o
I-a

gilt es zu zeigen:

Beweis:

<=>

<=>

m(1)-a

v(1) = x(1) = v(3j)

V(1) - x(1) > v(§) - x(3)
= x(1) > - x(3j)

I-a

x(1) < x(3) +m](+i‘°‘

Nach Voraussetzung ist aber

- x(3)

sowie 2.2.4 kénnen nicht auftreten.

> x(1) + x(3)
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daher reicht es zu zeigen:

m(l) + m(j) - a

- x(3) < x(3) + m(l) -«

I-a I-a
m(l) ~a m(1) - a m(j) . -
alise 1 -a I-a T T~a <2 - x()
oder %égl.ﬁ 2 - x(3) .
Nun ist schon bemerkt worden:
p=1
und wegen i =1, i #j folgt
J>
d.h. j > p.
Fir j > p aber gilt wegen (7):
%égl =2 « x(j) , damit
insbesondere ?Eg).s 2 x(3).
Somit ist v(1) = x(1) > v(3) - x(3) gezeigt.

Zum Beweis der Ungleichung ,<" machen wir einen kleinen Exkurs.

Exkurs
Behauptung:
T S ST Sl RS
2.,2 X2 '_—t'—Z'. }‘,.ESI
t=1 t=1
Beweis:
n Jg-1
2« g pal --% - I At’l -‘%
b=l t=1
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IA
N
L]
™M
>

1
N
L]
>

<ablizo a1

1,1

A + (1 - kl’])

= | q.e.d.

Wir kehren nun zu 2.2.1 zuriick und zeigen die Ungleichung
v(1) - x(1) <v(§) - x(j)

womit S]j(x) = Sjl(x)

bewiesen ware. Also
v(1) = x(1) < v(3j) - x(3)

<=> 1——-(m(1)—a) - x(1) < - x(3)

Teg ~ B(1) £ 52 = xlg) .

Nun gilt aufgrund der Definition von m und x :

n n
?f;) -x(1) = 5§ bl (%-+ ?fa]) -5 acat, %
t=1 t=1
n
I
=

denn, wie schon erwdhnt, gilt m € conv (P?), also k=p-=1
und somit ist

Abl =

SE
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AuBerdem:

folglich zu

sowie zu

gerade diese Ungleichung ist aber im Exkurs bewiesen worden.

Zu 2.2.3

Behauptung:

m(1) +m(j) = a 1) + x(3)
I - a - ‘

impliziert:

v(-3) - x(@-3) = v(§) - x(J)
Beweis:
v(Q-3) - x(@-3) = v(§) - x(3)
<= 4= (1 -n(§) - a) - 1+ x(3) = - x(3)
<=> 2 e X(j) =£1_le
1-a
Wegen j > i =1=p ist die letzte Gleichung richtig und somit

v(-3) - x(9@-3) = v(§) - x(3),



- 65 -

d.h.

bewiesen.

Bemerkung:

Wir haben die Voraussetzung nicht benutzt, d.h.
v(Q-3) - x(@-3) = v(3) - x(J)

ist in jedem Falle richtig unter den allgemeinen Voraus-
setzungen von 2.2.

Aufgrund von Bemerkung 3.3 und der betrachteten Fallunter-
scheidungen ist nun Satz 3.2 bewiesen.
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4. Der Kern von n-Personen EPS mit Parameter a_g-% :

Wir benutzen auch in diesem Abschnitt wieder die Schreibweise
mt K , P* , wobei aber im Unterschied zum Abschnitt 3 definiert
wird

m(tak) . = m(tak)_
n+
. )

n °
conv (Pp) : conv (aP

Die Vorhergehensweise wird in diesem Abschnitt dieselbe wie in

Abschnitt 3 sein. Wir betrachten zundchst die Kerne fiir Spiele
ke
vt und beweisen dann einen zu Satz 3.2 analogen Satz. Die

Struktur der Kerne fiir Spiele der Form vm(t’k) besitzt in

diesem Fall (a_g-%) eine etwas komplizierte Struktur:
4.1 Lemma
(t,k)
m 2 L LI .-
]( (v )_l—a (t a+ ¢ (1-2a),... Tty (1-2a),
— ~ il
k-mal
l ° QO —]— °
T~ 1;.{ s
(t-k)-mal
0,... 0)
S
(n—t)-mal
Beweis:

Aufgrund Lemma 0.4 geniigt es, t =n zu betrachten. Sei
k € {1,...,n} beliebig. Die Ressourcenverteilung m(t’k)
ist nun eine (k,p)-privilegierende WV (im Sinne von Definition

0.6), wobei g durch die Gleichung

+B =

BN

% -a+%{—-’(l—2a)
definiert ist. Es ergibt sich

p=2E. (1-20) >0 .
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Nach Satz 0.7 besitzen (k,B)fprivjlegierende Verteilungen
den Kern o o

1 1 2 1 2 1
e 7 Grar2ege 020, 2 a2 01 (1220),

S— 4
k-mal
2 2
ot Gaeees o0 a)
[ = —
(n~k)-mal
=1 (1. 1. 1., 3. orie
* 15 (n a + 3 (1 20(),...,n a + (i=2a) 5
1
= a, ...,E-a)

und zwar genau dann, wenn die Ungleichungen

n-k

o
B
=
[a}

n-k

(0) F7-ED.gcacte iDL

erfillt sind. Die rechte dieser Ungleichungen ist wegen B<O
und a_§~% trivial, es bleibt die Tinke zu verifizieren.

Aber

1 ken

2 n-.—k K B S <
<> 1.1, (1-2a) < a

] =
<=> 3+ (1-142a) < a
<=> a<a

g.e.d.

Bemerkung:

In (0) wird fiir k = n formal durch 0 dividiert, derselbe
Faktor (n-k) dst aber auch Faktor des Zahlers von B
wird also gekiirzt.

]

Es sei nun ein beliebiger Polyeder conv (P;) und ein WV
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tok
) t=p,...,n,k=1,...,p

Polyeders vorgegeben.

(t,k)

(a auf den Ecken m

Wir definieren eine Ressourcenverteilung m als konvexe
Kombination der Ressourcenverteilungen mt’k, also

n p

(1) m:= ¢ B AT . m(t’k)
t=p k=l

damit m € conv (Pg) .

Im durch m dinduzierten EPS v™ besitzt der Spieler 1 den
Anteil m(1) der Ressource, wobei

n 1Y

(2) m(1) = x5 abE . (k)
t=p k=1
n 1Y
= = S (%-- a +-% e (1-2a)
t=1 k=1
n 1-1
+ L £ oAbk, %—- a
t=1 k=1
n b
= T T At’k (% ° o + %—- (1-2a)
t=max{p,1} k=1
n min{p,1-1} [ ]
+ = M N -‘% 0 5

t=max{p,1} k=I

wobei der Summe iiber eine Teere Menge der Wert Null zugeschrieben
wird.

Sei nun xt’k der durch Lemma 4.1 bestimmte Kern des durch mt’k

induzierten EPS vm(t’k), definiere

n Y
(3) X := z E bl . Bk .

t=p k=1

Dann gilt fiir die Stelle 1 des Vektors «x (die ,Kern-Auszahlung"
fir den Spieler 1):
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n P
(4) x(1)=§Ta(>: T oAbk, (%-a+%- (1-2a))
t=max{p,1} k=1
n min{1l-1,p}
+r by At?k . %—- a)

t=max{p,1} k=l

Es ist klar, daB m und x WVen sind, denn sie sind jeweils
Konvex-Kombinationen von WVen.

Es soll im Folgenden gezeigt werden, daB die Funktion
K : conv Pg——* R"
m — }((vm)
affin-linear ist. Wir zeigen also:
4.2 Satz
Fiir as%,ﬂmh

WV auf ...,n) X
t=p,...,n,k=1,...’p {P, 5 }

{1,...,p} sowie m, x definiert durch (1) resp. (3) gilt:

x = J( (+™).

Unter Beachtung von Lemma 0.3, (3) ist dazu zu zeigen

(i) x ist Imputation
.. vm vm .. s . .
(i1) _ Sij(x) = Sji(x) fir alle i, jeq, i#3j,
wobei

sgj(x) den maximalen Exzess des Spielers i iber
Spieler j bei dem Spiel v mit Auszahlungs-
vektor x bezeichnet (vergl.Abschnitt 3).

4.3 Bemerkung:

Unter den Voraussetzungen des Satzes 4.2 gilt:
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x st Imputation, d.h.:

x (@) = v() und
A <@ >+ .
1€Q
Beweis:
x(Q) =1 =v(Q) 1ist klar, denn x ist Wahrscheinlichkeits-

vektor. Es bleibt fiir beliebige 1 € @ zu zeigen:
x(1) > v(1).

Fir m(1) < a ist nichts zu zeigen, denn dann gilt

Sei also m(l) > a, also

v(1) = 4= (@) - o) .

Wir erhalten aus (2):

n P
v(1) =1= ( = A e G asd e (1-20))
t=max{p,1} k=1
n b
+ 0z N
t=max{p,1} k=1
n p
=—i_—a( E T ?\t’k°(-_-tl--a+%-(1—2a))
t=max{p,1} k=1
n P
+ T 5 abok %.. a)
t=max{p,1} k=1
n P
+ %:E (= 3, pUeE , %—- a - o)
t=max{p,1} k=I
n P
_ 1 _ t,k 1
=x(1) +q5 (= L & £ ca-a).

t=max{p,1} k=l

Damit ist
v(1) < x(1)
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n p .
<=> %:—-( = £ aAbE --% ca-a) <0
¢ t=max{p,1} k=1

also genau dann, wenn

n p
z Z ht’k

t=max{p,1} k=1

1
T T afla.

Aber diese Ungleichung ist dquivalent zu:

n p

= oAt .dcn,
t=max{p,1} k=I

Nun gilt

n p n p

R ratk.lc oy noabok
t=max{p,1} k=1 t=max{p,1} k=1

<1,

denn (xt’k)

t€{p,...,n}, kE{1,....p} ist Wahrscheinlichkeits-
vektor. Es folgt nun sofort die Behauptung.

Fur den Rest des Beweises von Satz 4.2, der Gleichheit der
maximalen Exzesse fiir Spielerpaare (i,j) und (j,i), i.,j €@

2

1 # J bendtigen wir noch einige Lemmata.

4.4 | emma

Mit den Voraussetzungen von Satz 4.2 gilt:

(5) N ) 5 x(1)
legq
(6) /\ T =2x
1 €{p+l,...,n}
UIEANE — St
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(8) N\ 8y el )
i,jea ¢ @
(9) Fir i <j<p gilt:

nli) _ ) = nG)

1-a 1-a x(3) .

Beweis:

Man sehe sich die Definitionen von m und x an, ver-
wende die hieraus resultierenden Gleichungen (2) und (4)
und rechne wie in Beweis von Lemma 3.4.

Lemma 4.5 (Analog zu Lemma 3.5)

Unter den Voraussetzungen von Satz 4.2 gilt:

S?j (x) = v(1) - x(1)
oder s?j (x) = v(Q-j) - x(9-j)

Beweis:

Auch dieser Beweis soll nicht ausgefiihrt werden, da er voll-
stdndig identisch ist mit dem Beweis von Lemma 3.5, wobei in
(ii) anstatt Lemma 3.4, (6) die Ungleichung (5) aus Lemma 4.4
benutzt wird.

4.6 Lemma

Unter den Voraussetzungen von Satz 4.2 gilt fir i < J

(10) /ﬂ\ m(t’k)(i),z m(t’k)(j)
(t,k) €
{p,...,n}x{l,...,p}
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/\ | LE(1) > xEE()
(t,k) €
0w nwstidx{l ;000 0}

(11) m(i) > m(j)
x(i) > x(j)
Beweis:
Klar.

Zum Beweis von Satz 4.2 ist unter Beachtung von Bemerkung 4.3,
wie schon erwdhnt, nur noch zu zeigen, daB die maximalen Exzesse
?j(x) , s?i(x), fir alle Spielerpaare (i,j) , (j,i) identisch
sind. Wie in Abschnitt 3 wird im Folgenden der Index m an :5?3(0)
weggelassen.

S

Wir beweisen nun Satz 4.2 mit Hilfe folgender Fallunterscheidungen:

Beweis: (Satz 4.2)

Gegeben seien q € [0,1] »,PE€{1,..., n }, m € P;, d.h.

n Y
T z Kt’k e m
t=p k=1

(t,k)

m

n p
x= £ 5 abE . tek

t=p k=1

und i, jEQ mit i< .

Fallunterscheidung:
1 a<1l-m(i) <1 -m(j)
2 1 -m{i) <a<1-m(3)

3 1 -m(i) <1 -m(j) <a




. m(j) <m(i) < a
.2 m(j) < a < m(i)
.3 o <m(j) < m(i)

~In jedem der Fille 1.1 bis 3.3 ist wieder zu unterscheiden,
welche der Menge {i}, ©-j resp. {j}, @i fiir (i,3) resp.
(j,i) den maximalen Exzess liefert, also

1 Sij(X) = v(i)-x(i) und Sji(x) = v(j)-x(3j)
2 sij(x) = v(i)-x(i) und sji(x) = v(Q-1i)-x(0-1)
.3 8;5(x) = v(e-j)-x(-j) und sji(x) = v(j)-x(J)

=y
0
—
=
~
I

= v(Q-j)-x(2-3) und Sji(X)

Aus Griinden der Obersichtlichkeit beginnen wir mit dem am
schnellsten abzuhandelnden Fall 3, kommen dann zu Fall 2 und
bearbeiten den langwierigsten Fall 1 zum SchluB.

Zu 3

Die Voraussetzung 1 - m(i) <1 - m(j) < a liefert
m(i) > m(j) > 1-a

Nun ist aig-%, also 1-a >+, somit

N | s

1

m(i), m(j) > 7 -

Dies ist nicht moglich, da m eine Ressourcenverteilung auf die
Spieler aus @ ist, mithin

n
Z m(1) =1
1=1

gelten muB.

v(Q-1i)-x(Q-i) .
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Zu 2

Aus 1 - m(i) < a ergibt sicH wegen a € [0;%]
1 -m(i) <1 -a,
folglich m(i) > a .

Dies schlieBt Fall 2.1 aus.
Weiterhin gilt

1 -m(i) <a <= 1 -a<mnm(i).
Sei nur zusdatzlich o < m(j), so ergibt sich

1 = (I-a) + a <m(i) +m(j) <1,
also wiederum ein Widerspruch. Damit ist auch der Fall 2.3
ausgeschlossen.

Wir betrachten nun

2

1 - m(i) < a impliziert
v(Q-1i) = 0; dies liefert aber sofort

v(Q-i) - x(-1) < v(j) - x(j)

also Sji(x) =v(3) - x(3) .
Wir haben also als Unterfdalle nur 2.2.1 und 2.2.3 zu be-
trachten.

Zu 2.2.1

Sij(x) = v(i) - x(i)

<=>  v(i) - x(1) > v(Q-j) - x(-]3)

<= g i) - ) - x(1) 2 4= (1m(j)-a) - 1+ x(3)
= BE) +#m(j)-a > x(i) + x(j)

1 - a




= Tb -

Exkurs Es gilt stets:

m(i)1+_méj) —% < x(i) - x(3)

Beweis:

Sei m(i) + m(j) - a
1-a

dann gitt 24D _ gy o mU) 5y s e

1-a I-a

und es folgt

ot |-

n p n P
(12) <= (x N L L
o t=max{p,i} k=1 t-max{p,j} k=I
Q
? I-a °?
unter Benutzung von (2) und (4).
Es folgt nun insbesondere:
n P
2. 3 N
t=max{p,i} k=l
Da  (A%oK) eine WY auf {p,...,n} x {1,..

t=Pyeoesy k5l,00.,p
induziert, gilt auch

np
r oy Atk

t=p k=1

=1

Die obige Ungleichung aber impliziert deswegen

1,1

A >0

und damit p = 1!

Weiterhin muB auch i =1 gelten, denn fiir i =2 ist:

n D
2 .1 5 Al .

1
gy o t
t=max{p,i} k=l

i
N
°
h~MB
>

.»P}



T b

IA

1. ., 1,1
2 5 (1-A"2")

1 - als?y < 4

n i o) n Y
r aAtE .l g N
t=max{p,i} k=1 t=max{p,j} k=1
n n
= 2 al wlu g At "%
t=1 tog=
1,1 IR TS N RS VS P |
< A + (1-A ) 5+ (1-A"2") 5
= aAlsl 4 (1 -l
= 1
also
n P n P
— . (x N w R, %&
t=max{p,i} k=l t=max{p,j} k=l
a
= I-a .

Dies ist ein Widerspruch zu (12) und damit auch zu der Voraus-
setzung

m(i) + m(j) -
1 - a

> x(i) + x(3)

g.e.d.

Der Fall sij(x) = v(i) - x(i) 1ist aufgrund des Exkurses also
nicht moglich, und wir haben also unter 2. nur noch den Fall 2.2.3
zu betrachten.




= J§:=

Zu 2.2.3
In diesem Falle ist Sji(x) = v(j) - x(3)
und s35(x) = v(om3) - x(e-j)

es ist daher zu zeigen:
v(i) - x(3) = v(@-§) - x(@-§) .
Zunachst eine Bemerkung:

(1) Die Voraussetzung 1 - m(i) < o Tliefert wegen
a € [0,%]:

%-5‘1 - a <m(i) ,

1 und

n
aufgrund von =t m(1)
1=1

m(1) > m(2) > ... >m(n) folgt hieraus:

(i) Fir m(1) >1 - a gilt:
m € conv'(P?) , d.h.
p=1.
Beweis: (zu (i1))

Wir nehmen p > 1 an. Dann folgt

(t,k) 2 1

mn (1) =% e a+ =+ (1-2a)

(t,k)€E K B

{P,---,H}X{l,---,p} 2 1
<oty (1-2a)
=qa + (1-2a)
=1-a,

wobei die Ungleichung wegen p > 1 richtig ist.
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Fir 0 .
m= r y bk . (t.k)
t=p k=1
gilt also unter der Primisse p > 2:
n p
m(1) = £ x Atk . (k)
t=p k=1
=1-a,

da nach Voraussetzung und mit (i) 1 - a < m(1) haben wir einen
Widerspruch erhalten, folglich gilt

p=1.

Nun zum Beweis von 2.2.3:
v(Q-§) - x(Q-3) = v(j) - x(J)
gilt genau dann, wenn
1= Umm(i)-a) - 1 + x(3) = - x(3),

also genau dann, wenn

sy

Nun ist j>i=p=1, also j>p. Fir j>p aber gilt nach
Lemma 4.4, (6) die obige Gleichung

qg.e.d.

Bemerkung:

Die Tatsache, daB wir im Fall 2.2.3 die Voraussetzung

m(i) + m(j) - a
1 - a

< x(i) + x(j)

nicht benutzt haben, darf nicht weiter verwundern; haben wir
doch im Exkurs bewiesen, daB die umgekehrte Relation nicht
gelten kann, damit ist, die obige Relation redundant.
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Wir betrachten nun Fall 1:

Zul.l.1
Sij(x) =v(i) - x(i) , Sji(x) = v(j) - x(J)

liefern v(i) - x(1) > v(Q-3) - x(9-3)

<=> - x(i) > 1= (mm(3)-a) = 1+ x(3)

fias Bl) s (i) + x(3)

a

sowie v(j) - x(3) > v(e-1i) - x(Q-i)

<=> n(i) > x(i) + x(3).

Da wv(i) = v(j) =0, st zu zeigen
x(i) = x(j) .
Nun gilt trivialerweise x(i) > x(j) , daher bleibt noch
x(1) < x(j) zu zeigen.

Aus den Voraussetzungen ergibt sich

x(3) < UL y(5)

IN

2 - x(3) - x(3)

x(3)
wobei die zweite Ungleichung wegen Lemma 4.4, (6) gilt. Damit
ist sij(x) = sji(x) gezeigt.
Zu 1.1.2
Sij(x) = v(i) - x(i) , sji(x) = v(Q-i) - x(9-1)
liefern Cov(i) - x(1) > v(e-j) - x(e-3)

<= - x(1) > 5 O-m(§)-a) - 1+ x(§)




= Bl =

5 B) 5 (1) + x(3)
sowie v(Q-i) - x(-1) > v(§) - x(3)

<= g Oemi)-a) - 1+ x(3) > x(3)

<= x(3) + x(3) > B

Da m(i) > m(j) wegen i < j , konnen beide Ungleichungen nur

gleichzeitig erfiillt sein, wenn

m(j)_

2)- x(1) = x(j) = 2D

I=a .
Dann aber gilt auch

s..(x)

v(Q-3) - x(9-3) = v(i) - x(i)

und s..(x) = v(j) - x(3).

Dieser Fall aber wurde schon in 1.1.1 bearbeitet.

Zu 1.1.3
Sij(x) = v(Q-j) - x(9-3) ,
Sji(x) = v(j) - x(j)
liefern v(Q-3) - x(2-3) > v(i) - x(4i)
> 1= (-m(3)-a) - 1+ x(3) > x(i)
<=> x(1) + x(3) Z_%égl
sowie v(3i) - x(§) > v(e-i) - x(@-1)
also x(1) + x(3) < 8ld)

l-a




- 82 -

Nun gilt

<=>  v(Q-3) - x(2-3) > v(j) - x(3)
<= 1 Omm()-a) - 1+ x(3) > - x(§)

= 2. x(y) >

=0
Diese Ungleichung ist wegen Lemma 4.4 (7) erfiillt. Es bleibt

2« x(3) S.%i%gh

zu zeigen.

Fir j>p gilt 2 . x(j) = %é&l wegen (6), also insbesondere
Ilﬁ

Fir j < p verwenden wir

2 o x(j) <2 (m(i) - x(1))

n P
— & z Atk

t=max{p,i} k=1

d,
L a

(13) (#) , 1 & P ¢,k

] n
<— =z T A
t=max{p,j} k=I
n P
+ I = xt’k
t=max{p,j} k=j
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wobei die Gleichung (%) wegen i < J <p richtig ist. Damit
ist auch s.. (x) < s.. (x) verifiziert.
1] - Ji

g.e.d.

Zu 1.1.4

Aus den Voraussetzungen

(x) = v (2]) - x (2-))

S35
1
und

sji (x) = v (9-1) - x (1)

ergibt sich
v (2-3) - x (2-3) > v(i) - x(i),

also

= 0w - @) - 1+ x(§) > - x(i)
und damit

B < x(1) + x(§) 3
sowie

v (i) - x (@-1) > v (§) - x (3),

und diese Ungleichung liefert

2E) <y (1) - x ()

Nun ist s.. (x) > s.

. (x) genau dann der Fall, wenn
| Ji

o (m(3) = ) = 1+ x(3) > 1 (1m(i)-a) - 1+ x(1),

was wiederum zur Ungleichung

2 @) > B ()

dquivalent ist.
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Wegen Lemma 4.4 (8) ist diese Ungleichung fiir alle i < j richtig,
und es gilt wegen (9) sogar die Gleichheit, wenn i < j <p .

Um 553 (x) < 815 (x) zu zeigen, ist daher die Ungleichung

(14) 2i) -y o) <2y ()

flir j > p nachzuweisen.
Nun ist (14) dquivalent zu
m(i) m(j) . .
1-a 1-a +x (3) <x (1),
aufgrund der Voraussetzung

m(i)
I-a

geniigt es daher zu zeigen:

- x (§) <x (1)

nd) w5y <2l )
oder: 2 - x (J) 5.?%&1.

Da j > p vorausgesetzt werden konnte, ergibt sich aus Lemma 4.4
(6) sofort

2« x(j) - n(j)

I-a ®

mithin die Behauptung.

Zu 1.2.1
Die Voraussetzungen dieses Falles, namlich

v (1) - x (1)

85 5 (x)

und s.. (x) =v (j) - x (J)

m(i) + m(j) - a

liefern
1-a

>x (1) + x ()
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und 2d) s x (1) +x (5) .

Aus dem Exkurs wissen wir aber :

m(i) + m(j) - «
I-a

< x(i) + x(j)
und damit sij(x) = v(Q-j) - x (9-3).
Wir verweisen fiir diesen Fall auf die Rechnungen zu 1.2.3.

Zu 1.2.2.

In diesem Fall verweisen wir auf 1.2.4, denn aus

s.. (x) = v(1) - x(i)

1J

resp. s.. (x) = v(e-1) - x(9-1)

Jd

ergibt sich

m(i) +]m£ji —2 > x(i) + x(3)
m(i)

und
I-a

< x(i) + x(3) .

Nun kann m{i) + ml§) - a

1I- a

> x(i) + x(J)

hochstens dann auftreten, wenn

m(i) + m(j) - a
I-a

= x(i) % x(j)

(vergl. Exkurs in 2.2.1).

Die Gleichheit wird mit der in 2.2.4 zu behandelnden Ungleichung
«<" erfaBt.
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Zu 1.2.3
Aus Sij(X) = v(Q-3) - x(@=j)
und Sji(X) = v(j) - x(3)

ergeben sich die Ungleichungen

mid) 2 nld) =8 ¢ y(i) + x(4)

g

G 5 x(i) + x(J)s

und
1-a =

wobei die erste der beiden Ungleichungen keine neuen Erkenntnisse
bringen kann, da sie nach dem Exkurs redundant ist.

Nun ist sij (x) > sji(x)

genau dann, wenn
v(9-3) - x(2-§) > v(§) - x(J)

1

also T Om(§)-a) = 1+ x(§) > - x(3)
folglich 2 - x(j) 2_%%%1

gilt. Die letzte dieser Ungleichungen ist aber aufgrund von
Lemma 4.4 (7) richtig.

Es bleibt noch zu zeigen:

Sij(X)'S s5;(x)
mithin 2« x(j) 5——3—?;) .
Fir j > p ist die Ungleichung aufgrund von Lemma 4.4 (6) sogar als
Gleichung erfiillt, fiir den Fall j < p fiihren wir dieselbe Rechnung
wie unter 1.1.3 (13) durch. Die dort benutzte Voraussetzung

ist auch hier erfiillt.
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Zu 1.2.4

v(-3) - x(e-j)

Es ist hier s..(x)

v(O-i) - x(Q-1)

[42]
—
>
~—
i

vorausgesetzt. Auf die ilibliche Art und Weise erhalten

wir wieder
m(i)ltam(j) - a < x(i) + x(3)
sowie T(i) < x(i)+ ).
=a

Nun aber gilt: sij(x) Z_sji(x)

<= v(Q-3) - x(2-]) > v(Q-1) - x(Q-1)

<= %:E (1=m(j)=a) - 1 + x(j) >

‘

(1-m(i)-a)-1+x(i)

[

-

<=> Tfi) - x(i) Z.%é%l - x(3).

Nach Lemma 4.4 (8) ist diese Ungleichung fiir alle i < j erfillt,
und es gilt wegen (9) noch zusdtzlich die Gleichheit fir i < j<p .
Daher ist zum Beweis von

sij(x)_s Sji(x)

nur noch der Fall j > p zu betrachten.

Nun ist

genau dann richtig, wenn

m_(i_zjé_g(_j_)+ x(3) < x(i)

gilt. Aufgrund unserer Voraussetzung:




= B8 =

i) —mli) , y(5) <BU) ()
oder 2« x(j) 5_%%%1

Fir j > p gilt aber aufgrund von Lemma 4.4 (6) die letzte
Ungleichung sogar als Gleichung, womit auch

sij(X)_g Sji(x)

bewiesen widre.

Zu 1.3

Sij(x) = v(i) - x(i) dimpliziert

v(i) - x(1) > v(Q-j) - x(Q-])
und dies ist per iiblicher Rechnung dquivalent zu

m(i) - m(j) - a
I-a

> x(i) + x(j) .
Nun gilt stets die umgekehrte Relation (vergl. Exkurs) und

daraus folgt

sij(x) = v(Q-j) - x(9-3) .

Wir erhalten auf dieselbe Art und Weise

Sji(x) = v(Q-1i) - x(Q-1i).

Und damit ist 1.3.4 der letzte noch zu behandelnde Fall.

Zu 1.3.4
Sei also Sij(x) = v(Q-j) - x(-3)
und s..(x) = v(o-1i) - x(o-1i) .

g4
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Dann gilt sij(x)_z sji(x) genau dann, wenn
v(Q-3) - x(-3) > v(9-i) - x(9-i).
Unter Beachtung der Voraussetzungen von 1.3 ist dies dquivalent zu

1

Tog (m(i)=a) = 1+ x(3) > 95 (-m(i)=a) = 1 - x(i)
also zu Tfi) = x{1)} > %égl - x(3).

Diese Relation ist nach Lemma 4.4 (8) richtig.

Es bleibt, um sij(x).s sji(x) zu zeigen, nur noch die
umbekehrte Relation
(15) Tk - x) B - w)

nachzuweisen. Nach Lemma 4.4 (9) aber gilt sogar die Gleichheit,
falls j<p.

Fir j > p benutzen wir unsere im Exkurs bewiesene Voraussetzung

m(i) *I'_I(;l(j) - a < x(i) + x(j)

in der Form

m(i) + m(j) - «
1-a

- x(j) < x(i)
und zwar wie folgt:
(15) ist dquivalent zu

_m(i%élr_l_(_j_).p X(j) SX(i) s

aufgrund der Voraussetzung reicht es also zu zeigen:

m(i) - m(j) + x(3) < m(i) + m(j) - a
1-a — I-a

- x(j)

2°X(j)_<_2°m—(j—)—-g—

oder I-a I-a .
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Nun ist aber wegen j > p

2« x(3) =2ld)

I-a
die nachzuweisende Ungleichung reduziert sich also auf

0o <mld) _a

— = 1-a

oder a o mlj)
l-a — 1-a .

Diese Voraussetzung ist aber in Fall 1.3, insbesondere also
in 1.3.4 erfiillt.

Mit diesem letzten Fall unserer Fallunterscheidung ist

sij(x) = sji(x) fiir alle Paare (i,j) mit i < j bewiesen.

Damit und mit Bemerkung 4.3 ist gezeigt, daB x der Kern des
von m induzierten Spieles v ist; m, x wie in (1) respektive

(3) definiert.

Summary

a) Wir haben mit Hilfe des Uberdeckungssatzes aus Abschnitt 2
gezeigt, daB jede Ressourcenverteilung m mit

m >my, > ... >m in einem Polyeder

1
conv (P;) ,p€A{l,...,n}
liegt.

b) Wir haben weiterhin gezeigt, daB in jedem Polyeder die
Abbildung

K : conv (Pg) ——
m s K(vm)

affin-linear ist, denn es ist durch die Sdtze 3.2 fir « 23%

und 4.2 fiir a_g-% gezeigt worden, daB der Kern einer durch

konvexe Kombinationen von Eckpunkten von conv (Pg) induzierten
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Spieles gleich derselben Konvex-Kombination der Kerne der von
den Eckpunkten induzierten Spiele ist.

Dies bedeutet, daB der Kern von n-Personen EPS eine stiickweise
affin-lineare Funktion der Ressourcenverteilung ist, sie be-
steht aus hochstens n Teilstiicken und zum Bestimmen des Kerns
eines beliebigen n-Personen EPS hat man nur

(1) die Ressourcenverteilung so umzuordnen, daB gilt
m(1) >m(2) > ... > m(n),

(ii) den Polyeder conv (P;) zu finden, der m
enthdlt,

(iii) die Kerne der durch Eckpunkte induzierten Spiele
gemdf Lemma 3.1 respektive Lemma 4.1 zu bestimmen,

(iv) diejenige Konvex-Komination (xt’k)t . Zu finden
fir die gilt
n P
m=x y pUE., phak
t=p k=l
(v) und sodann gemdB des in (iv) bestimmten »ht’k die

Konvex-Kombination der in (iii) bestimmten Kerne
auszurechnen.
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