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EINE SPIELTHEORETISCHE VARIANTE DES MAXTMUM PRINZIPS

Zum Titel des Artikels muB man hinzufiigen, dal die Zeit erstens diskret und zweitens
teilweise geordnet ist. DaB die Zeit diskret ist, erleichtert das Problem; dafi sie aber
teilweise geordnet ist, erschwert es. Also gelangen wir zu einem Ausgleich.

1. Der Kern des Maximum—Prinzips steckt eigentlich in dem Dualititsatz der linearen
(und auch mancher nicht-linearen, z.B. konvexen) Programmierung. Da wir uns im
folgenden auf Interpretationen wirtschaftswissenschaftlicher Natur hin orentieren wer-
den, wollen wir LP-Programme als Produktionsproblem verstehen, also als ein "Pro-
duktionssystem", (d.h., eine Matrix) A, das die Ressourcen (d.h., einen Vektor) B in
eine zuldssige Produktion (d.h., einen Vektor) X verarbeitet und bei dieser Produktion
unter verschiedenen Preisen C einen Erlos abwirft.
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Abb. 1

Dabei entstehen bekannterweise zwei Probleme.

Primale: Welche zuldssige Produktion (Produktionsvektor) X, also eine Produktion, die
den Beschriankungen
XA<B X»>0

unterliegt, ist zu liefern, um den Gesamtpreis XCT zU maximieren:

XCT — max.

X
Duale: Wie mufl man die Ressourcenpreise Y bestimmen, um den Gesamtkaufpreis

BYT Zit minimieren:
BYT i min,

wobei die Zulissigkeitsbedingungen

AYt>cT vyo
gelten.



Wohlbekannt ist der Dualititssatz: fiir die Optimalitat sowohl des Produktionsvektors
X als auch des Preisvektors Y ist notwendig und hinreichend die Giiltigkeit der
Gleichung

xcT =ByT.

Inhaltlich bedeutet das, daBl wenn ein Ressourcenstrom durch das optimal arbeitende
System fliefit, verindert sich die in der entgegengesetzten Richtung stromende Geld-
surmme nicht.
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Abb. 2

2. Nun entstehen zwei durchaus natiirliche Verallgemeinerungen der aufgestellten
Frage.

Erstens, im Sinne der allgemeinen Systemtheorie (wie sie etwa von O.Lange [ 1] ausge-
arbeitet wurde) ist es durchaus angebracht, aus den elementaren Zellen der Wirtschaft —
die Wirtschaft "im Ganzen" oder wenigstens deren betrichtliche Teile "zusammenzu-
fiigen". Die Zeit, in der dabei die Ressourcen in den einzelnen Zellen zur Produktion
verarbeitet werden, und in der die entstandene Produktion realisiert wird, wird dabei
als diskret vorausgesetzt. Dabei aber gehen die einzelnen Strome der Ressourcen (alias
der Produktion) mit verschiedenen Geschwindigkeiten durch das System. Deshalb exi-
stiert jedes Paar "Produktions—Ressource" in seiner eigenen Zeit, die, obwohl teilweise
doch aber geordnet ist, und zwar erst produzieren — dann realisieren oder erst eine
Ware, eine Produktion, einen Rohstoff erhalten und sie dann als Ressource auffassen.

Zweitens, statt der einfachsten Wirtschaftszelle A mit dem einzigen Interessentriger,
der allein die Ressourcen ankauft und die Produktion realisiert, ist es angebracht, kom-
pliziertere Wirtschaftszellen mit mehreren Interessenten und verschiedenen Moglich-
keiten ihrer Vereinigung auf den Gebieten der Produktions— und Realisationstatigkeit
zu betrachten. Die weiter aufkommenden Varianten entsprechen eigentlich verschie-
denen Arten der Wirtschaftsordnung.



Fiithren wir nun diese beiden Verallgemeinerungen nacheinander aus.

3. Haben wir eine lineare, kettenartige Folge (sieche Abb. 3) von Produktionszellen, die
von dem "Warenstrom" durchstrdmt werden. Dem entgegen fliefit der "Geldstrom",
dessen Umfang in dem gezeigten Schnitt gleich XkCrlI(‘ oder (was dasselbe ist) gleich

T .
Bit1 Yk I8t
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Abb. 3

Der Dualitdtssatz besagt in diesem Falle, wenn die Zelle Ak optimal funktioniert, muf}

T_
=0

T
B, .Y, +X,C
gelten. (Den beiden Summanden mufi man verschiedene Vorzeichen zuschreiben, weil
das angekommene und das ausgegebene Geld mit verschiedenen Vorzeichen versehen

werden soll.)

Durch Iterieren erhalten wir, wenn das ganze System optimal arbeitet, dal der Geld-
strom von einem Schritt zum anderen unverdndert bleiben soll:

XkC'}IE‘ = coist .

Als Optimalitdtskriterium des Systems erhalten wir also

yT .

T
X Cx ¥ By Y3



Das heifit, dafl, wenn wir einen Teil der Produktionskette mit einer Konturlinie um-
reiflen (siehe Abb.4), der Geldstrom, der in den Bereich ("der Kontur") hineinfliefit, ist
gleich nach Betrag und entgegengesetzt nach dem Vorzeichen zu dem Strom, der her-
auskommt. Das ist aber die inhaltliche Deutung des Maximum~Prinzips im Simme von
Pontrjagin (in seiner einfachsten, diskreteren Form). Die Zeit ist hier einstweilen linear,
also wohlgeordnet angenommen.

Abb.4

4. Haben wir jetzt einen beliebigen orientierten konturenfreien Graph ¥ = <J,G>
(wobei G :J — 2J ist und (j,j) € G). Sei dabei jedem Knoten j des Graphen ein Paar
von Linearprogrammen (2uch in der Produktionsform) P, D]‘) zugeordnet.

ien f J. X.A.<B. J. A vTycT
Seien ferner P X_} AJ_ i’ D i J_C i
X.20, Y.>0,
] J
X-CJI.‘-—emax; B.Y’I.‘-—amin.
A X J Y

Das ganze System funktioniert folgendermafien. Die Produktion des Knotens j wird
unter anderen Knoten k € Gj verteilt und dabei ein Teil fiir die Realisierung in der
Umgebung des Systems iibergeben. Der Anteil, der dem Iinoten k vorbestimmt ist, wird
durch X ik bezeichnet, der Anteil der Umgebung durch Xj. Derselbe Gegenstand Xjk als

eine Ressource fiir den Knoten k, wird in Bjkumbenannt. Aus der Umgebung zu dem

*
Knoten kommende Ressource sei Bk'



Es gilt .
*
X,;= £ X,+X:,B,=% . B, +B..
1™ ke e T kT gy Tk Tk

Die Produktion xjk des Knotens j, die dem Knoten k zugewiesen ist, wird von dem

durch den Kaufer k bestimmten Preis C ik realisiert.

Ein typisches Bild sieht ungefdhr so aus (siehe Abb.5).

Abb. 5

Umreifien wir jetzt einen Untergraphen fM = <M,GM> des Graphen ¥ = <J,G> (es

mu$ also M € J und GM = G n (M x M) sein) mit einer Kontur. Wenn der Graph ¥
kein planarer ist, muf man eigentlich von einer umgrenzenden Fliche sprechen; wir
bleiben aber bei der Konturbezeichnung. Im Spezialfall kann man M = J und daher ¥
M. #setzen. Den Untergraph fM darf man als ein Produktionssystem (und zwar als
ein Untersystem des Produktionssystems ¥ ) auffassen, das mit Ressourcen

M. ¢ B, versorgt wird und die Produktion xM = $ X, liefert. Er verarbeitet
jem J jeMm 3



BM in XM unter Produktionsfunktion AM, die linear ist. Die Produktion des Systems

wird unter Knoten k€ G M verteilt nach den von den dort befindenden Kiufern zu
bestimmenden Preisen realisiert.

Auf diese Weise erhalten wir ein Paar Linearprogramme (PM, DM) und zwar:

m
pM. xM \M<B™,

pM . AM yMT , MT
xMso, yMT s
XMCMT—*max BMYMT—4m1n.
xM yM

Das explizite Aufschreiben sowohl der Produktionsmatrix A als auch der Probleme PM
und DM ist im Artikel [2] angefihrt.

Nach dem Dualitdtssatz im Fall der optimalen Arbeit wird gelten

xM cMT | gM yMT _

Das entspricht etwa dem wohlbekannten Kirchhoff’schen Gesetz iiber die Stromvertei-
lung im Leiternetz.

Dariiber hinaus gilt der (gleichfalls in [ 2] angefithrie) Satz.

Satz 1:
* *
1. Seien M; CM €J und das Paar (M M, Y M) aus optimalen Losungen der Probleme

M *M *M
und DM besteht. Dann sind die Projektionen X und Y 1 optimale
M M
Losungen von Problemen P lindp L.

bzw. P 1

2. Sexean,M cJ,M an_(DundM UM



* *
Ferner bestehe das Paar (X M,*Y M) aus zugelassenen *Lésungen der Probleme (PM,
M *
DM) und die Projektionen (X 1, Y 1) und (X 2, Y 2) seien optimale
M, M, My My
Lésungen bzw. Problempaare (P ~,D “)und (P “,D “).

* *
Dann besteht das Paar (X M, Y M) aus optimalen Ldsungen der Probleme (PM, DM).

In [3] wurde sowohl die Problemstellung als auch der Satz auf den nichtlinearen (nim-
lich auf den konvexen) Fall iibertragen.

5. Wir wollen uns jetzt mit einer mehr allgemeinen Zelle der Wirtschaft A befassen.

Hier haben wir eine Menge I = {1,2,...,n} 6konomischer Agenten, die wir kurzerhand
als Spieler bezeichnen werden. Die elementare Zelle A der Wirtschaft kann als eine
Form der Zusammenarbeit dieser Spieler aufgefafit werden.

Dabei ergeben sich vier verschiedene Méoglichkeiten.

A. Die Ressourcen B,,..,B werden den einzelnen Agenten (z.B. Betrieben) iiber-

reicht und diese verarbeiten die Ressourcen unabhiingig voneinander und reali-
sieren die Produktion unter festgesetzten Preisen C 1""’Cn' (siehe Abb.6)

B: B1 B2 Bn
! A

A: Ay __A_2_ An
| }

X | X | %, X
Lo |

C: C, 02 C,

Abb. 6

So etwa verlaufen die Produktionsprogramme unter ausgeprigter administrativer
Planung.



Aus solchen Problemen kann man ein System und dessen optimale Lésungen er-
bauen, ebenso wie es iber die einfachen linearen programme in 4. gezeigt wurde.

Das optimale Verhalten seitens jeden Spielers i €I besteht in diesem Falle darin,
daB das Paar von (linearen oder nicht) Optimisationsproblemen (P', D') zu 16sen
ist, und diese unabhingigen Ldsungen bilden zusammen die gemeinsame Losung
des Problems.

Die Ressourcen (Bl""’Bn) = B werden als Ganzes der Gesamtheit der Spieler

iibergeben; die Spieler iiberarbeiten diese Ressourcen gemeinsam in Produktion
X= (xl,...,Xn), wobei der Spieler i "seine eigene" Komponente der Produktion Xi

erhilt und realisiert sie unabhingig von den anderen, wiederum unter festgesetzten
Preisen C; (sieche Abb.7). Das Verfahren entspricht ungefihr dem Planungssystem

unter Selbstindighkeil der Betriebe.

B: B1 B2 . Bn
i
A: Al A, AIl
1 1 l
X X 1% X,
! !
C: C1 C2 . Cq
Abb. 7

Hier ergibt sich eine durch die bestehende Technologie bestimmte n-dimensionale
Menge von zulissigen Einkommensmdglichkeiten

#=1{P=(X;C],..X_ CL)}.

Wegen der gemeinsamen Verarbeitung der Ressourcen sind die XX, und des-
halb auch die Xy C}i,...,Xrl C;Il‘ nicht unabhéngig. Folglich kann die Menge # sehr

mannigfaltige Formen annehmen.

e b



Mathematisch ist das Lsen der entstehenden Probleme auf das Lésung des
"bargaining problem" zuriickzufiihren.

Es mbgen nun die Ressourcen wie im Fall A den einzelnen Spielern iibergeben und
von diesen unabhéngig verarbeitet werden. Die Realisation der Produktion dagegen
sei gemeinsam, also durch einen Marktmechanismus ausgefiihrt (siehe Abb.g).

B: |[By|B,y|-.. [B,

! | |

A | Ay Ay A,
l

XX X,y X,
l
C C
Abb. 8

Das entspricht der oligopolistischen Marktokonomie und wird mathematisch im
Falle der eindimensionalen (scalaren) Produktion als ein wohlbekanntes Oligopo-
listenspiel (siehe z.B. [4] ) beschrieben. Hier werden wir eine etwas allgemeinere
Konstruktion beschreiben.

Nehmen wir an, dafl jeder von den Spielern i €I die Produktion Xi aus einer festge-
stellten Menge & i liefern kann. Die Spieler kénnen ihre Produktion unabhingig

voneinander herstellen, so dafi die Menge aller entstehenden Produktionsmdglich-

keiten dem Cartesischen Produkt & = I & ; gleich ist. Die Spieler realisieren
i€l

ihre Produktion auf einem gemeinsamen Markt (jeder fiir sich), und jeder von

ihnen erhélt das Einkommen C,(X), das von X € & abhangig ist. Daher erhalten

wir ein nicht kooperatives Spiel

. 1
I'=<L{#}qg {¢}ia> (€,: #—R)

Die diesem Falle entsprechende Moglichkeit, aus einzelnen wirtschaftlichen Spiel-
zellen ein System zu bauen, wurde im Artikel [ 5] besprochen.
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D.  Betrachten wir schliefilich die Vereinigung der Ziige der Fille B. und C. Es werden
also die Ressourcen der ganzen Spielergesellschaft ékonomisch unzerteilbar iiber-
geben und von ihr gemeinsam verarbeitet. Hinterher wird die gemeinsame Produk-
tion zu Markte getragen und unter den von der Nachfragefunktion verursachten
Preisen realisiert (siche Abb.9).

B: |B; B, . B_
!

A |A] A, A
}

XX X, X,
l
C C
Abb. 9

Hier mufl man folgenden Umstand beriicksichtigen. Wegen der gemeinsamen Ver-
arbeitung der Ressourcen ist es manchmal unmdglich, irgendein n-Tupel
X= (Xl""’Xn) zu produzieren, obwohl jede einzelne Produktionsmenge X; durch-

aus in einem anderen n—Tupel auftreten kann. Das bedeutet, daf} wir mit dem Spiel
zu tun haben, in dem nicht alle Strategien n-Tupel zugelassen sind. Da solche
Spiele (als partielle Spiele bezeichnete) alle in den Abschnitten A., B. und C. vor-
angehende Probleme umfassen, werden wir sie niher betrachten. Als erster hat
solche Spiele vermutlich G. Debreu [ 6] eingefiihrt.

6. Definition 1:
Das System
I'= <I, {‘Zi}iEI’ Z, {Hi}iEI>
heiflt partielles Spiel wenn I = {1,...,n} — die Menge der Spieler ist, % — die Menge
der Strategien der Spieleri €1,

L(Fg=0% i
i€l
und Hi . & — R! - Gewinnfunktion des Spielers i €1.



—11 -

Es ist dabei bequem, folgende Bezeichnungen einzufiihren. Sei % i I Jij und
o . #
x' € & . Sei ferner fiir beliebiges i €I und x' € & *

Z(x') = {x; : (xj,xi) €5 ).

Fiir partielle Spiele ist es méglich, iiber Gleichgewicht im folgenden Sinne zu sprechen.

Definition 2:
* * *
Ein n-Tupel x = (xl,...,xn) heiBt ein Gleichgewichtspunkt im Spiel T', wenn
*
1)x €8,

*:
2) fiir beliebige Spieler i € I und seine Strategie X; €2Z.(x " sei

H (< |x) <K ()

Die Menge aller Gleichgewichtspunkte im Spiel I' bezeichnen wir mit #(T').

Betrachten wir nun ein partielles Spiel I' und nehmen folgende Voraussetzunge an:

1. Alle Strategienmengen sind konvcexe und kompakte Untermengen beliebiger topo-
logischer linearer Riume.

Da die Riume & ; kompakt sind, sind sie auch metrisierbar. Sei P die Metrik; diese

Z
Metrik erzeugt auf der Menge 2 ' aller Untermengen die % entsprechende

H

Hausdorff’sche Metrik Py
Die Metriken p; erzeugen gleichfalls (cartesischerweise) die Metriken iiber & ; und
Jedem & !,

Auf die Produkte von Mengen % ; wird auch trivialerweise die lineare Struktur von

den % ; bertragen.

2. Sei die Menge aller zuldssigen n—-Tupel . konvex und kompakt. Daher muf jede
Menge der Form Zi(xI), die ein "Schnitt" von £ ist, auch konvex und kompakt

sein.
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3. Sei die Abbildung
. F.
Z:F'—2 !
stetig (im Sinne der cartesischen Topologie itber % i und der Hausdorff’schen
Z.
Matrix iiber 2 ).
4. Sei schlieflich jede Funktion H; : # — R stetig in x € & und bei jedem x' € .5 1

quasikonkav in X;.

Satz:

Wenn fiir ein partielles Spiel ' die Voraussetzungen 1. — 4. gelten, dann hat es Gleich-
gewichtspunkte.

Der Beweis beruht im wesentlichen auf dem wohlbekannten Beweis der Existenz von
Gleichgewichtspunkten in dem nichtkooperativen Spiel, das den Bedingungen 1. und 4.
unterliegt.

7. Haben wir endlich wieder einen Graphen % = <J,G> und sei jedem seiner Knoten
J€J ein partielles Spiel

io g §gi e
IV=<P, {5} i Z, {Hi}ie[>
i€l
zugeordnet. Dies ist so zu verstehen, daf im Knoten j folgendes getan wird:

1. In jedem Knoten k € G } wird die Produktion xli( €% ]: des Spielers i zerteilt und
der Teil xli{j dem Spieler i im Knoten j zugewiesen. Die aus allen k € g1 j stammen-
den Teile xli{j werden als die Ressourcen Bliq dem Spieler i in dem Knoten j vorge-

legt. Der Spieler i sammelt alle diese Ressourcen auf und erhilt auf diese Weise die
Ressource B]J. Diese vereinigten Ressourcen B-i] (i€l) werden in der gesamten Pro-

duktion xj = (x{,..,,xl-]l) € % verarbeitet. Jeder Spieler i erhilt die Komponente x-i]
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zu seiner Verfiigung, zerteilt sie in Teile xgl und iiberreicht (verkauft) jedes von

diesen Teilen dem Agenten desselben Spielers i, der sich in dem Knoten 1€ Gj
befindet.

Fir beliebige Knotenmenge M C G erhalten wir wieder einen Untergraphen
ﬁM = <M,GM>. Diesen Untergraphen kann man ein partielles Spiele

M= <1, (s¥) g, N (EY), > (*)

zuordnen.

Uber die Familie der Spiele FM(M CJ) gilt ein Satz, der bereits in [ 7] formuliert
wurde und der den Satz 1 aus 4. erweitert.

Sei ¥ = <J,G> ein Graph, dessen jedem Knoten j € J ein partielles Spiel I‘j zuge-
ordnet ist. Dabei werden diese Spiele als Produktionsspiele aufgefafit und auf die in
7. beschnebene Weise wirtschaftlich zusammengefiigt. Jedem Untergraphen 7 M
= <M, G > entspricht em partielles Produktionsspiel der Form (*). Wir setzen
voraus, dafl die Menge M ger zugelassenen n—-Tupel entsprechenderweise koordi-

niert sind.

Unter den beschriebenen Umstinden gilt folgender Satz:

Satz 2:

1.

Sei im Spiel M
*
xMe &M
™ ™Mo M
Sei M; CM und x die natiirliche Projektion vor x * auf & °. Dann gilt
*M *M M

s MegrMx legr b
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2. Seiim Spiel T M

*
x Me;&f’l"I,M=MIUM2 und M, N M, =4,
M, M, *M
und x die natiirlichen Projektionen von x entsprechend auf
M
und % 2

wobeil x
Ml

Z sind. Dann gilt:

*M M, *M M, o«
x le#l l),x Zeg H—xMegrM)

Der Beweis dieses Satzes ist auf fast triviale Weise aus dem Satz 1 abzuleiten. Hier
beschrtinken wir uns auf den etwas komplizierteren Beweis des Teiles 2.

M

1 2

Betrachten wir also M fiir die besagten Ml’ M2 und M die partiellen Spiele I’

M My My M
und I’ mit Gewinnfunktionen Hi , H i und H ; (fir jeden Spieler i €I). Betrachtet

M *M *M

€ %", dessen Projektionen x 1 und x
M
2

M

M
Gleichgewichtspunkte in den Spielen I LundT

*
sei ferner das zugelassene n—Tupel x 2

sind.

*M *M
Das letztere bedeutet, dafi fiir jeden Spieler i € I die Strategien X, 1 und X, 2 opti-

male Losungen der folgenden Probleme sind:

M

M
H.l(x-l

A
] ,XMI)—’ v

; — max .
M *M,.i
2 2
X EZi(x )
. . M. . "
Nach dem Satz 1 folgt daraus, daf die Strategie X; eine optimale Losung des

Problems
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o
M (M Miy

(X x max
M__ M, *Mi
X €2 (x )
ist, also daf} die Gleichung
* *7\ 3 *N13
M (x-M, x Ml) = max M =7, x Ml) (**)
P M., M, *Mi, ' !
X €Z i (x ™)

gilt. Da dei Spieler i beliebig aus der Menge I gewihlt wurde, bedeutet die Gleichung
(**), dab x M e w(rM).
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