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Fiir Abhangige keinen Zugewinn?

Vorbemerkung

Im Rahmen der experimentellen Spiele trifft man ofters auf
Spiele mit Spielern, die sich aufgrund des Mangels an Alterna-
tiven im Argumentieren besonders schwer tun. Mangel an Alterna-
tiven 1aft sich auch als Abhangigkeit verstehen, Fur Spiele,
die den Koalitionen nur die Werte 1 = "erhdlt den gesamten
Gewinn” und 0 = "erhalt nichts/ verliert” zuweisen, ist
Abhangigkeit (von einem anderen Spieler) an den minimalen
Gewinnkcalitionen ablesbar. Im folgenden scoll die Frage
prazisiert werden, wann und inwiefern abh&ngige Spieler

leer ausgehen miissen, falls ein (fairer) Konsens der
Gesamtgruppe iber die Verteilung des Gewinnes gesucht

wird. Man kann dann auch fragen, wann Losungskonzepte wie
Core, Kernel, Nukleolus "Kooperation fur nichts" ver-
langen. Empirisch wird man - selbst bei Verhandlungen die
i.w. Argumentationsfiguren des Core, Kernel, Nukleolus

(bzw. des Bargaining Sets) verwenden - im Ergebnis diese
Nulldividenden nicht zu sehen bekommen: jedoch sieht man
u.U. im VerhandlungsprozeR die fortgesetzte Reduzierung

der Anspriiche der Abhangigen - z.B. deshalb, weil man

andere gegen einen Abhangigen immer wieder ausspielen kann.
Im VerhandlungsprozeR wird diese Entwicklung irgendwann

aus "Gnade”" gestoppt - oder, von der anderen Seite aus
gesehen, aus "Klugheit"”, denn bei einer Nulldividende
besteht kein Anreiz mehr fiir Kooperation,

Die Situation des Mangels an Alternativen bzw. der Abhangig-
keit wurde im Rahmen der experimentellen Spiele erstmals von
Kravitz als ein zentrales Problem studiert, Von ihm stammen



die Beigpiele a.,e. und f. im Anhang.

Alle mir bekannten Beispiele weisen im Nukleolus den

Abhangigen (auch hoherer Ordnung, vgl., 3.7) Nulldividenden zu;

es ist unbekannt, ob dieses allgemein gilt. Allerdings gibt

es Spiele ohne Abhangige, in denen Nicht-Dummy-Spieler Null-

Dividenden erhalten (z.B. (7:3,3,3,1,1,1), s. Rumann/Peleg/

Rabinowitz 1965).

Will man das Losungskonzept Kernel prozedural verstehen,

bietet sich Regel € aus Maschler/Peleg 1967 an. Dort wird

1. der Ausgleich zwischen Prakoalitionen gesgucht,

2. Binnenfairness in jeder Prakoalition und

1. nochmalige globale Uberpriifung des Ergebnisses im Sinne
von Fairness zwischen allen.

Aus der Empirie ist besonders 3. kritisch. Versuchspersonen

sind, nachdem sie 1. und 2. durchlaufen haben, schwer davon

zu Uberzeugen, das Verfahren neu zu erdffnen (mit anderen

Prakoalitionen), es sei denn, andere Prékoalitionen brachten

Vorteile. Nach 3. miissen aber Prakoalitionen gesucht werden,

die die Verluste erhochen: Sinn der Prakoalitionen ist es

namlich, die maximalen Verluste auszugleichen,

Aus der Theorie fiige ich zur Kritik von 3. einen Fall (Bsp.l..

Anhang) hinzu, der zudem ein Beispiel fir maximale Starke

von Abhangigen ist: ohne sie geht nichts, aber von den

anderen ist jeder einzelne verzichtbar (siehe 3.4).



1, Grundbegriffe und Problemstellung

1.1 Definition: Ein Paar (N,v) heifit einfaches Spiel,
falls N={1,2,...,n} eine endliche
Menge ist, deren Elemente Spieler heifen,
und v eine Funktion auf P(N), den Teilmengen
von N, die die Werte 0 und 1 annehmen kann,
wobei v(N)=1 und v(8)=0.
Die Teilmengen von N heiBen Koalitionen, Ist ein einfaches
Spiel (N,v) vorgegeben, so zerfallt P(N) gemaB v in die Gewinn-
koalitionen W(v)=W, die den Wert 1 annehmen, und die Verlust-
koalitionen L(v)=L, die den Wert 0 annehmen,
Eine Gewinnkoalition heift minimal falls jede echte
Teilmenge von ihr eine Verlustkoalition ist. Die Menge der
minimalen Gewinnkoalitionen sei mit W’ bezeichnet,
(N,v) heift monoton, falls fir alle Paare von Koalitionen
S,T mit SeT gilt v(S)<v(T),.
Konvention: Im folgenden werden nur monotone einfache Spiele
betrachtet. Es seien zudem alle Spiele ausgeschlossen, in denen
ein Spieler alleine gewinnen kann,
(N,v) heiBft Nullsummenspiel falls fir alle Koalitionen S
gilt v(8)+v(N\S)=1.
Defirnition: Eine Permutation p von N heildt Symmetrie wvon
(N,v) falls sie das Spiel erhalt, d.h. fur alle
Koalitionen S ist v(S)=v(p(8)).
Die Symmetrien bilden eine Gruppe bzgl. Hintereinanderausfuhrung:
die Symmetriegruppe von (N,v), Spieler i und j heiBen vom
selben Typ, falls eine Symmetrie p von (N,v) existiert mit
i=p(Jj); die ineinander uberfiihrbaren Spieler bilden eine Aqui-
valenzklasse, Diese Aquivalenzklassen heiRen Typen.

1.2 Definition: Wir definieren folgende Relation als ein Starke-
maf auf den Spielern (vgl. Ostmann 1985, wvgl.
Maschler/Peleg 1966):



Spieler i ersetzt Spieler j in (N,v), notiert als i ers j, falls

fur alle Teilkoalitionen S des Restes N-(i,j) gilt:

v(Su(i))3v(Su(ij)). Gilt i ers j wund J ers i ,

3o heifen die Spieler i und j austauschbar ( i atb j Y+ gilt

weder i ers j noch Jj ers i , so heifien sie unvergleichbar

( i uv j ). Die Starkerelation ers ist transitiv, braucht aber

nicht vollstandig zu sein. Ist ers vollstandig, so heift das

Spiel (N,v) geordnet.

Bemerkung: Sind i und j vom selben Typ, so gilt entweder i atb j
oder i uvb j: in geordneten Spielen sind Spieler

genau dann atb, wenn sie vom selben Typ sind.

1.3 Definition: R(i)={jeN: i ers j und nicht j ers i}.
R(i) sind die kleineren (=Rest-)Spieler bzgl. i,
Ein Spieler i heifit Summe, falls in W’ Koalitionen
S mit ieS und S\i+R mit RcR(1i)

existieren. Eine Summe ist substituierbar durch kleinere Spieler.

Ist i keine Summe so heift er Stufe., Ein Spieler heift

Dummy, falls er in keiner Koalition von W' enthalten ist.

Enthalt (N,v) nur Stufen j fir die R(j) die Menge der Dummies ist,

8o heifit (N,v) stufenfrei,

Beispiel: Fir Beispiel f. aus dem Anhang ist

R(1)=R(2)={3,4,5,6}, R(3)={4,5,6}, R(4)=R(5)=R(6)=0.

Die ersten drei Spieler sind Summen, die letzten drei sind Stufen;

das Spiel ist stufenfrei.

Bemerkung: Sei X=X(N,v)=(lsJlseuw-,

dann existiert eine Teilmatrix X° von X - im Sinne von Heraus-

nahme von Zeilen, fiur die nach Setzung der Gewichte m; der

Stufen i, das Gleichungssystem X’'m=ul rekursiv losbar ist,

wobei die Losung bis auf einen Streckungsfakter bestimmt ist.

(Vgl. Ostmann 1983, Kap.3d).

1.4 Definition: Dag Spiel heift gewichtetes Majoritatsspiel ocder
reprasentierbar, falls sein "Entscheidungs-
mechanismus durch ein Parlament"” dargestellt
werden kann, mit entsprechend vielen Sitzen
(stimmen) fiir jede Fraktion. Jeder Vorschlag,
auf den sich mehr als eine bestimmte Anzahl

von Stimmen (Abstimmungslevel) vereinigen lassen,



gilt als beschlossen,
Formal lautet die Definition: (N,v) ist reprasentierbar, falls
nichtnegative ganze Zahlen g, my, ..., My existieren, so dal
v(S)=1 genau wenn m(S):=2(m ;ieS)u. Im folgenden wird
mit m der entsprechende Vektor oder das entsprechende MaR (auf
den Koalitionen) bezeichnet.
Das Paar (u,m) heiBRt Reprasentation von (N,v). Die Menge
aller Reprasentationen eines Spieles ist entweder leer oder ist
gleich der Menge aller Rasterpunkte (= Punkte mit ganzzahligen
Koordinaten) eines n+l-dimensionalen Kegels (ohne den Nullpunkt).
Im allgemeinen ist somit die durch die Reprasentation gegebene

Messung der Starke der Spieler unscharf.

Betrachtet man besonders die minimalen Gewinnkoalitionen, so wird
unter Umstanden eine Verscharfung der Messung moglich:

Eine Reprasentation (u,m) eines Spieles heift homogen,

wenn fur alle minimalen Gewinnkoalitionen S kein Stimmgewicht
"verschwendet” wird, also m(S)=u gilt, (Das ist Xm=pul.)

Nicht jedes reprasentierbare Spiel hat auch eine homogene
Reprasentation., Voraussetzung ist, daR es iUberhaupt nicht-
negative nichttriviale (= ungleich Nullvektor) Ldsungen des
Gleichungssystems m(S)=u (SeW’) gibt, Die

homogenen Reprasentationen stammen von einem Kegel.

Ist ein Spiel homogen reprasentierbar so heift es homogen,
sonst heift es inhomogen. Inhomogene Spiele haben grob
gesprochen "zuviele Koalitionen in W'", Es bekommen dann
Spieler gleiche Gewichte zugewiesen, die von verschiedenen
Typ sind, oder Verlustkoalitionen bekommen zuviel,

Von ven Neumann/Mcrgenstern stammt der Satz: homogene Nullsummen-
spiele haben, wenn Dummies das Stimmgewicht 0 zugewiesen wird,
bis auf einen multiplikativen Faktor nur eine Reprasentation, Der
zugehorige Kegel ist also eindimensional, und die Starkemessung

"scharf"”,
Reprasentierbare Spiele haben eine vollstandige Starkerelation,

d.h. je zweli Spieler sind vergleichbhar.
Wie man leicht sieht, folgt aus my; >my namlich 1 ers j .
Es gibt aber geordnete Spiele, die nicht reprasentierbar sind;

sogar geordnete Nullsummenspiele, die nicht reprasentierbar sind



(0stmann 1984), Représentierbaré Spiele sind also eine echte
Unterklasse der geordneten Spiele. Reprasentationen respektieren

ers (aus m,3m, folgt i ers j).

Definition: Eine Reprasentation (u,m) heift Minimal-
reprasentation, falls die Gesamtmasse m(N) minimal unter den
Gesamtmassen aller Reprasentationen ist.

Fuir homogene Spiele gibt es genau eine Minimalreprasentation;
Verfahren zur Bestimmung finden sich in Ostmann 1983 und

Rosenmiuller 1984,

Wir betrachten im folgenden ein fixiertes Spiel (N,v).

1.5 Auszahlungen

Ein N-Vektor %x=(X;,...,% ) mit nicht-negativen Komponenten

%, heift in diesem Zusammenhang Auszahlungsvektor; er
definiert durch x(5)=3{x, ;i¢S} ein AuszahlungsmaRB.

1.£. wird nicht immer zwischen AuszahlungsmaB und Auszahlungs-
vektor unterschieden, und wird auch einfach von der Auszahlung
gesprochen,

Mit Z(x) sei die Menge der Spieler i bezeichnet, die x;=0

erhalten. Z(x) sind die Spieler mit Nulldividenden.

Ist (u.m) eine Reprasentation, so ist Z(m) Teilmenge
der Menge der Dummies. Ist die Reprasentation minimal, so ist

Z(m) gleich der Menge der Dummies,

Ist ¥ ein Auszahlungsvektor, so sei mit x’:=x/x(N) das normierte
MaR bezeichnet (x{(N)=v(N)).

Mit K(x) sei die Menge der Koalitionen S bezeichnet, fur die
x(S)¢v(8) gilt. K(x) ist die Menge der Koalitionen,

die ihren Mitglieder die Anspriiche auf Auszahlung, die mit

x verbunden sind, bezahlen/erfiillen konnen (x kann somit als
Forderungsprofil aufgefaft werden, vgl. Albers 197%a,b). K(x)
heife deshalb die Menge der realisierenden Koalitionen fur x.

Fir x" gilt N.

Ist eine Auszahlung vorgelegt, so ist der ExzeB e(x,S)

einer Koalition & definiert durch e(x,S)=(v-x)(S), Positive



Exzesse signalisieren also Verluste, negative Zugewinne gegeniber

der bezogenen Koalition,

Fiir einfache Spiele haben die Exzesse besonders einfache
Form:

e(x,5)=1-x(S8) fur eine Gewinnkoalition S5 und

e(x,T)= -x(T) fiur eine Verlustkoalition T.

1.6 Losungsmengen fir die grofle Koalition:

Das Core von (N,v) ist die Menge

von Auszahlungen x, die folgendes erfiullen:

1, ®(N)=v(N) (das ist hier x=x"),

2. der ExzeB e(x,S) ist nicht positiv fir alle Koalitionen S,

Macht jede Koalition S als Argument gegen eine vorgeschlagene
Verteilung x=(x, )y enw (unter die Spieler) geltend:

als S bekommen wir schon mehr, also v(S)>x(85)=Z(x, ;1e8),

so bilden die normierten Auszahlungen, denen mit solcherlei

Argumenten nicht begegnet werden kann, das Core,

Fiir einfache Spiele hat das Core nur eine beschrankte Bedeu-
tung, denn es gilt der Satz:

Das Core ist genau dann nicht leer, wenn es Vetospieler gibt.
Ein Vetospieler ist ein Spieler der Element jeder minimalen,
alsoc auch jeder Gewinnkoalition ist. Nur Vetospieler konnen
im Core mehr als 0 erhalten.

Sind Vetospieler von der Mitwirkung anderer Spieler abhangig
um eine Gewinnkoalition bilden zu konnen, so wurden Core-
Verteilungen, die Mitwirkung andererer nur mit "Nulldividenden
entlohnen”. So gesehen ist eine Core-Verteilung als Verhand-
lungsergebnis unrealistisch, wenn auch sie die Moglichkeit
beschreibt, dag die "kleinen” Spieler einander immer wieder

durch Unterbieten bisheriger Anspriiche Konkurrenz machen,

Betrachten wir nochmals den Begriff des Exzesses, Ein ExzeB
e(x,S) reprasentiert die kollektiven Gewinne oder Verluste
fiir S, wenn die Mitglieder von S statt x anzunehmen, die
Koalition S bilden. In diesem Sinne ist er ein MaR der "rela-

tiven Zufriedenheit bzw. Unzufriedenheit"” mit x.



Die beiden nun folgenden Losungskonzepte Kernel und Nukleolus
vergleichen Auszahlungen mithilfe von Exzessen, um die "best-
moglichen" Auszahlungen zu finden. Dabei wird beim Kernel

die Zufriedenheit der einzelnen Spieler (im paarweisen Ver-
gleich) optimiert, wahrend der Nukleolus die Zufriedenheit
aller Koalitionen optimiert.

Bemerkt sei, daB auch eine andere Interpretation, die keinen
Gebrauch von interpersorellen Nutzenvergleichen macht, mog-
lich ist (vgl. Maschler/Peleg/Shapley 1979, p.330).

Der Vergleich der Exzesse nach Spielern benutzt die folgende
Definition: s(i,j,x):=max{e(x,S5): 1S und jeN\S},

Der Kernel (fiir die grofe Keoalition) ker ist die Menge aller
normierten Auszahlungen x,  die "die maximalen Exzesse so weit
wie moglich ausgleichen"”,

formal:

fur alle Paare von Spielern i,jeN gilt

g(i,j,x)3s(j,i,x) oder xs=v({j}).

Konnen die maximalen Exzesse nicht ausgeglichen werden, erhalt
der Spieler, von dem mehr Verzicht gefordert wird, seinen Wert

v({j}) - denn unter diesen kann er nicht gedruckt werden.

Es gilt der Satz (Maschler/Peleg 1967, Cor.3.9 sowie 5.5863:

In monotonen Spielen lassen sich alle maximalen Exzesse aus-
gleichen, also s(i,j,x)=s(j,i,x) fur xeker.

Folgerung: Hat ein Spiel Vetospieler, so wird unter den Veto-
spielern gleich aufgeteilt und die Nicht-Vetospieler erhalten
Nulldividenden. (Sei i Vetospieler, j Nicht-Vetospieler, so ist

s(j,i,z2¥=—xC{j})),

Zum koalitionsweisen Vergleich der Exzesse sei L(x) der 2" -Vektor,
dessen Komponenten die Exzesse e(x,S) sind, angeordnet in der
Reihenfolge nicht-wachsender GroBe (i.e. (L(x)), <(L(x)), fur r>s).
Der Nukleolus nuc ist die Menge aller normierten Auszahlungen x,
fur die gilt:

L(x) ist lexikographisch minimal auf der Menge der normierten i
Auszahlungen,

Der Nukleolus besteht aus einem Element (das wir dann auch
Nukleolus nennen) (Schmeidler 1969, Kohlberg 1971),



1.7 Maximale Exzesse

iIn allen vorgestellten Losungen spielen die maximalen Exzesse
eine besondere Rolle. Deshalb sei zu einer vorgelegten Auszah-
lung x der maximale ExzeB mit d(x)=max{e(x,5),5 Koalition}

und die Menge der Maximierer, i.e, die Koalitionen mit maximalem

ExzeR mit D(x) bezeichnet.

Sofort ergibt sich folgendes:
Lemma: 1.Sei % ohne Nulldividenden, so gilt D{(x)cW',

2.Filir eine Core-Auszahlung ist d(x)<0,

3.Fir den Nukleolus ist d(nuc)=min{d(x),x=x"1}.
Letzteres, unter 3., laRt sich als lineares Programm x(N)=1,
X(S)3£ (SeW), min & auffassen,
mit Losungen in Ecken: somit ist D(nuc) mindestens n-elementig.

Fiir den Kernel ist etas Vorarbeit erforderlich: Ansatzpunkt

bildet folgende Uberlegung:
Ist gcker so tritt d(x) fir einige i,j als s(i,3i,x) auf.

Definition: Sei D eine Menge von Koalitionen. Dy :={SeD;ie5}.
D(i,j) sei die Menge von Koalitionen von D, von denen
i Element, aber j nicht Element ist - also
D(i,j)=Dy \D;.
D heifit ausgleichend, falls D unter den Spielern
keine einseitigen Abhangigkeiten erzeugt, i.e,
falls fur alle i,jeN gilt:
aus D; =Dy folgt Dy, =D:.
D trennt T, falls fir alle Spielerpaare 1i,jeT
die Mengen D(i,j) und D(j,i) beide nicht leer sind.
Lemma und Bemerkung: Sei u=x',
Ist xeker, so ist D(x) ausgleichend.
D(x) trennt alle Spieler(paare) genau wenn fir alle i,]
s(i,j,x) konstant ist (namlich gleich d(x),
Trennt D{(x) alle Spieler, so gilt =xeker,
(Vgl. Maschler/Peleg 1967, Regel A: falls fir x die
Koalitionen mit maximalen Exzessen D(x) einseitig abhangigen

Spielern, bzgl. D(x), 0 zuteilen und die ubrigen Spieler trennen,



gehort x zum Kernel.) Sonst hat D(x) Blocke, und in jedem Bloack
muB mit minderen Exzessen (d.h. die Blockspieler haben nur
minderere, aber dennoch auszugleichende Alternativen gegen-
einander) ausgeglichen werden. Die Alternmativen mit denen
argumentiert wird sind realisierbar, und die realisierenden
Koalitionen fir x":=x/(i-d(x)) sind ausgleichend, denn
K(x")=D{(x")=D(x).

1.8 Der Koalitionenwirfel

Es ist hilfreich, sich die Koalitionen, Exzesse etc. im n-dimen-
sionalen Vektorraum vorzustellen. Dazu werde eine Koalition S

mit dem Vektor 1g=(X;)ien mit

%, =1 fir 1eS und x; =0 sonst identifiziert.

W erzeugt dann als konvexe Hille der den Gewinnkoalitionen ent-
sprechenden Vektoren ein konvexesg Polytop, das mit kv(W) bezeichnet
sei. Entsprechend wird kv(L) erzeugt. Ist (u,m) eine
Reprasentation, so trennt die Hyperebene H(u, m)={x;xm=u}

kv(W) und kv(L) ohne kv(L) zu berihren, Allgemein, auch fur

nicht repréasentierbare Spiele gilt: Wird eine Hyperebene HCu,m)
in Richtung m moglichst weit an kv(W) herangeschoben, bis die
Hyperebene kv(W) berihrt, so haben die auf der entstandenen
Hyperebene liegenden Gewinnkoalitionen S die maximalen Exzesse,
aind also gleich D(m’), namlich 1-m’"(S)=d(m’); die entstandene
Hyperebene ist H(1-d(m"),m’). Die zu einer Minimalreprasentation
gehorige Hyperebene ist von diesem Typ.

Will man D(m’) groB machen, so sucht man Hyperebenen, die an
einer ganzen (n-1)-dimensionalen Seite von kv(W) anliegen.

Will man d(m’) klein machen, so sucht man Hyperebenen, die den

in m'-Richtung gemessenen Abstand des Korpers kv(W) vom Nullpunkt

maximieren,

1.9 Kernel und Nukleolus respektieren ers

Satz: Kernel und Nukleolus respektieren die Ersatz-
relation (s. 1.8, Maschler/Peleg 1966): ist x Element des
Kernels oder Nukleolus und gilt i ers j

(i ist "nicht schwacher"” als j), so gilt ¥, 3x;.



Damit folgt: Austauschbare Spieler erhalten gleich viel.
Es gilt auch: Dummies erhalten nichts.
Jedoch konnen auch Spieler unterschiedlichen Typs (gemaB Ersatz-
relation) gleich viel erhalten, und Spieler konnen nichts er-
halten, obwohl sie keine Dummies sind.
Dazu betrachte man etwa das Beispiel b. im Anhang:
(13:7,6,3,3,1,1) Nukleolus: (2,2,1,1,0,08)/6 (=Kernel)
Die Exzesse der minimal gewinnenden Koalitionen im Nukleolus
sind jeweils 1/3, die der maximal verlierenden ordnen sich
gemaB L als (-2,-3,-3,-3,-3)/6. Die Exzesse aller anderen
Koalitionen liegen zwischen diesen Grenzen.
Ein weiteres Beisgpiel (Peleg 1966 p.47, s.Anhang Bsp.i):
(5:3,2,.1,1,1)={u,m)=Rm,
m’'=nuc, (1,1,0,0,0,0)eker

Lemma: Symmetrische Spieler erhalten im Nukleolus gleich viel,
Beweis: Ist p Symmetrie mit i=p(j), so ist pW=W, Damit haben

x und p(x)=(%, (v, ) dieselben lexikographisch angeordneten
Exzelvektoren, Da der Nukleolus einpunktig ist, ist ®;=%.¢j> .
Lemma (Peleg 1966, Theorem 3.5): In homogenen Nullsummenspielen
ist nuc Extremalpunkt der konvexen Hulle von ker.

Peleg vermutet (Peleg 1966, S$.40), daB ker (fur einfache Spiele)

sternformig ist.

1.10 Das Problem der Nulldividenden

In manchen Spielen verlangen Core, Kernel und Nukleolus von
Nicht-Dummy-Spielern "Kooperation fiur nichts". Diese Null-
dividende hat die Bedeutung, daf der Spieler aus Z(x) durch
fiir das Losungskonzept erlaubte Argumentationen von seinen
Ansprichen immer weiter heruntergehandelt werden kann,

Im folgenden geht es darum, in wieweit daran der Mangel an
Alternativen, wie er in der Abhangigkeit eines Satelliten

eracheint, schuld ist,



2. Satelliten

2.1 Definition: Eine Koalition B heift Block falls fir je zwei
Spieler i,jeB gilt: fur alle SeW’
ist ieS genau wenn jeS. (also W' =W',.)
Ein Spieler j heift Satellit von i (j sat i)
falls fur alle SeW’' gilt:
aus ¢S folgt 1¢S5, (also W' ;cW",.)

2.2 Bemerkungen; a., Gilt j sat i und i sat j, so folgt i atbh j;
i und j sind dann durch W’ nicht trennbar
und sind Teilmenge eines Blocks,

b. Ist j Satellit von i, so gilt i ers j.
c, Ist j Satellit von i, so0 gilt
entweder gibt es eine Koalition SeW’
mit ieS und j48
oder i atb j.
4, Die Relation sat ist reflexiv und transitiv,

2.3 Satz: Aus j ers k und j sat i folgt k sat 1i.
Beweis: Sei keSeW’', Zu zeigen isgst ieS.

Ist jeS, so gilt ieS, da j sat i.

Also sei j4S.

Da j ers k, ist S\k+jeW. Ist

S\k+jeW', =0 ist ieS.

Sei also S\k+j¢W'.

Es gibt TeS\k+j mit TeW’. Ist jeT,

go auch ieT. Damit ist ieS\k+j und ie5,

Sei also j{T. Dann ist Tc=S\k.

Da SeW’ ist S\k verlierend und somit auch T.
Das ist der gesuchte Widerspruch.

2.4 Definition: F=F(v) sei die Menge aller einseitigen Satelliten
alsc der Spieler jeN mit es existiert ein Spieler i
mit j sat i aber nicht i sat j.
G=G(v) sei die Menge der unabhangigen Spieler
also G=N\F.
2.5 Korollar: Die Partition (G,F) von N ist mit ers vertraglich:
Ist jeF und ie¢G, so folgt i ers j

oder i uvb j,



Das Korollar ist eine unmittelbare Folgerung von Satz 2.3.

2.6 Folgerung: Nach der Konvention fur geordnete Spiele
(i ers i+1, i=1,...,n-1), steht G vor F, und G sei {1,...,9}.

2.7 Lemma: 1. Ist i Stufe und gilt i ers j, so ist j sat i.
2. In geordneten Spielen besteht F mindestens aus den
Satelliten der ersten Stufe,
Bemerkung: Auch in geordneten Spielen ist nicht unbedingt jeder
Satellit stufenerzeugt, z.b., (8;4,3,2,2,1); Spieler 5
ist Satellit von Spieler 2., F={5}.

2.8 Lemma: W' trennt i und j nicht genau wenn i sat j oder j sat i
Der Beweis ergibt sich aus éduivalenten Umformungen der Definition
1.8 fur D=W',

2.9 Folgerung: 1. aus i uvb j folgt W trennt {i,b3j};
2. W trennt G in Blocke, W' trennt in G die Typen.
3. aus 1eG, jeF folgt W' (i,j) nicht leer.
4, aus 1 ers j und W' (j,i) nicht leer folgt
W'(j,i) leer - mit folgender Verscharfung (Konstruktion):
Sei SeW’(j,i), so gewinnt S\j+i (wegen i ers j) und
es existiert TeW’ mit TcS\j+i. Dabei kann
aber i nicht entfallen, sonst ware T Teilmenge einer verlierenden
Koalition. Entfallen konnen hochstens kleinere Spieler als i
oder mit i unvergleichbare, Diese wichtige Konstruktion fuhrt
bei geordneten Spielen zur Existenz einer Koalition S5
in W’ der Form {1,2,....,8}, aus der alle Koalitionen
in W’ durch sukzessive Ersetzung durch kleinere (den Weg

obiger Konstruktion in umgekehrter Richtung) erhaltlich sind.

2.10 Satz: Nullsummenspiele haben keine Satelliten (weder Blocke
noch einseitige Satelliten), W' trennt die Spieler,

Beweis: Ware j sat i, dann ware fUr jeSeW’ auch ieS.

N\S ist maximal unter den Verlustkoalitionen und N\S+j

ist gewinnend. Also gibt es eine Koalition TeN\S5+i

mit TeWw’. T enthalt i, sonst ware TeN\S

und wiirde verlieren. Aber j ist nicht in T. Also ist j kein

Satellit von i. Der Rest folgt.



2.11 Lemma: Seien G. die bzgl. ers minimalen
Elemente in G, so ist entweder
F=u{R(g):geG.}
oder es gibt j¢F das mit allen
Spielern in G, unvergleichbar ist,
Beweis folgt aus 2.9.4.
Beispiele: Der erstere Fall tritt ein bei Bsp.] (Anhang) oder
jedem Spiel mit Vetospielern: G=G.; der zweite Fall
bei Bap.f : dort ist G.={4,5} und F={6} mit b uvbh 4 atb &,
2.12 Lemma: Sei (N,v) reprasentierbar und stufenfrei.
Gibt es i,jeN mit j sat i, so ist das
Spiel inhomogen.
Zum Beweis: In homogenen Spielen gelten die Ersetzbarkeiten
RcR(k) immer, solange R verfiighar ist. Reprasentierbare
Spiele sind geordnet und somit kann aus S, zunachst
i ersetzt werden, und dann sukzessive der jeweils kleinste, bis
j in der konstruierten Koalition Mitglied ist; dann aber ist j
kein Satellit.
Vgl. Beispiel g. im Anhang.



3. Das Spiel ohne Abhangige

Die Bildung einer Gewinnkoalition laft die Menge der Spieler in
die Koalitionsstruktur Koalition-Opposition zerfallen, Die Ver-
haltnisse innerhalb der Koalition werden durch ein "Hilfsspiel”
zu dem vorgelegten Spiel (N,v), das durch das Betrachten dieser
Koalition entsteht, bestimmt:
3.1 Definition: Vorgelegt sei (N,v); sei S eine Gewinnkoalition;
das reduzierte Spiel (5,vs)
ist gegeben durch vs (T)=v(TuN\S).
Man kann sich vorstellen, daf innerhalb S diskutiert wird, was
man alternativ machen kann,

Mit erss und satz seien die
Starke- bzw. Satellitenrelationen im reduzierten

Spiel, mit ers und sat jene in (N,v) bezeichnet,
Im folgenden interessieren uns die reduzierten Spiele vac(v) ,

kurz geschrieben vg.

3.2 Satz: Ist (N,v) geordnet, so gewinnt G oder G ist die Menge
der Vetospieler.

Beweis: Sei g der nach Konvention letzte Spieler in G. g+1 ist

also aus F. Nach 2.9.4 existiert eine "erste” Koalition S,

in W und wenn G verliert, ist GeS,.

Ist g Stufe, so ist g nicht ersetzbar und somit Vetospieler.

Dann ist G der Typ der Vetospieler.

Ist g Summe, so enthalt G keine Stufen, Da g+1¢F existiert

ieG mit g+1 sat 1. g+1eS,, aber

i ist hier ersetzbar durch den verfiigbaren Rest, sonst ware 1

Stufe, Also ist g+1 kein Satellit von i, Also ist S, cG.

3.3 Lemma: F verliert
Beweis: Sonst gdbe es F'cF mit F'eW’ und fur jeF’

ware auch ein ieG mit j sat i in F’: Widerspruch.

3.4 Bemerkung: Es gibt ungeordnete Vetospieler-freie Spiele,
fir die G nicht gewinnt, und sogar G in keiner
minimal-gewinnenden Koalition enthalten ist,

Siehe Beispiel 1. im Anhang.



3.5 Lemma: Ist i in (G,ve) Summe, so auch in (N,v}.

Bewels klar.

3.6 Lemma: Ist (u,m) Reprasentation von (N,v),
g0 ist (ug-m(N\T),my ) Reprasentation
von (T,vr).

Beweis klar.

3.7 Bemerkung: W' (vs) entsteht aus {5nG;SeW (v)}

durch eventuelle Streichung von Koalitionen, die nicht mehr
minimal sind: dadurch konnten neue Blocke und einseitige Abhangig-
keiten entstehen. Es ist bisher unklar, unter welchen Bedingungen
es "Satelliten zweiter Ordnung” geben kann. DaB Satelliten zweiter
ordnung tatsachlich auftreten konnen zeigt Beispiel m. (Anhang).



4. Prakoalitionen

Das reduzierte Spiel aus 3, ist ein Spezialfall eines
Spieles innerhalb einer Koalition B bei einer vorgelegten
Auszahlung x=x° an alle Spieler:
Definition: ve* (8):=max{v(SuT-x(T);TcN\5}
fuir ScB, S#B,
ve* (B):=x(B).
Diese Spiel reprasentiert das Spiel um das durch ZusammenschluB
erhaltene Vermogen,
Ist K eine Partition der Spieler (Koalitionsstruktur)
so sei (v/K)(R):=v(u{S,SeR}).
Ist D ausgleichend, so sei v/D:=v/K(D), wobei K(D)
die von D erzeugte Partition ist,.
v/K reprasentiert das Spiel zwisgchen den als Einheit agierenden
Koalitionen der Koalitionsstruktur.
Ist xecker, so muB D(x)(v) ausgleichend sein und fur
jeden davon erzeugten Block muB D(x)(ve) ausgleichend
sein. Bei wiederholter Anwendung wird eine Hierarchie von
Blocken durchlaufen,
Regel C in Maschler/Peleg 1967 besagt nun, daf man jeden Punkt
im Kernel so erhalten kann, genauer:
Xeker genau wenn
1. % <induziert (d.h, jeder Spieler B in v/D(x) erhalt x(B))
auf v/D(x) ein Element von ker(v/D(x)},
2, Xe tker(veg*) fur alle
Spieler von v/D(x).
3. ("Blockexzesse sind minder") d{xs )(va*)<¢d(x)(v/D(x))
fur alle Spieler von v/D(x).
Man kann die Blocke als Prakoalitionen auffassen, die untereinander
das Spiel v/D(x) spielen - oder gegeben eine Koalitionsstruktur K,
i.e, eine Partition der Spieler in Préakoalitionen, wird das
zusammenfassende Spiel v/K gespielt. In einem zweiten Schritt
verteilen die Spieler jeder Prakoalition ihren Gewinn aus v/K
untereinander, unter Bericksichtigung der Alternativer fur
jeden, Die Bedingungen 1.,2.,3. sind interpretierbar als
Fairness-Bedingungen:
1, Ausgleich zwischen den Blocken
2. Ausgleich innerhalb der Blocke (Binnenfairness)



3. Querausgleich oder Konsistenz der Blockbildung: Der Auggleich

zwischen den Blocken erfordert die groften Verzichte.

Frage:'sollen sich Satelliten ihren "Satellitenfiilhrern"” oder

anderen anschlieBen, um vielleicht doch nicht leer auszugehen?
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5. Reprasentationen im Kernel

Peleg 1968 zeigt, daB in homogenen Nullsummenspielen

der Nukleolus immer mit dem normierten MaR der Minimal-

reprasentation ibereinstimmt, und fir inhomogene Nullsummenspiele

sofern die kleinste ganzzahlige Version des Nukleolus eine

Gesamtmasse von 2mal der minimalen Masse einer Gewinnkoalition

minus eins aufweist,

Zudem ist das normierte MaR der Minimalreprasentation

eines Nullsummenspiels immer Element des Kermnels,

Peleg vermutet, daB der Nukleolus fast eine Reprasentation ist,

in dem Sinne, daR nuc zumindest am Rande des Reprasentationen-

kegels liegt,

5.1 Satz: Ist (u,m) homogene Reprasentation und W' ist* .

ausgleichend, so gilt m’eker,

Beweis: W’ hat als Blocke nur symmetrische Spieler, die bei
homogener Reprasentation gleich viel erhalten. So sind
die Bedingungen 1, und 2, aus Regel C klar., Da Block-

spieler nur mit minderen Koalitionen (d.h. nicht aus W’') gegen-

einander argumentieren konnen, ist auch die dritte Bedingung
erfullt.
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Anhang: Beispiele
a. (7:4,3,2,2,1) (aus Komorita/Nagao 1983)

Die Matrix der minimal gewinnenden Koalitionen (lg)s:u:
lautet:

O = = s
- 0O O O
= I =
[ s T Y o
QO o= =~ O O

F={5}, Spieler 5 ist Satellit von 1. Nicht homogen,
(2,1,1,1,0) eker,

ve ist gegeben durch (6:;4,3,2,2) und (3;2,1,1,1).
W' (vg) trennt G, v ist homogenes Nullsummenspiel
mit nuec=(2,1,1,1)".

b. (13:7,6,3,3,1,1)

Die Matrix der minimal gewinnenden Koalitionmen (1sJ)sewu:
lautet;

110000
101100
011110
011101

Nukleolus: ¢2,2,1,1,0,0)/6 (=Kernel); Spieler 3 und 4 sind ath,
bilden einen Block und sind Stufen., 5 und 6 sind aber auch
Satelliten von 2.

ve ist gegeben durch (11:;7,6,3,3) und (4:;2,2,1,1),

vgl, Beispiel k. W'(ve) trennt Spieler verschiedener

Typen (bzgl. v).



c. (13:;7,6,4,3,3,1,1)

Ein Nullsummensgpiel, aber inhomogen, Der Nukleolus stimmt mit dem
auf eins normierten MaB der Minimalreprasentation (7,6,4,3,3,1,13)/25
uberein. Der Kernel ist gleich der Verbindungsstrecke von
Nukleolus und (1,1,6,0,0,0,8)/2.

Es sei nochmals daran erinnert: Peleg 1968 zeigt, daf in homo-
genen Nullsummenspielen der Nukleolus immer mit dem

normierten Mal der Minimalreprasentation ibereinstimmt,

und fur inhomogene Nullsummenspiele sofern die kleinste
ganzzahlige Version des Nukleolus eine Gesamtmasse von

2mal der minimalen Masse einer Gewinnkcalition minus eins
aufweist. Zudem ist das normierte Maf der Minimalreprasentation
eines Nullsummenspiels immer Element des Kernels.

d. (8:5,4,2,2,1,1) (Beispiel 10.6 aus Maschler/Peleg 1966)

Die Matrix der minimal gewinnenden Koalitionen (1z)s.w-
lautet:

(110000

101100
1010610
101001
100110
10016061
011100
011011
010111/

F ist leer. Das Spiel ist ein inhomogenes Nullsummenspiel.

Der Kernel ist die Vereinigung der Strecken [(1,1,0,0,0,0)’,nucl
und [nuc,(1,1,1,1,0,0)'], wobei nuc gleich dem normierten MaR
der Minimalreprasentation (8:5,4,2,2,1,1) ist,
D(5,4,2,2,1,1)=W"\{12,134}, d(.)=7/15,
D(1,1,1,1,0,0)nW"=W"\{134,234}, d(.)=1/2,

D(1,1,0,0,0,0)mW =W"\ {12}, d(.)=1/2.
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e. Das Hausspiel (vgl. Komorita/Kravitz 1978)

Das Spiel hat seinen Namen von der Skizze:

4 5

Es ist ein homogenes reprasentierbares Fiunfpersonenspiel
mit der Minimalreprasentation (7;4,3,3,1,1) und der Matrix

O O B =
[ e T )

Spieler 2 und 3 sind Stufen. W’ trennt die Spieler in G.

Kocalition reduziertes Spiel Nukleolus
N (1,1,1,0,00/3
123 (2:1,1,13 (1,1,13/3

Bemerkung zum Kernel: Der Kernel ist dem Nukleolus jeweils gleich.
Keine Nulldividenden fiihren zum Widerspruch. Die normierten MaRe
der homogenen Reprasentationen dieses Spieles sind die Verbin-
dungsstrecke von Nukleolus und Minimalreprasentation, minus
Nukleolus. Das normierte MaR der Minimalreprasentation liegt

- anders als bei homogenen Nullsummenspielen - nicht im

Kernel.
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f. Das ungeordnete 6-Personen-Spiel (aus Kravitz 1985b)

Die minimalen Gewinnkoalitionen sind 12, 134, 135, 236, 2456,
Das Spiel ist superadditiv, nicht repréasentierbar, nicht geordnet,
Die Starkerelation ers unterteilt in zwei starke, unvergleichbare
Spieler, einen mittelstarken und drei schwache Spieler wie in
folgender Skizze:
1 \\\\‘\\. ,/4/’/, v
I////// 3
2 \\\\\\\ 6

Spieler 6 ist Satellit von Spieler 2.

Koalition reduziertes Spiel Nukleolus
ohne 6 (5:2,3,2,1,1) (2,3,2,1,1)/9
N (2,3,2,1,1,0)/9

Das Spiel "ohne 6" ist ein homogenes Nullsummenspiel; i.bes.
ist der Nukleolus gleich der normierten Minimalreprasentation,
Der Kernmel soll berechnet werden:
Fall 1. D(x)cW’. W' ist nicht ausgleichend.
W'\{12}) ist ausgleichend. Rekursives Losen
der Gleichungen unter Beachtung von ers und bei
Setzung der Stufen x,=xs=b und x,=a fihrt
zusammen mit dem Ausgleich minderer Exzesse fir 2 und 6:
x(12)=x(1346) zu den Losungen (2b+2a,3b+a,2b,b,b,a);
da wegen ers 2bja erhalt man das Intervall
[¢2,3,2,1,1,0)",(4,3,2,1,1,2)°1.
Der Extremalpunkt (2,3,2,1,1,0)" mit d(.)=4/9 erfullt
aber nicht D(.,)cW'. d(4,3,2,1,1,2)=8/17,
Der einzige typentreue und ausgleichende Kandidat fir
D(x) auBer dem berechneten ist {134,135,2456} mit
den Blocken {13,26,4,51}.
Wegen ers folgt xe((2,3,2,1,1,0)°,¢2,2,1,0,0,1)"1]
mit x(12)=x(1346) und x(12)=x(236).
Fall 2, Z(x) ist nicht leer.



Es sind nur zwei Falle moglich:
Z(x)={6) und Z(x)={4,5}.

im ersteren Fall erhalt man (2,3,2,1,1,0) aus ve.
Im zweiten erhalt man (2,2,1,0,0,1) aus Veivz x>
mit 4(.)=1/2,



g. (6:4,3,2,2,1) (Beispiel 2.14 aus Maschler/Peleg 1967)

Spieler 5 ist Satellit von 2. Nicht homogen.

Der Kernel besteht aus den beiden Strecken [(1,1,0,0,0)",m")]
und [m’ ,nuc], wobei m das MaB der (obigen) Minimalreprasen-
tation und nuc=(1,1,1,1,0)" ist. d(x) ist jeweils 1/2,

v¢ hat die Reprasentationen (5;4,3,2,2) und (3:2,2,1,1).
ker(vs )=0(1,1,0,0)’,nuc] mit nuc=(1,1,1,1); die
Minimalreprasentation entspricht dem Streckenmittelpunkt.

h. Ein symmetrisches ungeordnetes Fiinfeckspiel
Die fiinf Spigler seien vorgestellt als finf Ecken eines Funfecks

W' besteht aus allen Dreierkcalitionen mit auf einander folgenden
Ecken. Alle Spieler bilden einen Typ, sind aber uvb.

i. (5:;3,2,1,1,1) (Peleg 1966, S5.47)

Die Matrix der minimal gewinnenden Koalitionen (lglscw:
lautet;

O ek e R
- 0 0O o =
e T S T
N ~ N~
P T o T =

Keine Satelliten, homogen, W’ trennt; m’'=nuc, (1,1,0,0,0)¢ker.

j. Das ungeordnete Canada-Spiel

Das Spiel hat zehn Spieler und vier Typen, mit den Anzahlen
(Profil von N) 2, 4, 1, 3. Im folgenden sind die Typenprofile

der Koalitionen aus W’ angegeben:
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2 211
2203
Die Spieler von Typ 2 sind weder mit Spielern von Typ 3 noch

von Typ 4 vergleichbar. Da es Vetospieler gibt (Typ 1), ist
ker=nue=(1,1,0,...,0)/2.

k. (9;5,4,2,2,1)

Die Matrix der minimal gewinnenden Koalitionen (lg)sew-
lautet:

11000

10110

01111

Spieler 5 ist Satellit von 2, 3 und 4. Spieler 3 und 4 sind
Stufen und bilden einen Block. Das Spiel ist homogen,
ker=[nue,(4,3,1,1,1)73, nuc=(2,2,1,1,0),

ve hat die Reprasentationen (8:5,4,2,2) und (4:2,2,1,1).

W' (vg) ist ausgeglichen und trennt in v-Typen.
ker{wvgs)=0(1,1,0,0)",(2,2,1,1) ] mit

D(1,1,0,0)={134,234} und d(.)=1/2,

nuc(ve )=(2,2,1,1)°, D(nuc(ve))=W"(vg),

1. Die diamantenen Ohrringe

Als Diamantspiel wird (5:3,2,2,1) bezeichnet,

Das hier zu betrachtende Spiel hat acht Spieler, die in zwei
Kammern versammelt werden:

die Kammer der ungeradzahligen und die der geradzahligen.
Eine Koalition gewinnt, wenn sie in einer Kammer alle und

in der anderen eine Gewinnkoalition des Kammerspiels umfaft,
wobei das Kammerspiel ein Diamantspiel ist.

(Die Spieler 1 und 2 haben das Gewicht 3 jeweils, die Spieler
3 bis 6 das Gewicht 2 und Spieler 7 und 8 je 1.)

Es gibt drei Typen: {1,2}, {3,4,5,6} und {7,8}, aber Spieler
aus verschiedenen Kammern sind unvergleichbar.

F={7,8) und G gewinnt nicht. Es gilt sogar:
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Keine minimalgewinnende Koalition umfaft G.

Die Matrix der minimal gewinnenden Koalitionen ist:

111110180
11110101
111011180
11011101
10111111
01111111

Der Kernel ist einpunktig und gleich (1,1,1,1,1,1,0,0}/6.
Man beachte jedoch:

Bilden die Spieler 7 und 8 eine Prakoalition, so treten sie
im ZusammengefafBten Spiel als Vetospieler auf, und zwingen
(soll die anderen nicht leer ausgehen und soll zudem ers nicht
verletzt werden) den anderen die Prakocalitionen {1,2},
{3,4}, {5,6} bzw. {3,6}, {5,4} auf: alles nunmehr Veto-
spieler, was zu (1,1,1,1)/4 fuhrt. ExzeBausgleich in den
Prakoalitionen fihrt dann zu (1,1,1,1,1,1,1,1)/8, Bedingung
3 aus Regel C ist jedoch nicht erfiillt, D(.) ist nicht aus-
gleichend,

Es ist auffallend, daB (in ungeordneten Spielen) sogar eine

Veto-Prakoalition leer ausgehen kann.

m. (8:4,3,3,2,1) (aus Kravitz/Iwaniszek 1984)

Die Matrix der minimal gewinnenden Koalitionen (lglesew:
lautet:

O = o =
OO o T = T S R S =Y
L O s T = I
e = I T = T Y o
QO = Q = O O



5 jest Satellit von 1: das Spiel ist nicht homogen; ist xeker,

so hat x Nulldividenden — der einzige Kandidat fur D(x) hat die
Losungen [(3,2,2,1,0)°, (1,1,1,0,0)"1, wobei aber nur

fir (1,1,1,0,0)" D(#) ausgleichend ist; (1.,1,1,0,0)" ist einziges
Element im Kernel.

4 ist Satellit zweiter Ordnung.

Keoalition reduziertes Spiel Nukleolus

N (1,1,1,0,0)/3
ochne 5 (5:3,2,2,1> (1,1,1,03/3
123 (2:1,1,1) (1,1,1)/3

n. (8:;5,3,3,2,1)

F={5}, vg=(3:2,1,1,1); ein homogenes Spiel mit

einpunktigem Kernel, namlich (2,1,1,1,8)".

Dieses Spiel sei erwahnt weil es in Parlamenten relativ haufig
war (z.B. Landtag des Saarlandes 1960, Standerat der Schweiz 1879,

und mit zusatzlich einem Dummy in Danemark 1947),
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Koalitionen

-, minimale Gewinn-

’

-, realisierende
-wiurfel 10
Konsens der Gesamigruppe

Kooperation fur nichts (s, Nulldividende)
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Starkerelation (austauschbar, ersetzt,

unvergleichbar)
-, wvollstandige
Stufe
Summe
Symmetrie
trennt
Typen
Verlustkoalitionen

Beispiele

(13:7,6,3,3,1,1)
(13:7,6,4,3,3,1,.1)
(5:3.,2,1,1,1)

(6:4,3,2,2,1)
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