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EINLEITUNG - Die vermachtete Gruppe

Betrachten wir eine Gruppe, deren Mitglieder gemeinsam Entscheidungen
treffen. LdBt die Beobachtung die Vermutung zu, daB die Gruppen 1in
Fraktionen zerfdlit und ihre Entscheidungen im wesentlichen bereits
danach trifft, welche Fraktionen fiir einen vorgelegten Vorschlag sind,
so vermuten wir einen Typ von Vermachtung flir diese Gruppe, der es nahe-
legt, den Entscheidungskdrper mit Hilfe der formalen Struktur eines
monotonen einfachen Spieles (N,v) zu studieren. N ist die Menge der
Spieler, wobei ein Spieler die formale Wiedergabe einer Fraktion ist:

v ist eine Funktion auf den Teilmengen von N, die wir Koalitionen nennen;
sie hat spezielle noch zu diskutierende Eigenschaften und wird interpre-
tiert als Fiirsprecher-Ergebnis-Funktion; ihre Werte seien 0 oder 1, wo-
bei 0 fir einen negativen und 1 fiir einen positiven Bescheid (etwa: an-
genommen oder ausgefiihrt) steht. Ist S eine Koalition und v(S) = 1, so
heife S eine Gewinnkoalition. Im folgenden interessiert uns die Kon-
struktion von (N,v) aufgrund empirischer Daten. Dazu liege eine Beob-
achtung der Gruppe vor, die eine Aufstellung ihrer Entscheidungen in
Form einer Liste ~ Vorschlag, wer dafiir, ob positiv oder negativ be-
schieden - zulasse und zudem eine Identifikation der Fraktionen. Aus die-
ser Liste und der Fraktionierung lassen sich unter Umstdnden den Koali-
tionen eindeutige Werte zuordnen, O falls die von der Koalition ge-
stutzten Vorschlige immer negativ, 1 falls sie immer positiv beschieden
werden.,

Ist in der Liste eine Koalition vorhanden, deren Antrige nicht immer
gleich behandelt werden, so ist in dem bisher gebrauchten Sinne die
Gruppe nicht vermachtet, d.h. die Entscheidungen werden nicht lediglich
danach getroffen, wer dafiir ist. Oft stopft man jedoch bei der Beobachtung
von Gruppen auf Fakten, die zeigen, daR die Gruppe Entscheidungen (bzw.
Antrdge) typisiert, z.B. in primitiver Form: normale Entscheidung / wich-
tige Entscheidung, wobei die Gruppe z.B. die Entscheidung dann als
wichtig einstuft, wenn es ein Spieler verlangt.



In solchen Fdllen gehe man zu Listen fiir je einen Entscheidungstyp
iber, und sehe man die Gruppe als vermachtet an, wenn jede Liste in
obiger Weise eine Funktion liefert.

Im Normalfall werden unsere Listen nicht alle Koalitionen enthalten.
Wir sind dann gezwungen, die Liste auf sinnvolle Weise zu vervoll-
standigen. Dazu dient die folgende Annahme (monotone Fortsetzung):

Ist S Teil von T, und Vorschldge mit Flrsprecher T
werden negativ beschieden, so nehmen wir dasselbe fir S an.
Ist S Teil von T, und Vorschldge mit Fiirsprecher S
werden positiv beschieden, so nehmen wir dasselbe fiir T an.

Fithrt dieses Verfahren zu Widerspriichen, so gibt es eine Gewinnkoalition,
der es schadet, wenn andere derselben Meinung sind (also ihr beitreten).
Sie ist somit unsicher, da abhdngig von bestimmten anderen. In diesen
Fallen mag uns die Funktion v interessieren, die durch Streichung
dieser “unsicheren® Koalition entsteht. Das Paar (N,v) heiBt einfaches
(monotones) Spiel. Es gibt wieder, welche Koalitionen die Macht haben,
einen Antrag (evtl. von bestimmten Typ) durchzusetzen.

Die beobachtete Gruppe ist nicht der einzige Fall, in dem Strukturanalyse
via einfachem Spiel angezeigt erscheint. Denken wir etwa an ein Gremium,
flir das explizit Entscheidungsregeln festgesetzt sind. Sind diese Regeln
statisch, so lassen sie sich unschwer mit einfachen Spielen identifizieren
(z.B. via benidtigter Mehrheiten). Im dynamischen Falle lassen sich die
ProzeBregeln fir nach endlich vielen Schritten abbrechende Prozesse durch
die Hypothese optimalen strategischen Verhaltens auf ein einfaches Spiel
hin abstrahieren.

Auch bei komplizierten Entscheidungskidrpern, etwa mehreren interdependen-
ten Gremien mit einer Vielfalt von Entscheidungstypen, kann man via Fiir-

sprecher-trgebnis-Funktionen v versuchen, die Machtverhdltnisse und auch

die Leistungsfahigkeit des Entscheidungskdrpers zu beurteilen.



Im folgenden Beitrag betrachten wir je einen Aspekt der Leistungsféhig-
keit und der Macht.

Wenden wir uns zunachst der Leistungsfdhigkeit zu. Der zu untersuchende
Leistungsaspekt sind mdgliche Inkonsistenzen, die eine Gruppe trotz kon-
sistentem Einzelverhaltens produzieren kann. Um einem MiBverstdndnis vor-
zubeugen:

Eine Gruppe ist nicht unbedingt leistungsbesser, weil sie konsistentere
Ergebnisse produziert, aber sie ist entlasteter. Jede Entlastung hat
jedoch auch ihren Preis.

Gitt fir (N,v): die Summe der v-Werte zweier disjunkter Koalitionen ist
nicht groBer als der v-Wert ihres Zusammenschlusses, so heift (N,v)
superadditiv.

Superadditivitdat hat folgende Bedeutung: es kann nicht gleichzeitig eine
Aussage A und ihre Negation, die Aussage non A, auf direktem Wege akzep-
tiert werden. Im Lichte dessen, daB in solch einer Gruppe keine Ent-
scheidungsfolgen "mal so, mal so - mal dafiir, mal dagegen" auftreten,
nennen wir eine Gruppe mit superadditivem Spiel "effektiv",

Gilt fur (N,v): eine Koalition gewinnt genau wenn ihre Opposition (= N
minus die Koalition) verliert, so heift (N,v) Nullsummenspiel. Eine

Gruppe mit Nullsummenspiel ist, wenn kein einzelner "entscheidungs-
schwach" ist, auch insgesamt nicht "entscheidungsschwach"; d.h. kann jeder
Einzelne entscheiden zwischen A und non A, dann auch die Gruppe. Wir
nennen solche Gruppen konstruktiv.

Nicht jede effektive Gruppe ist auch konstruktuv. Sei (N,v) z.B. die
Einstimmigkeitsregel v(S)=1 genau wenn S=N. Ist ejner in N fiir A und
einer in N fir non A, so kann die Gruppe weder fiir A noch fiir non A sich
entscheiden: sie ist entscheidungsschwach.



Gilt fir (N,v): der Durchschnitt aller Gewinnkoalitionen, er heiRe E,
ist ungleich leer, so heifit (N,v) ein Spiel mit Veto. Die Spieler in

E sind namlich fiir einen positiven Bescheid unverzichtbar, sie haben
ein Veto, sie sind Vetospieler. Nur Spiele mit Vetospielern sind frei
von "inkonsistenten Folgen". Als inkonsistente Folgen bezeichnen wir
folgende Situationen: Vorschlige A(l),...,A(r), B werden akzeptiert
und es gilt (aus irgendwelchen Griinden): aus A(l) und..... und A(r)
folgt non B. Bekannt ist diese Situation bei wechselnden Mehrheiten

in Abstimmungen als Condorcet-Paradox. Gibt es keinen Vetospieler, so
gibt es Koalitionen S(1),...,5(r), T,die Aussagen A(1l),...,A(r) bzw.

B stlitzen und deren Schnitt leer ist. Der Schnitt der S(i}-Koalitionen
stitzt auch die Folgerungen, die sich aus den A(i) ergeben, weil kon-
sistente Einzelspieler unterstellt sind, nicht aber T. Ist aber E nicht
lTeer, so verhindern die Spieler in E inkonsistente Folgen.

Wir nennen Gruppen, die ein Spiel mit Veto spielen, Togisch konsistent.
Ist eine Gruppe konstruktiv und Togisch konsistent, so hat sie einen
Diktator, dh. es existiert ein Spieler i derart, dap S genau -dann eine
Gewinnkoalition ist, wenn i zu S gehbrt.

Der hier betrachtete Machtaspekt unterstellt die Frage nach der Art
der Skala, auf der Vergleiche zwischen Einzelspielern "i ist stirker
als j" gemessen werden kann.

Ein Spiel heiBt geordnet, wenn die Stirkerelation eine lineare Ordnung
auf N ergibt (s.2.1-3). Die Gruppe heiBe dann "ordinal vermachtet".

Das Spiel heiBt gewichtetes Majoritdtsspiel und die Gruppe "kardinal
vermachtet", wenn der Entscheidungsmechanismus durch ein Parlament dar-
gestellt werden kann, mit entsprechend der skalierten Stirke vielen
Sitzen (Stimmen) fir jede Fraktion. Jeder Vorschlag, auf den sich mehr
als eine bestimmte Anzahl von Stimmen (Abstimmungsievel) vereinigen
Tassen, gilt als beschlossen. Das bedeutet, daB die Stdrkeeskalierung
additiv interpretiert werden kann: die Stirke einer Koalition erhilt
man aus der Summe der Stdrken ihrer Mitglieder.



Der Stdrkebegriff verlangt eine genauere Analyse, die in diesem
Beitrag vorangetrieben wird., Auf zwei Ergebnisse sei hier gesondert
verwiesen:

a. aus Effektivitdt und ordinaler Vermachtung folgt nicht
die Kardinalitdt der Vermachtung (s. 2.12.4/3.4 c)),

und es gilt sogar:

b. aus Konstruktivitdt und ordinaler Vermachtung folgt nicht
die Kardinalitdt der Vermachtung (s.3.6).

Flr Beispiele hierzu ist jedoch eine gewisse MindestgruppengroRe er-
forderlich. Die genauen Grenzgrofen sind nicht bekannt, aber sicher-
lich bleibt die Lage bei bis zu sieben Einzelspielern liberschaubar
und kompTikationslos.



§1 Einfache Spiele, Dualit&t und Nullsumme

(1.1) DEFINITION: 1. Ein Paar (N,v) mit N = {I,....,n} < N
und v : 2N {0,1} ,
v(g) = 0 , heiBt einfaches Spiel.

I.f. werden Teilmengen S von N oft mit ihren Indikatorfunktionen
1o identifiziert, also v(s} := v(1s).

2. Ein einfaches Spiel heipt monoton, falls
flir alle S,T aus S < T folgt v(S) < v(T).
Die monotonen Spiele werden mit V bezeichnet.

Die Elemente von N werden als Spieler, die Elemente von ZN werden
als Koalitionen bezeichnet. Die monotonen Spiele mit n Spielern sei
mit V" notiert.

3. Fiir disjunkte Koalitionen sei S n T als
S+ T notiert. 0ft schreiben wir, wenn es
nicht zu Verwechslungen fiihren kann statt
{1} nur i .

4. Ein einfaches Spiel heift superadditiv, falls
flir alle S,T gilt v(S+T) > v(S) + v(T).
Die superadditiven Spiele werden mit VS be-

zeichnet; Vg entsprechend.

5. Ein einfaches Spiel hat Nullsumme, falls fiir
alle S gilt v{S) =1 - v(N~S).
Die Menge der Nullsummenspiele heift L
Vg entsprechend.

BEMERKUNG: Es gilt V. cVecV und VD V™ fir n>1,

n no .
Vo E VS fir n> 2.



(1.2) DEFINITION:

BEMERKUNG:

(1.3) DEFINITION:

DEFINITION:

BEMERKUNG:

Sei T V-V, (N,v)* = (N,v*)

mit v {(S) =1 - v(N~S).
(N,v)* heiBt das zu (N,v) duale
Spiel,

V: = VO » a1so Nullsummenspiele sind selbstdual.
. . *¥
ist idempotent (v = v)

VS u V; £ V . Man betrachte z.B. das Spiel
N=1(1,2,3,4} , v(S) =1 genau wenn
(S| >3 oder S ={1,2} oder S = {3.4} .

Sei T VgV, (M) := (NU {n#l}, 9)
mit V(S) =1 genau wenn

(ntl € S und v(N~S) = 0) oder

{n+tl € S und v(S) = 1).

(N,v) heiBt Nullsummenerweiterung von (N,v).

{(N,v} gegeben, i € N . Gilt fiir alle §

v{i+5) = v(S), so heift 1 Dummy.
D = D{N,v) sei die Menge (Koalition) aller Dummies.

1st " v vl oy = (s (), )
o S

mit Q(S) =1 genau wenn v(S) =1,

so ist (N,w)mn = (N,v) .

Ist (N,v) € V, » so ist n+l Dummy (in (N,v)ﬁ) .



(1.4.) DEFINITION: E = E(N,v) = M {§; v§ = 1}
heift Vetoblock. i e E
heiRt unverzichtbar
(oder Veto-)Spieler

LEMMA Ist (N,v) e \vg, dann ist
entweder /E/ = 1 und N\E = D,
oder es ist E = .

Beweis: Seien i,j e E, 1 # j.
Es gibt ein S mit {i,j e S}
und v(S) = 1. Also ist
v(S\i) = 0 und v(NN(S\i)) =1,
somit wire j ¢ E nach Definition.
Also ist E hochstens einelementig.
Sei nun E # @, dann ist v(N\E) = O
und v(E) = 1; somit ist N\E = D
nach Definition



§2 Geordnete Spiele:

Die Umworbenheitsrelation

(2.1) DEFINITION:

(2.2) BEMERKUNGEN:

(2.3) DEFINITION:

{2.4) DEFINITION:

BEMERKUNG:

Sei

Sei (N,v) € V. &= % {N,v}c Nz heiBt Umworben-
heitsrelation {zu (N,v)), falls i %= j genau wenn
fiir alle S gilt v(i+8) > v(j+S).

Die Spiele i und j heiBen symmetrisch oder vom
gleichen Typ, falls i % j und j =i . Wir schreiben
dann i~J . N :={i, TeN}mit T=04;i~3}
heiBft Menge der Typen.

Wir definieren > =2~ =~ ,

und i 1= N2~ (Zu£). Gilt i 11j, so heiBen i
und J unvergleichbar.

1. = ist reflexiv und transitiv (MASCHLER/PELEG
Theorem 9.2)

2. & ist i.a. nicht vollstidndig.

Sei (N,v) € V. (N,v) heiBt geordnet, falls 3{N,v)
vollstidndig ist. Die geordneten Spiele seien mit Va
bezeichnet; V; entsprechend. (N,v) heifit strikt

geordnet, falls (N,v} geordnet ist und fiir alle

i €N gilt 1Tt =1. Vv, und V] sind entsprechend
definiert.
sei se2', i,jeN .Mt s sei die Koalition
bezeichnet, die aus S durch Vertauschen der Spieler
i und j entsteht.

(N,v) €V und i27.

Dann gilt: 3§ €S av(S) =1=v(s) =1,
fiesav(s)=0=v(sY)=0.
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(2.5) DEFINITION: Sei (N,v) €V, , und S,Te 2%, 5 neipt ge-
wichtiger als T, in Zeichen S > T falls S
Obermenge einer durch w permutierten Version
T von T ist, wobei w(i) = i. SIT genau
wenn. S und T bzgl. > unvergleichbar sind.

BEISPIEL: Sei N = {1,2,3,4} und iz i+l (i=1,2,3). (1,0,0,1) und
(0,1,1,0) sind unvergleichbar.

BEMERKUNG: Aus S > T folgt v(S) > v(T).

(2.6) BEMERKUNG: (2.5) erlaubt eine sparsame Wiedergabe eines vor-
gelegten geordneten Spieles durch Angabe der bzql.
> minimalen Gewinnkoalitionen:

Dazu sei i > i+l
(i=1, ..., n-1}.

Sei W =W(N,v) = (S €2 v(s) =1}, die "Gewinn-
koalitionen". Dann sei W' die Menge der minimalen
Elemente von W bzql. > .

Wir schreiben dann (N,v) := < W

BEISPIEL (Aumann): (N,V) = <{(1,030g191?0j0!1)3 (0,131’030:15150)}>
Wir bemerken (1,1,0,0,0,0,1,1} wund (0,0,1,1,1,1,0,0)
sind nicht aus W. Das bedeutet:

*
VS w VS P Yz

(2.7) BEISPIEL: N = {1,2,3,4}
v(S) sei 1 genauwenn (1 €S und S n {2,3}4+9)
oder $ > {2,3,4) .
Dann gilt 1> 2 ~ 3> 4 |
Wir betrachten nun (N,v)* :
v*(S) ist 1 genauwenn (1 €S und S n (2,3,4) + @)
oder S > {2,3} .
Es gilt ebenfalls 1> 2~ 3 >4 |
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GemsB (2.6) ist (M,v) = <{(1,0,1,0)(0,1,1,1}}>
und  (N,v)* = <{(1,0,0,1),(0,1,1,0)}>

Allgemein gilt:

(2.8) LEMMA: Das duale Spiel hat dieselbe Umworbenheitsrelation.
Beweis: Vorgelegt sei (N,v) mit der Umworbenheits-
relation & . Die Umworbenheitsrelation von (N,v')
sei mit = bezeichnet. Zu zeigen ist i Zj i 237 .

Nun ist 12 j nach Definition gleichwertig mit

A v(B+i) > v(B+j)
BeN~{i,j}

Da v*(S) =1 - v(N~S) ist dquivalent

A V(N (B+1)) < v(N ~ (B+))
BeN~ 1,7}
Weil N~ (B+v) = (N~B)~ v, ersetzen wir B durch
N~B und erhalten
A vies1) < vic ~ 3)
¢ {i.3}
und weiter mit D := C~ ﬁ,j}
A v(C+) < v(CH) .
DoN~{i,i}
Das aber ist nach Definition gieich i 2 Jj.

BEMERKUNG:  Insbesondere gilt damit: ist » vollstandig, so auch
* *
: - =
=, d.h, YZ Yz und v, V>
(2.9) LEMMA:  Sei (N,v)_E Vo -
Die Umworbenheitsrelation von (N,v)* induziert auf
N die Umnworbenheitsrelation von (N,v) .
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Beweis: Sei = die Umworbenheitsrelation von (N,v)
und 2 die von (N,v) . Zu zeigen ist:
Fir alle §,j e N gilt 1 XZJ genauwenn i>j.

1. Wir zeigen: i % j >A V(T+{i}) > ¥(T+{§}) .
TYi,]

Da die Formel fir V(T+j) = 0 erfiiilt ist, sei
V(T+j) =1 .

Fall a): (n+l) € 7T. Dann ist
V(T+i) = v(T+) > v(T+j) = 9(T+j)

Fall b): (n+l)€T. Dann ist jJeN~{T+i}, i€N~(T+j) und
V(T+E) = 1 = (N~ (T+1)) > 1 - v{N~(T+3))=0(T+j)

2. Noch zu zeigen: i>j=1i%j.

Das gilt, da {T € 2N+(n+1); ,JeETyo {TE€ 2N s 1.4,

(2.10) BEMERKUNG: Nach Lemma 2.7 und Bemerkung 2.2 gibt es fiir die Um-

(2.11) LEMMA:

worbenheitsrelation der Nullsummenerweiterung (super-
additiver) geordneter Spiele Moglichkeit:

+ e i <7 <
n+l |l i,<i<i

mit den Extremfdllen

a. i =1 und 11 =n

Damit, daB der Extremfall b. nicht der Normalfall ist,
also V_ &V, beschiftigen wir uns in (2.1) und (2.12).

Sei (N,v) €V n Ve -
Genau dann ist (N,v)‘ ¢ V> » wenn ein Spieler i € N
existiert und zwei Koalitionen S,T = N~ (i} mit

SHT 4 S+i|f N~T, THi Il N~S und N~S || N~T , wobei

v(S+i} = v(N~S) > v(N~T) = v(T+i) .
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Beweis: 1. Sei (N,v)™ ¢ V_. Dann gibt es einen
Spieler 1 mit || n+l.
Das ist dquivalent zu

/\ v(S+i)} > ¥(S+{(n+1)) und
S, TCN~ {1}

V(T+(n+l)) > v(T+i) .

Das bedeutet v(S+})
v(T+i)

|
—

v{N_S) =
v{N~T)

und

i
o

Wire T > S, so ergibt v(T+i) > v(S+i) einen Widerspruch;
wire T < S, so mittels U(S+(n+l}) > ¥(T+(n+l)).

Ware S+i > N~T, so ergibt sich auch S > N~ (T+i) und
S+(n+l) > N~ (T+i} + (n+1).
Also ist ¥(S+{n+l)) = 1 - v(N~S) > F(N~(T+i) + (n+l)
=1 - v{T+i).
Da v(N~S) =1 und v(T+i) = 0 ergibt sich ein Widerspruch.

Ware 5+1 < N~T, so liefert v{S+i) < y{N~T) sofort den
Widerspruch. .
Die anderen Parallelitdten ergeben sich entsprechend.

2. Die andere Richtung folgt aus
v(S+i) = v(N~S) =1 und v{T+i) = v(N~T) = 0
und den Definitionen von ¢ und = .

(2.12) BEISPIELE:

1.

Sei

(N,v)=<{(0,0,1,1,1)}> Dann ist N = {N}. Zudem ist

(N,v) ¢ Vo (vgl. 1.3.2).

Sei

(N,v)=={(0,1,0,1,1)}> Dann ist N ={{1,2},{3,4,5}} .

Es gilt fir (N,v)® : 1 >3 >n+l ,

Sei

(N,v)=<{(0,1,1,0,1)}> Dann ist N = {{1,2,3}, {4,5}}.

Es gilt fir (N,v)™: 1> 4 >n+l .
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4. Sei (N,v) = <{(1,0,1,0,0,0,0,1,1), (O0,1,0,1,1,1,1,0,1)}>
Dann ist N = {{1},{2},(3},14,5,6,7},{(8,91} .
Es gilt n+1 9 :
v(0,1,0,1,1,1,1,0,1) = 1, aber v{1,0,1,0,0,0,0,1,1) =1
also ¥(0,1,0,1,1,1,1,0,0,1) =0 .

Weiters ist n+l % 9:
v(0,1,1,0,0,0,1,0,1) =0, also ¥(1,0,0,1,1,1,0,1,0,1) = 1.
Aber v(1,0,0,1,1,1,0,1,1} =0 .

s = (1,0,1,0,0,0,0,1,0) und T = (%,0,0,1,1,1,0,1,0)

erfiillen die in (2.11) genannten Bedingungen.

(i.bes. $$T,da |T| > !S| ;und T}S,da 3¢€8).

BEMERKUNG: Mit dem Beispiel ist gezeigt:

(Ve nv) ¢ v,

DEFINITION: ¥, (gy = {(Nov) €V, n Vg 3 (Nv) € V).
(2.13) DEFINITION: Sei o" : V" = R", o = (o'...0'. ),
o erhdlt X genau wenn
AN 2= o0; > 0

(N,v) i,jeN

¢ erhdlt > genau wenn

/\ /\ 'i>"j=btpi>(p.

(N,v) 1,jeN J

BEMERKUNG: Der Shapley-Wert und der Banzhaf-Wert erhalten > (und damit
auch ). Denn sie sind definiert als Vektor der {anzahlabhingig
_ gewichteten)' Summen der Marginalwerte v(S) - v(S~i). Ist aber
v({8) > v(5~1i} und j >1 so folgt, da (S\~1)1j =s1] < j
und [v(S) > v(S5~1i) = i€S] die Ungleichung

v(Sij) > v(S) > v(S~1) g_v(Sij-j).
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Weiters ist fir j > i mindestens ein T nmit v(T) =1,

JET und .v(TTJ) # 0 vorhanden und somit ein positiver

Summand mehr.

Auch der Lapidot-Vektor erhdlt > .
(Lapidot 1969/72).

Der Kern (Korrespondenz!) "erhd1t" = aber nicht > (Maschler/
Peleg Ex. 9.5).

Auf V> stimmen die vom Shapley-Wert, vom Banzhaf-Wert und vom
Lapidot-Vektor induzierten Prdordnungen mit der Umworbenheits-
relation liberein.

(2.18) LEMMA:  Sei

(2.15) DARSTELLUNGEN:

(2.16)

Beweis: klar

(Nov) € V. D(N,v) und E{N,v) sind Typen.

Wir benutzen fiir (N,v) € V_ die Standarddar-
stellung aus 2.6. -

Ist |N[ =r,sosei N mit (Kj,....K}

[ u 3 - - o ~
identifiziert via: fir KS e N idst KS+1 =i+1
wobei 1 ¢ KS und i+l ¢ Kg - Zu (N,v) gehort die
Typendarstellung: (k,W¥)

wobei k= k(N,v} = (|Kg|)g.q r

und W* = {(ISn KS|)S=1’._.,r s S € Wl

W¢ trennt die Typen : SATZ:
Set (N,v} e V_ mit 12X i+l (i=1,...,n-1). Es gilt:

i® i+1 genau wenn ein S € W+ existiert mit ieS und i+l ¢S .

Beweis: < :

V(Si’i+1)=0, da S minimal bzgl..Z . Damit ist
ifL i+l.

Ware fir alle S € W* :

T(i€S A i+l £ S), so gilt, da i i+l , fir alle
SeEWe: 41 ¢ S=14¢5S.
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Ist TeW, soist entweder (i, i+l} cT,
oder T n {i, i+l} = @ , oder es existiert

ein Se W mit TZS und S (i, i+l} = 9.
Also ist 1 ~ i+l ,



§3 Abstimmungen

(3.1) DEFINITION: 1.

(3.2) BEMERKUNGEN:

1.

-17 -

(N,v) € ¥V heifit gewichtetes Majoritdtsspiel falls
eine natlirliche Zahl p und ein nichtnegativ ganz-
zahliges MaB m = (my,...,m ) existieren, so daB

v = 1[u,mN] om .

Wir schreiben mS fiir m(S) = ¢ m, = lsm

ies
(u,m) heiBt dann Reprdsentation von (N,v). Wir
schreiben dafiir (u.m) € R{N,v), und (N,v) = <pu, m> .
Die Menge der gewichteten Majoritdtsspiele sei mit
V_ bezeichnet.

m
Vm+ = Vm nve heiften Abstimmungen.
Voo := V, NV, heiBen Mehrheitsspiele.

In OSTMANN 2.1 wurde aufgrund der von R(N,v) dindu-
zierten Prdordnungen eine natiirliche Spielerordnung
definiert. Diese stimmt nach Konstruktion und
MASCHLER/PELEG 9.7 mit der Umworbenheitsrelation
iberein. Daraus folgt:

Vm C “1 .
Ist {N,v) = <u,m> , so ist (N,v)* =<mN-p+l,m> .
*
penn v (S) = 1-v(N~S) = 1-(1[u mN]O'") {(N~S)
= 1-(1[0,mN_u]<>m)(S)

= (L-yet,mng © MOS)-

Damit folgt auch:gilt 2u -1 = mN, so ist (N,v)
ein Nullsummenspiel: uy=mN -y + 1 .
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4. Weiters gilt nach 2. (vgl. 2.6)

*
VITI+ U V]TI+ = Vm

5. Zudem ist

*
Vm+ n Vm+ = Vmg

(3.3) LEmMA: ¥ ,cv

Beweis. Wir zeigen: Ist (N,v) = <u,m> , so ist

{(N,v) = <u,m,m > mit Moy = 2u - 1 - mN:

Nach 3.2.3 ist <u,m, o1 ein Nullsummenspiel und falls ScN gilt

(Lr,,mng © ™(S) = (1[u,mN+mn+1] o (m,m1))(S).

(3.4) BEISPIELE: a) Die Beispiele 2.12.1,2,3 haben die (N,v)" die
Reprisentationen '
1. (3;1,1,1,1,1,0), d.h. (N,v) ¢ Vo
2. (7:3,3,2,2,2,1)
3. (9; 4,4,4,2,2,1)

b} Die Formel in 3.3 fir m zeigt insbesondere n+l

n+l
ist nicht immer der kleinste Spieler, z.B.

(N,V) = <9;534s3,231> . Dann ist
(N, )™ = <935,4,3,2,2,1> .
c) Beispiel 2.12.4 liefert V 4V nv., .,
m" S i
denn wiare (N,v) € Vm , so wire (N,v) € Vi

nach 3.3 und somit (N,v} € V. nach 3.2.1.

(3.5) LEMMA: Sei (N,v) € V . Folgende Aussagen sind gleichwertig:
1. (N,v) ¢ Voo

2. Es existiert eine Hyperebene, die cv {S;vS=1} und
cv {S:v§=0} strikt trennt.
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3. cvi{S;vS=1l} n cv{5:v5=0} = 9
4. (N,v) e Vg u Vs und %_1 € evise 2 (M1} yeqy
wobei (N+(nil),w) = (N,v) bzw. = (N,V)¥

Beweis:

1. =2.: Sei (N,v) = <u,m> , dann trennt die Hyperebene
H(p.m) := {xe&RN ; mx > p} die Mengen {S;vS=1} wund
{S;v5=0}, und somit auch cv {S;vS=1} und cv {S;vS=0}.
Ebenso trennt H{p-1,m).
Damit trennt H(u~%,m) strikt.

2. = 3.: Trivial

3.=4.: A Wire (N.,v) € Vg UV so gdbees 5,Te2' mit

v(S+T) < v(S)+v(T}, d.h. v(S) = v(T) =1 und
$T e 2N mit 1ov(STHT') < Tov(S') 4 1-v(T') i.e
v(S'+T') + 1 > v(S') + v(T'), d.h. v(S') = v(T") = 0.

Da v monoton, bleiben die Ungleichungen auch fiir die

speziellen Wahlen (S, N~S) wund (T, N~T) erhalten. Dann
. 1., _1 _1

aber ist ?-1 = ?'(15+1N-S) =3 (1T+1N‘-T) aus

cv {S; vS5=1} n cv {S; vS=0} . Widerspruch.

(nt1)

B. Nehmen wir nunmehr an % 1 ecy {SGZN+ . WS=1} ,

also

(1) -12-1=Z 7\515+Z_ ?\SIS’ZKS=1
$3n+l $ 3 nél wS=1
ws=1 ws=1

Ersetzen wir bei den Summationen S durch die Komple-

mente, so erhalten wir auch, daB

Ly cov (s e MHnHl)

5 s WS = 0} , denn :



(2)

(1")

(2')

(3)

(4)

(5)
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v(T)=1 v(T)=0

und mit (3) und (5)

N

sxeev (TeM vr=1ynev (TedV; v =0} .

Y oA 1= T2 (1. #1. )+ 2 Al +1
Ws=1 ° sanit > 5 NNST gy S
ws=1 ws=1
Also gilt:
1,3 >
1= A 1.+ A 1
27 syl WSS ST NSO
wS=0 wS=0

fir (N,v) ergeben sich aus {1) und {2):
|
z1° Z:;K by * EZ%KN\T N~T

TEZ Te2

vT=1 vT=0
142
A :Z::N Mt I :2::5 N

‘Te2 €2

vT=0 T=1
Zudem gilt aber (letzte Koordinate von (1))
Z KT Z 7\S=%=Z 7\S=Z ?xT
v({T)=1 S n+l S3n+l v{T)=0

wS=1 wS=1
und somit
> 1, . 2
A(letly 1) =51 = A (1.41 )

Aus (1'), (2'), (4) folgt
Z 7\T1 Z ?\_N\T T =+ ¥

N\S)'
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4, = 1. Da (N,v) € VS U V;' betrachten wir die zugehGrige Nullsummener-
weiterung (N,w) mit R := N + {n+l).
Ist 51 &cv {S; ws=1} n cv (S; wS=0) =: K ,
so ist K Tleer. Denn wire K3 x = b ag 1S = Z Bg 1S
wS=1 wS=0
so auch K 3 x* := Z BR~ S 1S = Z A~ S 1S und somit
wS=1 wS=0
$1 =2 (x#x*). [Das ist 4.=3.] .
Dann aber existiert, da die konvexen Mengen kompakt sind, eine
Hyperebene H(x,1), die strikt trennt. Weiters existiert in ihrer
Umegebung eine Hyperebene H(A',1') mit rationalzahligen A', 1%,
die ebenfalls trennt. Durch skalare Multiplikation erhalten wir
eine ganzzahlige Version A'', 1'' mit H(A',1') = H(A'',1"'").
Also ist (N,w) = <'', 1''> |
Die gefundene Hyperebene (genauer: ihre Projektion) trennt aber
auch im um eine Dimension niedrigeren "Wirfel" (N,v) bzw. {(N,v').
Dann ist {(N,v) = <'', i',...,15'> bzw. <I'' N-A'', 115...,10'>.
(3.6) SATZ: Es gibt geordnete Nullsummenspiele, die keine Abstimmungen sind.

Beweis. Wir geben zwei Beispiele flr die-% 1N € cv W . Damit

lassen sich cv W und cv {S; vS=0} nicht trennen,
s. Lemma 3.5.

ist |N] = 13, k = (3,5,5). |
£(3,1,0),(3,0,3),(2,3,1),(2,0,5),(1,3,3),(1,2,5),(0,5,3)}
{(3,1,0),(3,0,3),(2,3,1),(2,1,4),(1,5,0),(1,3,3),(1,2,5),(0,5,3)}

. Beide Spiele sind geordnet. Die Ersetzung durch kleinere Spieler

erhoht die KoalitionsgriBe oder erhdlt sie. Wo sie erhalten wird:
gelten Unvergleichbarkeiten
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(3,0,3) || (2,3,1), (2,0,5) || (1,3,3) bzw. (1,5,0)]] (2,3,1),
(1,2,5) || (0,5,3).

2. Die Spiele haben Nullsumme. Wir skizzieren den Typenguader

r
X {1,....k.}
s=1 r

S n K| =0 S nKy| =1

1S n K| =3 1S K| =2

Auf der Waagerechten ist [S n K,| , auf der Senkrechten S n Ky
eingetragen. Die eingetragene Trennungslinie ist von NT (bzw.
gestrichelt von w;) und > erzeugt.

3. Es gitt 4 (3,1,0) + = (0,5,3) + 4 (1,2,5) + L (2,1,4)
3 3 3 5
1
=%

(9,15,15) = 2 &
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(3.7) FOLGERUNG: Sei (N,v) €V (s.2.12) und %l £ cv(W(N,v)™)).

Dann ist (N,v) € Vm .

Beweis. (N.,v)* €V 5 nach 3.5.
. A _
Sei (N,v)™ = <daMyfMe g Dann
ist {N,v) = <u.m> .

Entsprechend fiir Spiele, die dual zu superadditiven sind.

(3.8) DEFINITION: Sei T :V =V : (N,v) > (RN, %)
mit ¥(s) =v (I 1) fir se 2N
ieS
T{N,v) heiBt (1.) Typenspiel zu (N,v),
Tk(N,v) heiBt k-tes Typenspiel zu (N,v).

BEMERKUNG: Ist (N,v) ¢ V., so ist T(N,v) = (N,v).

Ist (Nv) eV und /\ i~ j=i=3,s0dst T(Nw) = (Nyv) .
i,J

(3.9} LEMMA: LA SR und TVS c Ve .

Beweis. Sei (N,v) =<y;m> . Wir zeigen:

T(N,v) = <u,m> mit ﬁq =mi = = m..

jei d
V(s) = v (gJ D= Qo™ (éJ.%)
=, ape ™ (éJL;-‘ 3)
ik (EEFmg)

ity &0 = (g o M (5)

Der zweite Teil ist evident.
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