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Abstract

The present paper provides a discussion of Nash—implementation under the specific
aspect of necessary informational requirements for the agents. Recent literature is dis-
cussed and it is indicated how the present informational requirements might be related
50 as to become more realistic.
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1. Das Implementationsproblem

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist eine Gesellschaft, deren Ziele durch eine sozia-
le Auswahlregel beschrieben sind. Eine solche Regel bestimmt fiir jede mogliche Konfi-
guration individueller Charakteristika eine Menge realisierbarer Zustinde der Gesell-
schaft. Man interpretiert die Elemente der ausgewdhlten Menge als "sozial erwiinscht"
oder "optimal".

Sind die relevanten Charakteristika aller Individuen allgemein bekannt, also insbesonde-
re auch dem zentralen Planungsbiiro (Planer), dann kann die soziale Auswahlregel
implementiert werden, indem ein Element der zu dieser bekannten konkreten Konfigu-
ration von Charakteristika gehdrenden Menge von Optima realisiert wird.

Die Implementation wird erst dann zum Problem, wenn, wovon man im allgemeinen
ausgehen mufl, dem Planer diese Charakteristika nicht bekannt sind. Versucht er nim-
lich durch Befragung der Individuen deren Charakteristika kennenzulernen, so kann er
im allgemeinen nicht erwarten, die Wahrheit zu erfahren. Da nimlich die soziale Aus-
wahlregel beschreibt, wie der Planer die von den Individuen erhaltene Information
verarbeitet, besteht fiir diese ein Anreiz, die Antwort strategisch und damit mdglicher-
weise nicht wahrheitsgemif zu wihlen. Die Wahrheit zu sagen, ist fiir die Individuen
nicht notwendig "anreizvertriglich".

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich fiir den Planer das Implementationsproblem. Er
mufl versuchen, ein von jeder konkreten Konfiguration individueller Charakteristika
unabhingiges System von Spielregeln, einen sogenannten Mechanismus, zu entwerfen,
derart, daff die Gesellschaft, wenn alle Individuen im Rahmen dieser Spielregeln agie-
ren, einen im Sinne der Auswahlregel optimalen sozialen Zustand realisiert. Dabei wird
vorausgesetzt, dal dem Planer die Menge aller realisierbaren sozialen Zustinde bekannt
ist. Ein solcher Mechanismus ist s0 konzipiert, da der Planer bei der Implementation
der sozialen Auswahiregel auf Signale der Individuen und deren Auswertung angewiesen
ist. Formalisiert wird ein solcher Mechanismus durch eine Vorschrift ("Ergebnisfunkti-
on"), die jeder Liste individueller Signale einen realisierbaren sozialen Zustand zuord-
net.



Es wird vorausgesetzt, dall der Mechanismus des Planers allgemein bekannt ist. Jedes
Individuum weifi, daB und wie seine eigene strategische Wahl eines Signals zusammen
mit den von den anderen Individuen gewdhlten Signalen den sozialen Zustand festlegt.
Damit sind fast alle Ingredienzen eines nicht-kooperativen Spiels gegeben: Strategien-
mengen (die Mengen moglicher Signale) fiir die Individuen und eine Regel, die jeder
Liste von Strategien ein Ergebnis (den sozialen Zustand) zuordnet. Ein solcher formaler
Rahmen bildet eine Spielform. Wahrend die Spielform von der konkreten Konfiguration
individueller Charakieristika unabhingig ist, macht jede konkrete Gesellschaft eine
solche Spielform zu einem von den Charakteristika ihrer Individuen abhingigen Spiel.
Die Praferenzen der Individuen auf den sozialen Zustianden werden durch Nutzenfunkti-
onen beschrieben. Zusammen mit dem Mechanismus wird (durch Hintereinanderaus-
fithrung) somit fiir jedes Individuum eine "Auszahlungsfunktion" definiert.

Die Individuen der konkret realisierten Gesellschaft werden zu Spielern eines nicht-ko-
operativen Spiels. Unterstellt man ein von allen Spielern akzeptiertes Losungskonzept
fiir solche Spiele, dann ist es das Ziel des Planers, die Spielform so zu entwerfen, dafl in
allen moglichen resultierenden Spielen die Losungen soziale Optima induzieren. Ein(e)
solche(r) Spielform (Mechanismus) implementiert dann "die soziale Auswahlregel".

Je nach Spezifizierung der Information der Individuen, der Mengen mdglicher Signale,
des unterstellten spieltheoretischen Lsungskonzeptes und der Eigenschaften der unter-
stellten sozialen Auswahlregel ergeben sich verschiedene formale Rahmenbedingungen
mit unterschiedlichen mathematischen Strukturen, welche fiir den jeweils betrachteten
konkreten Skonomischen Anwendungsbereich mehr oder weniger geeignet sein kénnen.

Zusitzlich zu der Annahme, dafi der Mechanismus allgemein bekannt ist {"common
knowledge" ist prizise definiert in Aumann (1976)), kennt jeder Spieler zumindest seine
eigenen Charakteristika (Priferenz, Erstausstattung, etc.). Bei vollstindiger Informa-
tion sind alle Charakteristika unter allen Spielern allgemein bekannt. Auch in diesem
Falle gibt es durchaus Informationsprobleme, solange der Planer nicht ebenfalls voll-
stindig informiert ist. Unabhéngig von seinem Ziel, beim Entwurf des Mechanismus die
richtigen Anreize zu setzen, besteht fir ihn das Problem, wieviel an Information von
den Spielern an das zentrale Planungsbiiro gesendet werden muB, damit der Mechanis-
mus wirksam sein kann. Dies ist das Problem einer effizienten Kodierung der Informa-
tion, die zu Arbeiten iiber minimale Dimension der Signalmengen gefiihrt hat (vgl.
Reichelstein (1984), Williams (1986)). Das natiirlicke Losungskonzept im Kontext



solcher alle Spieler betreffenden vollstindigen Information ist das des Nash—Gleichge-
wichts. In Spielen mit eindeutigem Nash-Gleichgewicht hat kein rationaler Spieler
einen Grund, eine andere Strategie zu wéahlen, da jeder aufgrund der vollstindigen
Ieformation seine optimale Strategie ermitteln kann. Fehlende Information iber die
Praferenzen oder Strategienmengen der anderen Spieler bedeutet aber, dafl der betref-
fende Spieler gar nicht weifl, welches Spiel er spielt. Insbesondere kann er kein
Nash-Gleichgewicht ermitteln. Das fihrt auf natiirliche Weise dazu, das Impelementa-
tionsproblem fiir andere Losungskonzepte zu betrachten. Wenn alle Spieler dominante
Strategien besitzen, die also optimal sind ganz gleich, was die jeweils anderen tun, dann
ist die vollstindige Information natiirlich nicht erforderlich. Ein anderes Losungskon-
zept im Kontext unvollstindiger Information ist das des Bayes-Gleichgewichts. Hier
bat jeder Spieler subjektive Wahrscheinlichkeiten iber eine Menge mdoglicher Charakte-
ristika jedes Mitspielers, der sogenannten Typen. Jede Typenkonstellation wiirde, wenn
sie allgemein bekannt wire, ein Spiel mit vollstindiger Information reprasentieren. Da
diese volistindige Information aber nicht vorliegt, werden die subjektiven Wahrschein-
lichkeiten eines jeden Spielers iiber den Typenmengen der jeweils anderen zum Teil
seiner Charakteristika. Auf dieser Basis lassen sich Spiele mit unvollstindiger Informa-
tion definieren. Das Nash-Gleichgewicht in diesem neuen Rahmen ist das
Bayes—Gleichgewicht (vgl. d’Aspremont und Gerard-Varet (1979a,b), Myerson (1985),
Repullo (1986)).

Ich werde micht im folgenden im wesentlichen mit der Implementation in Nash—Gleich-
gewichten beschiftigen. Dabei werde ich die Probleme, insbesondere Informationspro-
blem, bei der Nash-Implementierung erértern. Anschliefend wird ein formaler Rahmen
geliefert, in dem Maskins Charakterisierungstheorem fiir Nash-Implementation formu-
liert werden kann. Die Arbeit schlieft mit der Prisentation und Diskussion neuerer
Sitze, die auf der Basis des Maskin Theorems Nash-Implementation bei unvollstindiger
Information behandeln.



2. Nash-Gleichgewicht und Nash-Implementation

Es ist einleuchtend, dafl ein Mechanismus, der eine soziale Auswahlregel implementie-
ren soll, nicht besser oder akzeptabler ist, als das zugrunde liegende spieltheoretische
Losungskonzept. Dies gilt insbesondere auch fiir das Nash-Gleichgewicht. Das
Nash—Gleichgewicht ist das natiirliche, grundlegende Losungskonzept fiir nicht-koope-
rative Spiele. Es hat dennoch gewisse Schwichen, die fir die Beurteilung des Konzepts
der Nash-Implementierung wichtig sind. Der schwerstwiegende Nachteil des
Nash—Gleichgewichts ist der, daB im allgemeinen Spiele eine Vielfalt verschiedener
Nash—Gleichgewichte besitzen. Selbst wenn rationale Spieler die zugrunde liegende
Philosophie dieses Losungskonzeptes akzeptieren, hindert diese Mehrdeutigkeit sie da-
ran, ohne Koordination die "richtige" Gleichgewichtsstrategie zu wiahlen., Der Wunsch
nach Einschrinkung dieser Vielfalt verschiedener Gleichgewichte fithrte zu Verfeinerun-
gen (d.h. speziellen Typen) von Nash~Gleichgewichten, was gleichzeitig ein Aussondern
gewisser implausibler Gleichgewichte und Strategien bedeutete. Die Einschrinkung auf
perfekte Gleichgewichie (und Modifikationen) fiihrt im allgemeinen jedoch nur zu einer
Verkleinerung der Mengen betrachteter Gleichgewichte, nicht zu ihrer Reduzierung auf
ein einziges Gleichgewicht. Diese Eindeutigkeit wire jedoch idealerweise fiir eine wirk-
same Implementation notwendig. Die Auswahl eines eindeutigen Gleichgewichts erfolgt
im Buch von Harsanyi und Selten (1988). Dort werden auch die Schwichen des
Nash—Gleichgewichts ausfithrlich diskutiert. Das von Harsanyi und Selten eingefiihrte
eindeutige Gleichgewicht ist noch zu neu, als dal es von der Implementationsliteratur
bereits hatte aufgegriffen werden kdnnen. Aber auch dieses eindeutige Gleichgewicht
und die verschiedenen Verfeinerungen sind natiirlich spezielle Nash-Gleichgewichte.
Diese Tatsache unterstreicht die fundamentale Bedeutung dieses Losungskonzepts.

In der Literatur herrscht weitgehend Ubereinstimmung dariiber, da die Verwendung
des Nash—Gleichgewichts voraussetzt, da8 die Struktur des Spiels und die Charakteristi-
ka aller Spieler allgemein bekannt sind (vgl. Maskin (1985)). Eine interessante alterna-
tive Rechtfertigung des Nash—Gleichgewichts, die nicht auf dieser "common knowledge"
Annahme beruht, findet man bei Stinchcombe (1988). Ein Ausweg aus der Mehrdeutig-
keit wird hiaufig darin gesehn, daf es oft einen "natiirlichen" oder "ausgezeichneten"”
Kandidaten unter den Gleichgewichten gibt, auf den sick jeder Spieler in nicht binden-
den Vorabgesprichen im eigenen Interesse festzulegen bereit ist (vgl. Postlewaite
(1985)).



Die Fahigkeit, ein konkretes Nash—-Gleichgewicht wirklich zu ermitteln, hingt abgese-
hen von Fragen algorithmischer Komplexitit davon ab, welche Information iiber die
Charakteristika der jeweils anderen Spieler jeder Spieler besitzt. Es ist durchaus
moglich, dafl zur Berechnung nicht die exakte Kenntnis der Charkateristika aller ande-
ren notwendig ist. Diese Tatsache gewinnt mit zunehmender Spieleranzahl an Bedeu-
tung. Selbst approximative Kenntnis aller Charakteristika ist im Kontext groBer Oko-
nomien eine hercische Annahme. Es ist besonders im Kontext grofer Okonomien wich-
tig, wenn jeder Spieler in der Lage ist, seine Nash-Strategie auf der Basis gewisser
"aggregierter" Information iiber die anderen berechnen zu konnen. Dafl solche Aggrega-
tionsfunktionen dber die jeweils anderen existieren, ist Teil der Axiome des Theorems
in Dubey, Mas—Colell & Shubik (1980). Spiele, die diese Eigenschaft haben wurden auch
in Experimenten verwendet (van Huyck, Battalio & Beil (1988a,b), vgl. auch Crawford
(1989)).

Diese Vorstellung, dal auch im Falle nicht vollstindiger Information der Spieler iiber
die Spieler das Nash-Gleichgewicht noch ein sinnvolles Losungskonzept sein kann,
findet sich auch in der jiingsten Literatur zur Nash-Implementation, wo sie zur Erwei-
terung des Charakterisierungssatzes von Maskin (Maskin (1985), Repullo (1986),
Williams (1986)) gefiihrt hat. Auf Maskins Theorem und diese neueren Beitrige werde
ich im ndchsten Abschnitt eingehen.

Zuvor sind jedoch noch einige Bemerkungen zur Nash-Implementierung angebracht.

Das Konzept eines Gleichgewichts in dominanten Strategien ist natiirlich aus der Sicht
des Planers grundsitzlich dem eines normalen Nash—Gleichgewichts vorzuziehen. Wenn
Jeder Spieler weiB, daB seine gewdhlte Strategie fiir ihn optimal ist, ganz gleich, was alle
anderen tun, besteht intuitiv ein viel starkerer Anreiz fiir ihn, nicht abzuweichen als im
Nash-Gleichgewicht, indem er sich zwar durch Abweichen nicht verbessern kann, aber
gefs. von aus irgendwelchen Griinden erfolgenden Abweichungen anderer betroffen sein
kann.

Der eigentliche Grund, warum man iiberhaupt Nash-Implementation statt der attrakti-
veren Implementation durch Gleichgewichte mit dominanten Strategien betrachtet, ist
ein fundamentales Unmoglichkeitstheorem fiir Implementation in dominanten Strate-
gien fiir bestimmte “direkte" Mechanismen. Direkte (subdirekte) Mechanismen sind
solche, bei denen die Menge der méglichen Signale eines Individuums identisch ist mit



der Menge seiner Charakteristika (bzw. Praferenzen) (vgl. Repullo (1986)). Hurwicz
hatte in seiner bahnbrechenden Arbeit (Hurwizc (1972)), in welcher er auch das Kon-
zept der Anreizvertriglichkeit einfiihrte, bewiesen, daB es kein individuell rationalen
anreizvertraglichen die Effizienz implementierenden Mechanismus gibt. Dieses Unmaog-
lichkeitsergebnis betrifft insbesondere den kompetitiven Mechanismus und schlieft
damit die Implementierbarkeit von Walras—Gleichgewichten in dominanten Strategien
aus. Ein &hnlicher Unmoglichkeitssatz gilt jedoch nicht fiir Implementation in
Nash~Gleichgewichten. Vielmehr existieren Sitze, die die Nash-Implementierbarkeit
von Walras-Gleichgewichten oder im Kontext 6ffentlicher Giiter von Lindahl-Gleichge-
wichten gewahrleisten.

Die Hoffnung, das Unmdglickkeitstheorem von Hurwicz durch Ausweichen auf beliebige
indirekte Mechanismen unter Beibehaltung des Gleichgewichts in dominanten Strate-
gien zu vermeiden, wird durch das sogenannte "revelation—principle" zerstort. Dieses
Prinzip, das in modifizierten Formen auch fiir Nash- und Bayes—Gleichgewichte und
Maximin-Gleichgewichte gilt (Maskin (1985), Myerson (1985), Repullo (1986)) besagt,
dafl es zu jedem indirekten einen dquivalenten direkten Mechanismus gibt, dal man also
"ohne Beschrinkung der Allgemeinheit" sich auf direkte Mechanismen beschrinken
kann. Diese sehr vage Beschreibung fihrt jedoch hiufig zu Fehlinterpretationen! (vgl.
dazu Maskin (1985), Postlewaite (1985), Postlewaite und Schmeidler (1987)). Fiir Nash~
und Bayes—Gleichgewichte gilt das revelation principle uneingeschrinkt nur fiir direkte
Mechanismen, fir subdirekte Mechanismen nur unter einer restriktiven zusitzlichen
Annahme. Auflerdem gilt fiir diese Gleichgewichte nur eine schwache Form dieses Prin-
zips. Wenn eine soziale Auswahlregel durch einen indirekten Mechanismus Nash-imple-
mentiert werden kann, dann gibt es einen direkten Mechanismus, der diese Auswahlre-
gel wahrheitsgemdf (truthfully) implementiert. Wakrheitsgemifie Implementation
bedeutet aber nur, dafi die Liste der Signale, welche die wahren Charakteristika ange-
ben, ein Gleichgewicht bildet, welches in einem Element der Auswahlmenge resultiert.
Das direkte Spiel kann aber durchaus Gleichgewichte besitzen, die auferhalb der Aus-
wahlmenge liegen und zudem fiir alle Spieler besser sind (vgl. Repullo (1986),
Postlewaite und Schmeidler (1987)). Eine solck schwache Implementierbarkeit ist na-
tiirlich nicht sehr iiberzeugend.



Natirlich ist der Bedarf an direkten Mechanismen nicht mehr so klar, wenn man die
Wahrheit ohnehin nicht erzwingen kann.

Bei der Nash-Implementation gilt also das Hauptaugenmerk der Verwendung solcher
Mechanismen und zugehdrigen Signalmengen, die ein mdglichst geringes Maf an Infor-
mation bei den Spielern benftigen, einerseits um den Mechanismus effizient zu gestal-
ten, andererseits um nicht gu unrealistische Anforderungen an den Informationsstand
der Spieler zu stellen.



3. Das Charakterisierungs—Theorem von Maskin

Es sei N ={1,...,n} die Menge der Individuen in einer Gesellschaft. Fiir i € N sei E 490

die Menge seiner moglichen Charakteristika. Genauer gesagt bezeichnet jedes i zunichst
nur eine Rolle, die dann bei festem e, € E; durch das durch e, reprisentierte Individuum

ausgefillt wird.

E= 1 N E; ist die Menge der mdglichen Profile (Listen) e=(e,,...,e) individueller
1E

Charakteristika. Sei A mit # A > 2 die Menge aller realisierbaren sozialen Zustinde.

Eine goziale Auswahlregel wird durch eine Korrespondenz F : E — A beschrieben.
Jedes ¢, enthilt (oder induziert) eine Praferenz }, (vollstindige Priordnung) auf A.

L(ae;) : ={b€A|b}, a}. Fir beste Zustinde e € A gilt somit A =L(a,e,).

Sei M =0 die Menge der moglichen Signale (message space).

7E Ei — M, i=1,...,n, sind individuelle Signalkorrespondenzen.

# : E — M, definiert durch gle) : =N N pi(ei), ist die Signalkorrespondenz.
i€

¢ wird als surjektiiv vorausgesetzt. Das ist keine Beschrinkung, da man sonst

M= U pule) definieren wiirde.
ecE

Eine Ergebnisfunktion h : M — A ordnet jeder Liste von Signalen einen sozialen Zu-
stand zu.

(4,h) nennen wir den Signalprozess.
Def.: Der Signalprozess (i,h) realisiert die soziale Auswahlregel F: & ho g=F

Diese Realisierung ignoriert die individuellen Anreizprobleme und betrachtet nur
die kommunikativen Aspekte der Implementierung (vgl. Williams (1986)).



Wir kommen nun zur eigentlichen Implementation.

Seien §; # $,i=1,..,n Strategienmengen der Individuen i € N.

S:=1 Si ist der Strategienraum. Die Elemente 8 der Si sind individuelle Strategien,
i€N
die Elemente 5 =(s,,...,5 ) € § sind Strategien~Profile.

Eine Abbildung g : S — A heifit Spielform (auf A).

Da die e durch Nutzenfunktionen U reprisentierbare Priferenzen induzieren, definiert
ein Paar (g,e) ein Spiel (S,(u; o g); ¢ ), das wir auch kurz mit (g,e) bezeichnen. Die

Menge E ist also Parametermenge fiir eine Familie von Spielen.

Ordnet man jedem e € E die Menge der Nash—Gleichgewichte im durch e und g definier-
ten Spiel zu, so erhilt man die Nash—Gleichgewichtskorrespondenz

: i = §€S|Vs, €85, : (5,5 ;) eL(g(s),e.
Ng E—S mit Ng(e) jQN{S S| 5, S_] (sJ,s_j) (g(s),ej)}

Dabei ist (sj,§_j) : =(§1,...,§j_1, 55 §j+1""’§n)'

Def.: Die Spielform g Nash-implementiert die soziale Auswahlregel F: g o Ng =F.

NE(g) bezeichne die Menge aller Elemente von S, die fiir mindestens ein e € E
ein Nash-Gleichgewicht bilden, d.h.

= U
NE(g):= U Ny(e)

Sei g!.= : =g| NE(g) die Einschrinkung von g auf NE(g). Dann kdnnen wir folgen-

des feststellen:
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Wenn*F durch g Nash-implementiert wird, dann realisiert der Signalprozess
(Hg,g ). die Auswahlregel F.

Das Problem der Nash~Implementation 1afit sich auf folgende Weise formulieren:

Gegeben ein Signalprozess (u,h), der F realisiert, wann kann M =x(E) als Menge von
Nash~Gleichgewichten urd u als Nash-Gleichgewichts—Korrespondenz eines geeigneten
"grofleren” Spiels implementiert werden?

Diese Fragestellung fiihrt zu folgender Definition:

Def: Sei (u,h) ein Signalprozess der die soziale Auswahlregel F realisiert. Sei g eine
Spielform, die F Nash—-implementiert.

g "enthdlt" (u,h), wenn eine injektive Abbildung ("Einbettung")

a: M — § exstiert, derart dafl
1) Ve€E: ye) =Ng(e) Na(M)

i) g|M=h

g stimmt mit (u,h) fiberein, wenn sogar gilt

i') Ve€eE: ye) =Ng(e)

MLt & —p NE(g)C S
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Dieses von Williams (1986) entlehnte Diagramm illustriert die obige Definition von
"enthilt". Bei "Ubereinstimmung" erhilt man o M) =NE(g). Wegen Ng =y vereinfacht

sich das Diagramm dann wie folgt
NE(g)

*
7 g =h
E -+ A
F

Bei Ubereinstimmung fallen also Realisierbarkeit und Nash-Implementierbarkeit zu-

sammen. F ist Nash-implementierbar, wenn es zerlegbar ist in Nash-Gleichge-
wichts-Korrespondenz und Spielform.

Fir den Charakterisierungssatz benStigt man zwei weitere Eigenschaften.

Def.: Die soziale Auswahlregel F ist monoton : &

Vee' €EVaeF(e): [VieN:L(azg)C L(ae]] 2a €F(e’)

Def.: Die soziale Auswahlregel schliet Veto—Rechte aus: &

VeeE Va€A:[#{ieN|L(ag)=A}2n—1] 32€F(e).

Charakterisierungs—Theorem fiir Nash-ITmplementierbarkeit
(Maskin (1985), Repullo (1987), Williams {1986)):

SeiF:E=1 Ei — A, n €l eine surjektive Auswahlregel. Wenn F Nash-implemen-
ieN

tierbar ist, ist F monoton. Wenn n > 3 und 2 ¢ # A < wgilt und wenn F monoton ist

und Veto—Rechte ausschlieit, dann ist F Nash-implementierbar.
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Die von Maskin urspriinglich konstruierte Spielform kann allerdings fiir einen vollstin-
digen und korrekten Beweis nicht verwendet werden. Durch Wahl eines grofieren Strate-
gienraums konnte Williams (1986) Maskins Theorem beweisen. Er erlaubt zudem durch
eine zusitzliche Annahme an A die Ausdehnung auf unendliche Mengen sozialer Zu-
stinde. In Maskin (1985) ist die fir Spieler i gewahlte Strategienmenge S, =Ex A

Jeder Spieler gibt als Signal ein Profil von Charakteristika an, die in diesem Falle nur
aus Priferenzen bestehen (ei =ki) und einem nicht notwendig erwiinschten Zustand a

(d.h. a ¢ F(e) ist moglich!). Wie Williams zeigt reicht aber dieser Strategienraum nicht
aus. Williams verwendet mit Erfolg die Menge S, : =E x A x{0,...,n —1}. In jedem Fall

beruhen die Konstruktionen auf der Verwendung von Signalen, die alle Priferenzen
betreffen. Es wird unterstellt, daf} alle Priferenzen allgemein bekannt sind. Die Verwen-
dung ganzer Zahlen als Teile der Signale beim Design von Mechanismen findet man
auch in Postlewaite und Schmeidler (1986). Sie dienen dazu, von Abweichungen abzu-
schrecken, da jeder Speiler bei jeder gegebenen Konstellation von Abweichungen aller
anderen Spieler vom Nash-Gleichgewicht durch Wahl einer geeigneten Zahl seinen
favorisierten Zustand durchsetzen kann.
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4. Nash-Implementation nach Maskin

Eine wesentliche Reduzierung der fiir die Spieler bei Nash-Implementation bisher
vorausgesetzten Information gelang Saijo (1988). Er reduziert die von Williams verwen-
dete Strategienmenge wesentlich. Saijo verwendet S5, :=E, x E, 41 " A x N. Durch

Identifizierung von n + 1 mit 1 erhélt man eine zyklische Anordnung, in der jeder Spie-
ler genan einen direkten Vorganger und einen direkten Nachfolger besitzt. Eine Strate-
gie (bzw. ein Signal) besteht nun aus einer Mitteilung iiber die eigene Priferenz, iiber
die des direkten Nachfolgers, eines sozialen Zustandes und einer Zahl i € N. Wiederum
spielen die Zahlen von 1 bis n die Rolle, dal in gewissen Situationen inkonsistenter
Signale jeder Spieler bei gegebenen Signalen aller anderen Spieler die Maglichkeit hat,
den sozialen Zustand zu bestimmen. Das macht solche Situationen fiir alle Spieler un-
attraktiv und setzt den Anreiz, nicht abzuweichen.

Eine Schlisselrolle in Saijos Konstruktion spielt die Tatsache, dafl fiir jeden Spieler zwei
Priferenzsignale an den Planer iibermittelt werden. Wenn n —1 Signale konsistent sind,
betrachtet der Planer den verbleibenden Spieler als Abweichler. Dessen Praferenzsignal
wird von der Spielform ignoriert. Saijo (1988) beweist folgenden

Satz: Sei n > 3. Wenn die soziale Auswahlregel F monoton ist und Veto~Rechte aus-
schliefit, dann gibt es eine Spielform mit den Strategienmengen

Si : =Ei x E, T A x N, welche F Nash-implementiert.

Eine Strategie hat also die Form s, -(el, :+1, &, ml)

Mit e-ll wird das von i verkiindete j betreffende Signal bezeichnet.

Die Spielform g wird wie folgt konstruiert:
Regel 1: Wenn fiir allei € N gilt ez =e§__1 und a, =a und wenn
a€ F(e%,...,eﬁ) dann gilt g(s) : =a.
Regel 2: Wenn firallei€N\ {j, j+ 1} gilt ¢ =€, ,, fir allei €N \ {j}

. 1 1
gilt a, =a und a € F(el, ﬁ, eJJ__l, e-lil, ) dann
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aj falls 2;¢ L(a,e]j_l)

gilt g(s;, s_) =
3 3 | a2 andernfalls

Regel 3: Wenn weder Regel 1 noch Regel 2 anwendbar ist, dann gilt

g(S)=a.miti—1= %X m (modn=).
! heN DB

Es ist relativ leicht, nachzuweisen, daf fiir alle e € E gilt F(e) Cg o Ng(e).

Der Beweis der umgekehrten Inklusion ist ziemlich komplex und beruht teilweise auf
Modifikationen von Maskins Konstruktion.

Aus Regel 1 sieht man unmittelbar, dafl die Angabe der wahren Priferenzen e fiir alle
Spieler gekoppelt mit einem beliebigen fiir alle identischen a € F(e) bei beliebigem m =
(ml,...,mn) ein Nash~Gleichgewicht fiir (g,e) bildet. Wie aber soll ein Spieler i,der zwar

F und g kennt, selbst wenn alle die wahren Priferenzen signalisieren, wissen, welches a
Element von F(e) ist, wenn er e nicht kennt?

Das Ergebnis von Saijo ist sicherlich nicht geeignet, Nash-Implementation auch im
Falle unvollstindiger Information der Spieler zu proklamieren. Unterstellen wir aber
den alten Maskinschen restriktiven Rahmen vollstindiger Information, darn ist Saijos
Ergebnis sicherlich niitzlich. Es erlaubt die dezentrale Implementation iber eine Spiel-
form mit wesentlich kleinerem Strategienraum. Das ist besonders bei grofier Spieler-An-
zahl wesentlich. Die Dezentralisierung der sozialen Auswahl durch Nash-Implementa-
tion setzt zwar vollstindige Information aller Spieler iiber alle Spieler voraus. Es mu$
aber nur ein Bruchteil dieser Information signalisiert werden. Der Rest der Information
wird bendtigt fir die Entscheidung, welches Signal gesendet wird. Natiirlich bleibt
immer noch das Problem der Mehrdeutigkeit. Das aber gibt es bereits im Maskinschen
Ansatz und unabhingig von Implementationsproblematik fiberhaupt im rein spieltheo-
retischen Rahmen.

Man kann zeigen (Trockel (1989)), daB in Saijos Theorem der Signalteil, der die Prife-
renz des Nachfolgers betrifft, durch eine aggregierte Information #iber alle anderen
Praferenzen ersetzt werden kann.
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Das ware in der Tat sehr nitzlich, wenn die fiir das Entscheidungsproblem benstigte
Information eines Spielers mit der fiir das Kommunikationsproblem benétigten fiberein-
stimmen wiirde. Es ist nimlich wesentlich realistischer, gewisse vage Informationen
iiber alle anderen Spieler vorauszusetzen als vollig exakte Information fiber bestimmte
Personen (etwa den Nachfolger).

Angesichts der fir das Entscheidungsproblem notwendigen vollstindigen Information
ist diese Modifikation jedoch nicht mehr als eine technische Variante des Ergebnisses
von Saijo. Allerdings fiihrt die Moglichkeit, aggregierte Information zu signalisieren, zu
einer interessanten Erweiterung der Ergebnisse von Matsushima (1987), auf die ich jetzt
eingehen méchte.

4.2.  Probabilistische soziale Auswahlfunktionen

Bei Matsushima sind die sozialen Auswahlregeln nicht Korrespondenzen sondern Funk-
tionen, die zudem probabilistisch sind: Es wird eine Lotterie {iber sozialen Zustinden
ausgewdhlt. Hier kommen auf natiirliche Weise von Neumann-Morgenstern-Nutzen-
funktionen ins Spiel. In diesem kardinalen Kontext erhilt Matsushima einen Nash-Im-
plementations—Satz. Sein Hauptergebnis ist starke Nash-Implementation in einem
entsprechend modifizierten ordinalen Rahmen.

4.2.1 Der kardinale Rahmen

Wir behalten die bisherige Notation und Terminologie weitgehend bei. Fir i € N sei
€ =W, wobei u, eine von Neumann-Morgenstern Nutzenfunktion auf A bzw. der

Menge A der WahrscheinlichkeitsmaBe ("Lotterien") auf A bezeichnet. A wird als end-
lich vorausgesetzt. a € A und P, € Amit p (a) =1 werden identifiziert. Fir alle i €N

und alle u, € E, wird vorausgesetzt, daf gilt:

a,b€A,atb3u(a)#u(b)

Die von u, induzierte Praferenz R(u,) auf A ist also eine vollstindige Ordnung! Zudem

sei B : =E; =E; Vi,j€N, als0 E =E".
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Def.: Eine (probabilistische) soziale Auswahlfunktion ist eine Funktion ¥: E — A
Fiir e € E wird He) als "sozial erwiinscht" oder "optimal" interpretiert.
Eine Spielform ist nun eine Abbildung g: S — A

Eine strategische Vorschrift fiir Spieler i ist eine Abbildung v, 1 E— Si'
v: E — §, definiert durch (e’) =(v;(€’));¢y heibt strategische Vorschrift,

Das Paar (g,v) bezeichnet man als Schema.
v heifit Nash—Gleichgewichts-Selektion, wenn gilt: Ve €E : 1{e) €N g(e).

Def.: Ein Schema (g,v) Nash-implementiert die soziale Auswahlfunktion ¥ wenn gilt:
¥ =g o v und v ist Nash—Gleichgewichts-—Selektion. Eine soziale Auswahlregel ¥
ist Nash-implementierbar, wenn ein Schema {g,r) existiert, welches ¢
Nash-implementiert

Matsushima beweist folgenden
Satz: Jede (probabilistische) soziale Auswahlfunktion ist Nash—implementierbar.

Im Beweis konstruiert Matsushima eine Spielform wie folgt:

5; e =(ul_;, v, ui’+1) Vi€ N und alle e’ € E mit der Konvention : »n + 1 =1.

Also 8, =EP faralleieN. wfe):=(e’) .

g(s) : =¥e), falls fiir mindestens n —1 Spieler i € N gilt 8 =,

Also folgt fiir alle e’ € E : He*) =g(s) =g(v(e)).

Der Planer hat also bel jeder konsistenten Liste aus n —1 Strategien die Méglichheit,

die eindeutige n—elementige Liste e’ zu bestimmen.

Die Nutzenfunktion jedes Spielers wird dabei aus den konsistenten Signalen der jeweils
anderen Spieler ermittelt. Man erhilt fiir allei € N und alle 5; € Si und allee’ € E

uj(g(e'j) i N) =11ig(sl,(e’j)j#),
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Abweichen von der konsistenten Signalliste aller anderen Spieler bringt also keine Ver-
besserung. Jede solche konsistente Signalliste ist also ein Nash—Gleichgewicht. Dies gilt
insbesondere fiir das Strategienprofil, in dem alle die Wahrheit sagen.

Natiirlich ist ohne Kommunikation und Koordination ein konsistentes Liigen aller sehr
unwahrscheinlich. Die Wahrheit bildet einen sogenannten "focal point". Der Anreiz, die
Wahrheit zu sagen ist daher in der Tat ziemlich gro8.

Anders als im Kontext der Arbeit von Saijo (1988) stimmt hier die zur Kommunikation
mit dem zentralen Planungsbiiro notwendige individuelle Information mit der fiir das
individuelle Entscheidungsproblem notwendigen Information iiberein.

Auch dieser Satz beruht auf der Voraussetzung der genauen Kenntnis nicht nur der
eigenen sondern auch der Priferenzen zweier anderer Spieler. Zudem muf sich diese
Kenntnis iiber andere auf eine ganz spezifische Weise gleichmifBig iiber alle Spieler
verteilen.

4.2.2 Der ordinale Rahmen

Wir gehen von der Situation des kardinalen Rahmens in Abschnitt 4.2.1. aus. R(u;) sei
die von u; induzierte vollstindige Ordnung auf A. Mit Q bezeichnen wir die Menge aller

solcher vollstindigen Ordnungen.
Fir p, p’ € A definieren wir ausgehend von R €
p R p': & p=p oder Vumit R(u) =R: u(p) > u(p’)

Da R bei Identifizierung von p,, mit pa(a) =1 und a auf A gerade R induziert, bezeichne

ich R fortan durch R.

Eine ordinale soziale Auswahlfunktion ist eine Fuktion f : ® — A Wir setzen Ei = fiir
alle i € N, also E =",
e:=(R,), €' =E.
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Wenn wir eine soziale Auswahlregel ¥ wie in Abschnitt 4.2.1 betrachten, fiir die gilt

Auypy-otty) =Any,..;u) falls Vie N : R(u,) =R(v}),
dann definiert ¥ eine ordinale soziale Auswahlfunktion durch f(R(u)ien) - =A(0y)ieny)

Ein Implementationssatz fir den ordinalen Rahmen, analog zu dem im kardinalen
Rahmen von Abschnitt 4.2.1. 1aBt sich beweisen, wenn die dortige Kenntnis der U,

durch die der R, ersetzt wird. Auch die in 4.2.1. diskutierten Verallgemeinerungen sind
méglich (Trockel (1989)).

Dabei Nash-implementiert ein Schema (g,v) eine ordinale soziale Auswahlfunktion {
wenn gilt g(i{vy,...,u ) =f(R,,...,R ) fur alle e € " und alle R, reprisentierenden

Nutzenfunktionen u, i €N.

Matsushimas Hauptergebnis bezieht sich auf starke Nash-Implementierbarkeit.

Def.: Ein Schema (g,v) Nash-implementiert eine ordinale soziale Auswahlfunktion f
stark, wenn gilt:

i) (g,v) Nash-implementiert {
ii) YeeE: # g(Ng(e)) =1

Eine soziale Auswahlregel heifit stark Nash-implementierbar, wenn es ein Sche-
ma (g,v) gibt, da { stark Nash-implementiert.

Die starke Nash-Implementation gewahrleistet aber nur eindeutige Nash-Gleichge-
wichts—Auszahlungsvektoren, keine Eindeutigkeit des Nash—Gleichgewichts. Obwohl
der Implementationsbegriff in der Tat wesentlich stirker ist, wissen die Spieler dennoch
nicht, welche der "gleich guten" Nash-Strategien die anderen Spieler wahlen.

Unter einer abgewandelten Monotoniebedingung sowie dem Ausschlufl von Veto-Rech-
ten erhalt man in diesem Rahmen einen zum Satz von Maskin analogen Implementati-
onssatz.
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Def.: Eine ordinale soziale Auswahlfunktion ist monoton im weiteren Sinne

& Vee€E: [VpeA:f(e) R, pa1e) R: p] = [f(e’) =1(e)]

Def: Eine ordinale soziale Auswahlregel f schlieft Veto—Rechte aug

:oVe€EVaeA: [CCN, #C>n—1,aist R.-optimal Vi € C] 2[f(e) (a) =1]

Satz (Matsushima (1987)): Eine stark Nash-implementierbare ordinale soziale
AuswahlMunktion { ist monoton im weiteren Sinne. Ist
f monoton im weiteren Sinne und schlieft Veto-Rech-
te aus, dann ist f stark Nash-implementierbar.

Man kann diesen Satz jedoch auch beweisen, wenn man fiir jeden Spieler die Kenntnis
nur einer Priferenz aufer der eigenen unterstellt. Weit wichtiger erscheint mir jedoch
die Tatsache, daf auch hier ein Beweis mdglich ist, bei dem exakte Kenntnis der Prife-
renzen anderer durch aggregierte Information iber alle ersetzt werden kann. Man kann,
da A endlich ist, die Nutzenfunktion auf A mit einer endlichen Menge ganzer Zahlen
indizieren. Die Summe der Indices der Nutzenfunktionen aller anderen reicht als Signal
neben dem Index der eigenen Nutzenfunktion aus, um Nash-Implementierbarkeit in
diesem Rahmen zu beweisen (Trockel (1989)).

Auch hier beruht der Beweis auf der Konstruktion einer Spielform in der jeder Spieler
Signale (Strategien) verwendet, welche seine eigene Priferenz und die des Vorgingers
und des Nachfolgers betreffen. Auch hier 1afit sich die Aussage beweisen, wenn man
Signale, die prizise Aussagen iiber bestimmte andere Spieler enthalten, ersetzt durch
prézise Signale der Spieler {iber sich selbst und aggregierte Information diber die jeweils
anderen (Trockel (1989)).

Vermutlich kann man eine allgemeine mafitheoretische Bedingung angeben, so daf ein
entsprechendes Ergebnis auch fiir unendliche Mengen A sozialer Zustinde hergeleitet
werden kann.
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Es 1afit sich zeigen (Matsushima (1987), Proposition 2), da8 fiir eine generische Menge
ordinaler sozialer Auswahlfunktionen f eine Spielform konstruiert werden kann, die f
eindeutig stark Nash-implementiert, wenn immer das Priferenz—Profil e hinreichend
"konfliktreich" ist. Letzteres ist der Fall, wenn der Ausschlu von Veto—Rechten eine
leere Bedingung ist.

Der probabilistische Ansatz von Matsushima fiihrt zu Ergebnissen, die in starkem Kon-
trast zu einigen bekannten Unméglichkeitssdtzen im deterministischen Kontext stehen
{Gibbard (1977), Muller & Satterthwaite (1977)). Ein Analogon bekommt man, wenn
man { in unserem Rahmen "deterministisch" macht, d.h. wenn gilt

VecE JacA:f(e) (a) =1

Neben dem probabilistischen Aspekt ist insbesondere die Beschrinkung auf Funktionen
statt Korrespondenzen fiir die positiven Ergebnisse verantwortlich.

Wir haben in der Tat einen Rahmen gefunden, in dem sehr unvollstindige Information
iber das zu spielende Spiel ausreicht, soziale Ziele dennoch durch Nash—Gleichgewichte
zu implementieren.
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