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Erganzung
30.Marz 1990

So —nun ist es also doch passiert: das Diskussionspapier in Druck und beim Mittagessen
von Eyal Winter und Benny Moldovanu der Hinweis (ihnen sei Dank), dafi es da doch
schon so eine Arbeit gibt:

Ehud Lehrer: An Axiomatization of the Banzhaf Value,

1JGT 17 (1988), 89-99
In der Tat, eine einschlagige wichtige Arbeit, deren Verhaltnis zum folgenden in dieser

kurzen Erganzung angesprochen werden soll:

Theorem A dieser Arbeit charakterisiert den mit 21T normierten Banzhaf—-Wert 7 (die
folgende Arbeit benutzt f=3/2) durch die Axiome:

D ein erweitertes Dummy—Axiom,

ET Symmetrie,

sowie Dubey's '"Binarlinearitat'' und ein Axiom

SA keine 2er—Fusion schadet.

Die hier vertretene Sicht hat einen bis aufl die ersten beiden Axiome fast
entgegengesetzten Ausgangspunkt:

1. jeder einzelne frigt sich, wieviel er im Fusionsfalle den anderen auszahlen miifite

(*) s.5.4f dieser Arbeit —

der fiir ihn verbleibende Rest konstitulert seine Forderung;

2. sinnvolle Forderung fiir einen Fusionswerte ist eher

SA,|= keine 2er—Fusion lohnt sich —

denn mit den entsprechenden Forderungen verbleibt man dann im Ausgangsspiel,
wahrend eine lohnende Fusion Anreiz ware, das Spiel durch Fusionieren zu verindern.

In Lehrer 1988 wird nun gezeigt, daB der Banzhaf-~Wert die Eigenschaft

verschwindender 2er~Fusionsgewinne hat: das ist eine Verscharfung von

fir alle 1 gilt 7(v)(17)=0 (5.15), zu

171
(**) x(v)}5)=0 fiir alle Paarkoalitionen S,

wobei 7 den Fusionsgewinn bedeutet. In Lehrer 1988, Rem.3 wird festgestellt, daB nach
der Fundierung des Wertes fiir Zweipersonenspiele durch (**) der Wert {estgelegt ist.
Die Eigenschaft (*) ist schwicher als (**), leistet jedoch mit der Spieliquivalenz

(Dummies vergessen + ET) und mit der Fundierung zusammen dasselbe.



Ein Wort suvor: Dargelegt werden Ergebnisse aus dem DFG—Projekt "komplexe ein-
fache Spiele'. Die folgenden Darlegungen setzen eine gewisse Vertrautheit mit den
klassischen Konzepten der kooperativen Spieltheorie voraus. Wo sie nicht verfiigbar sind
kann auch auf die beiden Projektpapiere 'Ostmann/Schmitt: Einfache Spiele — eine
Einfihrung' und 'Ostmann: APL-Programme fiir monotone einfache Spiele' zuriickge-
griffen werden. In Okonomie und Politik spielen Fusionen eine gewichtige Rolle: im
folgenden wird aber nicht die Anwendung der vorgetragenen Konzepte fiir diesen Bereich
diskutiert. Diese wichtige Diskussion bleibt einem spiteren Beitrag vorbehalten. Im
Projekt "komplexe einfache Spiele" wird dariiber hinaus im Rahmen experimenteller
Spiele das Verhalten in entsprechenden Situationen untersucht. Auch diese Ergebnisse

werden mit den hier diskutierten formalen Konzepten zu kon{rontieren sein.

1. Fusionen in einfachen Spielen

Betrachten wir die {olgende Darstellung eines gewichteten Majoritétsspieles
(Ein—Ressourcen-Spieles):
(51;32,20,15,13,11,10)
Die erste Koordinate gibt das Mehr (den Abstimmungslevel), die folgenden konnen als
Sitzverteilung bzw. Ressourcenausstattung gedeutet werden. Das Spiel hat die Minimal-
reprasentation (5;3,2,1,1,1,1). Diese erzeugt im Konstantsummenfall, der hier vorliegt,
Nucleolus und einfache Hauptlosung.
Der Nucleolus ist in diesem Spiel einziges Element des Kernels. Gemaf dieser Lésungs-
konzepte kann aus der Fusion von Spielern kein Gewinn gezogen werden.
Betrachtet sei nun im vorgelegten Spiel die Fusion der 2—ten mit der 6—ten Partei, also
(51;32,30,15,13,10), bzw. in der  Minimalreprisentation
(5:3,3,1,1,1).
Betrachtet man die Shapley—Werte
(12,6,3,3,3,3)/30 resp. (9,9.4,4,4)/30,
so lohnt diese spezielle Fusion nicht: statt zuvor 6+3=9 stehen nunmehr ebenso 9
Dreifligstel zur gemeinsamen Verfiigung. Auch bzgl. des (unnormierten, d.h. nicht mit



Gesamtmasse 1) Banzhaf~Wertes lafit sich fiir die Fusionierenden keine Verbesserung
feststellen:

(344,156,94,94,94,94) /1000 wird zu

(250,250,125,125,125) /1000 |
Die Fusion hat jedoch (jeweils) externe Effekte: sie schwicht den Starken und starkt die
anderen Schwachen. Ubrigens, beide Werte lassen sich als Vektor bedingter Erwartungen
bei Gleichwahrscheinlichkeit auffassen, und zwar der Banzhal—Wert bagl. der sich
bildenden Koalitionen, der Shapley—Wert hingegen bzgl. der als Hinzutritt
interpretierten Spielerpermutationen (vgl. Straffin 1983, Dubey/Shapley 1979).

Was geschieht nun bei einer Fusion?

Das Spiel wird verandert: eine Koalition tritt nun als ein einziger Spieler auf. Bei Res-
sourcendarstellungen kann man dem neuen Spieler die Summe der Ausstattungen der
Fusionspartner zuweisen, die Fusionspartner entfernen, und alle restlichen Daten des
alten Spieles iibernehmen. War die Ressourcendarstellung bisher minimal, so ist sie
dieses nach der Fusion nicht mehr unbedingt. Sowohl die minimale Ressourcenanzahl
kann sich verkleinern, wie auch die zur Darstellung benotigte Masse.

Um Uberblick iber alle méglichen Fusionen zu gewinnen, langt es (Schritt fiir Schritt)
Fusionen mit nur zwei Fusionspartnern zu betrachten.

Zwei Spiele v und w seien aquivalent, wenn sie dutch Umbenennung der Spieler und
Hinzufiigen oder Streichen von Dummies ineinander ibergefihrt werden konnen. Be-
trachten wir den Raum aller Aquivalenzklassen von Spielen, bzw. einen Raum geeigneter
Repréisentanten (i.bes. ohne Dummies), so induziert die Fusion von Paaren eine asym-
metrische Relation | und iiber deren transitive Hiille eine Erreichbarkeitsrelation » mit
Endknoten id.

Beim Ubergang | bleiben die Eigenschaften Superadditivitit, Konstantsumme und
1-Ressourcen—Spiel (weighted majority game) erhalten. .

"veto'' bezeichnet das Drei—Personenspiel mit den minimalen Gewinnkoalitionen 12 und
13, "et" das Zwei—Personen—Einstimmigkeitsspiel, und "id" das Ein—Personen—Spiel. Es
gilt: vetolet, vetolid, etlid.

Im folgenden betrachten wir zunichst Fusionen fiir das Spiel veto. Die Fusion der beiden
schwachen Spieler in veto begriindet Gleichwertigkeit mit dem Starken. Die Koalition
der Schwachen begriindet eine blockierende Koalition. Die Fusion einer minimalen
Gewinnkoalition fiihrt zu id. Es erschein sinnvoll, von einem Lésungskonzept die Beriick-
sichtigung der Fusionsmacht (Macht, das Spiel durch Fusion zu verdndern), zu



fordern: In et erhalten dann beide Spieler aus Symmetriegriinden 1/2. Die Fusionspart-
ner 2 und 3 sind in veto symmetrisch und konnen deshalb davon jeweils die Halfte, also
1/4, beanspruchen.

Die Anspriiche in einem Spiel wiirden sich dann aus entlang méglicher Fusionspfade
riickgerechneten Anspriichen ergeben. Dabei gibt es jedoch, wie wir sehen werden, ge-
wisse Komplikationen. Eine erste liegt darin, daf Fusionen minimal gewinnender Koali-
tionen S in superadditiven Spielen v ein Spiel Wg iquivalent zu id erzeugen und somit
der durch Fusion entstandene Spieler 'S den Wert 1 beansprucht. Im Beispiel veto wird
der Widerspruch sichtbar: Wahrend Spieler 1 und 3 iiber et gemeinsam nur 3/4 bean-
spruchen, aus veto jedoch als minimal gewinnende Koalition, also iber id, eine Summe
von 1 begriinden kénnen.

Wir werden im weiteren das 6—Personen—Spiel kra (Kravitz 1987, Ostmann 1985b)
analysieren. Es ist durch folgende minimalen Gewinnkoalitionen gegeben: 12, 134, 135,
236, 2456. Die Spieler 4 und 5 sind symmetrisch.

Auch an diesem Spiel sei gezeigt, daB es unmoglich ist, die Forderungen aus allen mog-
lichen Fusionen in nur einem Forderungsvektor zusammenzufassen:

Die Fusion der Spieler 2 und 3 fihrt zu veto (Spieler 4 und 5 werden Dummies):
kralveto. Wir notieren deshalb vorlaufig als Losung (1,a,b,0,0,1)/4 mit a und b positiv

und a+b=2. Da 12 minimal gewinnend ist, also 1 beanspruchen, ware aber a=3.

Wie bereits gesagt: Fir jedes superadditive Spiel v konnten wir aus vid fir einen An-
spruchsvektor x die Bedingung x(8):=3{x;;i€S}=1 fir jede minimal-gewinnende Koali-
tion S erhalten. Das daraus entstehende Gleichungssystem x(S)=1 fir § minimal ge-
winnend ist aber unter Umstinden nicht lésbar. Fir kra ist das Gleichungssystem zwar
losbar, aber nicht eindeutig:
x=(2a+b,3a,2a,a,a,b) mit a,b20 und Sa+b=1.
Das obige Gleichungssystem wird iiblicherweise gedeutet als:

x(8)=v(8) fiir S minimal-gewinnend;
in unserer Interpretation rekurieren wir jedoch nicht auf, v sondern auf den Wert des
durch Fusion vor § entstandenen Spielers "S im neuen Spiel W, also

x(8)=(wg)ug fiir S minimal-gewinnend;
(man beachtet, der Wert eines einzelnen Spielers i in einem Spiel u iblicherweise als u,
an Stelle von u({i}) notiert wird).
Es gibt nun verschiedene Méglichkeiten, die Bedingungen fiir x zu modifizieren. Dabei
spielt natiirlich eine entscheidende Rolle, welche Interpretation der Losung x gegeben

werden soll.



Zwei Verschiarfungen werden iiblicherweise diskutiert:

1. Ediillt ein Vektor x obige Bedingung und zudem gewisse Stabilititsbedingungen {die
dafiir sorgen, dafi die Menge der Xg eine von Neumann—Morgenstern—Ldsung bilden), so
heifit er einfache Hauptldsung. Es gilt der Satz (Hoflman/Richardson 1961): existiert
eine blockierende Koalition die echte Teilmenge einer minimal—gewinnenden ist, so gibt
es keine einfache Hauptlosung.

2. Erfiillt ein Vektor x obige Bedingung und zudem x(S)21>x(T) fiir alle § mit v(§)=1
und alle T mit v(T)=0, so heifit (1;x) homogene Reprasentation und v heifit homogenes
gewichtetes Majoritatsspiel (homogenes 1—Ressourcen—Spiel) falls ein solches x existiert.
Weiters: ist das Spiel ein homogenes 1-Ressourcen—Spiel mit Konstantsumme (d.h.
v{§)+v(N-S)=1 fiir alle SIN), so ist x eindeutig und zudem einfache Hauptlosung.

Das Losungskonzept "'Kernel" kann man ebenfalls als Variante auffassen. Hier wird das
Teilmengensystem der minimal-gewinnenden Koalitionen (auf erster Stufe; Maschler/-
Peleg 1964, Ostmann 1985b) ersetzt durch ein Abhingigkeiten vermeidendes ausgegliche-
nes System von Koalitionen, auf die bei der Argumentation von zwei Spielern gegen-
einander als ''beste Alternative' Bezug genommen wird.

Unser Interesse, Fusionsmacht zu messen oder beziglich mdglicher Fusionen
angemessene Forderungsprofile abzuleiten, verlangt eine andere Modifikation als die
genannten. Jede Fusion kann vorgestelll werden als erzeugt von l, also durch
nacheinander vollzogene Paarfusionen. Will man jedem Spiel eine Ldsung zuweisen, so
besteht damit ein Grund sich bei der Grofle der Fusion auf Paare zu beschranken. Die
weiteren Fusionen brauchen damit nicht unberiicksichtigt zu bleiben, denn man kann
rekursiv auf die Losungen der Nachfolgerspiele zuriickgreifen, bis man id erreicht. Diesen
Weg werden wir bei der Definition unseres Fusionswertes gehen.

Das Mengensystem der Paare umfaftt n(n—1)/2 Koalitionen, so dafl es auch hier wenig
Hoffnung gibt, die Gleichungen xi+x-=wi-("ij) simultan zu losen. Was aber geht ist, die
angemessenen Forderung eines Spieiers 1 aus der Beriicksichtigung der Forderungen
seiner Partner abzuleiten. Da i in jedem Paar das gleiche fordert, namlich seinen ange-

messenen Anteil X, 1st

*) ;wij("ii) = (n-1)x;+ (x(N)—=x;)
17



Der Fusionswert x ordnet jedem n—Personen—Spiel v ein Mafl x(v) zu, das durch den
Gewichtsvektor (xl,...,xn)(v) gegeben ist. Der Fusionswert ist bestimmt durch die drei
folgenden Eigenschaften:

1. Schwache Effizienz xl(id)zl

2. Schwache Symmetrie xl(et)= Xolet) und xl(vel)= xg(vel)

3. Fusionswert in Paaren (Rekursionsformel)

Xi(v)=n—1—7({2 Xmiﬂ(i,j)(wij) }—x{v)(N))
j#i

wobel w.. das aus v durch Fusionieren der Spieler i und j zu min(i,j) erzeugte Spiel ist; in

min(i,j) ist eine niitzliche Konvention fiir "'ij.

Die Rekursionsformel entsteht aus (*) und bedeutet insbesondere, dafl keine Vergleiche
zwischen Konkurrenten angestellt werden. Ein Spieler ist in jeder Zweierfusion gleichviel
wert: der Wert kann aufgefait werden als Vektor der Forderungen, die Spieler in
Zweierfusionen begriindet einbringen konnen, bzw. die sie bei einer Fusion beanspruchen

(Forderungsprofil). Jeder Spieler weifl, wie er die anderen insgesamt auszahlen muf.

. — 1 : _ be
Man beachte auch: X(v)(N)—mzfij mit {ij_wij( ij)

Die ersten zu errechnenden Fusionswerte sind:

Spieleranzahl Spiel Minimalrepr. X

n=3 maj (21,1,1) (1,1,1)/2
veto (3:2,1,1) (3,1,1)/4

n=4 tripod (4;3,1,1,1) (7,1,1,1)/8
step (53,2,2,1) {(5,3,3,1)/8
— (5;3,2,1,1) (5,3,1,1)/8
apex (32,1,1,1) (3,1,1,1)/4

(Das Spiel step wird auch aufgrund der graphischen Reprasentation seiner minimalen
Gewinnkoalitionen als diamond bezeichnet.)

Wir unterbrechen an dieser Stelle die Darstellung des Fusionsweries, um zunichst die
méglichen Fusionspfade fiir das Spiel kra darzustellen und dann klassische Losungskon-
zepte fiir die auftretenden Spiele zu errechnen. Dafiir brauchen wir noch eir Paar

Kleinigkeiten — zunachst die Definition zweier (ungeordneter, vgl. Ostmann 1985a)

Spiele:



wol und uo? sind zwei Fiinf-Personen—Spiele. Das Spiel uol ist gegeben durch die
minimal-—gewinnenden Koalitionen 12,134,135,234,245 - das Spiel uo2 durch

12,134,235,245. Das Spiel uol hat die Minimalreprasentation [ ?E%’g‘g’i% ], das Spiel

uo2 hat die Minimalrepréaentatioﬁ %E%’g’(l)’(l]’? {vgl. Ostmann/Schmitt 1990); eine

Koalition muB iiber beide Ressourcen im vorgeschriebenen Ausmafle verfiigen, um
gewinnen zu koénnen. Man beachte: die Permutation (12)(34) ist fiir uol ein
Automorphismus, also spielerhaltend.

Eine kurze Bemerkung zur "'Gréfie"’ externer Fusionseffekte:
Die Starkerelation v) (desirability relation, Maschler/Peleg 1964) bleibt bei den
Fusionen schwach erhalten:

Fiir Spieler i und j, die nicht zu § fusionieren (i,jeN-S) gilt:

ausi 4v)j folgt iZ(wS) }.
Das heifit aber nicht, da8l die externen Effekte unbedeutend waren: durch die Fusion von
S kann ein Spieler ja bedroht sein, auf eine nichst kleinere Starkestufe hinabgedriickt zu
werden; er kénnte natiirlich auch davon profitieren, auf eine nachst grofere Stirkestufe

angehoben zu werden.

Schlieflich mag die folgende Skizze fiir das Spiele kra der Vorstellungskraft helfen:
kra ' 6

i
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2. Der Kernel und der Nucleolus der von kra aus erreichbaren Spiele

Bis auf kra, uol und uo2 sind alle von kra aus bzgl. | erreichbaren Spiele geordnet und
sogar 1-Ressourcen—Spiele (weighted majority games). Die Spiele kra, uol und uo2 sind
2-Ressourcen—Spiele. Die Symmetriegruppen der Spiele werden fiir die letzteren von
jeweils einer Permutation erzeugt, namlich (45) fiir kra, (12)(34) fir uol und (34) fiir
uo2. :

Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht idber die durch alle méglichen Fusionen

erzeugten Spiele, und indirekt auch iber die Fusionswege.

Spiel tritt auf bei {olgenden Fusionen:

uol 46 ()

uo2 24(); 45

(8;6,3,2,1,1) 16

(7;4,3,3,1,1) 36

(7:5,2,2,21) = 13

(5;3,2,2,1,1) 26 :

step 14 (); 34 (); 1324 (); 13 45; 1425 (); 14 56 () 24 35 (); 24 56 ();
26 34 (); 34 56 ()

(5;3,2,1,1) 16 24 ()

tripod 136

apex 13 26; 13 46 (); 26 45

veto 23; 14 23 (); 16 34 (); 23 45; 23 46 (); 23 14 56; 16 24 35 ()

maj 346; 14 26 (); 14 36 (); 1324 56 (); 14 25 36 ); 13 26 45

et viele, i.bes.: 16 23; 16 23 45

id viele

Die Eintragung () steht fiir die durch Vertauschen von 4 und 5 entstehende Fusion.
Das Spiel (7:4,3,3,1,1) wird auch aufgrund der graphischen Reprisentation seiner
minimalen Gewinnkoalitionen als house bezeichnet.



Kernel und Nucleolus sind im folgenden tabelliert. Der im folgende ebenfalls tabellierte
Stress eines Spieles ist die relative Anzah! der sich im Spiel und seinem Dualen im Werte

unterscheidenden Koalitionen. Er ist also bei Konstanisummenspielen 0.

Spiel Stress Kernel (hier einpunktig, gleich Nucleolus)
kra 0.15625 (2,3,2,1,1,0)'
uol 0.125 (2,2,1,1,1)'
uo2 0.1875 (1,2,1,1,0)"
(8;5,3,2,1,1) 0.3125 (1,0,0,0,0)
(7:4,3,3,1,1) 0.0625 (1,1,1,0,0)"
(7;5,2,2,2,1) 0.0625 (2,1,1,1,0)"
(5;3,2,2,1,1) 0 (3,2,2,1,1)"
step 0.125 (1,1,1,0)!
(5;3,2,1,1) 0.375 (1,0,0,0)
tripod 0.126 (1,0,0,0)
apex 0 (2,1,1,1)'
veto 0.25 (1,0,0)

maj 0 (1,1,1}

et 0.5 (1,1)!

id 0 1

Die Abbildung ' normiert Vektoren auf Gesamtmasse 1.

Eine Besonderheit des Kernel ist, da$f zu jedem Kernelelement eine Koalitionsstruktur
gehort, die angibt, wer mit Nulldividenden ausgesondert wird und zwischen welchen
Gruppen von iibrigen Spielern die grofiten Exzesse auftreten. Diese Gruppen werden
iiblicherweise als Prikoalitionen gedeutet (vgl. Maschler /Peleg 1964, Ostmann 1985b).

Prakoalitionen treten bei den von kra aus erreichbaren Spielen nicht auf.



3. Werte und einfache Hauptlosung

Spiel einf.HL %1000 $x1000

kra 23236 422,266,234,140,47,47,78 333,300,167,50,50,100

uol 23234 4375;250,250, 125,125,62 317,317,150,150,67

uo? 23235 406;219,281,94,94,94 283,367,117,117,117

(8;5,3,2,1,1) 1d2 344;344,156,94,31,31 617,200,117,33,33

(7:4,3,3,1,1) 23c234 469;281,219,219,31,31 367,283,283,33,33

(7:6,2,2,2,1) 2342345 469;406,94,94,94,31 560,133,133,133,50

(5;3,2,2,1,1) ja —;3125,1875,1875,625,625 400,233,233,67,67

step 23234 437.;312;,187,,18 7e,62¢ 417,250,250,83

(5;3,2,1,1) 1d2 312¢;312¢,187 62,62, 583,250,83,83

tripod 1cl2 4375;4375,625,625 750,83,83,83

apex ja —375,125,125,125 500,167,167,167

veto a2 375;375,125,125 667,167,167

maj ja —250,250,250 333,333,333

et 1az?2 250,250,250 500,500

id ja —500 1000

einf, HL: "ja'' ist eingetragen, falls eine einfache Hauptlésung existiert — sie
ist dann identisch mit der Minimalreprasentation.
"BcS" wurde eingetragen als Begriindung warum sie nicht existiert;
B ist dabei eine blockierende Koalition, die in einer minimal—
gewinnenden Koalition S lLiegt (vgl. Hoffman/Richardson 1961;
schon Richardson 1956 gibt Beispiele fiir die Existenz einfacher
Hauptlosungen in Nichtkonstantsummen-Spielen)

B: die erste Koordinate i, gibt den Anteil der Gewinnkoalitionen in

Tausendstel wieder. Fiir Konstantsummenspiele ist er 500/1000 und
wurde nur als "~ vermerkt; die weiteren Koordinaten £, geben die

Werte {iir die Spieler
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4. Fusionsgewinne nach klassischen Losungskonzepten

Sei fiir das folgende zunichst ein Losungskonzept L festgesetzt. Dann kann man
vergleichen, was gemaf dieses Losungkonzeples eine Koalition § vor und was sie nach
der Fusion beanspruchen kann, nimlich L(v)(S) und L(ws)("S) hernach — wobei "'S den
Spieler in wg bezeichne, der aus S hervorgegangen ist. Wir bezeichnen #(v)(5):=
L(wS)("S)—L(v)(S) als Fusionsgewinn (von § in v). Im folgenden sind die

Fusionsgewinne fiir Paare tabelliert.

Fusion Spiel Nucleolus ¢ Gewinne
12 id 5/9-1 13/30-1 +,+
13: 4/9-2/5 1/2-11/20 -+
14(): step 1/3-1/3 38%-42% =+
16: 2/9-1 43%-62% +,+
23: veto 5/9-1 47%-3/5 +,+
24(): 02 4/9-2/5 7/20-87% —+
26: 1/3-1/3 2/5-2/5 ==
34(): step 1/3-1/3 22%-1/4 =,+
36: house 2/9-1/3 27%-28% +,+
45: uo2 2/9-1/5 1/10-12% -+
46(): ' vol 1/9-1/7 3/20-3/20 +=

Die %—~Angaben sind jeweils gerundet — und zwar jeweils um genau 1/ 3%.

Vorsicht: Weitere Fusionen kénnen die vorliufigen Gewinne z.T. wieder zunichte
machen. In der Spalte Gewinne bezieht sich das erste Zeichen auf den Nucleolus, das
letzte auf den Shapley—Wert ¢.
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Betrachten wir nun, was geschicht, wenn einer Paarfusion eine weitere folgt. Es gibt
dabei zwei verschiedene Mdglichkeiten: entweder wird ein weiterer Spieler auigenommen
oder es entsteht ein weiterer Spieler, der fiir ein Paar agiert.

Wir nennen eine Fusion fiir ein Lésungskonzept L—erreichbar, wenn es einen Pfad von
Paarfusionen gibt, der zu ihr fihrt und fir den jede Paarfusion des Pfades einen
positiven Fusionsgewinn erméglicht.

Sei im folgenden L der Nucleolus. Von id und et aus sind keine weiteren Spiele
erreichbar. Die Spiele maj und apex haben genau einen Nachfolger, namlich id. Das Spiel
veto hat auch genau einen Nachfolger: die beiden schwachen Spieler fusionieren, um et
zu erreichen.

Fiir unser Beispiel kra erhielten wir als erreichbare erste Fusionen:

(8;5,3,2,1,1), uol, (7;4,3,3,1,1), veto und id.

Eine nun folgende zweite (Paar)Fusion ist als Erweiterung und als Entgegnung

vorstellbar:

A. Erweiterungen

Fusion Spiel Nucleolus—erreichbar iiber
136 tripod 36
236 id 36
346 () maj 46
146 () ' veto 46

B. Entgegnungen

Spiel Nucleolus—erreichbar iber
id 36—36 12, 4646 12

veto 4646 23

et 16-16 23, 23-16 23

tripod : 36-136

Es stellt sich nun die Frage, in welchen Partitionen der urspriinglichen Spieler keine
weiteren Fusionen mehr lohnen, oder anders, wo die Fusionspfade fiir ein vorgelegtes
Lésungskonzept enden. Dazu langt es nurmehr die Spiele zu betrachten, die bisher

erreichbar sind:



n=3

n=3

nz2

n
[

12

in den Spielen tripod und et lohnt keine weitere Paarfusion, von maj, veto und aus
lohnen Uberginge. Damit ist klar, dafl fir den Nucleolus nur aus obigen Listen
entsprechend vervollstindigte Fusionspfade enstehen. Die zu den Endknoten gehorigen
Spiele sind immer nur id, et und tripod.

Der Zugriff auf den Spielwert kann durch folgende Koalitionen von Spielern des
Ausgangsspieles geschehen:

12, 236, 1346 (), 2346 () iiber id; 1236 und 12346 () Uber et; sowie N iiber tripod.

Man beachte, daB die Dynamik auch zum Entstehen iibergrofier (=nicht minimaler)
Gewinnkoalitionen fihrt. Werden Forderungen mit der Verteilung des Spielwertes durch
diese Koalitionen begriindet, so ware zB. (2,2,1,0,0,1)/4 ein zuldssiges
Forderungsniveau. Tatsachlich werden durch die Fusion 46 der Spieler 5 und durch die
Fusion 23 die Spieler 4 und 5 Dummies.

Das folgende Schaubild skizziert die Gesamtheit der gemaB Nucleolus lohnenden

Fusionspfade.

kra

8;53211 7:43311

tripod

veto Wa,j

et

id
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Man kann jedoch auch der Ansicht sein, daB voriibergehend Fusionsverluste in Kauf
genommen werden miissen. Das Spiel tripod war nur deshalb Endpunkt, weil es mit
Paarfusionen nicht verlassen werden konnte. Die Fusion der drei kleinen Spieler jedoch
filhrt zu et. Nehmen wir also bei Paaren voriibergehend Verluste in Kauf, so vergleichen
wir nur mit méglichen Endzustinden méglicher Fusionswege: ob diese verglichen mit
dem Ausgangspiel vorteilhaft erscheinen. Als Endknoten von Fusionen kommen dann in

unserem Beispiel etwa auch die folgenden infrage:

Spiel Endknoten

maj 1 2 3456 (nur fiir 1 ein Gewinn gegeniiber kra),
13 245 6, 13 24 56, 13 26 45, 13 2 456, 13 246 5,
14 2 356, 14 25 36, 14 256 3

et 16 2345, 136 245, 1456 23

id fiir die minimal~gewinnenden Koalitionen in kra: 5/9-1
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5. Der Fusionswert
Es gilt folgender Satz: x,=28..

Der verdoppelte Banzhafwert gibt also genau die Forderungen an, die aufgrund der

Fusionsméglichkeiten begriindbar sind.

Beweis:

Seien bi der Banzhaf—Count fiir i; k die Anzahl der Gewinnkoalitionen; ki die Anzah! der
Gewinnkoalitionen , in denen i Mitglied ist; ki- die Anzahl der Gewinnkoalitionen , in
denen sowohl i als auch j Mitglied ist; k'ij die Anzahl der Gewinnkoalitionen , in denen i
nicht Mitglied ist, aber j; entsprerchend ist k-i-- und ki'j zu verstehen.

Bekanntlich gilt b,=2k —k. Wir zeigen: 28,=b, /on—1 = x;.

Fiir id (n=1), et und vel (n=2) ist die Gleichung erfiillt.

Fiir das folgende wichtig sind die beiden folgenden Gleichungen, in denen wir b und k fir
das Ausgangsspiel v ohne Nennung der Variablen v notieren, fiir das durch die Fusion
der Spieler i und j entstehende Spiel W jedoch b(wij) und k(wij) schreiben:

Das Spiel v hat n, das Spiel Wis hat n—1 Spieler.
Es folgt bi(wij)=ki(wij)_k -i(wij)=—k+2ki—ki+kj

Die rechte Seite der Rekursionsgleichung liest sich unter der Induktionsannahme als:

E%Q({Z bmin(i,j)(wij)/zn"'g b~ b(V)/gn—l)

. g

1#

Nach Einsetzen von (3) entsteht:

L({ 2 (byb)gn-1 } BN ga-1)
jti
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und weiters: 2—:%(13-1/ 211—1)
Dieser Ausdruck ist der linken Seite der Rekursionsgleichung (23i=bi /Qn—l = xi) gleich,

womit alles gezeigt ist.

Mit diesem Satz kennt man nunmehr eine weitere Charakterisierung des Banzhafwertes:
nimlich als Forderungsprofil aufgrund von Fusionméglichkeiten. Anders als in der
Analyse boolescher Funktionen war bisher in der Spieltheorie das Verschmelzen zweier
Spieler keine gut untersuchte Operation. Wir sind der Meinung, daf sich dies nun andern
diirfte, zumal die paarweise Fusion eine Operation darstellt, die einige Vorgange und
Strategien, die aus der Verhandlungsforschung bekannt sind, in einem neuen Licht

erscheinen lafit.

Spiel Fusionswert
kra (17,15,9,3,3,5)/32
uol (4,4,2,2,1)/8
uo2 (7,9,3,3,3)/16
(8:5,3,2,1,1) (11,5,3,1,1)/16
(7:4,3,3,1,1) (9,7,7,1,1)/16
(7:5,2,2,2,1) (13,3,3,3,1)/16
(5:3,2,2,1,1) (5,3,3,1,1)/8
step (5,3,3,1)/8
(5:3,2,1,1) (5,3,1,1)/8
tripod (7,1,1,1)/8
apex (3,1,1,1)/4
veto (3,1,1)/4

maj (1,1,1)/2

et (1,1)/2

d 1

In 4. wurde der Fusiomsgewinn r definiert. Mit diesem Begriff kémnen wir das

Rekursionsaxiom besonders einfach und a.nschaulich reformulieren:
fiir alle i gilt ;r(v)(ij)=0.

i¥1
Im Fall des Spieles kra gilt sogar x(kra)($)=0 fir alle Paarkoalitionen S.
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