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v(S) := min {λρ(S) | ρ ∈ R} (S ∈ F0),
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r∈R

λρ .
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1 = v(I) = λρ(I) < λσ(I) (ρ ∈ Q, σ ∈ R \Q) .
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λ(T εa) = εa , λ(T εa) = εea .
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λρ(T εa) = {cρτλ(T
εa ∩Dτ )}τ∈T = {cρτεaτ}τ∈T ; λρ(T εa) = εcρa.
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cρ
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cρ(1, . . . , 1) = t = tλρ(I)
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λρ ∈ C(v)
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+ → H "
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v(a) = minρ∈Rc
ρa ;

���	 �	�
v(1, . . . , 1) = t
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�
��
T εa
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v(T εa) = v(εa) = εv(a) .
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 -%.C!
J(v) =

{
x ∈ Ht

+

∑

τ∈T

xτ = t

}

�� �	� ILG[OPLG
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C(v) := {x ∈ J(v) x ≥ v}
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��%
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��� �	� �
��� �����
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cρ : Ht → H , cρ(a) :=
∑

τ∈T

cρτaτ = cρa .

�	� �����
��� cρ(•) ��?���� �	� ��
�� ��
λρ �� ���
�
���% �%"%+ ��� ��#�

�������
�
�� a
�� ��#�

ε > 0
�#
��
�"  ����������
�" ���
�
��

T εa
 ���

 -%-1!!+ $� 	��
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λρ(T εa) = cρ(εa) = εcρ(a) = εcρa .
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v

����� �   ��� �
���! �����
��� �� �������
�
��� �

v(a) = min

ρ∈R
cρ(a) .

�� 	���� ��� ��#� ���
�
��
T εa

εv(a) = min
ρ∈R

εcρ(a) = min
ρ∈R

εcρ(a) = min
ρ∈R

λρ(T εa) = v(T εa) .

abcdefegd 	ihi jk lmn
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A :
{
a ∈ Ht

+ cρ(a) ≥ 1 (ρ ∈ R)
}

.
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�m�n}y a ∈ Ae vx�{ n{pn →λ(T ) = εa k �m n{mt zyunm T = T εa pt�v}rmnurmv v�mp� }~ pt ε�a[LGJGXESR �}p�unu}tk

��$+ �
ε

��
�� 
� �	� ���� ������+ 
� 
� ����
��� �� ����
��� �������
�������% �	� 
�+ ��� ��#� �������
�
�� a

�	� ����"#� ������� 
�

min{cρ(a) ρ ∈ R} = v(a).

�� 
� $� ���#�
'�
a

�� 
�������
�"

a0 :=
a

v(a)
=

→

λ(T )

v(T )
,
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� ������
� ? �

�	��
v(a0) = min{cρ(a0) ρ ∈ R} =

1

v(a)
v(a) = 1 .

�	��+ a0 
� ������ �� �	� ������� ��
A

% �	��+ ��� ��#�
ε > 0

����
�����
�#�� ��

ε′ := ε v(a0)
v(a)

ε′ := ε v(a0)
v(a)

= ε 1
v(a)

≤ ε
$� 	��

v(T ε′a0

) = ε′v(a0) = ε
v(a0)

v(a)
v(a) = εv(a0)

v(T ε′a0

) = ε′v(a0) = ε
v(a0)

v(a)
v(a) = εv(a0)

$
�	 � ���
��� �	�
�� ��
T ε′a0 % �	� 
�+ ��� �
�����
�" ��#
���� ����
���+

$� �� �����
�� ��������� �� �	� ������� ��
A

% ��������+ �	��"	 a0 
�
������ �� �	� ������� ��

A
+ 
� 
� ��� �������
�� � �(���#� ��
�� ��

A
% 6�$����+ $� �� 8��  �����( ��#�
��
�� �� ������� 
�

Ae �	� �����������
a0 % �	� #
� �	����# $
�	 ������� ��

ε���������  4�	� *�	��
����
�	����#5! ��
������ �	� �	
� "��#���
� ��������� �� �� �
#����� $
�	
�
�	� ���#� �� ���
�
��� ���	 �	� �� ��#
���� ����
��� ����
�% &� ����
�	� ���
�� ���# �pyn � -./ � �	� ����� �� �	��� ���� ���� ��� 	
�"� ��
;��
����	�"���
��%
*� $	� �����$�+ $� $
�� � $
�	��� #9
�" �	
�  ���#� ��8�
�
�� � ��#��
#��
����� ��  ��� �� �����
����

α• = {αρ}ρ∈R
� �OPSXG�� 
�

αρ ≥ 0, (ρ ∈ R)
�� ∑

ρ∈R

αρ = 1,

	���� ����%
��$+ �	� 8��� V�## 
� ��  ������ "��#���
� �����+ #��� �� ���� ��?���
�"
��� ���� ����
����
���%
�b��� 	i	i �}y pt� â ∈ A

n{mym m
uvnv ā ∈ A vx�{ n{pn

jk ā ≤ â

�k |{mym uv p vmn E ⊆ Ae � vp�

E =
{
a(k) k ∈ K

}
⊆ Ae zun{ K := {1, . . . , K}

}~ ym�m�ptn �m�n}yv pv zm�� pv p vmn }~ ��}t�m
� �}m	 �umtnv {γk}k∈K vx�{n{pn
 .%�!

ā =
∑

k∈K

γka
(k)

{}��v nyxmk



? ������� �� ε�������
� ������
� ?
��

�k �~ min{cρâ ρ ∈ R0} = 1� n{mt n{mym uv v}rm ρ ∈ R vx�{ n{pn ~ }y k ∈ K

cρ(â) = cρ(ā) = cρ(a(k)) = 1

{}��v nyxmk
�	� ILPPT 
� �	� ��� �� V�## 9%. 
� �pyn � �� 234%
&� ��$ �����#���� �	� #
� ������ �� �	
� ����
�� %
��bg�b� 	i�  ��b �d�b�ef�d�b ��bg�b��i lmn ϑ,η om ur�xnpnu}tv pt��mn S om p �}p�unu}t vx�{ n{pn ϑ domS η k |{mt n{mym uv ε0 > 0 vx�{ n{pn ~ }y
p�� 0 < ε < ε0

n{mym uv p ym�m�ptn �m�n}y a? ∈ Ae pt� pt ε�ym�m�ptn �}p�unu}t
T = T a?ε ⊆ S vpnuv~�utq

→

λ(T ) = εa? pt� ϑdomT η .

�t }n{my z}y�v� zun{ ymv�m�n n} �}rutpnu}t un uv vx	 �umtn pt� tm�mvvpy� n}
�}tvu�my ε�ym�m�ptn �}p�unu}tv }t��k
�	� ILPPT 
� "
� �9�� ���# �	� ��� �� |{m}ymr �k� �� �pyn � �� 234
 
%�% -./! � �	��� 
� �� ���
���� ��������� �� �	� ;��
����	�"��� "#� 
�
�	� �����%
�	� �����$
�" ��8�
�
��� �� ���
�� ���# ��� ����
��� �������
���%
abcdefegd 	i	i jk lmn x om p �ym�ur�xnpnu}t pt� �mn y ∈ Ht k s�v}� �mn

a om p �ym��}p�unu}tk �m v{p�� vp� n{pn x WPFQSERGM y XQE a u~
 .%.!

xa ≤ v(a) pt� xτ > yτ
~ }y p�� τ zun{ aτ > 0 .

�m zyunm x doma y
n} ut�u�pnm �}rutpnu}t� }runnutq n{m a u~ n{m 
xptwnu��pnu}t uv qmtmyp�k

�k lmn v om p �ym�qprmk s vmn� }~ �ym�ur�xnpnu}tv uv �p��m� XYZ[\RE]JGu~

•
n{mym uv t} �puy x,y ∈

� vx�{ n{pn x domy
{}��v nyxm �4
���������
�
��5�k

•
~ }y m�my� �ym�ur�xnpnu}t y /∈

� n{mym m
uvnv x ∈
� vx�{ n{pn

x domy
{}��v nyxm �4�(����� ���
�
��5� k

*� 
� ��	�� ���
��� �	�  ����
�� �� �	� 4*�	��
���� �	����#5 	���� ����
$
�	
� �	� ��#
� �� ����
#����
��� � $���+ �	� 
�+ 
� ����� �� ���#����
����
��� �� ��#
���� 
� 
� ����
��� �� ����
��� ������� �������
�
���+ 
%�%+�(���#�� ��

A
%

abcdefegd 	i�i �}y pt� t}ttmqpnu�m rmpvxypo�m ~xt�nu}t ϑ �mn
 .%0!

mτ := ess infDτ (τ ∈ T) pt� m := (mτ )τ∈T .

m uv n{m �m�n}y }~ �mvvmtnup�� FQSQFE }~ ϑ k
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�b��� 	i�i lmn x om p �ym�ur�xnpnu}t pt� �mn ϑ om p �t}ttmqpnu�m� rmpwvxypo�m ~xt�nu}tk lmn m �mt}nm n{m �m�n}y }~ ruturp }~ ϑ k �~� ~ }y v}rm�ym��}p�unu}t a zm {p�m x doma m� n{mt n{mym uv ε0 > 0 vx�{ n{pn ~ }y p�� ε
zun{ 0 < ε < ε0

n{mym uv pt ε�ym�m�ptn �}p�unu}t T ε = T εa vx�{ n{pn
 .%1!

ϑx domT εa ϑ

{}��v nyxmk
��gg�� �#� � 
� -./+ �	� ����� 
� ��	�� ���
��� �� ���� ��� 	
�"� �� �	�
��#�$��9 �� 234%

�ibi�i
�g�g����� 	i	i lmn � om p �
���npo�m vmn }~ �ym�ur�xnpnu}tvk |{mt

H := {ϑx x ∈
�
}

uv p �
���npo�m vmnk
��gg��
1stSTEP :
V��

η /∈ H
% V��

m
�� �	� ������ �� #
�
# ��

η
% ��$+ 
�

m

� � 
#����
��+

�	��
η


� #�������+ ������ η = ϑm % �	�� �������
�� m /∈
�% *�

m

�

��� � 
#����
��+ �	�� �� �	� #���
m /∈

�%
*� �� ��� �	��� 
�

x ∈
� ��

a?
���	 �	�

x doma? m
% 7�����
�" ��

V�## .%0 $� 9��$ �	�+ ��� ��
���� ε > 0
$� 	��

ϑx domT εa? η
+ 	����

H

� �(������� �����%

2ndSTEP :
V��

ϑx,ϑy ∈ H
�� ���#� ��� ��#� ���
�
��

T
�	�

ϑxdomTϑ
y

	���� ����% N� �	� *�	��
���� �	����# $� �� ���#� �	�+ ��� ��
����
a? ∈ Ae ��

ε > 0
+ $� 	��

ϑxdomT εa?ϑy

	���� ����% N�� �
ϑx,ϑy �� ���	

F�#������� 
� 
� ���� � ���� �	� �	
�

#��
��

x doma? y
+ ������
��
�" �	� 
������ ���
�
�� �� �% �	� 
�

H

�


�������� �����+ 	����  ��������� ���%
�ibi�i

��$+ 
�������� �	� �����( ������ ���

 .%2! 
:=

{
x ∈ HT ∃α = {αρ}ρ∈R 4�����(5 �%�%

x ≥
∑

ρ∈R

αρc
ρ

}
.

)��
�" ���$��� �������
x ∈

 �� �����( ��#�
��
��� �� #������ λρ 
�
��""����� �� �	� ���� �(���
�
��� �������
�" ������� ������� �� ���
�
���%
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�b���� 	i�i&� $
�� 	�������	 ��;�
�� �	� �	� �#
�� �� ����#��������
���
�����
������������ {cρ}ρ∈R 
� SPS[WGDGSGLERG% ������
��� �	
� #��� �	�
����
� �����#
���� ������
�" ���# ���#��
��� �9�� ���# �	� �#
�� ��
����
�"���% *� �� �� ���� �	� �	� ��� �� �#
�
�� ��
���
�" �%�% 
� ����
�� ����� �� 	���� �	
� ��;�
��#��� 
� ��
�8�� 4�#��� �����$	���5 
� 
������"
�� �����%
�� �� #��� ����
�� ��� ��+ 
�  8��� �����	+ ������� �	� $%�%�%"% �	� �������
{cρ}ρ∈R

�� �	� �(���#�� �� % 0��+ 
� ��� ��#�
σ ∈ R

cσ =
∑

ρ∈R\{σ}

αrc
ρ

$
�	 ��
���� 4�����(5 �����
����
{αρ}ρ∈R\{σ}

+ �	�� ��� �� a ∈ HT

cσa =
∑

ρ∈R\{σ}

αρc
ρa ≥ min{cρa | ρ ∈ R \ {σ}} ,

�� 	����
v(a) = min

ρ∈R
cρ(a) = min

ρ∈R\{σ}
cρ(a) .

6����+
cσ

�� �� �#
���� ���# ��� ����
����
���%
�	�"
�" ��� �
�$��
�� ��
"	��� �� ������
�" �� SPS[WGDGSGLEOK $� �9
��� �	� ������� �� �	� �#
�� {cρ}ρ∈R

�� �� �utmpy�� ut�m�mt�mtn% �	
� ����
��
�� $
�� �� ��
�8�� �� � ���� �� ����� ��� �� ���	 �#
�
�� �� �������
���# ��� ��;�
��#��� ���� �	� �#
�� ��
�" ������"������%
0��  ������ �(#���+ ����
���  ������� �������
�
��+ 
%�%+ � �(���#�
a⊗ ∈ Ae % V��
 .%3!

T⊗ := {τ ∈ T aτ > 0}
��

R⊗ := {ρ ∈ R λρa = 1 } .

&� ���
T⊗ ��

R⊗ �	� O�ELEORGLQMRQOM ��
a⊗ % �� <���
�� �	
� ���
��+ $�

$�� �	��� �$� ���� �� �	�����
'�
a⊗ � �	� ��
;�� �����
�� �� �	� �
���

�����# �� �;��
��� 
� ��
����
{aτ}τ∈T

 .%-C! cρa = 1 ρ ∈ R⊗

aτ = 0 τ ∈ T \ T⊗ .

7"
�+ �	
� �� �� ��
�8�� ��� �� �(���#�� ��
Ae ������� ���# {cρ}ρ∈R

�� ��
������"������% ������+ $� �� �9
�" ���  ����
� ��� �� �����#
��� ��
�� �����
"��� �� �	
� $
�� �� ��
�8�� �� � ���� �� ����� ��� �� �#
�
��
{cρ}ρ∈R

%
*� ���
����+ �%�% 
#��
�� �	�+ ��� �� �
� �� �	�����
��
��

|T⊗|, |R⊗|
��

��#� ������� �������
�
�� a⊗ + $� 	��
|T⊗| = |R⊗| > 0

% 7�����
�"��+
$� ���  .%0! �	� O�ELEORGLQ�QSD MKMRGF ��

a⊗ % ������
���+  .%-C! ��?����
 �����# ��

|T⊗| = |R⊗|
�;��
��� 
�

|T⊗| = |R⊗|
��
����

aτ (τ ∈ T⊗)
%

��+ ���# ��$ �� $� $
�� �$�� ���#� �	� �	� �#
�� {cρ}ρ∈R

� ������"������ 
� �� �����(� �	� ����� ��
����%
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���� ����
��� �	� ���
A

�� 
�� �(���#��  $	
�	 
����� ε�������� ���
��
���! � $��� � �	� ���  � ��8��� 
�  .%2!% N� ��8�
�
�� ��
A

$� 	��
xa ≥ 1

��� ��
x ∈

 �� 	����
A

�����
����� �	� SPLFEJM �� % ����
#�
'
�" �	��� ���#�� #��� �� �����
�� �	� �
�����
�� �� �	� ������� ��
∂A

��
A

�� ������
��� ��
Ae % 6����+ ��#�

a ∈ ∂A
�����
�����  �������
�"

	�������� � 
{x ∈


xa = 1}

*� ���
����+ �  �����;����� �� ������"������+ �� ������� ������+ �	� 
�
� �(���#� ��

A
+ �����
�����   

(t−1)��
#���
���! �������
�" 	��������+

%�%+  TEOGR �� % �	�� $� 	��
�b��� 	i�i
 .%--! 

=
{
x ∈ Ht

+ xa ≥ 1(a ∈ A)
}
=
{
x ∈ Ht

+ xa⊗ ≥ 1(a⊗ ∈ Ae)
}

pv zm�� pv
 .%-.!

A =
{
a ∈ Ht

+ xa ≥ 1 (x ∈

)
}
=
{
a ∈ Ht

+ cρa ≥ 1 (ρ ∈ R)
}

#��
�" �	�
A

��  �� ������ �
 ��#� 9
�� �� ���
�� ����
���	
�%
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*� �
�$ �� SPS[WGDGSGLEOK � �(���#�
a⊗ ∈ Ae 
� ��
;���� ��8��� �� 
��

O�ELEORGLQMRQOM+ �	� 
� �	� ����
 9%-!

T⊗ := {τ ∈ T aτ > 0}
��

R⊗ := {ρ ∈ R λρa = 1 }

$
�	
|T⊗| = |R⊗| > 0

% �	��� �$� ���� �	�����
'� �	� ������
a⊗ �

�	� ��
;�� �����
�� �� �	� �	�����
'
�" �����#+ 
%�%+ �	� �
��� �����# ��
�;��
��� 
� ��
����

{aτ}τ∈T

 9%.! cρa = 1 ρ ∈ R⊗

aτ = 0 τ ∈ T \T⊗

������
���  9%.! ��?����  �����# ��
|R⊗|

�;��
��� 
�
|T⊗| = |R⊗|

��
����
aτ (τ ∈ T⊗)

%
����
���  ������� �������
�
�� a⊗ ∈ Ae % 7� � �(���#� ��

A
+
a⊗ 
�

��������� �� ��
"	���
�" �(���#�� �
  ��� �� ��"��% *� ���
����+ ��� ��
���#�� �� ����	  ��
"	���
�" �(���#� �� �#
��
�" ��� �� �	� �;��
���
�� �	� 8��� ���� 
�  9%.!+ �	� 
� ���(
�" ��� �� �	� ������
��� ��8��� ��
�	� �
��� �����
���� 
������� 
�

R⊗ % ���� ����
����>
��bg�b� �ihi lmn a⊗ ∈ Ae om p ym�m�ptn �ym��}p�unu}t pt� �mn T⊗, R⊗

om n{m �{pyp�nmyuvnu�v zun{ |T⊗| = |R⊗| =: s ≥ 2 k lmn π ∈ R⊗ k |{mtn{mym m
uvnv p xtu
xm a? = a?π ∈ Ae zun{ �{pyp�nmyuvnu�v T? � R? vx�{ n{pn {mutnmy�p�
 9%9!

[a⊗,a?] := {ta⊗ + (1− t)a? 0 ≤ t ≤ 1}

uv pt m�qm }~ A pt� }tm }~ n{m ~ }��}zutq p�nmytpnu�mv {}�� nyxm�

jk �un{my n{mym m
uvnv τ ∈ T⊗ vx�{ n{pn
 9%�!

T? = T⊗ \ {τ} , R? = R⊗ \ {π} .

�k �y m�vm n{mym m
uvnv v}rm σ /∈ R⊗ vx�{ n{pn
 9%.!

T? = T⊗ , R? = (R⊗ \ {π}) ∪ {σ} .

��gg��
1stSTEP :
����� �	� �	�����
'
�" �����#

cρa = 1 (ρ ∈ R⊗)

aτ = 0 (τ /∈ T⊗) .

 9%0!
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 9%1! �R⊗\{π}
T⊗ :=

{
a ∈ Ht

cρa = 1 (ρ ∈ R⊗ \ {π})

aτ = 0 (τ /∈ T⊗)

}
.

7�
a⊗ 
� � �(���#� ��

A
+ ��� 	�� �� �	
� �
�� 
���������

A
�� �	� ��	��

	�� ���� ����
�� ��
A

% �	� 8��� 	�?
�� $
�� 	
� �	� ������� �� ��
A

�
��#� �(���#� ��
��

a?
��

A
%

�	��� �� �$� ����
�
�
�
��> �
�	��
a?

��
�8��  ����	�� �;��
�� aτ �
C ���

��#�
τ ∈ T⊕ % /� ����

a?
��
�8��  ����	�� �;��
�� cσa = 1

%

1stSTEP :
&
�	 ������� �� �	� 8��� ������
�� $� 	��
 9%2!

T? = T⊗ \ {τ} , R? = (R⊗ \ {π}) .

��
a⊗ 
� �	� ��
;�� �����
�� �� �	�  �	�����
��
�! �����#

cρa = 1 (ρ ∈ R?)

aτ = 0 (τ /∈ T?) .

 9%3!

2ndSTEP :
*� �	� ������ ������
��

a?

� �	� �����
�� �� �	� �����#

cρa = 1 (ρ ∈ (R⊗ \ {π}) ∪ {σ})

aτ = 0 (τ /∈ T⊗) .

 9%-C!

�	�� $� 	��
 9%--!

T? = T⊗ , R? = (R⊗ \ {π}) ∪ {σ}.

�ibi�i
��bg�b� �i	i lmn a⊗ ∈ Ae om p ym�m�ptn �m�n}y pt� �mn T⊗, R⊗ om n{m�{pyp�nmyuvnu�v zun{ |T⊗| = |R⊗| =: s k lmn τ /∈ T⊗ k |{mt n{mym m
uvnv pxtu
xm a? = a?τ ∈ Ae zun{ �{pyp�nmyuvnu�v T? � R? vx�{ n{pn {m utnmy�p�
 9%-.!

[a⊗,a?] := {ta⊗ + (1− t)a? 0 ≤ t ≤ 1}

uv pt m�qm }~ A pt� }tm }~ n{m ~ }��}zutq p�nmytpnu�mv {}�� nyxm�

jk �un{my n{mym m
uvnv σ /∈ R⊗ vx�{ n{pn
 9%-9!

T? = T⊗ ∪ {τ} , R? = R⊗ ∪ {σ} .



? ������� � � �������
 ?
��

�k �y m�vm n{mym m
uvnv v}rm τ̂ ∈ T⊗ vx�{ n{pn
 9%-�!

T? = (T⊗ \ {τ̂}) ∪ {τ} , R? = R⊗ .

��gg�� �	� �(���#�
a⊗ 
� ������ $
�	 �	� �
��� �����������
"	� �
��

���
��� �� ��
�"
τ

�� �	� �����#+ 
%�%+ �#
��
�" �	� �;��
�� aτ = 0
!

 9%-.! �R⊗

T⊗∪{τ} :=

{
a ∈ Ht

cρa = 1 (ρ ∈ R⊗)

aτ = 0 (τ /∈ (T⊗ ∪ {τ}))

}
.

�	� 
��������
�� �� �	
� �
�� $
�	
A

�����
���� � ��"� ��
A

+ �	� ������
�����( �� $	
�	 
�

a?
� �����
���%

�ibi�i
�g�g����� �i�i lmn a⊗ ∈ Ae om p ym�m�ptn �ym��}p�unu}t pt� �mn T⊗, R⊗ omn{m �{pyp�nmyuvnu�vk |{mt a⊗ uv �}�pnm� }t m�qmv
 9%-0!

[a⊗,a?] := {ta⊗ + (1− t)a? 0 ≤ t ≤ 1}

zun{ tmuq{o}yutq �mynu�mv a?ρ (ρ ∈ R⊗) pt� a?τ (τ /∈ T⊗) p��}y�utq n} |{m}wymr �kj pt� |{m}ymr �k�k �}ym}�my�
jk �~ s = |T⊗| = |R⊗| = 1� vp� R⊗ = {π} pt� T⊗ = {τ̂}� n{mt a⊗ = eτ̂

uv p opvuv �m�n}y }~ Ht �}tnputm� ut �xvn }tm Aπ
1
k k �t n{uv �pvm n{mym

pym m
p�n�� t − 1 p��p�mtn m�qmv [a⊗,a?τ ]
~ }y τ ∈ T \ {τ̂} zun{ mun{my

T? = (T⊗ \ {τ̂}) ∪ {τ} , R? = R⊗ p��}y�utq n}  9%-9! }y m�vm
T? = (T⊗ \ {τ̂}) ∪ {τ} , R? = R⊗ p��}y�utq n}  9%-�!k |{pn uv�n{mym uv p �m�pynxym m�qm ~ }y mp�{ a?τ

~ }y mp�{ τ 6= τ̂ k
�k �v s ≥ 2� n{mt n{mym pym m
p�n�� t p��p�mtn m�qmv [a⊗,a?] k |{mvm pym
mun{my }onputm� o� ��m�pynutq� ut �uym�nu}t }~ v}rm τ pv ut |{m}ymr �k�}y o� �mp�utq v}rmAπ

1
pv ut �kjk

�k st� m
nymrp� a⊗ }~ A {pv pn r}vn r �}vunu�m �}}y�utpnmvk
abcdefegd �i	i lmn a	 ∈ Ae om p ym�m�ptn �ym��}p�unu}t pt� �mn T	, R	 omn{m �{pyp�nmyuvnu�vk lmn τ ∈ T	, π ∈ R	 k

jk �m vp� n{pn a	 uv LGWUOGW n} a⊕ �up (τ, π) ∈ T	×R	 u~  9%�! uv �p�u�k
|{pn uv� ~ }y n{m vm�}t� m�qma⊕ �mv�yuom� o�  9%9! pt� n{m �}yymv�}t�utq
�{pyp�nmyuvnu�v zm {p�m
 9%-1!

T⊕ = T	 \ {τ} , R⊕ = R	 \ {π} .

�m zyunm
a	 τ,π

⇒ a⊕ .

pt� ym~ my n} n{m }�mypnu}t ut�u�pnm� pv p ��y}�mvv }~ ym�x�nu}t� }y �xvnLGWUORQPSk



? ������� � � �������
 ?
��

�k s ym�m�ptn �ym��}p�unu}t a⊕ ∈ Ae uv vpu� n} om QLLGWUOQ]JG u~ n{mym uv
t} (τ, π,a?) ∈ T⊕ × R⊕ ×Ae vx�{ n{pn

a⊕ τ,π
⇒ a?

{}��v nyxmk
�b��� �i�i lmn a	 ∈ Ae om p ym�m�ptn �ym��}p�unu}t pt� �mn T	, R	 omn{m �{pyp�nmyuvnu�vk |{mt n{mym m
uvnv pt uyym�x�uo�m ym�m�ptn �ym��}p�unu}t
a⊕ ∈ Ae zun{ �{pyp�nmyuvnu�v T⊕ ⊆ T	 � R⊕ ⊆ R	 k
��gg�� /��
���+ ������ a	  8�
�� ��#��� �� ����� 
� ��������%

�ibi�i
������b �i�i �	
� �(#���� �(	
�
�� �	� �
���
�� 
� �	� ;��
 ���	�"���
��� �� �	�$� �	� $� �� 	�� � ������
�� "�����
'�
�� � 	��%
&� 	�� �� ��
"	��� ��� ��� ����
�� � �����$�% *� �	� �����(� �� 234
�	� �������
�� ������ �� ���#����� �� {0, 1, . . . , r}

��
{1, . . . , r}

����
#����� �	�  ���	�"���! ���#���� �� �	� ����% 7���
�" �	
� �� ��� �������
����
�� #��� �	� $� ��� R = {0, 1, . . . , r}

��
Q = {1, . . . , r}

% &
�	 �	
�
�������
�� $� �
����� �	� ����
��� �� ������� �������

a�,a⊕ ��
a	 �	�

���� 
� �	� �����(� ��
QuO

%

1stSTEP :
0
��� �� ��+ ��� ��#�

σ ∈ Q
����
��� ��#� ������� ������  �� �	� 4������9
��5!

a0⊕σ
�����#
��� �� �;��
��� 
�����
�"

cρ (ρ ∈ (Q \ {σ}) ∪ {0}) = R \ {σ}

���	  ������ 
� �����#
��� �� ��#� 4���������
�"5 ��;�����
 9%-2!

τ̂ = (τ̂1, . . . , τ̂r)
$
�	

c0τ̂ρ = lρ0 = min
Cρ

c0ρ (ρ ∈ Q \ {σ}) .

�	� 
�+ ��	
τ̂ρ

�9�� �	� #
�
#� ���� �� �	� ����
�� c0•
���� �	� ���
��

Cρ (ρ ∈ Q \ {σ})
% 6����+ �	� �	�����
��
�� ��

 9%-3!
T⊕ = {τ̂1, . . . , τ̂r} = {τ̂ρ}ρ∈Q

��
R⊕ = R \ {σ} .

N� ���#��
��� 
�
QuO

+ �	� 4���������
�"5 ��;����� ��
�8��

 9%.C! ∑

τ∈T⊕

c0τ = c0(T⊕) =
∑

ρ∈Q

lρ0 =

r∑

ρ=1

lρ0 < 1 ,

�� �	� �	�� ��
a0⊕σ


� 
��
���� ��

a0⊕σ = (. . . 1 . . . , . . . 1, . . . , . . .
1−

∑
ρ∈Q\{σ} c

0
τ̂ρ

c0τ̂σ
. . . , . . . 1 . . . , . . . 1 . . .) .



? ������� � � �������
 ?
��

�	��+ �	� �	�����
��
� �;��
��� ��8�
�" �	
� ������ ��

cρa0⊕σ = 1 (ρ ∈ Q \ {σ}) ,

c0a0⊕σ = 1

aτ = 0 (τ /∈ T⊕) .

 9%.-!

�������� $� 	��

cσa0⊕σ =
1−

∑
ρ∈Q\{σ} c

0
τ̂ρ

c0τ̂σ
=

1−
∑

τ∈T⊕\{τ̂σ}
c0τ

c0τ̂σ
> 1 .

*� 
� ��� 	�� �� ��� �	�
a0⊕σ


� 
������
���%

2ndSTEP :
��(� $� ����
��� ������� ������� �� �	� 4�	
�� 9
��5 $	
�	

$
�� ���� ��� �� �� �����
���% �	� �	�����
��
� �;��
��� ��$ 
������ ��
cρ (ρ ∈ R)

% 6�$����+ "
� �	��� 
�  ����
8� �����
���
σ

$	
�	 $� �	����
�� ��

σ = r
% �	�� �	� "����
� ������� ������

a0	r
�� �	�4�	
�� 9
��5 
� "
���

��  ��;�����

τ̂ = (τ̂1, . . . , τ̂r, τ r)
$
�	

τ̂ρ = lρ0 (ρ ∈ Q)
��

τ r ∈ Cr.

7�����
�"�� $� ���
 9%..!

T	 := {τ̂1, . . . , τ̂r, τ r}, R	 = R = {0, 1, . . . , r} .

��$ ���#��
��� ��

 9%.9!
c0(T	 \ {τ r}) =

r∑

ρ=1

c0τ̂ρ =
r∑

ρ=1

lρ0 < 1 <
r−1∑

ρ=1

c0τ̂ρ + c0τr = c0(T	) .

��	
τ̂ρ

�9�� �	� #
�
#� ���� �� �	� ����
�� c0•
���� �	� ���
��

Cρ + ���
c0τr


� 4��"�5 �� ��#��
���% &�
�
�"
l?r :=

∑
ρ∈R−{r} c

0
τ̂ρ

+ �	� �	�� ��
a0	r
� � �����$�%

a0	r = (. . . 1 . . . ; . . . 1, . . . ;

. . . ,
l?r + c0τr − 1

c0τr − c0τ̂r
, . . . ,

1− (l?r + c0τ̂r)

c0τr − c0τ̂r
, . . .)

=: (. . . 1 . . . ; . . . 1, . . . ; . . . , α, . . . , β, . . .) .

 9%.�!

6���
α

��
β

�� �����#
��� ��

α + β = 1

αc0τ̂r + βc0τr = 1− l?r .

 9%..!

������ �	� �	�����
��
�� ��
a0	r

��

cρa0	r = 1 (ρ ∈ R	 = R) ,

aτ = 0 (τ /∈ T	) .

 9%.0!



? ������� � � �������
 ?
��

��$ ����
��� �	� �
��� �����������
"	� �
�� �����
��� �� �#
��
�"
cr

���#
�	� ���� �����#+ �	� 
�+

 9%.1! �R	\{r}
Tπ :=

{
a ∈ Ht

cρa = 1 (ρ ∈ R	 \ {r}) ,

aτ = 0 (τ /∈ T	 := {τ̂1, . . . , τ̂r, τ r}).

}
.

&� ��#���
'� �	
� �
�� �

t → at

$
�	

 9%.2!
at := (. . . 1 . . . ; . . . 1, . . . ; . . . ,

t

c0τ̂r
, . . . ,

1− (l?r + t)

c0τr
. . .) (t ∈ H) .

0��
t = αhτ̂r

�	
� ��#���
'�
�� �
���� ���� ��#� ��#����
��
 9%.3!

aαhτ̂r = (. . . 1 . . . ; . . . 1, . . . ; . . . , α, . . . , β, . . .) = a0	r ,

�� ���
t = hτ̂r

$� ���
� 
##��
����

 9%9C!
ahτ̂r = (. . . 1 . . . ; . . . 1, . . . ; . . . , 1, . . . ,

1− (l?r + hτ r
)

hτr

. . .) = a0⊕r ,

$	
�	 
� �	� ������� ������
a0⊕r �	� ������ 
� �	�

1stSTEP
% �	�� $�

��� �	� ��� �� ����� ���# a0	r
���" �	� ��"�

[a0	r,a0⊕r]

���	
�"
a0⊕r + ��+ 
� ��	�� $����+ $� 	��  ������
��

a0	r r,0
⇒ a0⊕r.

3rdSTEP :
&
�	��� �����
�" 
��� �	� ���
�� $� #���
�� �	� ������� ��������

a� �� �	� 48��� 9
��5�� 
������
��� �� �����#
��� ��  �	�����
��
�
�����# 
�����
�" ��

cρ (ρ ∈ Q)
%

◦ ˜˜˜˜˜˜ ◦



? ������� � � ���
����
 ? ��

� ���������� ��� ������ ������ ��������

&� ������ �	� 
������
��� �(���#�� ��
A

��
 �%-!

A⊕ :=
{
a⊕ ∈ Ae a⊕ 
� 
������
��� } .

7��� $� ��8��
 �%.!

H :=
{
x ∈ J(v) xa⊕ ≥ v(a⊕) = 1 (a⊕ ∈ A⊕)

}
⊇ J(v) ∩


.

�	� ���
���� ��� �	� ���������
�� �� ��������� ���� $
�� �� ����
� 
#�����
��� 
�
H

+ #��� ����
����>
abcdefegd 	ihi lmn ρ ∈ R k s �ym�ur�xnpnu}t x̄ρ vpnuv~�utq
 �%9!

x̄ρ ∈ H , x̄ρ ≤ cρ

uv vpu� n} om p RLUSOERQPS }~ cρ k |{m ur�xnpnu}t �}yymv�}t�utq n} x̄ρ uv n{mrmpvxym
 �%�!

ξ
ρ
=

•

ξx̄ρ

:=
∑

τ∈T

xρ
τλ|Dτ zun{ �mtvun�

•

ξρ =
∑

τ∈T

xρ
τ

�
Dτ .

ξ̄
ρ uv p RLUSOERQPS FGEMULG ut�x�m� o� λρ k
V��� ��+ 
�

{x̄ρ}ρ∈R

�  �#
�� �� ������
���+ �	�� �	� �����( 	���

 �%.! �
:=

�gd	
{x̄ρ}ρ∈R
$
�� �� ����
����� �� ��  �pt�u�pnm ��� �	� ���������
�� ��  ���������
���%
������+ $	������

ρ ∈ Q
+ �	� 
�+ $	������

cρ

�  �������� ���#���+ �	��

 �%9! 
#��
��
x̄ρ = cρ

% 6����+ �	� ���� ������
�� ��   ����! ���� ���#��� 
�
�	�  ����! ���� ���#��� 
�����% *� ����� �� �(	
�
� ������
��� $�+ �	�������+
�� �����
�� ��� ����� ��

ρ ∈ R\Q
% ������+ ��� ρ ∈ R\Q

�� ��#� ������
��
x̄ρ

$� ���
�
x̄ρa⊕ = cρa⊕ = 1

$	������
cρa⊕ = 1

%
7���"����� �� �	� �
���
�� 
�

A
+ $� 
�������� ��� ��#�

σ ∈ R
+ �	� O�ELEO�RGLQMRQOM ��

cσ
% 7� $� �� ��� $�� �� �(��
�
���� 
�������� � ���#���
��

��
A

$� ���
� ��� �	� �	�����
��
��>

Tσ := {τ ∈ T cστ > 0}, Aσ := {a? ∈ Ae cσa? = 1} .

�	��+ 
� �
�$ �� ������"������+ $� 	��

|Tσ| = |Aσ| = |Cσ| > 0

��
cσ


� �	� ��
;�� �����
� �� 
�� O�ELEORGLQMRQO MKMRGF $	
�	 
� �	� �
���
�����# �� �;��
��� 
� ��
����

{xτ}τ∈T
"
��� ��

 �%0! xa? = 1 a? ∈ Aσ

xτ = 0 τ ∈ T \ Tσ .



? ������� � � ���
����
 ? ��

��(�+ 
� $� 
��������

A⊕σ := {a⊕ ∈ Aσ a⊕ 
� 
������
��� }
�	��  ������
�� x̄σ

	� �� ��
��� x̄σa⊕ = 1
���

a⊕ ∈ A⊕σ % N��� ��
�	��� �����;�
�
���+ �	� �����$
�" ����
���  ��������� ��� �	� ���������
�� ��
���
����%
abcdefegd 	i	i �m �m�tm

∨

Eσ :=
{
τ ∈ R ∃a⊕ ∈ A⊕, vknk τ ∈ T⊕, σ ∈ R⊕

}

∧

Eσ := Cσ \
∨

Eσ .

 �%1!

�	� �����$
�" ����
#����
��� {x̄ρ}ρ∈R
����
�� �	� ���
���� ��� �	� �(����#�� �� ��#� ��������� ��� �%

abcdefegd 	i�i lmn σ ∈ R\Q k s �ym�ur�xnpnu}t x̄σ uv vpu� n} om p MRESWELWRLUSOERQPS XGORPL �}yymv�}t�utq n} cσ u~ n{m ~ }��}zutq {}��v nyxmk

jk
 �%2!

xσ
τ := cστ (τ ∈

∨

Eσ)

�k
 �%3!

xσ
τ ≤ cστ (τ ∈

∧

Eσ)

�k
 �%-C!

xσ
τ = 0 (τ ∈ T \ (

∨

Eσ ∪
∧

Eσ))

vx�{ n{pn x̄σ(


σ) = x̄σ(I) = t .

|{m MRESWELW RLUSOERQPS FGEMULG ξ̄σ ut�x�m� o� λσ uv n{m �}yymv�}t�utqur�xnpnu}t qmtmypnm� pv ut �m�tunu}t �k�k �m �p�� x̄σ p MRESWELW RLUSOE�RQPS XGORPL �}yymv�}t�utq n} cσ k |{m ur�xnpnu}t qmtmypnm� uv n{m rmpvxym
 �%--!

ξ
σ
=
∑

τ∈T

xσ
τλ|Dτ zun{ �mtvun�

•

ξσt =
•

ξx̄
σ

:=
∑

τ∈T(t)

xσ
τ

�
Dτ ,

��������  ������ ������
�� �������#����� x̄σ
�
ξ
σ ������� 
�   ����!

QFIURERQPS + ���� 
�
x̄σ(

∧

Eσ) ≤ t
	���� ����%

��bg�b� 	i	i lmn σ ∈ R \Q pt� pt� �mn x̄σ om p vnpt�py� nyxt�pnu}tk lmn
a⊗ ∈ Aσ om p ym�m�ptn �ym�}p�unu}tk



? ������� � � ���
����
 ? ��

jk �~ a⊗ = a⊕ uv uyym�x�uo�m �ukmk� a⊕ ∈ A⊕σ�� n{mt
 �%-.!

x̄πa⊕ = 1 = v(a⊕) .

�k �~ a⊗ = a	 uv ym�x�uo�m� �ukmk� a⊕ ∈ Aσ \A⊕σ�� n{mt n{mym uv a⊕ zun{�{pyp�nmyuvnu�v T⊕ ⊆ T	 � R⊕ ⊆ R	 k
�k �~ a⊗ = a	 uv ym�x�uo�m� n{mt

 �%-9!
x̄σta	 ≤ 1 = v(aσ	) .

��gg��
1stSTEP :
V��

a⊕ ∈ A⊕σ �� � 
������
��� ������� ������% �	��+ ���
τ ∈ T⊕ $� 	��

τ ∈
∨

Eσ
�� 	����

xσ
τ = cστ

��  �%2!% �����;������

x̄σa⊕ = cσa⊕ = v(a⊕) = 1 .

2ndSTEP :
��(� ���

a	 ∈ Aσ \ A⊕π ��  �����
��� ������� ������% �����
���  ��;����� �� �����
��� ������� ����
�" $
�	
a	 �� ���
�" 
� ��#�


������
��� a⊕ + ��	 ��� ��
�" ���
��� �� �����
�" �	� ����
��� ���#��� ��
�	� ��;�����% �	��+ ������ T⊕ ⊆ T	 +

R⊕ ⊆ R	 %

3rdSTEP :
��������+ 
� �
�$ ��  �%2! ��  �%3! $� 	��

xσ
τ ≤ cστ

+ ��� ��
τ ∈ T

+ 	����+ �
σ ∈ R	

x̄σa	 ≤ cσa	 = 1

�ibi�i
��bg�b� 	i�i svvxrm n{pn� ~ }y v}rm σ ∈ R�

x̄σ(
∧

Eσ) ≤ t .

|{mt n{mym m
uvnv pt ur�xnpnu}t x̄σ vx�{ n{pn

jk
 �%-�!

x̄σ ≤ cσ ,

�k
 �%-.!

x̄σ ∈ H .

�k �{mtm�my σ ∈ Q� �ukmk� cσ ∈
 }y m
xu�p�mtn��� λσ uv p �}ym m�mrmtn��n{mt xtu
xm��

 �%-0!
x̄σ = cσ
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��gg��
�	� ��� 
��# 
� ���
��� � �� �������� ���#���

cρ

� � 
#����
�� ��

��
�8�� p�� ����
�
���
cρa? ≤ 1

���
a? ∈ Ae �� ��� <��� �	� ���� ���

H
% �	�������+ $� �����
�� ��������� ��

σ ∈ R \ Q
% �	�� ��� ��
# 
� 

�����;����� �� �	����# �%�%
�ibi�i

������b 	i�i 7"
� $� ����
��� �	� ;��
 ���	�"��� ��� 234 �� ��#���� ��� ������� "�����
'�
�� �� �	� ����
��� ��� ��% �	� ����
�� 
� � 
�
�(#��� 9%0%
0��

σ = 0 ∈ R \ Q
+ 
%�%+

cσ = c0
$� $
�� �(	
�
� �	� �	�� ��  ��������

������
x̄0 %

1stSTEP :

0
��� �� �� $� �����#
�� ∨

E0 =
∨

Eσ
% ����
��� ��#� ������� ������ �� �	�

4������ 9
��5
a0⊕σ

� �
������� 
� �	� 8��� ���� �� �(#��� 9%0+ $
�	 �	��

a0⊕σ = (. . . 1 . . . , . . . 1, . . . , . . .
1−

∑
ρ∈Q\{σ} c

0
τ̂ρ

c0τ̂σ
. . . , . . . 1 . . . , . . . 1 . . .) .

7�
a0⊕σ


� 
������
��� $� 	��
T⊕ ⊆

∨

E0 % 7� �	� ���������
�" ��;����� T⊕� $��� �
σ

�� �� ��
�� $� ���
�
∨

E0 =
⋃

T⊕undercutting

T⊕ .

6����+ $	������
x̄0 
�  �������� ������ $%�%�%

c0
+ �	��

x̄0

|
∨

Eσ
= c0

|
∨

E0

=

%�%+

x̄0��
�
��� $
�	
c0

�� ����� ���������
�" ��;�����%

2ndSTEP :
��(�+ "
� ���

cσ = c0
+ $� ����
��� ������� ������� �� �	�

4�	
�� 9
��5 $	
�	 ������ ��� �� �� �����
��� 
� �	�
2ndSTEP

�� �(#���
9%0% �	��� $� 	�� �����  ������
��

a0	r r,0
⇒ a0⊕r.

7�
a0⊕r


� 
������
���+ $� �������� �	�

 �%-1!
τ̂1, . . . , τ̂r ∈

∨

E0, τ r ∈
∧

E0 ,

%�%

T⊕ = T	 \{τ r} ⊆
∨

E0, {τ r} ⊆
∧

E0.

� $��� �
 �%-2!

R⊕ = {0, 1, . . . , (r − 1)} ⊆ R	 = R .

��#�
�
�" $� 	��

 �%-3! ∨

E0 =
⋃

T⊕ ������������

T⊕ ,
∧

E0 = T \
∨

E0 .
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��
x̄0

|
∨

E0
= c0

|
∨

E0

%
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� ���
���� |{m}ymr
�k� �� �	� ��������
�� 
� �m�nu}t �% �	���+ 
�

x̄σ(
∧

Eσ) ≤ t
	���� ����

���
σ = 0 ∈ R \ Q

+ �	�� $� 9��$ �	�  ������ ������
�� x̄σ = x̄0 
�
� �(���#� ��

H
% &
�	
� �	
� �����(�+ 
�

x̄σ(
∧

Eσ) > t ,
�	�� �	� ���� 
�

�����+ �	� 
�+ ��� �	� ���������
�� ��  ���
��� ���!  ��������� ��� ���
�� �
����� ��

c0
��

λ0 �������
����%

*� �	� ������� "����� �����(�+ �	�������+ $� $���� �
9� �� ��
# �	�
x̄σ(

∧

Eσ) > t ,
#��
�� � $��� �	�
cσ

�� �� �#
���� ���# �	� ���������
��% �	
�+ 	�$����+

� ��������� ��� $
�	
� ��� ��"�%

� ��� ������ �� � ��� �������� ���������
�	� �	� �(���#�� ��

A =
{
a ∈ Ht

+ cρa ≥ 1 (ρ ∈ R)
}

�� �	� ������� �������
�
��� $	
�	 �� �	� *�	��
���� �	����#  �	�����# .%9! ����
�� �	�
ε�������� ���
�
��� �	� �� �������� �� ����
���

��"��
�" ��#
����%
�	� ���#���� ��

A
�����
���� �	� ���#�� �� �	� ��#���	���
�� �����( 	���

�� �	�
{cρ}ρ∈R

$	
�	 
�

 .%-! 
=

{
x ∈ HT ∃α• 4�����(5 �%�%

x ≥
∑

ρ∈R

αρc
ρ

}

� 
��������� 
�  .%2!% 6����+
 .%.!


=
{
x ∈ Ht

+ xa⊗ ≥ 1 (a ∈ A)
}
=
{
x ∈ Ht

+ xa? ≥ 1 (a⊗ ∈ Ae)
}
.

*� �
�$ �� ��#�9 .%2 �	� �������
cρ

�� �	� �(���#�� �� %
��$+ ��� �� ����� �� �	� ����� �� % 0��

a⊗ ∈ Ae ������ �	� ����������
�"
��������
�" 	�������� ��
 .%9!

Ha⊗ :=
{
x ∈ Rt xa⊗ = 1

}
.

7�
a⊗ 
� �(���#� �� 
� �
�$ �� ������"������+  ∩ Ha⊗


� #(
#� 
�
�
#���
�� �� ������ $
�	
� �	� ������� �� % �	�� $� 	��
abcdefegd �ihi lmn a⊗ ∈ Ae k |{mt n{m xtu
xm �(t− 1)��urmtvu}tp�� TEOGR�}yymv�}t�utq n} a⊗ uv
 .%�!

Fa⊗ :=

∩Ha⊗.
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�b���� �i	i &� 
#"
��  �� �� ���� 	
"	 �
#���
��� $	
�� �	� ��#���
r

�� �	� ����
�" �������
{cρ}ρ∈R


� ����
���� �#��% �	�������+ �	� ����� ��
 �� "����
���� ��� ��#���% ��	�� �	�� ���� � �	� ��# ��  	������
�� �	� �����( 	��� �� �	� �(���#�� 
�������% 0
"��� .%- �����
���  ����
���
��������� ��  ��

A � 
�
2

�
#���
���+ �� �� ���# ��
�" ����������
��%
0
"��� .%. 
��
���� �	� �#� ��������� 
� 9 �
#���
��� %%% $	
�	 $� 	�� ��

#"
�� 
� #��	 	
"	�� �
#���
���%

c1

c2

�

�

a⊕

a?1

F a⊕

0
"��� .%-> �	� �	�� ��  ��
A � �$� �
#���
���
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c1

c2

�
�

a⊕

a?1

a?2

F a⊕

Ht+
T\T⊗

0
"��� .%.> �	� �	�� ��  ��
A � 6
"	�� �
#���
���

���� ����
����+ ��� T⊗ ��
R⊗ �� �	� �	�����
��
�� ��

a⊗ + �	��
F⊕

a

�� ��
$�
����

F⊗
a =

x = x1 + x2 ∃α• 4�����(5 : x1 =

∑

ρ∈R⊗

αρc
ρ, x2 ∈ Ht+

T\T⊗





=
�gd	
{cρ ρ ∈ R⊗

}
+ Ht+

T\T⊗ .

 .%.!

0��
ρ ∈ R⊗ $� 	��

cρ ∈


∩ Ha⊗

+ �	�� �	� �������
{cρ}ρ∈R⊗

�� �	�
�(���#�� �� �	� ����

F	
a =


∩Ha⊗

%
*� ���� �	� �������

{cρ}ρ∈R⊗

�����#
��
a⊗

�
 �	� �	�����
'
�" �����#

 .%0! cρa = 1 ρ ∈ R?

aτ = 0 τ ∈ T \ T? .
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��#�$	� #��� ��""���
���� $�
����+
x̂ ∈ Fa⊗

�#
�� ��  ����������
��
 .%1!

x̂ = x̂
T⊗

+ x̂
T\T⊗

=
∑

ρ∈R⊗

αρc
ρ + x̂

T\T⊗

,

$
�	  ��
���� 4����(5 ���
α• = {αρ}ρ∈R⊗

�� �����
���� �� �����"�
��
x̂
T\T⊗

∈ H+
T\T⊗

%
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��$ $� ��#�
�� �	� "��#���
�� �
����� �� ����� $
�	 �	� ������� �� ��#
�����% 7�  �����;���
�+ $� ����
���  ����
�� 
�����
�" �	� �������
{cρ}ρ∈R �$	
�	 �� "������� ��� 
#����
��� � 
� ��#� 9
�� ��  ��#
���� ����
��%

��bg�b� �i�i jk lmn x0 /∈
k |{mt n{mym m
uvnv v}rm a⊗ ∈ Ae zun{�{pyp�nmyuvnu�v T⊗ pt� R⊗ pv zm�� pv x̂ ∈


∩Ha⊗

vx�{ n{pn

 .%2! x̂ | T⊗
> x0

| T⊗
,

x̂a⊗ = 1 = v(a⊗) ,

�}ym}�my n{mym uv p ��}t�m
� �}routpnu}t α• = {αρ}ρ∈R⊗
vx�{ n{pn

 .%3!
x̂ | T⊗

=
∑

ρ∈R⊗

αρc
ρ

| T⊗

{}��v nyxmk
�k lmn x0 ∈

k |{mt n{mym m
uvnv v}rm a⊗ ∈ Ae zun{ �{pyp�nmyuvnu�v T⊗

pt� R⊗ pv zm�� pv x̂ ∈

∩Ha⊗

vx�{ n{pn
 .%-C!

x̂ ≤ x0 .

x̂ uv p �}t�m
 �}routpnu}t }~ n{m cρ (r ∈ R⊗) m
p�n�� u~ x̂T\T⊗

= 0 k
��gg��
1stSTEP :

0
��� �� �� ����
��� �	� ��� �	�
x0 /∈ C

% 7�  
�  ������
�����( ����	����� $� �� 8�� ��#�

x00 /∈
 ���	 �	�

x0 < x00 % �	��+
#
�
#
'
�" �	� �
����� ���# x00 �� + 8�� ��#�

x̂

�

∂
 ���	 �	�

x̂−x00
�  #���
��� ��  ���#�+ �� a⊗ + 	���� �����"�
��%
&%�%�%" $� �� ���#� �	�

a⊗ 
� �(���#�+ 
%�%+  ������� �������
�
��%
��������+ �

x̂

� � ���#��� �� �	� ��� 

∩Ha⊗

����������
�" ��
a⊗ + $�

	�� ���  ��
���� 4�����(5 α•
>

x̂ | T⊗
=
∑

ρ∈R⊗

αρc
ρ

| T⊗
.

�	� 
�+ $� 	��
 .%--!

x̂ ≥ x00 > x0 ,
	����

x̂ | T⊗
> x0

| T⊗
.
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x̂a⊗ = x̂|T⊗
a⊗ =

∑

ρ∈R⊗

αρc
ρa⊗ =

∑

ρ∈R⊗

αρ = 1 = v(a⊗) .

��$  .%--! ��  .%--! ���
��  .%2!%

2ndSTEP :
��$ ���

x0 ∈
 $
�	

x0 /∈ ∂C
% �	����

x̂ ∈ ∂
 ���	 �	�

x̂ < x0 	���� ����% 7"
�+ ��� ��#� ����
F a⊗

��  $� 	��
x̂ ∈ F a⊗

= ���
�	� �	�����
��
�� � ���� ��

T⊗ + ��
R⊗ = �	��

 .%-9!
x̂ =

∑

ρ∈R⊗

αρc
ρ + x̂

T\T⊗

< x0 ��
x̂ | T⊗

< x0

| T⊗
.

��$+ �
#
�� ��  .%-.! $� 	��

 .%-�!
x̂a⊗ =

∑

ρ∈R⊗

αρc
ρa⊗ =

∑

ρ∈R⊗

αρ = 1 = v(a⊗)

���
��
�" ��� ������ ��
#%

3rdSTEP :
�	� ��� �	�

x0 ∈ ∂
 
� �	� ��� �� �� �#
����+ � �	� �����

#��� 
� ���
���%
�ibi�i

�b���� �i	i ���� "
� �	� ���#��  .%2! ����� �� ���� �  ��#
����
����
��+ ���

x̂

� ��� �������
�� � 
#����
��%

6�$����+ 
� $� 
������ �	� �(�� ��� 
� ��� �
�����
��+ �	� 
�+ ��� �	� #��
#��� ���#� �	�

cρ(T) = r
 
%�%

λρ(I) = 1
! ���

ρ ∈ R
+ �	�� �	����# .%9


����� 
#��
�� �	� �	� ��������  
%�%+ �	� �����(� 	��� ��
cρ (r ∈ R)

! 
� �(�������� �����% 0�� 
� �	
� ��� �� 
#����
��� ����
�� ��  �� ��#
����
$	
�� ���

x0 ∈
 $� 	�� �������
�� x0 ∈ C(v)

 �	� ��������!% 7�� �
x0
� � 
#����
��+ $� 	�� ��  .%-9!

t =
∑

τ∈T

x0
τ ≤

∑

τ∈T

x̂τ =
∑

ρ∈R⊗

αρ

∑

τ∈T

cρτ +
∑

τ∈T

x̂
T\T⊗

τ = t+
∑

τ∈T

x̂
T\T⊗

τ

$	
�	 
#��
�� �������
�� x0 = x̂
��

x̂
T\T⊗

= 0
+ �	��

x0 =
∑

ρ∈R⊗

αρc
ρ ∈ C(v) .

��$ $� 
�������� �	� ������
��� x̄ρ
�� �	� ����������
�" #������ ξ̄ρ ��

�	�$ �	� �	� ��#
���� ����
��� �� � $��� �� �����
�	��%
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abcdefegd �i�i lmn {x̄ρ}ρ∈R om p~pru�� }~ nyxt�pnu}t �m�n}y�v pt� �mn
{
ξ̄
ρ}

ρ∈Rom n{m �}yymv�}t�utq ~pru�� }~ nyxt�pnu}t rmpvxymvk |{mt
 .%-.! �

= �PSX�{x̄ρ}ρ∈R pt� H = �PSX�{ξ̄ρ}
ρ∈R

,

pym �p��m� p ��pt�u�pnmv ~ }y� p MRESWELW XYZ[\RE]JG \GRk
&� $
�� ��������� ����� �	� � ��

H
�� 
����� ���������%

7� �	
� ��"� ��� �� ���
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R⊗ � $��� �
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∩ Ha⊗
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���� �����( ��� ��
�����
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α•
+ $� 	��

 .%-0!
x̂ | T⊗

> x0

| T⊗
,

x̂ | T⊗
=

∑

ρ∈R⊗

αρc
ρ

| T⊗
,

x̂a⊗ = 1 = v(a⊗) .
��8��+ $
�	 �	� �#� ��� �� �����
����

α•
� "
��� ��  .%-0!+

 .%-1!
x̄ :=

∑

ρ∈R⊗

αρx̄
ρ
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= x̂ | T⊕

+ �	��

 .%-2!
x̄ | T⊕

= x̂ | T⊕
> x0

| T⊕
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x̄a⊕ =
∑

ρ∈R⊗

αρx̄
ρa⊕ =

∑

ρ∈R⊗

αρc
ρa⊕ =

∑

ρ∈R⊗

αρ = 1 .
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αρc
ρ + x̂
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τ∈T x

ρ
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ρ∈R⊗

αρ

(
∑

τ∈T

xρ
τ

)
≤

∑

ρ∈R⊗

αρ

(
∑

τ∈T

cρτ

)

≤
∑

ρ∈R⊗

αρ

(
∑

τ∈T

cρτ

)
+
∑

τ∈T

x̂
T\T⊗

τ

=
∑

τ∈T

x̂τ ≤
∑

τ∈T

x0
τ = t
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�� x̂
T\T⊗
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αρx̄
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∑
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βρc
ρ
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1 =
∑

ρ∈R

αρc
ρa⊗ = x?a⊗ > x̂a⊗ =
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ρ∈R

βρc
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ρ∈R

βρ = 1
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αρ = 1
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