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~Eine Theorie ist eindrucksvoller, je gréfler die Einfachheit ih-
rer Pramissen ist, je verschiedenartigere Dinge sie verknipft und je
weiter ihr Anwendungsbereich ist. Deshalb der tiefe Eindruck, den
die klassische Thermodynamik auf mich machte. Es ist die einzige
physikalische Theorie allgemeinen Inhaltes, von der ich iiberzeugt
bin, dafl sie im Rahmen der Anwendbarkeit ihrer Grundbegriffe nie-

mals umgestofien wird (zur besonderen Beachtung der grundsditzli-
chen Skeptiker).“

Albert Einstein [1]

1 Einleitung

Wir teilen Einsteins Einschéitzung zur Thermodynamik, respektieren gleichzei-
tig aber die subtile Kritik ihrer Skeptiker: Im Alltagsleben sind Phinomene wie
Equilibration und Thermalisierung allgegenwértig und sogar unter experimentell
kontrollierten Bedingungen sind sie ausreichend dokumentiert sowie verifiziert
(abgesehen von besonderen Ausnahmen, auf welche wir in Kapitel Bezug
nehmen werden). Beispielsweise vermischt sich unser Kaffee mit der Milch und
passt sich der Raumtemperatur an. Fiir unsere Auffassung von zerrinnender Zeit
ist die scheinbare Irreversibilitit der statistischen Mechanik, welche den theore-
tischen Unterbau fiir die Thermodynamik bildet, essentiell. Im Gegensatz dazu
stehen einige feinsinnige, aber fundamentale Fragestellungen, vor allem, wenn
man die Ansicht teilt, dass die Thermodynamik ohne weitere Postulate aus der
Quantenmechanik ableitbar sein sollte: Warum sind makroskopische Phanomene
reproduzierbar, obwohl die atomaren sowie molekularen Konfigurationen in je-
dem Experiment weitgehend unbekannt und nicht reproduzierbar sind? Wie ist
die, in Form von Equilibration und Thermalisierung beobachtete, Irreversibili-
tdt mit den zugrunde liegenden mikroskopischen Gesetzen der Physik vereinbar,
welche wesentlich (abgesehen von kleinen Effekten der elektroschwachen Kraft)
zeitumkehrinvariant sind?

Zusammenfassend geht es in dieser Arbeit darum, der Herleitung der sta-
tistischen Mechanik aus der Quantenmechanik ein kleines Stiick ndher zu kom-
men. Dies ist nicht nur fiir die Grundlagenforschung von Relevanz, sondern auch
in technologischen Anwendungen von Bedeutung. Trotz der zuvor erwihnten,
ungeklirten Fragestellungen ermoglicht die Thermodynamik beispielsweise den
Bau von Kiihlschrianken sowie Verbrennungsmotoren. Bei zukiinftigen Entwick-
lungen auf der Nano-Skala ist ihre Anwendbarkeit nicht mehr so eindeutig. Hier
verspricht die Beschéftigung mit obigen Fragestellungen ganz konkrete, prakti-
sche Implikationen.

Bereits im Jahr 1870 zeigte Loschmidt die Schwierigkeit auf, makroskopisch
beobachtete Irreversibilitdt mit den reversiblen, mikroskopischen Gesetzen der
Physik zu vereinbaren [2]. Im Rahmen der klassischen Mechanik gehen die Ver-
suche diese Fragestellung zu beantworten unter anderem auf Maxwell und Boltz-
mann zuriick [3]. Hierbei spielte die Ergodenhypothese eine zentrale Rolle [4].
Obwohl Boltzmann schlieflich ein qualitatives Versténdnis entwickelte [5], wel-



ches im Wesentlichen unserer aktuellen Ansicht zu Equilibration aus Kap.
dhnelt, gelang es im Rahmen der klassischen Mechanik nie eine quantitative
Losung zu préasentieren.

Wir werden im Folgenden im Formalismus der Quantenmechanik arbeiten,
da diese die fundamentalere Theorie darstellt. Schon kurz nach der mathema-
tischen Formulierung der Quantenmechanik wurden obige, grundlegende Frage-
stellungen durch von Neumann innerhalb der neu entwickelten Theorie unter-
sucht [6]. Dieser wegweisende Beitrag wurde lange Zeit zu Unrecht als irrelevant
betrachtet, bis 2010 Goldstein und Koautoren sein Konzept wiederentdeckten
und begannen selbst auf diesem aufzubauen [7], 8 [9]. Einen ahnlichen Ansatz
werden auch wir in dieser Arbeit verfolgen.

Im Verlauf von Kapitel 2] wird unsere Auffassung von Equilibration und
Thermalisierung sowie der feine Unterschied dazwischen prézisiert. Dann wird
der Leser] auf den aktuellen Stand der Forschung zu Equilibration von iso-
lierten Quanten-Vielteilchensystemen gebracht (Kap. . In erweitern wir
diese Erkenntnisse von Erwartungswerten auf allgemeine Unterscheidbarkeits-
mafse. Dieses Kapitel ist angelehnt an die Publikation [10], welche in Teilen auf
die Masterarbeit des Autors zuriickgeht und zu Beginn der Promotion ausge-
arbeitet wurde. Kapitel [3] erldutert zundchst das Konzept der Typikalitit sowie
deren bisherige Verwendung in der quantenstatistischen Mechanik, bevor wir
einen analytischen Ausdruck fiir die typische Relaxation von isolierten Quanten-
Vielteilchensystemen herleiten. Dieses Resultat wurde ebenso bereits wihrend
des Doktorats des Autors publiziert [TI]. Dynamische Typikalitét, ein Konzept,
welches auf Gemmer und Bartsch zuriickgeht [I2] und die Reproduzierbarkeit
makroskopischer Phénomene verdeutlicht, ist Thema in Kapitel @ Dort, ném-
lich in Unterabschnitt werden wir das dritte zentrale Resultat [I3] dieser
Dissertation vorstellen. Hierbei handelt es sich um dynamische Typikalitat fiir
Anfangszustdnde mit vorgegebener Messstatistik beziiglich kommutierender Ob-
servablen.

Faszinierend an dem Thema dieser Arbeit ist, mit Verweis auf das Zitat
Einsteins, die gleichzeitige Anschaulichkeit und fundamentale Bedeutung der
Fragestellung. Obwohl sie mittlerweile iiber hundert Jahre ungelost ist, sind
die hier prisentierten Ansitze mit gundlegenden Kenntnissen der statistischen
Mechanik sowie Quantenmechanik zugénglich.

IWir weisen ausdriicklich daraufhin, dass trotz der nicht geschlechtsneutralen Formulierung
stets alle Geschlechter angesprochen sind.



2 Equilibration in QM-Vielteilchensystemen

Erreicht ein makroskopisches System, welches in einem Nichtgleichgewichtszu-
stand prépariert wurde und ab dann isoliert von seiner Umgebung evolviert,
einen stationdren Zustand? Aufgrund von ,quantum revivals‘ﬂ Zeitumkehrin-
varianz und weiteren augenscheinlichen Griinden (siehe Kap. kann diese
Relaxation zu einem Equilibriumszustand, zumindest genau genommen, nicht
existieren. Auf der anderen Seite beobachten wir téglich Equilibrationsphéno-
mene. In diesem Sinne wurde bereits eine approximative, aber praktikable Form
der Equilibration bewiesen [14] 15| [16] 17, [I8]: Unter realistischen Voraussetzun-
gen verbleibt der Erwartungswert einer quantenmechanischen Observablen fiir
den iiberwiegenden Anteil aller hinreichend spéten Zeiten extrem nah an einem
konstanten Wert. Mit anderen Worten, die Abweichungen des Erwartungswertes
von einem stationdren Langzeitlimes sind entweder so klein oder so selten, dass
kein realistisches Experiment den Unterschied detektieren kann. Im Folgenden
werden wir diesen Stand der Forschung detailliert darlegen und darauf aufbau-
end eine Erweiterung auf allgemeine Unterscheidbarkeitsmafie présentieren.

2.1 Stand der Forschung: isolierte Systeme

Ein isoliertes System wird durch einen zeitunabhingigen Hamiltonoperator
H=Y E,P, (2.1)

auf einem Hilbertraum # beschrieben, wobei die P, Projektoren auf die dis-
junkten Eigenrdume von H mit verschiedenen Eigenwerten E,, bezeichnen. Der
Index n lduft, abhingig von dem zu beschreibenden System, entweder von 1
bis unendlich oder bis zu einer endlichen Obergrenze. Da wir uns auf rdumlich
begrenzte Systeme beschrinken, kénnen wir kontinuierliche Spektren vernach-
lassigen. Aus zwei Griinden betrachten wir nur isolierte Systeme: Zum einen
koénnen wir alle fiir den betrachteten Zeitraum relevanten Freiheitsgrade als ein
grofses isoliertes System auffassen. Zum anderen lassen sich offene Systeme in der
Quantenmechanik bisher nicht ohne Brechung der Zeitumkehrinvarianz behan-
deln. Diese liegt aber gerade im Zentrum unserer Frage nach Equilibration und
soll nicht durch die heuristische Modellierung einer Umgebung im Masterglei-
chungsformalismus vorweg genommen werden. Strenggenommen ist bereits fiir
isolierte Systeme wegen der elektroschwachen Wechselwirkung die Zeitumkeh-
rinvarianz gebrochen. Aber es ist kein Mechanismus erkennbar, der die Wirkung
der elektroschwachen Kraft so amplifizieren wiirde, dass sie fiir die Thermalisie-
rung von Kaffee verantwortlich wére [3].

Hauptséchlich haben wir isolierte, makroskopische Vielteilchensysteme mit

2Bekanntermafen kehren abgeschlossene, raumlich begrenzte Systeme zu einem bestimm-
ten, wenn auch moglicherweise spéten, Zeitpunkt beliebig nahe zu ihrem Ausgangszustand
zuriick. Dies gilt klassisch sowie quantenmechanisch und wird als quantum revival oder Poin-
caré Wiederkehr bezeichnet.



ungefdhr
f=10% (2.2)

Freiheitsgraden im Sinn. Zusammengesetzte Systeme, bestehend aus einem Sub-
system von eigentlichem Interesse sowie einer viel groferen Umgebung (sog.
Bad), sind daher als Spezialfille enthalten. Nichtsdestotrotz sind unsere Aus-
flihrungen unter anderem auch fiir Systeme mit wenigen Freiheitsgraden aber
einem hochdimensionalen ,aktiven Hilbertraum‘ﬁ von Interesse.

Wie iiblich werden Systemzustinde (rein oder gemischt) durch Dichtematri-
zen p und Observablen durch hermitesche Operatoren A beschrieben. Erwar-
tungswerte sind bekanntermafen durch (A) = Sp {pA} gegeben und die Zeit-
entwicklung durch p(t) := U;p(0)U; mit dem Propagator Uy := exp (—iHt) sowie
h = 1. Dies impliziert, unter Benutzung von , dassUy := ), Py exp(—ibpt),
und folglich, dass

(A)pp) = D Amne!EnmE", (23)
Apn = Sp {Pop (0) P, A} . (2.4)

Kein realistisches Experiment resultiert in Messergebnissen mit mehr als
20 relevanten Ziffern; was einer sehr grofziigigen Abschitzung gleichkommt.
Daher ist das Verhéltnis von Messbereich A 4 zu experimenteller Auflésung 6 A
beschrénkt
Aa

=1 < 102, (2.5)

Mit anderen Worten betrachten wir wirklichkeitsgetreu nur ,grob-gekdrnte
(coarse-grained) Observablen, fiir welche der Abstand zwischen grofitem und
kleinsten Eigenwert dem Messbereich Ay = apax — amin entspricht.

Mit Blick auf Gleichung beschreibt die spezifische Observable A = P,
die Besetzungswahrscheinlichkeit des (mdglicherweise entarteten) Energienive-
aus F,, mit dem Erwartungswert

Pn = S {p(t) Pa} (2.6)

Da die Projektoren P, mit dem Hamiltonian H kommutieren (siche Gleichung
(2.1)), sind die Besetzungswahrscheinlichkeiten der Energieniveaus p,, zeitun-
abhéngig, sprich Erhaltungsgréfsen. Deshalb sind diese vollstindig durch die
Anfangsbedingungen und somit durch die Systempréparation bestimmt.

Fiir typische makroskopische Systeme mit f ~ 1023 Freiheitsgraden liegen
die Energieniveaus unvorstellbar dicht. Unter realistischen experimentellen Be-
dingungen ist es deswegen praktisch unvermeidbar, eine entsprechend grofse,
exponentiell in f skalierende, Anzahl an Energieniveaus signifikant zu popu-
lieren. Dies rechtfertigt im Umkehrschluss unsere physikalische Annahme, dass

3Unter einem hochdimensionalen ,aktiven Hilbertraum® verstehen wir, analog zu Gleichun-
gen und , dass die Besetzungswahrscheinlichkeit p, fiir alle bis auf ein Energieni-
veau gering ist. Abgesehen von trivialen Fillen impliziert dies, dass viele Niveaus durch den
Systemzustand populiert (,aktiv®) werden. Folglich wird durch den Systemzustand ein hoch-
dimensionaler Hilbertraum aufgespannt.



jede einzelne Besetzungswahrscheinlichkeit p,, extrem klein ist (im Vergleich zu
>, pn = 1) und typischerweise die Abschiitzung max,, p, = 10~9) erfiillt. Im
Folgenden werden wir sogar zulassen, dass ein Energieniveau moglicherweise kei-
ne verschwindend geringe Besetzungswahrscheinlichkeit aufweist, beispielswei-
se im Falle eines makroskopisch populierten Grundzustands. Dementsprechend
nehmen wir im weiteren

max’ p, = 10790 (2.7)
n

an, wobel max/, p,, die zweitgrofite Besetzungswahrscheinlichkeit kennzeichnet.

Die etablierte Formulierung der Equilibrations-Problematik fragt, wie be-
reits in der Einleitung zu diesem Kapitel dargelegt, ob, in welchem Sinne und
unter welchen Voraussetzungen der Erwartungswert (A4) ) aus Gl. einen
konstanten Wert im Langzeitlimes annimmt. Wie bereits diskutiert kann (4) )
natiirlich nicht im strengen Sinne gegen einen solchen Langzeitlimes konvergie-
ren, abgesehen von trivialen Fillen mit A,,, = 0 fiir alle m # n.

Es bleibt die Erwartung, dass (A) (1) zumindest approximativ einen statio-
niren Wert fiir die meisten hinreichend spéten Zeiten ¢ erreicht. Der intuitive
Kandidat fiir einen solchen asymptotischen Wert, falls ein solcher {iberhaupt
angenommen wird, ist das Mittel von (A) ) tiber alle Zeiten ¢ > 0. Weil alle
Energien E,, verschieden sind, kann man umgehend aus Gleichung schlie-
fen, dass dieser mutmafliche stationire Wert durch (A4), := Sp {pA} gegeben
ist. Hierbei ist

=" Pup(0) P, (2.8)

ein nicht negativer, hermitescher Operator mit Sp {p} = 1 und somit eine wohl-
definierte Dichtematrix.

Ein Resultat von obiger Form wird in hergeleitet, indem Techniken,
welche in [16] 17 [I8] ihren Ursprung haben, kombiniert und weiterentwickelt
werden. Dort wird ndmlich gezeigt, dass folgende Ungleichung fiir alle hinrei-
chend spéten Zeiten T gilt:

7| e OF <380 {5} gmax' (29)

o(t) = (A) ) — (A),, (2.10)

wobei g der maximalen Entartung der Energieliicken entspricht,

g = mix\{(k,l) : Ex—E =E, —E,}, (2.11)

mit |S| als Bezeichnung fiir die Anzahl der Elemente in der Menge S. Mit an-
deren Worten entspricht g der maximalen Anzahl an exakt iibereinstimmenden
Energieabstinden unter allen moglichen Paaren unterschiedlicher Energieeigen-
werte. In der Literatur wird oft anstatt auch die sogenannte Spurdistanz
(engl. trace distance) benutzt, welche |o(t)| beziiglicher aller A € H maximiert
[15]. Weil das optimale A aber im Allgemeinen nicht physikalisch realisierbar
ist, empfinden wir diese Annahme als stark einschrankend.



Mit Blick auf und unter Vernachldssigung auferordentlich grofser Ent-
artung der Energieliicken ¢ ist das zeitliche Mittel auf der linken Seite von
(2.9) verschwindend klein. Das impliziert wiederum, dass der Betrag der Dif-
ferenz ebenfalls fiir die meisten Zeiten ¢ € [0,7] verschwindend gering
sein muss. Um diese Argumention quantitativ zu untermauern, definieren wir
fiir alle € > 0 und T > 0 die Grofe

T.={0<t<T: |o(t) >¢€}, (2.12)

wobei | S| nun die Grofe (Lebesgue-Maf) der Menge S bezeichnet. Dementspre-
chend ist T, das Maf fiir alle Zeiten ¢t € [0, T, fiir welche |o(t)| > € gilt. Folglich
gilt ebenfalls, dass |o(t)|* > €2 fiir eine Menge an Zeiten ¢ vom MaR T, sowie
dass 0 < |o(t)|2 < € fiir alle {ibrigen Zeiten t € [0,7]. Daher ist das zeitliche
Mittel auf der linken Seite von durch €T, /T von unten beschriinkt. Somit
folgt fiir jedes € > 0, dass

T./T < 3Sp {/5142}gma:)(’pn/e2 (2.13)

fiir alle hinreichend spaten T'.

Wenn man A durch A+ c1y, mit ¢ einer beliebigen reellen Zahl und 14 der
Einheitsmatrix, ersetzt, bleibt die linke Seite von Gleichung unverindert.
Infolgedessen konnen wir auf der rechten Seite von A durch A + ¢1; mit
beliebigem ¢ ersetzen. Jetzt wéhlen wir ¢ so, dass |a, —c¢| < A,/2 fiir alle

Eigenwerte a, von A. Damit folgt, dass Sp {[)(A + c]ly)2} < (A4/2)* auf der
rechten Seite von (2.9) und ebenso in (2.13]), womit

T. _3A% gmax,p,

=< = (2.14)

fiir alle hinreichend spéaten T'.

Gleichung reprasentiert zusammen mit , sowie die
bisherige Antwort auf die oben formulierte Problematik der Equilibration: Die
Menge aller Zeitpunkte T, fiir welche der ,wahre* Erwartungswert (A) p(t) YO
konstanten Wert (A)_ um mehr als ein gegebenes ¢ > 0 abweicht, ist fiir al-
le hinreichend spédten T durch beschrankt. Identifiziert man e mit der
experimentellen Auflsung 6 A und erkennt, dass die rechte Seite von auf-
grund von verschwindend klein ist, folgt, dass (A) o(t) fiir die iiberwiegende
Mehrheit aller Zeiten ¢ € [0,7] im Rahmen jeder experimentell erreichbaren
Messgenauigkeit konstant ist. Insbesondere muss 1" so grof sein, dass die an-
fangliche Nichtgleichgewichtsdynamik in einem viel kiirzeren Zeitintervall, im
Vergleich zu [0, T, abgeklungen ist.

Wir merken an, dass Hamiltonoperatoren mit entarteten Energieliicken, grob
gesagt, vom Maf null beziiglich aller moglichen Hamiltonians sind. Sie treten
nur infolge von besonderen Griinden wie (perfekten) Symmetrien oder speziel-
len Parametern (fine tuning) auf. Typischerweise sind daher alle nicht trivialen
Energieliicken E,, — E,, (sprich solche mit m # n) verschieden; was ¢ = 1 in

10



impliziert. Obige Resultate bleiben sogar fiir nicht generische Fille mit
g > 1 weiterhin giiltig, solange g dabei im Vergleich zu (max, pn)*1 hinreichend
klein bleibt. Ebenso sind Hamiltonoperatoren mit entarteten Energieeigenwer-
ten im Prinzip nicht generisch, aber nichtsdestotrotz in zugelassen.

Zusammenfassend ist der wahre Erwartungswert, und damit der Zustand
p (t), fiir alle hinreichend spéten Zeiten ¢ experimentell ununterscheidbar von
der zeitunabhéngigen Approximation, mittels g, und das unter sehr schwachen
Einschrénkungen beziiglich des Anfangszustands, der Observable und des Ha-
miltonians.

2.1.1 Anhang 2.A

Dieser Anhang erbringt die Herleitung der Gleichungen (2.9) und (2.10). Das
heifst wir zeigen, dass fiir alle hinreichend spéten T

T
/ % [o(t)]” < 3Sp {pA*} gmax'p,, (2.15)
0 n

o(t) = Sp{p (t) A} — Sp {pA} (2.16)
wobei g der maximalen Entartung der Energieliicken aus (2.11) und max/, p,
der zweitgroften Besetzungswahrscheinlichkeit aller Energieniveaus entspricht

(siehe (12.7)) sowie dariiber).

Vorarbeiten: Wir erinnern uns, dass die P, in Projektoren auf die Ei-
genrdume des Hamiltonoperators H entsprechen. Hierbei lduft n von 1 bis un-
endlich oder bis zu einer endlichen oberen Grenze. Mit anderen Worte ist n € I,
wobei die Indexmenge I entweder N gleicht oder von der Form {1, ..., L} mit
einem endlichen L € N sein muss. Diese Projektoren P, geniigen den iiblichen
Orthogonalitéts- sowie Vollstdndigkeitsrelationen

fiir alle m,n € I und

> Py=1y (2.18)

nel
Als néchstes definieren wir

Pn = Lnp (O) Py (2'19)

und bezeichnen mit Sy die Menge an Operatoren, welche alle P, sowie p,, ent-
hélt. Alle diese Operatoren in Sy sind hermitesch und kommutieren miteinander,
sodass eine gemeinsame Eigenbasis fiir sie existiert. Folglich gibt es eine Ortho-
normalbasis {|’y>}fiy:1, deren Dimension d endlich oder unendlich sein kann und
deren Projektoren P, := |v) (| mit allen Operatoren aus S, kommutieren. In
direkter Konsequenz kommutieren auch die Projektoren

D
X:=>"m0l, (220)
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Yi=ly-X= > 1l (2.21)

mit allen P, und p,. Beispielsweise gilt
XP,=P, X, Xpn=paX (2.22)
fiir alle » und ebenso fiir Y anstatt X. Mit der Definition
A= XAX (2.23)

folgt unter Betrachtung von ([2.22), dass

P,:=XP,X =P, X = XP,. (2.24)

Insbesondere, wenn man flmn analog zu li definiert, ldsst sich schnell verifi-
zieren, dass

Ay = Sp {Pmp(O) Pnix} —Sp {ﬁmp (0) ﬁnA} , (2.25)

indem man , und die Invarianz der Spur unter zyklischer Permuta-
tion ausnutzt.

Fiir jeden Basisvektor |y) kann man aus und (2.18) schliefen, dass
P, |v) fiir genau einen Index n dem Zustand |vy) entspricht (Eigenwert 1) und
fiir alle tibrigen Indizes den Nullvektor |0) ergibt (Eigenwert 0). Da D in
endlich ist, sind mindestens ein und héchstens D der P, ungleich Null. Ohne
Beschrénkung der Allgemeinheit wahlen wir die Indizes n und eine geeignete
ganze Zahl N € {1,...,D} so, dass P, ausschlieflich fiir n € {1,..., N} nicht
verschwindet. Zudem wihlen wir die Indizes v und n so, dass die Besetzungs-
wahrscheinlichkeiten der Energieniveaus aus ihren maximalen Wert fiir
n = 1 annehmen:

max p, = pi - (2.26)

Dementsprechend gilt fiir die zweitgrofite Besetzungswahrscheinlichkeit

max’ p,, = maxp,, . (2.27)
n n>2

Folglich verschwindet flmn in l) sofern nicht m < N und n < N. Mit li
kénnen wir dann folgern, dass

N
Ay = Ap e En=Em)t, 2.28
< >p(t) m,;:l ( )
Ebenso findet man mittels (2.8) sowie (2.23), dass
~ N ~
Sp {ﬁA} =3 A (2.29)
n=1

12



Zusammengenommen erhalten wir
o(t) == Sp {p(t)A} —Sp {,BA} = Z Ay et En—Em)t, (2.30)
m#n

Da p(0) ein hermitescher, nicht negativer Operator ist, existiert ein hermi-
tescher, nicht negativer Operator, welchen wir mit p'/? bezeichnen und welcher
der Relation p'/?p'/? = p(0) geniigt. Mittels der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

ISp{BTC}|” < sp{BiB}sp{cic} (2.31)

fiir das Skalarprodukt Sp {BTC'} von beliebigen Operatoren B und C' sowie
unter Ausnutzung von P,, = P2 [vgl. (2.17)] und der Invarianz der Spur unter
zyklischer Permutation kénnen wir aus ([2.25)) schliefen, dass

= so{(rur ) (1))

< Sp {Pup (0) P} b { Pap (0) P AP A} (2.32)

‘Amn

Den ersten Faktor im letzten Schritt identifizieren wir als die Besetzungswahr-

scheinlichkeit aus (2.6). In Kombination mit (2.19)), (2.23) sowie (2.24) finden

wir

- 2 ~
‘A,,m < PSP {Pn XAX P XAX} = ppSp {XpnAPmA} . (2.33)

Als nichstes beobachten wir, dass sowohl AP, A als auch pPn aus
hermitesche, nicht negative Operatoren sind und dass jeder Zustand |v) ein
Eigenvektor von p,, sowie X aus ist. Wir werten die Spur in nun
in dieser Basis {W)}izl aus und erhalten

‘flmn ’ < pmSp {pnAI:’mA} . (2.34)

Mittels P2 = P, (vgl. ) sowie folgern wir, dass P,, = P, XP,,.
Die zyklische Invarianz der Spur nutzend, kénnen wir den letzten Faktor in
als Sp {X B} schreiben, wobei B := P,,, Ap,, AP,,. Da B ein hermitescher,
nicht negativer Operator ist, gilt, dass Sp{XB} < Sp{B} = Sp{p, AP, A}.
Letztendlich bekommen wir

- 2
’Amn < pmSp {pnAPmA} . (235)

Schritt 1: In diesem Abschnitt werden wir uns eng an die Argumentationsket-
te aus [I7] halten. Aus (2.20) und (2.21) resultiert fiir beliebige Dichtematrizen
p sowie Observablen A, dass

Sp{pA} =Sp{(X +Y)p(X +Y)A} = R, + R2 + Rs3, (2.36)
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Ry =Sp{XpXA}, (2.37)

Ry = Sp {Y p(X +Y)A} = Sp {Y pA} (2.39)

R; :=Sp{XpY A}. (2.39)

Unter Benutzung der zyklischen Invarianz der Spur sowie von Definition ([2.23)

ergibt sich

R =Sp {p/i} . (2.40)

Durch Umformungsschritte, die denen der Ableitung von (2.32)) gleichen, kénnen
wir (2.38) umschreiben zu

[Rof® < Sp{YpY'} Sp {ApA} . (2.41)

Nun nutzen wir aus, dass fiir beliebige hermitesche, nicht negative Operatoren
B und C
Sp{BC} < ||B||Sp{C}, (2.42)

wobei || B|| die Operatornorm, sprich den groften Eigenwert, kennzeichnet, um
den letzten Term in (2.41]) folgendermafen abzuschatzen

Sp {ApA} = Sp {pA?} < ||A%||Sp {p} = | A|” < oc. (2.43)

Unsere realistische Einschriankung auf Observablen A mit einem finiten Messbe-
reich A4 rechtfertigt die letzte Ungleichung. Schlieflich kénnen wir aus (2.21)
schlussfolgern, dass

d
Sp{YpY}=5Sp{¥Yp}= > (lph), (2.44)
~y=D+1
und unter Verweis auf (2.41)), dass
d
2 2
[Rol* < (1417 > (el (2.45)
y=D+1
Analog findet man fiir R3 aus (2.39), dass
d
|[Ra|” < Sp{Y pY }IA|*Sp{XpX} < A Y (el (2.46)
y=D+1
Setzen wir (2.40), (2.45) sowie (2.46) in (2.36)) ein, erhalten wir
., 1/2
Sp{pa} —sp{pd}| <2014 [ > el (2.47)
y=D+1

flir beliebige Dichteoperatoren p.
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Als néchstes fokussieren wir uns auf die zwei spezifischen Dichtematrizen
p (t) sowie p aus Kapitel Mit der Definition

§(t) =0 (t) — 5 (t) (2.48)

folgt umgehend aus (2.16), (2.30)), (2.47) sowie (2.48)), dass

5(1)] = |Sp {p (1) A} = Sp{pA} = Sp {p (1) A} +Sp {5}

p
< Isp 4o ()4} — Sp {p () A} | +[sp () - 5p {5}

1/2
d /

<4llAl{ > Glaln | - (2.49)
y=D+1

Im letzten Schritt haben wir davon Gebrauch gemacht, dass (y|p(¢)|y) =
(7] ply) fur alle ¢t und +.

Wir erinnern uns, dass ||A]| endlich ist (vgl. (2.43)), und bemerken, dass
25:1 (7] p|v) monoton mit D wichst sowie durch Sp {p} von oben beschrankt
ist. Damit folgt aus (2.49), dass fiir jedes gegebene € > 0 ein endliches D exis-
tiert, so dass

62 (t) <e (2.50)

fir alle ¢t. Das ist das zentrale Resultat dieses Abschnitts.

Schritt 2: In diesemn Abschnitt werden wir uns eng an die Herangehenswei-
se aus [19] [20] halten, welche selbst einer Vereinfachung des vorangegangenen
Aunsatzes aus [16] entspricht.

Wir bezeichnen die Menge der Paare ungleicher Indizes als

G:={(mn) : mn €{l,...N}, m#n} (2.51)
und definieren fiir jedes a = (m,n) € G
GO‘ = Em - ETL y Vo = Amn (252)

Daraus und mit Verweis auf (2.30) ergibt sich

= Z vhvgexp (1 [Go — Ggalt) (2.53)

2 (t) = Z Vo €XP (—iG o t)
a€cel a,BeC
und hiermit, dass
7 (t)=R(t)+ S, (2.54)
R(t) = Z vhvgexp (1 [Go — Gglt), (2.55)
«a,BeC
Ga#Gg
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S = Z vhvg. (2.56)
a,BeC
Ga=Gpg
Wir merken an, dass sowohl R(t) als auch S reelle Zahlen sind und ihre Summe
nicht negativ sein kann.
Unter Benutzung folgender Abkiirzung fiir das zeitliche Mittel beliebiger
Funktionen f(t)

T
GO [ F. (257)

findet man mittels Integration iiber (2.55), dass

1 2
Ny < — * 0| ———. 2.
(BR@®)r < 7 %e:@ |Uavl3||Ga_Gﬂ| (2.58)

ey

Weil die Anzahl der Summanden endlich ist (vgl. (2.51))), kdnnen wir aus (2.54)-
(2.58) schlussfolgern, dass fiir jedes gegebene € > 0 ein endliches T, existiert, so
dass

(2(t)), <e+S (2.59)

fir alle T > T..

Als néichstes betrachten wir die Untermengen G; von G aus (2.51)), welche
durch die Eigenschaft definiert werden, dass alle Elemente o = (m,n), die zu
der selben Untermenge G; gehoren, identische Energieliicken G, = E,,, — Ej,
aufweisen, wahrend fiir jedes Paar o € G; und 8 € Gy mit j # k die entspre-
chenden Energieliicken G, sowie G verschieden sind. Es folgt, dass die Anzahl
der Untermengen G; endlich ist (j=1,...,J), dass G die disjunkte Vereinigung
aller dieser Untermengen G; ist und dass jede Untermenge G; eine endliche An-
zahl Elemente enthélt, welche wir mit g; bezeichnen wollen. Wir erinnern, dass
g aus die maximale Anzahl entarteter Energieliicken bezeichnet, woraus

9i =9 (2.60)

fiir alle j resultiert. Entsprechend kénnen wir S aus (2.56|) umschreiben zu

S:Z > v (2.61)

Nun definieren wir das Skalarprodukt (B| C) = Z%ﬂ B},Cy, fiir beliebige
M x M Matrizen B und C. Fiir die spezielle Wahl By, := x;, (unabhéngig von 1)
sowie Cy; := z; (unabhéngig von k) impliziert die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

M 2y M M 2
S owpa| <D )l = (MZ |$k|2> (2.62)
Kl k1 Kl k
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fiir beliebige komplexe Zahlen x1, ..., 5. Unter der Beobachtung, dass die letzte
Summe in (2.61]) genau von dieser Struktur ist, folgt mit (2.60), dass

J J
SSZQJ‘ Z |Ua|2ggzz |Ua‘2:gzwal2' (2.63)

7j=1 a€cGy j=1 aeCy ae

Kehren wir jetzt mittels (2.51) und (2.52) zu unserer urspriinglichen Notation
zuriick, erhalten wir

N
S<g > |Amal®. (2.64)
m#n
Diese Relation stellt zusammen mit (2.59) das zentrale Resultat dieses Ab-
schnitts dar.

Schritt 3: In diesem Abschnitt werden wir uns erneut eng an das Vorgehen

aus |17] halten. Mit >, bezeichnen wir die partielle Summe aus (2.64)), die nur
2.35)

iber alle Summanden mit n = 1 lduft. Unter Verwendung von (2.35)) lésst sich
diese dann ausdriicken als

2
3 ( < max pn W1, (2.65)
N
Wy = Z Sp{p1AP,A}. (2.66)
m=2

Da p, AP, A fiir beliebige m,n ein nicht-negativer Operator ist (siehe (2.19)),
gilt

W1 < Sp{paAP,A} = Sp { (Z pn> A (Z Pm> A} . (267)
wobei die die Summen iiber die volle, sprich nicht trunkierte, Spanne der m und
n Werte lauft, wie in (2.1) und (2.3)). Mit (2.8), (2.18) sowie (2.65) erreichen wir

dann
Zl < max p,Sp {pA”} (2.68)

Aus der Definition (2.25) lisst sich schliefen, dass A, = A* . Daher kann
man ), auch als den Teil der Summe in (2.64) ansehen, der iiber alle Summan-
den mit m = 1 lauft. Dies wiederum lasst uns (2.64)) umformulieren zu

S<gy +g Z/, (2.69)

Sy

m=2

Ez

(2.70)

33
Il
—

*
3

v
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Analog zu 1'1} kénnen wir auch Zl von oben beschrénken
< pA%}. .
do < max pSp {pA%} (2.71)

Nur zum Zweck einer angenehmeren Notation haben wir bisher angenom-
men, dass die grofite Besetzungswahrscheinlichkeit eines Energieniveaus durch
p1 gegeben ist (siehe (2.26)). Um diese unnétige Sonderrolle des Indizes n = 1

loszuwerden, benutzen wir (2.27) in (2.68) sowie (2.71). Damit ergibt sich fiir
(12.69)):
S < 2gmax’ p, Sp {ﬁAQ} . (2.72)

Dies ist das zentrale Resultat dieses Abschnitts.

Endergebnis: Als erstes betrachten wir den Fall Sp {ﬁAz} = 0. Weil sowohl
A? als auch alle Summanden in hermitesche, nicht negative Operatoren
sind, folgt

Sp {Pp (0) P,A%} =0 (2.73)

fiir alle n. Ahnlich wie in (2.32) konnen wir das Betragsquadrat von (2.4) von
oben beschrinken:

o = s (2o) (20,4)}
< Sp{Pmp (0) P} Sp{Pnp (0) P A} (2.74)

Mit findet man dann, dass A,,, = 0 fiir alle m,n, und mit (2.3), dass
Sp{p(t) A} = 0 fiir alle t. Ebenso findet man mit (2.8), dass Sp{pA} =
> n Ann = 0. Somit ist trivialerweise erfiillt.

Nun wenden wir uns dem Fall Sp {ﬁAz} > 0 zu (da p und A? nicht negativ
sind, existiert der Fall Sp {ﬁAz} < 0 nicht). Deswegen wissen wir, dass

B = gmax’ p, Sp {pA*} > 0. (2.75)
Zudem kénnen wir D in (2.50)) so wihlen, dass §2 () < 3/20 fiir alle ¢, womit

(6% (1)), < B/20 (2.76)

fiir alle T > 0. Ferner kénnen wir in (2.60) auch e = /20 wihlen, was zusammen
mit (2.72) impliziert, dass

(6% (1)), <2058 (2.77)
fiir alle hinreichend spéten Zeiten 7. Mit Blick auf ([2.48) schlieffen wir, dass
(0% (1)) = (62 (1)) + 2V 4+ (6° (1)), (2.78)

Vo= (5 (6) 5 (1)) (2.79)
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Unter der Anmerkung, dass (f1 (t) f2 (t)), fiir beliebige reellwertige Funktionen
f1,2 (t) ein wohldefiniertes Skalarprodukt darstellt, gibt die Cauchy-Schwarz Un-

gleichung )
VI* < (6% (1)), (6% (1)), - (2.80)
Mittels (2.76) sowie (2.77) folgt daraus |V| < 0.4 8 und mit (2.78)), dass
(o (t)), <38 (2.81)

fiir alle hinreichend spédten T'. Aufgrund von (2.58]) sowie (2.75|) 14sst sich somit
(2.15) zeigen.

2.2 Erweiterung auf allgemeine Unterscheidbarkeitsmafie

Bisher wurde, abgesehen von [15, [I8], die (Un)unterscheidbarkeit von p (t) und p
immer hinsichtlich der korrespondierenden Erwartungswerte beziiglich einer Ob-
servable A untersucht. Wie durch Short [I5] angemerkt wurde, ist ein solches
Unterscheidbarkeitsmafl nicht zufriedenstellend, da quantenmechanische Mes-
sungen nicht in Erwartungswerten resultieren, sondern in Eigenwerten a, der
Observable A.

Ahnlich wie in 1) lasst sich jede Observable A schreiben als

A=>"aK, (2.82)

wobei durch K, die Projektoren auf die disjunkten Eigenrdume von A zu ver-
schiedenen Eigenwerten a, bezeichnet werden. Gemifs der Lehrbuchmeinung
iiber Quantenmechanik (Born’sche Regel)ﬂ resultiert jede Messung eines Sys-
tems im Zustand p (¢) mittels der Observable A in einem der moglichen Mess-
ausgénge a,. Die korrespondierenden Wahrscheinlichkeiten einen spezifischen
Messausgang a, zu erhalten sind gegeben durch

ky (t) = Sp{p(t) Ku}. (2.83)

Zusétzlich merken wir an, dass unser Ansatz auch auf verallgemeinerte Messun-
gen erweiterbar ist, sogenannte POVMs (positive operator valued measures).
Der einzige formale Unterschied besteht darin, dass dann die entsprechenden
Operatoren K, nicht ldnger orthogonal zueinander sind. Diese Eigenschaft wer-
den wir im Folgenden aber nicht bendtigen. Eine gelungene Einfithrung in die
Funktionsweise und Notwendigkeit von POVMs gibt beispielsweise [22]. POVMs
werden immer dann relevant, wenn man die Messung nicht am System direkt,
sondern an einem damit verschrankten Hilfssystem durchfiihrt. Aufgrund un-
serer ,Einschrinkung® auf ein realistisches Verhiltnis von Messbereich A 4 zu

4Nach der Uberzeugung des Autors ist diese Lehrmeinung, welche mit der Kopenhagener
Interpretation einen willkiirlichen und nicht unitdren Kollaps der Wellenfunktion einfiihrt,
inkonsistent sowie iiberholt, wenn auch nichtsdestotrotz in vielen Situationen eine gute Ap-
proximation. Der interessierte Leser wird zur weiterfithrenden Lektiire auf |2I] verwiesen.
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experimenteller Auflésung 0 A (siehe (2.5)) betrachten wir weiterhin grobkornige
Observablen A, fiir die gilt

ve{1,2,..,Na}, Na<10%. (2.84)

Aus obigen Griinden sollte die Unterscheidbarkeit von p (¢) und p auf Ba-
sis der wirklich beobachteten, zuféllig auftretenden Messausgéinge a, beurteilt
werden. Genauer gesagt ist ein geeigneter Weg zu finden, um die Wahrschein-
lichkeiten k, (t) sowie

];;I/ = Sp {ﬁKu} ) (285)
mit denen die Messausgénge a, in den jeweiligen Zusténden p (t) und p auftre-
ten, zu vergleichen. In der Tat konnte es der Fall sein, dass p (¢) und p hinsichtlich
des Erwartungswertes von A ununterscheidbar sind, wihrend sie beziiglich der
relativen Hiufigkeiten der Messausginge a,, unter hinreichend hiufiger Wie-
derholung des Experiments, sehr wohl mit merklicher statistischer Signifikanz
unterscheidbar sind.

Hier und auch im Folgenden verstehen wir, wie iiblich, unter einer Wieder-
holung eines Experiments, dass die Messung der selben Observable auf einem
Ensemble an Systemen im gleichen Quantenzustandﬂ durchgefiihrt wird, wo-
bei sie nach der Born’schen Regel jedes Mal in einem zufilligen Messausgang
resultiert.

Anders gesagt besteht die Problematik der Equilibration darin zu zeigen,
dass die Haufigkeiten, mit denen die unterschiedlichen Messausginge im wahren
Systemzustand p (¢) vorkommen, nicht statistisch signifikant inkompatibel mit
der Approximation p sind.

In der Formulierung dieser Problematik haben wir ¢ stillschweigend als be-
liebig aber fest aufgefasst. Am Ende dieses Kapitels werden wir unser Ergebnis
auf die realistischen Fille, in denen die Messung in jeder Wiederholung zu einer
unterschiedlichen Zeit durchgefiithrt wird, erweitern.

Im Sinne unserer Einschrankung auf physikalisch realistische Observablen A
beschrénken wir uns auch auf eine realistische Anzahl an Wiederholungen der
Messung

Nyep < 10%. (2.86)

Diese Schranke wird durch 10!? Wiederholungen pro Sekunde seit dem Urknall
erreicht. Man kann leicht verstehen, warum eine solche obere Schranke notwen-
dig ist. Dafiir betrachten wir den generischen Fall, dass die Wahrscheinlichkeiten
und nicht fiir alle v identisch sind. Im Limes N,¢, — oo muss dann
mit beliebiger statistischer Signifikanz deutlich werden, dass die Approximation
p inkompatibel mit den beobachteten Messausgéngen ist, welche ihren Ursprung
im wahren Systemzustand p (t) haben. Mit anderen Worten wiren die Zusténde
p (t) und p ohne realistische Beschréankung von N,., im generischen Fall immer
unterscheidbar.

5Durch die Zul#ssigkeit gemischter Dichtematrizen in unserem Ansatz, welche die Inkor-
poration klassischer Unsicherheit/Unkenntnis in die Quantenmechanik erlauben, ist diese An-
nahme gerechtfertigt.
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Erste wichtige Schritte zur Auflésung dieser prézisierten Equilibrationspro-
blematik wurden in [I5] unternommen. Dort wurde die Unterscheidbarkeit von
p (t) und p folgendermaken quantifiziert: Wir stellen uns vor, dass jeweils mit
Wahrscheinlichkeit % einer der Zustinde p (t) oder p ausgewéhlt wird und dann
auf Basis dessen ein Messergebnis a,, mit den entsprechenden Wahrscheinlich-
keiten oder ([2.85) gewonnen wird. Nun ist es unsere Aufgabe mittels des
beobachteten a, zu erahnen, welcher Zustand, p (¢) oder p, ausgewdhlt wurde.
Die Wahrscheinlichkeit, dass wir mit unserer Vermutung richtig liegen, ist durch
1/2 4+ nyﬁl |k, (t) — ky | /4 beschrénkt, wie in [I5] gezeigt wurde. Diese GroRe
wurde dort dann zur Quantifizierung der Unterscheidbarkeit von p (¢) und p
durch A verwendet.

Aus zwei Griinden denken wir, dass das Vorgehen aus [I5] noch nicht voll-
standig befriedigend ist: (i) Das oben beschriebene ,Raten“ von zufilligen Zu-
stdnden entspricht nicht der wirklichen experimentellen Equilibrationsproble-
matik, wo die Messausgéinge immer durch p (¢) erzeugt werden und nicht durch
entweder p (t) oder p mit gleichen Wahrscheinlichkeiten. (ii) Zudem ist der gan-
ze Ansatz auf nur eine Wiederholung N,., = 1 des Experimentes beschrénkt.
Im Gegensatz zu ist diese Einschrinkung nicht experimentell realistisch.
Warum [I8] fiir unsere Fragestellung nicht abschliefend zufriedenstellend ist,
wird dem Leser am Ende dieses Kapitels leichter ersichtlich. Denn dort fehlt
der Nachweis des besten Unterscheidbarkeitsmafes und das benutzte Maf ist
im Sinne von parteiisch; beide Aspekte werden im Folgenden diskutiert.

Unser Hauptziel in diesem Kapitel ist ein Ansatz, der auch beziiglich der
vorhergehenden Kritik zufriedenstellend ist. Des Weiteren werden wir als zu-
sitzliche Verallgemeinerung in jeder Wiederholung j auch unterschiedliche Ob-
servablen A; zulassen (hierbei bleibt der Systemzustand jedoch weiterhin der
gleiche in jeder Wiederholung (siehe Fuﬁnote). Natiirlich kénnen im speziellen
auch weiterhin alle A; identisch sein; im allgemeinen Fall sind jetzt aber auch
unterschiedliche A; zuléissig. Deshalb fiihren wir, analog zu (2-82), Projektoren

K,Ej ) auf die Eigenrdume von A; ein sowie die entsprechenden Eigenwerte a,(,] ),
wobei nun v € {1,2,..., Na, }. In Analogie zu (2.83) sowie (2.85) definieren wir
ebenso die Wahrscheinlichkeiten

K9 (1) = Sp {p (1) KO}, (2.87)
k9 = Sp {,mgﬁ} . (2.88)

Dementsprechend kann das Ergebnis unserer N,., Messungen eindeutig durch
einen N,.p,-dimensionalen Vektor 5 spezifiziert werden, dessen j-te Komponente
s; € {1, ...,NAJ.} wiedergibt, welcher Messausgang a,(,J) von Aj in der j-ten
Messung realisiert wurde. Die Wahrscheinlichkeit das Messergebnis §'zu erhalten

ist damit gegeben durch
Nyep

pe(3) = [T &2 (1) (2.89)

j=1
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fiir das System im Zustand p (t), wihrend sie beziiglich p

Nrep

() =[] & (2.90)

lautet. Abschlieffend konnen wir mit der Definition

Nobs = max NAj (2.91)
J

aus (2.84) herleiten, dass
N4, < Nops < 10%° (2.92)

fiir alle j =1, ..., Nyep-

Mit den nun eingefiihrten Definitionen lasst sich die, von uns zu loésende,
Problematik folgendermafsen zusammenfassend formulieren: Es gibt einen wah-
ren Zustand p (t), mit ¢ beliebig aber fest, und einen approximativen Zustand p.
Dann wird das System im Zustand p (¢) in Ny, Messdurchldufen beziiglich der
Observablen A; (j = 1, ..., Ny¢p) untersucht. Dies resultiert in einem der mog-
lichen Messergebnisse §. In diesem Kontext ist jetzt die zentrale Fragestellung,
ob das beobachtete Messergebnis § einer solchen Messreihe merklich schlechter
durch die Approximation p als durch den wirklichen Zustand p (t) beschrieben
wird oder ob sowohl p (t) als auch p mit den Messdaten § gleichermafen, gut oder
schlecht, kompatibel sind. Wenn letzteres unter hiufiger Wiederholung der ge-
samten Messreihe, sprich jedes Messergebnis wird mit Wahrscheinlichkeit p; (3)
aus realisiert, mit hoher Wahrscheinlichkeit der Fall ist, dann sind die bei-
den Zusténde p (t) und p durch Messung der Observablen A; praktisch nicht zu
unterscheiden. Anders gesagt ist die Approximation p von bestmoglicher Giite,
da sie die beobachteten Messergebnisse praktisch so gut wie der wahre Zustand
p (t), der gleichzeitig der bestmdoglichen Theorie entspricht, beschreibt.

Um diesem Konzept mehr Substanz zu verleihen, konzentrieren wir uns auf
einen beliebigen, aber festen , Test* (beziehungsweise eine ,Regel®, ein ,Kriteri-
um‘, eine ,Strategie®, ...), durch den wir quantifizieren kénnen, wie viel schlechter
(oder besser) die Approximation p im Vergleich zu p (t) mit dem betrachteten
Datensatz § kompatibel ist. Alle Wahrscheinlichkeiten aus sowie
werden dafiir in diesen Test einfliefen. Mit anderen Worten stellen p (¢), p und §
den Input des Tests dar, welcher dann als ,black box*“ agiert und einen Output
in Form einer reellen Zahl q (p (¢), p, 3) liefert.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass ¢ (p(¢),p,5)
standardisiert ist und somit nur Werte im Intervall [—1, 1] annimmt. Des Wei-
teren indiziert ¢ (p(t),p,8) = 0, dass p(t) und p gleich gut (oder schlecht) mit
§ kompatibel sind. Schliefslich gilt, dass mit héherem positiven ¢ die Messer-
gebnisse zunehmend besser durch p (t) als durch p erklirt werden und umge-
kehrt fiir negative g. Negative ¢ sind unwahrscheinlich aber nicht unmoglich.
Intuitiv (oder vom Bayes’schen Gesichtspunkt aus) erscheint es plausibel, dass
diese Fille realisiert werden wann immer ein Messausgang s mit der Eigenschaft

P (8) > pt (5) vorliegt.
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Wir kénnen niemals ,,100%* sicher sein, dass p inkompatibel mit den Mess-
daten istf] Daher kann jeder Test nur bestimmte wahrscheinlichkeitstheoreti-
sche Aussagen (basierend auf einer gewissen Auffassung von Wahrscheinlich-
keit, Plausibilitdt, Konfidenz,...) iiber die Kompatibilitidt von p mit § treffen
und ebenso fiir p (t).

Ein besonders einfaches Beispiel ist

q(p(t),p,8) = flp(p )5 —p(pl3)], (2.93)
pt (5)

p(p(t)|5) = P EFETEL (2.94)
P(8) (2.95)

P9 = S5 @
wobei f [z] eine monoton wachsende Funktion von x mit f[—1] = -1, f[0] =0
und f[1] = 1 ist; beispielsweise f [z] = z. [Wir konnen uns natiirlich auf Mess-
ausgénge § mit nicht verschwindender Wahrscheinlichkeit beschrinken, womit
die Nenner in sowie (2.95) ungleich Null sind. Ebenso bemerken wir,
dass die rechte Seite von it p(pl8) =1—p(p(t)5) auch als Funktion
von p (p (t)| §) allein geschrieben werden kann.|] Im Bayes’schen Kontext konnen
p(p(t)|8) sowie p (p|3) in und mit den bedingten Wahrscheinlich-
keiten fiir p (¢) und p gegeben § identifiziert werden, unter der Annahme gleicher
a-priori Wahrscheinlichkeiten fiir p (¢) und p (also bevor die Beobachtung § ver-
fiigbar war). Daher kann als Quantifizierung der Wahrscheinlichkeit fiir
p (t) im Vergleich zu der fiir p interpretiert werden. Nichtsdestotrotz betonen wir,
dass auch ohne diesen Bayes’schen Gesichtspunkt alle Grofen in (2.93)-(2.95)
wohl definiert bleiben und eine verniinftige wahrscheinlichkeitstheoretische In-
terpretation zulassen.

Kehren wir nun zu dem allgemeinen Fall eines beliebigen, aber festen Tests
zuriick. Unsere erste zentrale Hypothese ist, dass fiir jeden dieser Tests eine

Funktion ¢ gewéhlt werden kann, so dass die Qualitdt dieses Tests verniinftig
durch das Maf der Unterscheidbarkeit

QW)= p®alp(t),p5) (2.96)

quantifiziert wird; d.h. durch die Mittlung aller ¢ (p (¢) , p, §) iiber die experimen-
tell moglichen Messausgénge s unter Gewichtung mit den entsprechenden Reali-
sierungswahrscheinlichkeiten p; (5). Genauer gesagt postulieren wir die Existenz
wenigstens einer solchen Funktion g, fiir welche ein ()-Wert nahe Eins eine rela-
tiv zuverldssige Unterscheidbarkeit von p (t) und p durch den Test signalisiert,
wahrend ein Q-Wert nahe Null indiziert, dass mittels des Tests kein signifikanter
Uunterschied zwischen dem wahren Systemzustand p (¢) und der Approximation
p erkennbar ist.

6 Auf den ersten Blick kénnte man denken, dass p (3) = 0 mit Sicherheit eine Inkompatibi-
litdt von p mit den Daten § bedeutet. Aber in Appendix unterhalb von Gl. (2.74) wurde
gezeigt, dass p (5) = 0 umgehend p; (5) = 0 impliziert; sprich ein solches § wird nie realisiert.
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Die Menge aller Tests, welche unsere obigen Annahmen erfiillt, lisst aber
weiterhin unerwiinscht parteiische Funktionen ¢ zu. Das einfachste Beispiel ist
q(p(t),p,8) =1 fir alle §; was in dem hochst moglichen Q(¢) = 1 resultiert.
Der einzig praktikable Ausweg scheint nur solche Funktionen ¢ zu zulassen, die
nicht von der Information Gebrauch machen, dass die Messdaten § durch p (t)
generiert wurden. Insbesondere kénnen wir uns (als hypothetisches Gedanken-
experiment) vorstellen, dass sich das System im Zustand p und nicht im Zustand
p (t) befindet, ohne dass dies der Person, welche mit einer gegebenen Funkti-
on ¢ arbeitet, bewusst ist. Dann wiirden die Messreihen § durch p und nicht
durch p(t) generiert, was dazu fithren sollte, dass genau die selbe Funktion ¢
nun (im Mittel) eine bessere Vereinbarkeit der Messdaten § mit p anstatt mit
p (t) bescheinigt.

Daher lautet unsere zweite zentrale Hypothese, dass es ausreichend ist sich
auf Tests zu fokussieren, welche die folgende zusétzliche Symmetrieeigenschaft
besitzen: wir stellen uns viele Wiederholungen unserer betrachteten Messreihe
Vorﬂ Aber jetzt wird in jeder Wiederholung die Messreihe mit Wahrscheinlich-
keit % durch entweder p (t) oder durch p generiert (entsprechend der Wahrschein-
lichkeiten in sowie (2.90)). In dieser Situation fordern wir von unserer
Funktion ¢, dass sie unparteiisch ist; d.h.

pe(5) +p(5) _
SR (1)) = (2.97)

Obwohl die beiden obigen Hypothesen wohl nur schwer, wenn iiberhaupt,
aus noch fundamentaleren Prinzipien ableitbar sind, so erscheinen sie doch sehr
plausibel und werden daher im Weiteren vorausgesetzt. Vor allem implizieren
sie, wie wir in Anhang demonstrieren, die generelle obere Schranke

QO] < Qe (1) = 5 I ()~ 3 (298)

fiir das Unterscheidbarkeitsmaft Q(t) aus , und das unabhéngig von spezi-
fischen Eigenschaften des betrachteten Tests oder der zugehdrigen g-Funktion.

Beispielsweise kann man umgehend zeigen, dass das Exempel aus (2.93)-
mit f [z] =z der Symmetrie sowie der Schranke geniigt. Im
Allgemeinen fiihrt die Symmetrie (2.97) zu einer nicht trivialen Einschrinkung
von ¢ und die Schranke ist ohne Verweis auf schwer zu verifizieren.

Im Riickblick erscheint unser Anspruch, generell die Kompatibilitdt von p
mit der Messreihe §im Vergleich zu p (t) zu quantifizieren, in Anbetracht der vie-
len moglichen Umsetzungen nur schwer zu erfiillen. Aufgrund dessen macht die
Unabhiingigkeit unseres Resultats von konkreten Details der méoglichen
Kompatibilititstest eben dieses so reizvoll. Die einzigen, sehr schwachen und

"Der Leser beachte bitte den subtilen, aber essentiellen Unterschied zwischen Wiederho-
lungen einer gesamten Messreihe und Wiederholungen von Messungen innerhalb einer solchen
Messreihe.
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plausiblen Voraussetzungen sind, dass alle betrachteten Unterscheidbarkeitsma-
fe in der Form ausgedriickt werden kénnen und dass sie die Symmetrie
respektieren.

Das Fazit der vorhergehenden Uberlegungen lautet: Falls es uns gelingt zu
zeigen, dass Qmax (t) aus eine kleine Grofse ist, dann ist es experimentell
nicht praktikabel eine statistisch signifikante Abweichung der Approximation
p vom wahren Systemzustand p (t) nachzuweisen. Diese Aussage gilt fiir einen
beliebigen, aber festen Zeitpunkt ¢ sowie eine beliebige, aber feste Messreihe
Ay, ..., An,,,. Wenn wir beweisen kénnen, dass die selbe Aussage fiir alle Mess-
reihen, welche sowie geniigen, simultan und fiir die {iberwiegende
Mehrheit aller hinreichend spéten Zeiten ¢ hélt, dann kann die Approximation
von p (t) durch p als perfekt fiir alle praktischen Zwecke betrachtet werden.

In Anhang wird der entsprechende Beweis gefiihrt. Von der Form ist
das Resultat dem aus Gleichungen sowie in Kap. [2.1] dhnlich und

lautet

T )T < e, (2.99)

T ={0<t<T : Qmax (t) > €}, (2.100)
1/4

€= (1229max' pn) ij/serep (2.101)

fiir alle hinreichend spéten T'. Dies ist das abschliefende Resultat dieses Kapi-
tels. Nicht nur die Form sondern auch die Diskussion dieses Ergebnisses dhnelt
der aus Darum rekapitulieren wir hier nur die zentralen Punkte: In (2.101))
bezeichnet g die maximale Entartung der Energieliicken aus (2.11)); wobei g = 1
ist fiir Hamiltonoperatoren mit einem generischen Spektrum. Des Weiteren ent-
spricht max/, p,, der zweitgrofiten Besetzungswahrscheinlichkeit eines Energie-
niveaus und ist nach typischerweise exponentiell klein in f fiir ein System
mit f > 1 Freiheitsgraden. In Anbetracht von sowie konnen wir
folgern, dass € in bereits fiir Systeme mit mehr als 10° Freiheitsgraden
eine extrem kleine Zahl ist. Im Umkehrschluss ist das Lebesgue-Maf
der Zeiten, fiir welche moglicherweise eine nicht zu vernachléssigende Chance
besteht eine auflosbare Differenz zwischen p (t) und p mittels eines geeigneten
Verfahrens zu beobachten, geméif vernachléssigbar klein im Vergleich zu
allen Zeiten t € [0,77], solange T hinreichend grof ist.

Dadurch dass wir in jeder Wiederholung eine unterschiedliche Observable A;
zulassen, deckt unser Ansatz bereits den Fall von Messungen zu unterschiedli-
chen Zeitpunkten in jeder Wiederholung mit ab. Der Grund liegt in der bekann-
ten Aquivalenz von Schrédinger- und Heisenberg-Bild. Eine Erweiterung, die
nicht durch unseren Ansatz abgedeckt ist, die aber auch physikalisch iiber das
Lehrbuchversténdnis von Equilibration hinaus geht, betrifft die quantenmecha-
nische, simultane Messung von identisch praparierten, nicht wechselwirkenden
Systemen. Dieser Typ von Messung ist nach [23] 24] dem hier behandelten, in
Form von zeitlich disjunkten Messwiederholungen, iiberlegen. Unserer Auffas-
sung nach scheint eine entsprechende Erweiterung aber prinzipiell méglich.

Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass p den wahren Systemzustand
p (t) nahezu perfekt fiir alle hinreichend spéten Zeiten ¢ approximiert. Die be-
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obachtbaren Unterschiede sind entweder nicht auflésbar oder vernachléssigbar
selten. Damit ist die Ausgangsfrage dieses Kapitels nach der Equilibration von
quantenmechanischen Vielteilchensystemen beantwortet. Die hier dargelegten
Uberlegungen zu allgemeinen Unterscheidbarkeitsmafen zwischen zwei statis-
tischen Vorhersagen erscheinen dem Autor, nach der fiir diese Arbeit getitig-
ten Recherche, auch iiber unsere Fragestellung hinaus generell von Relevanz zu
sein. Gleiches gilt fiir die Technik zur Reduktion des Hilbertraums in [2.1.1] auf
die Dimensionen mit relevanten Besetzungen p,, der Energielevel E,,. Trotz der
diskutierten Unzuldnglichkeiten von Erwartungswerten zur Unterscheidbarkeit
zweier Quantenzustinde werden wir aus Griinden der kompakteren Darstell-
barkeit diese im Rest der Arbeit wieder nutzen. Da eine Ununterscheidbarkeit
beziiglich von Erwartungswerten die technische Grundlage fiir eine allgemein
giiltige Ununterscheidbarkeit ist (siche Anhang [2.2.2), gehen wir davon aus,
dass die folgenden Resultate sich entsprechend verallgemeinern lassen.

2.2.1 Anhang 2.B

In diesem Anhang werden wir die Schranke durch eine Verallgemeinerung
des Ansatzes von Short aus [I5] herleiten. Wir stellen uns viele Wiederholungen
unserer Messreihe aus dem vorherigen Kapitel [2.2| vor. Wie schon oberhalb von
wird in jeder Wiederholung die Messreihe § mit Wahrscheinlichkeit %
durch entweder p (t) oder p generiert (entsprechend der Wahrscheinlichkeiten in
sowie ) Aber im Gegensatz zu Kapitel lautet die Aufgabe nun
in jeder Wiederholung zu raten, ob die entsprechenden Messdaten § durch p (t)
oder p generiert wurden.

Diese Fragestellung verallgemeinert die von Short in [I5] formulierte, welche
wir auch kurz zu Beginn von Kap. [2.2] problematisiert haben. In vielerlei Hinsicht
ist sie auch dhnlich zu unserer zentralen Fragestellung aus [2:2] Allerdings ist es
essentiell anzumerken, dass sie nicht identisch ist und quantitative Aussagen
in dem einen Fall sich nicht umgehend auf rigorose Schlussfolgerungen in dem
anderen iibertragen lassen. Solche rigorosen Schlussfolgerungen sind jedoch auch
nicht unmdoglich, wie wir jetzt darlegen werden.

Eine zentrale Beobachtung ist, dass das hier spezifizierte Problem den zwei
,Modellen* p (¢) und p wohldefinierte, objektive Wahrscheinlichkeiten zuordnet,
namlich % In der Konsequenz stimmen der konventionelle wahrscheinlichkeits-
theoretische Ansatz und der nach Bayes in diesem speziellen Fall {iberein.

Mit anderen Worten wird uns in jeder Wiederholung der Messreihe ein Da-
tensatz § gegeben und wir haben die volle Kenntnis iiber p (¢t) und p zur Ver-
fiigung, aber nicht mehr. Jetzt miissen wir auf Basis dieser Informationen eine
Entscheidung treffen. Auf der Hand liegt, dass fiir jedes gegebene § nur die In-
formation p; (5) sowie p (5) aus sowie (2.90) von Nutzen ist. Offensichtlich
oder durch Verweis auf das Bayes’sche Konzept lautet die beste Entscheidungs-
regel fiir p(t) zu stimmen, falls p; (5) > p(5), und umgekehrt. Fiir den Fall
pt (8) = p(8) fithren wir eine dritte Option, namens ,junentschieden®, ein (alter-
nativ kénnte man auch mit Wahrscheinlichkeit % fiir eine der anderen beiden
stimmen). Zdhlen wir eine richtige Entscheidung als 1 und eine falsche als —1,

26



lisst sich die Wahrscheinlichkeit einer richtigen Entscheidung P¢"f!9 mittels
der optimalen Entscheidungsregel schreiben als

1 o t ,7, p 1- & t 777
Psgtfolgzz[pt;s") +(Ipt(g() p§)+p(2§’) qpt(g() P9 (2.102)

S

1 falls py ( (9)
Qopt(p (t),p,8) == ¢ =1 falls p; ( (5) (2.103)
0 falls py (5) = p(3).
Dies kann man folgendermafien im Detail begriinden: Der erste Faktor p; () /2
in (2.102) repréasentiert die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis (p (), §). Der

zweite [1 4 gope(p (t), p, 5)] /2 gibt Eins im Falle einer richtigen Entscheidung,
Null im Falle einer falschen und } falls wir unentschieden waren (oder zufil-

§)>p
§) <p

lig eine der beiden anderen Optionen gewihlt haben). Ahnliche Betrachtungen
lassen sich fiir den zweiten Summanden in (2.102)) anstellen.

Da ) .p: (5) = > P (5) =1, folgt umgehend aus (2.102), dass

erfo 1 bt (s _]5 S _
Poptf o = 5 + Z WQO‘DT/(/) (t) ’p7§‘), (2104)

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir die Summe auf Summanden

mit p (5) # p(5) beschrinken. Dann schreiben wir gop(p (), 7, §) aus (2.103)
2 |p; (5) = p ()| /{pt (8) — p(5)} um, womit gilt

1 pe (5) — P (5)]
erfolg _ -+
P =5+ Z 1 . (2.105)

opt

Als Néchstes betrachten wir die identische Fragestellung, aber benutzen eine
beliebige ¢g-Funktion aus Kap. Wenn ¢(p (t), p, §) > 0, dann entscheiden wir
uns mit Wahrscheinlichkeit p; :== q(p (t), p, §) fiir p (t) und mit Wahrscheinlich-
keit 1 — p4 sind wir unentschieden, sprich wihlen zufillig zwischen p (t) und
p. Entsprechend entscheiden wir uns, falls ¢(p (¢),p,5) < 0, mit Wahrschein-
lichkeit p_ = —q(p (t), p, 3) fiir p und mit Wahrscheinlichkeit 1 — p_ sind wir
unentschieden. Ahnlich wie kann die Erfolgswahrscheinlichkeit dieser
Entscheidungsregel als

|2 2 Ty 2

S

Perfolg :Z |:pt (g) 1+Q(p(t)7ﬁ7§) i)(g) l—q(p(t),ﬁ,g) (2106)

ausgedriickt werden und wie in ([2.104) folgt

1 pe(5) —p(3) _
erfolg __ — Pt\°) —P\°)
P st §§ T ),p.3). (2.107)
Auf der anderen Seite, wenn man (2.97) von (2.96) subtrahiert, erhilt man
pe(8) —p(s _
Q)= E Mq(p (t),p,5). (2.108)
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Durch den Vergleich mit findet man dann Pf°9 = [1+Q(t)] /2.
Da diese Erfolgswahrscheinlichkeit die optimale aus nicht iiberschrei-
ten kann, gilt [1+Q (¢)]/2 < Pf;tf(’lg. Gleichermafien ergibt sich durch die
Wahl von —q(p (t),p,5) anstatt g(p(t),p, ) fiir die Entscheidungsregel, dass

[1—-Q)]/2 < P&/ Kombiniert implizieren diese beiden Ungleichungen

opt
1+1Q )] /2< Pf;thlg; was wiederum mit (2.105]) unser angestrebtes Resultat
(2.98) zur Folge hat.

Wir betonen, dass wir zwar in der Herleitung von (2.98)) ein andere Fragestel-
lung als die aus Kap. [2.2] betrachtet haben, die so gewonnene Ungleichung (2.98)
aber nichtsdestotrotz mathematisch, unabhéngig von der spezifischen Fragestel-

lung, Giiltigkeit besitzt.

2.2.2 Anhang 2.C

In diesem Anhang legen wir die Herleitung von (2.99)-(2.101) dar. Betrachtet
man einen beliebigen der Projektoren K,SJ) aus (2.87) sowie (2.88) und ersetzt
A durch Kl(,J) in DQD so findet man umgehend fiir jedes e,(,]), dass

TG T < aSp {ﬁ (K9] 2} ] k) (9] - (2.109)

fiir alle hinreichend spéten T, wobei

a = 2gmax’ p,, (2.110)

T = Ho <t<T ‘a,(])(t)‘ > e(yj)} , (2.111)

oW (t) == <K§j)> - <Ky‘>> = kD (t) — V). (2.112)
p(t) p

Fiir jedes gegebene Tupel (j,v) (mit j € {1, ..., Nyep} sowie v € {1,..., Ny, })
und jedes €) > 0 bezeichnet die Groge T das Lebesgue-Maf aller Zeitpunkte
e [0, T, fiir welche |0V )(t)‘ > ) gilt. Dementsprechend kann das Maf aller

Zeitpunkte t € [0, T, fiir die ‘al(,j)(t)’ > ¢ fiir wenigstens ein Tupel (j,v), von

oben abgeschétzt werden durch

Nyep Na;

Tyor =y > TP (2.113)

j=1 v=1

oy')(t)( <

simultan fiir alle Tupel (4, v). Auf eben diese Untermenge von [0, 7] mdchten
wir uns im Folgenden konzentrieren, sprich auf Zeiten ¢, fiir die

fiir alle hinreichend spaten T'. Fiir die ibrigen Zeitpunkte ¢ € [0, T gilt

()

jagﬁ(t)‘ <eDVje 1, N}, v €{1,..,Na}. (2.114)
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Im Umkehrschluss ist das Lebesgue-Maf aller Zeitpunkte ¢ € [0, 7], fiir welche

aus ([2.114]) abgeleitete Implikationen moéglicherweise nicht gelten, durch T3,; aus
(12.113)) beschrinkt.

Wie sich herausstellen wird, ist die folgende Wahl der Grofsen ef,j ) besonders
glinstig

€)= kY F/N,op falls k) > kyy, (2.115)

. _.\1/2 .
) = (kswkgﬁ) F/Nye, falls kyy > 9 > 0, (2.116)
el(,j) = kswF/Npep falls l}ﬁj) =0, (2.117)

wobei der Faktor F' und der Schwellwert kg, positive, reelle Zahlen sind, deren
explizite Werte spéter fixiert werden. Fiir den Moment fordern wir nur

0<F<1/2. (2.118)

Fithren wir (2.115)-(2.117) in (2.109) sowie (2.113) ein, impliziert dies fiir
hinreichend spéte T

N, Na.
/Ttot ~ - erep
< o . (2.119)
- 2
T = & PPl

Unter Ausnutzung von (2.91) kann die Anzahl der Summanden in der Doppel-
summe durch N, Nops beschrankt werden. Dies resultiert in

To ND SNEe
;f < a# — ¢ (2.120)

fiir alle hinreichend spéaten T'.
Mit Verweis auf die Notation 5 := (sl, ey stp), welche unterhalb von ([2.88))
eingefiihrt wurde, teilen wir die Menge aller moglichen Messausgange

S:={5:s;€{1,.,Na, },j€{1,... Neep} } (2.121)

in die zwei Untermengen

S = {§e S kD > k'sij}, (2.122)
S =5\5". (2.123)
Ebenso spalten wir die Summe iiber alle §€ S aus (2.98) in zwei Teile
Qmax (1) = (T +3") /2, (2.124)
=Y Ipe () - 5 (), (2.125)
ses’
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= > (& - (2.126)

5es”
Um X zu evaluieren, merken wir an, dass § € S" mittels (2.122) sofort
l_s,(,]) > kg V j impliziert und somit unter Verweis auf (2.114)) sowie (2.115

0D 0)| < BDF/Nrey. (2.127)

Mit (2.118) und Ny, > 1 folgt, dass

agj)( )‘ < l?:g)/Q, und mit (2.112), dass

K () 2 ) = [0 ()] 2 /2 5 (2128)

Da - sowie (2.90) positive reelle Zahlen sind, kénnen wir diese Gleichungen
logarithmieren und erhalten

zi=1 {pt 57] Z [k:;))], (2.129)

=1

1P (3) = () = [5(3) (" — 1)] = 5() |e” — 1] (2.130)
Zuerst betrachten wir den Fall x > 0. Mit dem Wissen, dass In (1 +y) <y
fiir alle y > —1, folgt In (a/b) =1In (14 [a — b] /b) < [a — b] /b und dann mittels

(2.129), (2.112) sowie (2.127)), dass

v 0
0<z< —— < =F (2.131)
S k(]) - Nrep
j=1 Sj Jj=1
Wann immer z > 0 in (2.130]) gilt somit
le® — 1] <ef —1. (2.132)
Fiir den Fall x < 0 stellen wir fest, dass
le" —1|=¢" (e " —1) <e * -1, (2.133)
Nrep k(a)
0<—z= Z In o (2.134)
j=1

wobei wir im letzten Schritt (2.129) benutzt haben. Ahnlich wie in (2.131) er-
halten wir daher

(2.135)



Weil mit ((2.128) umgehend k§j>/k§§> (t) < 2 folgt, kénnen wir schliefen, dass

—z < 2F, und mit (2.133)), dass |e* — 1| < €2 —1 wann immer x < 0 in (2.130).
(2.132

Zusammen mit (2.132)) bekommen wir deshalb
le* — 1] <e*f —1 (2.136)

fiir beliebige « in (2.130). Aufgrund der Ungleichung e* —1 < (e — 1) z < 2z fiir
alle z € [0, 1] ergibt sich mit (2.118), dass " — 1 < 4F, und dann mit (?2.130))

sowie ([2.136)), dass

p: (5) = B ()] < 4F B (3). (2.137)
Dementsprechend kann X" aus (2.125) folgendermafien abgeschétzt werden
Y <AF Y p(5) <AFY p(5) =AF. (2.138)
ses’ ses

Fiir X" aus (2.126) findet man die obere Schranke

<8+ 5, (2.139)

2= Y ), (2:140)
5es”

Syi= Y p(3). (2.141)
5es”

Ferner fiihren wir die folgenden Teilmengen von S aus (2.121)) ein

S; = {ge S kY < ksw}, (2.142)

wobei j = 1,..., Npep. GemiR (2.122) sowie (2.123) existiert fiir jedes § € S”

mindestens ein j = 1,..., Ny, mit der Eigenschaft 159’ < kgw. Damit reprodu-

ziert die Vereinigung aller Teilmengen S; aus (2.142) die Menge S" und wir
erhalten

Nrep
2y< Y2, (2.143)
j=1
. Nrep
2P =3 "= T] . (2.144)
Fes; ses; 1=1

Hier haben wir im letzten Schritt (2.90) benutzt. Mit (2.142)) ergibt sich

Nirep Niep
2 < 3 ke [T R <D ke [T, (2.145)
Fes; 1#5 €8 1£j
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wobei [ # j indiziert, dass der j-te Faktor ausgelassen wird. Ebenfalls haben
wir verwendet, dass S; C S (siehe (2.142)). Mit Blick auf (2.121)) schlussfolgern
wir, dass

Nyep Na,
=) < Z ksw | T] D° kP | = kawNa,- (2.146)
s;=1 I#j s1=1

Im zweiten Schritt des obigen Ausdrucks nutzen wir Zg"l Eg? = 1 fiir alle [.
Uunter Berticksichtigung von (2.91) sowie (2.143)) finden wir schliefslich

22 < kszobsNrep- (2147)

Ahnlich wie in (2.143)-(2.145) erreichen wir mit (2.140) sowie (2.89)), dass

'rep

< Z oY (2.148)
Nrep Nrep

2 =33 =3 [T =3 k@ @) I+ ¢ (2.149)
5€8; 5e8; =1 5€8; I#5

Fiir alle s;, die in der Summe § € S; auftauchen, impliziert 1} dass k(J

ks, und mittels ( 1 .118)), dass eS) < kgw-. Nach Verweis auf (2.112)) sowie

m kénnen wir daher ableiten, dass
KD (1) < B9 + \agp(t)( <FD) 4 ) < 2y (2.150)

Durch Kombination dieses Resultats mit (2.149)) ergibt sich analog zu (2.145])
sowie (|2.146))

7ep

2 <23 ki [ KD (1) < 2k Na,. (2.151)
5e€8; l#j
Wie in (2.147)) erhalten wir 27 < 2kg, NopsNyep und mit (2.139)), dass
E“ S 3kszobsNrep- (2152)

Setzen wir (2.138) und (2.152) in (2.124) ein, impliziert dies

Qmax (t) S [4F + 3kszobsNrep] /27 (2153)

wobel kg, > 0 sowie F' € (0,1/2] immer noch beliebig gewihlt werden kénnen
(siehe unterhalb von (2.117))). Darum kénnen wir kg, so wéhlen, dass die rechte

Seite von (2.153)) exakt € aus (2.120]) gleicht, d.h.
ksw = [26 - 4F] /SNObSNrezr (2154)
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Zusammen implizieren die Gleichungen (2.120), (2.153)) sowie (2.154) fiir hin-

reichend spéte T, dass

Tyot/T < e, (2.155)
Qmax (t) < €, (2156)
SaNOQbeNfep
= —" 2.1
€T 9F2[c — 2F] (2.157)

SchlieRlich treffen wir die Wahl F = ¢/3, welche durch Minimieren von
beziiglich F' gewonnen wird. Fiigen wir jetzt a aus sowie F = ¢/3 in
ein und I6sen dann nach e auf, so erhalten wir (2.101)).

Wie unterhalb von @D angekiindigt wurde, ist das Resultat (2.156) giiltig
fiir alle Zeitpunkte ¢t € [0,T] abgesehen von der Teilmenge, deren Lebesgue-Maf
durch T, beschrankt ist, sowie unter der Voraussetzung, dass T hinreichend
groft ist. Es folgt, dass 7™ aus (2.100) nicht grofer als Ti,; werden kann, d.h.
T* < Tiot- Durch den Vergleich erhalten wir dann (2.99).

Streng genommen sind obige Uberlegungen nur selbstkonsistent unter der

Bedingung aus (2.118)). Daher muss € kleiner als % sein. Falls € in (2.101) grofer

als 3 sein sollte, wiirden unsere Argumente nicht mehr halten. Dennoch wire

(2.99) trivialerweise erfiillt.

2.3 Equilibration ohne Thermalisierung?

In Vorlesungen sowie Lehrbiichern wird in der Regel nicht zwischen Equilibra-
tion und Thermalisierung differenziert. Der Grund dafiir findet sich in der ph&-
nomenologischen Beobachtung, dass (quantenmechanische) Vielteilchensysteme
im Gleichgewicht durch die thermodynamischen Ensembles -mikrokanonisch,
kanonisch, grofkanonisch- beschrieben Werderﬁ

Im Rest dieser Arbeit adaptieren wir die in der statistischen (Quanten-)
Mechanik iibliche Annahme einer wohldefinierten Systemenergie; d.h. alle Ener-
gieniveaus F,, mit nicht vernachlissighbaren Besetzungswahrscheinlichkeiten p,,
aus liegen in einem Intervall Iy = [E — Ag, E] mit makroskopisch klei-
ner, aber mikroskopisch grofser Breite Ag. Dieses Intervall Ig wird oft auch als
Energieschale bezeichnet. Die Trunkierung des urspriinglichen Hilbertraums
um die vernachléssigbar besetzten Energieniveaus entspricht technisch dem Vor-
gehen aus und wird daher hier nicht mehr detailliert ausgefiihrt. Streng
genommen miissten wir im Folgenden den reduzierten Hilbertraum sowie die
entsprechenden Operatoren analog zu kennzeichnen:

A=XAX H=XHX j(t)=Xpt)X, (2.158)

wobei X der Projektor auf die Energieschale ist. Da die reduzierten Gréfsen aber
alle zentralen Eigenschaften, wie Hermitezitét, (2.7) oder A ; < Ay, von den
urspriinglichen erben, unterdriicken wir zur besseren Lesbarkeit diese Notation.

8Man geht davon aus, dass, zumindest fiir genfigend grofie Systeme und damit im thermody-
namischen Limes, die unterschiedlich motivierten thermodynamischen Ensembles zueinander
dquivalente physikalische Vorhersagen machen (siehe z.B. [25]).
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Die Definition des mikrokanonischen Ensembles p,,; auf diesem reduzierten
Hilbertraum der Dimension D lautet

1
Pk 1= 1. (2.159)

Zwar haben wir auch in unserer Arbeit zur Equilibration die Annahme schwach
besetzter Energieniveaus getétigt (siehe ), diese war aber weit weniger re-
striktiv als die mikrokanonische, welche eine exakt gleiche Beteiligung aller Ener-
gieeigenzustinde in der Energieschale fordert. Im Umkehrschluss ist es hochst
nicht trivial, dass die Dichtematrix p, die das Gleichgewicht beschreibt, die sel-
ben physikalischen Vorhersagen wie das mikrokanonische Ensemble p,,, macht.
Daher muss ein stationdrer Gleichgewichtszustand sich noch lange nicht (wie
iiblich) thermodynamisch verhalten. Beispiele dafiir fehlen aufgrund ihrer Sel-
tenheit im Alltag in vielen Vorlesungen, werden aber in [2.3.2]sowie [3.2] angespro-
chen. In den vorhergehenden Kapiteln ist uns eine Begriindung der Equilibration
somit gut gelungen, wihrend die Frage nach der Thermalisierung offen bleibt.

2.3.1 Eigenstate Thermalisation Hypothesis (ETH)

Vor dem Hintergrund der Thermalisierungsproblematik ist die ’eigenstate ther-
malisation hypothesis’ (ETH) als mogliche Losung zu sehen. Mit etwas anderer
Notation als in Kap. kénnen wir den Gleichgewichtserwartungswert (A),
gegen welchen nach obigen Erkenntnissen ein quantenmechanisches Vielteilchen-
system equilibriert, schreiben als

D
(A), =3 (nlp(0)]n) (n|A]n) . (2.160)

Hierbei bezeichnet |n) die Eigenzustinde des Hamiltonoperators H aus .
Falls dieser Entartungen aufweisen sollte, nutzen wir die Freiheit in den entspre-
chenden Eigenrdumen und wéhlen die Eigenvektoren |n) so, dass pmn (0) in je-
dem Eigenraum diagonal ist. Nun postuliert die ETH in ihrer starken /schwachen
Form, dass alle/die meisten Diagonalelemente (n |A|n) sehr dhnliche Werte fiir
alle n € {1,...,D} annehmen [26]. Unter dieser Annahme wird der Gleichge-
wichtserwartungswert (A); sehr gut durch den mikrokanonischen (4) — ap-
proximiertﬂ Dementsprechend impliziert eine Equilibration nach Kap. kom-
biniert mit der ETH, dass sich Quanten-Vielteilchensysteme im Gleichgewicht
thermisch im Sinne der Statistischen Mechanik verhalten. Die ETH allein ist
dagegen nicht hinreichend fiir die Thermalisierung, da sie nicht die nétige Equi-
libration garantiert.

Es kénnen natiirlich nicht alle Observablen zu einem Hamiltonoperator die
ETH erfiillen. Numerische Evidenz lasst vermuten, dass sie fiir lokale, wenig-
Teilchen (engl. few-body) Operatoren in nicht integrablen quantenmechanischen
Vielteilchensystemen gilt, die keine Vielteilchen-Lokalisierung (engl. many-body

9Fiir die schwache ETH muss bei dieser Schlussfolgerung zusitzlich (2.7) beriicksichtigt
werden.
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localization) aufweisen. Die ungekldrten Begrifflichkeiten werden im Rest dieses
sowie in dem Kapitel erldutert. Kiirzlich haben sich auch die analytischen
Anzeichen verdichtet, dass die ETH nicht nur hinreichend fiir das thermische
Verhalten des Gleichgewichtserwartungswertes (A) 5 ist, sondern sogar notwen-
dig [26], 27]. Eine analytische Herleitung dieser Hypothese bleibt dennoch aufer
Sichtweite.

Es ist zu betonen, dass diese grundlegende Definition der ETH [2§] in be-
stimmten Situationen von manchen Wissenschaftlern um weitere Kriterien er-
génzt wird. Dies ist nicht unstrittig und fiihrte beispielsweise jiingst zu Diskus-
sionen, ob es gelungen ist Gegenbeispiele zur ETH zu konstruieren [29, [30] B1].
Ob diese Debatte Einsichten gewéhrt, die eine analytische Herleitung der ETH
erleichtern, ist dem Autor unklar. Daher wird hier nur auf sie hingewiesen, ohne
weitere Ausfiihrung.

Lokale few-body Operatoren: In [28] werden lokale Operatoren auf Git-
tersystemen dariiber definiert, auf wie vielen Gitterstellen sie (verschieden von
der Einheitsmatrix) operieren. Diese Anzahl wird fiir lokale Operatoren dann
als klein gegeniiber der Systemgrofie vorausgesetzt. Wahrend hier sofort impli-
ziert ist, dass die Operatoren nur auf wenigen Teilchen (few-body) gleichzeitig
basieren, ist das fiir allgemeinere Modelle nicht der Fall. Fiir diese bringt man
Lokalitat oft mit dem langreichweitigem Verhalten der Wechselwirkungspoten-
tiale in Verbindung und stellt zusétzlich fest, dass mittels dieser Wechselwir-
kungen immer nur wenige Teilchen simultan interagieren. Unabhéngig von der
spezifischen Definition tragt die obige Einschrinkung der realistischen Betrach-
tung Rechnung, dass wir experimentell nicht den ganzen Hilbertraum mittels
beliebiger Operatoren ,abtasten” kénnen. Dieser Pramisse wiirden auch lang-
reichweitige few-body Operatoren auf Gittersystemen geniigen, sowie generell
Summen von lokalen few-body Operatoren. Gewissermafen koénnen in diesem
abstrakten Sinn auch unsere realistischen Einschrénkungen der Observablen aus
den Kapiteln zur Equilibration [2.1|sowie als Anforderungen fiir Lokalitdt be-
trachtet werden.

2.3.2 Integrabilitit und Many-Body Localization (MBL)

Oft wird eine Verletzung der ETH als Voraussetzung fiir eine Abweichung vom
thermischen Verhalten im Gleichgewicht gesehen. Viel diskutierte Systeme, in
denen gewdhnlich die ETH nicht erfiillt ist und Thermalisierung ausbleibt, sind
entweder integrabel oder unterliegen der MBL.

Integrable Systeme zeichnen sich durch weitere Erhaltungsgréfen neben dem
Hamiltonian H aus, die gleichzeitig lokale few-body Operatoren sind oder Sum-
men davon. In diesem Fall wird der Gleichgewichtszustand durch keines der
thermodynamischen Ensembles charakterisiert, sondern muss mittels des allge-
meinen Gleichgewichtszustands p aus beschrieben werden. Wir merken an,
dass jeder Hamiltonian H immer eine triviale Menge an Erhaltungsgrofen be-
sitzt, ndmlich die Projektoren P, (vgl. ) auf seine Eigenrdume. Diese sind
jedoch im Allgemeinen keine lokalen few-body Operatoren. Daher versucht man
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den allgemeinen Gleichgewichtszustand p, welcher alle Erhaltungsgrofen respek-
tiert und daher in der Praxis schwer zu bestimmen ist, durch ein generalisiertes
Gibbs Ensemble (GGE) pg zu approximieren. Dieses erhilt man mit dem in
der statistischen Mechanik iiblichen Verfahren, die von-Neumann-Entropie zu
maximieren und zwar unter der Nebenbedingung, dass die Erwartungswerte der
Erhaltungsgrofien unverdndert bleiben [32]. Ein weiterer hdufig hervorgehobe-
ner Unterschied zwischen integrablen und nicht integrablen Systemen ist die
Statistik der Energieliicken von benachbarten Energieniveaus E,, [28]. Vom Ge-
sichtspunkt dieser Arbeit aus erscheint dies dem Autor kein hilfreiches Kriterium
zur analytischen Ableitung der ETH.

Vielteilchen-lokalisierte Systeme sind sozusagen eine Verallgemeinerung der
Anderson-Lokalisierung. Sie weisen (rdumlich) lokale, randomisierte Storstellen
im Potential auf, was zu einer Abwesenheit oder Unterdriickung von Transport-
prozessen fiihrt. Im Vergleich mit integrablen Systemen weisen MBL-Systeme
neben der Abweichung vom thermischem Verhalten viele weitere Ahnlichkeiten
auf, beispielsweise beziiglich Erhaltungsgrdfsen, der Verletzung der ETH oder
dem GGE [28], scheinen aber robuster gegeniiber Stérungen zu sein (sie definie-
ren sich ja gerade {iber ebensolche).

Es ist darauf hinzuweisen, dass die zuvor vermittelte Anschauung von In-
tegrabilitit sowie MBL keinen allgemeingiiltigen Definitionen entspricht. Dass
prézise Definitionen hierzu fehlen, zeigt sich in der Vielfalt strittiger Moglich-
keiten, die in [28] prisentiert werden. Nichtsdestotrotz wird behauptet, dass
sowohl integrable als auch MBL-Systeme bereits experimentell realisiert wur-
den [33], 34}, B5].
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3 Typische Equilibrationsdynamik

Uns fehlt momentan nicht nur ein gutes Verstindnis dafiir, warum Vielteil-
chensysteme im Gleichgewicht so gut durch die thermodynamischen Ensembles
beschrieben werden kénnen, sondern vor allem auch dafiir, auf welcher Zeitska-
la sie equilibrieren. Fiir beide Problematiken werden wir in diesem Kapitel ein
besseres Verstandnis entwicklen.

3.1 Riickblick: Typikalitdt in quanten-statistischer Physik

Die Statistische Mechanik ist so faszinierend, da sie unterschiedlichste Vielteil-
chensysteme im Gleichgewicht beschreibt. Aus diesem Grund, aber auch weil
spezielle Systeme im Gegensatz zu Lehrbuchbeispielen analytisch oft nur schwer
handhabbar sind, wird versucht die Ableitung der Statistischen Mechanik aus
der Quantenmechanik systemunabhéingig zu gestalten. Hierbei kommt dann oft
das Konzept der Typikalitit ins Spiel. Unter Typikalitidt versteht man die Idee
fiir eine grofse Menge an Modellsystemen zu zeigen, dass die iberwiegende Mehr-
heit davon sich beziiglich bestimmter Eigenschaften praktisch ununterscheidbar
dhnlich verhédlt. Dann kann man fiir das reale System eben diese Eigenschaf-
ten folgern, sofern es beziiglich der Menge aller Modellsysteme typisch, d.h.
nicht ausgezeichnet, ist. Deshalb ist fiir das Konzept der Typikalitdt unabding-
bar, dass die Grundgesamtheit, iiber welche all jene Aussagen getroffen werden,
physikalisch realistische Eigenschaften hat oder dass potentiell dominierende,
unphysikalische Konstituenten zumindest die betrachtete typische Eigenschaft
mit dem wahren System teilen. Im Allgemeinen ist das nicht zu beweisen, aber
erscheint eben oft sehr wahrscheinlich. Nun méchten wir zwei prominente Ver-
wendungen von Typikalitit in der quanten-statistischen Mechanik prasentieren,
welche gewissermafien das Grundgeriist fiir unsere Resultate in Kap. [3.2] so-
wie [ bilden. Dabei wird ersichtlich werden, dass das Prinzip der Typikalitit
mathematisch eng mit dem Konzept von Zufallsmatrizen verkniipft ist.

Aufbauend auf [36, B7] wurde in [38] gezeigt, dass die Erwartungswerte
(¥ |A] ) einer Observablen A, fiir die iiberwiegende Mehrheit aller zufillig aus
der Energieschale gezogenen |}, praktisch ununterscheidbar von dem mikroka-
nonischen Erwartungswert (4), = sind. Darum wird das Ergebnis als 'microca-
nonical typicality’ bezeichnet. Es kann also sogar ein einzelner reiner Zustand
|} in der Energieschale das mikrokanonische Ensemble p, imitierenm Tat-
séchlich postuliert die ETH, mit Blick auf Kap. eben das fiir (nahezu)
jeden Energie-Eigenzustand |n). Da ein derart zufillig gezogener Zustand [i)
bereits im thermodynamischen Gleichgewicht ist, stellen diese Resultate jedoch
keine Erklarung des dynamischen Relaxationsprozesses dar. Nichtsdestotrotz er-
lauben sie ein stirkeres Fazit als das Prinzip von Jayne’s, welches besagt, dass
der Zustand maximaler Unkenntnis gerade dem thermischen entspricht. Mittels
der Typikalitdt gilt dies dagegen nicht nur fiir einen, sondern fiir nahezu alle
Zustande im Hilbertraum.

10F{ir equilibrierende Zustéinde ist eine solche Imitation des gemischten Zustands p implizit
im Kapitel enthalten.

37



Als niichstes diskutieren wir Uberlegungen, welche auf von Neumann [6]
zuriickgehen und kiirzlich weiterentwickelt wurden [7, @, [8, [39]. Erneut redu-
zieren wir alle Operatoren auf die Energieschale (vgl. Kap. . Die unitare
Transformation zwischen der Eigenbasis von H und der von A bezeichnen wir
mit U : H — H. Dann betrachten wir ein ganzes Ensemble an Observablen
A, wobei alle das selbe Spektrum an Eigenwerten aufweisen, wihrend die Ei-
genvektoren so randomisiert werden, dass jede unitdre Transformation U mit
der gleichen Wahrscheinlichkeit realisiert wird (Haar-Maf). Hierbei bleibt die
Orientierung von p(0) zu A aber fest, um nun den gesuchten Nichtgleichge-
wichtswert zum Startzeitpunkt zu garantieren. Unter den selben schwachen Be-
dingungen wie fiir das Equilibrationsresultat aus Kap. kann man zeigen,
dass die Dynamik von Erwartungswerten fiir die iiberwiegende Mehrheit
aller U thermalisiert; d.h. der Erwartungswert ist fiir praktisch alle hin-
reichend spéten Zeiten ¢ ununterscheidbar von dem mikrokanonischen. Dies ist
der Fall fiir beliebige Anfangszusténde p (0) innerhalb der Energieschale; sprich
fiir beliebige Zustinde mit makroskopisch wohldefinierter Energie. Quantitativ
ist das normierte Haar-Mafs aller verbleibenden U’s, auf welche die Aussage
nicht zutrifft, von der Gréfenordnung 10~°() mit f der Anzahl der Freiheits-
grade (vgl. oberhalb von (2.7)), und dementsprechend unvorstellbar klein. Die
entscheidende, physikalisch einleuchtende, aber mathematisch nicht beweisba-
re Idee von von Neumann besagt, dass das physikalisch realisierte U praktisch
nie in diese Ausnahmemenge fallen wird. Anstatt der Eigenbasis von der Ob-
servablen A hitte man auch die des Hamiltonians H mittels U randomisieren
kénnen, womit die Querverbindung zur Zufallsmatrixtheorie deutlich wird. Von
Neumanns Uberlegungen erscheinen iiberzeugend. Warum sollte die Observable
A in dem hochdimensionalen Hilbertraum H eine ,fine getunte“ Orientierung
U zum Hamiltonian H aufweisen? Aber Kritik an diesem Vorgehen prangert
an, dass die urspriinglichen Erhaltungsgréfen von den durch unterschiedliche U
realisierten Dynamiken nicht mehr respektiert werden. Denn Erhaltungsgrofien
leben von einer speziellen Orientierung U. Fiir sie ldsst sich eine gemeinsame
Eigenbasis mit dem Hamiltonoperator finden. Spétestens wenn Erhaltungsgro-
fen in der Relaxationsdynamik durch nicht-thermisches Verhalten beobachtbar
sind, kann von Neumanns Ansatz nicht mehr korrekt sein.

3.2 Analytische Vorhersage fiir typische Relaxation

Unter der Pramisse, dass von Neumanns Ansatz (siehe Kap. [3.1), ungeachtet
nicht respektierter Symmetrien, wenigstens fiir einen Teil der thermalisierenden
Konfigurationen quantitativ korrekte Prognosen macht, leitet [40] eine explizite
Thermalisierungsdynamik her. Die dort diskutierte Ubereinstimmung mit expe-
rimentellen und numerischen Beispielen bestétigt die Herangehensweise. Quasi
als Nebenprodukt des analytisch geschlossenen Ausdrucks fiir die Thermalisie-
rungsdynamik féllt die charakteristische Zeitskala 7 := h/kpT ab, welche auch
als Boltzmann-Zeitskala bezeichnet wird. Dieses Resultat ist nicht nur bedeut-
sam, weil es eine Beschreibung von Vielteilchensystemen fern vom Gleichgewicht
erlaubt, sondern auch da die charakteristische Zeitskala als sehr schnell, oft sogar
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zu schnell (siehe auch unterhalb ), bezeichnet werden kann. Insbesondere
im Vergleich zu den zuvor bekannten Schranken fiir die Equilibrationszeit, wel-
che linear mit der Dimension des Hilbertraums skalierten [20] und somit unsere
Equilibrationsresultate als unbedeutsam in Frage stellten, ist diese Zeitskala ein
Fortschritt.

Ziel dieses Kapitels ist die Adaption dieses Resultats, um die Symmetrien
des Hamiltonian H zu respektieren, sowie eine Erweiterung auf Situationen, in
denen der Gleichgewichtszustand nicht dem thermischen entspricht.

Die auf die Energieschale reduzierte Dynamik von Erwartungswerten lautet

mit Blick auf Kap. 2.1.1] sowie 2.3]

N N
(A)p(t) = Z A€ En=Em)t/h — Z Sp{Pmp (0) P, A} e En=Em)t/h
m,n=1 m,n=1

(3.1)
Diese unterscheidet sich von der Dynamik auf dem vollen Hilbertraum
dadurch, dass sich die Summe auf die N verschiedenen Energieeigenwerte in-
nerhalb der Energieschale der Dimension D beschriankt. Aufgrund mdoglicher
Entartungen gilt N < D. Mit 7 bezeichnen wir eine beliebige Permutation von
{1,..., N} und definieren

N N
He = EnPry =Y Er1(m)Pa. (3.2)
n=1 n=1

H,. wird also durch Permutieren entweder der Eigenwerte oder der Projektoren
auf die Eigenrdume des echten Hamiltonoperators H; gewonnen.

Im Allgemeinen induziert jedes H, eine andere Dynamik von p (¢). Um diese
zu erhalten, miissen in entweder die Energien oder die Projektoren wie in
permutiert werden. Dennoch erkennt man schnell, dass folgende wichtige
Grofen und Eigenschaften unter beliebigen Permutationen 7 invariant sind:

1. das Energiespektrum und damit die Statistik der Energieniveaus,
die Giiltigkeit oder Verletzung der ETH,
alle Erhaltungsgrofsen,

p(0)?

2.
3.
4. der Startwert (A)
5. die Approximation des Gleichgewichtszustands p.

Das zentrale Resultat dieses Kapitels betrifft die 7 und ¢ abhéngige Relaxation

(A) iy = (A), + F (1) {<A>p(0) —(A) ﬁ} FE (1), (3.3)
F(t)=(Nlo@F -1)/(N-1), (3.4)
N
¢ (t):=N"") entih, (3.5)
n=1
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Der einzige von 7 abhéngige Term in (3.3)) ist & (¢) und er erfiillt, fiir N > 6,
die folgenden Eigenschaften

[x (D] =0, [62 ()], < (6A4)" maxp,, (3.6)

wobei IT die Menge aller Permutationen von {1, ..., N} bezeichnet und [...]; das
Mittel iiber alle m € II. A 4 sowie max,, p, sind die bekannten Gréfien aus
sowie unseres Equilibrationsresultats mit dem Unterschied, dass wir den
Fall eines ausgezeichneten, makroskopisch populierten Energieniveaus auf das
néchste Kapitel verschieben, da er nicht nur ein technisch zu beriicksichtigendes
Detail ist, sondern eine qualitativ unterschiedliche Dynamik vorhersagt. Die
Gleichungen — sind exakte analytische Resultate, sofern N > 6 und
gelten fir beliebige, realistische H, A, und p. Thre ausfiihrliche mathematische
Herleitung ist mithsam und liefert kaum physikalische Einsichten; daher haben
wir sie auf den Anhang vertagt.

Fiir generische Quanten-Vielteilchensysteme ist max,, p,, wie bereits fiir die
Equilibration in erortert, unvorstellbar klein und N > 1. Damit ist die An-
zahl N! der Permutationen 7 € II gigantisch und [¢2 ()], in verschwin-
dend gering. In der Konsequenz muss auch &, (t) selbst fiir die tiberwiegende
Mehrheit aller Permutationen 7 € II sehr klein sein, womit wir dann GI.

durch
(A piey = (A0 + F (1) {(4) 0) = (4),} (3.7)

approximieren konnen. Insbesondere trifft diese Approximation auch auf das
echte System H; zu, es sei denn, es gibt besondere Griinde, warum dessen zeit-
liche Entwicklung von der praktisch aller anderen H, abweichen sollte.

Ein starkes Argument warum das echte System H; ebenfalls das typische
Relaxationsverhalten aufweisen sollte, sind die gemeinsamen physikalischen Ei-
genschaften 1.-5. aller H,. Auf der anderen Seite besitzen iibliche Hamiltonians
H; nur kurzreichweitige Wechselwirkungen, modelliert in Form lokaler Opera-
toren (siehe Kap. [2.3.1). Da die Projektoren auf die Eigenriume des echten,
lokalen Hamiltonoperators H; im Allgemeinen nicht lokal sind, teilen die meis-
ten H, die Lokalitdt von H; voraussichtlich nichtE beispielsweise

Hy—o=Hy — E1P1 — EoP + E1 P + Eo P (3-8)

Fiir einen lokalen Hamiltonoperator H; erwartet man einen langsameren Aus-
gleich von raumlichen Inhomogenitédten der Teilchenzahl, Energie, usw. je wei-
ter die Distanz; dies wire fiir die meisten H, nicht gegeben. Fiir einen anderen
Blickwinkel kann man, anstatt die Projektoren P, in zu permutieren, p (0)
durch pr (0) == Ulp(0) Ur ersetzen, mit U definiert iiber Uz P, = Pr(,) (ge-
nauso fiir A, wihrend H; fixiert ist). Selbst wenn p (0) = p1 (0) nun rdumliche
Inhomogenititen aufweist, so erwartet man, dass fast alle anderen p, (0) (na-
hezu) homogen sind. Aus diesem Grund schrénken wir unsere Theorie auf
Anfangszustdnde ohne signifikante rdumliche Inhomogenitaten auf der makro-
skopischen Skala ein. Alternativ zur Einschrankung der Anfangszustinde, mit

Die Atypikalitit von few-body Operatoren beziiglich des Haar-MafRes diskutiert [41].
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der streng genommen auch eine Einschréankung der Observablen auf nicht lokale
einhergeht, wire eine Restriktion auf nicht lokale Hamiltonoperatoren. Dies er-
scheint physikalisch, wie bereits erortert, problematisch. Natiirlich wére es bes-
ser, direkt die Grundgesamtheit, beziiglich der man die Analysen macht, von
solchen physikalischen Problemfillen zu befreien, aber das ist technisch héchst
anspruchsvoll. Bereits die hier vorgenommene Reduzierung der Menge beliebi-
ger unitdrer, Haar-Maf verteilter Transformationen auf die Permutationen der
Projektoren P, auf die Energieeigenrdume war nicht klar vorgezeichnet.

Wenden wir uns nun der Funktion F (t) aus GL sowie zu. Man
erkennt sofort, dass F/(0) = 1 und 1 > F(t) > —1/N fiir alle Zeiten ¢. Des
Weiteren wurden folgende Eigenschaften bereits in [40] hergeleitet:

e F(t) bleibt vernachldssigbar klein fiir die tiberwiegende Mehrheit aller
hinreichend spéten Zeiten ¢, sofern N > 1, was wiederum fiir realistische
Quanten-Vielteilchensysteme, wie bereits diskutiert, generisch ist.

e Wenn wir mit {2 (F) die Anzahl aller Energien E,, unterhalb des obe-
ren Rands F der Energieschale bezeichnen und mit kp sowie S (E) =
kpln (2 (E) entsprechend Boltzmanns Konstante sowie Entropie, korre-
spondiert T := 1/ (E) mit der dazugehorigen formalen Temperatur. Oft
kann man dann die Summe in durch eine geeignet geglittete Spekt-
raldichte approximieren, was die Ndherung

F(t)=1/ [1 + (thT/h)z] (3.9)

erlaubt. Im Falle thermalisierender Systeme koénnen 7' sowie S (E) mit
der iiblichen Temperatur sowie Entropie assoziiert werden, aber fiir Falle,
in denen sich das Gleichgewicht nicht thermisch verhilt, besteht keine
unmittelbare physikalische Intuition fiir die Gréfen.

Abgesehen von Integrabilitit sowie MBL gibt es noch einen anderen, simplen
Grund warum Gleichgewichtszusténde sich nicht thermisch verhalten und zwar
wenn der Anfangszustand p (0) Energieniveaus F,, aufserhalb einer makrosko-
pisch kleinen Energieschale Iy := [E — Ag, E| signifikant populiert. Dies steht
der erwahnten, akzeptierten Grundannahme einer wohldefinierten Systemener-
gie in der Statistischen Mechanik entgegen. Interessanterweise kann sogar diese
Situation durch unsere Theorie beschrieben werden, ndmlich indem man nur die
N Energieniveaus betrachtet, fiir welche die Besetzungswahrscheinlichkeiten p,,
aus nicht vernachlissigbar sind. In der Konsequenz bleiben alle Aussagen
dieses Kapitels abgesehen von ({3.9) weiterhin giiltig.

Als erstes Anwendungsbeispiel unserer Theorie schauen wir ein Experiment
von Smith et al. [42] mit 10 Ionen in einer linearen Paul-Falle an. Dabei wurde
der Ising-Hamiltonian mit Unordnung emuliert:

Hy =Y Jijolol + g doi+ > %Uf (3.10)

1<j i
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mit ¢,5 = 1,...,10, den Pau-
li Matrizen o;°%, den Kopplungen
Jij = Jmax/ |1 —j|1‘13, dem homoge-
nen Feld B = 4J,.x, den gleichmé-

Rig zuféllig verteilten Feldern D; €

0.4

D

0.2

04

0.4

[-W, W] sowie i = 1. Fiir die Wahl L] 1% ]
des Neelzustands |1 ... T|) als An- R
fangszustand und Unordnung ab der o e I
Grofenordnung W = Jp,.x findet sich max

MBL (vgl. Kap. . Die experi-
mentell gemessene Hamming-Distanz
D (t) kann hier als Erwartungswert
der Observablen A := (1 — M) /2 mit
M =%".(-1)" o} (staggered magne-
tization) ausgedriickt werden [43].

In Abb. [I] vergleichen wir das Ex-
periment mit unserer theoretischen
Approximation , , indem wir

die numerisch bestimmten Eigenwer-

te E,, des Hamiltonians in

einsetzen. Des Weiteren mitteln wir, wie im Experiment, die so erhaltenen Dy-
namiken D (t) iiber 30 Realisierungen der Unordnung. Fiir nur 10 Spins ist
maxy, p, im Allgemeinen nicht sehr klein und wichst sogar noch mit W. Da-
her fokussieren wir uns auf moderate Unordnung W = 4J,x und wir ver-
nachléssigen, wie besprochen, Indizes n, deren Besetzungswahrscheinlichkeiten
pn < 0.01. Dies resultiert fiir die meisten Simulationen in Werten max,, p,, ~ 0.1
und N = 20. Die entsprechenden Approximationen fiir (A) p(0) Z€igen besonders
starke finite-size Effekte. Darum benutzen wir den a priori bekannten echten
Wert (A) o) =01in

Neben den iiber die Unordnung gemittelten Resultaten erscheinen uns auch
individuelle Realisierungen von interessant, weil nicht zu erwarten ist,
dass die Dynamik sich in allen Realisierungen identisch verhélt. Da hierfiir kei-
ne experimentellen Daten verfiigbar waren, haben wir die numerischen Lésungen
der Schrédinger-Gleichung fiir den Hamiltonian aus [42] 43| reproduziert.
Die Ergebnisse fiir zwei Realisierungen sind in Abb. [1] eingefiigt. Angesichts der
merklichen finite-size Fluktuationen erklirt die Theorie die echte Relaxations-
dynamik auferordentlich gut.

Als néchstes schauen wir uns ein kohérent geteiltes Bose-Gas an, wie es ex-
perimentell durch Kuhnert et al. [44] realisiert wurde. Die abstrakte Observable
ist hier der ,mean integrated squared contrast® <C’2 (L, t)> des Interferenzmus-
ters der Materiewellen fiir verschiedene Integrationslingen L. Dieses Experi-
ment realisiert (zumindest approximativ) ein integrables System, welches zuerst
gegen ein nicht thermisches Gleichgewicht equilibriert, bevor die schwache Bre-
chung der Integrabilitit auf einer langeren Zeitskala ein solches herbeifiihrt (sog.
Préathermalisierung) [45].

Abbildung 1: (Symbole) Experimentell
gemessene Hamming-Distanz D (t) aus
Abb. 3(a) in [42] fiir W = 4Jax gemit-
telt iiber 30 Realisierungen der Unord-
nung in (3.10). (Linie) Korrespondieren-
de Theorie aus (3.7). (Einschiibe) Theo-
rie (rote Kurven) und Numerik (blau)
fiir zwei reprisentative Realisierungen
der Unordnung.
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In Abb. werden die experi-
mentellen Daten mit unserer Theo-
rie (3.7) verglichen. Weil die Modellie-
rung der abstrakten Observable nicht
Anspruch dieses Kapitels ist, behan-
deln wir (A), ) sowie (4) fiir jedes
gegebene L als Fit-Parameter. Glei-
chermafen geht die Abschatzung der
effektiven Temperatur T in {iber
unsere Intention hinaus, daher haben
wir auch sie als Fit-Parameter be-

L0

t [ms]

Abbildung 2: (Symbole) ,Experimental

trachtet, aber nun natiirlich simultan
fir alle L, was T = 3nK ergibt.
Tatséchlich suggeriert Abb. 5 in [46],
dass die experimentelle Abschitzung
Tesr ~ 10 = 3nK aus Abb. 3 (bei
t; = 0ms) in [45] auch in unserer jet-
zigen Situation eine verniinftige N&-

mean integrated squared contrast® aus
Abb. 3 in [44] fir Integrationslingen
L = 18, 40, 60, und 100 um, von oben
nach unten sowie um jeweils 0.3, 0.2, 0,1
und 0.0 vertikal zur besseren Sichtbar-
keit verschoben Llnlen) Theoretische

Approx. , mit T = 3nkK.

herung sein kénnte. Hierbei ist T,z

eine weitere effektive Temperatur, welche mit 7" im thermischen Gleichgewicht
iibereinstimmen wiirde, in dieser Situation aber durchaus verschieden von T
sein kannE Zudem basiert die experimentelle Abschétzung fiir 7, ;¢ auf einer
komplexen Prozedur [45], deren implizite Voraussetzungen nur ungefihr erfiillt
sein konnten. Daher erscheint 7" = 3nK mit den experimentellen Beobachtun-
gen im Einklang, vor allem da die entsprechende theoretische Kurve die Daten
in Abb. 2 gut erklirt.

Das dritte Beispiel widmet sich ei-
nem numerischen Ergebnis Rigols fiir
ein integrables Modell [47], bestehend
aus acht ,hardcore Bosonen auf ei-
nem eindimensionalen, periodischen
Gitter mit 24 Plitzen. Die detaillier-
te Definition der Observable dny (t)
wird hier nicht wiederholt, weil nur
die Anfangs- sowie Gleichgewichts-
werte in gebraucht werden. Bei-
de sind ohnehin nicht theoretisch ab-
zuschatzen und werden darum als Fit-
Parameter behandelt. Des Weiteren
benutzen wir die Ndherung (3.9) mit
der Abschitzung T' = 2 aus [47] (in Einheiten mit kg = i = 1). Die resultieren-
de Ubereinstimmung mit den numerischen Daten in Abb. I 3| ist erstaunlich gut
in Anbetracht dessen, dass das System nur aus acht Bosonen besteht.

(0

‘8 0.05

Abbildung 3:

(Symbole) Numerische
Resultate aus Abb. 1(e) in [47]. (Linie)

Theoretische Approximation (3.7, (3.9)
mit weiteren Details im Haupttext.

12Nlchtsdestotrotz erscheint es nicht abwegig, dass T" sowie T, ¢ einer Temperatur des GGE

(vgl.[2.3.2) entsprechen.
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Unser letztes Beispiel ist das in-
tegrable XXZ-Modell von Torres-
Herrera et al. aus [48]. Der Anfangs-
wert (A) ) = 0.25 in (3.7) ist a
priori fiir den Spin-Spin Korrelator
A = C*(t) bekannt, wihrend (A);
als Fit-Parameter betrachtet wird.
F (t) wird hier mittels und der
Naherung der diskreten Energienive-
aus durch eine kontinuierliche Spekt-
raldichte ausgewertet [40]. Mit Blick
auf Tabelle 1 sowie Abb. 3(b) in [48§]
approximieren wir diese Dichte als
konstant innerhalb eines Energiein-
tervalls Ip = [—1.8,1.8] und als ver-
schwindend auferhalb dessen. Die re-
sultierende Ubereinstimmung mit der
Numerik in Abb. [] spricht fiir sich.

Zusammenfassend haben wir in diesem Kapitel eine allgemeine analytische
Theorie fiir die Equilibrationsdynamik von isolierten quantenmechanischen Viel-
teilchensystemen entworfen, unabhingig davon, ob diese thermalisieren oder
nicht. Die zentralen Voraussetzungen sind Anfangszustinde p (0), welche kein
Energieniveau F,, zu stark populieren und keine signifikanten rdumlichen Inho-
mogenititen auf makroskopischer Ebene aufweisen. Wahrend die erste Annahme
bereits den Equilibrationsresultaten aus Kap. [2]zu Grunde lag und dementspre-
chend schwach ist, bildet die zweite eine echte Einschrénkung. Es ist uns zwar
gelungen alle Erhaltungsgrofen des echten Systems im Rahmen unseres Typi-
kalitdtsansatzes zu respektieren, ein enormer Fortschritt, aber fiir die Lokali-
tétsstruktur bleibt dies eine Zukunftsaufgabe. Mogliche Ansétze sind eine Ab-
leitung der Relaxationsdynamik mit dem Typikalitdtsansatz von Deutsch [49]
oder heuristische Argumente in [50]. Bemerkenswerterweise ist die Entartung
der Energieliicken g aus in Kap. fl'ir die typische Equilibrationsdynamik
nicht notwendig. In diesem Kapitel [3.2] sowie in Anhang haben wir gegen-
iiber der Publikation [I1], auf welcher dieses Kapitel beruht, auch eine mogliche
Entartung des Hamiltonians zugelassen. Die Relaxationsdynamik im Falle eines
stark besetzten Energieniveaus wird in Kap. [B.3] besprochen.

Abbildung 4: (Symbole) Numerische
Resultate fiir den Spin-Spin Korrelator
C# (t) aus Abb. 8 in [48] fiir ein Spin-1/2
XXZ Modell mit 16 Spins, Kopplung J,
Anisotropie A = 1/2, h = 1 sowie ei-
nem Anfangszustand aus Paaren paral-
leler Spins. (Linie) Theoretische Vorher-
sage , wie im Text spezifiziert.

3.2.1 Anhang 3.A

Mittelwerte iiber Permutationen: Wie im {ibergeordneten Kapitel be-
zeichnen wir mit I7 die Menge aller Permutationen von {1,..., N} fiir ein belie-
biges, aber festes N € N. Daher existieren N! Elemente 7 € II.
Als néchstes betrachten wir ein beliebiges, aber festes n € {1,..., N} und
definieren
I, ={r ell|w(n) = v} (3.11)

fiir jedes v € {1, ..., N}. Folglich gehort jedes m € IT nur zu genau einer dieser
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Untermengen II, C II. Aus Symmetriegriinden enthélt jede dieser N Unter-
mengen IT,, die gleiche Anzahl an Elementen, welche somit (N — 1)! entsprechen
muss.

Mit der Bezeichnung [...],; fiir das Mittel iiber alle 7 € II kénnen wir fiir
jede Funktion f : {1,..,N} — C sowie beliebiges, aber festes n € {1,...,N}
schliefsen, dass

N
Pl = g 30 ) = 15 30 3 s, (312)

well " v=1nxell,

wobei die zweite Identitdt die obige Beobachtung, dass IT die disjunkte Verei-
nigung aller 17, ist, benutzt. Des Weiteren folgern wir mit 7(n) = v fiir alle

m e I, (vgl. (3.11)), dass

N
[ (m( - DIf(v Z (3.13)

uMz

unabhéngig von n.
Analog dazu betrachten wir ein beliebiges, aber festes Paar m,n € {1,..., N}
mit m # n und definieren

I, ={rell|n(m) =p, m(n)=r} (3.14)

Genau wie zuvor folgt, dass jedes m € II nur in exakt einem II,,, enthalten sein
kann und dass jedes II,, exakt (N — 2)! Elemente besitzt. Fiir beliebige kom-
plexwertige Funktionen mit zwei verschiedenen Argumenten m,n € {1,..., N}
erhalten wir dann

Fm), w(m))ln := g S Fr(m), w(m) = 5 3 37 Flar(m), ()

mell T opy well,,
(3.15)
Hier und auch im Rest dieses Anhangs bedeutet >, dass alle Summations-
indizes von 1 bis N laufen und paarweise verschieden sind. Jetzt kdnnen wir
wiederum ableiten, dass

[f ((m), ()] = N,Z N = 2)1f(p,v) = qu, (3.16)

fiir alle m # n. Die direkte Verallgemeinerung der vorhergehende Formel lautet
dann

[f(m(n1), ..., w(ng))n = T‘Z f(wy . vi) (3.17)

fiir jedes K-Tupel (ny, ..., Nx) von paarweise verschiedenen ganzen Zahlen ny, €
{1, ..., N} und jede komplexwertige Funktion f (n1,...,nk).
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Untermengen von Quadrupeln: Fiir jedes gegebene N € N definieren wir
die Menge der Quadrupel

I:={(k,l,mn)|klmne{l,.,N}}. (3.18)

Als néchstes fiihren wir 15 Untermengen I,, a = 1,...,15, von [ ein, welche
durch die nachfolgenden Eigenschaften ihrer Elemente (k, [, m,n) definiert sind:

Lk=l=m=n Is : m = n und k, [, m paarweise verschieden
L:il=m=mn, k#I I7 : k =1 und k, m,n paarweise verschieden
Is:ck=m=mn, l#k Ii1 : k=mund k,l,n paarweise verschieden
Iy:k=l=n, m#n Iio : Il =nund k, I, m paarweise verschieden
Is:k=1l=m, n#m I3 : 1 =m und k,[,n paarweise verschieden
Is k= =n, k#m I14:k=mnund k, [, m paarweise verschieden
Igy:k=m, l=mn, k#I Ii5 : k,l,m,n paarweise verschieden
Lip:k=n,l=m, k#1 (3.19)

Die Reihenfolge der Indizes von I, ..., I; mag merkwiirdig erscheinen, wird sich
spater aber als praktisch herausstellen. Es ist einleuchtend, dass jedes Quadru-
pel (k,l,m,n) € I nur in einer der 15 Untermengen I, enthalten ist. Daher
entspricht I der disjunkten Vereinigung aller 15 Untermengen I,,.

Schlieflich betrachten wir die Menge der Quadrupel

J={(k,,mn)el|k#l m#*n}. (3.20)

Weil J C I und I die disjunkte Vereinigung aller 15 Untermengen I, ist, folgt,
dass J der disjunkten Vereinigung aller 15 Untermengen J, := J N1, entspricht.
Die Definitionen sowie implizieren sofort, dass die Untermengen
Ji, ..., Jg leer sind und J, = I, fiir a = 9, ..., 15. Darum ist J nichts Anderes als
die disjunkte Vereinigung der Untermengen I, mit a =9, ..., 15.

Herleitung des zentralen Resultats: Wie im iibergeordneten Kapitel be-
trachten wir einen beliebigen, aber festen Hamiltonoperator H; = 25:1 E,|n)(n|.
Zudem erinnern wir uns an die Definition ([3.2]), ndmlich

N
Hy =Y Ep|m(n))(n(n)| . (3.21)

Vergleichbar mit (3.1) lautet die durch H, induzierte Dynamik des Zustands
p(t) = Usp(O)U] mit Uy, = exp (—iHt/h), wihrend die des Erwartungswertes
(A) iy =Sp{p(t) A} die Form

N
(Apy = D glw(m),w(n)) e, (3.22)



glm,n) := Ay = Sp{Pmp (0) P, A} (3.23)
er =exp(i[E, — Ep)t/h) (3.24)

annimmt. Hier haben wir zur besseren Lesbarkeit die Zeitabhéingigkeit in der
Notation unterdriickt.

Das erste Ziel der nachfolgenden Berechnungen ist die Evaluation des Mittels
[(A)p()] ;- Unter der Bezeichnung der Abweichung vom Mittelwert durch

& (1) = () — [{ Ay (3.25)

ist unser zweites Ziel Gleichungen sowie zu verifizieren. Schon jetzt
konnen wir anmerken, dass die erste Beziehung in umgehend aus der De-
finition von &, (t) folgt.

Bevor wir mit diesen Berechnungen beginnen, wollen wir einige niitzliche
Definitionen und Relationen einfithren. Wie zuvor ist das Diagonalensemble p
durch

pi=  OnmPup(0) Pp (3.26)

definiert. &y, ist das Kronecker-Delta. Wir erinnern uns (vgl. Kap. , dass p
hermitesch und nicht negativ ist, sowie die Spur von p auf Eins normiert ist;
d.h. p ergibt auch eine wohl definierte Dichtematrix. Des Weiteren definieren
wir die hermiteschen Hilfsoperatoren B und C durch

B = Z SmPu AP, ., C:=A—B. (3.27)

n,m

Auch jetzt bezeichnet || A|| wieder die Norm des Operators A, sprich den Betrag
des grofsten Eigenwertes. Damit schliefsen wir sofort, dass

IBI < (1Al lICl < 2|[All - (3.28)

Schon fiir die Equilibrationsresultate in Kap. 2 haben wir uns zu Nutze ge-
macht, dass Ausdriicke wie &, (t) aus (3.25) invariant bleiben, wenn eine beliebige
Konstante zu A addiert wird. Hier gebrauchen wir das fiir die Vereinfachung

JAll = Aa/2 (3.29)

sofern Eigenschaften von &, (t) betroffen sind.
Schlieflich rekapitulieren wir die Definitionen (3.4} sowie ([3.5)) aus dem iiber-
geordneten Kapitel:

F(t)=(Nlo@F -1) /(N -1), (3.30)
N

¢ (t):=N"") entih, (3.31)
n=1
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Unter Ausnutzung von (3.24)) erhilt man umgehend

F(t)= mzlej‘n. (3.32)

AUSWERTUNG DES ERWARTUNGSWERTES: Mit Bezug auf (3.22) finden wir

N
(A)pln= Y _ lg(x(m),7(n)]n el =Q + R (3.33)
N
Q=Y [9(r(n),7(n)n (3.34)
n=1
R:=Y""lg(x(m), w(n)]u e, . (3.35)

Dabei haben wir gemaf (3.24) ausgenutzt, dass e = 1. Wir wahlen f(n) :=
g(n,n) in (3.13) und erhalten

N
Q=> gv). (3.36)
v=1
Ebenso wahlen wir f(m,n) := g(m,n) in (3.16), womit
. 1 1
Zusammen mit (3.32) sowie (3.36) konnen wir die letzte Gleichung zu
N
R=F(t)| > gluv) - Q] (3.38)
p,v=1

umschreiben. Die Definition (3.23]) impliziert nun, dass

N N
Y 9wr)= 3 Sp{Rp(0)P,A}=Sp{p(0)A}.  (3.39)

Gleichermafen ergibt sich, dass

N
> g(v,v) =Sp{pA}. (3.40)

Setzen wir jetzt (3.39) sowie (3.40) in (3.36) sowie (3.38) ein, so finden wir mit
der fiblichen Notation (4), = Sp {pA}, dass

(Al = (A}, + F (1) {(4),0) = (40,1} (3.41)
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Daraus folgt mittels (3.25) umgehend (3.3).
Fiir spéter nutzen wir nun bereits (3.26) sowie (3.27), um

N
Sp{pA} = Sp{P.pP.A} = Sp{p(0) B} (3.42)
und damit
Sp{p(0) A} —Sp{pA} =Sp{p(0)(A—B)} =Sp{p(0)C} (3.43)

umzuschreiben. Des Weiteren reformulieren wir (3.38]) mit (3.32)) zu
1 I
= —_ n. 44
R=501p0)C) iy 52 (3.44)

AUSWERTUNG DER VARIANZ: Aus (3.22)-(3.24) schliefen wir, dass

(Ap)? = Y h(w(k), (), w(m), w(n)) e, . (3.45)
klmnel
wobei
h(k,l,m,n) = g(k,l)g(m,n) (3.46)
el = ehen . (3.47)

Die Summe ), lduft iiber alle Quadrupel von Indizes, die in I aus
enthalten sind. Wie unterhalb von ausgefiihrt, entspricht die Menge I der
disjunkten Vereinigung aller 15 Untermengen I,. Darum koénnen wir aus
folgern, dass

[((A)o))?ln =D Sa (3.48)
Sa= Y [h(x(k), w(1),m(m), m(n))]n ekn, - (3.49)
klmnéel,

Als néchstes wollen wir die 15 Terme S, in auswerten. Schnell erkennt
man, dass I in zu I, wird, wenn man die Indizes k und m sowie gleichzei-
tig die Indizes [ und n vertauscht. Ebenso wird auch I3 zu I5 und I zu I7. Dabei
bleiben in diesen Féllen sowie und daher auch die Summanden in
invariant unter dieser Vertauschung. Folglich gilt

Si=S;, S5 =55, Sy =Se. (3.50)

Auf der einen Seite geht unter der Vertauschung von k£ und ! sowie m und n
die Untermenge I17 in I15 und die Untermenge I15 in 14 iiber. Auf der anderen
Seite beobachten wir mit Blick auf (3-23) sowie (3.24), dass die Terme (3.46))
sowie und somit die Summanden in (3.49) unter dieser Vertauschung der
Indizes dem komplex konjugierten ihrer selbst entsprechen. Deshalb gilt

Sio =St , Sy =S, (3.51)
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BERECHNUNG VON S, ..., Ss: Fiir a = 1 sind alle vier Indizes in (3.19)) gleich.
(3-49

Mit (3.24)) folgt dann, dass der Ausdruck (3.47) Eins ist, wihrend (3.49) zu
N
S1 =Y [h(x(n), x(n), w(n), m(n))ln (3.52)
n=1

wird. Wahlen wir nun f(n) := h(n,n,n,n) in (3.13)), bekommen wir

N
= Z h(v,v,v,v) . (3.53)

Entlang der gleichen Argumentationskette finden wir fiir a = 8 durch die
Wahl f(m,n) := h(m,m,n,n) in (3.16), dass

o= S ), 7, w (), wm)n = S B A v y) . (354)
Av

in

Die Kombination von sowie ) liefert

N
Si+8s =Y h\Avv). (3.55)
Av=1
Mit (3.46]) sowie (3.36) konnen wir (3.55]) umformulieren zu
S1+ Sg = Q2 . (3'56)

Verwandte Uberlegungen fiihren fiir a = 6 zu

/

Se =Y [h(r(k), 7(1), x(n),7(n))]n e}, (3.57)
kin
anN _11(N 2ZMAW). (3.58)
kin K)\l/

Hierbei haben wir in der letzten Umformung (3.17) mit K = 3 sowie flk,ln) =

g(k,l,n,n) benutzt. Aufgrund von (3.47) sowie (3.24) gilt el = e, womit
die Summanden in 8) unabhingig von n sind. Da die Indizes gestrichener
Summen alle paarweise verschieden sein miissen, folgt in diesem Fall fiir jedes
Paar (k,1), dass der Index n genau N — 2 verschiedene Werte annehmen kann.
Dabher liefert die Summation iiber n eben diesen Faktor N — 2 und wir erhalten

Sg = ZekN Zhn)\yu. (3.59)

K))\l/

Die Berechnung von S, sowie S3 gestaltet sich ganz dhnlich zu der von Sg
(sogar etwas leichter) und liefert

- / . 1 /
Sy = zu: N ) 1)%: h(k, A, A\, A) (3.60)
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!

NV 1
Ss = ; ekN(N— 1)§ h(k, A\, K, K) . (3.61)

Zusammengenommen ergeben (3.59)-(3.61) dann

Sg+53+56—ZekN ZZhﬁ/\I/V . (3.62)

kA v=1
Betrachten wir und nutzen sowie konnen wir schlieften, dass
So+S3+Ss=QR, (3.63)
und mit sowie , dass
8
> 8. =Q*+2QR. (3.64)
a=1

OBERE SCHRANKEN FUR Sy, ..., S14: Unter Verweis auf Iy in (3.19) konnen wir

Sg aus (3.49) ausdriicken als

/

So = Z [h(m(m), w(n), w(m), 7(n))ln €mm,

_ZemmD D=1) Zhu,u W), (3.65)

wobei wir (3.17) mit f(m,n) := g(m,n,m,n) im letzten Schritt angewandt
haben. Mit Blick auf (3.47) sowie (3.24) folgt |e”" .| = 1. Da die gestrichene
Summe iiber m und n aus N(N — 1) Summanden besteht, folgern wir

|89\<Z|e )Z\h(u,uu, \—Z Sp{PupP, A}, (3.66)

Fiir die zweite Umformung haben wir von sowie Gebrauch gemacht.
Des Weiteren nutzen wir im Folgenden die abkiirzende Notation p = p(0).
Der Term, den wir jetzt erhalten haben, tauchte bereits in (2.64) im Anhang
der Equilibrationsresultate auf und wurde dort abgeschitzt. Die Berechnung
war an jener Stelle sogar allgemeiner, weil ein makroskopisch besetzter Zustand
erlaubt war. Aus diesem Grund wiederholen wir die Uberlegungen an dieser
Stelle nicht; fiir den Fall ohne makroskopischen besetztes Niveau finden sie sich
in vereinfachter Darstellung in [I8] und besagen, dass

1o < 318D {PupPy A} < 1/4 max p, A% (3.67)

ng

An dieser Stelle kann man sich fragen, ob die typische Equilibrationsdynamik
aus (3.7) auch fiir Systeme mit makroskopisch besetztem Vielteilchen-Zustand
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gilt. Aus zwei Griinden ist dies nicht zu erwarten: Erstens lassen sich die Ab-
schitzungen an spéterer Stelle in diesem Kapitel nicht so leicht auf den Fall
verallgemeinern wie an dieser. Und selbst wenn dies moglich wére, wiirde man
zweitens wie im iibergeordneten Kapitel argumentieren, dass dieser Zustand
ausgezeichnet ist und eine gleichwertige Permutation mit den anderen zu einer
unphysikalischen Grundgesamtheit fiihrt. Daher nehmen wir ihn in Kapitel
von der Permutation aus und finden in der Tat eine andere Relaxationsdynamik

als in (B7).

Ebenso finden wir fiir a = 10, dass

/

S0 = Z [A(m(n), w(m), w(m), 7 ()] e

= Z e"mN Z h(p, v, v, ) (3.68)

pv

Fiir die Einsicht, dass e" = 1, verweisen wir erneut auf (3.47) sowie ((3.24).
Wie bekannt besteht die gestrichene Summe iiber m und n aus N(N — 1) Sum-
manden. Zudem benutzen wir wiederum (3.46) sowie ((3.23) und bekommen

I !
S10=>_ Sp{PupP,A}Sp{P,pP, A} = > |Sp{PupP, A} (3.69)
% nv
Damit entspricht diese Summe der in (3.67) und es gilt die selbe Abschétzung
|S10| < 1/4 max p, A% . (3.70)

Im Fall a = 11 ergibt sich, dass

Siy = Z’[h(w(kmm,n(k)m(n))]n et

kin

ln
kkN(N Zhlﬁ:)\lﬁjl/ . (3.71)

kin N}\l/

Da |efn| = 1 und die gestrichene Summe iiber k,I,n aus N(N — 1)(N — 2)
Summanden besteht, erhalten wir

/ /
1Sl <[> h(r Ak v)| = Y Sp{PupPrAYSp{PepP, A} . (3.72)

KAV KAV

Fiir den letzten Schritt verweisen wir wieder auf sowie . Die ge-
strichene Summe lauft iiber alle k, A, v mit der Einschrinkung, dass die Indi-
zes paarweise verschieden sein miissen. Sie ldsst sich deshalb als Summe iiber
alle k, A\, v schreiben, wenn wir jeden Summanden mit dem zusdtzlichen Fak-
tor (1 — 0xe)(1 — dui)(1 — 6,n) multiplizieren. Unter der Beobachtung, dass
(1=0xx)PAAP, = P\CP, sowie (1—0,,)P, AP, = P,CP, (siche (3 ) finden
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wir

N
1Sul < | D (1= 0,)Sp{pPA\CP.}Sp{pP,CP} <V +W  (3.73)
KA\ v=1

N N
V= Z Sp{pPrCPy}Sp {pP,CP.}| < Z|Sp {P.pCP.}? (3.74)
Ko\ v=1 k=1
N N
W= |>" Sp{pPACP.}Sp{pPACP.}| < > |Sp{pPACP.}|*.  (3.75)
K,A=1 K, A=1

Zur Abschétzung von V nutzen wir, wie bereits in (2.31)), die Cauchy-Schwarz
Ungleichung fiir das Skalarprodukt von Operatoren:

N N
V <> Sp{PupP}Sp{P.CpCP:} <max p, Y Sp{P.CpC}.  (3.76)

k=1 k=1
V < max p, Sp {pC*} < max p, ||C*||Sp{p} =4 max p, 14>,  (3.77)
n n n

wobei wir fiir die erste Umformung in ausnutzen, dass sowohl p als auch

C? hermitesch sowie nicht negativ sind und somit angewandt werden

kann, wiihrend fiir den zweiten Schritt und Sp {p} = 1 gebraucht wird.
W hingegen lisst sich mit den selben Mitteln wie beschrinken

W< max pr, A% (3.78)

Zusammengenommen, und in Anbetracht von (3.29)), ergeben dann (3.77) und
(3.78) in der Summe (3.73) umgehend

|S11] < 2 max p, A% . (3.79)
Entlang der gleichen Argumentationskette findet man fiir a = 13
|Shs| < 2 max py AY . (3.80)

Mit Blick auf (3.51)) fithren (3.67), (3.70)), (3.79) sowie (3.80) zu

= 17
> 18l < 5 max py A% (3.81)

a=9

BERECHNUNG VON Si5: Wir beginnen mit der trivialen Umformulierung
Si5=X+Y +Z+ R? (3.82)

X =955—« (3.83)
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Y=a-§ (3.84)

Z = —R? (3.85)

a = (Sp{pC})* w ZIG% (3.86)
klmn

B = (Sp{pC})* W %:/Z/ei% : (3.87)

Fiir a = 15 sind alle vier Indizes in (3.19) paarweise verschieden. Damit und
mit (3.49) bekommen wir
/!

Sis = [h(w(k), (), w(m), w(n)] e,

kimn
" in (N_4)' !
:Z e%mT Z h(k, A, i, v) . (3.88)
klmn KAV

Hierbei haben wir im letzten Schritt (3.17) fiir K = 4 benutzt.
Durch den Vergleich von (3.37) und (3.44) erkennt man, dass Sp {pC} =
Z;Vg(u, v). Daher kann (3.86) mit (3.46) umgeschrieben werden zu

a :Z’e%w Z/Z/h(m, PINAR (3.89)

klmn KA pv

Setzen wir jetzt (3.88) sowie (3.89) in (3.83) ein, finden wir

X =X; X (3.90)
! (N —4)
klmn
Xy =Y h(k,l,m,n) =Y h(k,1,m,n) . (3.92)
klmnéelis klmneJ

Um es spéter einfacher zu haben, verwenden wir in anstatt k, A, u, v besser
k,l,m,n als Summationsindizes. Des Weiteren sind die Mengen I;5 sowie J in
(3.19) und (3.20) definiert worden.

Mit (3.47) sowie (3.24) folgt wieder |e}” | = 1. Da die gestrichene Summe
iiber k,1,m,n in (3.91) aus N!/(N —4)! Summanden besteht, schliefen wir, dass

|X1| < 1. (3.93)
Wie unterhalb von (3.20)) diskutiert, entspricht J der disjunkten Vereinigung
von Ig, ..., I15. Das impliziert, dass (3.92) ausgedriickt werden kann als

14
Xo=-> 8, (3.94)
a=9
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Sii= > h(k,l,m,n). (3.95)
klmnéel,

Erneut verweisen wir auf (3.47) sowie (3.24) fiir die Schlussfolgerung el =1
bei t = 0. Darum kann S;, aus (3.95) mit S, aus identifiziert werden,
sofern man sich an erinnert und ¢ = 0 setzt. Weil die Schranke aus (3.81))
unabhéngig von der Zeit ist, gilt auch

- 17
E |S!] < 5 max py A% . (3.96)
n
a=9
Letztlich ergibt (3.90)) zusammen mit (3.93)-(3.96]), dass
17 )
X < - max py A% . (3.97)
n

Auf die gleiche Art und Weise formulieren wir (3.84]) mittels (3.86) sowie
(3.87) um zu

Y =Y1Y, (3.98)
N —4)!
vi = (sp ooy (3.99)
Vo= ) e = e (3.100)
klmné€lis klmneJ

wobei I;5 sowie J in (3.19) sowie (3.20) definiert sind.

Werten wir die Spur in der Eigenbasis von C aus, sieht man, dass |Sp {pC'}| <
IIC]l. Mit (3.28)) folgern wir daher

(N — 4)!

2
vil < 441 S

(3.101)

Mittlerweile ist bekannt, dass |e§£n| = 1 und dass J die disjunkte Vereinigung

von Iy, ..., I15 ist. Daraus schliefen wir unter Verweis auf (3.100), dass
14
Yol <> || - (3.102)
a=9

Hier bezeichnet |I,| die Grofse, sprich Anzahl der Elemente, der Menge I,. Aus
(3-19) wird schnell ersichtlich, dass |I,| = N(N — 1) fiir a = 9,10 und |I,| =
N(N —1)(N —2) fiir a = 11, ..., 14. Das wiederum fiihrt zu

14
> || =4N(N - 1)(N - 3/2). (3.103)

Setzen wir jetzt (3.101)-(3.103) in (3.98) ein, findet man

V| < [|A|]* ¢ (N) /N (3.104)
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q(N) =16—- 1% (3.105)

Wir merken an, dass die Faktoren in (3.105) mit steigendem N kleiner werden
und ¢(N) < ¢ (6) = 36 fiir N > 6. Diese Einsichten sowie (3.29) ergeben dann

|Y\ < 36| A|> /N = 9A? /N (3.106)
Mit der Hilfe von (3.44)) folgern wir aus sowie (3.87)), dass
Z = Z1Z2 (3.107)
= (Sp{pC}) Z Z el (3.108)
kl mn
(N — 4)! 1
Zy = — . 1
2 NI N2(N —1)2 (8-109)

Wie schon zuvor nutzen wir, dass [Sp {pC}| < 2]|A||, dass die beiden Doppel-
summen in exakt N?(N —1)? Summanden besitzen sowie dass |}, | = 1.
Daraus leiten wir ab

|Z1] < 4| AP N*(N - 1), (3.110)

Setzt man nun (3.109) sowie (3.110) in (3.107) ein, fithrt dies zu der gleichen
13.104))

oberen Schranke fiir |Z| wie fir |Y] in Deshalb erhalten wir, wie in

(3.106)), auch hier

1Z] < 36 || Al /N —9A%/N. (3.111)
FINALES RESULTAT: Mit der Definition 5) gilt
2 2
[€2()] 5 = | ((Ah) }H — (A ln) (3.112)
und mit (3.33]), dass
([<A>p(t Jm ) Q2 +2QR+ R?. (3.113)
Setzen wir (3.64) sowie in ein, so finden wir
[((A)w)} _Q2+2QR+ZS +X+Y+Z+ R (3.114)
Dann schliefen wir mit ( , dass
[€2(¢) H:ZSa—i—X—f—Y—i—Z, (3.115)
a=9
und mit (3.81), (3.97), (3.106) sowie (3.111)), dass
[2(6)],, < A% (17 max py, + 18/N) (3.116)
fiir N > 6. Wir merken an, dass N~! < max,, p,, womit
[€(1)]; < (6A4)° max p, (3.117)

flir N > 6. Dies entspricht schlussendlich der angestrebten, zweiten Relation in
(3.6) aus dem iibergeordneten Kapitel.
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3.3 Der Fall eines stark besetzten Vielteilchen-Niveaus

Stark besetzte Vielteilchen-Niveaus sind in quantenmechanischen Vielteilchen-
systemen aufgrund der hohen Dichte der Energieniveaus, wir erinnern uns an
Kap. [2.3] sehr unwahrscheinlich. Der Leser mag nun einwenden, dass solche Si-
tuationen doch schon im Rahmen der Bose-Einstein-Kondensation experimentell
realisiert wurden. Aber die Voraussetzung fiir Bose-Einstein-Kondensation ist
nur, dass die Besetzungszahl des Ein-Teilchen Grundzustands signifikant wird.
Das wiederum impliziert nicht, dass auch der Vielteilchen-Grundzustand stark
besetzt ist, da viele Produktzustinde im Fockraum die gleiche Besetzungszahl
des Ein-Teilchen-Grundzustands aufweisen, wihrend die iibrigen, nicht konden-
sierten Teilchen ganz unterschiedliche Anregungen besitzen kénnen. Darauf wur-
de bereits in [51] hingewiesen. Tatséchlich gestaltet es sich schwierig Experimen-
te zu finden, in denen eine starke Besetzung eines Vielteilchen-Energieniveaus
relevant ist. Kandidaten sind Systeme mit grofsen Liicken im Energiespektrum
bei niedrigen Anregungsenergien, sprich sehr kalten Temperaturen, oder aber
auch solche mit hoch entarteten Energieniveaus. Im letzteren Fall kdnnte jeder
Energieeigenzustand weiterhin schwach besetzt sein, wihrend der Eigenraum
des entsprechenden Niveaus aufgrund der hohen Entartung stark besetzt ist.

Ziel dieses Kapitels ist die Verallgemeinerung der typischen Relaxationsdyna-
mik aus Kap. 3.2 auf den Fall eines stark besetzten Vielteilchen-Energieniveaus.
Wir betonen, dass eine typische Dynamik fiir zwei oder mehr stark besetzte
Niveaus zwar denkbar ist, betrachten diese Félle aber aus zwei Griinden nicht:
Auf der einen Seite sind Situationen mit mehr als einem stark besetzten Ener-
gieniveau in Anbetracht der obigen Diskussion experimentell wohl kaum von
Interesse; auf der anderen Seite findet fiir diese Félle keine Equilibration mehr
statt, da dann nicht abklingende Rabi-Oszillationen auftreten wiirden (siehe
Kap. .

Wie zuvor, siehe beispielsweise (3.1), lautet die Dynamik von Erwartungs-
werten

N N
<A>p(t) — Z Amnei(EnfEm)t/h — Z Sp {PmanA} ei(EnfEm)t/h'
m,n=0 m,n=0
(3.118)
Im Gegensatz zum vorigen Kapitel betrachten wir jetzt einen (N + 1) dimensio-
nalen Hilbertraum, jedoch nur aus Griinden der bequemeren Notation. So be-
zeichnet n = 0 das durch starke Besetzung ausgezeichnete Energieniveau. Wenn
die makroskopische Besetzungswahrscheinlichkeit dieses Niveaus experimentell
relevant ist, d.h. in der Priparation des Systems adressierbar und mit mess-
baren Konsequenzen, erscheint es unphysikalisch das stark besetzte mit allen
anderen gleichberechtigt zu permutieren. Aus diesem Grund nehmen wir n =0
von den Permutationen aus und betrachten, wie in Kap. nur Permutationen
von {1, ..., N}. Dementsprechend definieren wir

N N
Hy =Y EnPrin)+EoPo =Y Ex1(n)Pn+ EoFy. (3.119)
n=1 n=1
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Auch hier sind die fiinf Eigenschaften aus Kap. unter Permutationen erhal-
ten, aber die Permutationen verletzen eben auch weiterhin die lokale Struktur
der echten Operatoren. Trotz dieser Parallelen weicht die typische Relaxations-
dynamik, durch [...]; iiber alle 7 € II gemittelt, im Falle eines stark besetzten
Energieniveaus von der aus ab:

[¢4),0 ] = (A, +F () (sp{pa} —sp{5a}) +2Re [6(1)Sp { PopAR }]
(3.120)

0 falls m =0 und n =0

, A gleichermaRen, (3.121)
P,,pP, sonst

P, pP, = {

fall = = -
P,pP, = {0 alls m =0 oder n=0 , A gleichermafien (3.122)

PhpP, falls m,n>1

F(t) = (N ‘&(t)f - 1) J(N-1), (3.123)

N
¢ (t) = N~1 Y elEn—Eolt/h, (3.124)

n=1

Der Uberstrich bedeutet, in Anlehnung an vorige Kapitel, P, pP, = PppPp6mn-
Bei genauer Betrachtung von F'(t) in (3.123) sieht man, dass der erste Teil der
typischen Relaxationsdynamik in (3.120) exakt reproduziert, wihrend der
letzte Summand davon abweicht. Nichtsdestotrotz gelingt es uns auch hier zu
zeigen, dass die Varianz verschwindend gering ist:

2]y = [(0)7]

Deshalb entspricht (3.120) einer guten Approximation fiir die iiberwiegende
Mehrzahl aller durch (3.119)) erzeugten Dynamiken. Erneut gibt es keinen Grund,

weshalb die echte Relaxationsdynamik nicht zu dieser typischen Mehrheit geho-
ren sollte; es sei denn, die Permutationen verletzen z.B. die Lokalitéatsstruktur
des Anfangszustands (vgl. Kap. [3.2). Die Herleitung von (3.120)-(3.125) wird
wegen des geringen physikalischen Erkenntnisgewinns auf den Anhang|[3.3.1] ver-
schoben.

— ({Apo]n)? < 244 max’ p, A% VN > 6. (3.125)
n

3.3.1 Anhang 3.B

Zur besseren Lesbarkeit setzen wir in diesem Anhang Definitionen und Techni-
ken aus den vorhergehenden Kapiteln voraus und sehen von iiberméfig vielen
Querverweisen ab. Des Weiteren unterdriicken wir die explizite Indikation, wel-
che Indizes unterhalb des Mittels [...];; permutiert werden, da wir uns wie in
Kap. durchgehend fiir eine Permutation der Energieeigenriume anstatt
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der Eigenwerte entscheiden; d.h. wir schreiben beispielsweise [A,y ]} €], anstatt
[Ar(m)r(n)] € Schlussendlich betonen wir, dass die Abschétzungen in diesem
Kapitel bewusst nicht immer so streng wie moglich gewihlt werden, sondern
eher mit Hinblick auf eine bessere Darstellbarkeit. Fiir makroskopische Vielteil-
chensysteme sind die dadurch auftretenden Faktoren in den oberen Schranken
ohnehin physikalisch irrelevant.

Berechnung des Mittelwerts (3.120[): Die Dynamik (3.118]) formulieren

wir um zu

N N N

Ay = > Amncin = Apel+ > Apnel,. (3.126)
m,n=0 n=0 m,n=0
m#mn

Damit kann man die Berechnung des Mittelwerts dieser in zwei Teile aufspalten

N N
(Aol =D [Analn + Y [Amnlyen = t1+t2. (3.127)
n=0 m,n=0
m#n

Diese werten wir nun getrennt voneinander mit den Mitteln aus Anhang
aus

N N
t1=Ao+ Y [Annly =D Apn = (4),, . (3.128)
n=1 v=0
to dagegen teilen wir erneut fiir die weitere Betrachtung in drei Terme auf
N N N
to = Z [AmO]H 69n+z [AOn]H €g+ Z [Amn]n €?n =191 +t22+t23 . (3129)
m=1 n=1 m,n=1
m#n

Fiir den ersten Ausdruck finden wir unter Gebrauch der Definitionen (3.121)

sowie (|3.124)), dass
N T
_ § 0 E Tk 1
= m=1 emN p=1 AMO a ¢ (t) Sp {P()A[JP()} ' (3130)

Die Analyse von too verlauft ganz analog und liefert
Nun lassen sich t91 sowie t9o zusammenfassen als

tor + ton = 2Re [ (t)Sp PopAPOH . (3.132)
J

Den Term to3 haben wir bereits in (3.35) berechnet. Jetzt driicken wir das
Ergebnis mit den neuen Definitionen (3.122)) sowie ((3.123)) aus:

tos = F (1) (sp {;)A} ~Sp {EA ) . (3.133)
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Setzen wir (3.132) sowie (3.133) in (3.129) ein und den dann erhaltenen Term

zusammen mit (| g8)) in (3.127) ein, so finden wir den angestrebten Ausdruck
(13.120)) aus dem iibergeordneten Kapitel fiir die gemittelte Relaxationsdynamik
beziiglich aller Permutationen.

Berechnung der Varianz (3.125): Wie bereits zuvor erwidhnt, wollen wir
ausnutzen, dass sich Teile der Varianz auf Kap. zuriickfithren lassen. Dafiir
bemerken wir, dass

N
2 : 0
Amoem

m=1

[<A>ﬁ(t)} = (A F @) (sp {,3/1} —Sp {5[1}) . (3.135)
Damit ldsst sich dann der Mittelwert (3.120]) schreiben als

(Apry = <A>,5(t) + Apo + 2Re , (3.134)

(Aol = [(A)y0] +Aw+2Re [d()Sp {PopdR}] . (3.130)
Folgerichtig finden wir die fiir die Varianz bendtigten Ausdriicke
N
[<A>3(t)]n = |:<A>,23(t):|n + 2 (A5 <A00 +2Re Z Amoel, )]
N 2 " '
+ (Aoo +2Re | > Apoel, ) = S11 + S12 + S13,  (3.137)
m=1

II

[{(A)pn]fi = {<A>,3(t)}12_1 +2 [<A>ﬁ(t):| . (Aoo +2Re [é (t)Sp {POPAPO}D
+ (Aoo +2Re {as (1) Sp {POpAPOH )2 = Soy + Sap + So3. (3.138)

Wir haben die Summanden S;; definiert, weil wir nun anhand dieser, Stiick fiir
Stiick, die Varianz bestimmen wollen

(€20 = [(0)?] = ((Apioln)’
= (S11 — S21) + (S12 — S22) + (S13 — Sa3) - (3.139)

Ahnlich wie in (3.28) ergibt sich zudem

N N
il -] Pz
m=1 n=1

BERECHNUNG VON (S71 — S21): Wir stellen fest, dass wir den ersten Teil der
Varianz

<llAl, |4 =14- rAR) <2)4) . (3.140)

2

(S11=S21) = [(D%] =[] (3.141)
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bereits in (3.117)) abgeschitzt haben. Dementsprechend gilt fiir N > 6, dass
(SH — S21) S (GAA)Q rnax'pn, (3.142)

wobei der Strich indiziert, dass das makroskopisch besetzte Energieniveau n = 0
von der Maximierung ausgenommen ist.

BERECHNUNG VON (S12 — Sa2): Diese gestaltet sich deutlich anspruchsvoller.
Zuerst betrachten wir S1o genauer
)] I

N

Z Aloelo

=1

N
E 0
Amoem
m=1
N
E Amnen, Re

m,n=1

S12 =

2 (A) 51 (Aoo +2Re

—9 [<A>ﬁ(t)] Ao +4 (3.143)

II

Dabei sehen wir schnell, dass der erste Summand dem ersten Teil von Sss ent-
spricht, wahrend der hintere noch weiter auszuwerten ist. Um das Mittel [...]y
hier auszuwerten, miissen wir die disjunkte Unterteilung der Menge aller Tripel
I={(l,m,n) |l,m,n € {1,..,N}} finden, so wie wir das fiir die Quadrupel in
(13.19) getan haben:

L:l=m=n L:l=m,m#n
Is:l=n,m#n Iy: m=n,l#*m (3.144)
Is : I,m,n paarweise verschieden
Nun definieren wir die Teilsummen
N
M, =4 Z Amnen, Re [Aloe?} , (3.145)
m,n,l€l, o
welche wir nutzen, um
N N 5
4 [ > AmnepRe | > Apel || =D M, (3.146)
m,n=1 =1 o e=1
kleinschrittig auszuwerten.
Zuerst betrachten wir M; sowie My genauer
N P
My =) A, Re Avory > eg{] , (3.147)
v=1 n=1
! 4 N 0
M, = %; A, Re AHON ; Ll . (3.148)
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Hierbei und auch im Rest dieses Kapitels laufen Summationsindizes gestrichener
Summen, wie schon zuvor, von 1 bis N mit der Einschrankung, dass sie paarweise
verschieden sind. Jetzt addieren wir die beiden Terme und finden

ZAuo Ze 1 =4(A [é( ) Sp {POPAPOH :

p=1
(3.149)
Mit Blick auf (3.138) und (3.135) erkennen wir in ((3.149) den zweiten Teil von
Sas.
Als néchstes wollen wir |[Ms| abschétzen. Diese Schranke wird sich als ex-
emplarisch fiir spatere Uberlegungen herausstellen. Nach der Ersetzung ), Ml =

M1+M4—ZAWRe

v=1

Zﬁyzl (1 —6,.), den Abschitzungen der Realteile sowie der Summation iiber

die Exponentialfunktionen erhélt man

N N
0] < 3 4[8p { PupA}|ISp{PupPoA} + Y 418D {P.pP, A} 1Sp {PpPoA}|
v=1 v=1
=Q+R. (3.150)

Fiir die Auswertung von @ und R benutzen wir die Cauchy-Schwarz Ungleichung
in der Form ([2.31) sowie der oberhalb von (2.62). Zudem gebrauchen wir wieder
(2.42)). Mit diesen Zutaten sowie (2.77) ergibt sich

N 2 N
Q=4,| > [sp{PpAR}| 3 IS0 {PupPoAR}
v=1 pn=1

N
<4y fmax’ py, A% | Y Sp{Pup} Sp {PuAPopPoAP,}

p=1

<4, /max’ p,, A% \/rnax’ PSP {POpPOAQ}

< 8max’ p,, A%\/Sp {PopPy} < 8max’ p, A% . (3.151)

Mit den gleichen Techniken gewinnen wir die Schranken fiir R:

N N
R<4,|> Sp{P,pP,A}* Y |Sp{PupPyAP}* < max'p, A%, (3.152)
p=1

womit |Ms| sich umgehend beschrénken lasst durch

|Ms| < 16 max’ p, A% . (3.153)
n

| Ms| besitzt die gleiche Struktur wie |Mz| und lésst sich identisch abschétzen.
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Als néchstes betrachten wir

|Ms| = Z/AWZ/eZ;Re [Axoef] NN 14)(N_ 5| (3.154)

[TRN Imn

Diesen Term ergénzen wir jetzt um geschickt gewihlte Nullen:

+ X, _i; Awl%e Re [A,0¢) N(N714)(N72)’ (3.155)

+ X, = iz Aw% e Re [A,oef] NN 14)(N —5 (3.156)

+Yi=+Y A, el Re XN: Aroel, | 14) oy (17
Vi mn A=1

Y, =+Y 4,3 el Re Z Axoe® 14)(N gy (319
o mn pyrt

Mittels dieser eingeschobenen Nullen finden wir unter Verwendung der Drei-

ecksungleichung sowie der Beobachtung ﬁ = % + (ﬁ — %), dass

|M5 3 (v - 47 0 (30 {54} - 80 {7 }) Re [3 )80 { Ry ‘

_z< 1+ 7, (3.159)

2
Z (X1+Ys)
i=1

7 = Z AWZ " Re Z Axoe) 47 5 <N12 - Jb) . (3.160)

I Al=1

Nun stellen wir fest, dass

1 1 1 2
- )= = —— > .
(s M) b () s Svwes

Diese Beziehung sowie die Techniken zur Abschitzung von My gebrauchen wir
fiir folgende Abschitzung

Z&weZMo ¢ = 5 o {p4} —so {3} [Re [sp { R} ]

v
< NAA\/Sp {PopPo} Sp{ } < 48max pn A4 VN > 3. (3.162)

7 <
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Beide |Y;| lassen sich auf die gleiche Weise wie Z, aber mit einem kleineren Wert
beschrianken
|Y;| < 24max’ p, A% VN > 3. (3.163)

Fiir die Abschétzung der | X;| hingegen bendtigen wir die selben Mittel wie fiir

M in (3.153):

|X;| <16 mgxl pnd? . (3.164)
Jetzt setzen wir (3.162)), (3.163) sowie (3.164]) in (3.159) ein und finden
Z <128 max’ p, A% . (3.165)

Dieses Ergebnis wiederum kombinieren wir mit (3.153)), (3.149) und (3.143)), um
schliefslich

(512 — 522) S 160 max’ pnA,%; (3166)

fiir alle N > 3 zu erreichen. Hierfiir wird wiederholt stillschweigend, wie auch
im Folgenden, die Dreiecksungleichung verwendet.

BERECHNUNG VON (S13 — Sa3): Von der Struktur und den Methoden entspricht
diese Berechnung sehr dem vorigen Abschnitt. Zu Beginn werten wir S;3 weiter
aus

Si3 = A(2)0 + 2 Ago 2Re |:¢Z (t) Sp {POpAPO}} + M, (3167)
N N
M = [2Re | > Apoel, | 2Re | Y Angel) (3.168)
m=1 n=1 I

Die ersten beiden Summanden identifizieren wir sofort mit den ersten beiden
Termen von So3 aus (B.138). Damit bleibt der dritte Summand, bezeichnet mit
M, zur weiteren Auswertung iiber. Die hierfiir nétige disjunkte Unterteilung
der Menge aller Tupel I := {(m,n) |m,n € {1,...,N}} besteht aus nur zwei
Elementen, ndmlich

Ii: m=n, I: m#n. (3.169)
Auch hier fihren wir wieder Teilsummen
N
My=4| Y Re[Anoe),] Re [Anoe)] (3.170)
m,n€l,

I

ein, um M = M, + M in zwei Schritten zu betrachten. Zuerst suchen wir mit
den bekannten Mittel (vgl. z.B. (3.151)) eine obere Schranke fiir |M;|:

N
M| <Y ISp{PupPyAP,}|* < 8max’ p, A% . (3.171)
n

p=1

Dann schauen wir uns M, genauer an

M = ﬁZ/Z’Re [Avoer,] Re [Auoe)] (3.172)

vy mn

64



welche wir um geschickt gewdhlte Nullen ergénzen

4 I
4

Zusammengenommen ergibt sich

7 = ‘MziXiY_ (2Re [ )50 {POPAPO}DQ‘

<IX|+|Y]+|2], (3.175)
_ 4 1 1
7=y (Nl - N) ;%Re [Avoen] Re [Ayoen] - (3.176)

Jetzt stellen wir fest, dass

1 1 1 1 2
I IO (S I > 1
(Nl N) N(N1)—N2 VN 22, (8:.177)

womit wir unter Querverweis auf Methoden aus (3.162) die nachstehende Schran-
ke erhalten )
|Z| < 16max’p,A% VN >2. (3.178)
n

Ganz dhnlich ldsst sich Y| abschétzen:

Y| < 16max’p, A% VN >2, (3.179)

wihrend wir fiir |X| die Methodik aus (3.171)) fiir |M;] einsetzen, um

1X| < 8m2x’ pn A% (3.180)

zu finden. Nun setzen wir (3.178]), (3.179)) sowie (3.180]) in (3.175|) ein und be-

kommen
Z < 40max’ p, A% VN >2. (3.181)

Dieses Ergebnis wiederum kombinieren wir mit (3.171f), (3.167) sowie (|3.138]),

um schliefslich
(S13 — Sa3) < 48max’ p, A% (3.182)
n

fir alle V > 2 zu erreichen.

ABSCHLIESSENDE SCHRANKE DER VARIANZ: Schlussendlich miissen wir nur

noch unsere Zwischenergebnisse (3.142)), (3.166) sowie (3.182)) in (3.139) ein-
setzen um das Ergebnis (3.125) fiir die Varianz zu finden.
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4 Dynamische Typikalitat

Neben der Frage, warum Vielteilchensysteme zum thermodynamischen Gleich-
gewicht streben, kann man sich fragen, wieso Experimente an ihnen zu unter-
schiedlichen Zeitpunkten sowie an verschiedenen Orten mittels weniger makro-
skopischer Parameter reproduzierbar sind, obwohl die mikroskopischen Details
weitgehend unbekannt oder unkontrollierbar sind und die Dynamik chaotisch
ist. Einen ersten entscheidenden Schritt zur Beantwortung dieser Frage haben
Bartsch und Gemmer [12] geleistet. Sie haben gezeigt, dass die {iberwiegende
Mehrheit aller reinen Zustdnde, welche zu Beginn der Zeitentwicklung einen sehr
dhnlichen Erwartungswert beziiglich einer generischen Observablen aufweisen,
sehr dhnliche Erwartungswerte beziiglich dieser Observablen zu jedem spéteren
Zeitpunkt besitzt; unter der Voraussetzung, dass der relevante Hilbertraum von
grofier, aber endlicher Dimension ist. Im Beweis dieser Aussage wird eine tech-
nische Annahme gebraucht, welche strenggenommen nur fiir anfangliche Erwar-
tungswerte nah am mikrokanonischen Gleichgewicht gilt. Im n&chsten Kapitel
werden wir eine signifikante Erweiterung dieses Resultats vornehmen.

4.1 Anfangszustinde mit vorgegebener Messstatistik be-
ziiglich kommutierender Observablen

Wir betrachten die Menge aller Anfangszustdnde, welche nun sowohl rein als
auch gemischt sein diirfen und die fiir alle moglichen Messausgénge eines Satzes
kommutierender Observablen die selben Erwartungswerte beziehungsweise Pro-
jektionswahrscheinlichkeiten (vgl. ) aufweisen. Ahnlich wie in [12] zeigen
wir dann, dass die iiberwiegende Mehrzahl dieser Zustdnde zu jedem spéteren
Zeitpunkt sehr dhnliche Erwartungswerte fiir eine beliebige Observable besitzt.
Aber im Unterschied zu [12] kann die Observable jetzt verschieden von denen,
welche den Anfangszustand bestimmen, sein. Zudem kann die betrachtete Dy-
namik von einem beliebigen, sogar zeitabhingigen Hamiltonoperator erzeugt
werden.

Sowohl die Vorarbeiten [36} 37, 38| als auch [52] 53], [54] haben gewisse Paralle-
len zu unserer folgenden analytischen Ausarbeitung. Dennoch sind die zentralen
physikalischen Schlussfolgerungen wie auch die technischen Methoden verschie-
den.

Wie schon zuvor soll der relevante Hilbertraum von grofer, aber endli-
cher Dimension D sein. Der Anfangszustand des Systems wird im Hinblick auf
die kommutierenden Observablen spezifiziert, deren gemeinsame Eigenrdume
mit H,, wobei n = 1,..., N, bezeichnet werden. Dementsprechend erfiillen die
Prﬁ}jektoren P, auf diese Unterrdume H, wie iiblich P,,P,, = 0mnPn sowie
> —1 Pn = 1. Die Dimensionen der #,, sind gegeben durch

dp =Sp{Py,} (4.1)

und ergeben D = Zﬁle dy.
Mit der Dichtematrix p (0) (rein oder gemischt) zum Startzeitpunkt ¢ = 0
und unter der Assoziation von Projektoren P,, mit Observablen finden wir, wie in
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(2.83), die entsprechenden Erwartungswerte beziechungsweise Projektionswahr-
scheinlichkeiten

mit p, > 0 sowie Zﬁle pr = 1. Im Zentrum unserer Analyse wird die Menge al-
ler Anfangszusténde p (0) stehen, welche die ' Bedingungen fiir beliebige,
aber feste Wahrscheinlichkeiten {pn}ﬁil erfiillen.

Physikalisch gesprochen haben wir hauptséchlich quantenmechanische Viel-
teilchensysteme im Kopf, in denen, nach von Neumann [6], eine simultane Mes-
sung von zwei oder mehr (fast) kommutierenden Observablen mdglich ist. Oft
werden einige oder sogar alle dieser Observablen makroskopischen Grofen, bei-
spielsweise dem Druck, entsprechen und eine von ihnen wird in der Regel der
grobkdrnige Hamiltonoperator selbst sein. Mit grobgekdrntem Hamiltonoperator
bezeichnen wir den Projektor auf die Energieschale Iy := [E — Ag, E], welcher
folglich nach Trunkierung auf den relevanten Hilbertraum 14 entspricht. Es ist
nicht realistisch, dass man die dicht liegenden Energieniveaus und zugehorigen
Zustinde innerhalb dieses Intervalls experimentell auflésen kann. Obwohl ein ri-
goroser Beweis der bendtigten (approximativen) Vertauschung der Observablen
im Allgemeinen sehr anspruchsvoll ist, wird das Konzept héufig als plausible
Arbeitshypothese verwendet [8, 55, 56, 57, 58, 59, 60]. In diesen Referenzen
wird auch diskutiert, wie Operatoren, von denen wir aus physikalischen Griin-
den annehmen, dass sie zumindest nahezu kommutieren, durch kommutierende
gendhert werden konnen; etwas, das wir von nun intuitiv voraussetzen. Bei-
spielsweise kann es sich um mehrere makroskopische Observablen handeln, die
gleichzeitig gemessen werden kénnen, oder um eine mikroskopische Observable
zusammen mit dem makroskopischen, grobgekérnten Hamiltonian: In der Tat er-
scheint es verniinftig anzunehmen, dass zum Beispiel die Messung der Geschwin-
digkeit eines Teilchens die Energieverteilung des Vielteilchensystems praktisch
unverdndert ldsst, wihrend man von mehreren mikroskopischen Observablen
nicht erwartet, dass sie vertauschen, nicht einmal approximativ. Gewisserma-
fen gleicht diese Annahme beziiglich der Observablen der ETH: Die Messaus-
gange der Observablen sind eine glatte und in der Regel monotone Funktion
der Energie. Selbst wenn die betrachteten Observablen jetzt nicht exakt mit
dem grobgekdrnten Hamiltonian kommutieren, garantiert dies heuristisch, dass
alle Zustédnde mit gleichem anfinglichem Messwert der Observable nahezu die-
selbe Energie aufweisen. Wiirden die Gréfen nicht (quasi)kommutieren, wiren
alle nachfolgenden Resultate nur fiir den Hochtemperaturlimes (Gleichbeset-
zung aller Energieniveaus) erwartbar. Wir betonen aber, dass ein Vertauschen
der Observablen mit dem grobgekdrnten Hamiltonoperator nicht impliziert, dass
unser Anfangszustand stationir ist und die Wahrscheinlichkeiten p,, Erhaltungs-
grofen sind; zum einen da die Observablen nicht mit dem vollen Hamiltonian
kommutieren, welcher die zeitliche Dynamik induziert, aber vor allem da dieser
zeitabhéingig sein kann. Ein einfaches Beispielszenario, in dem zuerst thermo-
dynamische Grofen gemessen werden und dann durch rapide dufserliche Veran-
derung des Hamiltonoperators (engl. Quench) eine Nichtgleichgewichtssituation
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geschaffen wird, ist somit von unserem Ansatz abgedecktE Schliefslich sollte
dem Leser nach dieser Diskussion deutlich geworden sein, dass die Projektoren
P, sowie Wahrscheinlichkeiten p,, trotz dhnlicher Notation verschieden zu de-
nen aus sowie (2.6) in Kap. sind; und wihrend N in den vorherigen
Kapiteln der Anzahl der Energieeigenriume entspricht, bezeichnet A hier die
Anzahl der gemeinsamen Eigenrdume der kommutierenden Observablen.

Schon in haben wir erértert, dass realistische Messungen nur eine be-
grenzte Anzahl an moglichen Messausgidngen besitzen. Nun kann die Anzahl
gemeinsamer Eigenrdume N der kommutierenden Observablen grofer als die
Anzahl der Messausginge N4 einer einzelnen sein. Auf der anderen Seite soll-
te aber auch die Anzahl der kommutierenden Observablen realistisch bleiben.
Damit gilt fiir Anzahl der Eigenrdume die verniinftige Schranke

N <102, (4.3)

Im Prinzip sind auch sehr kleine A/ denkbar und im Weiteren zugelassen. Der
Extremfall entspricht einer Observablen mit nur zwei verschiedenen Messaus-
gingen, N' = 2.

In den Kapiteln zuvor wurde ebenfalls diskutiert, dass fiir generische makro-
skopische Systeme der relevante Hilbertraum exponentiell grofs in der Anzahl
der Freiheitsgrade f ist. Beispielsweise kann A der makroskopisch kleinen, aber
mikroskopisch grofsen Energieschale entsprechen, deren Dimension dann expo-
nentiell grofs in der Anzahl der Freiheitsgrade f ist. Folglich muss mindestens
ein Unterraum H,, eine extrem hohe Dimension d,, aufweisen. Im Allgemeinen
erscheint es plausibel anzunehmen, dass viele oder sogar alle H,, eine sehr grofe
Dimension d,, besitzen, zumindest solange keine Besonderheiten wie auflésbare
Liicken in den Eigenwertspektra der Observablen vorliegen. Natiirlich kénnen,
selbst wenn alle d,, groft sind, einige viel grofer als andere sein.

Im Gegensatz zu den eingangs erwdhnten vorangegangenen Verdffentlichun-
gen zu dieser Thematik beriicksichtigen wir, dass, wie in Kap. [2.2] ausgefiihrt,
experimentell keine Erwartungswerte, sondern die volle Statistik der Messaus-
gange ermittelt werden. Aber auch diese Information ist in Anbetracht der Di-
mension D des Hilbertraums und der Anzahl der gemeinsamen Eigenrdume A
weit davon entfernt, den wirklichen mikroskopischen Anfangszustand p (0) ein-
deutig festzulegen.

Die Zeitentwicklung des gegebenen Anfangszustands p (0) wird selbstver-
stdndlich, wie bekannt, durch die iibliche Schrédinger oder von Neumann Glei-
chung gegeben. Fiir unser Vorgehen in diesem Kapitel ist es giinstig das Hei-
senbergbild zu wihlen, um den zeitabhingigen Erwartungswert einer beliebigen
Observable A auszudriicken

(A) )iy =Sp{p(0) A} (4.4)

13 Aus diesem Blickwinkel sind die Annahmen der vorhergehenden Resultate zur dynami-
schen Typikalitidt (Ndhe zum Gleichgewicht zum Startzeitpunkt oder keine zu starke Fokussie-
rung der Zustdnde auf den Rand des Spektrums der Observablen) vielleicht keine praktische
Einschrinkung. Denn das Szenario des Quenchs wiirde doch diese Annahmen zum initialen
Zeitpunkt garantieren und trotzdem fiir eine interessante Nichtgleichgewichtsdynamik sorgen.
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Ay = U AU, . (4.5)

Hierbei stellt U; den quantenmechanischen Zeitentwicklungsoperator dar. Fiir
zeitunabhingige Hamiltonoperatoren H nimmt dieser Propagator U,, wie ober-
halb von (2.3), die einfache Form exp {—iHt/h} an. Aber im Weiteren lassen wir
auch zeitabhéngige Hamiltonoperatoren in der Zeitentwicklung zu. Insbesonde-
re muss das System weder thermalisieren noch equilibrieren. Ferner unterliegt
die Observable A selbstredend den selben physikalischen Anforderungen aus den
vorhergehenden Kapiteln.

Im Wesentlichen funktioniert unser Ansatz wie folgt: Wir beginnen damit alle
Anfangszustinde, welche mit unserer Kenntnis von iber die Ausgangssi-
tuation kompatibel sind, auf verschiedene Untermengen zu verteilen. Der Grund
hierfiir liegt darin, dass die von uns verwendete Methode nicht alle diese unter-
schiedlichen Dichtematrizen gleichzeitig erfassen kann; weshalb wird im weiteren
Verlauf deutlich. Als nichstes zeigen wir, dass die iiberwiegende Mehrheit aller
p (0) innerhalb einer jeden Untermenge sehr dhnliche Erwartungswerte in (4.4)
fiir beliebige, aber feste A; aufweist. Schlieflich werden wir dann sehen, dass der
Mittelwert der Erwartungswerte aus iiber alle p (0) aus einer Untermenge
tatsdchlich fiir alle Untermengen identisch ist. Dementsprechend miissen die Er-
wartungswerte in fiir nahezu alle p (0), welche geniigen, sehr dhnlich
sein. Um die Ahnlichkeit von (4.4) fiir die meisten p (0) einer Untermenge zu
zeigen, werden wir gewisse Annahmen tétigen, welche aber die Anwendbarkeit
physikalisch nicht signifikant einschrénken. Diese Anforderungen sind ebenfalls
fiir alle Untermengen und somit fiir alle p (0), die erfiillen, identisch.

Wir fangen mit der Definition von U, als beliebiger unitirer Transformation
innerhalb eines Unterraums #H,, an; d.h. U, : H,, — H,, sowie UJLUn =1y, , mit
13, der Einheitsmatrix im Unterraum H,,. Dieser Operator U,, kann natiirlich
durch eine direkte Summe mit der Nullmatrix auf dem iibrigen Hilbertraum
H\ H,, auch auf dem vollen Hilbertraum # definiert werden. Fortan bezeichnet
das selbe Symbol U,, nun einen Operator auf H mit den zentralen Eigenschaften,
dass UlU,, = P, sowie U,, P, = PpU, = 8pnU, fiir alle m,n € {1,..., N'}. Also
konnen wir schliefsen, dass

N
U=> U, (4.6)

eine unitiire Transformation auf H darstellt, d.h. UTU = 1. Die Menge aller
unitdren Transformationen U, welche durch alle moglichen Wahlen der U, in
generiert wird, bezeichnen wir mit Sy;. Schnell verifiziert man, dass jedes
U € Sy mit allen P,, kommutiert. Folglich, sofern p (0) die N Bedingungen
erfiillt, wird auch

pu (0) = UTp(0)U (47)

diesen entsprechen und zwar fiir alle U € Sp.
Jedes p (0), das (4.2)) geniigt, generiert somit eine der oben angekiindigten
Untermengen, ndmlich S, ) := {pv (0) |U € Sy }. Offensichtlich generieren viele
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unterschiedliche p (0), welche erfiillen, die selben Untermengen S, ). Zu-
dem sind nicht identische Untermengen disjunkt. Auf der anderen Seite enthélt
die Vereinigung aller dieser Untermengen alle p (0), die geniigen. In Be-
zug auf die obige Nebenbemerkung iiber die Notwendigkeit dieser Untermengen
weisen wir darauf hin, dass alle p(0) aus der selben Untermenge das gleiche
Spektrum besitzen, wihrend nicht alle p(0) mit dem gleichen Spektrum zur
selben Untermenge gehdren.

Folgendermafen weisen wir den U € Sy eine Wahrscheinlichkeit zu: Fir
jedes n werden die U, als gleichférmig verteilt angenommen (sprich nach dem
Haar-Maf beziiglich des Unterraums #,,), d.h. alle aus einem ,, sind gleich
wahrscheinlich und statistisch unabhingig voneinander fiir unterschiedliche n.
Demzufolge wird die Wahrscheinlichkeit fiir U in als die Verbundwahr-
scheinlichkeit aller U,, definiert, iiber welche U definiert ist; also ist jede Kom-
bination der U, in mit gleicher Wahrscheinlichkeit realisiert. Das Mittel
einer beliebigen von U abhingigen Grofe X (U) iiber alle U nach eben dieser
Wahrscheinlichkeitsverteilung wird fortan durch [X (U)],, gekennzeichnet.

Intuitiv ist diese Wahl der Wahrscheinlichkeitsverteilung sehr natiirlich. In
der Tat ist unter dem Gesichtspunkt, dass die Wahrscheinlichkeit eines jeden
pu (0) innerhalb seiner Untermenge S,y der Wahrscheinlichkeit von U ent-
spricht, unsere obige Wahl die einzig konsistente, d.h. nur fiir sie gilt, dass jedes
p (0), welches ein und die selbe Untermenge S, (o) generiert, auch dieselbe Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auf der entsprechenden Untermenge S,y definiert.

Als nichstes betrachten wir A sowie ¢ in und damit auch A4; in als
beliebig, aber fest. Im Allgemeinen sollten verschiedene p (0), die erfiillen,
unterschiedliche Erwartungswerte in zur Folge haben. Unter Beschrinkung
auf alle p (0), welche zu derselben beliebigen, aber festen Untermenge S, ge-
horen, findet man fiir den Mittelwert sowie die Varianz der Erwartungswerte

aus (4.4) das Resultat

N
pe =[S0 {pu (0) Aty = - Z-Sp{Padr} (48)
o2 = |(Sp{pu (0) A} — )] | < AA%, (4.9)
A= 5 max <Z"> . (4.10)

Die detaillierte Herleitung dieser Ausdriicke ist miihsam sowie nicht sehr er-
kenntnisreich und wird daher in den Anhang verschoben.

Wie zu Beginn des vorigen Abschnitts angekiindigt, ist die rechte Seite von
unabhéngig von den speziellen Untermengen S, ), iber welche der Mittelwert
auf der linken Seite durchgefiihrt wird. Dasselbe gilt fiir . Somit gelten die
entsprechenden Schlussfolgerungen, auch wenn das p (0) zuféllig aus allen diesen
Untermengen simultan gezogen wird; d.h. fiir alle p (0), die (4.2) geniigen. Durch
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Ausnutzung der Chebyshev- (oder Markov-) Ungleichung gelangen wir zu dem
Resultat
Wkeit (ISp {p (0) Ai} — | > €) <A (Aafe)? (4.11)

fiir ein beliebiges € > 0. Die Wahrscheinlichkeit auf der linken Seite versteht sich
als der Anteil all der mit kompatiblen p (0), fiir welche Sp {p (0) A;} um
mehr als e vom Mittelwert 1, abweicht. Wenn wir nun e mit der experimentellen
Auflésung 0 A identifizieren, so impliziert

A< (6A/AL)? (4.12)

dass Sp {p (0) A;} fiir die iiberwiegende Mehrheit aller p (0), welche (4.2)) erfiil-
len, ununterscheidbar@ von g ist. Mit Blick auf (4.4) sowie (4.8) bedeutet das,
dass alle diese p (0) vom praktischen Gesichtspunkt perfekt durch

(A) 1) = Sp{pgmrAr} (4.13)
N
Pgmk =Y PrPrr s (4.14)
n=1
1
P = 7 Pn (4.15)

mn

approximiert werden. Unter Verweis auf l) erkennt man, dass PE«Z}l in
zu der mikrokanonischen Dichtematrix auf dem Unterraum #H,, korrespondiert.
Folglich kann man pgpk in als verallgemeinertes mikrokanonisches En-
semble betrachten, welches den Wahrscheinlichkeiten p,, in fiir jeden Un-
terraum Rechnung trégt.

Mittels der Definitionen und kénnen wir das Verhéltnis p,, /d,, als
durchschnittlichen ,Uberlapp* pro Eigenzustand innerhalb eines jeden Unter-
raums H,, auffassen. Wir erinnern uns, dass p, > 0, Zﬁle pn» = 1 und dass die
Gesamtzahl D aller Eigenzustinde unvorstellbar grofs ist. Damit ist augenschein-
lich, dass in Anbetracht von sowie im Allgemeinen erfiillt ist.
Beispielsweise wiirde man oft erwarten (siehe auch unterhalb von @), dass die
Dimension d,, eines jeden Eigensraums H,, so groR ist, dass (£.12) automatisch
und ohne weitere Einschrinkung an die p,, in erfiillt ist. Falls einige Un-
terrdume H,, dennoch von vergleichsweise kleiner Dimension sein sollten, so ist
es ausreichend fiir die Giiltigkeit von , wenn die Wahrscheinlichkeiten p,,
in Bezug zu der geringen Dimension d,, nicht unverhiltnisméfig grof sind. Dem-
nach ware sogar d,, = 1 fiir alle n zul&ssig, obwohl solche Falle, in Erinnerung
an die Betrachtungen nach (£.3)), physikalisch irrelevant erscheinen.

Schliefslich ist es moglich unser Resultat auf zweil Arten zu verallgemeinern:

o Es darf einen ausgezeichneten Unterraum H,, geben, fiir welchen p,, un-
abhingig von der Dimension d,, iiberhaupt nicht eingeschrinkt ist. Mit

1 Die eigentlich notwendige Erweiterung auf verallgemeinerte UnterscheidbarkeitsmaRe (vgl.
Kap. [2.2)) ldsst sich prinzipiell mit den selben Argumenten durchfiihren, wurde hier aber zur
besseren Lesbarkeit ausgespart.
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anderen Worten kann ein n bei der Maximierung auf der rechten Seite
von vernachlissigt werden. Das Beispiel ist, wie in den vorherigen
Kapiteln, ein durch eine Liicke im Spektrum experimentell adressierba-
rer Grundzustand mit makroskopisch grofier Besetzungswahrscheinlichkeit
pn- Die Herleitung dieser Erweiterung entspricht einer Kombination aus
den Anhingen [2.1.1] sowie [4.1.1] und wird daher ausgelassen.

o Moglicherweise sind nicht alle Wahrscheinlichkeiten p,, bekannt, sondern
nur die mit Indizes n € {1, ...,J\/'/}, wobei N7 < N. Dementsprechend

existieren nur N Bedingungen der Form 4.2 mit p,, > 0 und Zjnv:l pn < 1.
Daraus folgt, dass die Vereinigung (direkte Summe) der iibrigen Unterriu-

me H = Hpr 1 @ - ® Ha mit der Wahrscheinlichkeit p =1 — Zﬁ;l Pn
populiert ist und dass der Projektor auf diesen Unterraum # durch P ==
Prr 41+ +Pn gegeben ist. Aufgrund dessen kann diese Situation auf die

urspriingliche mit einem neuen, effektiven Wert N zuriickgefiihrt werden
und zwar durch die Wahl N' =N+ 1, Pyr = P sowie py = p.

Unter der Annahme, dass die Bedingung erfiillt ist, finden wir, dass die
Erwartungswerte von A zum Zeitpunkt ¢ auf der der linken Seite von (4.13) fiir
die tiberwiegende Mehrheit aller p (0), welche den A/ Bedingungen enii—
gen, praktisch ununterscheidbar voneinander sind; womit wir bei dem anfangs
angekiindigten, zentralen Resultat der dynamischen Typikalitdt angelangt sind.

Es ist anzumerken, dass eine kleine Menge untypischer p (0), welche
erfiillen, spiirbar von der Approximation abweicht. Weiterhin erinnern wir
uns, dass A sowie ¢ in beliebig, aber fest sind. Daher wird die untypische
Menge iiblicherweise fiir unterschiedliche Zeitpunkte ¢ und/oder unterschiedliche
Observablen A verschieden sein. In diesem Zusammenhang verweisen wir darauf,
dass die obere Schranke in von ¢ unabhéngig ist. Da das Mitteln iber U
und die Integration iiber ¢ vertauschende Operationen sind, erhalten wir mit

(4.9), dass

[qu]y < AAY, (4.16)
= itl /t : & (t) dt, (4.17)
v (t) =Sp{pu (0) A} — pe (4.18)

fiir beliebige to > t; > 0. Weil gy > 0, kann man auch hier aus sowie
schliefen, dass die Grofe gy fiir die iiberwiegende Mehrheit aller p(0)
verschwindend gering ist. Fiir jedes dieser p (0) muss also auch der Integrand
& (t)in fiir alle ¢ € [t1,t2], mit Ausnahme eines vernachléssigbar kleinen
Teils an aufsergewohnlichen Zeitpunkten, verschwindend gering sein. Fiir hinrei-
chend kleine )\ in sind diese aufiergew6hnlichen Zeitpunkte unbeobachtbar
selten und damit vernachléssigbar. Daher folgern wir, dass die meisten der p (0),
die erfiillen, fiir jedes beliebige Zeitintervall sowie beliebige Observablen
A sehr dhnliche Erwartungswerte von A wihrend des gesamten Zeitintervalls
besitzen.
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Man konnte die Ergebnisse dieses Kapitels in Frage stellen, da [61] [62] zei-
gen, dass die meisten Zustdnde in einem Vielteilchen-Hilbertraum unphysika-
lisch sind. Unphysikalisch meint hier, dass sie sich nicht effizient, sprich in einer
realistischen Zeit, priparieren lassen. Eine mogliche Intuition dafiir ist, dass
viele Zustinde im Hilbertraum eine komplexe Verschrinkung aufweisen, wel-
che sich nicht experimentell realisieren ldsst. Diesem Einwand stellen wir zwei
Argumente entgegen: Zum einen beinhaltet unsere Grundgesamtheit, beziiglich
der wir die Typikalitdtsaussagen tétigen, nicht alle Zustdnde im Hilbertraum,
sondern nur solche p (0), die geniigen; es ist wegen der zu Grunde liegenden
physikalischen Motivation naheliegend, aber unklar, ob sich all diese Zustinde
effizient praparieren lassen. Zum anderen haben wir bereits in Kap. darauf
hingewiesen, dass es natiirlich besser wire, wenn die Grundgesamtheit nur phy-
sikalisch relevante Konstituenten besifse; aber lisst sich dies nicht garantieren,
so darf es keinen Grund geben, aus dem sich die iiberwiegende Mehrheit anders
als der typische Mittelwert verhilt. Ein solcher Grund ist hier nicht erkenn-
bar, im Gegensatz zu Kap. 3.2 wo exponentiell langsam relaxierende Systeme
wegen der verletzten Lokalitdt nicht abgedeckt sind. Diese beiden Argumente
legitimieren unsere Ergebnisse trotz des interessanten Einwands.

Formal ist die hergeleitete typische Zeitentwicklung durch die rechte Sei-
te von gegeben. Die explizite quantitative Auswertung dieses Ausdrucks
héngt jedoch von der konkret betrachteten physikalischen Situation ab und ist
im Allgemeinen sehr anspruchsvoll. In der Tat ist es die zentrale Stérke des Ty-
pikalitdtsansatzes interessante Vorhersagen zu treffen, ohne die spezifische Dy-
namik zu 16sen. In diesem Fall helfen uns die Resultate der dynamischen Typika-
litdt besser zu verstehen, warum wenige makroskopische Parameter ausreichen
die Reproduzierbarkeit von experimentellen Messungen trotz vieler unbekannter
sowie unkontrollierbarer mikroskopischer Details sicher zu stellen. Die Existenz
beobachtbaren chaotischen Verhaltens, wie beispielsweise bei einem klassischen
Doppelpendel, widerspricht nicht den hier gefundenen Ergebnissen, da die An-
zahl der relevanten Freiheitsgrade des Doppelpendels fiir dynamische Typikali-
tit zu gering ist; es handelt sich schlichtweg nicht um ein Vielteilchensystem.
Dahingegen erscheint die bekannte Illustration des Schmetterlingseffekts, nach
dem der Fliigelschlag eines Schmetterlings in Brasilien einen Tornado in Texas
auslosen kann, in Anbetracht der dynamischen Typikalitdt zumindest fragwiir-
dig. Was nicht heifst, dass der Autor das morgige Wetter besser als der iibliche
Nachrichtendienst prognostizieren kann, sondern nur, dass das Wetter in Texas
eher von der Grofiwetterlage {iber dem siidamerikanischen Kontinent als von
den mikroskopischen Details eines Schmetterlings in Brasilien abhingt.

Einen expliziten Ausdruck fiir die typische Dynamik haben wir in Kap.
gewonnen. Das Resultat enthélt einen gewissen Grad an dynamischer Typika-
litéit, da die Relaxationsdynamik nur von dem Erwartungswert und nicht
den Details des exakten Zustands abhéngt, mehrere Zustinde also dieselbe Dy-
namik aufweisen werden. Bei genauer Betrachtung fillt aber ins Auge, dass
die Dynamische Typikalitit des gegenwartigen Kapitels typisch beziiglich des
Zustands und nicht des Hamiltonoperators ist. Des Weiteren gilt sie auch fiir
exponentiell langsame Relaxation, bei nicht relaxierenden Systemen sowie fiir
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zeitabhingige Hamiltonoperatoren und ist damit deutlich allgemeiner.

Auch auf die numerische Relevanz von dynamischer Typikalitdt wollen wir
hinweisen. Sie rechtfertigt die Ersetzung der numerisch aufwindig zu berech-
nenden Dynamik eines gemischten Zustands durch die simplere Simulation eines
reinen Zustands. Wihrend zuvor die Grundgesamtheit an Zusténden so konstru-
iert werden musste, dass der gewiinschte gemischte Zustand gerade pgmi aus
entspricht, weil ansonsten lediglich reine Zustéinde in der Grundgesamt-
heit enthalten waren, so erfordert unser Resultat nur noch, dass der gewiinschte
gemischte Zustand geniigt und nicht bekanntermafen untypisch ist. Fiir
eine tiefergehende Diskussion der numerischen Anwendung wird auf den ent-
sprechenden, von Richter, Steinigeweg sowie Gemmer verfassten, Abschnitt in
[13] verwiesen.

4.1.1 Anhang 4.A
In diesem Anhang werden wir die zentralen Gleichungen (4.8 - ) detailliert

herleiten. Gleichzeitig bietet er eine beispielhafte Elnfuhrung in die Verwendung
des Haar-Mafses fiir die Typikalitét.
Fiir eine vereinfachte Notation benutzen wir die Abkiirzungen
pi=p(0), (4.19)
B = A, = U AUy . (4.20)

Die Eigenwerte von B sind deshalb identisch zu denen von A. Dasselbe gilt
natiirlich auch fiir den Messbereich von B

Ay =Ap. (4.21)
Herleitung von Gl. (4.8): Fiir jedes n € {1,..,N'} bezeichnen wir mit

{|n, a)}j’;’l eine beliebige, aber feste Orthonormalbasis von H,,. Die Vereinigung
aller dieser Basen stellt daher eine Orthonormalbasis von H dar, d.h.

<7’L, a|m7 b> = &mn(saba (422)
N d,
ZZ ny,a) (n,a| =1y (4.23)
=la=1

Setzen wir nun dreimal 14 in die Definition von p; aus ein und verwenden

, so erhalten wir

pe= | Y Y (LalU"|m,a) (m,alp|n,b) (n,b|U|j,8) (j, B Bl )
_l,j,m,na,ﬁ,a,b U

= > > (maUm,a) (m,alp|n,b) (n,b| U |n, ) (n, 5| B|m, )

m,na,f,a,b

(4.24)
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Im letzten Schritt haben wir hier (n,b|U|m,8) = dmn (n,b|U |n, B) benutat,
da jedes U € Sy, wie unterhalb von erortert, mit allen P, kommutiert.
Jetzt definieren wir Abkiirzungen fiir die Darstellungen der, oberhalb von
eingefiithrten, U, beziiglich der gewihlten Basen

Uns = (n,0] Un In, B) = (n,b] U [n, B) (4.25)

Damit kénnen wir (4.24) umschreiben zu

e = Z Z (m,alp|n,b) (n, 5| Bm, ) [U:;LWU”,;)B]U . (4.26)

m,n a,B,a,b

Um diesen Ausdruck weiter auszuwerten, beziehen wir uns auf [63]. Dort
findet man folgende Formel fiir den Mittelwert iiber gleichmifig (Haar) verteilte
unitire Matrizen{™]

[Utsasb1--Utambm Utarpy+-Uanpo g, = Omn > Vi [ Sasome 0,600,
1’ j=1

(4.27)
Wir iibersetzen wortlich aus [63]: ,die Summation lduft iiber alle Permutatio-
nen II und II’ der Zahlen 1, ..., n. Die Koeflizienten Vi7 ;v héingen nur von der
zyklischen Struktur der Permutation IT~'II’ ab. Wir erinnern daran, dass je-
de Permutation von 1, ...,n eindeutig in disjunkte zyklische Permutationen mit
den Zyklenléngen ¢y, .., ¢, (wobei n = Zle ¢c;) faktorisiert. Die Aussage, dass
Viz, i nur von der zyklischen Struktur von I7 Ry abhéngt, meint, dass Vi v
nur von den Lingen cq, .., ¢, der zyklischen Permutationen abhéngt, in welche
II7 I zerfillt. Daher konnen wir anstatt Vi genauso Ve, . ., schreiben.”
Die Faktoren V., . ., sind durch die Spalten ,,CUE“ der Tabellen 1I sowie IV in
[63] gegeben.

Wie bereits unterhalb von besprochen, bezeichnet das Symbol [...],; den
Mittelwert iiber alle U,, innerhalb jedes H,, beziiglich des Haar-Mafes. Mittel-
werte iiber Haar-Mafte in getrennten Eigenrdumen sind statistisch unabhéngig
(siehe ebenfalls unterhalb von (4.7)). Daher zeigt die Anwendung von auf
(4.26)), dass m gleich n sein muss damit der Mittelwert nicht verschwindet

N
e = Z Z (n,al p|n,b) (n, B| B n, a) [U;Lk,aaUn,bﬁ] U,

n=1 «,3,a,b

N
Z Z <na a’| P |n7 b> <na 6| B |TL, a) VH1,H15aa5b5' (428)

n=1 «,3,a,b

Hier gibt es nur eine Permutation, ndmlich die Identitét, bezeichnet durch I7;.
In diesem Fall entspricht Hl_lﬂl = II; nur einem Zyklus der Lange ¢; = 1. Das

15Mittelwerte von diesem Typ wurden bereits, oft unabhéngig voneinander, von unterschied-
lichen Autoren [64], 65, [66], [67) [68], [69] analysiert. Wir beziehen uns auf [63], weil nur dort Félle
bis n < 5 behandelt werden, obwohl im Folgenden n < 2.
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korrespondierende Vi, = V4 kann in den Tabellen II sowie IV in [63] gefunden
werden (Spalte ,,CUE®, Reihe n = 1) und lautet Vi, = di Setzen wir dies in
die obige Gleichung ein, so erhalten wir

N
pe= 3" -Sp {pPu} Sp {BP.) (4.29)

n=1 "
Unter Verweis auf (4.2) sowie (4.20) erhalten wir schlieflich (4.8]).
Herleitung von Gl. (4.9) und (4.10): Die Varianz in (4.9) kann umge-
schrieben werden zu ,
of = [SpdpuBY] —ui. (4.30)

Der zweite Term p? auf der rechten Seite der obigen Gleichung folgt aus (4.29).
Daher wenden wir uns dem ersten Term zu und finden, dhnlich wie in (4.24)

sowie (4.26), dass

Sp{puBY| = |3 3 Uiwalios (-alpli.b) (.81 B i)
l,j o,B,a,b
: Z Z U:;z,c'yUnydw <m7 C| P ‘n,d> <n7w| B |m7’7> . (431)
m,n y,w,c,d U

Fiir die Summationsindizes [, j, m,n definieren wir die Menge der Quadrupel
8= {(ljom,m) Il jym,m € {1, N} } . (4.32)

Wenn man sich jetzt an Gleichung erinnert, erkennt man die Notwendig-
keit drei Fille zu betrachten, fiir welche der Erwartungswert in nicht
verschwindet. Diese entsprechen den Untermengen S : | = j # m = n,
So:l=j=m=mnsowie S3: 1 =mn% m = jvonS. Von nun an be-
zeichnen die S; nicht nur die korrespondierenden Untermengen, sondern auch
die entsprechenden Terme in . Daher erhalten wir

[Sp{puBY| | = Sl + (Sl + [l - (4.33)

Im ersten Fall, S7, zerfillt der Mittelwert in zwei Mittelwerte iiber die Ei-
genrdume mit Indizes [ und m. Damit gleicht die Berechnung der Herleitung
von (4.8) und man erhélt

(S =D Y (Lalplt,b) (1,8 Bl a) [Ufaaliss]y,

l#m «,B,a,b
> (myelplm,d) (m,w| Blm, ) [Ug, o Unaoly;,
v¥,w,c,d
1 1
=> S {pP1} Sp{BPI} —Sp {pPm} Sp {BPnm} . (4.34)
l#m m
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Im zweiten Fall, S5, entspricht der Mittelwert iiber die unitéren Transfor-
mationen nicht mehr dem zuvor durchgefiihrten, sondern lautet:

N
[Soly =Y > (Lalpll,b) (1, BB,y Y (elpll,d) (l,w| BIl,7)

I=1 a,B,a,b ywresd
: [UlfaaUl,bBUlfcryUl,dw} U, (435)

Um diesen Ausdruck weiter auszuwerten machen wir erneut Gebrauch von ((4.27)
und finden

[U8U1,00 U aaUller] y, = Vit 0babacOpaldun + Vit g, ObaddcOydua

1/(d?-1) —-1/(di(d?-1))

+ VH27H1 6b05da5,8a6w’y + VHQ,HQ 5bc5da6[3'y6woz .
N—— N——
—1/(di(d?-1)) 1/(d?-1)

(4.36)

Hier entspricht II; weiterhin der Identitét, aber II; bezeichnet die Permuta-
tion, welche die Zahlen 1 sowie 2 vertauscht. Dementsprechend ergeben sich
fir Hflﬂl = H{lﬂg = II) zwei Zyklen der Langen ¢; = ¢y = 1, wihrend
H;lﬂl = Hflﬂg = II, einen Zyklus der Linge co = 2 ergibt. Die korre-
spondierenden VHhHl = VH2,H2 = ‘/1’1 und VHz,Hl = VH1,H2 = Vé kénnen
wiederum in den Tabellen IT sowie IV in [63] nachgeschlagen werden und haben
die oben zitierten Werte. Setzen wir nun @ in ein und verwenden
zudem 1/ (d? —1) =1/d? +1/ (d? (d7 — 1)), so erhalten wir

N
1 /
(Sl =D 5Sp {pP1}*Sp {BPI}* + 55, (4.37)
1=1 !

Sp {pP1}’ Sp {BP,}’

M=

/ 1
Sy = {
=AY

1 2
- mSP {pP.}" Sp{BP.BP:}

1 2 2
L@ -1 ;b: [(L,alp|l,b)|" Sp{BP:}

1
2 _

2
+ ﬁ%:ld,alpll,wl Sp{BP,BP;}| . (4.38)

Der erste Summand im obigen Ausdruck von [S5];, kann, kombiniert mit dem

ersten Fall [Si];,, genutzt werden, um den zweiten Teil der Varianz, u2, zu
eliminieren:

ap =[Sy + [S2]y — i + [Ss]y| < ’S;’ + [[Ss]y ] - (4.39)
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Fiir die weitere Abschitzung der Varianz ist es hilfreich, dass ein hermite-
scher sowie nicht negativer Operator p!/? existiert, welcher p'/2p'/2 = p er-
fiillt (erinnere Kap. oberhalb von (2.31))). Aufgrund dessen kénnen wir die
Cauchy-Schwarz Ungleichung in der folgenden Weise benutzen

Z I(l,alp |l7b>|2 < Z (L,alp|l,a) (1,0 p|l,b) = Sp {pPZ}Q . (4.40)
a,b

Ferner gebrauchen wir erneut die Invarianz der Varianz unter der Verschiebung
B — B+14c, wobei c eine beliebige reelle Zahl ist. Wir fiihren die Verschiebung
so durch, dass B danach ein positiv definiter Operator ist. Schliefslich erinnern
wir uns an und stellen fest, dass P; sowie BP;B hermitesch sowie nicht
negativ sind. Unter Anwendung all dessen finden wir die Schranke

2 2 12 2 2 2 2 2
o7 |BII°d? v IBII” (di+d7) | p} ||B|I"di
<y L (a4l
52 <d2 @1 @ =1) 1 (4.41)

Fiir d > 2 und die korrekte Wahl von ¢, so dass ||B|| < Ap, ergibt sich

(Ap)* max (2”) . (4.42)

n

5 <

Damit bleibt uns der dritte Fall, [S5];;, zur weiteren Auswertung

[Ssly =D D (alplib) GBI BlLay Y (Goelpll,d) (L,w| Blj,7)
l#j o,B,a,b ¥,w,c,d
. [Uj,bﬁUl7dwUlTaaU* } . (4.43)

J,e

Der Mittelwert iiber die unitiren Transformationen lasst sich hier auf die Be-

rechnung in (4.28)) oder (4.34) zuriickfiihren:

# * 1 1
U 08U1a0 Ut 00U, cv] = [U; U5 CW]U [U1,aUf aa] Eébcéﬁvaédaawaa

J
(4.44)
was wiederum impliziert, dass

1Sslyl = > > 7= (Lalplib) (5. 81 BlLa) (bl pll,a) (1ol BIj.5)| -
I#j a,B,a, b J
(4.45)
Nun benutzen wir erneut die Cauchy-Schwarz Ungleichung aus (4.40) und er-
halten

|[Ss]y| < Z Sp {pPi} Sp {pP;} [Sp{BP.BP;}| (4.46)

< max( )Z i —Sp {pP; }Sp{BZPlBP } (4.47)

< max <2n> (Ap)?. (4.48)

n
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Fiir ( - ) haben wir uns bewusst gemacht, dass Sp { BP;BP;} nicht-negativ
sein muss, da sowohl BP;B als auch 73 nicht- negatlve Operatoren s1nd Zur

Herleitung von l|4.48

benutzen wir (2.42), || B?| = ||B|| und ||B||

Mit Verweis auf (4

39|) und unter Verwendung von sowie ﬁnden

wir die folgende obere Schranke fiir die Varianz

02 < 5(Ap)? max (Z") . (4.49)

n n

Letztendlich bekommen wir, mit Blick auf (4.21)), die angestrebten Gleichungen

sowie .
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5 Riickblick und Ausblick

Nach der anfinglichen Klarstellung in der Einleitung, warum die Thermody-
namik trotz ihres phidnomenologischen Erfolgs keineswegs geradlinig aus der
Quantenmechanik ableitbar ist, haben wir in Kap. ein gutes Verstédndnis
dafiir entwickelt, weshalb man dennoch experimentell in generischen Vielteil-
chensystemen nach einer, wenn auch unbestimmten, Relaxationszeit praktisch
keinen Unterschied mehr zwischen dem wahren Zustand und einem Gleichge-
wichtszustand feststellen kann. Dafiir waren realistische Einschrinkungen an
die mathematischen Grofen im Hilbertraum, mit welchen wir unsere quanten-
mechanischen Theorien formulieren, hinreichend. Leider mussten wir umgehend
akzeptieren, dass dieses Equilibrium im Allgemeinen nicht zwingend dem der
Thermodynamik entspricht. Zwar ist das der alltdgliche Fall, aber mittlerwei-
le gibt es im Labor Realisierungen von integrablen sowie MBL Systemen (vgl.
Kap. [2.3.2), auf welche das nicht zutrifft.

Wiéhrend unser Vorgehen zur Equilibration sehr rigoros und physikalisch
wohl kontrolliert war, mussten wir fiir weitere Erkenntnisse iiber Relaxations-
dynamik, Zeitskalen sowie Thermalisierung in Kap. [3] die Gangart d&ndern und
haben das Konzept der Typikalitét eingefiihrt. Damit haben wir dann einen ana-
lytischen Ausdruck der typischen Relaxationsdynamik fiir Systeme abgeleitet,
welche equilibrieren und nicht zwingend thermalisieren (es sei denn die ETH
gilt fiir sie). Obwohl wir in der Lage waren gewisse Experimente mittels dieser
Dynamik zu beschreiben, ist die abgeleitete Zeitskala viel schneller als die der
iiblicherweise beobachteten Relaxationen (z.B. beim Abkiihlen des Kaffees), die
zudem in der Regel exponentiell verlaufen. Der Grund liegt in der Verletzung
der gingigen Lokalitdtsstruktur der physikalischen Grofen beim Gebrauch der
Typikalitét.

Im dritten Abschnitt der Arbeit (Kap. 4) haben wir uns mit der Reprodu-
zierbarkeit makroskopischer Phinomene trotz Unkenntnis sowie Unkontrollier-
barkeit der mikroskopischen Details beschéftigt. Wir verstehen jetzt, dass das
klassische Doppelpendel, welches kein Vielteilchensystem darstellt, das bessere
Beispiel fiir Chaostheorie ist als der sehr wahrscheinlich nicht korrekte, aber po-
puldrere Schmetterlingseffekt. Der Schmetterling entspricht in diesem Kontext
eben nur einem mikroskopischen Detail und das Wetter auf anderen Kontinen-
ten ist dagegen nur von makroskopischen Parametern wie der Grofswetterlage
abhéngig.

Neben der Herleitung alltiglicher und exponentiell langsamer Relaxationsdy-
namiken ist vor allem auch das noch unvollsténdige Verstdndnis der Thermalisie-
rung ein weiterhin offenes Problem. Die Eigenstate Thermalization Hypothesis
(fir ETH siehe , mittels welcher das Gleichgewicht dem thermodynami-
schen entspricht, scheint nicht nur hinreichend, sondern gar notwendig fiir Ther-
malisierung [26| 27]. Eben diese ETH ist nach von Neumann auch bereits fiir die
meisten aller Orientierungen der Basen von Observable und Hamiltonoperator
innerhalb der Energieschale erfiillt. Warum die Observable zwar nicht mikrosko-
pisch, aber makroskopisch von der Energie abhéngt und weshalb die Basen nur
auf den kleinen Bereichen einer Energieschale typisch orientiert sind, bleiben
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aber berechtigte Fragen. Vielleicht lassen sie sich im Rahmen des Ansatzes nach
Deutsch [49] verstehen, wo der Hamiltonoperator nur mit einer schwachen Zu-
fallsmatrix gestort wird. Derselbe Ansatz ist vielversprechend fiir die Herleitung
alltdglicher Relaxationsdynamiken. Wahrend Integrabilitit in diesem Kontext
instabil gegeniiber Storungen ist, erscheint es merkwiirdig, dass man dies fiir
MBL nicht erwartet, eben weil MBL gerade selbst von Stérungen lebt. Damit
wire die Abwesenheit von MBL im Alltag ungeklart. Moglicherweise ist fiir ein
abschlieffendes Verstindnis der Thermalisierung sogar eine bessere Modellierung
von Préparation sowie Messung des Systems in der Quantenmechanik vonno-
ten; beispielsweise eine dynamische Betrachtung des Messprozesses, die iiber
den Standardformalismus hinausgeht.

Abseits der offenen Fragen in dem Feld selbst gibt es Querverbindungen zu
unterschiedlichsten interessanten Problemstellungen: Praktische Bedeutung hat
die Abhéngigkeit unserer Resultate von den Freiheitsgraden fiir mesoskopische
Systeme mit deutlich weniger Teilchen als der Avogadro-Konstanten. Hier kon-
nen sie helfen zu verstehen bis zu welchem Regime die (Quanten) Thermodynamik
noch anwendbar ist. Weiterhin mag es mehr als reiner Zufall sein, dass die Zeit,
nach der Schwerionenkollisionen am CERN oder RHIC sich durch Hydrodyna-
mik, welche ja auf thermischen Annahmen basiert, beschreiben lassen [70], ge-
rade mit der wahnsinnig schnellen Boltzmannzeitskala aus iibereinstimmt.
Dariiber hinaus wird auch eine Relevanz fiir die Phase des Reheating im friithen
Universum diskutiert [71]. Im gleichen Kontext befindet sich die Frage nach der
Entwicklung des Universums und dem damit assoziierten Zeitpfeil [72], welcher
im Kontrast zur Zeitumkehrinvarianz der mikroskopischen Dynamik steht. Die
Thematik der sogenannten Boltzmann Brains beschéftigt sich mit der Tatsache,
dass die heutige Konfiguration des Universums inklusive des komplexen Lebens
darin einem entropisch wahnsinnig unwahrscheinlichen Zustand entspricht [73].
Hervorzuheben ist, dass der Teil der Typikalitdtsmethoden, der durch [36] B7]
eigenstandig wiederentdeckt wurde (siehe Kap. [3.1), zuerst in der Thermody-
namik Schwarzer Locher Anwendung fand [74]. Noch fundamentaler, aber auch
spekulativer sind die Ideen der emergenten oder auch entropischen Gravitation,
die auf Konzepten der statistischen Quantenmechanik aufbauen [75] [76].

Philosophisch amiisant erscheint dem Autor, dass aufgrund des quanten-
mechanischen Wiederkehrtheorems das kosmologische Szenario des Big Bounce
dem des Big Rip iiberlegen wirkt. In dem Sinne: Auf Wiedersehen!
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