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0. EINLEITUNG -

Die Diagramme Uber einer teilweise geordneten Menge I mit
Werten in einer Kategorie von Moeduln lber einem Ring R bilden
geine covollstdndige abelsche Kategorie mit einem Generatorsystem
von kleinen Projektiven; sie lassen sich daher nicht nur wie Ub-
lich als Funktoren, sondern auch als Moduln Uber einem von R
und I abhidngigen Ringoid, einer kleinen additiven Kategorie
oder auch einem Ring mit mehreren Objekten auffassen., Diagramme
machen einen GroBteil des konkreten Materials in Mitchells Dar-
stellung der Modultheorie {iber Ringoiden aus [24,25], an anderer
Stelle treten sie etwa in der Darstellungstheorie endlich dimen-
sionaler Algebren auf (siehe z.B. [4]).-Mie Mitchell zeigt, haben
viele Ergebnisse der klassischen Ring=- und Modultheorie Ent-
sprechungen in verallgemeinerten Modulkategorien, die wiederum
manch klassisches Resultat in einem anderen Licht erscheinen

lassen.

Mitchells Schuwerpunkt ist die Bestimmung der versehiedensfen
homologischen Dimensionen, wobei er notuemdigerweise auf Kenn-
zeichnungen projektiver, injektiver und flacher Diagramme zu
sprechen kommt. Ein Anliegen dieser Arbeit ist es, die letzge-
nannten Aspekte etwas genauer zu untersuchen, webei wir uns wenn
irgend mdglich auch auf das in der Modultheorie Ublieche und reiz-
volle Wechselspiel zwischen .Eigenschaften des Grundrings - hier
hauptsdchlich der geordneten Menge - und Eigenschaften der Modul-
kategorie einlassen. Es wird nicht verwundern, dafl dabei Ketten-
bedingungen eine grofBe Rolle spielen. Neben diesen in recht all-
gemeinem Rahmen behandelten homologischen. Fragestellungen wollen
wir an einem konkreten Beispiel untersuchen, wie weitgehend sich
die Theorie einer klassischen Modulkategorie auf geeignete Dia-
grammkategorien Ubertragen 146Bt, oder andersherum betrachtet, in
welchem MaBe Diagrammkategoriem als Modelle einer Modulkategorie
dienen kdnnen. Als '‘Testfall nehmen wir die elementare Struktur-
theorie abelscher Gruppen, die sich auch in anderen Bereichen
als Leitlinie bew&dhrt hat, man vergleiche etwa Ringels Unter-
suchungen zu Moduln iber einer endlich dimemnsionalen, erblichen

und zahmen Algebra [27]. Fir Diagramme Uber einer lokal wohlge-



ordneten Menge weisen wir eine fast nahtlose Ubereinstimmung mit
der Gruppentheorie nach; der Spezialfall vomn Diagrammen Uber der
geordneten Menge Z der ganzen Zahlen wurde bereits in [18] vVOor-
gestellt, Dafll Diagramme jedoch nur ein einfaches Modell der abel-
schen Gruppen sind, zeigt die abschlieBende Diskussion einiger
tieferliegender S3tze der Gruppentheorie, wo sich etwa beim
Whitehead-Problem ein deutlich verschiedenes Verhalten von Dia-

grammen und Gruppen zeigt.

Wir geben nun einen Uberblick iiber die vorliegende Arbeit:
Im Abschnitt 1 stellen wir einige zum Teil bekannte Ergebnisse
iber Diagrammkategorien (I, R-Mod) zusammen. Insbesondere cha-
rakterisieren wir die noetherschen Diagrammkategorien durch ord-
nungs- und ringtheoretische Eigenschaften von I wund R und
geben eine entsprechende auf Bass zurilickgehende und nach einer
Bemerkung von Mitchell [25],offen3ichtliche Beschreibung des
perfekten Falls. Ein analoges Resultat von Brune [Bj Uber die
erbliche Situation schlieBt sich an. In allen drei F&dllen treten
(lokal) artinsche Mengen auf, d.h. Méngen in denen ‘jede (nach
unten beschrinkte) nicht-leere Teilmenge minimale Elemente hat,
was Anlafl zu einigen Bemerkungen Uber die Struktur derartiger

Mengen bietet.

Abschnitt 2 1st Eigenschaften projektiver Diagramme ge-
widmet. Wir kommen zundchst auf den in [17] gegebenen Nachuweis
zuriick, daf3 projektive Diagramme frei sind, d.h. als direkte
Summen von darstellbaren Diagrammen eine Standardform haben, wo-
mit eine Frage von Mitchell beantuwortet wurde [25]. Uber den
Fall geordneter Mengen himaus zeigen wir hier mit den Methoden
aus [17] eln entsprechendes Ergebnis flr projektive Diagramme
iber Deltas. d.h. kleiner Kategorien mit ausschlieBlich trivialen
Endomorphismen. Als Anwendungen ergeben sich leicht die Struktur
unzerlegbarer projektiver Diagramme und ein Ergebnis von Laudal
Uber Mengen der cohomologischen Dimension O [21]. Ferner zeigt
eine Betrachtung der modultheoretischen Hilfsmittel aus [17]
eine engere Beziehung zwischen Kaplanskys Satz Uber die Freiheit
projektiver Moduln Uber lokalen Ringen und dem Zerlegungssatz
von Crawley-Jfnsson-Warfield (siehe jeweils [1]) als bisher be-

kannt.



Wir zeigen dann, daB ein punktweise projektives Diagramm
P: I » R-Mod mit aufspaltenden Monomorphismen %;m P. > Pi

jed
fir jede mach unten offene, nach oben durch i beschrinkte Teil-
menge J wvon I genau dann projektiv ist, wenn I artinsch
ist. Ein entsprechendes Flachheitskriterium gilt ohne Einschrin-
kung fir I [18].
In Abschnitt 3 weisen wir die Gilltigkeit eines Injektivitdts-
kriteriums aus [18] in zwei weiterem F&llen mach und zeigen die.
Grenzen der dort benutzten Beweismethode auf. Weiter zeigen wir,
daB injektive Diagramme genau dann eine zum projektiven Fall
duale Standardform haben, wenn I noethersch ist. Die bekannte
Zerlegungstheorie injektiver Objekte in lokal noetherschen Kate-
gorien machen wir durch den Nachweis anwendbar, daB ein unzer-
legbares injektives Diagramm auf seinem nach unten of fenen, nach
oben gefilterten Tr8ger einen unzerlegbaren injektiven Modul als
konstanten Wert haben muB.
Abschnitt 4 behandelt erbliche und noethersche Diagrammkatego-
rien fir den Spezialfall linear geordneter Mengen nach dem Muster
der abelschen Gruppentheorie, wie von Kaplansky vorgestellt. Ins-
besondere hat fast jedes Theorem aus [19] eine Entsprechung in
unseren Ergebnissen. Aus.der Existenz einer maximalen Familie
rein-unabh&ngiger zyklischer Unterdiagramme folgern wir, daB re-
duzierte purktweise endlich dimensionale Diagramme ebenso wie
Diagramme von lokal beschrdnkter Hohe direkte Summen zyklischer
Diagramme sind. Wir bestimmen u.a. alle unzerlegbaren und alle
rein-einfachen Diagramme, sowie alle linear geordneten Mengen
der rein-globalen Dimension 0. Von den bei Zerlegungsfragen not-
wendigerweise auftauchenden rein-injektiven Diagrammen zeigen
wir, daB sie im reduzierten Fall gerade die in einer gewlssen
Topoloegie vollstdndigen Diagramme sind, und zeigen uweiter, daB
die reduzierten I-rein-injektiven Diagramme in Analogie mit einem
gruppentheoretischen Resultat vom Baumslag umd Blackburn [2]
gerade. die Diagramme.lokal beschrd@nkter Hohe sind.
AbschlieBend diskutieren wir in Abschnitt 5 die Ubertragbarkeit
derjenigen S&tze auf Diagramme, die Kaplansky fiir die bemerkens-
wertesten Emtwicklungen der neueren abelschen Gruppentheorie
‘hElt [20]. Zum Ulmsechen Satz und zum Speckerschen Problem machen

wir nur einige kurze Bemerkungen, die restlichen drei Probleme



behandeln wir im Rahmen erblicher Diagrammkategorien und zeigen,
daB die Existenz geschachtelter Basen, wie fir freie Moduln Uber
Hauptidealringen, fir Diagramme eine leichte Folgerung aus der
Freiheit projektiver Diagramme ist. Das Baersche Problem uwird
fiir Diagramme im Gegensatz zum Fall abelscher Gruppen auf Grund
eines Projektivitdtskriteriums von Mitchell [26] nahezu trivial.
Etwas ausfihrlicher diskutieren wir wie in [15] das Whitehead-
Problem fir Diagramme und zeigen, daB es ebenfalls im Gegensatz
zu den abelschen Gruppen ein entscheidbares Problem ist. White-
head-Diagramme Uber artinschen Mengen sind generell frei, im all-
gemeinen gilt dies aber nur fir Whitehead-Diagramme von abzdhl-
barem Rang ohne divisible Elemente, dariberhinaus gibt es stets
unabhdngig von der Mengenlehre Beispiele nicht-freier Whitehead-

Diagramme.

Herrn Prof. Dr. H. Lenzing mdchte ich flr vielfdltige An-

regungen zu dieser Arbeit herzlich danken.



1, DIAGRAMME UBER GEORDNETEN MENGEN

Fir jede (teilweise) geordnete Menge I und jede Kategorie
R-Mod wvon R-Linksmoduln iiber einem Ring R betrachten wir die
Funktorkategorie (I, R-Mod). Einen Funktor D: I »+ R-Mod

nennen wir auch ein Diaegramm und beschreiben es durch seine Werte

(Di)ieI und seine Morphismen (dji: D, » Dj) (i<j)el fir die
evidente Kommutativit&tsrelationen gelten.
1.17. DEFINITION: Es sei D: I » R-Mod ein Diagramm.

a) supp D = {iel | Di+D } heiBt der 7rdgern von D.
b) D heiBt ein Monodiagramm (Epidiagramm), falls seine Morphis-

men dji sdmtlich Monomorphismen (Epimorphismen) sind.

1.2. DEFINITION: Fir eine konvexe Teilmenge J von I und einen
Modul M sel AJM: I » R-Mod das Diagramm mit konstantem Wert
M und identischen Morphismen auf J = supp AJM. AJM heifBBt auch

ein kombinatornisches Diagramnm,

Spezialf&lle kombinatorischer Diagramme erh&lt man durch Be-

trachten der Linksadjungierten

S. : R-Mod » (I, R-Mod)
der Auswertungsfunktoren

evi: (I, R-Mod) > R-Mod mit evi(D) = Di'
Es gilt stets S.,M =4A M, wobei ;I = {jel | i<j } die WNach-

: i

Lolgenrmenge von iel bezeichnet. Wegen der Exaktheit der Funk-
toren ev. bewahren die Si Projektive, und man sieht leicht,
daB (SiR)ieI ein Generatorsystem von kleinen Projektiven fir

die Diagrammkategorie (I, R-Mod) ist [24].



Fir jede nach oben offene Teilmenge J einer Nachfolger-
menge iI ist AJM ein Unterdiagramm von sim; den Quotienten
S; M = SiM/ A;M  nennen wir ein quasi-zyklisches Diagramm,

H

speziell heif3t EiM = A{i}m ein quasi-einfaches Diagramm.

Dual zu den Funktoren Si bewahren die Rechtsadjungierten
der Auswertungen
T; * R-Mod » (I, R-Mod)
Injektive, und fir jeden (injektiven) Cogenerator C von R-Mod
ist (TiC)ieI ein Cogeneratorsystem (von Injektiven) fir die

Diagrammkategorie (I, R-Mod). Ferner gilt stets Tim = AI M
i

fir die Voagdngenmenge I, = {jeI | j<i } von iel [24].

Insbesondere ist (I, R-Mod) eine Grothendieck-Kategorie
mit genligend vielen kleinen Projektiven. Bezeichnet man mit R(I)
das Duale der vollen Unterkategorie von (I, R-Mod) bestehend

aus den 0Objekten (SiR) dann ist nach einem Ergebnis von

iel’
Freyd (siehe [24]) die Diagrammkategorie (I, R-Mod) &quivalent
zur Kategorie ((R(I), Ab)) der additiven Funktoren von R(I) in
die Kategorie Ab der abelschen Gruppen, nach Mitchell [24]
also zur Kategorie R(I)-Mod der Linksmoduln iiber dem Ringoid
(der kleinen additiven Kategorie) R(I). Wir bemerken, daB man
die Objekte von R(I) mit den Elementen von I identifizieren
kann und daB bei naheliegender Komposition fir die Morphismen-
mengen gilt
R falls 1i<j

R(I)(i,3) =

] sonst.

Ferner kann man wegen (Iop, Mod-R) = (IOD, ROP_-Mod) =

((RP(1°P), Ab)) = ((R(I)°P, Ab)) = Mod-R(I) Diagramme tber der



zu I dualen geordneten Menge I°P  nmit R(I)-Rechtsmoduln iden-

tifizieren.

In dieser Arbeit werden wir einerseits nur den Standpunkt
der nicht-additiven Diagramme einnehmen, andererseits aber einef
Anregung von Mitchell [24, 25] folgen und zum Teil ohne weitere
Definition ausgiebilg Gebrauch von modultheoretischen Konzepten
wie endlich erzeugt, noethersch, etc. machen. In der Regel ist
nur darauf zu achten, dal3 die Diagramme SiR den Hom-Funktoren
des Ringolds, im klassischen Fall also dem Ring R entsprechen.
Zundchst sind wir an Charakterisierungen homologischer Eigen-
schaften der Diagrammkategorie (I, R-Mod) - kurz des Ringoids
R(I) - durch homologische Eigenschaften des Rings R wund ord-
nungstheoretischer Eigenschaften der Menge I interessiert. Wir
geben derartige Kennzeichnungen fir noethersche, perfekte und
erbliche Ringoide R(I) und geben einige Hinweise zur Struktur

der dabei auftretenden geordneten Mengen 1I.

1.3. DEFINITION: a) Eine geordnete Menge I heiBt (stazk)

artinsch, wenn jede nicht-leere Teilmenge J wvon I (endlich
viele) minimale Elemente hat.

b) I  heiBt lokal (starnk) antinsch, wenn fir jedes iel die
Nachfolgermenge ;1 (stark) artinsch ist.

c) I heiBt noethersch, wenn die duale Menge I°? artinsch ist.

Die beiden folgenden unendlichen geordneten Mengen sind
artinsch, aber nur die linke ist auch stark artinsch. Die rechte

Menge nennen wir auch den #£indren Baum 82 .



Wir kommen spdter auf die Struktur artinscher Mengen zuridck und
weisen zundchst auf ihre homologische Bedeutung hin. Das folgende

Lemma ist evident.

1.4. LEMMA: Fuir eine geordnete Menge I sind Zdqgquivalent

1) I ist lokal stark artinsch

2) Jede nicht-leere nach unten beschrdnkte, nach oben offene
Teilmenge J wvon I hat endlich viele minimale Elemente.

3) Jede aufsteigende Kette (Jn)nem gemeinsam nach unten
beschrankter, nach oben offener Teilmengen von I ist
station&r.

4) 1 enthdlt keine vollen Teilmengen der folgenden Typen

A

P ...

Wie Gblich nennen wir das Ringoid R(I) {Zinks-noethenrnsch,
wenn jedes der kleinen projektiven Diagramme SiR: I > R-Mod

noethersch in der Diagrammkategorie (I, R-Mod) ist.
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1.5. SATZ: Fir eine geordnete Menge I und einen Ring R
sind &dquivalent
1) R(I) 1ist linksnoethersch

2) R ist linksnoethersch und I ist lokal stark artinsch.

Beweis: 1)=>2) folgt leicht aus Lemma 1.4.

2)=>1) Es sei D ein Unterdiagramm von S;Rs dann ist jedes D,

ein endlich erzeugtes Linksideal von R, und es reicht zu zeigen,

daf3 D nur endlich viele UWerte Dj seesD. annimmt; in diesem

1 n
n

Fall ist D als Quotient von 8 8 S, (D. ) endlich erzeugt,

- J
k=1 lk Kk Kk

wobeil lI< die endlich vielen minimalen Elemente von {j ] Dj éDj }
k

durchlduft. Angenommen M = {Dj | i<j } dist unendlich, dann ist

auch M \\{Di} unendlich, und unter den endlich vielen minimalen

Elementen von J = {j | i<j und D, < Dj } gibt es mindestens ein

i;» so daB auch M, = {Dj | 1,53 } unendlich ist. Induktiv er-

hdlt man so eine echt aufsteigende Kette von Idealen

Di< Di < Di < +..s was unmdglich ist.

1 2

Bekanntlich heiBt das Ringoid R(I) {Zinks-penfekit, wenn
jedes Diagramm D: I » R-Mod eine projektive HUlle hat. Nach
einem bekannten Ergebnis von Bass (siehe [1]), das auch in ver-
allgemeinerten Modulkategorien gilt [25], ist dies genau dann
der Fall, wenn Jjedes flache Diagramm F: I + R-Mod projektiv ist,
bzw. wenn jedes Diagramm SiR: I1°P > Mod-R der absteigenden
Kettenbedingung fir zyklisché Unterdiagramme genligt. Daraus er-

gibt sich leicht der folgende



"

1.6. SATZ: Fir eine geordnete Menge I und einen Ring R
sind &dquivalent

1) R(I) ist links-perfekt

2) R ist links-perfekt und I ist artinsch.

Das Ringoid R(I) heiBt wie gewBhnlich £inks-erblich, wenn
die Diagrammkategorie (I, R-Mod) die globale Dimension 1 hat.
Das folgende Ergebnis findet man bei Brune [6]. Dabei heiBt eine
geordnete Menge I etwas von der Ublichen Terminologie abweichend

ein Baum, wenn sie keine Teilmenge vom Typ (i;} enthalt.

1.7. SATZ: Fir eine geordnete Menge I und einen Ring R
sind &dquivalent
1) R(I) ist links-erblich

2) R ist halbeinfach und I ist ein lokal artinscher Baum.

1t
I

Wir machen nun noch eine Strukturaussage Uber stark artinsch

geordnete Mengen I mit einem minimalen Element o.

1.8, LEMMA: Eine geordnete Menge I enth&dlt genau dann nicht
den bindren Baum BZ’ wenn es zu jeder nicht-leeren Teil-
menge J wvon I eine weitere nicht-leere Teilmenge J' wvon

J gibt, die in J nach oben offen und gefiltert ist.

Beweis: Angenommen @ # J enthilt keine gefilterte Teilmenge,
dann mul3 jedes Element ieJ in J zweil Nachfolger J,k haben,
die in J keinen gemeinsamen Nachfolger haben. Per Induktion
zeigt man nun, daB J den bindren Baum "bis zur Hohe n", insgesamt

also den ganzen bindren Baum enth&dlt,.

Die Umkehrung ist klar.
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1.9, SATZ: Ist 1I= OI eine stark artinsch geordnete Menge,

dann gibt es nach oben offene Teilmengen J1< J2<...< Jn= I

von I, so daf3 Jk+1\\Jk stets nach oben gefiltert ist.

Beweis: Setze J1= @ und nehme an, daB J1<,.,< Jk bereits

konstruiert seien, aber Jk+ I gilt., Da I als stark artinsche
Menge nicht den bin&ren Baum enth&lt, gibt es nach Lemma 1.8.

eine nach oben offene und gefilterte Teilmenge J&+1 von I\\Jk.

_ ' - .
Jk+1_ Jku Jk+1 eine nach oben offene Teilmenge vaon

I, und nach Voraussetzung bricht das Konstruktionsverfahren nach

Es ist dann

endlich vielen Schritten ab.

Beachtet man, daB eine nach unten beschridnkte, nach oben

gefilterte Teilmenge eines Baums linear geordnet ist, so folgt

1.10, KOROLLAR: FUir einen Baum I= DI sind &dquivalent

1) I ist stark artinsch

2) I ist endliche disjunkte Vereinigung von Wohlordnungen.

1l
1l

Ein stark artinscher Baum 1I= OI besteht also im wesent-
lichen aus einem endlichen zykellosen Graphen mit "wohlgeordneten

Kanten". Flr spdtere Zwecke notieren wir noch

1.11. SATZ: Eine noethersch und stark artinsch geordnete

Menge I= OI ist endlich.

Beweis: Angenommen I ist unendlich, dann gibt es unter den

endlich vielen minimalen Elementen von IN{o} mindestens ein i1,

so daB3 auch 5 I unendlich ist. Induktiv erhdlt man so eine echt
1

aufsteigende Kette o< i1< i2<..., was unmiglich ist.



13

2. PROJEKTIVE DIAGRAMME

Fir eine geordnete Menge I und eine Modulkategorie R-Mod
ist (SiR)ieI ein Generatorsystem von kleinen Projektiven fir
die Diagrammkategorie (I, R-Mod). Insbesondere hat (I, R-Mod)
geniligend viele Projektive und jedes projektive Diagramm
P: T > R-Mod 4ist direkter Summand eines projektiven Diagramms
von Standardfonrm F:.QISiQi mit geeigneten projektiven Moduln Qi.

ie

Wir zeigen, daB jedes projektive Diagramm von Standardform ist,

und geben ein Projektivitdtskriterium flir Diagramme an, das die

artinschen Mengen charakterisiert.

2.1. Standardform

Fir ein Diagramm von Standardform benutzen wir auch folgende

)

Moduln heift F= 8 SiQi: I > R-Mad ein Zreies Diagramm.
iel

2.17.1. DEFINITION: Fir jede Familie (Qi iel projektiver

Nach Mitchell [24], bzw. Cheng und Mitchell [7] souwie
Brune [6] ist jedes projektive Diagramm P: I > R-Mod frei,
falls R= K ein Korper, bzw. I eine artinsche Menge ist. In
[17] wird gezeigt, dafl diese Beschrdnkungen fir R oder 1
Uberflissig sind; wir zeigen hier, daB die dort entuwickelte
Methode auch auf weitere Typen von Funktorkategorien anwendbar

ist.

Es sei M eine Modulkategonie, d.h. eine covollstédndige

abelsche Kategorie mit einem Generatorsystem von kleinen Pro-
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jektiven. Ist r: M + M ein Subfunktor der Identitdt, so daB M

stets im Jacobsonradikal rad M enthalten ist, dann nennen wir
e N mit M= m/

oder auch den kanonischen Epimorphismus Vi ® M > & eine Reduktion

modulo Radikal. Nach Nakayamas Lemma ist vp fir jeden kleinen

projektiven Modul P eine projektive Hiulle. Das folgende Theorem

basiert auf Ideen von Kaplansky, Beck und Gruson.

2.1.2. THEOREM [17]: Es sei M eine Modulkategorie und

A

M > M eine Reduktion modulo Radikal. Gibt es fUr einen
projektiven Modul P eine direkte Zerlegung P= 8 Q , so
se$5

daf3 fdr jedes se3 eine projektive Hille hS: PS > QS exi-

stiert, dann gibt es einen Isomorphismus f, so daB folgen-

des Diagramm kommutiert.
.F

@ PS > p
se5
(hs) ¥ ¥ Vp
@ Q = p ==
se5 S

Bevor wir aus diesem Ergebnis die Freiheit projektiver Dia-
gramme ableiten, geben wir noch eine modultheoretische Folgerung
an. Bekanntlich heiBt ein Ringoid A {Zokael, wenn jedes Ae A
einen lokalen Endomorphismenring hat. In diesem Fall ist A4/ rad A
halbeinfach und jeder einfache A-Modul ist von der Form
A(A,-)/ rad A(A,-). Damit erhalten wir einen bekannten Satz von

Kaplansky (siehe [1]) als

2.1.3. KOROLLAR: Jeder projektive Modul iiber einem lokalen

Ringoid A ist frei.
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Kaplanskys ursprlngliches Ergebnis 13Bt sich bekanntlich auch
aus dem Crawley-Jgnsson-Warfield-Theorem herleiten [1]. wir
zeigen nun umgekehrt, daB aus der Ringoid-Version des Satzes voen

Kaplansky auch ein Teil des Crawley-Jgnsson-Warfield-Theorems folgt.

eine

2.1.4., KOROLLAR: Es sei A ein Ringoid und (M)

s’sel
Familie endlich erzeugter A-Moduln mit lokalen Endomorphis-
menringen. Dann gibt es fiUr jeden direkten Summanden N von

8@ m gine Teilmenge S' wvon S mit N= @8 M .

se5 ° ses' °
Beweis: Die volle Unterkategorie & von A-Mod mit den Ob-
jekten (ms)seS ist ein lokales Ringoid und der Funktor
H: A-Mod =+ Mod-& mit H(M)= Hom, (-, m)|¢&

vertauscht mit direkten Summen. Daher ist H(N) ein projektiver
€-Modul, und es gibt nach Korollar 2.1.3. eine Teilmenge S' wvon

S mit H(N)= 8 H(Ms)z H( 8 MS). Es reicht nun zu zeigen, daB
se§S! se§S!

H auf der vollen Unterkategorie P( €) von A-Mod bestehend
aus den direkten Summanden von direkten Summen von Moduln MS
v6llig treu ist. Betrachte dazu den Linksadjungierten

T: Mod-&€ + A-Mod
von H. T ist durch T(&(-, M))= M eindeutig bestimmt, und es

gilt TH(N)= N, folglich Hom, (N, N')= HomA(TH(N), NT)=

1!
1

Homa(H(N), H(N')) fir alle N, N'e P(&).

Wir kommen nun zu dem angekiindigten Struktursatz fiir projek-

tive Diagramme und erinnern an folgende

2.1.5. DEFINITION: Eine kleine Kategorie J, in der jeder

Endomorphismus eine Identitdt ist, heiBt ein Deltc.
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Im Gegensatz zu geordneten Mengen k&nnen zwei Punkte eines
Deltas durch mehrerne aber parnallefle Pfeile verbunden sein, uwie
z.B. bei Kdchern (mit Relationen) ohne orientierte Zykeln. Wie
fir geordnete Mengen zeigt man aber, daBl die Linksadjungierten

5;¢ R-Mod ~ (D, R-Mod)
der Auswertungen von Diagrammen Uber einem Delta O Projektive
bewahren und daB (Si)ieD ein Generatorsystem von kleinen Pro-
jektiven fir (D, R-Mod) ist. Flr einen Modul M und einen
Pfeil f: j » k aus [0 gilt allerdings

a) (5;m) = w(2(1,3)) und

u (s.m)
o) (8 (sym), T (sm) ) = up,

wobei g: i1 »j ein weiterer Pfeil aus 2 sei und ug bzuw. Uf-g
die jeweiligen Einbettungen bezeichnen. Das folgende Theorem ent-
hdlt das entsprechende Ergebnis fir geordnete Mengen aus [17],

fiir Deltas D, deren Anfangsstiicke D;= {j>i | jeD} endlich sind,

findet man es bei Mitchell [24].

2.1.6., THEOREM: Fir jedes projektive Diagramm P: D > R-Mod

iber einem Delta O gibt es eine Familie projektiver Moduln

(pi)ieD’ so daB P = _@Dsipi gilt. D.h. P ist frei.
ie
Beweis: Wir zeigen wie bei geordneten Mengen, daB Theorem 2.1.2.

anwendbar ist.
1) Fir ein beliebiges Diagramm D: D+ R-Mod und einen Punkt ied

definieren wir die Gaaeduienrung von D durch
D= Di/ z Bild (D. ~ Di) .
j>i, i J
Zusammen mit den Nullmorphismen erh&lt man so ein Diagramm D und

A

einen kanonischen Morphismus Vgt 0D »D . Ferner ist D = 8 E.D.
J . i1
ied

eine direkte Summe der quasi-einfachen Diagramme EiDi mit Wert Di
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an der Stelle i wund Wert O sonst.

2) Jedes einfache Diagramm S: D > R-Mod ist ebenfalls quasi-
einfach, genauer S= EiM fir einen einfachen Modul M, und

jeder Morphismus f: D > EiM faktorisiert Uber v d.h. v

D’ D

ist eine Reduktion modulo Radikal,

3) Fir ein Diagramm S;M und einen Pfeil g: i > k aus D gilt

u, (sim)g ,
(>0 (sym); T 9 (sm)) = u (%)

wobei U, und ug wieder die jeweiligen Einbettungen bezeichnen.

Es gilt daher £ Bild ((s.m), » (s.m)_) = (s.m) bzw.
Gk, jik i 73 ik ik
S.M = E.M
i i
4) Fir ein Unterdiagramm U wvon Sim mit SiM = U+ Kern Vg
i
gilt zundchst U, =M und wegen ( * ) auch U = S;M, d.h.
Vg m ist ein wesentlicher Epimorphismus.
i
5) *;+ (D, R-Mod) + R-Mod
ist linksadjungilert zu dem exakten Funktor
E;: R-Mod > (2, R-Mod) ,
folglich bewahrt Ai Projektive, so dafl fir ein projektives
Diagramm P: D + R-Mod die Reduktien wvs 5 : S.P. =+ E.P, stets
Sipi i1 i1
gine projektive Hille ist. ==
2.1.7. KOROLLAR: Ein projektives Diagramm P: D +> R-Mod iiber

einem Delta O ist genau dann unzerlegbar, wenn es von der

Form P = SiQ mit einem unzerlegbaren projektiven Modul @

n
I

ist.

Auf Anuwendungen von Theorem 2.71.6. kommen wir im n&chsten

Abschnitt sowie im Kapitel 5 zuriick.
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2.2, Projektivitdtskriterien

Wir betrachten jetzt wieder ausschlieBlich Diagramme Uber
einer geordneten Menge 1I. Aus der Freiheit projektiver Dia-
gramme folgt insbesondere, dalBl solche Diagramme punktweise pro-

jektive Monodiagramme sind, sowie

2.2.7. KOROLLAR: Ein kombinatorisches Diagramm AJP: I » R-Mod

ist genau dann projektiv, wenn
a) P ein projektiver Modul ist und
b) J eine nach oben offene Teilmenge von I ist, so dafB3

jede Zusammenhangskomponente ein kleinstes Element hat.

Demnach ist flr eine zusammenh&ngende geordnete Menge I der
projektive Limes lim : (I, R-Mod) + R-Mod genau dann exakt, d.h.
iel
AIR: I > R-Mod ist projektiv oder I 1ist von der R-cohomologischen
Dimension 0, wenn I ein kleinstes Element besitzt. Dies ist ein
bekanntes Ergebnis von Laudal [21]. Zur Bestimmung der Mengen mit

R-cohomologischer Dimension 1 benutzen Cheng. und Mitchell eben-

falls die Freiheit projektiver Diagramme [7].
Das folgende Ergbnis von Mitchell ist in gewisser Weise dual
zum Baerschen Testtheorem fir Injektivit&t und wird wie dieses mit

Zorns Lemma bewlesen.

2.2.2. SATZ [26]: Ein Diagramm P: I » R-Mod iiber einer ge-

ordneten Menge I ist genau dann projektiv, wenn flUr jedes

iel die Einschradnkung auf die Vorg&@ngermenge P: Ii + R-Mod

projektiv ist.
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Auf Grund des letzten Satzes muB der kombinatorische Teil
eines Projektivitdtskriteriums fir Diagramme schon in den Vor-
gdngermengen Ii formulierbar sein, wie etwa die beiden Bedin-

gungen des folgenden

2.2.3. SATZ: Ist P: I > R-Mod ein projektives Diagramm,

dann gilt fiUr jedes 1iel wund jede nach unten offene, nach
oben durch 1 beschra@nkte Teilmenge J wvon 1

a) Pi ist ein projektiver Modul und

b) der kanonische Morphismus lim P, Pi ist ein auf-

jed J
spaltender Monomorphismus.

Beweis: Es sei M ein beliebiger Modul.

a) wurde bereits oben bemerkt, folgt aber auch, da wegen der
Exaktheit der Auswertungen und deren Adjungierten Ti stets

0= ext'(P, T,m)= Ext' (P, M) gilt [22].

b) Dual zu den quasi-zyklischen Diagrammen definiere man TJ,im

durch die exakte Folge 0 =+ TJ im +> Tim > AJM + 0 wund betrachte
E

die lange exakte Folge

J

f identifiziert sich mit dem M-Dualen des kanonischen Morphismus

cour (P, Tom) 5 (P, ALm) > Ext(P, T. M) > Ext' (P, T.M) ...
i J o1 i

lim Pj > Pi, so daB unter der Voraussetzung a) die Bedingung
jeld

b) &quivalent mit 0= Ext1(P, T, .M) fir jeden Modul M ist,

J,1i

i
1]

Es sei N°P dual zur geordneten Menge der natiirlichen
Zahlen und K ein KOrper, dann erfillt
AqyoP K: N°P > K-Mod
die beiden obigen Bedingungen, ist aber nach Korollar 2.2.1. nicht

frei, Der ndchste Satz zeigt, daB dieses Beispiel typisch ist.
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2.,2.4, THEOREM: Es sei R ein beliebiger Ring. Fir eine ge-

ordnete Menge I sind &dquivalent
1) I 1ist artinsch
2) Ein Diagramm P: I > R-Mod ist genau dann projektiv,

wenn es die Bedingungen a) und b) aus Satz 2.2.3. erfiillt.

Beweis: 1)=>2) findet man bei Brune [6]; wir geben hier ein

leicht verkiirztes Argument.

A

Es sei P: I + R-Mod ein Diagramm mit a) und b), und wv: P > P
sei die in 2.1.6. eingefihrte kanonische Reduktion. Da es fir

jedes iel eine exakte Folge 1im P. =+ Pi > Pi + 0 gibt, kann man
j<i

stets einen Morphismus f.: P, > P, mit wv..f.= 1 w&hlen. Flr
i i i it

das Diagramm F= 8 Sipi ist der durch (f.)

iel

i)iel induzierte Mor-
phismus g: F = P ein Monomorphismus, ferner ist die Reduktion

§ ein Isomorphismus. Angenommen g ist kein Isomorphismus, dann
wdhle man ein iel minimal, so dafB gi: Fi > Pi kein Isomor-
phismus ist. Das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen
zeigt, daB es kein solches 1 geben kann.

1im F, > F, > F, > O
j<i Y

lim P, > P > P, » O

j<i '
Daher ist P= F ein projektives Diagramm.
2)=>1) Es sei K eine abzihlbare absteigende Kette in I und
K die davon erzeugte nach oben offene Teilmenge von I. Wir
zeigen nun mittels a) und b), daB AgR ein projektives Diagramm
ist, so daB K bzw. K ein minimales Element haben muB.

a) ist trivialerweise erfiillt.

b) Es sei J<i eine nach unten offene Teilmenge von I. Falls
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Jn K= ¢ , ist uwegen 1im (ARR)j: 0 nichts zu zeigen. Ist da-
jed

gegen je JnK , dann gilt auch ieK , also (ARR)iz R . Da
ferner jedes Element aus K Nachfolger eines Elements aus der

linear geordneten Menge K ist, ist K ebenso wie JnK nach

unten gefiltert, insbesondere zusammenhingend. Daher ist

Hi
(1]

Lim (AR-R)j > (ApR); die Identit&dt auf R.
jed

Uber Theorem 2.2.4. hinaus ist eine intermaBeschreibung‘pro-
Jektiver Diagramme nur in Einzelf&dllen bekannt; siehe etwa Korol-
lar 5.5.10, Eine entsprechende Beschreibung injektiver Diagramme
gilt jedoch nicht nur fir noethersche Mengen (Theorem 3.1.3.), und

ohne jede Einschridnkung hat man das folgende Flachheitskriterium

2.2.5. THEOREM [187: Ein Diagramm P: I > R-Mod ist genau

dann flach, wenn fir jedes 1iel und jede nach unten offene,
nach oben durch i beschrédnkte Teilmenge J wvon I
a) Pi ein flacher Modul ist und

b) der kanonische Morphismus lim Pj > Pi ein reiner Mono-'
jed

morphismus ist.

2.2.6. KORDLLAR: Ein Diagramm P: I > R-Mod ist genau dann

flach, wenn fir jedes 1iel die Einschrdnkung auf die Vor-

i
111

gdngermenge P: Ii<+ R-Mod . flach ist.
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3. INJEKTIVE DIAGRAMME

Fir eine geordnete Menge I und einen injektiven Cogenera-
tor C einer Modulkategorie R-Mod ist (Tic)ieI ein Cogenera-
torsystem von Injektiven fir die Diagrammkategorie (I, R-Mod) .
Insbesondere ist jedes injektive Diagramm Q: I »+ R-Mod direkter
Summand eines injektiven Diagramms von Standardform E = .HITiMi

ie
mit geeigneten injektiven Moduln Mi . Wir untersuchen zundchst
Injektivitdtskriterien fir Diagramme, zeigen dann, daB injektive
Diagramme genau dann Standardform haben, wenn I noethersch ist,

und geben schlieBlich sd@mtliche unzerlegbaren injektiven Diagramme

an.

3.17. Injektivitdtskriterien

3.1.1. SATZ: Ein Diagramm Q: I » R-Mod ist genau dann injek-

tiv, wenn fir jedes 1iel die Einschrédnkung auf die Nach-

folgermenge Q: iI + R-Mod injektiv ist.

Beweis: Einschrdnkungen auf Nachfolgermengen iI bewahren die
Standardinjektiven ij , direkte Produkte und direkte Summanden,
also jeden Injektiven.

Die Umkehrung folgt aus dem Baerschen Testtheeorem fir Injektivité&t.

Der kombinatorische Teil eines Injektivitdtskriteriums fir
Diagramme muB demnach schon in den Nachfolgermengen iI formu-

lierbar sei, wie die Eigenschaften a) und b) des folgenden

Satzes, der in Formulierung und Beweis dual zu Satz 2.2.3. ist.
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3.1.2., SATZ: Ist 0: I » R-Mod ein injektives Diagramm,

dann gilt fir jedes iel und jede nach oben offene, nach
unten durch i beschrdnkte Teilmenge J von I
a) Q; ist ein injektiver Modul und

b) der kanonische Morphismus Qi > le Qj ist ein auf-
jed

spaltender Epimorphismus.
Ein injektives Diagramm ist daher stets ein punktueise in-
jektives Epidiagramm. In einigen F&llen gilt auch die Umkehrung

von Satz 3.1.2.

3.17.3. THEOREM: Es sei R ein links-noetherscher oder rechts-

perfekter Ring oder es sei I eine noethersche oder’lokal
stark artinsche Menge. Dann ist ein Diagramm Q: I » R-Mod
genau dann injektiv, wenn es die Bedingungen a) und b)

aus Satz 3.1.2. erfullt.

Beweis: Es sei M ein beliebiger Modul. Fir das quasi-zyk-
lische Diagramm si’Jm gilt wegen a) und b) 0= Ext1(8i’JM, Q).
Wie beim Baerschen Testtheorem reicht es nun zu zeigen, daf

jedes Diagramm D: I + R-Mod ein Unterdiagramm der Form Si,Jm
enth&lt, es reicht sogar zu zeigen, dal D ein Unterdiagramm
hat, das auf seinem Trdger monomorph ist.

Die beiden noetherschen Fdlle werden in [18] behandelt.

Ist R rechtsperfekt und 0% Kern dji fir (i<j)e supp D , dann
wdhle man einen einfachen Untermodul U von Kern dji und setze
J= {kel | dki(u)= 0} . J 1ist nach oben offen, und fir das von

U erzeugte Unterdiagramm U von D gilt U= Si gy .
’

Ist dagegen I 1lokal stark artinsch und 04 U= Kern dji » dann
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definiere man J und U wie eben. Ist auch U kein Monodia-
gramm auf seinem Trager, dann gibt es ein kéj mit

0% U'= Kern dki » und fir die nach oben offene Teilmenge

J'= {lel | dli(U')= 0} von I gilt i< J< J', Nach Voraus-
setzung kommt man nach endlich vielen derartiger Schritte zu

einem Unterdiagramm D' wvon D , das auf seinem Trdger mono-

111
il

morph ist.

3.17.4, BEMERKUNGEN s 1) Es ist nicht bekannt, ob Theorem3.1.3.

auch ohne jede Kettenbedingung richtig ist; im allgemeinen versagt
jedenfalls die Beweismethode, da es Diagrammkategorien ohne ge-
nigend viele Unterdiagramme Si,JM gibt.

Beispiel: Es sei 1I= [0,1] das reelle Intervall und

R= C[0,1] der Ring der stetigen reellwertigen Funktionen auf
[0,1] . Ferner sei D: I +» R-Mod durch Di= C[i,1] und die Ein-
schrdnkungsabbildungen definiert. Falls 04 Si,JM ein Unterdia-

R.f flr eine nicht-triviale

gramm von D 1ist, kann o.E. M
Funktion f: [i,1] + R mit f|J= 0 angenommen werden, wobei 3J
den AbschluB von J in I bezeichnet., Es gibt daher ein j#i

mit f(j)+ 0 , aber auch eine stetige Funktion g: [0,1] + IR

mit g.f+ 0 aber g.f(k)= 0 fur alle k>j . Es gilt daher

fé Kern dji sowie 0% g.fe Kern dji s ein Widerspruch.

2) Eine Kennzeichnung der Diagrammkategorien> (I, R-Mod) mit ge-
nigend vielen Unterdiagrammen Si,Jm wd8re nicht nur flr eine Er-
weiterung des Injektivitdtskriteriums 3.1.3. , sondern auch im

Hinblick auf Satz 3.3.6. von Interesse.
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3.2. Standardform

Abweichend vom projektiven Fall braucht ein injektives Dia-
gramm Uber einer geordneten Menge I nicht von der Standardform
E = 1 T.IVIi mit geeigneten injektiven Moduln Mi zu sein, wie

iel

die beiden folgenden Beilspiele zeigen.

3.2.17. BEISPTIELE: Es sei 1IN die geordnete Menge der natlr-

lichen Zahlen und K ein Kd&rper.

1) Nach Theorem 3.1.3. ist AWK: N -+ K-Mod ein injektives Dia-

gramm, aber offensichtlich nicht von Standardform.

2) D= B TnK: N - K-Mod ist ebenfalls injektiv, da das
nelN
Ringoid K(IN) 1links-noethersch ist. Angenommen D = I T M _,
neny "0
dann gilt stets K= Kern d =M und daher auch KUW)- D = K]N
9 n+1,n n o ’
was unmdglich ist.
3.2.2. THEOREM: Es sei R ein beliebiger Ring. Flr eine ge-

ordnete Menge I sind &quivalent

1) 1 1ist noethersch

2) Jedes injektive Diagramm Q: I = R-Mod hat Standardform
3) Jedes nicht-triviale Diagramm D: I »> R-Mod hat ein

nicht-triviales Unterdiagramm EiM .

Beweis: 1)=>2) 1ist dual zu den Betrachtungen von Brune [6]

fir den projektiven Fall. FUr ein beliebiges Diagramm D defi-

~

niere man die Cograduierung Di. an der-S5telle i durch

~

6 » D, » D, =~>.1im D
i i L3S

was zusammen mit den Nullmorphismen ein Diagramm D ergibt. Nun
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argumentiere man entuweder wie in Theorem 2.2.4. 1)=>2) beim
Nachweis der projektiven Standardform oder folgendermaBen. Falls
04 x e D, wihle man jel maximal, so daB 0% dji(x). Offenbar
gilt dann dji(x) e Bj , d.h. die kanonische Einbettung

Upne 5 + D ist wesentlich. Man zeigt nun leicht, daB fir ein

D

injektives Diagramm O sowohl UQ: Q@ - Q@ als auch

~

Q +~ I Tiui eine injektive Hille von Q 1ist.
iel

mT.q.-°
jel * +

u

2)=>3) Die injektive Hille @O eines nicht-trivialen Diagramms
D hat Standardform und enth&dlt daher ein nicht-triviales Unter-
diagramm E.M . Dann ist aber auch o+ DnE.M= E.N fUr einen
geeigneten Modul N .

3)=>1) Es sei J eine nicht-leere Teilmenge von I . und EiM

ein nicht-triviales Unterdiagramm von AJR . Dann mufB3 aber 1

111
tl

ein maximales Element von J sein.

3.3. Unzerlegbere Injektive

Ein injektiver Modul ist. bekanntlich genau dann unzerlegbar,
wenn er unifoam. ist, d.h. wenn jeder nicht-triviale echte Unter-
modul wesentlich ist. Dual dazu heiBt ein Modul couniform, wenn
jeder nicht-triviale echte Untermodul Uberflissig ist. Im allge-
meinen braucht ein unzerlegbarer projektiver Modul aber nicht co-
uniform zu sein, auch wenn das in einer Ubungsaufgabe in [1] be-
hauptet wird; man betrachte nur den Z -Modul Z . UWir beschrei-
ben nun injektive kombinatorische, uniforme sowie injektive un-
zerlegbare Diagramme und notieren jeweils die duale Aussage fir

flache bzw. couniforme Diagramme.
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3.3.1. SATZ: Ein kombinatorisches Diagramm A;Q: I =+ R-Mod
ist genau dann injektiv, wenn
a) O ein injektiver Modul ist und
b) J eine nach unten offene und auf Zusammenhangskomponen-

ten nach oben gefilterte Teilmenge von I ist.

Bewelis: 0.E. sei J zusammenhé&ngend.

Fir ein injektives Diagramm AJQ: I » R-Mod 1ist nach Satz 3.1.2.
Q ein injektiver Modul und J nach unten offen, ferner ist es
fir das Filtrierendsein von J wegen des Zusammenhangs hinrei-
chend, wenn fdr i,jSeJ mit iéjS stets ein kel mit j <k
existiert (s= 1,2) . Setzt man in einem solchen Fall

K= {kel | j4gk oder j,<k } , dann muB

¥

((a;0); > lim (253), ) = (@ > Q%)

keK

ein (direkter) Epimorphismus sein, wobei f die Diagonale und z
die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von Knp J bezeichnet,
Aus dem Zusammenhang von KnJ folgﬁ nun die Existenz eines
keKnJ wie gewlinscht.

Ist umgekehrt J eine nach unten offene, nach oben gefilterte
Teilmenge von I , dann ist der Funktor

l%m : (I, R-Mod) > R-Mod

exakt, so daB sein Rechtsadjungierter

AJ: R-Mod » (I, R-Mod)

Injektive bewahrt.

1
mn

Der Nachuweis des Filtrierendseinsvon J 1in obigem Satz ist
auch mit Hilfe des Halb-Injektivit&tskriteriums aus [16] mdg-

lich,
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3.3.1. SATZ': Ein kombinatorisches Diagramm A P: I » R-Mod

ist genau dann flach, wenn
a) P ein flacher Modul ist und
b) J eine nach oben offene und auf Zusammenhangskomponen-

ten nach unten gefilterte Teilmenge von I ist.

Beweis: Ist AJP flach, dann argumentiere man wie eben, nur

mit dem Flachheitskriterium 2.2.5.

Die Umkehrung folgt ebenfalls aus 2.2.5.

3.3.2. SATZ: Ein Diagramm D: I > R-Mod 1ist genau dann

uniform, wenn
a) Di fir alle iel ein uniformer Modul ist,
b) supp D nach oben gefiltert ist und

c) D|supp D ein Monodiagramm ist.

Beweis: Zundchst sei D ein uniformes Diagramm.

- . s .

Fir s= 1,2 seien 0% xSeDi und D die von X erzeugten
s

Unterdiagramme von D . Wegen D1r1D2+ 0 muB supp D nach oben
gefiltert sein.

Es sei nun j<k , xe Kern dkj und yeDk . Fir die von x bzuw.
y erzeugten Unterdiagramme D' bzw. D" wvon D gilt dann
D'nD" =0, folglich x=0 oder vy=0. Insbesondere ist D auf
seinem Tridger monomorph und punktweise uniform.

Ungekehrt sei jetzt D ein Diagramm mit a),b) und c). Angenom-
men fir zwei Unterdiagramme gilt D1n D2= 0 aber D1+ 0 und

%} 0 . wahle i,j,ke supp D , so daB D § O, D?Jf 0 und

i,j<k gilt. Aus Dk= 0 oder Diz 0 ergibt sich ein Widerspruch.
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3.3.2., SATZ': Ein Diégramm D: I » R-Mod 1ist genau dann
couniform, wenn
a) Di fir alle iel ein couniformer Modul ist,
b) supp D nach unten gefiltert ist und

c) Dlsupp D ein Epidiagramm ist.

Beweis: Zundchst sei D ein couniformes Diagramm.

Fir s= 1,2 seien ise supp D und D% die von

{Dj | Jgig }u{Dj | jii1 und jii2 } ettzeugten Unterdiagramme
von D . Wegen D'4D°= D gilt D'= D oder D% D, d.h.

supp D muB nach unten gefiltert sein.

Es sel nun j<i und je supp D , ferner seien D' bzw. DY

die von {D, | k<j oder kfi } bzu. {Dk | k<3 und k&i }
erzeugten Unterdiagramme von D . UWegen D'+D" =D und

j& supp D" gilt D'= D, so daB Dj > Di ein Epimorphismus ist.
Angenommen fir ein iel gilt D1+D§= Di fur geignete Moduln D?

(s= 1,2). Es seien dann D° die von

{di31(D§) | j<i }u{Dj | j4i } erzeugten Unterdiagramme von D .

Da D|supp D ein Epidiagramm ist, gilt D1+D2= D, folglich o.E.

D.= Di » 5o daB D auch punktweise couniform ist,

Die Umkehrung beweist man wie eben.
Rus den beiden letzten S3tzen ergibt sich leicht

3.3.3. THEOREM: Fir ein Diagramm D: I + R-Mod sind &dquivalent

1) D ist injektiv und unzerlegbar
2) D = AJQ fir einen injektiven unzerlegbaren Modul Q und
eine nach unten offene, nach oben gefilterte Teilmenge

J wvon I .
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3.3,3., THEOREM': Fir ein Diagramm ©D: I -+ R-Mod sind &quivalent

1) D ist flach und couniform
2) D = AJP fir einen flachen und couniformen Modul P und

eine nach oben offene, nach unten gefilterte Teilmenge

J wvon I .

Im Hinblick auf Zerlegungsfragen wdre es winschensuwert, "co-
uniform" durch "unzerlegbar" oder wenigstens "rein-einfach" zu

ersetzen.

Theorem 3.3.3. legt es nahe, den Begriff Sitendaeadform auf

injektive Diagramme vom Typ E = 1 AJQJ auszudehnen. VYon den
J

Beispielen 3.2.1. wdre dann zwar AWK » aber immer noch nicht

@ T K wvon Standardform.
n
nelN

Nach Matlis bzw. Faith und Walker (siehe [1]) ist jedes
injektive Diagramm Q@Q: I -+ R-Mod genau dann eine direkte Summe
unzerlegbarer Diagramme, wenn das Ringoid R(I) 1links-noethersch
ist, d.h. wenn R 1links-noethersch ist und I 1lokal stark ar-
tinsch ist (Satz 1.5.). Da Endomorphismenringe unzerlegbarer In-
jektiver lokal sind, ergibt sich aus dem Satz ven Azumaya (siehe
[1]) die Eindeutigkeit derartiger Zerlégungen.vmir vergleichen
nun noch die Standardform eines injektiven Diagramms mit seiner

Zerlequng in unzerlegbare Diagramme.

3.3.4. SATZ: Es sei I eine noethersch und lokal stark ar-

tinsch geordnete Menge und R ein links-noetherscher Ring.

~ Dann gilt fir jede Familie ([:1‘.1.)ieI (injektiver)Moduln
H T.Q- = Q T.Q‘ .
jel Tt ier T 1
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Beweis: Man beachte nur, daB8 flr.jedes iel die Nachfolger

menge iI nach Satz 1.11. endlich ist.

Bekanntlich bilden die unzerlegbaren injektiven R-Moduln
einen Ersatz flUr das Speiktrum von R . Der folgende Satz zeigt,
wie der kombinatorische Teil eines Spektrums von R(I) zu defi-

nieren 1ist.

3.3.5., SATZ: Ist f: AJM > AKN ein nicht-trivialer Morphis-

mus zwischen unzerlegbaren Injektiven in (I, R-Mod) , dann

gilt K<J .

Beweis: S= supp(Bild f) 4ist eine nicht-leere nach unten
offene Teilmenge von J bzw. I und eine nach oben offene Teil-

menge von K . Ist nun keK beliebig, dann wd@hle man ein belie-

=

biges seS und einen gemeinsamen Nachfolger 1 von k,s in

Dann gilt auch 1eS wund keS , folglich K= 5<7J .

1l
11

Nennt man flr eine geordnete Menge 1
spec I = {J<I | T nach unten offen und nach oben gefiltert }
versehen mit der Inklusion als Ordnung das Speiktrum von 1 , dann
ist die monotone Einbettung

f: I > spec I mit f(i) = I,

gerade die Vervollstd&ndigung von I durch Ideale, falls I ein
Verband ist [3}. Fur die geordnete Menge @0 der rationalen
Zahlen erhdlt man z.B. das Spektrum spec B aus den erweiterten

reellen Zahlen R u{-»,»} durch Verdoppeln der rationalen Punkte.
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Fiir nicht-noethersche Ringoide R(I) geben wir nun noch an,
wann jedes injektive Diagramm (Q: I.+> R-Mod einen unzerlegbaren
direkten Summanden besitzt. Wegen der Existenz injektiver Hillen
ist dies auch gleichbedeutend damit, dafBl jedes Diagramm D ein
uniformes Unterdiagramm besitzt. Die entsprechende.Frage filr Mo-
dulkategorien R-Mod .wird von Warfield [29] durch Angabe einer

idealtheoretischen Bedingung fiUr den Ring R beantwortet.

3.3.6. SATZ: Eine Diagrammkategorie (I, R-Mod) hat genau

dann genlgend viele uniforme Unterdiagramme, wenn
a) R-Mod geniigend viele uniforme Untermoduln hat,

b) I nicht den bindren Baum B enthdlt und

2
c) es geniigend viele Unterdiagramme Si JM gibt.
s
Beweis: Hat (I, R-Mod) genligend viele uniforme Unterdia-

gramme, dann beachte man nur, daB uniforme Diagramme monemorph
auf ihrem nach oben gefilterten Trdger sind (Satz 3.3.2.) und

daBB Unterdiagramme uniformer Diagramme wleder uniform sind. Da-
raus ergibt sich c¢); a) bzw. b) folgen aus der Betrachtung uni-
former Unterdiagramme von EiM s M. ein beliebiger Modul, bzuw.
AJS s S ein einfacher Modul, wobei noch Lemma 1.8. zu beachten
ist.

Umgekehrt wd&hle man zu einem Diagramm D zundchst ein Unterdia-
gramm D'= Si,Jm » wobei wegen a) wund b) M o.E. uniform und

supp D' o0.E. nach oben gefiltert angenommen werden kann. Nach

i
1

Satz 3.3.2. ist dann aber D' wuniform.
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4, DIAGRAMME UND- ABELSCHE GRUPPEN

Wir beschridnken uns in diesem Abschnitt auf édineaesr und
lokal stark artinsch geordnete Mengen L . ‘Eine solche Menge
muBB eine abzdhlbare initiale Teilmenge enthalten, so daB als
Prototyp fir L die zur geordneten Menge der natiirlichen Zahlen
duale Menge N°P mit in den Intervallen [n+1,n] "eingespannten
Wohlordnungen" angesehen werden kann. Ferner betrachten wir aus-
schlieBlich Diagramme idber L mit Werten in einer Kategorie
K-Mod von Vektorrdumen liber einem Kérper K . WNach den Sdtzen
1.5./1.7. ist dann das Ringoid K(L) 1links-noethersch und links-
erblich, und wie im Fall eines diskreten Bewertungsrings ist der
Verband der Unterdiagramme eines Standardprojektiven SiK linear,
und jedes dieser Unterdiagramme ist auch frei und zyklisch. Wie
wir spédter sehen, besteht sogar eine Analogie zu vollstindigen

diskreten Bewertungsringen.

Wir zeigen nun, daB die Diagrammkategoerien (L, K-Mod) der
elementaren Theorie der abelschen Gruppen geniigen, d.h. daB bei
richtiger Interpretation alle Zerlegungssidtze, die man etwa bei
Kaplansky [19] findet, auch fir Diagramme richtig éind. Genauer
sind von Kaplanskys Theoremen 1-23 alle aufler 14,15,18 und 19 in
unseren Ergebnissen enthalten. Die Ubertragung der entsprechenden
S&tze kann recht schematisch an Hand eines "Worterbuchs" vorge-
nommen werden, wie es in [18] fir Diagramme Uber der geordneten
Menge Z der ganzen Zahlen angegeben ist. DaB dieser Uberset-
zungsprozefll mit Vorsicht vorgenommen werden mufB, zeigen spdter
die Begriffe "beschré@nkte Ordnung" und "beschridnkte Hohe". Wir

bemiihen uns hier um weitestgehende Abkiirzungen, die die Diagramm-
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situation gestattet und verwenden ansonsten gruppentheoretische
Argumente aus [10,13,19] . Bei den Zerlegungsfragen kommen wir
automatisch auf rein-injektive Diagramme zu sprechen und charak-
terisieren abschliefBend die Z-rein-injektiven Diagramme. Auf die
nicht mehr elementaren "Five theorems on abelian groups [201",
bei denen sich fir Diagramme einige Abweichungen vom klassischen

Fall ergeben, gehen wir im Abschnitt 5 ein.

4,1, Direkte Summen zyklischer Diagramme

In Analogie zu abelschen Gruppen definieren wir

4,1.17., DEFINITION: Ein Diagramm D: L » K-Mod heiBt divisibe’

(zonsionsfrei), wenn es ein Epidiagramm (Monodiagramm) ist.

Wie lUblich nennen wir nun ein Diagramm zeduzient, wenn es

kein divisibles Unterdiagramm enth&lt. Man zeigt leicht, daB

jedes Diagramm D: L » K-Mod ein groBtes divisibles Unterdiagramm
div D enth&dlt und daB D/ div D ein reduziertes Diagramm ist.
Weiterhin nennen wir ein Diagramm D ein 7044£on4diagnqmm, wenn
es nur triviale Morphismen in torsionsfreie Diagramme gestattet.
Of fenbar ist das genau dann der Fall, wenn es zu jedem xeDi ein

jzi mit dji(x): 0 gibt. Ferner zeigt man leicht, daB jedes
Diagramm D ein groBtes Torsionsunterdiagramm tD enth&lt und
daB D/ tD ‘torsionsfrei ist. In diesem Zusammenhang definieren

wir noch

4.1.2. DEFINITION: Es sei D: L + K-Mod ein Diagramm.

a) Fur 04 xe D, heiBt ord x=3j e L die Ozxdnung von x , falls
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j minimal mit dji(x)= 0 ist. Falls kein solches jelL existiert,

setzen wir ord x=« ,
b) 04 xe D; heiBt von endlichen Ordnung,. falls das Intervall

[i, ord x] endlich ist.

Das von einem Element 0% xe Di erzeugte zyklische Unterdia-

gramm von D: L = K-Mod ist demnach von der Form Si LK , falls
’ =
J
j= ord x 1ist. Wir schreiben dafir kinftig auch kurz Si jK und
. ’

schlieflen darin auch den Fall Si o =SiK ein; entsprechendes
L

gelte flr quasi-zyklische Diagramme. Auf Grund der Kriterien 2.2.5.

und 3.1.3. gilt nun

4,17.3. SATZ: Ein Diagramm D: L + K-Mod ist genau dann injek-

tiv (flach), wenn es divisibel (torsionsfrei) ist.

Der divisible Teil div D eines Diagramms D: L =+ K-Mod ist
demnach stets ein direkter Summand von D -und selbst eine direkte
Summe unzerlegbarer divisibler Diagramme AJK flir geeignete nach
unten offene Teilmengen J von L (Theorem 3.3.3.), da K(L)
links-noethersch ist. Man beachte, daB die AJK nicht samtlich
Standardinjektive TiK zu sein brauchen. Fir alle Zerlequngsfra-

gen reicht es kinftig, reduzierte Diagramme zu betrachten; der fol-

gende Satz ist daflr grundlegend.

4,1.4. SATZ: Jedes nicht-divisible Diagramm D: L =+ K-Mod

hat einen zyklischen direkten Summanden.

Beweis: Ist dji: Di > Dj kein Epimorphismus, dann kann o.E.

J minimal bzgl. i mit dieser Eigenschaft angenommen werden.
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Das von {D, | 1<i } erzeugte Unterdiagramm D’ von D 1ist als

1
Diagramm Uber iL divisibel, so dafB es Ulber iL » dann aber

auch Uber L eine direkte Zerlegung D= D1&3D2 mit einem geeig-
neten Komplement D2 gibt, derart daB je supp D2 minimal ist.

Jedes 0% xeDj erzeugt dann ein zyklisches Unterdiagramm D
2 3

von D7 , das als Diagramm Uber J.L divisibel ist. D ist
daher ein direkter Summand von D . ==
4.1.5. KOROLLAR: Die unzerlegbaren Diagramme D: L + K-Mod

sind genau die kombinatorischen Diagramme AJK mit beliebigen
kaonvexen Teilmengen J wvon L . Insbesondere ist ein un-
zerlegbares Diagramm entweder divisibel oder zyklisch und

torsionsfrei oder ein zyklisches Torsionsdiagramm und hat

111
mn

mit K einen lokalen Endomorphismenring.

Fir artinsche Mengen L tritt insofern noch ein Sonderfall
auf, als das konstante Diagramm ALK sowohl divisibel, als auch
zyklisch und torsionsfrei ist. Wir sehen aber gleich, daB der ar-
tinsche Fall hinsichtlich aller Zerlegungsfragen trivial ist. Da-
zu erinnern wir daran, daB ein Ringoid K(L) {Zinks-rein-hallein-
fach heiBt, wenn die Diagrammkategorie (L, K-Mod) die rein-glo-
bale Dimension 0 hat, was gleichbedeutend damit ist, daB jedes
Diagramm eine direkte Summe endlich prdsentierter Diagramme ist.
Nach einem Standardargument ist es dafiir bereits hinreichend,
wenn jedes Diagramm einen endlich pridsentierten Summanden hat.

In leichter Verallgemeinerung eines Resultats von Brune [5] er-

halten wir
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4,1.6, THEOREM: Es sei K ein beliebiger Kdrper. FUr eine

linear geordnete Menge L sind &dquivalent
1) L. ist artinsch

2) K(L) ist links-rein-halbeinfach.

Beweis: 1)=>2) folgt aus Satz 4.1.4. und der Tatsache, das
fiir eine artinsche lineare Menge auch die unzerlegbaren divisi-
blen Diagramme zyklisch sind. Auf Grund des Noetherschseins von
K(L) sind ferner die zyklischen Diagramme stets -endlich prédsen-
tiert.

2)=>1) Fir jede nicht-leere und o0.E. nach oben offene Teilmenge
J wvon L mufBl das unzerlegbare Diagramm AJK endlich pré8sen-

tiert sein, insbesondere muB J= supp AJK ein kleinstes Element

1l
i

besitzen.

Fir Zerlegungsfragen kann also kinftig o.E., angenommen wer-
den, daBB L nicht-artinsch ist. Als weitere Folgerung aus Satz

4.1.4,., erhalten wir

4.1.7. KOROLLAR: Jedes Diagramm D: L » K-Mod besitzt ein
reines Unterdiagramm D' , so daB D' eine direkte Summe
zyklischer Diagramme und der Quotient D/ D' divisibel ist.
D' kann o.E. maximal mit diesen Eigenschaften angenommen
werden.

Beweis: Man wdhle eine maximale Familie (DS)SES zyklischer

Unterdiagramme von D , so da D'= 8 D° rein in D ist. An-

ses

genammen Df':D/ D' ist nicht divisibel, dann gibt es einen

zyklischen direkten Summanden U wvon D", und die Inklusion
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U + D" 148t sich nach D 1liften. Dann h&tte aber D ein reines

Unterdiagramm D'eU' mit U=U' , 1im Widerspruch zur Maximalit&t

11
1

von D' .,

4.,1.8, DEFINITION: Ein maximales reines Unterdiagramm D'

von D: L » K-Mod wie in Korollar 4.1.7. heiBt Basisdiagramm.

Die Betrachtung rein-exakter Folgen

0 > 8SK + BSK > AK > O
jeL J iel

zeigt, dalBl Basisdiagramme nicht eindeutig bestimmt sind; es gilt

aber
4.,1.9., SATZ: Je zweil Basisdiagramme eines Diagramms
D: L » K-Mod sind isomorph.
Beweis: Es sei D'= 8 8 S. .0, . ein Basisdiagramm von D,
_ 1,] 15

iel i<j

Es reicht zu zeigen, daB die Dimensionen der Vektorr&dume Qi 3
]

eindeutig bestimmt sind. Fir jedes ielL sei ein Funktor
F': (L, K-Mod) = (;L, K-Mod)
durch F'D= D/ D' definiert, wobei D' das von {Dj | j<i }
i

erzeugte Unterdiagramm von D sei. F ist linksadjungiert zur

kanonischen Einbettung

6t (;L, K-Mod) = (L, K-Mod)
und bewahrt daher rein-exakte Folgen. Ist L nicht-artinsch, ist
insbesondere i kein minimales Element von L , dann gilt
Fipr-g fir jedes divisible Diagramm D" und folglich Fiprz FiD

fir jedes Basisdiagramm von 0 . Andererseits gilt aber

Fip'= @ 8 5. .Q

1.3 mit eindeutig bestimmten Dimensionen der
i<l 1<j —*9d

1,3

Vektorrdume Ql 5 Fir artinsche Mengen L ist wegen Theorem
’
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11
11

4.1.6. ohnehin nichts zu zeigen.

Fir das weltere Vorgehen bendtigen wir Kenntnisse iiber rein-
injektive Diagramme, die wir spdter vertiefen. Definiert man eine
Dualitat

*: (L, K-Mod) =+ (L°P, Mod-K)
durch (D*)iz (Di)*: HomK( D> K) , dann gibt es eine in
D: L » K-Mod und M: L°P » Mod-K natiirliche Isomorphie

(MaD)* = Hom ( y(M, D*) ,
aus der wie Ublich folgt, daB eine exakte Folge & genau dann
rein-exakt ist, wenn die duale Folge ¢&¥ exakt-direkt ist, und
daB ein Diagramm D genau dann rein-injektiv ist, wenn die ka-

nonische Einbettung D + D¥* aufspaltet. Daraus ergibt sich

4.,1.,10. LEMMA: Ein punktweise endlich-dimensicnales oder ein

kombinatorisches Diagramm D: L + K-Mod ist rein-injektiv.

i
111

Das voranstehende Lemma ist wie die Vorbetrachtung auch ohne
die in diesem Abschnitt verabredeten Einschridnkungen fir die ge-
ordneten Mengen L richtig. Wir behalten aber diese Beschrin-
kungen bei und beachten, daB Basisdiagramme punktweise endlich-
dimensionaler Diagramme wieder endlich-dimensional, also rein-

injektiv und folglich direkte Summanden sind.

4,1.117. KOROLLAR: Jedes reduzierte punktweise endlich-dimen-

sionale Diagramm D: L » K-Mod ist eine direkte Summe zyk-

lischer Diagramme.

Insbesondere sind die endlich erzeugten Diagramme direkte
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Summen zyklischer Diagramme; ferner sind alle zyklischen Dia-
gramme sogar zyklisch prédsentiert. Daraus ergibt sich das fol-

gende Reinheitskriterium

4.1.,12. SATZ: Fir ein Unterdiagramm U von D: L » K-Mod

sind &dqgquivalent

1) U ist rein in D

2 d..(U,) = U. nd, .(D. fir alle j<i in L .

) dy5(U5) = Ugnd; (D)) iz

Beweis: Die exakte Folge 0 > U > D » D/U » 0 ist genau dann
rein-exakt, wenn jedes endlich pr8sentierte Diagramm E relativ
projektiv dazu ist. Nach der Vorbemerkung ist dazu notwendig und
hinreichend, wenn in einem kommutativen Diagramm mit exakten

Zeilen

o - U =+ D ~»0D/U~> 0O

der Morphismus f stets eine Fortsetzung auf SjK hat., Dies ist

aber gerade Bedingung 2) .

Wie Ublich nennen wir ein Diagramm zeln-einfach, wenn es
genau zwei reine Unterdiagramme hat. Ein rein-einfaches Diagramm
ist insbesondere unzerlegbar, und umgekehrt sind die unzerleg-
baren Diagramme A_ K nach obigem Satz sd@mtlich rein-einfach.

J

4,1.13. KORGLLAR: Die rein-einfachen Diagramme D: L + K-Mod

sind genau die kombinatorischen Diagramme AyK mit zusammen-

hdngenden Teilmengen J wvon I , d.h. genau die unzerleg-

baren Diagramme.
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Ein reduziertes punktweise endlich-dimensionales Diagramm

ist nach Korollar 4.1.11. von der Form D= 8 8 S Q

I mit
iel i<j **9J

is]

endlich-dimensionalen Vektorrdumen { » wobel gem&B unserer

i,]
Verabredung auch der Fall j=« zuldssig ist. Ferner sind die

Tridger der nicht-trivialen 3 Q

s bis auf jeweils endlich
i,

i’j
viele genau so stark nach oben beschrédnkt, wie ihre unteren Gren-
zen, genauer gibt es fir alle 1lel hochstens endlich viele (i,3)
mit i<1<j und Qi,j+ 0 . Diagramme dieses Typs fallen unter

den Teil b) der folgenden

4,1.14, DEFINITION: Es sei D: L > K-Mod ein Diagramm.

a) Fur 0% xeD, heiBt ht x=jel die H6he von x , falls j
minimal mit xe dij(Dj) ist. Falls kein solches jelL existiert,
nennen wir x von unendlicher H6he oder divisibel,

b) D heiBt von (Zokal) beschrdnkten Hohe, falls D (jedes Di)

nur Elemente beschridnkter Hohe enthdlt.

Diagramme von lokal beschrdnkter HBhe lber nicht-artinschen
Mengen sind natilirlich reduziert. Ferner ist mit jedem Diagramm D
auch jeder Quotient von lokal beschrénkter Hohe, so daB man als

leichte Folgerung aus Korollar 4.1.7. erhdlt

4.,1,15, THEOREM: Jedes Diagramm D: L » K-Mod von lekal be-

schrdnkter HGhe ist eine direkte Summe zyklischer Diagramme.

11l
m

Aus dem voranstehenden Theorem ergibt sich ein Zerlegungs-
kriterium, dessen gruppentheoretisches Analogon ein bekanntes

Ergebnis von Kulikov ist (siehe [10]).
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4.1.16. SATZ: Ein Diagramm D: L » K-Mod ist genau dann eine

direkte Summe zyklischer Diagramme, wenn es eine Filtrierung
0= %< p'<...< D"<...< D

mit D= U D" gibt, so daB jedes D" wvon in D beschrank-
nelN

ter HBhe ist.

Beweis: Die Notwendigkeit einer derartigen Filtrierung folgt
aus der Existemz einer abz&dhlbaren initialen Teilmenge von L .
Umgekehrt kann beil Vorlage einer derartigen Filtrierung durch
Ubergang zu D' = {xeDj | dij(x)e Dz } o0.E. angenommen werden,
daB D" rein in D ist. Nach Voraussetzung ist Dn+1/ D" ein
Diagramm beschré@nkter HBhe und als direkte Summe zyklischer Dia-

gramme auch rein-projektiv, so daB stets ph*1z Dn$(Dn+1/Dn)

gilt. Nach einem bekannten Satz von Auslander ist dann auch

Hl
11

D= 8 Dn+1/Dn eine direkte Summe zyklischer Diagramme.
nelN

4.1.17. KOROLLAR: Jedes Unterdiagramm einer direkten Summe

zyklischer Diagramme aus (L, K-Mod) 1ist selbst von dieser

Form; insbesondere hat K(L) die linke rein-globale Dimen-

1l
m

sion 1 , sofern L nicht-artinsch ist.

Diagramme von lokal beschrd@nkter HGhe Uber der geordneten
Menge Z der ganzen Zahlen sind &hnlich wie reduzierte punkt-
weise endlich-dimensionale Diagramme direkte Summen quasi-zyk-

lischer Diagramme D= 8 B S Q » s0 daf fir alle leZ
NsM Nym
neZ n<m

die Menge {(n,m) | n<l<m und Q. m+ 0 } endlich ist. Daher
’
gilt auch D= 1 IS Q , und D 1ist in diesem Fall nicht
neZ n<m MM NeM : '
nur rein-projektiv, sondern auch rein-injektiv. Wie wir spéter

zeigen (Theorem 4.2.6.), ist dies auch fiir andere Indexmengen als
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Z richtig, und stimmt insofern mit dem Ergebnis, daB eine be-
schrdnkte abelsche Gruppe rein-injektiv und eine direkte Summe
zyklischer Gruppen ist, Uberein. Wir diskutieren nun einige Ab-
weichungen im Verhalten von Diagrammen gegeniiber dem von abel-
schen Gruppen. Diagramme von endfichen beschrdnkter Ordnung sind
natiirlich auch von lokal beschrdnkter Hthe; fiur Diagramme mit nur
beschrdnkten Wohlordnungstypen der Intervalle [i, ord x] (ieL,
04 xeDi) oder auch fir Diagramme mit beschrdnkten Ordnungen ord x
ist dies im allgemeinen falsch, wie folgendes Beispiel zeigt:

D : Z~»> K-Mod sei definiert durch

cor 8K Bk 8K E ekt ek bl (m0, K_=K)

n<m o nSm+1 n<0 n<0 n<0

mit natirlichen Inklusionen und f(xD,x_1,x_2,...)= (xD+x_1,x_2,..).

D 1&B3t sich auch wie folgt veranschaulichen

K+ K » K »,..
A A A
K + K K K
ﬂ / /0.

dabei werden die Spalten ‘aufsummiert. Fiigt man zu Z ein zu-
sdtzliches grdBtes Element hinzu, dann 188t sich D in kanonischer
Weise als Torsionsdiagramm Uber dieser grdBeren Menge auffassen,
genauer ist D ein abz&hlbar erzeugtes Diagramm von beschrinkter
Ordnung in beiden oben diskutierten Sinnen. D ist nicht von lo-
kal beschré@nkter Hohe, hat aber auch keine divisiblen Elemente;
ferner ist D keine direkte Summe zyklischer Diagramme (Satz
4.1.16.) und ebensowenig ist D rein-injektiv (siehe Theorem
4.2.4.). Im Gegensatz zu abelschen p-Gruppen muB man daher beil
Diagrammen zwischen "beschrédnkter Ordnung" und "beschrinkter Hohe"

unterscheiden. FUr Zerlegungsfragen und Charakterisierungen Rein-
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Injektiver ist offenbar die "beschrédnkte HGhe" die relevante Ei-
genschaft, und entsprechend sind die Theoreme 6 und 8 aus [19]
fir Diagramme zu formulieren. Das obige Beispiel zeigt auch, daB

das Analogon fir Theorem 11 [19] nur lauten kann

4.,1.18. SATZ: Jedes Diagramm D: L » K-Mod ohne divisible

Elemente, das von abzidhlbar vielen Elementen endlicher Ord-
nung erzeugt wird, ist eine direkte Summe zyklischer Dia-

gramme.

Beweis: Es sei xeDi beliebig. Wegen der endlichen Ordnung
von x gibt es hdchstens endlich viele nicht-triviale

xj= dji(x) s und da D keine divisiblen Elemente hat, 13Bt sich

jewells ein yje Dht xj mit dj htxj(yj)= xj wdhlen, Das von

diesen yj endlich erzeugte Unterdiagramm ist rein in D , folg-
lich eine direkte Summe zyklischer Diagramme und ein direkter Sum-

mand von D , Ist nun (x_)

ein Erzeugendensystem von D
n‘nelN 9 y ’

dann zeigt man per Induktion leicht die Existenz einer Familie

(Dn)neml direkter Summanden von D , so daB jedes D" eine

direkte Summe zyklischer Diagramme ist und stets

x1,x2,...xne D1aD2

@...eD"' gilt. Es gilt daher D= 8 D" . =
nelN

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit einem Kriterium fiir die
Freiheit eines Diagramms, dessen Analogon fir abelsche Gruppen

als Pontryagins Kriterium bekannt ist (siehe [10]).

4.1.18. DEFINITION: Flir ein Diagramm D: L » K-Mod heiBt

rang D:=sup{dimKDi | ieL } der Rang von D .
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4.1.19. SATZ: Ein torsionsfreies Diagramm D: L + K-Mod

von abz&hlbarem Rang ist genau dann frei, wenn jedes Unter-

diagramm von endlichem Rang frei ist.

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingung folgt aus der Erb-
lichkeit von K(L) . Umgekehrt ist das torsionsfreie Diagramm

D stets in dem flachen Diagramm F= @& ALK enthalten. Filtriert
nelN

A K und setzt man D"= Dern, dann ist

man F durch Fl- L

e 3

m=1
wegen D/ D" =0/(DnF")Z(D+F")/ F"<F/ F" stets D" rein in D.

Nach Voraussetzung ist nicht nur p" s Ssondern auch Dn+1/ p"

stets frei, so dal3 wieder nach Auslander auch D= 8 Dn+1/ p"
neN

frei ist.

4,1.20. KOROLLAR: Jedes torsionsfreie Diagramm D: L + K-Mod

von abzd@hlbarem Rang ist eine direkte Summe eines divisiblen

und eines freien Diagramms.

Beweis: 0.E. sei D reduziert. Jedes Unterdiagramm U von
endlichem Rang ist als reduziertes punktueise endlich-dimensio-

nales Diagramm eine direkte Summe zyklischer Diagramme und ist

i
11

als torsionsfreies Diagramm daher frei.

Wir bemerken noch, daB Satz 4.1.19. mit demselben Beweis
auch fir Vektorraum-wertige Diagramme Uber nach unten gefilter-
ten lokal artinschen B&umen, d.h. in einer nach unten gefilter-
ten erblichen Situation richtig ist. Korollar 4.1.20. werden uwir in

Theorem 5.5.9. noch verschiarfen.
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4.2, (Z-) rein-injektive Diagramme

Aus den Bemerkungen vor Lemma 4.1.10. folgt, daB jedes Dia-
gramm D: L = K-Mod ein reines Unterdiagramm seines rein-injek-
tiven Bidualen D¥* ist, Es erweist sich im folgenden als zweck-

médBig, diese Einbettung erst einmal etwas zu vergrdbern.

4.,2.1. LEMMA: Jedes Diagramm D: L » K-Mod ist ein reines

Unterdiagramm einer direkten Summe P =P'eP" , wobei P!

divisibel und P'" ein direktes Produkt zyklischer Diagramme
ist.
Beweis: Es sei (ES)SES ein Reprdsentantensystem endlich

prdsentierter Diagramme aus (Lpp, Mod~-K) , ferner sei stets

HS= Hom(ES, D*), Dann ist der kanonische Morphismus

5 8 £°5 (B) px  cin reiner Epimorphismus, so daB D¥* ein di-

ses heHS

rekter Summand von I m (E°)* ist. Nun ist aber jedes (ES)¥
se$s heHS

punktweise endlich-dimensional, also eine direkte Summe eines
divisiblen Diagramms und einer direkten Summe zyklischer Dia-

gramme, wegen der endlichen Dimension also auch eines direkten

Produkts zyklischer Diagramme.

Das Lemma zeigt noch einmal, daB die Diagrammkategorie
(L, K-Mod) genligend viele Rein-Injektive hat. Nach einem Stan-
dardargument gibt es dann zu jedem Diagramm D eine zein-injek-
tive Hulle P(D) 3 ist ndmlich D ein reines Unterdiagramm des

rein-injektiven Diagramms P , dann kann man fir P(D) jedes

d

maximale Element ven {Q | D

A
A

P und D rein-wesentlich in Q}

wdhlen. Dabei heiBt eine reine Inklusion D 3 Q ~rein-wesentlich,
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wenn jeder Morphismus ({ £ Q', fir den das Kompositum f.i ein
reiner Monomorphismus ist, selbst wenigstens ein Monomorphismus

ist. Als Folgerung erhalten wir ein fiir abelsche Gruppen bekann-
tes Ergebnis von Sasiada (siehe [10]); wie Ublich bezeichne da-
bei Pext1(Q, D) die Gruppe der reinen Erweiterungen

0->D=>X=>0Q>0.

4,2.2., SATZ: Ein Diagramm D: L + K-Mod ist genau dann rein-

injektiv, wenn Pext1(Q, D)=0 fir alle divisiblen Diagramme

Q gilt.
Beweis: Es reicht zu zeigen, daB P(D)/D divisibel ist, wenn

P(D) eine rein-injektive Hille von D ist. Angenommen P(D)/D
ist nicht divisibel, dann hat dieser Quotient einen zyklischen
direkten Summanden Z , der sich nach .P(D) 1liften 1&Bt, genauer
gibt es eine direkte Zerlegung P(D)= P'eZ' mit Z'= Z wund
DnZ'= 0, so daB auch. DeZ' rtein in P(D) ist. Dann muB aber
auch der kanonische Morphismus D + P(D) = P! ein reiner Mono-

morphismus sein, im Widerspruch dazu, daB P(D) eine rein-injek-

Hl
11

tive HUlle ist.

4,2.3, KOROLLAR: Ist P: L » K-Mod ein rein-injektives Dia-

gramm mit einem reinen Unterdiagramm D , wund ist ferner
div (P/D) =U/D fiir ein weiteres Unterdiagramm U von P

mit DL UL P , dann ist U rein-injektiv.

Beweis: Man betrachte nur die lange exakte Folge
oo Hom(Q, P/U) » Pext'(@, U) » Pext (Q, P) +...

mit einen divisiblen Diagramm Q und beachte, daB P/U reduziert

ist.
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Wir sind nun an internen Eigenschaften rein-injektiver Dia-
gramme interessiert. Filr ein beliebiges Diagramm D: L -+ K-Mod
wird auf jedem D, durch (diij)

die Di in der Ublichen Weise zu einem topologischen Vektorraum

... eine Filtrierung definiert,
J=1

macht. Da L eine abzidhlbare initiale Teilmenge besitzt, gibt es
auf den Di's abzdhlbare Umgebungsfilterbasen. Ferner sind samt-

liche Diagrammorphismen d > Di stetig. Etwas vereinfach-

5% 7
end sprechen wir von der d-7opofogie auf D . Die folgenden Aus-
sagen sind Standard:

a) FiUr ein reines Unterdiagramm U von D stimmt seine eigene
d-Topologie mit der von D induzierten Uberein.

b) Ein Unterdiagramm U von D ist punktuweise dicht bzgl. der
d-Topologie von D , falls D/ U divisibel ist.

c) Ein Diagramm D ist genau dann punktweise hausdorffsch in
der d-Topologie, wenn es keine divisiblen Elemente hat.

d) Ein Diagramm D ist genau dann punktuweise hausdorffsch und

~

vollstdndig in der d-Topologie, wenn stets Di lim D./d. .D

S5 1%
gilt. Insbesondere sind alle nicht-divisiblen quasi-zyklischen
Diagramme S. .M hausdorffsch und vollstidndig.

1, ]

4.,2.4, THEOREM: Es sei L eine nicht-artinsch geordnete

Menge. FlUr ein Diagramm D: L *> K-Mod sind &quivalent

1) D ist reduziert und rein-injektiv

2) D ist direkter Summand eines direkten Produkts zyk-
lischer Diagramme.

3) D ist punktuweise hausdorffsch und vollstdndig in der

d-Topologie.
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Beweis: - 1)=>2) Nach Lemma 4.2.1. gibt es ein divisibles
Diagramm P', ein direktes Produkt zyklischer Diagramme P"

und ein geeignetes Diagramm D , so daB DeD= P'eP"=Pp gilt,
Sind nun p bzw. p die Projektionen von P auf D ldngs D
bzw. auf D 1ldngs D , dann ist P'= div P =p(div P)ep(div P),
andererseits aber auch 0= p(div P)= Dndiv P und

p(div P)= Dndiv P . Folglich gilt P'< D wund P"=P/P'=

De (D/P').

2)=>3) da direkte Produkte und direkte Summanden vollstdndiger
Diagramme vollstdndig sind.

3)=>1) Nach Lemma 4.2.1. sei D rein in P'eP" mit einem divi-
siblen Diagramm P' wund einem direkten Produkt zyklischer Dia-
gramme P" ., Da D keine divisiblen Elemente hat, kann auf
Grund der Reinheit o.E. P'= 0 angenommen werden, so daB D

eine rein-injektive Hille P in P" hat. P . ist dann notuen-
digerweise reduziert und nach dem bereits Bewiesenen hausdorffsch
und vollstdndig in seiner d-Topologie. Ferner ist D als voll-
sté@ndiges reines Unterdiagramm abgeschlossen in P , anderer-

seits aber auch dicht in P , da P/D divisibel ist (Korollar

1
11

4.2.3.). Es muB daher P =D gelten.

4.2.5. BEMERKUNGEN: 1) Ist D: L > K-Mod ein Diagramm ohne di-

visible Elemente, dann zeigt man wie in Theorem 4.2.4. 3)=>1) ,
daB die rein-injektive Hille P(D) reduziert, also hausdorffsch
und vollstdndig ist. Da P(D)/D divisibel, D also dicht in
P(D) ist, ist in diesém Fall der Ubergang zur rein-injektiven
Hille gerade die Ueruollsténdigung bzgl. der d-Topologie, wie

von den abelschen Gruppen her bekannt (siehe [10]).

2) Ebenfalls in Ubereinstimmung mit der Theorie der abelschen
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Gruppen l&Bt sich zeigen, daB ein Diagramm D genau dann rein-
injektiv ist, wenn es algebraisch-kompakt ist, d.h. wenn jedes

Gleichungssystem in D 1ldsbar ist, sofern es endlich losbar ist.

Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit einem Ausblick auf Dia-

gramme D , fidr die alle Copotenzen D(S) rein-injektiv sind.
die sogenannten I-zedin-injektiven Diagramme. Nach einem Ergebnis
von Baumslag und Blackburn [2] ist eine reduzierte abelsche

Gruppe genau dann Z-rein-injektiv, wenn sie beschridnkt ist.

4,2.6., THEOREM: Es sei L eine nicht-artinsch geordnete

Menge. Fir ein Diagramm D: L » K-Mod sind dquivalent
1) D ist Z-rein-injektiv und reduziert
2) D ist von lokal beschrankter Hohe

3) D ist diskret in der d-Topologie.

Beweis: 1)=>2) Angenommen es gibt eine Folge (xn)neml in
einem D. mit ht x < 1 und J..< 1 <.,,.< 1,1 ., Mit D
i n= "n n 1

ist aber auch D(m) reduziert und rein-injektiv, also haus-

dorffsch und vollstdndig. Nun ist aber ((x1,x2,...xn,0,..))nem

eine Cauchyfolge in ng) » die zwar in D? s aber eben

. . (IN) .
nicht in Di den Limes (x1,...xn,xn+1,...) hat.
2)=>3) ist klar.

3)=>1) Mit D 1ist auch jede Copotenz D(S) diskret und damit

hausdorffsch und vollstdndig in der d-Topologie.

Das Analogon des eigentlichen Satzes von Baumslag und Black-

burn ist der folgende
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4.2,7. SATZ: Es sel L eine nicht-artinsch geordnete Menge.

Fir eine Familie reduzierter und rein-injektiver Diagramme

(DS)SeS aus (L, K-Meod) sind dquivalent
1) 8 D° ist rein-injektiv
ses

2) Fir jedes ielL gibt es eine endliche Menge Si={s1,..sn},

so daf 8 D? nur Elemente von gleichmaf3ig beschrink-
seS\Si

ter Hohe enthalt.

Beweis: 1)=>2) Leichte Varianten von Theorem 4.2.6. 1)=>2)
zeigen, dafl fir jedes 1iel hochstens endlich viele D? nicht in
der HBhe beschridnkt sein kdnnen und daB die restlichen D? sogar
von gleichm&Big beschrdnkter Hihe sein missen.

2)=>1) FiUr jedes ielL ist nach Voraussetzung
s S s
8 D3 =Di1e...mD.ne 8 D. hausdorffsch und vollsténdig. =

seS T . seS\Si

i

Wir geben noch ein Beispiel dafir an, daB in der Situation
von Satz 4.2.7. die endlichen Ausnahmemehgen Si s8mtlich ver-

schieden sein konnen. Fir

D= 80": zZ~+ K-Mod mit D" = NI S K: Z-+ K-Mod
My
n<0d m<n
N .
n K falls 1i<n
gllt Dl = .
0 sonst

fir alle 1ieZ . Fir festes 1 sind daher nur die endlich vielen

Dz mit i<n<0 wvon unbeschrdnkter HShe, andererseits gilt auch
D= I D", so daB D auch rein-injektiv ist.

nz0
4.,2.8. BEMERKUNG: Ein Modul M Uber einem gewthnlichen Ring

ist nach Ergebnissen von Gruson und Jensen [14] bzw. Zimmermann
[30] genau dann X-rein-injektiv, wenn er der Minimalbedingung

fir Untergruppen endlicher Definition oder, was dasselbe ist, fir
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endlich matrizielle Untergruppen genlgt; ferner ist M dann eine
direkte Summe unzerlegbarer Moduln. Geigle [11] zeigt beides
auch fir Moduln Uber Ringoiden, wobei die Untergruppen endlicher
Definition in diesem Fall punktweise zu berechnen sind. Uber
unsere Sdtze 4.1.11. und 4.2.5. hinaus sind daher Diagramme Uber
einer beliebigen Indexmenge I mit Werten in einer Kategorie

von Vektorrdumen Uber einem kommutativen Korper Z-rein-injektiv
und direkte Summen Unzerlegbarer, sofern sie punktweise endlich-

dimensional sind.
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5. FUNF PROBLEME UBER DIAGRAMME

Nachdem sich im letzten Abschnitt gezeigt hat, daB Diagramme
Uber einer linear und lokal artinsch geordneten Menge mit Werten
in einer Kategorie von Vektorrd3umen der elementaren Theorie der
abelschen Gruppen genligen, fragen wir nun nach Analogien zu den
"Five theorems on abelian groups [20]", die Kaplansky fir die
bemerkenswertesten Entwicklungen der neueren abelschen Gruppen-
theorie h&8lt. Zum Ulmschen Satz und zum Speckerschen Problem
machen wir nur einige kurze Bemerkungen. Die Ubrigen drei Probleme
behandeln wir allgemeiner als in Abschnitt 4 im Rahmen erblicher
Diagrammkategorien und geben einfache Beweise fir die Existenz ge-
schachtelter Basen und die Freiheit Baerscher Diagramme. Ferner
zeigen wir, daB Whiteheads Problem fir Diagramme entscheidbar ist,

im Gegensatz zur Situation bei den abelschen Gruppen.

5.1. Geschachtelte Basen

Eine Formulierung des Hauptsatzes iUber endlich erzeugte
abelsche Gruppen besagt, daB es zu einem Untermodul U eines
endlich erzeugten freien Moduls F Uber einem Hauptidealring R
stets eine Basis B wvon F gibt, so daB man eine Basis von U
aus geeigneten Vielfachen einer Teilmenge von B erhidlt. Nach
einem Ergebnis von Cohen und Gluck [8] kann auf die endliche
Erzeugbarkeit von F verzichtet werden, wenn man statt dessen
voraussetzt, daB F/U eine direkte Summe zyklischer Moduln ist.
Anders ausgedriickt ist jede projektive Aufl8sung einer direkten

Summe e (R/Ras) isomorph zu einer direkten Summe von exakten
sel

Folgen der Form O » Ra * R +» R/Ra + 0 oder 0 R >R >0 >0 .
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Wir betrachten nun eine erbliche Diagrammkategorie
(I, K-Mod) , d.h. I sei ein lokal artinscher Baum, und o.E.

sei K ein Kérper (Satz 1.7.). Jedes zyklische Diagramm ist

dann von der form Z= Si JK und hat eine projektive Standard-
]
aullssung
0o - g S.K » S K » 7 > 0,

jerJ 1
wobei J' die Menge der minimalen Elemente von J sei.
5.1.1. SATZ: Es sei Z= 8 Si 7 K eine direkte Summe zyk-

’

seS "s’"s

lischer Diagramme aus (I, K-Mod) . Dann ist jede projek-
tive Aufldsung
£

0 - @ =» F Z > 0

von Z isomorph zur Summe der Standardaufldsungen und

einer Folge 0 > Q"> Q"> 0~>0 .

Beweis: Es sei F= 8 S.Pi . Zu jedem erzeugenden Element
iel
1 _e(S. K). wdhle man ein Urbild x & 8 P, unter f . Da
S i.,J s . _. 1
s’ s s 1;1S
o.E. x_eP. angenommen werden kann und die (x_) linear
sT i s’se$

unabhingig sind, gibt es eine direkte Zerlegung F= F'eF" mit

F'= 8 §. (sz) . Man betrachte nun das folgende kommutative
seS s

Diagramm mit exakten Zeilen, wobei 1 die kanonische Einbettung
und die erste Zeile gerade die Summe der Standardaufl@sungen sei.

o + Q' »> F' » z » O

Es ist dann Q'= QnF' direkt in Q , etwa Q0= Q'eQ" . Ferner
gilt G"nF'= Q"n(QnF')= 0, also auch F'eQ"<F . Eine ele-

mentweise Betrachtung zeigt nun, daB sogar F'eQ"=F gilt. ==
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5.2. Ulms Theorem

Ulms Theorem in der Fassung von Kaplansky-Mackey (siehe [19])

besagt, daB eine abz&hlbar erzeugte reduzierte abelsche p-Gruppe

o+1

durch die Z/Zp - Dimensionen van (pOGr1soc G)/(p G nsoc G)

bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Dabei ist o eine be-

ot16- 5(p%) bzw. ple= N p%

o<A

liebige Ordinalzahl und durch p

fir Limeszahlen werden die Untergruppen der verafllgemeinenten
Héhe griBer oder gleich o definiert; ferner gilt

soc G={xeG | px= 0 } . Als eigentlicher Giiltigkeitsbereich des
Ulmschen Theorems wurde spdter von Hill die Menge der total pro-

jektiven Gruppen angegeben (siehe [10,13]).

FUir Elemente von Diagrammen D: L + K-Mod Uber einer linear
und lokal artinsch geordneten Menge L wie in Abschnitt 4
lassen sich ohne Schulerigkeiten ebenfalls verallgeméinerte Hohen
definieren. Man setze dazu DD= D, DO+1= {xeDO | x divisibel }
fir eine Ordinalzahl o bzw. ’DA= ﬂ}\DO fir eine Limeszahl A.
o<

Zusdtzlich filtriere man die Diagramme D° durch die Hohen der
Elemente. Die Kaplansky-Mackey Version des Ulmschen Theorems fir
Diagramme scheitert aber schon daran, daB es abzdhlbar erzeugte
reduzierte Torsionsdiagramme mit trivialem Sockel gibt, man be-
trachte etwa SDK: Z +~ K-Mod und mache dies Diagramm durch Hin-
zufigen einer 0 1in trivialer Welse zu einem Torsionsdiagramm

tiber (Z +1) . Satz 4.1.18. gibt als Spezialfall einen Hinuweis
darauf, daB man fir Ulms Theorem mdglicherweise nicht nur Tersions-
diagramme, sondern Diagramme mit Elementen endlicher Ordnung be-

trachten muf3.
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5.3. Baers Problem

Beim Studium gemischter abelscher Gruppen fragte Baer nach
einer Beschreilbung derjenigen torsionsfreien Gruppen F , die
direkter Summand jeder Gruppe G sind, fir die G/tG= F gilt.
Nach Griffith [12] sind dies gerade die freien Gruppen. Im Gegen-
satz zum Fall der abelschen Gruppen ist ein entsprechendes Ergeb-
nis flUr Diagramme eine leichte Folgerung aus einem Projektivitidts-

kriterium.

Wir betrachten wieder eine erbliche Diagrammkategorie

(I, K-Mod) , K sei wieder o.E. ein Korper. Die flachen Dia-
gramme sind dann abgeschlossen gegeniiber der Bildung von Unter-
diagrammen, direkten Produkten und Erweiterungen, bilden also
eine torsionsfreie Klasse im Sinne abstrakter Torsionstheorien.
Die davon erzeugte Torsiontheorie stimmt filr eine lineare Menge
I mit der in Abschnitt 4 betrachteten iUberein, und zu den Tor-
sionsdiagrammen gehfren u.a. alle Diagramme D: I » K-Mod , fir

die zu jedem O0O% xeDi ein jel 'mit dji(x)= 0 existiert.

5.3.1. SATZ: Ein flaches Diagramm F: I =+ K-Med 1ist genau

dann frei, wenn Ext(F, -) auf allen Torsionsdiagrammen

trivial ist.

Beweis: Nach Satz 2.2.2. reicht es zu zeigen, dafB fir jedes

iel die Einschrédnkung FIIi frei ist. ‘Dazu setzen uwir

I§= {jeI | j<i } und betrachten eine beliebige Erweiterung
£:D+D+X+F|Iio+0
o

in (Ii’ K-Mod) . & ist die Einschrinkung einer Erweiterung
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€:0 » D - X =+ F » 0O
in (I, K-Mod) , bei der das Torsionsdiagramm D aus D durch
Hinzufligen von Nullen gebildet sei. Nach Voraussetzung spaltet ¢,

also auch €& auf, folglich ist F|I§ frei, und nach dem Flach-

M
111

heitskriterium 2.2.5. ist auch FlIi frei.

Da im Grunde nur die Rein-Projektivitdt von F zu zeigen
ist und da Ext(F,-)= Pext(F,-) gilt, kann der Satz von Griffith

als dual zum Satz von Sasiada (Satz 4.2.2.) angesehen werden.

In einem anderen Sinne dual zum Baerschen Problem ist die
Frage nach denjenigen Torsionsgruppen T , die direkter Summand
jeder Gruppe G sind, flUr die tG= T gilt. Nach Baer bzw., Fomin
(siehe [10]) sind dies gerade direkte Summen einer divisiblen
und einer beschr&nkten Gruppe, also genau die rein-injektiven
Torsionsgruppen. Reduzierte Torsionsdiagramme mit dieser Aufspal-
tungseigenschaft brauchen aber weder in der H8he noch in der Ord-
nung beschrédnkt zu sein, wie die beiden folgenden rein-injektiven
Torsionsdiagramme zeigen:

a) IS oK: Z > K-Mad b) B S K: Z > K-Mod .
n<0 N, n

5.4. Speckers Problem

Nach Specker ist jede abzdhlbare Untergruppe der Gruppe F
aller nach oben und unten beschri@nkten Folgen ganzer Zahlen frei,
nach Ergebnissen von N@beling und spidter Bergman bzw. Hill ist

die Speckersche Gruppe F selbst frei (siehe [10]). Eine ent-
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sprechende Frage fir Diagramme scheint etwas kiinstlich zu sein,
zumal nicht offensichtlich ist, welche Diagramme D: I -+ K-Mod
speckersch sein sollen. Klar ist nur, daB D P= 1 PS  fur ge-
eignete projektive Diagramme P und °es

D, = {(xs)e il Pi | {xS | seS } endlich } fur alle iel gelten

se$5
soll.

Wir diskutieren kurz zweil F&lle fir den Fall von Diagrammen
D: Z~+» K-Mod , K ein Korper; bei der Frage nach der Freiheit
von D kdnnen wir wegen Satz 2.2.2. sogar o.E. D: NP > K-mod
annehmen.
1) FiUr P= (SnK)S », S eine beliebige Menge, ist D trivialer-
weise frei.

2) Fur P= 1 S K kann D nicht frei sein, falls K ein
nem®P "

abz&dhlbarer K&rper ist. Nach Theorem 2.1.6. miBte dann ndmlich

D= @ S D= 8 S K gelten, so dal D _= K(m) abzdhlbar wire,
neWCP N N LoOP P o

andererseits enthdlt D_ aber alle (0,1)-Folgen, hat also min-

destens die Machtigkelit der Potenzmenge von IN.

5.5. Whiteheads Problem

Bekanntlich sind abelsche Whitehead-Gruppen von abz#hlbarem
Rang frei (siehe [10]); nach einem Resultat von Shelah ist die
Frage nach der Freiheit einer Whitehead-Gruppe aber im allgemei-
nen unentscheidbar in der Ublichen ZFC-Mengenlehre [28] (siehe
auch [9]). Unter Zuhilfenahme von GSdels Axiom der Konstruier-

barkeit aller Mengen 1&B8t sich generell die Freiheit aller White-
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head-Gruppen zeigen, dagegen gibt es nicht-freie Gruppen, die bei

Annahme von Martins Axiom Whitehead-Gruppen sind.

Eine entsprechende Fragestellung fir Diagramme ist eng ver-
kniipft mit dem Nachweis der Freiheit projektiver Diagramme: Eine
Beweisanalyse von Theorem 2.1.2. zeigt, dafl in einer erblichen
und noetherschen Situation ein abz&hlbar erzeugtes Diagramm
D: I » R-Mod frei ist, sofern Ext(D, SiR)= 0 fir alle iel
gilt und es zu jedem 04 xeD einen Morphismus f: D = D mit
f(x)= x gibt, dessen Bild in einem endlich erzeugten Unterdia-
gramm von D enthalten ist. Wir beweisen sp&ter eine schdrfere

Fassung und definieren zun&dchst in Analogie zur Gruppentheorie

5.5.1. DEFINITION: Ein Diagramm D: I > R-Mod heiBt WAite-

head-Diagramm (kurz W-Diagramm), wenn Ext1(D, SiR)= 0 flur alle

iel gilt.

Wir beschrédnken uns wieder auf erbliche Diagrammkategorien
(I, K-Mod) , d.h. I sei ein lokal artinscher Baum und o.E.
K ein Kodrper, und zeigen‘daB alle W-Diagramme lUber I genau
dann frei sind, wenn I artinsch ist. Fir nicht-artinsche Mengen
geben wir unabhi3ngig von der Mengenlehre Beispiele nicht-freier
W-Diagramme an, zeigen aber auch, daB W-Diagramme von abzdhlbarem
Rang frei sind. Der Inhalt des folgenden Abschnitts deckt sich
etwa mit [15] 3 W-Diagramme Uber der geordneten Menge Z der

ganzen Zahlen werden auch in [18] behandelt.

5.5.2. LEMMA: Jedes W-Diagramm D: I »+ K-Mod 1ist ein Mono-

diagramm.
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Beweis: Angenommen es gibt ein 0% xeKern dji s dann ist
das von x erzeugte Unterdiagramm U wvon D wegen der Erblich-
keit ebenfalls ein W-Diagramm und hat eine projektive Aufldsung

o - B8 SlK > SiK -+ U =» 0O
lel

 fir eine geeignete Menge paarweise unvergleichbarer Elemente
L<i . Man betrachte nun die lange exakte Folge

el Hom(SiK, SnK) > Hom(lzLSlK, SnK) + Ext(U, SnK) > 0 .

Fir jedes nelL miiBte nun K= Ext(U, SnK)= 0 gelten, ein Wider-

spruch.,

5.5.3. SATZ: Fir ein Monodiagramm D: I + K-Mod sind

dquivalent

1) D ist ein W-Diagramm

2) Ext(D, E;K)= 0 fiur alle iel

3) Der kanonische Morphismus %;?ODj - Di ist fur alle
iel und I§= {jel | j<i } gfni Monomorphismus

4) D ist flach

5) Ext(D, SiM)= 0 fur alle iel wund jeden Vektorraum M.

Beweis: 1)=>2) auf Grund der Erblichkeit, da EiK ein
Quotient von SiK ist.

2)=>3) vergleiche Satz 2.2.3.

3)=>4) Nach dem Flachheitskriterium 2.2.5. reicht es, Bedingung
3) fir alle nach unten offenen, nach oben durch i beschrinkten
Teilmengen J wvon I zu zeigen. 0.E. kann angenommen werden,
daB J endlich viele maximale Elemente j1,..,jn hat. Nun gilt
l;mOD.= 8 (UD,), wobei die Summe Uber die (nach oben ge-
jeIi Z jel

filterten) Zusammenhangskomponenten von IE genommen wird, und
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analog gilt Eé? D.= Dj1e...eDjn. Saofern alle j1,..,jn in ver-

schiedenen Zusammenhangskomponenten von I? liegen, ist nach
Voraussetzung nichts zu zeigen, wir nehmen daher o.E. an, daB
diese Elemente alle in derselben Komponente liegen und daB i
minimal mit j1”"jn <i ist. Falls n>3 gibt esein i' mit
qsdy <i'<i sowie ein j'E{jS""jn} mit j'¢i' . Da 3peds

. . ) . .
in verschiedenen Komponenten wvon Ii' liegen, gilt nach Voraus-

A

setzung D, sD. < D., und 4) folgt per Induktion.
Je 37 b

4)Y=>5) auf Grund der Bemerkungen nach Lemma 4.1.10.

5)=>1) 1ist klar.

5.5.4., KOROLLAR: Jedes endlich prasentierte W-Diagramm

D: I » K-Mod ist frei.

Fir eine positive LOsung des Whitehead-Problems muB also
jedes flache Diagramm frei, d.h. projektiv sein, was bekanntlich
genau fir die peafekten Diagrammkategorien richtig ist. Aus Satz

1.6. folgt nun

5.5.5. KOROLLAR: Jedes W-Diagramm aus (I, K-Mod) ist genau

Hi
1

dann frei, wenn I artinsch ist.

Als weitere Folgerung entnehmen uwir Satz 5.5.3., daB
D: I » K-Mod genau dann ein W-Diagramm ist, wenn alle Einschrén
kungen auf Vorg&ngermengen DIIi W-Diagramme sind. Auf Grund
des entsprechenden Projektiyitétékriteriums 2.2.2. kénnen wir
uns daher bei_der Frage nach der Freiheit von W-Diagrammen auf
lokal artinsche B&dume IO mit einem ga6Bten Element o beschridn

ken. Nach Satz 1.5. sind die Diagrammkategorien (Io’ K-Mod)
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samtlich noethernsch.

Die folgenden Diagramme sind s&mtlich nicht-freie W-Diagramme.

1 op (0,1)
5.5.6. BEISPIELE: 1) D = I SnK: N +> K-Mod
2 op nelN (0,2)
D™= A K: IN + K-Mod ,
?) noP (1,1)
3) Es sei N"= INx{1,2} wie nebenstehend
geordnet und D3 das Unterdiagramm von (2,1) (1,2)
D= I S K: W" + K-Mod das von den
neml(n’z) ’ (2,2)
Elementen (1,1,...)e I K_ =D (. 1) (K = K)
n<m

und 1eK =D(m 2) fir alle melN erzeugt wird.
t4

Jede nicht-artinsche Menge I enthdlt eine zu neP und,
sofern sie genligend verzweigt ist, auch eine zu N'" isomorphe
Teilmenge J . Fur die Inklusion 1i: J » I und die Abbildung
r: I+J mit r(x)= sup {jeJ | j<x } gilt stets r.i(x)= x und
i.r(x)<x . Man zeigt leicht, daB

t: (J, K-Mod) ~» (I, K-Mod) mit t(M)= M.z
linksadjungiert zu

i: (I, K-Mod) =+ (J, K-Mod) mit 1(D)= D.i
ist. D.h. T 1ist gerade die Kanerweiterung ldngs i und beuwahrt
daher darstellbare Funktoren und Colimites, also projekfive und
flache Diagramme. Auf Grund der Exaktheit von T und 1 gilt
auch Ext(tm, D)= Ext{(M, ID) und wegen 1.T(M)= M entdeckt
Projektive. Die Beispiele 5.5.6. lassen sich daher per Kaner-
weiterung in jede (geeignete) nicht-artinsche Menge I Uber-

tragen.
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Das zweite Beispiel ist kein Gegenbeispiel im eigentlichen
Sinne., Bekanntlich ist eine abelsche Whitehead-Gruppe G 4sepa-
ralel, d.h., jedes Element von G 1liegt in einem endlich erzeug-
ten freien direkten Summanden von G . Andererseits ist fir
jeden vollstdndigen diskreten Bewertungsring der Quotienten-
kGrper ein Whitehead-Modul, so daB auch bel der Behandlung des
klassischen Whitehead-Problems im allgemeinen divisible Elemente
ausgeschlossen werden missen. Fir Diagramme Uber N°P ist aber
das konstante Diagramm Aﬂ“DpK ein Analogon des (Quotienten-
kSrpers [18], so dal3 dieses Beispiel ein modul-theoretisches
Rguivalent hat. Das dritte Beispiel scheint ein Spezifikum von
Diagrammen zu sein, sollte aber im gleichen Lichte wie das zweite
gesehen werden. Etwas allgemeiner als in Abschnitt 4 definieren

wir

5.5.7. DEFINITION: Es sei D: I » K-Mod ein Monodiagramm.

a) D% xeD:.L heiBt von unendlichen HShe, Talls es eine abstei-

gende fFolge ...<i <,..<i,<i mit xe 11 d,. D. gibt.
n 1 T 1 S §
nelN n n

b) D% xeDi heiBt von unendlichen Breite, falls es fir abzidhl-
bar viele nelN paarweise unvergleichbare i1,..,in<i und nicht-

triviale x.eDi mit x=dii1(x1)+..+d. (xn) gibt.

. ii
J n
c) 0% xeD; heiBt divisilel, wenn es von unendlicher Hdhe oder

unendlicher Breite ist.

5.5.8, SATZ: Fir ein W-Diagramm D: I » K-Mod sind &quivalent

1) D hat keine divisiblen Elemente
2) Zu jedem 04 xeDi gibt es paarweise unvergleichbare
i1,..,in<i und Elemente O xjeDi\\ T D mit

j1<i, T
X=X, 4o t+X J
1 n
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mit

3) D ist separabel
4) Zu jedem xeD gibt es einen Morphismus f: D » D
f(x)= x , dessen Bild in einem endlich erzeugten

Unterdiagramm U wvon D

Beweis: 1)=>2) 1ist klar.
2)=>3) Es sei x=xq+..+x_  eine Zerlegung von x

Man widhle jewells eine direkte Zerlegung

A

x.eDi und betrachte das folgende Diagramm,
J
bettung und v,uw
n A F n
® S, D, § p -5 8
. 1. 1. .
j=1 73 7] J=
v N w o v z//V
] A
8 E. D.
. i,.71
j=1 73 73

Da D ein W-Diagramm ist,
und da v

rem 2.17.6.), muB

gibt es eine kommutative Ergdnzung

enthalten ist.

wie angegeben.

D. =D. @ £ D mit
i. i. . 1
J J 1<1j

in dem u die Ein-

die jeweiligen kanonischen Reduktionen seien

s

eine projektive Hiille ist (siehe den Beweis von Theo-

f.u ein Isomorphismus sein. Folglich ist
n ~
8 Si Di ein freier direkter Summand von D , der x enth&lt.
j=1 73 7]
3)=>4) ist klar.
4)=>3) Es sei f eine kleine Identitd@t fiir xeD wie angegeben.

Auf Grund der noetherschen Situation ist
frei, und wegen der Erblichkeit ist auch
gar ein direkter Summand von D .

3)=>1) ist klar.

Betrachtet man nur noch W-Diagramme

dann bleibt das erste Beispiel aus 5.5.5.

von Definition 4.1.18. ,

U nach Korollar 5.5.4.

Bild f frei, also so-

ohne divisible Elemente,

zu beachten. Im Sinne

die-entsprechend anzuwenden ist, hat es
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eine zu groBe M&chtigkeit.

5.5.8, THEOREM: Jedes W-Diagramm D: I + K-Mod von abz&hl-

barem Rang ohme divisible Elemente ist frei.

Beweis: Es seil {x1,x2,...} ein Erzeugendensystem von DD ,

o das groBte Element von I . Per Induktion findet man freie

direkte Summanden F" von D mit D:F1&a...&aFn$Dn fir ein ge-

eignetes Komplement D" und x1,..,xneF1e...$Fn . Es ist dann
F= 8 F" ein reines Unterdiagramm von D , so daB der Quotient
nelN

D/F als flaches Diagramm insbesondere ein Monodiagramm ist.

Wegen (D/F)_ =0 muB D= F gelten.

In der Theorie abelscher Gruppen wird Theorem 5.5.9. Ublicher-
weise mit Korollar 5.5.4. und Pontryagins. Kriterium 4.1.19. be-
wiesen, das uns aber nur fir nach unten gefilterte Mengen zur Ver-
fligung steht. Fir den Spezialfall einer linear und lokal artinsch
.geordneten Menge L ergibt sich noch das folgende Projektivitats-

Kriterium.

5.5.10. KOROLLAR: Jedes Monodiagramm P: L + K-Med von ab-

zdhlbarem Rang mit 0N Pj =0 fiur alle iel ist f‘rei. ==
J=i
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