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Kurzfassung

Die Betriebslast eines lasttragenden Systems ist eine wesentliche dimensionierende Größe und beein-

flusst maßgeblich dessen Lebensdauer. Tatsächliche produktindividuelle Betriebslasten sind aber meist

nur unvollständig bekannt und werden pauschal und stellvertretend für ähnliche Produktgruppen abge-

schätzt. Ein Lastmonitoring-System ermöglicht die Ermittlung aktueller, produktindividueller Belastungs-

und Verformungszustände in der Nutzung eines lasttragenden Systems. Es besteht in der Regel aus sen-

sorischen Elementen, einem mathematischen Modell zur Abbildung der relevanten Systemeigenschaften

und einer geeigneten Informationsverarbeitung. Zum Lastmonitoring wird in dieser Arbeit ein dem Stand

der Technik entsprechender Zustandsbeobachter für unbekannte Eingangsgrößen verwendet. Zur Lösung

unterbestimmter Problemstellungen des Lastmonitorings wird ein neuer Weg auf Basis eines Projektions-

ansatzes vorgestellt. Er beruht auf der Annahme, dass oftmals tatsächlich nur wenige Ursachen zu den

beobachteten Wirkungen führen. Der Ansatz wird in zwei praxisrelevanten Beispielen zur a) Ermittlung

von Lastort und zur b) Ermittlung von veränderlichen Systemeigenschaften bei unbekannten Belastun-

gen in der numerischen und experimentellen Simulation validiert.

Unsicherheit, die in den Prozessen des Lastmonitorings auftreten kann, führt zu Abweichungen zwi-

schen der tatsächlichen und der durch das Lastmonitoring ermittelten Belastung. Diese Unsicherheit

wird mit der in dieser Arbeit entwickelten Methodik beherrscht. Die Methodik beruht auf der Anwen-

dung bekannter und erweiterter Methoden zum Lastmonitoring und zur Beschreibung, Bewertung und

Beeinflussung von Unsicherheit. Der Beitrag der einzelnen, in dieser Arbeit vorgestellten Methoden zur

Beherrschung von Unsicherheit wird qualitativ und quantitativ in zahlreichen analytischen, numerischen

und experimentellen Untersuchungen bewertet und miteinander verglichen. Zur qualitativen Bewer-

tung dient ein Unsicherheitsmodell, in welchem die Unsicherheit in der Ermittlung der Belastung nach

dem Grad an verfügbaren Informationen eingeordnet werden kann. Zur quantitativen Bewertung dient

die relative effektive Abweichung zwischen der direkt gemessenen und der durch das Lastmonitoring

ermittelten Belastung. Der größte Anteil der Unsicherheit in der ermittelten Belastung resultiert aus

unvermeidbarer Modellunsicherheit durch die vereinfachende Abbildung des realen lasttragenden Sys-

tems im mathematischen Modell. Diese Modellunsicherheit wird mit einem Fehlerübertragungsmodell

zur Beschreibung von systematischen und stochastischen Abweichungen statistisch bewertet. Den we-

sentlichen quantitativen Beitrag zur Reduktion von Unsicherheit leistet die unsicherheitsminimierende

Positionierung von Sensoren.

Die Funktionstauglichkeit des Lastmonitoring-Systems wird in numerischen Simulationen und experi-

mentellen Untersuchungen an einem axial und lateral belasteten Balken und einer Platte aufgezeigt. In

der experimentellen Untersuchung wird für ein breitbandiges Belastungsspektrum eine relative effektive

Abweichung zwischen gemessener und ermittelter Belastung im Bereich von 4% bis 12% erreicht.

Die vorliegende Arbeit liefert einen Beitrag zur Reduktion von Unsicherheit in der Nutzung lasttra-

gender Systeme, indem Methoden zur Ermittlung produktindividueller Betriebslasten entwickelt und

zur Anwendung bereitgestellt werden. Die dabei potentiell auftretende Unsicherheit kann durch die

Methodik erstmals ganzheitlich und anwendungsorientiert beherrscht werden.
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Abstract

A fundamental characteristic for the lifetime of load-carrying structures is the operating load. Real opera-

ting loads for an individual structure are mostly only partly available from rough estimations for similar

structures. A load-monitoring system provides the identification of current load and deformation states

during the usage of load-carrying structures. Normally, it consists of sensors, a mathematical model to

represent the relevant systems properties and a suitable information processing algorithm. In this work,

an observer-based estimation algorithm for unknown input is used to identify the current loads and

deformation states. A new projection approach is presented to solve socalled underdetermined inverse

problems. This approach is based on the assumption that often only a few causes result to the observed

effects. The approach is used in numerical and experimental simulations for two practical examples in

order to a) identify the location of a load and b) identify changing system properties without knowing

loads.

Uncertainty that may occur within the processes of load monitoring could potentially lead to a devia-

tion between the real loads and those that are identified by the load-monitoring. This uncertainty will be

controlled by the methodology developed within this work. The methodology is based on the usage of

known and refined methods to describe, evaluate and eventually control uncertainty. The contribution

of each method shown in this work is rated and compared qualitatively and quantitatively in numerous

analytical, numerical and experimental investigations. For a qualitative rating, an uncertainty model is

used to classify uncertainty based on the level of available information. The root mean squared error

of the deviation between directly measured loads and loads that are estimated by the load-monitoring

is used for quantitative rating. On the one hand, the highest amount of uncertainty results from the

unavoidable model uncertainty due to the simplified and idealized representation of the real structure

in a mathematical model. This model uncertainty is statistically described by using a model error mo-

del. On the other hand, the choice of sensor position has the highest amount to reduce uncertainty in a

load-monitoring system.

The functional efficiency of the proposed load-monitoring system is proven by numerical and experi-

mental simulations using the example of an axially and laterally loaded beam structure and a plate. For a

broadband excitation in experimental simulations, a relative root mean squared error between measured

and identified load between 4% and 12% occurs.

The present work is a contribution to reduce uncertainty in the usage of load-carrying structures by

providing methods to identify individual operation loads. Thereby, uncertainty that may occur during

the processes of load-monitoring can be controlled in a holistic and integrated manner for the first time.
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Symbolverzeichnis

Lateinische Buchstaben

Symbol Einheit Beschreibung

A mehrere Systemmatrix des Zustandraummodells

A m2 Querschnittsfläche

AFIM mehrere Fisher-Informationsmatrix

B mehrere Steuermatrix des Zustandraummodells

b m Balkenbreite

C mehrere Messmatrix des Zustandraummodells

cF - Anteil der gemonitorten Signalleistung der Last

cr Nm/rad Rotationsfedersteifigkeit

cu - Vielfaches eines unsicheren Parameters

D mehrere Durchgangsmatrix des Zustandraummodells

EEI - Effective-Independence-Vorhersagematrix

er,base - Basisfehler zur Ermittlung von Systemeigenschaftsänderungen

E N/m2 Elastizitätsmodul

ET Ns diskrete Fouriertransformierte des Fehlers der ermittelten Belastung

eloc - Ortsschätzfehler der ermittelten Lastorte

ep mehrere Projektionsfehler für angenommenen Belastungsort

er - relatives Fehlermaß zur Ermittlung von Systemeigenschaftsänderungen

F N Lastvektor

Fg
e N modale ermittelte Belastung

Fg N modaler Lastvektor

F v N Pseudo-Lastvektor

F N Einzellast

Fe N ermittelte Belastung

Feff N Effektivwert einer Last

Fm N gemessene Belastung

FT Ns diskrete Fouriertransformierte der gemessenen Belastung

fc Hz Filtereckfrequenz

fn Hz n-te Eigenfrequenz

g mehrere Gewichtsfunktion bzw. Impulsantwort, kontinuierlich oder diskret
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Symbol Einheit Beschreibung

H - mathematisches Modell, allgemein

Herr - Fehlermodell

Hnp mehrere nichtparametrische Übertragungsfunktion, Frequenzgang

h m Balkenhöhe

I m4 Flächenträgheitsmoment

iobs - Beobachtbarkeitsindex

KP N/m bzw. Nm Steifigkeitsmatrix (trans. bzw. rot.)

KP 1/m bzw. m Steifigkeitseinflussmatrix durch Axiallast P (trans. bzw. rot.)

K ? N/m bzw. Nm Steifigkeitsmatrix unter Einfluss der Axiallast P (trans. bzw. rot.)

k - diskreter Zeitpunkt

LF - Selektionsmatrix für Lastorte

Ls - Selektionsmatrix für Messstellen

l m Balkenlänge

M kg bzw. kgm2 Massenmatrix (trans. bzw. rot.)

mr N/rad Rotationsfedermasse

ms,b kg Sensormasse der Beschleunigungssensoren

n - normalverteilter Einheitszufallsvektor

N - Anzahl an Freiheitsgraden des FE-Modells

NF - Anzahl an Lasten

Nk - Anzahl an Knoten des FE-Modells

Nr - Anzahl an berücksichtigen Moden im reduzierten Modell

Ns - Anzahl an Messstellen

Nv - Anzahl an berücksichtigten Zeitschritten im Impulsantwort-Modell

p mehrere o. m Parametervektor des mathematischen Modells oder modaler Auslen-

kungsvektor

Pg
F N2 Kovarianzmatrix der ermittelten modalen Belastungen

p0 mehrere Parametervektor des Nominalmodells

P N Axiallast

p(x) mehrere Häufigkeitsverteilung einer Produkteigenschaft x

Pcr,n N n-te kritische Knicklast

q m bzw. m/s modaler Zustandsvektor

q0 m bzw. m/s modale Anfangsbedingungen

r m bzw. rad Auslenkungsvektor an Knoten (trans. bzw. rot.)

r 0 m bzw. rad Anfangsbedingungen (trans. bzw. rot.)
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Se 1/kg Sensitivitätsmatrix des Fehlers gegenüber Systemeigenschaftsänderung

T mehrere Toeplitz-Matrix des Impulsantwort-Modells

q N/m2 Flächenlast

SFF N2s Leistungsdichtespektrum der Last F

See,a N2s analytisches Leistungsdichtespektrum des Fehlers ∆F

See N2s Leistungsdichtespektrum des Fehlers ∆F der ermittelten Belastung

s - Laplace-Variable

t s Zeit

tK s zeitliche Länge eines Signalabschnitts

ts s Simulationsdauer

Ueff - relativer effektiver Fehler der ermittelten Belastung, skalares Unsicher-

heitsmaß

v - diskrete Zeitschritte des Impulsantwort-Modells

w m Auslenkung des Balkens

x
k

i - Ganzzahlige Laufvariable des i-ter Knoten des Balken-FE-Modells

x∆m m Ort einer Masseänderung

xF m Lastort einer Laterallast

xs m Messstelle

y mehrere Messvektor, allgemein

y mehrere Messsignal, allgemein

YT mehrere Diskrete Fouriertransformierte des Messsignals y

Griechische Buchstaben

Symbol Einheit Beschreibung

Γ mehrere erweiterte Beobachtermatrix

ε - Dehnung

εax - axiale Dehnung des Balkens

H mehrere Hankel-Matrix des Impulsantwort-Modells

θn 1/s modaler Dämpfungsgrad

Θ 1/s modale Dämpfungsmatrix

I - Einheitsmatrix

κ - Konditionszahl
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Λ 1/s2 Eigenwertmatrix

λn 1/s2 n-ter Eigenwert

µ mehrere Mittelwert

ξn - n-ter modaler Dämpfungsgrad

ρ kg/m3 Dichte

σ mehrere Standardabweichung

Φ - Modalmatrix

Φε - Dehnungsmodalmatrix

φ - Eigenvektor, trans. bzw. rot.

ϕ rad Verdrehung

ωn rad/s n-te Eigenkreisfrequenz

ωn,0 rad/s n-te Eigenkreisfrequenz des Systems mit P = 0

Ω rad/s Kreisfrequenz

Indices

a Beschleunigung

c kontinuierlich

d diskret
e element

m modal

r reduziert

∆ Abweichung in einer Variablen
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Glossar und Abkürzungen

Das Glossar definiert die in dieser Arbeit regelmäßig verwendeten Begriffe für diese Arbeit.

Aleatorische Unsicherheit beschreibt Abweichungen oder Streuungen, die der betrachteten Eigenschaft

oder dem betrachteten System eigen sind. Sie lässt sich nicht durch Informationsgewinnung reduzieren,

kann aber z. B. durch Verteilungsfunktionen beschrieben werden.

Das Belastungsspektrum einer zeitvarianten einzelnen Belastung beschreibt die spektrale Leistungs-

dichte eines deterministischen oder stochastischen Belastungssignals.

Ein (Zustands-)Beobachter, z.B. der Luenberger-Beobachter, dient zur indirekten Bestimmung von Sys-

temzuständen oder MessgröSSen durch Abbildung des realen Systemverhaltens in einem mathemati-

schen Modell und Rückführung von Messsignalen zur Anpassung des (aktuellen) Systemzustandes.

Erfolgt die Rückführung der Messsignale unter Berücksichtigung statistischer Eigenschaften der Stör-

gröSSen, spricht man von einem (Zustands-)Schätzer oder Filter, z.B. dem Kalman-Filter.

Epistemische Unsicherheit beschreibt einen potentiellen Informationsmangel in der Modellierung eines

System. Sie lässt sich durch Informationsgewinnung reduzieren.

Die ermittelte Belastung ist der Wert oder zeitliche Verlauf einer Belastung, welcher durch das Lastmo-

nitoring ermittelt wurde. In der Literatur wird auch oft von geschätzter Belastung (engl.: estimated load,

ein Begriff aus der Regelungstechnik, speziell der Schätztheorie, siehe z. B. [99]) gesprochen.

Ein Lastmonitoring-System ist eine Technologie zur Ermittlung von Belastungen bestehend aus senso-

rischen Elementen, einer Informationsverarbeitung und einem mathematischen Modell.

Eine Maßnahme dient zur Veränderung einer Situation. Bei der Beherrschung von Unsicherheit soll

durch Anwendung von geeigneten Maßnahmen Unsicherheit reduziert werden.

Eine Methodik beschreibt eine Sammlung von Methoden. Die Beherrschung von Unsicherheit erfolgt

durch Anwendung unterschiedlicher Methoden zur Beschreibung, zur Bewertung und zur Beeinflussung

von Unsicherheit.

Modellunsicherheit beschreibt die Unsicherheit, welche durch eine vereinfachende Abbildung eines

realen Systems durch ein mathematisches Modell entsteht. Sie ist somit in der realen Anwendung mo-

dellbasierter Methoden nicht vermeidbar.

Parameterunsicherheit beschreibt die Unsicherheit in den Parametern des mathematischen Modells. Da

sowohl in der numerischen als auch in der experimentellen Simulation zur Ermittlung von Belastungen

das selbe mathematische Modell verwendet wird, kann Parameterunsicherheit per Definition vollständig

in der numerischen Simulation bewertet werden.

Simulationen werden zur Abbildung eines realen Systemverhaltens werden durchgeführt. Simulationen

können numerisch am Computer oder experimentell an einem Versuchsstand durchgeführt werden. In

dieser Arbeit wird dann von numerischen oder experimentellen Simulationen gesprochen.
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Stochastische Unsicherheit liegt vor, wenn die Wirkung einer unsicheren Eigenschaft durch ihre Wahr-

scheinlichkeit ausreichend oder vollständig quantifiziert wurde.

Ungewissheit liegt vor, wenn die Wirkung einer unsicheren Eigenschaft bekannt, deren Wahrscheinlich-

keit aber nur teilweise quantifiziert wurde.

Unsicherheit tritt auf, wenn Prozesseigenschaften nicht oder nicht vollständig determiniert werden kön-

nen.

Unwissen liegt vor, wenn die Wirkung einer unsicheren Eigenschaft unbekannt oder nur vermutet wird.

Abkürzungen

DMS: Dehnungsmesssensoren

ERA: Eigenvalue Realization Algorithm – Ein Algorithmus zur Systemidentifikation

FHG: Freiheitsgrade

SFB: Sonderforschungsbereich
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1 Einleitung und Motivation

Die Betriebslast eines lasttragenden Systems ist eine wesentliche dimensionierende Größe und beein-

flusst maßgeblich seine Lebensdauer [63]. Unterschiedliches Nutzungsverhalten sowie Missbrauchslas-

ten, aber auch Schwingungs- und Stabilitätseigenschaften der Struktur beeinflussen die Beanspruchung

des lasttragenden Systems. Die tatsächlichen individuellen Beanspruchungen eines einzelnen lasttragen-

den Systems sind aber meist nur unvollständig bekannt und werden oftmals pauschal und stellvertretend

für ähnliche Produktgruppen abgeschätzt. Der daraus resultierenden Unsicherheit in der abzuschätzen-

den Lebensdauer wird in der Produktentwicklung oftmals durch Verwendung von Sicherheitsbeiwerten

begegnet.

Ein Monitoring lasttragender Systeme ermöglicht die Überwachung im Betrieb durch Ermittlung ak-

tueller Belastungs- und Beanspruchungszustände und potentieller Schadenszustände. Es besteht in der

Regel aus sensorischen Elementen, einem mathematischen Modell zur Abbildung der relevanten System-

eigenschaften und einer geeigneten Informationsverarbeitung [25]. Ein solches Monitoring-System bie-

tet eine Vielzahl potentieller Anwendungsmöglichkeiten. Belastungen und Beanspruchungen des lasttra-

genden Systems können ermittelt und vorausgesagt werden, Schadenszustände bzw. die Restlebensdauer

des lasttragenden Produkts können abgeschätzt werden (Load Monitoring, Structural Health Monitoring),

sodass einzelne Bauteile bei Bedarf gewartet oder ausgetauscht (Condition-Based Maintenance) oder nach

ihrer Nutzungsphase wiederverwendet werden können. Die Kenntnis des aktuellen Belastungs- und Ver-

formungszustandes des Systems ermöglicht den aktiven Eingriff in die Struktur unter Verwendung von

aktiven Komponenten und geeigneten Regelalgorithmen zur Beeinflussung des Systemverhaltens (z. B.

Active Vibration Control, Active Shape Control, Active Stabilisation). Gespeicherte Belastungskollektive

können zur Auslegung neuer Produktgenerationen verwendet werden (Bestandteil eines Product Lifecycle
Management). Ein Monitoring-System ist also eine Technologie zur Gewinnung zusätzlicher Information

über die tatsächliche Nutzung lasttragender Systeme und trägt somit zur Reduktion von Unsicherheit

bei.

Allerdings herrscht auch bei der Anwendung der Technologie eines Monitoring-Systems selbst Un-

sicherheit. Unsicherheit tritt beispielsweise auf in der Auswahl und Anwendung der benötigten Mess-

technik, der benötigten Algorithmen oder bei der Verwendung mathematischer Modelle zur Abbildung

des realen Systemverhaltens. Messrauschen, veränderliche oder unmodellierte Systemeigenschaften so-

wie äußere Einflüsse können zu Abweichungen zwischen den tatsächlichen und den ermittelten Größen

führen. In aktiven mechatronischen oder adaptronischen Systemen kann Unsicherheit in der Modell-

beschreibung zu einer reduzierten Leistungsfähigkeit oder sogar zum Stabilitätsverlust der geregelten

Struktur führen [19]. Darüber hinaus kann ein Mangel an Verfügbarkeit von geeigneten informations-

verarbeitenden Algorithmen dazu führen, dass Problemstellungen des Monitorings gar nicht oder nur

unzureichend gelöst werden können. All diese Unsicherheiten können zu einer Fehlinterpretation der

zu ermittelnden Größen führen und gefährden somit die sichere Nutzung des lasttragenden Systems

[34, 75, 92, 110]. Dies ist neben ökonomischen Aspekten ein wesentlicher Nachteil für eine indus-

trielle Anwendung von Monitoring-Systemen zur produktindividuellen Ermittlung von Belastung und

1



Schädigung [39, 45, 117]. Sollen heute Belastungen lasttragender Systeme produkttypspezifisch und

mit möglichst geringer Unsicherheit ermittelt werden, werden daher oftmals aufwendige, aber meist

weniger unsichere experimentelle Simulationen an Prototypen durchgeführt [25, 63]. Gelingt es aber,

geeignete und problemorientierte Algorithmen zur Informationsverarbeitung bereit zu stellen und die

darin potentiell auftretende Unsicherheit strukturiert und ganzheitlich zu beschreiben, zu bewerten und

daraus geeignete Maßnahmen zur Reduktion von Unsicherheit abzuleiten, kann Unsicherheit in einem

Monitoring-System beherrscht und so dessen Technologiereife erhöht werden.

Abbildung 1.1 visualisiert den vorgestellten Zielkonflikt zwischen Unsicherheit durch Informations-

mangel und Unsicherheit in der Anwendung einer Technologie in Abhängigkeit des Technologiegrades.

Mit steigendem Technologiegrad sinkt zwar die Unsicherheit z. B. durch zusätzliche Verfügbarkeit von

Information über die produktindividuelle Belastung, vgl. [38, 112]. Unsicherheit, die durch eine zusätz-

liche Komplexität in der Anwendung der Technologie entstehen kann, steigt jedoch an, vgl. [120]. Diese

Unsicherheit soll durch den Beitrag der vorliegenden Arbeit derart verringert werden, dass bei höherem

Technologiegrad eine reduzierte Unsicherheit vorliegt und so Unsicherheit verringert wird.
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Abbildung 1.1: Zielkonflikt zwischen Unsicherheit durch Informationsmangel und Unsicherheit in der An-
wendung einer Technologie. Ähnliche Abbildungen finden sich z. B. in [17].

Prinzipbedingt ist es nicht möglich, Unsicherheit in einem Monitoring-System vollständig zu eliminie-

ren. Nicht vermeidbare Unsicherheit z. B. in Messprozessen oder durch unvollständige Abbildung des

realen Systemverhaltens führen dazu, dass eine durch ein Monitoring-System ermittelte Größe praktisch

niemals vollständig der tatsächlichen Größe entspricht. Dies kann signifikante Auswirkungen auf die Ab-

schätzung der Lebensdauer eines lasttragenden Systems haben, wie im Folgenden am Beispiel von im

Bauteil wirkenden Spannungsamplituden aufgezeigt wird.

Abbildung 1.2 zeigt die relative Auswirkung einer potentiellen Abweichung in der tatsächlichen Span-

nungsamplitude ∆σa von +10% auf die ertragbare Schwingspielzahl ∆Nf anhand einer Wöhlerlinie für

unterschiedliche Steigungen kw. Für niedrige Steigungen der Wöhlerlinie, z. B. kw = 14 für sehr ker-
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barme Strukturen, kann eine um 10% höhere Spannungsamplitude zu einer Reduktion der ertragbaren

Schwingspielzahl und somit der Lebensdauer des betrachteten Systems von 74% führen.
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Abbildung 1.2: Auswirkung von Abweichungen in der Spannungsamplitude auf die ertragbare Schwing-
spielzahl

Diese Darstellung unterstreicht die Bedeutung der Angabe eines Unsicherheitsbereichs der ermittelten

Belastungen für die Lebensdauerabschätzung eines lastragenden Systems, wie es beispielsweise für Mess-

ergebnisse in Form der Angabe einer Messunsicherheit üblich ist. Ein solcher Unsicherheitsbereich ist von

wesentlicher Bedeutung für Lebensdauerabschätzungen in der Produktentwicklung, aber auch für die

Abschätzung der Restlebensdauer des individuellen Systems durch Schadensakkumulationsrechnungen

auf Basis online ermittelter Belastungen.

Die vorliegende Arbeit entstand im Rahmen des von der Deutschen Forschungsgemeinschaft geförder-

ten Sonderforschungsbereiches (SFB) 805 „Beherrschung von Unsicherheit in lasttragenden Systemen

des Maschinenbaus“. Im SFB 805 wurde folgende Arbeitshypothese aufgestellt: Unsicherheit tritt auf,
wenn Prozesseigenschaften nicht oder nicht vollständig determiniert werden können [66]. Diese Arbeits-

hypothese wird in der vorliegenden Arbeit aufgegriffen, um Unsicherheit, die in den Prozessen eines

Monitoring-Systems auftreten kann, strukturiert zu beschreiben, zu bewerten und letztendlich zu be-

herrschen.
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2 Forschungsbedarf und Zielstellung der Arbeit

2.1 Stand der Forschung und Technik

In diesem Abschnitt wird der Stand der Forschung und Technik erörtert. Die für die vorliegende Arbeit

relevanten Themenbereiche sind:

1. Etablierte und moderne Verfahren zur Abschätzung und Ermittlung von Belastungen.

2. Terminologie, Umgang mit und Bewertung von Unsicherheit in technischen Systemen im Allgemei-

nen und Lastmonitoring-Systemen im Speziellen.

Beide Bereiche werden schon lange in wissenschaftlichen Arbeiten thematisiert. Es gibt bewährte Ver-

fahren, die teilweise industriell eingesetzt werden und in diesem Abschnitt auch vorgestellt werden.

Andererseits hat sich eine Fülle unterschiedlicher Forschungszweige zur Behandlung beider Fragestel-

lung ergeben, deren vollständige Darstellung weit über den Rahmen dieser Arbeit hinausgehen würde.

Es wird eine Übersicht über die wesentlichen, für die Themenbereiche der vorliegende Arbeit relevanten

Forschungsergebnisse gegeben, geeignete Verfahren zur Behandlung der Problemstellungen des Last-

monitorings und der Unsicherheit in dieser Arbeit ausgewählt und der existierende Forschungsbedarf

abgeleitet.

2.1.1 Etablierte und moderne Verfahren zur Abschätzung und Ermittlung mechanischer

Belastungen

Ohne ausreichend qualifizierte und quantifizierte Kenntnis der während der Nutzung auf ein lasttragen-

des System wirkenden Belastungen ist eine Vorhersage der Lebensdauer nur sehr eingeschränkt möglich.

Zudem ist die Verlässlichkeit der Kenntnis der Betriebslasten bei der Dimensionierung eines lasttragen-

den Systems von elementarer Bedeutung [63]. Je geringer die Verlässlichkeit, desto höher müssen ggf.

Sicherheitsbeiwerte gewählt werden. Dies wird unter anderem in Normen berücksichtigt, z. B. [8, 10].

Zur qualitativen Einteilung unterschiedlicher Ansätze zur Ermittlung von Belastungs- und Systemzu-

ständen rein nach der Unsicherheit durch potentiell verfügbare Informationen wird das Unsicherheitsmo-

dell des SFB 805 verwendet. Dabei wird Unsicherheit in der Kenntnis der Belastungen, hier am Beispiel

einer Last F , nach dem Grad der verfügbaren, vertrauensvollen Informationen in die drei Kategorien

Unwissen, Ungewissheit und Stochastische Unsicherheit unterteilt. Für jede Kategorie sind je nach Ver-

fügbarkeit die Häufigkeitsverteilungen p(F) der Last F angedeutet. Die Kategoriegrenzen werden als

fließend angenommen [38]. Abbildung 2.1 auf der folgenden Seite zeigt diese Einteilung.

Wenn keine Information über die Belastung verfügbar ist, liegt Unwissen vor, Fall 1. Wenn nur vage

Informationen in Grenzen, als Nominalwerte oder Maximalwerte von Belastungen aus der Literatur oder

Normen vorliegen, herrscht Ungewissheit, Fall 2. Standardisierte Lastkollektive bieten Informationen

über die Häufigkeitsverteilung p(F) von Belastungen. Amplitude und Gesamthäufigkeit müssen jedoch
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Abbildung 2.1: Einteilung unterschiedlicher Ansätze zur Gewinnung von Information über die Belastung
lasttragender Systeme nach dem SFB 805-Unsicherheitsmodell

zusätzlich produktspezifisch abgeschätzt werden. Es liegt Ungewissheit vor, Fall 3. Durch Messungen an

Prototypen sind Häufigkeitsverteilungen p(F) exemplarisch, aber nicht produktindividuell bekannt. Es

liegt Stochastische Unsicherheit vor, Fall 4. Durch eine Online-Erfassung der Belastungen individuell am

Bauteil durch ein Lastmonitoring ist die Häufigkeitsverteilung p(F) für jede Last F bekannt, Fall 5.

Diese Einteilung entspricht qualitativ dem Graphen der Unsicherheit durch Informationsmangel über

dem Technologiegrad in Abbildung 1.1 und zeigt die Verwendbarkeit des Unsicherheitsmodells des

SFB 805 zur Einteilung von Unsicherheit durch unterschiedlichen Ansätzen zur Ermittlung von Belas-

tungen. Im Folgenden werden die einzelnen Ansätze näher diskutiert.

Fall 1: Unwissen

Sind die Belastungen eines lasttragenden Systems vollständig unbekannt, liegt Unwissen vor. Letzt-

endlich kann hinsichtlich der Funktionstauglichkeit des betrachteten Systems nur die Aussage getroffen

werden, dass das Bauteil bis zum aktuellen Zeitpunkt den auftretenden Belastungen Stand gehalten hat

oder zu einem bestimmten Zeitpunkt an einer bestimmten Stelle versagt hat.

Fall 2: Abschätzung

Belastungen, insbesondere Maximalbelastungen, können beispielsweise durch plausible Annahmen

über die Masse und die maximal auftretenden Beschleunigungen eines Systems, durch Normen oder

durch einfache Berechnungen und Simulationen abgeschätzt werden. So werden sicherheitsrelevante

Bauteile wie beispielsweise knickgefährdete Kolbenstangen in hydraulischen oder pneumatischen Ak-

toren oder Dämpfern oft nur auf maximal auftretende Axiallasten ausgelegt [4]. Diese können durch

Plausibilitätsbetrachtungen oder den maximal auftretenden Druck und der Kolbenfläche abgeschätzt

werden [15]. Ungenügend bekannte Belastungen und potenzielles, plötzliches Knickversagen bei Über-

belastung führen dazu, dass für knickgefährdete Strukturen hinsichtlich Knickversagen Sicherheitsbei-

werte von bis zu 10 vorgesehen werden [56]. Zur Bemessung von Tragwerken finden sich Normen,

beispielsweise die DIN 1055: Einwirkung auf Tragwerke [10], oder die DIN 15018 Krane: Grundsätze
für Stahltragwerke, Berechnung [7]. In diesen Normen werden Abschätzungen zu Maximalbelastungen

durch plausible Annahmen über die Masse und die auftretenden Beschleunigung des Systems durch-
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geführt. Bei kinetischen Beanspruchungen findet man anzunehmende dynamische Lastfaktoren, sodass

sich die Nennlast aus der Multiplikation der Eigenlast mit dem dynamischen Lastfaktor unter Berücksich-

tigung eines Sicherheitsbeiwertes ergibt [6, 7, 8]. Sonderlastfälle beispielsweise durch Anprall werden

in Normen oft durch einfache kinetische Betrachtungen berechnet [9]. Auch die kinetischen Belastun-

gen eines Flugzeugfahrwerkes werden zur Dimensionierung oftmals auf Basis der statischen Lasten und

den zu erwartenden auftretenden Beschleunigungen abgeschätzt. Sie müssen dann am realen Flugzeug

durch einen Falltest experimentell an einer Kraftmessplattform validiert werden [1]. Die Abschätzung

einer zuverlässigen Nutzungsdauer durch Betriebsfestigkeitskonzepte sind nicht möglich.

Fall 3: Standardisierte Lastkollektive

Für komplexe, sicherheitsrelevante Leichtbaustrukturen werden zur numerischen oder experimen-

tellen Abschätzung der Betriebsfestigkeit Betriebslasten und deren Auftretenshäufigkeit oftmals aus

standardisierten Lastkollektiven abgeleitet [63, 71]. Standardisierte Lastkollektive wie beispielswei-

se TWIST [128] und FALSTAFF [102] zur Annahme über Biegemomente im Flügelwurzelbereich von

Flugzeugen oder CARLOS [127] für Komponenten im Automobilbereich sind ein wichtiges Werkzeug

in industriellen Problemstellungen der Produktauslegung lasttragender Systeme. Teilweise werden fir-

menintern eigene Lastkollektive für unterschiedliche Belastungsszenarien erstellt, z. B. [136]. Sie kom-

men zur Anwendung, wenn nicht die Möglichkeit besteht, Betriebslasten an interessierenden Bauteilen

individuell und anwendungsspezifisch zu ermitteln. Standardisierte Lastkollekive werden oft in expe-

rimentellen Untersuchungen ermittelt und stehen dann stellvertretend für eine gesamte Produktguppe.

Produktgruppenspezifische standardisierte Lastkollektive müssen bei der Verwendung zum Nachweis der

Betriebsfestigkeit auf die produktspezifischen Einsatzbedingungen skaliert werden, beispielsweise indem

Kollektivhöchstwerte und Gesamthäufigkeit der auftretenden Belastungen an die jeweiligen Anforderun-

gen angepasst werden oder indem mehrere einsatzspezifische Lastkollekive überlagert werden [63].

Diese notwendigen Informationen können natürlich für sich unsicherheitsbehaftet sein.

Fall 4: Messung an Prototypen

Oftmals liegen nur sehr begrenzte Informationen über voraussichtliche Betriebsbelastungen eines Pro-

dukts vor, beispielsweise weil die Maximalbelastung oder die Lastkollektivform nicht bekannt ist oder

das Produkt auf einen besonderen Einsatzzweck ausgelegt werden soll. Soll das betrachtete Produkt

dennoch mit geringen Sicherheitsfaktoren ausgelegt werden, müssen die Betriebslasten individuell und

für einen bestimmten Einsatzzweck durch Messungen an einem oder mehreren Prototypen ermittelt

werden. Die möglichen Vorgehensweisen zur Ermittlung von Belastungen sind vielfältig. Eine einfache

Methode zur Ermittlung von Schnittkräften ist die Verwendung von Kraftmessdosen oder Kraftmessplatt-

formen. Im Fahrzeugbereich kommen Kraftmessräder zum Einsatz. Oftmals werden die Prototypen mit

einer Vielzahl von Sensoren ausgestattet und für einige Lastfälle ein mathematisches Modell für den

meist statisch angenommenen Zusammenhang zwischen den Belastungen und den Sensorsignalen auf-

gestellt und durch ein experimentelles Vorgehen kalibriert, z. B. [25, 54, 147]. Als Sensoren werden

heute häufig Dehnmessstreifen eingesetzt [24, 25]. Produktspezifische, durch Messungen an Prototypen

ermittelte Lastkollektive liefern detaillierte Informationen über die Höhe und Häufigkeitsverteilung von

Belastungen eines bestimmten lasttragenden Systems. Allerdings ist es nicht üblich, Belastungen über

die gesamte Produktlebensdauer zu ermitteln. Belastungen werden üblicherweise auf die vorgesehene
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Lebensdauer des Produkts extrapoliert. Auch können Lastkollektive einzelner Produkte durch unter-

schiedlich intensive Nutzung schwanken. Die Unsicherheit in der Kenntnis der Belastung liegt zwischen

Ungewissheit und Stochastischer Unsicherheit.

Fall 5: Lastmonitoring

Ein Lastmonitoring, wie es in dieser Arbeit vorgestellt wird, ermöglicht idealerweise die produktin-

dividuelle, kontinuierliche Ermittlung der tatsächlich in der Nutzung auftretenden Belastung und Be-

anspruchung. Verfahren, die auf der Invertierung einer dynamischen Nachgiebigkeitsmatrix beruhen,

z. B. [86, 98, 139, 143], eignen sich nicht zum echtzeitfähigen Lastmonitoring, da die benötigten Be-

rechnungen im Frequenzbereich erfolgen. Verfahren, die auf einer iterativen Lösung der direkten Pro-

blemstellung auf Basis nichtlinearer Optimierung durch Verfahren konjugierter Gradienten oder auf Basis

der dynamischen Programmierung beruhen, z. B. [11, 76], sind numerisch sehr aufwendig und eignen

sich nur bedingt für ein echtzeitfähiges Lastmonitoring.

Moderne, modellbasierte Verfahren zum echtzeitfähigen Lastmonitoring nutzen im Wesentlichen zwei

Ansätze, um aus gemessenen Systemantworten, z. B. weg-, geschwindigkeits- oder beschleunigungspro-

portionale Messsignale, auf die zu ermittelnde Belastung zurück zu schließen:

(a) Modellinversion von Impulsantwort-Modellen und

(b) Zustandsbeobachter für unbekannte Eingangsgrößen.

Einige existierende Techniken dieser beiden Ansätze werden im Folgenden vorgestellt.

(a) Modellinversion von Impulsantwort-Modellen

Impulsantwort-Modelle bilden das Eingangs-Ausgangs-Verhalten eines Systems durch seine Impulsant-

wort ab [84]. Sie benötigen kein detailliertes Wissen über die inneren Zustände und Eigenschaften des

Modells, beispielsweise die modalen Eigenschaften. Allgemein lässt sich durch eine Modellinversion mit

geringem numerischem Aufwand aus einem Sensorsignal unabhängig von der Modellordnung eine Be-

lastung ermitteln [134]. Dies ist bei Verfahren basierend auf einer Zustandsraumdarstellung aufgrund

der Voraussetzung der Beobachtbarkeit der Moden nicht ohne weiteres möglich [101]. Die Funktions-

tauglichkeit solcher Verfahren wurde in numerischen Simulationen für Plattenstrukturen und Tragwer-

ke nachgewiesen [107, 141]. Allerdings liegt bei der Invertierung der Matrizen eines Impulsantwort-

Modells meistens ein schlecht gestelltes Inverses Problem vor. Ein schlecht gestelltes Inverses Problem

äußert sich beispielsweise dadurch, dass kleine Abweichungen in den Messsignalen große Abweichun-

gen in den ermittelten Belastungen bewirken. Ein Maß für die Empfindlichkeit gegenüber Störungen

in Messsignalen ist die numerische Kondition des Problems. Deshalb wird die numerische Kondition

oftmals durch ein Regularisierungsverfahren verbessert, z. B. [107, 141, 137]. Die Anwendung von Re-

gularisierungsverfahren ist meist numerisch rechenaufwändig. Zudem wird durch das Regularisierungs-

verfahren gleichzeitig ein Modellfehler eingebracht, sodass ein Zielkonflikt zwischen einer akkuraten

Modellbeschreibung und einer geringen Sensitivität gegenüber Abweichungen in den Messsignalen be-

steht [82]. Darüber hinaus können innere Systemzustände wie beispielsweise modale Auslenkungen als

transformierte Größe nicht ohne weiteres ermittelt werden. Diese können aber bei Bedarf zur Regelung

verwendet werden. Die Modellinversion von Impulsantwort-Modellen kann als deterministisches Verfah-
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ren interpretiert werden. Zustandsbeobachter ermöglichen hingegen die Berücksichtigung stochastischer

Störeinflüsse. Diese werden im Folgenden vorgestellt.

(b) Zustandsbeobachter für unbekannte Eingangsgrößen

Zustandsbeobachter für unbekannte Eingangsgrößen ermöglichen es, sowohl innere Zustände als auch

Belastungen zu ermitteln. Somit sind diese auch für Regelungsaufgaben z. B. unter Verwendung von

Zustandsreglern geeignet. Darüber hinaus ermöglicht die Anwendung der Schätztheorie eine optimale

Berücksichtigung stochastischer Störeinflüsse wie beispielsweise Mess- oder Systemrauschen. Bekann-

tester Vertreter solcher Zustandsbeobachter ist sicherlich das Kalman-Filter. Für diesen müssen aber die

Eingangsgrößen üblicherweise bekannt sein oder zumindest als Störgrößen angenommen werden. Sie

sind nicht geeignet zur Ermittlung unbekannter Eingangsgrößen wie z. B. mechanische Belastungen. In

den letzten Jahren gab es umfangreiche Forschungsarbeiten zu Zustandsbeobachtern für unbekannte

Eingangsgrößen (Unknown Input Observer). Mit diesen Verfahren ist ein echtzeitfähiges Lastmonitoring,

wie es in dieser Arbeit vorgesehen ist, möglich.

Das klassische Kalman-Filter lässt sich mit einem rekursiven Least-Square-Filter zur Rekonstruktion

der Belastungen kombinieren, um gleichzeitig innere Systemzustände als auch Belastungen zu ermit-

teln [30, 105]. Das rekursive Least-Square-Filter kann aber eine Zeitverzögerung in den Zustandsbe-

obachter bringen. Zudem ist durch die Verknüpfung beider Filter mit völlig unterschiedlichen Funkti-

onsweisen eine analytische Betrachtung der Eigenschaften nur schwer möglich, wodurch aus Sicht des

Autors weder eine optimale analytische Auslegung noch der analytische Nachweis der Stabilität und

Leistungsfähigkeit (Performance) möglich ist.

Gleitzustandsbeobachter (Sliding Mode Observer) basieren auf einfachen, binären Regelgesetzen, um

den Schätzfehler der zu ermittelten Zustandsgrößen zu minimieren. Sie gelten hinsichtlich ihrer Stabili-

tät als besonders robust gegenüber Parameterschwankungen des mathematischen Models [14]. Sliding

Mode Observer können auch als Unknown Input Observer aufgebaut werden [77]. Nachteilig wirkt

sich das binäre Umschalten im Bereich des dynamischen Gleichgewichts des Zustandes aus. Dieses äu-

ßert sich durch ein Flattern des identifizierten Zustandes bzw. der ermittelten Belastung. Auch geht

aus den Ausführungen [77] und [28] nicht hervor, wie sich solche Gleitzustandsbeobacher hinsichtlich

unvermeidbarem Messrauschen verhalten. Gerade Messrauschen dürfte sich aber aus Sicht des Autors

bei Gleitzustandsbeobachtern aufgrund der binären Regelgesetze stark auf die ermittelten Belastungen

auswirken.

In dieser Arbeit wird ein Zustandsbeobachter für unbekannte Eingangsgrößen als Algorithmus zur

Ermittlung von Belastungen verwendet, welcher 2007 von GILLIJNS vorgestellt wurde [47, 48, 49]. Für

diesen wurde der analytische Nachweise einer optimalen Ermittlung von aktuellen Zuständen und Ein-

gangsgrößen bei gegebenen statistischen Informationen über Mess- und Systemrauschen im Sinne einer

minimalen Varianz erbracht. GILLIJNS untersuchte in seiner Dissertation [47] als Anwendungsbeispiele

die Ermittlung unbekannter Eingangsgrößen eines Aktuators am Heckruder eines F16 Flugzeuges, wenn

beispielsweise ein Sensor ausgefallen ist, aber auch die Ermittlung unbekannter Randbedingungen bei

der Wärmeleitung an einer Platte. LOURENS greift auf die Arbeiten von GILLIJNS zurück, um mechanische

Belastungen an lasttragenden Systemen zu ermitteln [101, 100].
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Solche Zustandsbeobachter für unbekannte Eingangsgrößen werden in der Praxis erfolgreich zur Er-

mittlung von Belastungen eingesetzt. Beipielsweise nutzen KLINKOV & FRITZEN einen Zustandsbeobachter

zur Ermittlung von Windbelastungen an einer Windenergieanlage [89]. LOURENS ermittelt mechanische

Belastungen in numerischen und experimentellen Simulationen an Balkenstrukturen [101], aber auch

an einer Brücke [100]. Auch im Automobilbereich werden Zustandsbeobachter zur Ermittlung aktu-

eller Systemzustände im Fahrzeug eingesetzt [32, 44]. Dazu wird meist die Mehrkörperdynamik des

Fahrzeugs in einem mathematischen Modell abgebildet. Durch Weg- und Beschleunigungsmessung las-

sen sich betriebsrelevante Größen wie aktuelle Radlasten, aber auch Position und Geschwindigkeit von

Radträger und Aufbau ermitteln. Diese Größen werden dann oftmals zum aktiven Eingriff in den aktu-

ellen Fahrzeugzustand verwendet, beispielsweise zur Fahrdynamikregelung oder zur Beeinflussung von

Radlasten durch semiaktive oder aktive Feder-Dämpfer-Elemente.

Zustandsbeobachter für unbekannte Eingangsgrößen eignen sich auch zur Ermittlung von Belastungen

in nichtlinearen Systemen [14, 59, 60, 106].

Die bisher vorgestellten Verfahren zum Lastmonitoring haben alle gemeinsam, dass das mathemati-

sche Modell zur Abbildung des realen Systems vollständig bekannt sein muss. In der Praxis tritt aber

häufig der Fall auf, dass einige Eigenschaften des mathematischen Modells vorab nicht bekannt oder

während des Betriebes veränderlich sind. Beispielsweise ist nicht immer bekannt, an welchem Ort ei-

ne Belastung an der Struktur angreift. Auch sind in der Praxis oftmals Systemeigenschaften während

des Betriebes veränderlich, beispielsweise durch nicht berücksichtigte oder nicht quantifizierbare Ein-

flüsse, aber auch durch potentielle Schädigung der Struktur. Diese Unsicherheit in der Kenntnis der

tatsächlichen Systemeigenschaften kann zu einer Abweichung zwischen ermittelten und tatsächlichen

Belastungen führen.

Aus diesem Grund werden im Folgenden existierende Verfahren zur Lösung folgender Problemstellun-

gen vorgestellt:

(c) Gleichzeitige Ermittlung von Belastungen und veränderlicher Systemeigenschaften und

(d) Gleichzeitige Ermittlung von Lastort und Lasthöhe.

(c) Gleichzeitige Ermittlung von Belastungen und veränderlichen Systemeigenschaften

Das zur Ermittlung von Belastungen benötigte mathematische Modell zur Abbildung der Systemeigen-

schaften des realen lasttragenden Systems kann beispielsweise vor dem Betrieb durch numerische Mo-

delle oder in experimentellen Simulationen durch Verfahren der Systemidentifikation ermittelt werden.

Systemeigenschaften können aber im Betrieb variieren, beispielsweise durch Schädigung der Struktur

oder vernachlässigten Einflüssen auf das betrachtete System. Oftmals kann aber während des Betriebes

keine definierte Belastung auf die Struktur aufgebracht werden, eine Systemidentifikation im Betrieb ist

somit nicht möglich [152].

Werden Annahmen über die auftretenden Belastungen getroffen, beispielsweise dass diese voraus-

sichtlich einem weißen Rauschen entsprechen, lassen sich klassische Verfahren der Systemidentifikation
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im Zeit- oder Frequenzbereich anwenden [80]. Auch Verfahren beruhend auf dem Extended Kalman Fil-
ter sind so prinzipiell derart erweiterbar, dass sie Systemeigenschaften ohne bekannte Eingangsgrößen

ermitteln können [122]. Allerdings ist die Annahme der Belastung als weißes Rauschen in den meisten

Fällen nicht zutreffend, sodass sich ein abweichendes Belastungsspektrum stark auf das Ergebnis der

Systemidentifikation auswirken dürfte.

Verfahren der Operational Modal Analysis eignen sich, um modale Parameter des betrachteten Sys-

tems bei unbekannten Betrieblasten zu ermitteln. Meist wird versucht, Messdaten über einen längeren

Zeitraum statistisch zu mitteln. So können dann im Zeitbereich auf deterministischer Ebene Impulsant-

worten und auf stochastischer Ebene Kovarianzmatrizen oder im Frequenzbereich Frequenzgänge ge-

wonnen werden können. Durch bekannte Methoden der Modalanyse oder der Singulärwertzerlegung

können dann die modalen Parameter des betrachteten Systems ermittelt werden [114].

Die Random Decrement Methode beruht auf der Annahme, dass die Schwingungsantwort eines Systems

unter breitbandiger Anregung im Mittel einer Impulsantwort entspricht. Überschreitet die gemessene

Schwingungsantwort einen Schwellenwert, werden die Zeitsignale in einem Zeitfenster aufgezeichnet

und bei weiteren Messungen gemittelt. Dies geschieht solange, bis eine qualitativ ausreichend abge-

schätzte Impulsantwort des Systems vorliegt. Aus dieser können durch eine Singulärwertzerlegung die

interessierenden modalen Parameter gewonnen werden [16, 43, 130]. Das Verfahren bietet den Vorteil,

dass bei der Implementierung eines Sensornetzwerkes die Sensorknoten nur Triggersignale untereinan-

der austauschen müssen, womit nur sehr geringe Datenraten zu übertragen sind [43]. Sind dann die

modalen Parameter des Systems bekannt, lässt sich aus diesen über ein mathematisches Modell invers

auf einen potentiellen Schaden zurück schließen [23].

Einige Ansätze beruhen darauf, dass sich Schäden derart verhalten, als wären es zusätzliche Belastun-

gen, die auf das System wirken, sogenannte schadensäquivalente Belastungen oder virtuelle Verformung

(Virtual Distortion Method) [74, 115, 151, 152]. Unterschiedliche Schadensfälle weden dann durch Scha-

densmustern charakterisiert. Durch geeignete Verfahren der Mustererkennung lässt sich dann aus den

ermittelten tatsächlichen und schadensäquivalenten Belastungen der vorliegende Schadensfall abschät-

zen. So erprobten ZHANG et al. 2010 auf Basis der Virtual Distortion Method von HOLNICKI-SZULC [74]

die gleichzeitige Identifikation von Lasten und Schäden an einem Tragwerk in numerischen Simula-

tionen [151]. Zur Ermittlung von Belastungen verwenden sie die Invertierung von Impulsantwort-

Modellen. Am Tragwerk greift eine einzelne Last an. Es werden Dehnungen an 7 Stäben gemessen.

Als Schadensfälle werden zum einen ein reduzierter E-Modul des gesamten Tragwerkes, zum anderen

ein atmender Riss angenommen. Sowohl die Einzellast als auch die Schadensfälle und Schadenshöhe

wurden in numerischen Simulationen echzeitfähig erfolgreich identifiziert. Diese Methode wurde 2012

von ZHANG erweitert auf die Ermittlung von Systemeigenschaftsänderungen durch Masseänderungen

und in numerischen und experimentellen Untersuchungen validiert [152]. Darüber hinaus werden in

der Arbeit zur Reduktion des numerischen Berechnungsaufwandes die Impulsantwort-Funktionen durch

Polynome interpoliert. Bei seinen Untersuchungen geht ZHANG allerdings stets davon aus, dass die Struk-

tur zu Beginn des zeitlichen Betrachtungshorizontes in ihrer Ruhelage ist, was im realen Betrieb selten

der Fall ist.
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Ein wesentlicher Nachteil all dieser Methoden ist, dass ohne zusätzliche Annahmen zur eindeutigen
Lösung der Problemstellung die Anzahl an Messfreiheitsgraden zumindest gleich oder möglichst größer

als die Anzahl potentieller Belastungs- und Schadensorte sein muss, z. B. [23, 58, 95, 101]. Ist diese Be-

dingung nicht erfüllt, liegt ein sogenanntes unterbestimmtes Inverses Problem vor, vgl. Abschnitt 3.2. In

der Praxis kann dies bei unbekanntem Lastort und zahlreichen potentiellen Schadensorten dazu führen,

dass eine sehr hohe Anzahl an Messfreiheitsgraden benötigt wird. Die vorgestellten Methoden sind somit

gegebenenfalls nicht praxistauglich.

(d) Ermittlung von Belastungen bei unbekanntem Lastort

Im Bereich der Lastermittlung bei unbekanntem oder variablem Lastort entstehen ähnliche Heraus-

forderungen. Zur eindeutigen Ermittlung des Lastortes und damit auch der Lasthöhe muss die An-

zahl an Messfreiheitsgraden zumindest gleich oder möglichst größer als die Anzahl potentieller Last-

orte sein [95]. Oftmals werden die Lastorte als bekannt angenommen [101, 108]. Einige im Folgenden

dargestellte Ausnahmen beruhen auf vereinfachenden Annahmen.

Sollen bewegte Lasten wie beispielsweise Fahrzeuge auf einer Brücke ermittelt werden (Moving Load
Identification), ist dies nicht ohne Kenntnis des Fahrzeug- bzw. Lastortes möglich. Oftmals werden des-

halb zusätzliche Annahmen über den zeitlichen Verlauf des Lastortes, beispielsweise durch Geschwindig-

keitsmessung des Fahrzeugs an einem oder mehreren Orten und Extrapolation, getroffen [51, 113, 153].

Eine besondere Herausforderung ist hierbei, dass das Fahrzeug als Subsystem die dynamischen Eigen-

schaften des belasteten Systems, beispielsweise der Brücke, verändert. Die dargestellte Vorgehensweise

löst das Problem eines unbekannten Lastortes aber nur problemspezifisch. Der Ort der Belastung wird

nicht durch das Lastmonitoring selbst, sondern durch zusätzliche Messungen ermittelt. Dies ist aber nicht

immer möglich.

Sollen verteilte Lasten ermittelt werden, z. B. Windlasten an Brücken oder Gebäuden, bietet sich die

Approximation der verteilten Last durch einen Satz orthogonaler Polynome an. Es werden dann statt

den Belastungen an diskreten Freiheitsgraden die Koeffizienten der Polynome ermittelt [53, 154]. Dieses

Verfahren eignet sich aber nicht zur Ermittlung einer oder mehrerer diskreter Belastungen, da eine sehr

hohe Anzahl an Polynomen zur Approximation der diskreten Belastung nötig wären, was wiederum mit

einer hohen Anzahl an benötigten Sensoren einher geht.

Ein neuer Ansatz zur Ermittlung von lokalen Impulslasten bei unbekanntem Lastort wurde 2014 von

GINSBERG et al vorgestellt [50]. Unter der Annahme, dass die meisten Belastungen einer Struktur gleich

null sind, lässt sich das daraus resultierende dünn besetzte lineare Gleichungssystem zur Beschreibung

der Auswirkung der Impulslast auf die Sensorsignale mit einem Regularisierungsansatz unter Berück-

sichtigung der L1-Norm lösen (Stichworte: Compressed Sensing, Sparse Solution), vgl [96]. Die Funk-

tionstauglichkeit des Algorithmus wird in numerischen und experimentellen Simulationen an einem

Balken nachgewiesen. Aus Sicht des Autors dieser Arbeit bietet der Ansatz großes Potential zur Lösung

praxisrelevanter Problemstellungen des Lastmonitorings. Es bleibt jedoch abzuwarten, wie sich dieser

Ansatz für andere Belastungsarten anwenden lässt.
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Neben den aufgeführten Lösungsansätzen zur Ermittlung von Fahrzeuglaste, verteilten Windlasten

oder lokalen Impulslasten lässt sich in der Literatur zumindest kein Forschungsgebiet aufdecken, in dem

das Problem eines unbekannten Lastortes grundlegend behandelt wird.

2.1.2 Terminologie und Methoden der Unsicherheit

In diesem Abschnitt werden Beriffe und Methoden zur Beschreibung, Bewertung und zum Umgang mit

Unsicherheit in technischen Systemen allgemein und in Lastmonitoring-Systemen speziell vorgestellt

und diskutiert.

Der Begriff ’Unsicherheit‘ in den Ingenieurwissenschaften

Bevor in diesem Abschnitt existierende Methoden zur Beschreibung, Bewertung von Unsicherheit und

zum Umgang mit Unsicherheit vorgestellt werden, sollen einige in dieser Arbeit benötigten Definitionen

rund um den Begriff der Unsicherheit vorgestellt werden. In der Literatur wird der Begriff Unsicherheit

nicht einheitlich verwendet. Deshalb werden im Folgenden einige Begriffsdefinitionen aus dem Bereich

der Ingenieurwissenschaften geklärt.

OBERKAMPF et al. unterscheiden in ihrem Bericht von 1999 zwischen Variabilität (variability), Unsi-

cherheit (uncertainty) und Fehler (error) [112].

Variabilität wird von OBERKAMPF als Abweichungen oder Streuung angesehen, die dem betrachteten

physikalischem System oder seiner Umgebung eigen ist. Sie wird auch als Aleatorische Unsicherheit oder

als nicht reduzierbare Unsicherheit bezeichnet [90, 112]. Im Bezug auf ein Lastmonitoring wäre das z. B.

thermisches Messrauschen in den Messsignalen.

Unsicherheit ist nach OBERKAMPF eine potentieller Informationsmangel in allen Phasen der Modellie-

rung, bezieht sich also auf die Verfügbarkeit von Informationen. Sie wird auch als epistemische Unsicher-
heit oder als reduzierbare Unsicherheit bezeichnet [90, 112]. Im Bezug auf ein Lastmonitoring wäre das

z. B. eine nicht vollständig bekannte Sensoreigenschaft.

Ein Fehler ist nach OBERKAMPF definiert als ein erkennbarer Missstand, der nicht durch einen Informa-

tionsmangel entstanden ist. Im Bezug auf ein Lastmonitoring wäre das z. B. der Ausfall eines Sensors.

VANDEPITTE greift diese Begriffe für nichtdeterministische Finite-Element-Berechnungen auf [144].

In dieser Arbeit wird zur Charakterisierung des Begriffes Unsicherheit die Arbeitshypothese des

SFB 805 verwendet. Diese lautet [66]:

Unsicherheit tritt auf, wenn Prozesseigenschaften nicht oder nicht vollständig determiniert wer-
den können.

Unsicherheit tritt also in Prozessen auf und kann sowohl durch Variabilität von Parametern als

auch durch Informationsmangel oder Fehler entstehen. Zur Kategorisierung von Unsicherheit wurde

im SFB 805 ein Unsicherheitsmodell erarbeitet, welches bereits zur Einteilung unterschiedlicher Ansätze

zur Gewinnung von Informationen über Belastungen verwendet wurde, Abbildung 2.1. Es liefert eine
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sinnvolle Einteilung von Unsicherheit über den Grad der verfügbaren und vertrauenswürdigen Informa-

tion über die Wahrscheinlichkeit und Wirkung unsicherer Größen auf einen Prozess. Abbildung 2.2 zeigt

das vollständige Modell nach [38].

Unsicherheit

Wirkung

teilweise  
quantifiziert

ausreichend                     
quantifiziert

Wahrscheinlichkeit

unbekannt/ 
vermutetbekannt

UnwissenUngewissheit
Stochastische 
Unsicherheit

Anstieg verfügbarer, 
gesicherter Information

x

P

x

?
x

PP

z. B. stochastische Daten z. B. Intervalle z. B. Intuition

Abbildung 2.2: Unsicherheitsmodell des SFB 805

Ist die Wirkung einer Unsicherheit unbekannt oder wird nur vermutet, kann keine Aussage über die

Häufigkeitsverteilung p(x) der Produkteigenschaft x eines lasttragenden Systems getroffen werden. Es

herrscht Unwissen. Ist die Wirkung einer Unsicherheit bekannt, deren Häufigkeitsverteilung p(x) aber

nur teiweise quantifiziert, beispielsweise durch Intervalle oder Toleranzen, liegt Ungewissheit vor. Sto-

chastische Unsicherheit liegt dann vor, wenn die Häufigkeitsverteilung p(x) der unsicheren Produktei-

genschaft ausreichend oder vollständig quantifiziert vorliegt, z. B. durch Angabe einer Dichtefunktion

oder statistische Größen wie beispielsweise der Momente der Dichtefunktion. Die Begriffe des Unsi-

cherheitsmodell werden in der vorliegenden Arbeit verwendet, um unsicherheitsbehaftete Größen zu

kategorisieren und je nach Kategorie unterschiedliche Maßnahmen zur Beherrschung der Unsicherheit

zu treffen.

Begriffe der Unsicherheit im modellbasierten Monitoring

Neben der übergeordneten und allgemein kategorisierenden Einteilung von Unsicherheit nach dem Un-

sicherheitsmodell des SFB 805 existieren in der Literatur unterschiedliche Begriffe zur Charakterisierung

von Unsicherheit, die in modellbasierten, informationsverarbeitenden Systemen wie beispielsweise dem

modellbasierten Monitoring auftreten kann. Einige für diese Arbeit relevanten Begriffe werden im Fol-

genden dargestellt.

Die in dieser Arbeit untersuchten Lastmonitoring-Systeme basieren alle auf einem mathematischen

Modell. Ein Modell ist aber per Definiton eine vereinfachende Abbildung der Realität [133], bildet al-

so die Realität nicht vollständig ab. Die daraus resultierende Unsicherheit wird als Modellunsicherheit

bezeichnet [90, 103, 111, 126]. Sie entsteht beispielsweise durch Idealisierungen in der Modellbildung,

diskretisierte Abbildung kontinuierlicher Systeme, Linearisierung potentiell nichtlinearer Systeme oder
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Vernachlässigung relevanter Systemeigenschaften und kann nicht in numerischen Simulationen bewer-

tet werden. Modellunsicherheit wird auch als unstrukturierte Unsicherheit (unstructured uncertainty) be-

zeichnet und kann in experimentellen Simulationen z. B. durch statistische Analysen oder auf Basis der

Bayes-Theorie in Modellfehler-Modellen (model error models) beschrieben werden, siehe nachfolgende

Ausführungen und [19, 27, 57, 119].

Andererseits können auch die Parameter des mathematischen Modells unsicherheitsbehaftet sein.

Dies wird als Parameterunsicherheit (oder parametrische Unsicherheit, parametric uncertainty) be-

zeichnet [57, 90, 119, 142]. Parameterunsicherheit kann beispielsweise entstehen, wenn die Modell-

parameter nicht an die realen Systemeigenschaften angepasst wurden oder durch Änderungen von

Systemeigenschaften im Betrieb, beispielsweise durch Steifigkeitsänderungen in Folge einer mechani-

schen Schädigung. Sie kann durch analytische Berechnungen und numerische Simulationen bewertet

werden, z. B. durch statistische Analyse, Parameterstudien oder Sensitivitätsanalysen [52, 57]. Modellun-

sicherheit und Parameterunsicherheit gemeinsam werden auch als strukturierte Unsicherheit (structured
uncertainty) bezeichnet.

Auswirkung von Unsicherheit, die in dem zum Lastmonitoring benötigten Messprozess zur Gewinnung

von Messsignalen auftreten kann, wird in der DIN 1319-1: Grundlagen der Messtechnik - Teil 1: Grundbe-
griffe in zufällige (Mess-)Abweichung und systematische (Mess-)Abweichung unterteilt [2]. Als zu-

fällige Abweichungen werden die Abweichungen des aktuellen Messwertes von seinem Erwartungswert

bezeichnet [2]. Im Allgemeinen ist der wahre Erwartungswert aber nicht bekannt. Zufällige Abweichun-

gen in Messsignalen zur Schwingungsmessung können durch Messrauschen oder durch Quantisierung

bei der Analog-Digitalwandlung, dem Quantisierungsrauschen, entstehen. Zufällige Abweichungen kön-

nen meist durch Verteilungsfunktionen beschrieben werden, z. B. durch eine Normalverteilung im Falle

des Messrauschens [72] oder durch eine Gleichverteilung im Falle des Quantisierungsrauschens [79].

Als systematische Abweichungen werden die Abweichungen des Erwartungswertes eines Messsignals

von seinem wahren Wert bezeichnet [2]. Diese werden auch als Bias bezeichnet. Systematische Abwei-

chungen können beispielsweise durch Schwankungen der Eigenschaften von Sensoren entstehen. Diese

können im Herstellungsprozess, aber auch im Betrieb beispielsweise durch Ermüdung entstehen und

sind meist nur schwer vorherzusagen [81].

Existierende Methoden zum Umgang mit Unsicherheit

Methoden zur Beschreibung, Bewertung und zum Umgang mit Unsicherheit waren und sind bereits Ge-

genstand zahlreicher Forschungsaktivitäten. Grundsätzlich kann man zwischen qualitativen und quan-

titativen Methoden unterscheiden. Qualitative Methoden haben zum Ziel, anhand einer systematischen

Vorgehensweise auf Basis von Formblättern und festgelegten Prozessdefinitionen Ursachen von Unsicher-

heit und deren Folgen zu ermitteln und zu bewerten. Eine gängige Methode, um potentiell auftretende

Fehler zu bewerten, ist die Fehlermöglichkeits- und Einflussanalyse (FMEA). Eine im SFB 805 entwickelte

Methodik zur Analyse und Beurteilung von Unsicherheit ist die Unsicherheitsmöglichkeits- und Einfluss-
analyse (UMEA) [35, 36]. Sie basiert auf einer Zusammenführung unterschiedlicher qualitativer und

quantitativer Methoden und ermöglicht es, Unsicherheit in unterschiedlichen Phasen der Produktent-

wicklung zu beschreiben und zu bewerten. Die UMEA wurde bereits erfolgreich in der Praxis einge-
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setzt [22]. Die meisten qualitativen Methoden benötigen zur qualitativen Bewertung von Unsicherheit

Expertenwissen.

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich im Wesentlichen mit quantifizierbaren Auswirkungen von Unsi-

cherheit. Die elementar interessierende, quantifizierbare Auswirkung von Unsicherheit in den Prozessen

des Lastmonitorings ist die Abweichung zwischen der tatsächlich am lasttragenden System angreifenden

Belastung und der durch das Lastmonitoring-System ermittelten Belastung. Methoden zur Bewertung

und Quantifizierung der Auswirkung von Unsicherheit in Prozessen werden im Folgenden vorgestellt.

Eine gängige und altbewährte Methode zur Beschreibung und Bewertung der Auswirkung von Unsi-

cherheit ist die Gaußsche Fehlerfortpflanzung, welche in Normen zur Bestimmung von Messunsicherheit

aufgenommen wurde, z. B. im Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement GUM [5] oder

dem deutschen Pendant, der DIN 1319: Grundlagen der Messtechnik [2]. Dazu müssen analytisch oder

numerisch ermittelte Sensitivitäten des vollständig bekannten, mathematischen Modells ermittelt wer-

den. Unsicherheit, die nicht im Rahmen des mathematischen Modells beschrieben werden kann, z. B.

Modellunsicherheit, kann somit nicht ermittelt werden. Auch die Bewertung komplexerer informations-

verarbeitender Systeme ist mit diesem analytischen Ansatz nicht möglich.

Breites Anwendungspotential zu Berechnungen mit unsicheren Variablen bietet der Ansatz der Fuzzy-
Arithmetik basierend auf Fuzzy-Zahlen. Die Grundlagen der Fuzzy-Arithmetik wurden 1965 von ZADEH

entwickelt [150]. Sie ermöglicht den Umgang und die Ableitung von Rechenregeln mit unscharfen

oder vagen Informationen wie beispielsweise verbale Aussagen (’ein bisschen’, ’ziemlich’), Experten-

meinung auf Basis persönlicher Erfahrungen oder aber auch streuenden Parametern. Fuzzy-Arithmetik

wird beispielsweise in der Unsicherheitsanalyse [68], in der stochastischen FE-Methode [67], in der

Zuverlässigkeitsanalyse [138], in der probabilistischen Sicherheitsanalyse [131], aber auch in der Re-

gelungstechnik in Form der Fuzzy-Regelung [12] eingesetzt. Ein wesentlicher Vorteil der Verwendung

von Fuzzy-Zahlen ist, dass in der Modellierung auch mit weichen Faktoren gearbeitet werden kann,

wenn Parameter oder Modellstruktur nicht oder noch nicht vollständig bekannt sind, beispielsweise in

der Produktentwicklung. Auch ist die Ausführung der Fuzzy-Arithmetik numerisch sehr effizent umsetz-

bar [67]. Als schwierig gilt allerdings die sinnvolle Rückführung von Fuzzy-Zahlen in deterministische,

quantifizierbare Größen durch eine Defuzzifizierung [121].

Ebenso verwenden zahlreiche Verfahren die Grundlagen der Bayesschen Statistik, um mit vagen In-

formationen über mögliche Ergeignisse und deren Verknüpfung umzugehen. Die Bayessche Statistik

ermöglicht die Verwendung bedingter Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen. Im Gegensatz zur klassi-

schen Statistik kann, ähnlich zur Fuzzy-Arithmetik, die angenommene Wahrscheinlichkeit den Grad der

persönlichen Überzeugung repräsentieren. Die Bayessche Statistik wird beispielsweise in der probabi-

listischen Modellanpassung [26], der Identifikation nichtlinearer Systeme [149], zur Sensitivitäts- und

Unsicherheitsanalyse [125] oder zur unsicherheitsminimierenden Sensorpositionierung [41] verwendet.

Auch der Kalman-Filter kann aus Sicht der Bayesschen Statistik interpretiert und sogar daraus hergeleitet

werden [99].

Chaos-Polynome (polynomial chaos) approximieren Verteilungsfunktionen streuender Variablen bei-

spielsweise durch einen Satz orthogonaler Polynome. Die Grundlagen dazu wurden 1938 von WIENER

veröffentlicht [148]. Mit relativ einfachen Rechenregeln kann dann die Fortpflanzung der streuuenden
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Variablen in mathematischen Operationen unter Verwendung der Koeffizienten der Chaos-Polynome er-

folgen. Der Ansatz findet z. B. Anwendung in der stochastischen FE-Methode [46, 124], in der Beschrei-

bung und Bewertung unsicherer Prozesse [29], in der probabilistischen Sicherheitsanalyse [21] oder zur

Unsicherheitsbeschreibung in der Modalanalyse [129].

Besondere Bedeutung zur Bewertung von Unsicherheit in technischen Systemen besitzen aufgrund

ihrer vielseitigen Anwendbarkeit sicherlich Methoden der Sensitivitätsanalyse. Die Sensitivitätsanalyse

beschäftigt sich allgemein mit der quantitativen Bewertung von Auswirkungen variierender Eingangsgrö-

ßen eines Systems auf vorab definierte Ausgangs- bzw. Zielgrößen [125]. Es existieren zahlreiche unter-

schiedliche Ansätze wie beispielsweise die varianzbasierte Sensitivitätsanalyse z. B. auf Basis von Monte-

Carlo-Methoden oder die Methoden der statistischen Versuchsplanung (Design of Experiments) [125].

Beide Ansätze wurden in eigenen Arbeiten zur Bewertung von Unsicherheit in Lastmonitoring-Systemen

in numerischen Simulationen eingesetzt [92, 93].

Im Allgemeinen kann zwischen der lokalen und der globalen Sensitivitätsanalyse unterschieden wer-

den. Die lokale Sensitivitätsanalyse betrachtet örtlich begrenzte Sensitivitäten eines Systems bei geringen

Änderungen der Eingangsgrößen. Nichtlineare Zusammenhänge oder Wechselwirkungen werden meist

nicht berücksichtigt. Lokale Verfahren werden beispielsweise in der Strukturmechanik zur Optimierung

eingesetzt, meist in iterativen Optimierungsverfahren [69]. Bei der globalen Sensitivitätsanalyse wird

hingegen versucht, die Zusammenhänge zwischen den Ein- und Ausgangsgrößen eines Systems und de-

ren Wechselwirkung im vollständigen betrachteten Werteraum abzubilden. Sie wird auch zur Bewertung

von Sensitivitäten komplexer Systeme verwendet [64].

Einen wichtigen Beitrag zum Umgang mit Unsicherheit in regelungstechnischen Systemen und somit

auch in einem Zustandsbeobachter zum Lastmonitoring leisten die Methoden der robusten Regelung. Sie

haben zum Ziel, trotz unvermeidbarer Abweichungen zwischen dem realen Verhalten eines geregelten

Systems und dessen Abbildung durch ein mathematisches Modell sowohl die Stabilität als auch die

Leistungsfähigkeit der verwendeten Regelstrategie zu gewährleisten. Im Wesentlichen sind dazu folgende

zwei Schritte notwendig:

(1) Die Ermittlung und Modellierung eines Nominalmodells und einer Unsicherheitsregion zur Be-

schreibung der Systemeigenschaften und deren Streuung innerhalb eines relevanten Frequenzbe-

reichs.

(2) Die Reglerauslegung durch Nachweis der Stabilität und Leistungsfähigkeit eines Sets an Regelpa-

rametern innerhalb der beschriebenen Unsicherheitsregion.

Für die vorliegende Arbeit ist dabei insbesondere Schritt (1) von Interesse. BALAS bietet 1990 in seiner

Dissertation einen Überblick über die Robuste Regelung am Beispiel großformatiger, schwach gedämpfter

Leichtbaustrukturen [19]. Neben der Anwendung von Singulärwert-Methoden zur robusten Auslegung

von Reglereigenschaften beschäftigt sich ein Teil der Arbeit mit der Identifikation sowohl eines Nomi-

nalmodells als auch einer Unsicherheitsregion zur Beschreibung der Systemeigenschaften und deren

Streuung. Er unterscheidet bei den unstrukturieren Unsicherheiten nach additiver und multiplikativer

Unsicherheit. Parameterunsicherheit beschreibt er durch plausible Annahmen oder durch eine experi-

mentelle Ermittlung der Streuungen modaler Parameter des mathematischen Modells. Eine wesentli-

che Erkenntnis seiner Arbeit ist, dass eine akkurate Beschreibung des Systems und dessen Unsicherheit
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für die hohe Leistungsfähigkeit und Robustheit von Regelstrategien zur Schwingungsminderung von

Leichtbaustrukturen essenziell ist. Die Arbeit von BALAS wurde in der Robust Control Toolbox in MATLAB

verstetigt [18].

REINELT & LJUNG greifen das Konzept der robusten Regelung auf und konzentrieren sich in weiteren Ar-

beiten auf die Identifikation von Modellunsicherheit. Die daraus entstandene Methodik der Modellfehler-

Modellierung (model error modelling) basiert auf einer Betrachtung des Residuums zwischen den Mess-

signalen, die durch das Modell beschrieben werden können und denen, die nicht durch das Modell

beschrieben werden. Dieses Residuum wird dann verwendet, um ein parametrisches Modell im Fre-

quenzbereich zu identifizieren, das sogenannte Modellfehler-Modell, welches das Übertragungsverhalten

zwischen den Eingangsgrößen des Systems und dem Residuum beschreiben. Aus diesem Modellfehler-

Modell werden dann Konfidenzintervalle zur Beschreibung einer Unsicherheitsregion abgeleitet und ggf.

in ein parametrisches Modell für weiteren Untersuchungen überführt [119, 118].

Aspekte der Unsicherheitsmodellierung und -bewertung werden auch für Zustandsbeobachtern dis-

kutiert. So weist ELLIS in seinem Buch Observers in Control Systems: A practical guide darauf hin,

dass Zustandsbeobachter ein hohes Potential zur robusten Gewinnung von Informationen haben, ins-

besondere zur Gewinnung von nicht direkt messbaren Größen, sie aber auch zusätzliche Komplexi-

tät in das Produkt bringen und empfindlich gegenüber Änderungen von Systemeigenschaften reagie-

ren können [34]. Diese Aussage unterstreicht die Notwendigkeit einer Unsicherheitsbetrachtung bei

Lastmonitoring-Technologien, insbesondere unter Verwendung von Zustandsbeobachtern für unbekann-

te Eingangsgrößen.

Teilweise wird in Arbeiten zu Lastmonitoring-Systemen der Einfluss von Messrauschen auf die Güte

der ermittelten Belastung untersucht und bei der Auslegung des Systems berücksichtigt. Einige Arbeiten

vergleichen dazu auch unterschiedliche Methoden zur Ermittlung von Belastungen auf ihre Robustheit

gegenüber Messrauschen [137, 139].

HWANG et al nutzen in [78] einen Zustandsbeobachter zur Ermittlung von Belastungen einer Trag-

werkstruktur. Sie diskutieren die Auswirkung von Unsicherheit wie beispielsweise Schwankungen in

Parametern des mathematischen Modells oder Messrauschen, aber auch die Verwendung unterschied-

licher Sensoren, auf die Güte der ermittelten Belastungen. Dazu werden analytische und numerische

Sensitivitätsanalysen durchgeführt. Ein Ergebnis der Arbeit ist, dass sich zur Ermittlung von Belastungen

beschleunigungsproportionale Messsignale besser als weg- oder geschwindigkeitsproportionale Messsi-

gnale eignen. Darüber hinaus werden weder systematische Maßnahmen zur Beherrschung von Unsi-

cherheit noch Unsicherheit, die durch unvollständige Abbildung des realen Systems im mathematischen

Modell entstehen kann, diskutiert.

Nur wenige Arbeiten diskutieren Unsicherheit, die bei der Ermittlung von Belastungen in der expe-

rimentellen Simulation auftreten kann. THIENE et al. untersuchen beispielsweise in numerischen und

experimentellen Simulationen den Einfluss unterschiedlicher Sensorpositionen auf einer Platte auf die

Güte der ermittelten Belastungen [139]. Sie stellen fest, dass die Wahl der Sensorposition einen Einfluss

auf die numerische Kondition des verwendeten Algorithmus zum Lastmonitoring haben. Die in dieser

Arbeit verwendeten Verfahren zur Sensorpositionierung in Abschnitt 6.2 beruhen ebenfalls auf einer

Bewertung der numerischen Kondition.
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Bewertung und Auswahl existierender Methoden zum Umgang mit Unsicherheit

Der Ansatz der Gaußsche Fehlerfortpflanzung wird in Abschnitt 6.5 zur analytischen Bewertung einer

Parameterunsicherheit verwendet.

Die drei Ansätze Fuzzy-Arithmetik, Bayessche Statistik und Chaos-Polynome erscheinen zwar als geeig-

net für eine numerisch effiziente Durchführung von Unsicherheitsbetrachtungen auch in Lastmonitoring-

Systemen. Die Ansätze kommen aber dennoch in dieser Arbeit nicht zur Anwendung, da aus Sicht des

Autors dazu eine vollständige Übertragung deterministischer Modelle und Berechnungsalgorithmen auf

die jeweilige Rechenarithmetik erfolgen muss. Der dafür notwendige Arbeitsaufwand ist nur schwie-

rig abschätzbar, gegebenenfalls ist eine Verwendung der jeweiligen Rechenarithmetik beispielsweise für

Zustandsbeobachter nicht oder nur eingeschränkt möglich. Auch könnte ein Vergleich der Ergebnisse

einer Unsicherheitsbewertung aus numerischen und experimentellen Simulationen schwierig werden.

Darüber hinaus ist eine numerisch effiziente Durchführung von Unsicherheitsbetrachtungen aufgrund

überschaubarer Modellkomplexitäten in dieser Arbeit nicht erforderlich.

Trotz der vielseitigen Anwendbarkeit der Methoden der Sensitivitätsanalyse entsteht bei diesen ein

Nachteil durch die Verwendung skalarer Bewertungsmaße. So wird meist eine detaillierte Diskussion

physikalischer Zusammenhänge und Auswirkungen z. B. von variierenden modalen Parametern des last-

tragenden Systems auf die Systemantwort im Frequenzbereich vollständig ausgeblendet. Dennoch ist

die Sensitivitätsanalyse als wertvolles Werkzeug zur Bewertung von Unsicherheit anzusehen und wird in

dieser Arbeit beispielsweise in Abschnitt 6.5 eingesetzt.

Das Konzept der Modellfehler-Modellierung aus dem Bereich der robusten Regelung wird in der vor-

liegenden Arbeit aufgegriffen, um Modellunsicherheit bei der Ermittlung von Belastungen zu charakteri-

sieren und zu beschreiben, siehe Abschnitt 6.6. Was aber die robuste Regelung nicht leisten kann, ist eine

detaillierte Diskussion zum Ursache-Wirkungs-Zusammenhang bezüglich der Unsicherheit. Ebenso lassen

sich in der Literatur keine speziellen Methoden zur Beschreibung und Bewertung von Modellunsicherheit

bei der Ermittlung von Belastungen finden.

2.2 Ziele und Gliederung dieser Arbeit

Aus der Darstellung des Stands der Forschung und Technik lässt sich folgender Forschungsbedarf ablei-

ten.

• Es existiert keine praxisorientierte und umfassende Vorgehensweise zur unsicherheitsminimieren-

den Auslegung eines Lastmonitoring-Systems. Bisherige Arbeiten konzentrieren sich meist auf

Teilproblemstellungen wie beispielsweise der Sensorpositionierung, Auswahl und Applikations-

möglichkeiten von Sensorarten, Auslegung von Zustandsbeobachtern, Ermittlung von Systemei-

genschaften etc.

• Es fehlt eine strukturierte und ganzheitliche Diskussion von Unsicherheit, die in den Prozessen

eines Lastmonitoring-Systems auftreten kann. Auch hier gibt es bereits Lösungen für ähnliche
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Problemstellungen wie beispielsweise der Ermittlung der Messunsicherheit oder Methoden der

Unsicherheitsmodellierung und Bewertung von Unsicherheit, aber nicht problemspezifisch und

ganzheitlich für Lastmonitoring-Systeme.

• Für beliebige Lastarten (statisch, Impuls, stochastisch, etc.) ist kein funktionstauglicher Algorith-

mus zur gleichzeitigen Ermittlung von Lastort und Lasthöhe bekannt, bei dem die Anzahl potenti-

eller Lastorte größer als die Anzahl der Messfreiheitsgrade sein kann1.

• Ebenso ist kein funktionstauglicher Algorithmus zur eindeutigen modellbasierten Ermittlung, Lo-

kalisierung und Quantifizierung von Systemeigenschaftsänderungen verfügbar, bei dem die Anzahl

potentieller Lastorte und Schadensfälle größer als die Anzahl der Messfreiheitsgrade sein kann.

Als Beitrag zur Beherrschung von Unsicherheit in lasttragenden Systemen durch Verwendung geeig-

neter, unsicherheitsminimierter Lastmonitoring-Systeme verfolgt diese Arbeit deshalb im Wesentlichen

folgende zwei Ziele.

1. Die Entwicklung, Erprobung und Bereitstellung von Verfahren zur Reduktion von Unsicher-

heit in der Nutzung lasttragender Systeme durch Ermittlung von Belastungen und Systemei-

genschaften

Es soll ein praxistauglicher Weg zur modellbasierten Ermittlung von Belastungen aufgezeigt und

anhand mehrerer Beispiele in numerischen und experimentellen Simulationen erprobt werden.

Zu den zu ermittelnden Belastungsarten gehören sowohl statische als auch dynamische, deter-

ministische, stochastische oder stoßartige Belastungen. Zur Lösung praxisrelevanter, aber bisher

ungelöster, unterbestimmter Problemstellungen im Monitoring lasttragender Systeme wird ein

neuartiger Ansatz vorgestellt. Dieser ermöglicht es, sowohl a) Lastort und Lasthöhe als auch b)

Systemeigenschaftsänderungen bei unbekannten Belastungen unter Verwendung einer begrenz-

ten Anzahl an Messfreiheitsgraden zu ermitteln. Darüber hinaus werden Anwendungsregeln zur

unsicherheitsminimierenden Auslegung eines Lastmonitoring-Systems gegeben. Durch die Erfül-

lung dieses Zieles sollen die benötigten technologischen und algorithmischen Grundlagen für eine

unsicherheitsminimierende Anwendung von Lastmonitoring-Systemen zur Ermittlung produktin-

dividueller Betriebslasten geschaffen und zur Anwendung bereit gestellt werden.

2. Die Entwicklung und Erprobung von Methoden zur Beherrschung von Unsicherheit in Last-

monitoring-Systemen

Für eine zuverlässige Anwendung eines Lastmonitoring-Systems muss Unsicherheit, die in den

dabei benötigten Prozessen auftreten kann, berücksichtigt werden. Dazu wird eine strukturierte

und möglichst umfassende Methodik zur Beherrschung von Unsicherheit entwickelt und einzelne

Methoden anhand von Anwendungsbeispielen erprobt. Die Methodik ermöglicht eine ganzheitliche

Beschreibung, Bewertung und Beeinflussung von Unsicherheit. Ergebnis der angewendeten Metho-

dik ist einerseits ein unsicherheitsminimiertes Lastmonitoring mit möglichst geringer Auswirkung

von Unsicherheit im mathematischen Modell und in der Messung auf die ermittelte Belastung.

Andererseits wird die Auswirkung nicht reduzierbarer oder nicht reduzierter Unsicherheit in der

ermittelten Belastung durch Angabe einer Unsicherheitsregion charakterisiert, quantifiziert und für

weitere Anwendungen beispielsweise in der Produktentwicklung verfügbar gemacht.

1 Für Impulslasten liefern GINSBERG et al. eine Lösung [50]
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Unsicherheit, die in der Infrastruktur des Lastmonitoring-Systems selbst auftreten kann, beispielsweise

dem Ausfall der Stromversorgung oder der mechanischen Schädigung von Leitungen oder informations-

verabeitenden Elementen, soll in dieser Arbeit nicht berücksichtigt werden. Dies sind Fragestellungen

einer rein technischen und konstruktiven Umsetzung eines solchen Systems oder einer Zuverlässigkeits-

betrachtung beispielsweise durch bekannte qualitative oder quantitative Methoden. Ebenso ist der Um-

gang mit Ermüdung oder Ausfall von Sensoren oder elektronischer Komponenten nicht Bestandteil dieser

Arbeit. Hierzu liegen bereits umfangreiche Forschungsarbeiten vor, z. B. [94, 97].

Die Arbeit gliedert sich wie folgt in 8 Kapitel und dem Anhang.

Kapitel 1 liefert die Motivation zur Beherrschung von Unsicherheit in einem Lastmonitoring-System.

In Kapitel 2 wurden die Ziele der Beherrschung von Unsicherheit in Lastmonitoring-Systemen anhand

des Stands der Forschung erläutert. Die Darstellung des Stands der Forschung und Technik erfolgt für

zwei Themenbereiche: 1.) Verfahren zur Ermittlung von Belastungen und 2.) Verfahren zum Umgang und

zur Bewertung von Unsicherheit in technischen Systemen im Allgemeinen und Lastmonitoring-Systemen

im Speziellen. Auf Basis des abgeleiteten Forschungsbedarfs werden die Ziele und die Gliederung der

Arbeit vorgestellt.

In Kapitel 3 werden die im Lastmonitoring vorliegenden Problemstellungen und benötigten Methoden

erläutert und in einer Methodik grundlegend eingeteilt.

Zunächst wird ein axial belasteter Balken als Beispiel für ein lasttragendes System eingeführt. An

diesem Beispiel werden die im Laufe der Arbeit vorgestellten Methoden in analytischen Betrachtungen

sowie numerischen und experimentellen Simulationen diskutiert und ihr Anwendungspotential validiert.

Die Ermittlung von Belastung kann als Inverses Problem angesehen werden. Deshalb wird anhand

einer systemtheoretischen Darstellung mechanischer Strukturen die Problemklasse der Inversen Proble-

me charakterisiert. Unsicherheit, die bei der Lösung Inverser Probleme auftreten kann, wird grundle-

gend charakterisiert und systematisch eingeteilt. Auf Basis dieser systemtheoretischen Darstellung wird

eine Arbeitshypothese für ein robustes Lastmonitoring formuliert und die benötigten Methoden zur Be-

herrschung von Unsicherheit in einer Methodik charakterisiert und eingeteilt. Zur Bewertung von Unsi-

cherheit werden Bewertungsmaße im Zeit- und Frequenzbereich eingeführt. Die in den Prozessen eines

Lastmonitoring potentiell auftretende Unsicherheit wird in einem Prozessmodell beschrieben.

Die zur Lösung Inverser Probleme benötigten mathematischen Modelle und Methoden werden in Ka-

pitel 4 beschrieben. Den Kern des Lastmonitoring-Systems zur Ermittlung von Belastungen bildet in

dieser Arbeit ein Zustandsbeobachter für unbekannte Eingangsgrößen. Am Ende von Kapitel 4 wird ein

neuer Ansatz zur Lösung unterbestimmter Inverser Probleme vorgestellt. Er beruht auf der Annahme,

dass oftmals trotz vieler potentieller Ursachen nur wenige Ursachen tatsächlich auf das System wirken.

In Kapitel 5 werden die vorgestellten mathematischen Modelle und Methoden am axial belasteten Bal-

ken in numerischen Simulationen angewendet. In einem ersten Fallbeispiel wird die Funktionstauglich-

keit des Zustandsbeobachters für verschiedene Belastungsarten erprobt. In zwei weiteren Fallbeispielen

wird der neu vorgestellte Ansatz zur Lösung unterbestimmter Inverser Probleme verwendet, um a) einen

unbekannten Lastort und b) Systemeigenschaftsänderungen bei unbekannten Belastungen zu ermitteln.
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In Kapitel 6 werden unsicherheitsminimierende Maßnahmen vorgestellt und in analytischen, nume-

rischen und experimentellen Simulationen erprobt. Es wird die unsicherheitsminimierende Auswahl des

Frequenzbereichs zum Lastmonitoring, der Sensorpositionen, der Parametern der digitalen Signalverar-

beitung und der Art und Anzahl von Sensoren diskutiert. In einer Parameterstudie wird die Auswirkung

von Unsicherheit in den Parametern des mathematischen Modells auf die ermittelte Belastung disku-

tiert. Unsicherheit, die durch unvollständige Abbildung des realen Systems im mathematischen Modell

entstehen kann, wird durch ein Fehlerübertragungsmodell statistisch beschrieben.

Die experimentelle Erprobung der vorgestellten Methoden zum Lastmonitoring erfolgt in Kapitel 7.

In vier Fallbeispielen werden am axial belasteten Balken Belastungen unter Verwendung von Dehnungs-

und Beschleunigungsssignalen bei a) bekanntem Lastort und variabler Axiallast, bei b) bekanntem Last-

ort und stochastischer Belastung, bei c) unbekanntem Lastort und d) veränderliche Systemeigenschaften

ermittelt und die dabei auftretende Unsicherheit quantifiziert. Als weiteres Fallbeispiel wird an einer

Platte bei bekanntem Lastort eine deterministische Belastung unter Verwendung von Beschleunigungssi-

gnalen ermittelt.

In Kapitel 8 werden die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit in einer vergleichenden Darstellung zu-

sammengefasst und visualisiert. Dabei wird der Beitrag der einzelnen Methoden oder Maßnahmen zur

Beherrschung von Unsicherheit in einem Lastmonitoring-System qualitativ oder quantitativ miteinander

verglichen. Die Arbeit wird mit einem Fazit und einem Ausblick auf potentielle weiterführende Arbeiten

abgeschlossen.

Im Anhang werden für die Erkenntnisse der Arbeit nicht direkt benötigte Ergebnisse aufgeführt. Kapi-

tel A behandelt die Herleitung von mathematischen Modellen zur Abbildung des linearen und nichtlinea-

ren dynamischen Verhaltens des Balkens. Kapitel B beschreibt den Algorithmus des Zustandsbeobachters

näher.

In den einzelnen Kapiteln werden unterschiedliche Methoden oder Maßnahmen zur Beherrschung

von Unsicherheit vorgestellt. Am Ende eines Abschnitts zur Vorstellung einer Methode oder Maßnahme

wird der Beitrag zur Beherrschung von Unsicherheit in einem kurzen Absatz hervorgehoben. Die

vorgestellte Methodik ermöglicht dabei begleitend zur Arbeit die Charakterisierung und strukturierte

Einteilung der einzelnen Methoden oder Maßnahmen.
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3 Systembeschreibung und Methodik zur Beherrschung von Unsicherheit

In diesem Kapitel werden die Grundlagen zur Beherrschung von Unsicherheit in einem Lastmonitoring-

System dargestellt. Dazu wird zunächst ein Beispielsystem vorgestellt, an welchem im Laufe der weiteren

Arbeit unterschiedliche Methoden und Maßnahmen zur Ermittlung von Belastungen und zur Beherr-

schung von Unsicherheit erprobt und validiert werden. Die allgemeine systemtheoretische Darstellung

sogenannter Inverser Probleme klassifiziert die vorliegenden Problemstellungen des Lastmonitoring. Un-

sicherheit führt bei der Lösung dieser inversen Probleme im Allgemeinen dazu, dass die ermittelten

Größen nicht den realen, tatsächlichen Größen entsprechen. Eine eigene Arbeitshypothese beschreibt

generisch die Ansätze zur Beherrschung von Unsicherheit in einem Lastmonitoring-System durch An-

wendung unsicherheitsminimierender Methoden und Maßnahmen. Unterschiedliche Methoden lassen

sich einheitlich in eine Methodik einteilen. In dieser Methodik wird grundlegend unterschieden in

unsicherheitsbeschreibende, unsicherheitsbewertende und unsicherheitsbeeinflussende Methoden und

Maßnahmen. Das Kapitel schließt mit einer Beschreibung der zum Lastmonitoring benötigten Prozesse.

3.1 Der axial belastete Balken als Beispielsystem

Zur Erläuterung und Validierung der in dieser Arbeit vorgestellten Methoden und Maßnahmen beglei-

tend zum Text soll als Anschauungsbeispiel ein axial belasteter Balken verwendet werden, siehe Abbil-

dung 3.1 auf der folgenden Seite. Der Balken als Beispiel für ein lasttragendes System bietet eine Vielzahl

realistischer Fragestellungen aus dem Bereich des Lastmonitorings, z. B.:

• Was ist das betrachtete System und aus welchen Elementen besteht es? Was sind Eingangsgrößen,

was sind Ausgangsgrößen, was sind Störgrößen? Welche Prozesse spielen eine Rolle?

• Wie lässt sich Unsicherheit in dem System strukturiert beschreiben?

• Wie hoch und wo wird der Balken aktuell belastet und wie lassen sich diese Belastungen ermitteln?

• Wo werden welche Sensoren angebracht, um Belastungen mit möglichst geringer Unsicherheit zu

ermitteln?

• Wie lassen sich Auswirkungen von Unsicherheit im mathematischen Modell auf die ermittelte

Belastung quantifizieren und bewerten? Welche Unsicherheit hat dabei einen besonders großen

Einfluss?

• etc.

Anhand des vorgestellten generischen Beispiels des Balkensystems werden im weiteren Verlauf der

Arbeit konkrete Anwendungsszenarien zur Erläuterung und Validierung vorgestellter Methoden disku-

tiert. Außerdem werden die potentiell unsicheren Eigenschaften des Systems systematisch beschrieben.

So sind für die Beispiele konkrete unsichere Eigenschaften des Balkensystems verfügbar.

Abbildung 3.1 a) zeigt ein mechanisches Ersatzschaubild des Balkens. Abbildung 3.1 b) zeigt den

Versuchsstand zur experimentellen Simulation für eine Laterallast F(t) zur Zeit t an einem bekannten
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Lastort xF. In dem gezeigten Beispiel ist das Ziel eines Lastmonitoring am Balken, eine Axiallast P(t)
und eine Laterallast F(t) bzw. mehrere Laterallasten Fi(t) sowie den Verformungszustand w(x , t) unter

Verwendung von Messsignalen yi(t) und eines mathematischen Modells zu ermitteln und die dabei

auftretende Unsicherheit zu beschreiben, zu bewerten, positiv zu beeinflussen und so letztendlich zu

beherrschen.

Abbildung 3.1: Lastmonitoring am axial belasteten Balken: a) mechanisches Ersatzschaubild, b) Versuchs-
stand für experimentelle Simulationen

Der flache schlanke Balken mit Länge l, Breite b und Höhe h ist an der oberen Einspannung bei

x = l elastisch gelagert mit einer Rotationsfeder der Steifigkeit cr und unten bei x = 0 momenten-

fest eingespannt. Die Biegesteifigkeit EIy um die y-Achse und die Masseverteilung ρA des Balkens wird

entlang der Balkenlänge l als konstant angenommen. Da für den in dieser Arbeit betrachteten flachen

Balken mit Rechteck h � b auch Iy � Iz gilt, vgl. Abbildung 3.1, wird die Dynamik des Balkens in

dieser Arbeit nur in der xz-Ebene betrachtet. Der Balken ist mit der äußeren Axiallast P(t) und NF

Laterallasten Fi(t) an den NF Lastorten xF,i belastet. Im Versuchsstand in Abbildung 3.1 b) zur experi-

mentellen Simulation kann die Axiallast P(t) durch Auflegen zusätzlicher Massen auf den Führungsarm

variiert werden, eine Laterallast F(t) kann durch einen Schwingerreger aufgebracht werden. Messsigna-

le y i(t) an den Ns Messstellen xs,i liefern je nach Sensorart Informationen über lokale Zustände des

Systems, z. B. Dehnung εi(t), Auslenkung wi(t), Geschwindigkeit ẇi(t) oder Beschleunigung ẅi(t). Im

Versuchsstand zur experimentellen Simulation werden beispielsweise an zwei Stellen Dehnungen und

Beschleunigungen gemessen. Die Dehnungssensoren sind als Halbbrücke mit Normalkraftkompensation

geschaltet, sodass sich die Axiallast P(t) möglichst gering auf die gemessenen, biegungsproportiona-

len Dehnungen des Balkens auswirkt. Zusätzlich sind im Versuchsstand nahe der oberen Einspannung

Dehnungssensoren als Halbbrücke mit Biegungskompensation angebracht. Mit diesen kann über eine

statische Belastungs-Verformungsbeziehung die Axiallast P(t) ermittelt werden. In der experimentellen

Simulation werden als Referenzgröße zur Bewertung von Unsicherheit in den ermittelten Belastungen
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sowohl Axiallast als auch Laterallast mit Kraftmessdosen gemessen. In der numerischen Simulation sind

diese Referenzgrößen zur Bewertung von Unsicherheit bekannt.

Für das mathematische Modell zur Abbildung des dynamischen Verhaltens des Balkens werden folgen-

de Annahmen getroffen:

• Die Dynamik des Balkens wird nur in der xz-Ebene betrachtet.

• Das dynamische Verhalten des Balkens ist linear. 1

• Scherbeanspruchungen werden vernachlässigt.

• Das Balkensystem ist schwach gedämpft. Es wird Strukturdämpfung mit dem modalen Dämpfungs-

grad ξn� 1 angenommen.

• Rotationsmasse und -steifigkeit des Festkörpergelenks sowie Masse der Beschleunigungssensoren

können im ortsdiskreten Modell als lokale Masse bzw. Steifigkeit an einzelnen Knoten berücksich-

tigt werden, Anhang A.1.

Abhängig von der Position x , der Zeit t und der Streckenlast q(x , t) lautet die allgemeine kontinuier-

liche Bewegungsgleichung für den axial belasteten Balken mit konstanter Axiallast P zur Beschreibung

der Auslenkung w(x , t) [62]

EIyw IV (x , t) + c1ẇ(x , t) + c2ẇ′′(x , t) +ρAẅ(x , t) + Pw′′(x , t) = q(x , t), (3.1)

wobei c1 den auslenkungsgeschwindigkeitsproportionalen und c2 den dehnungsgeschwindigkeitspropor-

tionalen Dämpfungsfaktor beschreibt.

Oftmals werden in den Ingenieurwissenschaften kontinuierliche lasttragende Systeme durch dis-

krete mathematische Modelle beschrieben, beispielsweise in Form von Finite-Elemente-Modellen (FE-

Modelle). Dies erfolgt auch in dieser Arbeit. So können die vorgestellten und neu entwickelten Metho-

den auf andere FE-Modelle lasttragender Systeme übertragen werden. Es werden für das Balkensystem

in Abbildung 3.1 Nk Knoten xk
i mit i = 1, 2, ..., Nk eingeführt. Jeder Knoten xk

i hat einen translatori-

schen Freiheitsgrad wk
i (t) = w(xk

i , t) und einen rotatorischen Freiheitsgrad ϕk
i (t) = ϕ(x

k
i , t). An jedem

Knoten xk
i kann potentiell eine Kraft Fk

i (t) = F(xk
i , t) und ein Moment Mk

i (t) = M(xk
i , t) wirken. Zur

Bezeichnung der Lastorte xF,i und Messstellen xs,i an diskreten Knoten wird ebenfalls der Index x
k

i ver-

wendet. Wenn z. B. eine Laterallast F1(t) am Knoten x
k

5 wirkt, wird der diskrete Lastort der Laterallast

F1(t) mit xk
F,1 = 5 bezeichnet.

Durch eine Ortsdiskretisierung, z. B. mit einem Galerkin-Ansatz [55], vgl. Anhang A, kann (3.1) in ein

System von N Differentialgleichungen 2. Ordnung überführt werden,

Mr̈ (t) +Cd ṙ (t) + K ?r (t) = F(t) mit K ? = K − P · KP (3.2)

Hierin ist F(t) = [Fk
1 (t), Mk

1 (t), Fk
2 (t), · · · , Mk

Nk
(t)]T der Lastvektor der diskretisierten Flächenlast

q(x , t), r (t) = [wk
1(t),ϕ

k
1(t), wk

2(t), · · · ,ϕ
k
Nk
(t)]T der Vektor mit den translatorischen und rotatori-

schen Auslenkungen an den Knoten des Modells, M die Massenmatrix, Cd die Dämpfungsmatrix mit der

1 Ein mathematisches Modell zur Beschreibung des nichtlinearen Verhaltens des realen Balkensystems findet sich in A.2
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Proportionaldämpfung Cd = αM+βK , oftmals zulässig für schwach gedämpfte Strukturen [62], K ? die

mit der Axiallast P variierende Steifigkeitsmatrix, K die Steifigkeitsmatrix und KP die (geometrische)

Steifigkeitseinflussmatrix durch die Axiallast P [146]. Mit steigender Axiallast P sinkt die Steifigkeit K ?

des Balkens. Erreicht die Axiallast P die erste kritische Knicklast Pcr,1, knickt der Balken aus. Die n-te

kritische Knicklast Pcr,n ist nach TIMOSHENKO [140] für die im aufgeführten Balkensystem gegebenen

Randbedingungen

Pcr,n = ηnEI y mit tanηn −ηn = 0. (3.3)

Weiterhin ist bekannt, dass die nte Eigenkreisfrequenz ωn des axial belasteten Balkens von der Axiallast

P und der kritischen Knicklast Pcr,n abhängt,

ω2
n(P) =ω

2
n,0 ·

�

1−
P

Pcr,n

�

, (3.4)

wobei ωn,0 die nte Eigenkreisfrequenz des Systems mit Axiallast P = 0 beschreibt [62]. Abbildung 3.2

zeigt den Zusammenhang (3.4) für die erste Eigenfrequenz f1(P) des Balkensystems in Abhängigkeit

einer variierenden Axiallast P, wobei fn=ωn/(2π).

Abbildung 3.2: Erste Eigenfrequenz f1(P) in Abhängigkeit der Axiallast P

Die erste kritische Kicklast Pcr,1 des realen Balkensystems beträgt etwa 78 N. Schlanke, knickgefährdete

Strukturen werden mit Sicherheitsbeiwerten zwischen 3 bis 10 ausgelegt [56]. Im Betrieb des passiven

Balkensystems sollten die auftretenden Axiallasten also bei einem Sicherheitsfaktor von 3 nicht über

P = 25 N betragen. Dies wird in den numerischen und experimentellen Simulationen in Abschnitt

5.1, Abschnitt 6.5 und 7.1 berücksichtigt. Es soll zur Motivation für weitere Unsicherheitsdiskussionen

an dieser Stelle schon darauf hingewiesen werden, dass Unsicherheit in der Kenntnis der Axiallast P
einen hohen Einfluss auf die Unsicherheit in einer ermittelten Laterallast haben kann, vgl. Abschnitt

6.5 und [91]. Der axial belastete Balken sei somit in seinen grundlegenden dynamischen Eigenschaften

beschrieben. Gl. (3.2) wird im Abschnitt 4.1 weiter verwendet, um zeitdiskrete und reduzierte Modelle

zu bilden. Weitere detaillierte Herleitungen mathematischer Modelle zur Beschreibung des linearen und

nichtlinearen Systemverhaltens des Balkensystems finden sich in Anhang A.

Zur Beschreibung der Eigenschaften eines lasttragenden Systems und seiner potentiellen Unsicherhei-

ten ist es hilfreich, diese strukturiert in einer Tabelle aufzuführen. Sie dient als Informationsbasis für die

Untersuchungen in Kapitel 5. Die Eigenschaftstabelle 3.1 auf der folgenden Seite zeigt einen Auszug der

Eigenschaften des Balkensystems und deren Unsicherheit für das konkrete Beispiel in Bild 3.1.
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In der Eigenschaftstabelle 3.1 werden die Eigenschaften des Balkensystems nach den Teilsystemen

’Passive Struktur’, ’Messkette’ und ’Informationsverarbeitung’ unterteilt. Jede Eigenschaft hat ein Attri-

but und einen Nominalwert mit einer physikalischen Einheit. In der Spalte ’Unsicherheit’ ist die potentelle

Abweichung der Eigenschaft angegeben. Ist die Abweichung oder gar ein Nominalwert der Eigenschaft

unbekannt, herrscht Unwissen. Es steht in dieser Zeile ein Fragezeichen. Ungewissheit einer Variablen

x wird angegeben als Intervall mit [xmin, xmax], wobei xmin den unteren Grenzwert und xmax den obe-

ren Grenzwert der jeweiligen Eigenschaft beschreibt oder als symmetrisches Intervall mit ±∆x . Typisch

für eine Ungewissheit ist beispielsweise eine Toleranzangabe von Geometrieeigenschaften oder Angaben

zur Streuung von Sensoreigenschaften nach Herstellerangaben. Stochastische Unsicherheit wird in die-

ser Arbeit meist als Normalverteilung mit N(µ,σ) oder als Gleichverteilung mit G(µ,σ) angesehen,

wobei µ der Mittelwert und σ die Standardabweichung der Eigenschaft ist. Eine typische Stochas-

tische Unsicherheit sind stochastische Messabweichungen infolge thermischen Messrauschens, welche

normalverteilt sind und deren Standardabweichung leicht aus experimentellen Untersuchungen gewon-

nen werden kann [72]. Für eine deterministische Variable liegt keine Unsicherheit vor, es ist in allen drei

Kategorien ein Minus (-) angegeben.

Für eine unsicherheitsminimierende Auslegung eines Lastmonitoring-Systems ist das zu erwarten-

de Belastungsspektrum von besonderer Bedeutung. Je nach Art und Höhe der Betriebslast muss das

Lastmonitoring-System unterschiedlich ausgelegt werden. So erfordert die Ermittlung quasistatischer

Belastungen andere mathematische Modelle als die Ermittlung dynamischer Belastungen. Impulsartige

oder hochfrequente Belastungen erfordern eine andere Modellordnung als rein harmonische, niederfre-

quente Belastungen. Dieser Aspekt wird in Abschnitt 6.1 näher diskutiert.

Die Eigenschaftstabelle ist ein rein beschreibendes Element zur Beherrschung von Unsicherheit und

dient als Informationsbasis für weitere Untersuchungen. Einige Informationen über die Eigenschaften

und ihre Unsicherheit können gegebenenfalls aus Normen, Herstellerangaben oder eigene Untersuchun-

gen gewonnen werden. Andere sind gegebenenfalls nur schwer zu gewinnen. Es herrscht Ungewissheit

oder gar Unwissen. Es müssen dann konservative Annahmen über die Unsicherheit der jeweiligen Ei-

genschaft getroffen werden. Sollte sich in weiteren Untersuchungen (z. B. durch Sensitivitätsanalysen)

zeigen, dass die Unsicherheit in der jeweiligen Eigenschaft keinen relevanten Einfluss auf die zu be-

wertende Zielgröße (z. B. die Unsicherheit in der ermittelten Belastung) hat, können die getroffenen

konservativen Annahmen beibehalten werden. Stellt sich aber heraus, dass die Eigenschaft einen rele-

vanten Einfluss auf die zu bewertende Zielgröße hat, müssen nähere Untersuchungen der jeweiligen

Eigenschaft durchgeführt werden, z. B. durch weitere Messungen. Ungewissheit wird dann so, und nur

bei Bedarf, in Stochastische Unsicherheit überführt.

Beitrag zur Beherrschung von Unsicherheit: Mit der Eigenschaftstabelle wird Unsicherheit durch

eine strukturierte Beschreibung und Dokumentation beherrscht.

3.2 Systemtheoretische Darstellung Inverser Probleme unter Unsicherheit

In diesem Abschnitt erfolgt eine grundlegende systemtheoretische und charakterisierende Einteilung

von Problemstellungen und deren Unsicherheit, die im Monitoring lasttragender Systeme zu lösen sind.
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Dabei wird insbesondere auf den linearen Zusammenhang zwischen Belastung und Verformung einge-

gangen. Auf Basis dieser systemtheoretischen Darstellung wird eine Arbeitshypothese für ein unsicher-

heistminimiertes Lastmonitoring formuliert.

3.2.1 Ursache-Wirkungs-Beziehung in der Nutzung lasttragender Systeme

Zur allgemeinen Beschreibung der linearen Ursache-Wirkungs-Beziehung zwischen Belastungen und Ver-

formungen in lasttragenden Systemen wird folgende Systembeschreibung eingeführt:

y = H(p) · F , (3.5)

wobei F ein Belastungsvektor (die Ursache), y ein Messvektor (die Wirkung) und H(p) ein mathema-

tisches Modell zur Systembeschreibung ist und abhängig von den Parametern des Systems zur Beschrei-

bung der Systemeigenschaften im Parameterverktor p ist. Es sei angemerkt, dass ein lineares algebrai-

sche Gleichungssystem der Form (3.5) auch andere lineare Ursache-Wirkungs-Beziehungen beschreiben

kann, z. B. die Auswirkung von Systemeigenschaftsänderungen beispielsweise durch Schäden (Ursache)

auf die modalen Parameter des Systems (Wirkung).

In den Ingenieurwissenschaften sind Problemstellungen oft als Direktes Problem formuliert [111]. Ein

Direktes Problem liegt dann vor, wenn aus einer bekannten Ursache (ein bekannter Belastungsvektor F)

die unbekannte Wirkung (ein Messvektor y) eines Systems mit bekannten Systemeigenschaften ermittelt

werden soll. Ist beispielsweise die Belastung einer Struktur bekannt, lässt sich mit einem geeigneten

mathematischen Modell dessen Verformung berechnen. Soll aber aus einer beobachteten Wirkung (z. B.

Messsignale) auf eine unbekannte Ursache oder auf Parameter des Modells zurück geschlossen werden,

spricht man von einem Inversen Problem [96, 141, 111]. Die Lösung Inverser Probleme ist oftmals

mit zusätzlichen Schwierigkeiten verbunden, man spricht dann von einem schlecht gestellten Inversen
Problem. Nach Definition des Mathematikers HADAMARD [61] liegt ein schlecht gestelltes Inverses Problem

dann vor, wenn es nicht alle folgenden drei Eigenschaften eines gut gestellten Problems besitzen:

1. Es existiert eine Lösung für beliebige Daten.

2. Die Lösung ist eindeutig.

3. Die Lösung ist nicht empfindlich gegenüber Störungen in den Daten.

Insbesondere die zweite und dritte Frage sind von besonderem Interesse für Inverse Probleme der In-

genieurmechanik. So kann beispielsweise ein unterbestimmtes Inverses Problem vorliegen, wenn mehr

unbekannte Ursachen (z. B. Belastungen) ermittelt werden sollen, als beobachtete Wirkungen (z. B.

Messsignale) vorliegen. Die Lösung ist dann nicht eindeutig, es gibt unendlich viele potentielle Lösun-

gen, siehe Abschnitt 4.3.1. Ebenso kann sich beispielsweise Messrauschen in den Messsignalen abhängig

von der Wahl der Sensorposition unterschiedlich stark auf die zu ermittelnde Belastungen auswirken.

Die zu ermittelnde Belastung ist ggf. empfindlich gegenüber Störungen in den Messsignalen.

In Anlehnung an NATKE [111] und LAERMANN [96] soll in dieser Arbeit zwischen drei Arten vom Inver-

sen Problemen unterschieden werden. Diese sind in der folgenden Tabelle 3.2 dargestellt.
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Tabelle 3.2: Einteilung Inverser Probleme

gegeben: gesucht:

Inverses Problem 1. Art H(p), y F
Inverses Problem 2. Art F , y H(p)

Gemischtes Inverses Problem y , H(p0) F , H(p0 +∆p)

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich im Wesentlichen mit dem Lastmonitoring, welches dem Inver-
sen Problem 1. Art entspricht. Dabei werden aus dem Messvektor y über ein bekanntes mathematisches

Modell H(p) die gesuchten Belastungen F ermittelt. Das mathematische Modell H(p) kann aus analy-

tischen oder numerischen Modellen gewonnen werden, der Parametervektor p wird dann aber meistens

unsicherheitsbehaftet sein. Unter Verwendung von gemessenen Belastungen F und Verformungen y lässt

sich innerhalb einer Klasse von mathematischen Modellen H ein unsicherheitsminimiertes Modell H(p)
ermitteln. Dieser Ansatz ist unter dem Begriff ’Systemidentifikation’ bekannt und entspricht dem Inver-
sen Problem 2. Art. Eine dritte Art von Inversen Problemen liegt vor, wenn die im Parametervektor p
abgebildeten Systemeigenschaften im Betrieb variieren, beispielsweise durch Schädigung der Struktur

oder vernachlässigte Einflüsse. Oftmals kann aber während der Nutzung des lasttragenden Systems kei-

ne definierte Belastung F auf die Struktur aufgebracht werden. Eine klassische Systemidentifikation im

Betrieb ist somit nicht möglich [152]. Sollen aus gemessenen Verformungen y und einem Nominal-

modell H(p0) mit dem Parametervektor p0 des Nominalmodells die Belastungen F und gleichzeitig die

veränderlichen Systemeigenschaften im Modell H(p0+∆p) mit den Systemeigenschaftsänderungen∆p
des Parametervektors ermittelt werden, kann dies als gemischtes Inverses Problem bezeichnet werden. In

der Literatur wird weiter unterschieden in überbestimmte, bestimmte und unterbestimmte Inverse Proble-

me. Unterbestimmte Inverse Probleme sind schlecht gestellt und meist nicht oder nur unter zusätzlichen

Vereinfachungen oder Annahmen eindeutig lösbar [58, 95].

Soll die Belastung F aus dem Messvektor y ermittelt werden, lässt sich dies schreiben als

F = H+(p) · y , (3.6)

wobei H+(p) = die Pseudoinverse von H(p) bezeichnet. Eine eindeutige Lösung wird man nur erhalten,

wenn die Anzahl NF unbekannter Belastungen kleiner oder gleich der Anzahl Ns gemessener Signale

ist [96]. Ist dies nicht der Fall, liegt ein schlecht gestelltes inverses Problem vor. Dieser Fall wird in

Abschnitt 4.3 näher behandelt.

Wie bereits aus der Einleitung hervor geht, ist in der Praxis zu erwarten, dass die Prozesse des Last-

monitoring unsicherheitsbehaftet sind. Zur allgemeinen Beschreibung lässt sich (3.6) erweitern als

F +∆F =
�

H(p) +∆Hp(∆p) +∆Hm

�+ �
y +∆y

�

. (3.7)

Darin beschreibt ∆Hp(∆p) die Parameterunsicherheit z. B. durch Schwankung der Parameter in dem

Parametervektor p des mathematischen Modells, ∆Hm die Modellunsicherheit z. B. infolge einer ver-

einfachenden Abbildung der Realität und ∆y die Unsicherheit in den Messsignalen z. B. durch Mess-

rauschen oder systematische Abweichungen in den Messsignalen. All diese Unsicherheiten führen zu

Abweichungen ∆F in den zu ermittelten Belastungen F .
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Als Maß zur analytischen Quantifizierung der Auswirkung von∆y auf∆F lässt sich die Konditionszahl

κ der Matrix H(p) verwenden2. Bei einer kleinen Konditionszahl wirken sich Abweichungen ∆y in den

Messsignalen nur gering auf die Abweichungen ∆F in den zu ermittelten Belastungen aus, et vice versa.

Für die absolute Kondition der Matrix H(p) gilt die Ungleichung [31]

||∆F || ≤ κ(H(p))||∆y ||. (3.8)

Die Kondition κ der Matrix H(p) ist somit ein Maß für die Empfindlichkeit der zu ermittelnden Be-

lastung gegenüber Abweichungen in den Messsignalen. Sie kann für Lastmonitoring-Systemen durch

unterschiedliche Ansätze verbessert werden, beispielsweise durch die Wahl der Sensorpositionen [141],

die Wahl und Konfiguration des Algorithmus [31], die Verwendung von Regularisierungsstrategien [107]

oder Mittelwertbildung zur Reduktion von Auswirkungen zufälliger Messabweichungen [137]. Es sei an-

gemerkt, dass H(p) zur Beschreibung des dynamischen Verhaltens eines Systems abhängig von der

Kreisfrequenz Ω ist, H(p,Ω), und somit auch die Konditionszahl von der Kreisfrequenz abhängt [141].

Zur Quantifizierung und Bewertung von Auswirkung der Parameterunsicherheit∆Hp(∆p) auf die Ab-

weichungen ∆F eignen sich Parameterstudien oder analytische bzw. numerische Sensitivitätsanalysen.

Modellunsicherheit ∆Hm entsteht durch eine unvollständige Abbildung des realen Systems und lässt

sich somit per Definition nur durch Auswertung experimenteller Simulationen vollständig ermitteln.

Als skalares Maß zur Quantifizierung von Unsicherheit im Zeitbereich in der numerischen und experi-

mentellen Simulation wird in dieser Arbeit der relative effektive Fehler3 Ueff mit

Ueff =

Ç

1
K

∑K
k=1(∆F(k))2

Ç

1
K

∑K
k=1(F(k))

2
(3.9)

einer Last F(k) und dem Fehler ∆F(k) = F(k) − Fe(k) zwischen der tatsächlichen Last F(k) und der

ermittelten Last Fe(k) zu den K diskreten Zeitpunkten k verwendet. Sind die tatsächliche Last und der

Fehler mittelwertfrei (∆F = 0 und F = 0, ∆F und F bezeichnen die Mittelwerte), lässt sich (3.9) auch

schreiben als

Ueff =
σ(∆F(k))
σ(F(k))

(3.10)

wobei σ die Standardabweichung bezeichnet. Zur Analyse im Frequenzbereich wird die spektrale Leis-

tungsdichte See(Ωk) des Fehlers verwendet,

See(Ωk) = lim
tK→∞

1

2tK

�

E∗T(Ωk)ET(Ωk)
�

, (3.11)

wobei ET(Ωk) die diskrete Fouriertransformierte des Fehlers ∆F(k), E∗T(Ωk) deren konjugiert Komplexe,

Ωk die Frequenzstützstellen und tK die zeitliche Länge darstellt.

2 Es gilt: κ(H+(p))=κ(H(p))
3 engl.: relative root mean squared error
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3.2.2 Arbeitshypothese eines unsicherheitsminimierten Lastmonitoring-Systems

Im vorherigen Abschnitt wurden grundlegende systemtheoretische Betrachtungen Inverser Probleme

und deren Unsicherheit diskutiert. Dabei wurden bereits Hebel zur Beeinflussung der Auswirkung von

Unsicherheit auf die ermittelte Belastung angedeutet. Im Folgenden wird eine Arbeitshypothese zum

ganzheitlichen Umgang mit Unsicherheit in einem Lastmonitoring-System aufgestellt. Diese erfolgt in

Anlehnung an die Arbeiten zu robusten Prozessen und Systemen von TAGUCHI [88]. Zunächst soll das

System bestehend aus einer passiven Struktur, der Messkette und der Informationsverarbeitung als ein

einziges System, das Lastmonitoring-System, betrachtet werden. Ein Systemschaubild mit seinen Ein-

flussgrößen ist in folgender Abbildung 3.3 dargestellt.

Lastmonitoring-

System 

Steuergrößen: 
• Sensorart, -anzahl 

• Sensorposition 

• Art d. Algorithmus 

• Modellordnung 

• Abtastfrequenz 

• etc. 

Störgrößen: 
• Messrauschen 

• Systematische 

Abweichungen 

• Modellunsicherheit 

• etc. 

Zielgrößen: 
• Skalare Unsicherheitsmaße 

• Fehler im Frequenzbereich 

• etc. 

Eingangsgrößen: 
• Geometrie- und 

Materialeigenschaften 

• Belastungsspektrum 

• etc. 

Abbildung 3.3: Lastmonitoring-System mit Eingangs-, Steuer-, Stör- und Zielgrößen

Die Eingangsgrößen des Lastmonitoring-Systems sind beispielsweise vorgegebene bekannte, aber po-

tentiell unsicherheitsbehaftete Geometrie- und Materialeigenschaften der passiven Struktur oder die er-

warteten und vorab abzuschätzenen Belastungsspektren bzw. Belastungsarten. Als Zielgrößen dienen

Bewertungsmaße zur Quantifizierung von Unsicherheit, wie beispielsweise der relative effektive Feh-

ler Ueff nach (3.9), die Konditionszahl κ oder die spektrale Leistungsdichte des Fehlers See(Ωk) nach

(3.11). Nicht vermeidbare Störgrößen wie beispielsweise Messrauschen, systematische Abweichungen in

den Messsignalen oder Modellunsicherheit beeinflussen die Prozesse des Lastmonitoring-Systems und

somit auch die Zielgrößen meist negativ. Steuergrößen können in einem gewissen Rahmen frei gewählt

werden, z. B. Art, Ort und Anzahl von Sensoren, Art des Algorithmus zur Informationsverarbeitung,

Modellordnung, Abtastfrequenz usw. Sie beeinflussen die Zielgröße idealerweise positiv. Eine positive

Beeinflussung von Unsicherheit bedeutet, dass der relative effektive Fehler Ueff kleiner wird. Ziel eines

unsicherheitsminimierten Lastmonitoring-Systems ist es, die Steuergrößen derart auszuwählen, dass für

unsicherheitsbehaftete Eingangsgrößen und wirkende Störgrößen die Zielgröße, z. B. Ueff, minimiert

wird. Gemeinsam mit der Darstellung inverser Probleme unter Unsicherheit aus dem vorherigen Ab-

schnitt 3.2.1 führt dies zu folgender Arbeitshypothese für ein unsicherheitsminimiertes Lastmonitoring-

System:

Ein Lastmonitoring-System ist unsicherheitsminimiert, wenn

1. es eine eindeutige Lösung der Problemstellung ermöglicht,

2. es möglichst unemfindlich gegenüber Unsicherheit in Eingangsgrößen und Störgrößen ist

3. und wenn nicht vermeidbare Unsicherheit quantifiziert und dokumentiert wird.
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Oftmals wird der Einfluss aller unsicherer oder variabler Größen auf die betrachtete Zielgröße eines

Systems gleichzeitig und global z. B. durch bekannte Methoden der Sensitivitätsanalyse bewertet. Für

ein Lastmonitoring-System ist dies jedoch nicht sinnvoll. Erstens wird bei sehr vielen variablen Grö-

ßen die Anzahl der durchzuführenden numerischen oder gar experimentellen Realisierungen sehr hoch.

Zweitens liegen für einige Größen stark nichtlineare (z. B. Sensorposition) oder gar unstetige (z. B.

Anzahl an Sensoren, Anzahl zu verwendender Moden) Zusammenhänge vor, sodass eine geschlosse-

ne globale Sichtweise nicht sinnvoll erscheint. Deshalb wird im nächsten Abschnitt 3.3 eine Einteilung

unterschiedlicher Methoden zur Beherrschung von Unsicherheit vorgestellt.

3.3 Eine Methodik zur Beherrschung von Unsicherheit

Wie im vorherigen Abschnitt festgestellt, ist die Beherrschung von Unsicherheit durch eine geschlossene,

globalen Methode nicht oder nur schwer möglich. Vielmehr lässt sich Unsicherheit sinnvoll und ganzheit-

lich durch Anwendung unterschiedlicher, meist bekannter Methoden für unterschiedliche Teilproblem-

stellungen behandeln [66]. Ziel einer Methodik muss daher sein, die Beiträge einzelner bekannter oder

erweiterter Methoden zu charakterisieren und zusammenzuführen und somit eine umfassende Behand-

lung von Unsicherheit in einem Lastmonitoring-System zu ermöglichen. Hierfür wird in diesem Abschnitt

eine geeignete Einteilung der unterschiedlichen Methoden vorgestellt. Die Methodeneinteilung basiert

auf eigenen Vorarbeiten im SFB 805, in welcher zahlreiche Methoden zur Behandlung von Unsicherheit

lasttragender Systeme des Maschinenbau aus unterschiedlichen Disziplinen analysiert wurden [37].

Methoden werden in dieser Arbeit in drei Bereiche differenziert: 1. Unsicherheit beschreiben, 2. Un-

sicherheit bewerten, 3. Unsicherheit beeinflussen. Abbildung 3.4 auf der nächsten Seite zeigt diese Ein-

teilung und listet als Beispiele einige konkrete Methoden auf. Es sei angemerkt, dass das Lastmonitoring

als eine Methode zur Beherrschung von Unsicherheit nicht aufgeführt ist. Deren elementare Bedeutung

für die Unsicherheit in der Kenntnis des tatsächlichen Belastungszustandes einer Struktur wurde bereits

im Stand der Forschung diskutiert.

Üblicherweise erfolgt zunächst eine strukturierte Beschreibung des zu analysierenden Lastmonitoring-

Systems und der darin potentiell auftretenden Unsicherheit. So wurde bereits in Abschnitt 3.1 das Bal-

kensystem durch ein mechanisches Ersatzschaubild und ein mathematisches Modell beschrieben. Die

Eigenschaften des Balkensystems und deren Unsicherheit wurden in der Eigenschaftstabelle 3.1 gelistet.

Die in einem Lastmonitoring-System existierenden Prozesse werden in folgendem Abschnitt 3.4 durch

ein Prozessmodell beschrieben.

Methoden zur Bewertung der Auswirkung von Unsicherheit benötigen üblicherweise zunächst eine

Beschreibung der Unsicherheit. So ist beispielsweise eine Sensitivitätsanalyse zur Bewertung von Un-

sicherheit nur möglich, wenn vorher das Lastmonitoring-System und dessen Unsicherheit beschrieben

wurde. Die Bewertung von Unsicherheit erfolgt anhand von Bewertungsmaßen oder Zielgrößen. Diese

werden meist durch einen Vergleich zwischen einer Referenzgröße (z. B. die in numerischer Simulation

bekannte Belastung oder in der experimentellen Simulation gemessene Belastung) und einer unsicheren

Größe (z. B. die ermittelte Belastung) gewonnen. Im Allgemeinen kann Unsicherheit auf drei unter-

schiedlichen Betrachtungsebenen bewertet werden: 1. analytisch 2. numerisch und 3. experimentell.
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Abbildung 3.4: Einteilung unterschiedlicher Methoden zur Beherrschung von Unsicherheit

Analytische Betrachtungen bieten auf meist einfachem Wege grundlegende Erkenntnisse zur Auswir-

kung von Unsicherheit. So bewertet die Konditionszahl κ die Auswirkung von Fehlern in einem algebrai-

schen Gleichungssystem z. B. zur Beschreibung der Ursache-Wirkungs-Beziehung zwischen Belastungen

und Verformungen. Die Gaußsche Fehlerrechnung ermöglicht z. B. die analytische Bewertung der Aus-

wirkung von Abweichungen in Messsignalen auf das Messergebnis.

Numerische Simulationen ermöglichen eine Bewertung der Auswirkung von Unsicherheit in komple-

xen, ggf. nicht mehr analytisch beschreibbaren Systemen. So können durch Parameterstudien Wirkzu-

sammenhänge zwischen einzelnen unsicheren Eingangsgrößen, Stör- und Steuergrößen nach Abschnitt

3.2.2 bewertet und verständlich dargestellt werden. Numerische Sensitivitätsanalysen, z. B. auf Basis von

Monte-Carlo-Simulationen oder numerischen Realisierungen statistischer Versuchsplanung ermöglichen

die gleichzeitige Bewertung von Unsicherheit mehrerer unsicherer Größen und deren Wechselwirkung,

wie eigene Arbeiten gezeigt haben [92, 93].

Die Bewertung von Parameterunsicherheit kann per Definition für ein modellbasiertes Lastmonitoring

vollständig durch numerische Simulationen erfolgen. Dies lässt sich wie folgt begründen. Parameterun-

sicherheit ist definiert als Unsicherheit in den Parametern des mathematischen Modells. Sowohl in der

numerischen als auch in der experimentellen Simulation wird dasselbe mathematische Modell und eben-

so derselbe Algorithmus zur Ermittlung von Belastungen verwendet. Unsicherheit in den Parametern des

mathematischen Modells tragen somit in beiden Simulationsarten zu den gleichen Anteilen an den Ab-

weichungen der ermittelten Belastungen bei. Modellunsicherheit durch vereinfachende Abbildung des

realen Systems kann hingegen nach Definition nur in experimentellen Simulationen vollständig ermit-

telt werden. Dazu werden in dieser Arbeit frequenzabhängige, statistische Betrachtungen des Fehlers
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zwischen tatsächlicher und ermittelter Belastung durchgeführt und in Form einer Unsicherheitsregion

dargestellt, Abschnitt 6.6.

Sinnvollerweise wird man bestrebt sein, zunächst Unsicherheit auf analytischer Ebene, dann auf nume-

rischer Ebene und zuletzt in der experimentellen Simulation zu bewerten. Durch diese Vorgehensweise

wird der Aufwand an numerischen und insbesondere experimentellen Untersuchungen zur Bewertung

von Unsicherheit in einem Lastmonitoring-System erheblich reduziert, Kapitel 6.

Die – idealerweise positive – Beeinflussung von Unsicherheit ist wiederum meist nur auf Basis vor-

her beschriebener und bewerteter Unsicherheit möglich. So ist z. B. für eine unsicherheitsminimierende

Auswahl der Sensorpositionen zunächst eine Systembeschreibung und eine Bewertung nötig. Unsicher-

heit kann einerseits vermieden werden, beispielsweise die Gewinnung von mehr oder höherwertigen

Messsignalen durch Verwendung zusätzlicher oder besserer Sensoren. Andererseits können auf Basis

der Bewertung von Unsicherheit Steuergrößen derart angepasst werden, dass sich gegebene Unsicher-

heit möglichst gering z. B. auf die ermittelten Belastungen auswirkt. Gegebenenfalls bieten erweiterte

Algorithmen die Möglichkeit, Unsicherheit zu beherrschen. So wird in Abschnitt 4.3 ein Algorithmus vor-

gestellt, der es auf Basis einer Bewertung von Unsicherheit, quantifiziert durch einen Projektionsfehler,

ermöglicht, unbekannte Lastangriffspunkte zu ermitteln. Auch die Systemidentifikation, also die experi-

mentelle Ermittlung von Systemeigenschaften auf Basis von Messdaten, lässt sich als Beeinflussung von

Unsicherheit interpretieren. Unsicherheit in den Parametern des mathematischen Modells wird durch

deren Anpassung an reale Messdaten minimiert.

Der Beitrag zur Beherrschung von Unsicherheit in einem Lastmonitoring-System erfolgt in dieser

Arbeit durch Anwendung meist bekannter Methoden. Abbildung 3.4 bietet dabei eine strukturierende

Einordnung aller in dieser Arbeit dargestellter und untersuchter Methoden und Maßnahmen. Die Me-

thoden tragen zur Erfüllung der Arbeitshypothese eines unsicherheitsminimiertes Lastmonitoring-System

aus Abschnitt 3.2.2 bei. Die Beschreibung und Anwendung der Methoden und Maßnahmen erfolgt im

Wesentlichen in den Kapiteln 4 bis 6.

3.4 Prozesskette zur Beschreibung von Unsicherheit

Nach der Arbeitshypothese des SFB 805 entsteht Unsicherheit in Prozessen. Unsicherheit kann durch

Darstellung der Prozesse, die zur Erfüllung einer technischen Problemstellung benötigt werden, und der

darin wirkenden Unsicherheit beschrieben werden [66]. Die Arbeiten im SFB 805 liefern eine Möglich-

keit, Prozesse strukturiert zu beschreiben [33]. Ein Prozess kann beschrieben werden als der Übergang

von einem Anfangszustand zum Zeitpunkt tn in einen Endzustand zum Zeitpunkt tn+1. Ein Prozess hat

einen Zweck und ein Prozessmittel zur Umsetzung des Prozesses. Der Endzustand eines Prozesses kann

der Anfangszustand des nächsten Prozesses sein, es entsteht eine Prozesskette. Üblicherweise führen

Störeinflüsse im Prozess in Folge von Störgrößen zu Abweichungen im Endzustand eines Prozesses. Pro-

zesse werden durch Informationen gesteuert oder beeinflusst, es werden oftmals Ressourcen benötigt.

Abbildung 3.5 auf der folgenden Seite zeigt die Prozesskette eines Lastmonitoring-Systems.

Ein lasttragendes System wird in seinem Produktlebenslauf zunächst entwickelt und produziert, um

anschließend in die Nutzung zu gehen. Diese drei Phasen können als Überprozesse angesehen werden.
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In dieser Arbeit wird der Prozess ’Nutzung’ eines lasttragenden Systems mit einem Lastmonitoring näher

diskutiert. Er kann in die Unterprozesse ’Last tragen’, ’Messen’, ’Last ermitteln’ und ’Unsicherheit quantifi-

zieren’ unterteilt werden, siehe Abbildung 3.5. Bei Bedarf können diese Prozesse zur näheren Analyse in

weitere Unterprozesse unterteilt werden, z. B. den Prozess ’Messung’ in die Unterprozesse ’Übertragung

der physikalischen in eine elektrische Messgröße’, ’Umformen in elektrisches Messsignal’, ’Verstärkung’,

’Aliasing-Filterung’, ’Abtastung’ und ’Analog-Digitalwandlung’. Die Darstellung einer Prozesskette kann

so nach Bedarf beliebig komplex und detailliert erfolgen. In der Praxis ist dies bei einem Lastmonitoring-

System jedoch nicht nötig, für die weiteren Untersuchungen in dieser Arbeit reicht die in Abbildung 3.5

gezeigte Prozesskette aus. Die im Stand der Forschung dargestellten Arten von Unsicherheit lassen sich

im Prozessmodell einzelnen Prozessen zuordnen.

Abbildung 3.5: Prozesskette eines lasttragenden Systems mit Unterprozessen des Lastmonitoring-
Systems. Angaben in Klammer werden in dieser Arbeit nicht näher untersucht.

Zur Quantifizierung von Unsicherheit, die in einem Lastmonitoring-System auftreten kann, lässt sich

folgende Ansichtsweise auf Basis der vorgestellten Prozesskette ausführen.

• Prozess 3.1 ’Last tragen’: Es wirken tatsächliche Belastungen F auf das reale lasttagende System

und rufen tatsächliche Verformungen y hervor. Dieser Prozess wird als nicht unsicherheitsbehaftet

angesehen; er ist durch die realen und tatsächlichen physikalischen Vorgänge im System beschrie-

ben.

• Prozess 3.2 ’Messen’: Es werden mechanische Messgrößen lokaler Zustände des lasttragenden

Systems, z. B. Dehnungen, Auslenkungen oder Beschleunigungen an diskreten Orten, durch Sen-

soren und einer Signalverarbeitung durch eine Messkette in Messsignale ym umgewandelt. Sensor-

position, Abtastrate und Filtereckfrequenz beeinflussen den Prozess. Störgrößen im Messprozess

z. B. durch Messrauschen, Temperatur oder systematische Aweichungen führen im Allgemeinen zu

ym = y +∆y .
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• Prozess 3.3 ’Informationsverarbeitung’: Die potentiell unsicherheitsbehafteten Messsignale ym

werden in einer Informationsverarbeitung unter Verwendung eines geeigneten Algorithmus und

eines geeigneten mathematischen Modells verwendet, um die Belastung Fe zu ermitteln. Modell-

und Parameterunsicherheit, aber auch die Unsicherheit in den Messsignalen führt dazu, dass die

tatsächliche Belastung F praktisch niemals der ermittelten Belastung entspricht, F 6= Fe. Die Abta-

strate und die Kenntnis der Modellparameter, des Lastortes und der Axiallast beeinflussen diesen

Prozess.

• Prozess 3.4 ’Unsicherheit quantifizieren’: Durch den Vergleich der tatsächlichen Belastung F
mit der ermittelten Belastung Fe lässt sich durch statistische Auswertungen die Unsicherheit in

den ermittelten Belastungen quantifizieren. In der numerischen Simulation sind die tatsächlichen

Belastungen bekannt, in der experimentellen Simulation müssen diese z. B. durch eine Kraftmess-

dose direkt gemessen werden. Auch hier entsteht natürlich Unsicherheit im Messprozess. Deren

Auswirkung ist aber in der Praxis meist deutlich kleiner als im Lastmonitoring-System. So wer-

den beispielsweise in der experimentellen Simulation minimale Unsicherheitsmaße Ueff ≈ 6% der

ermittelten Belastung erreicht, Abschnitt 7.2. Unter Berücksichtigung von Messrauschen und Linea-

ritätsfehler ist das Unsicherheitsmaß für eine Kraftmessung mit der in dieser Arbeit verwendeten

und kalibrierten Kraftmessdose (ME-Meßsysteme KM26z bis 100 N, Linearitätsabweichung: ±0.1%
nach Herstellerangaben, Messrauschen: 6.3 ·10−2 N) bei gleichem Effektivwert der Belastung aber

nur Ueff ≈ 0.12% und somit mehr als eine Größenordnung geringer.

Trägt man die Unsicherheit in den Zuständen des Lastmonitoring-Systems qualitativ über die einzelnen

Zeitpunkte auf, lässt sich der Verlauf der Unsicherheitskategorien der einzelnen Zustände darstellen, wie

in Abbildung 3.6 an ausgewählten mechanischen Größen des Lastmonitoring exemplarisch dargestellt. In

den Prozessen des Lastmonitoring wird also Unsicherheit im Sinne des SFB 805 insofern beherrscht, als

das durch einzelne Prozesse Unwissen in Ungewissheit und letztendlich, wenn möglich, in Stochastische

Unsicherheit überführt wird, vgl. [37].

Abbildung 3.6: Qualitativer Verlauf der Unsicherheit in den Prozessen des Lastmonitorings.

Die Beschreibung einzelner, unsicherheitheitsbehafteter Prozesse und die Verknüpfung in einer Pro-

zesskette liefert den Mehrwert einer strukturierten und einheitlichen Beschreibung von Unsicherheit, die

in einem Lastmonitoring-System auftreten kann. Wird die Prozesskette z. B. in einem Simulationsmodell
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abgebildet, kann der Einfluss einzelner unsicherer Parameter auf die ermittelte Belastung untersucht

werden. Mit der einheitlichen Beschreibung von Unsicherheit im Prozessmodell wird durch die definier-

te Schnittstelle in den Zuständen des Prozessmodells eine fachdisziplinübergreifende Beherrschung von

Unsicherheit ermöglicht.

Zum Beispiel können durch die Untersuchung von Unsicherheit in den Prozessen der Produktion Infor-

mationen über Geometrie- und Materialeigenschaften und deren Unsicherheit im Zustand t3 des Prozess-

modells in Abb. 3.5 abgebildet werden. Diese werden dann als Ausgangsbasis zur Untersuchung weiterer

unsicherer Prozesse in der Nutzung verwendet. Ebenso können Untersuchungsergebnisse zu Unsicher-

heit in Lastmonitoring-Systemen für weitere Analysen beispielsweise in den Prozessen aktiver Systeme

verwendet werden, wenn diese durch das Lastmonitoring ermittelten Belastungs- und Verformungszu-

stände verwenden. Ermittelten Belastungen und deren Unsicherheit werden in die Produktentwicklung

zurück gespiegelt und dort zur angemessenen Auswahl von Sicherheitsfaktoren in der Produktauslegung

verwendet.

Beitrag zur Beherrschung von Unsicherheit: Durch das Prozessmodell wird die strukturierte Be-

schreibung von Unsicherheit und die fachdisziplinübergreifende Weitergabe von Informationen über

unsicherheitsbehaftete Zustände in den Prozessen ermöglicht.
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4 Mathematische Modelle und Methoden des Lastmonitorings

In diesem Kapitel werden die zur Lösung Inverser Probleme benötigten mathematischen Modelle und

Methoden vorgestellt. Sie werden im weiteren Verlauf der Arbeit immer wieder aufgegriffen und in An-

wendungsbeispielen am Balkensystem eingesetzt. Gleichzeitig sind die mathematischen Modelle und

Methoden so formuliert, dass sie übertragbar sind auf andere lasttragende Systeme, für welche ortsdis-

kretisierte Modelle vorliegen.

4.1 Mathematische Modelle linearer zeitinvarianter Struktursysteme

Zur modellbasierten Ermittlung von Belastungen ist es notwendig, dass die relevanten Eigenschaften des

Systems in Form eines mathematischen Modells zur Beschreibung des Übertragungsverhalten zwischen

Belastungen F(t) und Messsignalen y(t) vorliegen. In diesem Abschnitt werden dazu unterschiedliche

Modelle vorgestellt.

4.1.1 Systembeschreibung im Zeit- und Modalbereich

Im Allgemeinen sind lasttragende Systeme kontinuierliche, elastische Systeme. Diese werden oftmals als

ortsdiskretisierte Modelle dargestellt, beispielsweise durch FE-Modelle oder Mehrkörpermodelle. Unter

der Annahme, das System sei linear, kausal, zeitinvariant und schwach gedämpft, kann das zeitliche

Verhalten eines diskretisierten lasttragenden Systems mit N Freiheitsgraden1 durch ein inhomogenes

Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung beschrieben werden, vgl. (3.2),

Mr̈ (t) +Cd ṙ (t) + K ?r (t) = F(t), r (t = 0) = r 0, ṙ (t = 0) = v 0, (4.1)

wobei die Dämpfung zur Lösung des Eigenwertproblems zunächst vernachlässigt wird [62], aber später

als modaler Dämpfungsgrad in den mathematischen Modellen berücksichtigt wird. Darin sind r (t =
0) = r 0 und ṙ (t = 0) = v 0 die Anfangsbedingungen. Die Lösung des Eigenwertproblems

(K ? −λnM)φn = 0 (4.2)

führt zu den N Eigenwerten λn, den N Eigenkreisfrequenzenωn mitω2
n = λn und den N Eigenvektoren

φn. Die Eigenwertmatrix Λ ∈ RN×N und Modalmatrix Φ ∈ RN×N lassen sich schreiben als

Λ= diag(ω2
n) ; Φ=

�

φ1, φ2, . . . , φN

�

.

Die Modalmatrix ist massenormiert, ΦT MΦ = I, wobei I die Einheitsmatrix ist. Unter Annahme

modaler Dämpfung kann eine diagonale modale Dämpfungsmatrix Θ = diag(θn) mit den moda-

len Dämpfungen θn = 2ξnωn und den modalen Dämpfungsgraden ξn � 1 eingeführt werden.

1 Für das Balkensystem wie in Abbildung 3.1 gezeigt und in (3.2) beschrieben, ist z. B. N = 2Nk − 3 (jeder Knoten besitzt

2 FHG, durch die Randbedingungen sind insg. 3 FHG gesperrt).
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Das dynamische Verhalten eines linearen Struktursystems kann somit unter Verwendung seiner mo-

dalen Größen Λ, Θ und Φ beschrieben werden. Durch Einführung des modalen Auslenkungsvektors

p(t) =
�

p1(t), p2(t), . . . , pn(t)
�T

und des modalen Lastvektors Fg(t) =
�

Fg
1 (t), Fg

2 (t), . . . , Fg
n(t)

�T
mit

r (t) = Φp(t) (4.3)

Fg(t) = ΦT F(t) (4.4)

lässt sich (4.1) als System von N ungekoppelten Differentialgleichungen im modalen Raum beschreiben,

p̈(t) +Θṗ(t) +Λp(t) = Fg(t). (4.5)

Im Frequenzbereich lässt sich (4.3) bis (4.5) durch eine Laplace-Transformation mit der Laplace-

Variablen s = iΩ+σ als Übertragungsmatrix H(s) schreiben [116],

H(s) =
N
∑

n=1

φnφ
T
n

s2 + 2θnωns +ω2
n

. (4.6)

4.1.2 Zustandsraumdarstellung, modale Reduktion und zeitliche Diskretisierung

Zur numerisch effizienten Lösung der Systembeschreibung durch (4.3) bis (4.5) im Zeitbereich ist es

hilfreich, diese in ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung in Form einer Zustandsraum-

darstellung zu überführen. Diese Darstellung ist üblich in der Regelungstechnik, z. B. [42, 104], und

wird in dieser Arbeit zum Lastmonitoring in einem Zustandsbeobachter eingesetzt. Sie bietet folgende,

für Monitoring-Systeme relevante Vorteile:

• Die Zustandsraumdarstellung beschreibt nicht nur das Verhalten zwischen Ein- und Ausgangsgrö-

ßen, sondern auch den Verlauf innerer (modaler) Systemzustände. Diese können zu regelungstech-

nischen Aufgaben verwendet werden, z. B. in Zustandsreglern. Sie bietet den Vorteil, dass mehr

Informationen über die Systemstruktur vorliegen [13].

• Darüber hinaus ermöglicht die Kenntnis der inneren Systemzustände die Abschätzung des Verfor-

mungszustandes der gesamten Struktur, z. B. durch modale Expansion [58].

• Die Lösung gewöhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung ist numerisch effizient mög-

lich [104].

• Im Vergleich zur Darstellung der Übertragungsmatrix in (4.6) lässt sich das Eigenverhalten des

Systems aus einem Anfangszustand q0 leicht bestimmen.

Mit Einführung eines modalen Zustandsvektors q(t) ∈ R2N und der modalen Anfangsbedingungen q0

mit

q(t) =

�

p(t)
ṗ(t)

�

, q0 =

�

Φ−1r 0

Φ−1v 0

�

(4.7)
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kann (4.3) bis (4.5) in eine Zustandsgleichung und eine Ausgangsgleichung überführt werden,

Zustandsgleichung:

q̇(t) = Acq(t) + BcF(t) (4.8)

Ausgangsgleichung:

r (t) = Cq(t) , (4.9)

wobei Ac∈ R2N×2N die Systemmatrix, Bc∈ R2N×N die Eingangsmatrix und C ∈ RN×2N die Messmatrix

wie folgt definiert sind,

Ac =

�

0 I

−Λ −Θ

�

; Bc =

�

0
ΦT

�

; C = [Φ 0] .

Sollen zusätzlich Beschleunigungen r̈ (t) gemessen werden, wird eine Messmatrix C a und eine Durch-

gangsmatrix Da eingeführt. Die Ausgangsgleichung für eine Beschleunigung ist dann:

r̈ (t) = C aq(t) + DaF(t) (4.10)

mit

C a = [−ΦΛ −ΦΘ] ; Da =
�

ΦΦT
�

.

Modale Reduktion

Im Allgemeinen ist es nicht sinnvoll und praktikabel, dass das Modell zur Beschreibung des dynami-

schen Systemverhaltens alle N Moden berücksichtigt. Die Gründe hierfür sind:

• Im Allgemeinen können nicht alle N Freiheitsgrade gemessen werden, Ns� N .

• Das mathematische Modell wird bei Systemen mit vielen Freiheitsgraden sehr groß, beispielsweise

N > 105 für komplexere FE-Modelle, und somit rechenintensiv. Es ist ggf. nicht mehr tauglich für

ein echtzeitfähiges Lastmonitoring-System.

• Höhere Moden tragen oftmals nur einen geringen Anteil zum Gesamtverhalten des Systems bei

und können somit in vielen Fällen vernachlässigt werden [132]. Dies gilt insbesondere für Belas-

tungsspektren, bei welchen die Leistung mit steigender Frequenz abnimmt. Dies ist eine realistische

Annahme für stochastische Anregungen, z. B. [70, 153].

Um ein reduziertes Modell der Ordnung Nr zu erhalten, kann eine modale Reduktion durchgeführt

werden. Dazu werden nur die ersten Nr Moden im Modell berücksichtigt. Es ergibt sich die reduzierte

Modalmatrix Φr ∈ RN×Nr und ihre komplementäre residuale Modalmatrix Φk ∈ RN×N−Nr , die reduzier-

te Eigenwertmatrix Λr ∈ RNr×Nr und ihre komplementäre residuale Eigenwertmatrix Λk ∈ RN−Nr×N−Nr

sowie die reduzierte modale Dämpfungsmatrix Θr. Weiterhin werden die Selektionsmatrizen LF für die

(bekannten) Freiheitsgrade, an denen laterale Belastungen angreifen und Ls für die bekannten, transla-

torischen Messfreiheitsgrade eingeführt. Die Selektionsmatrizen besitzen in jeder Zeile nur einen Eintrag
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gleich 1 an der Stelle, wo eine Belastung angreift bzw. ein Sensor angebracht ist, alle anderen Einträge

sind null,

LF,i j =

¨

1 wenn xk
F, j = 2i − 1

0 sonst
(4.11)

Ls,i j =

¨

1 wenn xk
s, j = 2i − 1

0 sonst
(4.12)

Mit den so definierten Gleichungen lässt sich die Zustandsraumdarstellung eines lasttragenden Systems

zur Abbildung des linearen dynamischen Verhaltens mit einer reduzierten Anzahl an Moden Nr mit den

modalen Zuständen q r zwischen Belastungen F(t) an den Lastorten xk
F,i und dem Messvektor y(t) für

Auslenkungen und Beschleunigungen an den Messstellen xk
s,i wie folgt schreiben:

q̇ r(t) = Arq r(t) + BrF(t) (4.13)

y(t) = C rq r(t) + DrF(t) (4.14)

mit

Ar =

�

0 I

−Λr −Θr

�

; Br =

�

0
ΦT

r LT
F

�

;

C r =

�

LsΦr 0
−LsΦrΛr −LsΦrΘr

�

; Dr =

�

LsΦcΛkΦ
T
c LT

F

LsΦrΦ
T
r LT

F

�

,

wobei Ar, Br, C r, Dr die entsprechenden Matrizen des reduzierten Zustandraummodells sind.

Für numerische Simulationen im Zeitbereich muss (4.13) zeitdiskretisiert werden. Mit der Abtastzeit

∆t ergibt sich nach [142]

q k+1 = Adq k + BdF k

y k = C rq k + DrF k,
(4.15)

wobei q k = q(k∆t), y k = y(k∆t) und F k = F(k∆t), die diskreten Zeitpunkte k ∈ {0,1, ..., K} und

Ad = eAr∆t ; Bd = [eAr∆t − I]A−1
r Br. (4.16)

Es sei angemerkt, dass in dieser Arbeit für eine Belastung F bzw. ein Messsignal y an diskreten Zeit-

punkten k die Bezeichnungen Fk und F(k) bzw. yk und y(k) gleichwertig und je nach Anforderung an

die Lesbarkeit bzw. Verständlichkeit der mathematischen Ausdrücke verwendet wird.

42 4 Mathematische Modelle und Methoden des Lastmonitorings



4.1.3 Impulsantwort-Modell

Das dynamische Verhalten eines lasttragenden Systems lässt sich im Zeitbereich durch seine Impul-

santwort vollständig beschreiben [84]. Es leitet sich eine Modelldarstellung ab, die in dieser Arbeit als

Impulsantwort-Modell bezeichnet wird, aber auch als Gewichtsfunktionsmodell (weighting sequence de-
scription) bekannt ist. In dieser Arbeit wird das Impulsantwort-Modell verwendet, um einen effizienten

Algorithmus zur Ermittlung von Systemeigenschaftsänderungen bei unbekannter Belastung umzuset-

zen, aber auch zur Systemidentifikation. Das Impulsantwort-Modell bietet folgende, für ein Monitoring-

System relevante Vorteile:

• Die zeitliche Dimension des Impulsantwort-Modells ist unabhängig von der Ordnung des Systems

und der Anzahl an Sensoren. So ist es z. B. möglich, aus einem Messsignal unabhängig von der

Ordnung des Systems eine Belastung zu ermitteln.

• Die Beschreibung des Impulsantwort-Modells ist eindeutig, während für ein Zustandsraummodell

durch Ähnlichkeitstransformationen unendlich viele Realisierungen der Systemmatrizen möglich

sind2 [103].

• Ein Zustandsraummodell lässt sich in ein Impulsantwort-Modell überführen, et vice versa. Dieser

Zusammenhang lässt sich zur Ermittlung eines Zustandraummodells verwenden, da Impulsantwor-

ten des Systems in experimentellen Simulationen leicht zu ermitteln sind [84].

Im zeitdiskreten Fall und der Anfangsbedingung q0 = 0 lässt sich der Zusammenhang zwischen einer

Kraft Fk und einem Messsignal yk zu den Zeitpunkten k durch die Faltungssumme

yk =
Nv
∑

v=0

g(v )Fk−v (4.17)

beschreiben, wobei g(v ) die diskrete Gewichtsfunktion zu den diskreten Zeitschritten des Impulsantwort-

Modells v darstellt und Nv die Anzahl an berücksichtigten Zeitschritten im Impulsantwort-Modells be-

schreibt. Der seinem zeitdiskreten Verlauf von g(v ) entspricht der Impulsantwort des Systems. Für einen

Lastvektor F k und einem Messvektor y k lässt sich der Zusammenhang analog darstellen als

y k =
Nv
∑

v=0

g (v )F k−v , (4.18)

wobei g (v ) die Gewichtsfunktionsmatrix oder Markov-Parameter des Systems beschreibt.

Die Zustandsraumdarstellung (4.15) lässt sich durch rekursive Lösung in ein Impulsantwort-Modell

überführen,

y k = CAkq0 +
Nv
∑

v=1

CAv−1BF k−v + DF k, (4.19)

2 Aber nur für eine Realisierung sind die inneren Zustände gleichzeitig die modalen Zustände des Systems.
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wobei hier nun die Anfangsbedingungen q0 berücksichtigt sind. Fasst man die Messvektoren y k und

Lastvektoren F k für die Zeitschritte k− Nv · · · k in Vektoren zusammen,

y = [y k−Nv
, y k−Nv+1, · · · , y k]

T und F = [F k−Nv
, F k−Nv+1, · · · , F k]

T , (4.20)

lässt sich (4.19) in Matrixschreibweise wie folgt darstellen,

y = Γq0 + T F , (4.21)

wobei Γ eine erweiterte Beobachtermatrix ist, welche den Anteil der Schwingungsantwort y durch die

modalen Anfangsbedingungen q0 beschreibt,

Γ = [C T , AT C T , · · · , (ANV)T C T ]T , (4.22)

und T folgende Toeplitz-Matrix ist,

T =















D 0 . . . 0
CB D . . . 0

CAB CB . . . 0
...

...
. . .

...

CANv−1B CANv−2B . . . D















. (4.23)

Die Markov-Parameter g (v ) des Systems sind also

g (v ) = CAv−1B, v ∈ {1,2, ..., Nv} und g (0) = D. (4.24)

4.2 Regelungstechnische Methoden zur Lösung Inverser Probleme

In diesem Abschnitt werden die zur Lösung bestimmter und überbestimmter Inverser Probleme benötig-

ten regelungstechnischen Methoden knapp erläutert.

4.2.1 Systemidentifikation zur Ermittlung von Parametern des mathematischen Modells

Aus der theoretischen Modellbildung geht auf Basis der getroffenen Annahmen über beispielsweise

Geometrie- und Materialeigeschaften ein mathematisches Modell mit einer bestimmten Modellstruk-

tur und berechneten Parametern, z. B. den modalen Größen des Systems, hervor. Gegebenenfalls sind

aber manche Systemeigenschaften nicht oder nur unvollständig bekannt, es herrscht eine Unsicherheit.

Die Systemidentifikation, auch experimentelle Modellbildung genannt, beschäftigt sich mit der Ermitt-

lung eines mathematischen Modells aus einer vorgegebenen Modellklasse unter Verwendung gemessener

Signale [80]. Üblicherweise werden dazu gemessene Belastungen und gemessene Verformungen des Sys-

tems verwendet. Es handelt sich also um ein Inverses Problem 2. Art, vgl. Abschnitt 3.2.1.

Es kann zwischen nichtparametrischer und parametrischer Identifikation unterschieden werden. Beide

Ansätze kommen in dieser Arbeit zur Verwendung und im Folgenden knapp vorgestellt. Umfangreiche

Darstellungen von Verfahren der Systemidentifikation finden sich z. B. in [80, 84].
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Nichtparametrische Identifikation: Spektralanalyse zur Schätzung des Frequenzgangs

Eine nichtparametrische Identifikation zeichnet sich durch den Vorteil aus, dass keine Modellstruktur

benötigt wird. Unter bestimmten Voraussetzungen (z. B. Annahme lokaler Linearität des betrachteten

Systems) ist es möglich, Modellunsicherheit durch Vergleich des identifizierten parametrischen Modells

mit dem identifizierten nichtparametrischen Modells zu quantifizieren, Abschnitt 6.6. Zur Schätzung

der Übertragungsfunktion einer Struktur zwischen einem Anregungsort und einer Schwingungsantwort

in Form des Frequenzgangverlaufs (Amplituden- und Phasengang) kann die Spektralanalyse verwen-

det werden [80]. Aufgrund unvermeidbarer Unsicherheit in den Messsignalen werden unter Annahme

statistischer Unabhängigkeit der Störgrößen üblicherweise hinreichende Mittlungen der spektralen Leis-

tungsdichte durchgeführt.

Unter Verwendung der Autoleistungsdichte der gemessenen Verformung an einem Messfreiheitsgrad

Syy(Ωk) = lim
tk→∞

1

2tK

�

Y ∗T (Ωk)YT (Ωk)
�

(4.25)

und der komplexwertigen Kreuzleistungsdichte zwischen einer gemessenen Verformung und einer ge-

messenen Belastung

SyF(Ωk) = lim
tk→∞

1

2tK

�

Y ∗T (Ωk)FT (Ωk)
�

(4.26)

mit den diskreten Fouriertransformierten YT (Ωk) der Messignale und FT (Ωk) der gemessenen Belastung,

der Frequenzstützstelle Ωk und der Messdauer tk lässt sich die nichtparametrische Übertragungsfunktion

Hnp(Ωk) berechnen zu

Hnp(Ωk) =
Syy(Ωk)

SyF(Ωk)
. (4.27)

Parametrische Identifikation: Ermittlung des Parametervektors p

Ist die zu erwartende bzw. gewünschte Modellordnung Nr des mathematischen Modells beispielswei-

se durch numerische oder experimentelle Modalanalyse bekannt, können parametrische Methoden zur

Ermittlung der Systemeigenschaften angewendet werden. Falls die angenommene Modellordnung und

Modellstruktur zutrifft, sind wegen der höheren A-priori-Informationen im Zusammenhang mit statisti-

schen Ausgleichsmethoden wie z. B. Least-Square-Verfahren Modelle höherer Güte zu erwarten. Solche

Parameterschätzmethoden lassen sich vielseitig einsetzen und erlauben auch bei ungünstigem Signal-

Rausch-Verhältnis die Ermittlung von Modellen mit geringer Unsicherheit [80]. Sollen die identifizierten

Modelle zur Regelung in einem modellbasierten Regler verwendet werden, ist die Verwendung eines

parametrischen Modells sogar zwingend erforderlich [84]. In dieser Arbeit wird das für experimentel-

le Simulationen benötigte mathematische Modell H(p) in Form eines Zustandraummodells mittels des

Eigensystem-Realisierungs-Algorithmus (ERA) ermittelt [84]. Dieser wird im Folgenden kurz skizziert.

Die Markov-Parameter g (v ) = g v des Systems können aus gemessenen Belastungen F k und Ver-

formungen y k unter Verwendung von (4.21) durch Least-Square-Regression oder unter Verwendung
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der inversen Fouriertransformation identifizierter Übertragungsfunktionen, z. B. durch (4.27), ermittelt

werden. Im nächsten Schritt wird die Hankel-Matrix H(0) mit

H(0) =















D g 1 . . . g β−1

g 1 g 2 . . . g β
g 2 g 3 . . . g β+1
...

...
. . .

...

gα−1 gα . . . gα+β−2















(4.28)

durch eine Singulärwertzerlegung zerlegt. Die Singulärwerte und Singulärvektoren der Hankel-Matrix

H(0) werden dann zur Bildung einer Realisierung der Zustandsmatrizen A, B und C verwendet. Die

Parameter α und β müssen ausreichend groß, aber mindestens so groß wie die erwartete Modellordnung

2Nr sein, α,β > 2Nr. Durch eine Ähnlichkeitstransformation des so gewonnenen Zustandraummodells

lassen sich die modalen Parameter des betrachteten Systems bis zur Nr-ten Mode ermitteln.

Beitrag zur Beherrschung von Unsicherheit: Durch die Systemidentifikation wird Parameterunsicher-

heit beherrscht, indem die vorab abgeschätzten Parameter des mathematischen Modells derart angepasst

werden, dass das Modell möglicht gut das reale Verhalten des Systems abbilden.

4.2.2 Zustandsbeobachter zur Ermittlung von Belastungen und Systemzuständen

Der wesentliche Vorteil eines Zustandsbeobachters zur Ermittlung unbekannter Eingangsgrößen basie-

rend auf der Kalman-Filtertheorie besteht in der Ermittlung von Belastungen und inneren Systemzustän-

den unter optimaler Berücksichtigung einer gaußverteilten stochastischen Unsicherheit in den Messsi-

gnalen und dem mathematischen Modell. Als optimal wird hier die minimale Varianz des Fehlers in den

ermittelten Größen bezeichnet, was für den in dieser Arbeit verwendeten Zustandsbeobachter analy-

tisch nachgewiesen wurde [48]. Im Folgenden wird die Funktionsweise des Zustandsbeobachters knapp

vorgestellt.

Der zu ermittelnde Lastvektor F k und der zu ermittelnde modale Zustandsvektor q k werden im Zu-

standsbeobachter aus dem Messvektor y k rekursiv für jeden Zeitpunkt k in den drei Schritten Eingangs-
größenschätzung, Messgrößenaktualisierung und Zustandsaktualisierung durch folgende Bestimmungs-

gleichungen (4.29) bis (4.31) berechnet [48]:

Eingangsgrößenschätzung:

F k = S
�

y k −Cq k−1

�

, (4.29)

Messgrößenaktualisierung:

q k|k−1 = q k−1 + T
�

y k −Cq k−1 − DF k

�

, (4.30)

Zustandsaktualisierung:

q k = A q k|k−1 + BF k. (4.31)

46 4 Mathematische Modelle und Methoden des Lastmonitorings



Dabei bezeichnet q k|k−1 den Prädiktorwert des Zustandes q k. Die Kalman-Matrizen S und T sind hier

vereinfachend als konstant angenommen. Sie beinhalten Informationen über die Varianzen des Mess-

rauschens und des Systemrauschens und können für jeden Zeitschritt k berechnet werden. Eine nähere

Beschreibung zur optimalen Wahl der Kalman-Matrizen des vorgestellten Zustandsbeobachters findet

sich im Anhang B, die vollständige Herleitung findet sich in [48].

Beitrag zur Beherrschung von Unsicherheit: Der Zustandsbeobachter bildet in dieser Arbeit den Kern

der Informationsverarbeitung eines Lastmonitoring-Systems. Unsicherheit wird durch ihn beherrscht, in-

dem die vorab abgeschätzten Betriebslasten eines individuellen lasttragenden Systems zu jedem Zeit-

punkt bekannt gemacht werden.

4.3 Ein neuartiger Projektionsansatz zur Lösung unterbestimmter Inverser Probleme

Eine wesentliche Annahme der allermeisten Arbeiten über Lastmonitoring-Systeme ist, dass der Lastort

xF bekannt ist. Das Problem der Ermittlung von Belastungen bei unbekanntem Lastort ist jedoch bisher

nur unbefriedigend gelöst, wie aus dem Stand der Forschung hervor geht.

In diesem Abschnitt wird ein neuartiger Ansatz zur Lösung unterbestimmter Inverser Probleme vor-

gestellt. Ein unterbestimmtes Inverses Problem liegt vor, wenn die Anzahl potentieller Ursachen (z. B.

Belastungen an unterschiedlichen Freiheitsgraden des lasttragenden Systems) größer als die Anzahl der

beobachteten Wirkungen (z. B. Messsignalen an unterschiedlichen Messfreiheitsgraden des lasttragen-

den Systems) ist. Diese unterbestimmte Inverse Problemstellung ist nur durch zusätzliche Annahmen

eindeutig lösbar [58, 95]. In dieser Arbeit wird folgende, ingenieurmäßige Annahme getroffen:

Die Anzahl der tatsächlich auftretenden Ursachen ist kleiner als die Anzahl der potentiell auftre-
tenden Ursachen und auch kleiner als die Anzahl der beobachteten Wirkungen.

Diese Annahme kann in einigen Problemstellungen der Ingenieurmechanik getroffen werden. Ist bei-

pielsweise der Lastort einer ortsdiskreten Belastung unbekannt, die Anzahl NF der ortsdiskreten Belas-

tungen aber bekannt und die Anzahl an Messsignalen an den Ns Messfreiheitsgraden größer als die

Anzahl der ortsdiskreten Belastungen, NF < Ns, lässt sich dieses unterbestimmte Inverse Problem mit

dem im Folgenden vorgestellten mathematischen Ansatz lösen.

Ein weiteres Anwendungsszenario des Ansatzes findet sich in der modellbasierten Schadensdetekti-

on. Ziel einer Schadensdetektion sei die Ermittlung von Ort, Art und Höhe des Schadens, Stufe 3 des

Structural Health Monitoring nach RYTTER [123]. Hier sei die Ursache ein Schaden der Struktur, z. B.

eine Steifigkeitsreduktion durch einen Riss, und die beobachtete Wirkung des Schadens die schadens-

charakteristischen Parameter, z. B. die Änderungen der beobachteten modalen Parameter des Systems

oder die Schwingungssignaturen des Schadens. Potentiell können Schäden in einer Struktur an vielen

unterschiedlichen Orten auftreten. Die Anzahl der potentiellen Schadensorte kann also deutlich größer

als die Anzahl der beobachteten Wirkungen des Schadens sein. In der Praxis wird aber ein Schaden

tatsächlich nur an wenigen Orten auftreten. Mit der oben dargestellten Annahme kann ein solches An-

wendungsszenario durch den im Folgenden vorgestellten mathematischen Ansatz ebenso gelöst werden.
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Der grundlegende algebraische Ansatz zur Lösung dieser Problemstellungen wird in Abschnitt 4.3.1

anhand eines einfachen Beispiels vorgestellt, zwei Anwendungsszenarien zur Ermittlung dynamischer

Belastungen bei unbekanntem Lastort und zur Ermittlung veränderlicher Systemeigenschaften bei un-

bekannten Belastungen werden in den Abschnitten 5.2 und 5.3 diskutiert. Rotationsfedersteifigkeit cr,

-masse mr sowie Axiallast P werden dabei vernachlässigt.

4.3.1 Algebraische Grundlage

Zur Erläuterung der algebraischen Grundlage des Ansatzes wird das denkbar einfachste Beispiel für das

Balkensystem betrachtet. Es wirkt eine statische Last F1 an einem unbekannten Lastort am Knoten xk
F,1

auf den Balken, und es wird die Auslenkung w1 und w2 an zwei bekannten Orten an den Knoten xk
s,1 und

xk
s,2 gemessen, siehe Abbildung 4.1 a) auf der folgenden Seite. Die benötigte algebraische Grundlage wird

anhand dieses Beispiels erläutert, aber so formuliert, dass sie auch auf komplexere Problemstellungen

z. B. mit mehreren unbekannten Lastorten übertragen werden kann.

Es wird die allgemeine Gleichung (3.5) des Ursache-Wirkungsbezuges aufgegriffen und als statischer

Belastungs-Verformungsbezug des Balkensystems angesehen,

y = H · F . (4.32)

Darin ist y ∈ RNs der Vektor mit den gemessenen Verformungen an den Ns = 2 Messstellen, F ∈
RNk der Vektor mit allen potentiellen Belastungen und H ∈ RNk×Ny die statische Nachgiebigkeitsmatrix

in z-Richtung zur Beschreibung des Ursache-Wirkungsbezuges. Die Annahme, dass tatsächlich nur NF

Belastungen Fk ungleich Null sind, lässt sich schreiben als

Fk =

¨

Fi wenn xk
F,i = k

0 sonst
. (4.33)

Soll nun aus gemessenen Verformungen y die (äquivalente) Belastung eF ermittelt werden, ergibt sich

eF = H+ · y . (4.34)

Abbildung 4.1 a) zeigt ein Beispiel für das Balkensystem mit Nk = 39 Knoten, NF = 1 Belastungen F1 = 1
N an dem (bei der Lastermittlung zunächst unbekannten) Knoten xk

F,1 = 10 und Ns = 2 Messstellen.

Wird nicht berücksichtigt, dass Nk − NF = 38 Einträge des Vektors F null sind, ergibt sich die in

Abbildung 4.1 b) gezeigte äquivalente Belastung3. Diese hat offenbar nur wenig mit der eigentlichen Be-

lastung gemeinsam. Nicht einmal der Ort der maximalen äquivalenten Belastung stimmt mit dem Ort der

tatsächlichen Belastung überein. Damit dennoch der Lastort und die Lasthöhe unter der Zuhilfenahme

der Zusatzinformation, die meisten Belastungen seien gleich null, gelöst werden kann, wird folgender

Projektionsansatz verwendet.

3 engl.: equivalent load
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Abbildung 4.1: a) Mechanisches Ersatzschaubild für den Balken ohne Axiallast und Rotationsfeder, b)
Lösung für äquivalenten Lastvektor

Für alle Knoten xk = k, k ∈ {1,2, · · · , NK} wird eine Selektionsmatrix LF,k ∈ RNF×Nk gebildet mit

LF,ki =

¨

1 wenn xk = i
0 sonst

(4.35)

Die Selektionsmatrix wird verwendet, um aus der vollen Nachgiebigkeitsmatrix die k-te Spalte zu selek-

tieren,

H k = LF,kH . (4.36)

Mit H k wird dann aus den gemessenen Verformungen eine Belastung berechnet,

F k = (H k)
+y . (4.37)

Wenn xk der Knoten ist, an dem tatsächlich die Belastung angreift, xk = xk
F,1 , wird auch die Höhe der

Belastung F k richtig berechnet. Nutzt man diese ermittelte Belastung nun, um wiederum die gemessene

Verformung zu berechnen,

by = H kF , (4.38)

muss die so berechnete Verformung by im Falle eines richtig angenommenen Lastortes der gemessenen

Verformung y entsprechen. Ist der angenommene Lastort nicht der tatsächliche Lastort, resultiert ein

Fehlervektor

ek = y − by = (I−H k(H k)
+)y , (4.39)

mit welchem für den mehrdimensionalen Fall eine Fehlernorm gebildet werden kann,

ep,k = ||(I−H k(H k)
+)y ||2. (4.40)
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Gl. (4.40) beschreibt den Projektionsfehler ep,k der gemessenen Verformung auf einen Unterraum, wel-

cher durch die k-te Spalte der Matrik H aufgespannt wird. ep,k kann dann verwendet werden, um für

den Fall einer angreifenden Belastung folgendes Optimierungsproblem zu formulieren:

Finde k so, dass ep,k minimal wird.

Abbildung 4.2 a) zeigt für das Beispiel den Projektionsfehler ep,k für alle potentiellen Knoten xk = k.

Dieser ist null für den Knoten xk
F,1 = 10, an welchem tatsächlich eine Belastung angreift. Abbildung 4.2

b) zeigt geometrisch visualisiert die Funktionsweise des Projektionsansatzes. Angedeutet ist der zwei-

dimensionale Spaltenraum, der durch die Nachgiebigkeitsmatrix H aufgespannt wird. Jeder Vektor H k

entspricht einer Spalte aus H . Liegt nun der Messvektor y auf dem Vektor H k für den Knoten k, an dem

tatsächlich eine Belastung angreift, ist der Projektionsfehler im Idealfall null, für alle anderen Knoten

nicht. Anschaulich formuliert lässt sich für den hier dargestellten zweidimensionalen Fall sagen, dass

derjenige Vektor der Ursache gesucht wird, der möglichst in die Richtung der beobachteten Wirkung

zeigt.
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Abbildung 4.2: Funktionsweise des Projektionsansatzes: a) Projektionsfehler ek für alle Knoten, b) Geo-
metrische Visualisierung des Projektionsansatzes

Die Anwendung der vorgestellten Methode erfolgt für die numerische Simulation in Abschnitt 5.2 und

5.3 sowie für die experimentelle Simulation in Abschnitt 7.1.3 und 7.1.4.

Beitrag zur Beherrschung von Unsicherheit: Der vorgestellte Ansatz ermöglicht die Lösung eines

unterbestimmten Inversen Problems durch die zusätzliche Annahme, dass die meisten Ursachen Null

sind, wobei zunächst nicht bekannt ist, welche dies sind. Es liegen dann mehr beobachtete Wirkungen

als tatsächliche Ursachen vor. Das vorher unterbestimmte Inverse Problem wird in ein überbestimmtes

Inverses Problem überführt, womit die beobachteten Wirkungen eine redundante Information über die

Ursache beinhalten. Diese kann dann verwendet werden, um einen Projektionsfehler zu berechnen. Die

Ermittlung des minimalen Projektionsfehlers liefert dann den Ort der tatsächlichen Ursache.
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5 Fallbeispiele zur Ermittlung von Belastungen und Systemeigenschaftsänderungen

In diesem Kapitel werden die in Kapitel 4 vorgestellten Methoden zur Lösung Inverser Probleme am

Beispiel des Balkensystems aus Abschnitt 3.1 in numerischen Simulationen angewendet und hinsichtlich

ihrer Unsicherheit bewertet. Es sei angemerkt, dass Fehler in der Modellierung natürlich zu Modellunsi-

cherheiten führen, die aber in der numerischen Simulation nicht vollständig bewertet werden können.

Beispielsweise führt die Annahme zur Proportionaldämpfung oder die vereinfachenden Annahmen zum

Euler-Bernoulli-Balken hinsichtlich der Vernachlässigung von Scherbeanspruchung und Drehträgheit so-

wohl bei der Simulation des realen Systemverhaltens als auch bei der Ermittlung von Belastungen und

veränderlichen Systemeigenschaften zu den selben Fehlern. Somit werden bei der Lösung des direkten

Problems und des Inversen Problems die selben Fehler gemacht. Die durch die vereinfachenden Annah-

men entstehende Modellunsicherheit kann und soll somit an dieser Stelle nicht vollständig bewertet

werden. Sie wird in der experimentellen Simulation am Balkensystem in Abschnitt 6.6 sowie in Kapitel

7 bewertet.

5.1 Fallbeispiel 1: Ermittlung einer Laterallast am axial belasteten Balken bei bekanntem

Lastort in der numerischen Simulation

In diesem Abschnitt soll die grundlegende Funktionstauglichkeit des im Kapitel 4.2.2 vorgestellten Zu-

standsbeobachters zur Ermittlung von Belastungen am Balken-System in der numerischen Simulation

validiert werden. Dies erfolgt für drei Arten von Belastungen. Als deterministische Belastung wird ein

Gleitsinus, als stochastische Belastung ein rosa 1/ f -Rauschen und als stoßartige Belastung ein Recht-

eckimpuls simuliert. Dabei wirkt zunächst nur Unsicherheit durch ein numerisch generiertes Mess-

rauschen und infolge des reduzierten Modells zur Abbildung des Systemverhaltens, Nr < N . Nähere

Untersuchungen zum Einfluss unsicherer Eingangs- und Störgrößen sowie der Wahl der Steuergrößen

erfolgen in Kapitel 6.

Es werden folgende Annahmen für die numerischen Simulationen getroffen:

• Es wird kleine Strukturdämpfung mit dem modalen Dämpfungsgrad ξn = 0.01 für alle Moden n
angenommen.

• Der Balken wird mit einer Laterallast F1(t) an einem bekanntem Lastort xF,1 belastet.

• Die Systemeigenschaften sind vollständig bekannt.

• Es werden Auslenkungen wi(t) und Beschleunigungen ẅi(t) an zwei Messfreiheitsgraden ermit-

telt.

• Die Höhe der Belastungen werden derart gewählt, dass realistische Auslenkungen kleiner als 0.01

m am Balken auftreten.
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Folgende Abbildung 5.1 zeigt erneut das Balkensystem, nun in seiner konkreten Ausführung für die-

ses Fallbeispiel 1. Die danebenstehende Tabelle 5.1 zeigt die verwendeten Variablen der numerischen

Untersuchung, sofern diese nicht explizit in der Eigenschaftstabelle 3.1 aufgeführt sind.

Abbildung 5.1: Prinzipskizze des Bal-
kensystem für Fallbei-
spiel 1

Ordnung des vollständigen Modells N 63

Ordnung des reduzierten Modells Nr 2

Sensorposition xs,1, xs,2 110 mm, 220 mm

Intensität des Messrauschen 5%

1. Eigenfrequenz f1 d. Balkens 32,6 Hz

2. Eigenfrequenz f2 d. Balkens 112,4 Hz

Abtastfrequenz fa 400 Hz

Filtereckfrequenz fc 125 Hz

Simulationsfrequenz fs 10 kHz

Lastort xF,1 30 mm

Belastungsart BL1 Gleitsinus

Belastungsart BL2 Rosa Rauschen

Belastungsart BL3 Impuls

Axiallast P 20 N

Tabelle 5.1: Eigenschaften des Balkensystems für Fallbeispiel 1,
sofern nicht angegeben in Tabelle 3.1

Zur Abbildung des realen kontinuierlichen Balkensystems in der numerischen Simulation wird das Sys-

temverhalten des Balkens mit N = 63 Freiheitsgraden und einer Simulationsfrequenz von fs = 10 kHz

simuliert. Zur Abbildung des Messprozesses wird auf die simulierten Auslenkungen w1(t) und w2(t)
und Beschleunigungen ẅ1(t) und ẅ2(t) des Balkensystems ein normalverteiltes Messrauschen mit einer

Standardabweichung von 5% der Standardabweichung des jeweiligen Messsignals addiert,

ey(t) = y(t) + 0.05 · diag(σy) · n(t) mit y(t) =
�

w1(t), w2(t), ẅ1(t), ẅ2(t)
�T

, (5.1)

wobei ey(t) der Vektor mit den verrauschten Messsignalen,σy der Vektor mit den Standardabweichungen

der Messsignale ist und n(t) einen weißen normierten Rauschprozess darstellt. Anschließend werden die

Messsignale mit einem Butterworth-Filter 8. Ordnung und einer Filtereckfrequenz von fc = 125 Hz gefil-

tert und mit einer Abtastfrequenz von fa = 400 Hz abgetastet. Die Abtastung erfolgt in der numerischen

Simulation durch ein Downsampling. Ebenso wird das Belastungssignal gefiltert und abgetastet, um

die Vergleichbarkeit der ermittelten und tatsächlichen Belastungen sowohl in der numerischen als auch

später in der experimentellen Simulation zu ermöglichen. Es wird deshalb auch in der numerischen Si-

mulation von einer gemessenen Belastung Fm(t) gesprochen. Zur Gewährleistung der Beobachtbarkeit

der modalen Verformungen q mit Ns = 2 Sensoren wurde die Modellordnung Nr = 2 gewählt, die Fil-

tereckfrequenz fc entsprechend der 2. Eigenfrequenz f2 des Systems. Es sei angemerkt, dass der Prozess

der Filterung und Abtastung in dieser Arbeit als nicht unsicherheitsbehaftet angesehen wird. Durch die
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Filterung entsteht zwar ein Phasenverzug, dieser ist aber bekannt und kann so in weiteren Analysen be-

rücksichtigt werden. Der Fehler durch eine Quantifizierung des Messsignals im realen Messprozess kann

bei heute üblichen Abtastsystemen mit Diskretisierungen von z. B. 16 bit oder 24 bit bei ausreichender

Nutzung des Dynamikbereiches der Messtechnik vernachlässigbar oder als zusätzliches, aber sehr kleines

Rauschen angenommen werden [79].

Belastungsart 1: Gleitsinus

Als erstes Beispiel wird auf dem Balkensystem als Laterallast F1(t) ein Gleitsinus

F1(t) = |F1| sin
�

2π( fF,0 + ( fF,1 − fF,0)t/ts) · t
�

(5.2)

mit einer Amplitude |F1|= 10 N, einer Startfrequenz fF,0 = 10 Hz und einer Endfrequenz fF,1 = 100 Hz

und einer Simulationsdauer ts= 10 s in der numerischen Simulation aufgebracht. Das Systemverhalten

wird simuliert und die numerisch generierten Messignale werden verwendet, um durch den Zustands-

beobachter die Belastung F1,e(t) zu ermitteln. Folgende Abbildung 5.2 zeigt die gemessene Laterallast

F1,m(t) und die ermittelte Laterallast F1,e(t) sowie den Fehler zwischen diesen im Zeit- und Frequenz-

bereich.
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Abbildung 5.2: Gemessene und ermittelte Belastung sowie Fehler zwischen diesen für Gleitsinus, Darstel-
lung im Zeit- und Frequenzbereich

Die Amplituden der gemessenen und ermittelten Laterallast stimmen weitestgehend überein. Mit zu-

nehmender Frequenz steigt aber der Fehler zwischen der gemessenen und der ermittelten Laterallast

an, wie in Abbildung 5.2 sowohl aus der Darstellung im Zeitbereich als auch im Frequenzbereich her-

vor geht. Diese Abweichungen lassen sich auf den zunehmenden Einfluss der nächst höheren, nicht im

mathematischen Modell zur Belastungsermittlung berücksichtigten Schwingungsmode zurückführen. Im

hier beschriebenen Balkensystem ist dies die 3. Schwingungsmode. Mit zunehmender Frequenz lässt sich

dieser Einfluss nicht mehr durch seinen statischen Anteil an der Gesamtverformung der Struktur durch

die Durchgangsmatrix Dr des Zustandraummodells (4.13) bis (4.14) beschreiben, sondern hat zuneh-

mend einen dynamischen Einfluss auf das simulierte Messsignal. Der effektive relative Fehler beschreibt
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nach (3.9) das Verhältnis des Effektivwerts des Fehlers zwischen gemessener und ermittelter Belastung

und dem Effektivwert der gemessenen Belastung und beträgt für den untersuchten Fall Ueff = 2,1%.

Darüber hinaus geht aus Abbildung 5.2 hervor, dass der Einfluss von Messrauschen auf die ermittelte

Belastung für dieses Beispiel verschwindend gering ist. Im Frequenzbereich über 100 Hz sinkt die Spek-

trale Leistung des Fehlers um etwa 4 Dekaden ab auf ein über die Frequenz gleichmäßiges Niveau. Dieser

Bereich über 100 Hz beschreibt den Einfluss des Messrauschens, denn der Gleitsinus liefert in diesem

Bereich keinen Anteil mehr an der Gesamtleistung des Belastungssignals und somit auch des Fehlers.

Belastungsart 2: Rosa 1/ f -Rauschen

Oftmals kann als erste Annahme über das zu erwartende Belastungsspektrum SFF(Ω) der auf ein last-

tragendes System wirkenden Belastungen ein rosa Rauschen mit einer Amplitude proportional zu 1/ f
angenommen werden. Dieses trifft näherungsweise für reale stochastische Anregungen z. B. für eine

Fußpunktanregung eines Fahrzeugs oder Flugzeugfahrwerks durch eine rauhe Fahrbahn [70] oder einer

Windanregung [153] zu. Abbildung 5.3 zeigt einen Ausschnitt der tatsächlichen und ermittelten Belas-

tungen im Zeitbereich und das tatsächliche und ermittelte Belastungsspektrum im Frequenzbereich für

eine Simulationsdauer ts = 50 s.
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Abbildung 5.3: Gemessene und ermittelte Belastung sowie Fehler zwischen diesen für rosa Rauschen,
Darstellung im Zeit- und Frequenzbereich

Wie im vorherigen Beispiel stimmen die gemessenen und ermittelten Belastungen gut überein. Al-

lerdings nimmt auch in diesem Beispiel der Fehler mit zunehmender Frequenz zu. Zusätzlich ist in

Abbildung 5.3 in der Darstellung im Frequenzbereich erkennbar, dass bei etwa 160 Hz der Fehler am

höchsten ist. Dieser resultiert, wie im vorherigen Beispiel, ebenfalls aus dem Schwingungsanteil der 3.

Mode. Die Übertragungsfunktion des als real simulierten Balkensystems mit N = 63 Moden besitzt bei

dieser Frequenz ein Nullstelle, welche im reduzierten Modell mit N = 2 Moden nicht vorhanden ist. Der

relative effektive Fehler beträgt für den untersuchten Fall Ueff = 0,8%.
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Belastungsart 3: Rechteckimpuls

In diesem Anwendungsbeispiel wird als Laterallast ein Rechteckimpuls

F1(t) =

¨

|F | für t1 < t < t2

0 sonst
(5.3)

mit einer Amplitude |F | = 100 N, dem Beginn des Rechteckimpulses an t1 = 0.1 s und Ende an t2 =
0.105 s für eine Simulationsdauer ts = 1 s simuliert. Abbildung 5.4 zeigt erneut die Belastungssignale

und den Fehler im Zeit- und Frequenzbereich.
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Abbildung 5.4: Gemessene und ermittelte Belastung sowie Fehler zwischen diesen für Rechteckimpuls,
Darstellung im Zeit- und Frequenzbereich

Der für das reale System simulierte Rechteckimpuls wird durch die Tiefpassfilterung geglättet, der

Rechteckimpuls schwingt durch die Filterung nach. Der relative effektive Fehler Ueff = 16,9% ist für

diesen Fall im Vergleich zum Gleitsinus und zum rosa 1/ f -Rauschens deutlich höher. Der Rechteckimpuls

regt das System breitbandig an. Der für das rosa 1/ f -Rauschen diskutierte Anstieg des Fehlers bei 160 Hz

ist für dieses Beispiel noch ausgeprägter, da die spektrale Leistungsdichte des Belastungssignals in diesem

Frequenzbereich höher ist.

Diskussion

Die drei Anwendungsbeispiele aus diesem Abschnitt 5.1 zeigen die grundlegende Funktionstauglichkeit

des vorgestellten Zustandsbeobachters zur Ermittlung deterministischer, stochastischer und impulsför-

miger Belastungen. In der numerischen Simulation wurde der Belastungsvorgang des Balkensystems

simuliert und aus den simulierten, gemessenen Verformungen durch den Algorithmus die Belastung

mit geringer Unsicherheit ermittelt. Die wesentliche Unsicherheit in der ermittelten Belastung entsteht

durch eine Modellunsicherheit. Das reale, simulierte Balkensystem wird durch ein reduziertes Modell

abgebildet. Es resultieren mit zunehmender Frequenz größere Fehler in den ermittelten Belastungen,
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da der Einfluss der nächst höheren, im Modell nicht mehr berücksichtigten Mode auf das Schwingungs-

verhalten des Balkensystems mit zunehmender Frequenz zunimmt. Der Einfluss des Messrauschens auf

die Unsicherheit in der ermittelten Belastung hingegen ist sehr gering, wie für Belastungsart 1 disku-

tiert. Dies ist auf die Funktionsweise des Zustandsbeobachters zurückzuführen, welcher eine optimale

Ermittlung von Belastungen bei bekanntem Messrauschen ermöglicht. Darüber hinaus ermöglicht die

Ensemblemittlung der vier Messsignale eine Reduktion der Auswirkung des Messrauschens, wie auch in

Abschnitt 6.4 diskutiert wird. Eine detaillierte Diskussion unterschiedlicher potentieller Unsicherheiten

erfolgt in Kapitel 6.

5.2 Fallbeispiel 2: Ermittlung mehrerer Laterallasten bei unbekanntem Lastort in der

numerischen Simulation

In diesem Fallbeispiel wird der vorgestellte Projektionsansatz verwendet, um in der numerischen Simu-

lation den Lastort und die Lasthöhe zweier dynamischer Lasten F1(t) und F2(t), also NF = 2, unter

Verwendung von Ns = 4 Weg- und Beschleunigungssensoren zu ermitteln.

Zur Ermittlung der unbekannten Lastorte wird der in Abschnitt 4.2.2 vorgestellte Zustandsbeobachter

verwendet, um den modalen Belastungsvektor Fg(t) ∈ RNs×1 zu ermitteln. Dazu werden die Steuerma-

trix Br und die Durchgangsmatrix Dr aus (4.13) und (4.15) ersetzt durch

Bm =

�

0
I

�

; Dm =

�

LsΦcΛc

LsΦr

�

(5.4)

mit Bm, Dm den Matrizen des modalen Zustandraummodells, vergleiche (4.4). Mit dem Zustandsbeob-

achter werden unter Verwendung von Ns = 4 Sensoren die ersten Ns = 4 modalen Lasten Fg
i (t) des

Balkensystems ermittelt. Der im vorherigen Abschnitt 4.3.1 verwendete Ursache-Wirkungsbezug ist für

dieses Beispiel das algebraische Gleichungssystem zur Beschreibung des Zusammenhangs zwischen mo-

dalen Belastungen Fg(t) und realen physikalischen Belastungen F(t) durch die Modalmatrix Φr nach

(4.4)

Fg(t) = ΦT
r F(t) (5.5)

gegeben. Zur Ermittlung des Lastortes der lateralen Belastung wird die Selektionsmatrix LF,lm verwendet,

um die l-te und m-te Zeile der Modalmatrix zu selektieren,

ΦF,lm = LF,lmΦr mit LF,lm,i j =

¨

1 wenn xk
F,lm,i = 2 j − 1

0 sonst
, (5.6)

wobei alle Kombinationen l, m der potentiellen Lastorte möglich sind, also xk
F,lm,1 = l, l ∈ {1,2, · · · , NK}

und xk
F,lm,2 = m, m ∈ {1,2, · · · , NK}, m 6= l. Der Projektionsfehler

ep,lm(k) = ||(I−ΦT
F,lm(Φ

T
F,lm)

+)Fg
e(k)|| (5.7)

der diskreten ermittelten modalen Belastungen Fg
e(k) ist somit abhängig von der Kombination der zwei

potentiellen Lastorte.
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Die ermittelten modalen Belastungen Fg
e(k) können an den Zeitpunkten k nahe oder gleich Null sein

oder durch stochastische Störeinflüsse z. B. in den Messsignalen unsicherheitsbehaftet sein. Dadurch

kann das Minimum des Projektionsfehlers ep,lm(k) über die Zeitpunkte k stark schwanken. Zum statis-

tischen Ausgleich wird im Falle dynamischer Lasten die Kovarianzmatrix Pg
F der ermittelten modalen

Belastungen Fg
e(k) verwendet mit

Pg
F = E

�

(Fg
e(k)−µF)(F

g
e(k)−µF)

T
�

, (5.8)

worin µF der Mittelwert von Fg
e(k) ist. Dadurch wird die Funktion des Algorithmus über die Zeit geglät-

tet. Der Projektionsfehler lautet dann

ep,lm = ||(I−ΦT
F,lm(Φ

T
F,lm)

+)Pg
F||, (5.9)

wobei für ein Lastmonitoring in Echtzeit die Kovarianzmatrix Pg
F(k) mit jedem Zeitpunkt k durch einen

gleitenden Mittelwertfilter gebildet werden kann. Es entsteht dann ein zeitlicher Verzug zwischen dem

tatsächlichen Lastort und dem ermittelten Lastort.

Für die ermittelten Lastortkombinationen l, m mit minimalem Projektionsfehler ep,lm werden dann aus

den ermittelten modalen Belastungen Fg(k) die realen Belastungen F(k) berechnet zu

F e(k) = (ΦT
F,lm)

+Fg
e(k). (5.10)

Abbildung 5.5: Prinzipskizze des Bal-
kensystem für Fallbei-
spiel 2

Anzahl an Knoten Nk 41

Ordnung des vollständigen Modells N 79

Ordnung des reduzierten Modells Nr 4

Anzahl an Messfreiheitsgraden Ns 4

Sensorpositionen an Knoten x
k

s,i 9, 17, 25, 34

Intensität des Messrauschen 5%

4. Eigenfrequenz ω4/(2π) d. Balkens 472 Hz

Abtastfrequenz fa 1 kHz

Filtereckfrequenz fc 500 Hz

Simulationsfrequenz fs 10 kHz

Lastorte xF,1, xF,2 variabel

Laterallast F1(t): Amplitude, Frequenz 5 N, 10 - 100 Hz

Laterallast F2(t): Amplitude, Frequenz 3 N, 30 - 60 Hz

Tabelle 5.2: Konkrete Eigenschaften des Balkensystems für Fall-
beispiel 2, sofern nicht angegeben in Tabelle 3.1

Abbildung 5.5 zeigt erneut das Balkensystem, jetzt für NF = 2 Laterallasten und Ns = 4 Sensorpositio-

nen, Tabelle 5.2 listet die angenommenen Eigenschaften und Simulationsparameter. Als Belastung wird
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in diesem Beispiel für die Laterallast F1(t) ein Gleitsinus mit einer Amplitude von |F1| = 5 N in einem

Fequenzbereich von 10 Hz bis 100 Hz, für die Laterallast F2(t) ein Gleitsinus mit einer Amplitude von

|F2|= 3 N in einem Bereich von 30 Hz bis 60 Hz verwendet. Die Simulationsdauer beträgt ts = 10 s.

Abbildung 5.6 zeigt den Projektionsfehler ep,lm für den konkreten Fall einer Laterallast F1(t) an

xk
F,1 = 10 und F2(t) an xk

F,2 = 25. Die Fehlerfläche des Projektionsfehlers ist symmetrisch, die Last-

orte von F1 und F2 sind gleichwertig und vertauschbar. Darüber hinaus fällt auf, dass die Fehlerfläche

nicht konvex ist. Soll das Minimum des Projektionsfehlers ep,lm durch einen Optimierungsalgorithmus

gefunden werden, führt dies zu zusätzlichen Schwierigkeiten, z. B. das Auffinden lokaler Minima. Eigene

numerische Untersuchungen haben gezeigt, dass durch eine heuristische Vorabschätzung des Lastortes

und der Verwendung einer Straffunktion die Optimierung in lokale Nebenminima in den meisten Fällen

vermieden werden kann. Trotzdem soll in dieser Arbeit der Einfachheit halber das Minimum des Pro-

jektionsfehlers durch Suche des Minimums des Projektionsfehlers für alle Kombinationen l, m ermittelt

werden. Es sei darauf hingewiesen, dass dieses Vorgehen für eine hohe Anzahl an potentiellen Lastorten

und mehreren Belastungen aufgrund der daraus resultierenden sehr hohen Anzahl an Kombinations-

möglichkeiten für eine Echtzeitanwendung des Algorithmus nicht praktikabel ist.

Abbildung 5.6: Projektionsfehler ep,lm bei tat-
sächlicher Belastung an xk

F,1 =
10 und xk

F,2 = 25

Abbildung 5.7: Ortsschätzfehler eloc,i j für alle
möglichen Kombinationen aus
Lastorten xk

F,1 und xk
F,2

Abbildung 5.7 zeigt den Ortsschätzfehler eloc,i j als Summe des Fehlers zwischen den tatsächlichen

Orten xk
F,1 = i und xk

F,2 = j und den durch den Algorithmus ermittelten Lastorten xk
F,e,1 und xk

F,e,2 für

alle möglichen Kombinationen aus tatsächlichen Lastorten xk
F,1 und xk

F,2:

eloc,i j =
2
∑

k=1

|xk
F,k − xk

F,e,k| für xk
F,1 = i und xk

F,2 = j. (5.11)

Beträgt beispielsweise der Betrag der Abweichung zwischen den tatsächlichen und den ermittelten Last-

orten |xk
F,1 − xk

F,e,1|= 2 und |xk
F,2 − xk

F,e,2|= 3, so ist eloc,i j = 5.

Für die meisten Kombinationen ist der Ortsschätzfehler eloc,i j = 0. Die beiden Lastorte wurden dann

durch den Algorithmus richtig ermittelt. Lediglich an den Rändern der festen oder gelenkigen Lage-

rung entstehen höhere Abweichungen zwischen den tatsächlichen und den ermittelten Lastorten. Dies
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könnte darin begründet liegen, dass eine Laterallast in diesem Bereich nur geringe Auswirkung auf die

Verformung hat. Unsicherheit in den Messignalen sowie Modellunsicherheit wirkt sich dann stärker auf

das Berechnungsergebnis aus. Nahe beieinander liegende Laterallasten F1(t) und F2(t) haben ebenfalls

erkennbare Abweichungen, da sie sehr ähnliche Verformungen hervor rufen, wodurch nicht mehr gut

zwischen den beiden Belastungen unterschieden werden kann. An diesen Stellen ist die Problemstellung

schlecht konditioniert. Insgesamt ist aber der Ortsschätzfehler bis auf einige Fälle an den Rändern nicht

größer als 5. Der Lastort wird also durch den vorgestellten Algorithmus gut ermittelt.

Beitrag zur Beherrschung von Unsicherheit: Durch das vorgestellte Verfahren zur Ermittlung des

Lastortes wird Unsicherheit beherrscht, indem die vorher unbekannten Lastorte bestimmt und so die

Lasthöhe an diesen überhaupt erst ermittelt werden kann.

5.3 Fallbeispiel 3: Ermittlung von parametrisierten Systemeigenschaftsänderung bei

unbekannter Belastung in der numerischen Simulation

Verfahren zur Ermittlung von Systemeigenschaften verwenden üblicherweise gemessene Ein- und Aus-

gangsgrößen des Systems. In der Nutzung ist allerdings die tatsächliche Belastung im Allgemeinen nicht

bekannt, sondern kann nur z. B. durch ein Lastmonitoring-System indirekt ermittelt werden. Ändern sich

die Systemeigenschaften im Betrieb, beispielsweise durch lokale Schädigung oder Masseänderungen, ist

aber die ermittelten Belastung in Abhängigkeit der Systemeigenschaftsänderung unsicherheitsbehaftet

und eignet sich somit nicht zur klassischen Systemidentifikation.

In diesem Fallbeispiel wird der vorgestellte Projektionsansatz am Balkensystem angewendet, um in

der numerischen Simulation eine lokale Systemeigenschaftsänderung ohne Kenntnis der Belastungen

zu ermittelt. Es handelt sich somit nach Abschnitt 3.2.1 um ein gemischtes Inverses Problem. Sind die

Systemeigenschaftsänderungen bekannt, lassen sich anschließend mit dem Zustandsbeobachter die Be-

lastungen ermitteln. Das gemischte Inverse Problem kann also in zwei Teilprobleme aufgetrennt werden.

Als Systemeigenschaftsänderung wird angenommen, dass auf dem Balken eine Zusatzmasse ∆m an

einen unbekannten Ort x∆m angebracht wird. Im Gegensatz zu einer Steifigkeitsänderung durch eine

lokale Schädigung wird so eine experimentelle Validierung des vorgestellten Verfahrens mit überschau-

barem Versuchsaufwand für unterschiedliche lokale Systemeigenschaftsänderungen möglich.

Das in diesem Abschnitt vorgestellte Verfahren basiert auf der Virtual Distortion Method nach

HOLNICKI-SZULC von 1995 [74]. Diese Methode wurden von ZHANG 2012 in numerischen und experi-

mentellen Simulationen zur Ermittlung von Steifigkeits- und Masseänderungen validiert [152]. ZHANG

geht allerdings stets davon aus, dass die Struktur zu Beginn des zeitlichen Betrachtungshorizontes in ih-

rer Ruhelage ist, die Anfangsbedingungen sind Null, r 0 = 0, v 0 = 0. Dies ist in der realen Nutzung eines

lasttragenden Systems selten der Fall. In dieser Arbeit wird die Methode derart erweitert, dass gerade

eben die Voraussetzung r 0 = 0, v 0 = 0 nicht mehr nötig ist. Somit ist die Methode auch tauglich zur

Ermittlung von Systemeigenschaftsänderungen während der Nutzung.

Die Anwendung lässt sich wie folgt charakterisieren:

• Der Lastort xF ist bekannt.
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• Es wird in der numerischen Simulation eine diskrete Zusatzmasse ∆m an einem Knoten xk
∆m des

Balkenmodells angebracht.

• Zur Ermittlung der Systemeigenschaftsänderung wird das Impulsantwort-Modell nach Abschnitt

4.1.3 verwendet. Der wesentliche Vorteil dieses Modells ist, dass die Anzahl der berücksichtigten

Moden Nr im Modell unabhängig von der Anzahl der Messfreiheitsgrade Ns gewählt werden kann.

Darüber hinaus lässt sich der zeitliche Betrachtungshorizont des Modells Nv frei wählen. Diese bei-

den Eigenschaften des Impulsantwort-Modells ermöglichen es, dass deutlich mehr Informationen

zur Ermittlung der Systemeigenschaftsänderung gleichzeitig berücksichtig werden können als bei

der Verwendung des Zustandsraummodells oder von ermittelten modalen Parametern.

• Wie bei der Ermittlung des Lastortes und der Lasthöhe in Abschnitt 5.2 wird zunächst der Ort xk
∆m

und dann die Höhe ∆m der Zusatzmasse ermittelt.

• Der Zusammenhang zwischen den zu ermittelnden Systemeigenschaftsänderungen und den beob-

achtbaren Auswirkungen wird linearisiert abgebildet. Es ist zu erwarten, dass durch diese Lineari-

sierung ein Fehler in den ermittelten Systemeigenschaften entsteht, der aber durch eine iterative

Vorgehensweise verringert werden kann, vgl. [152].

Mathematische Grundlagen der Virtual Distortion Method

Zur Beschreibung der Auswirkung einer Systemeigenschaftsänderung durch eine zusätzliche diskrete

Masse wird das Differentialgleichungssystem (4.1) um die Änderung der Massenmatrix ∆M erweitert1,

(M +∆M)r̈ (t) + K r (t) = F(t). (5.12)

Die Systemeigenschaftsänderung wird auf die rechte Seite als Pseudo-Lastvektor F v(t) gebracht,

Mr̈ (t) + K r (t) = F(t) + F v(t), (5.13)

wobei der Pseudo-Lastvektor infolge der Masseänderungen durch den Beschleunigungsvektor des unver-

änderten Systems beschrieben werden kann,

F v(t) = −∆Mr̈ (t). (5.14)

Für eine Masseänderung ∆m an einem Knoten xk
∆m = j des Balkensystems lässt sich (5.14) schreiben

als

F v
j (t) = −∆m · r̈2 j−1(t). (5.15)

Es greift also eine Pseudo-Last F v
j (t) am Knoten xk

∆m = j an, die abhängig von den translatorischen

Beschleunigungen r̈2 j−1(t) an diesem Knoten ist.

1 Prinzipiell lässt sich die Virtual Distortion Method auch bei Steifigkeitsänderungen anwenden, siehe [74] und [152]
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Die Auswirkung einer Masseänderung auf die Systemeigenschaften kann also durch die Pseudo-Last

F v
j (t) beschrieben werden. Eine Neuformulierung des Differentialgleichungssystems (5.12) für alle po-

tentiellen Systemeigenschaftsänderungen ist somit nicht nötig, es kann für weitere Analysen das un-

veränderte Ausgangssystem (4.1) verwendet werden und die Auswirkungen der Systemeigenschaftsän-

derung durch die Pseudo-Lasten zusätzlich berücksichtigt werden. Der Eintrag der Pseudo-Last in die

Systemeigenschaften des veränderten Systems wird im Folgenden anhand des Impulsantwortmodells

beschrieben, vgl. Abschnitt 4.1.3.

Es wird zunächst angenommen, die Anfangsbedingungen seien null, r 0 = 0, v 0 = 0. Die Impulsant-

wort eines dynamischen Systems lässt sich zeitkontinuierlich durch seine kontinuierliche Gewichtsfunk-

tion g(t) beschreiben, vgl. Abschnitt 4.1.3. Die Impulsantwort an der Messstelle xk
s = i infolge einer

äußeren Last Fl(t) an dem Knoten xk
F = l des durch eine Zusatzmasse ∆m am Knoten xk

∆m = j verän-

derten Systems g?il(t) lässt sich durch die Addition der Impulsantwort des unveränderten Systems g0
il(t)

und der Auswirkung der Pseudo-Last F v
j (t) beschreiben zu

g?il(t) = g0
il(t) +

∫ t

0

gi j(t −τ)F v
j (τ) dτ. (5.16)

Hierin ist gi j(t) die kontinuierliche Gewichtsfunktion der Pseudo-Last F v
j (t) am Knoten xk

∆m = j auf die

Impulsantwort an der Messstelle xk
s = i .

Durch eine Diskretisierung von (5.16) erhält man die diskrete Impulsantwort. Diese wird verwendet,

um die Toeplitz-Matrix T zu bilden, vgl. Abschnitt 4.1.3. Sie beschreibt den Zusammenhang zwischen

den äußeren Lasten F und den Sensorsignalen y in Abhängigkeit von der angenommenen Masseände-

rung ∆m

y(∆m) = T(∆m)F , (5.17)

wobei F und y die äußeren Lasten und Sensorsignale im zeitlich diskreten Betrachtungshorizont Nv

sind, vgl. Abschnitt 4.1.3.

Ist die Anzahl der Belastungen NF kleiner als die Anzahl der Sensorsignale Ns, lassen sich die Sensor-

signale y(∆m) des veränderten Systems aus den gemessenen Sensorsignalen ym berechnen zu

y(∆m) = T(∆m)T+(∆m) ym, (5.18)

wodurch die unbekannten Belastungen F eliminiert wurden. Die einzige Unbekannte in (5.18) ist die

Masseänderung ∆m. Für NF ≥ Ns wird unabhängig von ∆m immer y(∆m) = ym sein, (5.18) enthält

dann keinerlei brauchbaren Informationen über die Systemeigenschaftsänderung. Die Anzahl an diskre-

ten Belastungen NF muss also für die Funktionstauglichkeit des Algorithmus stets kleiner als die Anzahl

an Sensoren Ns sein.

Ist eine tatsächliche Masseänderung ∆m = 0, gilt y(∆m = 0) = ym. Für ∆m 6= 0 entsteht ein Fehler

ei(k) = yi(k,∆m)− ym
i (k) (5.19)
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für das i-te Sensorsignal ym
i (k), i ∈ {1, 2, ..., Ns} zu den diskreten Zeitpunkten k = {1,2, · · · , Nv}. Dieses

lässt sich verwenden, um ein relatives skalares Fehlermaß für das i-te Sensorsignal er,i zu bilden mit

er,i =
σ(ei(k))
σ(ym

i (k))
. (5.20)

Mit (5.18) und (5.20) lässt sich also die Auswirkung der Masseänderung ∆m auf den Fehler er,i

beschreiben. Die tatsächliche Masseänderung ∆m ist aber unbekannt, ebenso ist der Knoten xk
∆m un-

bekannt. Es können nun unter Verwendung von (5.18) und (5.20) die Sensitivitäten des Fehlers er,i

gegenüber einer Masseänderung ∆m j geschrieben werden als

∂ er,i

∂ (∆m j)

�

�

�

�

∆m j=0

∆m j = er,i (5.21)

mit∆m j einer Masseänderung am Knoten xk
∆m = j. (5.21) lässt sich als algebraisches Gleichungssystem

zur lokal-linearen Beschreibung des Ursache-Wirkungsbezug schreiben, vgl. (4.34) in Abschnitt 4.3.1,

Se∆m = er, (5.22)

wobei Se∈ RNk×Ny die Sensitivitätsmatrix mit Se
i j =

∂ er,i

∂∆m j
beschreibt und die Vektoren ∆m und er die

entsprechenden Masseänderungen an den Knoten bzw. Fehlermaße für die Sensorsignale beschreibt. In

dieser Arbeit wird die Sensitivitätsmatrix Se durch den zu (5.21) äquivalenten Differenzenquotienten in

der numerischen Simulation ermittelt.

Da üblicherweise Nk > Ns, liegt bei der Ermittlung der Nk potentiellen Masseänderungen im Vektor

∆m aus den Ns ermittelten Fehlern im Vektor er erneut ein unterbestimmtes Inverses Problem vor. Dieses

kann unter der Annahme, das nur an einer Stelle des Balkens tatsächlich eine Masseänderung vorliegt,

mit dem in Abschnitt 4.3.1 vorgestellten Projektionsansatz gelöst werden. Es wird also zuerst der Ort

xk
∆m und dann die Höhe ∆m der Masseänderung ermittelt.

Es besteht nun noch die Frage, wie mit den unbekannten Anfangsbedingungen r 0 6= 0, v 0 6= 0 zu

Beginn des zeitlichen Betrachtungshorizontes des Impulsantwortmodells umgegangen werden kann. Die

Anfangsbedingungen beeinflussen die Sensorsignale, vgl. (4.19), sind aber nicht bekannt und nicht durch

einen Zustandsbeobachter zu ermitteln. Zur statistischen Mittelung des Einflusses der unbekannten An-

fangsbedingungen werden in dieser Arbeit, ähnlich wie beim ERA-Algorithmus [84], die Sensorsignale

y(k) in einem gleitenden Fenster mit einer diskreten Fouriertransformation in den Frequenzbereich

übertragen und dort gemittelt. Der gemittelte Frequenzinhalt der Sensorsignale wird dann durch eine

inverse diskrete Fouriertransformation zurück in den Zeitbereich übertragen, wodurch die Anfangsbe-

dingungen eliminiert wurden. Im Gegensatz zu der Anwendung von ZHANG [152] ist es somit auch

möglich, Sensorsignale während der Nutzung des lasttragenden Systems zur Ermittlung von Systemei-

genschaftsänderungen zu verwenden. Der zeitliche Betrachtungshorizont der diskreten Impulsantwort

kann kleiner gewählt werden, wodurch der numerische Aufwand zur Lösung von (5.18) reduziert wird.

Darüber hinaus kann durch dieses Vorgehen die Auswirkung von Messrauschen auf die Sensorsignale

statistisch gemittelt werden.

62 5 Fallbeispiele zur Ermittlung von Belastungen und Systemeigenschaftsänderungen



Anwendung der Methode in der numerischen Simulation

Die vorgestellte Methode wird zunächst in der numerischen Simulation erprobt. Abbildung 5.8 auf der

folgenden Seite zeigt erneut das Balkensystem, Tabelle 5.3 listet die Parameter des Simulationsmodells.

Abbildung 5.8: Prinzipskizze des Bal-
kensystem für Fallbei-
spiel 3

Anzahl an Knoten Nk 41

Ordnung des vollständigen Modells N 79

Ordnung des reduzierten Modells Nr 6

Anzahl an Messfreiheitsgraden Ns 2

Anzahl der Stellen d. Impulsantwort NV 500

Sensorpositionen an Knoten x
k

s,i 15, 29

Intensität des Messrauschen 5%

6. Eigenfrequenz ω6/(2π) d. Balkens 897 Hz

Abtastfrequenz fa 5 kHz

Filtereckfrequenz fc 833 Hz

Simulationsfrequenz fs 10 kHz

Lastort xF,1 33 mm

Laterallast F1(t) rosa Rauschen

Tabelle 5.3: Konkrete Eigenschaften des Balkensystems für Fall-
beispiel 3, sofern nicht angegeben in Tabelle 3.1

Es wird angenommen, dass an einem Knoten xk
∆m des Balkenmodells eine Zusatzmasse von ∆m =

4 · 10−3 kg angebracht wird. Im Vergleich dazu wiegt der Balken 52, 1 · 10−3 kg. Es werden an zwei

Orten des Balkens die simulierten Auslenkungen w1(t) und w2(t) und Beschleunigungen ẅ1(t) und

ẅ2(t) gemessen, wobei ein gaußverteiltes Messrauschen addiert wird. Die Simulationsdauer beträgt

ts = 20 s. Zur Bildung der Differenzenquotionen für die Sensitivitätsmatrix Se zur Beschreibung der

Zusammenhänge zwischen der Masseänderung ∆m und dem resultierenden Fehler er nach (5.21) wird

eine Masseänderung von 1 · 10−3 kg angenommen. Da diese kleiner als die tatsächliche Zusatzmasse

∆m = 4 · 10−3 kg ist, ist zu erwarten, dass ein Linearisierungsfehler entsteht.

Abbildung 5.9 auf der folgenden Seite zeigt oben die jeweils ermittelten Knoten xk
∆m und unten die

ermittelte Höhe ∆m der Zusatzmasse für alle möglichen Fälle einer tatsächlichen Zusatzmasse an einem

Knoten. Die durchgehende Linie zeigt jeweils den Referenzwert, also den tatsächlichen Knoten bzw. die

tatsächliche Höhe der Zusatzmasse.

Der Knoten xk
∆m und die Zusatzmasse ∆m werden für die meisten Fälle gut ermittelt. Lediglich im

Bereich der festen Einspannung nahe xk = 1 und am Knoten xk = 15 und xk = 29 weisen höhere

Abweichungen zwischen den ermittelten und den tatsächlichen Größen auf. Die Abweichungen sind ei-

nerseits auf den linearisierten Ursache-Wirkungszusammenhang zwischen der Masseänderung ∆m und

dem daraus resultierenden Fehler er durch die Sensitivitätsmatrix Se zurück zu führen. Andererseits sind
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Abbildung 5.9: Ermittlung von Ort und Höhe einer Zusatzmasse ∆m für alle potentielle Knoten xk
∆m

die Pseudo-Lasten F v(t) im Bereich der festen Einspannung niedrig, da dort die Beschleunigungsam-

plituden im Vergleich zur Mitte des Balkens gering sind. Die Zusatzmasse ∆m hat somit nur geringe

Auswirkung auf den Fehler er. Die Ergebnisse der numerischen Simulation in diesem Abschnitt zeigen

das Potential der vorgestellten Methode.

Beitrag zur Beherrschung von Unsicherheit: Durch das vorgestellte Verfahren zur Ermittlung von

Systemeigenschaftsänderungen wird Unsicherheit beherrscht, indem veränderliche tatsächliche System-

eigenschaften bekannt gemacht werden. Das mathematische Modell zum Lastmonitoring kann dann an

die ermittelten Systemeigenschaften angepasst werden, wodurch die Unsicherheit in der ermittelten

Belastung nicht mehr von den Systemeigenschaftsänderungen abhängt.

Anmerkungen zu dem vorgestellten Verfahren der Virtual Distortions:

• Das vorgestellte Verfahren ist übertragbar auf mechanische Schädigungen, z. B. Pseudo-Lasten

durch atmenden Riss, vgl. [74].

• Es besteht ein hoher rechnerischer Aufwand bei der Differenzenbildung zur Erlangung der Sensiti-

vitäten des Ersatzmodells (5.22) und Lösung des großen Gleichungssystems (5.18). Formfunktio-

nen zur Abbildung der Schwingungssignale und der Impulsantworten z. B. durch Polynome oder

Wavelets können den Rechenaufwand enorm verringern [152].

• Zur Beschreibung der Auswirkung einer Systemeigenschaftsänderung auf ein Sensorsignal wird in

dieser Arbeit ein einzelnes skalares Fehlermaß verwendet. Es besteht ein Verbesserungspotential

durch die Abbildung der parametrisierten Systemeigenschaftsänderung und der zu analysieren-

den Sensorsignale im Frequenzbereich. Dadurch würden zur Analyse mehr Informationen zur

Verfügung stehen, was insbesondere bei der gleichzeitigen Ermittlung mehrerer diskreter Syste-

meigenschaftsänderungen die Analyseergebnisse deutlich verbessern dürfte. Dieser Ansatz bleibt

aber im Rahmen dieser Arbeit nur ein Ausblick.
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6 Untersuchung und Anwendung unsicherheitsminimierender Maßnahmen

Mit den bisherigen Darstellungen in dieser Arbeit stehen wesentliche Werkzeuge zur Realisierung eines

Lastmonitoring-Systems und die Grundlagen zur Beherrschung von Unsicherheit, die bei der Anwen-

dung eines Lastmonitoring-Systems auftreten kann, zur Verfügung. Zum Lastmonitoring werden ein

mathematisches Modell zur Abbildung der dynamischen Eingenschaften des lasttragenden Systems,

Messsignale lokaler Zustände der Struktur, z. B. Weg-, Dehnungs- oder Beschleunigungssignale, und

eine geeignete Informationsverarbeitung benötigt. Durch das Lastmonitoring lässt sich Unsicherheit in

der Kenntnis des tatsächlichen und individuellen Belastungszustandes eines lasttragenden Systems re-

duzieren. Prinzipbedingt wird es aber nicht möglich sein, die tatsächlichen Belastungen zu ermitteln.

Unsicherheit, die in den Prozessen eines Lastmonitoring-Systems auftreten kann, führt dazu, dass die

ermittelten Belastungen praktisch niemals den tatsächlichen Belastungen entsprechen. In diesem Kapitel

werden Maßnahmen zur Beschreibung, Bewertung und positiven Beeinflussung der Unsicherheit in den

ermittelten Belastungen untersucht. In Kapitel 8.1 werden dann die Auswirkungen von Unsicherheit und

unsicherheitsminimierender Methoden und Maßnahmen in einer übergreifenden Betrachtung qualitiativ

und quantitativ zusammengefasst und miteinander verglichen.

Nach der Arbeitshypothese aus Abschnitt 3.2.2 ist ein Lastmonitoring-System dann unsicherheitsmini-

miert, wenn:

1. es eine eindeutige Lösung der Inversen Problemstellung ermöglicht,

2. gegebene Störgrößen sich möglichst gering auf die ermittelten Belastungen auswirkt und

3. die nicht vermeidbare oder vermiedene Unsicherheit quantifiziert und dokumentiert wird.

Mathematische Methoden und Techniken zur eindeutigen Lösung Inverser Problemstellungen (Punkt

1) wurden bereits in Kapitel 4 vorgestellt. In diesem Kapitel werden zur Erfüllung von Punkt 2 und Punkt

3 einzelne Maßnahmen vorgestellt, diskutiert und in analytischen, numerischen und experimentellen Si-

mulationen untersucht. Die Erläuterung der einzelnen Methoden erfolgt am Beispiel des Balkensystems.

Dabei sollen insbesondere folgende Fragestellungen zu Teilproblemstellungen der Beherrschung von

Unsicherheit in einem Lastmonitoring-System beantwortet werden:

• In welchem Frequenzbereich müssen Belastungen ermittelt werden und welche Modellordnung

leitet sich daraus ab?

• Welche Sensoren eignen sich zum Lastmonitoring? Wo werden idealerweise Sensoren platziert und

wie viele?

• In welchem Rahmen können Steuergrößen sinnvollerweise variiert werden und welche Konfigura-

tion der digitalen Signalverarbeitung liefern unsicherheitsminimierende Ergebnisse des Lastmoni-

toring?

• Wie wirkt sich Unsicherheit in den Parametern des mathematischen Modells aus?

• Wie lässt sich Modellunsicherheit ermitteln und bewerten?
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Folgende Abbildung 6.1 zeigt erneut das Balkensystem, die nebenstehende Tabelle 6.1 zeigt die an-

genommenen Eigenschaften des Systems für die Untersuchungen in diesem Kapitel. Die als ”variabel”

gekennzeichneten Eigenschaften stehen dabei für Steuergröße. Diese können in einem bestimmten Be-

reich variiert werden. Somit kann die Beeinflussung der Wahl der Steuergrößen auf die Unsicherheit

in den ermittelten Belastungen untersucht werden. Als Belastungsspektrum wird für alle Untersuchun-

gen ein stochastisches Belastungsssignal verwendet, entweder als bandbegrenztes weißes Rauschen oder

als rosa 1/ f -Rauschen. Dadurch stehen für einen Simulationsdurchlauf ausreichend Informationen zur

statistischen Bewertung der Unsicherheit durch das skalare Unsicherheitsmaß des relativen effektiven

Fehlers Ueff, aber auch für Analysen im Frequenzbereich zur Verfügung. Darüber hinaus ist das rosa 1/ f -

Rauschen eine gute erste Annahme eines realistischen Belastungsspektrums, wie bereits in Abschnitt 5.1

für das Fallbeispiel 1 zur Belastungsart 2 argumentiert. Es werden in den numerischen Simulationen

Weg- und Beschleunigungssensoren verwendet. Diese können kollokiert positioniert werden, denn die

Bewertung der Sensorposition erfolgt für beide Sensorarten auf Basis der Auslenkungseigenvektoren. So

wird die Anzahl an möglichen Kombinationen von Sensorpositionen im Vergleich zur Verwendung von

Dehnungs- und Beschleunigungssensoren deutlich reduziert, vgl. Abschnitt 6.2 und 6.4.

Abbildung 6.1: Prinzipskizze des Bal-
kensystem für Anwen-
dungsbeispiel 1

Anzahl an Knoten Nk 41

Anz. an Moden d. vollen Modells N 75

Anz. an Moden d. red. Modells Nr variabel: 2-3 (2)

Anzahl an Sensoren Ns variabel: 2-5 (2)

Sensorposition xs,i in mm variabel (115, 223)

Masse Sensor ms 5,6 g

Intensität des Messrauschen 5%

1. Eigenfrequenz f1 d. Balkens 25,1 Hz

2. Eigenfrequenz f2 d. Balkens 90,8 Hz

Simulationsfrequenz fs 10 kHz

Abtastfrequenz fa variabel (400 Hz)

Filtereckfrequenz fc variabel (125 Hz)

Lastort xF,1 33 mm

Belastungsart Stochastisch

Axiallast P 20 N

Tabelle 6.1: Eigenschaften des Balkensystems für Methodenun-
tersuchungen, sofern nicht angegeben in Tabelle
3.1

Die Untersuchungen in diesem Kapitel finden zunächst auf analytischer Ebene statt, dann in nume-

rischen Simulationen und letztendlich in experimentellen Simulationen. Die Erkenntnisse einer jeden

Untersuchung können somit nach und nach in die folgenden Untersuchungen einfließen, wie bereits

in Abschnitt 3.3 argumentiert. In der Praxis wird durch diese allgemeine Vorgehensweise der Aufwand

numerischer, aber insbesondere experimenteller Untersuchungen zur Beherrschung von Unsicherheit

reduziert.
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6.1 Auswahl eines geeigneten Frequenzbereiches zum Lastmonitoring

Im Allgemeinen ist es weder sinnvoll noch möglich, im mathematischen Modell zur Abbildung des realen

dynamischen Verhaltens eines lasttragenden Systems alle N Moden zu berücksichtigen. Üblicherweise

werden reale Systeme in reduzierten Modellen abgebildet. Die Gründe und die Funktionsweise einer

modalen Reduktion wurden bereits in Abschnitt 4.1.2 diskutiert. Es wurde aber nicht geklärt, wie viele

Moden Nr das reduzierte Modell berücksichtigen sollte, um Betriebslasten z. B. zur Abschätzung der

Betriebsfestigkeit praxisorientiert zu ermitteln. Für die erste und realistische Annahme eines rosa 1/ f -

Rauschens einer Belastung lässt sich sogar leicht argumentieren, dass es nicht nötig ist, alle N Moden zu

berücksichtigen.

Eine Möglichkeit zur Bewertung der benötigten Moden Nr beruht auf der Argumentation, dass nur

ein bestimmter Anteil cF, 0 < cF < 1 der spektralen Leistungsdichte SFF( f ) einer Belastung F(t) durch

das Lastmonitoring ermittelt werden muss. Höhere Moden entspechen höheren Frequenzen, sodass ein

Frequenzband bis zu einer zu bestimmenden Grenzfrequenz fg existiert, in welchem der größte Anteil

der Leistung des Belastungssignals abgedeckt ist. Die Argumentation führt zu folgender Formel:

cF =

fg
∫

0
SFF( f ) d f

∞
∫

0
SFF( f ) d f

. (6.1)

Zur Erläuterung der vorgeschlagenen Vorgehensweise wird ein rosa 1/ f -Rauschen betrachtet. Wird eine

Grenzfrequenz fg = 100 Hz gewählt, also in einem Bereich, in welchem der Aliasing-Filter mit einer

Filtereckfrequenz fc =125 Hz noch nahezu keinen Einfluss hat, erhält man ein cF = 97,2%. Die zweite

Eigenfrequenz f2 des Balkensystems aus diesem Beispiel liegt bei 90,8 Hz, die gewählte Modellordnung

Nr = 2 ermöglicht es also, etwa 97% der Leistung des Belastungssignals zu monitoren, Abbildung 6.2.
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Abbildung 6.2: Vergleich der tatsächlichen spektralen Leistungsdichte SFF und der ermittelten spektralen
Leistungsdichte SFF,e eines Belastungsspektrums mit rosa 1/ f -Rauschen.
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Mit einer Modellordnung Nr = 3 mit der dritten Eigenfrequenz des Balkens zu f3 = 242,7 Hz und

einer entsprechenden Filtereckfrequenz, lassen sich etwa cF = 98,9% der Leistung des Belastungssignals

ermitteln. Für andere lasttragende Systeme mit geringeren Steifigkeiten und einer höheren Anzahl an

Eigenfrequenzen in unteren Frequenzbereichen, z. B. bis 100 Hz, müssen natürlich dementsprechend

mehr Moden im mathematischen Modell berücksichtigt werden, um gleiche Anteile der Leistung des

Belastungssignals zu ermitteln.

Beitrag zur Beherrschung von Unsicherheit: Durch eine sinnvolle Auswahl des Frequenzbereichs

zum Lastmonitoring kann Unsicherheit beherrscht werden, indem die Modellordnung dem vorliegenden

Belastungsspektrum angemessen gewählt wird.

6.2 Unsicherheitsminimierende Auswahl von Sensorpositionen

Eine wesentliche Steuergröße für ein Lastmonitoring ist die Sensorposition. Sie beeinflusst die Qualität

der Messsignale. Eine geeignete Auswahl an Sensorpositionen ermöglicht eine Reduktion der Unsicher-

heit in den ermittelten Größen und trägt ebenso dazu bei, die Kosten der Messhardware zu reduzie-

ren [20]. In diesem Abschnitt 6.2 wird untersucht, welche Sensorpositionen unsicherheitsminimierend

hinsichtlich der ermittelten Belastungen sind. Es wird davon ausgegangen, dass an zwei Orten Auslen-

kung, Dehnung oder Beschleunigung gemessen wird, Ns = 2, sodass die Ergebnisse noch anschaulich

visualisiert werden können. Zunächst erfolgt die Darstellung zweier Methoden zur Sensorpositionie-

rung: 1) Sensorpositionierung nach dem Beobachtbarkeitsindex und 2) Sensorpositionierung nach der

Effective Independence Methode. Die Ergebnisse der Methoden werden anschließend in numerischen

Simulationen validiert. In Abschnitt 6.2.3 wir dann die Robustheit der Sensorposition gegenüber Para-

meterschwankungen kurz diskutiert.

6.2.1 Beobachtbarkeitsindex

Sensorsignale sollen möglichst große Amplituden haben, um das Signal-Rauschverhältnis zu verbes-

sern. Diese Forderung führt zu dem Beobachtbarkeitsindex iobs [135]. Er wird durch Multiplikation der

normierten Eigenvektoren φn bis zur Mode Nr mit

iobs =
Nr
∏

n=1

�

�

�

φn

φn,max

�

�

� (6.2)

berechnet, wobeiφn,max der maximale Betrag des n-ten Eigenvektors ist. Abbildung 6.3 auf der folgenden

Seite zeigt den Beobachtbarkeitsindex für das Beispiel des Balkensystem für Nk = 41 Knoten und Nr = 2
Moden, hier für Auslenkungs- und Dehnungsmoden.

Für Knoten, in denen der Beobachtbarkeitsindex nahe Null ist, liegt in einer Mode ein Schwingungs-

knoten vor. Dementsprechend kann ein einzelner Sensor hier kaum oder keine Information über den

aktuellen Schwingungszustand der Struktur für diese Mode liefern. In Bereichen hoher Beobachtbarkeit

liefert ein Sensor große Messsignalamplituden für alle Moden. So ist z. B. für Dehnungsmessung eine
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Abbildung 6.3: Beobachtbarkeitsindex iobs für Auslenkungs- und Dehnungsmoden,×markiert zwei Orte
mit hoher Beobachtbarkeit

Sensorposition nahe der festen Einspannung am Knoten 1 optimal, da hier die höchsten Dehnungen

aufteten. Allerdings muss berücksichtigt werden, dass Randeffekte in den Einspannungen eines lasttra-

genden Systems, z. B. der Effekt der antiklastischen Krümmung in der festen Einspannung des Balkens,

zusätzliche Unsicherheit im Messprozess und Modellunsicherheit bewirken kann, z. B. durch lokale Ver-

steifungseffekte.

Nach dem Beobachtbarkeitsindex iobs wäre es auch für mehrere Sensoren optimal, alle Sensoren am

gleichen oder nahe beieinanden liegenden Knoten in Bereichen des Maximums von iobs zu positionieren.

Dies würde aber dazu führen, dass alle Sensoren die gleichen oder sehr ähnliche Signale liefern würden,

die Kondition der Übertragungsmatrix wäre schlecht. Die Maximierung der Kondition der Übertragungs-

matrix ist Gegenstand des folgenden Abschnitts.

6.2.2 Methode der Effective Independence

Eine Methode zur optimalen Sensorpositionierung unter Berücksichtigung der Kondition der Übertra-

gungsmatrix ist die Methode der Effective Independence (EI), [85]. Bei der EI werden Sensorpositionen

derart gewählt, dass die numerische Kondition der Übertragungsmatrix minimal wird und sich damit

unvermeidbare Unsicherheit in den Messsignalen möglichst gering auf die ermittelten Belastungen aus-

wirkt, z. B [139]. Dazu wird zunächst die Fisher Informationsmatrix (FIM) aus der Modalmatrix Φr des

reduzierten Modells gebildet:

AFIM = ΦT
r Φr. (6.3)

Die Fisher Informationsmatrix liefert, allgemein und abstrakt gesprochen, ein Maß für die Information,

welche eine Zufallsvariable über eine unbekannte Größe beinhaltet [20]. AFIM wird verwendet, um die

Vorhersagematrix1 EEI zu bilden mit

EEI = Φr(AFIM)
−1ΦT

r . (6.4)

Die Diagonalelemente von EEI beschreiben dann den Anteil der jeweiligen Stelle zum Rang der Modal-

matrix Φr, die Summe der Diagonalelemente ergibt den Rang der Matrix, spur(EEI) = Nr. Man erhält

1 engl.: prediction matrix
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einen iterativen Algorithmus, wenn die Zeile mit dem kleinsten Wert der Diagonalelemente aus der Mo-

dalmatrix Φr gestrichen wird und die Vorhersagematrix EEI so lange erneut gebildet wird, bis nur noch

die gewünschte Anzahl an Sensorpositionen übrig bleibt [20].

Folgende Abbildung 6.4 zeigt die absolute Kondition κ der Übertragungsmatrix jeweils für Dehnungs-

und Auslenkungsmoden für alle möglichen Kombinationen von Sensororten. Zusätzlich sind die durch

die EI-Methode ermittelten Sensorpositionen aufgetragen und markiert. Die ermittelten Sensorposition

nach der EI-Methode befindet sich nach Abbildung 6.4 in Bereichen mit hoher Kondition der Übertra-

gungsmatrix. Für den untersuchten Fall entsprechen die durch die EI-Methode ermittelten Sensorposi-

tionen ebenfalls denen mit hohem Beobachtbarkeitsindex, vgl. Abbildung 6.3.

Abbildung 6.4: Absolute Kondition für Auslenkung und Dehnung für alle Kombinationen aus Sensor-
positionen, × markiert die optimale Sensorposition nach der Effective Independence
Methode

Vergleich der Ergebnisse mit numerischen Simulationen

Im nächsten Schritt sollen die Ergebnisse der vorherigen analytischen Betrachtungen mit denen nu-

merischer Simulationen für eine kollokierte Messung von Auslenkung und Beschleunigung an Ns = 2
Sensorpositionen verglichen werden. Zur Bewertung der Sensorposition in der numerische Simulation

wird eine Laterallast F(t) am Lastort xk
F = 4 mit allen möglichen Kombinationen der Sensorposition, also

xk
s,1 = i und xk

s,2 = j mit i, j ∈ {1,2, · · · , N k}, durchgeführt. Da üblicherweise die Leistung des Messrau-

schens unabhängig von der Sensorposition ist, wurde für alle Sensorpositionen ein Messrauschen von

5% der Standardabweichung der Messsignale für Auslenkung und Beschleunigung am Ort xk
s = 27, wo

der Beobachtbarkeitsindex iobs am höchsten ist, gewählt. Abbildung 6.5 auf der folgenden Seite zeigt

den relativen effektiven Fehler Ueff für alle Kombinationen aus Sensorpositionen.

In der numerischen Simulation ist die Sensorposition mit minimaler Unsicherheit die gleiche wie in

den Ergebnissen einer optimalen Sensorposition aus der analytischen Betrachtung des Beobachtbarkeit-

sindex und der Kondition. Beim Vergleich der Abbildung 6.5 der Ergebnisse aus der numerischen Simu-

lation mit Abbildung 6.4 links für die Ergebnisse der analytischen Betrachtung, lassen sich Unterschiede
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Abbildung 6.5: Relativer effektiver Fehler Ueff für alle Kombinationen an Sensorpositionen, x: Kombinati-
on an Sensorpositionen mit minimaler Unsicherheit

in dem qualitativen Verlauf der Antwortfläche erkennen. Vereinfachungen in der analytischen Betrach-

tung führen zu diesen unterschiedlichen Ergebnissen. Eine Ursache ist z. B. der Einfluss höherer, nicht

im mathematischen Modell berücksichtigter Moden. Wie schon aus den Untersuchungsergebnissen des

Fallbeispiels 1 in Abschnitt 5.1 hervor geht, spielt insbesondere der Einfluss der niedrigsten, nicht im ma-

thematischen Modell abgebildeten Mode einen Einfluss auf die Unsicherheit in der ermittelten Belastung.

Dieser Einfluss wird in der analytischen Betrachtung nicht berücksichtigt, wohl aber in der numerischen

Simulation.

6.2.3 Robustheit der optimalen Sensorposition gegenüber Parameterunsicherheit

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Methoden zur Sensorpositionierung beruhen auf der Annahme,

dass das mathematische Modell zur Beschreibung der Systemeigenschaften, insbesondere die Modalma-

trix Φr, vollständig und exakt bekannt ist. In der Praxis ist dies aber meist nicht gegeben. Üblicherweise

wird ein Ingenieur, sodenn er ein numerisches Modell des lasttragenden Systems vorliegen hat, die

Sensorpositionen durch Anwendung von Optimierungsstrategien am numerischen Modell ermitteln und

festlegen. In der experimentellen Simulation wird er dann die Messsignale der Sensoren nutzen, um bei-

spielsweise sein Modell anzupassen und so Parameterunsicherheit zu beherrschen. Ist die Parameterun-

sicherheit aber zu groß, kann es passieren, dass die Sensoren an einer ’schlechten’ Stelle angebracht

werden. Die Sensorposition wäre nicht robust gegenüber Parameterunsicherheit. Dieser Zusammenhang

soll im Folgenden knapp untersucht werden.

Es werden für das Balkensystem die unsicheren Parameter der Rotationsfedersteifigkeit cr und Rota-

tionsfedermasse mr variiert und ihre Auswirkung auf die im vorherigen Abschnitt ermittelte optimale

Sensorposition untersucht. Die Unsicherheit in der Rotationsfedersteifigkeit cr des Festkörpergelenks an

der oberen Einspannung ist in der Eigenschaftstabelle 3.1 als Ungewissheit mit Abweichungen von±20%
angegeben, die Rotationsmasse mr ebenfalls als Ungewissheit mit einer Abweichung von ±10%. In einer

Worst-Case-Betrachtung werden beide Abweichungen gleichzeitig und bei unterschiedlichem Vorzeichen

6.2 Unsicherheitsminimierende Auswahl von Sensorpositionen 71



untersucht. Zur Verdeutlichung des Effekts wird ein Vielfaches cu der angegebenen Ungewissheit ange-

nommen. Die Auswirkung dieser Unsicherheit in den Randbedingungen auf die optimale Sensorposition

ist in Abbildung 6.6 dargestellt. Die optimale Sensorposition weicht bei den angenommenen Vielfa-

chen der Abweichungen maximal um 2 Knoten von der optimalen Sensorposition für cu = 0 ab. Für

den betrachteten Fall ist also die Sensorposition robust gegenüber Ungewissheit in den angenommenen

Randbedingungen des Festkörpergelenks.
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Abbildung 6.6: Auswirkung eines Vielfachen cu der Ungewissheit in den Annahmen der Masse und Stei-
figkeit des Rotationsgelenks auf die optimale Sensorposition

6.2.4 Zusammenfassung zur optimalen Auswahl der Sensorpositionen

Im Allgemeinen erscheint die Effective-Independence-Methode als eine etablierte und wirkungsvolle Me-

thode zur optimalen Sensorpositionierung, vgl. [20]. Für das Balkensystem konnte durch Vergleich mit

dem Beobachtbarkeitsindex und mit Ergebnissen aus numerischen Simulationen gezeigt werden, dass

die durch die EI-Methode gefundene Sensorposition diejenige ist, in der die Unsicherheit in der ermit-

telten Belastung, quantifiziert durch den relativen effektiven Fehler Ueff, am geringsten ist. Das Ergebnis

dieser Untersuchung kann allerdings nicht direkt auf komplexere Strukturen übertragen werden. Auch

wenn die EI-Methode für komplexere Strukturen Sensporpositionen derart finden wird, dass die Kon-

dition der Übertragungsmatrix minimal ist, ist nicht gesagt, dass diese Sensorpositionen ähnlich robust

gegenüber Unsicherheit in den angenommenen Eigenschaften des lasttragenden Systems sind, wie aus

der Untersuchung am Balkensystem hervor geht.

Es sei angemerkt, dass der Anregungsort xF ebenfalls die Kondition der Übertragungsmatrix beeinflusst

und somit ebenfalls einen Einfluss auf die Unsicherheit in der ermittelten Belastung hat. Der Anregungs-
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ort ist aber keine Steuergröße, er kann in vielen Fällen nicht frei gewählt werden, sondern ist durch die

jeweilige Funktion des lasttragenden Systems festgelegt.

Zusätzlich sei angemerkt, dass zahlreiche Ansätze bestehen, die dieses Thema vertiefen. In [65] wird

z. B. eine erweiterte Methode der EI-Methode vorgestellt, bei welcher gezielt der Einfluss einzelner Mo-

den reduziert werden kann. Entropiebasierte Methoden, zu denen auch die EI-Methode gehört, können

mit Hilfe der Bayesschen Wahrscheinlichkeitstheorie erweitert werden, um unsicherheitsminimale Sen-

sorpositionen für Monitoring-Verfahren an unsicherheitsbehafteten Strukturen zu ermitteln, z. B. [41].

Nach den Erfahrungen des Autors in experimentellen Simulationen am Balkensystem spielt aber für

dieses System der genaue Applikationsort der Sensoren im Vergleich zu anderen Unsicherheiten eine

untergeordnete Rolle, wenn diese nach den vorgestellten Methoden zur unsicherheitsminimierenden

Sensorpositionierung ausgewählt werden.

Beitrag zur Beherrschung von Unsicherheit: Durch die geeignete Auswahl der Sensorpositionen

wird Unsicherheit beherrscht, indem die Auswirkung von Messrauschen auf die ermittelten Belastungen

reduziert wird.

6.3 Unsicherheitsminimierende Auswahl von Parametern der digitalen Signalverarbeitung

Zwei Steuergrößen der digitalen Signalverarbeitung sind die Abtastfrequenz fa und die Filtereckfre-

quenz fc. In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich die Auswahl dieser beiden Variablen auf die

Unsicherheit in der ermittelten Belastung am Balkensystem auswirkt.

Folgende Abbildung 6.7 zeigt das Ergebnis einer numerischen Simulation des am Anfang dieses Ka-

pitels vorgestellten Balkensystems für die Variation der Abtastfrequenz fa zwischen 250 Hz und 1000

Hz und der Filtereckfrequenz fc zwischen 125 Hz und 500 Hz in 16 logarithmisch gestuften Schritten.

Die Simulationsdauer ts beträgt für eine Kombination aus Abtastfrequenz und Filtereckfrequenz 5 s. Es

wurde ein rosa 1/ f -Rauschen als Belastung angenommen.
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Abbildung 6.7: Einfluss von Filtereckfrequenz und Abtastrate auf den relativen effektiven Fehler Ueff in
der numerischen Simulation

Die Antwortfläche in Abbildung 6.7 ist nicht glatt. Mit steigender Abtast- und Filtereckfrequenz steigt

der Einfluss von Strukturschwingungen höherer, nicht im mathematischen Modell berücksichtigten Mo-
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den unstetig zur Abtast- bzw. Filtereckfrequenz. Die Auswahl der Abtastrate hat nach Abbildung 6.7

kaum Auswirkung auf die Unsicherheit in der ermittelten Belastung, während durch geeignete Auswahl

der Filtereckfrequenz die Unsicherheit verringert werden kann. Die Beobachtungen in diesem Abschnitt

gehen einher mit den Diskussionen zum Einfluss von Modellunsicherheit durch höhere Moden in Ab-

schnitt 5.1 und 6.2 sowie zur Wahl des Frequenzbereichs zum Lastmonitoring in Abschnitt 6.1.

Als Fazit lässt sich festhalten, dass die Filtereckfrequenz fc etwas überhalb der höchsten Eigenfre-

quenz des mathematischen Modells zum Lastmonitoring liegen sollte. Dadurch werden Schwingungs-

signale, die aus Strukturschwingungen höherer Schwingungsmoden resultieren, gefiltert. Zur Erfüllung

des NYQUIST-SHANNON-Abtasttheorems sollte die Abtastfrequenz fs mindestens doppelt so hoch wie die

Filtereckfrequenz fc gewählt werden, fs > 2 fc, [79]. Die konkrete Wahl der Abtastrate hängt von der

weiteren Anwendung des ermittelten Belastungssignals ab. Soll dieses z. B. in Rainflow-Zählverfahren

weiter verarbeitet werden, kann es sinnvoll sein die Abtastfrequenz höher zu wählen, da sonst ggf.

Informationen über den zeitlichen Verlauf der ermittelten Belastung verloren gehen. Aus Sicht einer

Online-Anwendung kann wiederum der numerische Berechnungsaufwand reduziert werden, indem die

Abtastfrequenz niedrig gewählt wird.

Beitrag zur Beherrschung von Unsicherheit: Durch die geeignete Auswahl der Abtastrate und Filter-

eckfrequenz wird Unsicherheit beherrscht, indem der Einfluss von Strukturschwingungen höherer, nicht

im mathematischen Modell abgebildeter Moden auf die Messsignale reduziert wird.

6.4 Auswahl von Sensorart, Sensoranzahl und der damit verbundenen Modellordnung

In diesem Abschnitt wird der Einfluss der Auswahl von Art und Anzahl von Sensoren und der damit ver-

bundenen Modellordnung auf die Unsicherheit in der ermittelten Belastung untersucht. Ähnlich wie die

Auswahl der Sensorpositionierung hat diese Einfluss auf die Auswirkung von Unsicherheit in den Messsi-

gnalen und somit der Unsicherheit der ermittelten Belastung. Ebenso wird man bestrebt sein, die Anzahl

an Sensoren möglichst gering zu halten und somit die Kosten für die Messhardware zu reduzieren.

In der vorliegenden Arbeit wurden in experimentellen Simulationen Dehnungs- und Beschleunigungs-

sensoren verwendet. Die Funktionsweise der verwendeten Dehnungsmesssensoren (DMS) basiert auf

dem resistiven Effekt des Werkstoffs Konstantan. Der resistive Effekt resultiert aus der Änderung des

Messwiderstands durch Gestaltänderung und Änderung des spezifischen Widerstands des Werkstoffs.

DMS sind kostengünstig und können für Forschungszwecke flexibel und mit geringem zeitlichen Auf-

wand auf die lasttragende Struktur aufgeklebt werden. Für industrielle Anwendungen können durch

moderne Verfahren DMS auch direkt auf die Struktur gedruckt werden. Im Gegensatz zu piezoelek-

trischen Sensoren können ohne zusätzlichen Aufwand statische Dehnungen gemessen und somit auch

statische Belastungen ermittelt werden. Unsicherheit durch Temperatureinfluss lässt sich weitestgehend

durch Realisierung einer Weatstone’schen Brückenschaltung kompensieren [73]. DMS werden zudem

häufig zur Ermittlung von Belastungen eingesetzt und können somit als etablierte Sensoren zum Last-

monitoring angesehen werden [24, 25, 54, 147]. Beschleunigungssensoren bieten Vorteile bei der Ermitt-

lung kinetischer Belastungen [78]. Piezoelektrische Beschleunigungssensoren ermöglichen wegen ihrer

hohen Verstärkungsfaktoren ein hohes Signal-Rauschverhältnis. Sie können ebenfalls flexibel auf der
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untersuchten Struktur aufgebracht werden. Andere Sensorarten wie beispielsweise Faser-Bragg-Gitter-

Sensoren, Halbleiter-DMS, ultraschall- oder laserbasierte Geschwindigkeitssensoren oder induktive Weg-

messungen bieten sicherlich anwendungsspezifisch Vorteile, ändern aber nicht ihren grundlegenden Ein-

fluss auf die Unsicherheit in den ermittelten Belastungen. In der vorliegenden Arbeit werden deshalb die

Untersuchungen zur Sensorart auf DMS und Beschleunigungssensoren fokussiert.

Tabelle 6.2 zeigt die Ergebnisse einer Parameterstudie zur Sensorart und Sensoranzahl in der numeri-

schen Simulation für ein rosa 1/ f -Rauschen als Belastungsspektrum. Dabei wurde Sensorart (nur DMS/

DMS und Beschleunigungssensoren (BLS)), der Anzahl Ns an Messfreiheitsgraden (Mess-FHG) für eine

Sensorart (2 bis 5) und der Modellordnung Nr (2 bis 3) variiert und jeweils das Unsicherheitsmaß Ueff

berechnet. Die Sensorpositionen wurden nach der Effective-Independence-Methoden gewählt, vgl. Ab-

schnitt 5.2. Die Effective-Independence-Methode liefert dabei nur sinnvolle Ergebnisse, wenn Ns = Nr.

Für Ns > Nr werden durch die Methode weitere Sensorpositionen in der Nähe der ursprünglichen Sen-

sorpositionen gefunden, da dieses ebenso einen hohen Beitrag zum Rang der Übertragungsmatrix nach

(6.4) liefern. Es müssen zusätzlich Sensorpositionen nach anderen Gütekriterien gewählt werden. Für

das vorliegende Beispiel wurde dazu der Beobachtbarkeitsindex verwendet. Für Nr = 3 werden durch

die Effective-Independence-Methode andere optimale Sensorpositionen als für Nr = 2 ermittelt, da die

Übertragungsmatrix eine andere Dimension und somit einen höheren Rang besitzt. Die Filtereckfre-

quenz fs wird nach den Ergebnissen des letzten Abschnitts etwas überhalb der höchsten Eigenfrequenz

des mathematischen Modells zur Belastungsermittlung gewählt. Die Simulationsdauer ts beträgt für eine

numerische Simulation 10 s.

Tabelle 6.2: Ergebnisse der Parameterstudie zur Sensorart und -anzahl

Anz. an Moden Nr 2 3

Anz. an Mess-FHG Ns 2 3 4 3 4 5

Sensorpos. DMS 1;27 1;27;15 1;27;15;3 1;22;30 1;22;30;27 1;22;30;27;15

Sensorpos. BLS 14;27 14;27;21 1;27;21;30 11;21;31 11;21;31;14 11;21;31;14;27

Unsicherheitsmaß Ueff in %

nur DMS 1,6 0,7 0,4 1,8 0,8 0,5

DMS u. BLS 1,0 0,7 0,4 0,8 0,8 0,5

Aus Tabelle 6.2 geht hervor, dass für das Beispiel des rosa 1/ f -Rauschens als angenommenes Belas-

tungsspektrum mit Beschleunigungssensoren geringere Unsicherheit Ueff erzielt werden, wenn Ns = Nr.

Eine höhere Anzahl an Sensoren bewirkt, wie zu erwartet, eine geringere Unsicherheit Ueff. Dies ist

darauf zurück zu führen, dass sich durch Ensemble-Mittlung durch die zusätzlich verfügbaren Mess-

signale Messrauschen geringer auf die ermittelten Belastungen auswirkt. Eine höhere Modellordnung

Nr, verbunden mit einer entsprechend höheren Anzahl an Sensoren Ns, bewirkt hingegen für das un-

tersuchte Beispiel eine höhere Unsicherheit. Durch die ebenso höhere Filtereckfrequenz fs wird ein

breiterer Frequenzbereich der tatsächlichen Belastungen ermittelt. Messrauschen hat aber mit zuneh-

mender Frequenz einen höheren relativen Einfluss auf die ermittelte Belastung, da dieses konstant über
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die Frequenz bleibt, das rosa Rauschen als Annahme für ein Belastungsspektrum aber mit zunehmender

Frequenz geringere Amplituden aufweist. Der relative effektive Fehler Ueff steigt an.

Die Verwendung einiger, optimalerweise Ns = Nr Beschleunigungssensoren liefert im Allgemeinen hö-

herwertige Messsignale (z. B. durch ein besseres Signal-Rauschverhältnis, durch Integration zur Ermitt-

lung von Geschwindigkeiten und Auslenkungen aus Beschleunigungssignal statt − schlecht konditionier-

ter − Differentiation zur Ermittlung von Geschwindigkeit und Beschleunigung aus wegproportionalem

Messsignal, durch einen direkten Bezug zur Kraft über das zweite Newtonsche Gesetz). Dies geht auch

aus den Erfahrungen des Autors aus eigenen experimentellen Simulationen und z. B. HWANG [78] her-

vor, der ebenfalls den Einfluss unterschiedlicher Sensorarten auf die Unsicherheit bei der Ermittlung von

Belastungen mit Zustandsbeobachtern untersucht hat.

Eine Verwendung von Ns = Nr Dehnungs- und Beschleunigungssensoren scheint also insgesamt aus

Sicht der Beobachtbarkeit, der Unsicherheit und der mit der benötigten Messtechnik verbundenen Kos-

ten als guter Kompromiss zum Beitrag zur unsicherheitsminimalen Ermittlung von Belastungen, wenn

der Lastort und das mathematische Modell vollständig bekannt sind. Zur Lösung unterbestimmter In-

verser Probleme mit dem in Abschnitt 4.3 vorgestellten Projektionsansatzes ist die Anzahl der Sensoren

entsprechend der Anzahl der zu ermittelnden Lastorte und erwarteten Anzahl der lokalen Systemeigen-

schaftsänderungen zu wählen.

Beitrag zur Beherrschung von Unsicherheit: Mit der geeigneten Auswahl von Sensorart, -anzahl und

Modellordnung kann Unsicherheit beherrscht werden, indem die Auswirkung von Messrauschen auf die

ermittelte Belastung durch höherwertige Messsignale und Ensemblemittlung reduziert wird.

6.5 Analytische, numerische und experimentelle Parameterstudie zur Auswirkung von

Unsicherheit in der ermittelten Axiallast auf die ermittelte Laterallast

Ein großer Anteil der Parameterunsicherheit, beispielsweise in Folge nicht genau bekannter mechani-

scher Eigenschaften des betrachteten lasttragenden Systems, lässt sich durch eine Systemidentifikation

beherrschen. Für den axial belasteten EULER-BERNOULLI-Balken hängen aber die Eigenfrequenzen des Sys-

tems nach (3.4) von der Axiallast P(t) ab. Die Axiallast P ist ein Parameter des mathematischen Modells

zur Ermittlung der Laterallasten. Die Unsicherheit in der Kenntnis der Axiallast ist somit eine Parame-

terunsicherheit. In diesem Abschnitt werden Parameterstudien durchgeführt, um die Auswirkung von

Unsicherheit in der ermittelten Axiallast P(t) auf eine ermittelte Laterallast F(t) zu bewerten.

Zunächst soll zur Erklärung des grundlegenden Ursache-Wirkzusammenhangs ein konkretes Beispiel

zur Auswirkung der Parameterunsicherheit in der Axiallast P aufgeführt werden. Das Balkensystem wird

mit einer Axiallast von P = 20 N belastet, während das mathematische Modell für eine Axiallast von P =
22 N gebildet wird. Es wird also die Auswirkung einer Parameterunsicherheit∆P= 2 N auf die ermittelte

Laterallast F(t) untersucht. Als Belastungsspektrum wird ein bandbegrenztes weißes Rauschen mit einer

Bandbreite zwischen 1 Hz und 100 Hz verwendet, siehe Abbildung 6.8 auf der übernächsten Seite.

Zur Visualisierung des Einflusses der unsicheren Axiallast wird die spektrale Leistungsdichte des Feh-

lers zwischen der gemessenen und der ermittelten Belastung dargestellt. Er lässt sich neben der Spektral-

analyse des Fehlers eines Belastungssignals im Zeitbereich, z. B. aus numerischen oder experimentellen
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Simulationen, auch analytisch beschreiben durch die analytische spektrale Leistungsdichte See,a(Ω) des

Fehlers. Für die Parameterunsicherheit in der Axiallast P lässt sich dieser schreiben als

See,a(Ω) =
�

�

H(Ω, P = 22)+ −H(Ω, P = 20)+
�

·H(Ω, P = 20) · F(Ω)
�2

=
�

Herr(Ω,∆P = 2)
�2�

F(Ω)
�2

(6.5)

wobei H(Ω, P) die von der Axiallast P abhängige Übertragungsmatrix des Systems darstellt, vgl. spek-

trale Leistungsdichte des Fehlers in (3.11) und Darstellung der Übertragungsmatrix in (4.6). Herr(Ω)
bezeichnet das Fehlerübertragungsmodell. Das skalare Unsicherheitsmaß Ueff lässt sich unter Verwen-

dung des Parsevalschen Theorems ebenfalls analytisch berechnen. Dieses besagt, dass der Energieinhalt

eines Signals im Frequenzbereich gleich seiner Energie im Zeitbereich ist:

∫ ∞

−∞

�

∆F(t)
�2

d t =
1

2π

∫ ∞

−∞
| ET(Ω) |2 dΩ, (6.6)

wobei ∆F(t) = F(t) − Fe(t) der Fehler zwischen der in der analytischen Betrachtung bekannten, tat-

sächlichen Belastung F(t) und der ermittelten Belastung Fe(t) und ET(Ω) die Fouriertransformierte des

Fehlers ∆F(t) ist. Weder im Zeitbereich noch im Frequenzbereich ist es praktisch möglich, von −∞ bis

+∞ zu integrieren. Betrachtet man die mittlere Leistung der Signale und setzt voraus, dass die Signale

nur in einem bestimmten Frequenzbereich bis Ωc zur Gesamtleistung des Signals beitragen, lässt sich

(6.6) auch schreiben als

1

T

∫ T

0

�

∆F(t)
�2

d t =
1

2πΩc

∫ Ωc

0

| ET(Ω) |2 dΩ

=
1

2πΩc

∫ Ωc

0

| Herr(Ω) |2
�

F(Ω)
�2

dΩ (6.7)

Auf beiden Seiten von (6.7) steht der mittlere quadratische Fehler der ermittelten Belastung. Das Un-

sicherheitsmaß Ueff nach (3.9) ist jedoch ein relatives Maß. Deshalb wird (6.7) durch den Effektivwert

des Belastungssignals geteilt. Unter Verwendung partieller Integration und Division durch den Effektiv-

wert des Belastungssignals erhält man aus (6.7) das skalare Unsicherheitsmaß Ueff,a aus analytischer

Betrachtung des Fehlerübertragungsmodells Herr(Ω) zu

Ueff,a =

√

√

√ 1

2πΩc

∫ Ωc

0

| Herr(Ω) |2 dΩ. (6.8)

Abbildung 6.8 auf der folgenden Seite zeigt die Ergebnisse der analytischen Betrachtung und der

numerischen und experimentellen Simulation im Frequenzbereich als spektrale Leistungsdichte. Tabelle

6.3 listet die ersten beiden Eigenfrequenzen des numerischen und experimentellen Modells und den

relativen effektiven Fehler Ueff für den konkreten Fall einer Abweichung von ∆P = 2 N auf.

Aus Abbildung 6.8 geht sowohl für die analytische Betrachtung des Fehlers nach (6.5), als auch für

die numerische und die experimentelle Simulation hervor, dass der Fehler ∆F(t) im Wesentlichen in

6.5 Parameterstudie zur Auswirkung von Unsicherheit in der ermittelten Axiallast 77



0 20 40 60 80 100 120

10
-4

10
-2

10
0

Frequenz in Hz

S
p

ek
tr

al
e 

L
ei

st
u

n
g

sd
ic

h
te

 i
n

 N
2
s

 

 

f1,n f2,n 

SFF,m (gemessen) 

SFF,e (ermittelt)  

See,n (Fehler numerisch)  
See,a (Fehler analytisch)  

N
2
s Analytische/ Numerische Simulation 

0 20 40 60 80 100 120

10
-5

10
-4

10
-3

Frequenz in Hz

S
p

ek
tr

al
e 

L
ei

st
u

n
g

sd
ic

h
te

 i
n

 N
2
s

 

 

Experimentelle Simulation 

0 20 40 60 80 100 120

10
-4

10
-2

10
0

Frequenz in Hz

S
p

ek
tr

al
e 

L
ei

st
u

n
g

sd
ic

h
te

 i
n

 N
2
s

 

 

f1,e f2,e 

SFF,m (gemessen) 

SFF,e (ermittelt)  

See,n (Fehler)  
See,0 (Fehler durch Messr.)  

N
2
s 

Abbildung 6.8: Spektrale Leistungsdichte der gemessenen und ermittelten Belastung sowie deren Feh-
ler für analytische, numerische und experimentelle Simulation bei einer Abweichung der
axialen Last von ∆P = 2N

Tabelle 6.3: Eigenfrequenzen des Balkensystems in Hz und Unsicherheitsmaße Ueff in analytischer, nume-
rischer und experimenteller Simulation für Parameterunsicherheit ∆P

Analytisch Numerisch Experimentell

∆P in N f1,a f2,a Ueff,a f1,n f2,n Ueff,n f1,e f2,e Ueff,e

0 25,1 90,8 0 25,1 90,8 0,8% 27,4 83,6 15,9%

2 24,5 90,2 7,6% 24,5 90,2 12,3% 26,7 82,9 28,2%

Bereichen der Eigenfrequenzen auftritt. Kleine Abweichungen zwischen den tatsächlichen und den an-

genommenen Eigenfrequenzen des Systems führen in Bereichen der Eigenfrequenzen zu großen Fehlern

in den ermittelten Belastungen. Die Sensitivität des Fehlers gegenüber Abweichungen in den Eingefre-

quenzen ist hoch, vgl. eigene Arbeit in [91]. Die spektrale Leistungsdichte des Fehlers aus der analyti-

schen und numerischen Simulation stimmt in Bereichen von Eigenfrequenzen weitestgehend überein,

während bei der analytischen Betrachtung im Bereich zwischen der ersten und der zweiten Eigenfre-

quenz bei einer Frequenz von etwa 50 Hz ein zusätzlicher Peak resultiert. Für das betrachtete System

mit den angenommenen Sensorpositionen liegt in diesem Frequenzbereich eine Nullstelle für die Über-

tragungsfunktion zwischen der Belastung am Lastort xF und der Auslenkung bzw. Beschleunigung am

Messort xs,1 vor. Die Sensitivität des Übertragungsverhaltens gegenüber Abweichungen ist in den Berei-

chen von Nullstellen aber ebenso wie in Bereichen der Eigenfrequenzen (oder Polstellen) des System

hoch. In der numerischen Simulation spielt dieser Zusammenhang jedoch keine Rolle, da die Messsigna-

le in diesem Frequenzbereich sehr klein sind. Der Zustandsbeobachter fasst die Abweichungen in diesem

Frequenzbereich als Störsignale auf, wodurch diese statistisch gefiltert werden.
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Für die experimentelle Simulation ist ein zusätzlicher Peak bei dem Zweifachen der ersten Eigenfre-

quenz f1,e zu erkennen. Dieser ist auf Schwingungen zweiter Ordnung durch das nichtlineare Verhalten

des Balkensystems zurück zu führen und resultiert somit aus der Modellunsicherheit durch die lineare

Abbildung des real nichtlinearen Systems. Weitere Hinweise zu den nichtlinearen dynamischen Eigen-

schaften des Balkensystems finden sich in folgendem Abschnitt 6.6 und im Anhang A.

Für die experimentelle Simulation wurde zusätzlich das Störspektrum, also der Fehler im Frequenz-

bereich für das System ohne Belastung ermittelt. Dadurch wird erkennbar, welchen geringen Anteil das

Messrauschen an dem Fehler in den ermittelten Belastungen hat. Dieser ist für das angenommene band-

begrenzte weiße Rauschen etwa 4 Dekaden kleiner als das eigentliche Belastungsspektrum.

Im nächsten Schritt wird das mathematische Modell weiterhin für die Axiallast P = 20 N gebildet,

während die tatsächlich auf das System wirkende Axiallast variiert wird. Abbildung 6.9 zeigt den Ein-

fluss einer variierenden Parameterunsicherheit ∆P im Bereich von ∆P = −5 N bis ∆P = 5 N auf den

relativen effektiven Fehler Ueff,a der analytischen Betrachtung nach (6.8) und Ueff,n der numerischen

Simulation nach (3.9). Mit steigendem Betrag der Parameterunsicherheit |∆P| steigt Ueff sowohl für die

analytische als auch für die numerische Betrachtung linear an, wobei der Betrag von Ueff in der nume-

rischen Simulation leicht höher als in der analytischen Simulation ist. In der numerischen Simulation

wirkt zusätzlich die Modellunsicherheit durch die Modellreduktion, vgl. Abschnitt 5.1.
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Abbildung 6.9: Auswirkung einer variierenden Parameterunsicherheit ∆P auf den relativen effektiven
Fehler Ueff, analytisch und numerisch

Als Fazit dieses Abschnittes lässt sich festhalten, dass sich Parameterunsicherheit in der Axiallast gut

in analytischen oder numerischen Simulationen bewerten lässt. Die größten Fehler treten in Bereichen

der Eigenfrequenzen auf. Es wurde gezeigt, daß der Fehler durch Parameterunsicherheit in der Axiallast

auch durch analytische Betrachtungen gut abgebildet werden kann. Darüber hinaus wurde in diesem

Abschnitt aber auch gezeigt, dass die Unsicherheit in der experimentellen Simulation, quantifiziert durch

das Unsicherheitsmaß Ueff, höher als in der numerischen Simulation ist, wie zu erwarten war. In der

experimentellen Simulation wirkt zusätzliche Modellunsicherheit, die nicht in numerischen Simulationen

untersucht werden kann. Die Bewertung von Modellunsicherheit ist Thema des folgenden Abschnitts.

Beitrag zur Beherrschung von Unsicherheit: Durch die Bewertung von Parameterunsicherheit in

der axialen Last P wird Unsicherheit beherrscht, indem deren Auswirkung auf die Unsicherheit in der

ermittelten Laterallast bekannt gemacht wird.
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6.6 Statistische Bewertung von Modellunsicherheit in der experimentellen Untersuchung

Bisher wurden einige unsicherheitsminimierende Maßnahmen vorgestellt und am Lastmonitoring des

Balkensystem angewendet. Durch die vorgestellten Maßnahmen lässt sich die Auswirkung von Unsi-

cherheit in Messsignalen und in den Parametern des mathematischen Modells auf die ermittelte Belas-

tung durch analytische Betrachtungen oder numerische Simulationen beschreiben, bewerten und oftmals

auch positiv beeinflussen. Modellunsicherheit hingegen kann nur in experimentellen Simulationen voll-

ständig bewertet werden. Aus diesem Grund wird in der vorliegenden Arbeit vorgeschlagen, am Ende

einer Unsicherheitsbeherrschung in einem Lastmonitoring-System die Bewertung von Modellunsicher-

heit durchzuführen. Dies ist Gegenstand dieses Abschnitts.

6.6.1 Beschreibung des Verfahrens

Eine einfache und naheliegende Methode zur Bewertung von Modellunsicherheit ist die statistische Be-

wertung des Fehlers im Frequenzbereich. Es entsteht ein Fehlerübertragungsmodell zur Beschreibung

einer Unsicherheitsregion, welche statistische Kenngrößen wie Nominalwert, Standardabweichung oder

Konfidenzintervalle der betrachteten Größe berücksichtigt. Diese Vorgehensweise ähnelt den Methoden

zur Unsicherheitsmodellierung in der robusten Regelung, vgl. Übersicht in [118] und Darstellung des

Stands der Forschung in Abschnitt 2.1.2. Oftmals wird aber in der robusten Regelung nur Parameterun-

sicherheit oder parametrisierte Modellunsicherheit berücksichtigt und deren Auswirkung in der direkten

Problemstellung bzw. im geregelten System bewertet. Dabei wird die experimentelle Ermittlung eines

Fehlerübertragungsmodells für regelungstechnische Zwecke in der Literatur meist ausgeklammert [83].

Insbesondere für die inverse Problemstellung des Lastmonitorings und deren Lösung unter Verwendung

von Zustandsbeobachtern lassen sich in der Literatur keine geschlossenen Vorgehensweisen zur Ermitt-

lung eines Fehlerübertragungsmodells finden.

Es wird angenommen, dass sich der Zusammenhang zwischen der gemessenen Belastung Fm(Ωk)
und der ermittelten Belastung Fe(Ωk) durch ein Fehlerübertragungsmodell Herr(Ωk) an den diskreten

Frequenzstützstellen Ωk lokal beschreiben lässt mit

Herr(Ωk) =
SFeFe

(Ωk)

SFeFm
(Ωk)

, (6.9)

wobei SFeFe
(Ωk) die reellwertige Autoleistungsdichte der ermittelten Belastung Fe und SFeFm

(Ωk) die

komplexwertige Kreuzleistungsdichte zwischen der ermittelten und der gemessenen Belastung Fm dar-

stellt, vgl. nichtparametrische Identifikation nach (4.27).

Gl. (6.9) beschreibt einen lokal-linearen und gemittelten Zusammenhang. Liegt beispielsweise eine

Modellunsicherheit durch lineare Modellierung eines tatsächlich nichtlinearen Systems vor, würde die

Verwendung von (6.9) zu einem gemittelten Fehlerübertragungsmodell führen. Das Fehlerübertragungs-

modell ist aber abhängig von dem Effektivwert der tatsächlichen Belastung,

Herr(Ωk) = f (Fe(k), Fm(k), Feff) (6.10)
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mit dem Effektivwert der tatsächlichen Belastung

Feff =

√

√

√

√

1

K

K
∑

k=1

(Fm(k))2, (6.11)

wobei Fe(k) und Fm(k) die ermittelten und gemessenen Belastungen an den diskreten Zeitpunkten k
beschreibt.

Eine Möglichkeit, die Auswirkung von Feff auf das Fehlerübertragungsmodell Herr(Ωk) zu beschrei-

ben, wäre die Berechnung von Herr(Ωk) für unterschiedliche Feff. Dieses Vorgehen würde zu zahlreichen

Modellen Herr(Ωk) führen. Diese in einen global beschreibbaren Zusammenhang zu fassen ist kaum mög-

lich, das Vorgehen wäre somit nicht praxistauglich. Stattdessen wird folgendes Vorgehen zur Gewinnung

möglichst repräsentativer statistischer Daten über die herrschende Modellunsicherheit vorgeschlagen.

Zur Systemidentifikation und Bewertung der Modellunsicherheit wird ein und dasselbe Belastungs-

spektrum verwendet. Das Belastungsspektrum sollte möglichst gut dem zu erwarteten Belastungsspek-

trum in der tatsächlichen Nutzung des lasttragenden Systems entsprechen, aber in jedem Fall eine mit

der Zeit ansteigende Signalleistung besitzen. Dadurch wird das in diesem Abschnitt vorgeschlagene

Verfahren realisierbar. Durch dieses Vorgehen wird zudem gewährleistet, dass für dieses Belastungs-

spektrum ein optimales Modell im Sinne eines minimalen Fehlers für das in der Nutzung erwartete

Belastungsspektrum gefunden wird. Mit den in der experimentellen Simulation gewonnenen Messsigna-

len wird dann durch den Systemidentifikationsalgorithmus (in dieser Arbeit der Eigenvalue Realization

Algorithm ERA, vgl. Abschnitt 4.2.1) ein Nominalmodell H(p0,Ω) mit den Parametern p0 des Nomi-

nalmodells identifiziert. Dieses wird später als mathematisches Modell zum Lastmonitoring eingesetzt.

Dieselben Messdaten werden anschließend verwendet, um offline die Belastungen durch das Lastmoni-

toring unter Verwendung des identifizierten Modells zu ermitteln. Es liegen nun gemessene Belastungen

Fm(k) und ermittelte Belastungen Fe(k) vor.

Im nächsten Schritt wird ein gleitendes Fenster verwendet, um einzelne Abschnitte der Zeitsignale von

gemessener und ermittelter Belastung betrachten und auswerten zu können. Für jeden Abschnitt i wird

nun ein Fehlerübertragungsmodell Herr,i nach (6.9) ermittelt. Die einzelnen Fehlerübertragungsmodelle

Herr,i können dann nach ihren komplexwertigen statistischen Kenngrößen ausgewertet werden. Folgende

Abbildung 6.10 visualisiert das vorgeschlagene Verfahren.

Abbildung 6.10: Schaubild zum Ablauf der Ermittlung des Fehlerübertragungsmodells
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6.6.2 Anwendung des Verfahrens

Das vorgeschlagene Verfahren wird am Balkensystem in der experimentellen Simulation angewendet.

Dazu wird als Belastungssignal ein rosa 1/ f -Rauschen mit einer Rampenfunktion multipliziert, sodass

ein Signal mit zeitlich ansteigendem Effektivwert entsteht. Die Abtastfrequenz fs beträgt 400 Hz, die

Filtereckfrequenz fc = 100 Hz, die Axiallast P = 18 N, die Simulationsdauer ts = 470 s und die Modell-

ordnung Nr = 2. Folgende Abbildung 6.11 zeigt die gemessene und ermittelte Belastung im Zeitbereich.
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Abbildung 6.11: Belastungssignal mit ansteigendem Effektivwert über Zeit und gleitendem Fenster

Die Länge des Fensters zur statistischen Auswertung einzelner Bereiche beträgt 2 · 104 Samples, was

einer zeitlichen Länge von 50 s entspricht. Das Fenster wird mit einer Überlappung von 90% verscho-

ben, es stehen insgesamt die Berechnungsergebnisse aus 88 Fenstern zur statistischen Auswertung zur

Verfügung. Global über die gesamte Simulationsdauer beträgt der relative effektive Fehler Ueff = 11,8%.

Folgende Abbildung 6.12 zeigt den Amplituden- und Phasengang des Fehlerübertragungsmodells Herr

nach Mittelwert Herr und seinem 98% Konfidenzintervall in grün.
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Abbildung 6.12: Fehlerübertragungsmodell: Amplitudengang (oben) und Phasengang (unten)
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Würde kein Fehler in den ermittelten Belastungen vorliegen, wäre die Amplitude des Fehlerübertra-

gungsmodells eins, die Phase null (horizontale schwarze Linie in Abb. 6.12) und es gäbe keinen Streu-

bereich. Dies ist für das dargestellte Fehlerübertragungsmodell – wie zu erwarten war – nicht der Fall.

Dabei sind die systematischen Abweichungen und die Streuung in Bereichen der ersten Eigenfrequenzen

f1 besonders hoch. So beträgt z. B. im Bereich der ersten Eigenfrequenz die systematische Abweichung

zwischen der ermittelten und der gemessenen Belastungen etwa 20%.

6.6.3 Interpretation der Ergebnisse

Zur Beantwortung auf die Frage der Ursache für diese Abweichungen können folgende, für das Balken-

system relevante Aspekte genannt werden.

1. Die Amplitude und Phase einer Übertragungsfunktion von schwach gedämpften Strukturen ist in

Bereichen von Resonanzfrequenzen besonders sensitiv gegenüber Abweichungen zwischen den tat-

sächlichen und den angenommenen bzw. ermittelten Eigenfreqenzen. Dies wurde beispielsweise in

Abbildung 6.8 in Abschnitt 6.5. gezeigt.

2. Gleiches gilt für Abweichungen zwischen tatsächlichen und ermittelten modalen Dämfungsgraden.

3. Selbst bei der Verwendung moderner Systemidentifikationsalgorithmen zur experimentellen Er-

mittlung der Systemeigenschaften wie beispielsweise dem in dieser Arbeit verwendeten ERA-

Algorithmus aus Abschnitt 4.2.1 werden die tatsächlichen Resonanzfrequenzen und tatsächliche

Dämpfungseigenschaften der realen Struktur praktisch niemals den durch die Systemidentifikation

ermittelten Eigenfrequenzen und ermittelten modalen Dämpfungsgraden entsprechen. Insbeson-

dere zeigt jedes reale lasttragende System mehr oder weniger nichtlineares Verhalten, womit die

linearisiert angenommenen modalen Eigenschaften in Abhängigkeit von der Schwingungsampli-

tude ständig variieren. Dies führt zu Abweichungen zwischen den als konstant angenommenen

ermittelten modalen Parametern und den tatsächlichen dynamischen Eigenschaften des realen

lasttragenden Systems und somit gemeinsam mit Punkt 1 und Punkt 2 zu den Streuungen ins-

besondere in Bereichen von Resonanzfrequenzen. Ursache für ein nichtlineares Systemverhalten

können für das Balkensystem insbesondere geometrische Nichtlinearitäten wie im Anhang A.1

beschrieben, aber auch nichtlineare Eigenschaften der Randeinspannungen beispielsweise durch

Fügestellen oder Materialnichtlinearitäten durch nichtlineare Dämpfung sein.

4. Ebenso kann unvermeidbare Unsicherheit in der digitalen Signalverarbeitung beispielsweise durch

numerische Rundungs- oder Diskretisierungsfehler gemeinsam mit Punkt 1 und Punkt 2 einen Teil

zu den beobachteten Streuungen beitragen.

5. Im analytischen und numerischen Modell zur Abbildung der Systemeigenschaften des Balkensys-

tems liegen in dem betrachteten Frequenzbereich von 0 bis 100 Hz zwei Eigenfrequenzen vor.

Das experimentell ermittelte Modell mit zwei Eigenfrequenzen bildet auch im Wesentlichen das

dynamische Verhalten des realen Balkensystems ab. Dennoch kann der reale Versuchsstand nicht

vollständig durch ein Modell mit zwei Eigenfrequenzen abgebildet werden. Beispielsweise beein-

flussen nicht ideale Randbedingungen durch endliche Steifigkeiten des Prüfrahmens oder die Kabel

der Sensoren die dynamischen Eigenschaften des Balkensystems, wodurch im genannten Frequenz-
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bereich von 0 bis 100 Hz auch mehr als zwei Resonanzen des gesamten Versuchsstandes vorliegen

können.

Einen wesentlichen Anteil der in der experimentellen Simulation auftretenden Unsicherheit in einem

Lastmonitoring-System resultiert also aus der Modellunsicherheit, vorausgesetzt, dass die unsicherheits-

minimierenden Maßnahmen in den vorherigen Abschnitten angewendet wurden. Eine detaillierte Quan-

tifizierung der Ursachen von Modellunsicherheit konnte aber im Rahmen dieser Arbeit nicht erfolgen.

Lediglich konnte schon im Fallbeispiel 1 in Abschnitt 5.1 gezeigt werden, dass die Abbildung des realen

Systemverhaltens durch ein Modell mit einer endlichen Anzahl Nr an Moden einen Anteil an der Modell-

unsicherheit beiträgt. Der Versuch einer Modellierung der Nichtlinearitäten stellte sich im Rahmen dieser

Arbeit als eine sehr komplexe Aufgabenstellung heraus. Das Ergebnis einer analytischen Modellierung

findet sich im Anhang A. Mit einer experimentellen Parameteridentifikation auf Basis des analytischen

nichtlinearen Modells mittels der Prediction Error Methode oder dem Extended Kalman-Filter könnte ein

nichtlineares mathematisches Modell gewonnen werden. Gelänge es so, das nichtlineare dynamische

Verhalten des realen Balkensystems abzubilden, könnte vorhergesagt werden, welchen Anteil die linea-

risierte Abbildung des nichtlinearen Balkensystems an der Modellunsicherheit beiträgt. Dass das System

ein nichtlineares Verhalten aufweist, zeigt folgendes Spektrogramm in Abbildung 6.13 für die gemessene

Beschleunigung an der Sensorposition xs,1 = 115 mm aus einer experimentellen Simulation mit einem

Belastungssignal als Gleitsinus von 1 Hz bis 100 Hz in einer Simulationszeit von ts = 60 s.
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Abbildung 6.13: Spektrogramm: Zeitlicher Verlauf der spektralen Leistungsdichte des Beschleunigungssi-
gnals bei Belastung mit Gleitsinus zur Beschreibung des nichtlinearen Systemverhaltens.

Abb. 6.13 zeigt, dass bei einer harmonischen Anregung das System nicht nur in der Frequenz der

Anregung schwingt, sondern auch harmonische Schwingungen höherer Ordnung auftreten. Dies ist ein

deutlicher Hinweis auf ein nichtlineares Systemverhalten. So sind beispielsweise bei einer Anregung im

Frequenzbereich der ersten Resonanzfrequenz von etwa 27 Hz deutliche Schwingungsanteile zweiter

und dritter Ordnung von jeweils etwa 1% der Signalleistung, also 10% der Schwingungsamplitude zu

erkennen.
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Es lässt sich zusammenfassen, dass unverbeidbare Modellunsicherheit durch vereinfachende Abbil-

dung des realen Systems zu Unsicherheit führen kann, die sich durch die in diesem Abschnitt vorge-

stellte Methode zur Ermittlung des Fehlerübertragungsmodells global bewerten lässt. Die so ermittelten

systematischen Abweichungen lassen sich nachträglich offline aus den ermittelten Belasungen heraus

rechnen. Zufällige Abweichungen werden durch einen Konfidenzintervall statistisch beschrieben. Die

so gewonnenen Informationen über die Unsicherheit in der ermittelten Belastung lassen sich in der

Produktauslegung verwenden, um Sicherheitsbeiwerte angemessen zu wählen.

Beitrag zur Beherrschung von Unsicherheit: Durch die statistische Bewertung des Fehlers zwischen

der gemessenen und ermittelten Belastung wird Modellunsicherheit situationsspezifisch für ein vorab

abgeschätztes Belastungsspektrum bekannt gemacht und für weitere Anwendungen beispielsweise zur

Produktauslegung oder zur Schadensakkumulationsrechnung in Form eines Fehlerübertragungsmodells

zur Verfügung gestellt.
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7 Experimentelle Erprobung der Lastmonitoring-Methoden

In diesem Kapitel werden die in Kapitel 4 vorgestellten Methoden zur Ermittlung von Belastungen und

Systemeigenschaftsänderungen in der experimentellen Simulation erprobt. In Abschnitt 6.5 bei der Pa-

rameterstudie zum Einfluss einer unsicherheitsbehafteten Axiallast oder Abschnitt 6.6 zur statistischen

Bewertung von Modellunsicherheit wurden bereits Ergebnisse experimenteller Simulationen vorgestellt.

In diesem Kapiel werden vier konkrete technologische Zielstellungen am Balkensystem untersucht:

• Ermittlung einer axialen und lateralen zeitvarianten Belastung bei bekanntem Lastort unter Ver-

wendung eines experimentell ermittelten Zustandsraummodells im Zustandsbeobachter und kol-

lokierte Dehnungs- und Beschleunigungsmessung an zwei Messstellen.

• Ermittlung einer stochastischen Belastung durch rosa 1/ f -Rauschen bei bekanntem Lastort unter

Verwendung eines experimentell ermittelten Zustandsraummodells im Zustandsbeobachter und

kollokierte Dehnungs- und Beschleunigungsmessung an zwei Messstellen.

• Ermittlung einer quasistatischen Last und des Lastortes unter Verwendung eines experimentell er-

mittelten statischen Nachgiebigkeitsmodells, Dehnungssensoren an drei Messstellen und des Pro-

jektionsansatzes.

• Ermittlung einer Systemeigenschaftsänderung durch eine Zusatzmasse auf dem Balken bei unbe-

kannter Belastung unter Verwendung experimentell ermittelter Impulsantwort-Modelle, Dehnungs-

sensoren an drei Messstellen und des Projektionsansatzes.

Vor der Durchführung der experimentellen Erprobung wurden hinsichtlich der jeweiligen Anwendung

die Maßnahmen zur Reduktion von Unsicherheit nach Kapitel 6 genutzt. Insbesondere wurden:

• ein geeigneter Frequenzbereich zum Lastmonitoring und die damit verbundene Modellordnung,

Filtereckfrequenz und Abtastrate gewählt,

• geeignete Sensorpositionen zur unsicherheitsminimierenden Ermittlung von Belastungen anhand

der in Abschnitt 6.2 vorgestellten Bewertungsmaße festgelegt und

• die benötigten mathematischen Modelle durch experimentelle Modellbildung gebildet.

7.1 Der axial belastete Balken als Versuchsstand

7.1.1 Ermittlung einer axialen und lateralen zeitvarianten Belastung

Ziel dieser Anwendung ist die Ermittlung einer axialen zeitvarianten Belastung P(t) und einer lateralen

zeitvarianten Belastung F(t) bei bekanntem Lastort xF = 30 mm unter Verwendung eines experimentell

ermittelten Zustandsraummodells im Zustandsbeobachter, kollokierte Dehnungs- und Beschleunigungs-

messung an zwei Messstellen xs,1 = 110 mm und xs,2 = 220 mm und axialer Dehnungsmessung nahe

der gelenkigen Lagerung am oberen Ende x = l des Balkens. Das untersuchte Balkensystem ist erneut in
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Abbildung 7.1 dargestellt. Als einfacher Lastfall wurde eine harmonische Laterallast F(t) = bF ·sin(2π fe)
mit einer Amplitude bF = 10 N und einer Erregungsfrequenz fe = 15 Hz simuliert. Die Axiallast P(t)
wurde im Bereich von 20 N bis 26 N durch Auflegen von zusätzlichen Massen auf den Balken variiert.

Die Abtastfrequenz betrug fs = 250 Hz, die Filtereckfrequenz betrug fc = 100 Hz.

Abbildung 7.1: Versuchsaufbau zum Lastmonitoring am axial belasteten Balken: a) mechanisches Ersatz-
schaubild, b) Versuchsstand für experimentelle Simulation

Wie bereits in Abschnitt 3.1 beschrieben und in Abschnitt 6.5 diskutiert, beeinflusst die Axiallast P
die dynamischen Eigenschaften des Balkensystems. Da die Steifigkeit des Balkens in axiale Richtung

hoch im Vergleich zur lateralen Steifigkeit ist, lässt sich die Axiallast durch einen statischen Belastungs-

Verformungsbezug aus der gemessenen axialen Dehnung εax(t) ermittlen, P(t) = 1/hax · εax(t), wobei

hax = 1/EA die axiale Nachgiebigkeit des Balkens beschreibt. Das Zustandsraummodell zur Beschreibung

der dynamischen Eigenschaften des Balkensystems wurde dann mit der ermittelten Axiallast nach (3.4)

angepasst. Abbildung 7.2 zeigt den Vergleich gemessener und ermittelter Axial- und Laterallasten.
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Abbildung 7.2: Gemessene und ermittelte Axiallast sowie Amplitude bF der harmonischen LaterallastF(t)

Würde das Zustandsraummodell nicht an die ermittelte Axiallast angepasst werden, würde die er-

mittelte Amplitude der Laterallast bF mit veränderlicher Axiallast P(t) variieren. Dies ist nicht der Fall,
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mit veränderlicher Axiallast bleibt die Amplitude bF annähernd gleich. In Abb. 7.2 ist die Streuung der

ermittelten Axiallast Pe(t) durch Messrauschen deutlich zu erkennen. Sie resultiert aus den geringen

gemessenen axialen Dehnungen εax = 1,4 ·10−6 bei einer Axiallaständerung von 6 N. Das resultierende

Signal-Rausch-Verhältnis von etwa 15 dB ist im Vergleich z. B. zu einem Signal-Rausch-Verhältnis von

etwa 42 dB für die gemessenen Beschleunigungen sehr niedrig.

Für die Laterallast F(t) ist der relative effektive Fehler für den hier untersuchten Belastungsfall einer

harmonischen Belastung Ueff = 5,8%. Für die Axiallast beträgt der relative effektive Fehler Ueff = 26,8%.

Dieser hohe Wert im Vergleich zu den anderen Ergebnissen des Lastmonitoring lässt sich auf das schlechte

Signal-Rausch-Verhältnis zurück führen. Betrachtet man lediglich die Abweichungen der Mittelwerte,

beträgt für eine Axiallast von P = 20 N die Abweichung zwischen den ermittelten und den gemessenen

Mittelwerte der Axiallast ∆P = 0,4 N, also etwa 2% der Axiallast.

Der in Abschnitt 4.2.2 vorgestellte Zustandsbeobachter zur Ermittlung von Belastungen zeigt in diesem

Abschnitt 7.1.1 sein Potential zur Belastungsermittlung. Insbesondere wird Unsicherheit in der ermittel-

ten Laterallast durch die Anpassung des mathematischen Modells an eine ermittelte Axiallast beherrscht.

7.1.2 Ermittlung einer lateralen stochastischen Belastung

Ziel dieser Anwendung ist die Ermittlung einer lateralen stochastischen Belastung F(t) durch ein rosa

1/ f -Rauschen bei bekanntem Lastort xF = 30 mm unter Verwendung eines experimentell ermittelten

Zustandsraummodells im Zustandsbeobachter, kollokierte Dehnungs- und Beschleunigungsmessung an

zwei Messstellen. Das untersuchte Balkensystem entspricht dem im vorherigen Abschnitt 7.1.1. Die Axial-

last ist 20 N, die Simulationsdauer beträgt ts = 60 s, alle anderer Systemparameter bleiben wie in

Abschnitt 7.1.1 angegeben. Folgende Abbildung 7.3 zeigt die spektrale Leistungsdichte der gemessenen

Belastung SFF,m, der ermittelten Belastung SFF,e und des Fehlers See zwischen diesen.
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Abbildung 7.3: Spektrale Leistungsdichte der gemessenen und ermittelten Laterallast sowie des Fehlers
zwischen diesen für rosa Rauschen

Die spektrale Leistungsdichte des Fehlers See fällt mit zunehmender Frequenz ab, da sie von der

Leistung des Belastungssignals abhängt. Im Bereich der ersten Resonanzfrequenz bei f1,e ist erneut

ein kleiner Peak in der spektralen Leistungsdichte zu erkennen. Insgesamt ist die Leistung des Belas-
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tungssignals kleiner als bei den anderen experimentellen Simulationen in den Abschnitten 6.5 und 6.6.

Dadurch nimmt der Einfluss von geometrischen Nichtlinearitäten auf die Unsicherheit in der ermittelten

Belastung ab. So ist im Beispiel in Abschnitt 6.6 für die zeitlich ansteigende und insgesamt höhere Belas-

tungsanmplitude der relative effektive Fehler Ueff = 11,8 %, für dieses Beispiel beträgt er Ueff = 6,3 %.

7.1.3 Ermittlung von Lastort und Lasthöhe

Ziel dieser Anwendung ist die Ermittlung von Lastort und Lasthöhe einer quasistatischen Belastung mit

variierendem Ort unter Verwendung eines experimentell ermittelten statischen Nachgiebigkeitsmodells,

Dehnungssignalen an drei Messstellen und des Projektionsansatzes aus Abschnitt 4.3. Die drei Messstel-

len sind xs,1 = 15 mm, xs,2 = 150 mm und xs,3 = 320 mm. Die Axiallast P = 8 N bleibt dabei konstant.

Die Laterallast F(t) wird manuell an einem variierenden Lastort xF auf dem Balken aufgebracht und

mittels einer Kraftmessdose gemessen. Dadurch ist eine Variation des Lastortes ohne zusätzlicher, kom-

plexer Versuchseinrichtung wie z. B. einer Führungsschiene möglich. Die Abtastrate beträgt fs = 50 Hz

und die Filtereckfrequenz liegt mit fc = 10 Hz deutlich unter der ersten Eigenfrequenz des Balkens. So

werden potentielle Resonanzschwingungen des Balkens am Beginn einer Belastung gefiltert. Folgende

Abbildung 7.4 zeigt den Versuchsaufbau mit einer Laterallast mit variablem Lastort.

Abbildung 7.4: Versuchsaufbau zur Ermittlung von Lastort und Lasthöhe am axial belasteten Balken: a)
mechanisches Ersatzschaubild, b) Versuchsstand für experimentelle Simulation

Das zum Lastmonitoring benötigte mathematische Modell H(xF) wurde in der experimentellen Si-

mulation ermittelt. Dazu wurde hintereinander im Bereich von 25 mm bis 300 mm in äquidistanten

Abständen von 25 mm an 12 Stellen auf dem Balken eine einzelne quasistatische Belastung aufgebracht.

Aus den gemessenen Belastungen und an den drei Messorten gemessenen Dehnungen wurden die Nach-

giebigkeiten, also die Dehnung des Balkens an den Messstellen bei einer Einheitsbelastung am Lastort

xF, für die einzelnen Lastorte ermittelt. Diese wurden mit einem Spline-Ansatz interpoliert, sodass im
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Modell H(xF) die Nachgiebigkeit des Balkens in Abständen von 5 mm vorliegen. Folgende Abbildung

7.5 zeigt die Nachgiebigkeit in Abhängigkeit vom Lastort xF für die drei Messstellen xs,i.
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Abbildung 7.5: Experimentell ermitteltes, interpoliertes Modell H zur Beschreibung des statischen
Belastungs-Dehnungszusammenhangs

Das Modell H(xF) wird verwendet, um aus dem Dehnungsvektor ε(t) = [ε1(t),ε2(t),ε3(t)]T mit dem

Projektionsansatz nach Abschnitt 4.3.1 zunächst den Lastort xF und anschließend die Lasthöhe F(t) zu

ermitteln. Als Lastorte wurden jeweils die Orte zwischen den zur Modellbildung verwendeten Lastorte

verwendet, also bei xF = (37, 5 + n · 50) mm mit n = 1, 2, ..., 11. Dadurch wird eine Überanpassung

(overfitting) verhindert, d. h. dass nur für die Belastungsfälle zur experimentellen Modellbildung verwen-

deten Lastorte der Lastort und die Lasthöhe ermittelt werden. Folgende Abbildung 7.6 zeigt das Ergebnis

der Ermittlung des Lastortes und der Lasthöhe.
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Abbildung 7.6: Ergebnis der experimentellen Validierung zur Lastortermittlung. Ermittelter Lastort
(oben), gemessene und ermittelte Last sowie Fehler zwischen diesen (unten).

Wenn der Betrag der ermittelten Belastung kleiner als ein Grenzwert Fgrenz = 0,5 N ist, wird angenom-

men, dass keine Belastung vorliegt und der Lastort wird als 0 angenommen. Dadurch wird verhindert,
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dass für sehr kleine Belastungen nahe Null durch den Algorithmus dennoch ein Lastort berechnet wird.

Der Lastort wird für Bereiche zwischen der Belastung und der Entlastung des Balkens im Rahmen der

Auflösung des Modells H(xF) für alle Orte richtig ermittelt. So wird z. B. für eine Belastung an xF = 37,5

mm der Lastort xF,e = 35 mm berechnet. Zu Beginn oder zu Ende einer Belastung resultieren teilweise

Abweichungen in dem ermittelten Lastort. Diese können z. B. aus Schwingungen durch den Aufsetz-

bzw. Abhebevorgang der Kraftmessdose resultieren. Der relative effektive Fehler der ermittelten Belas-

tung Fe(t) beträgt für das durchgeführte Experiment Ueff = 4,1%.

7.1.4 Ermittlung einer Systemeigenschaftsänderung bei unbekannter Belastung

Ziel dieser Anwendung ist die Ermittlung einer Systemeigenschaftsänderung durch eine Zusatzmasse

∆m auf dem Balken bei unbekannter Belastung F(t) an einem bekannten Lastort xF mit der in Abschnitt

5.3 vorgestellen Methode. Dies erfolgt unter Verwendung eines experimentell ermittelten Impulsantwort-

Modells, einer experimentell ermittelten Sensitivitätsmatrix Se zur Beschreibung der Auswirkung der

Zusatzmasse ∆m an einem Ort x∆m auf den Fehler er, Dehnungsmessungen an drei Messstellen und des

Projektionsansatzes aus Abschnitt 4.3. Die Axiallast P = 8 N bleibt dabei konstant. Als Laterallast wird

ein rosa 1/ f -Rauschen aufgebracht. Die Abtastfrequenz beträgt fs = 1000 Hz, die Filtereckfrequenz

fc = 500 Hz. Das Impulsantwort-Modell wird unter Berücksichtigung von Nr = 10 Moden gebildet,

die zeitliche Dimension des Impulsantwort-Modells beträgt NV = 1000 Zeitschritte. Als Zusatzmasse

wird ein Magnet mit einer Masse von ∆m = 3,6 g verwendet. Dies entspricht etwa 5% der Masse

des Balkensystems inklusive dem Anteil der Kraftmessdose, welcher fest mit dem Balken verbunden

ist und somit die Dynamik des Balkens beeinflusst. Die Zusatzmasse wird an 15 äquidistant verteilten

Orten x∆m,i im Vektor x∆m = [100, 112.5, 125, . . . , 275]T mm auf dem Balken angebracht. Die

Simulationsdauer bzw. Messdauer beträgt jeweils ts = 30 s für einen Fall der Zusatzmasse an einem Ort.

Als Sensoren werden drei Dehnungssensoren an den Messorten xs,1 = 15 mm, xs,2 = 295 mm und

xs,3 = 320 mm eingesetzt. Der Einsatz von Beschleunigungssensoren verspricht zwar im Vergleich zu

Dehnungssensoren bessere Ergebnisse der Methode zur Ermittlung von Systemeigenschaftsänderungen,

da diese in höheren Frequenzbereichen höherwertige Informationen über die dynamischen Eigenschaf-

ten des System liefern. Im Laufe der experimentellen Erprobung stellte sich jedoch heraus, dass die

zusätzliche Masse durch die Beschleunigungssensoren Unstetigkeiten in der Sensitivitätsmatrix Se her-

vor ruft. Ebenso wurde auf Dehnungssensoren in der Mitte des Balkens verzichtet, da der Magnet eine

zusätzliche lokale Steifigkeit des Balkens hervorruft und so die Messsignale verfälscht. Abbildung 7.7 auf

der folgenden Seite zeigt den Versuchsaufbau mit der Zusatzmasse ∆m durch den Magneten.

Zunächst wird das Impulsantwort-Modell ohne Zusatzmasse experimentell ermittelt. Dieses dient als

Basismodell und bleibt im Laufe der Ermittlung der Zusatzmasse unverändert. Die gemessenen Belastun-

gen Fm(t) und gemessenen Dehnungen ε(t) = [ε1(t),ε2(t),ε3(t)]T werden verwendet, um die Toeplitz-

Matrix (4.23) des Impulsantwort-Modells zu ermitteln, vgl. 4.2.1. Im nächsten Schritt wird der Anteil

der Modellunsicherheit an dem Bewertungsmaß er nach (5.20) ermittelt. Dieser wird im Folgenden als

Basisfehler er,base bezeichnet. Er beträgt für das untersuchte System er,base = [0.044, 0.067, 0.029]T für

die drei gemessenen Dehnungen.
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Abbildung 7.7: Versuchsaufbau zur Ermittlung der Systemeigenschaftsänderung durch eine Zusatzmasse
∆m: a) mechanisches Ersatzschaubild, b) Versuchsstand für experimentelle Simulation

Die Sensitivitätsmatrix Se zur Beschreibung der Auswirkung der Zusatzmasse ∆m auf den Fehler er

nach (5.22) wird experimentell durch die Anbringung der Zusatzmasse an jeweils einem der potentiellen

Orte x∆m,i ermittelt. Es wird für jeden Ort x∆m,i die Zusatzmasse angebracht, ein Versuch durchgeführt

und für die gemessenen Signale das Bewertungsmaß er nach (5.20) ermittelt. Anschließend wird der

Basisfehler er,base dividiert und dann die einzelnen Sensitivitäten Se
i j der Zusatzmasse am Ort x∆m,i

auf den für den Sensor xs, j ermittelten Fehlers er, j durch Bildung des Differenzenquotienten ermittelt.

Abbildung 7.8 zeigt die ermittelte Sensitivitätsmatrix Se.
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Abbildung 7.8: Experimentell ermittelte Sensitivitätsmatrix Se

Die Sensitivitätsmatrix Se wird nun verwendet, um in einer zweiten, neuen Versuchsreihe zunächst

den Ort x∆m und dann die Höhe ∆m der Zusatzmasse zu ermitteln. Dabei werden die gleichen Orte wie

zur Modellbildung verwendet. Folgende Abbildung 7.9 zeigt das Ergebnis der ermittelten Zusatzmasse.

Die durchgehende Linie zeigt den Referenzwert, also den tatsächlichen Ort und die tatsächliche Höhe

der Zusatzmasse.
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Abbildung 7.9: Ermittlung des Ortes und der Höhe einer Zusatzmasse ∆m in der experimentellen
Simulation

Ähnlich der Ergebnisse aus der numerischen Simulation zu der vorgestellten Methode in Abschnitt 5.3

werden die meisten Orte x∆m durch das Verfahren richtig ermittelt. Die Zusatzmasse ∆m wird in den

meisten Fällen mit einer Abweichung kleiner 15% der tatsächlichen Zusatzmasse von 3,6 g ermittelt.

Die prinzipielle Funktionstauglichkeit des vorgestellten Verfahrens wurde anhand der experimentel-

len Simulation in diesem Abschnitt aufgezeigt. Allerdings ist das untersuchte Fallbeispiel mit einer

Zusatzmasse und 15 potentiellen Orten im Vergleich zu den Aufgaben der Schadenserkennung in prak-

tischen Anwendungsbeispielen noch sehr überschaubar. Es sind aber, trotz der Einfachheit des Fallbei-

spiels, Abweichungen in ermitteltem Ort und Höhe der Zusatzmasse zu erkennen. Zusammenfassend

kann gesagt werden, dass die Methode der virtuellen Verformungen großes Potential zur Lösung der

gemischt-inversen Aufgabenstellung zur Ermittlung von Systemeigenschaftsänderungen bei unbekann-

ten Belastungen hat, wie bereits in 5.3 argumentiert und in der Veröffentlichung von ZHANG [152]

gezeigt.

7.2 Die Rechteckplatte als Versuchsstand

Als weiteres Beispiel zur experimentellen Validierung der Algorithmen zum Lastmonitoring wird die Rea-

lisierung einer Platte betrachtet. Die Rechteckplatte aus Aluminium mit einer Länge von 870 mm, einer

Breite von 620 mm und einer Dicke von 4 mm ist über einem geschlossenen Raum aus massiven Holz-

platten und Aluminium gespannt. Der Versuchsstand wurde ursprünglich zur Untersuchung akustischer

Größen und Verfahren entwickelt. Eine nähere Beschreibung des Versuchsstandes findet sich in [87].
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Abbildung 7.10 zeigt den Versuchsstand mit Ns = 13 Beschleunigungssensoren und 5 Piezopatches zur

aktiven Beeinflussung der Schwingungsdynamik der Platte. Die Piezopatches werden für die Untersu-

chung in dieser Arbeit nicht angesteuert. Der elektrodynamische Schwingerreger ist in der Akustikbox

angebracht.
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Abbildung 7.10: Versuchsstand zur Ermittlung von Belastungen an einer Platte

Als Belastung wurde ein Gleitsinus von 100 bis 500 Hz in einer Simulationszeit von ts = 3 s simuliert.

Die Belastung wird in der Akustikbox des Versuchsstandes durch einen elektrodynamischen Schwin-

gerreger aufgebracht und mit einer Kraftmessdose gemessen. Die Abtastrate fs beträgt 1666,6 Hz, die

Filtereckfrequenz fc des Butterworth-Tiefpassfilters 8. Ordnung beträgt 500 Hz. Zusätzlich wurde ein

Butterworth-Hochpassfilter 8. Ordnung mit einer Filtereckfrequenz von 100 Hz eingesetzt, um nieder-

frequente Störungen in den Beschleunigungssignalen zu filtern. Das mittels des in Abschnitt 4.2.1 skiz-

zierten Verfahrens zur Systemidentifikation ermittelte Zustandsraummodell berücksichtigt Nr = Ns = 13
Moden. Folgende Abbildung zeigt die gemessene und ermittelte Belastung im Zeit- und Frequenzbereich.
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Abbildung 7.11: Gemessene und ermittelte Belastung an der Platte sowie Fehler zwischen diesen für
Gleitsinus, Darstellung im Zeit- und Frequenzbereich
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Der relative effektive Fehler für die Versuchsdauer beträgt Ueff = 12,5 %. Das Ergebnis der Unter-

suchung zeigt, dass das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren zur Ermittlung von Belastungen auch

für lasttragende Systeme geeignet ist, welche im betrachteten Frequenzbereich zum Lastmonitoring eine

höhere Anzahl an Moden besitzen. Zudem zeigt der Versuch, dass eine Ermittlung dynamischer Belastun-

gen auch unter Verwendung von ausschließlich Beschleunigungssensoren möglich ist. Statische Anteile

in den zu ermittelten Belastungen werden dabei natürlich nicht berücksichtigt, können aber leicht durch

andere Sensoren, z. B. Dehnungssensoren, ermittelt werden.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Zusammenfassende Sichtweise zur Beherrschung von Unsicherheit im Lastmonitoring

In dieser Arbeit wurden zwei Ebenen der Beherrschung von Unsicherheit betrachtet:

1. Es wurden Methoden zur Informationsgewinnung über Belastungen und Systemeigenschaften

vorgestellt. Die Funktionstauglichkeit der Methoden wurde in numerischen und experimentellen

Simulationen aufgezeigt.

2. Unsicherheit, die in den Prozessen eines Lastmonitoring entstehen kann, wurde wie in Kapitel 5

gezeigt durch unterschiedliche Maßnahmen zur Beschreibung, Bewertung und Beeinflussung

von Unsicherheit beherrscht.

In diesem zusammenfassenden Abschnitt werden die Beiträge aller in dieser Arbeit behandelten und

untersuchten Methoden und Maßnahmen zur Beherrschung von Unsicherheit miteinander verglichen

und diskutiert. So wird es möglich, wesentliche Hebel in der Beherrschung von Unsicherheit kenntlich zu

machen. Es wird zunächst unterschieden, ob die jeweilige Methode oder Maßnahme einen qualitativen

oder quantitativen Beitrag zur Beherrschung von Unsicherheit leisten.

Qualitativ lässt sich der Beitrag einer Methode zur Beherrschung von Unsicherheit anhand des Unsi-

cherheitsmodells mit seinen Unsicherheitskategorien ’Unwissen’, ’Ungewissheit’ und ’Stochastische Un-

sicherheit’ bewerten. Durch den Anstieg an gesicherten, verfügbaren Informationen trägt eine Methode

dazu bei, den Informationsgehalt einer betrachteten Größe von einer niedrigeren Unsicherheitskatego-

rie in eine höhere Unsicherheitskategorie zu überführen. Beispielsweise liegt ohne Anwendung eines

Lastmonitoring-Systems bezüglich der aktuellen Belastungen während der Nutzung Ungewissheit oder

gar Unwissen vor, durch Anwendung der Methode des Lastmonitoring aber Stochastische Unsicherheit.

Quantitativ lässt sich der Beitrag einer Unsicherheit oder einer unsicherheitsminimierenden Maßnah-

me durch ihren Einfluss auf den relativen effektiven Fehler Ueff bewerten. Dabei wirkt sich die Unsi-

cherheit in Eingangs- und Störgrößen im Allgemeinen negativ auf die ermittelten Belastungen aus und

Ueff wird größer. Eine unsicherheitsminimierende Maßnahme durch geeignete Auswahl der Steuergrö-

ßen wirkt sich im Allgemeinen positiv auf die ermittelten Belastungen aus und Ueff wird kleiner. Eine

konkrete quantitative Angabe des Beitrags einer einzelnen Unsicherheit oder einer einzelnen unsicher-

heitsminimierenden Maßnahme ist jedoch nicht immer sinnvoll und teilweise auch nicht möglich. So ist

der Beitrag der Maßnahmen zur optimalen Sensorpositionierung an der Beherrschung von Unsicherheit

auf den ersten Blick enorm hoch. Für die ’schlechteste’ Sensorposition ist Ueff = 390%, für die ’beste’ Sen-

sorposition aber nur Ueff = 0,4%. Ein Vergleich dieser beiden Ergebnisse erscheint in diesem Beispiel so

nicht sinnvoll. Es kann dennoch die Aussage getroffen werden, dass die Sensorposition einen hohen Ein-

fluss auf die Unsicherheit in der ermittelten Belastung hat. Zudem lässt sich der Beitrag einer einzelnen

Unsicherheit nicht oder nur schwer isoliert betrachten. Beispielsweise ist die Erprobung eines modell-

basierten Lastmonitoring in einer experimentellen Simulation nicht ohne Messrauschen oder gar ohne
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Modellunsicherheit möglich. In den allermeisten Fällen wirken sich unterschiedliche Unsicherheiten auf

die ermittelten Belastungen gleichzeitig aus. Wechselwirkung im realen Betrieb des Lastmonitoring wer-

den in dieser Arbeit zwar nicht untersucht. In der numerischen Simulation wurden aber in einer eigenen

Arbeit [93] die Methoden der statistischen Versuchsplanung genutzt, um Wechselwirkungen von Unsi-

cherheit in einem Lastmonitoring-System zu analysieren.

Der Vergleich einzelner Beiträge von Unsicherheit und unsicherheitsminimierender Maßnahmen, re-

präsentiert durch den relativen effektiven Fehler Ueff, kann also nur eine quantifizierte Abschätzung sein

und nur im Vergleich aller anderen Beiträge erfolgen. Die zusammenfassende Ergebnisdarstellung kann

nur für das in dieser Arbeit untersuchte Balkensystem mit den in den jeweiligen Untersuchungen ange-

nommenen Variablen erfolgen und ist nur eingeschränkt auf andere lasttragende Systeme übertragbar.

Insbesondere gelten die Ergebnisse für ein rosa 1/ f -Rauschen als angenommenes Lastspektrum.

Folgende Abbildung 8.1 zeigt eine zusammenfassende Darstellung aller qualitativen und quanti-

tativen Beiträge der in dieser Arbeit untersuchten Methoden und Maßnahmen zur Beherrschung

von Unsicherheit. Qualitativ wird die Auswirkung einer informationsgewinnenden Methode im SFB-

Unsicherheitsmodell bewertet. Quantitativ wird unterschieden zwischen dem Einfluss einer unsicheren

Eingangs- oder Störgröße des Lastmonitoring-Systems sowie deren Unsicherheitskategorie und dem Ein-

fluss einer unsicherheitsminimierenden Maßnahme durch eine Wahl der Steuergrößen zur Reduktion

der Auswirkung gegebener Unsicherheit. Für diese wird keine Unsicherheitskategorie angegeben, da die

Steuergrößen deterministisch gewählt werden können.

Abbildung 8.1: Zusammenfassende Darstellung des Einflusses von unsicheren Größen und unsicherheits-
beherrschender Methoden und Maßnahmen für das Lastmonitoring-System am Balken.

Es folgt eine zusammenfassende Beschreibung aller in Abbildung 8.1 gezeigten und in dieser Arbeit

untersuchten Unsicherheiten und unsicherheitsminimierenden Methoden und Maßnahmen.
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8.1.1 Qualitativer Beitrag informationsgewinnender Methoden

Ein Lastmonitoring ermöglicht die Gewinnung von Informationen über den aktuellen Belastungszu-

stand. Vor dem Einsatz eines Lastmonitoring-Systems liegt Unwissen oder Ungewissheit bezüglich des

aktuellen Belastungszustands des lasttragenden Systems vor. Belastungen sind ggf. vorab abbgeschätzt

durch Normen, standardisierte Lastkollektive oder Messungen an Prototypen, vgl. 2.1.1. Durch Einsatz

eines Lastmonitoring-Systems werden die aktuellen und produktindividuellen Belastungszustände in

der Nutzung des lasttragenden Systems bekannt. Werden diese gespeichert, z. B. durch ein Rainflow-

Verfahren [63], sind die Lastamplituden in ihrer Häufigkeitsverteilung bekannt. Es liegt Stochastische

Unsicherheit vor.

Die Systemidentifikation ermöglicht die Gewinnung von Informationen über die Parameter des ma-

thematischen Modells zur Abbildung des realen Systems, Abschnitt 4.2.1. Vor der Systemidentifikation

können die Parameter des mathematischen Modells allenfalls aus numerischen Modellen abgeschätzt

werden. Durch Verwendung geeigneter Systemidentifikations-Algorithmen werden die Parameter des

mathematischen Modells derart ermittelt, dass die Messdaten möglicht gut durch das Modell beschrie-

ben werden können. Allerding werden bei den in dieser Arbeit verwendeten Verfahren zur Systemidenti-

fikation nur die Nominalwerte der Parameter ermittelt. Die Häufigkeitsverteilungen bleiben unbekannt.

Unsicherheit in den Modellparametern nach Durchführung einer Systemidentifikation kann also zwi-

schen den Kategorien Ungewissheit und Stochastischer Unsicherheit eingeordnet werden.

Die in Abschnitt 5.2 vorgestellte Methode zur Lastortermittlung ermöglicht es, vorab unbekannte

Lastorte zu ermitteln. Ohne dieses Verfahren wäre ein variabler Lastort einer Belastung völlig unbekannt,

es läge Unwissen vor und es ließen sich allenfalls die äquivalenten Belastungen ermitteln. Das Verfahren

ermittelt den Lastort als deterministischen Wert. Abweichungen zwischen dem tatsächlichen und dem

ermittelten Lastort durch Unsicherheit in der Anwendung des Verfahrens lassen sich allenfalls durch

eine experimentelle Erprobung beschreiben. Nach Anwendung des Verfahrens ist die Unsicherheit in der

Kenntnis des Lastortes also zwischen Ungewissheit und Stochastische Unsicherheit einzuordnen.

Systemeigenschaften können sich im Laufe der Nutzung eines lasttragenden Systems ändern. Die Än-

derungen sind aber nicht bekannt, es liegen nur die Nominalwerte des unveränderten Systems vor. Es

herrscht Unwissen bezüglich der Systemeigenschaftsänderung. Die Ursache einer Systemeigenschaftsän-

derung, in dieser Arbeit Ort und Höhe einer Zusatzmasse, können durch die in Abschnitt 5.3 vorgestel-

len Methode zur Ermittlung von Systemeigenschaftsänderungen in der Nutzung unabhängig von der

Kenntnis der tatsächlichen Belastungen bekannt gemacht werden. Werden die ermittelten Systemeigen-

schaftsänderungen verwendet, um das Modell zum Lastmonitoring anzupassen, wird Unsicherheit in den

ermittelten Belastungen reduziert. Nach Anwendung des Verfahrens ist die Unsicherheit in der Kennt-

nis der Systemeigenschaftsänderung wiederum zwischen Ungewissheit und Stochastische Unsicherheit

einzuordnen.

Es ist bekannt, dass Modellunsicherheit wirkt, aber es ist nicht bekannt, wie hoch diese ist und wie sie

über die Frequenz verteilt ist. Lediglich der relative effektive Fehler Ueff beschreibt die Modellunsicher-

heit pauschal und undifferenziert für das gesamte Lastspektrum. Es liegt Ungewissheit bezüglich der

herrschenden Modellunsicherheit vor. Nach Anwendung der in Abschnitt 6.6 vorgeschlagenen Methode
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zur statistischen Bewertung von Modellunsicherheit wird Modellunsicherheit durch die Quantifizie-

rung systematischer und stochastischer Abweichungen im Fehlerübertragungsmodell bewertet. Dabei

erfolgt die Bewertung des Streubereichs durch Konfidenzintervalle, die Häufigkeitskeitsverteilung ist

nahezu, aber nicht vollständig beschrieben. Es liegt Stochastische Unsicherheit vor.

8.1.2 Quantitativer Beitrag von Unsicherheit und unsicherheitsminimierender Maßnahmen

Messrauschen bewirkt stochastische Abweichungen zwischen der tatsächlichen Messgröße und dem

Messsignal. Thermisches Messrauschen, wie es für Messungen mit DMS oder Beschleunigungssensoren

vorliegt, ist mittelwertfrei, gaußverteilt und seine Standardabweichung ist leicht zu ermitteln. Es liegt

Stochastische Unsicherheit vor. Messrauschen leistet im Vergleich zu anderen Unsicherheiten einen ge-

ringen Beitrag an Ueff, wenn die Sensorpositionen geeignet gewählt wurden. Für ein Messrauschen mit

einer Standardabweichung von 5% der Standardabweichung des Messsignals, wie in dieser Arbeit für die

numerischen Simulationen angenommen, resultiert bei Weg- und Beschleunigungsmessung ein relativer

effektiver Fehler von etwa Ueff = 1%, vgl. Abbildung 5.1 und Tabelle 6.2. Dieser Wert wird in etwa auch

in der experimentellen Simulation erreicht, vgl. Abbildung 6.8.

Die Axiallast P ist für das vorgestellte Balkensystem nicht nur eine Belastung, sondern auch ein Pa-

rameter des mathematischen Modells zur Ermittlung der Laterallast. Unsicherheit in der Kenntnis der

tatsächlichen Axiallast ist eine Parameterunsicherheit. In Abschnitt 6.5 wird der Zusammenhang zwi-

schen einer Parameterunsicherheit und der daraus resultierenden Abweichung in der ermittelten Late-

rallast untersucht. Darin wird deutlich, dass diese Parameterunsicherheit einen hohen Einfluss auf die

Abweichungen in den ermittelten Belastungen haben kann. Wird die Axiallast über einen statischen

Belastungs-Dehnungszusammenhang unter Verwendung gemessener axialer Dehnungen εax nach (??)

ermittelt, sind bei einer Axiallast von P = 20 N Abweichungen zwischen der gemessenen und der er-

mittelten Axiallast von ∆P = 0,4 N zu erwarten, Abschnitt 7.1.1. Dies resultiert nach den Ergebnissen

der Untersuchung in Abschnitt 6.5 zu einem relativen effektiven Fehler von etwa Ueff = 3%, vgl. Abbil-

dung 6.9. Übergeordnet kann festgehalten werden, dass Parameterunsicherheit einen hohen Einfluss auf

die ermittelten Belastungen haben kann, dass aber auch ausreichend Methoden und Maßnahmen zur

Beherrschung dieser Unsicherheit zur Verfügung stehen, z. B. die Ermittlung der Parameter des Modells

durch eine Systemidentifikation, die Ermittlung von Systemeigenschaftsänderungen in der Nutzung oder

die Ermittlung der Axiallast P zur Adaption des Modells. Da die Abweichungen der Axiallast nicht genau

bekannt sind, liegt Ungewissheit vor.

Modellunsicherheit entsteht durch die vereinfachende Abbildung des realen Systems im mathemati-

schen Modell. Für das untersuchte Balkensystem trägt diese Unsicherheit quantitativ den größten Anteil

an den Abweichungen der ermittelten Belastungen bei. Mögliche Ursachen für Modellunsicherheit wur-

den in Abschnitt 6.6 diskutiert. Insbesondere beeinflussen nicht im mathematischen Modell berücksich-

tige Moden und Nichtlinearitäten durch geometrische Einflüsse oder nichtlineare Randbedingungen die

Unsicherheit in der ermittelten Belastung. In der experimentellen Validierung in Abschnitt 7.1.2 wurde

trotz aller unsicherheitsminimierender Maßnahmen bei einer Belastung mit einem rosa 1/ f -Rauschen

mit konstanter Leistung über der Zeit ein relativer effektiver Fehler in der ermittelten Belastung von

Ueff = 6,3% erreicht. Berücksichtigt man, dass etwa Ueff = 1% aus Messrauschen resultiert und keine
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Parameterunsicherheit durch eine potentielle Abweichung der Axiallast vorliegt, trägt die Modellun-

sicherheit einen großen Anteil von etwa Ueff = 5,3% am relativen effektiven Fehler bei. Modellunsicher-

heit lässt sich durch das in Abschnitt 6.6 beschriebene Fehlerübertragungsmodell beschreiben, es liegt

Ungewissheit bis Stochastische Unsicherheit vor.

Belastungen lassen sich nicht in einem unbegrenzten Frequenzbereich ermitteln. In Abschnitt 6.1 wur-

de gezeigt, wie der Frequenzbereich eines zu ermittelnden Belastungssignals angemessen gewählt

werden kann und wie hoch der Anteil der Signalleistung des nicht betrachteten Frequenzbereichs an

der Gesamtleistung des Belastungssignals ist. Dabei wurde für das Beispiel des rosa 1/ f -Rauschens

festgestellt, dass etwa 98% der Leistung des Belastungssignals durch das Lastmonitoring erfasst wer-

den können. Überträgt man diesen Wert auf den relativen effektiven Fehler, indem die nicht ermittelte

Leistung auf ihren Effektivwert umgerechnet wird, erhält man durch den begrenzten Frequenzbereich

einen Beitrag am relativen effektiven Fehler Ueff von etwa 1% für das angenommene Beispiel. Da diese

Unsicherheit nicht näher durch statistische Größen beschrieben wird, liegt Ungewissheit vor.

Die Sensorposition beeinflusst maßgeblich die Unsicherheit in der ermittelten Belastung. Messrau-

schen wirkt sich für unterschiedliche Sensorpositionen unterschiedlich stark aus. In Abschnitt 6.2 wurde

gezeigt, wie durch eine geeignete, unsicherheitsminimierende Auswahl der Sensorposition die Aus-

wirkung von Messrauschen wesentlich verringert werden kann. Ein Vergleich des relativen effektiven

Fehlers vor und nach der Anwendung der Maßahme erscheint aber nicht sinnvoll, da das Ergebnis von

der Vorabannahme einer Sensorposition abhängt. Eine Verringerung des relativen effektiven Fehlers Ueff

von 10 Prozentpunkten und mehr durch die geeignete Positionierung der Sensoren kann aber durchaus

erwartet werden.

Die Auswahl der Filtereckfrequenz fc etwas oberhalb der höchsten Eigenfrequenz des mathemati-

schen Modells resultiert nach Abschnitt 6.3 in einer geringeren Unsicherheit im Vergleich zu höheren

Filtereckfrequenzen. Im Vergleich zu höheren Filtereckfrequenzen lässt sich so der relative effektive

Fehler Ueff um etwa 0,4 Prozentpunkte verringern. Die Auswahl der Abtastrate beeinflusst hingegen

den relativen effektiven Fehler kaum, kann aber von Bedeutung für die weitere Analyse der ermittelten

Belastungen sein.

Eine Erhöhung der Modellordnung Nr bringt zwar einerseits mit sich, dass ein höherer Anteil der

Signalleistung der Belastung ermittelt werden kann, andererseits sich aber der relative effektive Fehler

Ueff erhöht, wie in Abschnitt 6.4 diskutiert. Ein Grund hierfür könnte sein, dass im Zustandsbeobachter

bei höherer Modellordnung zusätzliche Zustände ermittelt werden müssen. Die vermeindlich unsiche-

reitsminimierende Wirkung einer höheren Modellordnung resultiert also tatsächlich in einer höheren

Unsicherheit in den ermittelten Belastungen, allerdings nur mit einem Erhöhung des relativen effektiven

Fehlers Ueff von etwa 0,2 Prozentpunkten, vgl. Abschnitt 6.4. Natürlich darf andererseits die Modellord-

nung für den ausgewählten Frequenzbereich auch nicht zu gering sein, da sonst nicht alle Moden erfasst

werden können und so eine höhere Unsicherheit in der ermittelten Belastung resultieren kann.

Eine Erhöhung der Anzahl an Sensoren bringt durch die resultierende Ensemble-Mittlung eine ge-

ringere Unsicherheit, wie in Abschnitt 6.4 diskutiert. Bei einer Erhöhung der Anzahl an Sensoren von

Ns = 2 auf Ns = 4 resultiert für Dehnungs- und Beschleunigungsmessung eine Verringerung des relativen

effektiven Fehlers Ueff von etwa 0,6 Prozentpunkten, vgl. Abschnitt 6.4. Werden für Nr Moden im mathe-
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matischen Modell Ns = Nr Sensoren verwendet, lässt sich der relative effektive Fehler durch Dehnungs-

und Beschleunigungsmessungen im Vergleich zur ausschließlichen Dehnungsmessung ebenfalls um etwa

0,6 Prozentpunkte reduzieren.

8.2 Fazit und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wird erstmals die ganzheitliche und praxisorientierte Beherrschung von Unsi-

cherheit in einem Lastmonitoring-System diskutiert und erprobt. Dazu werden einerseits bekannte und

erweiterte Algorithmen zur echtzeitfähigen Ermittlung von Belastungen, von Lastorten sowie Änderun-

gen von Systemeigenschaften entwickelt, beschrieben und am Balkensystem in numerischen und ex-

perimentellen Simulationen validiert. Andererseits ermöglicht eine Methodik, bestehend aus Methoden

zur Beschreibung, Bewertung und Beeinflussung von Unsicherheit, die Beherrschung von Unsicherheit,

die in den Prozessen des Lastmonitorings auftreten kann. Unsicherheit in einem Lastmonitoring-System

kann in vier wesentliche Arten unterschieden werden: Parameterunsicherheit und Modellunsicherheit

im mathematischen Modell zum Lastmonitoring sowie stochastische und systematische Abweichungen

in den Messsignalen.

Die Beherrschung von Unsicherheit in einem Lastmonitoring-System ist durch Anwendung unter-

schiedlicher unsicherheitsminimierender Methoden und Maßnahmen möglich. Technologien zur Infor-

mationsgewinnung, z. B. das Lastmonitoring selbst oder Methoden zur Systemidentifikation, reduzieren

Unsicherheit durch den Anstieg an verfügbarer Information über die tatsächlichen Betriebslasten und

Systemeigenschafen. Maßnahmen zur Beeinflussung von Unsicherheit wie beispielsweise eine unsicher-

heitsminimierende Sensorpositionierung tragen dazu bei, dass die Abweichungen zwischen tatsächlichen

und ermittelten Belastungen reduziert und somit die Güte der Information über die tatsächliche Produkt-

nutzung steigt. Die Beiträge einzelner Methoden und Maßnahmen zur Beherrschung von Unsicherheit

werden qualitiativ durch das Unsicherheitsmodell und quantitativ durch den relativen effektiven Fehler

beschrieben.

Eine neue Methode auf Basis eines Projektionsansatzes ermöglicht die grundlegende Lösung unter-

bestimmter Inverser Probleme. Sie beruht auf der realistischen Annahme, dass oftmals tatsächlich nur

wenige Ursachen zu den beobachteten Wirkungen führen. Der Ansatz wird in zwei praxisrelevanten

Beispielen zur a) Ermittlung von Lastort und zur b) Ermittlung von veränderlichen Systemeigenschaf-

ten bei unbekannten Belastungen in der numerischen und experimentellen Simulation am Balkensystem

erfolgreich validiert.

Der in dieser Arbeit verwendete Zustandsbeobachter für unbekannte Eingangsgrößen unter Verwen-

dung von Dehnungs- und Beschleunigungssignalen erscheint nach den Ergebnissen dieser Arbeit als ein

zuverlässiger Ansatz zum Lastmonitoring. Er ermöglicht die numerisch effiziente und echtzeitfähige Er-

mittlung von statischen und dynamischen Belastungen unter optimaler statistischer Berücksichtigung

unvermeidbarer Unsicherheit im Modell und in den Messsignalen. Darüber hinaus können die inneren

Systemzustände zur Regelung oder zur Abschätzung des Verformungszustandes der gesamten Struktur

verwendet werden.
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Bei den Untersuchungen am Balkensystem und an der Platte wurden in experimentellen Simulationen

für ein breitbandiges Belastungsspektrum eine relative effektive Abweichung Ueff von etwa 6% bis 12%

in der ermittelten Belastung erreicht. Den wesentlichen Beitrag an dieser Abweichung leistet dabei die

Modellunsicherheit durch unvollständige Abbildung des realen Systems beispielsweise durch Linearisie-

rung oder Modellreduktion. Die Abweichungen lassen sich durch eine neue, in dieser Arbeit vorgestellten

Methode zur Ermittlung eines Fehlerübertragungsmodells statistisch beschreiben und in weiteren Analy-

sen beispielsweise in der Produktauslegung oder der Abschätzung der Restlebensdauer des lasttragenden

Systems durch Schadensakkumulationsrechnung berücksichtigen.

Die vorliegende Arbeit bietet die Basis für weitere Untersuchungen zu Unsicherheit in der Nutzung last-

tragender Systeme. Die Methodik und die verwendeten Begriffe können aus Sicht des Autors auf andere

informationsverarbeitende Technologien wie z. B. aktive Systeme oder Methoden der Schadenserken-

nung übertragen werden.

Es ist zu erwarten, dass die Untersuchung von Unsicherheit in praxisnahen oder praktischen Aufgaben-

stellung des Lastmonitorings an komplexen lasttragenden Systemen, beispielsweise Flugzeugstrukturen

und -fahrwerken, Windkraftanlagen oder Brücken, neue, in dieser Arbeit nicht berücksichtigte Unsicher-

heit hervor bringen wird. Insbesondere dürften Kontaktstellen und Gelenke zwischen einzelnen Bauteilen

und deren nichtlineare und oftmals unbekannte Eigenschaften zu einer Erhöhung der Unsicherheit in der

ermittelten Belastung beitragen. Die in dieser Arbeit vorgeschlagene Methodik kann dann nach Bedarf

erweitert werden.

Zur Beschreibung und Bewertung von Unsicherheit und deren Wechselwirkung bieten Methoden der

BAYESschen Statistik sicherlich eine Vielzahl an Anwendungsmöglichkeiten. Zustände dynamischer Sys-

teme können durch MARKOV-Prozesse stochastisch beschrieben werden. Gelingt es, ausreichend variable

stochastische Modelle und passende Schätzalgorithmen zur Anpassung der Eigenschaften dieser stochas-

tischen Modelle zur Verfügung zu stellen, können so eine Vielzahl unterschiedlicher ingenieurmäßiger

Problemstellungen behandelt werden, wie andere Forschungsarbeiten bereits andeuten, z. B. von K.

WORDEN oder R. ZHANG.

Statistische Versuchsplanung und die Verwendung von Metamodellen zur Bewertung der Auswirkung

von Unsicherheit und deren Wechselwirkung in einem Lastmonitoring-System wurden in eigenen Arbei-

ten erprobt [93]. Letztendlich erfolgte aber in dieser Arbeit eine Zerlegung der Bewertung von Unsicher-

heit in Teilproblemstellung, da so einzelne Effekte besser untersucht und beschrieben werden können.

Für komplexere Systeme bietet die statistische Versuchsplanung aus Sicht der Autors großes Potential zur

Bewertung und letztendlich auch zur Beherrschung von Unsicherheit durch Anwendung von Methoden

der Optimierung.

Die Ermittlung von Systemeigenschaftsänderungen ohne Kenntnis der Betriebslast ist immer noch

eine große Herausforderung in der Forschung. Dabei hat diese Problemstellung für die Schadenser-

kennung lasttragender Leichtbaustrukturen eine hohe Praxisrelevanz. Die in dieser Arbeit vorgestellte

Virtual Distorsion Method zur Lösung dieser gemischten Inversen Problemstellung beruht auf der Red-

undanz verfügbarer Informationen. Die Ausnutzung von Redundanzen in den verfügbaren Informationen
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bietet generell ein breites Anwendungsfeld in der Ermittlung unbekannter Größen im Monitoring, wie

in dieser Arbeit aufgezeigt wurde. Zur Verbesserung der Effektivität und Effizienz der Methode wur-

den am Ende von Abschnitt 5.3 bereits einige Aspekte genannt. Insbesondere sollte der in dieser Arbeit

skalar formulierte Fehler zur Beschreibung der Auswirkung einer Systemeigenschaftsänderung auf den

Fehler eines Sensorsignals im Zeitbereich in den Frequenzbereich übertragen werden. So liegen mehr

Informationen zur Ermittlung der Systemeigenschaftsänderung vor. Darüber hinaus ermöglichen die Ap-

proximation des Impulsantwort-Modells und der Messsignale durch Polynomansätze oder Wavelets das

Potential zur Reduktion des numerischen Berechnungsaufwandes [152]. Gegenbenenfalls bieten nicht-

lineare und iterative Optimierungsmethoden weiteres Potential zur Verbesserung der Ergebnisse der

Virtual Distorison Methode. Darüber hinaus bieten die Methoden des COMPRESSED SENSING zur Lösung

unterbestimmter, dünn besetzter linearer Gleichungssyteme ein hohes Potential zum Lastmonitoring bei

unbekanntem Lastort [50] und ggf. auch zur Ermittlung von lokalen Systemeigenschaftsänderungen,

vgl. [96].
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A Lineare und nichtlineare Bewegungsgleichungen des axial belasteten Balkens

In diesem Abschnitt werden Bewegungsgleichungen zur Beschreibung des linearen und nichtlinearen

dynamischen Verhaltens des axial belasteten Balkens hergeleitet. Die Herleitung der linearen Bewe-

gungsgleichungen beruht im Wesentlichen auf [55, 62, 109, 146]. Die Herleitung der nichtlinearen

Bewegungsgleichungen konnte in der in dieser Arbeit dargestellten Form nicht in der Literatur gefunden

werden.

Das in dieser Arbeit untersuchte Balkensystem ist erneut in Abbildung A.1 dargestellt. Darin ist x
die Balkenlängsrichtung, s die Bogenlänge, t die Zeit, P(t) die Axiallast, EI y die konstante Biegestei-

figkeit und ρA die konstante Masseverteilung über den Balken, w(x , t) die Auslenkung des Balkens in

z-Richtung und u(x , t) die Auslenkung des Balkens in x -Richtung. Für den schlanken Balken werden

Schubverformungen und Drehträgheiten vernachlässigt. Ebenso wird die Dämpfung des Balkens in den

Herleitungen in diesem Abschnitt vernachlässigt. Die Axiallast P(t) ist abhängig von der Masse, von

der Erdbeschleunigung g und der Auslenkung u(x = l, t). Rechts ist ein Balkenelement AB vor einer

Verformung und A?B? nach einer Verformung und dessen geometrischer Zusammenhang dargestellt.

Abbildung A.1: Axial belasteter Balken und Absenkung u(x = l, t) der Masse m bei Auslenkung in z-
Richtung und geometischer Zusammenhang zwischen den infinitessimalen Abschnitten
d x , dw und ds.

Es werden zunächst nur geometrische Zusammenhänge betrachtet, die zeitliche Abhängigkeit der Va-

riablen wird zunächst vernachlässigt. Nach der EULERschen Balkentheorie erfährt ein Balkenelement AB
der infinitessimalen Länge ds bei Belastung eine Dehnung ε und verformt sich zu dem Element A?B? mit
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einer Länge ds + e und einem Verformungswinkel α. Die Gesamtverformung e des Elements ergibt sich

aus der Verschiebung u(s) in x -Richtung und der Verschiebung w(s) in z-Richtung zu

e =
Æ

(ds + du)2 + dw2 − ds. (A.1)

Die resultierende Dehnung in axiale Richtung e/ds ist

εax =
Æ

(1+ u′)2 + w′2 − 1. (A.2)

Eine TAYLOR-Reihenentwicklung von (A.2) um εax = 0 bis zu Gliedern 4. Ordnung liefert

εax = u′ +
w′2

2
−

w′4

8
−

u′w′2

2
. (A.3)

Zusätzlich ergibt sich durch Rotation α des Balkenelements mit

tan(α) =
w′

1+ u′
(A.4)

eine von z abhängige Dehnung

εz(s, z) = −zκ, (A.5)

wobei κ die Kümmung des Balkens

κ=
dα

ds

ds

d(A?B?)
=

(1+ u′)w′′ − u′′w′
�

(1+ u′)2 + w′2
�2 (A.6)

ist [109] . Eine TAYLOR-Entwicklung um εz = 0 bis zum 3. Glied liefert

εz(s, z) = −z
�

w′′ − 2w′′u′ −w′u′′ −
3

2
w′2w′′)

�

. (A.7)

Der Zusammenhang zwischen der Dehnung und den Verformungen des Balkenelemens unter Berück-

sichtigung geometrischer Nichtlinearität lässt sich somit ausdrücken als

ε(s, z) = u′
︸︷︷︸

linearer Term

+
w′2

2
−

w′4

8
−

u′w′2

2
−z
�

w′′

︸ ︷︷ ︸

linearerTerm

−2w′′u′ −w′u′′ −
3

2
w′2w′′)

�

. (A.8)

Zur Herleitung der linearen partiellen Differentialgleichung werden nur die linearen Terme betrachtet.

Es gilt die LAGRANGE-Gleichung

L = T − U (A.9)

mit der kinetischen Energie

T =
1

2
ρA

∫ l

0

�

ẇ(s, t)
�2

ds, (A.10)
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der potentiellen Energie U = Uw + UP infolge der Verformung des Balkens w(s, t) mit

Uw =
1

2
EI y

∫ l

0

�

w′′(s, t)
�2

ds (A.11)

und infolge der axialen Last P mit

UP = Pu(x = l, t). (A.12)

Die Absenkung des Lagers ergibt sich zu

u(x = l, t) = l −
∫ l

0

cos(α)ds, wobei α≈ tan(α) = w′. (A.13)

Mit einer TAYLOR-Reihenentwicklung von cos(w′) um w′ = 0 bis zu den quadratischen Gliedern ist die

potentiellen Energie infolge der Axiallast somit

UP = P

∫ l

0

�

w′(s, t)
�2

2
ds. (A.14)

Die Variation nach dem HAMILTONschen Prinzip lautet allgemein

δ

∫ t2

t1

L d t = 0, (A.15)

wobei δ die Variation bezeichnet. Einsetzen der Integrale (A.10), (A.11) und (A.14) in (A.9) und in

(A.15) liefert

δ

∫ t2

t1

∫ l

0

1

2
ρA
�

ẇ(s, t)
�2 −

1

2
EI y

�

w′′(s, t)
�2

+
P

2

�

w′(s, t)
�2

ds d t = 0. (A.16)

Vertauschen der Integrale, Anwendung der Kettenregel und der partiellen Integration [62] liefert
∫ t2

t1

�

∫ l

0

ρAẅ(s, t) + EI y w IV (s, t) + Pw′′(s, t)
︸ ︷︷ ︸

Bewegungsgleichung=0

δw ds−EI y w′′δw′|l0 + EI y w′′′δw|l0 + Pw′δw|l0
︸ ︷︷ ︸

Randterme=0

�

d t = 0.

(A.17)

Für kleine Verformungen gilt s ≈ x . Die partielle Differentialgleichung zur Beschreibung des dynami-

schen Verhaltens des axial belasteten Euler-Bernoulli-Balkens lautet somit [62]

EI y w IV (x , t) +ρAẅ(x , t) + Pw′′(x , t) = 0. (A.18)

Zur numerischen Berechnung des dynamischen Verhaltens des Balkens für beliebige Belastungen im

Zeitbereich kann (A.18) ortsdiskretisiert werden. In dieser Arbeit dient ein Galerkin-Verfahren mit lo-

kalen Ansatzfunktionen zur Beschreibung des linearen dynamischen Verhaltens in Abschnitt A.1. Zur

Beschreibung des nichtlinearen dynamischen Verhaltens in Abschnitt A.2 wird ein Ritz-Verfahren mit

globalen Ansatzfunktionen angewendet. Für beide Verfahren werden die Variablen x und t des Balkens

getrennt in eine endliche Reihe mit

w(x , t) =
N
∑

i=1

Wi(x)qi(t). (A.19)

Dabei sind Wi(x) die (vorzugebenden) lokalen oder globalen Ortsfunktionen und qi(t) die (zu bestim-

menden) Zeitfunktionen.
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A.1 Galerkin-Verfahren zur Beschreibung des linearen Systemverhaltens

Der Balken wird längs der x -Richtung in N (finite) Elemente der Elementlänge le = l/N aufgeteilt.

Jedes Element besitzt zwei Knoten an den Rändern mit jeweils zwei Freiheitsgraden: die translatorischen

Freiheitsgrade we
1 und we

2 und die rotatorischen Freiheitsgrade ϕe
1 und ϕe

2. Diese werden im Element-

Auslenkungsvektor

r e = [we
1, ϕe

1, we
1, ϕe

1]
T (A.20)

zusammengefasst. Für jedes Element gilt die LAGRANGE-Funktion

Le = T e − Ue, (A.21)

worin T e die kinetische und Ue die potenzielle Energie des Elements sind. Die LAGRANGE-Gleichung

d

d t

∂ Le

∂ ṙe
n

−
∂ Le

∂ re
n

= 0 (A.22)

liefert dann die jeweiligen Elementmatrizen wie folgt.

Als Formfunktionen W e
i für die Verformung eines Elements werden (C1-stetige) Hermite-Polynome 3.

Ordnung verwendet mit [55]

W e
1 (x) = 1− 3

�

x
l

�2

+ 2
�

x
l

�3

, W e
2 (x) =

�

x
l

��

1− x
l

�2

,

W e
3 (x) = 3

�

x
l

�2

− 2
�

x
l

�3

, W e
4 (x) =

�

1− x
l

��

x
l

�2

.

(A.23)

Die innere Element-Formänderungsenergie infolge der Krümmung des Balkens beträgt

Ue =
1

2
EI y

∫ l

0

�

we′′(x , t)
�2

d x , (A.24)

die potentielle Energie infolge der Axiallast P eines Element beträgt

Ue,P =
1

4
P

∫ l

0

�

we′(x , t)
�2

d x , (A.25)

und die kinetische Energie eines Elements beträgt

T e =
1

2
ρA

∫ l

0

�

ẇe(x , t)
�2

d x . (A.26)

Trennung der Variablen nach (A.19), Verwendung der LANGRANGE-Gleichung (A.22) und Integration

ergeben die lokalen [4× 4] Steifigkeits-, Axiallasteinfluss- und Massematrizen Ke, Ke,P und M e zu
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K e =
EI

l3











12 6l −12 6l
6l 4l2 −6l 2l2

−12 −6l 12 −6l
6l 2l2 −6l 4l2











,

K e,P =
1

30l











36 3l −36 3l
3l 4l2 −3l l2

−36 −3l 36 −3l
3l l2 −3l 4l2











, (A.27)

Me =
ρAl

420











156 22l 54 −13l
22l 4l2 13l −3l2

54 13l 156 −22l
−13l −3l2 −22l 4l2











.

Diese können zu den globalen Steifigkeitsmatrizen und der globalen Massematrix zusammengesetzt

werden. Dabei lassen sich dann auch lokale Massen und Steifigkeiten, z. B. durch das Festkörperge-

lenk, mit berücksichtigen. Dies sei im Folgenden exemplarisch an der Steifigkeitsmatrix K dargestellt.

Zunächst wird die globale Elementsteifigkeitsmatrix K e,g
i ∈ R2Nk×2Nk

für das ite Element gebildet mit

Ke,g
i,lm =

¨

Ke
jk für alle j, k = {1, · · · , 4} und l = 2 · i · j − 1, m = 2 · i · k− 1

0 sonst
(A.28)

Die diskrete Rotationsfedersteifigkeit cr am Festkörpergelenk kann ebenfalls in globalen Koordinaten in

der Matrix K cr,g ∈ R2Nk×2Nk
geschrieben werden als

Kcr,g
i j =

¨

cr für i, j = 2N k

0 sonst
(A.29)

Die globale Steifigkeitsmatrix bildet sich dann durch Aufsummation der in (A.28) und (A.29) formulier-

ten Matrizen zu

K =
Nk
∑

i=1

K e,g
i + K cr,g. (A.30)

Zur Berücksichtigung der Randbedingungen (translatorischer und rotatorischer Freiheitsgrad an der un-

teren Einspannung und translatorischer Freiheitsgrad an der oberen Einspannungen des Balkens ge-

sperrt) werden die entsprechenden Zeilen und Spalten (jeweils die erste, zweite und vorletzte Zeile und

Spalte) aus den Matrizen eliminiert [55].

Man erhält dann das lineare Differentialgleichungssystem

Mr̈ + K ?r = 0 mit K ? = K − P · KP, (A.31)

mit den globalen translatorischen und rotatorischen Verformungen an den Knoten im Vektor r , vgl. (3.2).
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A.2 Ritz-Verfahren zur Beschreibung des nichtlinearen Systemverhaltens

Wie in Abschnitt 6.6 beschrieben, weist das reale Balkensystem ein nichtlineares Verhalten auf. Insbe-

sondere treten höherharmonische Schwingungen zweiter Ordnung auf, was auf quadratische Terme in

den Bewegungsgleichungen hin deutet. Geometrische Nichtlinearitäten z. B. beschrieben in (A.8) durch

große Verformungen rufen aber nur höherharmonische Schwingungen ungerader Ordnung auf, welche

durch kubische Terme in der Bewegungsgleichung entstehen können [109]. In der Literatur sind Ansätze

zur Beschreibung des nichtlinearen Verhaltens eines axial belasteten Balkens zu finden, z. B. [109, 145].

Allerdings wird in den meisten Fällen davon ausgegangen, dass eine externe, nichtkonservative Axiallast

auf den Balken wirkt. Tatsächlich liegt aber am realen Balkensystem in dieser Arbeit eine Masse auf dem

Balken. Eine Verformung des Balkens bewirkt eine Absenkung der Masse. Die Verformungen sind aber

im Allgemeinen abhängig von der Zeit. Somit erfährt die Masse eine Beschleunigung ü(x = l, t). Die aus

der Masse resultierende Axiallast ist

P(t) = m(g − ü(x = l, t). (A.32)

Die dadurch entstehende Nichtlinearität kann, im Gegensatz zur geometrischen Nichtlinearität infolge

goßer Verformungen, als kinetische Nichtlinearität bezeichnet werden.

Zur Herleitung der nichtlinearen Bewegungsgleichungen wird erneut die LAGRANGE-Funktion

L = T − U (A.33)

verwendet, worin T die kinetische und U die potenzielle Energie des Systems sind. Die LAGRANGESCHE

Gleichung
d

d t

∂ L

∂ q̇n
−
∂ L

∂ qn
= 0 (A.34)

liefert die homogene Bewegungsgleichung des Systems. Darin sind qn die generalisierten Koordinaten

des Systems. Im Folgenden werden zur Abbildung der kinetischen Nichlinearitäten durch die Masse

m die Verformungen u(x , t) in x -Richung des Balkens mit in der LAGRANGE-Funktion berücksichtigt.

Zur besseren Lesbarkeit wird, wenn nicht explizit benötigt, die zeitliche und örtliche Abhängigkeit der

Variablen nicht ausgeschrieben, z. B. wird w(x , t) geschrieben als w. Die kinetische Energie ist

T =
1

2
ρA

∫ L

0

u̇2 + ẇ2 d x + mė2 (A.35)

und die potentielle Energie ist

U =
1

2
EA

∫ L

0

�

u′ +
w′2

2

�2

d x +
1

2
EI

∫ L

0

w′′2 d x −mge (A.36)

wobei g = 9.81 m/s2 und e = u(x = L) die Absenkung des oberen Lagers beschreibt. Sie beträgt

e = L −
∫ L

0

cos(α) d x . (A.37)
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Für kleine Verformungen gilt

α≈ tan(α) = w′ (A.38)

und somit

e = L −
∫ L

0

cos(w′) d x . (A.39)

Die TAYLOR-Reihenentwicklung von (A.39) um e = 0 liefert

e = L −
∫ L

0

1−w′2/2+ w′4/24−w′6/120+ ... d x . (A.40)

Ein Abbruch nach dem quadratischen Glied −w′2/2 liefert

e =

∫ L

0

−w′2/2 d x . (A.41)

Es wird eine Trennung der Variablen vorgenommen,

w(x , t) =
N
∑

i=1

Wi(x) · qi(t). (A.42)

Zur Berücksichtigung der Verschiebungen u(x , t) in x -Richtung wird ebenfalls eine Trennung der Varia-

blen vorgenommen, allerdings nur mit einer Ansatzfunktion

u(x , t) = U(x)r(t), (A.43)

da für den schlanken Balken die erste Eigenfrequenz der Verformung des Balkens in x -Richtung deut-

lich größer als für die z-Richtung ist. Darin sind qn(t) bzw. r(t) die zeitabhängigen generalisierten

Koordinaten und Wn(x) bzw. U(x) die ortsabhängigen Ansatzfunktionen.

Zur besseren Lesbarkeit wird Wi(x) = Wi, U(x) = U , qi(t) = qi und r(t) = r geschrieben. Ebenso

wird nach der EINSTEINschen Summenkonvention z. B.
∑N

i=1

∑N
j=1 x i x j yi y j als x i x j yi y j geschrieben.

Für die Absenkung e der Masse gilt

ė2 = ė · ė =
� d

d t

�

U ′r +
1

2
W ′

i W ′
j qiq j

�

�2

=
�

U ′ ṙ +
1

2
W ′

i W ′
j (q̇iq j + qi q̇ j)

�2

= U ′2 ṙ2 +
1

2
U ′W ′

i W ′
j ṙ(q̇iq j + qi q̇ j) +

1

4
W ′

i W ′
j W
′
kW ′

l q̇iq j q̇kql (A.44)

Unter Verwendung der Trennung der Variablen nach (A.42) und (A.43) ist die kinetische Energie

T =
1

2
ρA

∫ L

0

U2 d x
︸ ︷︷ ︸

Mu

ṙ2 +
1

2
ρA

∫ L

0

WiWj d x
︸ ︷︷ ︸

Mi j

q̇i q̇ j + m

∫ L

0

U ′2 d x
︸ ︷︷ ︸

Pu

ṙ2

+
1

2
m

∫ L

0

U ′W ′
i W ′

j d x
︸ ︷︷ ︸

Puw
i j

ṙ(q̇iq j + qi q̇ j) +
1

2
m

∫ L

0

W ′
i W ′

j W
′
kW ′

l d x
︸ ︷︷ ︸

Mi jkl

q̇iq j q̇kql (A.45)
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und die potentielle Energie

U =
1

2
EA

∫ L

0

U ′2 d x
︸ ︷︷ ︸

Ku

r2 +
1

2
EI

∫ L

0

W ′′
i W ′′

j d x
︸ ︷︷ ︸

Ki j

qiq j −mg

∫ L

0

U ′ d x
︸ ︷︷ ︸

Ku,m

r

+
1

2
EA

∫ L

0

U ′W ′
i W ′

j d x
︸ ︷︷ ︸

Kuw
i j

rqiq j +
EA

2

∫ L

0

W ′
i W ′

j W
′
kW ′

l d x
︸ ︷︷ ︸

Ki jkl

qiq jqkql −
1

2
mg

∫ L

0

W ′
i W ′

j d x
︸ ︷︷ ︸

Kw
i j

qiq j. (A.46)

Die Ausdrücke der LAGRANGE-Gleichung (A.34) ergeben dann mit den o.g. Substitutionen für die kineti-

sche Energie T

∂ T

∂ q̇n
= Mi j(δinq̇ j + q̇iδ jn) + Puw

i j ṙ(q j + qi) + Mi jkl(q̇ j q̇kql + q j(q̈kql + q̇kq̇l))

∂ T

∂ ṙ
= 2MU ṙ + 2PU ṙ + Puw

i j (q̇iq j + qi q̇ j)

(A.47)

und mit den zeitlichen Ableitungen

d

d t

∂ T

∂ q̇n
=Mi j(δinq̈ j + q̈iδ jn) + Puw

i j

�

r̈(q j + qi) + ṙ(q̇ j + q̇i)
�

+ Mi jkl(q j q̇kql + q̇iq jql)

d

d t

∂ T

∂ ṙ
=2MU r̈ + 2PU r̈ + Puw

i j (q̈iq j + 2q̇i q̇ j + qi q̈ j)

(A.48)

und für die potentielle Energie

∂ U

∂ qn
=Ki j(δinq j + qiδ jn) + Ki jkl(q jqkql + qiqkql + qiq jql + qiq jqk)

+ KUW
i j r(δinq j + qiδ jn)− KW

i j (δinq j + qiδ jn)

∂ U

∂ r
=2KUr + Kuw

i j (qiq j)− KU,m

(A.49)

(Anmerkung zu (A.43) bis (A.45):
δqiq j

δqn
= δqi

δqn
q j + qi

δq j

δqn
= δinq j + qiδ jn mit dem Kronecker-Delta

δ jn = 1, falls j = n, sonst = 0).

Zur Lösung der Integrale in (A.42) und (A.43) können als globale Ansatzfunktionen Wn(x) die aus

der analytischen Lösung bekannten modalen Schwingformen für den Balken ohne Axiallast

Wn(x) = coshκn x − cosκn x −
cosκnl + cosκnl

sinκnl + sinκnl
(sinκn x − sinhκn x). (A.50)

gewählt, wobei die Eigenwerte κn die Lösungen der charakteristischen Gleichung

tanhκl − tanκl = 0 (A.51)

sind [62].
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Diskussion der nichtlinearen Bewegungsgleichung

Aus den Gleichungen (A.45) bis (A.46) geht hervor, dass trotz der Annahme, dass keine geometrischen
Nichtlinearität vorliegen (vgl. (A.8)), dennoch nichtlineare Terme vorliegen, die als kinetische Nichtlinea-
rität bezeichnet werden können. Insbesondere existieren quadratische und kubische Terme hinsichtlich

der Auslenkungen qi und r sowie Terme, in denen Auslenkungen qi, Geschwindigkeiten q̇i und Beschleu-

nigungen q̈i gemischt vorliegen.

Die Lösung dieser Gleichungen zur Simulation des zeitlichen Verhaltens des nichtlinearen Balkensys-

tems kann im Zeitbereich erfolgen, erfordert aber besondere Achtsamkeit. Insbesondere geht aus (A.45)

hervor, dass eine üblicherweise vorgenommene Auflösung der Gleichung nach der Variablen mit der

höchsten zeitlichen Ableitung, hier die Beschleunigung q̈n, nicht möglich ist, da diese gemischt vorlie-

gen. Es handelt sich also um eine implizite Differentialgleichung. Letztendlich konnte in diesem Abschnitt

gezeigt werden, woher die quadratische kinetische Nichtlinearität im Balkensystem resultiert, ein quan-

titativer Vergleich mit den Ergebnissen der experimentellen Simulation war jedoch im Rahmen dieser

Arbeit nicht möglich.
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B Zustandsbeobachter für unbekannte Eingangsgrößen

Gegeben sei ein zeitdiskretes Zustandsraummodell der Form

q k+1 = Aq k + BF k + w k

y k = Cq k + DF k + v k,
(B.1)

wobei A, B, C , D die System-, Eingangs-, Mess- und Durchgangsmatrix des Systems ist, q k ∈ der Zu-

standsvektor und q k der Messvektor zum Zeitpunkt k. Die Vektoren w k und v k zur Beschreibung der Mo-

dellunsicherheit (Systemrauschen) und des Messrauschens werden als untereinander unkorrelierte, mit-

telwertfreie und normalverteilte Rauschsignale mit den bekannten Kovarianz-Matrizen Q = E{w kw l
T}

und R = E{v kv l
T} angenommen. Eine Ermittlung der Zustände q k und der Belastungen F e,k erfolgt für

jeden Zeitschritt k durch die folgenden Bestimmungsgleichungen

Eingangsgrößenschätzung:

Rk = CPk|k−1C T +R
Sk = (DT R−1

k D)−1DT R−1
k

F e,k = Sk

�

y k −Cq k|k−1

�

PF
k = (DT R−1

k D)−1

(B.2)

Messgrößenaktualisierung:

T k = Pk|k−1C T R−1

q k|k = q k−1 + T
�

y k −Cq k−1 − DF e,k

�

Pk|k = Pk|k−1 − T k(Rk − DkPF
kD−1

k )T T
k

PFx
k = −T kDT PF

k

(B.3)

Zustandsaktualisierung:

q k+1|k = A q k|k + BF e,k

Pk+1|k = [A B]

�

Pk|k PFx
k

PFxT
k PF

k

� �

AT

BT

�

+Q.
(B.4)

Dabei bezeichnet q k+1|k den Prädiktorwert des Zustandes q k|k. Sk und T k sind die Kalman-Matrizen

und Pk, PF
k und PFx

k sind die Kovarianzmatrizen des Schätzfehlers des Zustands, der Belastung und

die Kovarianzmatrix zwischen den Schätzfehlern des Zustandes und der Belastung. Rk bezeichnet die

Kovarianzmatrix des Fehlers zwischen den gemessenen Signalen und den mit Cq k|k−1 vorhergesagten

Messsignalen.

Anmerkung zur Wahl der Kovarianzmatrizen Q und R in der experimentellen Simulation: Die Kova-

rianzmatrix des Messrauschens R kann leicht durch eine Messung im Ruhezustand des realen Systems

ermittelt werden. Für die Kovarianzmatrix des Systemrauschens wurde eine Diagonalmatrix gewählt, bei

der alle Beträge auf der Diagonalen gleich sind, Q = γI. Der Vorfaktor γ wurde derart gewählt, dass der

Fehler zwischen gemessener und ermittelter Belastung minimal wird.
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