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Zusammenfassung
Der Inhalt dieser Arbeit kann grundsätzlich in zwei Teile gegliedert werden. So betrachten
wir einerseits multivariate Zufallsfelder der Form {X(t) : t ∈ Rd}, wobei X(t) für jedes
t ∈ Rd ein Rm-wertiger Zufallsvektor ist, und untersuchen dann die Existenz solcher Fel-
der, die Operator-selbstähnlich im Sinne von [29] sind und darüber hinaus echt Operator-
stabile Randverteilungen besitzen. Dies geschieht anhand einer harmonischen sowie einer
moving-average Integraldarstellung, jeweils bezüglich geeigneter independently scatte-
red random measures (kurz: Zufallsmaße) und verallgemeinert somit die entsprechenden
Beiträge von [40], [5] beziehungsweise [29], wobei der Aspekt der Operator-Stabilität in
diesem Zusammenhang neuartig ist und für den Umgang mit multivariaten Fragestellun-
gen als natürlichere Verteilungseigenschaft angesehen werden kann. Des Weiteren werden
wir für beide Darstellungen noch zusätzliche Eigenschaften herausarbeiten können, ins-
besondere erlaubt die harmonische Darstellung für einen Spezialfall die Konstruktion
stetiger Modifikation und bildet somit einen von vielen Ausgangspunkten für nachfolgen-
de Untersuchungen.
Andererseits bedingt die gewünschte Operator-Stabilität der Randverteilungen, dass be-
reits die verwendeten Zufallsmaße diese Eigenschaft besitzen. Und auch die resultierenden
stochastischen Integrale, die zur Konstruktion dieser Felder herangezogen werden, müssen
entsprechend verstanden werden. Diesem Umstand wird auf besondere Weise Rechnung
getragen, indem wir die sehr allgemeinen, aber univariaten Ergebnisse in [35] vereinheit-
lichen, um die komplexwertige Betrachtungsweise wie in [40] erweitern und schließlich
mit Hilfe vektorieller Maße auf den multivariaten Fall übertragen. Zugleich können wir
zeigen, dass die Atomfreiheit der betrachteten Zufallsmaße auch stets ihre unendliche
Teilbarkeit impliziert. Dabei erfahren diese Ergebnisse durch ihre Allgemeinheit einen ei-
genständigen Wert und könnten auch hier die Beantwortung zukünftiger Fragestellungen
zur Modellierung komplexer, zufälliger Phänomene erlauben.
Zusätzlich geben wir eine mögliche Definition für den Anziehungsbereich multivariater
Zufallsfelder an, die zwar zum einen sehr breit ausfällt, zum anderen aber dennoch eine
elegante Charakterisierung der Operator-Selbstähnlichkeit eines gegebenen Zufallsfelds
erlaubt und dabei das entsprechende univariate Resultat in [17] umfasst.
Trotz aller Flexibilität zieht sich der Umgang mit linearen Operatoren und verallgemei-
nerten Polarkoordinaten (man vergleiche [5]) auf der deterministischen Seite wie ein roter
Faden durch die vorliegende Arbeit, was die Angabe von anschaulichen und praktikablen
Beispielen ermöglichen wird.
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Abstract
Roughly speaking, the content of this thesis can be divided into two parts. On the one
hand, we will deal with multivariate random fields in form of {X(t) : t ∈ Rd}, where X(t)
is an Rm-valued random vector for each t ∈ Rd, and then we will investigate the existence
of such fields which are operator-self-similar in the sense of [29] and whose margins, at
the same time, have a real operator-stable distribution. This will be done in terms of a
harmonizable and a moving-average integral representation with respect to an appropria-
te independently scattered random measure, respectively. Hence, we actually extend the
results in [40], [5] and [29], whereas the aspect of operator-stability is mentionable and
seems to be more natural in the context of multivariate questions. Additionally, we will
be able to present some further properties. In particular, a special case of the harmoni-
zable representation permits us to construct continuous modifications and can therefore
- among other examples - be regarded as a source for subsequent researches.
On the other hand, we have to ensure that the applied random measures already provide
the property of operator-stability which is intended for the resulting margin distributi-
ons of the random field. So we have to cope with the challenges that occur concerning
the related stochastic integrals as this will be the method for constructing these random
fields. This problem will be solved in a very comprehensive way by unifying and exten-
ding the results in [35] for the univariate case towards the multivariate one via vector
valued measures and even by adding a complex-valued perception as proposed in [40]. In
this context we will also be able to show that these random measures always have to be
infinitely divisible as long as they are atomless. In view of their universality our results
appear rather self-contained and could also serve as a useful tool for extensive modeling
problems in the future.
Furthermore, we state a potential definition for the domain of attraction of multivariate
random fields which looks quite general, but which still allows a nice characterization
for the operator-self-similarity (of a given random field) by extending the corresponding
univariate result in [17].
In spite of the mentioned flexibility it will turn out that the consideration of linear opera-
tors and generalized polar coordinates (see [5]) is some kind of central theme throughout
the whole thesis which finally leads to interesting and practicable examples.
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KAPITEL 1

Einleitung

1.1 Motivation und Ziele

Die Untersuchung stochastischer Prozesse und Felder ist traditionell mit der Frage nach
Selbstähnlichkeitsprinzipien verbunden, sodass im Verlauf der letzten Jahrzehnte und
ausgehend von [25] eine sukzessive Verallgemeinerung dieser Prinzipien stattfand. Dies
ist neben ihrer Anwendung in der Natur und anderen Wissenschaften insbesondere durch
ihre hohe theoretische Relevanz für die zugrunde liegenden stochastischen Objekte be-
gründet. So bestimmt der Hurst-Exponent im Falle der (gebrochenen) Brownschen Be-
wegung bereits die grundlegenden Verteilungs- und Pfadeigenschaften entsprechender
Modifikationen.
Insofern leisten die Ausführungen in [29] mit der Einführung Operator-selbstähnlicher
Felder (vergleiche (1.2)) nicht nur einen aktuellen Beitrag zu diesem Thema, sondern
haben die vorliegende Dissertationsschrift zusammen mit [5] und [40] wesentlich moti-
viert. Genauer betrachten Xiao und Li in [29] gegenüber [5] vektorwertige Felder, be-
schränken sich dabei jedoch weiterhin auf solche mit (α-)stabilen Randverteilungen. Nun
sind die Operator-stabilen Verteilungen zum einen eine unmittelbare Verallgemeinerung
der stabilen, zum anderen erscheinen sie aber auch natürlicher im Kontext von vektor-
wertigen Feldern und für den Umgang mit linearen Operatoren (man vergleiche später
Definition 2.4.2). Insbesondere sei daran erinnert, dass die (vollen) Operator-stabilen
Verteilungen gerade den möglichen schwachen Grenzwerten von geeignet normierten
Partialsummen unabhängiger und identisch verteilter Zufallsvektoren entsprechen (siehe
Theorem 2.4.4). Primäres Ziel dieser Arbeit ist also die Konstruktion und Untersuchung
von Operator-stabilen sowie Operator-selbstähnlichen Zufallsfeldern (synonym: Vektor-
feldern) der Form {X(t) : t ∈ Rd}, wobei X(t) für alle t ∈ Rd ein Rm-wertiger Zufalls-
vektor auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P) sei.
Dabei hat sich methodisch die Verwendung von stochastischen Integralen nach so ge-
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1.2 Aufbau und zentrale Ergebnisse der Arbeit

nannten Zufallsmaßen (independently scattered random measures) als äußerst praktikabel
erwiesen, wobei die Ausführungen in [29] bereits Zufallsmaße nahelegen, die auf geeigne-
ten Teilmengen des Rd definiert sind, um schlussendlich die Eigenschaft der Operator-
Selbstähnlichkeit zu etablieren. Zugleich ist der nicht-deterministische Anteil der resul-
tierenden Zufallsvektoren X(t) im Wesentlichen bereits in dem zugrunde liegendem Zu-
fallsmaß kodiert; die Realisierung Operator-stabiler Objekte bedingt also, dass das ver-
wendete Zufallsmaß bereits entsprechend verteilt ist. In diesem Zusammenhang hat sich
jedoch gezeigt, dass es in der Literatur kaum explizite oder zumindest ausreichend allge-
meine Beiträge zu Operator-stabilen Zufallsmaßen auf möglichst variablen Mengensyste-
men (man vergleiche später Definition 3.3.1) gibt. Vielmehr entsteht gerade im Kontext
α-stabiler Integraldarstellungen der Eindruck, dass bei der Verwendung vektorwertiger
Zufallsmaße stillschweigend auf die lediglich univariaten Ausführungen in [40] verwie-
sen wird, so auch in [29]. Diese wahrgenommene Diskrepanz mündete - aus zunächst
rein pragmatischer Motivation - in einem zweiten Schwerpunkt dieser Arbeit, nämlich
der fundierten Ausarbeitung multivariater Zufallsmaße auf so genannten δ-Ringen sowie
des resultierenden Integralbegriffs für operatorwertige Funktionen. Dabei erwiesen sich
die univariaten Ergebnisse in [35] als passende Grundlage, um diese in möglichst breiter
Form zu ergänzen und auf den vektorwertigen Fall zu übertragen. Die damit einhergehen-
den technischen Probleme konnten einerseits mit Hilfe der Beiträge in [9] zu vektoriellen
Maßen überwunden werden. Andererseits, nämlich im Zusammenhang mit der sich an-
schließenden Integrationstheorie, gelang dank einiger Ideen aus [37] der Übergang zu
höheren Dimensionen. An dieser Stelle sei erwähnt, dass der Zugang von [37] zwar die
Konstruktion von stochastischen Objekten mit Werten in abstrakteren Banachräumen
erlaubt, dass diese dadurch aber von Beginn an auf eine spezielle homogene Sichtweise
(siehe später (3.4) und Beispiel 3.6.3 (b)) eingeschränkt sind und, dass darüber hinaus
eine reichhaltige Folgerung für den Spezialfall endlicher Vektorräume erschwert wird.
Dieses tiefe Verständnis ist aber gerade von Nöten, um auch in diesem Fall noch prak-
tikable Existenzbedingungen interessanter Beispielfelder herausarbeiten zu können und
um schließlich eine durch [40] motivierte komplexwertige Sichtweise einzunehmen. Der
zuletzt genannte Aspekt findet dabei seit [40] noch seltener Eingang in die Literatur, so-
dass die hier geleisteten Beiträge zur multivariaten stochastischen Integration insgesamt
einen eigenständigen Wert erfahren.
Abschließend möchten wir den Begriff der Operator-Selbstähnlichkeit in Anlehnung an
[29] recht weit fassen, um die Frage, ob ein gegebenenes Zufallsfeld diese Eigenschaft
besitzt, in möglichst allgemeiner Form charakterisieren zu können. Dazu führen wir auch
eine denkbare Definition für den Anziehungsbereich eines Vektorfelds ein.

1.2 Aufbau und zentrale Ergebnisse der Arbeit

InKapitel 2 ist der Name zunächst Programm, so werden neben einigen Konventionen in
Abschnitt 2.1 vor allem die stets wiederkehrenden Eigenschaften des Matrixexponentials
wiederholt, ehe wir in Anlehnung an [5] die so genannten verallgemeinerten Polarkoordi-
naten einführen können. Letztere erlauben insbesondere die Betrachtung von homogenen
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1.2 Aufbau und zentrale Ergebnisse der Arbeit

und zulässigen Funktionen, von denen wir gegen Ende dieser Arbeit profitieren werden.
Mit Hinblick auf [31], [40] und [19] können die Abschnitte 2.3 und 2.4, in denen der
Leser sprichwörtlich abgeholt wird, weitestgehend auch zu den Grundlagen gezählt wer-
den. Wir ergänzen die Inhalte jedoch an manchen Stellen, nicht zuletzt, um später auf
einige Ideen verweisen zu können. Dabei lösen wir die Definition der Operator-Stabilität
zunächst von der Voraussetzung der Vollheit, um die angestrebten Integraldarstellungen
nachher universell mit dieser Eigenschaft versehen zu können. Ferner soll die Teilklasse
der strikt Operator-stabilen Verteilungen akzentuiert werden, da diese wiederum eine
Obermenge der symmetrisch Operator-stabilen Verteilungen bilden, was auf eine weitere
Verallgemeinerung der bereits bekannten α-stabilen Integraldarstellungen hinausläuft.
Wie zuvor bereits angekündigt, streben wir stochastische Integrale der Form

∫
f dM an,

wobei M ein independently scattered random measure ist und somit gewissermaßen die
Rolle des Integrators übernimmt. Dabei bildet Kapitel 3 in erster Linie einen Teil der
gewünschten Verallgemeinerung von [35] ab. Insbesondere wird sich herausstellen, dass
ein bijektiver Zusammenhang zwischen solchen Zufallsmaßen auf der einen und gewis-
sen deterministischen Objekten auf der anderen Seite besteht (siehe Abschnitte 3.3 und
3.6). Zu diesem Zweck werden wir vorbereitend vektorwertige Maße betrachten, müs-
sen jedoch einige Modifikationen der Ausführungen in [9] vornehmen, da die zugrunde
liegende Struktur dort im Allgemeinen eine σ-Algebra statt eines δ-Rings ist. Letztere
werden in [35] jedoch zu knapp dargestellt, sodass sich in Abschnitt 3.1 zunächst eine
grundlegende Untersuchung dieser Systeme empfiehlt, was im Übrigen überhaupt erst
die zentrale Aussage von Abschnitt 3.5 erlauben wird.
Kapitel 4 bildet das entsprechende Gegenstück zu Kapitel 3, wobei die Charakterisie-
rung der bezüglich M integrierbaren Funktionen im Mittelpunkt steht und in Abschnitt
4.2 erfolgt. Die in Abschnitt 4.3 vorgestellte Erweiterung steht hingegen eher in der
Tradition von [40]; während dort, in einem univariat α-stabilen Spezialfall, die Klassen
der reell- respektive komplex-integrierbaren Funktionen jedoch zusammenfallen, ergeben
sich hier im Allgemeinen Unterschiede, die letztlich zu dem in Abschnitt 4.4 entwickelten
Kompromiss führen, während Abschnitt 4.5 den für die geplanten Anwendungen benö-
tigten Spezialfall beleuchtet.
Den Übergang zum zweiten Teil dieser Arbeit stellt nun Kapitel 5 dar: Während wir
zunächst im Wesentlichen den Ausführungen in [29] folgen werden, wird uns dann in Ab-
schnitt 5.2 eine Charakterisierung der Operator-Selbstähnlichkeit eines gegebenen Vek-
torfeldes über den zugehörigen Anziehungsbereich gelingen, den wir zuvor geeignet defi-
nieren werden.
Die Anwendungskapitel 6 und 7 markieren schließlich den zentralen Inhalt des zweiten
Teils der vorliegenden Arbeit und untersuchen dabei die moving-average Integraldarstel-
lung

Xφ,D(t) :=

∫
Rd

[
φ(t− s)D−qB − φ(−s)D−qB

]
M(ds), t ∈ Rd (1.1)
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1.3 Danksagung

beziehungsweise die harmonische Integraldarstellung

X̃φ,D(t) := Re
∫
Rd

(
ei〈t,s〉 − 1

)
φ(s)−Dφ(s)−qB M̃(ds), t ∈ Rd. (1.2)

Statt die beteiligten Komponenten sowie gefundenen Existenzbedingungen in (1.1) und
(1.2) näher zu beschreiben, beschränken wir uns für den Moment auf die Feststellung,
dass beide Darstellungen die entsprechenden Felder aus [29], [5] und [40] als Spezial-
fall beinhalten, im Allgemeinen jedoch echt Operator-stabile Randverteilungen besitzen.
Ferner erfüllen beide Darstellungen eine strikte Form der Operator-Selbstähnlichkeit,
nämlich

∀r > 0 : {Xφ,D(rEt) : t ∈ Rd} fdd= {rDXφ,D(t) : t ∈ Rd}, (1.3)

analog für X̃φ,D. Unter der Vielzahl an weiteren Eigenschaften wird sich herausstellen,
dass beide Darstellungen sowohl Gemeinsamkeiten als auch signifikante Unterschiede be-
sitzen. Insbesondere können wir für einen echt Operator-stabilen Spezialfall der harmoni-
schen Darstellung, die überhaupt erst mit Hilfe unserer komplexwertigen Überlegungen
zur Integrationstheorie möglich ist, die Existenz stetiger Modifikationen zeigen, man ver-
gleiche Abschnitt 7.3.
Der zuletzt genannte Abschnitt wird nicht nur den inhaltlichen Abschluss bilden, sondern
motiviert stellvertretend auch einen der zahlreichen anknüpfenden Aspekte, die Gegen-
stand von Kapitel 8 sind. Ferner findet dort implizit eine weiterführende Einordnung
dieser Arbeit in die bisherige Literatur statt.
Ein ausführliches Symbol- und Abkürzungsverzeichnis sowie eine Liste der zitierten Quel-
len befinden sich schließlich im Anhang.
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An dieser Stelle möchte ich mich ausdrücklich bei Herrn Prof. Dr. Hans-Peter Scheffler für
sein jederzeit offenes Ohr, das in mich gesetzte Vertrauen und die Vielzahl an Ratschlägen
bedanken, auch abseits des Campus. Seine Unterstützung steht zugleich beispielhaft für
das harmonische und stimulierende Arbeitsklima des Departments Mathematik an der
Universität Siegen. Auch der andauernden Hilfe und Geduld meiner Angehörigen gebührt
großer Dank. Schließlich freue ich mich, dass Herr Prof. Dr. Peter Kern sich bereit erklärt
hat, die vorliegende Arbeit zu begutachten.
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KAPITEL 2

Grundlagen

Neben einigen Bezeichnungen sollen in diesem Kapitel jene Ergebnisse bereitgestellt wer-
den, die wir wiederkehrend benutzen werden. Ausgehend von absoluten Grundlagen be-
trifft dies zunächst das Matrixexponential und seine Vielzahl an Eigenschaften, mit deren
Hilfe wir auch das Konzept der verallgemeinerten Polarkoordinaten angeben können. Im
Anschluss werden wir dann die notwendigen wahrscheinlichkeitstheoretischen Grundla-
gen ansprechen.

Vorab sei bemerkt, dass wir hinsichtlich ihrer Darstellung zwischen Skalaren und (endlich-
dimensionalen) Vektoren in der Regel nicht unterscheiden möchten, insbesondere kann
die 0 kontextbezogen auch für den Nullvektor (0, ..., 0) oder gar den Nulloperator stehen.
Ferner stellen wir Vektoren meistens in Komponentenform (bezüglich der Standardbasis)
dar und identifizieren R× R mit dem R2 et cetera.

Wir beginnen mit einem allgemein bekannten Ergebnis, von dem man sich alternativ
aber auch mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung sowie der Konvexität
von x 7→ xr (für r > 1) leicht überzeugen kann. Demnach gilt

(a+ b)r ≤ max{1, 2r−1} (ar + br) für alle a, b, r ≥ 0. (2.1)

Da wir nun im weiteren Verlauf ausschließlich multivariate Felder betrachten werden und
Aussagen über die zugehörigen endlich-dimensionalen Verteilungen (Randverteilungen)
treffen möchten, kommt man im Gegensatz zum univariaten Fall mit Hilfe des Cramér-
Wold-Devices häufig nicht mehr zum Ziel. Die nachfolgende Beobachtung wird sich daher
für uns trotz ihrer Einfachheit als wichtig erweisen.

Lemma 2.0.1
Seien {X(j) : j ∈ J} und {Y (j) : j ∈ J} zwei Familien von Rn-wertigen Zufallsvektoren
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2.1 Lineare Operatoren und Matrixexponential

(auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum) zu einer beliebigen Indexmenge J .
Falls man für alle k ∈ N und j1, ..., jk ∈ J sowie u1, ..., uk ∈ Rn zeigen kann, dass

E
(
ei

∑k
l=1〈X(jl),ul〉

)
= E

(
ei

∑k
l=1〈Y (jl),ul〉

)
,

so gilt:
{X(j) : j ∈ J} fdd= {Y (j) : j ∈ J}.

Beweis. Gemäß der Definition der endlich-dimensionalen Verteilungen (solcher Familien
von Zufallsvektoren) ist eben für all jene j1, ..., jk zu zeigen, dass

X := (X(j1), ..., X(jk))
d
= (Y (j1), ..., Y (jk)) =: Y.

Nach dem Eindeutigkeitssatz (der Fouriertransformation) genügt also der Nachweis von

E
(
ei〈X,u〉

)
= E

(
ei〈Y,u〉

)
für alle u ∈ Rk·n.

Dabei lässt sich jedes solche u ∈ Rk·n in eindeutiger Weise schreiben als u = (u1, ..., uk)
mit ul ∈ Rn (für l = 1, ..., k). Per Definition des Standardskalarprodukts folgt dann die
Behauptung.

2.1 Lineare Operatoren und Matrixexponential

Wir werden in einem der kommenden Abschnitte sehen, dass Operator-stabile Verteilun-
gen maßgeblich durch lineare Operatoren beschrieben werden. Gleiches gilt später für das
Konzept der Operator-Selbstähnlichkeit. Insbesondere die so genannten Exponentialma-
trizen werden sich dabei als zentral erweisen, sodass sich an dieser Stelle eine ausführliche
Wiederholung dieser Konzepte empfiehlt. Aufsetzend auf obigen Bemerkungen beginnen
wir jedoch mit einigen Vereinbarungen; man beachte auch das Symbolverzeichnis.

Konvention 2.1.1
Wenn nicht anders gekennzeichnet, bezeichne ‖x‖ für x ∈ Rn die euklidische Norm. In
gleicher Weise unterstellen wir als Operatornorm die von der jeweiligen Vektorraumnorm
induzierte Norm, für A ∈ L(Rn) gelte also

‖A‖ := max
‖x‖≤1

‖Ax‖ = max
‖x‖=1

‖Ax‖. (2.2)

Dies hat den Vorteil, dass sich die Operatornorm einerseits submultiplikativ verhält und
andererseits verträglich gegenüber der zugrunde liegenden Vektorraumnorm zeigt, d.h.
für alle A,B ∈ L(Rn) und x ∈ Rn gilt

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖ sowie ‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖.

Dabei ordnen wir den Elementen aus L(Rn) stets in eindeutiger Weise eine entsprechende
n × n Matrix mit reellen Einträgen zu (et vice versa) und stellen Vektoren des Rn in
Koordinatenform dar, jeweils bezüglich der Standardbasis im Rn.
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2.1 Lineare Operatoren und Matrixexponential

Definition 2.1.2
Jede Matrix A ∈ L(Rn) kann via A(x+iy) := Ax+iAy auch als linearer Operator auf Cn
interpretiert werden. Insbesondere definieren wir die Eigenwerte eines linearen Operators
stets als komplexe Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Dabei bezeichne σ(A)
das Spektrum von A, d.h. die (nichtleere) Menge der Eigenwerte. Weiter definieren wir
für A ∈ L(Rn):

λA := min{Re λ : λ ∈ σ(A)}, ΛA := max{Re λ : λ ∈ σ(A)}.

Schließlich sei Q(Rn) := {A ∈ L(Rn) : λA > 0}.

Wir definieren nun für A ∈ L(Rn) und s > 0 beliebig das Matrixexponential als die
(stets konvergente) Potenzreihe

sA := exp{(ln s)A} :=

∞∑
j=0

1

j!
(ln s)jAj ∈ L(Rn),

wobei A0 := In. Die nachfolgenden Rechenregeln ähneln dabei den üblichen Potenzge-
setzen und werden daher im weiteren Verlauf intuitive Verwendung finden.

Eigenschaft 2.1.3
Für alle A,B ∈ L(Rn) und s, t > 0 gilt:

(a) s0 = In, wobei 0 der Nulloperator auf Rn sei.

(b) sIn = s · In.

(c) sAsB = sA+B = sBsA und sAtB = tBsA, falls A und B kommutieren.

(d) sAtA = (st)A.

(e) sA ist invertierbar mit der Inversen s−A = (1/s)A.

(f) σ(sA) = {sλ : λ ∈ σ(A)} für alle s > 0.

(g) Die Abbildung (0,∞) 3 s 7→ sA ∈ GL(Rn) ist stetig.

(h) det(sA) = str(A).

(i) Die Adjungierte (hier: Transponierte) von sA ist durch sA∗ gegeben.

Beweis. (a) und (b) folgen unmittelbar per Definition, (c)-(e) und (g) sind die Aussagen
von Proposition 2.2.2 respektive Proposition 2.2.11 in [31], wobei die zweite Teilaussage
von (c) aus der ersten folgt, da mit A und B auch (ln s)A und (ln t)B kommutieren.
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2.1 Lineare Operatoren und Matrixexponential

Teil (f) entnimmt man Satz 19.7 in [15], während Aussage (h) der Folgerung 5.1.5 in [14]
entspricht. Da schließlich n∑

j=0

1

j!
(ln s)jAj

∗ =
n∑
j=0

1

j!
(ln s)j(Aj)∗ =

n∑
j=0

1

j!
(ln s)j(A∗)j

für alle n ∈ N, bleibt die Aussage auch im Grenzwert erhalten, d.h. (i) gilt.

Absolut essentiell ist für uns in diesem Zusammenhang die folgende Abschätzung der
Operatornorm, für die wir der Idee von Proposition 2.1 in [30] folgen. Man vergleiche
auch Lemma 3.2 in [2], wo sich unter Berücksichtigung der Spektralzerlegung des entspre-
chenden Operators (wie in Theorem 2.1.4 bei [31]) sogar eine noch schärfere findet, die
für unsere Zwecke jedoch vorerst nicht von Vorteil ist.

Proposition 2.1.4
Sei A ∈ L(Rn). Dann existieren für alle s0 > 0 und δ > 0 Konstanten C1, C2 > 0, sodass

‖sA‖ ≤

C1 s
λA−δ für 0 < s ≤ s0,

C2 s
ΛA+δ für s ≥ s0.

Beweis. Nach Theorem 2.2.4 in [31] gilt zunächst allgemein: ‖s−αsAx‖ → 0 kompakt
gleichmäßig in x ∈ Rn und für s → ∞, solange α > ΛA. Durch Betrachtung der (kom-
pakten) Menge Sn−1 zusammen mit (2.2) folgt also, dass ‖s−αsA‖ für s → ∞ ebenfalls
gegen Null konvergiert. Sei δ > 0 beliebig, dann erhält man für α := ΛA+ δ unmittelbar:

lim
s→∞

‖s−(ΛA+δ)sA‖ = 0. (2.3)

Wir nehmen nun zunächst an, dass λA > 0. Dann gilt für B := −A insbesondere, dass
ΛB = −λA und es folgt:

lim
s→0
‖s−(λA−δ)sA‖ = lim

s→∞
‖sλA−δs−A‖ = lim

s→∞
‖s−(ΛB+δ)sB‖ = 0,

indem wir (2.3) auf B anwenden. Zusammen mit der Stetigkeit der Abbildung s 7→ sA

implizieren also die beiden letzten Aussagen die Endlichkeit der Ausdrücke

C1 := sup
0<s≤s0

‖s−(λA−δ)sA‖ und C2 := sup
s≥s0
‖s−(ΛA+δ)sA‖. (2.4)

Dank der Homogenität der Norm schreibe man schließlich ‖sA‖ = sλA−δ‖s−(λA−δ)sA‖,
dann folgt die gewünschte Abschätzung für 0 < s ≤ s0, ganz analog für s ≥ s0.
Bleibt der Fall, dass λA ≤ 0. Dann wähle man ein γ > |λA|, sodass die Behauptung nach
dem bisher Gezeigten und wegen λA+γIn = λA + γ > 0 für A′ := A + γIn mit gewissen
C ′1, C

′
2 > 0 gilt. Somit folgt aber für 0 < s ≤ s0 auch, dass

‖sA‖ = s−γ‖sA′‖ ≤ C ′1s−γsλA+γ−δ = C ′1s
λA−δ.

Analog geht man unter Berücksichtigung von ΛA+γI = ΛA + γ für s ≥ s0 vor.
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2.2 Verallgemeinerte Polarkoordinaten

Falls A diagonal ist, so kann das zugehörige Exponential explizit angegeben werden,
was zur folgenden Verbesserung der Aussage führt.

Korollar 2.1.5
Falls A ∈ L(Rn) von der Form A = diag(a1, ..., an) ist, so gilt sA = diag(sa1 , ..., san) für
alle s > 0. Ist A zumindest diagonalisierbar, so kann die Abschätzung der Operatornorm
wie in Proposition 2.1.4 auch für δ = 0 vorgenommen werden.

Beweis. Sei A zunächst diagonal. Wegen Aj = diag(aj1, ..., a
j
n) für alle j ∈ N folgt die

Darstellung von sA in diesem Falle unmittelbar per Definition (komponentenweise Be-
trachtung der Potenzreihe). Mit Hinblick auf die nachstehende Bemerkung betrachten
wir nun ohne Einschränkung die ‖·‖1-Norm und erhalten für alle 0 < s ≤ s0 (fest):

‖sA‖1 =
n∑
k=1

sak =
n∑
k=1

(s/s0)aksak0 ≤ max{sa1
0 , ..., s

an
0 } · n · (s/s0)λA =: C sλA .

Unter Berücksichtigung von max{a1, ..., an} = ΛA geht man ganz analog für s ≥ s0 vor,
wobei dann (s/s0) ≥ 1 gilt.
Wenn schließlich A nur diagonalisierbar ist, dann existieren also ein P ∈ GL(Rn) und eine
Diagonalmatrix D, sodass A = PDP−1. Somit folgt nach Proposition 2.2.2 (e) in [31] für
alle s > 0, dass sA = PsDP−1. Bekanntlich besitzen aber D und A das gleiche Spektrum,
sodass die gewünschte Abschätzung wegen

‖sA‖ = ‖PsDP−1‖ ≤ ‖P‖ ‖P−1‖ ‖sD‖

mit obiger Überlegung folgt.

Bemerkung 2.1.6. Da auf Rn und L(Rn) alle Normen äquivalent sind, gelten die genann-
ten Abschätzungen natürlich auch für jede andere Operatornorm, lediglich mit anderen
Konstanten C1, C2 > 0. Ferner erkennt man sofort, dass ‖sA‖ → 0 für s → 0, sofern
λA > 0.

2.2 Verallgemeinerte Polarkoordinaten

Uns werden im weiteren Verlauf immer wieder so genannte verallgemeinerte Polarkoordi-
naten als zentrales Hilfsmittel begegnen. Darüber hinaus werden wir gewisse Funktionen-
klassen definieren, die nur mit dem Konzept dieser Polarkoordinaten verstanden werden
können. Dabei beginnen wir in Anlehnung an [31] und [5] mit Letzteren.

Lemma und Definition 2.2.1
Sei B ∈ Q(Rn) beliebig. Dann ist mittels

‖x‖B :=

1∫
0

‖sBx‖ ds, x ∈ Rn (2.5)
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2.2 Verallgemeinerte Polarkoordinaten

eine Norm ‖·‖B auf Rn erklärt, sodass die Abbildung ΨB : (0,∞)×SB → Γn := Rn\{0},
definiert durch

ΨB(s, θ) = sBθ,

ein Homöomorphismus ist, wobei SB := {x ∈ Rn : ‖x‖B = 1}. Wir bezeichnen das
(eindeutige) Paar (τB(x), lB(x)) := Ψ−1

B (x) als verallgemeinerte Polarkoordinaten von x
(unter B); τ(x) = τB(x) wird radiale Komponente und l(x) = lB(x) wird Richtungskom-
ponente genannt.

Beweis. Dies ist die Aussage von Lemma 6.1.5 in [31].

Offensichtlich ist SB eine kompakte Teilmenge des Rn, während die Abbildungen τ(·)
und l(·) insbesondere stetig sind. Die folgenden Rechenregeln wurden größtenteils in [5]
gelistet und unterstreichen dabei noch einmal die Sinnhaftigkeit der jüngsten Bezeich-
nungen. Aus Gründen der Vollständigkeit geben wir auch einen kurzen Beweis an.

Eigenschaft 2.2.2
In der Situation von Lemma und Definition 2.2.1 gilt:

(a) τ(x) = τ(−x) für alle x ∈ Γn.

(b) l(−x) = −l(x) für alle x ∈ Γn.

(c) τ(sBx) = s τ(x) für alle s > 0 und x ∈ Γn.

(d) l(sBl(x)) = l(x) für alle s > 0 und x ∈ Γn.

(e) SB = {x ∈ Rn : τ(x) = 1}.

(f) τ(sBθ) = s für alle s > 0 und θ ∈ SB.

Beweis. Mit der Polarkoordinatendarstellung von x ∈ Γn gilt zunächst

−x = −τ(x)Bl(x) = τ(x)B(−l(x)).

Da mit l(x) auch −l(x) ∈ SB, folgen (a) und (b) aus Gründen der Eindeutigkeit. Mit
dem gleichen Argument folgt (d) und wegen

sBx = sBτ(x)Bl(x) = (sτ(x))Bl(x)

auch τ(sBx) = s τ(x), d.h. (c) gilt. Weiterhin liegt auch Teil (e) wieder die Eindeutig-
keitsaussage zugrunde: So folgt wegen x = Inx = 1Bx, dass τ(x) = 1, wenn x ∈ SB
(gemäß der ursprünglichen Definition von SB). Gelte umgekehrt τ(x) = 1, so erhalten
wir

‖x‖B = ‖τ(x)Bl(x)‖B = ‖1Bl(x)‖B = ‖l(x)‖B = 1,

da l(x) ∈ SB. Somit folgt aber auch, dass x ∈ SB und daher insgesamt die Behauptung.
Für (f) liest man schließlich (c) zusammen mit (e).
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2.2 Verallgemeinerte Polarkoordinaten

Das nächste Ergebnis entspricht im Wesentlichen der Aussage von Lemma 2.1. in [5]
und ist ebenso von zentraler Bedeutung, da es einen fundamentalen Zusammenhang
zwischen τ(·) und ‖·‖ herstellt. Auch hier existieren inzwischen präzisere Abschätzungen,
die für unsere Zwecke jedoch zu unhandlich sind, man vergleiche beispielsweise Corollary
3.4 in [2] und Lemma 2.2 in [27].

Proposition 2.2.3
Sei B ∈ Q(Rn). Dann gilt für alle δ > 0 und s0 > 0:

(a) Es existieren Konstanten C1, C2 > 0 mit

C1‖x‖1/λB+δ ≤ τB(x) ≤ C2‖x‖1/ΛB−δ für alle x mit τB(x) ≤ s0.

(b) Es existieren Konstanten C3, C4 > 0 mit

C3‖x‖1/ΛB−δ ≤ τB(x) ≤ C4‖x‖1/λB+δ für alle x mit τB(x) ≥ s0.

Falls B diagonalisierbar ist, so kann wieder δ = 0 gewählt werden.

Beweis. Ohne Einschränkung betrachte man ‖·‖B. Dann kann man - unter Berücksich-
tigung von Proposition 2.1.4 und Korollar 2.1.5 - die Ausführungen zu Lemma 2.1 in [5]
(für 0 < δ < 1/ΛB) in analoger Weise aufgreifen. Für δ ≥ 1/ΛB gelten die obigen
Ungleichungen dann mit dem nachfolgenden Korollar aber insbesondere.

Vor allem wissen wir also für B ∈ Q(Rn), dass τB(x)→ 0 (für x→ 0) beziehungsweise
τB(x)→∞ (für ‖x‖ → ∞). Somit kann τB(·) durch τB(0) := 0 stetig fortgesetzt werden.
Aus Gründen der Übersicht notieren wir noch die folgende Beobachtung.

Korollar 2.2.4
τB bildet (von der Null weg) beschränkte Mengen in Γn auf (von der Null weg) beschränk-
te Mengen in (0,∞) ab. Gleiches gilt entsprechend für das Urbild τ−1

B .

Wie schon in (2.5) stehe dx nachfolgend für das Lebesguemaß respektive für die Inte-
gration nach dem Lebesguemaß.

Lemma 2.2.5
Sei B ∈ Q(Rn). Dann existiert ein eindeutiges, endliches Maß σ = σB auf (SB,B(SB)),
sodass für alle f ∈ L1(Rn, dx) gilt:

∫
Rn

f(x) dx =

∞∫
0

str(B)−1

∫
SB

f(sBθ)σ(dθ) ds.

Beweis. Dies ist die Aussage von Proposition 2.3 in [5].
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2.3 Unendlich-teilbare Verteilungen

Selbstverständlich kann mit Hilfe der vorangegangenen Formel auch getestet werden,
ob f ∈ L1(Rn, dx) gilt (für meßbares f). Wie bereits angekündigt, sollen noch zwei
spezielle Klassen von Funktionen definiert werden. Dabei wird sich die gerade genann-
te Integrationsformel vor allem für die Betrachtung homogener Funktionen als nützlich
erweisen.

Definition 2.2.6
Sei B ∈ Q(Rn). Eine Funktion φ : Rn → C heißt B-homogen, falls φ(sBx) = s φ(x) für
alle s > 0 und x ∈ Γn.

Mit τB(0) = 0 handelt es sich bei τB gemäß Eigenschaft 2.2.2 (c) also um ein (stetiges)
Beispiel für eine B-homogene Funktion. Generell ist eine B-homogene Funktion φ wegen

φ(x) = φ(τB(x)BlB(x)) = τB(x)φ(lB(x)), x ∈ Γn

bereits vollständig durch ihre Werte auf SB ∪ {0} festgelegt. Ist φ darüber hinaus zu-
mindest auf SB stetig sowie strikt positiv (häufig fordern wir dies sogar auf Γn), so folgt
wegen der Kompaktheit von SB, dass

0 < mφ := min
θ∈SB

φ(θ) ≤Mφ := max
θ∈SB

φ(θ) <∞. (2.6)

Die Voraussetzung für (2.6) ist also insbesondere durch die folgenden Funktionen gegeben.

Definition 2.2.7
Seien β > 0 und B ∈ Q(Rn). Eine stetige Funktion φ : Rn → [0,∞) heißt (β,B)-zulässig,
falls gilt:

(i) φ(x) > 0 für alle x ∈ Γn.

(ii) Für 0 < A < B beliebig existiert jeweils eine Konstante C > 0, sodass für alle
x ∈ Rn mit A ≤ ‖x‖ ≤ B und für alle y ∈ Rn die folgende Implikation gilt:

τB(y) ≤ 1 ⇒ |φ(x+ y)− φ(x)| ≤ C τB(y)β. (2.7)

Konstruktive Beispiele für die beiden genannten Klassen finden sich in [5], wir werden
später darauf zurückkommen. Dabei gilt nach Remark 2.9 in [5] notwendigerweise β < λB
für jede (β,B)-zulässige Funktion.

2.3 Unendlich-teilbare Verteilungen

Der Titel dieses Abschnitts zeigt bereits an, dass es sich auch hier weitestgehend um
Grundlagen (der Wahrscheinlichkeitstheorie) handelt. Dabei sind die Operator-stabilen
Verteilungen, auf die im nächsten Abschnitt sowie dem hinteren Teil dieser Arbeit unser
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2.3 Unendlich-teilbare Verteilungen

Hauptaugenmerk gerichtet sein wird, eine Teilklasse der unendlich-teilbaren Verteilun-
gen, welche wiederum geeignete Werkzeuge liefern, allem voran die Lévy-Khintchine-
Darstellung. Ferner dient dieser allgemeinere Standpunkt der Vorbereitung auf die an-
gestrebte Erweiterung der Ergebnisse aus [35]. Wir folgen dabei im Wesentlichen den
Ausführungen in [31] und beschränken uns auf die für uns relevanten Aspekte. Ähnlich
umfangreiche Darstellungen findet man diesbezüglich beispielsweise auch in [41].

Vorab sei bemerkt, dass sich die folgenden Definitionen und Aussagen stets äquivalent in
die Sprache von Zufallsvektoren, charakteristischen Funktionen und Maßen bzw. Vertei-
lungen übersetzen lassen. Folglich beschränken wir uns stets auf jeweils eine dieser Sicht-
weisen, wobei wir den Rn (beziehungsweise kontextbezogen entsprechende Teilmengen)
stillschweigend immer mit der Borelschen (Spur-)σ-Algebra versehen und ihre Elemente
Borelmengen nennen.

Bekanntlich heißt ein Wahrscheinlichkeitsmaß µ ∈ M1(Rn) unendlich-teilbar, falls für
alle k ∈ N ein µk ∈M1(Rn) existiert, sodass

µkk := µk ∗ · · · ∗ µk = µ, (2.8)

wobei ∗ die Faltung bezeichne und µk die (eindeutige) k-te Wurzel von µ genannt wird.

Theorem 2.3.1
Sei µ ∈M1(Rn) unendlich-teilbar mit Fouriertransformierter µ̂. Dann gilt:

(a) µ̂(t) 6= 0 für alle t ∈ Rn.

(b) Es existiert eine eindeutige stetige Funktion ψ : Rn → C mit ψ(0) = 0 und

µ̂(t) = eψ(t), t ∈ Rn.

ψ wird log-charakteristische Funktion von µ genannt (und ist im Allgemeinen nicht
als komplexe Logarithmusfunktion zu verstehen).

Beweis. Theorem 3.1.2 in [31].

Die Aussage in Teil (b) gilt generell für jede Fouriertransformierte ϕ = µ̂ (eines be-
schränkten Maßes µ) ohne Nullstellen, insbesondere definieren wir in diesem Fall für
c > 0 beliebig:

ϕc(t) := ec·ψ(t), t ∈ Rn. (2.9)

Falls ϕ jedoch die Fouriertransformierte eines unendlich-teilbaren Maßes µ ist, so erkennt
man mit Hilfe des folgenden Theorems unmittelbar, dass ϕc dann die Fouriertransfor-
mierte eines ebenfalls unendlich-teilbaren Maßes ist, welches wir mit µc bezeichnen. Aus
Gründen der Eindeutigkeit entspricht µ1/k der k-ten Wurzel von µ.
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2.3 Unendlich-teilbare Verteilungen

Theorem 2.3.2 (Lévy-Khintchine-Formel) (a) Sei µ ∈ M1(Rn) unendlich-teilbar.
Dann besitzt µ die log-charakteristische Funktion

ψ(t) = i〈a, t〉 − 1

2
〈t, Qt〉+

∫
Γn

(
ei〈t,x〉 − 1− i〈t, x〉

1 + ‖x‖2

)
ν(dx), t ∈ Rn (2.10)

für ein a ∈ Rn, eine symmetrische und positiv-semidefinite Matrix Q ∈ L(Rn) sowie
ein Lévymaß ν auf Γn (siehe Bemerkung 2.3.3 (b)).

(b) Die Darstellung in (a) ist eindeutig, d.h. falls ψ eine weitere Darstellung wie in
(2.10) für entsprechende a′, Q′ sowie ν ′ genießt, so folgen a = a′, Q = Q′ und
ν = ν ′. Wir schreiben: µ ∼ [a,Q, ν].

(c) Gegeben ein a ∈ Rn, eine symmetrische und positiv-semidefinite Matrix Q ∈ L(Rn)
sowie ein Lévymaß ν auf Γn, dann existiert ein unendlich-teilbares µ ∈ M1(Rn),
dessen log-charakteristische Funktion durch (2.10) gegeben ist.

Beweis. Theorem 3.1.11 in [31] oder Theorem 8.1 sowie Remark 8.4 in [41].

Bemerkung 2.3.3. (a) Der Vektor a ∈ Rn wird Shift oder Punktmaßanteil genannt,
während die quadratische Form Rn 3 t 7→ 〈t, Qt〉 bereits eindeutig durch Q be-
stimmt ist (man vergleiche Corollary 2.1.9 in [31]). Q bzw. die dadurch erzeugte
quadratische Form werden Gaußanteil genannt.

(b) Ein (σ-endliches) Maß ν auf Γn heißt Lévymaß, falls∫
Γn

min{1, ‖x‖2} ν(dx) <∞. (2.11)

Gegebenenfalls kann man Lévymaße auch mit jenen Maßen ν auf Rn identifizieren,
für die neben (2.11) gilt, dass ν({0}) = 0.

Die Bestandteile der Lévy-Khintchine-Formel erlauben die nachstehenden Konvergenz-
kriterien, die wir uns im Anschluss entsprechend zunutze machen werden. Insbesondere
möchten wir die mutmaßlich bekannte Aussage von Theorem 2.3.5 formulieren und der
Vollständigkeit halber auch beweisen. Vorbereitend:

Lemma 2.3.4
Eine Folge von unendlich-teilbaren Wahrscheinlichkeitsmaßen (µk)k∈N auf Rn mit Lévy-
Khintchine-Darstellungen µk ∼ [ak, Qk, νk] konvergiert genau dann schwach gegen ε0,
wenn gilt:

(a′) Für alle von der Null weg beschränkten Borelmengen A ⊂ Γn gilt: νk(A)→ 0.

(b′) ak → 0.
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2.3 Unendlich-teilbare Verteilungen

(c1) Qk → 0 (in L(Rn)).

(c2) Für alle t ∈ Rn gilt:

lim
ε→0

lim
k→∞

∫
{x:0<‖x‖<ε}

〈t, x〉2 νk(dx) = 0.

Beweis. Es gilt ε0 ∼ [0, 0, 0]. Beachtet man nun die dortigen Sprechweisen (insbesondere
die so genannte Konvergenz in M), so folgt nach Theorem 3.1.16 in [31] (speziell für ε0

als Grenzmaß): µk konvergiert genau dann schwach gegen ε0, wenn neben (a′) und (b′)
die folgende Aussage für alle t ∈ Rn erfüllt ist:

lim
ε→0

lim
k→∞

 ∫
{x:0<‖x‖<ε}

〈t, x〉2 νk(dx) + 〈t, Qkt〉

 = 0. (2.12)

Dabei haben wir erneut den eindeutigen Zusammenhang zwischen positiv-semidefiniten
quadratischen Formen auf Rn und den sie erzeugenden Matrizen dieser Art genutzt.
Bleibt zu zeigen, dass (c1) und (c2) zusammen äquivalent zu (2.12) sind. Gelte also
zunächst (2.12), so definieren wir

ξk(ε, t) := ξ
(1)
k (ε, t) + ξ

(2)
k (t) :=

∫
{x:0<‖x‖<ε}

〈t, x〉2 νk(dx) + 〈t, Qkt〉, k ∈ N,

wobei ξ(ε, t) ∈ [0,∞) für ε > 0 und t ∈ Rn beliebig, aber fest den nach (2.12) exis-
tenten Limes bezeichne. Dann ist die Folge (ξ

(2)
k (t))k∈N beschränkt (andernfalls wäre

wegen der Nichtnegativität von (ξ
(1)
k (ε, t))k∈N und (ξ

(2)
k (t))k∈N insbesondere (ξk(ε, t))k∈N

unbeschränkt, Widerspruch). Damit besitzt jede Teilfolge von (ξ
(2)
k (t)) eine konvergente

Teilfolge; bezeichne (ξ
(2)
kl

(t))l∈N eine solche konvergente Teilfolge. Dann konvergiert auch

(ξ
(1)
kl

(ε, t))l∈N entlang dieser Teilfolge und wir erhalten

ξ(ε, t) = lim
l→∞

ξ
(1)
kl

(ε, t)︸ ︷︷ ︸
∈[0,∞)

+ lim
l→∞

ξ
(2)
kl

(t)︸ ︷︷ ︸
∈[0,∞)

.

Mit (2.12) folgt sogar, dass ξ(2)
kl

(t)→ 0 (für l→∞), da dieser Limes unabhängig von ε ist.

Zusammenfassend besitzt also jede Teilfolge von (ξ
(2)
k (t)) eine weitere gegen 0 konvergente

Teilfolge, was äquivalent dazu ist, dass (ξ
(2)
k (t)) bereits eine Nullfolge ist. Damit folgt (c1)

nach Corollary 2.1.9 in [31]. Dies zusammen mit (2.12) liefert dann aber unmittelbar auch
(c2). Dass (c1) und (c2) umgekehrt (2.12) implizieren, ist offensichtlich.

Die folgende Charakterisierung beinhaltet darüber hinaus auch ein Argument, auf das
wir uns später beziehen werden.
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2.3 Unendlich-teilbare Verteilungen

Theorem 2.3.5
Eine Folge von unendlich-teilbaren Wahrscheinlichkeitsmaßen (µk)k∈N auf Rn mit Lévy-
Khintchine-Darstellungen µk ∼ [ak, Qk, νk] konvergiert genau dann schwach gegen ε0,
wenn gilt:

(a) ak → 0,

(b) Qk → 0 (in L(Rn)),

(c) ∫
Γn

min{1, ‖x‖2} νk(dx)→ 0. (2.13)

Beweis. Vor dem Hintergrund von Lemma 2.3.4 müssen wir lediglich zeigen, dass (2.13)
äquivalent zu (a′) und (c2) aus Lemma 2.3.4 ist.
Gelte zunächst (2.13) und sei A ⊂ Γn eine von der Null weg beschränkte Borelmenge,
dann existiert insbesondere ein 0 < δ < 1 mit A ⊂ {x : ‖x‖ ≥ δ} und wir erhalten, dass

νk(A) ≤ νk({x : ‖x‖ ≥ δ})

≤ 1

δ2

∫
{x:δ≤‖x‖≤1}

‖x‖2 νk(dx) +

∫
{x:‖x‖>1}

1 νk(dx)

≤ 1

δ2

∫
{x:0<‖x‖≤1}

‖x‖2 νk(dx) +
1

δ2

∫
{x:‖x‖>1}

1 νk(dx)

=
1

δ2

∫
Γn

min{1, ‖x‖2} νk(dx),

d.h. (a′) gilt bereits nach (2.13). Andererseits folgt mit der Ungleichung von Cauchy-
Schwarz für alle ε > 0 und t ∈ Rn, dass∫

{x:0<‖x‖<ε}

〈t, x〉2 νk(dx)

≤ ‖t‖2
∫

{x:0<‖x‖<ε}

‖x‖2 νk(dx)

≤ ‖t‖2

 ∫
{x:0<‖x‖≤1}

‖x‖2 νk(dx) + ε2

∫
{x:1<‖x‖<ε}

1 νk(dx)


≤ ‖t‖2(1 + ε2)

∫
Γn

min{1, ‖x‖2} νk(dx).
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2.3 Unendlich-teilbare Verteilungen

Der letztgenannte Ausdruck konvergiert nun nach (2.13) wieder gegen Null (unabhängig
von ε) für k →∞, somit folgt insbesondere (c2).
Umgekehrt erkennt man sofort, dass mit (a′) für alle ε > 0 gilt:∫

{x:‖x‖≥ε}

min{1, ‖x‖2} νk(dx) ≤
∫

{x:‖x‖≥ε}

1 νk(dx) = νk({x : ‖x‖ ≥ ε})→ 0,

d.h. ∫
{x:‖x‖≥ε}

min{1, ‖x‖2} νk(dx)→ 0.

für alle ε > 0. Wir zeigen nun noch, dass

lim sup
ε→0

lim sup
k→∞

∫
{x:0<‖x‖<ε}

‖x‖2 νk(dx) = 0. (2.14)

Denn dann würde nach endlicher Anwendung der Subadditivität des Limessuperiors sowie
der Tatsache, dass wir ohne Einschränkung ε ≤ 1 unterstellen können, insgesamt folgen:

lim sup
k→∞

∫
Γn

min{1, ‖x‖2} νk(dx)

= lim sup
ε→0

lim sup
k→∞

 ∫
{x:0<‖x‖<ε}

min{1, ‖x‖2} νk(dx) +

∫
{x:‖x‖≥ε}

min{1, ‖x‖2} νk(dx)


≤ lim sup

ε→0
lim sup
k→∞

∫
{x:0<‖x‖<ε}

‖x‖2 νk(dx)

+ lim sup
ε→0

lim sup
k→∞

∫
{x:‖x‖≥ε}

min{1, ‖x‖2} νk(dx)

= 0,

d.h. (2.13) gilt, da die betrachtete Folge nichtnegativ ist. Also bleibt mit Hilfe von (c2) zu
zeigen, dass (2.14) gilt. Zu diesem Zweck definieren wir zunächst für alle a = (a1, ..., an) ∈
{−1, 1}n =: J die Mengen

Ma := {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn | aixi > 0 oder ai1{0}(xi) = 1 für alle i = 1, ..., n}.

Dann ist der Rn als endliche sowie disjunkte Vereinigung der Ma, a ∈ J darstellbar und
für a ∈ J beliebig, aber fest folgt:

lim sup
ε→0

lim sup
k→∞

∫
{x:0<‖x‖<ε}

‖x‖21Ma νk(dx)
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2.4 Operator-stabile Verteilungen und weitere Spezialfälle

= lim sup
ε→0

lim sup
k→∞

∫
{x:0<‖x‖<ε}

(|x1|2 + ...+ |xd|2)1Ma νk(dx)

≤ lim sup
ε→0

lim sup
k→∞

∫
{x:0<‖x‖<ε}

(|x1|+ ...+ |xd|)21Ma νk(dx)

= lim sup
ε→0

lim sup
k→∞

∫
{x:0<‖x‖<ε}

〈a, x〉21Ma νk(dx)

≤ lim
ε→0

lim
k→∞

∫
{x:0<‖x‖<ε}

〈a, x〉2 νk(dx)

= 0,

indem man (c2) speziell für t = a liest, d.h. der usprüngliche Ausdruck hat ebenfalls den
Wert Null. Die folgende Ungleichung (vergleiche oben) liefert nach dem zuvor Gezeigten
also (2.14):

lim sup
ε→0

lim sup
k→∞

∫
{x:0<‖x‖<ε}

‖x‖2 νk(dx) ≤
∑
a∈J

lim sup
ε→0

lim sup
k→∞

∫
{x:0<‖x‖<ε}

‖x‖21Ma νk(dx).

2.4 Operator-stabile Verteilungen und weitere Spezialfälle

Wie angekündigt also nun jene Verteilungen, die als direkte Verallgemeinerung der α-
stabilen Verteilungen verstanden werden können, wobei die Begrifflichkeiten für n = 1
zusammenfallen; die genaueren Zusammenhänge sollen gegen Ende dieses Kapitels in
aller Kürze beleuchtet werden. Dabei gibt es verschiedene Möglichkeiten, Operator-stabile
Verteilungen zu definieren. Jene in [31] beispielsweise geht jedoch a priori davon aus, dass
die betrachtete Verteilung hinreichend interessant ist. Das bedeutet:

Definition 2.4.1
Ein Wahrscheinlichkeitsmaß µ ∈M1(Rn) heißt voll, falls keine Hyperebene H ⊂ Rn mit
µ(H) = 1 existiert. Entsprechend nennen wir einen Rn-wertigen Zufallsvektor voll, falls
dies auf die zugehörige Verteilung zutrifft.

Wir möchten den zentralen Begriff dieses Abschnitts zunächst ohne diese Einschrän-
kung einführen, ehe wir im Anschluss wieder die Verbindung zu den Resultaten in [31]
herstellen (vergleiche auch [19]). Dabei betrachten wir Zufallsvektoren auf einem nicht
näher spezifizierten Wahrscheinlichkeitsraum, denn die folgenden Aussagen sind nur von
den jeweiligen Verteilungen abhängig.
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2.4 Operator-stabile Verteilungen und weitere Spezialfälle

Definition 2.4.2
Ein Rn-wertiger Zufallsvektor X (respektive die zugehörige Verteilung µ := L(X)) heißt
Operator-stabil, falls für alle k ∈ N ein Ak ∈ GL(Rn) und ein ak ∈ Rn existieren, sodass

Ak(X1 + ...+Xk) + ak
d
= X, (2.15)

wobei (Xl)l∈N eine Folge unabhängiger und identisch verteilter (kurz: i.i.d.) Zufallsvekto-
ren mit L(X1) = µ sei. Falls ak = 0 für alle k ∈ N, so nennen wirX strikt Operator-stabil.

Der Vorteil dieser Definition ist unter anderen, dass man die Klasse der Operator-
stabilen Verteilungen anhand von (2.8) unmittelbar als Teilmenge der unendlich-teilbaren
Verteilungen erkennt. Genauer sind die k-ten Wurzeln einer Operator-stabilen Verteilung
µ durch µk := L(AkX + ak/k) gegeben. Außerdem ist (2.15) natürlich äquivalent zu der
Forderung

X1 + ...+Xk
d
= ÃkX + ãk (2.16)

für alle k ∈ N und geeignete Ãk ∈ GL(Rn) sowie ãk ∈ Rn.

Definition 2.4.3
Y, Y1, Y2, ... sei eine Folge von i.i.d. Zufallsvektoren in Rn und X ein weiterer Rn-wertiger
Zufallsvektor. Wir sagen, dass Y im verallgemeinerten Anziehungsbereich von X liegt,
falls eine Folge (Ak)k∈N ⊂ L(Rn) und eine Folge (ak)k∈N ⊂ Rn existieren, sodass

Ak(Y1 + ...+ Yk) + ak ⇒ X. (2.17)

Schreibweise: Y ∈ GDOA(X).

Folgendes Theorem zeigt somit, dass unsere Definition - zumindest im Falle voller
Verteilungen - äquivalent zu der in [31] ist.

Theorem 2.4.4
Sei X ein voller, Rn-wertiger Zufallsvektor. Es gilt: X ist Operator-stabil genau dann,
wenn GDOA(X) 6= ∅.

Beweis. Sei X (mit Verteilung µ := L(X)) zunächst Operator-stabil, d.h. (2.15) gelte
entsprechend. Dann ist für diese Folge von Operatoren (Ak) und Vektoren (ak) auch
insbesondere (2.17) erfüllt, indem man eine Folge von i.i.d. Zufallsvektoren Y, Y1, Y2, ...
mit L(Y ) = µ betrachtet, d.h. X ∈ GDOA(X), insbesondere: GDOA(X) 6= ∅.
Gelte umgekehrt GDOA(X) 6= ∅, so ist X zusammen mit der vorausgesetzten Vollheit
gerade Operator-stabil im Sinne von Definition 3.3.24 in [31]. Damit greift für einen
geeigneten Operator B ∈ L(Rn) und eine geeignete Folge (as)s>0 ⊂ Rn die Aussage des
nachfolgenden Theorems. Insbesondere ist (2.16) dann auf Basis von (2.18) mit Ak := kB

erfüllt, d.h. X ist auch Operator-stabil gemäß unserer Definition.
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Das folgende Ergebnis stellt für uns die wichtigste Charakterisierung dieses Abschnitts
dar, wobei wir nun stellvertretend wieder die Sichtweise von Maßen einnehmen.

Theorem 2.4.5
Ein volles Wahrscheinlichkeitsmaß µ ∈ M1(Rn) ist genau dann Operator-stabil, wenn
es unendlich-teilbar ist und wenn ein Operator B ∈ L(Rn) sowie geeignete Vektoren
(as)s>0 ⊂ Rn existieren, sodass für alle s > 0 gilt:

µs = (sBµ) ∗ εas . (2.18)

Beweis. Das ist nach dem zuvor Gezeigten die Aussage von Theorem 7.2.1 in [31].

Bemerkung 2.4.6. (a) Solch ein Operator B ist im Allgemeinen nicht eindeutig (man
vergleiche Theorem 7.2.11 in [31]) und wird Exponent von µ genannt. Wir definieren
allgemein für eine volle, Operator-stabile Verteilung µ ∈M1(Rn) (beziehungsweise
für X mit L(X) = µ):

E(µ) := E(X) := {B ∈ L(Rn) : B ist Exponent von µ}.

Für alle B ∈ E(µ) gilt jedoch λB ≥ 1
2 und λB > 1

2 , wenn µ keinen Gaußanteil
besitzt. In jedem Falle sind die Eigenwerte mit Realteil 1

2 einfache Nullstellen des
Minimalpolynoms von E.
Weiter besagt Theorem 7.2.1 in [31], dass µ in eindeutiger Weise als Faltungspro-
dukt µ = µ1∗µ2 geschrieben werden kann, wobei µi ein auf Vi konzentriertes Wahr-
scheinlichkeitsmaß und Vi ein B-invarianter Unterraum (i = 1, 2) mit Rn = V1⊕V2

ist. Dabei ist µ1 ein volles Operator-stabiles Maß (auf V1) ohne Gaußanteil und µ2

eine volle Normalverteilung (auf V2). Schließlich enthält das Spektrum von B|V1 nur
Eigenwerte mit Realteil größer 1

2 und das von B|V2 entsprechend nur Eigenwerte
mit Realteil gleich 1

2 .

(b) Nach Remark 7.2.10 in [31] besitzen alle Exponenten von X (voll) sogar das gleiche
reelle Spektrum und für B ∈ E(X) beliebig gilt:

E(‖X‖ρ) <∞ für alle 0 ≤ ρ < 1/ΛB.

Falls ΛB > 1/2 (vergleiche Teil (a)), so gilt zusätzlich

E(‖X‖ρ) =∞ für alle ρ ≥ 1/ΛB.

(c) Gelegentlich rechnen wir (2.15) nur für Operatoren der Form Ak = kB nach und
nennen die zugrunde liegende Verteilung dann (strikt) Operator-stabil mit Expo-
nenten B; selbst dann, wenn die Frage der Vollheit von X offen ist. Falls X jedoch
voll ist, so ist mit µ := L(X) in jedem Falle klar (siehe Lemma 2.2 in [24]): µ ist
genau dann strikt Operator-stabil, wenn (2.18) ohne Shifts erfüllt ist, d.h. wenn
as = 0 gewählt werden kann (für alle s > 0).
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Mit der Eindeutigkeit des Lévy-Khintchine-Tripels und Proposition 4.3.2 in [19] er-
kennt man, dass (2.18), wobei µ ∼ [γ,Q, ν], stets

s ·Q = sBQsB
∗

und s · ν = (sBν) (2.19)

für alle s > 0 impliziert; insbesondere erbt (sBν) die Lévymaßeigenschaft von ν. Umge-
kehrt ist mit (2.19) auch stets (2.18) für geeignete as erfüllt. Diese Shifts sind dann aber
in jedem Falle eindeutig, wie der Beweis von Proposition 4.3.2 in [19] zeigt, nämlich:

as = (sIn − sB)γ −
∫
Γn

(
sBx

1 + ‖sBx‖2
− sBx

1 + ‖x‖2

)
ν(dx), s > 0. (2.20)

Bemerkung 2.4.7. Falls 1 /∈ σ(B) für ein volles, Operator-stabiles Maß µ mit B ∈ E(µ),
so existiert nach Corollary 4.9.3 in [19] immer ein x0 ∈ Rn derart, dass µ′ := µ∗εx0 strikt
Operator-stabil ist (ebenfalls mit B ∈ E(µ′)).

Da die Exponentialfunktion im Komplexen prinzipiell nicht injektiv ist, lohnt es sich
noch, die folgende Beobachtung zu notieren.

Korollar 2.4.8
µ ∈ M1(Rn) erfülle (2.18) für ein B ∈ L(Rn) sowie eine Familie von Shifts (as)s>0.
Ferner bezeichne ψ die log-charakteristische Funktion von µ. Dann gilt für alle s > 0 und
t ∈ Rn:

s · ψ(t) = ψ(sB
∗
t) + i〈as, t〉.

Beweis. Rechnet man mit dem gleichen Eindeutigkeitsargument wie zuvor beziehungs-
weise dem Beweis zu Proposition 4.3.2 in [19] unmittelbar nach, man vergleiche (2.9).

Wir möchten einerseits noch kurz auf den wichtigen Spezialfall der stabilen Verteilun-
gen eingehen. Andererseits ergeben sich Vorteile, wenn man strikte oder gar symmetrische
Operator-stabile Verteilungen betrachtet. Vor dem Hintergrund von Korollar 2.4.8 werden
sich die strikt Operator-stabilen Verteilungen für uns sogar als ausreichend praktikabel
erweisen. Genauer ist ψ dann eine B∗-homogene Funktion. Dass dies in der Regel keine
nennenswerte Einschränkung darstellt, zeigte bereits Bemerkung 2.4.7, soll aber auch
mit der folgenden Aussage unterstrichen werden. In diesem Zusammenhang erinnern wir
daran, dass ein Maß µ auf dem Rn symmetrisch genannt wird, falls µ(A) = µ(−A) für
alle A ∈ B(Rn).

Eigenschaft 2.4.9
Falls µ ∈ M1(Rn) Operator-stabil und symmetrisch ist, so ist µ auch strikt Operator-
stabil.

Beweis. Bekanntlich ist µ ∼ [γ,Q, ν] genau dann symmetrisch, wenn ν symmetrisch ist
und wenn γ = 0 gilt (erneutes Eindeutigkeitsargument). Falls nun (2.15) also für alle
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k ∈ N mit einem Ak ∈ GL(Rn) und einem ak ∈ Rn erfüllt ist, so folgert man wie im
Kontext von (2.20), dass

ak = (kI −Ak)γ −
∫
Γn

(
Akx

1 + ‖Akx‖2
− Akx

1 + ‖x‖2

)
ν(dx), k ∈ N.

Das liefert wegen γ = 0 sowie der Symmetrie von ν die Behauptung, da der zuvor
genannte Integrand ungerade ist (für alle k ∈ N).

Die Umkehrung der obigen Aussage ist im Allgemeinen falsch, wie bereits die Ein-
punktmaße zeigen. Wir möchten nun noch eine konkrete Darstellung für das Lévymaß
Operator-stabiler Verteilungen angeben, die einen klaren Bezug zu dem entsprechenden
Exponenten herstellt. Das folgende Theorem ist also mit (2.19) zu lesen, jedoch nicht mit
Lemma 2.2.5 zu vermischen.

Theorem 2.4.10
Seien ν ein Lévymaß auf Γn und B ∈ Q(Rn) derart, dass für alle s > 0 gilt: s ·ν = (sBν).
Dann existiert ein endliches Maß Λ auf SB (vergleiche Lemma und Definition 2.2.1),
sodass für alle Borelmengen A ⊂ Γn gilt:

ν(A) =

∫
SB

∞∫
0

1A(sBθ)
1

s2
dsΛ(dθ),

wobei Λ die Darstellung

Λ(D) = ν({sBθ : θ ∈ D, s > 1}), D ∈ B(SB)

genießt. Λ wird Spektralmaß von ν genannt.

Beweis. Nach Definition von ‖·‖B und Q(Rn) ist dies die Aussage von Theorem 6.1.7
in [31], insbesondere gehören Lévymaße zu der dort definierten KlasseM.

Wir möchten die gerade zitierte Darstellung natürlich auch konkret für die Integration
nach solchen Maßen nutzen, was uns zu so genannten Mischungsintegralen führt. Durch
Betrachtung einfacher Funktionen und Anwendung des Satzes von Beppo-Levi überzeuge
man sich daher von der folgenden Aussage.

Bemerkung 2.4.11. In der Situation von Theorem 2.4.10 gilt für alle meßbaren Abbil-
dungen f : Γn → [0,∞):

∫
Γn

f(x) ν(dx) =

∫
SB

∞∫
0

f(sBθ)
1

s2
dsΛ(dθ).
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Natürlich kann man ν auch wieder als trivial fortgesetztes Maß auf Rn interpretie-
ren und entsprechend Funktionen f : Rn → [0,∞) betrachten. Schließlich sind wir an
konkreten Beispielen Operator-stabiler Verteilungen interessiert, genauer an einer Art
Umkehrung der Aussage in Bemerkung 2.4.6 (a). Aus Gründen der Einfachheit verzich-
ten wir hier auf Beispiele mit Gaußanteil, übernehmen jedoch die Konstruktionsidee aus
Theorem 2.4.10. Über den Fall λB = 1

2 wird darüber hinaus in Theorem 4.6.12 in [19]
eine entsprechende Aussage getroffen, insbesondere erhebt das folgende Beispiel keinen
Anspruch auf Exklusivität.

Beispiel 2.4.12
Sei B ∈ Q(Rn) mit λB > 1

2 beliebig. Dann existiert ein Operator-stabiles Wahrschein-
lichkeitsmaß µ ∈M1(Rn) mit B ∈ E(µ).

Beweis. Sei also solch ein B gegeben, dann wähle man ein beliebiges, endliches Maß Λ
auf SB und definiere damit ein weiteres Maß ν (auf Γn) durch

ν(A) :=

∫
SB

∞∫
0

1A(sBθ)
1

s2
dsΛ(dθ), A ∈ B(Γn).

Die Maßeigenschaft ist klar, bleibt zu zeigen, dass ν sogar ein Lévymaß ist. Dazu fixieren
wir ein 0 < δ < 1

2 und machen uns klar, dass einerseits ein C1 > 0 existiert, sodass für
alle 0 < s ≤ 1 und θ ∈ SB gilt:

‖sBθ‖ ≤ C1s
λB−δ.

Andererseits existiert ein C2 > 0, sodass für alle s ≥ 1 und θ ∈ SB gilt:

‖sBθ‖ ≥ C2s
λB−δ.

Neben ‖θ‖B = 1 folgen beide Aussagen nach Proposition 2.1.4, wobei man für die zweite
Aussage mit Hilfe von Proposition 2.1.3 (b) in [31] schreibt: ‖sBθ‖ ≥ ‖θ‖/‖(s−1)B‖.
Wegen λB − δ > 0 existieren also insbesondere ein 0 < s1 ≤ 1 und ein s2 > 1, sodass für
alle θ ∈ SB gilt:

‖sBθ‖ < 1, falls 0 < s ≤ s1

beziehungsweise
‖sBθ‖ > 1, falls s ≥ s2.

Damit rechnet man schließlich unter Einbeziehung von Bemerkung 2.4.11 nach:∫
Γn

min{1, ‖x‖2} ν(dx)

=

∫
SB

∞∫
0

‖sBθ‖21{x:0<‖x‖≤1}(s
Bθ)

1

s2
dsΛ(dθ) +

∫
SB

∞∫
0

1{x:‖x‖>1}(s
Bθ)

1

s2
dsΛ(dθ)
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≤
∫
SB

∞∫
0

‖sBθ‖21(0,s2)(s)
1

s2
dsΛ(dθ) +

∫
SB

∞∫
0

1(s1,∞)(s)
1

s2
dsΛ(dθ).

Wähle nun ein ε > 0 derart, dass λB − ε > 1
2 . Dann schätzen wir den Normausdruck

wieder mit Proposition 2.1.4 und einer geeigneten Konstante C > 0 ab, wobei ohne
Einschränkung ‖θ‖ ≤ 1 für alle θ ∈ SB gelte.

≤ C
∫
SB

∞∫
0

s2(λB−ε)1(0,s2)(s)
1

s2
dsΛ(dθ) +

∫
SB

s−1
1 Λ(dθ)

= Λ(SB)

C s2∫
0

s2(λB−ε−1) ds+ s−1
1


<∞

nach Wahl von ε und da Λ endlich ist. ν ist also ein Lévymaß, nach Theorem 2.3.2
(c) existiert folglich ein µ ∈ M1(Rn) mit µ ∼ [0, 0, ν]. Weiter rechnet man mittels
Substitution (beachte tBθ ∈ s−B(A)⇔ (st)B ∈ A) für eine beliebige Borelmenge A ⊂ Γn
sowie s > 0 nach:

(sBν)(A) = ν(s−B(A))

=

∫
SB

∞∫
0

1s−B(A)(t
Bθ)

1

t2
dtΛ(dθ)

=

∫
SB

∞∫
0

1A(zBθ)
1

(z/s)2
s−1 dz Λ(dθ)

= s

∫
SB

∞∫
0

1A(zBθ)
1

z2
dz Λ(dθ)

= s · ν(A).

µ erfüllt wegen des fehlenden Gaußmaßanteils also insgesamt (2.19), d.h. µ ist Operator-
stabil mit B als Exponenten und die Shifts berechnen sich entsprechend über (2.20).

Bemerkung 2.4.13. (a) Meistens ist man wieder an vollen Beispielen interessiert. Dies
ist nach Proposition 3.1.20 in [31] für µ genau dann der Fall, wenn das zugehörige
Lévymaß ν auf keiner Hyperebene von Rn getragen ist. Man kann zeigen, dass
dies im Falle < supp(Λ) >= Rn sichergestellt ist. Eine mögliche Wahl für Λ wäre
beispielsweise die Gleichverteilung auf SB.

(b) Falls Λ symmetrisch ist, so auch ν, was wegen dem fehlenden Punktmaßanteil
impliziert, dass µ dann sogar symmetrisch (also insbesondere strikt) Operator-
stabil ist.
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2.4 Operator-stabile Verteilungen und weitere Spezialfälle

Wie zuvor nähern wir uns dem Spezialfall der stabilen Verteilungen wieder über eine
so genannte Stabilitätsgleichung :

Definition 2.4.14
Ein Rn-wertiger Zufallsvektor X (beziehungsweise die zugehörige Verteilung µ := L(X))
heißt stabil, falls für alle k ∈ N eine reelle Zahl ck 6= 0 und ein dk ∈ Rn existieren, sodass

ck(X1 + ...+Xk) + dk
d
= X, (2.21)

wobei (Xl)l∈N eine Folge von i.i.d. Zufallsvektoren mit L(X1) = µ sei. Falls dk = 0 für
alle k ∈ N, so nennen wir X strikt stabil.

Es gelten nun analoge Aussagen und Charakterisierungen wie im Falle Operator-
stabiler Verteilungen. Wir verzichten jedoch auf die zugehörigen Beweise, zumal es sich
dabei im Wesentlichen um eine Abschrift der vorherigen handelt, man vergleiche [31].

Bemerkung 2.4.15. Die stabilen Verteilungen sind also eine Teilmenge der Operator-
stabilen (man betrachtet konkret Operatoren der Form Ak = ckIn in (2.15)), wobei die
Begrifflichkeiten für n = 1 zusammenfallen und sich Gauß- und Lévymaßanteil dann vor
dem Hintergrund von Bemerkung 2.4.6 gegenseitig ausschließen. Wenig überraschend
ergeben sich daher die folgenden Beobachtungen:

(a) Man sagt, der Zufallsvektor Y liegt im Anziehungsbereich des Zufallsvektors X,
wenn (2.17) für Operatoren der Form Ak = ckIn mit ck ∈ R erfüllt ist. Schreibweise:
Y ∈ DOA(X). Und es gilt: Ein voller Zufallsvektor X ist genau dann stabil, wenn
DOA(X) 6= ∅.

(b) Weiterhin ist eine volle Verteilung µ ∈ M1(Rn) genau dann stabil, wenn sie
Operator-stabil mit B = a In ∈ E(µ) ist, wobei a ∈ R. Mit Hinblick auf Bemer-
kung 2.4.6 gilt dann notwendigerweise a ≥ 1/2 und α := 1/a ∈ (0, 2] wird Index
von µ genannt. Sprechweise: µ ist α-stabil.

Neben der oben genannten Quelle ist im Zusammenhang von stabilen Verteilungen
insbesondere auch [40] als Referenz zu nennen. Zum Abschluss dieses Kapitels greifen
wir noch eine gängige Konvention auf, die für n = 1 ebenfalls in [40] zu finden ist.

Definition 2.4.16
Wir nennen einen Cn-wertigen Zufallsvektor Z unendlich-teilbar (Operator-stabil, stabil,
voll et cetera), wenn dies entsprechend auf den R2n-wertigen Zufallsvektor (Re(Z), Im(Z))
zutrifft.
Ganz analog führt man die Unabhängigkeit von komplexwertigen Zufallsvektoren auf die
Unabhängigkeit von reellwertigen Zufallsvektoren zurück.
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KAPITEL 3

Independently scattered random measures

Fernziel ist die Konstruktion von Zufallsvektoren über stochastische Integrale; die Rolle
des Integrators wird dabei von so genannten independently scattered random measures
übernommen, die daher nun in möglichst allgemeiner Form untersucht werden sollen.
Diese Zufallsmaße zeichnen sich durch ihre hohe Flexibilität hinsichtlich des zugrunde
liegenden Definitionsbereichs aus, sodass wir uns an dem abstrakten Zugang aus [35]
orientiert haben. Andere Beiträge zur stochastischen Integration nutzen alternativ sto-
chastische Prozesse auf R+ als Integrator, zum Beispiel solche mit unabhängigen Zu-
wächsen. Dieser Zugang ist für unsere Zwecke und mit Hinblick auf Kapitel 5 jedoch eher
ungeeignet.

3.1 δ-Ringe und Mengenfunktionen

Wir beginnen mit der Einführung von δ-Ringen, die sich im weiteren Verlauf als passende
Struktur erweisen werden.

Definition 3.1.1
Sei S eine nicht-leere Menge. Ein Mengensystem S ⊂ Pot(S) heißt δ-Ring (auf S), falls
gilt:

(δ0) ∅ ∈ S,

(δ1) A,B ∈ S ⇒ A ∪B ∈ S,

(δ2) A,B ∈ S ⇒ A \B ∈ S,

(δ3) (An)n∈N ⊂ S ⇒
⋂∞
n=1An ∈ S,

(δ4) ∃ (Sn)n∈N ⊂ S mit
⋃∞
n=1 Sn = S.
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3.1 δ-Ringe und Mengenfunktionen

Gegeben (δ0)− (δ3), so ist (δ4) offensichtlich äquivalent zu der Existenz einer aufstei-
genden oder auch paarweise disjunkten Folge (Sn)n∈N ⊂ S mit

⋃∞
n=1 Sn = S.

Lemma 3.1.2
Sei S ein δ-Ring auf S. Dann gilt:

∀A ∈ S ∀M ∈ σ(S) : A ∩M ∈ S.

Beweis. Indem wir D := {M ∈ σ(S) | ∀A ∈ S : A ∩ M ∈ S} definieren, genügt es
zu zeigen, dass σ(S) ⊂ D. Nun ist S nach (δ3) insbesondere schnittstabil ist, d.h. wir
erhalten S ⊂ D. Da σ(S) zugleich die kleinste σ-Algebra ist, die S enthält, genügt es
schließlich zu zeigen, dass D eine σ-Algebra auf S ist.
Wegen A∩S = A für alle A ∈ S, ist S ∈ D offensichtlich. Dass D hingegen abgeschlossen
unter Komplementbilldung (bezüglich S) ist, sieht man wie folgt ein: SeiM ∈ D beliebig,
d.h. A∩M ∈ S für alle A ∈ S. Dann folgt nach (δ2) und wegen der Schnittstabilität von
S auch, dass

A ∩M c = A \M = A \ (A ∩M) ∈ S,

ebenfalls für alle A ∈ S, d.h. M c ∈ D. Sei schließlich (Mn)n∈N ⊂ D beliebig, d.h.

∀A ∈ S ∀n ∈ N : A ∩Mn ∈ S.

Dann folgt für beliebiges A ∈ S:

A ∩

( ∞⋃
n=1

Mn

)c
=

∞⋂
n=1

A \Mn =

∞⋂
n=1

A \ (A ∩Mn) ∈ S

wie zuvor und unter Zuhilfenahme von (δ3). Damit haben wir gezeigt, dass (
⋃∞
n=1Mn)c

in D liegt, dank der bereits gezeigten Abgeschlossenheit von D unter Komplementbildung
folgt somit aber die Behauptung.

Das folgende Beispiel stellt eine gute Verbindung zu dem gerade formulierten Lemma
her. Selbstverständlich ist jede σ-Algebra ein δ-Ring und jeder δ-Ring ein Ring (d.h.
(δ0)− (δ2) sind erfüllt). Insbesondere sei daran erinnert, dass Ringe bereits schnittstabil
sind.

Beispiel 3.1.3
Sei (S,Σ, µ) ein σ-endlicher Maßraum. Dann definiert

Sµ := {A ∈ Σ |µ(A) <∞}

einen δ-Ring (auf S). Weiter erzeugt Sµ die σ-Algebra Σ, d.h. σ(Sµ) = Σ.

Beweis. (δ4) ergibt sich gerade aus der geforderten σ-Endlichkeit von µ, während die
anderen Eigenschaften unmittelbar aus der Monotonie und Subadditivität von µ sowie

27



3.1 δ-Ringe und Mengenfunktionen

µ(∅) = 0 folgen, d.h. Sµ ist ein δ-Ring. Für die Zusatzaussage ist ähnlich wie zuvor nur
Σ ⊂ σ(Sµ) zu zeigen. Seien also A ∈ Σ beliebig, aber fest und (Sn)n∈N ⊂ Sµ eine Folge
wie in (δ4). Dann können wir schreiben:

A = A ∩ S =
∞⋃
n=1

A ∩ Sn

mit µ(A ∩ Sn) ≤ µ(Sn) < ∞, da Sn ∈ Sµ. Insbesondere folgt A ∩ Sn ∈ Sµ ⊂ σ(Sµ) für
alle n ∈ N. Und da σ(Sµ) als σ-Algebra abgeschlossen unter abzählbaren Vereinigungen
ist, erhalten wir schließlich A ∈ σ(Sµ).

Das vorangegangene Beispiel unterstreicht, dass δ-Ringe im Allgemeinen nicht abge-
schlossen unter abzählbaren Vereinigungen sind. Die folgende Eigenschaft wird sich für
uns trotz ihrer Einfachheit jedoch als hilfreicher Ausweg erweisen.

Lemma 3.1.4
Sei S ein δ-Ring und A ∈ S beliebig. Dann gilt für jede Folge (An)n∈N ⊂ S mit An ⊂ A
(n ∈ N), dass ∪∞n=1An ∈ S.

Beweis. Unter den genannten Voraussetzungen gilt offensichtlich:

∞⋃
n=1

An = A \

(
A \

∞⋃
n=1

An

)
.

Wegen (δ2) bleibt also zu zeigen, dass der hintere Ausdruck zu S gehört. Dazu schreiben
wir

A \
∞⋃
n=1

An =

∞⋂
n=1

(A \An)

und nutzen (δ2) sowie (δ3).

Wir möchten nun vektorwertige Abbildungen auf solchen Mengensystemen betrachten
und führen zu diesem Zweck die nachstehenden Definitionen ein.

Definition 3.1.5
Sei S ein Ring (auf einer Menge S 6= ∅), V ein normierter Vektorraum und T : S → V
eine beliebige Abbildung (auch Mengenfunktion genannt).

(a) T heißt additiv oder vektorieller Inhalt, falls gilt:

(i) T (∅) = 0,

(ii) T (
⋃k
n=1An) =

k∑
n=1

T (An) für alle A1, ..., Ak ∈ S disjunkt und k ∈ N.

(b) T heißt σ-additiv oder vektorielles Prämaß, falls gilt:
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3.1 δ-Ringe und Mengenfunktionen

(i) T (∅) = 0,

(ii) T (
⋃∞
n=1An) =

∞∑
n=1

T (An) für alle (An)n∈N ⊂ S disjunkt mit
⋃∞
n=1An ∈ S.

Ist S darüber hinaus eine σ-Algebra, so nennen wir T ein vektorielles Maß.

Bemerkung 3.1.6. (a) Ist V endlich-dimensional und T : S → V (σ-)additiv, so ist
offensichtlich auch jede der Komponentenfunktionen (σ-)additiv.

(b) Die Konvergenz der Reihe in (b)(ii) ist - bezüglich der Vektorraumnorm - absolut
zu verstehen. V soll dabei in speziell gekennzeichneten Situationen auch [0,∞]
entsprechen dürfen (man vergleiche den nächsten Abschnitt). Dann handelt es sich
zwar um keinen (normierten) Vektorraum mehr, die absolute Konvergenz ist jedoch
weiterhin erklärt (zumindest als Element in [0,∞]).

Bei dem folgenden handelt es sich gewissermaßen um ein Standardresultat aus der
klassischen Maßtheorie.

Proposition 3.1.7
Sei S ein Ring, V ein normierter Vektorraum und T : S → V ein vektorieller Inhalt.
Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) T ist ein vektorielles Prämaß.

(b) T ist stetig von unten, d.h. für jede Folge (An)n∈N ⊂ S mit An ↑ A und A ∈ S gilt:

lim
n→∞

T (An) = T (A).

(c) T ist stetig von oben, d.h. für jede Folge (An)n∈N ⊂ S mit An ↓ A und A ∈ S gilt:

lim
n→∞

T (An) = T (A).

(d) T ist ∅-stetig, d.h. (c) gilt entsprechend für jede Folge (An)n∈N ⊂ S mit An ↓ ∅ =: A.

Dabei sind die jeweiligen Grenzwerte in bezüglich der entsprechenden Vektorraumnorm
in V zu verstehen.

Beweis. Die Aussage entspricht einer Abschrift des bekannten Resultats für [0,∞]-wertige
Inhalte. Da wir jedoch hier fordern, dass T (A) ∈ V für alle A ∈ S, entfällt die sonst übli-
che Endlichkeitsbedingung in den Punkten (c) und (d), insbesondere gilt die Implikation
(c)⇒ (b) ohne weitere Voraussetzungen. Siehe beispielsweise Satz 1.36 in [23].
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3.2 Totale Variation

3.2 Totale Variation

Ziel dieses Abschnitts ist es, die gerade eingeführten vektorwertigen Objekte wieder mit
herkömmlichen (Prä-)Maßen zu assoziieren. Dies geschieht mit dem Begriff der totalen
Variation, wobei wir uns in weiten Teilen an den entsprechenden Ausführungen in [9]
und [26] orientieren. Da dort jedoch im Allgemeinen σ-Algebren anstelle von (δ)-Ringen
betrachtet werden, müssen wir die jeweiligen Aussagen auf unsere Situation erweitern.

Definition 3.2.1
Seien S ein Ring und T : S → V eine Mengenfunktion, wobei V ein normierter Vektor-
raum ist. Dann definieren wir die Abbildung |T | : S → [0,∞] durch

|T |(A) := sup

∑
Aj∈Q

‖T (Aj)‖ : Q ∈ Π(A)

 , A ∈ S,

wobei

Π(A) := {{A1, ..., An} : A1, ..., An ∈ S paarweise disjunkt mit Aj ⊂ A,n ∈ N}.

Die Abbildung |T | wird totale Variation von T genannt und T selbst ist von beschränkter
Variation, falls |T |(A) <∞ für alle A ∈ S.

Offensichtlich gilt |T |(A) ≤ |T |(B), falls A ⊂ B. Außerdem könnte man in der Definiti-
on von Π(A) auch nur jene Familien {A1, ..., An} paarweise disjunkter Mengen aus S zu-
lassen, deren Vereinigung bereits A entspricht, da sonst die Familie {A1, ..., An+1} ∈ Π(A)
mit

An+1 := A \
n⋃
j=1

Aj ∈ S

stets einen mindestens gleich großen Beitrag zum Supremum leistet. Mit dem folgenden
Theorem ist offensichtlich das zu Beginn des Abschnitts formulierte Vorhaben realisiert.

Theorem 3.2.2
Seien S ein Ring, V ein normierter Vektorraum und T : S → V ein vektorielles Prämaß.
Dann ist |T | ein Prämaß auf S (mit Werten in [0,∞]).

Beweis. |T |(∅) = 0 ist klar. Dass |T | hingegen additiv ist, zeigt man analog zu III 1.,
Lemma 6 in [9]. Insbesondere macht der entsprechende Beweis nicht davon Gebrauch,
dass die zugrunde liegende Mengenstruktur dort stärker als ein Ring ist. Für die σ-
Additivität von |T | können wir uns an der Beweisidee zu III 4., Lemma 7 in genannter
Quelle orientieren, selbst wenn die eigentliche Aussage dort eine andere ist. Sei also
(An)n∈N ⊂ S eine Folge paarweise disjunkter Mengen mit A :=

⋃∞
n=1An ∈ S. Dann folgt

mit der zuvor bemerkten Monotonie sowie der gerade gezeigten (endlichen) Additivität
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3.2 Totale Variation

von |T | für alle k ∈ N:

|T |(A) ≥ |T |

(
k⋃

n=1

An

)
=

k∑
n=1

|T |(An).

Somit gilt
∞∑
n=1

|T |(An) ≤ |T |(A),

wobei auf beiden Seiten auch ∞ stehen kann. Andererseits gilt für Q ∈ Π(A) beliebig,
aber fest: ∑

B∈Q
‖T (B)‖ =

∑
B∈Q
‖T (B ∩A)‖

=
∑
B∈Q
‖T (∪∞n=1B ∩An)‖

=
∑
B∈Q

∥∥∥∑∞

n=1
T (B ∩An)

∥∥∥
dank der σ-Additivität von T . Weiter:

≤
∑
B∈Q

∞∑
n=1

‖T (B ∩An)‖

=

∞∑
n=1

∑
B∈Q
‖T (B ∩An)‖.

Schließlich gilt {An ∩B : B ∈ Q} ∈ Π(An) für alle n ∈ N, d.h.

≤
∞∑
n=1

|T |(An).

Dabei ist der letzte Ausdruck unbhängig von Q ∈ Π(A), sodass insgesamt auch die
umgekehrte Ungleichung gilt.

Die folgende Aussage ist eng angelehnt an das entsprechende Resultat in [26]. Nichts-
destotrotz ist unsere Definition der totalen Variation etwas anders, sodass neben der
Betrachtung von δ-Ringen (anstelle von σ-Algebren) ein verkürzter Beweis sinnvoll er-
scheint. Dabei beachte man stets, dass |T (·)| 6= |T |(·).

Theorem 3.2.3
Seien S ein δ-Ring, V ein endlich-dimensionaler, normierter Vektorraum und T : S → V
ein vektorielles Prämaß. Dann ist T von beschränkter Variation.
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3.2 Totale Variation

Beweis. Besitze V die Dimension n, so können wir ohne Einschränkung den Kn betrach-
ten (es existiert ein isometrischer Isomorphismus), wobei wir uns auf den Fall K = R
konzentrieren (sonst Betrachtung von Real- und Imaginärteil). Gelte zunächst n = 1.
Angenommen, es existiert ein A ∈ S mit |T |(A) =∞, so muss eine Folge (Qk)k∈N ⊂ Π(A)
mit

∑lk
j=1 |T (Aj,k)| ≥ 2k existieren, wobei Qk = {A1,k, ..., Alk,k} für alle k ∈ N. Durch

Unterscheidung der jeweiligen Vorzeichen muss dann aber für alle k ∈ N auch jeweils eine
Teilauswahl Q′k ⊂ Qk mit∑

B∈Q′k

T (B) ≥ k oder
∑

B∈Qk\Q′k

T (B) ≤ −k

existieren. Ohne Einschränkung können wir annehmen, dass Q′k = Qk (sonst Ck unten
entsprechend definieren), d.h. |

∑lk
j=1 T (Aj,k)| ≥ k für alle k ∈ N. Indem wir Ck :=

A1,k ∪ · · · ∪Alk,k ∈ S setzen und lediglich die endliche Additivität von T ausnutzen, folgt
also, dass |T (Ck)| ≥ k für alle k ∈ N. Anders: Zu A ∈ S mit |T |(A) = ∞ und K > 0
beliebig existiert immer eine Teilmenge A′ ⊂ A aus S mit |T (A′)| ≥ K. Somit kann man
nun analog zu Theorem 8 (Kapitel XI, Paragraph 3) in [26] verfahren, um - beginnend mit
D1 = A - eine absteigende Folge (Dk)k∈N ⊂ S mit |T (Dk)| ≥ k zu konstruieren, wobei
man davon Gebrauch macht, dass nach Theorem 3.2.2 für B ⊂ A aus S insbesondere
gilt: |T |(A) = |T |(A \ B) + |T |(B). Dies liefert jedoch den gewünschten Widerspruch,
denn T ist als σ-additive Abbildung stetig von oben (man vergleiche Proposition 3.1.7),
während S gerade (δ3) erfüllt, d.h.

V 3 T

( ∞⋂
k=1

Dk

)
= lim

k→∞
T (Dk)

im Widerspruch zu |T (Dk)| ≥ k für alle k ∈ N.
Falls schließlich n > 1 gilt, so sind nach Bemerkung 3.1.6 (a) auch die Komponenten-
funktionen T (j) : S → R für j = 1, ..., n σ-additiv. Dann folgt für alle A ∈ S und
Q ∈ Π(A):∑

Aj∈Q
‖T (Aj)‖1 =

∑
Aj∈Q

n∑
l=1

|T (l)(Aj)| =
n∑
l=1

∑
Aj∈Q

|T (l)(Aj)| ≤
n∑
l=1

|T (l)|(A)

per Definition der totalen Variation, wobei der letzte Ausdruck nicht nur unabhängig von
Q ∈ Π(A), sondern nach dem bereits Gezeigten auch endlich ist. Somit folgt aber wegen
der Äquivalenz aller Normen auf Rn auch, dass |T |(A) <∞.

Wir haben gerade gesehen:

Korollar 3.2.4
Seien S ein δ-Ring und T : S → Rn ein vektorielles Prämaß. Dann existiert ein C > 0,
sodass für alle A ∈ S gilt:

|T |(A) ≤ C
n∑
l=1

|T (l)|(A).

32



3.2 Totale Variation

Nun würden wir (zumindest komponentenweise) gerne eine Aussage im Sinne der Hahn-
Jordan-Zerlegung für unsere Abbildungen T nutzen können. Dies ist aber auf δ-Ringen
nicht möglich; stattdessen werden wir mit den folgenden Objekten arbeiten.

Definition 3.2.5
Seien S ein δ-Ring und T : S → R σ-additiv. Dann definieren wir die positive Variation
T+ sowie die negative Variation T− für alle A ∈ S durch

T+(A) :=
1

2
(|T |(A) + T (A)), T−(A) :=

1

2
(|T |(A)− T (A)).

Eigenschaft 3.2.6
In der Situation von Definition 3.2.5 gilt:

(a) T = T+ − T− sowie |T | = T+ + T−.

(b) T+ und T− sind σ-additiv mit Werten in [0,∞).

Beweis. Teil (a) ist klar, insbesondere sind nach Theorem 3.2.3 alle Ausdrücke wohldefi-
niert. Weiterhin wissen wir für alle A ∈ S, dass {A} ∈ Π(A), d.h. |T (A)| ≤ |T |(A), somit
folgt die Nichtnegativität von T+ beziehungsweise T−. Wegen T+(∅) = T−(∅) = 0 bleibt
also für (b) nur noch der Nachweis der σ-Additivität, wobei wir lediglich T+ betrachten
(für T− analog). Sei dazu (An)n∈N ⊂ S wieder eine beliebige Folge paarweise disjunkter
Mengen, dessen Vereinigung zu S gehört. Dann folgt mit der σ-Additivität von T und
|T | (vergleiche Theorem 3.2.2):

T+

( ∞⋃
n=1

An

)
=

1

2

( ∞∑
n=1

|T |(An) +

∞∑
n=1

T (An)

)
=

∞∑
n=1

T+(An).

Theorem 3.2.7
Seien S ein δ-Ring und T : S → R σ-additiv. Dann gilt für alle A ∈ S:

T+(A) = sup{T (B) : B ∈ S und B ⊂ A}

sowie
T−(A) = − inf{T (B) : B ∈ S und B ⊂ A}.

Beweis. Unter den genannten Voraussetzungen kann man den zentralen Teil des Beweises
von III 1., Theorem 8 in [9] auf unsere Situation anwenden, um die Behauptung für
T+ zu erkennen. Insbesondere sind die dortigen Argumente auch für δ-Ringe zulässig.
Offensichtlich erfüllt nun auch T̃ := −T die obigen Voraussetzungen und es gilt wegen
| − T | = |T | (im Sinne der Definition der totalen Variation):

T̃+ =
1

2
(| − T | − T ) =

1

2
(|T | − T ) = T−.
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3.3 Implikationen im unendlich-teilbaren Fall

Damit folgt der zweite Teil der Behauptung nach dem bisher Gezeigten (angewandt auf
T̃ ) und unter Berücksichtigung von sup−M = − inf M (für eine Beispielmenge M).

Korollar 3.2.8
Seien S ein δ-Ring und T : S → R σ-additiv. Dann existieren für alle A ∈ S und für alle
ε > 0 Mengen A1, A2 ∈ S mit Ai ⊂ A (für i = 1, 2), sodass

|T |(A) ≤ T (A1)− T (A2) + ε.

Beweis. Per Definition des Infimums beziehungsweise des Supremums folgt die Aussage
unmittelbar nach Theorem 3.2.7, da |T | = T+ + T−.

3.3 Implikationen im unendlich-teilbaren Fall

In der Literatur finden sich verschiedene Definitionen für independently scattered ran-
dom measures, die jedoch nur leicht voneinander abweichen. Während wir uns auf solche
mit Werten in Rm (respektive später in Cm) fokussieren, wird sich zeigen, dass δ-Ringe
für unsere Zwecke der geeignetste und zugleich allgemeinste Definitionsbereich sind, um
reichhaltige Ergebnisse zu erzielen. Daher machen wir dies von Beginn an zum Bestand-
teil der Definition. Weiter bezeichnen wir für einen abstrakten Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,A,P) die Menge aller Rm-wertigen Zufallsvektoren darauf durch

L0(Ω,Rm) := {X : Ω→ Rm |X ist A-B(Rm)-meßbar}.

Wenn nicht anders gekennzeichnet, so ist der Zusatz fast sicher in diesem Zusammenhang
immer hinsichtlich P zu verstehen.

Definition 3.3.1
Sei S ein δ-Ring auf einer Menge S 6= ∅. Eine Abbildung M : S → L0(Ω,Rm) wird
independtly scattered random measure (auf S mit Werten in Rm) genannt, falls die beiden
folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(1) Für jede endliche Auswahl paarweise disjunkter Mengen A1, ..., An ∈ S sind die
Zufallsvektoren M(A1), ...,M(An) stochastisch unabhängig.

(2) Für jede Folge (An)n∈N paarweise disjunkter Mengen mit ∪∞n=1An ∈ S gilt:

M

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

M(An) fast sicher.

Falls M(A) darüber hinaus für alle A ∈ S unendlich-teilbar ist, so nennen wir M selbst
unendlich-teilbar (vergleiche später Korollar 4.2.11).
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3.3 Implikationen im unendlich-teilbaren Fall

Man beachte, dass die resultierende Nullmenge in (2) jeweils von der betrachteten
Folge abhängt, insbesondere ist M(·, ω) für festes ω ∈ Ω im Allgemeinen kein vektoriel-
les (Prä-)Maß auf S. Nichtsdestotrotz werden wir ein solches M häufig als Zufallsmaß
oder kurz ISRM bezeichnen. Weiter werden wir uns im Folgenden auf unendlich-teilbare
Zufallsmaße beschränken, was vor dem Hintergrund der Ausführungen in Abschnitt 3.5
einerseits natürlich erscheint. Andererseits erlaubt uns diese Annahme die angestrebte
Verallgemeinerung der Ergebnisse in [35] für die Fälle m > 1, wobei wir ohne explizite
Betonung stets von einem δ-Ring (auf S) ausgehen.

Theorem 3.3.2
Sei M ein unendlich-teilbares und Rm-wertiges ISRM auf S mit M(A) ∼ [γA, QA, φA]
für alle A ∈ S. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Die Abbildung A 7→ γA ist ein vektorielles Prämaß auf S (mit Werten in Rm).

(b) QA ist für alle A ∈ S symmetrisch sowie positiv-semidefinit und die Abbildung
A 7→ QA ist ein vektorielles Prämaß auf S (mit Werten in L(Rm)).

(c) φA ist für alle A ∈ S ein Lévymaß auf Rm (vergleiche Bemerkung 2.3.3 (b)) und für
jede von der Null weg beschränkte Menge B ∈ B(Γm) ist die Abbildung A 7→ φA(B)
ein endliches Prämaß auf S (also mit Werten in [0,∞)).

Beweis. Aus (2) in Definition 3.3.1 folgt unmittelbar, dass M(∅) = 0 fast sicher und
somit auch, dass γ∅, Q∅ und φ∅ dem jeweiligen Nullelement entsprechen, insbesondere gilt
φ∅(B) = 0 für jede Menge B wie oben angegeben. Seien nun A1, ..., An ∈ S paarweise
disjunkt, dann wissen wir mit dem gleichen Argument wie zuvor, dass

M(A1 ∪ · · · ∪An) = M(A1) + · · ·+M(An) fast sicher. (3.1)

Dabei sind aber M(A1), ...,M(An) nach (1) auch stochastisch unabhängig, sodass für
alle t ∈ Rm gilt:

L̂ (M(A1) + · · ·+M(An)) (t) =
n∏
j=1

L̂(M(Aj))(t) = exp

 n∑
j=1

ψAj (t)

 ,

wobei ψA allgemein für A ∈ S die log-charakteristische Funktion von M(A) (beziehungs-
weise der zugehörigen Verteilung) sei. Bezeichne nun x 7→ h(t, x) den Integranden des
Integrals in (2.10), so gilt:

n∑
j=1

ψAj (t) =
n∑
j=1

i〈γAj , t〉 −
1

2
〈QAj t, t〉+

∫
Γm

h(t, x)φAj (dx)

 .
Aus Gründen der Eindeutigkeit bedeutet dies aber vor dem Hintergrund von (3.1) (man
beachte, dass die Summe symmetrischer und positiv-semidefiniter Matrizen wieder eine
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3.3 Implikationen im unendlich-teilbaren Fall

solche ist), dass

γA1∪···∪An =
n∑
j=1

γAj , QA1∪···∪An =
n∑
j=1

QAj , φA1∪···∪An =
n∑
j=1

φAj ,

d.h. die entsprechenden Abbildungen in (a)-(c) sind bereits (vektorielle) Inhalte, wobei
wir bezüglich φ offensichtlich sogar noch mehr zeigen konnten. φA1∪···∪An(B) (analog die
rechte Seite) ist dabei aber in jedem Falle für eine Menge B der obigen Form endlich,
da es sich um Lévymaße handelt. Sei nun (An)n∈N ⊂ S eine beliebige Folge mit An ↓ ∅.
Dann definieren wir die paarweise disjunkte Hilfsfolge (Bn)n∈N ⊂ S durch

B1 := ∅, Bn := An−1 \An (n ≥ 2),

um zu erkennen, dass

M(A1) = M(∪∞n=1Bn)

= lim
k→∞

k∑
n=1

M(Bn)

= lim
k→∞

k∑
n=2

[M(An−1)−M(An)]

= lim
k→∞

[M(A1)−M(Ak)] fast sicher,

wobei man sich den vorletzten Schritt mit Hilfe von Eigenschaft (2) eines ISRM überlegt
(siehe unten). Wir konnten also zeigen, dass lim

n→∞
M(An) = 0 fast sicher. Nach Lem-

ma 2.3.4 folgt insbesondere:

γAn → 0, QAn → 0, φAn → 0,

dabei meint Letzteres: Für jede von der Null weg beschränkte Menge B ∈ B(Γm) gilt
φAn(B)→ 0. Damit ist aber gemäß Proposition 3.1.7 gezeigt, dass die Abbildungen in (a)-
(c) dieses Theorems σ-additiv sind, was insgesamt gerade der Behauptung entspricht.

Ebenfalls der Idee für m = 1 in [35] folgend, möchten wir nun zu gegebenem M das
so genannte Kontrollmaß konstruieren, dessen Name im Anschluss und in Anlehnung an
Proposition 2.1 der genannten Quelle gerechtfertigt werden soll. Dabei profitieren wir
von den Vorbereitungen des vorangegangenen Abschnitts, insbesondere sei A 7→ |γ|A die
totale Variation der Abbildung γ : S → Rm.

Proposition 3.3.3
Sei M ein unendlich-teilbares ISRM wie in Theorem 3.3.2, wobei M(A) ∼ [γA, QA, φA]
für alle A ∈ S. Dann existiert genau ein σ-endliches Maß λM auf σ(S) mit

λM (A) = |γ|A + tr(QA) +

∫
Γm

min{1, ‖x‖2}φA(dx) (3.2)

für alle A ∈ S. Wir nennen λM das Kontrollmaß von M .
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3.3 Implikationen im unendlich-teilbaren Fall

Beweis. Wir definieren λM zunächst auf S wie in (3.2) beschrieben. Nach Theorem 3.3.2
(a) und Theorem 3.2.3 folgt dann, dass |γ| ein endliches Prämaß auf S ist. Weiter ist
QA für alle A ∈ S symmetrisch und somit ähnlich zu einer (reellen) Diagonalmatrix DA

mit nichtnegativen Diagonaleinträgen (dies sind gerade die nichtnegativen Eigenwerte
der positiv-semidefiniten Matrix QA); somit gilt tr(QA) = tr(DA) ≥ 0. Andererseits ist
die Spurabbildung als lineare Abbildung (zwischen zwei endlich-dimensionalen Vektor-
räumen) stetig. Zusammen mit dem, was wir in Theorem 3.3.2 (b) gezeigt haben (und
erneut unter Zuhilfenahme der Linearität der Spurabbildung), folgt also unmittelbar,
dass auch A 7→ tr(QA) ein Prämaß auf S ist. Schließlich ist auch der dritte Summand
aus (3.2) nichtnegativ und - als Abbildung in A gelesen - additiv, da dies bereits auf die
maßwertige Abbildung A 7→ φA zutrifft (man vergleiche den Beweis von Theorem 3.3.2).
Bleibt zu zeigen, dass die Abbildung

A 7→
∫

Γm

min{1, ‖x‖2}φA(dx)

σ-additiv und somit insgesamt ein Prämaß ist. Nun ist aber φA für alle A ∈ S ein
Lévymaß und das zugehörige Integral somit endlich, sodass es erneut genügt, die ∅-
Stetigkeit nachzuweisen. Sei also (An)n∈N ⊂ S eine Folge mit An ↓ ∅. Dann haben wir
im vorangegangenen Beweis bereits zeigen können, dass M(An) somit auch in Verteilung
gegen 0 konvergiert, was uns nach (2.13) das Gewünschte liefert.
Als endliche Summe von [0,∞)-wertigen Prämaßen auf S trifft dies also offensichtlich
auch auf λM zu und da S als δ-Ring (δ4) erfüllt, ist λM sogar σ-endlich. Das gesuchte
Maß auf σ(S) entspricht somit der nun eindeutigen Fortsetzung von λM .

Bemerkung 3.3.4. Offensichtlich hätte man das Kontrollmaß via (3.2) auch mit |Q|A
anstelle von tr(QA) definieren können. Dies erschwert tendenziell jedoch die konkrete
Berechnung von λM . In jedem Falle haben wir gesehen, dass λM auf S endlich ist.

Theorem 3.3.5
Sei M wie zuvor und λM das zugehörige (eindeutige) Kontrollmaß. Dann gilt für jede
Folge (An)n∈N ⊂ S:

(i) Falls λM (An)→ 0, so konvergiert M(An) in Verteilung gegen 0.

(ii) Falls M(A′n) für jede Folge (A′n)n∈N ⊂ S mit A′n ⊂ An in Verteilung gegen 0
konvergiert, so folgt λM (An)→ 0, jeweils für n→∞.

Beweis. Sei (An)n∈N ⊂ S eine Folge wie angegeben und gelte λM (An) → 0. Nun sind
alle Summanden in (3.2) nichtnegativ, müssen also selbst jeweils gegen 0 konvergieren.
Somit sind (c) und wegen ‖γAn‖ ≤ |γ|An (per Definition der totalen Variation) auch (a)
in Theorem 2.3.5 erfüllt. Bleibt für (i) zu zeigen, dass folgende Implikation gilt:

tr(QAn)→ 0 ⇒ QAn → 0 (in L(Rm)). (3.3)
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3.4 Faktorisierungstheorem

Wie zuvor liefert die Symmetrie von QAn , dass sich tr(QAn) als Summe der ausschließlich
nichtnegativen Eigenwerte darstellen lässt. Zugleich ist QAn als symmetrische Matrix
auch normal, somit können die Sätze VI.1.6 und VI.1.7 in [45] kombiniert werden, um
insgesamt für alle n ∈ N

‖QAn‖ = max{|λ| : λ ∈ σ(QAn)} ≤
∑

λ∈σ(QAn )

|λ| =
∑

λ∈σ(QAn )

λ = tr(QAn),

zu erhalten, d.h. (3.3) gilt.
Umgekehrt sei (An)n∈N ⊂ S solch eine Folge, dass für jede Folge (A′n)n∈N ⊂ S mit
A′n ⊂ An gilt: M(A′n) → 0 in Verteilung. Wir möchten nun zeigen, dass dann auch
λM (An)→ 0 folgt, was sich auf den Nachweis von |γ|An → 0 reduziert, denn: Einerseits
konvergiert der entsprechende Integralausdruck nach Theorem 2.3.5 (c) bereits gegen Null
(betrachte die vorliegende Voraussetzung für die Folge (An) selbst). Andererseits wissen
wir mit dem gleichen Argument, dass QAn → 0, also insbesondere komponentenweise,
was hinreichend für tr(QAn)→ 0 ist. Nach Korollar 3.2.4 genügt es somit zu zeigen, dass
die totalen Variationen aller Komponentenfunktionen γ(1), ..., γ(m) (von γ) gegen Null
konvergieren. Seien also j ∈ {1, ...,m} und ε > 0 beliebig, aber fest. Bekanntlich erben
die reellwertigen Komponentenfunktionen die σ-Additivität von γ aus Theorem 3.3.2 (a),
sodass nach Korollar 3.2.8 Folgen (An,i)n∈N ⊂ S mit An,i ⊂ An (jeweils für i = 1, 2) und

|γ(j)|An ≤ γ
(j)
An,1
− γ(j)

An,2
+ ε, n ∈ N

existieren. Indem wir nun für diese beiden Folgen die Voraussetzung lesen, folgt wie zuvor
nach Theorem 2.3.5 (a), dass γAn,i → 0, also insbesondere, dass γ(j)

An,i
→ 0 (für i = 1, 2

und n→∞). Da ε > 0 beliebig gewählt war, liefert dies aber die Behauptung, denn

0 ≤ lim sup
n→∞

|γ(j)|An ≤ lim sup
n→∞

(
γ

(j)
An,1
− γ(j)

An,2
+ ε
)

= ε,

d.h. |γ(j)|An → 0.

Angesichts des jeweils konstanten Grenzwertes kann das gerade gezeigte Theorem na-
türlich auch mittels stochastischer Konvergenz formuliert werden. Schließlich nennen wir
solch ein unendlich-teilbares ISRMM homogen, falls für A1, A2 ∈ S beliebig die folgende
Implikation gilt:

λM (A1) = λM (A2) ⇒ M(A1)
d
= M(A2). (3.4)

3.4 Faktorisierungstheorem

In diesem Abschnitt soll eine Verallgemeinerung von Lemma 2.3 in [35] gezeigt werden,
wonach die Familie der Lévymaße (φA)A∈S ein eindeutiges Maß auf σ(S) ⊗ B(Rm) be-
stimmt, das wiederum mit Hilfe des Kontrollmaßes geeignet faktorisiert werden kann.
Neben einer alternativen Darstellung der charakteristischen Funktionen von M(A) wird
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3.4 Faktorisierungstheorem

sich die hier zu leistende Arbeit in erster Linie als grundlegend für die Integrationstheorie
in Kapitel 4 erweisen. Wir beginnen mit einer Wiederholung:

Seien (Ω1,A1) und (Ω2,A2) zwei Meßräume, so nennt man eine Abbildung κ : Ω1×A2 →
[0,∞] einen (σ-)endlichen Übergangskern von Ω1 nach Ω2, falls gilt:

(i) ω1 7→ κ(ω1, A2) ist für alle A2 ∈ A2 eine A1-B([0,∞])-meßbare Abbildung.

(ii) A2 7→ κ(ω1, A2) ist für alle ω1 ∈ Ω1 ein (σ-)endliches Maß auf (Ω2,A2).
Im Falle κ(ω1,Ω2) = 1 für alle ω1 ∈ Ω1 heißt κ Markovkern.

Definition 3.4.1
Wir nennen einen Übergangskern κ von Ω1 nach Ω2 simultan σ-endlich, falls eine (dis-
junkte) Folge (A2,n)n∈N ⊂ A2 sowie eine Zahlenfolge (an)n∈N ⊂ [0,∞) existieren, sodass
gilt:

∞⋃
n=1

A2,n = Ω2 und ∀n ∈ N ∀ω1 ∈ Ω1 : κ (ω1, A2,n) ≤ an.

Offensichtlich sind Markovkerne Beispiele simultan σ-endlicher Übergangskerne. Wir ver-
allgemeinern nun Korollar 14.23 und Satz 14.29 aus [23], was uns im Anschluss einigen
Aufwand ersparen wird. Dazu seien (Ω1,A1) und (Ω2,A2) Meßräume wie zuvor.

Proposition 3.4.2
Seien (Ω1,A1, µ) ein σ-endlicher Maßraum und κ ein simultan σ-endlicher Übergangskern
von Ω1 nach Ω2. Dann existiert genau ein σ-endliches Maß µ� κ auf (Ω1×Ω2,A1⊗A2)
mit der Eigenschaft:

(µ� κ)(A1 ×A2) =

∫
A1

κ(ω1, A2)µ(dω1) für alle A1 ∈ A1, A2 ∈ A2. (3.5)

Weiter gilt für jede A1⊗A2-B(R) meßbare Abbildung f : Ω1×Ω2 → R, die nichtnegativ
oder aber µ� κ-integrierbar ist, dass∫

Ω1×Ω2

f(x) (µ� κ)(dx) =

∫
Ω1

∫
Ω2

f(ω1, ω2)κ(ω1, dω2)µ(dω1). (3.6)

Beweis. Falls κ im 1. Argument konstant ist, so entspricht µ � κ also gerade dem Pro-
duktmaß µ⊗ κ. Dabei sind die Aussagen von (3.5) und (3.6) für den Fall, dass µ und κ
endlich sind, bereits bekannt und in obiger Quelle festgehalten. Wir beginnen mit dem
ersten Teil der Behauptung: Gemäß Voraussetzung existieren folgen (Ai,n)n∈N ⊂ Ai mit
∪∞n=1Ai,n = Ωi für i = 1, 2, sodass µ(A1,n) < ∞ und κ(ω1, A2,n) ≤ an für alle ω1 ∈ Ω1

und n ∈ N. Sei nun π = (π1, π2) : N → N2 eine (stets existente) Bijektion, so definieren
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3.4 Faktorisierungstheorem

wir die Mengen Cn := A1,π1(n) ×A2,π2(n) und es folgt, dass ∪∞n=1Cn = Ω1 × Ω2, wobei∫
A1,π1(n)

κ(ω1, A2,π2(n))µ(dω1) ≤
∫

A1,π1(n)

aπ2(n) µ(dω1) = aπ2(n) µ
(
A1,π1(n)

)
<∞.

Da das System {A1 × A2 : A1 ∈ A1, A2 ∈ A2} zugleich ein schnittstabiler Erzeuger von
A1 ⊗ A2 ist, folgt die Eindeutigkeitsaussage. Insbesondere ist jedes Maß, das unter den
genannten Voraussetzungen (3.5) erfüllt, σ-endlich. Die Existenz eines solchen Maßes ist
aber nun in Gestalt von

(µ� κ)(C) :=

∫
Ω1

∫
Ω2

1C(ω1, ω2)κ(ω1, dω2)µ(dω1), C ∈ A1 ⊗A2

gesichert. Dabei ist die Maßeigenschaft genau so offensichtlich (Beppo-Levi) wie der cha-
rakterisierende Zusammenhang, der nach (3.5) erfüllt sein muss. Damit µ � κ jedoch
wohldefiniert ist, muss das innere Integral (als Abbildung in ω1 gelesen) meßbar sein.
Dies wäre gemäß Lemma 14.20 in [23] der Fall, sofern κ ein endlicher Übergangskern
ist. Nun können wir aber durch κ(k)(ω1, A2) := κ(ω1, A2 ∩ A2,k) für jedes k ∈ N neue
Übergangskerne definieren, die dann endlich sind. Damit folgt aus∫

Ω2

1C(ω1, ω2)κ(ω1, dω2) =
∞∑
k=1

∫
A2,k

1C(ω1, ω2)κ(ω1, dω2)

=

∞∑
k=1

∫
A2,k

1C(ω1, ω2)κ(k)(ω1, dω2), ω1 ∈ Ω1

das Gewünschte (punktweiser Limes meßbarer Abbildungen ist meßbar). Wir kommen
zum zweiten Teil der Aussage und definieren weiter für alle n ∈ N die endlichen Maße
µ(n)(·) := µ(· ∩A1,n) sowie für jedes l ∈ N das Maß (µ� κ)(l)(·) := (µ� κ)(· ∩Cl). Dann
folgt für alle A1 ∈ A1, A2 ∈ A2 sowie l ∈ N über (3.5):

(µ� κ)(l)(A1 ×A2) = (µ� κ)
[
(A1 ×A2) ∩ (A1,π1(l) ×A2,π2(l))

]
= (µ� κ)

[
(A1 ∩A1,π1(l))× (A2 ∩A2,π2(l))

]
=

∫
A1∩A1,π1(l)

κ(ω1, A2 ∩A2,π2(l))µ(dω1)

=

∫
A1

κ(π2(l))(ω1, A2)µ(π1(l))(dω1)

= (µ(π1(l)) � κπ2(l))(A1 ×A2),

was mit dem gleichen Argument wie zuvor beweist, dass (µ � κ)(l) = (µ(π1(l)) � κπ2(l))
für alle l ∈ N. Um nun (3.6) zu zeigen, partitioniert man das Integral (mit Hilfe des
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Satzes von Beppo-Levi) über die Mengen Cl, l ∈ N und nutzt, dass auf diesen einge-
schränkten Mengen nach dem gerade Gezeigten auch nach den Maßen (µ(π1(l)) ⊗ κπ2(l))
integriert werden kann, für die die Aussage nach Korollar 14.23 in [23] aber bereits gilt.
Abschließend wende man erneut den Satz von Beppo-Levi an.

Der Beweis des angestrebten Lemmas nutzt maßgeblich das folgende Ergebnis, wobei es
sich lediglich um eine marginale Modifikation von Proposition 2.4 aus [35] handelt. Dort
ist jedoch nur eine knappe Skizze des (nicht-trivialen) Beweises angegeben, die hier aus
Gründen der Vollständigkeit entsprechend ergänzt werden soll. Q,Q0 und λ0 sind dabei
nur temporäre Bezeichnungen und stehen in keiner Beziehung zu denen des vorherigen
Abschnitts.

Theorem 3.4.3
Sei Q0 : σ(S)× B(Rm)→ [0,∞] eine Abbildung mit den folgenden Eigenschaften:

(a) Q0(A, ·) ist für alle A ∈ σ(S) ein Maß auf B(Rm),

(b) Q0(·, B) ist für alle B ∈ B(Rm) ein Maß auf σ(S),

(c) das speziell durch λ0(A) := Q0(A,Rm) definierte Maß ist σ-endlich.

Dann gibt es ein eindeutiges (und σ-endliches) Maß Q auf σ(S)⊗B(Rm), sodass für alle
A ∈ σ(S) und B ∈ B(Rm) gilt:

Q(A×B) = Q0(A,B). (3.7)

Weiter existiert ein Markovkern κ von S nach Rm derart, dass Q = λ0 � κ. Dieser
Markovkern κ ist bis auf eine λ0-Nullmenge bereits eindeutig festgelegt.

Zunächst zeigen wir das folgende Resultat, mit dem wir den Beweis des Theorems im
Wesentlichen auf den Fall m = 1 herunterbrechen können.

Lemma 3.4.4
Die Meßräume (Rm,B(Rm)) und (R,B(R)) sind isomorph, d.h. es existiert eine meßbare
und bijektive Abbildung Ψ : Rm → R, deren Inverse ebenfalls meßbar ist (jeweils zwischen
den genannten σ-Algebren).

Beweis. Ohne Einschränkung gelte m > 1. Bekanntermaßen ist der Rm (mit der durch
‖·‖ erzeugten Topologie) ein Polnischer Raum, nach Satz 8.35 in [23] ist (Rm,B(Rm))
also ein Borelscher Raum, was gemäß der dortigen Definitionen die Existenz einer Menge
E ∈ B(R) (wobei im Allgemeinen E 6= R) sowie die einer Bijektion Ψ′1 : Rm → E liefert
mit der Eigenschaft:

Ψ′1 ist B(Rm)-B(E)-meßbar und Ψ′−1
1 ist B(E)-B(Rm)-meßbar.
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3.4 Faktorisierungstheorem

(Rm,B(Rm)) und (E,B(E)) sind also isomorph. Dann definieren wir die zunächst nur
noch injektive Abbildung Ψ1 : Rm → R durch Ψ1(x) := Ψ′1(x), d.h. Ψ1(Rm) = E und
erhalten hinsichtlich des Urbilds von Ψ1 für alle B ∈ B(R), dass

Ψ−1
1 (B) = Ψ−1

1 (B ∩ E) = Ψ′−1
1 (B ∩ E) ∈ B(Rm),

da B ∩ E ∈ B(E), d.h. die Meßbarkeit bleibt erhalten. Andererseits können wir für alle
A ∈ B(Rm) schreiben (man unterscheide jeweils Inverse und Urbild):

Ψ1(A) = Ψ′1(A)

=
(
Ψ′−1

1

)−1
(A) ∈ B(E),

indem man die Meßbarkeit von Ψ′−1
1 ausnutzt. Wegen B(E) ⊂ B(R) konnten wir also

zeigen, dass Ψ1(A) ∈ B(R) für alle A ∈ B(Rm). Damit ist Ψ1 eine bimeßbare Injektion
im Sinne von [44]. Umgekehrt ist eine bimeßbare Injektion Ψ2 : R→ Rm offenbar sofort
durch R 3 x 7→ (x, 0, ..., 0) gefunden. Dass man aus Ψ1 und Ψ2 nun eine Abbildung Ψ
wie angegeben konstruieren kann, ist die Aussage von Proposition 3.3.6 in [44].

Beweis von Theorem 3.4.3. Vor dem Hintergrund von Proposition 3.4.2 (insbesondere
(3.5)) genügt es, einen Markovkern κ von S nach Rm zu finden, sodass für alle A ∈ σ(S)
und B ∈ B(Rm) gilt:

Q0(A,B) =

∫
A

κ(s,B)λ0(ds). (3.8)

Zuvor die Eindeutigkeitsaussage hinsichtlich κ: Sei κ̃ ein weiterer Markovkern mit Q =
(λ0 � κ̃). Dann handelt es sich bei κ und κ̃ gemäß (3.7) um λ0-Dichten des Maßes
Q0(·, B). Da λ0 nach (c) jedoch σ-endlich ist, folgt nach dem Satz von Radon-Nikodým,
dass κ(s,B) = κ̃(s,B) für λ0-fast alle s ∈ S. Man betrachte nun beispielsweise den
abzählbaren und schnittstabilen Erzeuger

M := {B = (−∞, a1]× · · · × (−∞, am] | aj ∈ Q für j = 1, ...,m}

von B(Rm). Dann folgt also auch, dass

κ(s,B) = κ̃(s,B) für alle B ∈M und λ0-fast alle s ∈ S.

Wegen κ(s,B) ≤ 1 < ∞ (für alle s ∈ S und B ∈ B(Rm)) kann daher analog zu oben
wieder für jedes solche s ∈ S (außerhalb dieser λ0-Nullmenge) der Eindeutigkeitssatz
aktiviert werden, um

κ(s,B) = κ̃(s,B) für alle B ∈ B(Rm) und λ0-fast alle s ∈ S

zu erkennen. Somit bleibt die Existenz eines solchen Markovkerns κ zu zeigen, wobei
wir den in Abschnitt 8.3 vorgestellten Ideen in [23] folgen, insbesondere betrachten wir
zunächst den Fall m = 1. Sei dazu B ∈ B(R) beliebig, aber fest. Dann besitzt das
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3.4 Faktorisierungstheorem

Maß Q0(·, B) eine λ0-Dichte (mit Werten in [0,∞]), die wir mit q0(·, B) bezeichnen,
denn mit der Monotonie von Q0 im zweiten Argument folgt für alle A ∈ σ(S), dass
Q0(A,B) ≤ λ0(A) und somit insbesondere, dass Q0(·, B) � λ0(·), wobei wir λ0 als σ-
endlich voraussetzen (man vergleiche VII, §2, Satz 2.3 in [10]). Weiter erfüllt die gerade
gefundene Abbildung q0 : S × B(R)→ [0,∞] die folgenden Eigenschaften:

(i) Per Definition gilt für alle A ∈ σ(S) und B ∈ B(R):

Q0(A,B) =

∫
S

q0(s,B) · 1A(s)λ0(ds) =

∫
A

q0(s,B)λ0(ds), (3.9)

d.h. die Abbildung q0 erfüllt (3.8) anstelle von κ entsprechend für m = 1. Weiter
erkennt man (aus Gründen der Eindeutigkeit im Satz von Radon-Nikodým), dass
ohne Einschränkung q0(s,R) = 1 für alle s ∈ S angenommen werden kann, denn∫

A

1λ0(ds) = λ0(A) = Q0(A,R), A ∈ σ(S).

(ii) SeienB1, B2 ∈ B(R) disjunkt. Dann erhalten wir mit der Maßeigenschaft im zweiten
Argument für alle A ∈ σ(S):

Q0(A,B1 ∪B2) = Q0(A,B1) +Q0(A,B2) =

∫
A

[q0(s,B1) + q0(s,B2)]λ0(ds).

Bei q0(·, B1)+q0(·, B2) handelt es sich also offensichtlich ebenfalls um eine λ0-Dichte
von Q0(·, B1∪B2). Mit dem gleichen Eindeutigkeitsargument wie zuvor folgt somit:

q0(s,B1 ∪B2) = q0(s,B1) + q0(s,B2) für λ0-fast alle s ∈ S.

(iii) Sei B ∈ B(R) beliebig, aber fest. Dann gilt q0(s,B) ≤ 1 für λ0-fast alle s ∈ S.
Andernfalls würde für die Menge A′ := {s : q0(s,B) > 1} ∈ σ(S) folgen, dass
λ0(A′) > 0 und dass die nichtnegative Funktion (q0(s,B) − 1)1A′(s) auf A′ sogar
strikt positiv ist. Zugleich gilt:

Q0(A′, B) =

∫
A′

(q0(s,B)− 1 + 1)λ0(ds) =

∫
A′

(q0(s,B)− 1)λ0(ds) + λ0(A′),

wobei der Wert des letztgenannten Integrals dann sicher nichtnegativ wäre, wegen
Q0(A′, B) ≤ λ0(A′) sogar gleich Null. Das würde aber bedeuten, dass das Integral
und somit auch der Integrand bis auf eine λ0-Nullmenge verschwinden. Widerspruch
zur Wahl von A′!
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Ziel ist es nun, mit diesen Eigenschaften aus q0 die eigentliche Abbildung κ zu konstru-
ieren. Dazu definieren wir zunächst

f(s, x) := q0(s, (−∞, x]), (s, x) ∈ S × R.

Dann existiert nach (ii) offensichtlich für alle x ≤ y eine λ0-Nullmenge Ax,y mit

f(s, x) = q0(s, (−∞, x]) ≤ q0(s, (−∞, y]) = f(s, y) für alle s ∈ S \Ax,y.

Damit handelt es sich auch bei

Bx :=

∞⋃
n=1

Ax+ 1
n+1

,x+ 1
n

für alle x ∈ R um eine λ0-Nullmenge und für alle s ∈ S \Bx sowie n ∈ N gilt:

0 ≤ f
(
s, x+

1

n+ 1

)
≤ f

(
s, x+

1

n

)
≤ 1,

wobei wir im letzten Schritt abkürzend angenommen haben, dass die Ausnahmemengen
aus (iii) bereits in Ax+ 1

n+1
,x+ 1

n
integriert seien. Sei nun x ∈ R beliebig, dann existiert

also für alle s ∈ S \Bx der monotone Limes

g(s, x) := lim
n→∞

f

(
s, x+

1

n

)
∈ [0, 1]

(und wir setzen g(s, x) = 0 für s ∈ Bx). Dann folgt aber für jedes A ∈ σ(S) nach dem
Satz von Beppo-Levi sowie (3.9):∫

A

g(s, x)λ0(ds) = lim
n→∞

∫
A

f

(
s, x+

1

n

)
λ0(ds) = lim

n→∞
Q0

(
A,

(
−∞, x+

1

n

])
.

Wir können an dieser Stelle nicht die Stetigkeit von oben anwenden, da die Ausdrücke
nicht zwingend endlich sind. Daher sei (Sk)k∈N eine disjunkte Folge gemäß (δ4), wobei
wir nach Voraussetzung (c) ohne Einschränkung annehmen können, dass λ0(Sk) < ∞.
Dann können wir für k ∈ N und x ∈ R die (aus Monotoniegründen) endlichen Maße
µ(k,x)(·) := Q0(· ∩Sk, (−∞, x]) definieren und erhalten durch eine analoge Rechnung wie
zuvor (an dessen Ende nun das gewünschte Argument greift), dass∫

A

g(s, x)1Sk(s)λ0(ds) = lim
n→∞

Q0

(
A ∩ Sk,

(
−∞, x+

1

n

])
= Q0 (A ∩ Sk, (−∞, x])

= µ(k,x)(A).
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Neben f(s, x) ·1Sk(s) ist also offensichtlich auch g(s, x) ·1Sk(s) für alle k ∈ N und x ∈ R
eine Dichte von µ(k,x). Erneut mit Radon-Nikodým folgt daher jeweils die Existenz einer
λ0-Nullmenge Ck,x, sodass

f(s, x) · 1Sk(s) = g(s, x) · 1Sk(s) für alle s ∈ S \ Ck,x,

d.h.
f(s, x) = g(s, x) für alle s ∈ [(S \ Ck,x) ∩ Sk] = Sk \ Ck,x.

Insgesamt gilt also f(s, x) = g(s, x) für alle s aus der Menge

∞⋃
k=1

(Sk \ Ck,x) ⊃
∞⋃
k=1

Sk \
∞⋃
k=1

Ck,x = S \
∞⋃
k=1

Ck,x︸ ︷︷ ︸
=:Dx

,

also insbesondere für alle s ∈ S\Dx, wobei Dx nach wie vor eine λ0-Nullmenge ist. Indem
wir ohne Einschränkung annehmen, dass Bx ⊂ Dx (sonst vereinigen), konnten wir also
zeigen, dass für alle x ∈ R gilt:

lim
n→∞

f

(
s, x+

1

n

)
= f(s, x) für alle s ∈ S \Dx. (3.10)

In ähnlicher Weise finden wir nun eine λ0-Nullmenge T , sodass für alle s ∈ S \ T gilt:

lim
n→∞

f(s,−n) = 0, lim
n→∞

f(s, n) = 1. (3.11)

So wissen wir hinsichtlich der zweiten Aussage zunächst, dass der monotone Limes

h(s) := lim
n→∞

f(s, n) für alle s ∈ S \

( ∞⋃
n=1

An,n+1

)

existiert und vor dem Hintergrund von (iii) auch wieder als durch 1 beschränkt angenom-
men werden kann. Gegebenenfalls setze man h(s) = 0 auf der genannten λ0-Nullmenge,
für die der Limes nicht existiert. In jedem Falle erkennt man für alle A ∈ σ(S) nach
Beppo-Levi und der Stetigkeit von unten:∫

A

h(s)λ0(ds) = lim
n→∞

∫
A

f(s, n)λ0(ds) = lim
n→∞

Q0(A, (−∞, n]) = λ0(A).

Der Satz von Radon-Nikodým liefert also wieder die Existenz einer λ0-Nullmenge T1,
sodass h(s) = 1 für alle s ∈ S \ T1. Wie zuvor nehme man noch vereinfachend an, dass
∪n∈NAn,n+1 ⊂ T1, um

lim
n→∞

f(s, n) = 1 für alle s ∈ S \ T1
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zu folgern. Analog verfährt man mit dem anderen Grenzwert und erhält eine λ0-Nullmenge
T2 mit

lim
n→∞

f(s,−n) = 0 für alle s ∈ S \ T2,

wobei man Q0(A, ∅) = 0 berücksichtigt und die Stetigkeit von oben wie zuvor erst nach
geeigneter Zerlegung des Problems anwenden kann. Setze T := T1 ∪ T2. Schließlich defi-
nieren wir die λ0-Nullmenge

N :=
⋃
q∈Q

⋃
r∈Q,
r≥q

Aq,r ∪
⋃
q∈Q

Dq ∪ T

und darauf aufbauend die Abbildung F : S × R→ [0, 1] durch

F (s, x) := inf{f(s, q) | q ∈ Q mit q ≥ x} · 1S\N (s) + F0(x) · 1N (s),

wobei F0 eine beliebige Verteilungsfunktion auf R sei. Dann folgt nach Wahl von N für
alle s ∈ S \N (für s ∈ N ohnehin offensichtlich, da F0 eine Verteilungsfunktion ist):

(iv) F (s, ·) ist monoton wachsend (mit wachsendem Argument wird das Infimum über
eine kleinere Menge betrachtet).

(v) Mit der bereits erkannten Monotonie sowie (3.11) gilt offensichtlich:

lim
x→−∞

F (s, x) = 0, lim
x→∞

F (s, x) = 1.

(vi) Seien x ∈ R und ε > 0 beliebig, aber fest, dann existiert nach Definition des
Infimums ein q ∈ Q mit q ≥ x und F (s, q) ≤ F (s, x) + ε

2 . Weiter existiert nach
(3.10) ein K ∈ N derart, dass f(s, q + 1

K ) ≤ f(s, q) + ε
2 . Somit folgt für dieses K

zunächst:

F

(
s, q +

1

K

)
= f

(
s, q +

1

K

)
≤ f(s, q) +

ε

2
= F (s, q) +

ε

2
,

indem man aus Monotoniegründen f(s, q) = F (s, q) für alle q ∈ Q beachtet. Und
somit für alle y ∈ R mit x ≤ y ≤ q + 1

K schließlich, dass

F (s, y) ≤ F
(
s, q +

1

K

)
≤ F (s, q) +

ε

2
≤ F (s, x) +

ε

2
+
ε

2
= F (s, x) + ε.

Das beweist insgesamt die Rechtsstetigkeit von F (s, ·).

Wir assoziieren nun für alle s ∈ S mit F (s, ·) ein Wahrscheinlichkeitsmaß κ(s, ·) auf
(R,B(R)), d.h. F (s, ·) ist die Verteilungsfunktion von κ(s, ·). Also bleibt der Nachweis der
Meßbarkeitseigenschaft sowie der von (3.8). Für die Meßbarkeit betrachten wir zunächst
die Menge B = (−∞, q] für ein q ∈ Q beliebig, aber fest. Dann ist die Abbildung

S 3 s 7→ κ(s,B) = F (s, q)
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= f(s, q) · 1S\N (s) + F0(x) · 1N (s)

= q0(s, (−∞, q]) · 1S\N (s) + F0(x) · 1N (s)

offensichtlich meßbar (q0 ist ja im ersten Argument gerade eine Dichtefunktion). Nun
ist aber das System {(−∞, q] : q ∈ Q} ein schnittstabiler Erzeuger von B(R), der die
zu R aufsteigende Folge ((−∞, n])n∈N enthält. Damit ist die obige Abbildung für jedes
B ∈ B(R) meßbar und κ ist ein Markovkern, man vergleiche beispielsweise Bemerkung
8.25 in [23]. Schließlich sei A ∈ σ(S) beliebig, aber fest und B ∈ B(R) zunächst wieder
von der Form B = (−∞, q] für ein q ∈ Q. Dann folgt, da N eine λ0-Nullmenge ist und
mit ähnlichen Argumenten wie zuvor:∫

A

κ(s,B)λ0(ds) =

∫
A

F (s, q)λ0(ds)

=

∫
A\N

f(s, q)λ0(ds)

=

∫
A\N

q0(s,B)λ0(ds)

=

∫
A

q0(s,B)λ0(ds)

= Q0(A,B),

Letzteres nach (3.9). Nun ist Q0(A, ·) - für festes A - ein Maß auf B(R). Gleiches gilt
wegen der Maßeigenschaft von κ(s, ·) sowie des Satzes von Beppo-Levi auch für den
ersten Ausdruck der vorangegangenen Rechnung. Wir wollen nun den Eindeutigkeitssatz
anwenden, um (3.8) nachzuweisen, wobei wir also bereits die Gleichheit der beiden Maße
auf dem schnittstabilen Erzeuger {(−∞, q] : q ∈ Q} wissen. Wenn wir wie zuvor die
aufsteigende Folge ((−∞, n])n∈N betrachten, fehlt noch die Endlichkeitsbedingung, die
wir zumindest durch Einschränkung der Menge A erhalten: Genauer:

∀k ∈ N ∀B ∈ B(R) :

∫
A∩Sk

κ(s,B)λ0(ds) = Q0(A ∩ Sk, B) (3.12)

mit Sk wie zuvor. Nun nutzt man abschließend, dass die beiden Ausdrücke (vor ihrer
Einschränkung auf Sk) auch in A gelesen Maße sind, sodass wir mit (3.12) für B ∈ B(R)
beliebig, aber fest wie folgt zum Ziel gelangen:∫

A

κ(s,B)λ0(ds) =
∞∑
k=1

∫
A∩Sk

κ(s,B)λ0(ds) =
∞∑
k=1

Q0(A ∩ Sk, B) = Q0(A,B).
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Wir betrachten nun noch den Fall m > 1 und die entsprechende, in Lemma 3.4.4 ge-
fundene Abbildung Ψ : Rm → R. Zu Q0 mit den Eigenschaften (a)-(c) definiere man
dann

Q̃0(A,B) := Q0(A,Ψ−1(B)) für A ∈ σ(S), B ∈ B(R).

Dank der Meßbarkeit von Ψ ist dann auch Q̃0 wohldefiniert und erfüllt offensichtlich
(a)-(c) in entsprechender Weise für m = 1. Nach dem bereits Gezeigten existiert somit
ein Markovkern κ̃ von S nach R, für den anstelle von (3.8) gilt:

Q̃0(A,B) =

∫
A

κ̃(s,B)λ0(ds), (3.13)

jeweils für alle A ∈ σ(S) und B ∈ B(R). Dann ist aber die gewünschte Abbildung
κ : S × B(Rm)→ [0, 1] in Gestalt von

S × B(Rm) 3 (s,B) 7→ κ̃
(
s,
(
Ψ−1

)−1
(B)

)
gefunden, wobei man nun wiederum die Meßbarkeit der Umkehrfunktion Ψ−1 beachte.
Dass κ dann die Eigenschaften eines Markovkerns (von S nach Rm) erfüllt, ist offen-
sichtlich, während wir (3.8) (und somit auch (3.7)) für A ∈ σ(S) und B ∈ B(Rm) kurz
nachrechnen:

Q0(A,B) = Q0(A,Ψ−1(Ψ(B)))

= Q̃0(A,Ψ(B))

=

∫
A

κ̃(s,Ψ(B))λ0(ds)

=

∫
A

κ̃
(
s,
(
Ψ−1

)−1
(B)

)
λ0(ds)

=

∫
A

κ(s,B)λ0(ds).

Dabei ging neben den verschiedenen Definitionen im 3. Schritt (3.13) ein. Außerdem
mache man sich klar, dass wir von allen Eigenschaften des Isomorphismus Ψ : Rm → R
Gebrauch gemacht haben.

Wir kommen zum angekündigten Hauptergebnis dieses Abschnitts.

Theorem 3.4.5
Zu der Familie von Lévymaßen (φA)A∈S aus Theorem 3.3.2 existiert genau ein σ-endliches
Maß Φ auf σ(S)⊗ B(Rm) mit

Φ(A×B) = φA(B) für alle A ∈ S, B ∈ B(Rm). (3.14)
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Weiterhin existiert ein simultan σ-endlicher Übergangskern ρ von S nach Rm derart, dass
ρ(s, ·) für alle s ∈ S ein Lévymaß auf B(Rm) mit Φ = λM � ρ ist.

Beweis. Wir verstehen φA jeweils als geeignetes Lévymaß auf B(Rm). Setze nun

Q∗0(A,B) :=

∫
B

min{1, ‖x‖2}φA(dx) <∞ (3.15)

für A ∈ S und B ∈ B(Rm). Dann haben wir bereits im Beweis von Proposition 3.3.3
gesehen, dass Q∗0(·, B) für festes B ∈ B(Rm) ein Prämaß auf S ist (insbesondere kann
das Argument für die ∅-Stetigkeit aus Monotoniegründen auf alle B ∈ B(Rm) angewen-
det werden). Für jedes solche B bezeichne Q0(·, B) die wegen (δ4) und der Endlichkeit
in (3.15) eindeutige Fortsetzung von Q∗0(·, B) zu einem Maß auf (S, σ(S)). Natürlich
sind dann auch die Maße Q0(·, B) für alle B ∈ B(Rm) σ-endlich, insbesondere das Maß
λ0(·) := Q0(·,Rm). Demzufolge erfüllt die Abbildung Q0 bis auf (a) bereits alle Voraus-
setzungen von Theorem 3.4.3. Fur den Nachweis von (a) fixiere man also ein beliebiges
A ∈ σ(S) und betrachte eine disjunkte Folge (Bk)k∈N ⊂ B(Rm). Ferner sei (Sn)n∈N ⊂ S
eine disjunkte Folge wie in (δ4) vorausgesetzt. Dann erhalten wir:

Q0

(
A,

∞⋃
k=1

Bk

)
=

∞∑
n=1

Q0

(
A ∩ Sn,

∞⋃
k=1

Bk

)

=

∞∑
n=1

Q∗0

(
A ∩ Sn,

∞⋃
k=1

Bk

)

nach Lemma 3.1.2. Nun nutzen wir, dass sich Q∗0 im zweiten Argument offensichtlich wie
ein Maß verhält, während wir im darauf folgenden Schritt von der Nichtnegativität der
betrachteten Ausdrücke profitieren.

=
∞∑
n=1

∞∑
k=1

Q∗0 (A ∩ Sn, Bk) (3.16)

=

∞∑
k=1

∞∑
n=1

Q∗0 (A ∩ Sn, Bk)

=

∞∑
k=1

Q0 (A,Bk) .

Wie man beispielsweise anhand von (3.16) erkennt, gilt insbesondere Q0(A, ∅) = 0. Damit
greift die Aussage von Theorem 3.4.3, d.h. es existiert genau ein σ-endliches Maß Q auf
σ(S) ⊗ B(Rm) mit Q(A × B) = Q0(A,B) für alle A ∈ σ(S) und B ∈ B(Rm). Ferner
betrachte man den zugehörigen Markovkern κ von S nach Rm mit Q = λ0 � κ. Weiter
erkennt man anhand der Definition der Prämaße, deren Fortsetzungen λ0 und λM jeweils
sind, dass λ0(A) ≤ λM (A) für alle A ∈ S. Damit gilt diese Ungleichung aber offensichtlich
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auch auf σ(S), indem man ein beliebiges A ∈ σ(S) wieder als disjunkte Vereinigung der
Mengen (A ∩ Sn) ∈ S schreibt. Folglich: λ0 � λM und Radon-Nikodým liefert die
Existenz einer λM -Dichte von λ0, die wir mit τ0(·) bezeichnen und die bis auf eine λM -
Nullmenge ebenfalls eindeutig bestimmt ist. Darauf aufbauend können wir zunächst die
Abbildung ρ via

ρ(s,B) := τ0(s)

∫
B\{0}

(
min{1, ‖x‖2}

)−1
κ(s, dx), (s,B) ∈ S × B(Rm)

definieren, d.h. ρ(s, ·) ist für alle s ∈ S das Maß mit κ(s, ·)-Dichte

x 7→ τ0(s) ·
(
min{1, ‖x‖2}

)−1 · 1Γm(x). (3.17)

Dann erkennt man beispielsweise mit Lemma 14.20 in [23] wieder, dass die Meßbarkeit
von κ(·, B) sich für alle B ∈ B(Rm) auf ρ(·, B) überträgt. Andererseits können wir
ohne Einschränkung annehmen, dass τ0(s) ≤ 1 für alle s ∈ S (man beachte λ0 ≤ λM
zusammen mit den Ausführungen unter (iii) im Beweis zu Theorem 3.4.3). Denn dann
folgt mit (3.17) sogar für alle s ∈ S, dass∫

Γm

min{1, ‖x‖2} ρ(s, dx) = τ0(s)

∫
Γm

1κ(s, dx) ≤ 1,

da κ(s, ·) ein Wahrscheinlichkeitsmaß ist. ρ(s, ·) ist also nicht nur ein Lévymaß, sondern
auch simultan σ-endlich, indem man beispielsweise die Folge (Dn)n∈N ⊂ B(Rm) mit
Dn := {0} ∪ {x ∈ Rm : ‖x‖ ≥ 1/n} betrachtet und sich von der Existenz einer Folge
(dn)n∈N ⊂ (0,∞) mit 1Dn(x) ≤ dn · min{1, ‖x‖2} · 1Dn(x) überzeugt. Weiter gilt für
A ∈ S und B ∈ B(Rm) beliebig:∫

A

ρ(s,B)λM (ds) =

∫
A

τ0(s)

∫
B\{0}

(min{1, ‖x‖2})−1 κ(s, dx)λM (ds).

Nun nutzen wir, was wir über τ0 wissen und im Anschluss die Tatsache, dass Q = λ0�κ
zusammen mit (3.6).

=

∫
A

∫
B\{0}

(min{1, ‖x‖2})−1 κ(s, dx)λ0(ds)

=

∫
A×(B\{0})

(min{1, ‖x‖2})−1Q(ds, dx).
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Um den nächsten Schritt zu verifizieren, beachte man, dass der Integrand quasi konstant
im ersten Argument ist. Genauer betrachte man eine monoton wachsende Folge meßba-
rer Elementarfunktionen (fn)n∈N mit fn(x)→ (min{1, ‖x‖2})−11B\{0}(x) (punktweise).
Dann ist aber auch durch gn(s, x) := 1A(s) · fn(x) eine solche Folge von Elementarfunk-
tionen definiert, die nun punktweise gegen (min{1, ‖x‖2})−11A×(B\{0})(s, x) konvergiert.
Daher folgt mit dem Satz von Beppo-Levi und nach Wahl von Q unmittelbar:

=

∫
B\{0}

(min{1, ‖x‖2})−1Q0(A, dx)

=

∫
B\{0}

(min{1, ‖x‖2})−1Q∗0(A, dx),

daA ∈ S. Schließlich entnimmt man (3.15), dassQ∗0(A, ·) die φA-Dichte x 7→ min{1, ‖x‖2}
besitzt, also:

=

∫
B\{0}

1φA(dx)

= φA(B \ {0})
= φA(B)

nach obiger Vereinbarung, d.h. (3.14) ist erfüllt. Somit ist das gesuchte Maß nahelie-
genderweise in Gestalt von (λM � ρ) gefunden. Insbesondere folgt die behauptete σ-
Endlichkeit nach Proposition 3.4.2, wobei wir bereits gezeigt haben, dass λM ebenfalls
σ-endlich ist. Für die noch offene Eindeutigkeit von Φ bietet sich vor dem Hintergrund von
(3.14) die Betrachtung des schnittstabilen Erzeugers C := {A× B : A ∈ S, B ∈ B(Rm)}
von σ(S)⊗ B(Rm) an, wobei Φ dann speziell auf den Mengen der Form

Sn × ({0} ∪ {x ∈ Rm : ‖x‖ ≥ 1/n}) ∈ C, n ∈ N

endlich ist.

Das folgende Korollar rechtfertigt, dass wir im Folgenden von dem Übergangskern
ρ = ρM sprechen können.

Korollar 3.4.6
Der Übergangskern ρ aus Theorem 3.4.5 ist bis auf eine λM -Nullmenge eindeutig festge-
legt.

Beweis. Die Idee ist absolut analog zu der in Theorem 3.4.3, lediglich der dort betrachtete
ErzeugerM von B(Rm) ist ungeeignet. Wenn wir aber zeigen können, dass

M′ := {Aq1,q2 | q1 ∈ Q<0, q2 ∈ Q>0} mit Aq1,q2 := {0} ∪ (−∞, q1] ∪ [q2,∞) ∈ B(R)
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ein (offensichtlich abzählbarer und schnittstabiler) Erzeuger von B(R) ist, so ist

M := {M1 × · · · ×Mm |Mj ∈M′ für j = 1, ..,m}

wegen B(Rm) = B(R) ⊗ · · · ⊗ B(R) auch ein abzählbarer und schnittstabiler Erzeuger
von B(Rm). Dabei ist jedes ρ(s, ·) ein Lévymaß (mit Masse 0 im Ursprung), also folgt
die Endlichkeit von ρ(s, ·) auf den Mengen

A−1/n,1/n × · · · ×A−1/n,1/n ∈M, n ∈ N,

die (für n → ∞) gegen Rm aufsteigen. Schließlich reicht es offenbar zu zeigen, dass
M∗ ⊂ σ(M′), denn von M∗ := {(−∞, q] | q ∈ Q} wissen wir bereits, dass es sich um
einen Erzeuger von B(R) handelt. So erhalten wir für alle q1 ∈ Q<0 zunächst, dass

{0} ∪ (−∞, q1] =

∞⋂
n=1

({0} ∪ (−∞, q1] ∪ [n,∞)) ∈ σ(M′)

und somit - neben {0} ∈ σ(M′) - auch, dass

(−∞, 0] =

∞⋃
n=1

({0} ∪ (−∞,−1/n]) ∈ σ(M′).

Durch sukzessive Differenzbildung gehören also auch Mengen vom Typ (q1, 0) sowie
(−∞, q1] für alle q1 ∈ Q<0 zu σ(M′). Insbesondere haben wir die zu zeigende Inklu-
sion somit bereits für alle Mengen (−∞, q] mit q ∈ Q≤0 nachgewiesen. Ganz analog
überlegt man sich, dass auch die entsprechenden Symmetriemengen enthalten sind, z.B.
[0,∞), (0, q2) sowie [q2,∞) für alle q2 ∈ Q>0. Schreibe (−∞, q2) = R\ [q2,∞), dann folgt
für alle q2 ∈ Q>0:

(−∞, q2] =
∞⋂
n=1

(−∞, q2 + 1/n) ∈ σ(M′),

was insgesamt die Behauptung liefert.

Wie angekündigt möchten wir noch eine alternative Darstellung der charakteristischen
Funktion von M(A) gewinnen. Das entsprechende Resultat für m = 1 in [35] besitzt
jedoch bereits eine Ungenauigkeit, die nun zunächst korrigiert und auf unseren Fall an-
gepasst werden soll.

Lemma 3.4.7
In der Situation von Theorem 3.3.2 existieren σ(S)-meßbare und bis auf λM -Nullmengen
eindeutige Abbildungen a : S → Rm und b : S → L(Rm) mit∫

A

a(s)λM (ds) = γA sowie
∫
A

b(s)λM (ds) = QA

für alle A ∈ S. Die genannten Integrale existieren insbesondere (komponentenweise). Wir
nennen die Abbildungen a und b (vektorielle Prä-)Dichten von γ und Q.
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Beweis. Wir beginnen mit einer allgemeinen Überlegung: Sei T : S → R ein vektori-
elles Prämaß, dann wissen wir, dass es sich bei der positiven Variation T+ respektive
der negativen Variation T− um endliche Prämaße auf S (mit Werten in [0,∞)) handelt.
Insbesondere gilt T = T+ − T− sowie |T | = T+ + T−. Weiter können wir diese drei
Prämaße (auf eindeutige Weise) zu σ-endlichen Maßen T̂+, T̂− und |̂T | auf σ(S) fortset-
zen. Wenn wir nun noch voraussetzen, dass |̂T | � λM , dann folgt auch, dass T̂+ � λM

beziehungsweise T̂− � λM , denn aus T+ ≤ |T | folgt stets T̂+ ≤ |̂T | (man nutze (δ4) und
Lemma 3.1.2 wie früher); entsprechend für T− und die zugehörige Fortsetung. Insgesamt
liefert der Satz von Radon-Nikodým also die Existenz von σ(S)-meßbaren Abbildungen
f+ : S → R+ ∪ {∞} und f− : S → R+ ∪ {∞}, sodass für alle A ∈ σ(S) gilt:

T̂+(A) =

∫
A

f+(s)λM (ds), T̂−(A) =

∫
A

f−(s)λM (ds). (3.18)

Da es sich um Fortsetzungen von endlichen Prämaßen handelt, ist für jedes n ∈ N
klar, dass f+(s)1Sn(s) < ∞ für λM -fast alle s ∈ S (wobei (Sn)n∈N ⊂ S eine disjunkte
Folge wie in (δ3) sei). Nach abzählbarer Vereinigung erkennt man somit aber auch, dass
f+(s) <∞ für alle s ∈ S\N+, wobei N+ eine geeignete λM -Nullmenge sei. Entsprechend
argumentiert man für f− und erhält eine weitere λM -Nullmenge N−. Setze f̃+ := f+ 1Nc

+

sowie f̃− := f− 1Nc
−
, dann gilt (3.18) entsprechend weiterhin für die [0,∞)-wertigen

Abbildungen f̃+ und f̃−. Somit erfüllt die R-wertige Abbildung f := f̃+ − f̃− für alle
A ∈ S: ∫

A

|f |(s)λM (ds) ≤
∫
A

f̃+(s)λM (ds) +

∫
A

f̃−(s)λM (ds)

= T̂+(A) + T̂−(A)

= T+(A) + T−(A)

<∞,

d.h. f ist über A ∈ S integrierbar und ganz analog erhält man, dass∫
A

f(s)λM (ds) = T+(A)− T−(A) = T (A).

Damit ist unsere eigentliche Aussage im Wesentlichen gezeigt, denn die Abbildungen γ
undQ sind gerade vektorielle Prämaße auf S. Folglich sind auch die jeweiligen Komponen-
tenabbildungen R-wertige Prämaße, entsprechend lassen sich die gesuchten Abbildungen
a und b komponentenweise mittels des gerade beschriebenen Verfahrens konstruieren.
Lediglich die Zusatzvoraussetzung |̂T | � λM muss für die vorliegende Situation noch
überprüft werden. Dabei gilt nach (3.2) auf S sogar |γ| ≤ λM und somit mit der gleichen
Argumentation wie zuvor auch wieder für die jeweiligen Fortsetzungen auf σ(S). Insbe-
sondere sind die (Fortsetzungen der) totalen Variationen aller Komponentenabbildungen
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von γ absolut stetig bezüglich λM , d.h. die obige Vorgehensweise kann angewendet wer-
den. Bleibt zu zeigen, dass auf S auch die Beziehung |Q| ≤ λM gilt. Seien dazu A ∈ S und
R ∈ Π(A) beliebig, aber fest, wobei die Vereinigung der Mengen aus R ohne Einschrän-
kung der Menge A selbst entspreche. Wir konnten bereits zeigen, dass ‖Q·‖ ≤ tr(Q·) auf
S und dass die Abbildung tr(Q·) ebenfalls ein Prämaß auf S ist (man vergleiche jeweils
den Beweis zu Theorem 3.3.5). Also:∑

B∈R
‖QB‖ ≤

∑
B∈R

tr(QB) = tr(QA),

d.h. |Q|(A) ≤ tr(QA) ≤ λM (A) für alle A ∈ S, Letzteres wieder nach (3.2). Damit ist
die Existenz der Abbildungen a und b bewiesen.
Hinsichtlich der Eindeutigkeitsaussage betrachte man exemplarisch die Abbildung a (ana-
log für b). Dabei reicht es zu zeigen, dass die Komponenten von a jeweils eindeutig sind
(bis auf eine λM -Nullmenge). So erkennt man durch Einschränkung von γ zu γ(n)

· := γ·∩Sn
(mit (Sn)n∈N wie zuvor), dass es sich bei den Komponenten von a(n)(s) := a(s)1Sn(s)
um Dichten jener (endlichen) signierten Maße auf σ(S) handelt, die man aus den Kompo-
nenten von γ(n) gewinnt (vergleiche erneut Lemma 3.1.2). Schließlich gilt die Eindeutig-
keitsaussage des Satzes von Radon-Nikodým aber auch für signierte Maße, sodass diese
abzählbare Zerlegung des Problems das Gewünschte liefert.

In diesem Zusammenhang bietet es sich an, noch die folgende Beobachtung zu notieren,
die im nächsten Kapitel von Bedeutung sein wird.

Korollar 3.4.8
Sei b : S → L(Rm) die Abbildung aus Lemma 3.4.7.

(i) Es existiert eine λM -Nullmenge B0, sodass gilt:

∀s ∈ Bc
0 ∀x ∈ Rm : 〈b(s)x, x〉 ≥ 0.

(ii) b(s) ist für λM -fast alle s ∈ S symmetrisch.

Beweis. Betrachte (Sn)n∈N wie in (δ4). Für (i) seien n ∈ N und x ∈ Rm zunächst beliebig,
aber fest. Dann ist die Abbildung A 7→ QA∩Sn nach Lemma 3.1.2 ein vektorielles Maß
auf σ(S). Aus Stetigkeitsgründen beschreibt A 7→ 〈QA∩Snx, x〉 folglich ein Maß (mit
Werten in [0,∞), denn QA∩Sn ist positiv-semidefinit). Dieses Maß ist mit der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung und früheren Überlegungen nun offensichtlich auch absolut stetig
bezüglich λM , sodass eine nichtnegative λM -Dichte existiert, die wir mit fn,x bezeichnen.
Andererseits bedeutet die komponentenweise Integrierbarkeit von b(·) (zumindest auf
Mengen aus S), dass für alle A ∈ σ(S) gilt:

〈QA∩Snx, x〉 =

〈 ∫
A∩Sn

b(s)λM (ds)x, x

〉
=

∫
A

〈b(s)x, x〉1Sn(s)λM (ds).
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Die Eindeutigkeitsaussage des Satzes von Radon-Nikodým liefert somit die Existenz ei-
ner λM -Nullmenge Bn,x mit 〈b(s)x, x〉1Sn(s) = fn,x(s) ≥ 0 für alle s ∈ Bc

n,x. Dann
argumentiert man wie an anderer Stelle die Existenz einer weiteren λM -Nullmenge Bx
mit 〈b(s)x, x〉 ≥ 0 für alle s ∈ Bc

x. Schließlich gibt es also auch eine λM -Nullmenge B0,
sodass

∀s ∈ Bc
0 ∀x ∈ Qm : 〈b(s)x, x〉 ≥ 0.

Da Qm ⊂ Rm dicht liegt und das Skalarprodukt sogar in beiden Argumenten (simultan)
stetig ist, folgt (i).
Für (ii) seien nun i, j ∈ {1, ...,m} sowie n ∈ N beliebig, aber fest. Wenn wir mit Qi,jA die
entsprechende Komponente vonQA bezeichnen, so handelt es sich auch bei der Abbildung
A 7→ Qi,jA∩Sn um ein endliches, signiertes Maß; Gleiches gilt für A 7→ (Qi,jA∩Sn − Q

j,i
A∩Sn).

Diese Abbildung ist aber aufgrund der Symmetrie von Q· nun einerseits konstant 0,
besitzt also die Nullfunktion als λM -Dichte, andererseits genießt sie gemäß Lemma 3.4.7
für alle A ∈ σ(S) die Darstellung

Qi,jA∩Sn −Q
j,i
A∩Sn =

∫
A

(b(s)i,j − b(s)ji)1Sn(s)λM (ds),

wobei b(s)ij und b(s)ji die entsprechenden Komponenten von b(s) seien. Also argumen-
tiert man wie zuvor, dass (b(s)i,j − b(s)ji)1Sn(s) = 0 für λM -fast alle s ∈ S und gelangt
nach Vereinigung abzählbar vieler λM -Nullmengen zur Behauptung.

In jedem Falle ist die folgende Abbildung K : Rm × S → C in Anlehnung an [35]
wohldefiniert und bis auf eine λM -Nullmenge bereits eindeutig durch M festgelegt.

K(t, s) := i〈a(s), t〉 − 1

2
〈b(s)t, t〉+

∫
Rm

(
ei〈t,x〉 − 1− i

〈t, x〉
1 + ‖x‖2

)
ρ(s, dx). (3.19)

Außerdem bemerken wir, dass die Abbildung t 7→ K(t, s) für alle s ∈ S stetig ist; dies
ist für die beiden vorderen Summanden sofort klar, während der hintere gerade der log-
charakteristischen Funktion der unendlich-teilbaren Verteilung mit Tripel [0, 0, ρ(s, ·)]
entspricht.

Proposition 3.4.9
Sei M ein ISRM wie in Theorem 3.3.2. Dann kann die charakteristische Funktion von
M(A) fur alle A ∈ S auch wie folgt geschrieben werden:

L̂(M(A))(t) = exp

∫
A

K(t, s)λM (ds)

 , t ∈ Rm.

Insbesondere existiert das genannte Integral.
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Beweis. Seien A ∈ S und t ∈ Rm beliebig, aber fest. Dann erkennt man gemäß Lem-
ma 3.4.7 wieder (komponentenweise Betrachtung), dass das folgende Integral existiert
mit ∫

A

〈a(s), t〉λM (ds) =

〈∫
A

a(s)λM (ds), t

〉
= 〈γA, t〉.

Ganz analog überzeugt man sich von der Existenz und dem Wert des Integrals∫
A

〈b(s)t, t〉λM (ds) = 〈QA t, t〉.

Wegen M(A) ∼ [γA, QA, φA] bleibt also lediglich zu zeigen, dass das folgende Integral
existiert (wobei h(t, x) der Integrand des Integrals in (3.19) sei) und dass gilt:

∫
A

 ∫
Rm

h(t, x) ρ(s, dx)

λM (ds) =

∫
Rm

h(t, x)φA(dx). (3.20)

Nun ist aber für die Existenzfrage hinreichend, dass das entsprechende Doppelintegral
über |h(·, ·)| endlich ist. In dieser Situation können wir jedoch (3.6) verwenden und wissen
wegen λM � ρ = Φ, dass

∫
A

 ∫
Rm

|h(t, x)| ρ(s, dx)

λM (ds) =

∫
S×Rm

|h(t, x)| · 1A(s) Φ(ds, dx).

Andererseits gilt Φ(A × B) = φA(B) für alle B ∈ B(Rm), da A ∈ S. Daher erlaubt die
Struktur des Integranden, wie im Beweis zu Theorem 3.4.5 angedeutet, das Folgende:

=

∫
Rm

|h(t, x)|φA(dx)

<∞,

da φA ein Lévymaß ist. Somit kann aber erneut die Aussage von (3.6) aktiviert werden,
um ganz analog Gleichheit im Sinne von (3.20) zu erzielen.

3.5 Atomfreie Zufallsmaße

Wir kommen in diesem Abschnitt der Ankündigung nach, dass die unendliche Teilbarkeit
der betrachteten Zufallsmaße unter einer gewissen Bedingung bereits implizit gegeben ist.
Diese Bedingung entspricht der Atomfreiheit im Sinne von [34] und erscheint anhand der
folgenden Definition natürlich.
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Definition 3.5.1
Sei M ein ISRM wie in Definition 3.3.1.

(a) Eine Menge A ∈ S heißt Atom von M , falls für alle B ∈ S gilt:

M(A ∩B) = 0 fast sicher oder M(A ∩B) = M(A) fast sicher.

(b) M selbst heißt atomfrei, falls für jedes Atom A gilt: M(A) = 0 fast sicher.

Auch die nachfolgende Proposition ist analog zu der in [34], jedoch hier in etwas all-
gemeinerer Form. Insbesondere lohnt es sich, den dort ausgelassenen Beweis hier auszu-
führen, wobei M nach wie vor ein ISRM wie in Definition 3.3.1 sei.

Proposition 3.5.2
M ist genau dann atomfrei, wenn für alle A ∈ S mit P(M(A) 6= 0) > 0 gilt: Es existieren
A1, A2 ∈ S disjunkt, sodass P(M(A ∩Ai) 6= 0) > 0 für i = 1, 2.

Beweis. Sei M zunächst atomfrei. Dann nehmen wir indirekt an, es gebe eine Menge
A ∈ S mit P(M(A) 6= 0) > 0, sodass für alle A1, A2 ∈ S disjunkt gilt:

P(M(A ∩A1) 6= 0) = 0 oder P(M(A ∩A2) 6= 0) = 0. (3.21)

Sei nun B ∈ S beliebig, aber fest, so betrachte man konkret die disjunkten Mengen
A1 := B und A2 := A \B aus S. Nach (2) in Definition 3.3.1 folgt dann, dass

M(A) = M(A ∩B) +M(A ∩ (A \B)) fast sicher. (3.22)

Gemäß (3.21) sind nun aber zwei Fälle zu unterscheiden: Entweder gilt M(A ∩ B) = 0
oder aber

M(A ∩ (A \B)) = 0
(3.22)⇒ M(A) = M(A ∩B),

jeweils fast sicher. Da B ∈ S beliebig gewählt war, ist A also in jedem Falle ein Atom
und wegen der vorausgesetzten Atomfreiheit von M bedeutet dies im Widerspruch zu
P(M(A) 6= 0) > 0, dass M(A) = 0 fast sicher.
Gehen wir umgekehrt ebenfalls indirekt vor und nehmen an, M sei nicht atomfrei, so
müsste ein Atom A ∈ S mit P(M(A) 6= 0) > 0 existieren. Nach dem, was wir in dieser
Beweisrichtung voraussetzen, existieren dann jedoch disjunkte Mengen A1, A2 ∈ S mit
P(M(A ∩Ai) 6= 0) > 0 für i = 1, 2. Da A zugleich ein Atom ist, folgt also

M(A ∩A1) = M(A) = M(A ∩A2) fast sicher. (3.23)

Nun schreiben wir A \ (A1 ∪A2) = A ∩ [A \ (A1 ∪A2)], um mit dem gleichen Argument
zu erkennen, dass

M(A\(A1∪A2)) = 0 fast sicher oder M(A\(A1∪A2)) = M(A) fast sicher. (3.24)
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Somit liefert Eigenschaft (2) eines ISRM:

M(A) = M(A \ (A1 ∪A2)) +M(A ∩A1) +M(A ∩A2)

= M(A \ (A1 ∪A2)) + 2M(A)

nach (3.23) und gemäß (3.24) schließlich ein k ∈ {2, 3}, sodass

= k ·M(A) fast sicher.

Daraus folgt aber in jedem Falle, dass M(A) = 0 fast sicher. Widerspruch!

Da per Definition zwingend M(∅) = 0 erfüllt ist, erkennt man also insbesondere, dass
für alle Einpunktmengen {a} ∈ S folgt: M({a}) = 0 fast sicher, sofern M atomfrei ist
(die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht); unsere Definition ist somit beispielsweise
stärker als die in [46]. Dies hängt damit zusammen, dass dort S in Gestalt von B([0, 1])
eine stärkere und viel konkretere Struktur besitzt. In jedem Falle können wir nun die
gewünschte Aussage formulieren:

Theorem 3.5.3
Seien S ein δ-Ring und M ein darauf atomfreies ISRM mit Werten in Rm. Dann ist der
Zufallsvektor M(A) für alle A ∈ S unendlich-teilbar.

Dass die Umkehrung der gerade formulierten Aussage nicht gilt, zeigt bereits das tri-
viale Beispiel S = {∅, S} mit M(∅) = 0 und M(S) = 1 (jeweils konstant). Betrachtet
man auf dem genannten S hingegen das nicht unendlich-teilbare ISRM M ′, definiert
durch M ′(∅) = 0 und M ′(S) = X mit einem 1

2(ε0 + εx)-verteilten Zufallsvektor X sowie
x ∈ Γm beliebig, dann erkennt man zugleich, dass unsere Definition der Atomfreiheit
nicht zu stark ist, d.h. jene von [46] würde in unserem allgemeinen Rahmen nicht das
gewünschte Ergebnis liefern. Für den Beweis der obigen Aussage müssen wir jedoch noch
etwas Vorarbeit leisten. Dabei folgen wir zunächst im Wesentlichen den für m = 1 for-
mulierten Ideen in [33] und [34].

Lemma 3.5.4
Sei g : R→ [−1, 1] gegeben durch

g(y) :=

1, falls y = 0

sin(y)
y , falls y 6= 0.

Dann lässt sich für alle δ > 0 die Funktion hδ : Rm → [0, 2] durch

hδ((x1, ..., xm)) := 1−
m∏
j=1

g(δxj)

definieren und für alle γ > 0 existiert ein C(δ, γ) ∈ (0, 1), sodass für alle x mit ‖x‖ ≥ γ
gilt: hδ(x) ≥ C(δ, γ).
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Beweis. Fixiere ein ε ∈ (1, π2 ), so folgt für ρ > 0 beliebig mit der Stetigkeit von sin(x)/x
auf [min{1, δ}, ε] (der Fall |x| ≥ ε ist offensichtlich) und dem Mittelwertsatz zunächst die
Existenz eines 0 < C̃(ρ) < 1 mit∣∣∣∣sin(x)

x

∣∣∣∣1{x:|x|≥ρ} ≤ C̃(ρ), x ∈ R, (3.25)

indem man beachtet, dass | cos(ξ)| < 1 für alle ξ ∈ (0, ε). Seien nun δ > 0 und γ > 0
beliebig, aber fest. Wegen der Äquivalenz aller Normen auf Rm existiert dann ein K > 0,
sodass

M := {x ∈ Rm : ‖x‖ ≥ γ} ⊂ {x ∈ Rm : ‖δx‖∞ ≥ Kδγ}.

Mit C̃(Kδγ) aus (3.25) ist dann die gesuchte Konstante C(δ, γ) := 1−C̃(Kδγ) gefunden,
denn für x = (x1, ..., xm) ∈ M beliebig muss per Definition von ‖·‖∞ ein l ∈ {1, ...,m}
mit |δxl| ≥ Kδγ existieren. Somit folgt aber in jedem Falle:∣∣∣∣∣∣

m∏
j=1

g(δxj)

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1m−1|g(δxl)| =
∣∣∣∣sin(δxl)

δxl

∣∣∣∣ ≤ C̃(Kδγ).

Wegen C̃(Kδγ) ∈ (0, 1) folgt schließlich über

hδ(x) ≥ 1−

∣∣∣∣∣∣
m∏
j=1

g(δxj)

∣∣∣∣∣∣ ≥ 1− C̃(Kδγ)

die Behauptung.

Das folgende Ergebnis ist eine direkte Verallgemeinerung des Falles m = 1 gemäß [33],
für die wir gerade die geeignete Vorarbeit geleistet haben.

Proposition 3.5.5
Sei X ein Rm-wertiger Zufallsvektor mit charakteristischer Funktion ω. Dann existiert
für alle δ > 0 ein C ′(δ) > 0, sodass

P(‖X‖ ≥ δ) ≤ C ′(δ)
∫

[−δ,δ]m

|1− ω(t)| dt.

Beweis. Sei µ = L(X), dann gilt zunächst aus Symmetriegründen und wegen des Satzes
von Tonelli:∫

[−δ,δ]m

(1− ω(t)) dt =

∫
[−δ,δ]m

∫
Rm

(
1− ei〈t,y〉

)
µ(dy) dt
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=

∫
[−δ,δ]m

∫
Rm

(1− cos〈t, y〉)µ(dy) dt− i

∫
[−δ,δ]m

∫
Rm

sin〈t, y〉µ(dy) dt

=

∫
Rm

∫
[−δ,δ]m

(1− cos〈t, y〉) dt µ(dy)

=

∫
Rm

(2δ)m −
∫

[−δ,δ]m

cos〈t, y〉 dt

µ(dy) ∈ R,

wobei offensichtlich alle genannten Integrale existieren. Dabei lässt sich das Innere der
letzten Zeile für y = (y1, ..., ym) ∈ Rm und nach dem Satz von Fubini wie folgt lesen:∫

[−δ,δ]m

cos〈t, y〉 dt = Re
∫

[−δ,δ]m

ei〈t,y〉 dt

= Re
m∏
j=1

∫
[−δ,δ]

eitjyj dtj .

Wie zuvor leistet die Integration über den Imaginärteil aus Symmetriegründen jeweils
keinen Beitrag, sodass der Realteil schließlich obsolet ist:

=
m∏
j=1

∫
[−δ,δ]

cos(tjyj) dtj

= (2δ)m
m∏
j=1

g(δyj)

mit g wie in Lemma 3.5.4. Insgesamt also:∫
[−δ,δ]m

|1− ω(t)| dt ≥ Re
∫

[−δ,δ]m

(1− ω(t)) dt

= (2δ)m
∫
Rm

hδ(y)µ(dy)

≥ (2δ)m
∫
Rm

1[δ,∞)(‖y‖)hδ(y)µ(dy)

≥ (2δ)m C̃(δ, δ)

∫
Rm

1[δ,∞)(‖y‖)µ(dy)

= (2δ)m C̃(δ, δ)P(‖X‖ ≥ δ).
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Dabei haben wir die Bezeichnungen sowie die Aussage von Lemma 3.5.4 aufgegriffen.

Insbesondere gilt C̃(δ, δ) > 0, d.h. die Behauptung folgt mit C ′(δ) :=
(

(2δ)m C̃(δ, δ)
)−1

.

Die Differenz 1− ω(t) wird auch im nächsten Lemma von Bedeutung sein, sodass wir
daraus im Anschluss eine Definition ableiten werden, die es uns ermöglichen wird, die
zuvor eingeführten Zufallsmaße in geeigneter Weise mit deterministischen Objekten zu
assoziieren.

Lemma 3.5.6
Sei X ein Rm-wertiger Zufallsvektor und bezeichne ω seine charakteristische Funktion.

(a) Falls P(X 6= 0) > 0, so gilt für alle T > 0:

sup{|1− ω(t)| : ‖t‖∞ ≤ T} > 0. (3.26)

(b) Gelte (3.26) für ein T > 0, so folgt stets P(X 6= 0) > 0.

Beweis. Zu (a): Angenommen, es gäbe ein T > 0 mit sup{|1 − ω(t)| : ‖t‖∞ ≤ T} = 0,
so folgt ω(t) = 1 für alle t ∈ Rm mit ‖t‖∞ ≤ T . Wir werden nun zeigen, dass dann aber
auch ω(t) = 1 für alle t ∈ Rm mit ‖t‖∞ ≤ 2T und somit (iterativ) ω(t) = 1 für alle
t ∈ Rm gelten muss. Dies würde aber im Widerspruch zur Voraussetzung P(X 6= 0) > 0
bedeuten, dass X = 0 fast sicher. Dazu erinnern wir zunächst an Proposition 1.3.4 in [31],
wonach für jede charakteristische Funktion ω′ und für alle t ∈ Rm gilt:

1− Re ω′(2t) ≤ 4(1− Re ω′(t)). (3.27)

Sei nun Y ein von X unabhängiger Zufallsvektor mit L(Y ) = L(X) und bezeichne ω′ die
charakteristische Funktion des Zufallsvektors X − Y . Wegen ω′(t) = |ω(t)|2 ∈ R für alle
t ∈ Rm liefert (3.27) also, dass

0 ≤ 1− |ω(2t)|2 ≤ 4(1− |ω(t)|2),

ebenfalls für alle t ∈ Rm. Gemäß Annahme folgt schließlich für alle t ∈ Rm mit ‖t‖∞ ≤ T :

1− |ω(2t)|2 = 0 ⇔ ω(2t) = 0.

Da {t : ‖t‖∞ ≤ 2T} = {2t : ‖t‖∞ ≤ T} folgt der bereits angekündigte Widerspruch. Teil
(b) erkennt man erneut indirekt, da P(X 6= 0) = 0 zur Folge hat, dass ω(t) = 1 für alle
t ∈ Rm.

Sei M ein ISRM wie in Definition 3.3.1 und bezeichne f(·, A) die charakteristische
Funktion von M(A) für A ∈ S. Dann definieren wir für alle T > 0 die Abbildung
gT : S → R+ durch

gT (A) := sup{|1− f(t, A)| : ‖t‖∞ ≤ T}, A ∈ S. (3.28)
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Nun ist gT prinzipiell nicht σ-additiv, dafür jedoch die zugehörige totale Variation. Dabei
nutzen wir die Beweisidee von Theorem 3.2.2, da die Aussage von Lemma 1 in [32] nicht
greift (man beachte, dass die totale Variation von gT im Allgemeinen nicht endlich ist).

Proposition 3.5.7
Die totale Variation von gT ist für alle T > 0 ein Prämaß auf S (mit Werten in [0,∞]).

Beweis. Sei T > 0 beliebig, aber fest. Dann ist |gT |(∅) = 0 klar, da M(∅) = 0 fast sicher.
Wir können nun den Beweis von Theorem 2.7 in [33] in analoger Weise abschreiben,
um (mittels der Weierstraßschen Produktungleichung) zu erkennen, dass die Abbildung
S 3 A 7→ |1 − f(t, A)| für jedes feste t ∈ Rm zumindest σ-subadditiv ist, d.h. für jede
Folge (An)n∈N ⊂ S paarweise disjunkter Mengen mit A := ∪∞n=1An ∈ S gilt:

|1− f(t, A)| ≤
∞∑
n=1

|1− f(t, An)|.

Dann folgt aber aus Monotoniegründen und da sich das Supremum hier ebenfalls subad-
ditiv verhält insbesondere:

gT (A) ≤
∞∑
n=1

gT (An),

d.h. auch A 7→ gT (A) ist σ-subadditiv. Nun erkennt man, dass die σ-Subadditivität
zusammen (!) mit der Nichtnegativität von gT ausreicht, um den wesentlichen Teil des
Beweises von Theorem 3.2.2 entsprechend zu übertragen. Beides wird auch benötigt, um
mit der dort genannten Quelle zuvor die endliche Additivität von |gT | zu beweisen.

Indem wir Prämaße µ auf S via µ(A) für alle A ∈ S als deterministische Zufallsvaria-
blen (auf (Ω,A,P)) verstehen, können die oben eingeführten Begriffe Atom, Atomfreiheit
et cetera entsprechend übernommen werden; die betrachteten Wahrscheinlichkeiten sind
dann lediglich Elemente aus {0, 1}. Somit können wir nun auch die letzte Hilfsaussage
formulieren.

Lemma 3.5.8
Falls M atomfrei, so trifft dies auch für alle T > 0 auf die totale Variation von gT zu.
Existiert umgekehrt ein T > 0, für das die totale Variation von gT atomfrei ist, so ist
auch M atomfrei.

Beweis. Sei M zunächst atomfrei und T > 0 beliebig, aber fest. Zu jedem A ∈ S mit
|gT |(A) > 0 existiert dann ein A′ ∈ S mit A′ ⊂ A und gT (A′) > 0. Vor dem Hintergrund
von Lemma 3.5.6 (b) muss also P(M(A′) 6= 0) > 0 gelten. Somit existieren nach Propo-
sition 3.5.2 auch A1, A2 ∈ S disjunkt mit P(M(A′ ∩ Ai) 6= 0) > 0. Nach Lemma 3.5.6
(a) bedeutet dies aber schließlich, dass gT (A′ ∩Ai) > 0, jeweils für i = 1, 2. Insbesondere
folgt: |gT |(A′ ∩ Ai) = |gT |(A ∩ (A′ ∩ Ai)) > 0, was in Analogie zu Proposition 3.5.2
beweist, dass |gT | atomfrei ist.
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Sei umgekehrt |gT | für ein T > 0 atomfrei, dann betrachte man wieder ein beliebiges
A ∈ S mit P(M(A) 6= 0) > 0. Wie zuvor und für das obige T > 0 folgt dann, dass
gT (A) > 0. Insbesondere gilt |gT | > 0, sodass nach Voraussetzung und Proposition 3.5.2
A1, A2 ∈ S disjunkt mit |gT |(A∩Ai) > 0 existieren (i = 1, 2). Per Definition der totalen
Variation müssen daher erneut B1, B2 ∈ S disjunkt mit Bi ⊂ (A ∩ Ai) ⊂ A existieren,
sodass gT (Bi) > 0. Dann gilt wieder P(M(Bi) 6= 0) > 0, jeweils für i = 1, 2 und es folgt
die Behauptung, erneut nach Proposition 3.5.2.

Beweis von Theorem 3.5.3. Wir gehen in mehreren Schritten vor. Dabei sei (Sn)n∈N ⊂ S
eine disjunkte Folge wie in (δ4) beschrieben.

1. Schritt: Sei X allgemein ein Rm-wertiger Zufallsvektor mit charakteristischer Funk-
tion ω(·) und Verteilung µ, so ergibt sich in Anlehnung an Theorem 3.1 in [33] für alle
t ∈ Rm die folgende Abschätzung, wobei man sich von der Existenz der jeweiligen Inte-
grale überzeuge:

|1− ω(t)| =

∣∣∣∣∣∣
∫
Rm

(
ei〈t,y〉 − 1

)
µ(dy)

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
∫
Rm

(
ei〈t,y〉 − 1

)
1‖y‖≤1 µ(dy)

∣∣∣∣∣∣+

∫
Rm

∣∣∣ei〈t,y〉 − 1
∣∣∣1‖y‖>1 µ(dy)

≤
∫
Rm

∣∣∣ei〈t,y〉 − 1− i〈t, y〉
∣∣∣1‖y‖≤1 µ(dy) +

∫
Rm

|〈t, y〉|1‖y‖≤1 µ(dy) + 2P(‖X‖ > 1)

≤ 1

2

∫
Rm

|〈t, y〉|2 1‖y‖≤1 µ(dy) +

∫
Rm

|〈t, y〉|1‖y‖≤1 µ(dy) + 2P(‖X‖ > 1)

≤ ‖t‖
2

2

∫
Rm

‖y‖21‖y‖≤1 µ(dy) + ‖t‖
∫
Rm

‖y‖1‖y‖≤1 µ(dy) + 2P(‖X‖ > 1),

beispielsweise mit Lemma 8.6 in [41] und nach doppelter Anwendung der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung. Indem wir kurzfristig die Funktion h(y) := ‖y‖ · 1‖y‖≤1 einführen, folgt:

=
‖t‖2

2
Var(h(X)) +

‖t‖2

2
E(h(X))2 + ‖t‖E(h(X)) + 2P(‖X‖ > 1).

Nun gilt aber |h(X)| ≤ 1 und somit E(h(X))2 ≤ E(h(X)), d.h.

≤ ‖t‖
2

2
Var(h(X)) +

(
‖t‖2

2
+ ‖t‖

)
E(h(X)) + 2P(‖X‖ > 1). (3.29)

2. Schritt: Sei (Xn)n∈N allgemein eine Folge unabhängiger und Rm-wertiger Zufallsvekto-
ren derart, dass

∑∞
n=1 ‖Xn‖ <∞ fast sicher. Dann kann beispielsweise Satz 15.50 in [23]
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auf die nichtnegative Folge (‖Xn‖)n angewendet werden, um mit der vorangegangenen
Definition der Funktion h die (absolute) Konvergenz der folgenden Reihen zu erhalten
(man betrachte K = 1 in genannter Quelle):

∞∑
n=1

P(‖Xn‖ > 1),
∞∑
n=1

E(h(Xn)),
∞∑
n=1

Var(h(Xn)). (3.30)

Wenn nun ωn(·) für n ∈ N die charakteristische Funktion von Xn bezeichne, so folgt
durch Kombination von (3.29) und (3.30) sowie unter Berücksichtigung der Äquivalenz
aller Normen auf Rm für alle T > 0, dass

∞∑
n=1

sup{|1− ωn(t)| : ‖t‖∞ ≤ T} <∞. (3.31)

3. Schritt: Definiere
g

(n)
T (A) := gT (A ∩ Sn), A ∈ σ(S)

für alle n ∈ N und T > 0, wobei der vergrößerte Definitionsbereich dank Lemma 3.1.2
zulässig ist. Offensichtlich erben die Abbildungen g(n)

T dann die σ-Subadditivität von gT
und es gilt g(n)

T (A) ∈ [0, 2] für alle A ∈ σ(S). Seien nun T > 0 und n ∈ N beliebig,
aber fest. Weiter fixieren wir eine beliebige Folge (Ak)k∈N ⊂ σ(S) disjunkter Mengen.
Dann handelt es sich auch bei (Ak ∩ Sn)k∈N um eine disjunkte Folge aus S. Und da
(Ak ∩Sn) ⊂ Sn für alle k ∈ N, folgt nach Lemma 3.1.4 sogar, dass die Vereinigung dieser
Mengen (über k ∈ N) wieder zu S gehört. Somit konvergiert die Reihe

∑∞
k=1M(Ak∩Sn)

fast sicher, wobei gemäß (1) in Definition 3.3.1 die gesamten Folge (M(Ak ∩ Sn))k∈N
unabhängig ist (definitorisch). Weiter entnimmt man (2), dass die gerade formulierte
Konvergenz der Reihe unabhängig von der Reihenfolge der Summation sein muss, d.h.
die Reihe konvergiert absolut. Daher erfüllt die vorliegende Folge die entsprechenden
Voraussetzungen des 2. Schritts und da die charakteristische Funktion von M(Ak ∩ Sn)
durch f(·, Ak ∩ Sn) gegeben ist, folgt analog zu (3.31), dass

∞∑
k=1

sup{|1− f(t, Ak ∩ Sn)| : ‖t‖∞ ≤ T} =

∞∑
k=1

g
(n)
T (Ak) <∞.

Damit erfüllt die Funktion g
(n)
T die Voraussetzungen von Theorem 1.1 in [33] und das

darauf folgende Theorem 1.2 liefert, dass die totale Variation von g
(n)
T , also |g(n)

T |, ein
endliches Maß auf σ(S) ist.
Andererseits wissen wir von |gT | bisher nur, dass es sich um ein Prämaß auf S mit Werten
in [0,∞] handelt. Wie zuvor können wir daraus zunächst mittels |gT |(n)(A) := |gT |(A∩Sn)
ein Maß auf σ(S) definieren, das aber nun auch endlich ist, denn nach folgender Rechnung
gilt |gT |(n) ≤ |g(n)

T |. Sei dazu A ∈ σ(S) beliebig, aber fest:

|gT |(n)(A) = |gT |(A ∩ Sn)
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= sup
Q∈Π(A∩Sn)

∑
Bj∈Q

gT (Bj)

mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 3.2 und da gT nichtnegativ ist. Insbesondere gilt
Bj ⊂ (A∩Sn) ⊂ Sn für jede solche MengeBj , sodass der folgende Schritt unproblematisch
ist, während der darauf folgende in ähnlicher Weise dieMonotonie der Mengen Π(·) nutzt.

= sup
Q∈Π(A∩Sn)

∑
Bj∈Q

gT (Bj ∩ Sn)

≤ sup
Q∈Π(A)

∑
Bj∈Q

gT (Bj ∩ Sn)

= sup
Q∈Π(A)

∑
Bj∈Q

g
(n)
T (Bj)

= |g(n)
T |(A).

4. Schritt: Wir kommen nun zur eigentlichen Aussage und greifen dabei mit Hilfe der
geleisteten Vorarbeit zum Teil auf die Idee von Theorem 2.2 in [34] zurück. Sei A ∈ S
beliebig, aber fest. Dann können wir im weiteren Verlauf eine Folge von (jeweils endlichen)
Mengensystemen {C(l)

0 , C
(l)
1 , ..., C

(l)
k(l)}, l ∈ N konstruieren, sodass für alle l ∈ N gilt:

(i) C(l)
0 , C

(l)
1 , ..., C

(l)
k(l) gehören zu S und sind paarweise disjunkt.

(ii) C(l)
0 ∪ · · · ∪ C

(l)
k(l) = A.

(iii) P(‖M(C
(l)
0 )‖ ≥ 1/l) ≤ 1/l.

(iv) |g1/l|(C
(l)
j ) ≤ εl für alle j = 1, ..., k(l) mit

εl := lm−1 2−mC ′(1/l)−1 > 0,

wobei C ′(·) aus Proposition 3.5.5 stammt.

Sei also auch l ∈ N beliebig, aber fest. So schreiben wir A zunächst als disjunkte Verei-
nigung der Mengen (A ∩ Sn)n∈N und erhalten

M(A) =

∞∑
n=1

M(A ∩ Sn) ⇔ M(A)−
ν∑

n=1

M(A ∩ Sn)→ 0

fast sicher, Letzteres also insbesondere stochastisch und für ν → ∞. Dabei besteht für
alle ν ∈ N fast sicher folgende Gleichheit:

M(A)−
ν∑

n=1

M(A ∩ Sn) = M(A)−M

(
ν⋃

n=1

(A ∩ Sn)

)
= M

( ∞⋃
n=ν+1

(A ∩ Sn)

)
.
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Insgesamt existiert daher ein ν(l) ∈ N, sodass

P

∥∥∥∥∥∥M
 ∞⋃
n=ν(l)+1

(A ∩ Sn)

∥∥∥∥∥∥ ≥ 1

l

 ≤ 1

l
.

Folglich definieren wir

C
(l)
0 := A \

ν(l)⋃
n=1

(A ∩ Sn) =

∞⋃
n=ν(l)+1

(A ∩ Sn) ∈ S

und Punkt (iii) der Konstruktion ist erfüllt. Betrachte nun die Menge A∩S1 beziehungs-
weise das Maß |g1/l|(1) auf (S, σ(S)). Nach dem 3. Schritt ist |g1/l|(1) endlich, wir können
also beispielsweise IV 9, Lemma 7 in [9] verwenden, wonach endliche viele, disjunkte
Mengen D(l)

1 , ..., D
(l)
k(1,l) ∈ σ(S) mit den den folgenden Eigenschaften existieren:

• D(l)
1 ∪ · · · ∪D

(l)
k(1,l) = S.

• Für jedes j = 1, ..., k(1, l) gilt:

|g1/l|(1)(D
(l)
j ) ≤ εl oder D

(l)
j ist ein Atom von |g1/l|(1). (3.32)

Die zweite Möglichkeit bedeutet dabei im Sinne der Definition von [9], dass für alle
D ∈ σ(S) mit D ⊂ D(l)

j gilt:

|g1/l|(1)(D) = |g1/l|(1)(D
(l)
j ) oder |g1/l|(1)(D) = 0.

Somit wäre die Menge D(l)
j aber offensichtlich auch ein Atom des Maßes |g1/l|(1)

im Sinne unserer Definition. Andererseits ist M jedoch als atomfrei vorausgesetzt,
Gleiches trifft also nach Lemma 3.5.8 auch auf das Prämaß |g1/l| zu. Schließlich ist
leicht einzusehen, dass dann auch die Maße |g1/l|(n) (insbesondere für n = 1) diese
Eigenschaft vererbt bekommen. Somit würde insgesamt |g1/l|(1)(D

(l)
j ) = 0 folgen,

was sich in die erste Möglichkeit von (3.32) integrieren lässt.

Ganz analog existieren nun auch disjunkte Mengen D(l)
k(1,l)+1, ..., D

(l)
k(2,l) ∈ σ(S) mit den

den Eigenschaften:

• D(l)
k(1,l)+1 ∪ · · · ∪D

(l)
k(2,l) = S.

• Für jedes j = k(1, l) + 1, ..., k(2, l) gilt:

|g1/l|(2)(D
(l)
j ) ≤ εl.
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Indem man diese Prozedur nun endlich oft wiederholt, nämlich bis zur Betrachtung des
Maßes |g1/l|(ν(l)), erhält man also D(l)

1 , ..., D
(l)
k(l) ∈ σ(S) (mit k(l) := k(ν(l), l)) und wir

definieren darauf aufbauend für j = 1, ..., k(l):

C
(l)
j := D

(l)
j ∩A ∩ Sn, falls k(n− 1, l) < j ≤ k(n, l),

wobei k(0, l) := 0. Somit erfüllt die Folge nun dank Lemma 3.1.2 auch die Forderungen
aus Punkt (i). Dabei ist (ii) wegen

A ∩ Sn = C
(l)
k(n−1,l)+1 ∪ · · · ∪ C

(l)
k(n,l) für n = 1, ..., ν(l)

und nach Wahl von C(l)
0 offensichtlich. Für (iv) fixiere man schließlich ein j ∈ {1, ..., k(l)}.

Dann gilt k(n− 1, l) < j ≤ k(n, l) für ein n ∈ {1, ..., ν(l)} und wir erhalten

|g1/l|(C
(l)
j ) = |g1/l|(n)(D

(l)
j ∩A) ≤ |g1/l|(n)(D

(l)
j ) ≤ εl

nach Konstruktion.

5. Schritt: Sei A ∈ S wieder beliebig, aber fest. Dann wissen wir nach dem 4. Schritt
(und den dort gefundenen Mengensystemen), dass für alle l ∈ N gilt:

k(l)∑
j=0

M(C
(l)
j ) = M(A) fast sicher, (3.33)

wobei die Gleichheit auch künstlich als Verteilungskonvergenz (für l→∞) gelesen werden
kann. Nun sind aber M(C

(l)
0 ), ...,M(C

(l)
k(l)) für jedes feste l ∈ N unabhängig, folglich

handelt es sich bei {
M
(
C

(l)
j

)
: 0 ≤ j ≤ k(l), l ∈ N

}
um ein so genanntes Dreieckssystem, man vergleiche Definition 3.2.1 in [31] (ohne Ein-
schränkung gelte k(1) ≥ 1 und k(l+1) > k(l), sonst trivial ergänzen). Die dortige Sprech-
weise aufgreifend, ist das Dreieckssystem vor dem Hintergrund von (iv) aber offensichtlich
auch infinitesimal, denn für alle l ∈ N und j = 1, ..., k(l) gilt nach Proposition 3.5.5:

P
(
‖M(C

(l)
j )‖ ≥ 1/l

)
≤ C ′(1/l)

∫
[−1/l,1/l]m

|1− f(t, C
(l)
j )| dt

≤ C ′(1/l) · g1/l(C
(l)
j ) · (2/l)m

≤ C ′(1/l) · |g1/l|(C
(l)
j ) · (2/l)m

≤ C ′(1/l) · εl · (2/l)m

= 1/l

(für j = 0 ist dies jeweils die Aussage von (iii)). Diese Erkenntnis und (3.33) liefern
angesichts Theorem 3.2.14 in [31], dass M(A) unendlich-teilbar ist.
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3.6 Existenz

Bisher sind wir noch nicht der Frage der Existenz solcher Zufallsmaße nachgegangen.
Die Antwort wird nicht nur positiv, sondern in Anlehnung an den univariaten Fall in [35]
(Beweis dort jedoch bestenfalls skizziert) auch reichhaltig ausfallen. Dabei handelt es sich
zugleich um eine Art Umkehrung der Aussage in Theorem 3.3.2. Außerdem sind damit
vor dem Hintergrund von Abschnitt 3.5 alle atomfreien Zufallsmaße auf δ-Ringen mit
Werten in Rm charakterisiert.

Zu diesem Zweck wiederholen wir zunächst: Eine Funktion f : Rm → C heißt positiv-
semidefinit, falls für alle k ∈ N und y1, ..., yk ∈ Rm gilt, dass die durch cil := f(yi − yl)
definierte Matrix C = (cil)i,l=1,...,k ∈ L(Ck) positiv-semidefinit ist. Letzteres bedeutet in
diesem Zusammenhang, dass für alle λ1, ..., λk ∈ C gilt:

k∑
i,l=1

λiλlcil ≥ 0.

Lemma 3.6.1
Sei f : Rm → C eine positiv-semidefinite Funktion. Dann wird auch durch

Rn·m 3 x = (x(1), ..., x(n)) 7→ f

 n∑
j=1

x(j)1J(j)

 (3.34)

für jedes n ∈ N und jede Menge J ⊂ {1, ..., n} eine positiv-semidefinite Funktion auf
Rn·m beschrieben.

Beweis. Seien also n ∈ N sowie J ⊂ {1, ..., n} beliebig, aber fest und bezeichne g die
resultierende Funktion in (3.34). Ebenso betrachte man k ∈ N und x1, ..., xk ∈ Rn·m

beliebig, aber fest, wobei xi = (x
(1)
i , ..., x

(n)
i ) für i = 1, ..., k. Dann rechnet man für alle

i, l ∈ {1, ..., k} nach:

cil := g(xi − xl) = g
(

(x
(1)
i − x

(1)
l , ..., x

(n)
i − x

(n)
l )
)

= f (yi − yl) ,

d.h. g erbt die gewünschte Eigenschaft von f , indem man yi :=
∑n

j=1 x
(j)
i 1J(j) ∈ Rm

definiert (für i = 1, ..., k).

Theorem 3.6.2
Seien S ein δ-Ring auf einer Menge S 6= ∅ und γ,Q sowie φ Abbildungen auf S wie in
Theorem 3.3.2 (a)-(c) beschrieben. Dann existiert ein unendlich-teilbares independently
scattered random measure M (auf S mit Werten in Rm), sodass für alle A ∈ S gilt:
M(A) ∼ [γA, QA, φA]. Ferner sind die Randverteilungen vonM dadurch bereits eindeutig
festgelegt.
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Beweis. Zur Eindeutigkeit: Sei M ′ ein weiteres solches ISRM (zwecks Notation ohne
Einschränkung auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum wie M). Wenn wir für n ∈ N
und A1, ..., An ∈ S sowie t1, ..., tn ∈ Rm beliebig, aber fest zeigen können, dass

n∑
j=1

〈tj ,M(Aj)〉
d
=

n∑
j=1

〈tj ,M ′(Aj)〉, (3.35)

dann folgt das Gewünschte (man vergleiche Lemma 2.0.1). Wir betrachten nur den Fall
n = 2 (sonst analog, siehe unten) und definieren die Mengen B1 := A1\A2, B2 := A1∩A2

und B3 := A2 \A1 (in S). Dann gilt fast sicher:

〈t1,M(A1)〉+ 〈t2,M(A2)〉 = 〈t1,M(B1) +M(B2)〉+ 〈t2,M(B2) +M(B3)〉
= 〈t1,M(B1)〉+ 〈t1 + t2,M(B2)〉+ 〈t2,M(B3)〉.

Nun sind B1, B2 und B3 disjunkt, sodass die drei zuletzt genannten Zufallsvariablen die
Unabhängigkeit (unter den jeweils stetigen Abbildungen) vererbt bekommen. Entspre-
chend erhält man fast sicher, dass

〈t1,M ′(A1)〉+ 〈t2,M ′(A2)〉 = 〈t1,M ′(B1)〉+ 〈t1 + t2,M
′(B2)〉+ 〈t2,M ′(B3)〉,

ebenfalls mit unabhängigen Summanden auf der rechten Seite. Dann folgt aber aus

M(Bj)
d
= M ′(Bj) ∼ [γBj , QBj , φBj ]

auch, dass 〈vj ,M(Bj)〉
d
= 〈vj ,M ′(Bj)〉, jeweils für j = 1, 2, 3, wobei v1 := t1, v2 := t1 + t2

und v3 := t2. Das zeigt vor dem Hintergrund der festgestellten Unabhängigkeiten jedoch
insgesamt (3.35) für n = 2. Die Existenzaussage selbst soll nun hingegen in mehreren
Schritten bewiesen werden.

1. Schritt: Wir benötigen für den Rest des Beweises die durch

(A, y) 7→ i〈γA, y〉 −
1

2
〈QA y, y〉+

∫
Rm

(
ei〈y,x〉 − 1− i

〈y, x〉
1 + ‖x‖2

)
φA(dx)

definierte Funktion Θ : S × Rm → C, d.h. Θ(A, ·) ist die log-charakteristische (und so-
mit stetige) Funktion der unendlich-teilbaren Verteilung auf Rm mit Tripel [γA, QA, φA].
Seien nun n ∈ N und A1, ..., An ∈ S (nicht notwendigerweise disjunkt) beliebig, aber
fest, so möchten wir eine Funktion ψA1,...,An : Rn·m → C derart definieren, dass durch
exp(ψA1,...,An(·)) die Fouriertransformierte eines geeigneten Wahrscheinlichkeitsmaßes
auf (Rn·m,B(Rn·m) beschrieben wird. Zu diesem Zweck führen wir zunächst für alle
J ⊂ {1, ..., n} die folgende Bezeichnung ein:

Z(n)
J := ZJ(A1, ..., An) :=

∅, falls J = ∅[⋂
j∈J Aj \

⋃
l∈Jc Al

]
, sonst

∈ S,

wobei das Komplement bezüglich {1, ..., n} zu verstehen ist und die leere Vereinigung als
leere Menge definiert ist. Dann ergeben sich folgende Beobachtungen:
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(i) Für J1, J2 ⊂ {1, ..., n} mit J1 6= J2 gilt: Z(n)
J1
∩ Z(n)

J2
= ∅.

(ii)
⋃
J⊂{1,...,n}Z

(n)
J =

⋃n
j=1Aj .

(iii) Falls die Mengen A1, ..., An disjunkt sind, so gilt Z(n)
J = Aj , wenn immer J = {j}

(für ein j ∈ {1, ..., n}) und Z(n)
J = ∅ sonst.

Darauf aufbauend definieren wir für t = (t1, ..., tn) ∈ Rn·m:

ψA1,...,An(t) :=
∑

J⊂{1,...,n}

Θ
(
Z(n)
J ,

∑
j∈J

tj

)
. (3.36)

Wegen Θ(∅, t) = 0 (für alle t ∈ Rm) folgt insbesondere (betrachte n = 1):

ψA(t) = Θ(A, t) für alle A ∈ S und t ∈ Rm. (3.37)

Und gemäß (3.36) gilt allgemein:

exp (ψA1,...,An(t)) =
∏

J⊂{1,...,n}

exp
(

Θ
(
Z(n)
J ,

∑
j∈J

tj

))
, t ∈ Rm.

Dabei liefert der Satz von Bochner (man vergleiche zum Beispiel Satz 15.29 in [23]), dass
exp(Θ(A, ·)) für alle A ∈ S positiv-semidefinit ist, sodass nach Lemma 3.6.1 jeder der zu-
vor genannten 2n Faktoren als jeweils positiv-semidefinite Funktion auf Rn·m verstanden
werden kann. Dass hingegen das endliche Produkt positiv-semidefiniter Funktionen (auf
Rn·m) wieder eine solche ist, sieht man leicht mit Lemma 3.5.9 in [18] ein. Und da Θ(A, ·)
für alle A ∈ S stetig ist, trifft dies offensichtlich auch auf exp (ψA1,...,An(·)) zu. Schließlich
ist wegen Θ(A, 0) = 0 (für alle A ∈ S) auch unmittelbar klar, dass exp (ψA1,...,An(0)) = 1.
Insgesamt können wir also die umgekehrte Richtung des Satzes von Bochner anwenden,
d.h. exp (ψA1,...,An(·)) ist die Fouriertransformierte eines (eindeutigen) Wahrscheinlich-
keitsmaßes auf Rn·m, das wir mit µA1,...,An bezeichnen.

2. Schritt: Wir betrachten das System

P := {µA1,...,An |n ∈ N und A1, ..., An ∈ S}

von Wahrscheinlichkeitsmaßen aus dem 1. Schritt und möchten zeigen, dass dieses projek-
tiv ist. Denn in diesem Fall würde nach dem Existenzsatz von Kolmogorov (man betrachte
hier und im Folgenden beispielsweise Definition 35.2 sowie Korollar 35.4 in [1]) die Exis-
tenz eines Wahrscheinlichkeitsraums (Ω,A,P) sowie einer darauf definierten Familie von
Rm-wertigen Zufallsvektoren M = {M(A) : A ∈ S} folgen, sodass für alle n ∈ N und
A1, ..., An ∈ S gilt:

L ((M(A1), ...,M(An))) = µA1,...,An . (3.38)

Insbesondere folgt dann nach (3.37), dass M(A) ∼ [γA, QA, φA] für alle A ∈ S. Wir
werden nun zeigen, dass für alle n ∈ N und A1, ..., An ∈ S gilt:
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3.6 Existenz

(1) Für jede Permutation π : {1, ..., n} → {1, ..., n} und für alle (t1, ..., tn) ∈ Rn·m ist

exp
(
ψAπ(1),...,Aπ(n)

((tπ(1), ..., tπ(n)))
)

= exp (ψA1,...,An((t1, ..., tn))) .

(2) Für alle 1 ≤ n′ ≤ n und (t1, ..., tn′) ∈ Rn′·m gilt:

exp (ψA1,...,An((t1, ..., tn′ , 0, ..., 0))) = exp
(
ψA1,...,An′ ((t1, ..., tn′))

)
.

Angenommen, wir hätten (1) und (2) bereits gezeigt. Wenn man nun endliche Teilmengen
I1 ⊂ I2 ⊂ S mit #I1 = n′ und #I2 = n betrachtet, die ohne Einschränkung nicht leer
seien, so können wir schreiben: I2 = {A1, ..., An} und entsprechend I1 = {Ai1 , ..., Ain′} für
ij ∈ {1, ..., n}. Für die folgende Rechnung können wir wegen (1) weiterhin annehmen, dass
I1 = {A1, ..., An′}. Wenn nun prI2I1 die (kanonische) Projektion von I2 auf I1 bezeichne,
so folgt also für beliebiges t = (t1, ..., tn′) ∈ Rn′·m mit t∗ := (t1, ..., tn′ , 0, ..., 0) ∈ Rn·m,
wobei wir n > n′ annehmen können (sonst trivial):∫

Rn′·m

ei〈t,x〉 prI2I1(µA1,...,An)(dx) =

∫
Rn·m

ei〈t,prI2I1 (x)〉
µA1,...,An(dx)

=

∫
Rn·m

ei〈t∗,x〉 µA1,...,An(dx)

= µ̂A1,...,An(t∗)

= µ̂A1,...,An′ (t),

Letzteres nach (2), d.h. prI2I1(µA1,...,An) = µA1,...,An′ , was gerade bedeutet, dass P ein
projektives System ist. Stillschweigend haben wir über die Wahl der Indizes natürlich
durchweg Mengen der Form

∏
i∈I Rm mit Rn·m identifiziert, sofern #I = n et cetera.

Dies ist der eigentliche Grund, warum (1) gezeigt werden muss, denn es gilt {A1, A2} =
{A2, A1}, im Allgemeinen ist jedoch µA1,A2 6= µA2,A1 .
Somit bleiben (1) und (2) zu zeigen, wobei also n ∈ N sowie A1, ..., An ∈ S jeweils
beliebig, aber fest seien. Weiter sei π : {1, ..., n} → {1, ..., n} eine Permutation, dann
ist auch die Umkehrfunktion π−1 eine solche und π−1 : Pot({1, ..., n}) → Pot({1, ..., n})
(Bild unter π−1) ist bijektiv. Indem wir schließlich A′j := Aπ(j) setzen und für beliebiges
(t1, ..., tn) ∈ Rn·m entsprechend (t′1, ..., t

′
n) mit t′j := tπ(j) definieren, folgt also:

exp
(
ψAπ(1),...,Aπ(n)

((tπ(1), ..., tπ(n)))
)

= exp
(
ψA′1,...,A′n((t′1, ..., t

′
n))
)

=
∏

J⊂{1,...,n}

exp
(

Θ
(
Z ′(n)

J ,
∑

j∈J
t′j

))
,

wobei die Mengen Z ′(n)
J nun entsprechend auf Basis von A′1, ..., A′n gebildet werden. Aus

Gründen der Übersicht nennen wir das Bild von π−1 übergangsweise T . Dann:

=
∏

J⊂{1,...,n}

exp

(
Θ

(
Z ′(n)

T (J),
∑

j∈T (J)
t′j

))
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=
∏

J⊂{1,...,n}

exp
(

Θ
(
Z(n)
J ,

∑
j∈J

tj

))
= exp (ψA1,...,An((t1, ..., tn)))

anhand der vorangegangenen Definitionen. Für (2) betrachte man hingegen 1 ≤ n′ ≤ n,
wobei ohne Einschränkung n = n′+ 1 gelte (n′ = n klar, sonst induktiv). Somit erhalten
wir folgende (disjunkte) Vereinigung:

Pot({1, ..., n}) = Pot({1, ..., n′}) ∪ {J ∪ {n} | J ∈ Pot({1, ..., n′})}.

Andererseits erkennt man für alle J ∈ Pot({1, ..., n′}) \ ∅, dass Z(n)
J ∪ Z(n)

J∪{n} = Z(n′)
J ,

denn:

Z(n)
J ∪ Z(n)

J∪{n} =

⋂
j∈J

Aj \
⋃

l∈{1,...,n},
l /∈J

Al

 ∪

⋂
j∈J

Aj ∩An

 \ ⋃
l∈{1,...,n′},

l /∈J

Al



=

⋂
j∈J

Aj \
⋃

l∈{1,...,n},
l /∈J

Al

 ∪
⋂
j∈J

Aj \

Acn ∪ ⋃
l∈{1,...,n′},

l /∈J

Al




=
⋂
j∈J

Aj \

 ⋃
l∈{1,...,n},

l /∈J

Al ∩

Acn ∪ ⋃
l∈{1,...,n′},

l /∈J

Al




=
⋂
j∈J

Aj \
⋃

l∈{1,...,n′},
l /∈J

Al

= Z(n′)
J .

Wegen J 6= (J∪{n}) ist die genannte Vereinigung in jedem Falle disjunkt (man vergleiche
(i)) und für alle t1, ..., tn′ ∈ Rm folgt, indem wir tn := 0 setzen:

ψA1,...,An((t1, ..., tn′ , 0)) =
∑

J⊂{1,...,n}

Θ
(
Z(n)
J ,

∑
j∈J

tj

)
=

∑
J⊂{1,...,n′}

[
Θ
(
Z(n)
J ,

∑
j∈J

tj

)
+ Θ

(
Z(n)
J∪{n},

∑
j∈J

tj

)]
mit Hilfe der obigen Zerlegung von Pot({1, ..., n}) und da tn = 0. Die beiden Summanden
für J = ∅ leisten somit offensichtlich keinen Beitrag:

=
∑

J⊂{1,...,n′},
J 6=∅

[
Θ
(
Z(n)
J ,

∑
j∈J

tj

)
+ Θ

(
Z(n)
J∪{n},

∑
j∈J

tj

)]
.
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Nun gewährleisten die Voraussetzungen dieses Theorems, dass Θ(B1, t) + Θ(B2, t) =
Θ(B1 ∪B2, t) für alle t ∈ Rm und B1, B2 ∈ S disjunkt; insbesondere nutze man, dass in
diesem Fall auch wieder φB1∪B2 = φB1 +φB2 gilt (man schreibe eine beliebige Borelmenge
A ⊂ Γm als Vereinigung der Mengen A∩ {x : ‖x‖ ≥ 1/j}, j ∈ N und nutze die Stetigkeit
von unten). Nach dem zuvor Gezeigten erhalten wir also:

=
∑

J⊂{1,...,n′},
J 6=∅

Θ
(
Z(n′)
J ,

∑
j∈J

tj

)

=
∑

J⊂{1,...,n′}

Θ
(
Z(n′)
J ,

∑
j∈J

tj

)
= ψA1,...,An′ ((t1, ..., tn′)),

d.h. (2) gilt.

3. Schritt: Es bleibt zu zeigen, dassM die Eigenschaften eines Zufallsmaßes erfüllt. Seien
zunächst wieder n ∈ N und A1, ..., An ∈ S beliebig, aber fest, wobei wir nun explizit
voraussetzen, dass diese Mengen disjunkt sind. Wenn wir zeigen können, dass die ge-
meinsame Verteilung von (M(A1), ...,M(An)), also µA1,...,An , dem Produktmaß der ein-
zelnen Verteilungen entspricht, so folgt bereits die Unabhängigkeit der Zufallsvektoren
M(A1), ...,M(An). Wir nutzen erneut Θ(∅, ·) = 0 sowie (iii), um für t = (t1, ..., tn) ∈ Rn·m
beliebig folgende Rechnung und somit das Gewünschte zu erhalten:

µ̂A1,...,An(t) =
∏

J⊂{1,...,n}

exp
(

Θ
(
Z(n)
J ,

∑
j∈J

tj

))

=
n∏
j=1

exp (Θ (Aj , tj))

=
n∏
j=1

µ̂Aj (tj),

man vergleiche (3.37). Letzteres entspricht bekanntlich der Fouriertransformierten des
Maßes µA1⊗· · ·⊗µAn (an der Stelle t). Für die zweite nachzuweisende Eigenschaft fixiere
man zunächst beliebige disjunkte Mengen A1, A2 ∈ S. Wenn wir zeigen können, dass dann
M(A1 ∪A2)−M(A1)−M(A2) = 0 fast sicher gilt, so wäre induktiv offensichtlich auch

M(A1 ∪ · · · ∪Ak) = M(A1 ∪ · · · ∪Ak−1) +M(Ak) = ... =
k∑
j=1

M(Aj) fast sicher

für jede disjunkte Auswahl A1, ..., Ak ∈ S (k ∈ N) bewiesen, d.h. M ist endlich additiv.
Dabei giltM(A1∪A2)−M(A1)−M(A2) = 0 fast sicher genau dann, wenn die zugehörige
charakteristische Funktion konstant eins ist. Setze B1 := A1∪A2, B2 := A1 und B3 := A2
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sowie für t ∈ Rm beliebig t1 := t, t2 := −t und t3 := −t, dann folgt per Definition des
Standardskalarprodukts:

L̂(M(A1 ∪A2)−M(A1)−M(A2))(t) = µ̂A1∪A2,A1,A2((t,−t,−t))
= µ̂B1,B2,B3((t1, t2, t3))

=
∏

J⊂{1,...,3}

exp
(

Θ
(
Z(3)
J ,
∑

j∈J
tj

))
,

wobei die Mengen Z(3)
J nun bezüglich B1, B2 und B3 zu bilden sind. Führt man dies aus,

so ist aufgrund der Tatsache, dass A1 und A2 disjunkt sind, unmittelbar zu erkennen,
dass Z(3)

{1,2} = A1 respektive Z(3)
{1,3} = A2 und Z(3)

J = ∅ in den verbleibenden sechs Fällen.

=

3∏
j=2

exp
(

Θ
(
Z(3)
{1,j}, t1 + tj

))
= 1,

da t1 + t2 = t1 + t3 = 0. Schließlich betrachte man eine beliebige Folge (An)n∈N ⊂ S
disjunkter Mengen mit der Eigenschaft A := ∪∞n=1An ∈ S. Dann ist zu zeigen, dass

lim
k→∞

k∑
j=1

M(Aj) = M(A) fast sicher.

Definitorisch und nach dem bisher Gezeigten ist die Folge (M(Aj))j∈N also unabhängig,
somit lässt sich das Problem auf den Nachweis der stochastischen Konvergenz von

k∑
j=1

M(Aj)
P−−−−→

(k→∞)
M(A) ⇔

M(A)−
k∑
j=1

M(Aj)

 P−−−−→
(k→∞)

0

reduzieren (vergleiche beispielsweise Theorem 9.7.1 in [8], offensichtlich auch auf den
vorliegenden Fall von Rm-wertigen Zufallsvektoren ausdehnbar); und da der potentielle
Grenzwert konstant ist, im letztgenannten Fall sogar auch auf Konvergenz in Verteilung.
Indem man nun von der zuvor bewiesenen endlichen Additivität Gebraucht macht, folgt
aber offensichtlich für alle k ∈ N:

M(A)−
k∑
j=1

M(Aj) = M
(
∪kj=1Aj

)
+M

(
∪∞j=k+1Aj

)
−M

(
∪kj=1Aj

)
= M

(
∪∞j=k+1Aj

)
,

jeweils fast sicher. Setze Bk := ∪∞j=k+1Aj ∈ S (nach Voraussetzung an die Folge (Aj)),
dann wissen wir bereits für alle k ∈ N, dass M(Bk) ∼ [γBk , QBk , φBk ]. Daher genügt es
nach Theorem 2.3.5 zu zeigen, dass neben γBk → 0 und QBk → 0 auch∫

Rm

min{1, ‖x‖2}φBk(dx)→ 0 (3.39)
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3.6 Existenz

gilt, jeweils für k → ∞. Die ersten beiden Aussagen sind klar, denn wir haben - erneut
wegen A ∈ S und nach den Voraussetzungen dieses Theorems - für alle k ∈ N die Existenz
der Reihen

γBk =

∞∑
j=k+1

γAj und QBk =

∞∑
j=k+1

QAj .

Insbesondere konvergieren also diese Reihenreste gegen Null. Für die verbleibende Aussa-
ge folgen wir der entsprechenden Idee in [35]: Sei ε > 0 beliebig, aber fest. Dann existiert
(da φB1 ein Lévymaß ist) ein δ > 0 mit∫

{x:‖x‖≤δ}

min{1, ‖x‖2}φB1(dx) < ε.

Andererseits ist die Folge (Bk)k∈N absteigend (sogar gegen ∅, da wir (Aj) als disjunkt
vorausgesetzt haben), daher kann man wie zuvor zeigen, dass φBk = φBk+1

+ φBk\Bk+1
,

d.h. dass φBk ≥ φBk+1
für alle k ∈ N und somit:

lim sup
k→∞

∫
Rm

min{1, ‖x‖2}φBk(dx)

≤ lim sup
k→∞

∫
{x:‖x‖≤δ}

min{1, ‖x‖2}φBk(dx) + lim sup
k→∞

∫
{x:‖x‖>δ}

min{1, ‖x‖2}φBk(dx)

≤ lim sup
k→∞

∫
{x:‖x‖≤δ}

min{1, ‖x‖2}φB1(dx) + lim sup
k→∞

φBk({x : ‖x‖ > δ})

=

∫
{x:‖x‖≤δ}

min{1, ‖x‖2}φB1(dx)

< ε,

wobei wir wegen Bk ↓ ∅ von einer der Voraussetzungen - für die von der Null weg
beschränkte Menge {x : ‖x‖ > δ} - Gebrauch machen konnten. Damit ist (3.39) gezeigt.

Kommen wir zu attraktiven Beispielen solcher Zufallsmaße; dabei handelt es sich bei (c)
um ein inhomogenes Beispiel. In (a) hingegen wäre es auch denkbar, einen Gaußanteil Q′

vorzugeben, dann müssten die komponentenweise wirkenden Prämaße jedoch so gewählt
werden, dass Symmetrie und positive Semidefinitheit erhalten bleiben.

Beispiel 3.6.3 (a) Seien S ein δ-Ring auf S undm ∈ N. Weiter seien ν1, ..., νm endliche,
signierte Prämaße auf S. Dann betrachte man eine unendlich-teilbare Verteilung
µ ∼ [γ′, 0, φ′] auf Rm und definiere die folgende Abbildung auf S:

γA := (γ
(1)
A , ..., γ

(m)
A ) mit γ

(i)
A := νi(A) · γ′i, A ∈ S,
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3.6 Existenz

wobei γ′i die Komponenten von γ′ seien (jeweils für i = 1, ...,m). Analog definiere
man φA(·) := τ(A) · φ′(·) für ein endliches Prämaß τ auf S. Dann sind mit QA = 0
(für alle A ∈ S) entsprechend die Voraussetzungen von Theorem 3.6.2 erfüllt.

(b) Seien nun Σ eine σ-Algebra (auf S) und ν darauf ein σ-endliches Maß. Gemäß
Beispiel 3.1.3 handelt es sich bei S := {A ∈ Σ : ν(A) <∞} dann um einen δ-Ring
auf S. Weiter sei µ ∼ [γ′, Q′, φ′] eine unendlich-teilbare Verteilung auf Rm und wir
definieren in Anlehnung an (a) die Abbildungen γA := ν(A)·γ′, QA := ν(A)·Q′ und
φA(·) := ν(A) · φ′(·) (jeweils für A ∈ S). Das nach dem vorangegangenen Theorem
resultierende independently scattered random measure M = Mµ,ν nennen wir das
von µ und ν erzeugte.

(c) Man betrachte S := {x ∈ R2 : ‖x‖ ≤ 1} sowie die Mengen Ca := S ∩ Ma für
a ∈ {−1, 1}2 mit Ma wie im Beweis zu Theorem 2.3.5 . Dann ist

S :=
{⋃

a∈J Ca : J ⊂ {−1, 1}2
}

eine σ-Algebra auf S (wobei wir für J = ∅ wieder die leere Menge als Element von
S erhalten). Wenn nun φ′ die Gleichverteilung auf B(S) sei (also das auf S einge-
schränkte 2-dimensionale Lebesguemaß), so definieren wir für A ∈ S die (endlichen)
Lévymaße φA(·) := φ′(· ∩ A). Nach Theorem 3.6.2 existiert also offensichtlich ein
R2-wertiges Zufallsmaß M auf S mit M(A) ∼ [0, 0, φA] und für das Kontrollmaß
λM auf σ(S) = S gilt:

λM (A) =

∫
A

‖x‖2 φ′(dx), A ∈ S.

Das zeigt aber auch, dass das vorliegende Beispiel inhomogen ist. Man betrachte
dazu A1 := C(1,1) ∪ C(−1,−1) sowie A2 = C(1,−1) ∪ C(−1,1), dann gilt zwar offen-
sichtlich λM (A1) = λM (A2), aber M(A1) und M(A2) besitzen eine verschiedene
Verteilung (sonst Widerspruch zur Eindeutigkeit des Lévymaßes).

Zufallsmaße des homogenen Typs in (b) werden für uns im hinteren Teil dieser Arbeit
von großer Bedeutung sein. Daher notieren wir die folgenden Beobachtungen, wobei Teil
(d) die Frage der Unabhängigkeit gegenüber Eigenschaft (2) in Definition 3.3.1 präzisiert.

Eigenschaft 3.6.4
Seien µ ∼ [γ′, Q′, φ′] eine volle sowie unendlich-teilbare Verteilung auf Rm und ν ein
σ-endliches Maß auf dem Meßraum (S,Σ). Dann gelten für das von µ und ν erzeugte
Zufallsmaß M gemäß Beispiel 3.6.3 (b) folgende Eigenschaften:

(a) Für alle A ∈ S gilt:

|γ|A = ν(A) · ‖γ′‖, |Q|A = ν(A) · ‖Q′‖, tr(QA) = ν(A) · tr(Q′)
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sowie für alle A ∈ σ(S):

λM (A) = ν(A) ·

‖γ′‖+ tr(Q′) +

∫
Γm

min{1, ‖x‖2}φ′(dx)

 =: ν(A) · Cµ. (3.40)

(b) Der Übergangskern aus Theorem 3.4.5 ist konstant durch ρ(s, ·) = C−1
µ φ′(·) für alle

s ∈ S gegeben.

(c) Die Dichten von γ und Q gemäß Lemma 3.4.7 sind durch a = C−1
µ γ′ beziehungs-

weise b = C−1
µ Q′ (jeweils konstant) gegeben. Weiter gilt K(t, s) = C−1

µ · ψ(t) für
alle t ∈ Rm und s ∈ S, wobei ψ die log-charakteristische Funktion von µ bezeichne.

(d) M(A1) und M(A2) sind genau dann unabhängig, wenn ν(A1 ∩ A2) = 0, wobei
A1, A2 ∈ S beliebig.

Beweis. Wegen µ 6= ε0 (sonst sind die Aussagen trivialerweise zu übertragen) gilt zu-
nächst Cµ > 0. Dann folgt (a) mit der Homogenität der Norm sowie der Maßeigenschaft
von ν unmittelbar anhand der Definition der totalen Variation. Dabei gilt (3.40) wegen
der σ-Endlichkeit von ν und der Maßeigenschaft beider Seiten auch auf σ(S). Weiter folgt
Φ(A×B) = ν(A) ·φ′(B) für alle A ∈ S und B ∈ B(Rm) und mit dem gleichen Argument
wie zuvor somit auch für alle A ∈ σ(S) (vergleiche Theorem 3.4.5). Der genannte Über-
gangskern ist also nach (a) und vor dem Hintergrund von (3.5) zutreffend, sodass man
auch (c) mit Hilfe von (a) und (b) unmittelbar nachrechnet. Nun sindM(A1) undM(A2)
genau dann unabhängig sind, wenn die gemeinsame Verteilung dem Produktmaß der ein-
zelnen Verteilungen entspricht, d.h. wenn gemäß der Konstruktion in Theorem 3.6.2 und
der vorliegenden Situation für alle t1, t2 ∈ Rm gilt:

exp(ν(A1)ψ(t1) + ν(A2)ψ(t2))

= exp(ν(A1 \A2)ψ(t1) + ν(A2 \A1)ψ(t2) + ν(A1 ∩A2)ψ(t1 + t2)).

Da das Produktmaß wieder eine unendlich-teilbare Verteilung beschreibt, trifft dies auch
auf die gemeinsame Verteilung zu (sofern die gerade genannte Gleichheit gilt), was dann
nach Lemma 3.1.10 in [31] die Gleichheit der entsprechenden log-charakteristischen Funk-
tionen zur Folge hat. Die Unabhängigkeit von M(A1) und M(A2) kann also wiederum
für alle t1, t2 ∈ Rm über folgende Identität charakterisiert werden:

ν(A1)ψ(t1) + ν(A2)ψ(t2)

= ν(A1 \A2)ψ(t1) + ν(A2 \A1)ψ(t2) + ν(A1 ∩A2)ψ(t1 + t2) (3.41)

beziehungsweise da ν auf S (!) ein endliches Maß ist schließlich

ν(A1 ∩A2) · (ψ(t1) + ψ(t2)− ψ(t1 + t2)) = 0.

Die hinreichende Bedingung ist also klar, während wir umgekehrt lediglich ausschließen
müssen, dass

∀t1, t2 ∈ Rm : ψ(t1) + ψ(t2)− ψ(t1 + t2) = 0. (3.42)
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3.7 Komplexwertige Zufallsmaße

Angenommen, (3.42) gelte doch, so würde insbesondere folgen, dass ψ(−t) = −ψ(t) für
alle t ∈ Rm. Dann gilt die Aussage aber auch für die Realteile beider Seiten, was wegen
Re ψ(t) ≤ 0 sogar zur Folge hätte, dass Re ψ(t) = 0, jeweils für alle t ∈ Rm. Damit
wäre aber |µ̂(t)| = 1 (konstant), Widerspruch zur Vollheit von µ (man vergleiche Lemma
3.1.11 in [31]).

Korollar 3.6.5
Sei M wie oben. Dann gilt für alle n ∈ N und A1, ..., An ∈ S: M(A1), ...,M(An) sind
genau dann unabhängig, wenn sie paarweise unabhängig sind.

Beweis. Gelte die paarweise Unabhängigkeit, so folgt nach Eigenschaft 3.6.4 (d), dass
ν(Ai ∩Aj) = 0 für alle 1 ≤ i < j ≤ n (ohne Einschränkung für n > 2). Dies hat wegen

Ai = Z(n)
{i} ∪

Ai ∩ ⋃
1≤j≤n,
j 6=i

Aj


sowie der Subadditivität und Monotonie von ν einerseits zur Folge, dass ν(Ai) = ν(Z(n)

{i} )

für alle i = 1, ..., n. Ganz ähnlich liefert die Monotonie von ν, dass ν(Z(n)
J ) = 0 für alle

J ⊂ {1, ..., n} mit #J ≥ 2. In Analogie zu (3.41) überzeugt man sich also wieder davon,
dass die gemeinsame Verteilung dem entsprechenden Produktmaß entspricht.

3.7 Komplexwertige Zufallsmaße

Betrachtet man eine Familie von Cm-wertigen Zufallsvektoren, also von Elementen aus

L0(Ω,Cm) := {X : Ω→ Cm |X ist A-B(Cm)-meßbar},

wobei B(Cm) geeignet mit B(R2m) zu identifizieren ist, so kann die Definition eines Cm-
wertigen ISRM mit Hinblick auf Definition 2.4.16 absolut analog zum Rm-wertigen Fall
erfolgen. Insbesondere die resultierende Frage der Existenz lässt sich in aller Kürze auf
Theorem 3.6.2 zurückführen: Denn offensichtlich gewinnt man mit jedem R2m-wertigen
Zufallsmaß M = {M(A) : A ∈ S} und M(A) = (M1(A), ...,M2m(A)) auch ein Cm-
wertiges Zufallsmaß M̃ = {M̃(A) : A ∈ S}, indem man für alle A ∈ S entsprechend
M̃(A) := (M̃1(A), ..., M̃m(A)) mit

M̃j(A) := Mj(A) + iMm+j(A), j = 1, ...,m (3.43)

definiert. Wenn wir also im Folgenden Cm-wertige Zufallsmaße aus solchen mit Werten
in R2m konstruieren, so unterstellen wir stillschweigend diesen Zusammenhang. Speziell
gilt dann für alle A ∈ S:

Re M̃(A) = (M1(A), ...,Mm(A)), Im M̃(A) = (Mm+1(A), ...,M2m(A)).

78



3.7 Komplexwertige Zufallsmaße

Sei umgekehrt M̃ = {M̃(A) : A ∈ S} ein beliebiges (unendlich-teilbares) Cm-wertiges
Zufallsmaß, so erkennt man sofort, dass es sich auch bei {Re M̃(A) : A ∈ S} sowie
{Im M̃(A) : A ∈ S} um jeweils Rm-wertige (und unendlich-teilbare) Zufallsmaße han-
delt. In ähnlicher Weise und unter erneuter Berücksichtigung von Definition 2.4.16 ist
ersichtlich, dass dann schließlich die durch

M(A) := (Re M̃(A), Im M̃(A)), A ∈ S

definierte Familie M = {M(A) : A ∈ S} ein R2m-wertiges und unendlich-teilbares ISRM
repräsentiert. Wir nennen M das zu M̃ (reell) assoziierte ISRM.
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KAPITEL 4

Stochastische Integrationstheorie

Wir möchten nun mit Hilfe der Objekte aus Kapitel 3 weitere Zufallsvektoren konstruie-
ren, die jedoch alle auf dasselbe ISRM zurückgreifen, was somit in der Regel zu Abhän-
gigkeiten führen wird. Dabei erinnern die Art der Konstruktion sowie die resultierenden
Eigenschaften an die deterministische Integrationstheorie und begründen daher auch den
Titel dieses Kapitels. Ferner wird sich herausstellen, dass die Verteilung dieser einzelnen
Zufallsvektoren im Wesentlichen bereits durch die Verteilung des zugrunde liegenden Zu-
fallsmaßes bestimmt ist.
Nun ist die Existenz von unabhängigen Zufallsvektoren mit vorgegebener Verteilung
(auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum) wohlbekannt. Besonders im Rahmen
des Konzepts, das im nächsten Kapitel vorgestellt werden soll, sind wir jedoch an be-
stimmten Abhängigkeiten interessiert.
Diesbezüglich wird sich die nachfolgende Konstruktion als geradezu prädestiniert erwei-
sen. Dabei vergleiche man die Ausführungen und Ergebnisse in [35] für den Fall m = 1,
da diese nun im ersten Teil dieses Kapitels entsprechend verallgemeinert werden sollen.
Weiter sei beispielsweise auf [5] und [29] verwiesen, wo zwar jeweils nur die Situation von
Beispiel 3.6.3 (b) mit einem speziellen, symmetrisch α-stabilen Erzeuger betrachtet wird,
in der letztgenannten Quelle jedoch auch bereits für m > 1, was die Verwendung von
L(Rm)-wertigen Funktionen erlaubt.
Schließlich betonen wir noch einmal, dass sich die Existenz von (deterministischen) In-
tegralen für komplexwertige Funktionen stets auf Real- und Imaginärteil bezieht, wäh-
rend die Integrierbarkeit von reellwertigen Funktionen äquivalent zu der Endlichkeit des
Integrals über den Betrag der jeweiligen Funktion ist. Im Falle von vektorwertigen Inte-
granden gelten die Vereinbarungen entsprechend komponentenweise.

80



4.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

4.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

In diesem und in dem nächsten Abschnitt sei M = {M(A) : A ∈ S} ein beliebiges,
unendlich-teilbares Zufallsmaß auf einem δ-Ring S mit Werten in Rm, wobei wir den
zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraum mit (Ω,A,P) bezeichnen. Weiter nennen
wir eine Abbildung f : S → L(Rm) einfach (bezüglich S), falls eine Darstellung

f(s) =

n∑
j=1

Rj 1Aj (s) (4.1)

existiert, wobei R1, ..., Rn ∈ L(Rm) und A1, ..., An ∈ S disjunkt (mit n ∈ N). Falls S eine
σ-Algebra ist, so handelt es sich also gerade um alle S-B(L(Rm))-meßbaren Abbildungen,
die nur endlich viele Werte annehmen.

Definition 4.1.1 (Teil 1)
Sei f : S → L(Rm) wie in (4.1) einfach (bezüglich S). Dann definieren wir (symbolisch)
für jedes A ∈ σ(S):

IM (f 1A) := I(f 1A) :=

∫
A

f dM :=

∫
A

f(s)M(ds) :=
n∑
j=1

RjM(A ∩Aj). (4.2)

Schreibe I(f) et cetera, falls A = S.

Bemerkung 4.1.2. (a) Die vorangegangene Definition nutzt zwar nicht aus, dass M
unendlich-teilbar ist, wir können uns jedoch jetzt bereits auf diesen Fall beschrän-
ken. Dies hat den Vorteil, dass I(f 1A) als Summe unabhängiger und unendlich-
teilbarer Zufallsvektoren selbst wieder unendlich-teilbar ist (vergleiche Proposition
3.1.21 in [31]).

(b) Vor dem Hintergrund von Lemma 3.1.2 ist I(f 1A) überhaupt erst für alle A ∈ σ(S)
wohldefiniert. Weiter ist die jüngste Definition fast sicher unabhängig von der Dar-
stellung in (4.1), denn falls die Operatoren R1, ..., Rn nicht paarweise verschieden
sind, so bleibt die rechte Seite in (4.2) nach entsprechender Zusammenfassung fast
sicher unverändert (man beachte die Additivität von M). Andererseits ist die Dar-
stellung von f gemäß (4.1) bis auf die Hinzunahme des Nulloperators eindeutig,
wenn man neben der Disjunktheit der Mengen Aj ∈ S auch voraussetzt, dass die
Operatoren Rj paarweise verschieden sind (j = 1, ..., n).

(c) Sei f einfach und A ∈ σ(S) beliebig. Dann ist offensichtlich auch g := f 1A ein-
fach bezüglich S und es gilt I(g) = I(f 1A) (fast sicher), was obige Bezeichnung
rechtfertigt.

Eigenschaft 4.1.3 (a) Die Abbildung f 7→ I(f) ist fast sicher linear (über R).
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(b) Die charakteristische Funktion von I(f 1A) ist für alle A ∈ σ(S) gegeben durch

L̂(I(f 1A))(t) = exp

∫
A

K(f(s)∗t, s)λM (ds)

 , t ∈ Rm. (4.3)

Beweis. Zu (a): Angenommen, f1 und f2 seien einfache Funktionen mit Darstellungen
fi =

∑ni
j=1R

(i)
j 1

A
(i)
j

(i = 1, 2). Definiere

A
(1)
0 :=

n2⋃
j=1

A
(2)
j \

n1⋃
j=1

A
(1)
j , A

(2)
0 :=

n1⋃
j=1

A
(1)
j \

n2⋃
j=1

A
(2)
j

und R(1)
0 = R

(2)
0 = 0, dann können wir auch die folgenden Darstellungen im Sinne von

(4.1) nutzen:

f1(s) =

n1∑
j1=0

n2∑
j2=0

R
(1)
j1
1
A

(1)
j1
∩A(2)

j2

(s), f2(s) =

n1∑
j1=0

n2∑
j2=0

R
(2)
j2
1
A

(1)
j1
∩A(2)

j2

(s).

Somit folgt unmittelbar für α1, α2 ∈ R:

I(α1f1 + α2f2) = α1I(f1) + α2I(f2) (fast sicher).

Für (b) betrachte man ein einfaches f wie in (4.1). Dann wissen wir, dass die charakteris-
tische Funktion des Zufallsvektors RjM(A∩Aj) für alle j = 1, ..., n durch die Abbildung

Rm 3 t 7→ L̂(M(A ∩Aj))(R∗j t) = exp

 ∫
A∩Aj

K(R∗j t, s)λM (ds)


gegeben ist (vergleiche Proposition 3.4.9). Da M(A1), ...,M(An) unabhängig sind, folgt
gemäß (4.2) für alle t ∈ Rm:

L̂(I(f 1A))(t) = exp

 n∑
j=1

∫
A∩Aj

K(R∗j t, s)λM (ds)

 (4.4)

= exp

∫
A

 n∑
j=1

K(R∗j t, s)1Aj (s)

λM (ds)

 .

Nun gilt K(0, s) = 0 für alle s ∈ S. Angesichts der Darstellung von f folgt also das
Gewünschte:

= exp

∫
A

K(f(s)∗t, s)λM (ds)

 .
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Dabei entnimmt man der Rechnung insbesondere, dass K(f(·)∗t, ·) für alle t ∈ Rm inte-
grierbar ist (bezüglich λM ).

Bemerkung 4.1.4. Die Abbildung t 7→
∫
AK(f(s)∗t, s)λM (ds) ist vor dem Hintergrund

von Theorem 2.3.1 wirklich die log-charakteristische Funktion von I(f 1A). Insbesondere
entnimmt man (4.4) die Stetigkeit dieser Abbildung, da gemäß Proposition 3.4.9 für
alle t′ ∈ Rm und A′ ∈ S gilt:

∫
A′ K(t′, s)λM (ds) = Θ(A′, t′), wobei die letztgenannte

Funktion als log-charakteristische Funktion (in t′ gelesen) selbst bereits stetig ist.

Wir möchten nun wie üblich das Integral auf eine größere Klasse von Funktionen
ausdehnen, wobei uns die gerade gezeigten Eigenschaften helfen werden. Ferner überzeuge
man sich davon, dass die nachfolgende Definition konsistent mit der vorangegangenen ist.
Insbesondere ist jede einfache Funktion integrierbar.

Definition 4.1.5 (Teil 2)
Sei f : S → L(Rm) eine σ(S)-B(L(Rm))-meßbare Abbildung. Dann nennen wir f in-
tegrierbar bezüglich M beziehungsweise M -integrierbar, falls eine Folge von einfachen
Funktionen (fn)n∈N (bezüglich S) mit den folgenden Eigenschaften existiert:

(1) fn(s)→ f(s) für λM -fast alle s ∈ S,

(2) die bereits erklärte (und jeweils fast sicher eindeutige) Folge (I(fn 1A))n∈N von
Zufallsvektoren konvergiert für alle A ∈ σ(S) stochastisch (n→∞).

Weiter sei

I(M) := {f : (S, σ(S))→ (L(Rm),B(L(Rm))) | f ist M -integrierbar}.

Proposition 4.1.6
Seien f ∈ I(M) und (fn)n∈N eine zugehörige Folge einfacher Funktionen, wobei η(A) für
alle A ∈ σ(S) den stochastischen Limes in (2) bezeichne. Dann gilt für alle A ∈ σ(S)
und t ∈ Rm:

L̂(η(A))(t) = exp

∫
A

K(f(s)∗t, s)λM (ds)

 , (4.5)

insbesondere ist K(f(·)∗t, ·) integrierbar (bezüglich λM ).

Beweis. Wir orientieren uns an dem Beweis zu Proposition 2.6 in [35] und definieren für
alle t ∈ Rm und n ∈ N die Abbildung µt,n : σ(S)→ C durch

µt,n(A) :=

∫
A

K(fn(s)∗t, s)λM (ds), A ∈ σ(S).

Wir haben zuvor bereits bemerkt, dass K(fn(·)∗t, ·) integrierbar ist. Somit erkennt man
also, dass die Abbildung A 7→ µt,n(A) (für alle t ∈ Rm und n ∈ N) ein signiertes,
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endliches Maß ist. Offensichtlich gilt dabei: µt,n � λM . Andererseits wissen wir, dass
I(fn 1A) für alle n ∈ N unendlich-teilbar ist, somit aber auch η(A), siehe Lemma 3.1.6
in [31]. Bezeichnen wir mit χ(A, ·) die log-charakteristische Funktion von η(A), so folgt
mit Lemma 3.1.10 in obiger Quelle und wegen Bemerkung 4.1.4 für festes t ∈ Rm sowie
A ∈ σ(S): µt,n(A)→ χ(A, t) für n→∞. Nun besagt aber das Hahn-Saks-Vitali Theorem
(siehe Kapitel IX, Theorem 11 in [7]), dessen Voraussetzungen nach dem bisher Gezeigten
erfüllt sind, dass die Abbildung A 7→ χ(A, t) ebenfalls für alle t ∈ Rm ein signiertes Maß
auf σ(S) darstellt, wobei sich χ(·, t) � λM (·) offensichtlich überträgt. Der Satz von
Radon-Nikodým liefert also für alle t ∈ Rm die Existenz einer λM -Dichte von χ(·, t), die
wir mit zt bezeichnen. Angesichts der Endlichkeit von χ(·, t) folgt sogar, dass zt : S → R
und dass zt für alle t ∈ Rm integrierbar ist (vergleiche VII, §2 , Korollar 2.4 in [10]).
Wegen

χ(A, t) =

∫
A

zt(s)λM (ds), A ∈ σ(S), t ∈ Rm

genügt es also zu zeigen, dass für t ∈ Rm beliebig, aber fest gilt: zt(s) = K(f(s)∗t, s) für
λM -fast alle s ∈ S. Nun haben wir bereits an anderer Stelle betont, dass K im ersten
Argument stetig ist, zusammen mit der Voraussetzung an die Folge (fn) gilt also

K(fn(s)∗t, s)→ K(f(s)∗t, s) für λM -fast alle s ∈ S.

Weiter ist λM σ-endlich, nach dem Satz von Egorov (siehe VI, §3, Satz 3.5 und Aufgabe
3.1 in [10]) existiert somit eine Folge (Ck)k∈N ⊂ σ(S), sodass C0 := S \ ∪∞k=1Ck eine
λM -Nullmenge ist und für die weiterhin gilt: ck := λM (Ck) <∞ mit

lim
n→∞

(
sup
s∈Ck
|K(fn(s)∗t, s)−K(f(s)∗t, s)|

)
= 0, k ∈ N.

Mit der Dreiecksungleichung und wegen ck <∞ folgt also nicht nur, dassK(f(·)∗t, ·)1Ck(·)
die Integrierbarkeit von den Funktionen K(fn(·)∗t, ·)1Ck(·), n ∈ N erbt, sondern auch,
dass für alle k ∈ N und A ∈ σ(S) gilt:∫

A∩Ck

zt(s)λM (ds) = χ(A ∩ Ck, t)

= lim
n→∞

∫
A∩Ck

K(fn(s)∗t, s)λM (ds)

=

∫
A∩Ck

K(f(s)∗t, s)λM (ds).

Durch Betrachtung der eingeschränkten signierten Maße χ(·∩Ck, t) erkennt man schließ-
lich wie früher für alle k ∈ N, dass zt(·)1Ck(·) und K(f(·)∗t, ·)1Ck(·) jeweils zugehörige
Dichten sind, sodass aus Gründen der Eindeutigkeit λM -Nullmengen B1, B2, ... mit

∀k ∈ N : zt(s) = K(f(s)∗t, s) für alle s ∈ Ck \Bk
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4.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

existieren. Damit besteht aber insgesamt Gleichheit bis auf jene λM -Nullmenge, die aus
C0 nach Vereinigung mit den Mengen Ck ∩Bk, k ∈ N hervorgeht.

Man beachte, dass Definition 4.1.5 (in dieser starken Form) bereits die Implikation
f ∈ I(M) ⇒ f 1A ∈ I(M) für alle A ∈ σ(S) liefert, inklusive einer geeigneten approxi-
mierenden Folge. Umgekehrt genügt es im Allgemeinen nicht, hinsichtlich der Bedingung
(2) nur die Menge A = S zu testen, da sonst f 1A /∈ I(M) gelten kann oder aber
(fn1A)n∈N zumindest keine geeignete Folge ist (jeweils für gewisse A ∈ σ(S)). Von Letz-
terem haben wir jedoch im vorangegangenen Beweis massiv profitiert.

Beispiel 4.1.7
Sei M das von µ ∼ [1, 0, 0] und dem auf [−1, 1] eingeschränkten Lebesguemaß erzeugte
Zufallsmaß., d.h. S = [−1, 1] mit S = B([−1, 1]). Dann gehört f := 0 zu I(M) (betrachte
zum Beispiel fn = 0 für alle n ∈ N), während die durch

gn(s) := n
[
(−1)n1[− 1

n
,0)(s) + (−1)n+11(0, 1

n
](s)
]
, s ∈ [−1, 1]

definierte Folge einfacher Funktionen (gn)n∈N zwar neben (1) offensichtlich auch (2) für
A = S = [−1, 1] erfüllt (in Definition 4.1.5), jedoch nicht für A = (0, 1] (man vergleiche
Eigenschaft 3.6.4).

Korollar und Definition 4.1.8
Seien f ∈ I(M) und (fn)n∈N eine entsprechende Folge einfacher Funktionen, so definieren
wir für alle A ∈ σ(S)

IM (f 1A) := I(f 1A) :=

∫
A

f dM :=

∫
A

f(s)M(ds) := P - lim
n→∞

∫
A

fn dM (4.6)

und schreiben I(f) et cetera, falls A = S. Die resultierenden Grenzwerte sind dabei
jeweils fast sicher unabhängig von der Wahl der Folge (fn). Schließlich ist I(f 1A) für
alle A ∈ σ(S) unendlich-teilbar mit log-charakteristischer Funktion

Rm 3 t 7→
∫
A

K(f(s)∗t, s)λM (ds).

Beweis. Gegeben eine solche Folge (fn), so haben wir die jeweiligen Grenzwerte in Pro-
position 4.1.6 zunächst mit η(A) bezeichnet und bereits als unendlich-teilbar erkannt.
Betrachtet man nun eine weitere Folge (gn)n∈N, die (1) und (2) erfüllt, so liefern die
Linearität des Integrals für einfache Funktionen sowie die Additivität des stochastischen
Limes einerseits, dass durch hn := fn − gn eine Folge einfacher Funktionen (hn)n∈N de-
finiert wird, die h := 0 ∈ I(M) geeignet approximiert. Andererseits folgt dann aber
nach (4.5) auch, dass die Differenz der resultierenden Grenzwerte eine ε0-Verteilung be-
sitzt, d.h. das Integral ist sogar fast sicher eindeutig bestimmt. Die angegebene log-
charakteristische Funktion entnimmt man ebenfalls dem Beweis von Proposition 4.1.6
(und der Betrachtung von χ(A, t)).
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Die Darstellung der charakteristischen Funktion gemäß (4.3) gilt also nicht nur für
einfache Funktionen f . Als Nächstes möchten wir auch die Linearitätsaussage übertragen,
ehe wir im Anschluss weitere nützliche Eigenschaften gewinnen können. Dabei haben
wir gerade bereits erkannt, dass alle Aussagen nur fast sicher gelten können. Genau
genommen wäre also auch die Abbildung f 7→ I(f) erst nach Identifizierung fast sicher
identischer Objekte in L0(Ω,Rm) wohldefiniert. Wir werden auf diese Unterscheidungen
jedoch weitestgehend verzichten.

Eigenschaft 4.1.9
I(M) ist ein Vektorraum und die Abbildung I(M) 3 f 7→ I(f) ist linear (über R).

Beweis. Die meisten der zu zeigenden Vektorraumeigenschaften sind offensichtlich. Seien
also nun f1, f2 ∈ I(M) mit approximierenden, einfachen Funktionenfolgen (fn,1)n∈N und
(fn,2)n∈N gegeben. Man betrachte weiter für α1, α2 ∈ R die Abbildung h := α1f1 + a2f2,
so liefert die durch hn := α1fn,1+α2fn,2 definierte Folge (hn)n∈N insgesamt mit ähnlichen
Argumenten wie im Beweis zu Korollar und Definition 4.1.8 das Gewünschte und es gilt

I(h) = P- lim
n→∞

I(hn) = P- lim
n→∞

(α1I(fn,1) + α2I(fn,2)) = α1I(f1) + α2I(f2)

fast sicher.

Eigenschaft 4.1.10
Seien f1, f2 ∈ I(M). Falls für λM -fast alle s ∈ S gilt: ‖f1(s)‖ · ‖f2(s)‖ = 0, dann sind
I(f1) und I(f2) unabhängig.

Beweis. Für Ai := {s ∈ S : fi(s) 6= 0} ∈ σ(S) (i = 1, 2) gelte also: λM (A1∩A2) = 0. Nun
nutze man Theorem 3.3.5 (a), um aus Monotoniegründen für alle A ∈ S mit A ⊂ (A1∩A2)
zu erkennen, dassM(A) = 0 fast sicher. Weiter seien (fn,i)n∈N approximierende, einfache
Funktionenfolgen von fi für i = 1, 2. Dass nun auch f1 1A1 integrierbar und (fn,1 1A1)n∈N
eine geeignete approximierende Folge ist, wissen wir bereits. Andererseits folgt jedoch
nach Wahl von A1, dass f1(s) = f1(s)1A1(s) für alle s ∈ S. Analog argumentiert man
für f2. Wegen der Unabhängigkeit von der Wahl Folge gilt also (jeweils fast sicher):

I(f1) = P- lim
n→∞

I(fn,1 1A1), I(f2) = P- lim
n→∞

I(fn,2 1A2).

Wenn wir nun noch zeigen können, dass I(fn,1 1A1) und I(fn,2 1A2) für jedes n ∈ N
unabhängig sind, so liefert dies bekanntermaßen die Behauptung (siehe Problem 3.10
in [36]). Mit der Linearität und dem zuvor Gezeigten wissen wir aber, dass

I(fn,1 1A1) = I(fn,1 1A1\A2
) + I(fn,1 1A1∩A2) = I(fn,1 1A1\A2

)

fast sicher und für jedes n ∈ N (siehe Definition 4.1.1). Analog zeigt man für alle n ∈ N,
dass I(fn,2 1A2) = I(fn,2 1A2\A1

) fast sicher. Somit werden aber bei der Definition des
Integrals hinsichtlich fn,1 1A1\A2

und fn,2 1A2\A1
de facto jeweils disjunkte Mengen und

somit unabhängige Zufallsvektoren betrachtet.
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Möchte man auch eine Charakterisierung der Unabhängigkeit erhalten, so wird man
mehr Informationen von M benötigen. Denn falls beispielsweise M = 0, so gilt auch
I(f) = 0 für alle meßbaren f , d.h. die Umkehrung stimmt im Allgemeinen nicht.

Lemma 4.1.11
Seien f ∈ I(M) und R ∈ L(Rm). Dann gehört auch die durch (R · f)(s) := Rf(s)
definierte Abbildung R · f : S → L(Rm) zu I(M) und es gilt

I(R · f) = RI(f) (fast sicher). (4.7)

Beweis. Ohne Einschränkung gelte R 6= 0, wobei (fn)n∈N eine approximierende Folge
einfacher Funktionen für f sei. Während die Meßbarkeit von R · f aus der von f folgt
(komponentenweise Betrachtung), erkennt man auch, dass Rfn(s)→ Rf(s) für λM -fast
alle s ∈ S. Weiter gilt (4.7) offensichtlich für alle einfachen Funktionen und wir erhalten
für A ∈ σ(S) sowie ε > 0 beliebig, aber fest:

P(‖I(R · fn 1A)−RI(f 1A)‖ ≥ ε) = P(‖RI(fn 1A)−RI(f 1A)‖ ≥ ε)
≤ P( ‖I(fn 1A)− I(f 1A)‖ ≥ ε/‖R‖)
→ 0

nach Wahl von (fn). Dies liefert gleichermaßen, dass R · f ∈ I(M) als auch, dass (4.7)
gilt.

Wir erinnern an Lemma 2.0.1 und die dem vorausgegangene Bemerkung. Diesbezüglich
wird sich die nachfolgende Eigenschaft, die eine konkrete Darstellung der Fouriertransfor-
mierten der gemeinsamen Verteilung von (I(f1), ..., I(fn)) liefert, als geeignetes Scharnier
erweisen.

Eigenschaft 4.1.12
Seien n ∈ N und f1, ..., fn ∈ I(M) beliebig. Dann gilt für alle t1, ..., tn ∈ Rm:

E
(
ei

∑n
j=1〈I(fj),tj〉

)
= exp

∫
S

K

 n∑
j=1

fj(s)
∗tj , s

λM (ds)

 .

Beweis. Seien t1, ..., tn ∈ Rm beliebig, aber fest. Setze e := (1, ..., 1) ∈ Rm und sei Rj
für alle j = 1, .., n die Diagonalmatrix mit Rje = tj . Dann folgt wegen (4.7) und der
Linearität des Integrals (endlich oft angewendet):

E
(
ei

∑n
j=1〈I(fj),tj〉

)
= E

(
ei

∑n
j=1〈R∗j I(fj),e〉

)
= E

(
ei〈

∑n
j=1 I(R

∗
j ·fj),e〉

)
= E

(
ei〈I(

∑n
j=1R

∗
j ·fj),e〉

)
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4.2 Charakterisierung der Klasse I(M)

= exp

∫
S

K

 n∑
j=1

R∗jfj(s)

∗ e, s
λM (ds)


= exp

∫
S

K

 n∑
j=1

fj(s)
∗Rje, s

λM (ds)


= exp

∫
S

K

 n∑
j=1

fj(s)
∗tj , s

λM (ds)

 .

Eigenschaft 4.1.13
Seien f, f1, f2, ... ∈ I(M). Dann gilt:

I(fn)
P−−−−−→

(n→∞)
I(f) ⇔ ∀t ∈ Rm :

∫
S

K ((fn(s)− f(s))∗t, s)λM (ds) −−−−−→
(n→∞)

0.

Beweis. Zunächst konvergiert I(fn) genau dann stochastisch gegen I(f), wenn I(fn) −
I(f) = I(fn − f) (Gleichheit gilt fast sicher) in Verteilung gegen 0 konvergiert. Nun
kennen wir aber gemäß Korollar und Definition 4.1.8 die log-charakteristische Funktion
von I(fn − f), somit folgt die Behauptung nach Lemma 3.1.10 in [31].

4.2 Charakterisierung der Klasse I(M)

Der Name dieses Abschnitts ist weitestgehend Programm. Dabei sind wir einerseits an
hinreichenden Kriterien für f ∈ I(M) interessiert, da die formale Definition generell nicht
sehr praktikabel ist. Andererseits möchten wir über die notwendige Bedingung das Lévy-
Khintchine-Tripel von I(f) bestimmen, sofern f ∈ I(M). Dazu definieren wir zunächst
die folgenden Abbildungen, die sich für die obige Frage als zentral erweisen werden.

U : L(Rm)× S → Rm, (R, s) 7→ Ra(s) +

∫
Rm

(
Rx

1 + ‖Rx‖2
− Rx

1 + ‖x‖2

)
ρ(s, dx),

V : L(Rm)× S → R+, (R, s) 7→
∫
Rm

min{1, ‖Rx‖2} ρ(s, dx).

Dass U wohldefiniert ist, d.h. dass das genannte Integral für alle s ∈ S existiert, wird
insbesondere mit Lemma 4.2.2 folgen. Dabei richten wir uns zwar im Wesentlichen wieder
nach [35], können jedoch die dort verwendeten Methoden (für den Fall m = 1) nur be-
dingt aufgreifen. Insbesondere müssen wir beide Richtungen getrennt betrachten, wobei
der Beweis der hinreichenden Bedingung einige Ideen aus [37] aufgreift.
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Ist φ ein Lévymaß, so ist h(t, ·) (Bezeichnung aus dem Beweis zu Theorem 3.3.2) be-
kanntlich für alle t ∈ Rm integrierbar bezüglich φ. Unter einer gewissen Voraussetzung
gilt auch die Umkehrung, nämlich (vergleiche Theorem 3.3.10 in [37]):

Lemma 4.2.1
Sei φ ein Maß auf B(Rm) derart, dass

Rm 3 y 7→
∫
Rm

(1− cos〈y, x〉)φ(dx) (4.8)

nach [0,∞) abbildet und stetig ist. Dann folgt∫
Rm

min{1, ‖x‖2}φ(dx) <∞,

d.h. φ ist ein Lévymaß, sofern auch φ({0}) = 0 gilt.

Beweis. Existiert also (4.8) für alle y ∈ Rm, so bezeichnen wir die entsprechende Abbil-
dung mit g(y). Weiter definieren wir für t ∈ Rm beliebig, aber fest die kompakte Menge
At := {st : s ∈ [0, 1]}. Nach Voraussetzung gilt also α(t) := sup{g(y) : y ∈ At} < ∞,
insbesondere existiert

∫
[0,1] g(st) ds (als Lebesgue-Integral). Dabei können wir mit dem

Satz von Tonelli schreiben:∫
[0,1]

g(st) ds =

∫
Rm

∫
[0,1]

(1− cos〈st, x〉) ds φ(dx)

=

∫
Rm

(
1− sin〈t, x〉

〈t, x〉

)
φ(dx),

wobei wir den Integranden als Null verstehen, wenn immer 〈t, x〉 = 0. In jedem Falle
existiert eine Konstante C > 0, mit der die folgende Abschätzung zulässig ist, denn für
|z| ≤ 1 gilt 1 − sin z

z ≥ 1
8z

2 (Potenzreihenentwicklung) und für |z| > 1 vergleiche man
beispielsweise die Aussage von Lemma 3.5.4:

≥ C
∫
Rm

min{1, 〈t, x〉2}φ(dx).

Zusammenfassend konnten wir also für alle t ∈ Rm zeigen, dass∫
Rm

min{1, 〈t, x〉2}φ(dx) <∞.

Nun liest man diese Aussage jeweils für t = a ∈ {−1, 1}m und erhält durch Betrachtung
der Mengen Ma wie im Beweis zu Theorem 2.3.5 die Behauptung.
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Lemma 4.2.2
Für alle R ∈ L(Rm) und x ∈ Rm gilt:∥∥∥∥ Rx

1 + ‖Rx‖2
− Rx

1 + ‖x‖2

∥∥∥∥ ≤ max{2, ‖R‖+ ‖R‖3} min{1, ‖x‖2}.

Beweis. Für ‖x‖ ≤ 1 schreibe man ‖Rx‖ ≤ ‖R‖ sowie∣∣∣∣ 1

1 + ‖Rx‖2
− 1

1 + ‖x‖2

∣∣∣∣ =

∣∣ ‖x‖2 − ‖Rx‖2 ∣∣
(1 + ‖Rx‖2)(1 + ‖x‖2)

≤ ‖x‖2 + ‖R‖2‖x‖2.

Falls ‖x‖ > 1, so überlege man sich zunächst den trivialen Fall ‖Rx‖ ≤ 1, während wir
für ‖Rx‖ > 1 unmittelbar∥∥∥∥ Rx

1 + ‖Rx‖2
− Rx

1 + ‖x‖2

∥∥∥∥ ≤ ‖Rx‖
1 + ‖Rx‖2

+
‖Rx‖

1 + ‖x‖2

≤ ‖Rx‖2

1 + ‖Rx‖2
+
‖R‖ ‖x‖
1 + ‖x‖2

≤ ‖Rx‖2

1 + ‖Rx‖2
+
‖R‖ ‖x‖2

1 + ‖x‖2

≤ 1 + ‖R‖

erhalten.

Lemma 4.2.3
Für alle t, y ∈ Rm gilt.∣∣∣∣ 〈t, y〉1 + ‖y‖2

− sin〈t, y〉
∣∣∣∣ ≤ (1 + ‖t‖+ ‖t‖2) min{1, ‖y‖2}.

Beweis. Sei t ∈ Rm beliebig, aber fest. Dann ist der Fall ‖y‖ > 1 analog zu oben klar
(Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Für ‖y‖ ≤ 1 betrachte man hingegen die folgende Rech-
nung, bei der wir erneut von der Cauchy-Schwarz-Ungleichung sowie von | sin z− z| ≤ z2

Gebrauch machen (Potenzreihenentwicklung und Restgliedabschätzung):∣∣∣∣ 〈t, y〉1 + ‖y‖2
− sin〈t, y〉

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣〈t, y〉 − sin〈t, y〉
1 + ‖y‖2

− ‖y‖
2 sin〈t, y〉

1 + ‖y‖2

∣∣∣∣
≤ |〈t, y〉 − sin〈t, y〉|+ ‖y‖2

≤ 〈t, y〉2 + ‖y‖2

≤ (1 + ‖t‖2)‖y‖2.

Mit der geleisteten Vorarbeit können wir also nun das erste Hauptresultat dieses Ab-
schnitts beweisen, man vergleiche Theorem 2.7 in [35].
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Proposition 4.2.4
Es gelte f ∈ I(M), so existieren die folgenden Integrale:

γf :=

∫
S

U(f(s), s)λM (ds), Qf :=

∫
S

f(s)b(s)f(s)∗ λM (ds)

und durch (vergleiche Theorem 3.4.5)

φf (A) := Φ({(s, x) ∈ S × Rm : f(s)x ∈ A \ {0}}), A ∈ B(Rm)

wird ein Lévymaß definiert. Weiter gilt: I(f) ∼ [γf , Qf , φf ].

Beweis. Nach Korollar und Definition 4.1.8 wissen wir bereits, dass die Abbildung t 7→∫
SK(f(s)∗t, s)λM (ds) wohldefiniert ist und der log-charakteristischen Funktion von I(f)
entspricht. Damit existiert aber definitorisch auch das folgende Integral für alle t ∈ Rm :∫

S

Re K(f(s)∗t, s)λM (ds)

= −
∫
S

1

2
〈b(s)f(s)∗t, f(s)∗t〉+

∫
Rm

(1− cos〈f(s)∗t, x〉) ρ(s, dx)

λM (ds).

Unter Berücksichtigung von Korollar 3.4.8 (a) ist nun die folgende Zerlegung zulässig:

= −
∫
S

1

2
〈b(s)f(s)∗t, f(s)∗t〉λM (ds)−

∫
S

∫
Rm

(1− cos〈f(s)∗t, x〉) ρ(s, dx)λM (ds)

= −
∫
S

1

2
〈f(s)b(s)f(s)∗t, t〉λM (ds)−

∫
S×Rm

(1− cos〈t, f(s)x〉) Φ(ds, dx),

nach Theorem 3.4.5 und (3.6). Schließlich liefert die Anwendung der Transformationsfor-
mel (man beachte, dass 1− cos〈t, 0〉 = 0 für alle t ∈ Rm):

= −
∫
S

1

2
〈f(s)b(s)f(s)∗t, t〉λM (ds)−

∫
Rm

(1− cos〈t, x〉)φf (dx).

Zusammenfassend konnten wir also zeigen, dass die beiden letztgenannten Integrale für al-
le t ∈ Rm existieren. Daraus möchten wir nun zunächst auf die Existenz von Qf schließen,
wobei aus Gründen der Übersicht C(s) := f(s)b(s)f(s)∗ sei mit C(s) = (C(s)i,j)i,j=1,...,m.
Zu i ∈ {1, ...,m} beliebig betrachte man dann speziell den Vektor t = ei, um∫

S

|C(s)i,i|λM (ds) =

∫
S

|〈C(s)t, t〉|λM (ds) <∞

91



4.2 Charakterisierung der Klasse I(M)

zu erkennen, d.h. die Diagonalelemente von C(s) sind bezüglich λM integrierbar. Analog
folgt für 1 ≤ i, j ≤ m beliebig durch Betrachtung von t = ei + ej , dass∫

S

∣∣C(s)i,i + C(s)i,j + C(s)j,i + C(s)j,j
∣∣λM (ds) <∞.

Mit dem, was wir über die Diagonalelemente bereits wissen, ist dann auch C(s)i,j+C(s)j,i

integrierbar. Nach Korollar 3.4.8 (b) ist dies aber äquivalent zur Integrierbarkeit von
C(s)i,j , denn es gilt für λM -fast alle s ∈ S:

C(s)∗ = f(s)b(s)∗f(s)∗ = f(s)b(s)f(s)∗ = C(s).

Das zeigt insgesamt, dass Qf existiert. Indem wir die letzten Aussagen noch einmal
bemühen, wissen wir aber auch, dass Qf symmetrisch ist und dass für alle t ∈ Rm gilt:

〈Qf t, t〉 =

∫
S

〈f(s)b(s)f(s)∗t, t〉λM (ds) =

∫
S

〈b(s)f(s)∗t, f(s)∗t〉λM (ds) ≥ 0,

d.h. Qf ist eine symmetrische und positiv-semidefinite Matrix, somit also überhaupt zu-
lässig als Gaußanteil von I(f). Andererseits (siehe oben) wissen wir bereits die Stetigkeit
der Abbildung

t 7→
∫
S

Re K(f(s)∗t, s)λM (ds) = −1

2
〈Qf t, t〉 −

∫
Rm

(1− cos〈t, x〉)φf (dx)

und somit aber auch die von t 7→
∫
Rm(1 − cos〈t, x〉)φf (dx). Damit greift insgesamt die

Aussage von Lemma 4.2.1, d.h.∫
Rm

min{1, ‖x‖2}φf (dx) =

∫
S×Rm

min{1, ‖f(s)x‖2}Φ(ds, dx)

=

∫
S

V (f(s), s)λM (ds)

<∞,

was zusammen mit φf ({0}) = 0 insbesondere liefert, dass φf ein Lévymaß ist. Schließlich
möchten wir argumentieren, dass γf existiert, wobei es genügt, für alle t ∈ Rm die
Existenz von ∫

S

〈t, U(f(s), s)〉λM (ds)

nachzuweisen, denn dann erhält man die j-te Komponente von U(f(s), s) für t = ej .
Seien also t ∈ Rm und s ∈ S beliebig, aber fest, so gelangen wir wie folgt zum Ziel:

〈t, U(f(s), s)〉 =

〈
t, f(s)a(s) +

∫
Rm

(
f(s)x

1 + ‖f(s)x‖2
− f(s)x

1 + ‖x‖2

)
ρ(s, dx)

〉
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= 〈t, f(s)a(s)〉+

∫
Rm

(
〈t, f(s)x〉

1 + ‖f(s)x‖2
− 〈t, f(s)x〉

1 + ‖x‖2

)
ρ(s, dx),

wobei wir von der Existenz des Integrals (für alle s ∈ S) gemäß Lemma 4.2.2 profitiert
haben. Dass das zweite (und somit auch das erste) der beiden nachfolgenden Integra-
le existiert, erkennt man hingegen mit Lemma 4.2.3, wird im weiteren Verlauf jedoch
impliziert präzisiert:

= 〈t, f(s)a(s)〉+

∫
Rm

(
sin〈t, f(s)x〉 − 〈t, f(s)x〉

1 + ‖x‖2

)
ρ(s, dx)

+

∫
Rm

(
〈t, f(s)x〉

1 + ‖f(s)x‖2
− sin〈t, f(s)x〉

)
ρ(s, dx)

= Im K(f(s)∗t, s) +

∫
Rm

(
〈t, f(s)x〉

1 + ‖f(s)x‖2
− sin〈t, f(s)x〉

)
ρ(s, dx)

und daher mit Lemma 4.2.3 (setze C(t) := 1 + ‖t‖+ ‖t‖2)

|〈t, U(f(s), s)〉| ≤ |Im K(f(s)∗t, s)|+ C(t)

∫
Rm

min{1, ‖f(s)x‖2} ρ(s, dx)

beziehungsweise insbesondere∫
S

|〈t, U(f(s), s)〉|λM (ds) ≤
∫
S

|K(f(s)∗t, s)|λM (ds) + C(t)

∫
S

V (f(s), s)λM (ds) <∞

nach dem zuvor Gezeigten. Für die Angabe des Lévy-Khintchine-Tripels sei daran erin-
nert, dass wir die log-charakteristische Funktion von I(f) bereits kennen. Dabei haben
wir insbesondere für alle t ∈ Rm erkannt (mit h(t, x) wie an früher Stelle), dass

Re
∫
S

K(f(s)∗t, s)λM (ds) = −1

2
〈Qf t, t〉+

∫
Rm

Re h(t, x)φf (dx).

In ähnlicher Weise überzeugt man sich mit den vorherigen Schritten schließlich von

Im
∫
S

K(f(s)∗t, s)λM (ds)

=

〈
t,

∫
S

U(f(s), s)λM (ds)

〉
+

∫
S

∫
Rm

(
sin〈t, f(s)x〉 − 〈t, f(s)x〉

1 + ‖f(s)x‖2

)
ρ(s, dx)λM (ds)

= 〈t, γf 〉+

∫
Rm

Im h(t, x)φf (dx),

d.h. I(f) ∼ [γf , Qf , φf ].
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Mit dem gerade erbrachten Nachweis der notwendigen Bedingung wird uns nun auch
die hinreichende Bedingung für die Frage f ∈ I(M) gelingen. Zuvor einige Hilfsaussagen,
die sich an Lemma 2.8 in [35] und Theorem 3.2.2. in [37] orientieren.

Lemma 4.2.5
Sei f : S → L(Rm) meßbar. Dann gilt für alle A ∈ σ(S) und s ∈ S:

‖U(f(s)1A(s), s)‖ ≤ ‖U(f(s), s)‖1A(s) + 2V (f(s), s). (4.9)

Beweis. Wir rechnen nach:

U(f(s)1A(s), s) = 1A(s)f(s)a(s) +

∫
Rm

(
1A(s)f(s)x

1 + ‖1A(s)f(s)x‖2
− 1A(s)f(s)x

1 + ‖x‖2

)
ρ(s, dx)

= 1A(s)f(s)a(s) +

∫
Rm

(
1A(s)f(s)x

1 + ‖f(s)x‖2
− 1A(s)f(s)x

1 + ‖x‖2

)
ρ(s, dx)

+

∫
Rm

(
1A(s)f(s)x

1 + ‖1A(s)f(s)x‖2
− 1A(s)f(s)x

1 + ‖f(s)x‖2

)
ρ(s, dx)

= 1A(s)U(f(s), s) +

∫
Rm

(
1A(s)f(s)x

1 + ‖1A(s)f(s)x‖2
− 1A(s)f(s)x

1 + ‖f(s)x‖2

)
ρ(s, dx).

Somit folgt die Behauptung nach Dreiecksungleichung und Anwendung von Lemma 4.2.2
(für 1A(s)Im statt R und f(s)x statt x). Insbesondere existieren alle Integrale.

Lemma 4.2.6
Seien (X

(1)
n )n∈N und (X

(2)
n )n∈N Folgen unendlich-teilbarer Zufallsvektoren auf Rm, wobei

für jedes n ∈ N gilt: X(1)
n und X(2)

n sind unabhängig mit X(i)
n ∼ [γ

(i)
n , Q

(i)
n , φ

(i)
n ], i = 1, 2.

Falls nun X(1)
n +X

(2)
n → 0 stochastisch, so gilt auch jeweils

X(i)
n − γ(i)

n → 0 stochastisch (n→∞).

Beweis. Es genügt, die Aussage für (X
(1)
n )n∈N zu argumentieren. SetzeXn := X

(1)
n +X

(2)
n ,

so wissen wir nach Proposition 3.1.21 in [31] für jedes n ∈ N, dass Xn ∼ [γn, Qn, φn] mit

γn = γ(1)
n + γ(2)

n , Qn = Q(1)
n +Q(2)

n , φn = φ(1)
n + φ(2)

n .

Dabei liefert die eine Richtung von Theorem 2.3.5 insbesondere, dass Qn → 0 sowie∫
min{1, ‖x‖2}φn(dx) → 0. Lesen wir die erste dieser beiden Aussage, so bedeutet dies

für alle t ∈ Rm, dass 〈Qnt, t〉 → 0. Wegen der positiven Semidefinitheit gilt jedoch stets:

0 ≤ 〈Q(1)
n t, t〉 ≤ 〈Q(1)

n t, t〉+ 〈Q(2)
n t, t〉 = 〈Qnt, t〉, n ∈ N,
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d.h. 〈Q(1)
n t, t〉 → 0 für alle t ∈ Rm, was nach Corollary 2.1.9 in oben genannter Quelle

impliziert, dass Q(1)
n → 0. Mit einem ähnlichen Monotonieargument schließt man aus der

zweiten Aussage, dass auch
∫

min{1, ‖x‖2}φ(1)
n (dx) → 0, jeweils für n → ∞. Da nun

X
(1)
n − γ

(1)
n jedoch keinen Punktmaßanteil besitzt (für alle n ∈ N), folgt die Behaup-

tung mit der Rückrichtung von Theorem 2.3.5, da im vorliegenden Fall Konvergenz in
Verteilung auch stochastische Konvergenz impliziert.

Lemma 4.2.7
Seien f ∈ I(M) und (fn)n∈N eine approximierende Folge im Sinne von Definition 4.1.5.
Dann existiert für alle ε1, ε2 > 0 ein N = N(ε1, ε2), sodass

∀n ≥ N ∀A ∈ σ(S) : P(‖I(f1A)− I(fn1A)‖ ≥ ε1) ≤ ε2.

Beweis. Definiere gn := f−fn, so wissen wir, dass gn(s)→ 0 für λM -fast alle s ∈ S sowie,
dass I(gn1A)→ 0 stochastisch und für alle A ∈ σ(S) (jeweils für n→∞). Insbesondere
folgt nach Proposition 4.2.4 und Theorem 2.3.5, dass

γgn(A) :=

∫
S

U(1A(s)gn(s), s)λM (ds) =

∫
A

U(gn(s), s)λM (ds)→ 0

für alle A ∈ σ(S). Wir werden nun zeigen, dass diese Konvergenz sogar gleichmäßig
in A ∈ σ(S) gilt. Dazu wähle man zunächst ein endliches Maß λ∗M auf (S, σ(S)) mit
λM � λ∗M , dessen Existenz zum Beispiel durch

λ∗M (E) :=
∞∑
l=1

2−l
λM (E ∩ Sl)
1 + λM (Sl)

, E ∈ σ(S)

gesichert ist, wobei man die Maßeigenschaft analog zu IV 10., Theorem 6 in [9] argu-
mentiert und (Sl)l∈N ⊂ S eine disjunkte Folge wie in (δ4) sei. Andererseits folgt aus der
Existenz von γgn(A) für alle A ∈ σ(S) (insbesondere aus der von γgn(S)), dass die Ab-
bildung A 7→ γgn(A) für alle n ∈ N ein vektorielles Maß auf σ(S) mit γgn � λM � λ∗M
definiert, die Komponenten γ(k)

gn sind somit endliche, signierte Maße. Dabei vererbt sich
die absolute Stetigkeit, d.h. γ(k)

gn � λ∗M für alle n ∈ N und k = 1, ...,m. Sei nun ε > 0
beliebig, aber fest. Dann liefert das Hahn-Saks-Vitali Theorem (man nutze die Variante
in [39], Proposition C.3 für endliche Maße) die Existenz von δ1, ...δm > 0, sodass folgende
Implikationen für k = 1, ...,m gelten:

∀A ∈ σ(S) :

(
λ∗M (A) ≤ δk ⇒ sup

n∈N
|γ(k)
gn (A)| ≤ ε

)
.

Sei δ := min{δ1, ..., δm} > 0 und bezeichne C > 0 die Konstante, mit der ‖x‖ ≤ C‖x‖1
für alle x ∈ Rm gilt, so konnten wir zeigen:

∀A ∈ σ(S) :

(
λ∗M (A) ≤ δ ⇒ sup

n∈N
‖γgn(A)‖ ≤ Cmε

)
. (4.10)
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Andererseits erkennt man mit Lemma 4.2.2 und dem Satz von der majorisierten Konver-
genz, dass U(·, ·) im ersten Argument stetig ist, somit gilt

U(gn(s), s)→ U(0, s) = 0 für λM -fast alle s ∈ S.

Nun liefert das bereits an anderer Stelle genannte Egorov-Theorem (man beachte erneut,
dass λ∗M endlich ist) die Existenz einer Menge D′ ∈ σ(S) mit

U(gn(s), s)→ 0 gleichmäßig für alle s ∈ D′ (4.11)

und λ∗M (S \ D′) ≤ δ/2. Mit (δ4), der Stetigkeit von unten und Lemma 3.1.2 erkennt
man dann auch die Existenz einer Teilmenge D ⊂ D′, die nun jedoch zu S gehört und
λ∗M (S \ D) ≤ δ erfüllt. Auf dieser bleibt insbesondere die Aussage von (4.11) erhalten,
wobei nun λM (D) <∞ gilt. Somit folgt für alle A ∈ σ(S) und n ∈ N nach (4.10):

‖γgn(A)‖ =

∥∥∥∥∥∥∥
∫

A\D

U(gn(s), s)λM (ds) +

∫
A∩D

U(gn(s), s)λM (ds)

∥∥∥∥∥∥∥
≤ Cmε+ sup

s∈A∩D
‖U(gn(s), s)‖ · λM (A ∩D)

≤ Cmε+ sup
s∈D
‖U(gn(s), s)‖ · λM (D).

Also nach (4.11):

0 ≤ lim sup
n→∞

(
sup

A∈σ(S)
‖γgn(A)‖

)
≤ Cmε+λM (D)·lim sup

n→∞

(
sup
s∈D
‖U(gn(s), s)‖

)
= Cmε.

Da ε > 0 beliebig gewählt war, konnten wir somit wie gewünscht zeigen:

lim
n→∞

(
sup

A∈σ(S)
‖γgn(A)‖

)
= 0. (4.12)

Auf dem zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P) definieren wir nun die
Abbildung d : L0(Ω,Rm)× L0(Ω,Rm)→ [0, 1] durch

d(X,Y ) :=

∫
Ω

min{1, ‖X(ω)− Y (ω)‖}P(dω).

Dann ist d eine Metrik und die durch sie induzierte Konvergenz ist äquivalent zur sto-
chastischen Konvergenz (bezüglich P auf L0(Ω,Rm) und nach Identifizierung von fast
sicher identischen Zufallsvektoren), man vergleiche beispielsweise den Beweis zu Satz
6.7 in [23] und die unten stehenden Ausführungen. Definiere weiter die Zufallsvektoren
Xn(A) := I(gn1A)− γgn(A) für n ∈ N und A ∈ σ(S) sowie

cn := sup
A∈σ(S)

d(Xn(A), 0), n ∈ N.
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Der nächste Schritt besteht darin, zu zeigen, dass (cn)n∈N eine Nullfolge ist, ehe wir
daraus die Behauptung schließen werden. Dazu wähle man für alle n ∈ N ein An ∈ σ(S)
mit

0 ≤ cn ≤ d(Xn(An), 0) +
1

n
, (4.13)

wobei man beachte, dass cn ≤ 1 <∞. Schreibe nun mit der Linearität des Integrals:

I(gn) = I(gn1An) + I(gn1Acn) = Xn(An) + I(gn1Acn) + γgn(An), n ∈ N.

Dabei erkennt man mit Eigenschaft 4.1.10, dass I(gn1An) und I(gn1Acn) unabhängig
sind, somit ist aber Xn(An) auch unabhängig von I(gn1Acn) + γgn(An) für alle n ∈ N.
Da wir bereits wissen, dass I(gn) = I(gn1S) → 0 stochastisch, greift in jedem Falle die
Aussage des vorangegangenen Lemmas, d.h. Xn(An) → 0 stochastisch, da Xn(An) per
Definition keinen Punktmaßanteil besitzt für alle n ∈ N. Dies bedeutet aber gerade, dass
d(Xn(An), 0) → 0, sodass mit (4.13) wie gewünscht folgt: cn → 0, jeweils für n → ∞.
Wenden wir dies zusammen mit (4.12) auf folgende Ungleichung an:

d(I(gn1A), 0) =

∫
min{1, ‖Xn(A) + γgn(A)‖} dP

≤ d(Xn(A), 0) +

∫
min{1, ‖γgn(A)‖} dP

≤ d(Xn(A), 0) + ‖γgn(A)‖,

die wegen min{1, a+ b} ≤ min{1, a}+ min{1, b} (a, b ≥ 0) für alle A ∈ σ(S) und n ∈ N
gilt, so erhalten wir

0 ≤ lim sup
n→∞

(
sup

A∈σ(S)
d(I(gn1A), 0)

)
= 0,

d.h. d(I(gn1A), 0) konvergiert gleichmäßig in A ∈ σ(S) gegen Null (für n → ∞). Indem
man sich abschließend für beliebiges 0 < ε ≤ 1 und X ∈ L0(Ω,Rm) von

P(‖X‖ ≥ ε) = ε−1

∫
min{1, ε}1{‖X‖≥ε} dP ≤ ε−1

∫
min{1, ‖X‖} dP = ε−1d(X, 0)

überzeugt, folgt für A ∈ σ(S), n ∈ N und ε1 > 0 beliebig, aber fest (ohne Einschränkung
ε1 ≤ 1, sonst Monotonieargument):

P(‖I(f1A)− I(fn1A)‖ ≥ ε1) = P(‖I(gn1A)‖ ≥ ε1)

≤ sup
A∈σ(S)

P(‖I(gn1A)‖ ≥ ε1)

≤ ε−1
1 sup

A∈σ(S)
d(I(gn1A), 0).

Das liefert die Behauptung, indem wir die zuvor gezeigte Konvergenz lesen.
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Theorem 4.2.8
Sei f : S → L(Rm) meßbar, dann gilt: f ∈ I(M) genau dann, wenn die drei Integrale
γf , Qf und

Lf :=

∫
S

V (f(s), s)λM (ds) =

∫
Rm

min{1, ‖x‖2}φf (dx)

existieren.

Beweis. Die eine Richtung entspricht der Aussage von Proposition 4.2.4, die andere soll
hingegen nun in mehreren Schritten gezeigt werden. Dabei sei (Sk)k∈N ⊂ S für den Rest
des Beweises eine gegen S aufsteigende Folge, während wir mit f i,j(s) die Komponenten
von f(s) = (f i,j(s))i,j=1,...,m für s ∈ S ansprechen.

1. Schritt: Wir werden nun eine Folge einfacher Funktionen (fn)n∈N konstruieren, die
f in für uns geeigneter Weise approximiert, wobei fn(s) = (f i,jn (s))i,j=1,...,m. Definiere:

f i,jn (s) := 1Sn(s) ·


l
n , falls l

n ≤ f
i,j(s) < l+1

n für l = 0, ..., n2 − 1

− l
n , falls − l+1

n < f i,j(s) ≤ − l
n für l = 0, ..., n2 − 1

0, falls |f i,j(s)| ≥ n.

Jede der Komponentenfunktionen von fn nimmt also endlich viele Werte auf disjunkten
Mengen in σ(S) an (Meßbarkeit wird von f geerbt); dank der Indikatorfunktion sowie
Lemma 3.1.2 gehören diese Mengen sogar zu S. Nun finde man wie in Eigenschaft 4.1.3
eine gemeinsame Partition für alle Komponenten, um zu erkennen, dass fn für alle n ∈ N
einfach (bezüglich S) ist. Weiter können wir ohne Einschränkung davon ausgehen, dass
|f i,j(s)| < n für alle s ∈ Sn und 1 ≤ i, j ≤ m; denn andernfalls wird durch

S′n := Sn ∩ {s ∈ S : |f i,j(s)| < n für alle 1 ≤ i, j ≤ m}, n ∈ N

ebenfalls eine gegen S aufsteigende Folge (S′n)n∈N ⊂ S beschrieben. Dies hat den Vorteil,
dass |f i,jn (s) − f i,j(s)| ≤ 1

n , falls s ∈ Sn, während |f i,jn (s)| ≤ |f i,j(s)| ohnehin für alle
s ∈ S und n ∈ N gilt. Wegen Sn ↑ S folgt in jedem Falle, dass f i,jn (s) → f i,j(s) für
alle s ∈ S und 1 ≤ i, j ≤ m, was gerade fn(s) → f(s) bedeutet, jeweils für n → ∞.
Schließlich existieren C1, C2 > 0 mit C1‖A‖ ≤ ‖A‖1 ≤ C2‖A‖ für alle A ∈ L(Rm), sodass
wir nach dem gerade Gezeigtem für alle n ∈ N und s ∈ S wissen:

‖fn(s)‖ ≤ C2

C1
‖f(s)‖

und für alle s ∈ Sn sogar

‖fn(s)− f(s)‖ ≤ m2

n · C1
≤ m2

C1
.
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Damit folgt aber nach Wahl der Indikatorfunktionen für alle j ≥ n und s ∈ S:

‖fn(s)− fj(s)‖ = ‖fn(s)− fj(s)‖1Sn(s) + ‖fj(s)‖1Sj\Sn(s)

≤ 2m2

C1
1Sn(s) +

C2

C1
‖f(s)‖1Sj\Sn(s). (4.14)

2. Schritt: In diesem Schritt soll unter Verwendung des vorherigen gezeigt werden, dass
g(k) := f · 1Sk ∈ I(M) für alle k ∈ N. Sei also k ∈ N beliebig, aber fest, so definieren
wir die Folge einfacher Funktionen (g

(k)
n )n∈N durch g

(k)
n := fn · 1Sk mit fn wie oben.

Offensichtlich gilt dann auch g(k)
n (s)→ g(k)(s) für alle s ∈ S und n→∞, wobei wir mit

Hilfe von (4.14) für alle j ≥ n und s ∈ S schließen können, dass

‖g(k)
n (s)− g(k)

j (s)‖ ≤
(

2m2

C1
1Sn(s) +

C2

C1
‖f(s)‖1Sj\Sn(s)

)
1Sk(s).

Insbesondere folgt für alle n ≥ k, j ≥ n und s ∈ S:

‖g(k)
n (s)− g(k)

j (s)‖ ≤ 2m2

C1
1Sk(s). (4.15)

Betrachtet man nun noch A ∈ σ(S) beliebig, aber fest, so bleibt gemäß Definition 4.1.5
zu zeigen, dass die Folge (I(g

(k)
n 1A))n∈N einen stochastischen Limes besitzt (für n→∞).

Dabei genügt aus Gründen der Vollständigkeit der Nachweis der Cauchy-Eigenschaft be-
züglich stochastischer Konvergenz (siehe beispielsweise Korollar 6.15 in [23]). Schließlich
können wir uns sogar auf den Nachweis von

I(g(k)
n 1A)− I(g

(k)
j 1A) = I((g(k)

n − g
(k)
j )1A)⇒ 0 (j, n→∞)

beschränken. Äquivalent dazu (entspricht einem indirekten Zugang) fixiere man eine be-
liebige, streng monoton wachsende Folge n1 < j1 < n2 < j2 < ... natürlicher Zahlen und
zeigt vor dem Hintergrund von Theorem 2.3.5 sowie den Erkenntnissen aus Propositi-
on 4.2.4, dass ∫

S

U
(

(g(k)
nl

(s)− g(k)
jl

(s))1A(s), s
)
λM (ds)→ 0, (4.16)

∫
A

(g(k)
nl

(s)− g(k)
jl

(s)) b(s) (g(k)
nl

(s)− g(k)
jl

(s))∗ λM (ds)→ 0, (4.17)

∫
S

V
(

(g(k)
nl

(s)− g(k)
jl

(s))1A(s), s
)
λM (ds)→ 0, (4.18)

jeweils für l→∞. Nun wissen wir, dass g(k)
nl (s)−g(k)

jl
(s)→ 0 für alle s ∈ S, insbesondere

ist die Folge (g
(k)
nl (s)− g(k)

jl
(s))l∈N beschränkt (für festes s ∈ S). Somit argumentiert man
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4.2 Charakterisierung der Klasse I(M)

leicht, dass die Integranden in (4.16)-(4.18) punktweise gegen Null konvergieren. Dabei
ist zu beachten, dass sich neben U auch V im ersten Argument stetig verhält (ebenfalls
majorisierte Konvergenz). Bleibt also die Angabe (λM -)integrierbarer Majoranten, wobei
in jedem Falle ein l0 ∈ N (zum Beispiel l0 = k) mit jl > nl ≥ k für alle l ≥ l0 existiert.
Dann folgt nach (4.15) für alle l ≥ l0 und s ∈ S:∥∥∥(g(k)

nl
(s)− g(k)

jl
(s)
)
1A(s)

∥∥∥ ≤ 2m2

C1
1A∩Sk(s). (4.19)

Somit ist die gesuchte Majorante zumindest in (4.17) wegen der Integrierbarkeit von
‖b(s)‖1A∩Sk(s) (man beachte Lemma 3.4.7 und dass A ∩ Sk ∈ S) bereits gefunden,
denn das Verhalten der Folge für l = 1, ..., l0 − 1 kann hier und im Folgenden jeweils
vernachlässigt werden. Als nächstes betrachten wir für l ≥ l0 den Ausdruck in (4.18) und
nutzen wieder (4.19) , wobei C := 2m2

C1
:∫

S

V
(

(g(k)
nl

(s)− g(k)
jl

(s))1A(s), s
)
λM (ds)

=

∫
S

∫
Rm

min{1, ‖1A(s)(g(k)
nl

(s)− g(k)
jl

(s))x‖2} ρ(s, dx)λM (ds)

≤
∫
S

∫
Rm

1A∩Sk(s) min{1, C2‖x‖2} ρ(s, dx)λM (ds)

≤ (1 + C2)

∫
S×Rm

1A∩Sk(s) min{1, ‖x‖2}Φ(ds, dx)

= (1 + C2)

∫
Rm

min{1, ‖x‖2}φA∩Sk(dx)

<∞,

da φA∩Sk gerade das Lévymaß von M(A∩Sk) ist. Dabei haben wir im vorletzten Schritt
von Theorem 3.4.5 und Teilen des zugehörigen Beweises Gebrauch gemacht. In jedem
Falle ist V (C1A∩Sk(s)Im, s) eine geeignete Majorante. Analog folgt mit (4.19) für alle
l ≥ l0:∫

S

∥∥∥U ((g(k)
nl

(s)− g(k)
jl

(s))1A(s), s
)∥∥∥λM (ds)

≤
∫
S

C ‖a(s)‖1A∩Sk(s) +

∫
Rm

∥∥∥∥∥ 1A(s)(g
(k)
nl (s)− g(k)

jl
(s))x

1 + ‖1A(s)(g
(k)
nl (s)− g(k)

jl
(s))x‖2

−
1A(s)(g

(k)
nl (s)− g(k)

jl
(s))x

1 + ‖x‖2

∥∥∥∥∥ ρ(s, dx)

]
λM (ds).
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4.2 Charakterisierung der Klasse I(M)

Diese Darstellung lässt - erneut wegen (4.19) - erkennen, dass das innere Integral au-
ßerhalb von A ∩ Sk verschwindet, daher also mit der Indikatorfunktion dieser Menge
versehen werden kann, ehe wir Lemma 4.2.2 (zusammen mit (4.19)) anwenden und ähn-
liche Argumente wie oben nutzen. Setze dazu C ′ := max{2, C + C3}.

≤ C
∫

A∩Sk

‖a(s)‖λM (ds) + C ′
∫

A∩Sk

∫
Rm

min{1, ‖x‖2} ρ(s, dx)λM (ds)

= C

∫
A∩Sk

‖a(s)‖λM (ds) + C ′
∫
Rm

min{1, ‖x‖2}φA∩Sk(dx)

<∞.

Man wähle also hier beispielsweise die folgende Majorante:

s 7→

C‖a(s)‖+ C ′
∫
Rm

min{1, ‖x‖2} ρ(s, dx)

1A∩Sk(s).

3. Schritt: Wir zeigen nun, dass für jedes A ∈ σ(S) eine Folge (jAl )l∈N ⊂ N existiert, die
ohne Einschränkung streng monoton wachsend sei (siehe unten), sodass

∀A ∈ σ(S) ∀l ∈ N ∀k1, k2 ≥ jAl : P
(
‖I(g(k1)1A)− I(g(k2)1A)‖ ≥ 1

l

)
≤ 1

l
. (4.20)

Sei also A ∈ σ(S) beliebig, aber fest, so zeigen wir gleichbedeutend zu (4.20), dass
(I(g(k)1A))k∈N eine Cauchy-Folge bezüglich stochastischer Konvergenz bildet und nutzen
dabei das Vorgehen aus dem 2. Schritt, d.h. wir fixieren eine beliebige, streng monoton
wachsende Folge n1 < l1 < n2 < l2 < ... natürlicher Zahlen und zeigen, dass∫

S

U
(

(g(lk)(s)− g(nk)(s))1A(s), s
)
λM (ds)→ 0, (4.21)

∫
A

(
g(lk)(s)− g(nk)(s)

)
b(s)

(
g(lk)(s)− g(nk)(s)

)∗
λM (ds)→ 0, (4.22)

∫
S

V
(

(g(lk)(s)− g(nk)(s))1A(s), s
)
λM (ds)→ 0, (4.23)

jeweils für k →∞. Dabei beachte man im Folgenden, dass (wegen nk < lk)

g(lk)(s)− g(nk)(s) = f(s)
(
1Slk

(s)− 1Snk (s)
)

= f(s)1Slk\Snk
(s)

für alle k ∈ N und s ∈ S. Mit (Slk \Snk) ⊂ (S \Sk) und Sk ↑ S ist also bereits klar, dass
g(lk)(s)−g(nk)(s)→ 0 für alle s ∈ S und k →∞, sodass vor dem Hintergrund der bereits
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4.2 Charakterisierung der Klasse I(M)

getroffenen Stetigkeitsaussagen zu U und V nur noch integrierbare Majoranten gefunden
werden müssen. Hinsichtlich (4.22) ist diese wegen der vorausgesetzten Existenz von Qf
unmittelbar gegeben, denn

‖f(s)b(s)f(s)∗‖1(Slk\Snk )∩A(s) ≤ ‖f(s)b(s)f(s)∗‖

für alle s ∈ S und k ∈ N. Dank der vorausgesetzten λM -Integrierbarkeit von V (f(·), ·)
greifen ähnliche Monotonieargumente bezüglich (4.23). Um den Integranden von (4.21)
für alle s ∈ S und k ∈ N abzuschätzen, bemühen wir schließlich Lemma 4.2.5 und
erhalten:

‖U(f(s)1(Slk\Snk )∩A(s), s)‖ ≤ ‖U(f(s), s)‖1(Slk\Snk )∩A(s) + 2V (f(s), s)

≤ ‖U(f(s), s)‖+ 2V (f(s), s).

Da wir die Existenz von γf , d.h. die λM -Integrierbarkeit von U(f(·), ·) (und weiterhin
die von V (f(·), ·)) unterstellen, ist also auch dieser Fall klar.

4. Schritt: Nach dem 2. Schritt gilt g(k) = f · 1Sk ∈ I(M) für alle k ∈ N; sei (g
(k)
n )n∈N

jeweils die dort gefundene, spezielle Folge approximierender Funktionen. Betrachten wir
nun zunächst k = 1, dann existiert nach Lemma 4.2.7 ein n1 ∈ N mit

∀A ∈ σ(S) ∀n ≥ n1 : P
(
‖I(g(1)1A)− I(g(1)

n 1A)‖ ≥ 1
)
≤ 1.

Mit dem gleichen Argument existiert ein n′2 ∈ N mit

∀A ∈ σ(S) ∀n ≥ n′2 : P
(
‖I(g(2)1A)− I(g(2)

n 1A)‖ ≥ 1

2

)
≤ 1

2
.

Setze n2 := max{n′2, n1 + 1} und so weiter. Dann erhalten wir also eine erneut streng
monoton wachsende Folge (nk)k∈N ⊂ N derart, dass gilt:

∀A ∈ σ(S) ∀k ∈ N : P
(
‖I(g(k)1A)− I(g(k)

nk
1A)‖ ≥ 1

k

)
≤ 1

k
. (4.24)

Nun nehmen wir mittels fk := g
(k)
nk eine neue Definition der Folge (fk)k∈N einfacher

Funktionen vor (alte Bezeichnung aufgehoben). Dann erkennt man wegen Sk ↑ S und
nach Wahl der Folgen (g

(k)
n )n∈N (siehe 2. Schritt), dass fk(s)→ f(s) für sogar alle s ∈ S

und k →∞, da nk →∞. Sei nun A ∈ σ(S) beliebig, aber fest, so bleibt zu zeigen, dass
die Folge (I(fk1A))k∈N stochastisch konvergiert. Gegeben ε1, ε2 > 0 beliebig, aber fest, so
wähle man ein K0 ∈ N derart, dass K−1

0 ≤ 1
3 min{ε1, ε2}. Weiter sei K := max{K0, j

A
K0
}

(mit jAK0
aus (4.20)), so folgt für alle k1, k2 ≥ K:

P (‖I(fk11A)− I(fk21A)‖ ≥ ε1)

≤ P
(
‖I(g(k1)

nk1
1A)− I(g(k2)

nk2
1A)‖ ≥ 3

K0

)
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4.2 Charakterisierung der Klasse I(M)

≤ P
(
‖I(g(k1)

nk1
1A)− I(g(k1)1A)‖+ ‖I(g(k1)1A)− I(g(k2)1A)‖

+‖I(g(k2)1A)− I(g(k2)
nk2

1A)‖ ≥ 3

K0

)
≤ P

(
‖I(g(k1)

nk1
1A)− I(g(k1)1A)‖ ≥ 1

K0

)
+ P

(
‖I(g(k1)1A)− I(g(k2)1A)‖ ≥ 1

K0

)
+ P

(
‖I(g(k2)1A)− I(g(k2)

nk2
1A)‖ ≥ 1

K0

)
≤ P

(
‖I(g(k1)

nk1
1A)− I(g(k1)1A)‖ ≥ 1

k1

)
+ P

(
‖I(g(k1)1A)− I(g(k2)1A)‖ ≥ 1

K0

)
+ P

(
‖I(g(k2)1A)− I(g(k2)

nk2
1A)‖ ≥ 1

k2

)
,

da k1, k2 ≥ K ≥ K0. Hinsichtlich der beiden äußeren Summanden wende man nun jeweils
(4.24) an, für den inneren greift wegen k1, k2 ≥ K ≥ jKA

0
hingegen die Aussage von (4.20):

≤ 1

k1
+

1

K0
+

1

k2

≤ 3

K0

≤ ε2.

Da ε1, ε2 > 0 beliebig gewählt waren, konnten wir also zeigen, dass die Folge (I(fk1A))k∈N
eine Cauchy-Folge bildet und somit konvergiert (jeweils stochastisch).

Korollar 4.2.9
Für meßbares f : S → L(Rm) gilt: f ∈ I(M) genau dann, wenn∫

S

K(f(s)∗t, s)λM (ds) (4.25)

für alle t ∈ Rm existiert und

t 7→ exp

∫
S

K(f(s)∗t, s)λM (ds)

 (4.26)

die Fouriertransformierte einer Verteilung auf Rm ist.

Beweis. Die notwendige Richtung haben wir bereits gezeigt. Umgekehrt wissen wir insbe-
sondere die Stetigkeit der Abbildung in (4.26), welche durch Betrachtung des Betrags und
wegen der strengen Monotonie der reellen Exponentialfunktion zumindest die Stetigkeit
von

t 7→ Re
∫
S

K(f(s)∗t, s)λM (ds) (4.27)
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4.3 Komplexwertiger Fall

impliziert. Weiter genügte die Voraussetzung (4.25), um im Beweis von Proposition 4.2.4
auf die Existenz von Qf zu schließen, sodass man per Definition von K und auf Basis
von (4.27) auch leicht die Stetigkeit der Abbildung

t 7→
∫
S

∫
Rm

(cos〈f(s)∗t, x〉 − 1) ρ(s, dx)λM (ds) (4.28)

einsieht. (4.25) und die Stetigkeit in (4.28) haben aber insgesamt im Beweis von Proposi-
tion 4.2.4 ausgereicht, um gerade jene Aussagen zu zeigen, die den Voraussetzungen von
Theorem 4.2.8 entsprechen.

Bemerkung 4.2.10. Genau genommen genügt also neben der Aussage von (4.25) die Ste-
tigkeit der Abbildung in (4.26) oder der in (4.28).
Wir beschließen diesen Abschnitt mit einer weiteren Eigenschaft der zuvor konstruier-

ten Integrale. Dabei nutzen wir die Idee für m = 1 aus [20], ergänzt um die zu klärende
Frage der Integrierbarkeit, weshalb wir die Aussage erst an dieser Stelle beweisen. Au-
ßerdem folgt durch Betrachtung der einfachen Funktionen f(s) := 1A(s)Im für A ∈ S,
dass die unendliche Teilbarkeit eines Zufallmaßes (vergleiche Abschnitt 3.5) implizit auch
bereits für alle Randverteilungen von {M(A) : A ∈ S} gilt.

Korollar 4.2.11
Seien n ∈ N und f1, ...fn ∈ I(M) beliebig. Dann ist der Rn·m-wertige Zufallsvektor
(I(f1), ..., I(fn)) unendlich-teilbar.

Beweis. Seien f1, ..., fn wie angegeben, dann beschreibt

ϕ(t) := exp

∫
S

KM

 n∑
j=1

fj(s)
∗tj , s

λM (ds)

 , t = (t1, ...tn) ∈ Rn·m

nach Eigenschaft 4.1.12 die charakteristische Funktion von (IM (f1), ..., IM (fn)). Wenn
wir nun für l ∈ N beliebig, aber fest zeigen können, dass auch ϕ1/l (analog zu (2.9))
die Fouriertransformierte (irgend)einer Verteilung auf B(Rn·m) ist, so folgt nach (2.8)
offensichtlich die Behauptung. Gelte also M(A) ∼ [γA, QA, φA] für alle A ∈ S, so er-
kennt man mit Theorem 3.3.2 und Theorem 3.6.2, dass auch ein Zufallsmaß M ′ mit
M ′(A) ∼ [l−1γA, l

−1QA, l
−1φA] für alle A ∈ S existiert. Entsprechend berechnet man

(ähnlich wie in Eigenschaft 3.6.4), dass KM ′(t, s) = l−1KM (t, s). Dies zeigt aber durch
beidseitige Anwendung von Korollar 4.2.9 respektive der darauf folgenden Bemerkung,
dass I(M) = I(M ′). Insbesondere existiert (IM ′(f1), ..., IM ′(fn)) und besitzt die charak-
teristische Funktion ϕ1/l.

4.3 Komplexwertiger Fall

Die Ausführungen in [40] für den Fall m = 1 motivieren die Erweiterung des stochasti-
schen Integrals für L(Cm)-wertige Integranden bezüglich Cm-wertiger Zufallsmaße, man
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4.3 Komplexwertiger Fall

vergleiche insbesondere Abschnitt 3.7. Für unsere Zwecke genügt dabei wieder die Be-
trachtung unendlich-teilbarer Zufallsmaße, sodass sich die Vorarbeit in diesem Kapitel
hinsichtlich des reellwertigen Falls als äußerst hilfreich erweisen wird. Für den Rest dieses
Abschnitts sei also M̃ = {M̃(A) : A ∈ S} ein beliebiges, unendlich-teilbares Zufallsmaß
auf einem δ-Ring S mit Werten in Cm und wir schreiben

M̃(A) = M (1)(A) + iM (2)(A), A ∈ S.

Dabei haben bereits notiert, dass es sich dann bei {M (i)(A) : A ∈ S} für i = 1, 2 um
Rm-wertige und ebenfalls unendlich-teilbare Zufallsmaße auf S handelt. Ebenso ist das
zu M̃ assoziierte Zufallsmaß M , wobei

M(A) = (M (1)(A),M (2)(A)), A ∈ S,

ein unendlich-teilbares (mit Werten in R2m). Allgemein definieren wir für den weiteren
Verlauf die bijektive Abbildung Ξ : Cm → R2m (eigentlich Ξm) durch

Ξ(Re z + i Im z) := (Re z, Im z), z ∈ Cm.

Analog zerlegen wir jedes f̃ : S → L(Cm) via f̃(s) = f (1)(s) + i f (2)(s) und nennen solch
ein f̃ einfach (bezüglich S), falls f (1) und f (2) einfach im Sinne von (4.1) sind. In diesem
Falle können wir also ohne Einschränkung davon ausgehen, dass Darstellungen der Form

f (i)(s) =
n∑
j=1

R
(i)
j 1Aj (s), i = 1, 2 (4.29)

mit R(i)
1 , ..., R

(i)
n ∈ L(Rm) und A1, ..., An ∈ S disjunkt existieren (man vergleiche erneut

Eigenschaft 4.1.3).

Definition 4.3.1 (Teil 1)
Sei f̃ : S → L(Cm) mit f̃ = f (1) + i f (2) wie in (4.29) einfach (bezüglich S). Dann
definieren wir (symbolisch) für jedes A ∈ σ(S):

I
M̃

(f̃ 1A) := I(f̃ 1A) :=

∫
A

f̃ dM̃ :=

∫
A

f̃(s) M̃(ds) :=
n∑
j=1

(R
(1)
j + iR

(2)
j ) M̃(A ∩Aj).

Schreibe I(f̃) et cetera, falls A = S.

Offensichtlich gilt:

Re I
M̃

(f̃ 1A) =

n∑
j=1

(
R

(1)
j M (1)(A ∩Aj)−R(2)

j M (2)(A ∩Aj)
)

(4.30)

sowie

Im I
M̃

(f̃ 1A) =

n∑
j=1

(
R

(1)
j M (2)(A ∩Aj) +R

(2)
j M (1)(A ∩Aj)

)
. (4.31)
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Somit ist die jüngste Definition kompatibel mit der im reellen Fall, d.h. falls f (2) = 0 und
M (2) = 0, so gilt I

M̃
(f̃ 1A) = Re I

M̃
(f̃ 1A) = IM(1)(f (1) 1A) für alle A ∈ σ(S). Dies wird

sich auch für Teil 2 der Definition bewahrheiten, sodass wir das stochastische Integral
weiterhin mit I bezeichnen. Außerdem mache man sich wie früher klar, dass das Integral
für einfache Funktionen wohldefiniert, also fast sicher unabhängig von der Darstellung in
(4.29) ist. Wir definieren nun die zu f̃ assoziierte Abbildung f : S → L(R2m) durch

f(s) :=

(
f (1)(s) −f (2)(s)

f (2)(s) f (1)(s)

)
, s ∈ S.

Bemerkung 4.3.2. Für f̃ : S → L(Cm) einfach gilt nach (4.30) und (4.31) fast sicher:

Ξ
(
I
M̃

(f̃ 1A)
)

= IM (f 1A), A ∈ σ(S).

Somit erkennen wir auch wieder, dass I
M̃

(f̃ 1A) im Sinne von Definition 2.4.16 für
alle A ∈ σ(S) unendlich-teilbar ist. Ferner ist die Konvergenz von komplexwertigen Ob-
jekten in der Regel immer als jene von Real- und Imaginärteil zu verstehen, sodass die
nachfolgende Definition, bei der wir B(L(Cm)) und B(L(R2m)) wie üblich identifizieren,
natürlich erscheint.

Definition 4.3.3 (Teil 2)
Sei f̃ : S → L(Cm) eine σ(S)-B(L(Cm))-meßbare Abbildung. Dann nennen wir f̃ in-
tegrierbar bezüglich M̃ bzw. M̃ -integrierbar, falls eine Folge von einfachen Funktionen
(f̃n)n∈N (bezüglich S) mit den folgenden Eigenschaften existiert:

(1) Für λM -fast alle s ∈ S gilt

f (1)
n (s)→ f (1)(s) und f (2)

n (s)→ f (2)(s),

d.h. f̃n(s)→ f̃(s).

(2) Die bereits erklärten Folgen (Re I(f̃n 1A))n∈N und (Im I(f̃n 1A))n∈N konvergieren
für alle A ∈ σ(S) jeweils stochastisch. Dabei bezeichne η(1)(A) (für den Realteil)
beziehungsweise η(2)(A) (für den Imaginärteil) den entsprechenden stochastischen
Limes.

Weiter sei

I(M̃) := {f̃ : (S, σ(S))→ (L(Cm),B(L(Cm))) | f̃ ist M̃ -integrierbar}.

Das folgende Theorem zeigt, dass die komplexe Betrachtungsweise im Wesentlichen
den eleganten Zugang für ein eigentlich reelles Problem darstellt.

Theorem 4.3.4
Sei f̃ : S → L(Cm) meßbar. Dann ist f̃ ∈ I(M̃) äquivalent zu f ∈ I(M). In diesem Fall
gilt überdies für alle A ∈ σ(S):

Ξ(η(1)(A) + i η(2)(A)) = IM (f 1A) fast sicher. (4.32)
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Beweis. Falls f̃ ∈ I(M̃) mit einfachen, approximierenden Folgen (f
(i)
n )n∈N (für i = 1, 2),

so approximiert die Folge von Assoziierungen (fn)n∈N (zu f̃n = f
(1)
n +i f

(2)
n ) entsprechend

f und nach Bemerkung 4.3.2 gilt für alle A ∈ σ(S) und n ∈ N fast sicher:

IM (fn1A) =
(
Re I

M̃
(f̃n 1A), Im I

M̃
(f̃n 1A)

)
. (4.33)

Da stochastische Konvergenz von Zufallsvektoren äquivalent zur Konvergenz aller Kom-
ponenten ist, folgt leicht, dass (IM (fn1A))n∈N ebenfalls stochastisch konvergiert.
Gelte umgekehrt f ∈ I(M), so wähle man eine Folge einfacher Funktionen (fn)n∈N, die
f entsprechend approximiert, wobei wir für jedes n ∈ N schreiben können:

fn(s) =

(
fn,1(s) fn,2(s)

fn,3(s) fn,4(s)

)
mit fn,i(s) ∈ L(Rm) für alle s ∈ S und i = 1, ..., 4. Da wir wissen, wie f , also die
Assoziierung zu f̃ aussieht, können wir insbesondere f̃n(s) := fn,1(s) + i fn,3(s) setzen,
sodass auch f̃n(s) → f̃(s) für λM -fast alle s ∈ S. Außerdem gilt (4.33) wieder für
alle n ∈ N und A ∈ σ(S) enstprechend, wobei mit der linken Seite nun auch die rechte
(stochastisch) konvergiert, was nach Betrachtung geeigneter Komponenten bedeutet, dass
f̃ ∈ I(M̃) mit der behaupteten Gleichheit der Limiten, d.h. (4.32) gilt.

Während η(1)(A) und η(2)(A) zunächst noch von der Folge (f̃n)n∈N abhängen konnten,
zeigt (4.32), dass η(1)(A) und η(2)(A) doch nur von f und somit nur von f̃ abhängen (fast
sicher eindeutig, wie der reelle Fall ergeben hat). Dies berechtigt zur folgenden Definition;
insbesondere erkennen wir wieder, dass sich Teil 1 und Teil 2 der jüngsten Definitionen
nicht widersprechen.

Definition 4.3.5
Seien f̃ ∈ I(M̃) und (f̃n)n∈N eine zugehörige Folge einfacher Funktionen, so definieren
wir für alle A ∈ σ(S):

I
M̃

(f̃ 1A) := I(f̃ 1A) :=

∫
A

f̃ dM̃ :=

∫
A

f̃(s) M̃(ds) := η(1)(A) + i η(2)(A)

und schreiben I(f̃) et cetera, falls A = S. Setze außerdem I(1)(f̃ 1A) := Re I(f̃ 1A) =
η(1)(A) respektive I(2)(f̃ 1A) := Im I(f̃ 1A) = η(2)(A).

Damit werden wir nun die Eigenschaften des reellen Integrals mehr oder weniger analog
übertragen können. Man beachte, dass ∗ im Komplexen prinzipiell die Adjungierte meint.

Korollar 4.3.6
Sei f̃ ∈ I(M̃). Dann gilt für alle A ∈ σ(S) und t = (t1, t2) ∈ R2m:

E
(
ei〈Ξ(I(f̃1A)),t〉

)
= exp

∫
A

KM

(
Ξ
(
f̃(s)∗(t1 + i t2)

)
, s
)
λM (ds)

 . (4.34)
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4.3 Komplexwertiger Fall

Dabei sei KM : R2m → C die zu M (der Assoziierung) gehörige Funktion aus (3.19).

Beweis. Die Aussage folgt neben Korollar und Definition 4.1.8 imWesentlichen aus Theo-
rem 4.3.4. Schließlich überzeuge man sich für alle s ∈ S von

f(s)∗t =

(
f (1)(s)∗ f (2)(s)∗

−f (2)(s)∗ f (1)(s)∗

)(
t1

t2

)
= Ξ

(
f (1)(s)∗t1 + f (2)(s)∗t2 + i

(
f (1)(s)∗t2 − f (2)(s)∗t1

))
= Ξ

((
f (1)(s)∗ − if (2)(s)∗

)
(t1 + i t2)

)
= Ξ

(
f̃(s)∗(t1 + i t2)

)
.

Gegenüber der reellen Betrachtung ist es nun hilfreich, folgendes Lemma vorzuziehen.

Lemma 4.3.7
Seien f̃ ∈ I(M̃) und Q̃ ∈ L(Cm). Dann ist auch die durch (Q̃ · f̃)(s) := Q̃f̃(s) definierte
Abbildung Q̃ · f̃ : S → L(Cm) in I(M̃) und es gilt

I(Q̃ · f̃) = Q̃ I(f̃) fast sicher. (4.35)

Beweis. Schreibe Q̃ = Q(1) + iQ(2) und sei f̃ nun zunächst einfach, d.h. von der Form

f̃(s) =

n∑
j=1

(R
(1)
j + iR

(2)
j )1Aj (s),

dann ist Q̃ · f̃ ebenfalls einfach und nimmt die Werte Q̃(R
(1)
j + iR

(2)
j ) auf den disjunkten

Mengen Aj (für j = 1, ..., n) an. Damit ist die Aussage per Definition des Integrals für
einfache Funktionen unmittelbar klar. Gelte nun allgemein f̃ ∈ I(M̃) und sei (f̃n)n∈N
eine approximierende Folge einfacher Funktionen für f̃ . Während die Meßbarkeit von
Q̃ · f̃ wie früher aus der von f̃ folgt, erkennt man auch, dass Q̃f̃n(s)→ Q̃f̃(s) für λM -fast
alle s ∈ S. Weiter können wir nach der vorangegangenen Überlegung für alle A ∈ σ(S)
und n ∈ N schreiben:

I(1)(Q̃ · f̃n 1A) = Re Q̃ I(f̃n 1A) = Q(1) I(1)(f̃n 1A)−Q(2) I(2)(f̃n 1A),

was nach Wahl von (f̃n) und wie in Lemma 4.1.11 (stochastische Konvergenz ist additiv
und bleibt unter linearen Abbildungen erhalten) bedeutet, dass

I(1)(Q̃ · f̃n 1A)→ Q(1)I(1)(f̃ 1A)−Q(2)I(2)(f̃ 1A) = Re Q̃ I(f̃ 1A)

stochastisch. Ganz ähnlich argumentiert man folgende stochastische Konvergenz:

I(2)(Q̃ · f̃n 1A)→ Q(1)I(2)(f̃ 1A) +Q(2)I(1)(f̃ 1A) = Im Q̃ I(f̃ 1A),

jeweils für n→∞. Die Aussagen Q̃ · f̃ ∈ I(M̃) und (4.35) folgen also gleichermaßen.
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4.3 Komplexwertiger Fall

Eigenschaft 4.3.8
I(M̃) ist ein Vektorraum und die Abbildung I(M̃) 3 f̃ 7→ I(f̃) ist fast sicher linear
(jeweils über C).

Beweis. Sei α ∈ C, dann folgt mit (4.35) insbesondere, dass I(αf̃) = αI(f̃) fast si-
cher. Somit ist nach Betrachtung einer gemeinsamen Zerlegung klar, dass die Linearität
bereits für einfache Funktionen gilt. Seien nun allgemein f̃ , g̃ ∈ I(M̃) und (f̃n)n∈N be-
ziehungsweise (g̃n)n∈N approximierende Folgen, so folgt für α, β ∈ C beliebig, dass auch
die Funktion h̃n := αf̃n + βg̃n für alle n ∈ N einfach ist und bis auf eine mögliche λM -
Nullmenge punktweise gegen h̃ := αf̃ +βg̃ konvergiert. Somit erhalten wir für alle n ∈ N
und A ∈ σ(S), indem wir α = x1 + i y1 respektive β = x2 + i y2 schreiben:

Re I(h̃n1A) = Re
(
αI(f̃n1A) + βI(g̃n1A)

)
= x1I

(1)(f̃n1A)− y1I
(2)(f̃n1A) + x2I

(1)(g̃n1A)− y2I
(2)(g̃n1A).

Mit ähnlichen Argumenten wie zuvor folgt, dass der letztgenannte Ausdruck ebenfalls
stochastisch konvergiert (für n→∞) mit Grenzwert

x1I
(1)(f̃1A)− y1I

(2)(f̃1A) + x2I
(1)(g̃1A)− y2I

(2)(g̃1A) = Re
(
αI(f̃1A) + βI(g̃1A)

)
.

Ganz analog zeigt man:

Im I(h̃n1A)→ Im
(
αI(f̃1A) + βI(g̃1A)

)
stochastisch. Man sieht leicht, dass dies beide Teile der Behauptung beweist.

Eigenschaft 4.3.9
Seien f̃ , g̃ ∈ I(M̃). Falls für λM -fast alle s ∈ S gilt: ‖f̃(s)‖ · ‖g̃(s)‖ = 0, dann sind I(f̃)
und I(g̃) unabhängig.

Beweis. Gelte die genannte Voraussetzung, so bedeutet dies für λM -fast alle s ∈ S:(
f (1)(s) = 0 und f (2)(s) = 0

)
oder

(
g(1)(s) = 0 und g(2)(s) = 0

)
.

Somit erfüllen f und g - per Definition der Assoziierungen - aber die Voraussetzungen von
Eigenschaft 4.1.10, d.h. IM (f) und IM (g) sind unabhängig. Nach Theorem 4.3.4 (man
beachte die fast sichere Gleichheit) bedeutet dies aber gerade die Unabhängigkeit von
Ξ(I(f̃)) und Ξ(I(g̃)), was nach Definition 2.4.16 der Behauptung entspricht.

Eigenschaft 4.3.10
Seien n ∈ N und f̃1, ..., f̃n ∈ I(M̃) beliebig. Dann gilt für alle t1, ..., tn ∈ R2m:

E
(
ei

∑n
j=1〈Ξ(I(f̃j)),tj〉

)
= exp

∫
S

KM

Ξ

 n∑
j=1

f̃j(s)
∗(tj,1 + i tj,2)

 , s

λM (ds)

 ,

wobei tj = (tj,1, tj,2) für alle j = 1, ..., n.
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4.3 Komplexwertiger Fall

Beweis. Betrachte t1, ..., tn ∈ R2m wie angegeben, so sei Rj,i für alle j = 1, .., n sowie
i = 1, 2 die reelle Diagonalmatrix mit Rj,ie = tj,i, wobei e := (1, ..., 1) ∈ Rm. Dann
erhalten wir per Definition von Ξ sowie der des Standardskalarprodukts (fast sicher):

n∑
j=1

〈Ξ(I(f̃j)), tj〉

=

n∑
j=1

(
〈R∗j,1I(1)(f̃j), e〉+ 〈R∗j,2I(2)(f̃j), e〉

)
=

n∑
j=1

〈R∗jI(1)(f̃j)−Q∗jI(2)(f̃j) +Q∗jI
(1)(f̃j) +R∗jI

(2)(f̃j), e〉

mit Rj := 1
2(Rj,1 + Rj,2) und Qj := 1

2(Rj,1 − Rj,2). Indem wir weiter Vj := Rj − iQj
mit V ∗j = R∗j + iQ∗j definieren (jeweils für j = 1, .., n), folgt also analog zu früheren
Überlegungen:

=
n∑
j=1

〈Re V ∗j I(f̃j) + Im V ∗j I(f̃j), e〉.

Im nächsten Schritt nutzen wir die Additivität von Real- und Imaginärteil sowie die
Aussage von (4.35), im darauf folgenden die Linearität des Integrals:

=

〈
Re

n∑
j=1

I(V ∗j · f̃j) + Im
n∑
j=1

I(V ∗j · f̃j), e

〉

=

〈
I(1)

 n∑
j=1

V ∗j · f̃j

+ I(2)

 n∑
j=1

V ∗j · f̃j

, e〉

=

〈
Ξ

I
 n∑
j=1

V ∗j · f̃j

,(e
e

)〉
.

Daher folgt die Behauptung mit (4.34), denn nach den obigen Definitionen gilt für alle
s ∈ S:  n∑

j=1

V ∗j f̃j(s)

∗ (e+ i e) =
n∑
j=1

f̃j(s)
∗Vj(e+ i e)

=
n∑
j=1

f̃j(s)
∗ ((Rj +Qj)e+ i(Rj −Qj)e)

=
n∑
j=1

f̃j(s)
∗ (tj,1 + itj,2) .
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4.4 Partiell integrierbare Funktionen

Wir schließen die Liste der Eigenschaften mit dem folgenden Ergebnis ab. Dabei be-
achte man, dass die Integralfunktion in (4.34) vor dem Hintergrund von Theorem 4.3.4
und der Überlegungen im reellen Fall wirklich der log-charakteristischen Funktion von
Ξ(I(f̃)) entspricht.

Eigenschaft 4.3.11
Seien f̃ , f̃1, f̃2, ... ∈ I(M̃). Dann gilt:

I(f̃n)
P−−−−−→

(n→∞)
I(f̃) ⇔ ∀z ∈ Cm :

∫
S

KM

(
Ξ
(

(f̃n(s)− f̃(s))∗z
)
, s
)
λM (ds) −−−−−→

(n→∞)
0.

Beweis. (Stochastische) Konvergenz im Komplexen meint Konvergenz von Real- und
Imaginärteil, wobei Letzteres jeweils äquivalent zur Konvergenz aller Komponenten ist,
daher gilt:

I(f̃n)
P−−−−−→

(n→∞)
I(f̃) ⇔ Ξ

(
I(f̃n)

)
P−−−−−→

(n→∞)
Ξ
(
I(f̃)

)
.

Da die Abbildung Ξ additiv (und bijektiv) ist, können nun mit der Bemerkung, die der
Behauptung vorausgegangen ist, analoge Argumente wie im Beweis zu Eigenschaft 4.1.13
bemüht werden.

Bemerkung 4.3.12. Natürlich erlaubt Theorem 4.3.4 eine direkte Anwendung von Theo-
rem 4.2.8 und Korollar 4.2.9 zur Charakterisierung der Klasse I(M̃), was für konkrete
Betrachtungen jedoch eine explizite Darstellung der Assoziierung von M̃ bedingt.

4.4 Partiell integrierbare Funktionen

Die Einführung der Funktion Ξ deutete bereits an, dass man häufig wieder an reellwer-
tigen Objekten interessiert ist, auf die Vermischungseffekte im Rahmen der komplexen
Integration jedoch nicht verzichten möchte, d.h. man untersucht I(1)(f̃) oder aber I(2)(f̃),
sofern f̃ ∈ I(M̃). Diesen verschenkten Teil an Information kann man sich vor dem Hin-
tergrund von Definition 4.3.3 in folgender Weise vergüten lassen, wobei M̃ und M wie
im vorherigen Abschnitt seien.

Definition 4.4.1
Sei f̃ : S → L(Cm) meßbar. Dann nennen wir f̃ partiell (reell) integrierbar bezüglich
M̃ , falls eine Folge von einfachen Funktionen (f̃n)n∈N mit den folgenden Eigenschaften
existiert:

(1) f̃n(s)→ f̃(s) für λM -fast alle s ∈ S,

(2) die Folge (I(1)(f̃n 1A))n∈N konvergiert für alle A ∈ σ(S) stochastisch.

Weiter sei

Ip(M̃) := {f̃ : (S, σ(S))→ (L(Cm),B(L(Cm))) | f̃ ist partiell M̃ -integrierbar}.
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4.4 Partiell integrierbare Funktionen

Bemerkung 4.4.2. (a) Offensichtlich gilt I(M̃) ⊂ Ip(M̃), diese Unterscheidung wurde
jedoch beispielsweise in [40] und [29] nicht vorgenommen, da das zugrunde liegen-
de Zufallsmaß dort einen symmetrisch α-stabilen Erzeuger (mit gleichverteiltem
Spektralmaß) besitzt und die beiden Mengen dann übereinstimmen, man verglei-
che später auch Beispiel 4.5.2 sowie Theorem 7.3.4. Umgekehrt können wir im All-
gemeinen nicht davon ausgehen, dass für f̃ ∈ I(M̃) eine Zerlegung gemäß (6.2.2)
in [40] möglich ist, da die einzelnen Ausdrücke eventuell nicht existieren.

(b) Wann immer kontextbezogen klar ist, dass nur I(1)(f̃) betrachtet wird, soll uns die
Annahme respektive der Nachweis genügen, dass f̃ ∈ Ip(M̃). In diesem Fall gehen
wir also von der folgenden Definition aus:

I(1)(f̃) := P - lim
n→∞

I(1)(f̃n),

d.h. I(1)(f̃) 6= Re I(f̃), da das letztgenannte Objekt im Sinne von Definition 4.3.5
unter Umständen nicht existieren muss.

(c) Selbstverständlich kann man in analoger Weise auch definieren, wann eine Funktion
f̃ partiell imaginär integrierbar ist. Wir beschränken uns jedoch auf die partiell
reell integrierbaren Funktionen, da die beiden Fragestellungen nach Betrachtung
von f̃ ′ := −i f̃ im Wesentlichen gleichwertig sind.

Nach Teil (b) der vorangegangenen Bemerkung wäre es unsauber, die Ergebnisse für
den komplexwertigen Fall nun ohne Weiteres zu übertragen, beispielsweise (4.34) unmit-
telbar für t2 = 0 zu lesen. Nichtsdestotrotz kann die Liste an Eigenschaften nachstehend
in kompakter Form und ohne explizite Beweise angegeben werden, da die Argumente
entweder als Spezialfall in den Ausführungen des vorherigen Abschnitts enthalten sind
oder gar aus dem reellen Fall hervorgehen. In jedem Falle hilft es, anstelle von f die zu
f̃ partiell assoziierte Abbildung

fp(s) :=

(
f (1)(s) −f (2)(s)

0 0

)
∈ L(R2m), s ∈ S

zu betrachten. Man erkennt daher, dass das Problem gegenüber dem strikt komplexwer-
tigen Fall teilweise trivialisiert wird. Insbesondere beobachtet man wieder:

Bemerkung 4.4.3. Für meßbares f̃ : S → L(Cm) gilt f̃ ∈ Ip(M̃) genau dann, wenn
fp ∈ I(M) und in diesem Fall folgt für alle A ∈ σ(S):

IM (fp1A) =

(
I(1)(f̃ 1A)

0

)
fast sicher.

Man erhält I(1)(f̃ 1A) also als entsprechende Projektion der linken Seite, sodass auch
hier noch einmal folgt: I(1)(f̃ 1A) ist fast sicher eindeutig bestimmt, sofern f̃ ∈ Ip(M̃).
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4.5 Anwendung: Operator-stabiler Erzeuger

Theorem 4.4.4
Es gelten die folgenden Eigenschaften:

(a) Falls f̃ ∈ Ip(M̃), so ist I(1)(f̃ 1A) für alle A ∈ σ(S) unendlich-teilbar und die
log-charakteristische Funktion ist gegeben durch

Rm 3 t 7→
∫
A

KM

(
Ξ
(
f̃(s)∗t

)
, s
)
λM (ds).

(b) Ip(M̃) ist ein Vektorraum und die Abbildung Ip(M̃) 3 f̃ 7→ I(1)(f̃) ist fast sicher
linear (jeweils über R).

(c) Seien f̃ , g̃ ∈ Ip(M̃). Falls für λM -fast alle s ∈ S gilt: ‖f̃(s)‖ · ‖g̃(s)‖ = 0, dann sind
I(1)(f̃) und I(1)(g̃) unabhängig.

(d) Seien n ∈ N und f̃1, ..., f̃n ∈ Ip(M̃) beliebig. Dann gilt für alle t1, ..., tn ∈ Rm:

E
(
ei

∑n
j=1〈I(1)(f̃j),tj〉

)
= exp

∫
S

KM

Ξ

 n∑
j=1

f̃j(s)
∗tj

 , s

λM (ds)

 .

(e) Seien f̃ , f̃1, f̃2, ... ∈ Ip(M̃). Es gilt: I(1)(f̃n) konvergiert genau dann stochastisch
gegen I(1)(f̃), wenn

∀t ∈ Rm :

∫
S

KM

(
Ξ
(

(f̃n(s)− f̃(s))∗t
)
, s
)
λM (ds) −−−−−→

(n→∞)
0.

Beweis. Man beachte, dass das Lemma, welches Aussage (b) vorausgeht, nun nur noch
für Q ∈ L(Rm) Bestand hat. Außerdem beweist man (d) unter Kenntnis von (a), kann
dann aber die Argumente aus Eigenschaft 4.1.12 unmittelbar übernehmen.

4.5 Anwendung: Operator-stabiler Erzeuger

Der eigentliche Inhalt der Integrationstheorie ist in seiner allgemeinen Form an dieser
Stelle abgeschlossen. Wir möchten jedoch noch untersuchen, welche Vorteile sich ergeben,
wenn das Zufallsmaß M ein Erzeugerpaar (µ, ν) im Sinne von Beispiel 3.6.3 (b) besitzt.
Wie dann beispielsweise die charakteristischen Funktionen konkret aussehen, kann mit
Hilfe von Eigenschaft 3.6.4, also insbesondere unter der Kenntnis vonKM und λM , schnell
aus den allgemeinen Aussagen geschlossen werden (man vergleiche später Kapitel 6 und
7). Uns interessiert nun jedoch in erster Linie, wann in dieser Situation überhaupt erst
f ∈ I(M) gilt. Angesichts Theorem 4.3.4 und Bemerkung 4.4.3 können wir uns dabei
zunächst auf die reellwertige Situation beschränken. Sei M = Mµ,ν also nachfolgend das
von µ und ν erzeugte ISRM, wobei (S,A, ν) ein σ-endlicher, nicht-trivialer Maßraum
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4.5 Anwendung: Operator-stabiler Erzeuger

mit S := {A ∈ A : ν(A) <∞} sei und µ ∼ [γ′, Q′, φ′] eine unendlich-teilbare Verteilung
auf Rm bezeichne, von der wir annehmen, dass sie voll ist. Schließlich sei ψ die log-
charakteristische Funktion von µ. Wir beginnen mit:

Theorem 4.5.1
Falls f : S → L(Rm) meßbar ist, so sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) f ∈ I(M).

(ii) Die folgenden Integrale existieren:

γf : =

∫
S

f(s)γ′ +

∫
Rm

(
f(s)x

1 + ‖f(s)x‖2
− f(s)x

1 + ‖x‖2

)
φ′(dx)

 ν(ds),

Qf : =

∫
S

f(s)Q′ f(s)∗ ν(ds),

Lf :=

∫
S

∫
Rm

min{1, ‖f(s)x‖2}φ′(dx) ν(ds).

(iii) Das Integral ∫
S

ψ(f(s)∗t) ν(ds)

existiert für alle t ∈ Rm und die Abbildung

Rm 3 t 7→
∫
S

∫
Rm

(cos〈f(s)∗t, x〉 − 1)φ′(dx) ν(ds)

ist stetig.

Beweis. Folgt unter den getroffenen Annahmen unmittelbar durch Kombination von Ei-
genschaft 3.6.4 mit Theorem 4.2.8, Korollar 4.2.9 und Bemerkung 4.2.10.

Das folgende Beispiel zeigt, dass wir als Spezialfall insbesondere die Ergebnisse aus [29]
zurück bekommen. Es zeigt uns aber auch die praktischen Grenzen zur Charakterisierung
der Klasse I(M) auf, was im Anschluss diskutiert werden soll.

Beispiel 4.5.2
Sei f : S → L(Rm) meßbar. Weiter besitze µ eine symmetrisch α-stabile Verteilung.

(i) Falls α = 2, so ist f ∈ I(M) äquivalent zu∫
S

‖f(s)‖2 ν(ds) <∞. (4.36)
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4.5 Anwendung: Operator-stabiler Erzeuger

(ii) Falls α < 2, so ist f ∈ I(M) äquivalent zu∫
S

∫
Sα

‖f(s)θ‖α Λ(dθ) ν(ds) <∞, (4.37)

wobei Λ das zu φ′ gehörige Spektralmaß auf der Sphäre Sα := S 1
α
Im

sei, man
vergleiche Theorem 2.4.10. Ferner ist∫

S

‖f(s)‖α ν(ds) <∞. (4.38)

hinreichend für f ∈ I(M). Im Falle ψ(·) = −c ‖·‖α (mit einem c > 0) impliziert
f ∈ I(M) sogar notwendiger Weise auch (4.38).

Beweis. Wir nutzen Aussage (ii) des vorangegangenen Theorems. Zunächst impliziert
die Symmetrieannahme wie an früherer Stelle, dass γ′ = 0 und dass φ′ symmetrisch ist,
folglich verschwindet das innere Integral von γf für alle s ∈ S und γf existiert unabhängig
von f mit γf = 0. Weiterhin schließen sich Gaußanteil und Lévymaßanteil im stabilen Fall
aus (vergleiche Bemerkung 2.4.6 (a)), sodass hier entweder µ ∼ [0, Q′, 0] oder µ ∼ [0, 0, φ′]
gilt. Wenn wir zunächst den Fall α = 2 betrachten, so bedeutet dies: f ∈ I(M) genau
dann, wenn Qf existiert. Wegen∫

S

‖f(s)Q′ f(s)∗‖ ν(ds) ≤ ‖Q′‖
∫
S

‖f(s)‖‖f(s)∗‖ ν(ds) = ‖Q′‖
∫
S

‖f(s)‖2 ν(ds)

ist (4.36) also hinreichend für f ∈ I(M). Existiere umgekehrt Qf , so ist (4.36) zu zeigen.
Da wir µ ∼ [0, Q′, 0] als voll voraussetzen, folgt mit Lemma 1.3.11 in [31] leicht, dass
Q′ neben der Symmetrieeigenschaft sogar echt positiv-definit ist. Dann unterstellen wir
zunächst, dass Q′ diagonal, also von der Form Q′ = diag(q′1, ..., q

′
m) mit q′1, ..., q′m > 0

(positive Definitheit) ist und nehmen indirekt an, dass (4.36) nicht gelte. Somit müsste
f = (fi,j)i,j=1,...,m nach Übergang zur ‖·‖1-Norm und Betrachtung von (2.1) jedoch eine
Komponente fi0,j0 besitzen, für die∫

S

f2
i0,j0(s) ν(ds) =∞ (4.39)

gilt (ebenfalls indirekt). Nachdem, was wir über Qf wissen, gilt zugleich für alle t ∈ Rm:

0 ≤ 〈Qf t, t〉 =

∫
S

〈Q′f(s)∗t, f(s)∗t〉 ν(ds) <∞. (4.40)

Speziell für t = ei0 , gemäß Annahme an Q′ = (qi,j)i,j=1,..,m und wegen f∗i,j = fj,i folgt
dann aber für alle s ∈ S:

〈Q′f(s)∗t, f(s)∗t〉 =
m∑
i=1

 m∑
j=1

qi,jfi0,j(s)

 fi0,i(s)
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=
m∑
i=1

q′i f
2
i0,i(s)

≥ q′j0 f
2
i0,j0(s),

sodass wegen q′j0 > 0 der gewünschte Widerspruch zwischen (4.39) und (4.40) entsteht!
Im Allgemeinen muss Q′ nicht diagonal sein, dann liefert die Hauptachsentransforma-
tion (man beachte die Symmetrie von Q′) jedoch die Existenz einer Diagonalmatrix D
mit positiven Diagonaleinträgen (also den Eigenwerten von Q′) sowie einer orthogonalen
Matrix U ∈ GL(Rm) mit Q′ = UDU∗. Setze g(s) := f(s)U , so folgt für alle s ∈ S und
t ∈ Rm:

〈Q′f(s)∗t, f(s)∗t〉 = 〈DU∗f(s)∗t, U∗f(s)∗t〉 = 〈Dg(s)∗t, g(s)∗t〉.

Dann argumentiert man wie zuvor, um dank der Existenz von Qf zu erkennen, dass∫
S

‖g(s)‖2 ν(ds) <∞.

Damit liefert aber die nachfolgende Ungleichung auch (4.36), wobei man beachte, dass
U∗ ebenfalls orthogonal ist und dass die Frobeniusnorm ‖·‖F (auf L(Rm)) invariant unter
orthogonalen Transformationen ist. Ferner seien C1, C2 > 0 geeignete Konstanten zwecks
Wechsel der Normen:

‖g(s)‖ = ‖g(s)∗‖ ≥ C1‖U∗f(s)∗‖F = C1‖f(s)∗‖F ≥ C2‖f(s)∗‖ = C2‖f(s)‖, s ∈ S.

Nun der Fall α < 2. Nach obiger Überlegung ist also klar, dass f ∈ I(M) äquivalent
zur Existenz von Lf ist. Dabei genießt Lf unter Zuhilfenahme von Bemerkung 2.4.11
folgende Darstellung:∫

S

∫
Rm

min{1, ‖f(s)x‖2}φ′(dx) ν(ds)

=

∫
S

∫
Sα

∞∫
0

min{1, ‖f(s)t
1
α
Imθ‖2} t−2 dtΛ(dθ) ν(ds)

=

∫
S

∫
Sα

∞∫
0

min{1, t
2
α ‖f(s)θ‖2} t−2 dtΛ(dθ) ν(ds) (4.41)

=

∫
S

∫
Sα

1(0,∞)(‖f(s)θ‖)

 ‖f(s)θ‖−α∫
0

t
2
α
−2 ‖f(s)θ‖2 dt+

∞∫
‖f(s)θ‖−α

t−2 dt

Λ(dθ) ν(ds)

=

∫
S

∫
Sα

1(0,∞)(‖f(s)θ‖)
(

α

2− α
‖f(s)θ‖α + ‖f(s)θ‖α

)
Λ(dθ) ν(ds)
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=
2

2− α

∫
S

∫
Sα

‖f(s)θ‖α Λ(dθ) ν(ds).

Somit folgt die behauptete Äquivalenz zu (4.37) und wegen∫
S

∫
Sα

‖f(s)θ‖α Λ(dθ) ν(ds) ≤ CΛ(Sα)

∫
S

‖f(s)‖α ν(ds)

schließlich auch, dass (4.38) hinreichend für f ∈ I(M) ist, denn Λ ist ein endliches Maß
auf Sα, während ‖θ‖α für alle θ ∈ Sα beschränkt ist.
Betrachten wir nun noch den Spezialfall ψ(·) = −c ‖·‖α (für α < 2 und c > 0), so
impliziert f ∈ I(M) nach (iii) des vorangegangenen Theorems, dass s 7→ ‖f(s)∗t‖α für
alle t ∈ Rm integrierbar ist (bezüglich ν). Dies nutze man jetzt wie im Kontext von
(4.39), um durch Negation von (4.38) auf die Existenz einer Komponente fi0,j0 mit∫

S

|fi0,j0(s)|α ν(ds) =∞

zu schließen. Andererseits erhalten wir jedoch für t = ei0 wieder:

‖f(s)∗t‖α =

 n∑
j=1

f2
i0,j(s)

α
2

≥ |fi0,j0(s)|α, s ∈ S.

Widerspruch zur oben festgestellten Integrierbarkeit der linken Seite!

Ungeachtet der Frage, ob die Integrierbarkeit von f im Falle eines symmetrisch α-
stabilen Erzeugers (voll) stets äquivalent zu (4.38) ist, erkennt man anhand des Beispiels
α < 2,m = 2 mit einem auf den Punkten ±e1 und ±e2 getragenen Spektralmaß Λ
(Symmetrie von φ′ übertragt sich), dass die genannte Bedingung scharf ist. Ferner haben
wir in Schritt (4.41) maßgeblich davon profitiert, dass der Erzeuger α-stabil ist und dass
(1/α)Im mit jedem Operator kommutiert. Das vorangegangene, sehr spezielle Beispiel
zeigt somit bereits: Will man die Frage f ∈ I(M) mit Hilfe von Theorem 4.5.1 wei-
ter charakterisieren, so wird man in der Regel weitere Informationen von der konkreten
Funktion f oder dem Erzeuger µ benötigen. Angesichts dieser Erkenntnis wollen wir uns
im Folgenden mit möglichst scharfen hinreichenden Bedingungen auseinandersetzen, wo-
bei (4.38) in gewisser Weise als Vorlage dienen soll. In diesem Zusammenhang wird sich
Aussage (iii) der obigen Charakterisierung im Besonderen eignen, um attraktive Voraus-
setzungen an solch ein f zu stellen. Dafür benötigen wir jedoch weiterhin ein tieferes
Verständnis des Lévymaßes φ′, sodass wir im Folgenden annehmen, dass µ Operator-
stabil ist und dass B ∈ E(µ). Vor dem Hintergrund von Bemerkung 2.4.7 stellt es zudem
keine große Einschränkung dar, wenn wir abschließend unterstellen, dass µ sogar strikt
Operator-stabil ist.

117



4.5 Anwendung: Operator-stabiler Erzeuger

Theorem 4.5.3
Sei f : S → L(Rm) meßbar. Weiter besitze µ eine strikt Operator-stabile Verteilung
mit B als Exponenten. Falls nun ein R > 0 derart existiert, dass die beiden folgenden
Bedingungen erfüllt sind, so gilt f ∈ I(M).

(i) Es existiert ein 0 < δ1 ≤ 1/ΛB mit∫
{s:‖f(s)‖≤R}

‖f(s)‖
1

ΛB
−δ1 ν(ds) <∞. (4.42)

(ii) Es existiert ein δ2 > 0 mit ∫
{s:‖f(s)‖>R}

‖f(s)‖
1
λB

+δ2 ν(ds) <∞. (4.43)

Falls B diagonalisierbar ist, so kann δ1 = 0 beziehungsweise δ2 = 0 gewählt werden.

Beweis. Gelten (4.42) und (4.43) mit δ1, δ2 und R wie angegeben. Weiter sei t ∈ Rm
beliebig, aber fest, so definieren wir die Mengen

A0 := A0(t) : = {s : ‖f(s)‖ ≤ R und f(s)∗t 6= 0},
A1 := A1(t) : = {s : ‖f(s)‖ > R und 0 < ‖f(s)∗t‖ ≤ 1},
A2 := A2(t) : = {s : ‖f(s)‖ > R und ‖f(s)∗t‖ > 1}.

Dann gilt wegen ψ(0) = 0 folgende Rechnung für alle s ∈ S:

|ψ(f(s)∗t)|

=
∣∣∣ψ (τ(f(s)∗t)B

∗
l(f(s)∗t)

)∣∣∣1{s:f(s)∗t6=0}(s)

=
∣∣∣ψ (τ(f(s)∗t)B

∗
l(f(s)∗t)

)∣∣∣ (1A0(s) + 1A1(s) + 1A2(s)),

wobei (τ(·), l(·)) die verallgemeinerten Polarkoordinaten bezüglich B∗ seien. Nun nutzen
wir, dass µ strikt Operator-stabil mit B ∈ E(µ) ist (vergleiche Korollar 2.4.8) und dass
l(·) auf die kompakte Menge SB∗ abbildet, während ψ(·) stetig ist. Ohne Einschränkung
sei |ψ(·)| auf SB∗ durch 1 beschränkt.

≤ τ(f(s)∗t)(1A0(s) + 1A1(s) + 1A2(s)).

Nun gilt ‖f(s)∗t‖ ≤ R ‖t‖ auf A0, d.h. zusammen mit der Wahl von A1 und A2 existieren
nach Proposition 2.2.3 und unter Berücksichtigung von Korollar 2.2.4 positive Konstanten
C0 = C0(R, t), C1 und C2, sodass

≤ C0‖f(s)∗t‖
1

ΛB∗
−δ1

1A0(s) + C1‖f(s)∗t‖
1

ΛB∗
−δ1

1A1(s) + C2‖f(s)∗t‖
1

λB∗
+δ2

1A2(s)
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≤ C0‖t‖
1

ΛB
−δ1‖f(s)‖

1
ΛB
−δ1

1A0(s) + C1‖t‖
1

ΛB
−δ1‖f(s)‖

1
ΛB
−δ1

1A1(s)

+ C2‖t‖
1
λB

+δ2‖f(s)‖
1
λB

+δ2
1A2(s),

wobei wir neben ‖f(s)‖ = ‖f(s)∗‖ benutzt haben, dass σ(B) = σ(B∗). Schreibe nun
‖f(s)‖ = R · (‖f(s)‖/R), so folgt durch Vergrößerung des Exponenten im mittleren
Summanden:

≤ C0‖t‖
1

ΛB
−δ1‖f(s)‖

1
ΛB
−δ1

1A0(s) + C1(R‖t‖)
1

ΛB
−δ1R

−( 1
λB

+δ2)‖f(s)‖
1
λB

+δ2
1A1(s)

+ C2‖t‖
1
λB

+δ2‖f(s)‖
1
λB

+δ2
1A2(s)

≤ C0‖t‖
1

ΛB
−δ1‖f(s)‖

1
ΛB
−δ1

1{s:‖f(s)‖≤R}(s)

+
[
C1(R‖t‖)

1
ΛB
−δ1R

−( 1
λB

+δ2)
+ C2‖t‖

1
λB

+δ2
]
‖f(s)‖

1
λB

+δ2
1{s:‖f(s)‖>R}(s).

Damit ist die erste Bedingung von Aussage (iii) in Theorem 4.5.1 wegen (4.42) und
(4.43) erfüllt. Für die zweite sei also (tn)n∈N ⊂ Rm eine beliebige, konvergente Folge mit
Grenzwert t. Insbesondere existiert ein K > 0 mit ‖tn‖ ≤ K für alle n ∈ N. Dann ist
klar, dass (cos〈f(s)∗tn, x〉 − 1) → (cos〈f(s)∗t, x〉 − 1) für alle (s, x) ∈ S × Rm. Weiter
folgt wegen | cos z− 1| ≤ 2 min{1, z2} (Potenzreihenentwicklung oder Lemma 8.6 in [41])
und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung unmittelbar, dass

| cos〈f(s)∗tn, x〉 − 1| ≤ 2 min{1, ‖f(s)‖2‖tn‖2‖x‖2} ≤ C(s) min{1, ‖x‖2}, n ∈ N,

wobei C(s) := 2 max{1, ‖f(s)‖2K2}. Der Konvergenzsatz von Lebesgue liefert also, dass∫
Rm

(cos〈f(s)∗tn, x〉 − 1)φ′(dx) −−−−−→
(n→∞)

∫
Rm

(cos〈f(s)∗t, x〉 − 1)φ′(dx) (4.44)

für alle s ∈ S. Hinsichtlich des äußeren Integrals möchten wir nun das gleiche Argument
verwenden; dabei haben wir aber bereits für alle n ∈ N und s ∈ S zeigen können, dass∣∣∣∣∣∣
∫
Rm

(cos〈f(s)∗tn, x〉 − 1)φ′(dx)

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2
〈Q′f(s)∗tn, f(s)∗tn〉+

∫
Rm

(1− cos〈f(s)∗tn, x〉)φ′(dx)

= |Re ψ(f(s)∗tn)|
≤ |ψ(f(s)∗tn)|

≤ C0‖tn‖
1

ΛB
−δ1‖f(s)‖

1
ΛB
−δ1

1{s:‖f(s)‖≤R}(s)

+
[
C1(R‖tn‖)

1
ΛB
−δ1R

−( 1
λB

+δ2)
+ C2‖tn‖

1
λB

+δ2
]
‖f(s)‖

1
λB

+δ2
1{s:‖f(s)‖>R}(s).
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Indem wir erneut von (4.42)-(4.43) Gebrauch machen, liefert dies wegen ‖tn‖ ≤ K die
gesuchte integrierbare Majorante. Dabei beachte man einerseits, dass wir δ1 ≤ 1/ΛB
unterstellen. Andererseits wurde oben ersichtlich, dass lediglich C0 von tn (und R) ab-
hängt. Der Beweis von Proposition 2.2.3 sowie (2.4) zeigen jedoch, dass diese Konstante
monoton in R ‖tn‖ gewählt werden kann, sodass insgesamt die Behauptung folgt. Die Zu-
satzaussage ergibt sich in analoger Weise mit Hilfe von Proposition 2.2.3 und der dortigen
Aussage für den diagonalisierbaren Fall (wobei mit B auch B∗ diagonalisierbar ist).

Da im α-stabilen Fall λB = ΛB = 1/α gilt, bleibt die Aussage von (4.38) also erhal-
ten, konnte jedoch zugleich auf den strikten Fall erweitert werden. Außerdem konnten
wir die hinreichende Bedingung für die Operator-stabile Situation wie beabsichtigt mög-
lichst scharf und dennoch praktikabel formulieren, insbesondere wird nur das (eindeutige)
Spektrum der Exponenten von µ berücksichtigt, d.h. die Informationen aus dem Spek-
tralmaß werden vernachlässigt. Wir wollen nun noch zwei Eigenschaften untersuchen,
die erst im Falle eines erzeugten Zufallsmaßes von Relevanz sind, wobei die nachfolgende
auch für einen nicht notwendigerweise Operator-stabilen Erzeuger zu formulieren wäre.
Dabei sei daran erinnert, dass wir µ bereits als voll voraussetzen.

Eigenschaft 4.5.4
Sei f ∈ I(M). Falls eine Menge A ∈ A mit ν(A) > 0 und f(s) ∈ GL(Rm) für alle s ∈ A
existiert, so ist I(f) voll.

Beweis. Angenommen, I(f) wäre nicht voll, so müsste nach Lemma 1.3.11 in [31] ein
y ∈ Γm existieren, sodass für alle a ∈ R gilt: |L̂(I(f))(ay)| = 1. Bezeichne nun ψ(1) den
Realteil von ψ, so folgt in Kenntnis der charakteristischen Funktion von I(f) für alle
a ∈ R: ∫

S

ψ(1)(f(s)∗ay) ν(ds) = 0.

Andererseits gilt ψ(1) ≤ 0, somit existiert für alle a ∈ R eine ν-Nullmenge Ea ∈ A mit

ψ(1)(f(s)∗ay) = ψ(1)(af(s)∗y) = 0 für alle s ∈ Eca.

Folglich existiert auch eine ν-Nullmenge E ∈ A mit

ψ(1)(af(s)∗y) = 0 für alle s ∈ Ec und a ∈ Q. (4.45)

Wegen der Stetigkeit von ψ(1) (die von ψ geerbt wird) und der Tatsache, dass Q dicht
in R liegt, gilt (4.45) also auch für alle a ∈ R. Nach Voraussetzung gibt es aber nun ein
s̃ ∈ A ∩ Ec. Dabei gilt insbesondere:

ψ(1)(af(s̃)∗y) = 0 für alle a ∈ R.

Wegen s̃ ∈ A ist f(s̃) invertierbar, somit aber auch f(s̃)∗, was angesichts y 6= 0 zeigt,
dass ỹ := f(s̃)∗y 6= 0. Damit folgt aber insgesamt:

∀a ∈ R : |µ̂(aỹ)| = exp(ψ(1)(aỹ)) = 1,
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was nach obigem Lemma wiederum bedeutet, dass µ nicht voll ist. Widerspruch!

Die etwas neuartige Voraussetzung des nachfolgenden Resultats ist im Falle eines α-
stabilen Erzeugers redundant, wird sich für die späteren Operator-stabilen Anwendungen
jedoch als zentral erweisen.

Eigenschaft 4.5.5
Sei f ∈ I(M) und µ voll sowie (strikt) Operator-stabil mit B ∈ E(µ). Falls nun für
ν-fast alle s ∈ S gilt: f(s) · B = B · f(s), so ist auch I(f) (strikt) Operator-stabil mit
B ∈ E(I(f)).

Beweis. Nach Voraussetzung an µ liefert Korollar 2.4.8 zunächst für alle r > 0 die Exis-
tenz eines Vektors ar ∈ Rm mit r ·ψ(t) = ψ(rB

∗
t) + i〈ar, t〉 für alle t ∈ Rm. Andererseits

zeigt man ähnlich wie in Eigenschaft 2.1.3 (i), dass aus f(s)B = Bf(s) auch folgt:

∀r > 0 ∀s ∈ S : rBf(s) = f(s)rB,

zumindest jeweils bis auf eine mögliche ν-Nullmenge. Außerhalb dieser folgt dann jedoch
insbesondere für alle r > 0 sowie t ∈ Rm :

r · ψ (f(s)∗t) = ψ
(
rB
∗
f(s)∗t

)
+ i〈ar, f(s)∗t〉

= ψ
(
(f(s)rB)∗t

)
+ i〈ar, f(s)∗t〉

= ψ
(
(rBf(s))∗t

)
+ i〈ar, f(s)∗t〉

= ψ
(
f(s)∗rB

∗
t
)

+ i〈ar, f(s)∗t〉.

Somit erhalten wir unter dem Vorbehalt einer sich anschließenden Bemerkung auch die
folgende Rechnung für alle r > 0 und t ∈ Rm (vergleiche (2.9)):

L̂(I(f))(t)r = exp

r · ∫
S

ψ(f(s)∗t) ν(ds)


= exp

∫
S

[
ψ(f(s)∗rB

∗
t) + i〈ar, f(s)∗t〉

]
ν(ds)

 (4.46)

= exp

∫
S

ψ(f(s)∗rB
∗
t) ν(ds)

 · exp

 i

∫
S

〈f(s)ar, t〉 ν(ds)


= L̂(I(f))(rB

∗
t) · exp

 i

〈∫
S

f(s)ar ν(ds), t

〉 . (4.47)

Dabei wissen wir wegen f ∈ I(M), dass (4.46) existiert, insbesondere sind Real- und Ima-
ginärteil integrierbar. Gleichermaßen wissen wir, dass der Imaginärteil von ψ(f(s)∗rB

∗
t)
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für festes (r, t) ∈ R+×Rm integrierbar ist. Dies rechtfertigte die anschließende Zerlegung;
somit argumentiert man auch den letzten Schritt wie an früherer Stelle, indem man für
t beispielsweise Einheitsvektoren betrachtet, um die Integrierbarkeit aller Komponenten
von f(s)ar zu erkennen.

Wir können die Shifts von I(f) also explizit angeben, siehe (4.47). Ferner ist die obige
Kommutativitätsbedingung im Allgemeinen herausfordernd. Vor dem Hintergrund von
Eigenschaft 2.1.3 (c) erscheinen daher Integranden vom Exponentialtyp (mit festem Ex-
ponenten) besonders geeignet.
Bemerkung 4.5.6. Im Falle eines Cm-wertigen ISRM M̃ , das wiederum aus einem R2m-
wertigen mit Erzeugerpaar (µ̃, ν) hervorgeht, kann man die beiden vorherigen Eigenschaf-
ten für f̃ ∈ I(M̃) analog übertragen, indem man die assoziierte Abbildung f betrachtet.
Dabei erkennt man mit den Methoden der linearen Algebra, dass f (1)(s) ∈ GL(Rm) zu-
sammen mit f (2)(s) ∈ GL(Rm) hinreichend für f(s) ∈ GL(R2m) ist. Entsprechend erbt
I(f̃) respektive Ξ(I(f̃)) die (strikte) Operator-Stabilität von µ̃, sofern ein Exponent von
µ̃ existiert, der mit der Assoziierung kommutiert (bis auf eine mögliche ν-Nullmenge).
Die partielle Situation ist für uns im weiteren Verlauf jedoch von größerem Interesse:

Korollar 4.5.7
Sei (S,A, ν) wie zuvor und µ̃ eine volle, unendlich-teilbare Verteilung auf R2m. Ferner sei
M̃ das Cm-wertige ISRM, das wir nach Identifizierung mit dem von µ und ν erzeugten
ISRM M wie in Abschnitt 3.7 erhalten.

(i) Sei f̃ ∈ Ip(M̃). Falls eine Menge A ∈ A mit ν(A) > 0 existiert, sodass für alle
s ∈ A gilt: |det(f (1)(s))|+ |det(f (2)(s))| > 0, dann ist I(1)(f̃) voll.

(ii) Sei µ̃ nun (strikt) Operator-stabil mit einem Exponenten der Form B̃ = B ⊕ B
(direkte Summe) für ein B ∈ L(Rm), d.h.

B̃ =

(
B 0

0 B

)
.

Ferner gelte für ν-fast alle s ∈ S: f (i)(s) ·B = B · f (i)(s), i = 1, 2. Dann folgt: Falls
f̃ ∈ Ip(M̃), so ist I(1)(f̃) (strikt) Operator-stabil und besitzt B als Exponenten.
Seien die Shifts von µ̃ durch ar = (ar,1, ar,2) ∈ R2m gegeben, so berechnen sich jene
von I(1)(f̃) über ∫

S

(f (1)(s)ar,1 − f (2)(s)ar,2) ν(ds), r > 0.

Beweis. M ist also die Assoziierung von M̃ , sodass die log-charakteristische Funktion
von I(1)(f̃) durch

Rm 3 t 7→
∫
S

ψ̃((f (1)(s)∗t,−f (2)(s)∗t)) ν(ds)
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4.5 Anwendung: Operator-stabiler Erzeuger

gegeben ist (vergleiche Eigenschaft 3.6.4 sowie Theorem 4.4.4 (a)), wobei ψ̃ die log-
charakteristische Funktion von µ̃ sei. Somit folgt (i) analog wie zuvor, während man
hinsichtlich (ii) beachte, dass per Definition der direkten Summe sowie der des Matrix-
exponentials für alle r > 0 gilt:

r(B⊕B)∗ = rB
∗⊕B∗ = rB

∗ ⊕ rB∗ .

Auch die Berechnung der Shifts erfolgt mit Hinblick auf die Definition des Standardska-
larprodukts ähnlich wie zuvor.
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KAPITEL 5

Operator-Selbstähnlichkeit

Theorem 4.2.8 und die Tatsache, dass die reine Existenz eines Zufallsvektors mit Tripel
[γf , Qf , φf ] nach Theorem 2.3.2 bereits gesichert ist, mögen noch einmal die Frage auf-
werfen, welchen Nutzen die umfangreiche Integrationstheorie der letzten Kapitel stiftet.
Die Antwort besteht - wie bereits angekündigt - in der Möglichkeit, Abhängigkeiten zu
modellieren; diese können vor allem durch eine geeignete Wahl der Integranden umgesetzt
werden, während der verfügbare stochastische Anteil im Wesentlichen durch den Integra-
tor, also dem Zufallsmaß bereitgestellt wird. Dabei beschränken wir uns auf das in [29]
eingeführte und durch Anwendungen motivierte Konzept der Operator-Selbstähnlichkeit,
mit dem Abhängigkeiten in recht allgemeiner und zugleich praktikabler Form (vergleiche
später Theorem 5.1.3) beschrieben werden können. Ferner harmoniert dieses Konzept auf
besondere Weise mit den zuvor erarbeiteten Eigenschaften des stochastischen Integrals.
Wir wenden uns nun also ganzen Familien von Zufallsvektoren (auf einem gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P)) zu, genauer betrachten wir Zufallsfelder der Art

X = {X(t) : t ∈ Rd} mit X(t) ∈ L0(Ω,Rm)

und nennen X kurz ein (d,m)-Vektorfeld. Dabei bezeichnen wir Rm typischerweise als
Zustandsraum und Rd als Zeit- oder Parameterraum.

5.1 Definition und Skalierungsexponenten

Wie bereits in der Einleitung motiviert, hat die Untersuchung von Selbstähnlichkeitsbe-
ziehungen eine jahrzehntelange Tradition, wobei sich in der Literatur viele verwandte,
aber nicht einheitliche Definitionen finden. Wir orientieren uns weitestgehend an [29],
was einer direkten Fortsetzung der univariaten Idee in [41] entspricht und vereinbaren
folgende Sprechweisen, wobei wir auf die zum Teil übliche Bedingung der stochastischen
Stetigkeit (oder der Stetigkeit in Verteilung) zunächst verzichten.
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5.1 Definition und Skalierungsexponenten

Definition 5.1.1
Sei E ∈ Q(Rd). Ein (d,m)-Vektorfeld X = {X(t) : t ∈ Rd} heißt Operator-selbstähnlich
im weiteren Sinne (kurz: WOSS) mit Zeit-skalierendem Exponenten E, falls für alle r > 0
ein Br ∈ L(Rm) und eine Shiftfunktion br(·) : Rd → Rm existieren, sodass

{X(rEt) : t ∈ Rd} fdd= {BrX(t) + br(t) : t ∈ Rd}. (5.1)

Ist br(·) = br für alle r > 0 konstant, so nennen wir X Operator-selbstähnlich (kurz: OSS)
und falls br(t) = 0 für alle (r, t) ∈ (0,∞) × Rd, so heißt X strikt Operator-selbstähnlich
(kurz: strikt OSS).

Mit E ist offensichtlich auch γE für jedes γ > 0 ein Zeit-skalierender Exponent von
X. Falls alle X(t) identisch verteilt und unabhängig sind, so ist sogar jeder Operator
E ∈ Q(Rd) ein entsprechender Exponent. Auch die Familie (Br)r>0 von Operatoren ist
(für gegebenes E) nicht eindeutig festgelegt, nicht einmal für den Fall, dass ein Raum-
skalierender Exponent existiert (siehe unten). Die folgende Eigenschaft ist ähnlich zu
Proposition 3.1 in [29] und besagt im Wesentlichen, dass die Selbstähnlichkeitseigenschaft
entlang der Richtungen geeigneter Eigenvektoren von E erhalten bleibt. Die resultieren-
den multivariaten Prozesse (d = 1) sind dann OSS im Sinne von [30]. Man vergleiche
auch Chapter 11 in [31].

Eigenschaft 5.1.2
Sei X ein WOSS (OSS, striktes OSS) Vektorfeld mit Zeit-skalierendem Exponenten E,
sodass (5.1) entsprechend für alle r > 0 erfüllt ist. Falls nun λ ein positiver Eigenwert
von E mit Eigenvektor ξ ist, so ist der durch Y (u) := X(uξ) definierte Rm-wertige
Prozess Y = {Y (u) : u ∈ R} ebenfalls WOSS (OSS, strikt OSS) mit Zeit-skalierendem
Exponenten 1 (wobei d=1) und für alle r > 0 gilt:

{Y (ru) : u ∈ R} fdd= {Br1/λY (u) + br1/λ(uξ) : u ∈ R}. (5.2)

Beweis. Gelte also Eξ = λξ für ein λ > 0 und ein ξ ∈ Γd, so wissen wir nach Proposition
2.2.2 (f) in [31], dass auch rEξ = rλξ für alle r > 0. Somit folgt nach (5.1) unmittelbar,
dass

{Y (rλu) : u ∈ R} = {X(rEuξ) : u ∈ R} fdd= {BrY (u) + br(uξ) : u ∈ R}.

Da (0,∞) 3 r 7→ rλ ∈ (0,∞) bijektiv ist (man beachte erneut, dass λ > 0), folgt die
Behauptung also durch einfache Substitution.

Wir nähern uns nun den Operatoren Br. Dabei nennen wir die betrachteten (d,m)-
Vektorfelder X = {X(t) : t ∈ Rd} voll, wenn dies jeweils auf die Verteilung aller X(t)
für t ∈ Γd zutrifft. (5.1) und Lemma 2.3.5 in [31] lassen somit leicht erkennen, dass
die Operatoren Br für alle r > 0 invertierbar sein müssen, sofern X ein volles WOSS
Vektorfeld ist. Dies impliziert mit (5.1) wiederum, dass Br1r2 = Br1Br2 für alle r1, r2 > 0.
Das folgende Resultat erscheint somit plausibel.
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Theorem 5.1.3
Seien E ∈ Q(Rd) und X ein volles, stochastisch stetiges (d,m)-Vektorfeld.

(a) Falls X WOSS mit Zeit-skalierendem Exponenten E ist, dann existieren ein Ope-
rator D ∈ L(Rm) mit λD ≥ 0 und eine stetige Funktion br(t) : (0,∞)× Rd → Rm,
sodass für alle r > 0 gilt:

{X(rEt) : t ∈ Rd} fdd= {rDX(t) + br(t) : t ∈ Rd}. (5.3)

Weiter gilt genau dann X(0) = a fast sicher (für ein a ∈ Rm), wenn D ∈ Q(Rm). In
diesem Fall kann die obige Funktion durch b0(t) = a (konstant) stetig auf [0,∞)×Rd
fortgesetzt werden.

(b) Falls X OSS mit Zeit-skalierendem Exponenten E ist, dann existieren ein Operator
D ∈ L(Rm) mit λD ≥ 0 und eine stetige Funktion br : (0,∞) → Rm, sodass für
alle r > 0 gilt:

{X(rEt) : t ∈ Rd} fdd= {rDX(t) + br : t ∈ Rd}. (5.4)

Weiter gilt genau dann X(0) = a fast sicher (für ein a ∈ Rm), wenn D ∈ Q(Rm).
In diesem Fall kann die obige Funktion durch b0 = a stetig auf [0,∞) fortgesetzt
werden.

(c) Falls X strikt OSS mit Zeit-skalierendem Exponenten E ist, dann existiert ein
Operator D ∈ L(Rm) mit λD ≥ 0, sodass für alle r > 0 gilt:

{X(rEt) : t ∈ Rd} fdd= {rDX(t) : t ∈ Rd}. (5.5)

Weiter gilt X(0) = 0 fast sicher genau dann, wenn D ∈ Q(Rm).

Die Funktion br(t) ist dabei durch E und D bereits eindeutig festgelegt.

Beweis. Entspricht unter Berücksichtigung der dortigen Definitionen einer Kombination
von Theorem 2.1, Theorem 2.2 und Corollary 2.1 in [29], wobei der (dort nicht genannte)
Zusatz von (b) unmittelbar aus (a) folgt.

Die zitierten Beweise lassen erkennen, dass die Shifts br bzw. die Shiftfunktionen br(t)
in (5.3) und (5.4) nicht notwendiger Weise mit den ursprünglichen aus (5.1) übereinstim-
men müssen. Kernaussage des vorangegangenen Theorems ist jedoch, dass die Abbildung
r 7→ Br in Gestalt von Br = rD stetig gewählt werden kann und dass die Familie (Br)r>0

dann durch nur einen Operator D beschrieben ist. Ferner überzeugt man sich unter den
Voraussetzungen von Theorem 5.1.3 schnell davon, dass für die Shiftfunktion aus (5.3)
gilt:

∀r1, r2 > 0 ∀t ∈ Rd : br1r2(t) = br1(rE2 t) + rD1 br2(t) = br2(rE1 t) + rD2 br1(t). (5.6)
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Bezeichnung 5.1.4
Falls wir also Br = rD für ein D ∈ L(Rm) mit λD ≥ 0 wählen können (für alle r > 0), so
nennen wir D einen Raum-skalierenden Exponenten von X; und zwar unabhängig davon,
ob X die Voraussetzungen von Theorem 5.1.3 erfüllt. Gilt entsprechend (5.5), so nennen
wir X kurz (E,D)-OSS, unterstellen also stillschweigend den strikten Fall.

Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.1.3 und unter Zuhilfenahme von (5.6) kann
man wie in [29] (Corollary 2.2) zeigen, dass die Funktion b∗ : Γd → Rm, definiert durch

b∗(t) := bτE(t)(lE(t)), t ∈ Γd,

ebenfalls stetig ist und dass gilt:

∀r > 0 ∀t ∈ Γd : br(t) = b∗(rEt)− rDb∗(t). (5.7)

b∗ wird Driftfunktion von X genannt und kann, sofern D ∈ Q(Rm), durch b∗(0) = a
wieder stetig fortgesetzt werden; (5.7) gilt dann entsprechend auch für t = 0. Insbesondere
kann in diesem Falle jedes Zufallsfeld X, das WOSS ist (respektive OSS, dann betrachte
man b∗(t) = bτE(t)) via Y (t) := X(t) − b∗(t) zu einem Vektorfeld Y = {Y (t) : t ∈ Rd}
transformiert werden, das (E,D)-OSS ist, wie man mit (5.7) unmittelbar nachrechnet.
Strikte OSS-Vektorfelder stellen also aus nicht-deterministischer Sicht keine wirkliche
Einschränkung dar. Insofern verweisen wir an dieser Stelle auch lediglich auf Proposition
3.2 in [29], wo geeignete Bedingungen genannt werden, unter denen ein WOSS-Vektorfeld
auch OSS ist. Schließlich sei daran erinnert, dass ein (d,m)-Vektorfeld X stationäre
Zuwächse besitzt, falls für alle h ∈ Rd gilt:

{X(t+ h)−X(h) : t ∈ Rd} fdd= {X(t)−X(0) : t ∈ Rd}.

Damit können wir noch das folgende Ergebnis formulieren, das eine Beziehung zwischen
den Eigenwerten von D und den Momenten von X herstellt.

Korollar 5.1.5
Sei X ein volles (d,m)-Vektorfeld mit stationären Zuwächsen und X(0) = 0 fast sicher,
das (5.5) erfüllt. Falls nun λ ein positiver Eigenwert von E (mit Eigenvektor ξ) ist und
falls ein 0 < γ ≤ 1 mit E(‖X(ξ)‖γ) <∞ existiert, so folgt ΛD ≤ λ/γ.

Beweis. Definiere Y (u) := X(uξ), dann ist offensichtlich auch Y = {Y (u) : u ∈ [0,∞)}
voll und besitzt stationäre Zuwächse mit Y (0) = 0 fast sicher. Es gilt E(‖Y (1)‖γ) <∞.
Und da wir (5.5) voraussetzen, folgt außerdem nach Eigenschaft 5.1.2 für alle r > 0:

{Y (ru) : u ∈ [0,∞)} fdd= {rD/λY (u) : u ∈ [0,∞)}.

Damit lässt sich der Beweis von Property 2.2. in [30] imitieren und wir erhalten, dass
ΛD/λ ≤ γ−1, was äquivalent zur Behauptung ist.
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5.2 Charakterisierung mittels der Anziehungsbereiche

Seien X = {X(u) : u ∈ [0,∞)} und Y = {Y (u) : u ∈ [0,∞)} stochastische Prozesse (also
d = 1) mit Werten in Rm, so definieren Meerschaert und Scheffler in [31] beispielsweise:
Y gehört zum verallgemeinerten Anziehungsbereich von X (kurz: GDOA(X)), falls für
alle s > 0 ein As ∈ GL(Rm) und ein as ∈ Rm existieren, sodass

{AsY (su) + as : u ∈ [0,∞)} fdd
=⇒ {X(u) : u ∈ [0,∞)} (5.8)

für s → ∞. Mit dieser Bezeichnung konnte dann in [17] gezeigt werden, dass für einen
beliebigen, vollen ProzessX dieser Art gilt:X ist OSS genau dann, wenn GDOA(X) 6= ∅.
(Die dort zusätzlich geforderte Stetigkeit in Verteilung hängt einzig mit einer anderen
Definition der Operator-Selbstähnlichkeit zusammen). Neben der praktischen Relevanz
des oben eingeführten Konzepts unterstreicht dieses Ergebnis zugleich die theoretische
Bedeutung selbstähnlicher Prozesse. Wir möchten nun ein analoges Ergebnis für die
von uns betrachteten (d,m)-Vektorfelder herleiten, benötigen dazu jedoch eine sinnvolle
Erweiterung von (5.8). Zunächst folgt aus (5.8), dass auch

{AsβY (sβu) + asβ : u ∈ [0,∞)} fdd
=⇒ {X(u) : u ∈ [0,∞)}

für alle β > 0 und s→∞. Die Skalierung der Zeit sollte also für alle s > 0 linear erfolgen
und zugleich sollte es möglich sein, in allen Komponenten beziehungsweise Richtungen
mit verschiedenen Geschwindigkeiten zu skalieren. Weiter kann es hilfreich sein, gegen-
über (5.8) zuzulassen, dass die Vektoren as vom entsprechenden Zeitpunkt abhängen
dürfen. Dies motiviert die folgende, noch etwas allgemeinere Herangehensweise.

Definition 5.2.1
Sei X = {X(t) : t ∈ Rd} ein (d,m)-Vektorfeld. Dann bezeichne der verallgemeinerte
Anziehungsbereich von X (kurz: GDOA(X)) die Menge aller (d,m)-Vektorfelder Y =
{Y (t) : t ∈ Rd}, sodass neben einem V ∈ Q(Rd) für alle s > 0 ein Operator As ∈ L(Rm)
und eine Abbildung as(·) : Rd → Rm existieren mit

{AsY (sV t) + as(t) : t ∈ Rd} fdd
=⇒ {X(t) : t ∈ Rd} (5.9)

für s → ∞. Ist die Abbildung as(·) für alle s > 0 konstant (Null), so sagen wir, dass Y
zum (strikten) Anziehungsbereich von X (kurz: DOA(X) respektive DOAs(X)) gehört.

Wir lassen also im Raum zunächst auch die Skalierung mit nicht notwendigerweise
invertierbaren Operatoren zu, wobei dies für große s immer dann folgt, wenn wir vor-
aussetzen, dass X voll ist (man vergleiche Lemma 2.3.7 in [31]). Möchte man nun eine
Charakterisierung wie im Falle d = 1 erhalten, so wird man sV im Allgemeinen jedoch
durch keinen beliebigen Operator Bs ersetzen können, was im Wesentlichen damit zusam-
menhängt, dass die Definition der Operator-Selbstähnlichkeit hinsichtlich der Skalierung
in der Zeit bereits sehr restriktiv ist. Andererseits haben wir in der jüngsten Definition
keine weiteren Voraussetzungen an X und Y gestellt.
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Theorem 5.2.2
Sei X = {X(t) : t ∈ Rd} ein volles und stochastisch stetiges (d,m)-Vektorfeld. Dann gilt:
X ist WOSS genau dann, wenn GDOA(X) 6= ∅. Dabei ist jeder Operator V ∈ Q(Rd),
der (5.9) erfüllt, ein Zeit-skalierender Exponent von X und umgekehrt.

Die sehr allgemeine Definition der Operator-Selbstähnlichkeit erlaubt uns also, das
gerade formulierte Theorem entsprechend breit anzulegen. Dabei dient uns der Beweis
in [17] für den Fall d = 1 (bezogen auf die Aussage in Korollar 5.2.7, siehe unten) zwar
zum Teil als Schablone, ist bei genauerer Betrachtung aber zu umständlich, denn der ge-
suchte Operator Br in (5.1) (für r > 0 fest) kann mehr oder weniger explizit angegeben
werden und muss nicht als Element eines speziellen, nicht-leeren Schnittes erkannt wer-
den. Zu diesem Zweck formulieren wir die vorbereitenden Lemmata etwas präziser (teils
auch unter schwächeren Voraussetzungen), man vergleiche später insbesondere Bemer-
kung 5.2.6. Das folgende erweist sich dabei als nützlich, um Widersprüche zu erzeugen.

Lemma 5.2.3
Sei (An)n∈N ⊂ L(Rm) eine Folge von Operatoren mit ‖An‖ → ∞. Dann existiert eine
Folge (xn)n∈N ⊂ Rm, für die gilt:

‖xn‖ → 0 und ‖Anxn‖ = 1 bis auf endlich viele n ∈ N.

Insbesondere konvergiert yn := Anxn entlang einer Teilfolge und für den Grenzwert y
gilt ‖y‖ = 1.

Beweis. Per Definition der induzierten Operatornorm existiert eine Folge (zn)n∈N ⊂ Rm
mit ‖An‖ = ‖Anzn‖ und ‖zn‖ = 1 für alle n ∈ N. Dies liefert mit der Setzung

xn :=

‖An‖−1zn, falls ‖An‖ 6= 0,

0, sonst

offensichtlich die gesuchte Folge (xn).

Lemma 5.2.4
Seien (µn)n∈N sowie µ, ν Wahrscheinlichkeitsmaße auf (Rm,B(Rm)) und (an)n∈N ⊂ Rm
eine Folge von Vektoren. Falls nun gilt:

µn
w−−−−−→

(n→∞)
µ und µn ∗ εan

w−−−−−→
(n→∞)

ν,

so ist die Folge der Vektoren beschränkt, d.h. sup
n∈N
‖an‖ <∞ (relativ kompakt).

Beweis. Dies ist die Aussage von Lemma 2.3.9 in [31], wobei man jedoch auf die Vollheit
der Grenzmaße µ und ν verzichten kann, denn die Menge

A := {R > 0 : µ({x : ‖x‖ = R}) + ν({x : ‖x‖ = R}) > 0}
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ist wegen der Endlichkeit von µ und ν auch in diesem Falle höchstens abzählbar, wie
man sich durch abzählbare und disjunkte Zerlegung der Menge A leicht überlegt.

Damit gelangen wir zu einem ersten wichtigen Zwischenergebnis, das der Aussage von
Lemma 2.3.16 in [31] ähnelt, allerdings etwas schärfer ist und ausführlicher bewiesen
werden soll.

Lemma 5.2.5
Seien (µn)n∈N sowie µ, ν Wahrscheinlichkeitsmaße auf (Rm,B(Rm)) und µ voll. Weiter
seien (An)n∈N ⊂ L(Rm) und (an)n∈N ⊂ Rm derart gegeben, dass

µn
w−−−−−→

(n→∞)
µ und (Anµn) ∗ εan

w−−−−−→
(n→∞)

ν.

Dann gilt:
sup
n∈N
‖An‖ <∞ und sup

n∈N
‖an‖ <∞. (5.10)

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass die Folge der Normen ‖An‖ = ‖A∗n‖ beschränkt ist
und verwenden dabei die Idee von Lemma 2.3.8 in [31]. Angenommen, dies ist nicht der
Fall, dann gilt also ‖A∗nk‖ → ∞ (für k → ∞) entlang einer entsprechenden Teilfolge.
Lemma 5.2.3 liefert dann die Existenz einer Nullfolge (xk)k∈N ⊂ Rm, sodass yk := A∗nkxk
entlang einer weiteren Teilfolge konvergiert, sagen wir

A∗nkl
xkl −−−−→

(l→∞)
y mit ‖y‖ = 1.

Dann folgt aber nach dem Stetigkeitssatz von Lévy für alle t ∈ R:

|µ̂(ty)| = lim
l→∞
|µ̂nkl (tykl)|,

wobei wir die vorausgesetzte schwache Konvergenz von µn insbesondere entlang dieser
Teilfolge lesen konnten und sogar die kompakt gleichmäßige Konvergenz benötigt haben.

= lim
l→∞
| ̂(Anklµnkl )(txkl)|

= lim
l→∞
| ̂(Anklµnkl )(txkl)| · | exp(i〈ankl , txkl〉)|

= lim
l→∞
| ̂(Anklµnkl ∗ εankl )(txkl)|.

Nun lesen wir mit dem gleichen Argument wie oben die zweite Voraussetzung dieses
Lemmas, erneut entlang der genannten Teilfolge, wobei man beachte, dass (txkl)l∈N für
festes t ist eine Nullfolge ist, also:

= |ν̂(0)|
= 1.
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Somit gilt |µ(ty)| = 1 für alle t ∈ R. Angesichts y 6= 0 und Lemma 1.3.11 in [31] kann
µ somit nicht voll sein, Widerspruch. Also gilt: sup{‖An‖ : n ∈ N} <∞. Angenommen,
die Folge (‖an‖)n∈N wäre nun unbeschränkt, so müsste eine Teilfolge mit ‖ank‖ → ∞
existieren, wobei die Teilfolgen(bezeichnungen) von zuvor wieder aufgehoben seien. Dann
existiert nach dem gerade Gezeigten aber eine weitere Teilfolge, entlang derer An kon-
vergiert, sagen wir

Ankl −−−−→(l→∞)
A ∈ L(Rn).

Mit Proposition 2.1.8 in [31] folgt also Anklxl → Ax für jede konvergente Folge (xl)l∈N
(mit Grenzwert x). Dies sichert die Anwendbarkeit von Theorem 1.2.8 in genannter Quelle
und wir erhalten schließlich nach Voraussetzung, dass

ηl := (Anklµnkl )
w−−−−→

(l→∞)
(Aµ) =: η.

Zugleich wissen wir aber auch, dass

ηl ∗ εankl = (Anklµnkl ) ∗ εankl
w−−−−→

(l→∞)
ν,

sodass nach Lemma 5.2.4 folgt: sup{‖ankl‖ : l ∈ N} < ∞; Widerspruch zur Wahl von
(ank). Damit folgt insgesamt (5.10).

Wir sind nun in der Lage, das bereits formulierte Hauptresultat dieses Kapitels zu
beweisen. Dafür werden wir gegenüber den Ausführungen in [17] etwas mehr Aufwand
betreiben müssen, da wir den verallgemeinerten Anziehungsbereich schwächer definiert
haben.

Beweis. (von Theorem 5.2.2)
„ ⇒ “ Sei X also WOSS, sagen wir mit Zeit-skalierendem Exponenten E ∈ Q(Rd), dann
existieren für alle r > 0 ein Operator Br ∈ L(Rm) sowie eine Funktion br(·) : Rd → Rm
mit

{X(rEt) : t ∈ Rd} fdd= {BrX(t) + br(t) : t ∈ Rd}.

Somit folgt aber bereits, dass X ∈ GDOA(X); dazu wähle man Y := X, As := B−1
s

(man beachte die Ausführungen vor Theorem 5.1.3 und dass wir X als voll voraussetzen)
sowie as(t) := −B−1

s bs(t) für alle s > 0 und t ∈ Rd. Dann erhalten wir mittels V := E
für alle s > 0, dass

{AsY (sV t) + as(t) : t ∈ Rd} = {B−1
s X(sEt)−B−1

s bs(t) : t ∈ Rd}
fdd
= {B−1

s (BsX(t) + bs(t))−B−1
s bs(t) : t ∈ Rd}

= {X(t) : t ∈ Rd}.

Insbesondere resultiert X als Verteilungslimes (für s → ∞ und im Sinne aller Rand-
verteilungen). Dabei war der zweite Schritt zulässig, da die fdd-Gleichheit aller nicht-
deterministischen Ausdrücke genutzt wurde.
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„ ⇐ “ Um zu zeigen, dassX WOSS ist, können wir also GDOA(X) 6= ∅ voraussetzen, d.h.
es existieren ein (d,m)-Vektorfeld Y = {Y (t) : t ∈ Rd}, Operatoren (As)s>0 ⊂ L(Rm),
Rm-wertige Funktionen (ar(·))r>0 auf Rd und ein V ∈ Q(Rd), sodass gilt:

{AsY (sV t) + as(t) : t ∈ Rd} fdd
=⇒ {X(t) : t ∈ Rd} (s→∞).

Genauer gilt für k ∈ N und t1, ..., tk ∈ Rd beliebig:(
AsY (sV t1) + as(t1), ..., AsY (sV tk) + as(tk)

)
=⇒ (X(t1), ..., X(tk)) (5.11)

für s→∞. Aus Gründen der Übersicht führen wir nun zuerst einige Bezeichnungen ein.
So setzen wir für alle k ∈ N sowie t1, ..., tk ∈ Rd

νt1,...,tk : = L((Y (t1), ..., Y (tk))),

µt1,...,tk : = L((X(t1), ..., X(tk))).

Weiter definieren wir für alle k ∈ N die stetige Abbildung

Gk : L(Rm)→ L(Rk·m), A 7→


A 0

. . .

0 A

 .

Seien dann zunächst r > 0 und t ∈ Rd beliebig, aber fest. So erhalten wir nach (5.11)
(für k = 1 und s = nr) einerseits:

Anrν(nr)V t ∗ εanr(t)
w−−−−−→

(n→∞)
µt, (5.12)

wobei wir im weiteren Verlauf auf die Klammern zur Beschreibung des Bildmaßes ver-
zichten. Andererseits folgt, dass

Anν(nr)V t ∗ εan(rV t) = AnνnV (rV t) ∗ εan(rV t)
w−−−−−→

(n→∞)
µrV t.

Indem wir für den Moment t 6= 0 annehmen, liefert die Vollheit von µt nach (5.12)
und Lemma 2.3.7 in [31], dass die von t unabhängigen Operatoren Anr für hinreichend
große n invertierbar sind. Damit ohne Einschränkung aber auch für alle n ∈ N und die
letztgenannte Konvergenz ist wie folgt zu schreiben:

AnA
−1
nr︸ ︷︷ ︸

=:Hn

(
Anrν(nr)V t ∗ εanr(t)

)
∗ ε
an(rV t)−AnA−1

nr anr(t)︸ ︷︷ ︸
=:hn(t)

w−−−−−→
(n→∞)

µrV t, (5.13)

wobei wir die jeweilige Abhängigkeit von r (fest) unterdrückt haben. Wenn wir nun diese
Aussage zusammen mit (5.12) lesen, folgt nach Lemma 5.2.5, dass

sup
n∈N
‖Hn‖ <∞ und sup

n∈N
‖hn(t)‖ <∞.
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Also ist Hn entlang einer Teilfolge konvergent, ohne Einschränkung (vergleiche später
Bemerkung 5.2.6) gelte Hn → H für n→∞ und ein H ∈ L(Rm). Sei weiter q1, q2, ... eine
Abzählung von Qd. Nach obigen Überlegungen (t ∈ Rd war beliebig) kennen wir die Folge
(hn(q1))n∈N und wissen, dass sie beschränkt ist, es existiert also eine konvergente Teilfolge
(hnl,1(q1))l∈N, dessen Grenzwert wir mit h(q1) bezeichnen. Ferner ist mit (hn(q2))n∈N auch
die Folge (hnl,1(q2))l∈N beschränkt, sodass eine weitere konvergente Teilfolge (hnl,2(q2))l∈N
mit Grenzwert h(q2) existiert. Dies liefert induktiv eine Familie von konvergenten Folgen
{(hnl,j (qj))l∈N : j ∈ N} mit Grenzwerten h(qj), wobei (nl,j2)l∈N eine Teil(index)folge von
(nl,j1)l∈N ist, wann immer j2 ≥ j1. Seien nun k ∈ N und t1, ..., tk ∈ Qd beliebig, aber fest.
Weiter wähle man ein k′ mit {t1, ..., tk} ⊂ {q1, ..., qk′}. Nach (5.11) wissen wir, dass

Gk′(Anr)ν(nr)V q1,...,(nr)V qk′
∗ ε(anr(q1),...,anr(qk′ ))

w−−−−−→
(n→∞)

µq1,...,qk′

sowie (man wiederhole das Argument zu (5.13))

Gk′(Hn)
(
Gk′(Anr)ν(nr)V q1,...,(nr)V qk′

∗ ε(anr(q1),...,anr(qk′ ))

)
∗ ε(hn(q1),...,hn(qk′ ))

w−−−−−→
(n→∞)

µrV q1,...,rV qk′ .

Dann gelten beide Aussagen auch entlang der oben gefundenen Teilfolge (nl,k′), wobei
wir per Konstruktion wissen (komponentenweise Betrachtung):

Gk′(Hnl,k′ ) −−−−→(l→∞)
Gk′(H) und (hnl,k′ (q1), ..., hnl,k′ (qk′)) −−−−→(l→∞)

(h(q1), ..., h(qk′)).

Theorem 1.2.8 und Proposition 2.1.8 in [31] liefern somit aus Gründen der Eindeutigkeit:

Gk′(H)µq1,...,qk′ ∗ ε(h(q1),...,h(qk′ ))
= µrV q1,...,rV qk′ .

Dies bedeutet jedoch gerade, dass

(X(rV q1), ..., X(rV qk′))
d
= (HX(q1) + h(q1), ...,HX(qk′) + h(qk′))

und somit, dass

(X(rV t1), ..., X(rV tk))
d
= (HX(t1) + h(t1), ...,HX(tk) + h(tk))

nach simultaner Projektion respektive Permutation beider Seiten. Wir haben also bei
gegebenem r > 0 bereits einen geeigneten OperatorH sowie eine Abbildung h : Qd → Rm
definieren können, sodass gilt:

{X(rEt) : t ∈ Qd} fdd= {HX(t) + h(t) : t ∈ Qd}. (5.14)

Sei nun t ∈ Rd \ Qd beliebig, aber fest. Dann existiert eine Folge (q′n)n∈N ⊂ Qd mit
q′n → t und nach Voraussetzung konvergiert also X(rEq′n) stochastisch gegen X(rEt),
insbesondere in Verteilung (jeweils für n→∞). Wegen

HX(q′n) + h(q′n)
d
= X(rEq′n), n ∈ N
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konvergiert schließlich auch die linke Seite in Verteilung, was nach Lemma 5.2.4 impliziert,
dass sup{‖h(q′n)‖ : n ∈ N} < ∞, indem wir mit dem gleichen Argument wie zuvor
nutzen, dass HX(q′n) ⇒ HX(t). Also existiert eine konvergente Teilfolge (h(q′nl))l∈N,
dessen Grenzwert wir mit h(t) bezeichnen. Ferner merken wir uns diese (Teil-)Folge und
konnten genau genommen zeigen: Es existiert eine Folge (qn,t)n∈N ⊂ Qd mit qn,t → t und
h(qn,t)→ h(t) (jeweils für n→∞). Wegen der Beliebigkeit von t ∈ Rd \Qd konnte also
insgesamt eine Abbildung h : Rd → Rm konstruiert werden. Und indem wir qn,t = t für
alle n ∈ N und t ∈ Qd setzen, kennen wir sogar für alle t ∈ Rd eine Folge (qn,t)n∈N ⊂ Qd

mit qn,t → t und h(qn,t)→ h(t). Schließlich seien k ∈ N und t1, ..., tk ∈ Rd beliebig, aber
fest. Da wir weiterhin stochastische Stetigkeit voraussetzen, folgt für alle j = 1, ..., k:

X(rEqn,tj )
P−−−−−→

(n→∞)
X(rEtj)

und somit auch

(X(rEqn,t1), ..., X(rEqn,tk))
P−−−−−→

(n→∞)
(X(rEt1), ..., X(rEtk)), (5.15)

also insbesondere in Verteilung. Andererseits wissen wir nach (5.14) für alle n ∈ N, dass

(X(rEqn,t1), ..., X(rEqn,tk))
d
= (HX(qn,t1) + h(qn,t1), ...,HX(qn,tk) + h(qn,tk)). (5.16)

Nun liefern die stochastische Stetigkeit und Theorem 1.2.8 in [31] wie zuvor:

(HX(qn,t1) +h(qn,t1), ...,HX(qn,tk) +h(qn,tk)) =⇒ (HX(t1) +h(t1), ...,HX(tk) +h(tk)),

somit nach (5.16) aber auch, dass

(X(rEqn,t1), ..., X(rEqn,tk)) =⇒ (HX(t1) + h(t1), ...,HX(tk) + h(tk)), (5.17)

jeweils für n→∞. Durch Kombination von (5.15) und (5.17) erhalten wir aus Gründen
der Eindeutigkeit:

(X(rEt1), ..., X(rEtk))
d
= (HX(t1) + h(t1), ...,HX(tk) + h(tk)).

Da r > 0 beliebig gewählt war, folgt die Behauptung.

Bemerkung 5.2.6. Die Voraussetzungen von Theorem 5.2.2 können abgeschwächt wer-
den: Statt zu fordern, dass X voll ist, genügt es, dies für ein X(t′) zu wissen, wobei
t′ ∈ Rd beliebig. In der notwendigen Richtung schreibe man dann X(t′) = X(rEr−Et′),
um in Analogie zu der Bemerkung vor Theorem 5.1.3 zu erkennen, dass Br für alle
r > 0 invertierbar ist. Umgekehrt war die Folge (Hn)n∈N zwar genau genommen abhän-
gig von r > 0, aber nicht von t ∈ Rd. Mit Hilfe von Lemma 5.2.4, das ohne die Vollheit
der Grenzverteilung auskommt, argumentiert man somit leicht, dass auch die Folgen
(hn(t))n∈N für alle t ∈ Rd (und r > 0) beschränkt sind, zumindest nach Einschränkung
auf jene Teil(index)folge, entlang derer auch Hn konvergiert.
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Andererseits folgt aus X(t
(1)
n ) ⇒ X(t(1)) und X(t

(2)
n ) ⇒ X(t(2)) im Allgemeinen nicht,

dass (X(t
(1)
n ), X(t

(2)
n ))⇒ (X(t(1)), X(t(2))), daher haben wir stochastische Stetigkeit an-

stelle von Stetigkeit in Verteilung vorausgesetzt. Gelingt diese Implikation unter Umstän-
den dennoch (für alle endlichen Auswahlen dieser Form), so genügt es auch, Stetigkeit in
Verteilung zu fordern.

Der erste Teil der vorangegangenen Bemerkung gilt ebenso im Rahmen der folgenden
Aussage, wobei wir auf die stochastische Stetigkeit beziehungsweise auf jene in Verteilung
in jedem Falle verzichten können.

Korollar 5.2.7
Sei X = {X(t) : t ∈ Rd} ein volles (d,m)-Vektorfeld. Dann gilt: X ist (strikt) OSS
genau dann, wenn GDOA(s)(X) 6= ∅. Dabei ist jeder Operator V ∈ Q(Rd), der (5.9)
entsprechend erfüllt, ein Zeit-skalierender Exponent von X und umgekehrt.

Beweis. Ist X (strikt) OSS, so erkennt man in der notwendigen Richtung der vorherigen
Beweises, dass auch die Vektoren as = −B−1

s bs für alle s > 0 unabhängig von t sind.
Umgekehrt sieht man sofort: Ist as(·) = as für alle s > 0 konstant, so ist auch hn
jeweils unabhängig von t. Insbesondere entfällt die Betrachtung von X auf Qd und die
stochastische Stetigkeit wird nicht benötigt.
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KAPITEL 6

Moving-average Darstellung

Die geleistete Vorarbeit ermöglicht es uns nun, die moving-average Darstellung aus [29]
auf den Operator-stabilen (und zugleich strikt α-stabilen statt symmetrischen) Fall zu
verallgemeinern und präzise Existenzbedingungen zu formulieren. Insbesondere werden
wir sehen, dass die dort betrachteten Felder einem Spezialfall unserer Konstruktion ent-
sprechen und dass die zugehörigen Voraussetzungen dann übereinstimmen. Diese Verall-
gemeinerung erfüllt jedoch keinen Selbstzweck; vielmehr sind Operator-stabile Verteilun-
gen und ihre Exponenten gerade in der gleichen Sprache wie das vorgestellte Konzept der
Operator-Selbstähnlichkeit formuliert. Genauer werden wir sehen, dass Operator-stabile
und Operator-selbstähnliche Felder im Kern durch drei Operatoren, sprich Exponenten
beschrieben werden.
Motiviert durch die in der Literatur übliche Definition von α-stabilen Feldern und Pro-
zessen (man vergleiche beispielsweise Definition 3.1.1 in [40]) führen wir also zunächst
die folgende Sprechweise ein.

Definition 6.0.1
Ein (d,m)-Vektorfeld X = {X(t) : t ∈ Rd} heißt (strikt oder symmetrisch) Operator-
stabil, falls alle Randverteilungen (strikt oder symmetrisch) Operator-stabil sind. Exis-
tiert darüber hinaus ein Operator B ∈ L(Rm), sodass alle endlichen Linearkombinationen
der Form

k∑
j=1

cjX(tj), c1, ..., ck ∈ R und t1, ..., tk ∈ Rd (6.1)

Operator-stabil mit B als Exponenten sind, so nennen wir B einen Exponenten von X.

Im stabilen Fall erkennt man schnell: Sind alle Randverteilungen stabil, so muss es
einen globalen Index α geben. Dies ist im Operator-stabilen Kontext nicht zwingend
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gegeben, wie bereits das Beispiel von unabhängigen Zufallsvektoren X(t), t ∈ Rd zeigt,
wobei jedes X(t) Operator-stabil mit Bt ∈ E(X(t)) sei. Denn in diesem Fall besitzen alle
Vektoren der Form

(X(t1), ..., X(tk)), t1, ..., tk ∈ Rd

eine Operator-stabile Verteilung mit Bt1 ⊕ · · · ⊕Btk als Exponenten. Insofern kann (6.1)
unter Umständen helfen, die Angabe eines globalen Exponenten von der Dimension zu
lösen.

6.1 Existenz der Darstellung

Für den Rest dieses Kapitels unterstellen wir folgendes Setting: µ ∼ [γ,Q, ν] sei eine
strikt Operator-stabile und volle Verteilung auf (Rm,B(Rm)) mit B ∈ E(µ) und log-
charakteristischer Funktion ψ. Ferner sei M das von µ und dem d-dimensionalen Le-
besguemaß (auf (Rd,B(Rd))) erzeugte ISRM im Sinne von Beispiel 3.6.3 (b). Vor dem
Hintergrund von Beispiel 3.1.3 können wir als mögliche Integranden somit Funktionen
der Form f : (Rd,B(Rd))→ (L(Rm),B(L(Rm)) betrachten. Dass die Menge S also gera-
de dem Rd entspricht, wird sich in unserer Situation als vorteilhaft erweisen, prinzipiell
muss die Indexmenge des Vektorfelds jedoch nicht zwingend in Verbindung zu der Struk-
tur stehen, die dem Zufallsmaß zugrunde liegt, man vergleiche beispielsweise [20]. Ferner
vereinbaren wir, dass 0A für alle A ∈ L(Rm) dem Nulloperator in L(Rm) entsprechen
soll.
Schließlich sei an Definition 2.2.6 und Definition 2.2.7 erinnert; während die Zulässigkeit
von φ technische Gründe hat und die Existenz des nachfolgenden Objekts sichern soll,
wird sich die Homogenität von φ als geeignetes Werkzeug erweisen, um die gewünschte
Operator-Selbstähnlichkeit zu erhalten. Demgegenüber legt Eigenschaft 4.5.5 die Hoff-
nung nahe, dass die Wahl von M bereits hinreichend für die Operator-Stabilität im
Sinne der vorangegangenen Definition ist. Wir gehen zuerst der Frage der Existenz nach.

Theorem 6.1.1 (Moving-average Darstellung)
Seien E ∈ Q(Rd) und D ∈ Q(Rm), wobei q := tr(E). Weiterhin sei φ : Rd → [0,∞)
eine E-homogene und (β,E)-zulässige Funktion für ein β > 0. Falls nun die beiden
Bedingungen

λD−qB + λqB > 0, (6.2)
ΛD−qB + ΛqB < β (6.3)

erfüllt sind, so existiert für alle t ∈ Rd das Integral

Xφ,D(t) :=

∫
Rd

[
φ(t− s)D−qB − φ(−s)D−qB

]
M(ds). (6.4)

Das resultierende (d,m)-Vektorfeld Xφ,D = {Xφ,D(t) : t ∈ Rd} nennen wir (φ,D)-
moving-average Darstellung (bezüglich M).
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Beweis. Der Beweis ist in weiten Teilen an den von Theorem 2.5 in [29] angelehnt. Dabei
steht ds für die Integration nach dem d-dimensionalen Lebesguemaß, wobei wir - falls
möglich - gelegentlich auch das gleichwertige (uneigentliche) Riemann-Integral betrach-
ten werden. Weiter werden wir im Folgenden bei festem t ∈ Rd Überlegungen für s ∈ Rd
vornehmen, die eventuell für s = 0 beziehungsweise s = t nicht sinnvoll sind. Hinsichtlich
der im Anschluss zu betrachtenden Integrale handelt es sich dabei jedoch um Lebesgue-
sche Nullmengen, die für die Existenz und den Wert des stochastischen Integrals in (6.4)
jeweils unerheblich sind, da das d-dimensionale Lebesguemaß im vorliegenden Fall bis
auf eine Konstante auch dem Kontrollmaß λM entspricht, man vergleiche den Beweis zu
Eigenschaft 4.1.10. Schließlich werden zahlreiche positive Konstanten einfließen, die aus
Gründen der Übersichtlichkeit fortlaufend mit C1, C2, ... bezeichnet werden sollen.
Nach obiger Konvention verschwindet der Integrand in (6.4) offensichtlich für alle s ∈ Rd,
sofern t = 0. Xφ,D(0) existiert somit und ist konstant 0. Sei nun t ∈ Γd beliebig, aber
fest, so ist zu zeigen, dass die Funktion

ft(s) :=


φ(t− s)D−qB − φ(−s)D−qB, s /∈ {0, t}

φ(t)D−qB, s = 0

−φ(−t)D−qB, s = t

bezüglich M integrierbar ist, denn nach Voraussetzung gilt φ(x) = 0 ⇔ x = 0 (siehe
unten). Dabei folgt mit der Stetigkeit von φ und mit Eigenschaft 2.1.3 (g) leicht, dass
ft(·) meßbar ist. Unter den genannten Voraussetzungen werden wir nun zeigen können,
dass ein 0 < δ1 ≤ 1/ΛB und ein δ2 > 0 existieren mit

I1(t) :=

∫
Rd

∥∥φ(t− s)D−qB − φ(−s)D−qB
∥∥ 1

ΛB
−δ1

ds <∞ (6.5)

sowie

I2(t) :=

∫
Rd

∥∥φ(t− s)D−qB − φ(−s)D−qB
∥∥ 1
λB

+δ2
ds <∞. (6.6)

Somit würde nach Theorem 4.5.3 in besonderem Maße die Behauptung folgen. Dabei
wählen wir δ1 und δ2 konkret derart, dass folgende Bedingungen erfüllt sind (unabhängig
von t):

0 < δ1 = δ2 < min

{
1

ΛB
,

ζ1

2|λD−qB|
,

|ζ2|
2|ΛD−qB − β|

}
, (6.7)

wobei
ζ1 :=

λD−qB + λqB
ΛB

> 0, ζ2 :=
ΛD−qB + ΛqB − β

ΛB
< 0

nach (6.2) und (6.3). Falls λD−qB = 0 oder ΛD−qB − β = 0, so ignorieren wir die
entsprechenden Beiträge zum Minimum in (6.7). Weiter definieren wir δ3 > 0 und δ4 > 0
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derart, dass (ebenfalls unabhängig von t) gilt:

δ3 <
ζ1

2( 1
λB

+ δ2)
und δ4 < min

{
|ζ2|

2( 1
λB

+ δ2)
,ΛqB

}
. (6.8)

Und da die Spur invariant unter Basistransformationen ist, folgt nach Übergang zur
Jordanschen Normalform (man vergleiche später (7.19) und (7.20)) und wegen λE > 0,
dass auch q =tr(E) > 0. Seien (τ(·), l(·)) nun die verallgemeinerten Polarkoordinaten
bezüglich E, dann folgt mit der E-Homogenität von φ, dass φ(s) = τ(s)φ(l(s)) für alle
s ∈ Γd. In jedem Falle sichern die Voraussetzungen an φ die Anwendbarkeit von (2.6):

mφ := min
θ∈SE

φ(θ) > 0 und Mφ := max
θ∈SE

φ(θ) > 0.

Insgesamt also, indem wir τ(0) := 0 setzen (man beachte, dass φ(0) = 0 wegen der
Stetigkeit von φ sowie Proposition 2.2.3):

∀s ∈ Rd : mφτ(s) ≤ φ(s) ≤Mφτ(s). (6.9)

Folglich können wir φ(s) = τ(s)ξ mit einem 0 < mφ ≤ ξ = ξ(s) ≤ Mφ schreiben und
erhalten für alle s ∈ Rd:∥∥φ(s)D−qB

∥∥ =
∥∥τ(s)D−qBξD−qB

∥∥ ≤ ∥∥τ(s)D−qB
∥∥ ∥∥ξD−qB∥∥ ≤ C1

∥∥τ(s)D−qB
∥∥ (6.10)

aus Gründen der Stetigkeit und da [mφ,Mφ] kompakt ist. Mit dem gleichen Argument
und der Tatsache, dass ‖rE‖ > 0 für r > 0, erkennt man:

M1 := max
mφ≤r≤Mφ

∥∥rE∥∥ > 0 und M2 := max
1/Mφ≤r≤1/mφ

∥∥rE∥∥ > 0.

Das Argument bleibt wegen 0 /∈ SE bestehen (nun die Kompaktheit von SE), um

0 < υ := min
θ∈SE

‖θ‖ ≤ Υ := max
θ∈SE

‖θ‖ <∞

einzusehen. Weiter können wir für alle s ∈ Γd schreiben:

φ(s)−Es = φ(s)−Eτ(s)El(s) =
(
φ(s)−1τ(s)

)E
l(s).

Somit lässt sich auf Basis der vorangegangenen Bezeichnungen als erstes Zwischenergeb-
nis formulieren:

∀s ∈ Γd : 0 <
υ

M1
≤
∥∥φ(s)−Es

∥∥ ≤M2Υ. (6.11)

Dabei folgt die linke Ungleichung mit Proposition 2.1.3 (b) aus [31] und indem wir wieder
φ(s) = τ(s) ξ für ein ξ ∈ [mφ,Mφ] schreiben:

∥∥(φ(s)−1τ(s))El(s)
∥∥ ≥ ‖l(s)‖
‖(φ(s)τ(s)−1)E‖

≥ υ

‖(φ(s)τ(s)−1)E‖
=

υ

‖ξE‖
≥ υ

M1
.
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Ganz analog erhält man auch die rechte Seite der Ungleichung via∥∥(φ(s)−1τ(s))El(s)
∥∥ ≤ ∥∥(ξ−1)E

∥∥Υ ≤M2Υ.

Als nächstes soll die (β,E)-Zulässigkeit von φ genutzt werden. So folgt speziell für A′ :=
υ
M1

und B′ := M2Υ, dass ein C2 > 0 mit folgender Implikation für alle x, z ∈ Rd existiert:(
A′ ≤ ‖z‖ ≤ B′ und τ(x) ≤ 1

)
⇒ |φ(x+ z)− φ(z)| ≤ C2 τ(x)β. (6.12)

Schließlich wissen wir nach (6.9), dass φ(s) ≥ mφτ(s) ⇔ φ(s)−1 ≤ m−1
φ τ(s)−1 für alle

s ∈ Γd. Wegen τ(s) = τ(−s) und β > 0 existiert also ein γ = γ(t) > 0 derart, dass die
folgenden drei Ungleichungen für alle s ∈ Rd mit τ(s) > γ gelten:

φ(−s)−1τ(t) < 1, C2 φ(−s)−βτ(t)β <
1

2
, φ(−s) > 1. (6.13)

Damit kommen wir nun zur Endlichkeit von I1(t) sowie I2(t) und definieren für alle κ > 0
die Menge A(κ) := {s ∈ Rd : τ(s) ≤ κ}. Nach Korollar 2.2.4 ist A(γ(t)) also beschränkt,
sodass wir nachfolgend Proposition 2.1.4 für ein C3 = C3(t, δ3) > 0 mit δ3 > 0 von oben
anwenden können. Zunächst erhalten wir jedoch nach (6.10) für alle ρ > 0:∫

Rd

∥∥φ(−s)D−qB
∥∥ρ 1A(γ(t))(s) ds

≤ Cρ1
∫
Rd

∥∥τ(−s)D−qB
∥∥ρ 1A(γ(t))(s) ds

≤ Cρ1C
ρ
3

∫
Rd

τ(s)ρ(λD−qB−δ3)1A(γ(t))(s) ds

= Cρ1C
ρ
3

∞∫
0

rq−1

∫
SE

τ(rEθ)ρ(λD−qB−δ3)1A(γ(t))(r
Eθ)σ(dθ) dr

= Cρ1C
ρ
3

γ(t)∫
0

rq−1

∫
SE

rρ(λD−qB−δ3) σ(dθ) dr

= Cρ1C
ρ
3 σ(SE)

γ(t)∫
0

rρ(λD−qB−δ3)+q−1 dr. (6.14)

Dabei haben wir im vorletzten Schritt benutzt, dass τ(rEθ) = r für θ ∈ SE und entspre-
chend die Menge A(γ(t)) gelesen. Weiter haben wir Lemma 2.2.5 genutzt; insbesondere
ist σ ein beschränktes Maß auf SE , sodass für die Endlichkeit des obigen Integrals zu
zeigen bleibt, dass ρ(λD−qB − δ3) + q − 1 > −1 ⇔ ρ(λD−qB − δ3) + q > 0. Nun gilt
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6.1 Existenz der Darstellung

σ(qB) = qσ(B) mit q > 0 (siehe oben); somit folgt wegen ΛB ≥ λB ≥ 1/2 insbesondere,
dass qλB = λqB > 0 sowie qΛB = ΛqB > 0. Betrachten wir dann zunächst ρ = 1/ΛB−δ1,
so erhalten wir also:(

1

ΛB
− δ1

)
(λD−qB − δ3) + q =

λD−qB
ΛB

− δ1λD−qB − δ3

(
1

ΛB
− δ1

)
+ q

=
λD−qB + ΛqB

ΛB
− δ1λD−qB − δ3

(
1

ΛB
− δ1

)
≥
λD−qB + λqB

ΛB
− δ1λD−qB − δ3

(
1

ΛB
− δ1

)
≥ ζ1 − δ1λD−qB − δ3

(
1

λB
+ δ2

)
> 0

nach (6.7) und (6.8). In ähnlicher Weise folgt für ρ = 1/λB + δ2:(
1

λB
+ δ2

)
(λD−qB − δ3) + q =

λD−qB + λqB
λB

+ δ2λD−qB − δ3

(
1

λB
+ δ2

)
≥
λD−qB + λqB

ΛB
+ δ2λD−qB − δ3

(
1

λB
+ δ2

)
= ζ1 + δ2λD−qB − δ3

(
1

λB
+ δ2

)
> 0,

wobei wir im zweiten Schritt noch einmal von (6.2) profitiert haben. Das beweist:∫
Rd

(∥∥φ(−s)D−qB
∥∥ 1

ΛB
−δ1

+
∥∥φ(−s)D−qB

∥∥ 1
λB

+δ2
)
1A(t)(s) ds <∞.

Nun hingen die beiden vorangegangenen Rechnungen nicht von γ(t) ab, somit erhalten
wir unmittelbar ein weiteres Ergebnis. Denn nach Lemma 2.2 in [5] existiert ein C4 ≥ 1
mit τ(x + y) ≤ C4(τ(x) + τ(y)) für alle x, y ∈ Rd. Indem man nun für weiterhin festes
t ∈ Γd und beliebiges s ∈ Rd schreibt: τ(s) = τ((t+ s) + (−t)), folgt wegen τ(−t) = τ(t)
folgende Inklusion:

{s ∈ Rd : τ(t+ s) ≤ γ(t)} ⊂ {s ∈ Rd : τ(s) ≤ C4(γ(t) + τ(t))}. (6.15)

Insbesondere erhalten wir mit γ′(t) := C4(γ(t) + τ(t)) nach offensichtlicher Substitution
für alle ρ > 0:∫

Rd

∥∥φ(t− s)D−qB
∥∥ρ 1A(γ(t))(s) ds ≤

∫
Rd

∥∥φ(−s)D−qB
∥∥ρ 1A(γ′(t))(s) ds <∞,

141



6.1 Existenz der Darstellung

da wir das Problem vermöge γ′(t) auf das vorherige zurückgeführt haben. Zusammenfas-
send existiert also nach (2.1) ein C5 > 0 (auf Basis von δ1 = δ2), sodass∫

A(γ(t))

∥∥φ(t− s)D−qB − φ(−s)D−qB
∥∥ρ ds

≤
∫

A(γ(t))

(∥∥φ(t− s)D−qB
∥∥+

∥∥φ(−s)D−qB
∥∥)ρ ds

≤ C5

∫
A(γ(t))

(∥∥φ(t− s)D−qB
∥∥ρ +

∥∥φ(−s)D−qB
∥∥ρ) ds

<∞

für ρ = 1/ΛB − δ1 und ρ = 1/λB + δ2, d.h. das Intergal∫
A(γ(t))

(∥∥φ(t− s)D−qB − φ(−s)D−qB
∥∥ 1

ΛB
−δ1

+
∥∥φ(t− s)D−qB − φ(−s)D−qB

∥∥ 1
λB

+δ2
)
ds

ist endlich. Betrachten wir nun also die Menge A(γ(t))c = {s ∈ Rd : τ(s) > γ(t)}. Dann
ist zunächst bekannt (man vergleiche Satz 5.1.4 in [14]), dass

d

dr
rD−qB = (D − qB) rD−qB−Im

und somit für 1
2 < u < 3

2 (komponentenweise als Riemannintegral)

∥∥uD−qB − Im∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
u∫

1

(D − qB)rD−qB−Im dr

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥
max{1,u}∫

min{1,u}

(D − qB)rD−qB−Im dr

∥∥∥∥∥∥∥
≤ C6 ‖D − qB‖

max{1,u}∫
min{1,u}

∥∥rD−qB−Im∥∥ dr
≤ C7C6 ‖D − qB‖ |u− 1|, (6.16)

da max{1, u} − min{1, u} = |u − 1| und für C7 := max{‖rD−qB−Im‖ : 1
2 ≤ r ≤ 3

2},
während C6 > 0 eine vorübergehende Betrachtung der ‖·‖1-Norm erlaubte. Weiter liefert
die E-Homogenität von φ für alle s ∈ Γd die folgende Rechnung:∥∥φ(t− s)D−qB − φ(−s)D−qB

∥∥
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=
∥∥∥[φ(−s)−1φ(t− s)φ(−s)

]D−qB − φ(−s)D−qB
∥∥∥

=
∥∥∥[φ (φ(−s)−E(t− s)

)
φ(−s)

]D−qB − φ(−s)D−qB
∥∥∥

=
∥∥∥φ (φ(−s)−E(t− s)

)D−qB
φ(−s)D−qB − φ(−s)D−qB

∥∥∥
=
∥∥∥[φ (φ(−s)−Et− φ(−s)−Es

)D−qB − Im]φ(−s)D−qB
∥∥∥

≤
∥∥∥φ (φ(−s)−Et− φ(−s)−Es

)D−qB − Im∥∥∥ ∥∥φ(−s)D−qB
∥∥ . (6.17)

Andererseits wissen wir nach Eigenschaft 2.2.2 (c) und (6.13), dass

τ(φ(−s)−Et) = φ(−s)−1τ(t) < 1

für alle s mit τ(s) > γ(t), während dank der E-Homogenität von φ gilt:

φ
(
−φ(−s)−Es

)
= φ

(
φ(−s)−E(−s)

)
= φ(−s)−1φ(−s) = 1.

Mit x(s, t) := φ(−s)−Et und z(s) := −φ(−s)−Es = φ(−s)−E(−s) haben wir insbeson-
dere für alle s mit τ(s) > γ(t) gesehen:

φ(z(s)) = 1, τ(x(s, t)) < 1, ‖z(s)‖ ∈ [A′, B′],

Letzteres nach (6.11). Es liegt also genau die Situation von (6.12) vor und somit folgt für
alle s ∈ A(γ(t))c:

|φ(x(s, t) + z(s))− φ(z(s))| =
∣∣φ (φ(−s)−Et− φ(−s)−Es

)
− 1
∣∣

≤ C2 τ
(
φ(−s)−Et

)β
= C2 φ(−s)−βτ(t)β. (6.18)

Nun ist der letzte Ausdruck nach (6.13) kleiner als 1
2 , Gleiches gilt also auch für die

Ausdrücke in der ersten Zeile. Daraus folgt aber unmittelbar, dass

1

2
< u(s, t) := φ

(
φ(−s)−Et− φ(−s)−Es

)
<

3

2
,

was im Verlauf der folgenden Rechnung die Verwendung von (6.16) rechtfertigt (kombi-
niert mit (6.18)). Dabei gelte weiterhin s ∈ A(γ(t))c und wir starten für beliebiges ρ > 0
mit (6.17):∥∥φ(t− s)D−qB − φ(−s)D−qB

∥∥ρ
≤
∥∥∥φ (φ(−s)−Et− φ(−s)−Es

)D−qB − Im∥∥∥ρ ∥∥φ(−s)D−qB
∥∥ρ

≤ Cρ7C
ρ
6 ‖D − qB‖

ρ
∣∣φ (φ(−s)−Et− φ(−s)−Es

)
− 1
∣∣ρ ∥∥φ(−s)D−qB

∥∥ρ
≤ Cρ7C

ρ
6C

ρ
2 ‖D − qB‖

ρ φ(−s)−ρβ τ(t)ρβ
∥∥φ(−s)D−qB

∥∥ρ .
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Nach (6.13) gilt φ(−s) > 1, sodass wir Proposition 2.1.4 entsprechend für s0 = 1, δ4 > 0
von oben und ein C8 = C8(δ4) > 0 anwenden können:

≤ Cρ8C
ρ
7C

ρ
6C

ρ
2 ‖D − qB‖

ρ φ(−s)ρ(ΛD−qB+δ4−β) τ(t)ρβ.

Dabei ist der Exponent von φ(−s) wegen (6.3) und (6.8) negativ. Unter Berücksichtigung
von (6.9) und τ(s) = τ(−s) folgt also mit C9 = C9(δ4) := m

ΛD−qB+δ4−β
φ schließlich:

≤ Cρ9C
ρ
8C

ρ
7C

ρ
6C

ρ
2 ‖D − qB‖

ρ τ(s)ρ(ΛD−qB+δ4−β) τ(t)ρβ. (6.19)

Wir wenden nun zunächst (6.19) mit C10 := C9C8C7C6C2‖D − qB‖ an, ehe wir wieder
von Lemma 2.2.5 Gebrauch machen (wobei sich die Indikatorfunktion in analoger Weise
wie zuvor auf den Integrationsbereich von r überträgt):∫

Rd

∥∥φ(t− s)D−qB − φ(−s)D−qB
∥∥ρ 1A(γ(t))c(s) ds

≤ Cρ10τ(t)ρβ
∫
Rd

τ(s)ρ(ΛD−qB+δ4−β)1A(γ(t))c(s) ds

= Cρ10τ(t)ρβ
∞∫

γ(t)

rq−1

∫
SE

rρ(ΛD−qB+δ4−β) σ(dθ) dr

= Cρ10τ(t)ρβ σ(SE)

∞∫
γ(t)

rρ(ΛD−qB+δ4−β)+q−1 dr.

Für die Endlichkeit des Integrals bleibt also zu zeigen, dass ρ(ΛD−qB + δ4 − β) + q < 0.
Dabei betrachten wir zunächst wieder ρ = 1/ΛB − δ1 und nutzen ähnliche Argumente
wie an früherer Stelle:(

1

ΛB
− δ1

)
(ΛD−qB + δ4 − β) + q

=
ΛD−qB + ΛqB − β

ΛB
− δ1(ΛD−qB − β) + δ4

(
1

ΛB
− δ1

)
≤ ζ2 − δ1(ΛD−qB − β) + δ4

(
1

λB
+ δ2

)
< 0

nach (6.7) und (6.8) Ganz analog folgt für ρ = 1/λB + δ2:(
1

λB
+ δ2

)
(ΛD−qB + δ4 − β) + q
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=
ΛD−qB + λqB − β

λB
+ δ2(ΛD−qB − β) + δ4

(
1

λB
+ δ2

)
≤

ΛD−qB + ΛqB − β
λB

+ δ2(ΛD−qB − β) + δ4

(
1

λB
+ δ2

)
≤

ΛD−qB + ΛqB − β
ΛB

+ δ2(ΛD−qB − β) + δ4

(
1

λB
+ δ2

)
= ζ2 + δ2(ΛD−qB − β) + δ4

(
1

λB
+ δ2

)
< 0,

wobei wir im drittletzten Schritt von ΛD−qB + ΛqB−β < 0 gemäß (6.3) profitiert haben.
Damit konnten wir insgesamt (6.5) und (6.6) zeigen.

6.2 Eigenschaften und Beispiele

Wie bereits zu Beginn von Kapitel 5 motiviert, gewinnen solche Felder wie in (6.4)
erst durch weitere Eigenschaften an Attraktivität. Dabei sollten wir auf die Zusatzvor-
aussetzung der folgenden Aussage in der Regel nicht verzichten, da wir ja gerade an
Operator-stabilen und Operator-selbstähnlichen Zufallsfeldern interessiert sind.

Eigenschaft 6.2.1
Es gelten die Voraussetzungen von Theorem 6.1.1. Falls darüber hinaus DB = BD gilt,
so folgt für Xφ,D = {Xφ,D(t) : t ∈ Rd}:

(a) Xφ,D ist ein strikt Operator-stabiles Vektorfeld mit B als Exponenten.

(b) Xφ,D ist (E,D)-OSS.

Beweis. Unter der herausgearbeiteten Zusatzvoraussetzung ähnelt Teil (b) dem Beweis
der entsprechenden Aussage von Theorem 2.5 in [29].

(a) Seien k ∈ N und t1, ..., tk ∈ Rd beliebig, aber fest. Dann wissen wir nach Ko-
rollar 4.2.11 bereits, dass (Xφ,D(t1), ..., Xφ,D(tk)) unendlich-teilbar ist, wobei die
charakteristische Funktion gemäß (6.4) und Eigenschaft 4.1.12 durch

Rk·m 3 (u1, ..., uk) 7→ exp

 ∫
Rd

ψ

 k∑
j=1

(φ(tj − s)D−qB − φ(−s)D−qB)∗uj

 ds


gegeben ist. Nun gilt für alle r > 0 und u = (u1, ..., uk) ∈ Rk·m:

∫
Rd

ψ

 k∑
j=1

(
φ(tj − s)D−qB − φ(−s)D−qB

)∗
rB
∗
uj

 ds
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=

∫
Rd

ψ

 k∑
j=1

(
rBφ(tj − s)D−qB − rBφ(−s)D−qB

)∗
uj

 ds

=

∫
Rd

ψ

 k∑
j=1

(
φ(tj − s)D−qBrB − φ(−s)D−qBrB

)∗
uj

 ds

=

∫
Rd

ψ

rB∗ k∑
j=1

(
φ(tj − s)D−qB − φ(−s)D−qB

)∗
uj

 ds

= r ·
∫
Rd

ψ

 k∑
j=1

(
φ(tj − s)D−qB − φ(−s)D−qB

)∗
uj

 ds

gemäß Korollar 2.4.8. Außerdem haben wir genutzt, dass unter den genannten Vor-
aussetzungen auch B und D−qB kommutieren. Sei nun Bk := B⊕· · ·⊕B, so zeigt
dies wegen rB

∗
ku = (rB

∗
u1, ..., r

B∗uk) offensichtlich, dass (Xφ,D(t1), ..., Xφ,D(tk))
eine strikt Operator-stabile Verteilung mit Bk als Exponenten besitzt. Dass B hin-
gegen ein Exponent von Xφ,D im Sinne von Definition 6.0.1 ist, erkennt man wie
folgt: Für endliche Auswahlen t1, ..., tn ∈ Rd und c1, ..., cn ∈ R (mit n ∈ N) wissen
wir aus Linearitätsgründen, dass

n∑
j=1

cjXφ,D(tj) =

∫
Rd

 n∑
j=1

cj
[
φ(tj − s)D−qB − φ(−s)D−qB

]M(ds)

fast sicher. Damit folgt die Behauptung nach Eigenschaft 4.5.5, indem man sich
per Definition des Matrixexponentials überlegt, dass der Integrand der rechte Seite
wegen DB = BD für alle s ∈ Rd mit B kommutiert.

(b) Wir wollen für c > 0 beliebig zeigen, dass

{Xφ,D(cEt) : t ∈ Rd} fdd= {cDXφ,D(t) : t ∈ Rd}.

Seien also k ∈ N sowie t1, ..., tk ∈ Rd und u1, ..., uk ∈ Rm beliebig, aber fest, so
liefert die folgende Rechnung gemäß Lemma 2.0.1 die Behauptung. Dabei nutzen
wir wieder (6.4) sowie die E-Homogenität von φ:

E
(
ei

∑k
j=1〈Xφ,D(cEtj),uj〉

)
= exp

 ∫
Rd

ψ

 k∑
j=1

(
φ(cEtj − s)D−qB − φ(−s)D−qB

)∗
uj

 ds


= exp

 ∫
Rd

ψ

 k∑
j=1

(
cD−qB

(
φ(tj − c−Es)D−qB − φ(−c−Es)D−qB

))∗
uj

 ds

 .
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Wir substituieren nun s 7→ c−Es. Dabei beachte man, dass c−E bijektiv ist mit
det(c−E) = ctr(−E) = c−q.

= exp

 ∫
Rd

cq · ψ

 k∑
j=1

(
cD−qB

(
φ(tj − s)D−qB − φ(−s)D−qB

))∗
uj

 ds

 .

Jetzt nutzen wir wieder, dass ψ eine B∗-homogene Funktion ist, wobei offensichtlich
(cq)B

∗
= cqB

∗ gilt. Weiter kommutieren qB und D − qB unter der genannten
Zusatzvoraussetzung.

= exp

 ∫
Rd

ψ

 k∑
j=1

cqB
∗ (
cD−qB

(
φ(tj − s)D−qB − φ(−s)D−qB

))∗
uj

 ds


= exp

 ∫
Rd

ψ

 k∑
j=1

(
cD−qB

(
φ(tj − s)D−qB − φ(−s)D−qB

)
cqB
)∗
uj

 ds


= exp

 ∫
Rd

ψ

 k∑
j=1

(
cD−qBcqB

(
φ(tj − s)D−qB − φ(−s)D−qB

))∗
uj

 ds


= exp

 ∫
Rd

ψ

 k∑
j=1

(
cD
(
φ(tj − s)D−qB − φ(−s)D−qB

))∗
uj

 ds


= exp

 ∫
Rd

ψ

 k∑
j=1

(
φ(tj − s)D−qB − φ(−s)D−qB

)∗
cD
∗
uj

 ds


= E

(
ei

∑k
j=1〈Xφ,D(tj),c

D∗uj〉
)

= E
(
ei

∑k
j=1〈cDXφ,D(tj),uj〉

)
.

Außerdem bekommen wir die beiden nachfolgenden Eigenschaften geliefert; jeweils
ohne zusätzliche Voraussetzungen. Dabei profitieren wir einerseits von der sorgsamen
Bezeichnung der Konstanten im Beweis zu Theorem 6.1.1. Andererseits sollten die sta-
tionären Zuwächse mit Hinblick auf die Struktur der Darstellung nicht überraschen.

Theorem 6.2.2
Unter den Voraussetzungen von Theorem 6.1.1 gilt: Xφ,D = {Xφ,D(t) : t ∈ Rd} ist
stochastisch stetig.
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Beweis. Seien t0 ∈ Rd und u ∈ Rm beliebig, aber fest, so ist nach Auslöschung und
gemäß Eigenschaft 4.1.13 zu zeigen, dass∫

Rd

ψ
((
φ(t0 + t− s)D−qB − φ(t0 − s)D−qB

)∗
u
)
ds→ 0

beziehungsweise nach Substitution, dass∫
Rd

ψ
((
φ(t− s)D−qB − φ(−s)D−qB

)∗
u
)
ds→ 0, (6.20)

jeweils für t → 0. Dazu schätzen wir den Integranden in Analogie zu Theorem 4.5.3
zunächst geeignet ab: Schreibe ψ(x) = τB(x)ψ(lB(x)) (gilt mit τB(0) = 0 auch für x = 0)
und bezeichne Mψ das Maximum der stetigen Funktion |ψ(·)| auf der kompakten Menge
SB, so existieren nach Proposition 2.2.3 (von x unabhängige) Konstanten K1,K2 > 0
mit

|ψ(x)| ≤MψK1‖x‖
1

ΛB
−δ1

1τB(x)≤1 +MψK2‖x‖
1
λB

+δ2
1τB(x)>1

≤MψK1‖x‖
1

ΛB
−δ1 +MψK2‖x‖

1
λB

+δ2

für alle x ∈ Rm, wobei δ1 und δ2 wie im Beweis zu Theorem 6.1.1 gewählt seien. Setze
ρ1 := 1/ΛB − δ1 und ρ2 := 1/λB + δ2, so folgt also für alle s, t ∈ Rd:∣∣∣ψ ((φ(t− s)D−qB − φ(−s)D−qB

)∗
u
)∣∣∣

≤Mψ

2∑
j=1

Kj

∥∥∥(φ(t− s)D−qB − φ(−s)D−qB
)∗
u
∥∥∥ρj

≤Mψ

2∑
j=1

Kj

∥∥φ(t− s)D−qB − φ(−s)D−qB
∥∥ρj ‖u‖ρj (6.21)

wegen ‖A∗‖ = ‖A‖. Andererseits haben wir im Beweis zu Theorem 6.1.1 (man vergleiche
insbesondere die Rechnungen zu (6.14) und (6.19)) gesehen, dass für alle s, t ∈ Rd und
j = 1, 2 gilt (mögliche Probleme für s = 0 ignorieren wir im Folgenden wieder):∥∥φ(t− s)D−qB − φ(−s)D−qB

∥∥ρj
≤ C5

(∥∥φ(t− s)D−qB
∥∥ρj +

∥∥φ(−s)D−qB
∥∥ρj)1A(γ(t))(s)

+
∥∥φ(t− s)D−qB − φ(−s)D−qB

∥∥ρj 1A(γ(t))c(s)

≤ C5

(
C
ρj
1 C̃

ρj
3 τ(t− s)ρj(λD−qB−δ3) + C

ρj
1 C

ρj
3 τ(s)ρj(λD−qB−δ3)

)
1A(γ(t))(s)

+ C
ρj
10τ(s)ρj(ΛD−qB+δ4−β)τ(t)ρjβ1A(γ(t))c(s), (6.22)
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6.2 Eigenschaften und Beispiele

wobei alle Bezeichnungen mit denen aus Theorem 6.1.1 übereinstimmen. Lediglich C̃3 =
C̃3(t) ist neu und erlaubt die Anwendung von Proposition 2.1.4 hinsichtlich τ(t−s)D−qB
für s ∈ A(γ(t)).
Sei schließlich (tn)n∈N ⊂ Rd eine beliebige (und insbesondere beschränkte) Nullfolge.
Dann existiert ein n∗ mit τ(tn) ≤ τ(tn∗) für alle n ∈ N. Vor dem Hintergrund von (6.13)
kann man nun ohne Einschränkung davon ausgehen, dass γ(tn) = γ(tn∗) für alle n ∈ N.
Weiter waren C3 respektive C̃3 die einzigen Konstanten, die in (6.22) von t abhingen,
nämlich C3 von γ(t) und C̃3 von τ(t− s) für s ∈ A(γ(t)), sodass wir auch C3 und wegen
sup{τ(tn − s) : s ∈ A(γ(tn∗)), n ∈ N} < ∞ sogar C̃3 nachfolgend als unabhängig von n
annehmen können. Insgesamt konnten wir also für alle s ∈ Rd, n ∈ N und j = 1, 2 zeigen:∥∥φ(tn − s)D−qB − φ(−s)D−qB

∥∥ρj
≤ C5

(
C
ρj
1 C̃

ρj
3 τ(tn − s)ρj(λD−qB−δ3) + C

ρj
1 C

ρj
3 τ(s)ρj(λD−qB−δ3)

)
1A(γ(tn∗ ))(s)

+ C
ρj
10τ(s)ρj(ΛD−qB+δ4−β)τ(tn)ρjβ1A(γ(tn∗ ))c(s)

=: K3,jτ(tn − s)ρj(λD−qB−δ3)1A(γ(tn∗ ))(s) +K4,jτ(s)ρj(λD−qB−δ3)1A(γ(tn∗ ))(s)

+K5,jτ(s)ρj(ΛD−qB+δ4−β)τ(tn)ρjβ1A(γ(tn∗ ))c(s)

für geeignete Konstanten K3,j ,K4,j > 0 und K5,j = C
ρj
10 . Indem wir schließlich noch

K6,j := MψKj‖u‖ρj setzen (ebenfalls für j = 1, 2), so folgt also mit (6.21) für alle s ∈ Rd
und n ∈ N: ∣∣∣ψ ((φ(tn − s)D−qB − φ(−s)D−qB

)∗
u
)∣∣∣

≤
2∑
j=1

[
K6,jK3,jτ(tn − s)ρj(λD−qB−δ3)1A(γ(tn∗ ))(s)

+K6,jK4,jτ(s)ρj(λD−qB−δ3)1A(γ(tn∗ ))(s)

+K6,jK5,jτ(s)ρj(ΛD−qB+δ4−β)τ(tn)ρjβ1A(γ(tn∗ ))c(s)
]

=: gn(s). (6.23)

Obwohl der Integrand in (6.20) mit der Stetigkeit von ψ und φ punktweise gegen ψ(0) = 0
konvergiert, lässt sich der Konvergenzsatz von Lebesgue nicht unmittelbar anwenden, da
wir den ersten Term von gn(·) im Allgemeinen nicht gleichmäßig majorisieren können
(für j = 1, 2 jeweils); insbesondere kann der entsprechende Exponent negativ sein. Daher
aktivieren wir wie in [29] eine verallgemeinerte Version des obigen Satzes (siehe Chapter
4, Theorem 19 in [38]). So gilt dank der Stetigkeit von τ(·) mit τ(0) = 0 und τ(−s) = τ(s):

gn(s)→
2∑
j=1

K6,j(K3,j +K4,j)τ(s)ρj(λD−qB−δ3)1A(γ(tn∗ ))(s) =: g(s)

für alle s ∈ Rd und n → ∞. Dabei folgt nach den Ausführungen im Beweis zu Theo-
rem 6.1.1, dass g, g1, g2, ... integrierbare Funktionen sind. Wenn wir nun noch zeigen
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6.2 Eigenschaften und Beispiele

können, dass ∫
Rd

gn(s) ds −−−−−→
(n→∞)

∫
Rd

g(s) ds, (6.24)

so erhalten wir gemäß der oben genannten Quelle die Aussage von (6.20) und somit
die Behauptung. Per Definition der auftretenden Funktionen und erneut aufgrund der
Stetigkeit von τ(·) genügt es nun offensichtlich zu zeigen, dass∫

Rd

τ(tn − s)ρj(λD−qB−δ3)1A(γ(tn∗ ))(s) ds −−−−−→
(n→∞)

∫
Rd

τ(s)ρj(λD−qB−δ3)1A(γ(tn∗ ))(s) ds

für j = 1, 2. Dabei kann die linke Seite für alle n ∈ N und j = 1, 2 als∫
Rd

τ(tn − s)ρj(λD−qB−δ3)1A(γ(tn∗ ))(s) ds =

∫
Rd

τ(−s)ρj(λD−qB−δ3)1{s:τ(tn+s)≤γ(tn∗ )}(s) ds

geschrieben werden. Da (tn) eine Nullfolge ist, erkennt man nun wegen τ(s) = τ(−s),
dass der Integrand der rechten Seite zumindest für alle s /∈ {s : τ(s) = γ(tn∗)} punktweise
gegen τ(s)ρj(λD−qB−δ3)1A(γ(tn∗ ))(s) konvergiert. Zugleich argumentiert man mit Hilfe von
Lemma 2.2.5 leicht, dass {s : τ(s) = γ(tn∗)} eine Lebesguesche Nullmenge ist. Wegen

{s : τ(tn+s) ≤ γ(tn∗)} ⊂ {s : τ(s) ≤ C4(γ(t∗n)+τ(tn))} ⊂ {s : τ(s) ≤ C4(γ(t∗n)+τ(tn∗))}

für alle n ∈ N (man vergleiche (6.15)) folgt also mit Hilfe des klassischen Konvergenzsatzes
von Lebesgue und nach dem zuvor Gezeigten das Gewünschte.

Eigenschaft 6.2.3
Das Zufallsfeld Xφ,D = {Xφ,D(t) : t ∈ Rd} besitzt unter den Voraussetzungen von
Theorem 6.1.1 stationäre Zuwächse.

Beweis. Für h ∈ Rd beliebig, aber fest ist wegen Xφ,D(0) = 0 zu zeigen, dass

{Xφ,D(t+ h)−Xφ,D(h) : t ∈ Rd} fdd= {Xφ,D(t) : t ∈ Rd}.

Seien also auch k ∈ N und t1, ..., tk ∈ Rd beliebig, aber fest, dann gilt dank der Linearität
des Integrals und nach (6.4):

Xφ,D(tj + h)−Xφ,D(h) =

∫
Rd

[
φ(tj + h− s)D−qB − φ(h− s)D−qB

]
M(ds) =: Yj

für j = 1, ..., k, sogar jeweils fast sicher. Somit liefert die folgende Rechnung nach Lem-
ma 2.0.1 wieder die Behauptung, wobei u1, ..., uk ∈ Rm beliebig seien:

E
(
ei

∑k
j=1〈Xφ,D(tj+h)−Xφ,D(h),uj〉

)
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= E
(
ei

∑k
j=1〈Yj ,uj〉

)
= exp

 ∫
Rd

ψ

 k∑
j=1

(
φ(tj + h− s)D−qB − φ(h− s)D−qB

)∗
uj

 ds


= exp

 ∫
Rd

ψ

 k∑
j=1

(
φ(tj − s)D−qB − φ(−s)D−qB

)∗
uj

 ds


= E

(
ei

∑k
j=1〈Xφ,D(tj),uj〉

)
nach Substitution im dritten Schritt. Ferner haben wir im zweiten und letzten Schritt
von Eigenschaft 4.1.12 profitiert.

Schließlich sind wir natürlich speziell an vollen Vektorfeldern interessiert.

Eigenschaft 6.2.4
Wenn in der Situation von Theorem 6.1.1 zusätzlich gilt: D − qB ∈ GL(Rm), so ist das
Vektorfeld Xφ,D = {Xφ,D(t) : t ∈ Rd} voll.

Beweis. Zunächst ist die Zusatzvoraussetzung äquivalent zu 0 /∈ σ(D− qB). Sei nun t ∈
Γd beliebig, aber fest. Mit den Erkenntnissen aus (6.17) gilt dann für alle s ∈ Rd \ {0, t}:

det
(
φ(t− s)D−qB − φ(−s)D−qB

)
= det

(
φ(φ(−s)−E(t− s))D−qB − Im

)
· det

(
φ(−s)D−qB

)
.

Nun ist die zweite Determinante verschieden von Null (Invertierbarkeit folgt wegen
φ(x) > 0 für x 6= 0). Falls wir dies auch für den ersten Faktor zeigen können, so folgt
also die Invertierbarkeit des Integranden in (6.4) (bis auf eine Lebesguesche Nullmenge)
und somit nach Eigenschaft 4.5.4 die Behauptung. Dabei gilt:

σ
(
φ(φ(−s)−E(t− s))D−qB − Im

)
= {λ− 1 |λ ∈ σ

(
φ(φ(−s)−E(t− s))D−qB

)
}.

Ferner ist die Determinante das Produkt der entsprechenden Eigenwerte, daher bleibt zu
zeigen, dass 1 /∈ σ

(
φ(φ(−s)−E(t− s))D−qB

)
. Zugleich besagt Eigenschaft 2.1.3 (f):

σ
(
φ(φ(−s)−E(t− s))D−qB

)
= {φ(φ(−s)−E(t− s))λ |λ ∈ σ(D − qB)}.

Da φ(φ(−s)−E(t− s)) nach Wahl von t und s positiv ist, liefert die obige Annahme das
Gewünschte.

Nun ist die Existenz der Zufallsfelder aus Theorem 6.1.1 an eine ganze Reihe von Vor-
aussetzungen geknüpft, insbesondere dann, wenn der Wunsch nach den gerade betrach-
teten Eigenschaften besteht. Daher stellt sich die Frage nach nicht-trivialen und zugleich
echt Operator-stabilen Beispielen, da wir ja gerade eine Verallgemeinerung der Darstel-
lungen aus [29] (die wir für ψ(·) = −‖·‖α erhalten) in Aussicht gestellt haben. Unter
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diesem Gesichtspunkt gibt das folgende Beispiel eine positive und reichhaltige Antwort.
Je nach Interesse und Anwendung kann es natürlich sinnvoll sein, den Raum-skalierenden
Exponenten D ∈ Q(Rm) in komplizierterer Form zu wählen. Auch kreativere Funktio-
nen φ respektive andere Zeit-skalierende Exponenten E ∈ Q(Rd) sind mit Verweis auf
Corollary 2.12 in [5] denkbar.

Beispiel 6.2.5
Gegeben sei eine volle sowie strikt Operator-stabile Verteilung µ auf Rm mit B ∈ E(µ);
sei M das von ihr erzeugte ISRM. Weiter seien E := diag(a1, ..., ad) für a1, ..., ad ≥ 1
beliebig und D := γB für ein 0 < γ < 1/ΛB mit γ 6= q = tr(E). Schließlich können wir
die Funktion φ : Rd → [0,∞) durch

φ(x) :=
d∑
j=1

|xj |
1
aj , x = (x1, ..., xd) ∈ Rd

definieren. Dann existiertXφ,D = {Xφ,D(t) : t ∈ Rd}mit den genannten Wahlen im Sinne
von Theorem 6.1.1, besitzt stationäre Zuwächse und ist stochastisch stetig. Außerdem ist
Xφ,D voll, strikt Operator-stabil mit B als Exponenten sowie (E,D)-OSS.

Beweis. Zunächst bildet die Funktion φ einen Spezialfall von Corollary 2.12 in [5] ab
und ist demzufolge E-homogen sowie (β,E)-zulässig mit β = 1. Ferner gilt DB = BD,
wobei σ(D − qB) = (γ − q)σ(B). Wegen γ 6= q und λB ≥ 1

2 > 0 ist also klar, dass
0 /∈ σ(D − qB), d.h. D − qB ∈ GL(Rm). Schließlich rechnen wir (6.2) und (6.3) nach:

λD−qB + λqB = (γ − q)λB + qλB = γλB > 0,

ΛD−qB + ΛqB = (γ − q)ΛB + qΛB = γΛB < 1 = β

nach Wahl von γ. Damit folgt die Behauptung nach dem zuvor Gezeigten.

Bemerkung 6.2.6. (a) Dass D und B im vorherigen Beispiel bis auf den Faktor γ über-
einstimmen, sollte nicht unnatürlich erscheinen, da dies für d = 1 unter gewissen
Voraussetzungen bereits notwendiger Weise der Fall ist, man vergleiche Theorem 7
in [17]. In diesem Zusammenhang sind auch die multivariaten Prozesse in [30] zu
nennen, die wir für symmetrisches µ sowie φ(·) = | · | mit Theorem 6.1.1 zumindest
symbolisch zurückbekommen; die dort präsentierte Konstruktion weicht jedoch von
unserer ab und offenbart zudem einige Lücken.

(b) Proposition 6.1 in [2] besagt, dass jede Modifikation der moving-average-Darstellung
im α-stabilen Fall (0 < α < 2) für m = 1 und d ≥ 2 bereits fast sicher unsteti-
ge Pfade besitzt. Damit erscheint es naheliegend, dass dies für d ≥ 2 auch auf
die Komponenten von Xφ,D zutrifft. Die präzise Ausarbeitung dieser Vermutung
bedingt jedoch eine Erweiterung der Ergebnisse von Chapter 10 in [40] auf den
multivariaten beziehungsweise Operator-stabilen Fall und kann als offene Frage be-
trachtet werden. Schließlich ist nach Wahl von E und γ im obigen Beispiel klar,
dass d ≥ 2 hinreichend für γ 6= q ist.
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KAPITEL 7

Harmonische Darstellung

Motiviert durch Theorem 2.6 in [29] möchten wir zum Ende dieser Arbeit noch weitere
Beispiele Operator-stabiler und Operator-selbstähnlicher Zufallsfelder konstruieren, näm-
lich in Form einer so genannten harmonischen Darstellung. Dabei zeigen bereits die Er-
gebnisse in [5] und [2] für m = 1, dass sich die resultierenden Eigenschaften dieser Felder
im Allgemeinen von jenen der moving-average-Darstellung unterscheiden, insbesondere
ergeben sich signifikante Unterschiede hinsichtlich der Pfadeigenschaften entsprechen-
der Modifikationen. Diese Andersartigkeit wird sich auch in der vorliegenden Situation
bewahrheiten, was in erster Linie an der Betrachtung von geeigneten L(Cm)-wertigen In-
tegranden sowie Cm-wertigen Zufallsmaßen liegt. Dank der in Kapitel 4 eingenommenen
komplexwertigen Sichtweise sind wir dabei überhaupt erst in der Lage, die harmoni-
sche Darstellung auf den Operator-stabilen Fall zu erweitern. Gegenüber den speziellen
α-stabilen Zufallsmaßen, die in obigen Quellen verwendet wurden, hat dies jedoch zur
Konsequenz, dass die Existenzbedingungen prinzipiell restriktiver ausfallen. Diesem Pro-
blem versuchen wir dadurch zu begegnen, dass wir uns auf die partielle Integrierbarkeit
im Sinne von Abschnitt 4.4 beschränken, denn letztlich sind wir ja wieder an Rm-wertigen
Objekten interessiert.

7.1 Existenz der Darstellung

Für diesen und den nächsten Abschnitt sei µ̃ ∼ [γ̃, Q̃, ν̃] eine volle und strikt Operator-
stabile Verteilung auf R2m mit B̃ ∈ L(R2m) als Exponenten sowie log-charakteristischer
Funktion ψ̃. Weiter nehmen wir an, dass dieser Exponent für ein B ∈ L(Rm) von der
Form B̃ = B ⊕ B ist. Dann sei M das von µ̃ und dem d-dimensionalen Lebesguemaß
erzeugte ISRM, das wir gemäß (3.43) mit einem Cm-wertigen ISRM M̃ identifizieren.
Schließlich gelte wieder 0A := 0 ∈ L(Rm) für alle A ∈ L(Rm).
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Die nachfolgende Darstellung scheint auf den ersten Blick keine direkte Verallgemei-
nerung von Theorem 2.6 in [29] zu sein. Dass dies dennoch der Fall ist, werden wir später
diskutieren. Für den Moment ermöglichen uns (7.1) und die partielle Herangehensweise
jedoch die Formulierung schwacher Existenzbedingungen.

Theorem 7.1.1 (Harmonische Darstellung)
Seien E ∈ Q(Rd) und D ∈ Q(Rm), wobei q := tr(E). Weiterhin sei φ : Rd → [0,∞) eine
stetige und E∗-homogene Funktion mit φ(x) > 0 für alle x ∈ Γd. Falls ferner die Bedin-
gung λE > ΛD erfüllt ist, so existiert für alle t ∈ Rd und im Sinne von Definition 4.4.1
das Integral

X̃φ,D(t) := Re
∫
Rd

(
ei〈t,s〉 − 1

)
φ(s)−Dφ(s)−qB M̃(ds). (7.1)

Das resultierende (d,m)-Vektorfeld X̃φ,D = {X̃φ,D(t) : t ∈ Rd} nennen wir harmonische
(φ,D)-Darstellung (bezüglich M̃).

Man erkennt also bereits, dass wir einerseits die - gegenüber den von B abhängigen
Forderungen (6.2) und (6.3) vorteilhaftere - Voraussetzung λE > ΛD herausarbeiten
konnten, während wir andererseits eine spezielle Struktur von B̃ unterstellen, was letztlich
auch dem Problem der verschiedenen Dimensionen Rechnung trägt. Zugleich können wir
hinsichtlich der Funktion φ jedoch auf die wesentliche Forderung aus (2.7) verzichten.
Wir werden ebenfalls sehen, dass X̃φ,D ohne weitere Voraussetzungen bereits voll ist.

Beweis. Ähnlich wie im Beweis zu Theorem 6.1.1 kann das Verhalten des Integranden
in (7.1) auf Lebesgueschen Nullmengen wieder vernachlässigt werden. Auch der Schreib-
weise ds kommt die gleiche Bedeutung wie früher zu. Schließlich bezeichnen wir die
auftretenden, häufig durch Maximumsbildung entstehenden Konstanten fortlaufend mit
C1, C2, ..., wobei die Setzungen des vorherigen Kapitels aufgehoben seien.
Sei nun t ∈ Γd beliebig, aber fest (für t = 0 ist wieder klar, dass X̃φ,D(0) existiert mit
X̃φ,D(0) = 0), so setzen wir gemäß der Eulerschen Formeln:

f̃t(s) := (cos〈t, s〉 − 1)φ(s)−Dφ(s)−qB + i sin〈t, s〉φ(s)−Dφ(s)−qB, s ∈ Rd.

Dann ist gemäß Bemerkung 4.4.3 zu zeigen, dass

gt(s) :=

(
(cos〈t, s〉 − 1)φ(s)−Dφ(s)−qB − sin〈t, s〉φ(s)−Dφ(s)−qB

0 0

)
(7.2)

bezüglichM integrierbar ist, daM gerade der Assoziierung von M̃ entspricht. Offensicht-
lich ist gt meßbar, sodass wir Theorem 4.5.1 (iii) nutzen können. Dabei bezeichnen wir
mit (τ(·), l(·)) nun die verallgemeinerten Polarkoordinaten bezüglich E∗. Weiter halten
wir fest, dass unter den genannten Voraussetzungen erneut die Aussage von (2.6) greift:

mφ := min
θ∈SE∗

φ(θ) > 0 sowie Mφ := max
θ∈SE∗

φ(θ) > 0
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und somit dank der E∗-Homogenität von φ wieder für alle s ∈ Rd (mit τ(0) = 0):

mφτ(s) ≤ φ(s) ≤Mφτ(s). (7.3)

Fixiere außerdem ein 0 < δ < 1/ΛB und setze δ1 = δ2 = δ; darüber hinaus existiert nach
Voraussetzung (ebenfalls unabhängig von t) ein

0 < ε < min

{
λD,

λE − ΛD
2

}
.

Wenn wir nun ρ1 := 1/ΛB − δ1 > 0 und ρ2 := 1/λB + δ2 > 0 setzen, dann erhalten für
alle s ∈ Rd:

1{τ(s)≥1}(s)
∥∥φ(s)−D

∥∥ρj ≤ Cjτ(s)−(λD−ε)ρj (7.4)

sowie
1{τ(s)<1}(s)

∥∥φ(s)−D
∥∥ρj ≤ Cj+2τ(s)−(ΛD+ε)ρj , (7.5)

jeweils für j = 1, 2 und geeignete Konstanten C1, C2, C3, C4 > 0. Wir führen lediglich
(7.4) für j = 1 aus, die anderen Fälle verhalten sich analog. Man betrachte also jene s
mit τ(s) ≥ 1 und folgert aufgrund der E∗-Homogenität von φ:∥∥φ(s)−D

∥∥ρ1
=
∥∥∥τ(s)−Dφ (l(s))−D

∥∥∥ρ1

≤ Cρ1
0

∥∥τ(s)−D
∥∥ρ1

≤ Cρ1
0 C̃ρ1

0 τ(s)−(λD−ε)ρ1

=: C1τ(s)−(λD−ε)ρ1 .

Dabei beschreibe C0 das Maximum der stetigen Abbildung θ 7→ ‖φ(θ)−D‖ auf der kom-
pakten Menge SE∗ , während C̃0 aus der Anwendung von Proposition 2.1.4 für das ge-
nannte ε > 0 mit s0 = 1 resultiert. Damit erhalten wir für s ∈ Γd und u = (u1, u2) ∈ R2m

beliebig die folgende Rechnung (man beachte, dass wie früher q > 0 gilt):

ψ̃(gt(s)
∗u) = ψ̃

((
(cos〈t, s〉 − 1)

(
φ(s)−Dφ(s)−qB

)∗
0

− sin〈t, s〉
(
φ(s)−Dφ(s)−qB

)∗
0

)(
u1

u2

))

= ψ̃

((
(cos〈t, s〉 − 1)φ(s)−qB

∗
φ(s)−D

∗
u1

− sin〈t, s〉φ(s)−qB
∗
φ(s)−D

∗
u1

))

= ψ̃

((
φ(s)−qB

∗ ⊕ φ(s)−qB
∗
)((cos〈t, s〉 − 1)φ(s)−D

∗
u1

− sin〈t, s〉φ(s)−D
∗
u1

))

= ψ̃

(
φ(s)−qB̃

∗

(
(cos〈t, s〉 − 1)φ(s)−D

∗
u1

− sin〈t, s〉φ(s)−D
∗
u1

))

= φ(s)−q ψ̃

((
(cos〈t, s〉 − 1)φ(s)−D

∗
u1

− sin〈t, s〉φ(s)−D
∗
u1

))
. (7.6)
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Letzteres, da ψ̃ sich hier wie eine B̃∗-homogene Funktion verhält. Außerdem haben wir
wieder genutzt, dass rB∗ ⊕ rB∗ = rB̃

∗ für alle r > 0. Andererseits überzeuge man sich
wie im Beweis zu Theorem 6.2.2 davon, dass es Konstanten C5, C6 > 0 mit

|ψ̃(x)| ≤ C5‖x‖
1

Λ
B̃
−δ1

+ C6‖x‖
1
λ
B̃

+δ2
= C5‖x‖ρ1 + C6‖x‖ρ2 (7.7)

für alle x ∈ R2m gibt, denn offensichtlich gilt σ(B̃) = σ(B). Weiter liefert Propositi-
on 2.1.4 die Existenz einer hinreichend großen Konstante C7 > 0 mit

‖rE∗θ‖ρj ≤ C7 r
ρj(λE−ε) (7.8)

für alle 0 < r ≤ 1, θ ∈ SE∗ (beschränkt) und j = 1, 2, wobei man σ(E∗) = σ(E) beachte.
Dass zudem eine Konstante C8 > 0 mit

|1− cos〈x, y〉|ρj + | sin〈x, y〉|ρj ≤ C8 min{1, ‖x‖ρj‖y‖ρj} (7.9)

für alle x, y ∈ Rd und j = 1, 2 existiert, erkennt man unmittelbar durch Anwendung
des Mittelwertsatzes (|1 − cos z| ≤ |z| sowie | sin z| ≤ |z| für alle z ∈ R) respektive
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Schließlich folgt, zum Beispiel nach zwischenzeitlicher
Betrachtung der ‖·‖1-Norm und mit (2.1), dass eine Konstante C9 > 0 existiert, sodass
für alle x = (x1, x2) ∈ R2m und j = 1, 2 gilt:

‖x‖ρj ≤ C9(‖x1‖ρj + ‖x2‖ρj ). (7.10)

Durch geeignete Anwendung von (7.3)-(7.10), ‖A∗‖ = ‖A‖, der Submultiplikativität der
Norm und Lemma 2.2.5 (man beachte, dass tr(E∗) = q) erhalten wir schließlich für
u = (u1, u2) ∈ R2m beliebig, aber fest:∫
Rd

∣∣∣ψ̃(gt(s)
∗u)
∣∣∣ ds

=

∫
Rd

φ(s)−q

∣∣∣∣∣ψ̃
((

(cos〈t, s〉 − 1)φ(s)−D
∗
u1

− sin〈t, s〉φ(s)−D
∗
u1

))∣∣∣∣∣ ds
≤

2∑
j=1

C4+j

∫
Rd

φ(s)−q

∥∥∥∥∥
(

(cos〈t, s〉 − 1)φ(s)−D
∗
u1

− sin〈t, s〉φ(s)−D
∗
u1

)∥∥∥∥∥
ρj

ds

≤ C9

2∑
j=1

C4+j

∫
Rd

φ(s)−q
(∥∥∥(cos〈t, s〉 − 1)φ(s)−D

∗
u1

∥∥∥ρj +
∥∥∥− sin〈t, s〉φ(s)−D

∗
u1

∥∥∥ρj) ds
≤ C9

2∑
j=1

C4+j

∫
Rd

(
φ(s)−q

∥∥∥(cos〈t, s〉 − 1)φ(s)−D
∗
∥∥∥ρj ‖u1‖ρj

+φ(s)−q
∥∥∥sin〈t, s〉φ(s)−D

∗
∥∥∥ρj ‖u1‖ρj

)
ds
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7.1 Existenz der Darstellung

= C9

2∑
j=1

C4+j‖u1‖ρj
∫
Rd

φ(s)−q ( | cos〈t, s〉 − 1|ρj + | sin〈t, s〉|ρj )
∥∥φ(s)−D

∥∥ρj ds.
Setze C10,j(u) := C9C4+j‖u1‖ρj max{Cj , Cj+2}m−qφ für j = 1, 2, so folgt weiter nach
(7.3) und (7.4)-(7.5):

≤
2∑
j=1

C10,j(u)

∫
{s:τ(s)<1}

(| cos〈t, s〉 − 1|ρj + | sin〈t, s〉|ρj )τ(s)−qτ(s)−(ΛD+ε)ρj ds

+
2∑
j=1

C10,j(u)

∫
{s:τ(s)≥1}

(| cos〈t, s〉 − 1|ρj + | sin〈t, s〉|ρj )τ(s)−qτ(s)−(λD−ε)ρj ds.

Auf die Summanden der zweiten Zeile wenden wir nun die gröbere Abschätzung aus (7.9)
an, während wir die feinere jeweils in der ersten Zeile nutzen:

≤
2∑
j=1

C10,j(u)C8‖t‖ρj
∫

{s:τ(s)<1}

‖s‖ρjτ(s)−q−(ΛD+ε)ρj ds

+

2∑
j=1

C10,j(u)C8

∫
{s:τ(s)≥1}

τ(s)−q−(λD−ε)ρj ds.

Man nutze jetzt Lemma 2.2.5 (mit dem genannten Maß σ) und im Anschluss (7.8):

=
2∑
j=1

C10,j(u)C8‖t‖ρj
1∫

0

rq−1

∫
SE∗

‖rE∗θ‖ρjr−q−(ΛD+ε)ρj σ(dθ) dr

+
2∑
j=1

C10,j(u)C8

∞∫
1

rq−1

∫
SE∗

r−q−(λD−ε)ρj σ(dθ) dr

≤
2∑
j=1

C10,j(u)C8C7 σ(SE∗)‖t‖ρj
1∫

0

r−1+ρj(λE−ΛD−2ε) dr

+

2∑
j=1

C10,j(u)C8 σ(SE∗)

∞∫
1

r−1−(λD−ε)ρj dr

<∞,

da σ ein endliches Maß auf SE∗ ist und nach Wahl von δ1, δ2 sowie ε. Da u ∈ R2m beliebig
gewählt war, ist somit die erste Teilaussage von Theorem 4.5.1 (iii) gezeigt. Dabei haben
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7.1 Existenz der Darstellung

wir insbesondere gesehen, dass |ψ̃(gt(s)
∗u)| ≤ h(t, u, s) für alle t ∈ Rd, u ∈ R2m und

s ∈ Γd, wobei

h(t, u, s) : = 1{s:τ(s)<1}

2∑
j=1

C10,j(u)C8‖t‖ρj‖s‖ρjτ(s)−q−(ΛD+ε)ρj

+ 1{s:τ(s)≥1}

2∑
j=1

C10,j(u)C8τ(s)−q−(λD−ε)ρj (7.11)

jeweils eine in s integrierbare Funktion ist (Wert für s = 0 unerheblich). Bleibt zu zeigen,
dass die Abbildung

R2m 3 u 7→
∫
Rd

∫
R2m

(cos〈gt(s)∗u, x〉 − 1) ν̃(dx) ds (7.12)

für t ∈ Γd (t = 0 klar) beliebig, aber fest stetig ist. Sei dazu (un)n∈N ⊂ R2m eine beliebige,
konvergente Folge mit Grenzwert u ∈ R2m, dann existiert insbesondere ein M > 0 mit
‖un‖ ≤M für alle n ∈ N. Weiter zeigt man wie in (4.44) (majorisierte Konvergenz), dass∫

R2m

(cos〈gt(s)∗un, x〉 − 1) ν̃(dx)→
∫

R2m

(cos〈gt(s)∗u, x〉 − 1) ν̃(dx)

für alle s ∈ Rd und n → ∞. Ebenfalls wie im Anschluss an (4.44) sowie nach (7.11)
überzeugt man sich dann für alle n ∈ N und s ∈ Γd von folgender Abschätzung:∣∣∣∣∣∣

∫
R2m

(cos〈gt(s)∗un, x〉 − 1) ν̃(dx)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣ψ̃(gt(s)

∗un)
∣∣∣

≤ h(t, un, s).

Dabei schlägt sich die Abhängigkeit von un ausschließlich in ‖un,1‖ρj für j = 1, 2 nieder,
wobei un = (un,1, un,2) für alle n ∈ N. Nun folgt aber offensichtlich, dass ‖un,1‖ ≤M für
alle n ∈ N. Wegen ρ1, ρ2 > 0 erkennt man also beispielsweise mit ũ := (M, 0, ..., 0) ∈ R2m:

≤ h(t, ũ, s),

d.h. die gesuchte integrierbare Majorante ist gefunden, und der Konvergenzsatz von Le-
besgue liefert (hinsichtlich des äußeren Integrals in (7.12)) abermals die Behauptung.

Bemerkung 7.1.2. Betrachtet man nun den α-stabilen Spezialfall, also B̃ = 1
αI2m, so folgt

stets, dass D und B = 1
αIm kommutieren. Insbesondere gilt dann:

X̃φ,D(t) := Re
∫
Rd

(
ei〈t,s〉 − 1

)
φ(s)−D−

q
α
Im M̃(ds),
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7.2 Eigenschaften und Beispiele

wir bekommen also die Felder aus Theorem 2.6 in [29] zurück, wobei dort wieder ψ̃(·) =
−‖·‖α betrachtet wurde. Bemerkenswert ist jedoch, dass wir in Gestalt von λE > ΛD ex-
akt die gleiche Existenzbedingung finden konnten (auch für allgemeines B). Dabei haben
wir im vorangegangenen Beweis massiv davon profitiert, dass wir anstelle von φ(·)−D−qB
zunächst die Abbildung φ(·)−Dφ(·)−qB betrachtet und im Anschluss mit der Charakte-
risierung aus Theorem 4.5.1 weitergearbeitet haben. Nutzt man stattdessen direkt die
hinreichende Bedingung aus Theorem 4.5.3, so erhält man komplexere Existenzbedin-
gungen, die für den Spezialfall B = 1

αIm zwar wieder auf λE > λD führen (bei scharfer
Abschätzung), im Allgemeinen aber erzwingen, dass die Differenz ΛB − λB sehr klein
ausfällt. Demgegenüber unterscheiden sich (6.2) und (6.3) zunächst von der Bedingung
aus Theorem 2.5 in [29], sind aber für B = 1

αIm auch wieder äquivalent zu der dort
genannten Voraussetzung ΛD < β (da D ∈ Q(Rm)).

7.2 Eigenschaften und Beispiele

Die nachfolgenden Aussagen bilden im Wesentlichen das Pendant zu Abschnitt 6.2; wie
angekündigt werden sich jedoch einige Unterschiede ergeben. Dabei beginnen wir wieder
mit den beiden Eigenschaften, denen unser vorrangiges Interesse gehört.

Eigenschaft 7.2.1
Es gelten die Voraussetzungen von Theorem 7.1.1. Falls D und B darüber hinaus kom-
mutieren, so folgt für X̃φ,D = {X̃φ,D(t) : t ∈ Rd}:

(a) X̃φ,D ist ein strikt Operator-stabiles Zufallsfeld mit B als Exponenten.

(b) X̃φ,D ist (E,D)-OSS.

Beweis. Unter den genannten Voraussetzungen können wir also für alle t ∈ Rd schreiben:

X̃φ,D(t) := Re
∫
Rd

(
ei〈t,s〉 − 1

)
φ(s)−D−qB M̃(ds). (7.13)

(a) Seien k ∈ N und t1, ..., tk ∈ Rd beliebig, aber fest. Da die unendliche Teilbarkeit
eines Zufallsvektors unter Projektionen sowie Permutationen seiner Komponenten
offensichtlich erhalten bleibt, folgt mit Korollar 4.2.11 und Bemerkung 4.4.3 leicht,
dass (X̃φ,D(t1), ..., X̃φ,D(tk)) eine unendlich-teilbare Verteilung besitzt. Dabei ist
die charakteristische Funktion gemäß (7.13) und Theorem 4.4.4 (d) gegeben durch

Rk·m 3 (u1, ..., uk) 7→ exp

 ∫
Rd

ψ̃

∑k
j=1(cos〈tj , s〉 − 1)φ(s)−D

∗−qB∗uj

−
∑k

j=1 sin〈tj , s〉φ(s)−D
∗−qB∗uj

 ds

 .

Dann verwende man DB = BD analog zu Eigenschaft 6.2.1 sowie die Tatsache,
dass ψ̃ eine B̃∗ = B∗ ⊕ B∗-homogene Funktion ist, um für alle r > 0 sowie u =
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(u1, ..., uk) ∈ Rk·m zu schließen, dass

ψ̃

∑k
j=1(cos〈tj , s〉 − 1)φ(s)−D

∗−qB∗rB
∗
uj∑k

j=1− sin〈tj , s〉φ(s)−D
∗−qB∗rB

∗
uj


= ψ̃

rB∗∑k
j=1(cos〈tj , s〉 − 1)φ(s)−D

∗−qB∗uj

rB
∗∑k

j=1− sin〈tj , s〉φ(s)−D
∗−qB∗uj


= ψ̃

rB̃∗
∑k

j=1(cos〈tj , s〉 − 1)φ(s)−D
∗−qB∗uj∑k

j=1− sin〈tj , s〉φ(s)−D
∗−qB∗uj


= r · ψ̃

∑k
j=1(cos〈tj , s〉 − 1)φ(s)−D

∗−qB∗uj∑k
j=1− sin〈tj , s〉φ(s)−D

∗−qB∗uj

 .

Für Bk := B ⊕ · · · ⊕ B folgt also wieder, dass der Vektor (X̃φ,D(t1), ..., X̃φ,D(tk))
strikt Operator-stabil mit Bk als Exponenten ist. Indem man schließlich die Linea-
rität gemäß Theorem 4.4.4 (b) sowie Korollar 4.5.7 (ii) nutzt, zeigt man ebenfalls
wie in Eigenschaft 6.2.1, dass B ein Exponent von X̃φ,D gemäß Definition 6.0.1 ist.

(b) Für c > 0 beliebig ist zu zeigen, dass

{X̃φ,D(cEt) : t ∈ Rd} fdd= {cDX̃φ,D(t) : t ∈ Rd}.

Zu k ∈ N betrachte man also t1, ..., tk ∈ Rd und u1, ..., uk ∈ Rm beliebig, aber fest.
Dann liefert die folgende (an Eigenschaft 6.2.1 (b) angelehnte und daher verkürzte)
Rechnung gemäß Lemma 2.0.1 das Gewünschte, wobei wir das Problem jeweils wie-
der mit Theorem 4.4.4 (d) übersetzen und obige Zusatzvoraussetzung in bekannter
Weise verwerten (mehrfach).

E
(
ei

∑k
j=1〈X̃φ,D(cEtj),uj〉

)
= exp

 ∫
Rd

ψ̃

∑k
j=1(cos〈cEtj , s〉 − 1)φ(s)−D

∗−qB∗uj

−
∑k

j=1 sin〈cEtj , s〉φ(s)−D
∗−qB∗uj

 ds


= exp

 ∫
Rd

ψ̃

∑k
j=1(cos〈tj , cE

∗
s〉 − 1)φ(s)−D

∗−qB∗uj

−
∑k

j=1 sin〈tj , cE
∗
s〉φ(s)−D

∗−qB∗uj

 ds


= exp

 ∫
Rd

c−q · ψ̃

∑k
j=1(cos〈tj , s〉 − 1)φ(c−E

∗
s)−D

∗−qB∗uj

−
∑k

j=1 sin〈tj , s〉φ(c−E
∗
s)−D

∗−qB∗uj

 ds


= exp

 ∫
Rd

ψ̃

c−qB̃∗
∑k

j=1(cos〈tj , s〉 − 1)cD
∗+qB∗φ(s)−D

∗−qB∗uj

−
∑k

j=1 sin〈tj , s〉cD
∗+qB∗φ(s)−D

∗−qB∗uj

 ds


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wegen φ(c−E
∗
) = c−1φ(s) und zuvor nach Substitution, wobei man erneut beachte,

dass tr(E∗) = q.

= exp

 ∫
Rd

ψ̃

∑k
j=1(cos〈tj , s〉 − 1)c−qB

∗
cD
∗+qB∗φ(s)−D

∗−qB∗uj

−
∑k

j=1 sin〈tj , s〉c−qB
∗
cD
∗+qB∗φ(s)−D

∗−qB∗uj

 ds


= exp

 ∫
Rd

ψ̃

∑k
j=1(cos〈tj , s〉 − 1)cD

∗
φ(s)−D

∗−qB∗uj

−
∑k

j=1 sin〈tj , s〉cD
∗
φ(s)−D

∗−qB∗uj

 ds


= exp

 ∫
Rd

ψ̃

∑k
j=1(cos〈tj , s〉 − 1)φ(s)−D

∗−qB∗cD
∗
uj

−
∑k

j=1 sin〈tj , s〉φ(s)−D
∗−qB∗cD

∗
uj

 ds


= E

(
ei

∑k
j=1〈X̃φ,D(tj),c

D∗uj〉
)

= E
(
ei

∑k
j=1〈cDX̃φ,D(tj),uj〉

)
.

Wie bereits vorweg genommen können wir nun ohne weitere Annahmen an die jewei-
ligen Eigenwerte beweisen:

Eigenschaft 7.2.2
Unter den Voraussetzungen von Theorem 7.1.1 ist X̃φ,D = {X̃φ,D(t) : t ∈ Rd} ein volles
(d,m)-Vektorfeld.

Beweis. Sei t ∈ Γd beliebig, aber fest. Für alle s ∈ Γd gilt: φ(s) > 0 und φ(s)−Dφ(s)−qB

ist als Produkt invertierbarer Matrizen invertierbar. Wegen det(rA) = rmdet(A) (für alle
reellen Skalare r und A ∈ L(Rm)) stört der Vorfaktor ei〈t,s〉 − 1 nur dann die Invertier-
barkeit von Real- und zugleich Imaginärteil des Integranden, wenn

cos〈t, s〉 = 1 und sin〈t, s〉 = 0

gilt, wobei die Erfüllung der linken Seite auch die der rechten impliziert. Die kritische
Menge im Sinne von Korollar 4.5.7 (i) lautet somit K := {s ∈ Rd : 〈t, s〉 ∈ 2πZ}. Bleibt
also zu zeigen, dass Kc positives Lebesguemaß besitzt. Man betrachte beispielsweise
t̃ := (t/‖t‖2), dann folgt 〈t, t̃〉 = 1. Nun ist die Abbildung s 7→ 〈t, s〉 aber stetig, demnach
existiert ein ε > 0 mit

〈t, s〉 ∈ (0, 2π) ∀s ∈ Bε(t̃),
wobei Bε(t̃) ⊂ Kc. Aus Monotoniegründen besitzt also auch Kc positives Maß.

Wir möchten nun noch zeigen, dass die Vektorfelder der harmonischen Darstellung
ebenfalls stochastisch stetig sind und unter einer bestimmten Zusatzvoraussetzung so-
gar stationäre Zuwächse besitzen. Beide Eigenschaften sind miteinander verknüpft und
benötigen etwas Vorleistung.
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Lemma 7.2.3
Unter den Voraussetzungen von Theorem 7.1.1 gilt für alle t, t0 ∈ Rd und u ∈ Rm:

E
(
ei〈X̃φ,D(t+t0)−X̃φ,D(t0),u〉

)
= exp

 ∫
Rd

ψ̃
(
A1(t0, s)A2(t, s)φ(s)−qB

∗
φ(s)−D

∗
u
)
ds


mit A1(t0, s) ∈ R2m×2m und A2(t, s) ∈ R2m×m, genauer:

A1(t0, s) =

(
cos〈t0, s〉Im sin〈t0, s〉Im
− sin〈t0, s〉Im cos〈t0, s〉Im

)
, A2(t, s) =

(
(cos〈t, s〉 − 1)Im

− sin〈t, s〉Im

)
.

Beweis. Aus Linearitätsgründen gilt für t, t0 ∈ Rd beliebig, aber fest:

X̃φ,D(t+ t0)− X̃φ,D(t0) = Re
∫
Rd

(
ei〈t+t0,s〉 − ei〈t0,s〉

)
φ(s)−Dφ(s)−qB M̃(ds)

= Re
∫
Rd

ei〈t0,s〉
(
ei〈t,s〉 − 1

)
φ(s)−Dφ(s)−qB M̃(ds) (7.14)

fast sicher. Die Gesetze der komplexen Zahlen und Theorem 4.4.4 (a) liefern somit für
alle u ∈ Rm:

E
(
ei〈X̃φ,D(t+t0)−X̃φ,D(t0),u〉

)
= exp

 ∫
Rd

ψ̃(ζ(t0, t, s, u)) ds

 ,

wobei

ζ(t0, t, s, u) : =

(
(cos〈t0, s〉(cos〈t, s〉 − 1)− sin〈t0, s〉 sin〈t, s〉)φ(s)−qB

∗
φ(s)−D

∗
u

− (cos〈t0, s〉 sin〈t, s〉+ (cos〈t, s〉 − 1) sin〈t0, s〉)φ(s)−qB
∗
φ(s)−D

∗
u

)

=

(
(cos〈t0, s〉(cos〈t, s〉 − 1)− sin〈t0, s〉 sin〈t, s〉) Im
− (cos〈t0, s〉 sin〈t, s〉+ (cos〈t, s〉 − 1) sin〈t0, s〉) Im

)
φ(s)−qB

∗
φ(s)−D

∗
u.

Nun rechnet man die Behauptung mit den angegebenen Darstellungen für A1(t0, s) sowie
A2(t, s) und den Rechenregeln für Blockmatrizen unmittelbar nach.

Wenn wir also unter Berücksichtigung der Surjektivität von (t0, s) 7→ 〈t0, s〉 (zwischen
Rd × Rd und R) sowie der Periodizität von cos(·) und sin(·) für alle m ∈ N die Mengen

T (2m) := {A1(t0, s) : t0, s ∈ Rd} =

{(
(cosβ)Im (sinβ)Im

−(sinβ)Im (cosβ)Im

)
: β ∈ [0, 2π)

}

definieren, so können wir zeigen:
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Eigenschaft 7.2.4
In der Situation von Theorem 7.1.1 gilt: Falls (Aµ̃) = µ̃ für alle A ∈ T (2m) (womit
T (2m) insbesondere Teilmenge der Symmetriegruppe von µ̃ ist, man vergleiche Theorem
2.3.10 in [31]), so besitzt das Zufallsfeld X̃φ,D = {X̃φ,D(t) : t ∈ Rd} stationäre Zuwächse.

Beweis. Mit µ̃ ist auch (Aµ̃) für alle A ∈ L(R2m) unendlich-teilbar und besitzt die log-
charakteristische Funktion u 7→ ψ̃(A∗u). Nach Voraussetzung folgt daher, dass ψ̃(u) =
ψ̃(A∗u) für alle A ∈ T (2m) und u ∈ R2m (siehe Lemma 3.1.10 in [31]). Sei nun h ∈ Rd
beliebig, aber fest, so ist also wegen X̃φ,D(0) = 0 zu zeigen, dass

{X̃φ,D(t+ h)− X̃φ,D(h) : t ∈ Rd} fdd= {X̃φ,D(t) : t ∈ Rd}.

Betrachte dazu k ∈ N sowie t1, ..., tk ∈ Rd und u1, ..., uk ∈ Rm beliebig, aber fest. Dann
liefert die folgende Rechnung, in der wir wieder Theorem 4.4.4 (d) verwenden und die
Überlegungen aus Lemma 7.2.3 aufgreifen, angesichts Lemma 2.0.1 die Behauptung:

E
(
ei

∑k
j=1〈X̃φ,D(tj+h)−X̃φ,D(h),uj〉

)
= exp

 ∫
Rd

ψ̃

 k∑
j=1

A1(h, s)A2(tj , s)φ(s)−qB
∗
φ(s)−D

∗
uj

 ds

 ,

wobei die fast sichere Aussage von (7.14) den jüngsten Schritt rechtfertigte, man verglei-
che den Beweis zu Eigenschaft 6.2.3. Nun nutzen wir die bereits zuvor gelesene Voraus-
setzung, für die man wegen A1(h, s)∗ = A1(−h, s) erkennt, dass auch A1(h, s)∗ ∈ T (2m).

= exp

 ∫
Rd

ψ̃

(A1(h, s)∗)∗
k∑
j=1

A2(tj , s)φ(s)−qB
∗
φ(s)−D

∗
uj

 ds


= exp

 ∫
Rd

ψ̃

 k∑
j=1

A2(tj , s)φ(s)−qB
∗
φ(s)−D

∗
uj

 ds


= exp

 ∫
Rd

ψ̃

∑k
j=1(cos〈tj , s〉 − 1)φ(s)−qB

∗
φ(s)−D

∗
uj

−
∑k

j=1 sin〈tj , s〉φ(s)−qB
∗
φ(s)−D

∗
uj

 ds


= E

(
ei

∑k
j=1〈X̃φ,D(tj),uj〉

)
.

Ob und - wenn ja - unter welchen Voraussetzungen auch die Umkehrung der obigen
Aussage gilt, erscheint für den Moment offen. Weiter nennen wir ein Wahrscheinlichkeits-
maß ν auf (Rn,B(Rn)) isotrop, falls für alle Drehmatrizen A, d.h. für alle A ∈ GL(Rn)
mit det(A) = 1 und A−1 = A∗ gilt: (Aν) = ν (siehe Definition 2.6.2 in [40] für n = 2).
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Insofern zeigt die folgende Eigenschaft wegen | exp(ix)| = 1 (für x ∈ R) und der Euler-
schen Formeln insbesondere, dass auch die Elemente aus T (2m) Drehmatrizen sind; die
Isotropie von µ̃ ist also stets hinreichend für die stationären Zuwächse von X̃φ,D.

Eigenschaft 7.2.5
Für alle z ∈ C \ {0} und m ∈ N ist

R(z) :=
1

|z|

(
(Re z) Im (Im z) Im

−(Im z) Im (Re z) Im

)
∈ GL(R2m)

eine Drehmatrix.

Beweis. Mit ähnlichen Überlegungen wie zuvor zeigen wir zunächst die Orthogonalität:

R(z)R(z)∗ =
1

|z|2

(
(Re z) Im (Im z) Im

−(Im z) Im (Re z) Im

)(
(Re z) Im −(Im z) Im

(Im z) Im (Re z) Im

)

=
1

|z|2

((
(Re z)2 + (Im z)2

)
Im 0

0
(
(Im z)2 + (Re z)2

)
Im

)
= I2m.

Zur Berechnung der Determinante von R(z) beziehungsweise |z| · R(z) betrachten wir
zunächst den Fall, dass Re z 6= 0. Dann multiplizieren wir die erste Zeile mit Im z

Re z und
addieren sie auf die (m+1)-te Zeile. Entsprechend multiplizieren wir die zweite Zeile, um
sie auf die (m+ 2)-te zu addieren et cetera. Dabei bleibt die Determinante unverändert,
führt aber auf die Berechnung der Determinante einer oberen Dreiecksmatrix:

det(R(z)) = |z|−2m det

(
(Re z) Im (Im z) Im

−(Im z) Im (Re z) Im

)

= |z|−2m det

(Re z) Im (Im z) Im

0
(
Re z + (Im z)2

Re z

)
Im


= |z|−2m (Re z)m

(
Re z +

(Im z)2

Re z

)m
= |z|−2m

(
(Re z)2 + (Im z)2

)m
= 1.

Gilt andererseits Re z = 0, so ist |Im z| = |z| und wir erhalten in diesem Fall

R(z) =

(
0 ±Im
∓Im 0

)
.
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Indem wir die erste Zeile mit der (m+ 1)-ten, die zweite mit der (m+ 2)-ten vertauschen
et cetera, folgt:

det(R(z)) = (−1)m det

(
∓Im 0

0 ±Im

)
= (−1)m(−1)m = 1.

Bemerkung 7.2.6. Nach dem zuvor Gezeigten bildet T (2m) offensichtlich eine (kompakte)
abelsche Gruppe bezüglich der Hintereinanderausführung von Matrizen als Gruppenope-
ration. Für m = 1 entspricht T (2m) = T (2) dabei gerade der Menge aller Drehmatrizen
auf R2, also der Drehgruppe

SO(2) :=

{(
cosβ sinβ

− sinβ cosβ

)
: β ∈ [0, 2π)

}
.

Ansonsten ist T (2m) zumindest für alle m ∈ N isomorph zu SO(2).

Wie erhofft können wir schließlich zeigen, dass die Zufallsfelder der harmonischen Dar-
stellung stochastisch stetig sind; anders als zuvor auch ohne weitere Voraussetzungen.

Theorem 7.2.7
Das Vektorfeld X̃φ,D = {X̃φ,D(t) : t ∈ Rd} ist unter den Voraussetzungen von Theo-
rem 7.1.1 stochastisch stetig.

Beweis. Seien t0 ∈ Rd und u ∈ Rm beliebig, aber fest. Weiter sei (tn)n∈N ⊂ Rd eine
beliebige Nullfolge, so genügt es nach Theorem 4.4.4 (e) und den Überlegungen aus
Lemma 7.2.3, zu zeigen, dass∫

Rd

ψ̃ (ζ(t0, tn, s, u)) ds −−−−−→
(n→∞)

0.

Nun konvergiert ζ(t0, tn, s, u) für alle s ∈ Rd und n→∞ gegen Null. Wegen der Stetigkeit
von ψ̃ mit ψ̃(0) = 0 bleibt also nur noch die Angabe einer integrierbaren Majorante, um
nach dem Konvergenzsatz von Lebesgue die Behauptung zu erhalten. Dazu schreiben wir
für alle s ∈ Γd und n ∈ N wie an früherer Stelle:

ψ̃(ζ(t0, tn, s, u))

= ψ̃

((
(cos〈t0, s〉(cos〈tn, s〉 − 1)− sin〈t0, s〉 sin〈tn, s〉)φ(s)−qB

∗
φ(s)−D

∗
u

− (cos〈t0, s〉 sin〈tn, s〉+ (cos〈tn, s〉 − 1) sin〈t0, s〉)φ(s)−qB
∗
φ(s)−D

∗
u

))

= ψ̃

(
φ(s)−qB̃

∗

(
(cos〈t0, s〉(cos〈tn, s〉 − 1)− sin〈t0, s〉 sin〈tn, s〉)φ(s)−D

∗
u

− (cos〈t0, s〉 sin〈tn, s〉+ (cos〈tn, s〉 − 1) sin〈t0, s〉)φ(s)−D
∗
u

))

165



7.2 Eigenschaften und Beispiele

= φ(s)−q · ψ̃
(
A1(t0, s)A2(tn, s)φ(s)−D

∗
u
)
,

sodass mit (7.7) und den dortigen Bezeichnungen folgt:

∣∣∣ψ̃(ζ(t0, tn, s, u))
∣∣∣ ≤ φ(s)−q

2∑
j=1

C4+j

∥∥∥A1(t0, s)A2(tn, s)φ(s)−D
∗
u
∥∥∥ρj

= φ(s)−q
2∑
j=1

C4+j

∥∥∥A2(tn, s)φ(s)−D
∗
u
∥∥∥ρj

= φ(s)−q
2∑
j=1

C4+j

∥∥∥∥∥
(

(cos〈tn, s〉 − 1)φ(s)−D
∗
u

− sin〈tn, s〉φ(s)−D
∗
u

)∥∥∥∥∥
ρj

≤ h(tn, û, s),

wie der Beweis zu Theorem 7.1.1 gezeigt hat, beispielsweise mit û = (u, 0) ∈ R2m. Dabei
haben wir im zweiten Schritt benutzt, dass A1(t0, s) für alle s ∈ Rd orthogonal ist (die
euklidische Norm bleibt also invariant). Nun ist (tn) als Nullfolge beschränkt, d.h. es
existiert ein M > 0 mit ‖tn‖ ≤ M für alle n ∈ N. Schließlich zeigt (7.11) wieder, dass
wir t̃ := (M, 0, ..., 0) ∈ Rd wählen können, um insgesamt folgende Abschätzung (für alle
s ∈ Γd sowie n ∈ N) und somit die gesuchte integrierbare Majorante zu erhalten:∣∣∣ψ̃(ζ(t0, tn, s, u))

∣∣∣ ≤ h(t̃, û, s).

Zum Abschluss noch das folgende Beispiel, dem die gleiche Motivation wie Beispiel 6.2.5
zugrunde liegt. Auch hier sind natürlich wieder viele weitere Konstellationen denkbar.

Beispiel 7.2.8
Gegeben sei eine volle sowie strikt Operator-stabile Verteilung µ̃ auf R2m mit B̃ ∈ E(µ̃),
wobei dieser Exponent von der Form B̃ = B ⊕ B für ein B ∈ L(Rm) sei. Bezeichne M
das von µ̃ (sowie dem d-dimensionalen Lebesguemaß) erzeugte Zufallsmaß und M̃ das
entsprechend mit M identifizierte Cm-wertige ISRM. Weiter seien E := diag(a1, ..., ad)
für a1, ..., ad > 0 beliebig und D := γB für ein 0 < γ < Λ−1

B min{a1, ..., ad}. Schließlich
definieren wir die Funktion φ : Rd → [0,∞) durch

φ(x) :=
d∑
j=1

|xj |
1
aj , x = (x1, ..., xd) ∈ Rd.

Dann existiert X̃φ,D = {X̃φ.D(t) : t ∈ Rd} mit den genannten Wahlen im Sinne von
Theorem 7.1.1 und ist stochastisch stetig. Außerdem ist X̃φ,D voll, strikt Operator-stabil
mit B als Exponenten sowie (E,D)-OSS.
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Beweis. Die konkrete Gestalt von E liefert hier rE∗x = (ra1x1, ..., r
adxd) für alle r > 0

und x ∈ Rd wie angegeben. Damit ist insbesondere klar, dass φ neben der offensichtlichen
Stetigkeit und strikten Positivität auf Γd auch E∗-homogen ist. Ebenso ist klar, dass
DB = BD gilt, während die Wahl von γ und erneut die von E gerade gewährleisten,
dass ΛD = γΛB < min{a1, ..., ad} = λE . Somit folgt die Behauptung nach dem zuvor
Gezeigten.

Die Frage, ob X̃φ,D im Rahmen dieses Beispiels auch stationäre Zuwächse besitzt, ist
also mit Hilfe von Eigenschaft 7.2.4 zu klären.

Bemerkung 7.2.9. Unter Umständen mag die Vorgabe einer strikt Operator-stabilen Ver-
teilung µ auf Rm (voll) mit Exponenten B ∈ L(Rm) natürlicher erscheinen. Dann defi-
niert das Produktmaß µ⊗ µ aber eine Verteilung µ̃ auf R2m wie oben beschrieben, was
der Betrachtung unabhängiger Komponenten entspricht. Beispiel 2.4.12 und die darauf
folgende Bemerkung liefern jedoch auch die Möglichkeit zur Modellierung von Abhän-
gigkeiten (über das Spektralmaß Λ).

7.3 Stetige Modifikationen

Wir möchten schließlich noch einen wichtigen Spezialfall diskutieren, der gegenüber der
moving-average Darstellung eine erste Untersuchung von Pfadeigenschaften erlaubt. Zu-
gleich wird sich herausstellen, dass dieser Spezialfall nichtsdestotrotz die α-stabilen har-
monischen Darstellungen aus [29] und [5] (m = 1) abdeckt, im Allgemeinen sogar echt
Operator-stabil ist. Dabei nutzen wir einige Ideen aus [43], was letztlich auf die Verwen-
dung der Ergebnisse in [3] hinausläuft.

Für den Rest dieses Kapitels gelte grundsätzlich das gleiche Setting wie in Abschnitt
7.1, wobei wir den Erzeuger µ̃ nun auf zwei Weisen beschränken: Einerseits nehmen wir
an, dass µ̃ isotrop (somit insbesondere symmetrisch) ist und andererseits unterstellen
wir, dass für den Exponenten B̃ = B ⊕B gilt:

B = B∗ = diag (α−1
1 , ..., α−1

m ), α1, ..., αm ∈ (0, 2). (7.15)

Wir verzichten der Einfachheit halber also auf einen Gaußanteil. Ferner gelten die An-
nahmen aus Theorem 7.1.1, ergänzt um DB = BD, wobei wir mit X := {X(t) : t ∈ Rd}
statt X̃φ,D abkürzend die resultierende harmonische Darstellung aus (7.1) (auf einem
entsprechenden Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P)) bezeichnen.

Schreibt man nun X(t) = (X1(t), ..., Xm(t)), so besteht die Idee gemäß [43] darin, die
skalarwertigen Komponentenfelder Xj = {Xj(t) : t ∈ Rd} zu verstehen. Genauer müs-
sen wir zwecks Anwendung von Proposition 5.1 in [3] einen Bezug zu den harmonischen
Darstellungen aus [5] herstellen. Dabei ist der zuletzt genannte Aspekt der eigentliche
Grund für die getroffene Isotropieannahme.
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Proposition 7.3.1
Unter den zuvor genannten Voraussetzungen gilt für alle j ∈ {1, ...,m}, n ∈ N, u ∈ Rn
und t1, ..., tn ∈ Rd:

E
(
ei

∑n
k=1Xj(tk)uk

)
= exp

−∫
Rd

|
n∑
k=1

(ei〈tk,s〉 − 1)uk|αj |fj(s)|αj ds

 , (7.16)

wobei u = (u1, ..., un) und

fj(s) :=

∣∣∣∣∣ψ̃
((

φ(s)−D
∗−qB∗ej

0

))∣∣∣∣∣
1/αj

, s ∈ Rd.

Beweis. Die Symmetrie von µ̃ impliziert insbesondere, dass ψ̃(·) ∈ (−∞, 0]. Fixiere nun
j, n, u und t1, ..., tn wie angegeben, so folgt zunächst:

E
(
ei

∑n
k=1Xj(tk)uk

)
= E

(
ei

∑n
k=1〈X(tk),ukej〉

)
= exp

 ∫
Rd

ψ̃

((∑n
k=1(cos〈tk, s〉 − 1)φ(s)−D

∗−qB∗ukej

−
∑n

k=1 sin〈tk, s〉φ(s)−D
∗−qB∗ukej

))
ds


= exp

−∫
Rd

∣∣∣∣∣ψ̃
((

(
∑n

k=1(cos〈tk, s〉 − 1)uk)φ(s)−D
∗−qB∗ej

−(
∑n

k=1 sin〈tk, s〉uk)φ(s)−D
∗−qB∗ej

))∣∣∣∣∣ ds
 . (7.17)

Setze z := z(s) :=
∑n

k=1(ei〈tk,s〉−1)uk. Wegen Re z =
∑n

k=1(cos〈tk, s〉−1)uk und Im z =∑n
k=1 sin〈tk, s〉uk verschwindet der Integrand in (7.17), sofern z(s) = 0. Andernfalls

greift für alle s ∈ Rd die folgende Rechnung, wobei wir aus Gründen der Übersicht
vorübergehend A := A(s) := φ(s)−D

∗−qB∗ definieren.

ψ̃

((
(
∑n

k=1(cos〈tk, s〉 − 1)uk)φ(s)−D
∗−qB∗ej

−(
∑n

k=1 sin〈tk, s〉uk)φ(s)−D
∗−qB∗ej

))

= ψ̃

((
(Re z)Aej
−(Im z)Aej

))

= ψ̃

((
(Re z)A (Im z)A

−(Im z)A (Re z)A

)(
ej

0

))

= ψ̃

(
1

|z|

(
(Re z)Im (Im z)Im

−(Im z)Im (Re z)Im

)(
A 0

0 A

)(
|z|ej

0

))
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= ψ̃

((
A 0

0 A

)(
|z|ej

0

))

= ψ̃

((
A 0

0 A

)(
(|z|αj )B∗ej

0

))

= ψ̃

((
A 0

0 A

)
(|z|αj )B̃∗

(
ej

0

))

= ψ̃

(
(|z|αj )B̃∗

(
A 0

0 A

)(
ej

0

))

= |z|αj · ψ̃

((
A 0

0 A

)(
ej

0

))

= |z|αj · ψ̃

((
φ(s)−D

∗−qB∗ej

0

))
. (7.18)

Der Fall z = 0 ist also in (7.18) inbegriffen. Dabei haben wir, neben den inzwischen
bekannten Argumenten wie im vorletzten und drittletzten Schritt (dort mit DB = BD),
maßgeblich von Eigenschaft 7.2.5 sowie der vorausgesetzten Isotropie profitiert. Weiter
haben wir von rAej = rajej für A = diag (a1, ..., am) Gebrauch gemacht. (7.17) und
(7.18) liefern also nach Definition von z(s) beziehungsweise fj(s) die Behauptung.

Diese multiplikative Trennung des Integranden in (7.16) wird sich im Anschluss als
zielführend erweisen, wobei wir für fj(s) noch eine möglichst scharfe Abschätzung in s
benötigen. Vorbereitend zeigen wir:

Lemma 7.3.2
Für alle x ∈ Rm gilt: τB(x) = τ

B̃
((x, 0)).

Beweis. Für x = 0 entspricht dies unserer Konvention. Ansonsten würde die Behauptung
aus Gründen der Eindeutigkeit und wegen

τB(x)B̃

(
lB(x)

0

)
=

(
τB(x)BlB(x)

0

)
=

(
x

0

)

folgen, solange wir zeigen können, dass (lB(x), 0) ∈ S
B̃
. Dies erkennt man aber anhand

von Lemma und Definition 2.2.1, denn:∥∥∥∥∥
(
lB(x)

0

)∥∥∥∥∥
B̃

=

1∫
0

∥∥∥∥∥sB̃
(
lB(x)

0

)∥∥∥∥∥ s−1 ds
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=

1∫
0

∥∥∥∥∥
(
sBlB(x)

0

)∥∥∥∥∥ s−1 ds

=

1∫
0

‖sBlB(x)‖s−1 ds

= ‖lB(x)‖B
= 1.

Für das nächste Resultat wiederholen wir aus der linearen Algebra (siehe beispielsweise
Theorem 2.1.16 in [31]): Ein Operator J ∈ L(Rm) liegt in (reeller) Jordanform vor, falls
J = diag (J1, ..., Jp) für ein 1 ≤ p ≤ m, wobei für alle 1 ≤ l ≤ p gilt: Jl besitzt die Form

Jl =



λl 1

λl 1
. . . . . .

. . . 1

λl


(7.19)

für ein λl ∈ R (reeller Jordanblock) oder aber die Form

Jl =



Λl I2

Λl I2

. . . . . .
. . . I2

Λl


mit Λl =

(
al −bl
bl al

)
(7.20)

für ein λl := al + i bl ∈ C (komplexer Jordanblock). λ1, ..., λp sind also gerade die (nicht
notwendiger Weise verschiedenen) Eigenwerte von J . Ferner bezeichne n(l) für l = 1, ..., p
die entsprechende Größe des Blocks, d.h. Jl ist eine n(l)× n(l)-Matrix.
Insbesondere ist wohlbekannt, dass zu A ∈ L(Rm) beliebig stets ein P ∈ GL(Rm) exis-
tiert, sodass Ã := P−1AP eine (reelle) Jordanform besitzt. Da das Spektrum einer Matrix
invariant unter Ähnlichkeitstransformationen ist, folgt für jeden Jordanblock von Ã wie
in (7.19) oder (7.20), dass λl ∈ σ(A). Dabei kann durch geeignetes Vertauschen der
Spalten von P stets eine beliebige Reihenfolge der Jordanblöcke erzielt werden. Jedoch
impliziert AB = BA nicht zwingend, dass auch ÃB = BÃ.

Lemma 7.3.3
Seien L > 0 und j ∈ {1, ..,m} beliebig, aber fest. Dann folgt unter den zuvor genannten
Voraussetzungen:
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(i) Für alle 0 < ε < λD existiert ein K1 > 0 mit

fj(s) ≤ K1 τE∗(s)
−(λD−ε)−q/αj , ‖s‖ ≥ L.

(ii) Besitzt der Operator D speziell die Form D = diag (D1, ..., Dp) für ein 1 ≤ p ≤ m
mit Dl wie in (7.19) oder (7.20) für l = 1, ..., p, so sei j+ ∈ {1, ..., p} die eindeutige
Zahl mit

j+−1∑
l=1

n(l) < j ≤
j+∑
l=1

n(l).

Dann existiert für alle 0 < ε < Re λj+ ein K2 > 0 mit

fj(s) ≤ K2 τE∗(s)
−(Re λj+−ε)−q/αj , ‖s‖ ≥ L.

Beweis. Per Definition von fj (mit DB = BD) folgt zunächst wie in (7.6) für alle s ∈ Γd:

fj(s) = φ(s)−q/αj

∣∣∣∣∣ψ̃
((

φ(s)−D
∗
ej

0

))∣∣∣∣∣
1/αj

.

Andererseits nutze man die verallgemeinerten Polarkoordinaten bezüglich B̃ = B̃∗, um
zu erkennen, dass eine Konstante C1 > 0 mit |ψ̃(x)| ≤ C1τB̃(x) für alle x ∈ R2m existiert.
Somit folgt nach Lemma 7.3.2 und (7.3) für alle s ∈ Γd:

fj(s) ≤ C
1/αj
1 φ(s)−q/αj τ

B̃

((
φ(s)−D

∗
ej

0

))1/αj

≤ C1/αj
1 m

−q/αj
φ τE∗(s)

−q/αj τB

(
φ(s)−D

∗
ej

)1/αj
. (7.21)

Sei nun ε > 0 jeweils wie angegeben beliebig, aber fest, so bleibt gemäß (7.21) also die
Existenz von Konstanten C3, C4 > 0 mit

(i) τB(φ(s)−D
∗
ej) ≤ C3τE∗(s)

−αj(λD−ε),

(ii) τB(φ(s)−D
∗
ej) ≤ C4τE∗(s)

−αj(Re λj+−ε)

für alle ‖s‖ ≥ L zu zeigen. Zunächst (i), dann können wir dank der B-Homogenität von
τB und der Gestalt von B (insbesondere gilt hier D∗B = BD∗) schreiben:

τB(φ(s)−D
∗
ej) = φ(s)−αj(λD−ε)τB

(
φ(s)αj(λD−ε)Bφ(s)−D

∗
ej

)
= φ(s)−αj(λD−ε)τB

(
φ(s)−D

∗
φ(s)αj(λD−ε)Bej

)
= φ(s)−αj(λD−ε)τB

(
φ(s)−D

∗
φ(s)λD−εej

)
.
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Wegen σ(D) = σ(D∗) und∥∥∥φ(s)−D
∗
φ(s)λD−εej

∥∥∥ ≤ φ(s)λD−ε ‖φ(s)−D
∗‖

≤ C0 φ(s)λD−εφ(s)−(λD−ε)

= C0

für ‖s‖ ≥ L, wobei C0 aus Proposition 2.1.4 stammt (man beachte erneut (7.3)), genügt
es also zusammen mit Korollar 2.2.4, wenn wir

C3 := m
−αj(λD−ε)
φ sup{τB(φ(s)(λD−ε)Im−D∗ej) : ‖s‖ ≥ L} <∞

setzen. In der Situation von (ii) folgt ganz analog, dass

τB(φ(s)−D
∗
ej) = φ(s)−αj(Re λj+−ε)τB

(
φ(s)−D

∗
φ(s)Re λj+−εej

)
.

Somit bleibt zu zeigen, dass dann auch∥∥∥φ(s)−D
∗
φ(s)Re λj+−εej

∥∥∥ = φ(s)Re λj+−ε ‖φ(s)−D
∗
ej‖

für alle ‖s‖ ≥ L beschränkt ist. Dies folgt aber aufgrund der Annahme, dass D eine
(reelle) Jordanform besitzt und nach marginaler Modifikation (siehe unten) von Corollary
2.2 (b) in [43], da dann eine Konstante C ′0 mit

‖φ(s)−D
∗
ej‖ ≤ C ′0 φ(s)−Re λj++ε, ‖s‖ ≥ L

existiert. Dabei beachte man einerseits, dass die Definition von j+ gerade dem Umstand
Rechnung trägt, dass die oben genannte Quelle eine Sortierung der Blöcke von D in
aufsteigender Reihenfolge der Realteile (der korrespondierenden Eigenwerte) unterstellt.
Andererseits erkennt man wegen D∗ = diag(D∗1, ..., D

∗
p) unmittelbar, dass das jüngste

Resultat auch auf D∗ anwendbar ist.

Für den Spezialfall B = (1/α)Im bekommen wir mit dem folgenden Theorem also
insbesondere die Aussage von Proposition 4.1 in [43] zurück. Dabei sei daran erinnert,
dass zwei Zufallsfelder Xi = {Xi(t) : t ∈ I}, i = 1, 2 auf einem gemeinsamen Wahrschein-
lichkeitsraum mit Indexmenge I Modifikationen voneinander sind, falls für alle t ∈ I
gilt: X1(t) = X2(t) fast sicher. Weiterhin verzichten wir im Folgenden darauf, die jeweils
komplexwertigen Objekte auf besondere Weise kenntlich zu machen (so wie etwa früher
M und M̃ et cetera).

Theorem 7.3.4
Es gelten die Voraussetzungen dieses Abschnitts. Falls D darüber hinaus eine Jordanform
wie in Lemma 7.3.3 (ii) besitzt, setze βj := Re λj+ für alle j = 1, ...,m; andernfalls sei
βj := λD (konstant). Dann existiert für jede nicht-leere, kompakte TeilmengeK ⊂ Rd und
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für alle δ > 0 sowie ε > 0 (klein) eine Modifikation X∗ := {(X∗1 (t), ..., X∗m(t)) : t ∈ K}
von X (auf K), sodass für alle j = 1, ...,m gilt:

sup
s,t∈K
s6=t

|X∗j (s)−X∗j (t)|

τE(s− t)βj−ε[log(1 + τE(s− t)−1)]
δ+ 1

2
+ 1
αj

<∞ fast sicher. (7.22)

Weiter existiert für jedes ε > 0 (klein) eine Modifikation X∗ von X (auf K), sodass für
alle j = 1, ...,m und geeignete [0,∞)-wertige Zufallsvariablen Aj gilt:

∀s, t ∈ K : |X∗j (s)−X∗j (t)| ≤ Aj τE(s− t)βj−ε fast sicher.

Beweis. Seien K, δ und ε (wie angegeben) beliebig, aber fest, wobei ε klein gerade
bedeutet, dass 0 < ε < βj für alle j = 1, ...,m. Wir definieren nun zunächst für
j = 1, ...,m (auf weiteren Wahrscheinlichkeitsräumen (Ωj ,Aj ,Pj)) die C-wertigen Felder
Y ′j := {Y ′j (t) : t ∈ Rd} durch

Y ′j (t) :=

∫
Rd

(ei〈t,s〉 − 1)fj(s)Mαj (ds), t ∈ Rd,

wobei Mαj (nach Identifizierung) das C-wertige ISRM sei, das von dem d-dimensionalen
Lebesguemaß und einer αj-stabilen Verteilung µj auf R2 mit µ̂j(x) = exp(−‖x‖αj ) er-
zeugt wird. Nun können wir analog zu (7.17) (für n = 1 und u1 = 1) wieder schreiben:

∣∣∣(ei〈t,s〉 − 1)fj(s)
∣∣∣αj =

∣∣∣∣∣ψ̃
((

(cos〈t, s〉 − 1)φ(s)−qB
∗
φ(s)−D

∗
ej

− sin〈t, s〉φ(s)−qB
∗
φ(s)−D

∗
ej

))∣∣∣∣∣ ,
um wie im Beweis von Theorem 7.1.1 zu erkennen, dass diese Funktion für alle t ∈ Rd
jeweils in L1(Rd, ds) liegt. Indem wir dann beispielsweise die Frobeniusnorm betrachten
und nachrechnen, dass∥∥∥∥∥

(
(cos〈t, s〉 − 1)fj(s) − sin〈t, s〉fj(s)

sin〈t, s〉fj(s) (cos〈t, s〉 − 1)fj(s)

)∥∥∥∥∥
αj

F

= 2αj/2
∣∣∣(ei〈t,s〉 − 1)fj(s)

∣∣∣αj ,
folgt nach Theorem 4.3.4 und Beispiel 4.5.2 unmittelbar die Existenz von Y ′1 , ..., Y ′m. Bis
auf eine hier zu vernachlässigende, multiplikative Konstante genießen alle Y ′j also eine
Darstellung wie in (17) bei [3] (man vergleiche auch (6.3.1) in [40] und die Ausführungen
weiter unten). Damit kann Proposition 5.1 in [3] benutzt werden, um nach Lemma 7.3.3
und wegen 0 < βj − ε < βj ≤ ΛD < λE (gemäß Voraussetzung) zu folgern, dass eine
Modifikation Yj von Y ′j auf K existiert (j = 1, ...,m), sodass gilt:

sup
s,t∈K
s6=t

|Yj(s)− Yj(t)|

τE(s− t)βj−ε[log(1 + τE(s− t)−1)]
δ+ 1

2
+ 1
αj

<∞ fast sicher. (7.23)
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Insbesondere sind {Re Yj(t) : t ∈ K} und {Re Y ′j (t) : t ∈ K} für alle j = 1, ...,m
Modifikationen voneinander mit

sup
s,t∈K
s6=t

|Re Yj(s)− Re Yj(t)|

τE(s− t)βj−ε[log(1 + τE(s− t)−1)]
δ+ 1

2
+ 1
αj

<∞ fast sicher. (7.24)

Ferner erhalten wir für alle n ∈ N und t1, ..., tn ∈ Rd sowie u1, ..., un ∈ R:

E
(
ei

∑n
k=1(Re Y ′j (tk))uk

)
= exp

−∫
Rd

∥∥∥∥∥
(∑n

k=1(cos〈tk, s〉 − 1)fj(s)uk

−
∑n

k=1 sin〈tk, s〉fj(s)uk

)∥∥∥∥∥
αj

ds


= exp

−∫
Rd

( n∑
k=1

(cos〈tk, s〉 − 1)uk

)2

fj(s)
2 +

(
n∑
k=1

sin〈tk, s〉uk

)2

fj(s)
2

αj/2

ds


= exp

−∫
Rd

|
n∑
k=1

(
ei〈tk,s〉 − 1

)
uk|αj |fj(s)|αj ds


= E

(
ei

∑n
k=1Xj(tk)uk

)
nach (7.16), d.h. {Xj(t) : t ∈ Rd} fdd= {Re Y ′j (t) : t ∈ Rd}. Folglich gilt insbesondere für
alle j = 1, ...,m:

{Xj(t) : t ∈ K} fdd= {Re Y ′j (t) : t ∈ K} fdd= {Re Yj(t) : t ∈ K}. (7.25)

Um die gewünschte Modifikation zu definieren, folgen wir nun der Idee aus dem Beweis
zu Proposition 5.1 in [3]. Sei D ⊂ K eine dichte, abzählbare Teilmenge (beispielsweise
D = K ∩ Qd), so ist auch D′ := {(x, y) : x, y ∈ D,x 6= y} abzählbar. Sei weiter
d′1, d

′
2, ... eine Abzählung von D′, dann definieren wir für alle k ∈ N die endlichen Mengen

D′k := {d′1, ..., d′k}. Somit folgt aber wegen (7.25) und (7.24) für alle j = 1, ...,m, dass

P

 sup
s,t∈D
s6=t

|Xj(s)−Xj(t)|

τE(s− t)βj−ε[log(1 + τE(s− t)−1)]
δ+ 1

2
+ 1
αj

<∞


= lim

n→∞
P

 sup
s,t∈D
s6=t

|Xj(s)−Xj(t)|

τE(s− t)βj−ε[log(1 + τE(s− t)−1)]
δ+ 1

2
+ 1
αj

≤ n


mit der Stetigkeit von unten. Mit der Stetigkeit von oben weiter:

= lim
n→∞

 lim
k→∞

P

 |Xj(s)−Xj(t)|

τE(s− t)βj−ε[log(1 + τE(s− t)−1)]
δ+ 1

2
+ 1
αj

≤ n ∀(s, t) ∈ D′k


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= lim
n→∞

 lim
k→∞

Pj

 |Re Yj(s)− Re Yj(t)|

τE(s− t)βj−ε[log(1 + τE(s− t)−1)]
δ+ 1

2
+ 1
αj

≤ n ∀(s, t) ∈ D′k


= Pj

 sup
s,t∈D
s6=t

|Re Yj(s)− Re Yj(t)|

τE(s− t)βj−ε[log(1 + τE(s− t)−1)]
δ+ 1

2
+ 1
αj

<∞


= 1.

Daher existieren auch Nullmengen N1, ..., Nm ∈ A mit

Cj(ω) := sup
s,t∈D
s6=t

|Xj(s, ω)−Xj(t, ω)|

τE(s− t)βj−ε[log(1 + τE(s− t)−1)]
δ+ 1

2
+ 1
αj

<∞, ω ∈ N c
j (7.26)

für alle j = 1, ...,m. Via Cj(ω) := 0 für ω ∈ Nj ist also insgesamt jeweils eine [0,∞)-
wertige Zufallsvariable Cj = Cj(ε, δ) definiert (wobei sich die Meßbarkeit offensichtlich
vererbt). Sei N := N1 ∪ · · · ∪Nm, so setzen wir X∗(t, ω) := 0 für alle ω ∈ N und t ∈ K
sowie X∗(t, ω) := X(t, ω) für alle ω ∈ N c und t ∈ D. Für ω ∈ N c und t ∈ K \D erfolgt
die Definition von X∗(t, ω) nun komponentenweise. Sei dazu (tn)n∈N eine (beliebige, aber
von nun an fixierte) konvergente Folge aus D mit Grenzwert t; dann ist (X∗j (tn, ω))n∈N
wegen

|Xj(s, ω)−Xj(t, ω)| ≤ Cj(ω) τE(s− t)βj−ε[log(1 + τE(s− t)−1)]
δ+ 1

2
+ 1
αj (7.27)

(für alle s, t ∈ D mit s 6= t) und dank der Stetigkeit von τE mit τE(0) = 0 eine
Cauchy-Folge, indem man weiter unten das Argument hinsichtlich der Zusatzaussage
dieses Theorems beachtet. Den resultierenden Grenzwert taufen wir jeweils X∗j (t, ω) und
somit X∗(t, ω) := (X∗1 (t, ω), ..., X∗m(t, ω)), d.h. X∗(t) ist für alle t ∈ K wohldefiniert.
Ferner ist für t ∈ D klar, dass X∗ eine Modifikation von X ist. Für t ∈ K \D konnten
wir X∗(t) hingegen als fast sicheren Grenzwert von X∗(tn) = X(tn) realisieren. Zugleich
konvergiert X(tn) nach Theorem 7.2.7 jeweils stochastisch gegen X(t), die fast sichere
Eindeutigkeit des stochastischen Limes liefert also auch hier die Modifikationsaussage.
Schließlich folgt per Konstruktion (siehe (7.27)) und erneut wegen der Stetigkeit von τE ,
dass auch

|X∗j (s, ω)−X∗j (t, ω)| ≤ Cj(ω) τE(s− t)βj−ε[log(1 + τE(s− t)−1))]
δ+ 1

2
+ 1
αj

für alle j = 1, ...,m und ω ∈ N c sowie s, t ∈ K mit s 6= t. Für ω ∈ N ist die Aussage
trivial, was insgesamt (7.22) liefert, sogar für alle ω ∈ Ω.
Da der Logarithmus langsamer als jedes Polynom von positivem Grad wächst und indem
man τE(s− t)βj−

ε
2 = τE(s− t)βj−ετE(s− t)

ε
2 schreibt, folgt die Zusatzaussage leicht aus

(7.22) (gelesen für ε
2). Aj(ω) würde dann zum Beispiel dem Produkt aus Cj( ε2 , δ, ω) und

einer hinreichend großen Konstante entsprechen.

Offensichtlich könnte man in (7.22) auch für alle j = 1, ...,m jeweils ein δj > 0 respek-
tive εj > 0 (klein) wählen; interessanter ist jedoch die folgende Beobachtung.
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Korollar 7.3.5
In der Situation von Theorem 7.3.4 kann man sogar auf ganz Rd eine Modifikation X∗

von X konstruieren, die dann für jede nicht-leere kompakte Teilmenge K ⊂ Rd und jedes
δ > 0 sowie ε > 0 (klein) die Aussage von (7.22) jeweils fast sicher erfüllt.

Beweis. So wie wir im vorherigen Beweis die Modifikationen X∗j auf Basis von Yj und
(7.23) für alle j = 1, ...,m konstruiert haben, wurde im Beweis von Proposition 5.1 in [3]
(dank der wir ja gerade Y1, ..., Ym gewonnen haben) mit Hilfe eines C-wertigen Zufallsfelds
auf Rd argumentiert, das die Bezeichnung Sm trägt (und einer fast sicher konvergenten
LePage-Reihe entspricht). Der dortige Beweis zeigt unter den Voraussetzungen von Theo-
rem 7.3.4 aber auch, dass Sm die Aussage von (7.23) in analoger Weise bereits für jede
nicht-leere, kompakte Menge K ⊂ Rd und alle δ > 0 sowie ε > 0 (klein) erfüllt, jeweils
fast sicher. Dass man daraus nun für j = 1, ...,m auf die Existenz einer Modifikation Yj
von Y ′j schließen kann, die auf ganz Rd definiert ist und für alle nicht-leeren, kompakten
Teilmengen K ⊂ Rd und alle δ > 0 sowie ε > 0 (klein) jeweils

sup
s,t∈K
s6=t

|Yj(s)− Yj(t)|

τE(s− t)βj−ε[log(1 + τE(s− t)−1)]
δ+ 1

2
+ 1
αj

<∞ fast sicher (7.28)

erfüllt, folgt wiederum in gleicher Weise, wie wir nun aus der Annahme von (7.28) auf die
Behauptung dieses Korollars schließen werden. Dabei können wir aufgrund der kompo-
nentenweisen Betrachtung ohne Einschränkung den Fall m = 1 annehmen (seien β := β1

und α := α1). Dann nutze man zunächst wieder (7.25), hier also mit fdd-Gleichheit auf
Rd, um nun mit (7.28) (analog zu (7.26)) für jede nicht-leere, kompakte Menge K ⊂ Rd
und alle δ > 0 sowie ε > 0 (klein) eine Nullmenge N(K, δ, ε) mit

C(K, δ, ε, ω) := sup
s,t∈K∩Qd

s6=t

|X(s, ω)−X(t, ω)|
τE(s− t)β−ε[log(1 + τE(s− t)−1)]δ+

1
2

+ 1
α

<∞ (7.29)

für alle ω ∈ N(K, δ, ε)c zu erhalten. Betrachte man speziell Nn := N([−n, n]d, n−1, n−1)
mit Cn(ω) := C([−n, n]d, n−1, n−1, ω) für alle n ∈ N, so definieren wir die Nullmenge
N := N1 ∪N2 ∪ · · · . Dann erfolgt die Definition von X∗(t, ω) für ω ∈ N beziehungsweise
für (t, ω) ∈ D × N c wie zuvor, wobei nun Qd die Rolle von D übernimmt. Da ferner
für jedes t ∈ Rd \ Qd und für jede gegen t konvergente Folge (tn)n∈N ⊂ Qd ein ñ ∈ N
mit (tn) ⊂ [−ñ, ñ]d existiert, kann man (7.29) nach Wahl von Nñ ⊂ N analog zu (7.27)
verwenden, um X∗(t, ω) für alle (t, ω) ∈ (Rd\Qd)×N c zu definieren; insbesondere ist X∗

wieder eine Modifikation von X. Seien schließlich K, δ und ε beliebig (wie angegeben),
aber fest, so bleibt zu zeigen, dass

sup
s,t∈K
s6=t

|X∗(s)−X∗(t)|
τE(s− t)β−ε[log(1 + τE(s− t)−1)]δ+

1
2

+ 1
α

<∞ fast sicher.

Dazu wähle man ein n0 ∈ N mit

K ⊂ [−n0, n0]d, n−1
0 < δ, n−1

0 < ε.
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Vor dem Hintergrund von (7.29) sowie der Definition von X∗ gilt dann insbesondere für
alle s, t ∈ K ∩Qd (s 6= t) und ω ∈ N c:

|X∗(s, ω)−X∗(t, ω)|

≤ Cn0(ω) τE(s− t)β−n
−1
0 [log(1 + τE(s− t)−1)]n

−1
0 + 1

2
+ 1
α

≤ η2(n0, ε, δ)Cn0(ω) τE(s− t)β−ε[log(1 + τE(s− t)−1)]δ+
1
2

+ 1
α

mit der nach Wahl von n0 endlichen Zahl

η(n0, ε, δ) := sup{τE(s− t)ε−n
−1
0 + [log(1 + τE(s− t)−1)]n

−1
0 −δ : s, t ∈ [−n0, n0]d, s 6= t}.

Dabei beachte man, dass [−n0, n0]d beschränkt und die Werte von log(1 + τE(s− t)−1)
somit wiederum von der Null weg beschränkt sind. Daher folgt wie im Beweis von Theo-
rem 7.3.4 die Behauptung. Auch die dortige Zusatzaussage kann in ähnlicher Weise über-
tragen werden.
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KAPITEL 8

Fazit und Ausblick

Während wir in Kapitel 3 durch die Einführung von vektoriellen (Prä-)Maßen in der Lage
waren, die Zufallsmaße aus [35] auf den Rm-wertigen Fall zu verallgemeinern, benötigten
wir im Rahmen der Integrationstheorie (siehe Kapitel 4) einige Ideen aus [37], wenn-
gleich die dort betrachteten Objekte auf andere Weise eingeschränkt sind. Dies könnte
aus theoretischer Sicht die Betrachtung unendlich-teilbarer Zufallsmaße mit Werten in
(beliebigen) Banachräumen motivieren, um dann eine weitere Verallgemeinerung der Er-
gebnisse aus Kapitel 3 und 4 vorzunehmen. Möchte man jedoch an der Aussage von
Theorem 3.5.3 festhalten, so erscheint es unwahrscheinlich, die zugrunde liegenden δ-
Ringe durch noch schwächere Systeme zu ersetzen. In jedem Falle könnte der hintere,
bisher nicht berücksichtigte Teil von [35] der Ausgangspunkt für zwei weitere Fragestel-
lungen sein: Einerseits könnte man den Vektorraum I(M) topologisch einem tieferen Stu-
dium unterziehen (Stichwort Musielak-Orlicz-Räume). Andererseits ist damit die Frage
verbunden, welche Vektorfelder - für gegebenes Zufallsmaß M - überhaupt eine entspre-
chende Integraldarstellung erlauben und wie dann die Integranden zu wählen sind.

Für den Moment erweisen sich die in dieser Arbeit konstruierten Objekte jedoch als
reichhaltig genug, um daran anknüpfende Ideen zu entwickeln. So könnte man ausgehend
von den Darstellungen in Kapitel 6 und 7 weitere Zufallsfelder definieren, deren Rän-
der eine noch allgemeinere Verteilung besitzen, beispielsweise eine semi Operator-stabile
oder eine temperierte Operator-stabile Verteilung, man vergleiche dazu die Ausführungen
in [31] und [6]; dann wird sich das zuvor erprobte Zusammenspiel mit den verallgemei-
nerten Polarkoordinaten vermutlich jedoch als sehr herausfordernd erweisen. Hält man
also zunächst an der Operator-Stabilität fest, so dürfte es spannend sein, weitere α-
stabile Beispiele aus der Literatur in ähnlicher Weise auszudehnen, wie es uns für die
Darstellungen in [29] und [5] gelungen ist. In diesem Zusammenhang vergleiche man die
Quellen [16] und [4]: Während die Operator-skalierenden Felder aus [16] verschiedene
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Zeit-skalierende Exponenten auf geeigneten Unterräumen des Rd zulassen, variiert der
Exponent E = E(t) ∈ Q(Rd) in [4], abhängig von der Position t des Zufallsfelds. Die
Operator-Skalierung (siehe Definition 5.1.1 für m = 1) bleibt dabei nicht mehr erhalten,
sondern wird durch eine schwächere, lokale Selbstähnlichkeitsbeziehung ersetzt. Ausge-
hend von (6.4) und (7.1) kann man sich in ähnlicher Weise nach der Existenz und den
resultierenden Eigenschaften von Feldern mit variablen Exponenten D(t) respektive B(t)
fragen. Diesbezüglich beachte man auch die Arbeiten [11], [12] und [13], in denen skalar-
wertige und stabile Prozesse dieses Typs behandelt werden.

Dabei könnte es in jedem der zuvor genannten Fälle hilfreich sein, Zufallsmaße zu betrach-
ten, die nicht von der homogenen oder gar erzeugten Form wie im hinteren Teil dieser
Arbeit sind; auch Integraldarstellungen mit beschränktem Integrationsbereich, also der
Verwendung von Indikatorfunktionen sind denkbar. Andererseits wird man womöglich
das Konzept der (strikten) Operator-Selbstähnlichkeit aufgeben beziehungsweise über
Definition 5.1.1 hinaus verallgemeinern müssen (siehe oben). Ferner wird man aller Vor-
aussicht nach schärfere Abschätzungen für die Normausdrücke des Matrixexponentials
benötigen, so wie auf Basis von [43] im Beweis zu Lemma 7.3.3 bereits geschehen (man
vergleiche auch [2] und [28]).

Noch konkreter lässt sich der Ausblick natürlich hinsichtlich Abschnitt 7.3 formulieren.
Dieser zeigte für den dort behandelten Spezialfall bereits, dass die harmonische Darstel-
lung sich von der moving-average Darstellung im Allgemeinen unterscheidet, insbeson-
dere hat der komplexwertige Zugang uns wie erhofft einen zusätzlichen Nutzen gestiftet.
Somit ergibt sich als erste weiterführende Frage, ob auch die Voraussetzungen von Theo-
rem 7.1.1 oder Eigenschaft 7.2.1 genügen, um die Existenz stetiger Modifikationen zu
erhalten. Andererseits zeigen gerade die Ergebnisse in [42] und [43], dass Theorem 7.3.4
genutzt werden kann, um eine obere Schranke für die Hausdorff-Dimension der Pfade
und Graphen (dieser Modifikation auf kompakten Mengen) zu erhalten. Sofern also eine
geeignete Verallgemeinerung von Lemma 5.2 in [43] gelingt, besteht die berechtigte Hoff-
nung, auch in diesem Falle Aussagen über die entsprechenden Hausdorff-Dimensionen et
cetera treffen zu können. Ferner läge dann sogar die Vermutung nahe, exakt die gleichen
Resultate wie in [43], Theorem 5.1 und [42], Theorem 4.1 etablieren zu können.

Ungeachtet der bereits angedeuteten Frage, ob die Selbstähnlichkeitseigenschaft aus Ka-
pitel 5 für zukünftige (d,m)-Vektorfelder aufrecht erhalten werden kann, ist die Aussage
von Theorem 5.2.2 in ihrer Allgemeinheit natürlich recht abstrakt. Das bedeutet insbe-
sondere, dass - neben Ausschmückungen wie beispielsweise in [31], Chapter 11 für den
Fall d = 1 geschehen - der Wunsch besteht, den Anziehungsbereich eines gegebenen
OSS-Zufallsfelds besser zu verstehen. Ausgehend von der grundlegenden Fragestellung
in [31] könnte man sich diesem Problem nähern, indem man zunächst nur solche Felder
{Y (t) : t ∈ Rd} des Anziehungsbereichs betrachtet, die eine spezielle Struktur aufweisen,
beispielsweise für jeden Zeitpunkt t aus endlich vielen Elementen einer zugrunde liegen-
den Familie von i.i.d. Zufallsvektoren gebildet werden.
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8 Fazit und Ausblick

Gerade im Kontext der beiden bewiesenen Darstellungen in dieser Arbeit ergibt sich
die Frage nach möglichen Grenzwertsätzen. Denn auch hier fällt die Antwort, die wir
bislang geben können, abstrakt aus: Da M im Falle der moving-average Darstellung
(harmonische Darstellung analog) von einer strikt Operator-stabilen Verteilung µ mit
B ∈ E(µ) und dem d-dimensionalen Lebesguemaß λd erzeugt wird, erkennt man leicht,
dass λd(A)BX

d
= M(A) für alle A ∈ S := {A ∈ B(Rd) : λd(A) < ∞}, wobei L(X) = µ.

Zugleich konnten wir zeigen, dass der Integrand in (6.4) für alle t ∈ Rd in I(M) liegt,
gemäß Definition 4.1.5 existiert also für alle t ∈ Rd eine Folge einfacher Funktionen
(fn,t)n∈N wie in (4.1), sagen wir

fn,t(s) =

k(n,t)∑
j=1

Rj,n,t1Aj,n,t(s), s ∈ Rd

mit
k(n,t)∑
j=1

Rj,n,tλd(Aj,n,t)
BXj → Xφ,D(t) (8.1)

stochastisch und für n → ∞, wobei X1, X2, ... eine Folge unabhängiger und identisch
µ-verteilter Zufallsvektoren sei.
Die Konvergenzaussage in (8.1) ist jedoch in aller Regel nicht sehr praktikabel, sodass
man geneigt ist, explizite Folgen einfacher Funktionen (fn,t) zu suchen, die auch in ge-
schlossener Form von t abhängen. Dabei könnte das Vorgehen in [22] für die Darstellun-
gen aus [5] als Schablone dienen, wenngleich dort keine Konvergenz im fdd -Sinne gezeigt
wird, sondern schlussendlich der Simulationsaspekt und die zugehörige Implementierung
im Vordergrund stehen. Unter dem Vorbehalt, dass die Simulation Operator-stabiler Ver-
teilungen im Allgemeinen noch Schwierigkeiten bereitet, wäre es unter Umständen den-
noch möglich, zumindest das theoretische Fundament zur Simulation der Darstellungen
aus Kapitel 6 und 7 zu erarbeiten, man vergleiche auch [21]. Nichtsdestotrotz erscheinen
echte Grenzwertsätze (anstelle von Diskretisierungen) umso spannender, als diese uns
gegebenenfalls erlauben würden, die Folge X1, X2, ... in Darstellungen wie (8.1) durch
solche i.i.d.-Folgen zu ersetzen, die zum Anziehungsbereich von µ (im Sinne von [31])
gehören und dann eventuell auch wieder leichter zu simulieren sind.

Abschließend wäre es denkbar, die Definition 5.2.1 des Anziehungsbereichs eines (d,m)-
Vektorfeldes dahingehend abzuschwächen, dass man in (5.9) statt s 7→ sV eine beliebige
Abbildung B(·) : R+ → L(Rd) (respektive GL(Rd)) zulässt und sich nach den Konsequen-
zen hinsichtlich Theorem 5.2.2 fragt. Um diese Aussage in analoger Weise zu konservieren,
wird man dann aber vermutlich mehr von der Konvergenz in (5.9) (mit B(s) statt sV )
fordern müssen, was auf einen alternativen Begriff des Anziehungsbereichs hinauslaufen
würde.
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Symbol- und Abkürzungsverzeichnis

A ⊂ B A ist eine (nicht notwendiger Weise echte) Teilmenge von B

A∗ Adjungierte von A (beispielsweise für A ∈ L(Kn))

Ac Komplement der Menge A (bezüglich eines Universums)

∂A (topologischer) Rand der Menge A

A1 ⊕A2 direkte Summe der linearen Operatoren A1 und A2

An ↑ A Folge (An) mit An ⊂ An+1 und ∪∞n=1An = A

An ↓ A Folge (An) mit An+1 ⊂ An und ∩∞n=1An = A

A1 ⊗A2 Produkt-σ-Algebra von A1 und A2

B(Ω) Borelsche σ-Algebra des (topologischen) Raums Ω

Bε(x) offene Kugel um x (beispielsweise für x ∈ Rn) mit Radius ε
d
= Verteilungsgleichheit

diag(a1, ..., an) n× n Diagonalmatrix mit Diagonaleinträgen a1, ..., an,

entsprechend für Blockmatrizen

det(A) Determinante von A (beispielsweise für A ∈ L(Kn))

(d,m)-Vektorfeld Zufallsfeld mit Werten in Rm und Indexmenge Rd

E(µ) Menge der Exponenten der Operator-stabilen Verteilung µ

e Eulersche Zahl

e Vektor (1, ..., 1) (Dimension kontextbezogen)
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Symbol- und Abkürzungsverzeichnis

ej j-ter Einheitsvektor

E(P)(X) Erwartungswert der C-wertigen Zufallsvariable X (bezüglich P)

εx Punktmaß in x (beispielsweise für x ∈ Rn)

f : (Ω,A)→ (Ω′,A′) f ist eine A-A′-meßbare Abbildung von Ω nach Ω′

f−1 kontextbezogen die Inverse oder die Urbildabbildung von f
fdd
= Gleichheit aller endlich-dimensionalen Verteilungen
fdd⇒ Verteilungskonvergenz aller endlich-dimensionalen Verteilungen

Γn Menge Rn \ {0}

GL(Rn) Menge aller invertierbaren Endomorphismen auf Rn

I(p)(M) Menge der bezüglich M (partiell) integrierbaren Funktionen

i imaginäre Einheit

i.i.d. unabhängig und identisch verteilt

Im z Imaginärteil des komplexen Vektors z (komponentenweise)

In Identitätsoperator auf Rn

1A Indikatorfunktion der Menge A

K Körper (der reellen oder komplexen Zahlen)

ker(A) Kern von A (beispielsweise für A ∈ L(Kn))

λM Kontrollmaß des Zufallsmaßes M

L0(Ω,Km) Menge aller Km-wertigen (und meßbaren) Zufallsvektoren

auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P)

L1(S, µ) {f : S → C : f ist meßbar und µ-integrierbar},
wobei (S,Σ, µ) ein beliebiger Maßraum ist

L(Kn) Menge aller Endomorphismen auf Kn

(dargestellt als n× n Matrizen mit Einträgen aus K)

L(X) Verteilung des Zufallsvektors X

M1(Rn) Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaße auf (Rn,B(Rn))

µ|A Einschränkung des Maßes µ auf eine geeignete Teilmenge A,

entsprechend für Vektorräume et cetera
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Symbol- und Abkürzungsverzeichnis

µ̂ Fouriertransformierte des (beschränkten) Maßes µ

µ� ν µ ist absolut stetig bezüglich ν

µ1 ∗ µ2 Faltung der (beschränkten) Maße µ1 und µ2

µ1 ⊗ µ2 Produktmaß der Maße µ1 und µ2

µ� κ Maß aus Proposition 3.4.2 (mit µ und κ wie dort beschrieben)

(Ω,A,P) abstrakter Wahrscheinlichkeitsraum

Pot(S) Potenzmenge der Menge S

prIJ (kanonische) Projektion von I auf J (wobei J ⊂ I)

Q(Rn) Menge aller Matrizen auf Rn, deren Eigenwerte

strikt positive Realteile besitzen

Re z Realteil des komplexen Vektors z (komponentenweise)

σ(A) Spektrum des linearen Operators A

σ(S) erzeugte σ-Algebra des Mengensystems S

SB die durch ‖·‖B induzierte Einheitssphäre

Sn−1 die (durch ‖·‖ induzierte) Einheitssphäre {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1}

supp(µ) Träger des Maßes µ

|T |, T+, T− totale, positive und negative Variation der Mengenfunktion T

tA das Matrixexponential exp((ln t)A)

(Tµ) Bildmaß von µ unter der Abbildung T

(τB(x), lB(x)) verallgemeinerte Polarkoordinaten von x unter B

tr(A) Spur von A (beispielsweise für A ∈ L(Kn))

V1 ⊕ V2 direkte Summe der Untervektorräume V1 und V2

Var(P)(X) Varianz der reellen Zufallsvariable X (bezüglich P)

W(OSS) Operator-selbstähnlich (im weiteren Sinne)

z komplexe Konjugation des Vektors z (komponentenweise)

Z,Q,R,C,N(0,<0) Menge der ganzen, rationalen, reellen, komplexen

und natürlichen Zahlen (inklusive Null, kleiner Null et cetera)

#A Kardinalität der Menge A

| · | Betragsfunktion auf den reellen oder komplexen Zahlen
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Symbol- und Abkürzungsverzeichnis

‖·‖ die euklidische Norm (beispielsweise auf Rn)

oder die von ihr erzeugte Operatornorm (auf L(Rn))

‖·‖1 Betragssummennorm (auf Rn oder L(Rn))

‖·‖∞ Maximumsnorm (auf Rn oder L(Rn))

‖·‖B die von B ∈ Q(Rn) induzierte Norm (auf Rn)

‖·‖F Frobeniusnorm auf L(Rn)

=⇒ Konvergenz in Verteilung
w−→ schwache Konvergenz
P−→ stochastische Konvergenz (auf (Ω,A,P))

< A > lineare Hülle der Menge A

〈·, ·〉 Standardskalarprodukt (beispielsweise auf Rn)

[·, ·, ·] Lévy-Khintchine Tripel
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