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Abstract

Pseudopotential (PP)-based lattice Boltzmann methods are widely used to simulate
multiphase flows. As they ground on a phenomenological approach, their usage in-
volves a high modelling effort and, additionally, they suffer from so-called spurious
velocities that compromise numerical stability and accuracy. Therefore, this work
advances PP-models by three novel aspects. First, the PP-model is shown to deve-
lop spurious droplets when contact angles are modelled with common approaches in
combination with enhanced forcing schemes. These droplets are eliminated by a no-
vel approach that relies on additional boundary conditions for all interaction forces.
This not only prevents the spurious droplets from emerging but also increases the
stability in wallbound flows. Second, a novel procedure to reduce spurious velocities
is introduced. Therefore, the discretization of the interaction forces is extended and
the additional free coefficients are optimized numerically using static droplet simu-
lations. The resulting scheme is shown to greatly reduce spurious velocities and is
successfully validated in stationary and transient testcases. Third and final, the dif-
fusion characteristics in multicomponent systems are investigated in detail, revealing
a critical dependency between the macroscopic diffusion coefficients and the forcing
scheme. This analysis forms the basis for the comparison and development of new
potential functions (in multicomponent systems) and reduces the modeling effort.






Zusammenfassung

Pseudopotential (PP)-basierte Lattice-Boltzmann-Methoden werden zunehmend fiir
die Simulation von Mehrphasenstromungen eingesetzt. Da sie auf einem phidnome-
nologischen Ansatz basieren, ist ihr Einsatz mit einem hohen Modellierungsaufwand
verbunden. Zudem entstehen an den Phasengrenzen sogenannte Scheingeschwindig-
keiten, welche Genauigkeit und numerische Stabilitét beeintrachtigen. Daher werden
PP-Modelle in dieser Arbeit um drei neue Aspekte erweitert. Erstens wird gezeigt,
dass bei der Modellierung unterschiedlicher Kontaktwinkel mit géngigen Methoden
in Kombination mit verbesserten Krafteschemata Scheintrépfchen entstehen. Diese
werden durch einen neuartigen Ansatz eliminiert, der auf zusédtzlichen Randbedin-
gungen fiir alle Wechselwirkungskrafte basiert. Diese Technik verhindert nicht nur
das Auftreten der Scheintrépfchen, sondern erhoht auch die Stabilitdt in wandge-
bundenen Stromungen. Zweitens wird ein neuartiges Verfahren zur Reduktion von
Scheingeschwindigkeiten eingefiihrt. Dabei wird die Diskretisierung der Interaktions-
krafte erweitert und die zusétzlichen, freien Koeffizienten in Simulationen statischer
Tropfen numerisch optimiert. Die resultierende Diskretisierung wurde in Simulatio-
nen stationdrer und dynamischer Testfille validiert, wobei Scheingeschwindigkeiten
deutlich reduziert werden konnten. Drittens und letztens wurden die Diffusionsei-
genschaften in Mehrstoffsystemen detailliert untersucht, wobei eine kritische Abhén-
gigkeit zwischen den makroskopischen Diffusionskoeffizienten und dem Kréfteschema
aufgezeigt wird. Diese Analyse bildet die Grundlage fiir den Vergleich und die zukiinf-
tige Entwicklung neuer Potentialfunktionen (fiir Mehrstoffsysteme) und reduziert den
Modellierungsaufwand.
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1 Einleitung

,Both for engineering and for many of the less exact sciences, such as biology, there
15 a demand for rapid methods, easy to be understood and applicable to unusual
equations and irreqular bodies.“

— Lewis Fry Richardson

Was ware wenn? Eine Frage, die sich jeder Mensch schon einmal gestellt hat. Zur
Beantwortung wird iiblicherweise ein Gedankenexperiment durchgefiihrt, bei dem auf
Basis von Erfahrungswerten versucht wird vorherzusagen, was unter gegebenen Um-
stdnden passieren konnte. Der betrachtete Prozess lduft dabei nicht tatséchlich, son-
dern nur zum Schein (in Gedanken) ab: Er wird simuliert (lat. simulatio ,Schein,
Téuschung”).

Da derartige Simulationen weder zuverléssig noch reproduzierbar sind, wird das sub-
jektive, auf Erfahrungswerten basierende Modell in der Regel durch ein wissenschaft-
lich fundiertes ersetzt. Fiir die meisten technischen Anwendungen besteht dieses aus
partiellen Differentialgleichungen, welche — trotz stark vereinfachender Annahmen —
normalerweise nicht allgemeingiiltig, analytisch l6sbar sind. In diesen Féllen kann ei-
ne Losung jedoch mittels numerischer Methoden approximiert werden.

Sind Modell und Loésungsverfahren ausreichend genau, kénnen Simulationen sowohl
zur Vorhersage der Zukunft als auch als Alternative fiir schwer zugéngliche, gefahr-
liche oder kostenintensive Experimente eingesetzt werden. So ist es moglich, neue
Produkte zu entwickeln oder die zugrundeliegenden Mechanismen komplexer Vor-
gange (besser) zu verstehen. Da die damit verbundenen aufwéndigen Rechnungen
mittels moderner Hochleistungsrechner heute schnell durchgefiihrt werden kdénnen,
haben sich numerische Simulationen als Standardwerkzeug in der Entwicklung eta-
bliert.

Eine wichtige Rolle spielen dabei numerische Stromungssimulationen (engl. Compu-
tational Fluid Dynamics ,Numerische Stromungsmechanik”), wobei es das Ziel ist, die
Flieticharakteristiken von Fluiden, also von Fliissigkeiten und Gasen, zu simulieren.
Die wohl bekanntesten Anwendungen sind Simulationen der Stromung um Fahr- [174]
und Flugzeugkomponenten [125|, um beispielsweise die Form beziiglich des Luftwi-



2 Kapitel 1 Einleitung

derstandes zu optimieren.

Als Modellgleichungen dienen dabei in der Regel die Navier-Stokes (NS)-Gleichungen,
welche das Strémungsverhalten reibungsbehafteter (also viskoser) Fluide beschrei-
ben [88]. Klassischerweise werden diese Gleichungen mittels Finite-Differenzen- [146],
Finite-Elemente- [177] oder Finite-Volumen-Methoden [127] diskretisiert und néhe-
rungsweise gelost. Wie diese konventionellen numerischen Methoden approximiert
auch die in dieser Arbeit verwendete Lattice-Boltzmann-Methode (LBM) [128] die
NS-Gleichungen, sie verfolgt jedoch einen grundsétzlich anderen Ansatz [2,20].

Eine Alternative fiir Stromungssimulationen

Statt direkt die NS-Gleichungen zu l6sen, wird in der LBM die Boltzmann-Gleichung
mittels eines reguldren Gitters diskretisiert und geldst. Diese wiederum beschreibt,
wie sich Teilchenverteilungen in diinnen Gasen aufgrund von Freiflugphasen und Kol-
lisionsvorgidngen verandern. Im kontinuierlichen Grenzbereich approximieren die ge-
mittelten Eigenschaften dieser Verteilungen (die makroskopischen Groéfen) die NS-
Gleichungen. Auf der einen Seite liegt der Methode also eine partikelbasierte Be-
trachtung zugrunde. Dabei wird angenommen, dass ein Fluid aus einer grofen Menge
Teilchen besteht, deren Dynamik iiber eine statistische Verteilungsfunktion erfasst
wird. Im Gegensatz zu makroskopischen Ansdtzen ermoglicht dies den Zugriff auf
mikroskopische Informationen. Auf der anderen Seite kann iiber die Momente die-
ser Verteilungen eine Verkniipfung zu den makroskopischen Grofen (Dichte, Impuls)
hergestellt werden, was im Gegensatz zu mikroskopischen Ansétzen die Simulation
makroskopischer Systeme ermdglicht. Die Methode ist daher zwischen den mikro-
skopischen und makroskopischen Sichtweisen einzuordnen — man spricht von einer
mesoskopischen Methode (griech. mesos ,Mitte").

Die Evolutionsgleichung der LBM wird in zwei aufeinanderfolgenden Schritten gelost:
einem Stromungs- und einem Kollisionsschritt. Die Nichtlinearitdt der Gleichung ist
im Kollisionsschritt vereint, welcher lokal an jedem Gitterpunkt berechnet wird. Der
lineare Stromungsschritt wiederum ist auf die unmittelbare Nachbarschaft eines Git-
terpunktes beschrankt, wobei die Verteilungen mit konstanter Geschwindigkeit zu
ihren direkten Nachbarn verschoben werden. Aufgrund dieser Lokalitdt der Rechen-
operationen ist die LBM fiir die Ausfiihrung auf Parallelrechnern besonders geeig-
net [56,64, 118|. Zudem werden keine kérperangepassten Gitter zur Diskretisierung
bendtigt, sondern kompliziert geformte Strukturen stufenweise approximiert. Derar-
tige Geometrien konnen daher schnell und effizient vernetzt werden [99].

Zuletzt erlaubt es die mikroskopische Verankerung der Methode, Prozesse auf Teil-
chenebene auf natiirliche Weise zu berticksichtigen [20]. Dies ist besonders vorteil-
haft bei der Simulation von Stréomungen, in denen unterschiedliche Phasen simultan
vorhanden sind, denn die fiir diese Systeme charakteristischen Prozesse — beispiels-
weise Kondensations- und Verdampfungsvorgénge, die Auspragung von Grenzflachen



zwischen unterschiedlichen Phasen oder aber Diffusionsprozesse — sind das Resultat
mikroskopischer Wechselwirkungen [7,17]. Neben den kontinuumsbasierten Ansétzen
zur Simulation von Mehrphasenstromungen, beispielsweise den Level-Set- [138] oder
Volume-of-Fluid-Methoden [65], wurden daher eine Vielzahl LBM-basierter Mehrpha-
senmodelle entwickelt [50,58,75,110,137,192|. Unter diesen werden in der Literatur
primér pseudopotential (PP)-basierte Modelle [158] verwendet [19], welche im Fokus
dieser Arbeit liegen. Neben diesen zdhlen das Farbgradient- (engl. Color-gradient-
) [50], das Freie-Energie- (engl. Free-Energy-) [173] und das He-Chen-Zhang (HCZ)-
Modell (benannt nach den Entwicklern) [58] zu den bekanntesten Vertretern.!

Zu den Hauptvorteilen des PP-Modells zéhlen Effizienz und Einfachheit. Wéhrend
Freie-Energie-Modelle in ihrer Grundform die Berechnung mehrerer, nicht-lokaler Ter-
me erfordern (Ableitungen erster und zweiter Ordnung) [173], muss im PP-Modell
nur ein einzelner, zusétzlicher nicht-lokaler Term (Gradient der Pseudopotentialfunk-
tion) bestimmt werden, sodass diese sich besser mit der Parallelisierbarkeit der LBM
in Einklang bringen lassen. Im Gegensatz zu PP- und Freie-Energie-Modellen muss
in der Grundformulierung der Color-Gradient-Modelle ebenfalls nur ein zusétzlicher
nicht-lokaler Term — der sogenannte Farbgradient (engl. Color-gradient) — bestimmt
werden, jedoch wird hier der Kollisionsschritt um einen Term erweitert und es muss
zusétzlich vor dem Stromungsschritt ein sogenannter Rekolorierungsschritt durch-
gefiihrt werden. In HCZ-Modellen wird neben den NS-Gleichungen zusétzlich eine
Cahn-Hilliard Gleichung zur Verfolgung der Grenzfliche gelost, weshalb ein zusétzli-
cher Satz Verteilungen benotigt wird (erhohter Aufwand, Speicherbedarf).
Schlieflich ist es mit PP-Modellen moglich die Benetzungseigenschaften von Festkor-
pern einfach zu modellieren — entweder durch die Vorgabe einer zusétzlichen Rand-
dichte oder durch Einbringung einer weiteren, am Festkorper wirkenden Interaktions-
kraft, wahrend dies beispielsweise in Freie-Energie-Methoden die Vorgabe wandnor-
maler Dichtegradienten erfordert [13,72].

Diese Einfachheit und Effizienz sind das Resultat des zugrundeliegenden Ansatzes,
welcher auf wenigen Zusatztermen — und daher auch auf wenigen Modellparametern —
basiert. Die Modellierbarkeit ist dadurch im Gegensatz zu komplexeren Ansétzen ein-
geschréankt. Im Folgenden wird daher naher auf den Ansatz des PP-Modells und auf
die damit verbundenen Vor- und Nachteile sowie auf Einschriankungen eingegangen.

Pseudopotentialbasierte Verfahren

Das PP-Modell verfolgt einen phéanomenologischen Ansatz, bei welchem intermole-
kulare Kréfte auf Basis eines Pseudopotentials beriicksichtigt werden [158]. Richtung
und Stérke dieser Krifte werden iiber numerische Modellparameter kontrolliert und

!Die zugehdrigen Pionierarbeiten wurden nach Thomson Reuters Web of Knowledge 759 [50],
719 [173] beziehungsweise 556 [58] mal zitiert und damit deutlich seltener als die des PP-Modells
mit 1579 Zitationen (Stand 2018). Siehe auch Referenz [72].
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beeinflussen so die makroskopische Dynamik. Wirkt beispielsweise eine ausreichend
grofe, abstofende Kraft zwischen zwei unterschiedlichen Fluiden, trennen sich die-
se voneinander. Dabei entwickelt sich eine iiber mehrere Gitterpunkte verschmierte
Grenzflache in Form eines Dichteiiberganges, sodass sich das Modell den Diffuse-
Interface-Methoden zuordnen ldsst [3,116]. Diese Grenzfliache ist somit implizit in
der global definierten Dichteverteilung enthalten und muss im Gegensatz zu Front-
Tracking-Methoden nicht explizit nachverfolgt werden [97]. Sie entsteht auf natiirliche
Weise durch die Interaktionskraft und kann zu jedem Zeitpunkt aus der Dichtevertei-
lung rekonstruiert werden (&hnlich der Volume-of-Fluid-Methode); man spricht von
einer Front-Capturing-Methode [15,169|.

Ein weiterer Vorteil, dem das PP-Modell seinen Erfolg zu verdanken hat, ist dessen
Einfachheit. So ist es moglich, durch die Einbindung einer einfach formulierten In-
teraktionskraft, eine Vielzahl unterschiedlicher physikalischer Prozesse (Phaseniiber-
giange, Diffusion, freie Oberflichen) zu simulieren. Zudem lésst sich das Modell in-
tuitiv durch zusatzliche Feldterme erweitern, beispielsweise um die Benetzungseigen-
schaften von Festkorpern zu modellieren [109,124]. So wurde es fiir die Simulation
von Intrusionsvorgidngen in Brennstoffzellen [39,139], der Tropfchenverteilungen in
Sprays [33,34], von Verdrangungsprozessen in porésen Medien [71,72,124] und Ka-
vitationsvorgéngen [197|, der Tropfendynamik [107,117,122] in Mikrokanélen [188],
des Mischverhaltens mischbarer Fluide [149], von gekoppelten Systemen beispielswei-
se in der Elektrohydrodynamik [43,113,195|, von Elektrobenetzungsprozessen (engl.
FElectrowetting) [24,25,105,106] oder von viskoelastischen Fluiden [54] verwendet.
Dieses Anwendungsspektrum spiegelt das enorme Potential der Methode wider, je-
doch ist das PP-Modell (wie jedes andere numerische Verfahren) nicht frei von Defizi-
ten. Zu einem der Hauptkritikpunkte gehoren diskretisierungsbedingte, unphysikali-
sche Geschwindigkeiten an den Phasengrenzen (Dichteiibergéngen), welche als Schein-
geschwindigkeiten bezeichnet werden. Diese skalieren mit den Dichtegradienten und
fiihren zu einem zirkulierenden Massentransport, welcher die Dynamik in transienten
Simulationen verfalscht und zu Instabilitdten fithren kann [26,110]. In PP-Modellen
kénnen diese zwar durch die Verwendung von lokalen Gitterverfeinerungen [151,186],
Diskretisierungen hoherer Isotropie fiir die Interaktionskrafte [121,133,156] oder gro-
fseren Geschwindigkeitssétzen [122,164| reduziert, jedoch nicht vollstéandig eliminiert
werden. Dadurch wird allerdings der Rechenaufwand je Gitterpunkt gesteigert und
bei letzteren beiden Ansétzen die Lokalitdt durch Einbeziehung zusétzlicher Nach-
barpunkte zunehmend verletzt. Es ist daher erstrebenswert, Methoden zu entwickeln,
die Scheingeschwindigkeiten reduzieren und die Lokalitat der Methode weitestgehend
erhalten.

Des Weiteren fithrt der phédnomenologische Charakter des Verfahrens zu einem ho-
hen Modellierungsaufwand. So besteht zwischen den Modellparametern und physi-
kalischen Grofen wie der Temperatur, der Oberflachen- beziechungsweise Grenzfla-
chenspannung, den Diffusionskoeffizienten oder (bei Vorhandensein von Festkorpern)
dem Kontaktwinkel ein funktionaler Zusammenhang, welcher jedoch noch nicht fiir



alle Grofen gefunden wurde. Fiir den Kontaktwinkel in Einstoffsystemen ist es bei-
spielsweise notig, in zusatzlichen Simulationen einen empirischen Zusammenhang zum
Modellparameter herzustellen, bevor tatsédchliche Simulationen durchgefiihrt werden
kénnen [25]. Fiir einige dieser Grofen existieren Naherungsformeln, welche teilweise
auf physikalischen Annahmen beruhen (beispielsweise fiir die Bestimmung der Grenz-
flichenspannung [141] oder den Kontaktwinkeln in Mehrstoffsystemen [73]), jedoch
verlieren diese ihre Giiltigkeit, sobald ein numerisches Element der Methode verandert
wird. So ist es bekannt, dass das Krafteschema, also die Art, wie die Interaktionskraft
in der LBM berticksichtigt wird, zu erheblichen Fehlern in den makroskopischen Glei-
chungen fiithren kann [51,53,191|. Ungeachtet dessen werden jedoch bis heute man-
gelhafte Krifteschemata verwendet |7,63,166], um auf bestehende Naherungsformeln
zuriickgreifen zu kénnen. Es ist daher erstrebenswert, das Zusammenspiel der zugrun-
deliegenden numerischen Mechanismen besser zu verstehen und die Zusammenhénge
zwischen Modellparametern und makroskopischen Grofsen auf allgemeingiiltige Art
und Weise zu bestimmen, um so schlieflich den Modellierungsaufwand zu reduzieren
und die Nutzung des PP-Modells in Kombination verschiedener Erweiterungen der
LBM zu ermdéglichen.

Zusammengefasst bietet das PP-Modell eine einfache und effiziente Moglichkeit Mehr-
phasenstromungen zu simulieren, weshalb es in einer Vielzahl von Arbeiten verwendet
wird [19]. Dabei werden jedoch bis heute hdufig fundamentale Zusammenhénge ver-
schiedener Weiterentwicklungen der Methode und den Modellparametern aufter Acht
gelassen (beispielsweise der Einfluss von Kréafteschemata auf die Kontaktwinkelmo-
dellierung oder auf die Diffusionseigenschaften). Da zudem Scheingeschwindigkeiten
den Stabilitatsbereich einschrinken und die simulierten Geschwindigkeitsverteilungen
in dynamischen Simulationen verfilschen [113,195|, bildet die Entwicklung effizienter
Methoden zu deren Reduktion bis heute ein aktives Feld der Forschung.

Zielsetzung

Aus den oben genannten kritischen Punkten geht die Zielsetzung dieser Arbeit hervor.
Zum einen ist es notig, Scheingeschwindigkeiten zu reduzieren, um den Stabilitétsbe-
reich und die Genauigkeit der Simulationen zu erhohen. Da ein grofer Erfolgsfaktor
der LBM die Lokalitdt der aufwéndigen Anteile der Rechenoperationen ist, ist diese
dabei so weit wie moglich zu erhalten.

Zum anderen muss der Modellierungsaufwand durch ein tieferes theoretisches Ver-
standnis der Methode reduziert werden. Da das PP-Modell in seiner urspriinglichen
Form auf einem Kréfteschema aufbaut, welches zu einer Vielzahl von Fehlertermen in
den makroskopischen Gleichungen fiithrt, muss es um neuartige Krafteschemata erwei-
tert und untersucht werden, welchen Einfluss diese auf die Zusammenhénge zwischen
Modellparametern und physikalischen Groéfen haben.
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Aufbau der Arbeit

In dieser Arbeit werden drei neue Aspekte fiir die Nutzung von PP-Modellen vorge-
stellt: Eine neuartige Methode zur optimalen Reduktion von Scheingeschwindigkeiten,
eine theoretische und numerische Analyse der Diffusionseigenschaften in Mehrstoff-
systemen, welche den Modellierungsaufwand reduziert, und eine neuartige Randbe-
dingung fiir die Modellierung der Benetzungseigenschaften an Festkorperoberfléachen.
Dazu wird zunéchst in Kapitel zwei die Grundform der LBM fiir die Simulation
von Stromungen, also zur Losung der NS-Gleichungen, vorgestellt. Dabei werden
die grundlegenden Gleichungen eingefiihrt, der Losungsalgorithmus préasentiert sowie
Vor- und Nachteile der Methode aufgezeigt.

Im dritten Kapitel wird der Grundalgorithmus um das PP-Modell erweitert. Es wird
gezeigt, welche Mechanismen Einfluss auf Genauigkeit und Stabilitéat der Methode ha-
ben und auf existierende Weiterentwicklungen eingegangen. Dabei werden die Spezia-
lisierungen des Modells fiir Einstoff-Mehrphasen- und Mehrstoff-Mehrphasen-Systeme
eingefiihrt. Es wird auf die Modellierung der Benetzungseigenschaften von Festkor-
peroberflichen und einer im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Weiterentwicklung
dieser Ansitze eingegangen, welche numerische Artefakte (Scheintropfchen) eliminiert
und den Stabilitatsbereich in wandgebundenen Strémungen erhoht.

Im vierten Kapitel wird die numerische Optimierung des Modells beziiglich Schein-
geschwindigkeiten vorgestellt, wodurch Genauigkeit und Stabilitdat der Methode ver-
bessert werden. Dieses optimierte Verfahren wird schlieflich anhand stationérer und
dynamischer Testfalle validiert.

Im fiinften Kapitel werden die Diffusionseigenschaften mittels der sogenannten
Chapman-Enskog-Analyse in Mehrstoffsystemen fiir verschiedene Kréfteschemata de-
tailliert hergeleitet und untersucht. Dabei wird aufgedeckt, dass das Kréfteschema
einen zwingend zu beachtenden, kritischen Einfluss auf die makroskopischen Dif-
fusionseigenschaften hat. Darauf aufbauend wird gezeigt, welche Auswirkung diese
Verdnderung auf grenzflichenspannungsabhéngige Prozesse hat (beispielsweise der
Modellierung von Kontaktwinkeln) und wie unterschiedliche Kréifteschemata und Po-
tentialfunktionen auf Basis von reduzierten Variablen miteinander verglichen werden
koénnen.

Im sechsten und letzten Kapitel folgt eine kurze Zusammenfassung der Arbeit in-
klusive eines Ausblicks beziiglich moglicher Forschungsfragen, die aus dieser Arbeit
hervorgehen.

Anmerkungen zu Aufbau und Notation

Die gesamte Arbeit ist so strukturiert, dass im Hauptteil lediglich die fiir diese Arbeit
wichtigen Kernaspekte detailliert erlautert werden. Grundlegende und vor allem auch
lange Rechnungen, die dem Verstédndnis der Arbeit dienen, wurden detailliert durch-



gefiihrt, jedoch fiir den interessierten Leser in entsprechende Anhénge ausgelagert.
Um Gleichungen so iibersichtlich wie mdglich zu gestalten, werden im Folgenden
sowohl Operator- als auch Index-Schreibweise genutzt. Bei Letzterer werden zur An-
gabe der Tensordimensionen grundsatzlich griechische Indizes verwendet, welche —
falls nicht explizit anders erwdhnt — die Einsteinsche Summenkonvention implizie-
ren. Lateinische Indizes sind von dieser wiederum ausgeschlossen. Zudem werden fiir
partielle Ableitungen die géngigen Kurzschreibweisen

0 0
a_ata a_xa_aa

verwendet, wobei (in diesem Fall) o dem Richtungsindex des Raums entspricht.
Einfiihrende Beispiele zu Indexotation und Kurzschreibweise sind in den Referen-
zen 98,180,181] und im Anhang von Referenz [87]| zu finden. Des Weiteren werden
Vektoren in Operatorschreibweise fett geschrieben und als Dezimaltrenner Punkt statt
Komma verwendet.
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2 Lattice-Boltzmann-Methode

Sf you try and take a cat apart to see how it works, the first thing you have on your
hands is a nonworking cat.“

— Douglas Adams

Die LBM ist ein numerisches Verfahren zur approximativen Losung partieller Dif-
ferentialgleichungen. Historisch aus den Gittergasen [38] hervorgegangen, wird sie
hauptséchlich fiir Problemstellungen der Stromungsmechanik genutzt [2,20], hat sich
dariiber hinaus aber als eigensténdiges und vielseitig einsetzbares Losungsschema eta-
bliert [163,168]. Wie die folgende Aufstellung zeigt, ist sie im Vergleich zu klassischen
Ansétzen jung, obwohl seit ihrer Einfithrung Ende der 1980er-Jahre bereits rund drei
Dekaden vergangen sind.

1911: Erste Anwendungen von Finite-Differenzen-Methoden auf
partielle Differentialgleichungen durch Richardson [146,147].

1956 :  Pionierarbeit zur Finite-Elemente-Methode von Turner et al. [177].
1971: Pionierarbeit zur Finite-Volumen-Methode von McDonald [127].

1988 : Pionierarbeit zur Lattice-Boltzmann-Methode von McNamara
und Zanetti [128].

Im Gegensatz zu Finite-Differenzen-, Finite-Elemente- und Finite-Volumen-
Methoden approximiert die LBM die dem Problem zugrundeliegende Differential-
gleichung indirekt durch die Losung einer vereinfachten Boltzmann-Gleichung. Wie
sich zeigen wird, ist diese auf den ersten Blick umsténdliche Vorgehensweise in vie-
lerlei Hinsicht vorteilhaft.

Da der Schwerpunkt dieser Arbeit auf der Stromungsmechanik liegt, wird im Folgen-
den die LBM zur Losung der NS-Gleichungen vorgestellt, welche das Stromungsver-
halten reibungsbehafteter Fluide (Fliissigkeiten und Gase) beschreiben. Dazu wird
kurz die Boltzmann-Gleichung vorgestellt und gezeigt, wie diese in drei separaten
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Schritten vereinfacht und diskretisiert wird. Anschlieftend werden die in dieser Ar-
beit verwendeten Randbedingungen und der Losungsalgorithmus der LBM présen-
tiert. Darauffolgend wird die Verbindung zwischen den mikroskopischen Gréfsen der
Boltzmann-Gleichung und den makroskopischen Groéfsen der NS-Gleichungen herge-
stellt, also gezeigt, dass sich die Methode fiir die Simulation von Stromungen eignet.
In den abschlieffenden Abschnitten wird kurz auf die Verwendung dimensionsloser
Grofen und auf die LBM als allgemeines Losungsverfahren eingegangen. Es wird die
in dieser Arbeit verwendete Software vorgestellt und Eigenschaften, Vor- und Nach-
teile der Methode werden kurz zusammengefasst.

2.1 Boltzmann-Gleichung

Die Boltzmann-Gleichung hat ihren Ursprung in der kinetischen Gastheorie, welche
sich mit der statistischen Beschreibung von Gasen beschéftigt. Molekiile werden da-
bei auf kugelférmige, harte Teilchen ohne innere Struktur reduziert, welche sich mit
gleichférmiger Geschwindigkeit im Raum bewegen und ideal elastisch miteinander
kollidieren. Mit diesen Vereinfachungen liele sich bereits die gesamte Dynamik eines
Fluids mithilfe der Newtonschen Bewegungsgleichungen beschreiben [171]. Aufgrund
der hohen Teilchenzahlen und der geringen Kollisionszeiten ist dieses Vorgehen fiir
makroskopische Systeme jedoch ungeeignet. Fiir diese sind normalerweise nur die
gemittelten Eigenschaften vieler Teilchen, die makroskopischen Griffen, von Bedeu-
tung. Das individuelle Verhalten einzelner Molekiile ist bis auf einzelne Ausnahmen
irrelevant. So ist es moglich, die Dynamik einer Teilchenverteilung rein statistisch
zu beschreiben und daraus die entsprechenden makroskopischen Grofen zuriickzu-
gewinnen. Dazu wird die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion (meist einfach Vertei-
lungsfunktion) f(x,€,t) eingefiihrt, welche als Wahrscheinlichkeit interpretiert wer-
den kann, ein Teilchen zum Zeitpunkt ¢ am Ort £ = x (¢) mit der mikroskopischen
Geschwindigkeit & = £ (t) anzutreffen [55]. Der Ubersichtlichkeit halber werden im
Folgenden die Abhéngigkeiten nicht mehr aufgefiihrt.

Die gesuchten makroskopischen Gréfien ergeben sich dann aus den statistischen Mo-
menten dieser Verteilung. Die ersten drei Momente entsprechen der Massendichte
(Dichte), der Impulsdichte und der Energiedichte

p= [ roe, = [egie,  op=3 [esae 2.1)

mit der makroskopischen Stréomungsgeschwindigkeit u und der Energie E. Die zeit-
liche Entwicklung der Momente erfolgt also indirekt durch die Verteilungsfunktion,
welche der Boltzmann-Gleichung
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folgt [87]. Wéhrend die linke Seite einen Advektions- und einen Feldterm mit Vo-
lumenkraft F' enthélt, beschreibt der Quellterm Q (f) Verdnderungen aufgrund von
Teilchenkollisionen (daher meist auch Kollisionsterm). Da die linke Seite dem totalen
zeitlichen Differential der Verteilungsfunktion entspricht, wird fortan, wie auch haufig
in der Literatur [87,178|, die verkiirzte Schreibweise

df

3 =) (2.2)
verwendet. Im Folgenden wird diese kontinuierliche Gleichung in drei Schritten in eine
iterativ losbare Form iiberfiihrt. Dabei wird der Kollisionsterm durch einen geeigneten
Ausdruck approximiert und sowohl der Geschwindigkeitsraum als auch der Ort und
die Zeit diskretisiert.

2.1.1 Approximation des Kollisionstermes

Die einfachste Moglichkeit den Kollisionsterm €2 (f) zu berechnen bietet der soge-
nannte Stofizahlansatz [55]. Obwohl sich dieser auf Zwei-Teilchen-Kollisionen be-
schrankt und davon ausgeht, dass Teilchen zwischen Kollisionen vollkommen unkor-
reliert sind, muss ein Doppelintegral berechnet werden, in welchem die Postkollisi-
onsgeschwindigkeiten implizit auftauchen [47]. Um das Losen dieses Ausdrucks zu
vereinfachen, wird der Einfluss von Kollisionen in der Regel mit dem sogenannten
Bhatnagar-Gross-Krook (BGK)-Operator approximiert [11]. Dieser wiederum model-
liert den Einfluss von Kollisionen auf eine beliebige Verteilung als eine Relaxation zu
einer lokalen Gleichgewichtsverteilung, der Maxwell-Boltzmann-Verteilung

P l_ (§a = ua) (§a — ua)

= ———ex 2.3

f Y p 202 (2.3)
Dabei entspricht ¢4 der isothermen Schallgeschwindigkeit, d der raumlichen Dimension
und u der makroskopischen Stromungsgeschwindigkeit der betrachteten Teilchenwol-

ke. Der Kollisionsoperator ergibt sich dann aus

A(f) =y (F - )

mit der Relaxationszeit A (hdufig auch Kollisionszeit), welche angibt, wie schnell sich
eine beliebige Nichtgleichgewichtsverteilung dem Gleichgewicht annédhert. In diesem
Fall ist zur Charakterisierung des gesamten Kollisionsvorgangs nur eine einzige Re-
laxationszeit notig, weshalb man von einem Single-Relazation-Time (SRT)-Modell
spricht. Wie sich zeigen wird, besteht zwischen der Relaxationszeit und der makro-
skopischen Viskositét ein direkter Zusammenhang.

Eingesetzt in die Boltzmann-Gleichung (2.2) ergibt dies die sogenannte BGK-
Gleichung

df 1

dt ~ A

(f =) (2.4)
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Aufgrund der Annahme ideal elastischer Kollisionen bleiben die physikalischen Mo-
mente bei Anwendung des Kollisionsoperators erhalten. Es gilt also

p= [ rag= [y,

pua= [ €atdg= [ €uferde, (2.5)
pB =3 [ tattt=3 [ atarace,

sodass sich die Momente aus der Gleichgewichtsverteilung berechnen lassen.

Eine Verallgemeinerung des hier préasentierten SRT-Modells bilden Modelle mit mul-
tiplen Relaxationszeiten, welche der Vollstandigkeit halber in Anhang A kurz vorge-
stellt werden.

2.1.2 Diskretisierung des Geschwindigkeitsraumes

Ziel dieses Schritts ist es, den kontinuierlichen Geschwindigkeitsraum auf wenige Ge-
schwindigkeiten zu reduzieren, ohne dabei makroskopisch relevante Informationen zu
verlieren. Voraussetzung dafiir ist, dass fiir die makroskopischen Erhaltungsgleichun-
gen nur wenige Momente von Bedeutung sind und auch nur diese exakt berechnet
werden miissen. Da sich diese aus der Gleichgewichtsverteilung ergeben, wére es fiir
deren Bestimmung nétig, die Integrale (2.5) tiber den gesamten Geschwindigkeits-
raum zu berechnen, was jedoch leicht umgangen und damit stark vereinfacht werden
kann. Dafiir wird die Gleichgewichtsverteilung zunéchst in eine Basis von Hermite-
schen Funktionen

PO =w(©) X ZaHO €) (2.6

entwickelt [87,162|, wobei
1 &

—e —

V2r 2

der Gaufschen Gewichtsfunktion entspricht. Die Hermite-Polynome H(™ [46] sind
definiert als

H (€)= (-1)"

w(§) = (2.7)

oda
w (&) dgr

und die Koeffizienten ergeben sich geméfs der Hermite-Transformation als

a® = [ QR () ag (28

w(§)

(der Einfachheit halber beschrinkt auf eine Dimension). Aufgrund der Ahnlichkeit
zwischen der Gewichtsfunktion (2.7) und der Gleichgewichtsverteilung (2.3) kénnen
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die Koeffizienten a(™ in der Reihenentwicklung (2.6) mit den physikalischen Momen-
ten der entsprechenden Ordnung identifiziert werden. Die Approximation (2.6) bis
zur zweiten Ordnung enthélt somit alle Momente aus Gleichung (2.5) und lésst sich
dimensionsunabhéangig als

Ealpliatp B uaua)

£ =0 () p 1+ ot + 2L L

ausdriicken!. Durch Einsetzen dieser Approximation in die Koeffizienten (2.8) und
unter Ausnutzung der Orthogonalitétseigenschaften der Hermite-Polynome [46] kon-
nen die Koeffizienten a(") beziehungsweise die Momente berechnet werden. Die dabei
entstehenden kontinuierlichen Integrale der Form

ol = f w (€) (aOHO + aWHD 4 G OHO)H Mg
:a(o)[w(f)H(O)’H(”)d§+a(1)fw(f)’i—[(l)’;'-[(”)d§+a(2)fw(g)’H(Q)’H(”)df

werden mit der Gauss-Hermite-Quadratur exakt gelost, wobei in Abhéngigkeit der
rdumlichen Dimension unterschiedlich viele Quadraturpunkte &; mit Gewichtung
w (&;) notig sind. Diese Quadraturpunkte ergeben sich aus den Nullstellen der
Hermite-Polynome und enthalten daher meist irrationale Faktoren, weshalb sie der
Einfachheit halber auf ganze Zahlen skaliert werden [87]. Der Skalierungsfaktor wie-
derum représentiert eine charakteristische Konstante, welche mit der isothermen
Schallgeschwindigkeit ¢, identifiziert werden kann [98]. Damit ergeben sich die ska-
lierten Quadraturpunkte

€ia = Csfz',oc (29)

und (nach Wiederholung der Herleitung, sieche Anhang B) die Gleichgewichtsvertei-
lung

(2.10)

€i,aU €;,a€i Ul U U
feq(ei):ffq:w(ei)p(1+ 222a+ 1,007 ata aa)

4 2
£ 2c; 2cs

Die Diskretisierung des Geschwindigkeitsraumes fiir die rdumliche Dimension d ist
dann durch ¢ skalierte Quadraturpunkte e; mit den entsprechenden Gewichten
w(e;) = w; definiert und wird mit DdQq abgekiirzt [132|. Die Zusammenstellung
von Gewichten und Geschwindigkeiten wird als Geschwindigkeitssatz bezeichnet [87].
In Anlehnung an die Darstellung in den Referenzen [62,87] sind die géngigen Dis-
kretisierungen D2Q9 und D3@Q19 beispielhaft in Abbildung 2.1 mit den zugehorigen
Geschwindigkeitssdtzen in den Tabellen 2.1 und 2.2 dargestellt. Da die gleiche Trans-
formation auch fiir die Verteilungen f durchgefithrt werden kann [162], lassen sich

'Um diesen Ausdruck zu erhalten muss zusétzlich von einem isothermen System ausgegangen
werden [87,162]
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Abbildung 2.1: D2Q9 und D3Q19 Diskretisierungen des Geschwindigkeitsraumes. Die mi-
kroskopischen Geschwindigkeiten e; lassen sich so skalieren, dass sie ein
reguldres Gitter mit konstanter Maschenweite aufspannen. Die Anordnung
der Verteilungen erfolgt nach [87].

Tabelle 2.1: Geschwindigkeiten e; und zugehorige Gewichte w; fir die D2Q9 Diskretisie-
rung mit der isothermen Schallgeschwindigkeit ¢ = 1/ V/3". Darstellung und
Nummerierung nach [87].

s 01 0-1 0 1-1-1 1
ey 001 0-1 1 1-1-1
w, 411 1 11 1 1 1
9 9 9 9 9 36 36 36 36

Tabelle 2.2: Geschwindigkeiten e; und zugehorige Gewichte w; fiir die D3Q19 Diskretisie-
rung mit der isothermen Schallgeschwindigkeit ¢s = 1/ V/3". Darstellung und
Nummerierung nach [87].

¢ 01 23456 789 10 11 12 13 14 15 16 17 18

e 0 1-1 0 0 0 0 1-1 -1 0 0 1 -1 1 -1 0 O
ey 000 1-1 00 1-1 0 O -1 -1 1 0 0 1 -1
ei. 00000 1-100 -1 1 -1 0 O0-1 1 -1 1

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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die makroskopischen Momente dann durch endliche Summen ausdriicken, sodass sich
Dichte und Impulsdichte mit

q-1 q-1 q-1 q-1
p= Z fi= Z fieq7 PlUa = Z ei,afi = Z ei,afieq (2.11)
i=0 i=0 i=0 i=0

berechnen lassen.
Abschliefsend kann durch die Beschrankung auf endlich viele e; die Abhéangigkeit der
Verteilungen von den mikroskopischen Geschwindigkeiten gelost

f (xveivt) = fl ($,t) ;
und die BGK-Gleichung (2.4) in ¢ geschwindigkeitsdiskretisierte BGK-Gleichungen

dfi _ _
dt

1 eq
L 212

iiberfiihrt werden. Obwohl die Diskretisierung des Geschwindigkeitsraumes damit ab-
geschlossen ist, sind an diesem Punkt einige zusétzliche Bemerkungen notig.
So wird nur eine Naherung der Gleichgewichtsverteilung verwendet, was jedoch keinen
Einfluss auf die Genauigkeit (Konvergenzordnung) des resultierenden numerischen
Verfahrens hat, denn mit der Gauss-Hermite-Quadratur werden die physikalischen
Momente exakt berechnet. Approximationen hoherer Ordnung der Gleichgewichts-
verteilung ermoglichen lediglich die exakte Rekonstruktion hoherer Momente, wobei
zusétzliche Quadraturpunkte benotigt wiirden.
Des Weiteren miissen die Geschwindigkeitssétze fiir die Losung der NS-Gleichungen
zusétzliche Isotropiebedingungen erfiillen [38,59,185|. Dazu werden die sogenannten
Gittertensoren

Eo(égl = Zwi €i0Ci 3Ciny - (2.13)

T

n

bestimmt und sichergestellt, dass diese bis zum Grad fiinf isotrop sind, sie also
5(0) = Z Ww; = 1,
50(41) = Zwiei,a =0,

2
£ = S wieiaeis = oas,
7

(2.14)
50(%)7 = Z Wi€4,0€4,8C4,y = 0,
ES s = Y wiciatigeineis = ¢t (Japdys +Gay0ps + 0asban)

(G) _
Eathse = D, Wii,aCi fCinCisCic = 0
7
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erfiillen [87]. Da die Bedingungen ungerader Ordnung fiir symmetrische Geschwin-
digkeitssétze trivialerweise erfiillt sind [151], der Geschwindigkeitssatz also nur die
Bedingungen bis zur vierten Ordnung erfiillen muss, wird ihnen haufig nur Isotropie
vierter Ordnung zugeschrieben [143]. Im Folgenden impliziert — falls nicht explizit
anders erwahnt — eine gerade Ordnung der Isotropie daher immer die ndchst héhere
ungerade Ordnung.

Der notwendige Grad der Isotropie hangt von der Komplexitéat der makroskopischen
Gleichungen ab. So ist beispielsweise fiir die Losung der Laplace-Gleichung [195], der
Advektions-Diffusions-Gleichung [132] oder der Strahlungstransportgleichung [131] in
zwei Dimensionen der D2Q)5 Geschwindigkeitssatz ausreichend.

Abschliefsend ist anzumerken, dass die Geschwindigkeitssiatze D2Q7 beziehungsweise
D3Q15 zur exakten Berechnung der hydrodynamischen Momente ausreichen [162].
Obwohl diese weniger Verteilungen (und dementsprechend weniger Speicher) ver-
wenden als D2Q9 beziehungsweise D3(Q19, werden sie aufgrund der schlechter zu
handhabenden Gitter kaum verwendet.

2.1.3 Diskretisierung der Zeit

Im letzten Schritt werden die geschwindigkeitsdiskretisierten BGK-Gleichungen
(2.12) zeitlich und ortlich diskretisiert. Dazu werden sie iiber einen Zeitschritt ¢,
integriert, welcher iiber

1

Cia = 6t(5xa (2.15)
direkt mit der rdumlichen Auflésung gekoppelt wird. Diese Kopplung hat zur Fol-
ge, dass Verteilungen der Geschwindigkeit e; innerhalb eines Zeitschritts genau auf
den Punkten eines reguléren Gitters mit der richtungsunabhéngigen Maschenweite 6,
landen. Die mikroskopischen Geschwindigkeiten spannen dann ein Bravais-Gitter [40]
fiir die rdumliche Diskretisierung eines Problems auf [154].
Damit liefert die Integration

t+0¢

F @+ et +6,) — fi = [—%(fi—ffq)dt,

t

wobei der Advektionsterm entlang der charakteristischen Richtungen ¢ exakt gelost
wird. Das Integral des Kollisionstermes wird in der Regel mit der Trapez-Regel

Ot
2\

gendhert [103,178|. Die dabei entstehende implizite Gleichung kann durch Verwen-
dung der Transformation

fi(w+ed,t+6) - fi=—<[fi— fieq"' fi(x +ei0,t+6;) - f,-eq (x +e;0,t+0)]

_ 5, .
fi:fi"'ﬁ(fi_fiq) (2.16)
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in eine explizite Form

_ R .
fi ($+6i5t,t+5t):fi_it(fi_fiq) (2.17)
mit der transformierten Relaxationszeit
/_\:A+é
2

iiberfiihrt werden. Als zusétzliche Vereinfachung wird A mit dem Zeitschritt normiert,
wodurch sich die dimensionslose Relaxationszeit

A
T=—
Ot

ergibt. Mit ihr kann Gleichung (2.17) in die bekannte Lattice-BGK (LBGK)-
Gleichung

i+ edit+8) = fimt (fim ) 218)

gebracht werden, wobei — wie auch im Folgenden — der Uberstrich fiir die Darstellung
der Transformation vernachlassigt wurde. Es ist anzumerken, dass die Transformati-
on (2.16) nur zuléssig ist, weil die makroskopischen Momente kollisionsinvariant sind
(siche Abschnitt 2.1.1), weshalb die Momente der transformierten Verteilungen mit
denen der nicht-transformierten {ibereinstimmen. Das Ergebnis ist eine explizite Itera-
tionsvorschrift zweiter Ordnung in der Zeit, die der eines expliziten Euler-Verfahrens
ahnelt, jedoch implizite Stabilitdtseigenschaften aufweist.

2.1.4 Randbedingungen

Fiir die Durchfiihrung von Simulationen ist es noch nétig, Randbedingungen zu
definieren, welche das Verhalten der Verteilungen an den Réndern des Rechenge-
biets beschreiben. Dafiir werden in dieser Arbeit ausschlieflich periodische und Fest-
kérperrandbedingungen verwendet [167].

Erstere sind dadurch charakterisiert, dass Verteilungen, die das Gebiet auf einer Seite
verlassen auf der gegeniiberliegenden wieder hineinstromen und umgekehrt. So wird
das Rechengebiet entlang der Periodizitédt geschlossen, wobei Randpunkte — wie auch
die Gebietsinneren — Fluid enthalten.

Festkorperrander werden als Punkte modelliert, an denen die Stromungsgeschwindig-
keit auf Null abfillt. Um dies zu erzielen, gibt es verschiedene Ansétze [167], wobei in
dieser Arbeit das sogenannte Bounceback-Schema [199] verwendet wird. Dabei wer-
den die in den Randpunkt hineinstrémenden Verteilungen in ihre Herkunftsrichtung
reflektiert, was die Impulsdichte (2.11) verschwinden ldsst. Der Prozess ist beispielhaft
fiir die D2@Q)9 Diskretisierung in Abbildung 2.2 dargestellt.
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Abbildung 2.2: Anwendung des Bounceback-Schemas bei y = 0 fiir die D2Q9 Diskreti-
sierung. Von links nach rechts stromen die Verteilungen zunéchst in den
Randpunkt, bevor die Randbedingung angewendet wird und sie den Rand-
punkt im Folgeschritt wieder verlassen. Die tatsachliche Position des Fest-
korpers liegt mittig zwischen Rand- und Fluidpunkt.

2.1.5 Algorithmus

Mit der Approximation der Gleichgewichtsverteilung (2.10) und den Momenten (2.11)
lasst sich nun die Evolutionsgleichung (2.18) unter Verwendung eines Geschwindig-
keitssatzes und entsprechender Randbedingungen 16sen. Dies erfolgt in zwei separa-
ten, aufeinanderfolgenden Schritten, wobei zunéchst (im Kollisionsschritt) Verédnde-
rungen aufgrund des Kollisionstermes berechnet und in einer Zwischenvariablen

preme =g o g ey
T

gespeichert werden. Handelt es sich um einen Randpunkt, wird statt der Kollisions-
vorschrift die entsprechende Randbedingung angewendet. Erst im Anschluss werden
die Verteilungen (im Stromungsschritt) entlang der Richtung ¢ zu den entsprechenden
Nachbarpunkten verschoben

fi (1? +e;0;,t+ 5t) = fitempa

wobei die Verwendung der Zwischenvariablen das Uberschreiben bereits aktualisierter
Informationen verhindert.

2.2 Approximation der makroskopischen
Erhaltungsgleichungen

Der Grundalgorithmus der LBM ist damit vollstdndig, sodass nun nur noch gezeigt
werden muss, dass dessen Losung tatsichlich die NS-Gleichungen approximiert. Die-
se Verbindung wird in der Regel [20] mithilfe der sogenannten Chapman-Enskog-
Analyse [18] hergestellt. Dabei handelt es sich um eine Multiskalenanalyse, bei der das
Zusammenspiel von Gleichgewichts- und Nichtgleichgewichtsanteilen beliebiger Ver-
teilungsfunktionen auf unterschiedlichen zeitlichen Skalen separat untersucht wird.
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Nach einigen algebraischen Umformungen kénnen dann die NS-Gleichungen durch
Rekombination der modifizierten, skalenseparierten Terme rekonstruiert werden. Da
diese Herleitung lang, aber essentiell fiir das Verstandnis der Methode und auch den
weiteren Verlauf dieser Arbeit ist, wird sie in Anhang C fiir das bis zu diesem Punkt
vorgestellte Basismodell beispielhaft durchgefiihrt. Der restliche Teil dieses Abschnitts
beschriankt sich auf die Kernpunkte, die unmittelbar aus dieser Rechnung hervorge-
hen.

Fiir Kontinuumsstromungen [55] erfiillen die Momente der Verteilungen die kompres-
siblen NS-Gleichungen

atp + 804 (pua) =0,
(2.19)
Oy (pua) + 95 (puaus) = =0ap + 03 [vp (Ogua + Daug) ]
mit der kinematischen Viskositét
9 1

v=2000s|T - 3 (2.20)

und dem makroskopischen Druck
p=cip. (2.21)

Wiéhrend die kinematische Viskositat v linear von der Relaxationszeit 7 abhéngt,
folgt der Druck einer idealen Gasgleichung und kann somit lokal iiber die Dichte (und
damit iiber die Verteilungen) ermittelt werden.

Eine der Chapman-Enskog-Analyse vorausgehende Taylorentwicklung der LBGK-
Gleichung (2.18) fiihrt zu einem Fehler zweiter Ordnung in der Zeit. Da der Zeitschritt
iiber die mikroskopischen Geschwindikeiten direkt mit der rdumlichen Auflosung ge-
koppelt ist (siche Gleichung (2.15)), impliziert dies einen Fehler zweiter Ordnung im
Raum.

Hinzu kommt ein Fehlerterm dritter Ordnung in der Geschwindigkeit in der Im-
pulsgleichung, welcher die LBM auf kleine Geschwindigkeiten und damit auf kleine
Mach-Zahlen

Ma:M«l
Cs

beschrénkt, welche wiederum ein Maf fiir die Kompressibilitédtseinfliisse auf die Stro-
mung [88] ist. Um diese Fehler gering zu halten, wird in der Praxis die maximale, di-
mensionslose Stromungsgeschwindigkeit meist auf 0.1 beschrankt [35,171]. Aufgrund
dieses Fehlers konvergiert die LBM nur im schwach-kompressiblen Grenzbereich gegen
die kompressiblen NS-Gleichungen [20], erméglicht aber das Auftreten von Schallwel-
len [87]. Unter Berticksichtigung der aufgefithrten Einschrénkungen ist die LBM also
fiir die Durchfithrung numerischer Stromungssimulationen geeignet.
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2.3 Dimensionslose GrofRen

Um die Konvergenzordnung des Verfahrens zu zeigen, wurden bis zu diesem Punkt
alle Variablen dimensionsbehaftet betrachtet. Der Einfachheit halber werden jedoch
bei der numerischen Berechnung einer Stromung in der Regel dimensionslose Grofsen
verwendet, wobei die Simulation iiber Ahnlichkeitsparameter an die reale Problem-
stellung angepasst wird. Zusétzlich werden in der LBM (in den meisten Féllen) Zeit-
schritt J; und Maschenweite ¢, auf eins normiert, sodass sich sowohl die Gleichungen
als auch die Implementierung erheblich vereinfachen lassen. Im Folgenden wird daher
— wenn nicht explizit anders erwdhnt — mit dimensionslosen Gréfen und normierter
Zeitschritt- sowie Maschenweite gerechnet.

2.4 Anwendung auf beliebige Probleme

Bis zu diesem Punkt wurde die LBM fiir die Losung der NS-Gleichungen vorge-
stellt, wobei ein physikalischer Zusammenhang zwischen den Momenten der Vertei-
lungsfunktion und den Gréfsen in den makroskopischen Erhaltungsgleichungen be-
steht. Dariiber hinaus ist es jedoch auch moglich, Momente, Gleichgewichtsvertei-
lung, Kollisionsoperator und Randbedingungen so umzudefinieren, dass durch An-
wendung derselben Evolutionsgleichung beliebige, alternative Differentialgleichungen
gelost werden konnen [163]. In diesem Fall kann die Methode als allgemeingiiltiges
Néaherungsverfahren fiir beliebige Probleme interpretiert werden. So wurde sie bereits
fiir die Losung der Strahlungstransportgleichung [131], der Wellengleichung [49], der
Advektions-Diffusions-Gleichung [132], der Burgers-Gleichung [196], der Flachwasser-
Gleichungen [198] sowie der Maxwell-Gleichungen [43,129,195| genutzt. Shi et al. [163]
konnten die Chapman-Enskog-Analyse erstmalig fiir beliebige nichtlineare Gleichun-
gen verallgemeinern und unter anderem fiir die Losung der Kuramoto-Sivashinsky-
Gleichung und der Korteweg-de Vries-Kawahara-Gleichung einsetzen. Um das Prinzip
zu verdeutlichen, wird in Anhang D das Verfahren fiir die Losung der Diffusionsglei-
chung mit variablem Koeffizienten exemplarisch durchgefiihrt.

Auch wenn die LBM hauptséchlich fiir Probleme der Strémungsmechanik eingesetzt
wird, zeigt dies das enorme Potential der Methode und warum sie bis heute auch iiber
rein stromungsmechanische Fragestellungen hinaus ein aktives Feld der Forschung bil-

det [168].

2.5 Software

Der gesamte in dieser Arbeit entwickelte Code basiert auf der, unter der open-source
AGPLv3 Lizenz frei verfiigharen, Software Palabos (Version 1.5r1) [23]. Dabei han-
delt es sich um eine MPI-parallelisierte C++-Bibliothek mit umfangreicher Funktiona-
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litét fiir die Durchfiihrung von Simulationen mit der LBM. Sie beinhaltet verschiede-
ne Kollisions-, Turbulenz- und Mehrphasenmodelle (auch eine Basisimplementierung
des in dieser Arbeit verwendeten Pseudopotentialmodells) sowie zahlreiche Pre- und
Postprocessing-Anwendungen (Ausgabe .vtk und .gif, Checkpointing, Gittergene-
rierung). Die Bibliothek wurde fiir mehr als 100 Publikationen eingesetzt und wird
durch die Firma FlowKit kontinuierlich weiterentwickelt.

2.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die LBM als Naherungsverfahren fiir partielle Differential-
gleichungen mit Fokus auf den makroskopischen NS-Gleichungen vorgestellt. Da die
Herleitung mathematisch anspruchsvoll ist und die Grundidee der Approximation
einer Differentialgleichung durch die Losung einer anderen umstéandlich erscheinen
mag, wird im Folgenden kurz auf Vor- und Nachteile der LBM eingegangen.

+ Das in Abschnitt 2.1.5 vorgestellte Iterationsverfahren 16st die LBGK-Gleichung
in zwei separaten, aufeinanderfolgenden Schritten. Da der nichtlineare Kollisi-
onsterm nur lokale Grofen enthélt und der lineare Stromungsschritt auf die
unmittelbare Nachbarschaft eines Gitterpunktes beschrankt ist, eignet sich das
Verfahren sehr gut fiir die Berechnung auf Parallelrechnern [2].

+ Wiéhrend die Bestimmung des makroskopischen Drucks beim direkten Berech-
nen der inkompressiblen NS-Gleichungen die (numerische) Losung einer zuséitz-
lichen Poisson-Gleichung erfordert [36], ist dieser in der LBM tiber eine ideale
Zustandsgleichung (2.21) direkt mit der Dichte verkniipft. Dadurch kann der
Druck lokal aus den Verteilungsfunktionen gewonnen werden.

+ Als Folge der Kopplung von Zeitschritt und Maschenweite iiber die konstanten,
mikroskopischen Geschwindigkeiten wird der Advektionsterm im Stromungs-
schritt exakt gelost [178]. Dieser verschiebt die Verteilungen lediglich entlang
der charakteristischen Richtungen zu den unmittelbaren Nachbarn und kann
somit sehr effizient implementiert werden.

-+ Der Methode liegt eine partikelbasierte Betrachtung zugrunde, sodass Teilchen-
interaktionen berticksichtigt werden kénnen [158]. Da diese die Ursache fiir die
Entstehung von Grenzflachen zwischen verschiedenen Komponenten sind, eignet
sich die LBM besonders fiir die Darstellung von Mehrphasenstromungen [110].

- Es ist notig, an jedem Gitterpunkt fiir jede mikroskopische Geschwindig-
keit Speicherplatz fiir eine Verteilungsfunktion zu reservieren, sodass (je nach
raumlicher Dimension) im Vergleich zu direkten Diskretisierungen der NS-
Gleichungen ein Vielfaches an Speicher nétig ist. Dies ist besonders nachteilig
bei dem Einsatz von Mehrschrittverfahren [164].
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- Durch Anwendung der LBGK-Gleichung (2.18) wird die Losung grundsétzlich
in festen Zeitschritten aktualisiert. Die LBM ist damit inhdrent transient und
folglich nur bedingt fiir stationédre Probleme geeignet [168]. Mittels Prakondi-
tionierung [52] kann das Konvergenzverhalten fiir diese Félle jedoch erheblich
verbessert werden [76].

- Der Strémungsschritt beschriankt die LBM auf reguldre Gitter, sodass einer-
seits die kleinsten Strukturen die Gesamtauflosung festlegen und andererseits
irreguldre Geometrien nur gestuft dargestellt werden kénnen. Um dies zu um-
gehen, konnen entweder lokale Gitterverfeinerungen [175,186] oder sogenannte
off-lattice Verfahren [85] genutzt werden, welche den einfachen, exakten Stro-
mungsschritt durch die numerische Losung einer Advektionsgleichung ersetzen
und damit die Verwendung unstrukturierter Gitter erméglichen.

Trotz der Nachteile hat sich die LBM seit ihrer Einfithrung als konkurrenzfihiges
Verfahren etabliert, was sich in der Vielzahl an sowohl frei verfiigbarer (Palabos [23],
OpenLB [86], Musubi [56], Sailfish [126], Taxila LBM [27]) als auch kommerzieller
Software (PowerFLOW, XFlow, ultraFluidX, M-Star CFD) widerspiegelt. Haupt-
griinde fiir ihren Erfolg sind die einfache Iterationsvorschrift (die trotz ihrer Einfach-
heit zu einer relativ hohen Ordnung fiihrt), die gute Parallelisierbarkeit und (vor
allem auch fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit) ihre besondere Eignung fiir Mehr-
phasensysteme.
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,Die einfachsten Dinge fiihren oft zu einem komplizierten Ende.

— Katharina Eisenloffel

Das PP-Modell ist eine Erweiterung der Standard LBM fiir Mehrphasenstromungen
und wurde 1993 von Xiaowen Shan und Hudong Chen [158] entwickelt (daher héufig
als Shan-Chen-Modell (SC) bezeichnet). Es beruht auf der Annahme, dass die cha-
rakteristischen Prozesse derartiger Stromungen (beispielsweise die Ausprigung von
Grenzflichen zwischen Phasen oder Anderungen des Aggregatzustands eines Stoffes)
das Resultat molekularer Wechselwirkungen sind. Anders als bei rein molekulardy-
namischen Ansétzen, bei denen Molekiile aufgrund einer Vielzahl unterschiedlicher
Potentiale miteinander interagieren, beriicksichtigt das Modell nur den Einfluss einer
(pseudo-)potentialbasierten Interaktionskraft auf eine Verteilung von Teilchen. Mo-
lekulare Wechselwirkungen werden also nur stark vergrobert betrachtet, sodass sich
die Bezeichnung Pseudopotential-Modell durchgesetzt hat [110].

Dieser Ansatz ermdglicht die Darstellung einer Vielzahl unterschiedlicher Mehrpha-
sensysteme [19] und ldsst sich zudem direkt mit physikalischen Phénomenen koppeln,
welche durch zusétzliche Feldterme ausgedriickt werden konnen (beispielsweise in der
Elektrohydrodynamik [113,195]).

Das Anwendungsspektrum des Modells kann grob in drei Kategorien eingeteilt wer-
den:

i) Einstoffsysteme, in denen Anderungen des Aggregatzustandes erfolgen kénnen,
beispielsweise Verdampfung und Kondensation [82, 159, 189|. Derartige Stro-
mungen werden in der Regel (und auch im Folgenden dieser Arbeit) als SCMP
(engl. Single-Component-Multiphase ,Einstoff-Mehrphasen‘)-Systeme bezeich-
met [19,45,171].

ii) Mehrstoffsysteme mit unterschiedlichen, chemischen Substanzen des gleichen



24 Kapitel 3 Pseudopotentialmodelle fiir Mehrphasenstrémungen

Aggregatzustandes (gasformig oder fliissig), deren Fliefverhalten ausschlief-
lich durch Diffusionsprozesse beeinflusst wird [114, 160, 161]. Diese werden
iiblicherweise (und auch im Folgenden dieser Arbeit) als MCMP (engl.
Multicomponent-Multiphase , Mehrstoff-Mehrphasen)-Systeme bezeichnet |7,
171,194].

iii) Kombinationen der beiden [7,117,166].

Diese Spezialisierungen ergeben sich aus einer allgemeinen Formulierung des Modells,
unterscheiden sich aber erheblich in ihrer Modellierung und den auftretenden phy-
sikalischen Effekten. Daher wird im Folgenden zunéchst der Basis-Algorithmus der
LBM durch die Einbindung der allgemeinen Formulierung der Interaktionskraft er-
weitert. Anschlieffend wird auf Besonderheiten bei der numerischen Berechnung dieser
Kraft eingegangen, bevor sie fiir die Félle i) und ii) detailliert wird. Darauffolgend
wird erldutert, wie die Interaktionskraft in die Evolutionsgleichung der LBM einge-
bracht werden kann und welche Auswirkungen dies auf die approximierten makro-
skopischen Gleichungen hat. Es wird auf die Entstehung sogenannter Scheingeschwin-
digkeiten eingegangen (diskretisierungsbedingte, unphysikalische Geschwindigkeiten,
welche die Dynamik verfilschen) und gezeigt, wie diese durch Anwendung unter-
schiedlicher Mafsnahmen reduziert werden kénnen. Im Anschluss wird auf die Mo-
dellierung der Benetzungseigenschaften von Festkorperoberflichen eingegangen und
eine im Rahmen dieser Arbeit entwickelt neuartige Methode vorgestellt, mit der die
Entstehung unphysikalischer Fluid-Festkorper-Grenzflichen und von Scheintrépfchen
vermieden werden kann.

3.1 Allgemeine Formulierung

Fiir ein System mit k£ =1, ..., N chemischen Komponenten wird eine Interaktionskraft

N
Fia ==Y ). Gt ) WiVi (2 +Ci) Cia (3.1)

k=1 2

definiert, welche so in die Evolutionsgleichung eingebracht wird, dass sie als Volu-
menkraft F'; in der Impulsgleichung auftaucht und so die makroskopische Dynamik
verdndert [53]. Sie modelliert Interaktionen zwischen Komponente & am Gitterpunkt
z und allen Komponenten k an den Nachbarpunkten z + C;. In dieser allgemeinen
Form existieren Terme fiir k # k, welche zwischen verschiedenen Komponenten wir-
ken [160], und jeweils ein Term fiir k = k, welcher kohiisive Kriifte innerhalb einer
Komponente reprasentiert [159]. Der numerische Parameter G,; = Gg;, reguliert Stér-
ke und Richtung (attraktiv oder repulsiv) der jeweiligen Krifte [158]. Uber die frei
wéhlbare Potentialfunktion Wy, () = ¥ [p, ()] wird das Interaktionspotential eines
Stoffs modelliert (auch Pseudopotentialfunktion [191|, effektive Masse [19,158] oder
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Pseudopotential 9,33]).

Die Gewichte W; und Verschiebungsvektoren C; sind so zu wihlen, dass die inne-
re Summe ), einer Finite-Differenzen-Approximation des Gradienten der Potenti-
alfunktion Wy entspricht. Je nach Anzahl einbezogener Nachbarpunkte, kénnen die
rdumliche Ordnung und die Ordnung der Isotropie dieser Approximation erhoht wer-
den [185]. Da die Diskretisierung dieses Gradienten einen erheblichen Einfluss auf
die Stabilitdt [141] und die Genauigkeit [151,156] des Modells hat, werden Finite-
Differenzen hoherer Isotropie in Abschnitt 3.1.1 vorgestellt.

Unter Beriicksichtigung der Interaktionskraft wird dann fiir jede Komponente k eine

modifizierte (dimensionslose) LBGK-Gleichung

fi,k (3’5 + €, t+ 1) = fi,k - le [fz,k - sz (Uzq):l + S@k (32)

mit zusitzlichem Quellterm S; ;. gelost. Dabei konnen die Interaktionskrifte (sowie be-
liebige Volumenkréfte) entweder rein iiber eine modifizierte Gleichgewichtsgeschwin-
digkeit u;?, rein iiber den zusétzlichen Quellterm oder iiber eine Kombination der
beiden in die Gleichung eingebracht werden [51,53]. Die Art dieser Krafteinbindung
wird als Kréfteschema (engl. forcing scheme) bezeichnet und ist ebenfalls von zen-
traler Bedeutung fiir Genauigkeit und Stabilitdt des Modells. Die in dieser Arbeit
verwendeten Krifteschemata werden daher in Abschnitt 3.1.4 vorgestellt.

3.1.1 Isotrope Finite-Differenzen

In den meisten Arbeiten zum Pseudopotentialmodell werden fiir die Finite-
Differenzen-Approximation in Gleichung (3.1) die Vektoren und Gewichte des Ge-
schwindigkeitssatzes verwendet [26,70,71,78|. In diesem Fall gilt W; = w; und C; = e;¢;,
sodass eine Taylorentwicklung der inneren Summe in Gleichung (3.1)

Z wz\If,; (:1: + Ciét) ei,a(;t :(St\I’,; Z W;i€i .« +5t285\1j15 Z W;€; aC; A
% 7 A

[
= £2)

53
+ 5 080,05 ) wieia€igin
%

(3)
5&67

4
+ 5l858785q11’€ Z W;i€; 0€;,8€; €4 § +O (5755)

6

(4)
gaﬁ'yé

liefert (um die Ordnung der Approximation zu zeigen, werden in diesem Abschnitt
der nicht-normierte Zeitschritt beziehungsweise die nicht-normierte Maschenweite
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verwendet). Mit den Isotropiebedingungen (2.14) ergibt dies

dich

szquc (9.',' + ei5t) em(ﬂ = 055,528&\1/,; + %8063@85\11,; +0 (5?)

und dementsprechend eine Finite-Differenzen-Formel

51 Z U}Z\I/jC (:1: + ei5t) €ia = c?f)a\I/,; +0 (5?)
t g

fiir den Gradienten der Potentialfunktion, wobei Folgendes hervorzuheben ist:

i)

ii)

iii)

Da der Zeitschritt mit der rdumlichen Auflésung gekoppelt ist (siehe Gleichung
(2.15)), entsteht ein Fehler zweiter Ordnung im Raum. Fehlerterme hoherer
Ordnung wiederum enthalten Gittertensoren hoherer Ordnung, welche beispiels-
weise bei Verwendung des D2Q)9 Geschwindigkeitssatzes bis zur Ordnung vier
isotrop sind, dartiber hinaus aber anisotrope Anteile enthalten [151]. Um die
Isotropiebedingungen fiir Gittertensoren hoherer Ordnung erfiillen zu kénnen,
muss die Anzahl einbezogener Punkte schichtweise erhoht werden, wobei Vek-
toren C; gleichen Abstands das gleiche Gewicht W; = W (|C’Z|2) erhalten [156].

Der Gradient ist mit der Gitterkonstanten ¢? skaliert, was auf die skalierten
Quadraturpunkte e; (also auf das regulire Gitter) zurtickzufiihren ist. Um dies
zu umgehen, werden die Gewichte in einigen Arbeiten mit ¢? normiert [151,156],
was zu einem entsprechenden Versatz in allen makroskopischen Grofsen fiihrt,
welche direkt von der Interaktionskraft (beziehungsweise der Gradientenberech-
nung) abhiangen. Zwecks Klarheit werden daher an dieser Stelle die normierten
Gewichte

we = (3.4)

eingefiihrt. Fiir die in dieser Arbeit verwendeten Gitter sind die skalierten Ge-
wichte W; gegeniiber den normierten Gewichten W) — beispielsweise aus den
Referenzen [133,151,156] — mit dem Faktor ¢2 = 1/3 skaliert (fiir alle kubischen
Gitter, fiir hexagonale Gitter gilt beispielsweise ¢2 = 1/4 [162]). Bei Vergleichen
ist daher stets auf die verwendeten Gewichte zu achten (der Grofteil der Lite-
ratur verwendet skalierte Gewichte).

Die normierten Gewichte fiir Diskretisierungen unterschiedlicher Ordnung in
der Isotropie sind in Tabelle 3.1 aufgelistet.

Die zusatzlichen Gewichte dienen ausschliefslich der Steigerung der Isotropie,
sodass alle aufgelisteten Finite-Differenzen-Approzimationen zweiter Ordnung
im Raum sind. Wie sich zeigen wird, konnen numerische Artefakte durch die
Verwendung von Diskretisierungen gesteigerter Isotropie reduziert werden.
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iv)

vi)

Der Geschwindigkeitssatz (e; und w;) und die Koeffizientensétze der Finite-
Differenzen-Approximation (C; und W;) miissen nicht {ibereinstimmen, weshalb
in dieser Arbeit unterschiedliche Variablen verwendet werden.

Aufgrund der Multiplikation mit dem Verschiebungsvektor tritt in der kon-
tinuierlichen Form der Interaktionskraft kein Gittertensor £(© auf, sodass die
entsprechende Isotropiebedingung nullter Ordnung nicht erfiillt sein muss (siehe
Gleichung (3.3)).

Die Ordnung der Isotropie einer Diskretisierung ist durch den hochsten isotro-
pen Gittertensor gegeben, welcher fiir die Ordnung n, n-dimensional ist. Der
Ubersichtlichkeit halber werden zur Angabe des Isotropiegrades im Folgenden
die griechischen Indizes fiir die Tensordimensionen vernachlissigt, also £*) statt
5(;)75 angegeben.

«

Tabelle 3.1: Normierte Gewichte W, = W* (|C'Z|2) fiir Finite-Differenzen- Approximationen

in 2D (links) und 3D (rechts) aus Referenz [151|. Die Ordnung der Isotropie
wird durch den hochsten isotropen Gittertensor angegeben (Dimension ver-
nachléssigt). Aufgrund der Multiplikation mit C; entféllt der Nullvektor.

Grad &M@ g£©6) g£(®) £(10) Grad &M £@6) g(®)
Anzahl 8 12 24 36 Anzahl 18 32 92
* 1 4 4 262 * 1 2 4
4% 3 15 a1 T1ss Wi 5 13 1
* 1 1 4 93 * 1 1 1
W T 10 15 1100 W 15 ol
* 1 1 7 * 1 2
A% 20 60 340 Wi % 105
* 2 6 * 1 5
Ws 35 595 Wi 20 501
* 1 9 * 1
Wy 5040 9520 Wi 315
* 2 * 1
W 555 We 30
* 1 * 1
10 70 Wy 5010

Unter Beriicksichtigung dieser Punkte und Verwendung der dimensionslosen, nor-
mierten Zeitschritt- und Maschenweite lasst sich die gelaufige Finite-Differenzen-
Approximation als

Y Wi (2+C;)Cio = 20,5 (3.5)

formulieren [72,78,192].
Wiéhrend die raumliche Ordnung einer Finite-Differenzen-Formel angibt, wie sich der
betragliche Fehler mit der Auflosung eines Problems verdndert, gibt die Ordnung
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der Isotropie an, bis zu welcher Ordnung die Fehlerterme isotrop sind. Es handelt
sich also um eine Eigenschaft der vorhandenen Fehlerterme, die angibt, wie sich der
Richtungsfehler bei der Berechnung eines isotropen Problems mit der Auflésung ver-
andert. Im Gegensatz zur rdumlichen Ordnung einer diskreten Ableitung, welche nur
durch Einbeziehen weiterer Nachbarpunkte entlang der entsprechenden Richtung er-
folgen kann, kann die Isotropie-Ordnung nur durch weitere Richtungsfreiheitsgrade
erhoht werden. Um sie zu messen, wird beispielsweise in den Referenzen [100,101] der
Winkelfehler bei der Berechnung einer rotierten, sinusoidalen Funktion erfasst.

Damit ist die Diskretisierung der Interaktionskraft abgeschlossen, sodass diese nun
fiir SCMP- und MCMP-Systeme detailliert werden kann.

3.1.2 Einstoff-Mehrphasen-Systeme (SCMP)

Bei Betrachtung eines einzelnen Stoffs reduziert sich die Interaktionskraft (unter Ver-
nachléssigung des Komponentenindexes und Gy, = G) auf den kohésiven Term

F3°=-UGY WU (z+C;)Ciq. (3.6)

In diesem Fall wird entsprechend der einen Komponente auch nur eine Evolutions-
gleichung (3.2) gelost, sodass die Momente die makroskopischen Gleichungen

atp + 804 (pug) = 07

O (pul) + 0 (pugug) =04 (pc?) + s [ 11 (Opud + 8aug)] + F5C

approximieren. Zur Erhéhung der Genauigkeit wird dabei in Abhdngigkeit des Krdif-
teschemas eine kraftkorrigierte physikalische Geschwindigkeit uP definiert (Details in
Abschnitt 3.1.4). Die Interaktionskraft kann dann mit dem idealen Druckterm mittels

—85Pa5 = —8a (pc?) + FSC

= -0 (pcg&lﬁ) + F5C¢ (3.7
zu einem modfizierten Drucktensor P, kombiniert werden, welcher schlieflich mit
der bekannten Form des Drucktensors fiir SCMP-Stromungen aus Referenz [3] vergli-
chen werden kann, um die thermodynamischen Eigenschaften des Modells zu bestim-
men [70,121]. Im Folgenden wird daher die Interaktionskraft in mehreren Schritten
umgeformt und der Drucktensor hergeleitet.

Unter Verwendung der in Abschnitt 3.1.1 vorgestellten skalierten Gewichte W, kann
die Interaktionskraft durch

4
F5€ = G200, U - g%qja&aﬁaﬂ\y (3.8)
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approximiert werden, was sich durch Anwendung der Produktregel fiir die Terme
1 2
Vo,V = éﬁa\IJ ,

0 (V03050 = W0,0505 + 0, VD30T

zu
sC g 2., 2
Fa = —T {6@\1/ + Cy [8a (\1/8585\11) - 8a\118g85\11]}
umformulieren lasst. Durch Hinzufiigen des Terms
1
50 1059 - 930, 003F = 0

ergibt sich

gc

FSC
@ 2

{a VR [a (W03050) + 0005V - 50,000 - aa\paﬁaﬁ\p]} ,
was durch erneutes Anwenden der Produktregel fiir den Term

05 (0aY05V) = 050,V0sY + 0, V0305V
schlieflich zu

920;1 05 (0,005 1)  (3.9)

F3¢ = g; {a U2+ 2 [a (\Ifaﬁaﬂ\p)+ a 05| ]}

fithrt. Das Einsetzen dieses Ausdrucks in Gleichung (3.7) ergibt
gé

2 4 4
~0Pap = ~0s [(c§p+ S0 LEu0,0,0 geo \avxyf)(sag - gcsa W, ]

und nach Integration schlieflich den Drucktensor

Geg _Geg

20, W0, (3.10)

2 1
Pos = (c§p+ %\112 09,0,V + geu |87\I/|2)(5a5

Ein Vergleich mit dem Drucktensor aus den Referenzen [3,48]

1
Pop = (p - Kp0,0,p - §]C |(97p|2) Oap + KDapDsp

zeigt, dass der thermodynamische Druck einer nicht-idealen Zustandsgleichung

=c? (p+%\lf2) (3.11)
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folgt und der Oberflichenspannungskoeffizient

a9

K==

(3.12)
dem Vorfaktor der dritten Ableitungen in der Interaktionskraft (3.8) entspricht. Zu-
dem sind die Ausdriicke nur zueinander konsistent wenn ¥ o< p gilt [93,151].

Damit sind die grundlegenden Eigenschaften des Modells fiir SCMP-Systeme geschaf-
fen. Bei geeigneter Parametrisierung der Zustandsgleichung (3.11) kann ein Stoff un-
ter subkritischen Bedingungen simuliert werden, sodass sich gleichzeitig eine Fliissig-
und eine Dampfphase ausprigen oder bei Variation der Temperatur Anderungen des
Aggregatzustandes erfolgen kénnen. Dieser Prozess wird im Folgenden am Beispiel
einer Phasentrennungssimulation gezeigt.

3.1.2.1 Simulation Phasentrennung

In einer Phasentrennungssimulation bildet sich aus einer zunéchst homogenen Dich-
teverteilung mit geringer, zufélliger Storung ein fliissiger, kreisrunder Tropfen hohe-
rer Dichte pgissig, der von einer kontinuierlichen Dampfphase niederer Dichte ppampt
umgeben ist [171]. Das Ergebnis einer derartigen Simulation ist in Abbildung 3.1
dargestellt.

Der ablaufende Prozess liasst sich auf zwei Arten erkléren:

a) Phédnomenologisch tiber die Interaktionskraft (3.6) und

b) thermodynamisch iiber die nicht-ideale Zustandsgleichung (3.11).

Zu a): Die Interaktionskraft skaliert mit dem Potentialgradienten und, da
U = ¥[p(x)], mit der Dichteinderung. Da sie in diesem Beispiel attraktiv
wirkt (G < 0), transportiert sie Masse entlang des Gradienten hin zu Gitterpunkten
hoherer Dichte und féllt in Bereichen konstanter Dichte auf Null ab. Folglich reichert
sich um eine positive Storung herum Masse in Form einer Fliissigphase an, wiahrend
in der Umgebung eine zweite (Dampf-)Phase niederer Dichte zuriickbleibt.

Zu b): Die nicht-ideale Zustandsgleichung hangt von der Form der Potentialfunktion
ab, wobei der Parameter G ~ 1/T die Rolle einer Temperatur tibernimmt [158].
Damit kann der kritische Punkt in allgemeingiiltiger Form durch

d,p=1+GU0,V <0,
9%p = WOV + (9,0)* = 0

ausgedriickt werden [93]. Fiir die in diesem Beispiel verwendete Potentialfunkti-
on ¥ = po[l-exp(-p/po)] mit py = 1 fithrt dies zu den kritischen Parametern
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Abbildung 3.1: Zweidimensionale Phasentrennungssimulation (subkritisch) in einem
doppelt-periodischen Rechengebiet mit 201 x 201 Gitterpunkten fir ¥ =
po [l -exp(—p/po)] mit pg = 1 und G = -5. Die kritischen Werte betra-
gen fiir diese Potentialfunktion pii; = log (2) und G,y = —4. Die Simu-
lation wurde mit pinit = preit = 0.1% bei w = 0 im Gleichgewicht initiali-
siert. Von links nach rechts sind die Zeitschritte ¢ = 0,400,800 (oben) und
t =2000,10000,50000 (unten) dargestellt.

Prrit = polog (2) =log (2) und Gy = —4/pg = —4, sodass G = -5 einer subkritischen
Temperatur entspricht und eine Fliissig- und eine Dampfphase koexistieren.

Werden nun geeignete Anfangsbedingungen gewihlt, entfillt die Aquilibrierung der
Dichteverteilung und es konnen zweiphasige Einstoffsysteme simuliert werden, wobei
sich die einzelnen Phasen grundsétzlich in ihrer Dichte unterscheiden.

3.1.2.2 Eigenschaften, Vor- und Nachteile

Im Vorangegangen wurden die wichtigsten Eigenschaften des PP-Modells fiir SCMP-
Systeme vorgestellt. Der Vollstédndigkeit halber werden im Folgenden kurz weitere
Eigenschaften sowie Vor- und Nachteile dieser Spezialisierung des Modells aufgelistet.

+ Die Grenzfliche zwischen zwei Phasen ist das Resultat der Interaktionskraft,
sodass sie nicht gesondert verfolgt werden muss [83|, wie es beispielsweise bei
sogenannten Front-Tracking-Methoden der Fall ist [95,176].
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+ Durch Auflésen des nicht-idealen Drucks (3.11) nach der Potentialfunktion

_[2(p-pcd)
v = G

konnen bei Einsatz eines entsprechenden Ausdrucks fiir p beliebige thermody-
namische Zustandsgleichungen vorgegeben werden [82,189|. In diesem Fall ist
der Betrag von G ohne Bedeutung, lediglich das Vorzeichen muss so gewéhlt
werden, dass der Radikand positiv ist. Die Temperatur ist dann ein freier Pa-
rameter der Zustandsgleichung.

Da jede Potentialfunktion nur bis zu einem kritischen Dichteverhéaltnis
Piissig/ PDampt Stabil ist [19], muss je nach Anwendung eine geeignete Form ge-
wahlt werden. So ist es beispielsweise bei Verwendung der Carnahan-Starling-
oder der Peng-Robinson-Gleichung moglich, Dichteverhéltnisse im Groéfenord-
nungsbereich 1000 : 1 abzubilden und so beispielsweise Wasser-Luft-Systeme zu
simulieren [7,189].

Ist das Dichteverhéltnis zwischen Fliissigkeit und Dampf sehr grofs, konnen mit
dieser Spezialisierung des Modells Systeme mit freien Oberflichen simuliert wer-
den. In diesem Fall ist die Strémung durch die Eigenschaften der Fliissigphase
charakterisiert, sodass die (nicht unabhéngig verdnderbaren) Eigenschaften der
Dampfphase vernachlassigbar sind. Da derartige Stromungen in einer Vielzahl
von Anwendungen auftreten, beispielsweise in Zerstdubungsprozessen von Ein-
spritzanlagen [16] oder Electrowetting-Anwendungen [22], wird primér diese
Vereinfachung des Modells verwendet [179].

Dampf- und Fliissigphase unterscheiden sich ausschlieflich in ihrer Dichte und
sind durch einen mehrere Gitterpunkte breiten Ubergangsbereich — einer diffu-
siven Grenzflache — voneinander getrennt [73,108,155]. In der Realitét ist diese
Grenzfliche wenige Angstrom breit [12,119], was in einer Simulation nicht auf-
gelost werden kann und damit zu einer Verfialschung der Stromungscharakteris-
tiken fiihrt.

Der Parameter G ist iiber die Zustandsgleichung (3.11) mit der Temperatur ver-
kniipft und bestimmt zudem den Oberflichenspannungskoeffizienten (3.12) (je-
weils die Terme erster und dritter Ordnung). Gleichgewichtsdichten und Ober-
flichenspannung sind also falschlicherweise miteinander gekoppelt. Um diese
Grofsen voneinander zu 16sen, kdnnen jedoch geeignete Krafteschemata verwen-
det [123] oder verschieden gewichtete, unterschiedliche Diskretisierungen der
Interaktionskraft miteinander kombiniert werden [67-69,92].

Die Aquilibrierung eines Systems mit anfinglich vielen (beispielsweise fliissigen)
Tropfen resultiert immer in einer zusammenhéngenden Fliissigphase. Einerseits
verschmelzen dabei Teilgebiete bei Kontakt miteinander (physikalisch), ande-
rerseits losen sich kleine Tropfen auf, wenn Grofsere vorhanden sind. Dieses
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Phénomen wurde in den Referenzen [44,45| erstmalig systematisch untersucht,
die Ursachen konnten jedoch noch nicht eindeutig identifiziert werden.

Damit ist die Einfiihrung des PP-Modells fiir SCMP-Systeme abgeschlossen. Im Fol-
genden wird das Modell fiir MCMP-Systeme présentiert.

3.1.3 Mehrstoff-Mehrphasen-Systeme (MCMP)

Eine weitere, géingige Spezialisierung des Modells bilden MCMP-Stromungen [114,
124,141,160, 161]. Dabei werden die kohédsiven Kréfte fiir k = k vernachlassigt und
nur die zwischen den Komponenten wirkenden Kréfte

N
FRS ==, 3 G > Wil (2 +C;) Cig (3.13)
.
berticksichtigt und pro Komponente eine Evolutionsgleichung (3.2) geldst. Die Inter-
aktionskraft koppelt die einzelnen Gleichungen miteinander, sodass die Momente die
makroskopischen Gleichungen

atpm + 804 (pmugl)

0,
O (p"uy) + 0s (pmuglurﬁn) =—04p+0p [/Lm (8augl + qu?)] :

N
atpk + aa (szug) = _aa ZDklaapl = _aozjk,oz
=1

approximieren [160,161]. Das Fliefsverhalten des Gemisches wird in diesem Fall durch
die NS-Gleichungen mit Mischgeschwindigkeit u™, Mischdichte p™ = ¥, pr, Kompo-
nentendichte py = Y, fi x, dynamischer Mischviskositat

1
pr = ety pr (Tkz - —)
T 2
und Druck

1

kk

beschrieben, wobei die Summe Y.z alle moglichen, paarweisen Kombinationen
von k und k beriicksichtigt. Im Gegensatz zu SCMP-Systemen, befolgt jeder Stoff
zusétzlich eine Advektions-Diffusions-Gleichung mit den Diffusionskoeffizienten Dy,
dem diffusiven Massenfluss 7 = px (uz —um) und der Komponentengeschwindigkeit
uy,. Die Geschwindigkeiten u™ und wu§ sind — wie auch bei SCMP-Systemen —
kraftkorrigiert und héngen vom Krifteschema ab (Details in Abschnitt 3.1.4).
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In diesem Kontext charakterisieren G,; und W, sowohl den makroskopischen
Druck (3.14) als auch die, je nach Anzahl der Komponenten beliebig komplizierten
Diffusionskoeffizienten [161]|. Die Herleitung Letzterer ist lang, bildet jedoch einen
Kernpunkt dieser Arbeit, weshalb sie ausfiihrlich in Kapitel 5 durchgefiihrt wird. Das
Vorzeichen dieser Koeffizienten kann iiber eine geeignete Kombination von Poten-
tialfunktion und G, verédndert werden, sodass die unterschiedlichen Komponenten
mischbar oder nicht mischbar sind.

3.1.3.1 Simulation Statischer Tropfen

Um den Unterschied zur Simulation von SCMP-Strémungen zu verdeutlichen, ist in
Abbildung 3.2 das Ergebnis einer Simulation eines Zweistoffsystems dargestellt. Zu

2F Hhtrtbtbttg QXXXXXXXXXXXXXXXXKXXXXXR, o+ +++ b+t

+ +

X % X p
S N . -

x ¥ P2

oF XXXXXKXXIIXKKRE Tt bbb bbb bbb bbb SO
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T

Abbildung 3.2: Dichteprofile durch einen statischen Tropfen der Komponente 1 umge-
ben von Komponente 2 in einem zweidimensionalen, doppelt-periodischen
Rechengebiet mit 101 x 101 Gitterpunkten. Die Dichte im Hauptteil der
jeweiligen Komponente fallt entlang der Grenzflache auf einen Wert nahe
Null ab. Innerhalb von Komponente 2 ist somit eine geringe Restdichte
p%elOSt von Komponente 1 enthalten und umgekehrt. Die Simulationspa-
rameter sind Vi = pi und Gy = Go; = 1. Die initialen Dichten beider

Komponenten betrugen pll{a“upt = pglaum =1.94 und p%elaSt = pgewﬁ = 0.06.

sehen sind die Dichteprofile durch die Mitte eines zweidimensionalen Rechengebiets,
welches einen statischen Tropfen einer Komponente 1 enthélt, der von Komponente 2
umgeben ist. In diesem Fall sorgt die repulsive Interaktionskraft (G2 = Gog = 1) dafiir,
dass Masse von Komponente 1 entgegengesetzt dem Potentialgradienten von Kom-
ponente 2 bewegt wird, Komponente 2 also 1 verdréangt und umgekehrt. Ist die Kraft
(wie im dargestellten Fall) von ausreichender Stérke, bleiben zwei separate, durch
eine diffusive Grenzflache getrennte Fluide bestehen, wobei grundsétzlich eine gerin-
ge, geloste Restdichte des jeweiligen Stoffs im Hauptteil des Anderen zuriickbleibt.
Fiir diese Hauptdichten beziehungsweise gelosten Dichten werden im Folgenden die
Bezeichnungen p; “*™ beziehungsweise pieléSt verwendet.

So ermoglicht diese Spezialisierung des Modells die Simulation mehrerer Fluide glei-
cher Hauptdichten beziehungsweise geloster Dichten, welche sich iiber die Relaxati-
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onszeit in ihren Viskositdten unterscheiden konnen. Bei geeigneter Wahl von Potenti-
alfunktion, Stoffdichte und G, konnen Systeme beliebig vieler mischbarer und nicht
mischbarer Komponenten dargestellt werden.

3.1.3.2 Eigenschaften, Vor- und Nachteile

Auch wenn die Spezialisierung fiir MCMP-Strémungen auf demselben phédnomeno-
logischen Ansatz beruht wie die fiir SCMP-Stromungen, so unterscheiden sich die
beiden in den auftretenden physikalischen Effekten. Wahrend der numerische Modell-
parameter G,z in SCMP-Systemen Temperatur und Oberflichenspannung bestimmt,
charakterisiert er in MCMP-Systemen Grenzflichenspannung und Diffusionskoeffizi-
enten.

Im Folgenden werden kurz weitere Eigenschaften, sowie Vor- und Nachteile der Spe-
zialisierung fiir MCMP-Stromungen aufgelistet.

+ Die einfache Formulierung der Interaktionskraft (3.13) fiir eine beliebige Anzahl
an Komponenten ermdglicht auch die Einbindung zusétzlicher (beispielsweise
oberfldchenaktiver) Stoffe [179].

+ Wie in SCMP-Systemen ist es nicht notig, die Grenzfliche nachzuverfolgen.
+ Es lassen sich sowohl mischbare als auch nicht mischbare Fluide darstellen.

- Im Gegensatz zu SCMP-Systemen gibt es keine physikalische Grundlage fiir die
Form der Potentialfunktion [110], weshalb der Einfachheit halber meist ¥, =
pr. verwendet wird [43,54,73,79,112,141,160]. In einigen Arbeiten wird ¥, =
po[1—exp(—pr/po)] verwendet, jedoch ohne dies zu begriinden [63, 124, 155,
166].

- Ahnlich wie in SCMP-Systemen sind die Grenzflichenspannung ¢ und die Dif-
fusionskoeffizienten Dy, iiber den numerischen Parameter G,z gekoppelt.

- Es konnen nur Phasen gleicher Dichte simuliert werden. Da in einer Vielzahl von
Anwendungen jedoch verschiedene Fluide &hnlicher Dichte auftreten, beispiels-
weise bei Mischvorgéngen in verfahrenstechnischen Anlagen [134] oder der tropf-
chenbasierten Mikrofluidik [77], kénnen trotz der Vernachlissigung dieser gerin-
gen Dichteunterschiede qualitativ sehr gute Vorhersagen gemacht werden [107].
Zudem ist es moglich Phasen unterschiedlicher Dichte durch die Kombination
der beiden présentierten Ansétze darzustellen [194].

Damit sind die Grundlagen fiir die Darstellung von MCMP-Systemen geschaffen.
Im Folgenden wird erldutert, wie die Interaktionskréifte (und damit auch allgemeine
Volumenkrifte) in die Evolutionsgleichung eingebracht werden kénnen.
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3.1.4 Krafteschemata

Bis zu diesem Punkt wurde ausschlielich auf die Berechnung der Interaktionskraft
eingegangen, im Detail auf Gradienten gesteigerter Isotropie und auf die reduzierten
Formen der Interaktionskraft fiir SCMP- und MCMP-Systeme. Neben der eigentli-
chen Berechnung der Kraft spielt ihre Einbindung in die Evolutionsgleichung (3.2)
eine zentrale Rolle. Methoden fiir die Krafteinbindung werden als Kréafteschemata
(engl. forcing schemes) bezeichnet und haben einen erheblichen Einfluss auf die Ge-
nauigkeit [70,191] und die Stabilitét [107,141] des Modells. So kann ein ungeeignetes
Kréfteschema dazu fithren, dass physikalische Grofsen wie Oberflachenspannung und
Viskositét filschlicherweise miteinander gekoppelt sind [19,70, 151].

Da sie eine derartig wichtige Rolle spielen, existiert eine Vielzahl Kréfteschema-
ta [14, 53,57, 61,92, 120, 123, 158, 183, welche zu unterschiedlichen Fehlern in den
makroskopischen Erhaltungsgleichungen fiihren [51,53]. Im Bereich der Mehrphasen-
stromungen sind dabei Terme dritter Ordnung in der Dichte von zentraler Bedeutung,
da sie die Oberflachen- beziehungsweise Grenzflachenspannung bestimmen [7,94|. Um
diese zu erfassen, wurde die gingige Chapman-Enskog-Analyse zweiter Ordnung (sie-
he Anhang C) in kiirzlich erschienenen Arbeiten beziiglich der fiir die Krafteinbindung
notwendigen Quellterme bis zur dritten Ordnung erweitert |74,123,193]. Obwohl so
fiir SCMP-Systeme kraftbedingte Fehlerterme in den makroskopischen Gleichungen
identifiziert und eliminiert werden konnten, steht eine derartige Analyse fiir MCMP-
Systeme noch aus, sodass Kréfteschemata bis heute ein aktives Feld der Forschung
bilden. Die Definitionen der in dieser Arbeit verwendeten Krafteschemata inklusive
aller notigen Spezifikationen fiir die Losung der Evolutionsgleichung (3.2) sind in den
Tabellen 3.2 und 3.4 fiir MCMP- sowie in Tabelle 3.3 fiir SCMP-Systeme dargestellt.
Dazu gehoren das Shan- [158], das EDM- (engl. Ezact-Difference-Method) (92|, das
He- [60] und das Guo-Krdifteschema [53]. Spezifische Griinde fiir die Wahl dieser Sche-
mata werden im Folgenden angefiihrt.

Eine Besonderheit jedes Krafteschemas ist die Definition kraftkorrigierter Geschwin-
digkeiten, welche in den makroskopischen Gleichungen auftauchen. Fiir MCMP-
Systeme sind dies die Mischgeschwindigkeit u™ sowie die Komponentengeschwindig-
keit ug, und fiir SCMP-Systeme die physikalische Geschwindigkeit uP. Durch die Ver-
wendung dieser transformierten Grofen werden Fehlerterme in den makroskopischen
Gleichungen reduziert [51], wobei die einzelnen Geschwindigkeiten jeweils das Resul-
tat einer Mittelung der Impulsdichte vor und nach Anwendung der rechten Seite von
Gleichung (3.2) sind. Eine allgemeine Herleitung dieser Geschwindigkeiten ist in An-
hang E zu finden.

Um die Notwendigkeit dieser Transformation zu verdeutlichen werden Kontinuitéts-
und Impulsgleichung fiir ein Gemisch mehrerer Fluide (MCMP) unter Verwendung
des Shan-Krafteschemas [158] exemplarisch in Anhang F hergeleitet. Dabei wird eben-
falls gezeigt, dass das Kréafteschema zu Fehlern Rg in den makroskopischen Erhal-
tungsgleichungen fiihrt. Bei einer Chapman-Enskog-Analyse bis zur zweiten Ordnung
konnen diese Fehler durch Verwendung der Kréfteschemata He und Guo vollstéandig
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Tabelle 3.4: Definition der vom Kréfteschema abhéngigen Komponentenimpulsdichten
pruy, in MCMP-Systemen fiir die Kréfteschemata Shan, EDM, He und Guo.

Name PEUL Referenz
Shan (1 - ﬁ) Yi€ialfik+ ﬁ i ei,afsz [161]
EDM (1 - ﬁ) ZZ ei,afi,k + ﬁ Zz ei,afzz + %Fk‘,a -

He (1 - %) (Zi Ciafik + %Fka) + % i Gi,af;fz -
Guo (1 - ﬁ) (Zi Ciafik+ %Fka) + ﬁ i €i,af§2 B

eliminiert werden, jedoch unterscheiden diese beiden sich in den Termen dritter und
hoherer Ordnung [51]. Daher sind sie prinzipiell dem in der Standardformulierung des
Modells verwendeten Shan-Kréfteschema vorzuziehen.

Die Fehlerterme des Shan-Krafteschema enthalten relaxationszeitabhingige Aus-
driicke, welche die Gleichgewichtsdichten verfilschen [70,191]. Da die Relaxations-
zeit die Viskositéat bestimmt (siehe Abschnitt 2.2), fiihrt dies zu einer unphysikali-
schen Abhéngigkeit der Gleichgewichtsdichten und der Oberflichenspannung von der
Viskositéat. In Referenz [141] konnten diese Abhéngigkeiten durch Verwendung des
He-Kréfteschemas (und damit durch Elimination der entsprechenden Terme) gelost
werden. Dies ermoglichte ebenfalls die Simulation von MCMP-Systemen mit Visko-
sitdtsverhaltnissen 1000 : 1.

Da die Oberflichen- bezichungsweise Grenzflichenspannungen durch Terme dritter
Ordnung charakterisiert werden (sieche Abschnitt 3.1.2), wére jedoch ein Kréftesche-
ma wiinschenswert, welches Fehlerterme dritter Ordnung eliminiert beziehungswei-
se die fiir die Oberflachenspannungen relevanten Terme iiber geeignete Parameter
kontrolliert (He- und Guo-Kréfteschema sind jedoch nur exakt bis zur zweiten Ord-
nung). Nach bestem Wissen des Autoren existiert eine derartige Weiterentwicklung
allerdings nur fiir das Guo-Kréfteschema [123]; diese ist jedoch ausschlieflich auf
SCMP-Systeme anwendbar. Diese beiden Schemata sind damit diejenigen mit den
geringsten Fehlern in den makroskopischen Gleichungen [51], welche fiir beliebige Sys-
teme eingesetzt werden konnen. Aus diesen Griinden wurden diese beiden Schemata
in dieser Arbeit aufgenommen. Zudem wurden sie bereits im Rahmen des PP-Modells
fiir SCMP- und MCMP-Systeme eingesetzt!. Das Shan-Krafteschema wurde in die-
ser Arbeit genutzt, da es Bestandteil der urspriinglichen Standardformulierung des
Modells war [158] und — trotz Fehlertermen — bis heute verwendet wird |7, 63, 166].

'Das He-Kriifteschema wurde in Referenz [70] fiir SCMP- und in den Referenzen [107,141] fiir
MCMP-Systeme verwendet; das Guo-Kréfteschema in den Referenzen [123,191] fiir SCMP- und in
den Referenzen [54,150] fiir MCMP-Systeme.
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Schlieklich wurde das EDM-Kréfteschema aufgenommen, da es ebenfalls sowohl in
SCMP-Systemen [66] als auch in MCMP-Systemen [42] hiufig verwendet wird, ob-
wohl es (&hnlich dem Shan-Kréifteschema) zu Fehlertermen zweiter Ordnung in den
makroskopischen Gleichungen fiihrt [191].

Mit der Einfithrung der Kréfteschemata sind alle Elemente des PP-Modells definiert.
Im Folgenden wird auf die Entstehung sogenannter Scheingeschwindigkeiten einge-
gangen und anschliefsend gezeigt, wie die Benetzungseigenschaften von Festkorpero-
berflichen modelliert werden kénnen.

3.2 Scheingeschwindigkeiten

Ein Nachteil des PP-Modells sind Scheingeschwindigkeiten (engl. spurious velocities),
welche an den Grenzflachen zwischen unterschiedlichen Phasen entstehen [182] und
die Geschwindigkeitsverteilung in dynamischen Simulationen verfélschen [26,110]. Sie
fiihren zu einem unphysikalischen Massentransport und kénnen — gerade bei Uberlage-
rung mit realen Geschwindigkeiten — so grof werden, dass die Beschréankung auf kleine
Mach-Zahlen (siche Abschnitt 2.2) verletzt wird und Instabilitdten auftreten [187].
Das Problem der Scheingeschwindigkeiten ist nicht auf PP-Modelle beschrankt, son-
dern tritt auch in alternativen LBM-basierten Mehrphasenmodellen, beispielsweise
in Free-Energy- [148| oder Color-Gradient-Modellen [102] und dartiber hinaus auch
bei Verwendung von Volume-of-Fluid- [145, 148|, Level-Set- [190] oder Phase-Field-
Methoden [153] auf.

Abbildung 3.3 zeigt die Ausprigung derartiger Geschwindigkeiten um einen stati-

Abbildung 3.3: Scheingeschwindigkeiten um einen statischen Tropfen in einem SCMP-
System. Dargestellt ist die Verteilung der Dichte p (z) links, die Vertei-
lung der Geschwindigkeitsbetrige |ub, (z)| in der Mitte und die Geschwin-
digkeitsvektoren ub (z) rechts. Es priigen sich acht Wirbel entlang der
Grenzflache des Tropfens aus.

schen Tropfen am Beispiel eines SCMP-Systems. Dabei sind deutlich acht Geschwin-
digkeitspole zu erkennen, zwischen denen sich Wirbel auspriagen. Diese Geschwindig-
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keiten skalieren mit dem Dichteunterschied zwischen der (in diesem Fall) Fliissigphase
(Tropfen, rot) und der Dampfphase (Umgebung, blau). Sie hingen also vom Dichte-
gradienten ab und entstehen daher ebenso in MCMP-Stromungen (siehe Abbildung
3.2 fiir Dichtegradienten in MCMP-Systemen).

Die Erklarung fiir das Auftreten von Scheingeschwindigkeiten ist zweigeteilt. So gibt
es einen Mechanismus fiir die charakteristische Struktur mit den ausgepragten Polen,
und einen, der die Scheingeschwindigkeiten iiberhaupt erst entstehen lésst (unabhén-
gig von der Struktur). Diese werden im Folgenden separat voneinander vorgestellt.

3.2.1 Struktur der Scheingeschwindigkeiten

Die blumenartige Struktur der Scheingeschwindigkeiten ist auf anisotrope Ter-
me in der Finite-Differenzen-Approximation des Potentialgradienten zuriickzufiih-
ren [151,156]. Da ein kreisrunder Tropfen isotrop ist, sollten alle Dichtegradienten
und dementsprechend auch alle Potentialgradienten radialsymmetrisch sein, also kei-
ne tangentialen Komponenten aufweisen. Da diese jedoch nur approximiert werden,
entstehen Fehler, die in jeder Raumrichtung unterschiedlich sind und so zu einem
Richtungsfehler und damit zu tangentialen Komponenten fithren [151]. Der Potenti-
algradient wiederum bestimmt die Interaktionskraft (3.1), sodass diese Fehler in tan-
gential gerichteten Kréften resultieren, welche Masse parallel zur Grenzflache iiber
mehrere Punkte hinweg beschleunigen. Die Grofe dieser Richtungsfehler (und damit
der auftretenden Scheingeschwindigkeiten) hangt vom Grad der Isotropie der Diskre-
tisierung ab, welcher durch Verwendung geeigneter Koeffizienten (sieche Tabelle 3.1)
systematisch erhoht werden kann [151, 156, 185]. Abbildung 3.4 zeigt am Beispiel ei-
nes statischen Tropfens, dass die Verwendung derartiger Diskretisierungen zu einer
Reduktion der Geschwindigkeiten fiihrt [141].

Weitere Moglichkeiten zur Minimierung dieser Richtungsfehler sind die Verwendung
lokaler Gitterverfeinerungen zur Erhéhung der Auflésung der Grenzfliche, wodurch
die Genauigkeit der Approximation des Gradienten verbessert wird [151, 186] oder
die Variation der Potentialfunktion [189].

An ebenen Grenzflichen entféllt dieser Richtungsfehler und die damit verbundenen,
tangentialen Beschleunigungen. Trotzdem entstehen auch hier Scheingeschwindigkei-
ten, welche jedoch um Grofenordnungen geringer sind [135] und nicht direkt mit
dem Grad der Isotropie zusammenhéngen. Diese sind auf den tatséchlich treibenden
Mechanismus der Scheingeschwindigkeiten zuriickzufiihren, welcher im Folgenden be-
schrieben wird.

3.2.2 Ursache der Scheingeschwindigkeiten

Die eigentliche Ursache der Scheingeschwindigkeiten ist ein Ungleichgewicht zwischen
dem diskreten thermodynamischen Druckgradienten entlang der Grenzflache und der
Oberflachenspannung [121]. Dieses Ungleichgewicht wird im Folgenden am Beispiel
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Abbildung 3.4: Maximale Scheingeschwindigkeiten in Abhéngigkeit der Ordnung der Iso-
tropie. Simuliert wurde jeweils ein statischer Tropfen mit Radius r = 32
bei unterschiedlichen Temperaturen T~ 1/G mit ¥ = po [1 —exp (-p/po)]
und pg = 1 in einem 201 x 201 doppelt periodischen Rechengebiet. Die
initialen Dichten bei jeder Temperatur wurden mithilfe der Maxwell-
Konstruktion [32| aus der Zustandsgleichung ermittelt. Eine niedrigere
Temperatur resultiert in einem groferen Dichteverhéltnis pmax/pmin, also
in groReren Dichtegradienten und dementsprechend in groferen Scheinge-
schwindigkeiten.

Die Erhéhung der Ordnung der Isotropie fithrt zu einer Reduktion der
Scheingeschwindigkeiten und damit zu einer Erhéhung der Stabilitit, was
die Simulation groferer Dichteverhéltnisse erméglicht.

eines SCMP-Systems verdeutlicht. Die fiir diesen Fall durch das PP-Modell approxi-
mierte Impulsgleichung kann unabhéngig vom Kréfteschema als

1
O (pub) + 03 (pugug) =03 [cgp (7’ - 5) (Opuk, + 8aug)] - 05Pas
+ RS,a + RC,a + RF,Q + Rt,a

ausgedriickt werden. Dabei reprisentiert Rg durch das Kréfteschema bedingte Fehler
(siche Anhang F), R¢ den modellbedingten Fehler (siehe Anhang C), R den durch
das Zeitintegrationsverfahren bedingten Fehler (siche Abschnitt 2.1.3) und Ry Terme
hoherer Ordnung (fiinfte und héhere Ableitungen) der Interaktionskraft. Der Druck-
tensor P,g héngt iiber die Potentialfunktion ausschlieflich von der Dichte ab (siehe
Gleichung (3.10)). Er beinhaltet den thermodynamischen Druck (3.11) und die An-
teile der Interaktionskraft, die die Oberflachenspannung charakterisieren.

Unter Annahme der Dichteverteilung eines stationdren Tropfens (uP = 0) reduziert
sich der Ausdruck zu

_aﬁpaﬁ + RS,a + RF,a =0, (315>
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wobei R¢ und R, entfallen (da sie Geschwindigkeiten oder zeitliche Anderungen ent-
halten). Im mechanischen Gleichgewicht sollte 05P.5 = 0 gelten, sodass keine Druck-
gradienten vorhanden sind, die Fluid beschleunigen konnten. Fiir das betrachtete,
initial ruhende Systeme verhindern jedoch die Fehlerterme (Rg, Rp) in der Dichte
ein entsprechendes Gleichgewicht. Infolge dieses Ungleichgewichtes entsteht ein ge-
ringer Druckgradient, welcher — bei einem initial ruhenden System — zur Bildung der
Scheingeschwindigkeiten fiihrt. Diese sind also das Resultat der Uberlagerung der
Fehlerterme héherer Ordnung in der Dichte.

Diese ganzheitliche Betrachtung aller Fehlerterme lasst — in Einklang mit bestehender
Literatur — folgende Schlussfolgerungen zu

i) Sobald sich Scheingeschwindigkeiten aufgrund der Fehler in der Dichte aufbauen
(also verdndern), wird das Ungleichgewicht der Ausdriicke zusétzlich durch den
Fehlerterm R beeinflusst. Dieser durch die Approximation des Zeitintegrals des
Kollisionstermes bedingte Fehler kann durch Verwendung einer besseren Néhe-
rung — beispielsweise dem Adams-Moulton-Verfahren [184] — reduziert werden.
Dies fiihrte jedoch, wie Siebert et al. [164] zeigen konnten, zu einer Erhohung
der Scheingeschwindigkeiten, was daraufhin deutet, dass die Fehler in ihrer Ge-
samtheit betrachtet werden miissen.

ii) Der durch das Kréifteschema bedingte Fehler Rg enthélt unter anderem reine
Terme in der Volumenkraft (siche Anhang F) und fithrt durch Einsetzen der
Interaktionskraft zu Fehlern hoherer Ordnung in W, also der Dichte [51,191].
Durch ein geeignetes Krafteschema konnen diese Terme eliminiert und Schein-
geschwindigkeiten reduziert werden [140,172,191].

ili) Da es Terme dritter Ordnung in der Dichte sind, welche die Oberflachen- be-
zichungsweise die Grenzflachenspannung bestimmen, miissen alle Terme dritter
Ordnung in der Dichte in den Fehlertermen bekannt sein (eliminiert oder kon-
trolliert werden), um genaue Vorhersagen beziiglich dieser Spannungen machen
zu kénnen [123].

iv) Durch Verwendung groferer Geschwindigkeitssitze (also der Diskretisierung
des Geschwindigkeitsraumes), beispielsweise D2Q17 [162], D2@Q35 [164] oder
D3Q27 2], konnen Scheingeschwindigkeiten reduziert werden [122, 164]. Dies
ist zurtickzufiihren auf anisotrope Fehlerterme hoherer Ordnung, welche (in Ab-
héngigkeit vom Kréfteschema) mit der Volumenkraft gekoppelt sind [74].

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass die Terme hoherer Ordnung in der Dichte die
Ursache fiir die Entstehung der Scheingeschwindigkeiten sind. Im Falle gekriimmter
Oberflachen ist es besonders kritisch, wenn diese Terme anisotrop sind; Scheinge-
schwindigkeiten wiirden jedoch auch bei vollkommener Isotropie aufgrund des blofen
Vorhandenseins der Fehlerterme hoherer Ordnung entstehen [121].

Die Erfolge, die in den einzelnen Publikationen erzielt werden konnten, zeigen, dass
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durch Verdnderung einzelner Fehlerterme Scheingeschwindigkeiten reduziert werden
kénnen, deuten jedoch an, dass das gesamte Zusammenspiel aller Fehlerterme in Be-
tracht gezogen werden muss. Trotz der aufgefiihrten Verbesserungen bildet die Re-
duktion dieser numerischen Artefakte bis heute ein aktives Feld der Forschung, da so
Genauigkeit und Stabilitdt der Simulationen erh6ht werden kénnen. Auch im Rahmen
dieser Arbeit wird eine neue Methode vorgestellt, mit der Scheingeschwindigkeiten
effizient reduziert werden kénnen.

3.3 Benetzbarkeit von Oberflachen

Ein grofser Vorteil des PP-Modells ist die einfache Modellierung der Benetzungsei-
genschaften von Oberflichen [69, 73,109, 155|. Die charakteristische Grofe fiir deren
Beschreibung ist — wie in Abbildung 3.5 dargestellt — der innerhalb einer Phase ge-
messene Kontaktwinkel 6 zwischen Phase und Festkorper. Ubersteigt er 90° spricht
man von einer hydrophoben, andernfalls von einer hydrophilen Oberflache [10]. Zur
Veranderung dieses Winkels stehen im PP-Modell zwei miteinander kombinierbare
Ansétze zur Verfiigung.

Beim Ersten wird eine fiktive Dichte pWard am Festkorper vorgegeben, welche bei

Festkorper Festkorper Festkorper

Abbildung 3.5: Aus Phase 1 bestehender Tropfen auf hydrophiler (links, # < 90°) und
hydrophober Oberfliche (Mitte, 8 > 90°), umgeben von Phase 2. Rechts
ist eine schematische Darstellung des Tropfens fiir die Bestimmung des
Kontaktwinkels # aus der Basislange L und Héhe H.

der Berechnung der Interaktionskraft (3.1) in der angrenzenden Fluidschicht zu ei-
ner wandnormalen Komponente fiihrt [78]. Je nach Verhéltnis von Fluiddichte p und
Wanddichte pWand sind diese wandnormalen Komponenten unterschiedlich grof (oder
sogar unterschiedlich gerichtet), sodass verschieden grofse Kréfte wirken, also unter-
schiedlich grofse Spannungen entstehen (dort, wo die Grenzfliche die Wand beriihrt).
Die unterschiedlichen Spannungen zwischen den einzelnen Phasen, beziehungsweise
zwischen jeder Phase und dem Festkorper, werden nach Youngs Gesetz [10,73] durch
eine Verdnderung der Kriimmung ausbalanciert, wodurch sich der Kontaktwinkel &n-
dert.

Beim zweiten Ansatz wird eine zusétzliche, zwischen Komponente k£ und dem Fest-



44 Kapitel 3 Pseudopotentialmodelle fiir Mehrphasenstrémungen

korper wirkende Interaktionskraft

Fly,\gmd = -Gy, Z Wis(x+C;)Ciq (3.16)

definiert [124]|. Dabei représentiert s(z) eine Indikatorfunktion, welche an Festkor-
perpunkten eins und fiir alle Fluidpunkte null ist. Je nach Potential des Fluids und
Vorzeichen von GV wird durch diese Volumenkraft entweder Fluid in Richtung
Festkorper oder von diesem wegbewegt, sodass sich (wie im ersten Ansatz) die ein-
zelnen Spannungen und folglich der Kontaktwinkel verdndern. In diesem Fall wird
die gesamte, auf eine Komponente wirkende Volumenkraft um die Fluid-Festkorper-
Interaktion erweitert

_ 17SC Wand
Fkya_Fk,a—i_Fk,a .

Dabei ist anzumerken, dass der zweite Ansatz immer in Kombination mit dem ersten
angewendet werden muss. Die Ursache dafiir ist, dass in der am Festkorper angrenzen-
den Fluidschicht die Fluid-Fluid-Interaktion F¢ berechnet werden muss. Da diese
den nicht-lokalen, dichteabhédngigen Potentialgradienten enthélt, muss zur Berech-
nung der Finite-Differenzen-Approximation (3.5) eine Dichte pWand am Festkorper
vorgegeben werden. Im einfachsten Fall wird diese mit Null angenommen [73,171],
was jedoch dazu fiihrt, dass bereits die Fluid-Fluid-Interaktion eine wandnormale
Komponente enthilt (unabhéngig von F}V*nd) und so das Spannungsgleichgewicht
(also den Kontaktwinkel) beeinflusst. Infolge dieser zusétzlichen Volumenkraft bildet
sich eine Fluid-Festkorper-Grenzflache mit veranderter Dichte [69], sodass bei wand-
gebundenen Stromungen die am Festkorper auf das Fluid wirkenden Reibungskrafte
verfélscht werden [81].

In Referenz [109] wird vorgeschlagen, die Fluid-Festkorper-Interaktion so zu modifi-
zieren, dass sie von der gleichen Gréfsenordnung wie die Fluid-Fluid-Interaktion ist.
Dafiir wird die Indikatorfunktion mit der Potentialfunktion gewichtet

FVend = _gWVendg, ST Wl (2) s (2 +Ci) Cig

3.17
= GV P2 S Wis (2 +C;) Cia (3.17)

Im Folgenden wird die Modellierung der Kontaktwinkel am Beispiel eines bindren
Gemisches durchgefiihrt und die beiden Varianten aus den Gleichungen (3.16) — fort-
an als F)" Ve hegeichnet — und (3.17) — fortan als F"V*! bezeichnet — mit-
einander verglichen (jeweils benannt nach den Autoren). Fiir MCMP-Systeme ist es
gangig den zweiten Ansatz (auf Kriftebasis) zu verwenden, da es bei Verwendung von
F %artys’wand eine analytische Abschétzung fiir den Kontaktwinkel 6 in Abhéngigkeit
der Parameter Gio = Go1 = G, GV und G)Vand gibt [72,73,112,155]. In diesem Ver-
gleich wird die Problematik der Fluid-Festkorper-Grenzflache sowie die Entstehung
von Scheintrépfchen detailliert erlautert und eine neuartige Methode zur Elimination
dieser préasentiert.
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3.3.1 Kontaktwinkel in bindrem Gemisch

Im Folgenden wird das PP-Modell fiir MCMP-Systeme unter Verwendung des Shan-
Kréafteschemas fiir die Modellierung unterschiedlicher Kontaktwinkel in einem bindren
Gemisch genutzt. An dieser Stelle wird das Shan-Kréfteschema verwendet, da in Refe-
renz |73] eine analytische Naherungsformel zur Bestimmung des Kontaktwinkels unter
Verwendung dieses Kréfteschemas eingefiihrt wurde, welche im Folgenden zur Vali-
dierung der Kontaktwinkelmodellierung herangezogen werden kann. Wie sich zeigen
wird, verliert diese jedoch ihre Giiltigkeit, wenn das Kréafteschema verandert wird.

Fiir die Simulationen wird ein halbkreisférmiger Tropfen von Komponente 1 mit
scharfer Grenzfliche und Radius r = 25 in der unteren Mitte eines 201 x 101 grofsen
Rechengebiets platziert, umgeben von Komponente 2. Es werden periodische Rand-
bedingungen in z-Richtung und Festkorperrander mit einer fiktiven Dichte pWand = ()
an der Ober- und Unterseite des Rechengebiets vorgegeben. Die initialen Dichten
beider Komponenten betragen p&% = p8% = 0.06 und p}"™™* = p™"»* = 1.94. Ab-
bildung 3.6 zeigt eine schematische Darstellung des Aufbaus. Der Vergleichbarkeit

Abbildung 3.6: Schematische Darstellung der Anfangsbedingungen fiir die Simulation un-
terschiedlicher Kontaktwinkel.

halber wird die Fluid-Festkorper-Interaktion auf GVard = —GVand heschréinkt [62, 73]
und G = Go1 = G = 0.9 gesetzt. Als Konvergenzkriterium wird

> [Jum () = u (= 2000)] + |um () — wk (¢ - 2000)| ]
S [ ()] + Juz (1)]]

V(u™) = <107" (3.18)

verwendet [70], wobei die Summen tiber alle Fluidpunkte im Gebiet gebildet werden.
Der Kontaktwinkel kann — wie in Abbildung 3.5 (rechts) dargestellt — aus den mess-
baren Grofen L und H, der Kontaktlange des Tropfens mit dem Boden und dessen
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Hohe, mit
~ L?2+4H?
"TTsH
2(H -
@ = arctan [M] + T
L 2

bestimmt werden (sieche auch Referenzen [73,155]). Um beispielsweise die Basisldnge
L zu messen, wird das Dichteprofil von Komponente 1 (des Tropfens) entlang der
ersten Fluidschicht oberhalb des Festkérperrands berechnet und angenommen, dass
sich die Grenzflache genau in der Mitte zwischen der Minimal- und Maximaldichte
dieses Profils befindet. Bei der Messung der Hohe wird analog vorgegangen.

Die Ergebnisse fiir die Verwendung der Kréfte F gartys’wand und F' E’W&nd sind in Abbil-

180 T T T T T
\ + ‘ —
150 F §&+ X F]i\f[:rtyb,Wand i
X .t + FLi,Wand
120 K;&’k ko 4
o5 Ko
90 Koge 4
@ oy
60 B ?"(X -
+\X\X\
301 | == Niherung + 5(\x 7
0 1 1 1 1 1 \
—-0.4 —0.2 0.0 0.2 0.4
g;i\/and

Abbildung 3.7: Kontaktwinkel in Abhéingigkeit der Fluid-Festkorper-Interaktion fiir
F Z/Iartys’wand aus Gleichung (3.16) und F Igl’wand aus Gleichung (3.17). Die
analytische Naherungsformel (3.19) wurde auf Basis von Youngs Gesetz
fur F llfartys’wand in Referenz [73] entwickelt, verliert jedoch ihre Giiltigkeit
fiir alternative Ansétze.

dung 3.7 dargestellt. Uber die Einbringung der zusétzlichen Interaktionskraft kénnen
alle Kontaktwinkel zwischen 0° (vollstédndige Benetzung) und 180° (Ablésung) erreicht
werden. Die in Referenz 73] fiir F} *>"V** entwickelte Naherungsformel

‘Wand _ 2 Wand

COS (9) = W (319)
1 2

2

zur Bestimmung des Kontaktwinkels stimmt gut mit den durchgefiihrten Simula-
tionen iiberein, sie verliert jedoch bei Verdnderung der Fluid-Festkorper-Interaktion
ihre Giltigkeit. Es ist deutlich erkennbar, dass bei Verwendung der Kraft F gi’wand
geringere Kréifte (~ G3V214) nétig sind, um denselben Kontaktwinkel zu erzielen.
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3.3.2 Optimierte Randbehandlung

Die Fluidschicht am Festkorper erfahrt sowohl die Fluid-Festkorper- (~ GWand) alg
auch die Fluid-Fluid-Interaktion (~ G). Aufgrund der wandnormalen Komponen-
ten dieser Kréfte pragt sich deshalb grundséitzlich eine mehrere Gitterpunkte breite
Grenzflache zwischen Fluid und Festkorper aus. Diese ist in Abbildung 3.8 fiir die
Verwendung von F Ei’wand und verschiedener Werte von G3¥#d (verschiedener Kon-
taktwinkel #) beispielhaft fiir ein bindres Gemisch dargestellt. Zu sehen sind die ersten
Punkte des wandnormalen Dichteprofils durch die Mitte eines auf dem Festkorper ru-
henden Tropfens. Um diesen Effekt zu minimieren, ist es moglich, fiir die Berechnung

2.5 i
o ——G)Vand = (.27, © ~ 144°
. -—-GggVand — (.18, 0 ~ 122°
2.0} —o--GyVand — _(.09,© ~ 106°
< cAegiVand — - 0,00,0 = 90°
Ll —w—GVand —  0,09,0 ~ T75°
Ggyvand = (0.18,0 ~ 56°
-O-ggVand — .27, 0 & 29°

1.0F , . L]

0 2 4 6
Y

Abbildung 3.8: Fluid-Festkorper-Grenzflache eines auf einer Oberflache ruhenden Trop-
fens fiir verschiedene Kontaktwinkel §. Die Simulationsparameter sind
G = 0.9, pio = p&oon = 0.06, py o = pyuPt = 1.94 und Wy, = py. Bs
wurde das Shan-Krifteschema verwendet. Der Festkorper ist durch die
gepunktete Linie angedeutet.

aller Interaktionskréafte eine verbesserte Randbehandlung zu verwenden, bei welcher
die wandnormalen Komponenten ndherungsweise eliminiert und somit alle zusétzlich
wirkenden Kréfte auf die sogenannte Dreiphasenkontaktlinie (Fluid-Fluid-Festkorper)
beschriankt werden. Dabei wird in zwei Schritten zunéchst die Fluid-Fluid- und dann
die Fluid-Festkorper-Interaktionskraft umformuliert.

3.3.2.1 Reformulierung Fluid-Fluid-Interaktion

Zur Reduktion der wandnormalen Komponenten in der Fluid-Fluid-Interaktion wird
Gleichung (3.13) durch

N
stg* = -0y Z Gkk Z Wit (x +C;) Cia (3.20)
k=1 i

k+k
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mit

U (x) fir s(x+C;) =1,
¢k(x+c"):{\11(m+ci) fir s(z+C;)=0

ersetzt. Die Fluid-Fluid-Interaktion wird so ndherungsweise auf Punkte mit wand-
parallelen Potentialgradienten beschrénkt. Diese wiederum existieren nur, wenn die
Fluid-Fluid-Grenzfliche (beispielsweise eines Tropfens) den Festkorper beriihrt. Be-
findet sich nur eine Phase konstanter Dichte am Festkorper, entfallt der Term.

Abbildung 3.9 zeigt die Fluid-Festkorper-Grenzfliche unter Verwendung dieser zu-
sitzlichen Randbedingung, wobei die Verfialschung der Dichte bereits erheblich redu-
ziert ist. Da ein Teil der Fluid-Festkorper-Interaktion entféllt, sind fiir den gleichen

Kontaktwinkel geringere Werte G321 notig.
2.5 ' ' e
& —x—gyVand — —0.2200, © ~ 145°
-—+-GyVand — _(0.1450,© ~ 121°
201 —o--gYVend — _0.0800, © ~ 106°
oS wA-giVend — - 0.0000,0 = 90°
15k | |=*=g3end = 0.0700,0 ~ 75°
GVand —  (0.1400,0 ~ 56°
-O-GyVand = 0.2125,0 = 28°
1.0 . . LT
0 2 4 6
Yy

Abbildung 3.9: Fluid-Festkorper-Grenzfliche eines auf einer Oberflache ruhenden Trop-
fens fiir verschiedene Kontaktwinkel 6 unter Verwendung der optimierten
Randbedingung fiir die Fluid-Fluid-Interaktion. Der Dichteiibergang ist
erheblich kleiner. Die verbleibende, geringe Dichteverdnderung ist auf die
wandnormalen Komponenten der Fluid-Festkorper-Interaktion zuriickzu-
fiihren.

3.3.2.2 Reformulierung Fluid-Festkorper-Interaktion

Unabhéngig von der Formulierung von F)}Ynd und der Randdichte basiert die Fluid-
Festkorper-Interaktion auf der Einbringung wandnormaler Krifte, welche zwangswei-
se zur Auspriagung eines zuséitzlichen Dichteiiberganges fithren. Um diesen ebenfalls
zu reduzieren, wird eine alternative Fluid-Festkorper-Interaktion

Wand . . . ) ) =
Fde{gk Ui EWide (2 +C) Cig falls i 2 s(z+Ci) =1 g,

0 falls Vi : s(z+C;)=0
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eingefiihrt, welche auf Fluidpunkte mit angrenzendem Festkorper beschriankt wird.
In dieser Formulierung wird der gleiche Potentialgradient wie in der Fluid-Fluid-
Interaktion verwendet. Sie lasst sich zudem auf beliebige, stufenartig aufgeloste Geo-
metrien anwenden. Da Fluid-Festkorper- und Fluid-Fluid-Interaktion in diesem Fall
gleich gerichtet wéren, muss das Vorzeichen ersterer im Gegensatz zu den Formulie-
rungen in den Gleichungen (3.16) und (3.17) gedreht werden.

Durch Kombination der Fluid-Fluid-Interaktion (3.20) und der Fluid-Festkorper-
Interaktion (3.21) wird die Fluid-Festkorper-Grenzfléche, wie in Abbildung 3.10 dar-
gestellt, vollstdndig eliminiert. Dabei konnen — wie auch bei den vorgestellten Vorgéan-

251 -

--G\Vand — 18,0 ~ 137°
—0--GyVard — _0.09,0 ~ 112°
N wAgWVand = 0.00,0 = 90°
—%—GyVand — (0.09,0 ~ 66°

GyVand — (18,0 ~ 37°

20

1]
[ ]
[ 1]
(1]
(1
@

1.0 .
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Abbildung 3.10: Fluid-Festkorper-Grenzflache eines auf einer Oberflache ruhenden Trop-
fens fiir verschiedene Kontaktwinkel § unter Verwendung der modifizier-
ten Interaktionskrafte — jeweils mit optimierter Randbehandlung.

gerverfahren — alle Kontaktwinkel zwischen 0° und 180° simuliert werden. Abbildung
3.11 zeigt die Abhéngigkeit des Kontaktwinkels 6 von G3¥21d fiir alle moglichen Kom-
binationen der unterschiedlichen préasentierten Fluid-Fluid- beziehungsweise Fluid-
Festkorper-Interaktionen. Dabei ist zu sehen, dass bereits die Verwendung von F' ic’*
in Kombination mit beliebigen Fluid-Festkorper-Interaktionen zu einer erheblichen
Reduktion der notwendigen Fluid-Festkorper-Kréfte fiihrt (Stauchung der Kurven).
Die Kombination der in diesem Abschnitt vorgestellten Ansétze fiihrt jedoch zu den
geringsten Kréften.

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass die Verwendung des optimierten Verfahrens
zur Modellierung von Kontaktwinkeln sowohl die Fluid-Festkorper-Grenzfliache eli-
miniert als auch ohne Einschrénkungen das gesamte Spektrum an Kontaktwinkeln
ermoglicht, wobei die analytische Naherungsformel zur Bestimmung des Kontaktwin-
kels ihre Giiltigkeit verliert. Die dargestellte Formulierung lésst sich mit bestehen-
den Ansétzen kombinieren, da keine neuen Parameter notig sind und lediglich die
Indikatorfunktion s (z) als zusétzliche Variable in der Berechnung der Fluid-Fluid-
Interaktion auftaucht.
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Abbildung 3.11: Fluid-Festkorper-Interaktionen im Vergleich. Durch die Verwendung der
optimierten Randbehandlung kénnen die notwendigen Kréfte erheblich
minimiert werden. Fiir die Kombination von cm’* mit szand’* sind die
geringsten Krifte (~ GVad) notig.

Mit den optimierten Formulierungen der einzelnen Interaktionskrifte — Gleichun-
gen (3.20) und (3.21) — wird die gesamte Kontaktwinkelmodellierung auf den Be-
reich beschrankt, in dem die Fluid-Fluid-Grenzfliche den Festkorper beriihrt, also
ein zum Festkorper paralleler Potentialgradient vorliegt. In Simulationen mit lokal
und zeitlich veranderlichen Kontaktwinkeln, wird also ausschliefslich die Dreiphasen-
kontaktlinie bewegt. Ist der Tropfen wandfern, entfallen alle entsprechenden Terme.
Im Gegensatz dazu wird bei Verwendung der Vorgéngeranséatze grundsatzlich — also
auch fernab der Fluid-Fluid-Grenzflache — Fluid in Richtung Festkorper oder von die-
sem weg beschleunigt, unabhéngig davon ob der betrachtete Tropfen in Kontakt mit
dem Festkorper steht. Dieser zusatzliche Massentransport der gelosten Dichten pgelost
fiihrt zu einer Verfdlschung der Dynamik und kann bei grofen Grenzflachenspan-
nungen bereits bei kleinen, wandnahen Dichtefluktuationen zur Bildung zusétzlicher,
unphysikalischer Scheintropfen fernab des Hauptteils einer Phase fiihren. Die Aus-
pragung dieser und deren Elimination durch die prasentierten Weiterentwicklungen
werden im Folgenden Abschnitt gezeigt.

3.3.2.3 Elimination Scheintropfchen, Steigerung der Stabilitat

Im Folgenden wird das Auftreten von Scheintropfchen am Beispiel des He-
Kréfteschemas (da es zu den geringsten Fehlern Rg in den makroskopischen Gleichun-
gen fiithrt, siehe Abschnitt 3.1.4) demonstriert und gezeigt, dass dieses Phdnomen bei
Verwendung der optimierten Randbehandlung nicht auftritt.

Abbildung 3.12 zeigt die Simulation eines stationdren Tropfens auf einer Festkor-
peroberfliche fiir G = 2.2, G3V*nd = (.36 unter Verwendung der Wandinteraktion
F %artys’wand. Die Anfangswerte fiir die gelosten Dichten beziehungsweise Hauptdich-
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Abbildung 3.12: Auspriagung von Scheintropfchen auf hydrophiler Oberfliche. Von links
nach rechts sind die Zeitschritte ¢ = 0,20000 (oben) und ¢ =
50000, 100000 dargestellt.

ten wurden (vorab) in einer zusétzlichen Simulation eines stationdren Tropfens er-
mittelt und betrugen p&9%* = p8% = 0.007619601 beziehungsweise p}*™*" = phaPt
2.058536. Es ist deutlich zu erkennen, dass sich abseits des Hauptteils des Tropfens
zusétzliche Scheintropfen ausprigen, was aufgrund der Massenerhaltung dazu fiihrt,
dass der Tropfen selbst schrumpft.

Dieses Phidnomen ist auf die wandnormalen Komponenten der Interaktionskraft zu-
riickzufiihren, welche an allen Randpunkten wirken und bei kleinen Stérungen in der
Dichte dazu fiihren, dass sich Masse in Form eines Tropfchens anreichert. Diese St6-
rungen konnen einerseits auf die Anfangsbedingungen (initial scharfe Grenzflache)
und andererseits auf Scheingeschwindigkeiten zuriickgefiihrt werden, welche an der
Fluid-Fluid-Grenzfliche entstehen. Die Scheingeschwindigkeiten wiederum sind auf
die Fluid-Fluid-Interaktionskraft zuriickzufiihren, welche sich dort, wo die Grenzfla-
che den Festkorper beriihrt, mit der Fluid-Festkorper-Interaktion iiberlagern, sodass
die Geschwindigkeiten dort maximal werden. In zusédtzlichen Simulationen, in de-
nen die Fluid-Festkorper-Interaktion mit hoher-isotropen Diskretisierungen berech-
net wurde, konnte das Auftreten von Scheintropfchen reduziert werden.

Die Auspragung der Scheintropfchen wird zudem durch schlechte Anfangsbedingun-
gen gefordert. Wird beispielsweise die geloste Dichte zu groft gewihlt, diffundiert
Masse aus der Umgebung in Richtung des Tropfens, welche bei einer Storung zum
Rand gezogen werden kann.

Um den Erfolg des optimierten Verfahrens zu demonstrieren, wurde die Simulati-
on aus Abbildung 3.12 noch einmal mit optimierten Randbedingungen (F Zvand’* und
F 20’*) durchgefiihrt. Abbildung 3.13 zeigt die Ergebnisse im Vergleich. Es ist deut-
lich zu erkennen, dass sich weder eine Fluid-Festkorper-Grenzfliche auspréigt noch
Scheintropfchen entstehen.
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Abbildung 3.14 zeigt die Simulation aller moglichen Kontaktwinkel unter Verwen-

Abbildung 3.13: Dichteverteilungen verschiedener Fluid-Festkorper-Interaktionen unter
Verwendung des He-Kréfteschemas und G = 2.2 nach 100000 Iterationen.
Fiir den gleichen Kontaktwinkel 6 » 64° miissen unterschiedliche QQN and
verwendet werden. Links: Fj @ ¥sWend g pWand — - giWand _ o 36,
Rechts: Optimiertes Verfahren F Zvand’* mit F:C’*, GyVand x 0.1249; es
pragen sich keine Scheintropfchen aus.

dung der Fluid-Festkérper-Interaktionen F) %>V (ohere Grafik), Fy""V*™ (mitt-
lere Grafik) und der optimierten Interaktionskrifte F) *"*, F>%* (untere Grafik) fiir
verschiedene Werte . Simulationen, bei denen sich Scheintrépfchen auspragten oder
Instabilitdten auftraten, wurden in der Darstellung vernachléssigt. Dabei ist deutlich
erkennbar, dass F' I,;i’wand lediglich einen geringfiigig grofseren Stabilitéts- beziehungs-
weise scheintropfchenfreien Bereich aufweist als F z/lartys’wand. Insgesamt sind jedoch
beide bei Verwendung dieses Krifteschemas nur fiir geringe Werte G nutzbar. Im Ge-
gensatz dazu kann mit dem optimierten Verfahren eine grofse Bandbreite abgedeckt
werden. Solange die Simulationen stabil sind, sind sie frei von Scheintrépfchen.
Zusammenfassend lasst sich also sagen, dass die optimierte Randbehandlung das
Auftreten von Scheintrépfchen verhindert und den Stabilitétsbereich in Simulatio-
nen mit Festkorperrdndern deutlich erhcht. An dieser Stelle ist anzumerken, dass
dieses Phanomen unter Verwendung des Shan-Kréfteschemas zwar ebenfalls auftritt,
jedoch bedeutend weniger ausgepragt ist. Die optimierten Fluid-Fluid- und Fluid-
Festkorper-Interaktionen kénnen jedoch unabhéngig vom Kréifteschema angewendet
werden und fiihren, wie gezeigt, zu einer deutlichen Verbesserung von Simulationen
dieser Art.

3.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde das PP-Modell fiir Mehrphasenstromungen vorgestellt, wel-
ches auf der Einbringung einer pseudopotentialbasierten Interaktionskraft basiert.
Ausgehend von der allgemeinen Formulierung dieser Volumenkraft, wurden Spezia-
lisierungen fiir SCMP- und MCMP-Stromungen prasentiert und auf Besonderheiten
in der Kraftberechnung (Finite-Differenzen-Approximationen mit verbesserter Isotro-
pie) sowie auf deren Einbringung in die Evolutionsgleichung (Kréfteschemata) einge-
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Abbildung 3.14: Stabilitdtsbereich verschiedener Fluid-Festkorper-Interaktionen unter
Verwendung des He-Krifteschemas. Bereits fiir geringe Werte G pré-
gen sich bei Verwendung von F Q/Iartys’wand (oben) Scheintropfchen aus,
wobei eine weitere Steigerung der Fluid-Fluid-Interaktion (G) zu Instabi-
litdten fiihrt. Der Stabilitédtsbereich ist fiir F I];i’wand (Mitte) nur gering-
fiigig grofer. Bei Verwendung der optimierten Randbehandlung (F:C’*
mit szand’*) ist es moglich, {iber eine grofe Bandbreite an Fluid-Fluid-
Interaktionen stabile Simulationen durchzufiihren (unten). Dabei ist an-
zumerken, dass fiir dieses Kréfteschema mit dieser Potentialfunktion Si-
mulationen in voll periodischen Gebieten, in denen nur die Fluid-Fluid-
Interaktion wirkt, bis G » 3 stabil sind. Der Stabilitdtsbereich bleibt also
bei Verwendung des optimierten Verfahrens nahezu unverandert.
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gangen.
Die Problematik unphysikalischer Scheingeschwindigkeiten an Phasengrenzen wurde
ausfiihrlich dargestellt, wobei sowohl die Ursachen fiir ihr Auftreten als auch fiir ih-
re Struktur prasentiert wurden. Die fiir ihre Entstehung zusténdigen Mechanismen
wurden dabei in einen globalen Zusammenhang gesetzt, in welchem die Wirkung ver-
schiedener bestehender Methoden zur Reduktion von Scheingeschwindigkeiten erklért
werden koénnen.

Abschliefsend wurde anhand bestehender Anséitze gezeigt, wie unterschiedliche Benet-
zungseigenschaften von Festkorpern modelliert werden konnen. Die bei diesen Ver-
fahren entstehenden, zusétzlichen Fluid-Festkorper-Grenzflichen sowie die unphysi-
kalischen Scheintrépfchen konnten durch eine neuartige Methode auf Basis einer op-
timierten Randbehandlung vollstdndig eliminiert werden. Fiir fortgeschrittene Kraf-
teschemata konnte so das Auftreten von Scheintropfchen unterdriickt und der Sta-
bilitatsbereich bei der Simulation wandgebundener Stromungen erheblich gesteigert
werden.



4 Numerische Optimierung

4

»Mistakes are the portals to discovery.®

— James Joyce

In diesem Kapitel wird eine im Rahmen dieser Arbeit entwickelte neuartige Methode
zur numerischen Optimierung des PP-Modells vorgestellt, mit der unphysikali-
sche Scheingeschwindigkeiten (siehe Abschnitt 3.2) erheblich reduziert und damit
sowohl die Genauigkeit als auch die Stabilitit des Modells verbessert werden
kénnen. Fiir diese Optimierung wird die Finite-Differenzen-Approximation der
Interaktionskraft (3.1) um zusétzliche Freiheitsgrade erweitert, welche anhand eines
Testfalls numerisch angepasst werden. Diese optimierten Diskretisierungen benotigen
im Vergleich zu den in Abschnitt 3.1.1 vorgestellten Approximationen hdherer
Isotropie weniger Gitterpunkte und fiihren zu einer deutlich stdrkeren Reduktion
unphysikalischer Scheingeschwindigkeiten. Die Optimierung wird am Beispiel eines
SCMP-Systems durchgefiihrt; sie lasst sich jedoch auch auf MCMP- oder kombinier-
te Systeme iibertragen (siehe Kategorien ii) und iii) in der Einfithrung von Kapitel 3).

Es ist anzumerken, dass Teile der FErgebnisse dieses Kapitels bereits in Refe-
renz [90] veroffentlicht sind. Grafiken und Texte wurden daher fir den Kontext
dieser Arbeit aufbereitet, angepasst und ergénzt.

4.1 Ansatz

Die Finite-Differenzen-Approximation (3.5) fiir die Berechnung der Interaktionskraft
in einem SCMP-System (3.6) beinhaltet Gittertensoren (2.13) beliebig hoher Ord-
nung. Fiir Isotropie vom Grad n miissen diese
~ AP gy gerade n,

0 fiir ungerade n

aBy...

g(”)

aBy... —
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erfiillen, wobei I'(™) der Summe aller méglichen paarweisen Produkte von Kronecker
Delta mit paarweisen Indizes entspricht [185]. Fiir Isotropie vierter Ordnung gilt fiir
die Gewichte W; und Verschiebungsvektoren C; (siche Abschnitt 3.1.1) also

ZWiCi,aCi,B = 5a50§,
Z WZ'CZ'@CZ',BCZ",YC,;’(; = Cg (5a5575 + (5a7(5,35 + 5a5557) .

Ungerade Ordnungen sind fiir die hier betrachteten punktsymmetrischen Diskretisie-
rungen automatisch erfiillt und werden deshalb an dieser Stelle vernachléssigt. Bei
Beschrankung auf zwei Dimensionen erhilt man die Bedingungen [151]

YW= SWeL =3¢, YL, =

1,1y

Diese Ausdriicke konnen dariiber hinaus zu
S WCLCE,

1,7 1,Y

2 2
Z WZCZ,I = CS?
%

beziehungsweise mit normierten Gewichten (3.4) zu

I, 3 4.1
Y WACE C2 (41)

Z Wi*CiQ,x =1,
% A N A X

vereinfacht werden. Unter Verwendung der acht unmittelbaren Nachbarpunkte mit
den Gewichten W} und W; (Punkte gleichen Abstands werden identisch gewichtet)
ist dieses Gleichungssystem eindeutig lésbar (fithrt zur Diskretisierung £®)| siehe Ta-
belle 3.1).

Es wird nun ein weiterer Freiheitsgrad W; = W* (]C4|2) eingefiihrt, welcher jedoch
nicht der Maximierung der Isotropie dient, sondern im Bezug auf Scheingeschwin-
digkeiten numerisch optimiert wird. Der entsprechende Vektorsatz ist in Abbildung
4.1 und Tabelle 4.1 dargestellt. In diesem Fall lassen sich die Isotropiebedingungen

vierter Ordnung (4.1) durch

2Wr +4AWV5 +8Wy =1,

(4.2)
Wi — AW + 16W) =0

ausdriicken, sodass nach Variation von Wy die Gewichte W, und W; entsprechend
angepasst werden kénnen.
Im Folgenden wird ein Testfall fiir die numerische Optimierung von W; definiert.

4.2 Definition des Testfalls

Als Testfall dient ein statischer, gravitationsfreier, fliissiger Tropfen der Dichte ppiissig
im Zentrum eines doppelt-periodischen, quadratischen Rechengebiets mit 201 x 201
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C.l()
Cs sz Cs Tabelle 4.1: Vektorsatz fiir numerisch optimier-
i te Finite-Differenzen. Um mit der
Nummerierung des Geschwindig-
C ie=C e > C,—C, keitssatzes konsistent zu bleiben, be-
ginnt der Index bei eins (Nullvektor
v entfallt)
C; C, Cs
{ 1 123456789 10 11 12
Cio
Ci, 10-101-1-112 0-2 0
Abbildung 4.1: Finite-Differenzen Ciy 01 0-111-1-10 2 0 -2
fiir numerische
Optimierung  in
2D.

Gitterpunkten, wo er umgeben von einer Dampfphase der Dichte ppamps ist. Die
initiale Dichteverteilung wird mit

2 — Az 2 + — Yz 2) -
PAliissig + PDampf PAiissig — PDampf (\/(17 v ) (y Y ) "
- tanh
2 2 B

p(x,y) =

angenommen, wobei r = 32 dem Radius beziehungsweise x,, vy, dem Mittelpunkt des
Tropfens entsprechen und B = 10 die initiale Breite der Grenzfliche angibt. Ein Sche-
ma der Anfangsbedingungen ist in Abbildung 4.2 dargestellt.

Die Verwendung einer iiber mehrere Gitterpunkte gestreckten Grenzflache reduziert

Abbildung 4.2: Schematische Darstellung des statischen Tropfens in zwei Dimensionen.
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dabei das Risiko von Instabilitdten [82]. Als Anfangsdichten ppampt und pgissig Wer-
den die Gleichgewichtswerte verwendet, welche bei gegebener Temperatur ~ 1/G und
Potentialfunktion ¥ = py[1 —exp (-p/po)] mit py = 1 (also gegebener Zustandsglei-
chung) aus dem Drucktensor (3.10) ermittelt werden konnen [72,157]. Die Herleitung
der entsprechenden Gleichungen sowie ein mdogliches Vorgehen zu deren Losung ist
ausfiihrlich in Anhang G dargestellt.

Als Konvergenzkriterium wird Gleichung (3.18), also V (uP) < 1077, verwendet [70],
wobei uP der physikalischen Geschwindigkeit entspricht (abhéngig vom Kréftesche-
ma, siehe Tabelle 3.2). Schlieflich wird die Optimierung der Einfachheit halber unter
Verwendung des Shan-Kréfteschemas durchgefiihrt. Der Einfluss des Kréfteschemas
auf die Optimierung und eine mogliche Generalisierung wird in der Zusammenfassung
dieses Kapitels diskutiert.

4.3 Optimierung

Fiir die numerische Optimierung wurde die frei verfiighare Software Dakota [1]| ver-
wendet. Als erste Schétzung wurden die Gewichte so gewéhlt, dass die Diskretisierung
die Isotropiebedingungen bis zur sechsten Ordnung erfiillt, also Wy = 4/15, Wi = 1/10
und Wy = 1/120 (siehe Tabelle 3.1). Im Folgenden wurde die Simulation durchgefiihrt
und jeweils die maximale Scheingeschwindigkeit max |uP| aufgenommen, der freie Pa-
rameter angepasst und die Simulation erneut durchgefiihrt, solange bis ein Minimum
gefunden ist. Dabei ist anzumerken, dass das Abtasten des gesamten Parameterraums
ergab, dass er (a) aus Stabilitdtsgriinden klein ist, es (b) nur ein globales Minimum
gibt und (c) sich max [uP (W;)| nicht sprunghaft &ndert (siehe Abbildung 4.3). Da

0.12F 7 < T T T T ]

_ X

¥ 008F % 1] x g==5000

» _

20041 \‘”‘W {] + g=-6.153
0.00F . ’ : . L

~0.10 —0.05 0.00 0.05 0.10 0.15
Wi

Abbildung 4.3: Parameterraum fiir eindimensionale numerische Optimierung bei G =
-5,-6.153 und 7 = 1. Fiir W} = 1/120 (angedeutet durch gepunktete Li-
nie) ist die Ordnung der Isotropie maximal, hier £ (6) Dargestellt ist der
gesamte Stabilitdtsbereich — grofere oder kleinere Werte fiir W fithren
zu Instabilitdten. Mit sinkender Temperatur ~ 1/G steigt der Dichteunter-
schied zwischen Fliissig- und Dampfphase, was zu steileren Dichtegradi-
enten und einem eingeschrankten Stabilitéatsbereich fiihrt.

in diesem Fall ein lokales Optimierungsverfahren ausreicht, wurde im Folgenden die
Conjugate-Gradient-Methode verwendet [37].
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Die Optimierung erfolgte dann fiir verschiedene Kombinationen von Temperaturen
Trea € [0.6,0.9] und Relaxationszeiten 7 € [0.8,1.1], wobei Tieq = T/Tiait = Grit/G
der reduzierten Temperatur entspricht (fiir die verwendete Potentialfunktion ist
Giait = —4).

Abbildung 4.4 zeigt das Ergebnis der Optimierung inklusive eines Regressionspoly-
noms zur Bestimmung des optimalen Koeffizienten in Abhéngigkeit von G und 7.

Dieses ist gegeben durch

e Opt
Fit
@
o}
= 0.08
¢ ]
o ~ 0.06 &
e X<
® @ =
(]
(] & 4
i 0.02
> o <
0%, - 11
. °
- - ) o oo ~ 1.0
-6 y -~ 0.9 ]
-5
1% 4 0.8

Abbildung 4.4: Ergebnis der numerischen Optimierung des Gewichts Wy fiir verschiedene
Temperaturen ~ 1/G und Relaxationszeiten .

Wi Pt (G, 1) =0.00208807G3 - 2.3621673 + 0.00468336GT — 0.319342G 7>
+5.478437% + 0.0291151G2% + 0.596891G7 — 0.105849G (4.3)

-3.997557 + 1.18719.

Zusammen mit den Isotropiebedingungen (4.2) ist die numerisch optimierte Finite-
Differenzen-Formel dann durch die Gewichte W; " (G,7), W;°® beziehungsweise
WP und dem Vektorsatz aus Tabelle 4.1 vollstéindig definiert.

4.4 Validierung

Im Folgenden wird die numerisch optimierte Diskretisierung mittels Simulationen sta-
tischer und dynamischer, anfanglich elliptischer, oszillierender Tropfen analysiert. Da-
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fiir wird der Einfluss der Diskretisierung auf die Gleichgewichtseigenschaften (Dampf-
dichte ppampt, Fliissigdichte pgissie und Oberflachenspannung o), sowie auf die natiirli-
chen Schwingungsfrequenzen w untersucht. Zum Vergleich werden Diskretisierungen
hoherer Ordnung in der Isotropie verwendet, im Detail £®), £6) und £®). Da die
optimierte Diskretisierung ebenfalls vierter Ordnung in der Isotropie ist, wird sie im

Folgenden als 5§§2 bezeichnet.

4.4.1 Statischer Tropfen: Gleichgewichtsdichten

Die Initialisierung und das Konvergenzkriterium der Simulationen zur Analyse der
Gleichgewichtseigenschaften wurden wie in Abschnitt 4.2 beschrieben gewahlt. Ab-
bildung 4.5 zeigt die mit Séﬁz simulierten reduzierten Dichten preq = p/pine (fiir die
verwendete Potentialfunktion ist py, = log (2)) fiir Fliissig- und Dampfphase bei ver-
schiedenen Relaxationszeiten.

Auf der einen Seite stimmen die Fliissigdichten fiir alle Relaxationszeiten gut mit de-

T T T T T T T T
6 L
X Analytisch 100 k X =11 O 7=09

4l ¥ + 7=10 A 7=038
33 E
SN SN

2 L

X 7= 1.1 (o] T:09 10—1 -
B + 7=10 A 7=038 0% Analytisch
0.6 0.7 0.8 0.9 0.6 0.7 0.8 0.9
Tred Tred

Abbildung 4.5: Simulierte, reduzierte Gleichgewichtsdichten mit Sésg fiir verschiedene 7
fiir die Fliissigphase links und die Dampfphase rechts. Die Dampfdichten
weisen eine starke Abhéngigkeit von der Relaxationszeit (und damit von
der Viskositét) auf, wobei sich der Stabilitdtsbereich mit 7 verkleinert.
Die analytischen Dichten wurden auf Basis der mechanischen Stabilitéts-

bedingnung ermittelt, siche Anhang G.

nen der analytischen Losung iiberein. Auffallig ist dabei, dass der Stabilitétsbereich
mit sinkender Relaxationszeit schrumpft, also die geringst mogliche Temperatur er-
hoht wird. Dies ist in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen aus Referenz [172],
wo derselbe Effekt fiir die Diskretisierung £(*) beobachtet wurde. Andererseits wur-
den die Dampfdichten fiir hohe Relaxationszeiten zunehmend iiber- beziehungswei-
se fiir geringe Relaxationszeiten unterschiitzt. Dies ist in qualitativer Ubereinstim-
mung mit den Ergebnissen aus Referenz [70], welche das gleiche Verhalten fiir die
Carnahan-Starling Zustandsgleichung aufzeigen. Diese Abhéngigkeit der Gleichge-
wichtsdichten vom Parameter 7 und damit von der Viskositét ist auf durch das Kraf-
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Tabelle 4.2: Laufzeitvergleich unterschiedlicher Diskretisierungen. Es wurden jeweils
10000 Iterationen auf einem 201 x201 Rechengebiet durchgefiihrt (ein Prozess
auf Intel Xeon Gold 6130, Skylake EP).

Diskretisierung  Gitterpunkte Laufzeit [

) 8 69.165
£©, g8 12 91.105
£® 24 145.853

teschema bedingte Fehlerterme Rg in den makroskopischen Gleichungen zuriickzu-
fithren, welche bei Verwendung eines alternativen Kréafteschemas reduziert werden
kénnen [123,141,191].

Um die Qualitét der simulierten Gleichgewichtsdichten beurteilen zu kénnen, wird im
Folgenden der relative Fehler Z,¢) = |pnumerisch — Panalytisch| / Panalytisch verwendet. Dieser
ist in Abbildung 4.6 fiir alle verwendeten Diskretisierungen dargestellt. Zunéchst ist
dabei erkennbar, dass, obwohl der Verlauf der Fehlerkurven stark variiert, die Feh-
ler fiir die jeweilige Phase beziehungsweise die jeweilige Relaxationszeit von derselben
Grofenordnung sind. Fiir 7 = 1.1 sind die Fehler der Sész -Diskretisierung bei niedrigen
Temperaturen signifikant kleiner als bei Verwendung der alternativen Diskretisierun-
gen. Dies ist besonders mit Blick auf die Dampfdichten von Vorteil, da diese Fehler
etwa zwei Grofsenordnungen grofser sind als die der Fliissigphase. Im Fall 7 = 1.0
ist die Verbesserung fiir die Dampfphase noch erheblich, wéhrend der Fehler in der
Fliissigphase oberhalb derer der £®- und £(6) Diskretisierungen liegt. Der positive
Effekte verringert sich zunehmend bei Verwendung geringerer Relaxationszeiten. So
sind die Fehler beim optimierten Verfahren fiir 7 = 0.9 in der Dampfphase zwar noch
geringer als bei den Diskretisierungen £® und £, sie sind jedoch groRer als bei
Nutzung der £®)-Diskretisierung.

Die optimierte Diskretisierung 5(5;‘3 (12 Gitterpunkte) fiithrt also zu dhnlichen Fehlern
in den Gleichgewichtsdichten (Grofsenordnung) wie die bestehenden Diskretisierun-
gen, kann diese jedoch gegeniiber £®) und sogar £ deutlich reduzieren. Im Bezug
auf die Dampfdichte konnen diese Fehler in Abhéngigkeit der Relaxationszeit so-
gar bedeutend kleiner sein als beispielsweise die der aufwéandigeren Diskretisierungen
E®)_Diskretisierung (24 Gitterpunkte). So ist es moglich bei erheblich reduziertem Re-
chenaufwand genauere Dampfdichten zu erhalten. Um dies zu verdeutlichen wurde ein
Laufzeitvergleich der Diskretisierungen £®), £(6) beziehungsweise Egﬁz (unterscheiden
sich nur in den Koeffizienten) und £®) durchgefiihrt. Tabelle 4.2 zeigt die Ergebnisse.
So kann bei Verwendung von Eéﬁg die Rechenzeit im Vergleich zu £®) um 37% gesenkt
werden. Da die Anzahl verwendeter Gitterpunkte mit dem Grad der Isotropie in drei
Dimensionen drastischer ansteigt (siehe Tabelle 3.1), ist das Einsparpotential dort
deutlich grofser.
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Abbildung 4.6: Relative Fehler 7, der Gleichgewichtsdichten pgissig und ppampt fiir die

Diskretisierungen £ 1) £©) 6 ynd 8533. Zu sehen sind die Fehler fir
die Fliissigphase links fir (a) 7 = 1.1, (¢) 7 = 1 und (e) 7 = 0.9, sowie
fiir die Dampfphase rechts fir (b) 7 =1.1, (d) 7 =1 und (f) 7 = 0.9. Fiir
grofse Relaxationszeiten sind die Fehler fiir 5(5;12 geringer, besonders in der
Dampfphase. Fiir kleine Relaxationszeiten (7 = 0.9) sinkt der Stabilitéts-
bereich und die relativen Fehler gleichen sich zunehmend an. Generell sind

die Fehler fiir alle getesteten Félle von &hnlicher Grofsenordnung.
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4.4.2 Statischer Tropfen: Scheingeschwindigkeiten

In diesem Abschnitt werden die Scheingeschwindigkeiten der unterschiedlichen Dis-
kretisierungen fiir die Simulationen der statischen Tropfen verglichen. Diese sind in
Abbildung 4.7 in Abhéngigkeit des Dichteverhéltnisses pissig/PDampt dargestellt. Fiir

7 = 1.1 fiihrt 5532 im Vergleich zu den anderen Schemata zu deutlich geringeren
Scheingeschwindigkeiten. So betragen diese beispielsweise bei einem Dichteverhalt-
nis von ~ 25 fiir Sééz gerade 0.0106 und damit nur 28 % des Wertes fiir £(*) mit
0.0378. Infolgedessen wird der Bereich der zugénglichen Dichteverhéltnisse vergro-
fsert beziehungsweise die kleinst mogliche Temperatur reduziert (paissie/ Ppampt ~ 1/1)-
Dies gilt gleichermafien fiir 7 = 1, allerdings ist die Verbesserung gegeniiber der &£®)-
Diskretisierung weniger ausgepragt. Bei weiterer Reduktion der Relaxationszeit wird
dieser Effekt weiter vermindert, sodass bei 7 = 0.9 die parasitdren Geschwindigkeiten
fiir alle moglichen Dichteverhéltnisse nur noch geringfiigig unterhalb der des £(6)-
Schemas liegen, welches — wie Sé;lz — 12 Gitterpunkte bendtigt.

Zusammenfassend lasst sich jedoch sagen, dass die Scheingeschwindigkeiten bei ent-
sprechender Skalierung eines Problems erheblich gesenkt werden kénnen, was zu ge-

naueren Geschwindigkeitsverteilungen und stabileren Simulationen fiihrt.

4.4.3 Statischer Tropfen: Oberflichenspannung

Fiir die Analyse der Oberflichenspannung wurden zusétzliche Simulationen statischer
Tropfen durchgefiihrt, bei welchen (im Unterschied zu denen der beiden vorigen Ab-
schnitte) der initiale Radius r € [10,50] variiert und nur 7 = 1 verwendet wird. Nach
der Aquilibrierung kann der Druck innerhalb und auerhalb des Tropfens jeweils mit-
tels Gleichung (3.11) bestimmt und der Radius gemessen werden. Fiir Letzteren wird
das Dichteprofil durch die Gebietsmitte erfasst und angenommen, dass die Grenz-
fliche an den Punkten ist, an denen die Dichte dem Mittelwert aus minimaler und
maximaler Dichte dieses Profils entspricht. Geméf des Young-Laplace-Gesetzes [171]
besteht eine lineare Abhéngigkeit zwischen Druckdifferenz Ap (gemessen innerhalb
und auferhalb des Tropfens) und Krimmung 1/r

01 = Ap, (4.4)
r

wobei die Oberflachenspannung ¢ den Proportionalitatsfaktor bildet.

Die numerischen Ergebnisse mit 8§§2 sind fiir unterschiedliche Temperaturen in Ab-
bildung 4.8 dargestellt (Temperatur und Oberflichenspannung sind iiber G gekoppelt,
siche Abschnitt 3.1.2.2). Abbildung 4.8 (a) zeigt, dass die Druckdifferenz fiir alle G
linear mit der Kriimmung steigt, das Young-Laplace-Gesetz also erfiillt ist und die
Oberflachenspannung als Steigung der jeweiligen Regressionsgeraden approximiert
werden kann.

Die so erhaltenen numerischen Oberflachenspannungen kénnen mit den analytischen
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Abbildung 4.7: Vergleich von Scheingeschwindigkeiten in Abhéangigkeit der Diskretisie-
rungen X, £6) £() und Eééz fir (a) 7=1.1, (b) 7=1 und (c) 7 =0.9.
Besonders fiir grofse Relaxationszeiten fiithrt die Verwendung der optimier-
ten Diskretisierung zu einer signifikanten Reduktion von Scheingeschwin-
digkeiten und damit zu einer Steigerung der Stabilitéit, was die Simulation
groferer Dichteverhéltnisse ermoglicht.
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Abbildung 4.8:

Oberflichenspannungen in Abhéngigkeit der Diskretisierungen (4, £(6)
£®) und Eéig fir 7 = 1. (a) zeigt die Messung der Oberflachenspannung
o bei verschiedenen Temperaturen 7..q fiir die optimierte Diskretisierung
S‘Eﬁg. Dabei besteht ein linearer Zusammenhang zwischen Kriimmung und
Druckdifferenz. (b) zeigt die gemittelten Oberflichenspannungen im Ver-
gleich zur analytischen Losung der mechanischen Stabilitdtsbedingung
(siehe Anhang G). Bei sinkender Temperatur werden die Oberflichen-
spannungen zunehmend iiberschétzt. (c) zeigt die relativen Fehler der un-
terschiedlichen Oberflichenspannungen in Abhéngigkeit der Temperatur.
Die Abweichungen sind fiir die optimierte Diskretisierung von dhnlicher
GroRenordnung wie die der £®)-Diskretisierung.
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Werten (bestimmt mittels mechanischer Stabilitétsbedingung, siehe Anhang G) ver-
glichen werden. Dabei ist hervorzuheben, dass der Oberflichenspannungskoeffizient
(und damit die Oberflichenspannung) von den Termen dritter Ordnung in der Inter-
aktionskraft abhéngt (siehe Gleichung (3.12)). Da dieser mit der Verwendung unter-

schiedlicher Gewichte (also Diskretisierungen) variiert (siche Anhang G), ist er fiir
5(4)

opt
den.

Abbildung 4.8 (b) zeigt, dass die Oberflichenspannungen unzureichend getroffen wer-
den und der Fehler mit sinkender Temperatur steigt. Dieses Verhalten ist in quali-
tativer Ubereinstimmung mit den Ergebnissen aus Referenz [70], in der die gleiche
Untersuchung fiir die Carnahan-Starling Zustandsgleichung unter Verwendung der
EW_Diskretisierung durchgefiihrt wurde. Diese Abweichungen sind auf das Krifte-
schema und die dadurch entstehenden Fehlerterme dritter Ordnung in Rg zuriickzu-
fiihren.

In Abbildung 4.8 (c) sind die relativen Fehler fiir unterschiedliche Diskretisierungen
dargestellt. Im Vergleich zur £®-Diskretisierung fiihrt das optimierte Schema bei
moderaten reduzierten Temperaturen zu groferen Fehlern. Lediglich bei sehr kleinen
Temperaturen T,.q sind die Fehler &hnlich grofs und bei sehr hohen Temperaturen so-
gar etwas geringer, wobei die Oberflichenspannung bis nahezu 50 % tiberschatzt wird.
Im Gegensatz dazu wird der Fehler bei Verwendung von Diskretisierungen hoherer
Isotropie reduziert, sodass er beispielsweise bei Verwendung der £(®)-Diskretisierung
mit Werten von maximal 24 % ungefahr halb so grof ist.

Dieser Abschnitt zeigt, dass eine Optimierung zur Reduzierung von Scheingeschwin-
digkeiten die Vorhersage der Oberflichenspannung nicht in gleicher Weise verbessert.
Vielmehr koénnen je nach reduzierter Temperatur T,.q die Abweichungen von der
analytischen Vorhersage sogar kleiner oder grofer sein. Um fiir eine Simulation eine
genaue Abschitzung der Oberflichenspannung zu erhalten, ist es daher nétig, o (G)
in zusétzlichen Simulationen (vorab) zu bestimmen. Da die Oberflachenspannung di-
rekt von der Diskretisierung der Interaktionskraft abhéngt, ist anzunehmen, dass das
Modell auch beziiglich der Oberflachenspannung numerisch optimiert werden kann,
um diesen zuséatzlichen Modellierungsaufwand zu reduzieren.

fiir jede Kombination von G und 7 unterschiedlich und muss neu bestimmt wer-

4.4.4 Oszillierender Tropfen

Da das optimierte Verfahren bis zu diesem Punkt nur fiir stationdre Probleme ana-
lysiert wurde, wird es im Folgenden anhand eines dynamischen Testfalls untersucht.
Dabei wird ein zunéchst elliptischer Tropfen betrachtet, welcher sich aufgrund der
Oberflachenspannungskréfte zusammenzieht und beginnt mit einer konstanten Fre-
quenz w zu oszillieren [96]. Infolge viskoser Dampfung nimmt die Amplitude dieser
Schwingung kontinuierlich ab bis ein stationédrer, kreisformiger Tropfen mit Radius
Teq zuriickbleibt.

Fiir diesen Fall wurde ein elliptischer, fliissiger Tropfen der Dichte pgisig
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1.928677506 mit scharfer Grenzfliche im Zentrum eines zweidimensionalen, doppelt-
periodischen 301 x 301 Rechengebiets platziert und G = -5 gesetzt. Der Tropfen ist
umgeben von einer Dampfphase mit Dichte ppamps = 0.152895263 und wurde mittels

.. fir (:r—a:z)2 + (y_QZ)Z <1
pﬂu551g R2 R2 =14,

p(x,y) =

N2 Y
PDampf fur (ng%Z) + (yRygz) >1
initialisiert, wobei R, = 2R, dem horizontalen und R, dem vertikalen Radius der

Ellipse entsprechen. Der Abklingprozess ist beispielhaft in Abbildung 4.9 dargestellt.
Nach Referenz [111]| kann die natiirliche Schwingungsfrequenz dieses Tropfens mittels

Abbildung 4.9: Ostzillation eines elliptischen Tropfens. Von links nach rechts sind die Zeit-
schritte t = 0,1000,2000,3000 (oben) und ¢ = 4000, 5000,6000,7000

(unten) dargestellt. Die Simulationsparameter lauten R, = 80, G = 5,

U = po[l-exp(-p/po)] mit po = 1, ppampr = 0.152895263, ppiissig =
1.928677506. Es wurde die £®)-Diskretisierung verwendet.

2
W = _03 (4.5)
pﬂﬁssigreq

analytisch berechnet werden. Da die simulierten Gleichgewichtseigenschaften (ppampt.
Priissig und o) — wie in den vorigen Abschnitten gezeigt — von den analytischen Vor-
hersagen auf Basis des Drucktensors (siehe Anhang G) abweichen, wurden ppissig, 0
und 7 jeweils nach Erreichen des stationédren Zustands bei V (uP) < 1077 gemessen
(Oszillation vollstdndig abgeklungen), siehe Gleichung (3.18). Diese Grofen wurden
dann fiir die Berechnung der analytischen Schwingungsfrequenz (4.5) verwendet.

Zur Messung der Frequenz wurde in jeder Iteration der horizontale Radius gemessen.
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Dafiir wurde das Dichteprofil durch die Gebietsmitte verwendet und angenommen,
dass sich die Grenzfliche in der Mitte zwischen maximaler und minimaler Dichte
dieses Profils befindet. Zur Bestimmung der Schwingungsfrequenz wurden schlieftlich
alle Werte bis V (uP) < 1072 verwendet und — &hnlich dem Vorgehen in den Referen-
zen [144,165] — eine Funktion zur Beschreibung einer abklingenden, harmonischen
Oszillation

7 (t) = Teq + 0 exp (—0%"t) cos (c**t) (4.6)

durch die Messdaten gelegt. Dabei entspricht ¢ der Anzahl Iterationen, a°* der Am-
plitude, b°* dem Dampfungskoeffizienten und ¢°%* der gesuchten Frequenz der Oszil-
lation. Diese Prozedur wurde bei T;.q = 0.65 und 7 = 1 fiir verschiedene Anfangsradien
R, =100,80,60,40 durchgefiihrt.

Abbildung 4.10 (a) zeigt — &hnlich der Darstellung in Referenz [165] — sowohl die nu-
merisch ermittelten Schwingungsfrequenzen als auch die entsprechenden analytischen
Werte in Abhéngigkeit von den Gleichgewichtsradien 7, fiir & @) Wie in Abbildung

opt -
0.005 g— : . . ; —
@) (a) X &4 o £®) (b)
0.004 F X Eopt ' + £ ()
Analytisch 012k A Egpt |
L - : X
0.003 - % x
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Abbildung 4.10: Natiirliche Schwingungsfrequenzen fiir Diskretisierungen £*), £(6) £(8)
und 8(5;4),3. (a) zeigt die gemessenen Frequenzen fiir Eéég im Vergleich zur
analytischen Losung bei verschiedenen Radien req. Die Frequenzen wer-
den stets leicht unterschétzt. (b) zeigt die relativen Fehler Z . fiir alle
betrachteten Diskretisierungen. Die Fehler des optimierten Schemas lie-

gen zwischen denen der £(9)- und £®)-Diskretisierung.

4.10 (b) zu sehen ist, konnten dabei die Frequenzen mit relativen Fehlern zwischen

8-9 % (fiir 5532) gut erfasst werden. Dabei ist anzumerken, dass Fehler in diesem
Grofenordnungsbereich auch beispielsweise in den Referenzen [142, 144] gemessen
wurden. Im Vergleich liegen die relativen Fehler zwischen denen der Diskretisierun-
gen £ und £®) und sind damit sogar etwas geringer als die der £(®)-Diskretisierung
(ebenfalls 12 Gitterpunkte). Somit hat die Optimierung der Gewichte beziiglich der
Scheingeschwindigkeiten zusdtzlich einen positiven Einfluss auf die Genauigkeit bei
der Vorhersage der natiirlichen Schwingungsfrequenzen und eignet sich somit auch

fiir die Durchfithrung dynamischer Simulationen.
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4.5 Diskussion und Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde eine neuartige Methode zur numerischen Optimierung des
PP-Modells vorgestellt und am Beispiel eines SCMP-Systems umgesetzt. Dabei wurde
das Finite-Differenzen-Schema zur Berechnung des Potentialgradienten in der Inter-
aktionskraft durch einen zusétzlichen Freiheitsgrad erweitert, welcher anhand eines
stationdren Testfalls beziiglich Scheingeschwindigkeiten numerisch optimiert wurde.
Diese Optimierung wurde fiir verschiedene Relaxationszeiten (also Viskositéten, siche
Gleichung (2.20)) und subkritische Temperaturen (~ 1/G) durchgefiihrt (7 € [0.8,1.1]
und Theq € [0.6,0.9]), sodass das optimale Gewicht W™ (G, 7) in diesem Giiltig-
keitsbereich néherungsweise mit Gleichung (4.3) ermittelt werden kann. Durch Be-
stimmung der zugehorigen Gewichte W, P und W;**®" mittels Gleichung (4.2) ergab

EW welche 12 Gitterpunk-

dies eine scheingeschwindigkeitsoptimierte Diskretisierung & ¢,

te bendtigt und vierter Ordnung in der Isotropie ist.

Diese Diskretisierung wurde in Simulationen statischer und oszillierender Tropfen
mit Diskretisierungen hoherer Isotropie verglichen (mit £®), £©) und £®)). In den
stationdren Féllen konnte gezeigt werden, dass das optimierte Verfahren sowohl die
Fliissigkeits- als auch die Dampfdichte gut abbildet und den anderen Schemata vor
allem fiir 7 = 1.1 deutlich iiberlegen ist. Beziiglich der Dampfphase gilt dies sogar fiir
alle getesteten Relaxationszeiten.

Am bedeutsamsten ist jedoch, dass Scheingeschwindigkeiten durch die numerische
Optimierung erfolgreich reduziert werden konnten — am deutlichsten bei 7 =1.1. Fiir
die Relaxationszeiten 7 = 1 und 7 = 1.1 liegen die Maximalwerte dieser parasitidren
Geschwindigkeiten weit unterhalb der £®)-Diskretisierung, welche doppelt so viele
Nachbarpunkte benétigt.

Um die Funktionsweise der numerischen Optimierung erklaren zu konnen, miissen
die Fehlerterme in den makroskopischen Gleichungen in ihrer Gesamtheit betrach-
tet werden (siehe Gleichung (3.15)). In Abschnitt 3.2 wurden die unterschiedlichen
Fehlerterme bereits in einen gemeinsamen Kontext gesetzt und anhand verschiedener
Referenzen belegt, dass es das Zusammenspiel dieser Fehler ist, welches die Scheinge-
schwindigkeiten antreibt. Es wird angenommen, dass die Verdnderung der Gewichte
die Terme dritter und héherer Ordnung im Fehlerterm Ry (und damit auch in Teilen
von Rs) so beeinflusst, dass die Summe aller Fehlerterme (dritter und hoherer Ord-
nung) minimal wird, die Terme also ausbalanciert werden. Dabei handelt es sich um
eine Hypothese, deren weitere Untersuchung {iber den Rahmen dieser Arbeit hinaus
geht und vorerst unbelegt bleibt. Die Funktionsweise auf das Zusammenspiel der un-
terschiedlichen Fehlerterme zuriickzufiihren, ist jedoch aufgrund der Ausfithrungen
aus Abschnitt 3.2.2 naheliegend.

Nachteilig ist, dass die analytische Vorhersage fiir die Oberflichenspannung zuneh-
mend an Giiltigkeit verliert. Dies lasst sich mit den Termen héherer Ordnung in der
Interaktionskraft erkldaren, welche sich mit den Gewichten verdndern und damit die
Oberflachenspannung zunehmend beeinflussen. Fiir kleine Temperaturen und Werte
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nahe Ti,;; lassen sich diesbeziiglich jedoch mit der 5£§E-Diskretisierung kleinere Fehler

erzielen als mit der £®-Diskretisierung (Gewichte sind temperaturabhingig). Da die
analytische Vorhersage aufgrund krafteschemabedingter Fehler bei sinkender Tem-
peratur unzureichend getroffen wird 70|, wird diese in der Regel jedoch ohnehin in
zusétzlichen Simulationen vorab gemessen [24,25].

Fiir den dynamischen Testfall (oszillierender, elliptischer Tropfen) konnte gezeigt wer-
den, dass die relativen Fehler der simulierten Schwingungsfrequenzen leicht unterhalb
derer der £(®)-Diskretisierung liegen. Die Grofe der Fehler im Bereich von 7 - 12 %
(iiber alle Diskretisierungen) ldsst sich auf Ungenauigkeiten bei der Messung der
Oberflichenspannung o und der zeitabhéngigen, horizontalen Radien r (t), sowie auf
Fehler bei der Regression (4.6) zuriickfiihren.

Damit fiihrt die numerisch optimierte Diskretisierung in den untersuchten Féllen be-
ziiglich der nicht optimierten Eigenschaften (ppissig, PDampt, 0, w) zu Fehlern gleicher
Grofenordnung wie bei Verwendung der vergleichbaren Diskretisierungen; teilweise
sind die Fehler sogar geringer. Im Falle der Oberflachenspannung sind die Fehler zwar
grofer, jedoch generell von der gleichen Grofenordnung. Obwohl sich das optimier-
te Schema damit in sowohl statischen als auch dynamischen Simulationen bewéhrt
hat, sind fiir die Zukunft zusétzliche Simulationen bei Ausnutzung des gesamten
Spektrums an Relaxationszeiten und Verwendung anspruchsvollerer Randbedingun-
gen notig.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass das PP-Modell erfolgreich beziiglich Schein-
geschwindigkeiten numerisch optimiert werden konnte. Der vorgestellte Ansatz ldsst
sich direkt auf Diskretisierungen in 3D, alternative Zustandsgleichungen (beziehungs-
weise Potentialfunktionen) und MCMP-Systeme erweitern. Es ist jedoch zu betonen,
dass eine derartig optimierte Diskretisierung wiederum nicht generalisierbar ist, die
Optimierung also bei Verdnderung beispielsweise der Zustandsgleichung (oder Veréan-
derung einer Grofe, die die Fehlerterme in Gleichung (3.15) beeinflusst, beispielsweise
das Kréfteschema) erneut durchgefiihrt werden muss. Der gesamte Optimierungsan-
satz inklusive des Testfalls lédsst sich jedoch ohne Weiteres verallgemeinern und bei
Variation verschiedener Grofen einfach und schnell erneut durchfithren.

Durch die Verwendung zusétzlicher Freiheitsgrade konnen Scheingeschwindkeiten vor-
aussichtlich weiter reduziert werden, allerdings erschwert die Hinzunahme weiterer
Nachbarschaftspunkte die Formulierung von Randbedingungen. Des Weiteren ist es
mit dem présentierten Ansatz auch moglich, das PP-Modell im Bezug auf andere
Grofsen zu optimieren, welche direkt von der Diskretisierung der Interaktionskraft
abhéngen (beispielsweise die Oberflachenspannung), um so anwendungsspezifische
Koeffizientensétze zu erhalten. Da es jedoch das Ziel war Scheingeschwindigkeiten zu
reduzieren, wird dies an dieser Stelle nicht weiter verfolgt und fiir zukiinftige Studien
offen gelassen.
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»Das Ergebnis habe ich schon, jetzt brauche ich nur noch den Weg, der zu thm
fihrt.«

— Carl Friedrich Gaufy

In diesem Kapitel werden die Diffusionseigenschaften des PP-Modells fiir MCMP-
Stromungen (siehe Abschnitt 3.1.3) mithilfe der Chapman-Enskog-Analyse unter-
sucht. Dabei wird nach bestem Wissen des Autoren erstmalig gezeigt, welchen
Einfluss das Kréafteschema auf die Diffusionseigenschaften hat, und wie der Tran-
sitionspunkt zur Charakterisierung des Uberganges vom mischbaren zum nicht
mischbaren Regime in potentialfunktionsabhdingiger Form bestimmt werden kann.
Auf Basis dieser Theorie kénnen sowohl unterschiedliche Kréfteschemata als auch
Potentialfunktionen innerhalb einer Formulierung erstmalig korrekt miteinander
verglichen werden. Sie bildet somit auch die Grundlage fiir kiinftige Entwicklungen
neuartiger Potentialfunktionen, welche mangels physikalischer Grundlage (in diesem
Kontext) [110] meist aus Griinden der Einfachheit oder der numerischen Stabilitét
gewahlt werden.

Zuletzt kann durch die Kenntnis des Transitionspunktes der durch den phdnomeno-
logischen Charakter des Modells bedingte Modellierungsaufwand reduziert werden.
Denn mithilfe der in dieser Arbeit eingefiihrten reduzierten Variablen, welche
vom Transitionspunkt abgeleitet werden, kann bei gegebener Potentialfunktion
ndherungsweise die Reinheit eines Stoffes direkt vorgegeben werden.

Im Folgenden wird zunéchst die Chapman-Enskog-Analyse verwendet, um eine all-
gemeingiiltige Advektions-Diffusions-Gleichung herzuleiten, auf deren Grundlage der
Transitionspunkt am Beispiel eines bindren Gemisches bestimmt wird. Im Anschluss
wird die Theorie durch Simulationen abklingender, sinusoidaler Konzentrationswellen
und stationdrer Tropfen sowie statischen Kontaktwinkeln validiert.

Es ist anzumerken, dass Teile der Ergebnisse dieses Kapitels bereits in Refe-
renz [89] verdffentlicht sind. Grafiken und Texte wurden daher fiir den Kontext
dieser Arbeit aufbereitet, angepasst und ergénzt.
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5.1 Herleitung der Diffusionskoeffizienten

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass die dimensionslose LBGK-Gleichung mit zu-
satzlichem Quellterm (3.2) fiir ein System mit k = 1,..., N Fluiden fiir jede Kompo-
nente eine Losung der makroskopischen Advektions-Diffusions-Gleichung

N
atpk: + 804 (pkugl) = _aoz ZDklaapl = _a)cjk,oc (51)
=1

approximiert. Diese Rechnung wurde fiir das Shan-Kréfteschema (das urspriingliche
Kréfteschema des PP-Modells) in Referenz [160] fiir ein bindres Gemisch und in Refe-
renz [161] fiir ein Gemisch beliebig vieler Komponenten durchgefiihrt. Die Herleitung
der zugehorigen NS-Gleichungen zur Beschreibung des Gemisches ist in Anhang F
zu finden.

Im Folgenden wird die Rechnung fiir das He-Kréfteschema (siehe Tabellen 3.2 und
3.4 fiir Definitionen des Quellterms S; 5, der Mischgeschwindigkeit u™, der Gleich-
gewichtsgeschwindigkeit u°d und der Komponentengeschwindigkeit u§) durchgefiihrt
— aus zwei Griinden: Zum Einen ist es wegen der in Abschnitt 3.1.4 aufgefiihrten
Eigenschaften erstrebenswert, das He- statt dem Shan-Kréafteschema (aus der Stan-
dardformulierung) zu verwenden. Zum Anderen haben Simulationen mit dem He-
Kréfteschema gezeigt, dass sich bei dessen Einsatz grundlegende physikalische Ei-
genschaften des PP-Modells fiir MCMP-Systeme verdndern. Diese konnten jedoch
noch nicht erklart werden, da die zugehorige makroskopische Advektions-Diffusions-
Gleichung (mit den entsprechenden Diffusionskoeffizienten) nach bestem Wissen des
Autoren fiir dieses Krafteschema noch nicht bestimmt wurde. Fiir die Herleitung die-
ser werden im Folgenden zunéchst die makroskopischen Momente der Gleichgewichts-
verteilung und die des Quellterms bestimmt, bevor die Chapman-Enskog-Analyse
verwendet wird, um die Advektions-Diffusions-Gleichung (5.1) zu rekonstruieren. Im
Anschluss werden die unterschiedlichen Ansétze miteinander verglichen und gezeigt,
wie trotz der Unterschiede vergleichbare Simulationen durchgefiihrt werden kénnen.

5.1.1 Makroskopische Momente

Fiir das He-Krafteschema vereinfachen sich Gleichgewichts- und Mischgeschwindig-
keit bei Beschrankung auf 7, = 7 zum gleichen Ausdruck

B Dk (Zi ei,afi,k + %Fka)
pm

eq _ ,,m
Uy = Uy =

Im Folgenden werden die Momente daher durch die Mischgeschwindigkeit ausgedriickt
(willkiirlich gew#hlt). Somit entsprechen die ersten drei Momente der Gleichgewichts-
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verteilung
Z fin = Py
;
D Cialiy = prus, (5.2)
5
Z CiaCipfin = PRUGUS + Co0appi
5

und die ersten beiden Momente des Quellterms
1

Z Sig =0, Z €iadik = (1 - Z) Fi.a- (5.3)

Im Gegensatz zur Herleitung der NS-Gleichungen, bei der die ersten vier Momente der
Gleichgewichtsverteilung und die ersten drei des Quellterms benotigt werden (siehe
Anhang F), sind hier die niederen drei bezichungsweise zwei Momente ausreichend.

5.1.2 Chapman-Enskog-Analyse

Ausgangspunkt der Chapman-Enskog-Analyse ist eine Taylorentwicklung zweiter
Ordnung der dimensionslosen LBGK-Gleichung (3.2) mit zusétzlichem Quellterm

1 1 .
Difix+ §Di2fi,k = (fie = f12) + Six, (5.4)

wobei D; = 0,+e; ,0, der materiellen Ableitung entspricht. Im Folgenden wird — wie in
Anhang C beschrieben (siehe auch Anhang F) — die Multiskalenanalyse durchgefiihrt,
wobei unter Verwendung des Gréfsenordnungsparameters € Ableitungen, Quellterm
und Kréfte substituiert

0, =0V + 207,

0, = 0V
Szk = 581(}9)7
Fa = 5F(1)

und die Verteilungen in eine asymptotische Reihe
for= 15 +ef)+ 21 (5.5)

entwickelt werden. Werden diese in Gleichung (5.4) eingesetzt und die resultierende
Gleichung nach Termen unterschiedlicher Grb’ﬁenordnung in € sortiert, ergibt dies

0 = (59 - p). (5.6)

ol D(l)f(o) f(llf) Sﬁg); (5.7)

2

1 1
2. (2)f(0) ( N ) (1)f(1) (1)3(1) Tf'(i)’ (5.8)

1y
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wobei Gleichung (5.8) mittels Gleichung (5.7) vereinfacht wurde [51]. An diesem
Punkt ist anzumerken, dass eine Analyse zweiter Ordnung ausreichend ist, da die
makroskopische Advektions-Diffusions-Gleichung nur Terme zweiter Ordnung enthéalt
(im Gegensatz zum makroskopischen Drucktensor in SCMP-Systemen).

Aus Gleichung (5.6) folgt zusammen mit Gleichung (5.5)

wa 0V 2>0,
¥ Vel =5 L EL
el 29 "

Im Folgenden wird das Verhalten der Momente (5.2) und (5.3) auf den Skalen ! und
2 separat untersucht. Nach einigen algebraischen Umformungen und Vereinfachungen
kann die gesuchte makroskopische Gleichung bestimmt werden.

Die nullten Momente der Gleichungen (5.7) und (5.8) liefern

(5.9)

O i+ 08 (prut2) = 0, (5.10)
1

a§2)pk=—(1—2—)a(9>(2 Ciafy) + 2 F“)). (5.11)
T

Nach Rekombination dieser beiden Ausdriicke (Multiplikation mit der entsprechenden
Potenz von ¢, anschlieffender Addition der beiden Gleichungen und Resubstitution
der Ableitungsoperatoren) wiirde man bereits die gesuchte Advektions-Diffusions-
Gleichung erhalten, jedoch ist das Moment ) ;e; o fi(,i) unbekannt (und im Gegensatz
zur Chapman-Enskog-Analyse fiir die kréiftefreien’NS-Gleichungen aus Anhang C
nicht Null). Im Folgenden wird dieses ausfiihrlich aufgelost.

Auflésung } ;¢ fz(? Im ersten Schritt wird durch Summation der Gleichungen
(5.10) und (5.11) tiber alle Komponenten k die Kontinuitétsgleichung fiir das Gemisch
hergeleitet, was unter Verwendung von Gleichung (5.9) zunéchst zu

M pm 4 9l (pmum) = 0, (5.12)
O pm =0 (5.13)

fiihrt und nach anschliefsender Rekombination die gesuchte Kontinuitétsgleichung

Op™ + 0 (PMu) =0

ergibt.
Im néchsten Schritt wird das erste Moment von Gleichung (5.7) gebildet
1
O (pru) + 050 (prumuy) + 05 (2pr) = -= Zem 0+ ( Z) Y (5.14)
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und unter Verwendung von Gleichung (5.5) iiber alle Komponenten k& summiert

8t(1) (p"ul) + 8;1) (pmugugl) = -0tV (c2p™) + ZF,EB (5.15)
s

Die rechte Seite dieses Ausdrucks kann durch Einsetzen der Interaktionskraft (3.13),
welche bei Verwendung skalierter Gewichte (3.4) im kontinuierlichen Grenzbereich

F) = -0, ) G0 0y (5.16)
e
approximiert, zum thermodynamischen Druck p zusammengefasst werden
—aél)p =-9M (cg,om) —c? Z Z gk,;ﬁlkﬁél)\ﬂ,;
k&

<o () - 2 TR ()
kk (5.17)

=—a§}> czpm+032%ﬁ1k\lﬁg ,
2

~

=p

wobei die Summe ¥,z alle paarweisen Kombinationen von k und k mit k& # & be-
riicksichtigt und der Faktor 1/2 das doppelte Einbeziehen von Paaren (beispielsweise
U, Uy und WoWq) verhindert!. Damit vereinfacht sich Gleichung (5.15) zu

1 m, m 1 m, m,,m 1
8t( )(p ua)+aé ) (p uozuﬁ) = _agé )p7
was durch Anwendung der Produktregel zu
pmﬁt(l)ug‘ + ugl@t(l)pm + uglaél) (,omugl) + pmurﬁnﬁél)ugl = —6&1);9

umformuliert und nach Ausnutzung von Gleichung (5.12) sowie anschliefsender Mul-
tiplikation mit der Konzentration ¢ = pi/p™ zu

pkat(l)ugl + pkuglaél)ugl = —cka,il)p (5.18)

vereinfacht werden kann.

Im letzten Schritt wird der Term auf der linken Seite noch einmal berechnet. Dabei
wird — &hnlich der vorangegangen Rechnung — Gleichung (5.14) mit der Produktregel
umformuliert und diesmal unter Ausnutzung von Gleichung (5.10) zu

1 1
pi0; iy + pru 05l = T 2 Ciafip + (1 B Z) FE -0 (2pr)

'Da der Fokus auf der Advektions-Diffusions-Gleichung liegt, werden Terme dritter und hoherer
Ordnung in der Interaktionskraft an dieser Stelle nicht beriicksichtigt.
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vereinfacht. Dieser Ausdruck kann nun verwendet werden, um die linke Seite in Glei-
chung (5.18) zu ersetzen

1

27

1
—Ckaél)P = _; Z ei,afiﬁlt;) + (1 )Fkgz - a(gll) (Cgpk) 5

sodass der resultierende Ausdruck nach dem unbekannten Moment

1
Y eiad ) =|attp- o (o) + (1- 5 ) LY

2T

aufgelost werden kann.

Rekombination der Skalen: Dieser Ausdruck kann nun in Gleichung (5.11) ein-
gesetzt werden, sodass diese mit Gleichung (5.10) rekombiniert werden kann. Dies
fithrt zu

1
Oipr + O (Prul) = =04 {(7’ - 5) [ckaap -0, (czpk) + Fka]} , (5.19)

und dient im Folgenden als Grundlage zur Bestimmung der Diffusionskoeffizienten in
einem bindren Gemisch.

5.1.3 Diffusion in binarem Gemisch

In einem bindren Gemisch mit k = 1,2 und G5 = Go; = G lasst sich die Interaktionskraft
(3.13) in Gleichung (5.19) fiir jede Komponente als

FLa = —gczllllﬁalllg = —gczllll\lféaapg,

5.20
Py = G0, W, 001 (5.20)

ausdriicken, wobei W' = 0,V entspricht. Fiir den Druckgradienten (5.17) gilt dement-
sprechend
ﬁap = ci(()a (pl + pg) + Qc?@a (\111\112)

5.21
2 [Oupr + Oups + G (U1 WyDaps + U3 Wi Dapy)] (5.21)

Werden die Terme (5.20) und (5.21) in Gleichung (5.19) eingesetzt und der resultie-
rende Ausdruck nach d,p; und 9,ps sortiert, fiihrt dies zu

atpl + aa (IOIUZI)
1
- (T - 5) 20, {(c1 =1+ c1GUU)) Oupy + [c1 + (c1 = 1) GU1WE] Dapat,
atp2 + aoz (pZUZl)

1
= — (7’ — 5) Cgaa {[CQ + (02 - ]_) g\IIQ\IIII] aapl + (02 -1+ CZQ\PI\I]&) aap?} )
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was sich unter Ausnutzung von Y, ¢, =1 zu

1
Oip1 + Oa (prug) = — (T - 5) 200 [(1GW2W] = ) Bapr + (€1 — 2G U1 Wh) Dupo]

1
Dupa + D (pou™) = - (T _ 5) 20, [(cs - 1T W) Dupy + (2GTL T, - ¢1) Dupa]

vereinfachen ldsst. Wird nun angenommen, dass Jd,p1 = —0,p2 ist |63, 160], lasst
sich schliefslich zeigen, dass beide Komponenten jeweils eine Advektions-Diffusions-
Gleichung

Oip1 + On (1) = =04 D01,
Orp2 + On (pzugl) = ~0,D0up2

mit dem gleichen Diffusionskoeffizienten
1
D - ple - (T - 5) G (U, Ty + UL, — 1]

befolgen. Die Diffusionseigenschaften kénnen also iiber die Form der Potentialfunkti-
on und den Modellparameter G verdndert werden.

Analog zur bis zu diesem Punkt durchgefiihrten Rechnung kénnen die Diffusionsko-
effizienten fiir die anderen Kréfteschemata aus Tabelle 3.2 hergeleitet werden. Fiir
das Shan-Kréfteschema ist dieser beispielsweise in Referenz [63] zu finden; fiir die
Kréfteschemata EDM, He und Guo wurden diese nach bestem Wissen des Autoren
noch nicht bestimmt. Im Vergleich sind diese

2
1
DEDM = Cg [gT (Cl\Ifll\Ifg + CQ\Dé\Ifl) - (T - 5)] ,

1
pShan _ (2 [QT (W) Wg + U0y ) - (7‘ - —)] ,

(5.22)
DHe

1
(T — 5) Cg [g (01\11,1\1[2 + 02\115\111) — 1] ,

1
DGuo — (7— _ 5) C? [g (01\11’1\1’2 + CQ\DIQ\Ijl) - 1] .

Dabei ist auffillig, dass die Advektions-Diffusions-Gleichungen beziehungsweise die
Diffusionskoeffizienten jeweils fiir das Shan- und EDM- beziehungsweise das He- und
Guo-Kréfteschema gleich sind. Da dies offensichtlich auf die Krafteinbindung zuriick-
zufiithren ist, wére eine Verallgemeinerung der prasentierten Rechnung wiinschens-
wert, wie sie beispielsweise in den Referenzen [51, 53| fiir Einstoffsysteme durchge-
fiihrt wurde. Eine derartige Rechnung ist jedoch in diesem Kontext nicht moglich, da
sich die einzelnen Kréfteschemata nicht durch einfache Faktoren unterscheiden. So
ist beispielsweise die Gleichgewichtsgeschwindigkeit fiir das Shan-Kréifteschema eine
komponentenspezifische Grofe, wiahrend sie fiir das He-Kréfteschema fiir alle Kom-
ponenten gleich ist.

Da sich der Diffusionsterm auch iiber den diffusiven Massenfluss j, ausdriicken lasst,
siehe Gleichung (5.1), wird dieser im folgenden Abschnitt hergeleitet.
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5.1.4 Diffusiver Massenfluss

Der diffusive Massenfluss

N _ C m
Jka = Pk (uk,a —Ug )

beinhaltet die vom Kréfteschema abhingige Misch- und Komponentengeschwindig-
keit (siche Tabellen 3.2 und 3.4). Da er ohne nennenswerten Mehraufwand fiir beliebig
viele Stoffe bestimmt werden kann, wird er in diesem Abschnitt (im Gegensatz zum
Vorigen) allgemein berechnet.

Um die Advektions-Diffusions-Gleichung mit diesem Term auf der rechten Seite zu
rekonstruieren, werden zunéchst die Gleichungen (5.5) und (5.6) verwendet, um

Z €; af(l) (Z ei,afi,k - Z ei,&fiﬁ%)

zu erhalten. Dieser Ausdruck kann nun in Gleichung (5.11) eingesetzt und der resul-
tierende Ausdruck mit Gleichung (5.10) rekombiniert werden

1 1
atpk+a (pk‘u ) [(1__) (Zezafzk Zeza eq)+_(1_Z)Fk,a:|
1 1 .
aoz|: _Z Z@afzk"‘ Zeza +_( _Z)Fk,a_zi:ei,afiﬁ‘l
1 e e
l ~ o (Z eiafik + §Fk,a) t o ZI: Ciafin— Zz: Bz‘,afi;]

pkuka PrU, ) - ajk,a

(siche Tabellen 3.2 und 3.4 fiir die Definitionen von pyu§ und pru™). Obwohl dieser
hier nur fiir das He-Kréafteschema bestimmt wurde, kann er fiir die anderen Kréfte-
schemata analog hergeleitet werden.

5.1.5 Bestimmung des Transitionspunktes

In diesem Abschnitt wird der Transitionspunkt bestimmt, welcher den Ubergang vom
mischbaren zum nicht mischbaren Regime angibt. In Referenz [158] wurde dieser fiir
den Spezialfall ¥, = p, und 7, = 7 unter Beschriankung auf infinitesimale Dichte-
schwankungen um einen zeitlich und rdumlich konstanten Wert ermittelt. Der folgen-
de Ansatz basiert auf einer anderen Grundidee, wobei es nicht nétig ist die Amplitude
der Dichteschwankungen zu beschranken.

Der Transitionspunkt ist dadurch gekennzeichnet, dass der Diffusionskoeffizient aus
Gleichung (5.22) sein Vorzeichen dndert, sodass D = 0 die gesuchten kritischen Eigen-
schaften liefern sollte. Der resultierende Ausdruck

1
(T - 5) C? [g (01\11,1‘112 + C2\I]’2\I/1) - 1] =0
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ist jedoch tiber die Potentialfunktionen und Konzentrationen (also iiber die Dich-
ten) raumabhéngig und muss daher an einem charakteristischen Punkt ausgewertet
werden, welcher im Folgenden identifiziert wird. Da Diffusion eine Folge der Interak-
tionskraft ist, sollte die groftte Interaktionskraft an diesem Punkt gerade ausreichen,
um eine Vermischung der Komponenten zu verhindern. Diese Kraft wiederum skaliert
mit den Dichtegradienten, welche in der Grenzfliche maximal werden. Dort gilt

1
P1L=p2 = PGF, CL=C = 57 (5-23)
wobei pCF der Grenzflichendichte entspricht. Es ist anzumerken, dass sich der Zu-
sammenhang fiir die Konzentrationen dndert, wenn N > 2 Stoffe vorhanden sind.
Wird nun das System aus Abbildung 5.1 betrachtet, worin beide Komponenten den

Grenzflache
Haupt Haupt
1 ; P2
— P2
--- 1
gelost : gelost
2 P1

Abbildung 5.1: Schema der Dichteprofile zweier nicht mischbarer Fluide. Da die Grenz-
flaiche iiber mehrere Gitterpunkte verschmiert wird, kann angenommen
werden, dass sie sich bei p; — p2 = 0 befindet [155]. Fiir ein Gemisch unter-
schiedlicher Fluide (innerhalb derer keine kohédsiven Kréfte wirken) sind

die Komponentendichten p{laum = p?anp = APt ynd p%elOSt = pgeIOSt =

pEeIost gleich.

gleichen Raum einnehmen und die gleichen gelosten Dichten beziehungsweise Haupt-
dichten haben

Haupt _ Haupt _
= Py =

Haupt gelost _ gelost _ gelost
1 P 9 p pg ’ (524>

P 1 = pPa =

so kann angenommen werden, dass die Grenzflachendichte dem Mittelwert aus gelos-
ter Dichte und Hauptdichte

Haupt elost
pHaupt 4+ pe
2

entspricht. Damit kann schlieflich unter Verwendung der Gleichungen (5.23) und
(5.24) und Realisierung, dass das Grenzflachenpotential fiir alle Komponenten gleich
ist U (pCF) =Wy (pCSF) = WUy (pST), der kritische Punkt

1
W) ¥ (o)

pGF =

gkrit =
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fiir beliebige Potentialfunktionen bestimmt werden.
Diese Rechnung kann erneut analog fiir alle présentierten Kréfteschemata durchge-
fithrt werden, sodass diese im Vergleich

7' -— l
gShan — gEDM _ 2

krit krit T p’ (pGF) ] (pGF) ’

He Guo 1

krit = Jkrit T NG (pGF) ] (pGF)

(5.25)

ergeben. Da die Diffusionskoeffizienten jeweils fiir die Kréafteschemata Shan und EDM
beziehungsweise He und Guo gleich sind, sind auch die kritischen Werte gleich. Fiir
erstere ist er von der Relaxationszeit abhéngig, sodass sich der Transitionspunkt mit
der Viskositét dndert. Da die rechte Seite der Advektions-Diffusions-Gleichung (5.1)
mit einem negativen Vorzeichen rekonstruiert wurde, ist das mischbare Regime durch
G < Girit und das nicht mischbare durch G > Gy,;; charakterisiert.

Fiir den géngigen Fall 7 = 1 sind die unterschiedlichen Transitionspunkte genau um
den Faktor zwei verschoben. Diese Verschiebung ist auch in Abbildung 4 in Refe-
renz [141] angedeutet, worin der Punkt, oberhalb dessen eine Grenzflichenspannung
messbar ist, ebenfalls um den Faktor zwei verschoben ist. Diese Verschiebung impli-
ziert, dass zwei Fluide bei gegebenem Wert G bei Verwendung eines Kréfteschemas
(zum Beispiel He) noch mischbar sein kénnen, wihrend sie bei Verwendung eines an-
deren (zum Beispiel Shan) bereits nicht mischbar sind. Das bedeutet: Bei Verwendung
unterschiedlicher Kréfteschemata werden bei exakt gleicher Wahl der Modellparame-
ter unterschiedliche Systeme simuliert; die Krafteschemata konnen in MCMP-
Systemen also nicht direkt miteinander verglichen werden. Ein spezielles
Vorgehen auf Basis reduzierter Variablen — wie unten in Abschnitt 5.2.3 erlautert —
ist daher notwendig.

Aufgrund der Gleichheit sowohl der Diffusionskoeffizienten (5.22) als auch der kriti-
schen Punkte (5.25) werden im Folgenden alle Untersuchungen — falls nicht explizit
anders erwahnt — am Beispiel des Shan- und des He-Kréfteschemas durchgefiihrt.

5.2 Validierung

Im Folgenden wird die vorherige Analyse numerisch validiert. Zuerst wird das misch-
bare Regime G < G,y mittels transienter Simulationen zerfallender, sinusformiger
Konzentrationswellen analysiert. Im zweiten Teil wird das nicht mischbare Regime
sowie der Ubergang zum mischbaren Regime untersucht, wobei die Ausdriicke fiir Gt
in Simulationen statischer Tropfen unter Verwendung verschiedener Potentialfunktio-
nen sowie Relaxationszeiten untersucht werden. Im dritten Teil wird untersucht, wie
die verdnderten Diffusionseigenschaften die Moglichkeiten der Kontaktwinkelmodel-
lierung beeinflussen.
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5.2.1 Mischbares Regime

In diesem Abschnitt werden die analytischen Ausdriicke fiir die Diffusionskoeffizienten
anhand eines dynamischen Testfalls — dem Zerfall einer harmonischen Konzentrati-
onswelle — untersucht [4,5,17,160]. Dafiir wird der Einfachheit halber W, = pj, ver-
wendet und ein zweidimensionales, doppelt-periodisches Gebiet mit Lange n, = 257
und Breite n, = 17 betrachtet, in welchem die initiale Dichteverteilung in z-Richtung
durch

p1(Z) = Puittel [1 +dsin (l;::r)] ,
02 () = Pittel [1 -0 sin (l;:r)]

gegeben ist, wobei k = 27 [n, der Wellenzahl entspricht. Beide Komponenten haben
die gleiche mittlere Dichte puiitter = 1 mit einer geringen, gegensétzlich gerichteten,
sinusformigen Storung der Amplitude 6 = 0.001. Der Abklingprozess dieser Konzen-
trationswelle ist beispielhaft in Abbildung 5.2 dargestellt.

In diesem Fall kann die zeitabhéngige, analytische Losung des zerfallenden Dichte-

(5.26)

Abbildung 5.2: Schematische Darstellung zweier gegensétzlich gerichteter, harmonischer
Konzentrationswellen mit Amplitude §. Im Ausgangszustand (links) vari-
ieren die Dichten beider Komponenten um den gleichen Mittelwert pygitter-
Der diffusive Massentransport fiihrt dazu, dass die Dichtestérungen mit
der Zeit abklingen (rechts). Der Abklingprozess kann an jedem Punkt mit
Gleichung (5.27) beschrieben werden.

profils mit
p1 (2,t) = puistel + 0 SIn (l;;x) exp (—IEQDt) ,
P2 (l’, t) = PMittel — d sin (]%37) exXp (—]F%QDZ%)

berechnet werden [4]. Daher wird zur Messung des Diffusionskoeffizienten die Simula-
tion durchgefiihrt bis die Amplitude der Konzentrationswelle auf die mittlere Dichte
abgefallen ist, im Detail bis

<6 x1073,

Ny
p1 (I’ 75) — PMittel

wobei in jedem Zeitschritt die Dichte p; (%,t) erfasst wird. Im Anschluss kann die
Funktion

9 (t) = pusiteer + 6 exp (=k*Dt) (5.27)
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durch die Daten gelegt und so der Diffusionskoeffizient ermittelt werden.
Der theoretische Diffusionskoeffizient ldsst sich schlieflich mittels Gleichung (5.22)
berechnen. Fiir das He-Kréfteschema (mit Wy, = py) ist dieser

o-(-)ele(2) ]

was nach Einsetzen von Gleichung (5.26) und Auswertung bei x = n, /4 zu

D= (7- _ 1) 2 (29012\/me1 _ 1) _ (7_ _ 1) 2 2G 62

S S
2 PMittel 2 PMittel

-0(5?)

fiihrt und fiir kleine Storungen ¢ < 1 schliefslich zu

1
D =DHe = (T - 5) Cg (2gpMittel - 1)

vereinfacht werden kann. Analog ergibt sich der theoretische Diffusionskoeffizient fiir
das Shan-Krafteschema, im Vergleich also

1
pShan _ Cg [ngMittel - (7' - 5)] )

1 (5.28)
DHe _ (7- - 5) 2 (2G putitter — 1) -

Abbildung 5.3 zeigt die numerischen Ergebnisse und theoretischen Vorhersagen
fiir beide Kréafteschemata bei verschiedenen Relaxationszeiten. Im Falle des Shan-
Kréafteschemas dndern sich mit der Relaxationszeit sowohl die Steigung als auch der
Schnittpunkt mit der Nulllinie. Fiir kleinere 7 sind also geringere G nétig, um die
gleichen Diffusionseigenschaften zu erhalten. Zudem bestétigt dies, dass sich der kri-
tische Wert Gy (Durchstofspunkt Nulllinie) mit der Relaxationszeit verschiebt und
dementsprechend wviskositdtsabhingig ist.

Im Gegensatz dazu ist bei Verwendung des He-Kréifteschemas nur die Steigung der
Diffusionskoeffizienten relaxationszeitabhéngig, wihrend der Schnittpunkt unveran-
dert bleibt. Der kritische Wert ist in diesem Fall also viskositdtsunabhdngig.
Insgesamt stimmen die Simulationsergebnisse hervorragend mit den zuvor abgeleite-
ten theoretischen Werten mit relativen Fehlern «< 1 % iiberein.

Alternativ zur beschriebenen Vorgehensweise kann der Diffusionskoeffizient auch in
jeder Iteration bestimmt und {iber den gesamten Zeitraum des Zerfalls der Konzen-
trationswelle gemittelt werden [4]. Dabei werden der diffusive Massenfluss j; und die
Dichtegradienten d,p; berechnet und die rechten Seiten von Gleichung (5.1) entlang
der z-Richtung nach dem Diffusionskoeffizienten aufgelost D = j; ,/0.p1. Es zeigte
sich jedoch kein signifikanter Unterschied zwischen den beiden Ansétzen, weshalb D
willkiirlich unter Verwendung der Zerfallsrate bestimmt wurde.
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0.16 i
0.12 F . X Shan, 7 = 1.0
+ Shan, 7= 0.9
a 0.08 O Shan, 7=0.8
' A He,7=1.0
* He,7=0.9
0.04 F . He, 7=0.8
OOO i 1 1 1 1 1 1 ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
g

Abbildung 5.3: Diffusionskoeffizienten fiir Shan- und He-Kréfteschema fiir verschiedene
Relaxationszeiten 7 = 1.0,0.9,0.8. Die Simulationsergebnisse (Punkte)
stimmen mit den theoretischen Vorhersagen (Linien) aus Gleichung (5.28)
iiberein.

Die Ergebnisse dieses Abschnitts belegen, dass die analytisch bestimmten Diffusions-
koeffizienten aus Gleichung (5.22) mit den simulierten {ibereinstimmen und die herge-
leiteten Zusammenhénge zwischen Modellparameter G und makroskopischem Diffusi-
onskoeffizienten korrekt sind. Wird ein reales, diffusionsabhéngiges Problem simuliert,
miissen die Modellparameter so gewéhlt werden, dass die fiir dieses Problem charakte-
ristischen, dimensionslosen Ahnlichkeitsparameter (Schmidt-Zahl, Péclet-Zahl, etc.)
mit denen des realen Problems iibereinstimmen. Fiir eine korrekte Skalierung sind
daher — je nach Kréfteschema — die entsprechenden Zusammenhénge D (G) zu ver-
wenden. Diese Zusammenhénge aus Gleichung (5.22) wurden nach bestem Wissen
des Autoren fiir die Krafteschemata EDM, He und Guo erstmalig in dieser Arbeit
vorgestellt.

5.2.2 Nicht mischbares Regime

Um den Ausdruck fiir Gy zu testen, wird ein kreisrunder Tropfen von Kompo-
nente 1 — umgeben von Komponente 2 — mit scharfer Grenzfliche im Zentrum ei-
nes 100 x 100 doppelt-periodischen Rechengebiets platziert. Beide Komponenten ha-
ben die gleichen Relaxationszeiten, die gleichen Gesamtmassen sowie Anfangsdichten
pipt = pHlaupt _ pHaupt — 1 94 und pE9Ot = 8O = peelost = (0,06, Fiir verschiedene G
wird der Tropfen dquilibriert und p}*"®* beziehungsweise p&*" jeweils in der Mitte
beziehungsweise einer Ecke des Gebiets gemessen. Die zugehorige Grenzflachenspan-
nung o wird dann iiber die Young-Laplace-Gleichung (4.4) bestimmt, wobei der Druck
inner- und auferhalb des Tropfens mittels Gleichung (5.17) berechnet wird. Als Kon-
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vergenzkriterium wird Gleichung (3.18) unter Verwendung der Mischgeschwindigkeit
genutzt, also V (u™) < 1077. Dabei ist zu erwdhnen, dass wenn G nahe Gy gewéihlt
wird, sehr viele Iterationen nétig sind, um das Konvergenzkriterium zu erfiillen. In
diesem Fall 16st sich der initiale Tropfen entweder (im mischbaren Regime) aufgrund
eines geringen Diffusionskoeffizienten langsam auf oder es pragt sich (im nicht misch-
baren Regime) langsam eine breite Grenzflache aus.

Um zu zeigen, dass der Transitionspunkt fiir beliebige Potentialfunktionen giiltig ist,
werden im Folgenden Simulationen unter Verwendung verschiedener Relaxationszei-
ten 7 = 2.0,1.5,1.0,0.9,0.8 und Potentialfunktionen durchgefiihrt. Letztere sind in
Tabelle 5.1 aufgelistet.

Da es keine physikalischen Prinzipien gibt, um eine addquate Form der Potentialfunk-

Tabelle 5.1: Potentialfunktionen fir MCMP-Systeme. Wahrend ¥, und W, in der Lite-
ratur hdufig verwendet werden, ist Wi, eine neue Potentialfunktion, welche
monoton steigend und — wie Wey, — bei pg eine obere Schranke hat. Der Frei-
heitsgrad pg wird, wie in allen vorigen Simulationen, auf 1 gesetzt.

Potentialfunktion Repréasentative Publikationen
V,=p [43,73,79]
U = o [1 — exp (—pﬁo)] 124, 155, 160]

— .2 L .
Vatan = po= arctan (po)

tion zu bestimmen [110], ist es iiblich ¥, zu verwenden [43,54,73,79,112,141,160]. In
einigen Arbeiten wird argumentiert, dass Wey, zu einer erhohten Stabilitét fiihrt, da es
bei py beschrankt ist [152,170]. Da diese beiden Potentialfunktionen im Kontext von
MCMP-Systemen primér eingesetzt werden (W, beispielweise in [63,124,155,166]),
werden sie im folgenden Vergleich beriicksichtigt. Um die Allgemeingiiltigkeit des
Transitionspunktes aus Gleichung (5.25) zu zeigen, wird hier eine weitere, neue Poten-
tialfunktion W, eingefiihrt, welche — wie in Referenz [115] vorgeschlagen — s-formig
ist und dieselbe obere Schranke besitzt wie Wey,. Auf Basis der Gleichungen (5.25)
ist es zudem moglich fiir jedes Kréfteschema eine Potentialfunktion mit variablem
Transitionspunkt zu definieren. Da diese den Stabilitédtsbereich des Modells jedoch
stark einschrinken, wurden sie nicht im folgenden Vergleich berticksichtigt, sondern
in Anhang H separat bestimmt und analysiert.

Ahnlich der Darstellung aus Referenz [73], zeigt Abbildung 5.4 den Zusammenhang
zwischen G und den gemessenen geldsten Dichten beziehungsweise Hauptdichten so-
wie der Grenzflichenspannungen o fiir 7 = 1. Der jeweilige Transitionspunkt wurde
mittels Gleichung (5.25) bestimmt und in der Abbildung durch eine vertikale Li-
nie angedeutet. Einerseits 10st sich der Tropfen fiir G < G,y auf und pegeldst sowie
pHauwpt konvergieren aufgrund der Massengleichheit beider Komponenten gegen den-
selben Wert. Andererseits sind die Fluide fiir G > Gy, nicht mischbar. Da die geloste
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Abbildung 5.4:

Simulation des Transitionspunktes fiir verschiedene Krafteschemata. Dar-
gestellt sind die Hauptdichten p?aum beziehungsweise gelosten Dichten
p%elet von Komponente 1 (ungefiillt) sowie die gemessenen Grenzflachen-
spannungen (gefiillt) fiir die Kréfteschemata Shan, EDM, He und Guo
(von oben nach unten). Die kritischen Punkte stimmen mit den theoreti-
schen Werten (vertikale Linien) {iberein. Fiir 7 = 1 sind diese Git,w, = 0.5,
Gurit,Weyp ~ 2.150129 und Gt w,.,, = 7 fiir das Shan- und EDM-
Kréafteschema und doppelt so grof fiir das He- und Guo-Kréfteschema.
Fir G < Gt sind die Stoffe 16sbar und es préigt sich keine Grenzflache
und dementsprechend keine Grenzflichenspannung aus (im mischbaren
Regime vernachléissigt).



86 Kapitel 5 Diffusion in Mehrstoffsystemen

Dichte gegen Null konvergiert, sind die einzelnen Komponenten zunehmend reiner
fiir steigende G. Fiir beide Krifteschemata entspricht der Ubergangspunkt exakt den
theoretischen Werten.

Die zugehérigen Grenzflichenspannungen o skalieren unterschiedlich mit G fiir die
beiden Kréfteschemata, sowie fiir die verschiedenen Potentialfunktionen. Um dies zu
verdeutlichen, wurden zusétzliche Simulationen fir ¥, mit 7 = 1.0,1.5,2.0 durchge-
filhrt. Ahnlich der Darstellung in Referenz [141], zeigt Abbildung 5.5 die entspre-
chenden Simulationsergebnisse. Zusétzlich zur Verschiebung des kritischen Punktes

0.6 | i
&
+ X Shan, 7 =1.0
0 xxX + Sh

0.4F O++ xxx ] Shan, 7 = 1.5
. o+++xxx Y g = O Shan, 7 = 2.0

O x L L A He,7=10

0.2 ng *_.;."!” 1| * He,r=15

% T He, 7 = 2.0

X 10 n**
0.0 X X RORTRTRTATR # % * .

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
g

Abbildung 5.5: Grenzflichenspannungen o in Abhéngigkeit von G fiir ¥, bei verschie-
denen Relaxationszeiten 7 = 1.0,1.5,2.0. Wéahrend die Grenzflachenspan-
nung bei Verwendung des Shan-Krafteschemas von der Relaxationszeit
(und damit von der Viskositédt) abhéngt, ist dies nicht der Fall fiir das
He-Krifteschema (in Ubereinstimmung mit Referenz [141]).

andert sich die Steigung der Grenzflichenspannung mit dem Kréafteschema. Dieser
Effekt ist bekannt und auf den Einfluss des Kréfteschemas auf die Terme dritter
Ordnung in der Interaktionskraft (und demzufolge im makroskopischen Drucktensor)
zuriickzufiihren |74, 123]. Aus diesem Grund ist es bei Wechsel des Kréfteschemas
nicht ausreichend G zu verdoppeln, um dieselbe Grenzflichenspannung zu erzielen.
Um zu zeigen, dass der kritische Punkt fiir das Shan-Kréfteschema (und dementspre-
chend auch fiir das EDM-Kréfteschema) zudem relaxationszeitabhéngig ist, wurden
weitere Simulationen fiir 7 = 1.0,0.9,0.8 durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in Ab-
bildung 5.6 dargestellt. Mit sinkender Relaxationszeit wird der Transitionspunkt in
Richtung kleinerer G verschoben. Der Ubergangspunkt stimmt dabei wieder sehr gut
mit den theoretischen Vorhersagen iiberein.

An dieser Stelle ist anzumerken, dass die Simulationen mit dem Shan-Kréfteschema
schneller dquilibrieren, als die mit dem He-Kréafteschema. Dies ist auf die Fehlerterme
Rs zuriickzufiithren, welche beim Shan-Krafteschema in der Impulsgleichung auftau-
chen (siche Anhang F), dissipativ wirken und so die Aquilibrierung beschleunigen.
In diesem Abschnitt wurde gezeigt, dass der in dieser Arbeit hergeleitete, analyti-
sche, vom Krafteschema abhéngige Transitionspunkt fiir alle présentierten Poten-
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Abbildung 5.6: Simulation des Transitionspunktes fiir verschiedene Relaxationszeiten 7
unter Verwendung des Shan-Kréfteschemas. Wie durch Gleichung (5.25)
vorhergesagt, skaliert dieser mit der Relaxationszeit. Die kritischen Werte
(vertikale Linien) betragen Giyit r=1.0 = 0.5, Girit, r=0.9 = 4/9 und Gigit r-0.8 =
0.375.

tialfunktionen und Kréafteschemata mit den Simulationsergebnissen iibereinstimmt.
Es wurde zudem (in Ubereinstimmung mit bestehender Literatur) gezeigt, dass sich
der Zusammenhang zwischen Grenzflichenspannung ¢ und Modellparameter G nicht
nur entsprechend verschiebt, sondern dass die beiden Groéfsen jenseits des Transitions-
punktes auch unterschiedlich miteinander skalieren (Steigung jenseits des Transitions-
punktes, siehe beispielsweise Abbildung 5.5). Da die Benetzungseigenschaften das Re-
sultat unterschiedlicher Spannungen Fluid-Fluid- beziehungsweise Fluid-Festkorper-
Spannungen sind, beeinflusst diese Verschiebung zudem die Modellierung unterschied-
licher Kontaktwinkel, was im Folgenden gezeigt wird.

5.2.3 Einfluss auf die Kontaktwinkelmodellierung

Fir die Kontaktwinkelmodellierung wird im Folgenden die optimierte Fluid-
Fluid-Interaktion aus Gleichung (3.20) in Kombination mit der Fluid-Festkérper-
Interaktion aus Gleichung (3.16) mit GVand = —GVand yerwendet. Die jeweiligen, durch
die zusétzliche Fluid-Festkorper-Interaktion hervorgerufenen, Spannungen werden da-
bei durch eine Verdnderung der Kriimmung ausbalanciert, sodass sich der Kontakt-
winkel # dndert. Da diese Spannungen mit G beziehungsweise G\Vo"d skalieren, sollte
das Kréafteschema die Kontaktwinkelmodellierung entscheidend verédndern.

Fiir die entsprechenden Simulationen wird ein halber, kreisrunder Tropfen von Kom-
ponente 1 mit Radius r = 25 in der unteren Mitte eines zweidimensionalen Rechen-
gebiets der Grofe 201 x 101 platziert, wo er umgeben von Komponente 2 ist (siche
Abbildung 3.6). Es werden periodische Randbedingungen entlang der z-Achse und
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Festkorperrander jeweils am oberen und unteren Rand des Gebiets angewendet.

Um die Systeme fiir verschiedene Kréfteschemata miteinander vergleichbar zu ma-
chen, also dhnliche geloste Dichten beziehungsweise Hauptdichten zu erzielen, wird
an dieser Stelle die reduzierte Grofe

g
gkrit

eingefiihrt und fiir alle folgenden Simulationen auf 1.8 gesetzt. Schlieflich werden die
simulierten Gleichgewichtsdichten aus Abbildung 5.4 fiir die Anfangswerte genutzt
und das Konvergenzkriterium V (u™) < 1077 verwendet (siehe Gleichung (3.18)). Der
Kontaktwinkel wird wie in Abschnitt 3.3.1 beschrieben ermittelt.

Abbildung 5.7 zeigt die Ergebnisse fiir beide Kréfteschemata unter Verwendung
der Potentialfunktionen W, und W.,. Dabei ist offensichtlich, dass fiir das He-

gred =

(5.29)
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Abbildung 5.7: Kontaktwinkelmodellierung mit Shan- und He-Kréfteschema unter Ver-
wendung der Potentialfunktionen ¥, und Wey, fiir Greg = 1.8 und
7 = 1. Aufgrund der Verschiebung in G sind bei Verwendung des He-
Kréfteschemas grofere Werte fiir QSN and notig. Obwohl der kritische Wert
zwischen den beiden Kréafteschemata um den Faktor zwei verschoben ist,
muss Gy fiir den gleichen Kontaktwinkel @ nicht verdoppelt werden
(zuriickzufiihren auf die unterschiedliche Skalierung der Grenzfléchenspan-
nung mit G). Fir die verwendeten Potentialfunktionen lassen sich alle
Kontaktwinkel (0° bis 180°) abbilden.

Krifteschema grofere Werte fiir G3Vnd notig sind, um den gleichen Kontaktwinkel
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zu erzielen. Als Folge des um den Faktor zwei verschobenen kritischen Punktes (fiir
7 = 1) wére anzunehmen, dass die Werte genau doppelt so groft sein miissten. Da die
Grenzflachenspannung jedoch zusétzlich schwéicher mit G skaliert (sieche Abbildung
5.5), sind die Werte nicht exakt verdoppelt. Im Bezug auf die unterschiedlichen Po-
tentialfunktionen sind bei Verwendung von W, grofere Werte fiir G324 nétig als bei
Verwendung von W,, um den gleichen Kontaktwinkel zu erzielen. Bei Wechsel vom
Shan- zum He-Kréfteschema muss G nahezu verdoppelt werden, um ahnliche Gleich-
gewichtsdichten beziehungsweise Fluid-Fluid-Grenzflichenspannungen o zu erhalten,
siehe Abbildung 5.4. Da sich der Kontaktwinkel nach Young’s Gesetz aus dem Ver-
héltnis der unterschiedlichen Spannungen (Fluid-Festkorper und Fluid-Fluid) ergibt,
miissen daher die Fluid-Festkorper-Kréfte entsprechend erhoht werden, um das glei-
che Spannungsgleichgewicht beziehungsweise den gleichen Kontaktwinkel zu erzielen.
Da die Néherungsformel (3.19) zur Bestimmung des Kontaktwinkels ihre Giiltigkeit
verliert, sobald die Berechnung der Fluid-Festkorper-Interaktion oder das Kréftesche-
ma verdndert wird, muss der Zusammenhang 6 (G3¥**9) fiir den verwendeten Wert Geq
in zuséatzlichen Simulationen ermittelt werden — wie in Abbildung 5.7 fiir G,.q = 1.8.
In Ubereinstimmung mit der vorangegangenen Analyse ldsst sich zusammenfassen,
dass die Wahl des Kréfteschemas Auswirkungen auf die Modellierbarkeit von Kon-
taktwinkeln hat. Da bei Verwendung des He-Kréfteschemas grofsere Kréfte notig sind,
um ahnliche geloste Dichten beziehungsweise Hauptdichten zu erzielen, miissen die
Fluid-Festkorper-Krafte entsprechend erhdht werden. Demzufolge ist die gesamte, auf
die Komponente k wirkende Kraft bei Verwendung des He-Krifteschemas grofer.

5.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde der Einfluss des Kréfteschemas auf die makroskopischen Dif-
fusionseigenschaften in PP-Modellen fiir MCMP-Systeme detailliert analysiert. Dafiir
wurde die makroskopische Advektions-Diffusions-Gleichung fiir die Kréafteschemata
Shan, EDM, Guo und He untersucht. Auf Basis der identifizierten Diffusionseigen-
schaften wurde ein potentialfunktionsabhéngiger Ausdruck fiir den Transitionspunkt
zwischen mischbarem und nicht mischbarem Regime hergeleitet. Es konnte gezeigt
werden, dass sich dieser generalisierte Ausdruck auf einen aus Referenz [73] bekann-
ten Spezialfall fiir ¥, und 7 = 1 reduziert. Des weiteren konnte gezeigt werden, dass
sich dieser Ubergangspunkt fiir 7 = 1 zwischen den beiden Krifteschemata genau um
den Faktor zwei verschiebt. Dies konnte bereits in Referenz [141] beobachtet werden,
wurde jedoch weder thematisiert noch erkléart.

Das Ergebnis dieser theoretischen Analyse wurde in Simulationen zerfallender, sinus-
formiger Konzentrationswellen (mischbar), stationdrer Tropfen und statischer Kon-
taktwinkel (jeweils nicht mischbar) unter Verwendung zweier giangiger und einer wei-
teren, neu eingefiihrten Potentialfunktion validiert. In diesen sowohl transienten als
auch stationédren Testféllen waren die Simulationsergebnisse fiir den Transitionspunkt
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und die Diffusionskoeffizienten in exzellenter Ubereinstimmung mit der in dieser Ar-
beit hergeleiteten Theorie. Dabei wurde gezeigt, dass der Transitionspunkt bei Ver-
wendung des Shan-Kréfteschemas (und des EDM-Kréfteschemas) von der Relaxati-
onszeit (und damit von der Viskositit) abhéngt, wiahrend diese Abhéngigkeit fiir das
He-Kréfteschema (und des Guo-Kréfteschema) nicht besteht. Zudem verschiebt sich
bei Wechsel des Krifteschemas die Grenzflichenspannung, was die Kontaktwinkelmo-
dellierung erheblich beeinflusst, da auch die Fluid-Festkorper-Interaktionen angepasst
werden miissen.

Die Tatsache, dass sich die Diffusionseigenschaften mit dem Kréafteschema &ndern,
hat einige weitreichende Implikationen, welche im Folgenden kurz aufgelistet werden.

i) Es ist allgemein bekannt, dass die Skalierung der Grenzflichenspannung mit
dem Parameter G direkt mit den Termen dritter Ordnung in der Interaktions-
kraft zusammenhéangt [74,123| (siche Abschnitt 3.1.2 und Anhang G). Dement-
sprechend ist diese Skalierung fiir verschiedene Kréfteschemata unterschied-
lich [70]. Wie jedoch fiir MCMP-Systeme gezeigt werden konnte, &ndern sich
nicht nur Terme dritter Ordnung mit dem Kréfteschema (Skalierung), sondern
auch die Diffusionseigenschaften und der zugehorige Transitionspunkt. Somit
skaliert o anders und ist zudem durch den kritischen Punkt verschoben. Dies ist
ein zusétzliches Argument dafiir, dass bekannte Abschitzungen fiir die Grenz-
flachenspannung ihre Giiltigkeit verlieren, wenn das Kréfteschema gewechselt
wird.

ii) Damit Untersuchungen unter Nutzung unterschiedlicher Kréfteschemata ver-
gleichbar sind und Sinn machen, miissen einige Punkt beachtet werden. Ein
Grund liegt darin, dass bei gegebener Interaktionskraft die unterschiedlichen
Fluide bei Verwendung des Shan-Kréfteschemas (beziehungsweise des EDM-
Kréfteschemas) bereits nicht mischbar sein kénnen, wihrend sie fiir das He-
Kréfteschema (beziehungsweise fiir das Guo-Kréfteschema) noch mischbar sind.
In diesem Fall weist Ersteres bereits Scheingeschwindigkeiten auf, wihrend dies
fiir Letzteres nicht der Fall ist, da keine Grenzflichen und demzufolge kei-
ne Dichtegradienten vorhanden sind. Daher ist es notwendig, Vergleiche von
Scheingeschwindigkeiten oder beliebiger anderer grenzflichenabhéngiger Eigen-
schaften auf Basis der eingefiihrten reduzierten, diffusionsabhéngigen Varia-
blen Greq = G/Guit (siehe Gleichung (5.29)) durchzufiihren statt bei identischem
G, wie beispielsweise in Referenz [141|. Ein dhnliches Vorgehen ist in SCMP-
Systemen bereits iiblich, wo G mit der Temperatur identifiziert werden kann und
Vergleiche auf Basis reduzierter Temperaturen vollzogen werden [189]. Dasselbe
gilt fiir Gegeniiberstellungen verschiedener Potentialfunktionen unter Verwen-
dung desselben Kréfteschemas.

iii) Da der kritische Punkt in direktem Zusammenhang mit G steht, miissen die
Interaktionskréifte bei Verwendung des He-Kréfteschemas (und auch Guo) gro-
fser sein als bei Verwendung des Shan-Kréfteschemas (und auch EDM), um die
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gleiche Reinheit einer einzelnen Komponente zu erzielen. Demzufolge miissen
die fiir die Kontaktwinkelmodellierung benotigten Kréfte ebenfalls bedeutend
grofer gewdhlt werden, da der Kontaktwinkel das Ergebnis von Spannungen
(Kréften) ist, die in der Ndhe der Wand durch eine Verdnderung der Kriim-
mung der Fluid-Fluid-Grenzfliche ausgeglichen werden. Trotz alldem ist das
He- dem Shan-Krifteschema vorzuziehen, da es zu weniger Fehlertermen in den
makroskopischen Gleichungen fiihrt [51] und bei Einsatz fiir MCMP-Systeme
stabile Simulationen bei grofen Viskositatsunterschieden ermoglicht [107,141].

Es lasst sich zusammenfassen, dass die Wahl des Kréafteschemas in der Regel darauf
abzielt, Fehlerterme in den makroskopischen Erhaltungsgleichungen fiir Masse und
Impuls zu reduzieren. Es konnte jedoch gezeigt werden, dass im Falle von MCMP-
Systemen die tatséchliche Physik — die Diffusionseigenschaften — grundlegend verén-
dert wird. Dies ist vor allem beim Vergleichen aber auch beim Wechseln des Kréfte-
schemas zu beachten. Um in diesen Féllen &hnliche Systeme zu erhalten, ist es notig
die reduzierten Modellparamter aus Punkt ii) dieser Zusammenfassung (eingefiihrt
in Abschnitt 5.2.3) zu verwenden. Dartiber hinaus ist es fiir die Kontaktwinkelmo-
dellierung notig, zusétzliche Simulationen durchzufiithren, um einen entsprechenden
Zusammenhang 0 (sza“d, g ) zu ermitteln, da — wie bereits in Abschnitt 3.3.1 und Ab-
schnitt 3.3.2.3 gezeigt werden konnte — die einzig existierende Naherungsformel zur
Bestimmung des Kontaktwinkels bei Variation des Kréfteschemas (oder der Fluid-
Festkorper-Interaktion) ihre Giiltigkeit verliert (nur giiltig fiir Shan-Kréafteschema
mit Fy 2 sWend ynd pWand = (),



92

Kapitel 5 Diffusion in Mehrstoffsystemen




6 Zusammenfassung

JIndes sie forschten, rintgten, filmten, funkten, entstand von selbst die kdstlichste
Erfindung: der Umweg als die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten.”

— Erich Késtner

Ziel dieser Arbeit war es Genauigkeit und Stabilitdt von PP-Modellen zu verbessern
und den Modellierungsaufwand durch ein tieferes Verstédndnis des Modells zu redu-
zieren. Dazu wurde das PP-Modell um drei neue Aspekte erweitert.

Zunéchst wurde die LBM in Kapitel zwei in ihrer Grundform vorgestellt. Drei
vereinfachende Schritte (Approximation des Kollisionstermes, Diskretisierung von
Geschwindigkeitsraum und Zeit) {iberfithrten dabei die kontinuierliche Boltzmann-
Gleichung in die LBGK-Gleichung — die zentrale Evolutionsgleichung der LBM.
Zum besseren Verstédndnis der in dieser Arbeit vorgestellten Neuerungen wurde eine
Chapman-Enskog-Analyse durchgefiihrt (siche Anhang C) — eine géngige Methode
zur Bestimmung der approximierten, makroskopischen Gleichungen [20, 31]. Diese
zeigte, dass die Momente der diskreten Verteilungen die NS-Gleichungen approximie-
ren, die LBM sich also fiir die Simulation makroskopischer Stromungen eignet. Mit
derselben Analyse lassen sich Lattice-Boltzmann-Methoden zur Losung beliebiger ma-
kroskopischer Gleichungen konstruieren [163], wobei lediglich die Momente und die
Gleichgewichtsverteilung umdefiniert werden miissen (beispielhaft in Anhang D fiir
die Diffusionsgleichung durchgefiihrt, siehe auch Referenz [195]). Den Abschluss dieses
Kapitels bildete eine kurze Zusammenfassung der grundlegenden Vor- und Nachteile
der LBM, wie sie aus der Chapman-Enskog-Analyse sowie der Formulierung des Lo-
sungsalgorithmus und der Randbedingungen hervorgehen.

Im dritten Kapitel wurde das PP-Modell zur Simulation von Mehrphasenstromungen
vorgestellt. Ausgehend von einer allgemeinen Formulierung konnte es fiir die Simula-
tion von SCMP- und MCMP-Systemen vereinfacht und auf die Verwendung hoéher-
isotroper Diskretisierungen fiir die Interaktionskréafte sowie auf verschiedene Ansétze
fiir deren Einbindung in die Evolutionsgleichung (Kréafteschemata) eingegangen wer-
den. Eine Simulation eines stationdren Tropfens in einem SCMP-System demonstrier-
te die Entstehung von Scheingeschwindigkeiten an Phasentibergéngen (Dichtegradi-
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enten). Durch eine Analyse der unterschiedlichen Fehler (R¢, Rs, Rt und Ry) konnte
die Funktionsweise bestehender Methoden fiir die Reduktion dieser numerischen Ar-
tefakte (Zeitintegrationsverfahren, Geschwindigkeitssétze, Krafteschemata) in einen
Zusammenhang gesetzt und erklart werden.

Anschliefsend wurden verschiedene Moglichkeiten zur Modellierung der Benetzungs-
eigenschaften von Festkorperoberflichen vorgestellt und gezeigt, dass diese Metho-
den in Kombination mit verbesserten Kréfteschemata zur Entstehung von Schein-
tropfchen fiihren. Diese wiederum konnten durch eine im Rahmen dieser Arbeit ent-
wickelten neuartigen Methode eliminiert werden. In einem Vergleich mit bestehen-
den Ansétzen war zu sehen, dass diese Methode zusétzlich den Stabilitatsbereich in
wandgebundenen Stromungen stark erhoht (in vergleichbarer Grofenordnung mit voll
periodischen Simulationen). Dies ermoglicht die Simulation wandgebundener Stro-
mungen mit variabler Benetzbarkeit unter Verwendung verbesserter Krafteschema-
ta, sodass nun auch in diesen Szenarien deren Vorteile ausgenutzt werden kénnen
(fiir das He-Kréfteschema beispielsweise: viskositatsunabhéngige Gleichgewichtsdich-
ten beziehungsweise Grenzflichenspannungen und hohe Viskositatsverhéltnisse, siehe
auch Abschnitt 3.1.4).

Steigerung von Stabilitat und Genauigkeit durch
numerische Optimierung

Im vierten Kapitel wurde eine neuartige Methode zur Reduktion von Scheingeschwin-
digkeiten vorgestellt. Eine Vergrofserung der Finite-Differenzen-Approximation fiir
die Berechnung der Interaktionskréfte fithrte dabei zu zusétzlichen Freiheitsgraden
in Form von freien Wichtungskoeffizienten W;, welche anhand eines Testfalls nume-
risch optimiert werden konnten. Das Ergebnis war eine zweidimensionale optimierte
Diskretisierung vierter Ordnung in der Isotropie Eéﬁz.
Ein Vergleich mit den gingigen hoher-isotropen Diskretisierungen £, £6) £(®) in
Simulationen des Fliissig-Dampf-Gleichgewichtes eines stationidren Tropfens zeigte ei-
ne Verbesserung der simulierten Gleichgewichtsdichten, wenn 5532 verwendet wurde,
obwohl dies nicht Ziel der Optimierung war. Fiir 7 = 1 lagen die numerischen Fehler
unterhalb derer der £(®)-Diskretisierung, welche doppelt so viele Gitterpunkte beno-
tigt. Dabei war ebenfalls zu sehen, dass Scheingeschwindigkeiten erheblich reduziert
und der Stabilitatsbereich des Modells erhéht werden konnten, wobei im Gegensatz
zur Standardformulierung nur vier zuséatzliche Punkte notig waren.

Schlieklich wurde die optimierte Diskretisierung in dynamischen Simulationen von
oszillierenden Tropfen angewandt, deren natiirliche Schwingungsfrequenz analytisch
berechnet werden kann. Die dabei entstehenden Fehler waren von &hnlicher Gro-
Kenordnung wie diejenigen vergleichbarer Diskretisierungen. Fiir die getesteten Félle
lagen diese zwischen 8 —9 % und damit leicht unterhalb derer der £(6)- bezichungs-
weise leicht oberhalb derer der £(®)-Diskretisierung.
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Es lésst sich schlussfolgern, dass das Modell beziiglich Scheingeschwindigkeiten nu-
merisch optimiert werden kann. Aufgrund der Analyse aus Abschnitt 3.2.2 ist anzu-
nehmen, dass dabei die unterschiedlichen numerischen Fehler in der Impulsgleichung
(modellbedingter Fehler R¢, durch das Krafteschema bedingte Fehler Rg, zeitliche
Fehler R, Terme hoherer Ordnung in der Interaktionskraft Rg) so weit wie mog-
lich ausbalanciert werden. Das présentierte Verfahren léasst sich ohne Weiteres auf
grokere Diskretisierungen, auf weitere, von der Diskretisierung der Interaktionskraft
abhéngige Grofen oder MCMP-Systeme erweitern.

Neue Erkenntnisse durch Analyse der
Diffusionseigenschaften

Im fiinften Kapitel wurden die Diffusionseigenschaften in MCMP-Systemen mithilfe
der Chapman-Enskog-Analyse detailliert untersucht. Dabei konnte gezeigt werden,
dass sich diese je nach verwendetem Kréfteschema (Shan, EDM, He, Guo) &ndern.
Kréfteschemata wiederum werden in der Regel so gewéhlt, dass die Fehlerterme Rg
in den makroskopischen Gleichungen (siche Anhang F) minimiert werden. Es wur-
de jedoch aufgedeckt, dass die Variation des Kréfteschemas bei der Simulation von
MCMP-Systemen dazu fiihrt, dass sich die Zusammenhénge zwischen Modell- und
physikalischen Parametern (in diesem Fall, den makroskopischen Diffusionskoeffizi-
enten) andern.

Darauf aufbauend wurde der Transitionspunkt, der den Ubergang vom mischbaren
zum nicht mischbaren Regime charakterisiert, in potentialfunktionsabhdngiger Form
hergeleitet und gezeigt, dass er fiir die unterschiedlichen Kréfteschemata verschoben
ist. Dieser Punkt wurde fiir die Krafteschemata Shan, EDM, He und Guo hergeleitet
und in Simulationen stationdrer Tropfen validiert. Die Simulationsergebnisse waren
dabei in exzellenter Ubereinstimmung mit der hergeleiteten Theorie. Auf Basis die-
ses kritischen Punktes konnten schliefslich reduzierte Variablen eingefiihrt werden,
mittels welcher sowohl unterschiedliche Potentialfunktionen als auch unterschiedliche
Krafteschemata miteinander verglichen werden kénnen. Zudem ermdoglichen diese es
bei Variation der Potentialfunktion, der makroskopischen Referenzdichten oder des
Kréfteschemas den Modellparameter G so zu wahlen, dass ndherungsweise die glei-
chen gelosten Dichten beziehungsweise Hauptdichten vorhanden sind; dieser analyti-
sche Zusammenhang erlaubt also eine rigorose Wahl des Modellparameters. Wahrend
vor dieser Arbeit zusétzliche Hilfssimulationen durchgefithrt werden mussten, um
einen geeigneten Wert fiir G zu ermitteln, kann dieser nun durch die hier entwickelte
Theorie vorab gewahlt werden. Da es zudem fiir die Potentialfunktion in MCMP-
Systemen keine physikalische Grundlage gibt [110] und sie auf Basis der eingefiihrten
reduzierten Variablen Potentialfunktionen miteinander verglichen werden konnen, ist
es nun moglich gezielt neue Potentialfunktionen zu entwickeln. So kénnte die Sta-
bilitdt gesteigert werden oder Potentialfunktionen mit zusétzlichen Freiheitsgraden
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beispielsweise zur Regulierung der Grenzflichenspannung bestimmt werden — wie in
den Referenzen [111,151] fir SCMP-Systeme demonstriert. Im Rahmen dieser Arbeit
konnten bereits — auf Basis der ermittelten Diffusionskoeffizienten — kréafteschemaspe-
zifische Potentialfunktionen mit variablem Transitionspunkt entwickelt werden (siche
Anhang H), wodurch ¥y in diesem Kontext erstmalig eine physikalische Bedeutung
erhélt. Diese fithrten jedoch zu einem stark eingeschrinkten Stabilitdtsbereich und
bediirfen weiterer Untersuchungen, welche jedoch {iber den Rahmen dieser Arbeit
hinausgehen.

Abbildung 6.1: Dreidimensionale Simulation FElectrowetting. Dargestellt ist der Spal-
tungsprozess eines anfinglich mittig zwischen zwei Elektroden positio-
nierten Tropfens einer leitfahigen Fliissigkeit (rot), umgeben von einer
apolaren Fliissigkeit. An Boden und Deckplatte befinden sich Festkorper-
rander. Die Kanalhohe ist im Vergleich zum Tropfenradius klein, sodass
der Tropfen Kontakt zu Deck- und Bodenplatte hat und ndherungsweise
als zylinderformig angenommen werden kann [6,91,136|. Die Aktivierung
der am Boden befindlichen Elektroden fiihrt zu einer Reduktion des Kon-
taktwinkels und damit zu einem Druckgradienten, welcher den Tropfen in
Richtung der jeweiligen Elektroden beschleunigt und auseinanderzieht. In
Referenz [22] wurde ein kritisches Verhéltnis von Kanalhohe zu Elektro-
denkantenldnge bestimmt, oberhalb dessen sich ein Tropfen nicht mehr in
zwei separate, kleinere Tropfen spalten lédsst, sondern nur noch gedehnt
wird. Dieses Verhéltnis wurde experimentell belegt und kann als Validie-
rung fiir dynamische Kontaktwinkeldnderungen herangezogen werden.

Ausblick

Aus den prisentierten Weiterentwicklungen des PP-Modells ergeben sich eine Viel-
zahl weiterer Forschungsthemen.
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Die Verwendung optimierter Randbedingungen in Kombination mit kréftebasierten
Ansétzen zur Modellierung der Benetzungseigenschaften muss in Testfdllen mit dy-
namischen Kontaktwinkeln weiter untersucht werden. Dazu kann beispielsweise die
Washburn-Gleichung [21] als analytischer Testfall herangezogen werden, oder aber
Electrowetting-Vorgénge simuliert werden [24,25,104,105|, siehe Abbildung 6.1.

Die numerische Optimierung in SCMP-Systemen kann auf Finite-Differenzen-
Approximationen mit weiteren Freiheitsgraden erweitert werden, um so Scheinge-
schwindigkeiten weiter zu reduzieren. Da die Nachbarschaft dabei vergrofert wird, ist
zudem zu analysieren, welchen Einfluss die optimierten Diskretisierungen in wand-
gebundenen Stromungen haben. Obwohl die optimierten Koeffizienten sich nicht auf
alle Methoden verallgemeinern lassen, welche die Fehlerterme in den makroskopi-
schen Gleichungen verdndern, ist zu untersuchen, inwiefern ihr Effekt bei Wechsel
beispielsweise des Krafteschemas oder des Geschwindigkeitssatzes eingeschrankt wird.
Des Weiteren ist zu analysieren, inwieweit Koeffizienten, die fiir SCMP-Systeme op-
timiert wurden, in MCMP-Systemen anwendbar sind.

Die Analyse der Diffusionseigenschaften in MCMP-Systemen wurde in dieser Arbeit
fiir bindre Gemische durchgefiihrt und ist kiinftig auf Systeme beliebig vieler Kompo-
nenten zu erweitern. Zudem ist eine Verallgemeinerung auf Systeme anzustreben, in
denen sowohl Krafte innerhalb einer Komponente als auch Krafte zwischen verschie-
denen Komponenten wirken (siehe Kategorie iii) in der Einfithrung von Kapitel 3).
Auf Basis des potentialfunktionsabhéngigen Transitionspunktes und den davon abge-
leiteten reduzierten Variablen konnen schlieflich neue Potentialfunktionen entwickelt
und verglichen werden.

Fazit

Es kann festgehalten werden, dass die Ziele dieser Arbeit erreicht wurden. Schein-
geschwindigkeiten an Grenzflichen konnten durch Verwendung einer numerisch op-
timierten Diskretisierung erheblich reduziert werden. Dies fiihrte ebenfalls zu einer
Verbesserung der Stabilitdtseigenschaften des Modells.

Der Modellierungsaufwand bei der Simulation von MCMP-Systemen konnte durch
eine detaillierte Analyse der Diffusionseigenschaften reduziert werden. Zudem bil-
det die vorgestellte Analyse die Grundlage fiir die Vergleichbarkeit unterschiedlicher
Kréfteschemata und Potentialfunktionen und dient daher auch als Basis fiir die Ent-
wicklung neuer Potentialfunktionen (fir MCMP-Systeme).

Zusatzlich wurde die kréftebasierte Modellierung von Kontaktwinkeln in MCMP-
Systemen so erweitert, dass bei Verwendung verbesserter Kréfteschemata die Ent-
stehung von Scheintropfchen unterdriickt und der Stabilitdtsbereich in Simulationen
wandgebundener Stromungen erhoht werden konnte.
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Kapitel 6 Zusammenfassung




A Kollisionsoperator mit multiplen
Relaxationszeiten

Im Folgenden wird der sogenannte MRT (engl. Multiple- Relaxation-Time)-
Kollisionsoperator mit multiplen Relaxationszeiten vorgestellt. Der Konsistenz halber
ist dieser Anhang mit Abschnitt 2.1.1 verkniipft, es werden jedoch zusétzlich die In-
halte der Abschnitte 2.1.2, 2.1.5 und 2.2 vorausgesetzt.

MRT-Modelle sind eine Verallgemeinerung des SRT-Modells, wobei der Kollisions-
schritt fiir den Verteilungsvektor f = (fo, f1, ..., fq_l)T als

f};emp — fa _ M;}@’Sﬁ’yM'}"s (f§ - fgq) (Al)

formuliert wird. Beim Losen werden die Verteilungen f und 4 mittels der Transforma-
tionsmatrix Mg zunéchst vom Geschwindigkeitsraum (héufig auch Verteilungsraum)
in den sogenannten Momentenraum transformiert

med = Maﬁfeq, mey = Magfg,

«

sodass sich Gleichung (A.1) zu

formmP = fo = M 5Ss, (m, - miq)

vereinfacht. Der Vektor m enthélt dann alle Momente, die mit dem verwendeten
Geschwindigkeitssatz berechenbar sind (fiir die D2@Q9-Diskretisierung beispielsweise
neun Momente). Diese werden im Folgenden iiber die Kollisionsmatrix

8043 = [dlag (7—57 va "')]a,@

unabhéngig voneinander mit individuellen Relaxationszeiten 7, 77, ... relaxiert, bevor
mittels M;}g die Riicktransformation in den Verteilungsraum erfolgt. Schliefllich kann
der Stromungsschritt

fi(x+e0i,t+0;) = ffemp
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ausgefiihrt werden. Werden alle Relaxationszeiten gleich gewéhlt, reduziert sich das
MRT- auf das zuvor préasentierte SRT-Modell.

Die Form der Transformationsmatrizen und die Bedeutung der einzelnen Relaxations-
zeiten héngen dabei vom Geschwindigkeitssatz ab (siehe beispielsweise Referenz [51]).
Ein Vorteil dieser Herangehensweise besteht darin, dass Volumen- und Scherviskositét
voneinander entkoppelt und iiber unterschiedliche Relaxationszeiten reguliert werden
konnen, wohingegen diese in SRT-Modellen gleichermafsen von der Relaxationszeit
abhéngen (siche Anhang C).

Des Weiteren lassen sich mit den geschwindigkeitsdiskreten Verteilungen grundsétz-
lich ¢ Momente berechnen, wovon jedoch nicht alle in den makroskopischen Glei-
chungen (2.19) auftauchen. Neben den niederen physikalischen Momenten (Dichte,
Impulsdichte, etc.) lassen sich hohere Momente berechnen, welche keine physikalische
Gleichung befolgen und sich demzufolge unphysikalisch verhalten. Diese verdndern
sich bei Auswertung des Kollisionstermes mit und koénnen bei Verwendung kleiner
Relaxationszeiten (beispielsweise in turbulenten Stromungen) zu Instabilitdten fiih-
ren [29]. MRT-Modelle erlauben es, die Relaxationszeiten dieser Momente individuell
anzupassen, um die Stabilitét in derartigen Simulationen zu erhéhen. Die entsprechen-
den Relaxationszeiten konnen dabei entweder frei gewéhlt [30] oder aber auf Basis
physikalischer Uberlegungen dynamisch angepasst werden — beispielsweise entropie-
gestiitzt im Karlin-Bosch-Chikatamarla (KBC, nach Entwicklern)-Modell [80] oder
bei pseudoentropisch stabilisierten Verfahren [84].



B Approximation der
Maxwell-Boltzmann-Verteilung

In diesem Anhang wird die Approximation der Maxwell-Boltzmann-Verteilung herge-
leitet, wie sie in der LBM verwendet wird (siche Gleichung (2.10) aus Abschnitt 2.1.2);
das heifst mit skalierten mikroskopischen Geschwindigkeiten aus Gleichung (2.9) (der
Einfachheit halber fiir eine rdumliche Dimension). Die wichtigsten Gleichungen wer-
den dabei wiederholt und durch die skalierten Geschwindigkeiten

e=csé

ausgedriickt. Die Maxwell-Boltzmann-Verteilung ist dann

2
e p 1f{e u
ea € ) _ _l=_= B.1
! (Cs) Cs\V 2T exp|: 2(03 Cs) ] (B1)
und wird in eine Basis von Hermiteschen Funktionen

SOREHERE

s Cs/ p=g T Cs

mit den Koeflizienten

a™ = / fea (E) 25 (E) di (B.2)
Cs cs) Cs
entwickelt. Die Hermite-Polynome sind
1 d» e e 1 e?
(2] ) el
Cs (=1) w (CE) den Cs H v Cs ot = 2c2
Bis zur zweiten Ordnung sind diese also

24(0) (E) =1, 24D (E) - E, H(2) (E) - 6_2 — i (B.3)

Cs cs) 2 cs] & 2

Im Folgenden wird die Maxwell-Boltzmann-Verteilung (B.1) umformuliert und die
Koeffizienten a(™ berechnet.
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B.1 Bestimmung der Koeffizienten

Unter Verwendung der Gewichtsfunktion lédsst sich die Maxwell-Boltzmann-
Verteilung (B.1) als

feq(z)zﬁw(%_ﬂ)zﬁw(ﬁ)
Cs Cs c: G Cs

ausdriicken, wobei

E——2—£ = e=Lc?+ucy
2
ist. Mit
de 9
=6 = de = czdL

lassen sich die Koeffizienten (B.2) zu

a<n>_ffeq( )Hm)( s)dc_s
-2 [wno(5)as

=pfw(£)7—[(n) (Les+u)dL

umformulieren und berechnen

1 L? P L2
a(o)zp/ exp(——)-ldﬁz—[exp(——) dL=p
V27 2 V27 2 7
=27
a® =

.. = pu,
a® = . = pu® + pc.

Unter Verwendung dieser Koeffizienten und der Hermite-Polynome (B.3) ldsst sich
die Approximation zweiter Ordnung der Gleichgewichtsverteilung als

waf€) e pue 1, nfe 1
fQ(C_S)—w(C—s)lp+ cg +§(p05+pu)(c_;l_c_§
(e) 1+ue+1 e2u?  u? +1 e? ]
=wl— — 4+ — - — - — -
Cs P 2 2\ & ) 2\

ausdriicken, wobei der letzte Term aufgrund der Skalierung entfallt [87,93,162]. Damit
ergibt sich die bekannte Form der Gleichgewichtsverteilung mit skalierten Geschwin-
digkeiten

eq E): (E) 1+%+€2U2_ UQ
/ (cs v Cs P 2 2t 22

in einer Dimension, beziehungsweise in dimensionsunabhéngiger Form (2.10).




C Rekonstruktion der
Navier-Stokes-Gleichungen

Im Folgenden wird durch Anwendung der Chapman-Enskog-Analyse [18] gezeigt, dass
die Losung der LBGK-Gleichung

(e redit+8) = fi-— (i~ [

dazu fiihrt, dass die Momente der Verteilungen die makroskopischen NS-Gleichungen
approximieren, die Methode sich also fiir die Simulation von Stréomungen eignet. Als
Vorbereitung werden zunéchst die ersten vier Momente der Gleichgewichtsverteilung
(2.10) berechnet

> =0,
Z eivaffq = PUq,

i C.1
3 cunti S5 = it + pbos, )

Z €iatipCinfit= pc? (Oapliy + OaryUp + 0yl ) -
3

Da f die Gewichte w; und quadratische Terme in e; enthélt, miissen dabei alle
[sotropiebedingungen (2.14) bis zur fiinften Ordnung erfiillt sein.

C.1 Chapman-Enskog-Analyse

Den Ausgangspunkt fiir die Anwendung der Chapman-Enskog-Analyse bildet eine
Taylorentwicklung zweiter Ordnung der LBGK-Gleichung (2.18)

1
7_(5,5

Difi+ SDHi+ O (3) = = (fi- £, €2
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wobei D; = 0y + e; ,0, der materiellen Ableitung entspricht. Als Folge der Kopplung
von Zeitschritt und Maschenweite tiber Gleichung (2.15) kann der fithrende Fehler-
term sowohl durch ¢, als auch durch ¢; ausgedriickt werden, sodass dies einen Fehler
zweiter Ordnung in Raum und Zeit impliziert.

Nun kann die Multiskalenanalyse durchgefiihrt werden, wobei zunéchst die Ablei-
tungsoperatoren durch

9, = oV

C.3
9, = 0 + 20 3

mit dem dimensionslosen Skalierungsfaktor € << 1 ersetzt werden. Fiir die materielle
Ableitung gilt dann

Dy = =D = 20 4 6,200,

Die Idee dahinter ist, dass zeitliche Anderungen als Superposition verschiedener Phé-
nomene auf unterschiedlichen Skalen interpretiert werden konnen, welche sich in ih-
rer Grofsenordnung erheblich unterscheiden. Da makroskopische Stromungen durch
die Uberlagerung schneller Konvektions- und langsam ablaufender Diffusionsprozesse
charakterisiert werden, wird die Zeitableitung in grofie beziehungsweise schnelle Ande-
rungen 815(1) und kleine bezichungsweise langsame Anderungen 852) aufgespalten [31].
Der Skalierungsfaktor stellt dabei sicher, dass die Terme von unterschiedlicher Gro-
Kenordnung sind.

Im néchsten Schritt wird die Verteilungsfunktion in eine asymptotische Reihe

fi = fi(o) + 5fi(1) + 52fi(2) +0O (53) (C.4)

entwickelt, wobei — wie sich zeigen wird — Terme hoherer Ordnung in £ Abweichun-
gen vom Gleichgewicht reprasentieren. Setzt man diese Reihenentwicklung zusammen
mit den Ableitungsoperatoren (C.3) in Gleichung (C.2) ein und separiert die Terme
unterschiedlicher Gréfsenordnungen in e, fithrt dies zu

1
0. 0=—— (£ _ fea C.5
€ 5t7_ (f’L f’L ) Y ( )
1
! pmro __ L C.6
€ 1 fz 5t7—fl ? ( )
0 1
2o oY DO 4 SO DO O < L) (©7)
tT

Unter Verwendung der materiellen Ableitung von Gleichung (C.6) kann Gleichung
(C.7) zu

1 1
2 o> 1 (1——)D.(1) W= f® C.8
€ t fz + o1 7 fz 5t7_fz ( )
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vereinfacht werden [51, 53|, wodurch sich die gesamte folgende Rechnung erheblich
verkiirzt.

Nun kann das Verhalten der Momente fiir unterschiedliche Grofenordnungen separat
untersucht werden, wobei die jeweilige Gleichung mit der entsprechenden Potenz von
e; multipliziert und anschlieffend {iber ¢ summiert wird.

Aus Gleichung (C.5) folgt bereits unmittelbar, dass die Verteilungsfunktion nullter
Ordnung der Gleichgewichtsverteilung entspricht und damit alle Terme héherer Ord-
nung Nichtgleichgewichtsanteile représentieren. Zusammen mit der Reihenentwick-
lung (C.4) und den Momenten der Verteilungsfunktion (2.11) folgt

S D=0V 250,

i (C.9)
Seiaf =0V 250,

sodass die Momente der Nichtgleichgewichtsanteile verschwinden (in Einklang mit
der Erhaltung der Momente durch den Kollisionsoperator, siehe Abschnitt 2.1.1).

C.1.1 Rekonstruktion der Kontinuitatsgleichung

Da das nullte Moment der Verteilungen der Dichte entspricht, zeigen die nullten
Momente der Gleichungen (C.6) und (C.8) wie sich diese mit der Zeit éndert. So
ergibt das nullte Moment der e!-Gleichung (C.6)

1

IS O, 5§ pO0) ™
T Tt T

was unter Verwendung der Gleichgewichtsmomente (C.1) und Gleichung (C.9) zu

W p+ 08 (pua) =0 (C.10)

vereinfacht werden kann.
Analog wird das nullte Moment der £2-Gleichung (C.8)

852) Zfi(o) + (1 - %) (at(l) Zfi(l) + 3&1) Zei,afi(l)) = _%

tT

> £

gebildet und zu
0% p=0 (C.11)

vereinfacht.
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Rekombination der Skalen: Durch Multiplikation der Gleichungen (C.10) und
(C.11) mit e beziehungsweise €2 und anschliefendem addieren der beiden kann die
kompressible Kontinuitdtsgleichung

Oyp + Oa (pua) =0

rekonstruiert werden, wobei die urspriinglichen Ableitungen wieder eingesetzt wur-
den. Das nullte Moment erfiillt also die Massenerhaltungsgleichung der kompressiblen
NS-Gleichungen.

C.1.2 Rekonstruktion der Impulsgleichung

Da das erste Moment der Impulsdichte entspricht, kann die Impulsgleichung analog
zur Kontinuitétsgleichung aus den ersten Momenten der Gleichungen (C.6) und (C.8)
gewonnen werden. Das erste Moment der £!-Gleichung (C.6) ergibt

1
at(l) Z ei,afz'(o) +0g Z 6i7ozfi(0) = 5. Z eipcfi(l)
5 i tT 5
und damit
O (pua) + 05" (puaus) + 208" p = 0. (C.12)

Das der £2-Gleichung (C.8) ergibt

2 0 1 1 1 1 1 2
at( ) Zei,afz‘( ) + (1 - Z) at( ) Zei,afi( ) + aﬂ Zei,aei,ﬁfi( ') = _(St_T Zei,afi( )

(2

und dementsprechend
1
at(2) (pua) + (1 - E) aél) Z ei,aei,ﬁfi(l) =0, (C.13)

mit dem unbekannten zweiten Moment ), e; ,€; 3 fi(l), welches im Folgenden bestimmt
werden muss.

Auflésung Y ;e; q€i 3 fl.(l): Um das Auftreten héherer Nichtgleichgewichtsmomente
zu vermeiden, wird fiir diesen Schritt die e!-Gleichung (C.6) verwendet. Das zweite
Moment liefert

1
at(l) Z ei,aei,ﬁfi(()) + (951) Z ei,aei,ﬁei,wfi(()) = _(St_T Z ei,aei,ﬁfi(l)
und damit

1 1 1 1
o Z eweiﬁfi( ) = 8§ ) [cgp (Oaptiy + Oayup + 657ua)] + 8t( ) (€2p0up + puqug) .
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Daraus folgt

1 1 1 1 1
_(;t_T Z ei,aei,ﬁfi( )= c [8§ ) (ptiy) Oap + ac(u ) (pug) + aé ) (Pua)]
+ cgéagﬁt(l)p + oW (puqugp)
was durch Anwendung der Produktregel zu
1
~5 Deracial!” = [0 p+ oV (pus) [0s + us [ 200+ 017 (pua)
+ Ug (ci@él)p + p@,fl)uﬁ) +c2p (8&1)105 + 8él)ua)

vereinfacht werden kann [51]. Im Folgenden werden unter Verwendung der Gleichun-
gen (C.10) und (C.12) die Zeitableitungen eliminiert, was zu

Z ei,aei,ﬁfi(l) = 5t7'(9§1) (puqugu,) — 87c2p (ac(yl)uﬁ + 8él)ua)

fithrt (siche Referenz [51]). Dieser Ausdruck kann nun in Gleichung (C.13) eingesetzt
werden
1
852) (pua) :Gél) [5tc§ (7’ - 5) P (aél)ua + &gnuﬁ)]
. (C.14)
-0 [(T - 5) 5,08 (Puauﬁuw)] :

sodass die ersten Momente der Gleichungen (C.6) und (C.8) vollsténdig aufgelost sind
und rekombiniert werden konnen.

Rekombination der Skalen: Analog zur Rekonstruktion der Kontinuitétsglei-
chung werden die Gleichungen (C.12) und (C.14) rekombiniert, was zur kompressiblen
Impulsgleichung

1
O; (pua) + 05 (puaug) = —c20ap + g [5tc§ (7’ - 5) p (Opuqg + 8au5)]

- 03 [(7’ - %) 00, (puauﬁuﬂ,)] (C.15)

:O(uauﬂuv)

mit dem Druck
p=cip

und der kinematischen Viskositat

v =26, (7’—1)
2
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fithrt. Unter Verwendung der dynamischen Viskositéat (auch Scherviskositét)
= pv
lasst sich der viskose Spannungstensor als
Tap = 1t (Optia + Oatip) (C.16)

formulieren.

Der letzte Term auf der rechten Seite (C.15) ist ein Fehlerterm, der die LBM in zweier-
lei Hinsicht beschrankt. Zum Einen verschwindet er nur fiir kleine Geschwindigkeiten,
sodass die Impulsgleichung auch nur fiir ju| <« 1 tatsachlich gelost wird. Zum Anderen
konvergiert die LBM nur fiir kleine Mach-Zahlen Ma <« 1 gegen die NS-Gleichungen,
da die Schallgeschwindigkeit ¢, konstant ist. Die Mach-Zahl wiederum ist ein Maf
fiir die Kompressibilitdt einer Stromung, sodass die Methode zuséatzlich auf schwach
kompressible Medien beschrankt ist, obwohl die kompressiblen NS-Gleichungen gelost
werden. Beim Term

1
Reo =03 [(T - 5) 0:0, (puau/guv)]

handelt es sich um einen Modellfehler, der auf die Approximation des Gleichgewichtes
zuriickzufithren ist [87].

C.1.3 Allgemeine Formulierung des viskosen Spannungstensors

Die allgemeine Formulierung des viskosen Spannungstensors fiir kompressible Fluide
2
Tap = 1 (9pua + Oqug) + (77 - ?M) Oytirdagp

beinhaltet zwei Konstanten zur Charakterisierung von Reibungseinfliissen [28]: Die
dynamische Viskositdt g und die Volumenviskositdt n (oder auch Druckzihigkeit,
engl. bulk viscosity). Wihrend Erstere die Auswirkung scherungsbedingter Reibung
erfasst, beschreibt Letztere Effekte, die nicht direkt auf Scherung zurtickzufiihren sind
(beispielsweise gleichméfige, isotrope Volumendnderungen).
Damit der durch die LBGK-Gleichung (2.18) approximierte Spannungstensor (C.16)
dieser allgemeinen Formulierung entspricht, muss
24
3
gelten, woraus sich die Volumenviskositét

2 2 1

ergibt. Dynamische- und Volumenviskositdt héngen somit gleichermafen von der
Relaxationszeit 7 ab.

Unter Beriicksichtigung dieser Umformulierung koénnen die kompressible
Kontinuitdts- beziehungsweise Impulsgleichung rekonstruiert werden, wie sie
beispielsweise in den Referenzen [87,88| zu finden sind.

=0
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C.2 Zusammenfassung

Durch die Chapman-Enskog-Analyse konnte gezeigt werden, dass die nullten Momen-
te der Verteilungen die kompressible Kontinuitatsgleichung

Oip+ 0 (pug) =0
und die ersten Momente die kompressible Impulsgleichung

O (pua) + 0g (puqug) = =0ap + 05 [Vp (Optia + Oaig) ]

befolgen. Die Taylorentwicklung der LBGK-Gleichung (C.2) in Kombination mit der
Kopplung von Maschenweite und Zeitschrittweite (2.15) fithrt zu einem Fehler zwei-
ter Ordnung in Raum und Zeit. Zusétzlich entsteht ein Fehlerterm dritter Ordnung
in der Geschwindigkeit, der die LBM auf kleine Geschwindigkeiten und Mach-Zahlen
beschrénkt. Es werden also die kompressiblen NS-Gleichungen im schwach kompres-
siblen Grenzbereich gelost. Unter Beriicksichtigung dieser Einschrénkungen kann die
LBM fiir die Losung der NS-Gleichungen und damit fiir die Durchfithrung von Stré-
mungssimulationen verwendet werden.
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D Rekonstruktion der
Diffusionsgleichung

Im Folgenden wird gezeigt, dass die LBGK-Gleichung (2.18) durch geeignete Anpas-
sungen fiir die Losung der Diffusionsgleichung

Oa (COaA) =0 (D.1)

mit variablem Koeffizienten ¢ = ¢ () verwendet werden kann (am Beispiel einer zwei-
dimensionalen Diskretisierung). Der Vollstdndigkeit halber wird die gesamte in diesem
Anhang présentierte Analyse mit nicht normierter Zeitschritt- beziehungsweise Ma-
schenweite durchgefiihrt. Eine physikalische Verbindung zwischen den Verteilungen
fi (beziehungsweise deren Momenten) und der durch Gleichung (D.1) vorgegebenen
makroskopischen Dynamik besteht dann nicht mehr, sodass die Methode als rein ma-
thematisches Losungsverfahren genutzt wird. Fiir diesen Fall wird das nullte Moment
der Verteilungen als der gesuchte Skalar A (um)definiert

Zfl = A.

Da nur dieses Moment von Interesse ist (und keine hoheren Momente auftauchen)
geniigt der erste Term der Reihenentwicklung (2.6), um die entsprechende Gleichge-
wichtsverteilung

eq _
fi = ’sz
zu approximieren, sodass

S h= Y= A

gilt. Da nur das nullte Moment rekonstruiert werden muss und die Dynamik des
Problems verglichen mit der der NS-Gleichungen vergleichsweise einfach ist, ist ei-
ne D2Q5 Diskretisierung fiir den Geschwindigkeitsraum ausreichend. Diese erfiillt
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Tabelle D.1: Geschwindigkeiten e; und

° €2 ° zugehorige Gewichte w; fiir
f die D2Q5 Diskretisierung.
Fiir das reguldre Gitter mit
ganzzahliger Maschenweite
sind die mikroskopischen
€3 Ge €o »S €1 Geschwindigkeiten mit der
Gitterkonstanten ¢, = 1/v/3’
skaliert.
. é ° i 01234
€4
ei. 001 0-1 0
Abbildung D.1: D2Q5  Diskretisierung ’
des  Geschwindigkeits- iy 00 1 0-1
raumes. w; % % % % %

die Isotropiebedingungen (2.14) bis zur Ordnung drei und ist in Abbildung D.1 mit
dem zugehorigen Geschwindigkeitssatz in Tabelle D.1 dargestellt. Wie bei der Rekon-
struktion der NS-Gleichungen werden vorbereitend zur Chapman-Enskog-Analyse die
Gleichgewichtsmomente

Z fieq = A,
7
Z eivafieq = O’
7
Y €iatipfit = 0apCiA,
1

eq _
Y €intiginfit=0
7

berechnet.

D.1 Chapman-Enskog-Analyse

Analog zur Chapman-Enskog-Analyse fiir die Rekonstruktion der NS-Gleichungen
wird eine Taylorentwicklung der LBGK-Gleichung (2.18) durchgefiihrt, die Ablei-
tungsoperatoren ersetzt, die Verteilungsfunktion in eine asymptotische Reihe entwi-
ckelt und die so entstehende Gleichung in Terme unterschiedlicher Gréfenordnungen
im Grofenordnungsparameter ¢ aufgeteilt (siehe Anhang C fiir eine detaillierte Be-
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schreibung dieser Schritte)

1
0, 0=—— (F - fod D.2
e - (H7-r). (D-2)
1
1 DM £0) (1) D.3
€ [ fz 5t7_fz ? ( )
1 1
o O (1——)D.(1) S D.4
€ t fz + 27 % fz 5t7—f2 ( )

Aus Gleichung (D.2) und der Reihenentwicklung der Verteilungen folgt, dass Y, fi(z) =
0V 2>0.
Die nullten Momente der Gleichungen (D.3) und (D.4) liefern dann

WA =0, (D.5)
beziehungsweise
1
O + (1 - Z) (35}) 3 emfi(l)) =0 (D.6)

mit dem unbekannten Moment ) ;e; . fi(l). Dieses kann tber das erste Moment der
el-Gleichung (D.3) aufgelost werden, welches

S a0+ 080 (2,00) =~ T

und damit

S eiafV = 18,20 A (D.7)

ergibt.

Rekombination der Skalen: Unter Verwendung des ersten Nichtgleichgewichts-
moments (D.7) konnen nun die Gleichungen (D.5) und (D.6) zur Beschreibung des
nullten Moments rekombiniert und so die makroskopische Gleichung

O\ — D, [(5tc§ (T - %) 8aA] =0

rekonstruiert werden. Diese lasst sich fiir stationdre Probleme nach Einfiihrung des
relaxationszeitabhéngigen, variablen Koeffizienten

9 1

(@) =0 (@) - 5

zur gesuchten Diffusionsgleichung vereinfachen.
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D.2 Zusammenfassung

Es konnte gezeigt werden, dass die Losung der LBGK-Gleichung (2.18) nach einer
Umdefinition des nullten Moments der Verteilungen und Einfithrung einer verein-
fachten Gleichgewichtsverteilung eine Losung der Diffusionsgleichung (D.1) approxi-
miert. Wie bei der LBM fiir die Losung der NS-Gleichungen fiihrt die vorausgehende
Taylorentwicklung zusammen mit der Kopplung von Zeitschritt und Maschenweite
iiber die mikroskopischen Geschwindigkeiten (2.15) zu einem Fehler zweiter Ordnung
im Raum. Hinzu kommt, dass aufgrund des Transportterms in der LBGK-Gleichung
grundsétzlich eine zeitliche Ableitung der betrachteten Erhaltungsgrofe in den makro-
skopischen Gleichungen auftaucht. Diese ist auf die LBGK-Gleichung zurtickzufiihren,
welche in festen Zeitschritten berechnet wird. Da die LBM fiir derartige Probleme nur
langsam konvergiert, ist es notig Prakonditionierungsverfahren zu benutzen [52,76].
Nichtsdestotrotz approximiert das in diesem Anhang vorgestellte Verfahren die ge-
suchte Zielgleichung und kann damit beispielsweise fiir die Berechnung der Verteilung
des elektrischen Potentials und damit als Teil elektrohydrodynamischer Simulationen
eingesetzt werden [43,195].



E Misch- und
Komponentengeschwindigkeit

In diesem Anhang werden Misch- und Komponentengeschwindigkeit 4™ beziehungs-
weise u§ fiir MCMP-Systeme in allgemeiner Form hergeleitet (siehe Abschnitt 3.1.4).
Diese ergeben sich aus der durchschnittlichen Impulsdichte vor und nach der Anwen-
dung der rechten Seite der Evolutionsgleichung (3.2) [160]. Fiir Komponente k ergibt
sich somit

Z ei,afi,k
i
vor und
1 1 eq
1-— Z eiyoéfi’k + — Z ei,afi I + Z 6,’70[81‘7]6
Tk /5 Tk 5 ’ i

nach Anwendung der rechten Seite und dementsprechend die Komponentenimpuls-
dichte

1 1 1
ko= (15— iafikt 5= Ciafint 5D, CiaSik
pkuk’yﬂé ( 2Tk) Zl:e ) f7k 2Tk- ZZ:G ) fl,k 2 ZZ: € ) 7k;

Zur Berechnung der mittleren Impulsdichte des Gemisches kann entweder die Kom-
ponentenimpulsdichte iiber alle Komponenten summiert oder die Mittelwertbildung
fiir das Gemisch durchgefiihrt werden, was gleichermafsen zu

1 1 1
prug = Z Z Ciatik — Z o Z Ciafik T Z o Z €z',af52 +3 Z Z CiaSi k-
ki 2Tk 5 2Tk 5 2% 5

fithrt. Unter Verwendung der Gleichgewichtsgeschwindigkeiten und Quellterme des
Shan-Krafteschemas aus Tabelle 3.2 ergeben sich die zugehorigen Komponenten- und
Mischgeschwindigkeiten wie sie beispielsweise in den Referenzen [161] bezichungsweise
[160] zu finden sind.
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E.1 Weitere Bedingungen

An diesem Punkt stellt sich trotzdem die Frage, warum die einzelnen Geschwindig-
keiten gerade die Formen aus den Tabellen 3.4 und 3.2 annehmen miissen. Dafiir gibt
es mehrere Griinde (anhand derer sich die Form der Geschwindigkeiten auch kontrol-
lieren lésst).

Offensichtlich miissen Quellterm S; j, (F') und Gleichgewichtsgeschwindigkeit ;" so
gewahlt werden, dass F'y nach Anwendung der Chapman-Enskog-Analyse als Volu-
menkraft in den makroskopischen Gleichungen auftaucht. In MCMP-Systemen muss
zusétzlich in einem kriftefreien System die Impulsdichte des Gemisches (Y, ¥;€i.0)
durch Anwendung von Kollisionsoperator € (f;x) und Quellterm S;; (Fy) erhalten
bleiben [160], siche Gleichung (3.2). Das bedeutet

1
— g T—k (Z 6i7afi,k - Z 6i7af§2) + Zk: Z@i’aSLk ; 0.

Andererseits muss sie sich um den Betrag Y, Fy dndern, falls Krafte wirken [160].
Das wiederum bedeutet

1
- Z 7__ (Z ei,afi,k - Zei,asz) + Z Zei’asi’k ; ZF]ﬁa.
k Tk\ 4 i ki k

Diese Bedingungen sind bei Verwendung der entsprechenden Ausdriicke aus den Ta-
bellen 3.2 und 3.4 fiir die jeweiligen Krifteschemata erfiillt.

Die Definition der Mischgeschwindigkeit 4™ kann entweder iiber die in diesem An-
hang beschriebene Mittelung erfolgen oder aber bei der Herleitung der Kontinuitéts-
gleichung (siche Anhang F oder Referenz [123]). Diese wird dabei so gewéhlt, dass
ein Minimum an Fehlertermen in den makroskopischen Gleichungen auftritt.



F Rekonstruktion der

Navier-Stokes-Gleichungen fiir
Gemische

In diesem Anhang wird die Chapman-Enskog-Analyse auf das PP-Modell fiir MCMP-
Systeme (siche Abschnitt 3.1.3) angewendet, um die Kontinuitéts- und die Impuls-
gleichung fiir ein Gemisch aus N Fluiden zu rekonstruieren. Der Einfachheit halber
wird die Rechnung auf Komponenten gleicher kinematischer Viskositit beschrankt,
es gilt also 7 = 7. Es wird beispielhaft das Shan-Kréfteschema (siche Tabelle 3.2) mit
der Gleichgewichtsgeschwindigkeit

eq _ Zk; Zi ei,afi,k n TFk,a / + TFk,a

upt = ul,
o e Y fik Pk Pk

verwendet. Um lange Ausdriicke kurz zu halten, wird an dieser Stelle die gemeinsame-
oder auch Kompositgeschwindigkeit u’ eingefiihrt [73,160,171]. Da fiir dieses Krafte-
schema kein zusétzlicher Quellterm notig ist, vereinfacht sich die Evolutionsgleichung
(3.2) zu

fus (et + 1) = fua = = [fua — 13 (2]

Wie in den Anhéngen C und D werden zunéchst die Momente der Gleichgewichts-
verteilung

Z fin =P,
3
Z eivafie,g = pkuz(}aa
7
(F.1)
3 ratiafid = o + o
7

. e Fed - 2 eq eq eq
Z €i,a€i,3Cin fi ), = PRCS (5045“1@,7 + 0oyl g + 557“1@@)
(A

berechnet.
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F.1 Chapman-Enskog-Analyse

Der einzige Unterschied zur Durchfithrung der Chapman-Enskog-Analysen in den
Anhéngen C und D ist, dass die Kraft auf der Skala &! eingebracht werden muss

Fpo=cFY

k.o

um die Gleichgewichtsmomente nicht zu verédndern [14,41|. Somit ergeben sich nach
Aufspaltung der Skalen folgende Gleichungen

gl =—= (f(o) feq> (F.2)

el D(l)f(o) f(llc)7 (F.3)
1

el o + ( > )D(”f(” f(” (F.4)

Aus der Reihenentwicklung der Verteilungen

fzk _f(o) +€f(1) +e2 (2) +O( )
und Gleichung (F.2) folgt direkt, dass ¥, fz(z) =0V z>0 und aufgrund der Kraft

S Y eiafly =-7 3 R, (F.5)
k 1

sodass auch das erste Nichtgleichgewichtsmoment 3, e; , fi(i) # 0 ist.

F.1.1 Rekonstruktion der Kontinuitatsgleichung

Die nullten Momente der Gleichungen (F.3) und (F.4) liefern
O pi + Y (prus) = 0

beziehungsweise

0P . + ( )a(l) el =

Rekombination der Skalen: Die Rekombination der beiden Gleichungen ergibt

8tpk+8alpku2‘?a+(1——) Zem (1)]
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Wird dieser Term iiber alle Komponenten summiert, ergibt sich die Kontinuitatsglei-
chung fiir das Gemisch

O p™ + Oy [Zpkukanrc?ZZ@m (1) eZZem (1)

mit der Mischdichte p™ = Y, px. Durch einsetzen der Gleichgewichtsgeschwindigkeit
und Gleichung (F.5) kann dieser Ausdruck zu

1
A A TR
E i k

vereinfacht werden. An diesem Punkt ist es notig, die physikalische Geschwindig-
keit des Gemisches beziehungsweise dessen Impulsdichte so zu definieren, dass der
Fehlerterm mit der Kraft F';, verschwindet, also

1
pmug = Z (Z ei,afi,k + aFk’a) .
k i

Die Gesamtimpulsdichte p™u™ entspricht dabei der iiber einen Zeitschritt gemittel-
ten Impulsdichte des Gemisches [160,161]. Unter Verwendung dieser ergibt sich die
Kontinuitéatsgleichung

Opp™ + 0o (PMug) = 0

des Gemisches.

F.1.2 Rekonstruktion der Impulsgleichung

Die ersten Momente der Gleichungen (F.3) und (F.4) liefern

851) (pkuZ?a) + (9;1) ( pruy O{ulC B) + 028(1) =—— Zez o (1) (F.6)
beziehungsweise
o 1
o (prupl,) + (1 - ;) (@(1) > mf(l) + 0( ) Zemem s )) 0 (F.7)

mit dem unbekannten Moment Y, e; n€; 3 fi(,lg) , dessen Auflosung genau wie in Anhang
C erfolgt und an dieser Stelle nicht wiederholt wird. Es ergibt sich

1 1 1 1 e e e
Zei,aei,ﬁfék) = ~TC i (6( )ng + 8( )“k a) + 7'8§ : (pk“k?a“k?ﬁuk?w) )
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sodass Gleichung (F.7) unter Vernachlédssigung des Terms 7‘851) (pkuzqauzqﬁuzqv) zu

o (peui) <08 [pnct (- 5 ) (967, 0w, )]

LY )
_(1_5)@ S eial

umformuliert werden kann.

(F.8)

Rekombination der Skalen: Nun koénnen die Gleichungen (F.6) und (F.8) zu

00 (puait) + 0 (i) = - <2 Ves ) -0 (o)
+0g [(T - %) prc (aauZ?B + 05u2?a)]
- (1 - %) 58t(1)€ zl: ei,afi(,i)
rekombiniert werden. Dieser Ausdruck ergibt nach Summierung iiber alle Komponen-

ten sowie einsetzen der Gleichgewichtsgeschwindigkeit und Ausnutzung von Gleichung
(F.5)

21 02) SOIRES 3N R WAt
k 1t k A
- ZFk,a - aoz (Pmcg) + (1 = %)88,5(1)7' ZFk,O&
k k

1

+0p [Zk: (T - 5) prc (%UZ?B + aﬁuz(fa)] )

Unter der Annahme 5a§1)Fk,a ~ OpFy o, also a,f”Fk,a =0 [51] kiirzen sich die relaxa-
tionszeitabhdngigen Kraftterme heraus, sodass die Zeitableitung durch die Mischge-
schwindigkeit ausgedriickt werden kann:

8t(ﬂmum)+aﬁzpkukaukﬁ ZFka— ( )

+0p [Z (7‘ - %) prc’ (8auz%, + 8ﬁu2?a) )

k

Dieser Ausdruck entspricht bereits nahezu der Impulsgleichung der NS-Gleichungen.
Im letzten Schritt miissen einerseits der Kraftterm und der ideale Druck p™c? zu
einer nicht-idealen Zustandsgleichung zusammengefasst werden und andererseits alle
Terme, die u;* enthalten, durch die Mischgeschwindigkeit u™ ausgedriickt werden.
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Nicht-ideale Zustandsgleichung: Unter Verwendung der Finite-Differenzen-
Approximation der Interaktionskraft (3.13) ergibt sich der Druckgradient

~0ap = —0u (Pmcg) - Z vy, Z gki’f@gaa‘l%
k k

welcher unter Beriicksichtigung von G,z = Gz, mithilfe der Produktregel zu

m 2 ngkl_e
_ ap:—aa(p cs)—aaz 5 LR\
kk

umformuliert werden kann, wobei die Summe },; alle paarweisen Kombinationen
von k und k mit k£ # k einbezieht. So ergibt sich der bereits présentierte nicht-ideale
Druck des Gemisches (siehe Abschnitt 3.1.3)

m 3 Ik
p=c§(p +Z$%%).

kk

Transformation der Geschwindigkeiten: Im Folgenden werden die Gleichge-
wichtsgeschwindigkeiten durch die Mischgeschwindigkeit ausgedriickt. Fiir die Summe
im Advektionsterm gilt

Zpkuz(?auz% =ul, Z Z eipfik+T Z (u’aFkﬁ + u'ﬁFka) + 72 Z
k ki k %

Sie wird durch

Fk,aFk,,B
P

1 1Y Fra o B
prupu =l Y Y eipfin+ o\ uh Y, Fep+us Y Fra |+~ 2k Fra 2k Frp
) 2 A % 4 pm
ausgedriickt, sodass sich die Transformation
m, m, m 1 / /
Zpkuko‘ukﬁ =P Ug Ug T+ 7-_5 uaZFk,B"‘ugZFk,a
e - -

9 Fk;aFkB 12y Fra 2k Frp
+7'Z 1 o

(F.9)

ergibt. Fiir die Terme im viskosen Spannungstensor wird analog vorgegangen. Der
Term

e m TF]a
Zpkaauk?ﬁ =p aozu% + Z pkaa &
k k Pk

wird durch

2 Frp

PO, uﬁ = p™o, uﬁ+—8 o
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ausgedriickt, sodass sich die Transformation

TF 5 P 2k Frp
p 2 0 pm

Zpkﬁau?ﬁ = p"Oaug + Zpkﬁa (F.10)
% %

ergibt. Die Gleichungen (F.9) und (F.10) kénnen schlieklich in die Impulsgleichung
eingesetzt werden, was zu

O (p"uy) + 0s (pmuglug‘) = =0, + 0 [(T - %) o™ (aaug‘ + qugl)] +Rsa

mit dem durch das Krafteschema hervorgerufenen Fehlerterm

1
Rs,a:—aﬁ[(f—5)(%2&,5%;32&,&)]
% %
Fi.  F
—Tzagz—k’ kp
k Pk
1 Fi..> . F
+_aBZk ko 2k Fr,p
4 pm
1 Frp p™, Xk Frp
rei(r-L)an(rmma s g Bt
1 Fro p™ 5 2kFra
+c§(T——)a(r dyta P75 2k Lha
5 )% ;Pkﬁpk > B

fihrt.

F.2 Zusammenfassung

In diesem Anhang wurden die NS-Gleichungen zur Beschreibung eines aus
N Komponenten bestehenden Gemisches fiir das PP-Modell am Beispiel des
Shan-Kréfteschemas hergeleitet. Es wurde gezeigt, dass eine von der Gleichgewichts-
geschwindigkeit u;* abweichende physikalische Mischgeschwindigkeit u™ definiert
werden muss, um Fehler in der Kontinuitatsgleichung zu eliminieren. Des Weiteren
wurde der durch die Interaktionskraft modifizierte Druck hergeleitet und der durch
das Kréafteschema bedingte Fehler Rg in der Impulsgleichung identifiziert.

Fiir die Analyse anderer Krifteschemata kann die gesamte Rechnung wiederholt
werden. Der einzige Unterschied besteht dann in der Behandlung des Quellterms
Sik, welcher zusétzlich aufgrund der Volumenkraft auf der Skala ! eingebracht
werden muss. Die kraftbedingte Korrektur der physikalischen Geschwindigkeit
muss unabhéngig vom betrachteten System bei allen Krafteschemata vorgenommen
werden.



G Gleichgewichtseigenschaften in
Einstoffsystemen

In diesem Anhang wird gezeigt, wie sich die Oberflachenspannung ¢ und die Gleich-
gewichtsdichten ppampr und paissig flir das PP-Modell fiir SCMP-Systeme (siehe Ab-
schnitt 3.1.2) aus dem Drucktensor (3.10) ermitteln lassen. Diese Rechnung ist in
stark verkiirzter Form auch in den Referenzen [8,70,159] zu finden.

Ausgangspunkt ist ein dreidimensionales Gebiet mit einer Fliissig- und einer Dampf-
phase mit den Dichten ppissig beziehungsweise ppampr (gravitationsfrei, ohne zusétz-
liche Feldterme). Wie in Abbildung G.1 dargestellt, wird angenommen, dass diese
durch eine planare Grenzfliche in der x-z-Ebene voneinander getrennt sind. Entge-
gen der Darstellung wird zusatzlich davon ausgegangen, dass sich das Gebiet in alle
Raumrichtungen unendlich ausdehnt.

Im Folgenden wird der Drucktensor zunéchst anhand dieses Beispiels in zahlreichen

Abbildung G.1: Dichteverteilung zur Bestimmung der Gleichgewichtseigenschaften mit-
tels des Drucktensors P,g. Fliissig- und Dampfphase sind durch eine ebe-
ne Grenzflache (schraffiert) voneinander getrennt. Entgegen der Darstel-
lung wird angenommen, dass das Gebiet in keiner Raumrichtung begrenzt
ist.
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Schritten umformuliert und gezeigt wie sich die Gleichgewichtsdichten und der zuge-
horige Sattigungsdruck bestimmen lassen. Erst im Anschluss wird darauf aufbauend
gezeigt, wie die Oberflaichenspannung ermittelt werden kann.

G.1 Bestimmung der Gleichgewichtsdichten

Fiir den dargestellten Fall gilt fiir den Druck entlang der y-Achse
Ges Ges Qc;l Ges

P,y - (pcg v Z5g2 . Lo g2y %0 o \11)5 20,00,V
2 2 (G.1)
,, 9 2, gc 2
= pcl+ =0 (2\1!6 v -0,09,0),

da dyy =1, 0, ¥ =0 und 9,V = 0. Durch Anwendung der Kettenregel ergibt dies

Gc?

; geg
Pyy = ng + 7\112 [

200" (9,p)* + 20 W' 92p — (V'0,p)*]

mit J,¥ = U'. Zur weiteren Vereinfachung dieses Terms wird die Variable Z (p) =
(é)yp)2 eingefiihrt, fiir welche

1 1
5@72 = §@p (ayp)Q =0, (8yp) yp =0y (app) Oyp = 3§p
irl—/

gilt. Eingesetzt ergibt dies

2 gcg 2 g : " 2
Pyy = pes + 502 + == S (2007 Z + WU'9,2 - UZ)
gc gc4 \I/2 2\111\1111 \IJ’Q \If’3
= pc? s\p2 4 S—( —a Z-— z)
Pes T+ 5 AR 72
gc gc4 \If2 \If’2 2\11\11/\11// _ \II’3
ot o B [ (G
pes 5 TR 02

Der zweite Term innerhalb der eckigen Klammern lésst sich mithilfe von Ketten- und
(rickwértigem Anwenden der) Quotientenregel weiter zu

4 \[s2 2 \Ij \1112 —\I"Q \I/
P, = pc + 9203\112 g: \\IIJ,,{\II 0,2 + Z[ % \%2 % ]}
gc gC4\IJ2 \If'2 \If'2
ot G S (o a0 ()
PGT o T T %\

vereinfachen. Abschliefend kann der gesamte Klammerterm durch riickwartiges an-
wenden der Produktregel zu

Ge2 , Gerw? ( \11’2)
2PC +
2 v \%y

)
Pyy = pcs +
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umgeformt werden. Dieser Ausdruck kann nach
P2 4 5 G,

T)" g (P -3V

aufgelost und ausgehend von der Gasphase (iiber die Grenzfliche hinweg) bis hin zu
beliebigen Dichten integriert werden:

4 v [ G2 )\ W
Z(p):g_cg\p@ f (Pyy—ﬂcg— 5 ‘1’2)@d (G.2)

PDampf

9, (z

Da die Dichten im Hauptteil von Dampf- und Fliissigphase konstant sind und
Z(p) = (ay,o)2 ist, gilt Z (paassig) = 0 und Z (ppampr) = 0. Wird also als obere Integra-
tionsgrenze paissig 0der Ppamps gewahlt, ist der Ausdruck null und dementsprechend

Pfliissig

Gez
(Pyy—pcg— 5 WQ)@d = 0.

PDampf

Diese Gleichung enthalt die drei Unbekannten ppamps, pgissie und Py, sodass fiir
ihre Losung zuséatzliche Bedingungen noétig sind. Es wird daher angenommen, dass
sich das System im mechanischen Gleichgewicht befindet, also keine Druckgradien-
ten vorhanden sind [8], welche die Grenzfléche bewegen konnten. Das bedeutet der
thermodynamische Druck im Hauptteil beider Phasen ist gleich

2

Cg Cs
+ 7‘1’2 (Paiissig) = CapDampt + 7\1/2 (PDampt) -

Mit dieser zusétzlichen Beschréinkung lésst sich ein nichtlineares Gleichungssystem
aufstellen

2
Cg pﬂiissig

PAliissig g
Cs
(’Pyy - pci - ‘Iﬂ) 729 =0,
Dampf
G (G.3)
C?pﬁﬁssig + 7@2 (pﬂﬁssig) - Pyy = 0’

Ge?
T\D2 (pDampf) - pyy = 07

2
Cq pDampf +

durch dessen Losung bei gegebener Potentialfunktion ¥ und numerischem Wert G die
Gleichgewichtsdichten und der zugehorige Druck simultan berechnet werden kénnen.

G.2 Bestimmung der Oberflachenspannung

Fiir das System aus Abbildung G.1 gilt fiir die Oberflachenspannung [§]
Pyy = Puw = 0,0, (G.4)
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wobei P,, analog zur Berechnung von P,, im vorangegangen Abschnitt ermittelt
werden kann (siehe Gleichung (G.1)). Dieser ergibt

Ges

4
Prx = pCs + 268@2 gj [2002V - (9,7)°].

Einsetzen der beiden Terme in Gleichung (G.4) fithrt zu

904

= 0,0,

was liber das gesamte Gebiet integriert werden kann und

4 4 4 R
> f(alll . Y4 f(\l”aypfdy: ggsf\lf’z(ayp)Qdy

— 00 —00

liefert. Durch erneutes Verwenden der Variablen Z (p) = (9,p)” und entsprechender
Transformation des Differentials dy = dp/ VZ ergibt dies

4 PAliissig Piiiissig
I Y T N (@5)
PDampf PDampf

wobei p (—00) = ppampr Und p (00) = pgissig verwendet wurde und der Skalierungsfaktor
wieder mit dem Oberflaichenspannungskoeffizienten identifiziert werden kann, siehe
Gleichung (3.12).

Die Losung dieser Gleichung kann dann in fiinf Schritten erfolgen [72]:

1. Bestimmung von pgissig Und ppamps (und P,,, fiir die Berechnung von o jedoch
nicht nétig) durch Losung des Gleichungssystems (G.3).

2. Diskretisierung des Dichteintervalls [ ppampt, Paiissig | mit einer begrenzten Anzahl
an Werten (beispielsweise 10000).

3. Berechnung von Z (p) fiir alle diskreten Dichten mittels Gleichung (G.2).
4. Berechnung von W’ fiir alle diskreten Dichten.

5. Bestimmung von ¢ mittels Gleichung (G.5).

Die berechneten Gleichgewichtseigenschaften sind fiir die Potentialfunktion ¥ =
po[l—exp(=p/po)] mit py = 1 in Tabelle G.1 dargestellt. Dariiber hinaus ist das
préasentierte Verfahren auf beliebige Potentialfunktionen und damit auch beliebige
Zustandsgleichungen anwendbar.
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Tabelle G.1: Gleichgewichtseigenschaften in SCMP-Systemen fiir die Potentialfunktion
U = po[l-exp(-p/po)] mit pg = 1. Kleinere Werte fiir G sind aus Stabi-
litdtsgriinden fiir diese Potentialfunktion nicht moglich. Die Werte sind fiir
die Interaktionskraft mit einer Diskretisierung vierter Ordnung in der Isotro-
pie mit skalierten Gewichten W; — siche Gleichung (3.4) — giiltig. In diesem
Fall ist Gyt = —4, sodass oberhalb dieses Wertes eine einzelne Phase su-
perkritischen Fluides der Dichte pyit = log (2) vorhanden ist. Aufgrund der
Abwesenheit einer zweiten Phase entféllt in diesem Fall die Oberflichenspan-

nung.

g Phiissig PDampf o Pyy
-4.050633 0.907181 0.516945 0.000542 0.062312
-4.155844 1.094142 0.407708 0.002862 0.058251
-4.266667 1.241449 0.341034 0.006261 0.054300
-4.383562 1.374644 0.291596 0.010549 0.050460
-4.507042 1.501229 0.252130 0.015650 0.046736
-4.637681 1.624752 0.219352 0.021533 0.043132
-4.776119 1.747317 0.191452 0.028189 0.039650
-4.923077 1.870373 0.167314 0.035622 0.036295
-5.079365 1.995038 0.146192 0.043852 0.033071
-5.245902 2.122259 0.127562 0.052908 0.029981
-5.423729 2.252899 0.111037 0.062827 0.027028
-5.614035 2.387796 0.096326 0.073658 0.024218
-5.818182 2.527802 0.083202 0.085461 0.021553
-6.037736 2.673818 0.071483 0.098308 0.019039
-6.274510 2.826826 0.061025 0.112283 0.016677
-6.530612 2.987921 0.051706 0.127488 0.014471
-6.808511 3.158347 0.043425 0.144045 0.012426
-7.111111 3.339541 0.036097 0.162096 0.010543
-7.441860 3.533188 0.029647 0.181815 0.008824
-7.804878 3.741289 0.024009 0.203408 0.007271
-8.205128 3.966249 0.019126 0.227128 0.005885
-8.648649 4.210994 0.014943 0.253283 0.004664
-9.142857 4.479126 0.011408 0.282251 0.003607
-9.696970 4.775146 0.008473 0.314508 0.002709
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G.3 Zusammenfassung

In diesem Anhang wurde vorgestellt, wie die Gleichgewichtseigenschaften in SCMP-
Systemen mithilfe des makroskopischen Drucktensors analytisch ermittelt werden
konnen. Dabei ist anzumerken, dass sich die Terme dritter Ordnung in der Inter-
aktionskraft (und damit des Drucktensors) bei Verwendung unterschiedlicher Diskre-
tisierungen dndern [152]. Um in diesen Fallen Vorhersagen beziiglich der Oberflachen-
spannung machen zu kénnen, muss der Oberflaichenspannungskoeffizient (welcher ge-
rade dem Vorfaktor dieser dritten Ableitungen entspricht) erneut bestimmt und die
Rechnung wiederholt werden. Dieser Koeflizient lésst sich durch Anwendung einer
Taylorentwicklung auf die Potentialfunktion in der Interaktionskraft (3.6) bestim-
men [157]. Fir die Diskretisierungen vierter-, sechster- und achter Ordnung in der
Isotropie in zwei Dimensionen ergeben sich unter Verwendung der Koeffizienten aus
Tabelle (3.1) mit normierten Gewichten W} die Oberflachenspannungskoeffizienten

1 1 2
EW: K=-= EO: K=-= E®: K=-Z
67 59 79

beziehungsweise mit skalierten Gewichten W; (fiir quadratische beziehungsweise ku-
bische Gitter, ¢2 =1/3)

1 1 2
@. jo_— ©). fo_— ®. Ke_2g
EW: K=-7G. € K=-0. ¢ K=-2-0

Abschliefsend ist anzumerken, dass die Gleichgewichtseigenschaften einer Simulation
Abweichungen von den analytischen Vorhersagen aufweisen [70,172]. Diese sind auf
Fehlerterme in den makroskopischen Gleichungen zuriickzufiihren, welche durch das
Kréfteschema hervorgerufen werden [123,193].



H Potentialfunktion mit
veranderbarem Transitionspunkt

In diesem Anhang wird eine neue Potentialfunktion fiir die Interaktionskréfte zwi-
schen unterschiedlichen Fluiden hergeleitet und analysiert. Als Grundlage dienen die
makroskopischen Diffusionskoeffizienten aus Gleichung (5.22), siche Abschnitt 5.1.3.
Da es keine physikalische Grundlage fiir die Wahl der Potentialfunktion in MCMP-
Systemen gibt [110], ist es nun méoglich, eine Potentialfunktion mit dem Transitions-
punkt als freien Parameter zu erzeugen. Das Interaktionspotential eines Stoffes sollte
mit dessen Masse steigen, sodass die Potentialfunktion eine positive, monoton stei-
gende Funktion der Dichte [78,122] mit ¥ (0) = 0 sein sollte. Damit lassen sich die
Differentialgleichungen (5.25) fiir jedes Kréfteschema 16sen

on [2T-1)p e wo 2p
\Ijssgllrt = \Iqul?tM = T ) \Ilglrt = ‘Ijscjlrt = gk N : (H1>

Diese Funktionen wurden fiir das Shan- und das He-Kréfteschema — wie in Abschnitt
5.2.2 — anhand stationédrer Tropfen analysiert. Abbildung H.1 zeigt die Ergebnisse,
wobei stets der gesamte Stabilititsbereich dargestellt ist. Der kritische Wert entspricht
exakt der Vorgabe in der Potentialfunktion, jedoch ist der Stabilitdtsbereich einge-
schriankt. Dieses Verhalten wird auf die starke Anderung des Interaktionspotentials
bei kleinen Dichten (im Vergleich zu den anderen Potentialfunktionen) zuriickge-
fithrt (siehe Abbildung H.2). Kleine Dichteschwankungen aufgrund der Anfangsbe-
dingungen (beispielsweise einer initial scharfen Grenzfliache) oder hervorgerufen durch
Scheingeschwindigkeiten fithren so bereits zu grofsen Potentialinderungen, welche
schlieflich zu Instabilitdten fiihren konnen. Bei Verwendung des He-Kréfteschemas
wird der Stabilitdtsbereich so weit reduziert, dass nur Simulationen im mischbaren
Regime moglich sind. Jenseits des kritischen Punktes sind keine stabilen Simulatio-
nen moglich (Ergebnisse nicht dargestellt).

Es wird angenommen, dass die Fehlerterme Rg des Shan-Kréfteschemas (siche An-
hang F) dissipativ wirken und so die Stabilitdtseigenschaften positiv beeinflussen.
Dies wiirde ebenfalls die schnellere Konvergenz des Shan-Krifteschemas gegeniiber
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Abbildung H.1: Potentialfunktion mit veranderbarem Transitionspunkt \I’SS(;?“ fiirm, =7 =

1. Dargestellt sind die Gleichgewichtsdichten unter Vorgabe des Transi-
tionspunktes Gyt = 0.5 links und Gyt = 2 rechts. Der Stabilitdtsbereich
reicht in beiden Féllen nur bis Gyeq ~ 1.18.

— Watan

=1k - .
0 -
0 1 2
P
Abbildung H.2: Potentialfunktionen aus Tabelle 5.1 inklusive WEh" mit Giyip = 1 und
Shan

7k = 7 = 1 im Vergleich. Fir Ui i" filhren geringe Dichteschwankungen

bereits zu groken Anderungen des Interaktionspotentials (roter Kreis).

dem He-Krafteschema erklaren.

H.1 Zusammenfassung

Es ist moglich den Transitionspunkt durch eine geeignete Definition der Potential-
funktion festzulegen. Da geringe Dichteschwankungen beispielsweise aufgrund von
Anfangs- und Randbedingungen nicht ausgeschlossen werden koénnen, sind die Po-
tentialfunktionen (H.1) jedoch nur bedingt einsetzbar.

Abschliefsend ist anzumerken, dass die Untersuchung in diesem Abschnitt nur fiir die
Kréfteschemata Shan und He durchgefiihrt wurde. Da das Kréfteschema die Stabi-
litdtseigenschaften des Modells beeinflusst [130], ist es daher fiir die Zukunft notig,
weitere Analysen mit alternativen Krafteschemata durchzufiihren.
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