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Der Inhalt der neuen Forschungsergebnisse dieser Arbeit stammen aus Kapitel 3 bis Kapitel 5, wih-

rend sich die restlichen Kapitel mit Einleitung, Grundlagen und Ausblick beschiftigen. Es werden

zwei Darstellungen skalarer Zufallsfelder {X (1)

te le} betrachtet. Diese umfassen die moving

average Darstellungen sowie die harmonizable Darstellungen, welche sich explizit durch das Hinzu-
fiigen eines sogenannten femperings von den bereits bekannten Darstellungen (vgl. [13]) unterschei-
den. Grundlegend dazu wiederholen und fiithren wir im zweiten Kapitel zunéchst verallgemeinerte
Polarkoordinaten und E-homogene Funktionen sowie indepdently scattered random measures bezie-
hungsweise multi stabile independently scattered random measures ein, um die entsprechenden In-
tegraldarstellungen titigen zu konnen. Anschlielend studieren wir diese Darstellungen genauer und
zeigen im dritten Kapitel die Existenz sowie die Eigenschaften der Pfade. Letzteres wird durch statio-
nire Zuwichse, stochastische Stetigkeit und das lokale Verhalten deutlich. Wir sind in der Lage, ex-
plizit Elemente des Tangentialraumes nach [11] anzugeben. Durch das hinzugefiigte tempering ist es
zudem moglich eine weitere Familie von Zufallsfeldern anzugeben, welche durch ,,Abschneiden‘ des
entsprechenden Integranden entsteht. Allerdings bezieht sich dieses bis jetzt nur auf die moving avera-
ge Darstellung. Diese durch ,,Abschneiden‘ entstandene Zufallsfelder unterscheiden sich mafgeblich
von den anderen, da sie stationir sind. In den darauffolgenden Kapiteln vier und fiinf erweitern wir
die getemperten Zufallsfelder nach der Idee von [6] sowie [4] durch die multi Stabilitét, sodass der
Stabilitdtsparameter o nun vom Ort der Betrachtung abhéngt. In diesem Fall konnten wir ebenfalls die
Existenz der oben genannten beiden Darstellungen sowie Eigenschaften wie stochastische Stetigkeit

zeigen und das lokale Verhalten untersuchen.
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Abstract

The content of the new research results are displayed in the chapters three, four and five and follow
an introduction in chapter one as well as a repetition and provision of basics in chapter two. The main
objects throughout the dissertation are two special representations of scalar random fields, namely the
moving average and the harmonizable representation. We were able to add a tempering to the already
known integrand of the operator scaling stable random fields, which allows us to define several new
random fields in chapter three. Moreover, the chapters four and five cover an application of the known
generalisation of stable random fields by adding a dependence on time or place of the stable parameter
a onto our new fields. Furthermore, we were able to show properties like stochastic continuity and
stationary increments as well as explicit elements of the tangent field space for the representations.
Last but not least, the new tempering allowed a definition of an isolated random field which differs

from the other mentioned ones by stationarity.



X

Danksagung

Ich bedanke mich sehr bei Herrn Prof. Dr. Hans-Peter Scheffler fiir die begleitende Betreuung der
Promotion und zugleich sein offenes Ohr, welches stets einen Austausch iiber die Forschungsergeb-
nisse und einen mathematischen Dialog ermdglichte. Des Weiteren mochte ich mich bei Herrn Prof.
Dr. Alexander Schnurr fiir die Erstellung des zweiten Gutachtens bedanken. Weiterer Dank gilt der
kompletten Kollegschaft, die stets ein gutes Arbeitsklima forderte sowie mich durch reichhaltige und
hilfreiche Gespriche unterstiitzte. Abschlieend méchte ich mich noch bei meinen Eltern sowie mei-

ner Freundin bedanken, welche mich stets emotional unterstiitzten und motivierten.






X1

Inhaltsverzeichnis

Eidesstattliche Erklirung iii
Zusammenfassung vii
Danksagung ix
1 Einleitung 1

2  Grundlagen
2.1 Exponentialmatritzen . . . . . . . . . . . ... e e

2.2 Verallgemeinerte Polarkoordinaten . . . . . . . ... ... . ... L.

2.3 E-homogene Funktionen . . . .. ... ... ... ... ... .. ... .. .. ... 12
24 Zufallsfelder. . . . . . . . oL 13
2.5 Das Tangentenfeld fiir Zufallsfelder . . . ... ... ... ... .. ... ..... 14
2.6 Independently scattered random measures . . . . . . . .. ... 17
3 Tempered Operator Scaling Stable Random Fields 25
3.1 Moving Average Darstellung . . . . . . . . . . ... 25
3.2 Harmonizable Darstellung . . . . . .. .. ... L 39
4 Operator Scaling Multistable Random Fields 47
4.1 Multi stable independently scattered random measures . . . . . . ... ... . ... 47
4.2 Moving Average Darstellung . . . . . . . . . . . e 55
4.3 Harmonizable Darstellung . . . . . . . . . ... e 64
5 Tempered Operator Scaling Multistable Random Fields 71
5.1 Moving Average Darstellung . . . . . . . . . . .. 71
5.2 Harmonizable Darstellung . . . . . . . .. . . . . .. ... 80
6 Schluss und Ausblick 85
6.1 Schluss . . . . . e 85
6.2 Ausblick . . . . . . 85

Literatur 91






xiil

Abkiirzungsverzeichnis

SaS

ISRM

OSSRF

TOSSRF

ITOSSRF

TOSMSRF

ITOSMSRF

symmetrisch o stabil

independently scattered random measure

operator scaling stable random field

tempered operator scaling stable random field
isolated tempered operator scaling stable random field
tempered operator scaling multi stable random field

isolated tempered operator scaling multi stable random field






Symbolverzeichnis

reellwertige d x d Matrix mit positiven Realteilen der Eigenwerte
Temperingparameter

Stabilitdtsparameter

Reellwertiges ISRM mit Lebesgueschem Kontrollmaf3
Komplexwertiges isotropes ISRM mit Lebesgueschem KontrollmaR
Reellwertiges multi stabiles ISRM mit Lebesgueschem Kontrollmal3
Komplexwertiges isotropes multi stabiles ISRM mit Lebesgueschem Kontrollmaf3
Verallgemeinrte Radialkomponente

Verallgemeinerte Winkelkoordinate

E-homogene Funktion

E'-homogene Funktion

Stabilitdatsfunktion
a(x+z)
-1+ 1111

Tangentialraum zu Y

XV






Kapitel 1

Einleitung

Das Gebiet der stochastischen Prozesse und der in beliebiger Dimension gehaltenen stochastischen
Zufallsfelder spielt seit langer Zeit eine bedeutende Rolle in der Mathematik. Neben zahlreichen
Modellierungsmoglichkeiten in der Finanzmathematik sind in den letzten Jahren stets neue Anwen-
dungsmoglichkeiten entstanden, welche neue Prozesse oder Verallgemeinerungen bereits bestehender
Prozesse fordern.

Dazu seien kurz und ohne Anspruch auf Vollstandigkeit Anwendungen im Bereich der Hydrologie
oder des Hochwasserschutzes genannt, siehe [12]. Ebenso erforderlich werden stochastische Prozesse
und Zufallsfelder bei der Analyse von Internet Traffic, siehe [17], oder Bemiithungen zur Bildung von

neuralen Netzwerken wie in [16].

Jede Modellierung bevorzugt dabei verstindlicherweise verschiedene Eigenschaften eines stochas-
tischen Zufallsfeldes. Dabei spielen das asymptotische Verhalten und die Beschaffenheit der Pfade
eine wichtige Rolle. Neben der Stetigkeit dieser Pfade ist eine Skalierungsstruktur beziehungswei-
se Abhéngigkeitsstruktur von grolem Interesse. Zur Veranschaulichung dieser Eigenschaften bilden
drei Beispiele, welche in diesem Abschnitt genannt werden, eine gute Grundlage. Zudem spiegeln sie
gleichwohl die inhaltlichen Felder der hier vorliegenden Arbeit.

Zum Einen wurden von Farzad Sabzikar und Mark M. Meerschaert in [5] zwei Klassen von sto-
chastischen Prozessen betrachtet, welche sich durch das Hinzufiigen eines sogenannten temperings
des Integranden ergeben. Dabei ist dieser urspriingliche Integrand bereits als fraktionierte brownsche
Bewegung bekannt. Man konnte unter anderem zeigen, dass die beiden dort betrachteten Darstellun-
gen, die moving average Darstellung und die harmonizable Darstellung, existieren und stochastisch
stetig sind. Das zweite Beispiel, welches in dieser Einleitung genannt wird, sind die operator scaling
stable random fields, welche von Hermine Biermé, Hans-Peter Scheffler und Mark M. Meerschaert
in [13] eingefiihrt und studiert wurden. Eine wichtige Eigenschaft in dieser Arbeit ist das sogenannte
operator scaling, also die Eigenschaft eines skalarwertigen Zufallsfeldes {X () },.ra, dass, falls eine
reelle d x d Matrix E mit positiven Realteilen der Eigenwerte existiert, fiir ein H > 0

{X(c*1)},pa 1 {"X(1)},.ga fiirallec>0
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gilt. Mit Jad bezeichnen wir die Ubereinstimmung der endlich dimensionalen Randverteilungen ge-
meint. Im letzten hier genannten Beispiel wurde von Kenneth J. Falconer und Lining Liu die Verallge-
meinerung von -stabilen Prozessen in [4] untersucht. Dabei entstand die sogenannte multi Stabilitit,
welche eine Betrachtung einer stetigen Funktion « : RY — IR statt einer rellen Zahl o zulisst.

Die Forschungsfrage dieser Arbeit beinhaltet die Zusammenfiihrung der drei oben beschriebenen Ver-
allgemeinerungen in ein neues skalarwertiges Zufallsfeld, um gleichzeitig von allen Vorteilen profitie-
ren zu kénnen. Wir mochten also in den néchsten Seiten zwei Darstellungen entwickeln, die moving
average sowie die harmonizable Darstellung, da diese neuen Zufallsfelder eine sehr reichhaltige und
grof3e Klasse von Funktionen als Integranden erlauben. Die Skalierung ist hierbei bis auf eine Ein-
schriankung operator skalierend. Zudem mochten wir sowohl das Tempering wie in [5] also auch die
multi Stabilitdt aus [4] hinzufiigen. Abschlieend betrachten wir zusitzlich auf der einen Seite das
lokale Verhalten der Felder durch das in [11] eingefiihrte Tangentenfeld und zum Anderen ist es uns
durch das Hinzufiigen des temperings moglich, eine weitere Klasse von Zufallsfeldern zu definieren,
welche ebenfalls sehr interessante Eigenschaften erfiilllen werden. Insbesondere werden wir in der

Lage sein, sogar Stationaritit zu beweisen.

Auf die obengenannten Punkte gehen wir im Rahmen dieser Arbeit logisch aufeinander aufbauend
niher ein. Die Arbeit unterliegt folgendem Aufbau:

Nach der Einleitung folgt im zweiten Kapitel zunzchst eine Zusammenstellung von nétigen Grundla-
gen, um die mathematischen Objekte der folgenden Kapitel verstdndlich definieren und fiir den Leser
nachvollziehbar darstellen zu kénnen. Wir werden explizit auf E-homogene Funktion und verallge-
meinerte Polarkoordinaten eingehen sowie die Theorie der independently scattered random measures
wiederholen. Das Kapitel schliefft mit einer Wiederholung der Tangentenfelder.

Im dritten Kapitel werden wir uns mit dem Hinzufiigen des temperings auseinandersetzen und so-
wohl eine moving average als auch eine harmonizable Darstellung definieren. Wir werden die jewei-
lige Existenz zeigen und anschlieend Eigenschaften wie zum Beispiel stationire Zuwéchse, stochas-
tische Stetigkeit oder auch die Skalierungsabhingigkeitsstruktur beweisen. Au3erdem erlaubt uns das
Hinzufiigen die Definition und Betrachtung eines weiteren Zufallsfeldes, welches wir durch Veridnde-
rung des Integranden der moving average Darstellung erhalten.

Das vierte Kapitel beschiftigt sich mit der Untersuchung der multi Stabilitit, welche fiir die moving
average Darstellung bereits allgemeiner als hier dargestellt in [6] zu finden ist. Wir werden diesen
Fall in dem fiir uns speziellen Setting angeben und zudem eine multi stabile harmonizable Darstel-
lung definieren.

Im anschlieBenden fiinften Kapitel kombinieren wir die Verallgemeinerungen aus dem dritten und
vierten Kapitel und studieren demnach multi stabile skalarwertige Zufallsfelder, welchen ebenso ein
tempering hinzugefiigt wird. Ebenso wie im dritten Kapitel ist auch das Studium eines weiteren ska-
larwertigen Zufallsfeldes moglich.
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Diese Arbeit abschlieen wird das sechste Kapitel, in welchem sich ein Fazit aus den vorangegangen
Rechnungen und Ergebnissen schliet. Zudem ist dort ein Ausblick auf weitere mogliche Verallge-

meinerungen zu finden.






Kapitel 2

Grundlagen

Da im Zuge dieser Arbeit mit exakter mathematischer Beweisfithrung neue Objekte eingefiihrt und
deren Eigenschaften vorgestellt werden, ist es notwendig zunéchst einige Grundlagen zu klidren. Die-
ses sich damit auseinandersetzende Kapitel folgt und dient schlieBlich dem Zweck, die neuen Objekte
samt ihrer Eigenschaften auf verstiandliche Weise erkennen und nachvollziehen zu kénnen. Wir wer-
den demnach zunichst die Exponentialmatrix wiederholen, um anschliefend die verallgemeinerten
Polarkoordinaten beziiglich einer Matrix E sowie die Klasse der E-homogenen Funktionen einzu-
fiihren, da diese eine wichtige Grundlage der auftretenden Integranden bilden. Im Anschluss daran
befassen wir uns mit Grundlagen der Stochastik und der Wahrscheinlichkeitstheorie. Hierbei werden
wir insbesondere die Klasse der independently scattered random measures definieren und analysie-
ren. Dariiberhinaus handelt es sich bei der zu Grunde liegenden Mathematik, speziell Stochastik und
Analysis, oft um Fakten und Ergebnisse, welche als bekannt vorausgesetzt werden. Dabei orientiere

ich mich sehr an den Werken [9] sowie [15].

2.1 Exponentialmatritzen

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Wiederholung der sogenannten Exponentialmatrix.
Diese erlaubt es uns, statt den bisherigen skalaren Werten auch Matritzen als Exponenten zuzulassen.
Zur besseren Verstandigung halten wir vor der Einfithrung gewisse, nun nachstehende Konventionen
fest.

2.1.1 Definition

Sei A eine d x d-Matrix mit reellen Eintrigen a;;, so schreiben wir A € L (]Rd). In diesem Fall be-
zeichnet R? das d-fache kartesische Produkt der reellen Zahlen, also RY = R x ... x R. Des Weiteren
—_——

d—mal
halten wir fest, dass wir unter A° stets die Einheitsmatrix verstehen, welche wir im Folgenden mit 1

bezeichnen werden. Ist im Zusammenhang die Dimension der Einheitsmatrix ersichtlich, werden wir



6 Kapitel 2. Grundlagen

auf den Index d verzichten. Da wir im Laufe der Arbeit Konvergenzen und Abschédtzungen tétigen

miissen, ist es unabdingbar diesbeziiglich die entsprechende Schreibweise festzuhalten.

2.1.2 Definition

Sei || -|| eine beliebige Norm auf IR?, so definieren wir fiir A € L(IR?) die induzierte Operatornorm
des L (R?) durch

1Al = suleAxH,

IIxll=

welche wir auch als Standardnorm des L (]Rd ) bezeichnen. Eine dquivalente Darstellung ist mit

A
l] = sup 121
Ixll20 11|

gegeben. Wir halten zusitzlich fest, dass wir fiir eine Folge (A,),en C L(IR?) von Matrizen unter der

Bezeichnung lim A, = A die Konvergenz ||A, — A|| — 0 verstehen. Des Weiteren versehen wir ein
n—roo Nn—yoo

Skalarprodukt auf R¢ sowie auf R” mit dem gleichen Symbol < -,- > und induzieren die Dimension,

sollte sie nicht aus dem Sachzusammenhang ersichtlich sein.

Eine zu betrachtete Darstellung in dieser Arbeit, die sogenannte harmonizable Darstellung, behan-
delt die Theorie in einem weiten Sinne komplexwertig. Den Zusammenhang dazu mochten wir in

folgender Definition festhalten.

2.1.3 Definition

Sei A € L(IR?), so kann A ebenfalls als Operator auf L (C?) verstanden werden. Sei dazu z € C?, so
gilt fiir die entsprechenden reellen Vektoren x und y mit z = x + iy, dass Az = A(x+iy) = Ax + iAy.
Des Weiteren bezeichnen wir die Realteile der Eigenwerte einer Matrix B € L (Cd ) stets mit a; fiir
1 <j<d,wobeia; <ap <...<ay gelten soll. Zu guter Letzt bendtigen wir fiir diverse Umformun-
gen wie zum Beispiel den Transformationssatz die Spur tr(A) einer Matrix A, welche wir stets mit
dem Buchstaben g4 abkiirzen. Dabei verzichten wir auf die Induzierung, wenn die betrachtete Matrix
im Zusammenhang ersichtlich ist. Da wir sowohl im dritten als auch im fiinften Kapitel ein exponen-
tielles tempering hinzufiigen mochten, halten wir nachstehend die Definition der Exponentialmatrix
fest.
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2.1.4 Definition

SeiAecL (]Rd), so definieren wir die Exponentialfunktion dieser Matrix durch

exp(A) = L
k=0

Aufgrund der Abschitzung

ke k
||A]] <ZHAH _ Al
o= Ak

<y

k=0

konvergiert die Reihe absolut, sodass die oben getroffene Definition auch stets wohldefiniert ist. Da-
bei sei mit || - || eine beliebige Matrixnorm gemeint, welche, resultierend aus der Aquivalenz der
Normen iiber IR?, nicht weiter spezifiziert werden muss. Durch die Wohldefiniertheit erhalten wir

damit insgesamt das Matrixexponential durch
t* :=exp (Alog(t)).

Zum besseren Verstdndnis fithren wir in der folgenden Proposition Eigenschaften des Matrixexpo-

nentials auf, welche das Rechnen und Umformen erleichtern werden.

2.1.5 Proposition

Seien A,B€ L (Cd) und 5,7 € R mit der Eigenschaft s > 0, r > 0 sowie x € C%. So gelten folgende
Rechenregeln:

a) th =1y, fallst = 1 gilt.
b) Kommutieren A und B, so gilt t4 1% = A5

o) = (st)t.
. A r . _A 1 A A\ —1
d) Die Inverse von t* existiert und es gilt# * = o) = () .

e¢) Die Abbildung (0,00) > 1+ 4 ist stetig.

f) Sind die Realteile aller Eigenwerte der Matrix A kleiner als f3, so existiert fiir jedes
fo > 0 ein C > 0,sodass || x|| < C tP||x|| fiir alle ¢ > 1.

g) Die adjungierte Matrix von 14 erhalten wir durch 4" := W.

h) Es gilt det(e?) = "),

AnschlieBend mochten wir noch zwei Ungleichungen angeben, welche in vielen Beweisen der nach-

folgenden Kapitel Anklang finden. Dabei formulieren wir diese Ungleichungen direkt so, dass sie in
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dieser Form fiir jedes Kapitel benutzt werden konnen. Dabei sei angemerkt, dass die zweite Unglei-
chung als hochst unscharf zu bewerten ist und lediglich dem Zweck dient, eine obere Abschitzung zu
finden.

2.1.6 Lemma

Sei o : RY — [a,b] C (0,2] eine stetige Funktion, so gilt fiir alle x,x1,...,X,,y € R
a) x4 y|*®) < 200) <Ma(s) 4 ’y‘a(s)>

o(s)
b)

n
)X
=1

Beweis: Fiir s € R? beliebig aber fest, folgt die Ungleichung a) direkt aus der Jensenschen Unglei-
chung. Wendet man a) induktiv auf jeweils zwei Summanden aus b) an und beachtet die Positivitit

aller Summanden, so erhilt man diese Aussage. O

2.2 Verallgemeinerte Polarkoordinaten

In diesem Kapitel befassen wir uns mit den verallgemeinerten Polarkoordinaten. Diese bilden ei-
ne essentielle Grundlage fiir alle spiter betrachteten Objekte, welche ohne ein einleitendes Studium
dieser Verallgemeinerung nicht verstanden werden konnen. Zunéchst werden wir diese prizise defi-
nieren, um im Anschluss Eigenschaften und Abschitzungen zu zeigen. Dieses Kapitel orientiert sich
dabei weitestgehend an [8] sowie [2]. Fiir die entsprechende Definition benotigen wir vorerst jedoch

folgendes Lemma.

2.2.1 Lemma

Sei B € L(R?) mit a; > 0 und sei weiter || -|| eine beliebige Norm auf IR?, so wird fiir alle x € R?
durch

! dt
el = [ 111
0 t

eine weitere Norm auf IR definiert. Setzen wir nun

Sp = {XGleinHB: 1}
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als die von ||.||p induzierte Einheitssphire, so erfiillt erfiillt diese Norm die Eigenschaft, dass fiir alle
x # 0 die Abbildung

t > [|t%x]|
streng monoton wachsend ist und wir erhalten zusétzlich, dass die Abbildung

¥ (0,00) x S5 —> RY\{0}
(t,9) — %0

einen Homoéomorphismus darstellt.

Mit Hilfe der obigen Aussage konnen wir nun die verallgemeinerten Polarkoordinaten definieren.

2.2.2 Definition

Sei die Funktion ¥, wie in 2.2.1 definiert. Dann erhalten wir die verallgemeinerten Polarkoordinaten

durch die Definition

wobei 7; dabei als die Projektion auf die i —te Komponente zu verstehen ist. Wir nennen 75 (x) die
verallgemeinerte Radialkomponente und /g(x) die verallgemeinerte Winkelkoordinate. Dabei halten

wir fest, dass /g(x) und 75(x) eindeutig festgelegt sind.

Im Folgenden wird aus Griinden der Ubersicht der Index B - sollte er im Zusammenhang klar sein -
bei den verallgemeinerten Polarkoordinaten weggelassen. Angrenzend an die Definition mochten wir
im nédchsten Lemma elementare Rechenregeln angeben und festhalten.

2.2.3 Lemma
Seien 7(x) und /(x) wie in Definition 2.2.2, dann gelten folgende Aussagen:

) 7(x) = t(—x) >0, fiir alle x € R\ {0}.
b)  lim 7(x) = oo,
)

X—v00

lim 7(x) = 0.

x—0

d) x> 7(x) ist eine stetige Abbildung.
e) T(x+y) <K(t(x)+71(y)), fireinK > 1.
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f) t(cPx) =ct(x), fiiralle ¢ > 0 und x € R*\{0}.
g) I(x) = —I(—x), fiir alle x € R?\{0}.

h) x> I(x) ist eine stetige Abbildung.

i) 1(cPl(x)) =1(x), fir alle ¢ > 0 und x € R\ {0}.

Wir erkennen also, dass es sich bei der verallgemeinerten Radialkomponente um eine symmetrische
Funktion handelt. Zudem erfiillt sie nach f) eine Eigenschaft, welche wir in diesem Kapitel noch
einfithren werden, die sogenannte E-Homogenitét. Des Weiteren wird ersichtlich, dass die verallge-
meinerte Winkelkoordinate nach i) invariant unter verallgemeinerten Dilatationen ist. Diese Eigen-
schaften werden uns die Beweisfithrung in den Kapiteln drei, vier und fiinf erheblich erleichtern.

AnschlieBend betrachten wir einige Abschétzungen, die unser Verstidndnis der verallgemeinerten Po-
larkoordinaten weiter festigen. Wir betrachten auBBerdem den Zusammenhang der verallgemeinerten

Radialkomponente mit der neu definierten Norm ||.||o.

2.2.4 Lemma

Fiir hinreichend kleines 6 > 0 existieren Konstanten Ci,...,C4 € R+, sodass sowohl fiir ||x|[p < 1
oder 7(x) < 1

Lis L5
Cillxllg' < 7(x) < Gallxlly”
als auch fiir ||x|[o > 1 oder 7(x) > 1
a0 TREl
Gllxlly” < 7(x) < Callxllg

gelten. Wir sehen also, dass das Verhalten der verallgemeinerten Radialkomponente stark von den
Realteilen der Eigenwerte der zugehdrigen Matrix abhéngt. Liegt ein enges Spektrum vor, so ldsst
sich das asymptotische Verhalten gut mit Hilfe der Norm ||.||o abschitzen. Liegt jedoch ein groBes
Spektrum vor, liegen also a; und a, weit auseinander, so wird die Giite der obigen Abschitzung
geringer.

AnschlieBend mochten wir eine weitere Aussage betrachten, die die zuvor definierte verallgemeinerte

Radialkomponente mit der Exponentialfunktion verbindet.

2.2.5 Lemma

Sei ¢ : R? — R eine stetige stets positive Funktion mit lim ¢(y) = co. Weiter sei x als hinreichend
y—reo

grof} vorausgesetzt, sodass @ (x) > 1 gilt. So folgt, dass fiir alle ¥ > 0 eine Konstante C existiert,
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sodass
e W < Co(x)7
gilt.

Beweis: Zunichst betrachten wir die Rechnung

000 i (<P§j)) . ‘P(X?ko'
o K

Wihlen wir nun als Konstante ky = [y] ergibt sich

-1 ko\ !
e () — (efP(x)) < (q)gcx? 0) =Co(x) R <Cox)".
o

Dabei meinen wir fiir y € IR mit [y] gerade die ganze Zahl, sodass [y| —1 < y < [y] gilt. O

AbschlieBend geben wir eine weitere Aussage an, welche im Laufe der Arbeit an mehreren Stellen
benutzt wird, wenn Substitutionen des Integranden vorgenommen werden und sich auf die zu inte-

grierende Menge auswirkt.

2.2.6 Lemma

Sei 7 die verallgemeinerte Radialkomponente wie in Definition 2.2.2. Dann gilt fiir hinreichend
groBBes R > 0

a){y:t(x—y) <R} C{y:7(y) <K(R+7(x))}
b) {y:t(x+y) >R} C {y:t(y) >R}, fiirein R = R(x) > 0.

Beweis: a): Seiy € {y: t(x—y) <R} gegeben, so folgt
t(y) = t(-y) =tlx—y—x) <K(t(x—y) +7(x)) <K(R+1(x))

Alsoy € {y:7(y) <K(R+7(x))}.
b):Seiy e {y:t(x+y) > R}. So folgt

T(x+y) <K(t(x) +7(y))
1

& 1() > prlety) —o(x) > % _1(x) = R.

Sollte R in diesem Fall negativ sein, so ist lediglich der Wert von R zu vergrofern. 0
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2.3 E-homogene Funktionen

In diesem Kapitel fithren wir die fiir diese Arbeit duferst relevante Klasse der E-homogenen Funktio-
nen ein. Wir haben bereits ein Beispiel einer solchen Funktion in der vorherigen Sektion definiert und
kennengelernt, die verallgemeinerte Radialkomponente 7(x). Zunichst geben wir eine allgemeine

Definition an.

2.3.1 Definition
Sei E € L(IR?) eine Matrix, deren Eigenwerte durchweg positive Realteile besitzen. Eine Funktion

¢RI —R

x —o(x)

heiit £-homogen, falls fiir ¢ > 0 zusitzlich

E

¢ (cFx) = co(x)

gilt.
Bei genauerem Studium dieser Definition stellen wir fest, dass eine E-homogene Funktion bereits
vollstindig durch das Bild der Einheitssphire S' erklirt wird, da

9(x) = (v(x)"1(x)) = t(x)o (I(x))

gilt. Aus Lemma 2.2.3 wissen wir bereits, dass /(x) stetig ist. Da S zusétzlich kompakt ist, folgt, dass

fiir eine stetige E-homogene Funktion ¢, die lediglich positive Werte annehmen kann,
My :=max ¢ (%) > 0, und my := min @ (%) >0, (2.1

vESy ¥ES)

gilt. Zudem erhalten wir aus den Ergebnissen aus dem Lemma 2.2.3 c) und g), dass

¢(0)=0

gelten muss. Folglich erhalten wir damit das nidchste Lemma.

23.2 Lemma
Sei ¢ : RY — R eine E-homogene Funktion. Dann gilt

mpt(x) < 9(x) < Myr(x).
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Wir sind also in der Lage, jede E-homogenen Funktion durch ihre zugehorige verallgemeinerte Po-
larkoordinate abzuschitzen. Dies wird im Laufe der Arbeit aufgrund eines des aufgefiihrten Lemmas
2.6.7 die Existenz der mathematischen Objekte erleichtern.

Abschliefend definieren wir eine weitere Eigenschaft, welche E-homogene Funktionen zusétzlich er-
fiillen konnen. Im Zuge der Arbeit wird diese Eigenschaft an mehreren Stellen Anklang finden und

fiir die Beweisfiihrung hilfreich sein.

2.3.3 Definition

Sei B > 0 beliebig und ¢ : R? — [0,0) eine stetige Funktion. Sie heift (8,E) — admissible, falls
zum einen @ (x) > O fiir alle x # O gilt und zum anderen fiir jedes Paar (A,B) € R? mit 0 < A < B ein
C € R existiert, sodass fiiralle A < [|y|| < B

(x) < 1= [@(x+y) —0(y)| < C 7(x)f

gilt. Die Eigenschaft (8, E )-admissible erlaubt es uns, das Verhalten des Zuwachses einer E-homogenen

Funktion zu analysieren.

2.4 Zufallsfelder

2.4.1 Definition

Sei (Q),<7,IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 7' ein topologischer Raum. Eine Familie X7 :=
(X;)rer, Wobei X; eine Zufallsvariable auf R? fiir jedes t € T ist, hei3it ]Rd—wertiges Zufallsfeld.
Zusitzlich definieren wir in diesem Zuge das Attribut voll. Ein Zufallsfeld X7 hei3t voll, falls die
Verteilung nicht bereits durch eine Hyperebene H C T vollstidndig beschrieben ist.

Im Anschluss geben wir eine wichtige Eigenschaft fiir Zufallsfelder an, welche im Laufe der Arbeit

fiir viele der noch einzufithrenden Felder untersucht wird.

2.4.2 Definition

Sei (X;),cgre €in Zufallsfeld. Wir sagen, dass X; operator scaling ist, wenn fiir eine Matrix E € L(IR?)
mit positiven Realteilen aller Eigenwerte und einer reellen Zahl H > 0

{X(E2)} pa E (X ()}, g

gilt. Dies bedeutet also, dass eine Skalierung im Argument direkt zu einer des Bildraumes fiihrt.
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Im Anschluss befassen wir uns mit der Konvergenz von Zufallsfeldern, die ebenfalls eine wichtige

Funktion hinsichtlich unserer Untersuchungen einnehmen.

2.4.3 Definition

Wir sprechen bei der Konvergenz von Zufallsfeldern - nach dem Konsistenzsatz von Kolmogorov -

von Konvergenz der endlich dimensionalen Randverteilungen. Wir schreiben fiir 94, ..., 9, € R kurz

falls fiir 74, ...,1, € R?

E [eiZ_'}:l ﬂqu(tj)] 3 E |:ei27':l ﬁij(tj)} )
u—y

gilt. In der nichsten Definition beschreiben wir eine weitere Eigenschaft fiir stochastische Zufallsfel-

der, die stochastische Stetigkeit. Diese wird ebenfalls fiir viele der betrachteten Felder in den Kapiteln

drei, vier und fiinf bewiesen.

2.4.4 Definition
Ein stochastisches Zufallsfeld heiflt stochastisch stetig, wenn fiir reelle Vektoren ¢,7,1;,... € R stets

plim X (¢,) = X (¢)

n—oo

folgt. Dabei ist mit plim die stochastische Konvergenz gemeint.

2.5 Das Tangentenfeld fiir Zufallsfelder

In diesem Abschnitt fithren wir das mathematische Objekt des Tangentenfelds fiir Zufallsfelder ein
und zitieren ausgewihlte Eigenschaften. Der gesamte Abschnitt orientiert sich dabei stark an den
beiden Veroffentlichungen von Kenneth J. Falconer [4] und [3], die diese Betrachtung der Tangenten-
felder eingefiihrt haben. Das Tangentenfeld wird als Grenzwert in Verteilung einer skalierten Erweite-
rung eines Zufallfeldes aufgefasst. Zunichst definieren wir einen Operator, welcher uns nachtriaglich

die genaue mathematische Definition des Tangentenfeldes fiir Zufallsfelder erleichtert.
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2.5.1 Definition

Sei D (]Rd ) der Raum der cddldg-Funktionen, also genau der Funktionen f : R? — R, die rechtsseitig
stetig sind und deren linksseitigen Grenzwerte in allen ¢ € IR? existieren. Sei weiter .# der Raum
der stochastischen Prozesse auf D (le). Wir schreiben Y € %, falls die stochastischen Prozesse
zusitzlich Y (0) = 0 fast sicher erfiillen. Dann ist fiir z € IR? und r > 0 der Skalierungsoperator 7, :
F — Fg durch

(T..X) (1) = X (24 1) — X (2)

definiert.

Mit Hilfe dieses Operators konnen wir nun die folgende Definition wie folgt verfassen.

2.5.2 Definition
Sei X ein beliebiges Zufallsfeld, dann ist das Tangentenfeld fiir Zufallsfelder durch

Tan (X,z) := {Y € % : Es existieren zwei Folgen (r,),.p und (¢,),cpn mit 7, N\, 0

und ¢, \, 0, sodass ¢, 'T; . X N Y}

definiert. Dementsprechend folgt, dass das Tangentenfeld als Grenzwert in Verteilung erfasst wer-
den kann. Um nun das Verstdandnis iiber Tangentenfelder fiir Zufallsfelder zu verbessern, geben wir
nachfolgend ein Lemma tiber Eigenschaften des Skalierungsoperators sowie ein Theorem iiber das

Tangentenfeld an.

2.5.3 Lemma

Seien X € .Z, z,w € R und r > 0 sowie Folgen (z,),cpy C R, (74),,epy € Rund (X,,), cp mit 7, — 7,
Zn —zund X, 2, X. Dann gelten

a) T roTvs = Twtsers

b) T%,l OTw,r == r
¢) Ty Xp 25 T, X.
Im nachfolgenden Theorem erhalten wir eine Aussage iiber die Struktur der Tangentenfelder und eine

Folgerung fiir die Zufallsfelder, welche sich im Raum der Tangentenfelder eines anderen Zufallsfeldes
befinden.
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2.5.4 Theorem
Sei X ein Zufallsfeld iiber D(IR?), z € R? sowie ¢ > 0,7 > 0, so gilt fiir ¥ € Tan(X,z)

cY(rt) €Tan(X,z)
Tan(Y,0)C Tan(X,z)
T1Y €Tan(X,z)

AbschlieBend mochten wir nun der Vollstindigkeit halber weitere Eigenschaften der Tangentenfelder
angeben. Zum einen lésst sich zeigen, dass der Raum Tan(X,z) gegeniiber Shifts invariant bleibt
und dass wir mit Hilfe von weiteren Eigenschaften des Erzeugers ebenso weitere Ergebnisse wie
Selbstdhnlichkeit oder stationdre Zuwéchse zeigen konnen.

2.5.5 Lemma

Sei X ein Zufallsfeld auf dem IR?. Weiter bezeichnen wir mit ¢ das d-dimensionale Lebesguema8.
Dann gilt fiir A¢-fast alle z € R?, dass Tan(X,z) beziiglich Shifts invariant ist. Dies bedeutet, dass
falls Y € Tan(X,z) und w € RY gelten, auch 7;, ;Y € Tan(X,Z) gilt.

Zum Abschluss dieses Abschnitts halten wir einen weiteren Satz fest, welcher uns Aufschluss tiber
stochastische Eigenschaften des Tangentenfelds gibt.

2.5.6 Satz

Sei X € .Z. Fiir fast alle z € R?, in denen X ein Tangentenfeld Y, mit [E [Yz(t)z] < oo fiir alle t € R?

besitzt, sind die Zuwichse des Feldes Y, stationir. Des Weiteren ist {z : Y,(¢) L 0} ein Unterraum des
R?. Zusitzlich gilt fiir das Tangentenfeld Y, entweder, dass eine d-dimensionale GauBsche Zufallsva-

riable Z, existiert, sodass
Y.(t)=t-Z

gilt oder, dass E [Y;(¢)] = O fiir alle r € R? und Y, selbstéhnlich ist. Zudem existiert in diesem Fall ein
0 < o < 1, sodass fiir alle r > 0

Y (re) " oy (1)

folgt. Zudem gilt, dass falls X € .% GauBsch ist, auch jedes Y € Tan(X,z) ebenfalls GauBsch ist.
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2.6 Independently scattered random measures

Im anschlieBenden Kapitel befassen wir uns zunéchst mit weiteren Konventionen zu stochastischen
Objekten, um folgend eine spezielle Klasse von Malien verstidndlich definieren zu konnen. Hinsicht-
lich der Schreibweise und den dazu notigen Sitzen orientieren wir uns hierbei an [14]. Wir beginnen

zunéchst mit der Festlegung der zugrunde liegenden mathematischen Objekte.

2.6.1 Definition

Sei (Q, o, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Den Raum aller reellen Zufallsvariablen auf (2 mochten

wir mit L°(Q)) bezeichnen. Zudem sei (E,&,m) ein o-endlicher MaBraum. Zuletzt definieren wir
bp:={A€ & :m(A) < oo}

als die Teilmenge von &, sodass m dort stets endlich ist. Ausgehend von obiger Definition fithren wir

nun die charakterisierenden Eigenschaften der independently scattered random measures ein.

2.6.2 Definition

Sei {M(B) : B € &} eine Familie von R?-wertigen Zufallsvariablen. Diese bezeichnen wir als inde-
pendently scattered random measure, welches wir im Folgenden mit ISRM abkiirzen, falls folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

i) Fiir jede Folge (B;);. von disjunkten Mengen B; in & mit

U B, € & konvergiert Z M (B,) fast sicher und entspricht fast sicher dem Wert von M < U Bn> .
nelN n=1 nelN

ii) Fiir jede endliche Folge By, ..., B, von disjunkten Mengen B; € & sind M (B),...,M(B,) unabhingig.

Dabei halten wir zusétzlich fest, dass fiir eine aufsteigende Folge B, B»,... in & mit B:= |J B, € &
nelN
sofort M(B,) — M(B) folgt und M (0) = 0 gilt.

Hierbei bezeichnet 0 den Ursprung des IRY. Die Existenz des ISRMs folgt direkt aus Definition 3.1.1
aus [14].

AnschlieBend mochten wir das Lévy-Khinchin-Tripel definieren, welches eine Charakterisierung al-
ler unendlich teilbaren MaBie angibt und es uns im Zuge der Arbeit erlaubt auftretende Malle konkret

darstellen zu konnen.
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2.6.3 Theorem

Sei u ein unendlich teilbares MaB, so besitzt die zugehorige log-charakteristische Funktion von u die

Darstellung

1 <t,x>

. 1 i<tx>
—_—— r —_— —_—————
l[/(t) = iat Q(t) +/ (e 1 1 H H2

o),

wobei a € RY, Q(t) eine nichtnegative quadratische Form und ¢ ein o-endliches BorelmaB auf
R4\ {0} ist, welches zusiitzlich

[ min(1. 2o (dx) <=
x#0

erfiillt. Das zugehorige Triple [a, Q, ¢] ist eindeutig und charakterisiert (1. Dabei sprechen wir bei der
Variable a vom Shift, bei Q vom GauBanteil. Das Mal} ¢ lédsst sich als Grenzwert von Poissonprozes-

sen interpretieren. Wir schreiben kurz i ~ [a, Q, ¢].
Beweis. Dies ist die Aussage von Theorem 3.1.11 aus [8]. O

Da wir uns im Zuge dieser Arbeit vorallem mit stabilen und multistabilen Verteilungen und Maf3en

auseinandersetzen, fithren wir die notigen Begriffe an dieser Stelle ein.

2.6.4 Definition

Eine nicht entartete Zufallsvariable X : () — IR heift stabil, falls fiir jedes n € IN Parameter a,,, b, € R

existieren, sodass
1 d
a, (Xi+..+Xy—by) =X

fiir unabhéngige Zufallsvariablen Xi,...,X, mit X; L x gilt. Ist in diesem Fall b, = 0, so sprechen
wir von strikter Stabilitit. Aquivalent zu dieser Aussage ist, dass fiir die Zufallsvariable X Parameter
0<a<2,—1<B <1undpu € R existieren, sodass die charakteristische Funktion durch

exp (—o %[0 (1—iB(sign®)tan( %)) +iuvd), o1

IE[eiﬁX} _
exp (—o|0|(1+if2(sign®)log(|9)]) +iuvd), a=1

gegeben ist. Im Falle von symmetrisch « stabilen Verteilungen, kurz X ~ SasS oder X ~ Sq(0), gilt
zusitzlich f =y = 0.
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2.6.5 Definition

Seien (E,&,m) und &y := {A € & : m(A) < oo} wie in 2.6.2. Weiter fordern wir & € (0,2]. Eine
Familie von Zufallsvariablen M, wie in Definition 2.6.2 eingefiihrt und auf &y eingeschrinkt, nennen

wir independently scattered SaS random measure auf (E, &), falls zusitzlich
Al@ﬂrvSa<n(A)3>

gilt. Dabei bezeichnen wir weiter m als das zugehdrige Kontrollmaf3 des IS-SoS-RMs.

Als néchstes geben wir ein Lemma an, welches uns einen Nachweis zur Existenz der Integrale iiber
ISRMs erméglicht. Dazu halten wir zunéchst fest, dass wir den Wert der Integrale beziiglich eines
ISRMs M - beziehungsweise eines IS-SaS-RMs M - jeweils mit /(f) bezeichnen, wenn das zu
betrachtende Maf} im Zusammenhang bereits klar wird. Den Raum der beziiglich M integrierbaren

Funktionen charakterisieren wir durch
L*(E) :=L%*(E,&M) := {f : f ist messbar und /f(x) M (dx) existiert}.
E

Wie bereits in Kapitel 3.2 in [14] eingefiihrt, handelt es sich bei diesem stabilen Integral fiir jeden
Integrand f um eine stabile Zufallsvariable. Des Weiteren mochten wir angeben, wie die Integration

beziiglich eines IS-SaeS-RM zu interpretieren ist. Sei dafiir f : £ — R eine einfache Funktion, das

heiBt, es existieren ¢; € E, sodass f(x) = Z cjla; fir eine disjunkte Familie (Aj) C & gilt. Dann
j=1
verstehen wir die Integration beziiglich dieser einfachen Funktion als

Kﬁzéﬂ@M@@ziqM@ﬂ 22)

Im Folgenden sei nun f : E — R messbar und (f;,),en C E die zugehorige Folge einfacher Funktio-
nen, welche zudem die punktweise Konvergenz f,(x) — f(x) sowie die Existenz einer gleichmiBigen
Majorante 6 € L*(E) mit |f,(x)| < 6(x) fiir alle n € IN und x € E erfiillt. AnschlieBend definieren

wir die Integration iiber f durch

I1(f) = plim I(f).

n—soo

Wie bereits in Kapitel 3.4 aus [14] erwihnt, ist dieser Wert unabhingig von der gewéhlten Folge

(fn)nen- Nachfolgend halten wir die wichtigsten Aussagen in einem Lemma fest.

2.6.6 Lemma

Sei 0 < o <2 sowie M ein IS-SoeS-RM mit Kontrollmal3 m. So gelten die folgenden Aussagen:
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a) Fiir alle f,g € L%(m) sowie a,b € R gilt

I(af +bg) =al(f)+bI(g) fast sicher.

b) Sei f € L*(m) sowie (f,)nen C L*(m) gegeben. Es existiert X = [ra f(x) M(dx) genau dann,

wenn
[ @)1 mdx) <o
R4
Sei weiter X := /dfj (x) M(dx), so gilt
R
plim X; = X
R

genau dann, wenn

lim [ 1600 = /(0] m(dx) =0

Jreo
c¢) Die zugehorige charakteristische Funktion erhalten wir fiir % € R durch

E[quq::ap(—hsazgfﬁﬂamww).

Beweis: Die Aussage a) entspricht Proposition 3.2.3, wihrend Aussage b) Proposition 3.5.1 entnom-

men wird. Aussage c) erhalten wir aus der Gleichung (3.2.1) in [14]. ]

Wir konnen im Folgenden also den Raum der beziiglich M integrierbaren Funktionen durch

L9(E) = {f:E%]R‘fmessbar, [ 17 mia) <oo}

beschreiben. Im Anschluss geben wir ein Lemma an, welches die Existenz eines Spezialfalles ab-
deckt. Dieser Fall wird an dieser Stelle explizit erwihnt, da die Existenz in vielen Beweisen der

folgenden Kapitel auf dieser Aussage beruht.

2.6.7 Lemma

Sei 7g die verallgemeinerte Radialkomponente, wie sie in Definition 2.2.2 eingefiihrt wurde. Dann

erhalten wir fiir ein R > 0, dass aus f < —g = —tr(E)

/ g (x)Pdx < o0
7(x)>R
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sowie aus 8 > —¢q

/ g (x)Pdx < 0o
7(x)<R

folgt.
Beweis. Diese Aussage folgt direkt aus Korollar 2.5 in [13]. O

Als Nichstes mochten wir eine weitere Klasse von ISRMs einfithren, welche wir fiir die harmoniz-
able Darstellungen der mathematischen Objekte in Kapitel 3 benotigen. Dazu halten wir erneut kurz

die notigen Konventionen fest. Diese stammen aus Kapitel 6.1 in [14].

Seien (Q), o7, P) sowie L°(Q)) wie in Definition 2.6.1 gegeben. Zudem betrachten wir nun die Menge
L9(Q)) aller komplexen Zufallsvariablen. Dabei halten wir fest, dass fiir jedes Z € L2(Q) Zufallsva-
riablen X,Y € L°(Q)) existieren, sodass Z = X +i Y gilt.

Sei nun (E,&) ein MaBraum sowie k ein symmetrisches MaB auf dem Produktraum (E x S!,E x
A(S"')). Wir betrachten im Folgenden den Raum & := {A € & : k(A x S!) < oo}. Ein komplex-
wertiges IS-SaS-RM definieren wir nun als ¢ additive komplex-wertige Funktion M: &5 — L),
sodass M) (A) = ReM(A) und M) (A) = ImM(A) jeweils mit gleichem Parameter & IS-SoS-
RMs mit Spektralmal k(A x -) sind. Nun folgt mit dem Konsistenzsatz von Kolomogorv, dass solch
ein komplex-wertiges IS-SoS-RM existiert und die endlich dimensionalen Randverteilungen wie in
(6.1.2) in [14] durch

E [T (21 04 +0 @ ) }_exp< Ll

gegeben sind, wobei Ay,...,A, € & sowie Vy,..., 0, € R? mit Y = (19}1),19](2)). Unter der obigen

Konstruktion erhalten wir die Existenz eines komplexwertigen isotropischen SS ZufallsmaBes. Da-

o

L (o9 420 10,2

k(dx x ds))

mit sind wir nun ebenso in der Lage, das komplexwertige Integral beziiglich dieses IS-SaS-RMs
durch

10):= [ £ (e @3
zu definieren.

Um diesen Wert genauer zu verstehen, geben wir anschlieBend die Interpretation an. Fiir eine ein-

fache Funktion f(x Z cjl4,;(x) mit ¢; € C und disjunkten Mengen Ay, ...,A,, € &5 definieren wir

analog zu (2.2)

1) = [ 10 m(av ;
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Damit erhalten wir aus Gleichung (6.2.4) in [14]

E [ei(ﬁll(”(f)ﬂi‘y(z)(f))] _
exp <—// ‘61(Slf(])(x)—SZf(z))+192(S1f(2)(X)+s2f(1)(x))‘ak(dx><ds)>.
E JS1

Wie im Kapitel 6.2 von [14] durchgefiihrt, ldsst sich nun, ausgehend von der Definition des Inte-
grals fiir einfache Funktion mit Hilfe einer algebraischen Induktion und des Konvergenzsatzes von
Beppo-Lévy, das Integral auf beliebige messbare Funktionen f = f MY, f () : E — C definieren.
Wir definieren dann fiir eine entsprechende Folge von einfachen Funktionen (f;),eN mit punktwei-
ser Konvergenz f,(x) — f(x) fiiralle x € E sowie mit einer gleichméBigen Majorante 6 € L*(k),
sodass |f —n(x)| < 6(x) gilt, den Wert des Integrals durch

I(f) = plimI(f,)

nj—oo

und schreiben I(f) = [ f(x)M(dx).

Als nidchstes halten wir den Begriff der Isotropie fest. Wir sprechen von einem isotropischen Zu-
fallsmaf} M, falls fiir jedes ¢ € R

oML p 2.4)

gilt. In diesem Fall entspricht k = mYy, wobei 7 ein gleichmiBiges ZufallsmaB auf S! ist und m ein
MaB auf (E,&) darstellt. Wir nennen m dabei, wie im reellen Fall, das KontrollmaR des isotropen
IS-SaS-RMs M. Nachfolgend halten wir die Eigenschaften von I(f) fest.

2.6.8 Lemma

Sei 0 < o < 2 sowie M ein komplex-wertiges isotropisches IS-SoS-RM mit Kontrollmal3 m. So gelten

die folgenden Aussagen:

a) Fir alle f,g € L*(m) sowie a,b € C gilt

I(af +bg) =al(f)+bI(g) fast sicher.

b) Sei f € L%(m) sowie (f;)nen C L% (m) gegeben. Es existiert X = [pa f(x) M(dx) genau dann,

wenn

1)1 m(dx) <
R
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Sei weiter X; := /dfj(x) M (dx), so gilt
R
plim X; = X
jes

genau dann, wenn

lim [ 1fi(x) = f(x)|*m{dx) =0

jee
c¢) Die zugehorige charakteristische Funktion erhalten wir fiir ¥ € C durch
E [em’(f)] = exp <—|19|°‘co/ \f(x)\am(dx)> ,
E
wobei
~ [M1cos(o)1a0
coi= = cos
0 2w Jo
gilt.

Beweis: Die Aussage a) entspricht Proposition 6.2.1, b) der Aussage 6.2.3 und c¢) der Aussage von
Theorem 6.3.1 in [14]. ]

Des Weiteren fithren wir nun ein Lemma an, welches bei Beweisen der harmonizable Darstellung in

den kommenden Kapiteln wichtig sein wird.

2.6.9 Lemma

Es existiert ein eindeutiges endliches RadonmaB ¢ auf der Menge S, sodass fiir alle f € L! (RY) die

Darstellung
/ f(x)dx = / / f(rE®)o(dv)ritdr
R¢ 0 Jst
existiert.
Beweis: Diese Aussage erhalten wir aus Proposition 3.1 in [1]. O

Zusammengefassend haben wir nun, ausgehend von Exponentialmatrizen, verallgemeinerten Polar-
koordinaten und E-homogenen Funktionen, die nétigen Grundlagen geschaffen, um in den folgenden
Kapiteln genau jene Integranden zu definieren, welche durch Integration beziiglich der ISRMs entste-
hen. Auch sind die Begriffe der Tangentenfelder hinreichend geklart, sodass wir mit der Analyse im

nachfolgenden Kapitel beginnen konnen.
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Kapitel 3

Tempered Operator Scaling Stable
Random Fields

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit sogenannten tempered operator scaling stable random
fields. Dabei unterscheiden wir zwischen der moving average Darstellung sowie der harmonizable
Darstellung. Wir werden die jeweiligen Zufallsfelder in den Darstellungen definieren und ihre Exis-
tenz beweisen. Im Anschluss werden wir deren Eigenschaften studieren und feststellen, dass sie sto-
chastisch stetig sind und zudem stationire Zuwichse besitzen. Daraufthin untersuchen wir sie auf ihre
Lokalisierbarkeit und wir werden in der Lage sein Elemente aus dem Tangentenraum explizit anzu-
geben. Im Laufe dieses Kapitels bezeichnet E dabei stets eine d x d Matrix mit positiven Realteilen

der Eigenwerte. Wir beginnen mit der moving average Darstellung.

3.1 Moving Average Darstellung

In den Grundlagen haben wir bereits die notige Basis geschaffen, um diese Klasse von Zufallsfeldern

zu definieren.

3.1.1 Definition

Sei H >0, 4 >0und « € (0,2]. Des Weiteren sei ¢ : R? — [0,0) eine E-homogene stetige Funktion.
Weiter sei durch Z ein IS-SoeS-RM mit Lebesgueschem Kontrollmall gegeben, wie es im Grundla-
genkapitel 2.6 eingefiihrt wurde. Dann nennen wir das durch

3 (0)i= [ e 00 —y) ke o p(—y) 1] Zu(dy) 3.1)

definierte Zufallsfeld moving average Darstellung eines tempered operator scaling stable random
fields. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden wir dieses Objekt mit moving average Darstellung
eines TOSSRFs abkiirzen. Dabei wird, wie wir spiter sehen werden, die Skalierung des Feldes durch

den Parameter H beeinflusst. Der Parameter A steuert das exponentielle tempering, also den Abfall
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im Unendlichen.

Nach obiger Definition folgt nun der Beweis zur Existenz der moving average Darstellung eines
TOSSRFs. Dabei erinnern wir an die Ausfithrungen von Lemma 2.6.6 und halten die Aussage in

folgendem Satz fest.

3.1.2 Satz

Seien die Voraussetzungen wie in Definition 3.1.1 gegeben. Dann existiert die moving average Dar-
stellung eines TOSSRFs fiir alle ¢ € RY.

Beweis: Zunichst weisen wir nochmals auf die Aussage von Lemma 2.6.6 hin. Dies bedeutet, dass
unser Zufallsfeld genau dann existiert, falls

Lag(t):= [ |

gilt. Um die Endlichkeit dieses Integrals zu zeigen, separieren wir den IR in Abhiingigkeit von R €

e P (1 —y) i e 20 ()|  dy < oo

R in die beiden disjunkten Mengen {7(y) < R} und {7(y) > R}. Im Zuge des Beweises werden wir

also I'y () in die beiden Teilintegrale ré}}p (t) sowie foz}p (t) aufteilen, wobei Fg}p (¢) das Integral

mit dem Integrationsbereich {y € R : 7(y) < R} und dementsprechend 1“((3, zp (t) das Integral mit dem
Bereich { yeR?: 1(y) > R} bezeichnet. Befassen wir uns nachfolgend zunichst mit der Endlichkeit
von F((Xl, 2,, (t). Dazu wenden wir die Ungleichung aus Lemma 2.1.6 fiir die konstante Funktion a(s) =

o, der verbesserten Ubersicht nochmals kurz wiederholt
la—b|* <2%(|a]* + |b]*), (3.2)

auf den Integranden an und erhalten

[0

’e—w(r—w(p(t ) HE e ()

Sz(x (efocl(p(tfy)(p(t _y)Hoch _*_efa/l(p(fy)(p(_y)H(qu) )

Damit ergibt sich fiir die Integration der Ausdruck
/ e (efalw(tfy) ot —y)Hoa efaw(fy)(p(_y)Hafq) dy.
Jr(y)<R

Im néchsten Schritt betrachten wir die Integrale nun getrennt iiber beide Summanden, schitzen die

vorkommende Exponentialfunktion jeweils mit 1 nach oben ab und fiihren daraufhin die Substitution

(1)

t —y = —z durch. Wir betrachten weiterhin das erste Teilintegral I' 4, (¢), dessen Integrationsbereich
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wir zunichst vereinfachen mochten. Dazu benutzen wir die Aussage von Lemma 2.2.6 a), dass

{z:t(t—2) <R} C{z:7(2) <K (R+1(2))}

gilt und damit folgt
Thp(r) <2° ( / (1 —y)"* 1y + / w(—y)H“dy> (3.3)
T(y)<R T(y)<R
([ etz [ gy 6
T(t+2)<R T(y)<R
<2% (/ (p(—z)Ha_qdz—F/ (p(—y)HO‘_qdy> ) (3.5)
T(2)<K(R+7(1)) T(y)<R

Mithin schitzen wir nun die Funktion ¢ gemif Lemma 2.3.2 ab, es folgt also
Ho—q Ho—q Ho—q Ho—q
0" < (Mg ) 2(y) (3.6

und wir erhalten die Abschitzung
Ty (r) < 2% (Mg +mg? ) (/ t(—z H“*‘fdz+/ t(—y)Heag > 3.7)
a,(p( ) < ¢ ¢ () <K(RLT(1)) (—2) ()<R (—y) Y

Die Endlichkeit des Integrals l“((xl’zp (t) folgt nun direkt mit Hilfe von Lemma 2.6.7, da fiir den zugeho-

rigen Exponenten
Hoa—qg>—-qg<H>0
gilt.

Nachfolgend betrachten wir den Bereich 7(y) > R und mochten den noch fehlenden Aspekt, also
die Endlichkeit des Integrals I’sz)p (1), zeigen. Zunichst benutzen wir analog die gleiche Ungleichung

2.1.6 a) und erhalten

2
ra,lp(t) :/1'(y)>R

<2* ( / I (1 —y) e ddy + / e‘“"’(‘”w(—y)”“_"dy) :
T(y)>R T(y)>R

o

e_k(P(t_y)(p(t_y)H_% _e_l(P(_y)(p(_y)H_% dy

Nach der Anwendung von Lemma 2.2.5 erhalten wir fiir ¥y > 0 die Abschitzung
e rY) < (1 —y) 7.

Die Anwendung ist hier zulissig, da fiir R hinreichend groB, stets Aa@(t —y) > 1 angenommen

werden kann. Nun setzen wir Y = H o + € fiir ein € > 0 und fiithren die Substitution t —y = —z durch.
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AnschlieBend benutzen wir erneut Lemma 2.3.2 und es ergibt sich insgesamt

T&p(r) < 2° ( / Q(t—y) fdy+ <p(—y)“dy> (3.8)
T(y)>R T(y)>R
=2 (f e [ ol ray) (39)
T(t+z)>R T(y)>R
< 2%m, T </ T(—z) 1 fdz+ T(—y)quy>. (3.10)
T(t4+2)>R 7(y)>R

Im letzten Schritt benutzen wir Lemma 2.2.6 b), um den Integrationsbereich in die passende Form fiir
Lemma 2.6.7 zu bringen. Die Endlichkeit des Integrals FE,Z 20 (t) folgt dann letztlich mit R = & — 7(r)

und

Top(t) < 2%my" ™" < / _t(—2) "z + / r(—y)“dy> : (3.11)
7(2)>R T(y)>R
da —g — € < —q gilt. Durch die nun bewiesene Endlichkeit von F((x{ 20 () und T&% 20 (1) fiir beliebige
t € R? folgt also die Existenz der moving average Darstellung eines TOSSRFs.
O

Im Anschluss untersuchen wir weitere diverse Eigenschaften der moving average Darstellung eines
TOSSRFs. Zunichst werden wir zeigen, dass dieses Zufallsfeld stationidre Zuwichse besitzt sowie
eine Skalierungseigenschaft nachweisen, welche mit der Selbstdhnlichkeit eines Feldes vergleichbar

ist.

3.1.3 Korollar

Seien A,H, o sowie X (‘;‘ 4 Wie in Definition 3.1.1 gegeben, so besitzt die moving average Darstellung
eines TOSSRMs stationdre Zuwichse. Es gilt also

fdd
{Xoa(x+1) = Xg5 (1) brere =

o

{X(p,/l (x) }xe]Rd :

Beweis: Um die Stationaritiit der Zuwichse zu zeigen, betrachten wir zunéchst das zugehorigen Ver-

halten des Integranden. Zur besseren Ubersicht definieren wir

[k

g (y) = e MUV —y)i=a A0 ()5,

Mit dieser Konvention gilt

gert (V) — & (y) =e HPEH Vg (x 1 —y)=E — e AV ()%
—e M1 — )G 4o AN p(—y)

=e OV g (x gt —y)a — e MO (1 —y) i,
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Im Folgenden betrachten wir die charakteristische Funktion und erinnern an die Aussage von Lemma

2.6.6. Seien nun x1,...,x, € IR? gegeben, so folgt mit der Substitution t —y = —z

(04
dy)

e P g(x; 1 —y) i — e P (- y)T

o
dz>

E [ei):;le O (X, (xj+1)-XZ, (;))}

=exp (— /Rd Zn‘, O (8x4:(y) —&:(9))

j=1
_exp ( [
]Rd

=exXp <— ‘/]Rd L

:IE[ 12'; 119X ( )}

SIS

o
dy>

uM:

Bie D (x; — 7)1~ — e AO(D g (—z)H

\M:

O]

Dies zeigt also, dass die Zuwichse stets stationér sind. Es folgt die Betrachtung der Skalierungs-
eigenschaft, die einen weiteren wesentlichen Aspekt unserer Untersuchung ausmachen wird und es
uns ermoglicht, ein besseres Verstindnis des neu definierten Zufallsfeldes zu erhalten. AnschlieBend

ebnet diese Eigenschaft uns den Beweis von Satz 3.1.6.

3.1.4 Korollar

Seien A,H und X, g 4 wie in Definition 3.1.1 gegeben. Sei weiter ¢ > 0. Dann erfiillt X g , die Eigen-
schaft

fdd
G B G A

Beweis: Um die geforderte Eigenschaft zu zeigen, seien feste xi,...,x, € R? gegeben. So folgt die
Behauptung mit dem Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen, wenn wir im Stande sind,
fiir beliebige ¥4,...0, € R

E [eiz_';zlﬂjxgl(cﬁxj)} :IE[ i Y 95X ()

zu zeigen. Erinnern wir uns an dieser Stelle an die Definition einer E-homogenen Funktion, so erken-
nen wir, dass @(cfx;) = c(x;) gilt. Zusitzlich fithren wir die Substitution y = ¢£z durch. Dabei ist

zu beachten, dass aufgrund des Transformationssatzes mit

det (cF) = ¢"E) = ¢4 (3.12)
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ein zusétzlicher Faktor zu beachten ist. Daraus ergibt sich

E [eiZ’}zl X (CEX./)]

= exp

- /]Rd Y Wi (et — o) — RPN (o)1)
=

—E [eizﬁzl ﬂj‘“HX(:M (x_,-)}

welches die Skalierungseigenschaft verdeutlicht. O

Diese Skalierungseigenschaft weist eine gewisse Gemeinsamkeit zu der Eigenschaft der Selbstihn-
lichkeit eines Zufallsfeldes auf. Neben der Skalierung im Argument, die zu einer Multiplikation mit
¢ fiihrt, wird zudem noch der Parameter A des Temperings skaliert, also derjenige, der den Abfall

im Unendlichen beeinflusst.

AnschlieBend untersuchen wir die stochastische Stetigkeit der moving average Darstellung eines TO-
SSRFs und halten das Ergebnis in nachstehendem Lemma fest.

3.1.5 Lemma

Seien H,A und X ¥, () wie in Definition 3.1.1, dann ist X, o (¢) stochastisch stetig. Dies bedeutet,
dass fiir alle xo € R¢

plim Xq[‘;";L (xo+x) = Xg,k (x0)
x—0

gilt.

Beweis: Um die stochastische Stetigkeit zu zeigen, beweisen wir die dquivalente Aussage aus Lemma
2.6.6 b). Sei dazu xo € R? beliebig. Es gilt also nun zu verdeutlichen, dass

o
lim [ e PR p(xy 4 x—y)T i — e Mgy —y) T |y = 0
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eine wahre Aussage stellt. Den ersten Schritt zur Erbringung dieses Nachweises erreichen wir zu-
nichst mithilfe folgender Substitution xo —y = z, da

lim

e—7L¢(x—Z)(P(x _ Z)H_% — €_A(P(_Z)(P(_Z)H_% adz =0
x—0 JRd

IimT =0
= xl—I;I(]) a’q)(x)

gilt. Aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion sowie der Funktion ¢ folgt zudem

a

=0

SIS

tim [ 490 g — o)1 — A0 ()

= ra’(‘) ()lcl_l;l(l)x) — O,

sodass eine von x unabhingige Majorante in Verbindung mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue die
Behauptung liefert. Diese Majorante bedarf jedoch noch weiteren rechnerischen Bemiihungen, um

sie verstidndlich darzustellen. Dies erreichen wir mit der Hilfe der Abschitzung (3.7)

T (x) < 2% (ME*4 4 jtlo—a (/ —z)Ho—ag / — H“—qd>
oc,(p(x)_ ( ¢ T ) T(z)SK(R—i—r(x))T( Z) et ‘L'(y)SRT( y) Y

sowie mit (3.11)

o)< 2y ([ ety [ el tay).

(z2)>
Wir schitzen die rechte Seite von (3.7) weiter nach oben ab, indem wir den Integrationsbereich ver-
groBern, um eine Unabhingigkeit von x zu erlangen. Dazu setzen wir im Folgenden voraus, dass sich

x bereits nahe genug bei 0 befindet, also, dass 7(x) < 1 gilt. Damit folgt fiir den Integrationsbereich
{z:7(2) <K(R+7(x))} C{z:7(2) <K(R+1)}.

Fiir die Abschétzung durch (3.11) verfolgen wir die gleiche Idee und mochten den Integrationsbereich
so vergrofern, dass dieser nicht mehr von ¢ abhéingt. Damit erhalten wir folglich mit der Aussage aus
2.2.6 b) die Majorante

1{M(z)>1?} (2) Cex T(—2) 1  + 1 r )<k (1)} (2) Car (7)1,

wobei wir Ce o := 2%my? © sowie Cy 1= 2% (Mg “-a +mf,,1a7q) setzen. Dabei sei noch angemerkt,
dass der Wert R aus (3.11) theoretisch noch von ¢ abhingt, aber mit 7(¢) < 1 ebenfalls von ¢ unab-
hiingig nach unten abgeschétzt werden kann und somit die Menge der Indikatorfunktion vergroBert
wird. O

Nachdem wir nun die stochastische Stetigkeit sowie die zugehorigen konvergenten Majoranten zeigen

konnten, wenden wir uns im Anschluss dem Tangentenfeld der moving average Darstellung eines
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TOSSRFs zu. Wir werden zeigen, dass sich eine bereits bekannte und studierte Klasse, ndmlich die
moving average Darstellung eines operator scaling stable random fields, in diesem befindet. Dieses

Ergebnis halten wir in folgendem Satz fest.

3.1.6 Satz

Sei X', wie in Definition 3.1.1 gegeben. Des Weiteren soll H < 4 —1 gelten sowie @ (B, E)—admissible

sein. Unter diesen Voraussetzungen gilt fiir alle #,x € IR?

fdd

—H
¢ ( o (x ) = X2 (x ))fgx(p,l

(1),
wobei wir
X (0)i= [ @=y)""% —p(—)""iZu(dy)
R

setzen. So handelt es sich bei X glx (#) um die moving average Darstellung eines operator scaling

stable random fields, wie es in [13] studiert wurde.

Beweis: Zunichst betrachten wir die Differenz der zu Grunde liegenden Aussage und erhalten

X (e ) =Xy (1) = [ e PP g oF )T e R ()

— (Mg ) e D ()T ) 74 (dy)

= [ eI gt ) A (a2 (),

[k

als zusammengefasstes Integral. Anschliefend gehen wir zur Betrachtung der zugehdrigen charak-
teristischen Funktion iiber. Deren Darstellung entnehmen wir aus Lemma 2.6.6. Seien nun feste
..ty € R? sowie ¥, ..., 9, € R gegeben. Nachtriglich fiihren wir zunichst die erste Substitution

Ey zu erweitern.

x —y = —z durch, um diese anschlieBend durch eine weitere Substitution von z = ¢
Da es sich um die charakteristische Funktion beziiglich Z, handelt, erhalten wir zusétzlich dy = dz

sowie nach dem Transformationssatz dz = c¢?dv wie in (3.12). Es folgt

E [eizj.:l et (Xg_ A (eref) =X, (x))]

—

o

dy)
o

c"dv) .

(Lt o b
RY | =
o
) dz)

= exp (_ /]Rd Z C—Hﬁj (e—xrp(cEt,—cEv)(p(cEtj _CE )H—g _e—/1<p(—cEv)(p<_cEv)H—g)
1

QU

—exp (‘/w N G (e
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Im Anschluss mochten wir Gebrauch der E-Homogenitét der Funktion ¢ machen, verrechnen die auf-

tretenden Faktoren beziehungsweise Potenzen von ¢ und sehen, dass sich diese zu 1 zusammenfassen
lassen. Dies bedeutet, wir erhalten
! ot _a . _a
= ex (— |y (20 (et =) E — e R0 (ep(—v)) )

o
cldv
j=1
o
:exp</]Rd > dv).

Im Folgenden mochten wir aufgrund des Stetigkeitssatzes von Lévy die Konvergenz des obigen Aus-

SIS

Z 19/' <e—/lc(p(zj—v)(p<tj o V)H—g o E_M(P(_V)(p(—v>H_
j=1

drucks fiir ¢ — 0 bestimmen. Betrachten wir im Zuge dessen den entsprechenden Integranden, so

sehen wir, dass

o

lim

Z 19]_ (eildp(tjfv)(p(tj _V)H—g _ ef)LC(p(fv)(p(_v)H,%>
j=1

o

Y 6, (0= & ()"

gilt. Daraus resultierend benétigen wir nun eine von ¢ unabhingige Majorante, sodass die Behauptung

mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue folgt, denn in diesem Fall gilt

limE [ei):’/;l v; (XWL (xtcP1) =Xy (x) )}
c—0

=1 —

i 19]' <e*lc(P(tj*V)(p(tj _V)Hfg _ eflc(p(fv)(p(_v)]-],%>

Um die entsprechende Majorante zu erhalten, zeigen wir vorweg fiir alle A,x,y > 0 sowie ¥y < —1 die
Ungleichung

‘eflcxxy _ efleyY < |x7/_y7| , (313)

wobei wir zudem voraussetzen, dass sich ¢ bereits hinreichend nahe bei O befindet. Sei dazu ohne
Beschrinkung x < y. Wir konnen aufgrund des Betrags die Reihenfolge der Summanden und damit

die Rolle von x und y vertauschen. Dann folgen sofort die beiden Ungleichungen

x>y’ und
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eflcx > eflcy’

also insgesamt e *x¥ > ¢~ A%yY, Wir setzen g(A) := e *“x¥ — ¢~*y¥ und erhalten damit
g’(/l) _ _Cxeflcxxy_kcyeflcyyy —c (eflcyyy—o—l - eflcxxy-i—l) <0,

da y < —1 nach Voraussetzung erfiillt ist. Fiir A > 0 ist die Funktion g stets streng monoton fallend

und daher gilt

sup{g(A)} = g(0) =x" —y".
A>0

Damit erhalten wir durch das bereits angesprochene Vertauschen der Rollen von x und y die ge-
wiinschte Aussage. Setzen wir abschlieBend ¥ = H — £ sowie x = @(¢; —v) und y = @(—v), so

a
erhalten wir mit der Aussage aus Lemma 2.1.6 b)

o
Z (e g1y — vy - e g () ) (3.14)
(n—1)a Z ‘19 ‘ o hep(ti—v) o(; _V)Hf% _eflap(fv)(p(_v)ﬂfg o (3.15)
Xn:\ | ‘ Wk (v (3.16)

die gewiinschte von c unabhiingige Majorante. Also haben wir ein Feld im Tangentenraum der moving
average Darstellung eines TOSSRFs gefunden. Dieses ergibt sich gerade durch das Weglassen des
tempering und wurde bereits in [13] ausfiihrlich studiert. O

Mit Hilfe des hinzugefiigten Temperings ist es uns nun moglich, fiir eine weitere Klasse eine mo-
ving average Darstellung zu erhalten. Diese werden wir im Folgenden definieren und anschlieBend
analysieren. Dabei wird unter anderem ein interessanter Unterschied erkennbar werden, da wir im
Gegensatz zu den zuvor gezeigten stationdren Zuwichsen im Anschluss Stationaritit als Eigenschaft
vorfinden.

Wir beginnen also mit nachstehender Definition.

3.1.7 Definition

Seien H,A > 0 und 7 € RY beliebig und mit ¢ eine E-homogene Abbildung gegeben. Weiter sei
o e (0,2] und Z, ein IS-SaS-RM, wie wir es in Definition 2.6.2 eingefiihrt haben. Dann definieren

wir die moving average Darstellung des isolated tempered operator scaling stable random fields durch

Zg,(0)i= [ gt —3)1 % Za(dy)
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Im Laufe der Arbeit kiirzen wir diese Darstellung mit moving average Darstellung eines ITOSSRF ab.

Nachfolgend halten wir die Existenz des gerade definierten Objekts in einem Satz fest.

3.1.8 Satz

Seien die Voraussetzungen wie in Definition 3.1.7 gegeben. So existiert die moving average Darstel-
lung eines ITOSSREF fiir alle t € IR,

Beweis: Um die Existenz zu zeigen, miissen wir nach Satz 2.6.6 beweisen, dass sich der zugehori-
ge Integrand im L% (]Rd ,%’(IR),),d) befindet. Dies bedeutet wir zeigen folgend fiir alle r € R? die

Existenz des Integrals

o

e*;L(P(t*y)(p([ _y)Hfg dy

Caglt) = [

]Rd

Das Vorgehen entspricht in ihrem groben Schema dem Beweis von Satz 3.1.2. Analog teilen wir dazu
zuniichst fiir ein R > 0 den Integrationsbereich in die beiden Teile 7(y) < R und 7(y) > R auf. Wir

setzen

wobeil wir

meinen. Im Anschluss zeigen wir die Endlichkeit von Cél% (¢). Dazu schitzen wir die Exponential-

funktion mit 1 nach oben ab und fiihren die Substitution t —y = —z durch. Es gilt

o
clo () = /T e e MU o (r—y)H-u| dy (.17)
q o
<[ fote—yi ] ay (3.18)
T(y)<R
= p(t—y)1*dy (3.19)
7(y)<R
- ¢(—2)"e 14z (320)
t(t+z)<R
< /T ek (M{,}’ *=q +m{;’““1) t(—z)H% 14z (3.21)

=Cq / t(—z)"* 14z, (3.22)
7(t+z)<R
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Dabei ist Cy 1= Mga_q +mfpla_q und die Ungleichung (3.21) folgt mit der Aussage aus Lemma 2.3.2.
Im Anschluss wenden wir Lemma 2.2.6 an und erhalten mit Satz 2.6.7 die Endlichkeit des Integrals
¢o-! durch

Co(cl(g,(t) <Cq T(—2)H% 9 d7 < oo,

/7:(1)<K(R+r(t))
da Hoo — g > —q < H > 0 gilt. Fiir die Existenz der moving average Darstellung eines ITOSSRFs
benotigen wir im Folgenden des weiteren noch die Endlichkeit des Integrals

o

dy

Copy= [ [erP0 (e —y)i-i
’ 7(y)>R
= [ g y)ieiay,
T(y)>R
Um dies zu zeigen, benutzen wir zunéchst die Aussage von Lemma 2.2.5 und erhalten damit
e ()1 < p(x) 7,

Fiir ein € > 0 wihlen wir ¥ := g 4 € und damit folgt mit der Substitution t —y = —z sowie den

Aussagen von Lemma 2.2.6 und Satz 2.6.7 die Endlichkeit des Integrals durch

gty =[ eI (.23
' T(t+2)>R
</ e—/la(p(—z)(p(_z)HO!—qu (3.24)
~Jt(x)>R
< / o(—2) ¢z (3.25)
7(z)>R
<Cpe [ ()T (3.26)
7(z)>R
oo (3.27)

Hierbei entspricht Cy ¢ := M, L m;%e und die Ungleichung (3.26) folgt mit Lemma 2.3.2. Aus
der Endlichkeit der beiden Integrale Co(cf(z,(t) und C,)%(t) folgt die Behauptung des Satzes und die
Existenz der moving average Darstellung eines ITOSSRFs. O

Nachdem wir die Existenz nun beweisen konnten, betrachten wir im nidchsten Lemma, wie schon bei
der moving average Darstellung eines TOSSRFs die Zuwichse. Dabei stellen wir fest, dass es sich

bei der neu definierten Klasse aus Definition 3.1.7 um stationire Zufallsfelder handelt.
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3.1.9 Lemma

Seien H,A, 0 und Z,, 5 (t) wie in Definition 3.1.7 gegeben, so ist Zoa (¢) fiir t € RY stationdr. Es gilt

also:

fdd
{Zo s (x+ 1) beere = {Z5 5 (%) brere-

Beweis: Um die Stationaritit des Zufallsfeldes Zg /l(t) Zu zeigen, seien nun Xxp,...,x, € R? sowie
U4,..., U, gegeben. Wir betrachten anschlieBend die charakteristische Funktion und daraufthin benut-

zen wir die Substitution t —y = —z

E [eizf;zl ﬁng,l(xj+t):|

Aus dem Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen folgt die Stationaritit der moving ave-
rage Darstellung eines ITOSSRFs. 0

Im Anschluss betrachten wir, dhnlich wie im vorausgegangenen Abschnitt, eine Skalierungseigen-
schaft des in Definition 3.1.7 eingefiihrten Zufallsfeldes. Dafiir zeigen wir folgendes Lemma.

3.1.10 Lemma

Seien H,A, ot und Z7; (t) wie in Definition 3.1.7 gegeben. Dann erfiillt Zg) (¢) fiir ¢ > 0 die Skalie-

rungseigenschaft

o E fid H—o
{Z(p,)L (C x) }XE]R‘[ =c Z(p,c)L (x) }xE]Rd :
Beweis: Seien Yy, ...,0, € R sowie xj,...,x, € R¢ gegeben. Wir miissen zeigen, dass

E [eiZ_'}zl ﬂjzg,A(CExj)} = [eiCH ):'}zl ﬁjZf,f_d (xj):|

gilt. AnschlieBend substituieren wir y = cFv, beachten dabei den Transformationssatz wie in (3.12)

o
dy>

und nutzen anschlieBend die E-Homogenitdt der Funktion ¢ aus. Es folgt

E e’fﬁ:l 1912;’,‘,,1 (CExj)] =exp <_/
]Rd
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o
e[ e )
n o
e[ 2ot )
n o
_ . H.q (,—cdo(xj—v) _\H-L
exp( /le ];c Y (e e(xj—v) ) dv)

::[E |:€iCH Z’;:| 13]-2(‘;’6/1 (Xj):|
und damit folgt die zuvor aufgestellte Behauptung. Das Zufallsfeld unterliegt demnach der oben ge-

nannten Skalierungseigenschaft. O

Im Folgenden greifen wir einen weiteren Aspekt auf, den es ebenfalls bei der moving average Dar-
stellung eines ITOSSRFs zu untersuchen gibt, das Tangentenfeld. Hierfiir konstruieren wir nachste-

henden Satz.

3.1.11 Satz

Seien 4,0 und Zg , (¢) wie in Definition 3.1.7 gegeben. Zudem sei ¢ (j3,E)-admissible und wir
fordern, dass 0 < H < min(, £ — 1) sowie ¢ > o gilt. So folgt fiir c > 0 und € R?

- fdd
(23 ()~ 2, () 22 78,0,

wobei

28,0 i=Xg () = [ ple=)"E — p(—)""EZa(dy).

R4

Beweis: Den Beweis fiihren wir sehr dhnlich zum Satz 3.1.6. Zunéchst betrachten wir fiir 74, ...,1, €

R sowie ..., ¥, € R die charakteristische Funktion von YI_, ©; (Z(‘;‘ L (x4 cFr) — Zy, (x j)> und

E

erhalten mit der E-Homogenitét der Funktion ¢ und der Substitutionen x —y = —z und z = c”v. Bei

letzterer Substitution erhalten wir aufgrund Transformationssatzes den Faktor ¢?. Es gilt

B [ o/ Ti1 03(Z5 (xeB)) =235, (%)) }

e (- [,
e (- [,
e (- [,

(ngE

3, (efw<x+cEr,-—y> O (x+cErj—y)H= — 2P g (x — y)Hf%)

o
dz)

o (e—l(p(cEt_,-—cEv)(p(cEtj _CEV)H—g _ e—)up(—cEv)(P(_cEv)H—g)

o

dy)
o

chv)

.
Il
—_

1=
>

(A2 p(Fry 2y — Aoz~

.
Il
—

ngE

.
Il
—
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e[|

Jj=

=exp (—/le Z < —cAo(tj—v) H— g(p((tj_v))H—% _e_c)uqo(—v)CH—%q)(_v)H_%)

o
dv) .

AnschlieBend benétigen wir fiir den Integranden noch eine von ¢ unabhiingige Majorante, welche

%

, (e—l(p(cE(tj—v))(P(cE(tj _ v))H—g _ g ho(=ct) (p(_cEv)H_g>

[S

=exp (—/]Rd ZcHﬁ ( —cAo(tj— )(P((tj_v))Hfg_efcl(p(fv)(p(_v)yfg)

wir mir den Mitteln aus dem Beweis von Satz 3.1.6 erhalten. Wir verwenden erneut die Aussage aus
Lemma 2.1.6 b) und demnach gilt

o

( —cAo(tj— v)(p(tj _ v)Hf% _efc/hp(fv)(p(_v)Hfg)

<Ca Z 851 ot =) — p(—v)-
j=1

fir C = 2"~ > 0. AbschlieBend gelingt uns das Ende des Beweises mit Hilfe des Konvergenz-
satzes von Lebesgue durch

limE [ei):;:l 9 H (Zg,l (JC‘FCEII')—Z:;)L (x) ) }
c—0
= li
exXp ( /Rd C]_{}ré
n
—oxp | — /IR d

Y 9 (9l =) — ()" #)
—E [e’f?:l 9 (g% (ff))} ,

SIS

£y (e gty o1 E e gy

)

o
dv)

j=1

Damit erhalten wir mit dem Stetigkeitssatz von Lévy das gewiinschte Ergebnis der aufgestellten Be-
hauptung. O

3.2 Harmonizable Darstellung

Im weiteren Verlauf des Kapitels beschiftigen wir uns nun mit der sogenannten harmonizable Darstel-
lung eines tempered operator stable random fields und werden dhnliche Ergebnisse wie im bisherigen

Verlauf fiir die moving average Darstellung zeigen. Zunichst halten wir das zu studierende Objekt in
einer Definition fest.
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3.2.1 Definition

Seien t € R, 0 < H < aj und A > 0 sowie 0 < a < 2. Weiter sei ¥ : R? — R eine stetige E’-
homogene Abbildung. So definieren wir die harmonizable Darstellung eines tempered operator sca-

ling stable random fields durch

ga(t)i=Re [ (9 1) (L=i(&) " E Walad).

wobei wir mit Wy, im Folgenden ein isotropisches IS-SaS-RM, wie wir es im Grundlagenkapitel mit
(2.3) und (2.4) eingefiihrt haben, mit Lebesgueschem Kontrollmall bezeichnen. Im weiteren Verlauf
bezeichnen wir dieses Zufallsfeld immer abkiirzend als harmonizable Darstellung eines TOSSRFs.

Im Anschluss an diese Definition beweisen wir die Existenz im nachfolgenden Satz.

3.2.2 Satz

Seien 7,H,A, o sowie ¥ wie in Definition 3.2.1 gegeben. So existiert die harmonizable Darstellung
eines TOSSRFs.

Beweis: Um diesen Beweis zu erbringen, titigen wir zunéchst die Abschitzung

<t 1|2 iy (&) < | — 1 y(g)

Diese ist giiltig, da fiir festes & sowohl A als auch (&) rein reelle Zahlen darstellen und somit mit
iy (&) eine rein imaginire Zahl gegeben ist und zusitzlich der Exponent stets negativ ist. Betrachten

wir anschlieBend mit der Aussage aus Lemma 2.6.8, so ergibt sich

Loy (1) 3:/

R4

<
R4

=Tay(1).

<8 1| A — iy (g) e ag

e 1|y &) 1 a

Dabei ist I'q,y(7) das entsprechende Pendant zu Iy, , 5 (1) von der harmonizable Darstellung eines
operator scaling stable random fields aus [13]. Da wir die Endlichkeit von Ta,l,,(t) aus eben dieser
Arbeit bereits kennen, iibertrdgt sich mit der getroffenen Abschitzung die Endlichkeit auf I'y 3 (1)
und nach der Aussage von Satz 2.6.8 haben wir die Existenz der harmonizable Darstellung eines
TOSSRFs gezeigt. Zur Vollstandigkeit mochten wir die notigen Rechenschritte jedoch in knapper
Form wiedergeben, da wir im Laufe des Abschnitts auf eine Majorante angewiesen sind, welche sich

aus diesen ergibt. Wir méchten also im Folgenden zeigen, dass

Loy (1) <oo.
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Mit Hilfe der Integration durch verallgemeinrte Polarkoordinaten nach Lemma 2.6.9 erhalten wir

Loy(t) = /:/;0
I

Im Anschluss wenden wir fiir 6 € (0,a; — H) die Ungleichung

damit

. 1 a .
<0 1| Dy () ey 6 (dw) dr

. t o
ez<z,rE 9> 1’ W(ﬁ)fHafqerOC*lG(dﬁ)dr.

. t o
el<t,rE o> 1‘ < C(l + Ht||a)min(ra(a'_6), 1)

an und erhalten die beiden Teilintegrale

1
T4, () ::/0 /Sc(1+HzH“)min(r“(“l*S),1)w(0)*H“*qr*H“*10(dﬁ)dr (3.28)
0
T3, (1) = /1 /S C(1+[¢]|%) min(r4@=9) | 1)y () %4, 5(49 ) dr. (3.29)
0

Durch Auflosen der beiden Minima und der Nullstellenfreiheit der E’-homogenen Funktion y erhal-
ten wir die Existenz der beiden Integrale. Damit haben wir die Existenz der harmonizable Darstellung
eines OSSRFs bewiesen und damit folgt die Existenz fiir die harmonizable Darstellung eines TOSS-
RFs. 0

3.2.3 Lemma

Seien H, A, o sowie y und XVO/‘ 5, wie in Definition 3.2.1 gegeben. Dann hat die harmonizable Darstel-

lung eines TOSSRFs stationédre Zuwéchse.

Beweis: Um die aufgestellte Behauptung zu zeigen, miissen wir fiir # € R¢ analog zur Aussage von

Lemma 3.1.3

fdd
{Xq?,/l(x +1) *Xﬁ,z (1) }rere = {Xg,;t(x)}xeuzd

zeigen. Dazu betrachten wir zunichst die charakteristische Funktion der Differenz, wie wir sie in
diesem Fall in Lemma 2.6.8 c¢) festgehalten haben, und erhalten fiir 94, ..., 9, € R sowie xy,...,x, € R,

dass

E[¢/T % (Xgia () X5, <r>>]

=exp <_COA{d

a
Z 19j(ei<x,'+t,€> _ 1) _ (ei<t,§> _ 1) M _ iW(é)’_HO‘_qaf)

J=1
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o
=exp <_C0/d Z ﬁj(€i<x-/+t’é> _ei<t,§> M’ _ iW(€)|_Ha_qd§>

R | =

o 2 «

=exp —Co/ ei<t,f§>‘ Z 19j(ei<xf":>—l) |7L—i1l/(§)!_Ha_qd§

R4 i=1

n o

o (‘C‘)/ X oo ) —iw<é>|H“qd&>

R |
—F [eim:lﬂjxgl(x] }

gilt. Mit dem Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen folgt damit die Aussage des Lem-

mas. O

3.24 Lemma

Seien 7,H, A, sowie ¥ wie in Definition 3.2.1 gegeben. So erfiillt die harmonizable Darstellung
eines TOSSRFs folgende Skalierungseigenschaft:

fdd
{Xq(f,), (CEX) }erR’i = CHX:;,CA (x) }xele :

Beweis: Seien ¥, ..., 9, € R sowie x1, ...,x, € R? gegeben. Aquivalent zum Beweis der oben genann-
ten Aussage ist der Nachweis von

E =E

exp (i Z’l 19jX$,/1 (cExj)>

J

n
exp <icH Z ﬁjX&d (x1)>] )
j=1
Fiir diesen Nachweis betrachten wir die charakteristische Funktion der linken Seite und stellen zu-
ndchst das Skalarprodukt im Integranden um. Zudem substitutieren wir anschlieend cEré =1, so-
dass wir auf Grund des Transformationssatzes zusitzlich ¢?d§ = dn erhalten. Insgesamt folgt also
mit der entsprechenden charakteristischen Funktion beziiglich des ISRMs W, aus Lemma 2.6.8 ¢),

dass
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gilt. Im Anschluss benutzen wir die E’-Homogenitit der Funktion y und fassen alle Potenzen von ¢

a
c_”dn)

o
c_daI)
Y 0 (917 — 1) (cA —y(n)) e
=

o
q
dn)

Nach dem Eindeutigkeitssatz iiber charakteristische Funktionen folgt damit die zu zeigende Behaup-

zusammen. Damit ergibt sich

= exp <_CO/]Rd
=eX —C
P( O/Rd j
:exp<—co/ ok
]Rd

exp (icH Z 19J-X$M (xj)>] .
i=1

J

q

a

JZHZI 0; (€91 —1) <7L - iw(n)) -’

9 (551 1) M1 (ed — ()
=1

=E

tung. O

3.2.5 Lemma

Seien H,A,a sowie W wie in Definition 3.2.1 gegeben, so ist die harmonizable Darstellung eines
TOSSRFs stochastisch stetig.

Beweis: Aquivalent zum Beweis der Behauptung ist nach der Aussage von Lemma 2.6.8 b) fiir alle

xo € R der Nachweis der Aussage

im [ [0 1) = (e<0é> )74 —iy(&) e 1aE =0, (3.30)

x—0 JR4

Da der Integrand fiir den betrachteten Grenzwert fiir x — 0 gegen 0 strebt, reicht zur Erbringung
des Beweises die Angabe einer von x unabhingigen Majorante. Dafiir fordern wir nachfolgend, dass
bereits ||x|| < 1 gilt und erhalten diese Majorante nach Anwendung von Lemma 2.6.9 auf den In-
tegranden von (3.30) mit den Ergebnissen aus Satz 3.2.2 durch die Abschitzung (1 + [|x|[)* < 2¢
angewandt auf (3.28) und (3.29). ]

3.2.6 Satz

Sei fiir t € RY das Zufallsfeld Xl‘; 5, (¢) die harmonizable Darstellung eines TOSSRFs mit den Para-

metern H,A und a, wie wir sie in 3.2.1 definiert haben. Dann gilt fiir ¢ > 0

T (Xt (e cFr) = Xt () 22 Xy, (1),

c—0
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wobei
Xg ) =Re [ (97 = 1) w(&) " EWa(ag).

Beweis: Zunichst betrachten wir die Differenz X$ 2 (x+ ct t) — X$ 5 (x). Aufgrund der stationiren

Zuwichse erhalten wir

fdd

Xy (x4 cFr) — Xy (%) = Xy 5 (cFr),

sodass wir anschlieBend mit der Skalierungseigenschaft aus Lemma 3.2.4
fdd
X$,l (CEt) - CHXW c)L( )

erhalten. Nachfolgend gehen wir zur Betrachtung der charakteristischen Funktion tiber und weiter
seien ¥, ..., %, € R sowie t, ....t, € R¢ gegeben. Damit erhalten wir

E |exp <icH Y Xy, (x+cFry) =Xy (x))]
I =1

efolergo)
{ o)

o
=exp (—co Z O (1> — 1) (cA — il//(n))fo dr]) .
=1

Um den Beweis zu vollenden bendétigen wir nun eine konvergente von ¢ unabhéngige Majorante.

N

S

ﬁ&\

Diese erhalten wir mit der Abschiitzung

Q\Q

(A —iy(n) ™= < y(n

da —H -4 <0und A € R sowie iy(n) € iR. Daraus resultierend erhalten wir als zugehorige Ma-

jorante also

o
n

Y 9 (651> — 1) (A —iy(n)) @

j=1

dn

I8
g/w

o
n

Z W, (ei<tj,n> _ 1) W(n)fog

j=1

danm.
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Wenden wir nun den Konvergenzsatz von Lebesgue an, so ergibt sich

IimIE
c—0

=1

~men(-o [
= — 1 - A Hi<tin> ) —H—%
eXp( 0 i | 2 05 (¢ 1) e~ p(m)

n o

j=1
e“9<i2:ﬁﬁxﬁh(ﬁ)>]-

j=l1

Mit dem Stetigkeitssatz von Lévy folgt die zu zeigende Behauptung. O

n

Y (01 1) (A —iy(n)) "

J=1

o
dn)

o
dn)

=E

Nachfolgend bietet es sich an, nach einem Analogon der ITOSSREF fiir die harmonizable Darstel-
Iung zu suchen. Dies ist jedoch nicht in natiirlicherweise mit positivem bzw. interessantem Ausgang

moglich. Betrachtet man beispielsweise das Zufallsfeld

28,00 = [ 65 (@) Walag),

wie man es auf natiirliche Weise aus der harmonizable Darstellung eines TOSSRFs erhalten konnte,

ad§>

so stellt sich heraus, dass die zugehorige charakteristische Funktion
E [emz&lm] =exp (—co/d e <S> (A — illf(g))fH*%
R

—exp (oo [ - (@) "0

unabhéngig von ¢ ist. Dementsprechend handelt es sich bei Z$ A () um ein konstantes Zufallsfeld und

die einhergende Analyse wire obsolet.
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Kapitel 4

Operator Scaling Multistable Random
Fields

In diesem Kapitel befassen wir uns nun mit einer Verallgemeinerung der Klasse der operator scaling
stable random fields, der sogenannten operator scaling multistable random fields. Diese werden im
Laufe der Arbeit stets mit OSMSRF abgekiirzt. Wie im vorausgegangen Kapitel unterscheiden wir
erneut zwischen der moving average Darstellung und der harmonizable Darstellung. Bevor wir uns
jedoch der Betrachtung der beiden Darstellungen widmen, benétigen wir zunéchst eine Erweiterung
unseres ISRM Begriffs aus Definition 2.6.2.

4.1 Multi stable independently scattered random measures

Dieser Abschnitt orientiert sich sehr nah an [6], [7] sowie [11]. Dabei gehen wir wie in Kapitel 2.6
der Grundlagen vor und bezeichnen mit (E,&, V) einen ¢ endlichen MaBraum. Des Weiteren defi-
nieren wir mathematische Begriffe konventionsgemif so, wie sie in den oben genannten Referenzen

eingefiihrt wurden.

Unter der Multistabilitdt verstehen wir dabei die Orts- beziehungsweise Zeitabhingigkeit des Pa-
rameters ¢. Dieser wird nun nicht wie im zweiten und dritten Kapitel als fester Wert, sondern als

stetige Abbildung verstanden.

Zur Einfithrung der stochastischen Integration im reell-wertigen sowie komplex-wertigen Fall be-
notigen wir zunéchst die Definition eines 6-Rings wie sie in Definition 3.1.1 in [10] aufgefiihrt ist.

Ausgehend von einer nichtleeren Menge S erhalten wir einen 8-Ring S C Pot(S), falls

(60) 0 €S,
(8))A,Be ¥ = AUBES,
(8)A,Be.¥ =A\BES,
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(83) (An)pen C 7 = ﬁ A, €S,

n=1

(84) 3 (Su)nen C Smit | JS, =S5

n=1

gelten. Anschlielend benotigen wir noch eine weitere Definition aus [6]. Haben wir mit ¢ ein endli-
ches symmetrisches MaB auf (S, Z(Sy)) gegeben, so erhalten wir durch die Abbildung

¢(s.C) == /Ow 1 (rﬁﬁ) r26(dd)dr, C € B(R?) @.1)

ein symmetrisches LévymaRB. Im Folgenden bezeichne E stets den d-Ring iiber E, so erhalten wir

durch Theorem 2.2 aus [6] die Existenz eines reell-wertigen multi stabilen IS-SoS-RMs
M:={M(A):A€E}. 4.2)

Dabei sind die Randverteilungen von IM durch IM(A) ~ [0,0, ¢4] fiir jedes A € E eindeutig festgelegt,

wobei ¢4 fiir jedes A ein Lévymal} bezeichne, welches durch

— /A ¢(5,C)v(ds)

gegeben ist.

Nach dieser Einfithrung von IM betrachten wir im néchsten Schritt eine Charakterisiserung fiir die
Existenz beziiglich der Integration eines solchen multistable IS-SaS-RMs. Es folgt die Darstellung
der zugehorigen charakteristischen Funktion.

Zur verbesserten Handhabung definieren wir wie in Kapitel 2.6 fiir f : E — R die Menge

I(M):= {f : f ist messbar und /f(s) M(ds) existiert}. 4.3)
E

Wie bereits im Grundlagenkapitel 2.6 verstehen wir hierbei die Integration von M zunachst durch

Integration einer einfachen Funktion f : E — R mit f(x Z cjly; ), fiir ¢; € E sowie disjunkten

Mengen A; € E fiir j € {1,...,n}, als
M L) = 1(71) = [ fl9) M ch (ANA))
wie in Kapitel 5 von [7].

AnschlieBend gehen wir erneut zur Betrachtung von Grenzwerten iiber. Hierbei zitieren wir Definiti-
on 5.1 aus dem gleichen Werk. Wir bezeichnen eine (6 (E) — %(R)) messbare Funktion f : E — R
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als beziiglich M integrierbar, falls eine Folge von einfachen Funktionen (f;,),cn in E existiert, sodass
fn — f punktweise v-fast iiberall konvergiert und /(f, 14) fiir jedes A € o(E) stochastisch konver-
giert.

In nachfolgendem Lemma halten wir gewisse Eigenschaften beziiglich dieser stochastischen Inte-
gration fest und betrachten zudem (E,E,v) = (R%, Z(R%),A1%).

4.1.1 Lemma
Sei & : RY — [a,b] C (0,2] eine stetige Abbildung und sei f : RY — R eine messbare Abbildung.
Zudem bezeichne M das IS-SaS-RM aus der Einfithrung des Kapitels. So gilt
a) I(IM) ist ein R-Vektorraum und I( f) ist fast sicher linear.
b) I(M) =L (A4) = {f :R? 5 R: fra|f(5)|*®2%(ds) < oo}
¢) AuBerdem sei f € L*)(A?) sowie (f,)pen C L% (A9) gegeben.
Es existiert X := [r4 f(x) M(dx) genau dann, wenn
@I 20 () < e
R4
Sei weiter X := / 1fj(x) M(dx), so gilt
R¢
plimX; =X

jeo

S lim | 100 = f(0)]* 44(dx) =0
J—reo JRY

d) Die zugehorige charakteristische Funktion erhalten wir fiir ¥ € IR durch

E[e?/0)] = exp <_ /R o f(x)\“(x)ld(dx)> .

Beweis. Aussage a) ergibt sich aus Proposition 5.3 in [7], Aussage b) entspricht dem Beispiel 2.9 in
[6]. Aussage c) erhalten wir durch Eigenschaft 4.1.13 in [10] und Aussage d) folgt letztlich ebenfalls
durch Beispiel 2.9 in [6], welches wiederum auf die Ausfiihrungen in [11] verweist, genauer auf
Lemma 2.1. [

Der néchste Abschnitt befasst sich mit der Bereitstellung eines isotropen komplexwertigen multi sta-
bilen ISRSMs. Dafiir orientieren wir uns zunéchst an Kapitel 3.7 aus [10].
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Wir werden ein R2-wertiges Zufallsma M (A) = (M;(A),M,(A)) in folgender Weise als komplex-
wertig auffassen, dass die Konvention M(A) := M, (A) +iM(A) gelten mdge. Des Weiteren iiberneh-
men wir die Definition aus Kapitel 4.3 [10], sodass wir f : § — C stets als f(s) = £ (s) +if® (s)
fiir f () . § — R annehmen. Im Laufe dieses Kapitels beschreibe S den §-Ring iiber S. Zudem sei mit
=, : C — IR? die Funktion mit der Eigenschaft

Es(Rez+iImz) = (Re(z),Im(z))

bezeichnet. Hierbei interpretieren wir die dabei entstehenden Integralen analog zu Definition 4.3.1
sowie zu den Gleichungen (4.30) und (4.31) aus [10] folgendermafBen:

Sei f: S — C eine einfache Funktion, so gilt fiir i = 1,2, wie in den Grundlagen, f (@) (s)= Z cg.i) 14, (s)
=1
und disjunkte Mengen A; € E. Damit interpretieren wir die Integration beziiglich

(i)

fiir reelle Zahlen ¢ j

einfacher Funktionen als

H(f1a): i () —|—lc2 M(ANA;))

und
Re (7 14) = ¥, ("M (4n4)) — P M@ (ana))
=1
EYPTENEDY (cﬁ” M@ (ANA; )+c§2)M(1>(AmA,-)).

~.
Il
_

Im Zuge dessen nennen wir eine (o(S) — %(C)) messbare Funktion f : § — C beziiglich M nach
Definition 5.1 in [7] integrierbar, falls eine zugehdrige Folge (fn)ne]N einfacher Funktionen in S
existiert, sodass fn A;;/ Az fast iiberall punktweise gegen f konvergiert sowie / (fn) stochastisch fiir
jedes A € o(S).

Weiterhin sprechen wir von der assoziierten Abbildung f : § — R?, falls

der Fall ist. Fiir diese Abbildung gilt nun, dass

E, (zﬁ(m)> = Iy(f 1), fs. VA€ o(S).

AuBerdem definieren wir zur Beschreibung der Integrierbarkeit einer Funktion beziiglich des Mal3es
M analog zu (4.3)

I(M):={f:(5,6(S)) — (C,2(C)) : f ist M-integrierbar}.



4.1. Multi stable independently scattered random measures 51

Theorem 4.3.4 aus [10] liefert uns nun den Zusammenhang zwischen der komplexwertigen Betrach-
tungsweise und der assoziierten Abbildung zur Auslegung der reellen multi stabilen IS-SoS-RMs.
Dieser Zusammenhang duf3erst sich darin, dass fiir eine messbare Funktion f: S — L(C) die Aussa-
gen f € f(M) sowie f € f(M) dquivalent sind.

AnschlieBend erldutern wir, wie genau die obige Integration zu verstehen ist. Sei dazu }76 I (M )
sowie (ﬁ,) neN €eine Folge von einfachen Funktionen, so definieren wir in Manier von Definition 4.3.5
aus [10] fir alle A € o(S)

(F 1) : /f s) i=Re I(F 1)+ Im I(F 1,).

Auf Grund der Ubersichtlichkeit zitieren wir im Folgenden ein Lemma, welches die Existenz eines
Ubergangskerns liefert. Fiir den interessierten Leser sei die angegebene Quelle im Beweis fiir eine

intensivere Recherche zur Nachvollziehbarkeit angegeben.

4.1.2 Lemma

Sei M ein R?-wertiges IS-SaS-RM auf S mit M(A) ~ [0,0, ¢4] fiir A € S. So gilt

a) Es existiert eine o-endliche Abbildung Ay, auf o (S), welche eindeutig durch

%) §a(dx)

Ay (A) ::/ min(1,
R2
definiert ist. Wir nennen A das zugehorige Kontrollmafl des ISRM M.

b) Es existiert ein o-endlicher Ubergangskern py : S — R? mit (Ay O py) (A x B) = ¢a(B).

c) Es existiert die Abbildung

. | < t,
KM(I,S) = /]I;z <el<[,x>_1_l<x>> pM(S,dx)‘

1+ 1|2

Beweis: Die Aussage a) erhalten wir aus Theorem 3.2, die Aussage b) aus Theorem 3.4 (i) und die
Aussage c) aus Proposition 3.5.1 in [7]. ]

Bevor wir nun zu einer weiteren Aussage in diesem Abschnitt gelangen, bendtigen wir eine weitere

Definition, welche die Integrierbarkeit leicht abschwicht und keine Vermischung fordert.

4.1.3 Definition

Sei f: S — C messbar. Wir nennen j?partiell integrierbar beziiglich M, falls eine Folge von einfachen
Funktionen (f,, )N existiert, sodass



52 Kapitel 4. Operator Scaling Multistable Random Fields

a) fu(s) — f(s) fiir Ay fastalle s € S und
b) die Folge (I (f, 14)) fiir alle A € 6(S) stochastisch konvergiert.

Dies erlaubt es uns nun, fiir
L(M) :={f:(S,6(S)) = (C,%(C)) : f ist partiell integrierbar}

folgenden Satz zu formulieren:

4.1.4 Satz

Fiir obige Konventionen gelten die nachstehenden Eigenschaften:

a) Falls f € f,(M),soistI!)(f 1) fiiralle A € 6(S) unendlich teilbar und die log-charakteristische

Funktion ist durch

R2>7 /A Kot (2(F()°1),5) 2aa(ds)

gegeben.

b) Seienn € N und fi,..., f, € I,(M). Dann gilt fiir beliebige 71,....7, € R:

oo ) )

¢) Seien f, f1, f2, .. € I,(M). So konvergiert IV)(£,) genau dann stochastisch gegen 1)) (f), wenn

Vi eR2: /KM (Fals) = F(s ))*t),s)kM(ds)—>0

n—soo

d) I,(M) ist ein Vektorraum und die Abbildung I(M) > f — IV (f) ist fast sicher linear.
e) Die Aussage
fen(m)
ist dquivalent zur Existenz von
/ Kn(f(5)*t,8) Ay (ds)

fiir alle r € R.

Beweis: Dies ist die Aussage von Theorem 4.4.4 a), b), d) sowie e) aus [10]. Die Aussage e) entspricht

der Aussage von Theorem 5.8 aus [7]. ]
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Wir erhalten nun aus Theorem 3.1.11 aus [8] die Aussage, dass es sich bei der Abbildung
v (u) ::/ (cos < x,u> —1) @(s,dx)

um die log-charakteristische Funktion einer symmetrisch operatorstabilen Verteilung u, auf IR? han-
delt, wobei es sich bei der Funktion ¢ um das LevymaB aus (4.1) handelt. Die genaue Darstellung der
Funktion y;(u) ist dabei nach Remark 2.3 aus [6] fiir uns interessant, da sie in direktem Zusammen-
hang mit der Funktion Kj; und damit der Darstellung der charakteristischen Funktion steht. Es gilt

folgender Satz.

4.1.5 Satz

Sei o : R? — [a,b] C (0,2) eine stetige Funktion. Des Weiteren seien die Funktionen w;(u) und
¢(s,C) wie zuvor definiert. Ist mit ¢ nun ein isotropisches Maf gegeben, so gilt fiir jeden Einheits-

vektor v W

v (u) = —HMH“(S) /]RZ(I —cos(< x,v>)) @(s,dx).

Beweis: Wir beginnen mit der Darstellung fiir y;(u). Fiir u = 0 ist die Behauptung trivial, denn es
gilt y;(0) = 0, daher setzen wir ohne Einschrinkung u # 0 voraus. Es gilt fiir ¢ (s,dx) = ¢,(dx)

VA :/IRZ (cos < x,u> —1)@(s,dx)

= *) [ (eos < x> =1) (1] -, (@)
=|]ul|*®) / <cos< T || 1> o(s,dx)
:HuHoc(s)/ (cos <X, 1) ¢(s,dx)

R Tl >

AnschlieBend setzen wir die Definition der Funktion @(s,dx) ein und verweisen dabei auf Bemer-
kung 2.4.11 aus [10] und die damit verbunde algebraische Induktion, sodass wir dies folgendermafen

interpretieren: Fiir alle messbaren Abbildungen f : T, := R?\{0} — [0,0) gilt:

/rzf(x)(P(S,dx) :/SO/Ooof(ru;S)ﬂ)rZG(dﬁ)dr

Des Weiteren halten wir fest, dass wir ausgehend von einem Vektor v durch Drehung mit einer Ortho-
gonalen Matrix A jeden anderen Einheitsvektor mit Av erhalten konnen. Wir wihlen also die Matrix
A so, dass Ay = ﬁ gilt. Damit ergibt sich

0 =1 [ [ (cos <o, > 1) oav)ar
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had 1

:HuHa(s)/ / (cos<rmﬁ,Av> —1>r*20'(d19)dr
0 JSo

- |yu|y“(‘f)/ / (cos < PEIATS,Y > —1) 72 6(dv)dr.
0 JSo

Dabei haben wir in der letzten Umformung eine Eigenschaft des Skalarprodukts ausgenutzt und mer-
ken zusitzlich an, dass es sich bei A’ ebenfalls um eine orthogonale Matrix handelt. Nun folgt auf-

grund der Isotropie beziehungsweise durch die Rotationsinvarianz des Malles ¢, dass
u) =||u|| %) /OOO/S (cos < rET O,y > —1) r 2 o(dd)dr
0
gilt. Beriicksichtigen wir nun erneut die Darstellung der Funktion ¢(s,dx), so erhalten wir
v, () = [[u]| %) /]R2 (cos <x,v>—1)@(s,dx).
O

Den Wert [» (cos < x,v > —1) @(s,dx) kiirzen wir im Folgenden stets mit —cy(s) ab. Dabei sei an-
gemerkt, dass durch die Eigenschaft des Lévy MaBes @ stets 0 < ¢y (s) < oo gilt. Durch diese Darstel-

lung der Abbildung ;(u) erhalten wir mit Remark 2.3 aus [6] fiir c(s) := [g2min(1, ||x]|*)@(s,dx)
nun den Zusammenhang
K (s,u) = c(s) " s () = —c(s) " co(s) [Jull ) =: —&(s)Jul| ), (4.4)

2@ (s,dx) > 0, sodass ¢ wohldefiniert ist. Im Laufe dieses und des

wobei ¢(s) = [gmin(1,
fiinften Kapitels bendtigen wir Majoranten, welche oft unabhéngig von gewissen Parametern sein
miissen. Aufgrund dessen schitzen wir die Konstante ¢(s) nun an dieser Stelle stellvertretend ab, in

dem wir Majoranten fiir co(s) sowie c(s) finden. Dazu sei noch angemerkt, dass die Schreibweise
1

x4 := x4 + xP beziehungsweise xab := Xt 4 xb gelten soll. Es ist
= (p(s,dx) 4.5)
- / / min (1,1r7 9| 2) 2 0(d9) dr 4.6)
/ / 1 |yrah19|y ) o(do)dr 4.7)
sowie

z/ /min(1,ur%m\2,ur%ﬁu2> F26(d)dr, 4.8)
0 So

sodass wir sowohl eine von s unabhiingige Majorante als auch Minorante von c(s) gefunden ha-
ben. Da diese Abschitzung lediglich durch die Abschétzung der Funktion ¢(s) in der Definition von

¢ (s,dx) getroffen wurde, erhalten wir analog eine von s unabhiingige Minorante und Majorante von
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co(s) und durch diese schlussendlich zwei Abschitzungen von é(s). Dabei bezeichnen wir im Laufe

der Arbeit die Majorante mit ¢ und die Minorante mit c.

In den nachstehenden zwei Unterkapiteln betrachten wir nun die moving average sowie die harmoni-

zable Darstellung eines OSMSRFs und studieren diese.

4.2 Moving Average Darstellung

Wir beginnen das Kapitel mit der moving average Darstellung eines OSMSRFs. Dabei sei angemerkt,
dass die folgenden Ergebnisse in allgemeinerer Form bereits in den Ausfithrungen in [6] zu finden
sind. Aufgrund der Vollstindigkeit und spaterer Verweise auf die gefithrten Rechnungen in diesem
speziellen Fall geben wir die Beweise an und starten mit der Definition. Im Laufe dieses Kapitels
sowie des fiinften Kapitels sei E stets eine reellwertige Matrix, dessen kleinster Eigenwert einen

Realteil grofBier als % besitzt. Dies folgt aus den Voraussetzungen aus Theorem 3.1.11 aus [8]

4.2.1 Definition

Seien f3, H zwei positive reelle Zahlen mit 8 > H sowie o : RY — [a,b] C (0,2] eine stetige Funk-
tion. Weiter sei ¢ : RY — R eine stetige E-homogene und (B, E)-admissible Funktion. Mit Za(
bezeichnen wir das zugehorige multistable independently scattered symmetric o stable random mea-
sure aus (4.2) mit Lebesgueschem KontrollmaB, welches wir kurz MSIS-SaS-RM nennen werden.

Damit definieren wir die moving average Darstellung eines OSMSREFs fiir alle ¢ € IR? durch

X @0)i= [ ole—x)" 7 - g(—)" 5 2, ()

Folgend zeigen wir, dass unsere soeben definierte Darstellung existiert:

4.2.2 Satz

Seien f3, H sowie «, ¢ und Xg(')

eines OSMSREF.

wie in Definition 4.2.1. So existiert die moving average Darstellung

Beweis: Wie zu Beginn des Kapitels in Lemma 4.1.1 bereits dargelegt, miissen wir zeigen, dass der
Integrand von X ) (t) im L*) (v, m) liegt. Mit anderen Worten mdchten wir zeigen, dass

e

gilt. Dazu gehen wir zunichst analog zum Beweis von Satz 3.1.2 vor und zerlegen den Integrati-
onsbereich fiir ein R > 0 in die beiden Teilbereiche {7(x) < R} sowie {7(x) > R}. Wir schreiben

a(x)

X
ot =) — ()" 77| dx < oo
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konventionsgemif3
_ g _a_a(x)
sowie
_ g _ q_ay)

Zudem bendétigen wir die Ungleichung aus Lemma 2.1.6 a), welche

[y + 21 <250 (5] 47|

1

o 215( t) in Verbindung mit a < o¢(x) < b die Aussage

besagt und so erhalten wir fiir I’

Tap® < [ 2% (lol 0" 0 4 jg(—0) ") ar
S/u (<rxH“uwm )04 ()1 4 (~2) 1) i
T(x)<

Anschliefend benutzen wir die Abschitzungen fiir £-homogene Funktionen aus der Gleichung (2.1)
und erlangen
=4 / (Mg +mg)™ ™9 t(t —x)19740 4 (M + mg)™" 41t —x) 10~
7(x)<R
+ (Mg +mg) ™ 2(—x)" 7 (Mg +mg) ™"~ 2(—x)"0 9 dx
=27 [ (Mptg)™ T (x(e =) 4 () 0)
T(x)<R
+ (Mg +mg)01 (‘L’(z‘ —x)fba 4 ’L'(—x)Hb*q> dx.
Mit der Linearitit des Integrals aus Lemma 2.6.6 a) und der Aussage aus Lemma 2.6.7 erhalten wir

die Endlichkeit der vier Integrale, die sich ergeben, wenn man jeden Summanden des Integranden

einzeln integriert, durch die beiden wahren Aussagen

Ha—q > —q, sowie
Hb—qg > —q.

2)
af.

Im Anschluss bleibt noch die Endlichkeit des Integrals T’

homogen ist, ergibt sich zuerst

1o (t) zu zeigen. Da die Funktion ¢ E-

o(t+x) =9 (e(x) 0(x) *(x+1)) = 0(x)9 (¢(x) “x+ o (x)"1).
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Da zusitzlich ¢ (¢(x) £x) = ¢(x) " '@(x) =1 gilt, folgt nun aufgrund von ¢ (B,E)-admissible

folgende Ungleichung
|9 (0(x) Fr+0(x) Fx) — 1] < Cre(1)Pe(x) P,

Des Weiteren wenden wir den ersten Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf die Funktion f(y) =
ny% fiir y > 0 mita = @ (@ (x) E1+ @(x) _Ex)wa sowie b = 1 in Verbindung mit der Abschiit-
zung a < oc(x) < b an, sodass die betrachtete Differenz mit einem Produkt nach oben abgeschitzt

werden kann, dessen Faktoren wenig Miihe bereiten. Mit diesen Voriiberlegungen erhalten wir nun

insgesamt
[p(r+x)" 3 — ()" | = ()" 757 | (@(x) Er + () Ex) " T 1] (49)
<o) (|g (p(x) Fr+p(x) F0)" "~ 1| + o (p(x) Fr+ 9(x) E) T 1]} @10)
<o) ( H=1) e (p(x) o+ 9(x) x) — 1] (4.11)
+ (H— %) EN=i7 o (o(x) Er+ o (x) Ex) — 1|> (4.12)
<Cap(®)0 ()" () Pr(r)P, (4.13)
wobei
ot = (1)t ()
mit

= <(p ((p(x)*EtJr(p(x)*Ex)”‘aix)J) (4.14)

bzw. im Falle von ¢ (¢ (x) £7 + (p(x)—Ex)H* am > 1
£e (1,<P(<P(X)’Et+<P(X)’EX)H_$) (4.15)

gilt. Fiir die Endlichkeit von I’sz,zp (t) bendtigen wir also eine obere, von x unabhingige Schranke fiir
C..»(x), bezichungsweise eine obere Abschitzung fiir den Parameter &.
Im Fall (4.14) konnen wir direkt & < 1 benutzen, wihrend im Fall 4.15) - ohne Einschrinkung nur

fiir einen Summanden - mit Hilfe von x = 7(x)/(x) die nachstehende Aussage

£ <o (p(x) Er + p(x) Ex) "0

<o ((x) Er+(x) Ex)
= (@(v(x)E1(x) "+ o(z(x)E1(x))Ex)"
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=0 (1(x) Fo(I(x)) Fr+1 (1(x)) " Ex)"
—o (t(x) Fo(I(x) Fr+1 I(x

=0 (1(x) Fo(1(x)) 1+ @(1(x) FI(x))

(x) "o
(x) "o

gilt. Da nun das Bild einer kompakten Menge unter eine stetigen Abbildung ebenfalls wieder kompakt
ist und ebenso [(x) € Sy gilt, folgt mit lim 7(x) £ (I(x)) "t = 0 fiir alle t € R?
X—00
_ _ _ H-4
¢ (t(x) Fo(l(x)) Fr+o(i(x)Fi(x)" " <C

fiir eine Konstante C > 0. Damit folgt schlussendlich die Existenz von rszp (t) durch

__q o(x)
o< [ (Car@ol) o) Pe)f) ™ ar (4.16)
T(x)>R
< / Cj‘}j‘) (x) @ (x)H Bl —ag(1)@B 4y 4.17)
T(x)>R

S/1:(x)>R <CZ,;,+CZ,,7> ((P(x)(Hf,B)afCI_F(P(x)(Hfﬁ)b*q> (T(t)bﬁ —{-T(t)”ﬁ) dx (4.18)

o (x)(HPla=a 4 / (p(x)(ﬂ—mb—q) <o
R 7(x)>R

(4.19)

—(Chy i) e+ ( [

(x)>

wobei die Endlichkeit der beiden Integrale aus der letzten Zeile durch die Aussage von Lemma 2.6.7

folgt, denn es gelten sowohl (H — B)a—qg < —q als auch (H—B)b—q < —q.

Zuletzt sei noch angemerkt, dass C,;, aus C,,(x) durch obige Abschétzung von & entsteht und damit
(1) 72 .

a(.)’(p(t) sowie Fa(‘)’(p(t) zeigen

konnen, aus denen schlieBlich die Existenz der moving average Darstellung eines OSMSRFs folgt.

O]

nicht mehr von x abhingt. Damit haben wir nun die Existenz von '

Im Anschluss beschreiben wir in folgendem Lemma das Skalierungsverhalten der moving average
Darstellung eines OSMSRFs.

4.2.3 Korollar

Seien 3, H sowie o, ¢ und Z () wie in Definition 4.2.1. So gilt fiir ¢ > 0 die folgende Skalierungsei-
genschaft
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wobei die Schreibweise X (") (x) fiir ¥ € R durch
E [ewxg(CE')(X):| 1= exp <_/
R4

eindeutig beschrieben wird. Ebenso wie bei der Darstellung der tempered operator stable scaling

q q CE
ﬁ(e*l‘p(x*y)(p(x—y)H a(cEy) _elw(y)(P(_y)H—Mﬂa( y)dy>
(4.20)

random fields erhalten wir auch hier keine Selbstdhnlichkeit.
Der Unterschied liegt jedoch darin, dass sich die Skalierung im Argument mit ¢ nicht auf den Para-
meter A auswirkt, sondern sie im Falle der moving average Darstellung eines OSMSRFs skalierend

auf die Stabilitatsfunktion ¢ Einfluss nimmt.

Beweis: Um den Beweis zu erbringen, betrachten wir dhnlich zu Beweis von Lemma 4.2.2 die charak-
teristische Funktion des entsprechenden Zufallsfeldes und substituieren anschlieBend y = ¢ z. Daraus
erhalten wir, resultierend aus dem Transformationssatz, zusétzlich den Faktor ¢?. Demnach folgt mit
D,...., % € Rund x1,...,x, € RY, dass

a(y)
N X a(-) N X L 9 9
o o880 | —exp | = [ 13 0, ((c8x =) - p()" )|y
a j:l
" o o a(cfy)
—exp | = [ | X 0 (0(cEy—cEn)" w5 —g(—cFy) )| cray
j=1
" . . a(cky)
—exp | = [ | X 05 (0l —))" T — p(=cEn)THE) | ey
j=1
" o o a(cky)
H 7(16 y 7(16
=exp _/]Rd ,;ﬂfc (‘P(Xj—y) 5 —o(-y) ‘E”) dy
iyn 9 HXO‘(CE‘) .
—E | Li-1%¢ Xo (1)) |
Damit ist die Behauptung und die oben definierte Skalierungseigenschaft bewiesen. O

Bei der moving average Darstellung eines OSMSRFs existiert keine Selbstdhnlichkeit, da eine Ska-
lierung des Arguments zwingend mit einer Skalierung des Stabilitdtsparameters einhergeht. Analog
zu unserer bisherigen Vorgehensweise beschiftigt sich das nachfolgende Lemma mit dem Nachweis

der stochastischen Stetigkeit.
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4.2.4 Lemma

Seien H,A und sei X g El') wie in Definition 4.2.1. Dann ist X (‘; (};) stochastisch stetig, also gilt fiir alle
X0 € R4

plim X(Zi&) (xo+x) = X(Z()L') (x0)-

x—0

Beweis: Zur Erbringung des Beweises des Lemmas zeigen wir die nach der Aussage von Lemma

4.1.1 c) dquivalente Aussage

lim e_MP(x”O_y)(p(x—i—xo —y)H_ ab) —e_MD(xO_y)(p(xo —y)H_ﬁ dy = 0.
x—0 JR4
Wir erhalten durch die Substitution xy —y = —z den Integranden
9 q

‘ef/l(p(xfz)(p(x_ Z)H a(xgﬂ) . efl(p(fz)(p(_Z)H— ey a(xo+z) .

Diesen Integranden schitzen wir zudem mithilfe des Satzes 4.2.2 fiir ein R > 0 und den Gleichungen
(4.13) sowie (4.19) wie folgt ab:

q a(xo+z)

2ol )T — g0l ()t

Mie()<ry (2) CZ:Z ¢(z) (H_ﬁ)a(xﬁz)_q(f(x)ﬁ )P + Liz(o)>ry CZ:Z(T(X)B )“P Co,
wobei

7(z)>R 7(z)>R

ist. Setzen wir nun voraus, dass x bereits hinreichend nahe an 0 ist, genauer, dass 7(x) < 1 gilt, so

erhalten wir mit
Lio(yery (2) €45 () HPIH0t 0 L g o b (2) €40 Cy

eine konvergente von x unabhingige Majorante und mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue folgt

demnach
i e FOCH0 g (x4 xy — )T — A (- y) Tl " dy
x—0 JR:
e . 11]’]’(]) ‘eil(p(x-i‘xofy)(p(x_}_xo _y)Hiﬁ — e*l(P(Xofy)(p(xO _y) 7% a(y) dy
R4 x—

=0.

Also ist die moving average Darstellung eines OSMSRFs stochastisch stetig. O



4.2. Moving Average Darstellung 61

Nachdem die stochastische Stetigkeit nun belegt wurde, widmen wir uns im néchsten Satz der Un-
tersuchung das Tangentenfeldes der moving average Darstellung eines OSMSRFs und erhalten damit
Aufschluss iiber die lokale Struktur.

4.2.5 Satz

Seien 3, H sowie «, ¢ und Z 4.y wie in Definition 4.2.1. Dann gilt fiir die moving average Darstellung
eines OSMSREFs fiir x,7 € RY

—H (vol() E,N o) fdd o)
¢ (xq, (x+ cFr) — X3 (x))ngq, (1).

Hierbei setzen wir

Beweis: Um den Beweis zu fithren, betrachten wir zunéchst die Differenz X, ) (x+cEt) — Xy ) (x).

Es folgt mit der Substitution x —y = —z

=
S
—
o
o
i
|
A\
N—
|
K|
o
S
—~
|
A\
N—
|
Q
=)
j‘—‘
N
—_
Q
4|
SN—

Mit Hilfe der Skalierungseigenschaft, die wir in Lemma 4.2.3 gezeigt haben, folgt nun

[xgO(Fn} Lyl o))

teR9 teR9

Diese Uberlegungen liefern uns nun fiir dy,...,9%, € Rund t,...t,, € R¢

I | exp (i Y e (Xg(')(x%-cEfj) —Xg(')(x)>>]
j=1
=E |exp (i Z 1},.X$x(cﬂ)(tj)>
j=1
n 4 . a(x+cfy)
H—— — H—— 4
=exXp | — /]Rd Z 19]‘ ((P(lj —y) a(x+cEy) (p(_y) a(x+cEy)> dy
j=1
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Nehmen wir jetzt an, dass wir Limes und Integration vertauschen diirften, so wiirde aufgrund der

Stetigkeit der Funktionen ¢(-) und o(-)

. " e e a(x+cfy)
e O D G R )| IS
. y o o (x+cEy)
= | [ im0, (p0,-0)" o g )
" P o o(x)
=ewp | = [, | X9 (02" —o(-)"H) | ay

exp(z“ )]

folgen und somit in Verbindung mit dem Stetigkeitssatz von Levy die zu zeigende Aussage. Um
diesen Schluss zu ziehen, benétigen wir allerdings abschlieBend eine von ¢ unabhiingige Majorante
des Integranden. Um diese zu bestimmen, betrachten wir

( n H q " 4 a(x+cFy)
' —/ 8 (0(t; — )@ E _ o(—y) T awiEy J
e = [ X i (90-) o(—) ) y
sowie
Mo i= [ ¥ 95 (91— )" @] — p(—y)" et R
o (cE) o t0)>R |2 .

Fiir die Majorante von FS)(CE.) 0 (tj) benutzen wir zunichst die Abschitzung (3.16). Es resultiert

q a(x+cfy)

Tigfen 1) S 20T Y oy g )T T — ()"
=1

a,(c
AnschlieBend benutzen wir die Ungleichung aus Lemma 2.1.6 b) und anschlieend a) und erhalten
2noc x+cE y) i oy ‘a x+cE y) ( (tj _y)Hoc(x+cEy)_q + (p(_y)Ha(x+¢Ey)_q)
n
<2 Y (1951 +19517) (@t =)+ @(t; )71+ @(—y) 171 4 g (—y) 7).
j=1

Damit haben wir also eine von ¢ unabhingige Majorante gefunden und es folgt aufgrund von Hb — g >

—q sowie Ha — g > —q die Existenz von FS,)(CE-) (p(tj).

Um die entsprechende Existenz einer von ¢ unabhingigen Majorante von FS)(CE.) q)(tj) zu finden,
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benutzen wir zuerst die Abschitzung (3.16) und erkennen

alxicty)

n H— q H_#
X ol (o)

n B +cEy
e M i

Im Anschluss verwenden wir Abschétzung (4.13) und es ergibt sich

<2b () BTN Y | @lHeEN) o (1) (H-BlalerBy) g yBorlrtety)
j=1

n

<20 (¢t ) X (1014 1951") (90) 0 4+ 9(0) BP0 (2(a))® + (1)) ).

J=1

Durch diese Ungleichung haben wir aber unsere konvergente, von ¢ unabhingige Majorante gefun-
den, denn, da H — f3 < 0, folgt, dass

(H-Bla—q<—q
sowie
(H=P)b—q<—q
gilt. Nach Lemma 2.6.7 existieren damit die Integrale
/ o(y)HPlady < oo
T(y)>R
und

/ o(y)HPI=1gy < o,
T(y)>R

Damit ist die Behauptung des Satzes bewiesen und wir halten zusammenfassend fest, dass sich im
Tangentenfeld der moving average Darstellung eines OSMSRFs die moving average Darstellung ei-
nes OSSRFs wiederfindet. O

Mit diesem Satz haben wir nun die abschlieBende Eigenschaft gezeigt.

Wir rufen noch einmal kurz in Erinnerung, dass die moving average Darstellung eines OSMSRFs
demnach existiert, stochastisch stetig ist und wir mit Hilfe der speziellen Skalierungseigenschaft in

der Lage waren, die lokale Struktur zu untersuchen.
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4.3 Harmonizable Darstellung

In diesem Abschnitt des Kapitels beschéftigen wir uns mit der harmonizable Darstellung eines OSMS-
RFs. Dazu definieren wir folgend das zu studierende Objekt.

4.3.1 Definition

Seien 0 < H < a;, wobei H € R und a; der kleinste Realteil aller Eigenwerte der zugehorigen Ma-
trix E sind. Weiter sei ¥ : R? — R eine E’-homogene stetige Funktion und @ : R — [a,b] C (0,2)
ebenfalls stetig. So definieren wir die harmonizable Darstellung eines operator scaling multistable
random fields fiir t € R? durch

X3 (1) = Re /

_ g _a
» (et<t,§> _ 1) w(g) H a(E)Wa(,) (dé),

wobei wir mit W,y als das multistable isotropic IS-SaS-RM bezeichnen, welches durch die spezi-
elle Darstellung y;(u) aus Satz 4.1.5 in Verbindung mit dem lebesgueschen KontrollmaB eindeutig

charakterisiert wird.

Nachfolgend klédren wir die Existenz des zuvor definierten Zufallsfeldes.

4.3.2 Satz

Seien H sowie W, « und fiir t € RY zudem Xg(') () wie in Definition 4.3.1 gegeben, so existiert die
harmonizable Darstellung eines OSMSRFs.

Beweis: Fiir die Existenz des Zufallsfeldes miissen wir gemifl der Aussage aus Satz 4.1.4 e) die
Endlichkeit von

L) = [ K (47 1) (&) ™) r6) a
nachweisen. Dazu verwenden wir zuerst die Darstellung von Kj; aus (4.4) und betrachten anschlie-
Bend die Schreibweise in verallgemeinerten Polarkoordinaten aus Lemma 2.6.9 beziiglich E’. Die
Endlichkeit der auftretenden Funktion ¢(s) haben wir dabei bereits in (4.7) und (4.8) gezeigt, sodass
wir damit folgenden Ausdruck betrachten:

b ks

. t a(rE[ﬁ) P t
<t g Ty 9) e g (a9 ar.
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AnschlieBend nutzen wir die E’-Homogenitit der Funktion y aus und es ergibt sich

=)k

Des Weiteren betrachten wir nun, um uns die Rechnung zu erleichtern, den Ausdruck
und erhalten fiir 6 € (0,a; — H), entsprechend zu [13]

ei<t,rEr19> _1 a(r ) lI,(ﬁ)fHot(rEtﬁ)fq rHa(ﬁtﬂ*I)g(dﬂ)dr,

t
ei<t,rEt19> 1 ot 9)

ei<t,rE'19> _ 1‘a(r5[19) <C (1 + Ht”a(r”ﬁ)) min (Lroc(rftﬂ)(alft?))

< (1 J]J + 1] min (1, 20 2000
Damit konnen wir also nun
/(/C(1+HM”+WW)mmGﬂMWMWJXQVdﬁfmwﬂm”f”“ﬁw*%ﬂmﬂdr
0 Jsy

- / m / Capymin (1207 D) @=3) 1)y () Halr 0) -0, Hal " 0) Vg (49 dy
0o Jsy,

betrachten, wobei C, 5, := C (1+ [|¢||* + ||¢||") gilt. Hier schitzen wir im nichsten Schritt die Funk-

tion & ab und erhalten
< / / Cupy min (r“(’E'l"‘>(“"5), 1) (W) 1+ ()1 e =16 (49) dr.
0 Js,
Die Positivitdt des Integranden nutzen wir nun aus, in dem wir mit dem Satz von Fubini zeigen, dass
:/ / Ca,b,tmin (ra(rEt'l})(alf(s), 1) (W(ﬁ)*Ha*q_’_ II/(,B_)*Hbfq) era(rE[ﬂ)fler(d,&) (421)
So J0
1 " t
:/ / Ciupy min (r“(rE 8)(@=5), 1) (w(ﬁ)‘H“‘q + 1//(19)"”"‘1> rHAE g 5(49) (4.22)
So J0
+/ / Ca,b,tmin (rO!(VEtﬁ)(al—a)’ 1) (w(ﬁ)—Ha—q + W(ﬁ)_Hb_q) }"_Ha(rEtﬁ)_]er(d‘(}) (423)
So /1
=:1(0,1) +1(100) (4.24)

gilt. Fiir das erste Integral (g ;) erhalten wir aus dem Faktor min (ro‘(’Etﬁ)(“l_‘s), 1) in diesem Fall

ra(r’ [19)(“‘_5), da r < 1 gilt. Insgesamt ergibt sich also nachstehendes Konstrukt

1 El E[
/S Cans (W(ﬁ)_Ha_q—f—W(ﬁ)_Hb_q)‘/o rOc(r G)(al—ﬁ)r—Hoz(r ﬁ)—ldrc(dﬁ_)
0

1
= [ Cans (wlo) ety (o)1) [Le 00 o ),
0
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das wir mit einer Abschitzung der Funktion a(-) weiter bearbeiten und zu

1
< /S Cabi (w(ﬁ)—”a—uw(ﬁ)—’*b—‘f) /O plar=0=H)=1 L blar=8-H)=1 4. 5(49) (4.25)
0

:/Soca,b,, (w(z‘})—”“"“r l//(ﬂ)‘H”‘q) (a(al _15_H) b _15 _H>) o(dd).  (4.26)

transformieren. Da y und damit der gesamte obige Integrand von der O weg beschrinkt ist, folgt die

Endlichkeit des Integrals /(g y).

Es bleibt also noch die Existenz des Integrals /(; .. zu zeigen. In diesem Fall gehen wir zunéchst

analog vor und erhalten durch den Faktor min (r“(rE tﬁ)(‘“*‘s), 1) nun die Zahl 1 als beschrénkendes
Element, da r > 1 gilt.
Dies fiihrt zu dem Ausdruck

/Sca,b,t (w(ﬁ)—H““erw(ﬁ)‘H”—q)/l F A0 g 6 (dD).
0

Im Anschluss schitzen wir die Funktion ¢ ab und erhalten wegen r > 1
< / Cups (w(ﬁ)*H“*q +1,/(19)*Hh*q> / poHa= | =H= gy 5 (49) 4.27)
So 1
11
=[c ( 9)Ha=a 1y (9 *Hb*q) 4 o(do 4.28
| Cons (w(®) 7~ 4 y(0) o+ o ) o(dd) (4.28)

und der Positivitdt des Integranden die Endlichkeit des Integrals /(; ... Aus der nun gezeigten End-
lichkeit beider Teilintegrale folgt die Existenz der harmonizable Darstellung eines OSMSRFs. O

Im Anschluss folgt eine Analyse der charakteristischen Eigenschaften unserer Darstellung. Wir be-

ginnen mit der Einsicht der stationiren Zuwichse.

4.3.3 Lemma

Seien die Voraussetzungen wie in Definition 4.3.1 gegeben. Dann besitzt die harmonizable Darstel-

lung eines OSMSRFs stationére Zuwichse.

Beweis: Zum Nachweis der stationidren Zuwichse betrachten wir fiir ¢, ...,7, € R¢ sowie O, ..., 0, €
R die charakteristische Funktion

E [eiz';l m(xfu‘“<s+r_,v)—x$<‘><s>>]

=exp _/le

a(é)

n

Z 191- 5(6) ((ei<s+tja§> . 1) . (ei<s,!§> . 1)) W(‘S)_H_%

=1
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- a(8)
—exp (= [ |Y 0;6(8) (e — e ) y(e) el | g
R? | =)
; (&) | & _ I a(8)
=exp _/1 €t<s,§> Zﬁl E(§)<6l<tj,é>_1) ‘I/(é) P d&
IR¢ =
u . a(é)
= — A i<tj,&> 7H7ﬁ
exp /m ]:Zl 9, 8(&) (&~ 1) w(&) dé
)
Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt damit aufgestellte Behauptung. 0

Nachfolgend betrachten wir nun das Pfadverhalten und zeigen die stochastische Stetigkeit.

4.3.4 Lemma

Seien die Voraussetzungen wie in Definition 4.3.1 gegeben. Dann ist die harmonizable Darstellung
eines OSMSRFs stochastisch stetig.

Beweis: Zunichst halten wir fest, dass fiir alle xo € R¢ aus Lemma 4.3.3 die zu zeigende Aussage
folgt, falls

plim Xuo,c(')(x+xo) —Xuo,‘(')(xo) =0
x—0
& plim x¢ (x) =0,

x—0

Erinnern wir uns nun an die Darstellung der charakteristischen Funktion mit Hilfe der Funktion Ky,

aus (4.4), so erhalten wir die Aussage, falls wir

) j<x (&) _ _
)lcl_r:% ” XG> v(€) Ho(8) 14E =0

e

zeigen. Wir erkennen, dass fiir den Integranden sofort

oi<vE> | (&)

w(E) "= 0

lim
x—0

folgt, sodass wir den Beweis mit der Anwendung des Satzes von Lebesgue abschlielen. Dazu benéti-
gen wir eine von x unabhingige Majorante, welche wir aus dem Beweis von Satz 4.3.2 erhalten. Die

zugehorige Majorante ergibt sich aus den Abschitzung (4.24), (4.26) sowie (4.28) und der Rechnung

I8

i<x,§> -1 a(é)

e w(&)MHETGE <11y () )
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SCa,b,X/S <V/(19>7Haiq + W(ﬁ)iHbiq> Ca,b,al,S,H G(d19>
0
1 1

4 Cupa /S 0 (w(a)*Ha*q + w(ﬂ)*Hb*q) < n > G (dD).

Ha Hb

E - 1 1 . b :
Dabei ist Ca,b,a1,5,H = da—5-H) + b(a,—6—H) und Ca,b,x = C(l —+ HxHa + Hx” ) Setzen wir nun
voraus, dass 0 < x < 1 gilt, so konnen wir C, 5, < 3 abschitzen und haben eine konvergente von x

unabhingige Majorante gefunden, sodass die Behauptung folgt. O

4.3.5 Lemma

Seien H,a; sowie y, o und Wy, wie in 4.3.1 gegeben, so erfiillt die harmonizable Darstellung eines
OSMSREFs die Skalierungseigenschaft

) dd B
(0}, 2 o af

Beweis: Um die oben genannte Skalierung bei den endlichdimensionalen Randverteilungen nachzu-
weisen betrachten wir fiir 9¥y,...,9, € R sowie 71,...,t, € R¢ die folgende Rechnung. Dabei nutzen
wir zundchst eine Eigenschaft des Skalarprodukts und substituieren anschliefend cEré = 1), sodass
wir durch das multi stabile IS-SaS-RM in Verbindung mit dem Transformationsatzes dn = c?d&
erhalten. Es gilt

exp<zﬁx )]

n a(é)
_ B o i<cEtjE> —H q
w | - [ | X 0@ (¢ ] @) O ag
" t a(é)
—exp [ = [ X 0 a(@) (1) (e e vag
R4 ]:1
n ac ')
—exp _/]Rd ; —E l<tj,n>_ 1) ll/( —-E n)—H(X(C n)—qc—qdn

Nun wenden wir die E’-Homogeniti der Funktion y an und erhalten

a(c‘El

=exp _/IRd i —E’ 1<t,~,n>_1)

=exp | — / &k
R4

H (ei<tj,T)> _ 1) "I/(n)

S
ygl
c3

~.
Il
—
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=E

exp (zi (ﬁch) X$(C_E')(tj)>] ,

sodass die zu zeigende Behauptung folgt. 0

4.3.6 Satz

Seien H,a; sowie Yy, und Wy wie in 4.3.1 gegeben. Wir fordern weiter, dass der Grenzwert

lim ot(x) = & € [a, D] existiert. So ergibt sich die Aussage
X—yoo

_ . . fdd ol
(g (e ) - xgV (6)) 22 %70 (0),

wobei wir

setzen.

Beweis: Zuerst betrachten wir zur Erbringung des Beweises die angegebene Differenz Xg(')(x +
cEt) — Xy ) (x) und erhalten

XVO/C(.)(X‘FCE[) _XVO/C(.)CX)
:Re/Rd [(ei<x+cE”§> - 1) — (ei<x’§> - 1) W(g)_H_W Wa(.)(dé)
=Re [ (e ) y(g) el Wy (ag)

i<x, i cE, *H*a
:Re/lee< &> <e< ’€>—1> v(&) & We() (dE).

Damit kénnen wir nun die charakteristische Funktion von ¢~ (X‘,‘iC ) (x+cFr) — Xy ) (x)) fir 94,..., 9, €

R sowie #1,...,t, € R? aufgrund von |¢/<%¢>| =1 zu

E

exp (i Y o <X$(')(x+cEtj) —Xl,‘f(')(x))>]
=1
()
e[ [,
exp iz
=1

exp <i

E(é) Z C_Hﬁ'jei<CEtj’é> -1
j=1

=E

ﬁ;cHX$(')<cEr.,>>]

=E oxy ) (fj)> ]
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umformen, wobei der letzte Schritt die Anwendung der Aussage aus Lemma 4.3.5 ist. Betrachten
wir nun die Grenzwertbildung fiir ¢ — O unter der Primisse eine konvergente von ¢ unabhéngige

Majorante zu finden. Unter Beriicksichtigung von

lima(c ) =a,
c—0

da —F lediglich negative Eigenwerte besitzt, folgt unter obiger Primisse durch den Konvergenzsatz

exp ( th Eﬁ)(q))]
exp (i ; 19J-le,‘(tj)>]

und damit die zu beweisende Aussage. Anschlieend zeigen wir, dass eine von ¢ unabhingige Ma-

von Lebesgue, dass

M:

lim E
c—0

exp( ZﬁX . tj)>

=E

jorante des Integranden existiert. Dazu benutzen wir die Ungleichung aus Lemma (2.1.6) b) und
erhalten

) i“lﬁj (ei<tj,n> o 1) l[/(T[)fH

S E D) p(n-a(c ' v) Z |9 (/<> 1) w(n)’HV(f% w(n)

j=1

””’Z!ﬁ < — 1) () | () .

IN

| /\

Dies ist konvergent, da die zwei Summanden, die wir erhalten, gerade, bis auf Konstanten, den Inte-
granden der harmonizable Darstellung eines OSSRFs entsprechen. O
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Kapitel 5

Tempered Operator Scaling Multistable
Random Fields

In diesem Kapitel verbinden wir die Erweiterungen aus Kapitel 3 mit jenen aus Kapitel 4. Dies be-
deutet, wir erhalten ein Tempering des Integranden bei gleichzeitiger Hinzunahme der Multistabilitét
des ISRMs. Nachfolgend werden wir uns erneut mit der Unterscheidung zwischen der moving ave-
rage und der harmonizable Darstellung auseinander setzen. Durch das Tempering ist es, analog zum
dritten Kapitel, moglich, eine ,,abgeschnittene* Version zu definieren. Diese Untersuchung wird das

Ende des ersten Unterkapitels bilden.

5.1 Moving Average Darstellung

Wir beginnen nachfolgend mit dem Studium der moving average Darstellung. Dabei definieren wir
zundchst das mit fempering versehene multistabile Zufallsfeld, weisen im Anschluss die Existenz

nach, um abschlieBend die Skalierung und das zugehorige Tangentenfeld zu betrachten.

5.1.1 Definition

Seien H >0, A >0, € R? und o : R — [a,b] C (0,2] eine stetige Funktion. Des Weiteren sei
¢ : R? — R eine stetige E-homogene Funktion. Mit Z4(.) bezeichnen wir das multi stabile IS-SaS-
RM, wie es in (4.2) eingefiihrt wurde. Dabei sei das Kontrollmalf in diesem Fall das Lebesguemal3. So
definieren wir die moving average Darstellung eines tempered operator scaling multistable random
fields (TOSMSREF) fiir t € R durch folgendes Integral

q q

Xg(0) = [ [ gl =)ol — e R p(—y) " a] Zy (a).

Der nachstehende Satz widmet sich nun der Existenz unserer gerade definierten Darstellung.
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5.1.2 Satz

Seien H,A,t und o, ¢ sowie X;‘,El') (t) wie in Definition 5.1.1 gegeben, so existiert die moving average
Darstellung eines TOSMSRFs.

Beweis: Die Existenz des Zufallsfeldes folgt nach der Aussage von Lemma 4.1.1 b) durch die End-
lichkeit des Integrals

ra(.),(p,,l(t) = /]Rd

Wie bereits im Beweis von Satz 3.1.2 zeigen wir fiir ein R > 0 die Endlichkeit der beiden Integrale

a(y)

e Mgt —y)" ) — e H () e |y,

— ) 9 _ _ aly
1—‘2‘1().)’%A (t) = /T(y)<R e Ao(t ))(P(t y)H al) —e 2o( y)(p( y)H i) dy und

- - (- __q_|a(y)
foz().),qo,,x (t) == /T(y)>R e Hol )(p(t—y)H a] — ¢ A g( y)H a0 dy.

(1)

separat. Beginnend mit der Existenz von I , (oA (t) wenden wir zunéchst die Ungleichung (3.2) an

und erhalten

02 20 (20wt (o)
<2b /T(y)SR (efﬂup(tfy)(p(t _y)H>oc(y) o1 —y) 7+ (efl(p(fy)(p(_y)H> (=) 9dy
<2’ /T(y)q ((W(Fy)(p(; —y)H>a’b ot —y) 7+ (eflq)(fy)q)(_y)H)“’ o(—y)~1dy
<2 (/r(y)gze (@t =3)"~1+ g(t—3)"~) dy+ [L’(y)SR (o(=9)=1 4 g(—y)~1) dy) '

Die Endlichkeit der letzten Zeile erhalten wir aber direkt aus dem Beweis von Satz 3.1.2, in dem man
sich die Rechnungen aus (3.3) - (3.7) in Erinnerung ruft, denn damit folgt

(1) b Ha—q Ha—q / Ha q / Ha q >>
T <2 M, d d
a(-)xp,/l(t) - (( o Mo ) ( r(z)gK(R+T(t)) o g
b Hb—q Hb q </ _\Hb-ay / _\\Hb-a g >>
* <( o ) T(Z)SK(RH(I))T( 2 o T(y)SRT( ?) Y
2)

Es bleibt die Endlichkeit von I' ()0 (t) zu zeigen. Dazu benutzen wir erneut die Ungleichung aus
Lemma 2.1.6 a) und erhalten

i (s _ g\ ay) el __q \a®)
foz()-),(p,/l<t) S/T(przam ((6 Mo (s —y)" ““‘)) + (e o) p(—y)" “‘”) >dy

<2 [ (el ") ola =) 1 (e p(3)") ™ g(5) ey
7(y)>R
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ab a,b

<2b /L'(y)>R (€’l¢(tfy)(p(t —y)H) P(t—y) 1+ (ewp(fy)(p(_y)y) o(—y) dy
<2 [ (0= o) (p(-) ) 9 Ty
:Zb /1'()’)>R ((P(f —y)—uY—q + (P(t —y)—by—q> + <(p(_y)—a7/—q + (p<_y)—by_q) dy

Dabei haben wir im letzten Schritt die Aussage von Lemma 2.2.5 benutzt. Wie bereits fiir das Teilin-

tegral F((Xl().) o () weisen wir an dieser Stelle erneut auf den Beweis von Satz 3.1.2 hin. Wenden wir

nun die Schritte (3.8) - (3.11) an erhalten wir die Existenz von 1";2()‘) o (t) durch

(2 b, —ay—q / —ay—q / a7q>
T 1) <2°m dz+
“(')"M( = ¢ < r(z+t)>RT( 2 ¢ T(y)>RT( )

L obrgtra < [ aa e | r(—y)bwdy> .
T(z+1)>R T(y)>R

Aufgrund der Tatsache, dass beide Teilintegrale existieren konnen wir nun auf die Existenz der moving
average Darstellung eines TOSMSRFs schlieflen. O

Durch die Multistabilitiit besitzt die moving average Darstellung eines TOSMSREFs, dhnlich zu der
moving average Darstellung eines OSMSRFs aus Kapitel 4, keine stationdren Zuwéchse, wie es bei
den Darstellungen TOSSRFs aus dem dritten Kapitel der Fall war. Dementsprechend wenden wir
uns direkt der Skalierung zu. Erinnern wir uns an Kapitel 3 und Kapitel 4, so erhalten wir neben des

H

Faktors ¢ sowohl die Skalierung des Parameters A wie in 3.1.4 als auch die entsprechende Skalierung

der Stabilitdtsfunktion o, wie wir es in 4.2.3 gesehen haben.

5.1.3 Lemma

Seien H,A,t und a, ¢ sowie fiirz € R sei X:;SL') (t) wie in Definition 5.1.1 gegeben, so folgt fiir ¢ > 0,

dass
al)( E fdd [ Hyo(ct)
{X‘/”’1 (%) }ze]Rd B {c X‘P’Cl ®) }ze]Rd
gilt. Dabei erinnern wir an die entsprechende Konvention der Schreibweise aus (4.20).

Beweis: Um die oben formulierte Skalierungseigenschaft der endlich dimensionalen Randverteilun-
gen zu zeigen, seien t1,....t, € RY sowie d,..., %, € R gegeben. AnschlieBend gehen wir zur Betrach-
tung der charakteristischen Funktion iiber und erhalten

E

exp (i Z ﬁjX(ZSL.)(CEtj)>]
j=1
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oo~ [

Ahnlich zum Beweis von Lemma 3.1.4 substituieren wir nun y = ¢z, sodass wir aufgrund des Trans-

a(y)
dy

n

Y 0 (e HO)g(cFry — y) T abT — A g(—y) Tl )
=1

formationssatzes dy = c%dz erhalten. Im Anschluss nutzen wir die E-Homogenitit der Funktion ¢

und es ergibt sich

n UC(CEZ)
=exXp _/d Z 19‘1 (e*l(P(cEtj*cEz)(P(cE[j—CEZ)H— a(chZ) —e*l‘P(*cEZ)(P(_CEZ)H— (x(rqEz)) quZ
RY | =
j=1
n q q q q o(c"2)
—exp | — / ) Z W, (CH_ a(cE2) = cAo(1j=2) o(tj— Z)H_ AeF _ D pedo(—2) (,D(—Z)H_ a(cF2) ) e dz
RY | 7=
j=l1
n . . a(cfz)
=oxp | = [ X (9¢") (e hol (o) T — o R g wE )| a
j=1
" (9, Y x @)
=E |exp 121 (¢ )X(p,cl (i) ]|,
J:
sodass die Behauptung nach dem Eindeutigkeitssatz iiber charakteristische Funktionen folgt. O

Nachdem wir nun das Verhalten beziiglich des Skalierens betrachtet haben, zeigen wir im nachste-
hendem Lemma wie bereits in den beiden voraussgegangenen Kapiteln die stochastische Stetigkeit
des Zufallsfelds.

5.14 Lemma

Unter den Bedingungen von Definition 5.1.1 ist die moving average Darstellung eines TOSMSRFs
stochastisch stetig.

Beweis: Zur Erbringung des Beweises sei xo € R? beliebig, aber fest. Damit das Zufallsfeld stochas-

tisch stetig ist, miissen wir

pliI(I)l Xg,sl.) (x+x0) = Xg’;') (x0)
X—

zeigen. Nach der Aussage von Lemma 4.1.1 c) ist es dquivalent

lim
x—0JR4

e AOUT0N) (x4 xg — )T a0 — e AP0 g (xy —y) o) dy
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zu beweisen, was uns durch unsere Vorarbeit leichter féllt. Hier fithren wir zundchst die Substitution

Xxo —y = —z durch und erhalten
+
= lim e o3 o(x— Z)ELm —e (=2 (P(—Z)Hf = alots) dz
x—0 JRd

Nach den Ausfiihrungen des Beweises von Satz 5.1.2 in Verbindung mit der Aussage aus Lemma

2.2.6 erhalten wir auch in diesem Fall fiir ein R > O - eigentlich ein R >0 - eine Majorante durch

Legy e etony () (Coip T(=0) 779 4G4 e (=) 771

Flizg)>ry () (C(52b) T(—y) 1+ ngzb) t(—y) *bj/fq> ’

5

wobei

nglb) .— b (M(I;Iafq + ml(zafq)
Cl(yb) = 2b (Mgb—q _i_mI(Zb—Q)
) = 2Pm, 1
Clg’zb) = 2bm;b7_q
gilt. Setzen wir nun voraus, dass sich x bereits hinreichend nahe bei 0 befindet, so schitzen wir die

obenstehende Majorante mit 7(x) < 1 ab und erhalten eine von x unabhéngige konvergente Majorante.
Damit folgt die Aussage mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue. O

Nachfolgend untersuchen wir die moving average Darstellung eines TOSMSRFs auf ihre Lokalisier-

barkeit und halten das Ergebnis in folgendem Satz fest.

5.1.5 Satz

Seien H,A und o sowie X g El') wie in Definition 5.1.1 gegeben, weiter fordern wir, dass fiir alle y

zudem H — ﬁ < —1 gelten soll. Zudem benétigen wir die Eigenschaft (f,E)-admissible fiir die
E-homogene Funktion ¢.

So folgt fiir ¢ > 0 sowie x € IR, dass

(X () = X9 () 22 X500 (),

wobei

gilt.
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Beweis: Um den Beweis zu erbringen betrachten, wir zunichst die Differenz ngi) (x+cft)— Xg()i) (x)
und erhalten fiir 9, ..., 9, € R sowie #,....,t, € R¢ nach der Aussage iiber die Skalierung aus Lemma

5.1.3 mit der Substitution x —y = —z und nachfolgender Rechnung das Ergebnis

E [eiz';l o, (x;i&><x+cEr_»—x:;‘,§><x>)}

a(y)
dy

(09 )

j=

—_—

o(x+z)

n
=exp | = [ |0 (¢ gttty o) R )

_E [eiz_*;l ﬁjxga“)(c%)}
[ Y, o x )(z-)]
:IE j=1 Q.ch J
Dabei sei or(x + z) abkiirzend als o (z) definiert. Des Weiteren liefert uns die Aussage
et iy <y

eine von ¢ unabhéngige Majorante fiir den Integranden, welche wir bereits im Beweis von Satz 3.1.6
gezeigt haben.

Demnach folgt mit der Abschétzung (4.13), dass

’e—CA(P(lj—y) (p(tj — y)H7 a(xch_v) _ e—cl(p(—y) (p(_y)Hi a(xch_v)

< ](p(tj — ) ET  (—y)
gilt. Mithilfe von ¢ (S, E)-admissible konnen wir zudem eine weitere Abschétzung

E

‘(p(t/ _y>H_ a(x+cEy) (p(_y>H_ a(x+cEy) < C b(p( ) (x+cEy)(p<y)*BT<tj)ﬁ’

titigen, die uns die von ¢ unabhéngige integrierbare Majorante fiir den Integranden durch

q a(x+cty)

‘efck(p(tjfy) (P (t] _ y)H7 a(xchy) _ efck(p(f.V) (p(_y)Hi a(x+cEy)

<C (X+C y)(p(y)(H—ﬁ)a(ercEy)—qT(tj)ﬁa(ercEy)
<C“b§0( ) (H=B)(ab)= qTOJ.)B(aJ?)

zeigt.

Damit folgt die Behauptung mit dem Stetigkeitssatz von Levy und dem Konvergenzsatz von Lebesgue
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durch
. Y al)
113(1)1]3 exp( ; < (x+c tj) =X, (x)))]
_1; Qx
_113(1)1]3 exp( 2119X(pc;L (j )
. . o(x+cty)
. —cA H-——"p= —cAp(—y H———7=
=exp _A{d ilir(l) Z 19 < ¢ tj y)(p(tj_y) a(e+cFy) _ o o( ))(p(_y) a(,\'+c5))> dy
" . i a(x)
— _ . R Taly) — _ T aly)
exXp /]Rd j;ﬁj (‘P(tj )’) (P( )’) ) dy

exp<g@x¢ )]

Wie schon in Kapitel 3, erlaubt uns das Tempering auch hier nun aus der Klasse von Zufallsfeldern

O]

aus Definition 5.1.1 eine weitere Klasse abzuleiten. Diese trigt folgenden Namen und wir werden sie

im nédchsten Abschnitt analysieren.

5.1.6 Definition

Sei H>0, A >0,tcR?und o : R? — [a,b] C (0,2] eine stetige Funktion. Des Weiteren sei ¢ :
R? — R eine stetige E-homogene Funktion. Mit Z4(.) bezeichnen wir das multi stabile IS-SaS-RM,
wie in (4.2). Dann definieren wir die moving average Darstellung eines isolated tempered operator
scaling multistable random fields (ITOSMSRF) durch

Zg$6) = [ e 00t =) 2, (ay)

Analog zur bisherigen Vorgehensweise erfolgt an dieser Stelle der Nachweis tiber die Existenz.

5.1.7 Satz

Fiir die angegebenen Parameter in Definition 5.1.6 existiert die moving average Darstellung eines
ITOSMSREFs.

Beweis: Wie bereits im Beweis von Satz 5.1.2 folgt die Existenz des Zufallsfeldes nach Lemma 4.1.1
durch die Endlichkeit des Integrals

Ca()pr(t) == /

]Rd
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Diese Endlichkeit zeigen wir erneut durch Betrachtung der beiden Teilintegrale

(1) .
a5 L

) — “20(=Y) o (1 — VE by
Chon )= [ e ot-y)

a(y)

e_A(P(t_y)(p([_y)Hiﬁ dy

a(y) dy,

fiir ein R > 0. Wir erhalten die Endlichkeit von Cél()) o (¢) direkt durch die Abschétzung der Funktion
o. Es ergibt sich also

a(y)

@(t—y) dy

a,b
p(t—y) 4dy

e MU g1 —y)H

wobei wir die Endlichkeit von Cffl(g 5 (t) und Cb(l(g 5 (¢) bereits aus dem Beweis von Satz 5.1.2 kennen.

Die noch zu zeigende Endlichkeit von Céz()) oA (¢) erhalten wir ebenfalls direkt durch

7) _
@(t—y) dy

a,b

e gt —y)" | (e —y) dy

=2 () + G0, ().

Die Endlichkeit dieser beiden Integrale kennen wir ebenfalls bereits aus dem Beweis von 5.1.2. [

Das nichste Ziel ist die Untersuchung des Tangentialfelds der moving average Darstellung eines

ITOSMSRFs. Dazu betrachten wir zunichst die Auswirkung der Skalierung von ¢ im Argument.

5.1.8 Lemma
Seien i, A sowie o, ¢ und Z,, 3 wie in Definition 5.1.6 gegeben. So gilt fiir ¢ > 0

{Zg’(’l.) (CEt> }te]Rd fid {CHZ;"(:;.) (t> }te]Rd

Beweis: Um die oben formulierte Aussage zu beweisen, seien 9y, ..., %, € R sowie t,...,t,, € R4 gege-
ben. Damit erhalten wir durch Substitution y = ¢fz und anschlieBender Benutzung der E-Homogenitiit

der Funktion ¢

E

exp (i ) ﬁjzg’(l') (cEtj)> ]
=1
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— _ " (o O(EG ) o (E H=35
exp /]Rd j§::1 19]( (et —y) >
— _ < . l(p(c‘ ti—c Z) _ af

exp /]Rd j2119]< Im ("t —c"z)
—exp [ = [ Y 0;¢ (e RO, — o)
exp /]Rd P i C ( (p( Z)

oo 1§ 0

sodass die Behauptung folgt.

O

Mit obiger Aussage ldsst sich nun das Tangentenfeld fiir die moving average Darstellung eines ITOSMS-

RFs untersuchen.

5.1.9 Satz

. ()
Sei Z(p’;L
dass @ (B,E)-admissible ist. Dann gilt die folgende Aussage:

~H () o) fdd o
c <Z(pl (x4 cFr) — Z,) (x)> fSZWL
wobei
Zoy = X500 = [ ="~ p(—)

Beweis: Fiir den Beweis der Aussage betrachten wir fiir 74, ...,

dass

Y, 0,708 (x+ 1) — 703 (v)

J:

—_

d

n
Y. 0y (e Hot ) gt by ) e
j=1

o; (X;ﬁ)

I
,—q\

(X+CElj) —

™

I
—

J

das in Definition 5.1.6 eingefiihrte Zufallsfeld. Zusitzlich fordern wir H —

— e M) g (x —y)H

H-3t57

t, € R und 9, ...,

< —1 und

q
a(y)

0}

() (dy).

1Y, € R zunichst,

q

>Zoc(-) (dy)

gilt, sodass wir mit der Aussage aus Satz 5.1.5 zu dem gewiinschten Ergebnis

o H (Z o) ol

ol (x+cft) —

Zgt () = e (xg

L2 xo (1)

c—0

[0

)

(x+cft) —
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kommen. O]

Im Anschluss gehen wir zur Betrachtung einer weiteren Darstellung iiber.

5.2 Harmonizable Darstellung

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der harmonizable Darstellung und der Verkniipfung der
beiden Verallgemeinerungen aus Kapitel 3 und Kapitel 4. Wir ziehen also sowohl das tempering als
auch die Multistabilitét in Betracht.

5.2.1 Definition

Seien A >0, a; > H >0, t € R? und o : R? — [a,b] C (0,2] eine stetige Abbildung sowie y : R —
R eine stetige E'-homogene Funktion. Desweiteren bezeichnen wir mit We (. das isotropische mul-
tistabile IS-SaS-RM mit dem Lebesguemalf als Kontrollmaf3. Dann definieren wir die harmonizable

Darstellung eines tempered operator scaling multistable random fields (TOSMSRF) durch

Xy (1) == Re /IR (e 1) =€) W,

5.2.2 Satz

Unter den angegebenen Bedingungen aus Definition 4.3.1 existiert die harmonizable Darstellung ei-
nes TOSMSRFs.

Beweis: Nach der Aussage aus Lemma 4.1.4 e) in Verbindung mit der Darstellung der Funktion
Ky aus (4.4) und der bereits gezeigten Endlichkeit der Funktion &(s) zeigen wir die Existenz des
Zufallsfelds durch die Endlichkeit des Integrals

(<& = 1) (A —iy(&) "B

Co(yypal(t) == /

]Rd

Da A reell ist und iy fiir y(x) # O stets rein imaginir ist, folgt aufgrund der Negativitit des Expo-
nenten, dass wir direkt die Abschitzung

6> 1| 4 ) e g

Co()wa(t) :/

R4

</

=Tg()y(t)

A

ei<t,§> - 1‘0‘(‘:) W(é)fHa(é)fng




5.2. Harmonizable Darstellung 81

tiatigen konnen. Damit ist I’ a(,)’w(t) aus dem Beweis von Satz 4.3.2 eine konvergente Majorante und

wir erhalten damit sofort die Existenz der harmonizable Darstellung eines TOSMSRFs. O

Im Anschluss zeigen wir, dass auch die harmonizable Darstellung eines TOSMSRFs stationédre Zu-

wichse besitzt.

5.2.3 Lemma

Seien H,A,a sowie ¥ und Xﬁ(/i) wie in Definition 5.2.1 gegeben. Dann besitzt die harmonizable

Darstellung eines TOSMSREFs stationédre Zuwichse.
Beweis: Um die aufgestellte Behauptung zu zeigen, miissen wir fiir € R?

. _ fdd :
X (1) =X (1) e ™2 X ()}

zeigen. Dazu betrachten wir zunichst die charakteristische Funktion der Differenz, wie wir sie in

diesem Fall in Lemma 4.1.4 e) festgehalten haben, und erhalten fiir 94, ..., ¥, € R sowie x1,...,x, € R,

dass
E [eiZ_'}] 9; (X;(i) (xj+t )*X‘f,!,(,{) G ))}
n a(é)
—exp | - [, [E(€) X 0y E 1)~ ()| Ay (8) ) Yag
R =
n a(8)
—oxp ‘/ e@) Y vyt — ey A iy (&) ag
R =
. a(€) n . (&) B
—oxp [ — [ | T e@) Yooy -] A e
j=1
n (&)
=exp —/]Rd 5(&) Z 1}/<61<xja§> _ 1) |7L _iw(é)’—Ha(g)fng
j=1
—E [ei):?—lﬁjx.i(i) (xj)]
gilt. Mit dem Stetigkeitssatz von Lévy folgt damit die Aussage des Lemmas. O

AbschlieBend mochten wir erneut das Tangentenfeld betrachten. Dazu studieren wir zunichst das

Skalierungsverhalten.
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5.2.4 Lemma

Unter den angegebenen Bedingungen aus Definition 4.3.1 erfiillt die harmonizable Darstellung eines
TOSMSRFs die Eigenschaft

al)( E fdd |y a(ct)
{X‘Wl (e t)}te]Rd N {C X"”d (I)}@Rd.

Beweis: Zur Erbringung des Beweises seien zunichst 9, ...,9, € R sowie t1,...,1, € R? gegeben.
Durch Betrachtung der charakteristischen Funktion der endlich-dimensionalen Randverteilungen er-
halten wir durch Umstellen des Skalarprodukts und anschlieBender Substitution cEté = 1 sowie Aus-

nutzung der E’-Homogenitit der Funktion v, dass

E |exp (i Z‘l 19jX$’(i) (cEtj)>]
]:
n . (&)
—exp (- [ [e(@) ¥ 0 (650 1) a-aw(e)) | e
IR =
1 : \ a(é)
—exXp _/ 5(5)27% <ei<’f’CE‘§>—l)(l—iw(g))fH*W dé
IR =
, ! . ) ~H-—L o O‘(CfE[ﬂ
o[ f e f o e )
R =
Y i -t ()
—P _/d e(c ) Y 0y (501 1) (l—cw(n)> «() cdn
R =
: PPN G
=exp | — /d E(C’E’n) Z 19ch (ei<tj,n> _ 1) (c)L —illf(n)) a(C,E n) an
JR =
=FE H - oy H X(Z(C7E1~) )
=E |exp 12'1( ic ) Vil (t;)
J=
gilt. Durch die Eindeutigkeit der charakteristischen Funktion folgt damit die Behauptung. m

5.2.5 Lemma

Sei Xyof (/1') sowie die entsprechenden Parameter wie in Definition 5.2.1 gegeben. So ist die harmoniz-
able Darstellung eines TOSMSRFs stochastisch stetig.

Beweis: Die stochastische Stetigkeit erhaten wir, wie bereits in den anderen Unterkapiteln erwihnt,

durch die Angabe einer von x unabhidngigen konvergenzen Majorante des Integranden von
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X:’f (/1') (x+xo) fiir beliebiges xo € R?. Die Existenz einer solchen folgt direkt aus der Beziehung

e | i) e ag
()

Fapa(r+x0) =

IN

w(E) M 1 ag

l<x+x0,§> - 1‘

e
I8

al)y (x+x0),

da nach dem Beweis von Lemma 4.3.4 eine konvergente von x unabhingige Majorante von

Lo,y (x +x0) existiert. O

Mit der Aussage von Lemma 5.2.4 betrachten wir nun das Tangentenfeld der harmonizable Darstel-
lung eines TOSMSREFs.

5.2.6 Satz

Unter den Bedingungen von Definition 5.2.1 und der Zusitzlichen Forderung, dass lim o(x) = o
X—>00
existiert, erfiillt die harmonizable Darstellung eines TOSMSRFs die Eigenschaft
cH (x 0 (et cBr) - x28) (x)) L4 x'a0) (),

v.A =0 VA

wobei

ist.

Beweis: Zunichst halten wir fest, dass fiir 71, ...,#, € R¢ sowie 9, ...,9, € R

E |exp (1/; 9 (X e+ cry) - xg1) (x>>>]
n a(8)
e M R
—exp _/]R,, ei<x§>‘ i" < i<x+c~Et,,é>_ei<x,§>> (l—il//(’é)_H_ﬁ> O‘(é)dé

a(8)

e (= [ o) ¥ 0y (<0 1) (A—iw(e) )

=1

~.




84 Kapitel 5. Tempered Operator Scaling Multistable Random Fields

exp (i Z ﬂsz,(C;,_EI.) (t))]
j=1

gilt, wobei wir zuerst ¢/*%> ausgeklammert und anschlieBend

=E

ei<x’5>‘ = 1 benutzt haben. Der letzte
Schritt ist die Anwendung der Aussage aus Lemma 4.3.5. Desweiteren suchen wir nun eine von ¢
—E,
unabhingige Majorante des Integranden von X a(a ) (t). Diese erhalten wir durch die Abschitzungen
y,c
fiir (c ') aus (4.7), (4.8) sowie

. . ~H-— a(c )
LI i (=m =) @ —iwm) T
n “H——L o CiEtn)
< ” 2 n—1)o Z z<t, n> _ ) (cl . il/’(n)) a(fE n) dn
4 . _ppe(e ) -
= /2 Z (<1 1) (c2 —iw(m)) " w(n)~“dn

e )(cl—iw(n))‘”)a’bw(n)‘qdn

(n=1)b /

]Rd

_2<"’”b/w Zl |9; (<1 — 1) y(n) 7 |* w(n)~4dn.
=

Dabei haben wir in der ersten Umformung die Aussage von Lemma 2.1.6 b) getitigt. Die letzte
Zeile liefert uns direkt eine von ¢ unabhingige Majorante, da es sich um zwei Summanden handelt,
bei denen jeder als Integrand, unter Beriicksichtigung der Multiplikation mit einer Konstanten, die
jeweils als endlich-dimensionale Randverteilungen einer harmonizable Darstellung eines OSSRFs

verstanden werden konnen. Demnach folgt nun mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue

. - a()
llg(l)]E exp (zjg Bjc” ( (x+c 1) =Xy, (x)))]
=limIE exp( z:: Wc/l ))

=E

exp (i Z‘ 19jX$(tj)>] ,

denn es ist lir% a (C_Ef) = o nach Voraussetzung erfiillt, da —E’ nur negative Eigenwerte besitzt.
c—
O

Wie bereits in Kapitel 3 an entsprechender Stelle erwihnt, ldsst sich auch im multistabilen Fall kei-
ne harmonizable Darstellung eines isolated tempered operator scaling multi stable random fields in

natiirlicher Weise finden, da die zugehorige charakteristische Funktion ebenfalls nicht mehr von ¢
abhéngen wiirde und damit konstant wire.
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Kapitel 6

Schluss und Ausblick

6.1 Schluss

In dieser Arbeit haben wir die Idee des temperings, wie es in [5] betrachtet wurde, mit unserer mathe-
matischen Basis aus [13] verbunden. Wir sind nun in der Lage, fiir fast beliebige £-homogene Funk-
tionen ¢ : R — R die moving average sowie analog fiir eine E'-homogene Funktion y die harmo-
nizable Darstellung mit fempering zu betrachten. Dabei haben wir gesehen, dass diese Zufallsfelder
viele interessante Eigenschaften, wie das Skalierungsverhalten, die stochastische Stetigkeit und die
Untersuchung des Tangentialraumes erfiillen. Anschliefend konnten wir auf Basis der Ausfiithrungen
in [10] zusitzlich zum tempering die multi Stabilitdt betrachten und in diesem Fall die entsprechenden
Eigenschaften beweisen. Dies ldsst nun also eine flexible Anwendung der tempered operator scaling
stable random fields zu, in der mit einem weiteren Parameter der Abfall im Unendlichen des Integran-
den gesteuert werden kann. Explizit erwéhnt sei hier des Weiteren die Mdoglichkeit der Bildung der
isolated Zufallsfelder, welche durch ,,Abschneiden* des jeweiligen Integranden entsteht. Diese war
uns in natiirlicher Weise bisher nur in der moving average Darstellung moglich und spiegelt eine neue
Klasse von Zufallsfeldern wider, welche sich essentiell von den anderen Untersuchten unterscheidet.
Die Stationaritit kann bei vielen Phdanomenen in der Anwendung der Finanzmathematik, Hydrologie,

Geologie oder der Untersuchung des Internettraffics von Nutzen sein.

6.2 Ausblick

In diesem Abschnitt gehen wir auf mogliche Projekte ein, die im Anschluss an die Ergebnisse die-
ser Arbeit untersucht werden konnten. Dabei handelt es sich zum Einen um die Erweiterung der
Zufallsfelder auf beliebige Dimensionen und zum Anderen um die Untersuchung der Langzeitabhén-
gigkeit der verschiedenen Felder. Ein letzter Aspekt kann die Verallgemeinerung der Nullstellen von
E-homogenen Funktionen sein. Die Ideen oder Ansitze haben dabei nicht den Anspruch, diese The-
men zu beantworten oder in ihrer Darbietung mathematisch vollstindig zu sein, sondern liefern nur

erste Untersuchungen.
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6.2.1 Erweiterung auf beliebige Dimension

Ausgehend von den Arbeiten [10], [7] und [6] wire es moglich, das entsprechende ISRM in beiden
Darstellungen fiir eine beliebige Dimension m zu betrachten. Dabei miisste man - statt skalarer Ex-
ponenten H und a beziehungsweise o(x) - verallgemeinert Matrizen betrachten. Zudem wiren die
E-homogenen Funktionen ¢ respektive y nun nicht mehr skalarwertig, sondern vektorwertig. Die Be-
weistechniken dieser Arbeit wiren nur noch partiell anwendbar, allerdings konnten sich in den drei
oben genannten Ausfiihrungen entsprechende Ideen befinden, um das Tempering auch in beliebiger

Dimension hinzuzufiigen.

6.2.2 Langzeitabhingigkeit

Eine Idee zur Untersuchung der Langzeitabhingigkeit wire das Vorgehen analog zu den Theore-
men 2.5, 2.6 und der Remark 2.7 in [5], in welchen fiir einen Spezialfall eines TOSSRFs bereits die
Langzeitabhiingigkeit bearbeitet wurde. Zur besseren Ubersicht gehen wir im Folgenden nur auf die
moving average Darstellung eines TOSSRFs ein. Zunichst bendtigen wir das zugehorige Verhalten

der Zuwichse und definieren dafiir fiir alle # € R? und einen Einheitsvektor e,
Yoo (1) := Xy (t + Lex) =X g5 (1) (6.1)
Im Anschluss betrachten wir fiir ¥, % € R
r(t) :=E [eiw‘y‘l’vl (z)+192Yq,,1(0))} —E {em’Y‘P-’l (t)} —E [emzy‘i’v‘(o)} . (6.2)

Wie bereits in [5] aufgezeigt, handelt es sich bei r(7) um eine Erweiterung der Autokovarianzfunktion.
Die Aufgabe ist es nun, das Verhalten der Funktion r(z) im Unendlichen asymptotisch zu bestimmen,
um anschlieBend mit Remark 2.7 aus [5] und der Betrachtung von Y5, r(n) die Langzeitabhingigkeit

untersuchen zu kénnen. Halten wir uns an die entsprechende Notation des obigen Papers, definieren

wir
gi(x) 1= e M -0 (6.3)
sowie
r(t) = K (%1, 9,) (e—’(') - 1) : (6.4)
wobei

K(01,9%):=E [eW«W)} +E [eil’zwil(‘))} 6.5)
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und

10) = [, 191 (811() = 81(3)) + Do (1 (x) = g0(2))| “ v (©6)
= [ 91 (g1 () = ) “dx— [ 82(s1 () = g0(x))|“ ©7)

Eine Idee, das Langzeitverhalten der Funktion r(t) zu untersuchen, besteht nun darin, das Verhalten

von /(¢) zu studieren. Betrachten wir das Verhalten der Integranden, so erhielte man zum Beispiel

HO0 Q) (g1 () () = B <e—z<<p<f-x>-<p<z» <<P<(;(;)X>>H") SR

Nun wiéren nicht zu restriktive Bedingungen an die E-homogene Funktion ¢ zu stellen, sodass so-
wohl die auftretende Differenz als auch der gebildete Quotient in Abhédngigkeit von ¢ zu analysieren
ist. Findet man so das asymptotische Verhalten fiir alle Teile der Integranden von I(z), konnte eine

Aussage tiber das Langzeitverhalten folgen.

6.2.3 Verallgemeinerung der Nullstellen

In diesem Abschnitt mochten wir auf die Erweiterung der Klasse der Integranden eingehen. Dies
ist gleichbedeutend mit einer Erweiterung der Klasse der E-homogenen Funktionen, wie wir sie in
Definition 2.3 eingefiihrt haben. Dabei beschrinken wir uns in diesem Kapitel auf die moving average

sowie harmonizable Darstellung der tempered operator scaling stable random fields.

Sei dazu ¢ : R? — R eine E-homogene stetige Funktion. Bis jetzt gilt die Aquivalenz
o(x)=0&x=0. (6.9)

Dies mochten wir nun durch Zulassung weiterer Nullstellen auf der Sphire Sy verallgemeinern. Wir

fordern also, dass

N = {xG]Rd L o(x) :0} £ {0} (6.10)

gilt. Betrachten wir die Beweise im Laufe dieser Arbeit, so stellen wir fest, dass zusétzliche Nullstel-
len sowohl bei der moving average Darstellung als auch bei der harmonizable Darstellung Probleme

bei der Existenz mit sich bringen. Diese werde ich folgend erldutern.

Moving average Darstellung

Zuerst betrachten wir in diesem Unterkapitel die moving average Darstellung eines TOSSRFs im
Punkt ¢ € R?. Im Folgenden bezeichnen wir den Triger der E-homogenen Funktion ¢ mit Mg. Dann
erhalten wir die Existenz der moving average Darstellug nach Lemma 2.6.6 durch die Endlichkeit des
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Integrals

q dol(— _q|®
/Rd]%(y)‘e_w(’_”tp(t—y)”‘a—e Fog(—y)i | dy < oo ©6.11)

In diesem Punkt unterteilen wir die Integration, wie wir es bereits im Laufe der Arbeit bei moving
average Darstellung durchgefiihrt haben, in zwei Teilintegrale in Abhingigkeit einer reellen Zahl
R > 0. Wir erhalten demnach

I A _a|®
Topa ) :=/ Lty () [e 400 (1 — )1~k — A0 g(—y) =4 "y (6.12)
T(y)<R
q —0(—y _a|®
a0 = [ 0] gi =yt ety E [y 613)
t(y)>R

Fiir das erste Integral erhalten wir dhnlich zu der Vorgehensweise in 3.1.2 die Abschétzung

T () < 2“/ g, () (@(1 = )%+ (—y)"*9) dy. (6.14)
o 7(y)<R

Dementsprechend benétigen wir zur Existenz die Aussage

/ @(—y)1*dy < oo, (6.15)
My{z(y)<R}

Betrachten wir anschlieBend das zweite Teilintegral, so erhalten wir analog zum Beweis von Satz
3.1.2 die Abschétzung

T () = / L, (v)@(=y)"dy (6.16)
o T(y)>R
fiir beliebiges y. Somit erlangen wir die Existenz von l"fxzzp /l(t)’ falls fiir die allgemein gehaltene
Funktion @(y) ein Paramter y existiert, sodass
/ @(—y) dy < oo. (6.17)
Mpn{t(y)>R}

Harmonizable Darstellung

In diesem Abschnitt mochten wir die harmonizable Darstellung unter der oben genannten Problematik
betrachten. Aus dem Grundlagenkapitel erhalten wir, dass fiir einen entsprechenden Triger My, einer

E’-homogenen stetigen Funktion  fiir die Existenz des Zufallsfeldes

o,

gelten muss. Wir wihlen den Triger

onE> 1\“ A —iw(E) 1 1dE < oo 6.18)

My = {sElﬁ 1s>0,0¢ supp(l//o)}, (6.19)



6.2. Ausblick 89

um auf mehrere Nullstellen zu erweitern. Damit erhalten wir mit der Uberfiihrung in die verallgemei-

nerten Polarkoordinaten aus Lemma 2.6.9 die Rechnung

o,

:/w ]].MW(rEtﬁ)
0 JSo
_Ho—

g/w 11MW(rE’19)c(1+|yxy|“)min(r“<“1*5>,1)’A—iqf(rE’ﬁ)) "G (dd)dr.  (6.22)
0 So

ei<x,2§>_1’a|l_iw(§)‘_HO‘_qd§ :/]RdllMW(g)

e |V =
(6.20)

! (d9) dr 6.21)

. t o " —Ho—
e 02—y o)|

An dieser Stelle ist es essentiell, den Ausdruck

Ly, (5 ) (6.23)

zu betrachten. Es gilt fiir r > 0 sowie ¥ € Sg
F'oem, (6.24)
<0 € supp(yp). (6.25)

Dementsprechend benétigen wir die Existenz von

oo " —Ho—
/ / min (@ =9), 1) |4 — iy (7' 9) a6 (a9) dr. (6.26)
0 Jsupp(wo)
Diese Existenz ist dquivalent zu
/ () H5(dV) < oo. (6.27)
supp(¥0)

Diese Voraussetzung ist in ihrer Allgemeinheit zu fordern, um die Existenz der harmonizable Dar-

stellung eines TOSSRFs in Bezug auf die Erweiterung der Nullstellen zu gewihrleisten.
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