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Vorwort

In der vorliegenden Arbeit beschiftigen wir uns mit endlichen und unendli-
chen Uberdeckungen im d-dimensionalen Euklidischen Raum E?. Die Theo-
rie der Uberdeckungen ist ein Teilgebiet der ,,Geometrie der Zahlen®, die mit
der Einfithrung des Begriffs des Gitters 1831 durch C. F. GAuss (1777-1855)
gegriindet und insbesondere durch H. MINKOWSKI (1864-1909) weiterent-
wickelt wurde.

Ganz allgemein nennt man eine Familie F eine Uberdeckung einer Menge

M, falls M in der Vereinigung der Elemente von F enthalten ist. Wir be-
trachten hier nur solche Uberdeckungen, bei denen die Familie F aus Trans-
laten eines konvexen Korpers K besteht und M selbst eine konvexe Menge
darstellt. Besitzt F endlich bzw. unendlich viele Elemente, so spricht man
von einer endlichen bzw. unendlichen Uberdeckung. Als Beispiel fiir eine
endliche Uberdeckungsaufgabe betrachten wir folgendes Problem:
Ein Radiosender méchte in einem gewissen Gebiet (G Sendestationen mit kon-
stanter Reichweite R errichten, so dass das Gebiet vollstandig versorgt wird,
also jeder Haushalt in (¢ den Sender empfangen kann. Dabei méchte man
natiirlich moglichst wenige Sendestationen bauen. Fafit man G als Teilmenge
der Euklidischen Ebene E? auf, so sucht man also die minimale Anzahl der
Kreise mit vorgegebenem Radius R, die (¢ iiberdecken koénnen.

Um Uberdeckungen zu messen und zu vergleichen, braucht man einen
Dichtebegriff, der z.B. als Verhéltnis zwischen dem Gesamtvolumen der iiber-
deckenden Translate und dem Volumen der tiberdeckten Menge definiert wer-
den kann. Die Dichte ist gewissermaBen ein Maf fiir die Giite einer Uber-
deckung. Dabei sucht man moglichst diinne (6konomische) Uberdeckungen,
d.h. solche mit kleiner Dichte.

1995 beschrieben BETKE, HENK und WILLS in [BHW3] einen neuen Zu-
gang zu den klassischen Problemen endlicher und unendlicher Uberdeckun-
gen. Sie fiihrten die parametrische Dichte

cardC - V(K)
V(convC + p K)

VK, C,p)=
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einer endlichen Uberdeckungsmenge (Konfiguration) C' eines konvexen Kér-
pers K beziiglich dem Parameter p € R ein. Dabei bezeichnet V(-) das Vo-
lumen und card C' die Méachtigkeit der Menge C'. Fiir p > 0 ist convC 4 p K
die Minkowski—-Summe und fiir p < 0 die Minkowski-Differenz der Mengen
convC und p K (siehe Seite 10 bzw. 17). Unter einer Uberdeckungsmen-
ge versteht man hier eine endliche Menge C' fiir die conv(C C C + K gilt.
Es werden also nur solche Anordnungen von Translaten zugelassen, bei de-
nen die konvexe Hiille der zugehorigen Translationsvektoren iiberdeckt wird.
Solche Uberdeckungen wurden zuerst von BAMBAH, ROGERS, WoODS und
ZASSENHAUS untersucht (s. [BR], [BRZ], [BW]).

Fiir einen gegebenen konvexen Korper K, p € R, und eine natiirliche
Zahl n fragen wir hier nach einer Uberdeckungsmenge C' mit Michtigkeit
n, fiir die die parametrische Dichte J(K,C,p) minimal wird. Weiter un-
tersuchen wir die asymptotische Entwicklung dieser minimalen parametri-
schen Dichten ¥(K,n,p) bzgl. n, d.h. wir betrachten die Grofie V(K p) =
liminf, . 9(K,n,p). I(K,p) kann als Grenzdichte endlicher Uberdeckun-

gen von K bzgl. dem Parameter p aufgefafit werden.

BETKE, HENK und WILLS zeigten in [BHW3], dass fiir p < <1 die Grenz-
dichte 9( K, p) mit der Dichte #( K) einer diinnsten unendlichen Uberdeckung
von K iibereinstimmt. Auf diese Weise stellen die parametrischen Dichten
eine Verbindung zwischen dem endlichen und unendlichen Uberdeckungs-
problem her. Anschaulich bedeutet ¥(K,p) = ¥(K), dass volldimensiona-
le Uberdeckungsmengen C' mit grofer Kardinalitat diinne Uberdeckungen

bzgl. V(K C, p) sind.

An dieser Stelle méchte ich nun einen kurzen inhaltlichen Uberblick iiber
die vorliegende Arbeit geben. Beziiglich der hier beschriebenen Funktionale
J(K,n,p) und J(K, p) untersuchen wir Uberdeckungsmengen zentralsymme-
trischer, konvexer Korper K.

Kapitel 1 bietet im ersten Abschnitt eine kurze Finfithrung in die Theo-
rie der endlichen und unendlichen Uberdeckungen konvexer Kérper. In Ab-
schnitt 2 werden die parametrischen Dichten definiert und einige einfache Ei-
genschaften angefithrt. Abschnitt 3 befaBt sich mit speziellen Uberdeckungs-
mengen. Hier werden sogenannte ,Knochen—und Wurstkonfigurationen®
vorgestellt, die bzgl. der betrachteten Funktionale im weiteren Verlauf dieser
Arbeit eine wichtige Rolle einnehmen.

In Kapitel 2 betrachten wir 2-dimensionale Uberdeckungsprobleme. Zu-
nachst beschéftigen wir uns in Abschnitt 1 mit einer Aussage von BAMBAH
und Woobs, die eine scharfe obere Schranke fiir die konvexe Hiille von Uber-
deckungsmengen zentralsymmetrischer, konvexer Scheiben fanden (s. [BW]).
Mit Hilfe von Methoden aus [BHW3] geben wir hier einen weiteren Beweis fiir
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die Giiltigkeit dieser Schranke an. In Abschnitt 2 benutzen wir dann unsere
Methoden, um fiir kleine, positive Parameter die Identitat o(K) = J( K, p)
nachzuweisen. Fiir den Kreis B? wurde diese schon in [BHW3] bewiesen.

Kapitel 3 befaBt sich mit diinnen Uberdeckungen bzgl. #(K, C, p) im E¢
fiir beliebige Dimensionen d > 2. Wir zeigen zunéchst, dass fiir grofle Wer-
te des Parameters p diinne Uberdeckungen ,fast“ eindimensional sind. Im
letzten Abschnitt dieses Kapitels bestimmen wir dann fiir solche groflen Para-
meter p die genaue, asymptotische Gestalt der optimalen Uberdeckungskon-
figurationen. Es zeigt sich, dass fiir diinnste knochenférmige Anordnungen
(Knochenkonfigurationen) C,, der Méchtigkeit n die Dichte (K, C,,, p) gegen
J(K,p) konvergiert.

In Kapitel 4 behandeln wir schlieBlich gitterformige Uberdeckungen. Im
2—-dimensionalen Fall betrachten wir zunachst fiir zentralsymmetrische, strikt
konvexe Scheiben eine Familie von Uberdeckungsgittern, fiir die wir eine
vollstandige Charakterisierung der optimalen Uberdeckungskonfigurationen
angeben. Dabei erweisen sich fiir verschiedene (disjunkte) Parameterberei-
che volldimensionale Konfigurationen, sogenannte .,Doppelwurstkonfigura-
tionen® oder Wurstkonfigurationen als optimal. Wir zeigen dies zunéchst
fiir feste Gitter und anschlieflend fiir beliebige Gitter aus der betrachteten
Gitterfamilie. In Abschnitt 3 bestimmen wir fiir die Kugel B¢ und beliebiges
d > 2 die Menge aller Uberdeckungsgitter, fiir die Wurstkonfigurationen fiir
grofle p und n optimal sind.

Mein besonderer Dank gilt Prof. Dr. J.M. Wills und Prof. Dr. U. Betke fiir
die vielen Anregungen, die zu dieser Arbeit fithrten, sowie Prof. Dr. U. Bet-
ke fiir die zahlreichen und fruchtbaren Diskussionen, die in entscheidendem
MafBle zur Losung einiger Probleme beitrugen.

Bei Priv.—Doz. Dr. U. Schnell und Dipl.-Math. A. Schiirmann méchte ich
mich fiir ihre Geduld und sténdige Bereitschaft zu Diskussionen bedanken.
Fiir die Erlaubnis, Ergebnisse aus gemeinsamen Arbeiten fiir meine Disser-
tation zu verwenden, danke ich Prof. U. Betke (Kapitel 3 bzw. [BM]) und
Priv.~Doz. Dr. U. Schnell (Kapitel 4 bzw. [MS]).

SchlieBlich bedanke ich mich bei allen oben Genannten fiir das Lesen und
Kritisieren verschiedener Versionen dieser Arbeit.

Siegen, Juni 1999.

Martin Meyer
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1 Einfiihrung

1.1 Grundlegende Begriffe und Definitionen

Diese Arbeit beschiftigt sich mit konvexen Mengen im d-dimensionalen
Euklidischen Raum E?. z -y sei das kanonische Skalarprodukt im £¢ mit
zugehoriger Euklidischer Norm || - ||. Weiter sei B C E? die d-dimensionale
Einheitskugel mit Volumen x4, und S9! sei der Rand dieser Kugel, also
S = hd B

Die Menge der konvexen Korper (d. h. kompakte, konvexe Mengen mit
nichtleerem Inneren) bezeichnen wir mit K¢, und K¢ schreiben wir fiir die
Menge aller zentralsymmetrischen, konvexen Kérper K, d. h. aller K € K¢
mit K = K. Ein konvexer Kérper K heifit strikt konvex, wenn fiir alle
x,y € K die Strecke Ty bis auf ihre Endpunkte im Inneren von K liegt.

Fiir eine beliebige Menge M C E? sei aff M (lin M) die affine (lineare)
Hiille von M und dim M die Dimension der affinen Hiille von M. Mit M*
meinen wir das orthogonale Komplement von lin M. Ist M eine endliche
Menge, so bezeichnen wir mit card M die Anzahl der Elemente von M.

Die konvexe Hiille conv M der Menge M # () ist die ,kleinste* konvexe
Menge K, die M enthilt, d. h. es ist

conv M = ﬂ K.

K konvex
McCK

Ist M kompakt, so gilt dies auch fiir conv M. Besitzt M zudem innere
Punkte, d.h. gilt int M # (), so ist daher conv M € K?. Ist M endlich, so
nennt man conv M ein Polytop.

SchlieBlich ist die Minkowski-Summe zweier Mengen P,Q C E? durch
P+Q ={p+q|p € P,q € Q} definiert, und fiir & € Rsei aP = {ap|p € P}.

Wir kommen nun zu dem Begriff der Uberdeckung durch konvexe Kérper.
Ist F eine Familie von Mengen, deren Vereinigung die Menge M enthilt,
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so nennt man F eine Uberdeckung von M. Hier betrachten wir ausschlieB-
lich Uberdeckungen, bei denen die zu iiberdeckende Menge M eine konvexe
Menge darstellt und die Familie der Mengen, die M {iberdecken, nur aus
Translaten eines konvexen Kérpers K € K besteht.

Sei C C B¢, K € K%, und sei B C E? eine beliebige konvexe Menge. Gilt
B C C + K, so nennt man (K, C) eine Uberdeckung von B.

Sind (K,Cy) und (K, Cy) verschiedene Uberdeckungen von B mit end-
lichen Mengen C; und Cj, so lassen sich die Uberdeckungen anhand ihrer

Kardinalzahlen vergleichen. In Abbildung 1 ist die Uberdeckung auf der

65

Abbildung 1: Kreisiiberdeckungen

linken Seite die diinnere oder auch 6konomischere Uberdeckung, denn die-
se kommt mit weniger Translaten aus. Dies driickt sich auch im Verhaltnis
der Summe der Flachen der Translate zur Fléache der iiberdeckten Menge
aus, welches im linken Fall kleiner ausféllt. Solche Verhéltnisse benutzen wir
daher im folgenden, um die Giite von Uberdeckungen zu messen.

Zunéchst betrachten wir den unendlichen Fall, wenn also B unbeschrankt
ist. Hier interessiert uns in erster Linie die Uberdeckung des gesamten Raum-
es B, und daher fithren wir ein Ma$ fiir die Giite einer Uberdeckung (K,C)
des E? ein. Dazu benétigen wir das Lebesgue-MaBl im E¢. Ist M C E¢
mefBbar, so bezeichnen wir mit V(M) das Volumen (Lebesgue-Maf}) von M.
Konvexe Kérper K sind immer mefibar (s. [BF], [Ha], oder [Sch]), und wegen
int K # ) gilt V(K) > 0. Hin und wieder benétigen wir das Volumen einer
niederdimensionalen Menge M (dim M < d) bzgl. ihrer affinen Hiille. Ist
z. B. dim M =k < d, so sei V¥(M) das Volumen von M bzgl. aff M.

Definition 1.1 Sei W¢ der d-dimensionale Wiirfel mit Mittelpunkt 0 und
Kantenlinge X > 0, und sei (K, C) eine Uberdeckung des E*. Dann heifit

1
I(K,C) = liminf —— V(K)
Ao V(Wﬁl) 1’—|—I\"F‘|§W§\l;ﬁ@
zeC
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die (unendliche) Dichte der Uberdeckung (K,C) und
H(K) =inf{d(K,C) : (K,C) Uberdeckung des E}

die Dichte einer dinnsten Uberdeckung des E* durch K.

V(évg) D> V(K) ist das Verhaltnis zwischen der Summe der Volumi-
o+ KN int W0
zeC
na der Translate von K aus C, die einen Beitrag zur Uberdeckung von W
liefern, und dem Volumen des iiberdeckten Wiirfels W{. Die Dichte ¥(K, ()
mifit das asymptotische Verhalten dieses Quotienten. Grob gesprochen ist
sie das Verhéltnis von der Summe der Volumina der Translate aus C' zum
Volumen des gesamten Raumes E<.

Die Dichte einer Uberdeckung des E? ist invariant gegeniiber Translatio-
nen von K und unabhingig von der Folge W, mit der der £ approximiert
wird. In Definition 1.1 kann man also W{ durch jeden anderen konvexen
Korper aus K¢ ersetzen (s. [Gro]). Zudem existiert eine Uberdeckung (K, C*)
des B mit

V(K)=9J(K,C7),

womit die Bezeichnung Dichte einer dinnsten Uberdeckung des E? ihre
Rechtfertigung findet (s. [Gro]).

Fiir d = 2 1aBt sich die Dichte J(K) fiir alle Kérper aus K2 bestimmen
(s. Kapitel 2), doch schon fiir d = 3 kennt man selbst fiir die Kugel B? keine
optimale Uberdeckung des Raumes. Allgemein gilt

1 < 9(K) < dlogd + dloglog d + 5d

fir d > 3 und alle K € K (vgl [Rol]). Fiir weitere Schranken (z. B. fiir
spezielle konvexe Kérper aus K¢) und fiir einen anderen Zugang zu der Dichte
J(K') verweisen wir auf [GL], Seite 236f, und [FK].

Wir kommen nun zu endlichen (finiten) Uberdeckungen. Ist B eine be-
schrankte, konvexe Menge, und ist ny die minimale Anzahl von Translaten
von K, deren Vereinigung B enthilt, so ist jede Uberdeckung von B durch
K mit genau ng Elementen optimal. Weiter kann man sich fragen, ob B
die grofite (bzgl. des Volumens) konvexe Menge ist, die durch eine solche
Anzahl von Translaten von K {iberdeckt wird. Dies fithrt zu der folgenden
Problemstellung fiir finite Uberdeckungen:

Fir K € K¢ und n € N bestimme man das Maximum der Volumina solcher
konvexer Korper, die durch n Tranlate von K iiberdeckt werden kénnen.

Fiir d > 5 und K = B? vermutete WILLS 1983 (vgl. [W1]), dass man einen
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y,maximalen Kérper® erhélt, wenn die Translationsvektoren der Kugeln line-
ar angeordnet sind, d. h. alle auf einer Geraden liegen. Das Gegenstiick
dazu ist die Wurstvermutung fiir finite Packungen von L. FEJES TOTH
(s. [FejL1]). Dabei heifit eine Menge P eine Packung von K, falls fiir alle
z,y € P (z+int K)N (y+int K) = 0 gilt. Das zum finiten Uberdeckungs-
problem duale finite Packungsproblem ist die folgende Aufgabe:

Fir K € K% und n € N bestimme man das Minimum der Volumina solcher
konvexer Korper, in die n Translate von K gepackt werden kénnen.

Da sich diese Arbeit ausschlieBlich mit Uberdeckungen beschiftigt, gehen
wir hier nicht ndher auf Packungen ein und verweisen auf [GL], Seite 218f,
266f. Hin und wieder méchten wir allerdings Ergebnisse und Methoden von
Packungsaufgaben mit denen von Uberdeckungsaufgaben vergleichen.

Ahnlich wie in Definition 1.1 kénnen wir nun eine Dichte einfithren, wel-
che die Giite von endlichen Uberdeckungen miBt. Bevor wir dies tun, stellen
wir weitere Bedingungen an unsere Uberdeckungsmengen, da wir hier nur
spezielle Anordnungen betrachten mochten. Fiir Resultate zu den bisher
beschriebenen endlichen Uberdeckungen verweisen wir auf den Ubersichtsar-
tikel von GRITZMANN und WILLS (s. [GW3]).

Im folgenden fordern wir fiir unsere endliche Uberdeckungsfamilie, dass
die konvexe Hiille der Translationsvektoren iiberdeckt sei. Die so iiberdeckte
konvexe Menge ist also ein Polytop, und das Volumen eines Polytops ist
im allgemeinen einfacher zu bestimmen, als das einer beliebigen konvexen

Menge.

Definition 1.2 Sei K € K und C C E? eine endliche Punktmenge. Gilt
convC' C C 4 K, so nennt man C eine Uberdeckungskonfiguration von K.
Mit U(K) bezeichnen wir die Menge aller endlichen Uberdeckungskonfigura-
tionen, und firn € N sei U(K,n) = {C e U(K) : cardC = n}.

Abbildung 2: Uberdeckungspolygon
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Solche Uberdeckungen wurden schon von BAMBAH und Woobs (vgl. [BW])
und spéater von BETKE, GRITZMANN, HENK und WILLS untersucht (s. [Gri],
[GW1], [GW2], [BHW3]). Da diese im Mittelpunkt unserer Betrachtungen
stehen, fithren wir nun ein geeignetes MaB fiir die Qualitit dieser Uber-
deckungen ein.

Definition 1.3 Sei K € K? und C € U(K). Dann heift

cardC - V(K)

(K, C,0) = V(conv ()

die Dichte der Uberdeckungskonfiguration C' und

nV(K)

ﬂ([&,n,()) = mlﬂ{m

: C € U(K,n)}

die Dichte einer dinnsten finiten Uberdeckung durch K der Kardinalitit n.

Die Existenz des Minimums in Definition 1.3 ergibt sich aus dem Satz von
BoLZANO—WEIERSTRASS. Fiir niederdimensionale Konfigurationen C' set-
zen wir ferner J(K,C,0) = co. Also ist J(K,C,0) > 0 fir alle C' € U(K).
Zudem kénnen hier eindimensionale Uberdeckungskonfigurationen keine be-
sondere Rolle spielen. Zumindest fiir die Kugel zeigt sich jedoch, dass ,fast
lineare “ Konfigurationen, sogenannte Knochenkonfigurationen, bei denen
Hfast alle® Translationsvektoren auf einer Geraden liegen, gute Konfigura-
tionen darstellen (bzgl. ¥(B% n,0)). Diese Knochenkonfigurationen werden
in Abschnitt 1.3 definiert, und fiir geniigend grofie n erhédlt man mit ihnen

kleine obere Schranken fiir die Dichte 9( B9, n,0). Es gilt

9(B%,n,0) < \/%(1 <:>cn_2/d)

mit einer nur von d abhédngigen Konstanten ¢ (s. [GW1], [GW2]).

Neben den bisher beschriebenen endlichen und unendlichen Uberdeckun-
gen sind wir auch an gitterformigen Uberdeckungen interessiert. Solche Uber-
deckungen weisen eine besondere geometrische Struktur auf und spielen eine
wichtige Rolle in der Theorie der Uberdeckungen. Eine Menge L C E¢ nennt
man ein Gitter, wenn L aus allen ganzzahligen Linearkombinationen von d
linear unabhéngigen Vektoren ay, ... ,aq besteht. Diese Vektoren bilden eine
Basis von L, und der Absolutbetrag ihrer Determinante heifit Determinante
von L., det L, und ist unabhéngig von der Wahl der Basis. Das zu L polare

Glitter L™ ist definiert durch

r={yer' 2 -yeLfiralerecL}.
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Ist A eine Basis von L, so ist A* = (A~ eine Basis von L* (s. [G,L]).
Fin Gittervektor w € L heifit primitiv, falls conv {0,u} N L\{0,u} = 0 gilt.
SchlieBlich bezeichnen wir fiir eine beschrinkte Menge M C E? mit G(M, L)
die Anzahl der Gitterpunkte von L in M.

Ist K € K% und L ein Gitter mit L + K = Ed, so nennt man L ein
Uberdeckungsgitter von K. Die Menge aller Uberdeckungsgitter von K be-
zeichnen wir mit £(K). Wie bei beliebigen Uberdeckungen ist man auch
hier an solchen Gittern aus £(K) interessiert, die den Raum E¢ 6konomisch

iiberdecken. Daher die folgende

Definition 1.4 Sei K € K¢. Dann heifit
V(K) =inf{d(K,L) : L € L(K)}

Dichte einer diinnsten Gitteriberdeckung durch K.

Fir L € L(K) git (K, L) = V(K)/det L (s. [GL]). Um 9*(K, L) zu bestim-
men, geniigt es also, das Supremum , (K') der Menge {det L. : L € L(K)} zu
berechnen. HLAWKA (s. [Hla]) zeigte die Existenz dieses Supremums, also
gibt es ein Gitter Ly € L(K) mit

Abbildung 3: Gitterférmige Kreisiiberdeckungen

Die Mittelpunkte der Kreise auf der linken Seite in Abbildung 3 gehéren
zum hexagonalen Gitter, welches eine optimale Kreisiiberdeckung der Ebene
E? liefert. Dass die Uberdeckung diinner ist als die auf der rechten Seite,
erkennt man schon daran, dass sich die Kreise weniger {iberlappen.

Fiir die Kugel B¢ sind diinnste Gitteriiberdeckungen in den Dimensionen
1-5 bekannt (s. [CS], Seite 38). Optimale Packungsgitter bzgl. B? hat man
sogar bis zur Dimension 8 bestimmt (s. [Rol], Seite 3), und fiir d = 3 wurde
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vor kurzem bewiesen, dass die dichteste Gitterpackung durch B? eine dichte-
ste Kugelpackung des E? darstellt. Dies wurde schon 1611 von J. KEPLER
vermutet (wir hatten bereits erwédhnt, dass das duale Uberdeckungsproblem
noch nicht geldst ist).

Fir 9*(K) gilt allgemein

1 < O(K) < 9% (K) < d'oselosd+00)

fiir d — oo (vgl. [Rol]).

Zum Abschluf} fithren wir nun noch endliche Gitteriiberdeckungen und
die dazugehorigen Dichten ein. Dies geschieht in Analogie zu beliebigen
Uberdeckungen, wir fassen uns daher kurz.

Definition 1.5 Sei K € K¢, L € L(K) und C C L eine endliche Punkt-
menge. Gilt conv(C C C + K, so nennt man C eine Gitteriberdeckungskon-
figuration von K, und mit U( K, L) bezeichnen wir die Menge aller endlichen
Gitterkonfigurationen in L.

Definition 1.6 Fir K € K¢, L € L(K) und n € N seien

(K, L,n,0)=min{d(K,C,0): C eU(K,L,n)},
J(K, L,0) = liminf (K, L,n.0).

Es sei noch darauf hingewiesen, dass alle benétigten Notationen am Ende
der Arbeit ab Seite 80 kurz erlautert werden.

1.2 Die parametrische Dichte

1995 stellten BETKE, HENK und WILLS in [BHW3] einen neuen Zugang zu
Uberdeckungen vor. Sie fithrten das Konzept der sogenannten parametri-
schen Dichte ein, bei dem der Uberdeckungskorper mit einem Parameter p
gewichtet wird. Fiir beliebige Uberdeckungen geben wir nun eine Definition
der parametrischen Dichte an, fiir gitterformige Uberdeckungen tun wir dies
in Kapitel 4, da wir nur dort Gitteriiberdeckungen betrachten.

Definition 1.7 Sein € N, K € K* und C € U(K). Fiir p € R set
card C - V(K)

V(convC + p K)’

(K, n,p)=inf{d(K,C,p) : C eU(K,n)},
VK, p) = ligglfﬁ([(, n,p).

VK, C,p) =
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J(K,C,0) und J(K,n,0) sind Spezialfille der parametrischen Dichten
J(K,C,p) und ¥(K,n,p), womit sich die Bezeichnungen in Definition 1.3
erklaren. Auch hier kénnen wir in der Definition von ¥(K,n,p) ,inf* durch
,min“ ersetzen. Eine Anordnung C' mit (K, n,p) = J(K,C,p) nennen wir
diinnste Uberdeckungskonfiguration bzgl. K und p.

Mit Hilfe der parametrischen Dichte fiir Packungen konnte die Wurst-
vermutung von FEJES—TOTH fiir d > 13.387 bewiesen werden (s. [BHW1]).
HENK (vgl. [He]) und BETKE und HENK (vgl. [BH1]) driickten die Schranke
auf 42. Dies allein rechtfertigt die Definition 1.7.

Fiir p > 01st conv C'+4p K die schon oben eingefiithrte Minkowski—Summe,
und fiir p < 0 ist conv C' + p K definiert durch (s. [Sch], Seite 133-137)

convC 4+ pK ={x € B : x+|p| K C convCl.

Man nennt dies die Minkowski—Differenz der Mengen conv C' und p K. Sie
hat verschiedene Anwendungen in der Konvexgeometrie (s. [Sch], Seite 137
und 350). Ist V(convC + p K) = 0, so setzen wir J(K,C,p) = co. Aus
der Definition folgt dann J(K,C,p) > 0 fiir alle konvexen Korper, Uber-
deckungskonfigurationen und Parameter.

In dieser Arbeit betrachten wir tiberwiegend positive Parameter. Wie
fiir p = 0 sind auch fiir p > 0 und K = B? lineare Konfigurationen nicht
optimal, und Knochenkonfigurationen liefern ,kleine* obere Schranken fiir

die Dichten (s. [BHW3]):

BB, p) <[5 (p+ 1),

Um die parametrischen Dichten zu untersuchen, benétigt man Informatio-
nen iiber das Volumen des dufleren Parallelkorpers convC + p K. Das Vo-
lumen dieser Minkowski—Summe 148t sich als Polynom in p darstellen mit
den gemischten Volumina V(conv C, K;i) als Koeffizienten. Eine ausfiihrli-
che Behandlung gemischter Volumina findet man in [BF] und [Sch]. Danach
gilt

d d )
ViconvC+pK) =Y (,)V(COHV C,K;1)p". (1.1)
i=0 \!
Fir ¢« = 0,...,d sind die gemischten Volumina nichtnegativ, und es gilt

V(convC, K;i) = V(K,conv C;d <1). Ferner sind die gemischten Volumi-
na stetig, linear, monoton und additiv in beiden Komponenten. Weiter ist

V(convC, K;0) = V(conv (), V(convC, K;d) = V(K) und

V(convC, K;1) =0 & dim (conv C') < d <



18 1 FEinfiihrung

fiir i < d. Mit den von MCMULLEN (vgl. [Mcl], [Mc2]) eingefithrten inneren
Volumina V;(conv C') = (dd ) Ly (COHV C, Bd;d<:>i) ergibt sich mit (1.1)

—t) Kd—;

fiir K = B? das Steiner-Polynom

d
V (ConVC —I—,oBd) =" Vi(conv ) kaip™™ (1.2)

=0

Wir listen nun einige einfache Eigenschaften der parametrischen Dichten auf.
Die folgenden Propositionen entnehmen wir [BHW3J.

Proposition 1.8 Sei K € K¢, und seien C,,,C! € U(K,n). Dann gilt
(a) V(K,Cp,p) >0 fir ale p € R,
(b) V(K,Cr,p) 2 V(K,Cy,p') fiirp <p,
(c) V(K,C,,p)>IK,C.,p) firconvC, C conv(",

(d) V(AK,AC,,p) = I(K,C,,p) fir eine nichtsingulire, lineare Abbildung
A Bt — B9

Aus Proposition 1.8 folgt

Proposition 1.9 Fir K € K¢ ist
(a) I(K,n,p) >0 und V(K,p) >0 fir alle p € R,
(b) I(K,n,p) und (K, p) sind monoton fallend in p,
(¢c) WK ,n,p)>1 und I(K,p) > 1 firp<O0,

(d) V(K,n,p) und (K, p) sind invariant unter linearen Abbildungen des
Ed

(e) IK,C,p), I(K,n,p) und (K, p) sind stetig in p,
(f) VK, p) <I(K) fir alle p € R.

Fiir den Beweis der Teile (b), (d) und (e) siehe auch [He], Seite 18. Man
ersetze dort einfach Packungskonfigurationen durch Uberdeckungskonfigura-
tionen.
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1.3 Spezielle Konfigurationen

Wir méchten in diesem Abschnitt die schon in 1.1 und 1.2 angesprochenen
linearen und ,fast linearen* Uberdeckungskonfigurationen vorstellen. Dazu
benétigen wir weitere Notationen.

Sei im folgenden d > 2, K € K& und u € S9!, fx bezeichne die Distanz-
funktion von K (s. [G,L]), d.h. fiir z € E? ist

fr(z)=min{A >0 : 2 € AK}.

Fiir einen affinen Teilraum H des £¢ und eine Menge M C E? sei my(M)
oder einfach M/H die orthogonale Projektion von M auf H. Ist H eine
Hyperebene, also ein (d < 1)-dimensionaler, affiner Teilraum des E?, so be-
zeichnen wir mit 7§, (M) die Projektion von M auf H in Richtung u bzw. <u.

Nun gibt es eine Trennhyperebene von K und K + fIL(u) u. Sei H, der
dazu parallele, (d < 1)-dimensionale, lineare Teilraum. Mit [, = conv {0, u}
definieren wir fiir h € [+, +2—~] den Zylinder

Fre(u)? Fre(u)

Z(K,u,h) = 7 (K0 (K + hu)) + h 1.

Dabei ist 7 (K N (K 4 hu)) konvex und zentralsymmetrisch, und es gilt
Z(K,u,h) C KU (K + hu). Aus dem Satz von Fubini ergibt sich mit
K. = (KN(K+hu))/ut fiir das Volumen von Z( K, u, h) V(Z(K,u,h)) = h-
VA=K, ,). Unter allen Zylindern in Richtung « mit Liange h, die von K und
K + hu tiberdeckt werden, besitzt Z(K, u, h) also maximales Volumen. Fer-
ner gilt fiir das Volumen des dusseren Parallelkérpers Z(K,u,h)+ pnyy (K)

V(Z(K,u.h) + prgp, (K)) = h VO (Kyu + p Kfut) |

Wir ordnen Z(K,u,h) nun eine Uberdeckungskonfiguration zu, indem wir
zunéchst n < 2|logn| Punkte im Abstand von h auf der Geraden lin (u)
anordnen. Sei also z; = (i &1)hu,i =1,... ,n<2[logn]|. Die zugehorigen
Translate von K, z; + K, iiberdecken somit einen Zylinder, der aus (n <
2|log n| <1) sich nicht iberlappenden Translaten von Z (K, u, h) besteht. In
den (d <1)-dimensionalen Enden T, (KN (K +hu)) und W%Iu([( N (K+
hu))+ (n 2|logn| <1)hu dieses Zylinders wéhlen wir nun jeweils |logn |
Punkte, so dass deren konvexe Hiillen diese Enden bzgl. der Hausdorffmetrik
d (vgl. [Sch]) bestmoglichst approximieren. Insbesondere konvergieren diese
einbeschriebenen Polytope gegen die Zylinderenden (s. [Du], [BI] und [BeW]).

Nennen wir diese Punkte z,_s10gn|+15--- > Zn, 50 ist

Zo(K,u,h) = {z1,..., 2.} € UK, n),
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und conv Z,(K,u,h) approximiert den oben erwéhnten, aus n <2|logn| <1
Translaten von Z(K,u,h) bestehenden Zylinder. Da Z,(K,u,h) + K an
die Gestalt eines Knochens erinnert, nennen wir diese Konfigurationen auch
Knochenkonfigurationen.

ERRR

Abbildung 4: Knochenkonfiguration

Fiir das Volumen von conv Z,(K,u,h) + p K erhalten wir mit dem Poly-
nom (1.1) die Abschétzung

V(conv Z,(K,u,h) + p K)
> V(K)p? + (n <o(n)) h VI (conv Zn(K,u,h)Ju +p K/uL)

Fiir grofie, positve p méchten wir nun das maximale Volumen von Z (K, u, h)
+pny (K) in Abhangigkeit von h bestimmen. Fiir & € [0,2/ fx (u)] sei dazu

S‘Q(h) = S‘Q(I(v u?p? h) = h Vd_l (Afh,u ‘|‘ ,OI(/UJ') .

Es gilt Vit (K/uL + ,oK/uL) syt (,0 K/uL) =0 (pd_z). Ist p hinrei-
chend grof}, z.B. p > po(d, K), so liegen daher alle Maximalstellen von ¢ in
dem Intervall [1/fx(u),2/fx(u)]. Nur solche p betrachten wir im folgenden.

Fiir unser Vorhaben benédtigen wir den Begriff einer konkaven Schar kon-
vexer Mengen.

Definition 1.10 Sei [ eine Abbildung von [, 3] in die Familie der konve-
zen, kompakten Mengen. Gilt fir hy, hy € [a, ] und alle X € [0, 1]

(L&) f(h1) + A f(he) C f((1&A) hy + Ahy),

so heifit f([e, 5]) konkave Schar konvexer Mengen tber [o, B]. Gilt statt der
Inklusion die Gleichheit, so heifst f([a, B]) Linearschar konvexer Mengen iber

[a, B].

Lemma 1.11 Sei u € S971 belicbig. Dann besitzt die Funktion o(h) auf
dem Intervall [0,2/ fr(u)] genaw ein Maximum.
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Beweis: ¢ ist stetig auf [0,2/fx(u)], nimmt also ihr Maximum auf dem
kompakten Intervall an.
Wir zeigen nun zunéchst, dass K, eine konkave Schar iiber [0, 2/ fx (u)] ist:
Seien dazu hqi,hy € [0,2/fx(u)] mit hy < hg, und sei @ € XKy, , + (1 &
A) Ky, also = Ay + (1 ©X)z mity € Kp,,, und z € Kp,,. Dann gibt
es Punkte y, € K N (K + hyu) und z, € K N (K + hyu) mit y = y,/u*
und z = Zp/uL. Es gilt Ay, + (1 ©A)z, € K und Ay, + (1 &A)z, €
AR+ Ahu+ (1SN K+ (1eX)hyu C KA+ (Ah + (1 ©X) hy)u. Es folgt
T € Kyxp 4(1-2) ho -
Weiter folgt, dass auch K}, + p K/u* eine konkave Schar iiber [0,2/ fx (u)]
ist.

Wir nehmen nun an, m; und my ,m; < mg, seien zwei Maximalstellen
von ¢. Nach dem Satz von Brunn—Minkowski (siehe [Sch]) gilt dann

1

VA (K(oaym s ma + oK /0t ) T > (1 )VI (K, + p Kfut) ™
AV (Ko p K fut) T
Gleichheit gilt genau dann, wenn K, = Ky +p K/ut und K, = Ko, +
p K/ut homothetisch sind, d.h. wenn Ky = r K; +t gilt fiir ein ¢t € £ und
r > 0. Wir kénnen annehmen, dass dies der Fall ist, so dass die Funktion

9N) = G+ (ma ) ) (L)) VI (K AV (R dlj)d_l
= (m1 + (mz &mi) A) (L) +Ar) T V(R e o1,
in 0 und 1 thr Maximum annimmt. Es gilt aber
dN) =L +r) VI E) -
: (d(r &1)(my &my) A+ mg &my + (d&1)(r ¢>1)m1).

Da ¢(0) maximal ist, gilt ¢’(0) < 0. Wegen r < 1 und weiter d(r <1)(my <
my) < 0 ist dann aber ¢’(A\) < 0 fiir alle A € [0,1]. Dies ist ein Widerspruch
zur Maximalitat von g(1). O

Die Hohe, in der ¢(K,u,p,h) ihr Maximum annimmt, bezeichnen wir
mit (K, u, p). Wir nennen sie optimale Knochenhéhe in Richtung w, und
die zugehorige Projektion Kj(x ). heilt optimaler Knochenquerschnitt in
Richtung w. Statt Z(K,u, h(K,u,p)) und Z,(K,u, h(K,u,p)) schreiben wir
einfach Z,(K,u) und Z,,(K,u). Die Menge

V(K,p) = {v € 8V (Z,(K,v) + prj, (K))
= maX{V (Zp(K, u) + /”T;IM(K)) DU € Sd—l}}



22 1 FEinfiihrung

) fafit die optimalen Knochenrichtungen zusammen.
Fiir K = B? sind alle Richtungen gleichwertig, also ist V(B<,p) = 541

Hier gilt
d—1
h?
V(Z(B* u,h) + pB* fut) = hra_y (\/1 S ,0) .

Diese in h stetige, konkave Funktion erreicht ihr Maximum in

1
h(B, p) = h(B%,u,p) = h ¢4d S2p + 2\/4(d2 &d)p? + pt.
Weiter gilt
V(conv Zn(Bd, u, h) + ,oBd) > kap? + (n<o(n))kg—1 b (rp, + p)d_l,

wobei 7, ,, den Inkugelradius von conv Z,, (B¢, u, h)/ut bezeichne mit li_>m Phon

=/l &L,
Sei nun wieder K € K¢ beliebig. Im folgenden bezeichne Z,,(K) eine
diinnste Knochenkonfiguration aus U(K,n), d. h. es gelte

WK, Z,,(K),p) = min{d(K, Z,,.(K,u),p) : uec S}
Fiir beliebige Knochenkonfigurationen 7, (K, u, h) gilt allgemein

_ V(K)
VAL (K, p K ut)

nh_>r£lo 19([(7 Zn(l(v U, h)v 10)

Definition 1.12 Sei K € K. Dann heifit

V([() = Sd—l
h(K, u,p) Vit ([(h(l(,u,p),u +p K/UL)

Vz(K,p) = min {

die Dichte einer diinnsten, unendlichen Knochenkonfiguration bzgl. K und
p.
: N V(K) . - ;
Es gilt dz(K,p) = o) VT (a7 K] fiir beliebiges v € V(K p).
Weiter gilt fiir die parametrischen Dichten
nV(K)
Vi(conv Z,,.(K)+ pK)

I(K,n,p) <

(K. p) < liminfd(K, Z,.(K).p)
= ﬁZ(I(v 10)
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und speziell

K
Ka—1h(B%,p) (\/1 <:>}L(B4ﬂ + ,0)

Wir kommen nun zu einer weiteren interessanten Familie von Uberdek-

9B p) < V(B p) =

kungskonfigurationen, die man als Grenzfall der Knochenkonfigurationen auf-
fassen kann. Wie bisher sei d > 2 und v € S%~'. Wir definieren

21
Sa(K,u) = {f]&(u) ce=1,... ,n}

und nennen diese Uberdeckungskonfigurationen Wurstkonfigurationen. Nun

Abbildung 5: Wurstkonfiguration

ist dim (K N (K + #(u) u)) < d, und besteht K N (K + #(u) u) aus genau

einem Punkt, so kann man S,(K,u) als spezielle Knochenkonfiguration be-
trachten. Fiir das Volumen des dufleren Parallelkérpers conv S, (K, u) + pK
gilt (s. [BF], Seite 45)

d
V (conv S, (K, u) + pK) = > (d) V (conv S, (K, u), K ;i) p'
— \ i

V (conv S, (K,u), K ; d<1)p"™ + V(K)p*
(n ) VI (K /ut) [ fic(u) p'=t + V().

I
N A

Somit ist

mm{ nV(K)
20 SOV (KJub) [f () pT + V(K)o

Ty E Sd_l}

die Dichte einer dinnsten Wurstkonfiguration aus U(K,n). Eine diinnste
Wurstkonfiguration héngt nicht vom Parameter p ab, und daher bezeichnen
wir mit S, (K') eine solche optimale Wurstkonfiguration aus U( K, n).
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Definition 1.13 Sei K € K. Dann heift

V(K)
2V (K ut) [ () pit

Is(K,p) = min{ Du € Sd_l}

die Dichte einer dinnsten, unendlichen Wurstkonfiguration bzgl. K und p.
Es gilt
VK, p) <Vz(K,p) <VIs(K,p). (1.3)
Ist h(K,v,p) # 2/ fx(v) fir alle v € V(K p), so gilt zudem
V(K n,p) <IHK,Z,,(K),p) <IK,S,(K),p)
fiir geniigend groflie n bzw.
V(K p) < Vs(K,p).
Dies ist z. B. fiir K = B? der Fall. Mit
V (conv Sn(Bd, u) + de) =2(n <:>1)/<;d_1,0d_1 + kap?,

und wegen h(B%, u, p) = h(B%, p) <2 = deQ(u) = ﬁ gilt

I(B%n,p) < I(B, Su(K, u), p)

fiir geniigend groflie n bzw.

Rd

Ka_1pt!

ﬂ(BdHO) < ﬂS(BdHO) =

Bzgl. B und p > 0 sind endliche (n groff) und unendliche Wurstkonfigura-
tionen also keine optimalen Uberdeckungskonfigurationen. Dies wurde auch
schon in [BHW3] fiir n > 3 gezeigt.

Andererseits gibt es auch konvexe Korper K mit (K, p) = ds(K, p) fiir
geniigend groBe p. Ein Beispiel dafiir ist das Quadrat im E%. Wir geben
daher zum Abschlufl des Kapitels die folgende Proposition an.

Proposition 1.14 Sei K € K? und es gelte 9(K,p) = Vs(K,p) fir ein
p > 0. Dann gilt auch fir alle p > p

V(K. p) =0z(K,p) =Vs(K,p)
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Beweis: Nach Voraussetzung gilt fiir eine Teilfolge (ny)

(K, p) = lim V(K ng, p)

k—oo

= lim (K, S, (K), p) = Vs(K, p).

k—oc0

Also ist
VK, ng,p) =K, S, (K),p)+o(l)

fiir k — oo. Mit v € V(K p) folgt

2(ny, <:>1)Vd_1 (K/v ) [k (v Ad t> Z_: ( ) (conv an,K;i),éi + o(1)

fir alle C,,, € U(K,ny) und k — oo. Die gemischten Volumina sind nichtne-
gativ, also gilt die Ungleichung fiir alle p > p. Fiir diese p folgt

VK, S (K),p) + o(1) < I(K,ng, p) <I(K, 5, (K), p)

k

fir £ — oo und so ¥(K,p) = vs(K,p). Mit (1.3) folgt insgesamt die Be-
hauptung. O



2 Ebene Uberdeckungen

2.1 Uber einen Satz von Bambah und Woods

In diesem Kapitel behandeln wir Uberdeckungen in der Euklidischen Ebene.
Im Vergleich zu héheren Dimensionen ist die Theorie der Uberdeckungen
in der Ebene weit entwickelt. Wir fassen zunachst einige Resultate kurz
zusammen. 1939 zeigte KERSHNER (s. [Ke])

J(B2) = 9~(B?) = 3%

Es gibt also ein Gitter L € £(B?), so dass L+ B? eine diinnste Uberdeckung
der Ebene darstellt. In diesem Gitter wird jeder Kreis von sechs weiteren
iiberlappt, und die Mittelpunkte solcher sechs Kreise bilden ein reguléres
Sechseck. Man nennt L daher auch hexagonales Gitter (siehe Abbildung 3).

Sei nun K € K2 beliebig. Mit i(K') bezeichnen wir die Fliche des grofiten
in K einbeschriebenen Sechsecks. Iiir ein Translat @ + K von K schrei-
ben wir hier kurz K(z). FEJES TOTH (s. [FejL.1]) bewies fiir eine endliche
Uberdeckung eines Secksecks S € K2 mit § C U%, K(z;) die Ungleichung
V(S) < nh(K). Fiir die Uberdeckungskonstante , (K) von K zeigte BESI-
COVITCH (s. [Be]), (K) > 2/3V(K). Damit folgt insgesamt

Dies folgt nach obigem aus der Identitat h(K) =, (K) (vgl. [Do]) und der
Ungleichung , (K) > %V(K) (vgl. [Sa]) fiir alle K € K. Also auch fiir zen-
tralsymmetrische, konvexe Scheiben sind diinnste gitterférmige Uberdeckun-
gen optimal.
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Fiir beliebige konvexe Scheiben K € K? 1afit sich J(K) nicht so einfach
bestimmen. Wie fiir zentralsymmetrische Korper wird allerdings auch hier
J(K) = 0*(K) vermutet. Das dazu duale Packungsproblem wurde schon
1951 von ROGERS (s. [Ro2]) gelost.

Neben der Ungleichung von FEJES TOTH gibt es weitere, allgemeinere
Aussagen iiber endliche Uberdeckungen in der Ebene. BAMBAH und ROGERS
(s. [BR]) zeigten

V(C) < (nel), (K)+ V(K)

fir C € K? und K € K¢ mit C C U K(x;).
1971 bewiesen BAMBAH und Woo0DS (s. [BW]) den folgenden Satz.

Satz 2.1 Sei K € K3 eine konvexe Scheibe, und sei C,, = {c1,... ,c,} €
U(K,n), n > 2. Weiter sei H(C,,) = card (C,, N bd conv C,,). Dann gilt

V(conv C,) < (neH(C,)/2 1), (K). (2.1)

Abbildung 6: Endliche Uberdeckung

Bemerkungen:

(a) Der Beweis von Satz 2.1 basiert auf einer Aussage von BAMBAH, RO-
GERS und ZASSENHAUS (s. [BRZ]) fiir beliebige Jordan—Polygone. Ein
Jordan—Polygon ist ein Polygon, dessen Rand eine Jordankurve dar-
stellt. Fiir den Einheitskreis B? gaben BETKE, HENK und WILLS 1995
einen sehr kurzen Beweis von (2.1) an, der ohne [BRZ] auskommt. Die-
ser soll hier auf beliebige zentralsymmetrische, konvexe Mengen {iber-
tragen werden. Wir merken an, dass der resultierenede Beweis insge-
samt kiirzer ist als der in [BW].

(b) Ist conv C, entartet, d. h. dimC,, < 2, so gilt die Ungleichung (2.1).
Wir betrachten daher nur Konfigurationen C,, mit n > 3 und dim ', =
2.



28 2 FEbene Uberdeckungen

(c¢) Die Schranke in (2.1) ist scharf, denn fiir jedes n > 3 kann man im op-
timalen Uberdeckungsgitter von K geeignete Konfigurationen wihlen,

so dass in (2.1) Gleichheit gilt (siehe z.B. Abbildung 6).

(d) Nach (c) gibt es zu jedem n > 3 ein C,, € U(K,n) mit I(K,C,,0) =
V(K

1-H(Cn)/2n—1/n

conv C,, N Cy,) niedrig ausféllt, ergeben also gute obere Schranken fiir

J(K,n,0).

. Solche Konfigurationen C,,, bei denen zudem card (bd

Fiir den Beweis von Satz 2.1 bendtigen wir einige Vorbereitungen. Sei im
folgenden K € K3 strikt konvex. Fiir ein Jordan-Polygon mit den (geord-
neten) Ecken xq,..., @) schreiben wir [¢1,... ,2x]. Insbesondere bezeichnet
[€1, 23] die Strecke conv{wzy,x2}.

Mit Hilfe der Distanzfunktion fx von K ordnen wir nun jedem Punkt ¢; €
C, die Menge D(¢;) = {x € convC,, : fx(c;i eu) < fi(e; &) fir alle 1 <
J <n}zu. D(¢;) heiit Dirichlet-Zelle von K in ¢;. Wir fassen einige Eigen-
schaften von Dirichlet—Zellen zusammen (siehe [BR], [BRZ], [BW], [FejG]):

Es gilt int D(¢;) # 0 und D(¢;) C K(¢;). D(¢) ist eine abgeschlos-
sene Menge, die durch eine stetige Kurve begrenzt wird. Weiter ist D(¢;)
sternformig mit Mittelpunkt ¢;, d.h. fir p € D(¢;) ist [e;,p] C D(¢;), es gilt
sogar:

p € D(ci) = [ci, p\{p} N D(c;) = 0 fiiv 0 # 5. (2.2)

Die Dirichlet—Zellen von K in ¢y, ... , ¢, zerlegen conv C,,, d.h. sie iberdecken
conv C',,, und es gilt int D(¢;)Nint D(¢;) = O fiir ¢ # j (die letzte Eigenschaft
erhdlt man sofort aus (2.2)).

Zwei weitere wichtige Figenschaften der Dirichlet—Zellen geben wir als
Lemma an.

Lemma 2.2 (a) Sei [a,b] eine Kante von convC,, und sei « € C, mit
D(z)N[a,b] # 0. Firp,q € D(z)N[a,b] gilt dann [z,p,q] C D(z).

(b) Seien x,y € C,, mit D(z) N D(y) # 0. Fir z € D(z) N D(y) enthdlt

dann [z,y, z] keine weiteren Punkte aus C,,.

Beweis: (a) Folgt aus (2.2).

(b) Es gilt frx(z ) = fx(2z©y) <1 und weiter [z,y,2] C 2+ fr(z ©2)K,
sogar [v,y,z|\{z,y} C int(z + fx(x ©2)K). Fir p € C, N [x,y,z], p # «,
p # y, ware also fr(z©p) < fr(z<x) im Widerspruch zu z € D(xz) N D(y).
0

Ein Punkt v € D(¢;) heifit Ecke von D(¢;), wenn er zu mindestens zwei
weiteren Dirichlet—Zellen gehort. Schneiden sich zwei Dirichlet—Zellen D(¢;)
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und D(¢;) in mehr als einem Punkt, so nennen wir jede zusammenhéngende
Teilmenge der Schnittmenge, die mehr als einen Punkt enthélt, eine Sei-
te von D(¢;) und D(¢;). Eine Kante von conv C,, nennen wir eine Strecke
[ci,¢;] C bdconv(C,, die keinen weiteren Punkt aus C,, enthdlt. Sei V die
Eckenmenge aller Dirichlet—Zellen, E die Seitenmenge aller Dirichlet-Zellen
und £, die Kantenmenge von conv C,,. Die Mengen sind endlich (s. [BRZ]),
und fiir n > 3 sind £ und £, nichtleer. Einen Punkt von bd conv (), der
zu genau zwei Dirichlet—Zellen gehért, nennen wir uneigentliche FEcke dieser
Dirichlet-Zellen, und von einer uneigentlichen Seite sprechen wir, wenn die-
se eine zusammenhdngende Teilmenge des Schnittes einer Dirichlet—Zelle mit
dem Rand von conv C), ist, die mehr als einen Punkt enthalt.

Wir konstruieren nun eine weitere Zerlegung von conv C,,. Dazu betrach-
ten wir die folgenden Polygone:

(i) Fiir v € V sei T(v) das Polygon conv{vy,...,vs;} mit den Ecken
U1,... 05 € Oy, zu deren Dirichlet—Zellen v gehort. Dann gilt fr(v &vy) =
fr(v &) = ... = fr(vev,) <1 und vq,...,vs liegen auf dem Rand von
v+ fr(vev)K. Da K strikt konvex ist, ist T'(v) nicht entartet. T'(v) heifit
Delauney Polygon, und fiir u,v € V', u # v, iiberlappen sich T'(u) und T'(v)
nicht (s. [BRZ]).

(ii) Sei [a,b] eine Kante von conv ), mit [a,b] ¢ D(a) N D(b). Eine
solche Kante aus £, nennnen wir eine lange Kante. Nun konstruieren wir
das Polygon Q(a,b) = [x1,... ,x;] folgendermaBen:

Seien 1 = a,x = b, und seien w,... ,x4_; Punkte aus C,\{«a,b}, de-
ren Dirichlet—Zellen mehr als einen Punkt von [a,b] enthalten. Der Schnitt
dieser Dirichlet—Zellen mit [a,b] ist nach Lemma 2.2(a) eine Strecke. Fiir
i €42,...,ke1} sel x; bestimmt durch D(x;) N D(z;—1) N [a,b] # 0. Dieser
Schnitt ist Ecke oder uneigentliche Ecke der beiden Dirichlet—Zellen D(z;)
und D(x;—1), und wir bezeichnen diese (ev. uneigentliche) Ecke mit y;_;.
Firi=1,... k<1 ist y; also der Punkt, indem D(x;) auf [a,b] in D(x;41)

X2

Abbildung 7: Q(a,b) = [x1,... , 2]
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ibergeht. Fiir die Dreiecke [x;, y;, 2i01], 1 = 1,... .k <1 und [y, Yizr1, Tig1],
t = 1,... ,k &2, schreiben wir hin und wieder einfach A; und A*. Mit
Fap bezeichnen wir die Familie {A;,i = 1,... k&1, Af,i=1,...  k &2}
Das so konstruierte Polygon ((a,b) ist nicht unbedingt konvex, aber in den
nachsten Lemmata werden wir sehen, dass es zumindest ein Jordan—Polygon
ist.

Lemma 2.3 Sei @ Fcke des Polygons Q(a,b) = [x1,... 2], und sei y €
D(z) N [a,b]. Weiter seien p,q € C,\{z} mit D(p) N D(q) # 0. Dann gilt
[p,al OV [z, y] = 0.

Beweis: Fir © = a oder x = b gilt die Behauptung. Sei also © = «; fur
ein i € {2,... ,k <1}, und wir nehmen an, [p,q] und [x,y] haben einen
Punkt gemeinsam. Sei v € D(p) N D(q). Nach Lemma 2.2(b) gilt « & [p, q].
Da [;,yi-1,y;] nach Lemma 2.2(a) keinen weiteren Punkt aus €, enthélt,
schneidet [p, q] die Strecken [x,y;_1] und [2,y;]. O.E. nehmen wir an, dass
[p,q] von p ausgehend zundchst auf die Strecke [z,y;—1] und anschlieBend
auf die Strecke [x,y;] trifft. y kann nicht zu D(p) N D(q) gehoren, da sonst
entweder [x,y;_1] und relint [y, p], oder [x,y;] und relint [y, | einen Punkt
gemeinsam hétten. In jedem Fall wire dies ein Widerspruch zu (2.2). Also
gilt v £ y.

Nun kann v nicht in dem unbeschrankten Teil der Ebene liegen, der durch
die Strahlen p# und & begrenzt wird und die Punkte p und ¢ nicht enthalt,
da wir sonst mit « € [p, ¢, v] wieder einen Widerspruch zu Lemma 2.2 hétten.

Weiter hat der offene, unbeschrinkte Bereich der Ebene, der durch pg und

70 begrenzt wird und die Punkte p und ¢ nicht enthélt (fiir y € [p, ¢] sei dies
der offene Halbraum, der durch die Gerade durch p und ¢ begrenzt wird und
conv (', nicht enthélt), keine gemeinsamen Punkte mit conv C,,. Also kann
v auch nicht in diesem Bereich liegen. Der Polygonzug pvg schneidet daher
die Strecke [x, y]\{x, y}, was der Aussage in (2.2) widerspricht. O
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Lemma 2.4 Sei [a,b] lange Kante von conv Cy,, und sei Q(a,b) = [x1,...,
zy]. Dann gilt

(a) Firl <i< j<l <k<&l haben die Strecken [, xi41] und [@j, 2j11]
keine Punkte gemeinsam.

(b) Firie{2,... kel je{l,... . kel}, i #75,1# 5+ 1, haben die

Strecken [x;, yi] ([xi,yi—1]) und [xj, x;11] keine Punkte gemeinsam.

Beweis: (a) Schneiden sich zwei Strecken [, x;41] und [, 2;41], so liegen
die Punkte @;, 2,41 nach Lemma 2.2 auflerhalb des Dreiecks [z, y;, 241]. Also
schneidet die Strecke [x;, x;41] den Polygonzug x;y ;41 im Widerspruch zu
Lemma 2.3

b) Folet direkt aus Lemma 2.3. O
(b) Folg

Lemma 2.5 Sei [a,b] eine lange Kante von convC,. Dann ist Q(a,b) =
[x1,... 2] ein Jordan—Polygon.

Beweis: Der Polygonzug ...z schneidet die Strecke [z, z)] nur in den
Endpunkten, da [z1, 2] = [a, b] auBler @ und b keine weiteren Punkte aus C,,
enthalt und a4, ..., z5_1 auf einer Seite von [a, b] liegen. Da sich auferdem
nach Lemma 2.4 fiir paarweise verschiedene x;, x;41, @, 41 € {x1,... , 21}
die Strecken [z;,x;11] und [x;,2;41] nicht treffen, besitzt der Polygonzug
xy ... x5 keine Uberschneidungen. Insgesamt ist daher bd (Q(a,b) eine Jor-

dankurve. O
Lemma 2.6 Q(a,b) = [x1,...,xx] enthdlt alle Dreiecke aus der Familie
Fap-

Beweis: Nach Lemma 2.4 schneidet der Polygonzug z; ...z die Strecken
[, y;] und [z, yi-1], © = 2,... ,k <1, genau einmal, ndmlich in ;. Daher
liegen die Dreiecke aus F,; tatsachlich in Q(a,b). O

Lemma 2.7 Sei [a,b] eine lange Kante von conv C,. Dann wird Q(a,b) =
[€1,... 2] von den Dreiecken aus F,, tberdeckt.

Beweis: Sei S = Uaer,, A, und sei y € Q(a,b)\S. Dann ist y € int Q(a,b),
und es gibt ein € > 0, so dass der Kreis B(y,¢) mit Mittelpunkt y und
Radius € keines der Dreiecke aus F, ; schneidet. Sei weiter x ein Punkt aus
dem Inneren eines der Dreiecke. Die n Geraden ¢; durch die Punkte z,¢;,
i =1,...,n, konnen B(y,¢) nicht {iberdecken, also gibt es ein z € B(y,¢)
mit z € U g;. Seit € [x,z] NS mit ||t &z|| = min{|juez] : u € [z, z]NS}.
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Dann liegt ¢ im Inneren einer Kante [p, g] eines Dreiecks aus F, . Sind p, ¢
beide aus C,,, so gilt fiirein¢ € {1,... ,k&l} [p,q] = [2i, 241], und 2z liegt auf
derselben Seite von [x;, x;41], wie das nach Lemma 2.6 in Q(a,b) enthaltene
Dreieck [z, 241, yi]. Das ist jedoch ein Widerspruch zu der Tatsache, dass
die Strecke [t, z] aufler ¢ keine weiteren Punkte aus S enthélt. Da [p, ¢] zudem
keine Teilmenge von [a,b] ist, muf [p, ¢] mit einer der Strecken [x;,y;] oder
[, yic1], 1= 2,... , k&l tbereinstimmen. O.E. sei [p, q] = [z;, y;] fiir ein i €
{2,...,k&1}. Dasich die Kanten der Dreiecke [, y;, 2;41] und [2;, yi1, yi]
nach Lemma 2.4 und (2.2) nicht iiberkreuzen kénnen und auflerdem keines
der Dreiecke im anderen enthalten ist (dies wére ein Widerspruch zu Lemma

2.2 oder zu der Tatsache, dass alle Punkte aus {xy,... 23} auf einer Seite

von [a, b] liegen), werden sie durch aff ({p, ¢}) getrennt. Das ist jedoch erneut

ein Widerspruch zu [t, z]\{t} C Q(a,b)\ 5. O
Bemerkungen:

(o) In Lemma 2.4 haben wir gezeigt, dass sich zwei Strecken [z;, x;41] und
[, j41] baw. zwei Strecken [z;, y;] ([, yi—1]) und [2;, 2;41] nicht im
relativ Inneren schneiden. Wegen (2.2) gilt dies natiirlich auch fiir
Strecken [x;,y;] und [2},y;]. Da auflerdem keines der Dreiecke aus F,
in einem anderen Dreieck dieser Familie enthalten ist (das haben wir
schon im Beweis von Lemma 2.7 gesehen), iiberlappen sich die Dreiecke
dieser Familie nicht und bilden somit eine Zerlegung von Q(a,b).

(8) Q(a,b) enthélt auler xq,..., 2 keine weiteren Punkte aus C,,.

Lemma 2.8 Sei [x,y] eine Kante des Polygons T'(v), v € V. Dann haben
D(x) und D(y) eine gemeinsame Seite e mit v € e.

Beweis: Seien e, ey Seiten von D(x) mit e; N ez = v. Angenommen,
D(x) und D(y) haben weder e; noch e; gemeinsam. Nun gilt z,y € bd (v +
frx(v ©x)K). e und ey liegen in den verschiedenen Gebieten, die man
erhilt, wenn man die Ebene E£? durch die Strahlen 5% und ¢ zerlegt. Diese
Seiten gehoéren dann zu zwei weiteren Dirichlet—Zellen, deren Mittelpunkte
wegen (2.2) ebenfalls in den gegeniiberliegenden Gebieten liegen. Da diese
Mittelpunkte Ecken von T'(v) sind und zudem auf bd (v+ fx (v &) K) liegen,
kann [z, y] keine Kante von T'(v) sein. O

Sei F(C,,) die Familie {T'(v) : v € V} U{Q(a,b) : [a,b] ist lange Kante

von conv C,, }.

Satz 2.9 Die Polygone aus F(C,) zerlegen conv C,,.
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Beweis: Es gilt F(C,) # 0: Sei a Ecke der Kanten [a,b] und [a, ¢] aus
E., und seien d; und d; die Mittelpunkte dieser Kanten. Besitzt conv (),
keine lange Kanten, so enthalt bd D(a) wegen d; € D(a) N D(b) und dy €
D(a) N D(c) eine Ecke v € V.

Wir zeigen jetzt zundchst, dass sich die Polygone nicht iiberlappen. Fiir
zwei verschiedene Delauney Polygone haben wir dies schon bei der Konstruk-
tion dieser Polygone bemerkt. Seien daher nun P und @ Polygone aus F(C,,)
mit @ = Q(a,b) fiir eine lange Kante [a,b] von convC,. Wir nehmen an,
die Polygone haben innere Punkte gemeinsam. P kann () nicht enthalten,
da nach Lemma 2.3 D(a) und D(b) keine gemeinsamen Punkte besitzen und
die Kante [a,b] somit nicht in P liegen kann. Also enthélt ) im Inneren
Randpunkte von P. Da sich nach Lemma 2.3 zwei verschiedene Kanten der
Polygone hochstens in ihren Endpunkten schneiden, gibt es eine Kante [x, 2]
von P, die bis auf ihre Endpunkte im Inneren von @) liegt und @) in zwei
Jordan—Polygone zerlegt. Dann gibt es also 7,7 e Nmit 1 <:+1 <5<k
und # = x; und z = x; (oder umgekehrt). Sei y € (D(x;41) N [a,b]). Die
Strecke [#;11, y] gehort nach Lemma 2.6 bis auf ihre Endpunkte zum Inneren
von () und zerlegt () daher ebenfalls in zwei Jordan—Polygone )1, Q)2 mit
r € @ und z € Q3. Da [z, z] zu Q(a,b) gehdrt und bd Q(a,b) eine Jordan-
kurve ist, muf [z, z] die Strecke [x;11, y] schneiden. Wegen D(z)N D(z) # 0,
ist dies ein Widerspruch zu Lemma 2.3.

a Yy b

Wir zeigen nun, dass die Polygone aus F(C,,) insgesamt eine Uberdeckung
von conv (', bilden. Sei dazu S die Vereinigung aller Polygone aus F(C,,),
und wir nehmen an, es gibt ein =, welches nicht {iberdeckt wird. Dann gibt
es ein ¢ > 0 mit B(z,e) NS = 0. Sei s ein Punkt aus dem Inneren eines
Polygons aus F(C,,). Die n Geraden ¢; = aff {s,¢;}, ¢; € C,,, konnen B(z,€)
nicht {iberdecken, also gibt es ein y € B(x,e) mit y € ¢g;, ¢ = 1,...n. Sei
t € [s,y] mit ||y &t|| = min{||ly ©u|| : v € [s,y] N S}. Die Strecke [t,y]\{t}
enthélt keinen weiteren Punkt aus S. ¢ hingegen liegt im Inneren einer Kante

[p, q] eines Polygons P € F(C,,).
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Sei zunachst P = Q(a,b) = [x1,..., 2] fiir eine lange Kante [a, b] von
conv C,,. Dann gilt [p, q] = [@;, xi41] firein ¢ € {1,... ,k<1}. Sei wie bisher
yi = D(x;) N D(xi41) N [a, b]. Ist y; Ecke der beiden Dirichlet—Zellen, so sind
x; und x;41 Ecken von T'(y;), und nach obigem liegen [@;, @41, yi] und T'(y;)
auf verschiedenen Seiten von [z, 2;41]. Damit erhalten wir den Widerspruch
t € int S. Ist y; uneigentliche Ecke, so haben D(z;) und D(x;11) eine Seite
aus F gemeinsam und besitzen daher eine weitere Ecke v € V oder eine
uneigentliche Ecke u € [e, d] fiir eine weitere lange Kante [¢, d] von conv C,,.
In beiden Fallen erhalten wir einen Widerspruch, da entweder [;, 2,41,y
und T'(v) oder [, x;41,y;] und [x;, €41, u] nach obigem auf verschiedenen
Seiten von [z, x;41] liegen.

Ist P = T(v) fiir ein v € V, dann haben D(g) und D(p) nach Lemma
2.8 eine Seite e gemeinsam mit v € e. Lduft man von v ausgehend entlang
dieser Seite, so trifft man entweder auf eine Ecke v’ oder eine uneigentliche
Ecke u. In beiden Féllen ergibt sich ein Widerspruch, denn entweder liegen
T(v)und T(v") oder T'(v) und [p, q, u] auf verschiedenen Seiten von [p, g]. O

Das Jordan—Polygon Q(a,b) = [x1,...,xx] 148t sich in k <2 Dreiecke

zerlegen, so dass ausser xy,...,x; keine neuen Ecken entstehen. Dies lasst
sich z.B. durch Induktion iiber k erkennen:
Fiir £ = 3 ist das Polygon ein Dreieck. Fiir & > 3 sei ¢ die Ecke mit
kleinstem positivem Abstand zu aff ([a,b]). Dann ist [a,b,¢] C P, und die
Polygone |a, ... ,c|, [a,b,¢] und [c,...,b] (man beachte, eventuell sind dies
nur zwei Polygone) zerlegen ()(a,b). Ferner haben diese Polygone weniger
als & Ecken. Mit Induktionsannahme erhalt man die gewiinschte Zerlegung
in k <2 Dreiecke.

Die Delauney Polygone T'(v) lassen sich ebenfalls weiterzerlegen, so dass
wir insgesamt eine Triangulierung von conv C,, erhalten, deren Eckenmenge
genau aus den Punkten von (), besteht. Diese Triangulierung stellt dann
einen ebenen Zellkompler Z dar. Ein Zellkomplex im £ ist eine Menge von
Polytopen, fiir die gilt (s. [Zi]):

(i) Jede Seite eines Polytops ist selbst ein Element des Zellkomplexes.

(ii) Fiir zwei Polytope Pi, P, mit nichtleerem Schnitt ist Py N P, Seite von
P, und von 5.

Bezeichnen wir mit 7'(C,) und k die Anzahl der Dreiecke und Kanten von
Z,so gilt k = 3T(C,)/2+ H(C,)/2. Mit dem Satz von Euler (s. [Grii])
gilt weiter T(C,) <k +n =1 bzw. n = %T(Cn) + %H(Cn) + 1. Unsere

Vorbereitungen sind damit abgeschlossen, wir kommen endlich zum
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Beweis von Satz 2.1: Sei zunichst K € K strikt konvex. Wir miissen n >
V(convC,)/, (K)+H(C,)/2+1 beweisen. Es geniigt daher, die Ungleichung
T(C,)/2 > V(conv(C,)/, (K) zu zeigen.

Sei [a,b] lange Kante von conv C,, mit zugehérigem Polygon Q(a,b) =
[€1,...,2]. Sei g = aff ([a,b]), und o. E. gelte fiir den euklidischen Abstand
dist(-,g) zu g dist(xz2,g9) > dist(xs_1,9). Sei weiter y € [ys2,b] mit ||y <
Y| = ||b©yk—1]|- Dann besteht das Dreieck [x1,y, 23] aus den Dreiecken Ay,
A7 und [ya, ¥, x2], und wegen dist(xq,g) > dist(zr_1,9) gilt V([y2,y, x2]) >
V(Ag_1). Ferner wird [¢1,y, 3] durch die Mengen K (xy), K (x3) und K(y)
tiberdeckt (man beachte y; € K(a1) N K(22) und y2 € K(y) N K(x2)). Also
V(K

induziert [21, y, 23] eine Gittertiberdeckung der Ebene mit Dichte Ve wra])

Die Dichte der diinnsten Uberdeckung der Ebene durch K ist andereseits
durch V(K)/, (K) gegeben. Damit folgt

V(A1) + V(AD) + V(Ag) < V([n,y,20]) < 5, ().

[N

Sei ¢(K) bzw. t(K') die Flache des grofiten in K enthaltenen Vierecks bzw.
Dreiecks. Da K zentralsymmetrisch ist, gilt insbesondere ¢(K) = , (K)/2
(nach Dowker [Do] gilt ja h(K) =, (K) fir K € K3 ). Fiir i =2,... k&2
haben wir V(A;) < ¢(K)/4 <, (K)/4, denn wegen [z;,2y; < 241,22y <
i, iv1] C yi + foles ©y) K mit fr(e; <) < 1gilt V(A) = V([z,2y; &
Tiy1, 2y Sag, vi41])/4 < q(K)/4. Da weiter das Parallelogramm [y;, yit1,
204195, 204151 In 21+ fr (i1 ey) K mit fre(2i14y:) < 1 enthalten
ist, folgt aus demgleichen Grund V(AY) <, (K)/4 fir ¢ = 2,... k&2, Mit

Lemma 2.7 erhalten wir

VQ) < Y V)< ke U = ke,

Fiir ein Dreieck A des Zellkomplexes Z, welches nicht in einem Polygon
((a,b) enthalten ist, gilt nach Lemma 2.9 A C T(v) C v+ uK fir ein
v eV und ein g <1 und so V(A) <t(K). Insgesamt ergibt sich also

LK)

V(conv C,,) <T(C)HHK) =T(C,) 5

Durch Approximation durch strikt konvexe Scheiben (s. z.B. [Eg]), kann man
die Aussage des Satzes auf die Menge K2 erweitern. 4
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2.2 Die parametrische Dichte fiir ebene konvexe Schei-
ben

In diesem Abschnitt méchten wir fiir zentralsymmetrische, konvexe Scheiben
K die Dichten 9(K,n,p) und J(K) miteinander vergleichen. Als Anwen-
dung einer ,;metrischen Version” von Satz 2.1 erhalten wir die Ungleichun-
gen U(K,n,p) > J(K) fir kleine (positive) p und J(K,n,p) < J(K) fir
hinreichend grofie p. Wir benétigen dazu weitere Vorbereitungen.

Sei hy die Stitzfunktion von K (s.[BF] oder [Sch]), die durch
hg(x) =max{z -y :y € K}

definiert ist. Weiter seien hpmay = maxyest hx(u) und hpin = mingest hg (u).
Bezeichnen wir mit D(K) und d(K) Durchmesser und Dicke von K, so gilt

hrmax = D(K) /2 und hyin = d(K)/2. Tst ug € S* mit hpin = hr(uo), und ist

ug ein zu ug orthogonaler Einheitsvektor, so gilt ferner

V(K) < 2hge(uo) 2k (ud) < d(K) D(K). (2.3)
Fir u € S! sei P, die Menge aller (ev. entarteten) Parallelogramme P =
[a,b,¢,d] € K& mit folgenden Eigenschaften:
(i) PCK,
(ii) Fiir eine Kante von P, z. B. fiir conv {¢,b}, gilt (¢ <b) L u (natiirlich

gilt dann auch (¢ &d) L u). Diesen zu u senkrechten Kantenvektor
bezeichnen wir mit e, (P).

Nach dem Auswahlsatz von BLASCHKE (vgl. [BF]) existiert nun ein P, € P,
mit

LeVp)/, (K) _ . J1eV(P)/, (K)
lew(Pu)ll hac(u) { lewl P axc(u) g ePu}.

Weiter sei

i) = min{ iy (17 ) e

Die Existenz des Minimums folgt wiederum aus dem Auswahlsatz von
BLASCHKE. Es gibt also ein uy € S* mit

. 1 V(Puo)
Au(K) = || €uo (Puy )| P (10) (1 < , (K) ) ‘

SchlieBlich sei Bo(K) = m (1 @%(%%), wobei ¢(K') wieder die Flache
des grofiten in A enthaltenen Vierecks bezeichne.

Es gllt 0 S 60([() < 61([&7) S D(I\/y;hmin = D(I()zd(f()'
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Satz 2.10 Sei K € K¢. Dann gilt
(a) Fir alle C, e U(K,n) ist

n > ﬁ\/(conv Cn) + Bo(K)V(conv C,, K) 4 1.

(b) Fiir jedes n >5 gibt es ein C,, € U(K,n) mit

n < ﬁ\/(conv Cn) + B1(K)V(conv C,, K) 4 3.

Bemerkung: Ein grofler Teil des Beweises von Satz 2.10 stimmt mit dem
von Satz 2.1 iiberein, denn wir benétigen sowohl die Zerlegung von conv C,
in die Polygone T'(v) und @Q(a,b) als auch die Zerlegung der Polygone Q(a,b)
in die Dreiecke A; und A’.
Beweis von Satz 2.10: Sei zunichst K € KZ strikt konvex.

(a) Mit n = %T(Cn) + %H(Cn) + 1 miissen wir die Ungleichung %T(Cn) +
%H(Cn) > ﬁ\/(conv Cn)+ Bo(K) V(conv Cy, K) beweisen. Sind ey, ... , €,
die Kanten von conv (,, mit Normalenvektoren wy,... ,u, und Léngen fi,

-y fr,y so gilt (s. [BF])
1 T
V(convC,, K) = 5 Z hi(u;) fi. (2.4)
=1

Wir betrachten nun folgende Fille:

(i) Fiir ein Dreieck A, welches nicht in einem Polygon ((«,b) enthalten

ist, gilt ‘lf((ﬁ; < 1. Dabei gibt % den Anteil von A in ﬁ\/(conv Cr)

an, und 1 ist der Anteil von A in $7(C,,).

(ii) Fir eine Kante [a,b] € F, mit Normalenvektor u, welche keine lan-
ge Kante von conv C,, ist, gilt ||a b < D(K) und so Go(K)|e <
blhk(u)t < 1. Die linke Seite gibt hier den Anteil von [a,b] in
Bo(K) V(conv Cy, K) an und die rechte Seite dessen Anteil in %

(iii) Fiir eine lange Kante [a,b] € F, mit Normalenvektor u ist der Anteil
des Polygons Q(a,b) = [z1,...,z;] in £T(C.,) gleich ]“2;2 und in ﬂzc—"l
gleich 1.

Wir miissen daher die Ungleichung

VQUb) kel

—_— K bl| hy(u) = < —— 2.5

D) 1 (o) o el ) < (25)

zeigen. Fiir ¢ = aff ([a,b]) sei o. E. dist(xg,g9) > dist(xg_1,9). Fir i =

2,... k&2 gilt
V(A;) + V(AY)
. ()

+ Bo(K) |yiv1 ©yill hxc(u) = <

1 1
272
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Wegen ||z1 Sy < %D(K) und |Jyx—1 S| < %D(K) gilt zudem

V(AL + V(AT + V(A1)
. ()

<1

[N

+B0(K) (o1 Syl + lys—r S2ill) hrc ()

Insgesamt ergibt dies (2.5), also gilt die Behauptung.

(b) Wir konstruieren eine Knochenkonfiguration bzgl. K, die sich minimal
von der in Abschnitt 1.3 konstruierten Konfiguration unterscheidet. Sei

P, =la,b,c,d] € Py, mit

1 V(Py,)
Bu(K) = (1 ALY )
€ (Puo )| s (o) . ()
und e,,(P,,) = ¢ <b. Sei weiter C, = {Ca,, Cays CanyCays Cly -+ 5 Coa} Mit
c=1-(ceb),i=1,...,ned und ¢,, = L-(b&a), ¢, = - (a&D),

iy = (N S3)(c&b) + 3 (b&a), coy = (ne3)(cb)+ L (a&b). O ist
Uberdeckungskonfiguration, und es gilt

V(conv C,,) = (n ©3)V(Py,)

3
V(Conv Ch, K) = ne h]((uo) Heuo(Puo)H 2+s

mit einer nur von K abhéngigen Konstanten s. Insgesamt ergibt sich

(IK) V(conv Cy,) + B1(K) V(conv C,, K)
= (n V(PuO) n V(Puo) S
= (n 3) (k) + (n &3) (1@ K ) +

>n <3,

Fiir beliebiges K € KZ folgt die Behauptung wieder durch Approximation
durch strikt konvexe Scheiben aus K3. O

Seien po(K) = 8 Gy(K) und py(K) = " 3,(K). Mit (2.3) folgt

2 2
0 <po(K)<pi(K) <1

Korollar 2.11 Fir alle 0 < p < po(K) gilt (K, n,p) > J(K), und fir
p>pi(K)+ e, gilt 0(K,n,p) < V(K) fir eine Folge (¢,) mit €, — 0.

Beweis: Sei C,, € U(K,n). Dann gilt mit Satz 2.10(a) und der Formel von
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Steiner

nV(K)
V(conv C,, + pK)
< V(K)((1/, (K))V(conv C,) + Bo(K)V(conv Cp,, K) + 1)
- V(conv C,,) 4+ 2pV (conv C,,, K) + V(K )p?
V(conv C,,) + 2po( K )V (conv C,,, K) +, (K)
V(conv C,,) + 2pV (conv C,,, K) + V(K) p?
>J(K) fir p < po(K).

K, Cp,,p) =

=J(K)-

Ist €, die Knochenkonfiguration aus Satz 2.10(b), so erhélt man wie oben
WK, Cp,p) < O(K) fiir p > p1(K) + €, mit einer Folge (¢,) fiir die e, — 0
gilt. Also gilt auch ¥(K,n,p) < J(K) fir diese p. O



3 Die parametrische Dichte fiir Uberdeckun-
gen im F

3.1 Einfiihrung

Diinne Uberdeckungen bzgl. der parametrischen Dichte wurden in [BHW3]
untersucht. Dort wurde gezeigt, dass fiir beliebiges K € K? und p <
&l volldimensionale Uberdeckungskonfigurationen fiir grofe n diinn sind.
Hier méchten wir die Gestalt der optimalen Uberdeckungskonfigurationen
fiir grofle p und n bestimmen. Es wird sich zeigen, dass diese knochenférmig
sind. Zusammen mit optimalen Packungen bzgl. der parametrischen Dichte
erhalten wir daher folgendes Bild fiir die Theorie endlicher Uberdeckungen
und Packungen:

Kleine Parameter fithren zu eindimensionalen Packungen und volldimensio-
nalen Uberdeckungen, wihrend grofie Parameter volldimensionale Packungen
und fast eindimensionale Uberdeckungen liefern.

Um unsere Uberdeckungen zu beschreiben, geben wir nun eine Definition
aus [ABB] an. Dazu sei fir K € K? ri(K) der Radius der gréften in A
enthaltenen k—dimensionalen Kugel. Solche k—dimensionalen Inkugelradien
wurden in [BH2] untersucht.

Definition 3.1 Sei {M,} eine Folge endlicher Punktmengen im E“.

1. {M,} heifit unbeschrinkt vom Grad k, falls #M, — oo,

lim sup,, .., k41 (conv M) < 0o und limy, 0. 7, (conv M,,) = oo.

2. {M,} heifit k—flach, wenn {M,} unbeschrinkt vom Grad k ist, und

zudem ein ng € N existiert mit ryq (conv M,) =0 fiir alle n > ng.

3. {M,} ist k—gleichmdfig, wenn { M, } unbeschrinkt vom Grad k ist, und
aufserdem lim sup,,_, ., R (conv M,,) [y (conv M,,) < oo gilt.
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3.2 Die 1-GleichmiiBigkeit diinner Uberdeckungen fiir
grofle Parameter

Fiir K € K% seien D(K') und d(K) wie bisher Durchmesser und Dicke von K.
Mit R(K') und r(K) bezeichnen wir Umkugelradius und Inkugelradius von
K. Im folgenden bezeichne C,, eine optimale Uberdeckungskonfiguration
aus U(K,n), d.h. es gelte (K, n,p) = J(K,C,,.,p). u,, € S¥ ! sei eine
Richtung, in der der Durchmesser von conv C,, angenommen wird. Fiir
D(conv C,,) schreiben wir aus praktischen Griinden hin und wieder D, ,,
und den Umkugelradius von conv C,,, /u, kiirzen wir oft mit R,, ab. Es
gibt also einen Rotationszylinder in Richtung u, ,, mit Radius R, ,, und Lange
D,,, der convC,, enthdlt. Wir zeigen nun zunéchst, dass die Folge der
Radien dieser Zylinder beschrankt ist. Dazu benétigen wir fiir eine optimale

Wurst S, (K') das Volumen V(conv S, (K) 4+ p K). Wir definieren daher
Sm(d, K) = max{2 Vd_l(]&”/uL)/fK(u) cu € SO

Satz 3.2 Sei K € K¢ und C,,, eine optimale Uberdeckungskonfiguration fir
K. Dann gibt es ein po = po(d, K) > 0, so dass fir alle p > po die Folge

R,. =R (COHV Com/ uin)
beschrdnkt ist.

Beweis: Sei C,, optimal, und sei B(K') die Umkugel von K. Mit der Formel
von Steiner fiir das Volumen des dufleren Parallelkorpers gilt

d d )
V(convC,, + pK) = Z () V(conv C, .., K1) p*
i

=0

d
< V(K ,od + Z conv C ) Kq— ZR(K)d_i,od_i.
=1

Andererseits gilt fiir eine optimale Wurst S, (K)
V(conv S, (K) + pK) = V(K)p® 4+ (n 1) s, (d, K)p™™
Da C,,, optimale Uberdeckungskonfiguration ist, folgt

Sm(d, K)
kg1 R(K )41

Vilconv C, ) Ka—i 1

d
< Vi(conv C,,) —I—Z e ROK) T

=2

(ne1)

Aus Cauchy’s Integral Darstellung fiir innere Volumina (siehe z.B. [Sch])
folgen die Ungleichungen Vi(convC,,,) < nVi(BYR(K)', i =1,...,d (siche
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auch [BHW3)), also existiert eine nur von d und K abhéngige Konstante ¢
mit
Sm(d, K)

n-c ..
(n <:>1) W S %(COHV Cpm) + 7 fur 1% 2 1.

Dies fiihrt zu einer (wieder nur von d und K abhéngigen) Konstanten ¢/ > 0
mit

n-cd <Vi(convC,,) firp>po(d,K)>1 (3.1)

Bezeichnen wir fiir C' € K¢ mit b(C') die mittlere Breite von C, so gilt ande-
rerseits

d d
M (convC,,) < fd D(conv C, ).

Vi(conv(C,,) =
1( & ) 2/id—l 2/id—l (32)

Aus (3.1) und (3.2) ergibt sich insgesamt die Existenz eines ¢ > 0 mit
D,, = D(convC,,)>n-c" (3.3)

fiir grofie p.

Nun enthélt conv C,,, ein ebenes Dreieck A, , mit Seitenlange D, , und
Hoéhe R,,. Fiir dieses Dreieck gilt Vo(A,,.) = V*A,,), und wegen der
Monotonie der Funktionale V;(-) folgt daher

D n ' n
%Rp’ < Va(convC,,) <n- VQ(Bd)R(K)2

Mit (3.3) ergibt sich die Behauptung. O

Korollar 3.3 Fir p > po(d, K) ist {C,,,} 1-gleichmdfig.

Beweis: Zwischen Umkugelradius und Durchmesser eines konvexen Korpers
K gilt die Beziehung R(K') < ﬁ D(K) ([Ju]). Wegen r(K) = D(K)/2
ist daher jede vom Grad 1 unbeschrénkte Folge {M,} 1-gleichmiBig. Da
C,.n optimale Uberdeckungskonfiguration ist, gilt lim, . ri (convC,,,) =
oo. Aus Satz 3.2 folgt weiter lim sup,,_,. 2 (conv C,,,) < oo, also ist {C,,,}

unbeschrankt vom Grad 1. O

Fiir strikt konvexe, zentralsymmetrische Korper zeigen wir nun sogar,
dass R, , fir grofie p und n beliebig klein wird.
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Satz 3.4 Sei K € K¢ strikt konvex und § > 0. Dann gibt es ein po(§,d, K) >
po(d, K') mit
R,, <6

fiir alle p > po(8,d, K') und geniigend grofie n.
Beweis: Sei C,,, optimal, und sei 6 > 0 beliebig. Wir nehmen an, fiir
beliebig grofie p und n gilt R,,, > . Dann enthélt convC,, ein ebenes
Dreieck A, ,, mit Lange D, ,, und Hohe §. A, ,, enthilt wiederum ein Rechteck
(,n mit Seitenlangen D, /2 und §/2.

Wir nutzen nun aus, dass wir fiir die Uberdeckung von Q) ,» mehr Trans-
late bendtigen, als fiir die Uberdeckung einer einfachen Strecke in Richtung
u,, mit Lange D, /2. Dazu definieren wir

q(u) : = q(K,u,8) = max{V'(K Ng) : g ist eine zu lin (u) parallele Gerade
mit dist(g,lin (u)) = §/4},

q(u) + 2/ fx(u)
2
e Ap(u)

o(u) : = p(K,u,d) (0] freu) + 2
Sind g1, g2 zwei parallele Geraden in Richtung v mit Abstand §/2, so gilt

min{ V(K Ng), VI{K Ng2)} < q(u).

Um @),,, zu iiberdecken, miissen nun insbesondere die Kanten von (), ,, in
Richtung u,, tiberdeckt werden. Betrachten wir zunéchst ein Translat von
K, so wird also von einer der Kanten hochstens ein Stiick der Lange ¢(u,,,) <
p(u,,,) tiberdeckt. Beizwei aufeinanderfolgenden Translaten von K wird eine
der beiden Kanten hochstens in Lange q(u,.) + 2/ fx(u,pn) = 2p(u, ) iiber-

und

plu) s = p(K.u,5) =

deckt. So fortfahrend erkennt man, dass wir insgesamt mindestens bpl()p’" )J
Up,n

Translate von K benétigen, um (), ,, zu iiberdecken. Ferner bendtigen wir
weitere | =22 — | Translate fiir die Uberdeckung von A, ,\@,... Es gilt also

4/ frc(upm
D D
n 2 Py _I_ Py _I_ oln ,
I(unn) " T () O
bzw.
4 n
Dy <o ——B800) ) = - oluty) + ofn),

N (o) - fr(Upn) + 2

Damit, und mit Satz 3.2 ergibt sich fiir den Koeffizienten von p¢=! im Steiner—
Polynom

dkgR, . R(K)"
n

< o(n) +n - () VI (K ur,) .

dV(convC,,, K;d<1) < +D,, V! (K/up{n)
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fiir n — oo.
Da p(u), frx(u) und V41K /ut) in u stetige Funktionale sind, gibt es
ein ug € 971, fiir das ¢(u) V471 (K/ut) maximal wird. Also gilt

dV(conv C, ., K;d <1) < n-o(up) V! (K/ué) + o(n) (3.4)

fir n — oo.

Da K strikt konvex ist, gilt nun p(ug) < 2/ fx(uo). Da weiter die Funktion
aif—? fir @ > 0 in a streng monoton wéchst, ist auch p(uo) < 2/fk(uo).
Ferner, wegen Vi(conv C,,) < n-Vi(B?) R(K)' fiir 1 = 1,... ,d, gibt es eine
nur von d und K abhingige Konstante ¢ mit Z?:z Vi(conv C, ) ka—i < ¢+ n.
Insgesamt erhalten wir mit (3.4)

V(convC,,, + p K) <V (conv S,,(K,ug) + p K)

< ptt ((c,o(uo) & ) -yt (K/ug) + % + o(n)) n <0

2
fK(Uo)
fiir geniigend groBe p und n, im Widerspruch zur Optimalitédt von C,,,. O

Mit grofiem p wird conv €, ,, offensichtlich immer ,schmaler“und , ldnger*.
Um die genaue (asymptotische) Gestalt von conv C, ,, zu bestimmen, werden
wir nun conv C, ,, durch gewisse Orthogonalzylinder approximieren. Dazu sei
fiir konvexes, kompaktes A C ut, u € S, S, der Streifen {A 4+ Au : X €
R}, und fiir [ > 0 sei Sy, der Orthogonalzylinder mit Basis A und Héhe [.
Fiir € > 0 sei ferner S4;, der an beiden Seiten um e gekiirzte Zylinder Sy ;.
Mit K(u) bezeichnen wir die Familie der konvexen, kompakten Mengen in
ut.

Wir definieren weiter

h(A, K) =max{h >0 : AC Ky, +1 fiir ein t € E"}.

Da K, bzgl. der Hausdorflmetrik in £ stetig ist, wird das Maximum ange-
nommen. Fiir A ¢ K sei zudem h(A, K') = 0.

Lemma 3.5 h(-, K) ist stetig auf der Menge der (d < 1)—dimensionalen,
konvezen Korper im E<.

Beweis: Sei A, € K(u,) mit A, - A € K(u) (also u,, — u). Wir kénnen
annehmen, dass h(A,, K') konvergiert. Sei daher a = lim,,—,. h(A,, K'), und
wir nehmen an, es gilt & > h(A, K). Dann ist h(A,, K) > (a+h(A, K))/2 fir
grofie n. Fiir diese n gilt weiter A, C (K N (K + (o + (A, K))/2u,)) Jut+
t, mit geeigneten t, € E4. Nach ev. Ubergang zu einer Teilfolge gilt ¢, — ¢.
Aus der Stetigkeit von Schnitt und Projektion folgt dann A C (K N (K + (o
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+h(A, K))/2u))/ut + t im Widerspruch zur Definition von h(A, K). Fiir
a < h(A, K) erhalt man auf analoge Weise einen Widerspruch. g

Nach Satz 3.4 kann man (', , fiir grofle p in Rotationszylinder mit kleinen
Radien einbetten. Wir betrachten daher im folgenden sehr schmale Zylin-
der S4,, d.h. Zylinder mit kleinen Umkugelradien von A. Fiir die néchsten
Aussagen sei u € S9! fest. Sei A C 6 BY/ut, und fiir [ > 0 gebe es ei-
ne Uberdeckung von S4; durch m Translate von K. Fiir geniigend kleines
5, z.B. § < 4, gibt es dann eine Uberdeckung von S4; durch Translate
K(z1),...,K(2,) von K, die die zusatzliche Eigenschaft haben, dass fiir
zwei Translate K (x;), K(x;) mit nichtleerem Schnitt

AC(K(x) N K(x;)) Jut (3.5)

gilt. Durch geeignetes Translieren der konvexen Mengen kann man namlich
jede Uberdeckung in eine solche iiberfithren. In Abbildung 6 wird auf der

=N
(>

Abbildung 8: Zylinderiiberdeckungen

rechten Seite ein langeres Zylinderstiick iiberdeckt, als links. Man kann die
Translate auf der linken Seite durch die Translate auf der rechten Seite er-
setzen, ohne die Uberdeckungseigenschaft zu verlieren.

Wir schatzen nun die Lange unserer Approximationszylinder ab.

Lemma 3.6 Sei A € K(u) mit R(A) < éo. Fiir die Translate K(xy),...,
K(xp) gelte Sa; C ULy K(x:). Dann gibt es ein A" € K(u), A’ zentral-
symmetrisch mit A C A" und R(A") < & und Translate K(y1),... , K(ym)
mat
Sare C U K(yi)
=1

fiir ein geeignetes e mit 0 < e < D(K).

Beweis: Nach der Vorbemerkung zu diesem Lemma gibt es Translate K (y1),
ooy K(ym), die S4, iiberdecken und die Eigenschaft (3.5) besitzen.
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Nun ist der Schnitt zweier zentralsymmetrischer, konvexer Mengen wie-
der zentralsymmetrisch und konvex. Ebenfalls ist die senkrechte Projektion
eines Kérpers aus K¢ auf einen Unterraum des £E? wieder zentralsymmetrisch
und konvex. A’ erhdlt man nun als Schnitt der zentralsymmetrischen, kon-
vexen Mengen in ut, die A enthalten. Damit ist A’ ndmlich im Schnitt der
Projektionen (auf ut) der Schnitte K(y;) N K(y;) mit K(y;) N K(y;) # 0
enthalten, womit die geforderte Uberdeckungseigenschaft erfiillt ist. Zudem
ist A C A’ und da die Umkugel von A zentralsymmetrisch ist, enthalt sie
auch A" und es folgt R(A") < dy O

Lemma 3.7 Sei A € K(u) zentralsymmetrisch mit R(A) < &. Gibt es
Translate K(x1),... , K(xy) mit Sy CUZ, K(x;), so gilt
[ <mh(A, K).
Beweis: Nach der Vorbemerkung zu Lemma 3.6 kénnen wir annehmen, dass
firi=1,...,m Ain K(2;)/u* enthalten ist.
Sei nun K'(x) eines dieser m Translate, und sei a der Mittelpunkt von A.
Weiter sei y = z/ut ©a und z =  ©y. Somit ist @ auch Mittelpunkt von

K(z)/u*.

Nun gibt es eine zu u parallele Gerade g; C S4 mit
Vg N K(2)) =min{V'(¢gN K(z)) : g C S, ist Gerade in Richtung u}.

Fiir g2 = g1 +2(a g1 /ut) folgt aus der Zentralsymmetrie von K (z) V(g2 N
K(z)) = Vg1 N K(z)). Weiter folgt aus der Konvexitiat und wiederum der
Zentralsymmetrie von K(z)

VHar N K(2) 2 (Vg +9) DK () + V(00 9) 01 K(2)) /2
(V{92 #9) N K (=) + V(90 &0y) N K(2)) /2
= (V!

Vi g N K(x))+ Vg N K(x )))/2

Damit ergibt sich

l<m1n{ZV1 1ﬂ[& ZV QQIX ))}
<m-V!'(g N K(2)) :m-h(A,]&). (3.6)
Dabei folgt die Gleichheit in (3.6) aus der Definition von h(A, K). O

Aus den letzten beiden Lemmata folgt nun

Lemma 3.8 Fir A € K(u) mit R(A) < o gebe es Translate K(xq),...
K(xp) mit Sa; CUZ, K(x;). Dann gilt

[ <mh(A K)+2D(K).

Y
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3.3 Diinne Uberdeckungen sind knochenférmig fiir
grofle Parameter

Sei weiterhin d > 2 und K € K¢ strikt konvex, und sei p > po(do, d, K') fest.
Wir benétigen weitere Notationen.

Es gibt 2/, y/ € B mit ||y, @2/ || = D,.. Sei (u,) eine Folge positiver,
reeller Zahlen mit y,, — oo und mit pu,/D,, — 0. Wir betrachten nun die
Punktfolgen x,, = 2/, + p,, u, , und y, = y,, Spr, up,. Dabel kénnen wir ohne
Einschrankung x,, = 0 fiir alle n € N annehmen. Fiir geniigend grofie n 14t
sich dann 7! (conv {0, y,}) N conv €, , lokal als Zylinder auffassen:

Fiir beliebiges € > 0 gilt nach Lemma 14 in [ABB] fiir einen Normalenvektor
v des Randes von conv €, ,, in einem Punkt von 7T;p17n (conv {0, y,})Nconv C,

|(wpn, v)| < €, falls wir n geniigend groff wéhlen. Fiir eine weitere Umschrei-
bung der lokalen Zylindereigenschaft von conv €, ,, benétigen wir die Mengen

Ay, = (W;p%n()\ Yn) N conv Cp,n) Jut.

Ferner sei § der Hausdorffabstand zwischen kompakten Mengen im E? (s.

[Sch]).

Lemma 3.9 Seien A € (0,1) und € > 0 beliebig. Dann existiert ein abge-
schlossenes Intervall I(e, X) mit

0 (A/\m, Au,n) <€
fiir p € I(e, A).

Beweis: Seien p, € 7! (2]) N conv C,, und ¢, € 7} (y;,) N conv €, ,. Fiir

N

i < A definieren wir die Mengen P,, = conv {pn, 7T;p17n (Ayn) N conv Cp,n} und
Q, = conv {qn, W;pln (py,) N conv Cp,n}- Nach Satz 3.2 gibt es eine nur von
d und K abhéngige Konstante ¢ mit R,, < c. Mit 7(¢,A) = mim{2 d1-4)

2¢?  2c¢
folgt || py, <Ayl < min{dgyc””, E(l_gl”y"”} fir A &p < 7(€,A), und mittels
elementarer Geometrie ergeben sich daher fiir solche p die folgenden Inklu-

sionen:

Avn C (7] () O P Jub, + B uk, C A, + eBul,
und

Aun € (72l Q) 0 Q) Jup, + eBYus, C Ay, + eBYul,.

Damit folgt die Behauptung, und fiir 4 > X beweist man die Aussage
analog. O
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Bemerkung: Die Intervalle (e, A) aus Lemma 3.9 sind unabhéngig von
n. Die Existenz eines solchen Intervalls, welches 0 (1) enthélt, ist nicht be-
wiesen. Jedoch ergibt sich wie in Lemma 3.9 die Existenz eines Intervalls
I(€,0) (I(e,1)) mit Ag, C Aun + eBd/up{n (A1, C Aun + eBd/up{n) fur
p € I(e,0) (u € I(e,1)). Mochten wir das Volumen von conv C,,, nach
oben abschatzen, so kénnen wir annehmen, dass auch die umgekehrten In-
klusionen A, , C Aom—l—ch/ume (Aun C ALn—I—GBd/up{n) gelten, wir kénnen
ja Ao, (A1) entsprechend ,vergroflern®. Wir kommen spéater darauf zuriick.

Fiir einen j-dimensionalen, affinen Unterraum H des £? und eine konvexe
Menge M C H sei nun

M,={xeM: (z+uBYNHCM}.

M, heilt innerer Parallelkérper von M bgzl. aft M. Wir betrachten nun
folgende Zylinder:
Sei A € (0,1), und fiir € > 0 sei I(e, A) wie in Lemma 3.9. Es gilt

ﬂ Apn +{pyn - p € I(e,\)} CconvC,, (3.7)

wel(e,N)

und

W;;n H{pyn - pelle,N)})NeconvC,,
C Avn+ ch/ume +{py, : € lle, )} (3.8)
Mit v(-) bezeichnen wir die gemischten Volumina in Hyperebenen des E*.
Fiir € > 0 gilt nun
V-t (A/\,n +pK/ul, +¢ Bd/up{n) syt (A/\,n +p K/up{n)
=l (d o1

5

4

)ci v (Ahn +pK/ul,, Bd/up{n; z) = o(e). 50

fiir € — 0. Wegen (Ax,), C Nuer(en) Aun gilt ferner Nyepeny Apn — Ay, fiir
e — 0. Mit (3.9) folgt

h ( N Aun, K) Vit (AM +pK/ur, + eBd/up{n) =
p€l(e,N)

Ay )V (Ay 4+ p Kut,) +o(e). (3.10)
Gilt fir A € (0,1), e>0und T C C,,,
mo {pyn e I(e, )} N (convCy+ K) C T+ K,
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so gilt dies auch fiir den in conv C,,, enthaltenen Zylinder in (3.7). Mit Lem-
ma 3.8 kann man die Lénge dieses Zylinders und damit auch die Lénge des
dusseren Zylinders in (3.8) abschitzen (in Abhangigkeit von T'). Insgesamt
kénnen wir damit das Volumen von 7! ({1 y, = i € I(e,A)}) N (conv C, 4
p K') nach oben abschitzen. 7

Lemma 3.10 Sei ¢ > 0 beliebig. Sei weiter [ = [o, 5] C [0,1], uns es gelte
W;p%n({ﬂ Yo p€l)NconvC,,, CT+K mitT C C,,. Dann gilt fiir grofie
n

V (7‘[‘;[)17” Hpy, cp e l})n (conv Com + p[&”/up{n))
<card T - (V (Zp(K, Upn) + p[&”/up{n) + c) :

Beweis: Sei ¢ hinreichend klein, so dass

h ( N Amn,]&”) Vit (Ahn +pK/ur, + ch/u;n)
)

wel(e,A

< h(Av KV (A + p K fut, ) +¢/2 (3.11)

gilt (siehe (3.8)). Nach Lemma 3.9 und anschlieBender Bemerkung kénnen
wir annehmen, dass es zu jedem A € [0,1] ein Intervall I(e, A) gibt mit
O Axn, Aun) < e firalle g € I(e,\) und n € N. Es gibt daher ein 7(€) mit
S(Ann, Aun) < e fir alle A, € [0,1] mit |A &p| < 7(e). Wir zerlegen [
in endlich viele Intervalle Iy,... , I, deren Lange nicht grofer als 7(e) ist.
Fir [ = 1,...,m sei S(n,l,K) der an beiden Seiten um D(K) gekiirzte
»Ziylinder®

m L ({pye © p € I}) N eonv Oy,

und sei T} die Teilmenge von T mit (¢, + K) N S(n,l, K) # 0 fur t; € T). Mit
(3.8) und (3.7) gilt nun

W;pl,n {py, - pe )N (convC,, +pK)
C vt eBfug, +{pys = p € (e, V)

und

ﬂ Ay +{pyn : p € i} CeconvC,,,

wel

also insbesondere auch

() Aun +{py, - pel}ci+ K.

wel



50 3 Die parametrische Dichte fiir Uberdeckungen im E*

Mit Lemma 3.8 und (3.11) folgt
Vv (S(n, LK)+ p K/U;J

< cardT;-h (ﬂ Apn, K ) ya-t (AAn—I—,o]&/u +eBd/upL7n) + o(card T7)

wel

< card T} - (h (A, K) Vit (Ahn +p K/up{n) + 0/2)
< card T+ (V (Z,(K. upn) + p KJu3,) +¢/2).
fiir grofle n. Dabei folgt die letzte Ungleichung aus
h(Av K) VI (A4 p Kfut,) SV (2K wn) + p K fut,) .

Da wir unsere Zylinder geeignet abgeschnitten haben, kann ein Translat aus
T + K hochstens mit einem der S(n,l, K), [ =1,... ,m gemeinsame Punkte
haben. Damit folgt

1% (w;;n Hpyn, cpell)n (conv Com + p[&”/up{n))
_ZV( (n,7, K) —I—pA/u )—I—o(cardT)

< card 7" - (V(Zp([&’, Up ) + p[(/u/J)_,n) + c)

fiir grofe n. O

Satz 3.11 Sei A € (0,1) beliebig, und die Folge der Durchmesserrichtungen
{upn} konvergiere mit lim, ooy, = u. Dann ist u optimale Knochen-
richtung, d.h. v € V(K,p). Weiter ist die Folge {A),} konvergent und
Ay = limy, oo Ay, ist optimaler Knochenquerschnitt in Richtung u, d.h. bis
auf Translation gilt

A/\ = [(h(f(,u,p),u-
Beweis: Fiir beliebiges ¢ > 0 und geniigend grofie n gilt nach Lemma 3.10

V (7‘[‘;[)17” H{pyn € 0,111 N (conv Com+ p[x”/up{n))
<n- (V (Zp(K,u) + ,oK/uL) + c) )
Ist w ¢ V(K,p), so gilt V (Zp(K,u) —I—pK/uL) <V (ZP(K,U) —I—pK/vL)

fir v € V(K,p) und weiter V (convC,,, +p K) <V (conv Z, . (K,v)+ p K)
fiir groBle n. Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Optimalitédt von C, .
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Nun ist { Ay .} beschrankt, besitzt also eine konvergente Teilfolge { A\ ,,, }.
Statt {A\.,} schreiben wir aus praktischen Griinden wieder {A,,}. Sei
Ay = limy 00 Ay, und wir nehmen an, es gilt Ay # Ky u,p),u- Wir wihlen
nun e geniigend klein, so dass fiir hinreichend grofie n die Ungleichung

V (Z,(Ku)+p K/ub))

( (1 Aun, K ) le(AAn ,oK/uin—I—GBd/up{n)

HEI(e,N)
V(B ) o (A, )V (A4 p )
= 2

(3.12)

gilt. Man beachte dabei (3.10). Die rechte Seite der Ungleichung bezeichnen
wir mit ¢ = (p, A\, K).

Seien nun Iy = I(e,A) = [, 5], [1 = [0,¢] und Iy = [3,1] (ev. sind dies
nur zwei Intervalle, falls namlich o = 0 oder 8 = 1 gilt). Sei Ty C C, ., so
dass die zugehorigen Translate von K, Ty 4+ K, einen nichtleeren Schnitt mit
dem an beiden Enden um D(K) gekiirzten Zylinder

m! ({iyn o € Io}) Neonv Oy,

haben. Dann gilt mit Lemma 3.8 und (3.12)

V(! Q€ Io}) 01 (conv G+ p K ur, ) )

< cardTy-h ( ﬂ Apn, K ) yd-t (AAn —I—,ofx/u + eBd/uin) + o(card Tp)
u€ly

< card T - (V (Zp(K, u) + ,oK/uL) <:>c’/2)

fiir geniigend grofie n.
Mit Lemma 3.10 folgt nun insgesamt

V(conv C,, + pK)
Vv (W;pln H{pyn :p €10,1]1) N (conv Com + p[{/up{n)) + o(n)

Z_: ( Tow {1y € ;1) 0 (Convcpm—l—pK/up{n))—I—O(n)

v
d7, ¢
( (K, u —I—,ofx/u ) <:>CELI’ 0 02)



52 3 Die parametrische Dichte fiir Uberdeckungen im E*

fiir beliebiges ¢ > 0 und grofle n. Fiir hinreichend kleine ¢ ist dann also
wegen liminf,, . % >0

V(conv C,,, + pK) < V(conv Z, ,(u, K) 4+ pK),

fiir gentigend grofle n, und wie oben haben wir einen Widerspruch zur Ex-
tremaleigenschaft von C, . 4

Satz 3.12 Flir striklt konvezes K € K2 und p > p(do,d, K) gilt
I(K,p) = Vz(K,p).
Beweis: Sei u € V(p, K'). Dann gilt nach Lemma 3.10 fiir ¢ > 0
V(convC,, + pK) <n- (V (Zp(u, K) + ,OK/uL) + c) )

Damit ergibt sich

| < liminf V (conv C’WZ + pK) 7
n=eo V(conv Z,,,(K,u) + pK)
) Vi(convC,,, + pK) c
<1 £ <
= IS oy Zon( o) 1) = T V(2K u) + pre (K)

Mit ¢ — 0 folgt
m V(convC,, —|: pK) _
n=eo V (conv Z, . (u, K) + pK)

und weiter

I(K.p) = hggfﬁ([(’ n,p) = liminf V (Corﬁ/‘gk)—l- pK)
XD
it nV(K) . Vi(convC,,, + pK)
B EC (convC,, + pK) nteo 1 (conv 7, (u, K) + pK)
[,7
~ i nV(E) = 95(K, p)

n=eo V (conv Z, ,(u, K) + pK)
Ol

Satz 3.13 Seien K € K¢ strikt konvexr und p > p(do,d, K). Weiter sei
= lim, o ,,. Dann gill
Dyn
lim —2% = h(K,u,p).

n—0oo n
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Beweis: Sei Ay = lim,00 Ay, flir A € (0,1). Nach Satz 3.11 gilt bis auf
Translation Ay = Ky up)u. Sei weiter S = Uxepo. ()\u + Ay +p K/uL).
Wir betrachten nun eine Folge linearer Abbildungen A,, = diag(l, N

DL) bzgl. der Orthonormalbasen {u,... ,uq = u,,} (man erweitere u,, zu
n bl bl

einer Orthonormalbasis). Es gilt A, (conv C,,+p K/uy ) <= c1.S (AbschluB
von S) fiir n — co. Es folgt

lim Dy ~ lLim Dyn ) VI(Z, (K, u) ‘|’P{(/UL)
) n=oo . V(conv Oy, +p K/uz,)
V(Z,(K )+ p K Ju)

V(5S)

Nach dem Satz von Cavalieri gilt zudem V/(S) = V-1 (Kh(](’%p)’u +p K/uL)

und damit

i me h([(7 u, p) ' Vd_l ([(h(f(,u,p),u + P [(/UJ_)
11m =

e Vd_l ([(h(f(,u,p),u —I_ P [(/UJ_)

= h(K,u,p).

4

Zum Abschlufl dieses Kapitels betrachten wir nochmal den speziellen Fall
K = B®. Hier kénnen wir o.E. Uy, = €4 annehmen. Aus den letzten drei
Sétzen folgt

Satz 3.14 Fir K = B und p > p(do,d, BY) gilt mit r = /1 @L’fw

(a) Fiir alle X € (0,1) gilt bis auf Translation lim,_, Ay, =1 B%/et+

(b) lim, oo 222 = h(p, BY).

(¢) )(B,p) = 0z(B".p) = b




4 Endliche Gitteriiberdeckungen

4.1 Einfiihrung

Wir fithren zunichst parametrische Dichten fiir gitterformige Uberdek-
kungen ein.

Definition 4.1 Sein € N, K € K* und L € L(K). Fiir p € R sei

WK, Lyn,p)=min{d(K,C,p) : C eU(K, L), cardC =n},
K, L,p)= liggfﬁ([x’, L,n,p).

Mit Ausnahme von Teil (d) lassen sich alle Aussagen von Proposition 1.9
auf den Gitterfall iibertragen. Diinne Gitteriiberdeckungen bzgl. parametri-
scher Dichten wurden in [BHW3] untersucht. Fiir ein Uberdeckungsgitter
L € L(K) wurden dort Konfigurationen C,, C L mit C,, = convC, N L be-
trachtet. Dabei zeigte sich, dass fiir p < &d und im Fall von zentralsymme-
trischen Kérpern fiir p < <1 volldimensionale Uberdeckungskonfigurationen
diinn sind.  Wir méchten hier alle Uberdeckungskonfigurationen im Sinne
von Definition 1.5 zulassen. Zudem verstehen wir in diesem Kapitel unter ei-
ner diinnsten Gitteranordnung C,,, € U(K, L) eine Konfiguration, die unter
allen Uberdeckungskonfigurationen C' aus (K, L) mit G(C, L) < n optimal
ist. D.h., fir €, gilt

WK, Cpryp) =min{d(K, L k,p) : k<n}.

(', kann also durchaus weniger als n Punkte besitzen. Diese leichte Modifi-
kation garantiert, dass V(convC,,, + p K) in n monoton wéchst und gewis-
se Unregelméfigkeiten, die sich aus zahlentheoretischen Problemen ergeben,
vermieden werden.

Wir betrachten zundchst den ebenen Fall. Lassen wir bel. Gitter aus
L(K) zu, so stimmt das Problem der Bestimmung optimaler endlicher Uber-
deckungskonfigurationen mit dem Nicht—Gitter Fall iiberein. Dies folgt aus
der Tatsache, dass jede endliche Punktmenge durch eine Folge von Gitter-
teilmengen approximiert werden kann. Daher beschrianken wir uns auf eine
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Teilmenge von L£(K), die alle diinnen Uberdeckungsgitter enthalt, und fiir
die wir eine vollstandige Beschreibung der optimalen Uberdeckungskonfigu-
rationen angeben kénnen. Dies geschieht zunéchst fiir Uberdeckungen bzgl.
eines festen Gitters aus dieser Teilmenge. Im zweiten Teil des Abschnittes
itber ebene Uberdeckungen betrachten wir dann optimale Uberdeckungen
bzgl. variabler Gitter aus der von uns betrachteten Teilmenge von L(K).

Fiir d > 2 und K = B? bestimmen wir die Menge aller Gitter aus £(B?),
fiir die die Wurst fiir grofle p und n optimal ist.

4.2 Ebene Gitteriiberdeckungen

Im folgenden betrachten wir strikt konvexe Korper K € K32.
Sei u(K, L) der Uberdeckungsradius von K bzgl. L, d.h. u(K, L) = min{o >
0: 0K+ L=FEY und sei A\(K, L) das erste sukzessive Minimum von K
bzgl. L, d.h. A\{(K,L) = min{\ >0 : AK N L # 0}. Wir betrachten nun
Uberdeckungsgitter aus £(K') mit folgenden Eigenschaften:

(i) (K, L) =1,

(i) MK, L) > 1.
Die Menge der Gitter mit (i) und (ii) bezeichnen wir mit £4(K).
Bemerkungen:

(1) Fiir beliebiges Gitter L € L(K) gilt mit g = p(K, L) und Ay = A (K, L)
die Ungleichung p? &(u <A /2)? > det L/V(K) (siehe [GL], Seite 125).
Fiir g = 1 und Ay < 1 folgt V(K)/det L > (A <A3/4)7 > 4/3. Wegen
I(K) =9*(K) < 21/33 < 1.21 (siche Kapitel 2) enthélt £,(K) also
das diinnste Uberdeckungsgitter von K.

(2) Aus Bedingung (ii) folgt fir L € £1(K) und C € U(K, L) LNconv C =
C'. Also ist jeder Konfiguration C eineindeutig ein Gitterpolygon P =
conv C' zugeordnet. Statt Uberdeckungskonfigurationen €' betrach-
ten wir in der Ebene daher Gitterpolygone P mit der Eigenschaft
P C PN L+ K und nennen diese Polygone Uberdeckungspolygone.
In Kapitel 2 hatten wir die konvexe Hiille von zwei benachbarten Kon-
figurationspunkten auf dem Rand des Polygons conv (' als Kante von
conv C' definiert. Hier mochten wir wieder, wie iiblicherweise, die ein-
dimensionalen Schnitte eines (konvexen) Polygons mit seinen Stiitzge-
raden als Kanten bezeichnen.

Insbesondere 143t sich fiir ein Gitter L € £1(K) der Knochen nicht als
Gitterpolygon darstellen. Wir werden sehen, dass fiir diese Gitter die
Wurst die Rolle des Knochens einnimmt.
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Um Uberdeckungspolygone zu charakterisieren, fithren wir die folgenden
Mengen ein.

Definition 4.2 Sei K € K2 strikt konvex und L € L(K). Dann sei Fs(K, L)
die Menge der Richtungen

F(K,Ly={uvel : KN(K+u)+#0}
und

Fa(K, L)y ={u € L : u=us + uz, up,us € Fs(K, L)
mit conv{0,uy,us +us} € U(K,L)}.

Ferner sei F(K, L) = F,(K,L)UF,(K,L).

NN TN JN J XN

XN N N JN A

Abbildung 9: Q4 und Q) fiir K = B* und das hexagonale Gitter.

Bemerkungen:

(1) Fo(K, L) # F(K, L) ist moglich, z.B. fir K = B? und das hexagonale
Gitter.

(2) F(K,L) ist endlich.

(3) Die zu F,(K, L) gehorigen Translate von K bezeichnen wir auch als
Nachbarn von K. Die Dirichlet-Zelle D(0) = {z € E* : fx(x) <
fr(z &u) fur alle w € L} von K bzgl. L in 0 ist ein Parallelogramm
oder ein Sechseck (siehe [GL]), und L+ D(0) ist eine Gitterpflasterung,
d.h. Gitterpackung und Uberdeckung zugleich. Da alle Nachbarn von
D(0) auch Nachbarn von K sind, gibt es mindestens sechs Nachbarn
von K.
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(4) Fiir w € Fo(K, L) ist S,(K, Lyu) =conv{i-u | i =0,... ,n<1} ein
Uberdeckungspolygon, und wir nennen ein solches Polygon Wurstpo-
lygon oder einfach Wurst. Fs(K, L) ist dann die Menge der zulassigen
Wurstrichtungen.

(5) Richtungen aus F(K, L)\ Fs(K, L) erlauben keine Wurst. Allerdings
kénnen wir fiir diese Richtungen dhnliche Polygone konstruieren: Sei
u € Fy(K, L), u = uy + uy mit ug,uz € Fs(K,L). Dann sind die
Vierecke Qr = conv{0,uy,us + k(uy + uz), k(ug + uz)} und Q) =
conv {0, uy,u; + (k 1) (ug + u2),k(ur + ug)} fir &k = 1,2,... aus
U(K,L). Wir nennen diese Polygone Doppelwurstpolygone oder ein-
fach Doppelwiirste. Wegen A (K, L) > 1 enthalten Q; und @, keine
Gitterpunkte im Inneren, und somit gilt card (L N Q) = 2(k 4+ 1) und
card (LN Q%) =2k + 1.

Lemma 4.3 Sei K € K2 strikt konvex und L € L£,(K). Gibt es einen Punkt
der Fbene, der in drei Translaten von K enthalten ist, so liegt dieser Punkt
auf dem Rand dieser Translate.

Bemerkung: Das Lemma gilt nicht fiir bel. K: Sei K das Einheitsqua-
drat und L das Gitter mit Basis {(1,0),(1/2,3/4)}. Dann ist u(K, L) = 1,
A (K, L) = 3 und der Punkt (1/2,1/2) liegt auf dem Rand zweier Translate

von K und im Inneren eines weiteren Translates von K.

Beweis von Lemma 4.3: Seien wy,w; € Lund z € KN(wi+K)N(we+K).

(1) « liege im Inneren der drei Translate. Dann gibt es ein r < 1 mit
0,wy,wy € x +r K. Sind w; und w, kollinear, so sei 0.E. wy = 2w;. Wegen
r=2w +ymity € K folgt wy € K, ein Widerspruch zu A (K, L) > 1.
Also sind 0,wy,w, affin unabhingig. Nach einem Uberdeckungskriterium
(siche [GL], Seite 281) ist daher L Uberdeckungsgitter fir r K. Es folgt
p(K, L) =ru(r K, L) <r <1, ein Widerspruch zu L € £,(K).

(2) Liegt « im Inneren von zwei Translaten und auf dem Rand eines
Translates, so gibt es Punkte dicht bei z, die zum Inneren aller drei Translate
gehoren, ein Widerspruch, wie in Fall (1) gesehen.

(3) Sei « im Inneren von K und in den Randern von wy + K und wy + K
enthalten. Wir unterscheiden zwei Falle:

(a) (wy +int K)N(wy+int K) # 0. Sei y aus dem Schnitt dieser Mengen.
Dann erhdlt man mit Fall (1) wieder einen Widerspruch, denn die Punkte
auf der Strecke [z,y], die nah genug bei z liegen, gehéren zum Inneren aller
drei Translate.

(b)(wy + int K) N (wq + int K) = ). Dann gibt es eine Trenngerade von
wy+ K und we+ K. Da K strikt konvex ist, folgt (wy + K)N (w2 + K) = {x}.
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Aus der Symmetrie von K ergibt sich # = (wy 4+ wy)/2. Also ist 22 € L und
x €2z +int K. Wie in Fall (2) fithrt dies zu einem Widerspruch. O

Fiir den néchsten Satz fithren wir die folgende Menge ein: Sei K € K2
und L € L(K). Dann definieren wir fiir v € L

S(u)=S(K,Lyu)y={z € E* :x eu+ K,z v+int K
fiir alle v € L\{u}}.

Nach Lemma 4.3 besteht der Rand von S(u) aus endlich vielen Bogen, die
zu den Réndern verschiedener Translate von K gehéren und sich hochstens
in ihren Endpunkten auf dem Rand von K treffen.

Wir geben nun eine Charakterisierung der Uberdeckungspolygone an.

Satz 4.4 Sei K € K2 strikt konvex und L € L1(K). Dann ist ein L—Polygon
P ein Uberdeckungspolygon, genau dann, wenn gilt:

(i) int P =10, und P ist eine Wurst.
oder

(ii) int P # (0, und alle Kanten von P sind parallel zu Vektoren aus
F(K,L).

Beweis: (1) Sei P Uberdeckungspolygon.

(i) Gilt int P = 0, so ist P eine Strecke in Richtung v € L. O.E. sei u
primitiv. Wegen P C P N L+ K gilt dann K N (K 4 u) # () und daher
u € Fo(K, L).

(i1) Sei nun int P # (). Angenommen, P hat eine zu einem primitiven
Gittervektor u € L\ F(K, L) parallele Kante. Sei e die konvexe Hiille zweier
Gitterpunkte dieser Kante, die keinen weiteren Gitterpunkt enthélt. Al-
so e = conv{uvy,ve}, vi,vy € L, und vy vy = u. Sei g = aff (¢) und
f=e\((v1+ K)U(vz+ K)). Dann ist f # (), und f hat nichtleeren Schnitt
mit gewissen Translaten von K. Wegen A( K, L) > 1 liegen die Mittelpunkte
dieser Translate in verschiedenen, zu g parallelen Gittergeraden, und da K
strikt konvex ist, haben die Schnitte mit f unterschiedliche Langen. P ist
Uberdeckungspolygon, also wird f aus Symmetriegriinden jeweils von Trans-
laten von K auf beiden Seiten von g iiberdeckt, und die Schnitte der Translate
mit f konnen sich wegen Lemma 4.3 nicht iiberlappen. Beide Uberdeckun-
gen ergeben daher eine Zerlegung von f in Intervalle mit unterschiedlichen
Léngen, und diese Zerlegungen sind symmetrisch bzgl. des Mittelpunktes von
f (oder e). Bestehen die Zerlegungen aus mehr als einem Intervall, so gibt
es einen Intervallendpunkt einer Zerlegung, der im Inneren eines Intervalls
der anderen Zerlegung liegt. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu Lemma 4.3.
Also wird e durch vy + K, vy + K und genau ein weiteres Translat vy + K
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tiberdeckt. Nun gibt es Punkte zy,22 € € mit 23 € (vy + K) N (vs + K)
und z9 € (v2 + K) N (vs + K). Weiter ist (vs Swvy), (vs Svy) € Fo(K, L)
und so x3 = (v1 +v3)/2 € (v1 + K) N (vs+ K) und x4 = (vy + v3)/2 €
(v2+ K)N(vs+ K). Aus conv {vy, 21,23} C v+ K, conv{ve, 22, 24} C v+ K
und conv {vs, x3, 21, 22,4} C vs + K folgt u € Fy(K, L), ein Widerspruch
zu unserer Annahme v € L\F(K, L).

(2) (i) Die Wurst in (i) ist nach Definition ein Uberdeckungspolygon.

(ii) In Fall (ii) gibt es fiir w € L\ P eine Kante von P, so dass die affine
Hiille ¢ dieser Kante w und P trennt. Enthalt w + K innere Punkte von P,
so schneidet w + K die Gerade ¢ in einer Strecke. Nach Lemma 4.3 gibt es
dann ein weiters Translat w’+ K auf der w gegeniiberliegenden Seite, welches
g in genau dieser Strecke schneidet. Dann gilt w+ K Nint P C w' 4 int K
und weiter S(w)Nint P = fiir alle w € L\ P. Sind wy,wy € L\ P, so ist der
Rand von (w; + K) N (we + K) in bd S(w;) U bd S(ws) enthalten. Also gilt
(w1 + K)N(we+ K)Nint P = (. Nach Lemma 4.3 kann man nun die Ebene
in Gebiete aufteilen, die genau durch ein Translat oder genau durch zwei
Translate tiberdeckt werden. Daher wird int P und wegen der Kompaktheit
von K auch P durch die Translate w 4+ K mit w € P iiberdeckt. O

Sei nun L* das zu L polare Gitter. Zu einem primitiven Vektor u € L
gibt es einen zu u orthogonalen Vektor u* € L* mit ||u*|| = ||u||/ det L (siehe
[GL]). Wir definieren

hg = hs([(, L) = maX{hK(U*) TuE ‘7:5([(7 L)}7
P i= hp (K, L) = max{hg(u*) : v € F(K,L)}.

Lemma 4.5 2h,(K, L) > h,, (K, L).

Beweis: Sei u € F(K, L) mit hg(u*) = hy,. Ist u € F(K, L), so gilt sogar
hs = hp. Sei daher v € F(K,L)\ Fs(K,L). Dann ist v = uy + uz mit
uy,ug € Fy(K,L). Da (-)* die Verkniipfung einer Drehung mit Winkel 7 /2
und einer Dilatation mit Faktor (detL)™! ist, folgt u* = (uy + uz)* = uf + u}
und so Ay, = hg(u®) < hi(uy) + hi(us) < 2h;. O

Definition 4.6 Fir L € £,(K) sei F(K,L) = {uy,... ,u,} und

1
=3 Sphg(ul), 1=1,...,r

Dann heift W(L,K,p) = {z € E? : wfz < ¢, 1 =1,...,r} Wulff-shape
bzgl. K und L zum Parameter p.
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Bemerkungen:
(1) Fiir p < 55— ist W(L, K, p) # 0.

(2) Wulff-shapes spielen in der Kristallographie eine wichtige Rolle. Fiir
Packungen wurden Wulff-shapes in [BB], [S] und [W2] untersucht.

Im folgenden betrachten wir Uberdeckungspolygone P, mit Kanten ey, ... , e,
in Richtungen uy,... ,u, € F(K, L) und mit G(P,, L) <n. Firi=1,...,r
seien f; = ki ||u;|| die zugehorigen Kantenldngen. Nach einem Satz von Pick

(vegl. [Pi]) gilt fiir das Volumen von P,

V(P,) = (G(P,,L) 1) det L «>det L/2 - G(bd P,, L)

= (G(P,, L) &1)det L &det L/Z-Zki. (4.1)
=1
Mit (2.4) und |[uf|| = ||w]|/ det L gilt weiter fiir das gemischte Volumen
V(P,, K)
V(P,, K) Zf hic (i /)|l |) = detL/2> " ki hie(u). (4.2)

=1

Aus den letzten beiden Identitaten und mit dem Polynom in (1.1) erhalten
wir fiir den dufleren Parallelkérper (p > 0) P, 4+ p K

V(P +pK) =V(P) +2pV(P,, K) + p*V(K)

= (G(P,, L) 1) det L + det Lzr:ki (phr(ul) ©1/2) + p*V(K). (4.3)

=1

Fiir negative p ist P, + p K der Schnitt von Halbebenen, deren Stiitzgera-
den parallel zu den Kanten von P, verlaufen und zu diesen die Abstdnde
lp| hrc(v1), ..., |p| hi(v,.) besitzen. Die Streifen e; + |p|hx(v;) - conv {0, &w;},
1 =1,...,r, kdnnen sich iiberlappen oder, wenn P, spitze Winkel hat, Punk-
te aulerhalb von P, besitzen. Wir mochten die Flache dieser Mengen in einer
Ecke abschétzen. Dazu sei o der Winkel zwischen zwei benachbarten Kanten
ei,e;. Die oben beschriebene Flache ist dann hochstens

(ol hac(v) + Lol hac(0,))* /2sin(a) < 29> D(K Y/ sin().

« ist der Winkel zwischen zwei Vektoren uy,uy € F(K, L), und daher gilt
||| ||uz]| sin(a) > det L. Aus A (K, L) > 1 folgt det L > A(K). Zusam-
men mit [[uy|], [|uz]| < 2D(K) fithrt dies zu sin(a) > A(K)/(4D(K)?). Fiir
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das Gesamtvolumen der Streifen gilt [p[ 3772, fi hrc(vi) = 2[p|V (P, K), also
erhalten wir fiir ein beliebiges Uberdeckungspolygon P,

VP, +pK)=V(P,) +2pV(P,, K)+ ,02 c

=(G(P,,L)<1) det L+ det L Z ki (phi(uf) ©1/2) +p*c. (4.4)
=1
mit 0 < ¢ < A, wobei A eine Konstante ist, die nur von K abhéngt. Mit
A>V(K) gilt (4.4) also auch fiir nichtnegative p.

Lemma 4.7 Sei K € K¢ strikt konver und L € Li(K). Fir p < 1/(2hy (K,
L)) sei weiter W = W(L,K,p). Dann g¢ibt es eine Folge {W,} von Uber-
deckungspolygonen mit G(W,, L) <n und

V(W, + pK) > (n 1) det L &2y/det L- V(W) /n + o(\/n).

Beweis: Sei o, minimal mit G(c,, W, L) > n. Dann gibt es ein a > 0 mit
V((a, )W) < n-det L und weiter

ay < yfn det LV (W) + o(y/n). (4.5)

Zu den Kanten von o, W gibt es parallele Gittergeraden in einem zu a,, W
beschrankten Abstand, so dass der Schnitt ), der zugehérigen Halbebenen
ein zentralsymmetrisches Gitterpolygon darstellt. Mit G(Q,, L) - det L <
V((a, + )W) fiir ein 8 > 0 und (4.5) folgt G(Q,, L) < n + ¢+/n fiir eine
Konstante ¢ > 0.

Sei zunachst W kein Parallelogramm. Dann gibt es eine Kante e von @),
so dass die affinen Hiillen der benachbarten Kanten einen Kegel aufspannen,
der ), enthidlt. Wir koénnen (), so konstruieren, dass sich die beiden den
Kegel aufspannenden Geraden in einem Gitterpunkt treffen, und ohne Ein-
schrankung sei dies 0. Der Kegel ist die positive Hiille eines Gitterdreiecks T'
mit einer Kante ¢’ parallel zu e. Nach einem Satz von Ehrhart (siehe [Eh])
gilt G(kT, L) = ak®+bk+1 fiir geeignete ganze Zahlen a,bund k = 0,1,....
Mit p = G(€/, L) <1 gilt fir e = ke’ G(e,L) = p-k+ 1. Ersetzen wir
nun die Stiitzgerade aff (e) durch aff ((k < 1)€'), so wéchst die Anzahl der
Gitterpunkte von @), um

dk)=GET, L) =G(ke)T, L) &(pk+ 1)+ (p(ke1)+ 1)
= 2k ©l)a+ b<p.

(), ist zentralsymmetrisch, daher kénnen wir andererseits den umgekehrten
Prozef fiir (<e) durchfithren und d(k 4 1) Gitterpunkte ausschlieffen. Bei
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g—maliger Wiederholung entsteht auf diese Art und Weise ein Gitterpolygon
mit

G(Qu, L)+ (dk)+...+dkeqg+ 1) &(dk+1)+...+dk+q))

Gitterpunkten. Wegen d(k <r) &d(k +r 4+ 1) = <2a(2r + 1) nimmt die
Anzahl der Gitterpunkte dabei um 2a Y'_5(2r + 1) = 2aq¢? ab. Nach Satz
4.4 ist das Polygon ein Uberdeckungspolygon. Mit W, bezeichnen wir nun
das Polygon, dass wir erhalten, wenn wir ¢ so wihlen, dass

G(Qn, L) ©2aq> < n < G(Q,, L) ©2a(q 1)
gilt. Wegen 2a(q <1)* < ¢/n folgt

T

G(W,,L) > n&2a(q® ©(ge1)’) =n <00

). (4.6)

Ist W ein Parallelogramm, so gibt es eine Wurstrichtung w, die nicht als Kante
von W vorkommt (siehe Bemerkung (3) zu Definition 4.2). Also konnen
wir von einer Fcke ausgehend Gitterpunkte in Richtung u wegschneiden.
Fithren wir dies g—mal durch, so folgt aus dem Satz von Ehrhart, dass d(¢) =
aq* + bqg + 1 Gitterpunkte wegfallen. Wie oben wihlen wir nun ¢ so, dass
G(Qn, L)=d(q) < n < G(Q,, L)=d(qel) gilt. Esfolgt ¢ = O(n), und damit
erhalten wir auch hier ein Uberdeckungspolygon W, dass die Ungleichung
in (4.6) erfiillt.
Nach Definition gilt nun o' W,, — W und weiter mit (4.5)

V(W W) = a, V(IW, W)+ o(v/n) < \/n det LV(W) + o(/n).
(4.7)

Seien wuy,...,us € F(K,L) die Kantenrichtungen von W,, und fiir diese
Richtungen sei ¢; wie in Definition 4.6. Fir p < 1/2h,, gilt ¢; > 0 und
hw (ur/||uf]]) < e/ ||uf||- In der letzten Ungleichung gilt Gleichheit, falls W
eine Kante in Richtung u; besitzt. Da dies fiir die Kanten von W, bis auf
moglicherweise eine Ausnahmekante der Lange o(y/n) gilt, folgt mit ||uf|| =
||w;]|/ det L und (4.2)

VW, W) =1/2%  fihw(u;/||uill) = det L/2} ki ci + o(v/n).
i=1 =1 (4.8)
Die Behauptung ergibt sich nun mit (4.4) fir W,,, (4.6) und (4.7). O

Fiir den folgenden Satz benétigen wir die kritische Determinante A(K)
von K. Die ist definiert durch

A(K) = min{detL |\ (K, L) > 1}.
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Iir weitere Informationen tiber die kritische Determinante verweisen wir auf

[GL.

Satz 4.8 Fir festes Gitler L € Li(K) mit 2hs > hy, und hy # hy, sei
P,, = conv(C,, ein opltimales Uberdeckungspolygon. Dann gilt

(a) Fir p > m und grofie n ist P,, eine Wurst in Richtung u €
Fs(K, L) mit hs = hg(u®).

1

(b)Fiir—<,0<2(

T m und groffe n st P,, eine Doppelwurst in

Richtung v € F(K, L)\ Fs(K, L) mit hy,, = hg(u*).

(¢) Firp < ﬁ konvergiert die durch den Faktor ROW (K, L,p))/R(P,.)
normierte Folge (P,,) gegen W(L, K,p).

Ist hs = hy,, so entfdllt (b), und die Wurst ist optimal fiir alle p > ﬁ Fiir
2hs = hp, entfdllt (a), d.h. die Doppelwurst ist optimal fir alle p > ﬁ

Beweis: Sei 2h; > h,, und hs; # h,,. Wir betrachten zunédchst ein festes
p>1/(2hy). Sei P, ein Uberdeckungspolygon mit Kanten in Richtungen
Uy .. Uy, € F(K,L) und mit G(P,,L) = m < n. Fir:=1,...,r seien
fi = ki ||w|| die zugehorigen Kantenlangen. Nach (4.3) gilt

V(P, 4+ pK) =(m <1) det L

+ det L ZkZ (phr(ul) ©1/2) + p* V(K).

=1
Fir festes n miissen wir also
PP = (m 1) + 3 kilp hicluw) 1/2)
=1

maximieren. Fiir eine optimale Wurst 5S¢, also eine Wurst in einer zu hy
korrespondierenden Richtung gilt

[(57) = 2phs)(n 1), (4.9)

und fiir eine optimale Doppelwurst D¢ in einer zu h,, korrespondierenden
Richtung haben wir

F(D2) = (n 1) + (n©2)(phy 1/2) + c (4.10)

mit einer Konstanten ¢ > 1. Wir nehmen an, P, ist weder eine Wurst
noch eine Doppelwurst. Liegt P, in der konvexen Hiille zweier benachbarter
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Gittergeraden mit Richtungsvektor u € F(K, L), so folgt u € Fs(K, L), denn
ansonsten wére P, eine Doppelwurst. Fiir u € F,(K, L) gilt aber wegen
hs # hm f(P,) < f(D?) fir hinreichend grofie n. D¢ ist somit optimal unter
diesen 2-dimensionalen Polygonen. Ansonsten enthilt P, ¢ Gitterpunkte im
Inneren mit ¢ — oo fiir n — co. In diesem Fall gilt f(P,) < (n&1)+ (n<
)(phm <1/2) < f(D?) fir groBe n. Also ist fiir p > 1/(2hy,) und grofie n
die Doppelwurst optimal unter allen Uberdeckungspolygonen der Dimension
2. Ein Vergleich von (4.9) und (4.10) bestétigt die Aussagen der Teile (a)
und (b).

Fiir festes p < 53— und W = W(L, K, p) gilt wie in (4.8) (sieche Lemma
4.7) V(P,, W) < det L/QZ " ki¢; mit ¢; wie in Definition 4.6. Mit (4.4)
folgt

V(P,4+pK)<(m&l)det L <2V(P,, W) + ,02 c. (4.11)

Damit, und mit Lemma 4.7 ergibt sich fiir das optimale Uberdeckungspoly-
gon P,

G(P,,, L)det L &2V (P,,,,W) > ndet L &2/det L - V(W)/n + o(v/n).

Es folgt V(P,,., W) < y/n det LV (W) + o(y/n) und G(P,,., L) = n &o(n).
Damit erhalten wir fiir den Umfang F(P,,) von P,, F(P,,) = O(y/n) und
weiter Y7_; k; = O(y/n). Mit Pick’s Identitat (4.1) schlieBen wir

V(P,,) =n-det L+ o(n), (4.12)

und mit Minkowski’s Ungleichung (siehe [Sch]) ergibt sich daher V(P,,, W)
> \/V(Ppm) V(W)= \/n det LV(W) 4+ o(y/n). Insgesamt gilt also

V(P,,, W) =1/n det LV(W) + o(+/n). (4.13)

Wir betrachten nun die Folge P,,/R(P,,). Nach dem Auswahlsatz von
Blaschke (siehe [Sch]) gibt es eine konvergente Teilfolge P, .., /R(P,., ). Sei
P, ihr Grenzwert. Dann gilt V(P,,,)/R(P,.,)* — V(P,) und mit (4.12)

erhalten wir

Pon) = V(Lo )/V(E,) + 0(/71) =\, det LIV (P,) + o( /).

Zusammen mit (4.13) und der Homogenitat und Stetigkeit der gemischten
Volumina folgt

Pon
VW, P = lim L0V Fon)

ey R(Ppﬂly) V(W) ) V(Pp)v
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also gilt Gleichheit in Minkowski’s Ungleichung. Dies ist aber nur dann der
Fall, wenn P, und W homothetisch sind, d.h. P, = AW +¢ gilt fiir ein ¢ € E?
und A > 0. Wegen R(P,) =1 folgt P, = W/R(W), und damit Teil (c).

Fir 2hs = hy, oder hy = hy, fiihrt ein Vergleich von (4.9) und (4.10) zu
der behaupteten Aussage. O

Im zweiten Teil dieses Abschnitts betrachten wir optimale Uberdeckungen
bzgl. variabler Gitter aus £,(K’). Wir mochten also Konfigurationen €% mit
WK, C . p) = Lergll?l() {HK,Cp.,p) : C,,ist optimal in U(K, L)}
bestimmen. Fiir optimale Polygone P = conv (% geben wir eine zu Satz
4.8 analoge Aussage an. Dabei spielen auch wieder Wiirste und Doppelwiirste
eine wichtige Rolle. Um fiir grofle n die optimale Wurst bzw. Doppelwurst zu

bestimmen, miissen wir den Koeffizienten von n maximieren. Sei also (siehe
auch Kapitel 3)

S = 8 () = max wu d—l}
m = Sm(2, K) { T cu €S
= max{Vi(K/u®) - ||ul| : u € bd(2K)}.

(4.14)

Man kann jedem u € bd (2K') ein K einbeschriebenes Parallelogramm @,
mit V(Q,) = 1/2Vi(K/ur) - ||u]] zuordnen (man wihle als Eckpunkte des
Parallelogramms die Schnittpunkte bd A'Nlin (u) und die Punkte in bd K, die
bei der Projektion auf ut auf die Enden von K /ut abgebildet werden). Also
gilt s, = 2¢(K). Ist Q C K ein Parallelogramm mit V(Q) = ¢(K), so ist das
Gitter L, welches Q als Fundamentalzelle besitzt, ein Uberdeckungsgitter von
K mit pu(K, L) = 1. Da K strikt konvex ist, gilt auch Ay (K, L) > 1 und weiter
L € L1(K). Es gibt also eine zu s, korrespondierende Wurstkonfiguration
in £1(K). Zur Bestimmung der optimalen Doppelwurst definieren wir nun,
motiviert durch (4.4) und (4.10),

ds(p) = sup (phm(K,L)+1/2) det L. (4.15)

LeLy(K)

Im Gegensatz zu s, hingt der maximale Koeffizient von n einer Doppelwurst
von p ab. Da er schwer zu berechnen ist, geben wir nun zunéchst einige
Abschatzungen fiir ds(p) an. Dazu sei 6*(K) die Dichte einer dichtesten
Gitterpackung von K. Es gilt é*(K) = V(K)/A(2K) = V(K)/4A(K) mit
der kritischen Determinante A(K') von K. (siehe auch [GL]).

Lemma 4.9 Sei K € K2 strikt konvex und p > 0. Dann gilt
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(a) ds(p) > 3/4smp +3/8V(K)/5*(K).
(b) FEs gibt ein o < 1 mit hy, (K, L)det L < avs,,,(K) fiir alle L € L1(K).

Beweis: (a) Sei v € S9! eine Richtung, in der s,, angenommen wird. Weiter
sei 21 die Linge des Schnittes von K mit g = lin (v) und h = 1/2V1(K/g*).
Dann gilt s,, = 4hl. Nun gibt es einen Punkt ¢ € bd K’ mit a 4+ [v € bd K.
Sei u = 3lv und v’ = a + 2lv, und sei L das Gitter mit Basis {u,u}. Ist
h' der Abstand zwischen a und ¢, so gilt det L = 3[h'. Sei H das Sechs-
eck conv{+ta,+(a + v),+lv}. H ist ein K einbeschriebenes, affin reguléres
Sechseck. Da A(K’) ein Drittel der Flache des minimalen K™ einbeschriebenen
affin reguléren Sechsecks ist (siehe [GL], Seite 243 mit Druckfehler in Satz 1),
folgt det L = V(H) > 3A(K) = 3/4V(K)/§*(K). L ist Uberdeckungsgitter
von H und damit auch von K, also ist u(K, L) < 1. Weiter ist [v in minde-
stens drei Translaten von K enthalten, liegt nach Lemma 4.3 also auf dem
Rand dieser Translate. Damit gilt u(K, L) = 1. Die Wahl von « garantiert
zudem Ay (K, L) > 1 mit Gleichheit genau dann, wenn K ein Parallelogramm
ist. Da K jedoch strikt konvex ist, gilt A\; (K, L) > 1 und so L € £4(K). Mit
h (K, L) > hi(u*) = h|ul|/ det L = h/h" ergibt sich insgesamt

ds(p) > 3plh +1/2det L = 3/4s,,p + 3/8V(K) /5" (K).

(b) Sei hg = A(K)/(2 D(K)) > 0. Fiir eine Gerade ¢g durch den Mittelpunkt
von K und eine zu g parallele Gerade ¢’ mit Abstand hg betrachten wir den
Quotienten (VY(¢gNK)+ V(¢ NK))/(2V(gNK)). Es gibt eine Gerade, so
dass der maximale Wert a des Quotienten angenommen wird. Da K strikt
konvex ist, gilt a < 1.

Sei nun L € Ly(K) und v € F(K,L). Weiter sei {u,u’} eine Basis
von L und A’ der Abstand von «’ zu lin (u), so dass det L = ||ju|l A’ gilt.
Wegen A (K, L) > 1 ist det L > A(K) und zusammen mit |ju|| < 2 D(K)
erhalten wir A" > hg. Nun wird die Strecke conv{0,u} von K ,u+ K und
einem dritten Translat mit Abstand > hg zu lin(u) {iberdeckt. Aus der
Definition von « folgt daher ||ul] < 2aV!'(K Nlin(u)). Damit ergibt sich
hy(u)ydet L = 1/2VYK/ut)||ul] < VHEK/ut)a VYK Nlin(1)) < asp,
und Teil (b) ist bewiesen. O

Satz 4.10 Sei K € K2 strikt konvex, und sei Lgy ein diinnstes Uberdeckungs-
gitter von K. Dann gibt es Parameter 0 < p; < ps < 00, so dass das optimale
Uberdeckungspolygon Py, bzgl. variabler Gitter aus L1(K)

P

(a) fir p > py und grofe n eine Wurst darstellt.
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(b) fiir p1 < p < ps und grofe n eine Doppelwurst darstellt.

(¢c) firp < ﬁ gegen W (Lo, K, p) konvergiert, falls die Folge (P;, ) durch
den Faktor R(W (Lo, K,p))/R(P},) normiert wird.

Beweis: Sei Ly das diinnste Uberdeckungsgitter fiir K. Dann definieren wir
p1 = inf{p : ds(p) > det Lo} > 0 und py = sup{p : ds(p) > smp}. Aus
Lemma 4.9 folgt ds (p) < asyp + det Lo/2. Fiir s,,p < ds(p) bedeutet dies
p < det Ly/(25,(1 &a)) und insbesondere py < det Lo/(2 s, (1 a)) < oo.
Fir p = det Lo/ s, also s,p = det Lo, gilt mit V(K) > det L und Lemma
4.9 ds(det Lo/sm) > 3/4det Lo + 3/8det Ly > det Ly. Aus der Stetigtkeit
von ds ergibt sich daher p; < det Lo/s,, < pa.

Da ds monoton wachsend ist und fiir A > 1 ds (Ap) < Ads (p) gilt, ist das
Maximum von {det Lo, s,, p,ds (p)} gegeben durch det Lq fiir p < pq, ds(p)
fiir py < p < pa und s, p fiir p > po.

Fiir ein Uberdeckungspolygon P, bzgl. eines festen Gitters L € Li(K)
mit G(P,, L) <n folgt nun aus (4.4), (4.9) und (4.10) fiir beliebiges p € R

V(P,+ p K) <max{l,2phs(K,L),(phm(K,L)+1/2)}-det L -n+ O(1).
Also gilt
V(P, + pK) < max{det Lo, s,p,ds (p)} - n + O(1) (4.16)

fiir ein beliebiges Polygon P, = conv (', mit (), € Ures, o) U(K, L) und
card ¢, < n. Sei nun P;,  ein optimales Uberdeckungspolygon bzgl. varia-
bler Gitter aus £y(K), d.h. Py, = convC> mit C5, C L,, fir ein Git-
ter L,, € L1(K). Fiir p > ps ist s,p das Maximum in (4.16). Da man
fiir Uberdeckungspolygone der Dimension 2 die rechte Seite in (4.16) durch
max{det Lo, ds (p)}-n+ O(1) ersetzen kann, muss Py, fiir diese p und grofie
n eine Wurst sein, womit Teil (a) bewiesen ist. Fiir p1 < p < py ist ds(p) das
Maximum in (4.16). Also kann Py, keine Wurst sein. Gilt ph,, (K, L,,) &
1/2 <0, so ist V(Pp*m—l—p K) <ndet L,,+0(1) <ndet Ly+O(1) < n-ds(p)
fiir geniigend grofie n, im Widerspruch zur Definition von P . Also gilt
phm(K,L,,)<1/2 > 0. Fiir solche p sind nach Satz 4.8 aber nur Doppel-
wurst oder Wurst otpimal, und da Py, in L,, optimal ist, folgt Teil (b).

Sei nun p < p;. Dann ist nach Definition von ds (p) und wegen ds(p) <
det Ly p < 1/(2h, (K, Lo)). Aus der Optimalitat von P, ergibt sich mit
Lemma 4.7

V(Pr, + p K) > ndet Lo ©2y/det Lo V(W (Lo, K, p)) Vi + o(v/n).
(4.17)
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Gilt p > 1/(2hn (K, Lyn)), so ist V(Pr 4+ p K) < nds(p)+O(1), ein Wider-
spruch zu (4.17) fiir grofie n. Also p < 1/(2h, (K, L,,)) fiir grofie n. Wie in
(4.11) folgt

V(Pp*m +pK)<ndetl,, <:>2V(P;n, W (L,n, K, p)) + o(y/n).
(4.18)

Aus den letzten beiden Ungleichungen schliessen wir mit det L, ,, < det Lo

V(P70 W( Ly, I, p)) < Jdet Lo V(W (Lo, K, p)) Vit + o(v/n). o
4.19

Wegen A\(K,L,,) > 1 und det L,, < det Ly folgt aus dem Auswahlsatz
von Mahler (siehe [GL]), dass L,, eine konvergente Teilfolge besitzt. Mit
den Ungleichungen (4.17) und (4.18) ergibt sich sogar L,, — Lo. FEine
Folge von konvergenten Wurstrichtungen aus F(K, L,,) konvergiert gegen
eine Wurst aus F(K, Lg). Das gilt auch fiir Doppelwurstrichtungen. Also ist
jeder Haufungspunkt von U, oy F(K, L, ) in F(K, Ly) enthalten. Sei nun A,
eine Folge linearer Abbildungen, die L, ,, auf Ly abbilden. Dann konvergiert
A, gegen die Identitat, und fir grofie n gilt A, F(K, L,,) C F(K, Ly). Nach
Definition des Wulff-shapes gilt daher W (Lo, K,p) C (1 + €)W (L, ., K,p)
mit €, — 0. Mit (4.19) erhalten wir

V(Pr,, W(Lo, K. p)) < \Jdet Lo V(W (Lo, K, p)) /it + o(v/).

Wegen V(P;, + pK) < ndet Lo + O(1) und (4.17) gilt ferner V(P,) =
n det Lo + o(n). Wie schon in Satz 4.8 gesehen geniigt dies, um die Konver-
genz Py [R(P,) — W (Lo, K,p)/R(W(Lo, K, p)) nachzuweisen.

4.3 Gitterférmige Kugeliiberdeckungen

In diesem Abschnitt betrachten wir fiir beliebige Dimensionen d > 2 Git-
teritberdeckungen fiir die Kugel B?. In diesem Fall ist es nicht einfach, die
Existenz eines Gitters [ mit u(B4, L) = 1 < X\(B%, L) nachzuweisen. Gibt
es ein solches Gitter L, so ist 2L+ B¢ eine Packung, und fiir die Dichte §*( B?)
einer dichtesten Gitterpackung folgt

§(BY) > 4

> 2= 9*(BY) > 279,
~ det(2L) ~ (B°) =

Bis auf eine Konstante ist dies der Satz von Minkowski—Hlawka (siehe [GL]),
und somit scheint £;(B?) # 0 schwierig zu beweisen zu sein. Man muss
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Gitter finden, die zugleich gute Uberdeckungsgitter und und gute Packungs-
gitter darstellen. Mit solchen Problemen beschiftigte sich Butler in [Bu].
Sogar die Existenz einer Gitteriiberdeckung mit L\{0} + B? # E? ist ein
offenes Problem.

Wie in der Ebene bezeichnen wir mit F,(B?, L) die Menge der zulissigen
Wurstrichtungen fiir B¢, Fiir v € F,(B%, L) verstehen wir hier unter ei-
ner Wurst S, (B?, L,u) wieder eine Konfiguration aus (B%, L), die aus den
Punkten i - u, i = 0,... ,n <1 besteht (siehe zum Vergleich Abschnitt 4.2).
Wir geben hier eine Charakterisierung der Gitter an, bei denen fiir grofie p
und n Wurstkonfigurationen optimal sind. Es wird sich zeigen, dass fiir die
Gitter aus £(B%) mit A\ (B¢ L) > 1 fiir groBe p und n die Wurst immer
optimal ist.

Im folgenden benétigen wir bestimmte Teilmengen von F, (B¢, L):
F (B L) ={ue F(BY L) :|Jul| > ||v|| for all v € Fo(B, L)},
Fr(BY L) = F(B*, L)\ F.,(B%, L).

Fiiru € F,(B%, L) sei w; = ||u]|. Weiter sei wy, = max{|[u|| : v € Fix(B?, L)}.

Fiir eine optimale Konfiguration sei wieder D,,, = D(conv C,,). Da der
Durchmesser angenommen wird, gibt es eine Richtung u,, und ein z,, mit
Tpmy o+ Dy, € C,y VL. OE. sel z,, =0und y,, = D, u,, fr
alle p > 0 und n € N. Ferner sei wieder R,, = R (conv Com/ uén) In
einem ersten Schritt zeigen wir nun, dass optimale Uberdeckungskonfigura-
tionen fiir grofle p und n fast eindimensional sind und der Durchmesser dieser

Konfigurationen nicht zu kurz ist im Vergleich zu der Lénge von Wurstkon-
figurationen.

Lemma 4.11 Sei L € L(B?). Dann gibt es Konstanten co,ci,cq, die nur
von d und L abhdingen, und einen Parameter pg = po(d, L) > 1 mit

(Z) Rp,n S Co,
(it) Dy = nwy <8 oy
fir alle p > pg.

Bemerkung: Fiir beliebige Uberdeckungen haben wir die Aussage bereits
in Kapitel 3 fiir beliebige K € K¢ bewiesen (Satz 3.1). Wir mochten hier
Teil (i) und (ii) zusammen beweisen, und geben daher Teile des Beweises von
Satz 3.1 einfach noch mal mit an.

Beweis von Lemma 4.11: Fiir das Steiner-Polynom fiir den &ufleren Par-
allelkorper conv C,,, + pB¢ gilt

d
V(convcpm—l—de) :Z (conv O, )Ka— Z,0

=0
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Auf der anderen Seite haben wir fiir v € F,(B%, L)
V (conv Sn(Bd, L,v)+ de) = kqp” + (n<1) wikg_1p? 7t
Da C,, optimal ist, folgt
d

(n<el)w < Vi(convC,,)+ ZW(COHV Com) -

1=2 Kd—1

Rd—i 14

Aus Cauchy’s Integral Darstellung fiir die inneren Volumina (siehe [Sch])
folgt nun V(conv C,,) < n - Vi(B?), also existiert eine Konstante ¢ mit

(n<el)w < Vi(convC,,)+ S fiir p> 1. (4.20)
)

Nun gibt es einen Zylinder Z,, mit Radius R,, und Lange D,,, der
conv C, ,, enthilt. Damit gilt V;(convC,,) <Vi(Z,,) = D, + R, - Vi(B?)

und weiter

(nel)w < Dy + Ry - Vi(BY+ 25, p>1 (4.21)

p
conv (', , enthdlt ein Dreieck mit Lange D,, und Héhe R,,, und mit
Cauchy’s Integral Darstellung und der Monotonie der inneren Volumina er-

gibt sich
Dy Ryn/2 < Va(convC,,) <n- ‘/Q(Bd). (4.22)

Vi ist bis auf einen Faktor die mittlere Breite. Damit folgt aus (4.20) D, ,, >
dVi(conv C, ) > ¢"n mit ¢’ > 0 fiir p > po(d, L) > 1. Zusammen mit (4.22)
zeigt dies, dass R,, beschrankt ist, und damit gilt (i). (ii) fogt nun sofort
aus (i) und (4.21). O

Als nachstes geben wir eine obere Schranke fiir den Durchmesser von
Uberdeckungskonfigurationen mit n Elementen an. Fiir u € S9! sei dazu

s, = max{u-v|v e F,(BY L)}

Lemma 4.12 Sei C, € U(B?, L) mit card C,, < n, und sei u € S eine
Richtung, in der D(conv Cy) erreicht wird. Dann gilt

D(conv C,) < (n 1) - s,

Beweis: O.E. sei 0 € (), und sei y € C, mit ||y|| = D(convC,). Die
Strecke conv {0, y} wird von einer Folge von Translaten ¢, + B¢, ... ,t,, + B¢
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mit ¢; € C,, t; = 0 und ¢,, = y iiberdeckt, so dass (t;11 + BY) N (t;+ BY) # 0
bzw. t;y1 &t € F(B?, L) gilt. Mit u = y/||y|| folgt

m—1
D(conv Cy) = |yl = u- D (tip1 &) < (mel)s, < (ne1)s,.
=1

Fiir das nachste Lemma bendtigen wir weitere Notationen.
Sei r = (1 ©w?/4)2. Fir u € F,(B%, L) iiberdeckt S,(B?, L,u) + B? einen

Zylinder mit Radius r. Ferner sei

n= uejgl(%nd,L) min{dist(v,lin (u)) : v € L\lin (u)}.

Lemma 4.13 Sei [ € £(B%) mit 5 > r. Dann wird der Durchmesser von
conv C,,, fir groffe p und n in einer Richtung v/||v|| mit v € F,(B% L)
angenommen.

Beweis: Mit u,, = sz—zﬂ folgt aus Lemma 4.11 und Lemma 4.12

an
NSy, > Dyn > nuw S & (4.23)
| p

Fiir gentigend grofie p ist liminf,, . s,,, > wy, also gilt s, = u,, - v mit
v € F, (B L) fiir grofe p und n. Sei II,, die Linge der Projektion von
conv {0,y,,} auf lin(v). Dann gilt

Upp * U

=D,, M7
[v]] wy

U,,=D,, cos(L(upn,v)) =D,
und mit (4.23) erhalten wir

2
2 2
I1,, > (1 <:>c—1<:>c—2) cnw; > (1 <:>£ @ﬂ) - w;

P w; wrn o P w; wrn

2c1n
=nw & &2 . (4.24)
p
Wie in Lemma 4.12 seien tq,... ,t, € C,,, mit m =m,, < n, conv{0,y,,}

CuU™,(t;+BY, 4 =0, t, = y,, und t;y &t; € F(BY L). Wir kénnen
t1,... ,t, in Teilmengen

{Ovtlv"' 7t51}7 {t51+17“‘ 7t52}7"' 7{t5q+17“‘ 7t5q+1 = yp,n}
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zerlegen, so dass S; = conv {ty,11,... 15, f fiir j = 0,...,¢ = g, (mit
30+ 1 =0) eine zu v parallele Strecke darstellt, und ts; 41 €1, nicht parallel
zuvist, j = 1,...,q. Weiter sei [; die Lange von S;, 7 = 0,...,¢. Das

Lemma ist bewiesen, wenn wir die Annahme ¢ > 1 zu einem Widerspruch
fiihren. Wir geben zunéchst eine obere Schranke fiir ¢ an.
Ist w = max{ﬁ 2z | z€ Fy(BY L), 2 # v}, so folgt w < w; und weiter

m—1 v
U,n = (Z (i1 @ti)) =< (meq)w + qw

P o]

< nw Sq(w Sw).

Damit und mit (4.24) erhalten wir daher Konstanten c¢s, ¢4 mit

q < % + ¢4. (4.25)

Sei nun A; das Dreieck conv (Sj U {tsj+1+1})- Nach Definition von 1 enthélt
A; ein Rechteck @; mit einer Seite S% der Lange [% + w = %lj, die in 5
enthalten ist, und mit Hohe r. Sei [ die Anzahl der Strecken conv {¢;41,¢;}
auf 5% mit Linge w;, und sei k die Anzahl dieser Strecken mit Lénge < wy.
Es gilt (14 2)w; + kwy > l;.

Ist ||tiy1 ©ti|| = w;, dann haben ¢;4; + B% und ¢; + B einen gemeinsamen
Randpunkt auf der zu 57 parallelen Seite S¥. Dieser liegt im Inneren von 7}; =
conv (Q;U{ts,,,+1}), also wird ein weiterer Punkt aus Cp o \ {ts,41,. .. s, }
zur Uberdeckung von T} benétigt. Wegen w; > 1 enthilt ein Translat z 4+ B¢
héchstens zwei solcher Punkte. Wir bendtigen also mindestens n; = %l—l— k
Translate, um T; zu iiberdecken. Sei @ = min{*%', w; <wy} > 0. Dann folgt

I 2w < Lwy + kwg = @Hk) w,@gz (3)<:>k(wl<:>wk)

< @H k) (w0 @) = n; (w; ST, o

. s . : L=l
Um 5;\ 5% zu iiberdecken, benétigen wir ferner mindestens n’; = lej Trans-

late. Insgesamt ist also n > 31_o(n; + n’ ©¢) mit einer Konstante ¢’. Mit
¢ =+ 2wtw)/(wEw)sw/w und (4.26) ergibt sich fiir n die Abschiatzung

q( ' 2w el
& +

wy Sw wy Sw wy

)ﬁc (q+1)

r 1 R Zq: 1)
N w SW 77 = ¢lq

AV
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mit w’ < w;. Es folgt
,, <wn+(cw +w)(qg+1).

Zusammen mit (4.24), (4.25) und Division durch n erhalten wir

2 2 1
wl<:>£<:>2<w —|—(Cw—|—w)( —|—C4+ )
p n p n

Fiir gentigend grofie p und n ist dies jedoch ein Widerspruch zu w' < w;. O

Satz 4.14 Sei L € L(B?). Fiir grofe p und n ist C,, genau dann eine
Wurstkonfiguration, wenn n > r gilt.

Beweis: Sei zunédchst n > r. Nach Lemma 4.13 existiert fiir grofie p und n
ein u € F,(B% L) mit lin (u) = lin (y,,). Wir nehmen an, fiir beliebig grofie
p und n ist C,,, keine Wurst. Fiir diese p und n gibt es ein ¢,,, € C,, mit
Gpn € lin (u). Dann gilt dist(q,,,lin(u)) > n. Sei A = conv {0, ¢yn, Ypn}-
A enthilt ein Rechteck mit Lange r/n D,,, und Hohe r. Wie im Beweis von
Lemma 4.13 mit A und D, ,, anstatt von A; und [; erhalten wir

1 1
— Dpn+(1<:>i)-—-DM<:>c
wy Sw n

”
77
1 1
le—)-— |- D,,&c>—-D,, &c
77 wy <:>w n wy w’

mit w’ < w;. Mit Lemma 4.11 folgt w; Loz < w' 4 £, ein Widerspruch
fiir grofie p und n.

Fiir n < r seien u € F,(B% L) und v € L N B mit dist(v,lin (u)) = 7.
Sei Cp = {&1, ..y Xnea, oy Tpy Tey gy Mit @, = &) u, ¢ = 1,... ,n <4,
und z, = v, ¥, = €, ¥, = (n &5)u+ v und x4 = (n <5)u <v. Dann
ist C,, € U(B?, L) (2-dimensionale Knochenkonfiguration) mit card C,, = n,
und conv (), ist ein Parallelogramm mit Lange (n <5)w; und Hoéhe n. Es
gilt

V(conv C, + de) = plkg + ,od_lvl(conv Cn)ka—1 + pd_z‘/Q(COHV Cr)Rd—2
> plrg + ptH(n S5 wi kg1 + pTE(n S5) win Ky
> kg + pd_l(n Sl w kg1 =V (conv Sn(Bd, L,u)+ de)

fiir geniigend grofie n. O

Bemerkungen:
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(1) C, aus dem Bfeweis von Satz 4.14 hat die Gestalt eines Knochens. Wie
fiir beliebige Uberdeckungen (s. [BHW]) spielen Knochenkonfiguratio-

nen also auch bei Gitteriiberdeckungen eine wichtige Rolle.

(2) Satz 4.14 gilt auch, wenn man ausschlieBlich Gitterkonfigurationen
C, C L mitC, = convC,NL zulafit. Im Beweis von Satz 4.14 mufl man
einfach nur fir n < r die Knochenkonfigurationen €, durch z.B. die
Konfiguration {x1,... ,2,-1,v} mit #; = (¢ &1)u ersetzen. Natiirlich
hatte man diese Konfiguration auch schon im Beweis von Satz 4.14
verwenden koénnen, sie ist allerdings ,schlechter® als die Knochenkon-
figuration.

Eine optimale Wurst enthalt natiirlich n Gitterpunkte. Wir berechnen daher
noch die parametrischen Dichten.

Korollar 4.15 Sei L € L(B%) mit 5 > r. Dann gilt fiir grofie p und n

NK{

I(BY L =
( ” 7n710) /fdpd‘l‘ (n <:>1)wl /fd—lpd_l

(4.27)

und

Rd

d(B L,p) = (4.28)

wy K1 p?=t
BEWEIS: Nach Satz 4.14 gilt fiir v € F,(B?, L)
W(BY Lyn,p) =9(B% L, S, (B, L,u),p)

fiir grofie p und n.
Mit V(conv S, (B?, L,u) + pB?) = kap? + (n &1 )wirg_1p?=t folgt (4.27),
und damit erhalt man (4.28) durch Grenziibergang. O

In der Ebene haben wir Uberdeckungsgitter L mit Ay (K, L) > 1 betrach-
tet. Fiir K = B ist fiir solche Gitter fiir groBe p und n die Wurst optimal.

Korollar 4.16 Fir [ € L£L(B?) mit \;(B?, L) > 1 ist C,,, fir grofe p und n

eine Wurstkonfiguration.

BEWEIS: Seiu € fO(Bd, L) beliebig. lin (u) NL+ B4 {iberdeckt einen (unend-

lichen) Zylinder mit Radius r = (1 <:>le2)2. Wegen A;(B?, L) > 1 enthilt

dieser Zylinder abgesehen von den Gitterpunkten auf lin (u) keine weiteren
Punkte aus L. Also gilt n > r, und mit Satz 4.14 folgt die Behauptung. O
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Notationen

Im folgenden sind die im Text auftretenden Symbole, die Seitenzahl ihres
ersten Auftretens und ihre Bedeutung aufgelistet.

B 10 der d-dimensionale Euklidische Raum
x-y 10 Skalarprodukt der Vektoren x und y
|- | 10 die Euklidische Norm

B 10 d-dimensionale Einheitskugel

Kd 10 Volumen der Einheitskugel im £?

bd M 10 Rand der Menge M
Gd-t 10 Rand der d—dimensionalen Einheitskugel

K 10 Menge der konvexen Kérper im £¢
Kd 10 Menge der zentralsymmetrischen konvexen Korper
im E?

aft M 10 affine Hiille von M

lin M 10 lineare Hiille von M

dimM 10 Dimension von M

Mt 10 das orthogonale Komplement von lin M

card M 10 Kardinalitdt von M

convM 10 konvexe Hiille von M

int M 10 das Innere einer Menge M

P+ @Q 10 Minkowski-Summe der Mengen P,Q C E?

aP 10 die um « dilatierte Menge P

(K,C) 11 Uberdeckung einer Menge B C C' + K

V(M) 11 Volumen der Menge M

VE(M) 11 Volumen der k-dimensionalen Menge M bzgl.
aft M

9(K,C) 12 unendliche Dichte der Uberdeckung (K, C')

J(K) 12 Dichte einer diinnsten Uberdeckung des E¢ durch
K
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U(K)
U(K,n)

L

det L

L*
G(M, L)
LK)
V*(K)
UK, L)

, (K)
I(K,C,p)

I(K,n, p)

J(K,p)
V(M,K:i)
Vi(K)

fK

(M), M/H
i (M)
Z(K,u,h)
[X]}“u
Z,(K,u,h)

h(K, u, p)
Z,(K,u)

Zpn( K u)
V(K, p)

13

13

14
14
14
15
15
15
16

15
16

16
17
18
19
19
19
19
19
19

21
21

22
22
23
23
24

26
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Menge aller endlichen Uberdeckungskonfiguratio-
nen bgzl. K

Menge aller Uberdeckungskonfigurationen bzgl. K
mit Kardinalitét n

Gitter

Determinante des Gitters L

das zu L polare Gitter

Anzahl der Gitterpunkte von L in M

Menge aller Uberdeckungsgitter von K

Dichte einer diinnsten Gitteriiberdeckung durch K
Menge aller endlichen Uberdeckungskonfiguratio-
nen bzgl. K im Gitter L

Uberdeckungskonstante des konvexen Kérpers K
parametrische Dichte der Uberdeckungskonfigura-
tion C' von K bzgl. p

Dichte einer diinnsten Uberdeckungskonfiguration
von K bzgl. des Mafles J(K,C,p)

lim inf,, 0o W(K, 1, p)

i—tes gemischte Volumen von M und K

i—tes innere Volumen von K

Distanzfunktion von K

Orthogonalprojektion von M auf H

Projektion von M auf H in Richtung w.

Zylinder in Richtung w der Lénge h

die Menge (K N (K +h u))/uL

dem Zylinder Z( K, u, h) zugeordnete Knochenkon-
figuration

optimale Knochenhéhe in Richtung u bgzl. K und

p
der Zylinder Z(K,u, h(K,u,p))

die Knochenkonfiguration Z,, (K, u, h(K, u,p))
Menge der optimalen Knochenrichtungen bzgl. K
und p

optimale Knochenkonfiguration

Dichte einer diinnsten, unendlichen Knochenkon-
figuration bzgl. K und p

Wurstkonfiguration bzgl. K in Richtung u
optimale Wurstkonfiguration bzgl. K

Dichte einer diinnsten, unendlichen Wurstkonfigu-
ration bzgl. K und p

Flache des grofiten in K enthaltenen Sechsecks



82

S|

N SmmTg
o szwg

K (u)
h(A, K)
AA,n

1
(K, L,n,p)
J(K, L, p)
p(K, L)
)\1([(7 L)

26
27
28

28
28
29
29
29
29
29
30
30
32
34

35
36
36
36
40
41
41
41

Notationen

z+ K

card (C' N bd conv C') fiir C € U(K)
Jordan—Polygon mit den geordneten Fcken zy,
cee s Tk

die Strecke conv {z,y}

Dirichlet-Zelle eines konvexen Korpers K in ¢
Eckenmenge aller Dirichlet—Zellen

Seitenmenge aller Dirichlet—Zellen

Kantenmenge von conv C,, mit C,, € U(K,n)
Delauney Polygon

der langen Kante [a, b] zugeordnetes Polygon
Dreiecke aus Q(a,b)

Familie der Dreiecke A;, A¥

Familie der Polygone T'(v) und Q(a,b)

Anzahl der Dreiecke in der Triangulierung von
conv (),

Flache des grofiten in K enthaltenen Vierecks
Stitzfunktion von K

Durchmesser von K

Dicke von K

k—dimensionaler Inkugelradius von K
Inkugelradius von K

Umkugelradius von K

optimale Uberdeckungskonfiguration der Kardina-
litdt n

Durchmesserrichtung von conv C,, ,

Durchmesser von convC,,

Umkugelradius von conv Cpm/upfn

max{2 VI Y K/ut)/ fx(u) : ue St}
unendlicher Streifen mit Basis A
Orthogonalzylinder mit Basis A und Lénge [

der an beiden Seiten um e gekiirzte Zylinder Sy
Familie der konvexen, kompakten Mengen in u*t
max{h >0 : AC K, +tfiireintc £}

die Menge (W;p%n()\ Yn) N conv Cp,n) Jut

innerer Parallelkérper von M bzgl. afft M
min{d(K,C,p) : C e U(K, L), cardC = n}

lim inf,, oo V(K Lyn, p)

Uberdeckungsradius von K bzgl. L

erste sukzessive Minimum von K bzgl. L
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Li(K)

Fo(K, L)
Fu(K, L)
F(K,L)
S (K, L,u)

hsy hs( K, L)
Py B (K, L)
W(L, K,p)
A(K)

P,

*
van

*
van

Sm

ds (p)
0 (K)
F (B L)

Fu(B4 L)
wp
wi
Su

7

35

56
56
56
57

59
59
59
62
63

65

65

65
65
65
69

69
69
69
70
71
71

83

Menge der ebenen Uberdeckungsgitter —mit
p(K,L)=1und \{(K,L) > 1

Menge der Wurstrichtungen eines Gitters L
Menge der Doppelwurstrichtungen eines Gitters L
die Menge F,(K, L) U Fy(K, L)

Wurstpolygon bzw. Wurstkonfiguration des Git-
ters L

max{hg(u*) : v e F(K,L)}

max{hg(u*) : v e F(K,L)}

Wulff—shape bzgl. K und L zum Parameter p
kritische Determinante von K

optimales Uberdeckungspolygon bzgl. eines festen
Gitters aus L£(K)

optimale Uberdeckungskonfiguration bzgl. varia-
bler Gitter aus £4(K)

optimales Uberdeckungspolygon bzgl. variabler
Gitter aus £q(K)

$m(2, K)

SUPLec, (i) (P P (K, L) 4+ 1/2) det L

Dichte einer dichtesten Gitterpackung von K
Menge der optimalen Wurstrichtungen bzgl. B?
und L

die Menge F, (B¢, L)\ F,(B% L)

||| fiir v € F,(B%, L)

max{|[u]| : v € Fp(B% L)}

max{u-v : v € F(BY L)}

(1 /1)t

min, e, e,y min{dist(v, lin (1)) : v € L\lin (u)}



