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Vorwort

In der vorliegenden Arbeit besch�aftigen wir uns mit endlichen und unendli-
chen �Uberdeckungen im d{dimensionalen Euklidischen Raum Ed. Die Theo-
rie der �Uberdeckungen ist ein Teilgebiet der

"
Geometrie der Zahlen\, die mit

der Einf�uhrung des Begri�s des Gitters 1831 durch C. F. Gauss (1777{1855)
gegr�undet und insbesondere durch H. Minkowski (1864{1909) weiterent-
wickelt wurde.

Ganz allgemein nennt man eine Familie F eine �Uberdeckung einer Menge
M , falls M in der Vereinigung der Elemente von F enthalten ist. Wir be-
trachten hier nur solche �Uberdeckungen, bei denen die Familie F aus Trans-
laten eines konvexen K�orpers K besteht und M selbst eine konvexe Menge
darstellt. Besitzt F endlich bzw. unendlich viele Elemente, so spricht man
von einer endlichen bzw. unendlichen �Uberdeckung. Als Beispiel f�ur eine
endliche �Uberdeckungsaufgabe betrachten wir folgendes Problem:
Ein Radiosender m�ochte in einem gewissen Gebiet G Sendestationen mit kon-
stanter Reichweite R errichten, so dass das Gebiet vollst�andig versorgt wird,
also jeder Haushalt in G den Sender empfangen kann. Dabei m�ochte man
nat�urlich m�oglichst wenige Sendestationen bauen. Fa�t man G als Teilmenge
der Euklidischen Ebene E2 auf, so sucht man also die minimale Anzahl der
Kreise mit vorgegebenem Radius R, die G �uberdecken k�onnen.

Um �Uberdeckungen zu messen und zu vergleichen, braucht man einen
Dichtebegri�, der z.B. als Verh�altnis zwischen dem Gesamtvolumen der �uber-
deckenden Translate und dem Volumen der �uberdeckten Menge de�niert wer-
den kann. Die Dichte ist gewisserma�en ein Ma� f�ur die G�ute einer �Uber-
deckung. Dabei sucht man m�oglichst d�unne (�okonomische) �Uberdeckungen,
d.h. solche mit kleiner Dichte.

1995 beschrieben Betke, Henk und Wills in [BHW3] einen neuen Zu-
gang zu den klassischen Problemen endlicher und unendlicher �Uberdeckun-
gen. Sie f�uhrten die parametrische Dichte

#(K;C; �) =
cardC � V (K)

V (convC + �K)
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einer endlichen �Uberdeckungsmenge (Kon�guration) C eines konvexen K�or-
pers K bez�uglich dem Parameter � 2 R ein. Dabei bezeichnet V (�) das Vo-
lumen und cardC die M�achtigkeit der Menge C. F�ur � > 0 ist convC + �K
die Minkowski{Summe und f�ur � < 0 die Minkowski{Di�erenz der Mengen
convC und �K (siehe Seite 10 bzw. 17). Unter einer �Uberdeckungsmen-
ge versteht man hier eine endliche Menge C f�ur die convC � C + K gilt.
Es werden also nur solche Anordnungen von Translaten zugelassen, bei de-
nen die konvexe H�ulle der zugeh�origen Translationsvektoren �uberdeckt wird.
Solche �Uberdeckungen wurden zuerst von Bambah, Rogers, Woods und
Zassenhaus untersucht (s. [BR], [BRZ], [BW]).

F�ur einen gegebenen konvexen K�orper K, � 2 R, und eine nat�urliche
Zahl n fragen wir hier nach einer �Uberdeckungsmenge C mit M�achtigkeit
n, f�ur die die parametrische Dichte #(K;C; �) minimal wird. Weiter un-
tersuchen wir die asymptotische Entwicklung dieser minimalen parametri-
schen Dichten #(K;n; �) bzgl. n, d.h. wir betrachten die Gr�o�e #(K; �) =
lim infn!1 #(K;n; �). #(K; �) kann als Grenzdichte endlicher �Uberdeckun-
gen von K bzgl. dem Parameter � aufgefa�t werden.

Betke, Henk undWills zeigten in [BHW3], dass f�ur � � �1 die Grenz-
dichte #(K; �) mit der Dichte #(K) einer d�unnsten unendlichen �Uberdeckung
von K �ubereinstimmt. Auf diese Weise stellen die parametrischen Dichten
eine Verbindung zwischen dem endlichen und unendlichen �Uberdeckungs-
problem her. Anschaulich bedeutet #(K; �) = #(K), dass volldimensiona-
le �Uberdeckungsmengen C mit gro�er Kardinalit�at d�unne �Uberdeckungen
bzgl. #(K;C; �) sind.

An dieser Stelle m�ochte ich nun einen kurzen inhaltlichen �Uberblick �uber
die vorliegende Arbeit geben. Bez�uglich der hier beschriebenen Funktionale
#(K;n; �) und #(K; �) untersuchen wir �Uberdeckungsmengen zentralsymme-
trischer, konvexer K�orper K.

Kapitel 1 bietet im ersten Abschnitt eine kurze Einf�uhrung in die Theo-
rie der endlichen und unendlichen �Uberdeckungen konvexer K�orper. In Ab-
schnitt 2 werden die parametrischen Dichten de�niert und einige einfache Ei-
genschaften angef�uhrt. Abschnitt 3 befa�t sich mit speziellen �Uberdeckungs-
mengen. Hier werden sogenannte

"
Knochen{und Wurstkon�gurationen\

vorgestellt, die bzgl. der betrachteten Funktionale im weiteren Verlauf dieser
Arbeit eine wichtige Rolle einnehmen.

In Kapitel 2 betrachten wir 2{dimensionale �Uberdeckungsprobleme. Zu-
n�achst besch�aftigen wir uns in Abschnitt 1 mit einer Aussage von Bambah
undWoods, die eine scharfe obere Schranke f�ur die konvexe H�ulle von �Uber-
deckungsmengen zentralsymmetrischer, konvexer Scheiben fanden (s. [BW]).
Mit Hilfe von Methoden aus [BHW3] geben wir hier einen weiteren Beweis f�ur
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die G�ultigkeit dieser Schranke an. In Abschnitt 2 benutzen wir dann unsere
Methoden, um f�ur kleine, positive Parameter die Identit�at #(K) = #(K; �)
nachzuweisen. F�ur den Kreis B2 wurde diese schon in [BHW3] bewiesen.

Kapitel 3 befa�t sich mit d�unnen �Uberdeckungen bzgl. #(K;C; �) im Ed

f�ur beliebige Dimensionen d � 2. Wir zeigen zun�achst, dass f�ur gro�e Wer-
te des Parameters � d�unne �Uberdeckungen

"
fast\ eindimensional sind. Im

letzten Abschnitt dieses Kapitels bestimmen wir dann f�ur solche gro�en Para-
meter � die genaue, asymptotische Gestalt der optimalen �Uberdeckungskon-
�gurationen. Es zeigt sich, dass f�ur d�unnste knochenf�ormige Anordnungen
(Knochenkon�gurationen) Cn der M�achtigkeit n die Dichte #(K;Cn; �) gegen
#(K; �) konvergiert.

In Kapitel 4 behandeln wir schlie�lich gitterf�ormige �Uberdeckungen. Im
2{dimensionalen Fall betrachten wir zun�achst f�ur zentralsymmetrische, strikt
konvexe Scheiben eine Familie von �Uberdeckungsgittern, f�ur die wir eine
vollst�andige Charakterisierung der optimalen �Uberdeckungskon�gurationen
angeben. Dabei erweisen sich f�ur verschiedene (disjunkte) Parameterberei-
che volldimensionale Kon�gurationen, sogenannte

"
Doppelwurstkon�gura-

tionen\ oder Wurstkon�gurationen als optimal. Wir zeigen dies zun�achst
f�ur feste Gitter und anschlie�end f�ur beliebige Gitter aus der betrachteten
Gitterfamilie. In Abschnitt 3 bestimmen wir f�ur die Kugel Bd und beliebiges
d � 2 die Menge aller �Uberdeckungsgitter, f�ur die Wurstkon�gurationen f�ur
gro�e � und n optimal sind.

Mein besonderer Dank gilt Prof. Dr. J.M. Wills und Prof. Dr. U. Betke f�ur
die vielen Anregungen, die zu dieser Arbeit f�uhrten, sowie Prof. Dr. U. Bet-
ke f�ur die zahlreichen und fruchtbaren Diskussionen, die in entscheidendem
Ma�e zur L�osung einiger Probleme beitrugen.

Bei Priv.{Doz. Dr. U. Schnell und Dipl.{Math. A. Sch�urmann m�ochte ich
mich f�ur ihre Geduld und st�andige Bereitschaft zu Diskussionen bedanken.
F�ur die Erlaubnis, Ergebnisse aus gemeinsamen Arbeiten f�ur meine Disser-
tation zu verwenden, danke ich Prof. U. Betke (Kapitel 3 bzw. [BM]) und
Priv.{Doz. Dr. U. Schnell (Kapitel 4 bzw. [MS]).

Schlie�lich bedanke ich mich bei allen oben Genannten f�ur das Lesen und
Kritisieren verschiedener Versionen dieser Arbeit.

Siegen, Juni 1999.

Martin Meyer





Inhaltsverzeichnis

1 Einf�uhrung 10

1.1 Grundlegende Begri�e und De�nitionen . . . . . . . . . . . . . 10
1.2 Die parametrische Dichte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.3 Spezielle Kon�gurationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2 Ebene �Uberdeckungen 26

2.1 �Uber einen Satz von Bambah und Woods . . . . . . . . . . . . 26
2.2 Die parametrische Dichte f�ur ebene konvexe Scheiben . . . . . 36

3 Die parametrische Dichte f�ur �Uberdeckungen im Ed 40

3.1 Einf�uhrung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.2 Die 1{Gleichm�a�igkeit d�unner �Uberdeckungen f�ur gro�e Pa-

rameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.3 D�unne �Uberdeckungen sind knochenf�ormig f�ur gro�e Parame-

ter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4 Endliche Gitter�uberdeckungen 54

4.1 Einf�uhrung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.2 Ebene Gitter�uberdeckungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.3 Gitterf�ormige Kugel�uberdeckungen . . . . . . . . . . . . . . . 68

Literatur 75

Notationen 80



1 Einf�uhrung

1.1 Grundlegende Begri�e und De�nitionen

Diese Arbeit besch�aftigt sich mit konvexen Mengen im d{dimensionalen
Euklidischen Raum Ed. x � y sei das kanonische Skalarprodukt im Ed mit
zugeh�origer Euklidischer Norm k � k. Weiter sei Bd � Ed die d{dimensionale
Einheitskugel mit Volumen �d, und Sd�1 sei der Rand dieser Kugel, also
Sd�1 = bdBd.

Die Menge der konvexen K�orper (d. h. kompakte, konvexe Mengen mit
nichtleerem Inneren) bezeichnen wir mit Kd, und Kd

0 schreiben wir f�ur die
Menge aller zentralsymmetrischen, konvexen K�orper K, d. h. aller K 2 Kd

mit K = �K. Ein konvexer K�orper K hei�t strikt konvex, wenn f�ur alle
x; y 2 K die Strecke xy bis auf ihre Endpunkte im Inneren von K liegt.

F�ur eine beliebige Menge M � Ed sei a�M (linM) die a�ne (lineare)
H�ulle von M und dimM die Dimension der a�nen H�ulle von M . Mit M?

meinen wir das orthogonale Komplement von linM. Ist M eine endliche
Menge, so bezeichnen wir mit cardM die Anzahl der Elemente von M .

Die konvexe H�ulle convM der Menge M 6= ; ist die
"
kleinste\ konvexe

Menge K, die M enth�alt, d. h. es ist

convM =
\

K konvex
M�K

K:

Ist M kompakt, so gilt dies auch f�ur convM . Besitzt M zudem innere
Punkte, d.h. gilt intM 6= ;, so ist daher convM 2 Kd. Ist M endlich, so
nennt man convM ein Polytop.

Schlie�lich ist die Minkowski{Summe zweier Mengen P;Q � Ed durch
P+Q = fp+q j p 2 P; q 2 Qg de�niert, und f�ur � 2 R sei �P = f�p j p 2 Pg.

Wir kommen nun zu dem Begri� der �Uberdeckung durch konvexe K�orper.
Ist F eine Familie von Mengen, deren Vereinigung die Menge M enth�alt,
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so nennt man F eine �Uberdeckung von M . Hier betrachten wir ausschlie�-
lich �Uberdeckungen, bei denen die zu �uberdeckende Menge M eine konvexe
Menge darstellt und die Familie der Mengen, die M �uberdecken, nur aus
Translaten eines konvexen K�orpers K 2 Kd besteht.

Sei C � Ed, K 2 Kd, und sei B � Ed eine beliebige konvexe Menge. Gilt
B � C +K, so nennt man (K;C) eine �Uberdeckung von B.

Sind (K;C1) und (K;C2) verschiedene �Uberdeckungen von B mit end-
lichen Mengen C1 und C2, so lassen sich die �Uberdeckungen anhand ihrer
Kardinalzahlen vergleichen. In Abbildung 1 ist die �Uberdeckung auf der

Abbildung 1: Kreis�uberdeckungen

linken Seite die d�unnere oder auch �okonomischere �Uberdeckung, denn die-
se kommt mit weniger Translaten aus. Dies dr�uckt sich auch im Verh�altnis
der Summe der Fl�achen der Translate zur Fl�ache der �uberdeckten Menge
aus, welches im linken Fall kleiner ausf�allt. Solche Verh�altnisse benutzen wir
daher im folgenden, um die G�ute von �Uberdeckungen zu messen.

Zun�achst betrachten wir den unendlichen Fall, wenn also B unbeschr�ankt
ist. Hier interessiert uns in erster Linie die �Uberdeckung des gesamten Raum-
es Ed, und daher f�uhren wir ein Ma� f�ur die G�ute einer �Uberdeckung (K;C)
des Ed ein. Dazu ben�otigen wir das Lebesgue{Ma� im Ed. Ist M � Ed

me�bar, so bezeichnen wir mit V (M) das Volumen (Lebesgue{Ma�) von M .
Konvexe K�orper K sind immer me�bar (s. [BF], [Ha], oder [Sch]), und wegen
intK 6= ; gilt V (K) > 0. Hin und wieder ben�otigen wir das Volumen einer
niederdimensionalen Menge M (dimM < d) bzgl. ihrer a�nen H�ulle. Ist
z. B. dimM = k < d, so sei V k(M) das Volumen von M bzgl. a�M .

De�nition 1.1 Sei W d
� der d{dimensionale W�urfel mit Mittelpunkt 0 und

Kantenl�ange � > 0, und sei (K;C) eine �Uberdeckung des Ed. Dann hei�t

#(K;C) = lim inf
�!1

1

V (W d
� )

X
x+K\ intW d

�
6=;

x2C

V (K)
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die (unendliche) Dichte der �Uberdeckung (K;C) und

#(K) = inff#(K;C) : (K;C) �Uberdeckung des Edg

die Dichte einer d�unnsten �Uberdeckung des Ed durch K.

1
V (W d

�
)

P
x+K\ intW d

�
6=;

x2C

V (K) ist das Verh�altnis zwischen der Summe der Volumi-

na der Translate von K aus C, die einen Beitrag zur �Uberdeckung von W d
�

liefern, und dem Volumen des �uberdeckten W�urfels W d
� . Die Dichte #(K;C)

mi�t das asymptotische Verhalten dieses Quotienten. Grob gesprochen ist
sie das Verh�altnis von der Summe der Volumina der Translate aus C zum
Volumen des gesamten Raumes Ed.

Die Dichte einer �Uberdeckung des Ed ist invariant gegen�uber Translatio-
nen von K und unabh�angig von der Folge W d

� , mit der der Ed approximiert
wird. In De�nition 1.1 kann man also W d

� durch jeden anderen konvexen
K�orper aus Kd ersetzen (s. [Gro]). Zudem existiert eine �Uberdeckung (K;C�)
des Ed mit

#(K) = #(K;C�);

womit die Bezeichnung Dichte einer d�unnsten �Uberdeckung des Ed ihre
Rechtfertigung �ndet (s. [Gro]).

F�ur d = 2 l�a�t sich die Dichte #(K) f�ur alle K�orper aus K2
0 bestimmen

(s. Kapitel 2), doch schon f�ur d = 3 kennt man selbst f�ur die Kugel B3 keine
optimale �Uberdeckung des Raumes. Allgemein gilt

1 � #(K) � d log d+ d log log d+ 5d

f�ur d � 3 und alle K 2 Kd (vgl [Ro1]). F�ur weitere Schranken (z. B. f�ur
spezielle konvexe K�orper aus Kd) und f�ur einen anderen Zugang zu der Dichte
#(K) verweisen wir auf [GL], Seite 236f, und [FK].

Wir kommen nun zu endlichen (�niten) �Uberdeckungen. Ist B eine be-
schr�ankte, konvexe Menge, und ist n0 die minimale Anzahl von Translaten
von K, deren Vereinigung B enth�alt, so ist jede �Uberdeckung von B durch
K mit genau n0 Elementen optimal. Weiter kann man sich fragen, ob B
die gr�o�te (bzgl. des Volumens) konvexe Menge ist, die durch eine solche
Anzahl von Translaten von K �uberdeckt wird. Dies f�uhrt zu der folgenden
Problemstellung f�ur �nite �Uberdeckungen:

F�ur K 2 Kd und n 2 N bestimme man das Maximum der Volumina solcher
konvexer K�orper, die durch n Tranlate von K �uberdeckt werden k�onnen.

F�ur d � 5 und K = Bd vermuteteWills 1983 (vgl. [W1]), dass man einen
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"
maximalen K�orper\ erh�alt, wenn die Translationsvektoren der Kugeln line-
ar angeordnet sind, d. h. alle auf einer Geraden liegen. Das Gegenst�uck
dazu ist die Wurstvermutung f�ur �nite Packungen von L. Fejes T�oth

(s. [FejL1]). Dabei hei�t eine Menge P eine Packung von K, falls f�ur alle
x; y 2 P (x + intK) \ (y + intK) = ; gilt. Das zum �niten �Uberdeckungs-
problem duale �nite Packungsproblem ist die folgende Aufgabe:

F�ur K 2 Kd und n 2 N bestimme man das Minimum der Volumina solcher
konvexer K�orper, in die n Translate von K gepackt werden k�onnen.

Da sich diese Arbeit ausschlie�lich mit �Uberdeckungen besch�aftigt, gehen
wir hier nicht n�aher auf Packungen ein und verweisen auf [GL], Seite 218f,
266f. Hin und wieder m�ochten wir allerdings Ergebnisse und Methoden von
Packungsaufgaben mit denen von �Uberdeckungsaufgaben vergleichen.

�Ahnlich wie in De�nition 1.1 k�onnen wir nun eine Dichte einf�uhren, wel-
che die G�ute von endlichen �Uberdeckungen mi�t. Bevor wir dies tun, stellen
wir weitere Bedingungen an unsere �Uberdeckungsmengen, da wir hier nur
spezielle Anordnungen betrachten m�ochten. F�ur Resultate zu den bisher
beschriebenen endlichen �Uberdeckungen verweisen wir auf den �Ubersichtsar-
tikel von Gritzmann und Wills (s. [GW3]).

Im folgenden fordern wir f�ur unsere endliche �Uberdeckungsfamilie, dass
die konvexe H�ulle der Translationsvektoren �uberdeckt sei. Die so �uberdeckte
konvexe Menge ist also ein Polytop, und das Volumen eines Polytops ist
im allgemeinen einfacher zu bestimmen, als das einer beliebigen konvexen
Menge.

De�nition 1.2 Sei K 2 Kd und C � Ed eine endliche Punktmenge. Gilt
convC � C + K, so nennt man C eine �Uberdeckungskon�guration von K.
Mit U(K) bezeichnen wir die Menge aller endlichen �Uberdeckungskon�gura-
tionen, und f�ur n 2 N sei U(K;n) = fC 2 U(K) : cardC = ng.

Abbildung 2: �Uberdeckungspolygon
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Solche �Uberdeckungen wurden schon von Bambah und Woods (vgl. [BW])
und sp�ater von Betke, Gritzmann, Henk undWills untersucht (s. [Gri],
[GW1], [GW2], [BHW3]). Da diese im Mittelpunkt unserer Betrachtungen
stehen, f�uhren wir nun ein geeignetes Ma� f�ur die Qualit�at dieser �Uber-
deckungen ein.

De�nition 1.3 Sei K 2 Kd und C 2 U(K). Dann hei�t

#(K;C; 0) =
cardC � V (K)

V (convC)

die Dichte der �Uberdeckungskon�guration C und

#(K;n; 0) = min

(
nV (K)

V (convC)
: C 2 U(K;n)

)

die Dichte einer d�unnsten �niten �Uberdeckung durch K der Kardinalit�at n.

Die Existenz des Minimums in De�nition 1.3 ergibt sich aus dem Satz von
Bolzano{Weierstrass. F�ur niederdimensionale Kon�gurationen C set-
zen wir ferner #(K;C; 0) = 1. Also ist #(K;C; 0) > 0 f�ur alle C 2 U(K).
Zudem k�onnen hier eindimensionale �Uberdeckungskon�gurationen keine be-
sondere Rolle spielen. Zumindest f�ur die Kugel zeigt sich jedoch, dass

"
fast

lineare \ Kon�gurationen, sogenannte Knochenkon�gurationen, bei denen

"
fast alle\ Translationsvektoren auf einer Geraden liegen, gute Kon�gura-
tionen darstellen (bzgl. #(Bd; n; 0)). Diese Knochenkon�gurationen werden
in Abschnitt 1.3 de�niert, und f�ur gen�ugend gro�e n erh�alt man mit ihnen
kleine obere Schranken f�ur die Dichte #(Bd; n; 0). Es gilt

#(Bd; n; 0) �
r
� e

2
(1 � cn�2=d)

mit einer nur von d abh�angigen Konstanten c (s. [GW1], [GW2]).
Neben den bisher beschriebenen endlichen und unendlichen �Uberdeckun-

gen sind wir auch an gitterf�ormigen �Uberdeckungen interessiert. Solche �Uber-
deckungen weisen eine besondere geometrische Struktur auf und spielen eine
wichtige Rolle in der Theorie der �Uberdeckungen. Eine Menge L � Ed nennt
man ein Gitter, wenn L aus allen ganzzahligen Linearkombinationen von d
linear unabh�angigen Vektoren a1; : : : ; ad besteht. Diese Vektoren bilden eine
Basis von L, und der Absolutbetrag ihrer Determinante hei�t Determinante
von L, detL, und ist unabh�angig von der Wahl der Basis. Das zu L polare
Gitter L� ist de�niert durch

L� =
n
y 2 Ed : x � y 2 Zf�ur alle x 2 L

o
:
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Ist A eine Basis von L, so ist A� = (A�1)T eine Basis von L� (s. [G,L]).
Ein Gittervektor u 2 L hei�t primitiv, falls conv f0; ug \ Lnf0; ug = ; gilt.
Schlie�lich bezeichnen wir f�ur eine beschr�ankte MengeM � Ed mit G(M;L)
die Anzahl der Gitterpunkte von L in M .

Ist K 2 Kd und L ein Gitter mit L + K = Ed, so nennt man L ein
�Uberdeckungsgitter von K. Die Menge aller �Uberdeckungsgitter von K be-
zeichnen wir mit L(K). Wie bei beliebigen �Uberdeckungen ist man auch
hier an solchen Gittern aus L(K) interessiert, die den Raum Ed �okonomisch
�uberdecken. Daher die folgende

De�nition 1.4 Sei K 2 Kd. Dann hei�t

#�(K) = inff#(K;L) : L 2 L(K)g

Dichte einer d�unnsten Gitter�uberdeckung durch K.

F�ur L 2 L(K) gilt #(K;L) = V (K)=detL (s. [GL]). Um #�(K;L) zu bestim-
men, gen�ugt es also, das Supremum �(K) der Menge fdetL : L 2 L(K)g zu
berechnen. Hlawka (s. [Hla]) zeigte die Existenz dieses Supremums, also
gibt es ein Gitter L0 2 L(K) mit

#�(K) = #(K;L0) =
V (K)

detL0
:

�(K) nennt man auch �Uberdeckungskonstante des konvexen K�orpers K.

Abbildung 3: Gitterf�ormige Kreis�uberdeckungen

Die Mittelpunkte der Kreise auf der linken Seite in Abbildung 3 geh�oren
zum hexagonalen Gitter, welches eine optimale Kreis�uberdeckung der Ebene
E2 liefert. Dass die �Uberdeckung d�unner ist als die auf der rechten Seite,
erkennt man schon daran, dass sich die Kreise weniger �uberlappen.

F�ur die Kugel Bd sind d�unnste Gitter�uberdeckungen in den Dimensionen
1{5 bekannt (s. [CS], Seite 38). Optimale Packungsgitter bzgl. Bd hat man
sogar bis zur Dimension 8 bestimmt (s. [Ro1], Seite 3), und f�ur d = 3 wurde
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vor kurzem bewiesen, dass die dichteste Gitterpackung durch B3 eine dichte-
ste Kugelpackung des E3 darstellt. Dies wurde schon 1611 von J. Kepler
vermutet (wir hatten bereits erw�ahnt, dass das duale �Uberdeckungsproblem
noch nicht gel�ost ist).

F�ur #�(K) gilt allgemein

1 � #(K) � #�(K) � d log2 logd+O(1)

f�ur d!1 (vgl. [Ro1]).
Zum Abschlu� f�uhren wir nun noch endliche Gitter�uberdeckungen und

die dazugeh�origen Dichten ein. Dies geschieht in Analogie zu beliebigen
�Uberdeckungen, wir fassen uns daher kurz.

De�nition 1.5 Sei K 2 Kd, L 2 L(K) und C � L eine endliche Punkt-
menge. Gilt convC � C +K, so nennt man C eine Gitter�uberdeckungskon-
�guration von K, und mit U(K;L) bezeichnen wir die Menge aller endlichen
Gitterkon�gurationen in L.

De�nition 1.6 F�ur K 2 Kd, L 2 L(K) und n 2 N seien

#(K;L; n; 0) = minf#(K;C; 0) : C 2 U(K;L; n)g;
#(K;L; 0) = lim inf

n!1 #(K;L; n; 0):

Es sei noch darauf hingewiesen, dass alle ben�otigten Notationen am Ende
der Arbeit ab Seite 80 kurz erl�autert werden.

1.2 Die parametrische Dichte

1995 stellten Betke, Henk und Wills in [BHW3] einen neuen Zugang zu
�Uberdeckungen vor. Sie f�uhrten das Konzept der sogenannten parametri-
schen Dichte ein, bei dem der �Uberdeckungsk�orper mit einem Parameter �
gewichtet wird. F�ur beliebige �Uberdeckungen geben wir nun eine De�nition
der parametrischen Dichte an, f�ur gitterf�ormige �Uberdeckungen tun wir dies
in Kapitel 4, da wir nur dort Gitter�uberdeckungen betrachten.

De�nition 1.7 Sei n 2 N, K 2 Kd und C 2 U(K). F�ur � 2 R sei

#(K;C; �) =
cardC � V (K)

V (convC + �K)
;

#(K;n; �) = inff#(K;C; �) : C 2 U(K;n)g;
#(K; �) = lim inf

n!1 #(K;n; �):
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#(K;C; 0) und #(K;n; 0) sind Spezialf�alle der parametrischen Dichten
#(K;C; �) und #(K;n; �), womit sich die Bezeichnungen in De�nition 1.3
erkl�aren. Auch hier k�onnen wir in der De�nition von #(K;n; �)

"
inf\ durch

"
min\ ersetzen. Eine Anordnung C mit #(K;n; �) = #(K;C; �) nennen wir
d�unnste �Uberdeckungskon�guration bzgl. K und �.

Mit Hilfe der parametrischen Dichte f�ur Packungen konnte die Wurst-
vermutung von Fejes{T�oth f�ur d � 13:387 bewiesen werden (s. [BHW1]).
Henk (vgl. [He]) und Betke und Henk (vgl. [BH1]) dr�uckten die Schranke
auf 42. Dies allein rechtfertigt die De�nition 1.7.

F�ur � > 0 ist convC+�K die schon oben eingef�uhrte Minkowski{Summe,
und f�ur � < 0 ist convC + �K de�niert durch (s. [Sch], Seite 133{137)

convC + �K = fx 2 Ed : x+ j�jK � convCg:
Man nennt dies die Minkowski{Di�erenz der Mengen convC und �K. Sie
hat verschiedene Anwendungen in der Konvexgeometrie (s. [Sch], Seite 137
und 350). Ist V (convC + �K) = 0, so setzen wir #(K;C; �) = 1. Aus
der De�nition folgt dann #(K;C; �) > 0 f�ur alle konvexen K�orper, �Uber-
deckungskon�gurationen und Parameter.

In dieser Arbeit betrachten wir �uberwiegend positive Parameter. Wie
f�ur � = 0 sind auch f�ur � > 0 und K = Bd lineare Kon�gurationen nicht
optimal, und Knochenkon�gurationen liefern

"
kleine\ obere Schranken f�ur

die Dichten (s. [BHW3]):

#(Bd; �) <

r
� e

2
(�+ 1)�(d�1):

Um die parametrischen Dichten zu untersuchen, ben�otigt man Informatio-
nen �uber das Volumen des �au�eren Parallelk�orpers convC + �K. Das Vo-
lumen dieser Minkowski{Summe l�a�t sich als Polynom in � darstellen mit
den gemischten Volumina V (convC;K; i) als Koe�zienten. Eine ausf�uhrli-
che Behandlung gemischter Volumina �ndet man in [BF] und [Sch]. Danach
gilt

V (convC + �K) =
dX
i=0

 
d

i

!
V (convC;K; i) �i: (1.1)

F�ur i = 0; : : : ; d sind die gemischten Volumina nichtnegativ, und es gilt
V (convC;K; i) = V (K; convC; d � i). Ferner sind die gemischten Volumi-
na stetig, linear, monoton und additiv in beiden Komponenten. Weiter ist
V (convC;K; 0) = V (convC), V (convC;K; d) = V (K) und

V (convC;K; i) = 0, dim(convC) < d� i
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f�ur i < d. Mit den von McMullen (vgl. [Mc1], [Mc2]) eingef�uhrten inneren

Volumina Vi(convC) =
�

d
d�i
�

1
�d�i

V
�
convC;Bd; d � i

�
ergibt sich mit (1.1)

f�ur K = Bd das Steiner{Polynom

V
�
convC + �Bd

�
=

dX
i=0

Vi (convC)�d�i�d�i: (1.2)

Wir listen nun einige einfache Eigenschaften der parametrischen Dichten auf.
Die folgenden Propositionen entnehmen wir [BHW3].

Proposition 1.8 Sei K 2 Kd, und seien Cn; C
0
n 2 U(K;n). Dann gilt

(a) #(K;Cn; �) > 0 f�ur alle � 2 R,

(b) #(K;Cn; �) � #(K;Cn; �
0) f�ur � < �0,

(c) #(K;Cn; �) � #(K;C 0
n; �) f�ur convCn � convC 0

n,

(d) #(AK;ACn; �) = #(K;Cn; �) f�ur eine nichtsingul�are, lineare Abbildung
A : Ed ! Ed.

Aus Proposition 1.8 folgt

Proposition 1.9 F�ur K 2 Kd ist

(a) #(K;n; �) > 0 und #(K; �) > 0 f�ur alle � 2 R,

(b) #(K;n; �) und #(K; �) sind monoton fallend in �,

(c) #(K;n; �) � 1 und #(K; �) � 1 f�ur � � 0,

(d) #(K;n; �) und #(K; �) sind invariant unter linearen Abbildungen des
Ed,

(e) #(K;C; �), #(K;n; �) und #(K; �) sind stetig in �,

(f) #(K; �) � #(K) f�ur alle � 2 R.

F�ur den Beweis der Teile (b), (d) und (e) siehe auch [He], Seite 18. Man
ersetze dort einfach Packungskon�gurationen durch �Uberdeckungskon�gura-
tionen.
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1.3 Spezielle Kon�gurationen

Wir m�ochten in diesem Abschnitt die schon in 1.1 und 1.2 angesprochenen
linearen und

"
fast linearen\ �Uberdeckungskon�gurationen vorstellen. Dazu

ben�otigen wir weitere Notationen.
Sei im folgenden d � 2, K 2 Kd

0 und u 2 Sd�1. fK bezeichne die Distanz-
funktion von K (s. [G,L]), d.h. f�ur x 2 Ed ist

fK(x) = minf� � 0 : x 2 �Kg:

F�ur einen a�nen Teilraum H des Ed und eine Menge M � Ed sei �H(M)
oder einfach M=H die orthogonale Projektion von M auf H. Ist H eine
Hyperebene, also ein (d � 1){dimensionaler, a�ner Teilraum des Ed, so be-
zeichnen wir mit �uH(M) die Projektion vonM auf H in Richtung u bzw. �u.

Nun gibt es eine Trennhyperebene von K und K + 2
fK(u) u. Sei Hu der

dazu parallele, (d� 1){dimensionale, lineare Teilraum. Mit Iu = conv f0; ug
de�nieren wir f�ur h 2 [ 1

fK(u)
; 2
fK(u)

] den Zylinder

Z(K;u; h) = �uHu
(K \ (K + hu)) + h Iu:

Dabei ist �uHu
(K \ (K + hu)) konvex und zentralsymmetrisch, und es gilt

Z(K;u; h) � K [ (K + hu). Aus dem Satz von Fubini ergibt sich mit
Kh;u = (K\(K+hu))=u? f�ur das Volumen von Z(K;u; h) V (Z(K;u; h)) = h�
V d�1(Kh;u). Unter allen Zylindern in Richtung umit L�ange h, die vonK und
K + hu �uberdeckt werden, besitzt Z(K;u; h) also maximales Volumen. Fer-
ner gilt f�ur das Volumen des �ausseren Parallelk�orpers Z(K;u; h) + � �uHu

(K)

V
�
Z(K;u; h) + � �uHu

(K)
�
= hV d�1 �Kh;u + �K=u?

�
:

Wir ordnen Z(K;u; h) nun eine �Uberdeckungskon�guration zu, indem wir
zun�achst n � 2blog nc Punkte im Abstand von h auf der Geraden lin (u)
anordnen. Sei also zi = (i� 1)hu; i = 1; : : : ; n� 2blog nc. Die zugeh�origen
Translate von K, zi + K, �uberdecken somit einen Zylinder, der aus (n �
2blog nc�1) sich nicht �uberlappenden Translaten von Z(K;u; h) besteht. In
den (d � 1){dimensionalen Enden �uHu

(K \ (K + hu)) und �uHu
(K \ (K+

hu)) + (n� 2blog nc � 1)hu dieses Zylinders w�ahlen wir nun jeweils blog nc
Punkte, so dass deren konvexe H�ullen diese Enden bzgl. der Hausdor�metrik
� (vgl. [Sch]) bestm�oglichst approximieren. Insbesondere konvergieren diese
einbeschriebenen Polytope gegen die Zylinderenden (s. [Du], [BI] und [BeW]).
Nennen wir diese Punkte zn�2blognc+1; : : : ; zn, so ist

Zn(K;u; h) = fz1; : : : ; zng 2 U(K;n);
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und convZn(K;u; h) approximiert den oben erw�ahnten, aus n� 2blog nc� 1
Translaten von Z(K;u; h) bestehenden Zylinder. Da Zn(K;u; h) + K an
die Gestalt eines Knochens erinnert, nennen wir diese Kon�gurationen auch
Knochenkon�gurationen.

Abbildung 4: Knochenkon�guration

F�ur das Volumen von convZn(K;u; h) + �K erhalten wir mit dem Poly-
nom (1.1) die Absch�atzung

V (convZn(K;u; h) + �K)

� V (K) �d + (n� o(n))hV d�1 �convZn(K;u; h)=u
? + �K=u?

�
F�ur gro�e, positve � m�ochten wir nun das maximale Volumen von Z(K;u; h)
+� �uHu

(K) in Abh�angigkeit von h bestimmen. F�ur h 2 [0; 2=fK(u)] sei dazu

'(h) = '(K;u; �; h) = hV d�1 �Kh;u + �K=u?
�
:

Es gilt V d�1
�
K=u? + �K=u?

�
� V d�1

�
�K=u?

�
= O

�
�d�2

�
. Ist � hinrei-

chend gro�, z.B. � � �0(d;K), so liegen daher alle Maximalstellen von ' in
dem Intervall [1=fK(u); 2=fK(u)]. Nur solche � betrachten wir im folgenden.

F�ur unser Vorhaben ben�otigen wir den Begri� einer konkaven Schar kon-
vexer Mengen.

De�nition 1.10 Sei f eine Abbildung von [�; �] in die Familie der konve-
xen, kompakten Mengen. Gilt f�ur h1; h2 2 [�; �] und alle � 2 [0; 1]

(1� �) f(h1) + � f(h2) � f((1 � �)h1 + �h2);

so hei�t f([�; �]) konkave Schar konvexer Mengen �uber [�; �]. Gilt statt der
Inklusion die Gleichheit, so hei�t f([�; �]) Linearschar konvexer Mengen �uber
[�; �].

Lemma 1.11 Sei u 2 Sd�1 beliebig. Dann besitzt die Funktion '(h) auf
dem Intervall [0; 2=fK(u)] genau ein Maximum.
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Beweis: ' ist stetig auf [0; 2=fK(u)], nimmt also ihr Maximum auf dem
kompakten Intervall an.
Wir zeigen nun zun�achst, dass Kh;u eine konkave Schar �uber [0; 2=fK(u)] ist:
Seien dazu h1; h2 2 [0; 2=fK(u)] mit h1 < h2, und sei x 2 �Kh1 ;u + (1 �
�)Kh2;u, also x = � y + (1 � �) z mit y 2 Kh1;u und z 2 Kh2;u. Dann gibt
es Punkte yp 2 K \ (K + h1 u) und zp 2 K \ (K + h2 u) mit y = yp=u

?

und z = zp=u
?. Es gilt � yp + (1 � �)zp 2 K und � yp + (1 � �) zp 2

�K + �h1 u+ (1� �)K + (1� �)h2 u � K + (�h1 + (1� �)h2)u. Es folgt
x 2 K�h1+(1��)h2;u.
Weiter folgt, dass auch Kh;u + �K=u? eine konkave Schar �uber [0; 2=fK(u)]
ist.

Wir nehmen nun an, m1 und m2 ,m1 < m2, seien zwei Maximalstellen
von '. Nach dem Satz von Brunn{Minkowski (siehe [Sch]) gilt dann

V d�1 �K(1��)m1+�m2;u + �K=u?
� 1
d�1 �(1� �)V d�1 �Km1;u + �K=u?

� 1
d�1

+ �V d�1 �Km2;u + �K=u?
� 1
d�1 :

Gleichheit gilt genau dann, wenn K̂1 = Km1;u + �K=u? und K̂2 = Km2;u +

�K=u? homothetisch sind, d.h. wenn K̂2 = r K̂1 + t gilt f�ur ein t 2 Ed und
r > 0. Wir k�onnen annehmen, dass dies der Fall ist, so dass die Funktion

g(�) = (m1 + (m2 �m1)�)
�
(1 � �)V d�1 �K̂1

� 1
d�1 + �V d�1 �rK̂1

� 1
d�1

�d�1
= (m1 + (m2 �m1)�) ((1� �) + � r)d�1 V d�1 �K̂1

�
; � 2 [0; 1];

in 0 und 1 ihr Maximum annimmt. Es gilt aber

g0(�) = (1� � + r �)d�2 � V d�1(K̂1) �
�
�
d(r � 1)(m2 �m1)�+m2 �m1 + (d� 1)(r � 1)m1

�
:

Da g(0) maximal ist, gilt g0(0) � 0. Wegen r < 1 und weiter d(r � 1)(m2 �
m1) < 0 ist dann aber g0(�) < 0 f�ur alle � 2 [0; 1]. Dies ist ein Widerspruch
zur Maximalit�at von g(1). �

Die H�ohe, in der '(K;u; �; h) ihr Maximum annimmt, bezeichnen wir
mit h(K;u; �). Wir nennen sie optimale Knochenh�ohe in Richtung u, und
die zugeh�orige Projektion Kh(K;u;�);u hei�t optimaler Knochenquerschnitt in
Richtung u. Statt Z(K;u; h(K;u; �)) und Zn(K;u; h(K;u; �)) schreiben wir
einfach Z�(K;u) und Z�;n(K;u). Die Menge

V (K; �) =
n
v 2 Sd�1 :V

�
Z�(K; v) + � �vHv

(K)
�

= max
n
V
�
Z�(K;u) + � �uHu

(K)
�
: u 2 Sd�1oo
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) fa�t die optimalen Knochenrichtungen zusammen.
F�ur K = Bd sind alle Richtungen gleichwertig, also ist V (Bd; �) = Sd�1.
Hier gilt

V
�
Z(Bd; u; h) + �Bd=u?

�
= h�d�1

0@s1 � h2

4
+ �

1Ad�1

:

Diese in h stetige, konkave Funktion erreicht ihr Maximum in

h(Bd; �) = h(Bd; u; �) =
1

d
�
r
4d� 2�2 + 2

q
4(d2 � d)�2 + �4:

Weiter gilt

V (convZn(B
d; u; h) + �Bd) � �d�

d + (n� o(n))�d�1 h (rh;n + �)d�1;

wobei rh;n den Inkugelradius von convZn(Bd; u; h)=u? bezeichnemit lim
n!1 rh;n

=
q
1 � h2

4 .

Sei nun wieder K 2 Kd
0 beliebig. Im folgenden bezeichne Z�;n(K) eine

d�unnste Knochenkon�guration aus U(K;n), d. h. es gelte
#(K;Z�;n(K); �) = minf#(K;Z�;n(K;u); �) : u 2 Sd�1g:

F�ur beliebige Knochenkon�gurationen Zn(K;u; h) gilt allgemein

lim
n!1 #(K;Zn(K;u; h); �) =

V (K)

hV d�1 (Kh;u + �K=u?)
:

De�nition 1.12 Sei K 2 Kd
0. Dann hei�t

#Z(K; �) = min

8<: V (K)

h(K;u; �)V d�1
�
Kh(K;u;�);u + �K=u?

� : u 2 Sd�1
9=;

die Dichte einer d�unnsten, unendlichen Knochenkon�guration bzgl. K und
�.

Es gilt #Z(K; �) =
V (K)

h(K;v;�)V d�1(Kh(K;v;�);v+�K=v?)
f�ur beliebiges v 2 V (K; �).

Weiter gilt f�ur die parametrischen Dichten

#(K;n; �) � nV (K)

V (convZ�;n(K) + �K)

#(K; �) � lim inf
n!1 #(K;Z�;n(K); �)

= #Z(K; �)
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und speziell

#(Bd; �) � #Z(B
d; �) =

�d

�d�1h(Bd; �)
�q

1 � h(Bd;�)2

4
+ �

�d�1 :

Wir kommen nun zu einer weiteren interessanten Familie von �Uberdek-
kungskon�gurationen, die man als Grenzfall der Knochenkon�gurationen auf-
fassen kann. Wie bisher sei d � 2 und u 2 Sd�1. Wir de�nieren

Sn(K;u) =

(
2 i

fK(u)
: i = 1; : : : ; n

)

und nennen diese �Uberdeckungskon�gurationen Wurstkon�gurationen. Nun

Abbildung 5: Wurstkon�guration

ist dim
�
K \

�
K + 2

fK(u)
u
��

< d, und besteht K \
�
K + 2

fK(u)
u
�
aus genau

einem Punkt, so kann man Sn(K;u) als spezielle Knochenkon�guration be-
trachten. F�ur das Volumen des �au�eren Parallelk�orpers convSn(K;u) + �K
gilt (s. [BF], Seite 45)

V (convSn(K;u) + �K) =
dX
i=0

 
d

i

!
V (convSn(K;u);K ; i) �i

= d V (convSn(K;u);K ; d� 1) �d�1 + V (K)�d

= 2(n� 1)V d�1 �K=u?� =fK(u) �d�1 + V (K)�d:

Somit ist

min

(
nV (K)

2(n � 1)V d�1 (K=u?) =fK(u) �d�1 + V (K)�d
: u 2 Sd�1

)

die Dichte einer d�unnsten Wurstkon�guration aus U(K;n). Eine d�unnste
Wurstkon�guration h�angt nicht vom Parameter � ab, und daher bezeichnen
wir mit Sn(K) eine solche optimale Wurstkon�guration aus U(K;n).
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De�nition 1.13 Sei K 2 Kd
0. Dann hei�t

#S(K; �) = min

(
V (K)

2V d�1 (K=u?) =fK(u) �d�1
: u 2 Sd�1

)

die Dichte einer d�unnsten, unendlichen Wurstkon�guration bzgl. K und �.

Es gilt

#(K; �) � #Z(K; �) � #S(K; �): (1.3)

Ist h(K; v; �) 6= 2=fK(v) f�ur alle v 2 V (K; �), so gilt zudem

#(K;n; �) � #(K;Z�;n(K); �) < #(K;Sn(K); �)

f�ur gen�ugend gro�e n bzw.

#(K; �) < #S(K; �):

Dies ist z. B. f�ur K = Bd der Fall. Mit

V
�
convSn(B

d; u) + �Bd
�
= 2(n� 1)�d�1�d�1 + �d�

d;

und wegen h(Bd; u; �) = h(Bd; �) < 2 = 2
f
Bd

(u) =
2
kuk gilt

#(Bd; n; �) < #(Bd; Sn(K;u); �)

f�ur gen�ugend gro�e n bzw.

#(Bd; �) < #S(B
d; �) =

�d
�d�1�d�1

:

Bzgl. Bd und � � 0 sind endliche (n gro�) und unendliche Wurstkon�gura-
tionen also keine optimalen �Uberdeckungskon�gurationen. Dies wurde auch
schon in [BHW3] f�ur n � 3 gezeigt.

Andererseits gibt es auch konvexe K�orper K mit #(K; �) = #S(K; �) f�ur
gen�ugend gro�e �. Ein Beispiel daf�ur ist das Quadrat im E2. Wir geben
daher zum Abschlu� des Kapitels die folgende Proposition an.

Proposition 1.14 Sei K 2 Kd und es gelte #(K; �̂) = #S(K; �̂) f�ur ein
�̂ � 0. Dann gilt auch f�ur alle � � �̂

#(K; �) = #Z(K; �) = #S(K; �)
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Beweis: Nach Voraussetzung gilt f�ur eine Teilfolge (nk)

#(K; �̂) = lim
k!1

#(K;nk; �̂)

= lim
k!1

#(K;Snk(K); �̂) = #S(K; �̂):

Also ist
#(K;nk; �̂) = #(K;Snk (K); �̂) + o(1)

f�ur k !1. Mit v 2 V (K; �) folgt

2(nk � 1)V d�1 �K=v?� =fK(v)�̂d�1 � d�1X
i=0

 
d

i

!
V (convCnk ;K ; i ) �̂i + o(1)

f�ur alle Cnk 2 U(K;nk) und k !1. Die gemischten Volumina sind nichtne-
gativ, also gilt die Ungleichung f�ur alle � � �̂. F�ur diese � folgt

#(K;Snk(K); �) + o(1) � #(K;nk; �) � #(K;Snk (K); �)

f�ur k ! 1 und so #(K; �) = #S(K; �). Mit (1.3) folgt insgesamt die Be-
hauptung. �



2 Ebene �Uberdeckungen

2.1 �Uber einen Satz von Bambah und Woods

In diesem Kapitel behandeln wir �Uberdeckungen in der Euklidischen Ebene.
Im Vergleich zu h�oheren Dimensionen ist die Theorie der �Uberdeckungen
in der Ebene weit entwickelt. Wir fassen zun�achst einige Resultate kurz
zusammen. 1939 zeigte Kershner (s. [Ke])

#(B2) = #�(B2) =
2�

3
p
3
:

Es gibt also ein Gitter L 2 L(B2), so dass L+B2 eine d�unnste �Uberdeckung
der Ebene darstellt. In diesem Gitter wird jeder Kreis von sechs weiteren
�uberlappt, und die Mittelpunkte solcher sechs Kreise bilden ein regul�ares
Sechseck. Man nennt L daher auch hexagonales Gitter (siehe Abbildung 3).

Sei nunK 2 K2 beliebig. Mit h(K) bezeichnen wir die Fl�ache des gr�o�ten
in K einbeschriebenen Sechsecks. F�ur ein Translat x + K von K schrei-
ben wir hier kurz K(x). Fejes T�oth (s. [FejL1]) bewies f�ur eine endliche
�Uberdeckung eines Secksecks S 2 K2 mit S � [ni=1K(xi) die Ungleichung
V (S) � nh(K). F�ur die �Uberdeckungskonstante �(K) von K zeigte Besi-
covitch (s. [Be]) �(K) � 2=3V (K). Damit folgt insgesamt

V (K)

h(K)
� #(K) � #�(K) =

V (K)

�(K)
� 3

2

f�ur K 2 K2. F�ur zentralsymmetrische, konvexe Scheiben K 2 K2
0 gilt sogar

#(K) = #�(K) =
V (K)

�(K)
� 2�

3
p
3
:

Dies folgt nach obigem aus der Identit�at h(K) = �(K) (vgl. [Do]) und der

Ungleichung �(K) � 3
p
3

2� V (K) (vgl. [Sa]) f�ur alleK 2 K2
0. Also auch f�ur zen-

tralsymmetrische, konvexe Scheiben sind d�unnste gitterf�ormige �Uberdeckun-
gen optimal.
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F�ur beliebige konvexe Scheiben K 2 K2 l�a�t sich #(K) nicht so einfach
bestimmen. Wie f�ur zentralsymmetrische K�orper wird allerdings auch hier
#(K) = #�(K) vermutet. Das dazu duale Packungsproblem wurde schon
1951 von Rogers (s. [Ro2]) gel�ost.

Neben der Ungleichung von Fejes T�oth gibt es weitere, allgemeinere
Aussagen �uber endliche �Uberdeckungen in der Ebene. Bambah undRogers
(s. [BR]) zeigten

V (C) � (n� 1) �(K) + V (K)

f�ur C 2 K2 und K 2 K2
0 mit C � [ni=1K(xi).

1971 bewiesen Bambah und Woods (s. [BW]) den folgenden Satz.

Satz 2.1 Sei K 2 K2
0 eine konvexe Scheibe, und sei Cn = fc1; : : : ; cng 2

U(K;n), n � 2. Weiter sei H(Cn) = card (Cn \ bd convCn). Dann gilt

V (convCn) � (n �H(Cn)=2 � 1)�(K): (2.1)

Abbildung 6: Endliche �Uberdeckung

Bemerkungen:

(a) Der Beweis von Satz 2.1 basiert auf einer Aussage von Bambah, Ro-
gers und Zassenhaus (s. [BRZ]) f�ur beliebige Jordan{Polygone. Ein
Jordan{Polygon ist ein Polygon, dessen Rand eine Jordankurve dar-
stellt. F�ur den Einheitskreis B2 gaben Betke, Henk undWills 1995
einen sehr kurzen Beweis von (2.1) an, der ohne [BRZ] auskommt. Die-
ser soll hier auf beliebige zentralsymmetrische, konvexe Mengen �uber-
tragen werden. Wir merken an, dass der resultierenede Beweis insge-
samt k�urzer ist als der in [BW].

(b) Ist convCn entartet, d. h. dimCn < 2, so gilt die Ungleichung (2.1).
Wir betrachten daher nur Kon�gurationen Cn mit n � 3 und dimCn =
2.
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(c) Die Schranke in (2.1) ist scharf, denn f�ur jedes n � 3 kann man im op-
timalen �Uberdeckungsgitter von K geeignete Kon�gurationen w�ahlen,
so dass in (2.1) Gleichheit gilt (siehe z.B. Abbildung 6).

(d) Nach (c) gibt es zu jedem n � 3 ein Cn 2 U(K;n) mit #(K;Cn; 0) =
V (K)

1�H(Cn)=2n�1=n. Solche Kon�gurationen Cn, bei denen zudem card (bd

convCn \ Cn) niedrig ausf�allt, ergeben also gute obere Schranken f�ur
#(K;n; 0).

F�ur den Beweis von Satz 2.1 ben�otigen wir einige Vorbereitungen. Sei im
folgenden K 2 K2

0 strikt konvex. F�ur ein Jordan-Polygon mit den (geord-
neten) Ecken x1; : : : ; xk schreiben wir [x1; : : : ; xk]. Insbesondere bezeichnet
[x1; x2] die Strecke conv fx1; x2g.

Mit Hilfe der Distanzfunktion fK vonK ordnen wir nun jedem Punkt ci 2
Cn die Menge D(ci) = fx 2 convCn : fK(ci � x) � fK(cj � x) f�ur alle 1 �
j � ng zu. D(ci) hei�t Dirichlet{Zelle von K in ci. Wir fassen einige Eigen-
schaften von Dirichlet{Zellen zusammen (siehe [BR], [BRZ], [BW], [FejG]):

Es gilt int D(ci) 6= ; und D(ci) � K(ci). D(ci) ist eine abgeschlos-
sene Menge, die durch eine stetige Kurve begrenzt wird. Weiter ist D(ci)
sternf�ormig mit Mittelpunkt ci, d.h. f�ur p 2 D(ci) ist [ci; p] � D(ci), es gilt
sogar:

p 2 D(ci) =) [ci; p]nfpg \D(cj) = ; f�ur i 6= j: (2.2)

Die Dirichlet{Zellen vonK in c1; : : : ; cn zerlegen convCn, d.h. sie �uberdecken
convCn, und es gilt int D(ci)\ int D(cj) = ; f�ur i 6= j (die letzte Eigenschaft
erh�alt man sofort aus (2.2)).

Zwei weitere wichtige Eigenschaften der Dirichlet{Zellen geben wir als
Lemma an.

Lemma 2.2 (a) Sei [a; b] eine Kante von convCn, und sei x 2 Cn mit
D(x) \ [a; b] 6= ;. F�ur p; q 2 D(x) \ [a; b] gilt dann [x; p; q] � D(x).

(b) Seien x; y 2 Cn mit D(x) \ D(y) 6= ;. F�ur z 2 D(x) \ D(y) enth�alt
dann [x; y; z] keine weiteren Punkte aus Cn.

Beweis: (a) Folgt aus (2.2).
(b) Es gilt fK(z� x) = fK(z� y) � 1 und weiter [x; y; z] � z + fK(x� z)K,
sogar [x; y; z]nfx; yg � int(z + fK(x � z)K). F�ur p 2 Cn \ [x; y; z], p 6= x,
p 6= y, w�are also fK(z� p) < fK(z�x) im Widerspruch zu z 2 D(x)\D(y).
�

Ein Punkt v 2 D(ci) hei�t Ecke von D(ci), wenn er zu mindestens zwei
weiteren Dirichlet{Zellen geh�ort. Schneiden sich zwei Dirichlet{Zellen D(ci)
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und D(cj) in mehr als einem Punkt, so nennen wir jede zusammenh�angende
Teilmenge der Schnittmenge, die mehr als einen Punkt enth�alt, eine Sei-
te von D(ci) und D(cj). Eine Kante von convCn nennen wir eine Strecke
[ci; cj] � bd convCn, die keinen weiteren Punkt aus Cn enth�alt. Sei V die
Eckenmenge aller Dirichlet{Zellen, E die Seitenmenge aller Dirichlet{Zellen
und En die Kantenmenge von convCn. Die Mengen sind endlich (s. [BRZ]),
und f�ur n � 3 sind E und En nichtleer. Einen Punkt von bd convCn, der
zu genau zwei Dirichlet{Zellen geh�ort, nennen wir uneigentliche Ecke dieser
Dirichlet{Zellen, und von einer uneigentlichen Seite sprechen wir, wenn die-
se eine zusammenh�angende Teilmenge des Schnittes einer Dirichlet{Zelle mit
dem Rand von convCn ist, die mehr als einen Punkt enth�alt.

Wir konstruieren nun eine weitere Zerlegung von convCn. Dazu betrach-
ten wir die folgenden Polygone:

(i) F�ur v 2 V sei T (v) das Polygon conv fv1; : : : ; vsg mit den Ecken
v1; : : : ; vs 2 Cn, zu deren Dirichlet{Zellen v geh�ort. Dann gilt fK(v � v1) =
fK(v � v2) = : : : = fK(v � vs) � 1 und v1; : : : ; vs liegen auf dem Rand von
v+ fK(v� vi)K. Da K strikt konvex ist, ist T (v) nicht entartet. T (v) hei�t
Delauney Polygon, und f�ur u; v 2 V , u 6= v, �uberlappen sich T (u) und T (v)
nicht (s. [BRZ]).

(ii) Sei [a; b] eine Kante von convCn mit [a; b] 6� D(a) \ D(b). Eine
solche Kante aus En nennnen wir eine lange Kante. Nun konstruieren wir
das Polygon Q(a; b) = [x1; : : : ; xk] folgenderma�en:

Seien x1 = a; xk = b, und seien x2; : : : ; xk�1 Punkte aus Cnnfa; bg, de-
ren Dirichlet{Zellen mehr als einen Punkt von [a; b] enthalten. Der Schnitt
dieser Dirichlet{Zellen mit [a; b] ist nach Lemma 2.2(a) eine Strecke. F�ur
i 2 f2; : : : ; k� 1g sei xi bestimmt durch D(xi) \D(xi�1) \ [a; b] 6= ;. Dieser
Schnitt ist Ecke oder uneigentliche Ecke der beiden Dirichlet{Zellen D(xi)
und D(xi�1), und wir bezeichnen diese (ev. uneigentliche) Ecke mit yi�1.
F�ur i = 1; : : : ; k � 1 ist yi also der Punkt, indem D(xi) auf [a; b] in D(xi+1)

* *
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∆ ∆
1 ∆1 k-2 k-1∆
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Abbildung 7: Q(a; b) = [x1; : : : ; xk]
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�ubergeht. F�ur die Dreiecke [xi; yi; xi+1], i = 1; : : : ; k � 1 und [yi; yi+1; xi+1],
i = 1; : : : ; k � 2, schreiben wir hin und wieder einfach �i und ��

i . Mit
Fa;b bezeichnen wir die Familie f�i; i = 1; : : : ; k � 1; ��

i ; i = 1; : : : ; k � 2g.
Das so konstruierte Polygon Q(a; b) ist nicht unbedingt konvex, aber in den
n�achsten Lemmata werden wir sehen, dass es zumindest ein Jordan{Polygon
ist.

Lemma 2.3 Sei x Ecke des Polygons Q(a; b) = [x1; : : : ; xk], und sei y 2
D(x) \ [a; b]. Weiter seien p; q 2 Cnnfxg mit D(p) \ D(q) 6= ;. Dann gilt
[p; q] \ [x; y] = ;.
Beweis: F�ur x = a oder x = b gilt die Behauptung. Sei also x = xi f�ur
ein i 2 f2; : : : ; k � 1g, und wir nehmen an, [p; q] und [x; y] haben einen
Punkt gemeinsam. Sei v 2 D(p) \D(q). Nach Lemma 2.2(b) gilt x 62 [p; q].
Da [xi; yi�1; yi] nach Lemma 2.2(a) keinen weiteren Punkt aus Cn enth�alt,
schneidet [p; q] die Strecken [x; yi�1] und [x; yi]. O.E. nehmen wir an, dass
[p; q] von p ausgehend zun�achst auf die Strecke [x; yi�1] und anschlie�end
auf die Strecke [x; yi] tri�t. y kann nicht zu D(p) \D(q) geh�oren, da sonst
entweder [x; yi�1] und relint [y; p], oder [x; yi] und relint [y; q] einen Punkt
gemeinsam h�atten. In jedem Fall w�are dies ein Widerspruch zu (2.2). Also
gilt v 6= y.

Nun kann v nicht in dem unbeschr�ankten Teil der Ebene liegen, der durch
die Strahlen �!px und �!qx begrenzt wird und die Punkte p und q nicht enth�alt,
da wir sonst mit x 2 [p; q; v] wieder einen Widerspruch zu Lemma 2.2 h�atten.
Weiter hat der o�ene, unbeschr�ankte Bereich der Ebene, der durch �!py und
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p

q

y

x

�!qy begrenzt wird und die Punkte p und q nicht enth�alt (f�ur y 2 [p; q] sei dies
der o�ene Halbraum, der durch die Gerade durch p und q begrenzt wird und
convCn nicht enth�alt), keine gemeinsamen Punkte mit convCn. Also kann
v auch nicht in diesem Bereich liegen. Der Polygonzug pvq schneidet daher
die Strecke [x; y]nfx; yg, was der Aussage in (2.2) widerspricht. �
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Lemma 2.4 Sei [a; b] lange Kante von convCn, und sei Q(a; b) = [x1; : : : ;
xk]. Dann gilt

(a) F�ur 1 � i < j � 1 � k � 1 haben die Strecken [xi; xi+1] und [xj; xj+1]
keine Punkte gemeinsam.

(b) F�ur i 2 f2; : : : ; k � 1g, j 2 f1; : : : ; k � 1g, i 6= j, i 6= j + 1, haben die
Strecken [xi; yi] ([xi; yi�1]) und [xj; xj+1] keine Punkte gemeinsam.

Beweis: (a) Schneiden sich zwei Strecken [xi; xi+1] und [xj; xj+1], so liegen
die Punkte xi; xi+1 nach Lemma 2.2 au�erhalb des Dreiecks [xj; yj; xj+1]. Also
schneidet die Strecke [xi; xi+1] den Polygonzug xjyjxj+1 im Widerspruch zu
Lemma 2.3

(b) Folgt direkt aus Lemma 2.3. �

Lemma 2.5 Sei [a; b] eine lange Kante von convCn. Dann ist Q(a; b) =
[x1; : : : ; xk] ein Jordan{Polygon.

Beweis: Der Polygonzug x1 : : : xk schneidet die Strecke [x1; xk] nur in den
Endpunkten, da [x1; xk] = [a; b] au�er a und b keine weiteren Punkte aus Cn

enth�alt und x2; : : : ; xk�1 auf einer Seite von [a; b] liegen. Da sich au�erdem
nach Lemma 2.4 f�ur paarweise verschiedene xi; xi+1; xj; xj+1 2 fx1; : : : ; xkg
die Strecken [xi; xi+1] und [xj; xj+1] nicht tre�en, besitzt der Polygonzug
x1 : : : xk keine �Uberschneidungen. Insgesamt ist daher bdQ(a; b) eine Jor-
dankurve. �

Lemma 2.6 Q(a; b) = [x1; : : : ; xk] enth�alt alle Dreiecke aus der Familie
Fa;b.
Beweis: Nach Lemma 2.4 schneidet der Polygonzug x1 : : : xk die Strecken
[xi; yi] und [xi; yi�1], i = 2; : : : ; k � 1, genau einmal, n�amlich in xi. Daher
liegen die Dreiecke aus Fa;b tats�achlich in Q(a; b). �

Lemma 2.7 Sei [a; b] eine lange Kante von convCn. Dann wird Q(a; b) =
[x1; : : : ; xk] von den Dreiecken aus Fa;b �uberdeckt.

Beweis: Sei S =
S
�2Fa;b �, und sei y 2 Q(a; b)nS. Dann ist y 2 int Q(a; b),

und es gibt ein � > 0, so dass der Kreis B(y; �) mit Mittelpunkt y und
Radius � keines der Dreiecke aus Fa;b schneidet. Sei weiter x ein Punkt aus
dem Inneren eines der Dreiecke. Die n Geraden gi durch die Punkte x; ci,
i = 1; : : : ; n, k�onnen B(y; �) nicht �uberdecken, also gibt es ein z 2 B(y; �)
mit z 62 [ni=1gi. Sei t 2 [x; z]\S mit kt� zk = minfku� zk : u 2 [x; z]\Sg.
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Dann liegt t im Inneren einer Kante [p; q] eines Dreiecks aus Fa;b. Sind p; q
beide aus Cn, so gilt f�ur ein i 2 f1; : : : ; k�1g [p; q] = [xi; xi+1], und z liegt auf
derselben Seite von [xi; xi+1], wie das nach Lemma 2.6 in Q(a; b) enthaltene
Dreieck [xi; xi+1; yi]. Das ist jedoch ein Widerspruch zu der Tatsache, dass
die Strecke [t; z] au�er t keine weiteren Punkte aus S enth�alt. Da [p; q] zudem
keine Teilmenge von [a; b] ist, mu� [p; q] mit einer der Strecken [xi; yi] oder
[xi; yi�1], i = 2; : : : ; k�1, �ubereinstimmen. O.E. sei [p; q] = [xi; yi] f�ur ein i 2
f2; : : : ; k� 1g. Da sich die Kanten der Dreiecke [xi; yi; xi+1] und [xi; yi�1; yi]
nach Lemma 2.4 und (2.2) nicht �uberkreuzen k�onnen und au�erdem keines
der Dreiecke im anderen enthalten ist (dies w�are ein Widerspruch zu Lemma
2.2 oder zu der Tatsache, dass alle Punkte aus fx1; : : : ; xkg auf einer Seite
von [a; b] liegen), werden sie durch a� (fp; qg) getrennt. Das ist jedoch erneut
ein Widerspruch zu [t; z]nftg � Q(a; b)nS. �

Bemerkungen:

(�) In Lemma 2.4 haben wir gezeigt, dass sich zwei Strecken [xi; xi+1] und
[xj; xj+1] bzw. zwei Strecken [xi; yi] ([xi; yi�1]) und [xj; xj+1] nicht im
relativ Inneren schneiden. Wegen (2.2) gilt dies nat�urlich auch f�ur
Strecken [xi; yi] und [xj; yj]. Da au�erdem keines der Dreiecke aus Fa;b

in einem anderen Dreieck dieser Familie enthalten ist (das haben wir
schon im Beweis von Lemma 2.7 gesehen), �uberlappen sich die Dreiecke
dieser Familie nicht und bilden somit eine Zerlegung von Q(a; b).

(�) Q(a; b) enth�alt au�er x1; : : : ; xk keine weiteren Punkte aus Cn.

Lemma 2.8 Sei [x; y] eine Kante des Polygons T (v), v 2 V . Dann haben
D(x) und D(y) eine gemeinsame Seite e mit v 2 e.

Beweis: Seien e1, e2 Seiten von D(x) mit e1 \ e2 = v. Angenommen,
D(x) und D(y) haben weder e1 noch e2 gemeinsam. Nun gilt x; y 2 bd (v +
fK(v � x)K). e1 und e2 liegen in den verschiedenen Gebieten, die man
erh�alt, wenn man die Ebene E2 durch die Strahlen �!vx und �!vy zerlegt. Diese
Seiten geh�oren dann zu zwei weiteren Dirichlet{Zellen, deren Mittelpunkte
wegen (2.2) ebenfalls in den gegen�uberliegenden Gebieten liegen. Da diese
Mittelpunkte Ecken von T (v) sind und zudem auf bd (v+fK(v�x)K) liegen,
kann [x; y] keine Kante von T (v) sein. �

Sei F(Cn) die Familie fT (v) : v 2 V g S fQ(a; b) : [a; b] ist lange Kante
von convCng.
Satz 2.9 Die Polygone aus F(Cn) zerlegen convCn.
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Beweis: Es gilt F(Cn) 6= ; : Sei a Ecke der Kanten [a; b] und [a; c] aus
En, und seien d1 und d2 die Mittelpunkte dieser Kanten. Besitzt convCn

keine lange Kanten, so enth�alt bdD(a) wegen d1 2 D(a) \ D(b) und d2 2
D(a) \D(c) eine Ecke v 2 V .

Wir zeigen jetzt zun�achst, dass sich die Polygone nicht �uberlappen. F�ur
zwei verschiedene Delauney Polygone haben wir dies schon bei der Konstruk-
tion dieser Polygone bemerkt. Seien daher nun P und Q Polygone aus F(Cn)
mit Q = Q(a; b) f�ur eine lange Kante [a; b] von convCn. Wir nehmen an,
die Polygone haben innere Punkte gemeinsam. P kann Q nicht enthalten,
da nach Lemma 2.3 D(a) und D(b) keine gemeinsamen Punkte besitzen und
die Kante [a; b] somit nicht in P liegen kann. Also enth�alt Q im Inneren
Randpunkte von P . Da sich nach Lemma 2.3 zwei verschiedene Kanten der
Polygone h�ochstens in ihren Endpunkten schneiden, gibt es eine Kante [x; z]
von P , die bis auf ihre Endpunkte im Inneren von Q liegt und Q in zwei
Jordan{Polygone zerlegt. Dann gibt es also i; j 2 N mit 1 � i + 1 < j � k
und x = xi und z = xj (oder umgekehrt). Sei y 2 (D(xi+1) \ [a; b]). Die
Strecke [xi+1; y] geh�ort nach Lemma 2.6 bis auf ihre Endpunkte zum Inneren
von Q und zerlegt Q daher ebenfalls in zwei Jordan{Polygone Q1; Q2 mit
x 2 Q1 und z 2 Q2. Da [x; z] zu Q(a; b) geh�ort und bdQ(a; b) eine Jordan-
kurve ist, mu� [x; z] die Strecke [xi+1; y] schneiden. Wegen D(x)\D(z) 6= ;,
ist dies ein Widerspruch zu Lemma 2.3.

a b

x

x

x
i

i+1

j

y

Wir zeigen nun, dass die Polygone aus F(Cn) insgesamt eine �Uberdeckung
von convCn bilden. Sei dazu S die Vereinigung aller Polygone aus F(Cn),
und wir nehmen an, es gibt ein x, welches nicht �uberdeckt wird. Dann gibt
es ein � > 0 mit B(x; �) \ S = ;. Sei s ein Punkt aus dem Inneren eines
Polygons aus F(Cn). Die n Geraden gi = a� fs; cig, ci 2 Cn, k�onnen B(x; �)
nicht �uberdecken, also gibt es ein y 2 B(x; �) mit y 62 gi, i = 1; : : : n. Sei
t 2 [s; y] mit ky � tk = minfky � uk : u 2 [s; y] \ Sg. Die Strecke [t; y]nftg
enth�alt keinen weiteren Punkt aus S. t hingegen liegt im Inneren einer Kante
[p; q] eines Polygons P 2 F(Cn).
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Sei zun�achst P = Q(a; b) = [x1; : : : ; xk] f�ur eine lange Kante [a; b] von
convCn. Dann gilt [p; q] = [xi; xi+1] f�ur ein i 2 f1; : : : ; k�1g. Sei wie bisher
yi = D(xi) \D(xi+1)\ [a; b]. Ist yi Ecke der beiden Dirichlet{Zellen, so sind
xi und xi+1 Ecken von T (yi), und nach obigem liegen [xi; xi+1; yi] und T (yi)
auf verschiedenen Seiten von [xi; xi+1]. Damit erhalten wir den Widerspruch
t 2 int S. Ist yi uneigentliche Ecke, so haben D(xi) und D(xi+1) eine Seite
aus E gemeinsam und besitzen daher eine weitere Ecke v 2 V oder eine
uneigentliche Ecke u 2 [c; d] f�ur eine weitere lange Kante [c; d] von convCn.
In beiden F�allen erhalten wir einen Widerspruch, da entweder [xi; xi+1; yi]
und T (v) oder [xi; xi+1; yi] und [xi; xi+1; u] nach obigem auf verschiedenen
Seiten von [xi; xi+1] liegen.

Ist P = T (v) f�ur ein v 2 V , dann haben D(q) und D(p) nach Lemma
2.8 eine Seite e gemeinsam mit v 2 e. L�auft man von v ausgehend entlang
dieser Seite, so tri�t man entweder auf eine Ecke v0 oder eine uneigentliche
Ecke u. In beiden F�allen ergibt sich ein Widerspruch, denn entweder liegen
T (v) und T (v0) oder T (v) und [p; q; u] auf verschiedenen Seiten von [p; q]. �

Das Jordan{Polygon Q(a; b) = [x1; : : : ; xk] l�a�t sich in k � 2 Dreiecke
zerlegen, so dass ausser x1; : : : ; xk keine neuen Ecken entstehen. Dies l�asst
sich z.B. durch Induktion �uber k erkennen:
F�ur k = 3 ist das Polygon ein Dreieck. F�ur k > 3 sei c die Ecke mit
kleinstem positivem Abstand zu a� ([a; b]). Dann ist [a; b; c] � P , und die
Polygone [a; : : : ; c], [a; b; c] und [c; : : : ; b] (man beachte, eventuell sind dies
nur zwei Polygone) zerlegen Q(a; b). Ferner haben diese Polygone weniger
als k Ecken. Mit Induktionsannahme erh�alt man die gew�unschte Zerlegung
in k � 2 Dreiecke.

Die Delauney Polygone T (v) lassen sich ebenfalls weiterzerlegen, so dass
wir insgesamt eine Triangulierung von convCn erhalten, deren Eckenmenge
genau aus den Punkten von Cn besteht. Diese Triangulierung stellt dann
einen ebenen Zellkomplex Z dar. Ein Zellkomplex im Ed ist eine Menge von
Polytopen, f�ur die gilt (s. [Zi]):

(i) Jede Seite eines Polytops ist selbst ein Element des Zellkomplexes.

(ii) F�ur zwei Polytope P1; P2 mit nichtleerem Schnitt ist P1 \ P2 Seite von
P1 und von P2.

Bezeichnen wir mit T (Cn) und k die Anzahl der Dreiecke und Kanten von
Z, so gilt k = 3T (Cn)=2 + H(Cn)=2. Mit dem Satz von Euler (s. [Gr�u])
gilt weiter T (Cn) � k + n = 1 bzw. n = 1

2T (Cn) +
1
2H(Cn) + 1. Unsere

Vorbereitungen sind damit abgeschlossen, wir kommen endlich zum
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Beweis von Satz 2.1: Sei zun�achst K 2 K2
0 strikt konvex. Wir m�ussen n �

V (convCn)=�(K)+H(Cn)=2+1 beweisen. Es gen�ugt daher, die Ungleichung
T (Cn)=2 � V (convCn)=�(K) zu zeigen.

Sei [a; b] lange Kante von convCn mit zugeh�origem Polygon Q(a; b) =
[x1; : : : ; xk]. Sei g = a� ([a; b]), und o. E. gelte f�ur den euklidischen Abstand
dist(�; g) zu g dist(x2; g) � dist(xk�1; g). Sei weiter y 2 [y2; b] mit ky �
y2k = kb� yk�1k. Dann besteht das Dreieck [x1; y; x2] aus den Dreiecken �1,
��

1 und [y2; y; x2], und wegen dist(x2; g) � dist(xk�1; g) gilt V ([y2; y; x2]) �
V (�k�1). Ferner wird [x1; y; x2] durch die Mengen K(x1);K(x2) und K(y)
�uberdeckt (man beachte y1 2 K(x1) \K(x2) und y2 2 K(y) \K(x2)). Also

induziert [x1; y; x2] eine Gitter�uberdeckung der Ebene mit Dichte V (K)
2V ([x1;y;x2])

.

Die Dichte der d�unnsten �Uberdeckung der Ebene durch K ist andereseits
durch V (K)=�(K) gegeben. Damit folgt

V (�1) + V (��
1) + V (�k�1) � V ([x1; y; x2]) � 1

2
�(K):

Sei q(K) bzw. t(K) die Fl�ache des gr�o�ten in K enthaltenen Vierecks bzw.
Dreiecks. Da K zentralsymmetrisch ist, gilt insbesondere t(K) = �(K)=2
(nach Dowker [Do] gilt ja h(K) = �(K) f�ur K 2 K2

0 ). F�ur i = 2; : : : ; k � 2
haben wir V (�i) � q(K)=4 � �(K)=4, denn wegen [xi; 2yi � xi+1; 2yi �
xi; xi+1] � yi + fk(xi � yi)K mit fK(xi � yi) � 1 gilt V (�i) = V ([xi; 2yi �
xi+1; 2yi � xi; xi+1])=4 � q(K)=4. Da weiter das Parallelogramm [yi; yi+1;
2xi+1�yi; 2xi+1�yi+1] in xi+1+fK(xi+1�yi)K mit fK(xi+1�yi) � 1 enthalten
ist, folgt aus demgleichen Grund V (��

i ) � �(K)=4 f�ur i = 2; : : : ; k � 2. Mit
Lemma 2.7 erhalten wir

V (Q(a; b)) � X
�2Fa;b

V (�) � (k � 2)
�(K)

2
= (k � 2)t(K):

F�ur ein Dreieck � des Zellkomplexes Z, welches nicht in einem Polygon
Q(a; b) enthalten ist, gilt nach Lemma 2.9 � � T (v) � v + �K f�ur ein
v 2 V und ein � � 1 und so V (�) � t(K). Insgesamt ergibt sich also

V (convCn) � T (Cn) t(K) = T (Cn)
�(K)

2
:

Durch Approximation durch strikt konvexe Scheiben (s. z.B. [Eg]), kann man
die Aussage des Satzes auf die Menge K2

0 erweitern. �
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2.2 Die parametrische Dichte f�ur ebene konvexe Schei-

ben

In diesem Abschnitt m�ochten wir f�ur zentralsymmetrische, konvexe Scheiben
K die Dichten #(K;n; �) und #(K) miteinander vergleichen. Als Anwen-
dung einer ,,metrischen Version" von Satz 2.1 erhalten wir die Ungleichun-
gen #(K;n; �) > #(K) f�ur kleine (positive) � und #(K;n; �) < #(K) f�ur
hinreichend gro�e �. Wir ben�otigen dazu weitere Vorbereitungen.

Sei hK die St�utzfunktion von K (s.[BF] oder [Sch]), die durch

hK(x) = maxfx � y : y 2 Kg
de�niert ist. Weiter seien hmax = maxu2S1 hK(u) und hmin = minu2S1 hK(u).
Bezeichnen wir mit D(K) und d(K) Durchmesser und Dicke von K, so gilt
hmax = D(K)=2 und hmin = d(K)=2. Ist u0 2 S1 mit hmin = hK(u0), und ist
u+0 ein zu u0 orthogonaler Einheitsvektor, so gilt ferner

V (K) � 2hK(u0) 2hK(u
+
0 ) � d(K)D(K): (2.3)

F�ur u 2 S1 sei Pu die Menge aller (ev. entarteten) Parallelogramme P =
[a; b; c; d] 2 Kd

0 mit folgenden Eigenschaften:

(i) P � K,

(ii) F�ur eine Kante von P , z. B. f�ur conv fc; bg, gilt (c � b) ? u (nat�urlich
gilt dann auch (a � d) ? u). Diesen zu u senkrechten Kantenvektor
bezeichnen wir mit eu(P ).

Nach dem Auswahlsatz von Blaschke (vgl. [BF]) existiert nun ein Pu 2 Pu

mit
1� V (Pu)=�(K)

keu(Pu)khK(u) = min

(
1� V (P )=�(K)

keu(P )khK(u) : P 2 Pu

)
:

Weiter sei

�1(K) = min

(
1

keu(Pu)khK(u)
 
1� V (Pu)

�(K)

!
: u 2 S1

)
:

Die Existenz des Minimums folgt wiederum aus dem Auswahlsatz von
Blaschke. Es gibt also ein u0 2 S1 mit

�1(K) =
1

keu0(Pu0)khK(u0)
 
1 � V (Pu0)

�(K)

!
:

Schlie�lich sei �0(K) = 1
hmaxD(K)

�
1� q(K)

�(K)

�
, wobei q(K) wieder die Fl�ache

des gr�o�ten in K enthaltenen Vierecks bezeichne.
Es gilt 0 � �0(K) < �1(K) � 1

D(K)hmin
= 2

D(K) d(K)
.



2.2 Die parametrische Dichte f�ur ebene konvexe Scheiben 37

Satz 2.10 Sei K 2 K2
0. Dann gilt

(a) F�ur alle Cn 2 U(K;n) ist
n � 1

�(K)
V (convCn) + �0(K)V (convCn;K) + 1.

(b) F�ur jedes n � 5 gibt es ein Cn 2 U(K;n) mit

n � 1
�(K)

V (convCn) + �1(K)V (convCn;K) + 3.

Bemerkung: Ein gro�er Teil des Beweises von Satz 2.10 stimmt mit dem
von Satz 2.1 �uberein, denn wir ben�otigen sowohl die Zerlegung von convCn

in die Polygone T (v) und Q(a; b) als auch die Zerlegung der Polygone Q(a; b)
in die Dreiecke �i und ��

i .
Beweis von Satz 2.10: Sei zun�achst K 2 K2

0 strikt konvex.
(a) Mit n = 1

2
T (Cn) +

1
2
H(Cn) + 1 m�ussen wir die Ungleichung 1

2
T (Cn) +

1
2H(Cn) � 1

�(K)V (convCn)+ �0(K)V (convCn;K) beweisen. Sind e1; : : : ; er
die Kanten von convCn mit Normalenvektoren u1; : : : ; ur und L�angen f1;
: : : ; fr, so gilt (s. [BF])

V (convCn;K) =
1

2

rX
i=1

hK(ui)fi: (2.4)

Wir betrachten nun folgende F�alle:

(i) F�ur ein Dreieck �, welches nicht in einem Polygon Q(a; b) enthalten

ist, gilt V (�)
�(K)

� 1
2
. Dabei gibt V (�)

�(K)
den Anteil von � in 1

�(K)
V (convCn)

an, und 1
2
ist der Anteil von � in 1

2
T (Cn).

(ii) F�ur eine Kante [a; b] 2 En mit Normalenvektor u, welche keine lan-
ge Kante von convCn ist, gilt ka � bk � D(K) und so �0(K)ka �
bkhK(u) 1

2 � 1
2 . Die linke Seite gibt hier den Anteil von [a; b] in

�0(K)V (convCn;K) an und die rechte Seite dessen Anteil in H(Cn)
2 .

(iii) F�ur eine lange Kante [a; b] 2 En mit Normalenvektor u ist der Anteil

des Polygons Q(a; b) = [x1; : : : ; xk] in
1
2T (Cn) gleich

k�2
2 und in H(Cn)

2

gleich 1
2 .

Wir m�ussen daher die Ungleichung

V (Q(a; b))

�(K)
+ �0(K) ka� bkhK(u) 1

2
� k � 1

2
(2.5)

zeigen. F�ur g = a� ([a; b]) sei o. E. dist(x2; g) � dist(xk�1; g). F�ur i =
2; : : : ; k � 2 gilt

V (�i) + V (��
i )

�(K)
+ �0(K) kyi+1 � yikhK(u) 1

2
� 1

2
:
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Wegen kx1 � y1k � 1
2
D(K) und kyk�1 � xkk � 1

2
D(K) gilt zudem

V (�1) + V (��
1) + V (�k�1)

�(K)
+�0(K)

�
kx1�y2k+kyk�1�xkk

�
hK(ua;b)

1

2
� 1:

Insgesamt ergibt dies (2.5), also gilt die Behauptung.

(b) Wir konstruieren eine Knochenkon�guration bzgl. K, die sich minimal
von der in Abschnitt 1.3 konstruierten Kon�guration unterscheidet. Sei
Pu0 = [a; b; c; d] 2 Pu0 mit

�1(K) =
1

keu0(Pu0)khK(u0)
 
1 � V (Pu0)

�(K)

!

und eu0(Pu0) = c � b. Sei weiter Cn = fca1; ca2; ca3; ca4; c1; : : : ; cn�4g mit
ci = i � (c � b), i = 1; : : : ; n � 4, und ca1 = 1

2
� (b � a), ca2 = 1

2
� (a � b),

ca3 = (n � 3) (c � b) + 1
2
� (b� a), ca4 = (n � 3) (c � b) + 1

2
� (a � b). Cn ist

�Uberdeckungskon�guration, und es gilt

V (convCn) = (n� 3)V (Pu0 )

V (convCn;K) =
n� 3

2
hK(u0) keu0(Pu0)k 2 + s

mit einer nur von K abh�angigen Konstanten s. Insgesamt ergibt sich

1

�(K)
V (convCn) + �1(K)V (convCn;K)

= (n� 3)
V (Pu0)

�(K)
+ (n� 3)

 
1 � V (Pu0)

�(K)

!
+ s

� n� 3:

F�ur beliebiges K 2 K2
0 folgt die Behauptung wieder durch Approximation

durch strikt konvexe Scheiben aus K2
0. �

Seien �0(K) = �(K)
2 �0(K) und �1(K) = �(K)

2 �1(K). Mit (2.3) folgt
0 � �0(K) < �1(K) � 1.

Korollar 2.11 F�ur alle 0 � � � �0(K) gilt #(K;n; �) > #(K), und f�ur
� � �1(K) + �n gilt #(K;n; �) < #(K) f�ur eine Folge (�n) mit �n ! 0.

Beweis: Sei Cn 2 U(K;n). Dann gilt mit Satz 2.10(a) und der Formel von
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Steiner

#(K;Cn; �) =
nV (K)

V (convCn + �K)

� V (K) ((1=�(K))V (convCn) + �0(K)V (convCn;K) + 1)

V (convCn) + 2�V (convCn;K) + V (K)�2

= #(K) � V (convCn) + 2�0(K)V (convCn;K) + �(K)

V (convCn) + 2�V (convCn;K) + V (K) �2

> #(K) f�ur � � �0(K):

Ist Cn die Knochenkon�guration aus Satz 2.10(b), so erh�alt man wie oben
#(K;Cn; �) < #(K) f�ur � � �1(K) + �n mit einer Folge (�n) f�ur die �n ! 0
gilt. Also gilt auch #(K;n; �) < #(K) f�ur diese �. �



3 Die parametrische Dichte f�ur �Uberdeckun-

gen im E
d

3.1 Einf�uhrung

D�unne �Uberdeckungen bzgl. der parametrischen Dichte wurden in [BHW3]
untersucht. Dort wurde gezeigt, dass f�ur beliebiges K 2 Kd und � �
�1 volldimensionale �Uberdeckungskon�gurationen f�ur gro�e n d�unn sind.
Hier m�ochten wir die Gestalt der optimalen �Uberdeckungskon�gurationen
f�ur gro�e � und n bestimmen. Es wird sich zeigen, dass diese knochenf�ormig
sind. Zusammen mit optimalen Packungen bzgl. der parametrischen Dichte
erhalten wir daher folgendes Bild f�ur die Theorie endlicher �Uberdeckungen
und Packungen:
Kleine Parameter f�uhren zu eindimensionalen Packungen und volldimensio-
nalen �Uberdeckungen, w�ahrend gro�e Parameter volldimensionalePackungen
und fast eindimensionale �Uberdeckungen liefern.

Um unsere �Uberdeckungen zu beschreiben, geben wir nun eine De�nition
aus [ABB] an. Dazu sei f�ur K 2 Kd rk(K) der Radius der gr�o�ten in K
enthaltenen k{dimensionalen Kugel. Solche k{dimensionalen Inkugelradien
wurden in [BH2] untersucht.

De�nition 3.1 Sei fMng eine Folge endlicher Punktmengen im Ed.

1. fMng hei�t unbeschr�ankt vom Grad k, falls #Mn !1,
lim supn!1 rk+1 (convMn) <1 und limn!1 rk (convMn) =1.

2. fMng hei�t k{
ach, wenn fMng unbeschr�ankt vom Grad k ist, und
zudem ein n0 2 N existiert mit rk+1 (convMn) = 0 f�ur alle n � n0.

3. fMng ist k{gleichm�a�ig, wenn fMng unbeschr�ankt vom Grad k ist, und
au�erdem lim supn!1R (convMn) =rk (convMn) <1 gilt.
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3.2 Die 1{Gleichm�a�igkeit d�unner �Uberdeckungen f�ur

gro�e Parameter

F�urK 2 Kd seienD(K) und d(K) wie bisher Durchmesser und Dicke von K.
Mit R(K) und r(K) bezeichnen wir Umkugelradius und Inkugelradius von
K. Im folgenden bezeichne C�;n eine optimale �Uberdeckungskon�guration
aus U(K;n), d.h. es gelte #(K;n; �) = #(K;C�;n; �). u�;n 2 Sd�1 sei eine
Richtung, in der der Durchmesser von convC�;n angenommen wird. F�ur
D(convC�;n) schreiben wir aus praktischen Gr�unden hin und wieder D�;n,
und den Umkugelradius von convC�;n = u

?
�;n k�urzen wir oft mit R�;n ab. Es

gibt also einen Rotationszylinder in Richtung u�;n mit Radius R�;n und L�ange
D�;n, der convC�;n enth�alt. Wir zeigen nun zun�achst, dass die Folge der
Radien dieser Zylinder beschr�ankt ist. Dazu ben�otigen wir f�ur eine optimale
Wurst Sn(K) das Volumen V (convSn(K) + �K). Wir de�nieren daher

sm(d;K) = maxf2V d�1(K=u?)=fK(u) : u 2 Sd�1g:
Satz 3.2 Sei K 2 Kd und C�;n eine optimale �Uberdeckungskon�guration f�ur
K. Dann gibt es ein �0 = �0(d;K) � 0, so dass f�ur alle � � �0 die Folge

R�;n = R
�
convC�;n = u

?
�;n

�
beschr�ankt ist.

Beweis: Sei C�;n optimal, und seiB(K) die Umkugel vonK. Mit der Formel
von Steiner f�ur das Volumen des �au�eren Parallelk�orpers gilt

V (convC�;n + �K) =
dX
i=0

 
d

i

!
V (convC�;n;K; i) �i

� V (K) �d +
dX
i=1

Vi(convC�;n)�d�iR(K)d�i�d�i:

Andererseits gilt f�ur eine optimale Wurst Sn(K)

V (convSn(K) + �K) = V (K)�d + (n� 1) sm(d;K)�d�1:

Da C�;n optimale �Uberdeckungskon�guration ist, folgt

(n� 1)
sm(d;K)

�d�1R(K)d�1
� V1(convC�;n) +

dX
i=2

Vi(convC�;n)�d�i
�d�1R(K)i�1

� �1�i:

Aus Cauchy's Integral Darstellung f�ur innere Volumina (siehe z.B. [Sch])
folgen die Ungleichungen Vi(convC�;n) � nVi(Bd)R(K)i, i = 1; : : : ; d (siehe
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auch [BHW3]), also existiert eine nur von d und K abh�angige Konstante c
mit

(n� 1)
sm(d;K)

�d�1R(K)d�1
� V1(convC�;n) +

n � c
�

f�ur � � 1:

Dies f�uhrt zu einer (wieder nur von d und K abh�angigen) Konstanten c0 > 0
mit

n � c0 � V1(convC�;n) f�ur � � �0(d;K) � 1 (3.1)

Bezeichnen wir f�ur C 2 Kd mit b(C) die mittlere Breite von C, so gilt ande-
rerseits

V1(convC�;n) =
d�d
2�d�1

� b (convC�;n) � d�d
2�d�1

D(convC�;n):
(3.2)

Aus (3.1) und (3.2) ergibt sich insgesamt die Existenz eines c00 > 0 mit

D�;n = D(convC�;n) � n � c00 (3.3)

f�ur gro�e �.
Nun enth�alt convC�;n ein ebenes Dreieck ��;n mit Seitenl�ange D�;n und

H�ohe R�;n. F�ur dieses Dreieck gilt V2(��;n) = V 2(��;n), und wegen der
Monotonie der Funktionale Vi( � ) folgt daher

D�;n �R�;n

2
� V2(convC�;n) � n � V2(Bd)R(K)2

Mit (3.3) ergibt sich die Behauptung. �

Korollar 3.3 F�ur � � �0(d;K) ist fC�;ng 1{gleichm�a�ig.

Beweis: Zwischen Umkugelradius und Durchmesser eines konvexen K�orpers

K gilt die Beziehung R(K) �
q

d
2d+2

D(K) ([Ju]). Wegen r1(K) = D(K)=2

ist daher jede vom Grad 1 unbeschr�ankte Folge fMng 1{gleichm�a�ig. Da
C�;n optimale �Uberdeckungskon�guration ist, gilt limn!1 r1 (convC�;n) =
1. Aus Satz 3.2 folgt weiter lim supn!1 r2 (convC�;n) <1, also ist fC�;ng
unbeschr�ankt vom Grad 1. �

F�ur strikt konvexe, zentralsymmetrische K�orper zeigen wir nun sogar,
dass R�;n f�ur gro�e � und n beliebig klein wird.
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Satz 3.4 Sei K 2 Kd strikt konvex und � > 0. Dann gibt es ein �0(�; d;K) �
�0(d;K) mit

R�;n < �

f�ur alle � � �o(�; d;K) und gen�ugend gro�e n.

Beweis: Sei C�;n optimal, und sei � > 0 beliebig. Wir nehmen an, f�ur
beliebig gro�e � und n gilt R�;n � �. Dann enth�alt convC�;n ein ebenes
Dreieck��;n mit L�ange D�;n und H�ohe �. ��;n enth�alt wiederum ein Rechteck
Q�;n mit Seitenl�angen D�;n=2 und �=2.

Wir nutzen nun aus, dass wir f�ur die �Uberdeckung von Q�;n mehr Trans-
late ben�otigen, als f�ur die �Uberdeckung einer einfachen Strecke in Richtung
u�;n mit L�ange D�;n=2. Dazu de�nieren wir

q(u) : = q(K;u; �) = maxfV 1(K \ g) : g ist eine zu lin (u) parallele Gerade

mit dist(g; lin (u)) = �=4g;
p(u) : = p(K;u; �) =

q(u) + 2=fK(u)

2
und

'(u) : = '(K;u; �) =
4 p(u)

p(u) � fK(u) + 2

Sind g1, g2 zwei parallele Geraden in Richtung u mit Abstand �=2, so gilt
minfV 1(K \ g1); V

1(K \ g2)g � q(u).
UmQ�;n zu �uberdecken, m�ussen nun insbesondere die Kanten von Q�;n in

Richtung u�;n �uberdeckt werden. Betrachten wir zun�achst ein Translat von
K, so wird also von einer der Kanten h�ochstens ein St�uck der L�ange q(u�;n) �
p(u�;n) �uberdeckt. Bei zwei aufeinanderfolgenden Translaten vonK wird eine
der beiden Kanten h�ochstens in L�ange q(u�;n) + 2=fK(u�;n) = 2p(u�;n) �uber-

deckt. So fortfahrend erkennt man, dass wir insgesamt mindestens b D�;n

2p(u�;n)
c

Translate von K ben�otigen, um Q�;n zu �uberdecken. Ferner ben�otigen wir

weitere b D�;n

4=fK(u�;n
c Translate f�ur die �Uberdeckung von ��;nnQ�;n. Es gilt also

n � D�;n

2p(u�;n)
+

D�;n

4=fK(u�;n)
+ o(n);

bzw.

D�;n � n � 4 p(u�;n)

p(u�;n) � fK(u�;n) + 2
+ o(n) = n � '(u�;n) + o(n):

Damit, und mit Satz 3.2 ergibt sich f�ur den Koe�zienten von �d�1 im Steiner{
Polynom

dV (convC�;n;K; d � 1) � d �dR�;nR(K)d�1

n
+D�;n � V d�1 �K=u?�;n�

� o(n) + n � '(u�;n)V d�1 �K=u?�;n� :
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f�ur n!1.
Da p(u), fK(u) und V d�1(K=u?) in u stetige Funktionale sind, gibt es

ein u0 2 Sd�1, f�ur das '(u)V d�1(K=u?) maximal wird. Also gilt

dV (convC�;n;K; d � 1) � n � '(u0)V d�1 �K=u?0 �+ o(n) (3.4)

f�ur n!1.
DaK strikt konvex ist, gilt nun p(u0) < 2=fK(u0). Da weiter die Funktion

4x
�x+2

f�ur � > 0 in x streng monoton w�achst, ist auch '(u0) < 2=fK(u0).

Ferner, wegen Vi(convC�;n) � n � Vi(Bd)R(K)i f�ur i = 1; : : : ; d, gibt es eine
nur von d und K abh�angige Konstante c mit

Pd
i=2 Vi(convC�;n)�d�i � c � n.

Insgesamt erhalten wir mit (3.4)

V (convC�;n + �K) � V (convSn(K;u0) + �K)

� �d�1
  

'(u0)� 2

fK(u0)

!
� V d�1 �K=u?0 �+ c

�
+ o(n)

!
� n < 0

f�ur gen�ugend gro�e � und n, im Widerspruch zur Optimalit�at von C�;n. �

Mit gro�em � wird convC�;n o�ensichtlich immer
"
schmaler\und

"
l�anger\.

Um die genaue (asymptotische) Gestalt von convC�;n zu bestimmen, werden
wir nun convC�;n durch gewisse Orthogonalzylinder approximieren. Dazu sei
f�ur konvexes, kompaktes A � u?, u 2 Sd�1, SA der Streifen fA + �u : � 2
Rg, und f�ur l > 0 sei SA;l der Orthogonalzylinder mit Basis A und H�ohe l.
F�ur � > 0 sei ferner SA;l;� der an beiden Seiten um � gek�urzte Zylinder SA;l.
Mit K(u) bezeichnen wir die Familie der konvexen, kompakten Mengen in
u?.

Wir de�nieren weiter

h(A;K) = maxfh � 0 : A � Kh;u + t f�ur ein t 2 Edg:
Da Kh;u bzgl. der Hausdor�metrik in h stetig ist, wird das Maximum ange-
nommen. F�ur A 6� K sei zudem h(A;K) = 0.

Lemma 3.5 h(�;K) ist stetig auf der Menge der (d � 1){dimensionalen,
konvexen K�orper im Ed.

Beweis: Sei An 2 K(un) mit An ! A 2 K(u) (also un ! u). Wir k�onnen
annehmen, dass h(An;K) konvergiert. Sei daher � = limn!1 h(An;K), und
wir nehmen an, es gilt � > h(A;K). Dann ist h(An;K) � (�+h(A;K))=2 f�ur
gro�e n. F�ur diese n gilt weiter An � (K \ (K + (�+ h(A;K))=2un)) =u?n +
tn mit geeigneten tn 2 Ed. Nach ev. �Ubergang zu einer Teilfolge gilt tn ! t.
Aus der Stetigkeit von Schnitt und Projektion folgt dann A � (K \ (K + (�
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+h(A;K))=2u))=u? + t im Widerspruch zur De�nition von h(A;K). F�ur
� < h(A;K) erh�alt man auf analoge Weise einen Widerspruch. �

Nach Satz 3.4 kann man C�;n f�ur gro�e � in Rotationszylinder mit kleinen
Radien einbetten. Wir betrachten daher im folgenden sehr schmale Zylin-
der SA;l, d.h. Zylinder mit kleinen Umkugelradien von A. F�ur die n�achsten
Aussagen sei u 2 Sd�1 fest. Sei A � � Bd=u?, und f�ur l > 0 gebe es ei-
ne �Uberdeckung von SA;l durch m Translate von K. F�ur gen�ugend kleines
�, z.B. � � �0, gibt es dann eine �Uberdeckung von SA;l durch Translate
K(x1); : : : ;K(xm) von K, die die zus�atzliche Eigenschaft haben, dass f�ur
zwei Translate K(xi), K(xj) mit nichtleerem Schnitt

A � (K(xi) \K(xj)) =u
? (3.5)

gilt. Durch geeignetes Translieren der konvexen Mengen kann man n�amlich
jede �Uberdeckung in eine solche �uberf�uhren. In Abbildung 6 wird auf der

Abbildung 8: Zylinder�uberdeckungen

rechten Seite ein l�angeres Zylinderst�uck �uberdeckt, als links. Man kann die
Translate auf der linken Seite durch die Translate auf der rechten Seite er-
setzen, ohne die �Uberdeckungseigenschaft zu verlieren.

Wir sch�atzen nun die L�ange unserer Approximationszylinder ab.

Lemma 3.6 Sei A 2 K(u) mit R(A) � �0. F�ur die Translate K(x1); : : : ;
K(xm) gelte SA;l � Sm

i=1K(xi). Dann gibt es ein A0 2 K(u), A0 zentral-
symmetrisch mit A � A0 und R(A0) � �0 und Translate K(y1); : : : ;K(ym)
mit

SA0;l;� �
m[
i=1

K(yi)

f�ur ein geeignetes � mit 0 � � � D(K).

Beweis: Nach der Vorbemerkung zu diesem Lemma gibt es Translate K(y1);
: : : ;K(ym), die SA;l �uberdecken und die Eigenschaft (3.5) besitzen.
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Nun ist der Schnitt zweier zentralsymmetrischer, konvexer Mengen wie-
der zentralsymmetrisch und konvex. Ebenfalls ist die senkrechte Projektion
eines K�orpers aus Kd

0 auf einen Unterraum des Ed wieder zentralsymmetrisch
und konvex. A0 erh�alt man nun als Schnitt der zentralsymmetrischen, kon-
vexen Mengen in u?, die A enthalten. Damit ist A0 n�amlich im Schnitt der
Projektionen (auf u?) der Schnitte K(yi) \ K(yj) mit K(yi) \ K(yj) 6= ;
enthalten, womit die geforderte �Uberdeckungseigenschaft erf�ullt ist. Zudem
ist A � A0 und da die Umkugel von A zentralsymmetrisch ist, enth�alt sie
auch A0 und es folgt R(A0) � �0 �

Lemma 3.7 Sei A 2 K(u) zentralsymmetrisch mit R(A) � �0. Gibt es
Translate K(x1); : : : ;K(xm) mit SA;l � Sm

i=1K(xi), so gilt

l � mh(A;K):

Beweis: Nach der Vorbemerkung zu Lemma 3.6 k�onnen wir annehmen, dass
f�ur i = 1; : : : ;m A in K(xi)=u? enthalten ist.

Sei nun K(x) eines dieser m Translate, und sei a der Mittelpunkt von A.
Weiter sei y = x=u? � a und z = x � y. Somit ist a auch Mittelpunkt von
K(z)=u?.

Nun gibt es eine zu u parallele Gerade g1 � SA mit

V 1 (g1 \K(z)) = minfV 1 (g \K(z)) : g � SA ist Gerade in Richtung ug:
F�ur g2 = g1+2(a� g1=u

?) folgt aus der Zentralsymmetrie von K(z) V 1(g2 \
K(z)) = V 1(g1 \K(z)). Weiter folgt aus der Konvexit�at und wiederum der
Zentralsymmetrie von K(z)

V 1 (g1 \K(z)) �
�
V 1((g1 + y) \K(z)) + V 1((g1 � y) \K(z))

�
=2

=
�
V 1((g2 � y) \K(z)) + V 1((g1 � y) \K(z))

�
=2

=
�
V 1(g2 \K(x)) + V 1(g1 \K(x))

�
=2

Damit ergibt sich

l � min

(
mX
i=1

V 1 (g1 \K(xi)) ;
mX
i=1

V 1 (g2 \K(xi))

)
� m � V 1 (g1 \K(z)) = m � h(A;K): (3.6)

Dabei folgt die Gleichheit in (3.6) aus der De�nition von h(A;K). �

Aus den letzten beiden Lemmata folgt nun

Lemma 3.8 F�ur A 2 K(u) mit R(A) � �0 gebe es Translate K(x1); : : : ;
K(xm) mit SA;l � Sm

i=1K(xi). Dann gilt

l � mh(A;K) + 2D(K):
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3.3 D�unne �Uberdeckungen sind knochenf�ormig f�ur

gro�e Parameter

Sei weiterhin d � 2 und K 2 Kd
0 strikt konvex, und sei � � �0(�0; d;K) fest.

Wir ben�otigen weitere Notationen.
Es gibt x0n; y

0
n 2 Ed mit ky0n � x0nk = D�;n. Sei (�n) eine Folge positiver,

reeller Zahlen mit �n ! 1 und mit �n=D�;n ! 0. Wir betrachten nun die
Punktfolgen xn = x0n+�n u�;n und yn = y0n��n u�;n. Dabei k�onnen wir ohne
Einschr�ankung xn = 0 f�ur alle n 2 N annehmen. F�ur gen�ugend gro�e n l�a�t
sich dann ��1u�;n (conv f0; yng) \ convC�;n lokal als Zylinder au�assen:
F�ur beliebiges � > 0 gilt nach Lemma 14 in [ABB] f�ur einen Normalenvektor
v des Randes von convC�;n in einemPunkt von ��1u�;n (conv f0; yng)\convC�;n

jhu�;n; vij < �, falls wir n gen�ugend gro� w�ahlen. F�ur eine weitere Umschrei-
bung der lokalen Zylindereigenschaft von convC�;n ben�otigen wir die Mengen

A�;n =
�
��1u�;n(� yn) \ convC�;n

�
=u?:

Ferner sei � der Hausdor�abstand zwischen kompakten Mengen im Ed (s.
[Sch]).

Lemma 3.9 Seien � 2 (0; 1) und � > 0 beliebig. Dann existiert ein abge-
schlossenes Intervall I(�; �) mit

� (A�;n; A�;n) < �

f�ur � 2 I(�; �).

Beweis: Seien pn 2 ��1u�;n(x
0
n) \ convC�;n und qn 2 ��1u�;n(y

0
n) \ convC�;n. F�ur

� < � de�nieren wir die Mengen Pn = conv
n
pn; �

�1
u�;n (�yn) \ convC�;n

o
und

Qn = conv
n
qn; �

�1
u�;n (�yn) \ convC�;n

o
. Nach Satz 3.2 gibt es eine nur von

d und K abh�angige Konstante c mit R�;n � c. Mit � (�; �) = min
n
��
2 c
; �(1��)

2 c

o
folgt k�yn � �ynk � min

n
��kynk
2 c ; �(1��)kynk2 c

o
f�ur � � � < � (�; �), und mittels

elementarer Geometrie ergeben sich daher f�ur solche � die folgenden Inklu-
sionen:

A�;n �
�
��1u�;n(�yn) \ Pn

�
=u?�;n + �Bd=u?�;n � A�;n + �Bd=u?�;n

und

A�;n �
�
��1u�;n(�yn) \Qn

�
=u?�;n + �Bd=u?�;n � A�;n + �Bd=u?�;n:

Damit folgt die Behauptung, und f�ur � > � beweist man die Aussage
analog. �



48 3 Die parametrische Dichte f�ur �Uberdeckungen im Ed

Bemerkung: Die Intervalle I(�; �) aus Lemma 3.9 sind unabh�angig von
n. Die Existenz eines solchen Intervalls, welches 0 (1) enth�alt, ist nicht be-
wiesen. Jedoch ergibt sich wie in Lemma 3.9 die Existenz eines Intervalls
I(�; 0) (I(�; 1)) mit A0;n � A�;n + �Bd=u?�;n (A1;n � A�;n + �Bd=u?�;n) f�ur
� 2 I(�; 0) (� 2 I(�; 1)). M�ochten wir das Volumen von convC�;n nach
oben absch�atzen, so k�onnen wir annehmen, dass auch die umgekehrten In-
klusionen A�;n � A0;n+�Bd=u?�;n (A�;n � A1;n+�Bd=u?�;n) gelten, wir k�onnen
ja A0;n (A1;n) entsprechend "

vergr�o�ern\. Wir kommen sp�ater darauf zur�uck.

F�ur einen j{dimensionalen, a�nen UnterraumH des Ed und eine konvexe
Menge M � H sei nun

M� = fx 2M : (x+ �Bd) \H �Mg:
M� hei�t innerer Parallelk�orper von M bgzl. a�M . Wir betrachten nun
folgende Zylinder:
Sei � 2 (0; 1), und f�ur � > 0 sei I(�; �) wie in Lemma 3.9. Es gilt\

�2I(�;�)
A�;n + f�yn : � 2 I(�; �)g � convC�;n (3.7)

und

��1u�;n (f� yn : � 2 I(�; �)g) \ convC�;n

� A�;n + �Bd=u?�;n + f� yn : � 2 I(�; �)g: (3.8)

Mit v(�) bezeichnen wir die gemischten Volumina in Hyperebenen des Ed.
F�ur � � 0 gilt nun

V d�1�A�;n +�K=u
?
�;n + �Bd=u?�;n

�
� V d�1 �A�;n + �K=u?�;n

�
=

d�1X
i=1

 
d� 1

i

!
�i v

�
A�;n + �K=u?�;n; B

d=u?�;n; i
�
= o(�):

(3.9)

f�ur �! 0. Wegen (A�;n)� �
T
�2I(�;�)A�;n gilt ferner

T
�2I(�;�)A�;n ! A�;n f�ur

�! 0. Mit (3.9) folgt

h

0@ \
�2I(�;�)

A�;n;K

1A V d�1 �A�;n + �K=u?�;n + �Bd=u?�;n
�
=

h(A�;n;K)V d�1 �A�;n + �K=u?�;n
�
+ o(�): (3.10)

Gilt f�ur � 2 (0; 1), � > 0 und T � C�;n

��1u�;n (f� yn : � 2 I(�; �)g) \ (convC�;n +K) � T +K;
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so gilt dies auch f�ur den in convC�;n enthaltenen Zylinder in (3.7). Mit Lem-
ma 3.8 kann man die L�ange dieses Zylinders und damit auch die L�ange des
�ausseren Zylinders in (3.8) absch�atzen (in Abh�angigkeit von T ). Insgesamt
k�onnen wir damit das Volumen von ��1u�;n (f� yn : � 2 I(�; �)g)\ (convC�;n+
�K) nach oben absch�atzen.

Lemma 3.10 Sei c > 0 beliebig. Sei weiter I = [�; �] � [0; 1], uns es gelte
��1u�;n(f� yn : � 2 Ig)\ convC�;n � T +K mit T � C�;n. Dann gilt f�ur gro�e
n

V
�
��1u�;n (f�yn : � 2 Ig) \

�
convC�;n + �K=u?�;n

��
� card T �

�
V
�
Z�(K;u�;n) + �K=u?�;n

�
+ c

�
:

Beweis: Sei � hinreichend klein, so dass

h

0@ \
�2I(�;�)

A�;n;K

1AV d�1 �A�;n + �K=u?�;n + �Bd=u?�;n
�

< h(A�;n;K)V d�1 �A�;n + �K=u?�;n
�
+ c=2 (3.11)

gilt (siehe (3.8)). Nach Lemma 3.9 und anschlie�ender Bemerkung k�onnen
wir annehmen, dass es zu jedem � 2 [0; 1] ein Intervall I(�; �) gibt mit
�(A�;n; A�;n) < � f�ur alle � 2 I(�; �) und n 2 N. Es gibt daher ein � (�) mit
�(A�;n; A�;n) < � f�ur alle �; � 2 [0; 1] mit j� � �j < � (�). Wir zerlegen I
in endlich viele Intervalle I1; : : : ; Im, deren L�ange nicht gr�o�er als � (�) ist.
F�ur l = 1; : : : ;m sei S(n; l;K) der an beiden Seiten um D(K) gek�urzte

"
Zylinder\

��1u�;n (f� yn : � 2 Ilg) \ convC�;n;

und sei Tl die Teilmenge von T mit (tl+K)\ S(n; l;K) 6= ; f�ur tl 2 Tl. Mit
(3.8) und (3.7) gilt nun

��1u�;n (f� yn : � 2 Ilg) \ (convC�;n + �K)

� A�;n + �Bd=u?�;n + f� yn : � 2 I(�; �)g

und \
�2Il

A�;n + f�yn : � 2 Ilg � convC�;n;

also insbesondere auch\
�2Il

A�;n + f�yn : � 2 Ilg � Tl +K:
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Mit Lemma 3.8 und (3.11) folgt

V
�
S(n; l;K) + �K=u?�;n

�
� card Tl � h

0@ \
�2Il

A�;n;K

1A V d�1 �A�;n + �K=u?�;n + �Bd=u?�;n
�
+ o(card Tl)

� card Tl �
�
h (A�;n;K)V d�1 �A�;n + �K=u?�;n

�
+ c=2

�
� card Tl �

�
V
�
Z�(K;u�;n) + �K=u?�;n

�
+ c=2

�
:

f�ur gro�e n. Dabei folgt die letzte Ungleichung aus

h (A�;n;K) V d�1 �A�;n + �K=u?�;n
�
� V

�
Z�(K;u�;n) + �K=u?�;n

�
:

Da wir unsere Zylinder geeignet abgeschnitten haben, kann ein Translat aus
T +K h�ochstens mit einem der S(n; l;K), l = 1; : : : ;m gemeinsame Punkte
haben. Damit folgt

V
�
��1u�;n (f�yn : � 2 Ig) \

�
convC�;n + �K=u?�;n

��
=

mX
j=1

V
�
S(n; j;K) + �K=u?�;n

�
+ o(card T )

� cardT �
�
V (Z�(K;u�;n) + �K=u?�;n) + c

�
f�ur gro�e n. �

Satz 3.11 Sei � 2 (0; 1) beliebig, und die Folge der Durchmesserrichtungen
fu�;ng konvergiere mit limn!1 u�;n = u. Dann ist u optimale Knochen-
richtung, d.h. u 2 V (K; �). Weiter ist die Folge fA�;ng konvergent und
A� = limn!1A�;n ist optimaler Knochenquerschnitt in Richtung u, d.h. bis
auf Translation gilt

A� = Kh(K;u;�);u:

Beweis: F�ur beliebiges c > 0 und gen�ugend gro�e n gilt nach Lemma 3.10

V
�
��1u�;n (f�yn : � 2 [0; 1]g) \

�
convC�;n + �K=u?�;n

��
� n �

�
V
�
Z�(K;u) + �K=u?

�
+ c

�
:

Ist u 62 V (K; �), so gilt V
�
Z�(K;u) + �K=u?

�
< V

�
Z�(K; v) + �K=v?

�
f�ur v 2 V (K; �) und weiter V (convC�;n + �K) < V (convZ�;n(K; v) + �K)
f�ur gro�e n. Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Optimalit�at von C�;n.
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Nun ist fA�;ng beschr�ankt, besitzt also eine konvergente Teilfolge fA�;nkg.
Statt fA�;nkg schreiben wir aus praktischen Gr�unden wieder fA�;ng. Sei
A� = limn!1A�;n, und wir nehmen an, es gilt A� 6= Kh(K;u;�);u. Wir w�ahlen
nun � gen�ugend klein, so dass f�ur hinreichend gro�e n die Ungleichung

V
�
Z�(K;u) + �K=u?)

�
� h

0@ \
�2I(�;�)

A�;n;K

1A � V d�1 �A�;n + �K=u?�;n + �Bd=u?�;n
�

� V
�
Z�(K;u) + �K=u?

�
� h (A�;K) � V (d�1)

�
A� + �K=u?

�
2

(3.12)

gilt. Man beachte dabei (3.10). Die rechte Seite der Ungleichung bezeichnen
wir mit c0 = c0(�; �;K).

Seien nun I0 = I(�; �) = [�; �], I1 = [0; �] und I2 = [�; 1] (ev. sind dies
nur zwei Intervalle, falls n�amlich � = 0 oder � = 1 gilt). Sei T0 � C�;n, so
dass die zugeh�origen Translate von K, T0+K, einen nichtleeren Schnitt mit
dem an beiden Enden um D(K) gek�urzten Zylinder

��1u�;n(f� yn : � 2 I0g) \ convC�;n:

haben. Dann gilt mit Lemma 3.8 und (3.12)

V
�
��1u�;n (f�yn : � 2 I0g) \

�
convC�;n + �K=u?�;n

��
� cardT0 � h

0@ \
�2I0

A�;n;K

1AV d�1 �A�;n + �K=u?�;n + �Bd=u?�;n
�
+ o(card T0)

� cardT0 �
�
V
�
Z�(K;u) + �K=u?

�
� c0=2

�
f�ur gen�ugend gro�e n.

Mit Lemma 3.10 folgt nun insgesamt

V (convCn + �K)

= V
�
��1u�;n (f�yn : � 2 [0; 1]g) \

�
convC�;n + �K=u?�;n

��
+ o(n)

=
2X

j=0

V
�
��1u�;n (f�yn : � 2 Ijg) \

�
convC�;n + �K=u?�;n

��
+ o(n)

� n �
 
V
�
Z�(K;u) + �K=u?

�
+ c� cardT0

n
� c

0

2

!
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f�ur beliebiges c > 0 und gro�e n. F�ur hinreichend kleine c ist dann also
wegen lim infn!1 cardT0

n
> 0

V (convC�;n + �K) < V (convZ�;n(u;K) + �K);

f�ur gen�ugend gro�e n, und wie oben haben wir einen Widerspruch zur Ex-
tremaleigenschaft von C�;n. �

Satz 3.12 F�ur strikt konvexes K 2 Kd
0 und � � �(�0; d;K) gilt

#(K; �) = #Z(K; �):

Beweis: Sei u 2 V (�;K). Dann gilt nach Lemma 3.10 f�ur c > 0

V (convC�;n + �K) � n �
�
V
�
Z�(u;K) + �K=u?

�
+ c

�
:

Damit ergibt sich

1 � lim inf
n!1

V (convC�;n + �K)

V (convZ�;n(K;u) + �K)

� lim sup
n!1

V (convC�;n + �K)

V (convZ�;n(K;u) + �K)
� 1 +

c

V (Z�(K;u) + ��u?(K))

Mit c! 0 folgt

lim
n!1

V (convC�;n + �K)

V (convZ�;n(u;K) + �K)
= 1

und weiter

#(K; �) = lim inf
n!1 #(K;n; �) = lim inf

nV (K)

V (convC�;n + �K)

= lim inf
n!1

nV (K)

V (convC�;n + �K)
lim
n!1

V (convC�;n + �K)

V (convZ�;n(u;K) + �K)

= lim
n!1

nV (K)

V (convZ�;n(u;K) + �K)
= #Z(K; �)

�

Satz 3.13 Seien K 2 Kd
0 strikt konvex und � � �(�0; d;K). Weiter sei

u = limn!1 u�;n. Dann gilt

lim
n!1

D�;n

n
= h(K;u; �):
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Beweis: Sei A� = limn!1 A�;n f�ur � 2 (0; 1). Nach Satz 3.11 gilt bis auf

Translation A� = Kh(K;u;�);u. Sei weiter S =
S
�2[0;1]

�
�u+A� + �K=u?

�
.

Wir betrachten nun eine Folge linearer Abbildungen An = diag
�
1; : : : ; 1;

1
Dn

�
bzgl. der Orthonormalbasen fu1; : : : ; ud = u�;ng (man erweitere u�;n zu

einer Orthonormalbasis). Es giltAn(convC�;n+�K=u?�;n) �! clS (Abschlu�
von S) f�ur n!1. Es folgt

lim
n!1

D�;n

n
= lim

n!1
D�;n

n
� V (Z�;n(K;u) + �K=u?)
V (convC�;n + �K=u?�;n)

=
V (Z�(K;u) + �K=u?)

V (S)

Nach dem Satz von Cavalieri gilt zudem V (S) = V d�1
�
Kh(K;u;�);u + �K=u?

�
und damit

lim
n!1

D�;n

n
=
h(K;u; �) � V d�1

�
Kh(K;u;�);u + �K=u?

�
V d�1

�
Kh(K;u;�);u + �K=u?

� = h(K;u; �):

�

Zum Abschlu� dieses Kapitels betrachten wir nochmal den speziellen Fall
K = Bd. Hier k�onnen wir o.E. u�;n = ed annehmen. Aus den letzten drei
S�atzen folgt

Satz 3.14 F�ur K = Bd und � � �(�0; d;Bd) gilt mit r =
q
1� h(�;Bd)2

4

(a) F�ur alle � 2 (0; 1) gilt bis auf Translation limn!1A�;n = r Bd=e?d

(b) limn!1
D�;n

n
= h(�;Bd).

(c) #(Bd; �) = #Z(Bd; �) = �d
�d�1h(�;Bd)(r+�)d�1 .



4 Endliche Gitter�uberdeckungen

4.1 Einf�uhrung

Wir f�uhren zun�achst parametrische Dichten f�ur gitterf�ormige �Uberdek-
kungen ein.

De�nition 4.1 Sei n 2 N, K 2 Kd und L 2 L(K). F�ur � 2 R sei

#(K;L; n; �) = minf#(K;C; �) : C 2 U(K;L); cardC = ng;
#(K;L; �) = lim inf

n!1 #(K;L; n; �):

Mit Ausnahme von Teil (d) lassen sich alle Aussagen von Proposition 1.9
auf den Gitterfall �ubertragen. D�unne Gitter�uberdeckungen bzgl. parametri-
scher Dichten wurden in [BHW3] untersucht. F�ur ein �Uberdeckungsgitter
L 2 L(K) wurden dort Kon�gurationen Cn � L mit Cn = convCn \ L be-
trachtet. Dabei zeigte sich, dass f�ur � � �d und im Fall von zentralsymme-
trischen K�orpern f�ur � � �1 volldimensionale �Uberdeckungskon�gurationen
d�unn sind. Wir m�ochten hier alle �Uberdeckungskon�gurationen im Sinne
von De�nition 1.5 zulassen. Zudem verstehen wir in diesem Kapitel unter ei-
ner d�unnsten Gitteranordnung C�;n 2 U(K;L) eine Kon�guration, die unter
allen �Uberdeckungskon�gurationen C aus U(K;L) mit G(C;L) � n optimal
ist. D.h., f�ur C�;n gilt

#(K;C�;n; �) = minf#(K;L; k; �) : k � ng :

C�;n kann also durchaus weniger als n Punkte besitzen. Diese leichte Modi�-
kation garantiert, dass V (convC�;n + �K) in n monoton w�achst und gewis-
se Unregelm�a�igkeiten, die sich aus zahlentheoretischen Problemen ergeben,
vermieden werden.

Wir betrachten zun�achst den ebenen Fall. Lassen wir bel. Gitter aus
L(K) zu, so stimmt das Problem der Bestimmung optimaler endlicher �Uber-
deckungskon�gurationen mit dem Nicht{Gitter Fall �uberein. Dies folgt aus
der Tatsache, dass jede endliche Punktmenge durch eine Folge von Gitter-
teilmengen approximiert werden kann. Daher beschr�anken wir uns auf eine
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Teilmenge von L(K), die alle d�unnen �Uberdeckungsgitter enth�alt, und f�ur
die wir eine vollst�andige Beschreibung der optimalen �Uberdeckungskon�gu-
rationen angeben k�onnen. Dies geschieht zun�achst f�ur �Uberdeckungen bzgl.
eines festen Gitters aus dieser Teilmenge. Im zweiten Teil des Abschnittes
�uber ebene �Uberdeckungen betrachten wir dann optimale �Uberdeckungen
bzgl. variabler Gitter aus der von uns betrachteten Teilmenge von L(K).

F�ur d � 2 und K = Bd bestimmen wir die Menge aller Gitter aus L(Bd),
f�ur die die Wurst f�ur gro�e � und n optimal ist.

4.2 Ebene Gitter�uberdeckungen

Im folgenden betrachten wir strikt konvexe K�orper K 2 K2
0.

Sei �(K;L) der �Uberdeckungsradius von K bzgl. L, d.h. �(K;L) = minf� >
0 : �K + L = Edg, und sei �1(K;L) das erste sukzessive Minimum von K
bzgl. L, d.h. �1(K;L) = minf� > 0 : �K \ L 6= ;g. Wir betrachten nun
�Uberdeckungsgitter aus L(K) mit folgenden Eigenschaften:

(i) �(K;L) = 1,

(ii) �1(K;L) > 1.

Die Menge der Gitter mit (i) und (ii) bezeichnen wir mit L1(K).

Bemerkungen:

(1) F�ur beliebiges Gitter L 2 L(K) gilt mit � = �(K;L) und �1 = �1(K;L)
die Ungleichung �2�(���1=2)2 � detL=V (K) (siehe [GL], Seite 125).
F�ur � = 1 und �1 � 1 folgt V (K)=detL � (�1��21=4)�1 � 4=3. Wegen
#(K) = #�(K) � 2�=3

p
3 � 1:21 (siehe Kapitel 2) enth�alt L1(K) also

das d�unnste �Uberdeckungsgitter von K.

(2) Aus Bedingung (ii) folgt f�ur L 2 L1(K) und C 2 U(K;L) L\convC =
C. Also ist jeder Kon�guration C eineindeutig ein Gitterpolygon P =
convC zugeordnet. Statt �Uberdeckungskon�gurationen C betrach-
ten wir in der Ebene daher Gitterpolygone P mit der Eigenschaft
P � P \ L + K und nennen diese Polygone �Uberdeckungspolygone.
In Kapitel 2 hatten wir die konvexe H�ulle von zwei benachbarten Kon-
�gurationspunkten auf dem Rand des Polygons convC als Kante von
convC de�niert. Hier m�ochten wir wieder, wie �ublicherweise, die ein-
dimensionalen Schnitte eines (konvexen) Polygons mit seinen St�utzge-
raden als Kanten bezeichnen.

Insbesondere l�a�t sich f�ur ein Gitter L 2 L1(K) der Knochen nicht als
Gitterpolygon darstellen. Wir werden sehen, dass f�ur diese Gitter die
Wurst die Rolle des Knochens einnimmt.
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Um �Uberdeckungspolygone zu charakterisieren, f�uhren wir die folgenden
Mengen ein.

De�nition 4.2 Sei K 2 K2
0 strikt konvex und L 2 L(K). Dann sei Fs(K;L)

die Menge der Richtungen

Fs(K;L) = fu 2 L : K \ (K + u) 6= ;g

und

Fd(K;L) =fu 2 L : u = u1 + u2; u1; u2 2 Fs(K;L)

mit conv f0; u1; u1 + u2g 2 U(K;L)g:

Ferner sei F(K;L) = Fs(K;L) [ Fd(K;L).

Abbildung 9: Q4 und Q0
4 f�ur K = B2 und das hexagonale Gitter.

Bemerkungen:

(1) Fs(K;L) 6= F(K;L) ist m�oglich, z.B. f�ur K = B2 und das hexagonale
Gitter.

(2) F(K;L) ist endlich.

(3) Die zu Fs(K;L) geh�origen Translate von K bezeichnen wir auch als
Nachbarn von K. Die Dirichlet{Zelle D(0) = fx 2 E2 : fK(x) �
fK(x � u) f�ur alle u 2 Lg von K bzgl. L in 0 ist ein Parallelogramm
oder ein Sechseck (siehe [GL]), und L+D(0) ist eine Gitterp
asterung,
d.h. Gitterpackung und �Uberdeckung zugleich. Da alle Nachbarn von
D(0) auch Nachbarn von K sind, gibt es mindestens sechs Nachbarn
von K.
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(4) F�ur u 2 Fs(K;L) ist Sn(K;L; u) = conv fi � u j i = 0; : : : ; n � 1g ein
�Uberdeckungspolygon, und wir nennen ein solches Polygon Wurstpo-
lygon oder einfach Wurst. Fs(K;L) ist dann die Menge der zul�assigen
Wurstrichtungen.

(5) Richtungen aus F(K;L) nFs(K;L) erlauben keine Wurst. Allerdings
k�onnen wir f�ur diese Richtungen �ahnliche Polygone konstruieren: Sei
u 2 Fd(K;L), u = u1 + u2 mit u1; u2 2 Fs(K;L). Dann sind die
Vierecke Qk = conv f0; u1; u1 + k (u1 + u2); k (u1 + u2)g und Q0

k =
conv f0; u1; u1 + (k � 1) (u1 + u2); k (u1 + u2)g f�ur k = 1; 2; : : : aus
U(K;L). Wir nennen diese Polygone Doppelwurstpolygone oder ein-
fach Doppelw�urste. Wegen �1(K;L) > 1 enthalten Qk und Q0

k keine
Gitterpunkte im Inneren, und somit gilt card (L \ Qk) = 2(k + 1) und
card (L \Q0

k) = 2k + 1.

Lemma 4.3 Sei K 2 K2
0 strikt konvex und L 2 L1(K). Gibt es einen Punkt

der Ebene, der in drei Translaten von K enthalten ist, so liegt dieser Punkt
auf dem Rand dieser Translate.

Bemerkung: Das Lemma gilt nicht f�ur bel. K: Sei K das Einheitsqua-
drat und L das Gitter mit Basis f(1; 0); (1=2; 3=4)g. Dann ist �(K;L) = 1,
�1(K;L) =

3
2 und der Punkt (1=2; 1=2) liegt auf dem Rand zweier Translate

von K und im Inneren eines weiteren Translates von K.

Beweis von Lemma 4.3: Seien w1; w2 2 L und x 2 K\(w1+K)\(w2+K).
(1) x liege im Inneren der drei Translate. Dann gibt es ein r < 1 mit

0; w1; w2 2 x+ r K. Sind w1 und w2 kollinear, so sei o.E. w2 = 2w1. Wegen
x = 2w1 + y mit y 2 K folgt w1 2 K, ein Widerspruch zu �1(K;L) > 1.
Also sind 0; w1; w2 a�n unabh�angig. Nach einem �Uberdeckungskriterium
(siehe [GL], Seite 281) ist daher L �Uberdeckungsgitter f�ur rK. Es folgt
�(K;L) = r �(r K;L) � r < 1, ein Widerspruch zu L 2 L1(K).

(2) Liegt x im Inneren von zwei Translaten und auf dem Rand eines
Translates, so gibt es Punkte dicht bei x, die zum Inneren aller drei Translate
geh�oren, ein Widerspruch, wie in Fall (1) gesehen.

(3) Sei x im Inneren von K und in den R�andern von w1+K und w2+K
enthalten. Wir unterscheiden zwei F�alle:

(a) (w1+intK)\ (w2+intK) 6= ;. Sei y aus dem Schnitt dieser Mengen.
Dann erh�alt man mit Fall (1) wieder einen Widerspruch, denn die Punkte
auf der Strecke [x; y], die nah genug bei x liegen, geh�oren zum Inneren aller
drei Translate.

(b)(w1 + intK) \ (w2 + intK) = ;. Dann gibt es eine Trenngerade von
w1+K und w2+K. Da K strikt konvex ist, folgt (w1+K)\(w2+K) = fxg.
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Aus der Symmetrie von K ergibt sich x = (w1+w2)=2. Also ist 2x 2 L und
x 2 2x + intK. Wie in Fall (2) f�uhrt dies zu einem Widerspruch. �

F�ur den n�achsten Satz f�uhren wir die folgende Menge ein: Sei K 2 K2
0

und L 2 L(K). Dann de�nieren wir f�ur u 2 L

S(u) = S(K;L; u) = fx 2 E2 :x 2 u+K;x 62 v + intK

f�ur alle v 2 Lnfugg:

Nach Lemma 4.3 besteht der Rand von S(u) aus endlich vielen B�ogen, die
zu den R�andern verschiedener Translate von K geh�oren und sich h�ochstens
in ihren Endpunkten auf dem Rand von K tre�en.

Wir geben nun eine Charakterisierung der �Uberdeckungspolygone an.

Satz 4.4 Sei K 2 K2
0 strikt konvex und L 2 L1(K). Dann ist ein L{Polygon

P ein �Uberdeckungspolygon, genau dann, wenn gilt:
(i) intP = ;, und P ist eine Wurst.

oder
(ii) intP 6= ;, und alle Kanten von P sind parallel zu Vektoren aus

F(K;L).
Beweis: (1) Sei P �Uberdeckungspolygon.

(i) Gilt intP = ;, so ist P eine Strecke in Richtung u 2 L. O.E. sei u
primitiv. Wegen P � P \ L + K gilt dann K \ (K + u) 6= ; und daher
u 2 Fs(K;L).

(ii) Sei nun intP 6= ;. Angenommen, P hat eine zu einem primitiven
Gittervektor u 2 L nF(K;L) parallele Kante. Sei e die konvexe H�ulle zweier
Gitterpunkte dieser Kante, die keinen weiteren Gitterpunkt enth�alt. Al-
so e = conv fv1; v2g, v1; v2 2 L, und v2 � v1 = u. Sei g = a� (e) und
f = e n ((v1+K)[ (v2+K)). Dann ist f 6= ;, und f hat nichtleeren Schnitt
mit gewissen Translaten von K. Wegen �1(K;L) > 1 liegen die Mittelpunkte
dieser Translate in verschiedenen, zu g parallelen Gittergeraden, und da K
strikt konvex ist, haben die Schnitte mit f unterschiedliche L�angen. P ist
�Uberdeckungspolygon, also wird f aus Symmetriegr�unden jeweils von Trans-
laten vonK auf beiden Seiten von g �uberdeckt, und die Schnitte der Translate
mit f k�onnen sich wegen Lemma 4.3 nicht �uberlappen. Beide �Uberdeckun-
gen ergeben daher eine Zerlegung von f in Intervalle mit unterschiedlichen
L�angen, und diese Zerlegungen sind symmetrisch bzgl. des Mittelpunktes von
f (oder e). Bestehen die Zerlegungen aus mehr als einem Intervall, so gibt
es einen Intervallendpunkt einer Zerlegung, der im Inneren eines Intervalls
der anderen Zerlegung liegt. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu Lemma 4.3.
Also wird e durch v1 + K, v2 + K und genau ein weiteres Translat v3 + K
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�uberdeckt. Nun gibt es Punkte x1; x2 2 e mit x1 2 (v1 + K) \ (v3 + K)
und x2 2 (v2 + K) \ (v3 + K). Weiter ist (v3 � v1); (v3 � v2) 2 Fs(K;L)
und so x3 = (v1 + v3)=2 2 (v1 + K) \ (v3 + K) und x4 = (v2 + v3)=2 2
(v2+K)\(v3+K). Aus conv fv1; x1; x3g � v1+K, conv fv2; x2; x4g � v2+K
und conv fv3; x3; x1; x2; x4g � v3 + K folgt u 2 Fd(K;L), ein Widerspruch
zu unserer Annahme u 2 LnF(K;L).

(2) (i) Die Wurst in (i) ist nach De�nition ein �Uberdeckungspolygon.
(ii) In Fall (ii) gibt es f�ur w 2 LnP eine Kante von P , so dass die a�ne

H�ulle g dieser Kante w und P trennt. Enth�alt w +K innere Punkte von P ,
so schneidet w +K die Gerade g in einer Strecke. Nach Lemma 4.3 gibt es
dann ein weiters Translat w0+K auf der w gegen�uberliegenden Seite, welches
g in genau dieser Strecke schneidet. Dann gilt w +K \ intP � w0 + intK
und weiter S(w)\ intP = ; f�ur alle w 2 LnP . Sind w1; w2 2 LnP , so ist der
Rand von (w1 +K) \ (w2 +K) in bdS(w1) [ bdS(w2) enthalten. Also gilt
(w1+K)\ (w2+K)\ intP = ;. Nach Lemma 4.3 kann man nun die Ebene
in Gebiete aufteilen, die genau durch ein Translat oder genau durch zwei
Translate �uberdeckt werden. Daher wird intP und wegen der Kompaktheit
von K auch P durch die Translate w +K mit w 2 P �uberdeckt. �

Sei nun L� das zu L polare Gitter. Zu einem primitiven Vektor u 2 L
gibt es einen zu u orthogonalen Vektor u� 2 L� mit ku�k = kuk=detL (siehe
[GL]). Wir de�nieren

hs := hs(K;L) = maxfhK(u�) : u 2 Fs(K;L)g,
hm := hm(K;L) = maxfhK(u�) : u 2 F(K;L)g.

Lemma 4.5 2hs(K;L) � hm(K;L).

Beweis: Sei u 2 F(K;L) mit hK(u�) = hm. Ist u 2 Fs(K;L), so gilt sogar
hs = hm. Sei daher u 2 F(K;L) nFs(K;L). Dann ist u = u1 + u2 mit
u1; u2 2 Fs(K;L). Da (�)� die Verkn�upfung einer Drehung mit Winkel �=2
und einer Dilatation mit Faktor (detL)�1 ist, folgt u� = (u1+ u2)� = u�1+ u�2
und so hm = hK(u�) � hK(u�1) + hK(u�2) � 2hs. �

De�nition 4.6 F�ur L 2 L1(K) sei F(K;L) = fu1; : : : ; urg und

ci =
1

2
� � hK(u

�
i ); i = 1; : : : ; r:

Dann hei�t W (L;K; �) = fx 2 E2 : u�i x � ci; i = 1; : : : ; rg Wul�{shape
bzgl. K und L zum Parameter �.
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Bemerkungen:

(1) F�ur � < 1
2hm

ist W (L;K; �) 6= ;.
(2) Wul�{shapes spielen in der Kristallographie eine wichtige Rolle. F�ur

Packungen wurden Wul�{shapes in [BB], [S] und [W2] untersucht.

Im folgenden betrachten wir �Uberdeckungspolygone Pn mitKanten e1; : : : ; er
in Richtungen u1; : : : ; ur 2 F(K;L) und mit G(Pn; L) � n. F�ur i = 1; : : : ; r
seien fi = ki kuik die zugeh�origen Kantenl�angen. Nach einem Satz von Pick
(vgl. [Pi]) gilt f�ur das Volumen von Pn

V (Pn) = (G(Pn; L) � 1) detL� detL=2 �G(bdPn; L)
= (G(Pn; L) � 1) detL� detL=2 �

rX
i=1

ki: (4.1)

Mit (2.4) und ku�ik = kuik=detL gilt weiter f�ur das gemischte Volumen
V (Pn;K)

V (Pn;K) =
1

2

rX
i=1

fi hK (u�i=ku�i k) = detL=2
rX
i=1

ki hK(u
�
i ): (4.2)

Aus den letzten beiden Identit�aten und mit dem Polynom in (1.1) erhalten
wir f�ur den �au�eren Parallelk�orper (� � 0) Pn + �K

V (Pn + �K) = V (Pn) + 2 � V (Pn;K) + �2V (K)

= (G(Pn; L)� 1) detL + detL
rX
i=1

ki (� hK(u
�
i )� 1=2) + �2V (K): (4.3)

F�ur negative � ist Pn + �K der Schnitt von Halbebenen, deren St�utzgera-
den parallel zu den Kanten von Pn verlaufen und zu diesen die Abst�ande
j�jhK(v1); : : : ; j�jhK(vr) besitzen. Die Streifen ei+ j�jhK(vi) � conv f0;�vig,
i = 1; : : : ; r, k�onnen sich �uberlappen oder, wenn Pn spitze Winkel hat, Punk-
te au�erhalb von Pn besitzen. Wir m�ochten die Fl�ache dieser Mengen in einer
Ecke absch�atzen. Dazu sei � der Winkel zwischen zwei benachbarten Kanten
ei; ej. Die oben beschriebene Fl�ache ist dann h�ochstens

(j�jhK(vi) + j�jhK(vj))2 =2 sin(�) � 2�2D(K)2= sin(�):

� ist der Winkel zwischen zwei Vektoren u1; u2 2 F(K;L), und daher gilt
ku1k ku2k sin(�) � detL. Aus �1(K;L) > 1 folgt detL � �(K). Zusam-
men mit ku1k; ku2k � 2D(K) f�uhrt dies zu sin(�) � �(K)=(4D(K)2). F�ur



4.2 Ebene Gitter�uberdeckungen 61

das Gesamtvolumen der Streifen gilt j�jPr
i=1 fi hK(vi) = 2j�jV (Pn;K), also

erhalten wir f�ur ein beliebiges �Uberdeckungspolygon Pn

V (Pn + �K) = V (Pn) + 2�V (Pn;K) + �2 c

= (G(Pn; L)� 1) detL+ detL
rX
i=1

ki (� hK(u
�
i )� 1=2) + �2 c: (4.4)

mit 0 � c � A, wobei A eine Konstante ist, die nur von K abh�angt. Mit
A � V (K) gilt (4.4) also auch f�ur nichtnegative �.

Lemma 4.7 Sei K 2 K2
0 strikt konvex und L 2 L1(K). F�ur � < 1=(2hm(K;

L)) sei weiter W = W (L;K; �). Dann gibt es eine Folge fWng von �Uber-
deckungspolygonen mit G(Wn; L) � n und

V (Wn + �K) � (n � 1) detL� 2
q
detL � V (W )

p
n+ o(

p
n):

Beweis: Sei �n minimal mit G(�nW;L) � n. Dann gibt es ein � > 0 mit
V ((�n � �)W ) � n � detL und weiter

�n �
q
n detL=V (W ) + o(

p
n): (4.5)

Zu den Kanten von �nW gibt es parallele Gittergeraden in einem zu �nW
beschr�ankten Abstand, so dass der Schnitt Qn der zugeh�origen Halbebenen
ein zentralsymmetrisches Gitterpolygon darstellt. Mit G(Qn; L) � detL �
V ((�n + �)W ) f�ur ein � > 0 und (4.5) folgt G(Qn; L) � n + c

p
n f�ur eine

Konstante c > 0.
Sei zun�achst W kein Parallelogramm. Dann gibt es eine Kante e von Qn,

so dass die a�nen H�ullen der benachbarten Kanten einen Kegel aufspannen,
der Qn enth�alt. Wir k�onnen Qn so konstruieren, dass sich die beiden den
Kegel aufspannenden Geraden in einem Gitterpunkt tre�en, und ohne Ein-
schr�ankung sei dies 0. Der Kegel ist die positive H�ulle eines Gitterdreiecks T
mit einer Kante e0 parallel zu e. Nach einem Satz von Ehrhart (siehe [Eh])
gilt G(k T;L) = ak2+bk+1 f�ur geeignete ganze Zahlen a; b und k = 0; 1; : : : .
Mit p = G(e0; L) � 1 gilt f�ur e = k e0 G(e; L) = p � k + 1. Ersetzen wir
nun die St�utzgerade a� (e) durch a� ((k � 1)e0), so w�achst die Anzahl der
Gitterpunkte von Qn um

d(k) = G(k T;L)�G((k � 1)T;L)� (p k + 1) + (p (k � 1) + 1)

= (2k � 1)a+ b� p:

Qn ist zentralsymmetrisch, daher k�onnen wir andererseits den umgekehrten
Proze� f�ur (�e) durchf�uhren und d(k + 1) Gitterpunkte ausschlie�en. Bei
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q{maliger Wiederholung entsteht auf diese Art und Weise ein Gitterpolygon
mit

G(Qn; L) + (d(k) + : : :+ d(k � q + 1))� (d(k + 1) + : : :+ d(k + q))

Gitterpunkten. Wegen d(k � r) � d(k + r + 1) = �2a(2r + 1) nimmt die
Anzahl der Gitterpunkte dabei um 2a

Pq�1
r=0(2r + 1) = 2aq2 ab. Nach Satz

4.4 ist das Polygon ein �Uberdeckungspolygon. Mit Wn bezeichnen wir nun
das Polygon, dass wir erhalten, wenn wir q so w�ahlen, dass

G(Qn; L)� 2aq2 � n < G(Qn; L)� 2a(q � 1)2

gilt. Wegen 2a(q � 1)2 � c
p
n folgt

G(Wn; L) � n� 2a(q2 � (q � 1)2) = n�O(n
1
4 ): (4.6)

IstW ein Parallelogramm, so gibt es eineWurstrichtung u, die nicht als Kante
von W vorkommt (siehe Bemerkung (3) zu De�nition 4.2). Also k�onnen
wir von einer Ecke ausgehend Gitterpunkte in Richtung u wegschneiden.
F�uhren wir dies q{mal durch, so folgt aus dem Satz von Ehrhart, dass d(q) =
aq2 + bq + 1 Gitterpunkte wegfallen. Wie oben w�ahlen wir nun q so, dass
G(Qn; L)�d(q) � n < G(Qn; L)�d(q�1) gilt. Es folgt q = O(n

1
4 ), und damit

erhalten wir auch hier ein �Uberdeckungspolygon Wn, dass die Ungleichung
in (4.6) erf�ullt.

Nach De�nition gilt nun ��1n Wn !W und weiter mit (4.5)

V (Wn;W ) = �n V (W;W ) + o(
p
n) �

q
n detLV (W ) + o(

p
n):

(4.7)

Seien u1; : : : ; us 2 F(K;L) die Kantenrichtungen von Wn, und f�ur diese
Richtungen sei ci wie in De�nition 4.6. F�ur � < 1=2hm gilt ci > 0 und
hW (u�i =ku�ik) � ci = ku�i k. In der letzten Ungleichung gilt Gleichheit, falls W
eine Kante in Richtung ui besitzt. Da dies f�ur die Kanten von Wn bis auf
m�oglicherweise eine Ausnahmekante der L�ange o(

p
n) gilt, folgt mit ku�ik =

kuik=detL und (4.2)

V (Wn;W ) = 1=2
rX
i=1

fi hW (u�i =ku�ik) = detL=2
rX
i=1

ki ci + o(
p
n):

(4.8)

Die Behauptung ergibt sich nun mit (4.4) f�ur Wn, (4.6) und (4.7). �

F�ur den folgenden Satz ben�otigen wir die kritische Determinante �(K)
von K. Die ist de�niert durch

�(K) = minfdetL j�1(K;L) � 1g:
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F�ur weitere Informationen �uber die kritische Determinante verweisen wir auf
[GL].

Satz 4.8 F�ur festes Gitter L 2 L1(K) mit 2hs > hm und hs 6= hm sei
P�;n = convC�;n ein optimales �Uberdeckungspolygon. Dann gilt

(a) F�ur � > 1
2(2hs�hm)

und gro�e n ist P�;n eine Wurst in Richtung u 2
Fs(K;L) mit hs = hK(u�).

(b) F�ur 1
2hm

< � < 1
2(2hs�hm)

und gro�e n ist P�;n eine Doppelwurst in

Richtung u 2 F(K;L) nFs(K;L) mit hm = hK(u�).

(c) F�ur � < 1
2hm

konvergiert die durch den Faktor R(W (K;L; �))=R(P�;n)
normierte Folge (P�;n) gegen W (L;K; �).

Ist hs = hm, so entf�allt (b), und die Wurst ist optimal f�ur alle � > 1
2hm

. F�ur

2hs = hm entf�allt (a), d.h. die Doppelwurst ist optimal f�ur alle � > 1
2hm

.

Beweis: Sei 2hs > hm und hs 6= hm. Wir betrachten zun�achst ein festes
� � 1=(2hm). Sei Pn ein �Uberdeckungspolygon mit Kanten in Richtungen
u1; : : : ; ur 2 F(K;L) und mit G(Pn; L) = m � n. F�ur i = 1; : : : ; r seien
fi = ki kuik die zugeh�origen Kantenl�angen. Nach (4.3) gilt

V (Pn + �K) =(m� 1) detL

+ detL
rX
i=1

ki (� hK(u
�
i )� 1=2) + �2 V (K):

F�ur festes n m�ussen wir also

f(Pn) = (m� 1) +
rX
i=1

ki(� hK(ui) � 1=2)

maximieren. F�ur eine optimale Wurst So
n, also eine Wurst in einer zu hs

korrespondierenden Richtung gilt

f(So
n) = (2 � hs)(n� 1); (4.9)

und f�ur eine optimale Doppelwurst Do
n in einer zu hm korrespondierenden

Richtung haben wir

f(Do
n) = (n� 1) + (n� 2)(� hm � 1=2) + c (4.10)

mit einer Konstanten c � �1. Wir nehmen an, Pn ist weder eine Wurst
noch eine Doppelwurst. Liegt Pn in der konvexen H�ulle zweier benachbarter
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Gittergeraden mit Richtungsvektor u 2 F(K;L), so folgt u 2 Fs(K;L), denn
ansonsten w�are Pn eine Doppelwurst. F�ur u 2 Fs(K;L) gilt aber wegen
hs 6= hm f(Pn) < f(Do

n) f�ur hinreichend gro�e n. D
o
n ist somit optimal unter

diesen 2{dimensionalen Polygonen. Ansonsten enth�alt Pn i Gitterpunkte im
Inneren mit i!1 f�ur n !1. In diesem Fall gilt f(Pn) � (n� 1) + (n �
i)(� hm � 1=2) < f(Do

n) f�ur gro�e n. Also ist f�ur � � 1=(2hm) und gro�e n
die Doppelwurst optimal unter allen �Uberdeckungspolygonen der Dimension
2. Ein Vergleich von (4.9) und (4.10) best�atigt die Aussagen der Teile (a)
und (b).

F�ur festes � < 1
2hm

und W = W (L;K; �) gilt wie in (4.8) (siehe Lemma
4.7) V (Pn;W ) � detL=2

Pr
i=1 ki ci mit ci wie in De�nition 4.6. Mit (4.4)

folgt

V (Pn + �K) � (m� 1) detL � 2V (Pn;W ) + �2 c: (4.11)

Damit, und mit Lemma 4.7 ergibt sich f�ur das optimale �Uberdeckungspoly-
gon P�;n

G(P�;n; L) detL � 2V (P�;n;W ) � ndetL � 2
q
detL � V (W )

p
n+ o(

p
n):

Es folgt V (P�;n;W ) �
q
n detLV (W ) + o(

p
n) und G(P�;n; L) = n � o(n).

Damit erhalten wir f�ur den Umfang F (P�;n) von P�;n F (P�;n) = O(
p
n) und

weiter
Pr

i=1 ki = O(
p
n). Mit Pick's Identit�at (4.1) schlie�en wir

V (P�;n) = n � detL+ o(n); (4.12)

und mit Minkowski's Ungleichung (siehe [Sch]) ergibt sich daher V (P�;n;W )

�
q
V (P�;n)V (W ) =

q
n detLV (W ) + o(

p
n). Insgesamt gilt also

V (P�;n;W ) =
q
n detLV (W ) + o(

p
n): (4.13)

Wir betrachten nun die Folge P�;n=R(P�;n). Nach dem Auswahlsatz von
Blaschke (siehe [Sch]) gibt es eine konvergente Teilfolge P�;n�=R(P�;n� ). Sei
P� ihr Grenzwert. Dann gilt V (P�;n� )=R(P�;n� )

2 ! V (P�) und mit (4.12)
erhalten wir

R(P�;n� ) =
q
V (P�;n� )=V (P�) + o(

p
n�) =

q
n� detL=V (P�) + o(

p
n�):

Zusammen mit (4.13) und der Homogenit�at und Stetigkeit der gemischten
Volumina folgt

V (W;P�) = lim
�!1

V (W;P�;n� )

R(P�;n� )
=
q
V (W ) � V (P�);
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also gilt Gleichheit in Minkowski's Ungleichung. Dies ist aber nur dann der
Fall, wenn P� undW homothetisch sind, d.h. P� = �W +t gilt f�ur ein t 2 E2

und � > 0. Wegen R(P�) = 1 folgt P� = W=R(W ), und damit Teil (c).
F�ur 2hs = hm oder hs = hm f�uhrt ein Vergleich von (4.9) und (4.10) zu

der behaupteten Aussage. �

Im zweiten Teil dieses Abschnitts betrachten wir optimale �Uberdeckungen
bzgl. variabler Gitter aus L1(K). Wir m�ochten also Kon�gurationen C�

�;n mit

#(K;C�
�;n; �) = min

L2L1(K)
f#(K;C�;n; �) : C�;n ist optimal in U(K;L)g

bestimmen. F�ur optimale Polygone P �
�;n = convC�

�;n geben wir eine zu Satz
4.8 analoge Aussage an. Dabei spielen auch wieder W�urste und Doppelw�urste
eine wichtige Rolle. Um f�ur gro�e n die optimale Wurst bzw. Doppelwurst zu
bestimmen, m�ussen wir den Koe�zienten von n maximieren. Sei also (siehe
auch Kapitel 3)

sm = sm(2;K) = max

(
2V 1(K=u?)

fK(u)
: u 2 Sd�1

)
= maxfV1(K=u?) � kuk : u 2 bd (2K)g:

(4.14)

Man kann jedem u 2 bd (2K) ein K einbeschriebenes Parallelogramm Qu

mit V (Qu) = 1=2V1(K=u?) � kuk zuordnen (man w�ahle als Eckpunkte des
Parallelogramms die Schnittpunkte bdK\lin (u) und die Punkte in bdK, die
bei der Projektion auf u? auf die Enden von K=u? abgebildet werden). Also
gilt sm = 2q(K). Ist Q � K ein Parallelogrammmit V (Q) = q(K), so ist das
Gitter L, welchesQ als Fundamentalzelle besitzt, ein �Uberdeckungsgitter von
K mit �(K;L) = 1. DaK strikt konvex ist, gilt auch �1(K;L) > 1 und weiter
L 2 L1(K). Es gibt also eine zu sm korrespondierende Wurstkon�guration
in L1(K). Zur Bestimmung der optimalen Doppelwurst de�nieren wir nun,
motiviert durch (4.4) und (4.10),

ds (�) = sup
L2L1(K)

(� hm(K;L) + 1=2) detL: (4.15)

ImGegensatz zu sm h�angt der maximale Koe�zient von n einer Doppelwurst
von � ab. Da er schwer zu berechnen ist, geben wir nun zun�achst einige
Absch�atzungen f�ur ds (�) an. Dazu sei ��(K) die Dichte einer dichtesten
Gitterpackung von K. Es gilt ��(K) = V (K)=�(2K) = V (K)=4�(K) mit
der kritischen Determinante �(K) von K. (siehe auch [GL]).

Lemma 4.9 Sei K 2 K2
0 strikt konvex und � � 0. Dann gilt
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(a) ds (�) � 3=4sm� + 3=8V (K)=��(K).

(b) Es gibt ein � < 1 mit hm(K;L) detL � �sm(K) f�ur alle L 2 L1(K).

Beweis: (a) Sei v 2 Sd�1 eine Richtung, in der sm angenommenwird. Weiter
sei 2 l die L�ange des Schnittes von K mit g = lin (v) und h = 1=2V 1(K=g?).
Dann gilt sm = 4hl. Nun gibt es einen Punkt a 2 bdK mit a+ lv 2 bdK.
Sei u = 3lv und u0 = a + 2lv, und sei L das Gitter mit Basis fu; u0g. Ist
h0 der Abstand zwischen a und g, so gilt detL = 3lh0. Sei H das Sechs-
eck conv f�a;�(a+ lv);�lvg. H ist ein K einbeschriebenes, a�n regul�ares
Sechseck. Da �(K) ein Drittel der Fl�ache des minimalenK einbeschriebenen
a�n regul�aren Sechsecks ist (siehe [GL], Seite 243 mit Druckfehler in Satz 1),
folgt detL = V (H) � 3�(K) = 3=4V (K)=��(K). L ist �Uberdeckungsgitter
von H und damit auch von K, also ist �(K;L) � 1. Weiter ist l v in minde-
stens drei Translaten von K enthalten, liegt nach Lemma 4.3 also auf dem
Rand dieser Translate. Damit gilt �(K;L) = 1. Die Wahl von a garantiert
zudem �1(K;L) � 1 mit Gleichheit genau dann, wenn K ein Parallelogramm
ist. Da K jedoch strikt konvex ist, gilt �1(K;L) > 1 und so L 2 L1(K). Mit
hm(K;L) � hK(u�) = h kuk=detL = h=h0 ergibt sich insgesamt

ds (�) � 3�lh + 1=2 detL = 3=4sm� + 3=8V (K)=��(K):

(b) Sei h0 = �(K)=(2D(K)) > 0. F�ur eine Gerade g durch den Mittelpunkt
von K und eine zu g parallele Gerade g0 mit Abstand h0 betrachten wir den
Quotienten (V 1(g \K)+V 1(g0 \K))=(2V 1(g \K)). Es gibt eine Gerade, so
dass der maximale Wert � des Quotienten angenommen wird. Da K strikt
konvex ist, gilt � < 1.

Sei nun L 2 L1(K) und u 2 F(K;L). Weiter sei fu; u0g eine Basis
von L und h0 der Abstand von u0 zu lin (u), so dass detL = kukh0 gilt.
Wegen �1(K;L) > 1 ist detL � �(K) und zusammen mit kuk � 2D(K)
erhalten wir h0 � h0. Nun wird die Strecke conv f0; ug von K ,u + K und
einem dritten Translat mit Abstand � h0 zu lin (u) �uberdeckt. Aus der
De�nition von � folgt daher kuk � 2�V 1(K \ lin (u)). Damit ergibt sich
hK(u�) detL = 1=2V 1(K=u?) kuk � V 1(K=u?)� V 1(K \ lin (u)) � � sm,
und Teil (b) ist bewiesen. �

Satz 4.10 Sei K 2 K2
0 strikt konvex, und sei L0 ein d�unnstes �Uberdeckungs-

gitter von K. Dann gibt es Parameter 0 < �1 < �2 <1, so dass das optimale
�Uberdeckungspolygon P �

�;n bzgl. variabler Gitter aus L1(K)

(a) f�ur � > �2 und gro�e n eine Wurst darstellt.
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(b) f�ur �1 < � < �2 und gro�e n eine Doppelwurst darstellt.

(c) f�ur � < 1
2hm

gegen W (L0;K; �) konvergiert, falls die Folge (P �
�;n) durch

den Faktor R(W (L0;K; �))=R(P �
�;n) normiert wird.

Beweis: Sei L0 das d�unnste �Uberdeckungsgitter f�ur K. Dann de�nieren wir
�1 = inff� : ds (�) � detL0g > 0 und �2 = supf� : ds (�) � sm�g. Aus
Lemma 4.9 folgt ds (�) � �sm� + detL0=2. F�ur sm� � ds (�) bedeutet dies
� � detL0=(2 sm(1 � �)) und insbesondere �2 � detL0=(2 sm(1 � �)) < 1.
F�ur � = detL0=sm, also sm� = detL0, gilt mit V (K) � detL und Lemma
4.9 ds (detL0=sm) � 3=4 det L0 + 3=8 detL0 > detL0. Aus der Stetigtkeit
von ds ergibt sich daher �1 < detL0=sm < �2.

Da ds monoton wachsend ist und f�ur � > 1 ds (� �) < �ds (�) gilt, ist das
Maximum von fdetL0; sm �;ds (�)g gegeben durch detL0 f�ur � < �1, ds (�)
f�ur �1 < � < �2 und sm � f�ur � > �2.

F�ur ein �Uberdeckungspolygon Pn bzgl. eines festen Gitters L 2 L1(K)
mit G(Pn; L) � n folgt nun aus (4.4), (4.9) und (4.10) f�ur beliebiges � 2 R

V (Pn + �K) � maxf1; 2�hs(K;L); (� hm(K;L) + 1=2)g � detL � n+O(1):

Also gilt

V (Pn + �K) � maxfdetL0; sm�;ds (�)g � n+O(1) (4.16)

f�ur ein beliebiges Polygon Pn = convCn mit Cn 2 S
L2L1(K) U(K;L) und

cardCn � n. Sei nun P �
�;n ein optimales �Uberdeckungspolygon bzgl. varia-

bler Gitter aus L1(K), d.h. P �
�;n = convC�

�;n mit C�
�;n � L�;n f�ur ein Git-

ter L�;n 2 L1(K). F�ur � > �2 ist sm� das Maximum in (4.16). Da man
f�ur �Uberdeckungspolygone der Dimension 2 die rechte Seite in (4.16) durch
maxfdetL0;ds (�)g � n+O(1) ersetzen kann, muss P �

�;n f�ur diese � und gro�e
n eine Wurst sein, womit Teil (a) bewiesen ist. F�ur �1 < � < �2 ist ds (�) das
Maximum in (4.16). Also kann P �

�;n keine Wurst sein. Gilt � hm(K;L�;n) �
1=2 � 0, so ist V (P �

�;n+�K) � ndetL�;n+O(1) � ndetL0+O(1) < n�ds (�)
f�ur gen�ugend gro�e n, im Widerspruch zur De�nition von P �

�;n. Also gilt
� hm(K;L�;n) � 1=2 > 0. F�ur solche � sind nach Satz 4.8 aber nur Doppel-
wurst oder Wurst otpimal, und da P �

�;n in L�;n optimal ist, folgt Teil (b).
Sei nun � < �1. Dann ist nach De�nition von ds (�) und wegen ds (�) <

detL0 � < 1=(2hm(K;L0)). Aus der Optimalit�at von P �
�;n ergibt sich mit

Lemma 4.7

V (P �
�;n + �K) � ndetL0 � 2

q
detL0 V (W (L0;K; �))

p
n+ o(

p
n):
(4.17)
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Gilt � � 1=(2hm(K;L�;n)), so ist V (P �
�;n+ �K) � nds (�)+O(1), ein Wider-

spruch zu (4.17) f�ur gro�e n. Also � < 1=(2hm(K;L�;n)) f�ur gro�e n. Wie in
(4.11) folgt

V (P �
�;n + �K) � ndetL�;n � 2V (P �

�;n;W (L�;n;K; �)) + o(
p
n):

(4.18)

Aus den letzten beiden Ungleichungen schliessen wir mit detL�;n � detL0

V (P �
�;n;W (L�;n;K; �)) �

q
detL0 V (W (L0;K; �))

p
n+ o(

p
n):

(4.19)

Wegen �1(K;L�;n) > 1 und detL�;n � detL0 folgt aus dem Auswahlsatz
von Mahler (siehe [GL]), dass L�;n eine konvergente Teilfolge besitzt. Mit
den Ungleichungen (4.17) und (4.18) ergibt sich sogar L�;n ! L0. Eine
Folge von konvergenten Wurstrichtungen aus F(K;L�;n) konvergiert gegen
eine Wurst aus F(K;L0). Das gilt auch f�ur Doppelwurstrichtungen. Also ist
jeder H�aufungspunkt von

S
n2NF(K;L�;n) in F(K;L0) enthalten. Sei nun An

eine Folge linearer Abbildungen, die L�;n auf L0 abbilden. Dann konvergiert
An gegen die Identit�at, und f�ur gro�e n gilt An F(K;L�;n) � F(K;L0). Nach
De�nition des Wul�{shapes gilt daher W (L0;K; �) � (1 + �n)W (L�;n;K; �)
mit �n ! 0. Mit (4.19) erhalten wir

V (P �
�;n;W (L0;K; �)) �

q
detL0 V (W (L0;K; �))

p
n+ o(

p
n):

Wegen V (P �
�;n + �K) � n detL0 + O(1) und (4.17) gilt ferner V (P �

�;n) =
n detL0 + o(n). Wie schon in Satz 4.8 gesehen gen�ugt dies, um die Konver-
genz P �

�;n=R(P
�
�;n)! W (L0;K; �)=R(W (L0;K; �)) nachzuweisen.

4.3 Gitterf�ormige Kugel�uberdeckungen

In diesem Abschnitt betrachten wir f�ur beliebige Dimensionen d � 2 Git-
ter�uberdeckungen f�ur die Kugel Bd. In diesem Fall ist es nicht einfach, die
Existenz eines Gitters L mit �(Bd; L) = 1 < �1(Bd; L) nachzuweisen. Gibt
es ein solches Gitter L, so ist 2L+Bd eine Packung, und f�ur die Dichte ��(Bd)
einer dichtesten Gitterpackung folgt

��(Bd) � �d
det(2L)

� 2�d #�(Bd) � 2�d:

Bis auf eine Konstante ist dies der Satz von Minkowski{Hlawka (siehe [GL]),
und somit scheint L1(Bd) 6= ; schwierig zu beweisen zu sein. Man muss
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Gitter �nden, die zugleich gute �Uberdeckungsgitter und und gute Packungs-
gitter darstellen. Mit solchen Problemen besch�aftigte sich Butler in [Bu].
Sogar die Existenz einer Gitter�uberdeckung mit Lnf0g + Bd 6= Ed ist ein
o�enes Problem.

Wie in der Ebene bezeichnen wir mit Fs(Bd; L) die Menge der zul�assigen
Wurstrichtungen f�ur Bd. F�ur u 2 Fs(Bd; L) verstehen wir hier unter ei-
ner Wurst Sn(B

d; L; u) wieder eine Kon�guration aus U(Bd; L), die aus den
Punkten i � u, i = 0; : : : ; n� 1 besteht (siehe zum Vergleich Abschnitt 4.2).
Wir geben hier eine Charakterisierung der Gitter an, bei denen f�ur gro�e �
und n Wurstkon�gurationen optimal sind. Es wird sich zeigen, dass f�ur die
Gitter aus L(Bd) mit �1(Bd; L) > 1 f�ur gro�e � und n die Wurst immer
optimal ist.
Im folgenden ben�otigen wir bestimmte Teilmengen von Fs(Bd; L):

Fo(B
d; L) = fu 2 Fs(B

d; L) : kuk � kvk for all v 2 Fs(B
d; L)g;

Fk(B
d; L) = Fs(B

d; L) nFo(B
d; L):

F�ur u 2 Fo(Bd; L) sei wl = kuk. Weiter sei wk = maxfkuk : u 2 Fk(Bd; L)g.
F�ur eine optimale Kon�guration sei wieder D�;n = D(convC�;n). Da der

Durchmesser angenommen wird, gibt es eine Richtung u�;n und ein x�;n mit
x�;n, x�;n + D�;n u�;n 2 C�;n \ L. O.E. sei x�;n = 0 und y�;n = D�;n u�;n f�ur

alle � � 0 und n 2 N. Ferner sei wieder R�;n = R
�
convC�;n= u

?
�;n

�
. In

einem ersten Schritt zeigen wir nun, dass optimale �Uberdeckungskon�gura-
tionen f�ur gro�e � und n fast eindimensional sind und der Durchmesser dieser
Kon�gurationen nicht zu kurz ist im Vergleich zu der L�ange von Wurstkon-
�gurationen.

Lemma 4.11 Sei L 2 L(Bd). Dann gibt es Konstanten c0; c1; c2, die nur
von d und L abh�angen, und einen Parameter �0 = �0(d; L) � 1 mit

(i) R�;n � c0,

(ii) D�;n � nwl � c1 n
�
� c2

f�ur alle � � �0.

Bemerkung: F�ur beliebige �Uberdeckungen haben wir die Aussage bereits
in Kapitel 3 f�ur beliebige K 2 Kd bewiesen (Satz 3.1). Wir m�ochten hier
Teil (i) und (ii) zusammen beweisen, und geben daher Teile des Beweises von
Satz 3.1 einfach noch mal mit an.

Beweis von Lemma 4.11: F�ur das Steiner{Polynom f�ur den �au�eren Par-
allelk�orper convC�;n + �Bd gilt

V
�
convC�;n + �Bd

�
=

dX
i=0

Vi(convC�;n)�d�i�d�i:
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Auf der anderen Seite haben wir f�ur v 2 Fo(Bd; L)

V
�
convSn(B

d; L; v) + �Bd
�
= �d�

d + (n� 1)wl�d�1�d�1:

Da C�;n optimal ist, folgt

(n� 1)wl � V1(convC�;n) +
dX
i=2

Vi(convC�;n) � �d�i
�d�1

�1�i:

Aus Cauchy's Integral Darstellung f�ur die inneren Volumina (siehe [Sch])
folgt nun Vi(convC�;n) � n � Vi(Bd), also existiert eine Konstante c mit

(n � 1)wl � V1(convC�;n) +
n c

�
f�ur � � 1: (4.20)

Nun gibt es einen Zylinder Z�;n mit Radius R�;n und L�ange D�;n, der
convC�;n enth�alt. Damit gilt V1(convC�;n) � V1(Z�;n) = D�;n+R�;n �V1(Bd)
und weiter

(n� 1)wl � D�;n +R�;n � V1(Bd) +
n c

�
; � � 1 (4.21)

convC�;n enth�alt ein Dreieck mit L�ange D�;n und H�ohe R�;n, und mit
Cauchy's Integral Darstellung und der Monotonie der inneren Volumina er-
gibt sich

D�;n �R�;n=2 � V2(convC�;n) � n � V2(Bd): (4.22)

V1 ist bis auf einen Faktor die mittlere Breite. Damit folgt aus (4.20) D�;n �
c0V1(convC�;n) � c00n mit c00 > 0 f�ur � � �0(d; L) � 1. Zusammen mit (4.22)
zeigt dies, dass R�;n beschr�ankt ist, und damit gilt (i). (ii) fogt nun sofort
aus (i) und (4.21). �

Als n�achstes geben wir eine obere Schranke f�ur den Durchmesser von
�Uberdeckungskon�gurationen mit n Elementen an. F�ur u 2 Sd�1 sei dazu
su = maxfu � v j v 2 Fs(Bd; L)g.
Lemma 4.12 Sei Cn 2 U(Bd; L) mit cardCn � n, und sei u 2 Sd�1 eine
Richtung, in der D(convCn) erreicht wird. Dann gilt

D(convCn) � (n� 1) � su:

Beweis: O.E. sei 0 2 Cn, und sei y 2 Cn mit kyk = D(convCn). Die
Strecke conv f0; yg wird von einer Folge von Translaten t1+Bd; : : : ; tm+Bd
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mit ti 2 Cn, t1 = 0 und tm = y �uberdeckt, so dass (ti+1+Bd)\ (ti+Bd) 6= ;
bzw. ti+1 � ti 2 Fs(Bd; L) gilt. Mit u = y=kyk folgt

D(convCn) = kyk = u �
m�1X
i=1

(ti+1 � ti) � (m� 1) su � (n� 1) su:

�

F�ur das n�achste Lemma ben�otigen wir weitere Notationen.

Sei r = (1� w2
l =4)

1
2 . F�ur u 2 Fo(Bd; L) �uberdeckt Sn(Bd; L; u) + Bd einen

Zylinder mit Radius r. Ferner sei

� = min
u2Fo(Bd;L)

minfdist(v; lin (u)) : v 2 Lnlin (u)g:

Lemma 4.13 Sei L 2 L(Bd) mit � > r. Dann wird der Durchmesser von
convC�;n f�ur gro�e � und n in einer Richtung v=kvk mit v 2 Fo(Bd; L)
angenommen.

Beweis: Mit u�;n =
y�;n
ky�;nk folgt aus Lemma 4.11 und Lemma 4.12

n su�;n � D�;n � nwl � c1 n

�
� c2: (4.23)

F�ur gen�ugend gro�e � ist lim infn!1 su�;n > wk, also gilt su�;n = u�;n � v mit
v 2 Fo(Bd; L) f�ur gro�e � und n. Sei ��;n die L�ange der Projektion von
conv f0; y�;ng auf lin (v). Dann gilt

��;n = D�;n � cos (\(u�;n; v)) = D�;n
u�;n � v
kvk = D�;n

su�;n
wl

;

und mit (4.23) erhalten wir

��;n �
 
1 � c1

�wl
� c2
wl n

!2

� nwl �
 
1 � 2 c1

�wl
� 2 c2
wl n

!
� nwl

= nwl � 2 c1 n

�
� 2 c2: (4.24)

Wie in Lemma 4.12 seien t1; : : : ; tm 2 C�;n mit m = m�;n � n, conv f0; y�;ng
� [mi=1(ti + Bd), t1 = 0, tm = y�;n und ti+1 � ti 2 Fs(Bd; L). Wir k�onnen
t1; : : : ; tm in Teilmengen

f0; t1; : : : ; ts1g; fts1+1; : : : ; ts2g; : : : ; ftsq+1; : : : ; tsq+1 = y�;ng
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zerlegen, so dass Sj = conv ftsj+1; : : : ; tsj+1g f�ur j = 0; : : : ; q = q�;n (mit
s0+1 = 0) eine zu v parallele Strecke darstellt, und tsj+1 � tsj nicht parallel
zu v ist, j = 1; : : : ; q. Weiter sei lj die L�ange von Sj , j = 0; : : : ; q. Das
Lemma ist bewiesen, wenn wir die Annahme q � 1 zu einem Widerspruch
f�uhren. Wir geben zun�achst eine obere Schranke f�ur q an.
Ist w = max

n
v
kvk � z j z 2 Fs(Bd; L); z 6= v

o
, so folgt w < wl und weiter

��;n =

 
m�1X
i=1

(ti+1 � ti)

!
� v

kvk � (m� q)wl + q w

� nwl � q(wl � w):

Damit und mit (4.24) erhalten wir daher Konstanten c3, c4 mit

q � c3 n

�
+ c4: (4.25)

Sei nun �j das Dreieck conv
�
Sj [ ftsj+1+1g

�
. Nach De�nition von � enth�alt

�j ein Rechteck Qj mit einer Seite S0j der L�ange l0j + w = r
�
lj, die in Sj

enthalten ist, und mit H�ohe r. Sei l die Anzahl der Strecken conv fti+1; tig
auf S0j mit L�ange wl, und sei k die Anzahl dieser Strecken mit L�ange � wk.
Es gilt (l + 2)wl + k wk � l0j.

Ist kti+1� tik = wl, dann haben ti+1+Bd und ti+Bd einen gemeinsamen
Randpunkt auf der zu S 0j parallelen Seite S

00
j . Dieser liegt im Inneren von Tj =

conv (Qj[ftsj+1+1g), also wird ein weiterer Punkt aus C�;n n ftsj+1; : : : ; tsj+1g
zur �Uberdeckung von Tj ben�otigt. Wegen wl > 1 enth�alt ein Translat x+Bd

h�ochstens zwei solcher Punkte. Wir ben�otigen also mindestens nj =
3
2 l + k

Translate, um Tj zu �uberdecken. Sei ew = minfwl3 ; wl �wkg > 0. Dann folgt

l0j � 2wl � l wl + k wk =
�
3

2
l + k

�
wl � 3

2
l
�
wl

3

�
� k (wl � wk)

�
�
3

2
l + k

�
� (wl � ew) = nj (wl � ew):

(4.26)

Um SjnS0j zu �uberdecken, ben�otigen wir ferner mindestens n0j =
lj�l0j
wl

Trans-

late. Insgesamt ist also n � Pq
j=0(nj + n0j � c0) mit einer Konstante c0. Mit

c = c0+(2wl+w)=(wl� ew)�w=wl und (4.26) ergibt sich f�ur n die Absch�atzung

n �
qX

j=0

 
l0j

wl � ew � 2wl

wl � ew +
lj � l0j
wl

!
� c0 (q + 1)

=

 
r

�
� 1

wl � ew +

 
1 � r

�

!
� 1
wl

!
�

qX
j=0

lj � c (q + 1)

� 1

w0
P�;n � (c+

w

w0
) (q + 1)



4.3 Gitterf�ormige Kugel�uberdeckungen 73

mit w0 < wl. Es folgt

��;n � w0 n+ (cw0 + w) (q + 1):

Zusammen mit (4.24), (4.25) und Division durch n erhalten wir

wl � 2 c1
�
� 2 c2

n
� w0 + (cw + w)0

 
c3
�
+
c4 + 1

n

!
:

F�ur gen�ugend gro�e � und n ist dies jedoch ein Widerspruch zu w0 < wl. �

Satz 4.14 Sei L 2 L(Bd). F�ur gro�e � und n ist C�;n genau dann eine
Wurstkon�guration, wenn � > r gilt.

Beweis: Sei zun�achst � > r. Nach Lemma 4.13 existiert f�ur gro�e � und n
ein u 2 Fo(B

d; L) mit lin (u) = lin (y�;n). Wir nehmen an, f�ur beliebig gro�e
� und n ist C�;n keine Wurst. F�ur diese � und n gibt es ein q�;n 2 C�;n mit
q�;n 62 lin (u). Dann gilt dist(q�;n; lin (u)) � �. Sei � = conv f0; q�;n; y�;ng.
� enth�alt ein Rechteck mit L�ange r=� D�;n und H�ohe r. Wie im Beweis von
Lemma 4.13 mit � und D�;n anstatt von �j und lj erhalten wir

n � r

�
� 1

wl � ew �D�;n +

 
1 � r

�

!
� 1
wl
�D�;n � c

=

 
r

�
� 1

wl � ew +

 
1 � r

�

!
� 1
wl

!
�D�;n � c � 1

w0
�D�;n � c

mit w0 < wl. Mit Lemma 4.11 folgt wl � c1
�
� c2

n
� w0 + c

n
, ein Widerspruch

f�ur gro�e � und n.
F�ur � � r seien u 2 Fo(Bd; L) und v 2 L \ Bd mit dist(v; lin (u)) = �.

Sei Cn = fx1; : : : ; xn�4; xa; xb; xc; xdg mit xi = (i � 1)u, i = 1; : : : ; n � 4,
und xa = v, xb = �v, xc = (n � 5)u + v und xd = (n � 5)u � v. Dann
ist Cn 2 U(Bd; L) (2{dimensionale Knochenkon�guration) mit cardCn = n,
und convCn ist ein Parallelogramm mit L�ange (n � 5)wl und H�ohe �. Es
gilt

V
�
convCn + �Bd

�
= �d�d + �d�1V1(convCn)�d�1 + �d�2V2(convCn)�d�2

� �d�d + �d�1(n� 5)wl �d�1 + �d�2(n � 5)wl � �d�2

> �d�d + �d�1(n� 1)wl �d�1 = V
�
convSn(B

d; L; u) + �Bd
�

f�ur gen�ugend gro�e n. �

Bemerkungen:
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(1) Cn aus dem Beweis von Satz 4.14 hat die Gestalt eines Knochens. Wie
f�ur beliebige �Uberdeckungen (s. [BHW]) spielen Knochenkon�guratio-
nen also auch bei Gitter�uberdeckungen eine wichtige Rolle.

(2) Satz 4.14 gilt auch, wenn man ausschlie�lich Gitterkon�gurationen
Cn � LmitCn = convCn\L zul�a�t. Im Beweis von Satz 4.14 mu� man
einfach nur f�ur � � r die Knochenkon�gurationen Cn durch z.B. die
Kon�guration fx1; : : : ; xn�1; vg mit xi = (i � 1)u ersetzen. Nat�urlich
h�atte man diese Kon�guration auch schon im Beweis von Satz 4.14
verwenden k�onnen, sie ist allerdings

"
schlechter\ als die Knochenkon-

�guration.

Eine optimale Wurst enth�alt nat�urlich n Gitterpunkte. Wir berechnen daher
noch die parametrischen Dichten.

Korollar 4.15 Sei L 2 L(Bd) mit � > r. Dann gilt f�ur gro�e � und n

#(Bd; L; n; �) =
n�d

�d�d + (n � 1)wl �d�1�d�1
(4.27)

und

#(Bd; L; �) =
�d

wl �d�1�d�1
: (4.28)

Beweis: Nach Satz 4.14 gilt f�ur u 2 Fo(Bd; L)

#(Bd; L; n; �) = #(Bd; L; Sn(B
d; L; u); �)

f�ur gro�e � und n.
Mit V (convSn(Bd; L; u) + �Bd) = �d�

d + (n� 1)wl�d�1�d�1 folgt (4.27),
und damit erh�alt man (4.28) durch Grenz�ubergang. �

In der Ebene haben wir �Uberdeckungsgitter L mit �1(K;L) > 1 betrach-
tet. F�ur K = Bd ist f�ur solche Gitter f�ur gro�e � und n die Wurst optimal.

Korollar 4.16 F�ur L 2 L(Bd) mit �1(Bd; L) > 1 ist C�;n f�ur gro�e � und n
eine Wurstkon�guration.

Beweis: Sei u 2 Fo(Bd; L) beliebig. lin (u)\L+Bd �uberdeckt einen (unend-

lichen) Zylinder mit Radius r =
�
1� w2

l

4

�1
2

. Wegen �1(Bd; L) > 1 enth�alt

dieser Zylinder abgesehen von den Gitterpunkten auf lin (u) keine weiteren
Punkte aus L. Also gilt � > r, und mit Satz 4.14 folgt die Behauptung. �
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Notationen

Im folgenden sind die im Text auftretenden Symbole, die Seitenzahl ihres
ersten Auftretens und ihre Bedeutung aufgelistet.

Ed 10 der d{dimensionale Euklidische Raum
x � y 10 Skalarprodukt der Vektoren x und y
k � k 10 die Euklidische Norm
Bd 10 d{dimensionale Einheitskugel
�d 10 Volumen der Einheitskugel im Ed

bdM 10 Rand der Menge M
Sd�1 10 Rand der d{dimensionalen Einheitskugel
Kd 10 Menge der konvexen K�orper im Ed

Kd
0 10 Menge der zentralsymmetrischen konvexen K�orper

im Ed

a�M 10 a�ne H�ulle von M
linM 10 lineare H�ulle von M
dimM 10 Dimension von M
M? 10 das orthogonale Komplement von linM
cardM 10 Kardinalit�at von M
convM 10 konvexe H�ulle von M
intM 10 das Innere einer Menge M
P +Q 10 Minkowski{Summe der Mengen P;Q � Ed

�P 10 die um � dilatierte Menge P
(K;C) 11 �Uberdeckung einer Menge B � C +K
V (M) 11 Volumen der Menge M
V k(M) 11 Volumen der k{dimensionalen Menge M bzgl.

a�M
#(K;C) 12 unendliche Dichte der �Uberdeckung (K;C)
#(K) 12 Dichte einer d�unnsten �Uberdeckung des Ed durch

K
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U(K) 13 Menge aller endlichen �Uberdeckungskon�guratio-
nen bgzl. K

U(K;n) 13 Menge aller �Uberdeckungskon�gurationen bzgl. K
mit Kardinalit�at n

L 14 Gitter
detL 14 Determinante des Gitters L
L� 14 das zu L polare Gitter
G(M;L) 15 Anzahl der Gitterpunkte von L in M

L(K) 15 Menge aller �Uberdeckungsgitter von K
#�(K) 15 Dichte einer d�unnsten Gitter�uberdeckung durchK
U(K;L) 16 Menge aller endlichen �Uberdeckungskon�guratio-

nen bzgl. K im Gitter L
�(K) 15 �Uberdeckungskonstante des konvexen K�orpers K
#(K;C; �) 16 parametrische Dichte der �Uberdeckungskon�gura-

tion C von K bzgl. �
#(K;n; �) 16 Dichte einer d�unnsten �Uberdeckungskon�guration

von K bzgl. des Ma�es #(K;C; �)
#(K; �) 16 lim infn!1 #(K;n; �)
V (M;K; i) 17 i{tes gemischte Volumen von M und K
Vi(K) 18 i{tes innere Volumen von K
fK 19 Distanzfunktion von K
�H(M), M=H 19 Orthogonalprojektion von M auf H
�uH(M) 19 Projektion von M auf H in Richtung u.
Z(K;u; h) 19 Zylinder in Richtung u der L�ange h
Kh;u 19 die Menge (K \ (K + hu))=u?

Zn(K;u; h) 19 dem ZylinderZ(K;u; h) zugeordnete Knochenkon-
�guration

h(K;u; �) 21 optimale Knochenh�ohe in Richtung u bgzl. K und
�

Z�(K;u) 21 der Zylinder Z(K;u; h(K;u; �))
Z�;n(K;u) 21 die Knochenkon�guration Zn(K;u; h(K;u; �))
V (K; �) 22 Menge der optimalen Knochenrichtungen bzgl. K

und �
Z�;n(K) 22 optimale Knochenkon�guration
#Z(K; �) 22 Dichte einer d�unnsten, unendlichen Knochenkon-

�guration bzgl. K und �
Sn(K;u) 23 Wurstkon�guration bzgl. K in Richtung u
Sn(K) 23 optimale Wurstkon�guration bzgl. K
#S(K; �) 24 Dichte einer d�unnsten, unendlichen Wurstkon�gu-

ration bzgl. K und �
h(K) 26 Fl�ache des gr�o�ten in K enthaltenen Sechsecks
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K(x) 26 x+K
H(C) 27 card (C \ bd convC) f�ur C 2 U(K)
[x1; : : : ; xk] 28 Jordan{Polygon mit den geordneten Ecken x1;

: : : ; xk
[x; y], xy 28 die Strecke conv fx; yg
D(c) 28 Dirichlet{Zelle eines konvexen K�orpers K in c
V 29 Eckenmenge aller Dirichlet{Zellen
E 29 Seitenmenge aller Dirichlet{Zellen
En 29 Kantenmenge von convCn mit Cn 2 U(K;n)
T (v) 29 Delauney Polygon
Q(a; b) 29 der langen Kante [a; b] zugeordnetes Polygon
�i;��

i 30 Dreiecke aus Q(a; b)
Fa;b 30 Familie der Dreiecke �i;��

i

F(Cn) 32 Familie der Polygone T (v) und Q(a; b)
T (Cn) 34 Anzahl der Dreiecke in der Triangulierung von

convCn

q(K) 35 Fl�ache des gr�o�ten in K enthaltenen Vierecks
hK 36 St�utzfunktion von K
D(K) 36 Durchmesser von K
d(K) 36 Dicke von K
rk(K) 40 k{dimensionaler Inkugelradius von K
r(K) 41 Inkugelradius von K
R(K) 41 Umkugelradius von K

C�;n 41 optimale �Uberdeckungskon�guration der Kardina-
lit�at n

u�;n 41 Durchmesserrichtung von convC�;n

D�;n 41 Durchmesser von convC�;n

R�;n 41 Umkugelradius von convC�;n=u
?
�;n

sm(d;K) 41 maxf2V d�1(K=u?)=fK(u) : u 2 Sd�1g
SA 44 unendlicher Streifen mit Basis A
SA;l 44 Orthogonalzylinder mit Basis A und L�ange l
SA;l;� 44 der an beiden Seiten um � gek�urzte Zylinder SA;l
K(u) 44 Familie der konvexen, kompakten Mengen in u?

h(A;K) 44 maxfh � 0 : A � Kh;u + t f�ur ein t 2 Edg
A�;n 47 die Menge

�
��1u�;n(� yn) \ convC�;n

�
=u?

M� 48 innerer Parallelk�orper von M bzgl. a�M
#(K;L; n; �) 54 minf#(K;C; �) : C 2 U(K;L); cardC = ng
#(K;L; �) 54 lim infn!1 #(K;L; n; �)
�(K;L) 55 �Uberdeckungsradius von K bzgl. L
�1(K;L) 55 erste sukzessive Minimum von K bzgl. L



Notationen 83

L1(K) 55 Menge der ebenen �Uberdeckungsgitter mit
�(K;L) = 1 und �1(K;L) > 1

Fs(K;L) 56 Menge der Wurstrichtungen eines Gitters L
Fd(K;L) 56 Menge der Doppelwurstrichtungen eines Gitters L
F(K;L) 56 die Menge Fs(K;L) [ Fd(K;L)
Sn(K;L; u) 57 Wurstpolygon bzw. Wurstkon�guration des Git-

ters L
hs, hs(K;L) 59 maxfhK(u�) : u 2 Fs(K;L)g
hm, hm(K;L) 59 maxfhK(u�) : u 2 F(K;L)g
W (L;K; �) 59 Wul�{shape bzgl. K und L zum Parameter �
�(K) 62 kritische Determinante von K

P�;n 63 optimales �Uberdeckungspolygon bzgl. eines festen
Gitters aus L1(K)

C�
�;n 65 optimale �Uberdeckungskon�guration bzgl. varia-

bler Gitter aus L1(K)
P �
�;n 65 optimales �Uberdeckungspolygon bzgl. variabler

Gitter aus L1(K)
sm 65 sm(2;K)
ds (�) 65 supL2L1(K)(� hm(K;L) + 1=2) detL

��(K) 65 Dichte einer dichtesten Gitterpackung von K
Fo(Bd; L) 69 Menge der optimalen Wurstrichtungen bzgl. Bd

und L
Fk(Bd; L) 69 die Menge Fs(Bd; L) nFo(Bd; L)
wl 69 kuk f�ur u 2 Fo(Bd; L)
wk 69 maxfkuk : u 2 Fk(B

d; L)g
su 70 maxfu � v : v 2 Fs(Bd; L)g
r 71 (1� w2

l =4)
1
2

� 71 minu2Fo(Bd;L)minfdist(v; lin (u)) : v 2 Lnlin (u)g


