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Zusammenfassung

Diese Arbeit befasst sich mit der Implementierung der Produktion von
b-Quarks in das Simulationsprogramm PHOJET [1, 2| (bzw. in das Si-
mulationsprogramm DPMJET III [3], mit dem PHOJET aus technischen
Griinden aufgerufen wird) bis ,Next to Leading Order* nach einer Metho-
de von S. Frixione und B.R. Webber [4, 5].

Um eine fiir diese Art der Implementierung typische Schwierigkeit von
Eventgeneratoren, das ,,Double Counting“, das wahrend der Partonen-
Schauer-Phase eintritt, weitgehend l6sen zu kénnen, wurde ein gegebe-
nes Schema adaptiert und entsprechend verdndert. Der wesentliche Be-
standteil daraus, der Subtraktionsterm, wurde dann fiir das Programm
DPMJET III (PHOJET/PYTHIA) neu berechnet (Kapitel 4 und Ab-
schnitte 5.4, 5.5 sowie ab Abschnitt 6.3).

Die Berechnungen wurden in Kapitel 7 an Hand von Vektorbosonenpro-
duktion iiberpriift. Im Gegensatz zu dem Simulationsprogramm HER-
WIG [6] wurde gefunden, dass DPMJET III fiir die relevante Konfigu-
ration mit den gewdhlten Schauervariablen den ,Soft- und ,,Kollinearen*
Bereich unter der Emission eines Partons in diesem Fall ohne weiteres
»Tuning” korrekt beschreiben kann.

Nach einer Beschreibung der Eventgenerierung werden in Kapitel 9 schliefs-
lich Transversalimpulsverteilungen von , Bottom‘“-Mesonen zu einer Fermi-
lab-Konfiguration prasentiert. Da die Modelle weitgehend den Daten ent-
sprechen, sind die Subtraktionsterme im Wesentlichen Modell-unabhéngig,
und der mit dem Programm MCQ@NLO verfiigbare Subtraktionsterm fiir
das Simulationsprogramm HERWIG kann als Kontrolle herangezogen wer-
den. Diese Vorhersagen wurden mit den experimentellen Daten, die durch
die CDF-Kollaboration bereitgestellt wurden (Run I und II), verglichen.
Nach einer moderaten Anpassung der Faktorisierungs- und Renormie-
rungsskala wird eine Ubereinstimmung mit den Fermilab-Daten gefunden.
Fiir den Abschnitt 10.1 wurden ebenfalls unter einer LHCb-Konfiguration
Transversalimpulsspektren von ,,Bottom*“-Mesonen erzeugt. Dafiir wurden
die frei wahlbaren Renormierungs- und Faktorisierungsskalen pr und pur
wie in Abschnitt 9.1 angesetzt. Auch diese Grafiken wurden mit beiden
Subtraktionstermen erzeugt.

DPMJET III/PHOJET sind vollstindige und in vielen Aspekten geteste-
te Eventgeneratoren. Da diese Programme den Hintergrund gut beschrei-
ben, ist es moglich, mehr technische Fragen zu untersuchen. Der Abschnitt
10.2 présentiert daher die Fahigkeit des Programms DPMJET III, auch
als ,, Teilchen-Rekonstruktions-Maschinerie* arbeiten zu konnen. Um diese
Rekonstruktionen durchfiithren zu kénnen, wurde ein weiteres Programm
geschrieben, dass die Zerfallsprodukte bestimmter ,,Bottom*-Mesonen-Zer-
falle analysiert und darauf testet, ob die Sekundér-Teilchen aus einem der
nachgelagerten Zerfille zu einem B-Meson gehoren kénnen oder nicht.
Solche Analysen sind hilfreich, wenn ,Mutterprodukte nur schwer (oder
gar nicht) direkt zugénglich fiir experimentelle Messungen sind.



Abstract

This works aim is primarily the implementation of b-quarks into the event
generator PHOJET [1, 2| (respectively into DPMJET III [3] containing
PHOJET). Following a method of S. Frixione and B. R. Webber [4, 5] the
implementation includes ,next to leading order* in a perturbative expan-
sion on partonic level.

A typical problem of such a calculation in event generators that inclu-
de initial and final state radiation is ,double counting”. To overcome
this error Frixione and Webber developed a scheme involving subtraction
terms. In this thesis this elaborate method is adapted and implemented in
DPMJET III by means of recalculation of this subtraction term to match
DPMJET III needs (chapter 4 and sections 5.4, 5.5 as well as the section
6.3).

The correct outcome of this matching is shown in chapter 7 by means
of production of vector bosons. In contrast to the event generator HER-
WIG [6] it is found, that DPMJET III (PHOJET/PYTHIA) is able to
reproduce the correct partonic behavior in the ,soft* and ,collinear limits,
when one additional parton is emitted.

After a short description of the method of event generation this work
presents, beginning with chapter 9, the results of the calculation which
are then compared to available experimental data provided by the CDF
collaboration (RUN I and II). A moderate adjustment of the two relevant
scales pur and pr (factorization and renormalization scales) leads to good
agreement between model prediction and the CDF data. Subsequently the
predictions for the transverse spectra of bottom mesons at LHCb (secti-
on 10.1) are presented. As the adjusted factorization and renormalization
scales were kept, the results can be expected to be quite reliable.
DPMJET IIT and PHOJET are highly checked out and complete event
generators that can reliably reproduce the background part of the events.
It is therefore possible to address more technical questions like the iden-
tification of B-mesons in realistic events to DPMJET III. To investigate
this task in a generic way a small program was built to identify daughter
particles of specific bottom decays with suitable cuts on an event.
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1 Einfiihrung

Ublicherweise kénnen Berechnungen im Bereich der perturbativen QCD (pQCD)
zur Bestimmung physikalisch relevanter Grofien heutzutage bis zur Ordnung
O(a?) durchgefiihrt werden.

In Kombination mit einem ,Monte Carlo“-Programm (MC) sowie einem Modell
flir eine Beschreibung, partonische Zwischenzusténde in hadronische, beobacht-
bare Endzusténde zu konvertieren (Hadronisierung), ist eine Verbesserung der
Ordnung wiinschenswert und auch méoglich.

Methoden, exklusive hadronische Endzustdnde bis einschliefslich ,Next to Lea-
ding Order” (NLO) vollstdndig beschreiben zu kénnen, waren bis zur Entwick-
lung der Methode von [4, 5] kaum vorhanden und basierten iiberwiegend auf
der ,Phase Space Slicing“~-Methode. Diese Methode besitzt den Nachteil, freie
Parameter in die storungstheoretischen Berechnungen zur Regularisierung der
Divergenzen einzufiihren [7, 8, 9].

Der technische Vorgang in dieser Methode ist dabei immer gleich: Das Integra-
tionsintervall einer Variablen, mit der ein divergentes Verhalten assoziiert ist,
wird in zwei (oder mehrere) Gebiete aufgespalten, z. B. in der Form

O0<xz<d, und d. <z <1

wobei x die Integrationsvariable darstellt und etwa einen Impuls darstellen kann.
de (6c < 1) ist der eben erwdhnte Parameter.
Ein typisches Aussehen fiir zu regulariserende Integral-Ausdriicke sind Terme

der Form (Abschnitt 4.1)
1
dx
—F
| Frw

in der die kritische Stelle x = 0 sichtbar ist. Fiir x — 0 wird dieses Integral
infrarot divergent. Mit der bekannten Funktion F'(x) sollen keine weiteren Di-
vergenzen verbunden sein. Die ,Slicing“-Methode lidsst dann unter Einfiihrung
eines hinreichend kleinen Parameters d. die folgende Umformung zu

b Ldx S dy
—F(x) ~ i —x°F F e —
[ Fro=m( [ Ter@ero [T 5

Vda 1
/ —F(x) + F(0)log(d.) + lim —F(0)
Se X e—0 €

x¢ stammt aus der Prozedur der ,,Dimensionalen Regularisierung” (Appendix B).
Die logarithmische Abhéngigkeit vom erwidhnten Parameter §. ist dann ein Re-
likt dieser ,,Slicing“~-Methode. Betrachtet man den Ausdruck fiir §. — 0, so deckt
man die urspriingliche Divergenz (im Limes z — 0) auf.

Prinzipiell sollten sich die Beitrige aus dem Integral mit den Termen, die diesen
Parameter enthalten, kiirzen. Das ist allerdings fiir sehr kleine Werte fiir §. u. U.
numerisch schlecht auszuwerten bzw. es konnen sich Konvergenzprobleme erge-
ben. Denn aus kleinen Parametern ergeben sich groffe negative Absolutwerte,
die sich mit entsprechend grofsen positiven Werten kiirzen miissen. Kénnte man
das Integral analytisch auswerten, so wiirde der angesprochene Umstand keine
Rolle spielen. Da es hier aber um numerische Auswertungen geht, also um eine
endliche Intervallunterteilung der Integrationsvariable, kann das spétestens bei



der Eventgenerierung problematisch werden.
Alternativ lassen sich moglicherweise Terme O(d.) vernachldssigen. Aber das
muss erst iiber ein geeignetes Intervall des Parameters {iberpriift werden.

Neben der ,,Phase Space Slicing*-Methode sind ,Subtraktions“-Methoden vor-
teilhaft fiir die Behandlung infraroter Divergenzen, da sie auf die oben erwédhn-
ten Parameter verzichten kénnen.

In einer ,Subtraktions*“-Methode kann beispielsweise der fragwiirdige Integrand,
dessen Residuum am Ort der Divergenz betrachtet wird, addiert und wieder sub-
trahiert werden. Der selbe Term wie in der ,Slicing“-Methode hat nun folgendes
Aussehen

/01 dfF(m) = 213(1) (F(O)/Olf%dx—k /01 xewdx>

Der zweite Summand auf der rechten Seite der Gleichung ist frei von Divergen-
zen, und es ist gestattet, e = 0 zu setzen. Diese obige Manipulation stellt keine
Approximation dar. Das wird sich in Kapitel 4 &ndern, denn dort wird diese Sub-
traktion noch durch einen kinstlich hinzugefiigten Subtraktionsterm modifiziert
werden, der auftretende Singularitéiten regularisieren wird. Diese Singularititen
erscheinen bei einer noch zu spezifizierenden Separation des obigen Integrals in
verschiedene kinematische Regionen (auf Subprozessebene in 2 — 2- und 2 — 3-
Regionen). Dieser Part wird normalerweise durch Counterterme iibernommen,
oder/bzw. durch Graphen, die unter gleichen Bedingungen gleiche Divergen-
zen aufzeigen (mit verschiedenem Vorzeichen). Z. B. kann ein ,Emissionsgraph®
Divergenzen im infraroten Bereich aufzeigen oder wenn das emittierte Parton
kollinear emittiert wird. Eine Addition von Graphen, die zur ,,Born“-Ordnung
berechnet wurden plus ,yvirtuelle Graphen* plus der ,,Emissionsgraphen machen
das Gesamtergebnis endlich. Betrachtet man also unphysikalische Graphen, so
entstehen Divergenzen. Und solcher Art Divergenzen treten bei der oben er-
wahnten (kinematischen) Separation auf. Nichtsdestotrotz wird das Gesamter-
gebnis durch den Subtraktionsterm wieder endlich sein.

Der erste Summand aus der obigen ,Subtraktions“-Methode ist leicht zu inte-
grieren und ergibt @. Es ist der gleiche Ausdruck, wie er auch in der ,Phase
Space Slicing“~-Methode vorkommt. In beiden Methoden werden sie sich mit hier
nicht aufgefithrten Beitrégen heraus kiirzen, so dass dadurch keine Schwierigkei-
ten entstehen. Wie sich in Kapitel 4 herausstellen wird, ist die zweite Methode
wegen der oben erwdhnten Trennungs- und Regularisierungseigenschaft besser
geeignet.

Diese Arbeit befasst sich also nun mit der Implementierung der Produktion von
b-Quarks in das Programm PHOJET (bzw. in das Programm DPMJET III) bis
NLO nach der Methode von S. Frixione und B.R. Webber [4, 5] 1. Dazu wurde
u. a. der Subtraktionsterm an den Partonen-Schauer-Algorithmus iiber ein ge-
gebenes Schema (Kapitel 4) angepasst (Abschnitte 5.4, 5.5 und ab Abschnitt
6.3), um das Problem des ,Double Countings* 16sen zu kénnen. Das ,Double

1Es ist in seiner urspriinglichen Form fiir das Simulationsprogramm HERWIG an-
gepasst und in dem Programm MC@NLO realisiert, welches von der folgenden Sei-
te bezogen werden kann: http://www.hep.phy.cam.ac.uk/theory/webber/MCatNLO/.
Das  Programm HERWIG kann von dieser Internetseite bezogen  werden:
http://hepwww.rl.ac.uk/theory/seymour/herwig/.



Counting® fiihrt zu Beitrdgen zum Wirkungsquerschnitt, die sowohl in den ana-
lytischen Rechnungen als auch in der Partonen-Schauer-Phase erfasst werden.
Diese Phase dekoriert wahrend der Eventgenerierung die partonischen Subpro-
zesse, indem es den dufseren Linien erlaubt wird, iterativ zu splitten. Damit ist
es moglich, Multi-Partonen-Endzustdnde zu erzeugen. Die mdéglichen Verzwei-
gungen sind

q9—4q9, 9—99, 9g—4qq

plus Vertauschungen und Ladungskonjugationen. Beschrieben wird dieser Vor-
gang durch die Altarelli-Parisi-Splitting-Funktionen (AP) P;_, ;i (%) (siehe auch
Abschnitt 2.3) [10, 11, 12]. Diese Funktionen kénnen (bis ,Leading Order, LO)
als Wahrscheinlichkeiten fiir einen Ubergang i — jk interpretiert werden.
Diese Art stellt gegeniiber dem Gebrauch von Matrixelement-Rechnungen eine
Néherung dar. Mit grofseren Virtualitdten wird auch die Wahrscheinlichkeit gro-
Rer, viele Partonen zu emittieren, wodurch die Komplexitdt der Matrixelemente
zunimmt, die umso grofer wird, je grofer die Anzahl der Partonen im End-
zustand ist. Nachteil dieser Methode ist, dass storungstheoretisch keine echte
neue Ordnung eingefithrt wird. Z. B. werden durch den Partonen-Schauer Emis-
sionen weniger genau beschrieben, die unter einem grofen rdumlichen Winkel
abgestrahlt wurden.

Ursache fiir das oben erwihnte ,Double Counting” ist die Art und Weise, wie
per Stérungstheorie Berechnungen durchgefiihrt werden. Ein Partonen-Schauer,
wie er in DPMJET III realisiert ist, fiihrt nachtréaglich eine ,Leading Log"*-
Verbesserung (LL) der Storungsrechnung in das System ein. Diese Terme sind
fiir die B-Mesonen-Produktion proportional zur Ordnung O(a?) und sind dann
von der Form o?(aslog %)k (Abschnitt 2.3). Der darauf folgende Term ist

o3(aslog 2)! und wird mit ,Next to Leading Log* bezeichnet (NLL), wobei
k.l beliebig hoch sein kénnen. In beiden ,Leading Log", LL wie auch NLL, kén-
nen die Logarithmen wegen p; > p sehr groft werden, obwohl die Kopplung
klein ist. Daran kann man die Wichtigkeit der richtigen Wahl von p erkennen.
Die Verbindung von LO-Rechnungen und den LL-Termen, produziert durch den
Schauer, ist aber problemlos durchfithrbar.
Z.B. konnte das storungstheoretische Resultat fiir den differentiellen Wirkungs-
querschnitt bis zur Ordnung O(a?) in Abhéngigkeit des Transversalimpulses
wie folgt aussehen ;
g 2 3

i A(m)ag + B(m)a;
wobei in den Termen A, B alle fehlenden Grofen wie py, p hineingezogen wurden.
m stellt die Masse der B-Hadronen dar.
Durchlaufen Events, die iiber dieses einfache Modell bestimmt wurden einen
Partonen-Schauer, dann wiirde bis NLL der Ausdruck von dieser Form sein (die
Skala p konnte z. B. mit einem Transversalimpuls p; identifiziert werden)

do

200 Koy 300 Ho\i
- 7 51 — s bi 51 —
n, al> aila og--) +a > bi(a og )

i=0 =0

ay enthélt hierbei schon Terme, die proportional zu O(as) sind, die sich in ge-
wissen Regionen mit den by Termen iiberlappen kénnen.



In bestehenden ,,Monte Carlo“~-Modellen ist dieser Umstand verdeckt vorhan-
den, sobald die existierende Ordnung (,,Leading Order* ist die ,,Born“-Ordnung)
der Matrixelemente bis zu NLO erweitert wird. Es ist dann nicht einfach mo6g-
lich, eine Summe ab einem anderen Inder beginnen zu lassen. Der doppelte
Beitrag zu einem Wirkungsquerschnitt wird im Mittel durch Emissionen eines
»Iree Graphen -+ Partonen-Schauer erzeugt. Es ist dann moglich, kinematisch
ahnliche (oder gleiche) Konfigurationen zu erzeugen, wie durch den analytischen
NLO Ausdruck, und eine individuelle Aussage, wann im Schauer dieses Parton
erzeugt wird, ist nur als Wahrscheinlichkeit ermittelbar.

Wie in [4, 5] wird dazu zunéchst ein modifiziertes Subtraktionsverfahren mit
Hilfe eines vereinfachten Modellsystems (welches nur ,Soft-Divergenzen* zulésst)
eingefiihrt (Kapitel 4). Es ist ein zentraler Bestandteil dieser Arbeit. Das Verfah-
ren ist so konstruiert, den iiberschétzten messbaren Beitrag im Voraus heraus zu
rechnen. Da dieses nicht ganz einfach ist, werden die Events, die dazu entspre-
chend generiert werden, bei Bedarf in DPMJET III herein geladen und kénnen
so gefahrlos den Partonen-Schauer passieren. Es wird unter anderem mit der
Methode moglich sein, ungewichtete Events bzw. Evenst mit den Gewichten +1
zu erzeugen (durch das Package BASES/SPRING) [13, 14], womit eine Kollisi-
on mit der Methodik der Eventerzeugung unter DPMJET III vermieden wird
(Kapitel 8).

Diese ,Subtraktions“-Methode beinhaltet ein von Hand eingefiihrtes Interface
Iyo. Dieses Interface stellt die schon erwéhnte Naherung dar, mit der das Sub-
traktionsverfahren manipuliert wird. Wie in Abschnitt 4.3 beschrieben, wird es
damit moglich sein, den Einfluss des ,Schauer-Algorithmus* quantitativ auf die
Berechnung einer (formalen) Observablen zu bestimmen.

Die Konstruktion beinhaltet den fiir den Schauer zugehorigen Sudakov-Form-
Faktor. Grob beschrieben ist dieser Faktor eine Art Dampfungsfaktor (abhingig
von den Altarelli-Parisi-Splitting-Funktionen (Abschnitt 2.3) und der Virtuali-
téat der potentiell zu splittenden ,,Linie”), der die Wahrscheinlichkeit angibt, dass
von dieser ,Linie* keine Partonen emittiert werden. Wird dieser Faktor bis zur
Ordnung a; entwickelt, kann aus ihm die notwendige Wahrscheinlichkeit einer
einzigen Partonenemission bestimmt werden, was zur Losung des ,,Double Coun-
ting” Problems hilfreich sein wird (Kapitel 4, 6).

Dieses Modell wird dann fiir die QCD-Anwendung erweitert werden, wobei dann
auch  Kollineare“- (Emission eines Partons parallel zur Strahlrichtung, z. B. bei
einem ,,Splitting* ¢ — gg¢) und ,Soft-Kollineare*- (Energie eines emittierten Par-
tons geht gegen Null, z. B. das des Gluons in einer ¢ — gg-Verzweigung) Diver-
genzen auftreten. Die Methode stellt sicher, dass diese Divergenzen durch den
konstruierten Term (Interface) regularisiert werden.

Das Einfiigen des zuséatzlichen Terms, das den eigentlichen Beitrag des Partonen-
Schauer zum Wirkungsquerschnitt simuliert, geschieht in einer Weise, dass das
erwiahnte ,,Double Counting” bis NLO vermieden wird. In Abschnitt 4.4 wird
dazu ein Beispiel angefiihrt werden (es macht hierbei nichts, dass zwei ver-
schiedene Programme herangezogen werden, um den Partonen-Schauer zu si-
mulieren, denn der PHOJET-Algorithmus zur Erzeugung des Partonen-Schauer
aus einem Anfangszustand ist nach dem PYTHIA-Modell implementiert; PY-
THIA iibernimmt in dem Programm DPMJET III neben der Hadronisierung
den Partonen-Schauer fiir einen gegebenen Endzustand).
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2 Zusammenstellung von Hintergrundinformatio-
nen

Die folgenden Abschnitte sollen in erster Linie dazu dienen, beim Lesen dieser
Arbeit moglichst wenig die angegebene Literatur zu Rate ziehen zu miissen. Sie
sollen deswegen hauptsichlich entweder als Erinnerungs- oder Einstiegshilfe die-
nen (fiir zukiinftige Diplomanden oder Doktoranden), da das Thema doch sehr
weitldufig ist und viele Bereiche aus dem Feld der QCD beriihrt. Natiirlich kann
hier in keinem Fall vollsténdig auf die erwéhnten Konzepte eingegangen werden.
Im Zweifelsfall sollten natiirlich die entsprechenden Literaturstellen herangezo-
gen werden.

2.1 Strukturfunktionen

Als Grundlage fiir diesen Abschnitt dient die Abbildung 1. In ihr ist eine Leptonen-
Protonen-Streuung dargestellt. Die kinematischen Grofsen sind k, &’ als die Vie-
rerimpulse des ein- bzw. auslaufenden Leptons (z.B. Elektron mit der Masse
m), ¢ = k — k' ist der Impulsiibertrag, vermittelt durch ein ,yvirtuelles Photon*
bzw. ¢ = E — E' = v, und p stellt den Vierervektor des Protons dar. X soll
schlieglich einen Endzustand mit der Masse M’ darstellen [15].

kl

i

i

Abbildung 1: Deep Inelastic Charged Lepton-Proton Scattering

Deep Inelastic Scattering-Reaktionen (DIS) sind besonders geeignet, um
die Strukturen innerhalb von Hadronen aufzulosen, da die beteiligten Leptonen
nur iiber die elektromagnetische Wechselwirkung in Reaktion mit ihrer Umge-
bung treten kénnen. Alle Strukturfunktionen bzw. die weiter unten benutzten
Impuls-Dichtefunktionen f;(z), beschreiben also den Quark-Gluoneninhalt von
Nukleonen (Hinweis: Der Begriff , Dichtefunktion® soll im weiteren Verlauf stets
eine Wahrscheinlichkeitsdichte darstellen).

Mit den obigen Abkiirzungen wird

¢* = (k—k)*=2m? - 2kk’ ~ —2FFE'(1 — cos) = —4EFE'sin* g

11



Alternativ gilt auch (P’ ist der Vierervektor des System X)

?=P—-P)YP=M>+M?—-2P+qP=M?*-M?—-2Mv
Fiir elastische Streuung gilt mit der Definition Q? = —¢
Q? =2Mv

Der differentielle Wirkungsquerschnitt héngt aufer vom Streuwinkel auch von
der Variable v ab. Es gilt dann [15]

do do Q? 50
I 1 Z
= i,,,, (o)

mit
[da} o2 cos? g
Q2 Mott B 4E"? Sin4 g (1 + % Sin2 g)

Der Mott-Wirkungsquerschnitt beschreibt die Elektron-Streuung an einem Atom-
kern mit Spin 0. Der Wirkungsquerschnitt dariiber beschreibt nun die Elektron-
Streuung an einem Proton. Zieht man den im Mott-Wirkungsquerschnitt auf-

tretenden Faktor cos? g noch in seine Klammer mit hinein, so ergibt sich unter

s

Beachtung von dQ2 = 5 dQ? der von Q? und v abhiingige Wirkungsquerschnitt
der Reaktion eN — eX

d?o B dra? E'
dQ%dv  Q*M E

(WQ (Q%,v) cos® g +2W1(Q?, v) sin® g)

Die beiden Funktionen Wi, W5 sind eng mit zwei Formfaktoren (F, Fh) ver-
wandt, die die Ladungsverteilung und das anomale magnetische Moment bei
nicht punktformigen Objekten beschreiben.

Mit der dimensionslosen Grofse

02
= <
T oM =

zeigt sich das Skaleninvarianzverhalten
Wi(Q*v) — Fi(x), fir Q%*v— oo

und

Q2
- 2Mvy
Durch die Einfiihrung der dimensionslosen Grofe x ist eine Massenskala ver-
schwunden.
Bei sehr hohen Energieiibertragen v = F — E’ bleibt dem ,yvirtuellen Photon*
(bis LO) sehr wenig Zeit 7 ~ 1 /v, mit vielen Partonen des Protons zu reagieren,
so dass, wenn iberhaupt, eine Streuung lediglich an einem oder wenigen Parto-
nen stattfinden kann. Ein Parton des Hadrons mit Impuls p hat den Impuls zp,
und nach dem Absorbieren des ,virtuellen Photons* hat es den Impuls zp + ¢.
Da das Parton nach wie vor masselos sein soll, gilt

%Wg (Q*v) — Fy(x), aber mit festem =z

(zp+q)* =0=q¢"+ (2p)® + 22pg ~ 22pg — z =

12



Uber die dupere Variable = wird also die innere Variable z getestet.

Das ,yirtuelle Photon“ sieht durch den hohen Impulsiibertrag @ seine Umgebung
in einer héheren Auflésung (0x ~ é) und kann dadurch kleinere Strukturen auf-
16sen.

Man kann obigen Wirkungsquerschnitt auch noch anders schreiben und direkt
als eine Streuung mit Quarks interpretieren. Nimmt man an, dass Partonen mit
Quarks identifiziert werden konnen, so kann fiir eine elastische Streuung von
Elektronen an einem Spin-1/2-Fermion der Ladung Q.e und der Masse m, die

Gleichung
2 2

do _Amo? (1 Q% () mg) LIQINT) o

dQ? Q* Sq Sq 2\ s, q
sofort hingeschrieben werden. /s, ist die Gesamtenergie des Leptonen-Partonen-
Systems. Die Partonenmasse m, wird im Weiteren vernachléssigt.
Sei fj(z)dx die Wahrscheinlichkeit dafiir, ein Parton vom Typ j mit relativem
Impulsanteil zwischen (x, x + dz) zu finden. Dann folgt aus der Annahme, dass

man die Streuung an den verschiedenen Partonen im Proton einfach addieren
darf

do dra? Q* 1/@Q? 2 9
2 T (o (= 3 1
= < =3 (9) S i) )
Die Integration iiber x liefert sofort wegen ; [ dxf;(z) =1 die Ausgangsglei-
chung zuriick. Haufig definiert man noch eine Variable y = % ~ ?—: Aus Gln.

(1) wird dann

d? dra? 1
= s (1t ) D) ®
J

mit s, > zs. Fiir einen Vergleich eignet sich die bekannte Gleichung

d*c 4ra® B 5 50 9 .50
_— — 2 —
0%y I (Wg(Q , V) COS 5 + 2W1(Q%, v) sin 2) (3)

Diese lasst sich ebenfalls in eine zur Gln. (2) dhnliche Form bringen. Mit den
Substitutionen

2
R
2Mv
Q* 2Mv
y = — = )
s S
dQ?d
dody — 49
VS
E v 0
EMCOSQEWQ ~ (1—-y)F(z),
£’ 0 1
%Esin2§2wl = §y2x2F1(x)

13



wird die Gln. (3) zu

ddx:;y = 422—35 (1= y)Fa(z) + 2y Fi(2)) (4)

Damit ergibt dieser Vergleich beider Formeln

Fy(z) ==z Z Q?fj (), Fy(x) =2zF(x) (5)

Die letzte Gleichung ist die ,Callan-Gross-Relation®. Die Beziehung ist dann giil-
tig, wenn die Partonen den Spin 1/2 besitzen. Wire er null, so Fy (z) = 0, da die
Streuung am magnetischen Moment fehlt. Hinweis: Neben Wi und W5 existiert
noch eine dritte Funktion, W3, die die Neutrino-Hadronen-Reaktion beschreibt.
Diese Funktion spielt hier aber keine Rolle.

Es folgen nun einige einfache Summenregeln, die aus dem ,Quark-Parton Mo-
del“ abgeleitet werden kdnnen.

Die Impuls-Dichtefunktionen f;(z) werden direkt in ihre Quark-Analogons um-
benannt. Damit sind u(z), d(z), s(z) die entsprechenden Anzahl-Dichtefunk-
tionen, wu, d, s Quarks im Bereich x, x + dx zu finden. Die Bezeichnung fiir

die Antiquarks lautet @(z), d(z), 3(z). Damit lautet die Strukturfunktion eines
Protons, welches durch ein Elektron erprobt wurde

FP(2) = o (%(u(m) +a() + %(d(m) +d(z) + s(z) + s(a:))>

Die Isospininvarianz ergibt beim Ubergang zum Neutron die Strukturfunktion
F§™ mit den Beziehungen

u(x) = dP(z) = d(x), d"(z) = uP(z) = u(x), s"(z) = sP(z) = s(x)
Fy"(a) = (%(d(m) + (@) + 5 (u(e) + () + 5() + E(x)))
Da alle Wahrscheinlichkeiten positiv sind, folgt

2
Fer =4

!

<

A~ =

Durch eine z-Integration erhélt man einige einfache Summenregeln

/01 (g(“(@ —u(x)) — %(d(x) - d(m))) dr =1 fiir das Proton

und

(x)) — %(u(x) - ﬂ(x))) dx =0 fiir das Neutron

S—
o
7N
W o
—~
=
S

S~—

I

S

In diesen Gleichungen wird vom Quarkanteil der Antiquarkanteil abgezogen.
Dieses ist die effektive Quarkdichte, welche die elektrische Ladung der Nukleonen
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ausmacht.
Durch Addition und Subtraktion der beiden Formeln bekommt man noch

1 1 -
/0 (u(z) —u(x))de =2 und /0 (d(z) —d(z)) =1

Da das Proton keine Strange-Quarks enthilt, muss weiterhin gelten

/ (s(z) — 8(x))dx =0
0

Die Impulssummenregel ergibt indes
1 —
/ dox (u() + alz) + d(z) + d@) + s(2) + 5(x)) =1 — ¢
0

mit € # 0. Das liegt daran, dass in einem Nukleon nicht nur Quarks und An-
tiquarks existieren. Die Gluonen selbst {ibernehmen als Partonen einen Anteil
von etwa 50 % des Gesamtimpulses.
Die Angaben hier fiir die Dichtefunktionen gelten im Limes Q2?,v — oo aber
x fest (,Bjorken-Limes*). Im Allgemeinen gibt es nattirlich eine Abhéngigkeit
vom Ubertragenen (endlichen) Impuls. Dabei gilt recht gut, dass bei grofer wer-
denden Impulsiibertriigen @2 durch das ,yvirtuelle Photon* die Umgebung im
Nukleon stérker aufgelost wird und die Verteilungen nach oben wandern.
Da es keinen (naiven) Grund gibt fiir ein u-Quark eines Protons (mit Quarkin-
halt wud) mehr Impuls als das andere u-Quark bzw. als das d-Quark zu tragen,
wéachst mit der obigen Impulsregel der Anteil der gefundenen Quarks, die ein
wvirtuelle Photon“ sieht bei kleinen x. Das machen Abbildung 2 und 3 plausibel
[16, 17]

Aus der Isospininvarianz folgt also z. B. fiir die totale u- und d-Quarkdichte
im Proton

U,,:/O1 dz u(z), Dnz/ol dz d(z)

Die Invarianz fordert U = U, = Dy, und D = D, = Uy, sowie fiir die Antiquark-
dichte U = Up = Dy, und D = D), = U,.

2.2 Faktorisierungstheorem (Teil 1)

Die iiberwiegende Mehrzahl an QCD-Wirkungsquerschnitten kénnen nur Auf-
grund des Faktorisierungstheorems [18| berechnet werden. Dieses Theorem soll
in diesem Abschnitt und im Abschnitt 2.4 ndher gebracht werden. Dazu wird
dem Prozess, den Abbildung 1 aus dem Abschnitt 2.1 darstellt, eine Amplitude
A zugeordnet. Alle Folgerungen beziehen sich im Prinzip ausschlieflich auf das
D1S-System, sind aber, da der ,Hadroneninhalt* nicht von der Art der Wech-
selwirkung abhéngen kann, universell.

Die Amplitude A hat die Form [19]
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Abbildung 2:  Quark-Gluonen-Photonen-Distribution, betrachtet bei einem

(quadratischen) Impulsiibertrag von Q% = 20 (GeV/c)?. Die Figur ist aus [16]
entnommen.
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Abbildung 3: Verdnderung der Impuls-Dichteverteilung eines Hadronen-Inhalts
von @ =2 GeV/c auf @ = 100 GeV/c. Die Figuren sind aus [17] entnommen.
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wobei X einen diffraktiven Zustand darstellen kann. j, stellt den Ubergangs-
strom zwischen dem Proton P und den moglichen Zustédnden aus X dar. q ist
der vom ,yirtuellen Photon“ {ibermittelte Impuls. Quadriert man diese Ampli-
tude, um daraus einen physikalisch messbares Ergebnis zu gewinnen, so kann

man den Ausdruck )

o
x LogWeP
dxdy of
schreiben. Lqg stellt den Leptonen-Tensor dar, und enthélt nur Gréfen (Spino-
ren, Vertizes), die im Zusammenhang mit den Leptonen stehen. W% stellt den
Hadronen-Tensor dar, und enthélt alle restlichen Gréfen. Fiir ihn gilt noch

WP o 3 (PljTP(0)|X) (X|j*(0)|P) = / d*ze' (P|jP(2)j%(0)| P)
X

Uber alle Zwischenzustéinde wird nun summiert.

Der hadronische Tensor enthilt neben Effekten, die perturbativ berechnet wer-
den kénnen, auch Beitrége, die nicht iiber die Stérungstheorie bestimmt werden
konnen, da der entsprechende Kopplungsparameter a,(Q?) fiir diese Bereiche
von der Ordnung O(1) ist. Dadurch ist die Stérungsrechnung hier nicht mehr
anwendbar (bis LO gilt fiir as(Q?) < 1/In(Q?/A?); wenn der Impulsiibertrag
in der Gréfenordnung der Konstanten A ~ 200 MeV ist, dann divergiert die
Kopplungskonstante «y).

Das Faktorisierungstheorem stellt dann einen multiplikativen Zusammenhang
zwischen den expliziten Bereichen her, indem eine Faktorisierungsskala pp de-
finiert wird, und beide (Energie-)Bereiche hingen von dieser Skala ab. Der Ha-
dronen-Tensor kann dann als

1
d
Wes = Z/O T Fupm(€ 1) P2 ur 04(Q7)

geschrieben werden. f,, g stellt die aus dem letzten Abschnitt bekannten (uni-
versellen) Dichtefunktionen fiir das Auffinden eines Partons a dar (,,Parton Dis-
tributions, PDF), und P®? ist komplett iiber die Stérungsrechnung berechen-
bar und unabhiingig vom Hadron (da £2p? > u%; Effekte mit £2p? < p% werden
durch die Funktionen f, »(x, Q%) beschrieben, p ist der Protonimpuls). Abbil-
dung 4 zeigt diesen Zusammenhang, angewandt auf einen Prozess H, H, — ¢X

Hier wechselwirken anstatt Leptonen mit Hadronen jeweils zwei Hadronen,
angedeutet durch zwei schwarze Ovale, aus denen die Partonen 7,5 den Sub-
prozess P¥ = dé bilden, reprisentiert durch den schwarzen Kreis. Schematisch
kann dieser Vorgang auch so dargestellt werden

do(HyHy — eX) = 37 f1 (@0, Q% w) £ (2, Q2 12)dor(if — eX')  (6)
ij

Zq,2p sind die Impulse. Fiir sie gilt Y p, . . o = 1. Haufig wird die Skala
wr = Q gesetzt. Die Wahl dieser Skala (und auch der Renormalisierungsskala
iR, die im Abschnitt 2.4 ndher erklart wird, siehe auch Appendix B), ist offen.
Sie kann durch jede mogliche zu bildende Invariante ersetzt werden. So wiren
auch p2 = p? + m? oder p2. = tu/s moglich.

Die Strukturfunktionen f; ;(x, #?) sind im Gegensatz zu dem iiber die perturba-
tive QCD (pQCD) berechenbaren Anteil dé(ij — ki) nur durch Experimente zu
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Abbildung 4: Faktorisierung von ,Langzeit“- und ,Kurzzeitphysik“ [20]. Die
zwei Ovale bezeichnen die Gebiete, die der ,,Langzeitphysik* zugeordnet werden
und die nicht iiber eine ,Stérungstheorie* berechnet werden kénnen; durch den
Kreis werden alle storungstheoretischen Beitriige in die Rechnungen einbezogen.

parametrisieren. Das tibernehmen Gruppen wie MRST [16] oder Alekhin [21],
die zu einer festgelegten Skala g die Daten im z-Raum fitten und iiber weite Q-
Bereiche durch die DGLAP [11] (Abschnitt 2.4) numerisch berechnen. Typische
Anfangsbedingungen sind von der Form

f(2,Qo) = Agx™ (1 — )2 P(x) (7)

wobei die Parameter Ag, A1, Ay und das Polynom P(z) durch die Daten zu
bestimmen sind. Diese Form wird durch die Reggetheorie nahe gelegt (Ab-
schnitt 2.6).

Noch zu beachten ist, dass der Faktorisierung immer ein Schema zugrunde
liegt, unter dem sowohl die Strukturfunktionen als auch der pQCD-Anteil zu
berechnen sind, denn der pQCD-Anteil beschreibt, wie die Dichtefunktion, den
Partoneninhalt eines Teilchens, nur mit dem Unterschied, dass dieser storungs-
theoretisch berechnet werden kann.

Die hiufig verwendeten Schemata sind das MS und das bisher benutzte, aber
nicht explizit erwéhnte DIS-Schema. Beiden Schemata liegt zugrunde (und das
muss fiir irgendein Schema gelten), dass in niedrigster Ordnung

Fy(w,Q*) =) Q3 fi(x,Q%)
J

gilt. Dariiber hinaus differieren beide Schemata per Konstruktion.

In DIS wird gefordert, dass der harte Anteil des Wirkungsquerschnitt (pQCD)
sich bei p = pp = @ auf die Vorhersagen des Partonen-Modell reduziert, also
im Wesentlichen eine Abhéngigkeit nur von der Bjorken Variable z. Diese ist
dann derart, dass do ~ Q3’65(1 — x)dz gilt, und zwar fiir jede Ordnung in der
Storungsentwicklung. Eine LO-Entwicklung fiir F5(z, Q?) sieht typischerweise
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so aus [19, 22]

2
(z,Q%) = ZQQ : fq,tI(fa %) { (1- §)—i— g—;P(%)ln%

Speziell fiir die Wahl Q2 = p? = Q2 reduziert sich Fy(z, Q2) = Fy(x).

Das mit dem M S-System verwandte M S-Schema unterscheidet sich nur durch
zusétzlich auftretende Faktoren In(4m) — g, wobei vg die Eulersche Konstante
ist (siehe auch Appendix B). Der Unterschied zum DIS-System besteht darin,
dass im M S-System die Dichtefunktionen in Form von Erzeugern und Ver-
nichtern von Partonen eines bestimmten Typs definiert sind. Diese Operatoren
erzeugen /vernichten Partonen mit einem longitudinalen Impuls zp und einem

Transversalimpuls ET. Die Dichtefunktionen sind dort definiert in der Form

Fonan@®) = [ SEL )7 o, Frttom, o)

h(p) stellt den Hadronenzustand dar und ist entweder Hadron a oder b mit
Impuls p. i stellt ein Parton im Hadron a, b dar. Dieses System ist in der Litera-
tur hiufiger anzutreffen. Eine LO-Entwicklung der Strukturfunktion Fy(x, Q?)
koénnte in diesem System wie folgt aussehen

T

R, @) =oY@ [ % 1ae.07 30 - D)+ S Crs(D

q,q 5

mit zu bestimmenden Koeffizienten Cyrg [22]. In beiden Félle ist zur Illustration
nur die Quark/Antiquarkdichte f; ; genommen worden. Es fehlt die Gluonen-
dichtefunktion.

Wie schon erwdhnt, kénnen die Dichtefunktionen nicht analytisch hergeleitet
werden. Es gibt aber eine Moglichkeit, ihr Verhalten unter einer kontinuierli-
chen Skaleninderung zu betrachten. Dazu wird die DIS-Gleichung nach Int
mit ¢ = p? abgeleitet. Betrachtet man die Ableitung bei @? = t und beachtet

man noch, dass % = Bt’ dann entsteht die DGLAP [11]
O @,t) _as(t) [TdE
ot = Sl [ RP@ren

2.3 Altarelli-Parisi-Splitting-Funktionen und die DGLAP
Gleichung

In dem Abschnitt 6.3 wird die folgende Gleichung benutzt

8 aoc
onie0 Z/ B e 12 Py () 0

mit t = In ff—j t wird héufig als ,,Zeit” bezeichnet, da durch @ ~ % eine Zeitskala
eingefiihrt wird. Im Folgenden werden anstatt der Verteilungsfunktionen f(x,t)
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die anschaulicheren Bezeichnungen ¢(x,t) und G(x,t) fir die Quark- und Gluo-
nendichten im Hadron benutzt. Schlieflich wird die Kopplungskonstante noch
explizit abhingig von der Skala geschrieben agp. = as(t).

Nach [11] gilt

i o, 1 2f
Lol 28D > 00 Py af) + Gl Pyclef)| O

2f
= o | o |2 W0 Pey (a/y) + Gy ) Pec(x/y) | (10)

0G(z,t)  as(t) /1 dy
z Y

Jj=1

Die Summe l4uft iiber Quarks und Antiquarks aller Flavours. Die Aussage dieser
Integro-Differentialgleichungen ist (bis LO), dass bei einer Variation der Skala ¢
sich die Auflésung des Hadroneninhalt &ndert, entweder durch Emissionen von
Gluonen durch Quarks oder Antiquarks, wobei die Gluonendichte variiert, oder
durch Gluonensplitting in Quark-Antiquark-Paare, wobei der Quark-Antiquark-
Inhalt des Hadrons verdndert wird.

Xp

nicht aufgeldster Bereich

Abbildung 5: Eine Variation der Renormierungs-Skala (im M S-System) fiithrt
dazu, dass ein weiteres Parton sichtbar werden kann.

Abbildung 5 soll das verdeutlichen. In dieser Abbildung stellt der blaue Be-
reich nicht das Hadron dar, sondern soll zu einem festgehaltenem Skalenwert
t = to einen nicht auflosbaren Bereich anzeigen. Die Partonen, die aus diesem
Bereich kommen, kénnen, bei dieser Skala gesehen, z. B. an einer harten Streu-
ung teilnehmen. Die Variation des ,,Blobs* nach der Skala ¢ kbnnen nun weitere
Partonen in dem Bereich auflosen (linke Seite der Abbildung 5).

Die Funktionen P;;(z) sind die Altarelli-Parisi-Splitting-Funktionen und kén-
nen (bis LO) als Wahrscheinlichkeit dafiir interpretiert werden, ein Parton vom
Typ i in einem Parton vom Typ j zu finden mit dem (longitudinalen) Impuls x
(also ap, wobei p den Hadronenimpuls darstellt). Man kann fiir diese Funktio-
nen sofort einige Eigenschaften ableiten, denn einen Flavour-d&ndernden Zustand
gibt es in den Gleichungen bis zu dieser Ordnung nicht. Daraus folgen dann

Pqiqj = Pqi,qj = Pqiqj 51']‘
Pqiqj = P(T:qj
Pin = Pin = qu

Py = FPyg =Py
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Dadurch ist es moglich, obige Gleichungen (Gln. (9), (10)) einfacher zu schrei-
ben. Es folgt

WD _ 20 [ e + G 0Po)] (D)
) _ 2 [ D Py taf) + Gl 0Pecte/)] (2

Subtrahiert man noch den Quarkanteil mit Flavour j von der Quarkdichte i
(,Flavour Non Singlet Distribution), so wird die Gln. (11) sogar noch einfacher.
Dann gilt

8(qi(x,t) - qj(x,t)) o Oés(t) / d_yy (qi(y,t) o qj(y,t)) qu(x/y)

oder mit ¢V¥(x,t) = ¢*(x,t) — ¢/ (x,t) ergibt sich

oqVo(x,t)  as(t)

- / W NS () 0 Pra(o)y)
ot 27 S,y rm

ot 2

Fiir eine Interpretation dieser Gleichung eignet sich besser der Ausdruck
g™ (a,t) + dg™ (z, 1) =

_ /01 iy /01 dz5(zy — 2)q5 (. 1) (5(2 -1)+ 0437(:) qu(z)dt>

Mit einer Integration iiber z hebt sich auf beiden Seiten ¢V°(x,t) fort (unter
Beachtung von 6(y — x)), so dass sich sofort die Ausgangsgleichung ergibt.

Der Anteil 6(z — 1) + “;7(:) P,, (%) dt gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte an, dass
das Quark mit Impuls y entweder nicht emittiert (6(1 — 2)) und in sich selber
iibergeht oder aber dass es emittiert, und man kann ein anderes Quark mit
Impuls (z) in thm finden mit der Wahrscheinlichkeitsdichte a;—f:)qu (z) dt. Die
gleiche Interpretation gilt auch fiir die Funktion Pgg(z). Damit kénnen auch
die restlichen Terme, die die Funktionen “;7(:) Pgqy(z) und “;7(:) P,c(z) enthalten,
sofort als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert werden, ein Gluon innerhalb ei-
nes Quarks oder ein Quark innerhalb eines Gluons zu finden. Eine Deltafunktion
fehlt hier, da Flavour-andernde Moglichkeiten fehlen.

Die ,Splitting-Funktionen“ kénnen stérungstheoretisch entwickelt werden. Th-
re Interpretation als Wahrscheinlichkeit bezieht sich auf die niedrigste Ord-
nung in der Entwicklung (LO). Da mit ,Splitting-Funktionen* zumeist die LO-
Funktionen gemeint sind, soll hier nur eine Angabe der masselosen LO-Funktio-
nen reichen.

Es sind
Py(z) = Cr [(111—75”—0-%5(1—3:)}
w(t) = Tr [a?Q +(1-— a:)Q]
Py(z) = Cr [14-(1—3:) }
Pyg(2) 2Cx [(1 _xx)+ I;x +x(1—x)} _’_5(1_‘%)110,4—#
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mit Cp = %,TR = n—Qf,C'A = 3,ny = Anzahl der Flavours.

In der Literatur sind verschiedene ,Lesarten“ der ,,Splitting-Funktionen* iiblich.
Die ausfiihrliche Version listet explizit den Splittingvorgang auf, die Kurzversi-
on beschrinkt sich auf den Ubergang eines Partons. Das emittierte Parton wird
nicht aufgefithrt. Z.B. ist Py_qq(2) = Pyq(x) oder Py_ 45(x) = Pyy(x).

Die ,,+“-Funktionen sind iiber

Loe) [t S - 1)
/Odz(1_z)+/0d 1- -

definiert. Sie regularisieren die Funktion f(z), die hier eine Pol bei z = 1 besitzt.
Es gilt noch

11
1-2); 1-=z

Diese Eigenschaft kann unter Einbeziehung des Punktes z = 1 auch als

! - —6(1—2)/dm !
z

(1—2); 1-— 11—z

geschrieben werden. Eine Integration {iber z (unter Einbeziehung des Punktes
z = 1) zeigt, dass das Integral {iber eine reine ,+“Distribution verschwindet,

also .
dz— =0
/ (I—2)+

Neben den ,+“Distributionen existieren eine Vielzahl an verschiedenen Vor-
schriften, um Subtraktionen von nicht definierten Stellen durchzufithren. Diese
Arbeit betreffend findet man in [23] auch Distributionen der Art (mit entspre-
chend definierten Testfunktionen h(x), h(y))

/ﬁldxh(x) (1:@),3 = /ﬁldx%g(l)

e I A =

/_:deyh(y) (ﬁ)w - /_:dey%hy(_l)

wobei fiir die Parameter p < p < 1 und 0 < w < 2 gelten mit p = %. Die
beiden Parameter gelten bzgl. der Produktion von zwei schweren Quarks sowie
der Emissionsrichtung des H-Partons. Die in Abschnitt 3.3 behandelte Zeta-
Subtraktion wandelt die obige Vorschriften ab, indem vor den ,,Countertermen®

h(+1) im Wesentlichen eine Thetafunktion gesetzt wird der Form

G(C - P(x7y))

Durch Vorgabe eines Wertes fiir ¢ wird dadurch eine reduzierte Anzahl an
,Counter-Events* produziert. P(x,y) ist hierbei ein skalierter Transversalim-
puls bzgl. des emittierten H-Partons, siehe Abschnitt 3.3.

fir 0<z<1
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Integrale der Form

AN (1) au(t) /1 dy ns
= —q7(

ot Y y

Y, t) Pyq(z/y)

treten innerhalb der QCD héufig auf und werden Konvolutionen genannt. Fiir
sie wird deswegen die Kurznotation ) verwendet. Dann wird aus dem Integral

NS T o
. (‘)E ! = ;i.t) [qNS(yat)(@qu} (z,t) (13)

Die Standardlésung dieser Gleichung besteht darin, ihre Mellin-Transformation
zu betrachten. Diese Transformation lautet

1 1
q(n,t) = qn(t) = /0 dx ?q(x,t) = /0 dr 2"t q(z,t)

Hier wird die stetige Variable = auf die diskrete und reelle Variable n abgebildet.
Die fiir eine Analyse der Verteilungsfunktionen ¢(z,t) wichtigen Domianzberei-
che im z-Raum, z — 0 und z — 1, werden durch diese Transformation auf
kleine und grofle n abgebildet. Z. B. ist fiir eine Verteilung ¢(z,t) ~ 271, die im
Bereich x — 0 dominiert, die Mellin-Transformierte durch

4n(t) = /O dran? = — (14)

n—1

gegeben. Der Pol im n-Raum liegt damit fiir + — 0 dem Ursprung am néch-
sten. Fiir grofer werdende Exponenten der Verteilungen ¢(x,t) wandern auch
die Pole nach rechts entlang der reellen n-Achse.

Allerdings ist die Grofe der Exponenten solcher Verteilung nicht beliebig. Sie
kann aber durch die Regge-Theorie plausibel gemacht werden, siehe dazu auch
Abschnitt 2.6.

Zur Riicktransformation (siehe Gln. (15), Seite 24) wird die Variable n ins Kom-
plexe verlegt. Der Integrationsweg muss so verlaufen, dass er alle auftretende
Pole umschliefst. Der Weg verlduft generell rechts aller Pole und parallel zur
imagindren n-Achse. Sie ist nur in den einfachsten Féllen geschlossen angebbar.
Fiir das obige Beispiel (Gln. (14)) ist diese jedoch einfach durchzufiihren!
Multipliziert man die Konvolution (Gln. (13)) auf beiden Seiten mit 2"~ und
integriert iber z € (0...1) (einschliefslich einer Vertauschung der Integrations-
reihenfolge auf dieser Seite), so entsteht aus der rechten Seite

as(t) /1 dy /1 n—1 as(t) /1 dy n

—_— —q(y,t dex" " Py (x/y) = —— —q(y,t)y" Pyg(n

2 [ Yo [ e/ = %52 [ )" Puglo)
= q(n,t)Pyq(n)

Die Mellin-Transformation der ,,Splitting-Funktionen* Pi(;)) (z) wird héufig auch

als ,Anomalous Dimension* bezeichnet und mit 'y((»)) (n) abgekiirzt (Index 0 be-

1j
zeichnet die LO-Terme, die hier ausschlieblich verwendet werden). Unter dieser

23



Transformation zerféllt die Konvolution, und eine Lésung ist iiber Trennung der
Variablen moglich (siche auch [12]). Es ist
dqn (t) — Yaq(n)dt

—a Gn(t)Vgq(n) = qn(t) = qn(O)ef 2

mit einer Anfangsbedingung ¢, (0). Die Kopplungskonstante a lautet bis LO

as(t) = ﬁ (LO) mit tg = A2 und b = 33;22:f . Eingesetzt in das Integral mit

den Grenzen to,t ergibt unter Beachtung von

t 1 A2 A2
/ 57 dQ° = t(ln — +1) —to(In — + 1)
to ln Az t tO
die Losung
dgq(n)
o (tO) aq
t) = qn(t —
©) (.
mit dyq(n) = ngﬂ(b ) Der Ausdruck fiir die Riicktransformation ist

dlet) = 5 [ dna ot (15)

2 J.

Nur in einfachen Féllen ist eine geschlossene Form bekannt.

Betrachtet wurde bisher der ,Flavour Non Singlet“-Fall, in dem die Differenz
zweier Quarkdichten (oder Antiquarkdichten) eines Hadrons genommen wurde,
so dass der Gluonenanteil sich heraushebt. Die restlichen Terme sind einfacher
numerisch zu l6sen unter Angaben einer Anfangsverteilung fiir die entsprechen-
den Dichten, wie sie meistens in den Veroffentlichungen der Gruppen wie MRST
[16] oder Alekhin [21] zu finden sind. Es folgen noch die Angaben der Gleichung
fiir den ,Flavour Singlet“-Fall [19]

OX(x,t) ()

_ (0) (0)

e 0G(r,t) _ as(t)
r,t) Qs 0 0
= 2 PR e+ PP G
Alle Gleichungen gelten bis LO. Die Argumente sind weggelassen, da selbster-

klarend und der Term ¥(z,t) = >, [¢i(z,t) + gi(x, t)].

Es folgen noch die LO-Mellin-Transformierten der ,,Splitting-Funktionen® [19]

Y () = Cr :—%wﬁl)—?}:ﬂ 1o
W = )

o = or L]

Y (M) = 20 ‘%mml“)*<n+1>1(n+2>_kzlﬂ_gn’"TR
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Zu Beginn des Kapitel 4 wird der Hinweis gegeben, dass die Partonenemissionen
in einem Partonen-Schauer faktorisieren. Unter dieser Faktorisierung wird hier
die Moglichkeit einer unabhingigen Emission von n (masselosen) Partonen von
einer dufteren Linie verstanden.

Zur Ableitung kann man von dem differentiellen Wirkungsquerschnitt eines zer-
fallenden ,yirtuellen Photons* ausgehen, welches dann von einer ,Quark- oder
Antiquarklinie” ein Gluon emittiert v* — gqg. Dieser ist bekannt [10, 24| und
lautet

1 do  2a x? + 13 (17)
(o1 dl’ldiﬂg n 3 (1—%1)(1—%2)
Die Impulse z; konnen Werte im gesamten Bereich von 0, ..., 1 annehmen. Die

Variablen x1, s dem Quark bzw. dem Antiquark zugehorig. Dieser Wirkungs-
querschnitt beinhaltet keine ,virtuellen Graphen®. Der Wirkungsquerschnitt og
ist der ,,Born“-Wirkungsquerschnitt und ist durch o9 = 3045@362 gegeben mit der
Center-of-Mass-Energy @ = E.,, [10].

Da das Ziel ist, Partonen-Schauer-Kinematik einzufiihren, ist es hilfreich, Va-
riablen zu benutzen, wie den Transversalanteil des emittierten Partons, E% und
die Virtualitit ¢. Mit dem ,Light Cone“-Variablensatz (1=Antiquark, 2=Quark,
3=Gluon)

(E+p.)i = zQ
(E—p:)i = wuiQ
zo+23 = 1
yat+ys = t=(1—x)
Zoys = z3ys = z2(1 — )t = k2/Q?

kann dieses erreicht werden, wobei noch # = t/Q? gesetzt ist. I;T ist der Trans-
versalimpuls relativ zu ps + p3. Ein wesentlicher Punkt ist nun, dass nach dem
Einsetzen dieser Variablen, unter der Voraussetzung, dass der Transversalimpuls
kr klein ist, der Wirkungsquerschnitt geschrieben werden kann als

i(da) 2a4(t) 1427
oo \dzdt ) ;py 37 (1—2)t

wobei das Label LPA die ,Leading Pole Approximation bedeuten soll.

Die Funktion
1+ 22

1—=2
ist aus diesem Abschnitt bekannt und stellt im Wesentlichen die ,,Splitting-
Funktion® P, 44(2) dar. Damit ist

1 ( do ) _alp o

go dZd'E LPA_ 2rt

Der rechte Anteil dieser Gleichung stellt die Wahrscheinlichkeit fiir eine Gluo-
nenemission dar. Eine Integration {iber ¢ ergibt (unter Vernachlissigung, dass
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die Kopplungskonstante a(t) abhéngig ist von dieser Variablen)

1 do Qs Q?
— <—A) = _Pqﬂqg(z) log —
oo \dzdt) ;ps 27 m

Die Masse wird tiblicherweise in die Strukturfunktion mit hineingezogen, denn
die Vorstellung ist, dass diese Funktion nicht singuldr wird, wenn die Masse m
gegen Null geht. Unter einer Redefinition des Anteils der Strukturfunktion, der
keinerlei Splitting beschreibt, und der komplett nicht perturbativ ist, kann die

Ersetzung
2 2

logm > 1ogﬁ

vorgenommen werden. n unabhéngige Splittings ergeben dann die gesuchte
Form. Die genauere Betrachtung, in der auch die Kopplungskonstante von ¢ ab-
héngig ist, folgt etwas weiter unten. Das Ergebnis ist das Aufsummieren dieser
,Leading Logs®. (Hinweis: Wird in dieser Gleichung fiir die ,,Splitting-Funktion®
die bekannte +-Distribution genommen, werden die ,virtuellen Beitrige zu-
satzlich automatisch mit betrachtet. Diese ,yirtuellen” Beitrdge verhindern in
der Feynman-Eichung, dass ein sukzessives Auftreten von n Emissionen einfach
als eine Wahrscheinlichkeit interpretiert werden kann, da diese Beitrédge nach
Quadrieren des Matrixelements u. a. als Kreuzung bzgl. der zeitlichen Ordnung
auftreten, was die Leiterstruktur des Graphen veréndert; deswegen miissen die
eichabhéngigen Matrixelemente mit Hilfe einer giinstigeren Eichung umgeschrie-
ben werden; eine axiale Eichung leistet dieses [10]). Ist die Umeichung geschehen,
so kann der Term (bis zu dieser Ordnung)

1 do as(ty) ] [ozs(tg) }
— — — = —P,_. —P,_ .. (18
o0 dzidzs . .. dzndtldtg - dtn 21ty g (Zl) 27ts E qg(ZQ) ( )

[ et

als Wahrscheinlichkeit fiir n unabhéngige Gluonenemissionen interpretiert wer-
den. Die Interferenzterme sind also nicht in fiihrender Ordnung vorhanden. Fiir
die Virtualitat gilt

Q*>t,>...>t,

mit einem ,,Cut Off“ t,, > ¢.. Die obige Struktur kann auf beliebige Partonene-
missionen ausgeweitet werden. Sie hat die gleiche Struktur wie obige Gleichung.
Man muss sich nur jeden Faktor als ,,Gesamtfaktor” fiir das entsprechende Split-
ting vorstellen, also z. B.

1 do _ [Ozs(tl) b (m] [as(m

U_O ledZQ . dzndfjldfjg .. dfn 27‘(’51 27Tt2

27Tfn

Palen)

mit P;(z) = Pj_j, j,(z) als zugehdrige ,Splitting-Funktion®.
Es ist nun relativ einfach, die totale Rate fiir die ,,Ein-Gluonemission* hinzu-

schreiben. Mit )
1 do as(t) -
——— =P, =~ dt
oo dz q qg(z)/f ori

c
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und mit der LO-Kopplungskonstanten a,(t) = W sowie By = 4mby aus

as(te)
as(t)

Abschnitt 2.5. Das Integral kann durch Einfiihrung von x = % In gelost

di — 2s() it Damit wird das Integral einfach zu

dt 27t
K
/ drk = K
0

Die Zwei-Gluonenemission schreibt sich analog

K K1 1
/ dr1 / drg = — K>
0 0 2
Dieses Integral rithrt durch

1 t
s(t . b ag(t .
/ = (})dtl/ aslts) 4y,
£ 27Tt1 t. 27Tt2

c

werden, so dass

her. Durch die Integration des ersten Terms wandert die obere Grenze des zwei-
ten Integrals auf das Maximum 1. Dadurch wird die Zweifachintegration zur
Fliichenintegration iiber ein Rechteck mit der Fliche x2. Die Hilfte der Fliche
wird benoétigt, deswegen der Faktor % Betrachtet man n Emissionen, so ergibt

sich der Faktor . 1 - L
/ drq / dks . .. / dkpn = Y
0 0 o n!

Dadurch erkléren sich bei einer ,,n-Parton Emission® in ,,Leading Log*“-Nédherung
Terme der gesuchten Form

2
a™(Q?*) In" %

A bildet wieder einen beliebigen Referenzpunkt.

2.4 Faktorisierungstheorem (Teil 2), Beispiel

In Arbeiten wie [23] wurde zum Teil ausfiihrlich die Produktion schwerer Quarks
bis NLO betrachtet. Die Ergebnisse sind als Fortran Code verfiigbar und wur-
den fiir diese Arbeit benutzt. Sie sind eine direkte Umsetzung der Rechnungen
aus 23| (sowie den dort referenzierten Arbeiten).

In dem 1. Teil der Vorstellung des Faktorisierungstheorems (Abschnitt 2.2) wur-
de nicht erwéhnt, das {iblicherweise Divergenzen in den Berechnungen der Wir-
kungsquerschnitte auftreten werden, die entsprechend regularisiert werden miis-
sen.

Da in [23] die Gréfen im M S-System berechnet werden, soll hier nur ein Beispiel
dafiir angebracht werden, wie die ,Kollinearen“-Divergenzen (aus dem Bereich
der Kurzzeitphysik), die bei einer expliziten storungstheoretischen Berechnung
auftreten, sich doch wegheben konnen, indem die Dichtefunktion (Langzeitphy-
sik) entsprechend definiert werden. Die restlichen Divergenzen heben sich nach
der Regularisierung auf, und es bleiben nur endliche Terme {ibrig. Fiir das DIS-
System siehe [22].

Die ,Kollinearen“-Divergenzen entstehen, indem Gluonen von Quark oder An-
tiquarklinien mit verschwindenden Transversalimpulsen emittiert werden und
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dabei einen Beitrag zur Langzeitphysik liefern. Die (divergente) Strukturfunk-
tion erhélt dadurch Beitrige

1 1
2—2e¢
F|aiv = Qf (27r)2 > P(m)/d kTg ~ const.z
Diese Divergenz wird mit in die Dichtefunktion hineingezogen [18], und diese
definieren dann bis O(as) die neuen Dichtefunktionen. Sie sind (e > 0 soll ein
kleiner Parameter sein)

Fis,0) = 61— ) — =2 PO (z)
€T
Der Terme niedrigster Ordnung soll (bis auf die Ladung @Q)5) die Ladungs- und
Impulserhaltung gewéhrleisten. Die Leseweise der Dichtefunktion ist hier etwas
anders als bisher. Anstatt nun f; ; als eine Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das
Auffinden eines Partons ¢ im Hadron H, wird f; ; als Wahrscheinlichkeitsdichte
flir das Auffinden eines Partons vom Typ i in einem Parton vom Typ j interpre-
tiert. Das spielt aber keine Rolle, da die Dichtefunktionen universell sind und
unabhéngig von der Art der Hadronen sein sollen.
Sei nun
do ~ Gup(Ta, xp, Q,€)

ein differentieller, messbarer Wirkungsquerschnitt. Die Funktion h&lt sowohl
Beitrage aus der Langzeit-, wie auch aus der Kurzzeit-Physik parat. Das Fak-
torisierungstheorem erlaubt es nun, dass diese Funktion G, in folgende Form
umgeschrieben werden kann

1 1
Gab(xa; Th, Q7 6) = Z/ dfa/ dgbfc,a(gav G)Hcd(ma/favxb/fba Q7 e)fd,b(gb; 6)
cd V%¥a Ty

Man kann ohne weiteres die Funktion H.; mit dem differentiellen, harten Wir-
kungsquerschnitt identifizieren, also

Heq = docg

und dieser ist perturbativ berechenbar.
Das weitere Vorgehen ist nun, da die Dichtefunktionen bis O(a;) vorliegen, die
Funktionen ebenfalls bis zu dieser Ordnung zu entwickeln und in das Faktori-
sierungstheorem einzusetzen. Danach liefert ein einfacher Koeffizientenvergleich
mit

Hy = HO + == H(l)

_ 0 1)

Gab - Gab + ?Gab

die Relationen zur ,Born“-Ordnung

0)
ab - Gz(zb

und

() / dga ca ga (ma/fa)

+— Z/ d&y Py (&) G (xb/fb)
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flir die ndchsthéhere Ordnung. Die ,,Splitting-Funktionen® liegen in der niedrig-
sten Ordnung vor.
Man benétigt also zur Berechnung nur noch den partonischen und divergenten

Wirkungsquerschnitt GEL%) und subtrahiert davon die mit der bekannten ,Born‘“-

Ordnung multiplizierten ,Splitting-Funktionen®, vorausgesetzt die G((j)) sind bis
auf die ,Kollinearen*-Divergenzen regularisiert. Mit diesen Voraussetzungen sind

die folgenden Berechnungen, die aus [23] stammen, verstandlich.

Nach dem oben Gesagten und nach dem Faktorisierungstheorem [18] kann zu-
néchst jeder partonische Wirkungsquerschnitt in die Form

dO’ij (Pl,PQ) = Z/dxldng,(fl)(xl)Fl(fz)(xg)d&kl(lel,ngg) (19)
kl

gebracht werden. Es ist

1 ag
Lij(z) = 0i50(1 — 2) — —o—Fij(2) +

K y(2) +0(a)
mit 1 = 1—v5+log(4) als Entwicklungsparameter im M S-Subtraktionsschema.
d6 g ist frei von Divergenzen (fiir € — 0) und P;;(z) sind die Altarelli-Parisi-
Splitting-Funktionen in niedrigster Ordnung (Abschnitt 2.3). Mit K;;(z) wird
noch eine Funktion bereitgestellt, die bei einem Schematawechsel, z. B. nach
DIS, ungleich Null wird. Prinzipiell ist sie beliebig. Die Wahl Kj;(z) = 0 ent-
spricht dem M S-Schema.

Die linke Seite des Integrals, do;;, ist vorhanden (z.B. iiber dimensionale Re-
gularisierung bestimmt, Appendix B) und ist dann abhéngig vom Parameter &,
und in dem Limes € — 0 divergieren diese Terme. Diese divergenten Anteile wer-
den durch die € Anteile nach dem Ausfithren des Integrals aufgehoben (durch
die Definition der I';;(z)), in dem ein Potenzvergleich auf beiden Seiten zum
Entwicklungsparameter a gemacht wird.

Die ,Kollinearen“-Faktoren I';; werden iiblicherweise in die Strukturfunktio-
nen der Hadronen absorbiert. Der erste Term dieser Faktoren entspricht einem
Flavour-erhaltenden Anteil. Die Deltafunktion legt fest, dass in unterster Ord-
nung kein Splitting vorliegt.

Ein messbarer Wirkungsquerschnitt lisst sich dann schreiben als

dow, i1, (P, P2) = (20)
Z/d&kl(mlesz)fk/Hl (1, Q% 1) fiy 1, (w2, Q% p)dwy daa
Kl

Hier ist die explizite Abhéngigkeit der Dichtefunktionen von der Renormalisie-
rungsskala g nochmal aufgefiihrt.

Es folgen nun die fiir das Beispiel notigen Ausdriicke fiir den reinen Gluonen-
Kanal (gg-Kanal) unter Aussendung eines zusétzlichen kollinearen Gluons, an-
gedeutet durch das Superskript (ct). Es ist [23]

g 7 (2) [ (1)
99
11—z P 1—2x P

(1—=)

€
xT

(21)

[ OS2 - a2 | M ol
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der differentielle Wirkungsquerschnitt, dass zwei Gluonen ein schweres Quark-
Paar plus ein weiteres Gluon erzeugen. Einige Terme werden nun zunéchst er-

klart.
( _1 )
1—x P

stellt eine Abwandlung der ,+“-Distribution dar, die {iber

! - —6(1—2)/dm !
z

(1—2); 1- 1—z

definiert sind im Intervall

z€(0...1)

einschlieklich z = 1 (siehe auch Abschnitt 2.3). Angewandt auf eine Testfunk-
tion h(z) regularisiert sie den Pol dieser Funktion. Die p Distribution hat als
untere Intervallgrenze nicht 0 sondern p mit 1 < p < p und p = % stellt die

»Mindestenergie* dar zur Erzeugung schwerer Quark-Paare. Damit folgt

/;h(:c) (ﬁ)ﬁdxz/ﬁl%gmdx

Die obige Funktion (aus Gln. (21))
Még)(m,(lz,ﬂ

stellt das ,Born“-Matrixelement zur Erzeugung des schweren Paares (- weite-
res, kollineare Gluon) dar, erzeugt durch den ,;Gluon-Gluon-Fusion“-Prozess zur
totalen Subenergie zs und ¢; = (p; — k;)? — m?, (i = 1,2) sowie

ddL")

ist der Anteil des Phasenraums, indem das zusdtzliche und kollineare Parton
(Gluon) emittiert werden kann. Die letzten beiden Faktoren werden aber im
Folgenden nicht benétigt.

Die ,Splitting-Funktion* P, lautet [23]

1 i
Pag(e) =204 | _xx% +— T a1 —x) + (2by +210g H)S(1 —z)|  (22)
p
it
m 11C4 — ATpngy
bo = -
127
und

~ — 1
ﬁ:\/l—p,sza,CA:NC:?)

Der letzte Term proportional zur Deltafunktion §(1 — x) wird dem ,Soft-Term*,
der hier nicht betrachtet wird, dazu gerechnet. Er wird also fiir den ,, Kollinearen‘-
Fall nicht gebraucht werden. n; ist die Anzahl an ,Light Flavours® (auch manch-
mal ,Active Flavours® genannt). Diese Anzahl an Flavours ist meist kleiner als
die tatsdchliche Anzahl an Flavours. Dazu im néchsten Abschnitt mehr (Ab-
schnitt 2.5).

Das Produkt zweier Faktoren der Form

1 as Qg

Tij(a) = 05501 = 2) = =5 Pyj(2) + 5 _Kij(z) + O(a?)
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liefert bis O(as) drei Terme. Es brauchen nur i = ¢g,5 = g und k = g,l = g
betrachtet zu werden. Das Produkt ergibt

1 oy
Lgg(21)Lgg(x2) 2 Ggg0g90(1 — 21)6(1 — w2) + G4g0(1 — xl)(_ggpgg(@))"‘

1 o

o(1 — 332)(—%%1399(371))599

Die Kronecker-Symbole sind gleich eins und eine Integration iiber die Delta-
funktionen sowie eine Vertauschung der Terme

d6(SH) (P, Py)
mit
do{oF) (P, Py)
ergibt dann (man mochte den divergenzfreien Term d&é;i) (P, P))
A6\ (Py, Py) = (23)

o' (Py, Py) + %g—;ng(xl)daég) (21 Pr, Py)day +
%&;ng(@)dag (P1, 2Py )dz =

Ao (Py, Py) + g_;ng(xl)M;g) (5, q2)d®S” + (24)
€ _%ng(fcz)Még) (zs, (h)d‘l’éx)

Da hier nur angedeutet werden soll, dass diese Subtraktion d&é;i)(Pl, P,) di-
vergenzfrei macht, wird hier nur der erste Term aus P,y (Gln. (22)) genommen
und mit dem noch anzugebenden Ergebnis verglichen. Der Rest folgt dann auf
dem gleichen Weg.

Zunéchst miissen die e-Terme in daé(;i) (Gln. (21)) umgeschrieben werden 2.
Mit Hilfe der Entwicklung

o _008 9
0 0ede ~ Oe
gilt in dieser Ndherung € = €. Es folgt also

SR ) ) s ),

und eine Taylorentwicklung in € um € = 0 liefert fiir

+ O(€?)

(%) = £(&) ~ £(0) + &f'(0)
mit »

_ 202 202 s w
‘@)~ () logZ= und log 2 = — (log — + log =
f'(@) ( - ) og—— und log— 0g g +log

2In diesem Abschnitt wird in Konsistenz mit [23] der ,Logarithmus Naturalis® mit log
bezeichnet
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Dann folgt weiterhin

1 22 g 1 202 Qs
_E(l + €log %)QCA% = (_E —log %)20,4% =
2C a v

€2
Dieser Term muss noch mit dem z-Term aus

x—i—%—f—x(l—x)2

(——+logM +log = )ZCA—:— +20A—(logu +log — )

(Gln. (21)) multipliziert werden.
Addiert man dazu die Terme, in denen die ,,Splitting-Funktionen* involviert sind

1 ag

con 99 ()

(wie eingangs vom Faktorisierungstheorem gefordert, siehe auch Gln. (23) und
(24); Pyg(z) ist aus Gln. (22) bekannt, auch hier entnimmt man den ersten
Term), so sieht man, dass bis zu dieser Ordnung der divergente Anteil sich her-
aushebt! Dieses liefe sich nun Term fiir Term wiederholen mit dem Endergebnis

23]
d&é‘;i) _ Caas <log % + log 8) ( 1 ) +2 (710g(1 — x)) .
m W 2 -2/ 1—2 5

(1-2)?

[ 022 4 ot ) a e

2.5 ,Running Coupling*, ,,Asymptotic Freedom*, ,,Active
Flavours*

In diesem Abschnitt werden die obigen Begriffe erlautert. In der QCD sind sie
essenzieller Bestandteil.

Bekanntermafien dndert die starke Kopplungskonstante ihre Stérke in Ab-
héingigkeit des {ibertragenen Impulses, wie es Abbildung 6 andeutet. Bei hohen
Impulsen wird sie schwach, und eine Stérungsrechnung ist méglich.

Neben der Grofe Q? hingt a, im Allgemeinen noch von einer weiteren Ska-
la, ab, der Renormierungsskala 2, die eingefiihrt werden musste im Zuge der
Renormierung. An diesem Punkt ;2 werden die ultravioletten Divergenzen sub-
trahiert (Appendix B).

Jede Grofse der QCD muss unabhdngig sein von dieser Skala p, solange man an-
statt einer Storungsentwicklung die volle Theorie betrachtet. p selbst ist vollig
willkiirlich, und die Gréfe muss dem Problem entsprechend angepasst werden.
Es ist iiblich, eine physikalisch messbare Gréfe R(Q?/u? ,u ag) die hier nun von

der dimensionslosen Gréfe Q% /u? abhiingt, nach t = 1n abzuleiten mit
9 __p9
ot~ M o2
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QZ

Abbildung 6: Der Verlauf der starken Kopplungskonstanten in Abhéngigkeit
von einem Parameter Q2.

Die Forderung ist, dass diese beobachtbare Groéfse nicht von der Skala p abhén-
gen darf. Das ergibt [19]

d 0 dag O
2 G 2, 2 _ 1,2 2 0Qs 2, 2 _
I dugR(Q /15 as) [u o2 +p 0,2 —(9@5] R(Q7/p*,a5) =0
oder mit 5

Qg
o) = 25

0 0 . B

[—a + 5(0[5)87043] R(e',as) =0 (25)

Es ist moglich, dass R auch von anderen dimensionslosen Grofien abhidngen
kann; unter Einfiihrung von Quarkmassen kénnte R(Q?/u?, s, m/Q) geschrie-
ben werden. Eine Ableitung nach der Skala ergibt dann einen zusétzlichen Fak-
tor —ym(as)m% und mit fir v, (as) kann, wie fiir die Funktion §(z) (s.u.),
eine Storungsreihe angesetzt werden.

Die obige Gleichung (Gln. (25)) wird gelést durch die Substitution der Form

O‘S(Q2) dQC
t= S Qs 3= Qs
/a T e

Hiertiber wird die Kopplungskonstante ay als ,Running Coupling Constant
eingefiihrt, da eine Abhéngigkeit vom Impulsiibertrag Q? besteht.
Differentiation der Substitution liefert

9(as(Q?)) _ 2y 00s(Q%) _ B(as(Q%))
T - ﬁ(OZ(Q ))7 8065 - 5(0[5)
Fiir den Punkt p? = Q? ist die Gleichung sofort erfiillt, denn
oy 0 ]_ 0
Blas(p ))W = 5

so dass R(1,as(p?)) eine Losung der Gleichung darstellt. Aber auch fiir alle
anderen Werte von Q? # 2 liefert diese Substitution sofort die Loésung. Die
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zweite Bedingung lésst sich umformen zu

Blos(@) & 0
B(as(1?)) D0s(Q?) ~ Dars(4?)

Multiplikation mit 8(cs(p?)) liefert

ﬁ(%(@%)%@gg)
Nun ist 5 ) 5
Blan(@) - @2 2

was die Substitution sofort fiir alle Impulsiibertréige 16st.

O’S(Qz) de
“/a B)

s

Die Gleichung

ist nur dann stérungstheoretisch zu l6sen, wenn a,(Q?) hinreichend klein ist,
d.h., der Impulsiibertrag muss bezogen auf allen anderen Skalen, die in in diesen
Gleichungen auftauchen (hier nur ), hinreichend grof sein.

Die Funktion (o) kann dann ebenfalls in eine Reihe mit a5 als Entwicklungs-
parameter angenahert werden. Man setzt

Oavg
0Q?

Q2 = 6(043)

und setzt fir G(ay)
e n+1
5(6“5) = —Og Zﬂn (Z_;)
n=0

mit o = 4nb =11 — 2ny, By = 167200 = 102 — 3Eny, ...
Gleichungen der Form

a 2
@) 2@ [1+ V0, (@) + 0la2(@)]

sind einfach zu 16sen. In niedrigster Ordnung ergibt sich

2\ QS(MQ)
as(Q7) = T+ s ()bt

mit ¢ = 1nQ—22 und zeigt, dass fiir 2 < Q? — oo ay — 0, was allgemein als
H2Asymptotic Freedom* bezeichnet wird. Dieses gilt, solange das Vorzeichen von
b sich nicht &ndert (ny < 17, s.u.). Diese Gleichung beschreibt die Verénderung
der Kopplungskonstante entlang der Skala ? im Vergleich zur Renormierungs-
skala 42. Es sind noch explizit

33— 2ny b 153 — 19n;y

b 127 ~ 27m(33 — 2ny)
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Die obige LO-Darstellung ist h&ufig noch in folgender Form anzutreffen

! Q? /°° dx /°° dx
1 — - — =
A2 @ (Q2?) B(J)) s (Q2?) be(l +bx+.. )

Die obere Grenze erstreckt sich bis in das Unendliche, also in den nicht pertur-
bativen Bereich. Das ist verniinftig, denn eine Reihenentwicklung, wie sie die
rechte Seite andeutet, ist dort nicht moéglich. Losen bis LO liefert

1

2
Qg = 2
@)= e

Die Grofe A ist ebenfalls ein Parameter und muss angepasst werden. Sie dient als
Vergleichsgrofe, ahnlich der Renormierungsskala 2 und tritt auf der linken Seite
als Integrationskonstante auf. Sie erlaubt, fiir as(Q?) eine asymptotische Form
anzugeben. Meist liegt A im Bereich von 200 MeV. Diese Gleichung kann auch
als Definitionsgleichung angesehen werden [25], und zwar iiber eine Umstellung

dx

A’ =p e~ 17 FS

mit 8—/\2 = 0 (bei der Ableitung muss nur beachtet werden, dass die obere Grenze

ebenfalls von i abhiingig ist; mit p* =3 80‘5(“ ) = = Blas(p?)) folgt die Forderung).
Die untere Grenze ist dabei offen gelassen worden, um die Willkiir des Parame-
ters zu kennzeichnen. Ublich ist aber die erstere Darstellung.

Bis NLO koénnen beide Ergebnisse durch Trennung der Variablen und einer ein-
fachen Partialbruchzerlegung abgeleitet werden. Die erste Gleichung lautet

Ja da dQ?
2005 | 2 3 s _
Q 202 = —bas; — bb/as — b — bl = o
mit der Losung
1 1 / O‘S(QQ) / 048(:“2)
- 1 -1 =
@ w® T a@ " M T v

mit ¢t = In % i . Die Lambda-NLO-Darstellung folgt analog der LO-Darstellung.
Sie ergibt

1 / 2 2

a,(Q?) THva(@) TR
Mit einer inversen Entwicklung nach Potenzen von In %j [25, 26], und die Glei-
chung ldsst sich wie folgt approximieren

B 1 b Inln(Q?/A?)
@) =@y [ miga) T

Das A héngt (implizit) von der Anzahl der Flavours ab. Man kann diese Ab-
hangigkeit auch an den Konstanten b, b’ erkennen, worin die Anzahl an ,Active
Flavours” gesetzt wird. Unter Hinzunahme schwerer Quarks wird

ng =mn;+np
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wobei n;=Anzahl an ,Light Flavours* und n;=Anzahl an ,,Heavy Flavours" ist.
Meist ist n;, = 1 und stellt das ,,Bottom“-Quark dar und Vernachléssigung des
,Top“-Quark. Die ,Active Flavours® sind ist die Anzahl der Flavours, die zur
Auswertung z. B. der Koeffizienten b, b’ genommen werden.

Es ergibt sich dann die Bedingung, einen kontinuierlichen Verlauf der Kopp-
lungskonstante erlangen zu miissen (fiir jede Stérungsordnung), wenn die Anzahl
der Flavours um eins erhéht wird. Die Forderung ist eine Stetigkeitsforderung
flir die Kopplung, z. B. wenn in ein Schema das b-Quark hinzugefiigt wird

as(mﬁ,ll) = as(m§,5)

Wenn Q2 > mZ, so sollte a(Q?, 5) benutzt werden; sollte m? < Q* < m? gelten,
dann muss a,(Q?,4) fiir die jeweilige Ordnung benutzt werden. Damit hat sich
auch die Anzahl der ,,Active Flavours® erhoht.

2.6 Etwas Reggetheorie und die Unitarisierung iiber die
Eikonalnidherung

In Abschnitt 2.2 wurde eine allgemein giiltige Form fiir die Beschreibung des
Hadroneninhalts (Partonendichte) in parametrisierter Form vorgestellt,

f(z,Qo) = onAl(l — a:)AzP(x)

mit verschiedene Exponenten bzgl. der Partonenarten. Giiltigkeit besitzen solche
Ausdriicke als Anfangsbedingung in der obigen Form nur fiir ein fest gewahlten
Impulsiibertrag QQo. Mit Hilfe der in Abschnitt 2.3 vorgestellten Altarelli-Parisi-
Integro-Differentialgleichungen lassen sich diese Anfangsbedingungen zu ande-
ren Skalen @ hin entwickeln, wodurch in weiten Bereichen der (z, Q)-Ebene der
Partoneninhalt hinreichend genau bekannt ist.

Im Folgenden soll nun durch die Vorstellung der Reggetheorie u.a. die Aus-
gangsform dieser Anfangsbedingung nahe gebracht werden, was sowohl Basis
als auch Exponenten betrifft. Fiir diese Erklarungen muss etwas ausgeholt wer-
den.

Storungstheoretische Rechnungen kénnen nur dann von Erfolg sein, wenn die
der Theorie zugrunde liegende Kopplungskonstante einen entsprechenden klei-
nen Wert besitzt. Dieser Bereich wird meist als perturbative harte QCD (pQCD)
bezeichnet. Kann keine Storungsentwicklung vorgenommen werden, so konnen
physikalische Aussagen nur noch heuristischer Natur sein.

Was die QCD betrifft, so gibt es neben der pQCD auch die Moglichkeit, mo-
dellhafte Entwicklungen im semi-harten Bereich der Theorie vorzunehmen. Hier
konnen qualitative Berechnungen durch Parameteranpassung durchgefiihrt wer-
den.

Die Reggetheorie, die Anfang der 60 ’er Jahre des 20. Jahrhunderts entwickelt
wurde, ist eines dieser Modelle, und obwohl friither auf dem Markt, kann sie heu-
te nur als ein Teilaspekt der QCD tiberleben, indem sie den stérungstheoretisch
nicht zugénglichen Bereich beschreibt. Einen vollstindigen Uberblick iiber die
Entwicklung der Reggetheorie kann man in [27] oder [28, 29] finden. Eine Zusam-
menstellung vieler Eigenschaften findet sich in [30, 31]. Weiter Beispiele, auch in
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Bezug auf die oft erwéhnten ,,Cutting Rules* (AGK Cutting Rules) [32], sind in
[33, 34, 35, 36] zu finden. Eine Einfiihrung in das ,Dual Parton Model“, auf dem
auch das Programm DPMJET III basiert, kann in [37] gefunden werden. Wei-
terfithrendes zu DPMJET III ist in [38, 39, 40] zu finden (sowie deren Anhénge).

Es folgt nun eine kurze Ableitung, wie es moglich ist, durch eine Erweiterung
der nicht-relativistischen Streuamplitude auf eine Streuamplitude mit komplex-
wertigen Drehimpulswerten sowie eine Erweiterung auf den relativistischen Fall,
Aussagen tiber die s-Kanal-Streuamplitude auf den gekreuzten t-Kanal auszu-
dehnen, und diese Ergebnisse als einen Austausch an hypothetischen Teilchen
(den Reggeons bzw. Pomerons) zu deuten.

Im Folgenden soll mit der Nennung ,,Reggeon* oder ,Pomeron® stets ein Aus-
tausch an Quantenzahlen gemeint sein, da ein ,Reggeon* bzw. ,Pomeron“ als
ein isoliertes Teilchen nicht existiert (wie etwa ein m-Meson). Die Reggeons,
die in Form von Trajektorien in einem Spin-Masse-Diagramm (,,Chew-Frautschi
Plot*) dargestellt werden konnen, und sich in der komplexen Drehimpulsebene
als ,,Pole bzw. sog. ,,Cuts* manifestieren kénnen (,,Pole* sind mit dem Austausch
eines Teilchens assoziiert, ,,Cuts® entstehen bei einem Austausch von mehreren
Teilchen), beinhalten bei einem Austausch im ¢-Kanal ganze Teilchenfamilien
(sobald kinematisch moglich).

Bekanntermafsen kann die Streuamplitude f einer Streuung, wie sie in Abbil-
dung 7 zu sehen ist, zerlegt werden nach Drehimpulseigenwerten [30].

H
lfT

W o=k P =ik f(kO) ikr

i f r

Abbildung 7: Elastische Streuung einer ,,Ebenen Welle* mit Impulsvektor k an
einem Streuzentrur_l} mit der Ausdehnung a unter Aussendung einer , Kugelwelle*
mit Impulsvektor &’ [30].

Ein Ansatz ist, mit |k| = |F'|(elastische Streuung), in der Abbildung gege-
ben, wenn das Potential sphérisch symmetrisch ist. Der differentielle Wirkungs-
querschnitt der Streuung kann dann iiber die Streuamplitude f(k, 6) angegeben
werden zu

do
dcosf

= 2| f (k. 0)*
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mit der {iblichen Entwicklung [27]

oo

F(k,0) = (20 + 1)ay (k) Pi(cos 0)

=0

und r — oo sowie ka > 1, wobei a einer typischen Reichweite (oder Aus-
dehnung) entspricht, die der Streuer besitzt. P, sind die bekannten Legendre-
Polynome.

Wird die quantenmechanische Streuamplitude auf relativistisch invariante Weise
erweitert, entsteht ein dhnlicher Ausdruck fiir s — oo

do 1
—~——A 2
a0 = anzs A0

A(s, t) ist die Streuamplitude in Abhéngigkeit der beiden Mandelstam-Invarian-
ten s,t, die durch s = (p; + p2)? und t = (p1 — p3)? definiert sind (p1, p2, p3, Pa
entsprechen den Viererimpulse einer 2 — 2-Reaktion). Auch fiir diese Amplitude
existiert eine Entwicklung nach Drehimpulswerten [ in der Form

oo

A(s, cosb) ZZl—l—l )A;(s)P;(cosb)
1=0

Durch eine Orthogonalitéitsrelation ist es moglich, die Faktoren A;(s) zu isolie-
ren. Es gilt

1
Ai(s) = %/1 d cos 0P, (cos 0)A(s, cos )

Mit einer Vertauschung s «<» ¢ kann die Analyse Zum t-Channel hin erweitert
werden plus der Ersetzung cosf — cosfy = 1 + mi = Mo = M3 = My,
Appendix C) [27].

Regge [41, 42] erweiterte die Zerlegung der Amplitude A;(¢) nach Drehimpuls-
eigenwerten fiir komplexe Drehimpulswerte [. Die Idee zu einer analytischen
Fortsetzung ist einfach, denn iiber den Residuensatz kann eine derartige Sum-
me sofort konstruiert werden

f(s,2)
/dl U= 1) —1o)( —13)... (I —1n) —27Tszsz

Res

t— 4m2 (

f(s.2)

und C' stellt eine komplexe Kontur dar, z.B. C € (0o + ie,00 — i€), die die
positiven reellen Werte 1,5, ...,1, umschliefst, und z = cosf. Da aber iiber
alle Drehimpulse | summiert werden muss, ist es einfacher, eine Funktion zu
finden, die bei allen nétigen Drehimpulswerte einen Pol 1. Ordnung besitzt. Das
leistet die Funktion

sin(nl)

Entwickelt man die Sinus-Funktion in ein Taylorreihe um eine natiirliche Zahl
n € N bis zur 1. Ordnung, dann entsteht

sin(nl) ~ sin(mn) + (=1)"7(l —n) = (=1)"7(l — n)

Dadurch wird ein Pol 1. Ordnung sichtbar. ,Schrumpft man*“ die Kontur C'
an die Pole heran, und ist ansonsten f(s,z) holomorph, so gilt der einfache

38



Residuensatz.

Wendet man diese Kenntnis auf die Streuamplitude A(s,z) an, so muss fiir
A;(s) eine interpolierende Funktion A(l,s) (analytische Fortsetzung) gefunden
bzw. garantiert werden. Unter dieser Annahme und mit Re [ > N ist es dann
gestattet, die Amplitude A(s, z) wie folgt zu schreiben

N-1 1

Als,2) = Y 2+ 1) Ay(s)Pi(z) — z—i/c(2z+1)A(z,s)ffl(—z)dl

— sin(ml)

Das Residuum des Integranden soll nun ab dem Index N holomorph sein. Offnet
man dann die Kontour C' und deformiert sie zu C’, mit C’ € (a — ico, a + i00),
wobei a (a > N) eine reelle Zahl ist, dann éndert sich aufgrund der Holomorphie
des Integranden der letzte Ausdruck nicht. Es existiert nun ein Weg, der parallel
zur imaginaren Achse verlduft, durch die reelle Achse bei a.

Als néchstes steht eine Verschiebung der Kontour C’ nach links an. Das ist bis

1

moglich. Uberstreicht dabei dieser Weg Singularititen der Funktion A(l, s), so
miissen die Residuen dieser Funktion mit aufsummiert werden. Diese Singulari-
téten heiffen, sollten sie Pole der Amplitude A(l, s) sein, ,Regge Pole” und man
bezeichnet sie mit [ = «;(s). Es entsteht

P, (o(=2) 1 [etie P(—z)
ai(s) l

—_— - — 20+ 1A

sin(mey;)  2i /c,ioo @1+ 1Al 5) sin(7l) dt

Bi(s) ist das Residuum der Amplitude A(l, s). Zu beachten ist, dass durch eine
Verschiebung der Kontour nach links zu kleineren Drehimpulsen einige Terme
der Summe durch das Auftreten der Residuen bei den Polen der Funktion sin(7l)
ersetzt werden. Fiir ¢ gilt

A(s,z) = — Z(Zai(s) +1)5;(s)

%

1
—5 < Rec<0
Die Legendre-Polynome haben die Eigenschaft, dass fiir |z| — oo
Pi(z) ~ 2

gilt, wobei z = cos@ ~ 1+ 2t/s gesetzt wird. Ist s fixiert und ¢ — oo, dann
gilt obige Behauptung, und das Integral fillt unter der Bedingung |z| — oo
und Re l = —1 wie [2|71/% ab. Solange man sich in diesem [-Bereich aufhilt,
ist die Konvergenz gewéhrleistet. Die zweite Bedingung ist etwas gewagt, aber
es wird sich zeigen, dass bei der Betrachtung anderer Werte von [ > —% die
Aussagekraft dieser Theorie trotzdem im Wesentlichen erhalten bleiben wird,
denn die Amplitude A(l, s) soll gegen 0 tendieren fiir |I| — oco. Damit dberlebt

nur die Summe (#)
R PN o
Als, 2) —— Zﬁl(s)sinﬂai(s)

|z]—o0  ?

In B;(s) sind alle restlichen Konstanten enthalten.
Meist wird aus dieser Summe derjenige Summand heraus betrachtet, fiir den
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Re a;(s) am grofiten ist, und man bezeichnet ihn mit a(s) (,Regge Trajektorie®).

Damit kann fiir das asymptotische Verhalten fiir den ¢t-Kanal die Amplitude wie
4 toz(s)

(s,t) = —B(s)

sin ma(s)
t—o0

geschrieben werden. Bemerkt sei noch, dass es ein asymptotisches Verhalten fiir
den Kanal der Form ¢ — oo im s-Kanal nicht geben kann, da ¢t < 0 gelten
muss. Diese Ableitung gilt fiir eine Zerlegung im s-Kanal fiir eine Reaktion
ab — a'b’'. Existiert dahin gegen ein gekreuzter Kanal (indem alle Quantenzahlen
der vertauschten Teilchen durch ihr Negatives ersetzt wurden inkl. Impuls) fiir
diese Reaktion der Form aa’ — bb’, dann ist ¢ > 0, und diese Ableitung ist giiltig
flir s — oo, und es entsteht bei der Vertauschung t < s
Sa(t)
A(s, 1) = —B(t)

§—00

sin wa(t)
Uber die Residuumfunktion 8 kann zuniichst nichts weiter ausgesagt werden.

Die bisherige Darstellung bezieht sich auf die nicht-relativistische Streutheo-
rie. Der Ubergang zur relativistischen Theorie fiihrt bei dhnlicher Ableitung
eine weitere Quantenzahl, die Signatur £ = +1, ein [27, 43, 28]. Die Amplitu-
de A(s,z) ist eine Uberlagerung von geraden und ungeraden Drehimpulsen 1.
Die Koeflizienten der Entwicklung, A;(t) bzw. A(l,t) unterscheiden iiber diese
Signatur, welcher Drehimpulseigenwerten gerade zur Streuamplitude beitragt.
Die Uberlagerung liefert fiir Streuamplitude

14 ge—iﬂ'a(t)

A(s 1) o~ —B(t) s = B(t)n(t)s*®

~~ sin ma(t)
§— 00
. . —iLZa(t) . Lot S alt)
mit dem Signaturfaktor n(t) = —% fiir € = +1 und n(t) = —z% fiir
sin —5 COSs —5

£=—1.

Fiir I — «a(t) kann fiir die Koeffizientenfunktionen

angenommen werden, da der Sinus nach Voraussetzung Pole 1. Ordnung in der
Umgebung von Re | hat. Wird dazu noch eine Entwicklung in «(t) der Form
a(t) ~ a(ty) = 1 + ie mit reellem e gemacht, so gilt

a(t) =1 +ie+a'(to)(t —to)

Damit verhélt sich der Nenner wie

1 1
I—a(t)  t—to+il

mit ' = %.;?)0) = o7y (fiir eine Abhéngigkeit der Grofen a(to) und o (to)
von den ausgetauschten Massen siehe z. B. [44, 45]). Das ist die typische Breit-

Wigner Form einer Teilchenresonanz mit der Masse /fg = M. Die Ableitung
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zeigt also, dass immer dann, wenn die Trajektorie «(t) fiir nicht physikalische
Werte von t im s-Kanal, also fiir ¢ > 0, ganzzahlige Werte annimmt, damit
gleichzeitig ein Austausch eine Masse 1/#g verbunden ist. Die Beobachtung ist,
dass es tatsichlich detektierbare Teilchen gibt mit diesen Massen mit dem Ge-
samtdrehimpuls I, und diese Teilchen liegen allesamt auf einer Trajektorie a(t),
die der Beziehung

a(t) ~ a(0) + o' (0)t

gehorcht. Diese Teilchen, die diese Eigenschaften besitzen, gehoren zu einer Fa-
milie. Abbildung 8 ([44, 45, 34]) zeigt dazu ein Beispiele bosonischer Teilchen-
familien. Die Signatur £ = +1 interpoliert, wie man in den Abbildungen sieht,
zwischen geradem und ungeradem Drehimpuls. € = 1 beschreibt Familien mit
geradem und dementsprechend interpoliert & = —1 fiir ungerade Drehimpulse.

%(1)
6 . Gﬂ

o

I A s
4r /a"ﬁm(zmo)

I s
/’"@(169@)

iy
g
2 M 6,(1320)

.4/,0(7703

—2Z IOIII2‘II4IIIE“>I2
t(Ge\?)

Abbildung 8: p, f, a Trajektorien. Alle Quantenzahlen der ausgetauschten Teil-
chen, ausser seinem Drehimpuls J = «(t) und seiner Masse m,, = v/t, sind
festgehalten [31].

Alle Regge-Trajektorien (Mesonen) haben einen Achsenabschnitt bei ¢ = 0,
fiir den
a(0) < 0.5

gilt, sowie eine Steigung von etwa
o/ (0) ~ 1 GeV 2

baryonische Trajektorien haben einen deutlich kleineren Wert von «(0) wegen
ihrer grofseren Masse [44, 45].
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Zusammenfassend kann die Situation geméf Abbildung 9 [31] verstanden wer-
den. Eine Streuamplitude A(s,t) zeigt fiir den physikalischen Bereich ¢t < 0
Resonanzen auf, im Bereich ¢ > 0 hingegen kann diese Amplitude fortgesetzt
werden, und dort zeigt sie einen Austausch eines Teilchens (bzw. einer Teilchen-
familie, ,Reggeons®) der Masse v/t. Die (prinzipiell unendliche) Summe ihrer
,Objekte” fithrt in beiden Situationen zu gleichen Ergebnissen (im s — oo Li-
mes) (siehe auch [46]).

RESONANCES REGGEONS

Abbildung 9: Dualitét zwischen der physikalischen t < 0 und der unphysikali-
schen t > 0 Region [31].

Das ,Optische Theorem* gibt Auskunft iiber den totalen Wirkungsquer-
schnitt oy, [27]. Dieser kann im Limes s — oo angegeben werden als

1
Otot ~ —Im Ag(s,t =0)
s
Nur iiber die elastische Amplitude einer Reaktion ist dieser Wirkungsquerschnitt

festgelegt! Setzt man den Regge-Ansatz in diese Formel ein, so ergibt sich

Trot ~ Sa(O)fl
mit a(0) < 0.5. Man sieht dadurch keine Verletzung der Unitaritit entstehen, im
Gegensatz zu dem frither angenommenen Mesonenaustausch, der zu den starken
Kernkriften fiihren soll (und der in der Physik der Kernbindung eine wichtige
Rolle spielt). In diesem Modell wurde die Amplitude

Ames (5, t) ~ Al (t)B (COS Ht)

mit cosf; =1+ tjfm > angenommen. Dieses Modell fithrt aber zu

P;(cosb;)

Ames (0~ 53

und mit dem asymptotischen Verhalten fiir die Legendre-Polynome Pj(z) — 2!

gilt
Apes(8,t) ~ st
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flir s — oo. Mit dem ,,Optischen Theorem" wird der totale Wirkungsquerschnitt
zZu

Ttot ~ 52172

Natiirlich fithren dann Mesonen mit Spin gréfer als [ = 1 zu einer Verletzung
der Unitaritdt. Dies war ein Grund zur Einfiihrung der ,Reggeons* und zeigt
den Erfolg dieses Modells.

Neben den Reggeons gibt es allerdings Objekte, die einen Achsenabschnitt a(0) =
1 + € mit € > 0 besitzen, wodurch der totalen Wirkungsquerschnitt in Poten-
zen von s anwéchst und schlieflich die Unitaritdt verletzt (,Froissart-Martin
Bound“, nach dem der totale Wirkungsquerschnitt fiir s — oo nicht stérker als
Otor < C'In® s (C = konst.) wachsen darf [27, 31]), die durch die S Matrix ge-
fordert wird. Diese Objekte, ,,Pomerons* genannt, sind urspriinglich eingefiihrt
worden, um den erwarteten konstanten Wirkungsquerschnitt fiir s — oo zu ge-
wahrleisten. Es entspricht keinem bekannten Teilchen, da sein Austausch im
t-Kanal mit einem Austausch von Vakuumquantenzahlen verbunden ist.

Zur Wiederherstellung der Unitaritdt wird das aus der Optik bekannte Ei-
konalbild herangezogen, welches fiir kleine Streuwinkel im Limes s — oo in
der Hochenergiephysik angewendet werden kann. Mit ihr ldsst sich eine ein-
fache Gleichung ableiten, in der die Unitaritdt im Impact-Parameter-Raum
(Stokparameter) dargestellt werden kann. Wegen des ,Optischen Theorems*
Otot ~ %I m A(s,0) wird die Streuamplitude betrachtet tiber

A(s,t) = % /d2ge*i5'gA(s,b) = 2is/d256*i‘?’gf(s,b) =

:47ris/dbbJ0(qb)F(s,b)

mit ¢ ~ —¢% und der Definition I'(s,b) = —g=A(s,b) = 1 — 200 die als
,Profilfunktion” bekannt ist. Im letzten Schritt wurde von der Definition der
Bessel-Funktion Gebrauch gemacht

1 o ix cos ¢
Jo() e do
0

T o

Bis auf evtl. Normierungsfaktoren sollte dann daraus sofort ersichtlich sein, dass
das Betragsquadrat der Amplitude proportional zum entsprechenden Wirkungs-
querschnitt ist. Also

ou = / 4250 (s, b)
und

Otot = 2/d25Re (s, b)

Hier wird wg. der Definition der ,Profilfunktion” I' der Realteil der Amplitu-
de zur Berechnung des totalen Wirkungsquerschnittes benotigt. Schliefilich gilt
noch wegen

Otot = Ocl + Tinel

Oinel = /dQEGm(S,b)
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mit G, (s, b) als Wahrscheinlichkeit fir eine inelastische Wechselwirkung. Dann
gilt

Tinel = /d26’[2Re I'(s,b) — [T(s,0)]?]
Die angesprochene Grundgleichung im Stofsparameter-Raum lautet damit
2Re T'(s,b) — [T'(5,0)|* = Ginei(s,b)
Man definiert
Q(s,b) = —2id(s,b)

als Opazitét (d(s,b) vermittelt eine Phasenverschiebung), so dass fiir die ,,Pro-
filfunktion“ die Gleichung

[(s,b) =1 — e )

entsteht. Hieraus wird die Interpretation als Wahrscheinlichkeit fiir eine inelasti-
sche Wechselwirkung deutlich. Damit kann der Term e~(#:*) als Wahrscheinlich-
keit interpretiert werden, dass keine inelastische Wechselwirkung stattgefunden
hat. Schliefslich seien die Wirkungsquerschnitte in Abhéngigkeit der Opazitét
angegeben

Oel

/dQE‘l - e*Q(S’b)‘Q

Otot = Q/dQERe [1 —eiQ(S’b)}
Tinel - /dQE |:]- - |eiﬂ(s’b)|2:|

Die Phase §(s,b) enthélt im Prinzip sowohl Real- als auch einen Imagi-
nérteil. In der Definition der Opaszitéit wberlebt im High Energy Limit* prak-
tisch nur der effektive Realanteil. Im ,Black Disc Limit“, Re Q — oo, sind
Ocl = Oinel = %atot = 7R?. Spielen inelastische Anteile keine Rolle, so ist
die Opazitit rein imagindr. Im Weiteren wird aber davon ausgegangen, dass die
Opazitat reell ist.

Die Amplitude im relativistischen Fall fiir einen Austausch eines Reggeons oder
Pomerons war oben mit

Als, t) = Blt)n(t)s*®

angegeben worden. Der totale Wirkungsquerschnitt ergibt dann mit Hilfe des
,Optischen Theorems* und unter Beachtung, dass die Signatur 7(t) nahe dem
Entwicklungspunkt ¢ ~ 0 rein imaginér ist, also n(0) = 1,

(%)QW i91(1)g2(0)

Fiir die Faktoren wird ¢1(¢)g2(t) = ((t) angenommen. Das Residuum ()
wird als faktorisiert angesehen, da der Rest im ,,Feynmanschen Sinne* den Aus-
tausch an Quantenzahlen beschreibt. Fiir die Stédrke einer Wechselwirkung wer-
den dann noch Vertizes benétigt, und sq stellt eine willkiirliche Skala dar, wie
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Abbildung 10: Austausch eines Reggeons/Pomerons im ¢ > 0-Kanal mit der
Trajektorie J = «(t) in Form eines Feynman-Diagramms [34].

sie in der QCD stets vorkommt. Sie ist in der Gréfenordnung von sq ~ 1 GeV?,
kann aber, wie jede Skala, frei gewéhlt werden. Diese Annahme soll Abbildung
10 verdeutlichen.

Im Stofiparameter-Raum werden diese ,,Kopplungskonstanten* in Gaufs-Form
gebracht. Sie lauten

gi(t ~ _Ez) = gi(O)e_R?EQ, 1=1,2

Die Abbildung 10 beschreibt also einen Austausch eines Pomerons, dessen Pro-
pagator
n(t)s*®

ist, mit Vertizes g1(t) = g13(t) und g2(t) = g24(t), die in der Abbildung 10 als
Dots zu sehen sind.

Stillschweigend wurde bisher ¢ ~ — k2 gesetzt. Der iibertragene Impuls besitzt
keine (bzw. eine vernachlédssigbare) Nullkomponente, was in Abbildung 11 durch
eine ,quasi-elastische” Darstellung verdeutlicht werden soll. Das spiegelt einfach
das Verhalten wider, dass der Austausch von Reggeons im einfachsten Fall eine
elastische Streuung reproduzieren muss (es sind die ungeschnittenen Félle, siehe
AGK, folgende Seite).

Durch eine Fouriertransformierte in den Stofparameter-Raum kann eine Ver-
wandtschaft dieser Amplitude mit der Opazitédt hergestellt werden. Es ist

A(s,b) = (%)Q/d%iam(s,t) =

™

2 A )
(1> Z(i> 91(0)g2(0) / A2 ReibF o~ (RI+R3+a’(0) In )R

21 S0

Das Integral kann z. B. im kartesischen Koordinatensystem einfach ausgewertet
werden mit b = (by,b,) und k = (ks, k,). Man kann dann durch Erweiterung
des Exponenten diesen in eine quadratische Form bringen und das zweifache
Integral von (—oo, 00) ausfithren. Das Ergebnis ist

_52 A
— g (5 X
fp(s,b) =1ig192 Y <80> i =1iQ(s,b)

45



Abbildung 11: Ein n-Pomeronaustausch mit & (ganzen) Schnitten, dargestellt
durch Kreuzungen. Fiir diese Konfiguration existieren (Z) Moglichkeiten [43].

1 3 1 3

Abbildung 12: Ein Pomeron als Leiterobjekt.

mit A = (0)—1>0und A = R? + R3 +o/(0) In = (siehe z. B. [33, 35]). Diese
Festlegung des Eikonals durch die Opazitét wird sich weiter unten (AGK-Rules)
als glinstig herausstellen. Alle Konstanten werden durch das Experiment, wie
sollte es auch anders sein, festgelegt.

Sichtbar ist, dass bei nur einem Austausch eines Pomerons die Energie wie s
ansteigt, und die Unitaritdt weiterhin fiir s — oo verletzt. Betrachtet man aller-
dings in Verbindung mit der Methode der Eikonalisierung den ,Multi-Pomeron*-
Austausch, so wird diese Inkonsistenz vermieden werden, denn das Eikonal-
Modell erhélt auf Grund der Grundgleichung automatisch die geforderte Unita-
ritat.

Die Terme einer Taylorentwicklung (um x,(s,b) = 0) der ,Profilfunktion‘

A

1 — e Xp(s:b)/2

kénnen nun mit Hilfe der erwihnten AGK Cutting Rules einen physikalischen
Sinn zugeschrieben bekommen. Z. B. beschreibt der zweite Term der Taylorent-
wicklung einen Zwei-Pomeron-Austausch, mit der Mdéglichkeit, dass diese zwei
ausgetauschten Objekte jeweils eine Teilchendichte, z. B. % (mit y als Rapidi-
tét), im Endzustand beitragen kénnen.

Denn stellt man sich ein Pomeron als ein Leiterobjekt vor, dessen einzelne

Sprossen durch Propagatoren von der Form ——=— sind, Abbildung 12, so kann
q;—m

ein Schnitt durch dieses Objekt die einzelnen Sprossen ,On Shell* bringen (es
werden nur ganze Schnitte betrachtet, gekennzeichnet durch das Kreuz durch
ein Pomeron, Abbildung 11). Thr Propagator ist dann von der Form

2mid (g7 —m?)

Das Verhalten ist aus der Darstellung eines Feynman-Propagators Ap(x) be-
kannt, die sich als Summe von zwei ,On Shell“-Propagatoren beschreiben lsst
A*(z) mit Ap(z) = O(z°)AT(z) + O(—2°)A~ (x) und

A () = 27 / et (g2 — m2)O(+q°)
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Die Wahrscheinlichkeitsinterpretation fordert nun (es ist nicht moglich zu wis-
sen, ob eine ,Leiter geschnitten wurde oder nicht), in Bezug auf den oben
genannten Zwei-Pomeron Austausch, dass entweder keines, eines oder zwei Po-
merons geschnitten (gekreuzt) werden. Fiir jedes gekreuzte Pomeron nimmt man
einen Faktor x, und fiir jedes ungekreuzte Pomeron einen Faktor —x,. Sollte
kein Pomeron geschnitten werden, so miissen formal von den zwei ungeschnit-
tenen Pomerons mit dem Faktor (—xp)? die zwei ungeschnittenen Pomerons
abgezogen werden 2(x,/2)?, damit die Reihenentwicklung der ,Profilfunktion®
stimmt [33]. Die Summe dieser drei Moglichkeiten ergibt den zweiten Term der
Taylorentwicklung der ,,Profilfunktion‘

1 — e~ Xn(s:0)/2
mit dem bekannten Verhéltnis der Schnitte untereinander von 1 : -4 : 2.

Die auf eins normierte Wahrscheinlichkeit fiir k& inelastische Prozesse in diesem
Modell, beschrieben durch k gekreuzte Pomerons, ist

k
or(s,b) = 7()(’)(2" b)) e Xp(s:0)

Im oben erwihnten ,Black Disc Limit“ wiirden unendlich viele Objekte im ¢-
Kanal ausgetauscht werden. Der letzte Faktor entspricht der Wahrscheinlichkeit,
wie oben erwéhnt, fiir keinerlei Interaktion. Normiert man das Integral iber das
Eikonal x,(s,b) auf einen bekannten Wirkungsquerschnitt, z. B. den Wirkungs-
querschnitt fiir einen iber pQCD berechneten Prozess oy, so kann dariiber dieser
Wirkungsquerschnitt eikonalisiert werden. Es gilt dann

N/deQ(s,b) = oy

mit einem zu bestimmenden Normierungsfaktor N. Uber diese Methode kann
jeder Input-Wirkungsquerschnitt so behandelt werden, dass die Unitaritdt in
diesem Modell automatisch gewéhrleistet ist [40].

Die soeben dargestellte Form der Amplitude A(s,t) bei einem Regge- und/oder
Pomeronaustausch ldsst auf relativ einfache Weise eine Interpretation fiir die
Impulsverteilung der Valenzquarks im Hadron wihrend einer Kollision zu (fiir
x — 0). Da die Reggetheorie ein Modell komplementér zur pQCD ist, han-
delt es sich um so genannte ,Soft-Partonen“. Abbildung 13 soll noch mal die
Wirkung zeigen, die ein Austausch eines Pomerons hat. Die gewellten Linien
in der rechten Seite dieser Abbildung stellen Gluonen dar. In der topologischen
Approximation wird ein Pomeronaustausch als Summe solcher Gluonen-Netz-
Austausch-Prozesse beschrieben.

Die Impulsverteilung der Valenzquarks ist entweder von der Form z; fiir ein
Quark oder 1 — x fiir das verbleibende Diquark bzw. zo fiir das andere Hadron.
Als ,Cut Graph*, in dem oben erwéhnten Sinn, kann dieses so dargestellt werden
wie in Abbildung 14.

In ihm sind die ,,Bruchstellen* oder ,Cuts* hervorgehoben, mit der totalen
Subenergie

s1 = (pg1 +pqq2)2
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Abbildung 13: Zylinderstruktur eines Pomerons wdhrend eines Austauschs [37].
Die Wellenlinien rechts sollen den Gluonaustausch darstellen. Beim Anblick der
rechten Seite sei noch einmal daran erinnert, dass ein Austausch eines Pomerons
mit einem Austausch von Vakuum-Quantenzahlen verkniipft ist.

J
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Abbildung 14: Zylinderstruktur eines ,Cut Graphen* [37] in einer Protonen-
Protonen-Kollision.
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Abbildung 15: ,Triple“- und ,Loop Pomeron“-Graph [40].

und
s2 = (Pgq1 +pq2)2
mit 1,2 als Label fiir das Hadron 1,2. In Abbildung 14 kann eine einfache

Parametrisierung von Energie und Impuls im Schwerpunktsystem von Quark-
Diquark fiir die beiden Ketten angebracht werden

s
E, ~ —\é_(l—xﬁrxz)
s
Ey ~ —\é_(l_x2+xl)
, S ,
1~ —\/_ (1 -2 —x2) = —p2

2
s1 ~ sxo(l—x1)

so ~ sx1(l —ax2)

Die Objekte zwischen den Valenzquarks und Valenzdiquarks werden ,Ket-

ten“ oder auch ,Strings” genannt (Abbildung 14), die aus Seequark-Antiseequark-
Paaren bestehen. Diese Ketten bilden Farb-Singuletts (,,Color Singuletts*) und
werden in einem nachgelagerten Schritt der ,Hadronisierungs-Maschinerie” zu-
gefiihrt. Dadurch liefern diese Strings einen Beitrag zur detektierbaren Masse
[43, 47, 48].
Es gibt natiirlich neben diesen Diagrammen im Prinzip beliebig komplizier-
te Formen, die fiir s — oo in Betracht gezogen werden miissen. Mit groferer
Komplexitat werden die Diagramme i.d. R. allerdings immer bedeutungsloser,
so dass iiblicherweise eine Entwicklung eine endliche Anzahl an Graphen bein-
haltet. Meist werden nur Graphen bis zum ,.Loop Pomeron* beriicksichtigt. In
Abbildung 15 sind ein ,, Triple Pomeron“- und ein ,Loop Pomeron‘-Graph dar-
gestellt.

Die Graphen in Abbildung 15 kénnen an drei verschieden Stellen geschnit-
ten werden. Ordnet man die Graphen ihrer Komplexitét nach, also zunéchst der
Austausch eines Reggeons, dann zwei usw. (bzw. Pomerons), dann ein ,,Triple-
Graph®, zwei usw., dann alle ,Loop-Graphen®, so liefern diese Graphen auf die-
se Weise, wie oben erwahnt, die Beitrdge zu einem Multpartikel-Endzustand.
Kombiniert mit einem Hadronisierungsverfahren werden daraus detektierbare
Endzusténde.

Die in DPMJET III verwendete Impulsdichteverteilung fiir die ,,Soft-Partonen*
ist fiir Valenzquarks von der Form (¢g-Trajektorien)
1

plx) ~ —0) mit einem ,Intercept von «(0) = 3
Tq
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und fiir Valenzdiquarks (qqgg-Trajektorien)

1
flx) ~ ) mit einem ,Intercept* von a(0) = —1.5
Lqq

An Abbildung 16 kann die Verteilung qualitativ veranschaulicht werden. Zu den
dargestellten Teilchen gehort natiirlich das Partnerteilchen.

Die ,,Strings” (oder Ketten), die sich zwischen den Konstituenten aufspannen
haben (sieche Abbildung 16 a) die Form

70A5( )70.5

p(z) ~x 1—=a

und in b) und ¢)
pa() ~ 2021 — )"

Diese Ketten bewegen sich unabhéingig voneinander. Schliefilich bekommen noch
Seequarks eine Verteilung der Form

pa(s) ~a !

Diese Verteilungen sind also im Wesentlichen durch den ,Intercept* (Achsen-
abschnitt «(0)) der zugeordneten Trajektorie (Reggeon/Pomeron) geprégt. Sie
sind fiir kleine Impulse = — 0 giiltig. Da sich hier aber die grofte Anzahl an
Partonen aufhalten, ist der Fehler gering.

Eine typische Dichteverteilung ohne Beteiligung der durch die pQCD berechne-
ten Objekten (,Hard Pomerons“) sieht so aus [37]

2ngs—1 2n4
- s 1 s
i=2 v i=1

Werden ng ,Soft Pomerons® ausgetauscht, so entstehen 2ns Ketten, die sich
zwischen den vorhandenen Valenzquarks aufspannen werden. In einer reinen
Hadronen-Reaktion kann auf diese Weise nur ein (ns = 1) solches Pomeron
ausgetauscht werden, sieche Abbildung 14, da ein Baryon nur in eine Quark-
Diquark oder Diquark-Quark Kombination zulésst. In Abbildung 17 sieht man
fiir eine solche Streuung einen Austausch von zwei ,Soft Pomerons*.

Ein Pomeron benutzt die Valenzquarks und 2 - (ng = 2) — 1 — 1 = 2 See-
und Antiseequarks spannen das zweite Pomeron auf. In Abbildung 18 sind in
einer Proton-Anti-Proton Streuung ein ,,Hard Pomeron* und ein ,,Soft Pomeron*
involviert [49]. Die harte Wechselwirkung ist hier eine gg — gg-Reaktion, an-
gedeutet durch die Wellenlinien, wobei die Gluonen sich im Endzustand in ein
Seequark-Antiseequark-Paar aufsplitten kénnen.

T p = p
q x q 1«
(a) (b) ©

Abbildung 16: Quarklinien in einem Meson und Proton [37].
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Abbildung 17:  Austausch zweier ,Soft Pomerons*.
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Abbildung 18: Darstellung eines zwei Pomeron-Austauschs, ein ,Hard Pome-
ron* und ein ,Soft Pomeron®, in einer Protonen-Anti-Protonen Kollision.

Die obige Impuls-Dichteverteilung muss, wenn (min.) ein ,Hard Pomeron*
zusétzlich betrachtet wird, abgewandelt werden. Ihre Form ist

2ns+2 1 2ns+24+ny 2ns+2+np
—0.5 1.5
pla) ~ II(;)x%S[ [[ sQofsi- > =
i=3 g i=2n4+3 i=1

und kann fir ny = nj, = 1 einfach tiberpriift werden. Die Funktion g(x;, Q;) be-
schreibt die Anzahlverteilung der Partonen, die in der harten Streuung beteiligt
sind. ,,Hard Pomeron“-Objekte sind wichtig, um hohe Transversalimpulse be-
schreiben zu kénnen. In dieser Arbeit interessieren vor allem die Prozesse unter
Beteiligung der ,,Hard Pomerons“, in denen schwere Quarks produziert werden
konnen.

Die Impulsverteilungen werden z. B. in [37] oder [27] iiber eine Mueller-Regge-
Analyse genauer betrachtet [50]. Dort wird die ,single particle inclusive“-Ver-
teilung betrachtet und auf die Regge-Amplitude A(s,t) ~ B(t)n(t)s*® zu-
riickgefiihrt, wie sie in diesem Abschnitt schon genannt wurde. Der Wirkungs-
querschnitt fiir einen solchen Prozess kann iiber den Austausch zweier Regge-
Trajektorien beschrieben werden. Eine Verallgemeinerung ist dann auf diffrak-
tive Teilchenverteilung mit der Masse M? (M? = (p; +ps — p3)?) relativ einfach
moglich (siehe z. B [35] oder Appendix C in [37]).



3 Einfiihrende Bemerkungen zu der Methode von
Frixione und Webber

Niitzlich ist eine Einteilung fiir die neuen Prozesse, die iiber die Feynman-
Diagramm-Technik berechnet wurden [4, 23], auf die im Weiteren immer wieder
zuriickgegriffen wird.

In den zwei Klassen, die als S-Klasse

99 — QQ

97 — QQ
und als H-Klasse -
99 — QQyg
97 — QQy
q9 — QQq

inklusive deren ladungskonjugierten Analogons bezeichnet werden und der Li-
teratur [4, 5] folgen, werden die neu implementierten Subprozesse referenziert,
die fiir die folgenden Betrachtungen notwendig sind.

Das eigentliche Problem, ndmlich das in der Einfiihrung schon erwéhnte ,,Double
Counting®, wird nun sichtbar durch die gewédhlte Einteilung der Subprozesse in
eine H- und S-Klasse: Durch den genannten Partonen-Schauer, wie er in jedem
Standard ,Monte Carlo“-Programm enthalten ist, kénnen einige Prozesse der
S-Klasse durch Emission eines extra Partons wihrend der Schauerphase Sub-
prozesse der H-Klasse generieren.

Die angefiihrten Prozesse der S-Klasse sind reine ,Flavour Creation“-Prozesse
(FCr). Neben solchen Prozessen existieren ,Flavour Excitation“-Prozesse (FEx)

qQ —qQ, qQ —qQ, gQ — gQ

Beide Prozessarten, FCr wie FEx, sind in einem ,,Monte Carlo“-Programm meist
enthalten (als LO-Matrixelemente). In PHOJET werden diese Subprozesse bis
einschliefslich ¢-Quark einbezogen.

Die Prozesse der H-Klasse beriicksichtigen keine FEx-Beitrdge, denn der vor-
liegende Algorithmus setzt fiir den initiierenden Subprozess masselose Partonen
voraus (masselos im Vergleich zu einer (prinzipiell) willkiirlichen Skala; diese
Skala ist hier die Masse der schweren Quarks my).

Die gleichzeitige Verwendung von NLO-Matrixelementen der H-Klasse und den
oben genannten LO-FEx-Prozessen wiirde zudem dazu fiihren, dass nun hier
Beitriige doppelt aufsummiert werden: Z. B. kann der NLO-Prozess gg — QQg
als eine Folge von einem Gluonen-Splitting-Prozess (¢ — QQ) und einem LO-
FEx-Prozess (¢QQ — ¢Q) aufgefasst werden. Das Gluonen-Splitting, welches
auch Bestandteil der ,Parton Density Functions* (PDFs) ist, wird aber auch
durch den Partonen-Schauer simuliert. Auf die Implementierung der FEx-Pro-
zesse wird daher verzichtet. Da die b-Quark Komponente in den Strukturfunk-
tionen im Vergleich zu den Up-, Down-, Strange- und Charm-Quarkdichten klein
ist, stellt das kein Problem dar.
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3.1 Numerische Auswertung und Eventgenerierung mit
BASES und SPRING

Mit den als Fortran-Code vorliegenden Prozessen fiithren die Packages BASES
und SPRING [13, 14] die nétigen allgemeinen numerische Berechnungen durch
(BASES) und erzeugen Events (SPRING) entsprechend den zugrunde liegen-
den Ausdriicken. Diese Berechnungen und die erzeugten Events werden in zwei
Files abgelegt (diese miissen die Namen ,mrs107.bases” und ,mrs107.integrals®
besitzen), die, wenn benétigt, durch DPMJET III herein geladen werden.

Der Inhalt des Eventfiles besteht aus fiinf Viererimpulsen, wobei einer der Im-
pulse das zusétzliche H-Parton darstellt. Wird ein Event der S-Klasse generiert,
ist dieser Vierervektor der Nullvektor. Gleichzeitig mit den Viererimpulsen wer-
den Flavorinhalt, Farbverlauf und Eventgewicht (£1) abgelegt (Kapitel 8).
Alle Events, die iiber SPRING generiert werden, sind exklusiv, es treten also
keine nicht beobachtbaren Zwischenzustéande auf, {iber die integriert wird (natiir-
lich sind partonische Subprozesse immer nicht beobachtbar, aber die verfiigbare
Subenergie wird fiir die Erzeugung der Endzusténde verwendet).

Die Events sind bis NLO-Genauigkeit erzeugt; weiche und harte Partonen-
emissionen werden wie durch den Partonen-Schauer und den NLO-Code re-
spektive behandelt (weich und hart bezeichnen die Partonenergie des emittier-
ten Partons; die Schaueralgorithmen der ,Monte Carlo“-Programme sind so kon-
struiert, dass die erste Emission auch die energiereichste ist. Allerdings ist zu be-
denken, dass Emissionen aus dem Anfangszustand unter DPMJET III/PHOJET
rickwdirts (,Backward-Algorithmus®, Abschnitt 6.4) geschehen, vom Ort der be-
tragsméfig groften Virtualitdt weg bis zu einer ,Cut Off“-Virtualitdt von etwa
1 GeV; alle nachfolgenden Emissionen sind in der Regel energiedrmer (weicher)).

3.2 Negative Event-Gewichte

Mit der Einfiihrung des modifizierten Subtraktionsschemas (Kapitel 4) werden
mit dem Programm SPRING auch Events generiert, die negative Gewichte ha-
ben. Sie sind also methodisch bedingt und sind unproblematisch. Ublicherwei-
se treten im Rahmen der Vorausgenerierung von Events durch SPRING etwa
25 %—30 % an negativen Gewichten auf, die nicht weiter zu reduzieren sind. Die-
ser Wert stellt grofenordnungsméfig die Anzahl der ,iiberschiissigen” ,,Double
Counting“-Partonen dar, wenn kein Subtraktionsterm fiir eine Korrektur sorgen
wiirde.

Uber das Schema konnen, wie in der Einfiihrung erwiihnt, ungewichtete Events
erzeugt werden (voreingestellt), wobei zusétzlich eine Trennung nach 2 — 2-
und 2 — 3-Kinematik moglich ist (S- und H-Events). Die negativen Events tre-
ten dann auf, wenn der zur Regularisierung notwendige Subtraktionsterm fiir
den betrachteten Phasenraumpunkt gréfer wird als der Term, der die Emission
eines Partons behandelt (,Real Emission“-Term im H-Event) oder der Counter-
term des ,,Real Emission“-Terms grofser ist als die restlichen Terme mit S-Event-
Kinematik (Kapitel 6, Gln. (42), (43)).

Behandelt werden diese Counterevents wie reale Events. Alle hadronisierten
Teilchen, die aus diesen Events produziert werden, bekommen beim Eintrag in
die Histogramme dieses Gewicht und fithren damit zu groferen statistischen
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Unsicherheiten in Bezug auf die betrachteten Observablen.

3.3 (-Subtraktion

Die Zeta-Subtraktion ist eng verkniipft mit den oben eingefiihrten negativen
Event-Gewichten. Die analytischen Ausdriicke, die fiir diese Generierung not-
wendig sind, und die in [23] zu finden sind, wurden mit Hilfe einer Standard-
subtraktion ausgefithrt und beziehen sich ausschlieflich auf die H-Prozesse.
Die Standardsubtraktion fiithrt mit Hilfe von Distributionen (Abschnitt 2.3) ki-
nematische ,Cuts® ein, z. B. kann erst ein schweres Quark-Paar erzeugt werden,
wenn die quadratische Schwerpunktsenergie (des Subprozesses) grofer ist als
das Quadrat der Ruhemasse des Paares, also

824m§

Ahnliches gilt fiir die Emissionsrichtung des H-Partons.
Das Zeta-Subtraktionsschema fiihrt dazu einen neuen Parameter

2 2 4k%
<>P(x7y):(1_x)(1_y):T7 O<C§1

ein. Die Vorgabe eines Wertes fiir ¢ fiihrt zu neuen Mindestwerten z,y (in Ein-
heiten der partonischen Schwerpunktsenergie s), die das H-Parton annehmen
muss, um emittiert werden zu kénnen. x,y sind verbunden mit der ,Energie*
und dem ,Winkel“ des emittierten H-Partons, und kp ist der Transversalimpuls
des H-Partons. Diese Gleichung kann als eine Art ,Blende* vor dem Emissi-
onstrichter (fiir die Counterterme), in dem das Parton emittiert wird, gesehen
werden. Der Wert ¢ setzt damit einen Mindestwert fiir den Transversalimpuls
an. In dem erlaubten Bereich (gegeben durch Vorgabe des Wertes fiir ¢) kénnen
die Counterterme, allerdings in nur sehr geringer Weise, reduziert werden.

In dem Zeta-Subtraktionsschema werden neben einer Abénderung der Distri-
bution, in dem den Countertermen eine Thetafunktion vorangestellt wird, die
Parameter des Standard-Subtraktionsverfahren als untere Grenze fiir die neu
definierten Parameter genommen, und alle analytischen Ausdriicke unterliegen
einer Verinderung, die aber einfach zu bestimmen ist (siche Anhang A, D in
[4, 5]). Das resultiert letztendlich in einer Verinderung des Wirkungsquerschnit-
tes AdagZ’Ci’f ) fiir die einzelnen Bereiche des Phasenraums (,Soft“, Kollinear*
und ,Real“), in dem das H-Parton emittiert wird.
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4 Methodische Grundlagen zur Auswertung der
vorliegenden Integrale

»Monte Carlo“-Generatoren erlauben es, auf einfache Weise Observable zu be-
rechnen. Wihrend der ,Monte Carlo“-Phase werden die gewiinschten beobacht-
baren Grofen bis zu einer bestimmten (perturbativen) Ordnung (iiblicherweise
bis LO, wie in dem Programm DPMJET III) berechnet.

Gekoppelt an diese numerische Berechnung ist der anschlieffende Partonen-
Schauer. In dieser Phase wird den erzeugten Ur-Events die Moglichkeit geboten,
weitere Partonen zu emittieren, was zu einer typischen Korrektur fithrt (,,Lea-
ding Log*). Dieses ist in einer konstruktiven Weise moglich, da in der so genann-
ten ,Leading Logarithmic*“-N&herung (oder auch ,Leading Pole Approximation®
genannt) die Partonen-Emissionen faktorisieren (sieche Ende Abschnitt 2.3, Gln.
(17) und (18)). In dieser Naherung wird eine Observable damit bis zur Ordnung

2
()" ()
beriicksichtigt, wobei n beliebig grof werden kann; A kann hier eine ,,Cut Off*-
Masse darstellen.

Die Erweiterung der Genauigkeit bis NLO iiber perturbative Rechnungen ist seit
langem moglich [23]. Schwierigkeiten entstehen in der anschliefenden Partonen-
Schauer-Phase, da in diesem Abschnitt der Eventgenerierung Konfigurationen
erzeugt werden konnen, die in den vorangegangenen numerischen Berechnungen
des ,Monte Carlo“-Generators schon Beriicksichtigung gefunden haben.

In diesem Kapitel wird zunéchst das modifizierte Subtraktionsverfahren zur Be-
hebung dieses Defizits anhand eines vereinfachten Modellsystems dargelegt.

In der folgenden Diskussion wird mit z; die Energie des betrachteten Systems
beschrieben, wobei x); die maximal verfiighare Energie darstellt. Werden keine
Teilchen emittiert, verbleibt dem System diese Energie. Die ,Born“-Ordnung in
der Stérungsrechnung ist dafiir ein Beispiel. Werden hingegen Teilchen emit-
tiert, so wird dem System die Energie = entzogen, und es verbleibt 2/, = 2, — x
mit 0 < z < x, < 1. Ein Beispiel dafiir ist der Realgraph zur Ordnung O(a?).
In dieser Ordnung wird die Emission eines Partons betrachtet.

4.1 ,Slicing’* vs. ,,Subtraktion*

Der Ausgangspunkt dieser Methode ist die Berechnung einer infrared safe-
Observablen zur Ordnung NLO. ¢ ist der Regularisierungsparameter (Dimen-
sionale Regularisierung, Appendix B) aus N = 4 — 2¢, € < 0. In der Einfiihrung
war es der Parameter ¢ > 0. Ob dieser Parameter in der einen oder anderen
Form vorliegt, ist situationsabhéingig (B)

(©0) = lim dxx‘QEO(fB)[(;l_Z)B + (;l—;)v + (;l_Z)R]

e—0 0
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Die einzelnen Terme sind
do
- = Bo 26
() -5 (26)

Das ist der ,Born“-Term. Er entspricht dem Beitrag zu einer Observablen ohne
Emission.
Der néchste Term ist der ,virtuelle Beitrag und ist von der Form

(Z—;)V =a (g + V) 5(x) (27)

Er enthélt den Beitrag, der bei der Limes-Bildung eine potentielle Divergenz des
néchsten Terms (,Realbeitrag") weg hebt (es ist der Counterterm zum néchsten
Beitrag). Der ,Realbeitrag” entspricht der Emission eines Partons. Er lautet

(), -2

a ist die Kopplungskonstante in diesem Modellsystem. An R(z) wird die For-
derung lim, .o R(z) = B gestellt. Entzieht man dem System die Moglichkeit,
Partonen zu emittieren (a — 0), gelangt man (prinzipiell) bzgl. der Stérungs-
rechnung eine Ordnung tiefer (von NLO zu LO).

In der ,Slicing“~-Methode gilt unabhéngig von dem Parameter 6, = §

(O)p = BOW). () =a (5 +7) 00

Sie behandelt den ,Realausdruck®, wie in der Einfithrung gezeigt. Ein Parameter
0 unterteilt das Integrationsgebiet in zwei Teile, und zwar so, dass die auftre-
tenden Divergenzen fiir  — 0 vom (vermuteten) Hauptbeitrag getrennt werden

(O)r = /0(S doz™*0(x) <Z—;)R+/Eldm2€0(:ﬂ) <Z_;)R

Im ersten Term werden R(x) und O(z) dann bis zur 1. Ordnung um z = 0 in
eine Taylorserie entwickelt. Im zweiten Term kann € = 0 gesetzt werden, da hier
sicher keine divergenten Ausdriicke auftreten. Man erreicht folgende Gestalt

T

(OYn = aB(0)0(0) /O(S P /: dz O(x) <Z—;)R +0®)

X

bzw.

1
(OYr = aB(0)0O(0) <—2l€ + logé) + a/g dxM + O(d,¢)

X

Der e-Term hebt sich mit dem ,yvirtuellen” e-Beitrag heraus. Ubrig bleibt ein
Term log 0 sowie Ordnungen O(6), die nicht berechnet werden kénnen und we-
gen der Kleinheit von § vernachléssigt werden. Dass das erlaubt ist, muss dann
erst noch gepriift werden.
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Die ,,Subtraktions“-Methode erlaubt es, den Realbeitrag (Gln. (28)) auf folgende
Form zu bringen

1 —2¢ 1
(O)r = aBO(O)/O dxxx +a/0 dmO(x)R(;l)Jrze Bo)
Das erste Integral wird addiert und wieder abgezogen. Das zweite Integral ent-
hélt keine Divergenzen mehr, und es ist mdéglich, e = 0 zu setzen.

Der erste Term ist leicht zu integrieren und liefert —a%O(O). Diesen Term iden-
tifiziert man auch in dem ,yirtuellen” Beitrag. Beide kiirzen sich heraus. Ohne
e-Abhéngigkeit lassen sich die Terme in folgender Weise zusammenfassen

T

1
(O)sup = BO(0) + a {VO(O) +/0 g QW R(@) ~ BO(O)}

Nach einer weiteren, einfachen Manipulation wird das Integral zu

(O) gy = /O i [O(x) =) L 00)(B +aVv ﬁ)}

x x

Dieser Ausdruck garantiert eine korrekte Behandlung der Observablen O (bzw.
des Operators O) bis NLO, und im Vergleich fiihrt diese ,,Subtraktions“-Methode
keine Parameter bzw. Niaherungen ein. Fiir O = 1 ergibt sich aus diesem Inte-
gral der totale Wirkungsquerschnitt oyo;.

4.2 Modifizierte Subtraktion

Trotz der Vorteile einer ,,Subtraktions“-Methode gegeniiber der ,,Slicing“~-Methode
wiirde eine ,Monte Carlo“-typische (also numerische) Auswertung noch ineffizi-
ent sein. Das Integral

“Rx(x) +O(0)(B +aV — % ) (29)

O = [ e o)

beinhaltet Ausdriicke, die fiir kleine 2 mit der erwahnten numerischen Auswer-
tung divergent werden kénnen, und die Berechnung des Integranden wiirde mit
einem verninftigen Abschneideparameter § zu grofsen Absolutwerten fiithren.
Fiir eine Konvergenz miissten zu viele Werte des Integrals berechnet werden,
was zu der oben erwéhnten Ineffizienz fiihrt.

Zudem lautet eine weitere Frage, wie iiber die neue Methode der Partonen-
Schauer addquat einbezogen werden kann (bzw.: Wie kann der stérende Anteil
des Partonen-Schauer effektiv simuliert werden?), ohne die NLO-Eigenschaft
dieser Methode zu zerstoren, aber mit der zusétzlichen und notwendigen Eigen-
schaft, den stoérenden ,Double Counting“-Anteil heraus rechnen zu kénnen.

Als Ansatzpunkt dafiir, den Einfluss des Partonen-Schauer auf eine Grofe O
néher zu bestimmen, kann man die Observable O selbst wahlen. Der Punkt ist
nun, eine Funktion zu wihlen (im Weiteren Interface Ip;¢ genannt), die selbst
einen Wirkungsquerschnitt bzw. einen differentiellen Wirkungsquerschnitt dar-
stellt. Mit dieser Forderung ist dann automatisch die Messung der emittierten
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Anzahl an Partonen verbunden, die wihrend N Events generiert wurden. Ent-
halten in diesem Interface sind alle wahrend des Partonen-Schauers generierten
Partonen, sowie dasjenige Parton, welches als ,Next to Leading Order“-Parton
emittiert wurde.

Dieser Interpretation liegt die Tatsache zugrunde, dass ein beliebiger Streupro-
zess durch ein ,Erzeugendes Funktional* vollstdndig beschrieben werden kann
(siehe z. B. [51]). Es kann in der Form

G =Y %/Hdpi On(D1,- - Pn)UP1) - .. Qpy)

angegeben werden. Die Hilfs- oder Parameterfunktionen 2 stellen in diesem Zu-
sammenhang Messoperatoren dar, die mit dem aktuellen Streuprozess assoziiert
sind (dabei sollen der Einfachheit halber infrarotsichere Funktionen 2 betrach-
tet werden; tiber einfache Auswertungen durch Funktionalableitungen nach den
Parameterfunktionen kénnen an gewissen Stellen, z. B. Q = 0, die Koeffizien-
ten des Funktionals gewonnen werden; beispielsweise liefert das Funktional mit
Q =1 den totalen Wirkungsquerschnitt zurtick).

Die Partonenproduktion wahrend eines Prozesses kann, wie erwihnt, sowohl
iiber die Beschreibung durch Matrixelemente als auch iiber den Einsatz des
Partonen-Schauers physikalisch sinnvoll beschrieben werden. Beide Methoden
sind jedoch auch unabhéngig voneinander, so dass eine ,,Compound Prozess-
Relation” mit Hilfe der Erzeugenden Funktionen geschrieben werden kann

GGesamt [Q] - GME [GPS[QH

In der Literatur [4, 5] werden Beitrige, die durch einen der Messoperatoren
Q1,...,8, beschrieben werden, und die ohne Partonen-Schauer bisher durch
O(z) referenziert wurden, mit Ip;c bezeichnet. Die Beriicksichtigung des Par-
tonen-Schauers in einem Prozess fiihrt zu einer Ersetzung der Form

O(z) & Iye(O(x), zp(x))

Das Kiirzel ,MC* wird im weiteren Text der Arbeit fast synonym fiir die Ein-
beziehung des Partonen-Schauer benutzt werden. Auch wird weiterhin die Rede
von dem Interface Ip;¢ sein, mit dem die Beitrdge durch den Partonen-Schauer
implementiert werden.

Fiir eine Ableitung des Interfaces sei nun A die Anzahl an emittierten Par-
tonen in dem Bereich (O — §0/2,0 + §O/2), definiert iiber

0(0 +60/2 — 0,)0(0; — O + 50/2)

P
N((z,21)7—1;0,80) =

Jj=
mit 1 < p < n+ 1, wobei die Observable O im Allgemeinen von der (den)
Integrationsvariablen abhéngig ist (was hier der Einfachheit halber unterdriickt
ist), und n ist die totale Anzahl an emittierten Partonen. Der Definitionsbereich
der Variablen p reicht wegen des zusétzlichen NLO-Partons bis n + 1 (schaltet
man also den Partonen-Schauer ab, so wird in dieser Zéhlung nur das H-Parton
betrachtet).
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Der rechte Anteil des Ausdrucks stellt eine Folge von Histogramm-Bins der Brei-
te §O dar, wobei O ein physikalischer Wert ist, den die Observable O annehmen
kann. Schliefslich sind O; mogliche Werte der Observablen O, ausgewertet an
den ,Stiitzstellen” x;, gewdhlt innerhalb der Breite §O.

Der Ubergang zum differentiellen Wirkungsquerschnitt wird iiber die Limes

N
Inic (0,20 (7)) = i 6%{10 ZN((J), 2 0,50)
i=0

vollzogen. n; bezeichnet die Anzahl der N emittierten Partonen, die fiir die
Observable O eingetragen wurden.
Wird der Partonen-Schauer abgeschaltet, so ergibt die obige Definition

Inie (O(x), zpr () = 6(0 — O(x))

denn nur das zusétzlich generierte NLO-Parton wird in den Bins zu finden sein.
Es ergibt sich sofort noch fiir diesen Spezialfall die Eigenschaft

/ A0 Iy (O(x), war () = 1

Mit dieser Definition und der letzten Eigenschaft ist in LO-N&herung (a=0)
sofort erkennbar, dass in (O) sy (Gln. (29)) mit der formalen Ersetzung

O(z) = Inc(0(z), zm ()

der Ausdruck zu
dUB

~o = Bluc(0.1)
umgeformt werden kann. Man beachte, das die maximal verfiighare Energie des
Systems xps(x) = 1 ist und damit 25,(0) = 1. Eine Integration iiber O liefert
die totale Rate B zuriick.
Hinreichend ist die Ersetzung der Observablen durch das Interface allerdings
noch nicht. Beide Ausdriicke, jeweils nach I(O,1) und I(O,zp(x)) sind fiir
kleine Werte = immer noch unbrauchbar fiir eine ,Monte Carlo“-typische (nu-
merische) Auswertung.
Um dieses Problem zu umgehen, wird in das Schema (Gln. (29)) zusétzlich ein
Term eingefiigt (Subtraktionsterm), der einen regularisierenden Einfluss auf die
sonst divergent werdenden Groéfen ausiibt. Erwartet werden muss, dass dieser
hinzugefiigte Term selbst keinen Beitrag (bis NLO) zu der formalen Observa-
blen O liefert. Dazu ist ein Beispiel im kommenden Abschnitt angefiihrt, was
zeigen wird, dass diese Ersetzung bis NLO die zusétzliche Eigenschaft besitzt,
auch den stérenden Partonen-Schauer-Beitrag eliminieren zu konnen, der nach
der Ersetzung O — I(O,zp(x)) von der Form I(O,1)B ist. Bezogen auf die
QCD legt das nahe, dass der kiinstlich hinzugefiigte Subtraktionsterm generell
von der Form

(O, zp(x))dop

zu sein hat, wobei dop der differentielle Beitrag zum Wirkungsquerschnitt zur
»Born“-Ordnung ist.
Die Abénderung des Schemas lautet also formal

O(z) = Inc(O(z), 0 (x))
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mit deren Hilfe es moglich sein wird, Einfluss auf die Kontrollgréften zu bekom-
men, plus Einfiigen eines Subtraktionsterms.

Angegeben sei hier zunéchst nur das modifizierte Integral fiir diesen Spezialfall,
das alle Forderungen erfiillt (siche dazu das Beispiel im Abschnitt 4.4)

@ / " [chw,xM) (a(R(m) —BQ(w))) 50

xT

+ Ine(0,1) (B+aV+ %)]

mit xp; = xp(z) im ersten und xj; = 1 im zweiten Term, mit allen Eigenschaf-
ten aus Abschnitt 4.1.

4.3 Konstruktion des Interfaces fiir das Einfiihrungsmo-
dell

Es folgt eine konstruktive Darstellung des Interfaces Ip;c. Nach wie vor wird
hier das Modellsystem aus dem Abschnitt dariiber betrachtet.
Dazu wird lediglich der ,Sudakov“-Faktor A benétigt. Dieser Faktor ist essenzi-
eller Bestandteil der meisten Partonen-Schauer und stellt, wie in der Einfiihrung
angedeutet, eine Art Dadmpfungsfaktor dar, der eine Wahrscheinlichkeit angibt,
dass der Partonen-Schauer innerhalb des betrachteten Intervalls keine Partonen
emittiert.
Wie vorher schon erwéhnt, kann nach der erfolgreichen Ableitung des Inter-
faces die notwendige Wahrscheinlichkeit fiir keine oder eine Partonenemission
analytisch angegeben und in das modifizierte Subtraktionsverfahren eingebaut
werden.
Mit

Pn(xlv s 7mn)
soll die Wahrscheinlichkeit benannt sein, dass n Partonen wéhrend der Schau-
erphase emittiert werden. Die Identifikation ist dann, dass

P() = A(i[:o, LEM({E))

und A(xzg, zp(x)) der ,Sudakov-Term ist. In diesem Modellfall kann er mit

A, ¢) = e~ fy =9

angeben werden, wobei der Partonenemissions-Term ) den Bedingungen

geniigt. Diese Bedingungen spiegeln das richtige Verhalten wider, denn kleine z
bedeuten fiir das System einen kleinen Energieverlust. Umgekehrt kann z ma-
ximal 1 werden, und dem ,Reservoir* @(z) verbleibt fiir eine erneute Emission
keine Moglichkeit. Das genaue Aussehen der Funktion @Q(z) spielt hier keine
Rolle. In Kapitel 6 muss (insbesondere Abschnitt 6.4), damit die Methode auf
die QCD angewendet werden kann, diese Funktion genau aufgefiihrt werden.
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Das stellt aber kein Problem dar, denn die Algorithmen, um einen Partonen-
Schauer zu generieren, sind bekannt.

xo ist ein (kleiner) ,Cut Off“-Parameter. Da mit x die Energie eines Partons
bezeichnet wird, muss zg kleiner als die minimale notwendige Energie fiir das
Auflésen eines Partons wahrend einer Messung sein. Ist dieser Parameter nicht
vorhanden, tauchen in dem Modell Divergenzen auf (hier ist es speziell eine in-
frarote Divergenz). In Kapitel 6, in dem dieses Methode auf die QCD ausgewei-
tet wird, ist dieser Umstand von Vorteil. Dort werden ,,Soft“- und ,Kollineare®-
Divergenzen auftauchen. Diese sind derart, dass sie (fast) das divergente Verhal-
ten des ,Real Emission“-Beitrages abfangen kénnen, wodurch erst eine Trennung
der S- von der H-Klasse moglich wird.

Mit der Faktorisierungsannahme lésst sich dann P, ableiten

Puler, . 2a) = 0" Alao,ear(@)Oear (@) — o) [ E2 00, — 210)
i=1

Die Forderung, dass Py + > ., fol (IT, dz;) P, = 1 mit Py = Py ist, wird
erfiillt mit

1 n n

a

P, = Ildi P (x1,...,2p) = —
/O (i—l x) (xl x) n'

Das n! entsteht durch die Vertauschbarkeit der n emittierten Teilchen.
Es ist nun moglich, das Funktional Ip;c (O, zar(x)) explizit anzugeben iiber

z () P "
/ dz@ Ao, 2 () (31)

Zo

[e%e} 1 n

Ine (0, zar () = Poa(o—O(x))+Z/ <H dxi> Po(z1,...,2,)0(0—0(x))
n=170 \i=1

Es hat die Eigenschalft,

/dOIMc(O,J)ju(J))) =1

die fiir generierende Funktionen erforderlich sind. Eingesetzt in das Funktional
des Ur-Prozesses liefert wie gesagt

do ! aR(x) aB
— = dr | I — I )| B - —
0 /0 x{Mc(O(x),xM)< . >+ e (0(0), )( +aV - — ﬂ
Die Integration iiber die Observable O deckt natiirlich den totalen Wirkungs-

querschnitt auf
1 p—
Otot = / dx {B +aV + aw}
0 x

Das Integral plus regularisierende Modifikation durch den Subtraktionsterm
wird dann definiert tiber

;l_g _ 01 dz [IMC(OJUM) (a(R(x) ;BQ(x)))
+ Inc(0,1) (B +taV + %)]
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mit zp; = zp(x) im ersten und zp; = 1 im zweiten Term. Beide zusétzlich
hinzugefiigten Subtraktionsterme werden kompensiert durch den Term

Inc(0,1)B

(Partonen-Schauer-Beitrag), wie das folgende Beispiel zeigen wird.

4.4 Das Interface bis zur , Ein-Photon‘~-N&dherung fiir das
Einfiihrungsmodell

Ausgangspunkt ist das modifizierte Integral aus Abschnitt 4.2, (Gln. (30)),

Ccli_g _ /Oldx [IMc(O,xM) (a(R(fﬂ) ;BQ(w))) (32)

+ Ine(0,1) (B+aV+ %)] (33)

Die Emission eines Partons entspricht der Entwicklung des Interfaces zur Ord-
nung O(a). Der erste Summand unter dem Integral (Gln. (32)) ist dann schon
in dieser Ordnung vorhanden, womit das entsprechende Interface nur bis zur 0.
Ordnung entwickelt werden muss

Inic (O, 20 () = Pod(O — O(x)) + O(a) = 0(0 — O(z)) + O(a)
wobei Py = A(xg, zp (7)) ~ 1 — af;OM(I) sziZ) =1+ 0O(a).

Der zweite Interfaceterm (Gln. (33)) ist etwas komplizierter, denn in dem mo-
difizierten Integral stehen im zweiten Integranden Terme zur Ordnung a° und
a'. Das Interface muss nun also bis zur Ordnung a' entwickelt werden

I (0,1) = A(zo,1)8(0 — 0(0)) + a/ dt@A(mo, 1)6(0 — O(t)) +O(a?)

keine zusétzliche Emission

zuséatzliche Emission eines Partons

Die geklammerten Ausdriicke entsprechen dem Fall n = 0 und n = 1 der Defini-
tion des Interfaces (Gln. (31)), wobei im Fall, dass dem ,,Reservoir* fiir eine Par-
tonenauflosung keine Energie mehr verbleibt, noch Ine (O, 20 (2)) = Ipye (0, 1)
fiir x =0 — 27(0) = 1 zu beachten ist, sowie die Benutzung von

P [ 429

Mit der Entwicklung des ,Sudakov-Terms A(zg, 1) bis zur Ordnung a'
1
t
Az, 1)~ 1 —a/ dt@
o t

lasst sich der Term weiter zusammenfassen, und es entsteht

IMC(Oa]-): (1_ t

) 5(0 — 0(0)) (34)

Zo

+a /: dt@&(o — O(t)) + O(a?)
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Setzt man dieses Integral zusammen mit /o (O, 2 (2)) = (O — O(x)) in die
Definition (Gln. (32), (33)) ein, so ergibt sich fiir den ersten Summanden der

Ausdruck
(R(z) — BQ(Q?))}

T

/01 d {5(0 —0(x))2

Als néchstes wird das Interface aus Gln. (34), entwickelt bis O(a), multipliziert
mit Gln. (33). Das Zwischenergebnis lautet hierfiir dann

/1d:c[(B—aB 1dt@>5(0—0(0))+a3 1dt@5(0—0(t>)+
0 zo o

(aV + M) 5(0 — 0(0)) + 6(0 — O(x) (G(R(a:) — BQ@;)))}

x T

Das Ordnen nach den verschiedenen Deltafunktionen,
5(0 = 0(0)), und §(0 — O(x))
liefert (ohne das Integral fol dr)

5(0 — 0(0)) [B +aVv — %}

und

50 - 0(a) [0~ 5]

T
sowie den Rest

aBQ(@)

X

5(0 — 0(0)) — aB 1 dt@(s(o —0(0)) + aB/1 dt@(s(o —0(t)

zo

Durch Aufspalten des Integrals in fol do = fxlo dz+ [° dz kann man alle Terme,
die die Funktion Q(z) enthalten, weiter zusammenfassen. Das liefert

aR(x) aB

do _ +6(0 —0(0))(B +aV — 7)]

2 /0 dz[3(0 — O(x))

X

+aB /x 2% 150 — 0(0)) = 5(0 = O())] + O
0 x

Eine weitere Integration iiber die (formale) Observable deckt auch hier wieder
den totalen Wirkungsquerschnitt bis zur Ordnung NLO auf (O(a?))

d
/dO% — Otot

Das zweite Integral enthilt eine ,,Cut Off-dhnliche Abhéngigkeit (entsprechend
dem ,Soft“- und ,Kollinearen‘-Regime der QCD), die nicht zu Null gesetzt wer-
den darf. Man erhélt dadurch eine kleine Korrektur zur Ordnung a bzw. «s.
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5 Kinematische Grundlagen

In diesem Abschnitt werden fiir die Konstruktion des Subtraktionsterms alle not-
wendigen kinematischen Grofen und Zusammenhénge hergeleitet. Diese bein-
halten die einen Subprozess beschreibenden Mandelstam-Invarianten (s, ¢, )
und die Impulse (271, x2). Dabei muss grundsétzlich zwischen einer Emission
eines Partons aus dem Anfangs- und Endzustand unterschieden werden. Diese
Grofsen dienen als spétere Grundlage fiir die Auswertung der vorhandenen Ma-
trixelemente und Strukturfunktionen.
Die Vorgehensweise ist fiir die Partonenemission aus dem Anfangs- und Endzu-
stand gleich. Betrachtet wird zunédchst die Emission eines Partons, welches eine
2 — 3-Kinematik darstellt. Dieser Graph wird im Subtraktionsterm auf eine
reine 2 — 2-Kinematik unter Ableitung der o.g. Grofen zuriickgefiihrt. Es ist
natiirlich nicht moglich, einen ,Dreiteilchenendzustand“ auf eine reine 2 — 2-
Kinematik zu reduzieren, bzw. eine echte stérungstheoretische Ordnung auf ei-
ne darunter liegende Ordnung abzubilden. Vielmehr wird iiber diese Methode
die ,Partonen-Schauer-Kinematik* reduziert. Dass das moglich ist, sieht man
am einfachsten an der Reihenentwicklung aus der Einfithrung, Seite 5, und der
dariiber stehenden ,Leading Log*“FEigenschaft. Die Reduktion solcher Graphen
(bzw. ihre Beitrige zu einer messbaren Grofe) um die LL-Terme kann durch
eine reine Redefinition der Reihen-Koeffizienten erreicht werden (im Speziellen
wird, wie in dieser Arbeit geschehen, jeweils eine einzige Partonenemission be-
trachtet).
Partonen, die wiahrend eines Schauers von den &ufseren Linie emittiert werden,
verbessern das beobachtbare Endzustandsspektrum, denn in der Hadronisie-
rungsphase werden diese zuséatzlichen Partikel auch in detektierbare Hadronen
konvertiert (natiirlich nur, sofern der Algorithmus richtig ist, der Emissionen
aus dem Anfangs- und Endzustand beschreibt, was auch fiir die Phase der Ha-
dronisierung gilt; wie diese beiden Bereiche korrekt arbeiten miissen, ist aber
bekannt).
Observable kénnen in einem Eventgenerator wie DPMJET III nur bis zu der
Ordnung korrekt berechnet werden, wie die in dem Programm zugrunde liegende
und umgesetzte Storungsordnung. Alle harten Subprozesse liegen in DPMJET 111
bis LO vor (also bis zur Ordnung a?). Die oben erwiihnte und anschliefende
Partonen-Schauer-Phase verbessert diese Ordnung um Terme proportional zu
2

(o) 1"(%)
wobei in dieser Phase n Partonenemissionen vorkommen. A stellt eine Massen-
Skala (die im Bereich von 200 MeV liegt) dar. @ ist prinzipiell willkiirlich und
stellt ebenfalls eine (invariante) Masse dar. Es gibt verschiedene Moglichkei-
ten, Q einen Wert zuzuweisen, z. B. ist Q? = p? oder Q% = p? + m? mdglich.
Im Rahmen der Voausgenerierung der b-Events sind in dem Programm BASES
beide Skalen eingebaut worden, da PHOJET masselose Anfangszusténde (leich-
te Partonen) betrachtet, PYTHIA hingegen betrachtet massebehaftete Endzu-
stinde (schwere Quarks). Alle berechneten und im Folgenden aufgefiithrten Aus-
driicke werden unter der Annahme einer ,,Partonen-Schauer-Kinematik* abgelei-
tet (so wie sie in den meisten ,,Monte Carlo“-Programmen vorhanden sind) [10],
unter der die emittierten Teilchen (Partonen) nicht sehr viel Energie/Impuls
von dem Mutterparton abzweigen. Im Phasenraum ist es der ,,Soft /Kollineare“-
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Bereich, den diese emittierten Partonen einnehmen (z. B. verdndern Partonen
ihre (natiirlich nicht beobachtbare) Rapidititsverteilung nach einer Emission
eines Partonen-Schauer-Partons kaum). Die Konsequenz daraus ist, wie in der
Einfiihrung erwéhnt, dass im Gegensatz zum Gebrauch von Matrixelementen zur
Beschreibung von Endzustéinden, der Partonen-Schauer-Ansatz nicht die volle
Information iiber den Phasenraum zur Berechnung der Observablen liefert. Der
»Schauer-Ansatz" ist dagegen wesentlich einfacher in einem Computerprogramm
umzusetzen und liefert hinreichend gute Ergebnisse.

Der Grund fiir das oben erwihnte Vorgehen, die Kinematik zu reduzieren, liegt
in dem Subtraktionsverfahren, denn sowohl die LO-Terme als auch die NLO-
Terme werden unter dem Integral erwartet, so dass das Mafs des Integrals im
Falle der QCD eine Integration iiber fiinf Parameter sein wird (21, 22, ¢3), wobei
z; die Impulse und ¢3 der Phasenraum eines ,,Dreiteilchenendzustands® darstel-
len. Das Modellsystem aus dem vorherigen Kapitel bezog sich dagegen auf den
(unrealistischen) Fall einer eindimensionalen Emission von (masselosen) Pho-
tonen/Partonen. Die Erweiterung auf die QCD (Kapitel 6) soll natiirlich eine
isotrope Emission von Partonen im Raum zulassen. Das fiihrt zu der schon er-
wahnten FErweiterung” des Phasenraums auf einen ,Dreiteilchenendzustands
¢s, also der Moglichkeit der Emission eines emittierten Partons in eine prinzi-
piell beliebige Raumrichtung.

Alle Prozesskonfigurationen aus der S- oder H-Klasse, wie sie in Kapitel 3 defi-
niert wurden, werden dariiber berechenbar sein. Das legt nahe, S-Konfiguratio-
nen als ,Grenzfall* einer H-Konfiguration zu betrachten. Jeder Punkt aus dem
Konfigurationsraum z1, 22, ¢3 entspricht dann einem Prozess aus der H-Klasse,
die Prozesse der S-Klasse werden dann durch eine Abbildung (Map) Prg_.g
generiert. Technisch ist dies ein einfacher Grenzprozess (der korrespondieren-
de H-Prozess wird ,Soft /Kollinear* betrachtet), woraus dann alle notwendigen
Variablen berechnet werden. Sie erlaubt es, den betreffenden Anteil des messba-
ren Wirkungsquerschnittes, ndmlich den harten Subprozess, der im Wesentli-
chen durch die Matrixelement zum Ausdruck kommt, auf eine eindeutige Weise
fiir einen Prozess aus der S- oder H-Klasse mit einem Satz an Mandelstam-
Invarianten und Viererimpulsen zu charakterisieren. Das ist fiir die Definition
des Ausgangsintegrals zur Berechnung des totalen Wirkungsquerschnittes not-
wendig.

Die Vorarbeiten geschehen in diesem Kapitel, wobei das Resultat zunéchst noch
in zwei verschiedenen Maps (fiir S und H) besteht. Einen Abschluss findet die
Diskussion in Kapitel 6, Abschnitt 6.6.

Emissionen aus dem Anfangszustand werden durch den PHOJET-Partonen-
Schauer-Algorithmus bewerkstelligt, Endzustandsemissionen werden durch das
Programm PYTHIA generiert. Beide Algorithmen besitzen denselben Aufbau
(mit gleichem ,Sudakov“-Faktor), benutzen also den gleichen Algorithmus sowie
die gleichen Schauer-Variablen.

Von den hier erzielten Ergebnissen, insbesondere das Ableiten der Schauer-
Variablen nach den Variablen aus Phasenraum ¢3, wird erst ab Kapitel 6 Ge-
brauch gemacht.

65



5.1 Eine Partonenemission aus dem Anfangszustand —,.In-
itial State“~-Emission (ISR)

Die Variablen mit 2 — 2-Kinematik werden generell {iberdacht, und die einge-
henden Partonen werden dabei mit

D1 =T1P (35)
D2 = To P

bezeichnet (hierbei sind Py, P» die Hadronenimpulse; die Massen der einlaufen-
den Partonen werden als Null angenommen, die der Hadronen werden vernach-
lassigt). Die Grofen Z; (und auch die Grofen z;) werden in allen Zusammen-
héingen als ,Impulse” bezeichnet, obwohl sie dimensionslose Gréfsen darstellen
und mit Gln. (35) einen Wertebereich von 0, ..., 1 annehmen kénnen. Sie stellen
mit der Gln. (35) einen skalierten Impuls dar. Diese Aussagen gelten fiir alle
Abschnitte.

Die Impulse der aus dem Prozess laufenden schweren (Masse mg) Quarks seien
k‘l und k‘g.

| mm—
E1
al= iIF’I
p2= xzpz _
k2
P e

Abbildung 19: Eine generische Darstellung eines 2 — 2 Prozesses.

Die Mandelstam-Invarianten, die diesem Prozess zugehéren, lauten

S 2p1p2,
t = —2pik1+ mip
T 2mé—§—f:—2pll_cg+mé

sodass 5+t 4+ 1 = Zmé und § = 71725y, wobei Sy = (P + P)? die totale
Energie ist. Die Massen der schweren Quarks kénnen noch in die Invarianten
hinein gezogen werden, also £ = £ — mé und @ = u— m?Q Parametrisiert man die
Partonen-Impulse im Massemittelpunkt-System (,Center of Mass“-System) der
Partonen, py o = £(1,0,0,+1) und k1 » = (E, £kr,0, £k1), dann ist es moglich,
die Invarianten durch

—AF?, = —2E(E — k1), i = —2B(E + 1)

Vo]l

zu beschreiben, wobei kz, die longitudinale Komponente von k; oder —ks ist.
Die Impulse einer 2 — 3-Konfiguration, die diesen Prozess kennzeichnen (Abbil-
dung 20), werden fiir die eingehenden Partonen mit p; = x1P; und ps = 22 P,
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angegeben, und mit ky, ko werden die Viererimpulse der schweren Quarks be-
nannt (betrachtet werden dabei nur solche Prozesse zur selben totalen Energie
Sy, wie sie fiir die Events der 2 — 2-Klasse von Belang sind).

I
kl
pl=x] 1
k
p,=x,P,
k‘}
P g

Abbildung 20: Eine generische Darstellung eines 2 — 2 Prozesses. In diesem
Abschnitt ist der Vierervektor k& aus dem Anfangszustand emittiert gedacht.
Fiir den néchsten Abschnitt 5.2 wird dieser Vierervektor aus dem Endzustand
emittiert werden. In beiden Abschnitten wird (in gewissen Grenzen) dieser den
auferen vier Impulsen zugeordnet werden.

Wegen des zusétzlich emittierten (masselosen) Partons, welches durch den
Vierervektor k bezeichnet wird, existieren weitere Invarianten (neben den drei
Analogons zu den 2 — 2-Events, die hier als indizierte Kleinbuchstaben ohne
Dach

s = 2pip2,
t1 = —2piky,
ur = —2piko

bezeichnet werden). Die zusétzlichen Invarianten sind

ta = —2poks,
uz = —2poki,
v =ty = —2pik,
ve =ur = —2pak,
so= (k1 +k2)? = 2kiks+2mp

Um zwischen diesen beiden Satzen eine Abhéngigkeit herzustellen, ist es giinstig,
in das Ruhesystem der schweren Quarks zu gehen, und den Viererimpuls

(2E07 Oa 07 0)

zu betrachten, wobei Ey die Energie eines Quarks ist.

Die Prozesse der H-Klasse sind in bestimmten Bereichen eng mit den Prozessen
der S-Klasse verkniipft. Ziel soll es nun sein, die Invarianten eines untergeordne-
ten 2 — 2-Prozesses aus den Invarianten eines 2 — 3-Prozesses zu bestimmen.
Die Mandelstam-Invarianten 3, %, % des untergeordneten Prozesses werden spi-
ter zur Auswertung des Subtraktionsterm do|pg bendtigt.

Dazu betrachten wir hier nun die Produktion eines Paares schwerer Quarks in
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ihrem Schwerpunktsystem, das durch den obigen Vektor gegeben war. Wird von
einem der einlaufenden Partonen ein Parton mit den Impuls & emittiert, so liegt
in dem Schweren-Quark-System die totale Energie so = s + v + vo vor. Da
k? =0, so gilt in einem beliebigen Bezugssystem

(k1 +k2)® = (ki + ko + k)® = 2(k1 + ko + k)b = s + v1 +v2 = 52

Weil die Emission die Masse der schweren Quarks nicht dndert, muss s, nur
einen Schwellwert zur Erzeugung der schweren Quarks tiberschreiten.

Ist das Parton emittiert, so setzt man so = §, und es ist moglich, einfach mit
reduzierter Energie so den 2 — 2-Prozess in Abhéngigkeit der 2 — 3-Gréfen im
neuen Lorentzsystem auszurechnen.

Bezogen auf die totale (Sub)Energie gibt es dann keine Moglichkeit zur Un-
terscheidung eines 2 — 2- vom 2 — 3-Subprozesses anhand der ausgehenden
schweren Quarks.

Um die beiden anderen Mandelstam-Invarianten des Untersystems zu berechnen
(t,u), geht man folgendermafen vor: Man betrachtet zunéichst im Schwerpunkt-
system der schweren Quarks eines 2 — 2-Event die Differenz der Viererimpuls
der schweren Quarks in einem geeignet gedrehten System

Fr — ko = 2k = 2(0, kp, 0, r.)
Eine longitudinale Lorentz-Transformation in z-Richtung (mit ¢ = 1) lautet

E'=~(E — fp:)

und

p. =7(p. — BE)
Da die E-Komponente verschwindet (der Differenz), bleibt E' = —v(32k) und
pl, = v2ky, (transversale Komponenten sind invariant unter einer longitudinalen
Transformation). Mit einer longitudinalen Lorentz-Transformation wird mit der
obigen Gleichung der Unterschied zur Differenz (k1 — k2)r, nur ein Lorenzfaktor
vr, sein, da der gesamte Transversalimpuls verschwinden muss ke = 0).
Die Bewegung erfolgt entlang einer Achse. Somit gilt fiir die Differenz

(k1 — ko) = vo(k1 — ko)1 = 2vLkr

wobei
(k1 + k2)2L
(k1 + k2)?

Man kann aus der Differenz (k1 —k2) die longitudinale Komponente extrahieren,
in dem man einen Vektor (0,0, 0, 1) konstruiert. Diese Kombination ist durch

Top1 — T1P2 _ xlxg(Pl — PQ) _ {E1£L'2(0,0,0, \/SH)
/X128 x%m%QPlPQ 122/ SH

gegeben (s = x1x2Sy ist eine Mandelstam-Invariante ausgedriickt durch die
Impulse 21, 22, und es gilt Py o = (Ey,0,0,£Ey) mit Sy = 4E%).

L =41+

=(0,0,0,1)

Dann folgt unter Benutzung von

t1 = —2p1k1,te = —2poka, ur = —2p1ko, us = —2paky
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und
7 (wopr — x1p2) - (k1 — k2)

kp =—
L 2’)/L,/J?1.1?28
ki = B2 — k2 — m?

YL = \/1 4 [($2P1 - $1p2)(k1 + kg)]Q

sowie

x1228(k1 + k2)?

_ 1
E = 5\/54-111—}—1)2
b = Eﬂﬁz(h —uy) + x1(ta — u2)
2s \/$i—$1$2U1U2/52
1 s+ vy s+ v
= - +
T 2( S o S 72)

Im ,Soft Limes* (v; = vy = 0) reduzieren sich die Ausdriicke auf

_ 1
und damit wird

fiir das schwere Quark ((k, < —kr) fiir das Antiquark) unter Beachtung von

- 1
s

ﬁl—ulth—UQZt—’u,

Die drei Mandelstam-Invarianten lauten fiir eine Emission aus dem Anfangszu-
stand, unabhéngig davon, welche Seite emittiert

§ = s+v+ve

7 1 To(t1 —ur) +21(t2 —uw

t = _§(S+U1+U2)(1— 2(t1 1) 1(t2 2))
25\/913?F — T X2V /82

U = —5—1

Damit existiert der gesuchte Zusammenhang der Form 2 — 2 =2 — 3.
Auf der rechten Seite stehen Grofen in Abhéngigkeit der Impulse x1, xo, die
spéter als Integrationsvariable identifiziert werden.
Es ist nun noétig, die Impulse %1, T2 in Abhéngigkeit ihrer 2 — 3 Analogons,
1, T2, zu bestimmen. Mit § = Z1Z2Sy und sy = xx122Sy folgt iiber die Be-
dingung s5 = 5

1228 = T1T2SH

woraus mit x = sa/s
_ s+ v + v
1Ty = — X122
s
folgt. Im Folgenden muss man sich fiir eine weitere Erhaltungsgrofe entscheiden,

iiblicherweise die Rapiditdt des schweren Quark-Paares oder ihr longitudinales
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Moment. Andere Erhaltungsgrofen sind aber auch denkbar. Neben der totalen
Energie ist es diese Erhaltungsgrofe, die dem 2 — 2-Event zur Verfiigung stehen
wird, wenn dieser aus einem 2 — 3-Event berechnet wird.

Durch z129 = %xlxg ist, wie oben erwéhnt, die Masse der schweren Quarks
erhalten.

Fiir den Erhalt des longitudinalen Moments (Abschnitt 5.2.1) muss

S + v S+ v
1 — T2
S S

Ty — T2 =

gelten. Im Labor-System ist die Summe der Impulse der longitudinalen Kom-
ponente eines 2 — 2-Prozesses durch z; — Z2 gegeben.
Es ergibt sich

T1=x_ + \/x%r — T1220102/ 82
To =21 — 20—

Die Erhaltung der Rapiditat (Abschnitt 5.2.1) erfordert

I

1 zi(s+v2)

2 2(s+ 1)

&

In einem 2 — 2-Prozess gilt fiir das eingehende Paar im Laborsystem y =
%ln L. Daraus extrahiert man

o (s +v1 +v2)(s+ v2)
T = xl\/ (s + 1) (36)

_ (s+v1 +v2)(s+v1)
T = T2
s(s 4 v2)
Diese Impulse werden spiter u.a. zur Auswertung der PDFs f;(Z;, Q) beno-
tigt. 1 und zo sind zwei der insgesamt fiinf Integrationsparameter (1,2, ¢3).
Darauf wird ab Kapitel 6 weiter eingegangen, siche Gln. (42), (43).

5.2 Eine Partonenemission aus dem Endzustand — ,Final
State“~Emission (FSR)

Wie in Abschnitt 5.1 ist es auch hier das Ziel, die Mandelstam-Invarianten des
Unterprozesses fiir die Auswertung der Matrixelemente des Subtraktionsterms
do|pg fiir den Fall einer Emission eines Partons aus dem Endzustand auszuwer-
ten.

Dazu wird ein 2 — 2- (mit den Impulsen fiir einen Subprozess der Form p;ps —
12;112;2) und ein 2 — 3-Prozess (mit den Impulsen fiir einen Subprozess pips —
k1kok) zur gleichen totalen Schwerpunktsenergie /Sy betrachtet, in dem je-
weils ein schweres Quark-Paar produziert wird. Mit diesen Impulsen werden die
Mandelstam-Invarianten 5, ¢, @ in Abhéngigkeit der 2 — 3-Invarianten s, ¢, u be-
rechnet. Das gleiche gilt fiir die Impulse Z1, Zs.

Mit bekanntem kj, ist es dann méglich, £ = —2E(E — k) zu berechnen und
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damit 4 = —5 — 1.

Zur Ableitung der Mandelstam-Invarianten kann man wie folgt vorgehen [5](das
schwere Quark soll im Folgenden das Parton emittieren): Man fiihrt einen Ska-
lierungsfaktor « ein, der iiber die Energieerhaltung festgelegt werden kann; mit
diesem Faktor wird die Raumkomponente der schweren Quarks multipliziert,
und man erhéilt hierdurch einen 2 — 2-Prozess. k1~ und ks sind die Vierervekto-
ren des schweren Quarks bzw. Antiquarks und k1, ks sind die skalierten Vektoren
im neuen System

];:2 = (\/ m? + (0474;)2’ _a]z:Tv Oa _a];L)

Fio= (k4 k)2 + (k). akr, 0, 0kp)
Bo= k2 k=B m?

wi = (k+k)?—m?

ko= k3 =k =k =m’

Die Energieerhaltung ergibt den Faktor a. Die Bedingung ist

2F = \/m2 + (ak)? + \/(k + k1)? + (ak)?

Dann léasst sich a angeben

. (4Ezgw1>2 —m2
a = E2 —m2

Im ,Soft Limes*, w; — 0, wird dieser Faktor 1.

Angenommen wird, dass der Faktor o nahe bei diesem Wert liegen wird, da
obige Transformation lediglich eine Approximation fiir die neuen Viererimpulse
darstellt.

Man findet fiir die einzelnen Komponenten

_ 1
f = Bl2mw) 8
s—wi’ P2

mit B2 = /1 —4sm?/(s —w1)? und B = /1 —4m?2/5
k1, ist berechenbar, in dem der Ausdruck
ta — uy = —2poks + 2p1ks = —2(p2 — p1)k2

gebildet wird mit
P2 —PpP1 = (07 Oa 07 2PL)

W m?
S

Dieses projiziert die gesuchte kr, Komponente heraus. Fr ist iiber k2. =
zu bestimmen (oder E? — m? — k% = k2.).
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Die Invarianten sind nun (Label 1 < 2, falls das Antiquark emittiert)

s = s
_ 1 t2—u1 B
t = _—— ]_— _—

351 - (G D5
u = —-5—1

Die eingehenden Partonenimpulse kénnen durch eine ,Final State“-Emission
nicht beeinflusst werden, so dass die zu der S-Klasse gehérenden Impulse p; = py
und py = po gesetzt werden kénnen. Die Impulse des untergeordneten S-Klasse
Systems, Z1f, Tof, die zur Auswertung der PDFs f;(Z;f, Q%) benétigt werden,
unterliegen durch diese Emission keiner Anderung, so dass

T1 =Ty und To = Taf (37)

gesetzt werden kann.
21 und z9 sind zwei der fiinf Integrationsparameter. Darauf wird ab Kapitel 6
weiter eingegangen, siehe Gln. (42), (43).

5.2.1 Der kinematische Gamma-Faktor und die Reduktion der Par-
tonenimpulse

Zum Gamma-Faktor:
Die Energiekomponente im Labor-System eines 2 — 2-Event kann dargestellt

werden durch den Viererimpuls (E,0). Wird ein 2 — 3-Event betrachtet, wel-
cher die totale Energie E' = \/s2 besitzt, so gilt die Transformation B = /52 =

Y(E — B0) —

_ @ _ E' = (k1 + k)0 = \/(kl +k2)%+ (k1 +/€2)% + (k1 + k2)?
e NG

mit /5 = v/ (k1 + k2)? = /32 nach Voraussetzung (so = § = (k1 + k2)?) woraus

NG R . S P )
R (k1 + k2)? (k1 + k2)?

folgt, (fiir eine Map Py _.g kénnen nur die 2 — 3 nach 2 — 2 Ubergénge interes-
sieren, in denen der gesamte (vektorielle) Transversalimpuls nahezu verschwin-
det, also kr ~ 0 gilt).

Die Impulse:

Mit 5 = Z1Z2Sy und so = zx122Sy gilt bei Gleichheit (zur selben totalen
Energie Sp)
T1T9SH = X125

und damit
[ 52
1T = —T1X2
s

72



Diese Gleichung gilt also immer, solange so = 5.
Ein 2 — 2-Event dient immer als Anfangsbedingung fiir den Schauer, um den
»,Backward-Algorithmus* zu starten. Jeder Event soll durch einen Integrations-
punkt (x1,x9, ¢3) beschrieben werden kénnen. Die Bedingung so = 5 legt aber
noch nicht alle Grofen eines Events fest. Es kann die Erhaltung des longitudi-
nalen Moments

B B S+ up s+t

X1 — g = xr1 — X9

S S

gefordert werden oder z. B. auch der Erhalt der Rapiditat

T N x1(s + ug)
To xa(s + tr)

Das lasst sich jeweils auflosen nach z1, Zo

a) Fiir die Erhaltung des longitudinalen Moments ergibt sich

I = x_+ \/x%r — 217201V /52 (38)
To = T1—2x_
it 1 s+ +
S (%) S U1
e = —( T+ x2)
2 S s

b) Die Erhaltung der Rapiditét erfordert

T x1(s + v2)

T2 J)Q(S + ’Ul)

In einem 2 — 2-Prozess gilt fiir das eingehende Paar im Labor-System

1 T
y=—-In—
2 X2

Daraus extrahiert man

. xl\/(s T v+ v2) (5 + v2) (39)

s(s+wv1)

B 2\/(s+v1+v2)(s+v1)

T2 =T s(s—i—vg)

Diese Impulse werden u. a. spéter zur Auswertung der PDFs f;(Z;, Q?) bendtigt.
21 und x5 sind zwei der insgesamt fiinf Integrationsparameter (z1, z2, ¢3).

Bedingung a) kann man wie folgt sehen. Transformiert man Partonen in das
Massemittelpunktsystem der Hadronen, wobei die Hadronen die Impulse

P1,2 - (EH;O7OaiEH)
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besitzen sollen, so lauten die Partonenimpulse
p1 = xl(EHaovanH)

und
p2 = 22(Ew,0,0, —Eg)

Mit diesen Impulsen ist eine Transformation in das Hadronen-Laborsystem ge-

geben durch die Groften
r1 — T2

T+ T2

und
1 X1 — T2

o 5 \/L1X2

B

mit

Aus dem Anfangszustand soll nun ein Parton mit dem Viererimpuls (bezogen
auf ein willkiirliches System)

k= ((1—35)%,1@,071@)

emittiert werden. Dieser Impuls muss erst in das Hadronen-Laborsystem trans-
formiert werden. Das geschieht iiber

k6 = 'Y(k?O - Bkz)

und
k. = ~(k. — Bko)

mit den oben genannten Werten fiir v und £.
Ausgeschrieben lauten beide Gleichungen

1 _
k(’):—xl—'—m((l—x)ﬁ—xl xgkz)
2 \/x179 2 xr1 + 2o
und
k/_1$1+$2 _$1—$2( _x)§)

- z
22 Jrias 1 + To

In jedem Bezugssystem muss k? = k> = k3 — k% — k% = 0 gelten und somit

K=k — K= (1—a)] — K

4
Die Transversalkomponente k2% ist durch
t 1
k=22 = sl 2P (1—y?)
s

gegeben mit
1
iy = —58(1 —z)(1—vy)
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und 1
up = —55(1 —z)(1+y)

Damit ist

S S
B = S0 k= Y-y = k.

Einsetzen in die Transformationsgleichungen und beachten, dass nur die Addi-
tion der longitudinalen Komponente wichtig ist (das Parton kann z.B. von p;
emittiert angenommen werden), liefert

ﬁllz = (pl - kl)|z
und

p2|: = —x2Eg = —x2\/SH/2
Benutzt man in der Gleichung noch /s = \/z122Sy, dann ergibt die Addition

koo = (p1 — K|z — 22Fn
den Longitudinalimpuls des ausgehenden Quark-Paares

VSH
kog = ——4— (1= 2)y(z1 +22) + (1 + 2)(22 — 21))
Man muss nun zwei Gleichungen mit den Variablen des ,Dreiteilchenraumes”
beschreiben. Weiter miissen die beiden Gleichungen auch mit den Variablen des
wZweiteilchenraumes® beschrieben werden (im § System).
Die erste Gleichung ist fiir a) und b) gleich

MCQQQ = :wcleSH

mit den ,,Dreiteilchenvariablen” bzw.

MCQQQ = T1Z2SH

mit den ,Zweiteilchenvariablen®. a) liefert als notige zweite Gleichung (mit den
,Dreiteilchenvariablen®) den longitudinalen Impuls der schweren Quarks, was
gerade abgeleitet wurde

koo = —@((1 —2)y(z1 +z2) + (1 + 2)(z2 — 1))

bzw. mit den ,Zweiteilchenvariablen

4

]_fQQ = (:f‘l - {EQ)

2

und der Forderung -
koo = kaq

Es lasst sich dann Auflésen nach Z; und Zo mit dem Ergebnis aus a).

Bedingung b) lasst sich erfiillen, wenn man neben der oben erwihnten Erhaltung
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der Masse der schweren Quarks noch die Erhaltung der Rapiditét fordert. Im
wZweiteilchensystem® (S-System) ist sie durch

gegeben, im , Dreiteilchensystem” (H-System) dagegen durch

1 T
Yoo = logé + 3 1ng_2

mit

¢ = 2—(1—x)(1+vy)
2—-(1-2)(1-y)

(beides aus dem Laborsystem gesehen). Die Verschiebung der Rapiditdt mit
Hilfe £, wenn sie aus einem anderen System betrachtet wird, ist auch durch

1 1 1+
510g£7210g1—6

gegeben (8 = v/c). Die zugehorige Lorentz-Transformation soll zwischen den
durch so = v + v2 + s und § ausgezeichneten Systemen Gleichheit herstellen.
Das Verschwinden des zusatzlichen Partons ist gleichbedeutend damit, dass

V1 = —VUg

gelten muss. Der Fall v; = v3 = 0 ist mit einem 2 — 2-Event zu identifizieren.

Eine einfache Uberlegung verbindet die Verschiebung der Rapiditit mit der 3-
Form mit der Rapiditédt in der £&-Form: Ein S-Event aus seinem System bedeutet
vp = v = 0 und £ = 0 bzw. 8 — 0; das andere Extrem, dass das Parton die

maximal mogliche Energie ,mitnimmt* bedeutet v; = —s (i=1 oder 2), und das
bedeutet S — 1. Man kann dann mit v; = —vs Beta festlegen zu § = “?2 und
= —*L. Fiigt man diese Beta in § ein, so folgt mit

s
ly =v1 = —5(1—»’5)1—?/)

und s
we=—3(1—a)(1+y)

das oben angegeben Resultat.
Die Gleichheit von 354 und ygg sowie die Bedingung

xmlngéQ = flngéQ
liefert fiir die Impulse Z1, T2 unter b).
Voreingestellt fiir die Generierung der Subprozesse ist die Erhaltung der Ra-
piditdt. Eine Eventgenerierung mit der Option, den longitudinalen Impuls zu

erhalten, zeigt bzgl. der hadronisierten Teilchenschar keine beobachtbaren Ab-
héangigkeiten.

76



q

Abbildung 21: Darstellung einer Mehrfach-Verzweigung; ein Antiquark emit-
tiert zwei Gluonen.

5.3 Der Partonen-Schauer (Teil 1)

Die Partonen-Schauer-Algorithmen, die in dem Programm DPMJET III (resp.
PHOJET und PYTHIA) benutzt werden, generieren, wie schon erwéhnt, itera-
tiv weitere Partonen, indem mégliche Ubergéinge der Form i — jk betrachtet
werden. Fiir 4, 7, k setzt man beliebig ¢, g, g.

Es existieren verschiedene Ansétze, solche Verzweigungen, wie sie in der Abbil-
dung 21 zu sehen ist, zu beschreiben, wobei ein notwendiger Bestandteil einer
solchen Beschreibung natiirlich die Energie- und Impulserhaltung sein muss.
Solche Verzweigungen koénnen iiber zwei Variablen behandelt werden. Die Vor-
stellung ist, dass Partonen, die auf den ,Ort“ im Phasenraum zulaufen, an dem
sie wechselwirken (z.B. ein Subprozess der Art ab — cd), ,;Off Shell“ werden.
Fiir diese Partonen gilt, je ndher sie diesem Punkt kommen,

P2 =-Q < m?, pi=-Qf <mji
Fiir Partonen, die sich von diesem Ort entfernen, gilt
pE=Q%>m?, pi=Q%>m?

Nur Partonen, die , Off Shell* sind, kbnnen weitere Partonen emittieren. Erstere
Verzweigungen werden in der Literatur ,Space Like“-Verzweigungen genannt,
der zweite Fall beschreibt ,,Time Like“-Verzweigungen.

In HERWIG sind dies bezogen auf einen Ubergang i — jk eine Energievaria-
ble z, die den Anteil der Energie angibt, der auf die Tochter iibertragen wird.
Dementsprechend gilt dort z; = % Die zweite Variable ist in dem Programm

Dj - Pk
E; - By

gjk =

~ 1 — cosbjp

fiir (nahezu) masselose Partonen jk. Die ,Winkelvariable® ist nicht Lorentz in-
variant, denn der Winkel, unter dem man diese Verzweigung sieht, ist abhéngig
vom Bezugssystem.
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Abbildung 22: Ein Splitting-Prozess mit einer nachgeschalteten Verzweigung
im HERWIG-Partonen-Schauer. Im Mittel gilt fiir die entsprechenden Winkel
(0" < 0) [52].

Der Vorteil dieser Wahl ist aber, dass eine Ordnung der Partonenverzweigun-
gen, beginnend beim ersten Splitting bis zur letzten Verzweigung automatisch
derart stattfindet, dass die Winkel (bzw. die mit ihr definierten Variablen, siche
dazu weiter unten) ihrer Grofe nach geordnet werden, also die erste Partonen-
verzweigung hat (im Mittel) den grofiten Winkel gegentiber der néchsten Ver-
zweigung (,Angular Ordering) [52], gesehen vom Phasenraumpunkt aus, mit
der betragsméfig groften Virtualitdt. Unter PHOJET /PYTHIA ist diese Ord-
nung nicht automatisch erfiillt. Stattdessen werden ungiinstige Verzweigungen,
die nicht in dieses ,,Ordering Schema® hineinpassen, verworfen. Die Prozedur wie-
derholt sich solange, bis eine Abbruchbedingung erfiillt ist, und diese ist stets der
Form, in PHOJET/PYTHIA wie auch in HERWIG, dass die Virtualitét (oder
damit eine assoziierte Grofie) betragsméfig einen Mindestwert unterschreitet

(,Cut Off““Wert, der in der Grofenordnung von %622) < 1 liegen muss).
In Abbildung 22 gilt fiir kleine Winkel

pr=012E = 02(1 — 2)E

mit 6 = 61 + 0y = 2= = 2. Definiert man noch die Virtualitit im HERWIG-

Modell t = E?#2, so gilt fiir den Transversalimpuls
pe=Vitz(1-2)

Anhand der Virtualitit ¢ sieht man, dass bei sukzessiven Verzweigungen (und
konstanter Ausgangsgrofe E) der Winkel § abnimmt, wenn die Virtualitit sich
verringert.

In dem Simulationsprogramm HERWIG wird nicht direkt die Variable ¢ als
Entwicklungsvariable genommen, sondern das verwandte Q; = F;+/& fiir die [.
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Verzweigung; dieses verdndert aber nicht qualitativ die Beschreibung, und die
assoziierte Winkelordnung lautet fiir zwei sukzessive Verzweigungen

Qi1 < Q

wenn man sich diese von dem ,Ort“ mit der (betragsméfig) groften Virtualitiat
entwickelt vorstellt.

Die Abbildung 22 lidsst neben der beschriebenen Ordnung in ¢ resp. @ und der
damit verbundenen Winkelordnung auch , Fehlrekonstruktionen“ zu. Wenn z ~ 1
(Linie 2 ist ,Soft) und 2’ ~ 3, dann ist fiir eine (,Time Like")-Verzweigung
0’ < 0, aber p, > p;. Ist die Linie 2 ein ,Soft“-Gluon, so entsteht, wenn die
klassische Vorstellung in Abbildung 22 stimmt, auf Grund der zugeordneten
Altarelli-Parisi-Splitting-Funktion eine le Singularitit (siehe Abschnitt 2.3).
Verhindert wird dieses singulére Verhalten auf Grund von Kohérenz-Effekten,
die auferhalb des ,klassischen” Konus (definiert durch die eben beschriebene
Ordnung in der Virtualitdt, mit der in Abbildung 22 gestrichelten Linie als
Mittellinie des Konus), auftreten. Generell gilt im HERWIG-Modell, sowohl fiir
Space Like*- als auch ,/Time Like“-Verzweigungen, dass auferhalb des durch
die ,Winkelvariable® ¢ (oder auch Q) vorgegebenen Gebietes, destruktive Inter-
ferenz weitere Verzweigungen unterdriicken. Effektiv wird der Phasenraum fiir
emittierte Partonen aus einem Schauer durch diese Ordnung reduziert [53].
Die Schauer-Variablen fir PHOJET /PYTHIA werden in den kommenden Ab-
schnitten beschrieben. Der Algorithmus wird in Abschnitt 6.4 genauer aufge-
fiihrt.

5.4 Die Schauer-Variablen fiir eine Partonenemission aus
dem Anfangszustand in Abhangigkeit zweier geeigne-
ter Invarianten

In diesem Abschnitt werden die Variablen z, Q2 {iber zwei geeignete Invariante,
die wihrend der Eventphase bekannt und berechenbar sein miissen, abgeleitet.
Dieser und der folgende Abschnitt sind entscheidend fiir die Anpassung des neu-
en Subtraktionsterms. Der aktuelle Abschnitt behandelt die Beschreibung von
Partonenemissionen aus dem Anfangszustand, welches durch das Programm
PHOJET durchgefiihrt wird. Entsprechendes gilt fiir die Abschnitte 5.5 und
5.5.1. fiir das Programm PYTHIA, das die Beschreibung von Partonenemissio-
nen aus dem Endzustand {ibernimmt. Beide Programme sind Bestandteile von
DPMJET III.

Die Variable z stellt, wie in HERWIG, eine Splittingvariable dar. Anders als
dort, ist sie in PHOJET /PYTHIA allerdings keine reine Energiesplittingvaria-
ble. Sie gibt an, welcher Anteil der totalen Subenergie § bei einer Emission
i — jk des Mutterpartons ¢ an die Tochter j iibergeben wird (und damit auch
an k). Mit dieser Definition ist sie Lorentz invariant. Ihre genaue Definition be-
zogen auf den Splittingvorgang ist weiter unten aufgefiihrt.

Q? ist im Prinzip aus den vorherigen Abschnitten bekannt, nur dass wihrend
eines Schauers die dufseren Linien hochgradig ,,Off Shell sind, es gilt also nicht
mehr fiir ein Teilchen der Masse m, p> = m?, sondern p> = —Q? <« m?.
Q? ist also die Virtualitiit eines Partons. Diese Variablen sind Bestandteile
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der Partonen-Schauer-Algorithmen und beiden Variablen werden wéihrend der
Eventgenerierung innerhalb gewisser Grenzen Werte zugewiesen Q3 < Q2 <

2ex =Pi+m?und 0 < 2 < 1. Qp ist in der Gréfenordnung von 1 GeV.,
Dieser Wert entspricht in etwa der zugeordneten Ausdehnung eines Hadrons
(Proton/Neutron).

Da mit dem modifizierten Subtraktionsverfahren ,im Voraus* der storende Par-
tonen-Schauer-Beitrag heraus gerechnet werden muss, miissen diese Variablen
berechenbar sein. Das geschieht {iber zwei Invariante, die wihrend der Eventge-
nerierung bekannt sind. Mehr zu den Algorithmen und den Schauer-Variablen
ab Abschnitt 6.4.

Unter PHOJET wird die Emission von Partonen aus dem Anfangszustand her-
aus, wie erwahnt, nach dem PYTHIA-Modell berechnet. Die Emission eines
Partons kann wie in Abbildung 23 verdeutlicht werden. Dann ist es moglich

Abbildung 23: Eine Partonenemission mit seiner Darstellung der Viererim-
pulse. Das Parton mit dem Viererimpuls ps wird aus einem Anfangszustand
emittiert.

p3 = 0 zu setzen (das emittierte Parton erzeugt keinen , Time Like“-Schauer, da
es (nahezu) keine Masse bekommt; damit gilt p7 ~ 0). pz soll ebenfalls nicht
emittieren, seine Virtualitédt ist im Vergleich zu der totalen Subprozessenergie s
gering, so dass p3 ~ 0 gilt.

Seien 3 — 4 4+ 1 und 2 stellvertretend fiir die Viererimpulse. 1 und 2 sind die
Partonenimpulse der in den ,harten Stof* laufenden Teilchen, und damit gilt in
ihrem ,Center of Mass“-System (z. B. fiir die Produktion eines B-Mesons)

s12 = (p1 + p2)? = 2p1p2 = 2m}

Die Emission eines Parton, z. B. von der Linie 1, legt dann die Linie 4 als dieses
fest. Linie 3 ist dann das Parton, welches aus dem Hadron gelést wurde.
Die Splittingvariable z ist definiert iiber

2
N N 512 2 my,
52832=—Z = (p3s +p2) =

S

Damit kann z auch als Variable interpretiert werden, in der der Term (1 — 2)~%°

die Partonenergie beschreibt (x = z entsprechend der Definition fiir x in [4]).
Weiterhin kann der #-Kanal definiert werden iiber

t= (p3 —p4)2 ZP% = —Q% = —Q2
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Damit ist @ festgelegt

. 1
=2mi—t—5=2mi(1—~-)+Q*
z

Die Grenzen fiir den  und #-Kanal sind (s ist die totale Hadronenenergie)

2my < § < s

und

2my —§<t<0
Die Grenzen in diesen Bedingungen geben den ,Soft-Bereich* (unteres §) und
die ,Kollinearen-Bereiche“ (£, wovon 2m§ — 5, Soft-Kollinear” wird) an.
In Abhéngigkeit davon, ob Parton 4 eine Ruhemasse my4 besitzen soll oder nicht,
kann die Splittingvariable z angegeben werden. Im PYTHIA-Manual wird diese
Masse bestimmt (mit der Einschrinkung Q3 = 0)

QF _ 28 8

z Q‘g)(é—i—@% §/z+ Q3
Zusétzlich kann hier die Masse beschréankt werden auf m?nazA = 0, denn das
Parton soll keine Ruhemasse bekommen (oder nur eine sehr kleine, die keinen
»Time Like“-Schauer auslosen kann; Bedingung: my4 < Muin,g = %meff,g = Qo;
Qo = 1 GeV in PYTHIA/PHOJET). Q3 = 0 ist noch zu beachten, wenn das
Parton 3 aus dem Hadron heraus geldst wurde.

minam,él = (

)

Die zweite Klammer l&sst sich auflésen nach z und ergibt

Im ,Kollinearen“-Fall, z.B. Q? — 0, gilt f = 0 und @ = 2m§(zgl). Das macht
z = p1/ps plausibel.

Sollte Linie 2 das Parton emittieren, ist  durch @ zu ersetzen (die Variablen ¢
und 4 sind in den Artikeln [4, 5] mit v; und vy bezeichnet worden).

5.4.1 Die Schauer-Variablen in Abhingigkeit der Variablen (z,y) des
emittierten H-Partons

Im weiteren Verlauf ist es notwendig, die Schauer-Variablen z, Q2 in Abhiingig-
keit der Variablen des emittierten Partons zu beschreiben (z,y), denn in dem
»Dreiteilchenphasenraum* ¢s, der in dem Integrationsmafs des Subtraktionssche-
mas auftaucht (Abschnitt 6.4, 6.5), werden u. a. gerade diese Variablen benutzt,
um damit den differentiellen Beitrag des Subtraktionsterms zum Wirkungsquer-
schnitt zu berechnen. Dieser wird zwar proportional zum , Born‘“-Matrixelement
konstruiert (dat(ll;) = Mabdcﬁg), aber die Absicht, jeden Event durch das Inte-
grationsmafs der Form dz;dzadgs beschreiben zu kénnen, macht es notwendig,
den ,,Zweiteilchenphasenraum d¢o auf einen ,Dreiteilchenphasenraum® de¢s zu
serweitern. Doch diese Erweiterung geschieht fast automatisch, wie man in Ab-
schnitt 6.5 sehen wird. Dort wird d¢2 mit den Partonenvariablen (z,y) mul-
tipliziert werden, die aus einer Variablentransformation (Jacobi-Determinante)
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kommen, die in diesem Abschnitt festgelegt wird (sowie im néchsten Abschnitt
fiir die Emission aus dem Endzustand).

Eine Parametrisierung des ,Dreiteilchenphasenraums” lautet [4, 5]

_ 3B:(8)
dos(s) = 10247r4(1 x) dx dy dp dcosf
mit
4m?
T 5) = 1- b
Ba(3) x$

und dem Azimuth- bzw. Polarwinkel zwischen den einlaufenden leichten Quarks
und den schweren Quarks (in ihrem ,Center of Mass*-System)

0<p<2mr, 0<0<7

x,y sind die Variablen, die das Parton beschreiben, wobei (1 — x)x/g die Par-
tonenenergie und —1 < y < 1 der (cos)Raumwinkels, unter dem das Parton
emittiert wird.

Es ist die Splittingvariable z mit x zu identifizieren (siehe oben), egal welches
Quark emittiert hat, so dass

z(z,y) =
2
was durch z = %2 = 2"% = 2 = z nahe gelegt wird [5].
Die andere Variable, t = —Q?, bzw. & = —Q?, wenn das Antiquark emittiert,

wird mit 1
t=ty(z,y) = —§§(1 —z)(1-y)

oder im zweiten Fall mit

url,y) = 5501 = 2)(1 +)

U
identifiziert. ¢y, uy sind die in [4] genannten Jet-Virtualitéaten.

Eine Anderung im Integrationsma® dz dQ? (im Subtraktionsterm) schligt sich
dann wie folgt nieder (unabhingig davon, ob das von links oder von rechts kom-
mende Parton emittiert hat)

(z,Q? 1.
dzdQ* = |%|dmdy = 53(1 — x)dxdy (40)

5.5 Die Schauer-Variablen fiir eine Partonenemission aus
dem Endzustand in Abhéangigkeit zweier geeigneter
Invarianten

Auch hier werden die beiden Schauer-Variablen z und Q? iiber zwei Invarian-
te bestimmt. Alle Erkliarungen aus den Abschnitten 5.1, 5.4 zu diesen beiden
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Variablen sind auch hier giiltig. Wie dort erklért, betrifft diese Ableitung das
Programm PYTHIA.
Zunéichst kann, wie in [4], der Ausdruck

w1 = (k—l—kl)Q —m?

benutzt werden, wobei k,k; die Impulse des H-Partons bzw. des schweren
Quarks sind. Das H-Parton wurde vom schweren Quark emittiert. PYTHIA be-

Abbildung 24: Eine Partonenemission aus dem Endzustand von einem schwere

Quark.

rechnet den Transversalimpuls eines gesplitteten Partons iiber k2 = z(1 — z)m?
(Abschnitt 5.5.2), was gleichzeitig der Transversalimpuls des schweren Quarks
ist (welches das Parton emittiert hat). z ist die Energiesplittingvariable und

t= ln(m2A:2Q2 ). PYTHIA benutzt die Masse als Virtualitét.

Zu betrachten ist nun der Ubergang 7 — 6 + 5 (siche Abbildung 24), wo-
bei 7 das aus dem ,harten StoR* kommende schwere (,Off Shell“)-Quark ist
(m? = mg < @Q?), 5 das Parton und 6 erneut das ausgehende schwere Quark.
Die Ursprungs-Partonenmasse w; wird in PYTHIA mit seiner Virtualitit gleich-
gesetzt, d.h., wihrend des Schauervorgangs ist

W1ZQ2

Die zweite Invariante ist der Transversalimpuls k; = ki, eines der schweren
Quarks. Dieser ist durch die Kombination

k%L _ q142 m2

mit ¢; = (p; — ki)?> —m? (i = 1,2) und G2 = (p2 — k1)? — m? gegeben und ist
gleichzeitig der Transversalimpuls des Partons k; (wenn das Antiquark emit-
tiert, dann ist Label 1 mit Label 2 zu vertauschen). Parametrisiert man den
eingehenden Partonenimpuls mit

P12 = (E; 07 Oa :l:E)

und die schweren Quark Impulse mit

NG
k1o = (7, tk(1,2)1,0, £k 2)1)
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so léasst sich schnell sehen, dass durch die Kombination ein Transversalimpuls
gegeben ist. Es ist nun moglich, diesen Transversalimpuls durch die Schauer-
Variablen zu beschreiben. Dann gilt

k= L —m? = (1 - 2)Q?

Der Schauer wird abgebrochen, sobald ein bestimmter Wert fiir die Virtualitit
unterschritten wird. Fiir Gluonen ist dieser Wert

1

Mmin,g = imefﬂg =Qo

Ein iiblicher Wert fir Qg ist Qo = 1 GeV. Fiir Quarks gilt

Mmin,g = Meff,q + Meff,g > Qo

1
Mepfq = \[mg+ Q8

Hier muss aber beachtet werden, dass das b-Quark eine effektive Masse der
Grofse my, ~ 4.5...5 GeV besitzt, und meyys,, ist mit mepr o zu ersetzen.
Die Splittingvariable z kann nun explizit angegeben werden. Es ist dann

mit

2
li_

4 1
Z4+ = - —
+ 4 w1

N =

mit den Grenzen
Meff,(Q.) = W1 <0

Wegen der Wahl des Transversalimpulses k2 = z(1 — 2)Q? reicht es, fiir z die
Werte zwischen 1

1
0<z< = d <z<1
272 oder 2727

zu betrachten. Das sind die beiden moglichen Splittingintervalle, wie sie auch
im PYTHIA Manual zu finden sind (bzw. Abschnitt 5.5.2 mit 8, = 1).
Emittiert das Antiquark, so ist w; mit we = (k + k2)? — m? und ki, mit
k3 = % —m? zu ersetzen.

5.5.1 Die Schauer-Variablen in Abhéngigkeit der Variablen (z,y) des
emittierten H-Partons

Ebenso wie in dem Fall, dass aus dem Anfangszustand ein Parton emittiert wird
(Abschnitt 5.4.1), sollen nun fiir die Emission aus dem Endzustand die Schauer-
Variablen mit den Partonenvariablen (z,y) ausgedriickt werden.

Hilfreich sind dabei folgende Ausdriicke fiir die Impulse im ,,Center of Mass*-
System der schweren Quarks. Sie kénnen als eine Parametrisierung eines LO-
Graphen + Parton aufgefasst werden, in dem der Energie-und Impulssatz erfiillt
ist ((p1 +p2) — (k + k1 + k2) = 0). Das zusétzliche Parton ist also nicht speziell
aus dem Anfangs- oder Endzustand emittiert gedacht.
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Die Parametrisierung lautet [23] (siehe auch Appendix C)

P = p(l)(]-aovoa]-)
P2 = Pg(laOaSim/%COSi/))
k= kY1,0,sine’, cos)’)

1
kL, = 3 52(1, B, sin ¢ sin by, B, cos ¢sin b1, B3, cosby)
1
ky = 5,/32(1,—ﬂmsinqﬁsiné)h—b’xcosqbsin@l,—b’xcosfh)

Die Grofen sind

4m?
ﬁx = 1- -
T5 = $9
ty =1
!
cos =
v + 2pYkO
$
cosy =
2p9pY
0 S+t
P = 9 5
V52
0 8+ ug
P2 =
2«/82
WO tr + ug

2,/s2
01 ist der Streuwinkel (zwischen pj, und 121) und ¢ ist der Azimuthwinkel
0<6<m 0<o¢p<27

Die Invariante
w1 = (k+ k1)2 — m%

lasst sich dann ausdriicken als (s = §)
wi(z,y) = %é(l —)(1 — B, cos ¢psin by sinyp’ — B, cos By cos’)
Zu beachten in dem Ausdruck ist noch die Abhéngigkeit des Winkels ¢ von
el y) = v1 = —33(1—2)(1 —p)

und 1
ug(r,y) = vy = —§§(1 —x)(1+y)

sowie die gleiche Abhiingigkeit der Nullkomponente (p?,p9) und sy von diesen
Variablen.
Die entsprechende Invariante fiir das Antiquark lautet

1
wa(z,y) = 53(1 —2)(1 + B, cos ¢sin Oy sinv)’ + (3, cos O cos 1))
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Die restlichen Invarianten, ¢, g2, 41, ¢2, lauten ausgedriickt, indirekt in den (x, y)
Koordinaten,

S+ ty
n o= - (1 — By cosb)
@ = _S—;uk (1 + B.(cos ¢ sin 6y sin ) + cos B cos 1))
G = —S5—tp—q
G = —S§—up—q

Eine Anderung des Integrationsmafes beinhaltet wieder eine Jacobi-Deter-
minante. Sie lautet (der Index 1,2 soll eine Emission vom Quark/Antiquark
festlegen)

3(21,2762%,2)
d(z,y)

Die Jacobi-Determinante tritt immer als Absolutwert auf. Aus dem vorherigen
Abschnitt 5.5 ist ersichtlich, dass das Splitting-Intervall symmetrisch bzgl. des
Punktes z = % ist, und das jede Ableitung dieser Variable wegen des Betrags-
zeichens positiv ist. Die Auswahl, wie sie im Fortran-Code fiir die Auswahl eines
Wertes fiir die Splittingvariable getroffen wird, kann also z. B. im zweiten Inter-
vall mit einer Wahrscheinlichkeit von 3 geschehen (und damit auch mit einer
Wahrscheinlichkeit von % fiir das erste Intervall).

Durch die verschachtelte Verkniipfung der Invarianten von x,y wére eine kom-
plette Angabe der Ableitung hier uniibersichtlich.

Die Splittingvariable z enthélt neben der Invarianten w; den Transversalimpuls
kit bzw. ko, wenn das Antiquark emittiert.

Die Ableitungen von z1 2(x,y) nach den Argumenten sind

dz12dQ3 5 = | |da dy (41)

a2:1'=(1.2) ((E,y) 1.1 kQJ_ 1 akQJ_ 2 awi 1
(R Sk et/ Ay (FU—— 2(—1 2 i — ki J—
ox 2(4 wi) (=1)( or © it 83:)%2
N K2 Ok? 0
Zi=q\®y) 11 ki il o Owiy 1
- 0 T = (= = = 2(—1 i — ki —)—
Die Ableitungen der Transversalimpulse sind
Ok, & O @ 942 9G2 _ O(ur+ q2)
Oz,y) 5 0(xy) §0(x,y) O(z,y) 9(z,y)
und . . R
k3, _ 4 92 2 Oq g1 _ Otk +aq1)
z,y) 5 0(x,y) 8 0(x,y)  O(z,y) A(z,y)

Die partiellen Ableitungen 8((9;).;) sind hier nicht weiter aufgefiihrt.

Es liefen sich nun alle notwendigen Ausdriicke zur Auswertung der Jacobi-
Determinanten auffiihren. Das wird hier aus Lesbarkeitsgriinden unterlassen.
Die Formeln kann man direkt im Quellcode finden (File ,pho mcatnlo gqmain.f*;
die erste Routine ist ,function zpho*).
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5.5.2 Die Splittingvariable und der Transversalimpuls unter PY-
THIA

Fiir einen Ubergang a — bc ist das z definiert iiber den Energiesplittingvorgang
(im ,,Center of Mass“-System von Parton a), so dass fiir die Energie-Komponente
der Teilchen b, ¢ E, = zE, und E. = (1 — 2)E, gilt. Die erlaubten Werte fiir z
werden aus der Bedingung

1
2

gewdhlt mit B, = |pal/Es und z_ < z < z;. O ist die Stufenfunktion mit

1 fu 0
@(m) _ l;lI' xr >
0 fir z<0

(1 + ﬂa@(mi - mi,min))

2t

Zu diesem ,Zeitpunkt“ wird auch die Masse m, bestimmt. Die Teilchen b und
c werden zunéchst als masselos angenommen, auch in dem Fall, dass eines der
Partonen bekanntermafien eine Ruhemasse besitzen sollte. Die Auswertungen
geschehen im ,Center of Mass“-System von Parton a, so dass p, = —p. gilt. Fiir
masselose Partonen hétten pfzo) und pl()o) nur eine nicht verschwindende pg + |p]
und pg — |[p] Komponente. In einem willkiirlichen System hingegen koénnen die
(massiven) Viererimpulse der Teilchen b und c¢ iiber

pp = (1— kb)p((,O) + kep®
und

Pec = (1 - kc)pgo) + kbpg())

berechnet werden. Die Konstanten k; und k. werden iiber die Viererimpulse
p% = mﬁ und p? = m? festgelegt (das vorher bestimmte z kann nun in einem
unerlaubten Bereich liegen, so dass diese Wahl von z ggf. korrigiert werden muss
mit einem neuen z’).
Die Konstanten sind

kipo = mg — Aape £ (M2 — mi)
o 2m2
mit Agpe = /(M2 —mZ —m2)2 — 4mZm2. Aus der vorherigen Definition der

()
Splittingvariable z = EEE wird nun das korrigierte z' zu

E 2 _ 2 _ 2
/:E_b:(l—kb)z+kc(1—z):ma Aabe + My — Mg 2Aabe

2 2
2mz m;

Der transversale Impuls p; von b und ¢ ist nun (bezogen auf Richtung des
Partons a)

A2y (z(l —2) 1-p32
5 43

2
mg

)

Pl =

was fiir 6, — 1 gegen
2

P2~ 2(1—2)m?

strebt. Das ist die von PYTHIA bevorzugte Wahl zur Berechnung des Transver-
salimpulses in einer Verzweigung (was auch als Argument von g benutzt wird,
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insbesondere deswegen, weil die Kopplungskonstante benotigt wird, bevor alle
kinematischen Groflen bekannt sind).

Alternative lisst sich das Resultat auch iiber die Einfiihrung von ,Light Cone®-
Variablen sehen. Der oben genannte Ubergang a — be soll so bestehen bleiben.
Mit der Einfithrung der Grofe

p:l::E:l:pz

werden zwei neue Variablen eingefiihrt. Die Invariante p?> = m? wird dadurch
zZu

pep- =m® + 5
Offensichtlich gilt 7| . = —p’1 p. Damit wird der geltende Ausdruck

P—a =DP-pb +p7,c
und der Definition der Splitting-Variablen z iiber

P+.b = ZP+.a

und
Pie=(1—2)p1a

zu
2 2

2 -
a 2 _ Yy me y

mg _mpH P me Pl _

—2 = + =m2=-—L+
b+ ZP+.a (1= 2)p+a 2 (1-z) (1-2)z

Das fiihrt zu dem bekannten Resultat, wenn die Massen (oder den zuzuordnen-

den Virtualititen) my, m. vernachlissigbar sind.

Insbesondere sieht man hier auch, wenn man fiir einen Moment die Masse a

vernachlédssigt und Teilchen ¢ nicht weiter verzweigen soll (so dass m,. die Ru-

hemasse des Teilchens c ist, z. B. null), dass gilt

=— <0

(1-2)

flir eine ,Initial State“-Verzweigung. In einer ,,Final State-Verzweigung gilt hin-
gegen mit der Annahme, dass Teilchen b, ¢ auf ihrer Massenschale liegen

-2
p
mi = — 2L

2
2 by
=—>0
Ma z(1—2)

So, wie es sein soll.
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6 Die Erweiterung der ,,Ein-Photon“-Naherung
aus Abschnitt 4.4 auf den QCD-Schaueralgo-
rithmus

Dieses Kapitel beginnt zundchst mit der Formulierung eines Wirkungsquer-
schnittes bis NLO und beinhaltet aber noch keine Anderung im Sinne eines
modifizierten Subtraktionsschemas. Die Subprozesse sind dagegen endlich (re-
gularisiert), was mit dem Dachsymbol kenntlich gemacht wird.

Ein messbarer Wirkungsquerschnitt lésst sich iiber das Faktorisierungstheorem
(Abschnitt 2.2 und 2.4, Gln. (6), (19), (20)) angeben tiber

do(Py, P>) = Z/ dzy doe fSH) (21, pr) fZEHz)(x%MF)da’ab(leh-732P27MF)
ab

fiir eine Kollision zweier Hadronen H; und Ho mit den Impulsen P, und P». Die
Summe wird iiber die in den Subprozess eingehenden Flavours (ab) ausgefiihrt,
die einen Beitrag zur Produktion der b-Quarks liefern.

f(sifl’HQ) sind Verteilungsfunktionen. Sie kénnen als Wahrschenlichkeitsdichten
fiir das Auffinden einer bestimmten Anzahl an méglichen Partonen a, b € ¢, q, q,
Ny Flavours im Hadron Hy, Hy interpretiert werden und erfiillen eine Reihe von
Summenregeln. Betrachtet werden diese Funktionen in einem vom Labor-System
aus gesehenen ,Infinite Momentum Frame* 3. Mehr zu den Verteilungsfunktio-
nen findet sich in den Abschnitten 2.1 und 6.4.

Der partonische Wirkungsquerschnitt &4, enthélt indirekt die Counterterme
(Dachsymbol), und pp ist die Faktorisierungsskala (Abschnitt 2.2 und 2.4), z. B.
wird sie in der Produktion schwerer Quarks meist auf % = mj +p? gesetzt (my,
= Masse der schweren Quarks, p; = Transversalimpuls des b-Quarks). Eine an-
dere Wahl kann, obwohl sie formal zuléssig ist, zu einer schlechteren Konvergenz
fithren, d.h. zu einem ungenaueren Ergebnis. In Kapitel 9 wird neben der Fak-
torisierungsskala pp auch die Renormierungsskala pp variiert werden, um eine
Anpassung an die Daten zu erreichen.

Die Subprozesse sind aus der Einfiihrung (Abschnitt 3) bekannt und wurden in
eine S-Klasse und H-Klasse unterteilt.

Diese waren (5) B
99 — QQ
97 — QQ

und (H) B
99 — QQg
qq — QQq
a9 — QQq

3Das IMF zeichnet sich durch folgende Vereinfachung aus: Vierervektor? ~ 0 —
Darstellung p# ~ (P,0,0, P) mit P > Mp; die Konstituenten (Partonen) besitzen hierbei
einen longitudinalen Impuls £ p* mit £ € 0...1 und einen vernachléssighbaren Transversalim-
puls.
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sowie die Ladungskonjugierten Prozesse.dd lésst sich in verschiedene Bestand-
teile unterteilen:

oy = do'®) + dos”) + dg'et) + a6 4 aglh)
Es sind nacheinander

a) da((;;)) ist der ,,Born“-Term; er ist ein 2 — 2-Prozess

b) dal(lzv) sind die Beitrége der ,yirtuellen“ Diagramme und der Fille, in dem
das Parton ,Soft* wird (d6(*) kiirzt die verbliebenen Singularititen aus
do”), so dass der Term do*”) endlich ist [23]); sie sind von der Ordnung

O(as)

c) d&((;)i) sind die (endlichen) Beitrige, die aus den ,Kollinearen“-Konfigu-
rationen aus einem Anfangszustand stammen. + und — bezeichnen die
Emission von Parton 1 bzw. Parton 2. Es sind Subprozesse vom Typ 2 — 3
(die Counterterme sind vom Typ 2 — 2). Sie werden aber im Weiteren
als ,Quasi-2 — 2 (Klasse S) bezeichnet [4] und werden spiter durch eine
Koordinatentransformation mit Hilfe der in den Abschnitten 5.1 und 5.2
(Gln. (36), (37)) bestimmten Variablen in einer gewissen Ndherung in die
S-Klasse untergebracht, da sie von diesen nicht zu unterscheiden sind

d) d&gi) sind die Beitrége, die durch die Emission eines Partons verursacht
werden. Sie haben 2 — 3-Kinematik, und ihre Counterterme haben 2 — 2-
Kinematik.

In Anlehnung an das obige Integral kann der differentielle Wirkungsquerschnitt
in Bezug auf die Subenergie zur Ordnung NLO geschrieben werden als (mit

einer entsprechenden Definition der fi(H) (x;) und der Voraussetzung, dass die
Matrixelemente in dieser Ordnung vorliegen; p wird im weiteren Verlauf nicht

mehr aufgefiihrt)
Ao (21, w2) = [ (1) 72 (02)d6 0y (21 Pr, 22 Po)

Der partonische Wirkungsquerschnitt ist weiterhin definiert durch

d&((fzc,) (p1,p2) = M(E?f’ (p1,p2)do2.3

mit Index = = (b, sv,ct, f). Hierbei ist d¢o 3 der differentielle Phasenraum

fiir 2 oder 3 Teilchen im Endzustand, M é:) ist das quadrierte Matrixelement,
gemittelt iber eingehende und summiert {iber nicht gemessene, ausgehende In-
formationen.

Der vollstdndige Prozess wird bzgl. seines Endzustandsspektrums durch sein
erzeugendes Funktional beschrieben. Mit der Testfunktion O, die eine beliebi-
ge Messung des Endzustandes beschreibt, ist der Wert des Funktionals gerade
der Erwartungswert der entsprechenden Messung. Fiir den betrachteten harten
Prozess ist das Funktional

sty 1 a=l)  axl”
= ab | 2)— ab 4 ab
01 =2 [ dnsdeados (06) et + 017 (Gt + T
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1 dslen)  gxles)
I~ d(bgdx d(bgdx
(c+) (=)
(2)i(d2ab ax,, et
s doodr  dpadx

+0(2) )ew

o))
~(0(2).0@) 52 )

Die Klammer im letzten Schritt soll angeben, dass der Realbeitrag (Superskript

(f)) sowohl 2 — 2 als auch quasi-2 — 2 Kinematik haben kann [4]. Die Faktoren
Z(2) und Z(2) sind Normierungen fiir Prozesse der Klasse 2 und 2, die sich aus

den Bedingungen
/ dds(s) = T / dba(s)

[ dons) =, [ doaes) as

ergeben. Die z-Integration wird iiber die Partonenenergie ausgefiihrt.

und

Bevor der Subtraktionsterm konstruiert wird, ist es gilinstig, die Prozesse der
Klasse 2 zu eliminieren, ansonsten miisste man fiir diese Klasse eigens einen
eigenen Subtraktionsterm bestimmen.
Vereinfachend ist die folgende Beobachtung [4], dass die Prozesse der Klassen 2
und 2 sich nur in einem longitudinalen Boost unterscheiden, wenn im Anfangs-
zustand ein Parton kollinear emittiert wird (eine Emission aus dem Endzustand
andert diese Impulse nicht, Kapitel 5). Dazu ist eine Koordinatentransformation
notig der Form

(21, 22) = (21,22)
mit

Ty = xga) (21,21, ¢3), @2 = xéa) (21,22, $3)

und mit a = s, ¢+, c—.

Die Integration iiber die Impulse x; und x5 enthalten indirekt einen solchen
Boost, denn die Lorentz-Transformationen sind linear und stellen, wie benétigt,
nur eine Koordinatentransformation dar (Abschnitt 6.1).

Fiir festgehaltene ; und xo gelten fiir die Klassen 2 # 2, aber fiir ein gegebenes
Paar 27 und zo existiert ein #; und ein & in der Form, dass 2(x;) = Q(fl)
gilt. Bei einer solchen Transformation dndern sich die einzelnen Beitrige zum
differentiellen Wirkungsquerschnitt durch eine Jacobi-Determinante

3($(1°() ;C(QO’)) () () (@)
mdzab( 1 (21722a¢3)7x2 (21,22,¢3),¢3)

Damit ist es moglich [4], die Observable O in die Form
() 5 (sv)
=t 1 (=) a=l
ov 2) | — a ——ad
g /dzle2d¢3{ ()dgb | +0(2) 1,2<d¢2 + d(bz )

L1 dzc+)+d2§‘;> L dzgif)deif;*) | =t |
Iy \ dpodx ' dodx | ' Tz \ doodr " doodr ) ' des '

dié?)[) (21,22, ¢3) =
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zu bringen. Alle Terme, die Konfigurationen aus der 2-Klasse aufweisen kon-
nen, sind von dieser Transformation direkt betroffen, z.B. der Term, der die

Partonenemission beschreibt, 4)3 |eU Bei den Termen ohne 2 Konfigurationen
reduziert sich die Transformatlon auf die 1. Wegen der Einheitlichkeit wurden
bei allen Termen diese Schreibweise benutzt.

Wie in Kapitel 4 wird als néchstes die gleiche Ersetzung der Observablen O,
die die Rolle eines generierenden Funktionals spielt, mit dem Interface I(O,n)
(n = 2,3) vorgenommen.

Die Konstruktion des modifizierten Integrals erfordert wie in dem Modellsystem
aus Kapitel 4, Abschnitt 4.4, einen Term der Form
d¥ap
dos

Dieser muss die notwendigen Eigenschaften besitzen, auftretende Singularititen
aus dem Term

|ps

dZ

dos
eliminieren zu konnen (,,Soft“ und ,Kollineare®) und sich bis NLO mit dem
Partonen-Schauer-Beitrag

1 dZ

1y d¢2

heraus zu kiirzen. Das Einfiihrungsmodell legt also nahe, einen Term

dfab|

des

zu addieren und wieder zu subtrahieren. Die Konstruktion des Subtraktions-
terms beginnt ab Abschnitt 6.3.

Es ldsst sich dann der differentielle Wirkungsquerschnitt unter Vorwegnahme
des néchsten Abschnitts angeben

=(f) =
dx dx
= Z/dz1d22d¢3 Ine(0,3) dab - d—ablps
— ®3 ®3
dZ Ty 1 as) L= s
dgs 75T djz — d
| (s o o o L,
Ts \ doodzr * dpodz ) ' Iy \ doodz ' dpdx | '
Eine Integration tiber die Observable O ergibt den totalen Wirkungsquerschnitt

d
Otot :/d0£

Dann ist es moglich, wegen der Eigenschaft des Subtraktionsterms, das Integral
in die Form

I]\[C(O 2)

IMC (O n)

+IMC(O72)

~(f)
dXx A3
m—}/mmm% @ |~ w% (42)
0 dds " " dg
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(f)

und
—(b) =(sv)
dZab 1 dX b ax b
L . L a a 4
o= Z/d21d22d¢3{ |t+ 165 |PS+IQ<d¢2 + doo ) (43)

1 (dS C”erz(”) ol dz(”+)+d§§§’) |
T, \ déodz  dondz | '~ T; \ déodz  dindz |

zu bringen. a, b sind wieder die Flavours, iiber die summiert wird. Damit ist

Otot = Iy + Is

Diese beiden Anteile, Gln. (42), (43), sind in dieser Form mit dem angepasstem
Subtraktionsterm (ab Abschnitt 6.3) als Fortran Code implementiert.

6.1 ,Event Projection*

»Event Projection” bietet einen einfachen Weg, die im vorherigen Abschnitt
angesprochene Variablentransformation zur Eliminierung der 2-Klasse zu finden.
Mit der Auswahl zweier im Prinzip beliebigen Observablen kann diese abgeleitet
werden.

Nach [4] wird mit 3(x1, z2, ¢3) eine ,Drei-Korper“-Konfiguration bezeichnet (im
,Hadronen-Center of Mass-System®). Mit

23(331,.132, gs))Eg(l‘lax% g;))

wird eine ,,Zwei-Korper‘-Konfiguration bezeichnet, die aus der ,Drei-Koérper“-
Konfiguration gewonnen wird (unter den gleichen Einschrinkungen, wie im Ab-
schnitt 4 beschrieben), indem die Energie des emittierten Partons gegen Null
geht (qﬁgs) gleich ,Soft Limes“ von ¢3).

Analog wird mit

Doy (w1, 02,05 ")) = B(wr, 22, 05))

und }
2o (21,22, 05 7)) = (w1, 22,65 7))
der Fall bezeichnet, wenn das ausgehende Parton kollinear zu den eingehenden
Partonen emittiert wird.
Gesucht wird also eine Variablentransformation der Form

(@) (a)(

Tl = Xy (217217¢3)7 T2 = Ty Zl,ZQ,(b:j), o = S,C+,C—

Die Beobachtung ist, das in beiden Klassen (2 und Q) der gemeinsame transver-
sale Impuls des schweren Quark-Paares verschwindet. Der Gesamtimpuls besitzt
also nur zwei Freiheitsgrade, eine Nullkomponente und eine longitudinale Kom-
ponente. Diese sind durch zwei Observable festzulegen.

In der obigen Notation gilt

01(3(21, 22, 83)) = O1(2,(a8”, 28, 6{))
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und
02(3(21, 22, 63)) = O2(2(z\, 2, 6{))

sowie analoge Gleichungen fiir ¢+ (mit der Ersetzung s «<» c¢+) . Diese beiden
Gleichungen miissen im Schwerpunktsystem der Hadronen berechnet werden.
Eine mogliche Wahl fiir die Observablen ist

Or= M} 5= M?
und
Oy = Yo.0 =Y

Diese Forderung entspricht der Erhaltung der Rapiditiat des Paares. Die erste
Observable ist

M?(3,21, 20, 3) = M?(21, 22, %) = 21225H

. 2 .
die aus x = % — s =59 = M? — 221205y = M? bestimmt wurde.

Bezogen auf den Fall, dass kein Parton emittiert wird (tot. quadr. Energie 3),
kann die Rapiditdt des 2 — 2 System mit § = %ln % angegeben werden. Die
Masse der Quarks ist hier M ¢22Q = Z1Z25p. Aus diesem System gesehen dndert
sich fiir ein gleichwertiges Event (ein Event, dass das schwere Quark-Paar zur
gleichen totalen Subenergie so = § produziert) im H-System bekanntermafen

die Rapiditat additiv. Nun gilt

1 z
y(3(21,22, ¢3)) = y(Zl,ZQ,iC,y) = 1Og£ + 5 1ng_:

mit

o 2-(1-2)(1+y)
E(xvy) - \/2_ (1 —J))(l—y)

Wird kein Parton (z — 1) emittiert (y ist der Kosinus-Raumwinkel, unter dem
das Parton emittiert wird), reduziert sich £ = 1. Mit

= —5s(1— )1~ )

und 1
Uk = —55(1 —z)(1+vy)
wird £ zu
¢ = s+up  [s+uva 1+
S Vs+ty Vst+uwo \1-(-%)
& ist aber auch gegeben durch log¢ = %log % mit 3 = 2, welches bei einer

Lorentz-Transformation angewandt wird. Ein kurzer Vergleich ergibt dann, dass

V2
p=2
s
aber auch v
1
p=-2
s



sein muss. Daraus folgt
Vg = —V] — SS9 =8§=3S8
Stellt man beide Gleichungen unter dieser Bedingung auf (zwei Gleichungen in
dem Ausgangssystem mit Z; und zwei Gleichungen im neuen System mit z;),
dann besitzt man zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten. Das ldsst sich leicht
.. (s) _ - (s) _ ~ .
auflésen nach z;”’ = z; und 5’ = 22 und liefert

x(ls) =z216Vx
of) = 2

= 22—

3
sowie die Betrachtung y = +1 mit &(z, £1)

(s)
JU§c+) _4 , m;c+) _ még)
x
(s)
(=) _ (9 (=) _ T2~
Ty = Iy D) -

Diese Gleichung entspricht der Gleichung (mit z; = x;), die in Abschnitt 5.2.1
bzw. Abschnitte 5.1, 5.2, (Gln. (38), (39) bzw. Gln. (36), (37)) fiir die Bedingung
abgeleitet wurde, dass die Rapiditdt des ausgehenden schweren Quark-Paares
erhalten bleiben soll, ndmlich

_xf\/SQS-f-’Ul-F’UQ_ s+v2\/s+v1+v2_
S+ v S a

xl\/(s+v1+v2)(s+v2) o

=z
s(s+w1) !

xés) folgt analog

x§s>_x2\/(3+vl+v2)(8+v1) .

=z
s(s 4 v2) ’

xicgt ) sind fiir beide Observable gleich. Sie sind (zur Wiederholung)

A0 =P o

xéch) _ J?éS)
und
xgcf) _ xgs)
) = ol

Diese Impulse dienen dann als Anfangsbedingung fiir die Verteilungsfunktionen
fi(z; (=) , Q?). Diese miissen nun nicht mehr kleiner Eins sein. Sollten Werte groRer
Ems generiert werden, dann sind die Strukturfunktionen mit Null auszuwerten.
Die kollinearen differentiellen Beitrédge zum Wirkungsquerschnitt sind propor-
tional dem ,Born“-Matrixelement M ). In dieses Matrixelement werden die Par-
tonenimpulse, je nachdem welches Parton emittiert, mit xp; = xz1 Py benutzt.
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Die Anfangsbedingungen fiir die Dichtefunktionen miissen aber eindeutig sein,
um den ,Backward-Algorithmus“ zu starten. Das ist gewéhrleistet, wenn kolli-

(c£) (

neare Auswertungen der Verteilungsfunktionen f; tiber zz; ™’ = 1" geschehen,

denn dann wird jeweils (fiir Seite 1 und 2) xgg% benutzt (s.u. fiir y — £1).

Anstatt der Erhaltung der Rapiditdt ist es durchaus moglich, eine andere Ob-
servable als diese zu benutzen, z. B. das longitudinale Moment der ausgehenden
schweren Quarks k¢ 5. Die Ergebnisse fiir beide Bedingungen sind, wie erwihnt,
in Abschnitt 5.2.1 gegeben (oder auch in den Abschnitten 5.1 und 5.2).

Es ist nun leicht moglich, die Limes anzugeben im ,Soft“ (z — 1) und ,Kol-
linearen- (y — +1) Fall und ist fiir beide Observablen giiltig.

Das Ergebnis ist fir x — 1

mgs) — 21 a:gs) — 29 (44)

$§C+) — 2z xgch)

(c-) (c-)

Ty Sz Xy 2

— Z9

Das Ergebnis ist fiir y — 1

xgs) — Tz x(;) — 22 (45)
S RARIEE T CAp NN
Das Ergebnis fir y — —1
x(ls) — 21 xés) — T2 (46)
L) e
1 1 Ty 722

Die restlichen Félle werden nicht benétigt.

6.2 Zugrunde liegende Statistik unter Beachtung der ne-
gativen Eventgewichte

Die Terme aus dem vorherigen Abschnitt werden iiber BASES [13, 14] numerisch
berechnet. Mit SPRING [13, 14] werden entsprechend der Berechnung von BA-
SES Events generiert. Zu beiden Ereignisklassen existiert dann eine bestimmte
Anzahl an Events, Ny und Ng respektive. Unter einer Vorgabe der totalen
Anzahl an zu generierenden Events N;,; wird die Aufteilung bestimmt {iber
JH NS
Ny = Nygp———— Ng = Nypp——"—
H tot JH +JS S tot NH +NS

Jy und Jg sind die Absolutwerte der Integrale Iy und Ig.
Negative Events werden durch SPRING generiert, bevor der Absolutwert des
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Integrals bestimmt wird. Die Riickgabe von SPRING enthélt dann alle notwen-
digen Informationen bzgl. eines Events, u.a. auch sein Gewicht w; = +1 mit
i=1,...,(Ng, Ng). Diese Gewichte haben die Eigenschaft

Tr Jg o5
H (Nu) _ S (Ns) _
Ny 2 N

so dass gilt

Ny Ns
- M(Z W LS )
i=1 i=1
Damit wird der korrekte Wirkungsquerschnitt fiir die Produktion von b-Quarks
bestimmt.
Negative Gewichte werden {iber diese Methode in einer Anzahl (i=S, H)

1 I
fi= 5(1 - ji)

erzeugt. Diese treten dann auf, wenn in dem Ausdruck aus Abschnitt 5 die
negativen Beitrige fiir einen Phasenraumpunkt (z1, 22, ¢3) grofer sind als die
restlichen, positiven Terme.

Sollten N, < Ni,+ Events generiert werden, dann wird o4, mit dem Faktor
Ney/Nioe multipliziert, um den anteiligen Wirkungsquerschnitt zu berechnen,
der dieser Anzahl N., entspricht. Das ist erlaubt, da ungewichtete Events ge-
neriert werden.

Optional ist es moglich, an DPMJET III die Anweisung zu iibergeben, dass
alle Ny, Events bearbeitet werden (Kapitel 8) bzw., dass alle b-Events den
PHOJET-Partonen-Schauer benutzen. Diese beiden Optionen kénnen unabhén-
gig eingestellt werden. Die Benutzung der letztgenannten Optionen entspricht
der prinzipiellen Methode von Frixione und Webber, da alle im Voraus generier-
ten b-Events in den DPMJET III-Partonen-Schauer gehen.

6.3 Zur Konstruktion des Subtraktionsterms

In diesem Abschnitt wird das grundlegende Aussehen des Subtraktionsterms be-
stimmt und dargestellt. Die Eigenschaften, die an diesen Term gestellt werden
miissen, sind schon in Kapitel 4 bei der Vorstellung der ,Subtraktions“-Methode
anhand eines Modellsystems erldutert worden als auch zu Beginn des Kapitels
6: Konstruiert wird dieser Term als Counterterm zum Emissionsbeitrag zum
Wirkungsquerschnitt (diese Bedingung wird im néchsten Abschnitt allerdings
noch abgeschwiicht werden miissen), und er muss den Partonen-Schauer-Beitrag
eliminieren kénnen (siche auch Abschnitte 4.2 und 4.3).

Es findet wieder eine Trennung nach Emissionen aus dem Anfangs- und Endzu-
stand statt.

Wie erwéhnt, sollte der Subtraktionsterm die Eigenschaft haben, dass er pro-
portional zur ,Born“-Ordnung des betrachteten Subprozesses und proportional
zu O(as) in der Entwicklung des ,Sudakov“-Faktors sein (und damit entsteht
eine effektive O(a?3)-Proportionalitéit des Subtraktionsterms). Die Proportio-
nalitdt zur ,Born“-Ordnung ist fiir die Produktion schwerer Quarks weder im
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»Soft“- noch im ,Kollinearen“-Grenzfall ezakt erfiillt, denn die Matrixelemente,
die den harten Subprozess beschreiben, sind nicht mehr rein proportional zum
,Born“-Term. Trotzdem ist die Methode von [4, 5] brauchbar, wie man zum
einen bei dem Test des Subtraktionsterms anhand der Vektorbosonprodukti-
on von WTW~-Paaren im Kapitel 7 sehen wird, und zum anderen wird im
néchsten Abschnitt darauf eingegangen werden, wie mit diesem Umstand um-
gegangen werden kann, ohne einen neuen Ansatz wihlen zu miissen.

Die Entwicklung des ,QCD-Sudakov“-Faktors bis zur Ordnung O(«;) hat die
gewiinschte Eigenschaft, dass er divergent im ,Soft“- und , Kollinearen“-Bereich
werden kann bei einer Emission eines Partons, wie sich weiter unten zeigen
wird (das entsprechende Verhalten wird durch die Terme Péﬁbc (,Splitting-
Funktionen“, in dem ein Gluon emittiert wird) und dQ?/Q? erzeugt). Das ist
notwendig, um Divergenzen gleichen Typs des Terms ng];) /d¢s abfangen zu
koénnen. Beide Integrale, Iy und Ig, sind dann endlich, und ihre Summe ergibt
den totalen Wirkungsquerschnitt.

6.4 Fortsetzung zum Partonen-Schauer (Teil 2)

Zunéchst folgen die Beschreibungen der Algorithmen, die fiir die Partonenemis-
sionen aus dem Anfangszustand (,Backward-Algorithmus“) und aus dem End-
zustand (,Forward-Algorithmus®) benutzt werden. Diese beiden Ansétze unter-
scheiden sich, indem sie Prozessverzweigungen einmal rickwdrts gerichtet be-
trachten (,Backward-Algorithmus“), also entgegen der physikalischen Zeit, und
einmal vorwdarts gerichtet (,Forward-Algorithmus®).

»Inital State Radiation®, also Partonenemissionen aus dem Anfangszustand, wer-
den durch die erste Methode effektiv behandelt.

Abbildung 25: Darstellung von Mehrfach-Verzweigungen aus dem Anfangs-
zustand die durch die Partonen 7 und 5 initiiert wurden. Die Partonen 1 und
2 erzeugen den ,harten Stof“, die Partonen 8,4 und 6 wurden wahrend des
Partonen-Schauers emittiert [54].

Die Griinde in diesem Vorgehen, in einem Computerprogramm Verzweigun-
gen a — be nicht entsprechend ihres zeitlichen Auftauchens zu behandeln liegen
darin, dass man einmal nicht weif$, welches Parton, b oder ¢, in den harten Sub-
prozess geht, und weiter ist es im Voraus nicht moglich zu wissen, bei welchem
Wert eine adiquate Obergrenze fiir die ,Hard Scattering“-Skala )? anzusetzen
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ist. In Abbildung 25 laufen Parton 1,2 auf diesen Punkt zu. Dieser Ort ist durch
das Maximum einer Virtualitit Q? gekennzeichnet.

In PHOJET/PYTHIA wird dieses Problem dadurch geldst [54], dass der phy-
sikalische Subprozess rickwdrts betrachtet gesehen wird, von einem Ort aus-
gehend, indem Parton 1 und 2 aus Abbildung 25, miteinander wechselwirken.
Dazu wird eine Skala Q? giinstig gewiihlt und mit diesem Ort (im Phasenraum)
assoziiert. Je nach Subprozess und beteiligten Massen sind z. B. fiir Q2 mdgliche
Werte p?, p? + m?.

Sind diese Variablen gew#hlt, so muss fiir den Partonen-Schauer jede Verzwei-
gung a — be rekonstruiert werden (so dass Energie und Impuls erhalten sind),
d.h., es muss gepriift werden, welche Verzweigung Anlass gegeben haben koénnte,
ein Parton b (oder ¢) zu erzeugen. Diese Moglichkeit steht in Konkurrenz mit
der alternativen Moglichkeit, ndmlich, dass dieses Parton b schon auf der (be-
tragsmiiRig) kleinsten Skala Q% vorhanden war, so dass das Parton b aus dem
Hadron gelost wurde bei der Kollision. Auf Abbildung 25 bezogen heifit das,
dass sténdig gepriift wird, ob Parton 1,3,7 aus dem Hadron gelést wurde oder
nicht. Wenn dies nicht der Fall ist, so muss es eine Verzweigung gegeben haben,
z.B. 3 — 41, davor, wenn 1 nicht aus dem Hadron stammt, 7 — 83 usw. Dieses
Verfahren wird fiir beide Partonen-Seiten benutzt.

Im ,Backward-Algorithmus* wird die Wahrscheinlichkeit eines Partons b einer
Prozessverzweigung a — be fiir eine Umwandlung in ein Parton a berechnet.
Dazu betrachtet man die Anderung der Verteilungsfunktion f,(z,¢) in Abhin-

gigkeit der Anderung von t = ln(fg—j) betrachtet. Also

afb (E t aabc X
Z/ _fa 27T PaHbC(;)

Das ist die Altarelli-Parisi Gleichung fiir Verteilungsfunktionen [11] (Abschnitt
2.3). Sie beschreibt in diesem Fall unter Vorgabe einer Anfangsverteilung f,(x, o),
wie sich diese Grofse in ,,Zukunft entwickeln wird, also zu t # tg.

aqpe soll andeuten, dass sowohl (im Prinzip) Photoemission als auch Partone-

. . . . . / . . . .
nemissionen moglich sind (aep, @s). Der Term ‘?, ist ein ,,Relikt* aus dem dif-

ferentiellen, eindimensionalen Phasenraum, d¢; (Energickomponente sz) Das
Produkt f,P,—p ist die Umwandlungswahrscheinlichkeit eines Partons a in ein
Parton des Typs b plus einem belanglosen ¢, woriiber summiert wird. Die Funk-
tionen P,.(z) sind die Altarelli-Parisi-Splitting Funktionen (Abschnitt 2.3). Das
Integral erstreckt sich iiber alle hoheren Impulse 2’ > x. Nur diese Impulse kon-
nen fiir eine zukinftige Entwicklung der Groke fi,(z,t) in Frage kommen.
Diese Gleichung beschreibt also die Wahrscheinlichkeit wihrend einer kleinen
Erhohung dt, dass es fiir das Parton a mit dem Impuls 2’ die Moglichkeit gibt,
sich in ein Parton des Typs b mit dem Impuls = z2’ umzuwandeln (plus Par-
ton ¢ mit ' —z = (1 — 2)a’).

Im ,Backward-Algorithmus“ ist dann wéahrend einer kleinen Erniedrigung von
dt fiir das Parton b die Moglichkeit gegeben, sich in ein Parton vom Typ a um-
zuwandeln.

Die relative Wahrscheinlichkeit dafiir ist

dfb L, t da’ fa 7 aabc x
|dt|2/ (E’ fb ’ o Pa—»bc(;)

Auch hier wurde wieder iiber alle hoheren Impulse summiert. Im Ubrigen wird
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gpe mit der starken Kopplungskonstanten « identifiziert werden. Man kann
obige Gleichung auch wie folgt interpretieren: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
ein Parton b mit einem Impuls « bei einer geringen Verkleinerung dt verschwin-

det ist
dfy (J), t)
fb (1[,', t)

Man definiert noch einen Formfaktor (,Sudakov-Term oder auch ,Sudakov“-
Faktor)

dpP, =

dz oy fa
Sp(T, tmaz, t) = exp {—/t at’ Z/ ZZ gﬁ J;b ))Paebc(z)} (47)

der schon fiir den Modellfall in vereinfachter Form angegeben wurde (Kapitel
4). Diese Gleichung gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass ein Parton vom Typ b
sich nicht verwandelt in ein Parton vom Typ a im Bereich der Virtualitdt von
tmaz 20 t < tmag-

Praktisch umgesetzt wird diese Gleichung nach folgendem Schema

i) die Virtualitét ¢ von Parton b wird ermittelt, indem Sy(x, timaq,t) gleich
einer Zufallszahl r € 0, .., 1 gesetzt wird; diese Gleichung wird dann nach ¢
aufgelost; ist die Zufallszahl kleiner als Sy(, tmaz, to), dann existierte das
Parton b schon auf der Skala ¢y und keine weiteren Verzweigungen werden
stattfinden

ii) die relative Wahrscheinlichkeit fiir verschiedene Verzweigungen a — be ist
durch

/ da’ fu(a',1)

' folx,t)

gegeben, mit dem Wert ¢ aus i); integriert wird iiber alle héheren Impulse

P, _pe(z/2)

iii) die Impulsverteilung fiir die zu wihlende Variable 2’ ist durch den Inte-
granden in ii) gegeben

Generiert wird durch diesen Algorithmus eine Folge (fiir Q? sind die Betrige
aufgetragen)

QE<@Q?<...<Q%, O0)~zo>z1> . > Tonin

Das kann man verdeutlichen, wie in Abbildung 26 geschehen. Der Pfad in die-
ser Abbildung ist schon entgegen der Zeitrichtung (,,Backward®) eingezeichnet.
Ausgehend von einem Quark, dass aus einem Hadron geldost wurde, wird dieses
Quark der Folge nach mehrere Gluonen emittieren. Jedes Splitting ist dabei mit
verschiedenen Werten (x;,¢;) verbunden. Der Ort, an dem dieses Quark eine
Wechselwirkung mit einem anderen Parton eingeht, ist nach —t3 angesiedelt.

In Abschnitt 5.4 ist die rekonstruierte Kinematik aufgefiihrt fiir eine Verzwei-
gung 3 — 14, wie sie in Abbildung 25 zu sehen ist. Darauf bezogen kann aus
Parton 1 und Parton 2 die totale Subenergie sjo = (p1 + p2)? gebildet werden.
Uber den ,Backward-Algorithmus® wird dann zur Virtualitit Q* die Reaktion
3 — 14 festgelegt werden konnen, welches die Virtualitit Q? und z = x; /w3
definiert.
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Abbildung 26: Ein Emissionsprozess wird dargestellt in der Q% — z-Ebene.

Die Rekonstruktion des Vierervektors ps geschieht dann iiber die Definition
s32 = (p3 + p2) = s12/%.

Der ,,Sudakov“-Faktor (Gln. (47)) beschreibt in dieser Form (im Mittel) korrekt
das physikalische Splitting-Verhalten. Z. B. ist es wahrscheinlicher [54], dass ein
Gluon in einem Proton von einem wu-Quark emittiert wurde, also von einem
d-Quark (betrachtet bei einer kleinen Virtualitit ¢p). Oder betrachtet man die
Produktion schwerer Quarks, gesehen bei einer Minimum-Skala 2, bei der erst
die Produktion schwerer Quarks einsetzen kann, denn dort wird der Nenner ver-
schwinden, und der Exponent von S, wird gegen —oo gehen, so dass S, — 0.

Zum weiteren Voranschreiten gilt noch

2
dt = dln(%)

_ de?

=

Ein messbarer, differentieller Wirkungsquerschnitt hat schematisch die Form
(die Renormierungsskala i ist nicht mit aufgefiihrt)

do—mess ~ d$1d$2f(§Hl) (xl)f(EHQ) ($2)d0'part

dopare enthdlt alle Information des harten Subprozesses. Diese Form muss auch
der Subtraktionsterm haben. Multipliziert wird diese Gleichung dann mit dem
O(as) Term der Entwicklung des ,Sudakov-Terms (Gln. (47)), wie es auch in
Abschnitt 4.3 fiir den Modellfall geschehen ist. Insgesamt lautet das Ergebnis
mit dieser Entwicklung fiir den Subtraktionsterm fiir ,Initial State Radiation*
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(wobei dopgry durch dat(ll;) ersetzt wurde)

«
do|ps = Z dxgpmdxgps)z_;dat(lz;) (xgps)Ph $§PS)P2) (48)

abe

2 ac

(PS)
% ind’Z_ersoJr P(O)(er)f(Hl)(xl )f(H2)(x(PS))
o2y 2m ¢ zy U0 2

AQ% dz- de- poo (PS) 2P
o o ae B I @) 1 ()

Das + bezieht sich darauf, welches der eingehenden Partonen gesplittet ist. Die
p+-Abhéngigkeit ist hier nur formal und wurde hinzugefiigt. Dieser Term wird
spater bei der Betrachtung des differentiellen ,Dreiteilchenphasenraums®, d¢s,
bendtigt.

Beispiel: Das Parton der ,,+“Seite soll emittieren. Mit Hilfe der (nicht inte-
grierten) O(a;)-Entwicklung der Gln. (47) kann diese ,,Seite der Gln. (48) wie
folgt erzeugt werden: In den ,harten Stoft laufen Partonen zur ,Born“-Ordnung
ein mit den Flavours a,b (deswegen dat(ll;)). Das Parton a (die ,,+“-Seite) wan-
delt sich auf seinem Weg rickwdrts in ein Parton vom Typ c¢. Dazu muss der
Sudakov-Form-Faktor S, betrachten (zur Ordnung O(«a;), um daraus die Wahr-
scheinlichkeit fir eine Partonemission von der ,,+“Seite zu erhalten), was dann
einen Faktor %PCHM liefert (z ist ein Parton beliebigen Typs; hiertiber wird
summiert). Der Faktor f, im Nenner kiirzt sich mit dem f, aus dem messba-
ren, differentiellen Wirkungsquerschnitt heraus und iibrig bleibt ein Produkt
der Form f.f; (sieche dazu die ,,+“Terme in do|pg).

Die Bezeichnung PS an den Impulsen ldsst die Bedeutung noch offen. Am Ende
dieses Kapitels werden sie Identifiziert mit den aus dem Abschnitt 6.1, Gln. (44),
(45), (46), bekannten Impulsen x§PS) = xf) = 77 und a:éps) = a:és) = Ty, wobel
Z; die Impulse eines 2 — 2 Prozesses sind (siehe auch Kapitel 5). Diese Prozesse
dienen als Anfangsbedingung, u. a. zur Auswertung der Strukturfunktionen, um
den Wirkungsquerschnitt bis NLO iiber die modifizierte ,,Subtraktions“-Methode
berechnen zu kénnen.

Sichtbar ist aukerdem nun, dass dieser Ausdruck ,Kollineare*- (Q? — 0) und
,Soft-Divergenzen (z — 1) besitzt (die Altarelli-Parisi-Splitting-Funktionen,
die der Emission eines Gluons zugeordnet sind, sind von der Form ~ 1/(1 — z),
sieche Abschnitt 2.3). Nur bei den Prozessen, in denen ein Gluon emittiert wird,
konnen ,,Soft-Divergenzen“ im Emissionsterm d¥,;/d¢s auftreten. Diese Diver-
genzen dienen fiir die numerische Auswertung der Integrale Iy und I aus Kapi-
tel 4 (fast) als Counterterm, so dass beide Integrale fiir sich endlich sind, Kapitel
6. Das fast wird in den Abschnitten 6.4-6.6 noch geklirt werden.

Ausgehende Partonen durchlaufen einen ,,Final State“-Schauer. Zur Veranschau-
lichung kann wieder Abbildung 26 dienen, indem sowohl die Pfeilrichtungen im
Diagramm umgekehrt werden als auch durch die formale Ersetzung ¢ < —t. Die
aus dem harten Stofs* laufenden Partonen sind hier die schweren b-Quarks. Der
Subtraktionsterm hat in diesem Stadium ein &hnliches Aussehen. Die richtigen
Impulse sind hier aber schon eingesetzt. Im Gegensatz zu einer Emission aus
dem Anfangszustand, konnen Emissionen des Endzustandes aber keinen Ein-
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fluss auf den Subprozess ausiiben.
Er lautet unter der gleichen Vorgehensweise wie fiir , Initial State Radiation

doa|ps = di1pday [T (214) f{7) (228 ) M apdep (21727 S) (49)
dQg) dwcz [ dQé deg as
<QQ d 27T q(q)(z ) Q2 d o zﬂpq(q)(zé?)

wobei der 9o Winkel wieder hinzugefiigt wurde. Seine Integration ist einfach,
denn PYTHIA (wic PHOJET) emittiert das Parton ¢ isotropisch (das hat einen
Vorteil: Jegliche Korrelationen (Vorzugsrichtungen), wohin dass zusétzliche Par-
ton emittiert wird, werden dadurch weggemittelt; z. B. wird in HERWIG zu den
H-Prozessen gi — QQi, i = g,q,q, der Term cos(2¢) zu den Matrixelementen
addiert, was dort im Subtraktionsterm berticksichtigt werden muss).

Motiviert ist dieser Ausdruck, da der ,,Sudakov“-Faktor fiir einen ,Final State®-
Schauer (Splitting a — bc) diese Form (,Forward-Algorithmus®)

t
Sa (t) = exp —/ dt, ZIaﬂbc(t/)
to b,c

hat mit
=)
Tabe(t) = dz—P,_,
a bc() /z(t) Z27T a bc(z)

Die P,_.p.(z) sind die Altarelli-Parisi-Splitting-Funktionen. Die ,Splitting-Funk-
tionen“, in der ein Gluon aus dem Endzustand emittiert werden kann, lautet
(Cr = %, Ne =3 und Ty = %; Ne=Anzahl der Farben, Np=Anzahl der
Flavours)

14 22

1-=2

Im Anfangszustand sind auflerdem diese Funktionen moglich

(1—2(1—2))?
z2(1—2)

P(O) (Z) = CF

q9—4q9

0
Py%44(2) = No
und o

Py q(2) = TR(22 +(1- 2)2)
Dass hier nirgends die +-Beschreibung im Zusammenhang mit den ,Splitting-
Funktionen* aufgefithrt werden hat den Grund, dass in einem Computerpro-
gramm die Erhaltung notwendiger Grofen wie Flavour und Energie automatisch
eingehalten werden.
In einer Verzweigung a — be konnen die Grenzen fiir die erlaubten z angegeben
werden. Der kinematisch erlaubte Bereich ist

o= b b me [Pl V(m = —mE)? — dmim?
2 mg Ea m2
mit Q? = m?2. Dieser Term reduziert sich, da dem Gluon keine Ruhemasse

eingerdumt werden muss. Ublich und einfacher in der Auswertung ist aber fol-
gender Ausdruck fiir die z-Auswahl (es sei aber daran erinnert, dass den einzel-
nen Partonen in PYTHIA eine ,,Cut Off*-Masse Q3 zugeschrieben wird, so dass
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mindestens m? = Q2 # 0 gilt)

a,min

2 = (1 5,0(m2 — 2 i)

mit G, = |§“| und z_ < z < z;. Dieses unconstrained z legt den kinematischen
Bereich fest fiir die Auswahl und wird im Weiteren benutzt. Der ,Zerfall* in
zwei masselose Teilchen a, b (10,(10)7 pl()o)) ist nun einfach. Es muss nur gewahrlei-

stet sein, dass mp < 2o Fq, me < (1 — z,) E, sowie my, + m, < m, ist.

Eine Entwicklung dieses ,Sudakov‘-Faktors bis O(c«y) liefert den gewtiinschten
Term, wenn man beachtet, dass beide ausgehenden Quarks emittieren kénnen.
Auch die geforderten Divergenzen treten auf fiir Q? — 0 und z — 1 (durch die
Funktionen P,_.p.(z)), wobei allerdings noch an die oben erwéhnten Vorbehalte
zu Beginn des Abschnitts 6.3 erinnert sei.

6.5 Verbindung ,Initial- und ,,Final“-Subtraktionsterme

Zuerst werden die relevanten Terme aufgefiihrt, die zur Berechnung der Sub-
traktionsterme notwendig sind. Dieser ist

4
dJ|ps = Z Z dJ((Li)|PS

ab L=1

a, b sind die Flavours und L bezeichnet die ein- bzw. ausgehenden Partonenlini-
en. Mit + wird das eingehende Parton bezeichnet, das ein zusétzliches Parton
emittiert hat. Mit @, Q werden die schweren Quark/Antiquark-Paare bezeich-
net.

FEin Beitrag zum Subtraktionsterm, das von einem eingehenden Parton stammt,
lautet (ohne explizite Summe; das ,,+Zeichen deutet an, dass das von links
kommende Parton splittet)

dot|ps = dT1dTs f{T) (31 ) 24) i) (T2) Moy (T1, To, B)dpo (7175

deidz_ers‘”r%p(O)(z )
Q% zy 2w 2m +

Die Impulse und die Mandelstam-Invarianten sind in den Abschnitten 5.1, 5.2
angegeben worden. Sollte das andere Parton splitten, sind die Argumente der
Verteilungsfunktionen zu vertauschen nebst der formalen Ersetzung 4+ < —.S
stellt die totale quadratische Energie der Hadronen dar. Die Integration iiber
den Azimuthwinkel ¢ ist einfach, da isotropisch verteilt, und mit M, werden die
Matrixelement in niedrigster Ordnung, gemittelt iiber eingehende und summiert
iiber ausgehende Information, bezeichnet. Schliefslich ist mit ¢ der Phasenraum
zweier ausgehender Teilchen bezeichnet. Er ldsst sich parametrisieren
o _ BB
dga(8) = T6n dcosB;p,
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mit 3(5) = /1 — %. Die Bezeichnung in soll den Umstand kennzeichnen,
dass der ,harte Stof* den Polarwinkel 0 fiir eingehende Partonen festlegt. Die-
ser Polarwinkel muss notwendigerweise der selbe Winkel 6 sein, den die zwei
ausgehenden Partonen festlegen. Die Mandelstam-Invarianten, die in Kapitel 5
berechnet wurden, legen einen 2 — 2 Prozess eindeutig fest und miissen iiber-
einstimmen. Das wird fiir die endgiiltige Festlegung der Map Py _.s notwendig
sein und wird etwas weiter unten genauer aufgefithrt und geldst.

Fiir eine Emission des Endzustandes (hier vom schweren Quark) kann man
diesen Term angeben

do'P |ps = dz1pdzay T (217) f1 (@2 ) Mab (@1, Tap, EQ)d2 (21572 S)

Q3 . d

Q PQ Us 15(0)

X dzg—=—P,

Qé FQTor op e (20)

Man kann Z;; = x; und Zoy = x2 benutzen sowie § = s (Abschnitt 5.2).
Die Parametrisierung des ,Zweiteilchenphasenraums® ist oben angegeben (mit

in < out).

Um diese Beitridge unter ein gemeinsames Integral zu schreiben, wie es die Vor-
gehensweise des modifizierten Subtraktionsschemas erfordert, ist es notwendig,
die Terme mit den selben Koordinaten zu parametrisieren.

Das Maf des ersten Terms lautet nach einer Variablensubstitution

dzy dZs dzy dQY dpy ~ dzy dxs dziy dyiy dpin dcos by,

Hier wurde benutzt, dass es durch die Abschnitte 5.1 und 5.2 (Gln. (36), (37))
eine Umrechnung gibt zwischen z; und z;(i = 1,2). Des Weiteren existiert eine
Jacobi-Determinante

(24, Qia o)

8(min7 Yins Soin)
wobei die p-Abhéngigkeit einfach ist. Die Bezeichnung in gilt wieder fiir die in

den Subprozess eingehenden Quantitéiten.
Das Mafk des zweiten Terms lautet

di‘lf dj?Qf dZQ dQé dSOQ ~ dry dxe dxout dYout dpout d oS Oout

Hier konnten die Impulse direkt umbenannt werden in x; und xo (Abschnitt
5.2). Die Jacobi-Determinante kann formal éibernommen werden aus dem ersten

Term )
(29, Q% ¢Q)
a(xoutv Yout, Soout)

Auch hier ist die p-Abhéngigkeit wieder einfach. Die Bezeichnung out soll die
ausgehende schweren Quarks (+emittiertes Parton) bezeichnen. Beide Jacobi-
Determinaten sind zunéchst durch die in den Abschnitten 5.4.1, Gln. (40) und
5.5.1, Gln. (41) gefundenen Ausdriicke gegeben.

Man sieht, dass fiir die Forderung, dass die beiden Terme vereint zu einem Sub-
traktionsterm unter einem Integral geschrieben werden sollen, nun Gleichheit
fiir die in und out Variablen hergestellt werden muss.
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Dazu bietet es sich an, die Variablen des ,Drei-Koérper‘-Phasenraums zu be-
nutzen. In ithm ist das zusétzliche Parton parametrisiert (z,y). Er lautet [4]

dos(s) = fgz(ﬁl (1 — @) dz dy dg d cos g
1 — z ist die Partonenenergie (in Einheiten von %) Fiir y gilt
-1<y<1

und ist der cos des Polarwinkels unter dem das Parton emittiert wird. Fiir ¢
gilt
0<p<2m

(Azimuthwinkel). Es bleibt 6¢ mit
0< 9@ <7

Er ist der Streuwinkel der schweren Quarks in ihrem ,Center of Mass*-System
und wird gesondert betrachtet.

Es ist dann moglich, (xinvyina Sozn) und (xout; Yout, Qoout) mit (x,y, 90) zu iden-
tifizieren, so dass die Jacobi-Determinanten in beiden Termen das (generische)

Aussehen ) -
0(z,Q°% Q)
x,y,¢)

besitzen (fiir entsprechendes z, Q?, ¢). Die ¢-Abhingigkeit fillt im Prinzip her-
aus (durch einfache Integration), da, wie erwihnt, dieser Winkel in den Pro-
grammen PHOJET und PYTHIA isotrop verteilt ist.

Als néchstes wird das Problem des Streuwinkels 6 beider Terme zur Defini-
tion der angesprochenen Map angegangen. Er muss (jeweils) mit der Wahl ¢
aus dem , Dreiteilchenphasenraum® iibereinstimmen.

Das typische Aussehen einer t-Kanal Invariante ist

i(5.0) = —%ga _ B(5) cos o)

f¢ ist im QQ-Schwerpunktsystem definiert.

Diese Schreibweise fiir die Invariante gilt sicher fiir beide Terme (fiir eine Emis-
sion aus dem Anfangszustand wie aus dem Endzustand mit der jeweiligen Defi-
nition von fg; die Terme werden iiberdacht, um eindeutig einen 2 — 2-Prozess
zu kennzeichnen, den diese Mandelstam-Invarianten auszeichnen). Bisher galt

t(5 = 5,00ut) = trsr
und

t(sa =s+v1+v2,0in) =tisr
wobei die Kiirzel ISR und F'SR die Zugehorigkeit der ¢-Invarianten bezeich-
neten. Auch hier bedeuten 6;,,60,,: die zu ihrem Zustand gehdrenden Winkel,
definiert im ,Center of Mass“-System. Sie sind auch aus den Abschnitten 5.1, 5.2

bekannt. Diese Gleichungen lassen sich mit Hilfe der obigen Ausdriicke nach 6;,
und 6,,; auflosen. Beide zeichnen dadurch aber einen verschiedenen Polarwin-
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Abbildung 27:  Die unterschiedlichen Streuwinkel fiir Emissionen aus dem An-
fangszustand und dem Endzustand werden im "Zero Angle Limit’ angeglichen.
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kel aus, wohingegen das modifizierte Subtraktionsschema aber eine eindeutige
Wahl dieses Winkels benotigt.

Eine Losung [4] besteht darin, fiir eine gegebene 2 — 3-Konfiguration den ,JKol-
linearen Limes* zu berechnen und daraus die 2 — 2-Invarianten zu bestimmen,
indiziert durch das Superskript (0).

Es sollen nun jeweils zwei mal zwei Impulspaare aufgestellt werden (im ,Kol-
lineare Limes"), zuerst die Impulse, die iiber den Winkel 6;,, den Subprozess
beschreiben, dann iiber 6,,,;, die ebenfalls den Subprozess beschreiben. Beide
Sétze werden sich zun#ichst noch in der s-Kanal-Invarianten und im angespro-
chenem Streuwinkel unterscheiden.

Ersetzt man t;gp iiber dieses Verfahren durch diesen Limes, f(f), und trgpr

durch fg) ), dann folgt fiir ISR

SEB) = s
1 _
f(_f) = —§$8(1 — B(xs) cosb;y,)

Man priift das Ergebnis nach iiber f(f) = —2kip1,tr = v1 = 0 flir den Fall, dass
das +-Parton kollinear emittiert.

Mit der expliziten Parametrisierung der fiinf Impulse p1, po, k, k1, k2 ([23], Ap-
pendix C) im ,Center of Mass“-System der schweren Quarks (es gilt: p1 + pa —
k—Fki —ke=0)

P = p(l)(]-aovoa]-)
b2 = p8(15078inwacosw)
k= kY1,0,sine’, cos)’)
1
ki = 5\/5(1,ﬁxsin¢sin91,ﬁxcosqbsinel,ﬁxcosel)
1
ko = 5\/5(1,—Bxsincﬁsinel,—ﬁxcosqbsin&,—ﬁxcosel)

Die Grofsen sind (siche Abschnitt 5.5.1 und Appendix C)

4m?
595 - 1-
TS = So
ty =11
/
COS'lp = 1 + W
S
cosy) = 1—-——=
2p7p5
0 S+t
P = WS
NE
0o _  STug
by = 2\/5
O - ty + uk

2,/52
01 ist der Streuwinkel (zwischen p; und El) und ¢ ist der Azimuthwinkel

0<6,<m, 0<op<2m
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Da diese Impulse im ,Center of Mass“-System der schweren Quarks gegeben
sind, treten im Anfangszustand die Winkel 1,1’ auf.
Durch Vergleich ist ersichtlich, dass

cos b, = cos by = cosfg (50)

Die vier Impulse, die iiber 6;,, festgelegt sind, lauten

1
Pi2 = 5\/xs(1,0,0,i1) (51)
_ 1 _ _
k1o = Ex/a:s(l,iﬁ(xs) sinfg, 0, £0(xs) cosbg)

Fiir eine Endzustandsemission gelten &hnliche Impulse, die aber offensichtlich
verschieden sind von der Gln. (51)

1
P12 = 5\/5(1,0,0, +1) (52)

k1o = %\/5(1, +3(5) sin Oput, 0, £5(s) cos Oout)
Zur Ableitung von 6, folgt mit
Eg)) =S
und
fg)) = —%s(l — B(8) cos Oout (2, cos 0g))
aber nun mit [5]

1—2—(1+4+z)cosbg
1+z—(1—x)cosbg

€08 0oyt (z, cos ) =

Fiir den ,,Soft Limes* (x — 1) geht dieser Ausdruck in
€08 8yt (1, cosbg) = cosbg

iiber. Nur im ,Soft Limes* stimmen beide Winkel wieder iiberein, was aber zu
erwarten ist [5].

Zur Ableitung (als Beispiel ist hier der ,Kollinearen Limes* ty(z,y = —1) = 0
angefiihrt) kann man die Parametrisierung aus [23] nehmen + Identifikation
g2 = to, 1 = u1 = —s — ty — q1,w1 = wi. Hine geeignete Drehung ldsst den
Anteil mit cosfy dann verschwinden (cos6,,; = cos ;)

Cstug(ry=-1)

Q2 5 (1 + B cosbasinby sint + (3, cos b cos 1))
s+ tr(x,y=—1
n o= - dl 2y )(1—ﬂz cos6)
1
wy = 55(1—@(1—595(:0591)

Einsetzen in den entsprechenden Ausdruck aus Abschnitt 5.2

_ ~ 1 tg—ul 5
o=i=—psll- (2222
Eﬁ_(s)coseum
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mit (s = 3)

und

liefert das Ergebnis (Gln. (53)).

Es soll noch mal betont werden, dass das Ziel in diesem Abschnitt eine ein-
deutige Definition des Streuwinkels ¢ sein muss (und damit eine eindeutige
Map Pp_g). Betrachtet wurde dazu dieser Streuwinkel 6¢, wie er auf verschie-
dene Weise durch eine Emission eines Partons aus dem Anfangszustand und
einer Emission eines Partons aus dem Endzustand definiert wurde. Mit der Pro-
zedur, den ,Kollinearen Limes* der beiden Invarianten, t+,%q g, zu berechnen,
konnten zwei Impulspaare (Gln. (51), (52)) aufgestellt werden (fiir die Emissi-
on aus dem Anfangs- und Endzustand; diese Impulspaare werden wegen dieser
Prozedur in Form einer 2 — 2 Kinematik angegeben), mit der die Abbildung
(Map Pp_.s) vervollstdndigt werden wird.
Trotz der bisherigen Betrachtung sind die s-Kanal-Invarianten sowie die Streu-
winkel der Impulspaare immer noch nicht identisch (siehe Vorfaktoren in Gln.
(51), (52)). Ein weiterer Schritt zur Losung [4] liegt zunéchst in der Beobach-
tung, dass zwischen den Streuwinkeln fiir x — 1, im ,,Soft Limes® also, Gleichheit
herrscht (unter der Nebenbedingung, dass die Energie auf den Wert /zs fest-
gehalten wird).
Die néchste niitzliche Beobachtung ist, dass die Impulse als Integrationsvariable
im Subtraktionsschema auftauchen.
Es galt

TS = 89 = T1T2S5

was bekannt aus Abschnitt 5.1 ist. Es beschreibt die s-Kanal Invariante fiir den
Fall, dass aus dem Anfangszustand ein Parton emittiert wird.

s = x1225

ist die s-Kanal Invariante fiir eine ,Final State“-Emission. Zwischen den Im-
pulsen gibt es die aus den Abschnitten 5.1 und 5.2 bekannten Relationen der
Form

i‘i:i‘i(ﬂﬁi), 1 =1,2

je nachdem, ob die Rapiditéit oder der longitudinale Impuls des schweren Quark-
Paares erhalten bleiben soll. x; sind Integrationsvariable mit

OSIEZS].

Dieser Wertebereich gilt auch fiir die z; Werte. Solange es sich um Integrati-
onsvariablen handelt, ist es moglich, eine Ersetzung vorzunehmen, da sie den
selben Wertebereich durchlaufen miissen

XT; < Ty
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Durch diese Ersetzung (+ einer Jacobi-Determinante) sind beide Kanile (unter
dem Integralzeichen) identisch, und die Impulse (bzw. die daraus abgeleiteten
Invarianten)

1
ﬁl,? = 5\/ (ES(].,0,0,:E].) (54)
k1o = %\/xs(l,:tﬁ(xs) sinfg, 0, +3(xs) cos )

sind dann auch in der Lage, die Partonenemission des Endzustandes zu beschrei-
ben. Man besitzt jetzt also einen Satz an Variablen, mit denen die Kinematik
des ,harten Stofles” beschrieben werden kann. Denn mit

s =8 = T1ZT25
fiir die Impulse des Initialzustandes und
s =x1225

flir die Impulse des ,Final*-Zustandes
1
P12 = 5\/5(1, 0,0,+1) (55)

~ 1 - ~
kio = 5\/5(1, +3(5) sin Oput, 0, £6(s) cos Oput)

ist mit der erwithnten Ersetzung ersichtlich, dass die s-Kanal-Invarianten (Gln.
(54), (55)) identisch sind.
Wie sich diese Transformation weiter auswirkt, wird am Ende des néchsten Ab-
schnitts genau aufgefiihrt.

6.6 Endgiiltige Form des Subtraktionsterms

In diesem Kapitel werden die endgiiltigen Ausdriicke aufgefiihrt, die als Fortran
Code implementiert wurden.

Zunéchst wird der Subtraktionsterm fiir den Fall eines aus dem Anfangszustand
emittierten Partons prisentiert, wobei es nach Abschnitt 5.1 (und 5.4.1) keine
Rolle spielt, von welchem Parton es emittiert wurde.

Aus dem Abschnitt 6.4, Gln. (48), ist folgender Term bekannt fiir eine Partone-
nemission aus dem Anfangszustand

PS) , (PS)Qs , (b), (PS PS
do|ps = Eb dxg )dxé )—ZWdUt(lb)(xg )Pl,xé )Pg)
dQ% dzy dpy " H PS
24 B4 PP p(0) (Hy) (21 (Hz) (, (PS)
X (Q%— Zy or ac (Z+)fc ( Zy )fb (.132 )

dQ? dz_ do_ (0) (H) ¢ (PS)\ ¢(Ha) xéps)
@??Pbc (z)fa @y ) fe (=)

Es reicht, dabei sich auf einen Ausdruck zu beschranken, und das Ergebnis spéter

fiir eine Emission von der anderen Partonenlinie zu iibernehmen (die Argumen-
te der Verteilungsfunktionen sind zu vertauschen). Die p.-Abhéngigkeit ist in
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diesem Ausdruck kiinstlich hinzugefiigt worden. Des Weiteren wird er wieder
heraus integriert werden. Lediglich bei der Betrachtung des ,Dreiteilchenpha-
senraums” wird er fiir einen Vergleich bendtigt.

Es ergibt sich zunéchst (ohne explizite Summe und mit der Identifikation xEPS) >

T = xES), siche Ende des Abschnitts 6.1)

doey|ps = dmldmgf(Hl)(xl/z)f(HZ)( )M((lb) (%1, T2, t)da(T1725)

dQ2 dZ d(p Qg P(O)( )
Q2 z 2w 27 ¢

wobei d¢y = B ( 5) dcos g ist.
Wegen der Varlablensubstitutionen bietet es sich an, den Ausdruck blockweise
zu schreiben. Dann gilt

docy|ps = LepBacHapdrrdxadrdyded cos 0,y

mit
_ 2@ T2) by (Hz)
‘ch - a(xl,xQ)Z ( /Z) ( )
s _ 10(Qa P(z)
“ 2 A(z,y) 21 Q2
3 S
H(Lb - WMabb)(xl7x27f)

Hier wurde noch der Winkel 6;,, aus Abschnitt 6.4 benutzt.
Die erste Jacobi-Determinante kann je nach zusétzlicher Erhaltungsgrofe fiir
das ausgehende Quark-Paar folgende Werte annehmen (siehe 5.1, 5.2, Gln. (36),

(37))

O(z1,32) x bei Erhaltung der Rapiditat (56)
d(x1,15) | —7=——=—==  bei Erhaltung des long. Moments
1,02 w/xi_lezzvlvz/s?

Die zweite Jacobi-Determinante ist in dem Abschnitt 5.4.1, Gln. (40), aufge-
fithrt. Die Invarianten finden sich in Abschnitt 5.1.

Der Subtraktionsterm fiir eine Emission aus dem Endzustand ist ebenfalls in
dem Abschnitt 6.4, Gln. (49), angegeben (hier fiir eine Emission von dem Quark)

, —®),_ o
doy|ps = dz1pdzay 1) (z14) fiF )(fo)Mib) (T1f, Tag,tQ)dpa(T1yT2rS)

dQQ ng (%
Q Q s p(0
X C?Q 271_ dZQQN_ (I((I)(ZQ)

Niitzlich ist Z1; = 1 und Zay = 2 sowie § = s (Abschnitt 5.2).
Es ist wieder iibersichtlicher, die Blockschreibweise zu benutzen (mit der glei-
chen Ersetzung wie im ersten Fall, sowie das Weglassen des Label @, bis auf bei
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dem Winkel g wg. seiner Sonderrolle)

Lo = f<H1>< DI (22)
9(2,Q%) as Py (2)

Bcb = 2 8(1‘ y) 27 Q2
ch - 5(x1x25) Mill))) xl;an{)

167

Die Jacobi-Determinante und die Invarianten sind aus den Abschnitten 5.2 und
5.5.1, Gln. (41), zu entnehmen. Nun ergibt sich hier

docp|lps = LepBacHap dx1 dxe da dy dp d cos 0y,

Auch hier wurde der Streuwinkel 6,,; aus Abschnitt 6.4 benutzt, anstatt ihn
direkt mit f¢ zu identifizieren, was im Falle einer ,Initialstate*-Emission mog-
lich ist. Die Rolle dieser beiden Streuwinkel wird sich mit der Einfiihrung des
Dreiteilchenphasenraums® kldren.

In beiden Féllen ist (und muss nach Kapitel 4 und 6) die Form des Subtrakti-
onsterms

d>.
docy|ps = d$1d$2—b|PSd¢3
dos

sein, damit dieser Term in dem modifizierten Subtraktionsschema aufgenom-
men werden kann. de¢s ist der differentielle Phasenraum fiir drei Teilchen im
Endzustand und ist durch

dos(s) = 777(1 — z)dx dy dy dcosfg

gegeben. Durch Umstellen gilt

10247% 1
sB(xs) (1 —x)

Damit werden £, B, H fiir die Fille wie folgt abgeéindert. Fiir eine Emission aus
dem Anfangszustand (hier von Parton 1) gilt dann

dxdydypdcosfg = dps——

_ 0@nLT) 1) (Hz) (-
Loy = B 22) 2 S (20 /2) £, (22)

0(z,Q%) PY(2)
o(x,y) (1-2)Q2
167 dcos b, —(b)

a = —FM ) 7t
Hab 1225 dcosbg ab (71,72, 1)

und fiir eine Emission aus dem Endzustand ist

Loy = fHED (@) 7 (22)

L 9=QY) PR)

S 0(,y) (1—2)Q2

167 dcosOous B(z129S) ~—(b)

c - = M
Hep z122S dcosby B(z1729) cb

Bcb =

(xla x27£)
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giiltig. Die in und out Variablen sind aus Abschnitt 6.4 zu nehmen.

Im Abschnitt 6.4 wurde auch dargelegt, dass der Winkel g eindeutig sein muss.
Es ist hier ersichtlich warum: Mit einem eindeutigen Winkel ist es moglich, fiir
S- und H-Events eine Parametrisierung d¢s zu benutzen.

Zur Auswertung der obigen Formeln werden nun also anstatt der Mandelstam-
Invarianten aus den Abschnitten 5.1 und 5.2 (insbesondere # fiir Emissionen aus
dem Anfangs- bzw. Endzustand) die Mandelstam-Invarianten im ,Kollinearen
Limes* (Abschnitt 6.4) benétigt. Die Invarianten, die tiber diese Prozedur be-
rechnet wurden, werden zur Auswertung der S- und H-Events herangezogen.
Weil die Benutzung der x;-Impulse sich nun geéindert hat fiir die Partonene-
mission aus dem Endzustand, wird eine Jacobi-Determinante fiir den £-Term
notwendig. Dafiir kiirzen sich die 3-Terme aus H heraus. Das Ergebnis ist

. (1, T2) (H1) (= \ p(Hz2) (=
Leb O(x1,22)" ¢ @)y (@2)
L 0zQY) P2
*O(z,y) (1—2)Q?
167 dcos Byt =—(b)

Hep = —————M_, (T1,T0,1
cb 21225 dcosbg o (#1,72,1)

In [5] wurde der Subtraktionsterm mit Funktionen G multipliziert. Das war
dort notwendig, da HERWIG in der Produktion von Vektorbosonen, der als
Test herangezogen wurde, nicht das richtige Verhalten im ,Soft“-Grenzfall zeigt.
Dazu wurde eine Funktion G definiert, die dem Subtraktionsterm das richtige
Grenzverhalten aufzwingt.

(1 —T(x))*

0= T - TP

(57)

mit T(z) =z und a > 1

Fir G gilt
Im G=0 und Img=1

z,y—1,£1 z—0
und wird sowohl im ,Soft“- als auch ,Kollinearen“-Fall dem Subtraktionsterm
multiplikativ angehéngt werden (daher oben z,y), was iiber G. und G, gekenn-
zeichnet wird.
Wie man im Kapitel 7 noch sehen wird, beschreibt DPMJET III die Vektorpro-
duktion korrekt mit den in den Abschnitten 5.4 und 5.5 abgeleiteten Variablen.
Die Erzeugung der schweren Quarks ist hingegen etwas komplizierter. Das Li-
mesverhalten ist nicht ausschlieflich proportional zum ,Born“-Term. Zu diesem
Term gesellen sich mehrere Faktoren und bilden mit dem ,Born“-Term zusam-
men die ,Soft/Kollinearen* Matrixelemente [5, 23]. Daher muss der Subtrak-
tionsterm noch dahingehend manipuliert werden, dass er dem Grenzverhalten
gerecht wird [4, 5]. Das geschieht iiber die G-Funktionen aus Gln. (57).
Der Subtraktionsterm kann nun vollstdndig angegeben werden

diab
dos

diab
dos

Ips = Gs(2)Gy(y) Y |ps + (1 = Gs(2)) Map(S) + (1 = Ge(y)) Map(C)

L
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—(1 = Gs(2)) Map(S)(1 — Ge(y)) Map (SC)
Die Matrixelemente M, (S, C, SC) bezeichnen die fithrenden Ordnungen ,Soft,
»Kollinear* und ,Soft-Kollinearen“ des Terms

as)

dos lev

der die Emission des Partons von einer der dufferen Linie beschreibt.

Werden Konfigurationen erzeugt, in denen z — 0,1 und/oder y — +1 nehmen
in dem Subtraktionsterm die entsprechenden Terme das Verhalten an, welches
durch die Parameterwahl x, y indiziert ist: Fiir ,Soft*, z — 1, ist der Subtrakti-
onsterm nur durch die Matrixelemente M,;,(S) gegeben, wird ein hartes Parton
emittiert, + — 0, so wird der Subtraktionsterm ganz durch den berechneten
Ausdruck festgelegt sein. Fiir die , Kollinearen“-Fille gilt entsprechendes.
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7 Uberpriifung des Subtraktionsterms konstru-
iert iiber die gewahlten Partonen-Schauer-Va-
riablen

In diesem Abschnitt soll {iberpriift werden, ob der differentielle Wirkungsquer-
schnitt des Subtraktionsterms im ,,Soft- bzw. ,Kollinearen“-Grenzfall eines emit-
tierten H-Partons dem theoretisch zu erwartenden Ergebnis entspricht. Wie in
[4] wird nicht die Produktion schwerer Quarks als Test herangezogen, sondern
die Produktion von WTW ™ Paaren. Diese Produktion besitzt die einfachere
Farbstruktur, bietet aber auch die Moglichkeit zu iiberpriifen, ob die Wahl der
Partonen-Schauer-Variablen des ,Monte Carlo*-Generators, wie in dem Kapitel
5 (insbesondere die Abschnitte 5.4 und 5.5) geschehen, das richtige Grenzver-
halten aufzeigt.

HERWIG zeigte auf Grund der dort herangezogenen Schauer-Variablen (&, z) im
Soft Limes* ein Verhalten, das zunéchst verhinderte, den Subtraktionsterm als
einen Counterterm einzusetzen (fiir dEg{))/ dg3ler). Der Subtraktionsterm wur-
de dort mit einer Funktion multipliziert (Abschnitt 6.6), die diesem das richtige
Verhalten aufzwingt. Die in [4] und [5] gewéhlten Funktionen G sind (nahezu)
willkiirlich, und eine Abhéngigkeit des totalen Wirkungsquerschnittes von G
wurde dort nicht gefunden.

Betrachtet wird nun die Vektorproduktion in der Reaktion ¢g — WTW g, da
dieser Subprozess als einziger im ,,Soft-“ und ,Kollinearen Limes* Divergenzen
zeigen kann. Auf die anderen Fille wird am Ende des Abschnittes eingegangen.

Die Emission des Gluons geschieht natiirlich aus dem Anfangszustand, da die
. . . (b
Bosonen farblos sind. Das zu verwendende Matrixelement ist dann M ;q).

Der soft Limes, x — 1, ergibt durch Ablesen [4] oder [55]

do gy (p1,p2) do g (p1,p2)

63 lps + b5 lps
P1-Dp2 ()
8 Cp———"—M,_
— 8rasCp (1K) (p2 - k) 9 (p1,p2)
64ma Cr (b)

s (1—x)2(1— yQ)Mq(j (p1,p2)

Das muss auch das Ergebnis fiir die Auswertung des Subtraktionsterms mit Hilfe

der gewiihlten Schauer-Variablen sein. Die Faktoren der Form P kg i— werden in

i RPj"

der Literatur auch Eikonalfaktoren genannt und sind typisch bei einer Betrach-
tung eines Subprozesses im ,,Soft Limes". Im Abschnitt 7.1 ist dazu ein Beispiel
gebracht.

Die Faktoren £, B, H aus dem vorherigen Kapitel (und bezogen auf den obigen
Prozess mit ¢ = ¢,b = ¢,a = g, also einer Emission aus dem Anfangszustand)
werden jetzt noch einmal explizit aufgefiihrt.

Die Jacobi-Determinanten (siehe z. B. Abschnitt 6.6, Gln. (56))

8(i‘1) jQ)
3($1,$2)
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sowie die ,Splitting-Funktion®

1422
1—2z

qu(z) =CFf

werden im Limes z — 1 betrachtet.
Die Determinante (Abschnitt 5.4.1, Gln. (40)) ist

o0 1,
gy 270

fiir eine Emission aus dem Anfangszustand (egal, welches Parton emittiert hat),
die Splittingvariable ist z(z,y) = x und die Virtualitéit ist Q% , = 3(1—2)(1Fy)
(die Label (1,2) fiir eine Emission von Seite 1/2), Abschnitte 5.4 und 5.4.1.

Die Faktoren sind nun

O, B2 Ly /2 £ 0) — 399 (@0) £ (22)

O(x1,x2) 2

»ccb =

denn die Determinante geht fiir beide Félle im ,,Soft Limes* gegen x. Die Split-
tingvariable z(x,y) ist mit « identifiziert worden, so dass sich beides heraus
kiirzt.

Die Argumente der Dichtefunktionen f., f, verhalten sich mit z — 1 und z; —
x1 sowie Ty — xo wie oben angegeben (siehe auch 6.1, Gln. (44-46)), und es
entsteht

9(z,Q%) PO(z) 1 14 22 1
ac = - —s(1—
Bee =050y -n@@ 2 DT T,
1 1422 2
— Ozs—CF tz

1, 1422 4(1—x)
TosytrT— {<1—x>2<1—y2>}

Hier wurden beide Nenner, Q7 und @3, im letzten Schritt addiert, um der Emis-
sion beider Seiten Rechnung zu tragen. Mit (1 — z) = (1 — z) ergibt sich fir
diesen Faktor

.t 1+ 22 4(1—x) o 2
B = sy Cr o { g 2 )~ SO0+

Unter Beachtung, dass im ,,Soft Limes* z — 1 gilt, ergibt sich
B C 1
~ —_—
R (R R
Der néchste Faktor ist

167 dcos;, —

Hap = xlng dcosfg

Mab (l‘l,l‘g,t_)

Er dndert sich mit der (formalen) Vertauschung der Flavours a <> ¢ und s =
z122S5 und mit % =1, Abschnitt 6.5, ab zu

16m—(@
Hep = Mib) (p1,p2)
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Das Produkt beider Faktoren (B.,, Hap) ergibt das geforderte Ergebnis

dU(}% (p1 ,D2)
dos

da&;(phm) 64mor Cr

JVss2
dds |me — s (1 z)2(l—y2) (p1,p2)

|me +

Als néchstes wird die kollineare Betrachtung angefiihrt. Das zu erwarten-
de Ergebnis ist [4, 23]

dotz(p1,p2) 16ma Pq(g) (x)

|vc Mé? (xp1,p2)

_
R )
und
datﬁ(pl,pg)| 167 Pq(g)(x) (b)( p2)
. b
dds Mcyﬁ_1 s (1-z)(1+y) @« p1,xp2

Die Jacobi-Determinante des Terms (Abschnitt 6.1, Gln. (44-46))

0(ZT1,%2) 1 _ ),
Lov = Gt f00 @, )£ 0o

kiirzt sich auch hier mit dem Faktor z(z,y) = x heraus, da z(z,y) unabhingig
von y ist; das gilt fiir y — +1, denn das bedeutet entweder v; — 0 oder va — 0,
so dass auch beim Erhalt des longitudinalen Moments die Jacobi-Determinante
gegen  geht.

Die Argumente der Verteilungsfunktionen f. und f; sind im y — +1 Limes nach
Kapitel 6, Abschnitt 6.1,

— =——— =127 und a9
z z=u
sowie _
i) [ i)
ry und — = = Z9
z z=u

so dass L.y sich in beiden Limes reduziert auf
Loy = fI) (1) £ (2)

Der Faktor
0(2,Q%) Pl (2)
Iz,y) (1-2)Q?

By = as
wird im y — 1 Limes mit z =z

Py (x) Py (2)
I-2)s(-2)(1-y T2y

1
Bac = 04558(1 —x)

Im y — —1 Limes wird er letztendlich zu

0
Pq(q)(x)

Bee = 0Ty 4 )
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Zum Schluss sei noch der Faktor H,, fiir beide Félle betrachtet. Er wird fiir
y — +1 zu

16—
Hep = TMEJQ) (mplva)
und 16
T—(b
Hep = —ng) (pla pr)

s
Die Argumente fiir das Matrixelement sind im Limes

8l

1= 2x1,T2 = T2

und
T1 = T1,To = T2

Die Produkte von B,. und H, ergeben das geforderte Ergebnis fiir die ,,Kolli-
nearen Limes* y — +1.

Im Gegensatz zu dem Programm HERWIG beschreibt DPMJET III die Li-
mes korrekt (wie PHOJET und PYTHIA), dank der richtig gewéhlten Schauer-
Variablen aus Abschnitt 5.4 und 5.4.1. Die Félle, in denen nun ein masseloses
Quark oder Antiquark emittiert wird, brauchen wegen der Korrektheit beider
Grenzfalle nicht mehr separat behandelt zu werden.
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7.1 Eikonalfaktoren in der Vektorbosonproduktion

In diesem Abschnitt wird ein Beispiel présentiert [55, 9], wie die Eikonalfakto-
ren in der Vektorbosonproduktion im soft Limes auftreten. Danach wird fiir
den gleichen Prozess die Amplitude fiir den kollinearen Limes berechnet. In
beiden Fillen kann das Ergebnis mit den Angaben aus dem Abschnitt dariiber
(7) verglichen werden.

Betrachtet wird dafiir der Prozess
Q(plv (l) + Q(p% b) - WJr(klv M) + Wﬁ(k‘Qa V) + g(ka P Oé)

wobei a, b Farbindizes sind, u, v sind Polarisationindizes und p und « sind Pola-
risation sowie Farbindex des Partons. Dieses Beispiel wird hier angebracht, da
es das Prinzip verdeutlicht, aber gleichzeitig einfacher zu handhaben ist wegen
der einfacheren Farbstruktur.

P /'k1
b, ey :

k2

T

Abbildung 28: Zerlegung der resultierenden Amplitude im ,Soft Limes* [55].

Im soft Limes z — 1 ist eine Zerlegung der Amplitude nach Abbildung 28
moglich. Es ergibt sich
A=A"+ A +R

wobei R der reguldre Anteil der Amplitude in diesem Limes darstellen soll
(schraffierter Anteil). + und — beziehen sich wieder auf das Parton, welches
das Parton emittiert hat.

Der AT Anteil ist

1
p1=Fk)p- 7P —m

A+ = rD(pQ)aS)\?a( Bll)/c'uu(pl)
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Bp¥ ist das Matrixelement zur untersten Ordnung (LO), wenn ein Quark und
ein Antiquark annihilieren, um ein Vektorbosonpaar zu erzeugen. Den 3-Vertex
AYWTW ™~ kann man z. B. aus [56] entnehmen.

Erweitert man diese Amplitude mit dem Faktor % und vernachléssigt
P
die Masse des Partons mq, so entsteht
B
At = @(Pz)asA?aﬁ(Pl —k)p -7 ulpr)

Auf die gleiche Weise konstruiert man A~. Das Ergebnis ist
P

A” = 0(p2)as Ny (k= p2), Bl u(p)

Der ,Soft Limes* beider Amplituden ist

Pl

p1-k

1 v
A = = Sa(p)a e, Byl ulp) L+ 0(1)

bzw.

1 o v Ph
A = §v(pz>asAbCBcé‘U(p1>p2 = +0()

O(1) stellt den nicht singuléren Anteil der Amplitude im ,Soft Limes" dar. Fiir
B! gilt, in unterster Ordnung, B,!" = dp,b"*. Dann ergibt sich fiir das Quadrat
der Amplitude (= 2R(AT*A7))

1 2p1p2
Ak — 0)]2 = —a?Tr(A\*N)§oP | AW |2 =
- IV = g TN AT (p1- k) (p2 - k)
Der Anteil
A®) = v(p2) Byt u(ps)

entspricht einem Prozess ohne Partonenemission, wie oben erwéhnt. |A®)|? ist
das quadrierte LO-Matrixelement, gemittelt und summiert iiber die internen
Informationen. Schliefslich verschwinden die Beitrédge noch, die bei dem Qua-
drieren der Gesamtamplitude auftreten, |A*|? wg. p? ~ 0

Fiir eine Betrachtung des Prozesses im kollinearen Gebiet empfiehlt sich eine
Parametrisierung des Gluonimpulses, indem explizit der Transversalimpuls kp
auftritt. Dieser kann nach dem Aufstellen der Amplitude im Limes k7 — 0 be-
trachtet werden, wobei das erwéhnte divergente Verhalten sichtbar wird.

Die Parametrisierung des Gluonimpulses (,,Sudakov-Dekomposition) lautet

k=(1-x)p+&n+kr (58)

p ist der Quarkimpuls (oder Antiquarkimpuls), £ ist ein noch zu bestimmender
Faktor und 7 ist ein lichtartiger Vierervektor (% = 0), mit der mdglichen Dar-

stellung n* = (1,0,0, —1). SchlieRlich ist kr = |kz| = |(0, k7, 0)|. Fiir Relationen
untereinander gelten
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Die letzte Gleichung vereinfacht die Forderung k? = 0 stark, wie man explizit
sieht

K= (1 —2)p® + (€n)? + ki + 2nkr +2(1 = 2)p(En + br) =0
mit der Losung fiir die unbekannte Konstante £

k%
2(1—==z)p-n

Daraus lisst sich t; = (p1 — k)? ~ —2p; - k einfach berechnen. Es gilt dann

§=- (60)

ki

1—=x

ty = —2pk = =26p1 - =

Wie im ,Soft Limes* kann die Amplitude zerlegt werden in einen Anteil, der fiir
die Emission steht und einen reguldren Anteil, der keine Divergenzen aufzeigen
wird, wenn der Limes k7 — 0 genommen wird. Die Zerlegung ist

A=A"+R
Die Amplitude fiir den ,Born“-Prozess ist zunéchst wie im vorherigen Fall

9(p2) Byt (pr — k, p2)u(p1)

Fiir die Summe iiber die Information des Endzustandes des Gluons, also deren
Polarisationszusténde, gilt in dieser Eichung

2
17 v v n.u'ku + kuny
ek =P = —g —— (61)
r=1 n

Die Polarisationssumme geht {iber zwei Freiheitsgrade. Die Amplitude lautet,

wie oben,

Byl (p1 — k. p2)
2t

mit BZé‘ = Jpb”* in unterster Ordnung. Der Vorfaktor lautet (die Farbmatrizen
kénnen einfach herausgezogen werden) a2Tr(A*A\)§%F /4¢2 und mit der Abkiir-
zung I' = 040" (p1 — k)~”. Die Mittelung tiber die Spins der eingehenden sowie
ausgehenden Zusténde fithrt mit dem Matrixelement M = @, (p")T'u,(p) zu

O(p2)asAS, (1 = k)p - ¥ ulp1)

2
53D IMP = ST [T — )P+ )]

r=1s=1

und mit T' = 7°T"4° zuniichst unter Vernachlissigung der Massen der Quarks
auf

a2Tr(A2\9)§08

172 Tr [bw(pl - ]ﬁpz)(pl - k?)'YppﬂplB'/”l (pl - k7p2)p2} P,
k

Man kann nun sehen, dass beide Gamma-Matrizen,y” und 'y”/, in der Spur
(in vier Dimensionen) durch Kontraktion mit der Polarisationssumme Gln.(61)
ausgewertet werden konnen, ebenso wie der Faktor (p1 —k) = ap; —&-n—kp. Mit
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Gln.(58) -k = (1—x)p1, der Polarisationssumme, Gln.(61), P,, zur Auswertung

der Polarisationsvektoren der Bosonen sowie Gln.(59) und der Amplitude |A|* =
|AT + R|? im Limes k7 — 0 kann dann beides geschrieben werden

[Alkr — 0)* ~ —

a?Tr(\*\P) 58 (1 + a2
k

Tr(b"”pl Bul“/pg)
)

1—x

+weniger singulére Terme fiir den Fall |ET| — 0.
Der Ausdruck

14 22

1—=x
ist die bekannte Altarelli-Parisi-Splitting-Funktion Py, (z) aus Abschnitt 2.3.
Mit ¢t ~ (1 — z)(1 — y) kann fiir den Fall, dass das Quark ein Gluon kolli-
near emittiert, sofort qualitativ der Vergleich hergestellt werden mit dem an-
gegebenen Ergebnis aus Abschnitt 7. Wenn das Antiquark emittiert, kann die
Rechnung ohne Umsténde fiir diese Situation wiederholt werden, wobei ¢; mit
ug ~ (1 —x)(1 + y) ersetzt werden muss.

, 0<z<1
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8 Eventgenerierung mit DPMJET III

In diesem Abschnitt soll kurz beschrieben werden, wie mit Hilfe des Programms
DPMJET III * Events erzeugt werden ® (das Programm DPMJET III wur-
de von Stefan Roesler, Ralph Engel und Johannes Ranft geschrieben [3]; eine
Vorversion (DTUNUC 2.2) wurde von Stefan Roesler in Zusammenarbeit mit
Ralph Engel und Johannes Ranft im Zusammenhang mit seiner Doktorabeit
geschrieben [57, 58]; das Programm PHOJET wurde von Ralph Engel in sei-
ner Doktorarbeit entwickelt [59]). Im Folgenden wird nur die Phase genauer
betrachtet, die spédter auch fiir die Produktion schwerer Quarks zusténdig sein
wird.

Das Programm DPMJET III erméglicht die Simulation von Streuvorgéngen be-
liebiger Hadronen und/oder Nukleonen und benutzt PHOJET (v1.12) fiir die
individuelle Hadronenstreuung und fiir den ,Initial State“-Schauer sowie PY-
THIA (v6.115) einmal fiir die Beschreibung des Hadronisierungsvorgangs als
auch fiir die Durchfithrung des ,Final State“-Schauers.

Zur akkuraten Beschreibung der Hadronenstreuung unterteilt PHOJET diese in
diverse physikalisch relevante Prozessarten (,Non Diffraktiv etc.). Entscheidend
fiir die Auswahl eines dieser Abschnitte ist der fiir diese Prozessart im Voraus
bereitgestellte uneikonalisierte Wirkungsquerschnitt. Das geschieht in einer nu-
merischen Phase, die jedem Event vorangestellt wird. Wie in dem Abschnitt 2.6
angedeutet, wird jede dieser Prozessarten durch eine Bildung von ,Color Sin-
guletts” (,,Strings”) abgeschlossen. Diese ,Ketten werden dann dem Programm
PYTHIA zur Hadronisierung iibergeben.

Um im Folgenden ein Ereignis zu erzeugen, muss ein Aufruf der PHOJET Sub-
routine PHO EVENT aus DPMJET III betrachtet werden (Aufruf durch die
Subroutine DT EVENTB). Vorausgegangen ist dabei eine vom User initiierte
Anfrage in Form eines physikalischen Prozesses (durch eine vom User bereitge-
stellten Datei), in dem ein ausgewihltes Projektil auf ein ausgewéhltes Target
geschossen wird. Dieser Anfrage kdnnen Optionen angehéngt werden. Zwingend
erforderlich ist natiirlich neben der Angabe der Target- und Projektilart (Pro-
ton/Neutron bzw. deren Antiteilchen) die Angabe der Stofsenergie in Form einer
Schwerpunktsenergie im ,,Center of Mass“-System der Teilchen. Kern-Kern St6-
e sollen im weiteren Verlauf nicht betrachtet werden.

Ubergeben werden an die Subroutine PHO EVENT u. a. die Impulse der Ha-
dronen als Parameter dieser Subroutine als auch einige Konstanten, die tiblicher-
weise in COMMON Blécke gespeichert sind (PHO _DATINI und PHO FITPAR
initialisieren die wichtigsten COMMON Blocke und Felder(Arrays)).

Der erste fiir diese Arbeit wichtige Aufruf ist die Subroutine PHO MCINI, die
in erster Linie der numerischen Berechnung des totalen harten Wirkungsquer-
schnittes dient, dessen Prozesse in PHOJET in ,Leading Order* vorliegen ©.

4Im Wesentlichen bezieht sich die folgende Beschreibung auf das Programm PHOJET, da
keine Kern-Kern-Streuung betrachtet werden.

5 Die PHOJET-Bezugsquelle lautet: http: //www-ik.fzk.de/~engel. DPMJET III ist Lizenz-
rechtlich geschiitzt, siehe dazu die Seite: http://sroesler.home.cern.ch/sroesler /dpmjet3.html

6Fiir Streuungen von Photonen werden neben den ,direct-“QCD Prozessen, indem Pho-
tonen direkt mit einem Partnerteilchen punktartig wechselwirken, auch ,Resolved“-Prozesse
erlaubt; in diesen Prozessen kann die Wellenfunktion eines teilnehmendes Photon als ein zu-
sammengesetztes Teilchen gedacht werden, dass in alle erlaubten Zustande fluktuiert, z. B. in
ein Quark-Antiquark-Paar; dieses Fermionpaar kann dann behandelt werden, wie ein Input
fiir ein LO-Prozess.
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Nach diesen Vorbereitungen ist die weitere Aufrufabfolge

— (PHO_HARXTO) — (PHO HARXPT) — (PHO HARXR2) bzw.
(PHO_HARXD2) — (PHO HARXRS3)

Der Term, der in diesen Routinen berechnet wird ist [3§]

2 2
on = Z ///dmdxzdtmfz(xl,Q ) @3 (2, Q ) ﬂMi%ij’lasgg )

Z2

i,j—k,l

fij(21,2,Q?) sind die Verteilungsfunktionen fiir die Partonen i, j und M? ikl
sind die Matrixelemente fiir einen Subprozess i+j — k+I[. Es gilt die Bedingung
fiir die Mandelstam-Invarianten (3, £, @) §+1i+0 = 0, sowie die explizite Relation
t « Q2. Dieser Term wird fiir die weitere Verwertung umgeschrieben. Der Faktor
N, ist einfach die Anzahl der Endzustéande fiir den Subprozess m (1 < m < 8),

wobei i, j gegeben ist. Er lautet dann

(m) ,

1 2

mit dv = di/§ und die Z(m) soll 7, j auf Prozess m beschrankt bedeuten. Die
Mandelstam-Invarianten erfullen die Relation 1 + v 4+ v = 0 mit v = 4/5 und
v = t/5. Dieser Term muss noch mit der Stufenfunktion multipliziert werden,
um den Energiebereich, in dem oy, giiltig sein kann, einzugrenzen. Die Funktion
lautet

O(z129 —ay)

2
mit a; = @TT und s ist die totale quadr. Hadronenenergie; pr iy ist ab-
héngig von der totalen quadr. Energie s und hat als unteren Wert pr nin =
2.5 GeV/c.

Fiir die Eventgenerierung ist es giinstiger, den Ausdruck in folgende Form zu
bringen [38]

ah—%:///dxldxgdvgmhm—;/Ol/ol/oldfldfgdfgﬁm

wobel 1
T
m ) 9 = _M2 @ -
Gm (21, T2,0) 5 M (2110)2 (1172 — @)
b (21, 2,0 le.fz w1, Q%) s fi(w2, Q%) (Q?)
sowie .
hon = A b
mit

1 p1 p—0.5(1-W)
Am/ = / / / dl‘l d.l?g dvgm(xlaxQ)’U)
a a —0.5(1+W)
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und W = /1 — a/(z122). Fiir die neuen Variablen i, &5,&3 gelten noch die

Umrechnungen

m(T1, T2, v
e dey dgy = I 0)

Hier werden x1, z2 bestimmt (aus g, (21, z2,v)) und der Subprozess m. Voraus-
gegangen sein muss aber der Eikonalisierungsprozess der Wirkungsquerschnitte,
der an die Phase nach der Bestimmung von o}, anschliefst (Abschnitt 2.6).

Die skalierte Mandelstam-Invariante v und die x-Impulse sind giiltig im Bereich

dx1 dxo dv

1

SIS v < —s(1-W)
a< x1 <1
a< xy9 <1

Die Routine PHO HARFAC berechnet A, (und legt fiir jedes m fir die gewéahl-
ten Werte den berechneten Wert A, in ein Array HFAC(m) ab). Das Maximum
des Integranden izmm(m wird in der Routine PHO _ HARWGX/PHO HARWGI
berechnet und in einem Array HWGX(m) abgelegt fiir den Subprozess m; die
Summe der ,Resolved“-Prozesse wird in HWGX(9) gespeichert. Aus der Funkti-
on g, werden die z-Impulse (Routine PHO HARKIN) sowie die Mandelstam-
Invarianten bestimmt, um die Matrixelemente des Subprozesses m auswerten zu
kénnen. Die Funktion h,, wird in der Routine PHO HARWGH berechnet (Ar-
ray HWGH(m)). Der Subprozess m selbst wird in der Routine PHO _HARSCA
bestimmt iiber HWGX(9). Aus dem Ausdruck

hm,mam
Pm ey —
2 om.maz

wird durch Vergleich mit einer Zufallszahl der Subprozess m ausgewihlt, der in
diesem Event betrachtet werden soll. Neben der Wahl des Subprozesses m ist
noch die Flavourwahl fiir die eingehenden und ausgehenden Partonen wichtig.
Die in dem Prozess erzeugten Partonen werden mit der Wahrscheinlichkeit %
mit einem der Flavours u,d, s, c belegt. Die den Prozess verursachenden Par-
tonen bekommen die Flavours, die mit Hilfe der Funktion PHO HARWGH
(Produkt zweier Verteilungsfunktionen der Seite 1 und Seite 2) berechnet wer-
den. Zusammenfassend kann dieser Algorithmus zur Bestimmung des harten
Wirkungsquerschnittes in fiinf Schritte dargelegt werden

1) Der Subprozess wird aus dem Ausdruck

hm,mam
Py,

2 hom,maz

gewonnen (PHO HARSCA), wobei Ay mae im Feld HWGX(m) gespei-
chert ist, 1 <m < 8.

2) Die z-Impulse 1,2 und v werden anhand der Funktion g,,dzidzadv be-
rechnet (in der Funktion PHO HARKIN).

3) Das Gewicht ﬁm,(ml, %2, v) muss berechnet werden (die Funktion
PHO HARWGH speichert im Array HWGH(m) diese Werte).
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4) Der Event wird abgelehnt, falls eine Zahl R = iAzm//Azmmax < & €€
(0...1).

5) Die Flavours fiir die an diesem Prozess beteiligten Partonen werden be-
stimmt. Fir ,Initial State“-Partonen geschieht dies mit Hilfe der Funktion
PHO_ HARWGH; diese fiihrt ein Produkt der beiden beteiligten Vertei-
lungsfunktionen (multipliziert mit einer Zufallszahl) durch und testet, fiir
einen gegebenen Prozess m und gegebenes z1, z2, Q%, wann dieses Produkt
kleiner wird als eine neue Auswertung des Produktes zweier Verteilungs-
funktionen (die zugleich {iber alle Flavours summiert wird).

Mit diesem Algorithmus ist es moglich, den Wirkungsquerschnitt iiber

Oh,MC = E J}T]\IO

m

mit
1L
Thvie =35 D hm
n=1

zu berechnen. N ist die totale Anzahl der Events (,Accepted” als auch ,Rejec-
ted®).

Der totale harte Wirkungsquerschnitt o5, wird einer Prozedur unterzogen, um
die Unitaritidt des Modells zu gewéhrleisten (Eikonalisierung) [40, 33, 34]. Der
Eikonalisierungsprozess startet mit einem Aufruf der Routine

PHO_ PRBDIS (aus PHO MCINTI heraus, also noch bevor die Eventphase be-
ginnt). In dieser Subroutine wird in Abhéngigkeit der Prozessart und der Energie
tabellarisch die mittlere Anzahl der moglichen Austauschgraphen bestimmt. Die
weiteren Aufrufe sind

— (PHO_XSECT) — (PHO_EIKON) — (PHO _BORNCS)

In dieser Folge findet die Eikonalisierung aller Wirkungsquerschnitte statt.
Die Prozedur definiert eine Funktion y;(B,s) (Eikonal) im Impactparameter-
Raum in Abhéngigkeit der totalen Schwerpunktsenergie s in der Form

ag; 32
(B, s) = ——
X’L( ’ S) 871’1)z CXP { 4bl‘ }

wobei o; fiir den zu eikonalisierenden Wirkungsquerschnitt steht (¢ = s, h, TP, L
flir ,,Soft*-, ,Hard"-, ,/Triple Pomeron“ und ,Loop Pomeron“-Beitrag zum totalen
Wirkungsquerschnitt). Die b; sind fiir den Beitrag typische Parameter, definiert
in

PHO DATINI.
Diese Funktion ist normiert, so dass

o = /%(B, s)d*B
Definiert man nun eine Funktion

(2xs)' (2xn)™ (=2x7P)™ (=2xL)P
l.! me! n.! pe!

U(ZCamCanameas) = exp{—2x(B,s)}
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mit ., me, Ne, pe als Anzahl der ,Cut-(Pomeron)Graphen* und
X(Bv 8) = XS(Bv 8) + Xh(Bv 8) - XTP(Bv 8) - XL(B7 S)

Die Summe iiber
0 < (lc;mc;ncvpc) < 0

zeigt, dass dieser Wert dann tatséchlich endlich (normiert) ist.

Diese Anzahl wird in der Routine PHO _SAMPRB bestimmt. Nach Beendigung
der Routine PHO MCINI wird dann PHO _SAMPRO aufgerufen; der Riickga-
bewert dieser Funktion entscheidet dann bei einem Aufruf von PHO PARTON,
welche Art von Prozess betrachtet werden soll mit Hilfe der eikonalisierten Wir-
kungsquerschnitte (in PHO PRBDIS wird die Wahrscheinlichkeit fiir eine An-
zahl an ,Soft/Hard Pomerons” fiir ein Event bestimmt (in Abhéngigkeit der
Schwerpunktsenergie und dem Stofparameter)). Mogliche Prozesse sind

Non Diffraktiv
Elastisch

Quasi Elastisch
Diffraktiv (zentral)
Diffraktiv (Seite1/2)
Diffraktiv (Seite1+2)
Resolved+ Direct

An Hand dieser Wahrscheinlichkeit wird, wie in PHO _SAMPRO, iiber einen
Vergleich mit einer Zufallszahl die Anzahl der ,,Cut Graphen“ bestimmt. Ei-
ne Anderung in einem der Wirkungsquerschnitte wird dann eine erhhte Zahl
an ,,Cut Graphen“ zur Folge haben fiir diese Prozessart, so dass fiir die Erzeu-
gung schwerer Quarks die Addition des pQCD-Wirkungsquerschnittes o5 zu
dem bisher generierten harten ,Leading Order‘-Wirkungsquerschnitt (vor der
Eikonalisierung) moglich ist und zu einer im Mittel groferen Anzahl an ,Cut
Graphen“ (,Hard Pomerons®) fithren wird. Dass dieses erlaubt ist, sicht man an

den Eikonalen 5
Oh B
Xi=h(B, s) S, P { o }

Eine Korrektur des harten Wirkungsquerschnittes o, konnte hochstens eine An-
derung des Parameters b, bedeuten, der aber unabhingig von s ist mit [40]
by =b=3.52 GeV >

Unsere Methode, schwere Quarks zu erzeugen, wird durch das Package BASES
und SPRING [13, 14] bewerkstelligt. Uber BASES wird der totale Wirkungs-
querschnitt der schweren Quark-Paare berechnet (oy7), und iber SPRING wer-
den die notwendigen Events generiert, die in einer Datei abgespeichert werden.
Nach dem Start von DPMJET III wird mit der neuen Parameterkarte die ge-
samte Datei in den Speicher gelesen. Da hierbei die ,Next to Leading Order*
beriicksichtigt werden, sind die Gewichte w; = +1. Wie in [4] werden Events der
Zahl Ny (H-Events) und Ng (S-Events) erzeugt mit Ny = Ny + Ng und

JH JS
Ng = Nypt——— Ng = Nyppt—————
H ttJH—l-Js s ttJH‘FJS
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Jur und Jg sind die Absolutwerte der Integrale Iy und Ig mit o5 = In + Is.
Niop ist die Anzahl der Events, die generiert werden. Dieses ist ohne weiteres
im Voraus moglich, da ohne Eikonalisierung die Produktion schwerer Quarks
unabhéngig vom restlichen Ereignis stattfindet. Ny ist die einzige Zahl, die
vorgegeben werden muss, typischerweise liegt Ny bei mindestens einigen hun-
derttausend Events.

Der Output von SPRING ist eine Datei (,mrs107.events®), die Ny, Events ent-
hélt und die im Anschluss in DPMJET III herein geladen werden. Standard-
mékig sind dies 400 Tsd. Events (COMMON Blocke IMPULS und INFO; alle
hinzugefiigten Common Blocke sind in der Datei userplotfix.f definiert). Darin
sind die 5 Eventimpulse (plus Labimpulse z1, 23), die Farbstruktur des Events
sowie die Flavours der Partonen zu finden (der Flavourendzustand ist bekannt;
der Viererimpuls des H-Partons kann der Nullvektor sein). Weiterhin ist jeder
Event gekennzeichnet als ,Event* oder ,,Counterevent”. Das Gewicht der Coun-
terevents ist w; = —1. Teilchen, die iiber Events mit diesem Gewicht erzeugt
werden, dienen lediglich als Korrektur fiir die entsprechenden Histogramme mit
den Gewichten w; = +1.

Fiir die Umsetzung der Farbstruktur ist ein Interface geschrieben worden. In
dem N, — oo Limes ist die PHOJET-Konvention, dass fiir Gluonen der erste
Farbwert positiv (damit der zweite Farbwert negativ) und fiir Quarks/Antiquarks
die zweite Farbe per Konvention auf den Wert Null gesetzt wird. Damit ldsst
sich der Farboutput aus dem Programm BASES direkt als Farbzuweisung unter
PHOJET verwenden (die PHOJET-Routinen sind PHO SELCOL fiir Split-
tingprozesse und PHO HARCOL fiir Matrixelementberechnungen).

Wenn es PHOJET erlaubt werden soll, schwere Quarks zu erzeugen, so ist die
Frage, wie die neuen Prozesse (H- und S-Events) mit den LO-PHOJET Pro-
zessen zusammen wirken.

Zunéchst wird der iiber BASES erzeugte Wirkungsquerschnitt o,; im unei-
konalisiertem Zustand zu dem vorhandenem totalen harten (LO) Wirkungs-
querschnitt addiert (die Datei mit den Wirkungsquerschnitten hat den Namen
,mrs107.integrals®; in ihr sind vier Werte zu finden; es sind Jy, Js, Iy, Is). Das
geschieht direkt nach seiner Berechnung in der Routine PHO HARMCI.

Das Verhéltnis der Wirkungsquerschnitte (oo und o) fiir eine vorgegebe-
ne Schwerpunktsenergie /Sy ist dann ein Kriterium, wann ein neuer b-Event
geladen werden soll

_ 96

TLO + Opp

Ist eine Zufallszahl » € (0...1) kleiner als R, so tritt dieser Fall ein, und die
Subroutine PHO HARSCA 14dt zufdllig eines der Events aus dem Speicher.
Es ist auch moglich, wenn z.B. die Rechenzeit eine Rolle spielt, eine ande-
re Methode zu verwenden. Neben der zufélligen Auswahl der Events aus ei-
ner vorgefertigten Liste (SPRING), konnen auch alle b-Events aus dieser Liste
nacheinander in DPMJET III herein zu laden. Dazu wird DPMJET III in eine
Endlosschleife versetzt. Es ist dabei moglich, als Abbruchbedingung die Anzahl
der moglichen b-Events festzulegen 7.

Um DPMJET III/PHOJET anzuweisen, schwere Quarks zu produzieren, wur-

"Bsp. fiir eine zufillige Auswahl auf einem Dual Core 2x2.16 GHZ: 2x60Mio Events,
coll. Type pp, CM-Energie /S = 1800 GeV, ca.202 Tsd. bb-Quark-Paare, ca.27h.
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de eine neue Parameterkarte samt Optionen, im Wesentlichen zu Testzwecken,
eingefiihrt ®. Eine Abweichung in den Ergebnissen bzgl. der b-Produktion ist
innerhalb der drei Optionen nicht auszumachen.

Das Generieren der b-Events unter SPRING erzeugt fast immer auch einige
misgenerated Events. Diese Events konnen unter PHOJET zu Fehlermeldungen
der Subroutine PHO CHECK fiihren, die die Einhaltung der Quantenzahlen
eventweise beaufsichtigt. PHOJET erlaubt fiir einen kompletten Lauf 20 solcher
Fehler, ohne dass der Run abgebrochen wird. Viele dieser Events werden durch
die Subroutine SUMP aus gesondert. Bei 400 Tsd. b-Events werden meistens
zwischen 0 und 5 solcher Events erzeugt, so dass dadurch keine grofse Gefahr
fiir einen Abbruch des Laufs bestehen kann.

Sollten mehr als die standardméfigen 400 Tsd. Events notig sein, so werden
auch mehr misgenerated Events erzeugt. Die Variable maztry in der Subroutine
RUN_OF_ SPRING (Datei ,mcatnlo int.f*) steuert die Anzahl der Versuche,
einen guten Event zu erzeugen. Momentan ist die Variable auf matry=1000 ge-
stellt, Standard ist matry=50. Die Eventgenerierung dauert durch Hochsetzen
dieser Variable natiirlich linger.

Fiir die Eventgenerierung ist durchweg fiir die Parametrisierung des Hadronenin-
haltes die Parton Density Function (PDF) der Gruppe MRST, MRST2001, A =
267 MeV, (M) = 0.121, 5 , Active Flavours” (im M S-Renormierungssystem)
genommen worden [60] . Die Datei heifit ,alf121“. Andere Mdglichkeiten sind
ebenfalls von dieser Gruppe. Die entsprechenden Dateien heifsen ,,alf119%, ,,alf117*
und ,,j121“ (Endungen, wie ,*.dat”, sind zu entfernen). Ein paar Eigenschaften
(entnommen aus der Datei ,Jlibofpdf.f“), u. a. der totale Wirkungsquerschnitt fiir
die Erzeugung der b-Quarks in einer pp-Kollision bei einer Schwerpunktsenergie
von /s = 1.8 TeV, sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst:

Schwerpunktsenergie: /s = 1.8 TeV, coll. Type: pp
Datei | oNEO b | pf""[GeV/c] | p7° PV /1GeV /] | A5GeV] | as(M:)
,ctegbm® CTEQ6M 46.69 £ 0.04 16.30 £ 0.02 0.226 0.118
Lalf119°¢ MRST2001 1 | 43.64 £ 0.04 15.71 £ 0.04 0.239 0.119
Lalf117¢ MRST2001 2 42.69 + 0.04 15.21 £ 0.04 0.214 0.117
Lalf121¢« MRST2001 3 44.29 + 0.04 16.15 £ 0.02 0.267 0.121
»j121¢ MRST2001 4 43.64 +0.04 15.94 + 0.02 0.267 0.121

Die Fehler entstammen ausschlieflich aus dem Programm BASES.

Die Fortran-Dateien sind tiber den Befehl ,,g77 -w -fno-automatic -finit-local-zero
*f-L $CERNLIB -lpacklib* kompiliert worden, wobei $§CERNLIB den Pfad zu
den Cernlibs enthélt, und -Ipacklib linkt die Bibliothek ,libpacklib.a* der Cern-
libs 10, In ihr ist z. B. die Plot-Routine HBOOK enthalten. Die Optionen ,-fno-
automatic* und ,-finit-local-zero“ stellen sicher, dass alle lokalen Variablen ein
,save‘-Statement bekommen, und dass diese Variablen mit einer bindren Null
initialisiert werden. Die erste Option sollte angegeben werden, da ansonsten die
Auswertung von ay in der Datei ,libofpdf.f* fehlschldgt.

8 Die Erweiterung des Programms DPMJET III/PHOJET ist als ,usercode* hinterlegt und
auf Wunsch vom Autor oder dessen Betreuer zu haben.

9Der b-Quarkinhalt wird nach [5] konsequenterweise zu Null gesetzt, damit im Anfangszu-
stand keine b-Flavours auftauchen.

10Kompiliert wurde unter OpenSuse 10.2 und 10.3 mit dem ,,gcc v4.2.1¢ und ,gcc v4.2.2¢
sowie mit dem Fortran-Compiler ,,g77 v3.4.6%
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Nach dem Start eines Laufs kann {iber ,grep -i ’Event Nr’ Name-der-Output-
Datei.txt in der Konsole der aktuelle Event abgefragt werden ''. Das kann
hilfreich sein, da die Version von PYTHIA (v6.115) in einigen sehr seltenen Fal-
len plotzlich eine Vielzahl von ,advisory warnings“ abgibt. Das kann sogar zu
einem Abbruch des Laufs fiihren (normalerweise passiert dieser Umstand inner-
halb der ersten Millionen Events) 213,

Um den Zerfall der B-Mesonen auszustellen, muss in der Subroutine MYDE-
CAY die ,,goto 800“ Anweisung unkommentiert werden, und in der Subroutine
DT EVTFRG sollte die Variable auf ,onoff=.false.“ fiir diese Mesonen stehen.
Weiterhin muss in der Subroutine PLOMBR die ,,goto 666 Anweisung unkom-
mentiert sein. Fiir eine Rekonstruktion (Kapitel 10) muss der umgekehrte Weg
beschritten werden. Vieles steht auch noch einmal explizit im Quelltext.

Hinweis: An BASES/SPRING sind, neben dem Subtraktionsterm, noch eini-
ge kleinere Modifikationen vorgenommen, z. B. mussten die beiden eingehenden
Subprozessimpulse erst masselos gemacht werden, da HERWIG einer anderen
Konvention folgt. Alle Anderungen oder Zusitze sind aber im Quelltext zu fin-
den und sind mit meinem Namen referenziert.

Die von mir verfassten Bestandteile innerhalb DPMJET III/PHOJET und BA-
SES/SPRING konnen beliebig verwendet und modifiziert werden, solange An-
derungen als nicht von mir kenntlich gemacht werden.

HDie Ausgabe gibt die Eventnummer zuriick, bei dem ein schweres Quark-Paar aus der
Liste entnommen wurde und ist somit nicht vollig aktuell. Bis zur ersten Million Events
werden diese regelmaéssig ausgegeben, danach nur noch sporadisch, etwa drei bis fiinf mal pro
20000 Events; nach dem Start kann das Beschreiben der Datei etwas dauern, da Linux zuerst
die Daten in einen Buffer schreibt, und danach in die Output-Datei; mit dem Befehl ,sync*
kann dieser Buffer sofort geleert werden.

12Mit hoheren Versionen von PYTHIA (z. B. PYTHIA 6.2) scheint das nicht der Fall zu sein;
mochte man eine héhere Version von PYTHIA mit DPMJET III linken als die Version 6.115
(auf die sich alle prasentierten Ergebnisse beziehen), so miissen in allen Common Blocken
COMMON/PYDAT3/ die Feldgrenzen von 4000 auf 8000 erhéht werden (siehe Subroutine
MYDECAY). Weiterhin sollten dafiir die Dummy-Subroutinen ,PDFSET*  STRUCTM* und
HSSTRUCTP in der Datei ,dpmjet-xyz3.0.f“ kommentiert werden.

B3{ber ,,grep -i 'produced b of kind’ Name-der-Output-Datei.txt* und ,,grep -i 'Bs from’
Name-der-Output-Datei.txt* die Gesamtanzahl und die Zahl der in einem positiven/negativen
Event produzierten B-Mesonen erfragt werden (wenn der Zerfall ausgestellt ist)

131



9 Ergebnisse erzielt durch DPMJET III

DPMJET/PHOJET (inkl. PYTHIA) ist ein Programmpaket, das experimen-
telle Daten zu verschiedenen Streuvorgéngen erfolgreich beschreibt. Dazu sein
auf die wichtigen Arbeiten der letzten Jahre verwiesen [61]—[65] und [66] - [71].
Speziell PHOJET betreffende Arbeiten sind in [59]—[79] zu finden.

In dem folgenden Abschnitt 9.1 und in dem darauf folgenden Kapitel 10 werden
die Ergebnisse des Transversalimpulsspektrums gezeigt, die durch die Implemen-
tierung der b-Quarks in PHOJET unter Beachtung des neuen Subtraktionsterms
bestimmt wurden (Kapitel 5, insbesondere ab Abschnitt 5.4 und 5.5). Dieses
beinhaltet (Abschnitt 9.1) einen Vergleich mit den exp. Daten, die im Fermilab
und am Jefferson Lab gewonnen wurden (CDF-Run-I- und Run-II-Daten). Die
Daten aus Run-Ta und Run-Ib (y/s = 1.8 TeV, pp) werden nicht herangezogen.
Die Vorhersagen des Transversalimpulsspektrums fiir eine LHCb-Konfiguration
wird sich in Kapitel 10 finden.

9.1 Transversalimpulsverteilung von ,,Bottom‘-Mesonen
im Vergleich mit den Fermilab-Daten

Wir wenden uns jetzt der B-Hadronenproduktion in einen Energiebereich zu,
in dem experimentelle Daten vorhanden sind. Zunéchst werden hier Grafiken
zur B-Mesonenproduktion gegen ihr Transversalimpulsspektrum aufgefiihrt, die
noch mit dem voreingestellten Subtraktionsterm produziert wurden (fiir das Si-
mulationsprogramm HERWIG, Abbildungen 29 und 30). Danach folgt die Abbil-
dung 32, in der bei den im Voraus generierten b-Events der Subtraktionsterm fiir
das Programm DPMJET III angepasst wurde. Dieser Subtraktionsterm besei-
tigt, wie in Kapitel 4 und 6 gesehen, das ,Double Counting*-Problem (bis NLO)
und stellt durch die b-Quark-Voraus-Produktion dazu das richtige Verhéaltnis
dieser Quarks her bzgl. ihrer Eventgewichte w; = +1 (i = Eventnummer).
Die Abbildungen 29-32 stellen den differentiellen p;-Verlauf von B*- und B°, B°-
Mesonen fiir eine pp-Reaktion bei einer Schwerpunktsenergie /s = 1.8 TeV dar
(die Eintrige wurden fiir diese Abbildungen gemittelt). Aufgetragen wurden die
Eintrége unter den Bedingungen fir Rapidititen |y| < 1 und p; > 6 GeV/c, wie
sie in [80] zu finden sind. Aus diesem Artikel wurden auch die experimentellen
Daten entnommen, die in den Grafiken zum Vergleich {ibertragen wurden.
In den beiden Abbildungen 29 und 30 ist zunéchst der voreingestellte HERWIG-
Subtraktionsterm benutzt worden. Die Eintréage reprasentieren die mittlere ,,Bot-
tom“-Produktion bis NLO (Abbildung 29, griine Grafik) und einschlieflich LO
(Abbildung 30, blaue Grafik). Fiir die jeweils frei wihlbare Renormierungs- und
Faktorisierungsskala gilt hier pug = pr = po = /mji + p7. Wie zu Beginn des
Kapitels 5 erwdhnt, verbleibt po hier aber der Einfachheit halber in dieser Ein-
stellung, obwohl das Programm PHOJET mit masselosen partonischen Anfangs-
zustinden arbeitet, und deswegen konsequenterweise 3 = p? zu setzen wiire. Es
treten in den Grafiken keine Auffélligkeiten auf hinsichtlich dieser Einstellung.
Die NLO-Grafik liegt unter diesen Bedingungen am unteren Ende des theoreti-
schen Bandes in Figur 2 aus [80]. Es wurden keine Manipulationen (,,Tuning®)
an PYTHIA versucht oder durchgefiihrt, die zu einer verianderten Anzahl an
fragmentierten B-Mesonen fiithren kénnten. Die ,,Standardeinstellungen* fithren
im Allgemeinen, wie in Abschnitt vorher gesehen, zu guten Ergebnissen.

Es ist bekannt, dass die gemessene ,Bottom“-Produktion die einfache sto6-
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Abbildung 29: Mittlere B-Mesonenproduktion (B*, B®, B?) - differentieller
Wirkungsquerschnitt bis einschlieflich NLO (griine Grafik); fiir die Skalen pug
und pp gelten up = pp = po; der Subtraktionsterm ist angepasst fiir das
Programm HERWIG. Die roten Eintrége sind aus [80] entnommen.

rungstheoretischen Vorhersagen deutlich iiberschreiten. Diese Vorhersagen be-
finden sich, wie oben erwéhnt, allerdings noch im Bereich einer systematisch
theoretischen Unsicherheit [81, 82, 83, 84].

Zur Anpassung der ,Monte Carlo“-Daten an die experimentellen Daten kénnen
daher die frei wihlbaren Renormierungs- und Faktorisierungsskalen herangezo-
gen werden. Fiir die restlichen Abbildungen werden die Faktorisierungsskala 112,
dazu mit dem Wert 25 multipliziert und die Renormierungsskala p% durch den
Wert, 75 dividiert. Die Werte sehen auf den ersten Blick etwas ungewdhnlich
aus 14, siehe auch [81, 83], aber die Freiheit, diese Skalen wihlen zu diirfen,
legitimierten diesen Schritt. Die Abbildungen 31 und 32 zeigen das Ergebnis
dieser Anderung fiir die Programme HERWIG und DPMJET III angepassten
Subtraktionsterme respektive.

Der Effekt, ur eventweise kleiner zu wahlen, besteht darin, dass die Kopp-
lungskonstante o, (Q?) zu groferen Werten rutscht (siehe z. B. Abbildungen 31
und 32 als Vergleich zu Abbildung 29 und Abbildung 6, Abschnitt 2.5).

Ein Wirkungsquerschnitt proportional zu einer Potenz von ay wird dadurch
grofer, vor allem bei kleineren Transversalimpulsen, wihrend bei groferen Im-
pulsen dieser zusitzliche Anteil nicht (oder kaum) ins Gewicht fallen wird (das
diese Annahme so nicht fiir alle Schwerpunktsenergien vollig zutrifft, wird man
in Kapitel 10 sehen). Die Wirkung, die eine Erhéhung der Faktorisierungsskala

141n der Literatur werden die Renormierungs- und Faktorisierungsskala meist innerhalb des
Intervalls “70 < pur = pur < 2pp gewdhlt; die genommenen Werte sind aber in der gleichen
Groéfienordnung.
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Abbildung 30: Mittlere B-Mesonenproduktion (B*, BY, B?) - differentieller p;-
Wirkungsquerschnitt bis einschlieflich NLO (griine Grafik), aufgefiihrt ist auch
der differentielle Wirkungsquerschnitt zur ,Born“-Ordnung (blaue Grafik), es gilt
1R = pr = po; der Subtraktionsterm ist angepasst fiir das Programm HER-
WIG. Die exp. Datenpunkte, hier rot eingefirbt, sind aus [80] entnommen.
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Abbildung 31: Mittlere B-Mesonenproduktion (B*, B, B%) - aufgetragen ist
auch hier der differentielle p;-Wirkungsquerschnitt (blaue Grafik); die Skalen pp
und ppg sind in dieser Grafik wie im Text angegeben variiert worden, siehe Seite
133; der Subtraktionsterm ist angepasst fiir das Programm HERWIG. Die
roten (exp.) Datenpunkte sind erneut aus [80]. Die griinen Eintrige entspricht

einer einfachen Mittelwertbildung der blauen Eintrage. Die p;-Intervalle sind:
(6.0-8.5), (9.0-11.5), (12.0-14.5), (15.0-25.0) GeV /c.
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Abbildung 32: Mittlere B-Mesonenproduktion (B*, B, B?) - aufgetragen ist
in dieser Abbildung der differentieller p,-Wirkungsquerschnitt bis einschliefs-
lich NLO (blaue Grafik); die Skalen pp,pp wurden wie im Text angegeben
variiert, siehe Seite 133; der Subtraktionsterm ist angepasst fiir das Programm
DPMUJET III. Die roten (exp.) Datenpunkte sind wieder aus [80] entnommen.
Die griinen Eintrége entsprechen wieder einer einfachen Mittelwertbildung der
blauen Eintréige. Die p;-Intervalle sind: (6.0-8.5), (9.0-11.5), (12.0-14.5), (15.0-
25.0) GeV/c.

wur beinhaltet, besteht in der Erh6hung in fiir das ,yvirtuelle Photon (der DIS-
Prozesse) sichtbare Spektrum des Partoneninhalts des Hadrons. Die Folge der
Skalenveranderung ist, das (im Wesentlichen) mehr Gluonen aufgelost werden
(sieche Abbildungen 7,8, Abschnitt 2.1), und natiirlich auch mehr Quarks- und
Antiquarks, wobei im Verhiltnis die Gluonen bei groferen @ (und kleineren x)
dominieren. Insgesamt fiithrt also auch diese Manipulation zu einer Erhohung
des Wirkungsquerschnittes.

Abbildung 32 zeigt die Eintrdge, die durch DPMJET III erzeugt wurden, mit
dem fiir dieses Programm angepassten Subtraktionsterm. Ansonsten ist im Ver-
gleich zu oben die Konfiguration gleich geblieben.

Der p-Verlauf ist fiir moderate Werte wesentlich glatter als mit dem vorhe-
rigen Subtraktionsterm. Dafiir sind aber fir p; > 14 GeV/c die Werte stirker
ausgediinnt. Das kommt daher, dass mit dem neuen Subtraktionsterm etwas
mehr negative Events generiert werden '°, die eine Korrektur darstellen. Abhilfe
konnte sicher eine erhohte Eventanzahl bieten (mit beiden Subtraktionstermen
sind etwas unter 500 Mio. Events generiert worden).

15Die Anzahl der negativen Event variiert mit den gewihlten Skalenwerten ug,pr. Wie
man in Abb. 33-35 sehen kann, macht es natiirlich keinen Sinn mehr Events zu generieren,
wenn der Anteil aller erzeugten negativen b-Quark-Events nahe bei 50 % liegt.
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Eine Alternative ware, den Transversalimpuls p; der b-Quarks nach unten zu
begrenzen, z. B. auf min. 5 GeV/c. Mit dieser Limitierung ist es moglich, den
Anteil negativer Events auf den Wert abzusenken, der bei der Benutzung des
HERWIG-Subtraktionsterms auftaucht (dort sind typischerweise 25 %-33 % der
Events negativ (sinkend mit einer Erhhung der Schwerpunktsenergie, siehe wei-
ter unten)). Der Nachteil dieser Einstellung ist, dass nun weniger B-Hadronen
erzeugt werden, da oy, kleiner ist. Gerade dieser moderate p;-Bereich enthélt
den grofsten Anteil an b-Quarks. Das ldsst sich aber durch mehr Events kom-
pensieren, wobei mehr in diesem Zusammenhang heiftt, das etwa ein Faktor

full py
tot

" pe>5 GeV/cZ
tot

mehr an Events generiert werden miissen.
Im ersteren Fall dagegen wird mit dem HERWIG-Subtraktionsterm eine relati-
ve Anzahl von etwa 0.40 (=0.70 (Plus-b-Quark-Events) - 0.30 (Minus-b-Quark-
Events)) echte Events erzeugt, mit dem DPMJET III-Subtraktionsterm dagegen
etwa 0.31 (=0.65 - 0.34). Damit miissten %= ~ 1.29 mal mehr Events erzeugt
werden, um auf eine dhnliche ,Statistik zu kommen, also etwa 645 Mio. Giin-
stiger ist also, im Hinblick auf die Statistik, die letztere Moglichkeit.
Da der erreichte Fehler etwa dem der experimentellen Daten entspricht wurde
beides nicht weiter verfolgt. Positiv ist auch hier, dass bei héheren Schwer-
punktsenergien die Anzahl der durch den DPMJET III-Subtraktionsterm pro-
duzierten Minus-Events zuriickgeht und bei /s = 14 TeV schon bei etwa 31 %
liegen, anstatt bei iiber 32 %, wie im Beispiel vorher, siehe dazu die Abbil-
dung 33-35. In ihnen wird der energieabhéingige Verlauf der erzeugten nega-
tiven Events aufgezeigt, in Abbildung 33 und Abbildung 34 fiir HERWIG-
und DPMJET III-Subtraktionsterm, in Abbildung 35 ein Vergleich dazu. Der
DPMJET III-Subtraktionsterm produziert durchweg etwas mehr an negativen
Event-Gewichten. Wie fiir die Eventgenerierung mit dem HERWIG-Subtrak-
tionsterm senkt sich aber auch unter DPMJET III der Anteil der negativen
Event-Gewichte zu hoheren Schwerpunktsenergien deutlich ab. Der im Voraus
generierte harte Wirkungsquerschnitt (bis NLO) ist fiir beide Programme na-
tiirlich gleich.

Die Suche nach einem geeigneteren ¢ (Abschnitt 3.3) fiihrt zu keiner Verbes-
serung. Uber dem gesamten Bereich ¢ € (0...1) bleibt die Anzahl der negativen
Events innerhalb von 1% stabil.

Als néchstes werden die experimentellen CDF-Run-II-Daten verglichen, wie sie
in [85] préasentiert werden. Fiir die Abbildungen 36 und 37 wurden etwa 500 Mio.
Events generiert.  Die beiden danach folgenden Abbildungen, Abb. 38 und
Abb. 40, zeigen die gleiche Datenlage erneut, bis auf den Unterschied, dass fiir
Transversalimpulse grofer als 14.5 GeV /¢ (im Prinzip ist dieser Wert etwas will-
kiirlich) ca. 50 %'6 der Eintriige der positiven Events eines Laufs genommen
wurde, um einen moglichen Ausgleich zu schaffen wg. der negativen Events in
einem normalen Lauf'” mit geringer Eventanzahl. Dieses liefe sich auch ganz

16Diese Zahl ist abhingig davon, wie das Originalverhiltnis der Eintrige unter HBOOK
aussieht. Die Anzahl der Eintrage ist dort ablesbar fiir Events mit positiver als auch negativer
Signatur.

7Ein herkémmlicher Lauf produziert ca. 66 % Events mit positiver und etwa 34 % Events
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Abbildung 33: Anteil der negativen Gewichte produziert mit dem HERWIG-
Subtraktionsterm.
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Abbildung  34: Anteil der negativen Gewichte produziert mit dem
DPMJET III-Subtraktionsterm.
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negative weights: HERWIG and DPMJET Il
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Abbildung 35: Vergleich der negativen Gewichte (,,all“) produziert durch die
beiden Subtraktionsterme; DPMJET III produziert etwas mehr an negativen
Gewichten.

umgehen, wenn geniigend Events produziert werden (# > 0.8 — 1Mrd.). Fiir
kiirzere Laufzeiten empfiehlt sich aber diese Methode, denn es gibt keinen Un-
terschied zwischen den Events mit positiven und negativen Vorzeichen'®.
Schliefslich werden in den Abbildungen 39 und 41 die Eintrége in den gewéahlten
pi-Bereichen 19 zusammengefasst (,Binning“), so wie es die assoziierten Abbil-
dungen 38 und 40 vorgeben 2°. Der jeweils letzte Binning-Eintrag besteht nur
aus positiven Events, sieche auch die Bildunterschriften in den Abb. 38, 40.
Beide Figuren beschreiben mit dieser Skaleneinstellung?! recht gut die Run II-
Daten, wie sie von der CDF-Kollaboration herausgegeben wurden [85].

In der ersten Konfiguration (/s = 1.8 TeV, coll. Type: pp) konnten die Da-
ten mit beiden Subtraktionstermen (sowie einer Skalenanpassung) recht gut
beschrieben werden. Fiir hohere Transversalimpulse (ab ca. p; > 14 GeV/c) zei-
gen sich einge Liicken, wenn der Subtraktionsterm fiir DPMJET III angepasst
ist. Aber selbst damit konnen die Daten durchaus addquat beschrieben werden
(,Binning®, griine Eintrdge in Abbildung 32). Im Prinzip gilt das Gleiche fiir
Abbildung 31, also wenn der Subtraktionsterm fiir das Programm HERWIG

mit negativen Signatur (siehe auch Abb. 33-35, da diese Zahl abhéngig ist von der Schwer-
punktsenergie.). Wenn fiir hohe Transversalimpulse wenige Eintrage vorhanden sind, schmé-
lern die Events mit neg. Signatur die Statistik fiir diesen Bereich. Das kann soweit gehen, dass
in diesem p¢-Bereich keine Aussage getroffen werden kann. Deswegen wird zu diesem ,, Trick®
gegriffen in der Hoffnung, fiir Liufe mit einer kleineren Eventanzahl trotzdem hinreichend
gute Aussage treffen zu konnen.

18Bezogen auf ihrem Dominanzbereich.

Diese liegen bei (6 — 8.5), (9 — 11.5), (12 — 14.5) und (15 — 25) GeV /c.

20piir diese Abbildungen wurde das ,,Binning* hauptsichlich deswegen durchgefiihrt, um die
statistischen Fehlerbalken zu reduzieren.

21/1% wurde durch den Faktor 75 geteilt, lL% wurde mit dem Faktor 25 multipliziert.

139



1221 96 TeV, coll. Type:pp

1000 r T T T T T T — T
_ Brely g —8—
- BT X .L——w
X % (NLQ) DFMIET LI ¢--3-!
X X
E : v Rapidity lyl<1
x X X . B p,> 6 GeVic
ol ST x I Xm -
8 ;
g L X xX
s T Xy
o ) R
wnE 4
1 L L L L L L L L
I3 7 8 ] 10 11 12 13 14 15
P (GeVic)

Abbildung 36: BT-Mesonenproduktion bei einer Schwerpunktsenergie von
/s = 1.96 TeV, zunichst in dem ps-Bereich von 6 — 15 GeV/c. Die experi-
mentellen Daten stammen aus den Rekonstruktionen, so wie sie in der Legende
angegeben sind. Entnommen sind sie aus [85], siehe dazu auch [83]. Der Subtrak-
tionsterm ist fiir DPMJET III angepasst. Typischerweise ist auch hier wieder
der glattere Verlauf fiir moderate Transversalimpulse zu sehen. Fiir héhere Im-
pulse hingegen sorgen die negativen Event-Beitrage fiir eine etwas schlechtere
Beschreibung.

angepasst ist. Auch hier zeigt das ,,Binning”“ gute Resultate.

Die zweite Konfiguration zu einer hoheren Schwerpunktsenergie (/s = 1.96 TeV)
liefert ein &hnliches Bild ab. Mit beiden Subtraktionstermen konnte eine gu-
te Ubereinstimmung erreicht werden. Um die Schwierigkeiten fiir die hoheren
Transversalimpulse etwas zu ddmpfen, wurde hier ein Graph zusammengesetzt
(,Komposition“) aus mehreren verschiedenen Datensétzen (die aber zum glei-
chen Lauf gehorten). Diese sind in den beiden Abbildungen als griine Eintrige
kenntlich gemacht und sind, wenn zu wenige Datenpunkte aus einem Lauf (die
aus positiven und negativen Events bestehen) vorhanden sind, gut, um diesen p;-
Bereich zu beschreiben. Sie bestehen lediglich aus Events mit positiver Signatur.

In [86] findet sich ein umfassendes Review zu diesem Thema. Dort werden nicht
nur experimentelle Daten vom Fermilab prasentiert, sondern auch Daten etli-
cher anderer Institutionen. Ein kleiner Nachteil in [86] besteht darin, dass die
Daten mit LO-Voraussagen verglichen werden (inkl. K-Faktoren).
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221 96 TeV, cell. Typepp
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Abbildung 37: BT-Mesonenproduktion bei einer Schwerpunktsenergie von
/s = 1.96 TeV, zunichst in dem ps-Bereich von 6 — 15 GeV/c. Die experi-
mentellen Daten stammen aus den Rekonstruktionen, so wie sie in der Legende
angegeben sind. Entnommen sind sie wieder aus [85]. Der Subtraktionsterm
ist flir HERWIG angepasst. Der Verlauf ist insgesamt wieder unruhiger im
Vergleich zur vorherigen Abbildung (bezogen auf den gleichen p;-Bereich von
etwa 6 — 15GeV/c), hat aber dafiir den Vorteil, wegen der etwas geringeren
produzierten negativen Beitrdge, fiir hohere Transversalimpulse besser mit den
experimentellen Daten {ibereinzustimmen (hier nicht aufgefiihrt).
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Abbildung 38: ,Komposition* einer B-Mesonenproduktion bei einer Schwer-
punktsenergie von /s = 1.96 TeV. Die experimentellen Daten stammen aus den
Rekonstruktionen, so wie sie in der Legende angegeben sind. Entnommen sind
sie wieder aus [85]. Der Subtraktionsterm ist fiir DPMJET IIT angepasst. Fiir
pt > 14.5GeV /¢ wurden ca. 50 % der Eintrige der positiven Events genommen
wegen der besseren Statistik, siehe dazu Seite 137, unten. Die etwas grofseren
(griinen) Fehlerbalken stammen daher, dass nur etwa ein Drittel der positiven
Events des kompletten Laufs fiir diese Abbildung verwendet werden konnten.
Die griinen Eintrage beschreiben aber deutlich besser den fraglichen p;-Bereich,
siehe dazu Abbildung 36. Es wurden etwas zu wenige Events generiert (die nega-
tiven Events ziehen hierbei die positiven Events zu weit nach unten), deswegen
erscheint zwischen den blauen und den griinen Eintréigen ein kleiner ,Knick".
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Abbildung 39: ,Binning“-Grafik fiir eine BT-Mesonenproduktion bei einer
Schwerpunktsenergie von /s = 1.96 TeV. Die Konfiguration ist zu der vor-
herigen Abbildung 38 gleich geblieben. Die p;-Intervalle sind wie gehabt. Der
erste und der letzte Wert liegen etwas {iber den Daten, da vermutlich die Skalen
(siehe Seite 133) ein klein wenig zu hoch gewéhlt sind. Dass die beiden mittleren
Eintrédge ,durchsacken liegt an der etwas geringen Eventanzahl.
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Abbildung 40: ,Komposition“ einer BT-Mesonenproduktion bei einer Schwer-
punktsenergie von /s = 1.96 TeV. Die experimentellen Daten stammen aus
den Rekonstruktionen, so wie sie in der Legende angegeben sind. Entnommen
sind sie wieder aus [85]. Der Subtraktionsterm ist fiir HERWIG angepasst. Fiir
pt > 14.5GeV /¢ wurden ca. 50 % der Eintrige der positiven Events genommen
wegen der besseren Statistik, siehe auch hier dazu Seite 137, unten. Die grofie-
ren (griinen) Fehlerbalken stammen daher, dass nur ca. ein Drittel der positiven
Events des kompletten Laufs fiir diese Abbildung verwendet werden konnten.
Auch hier zeigt sich wieder eine kleine Liicke bei p; > 23 GeV /c wg. der etwas
zu kleinen Eventanzahl. Die griinen Eintrége scheinen auch hier unter diesen
Umsténden besser die exp. Daten zu beschreiben, siehe Abbildung 37.
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Abbildung 41: ,Binning“-Grafik fiir eine BT-Mesonenproduktion bei einer
Schwerpunktsenergie von /s = 1.96 TeV. Die Konfiguration ist zu der vorheri-
gen Abbildung 40 gleich geblieben. Die ps-Intervalle sind wie gehabt. Die ersten
drei Eintrige sind etwas zu hoch, dagegen scheint der letzte (griine) Eintrag zu
niedrig. Im Vergleich mit dem fiir DPMJET III angepassten Subtraktionsterm
erscheint die ,Steigung“ des ,Binning“-Graphen etwas zu steil.
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10 Voraussagen fiir das LHC

Fiir die allgemeinen Vorhersagen von DPMJET III fiir das LHC sei auf die
CERN Workshop Présentation fiir das LHC verwiesen [66, 67]. Im Rahmen
dieser Arbeit interessiert nur die ,,Bottom“-Produktion.

10.1 Vorhersagen fiir LHCDb - Transversalimpulsverteilung
von ,.Bottom‘-Mesonen

In Abschnitt 9.1 wurden fiir die Fermilab-Konfiguration Transversalimpulsver-
teilungen fiir die verschiedenen Subtraktionsterme angegeben. In diesem Ab-
schnitt wird dieses fiir die LHCb-Konfiguration durchgefiihrt, um echte Vor-
hersagen zu machen. Fiir diesen Zweck bleibt das ,Setup® zuerst unveréndert.
Insbesondere die Skalen ur und pp sind nachwievor auf den Wert g gesetzt.
In den folgenden Grafiken liegt die Schwerpunktsenergie der pp-Kollisionen bei
Vs =14 TeV 22,

Die Abbildungen 42 und 43 beschreiben das Transversalimpulsspektrum der B-
Mesonen bis NLO mit einem fiir HERWIG und DPMJET III angepassten Sub-
traktionsterm. Der Plot mit dem HERWIG-Subtraktionsterm ist hierbei hilf-
reich fiir die Abschitzung des systematischen Fehlers. Die Grafiken darunter,
Abbildung 44 und 45, beschreiben zunéchst nur bis LO die gleiche Grofe. Fiir
alle Abbildungen in diesem Abschnitt wurden, wie in dem Abschnitt 9.1, die
Eintrige unter den Bedingungen fiir die Rapiditit |y| < lund einem unterem
Transversalimpuls p; > 6 GeV /c aufgenommen.

Die erste Grafik, die den differentiellen LO-Wirkungsquerschnitt fiir eine
Skaleneinstellung wie in Abschnitt 9.1 beschreibt, scheint gegentiber den Abbil-
dungen 42 und 43 etwas daneben zu liegen und ist deswegen nicht aufgefiihrt.
Der Grund, weshalb vor allem bei hoheren Transversalimpulsen der LO einen
nahezu gleichen bzw. groferen differentiellen Wirkungsquerschnitt hat als der
Verlauf des differentiellen Wirkungsquerschnittes bis NLO, kann nur darin lie-
gen, dass bei den groffen Abweichungen der Skalen pp, up von pg die negativen
Beitrédge, die durch den Subtraktionsterm erzeugt werden, in den NLO Grafiken
zunehmen, und einen realistischen NLO-p;-Verlauf produzieren (Abbildung 42,
43), wihrend diese Korrektur in der LO-Abbildungen nicht vorhanden ist.

Der komplette Verlauf der Grafik iiber alle p; ist fiir moderate Transversalim-
pulse (~ 0 — 8 GeV/c) generell der Form NLO > LO 23. Lediglich die Flanken
der Grafiken, zu hoheren p; also, zeigen ein etwas unnatirliches Verhalten.

Die néchsten beiden Grafiken zeigen das Transversalimpulsspektrum, in dem
die Skalen pp,pur so eingestellt sind, dass sie in etwa den von den LHCb-
Kollaborationen angegebenen Wirkungsquerschnitt von o5 ~ 500 ub iiber die
NLO-Grafiken reproduzieren [87] (Abbildung 44, die Faktorisierungsskala p2
wird mit Zwei multipliziert, die Renormierungsskala MQR wird durch Drei ge-
teilt), sowie nicht verdndert sind, also urp = pur = po, Abbildung 45. Aufgefiihrt
werden jetzt noch jeweils zwei Abbildungen, indem der Subtraktionsterm fiir
HERWIG und fiir DPMJET IIT angepasst ist. In den vier Grafiken ist der LO-

22Wie in Abschnitt 9.1 wurden die Renormierungs- und Faktorisierungsskalen verindert
angenommen. Das fiihrt zu einer deutlichen Steigerung der B-Mesonen-Produktion (Faktor >
10); insgesamt wurden fiir diese Grafiken zwischen 1.5 und 2.5 Mrd. Events produziert.

23NLO bedeutet hier, wie im iibrigen Text auch, bis einschlieflich der Ordnung NLO
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Abbildung 42: Mittlere B-Mesonen-Produktion - aufgetragen ist das Transver-
salimpulsspektrum bis NLO, die Skalen pur und pr sind wie in Abschnitt 9.1
variiert; der Subtraktionsterm ist angepasst fiir das Programm HERWIG.

d o/dp, (nbiGevic)

10000

1000

100

7214 TeV, coll Typepp

' ' ' ' ' I(NLO)DPI:/JJET]II?—‘O—!
EEEEE}
try
m“f I
ﬁf} fﬂ

P (Gewvic)

Abbildung 43: Mittlere B-Mesonen-Produktion - aufgetragen ist das Transver-
salimpulsspektrum bis NLO, die Skalen pur und pr sind wie in Abschnitt 9.1
variiert; der Subtraktionsterm ist angepasst fiir das Programm DPMJET II1.
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Abbildung 44: Mittlere B-Mesonen-Produktion - ,Leading Order-Transversal-
impulsspektrum; die Skala p2 wurde mit dem Faktor Zwei multipliziert, und
die Skala p% wurde durch den Faktor Drei dividiert.
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Abbildung 45: Mittlere B-Mesonen-Produktion - ,Leading Order-Transversal-
impulsspektrum; die Skalen 1 und pp sind unverandert auf ppg.
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Abbildung 46: Mittlere B-Mesonen-Produktion - Transversalimpulsspektrum
LO und bis NLO; fiir die ,Leading Order“-Verteilung wurde die Skala y% mit
dem Faktor Zwei multipliziert, und die Skala /ﬁ% wurde durch Drei geteilt; der
Subtraktionsterm ist fiir das Programm HERWIG angepasst (NLO).

und der NLO-Verlauf kombiniert. Die Skalen sind hier ausschlieflich fiur die
LO-Verldufe wie in den Bildunterschriften angepasst.
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Abbildung 47: Mittlere B-Mesonen-Produktion - Transversalimpulsspektrum
LO und bis NLO; fiir die ,,Leading Order“-Verteilung wurden die Skalen pr und
ur unverandert auf pgy gelassen; der Subtraktionsterm ist fiir das Programm
HERWIG angepasst (NLO).
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Abbildung 48:
LO und bis NLO; fiir die ,Leading Order“-Verteilung wurde die Skala 2. mit
dem Faktor Zwei multipliziert, und die Skala p% wurde durch Drei geteilt; der
Subtraktionsterm ist fiir das Programm DPMJET III angepasst (NLO).
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Abbildung 49: Mittlere B-Mesonen-Produktion - Transversalimpulsspektrum
LO und bis NLO; fiir die ,,Leading Order“-Verteilung wurden die Skalen pr und
ur unverandert auf pgy gelassen; der Subtraktionsterm ist fiir das Programm
DPMJET III angepasst (NLO).
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10.2 Anwendung — Rekonstruktionen bei LHCb Energien

Das Programm DPMJET III ist im Hinblick auf Fragen, die die Teilchener-
zeugung betreffen, ein vollwertiges Simulationsprogramm. Es ist daher sicher
geeignet, im Rahmen der Vorgaben, die im Wesentlichen die Vielfalt der Teil-
chen betreffen, Rekonstruktionen zuverlissig durchfiihren zu koénnen.

In realen Detektorexperimenten werden Unmengen an Daten aufgenommen.
Zwei wichtige Aspekte dieser (echten) Daten sind, wie daraus die Teilchenspu-
ren und wo deren Identitdten rekonstruiert werden.

Ein Grofsteil der Daten wird als - oder K-Mesonen gesehen, die entweder als
direkte Produkte entstanden sind oder durch (mehrfache) Zerfélle aus instabi-
len, kurzlebigen Teilchen (oder Resonanzen) erzeugt wurden (gesehen meint:
Jede erfolgreiche Detektion beinhaltet natiirlich mehrere Randbedingungen an
die Konfiguration der Anlage; abhéingig davon, kann das Verhéltnis der detek-
tierten Teilchen sich dndern, z. B. wird am LHC erwartet, dass m/K-Mesonen
und Protonen in dem p;-Bereich von 0.3-1.5 GeV/c und || < 2.5 Einheiten
zuverléssig erkannt werden).

Mochte man B-Mesonen identifizieren konnen, dann kommt man nicht umhin,
die Reaktionsprodukte (Tochterprodukte) zu analysieren und darauf zu testen,
ob sie aus dem entsprechenden Zerfall entstanden sein konnen (die direkte Be-
obachtung von B-Mesonen ist entsprechend schwerer zu realisieren, wg. der
geringen Lebensdauer von einigen 1072 s). Auch dieses Testprogramm ist in-
nerhalb von DPMJET III verfiighar (unter den gleichen Bedingungen, wie sie
in Fuffnote 8 auf Seite 130 formuliert sind; sieche dazu auch die Fufinote 5 auf
Seite 124).

Offensichtliche Grofsen fiir diesen Test sind natiirlich die invariante Masse des
Mutterproduktes (hier des B-Mesons) und Quantenzahlen, wie die Ladung. All-
gemein sind aber alle additiven Grofen dafiir gut geeignet, nur sind die o. g.
besonders einfach zugénglich.

Als Anwendung werden hier zwei verschiedene Reaktionen betrachtet, in denen
kurzzeitig B-Mesonen erzeugt werden. Zum einen werden aus den Reaktionen
pp und pp versucht, B*-Mesonen aus dem Kanal B* — J/¢(uTp~)K* zu re-
konstruieren.

Zum anderen wird, #hnlich wie in [88], der Zerfall BY — DF(K* K%)rF betrach-
tet. Dass hier das DF-Meson nicht durch den gleichen Kanal zerfillt, ndmlich
DF — KTK~7%, liegt an der Beschriinkung seitens PYTHIA (v6.115), welches
nicht alle Kanéle implementiert hat, wie sie in [89] zu finden sind.

Bei der Rekonstruktion treten im Allgemeinen Schwierigkeiten mit Reaktionen
auf, die eine gleiche Signatur (Ladung etc.) haben, z. B. zerfallen B — K+ K~
oder auch in BY — 77 7~. Wenn ersterer Zerfall betrachtet wird, tritt die zweite
Reaktion moglicherweise als Hintergrund auf, wenn die invariante Masse nahe
der B°-Masse liegt (die Ladungen der Produkte sind gleich und sind somit kei-
ne Hilfe; die Auflésung, ob ein Tochterprodukt ein Pion oder Kaon ist, ist nur
unter gewissen Bedingungen mdoglich und vom Detektor abhéngig: Z. B. werden
am LHCb Hadronen iiber zwei RICH-Detektoren (,Ring Imaging Cherenkov*
detectors) identifiziert, die (fiir RICH1) Teilchen in einem Impuls-Rahmen von
1-60 GeV/c bzw. (fiir RICH2) bis 100 GeV/c identifizieren kénnen [87]). Eine
Aufgabe wird also sein, Bedingungen (,,Cuts“) zu setzen, die diesen Hintergrund
von dem zu untersuchenden Zerfallskanal moglichst gut abgrenzen.

Die ,Cuts® lassen sich grob in zwei Kategorien einteilen: Bedingungen an die
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Impulse (der Tochter) und geometrische Bedingungen.

Die Impuls-,,Cuts” sind meistens Mindestanforderungen an die Transversalim-
pulse. Fiir eine erfolgreiche Detektion (im realen Experiment) ist dies notwen-
dig, da die Wahrscheinlichkeit fiir eine korrekte Erkennung der Tdéchter stark
abnimmt auferhalb dieses Fensters. Alle benutzten p;-,Cuts” sind aus der ent-
sprechenden Literatur entnommen. Sie sind jeweils im Text bzw. in der Grafik
aufgefiihrt.

Geometrische ,,Cuts” sind z. B. die Strecken zwischen Erzeugung und Zerfall des
Partikels, wie in Abbildung 51 angedeutet. Im ,Primary Vertex“ werden die
Teilchen erzeugt und einige davon besitzen die Moglichkeit, in einem gewissen
Abstand (,Decay Vertex) von dem ,Primary Vertex* zu zerfallen. In Abhén-
gigkeit von der Schwerpunktsenergie sind fiir bestimmte Teilchen bestimmte
Mindestabstinde (,Decay Length“, dl) typisch, was sich nutzen ldsst, um die
Mutterprodukte mit besserer Wahrscheinlichkeit identifizieren zu kénnen.

Eine weitere Moglichkeit ist, durch die méglichen Tochterprodukte zu iterieren
und daraus die Teilchen zu nehmen, die einen Vektor generieren, der auf den
,Primary Vertex“ zeigt (mit einer max. Unsicherheit b, dem Stofparameter,
was als Radius einer (kleinen) Kugel um den ,Primary Vertex* gedeutet werden
kann). Im Prinzip wird natiirlich eine Mischung aller Bedingungen das beste
Ergebnis liefern.

Mehr zu den obigen ,,Cuts“ und weitere Einschrénkungen finden sich in der ent-
sprechenden Literatur [80, 90, 88, 91].

Diese ,,Background Studies”, wie sie typischerweise von experimentellen Grup-
pen (z.B. CERN) herausgegeben werden (z.B. fiir Reaktionen von denen aus-
gegangen werden kann, dass sie demnéchst am LHC(b) beobachtet werden kon-
nen), gehen natiirlich weit iiber das hinaus, was wir hier betrachten kénnen.
In ihnen werden z. B. CP verletzende B-Zerfille oder selten B-Zerfille studiert
[90, 88, 91]. Die aufgefiihrten ,Cuts* werden, wie oben erwiihnt, von dort iiber-
nommen.

Da DPMJET III als Stand-Alone-Programm benutzt wird, kann man nicht er-
warten, mit den von experimentellen Gruppen herausgegebenen Studien kon-
kurrieren zu kénnen. Der Aufwand, der dort fiir die Rekonstruktion betrieben
wird, ist sehr hoch und beinhaltet mehrere Programme, die fiir solche Zwecke
optimiert sind.

Es soll aber an den Beispielen gezeigt werden, dass es mit DPMJET III durchaus
moglich ist, schnell und auf eine einfache Weise, (die moglichen) Zerfallskanéle
aufzudecken, ohne dass die Hintergrundzerfille das eigentliche Signal zu sehr
verdecken.

Ein ungewollter Vorteil fiir die Rekonstruktion unter DPMJET III ist natiirlich
der Umstand, dass unter PYTHIA (v6.115) nur die dominantesten Zerfallskanéle
moglich sind. Z. B. kann das B* laut PDG [89] auf 341 Arten zerfallen, unterteilt
in verschiedene Moden (Semi Leptonic and Leptonic Modes, Inclusive Modes,
D, D*, Ds Modes etc.). In PYTHIA existieren 36 Zerfallsmoglichkeiten fiir das
B*-Meson. Vom B%-Meson dagegen sind im PDG 28 Zerfallsarten aufgefiihrt,
darunter Zerfille der Form B? — D + anything. In PYTHIA sind davon nur
einige explizit realisiert (39 Zerfallskanile).

Die kleinsten Verzweigungsverhéltnisse, die unter PYTHIA moglich sind, sind
von der Grofenordnung 1074, so dass die gesamte Verzweigungswahrschein-
lichkeit fiir zwei sukzessive Zerfille bei mindestens 10~8 liegt. Z.B. kann ein
Strange- B-Meson iiber dem Kanal BY — n.n(yu™p~) in dieser (fiir eine Rekon-
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struktion eher unrealistische) Konstellation mit einer Wahrscheinlichkeit von
0.0002 - 0.0003 = 6 - 10~8 zerfallen, so dass im Mittel etwa 108 Events generiert
werden miissen, um 6 Ereignisse zu finden. Dass dazu die ,Cuts* bestmoglich
angepasst sein miissen, erscheint klar zu sein. Fiir eine solch kleine, mogliche
Ausbeute ist es notwendig, den Hintergrund zu eliminieren bzw. weitestgehend
zu driicken. Das geschieht mit den o.g. Impuls- bzw. geometrischen ,Cuts".

In der entsprechenden Literatur gilt

S
VvS+ B

als Mafs dafiir abschétzen zu kénnen, ob das Signal als annehmbar zu interpre-
tieren ist. S ist die Anzahl der Hits iber dem Background, die Anzahl B ist
dann selbsterkldrend.

Mit den gewéhlten ,Cuts* soll dann diese Grofe maximiert werden [92]. Hier
wird aber nicht weiter darauf eingegangen.

Die Definition der Giite ¢ ist etwas ungliicklich, denn es ist moglich, den Back-
ground B durch weitere Histogrammunterteilung verschwinden zu lassen oder
zumindest die Breite einer Histogrammséule auf die kleinste detektierbare Mas-
se zu dndern (wodurch B absinkt), welche von den Gerdten wahrgenommen
werden konnen (die Intervallbreite ist {iberall mit 5 MeV/c? gewihlt worden),
so dass ¢ aber immer noch abhingig ist von der gewéhlten Unterteilung. Das
Signal {iber dem Background S selbst wiirde dabei aber stabil bleiben.

Im Weiteren wird immer angenommen, dass die konstante Intervallbreite bei
5 MeV/c? liegt. Mit diesem Wert ist es moglich, alle Rekonstruktionen erfolg-
reich durchzufithren.

€=

Die Abbildung 51 soll als Verdeutlichung fiir die weitere Diskussion dienen. Der
~Primary Vertex“ ist der Ort des zentralen Stofses der Reaktion und liegt fest im
Nullpunkt des Koordinatensystems, was eine Néherung darstellt. Es wird also
kein ,Primary Vertex“-Fit notig sein (zudem ist es in den realen Experimenten
moglich, dass mehrere Hadronen gleichzeitig aufeinander stofen kénnen; diese
Option ist auch unter PYTHIA einstellbar; unter DPMJET III ist dieses aber
im Augenblick nicht realisiert). Der Grofteil der Teilchen wird hier erzeugt.
Der ,Secondary Vertex* (,Secondary Vertex“=,Decay Vertex“) bezieht sich
auf die ausgewahlte Reaktion: Ein B-Meson, welches im ,Primary Vertex“ er-
zeugt wurde, zerfillt im Abstand (= dl) im ,Decay Vertex®, hier in zwei Re-
aktionsprodukte. Eines dieser Produkte wird nach einer gewissen Zeit erneut
zerfallen. Fiir die hier betrachteten beiden Reaktionen sind dies das neutrale
J/Y — ptp~ und das DF — KT K°. Die komplette Zerfallswahrscheinlichkeit
beider Reaktionen liegt bei 8 - 107* - 1 und bei 0.0035-0.028 = 9.8 - 107°.
Das neutrale J/1 soll ausschlieflich in Myonen zerfallen. Dass diese Naherung
moglich ist, ohne das Ergebnis stark zu verfilschen, sieht man daran, dass un-
ter PYTHIA nur der weitere Zerfall in ein eTe™-Paar sowie in einen zufilligen,
hadronischen Modus, moglich ist. Beide Moglichkeiten lassen sich aber expe-
rimentell von dem Myonenpaar (in gewissen (p;)-Grenzen) ziemlich sicher un-
terscheiden. Das Einschalten beider Kanéle konnte durch Betrachten von mehr
Events einfach kompensiert werden.
Fiir Texte in den folgenden Abbildungen gilt, dass Gleichheitszeichen einen
Mindestwert bedeuten, wenn es sich um Impuls-,,Cuts* handelt, z. B. bedeutet
pix = 1.25 GeV/c, dass diese Abbildung unter der Bedingung erstellt wurde,
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Secondary Vertex

Primary Vertex

Abbildung 50: hh' — BX

dass das Kaon mindestens einen Transversalimpuls von 1.25 GeV /c haben muss,
um in die Abbildung mit aufgenommen zu werden.

Die Obergrenzen fiir Impuls-,,Cuts* werden bei einem Zweierzerfall stets auf ein
Tochterprodukt angewandt. Dieses hat den Grund, dass im Vergleich zur Erzeu-
gung eines Teilchens durch einen Ubergang, z. B. eines .J /1) (welches durch ein ¢
Quark Einfang entstanden ist, das aus einem b — ¢ Quark herriihrt) die Zerfalls-
produkte eines aus einer Direktproduktion entstandenen J/v — p*p~ in seinem
Ruhesystem eine symmetrische p;-Verteilung besitzen (von p; ~ 1.5 GeV/c).
Durch diesen Ubergang b — ¢ kann das ¢ Quark einen kleinen, zusitzlichen
Impuls bekommen (z. B. 0.5 GeV/c), der auf das J/4 iibertragen wird. Danach
konnten beide Myonen einen Transversalimpuls von 2 GeV/c und 1 GeV/c ha-
ben. Ein Impuls-,,Cut“ fiir beide Myonen von p; = 1.5 GeV /c wiirde dieses gute
J /v aussondern.

Bei geometrischen ,Cuts“ bezeichnen Gleichheitszeichen einen maximal zulés-
sigen Wert. b = 0.1 mm bedeutet damit, dass der Stofsparameter hdchstens
0.1 mm grof sein darf.

Da die Kenntnis der Detektoren und Anlagen der experimentellen Gruppen
begrenzt ist, besteht unsere Strategie darin, eine wvereinfachte Analyse auf die
bekannten Fermilab und LHCb Energien anzuwenden, also fiir die Schwerpunkt-
senergien /s =1.8 TeV und dem Reaktionstyp pp und /s =14 TeV mit dem
Reaktionstyp pp. Fiir erstere Konfiguration wurde in Kapitel 9 das p;-Spektrum
des differentiellen Wirkungsquerschnittes herangezogen um zu zeigen, dass das
modifizierte Programm die Daten beschreiben kann. Durch diesen Vergleich hof-
fen wir, zu einer niitzlichen Aussage zu kommen. Die Renormierungs- und Fak-
torisierungsskalen wurden fiir diesen Abschnitt etwas herabgesenkt, wodurch
aber prinzipiell keine Anderungen entstehen: MQR wurde durch 40 dividiert und
p2. wurde mit 20 multipliziert. Durch diese Anderungen werden etwa zwei mal
weniger schwere Quarks weniger produziert.
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Abbildung 51: Die rekonstruierte Masse des B-Mesons (B*) im ersten Ver-
such. Die Schwerpunktsenergie fiir die Reaktion pp liegt bei /s = 1.8 TeV. Der
Einfachheit halber wurden zunéchst nur zwei Zerfallskanéle geoffnet, als geome-
trischer ,,Cut® wurde nur der Abstand zwischen ,Primary Vertex* und ,Decay
Vertex“ genommen.

Zunichst wird der Kanal B* — J/v(utp~)K¥ in einer pp-Reaktion bei
einer Schwerpunktsenergie von /s =1.8 TeV betrachtet. In PYTHIA koénnen
einzelne Zerfallskanédle an und aus gestellt werden. Eine einfache Methode, das
gewiinschte Signal kiinstlich zu erh6hen besteht darin, moéglichst wenige andere
Kaniéle offen zu lassen. Zur Festlegung der ,Cuts® werden zu Anfang nur zwei
Zerfallskanédle mit einem kleinem Gewicht offen gelassen. Danach werden alle
Kanile wieder gedffnet in der Hoffnung, ein annehmbares Signal zu bekommen.
Alle Grafiken beziehen sich auf die relative Anzahl an B-Mesonen, also die
Anzahl der Mesonen, die aus Events mit pos. Signatur minus der Anzahl der
Mesonen aus Events mit neg. Signatur entstanden sind. Als Subtraktionsterm
wurde nur der fir DPMJET III berechnete Ausdruck genommen, da es zum
existierenden Subtraktionsterm fiir das Programm HERWIG in Bezug auf die
Anzahl der rekonstruierten B-Mesonen keinen Unterschied gibt. Das liegt dar-
an, dass die ,,Cuts“ den grofsten Teil der Mesonen aussortieren.

Die Anzahl der Events liegt mit zwei offenen Kanélen bei (willkiirlichen) 50000,
wobei etwa eine totale Anzahl von 150 B* produziert wird. Sobald mehr Zer-
fallskanéle moglich sind, miissen die Events erhoht werden.

In dieser ersten Grafik haben die beiden Kanéle ein Originalgewicht von
0.0022. Es sind die Zerfille B* — J/¢K* (0.0008) und BT — J/ypK**
(0.0014). Bei nur zwei gedffneten Kanélen ist deren Gewicht zusammen natiir-
lich 1, und die Einzelgewichte sind verteilt entsprechend dem Originalverh&ltnis.
Soweit nicht anders erwéhnt, werden es diese beiden Kanéle sein, die zur (will-
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kiirlichen) Festlegung von ,Cuts® herangezogen werden.

Als ,Cut® wurde lediglich der Abstand ,Primary Vertex“-, Decay Vertex“ (des
B-Mesons) mit dl=0.8 mm angebracht [93]. Aufgetragen ist hier die Masse ge-
gen die Anzahl der Treffer fiir eine bestimmte, der Kanalnummer (,ChNo*)
entsprechenden Masse. Insgesamt kann die invariante Masse von etwa 5000-
5500 MeV /c? betrachtet werden (£200 MeV /c? um die erwartete Masse herum).
Die Breite einer Siule liegt bei 5 MeV /c2. Die Masse des gesuchten B*-Mesons
liegt bei 5278.9 MeV /c? (PYTHIA Masse).

Man sieht schon hier, dass eine Séule bei ,,ChNo*“~56 heraus sticht (55.78) und
das Original B-Meson sein konnte. Der Background ist aber noch sehr prisent
und liegt bei min. 60 Hits iiber dem gesamten Bereich.

Dieser Hintergrund kann durch alle Kombinationen von Teilchen mit der rich-
tigen Ladung gebildet werden, die nicht im ,Primary Vertex* entstanden sind
(wg. d1=0.8 mm). Darunter kénnen z.B. 7t 7~ + 7 oder 7t 7~ + K¥ liegen.
Die Anzahl der Teilchen iiber dem Background liegt bei grob 25.

Fiir die erste Grafik liegt £ ~ 2.56, was als Signal ein sehr guter Wert ist. Da
hier aber nur zwei Kanéle gedffnet sind, wird die Sdule um ,,ChNo*“ 56 stark
absinken sobald mehrere Kanile offen sind, und £ wird gegen 0 gehen.

Weitere ,,Cuts“ miissen angebracht werden. In der néchsten Grafik, Abbildung 53,
sind zwei zusétzliche Bedingungen angebracht. Das Kaon wird sicher erkannt
werden, und sein Transversalimpuls sollte mindestens p;x = 1.25 GeV/c sein
[80].

& hat den Wert £ ~ 2.58 und ist etwas grofer als der Wert vorher. Der Effekt
dieser beiden Bedingungen ist lediglich eine Verkleinerung der Ausgangsgrafik,
was trotzdem als Erfolg angesehen werden kann. Denn nun sind mit weiteren
,Cuts* die Bedingungen giinstig, das Signal weiter hervorzuheben.

Die néchste Grafik zeigt, dass es aber noch besser geht.

Hier liegt der Wert von & bei £ ~ 3.88 und ist kaum mehr zu vergréfern.
Die zwei neuen ,Cuts* sind geometrische ,,Cuts“. Dazu wird einmal ein Radius
b=0.1 mm um den ,Primary Vertex* erzeugt. Aus allen gewdhlten T6chterim-
pulsen wird ein Vektor erzeugt. Liegt dieser Vektor innerhalb einer Kugel (mit
Radius b) um den ,Primary Vertex“, dann werden die Tochter als Zerfallspro-
dukte anerkannt und als Signal fiir ein B*-Meson gewihlt. Zudem wird nun
die Zerfallslinge des J/1 betrachtet (d12). Alternativ ist hier der Einfachheit
halber aber der Abstand ,Primary Vertex“-,Decay Vertex* (J/v¢) genommen
worden und muss damit grofer sein als ,,Primary Vertex*-,Decay Vertex* (B).
Er ist auf d12=0.9 mm gesetzt. Beide Grofsen sind dquivalent.

Mit diesen ,Cuts® wird nun ein kompletter Lauf betrachtet (pp, /s = 1.8 TeV).
Um eine verniinftige Anzahl Events generieren zu kénnen, kann man diese ab-
schitzen: Bei 50000 Events und 4 offenen Kanélen ist das Signal noch gut sicht-
bar (hier sind keine Grafiken mit 4 offenen Kanélen aufgefiihrt); das Gewicht
der einzelnen Kanéle liegt dann etwa bei 0.25. Das tatsichliche Gewicht der
Reaktion liegt (s.0.) bei 8 - 10~%. Damit folgt fiir die geschiitzte Anzahl Events
etwa 0%(2)(5)8 - 50000 ~ 15.6 Mio.. Das Ergebnis im vierten und letzten Versuch
mit 15 Mio. Events ist in Abbildung 55 zu sehen.

Die Qualitat des Signals liegt bei & ~ 2.48. Das zeigt deutlich, dass unter
DPMJET III diese Rekonstruktion und unter dieser Konfiguration gut moéglich
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Abbildung 52: Die rekonstruierte Masse des B-Mesons (B¥) im zweiten Ver-
such, mit ansonsten fast gleicher Einstellung wie in der Grafik zuvor. Hinzuge-
nommen wurde, dass das Kaon des untersuchten Zerfalls sicher erkannt werden
kann (siehe Text fiir diese Bedingung), und das der Transversalimpuls des Kaons

mindestens p;x = 1.25 GeV/c besitzt.
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Abbildung 53: Die rekonstruierte Masse des B-Mesons (B*) im dritten Ver-
such. Als ,Cut” wurde hinzugenommen, dass die ,Decay Vertex* Length des J/¥
einen bestimmten Wert d[2 nicht unterschreiten darf, um in diese Grafik aufge-
nommen zu werden. Zudem wurde nun um den ,Primary Vertex* eine ’kleine
Kugel’ gedacht. Nur Vektoren, die innerhalb dieser Kugel liegen, tragen zu der

Grafik bei (Stolparameter).

Mass=ChNo*5+5000 Mevic®
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Abbildung 54: Die rekonstruierte Masse des B-Mesons (BT). Alle Kaniile sind
offen. Die ,Cuts” sind wie in der vorherigen Abbildung gesetzt.

ist.

Als néchstes wird der gleiche Zerfallskanal beim Reaktionstyp pp mit einer
Energie von /s = 14 TeV betrachtet.

Verzichtet wird hier auf die Folge von Grafiken. Angegeben wird aber ein Zwi-
schenergebnis fiir einen Lauf von 200000 Events und zwei offenen Kanélen (wobei
ca. 2600 B*-Mesonen erzeugt wurden). Damit kann die Eventanzahl fiir einen
echten Lauf abgeschétzt werden.

Wie man in der Grafik erkennen kann, sind die ,,Cuts* nicht wesentlich ver-
schieden von dem vorherigen Lauf, obwohl eine h6her Schwerpunktsenergie ge-
wahlt wurde. Das liegt daran, dass das Verhéaltnis von Laufzeit fiir einen kom-
pletten Job und Signalqualitdt £ moglichst giinstig gehalten werden soll, was
der Erfahrung am besten mit einer Mischung aller ,,Cuts“ méglich ist.

Denkbar wére auch, die Grofse dl auf 11 mm oder héher zu setzen, um allein
mit diesem ,Cut” den Hintergrund abzudréngen (B-Mesonen haben eine ge-
ringe Lebensdauer, die dennoch etwa ein Faktor 1000 hoher liegt als die der
D-Mesonen, zeichnen aber eine typische Mindestldngenskala aus (abhingig von
der Schwerpunktsenergie) von der Grofenordnung < [ >= v -t = % ST =
|ﬁ]|;z mgcﬂ' =7 % ~ 2. 10’125% ~ 3 mm). Der fiir [p] genommene
Wert ist ein Schétzwert, da der Transversalimpuls fiir die Erzeugung eines b-
Quarks mindestens 5 GeV /c betragt, 7 ist die mittlere Lebensdauer des Mesons

und H = \/p2c2 + (mf)2ct.
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Abbildung 55: Die rekonstruierte Masse des B-Mesons (B¥) im ersten Ver-
such mit der neuen Schwerpunktsenergie /s = 14 TeV. Der Kollisionstyp ist pp.
In dieser Zwischengrafik wurden 200000 Events mit zwei offenen Kanélen be-
trachtet. Wie in der Grafik zuvor, sind sofort Impuls- und geometrische ,,Cuts*
angebracht.
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Die Qualitét des Signals aus der Abbildung 56 ist £ ~ 4.00.

Mit dieser Giite ist das Signal noch zu erkennen, wenn nur 20000 Events betrach-
tet werden. Der komplette Lauf sollte somit mindestens 0_8% -20000 = 12.5 Mio.
enthalten.

Fiir die folgende Abbildung wurden 13 Mio. pp-Events bei einer Schwerpunkt-
senergie von /s = 14 TeV erzeugt. Der Versuch, mit dieser Event-Anzahl aus-
zukommen, ist erfolgreich. Fiir £ wird der Wert £ ~ 1.79 ermittelt.
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Abbildung 56: Die rekonstruierte Masse des B-Mesons (B*). Hier sind alle
Kanile gedffnet. 13 Mio. pp-Event wurden generiert. Zu der vorherigen Grafik
besteht bzgl. der ,Cuts“ kein Unterschied.

Der niichste Zerfallskanal ist B — DT (KT K°)nT, der bei der LHCD
Energie (coll. Type: pp) von /s = 14 TeV betrachtet wird.

Das Produkt der Einzelgewichte der Verzweigungsverhéltnisse (s.o.) ist 0.0035 -
0.028 = 9.8 - 107°. Dieser Wert ist etwa 8 mal kleiner als im Zerfallskanal aus
der vorherigen Situation zur selben Energie mit 13 Mio. Events. Das spriche
dafiir, auch etwa 8 mal so viele Events generieren zu lassen, also etwa 100 Mio.,
was einer Laufzeit von ca. 50 h entspricht.

Bei einem Testlauf mit 60 Mio. pp-Events ergibt sich die Abbildung 58.

Die (PYTHIA)-Masse fiir ein B%-Meson liegt bei 5369.3 GeV/c?, so dass
in der Histogrammdarstellung diese Wert bei etwa ,,ChNo*“ 74 lokalisiert ist.
Hier ist auch das Maximum zu finden. Mit 60 Mio. Events (d.h. weniger als
8 - 13 Mio. Events) ist es moglich, ein Signal auszumachen. Die Giite kann mit
etwa £ ~ 1.34 angegeben werden, was einen Mittelwert darstellt, denn der Back-
ground ist nicht eindeutig ausgeprégt.

Die zwei verschiedenen Reaktionen, die hier betrachtet wurden, konnten mit
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Abbildung 57: Die rekonstruierte Masse des B-Mesons (BY). Die Schwerpunkt-
senergie fiir eine pp-Kollision liegt bei /s = 14 TeV. Wie in den Grafiken zuvor
sind auch hier alle ,Cuts* (Impuls- wie auch geometrische) angebracht. Aufge-
flihrt ist hier ein Testlauf, mit gutem Ergebnis. Deswegen kann auf eine weitere
Grafik verzichtet werden, da diese nur in einer erhohten Anzahl an Events be-
stiinde.

DPMJET III rekonstruiert werden. Es waren zum einen der Kanal B¥ —
J/(utp~)K*, die bei Schwerpunktsenergien (pp) von 1.8 TeV und 14 TeV
betrachtet wurden und zum anderen war es der B — DF(K*K°)n¥-Kanal,
der bei einer pp-Reaktion mit der Schwerpunktsenergie von 14 TeV rekonstruiert
wurde.

Dass diese Rekonstruktionen auf deutliche Weise aufgedeckt werden konnten,
ist sicher der limitierten Anzahl an moglichen Kanélen zu verdanken, die in
PYTHIA (v6.115) implementiert sind (36 Kaniile fiir den Zerfall des B¥ und
39 Kaniile fiir den Zerfall des BY) ?%. Die sukzessiven Zerfillen haben 6 (K¥),
33 (D*) und 3 (J/¥) Méglichkeiten, zu zerfallen. Natiirlich haben die Kanile
jeweils verschiedene Zerfallsgewichte. Im ,Particle Data Booklet” [89] sind dage-
gen zum Teil einige Hundert Zerfallsarten moglich, allerdings mit sehr geringen
Zerfallsbreiten. Im Prinzip kénnte natiirlich jeder Kanal durch eine entsprechend
lange Laufzeit aufgedeckt werden.

24Die liangste Laufzeit lag bei meinem Dual Core Rechner, 2 Jobs gleichzeitig, bei etwa 30 h,
wovon hier immer nur ein Job aufgetragen ist.
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11 Zusammenfassung und Ausblick

Die Implementierung der b-Quarks bis ,Next to Leading Order* (NLO) nach
dem Schema von S. Frixione und B.R. Webber [4, 5] unter DPMJET III hat
in dem Kapitel 9 eine moderate bis gute Ubereinstimmung gezeigt. Dass da-
zu die frei wihlbaren Faktorisierungs- und Renormierungsskalen pp, g etwas
weit von ihrem iiblichen Intervall gesetzt werden miissen 2°, ist bekannt (sie-
he z. B. [81, 82, 83, 84]). Werden in DPMJET III die genannten Skalen direkt
auf o gesetzt, fehlt etwa ein Faktor 2.5 26 zur Anpassung an die verwendeten
Daten im Bereich moderater Transversalimpulse. Das verwundert nicht, denn
auch das eingangs erwiithnte MC@QNLO oder FONLL 27 verwenden die gleichen
NLO-QCD-Rechnungen [23, 94], wie sie auch fiir diese Arbeit benutzt wurden.
Das Programm FONLL kann diesen fehlenden Faktor stark reduzieren (auf etwa
1.7 [81] in dem Bereich von p; ~ 3 — 5GeV/c), u.a. dadurch, indem fiir eine
Beschreibung der Fragmentierung von Quarks in beobachtbare Hadronen eine
Peterson-Funktion 28 mit einem Parameterwert von eg = 0.002 benutzt wird 2.
Der Defaultwert von eg = 0.006 ist hingegen eine etwas schlechtere Wahl, wenn
b-Hadronen (im Falle, dass ,Next to Leading Log*“Eigenschaften (NLL) vorhan-
den sind [81]) beschrieben werden sollen. Diese NLL-Eigenschaft ist in FONLL
analytisch vorhanden. In DPMJET III wird diese durch das Vorhandensein
der ,Schauer-Maschinerie* (in Verbindung mit dem NLO-Code) beschrieben,
die einen addquaten Ersatz hierzu darstellt. Angemerkt sei, dass DPMJET II1
mit PYTHIA natiirlich eine ,Lund Fragmentation Function® benutzt 3°, obwohl
es auch hier Hinweise gibt, dass die Standardparameter a,b fiir die Produk-
tion von b-Hadronen im ,Lund Fragmentation Model“ nicht optimal sind und

25Damit ist, wie in Kapitel 9, das Intervall B <pp = pr < 2p0 gemeint.

26Dieser Wert bezieht sich auf die ,Binning-Grafiken aus Abschnitt 9.1. Wird der volle
Verlauf zum Vergleich herangezogen, so fehlt etwa ein Faktor 3. Im Prinzip ist aber die Zu-
sammenfassung von p¢-Intervallen als Vergleich mit den experimentellen Daten die korrektere
Form.

2"Die Grundlagen fiir das Programm FONLL werden in [95] vorgestellt. Die Artikel [81, 82]
machen ausfiihrlich Gebrauch von diesem Programm. In [82] werden die ersten pp-Daten
(v/s = 1.96 TeV), die von der CDF-Kollaboration herausgegeben wurden, betrachtet und mit
FONLL verglichen.

28Diese wird zur Beschreibung benétigt, wieviel Hadronen in Abhéingigkeit des long. Impuls
durch das Modell im Mittel erzeugt werden konnen. Sie lautet: D(z,eq) o (2(1—1/z—€q/(1—
2))2)~! [24]. Der Defaultwert fiir den Parameter ist ¢g = 0.006. Der kleinere eg-Wert sorgt
dafiir, das es mehr schnellere schwere Hadronen gibt. Fiir das p:-Spektrum wird zudem eine
Kartvelishvili-Fragmentierungsfunktion [96] benutzt, im Gegensatz zu PYTHIA, welches in
DPMJET III fiir die Fragmentierung zustandig ist.

29Ty FONLL wird zudem indirekt fiir einen kleinen hadronischen p¢-Bereich von py ~ 3 —
5 GeV/c eine Anpassung dieser Fragmentierungsfunktion im Mellin-Raum durchgefiihrt ,N=2-
Fit* (gegen die B-Meson-Energie zg) [81], da die grofte Diskrepanz zwischen Theorie und
Daten in diesem p¢-Bereich liegt.

30Sie ist von der Form: Dg(z) x (11_:bz); e=Pm1/% mit @ = 0.3,b = 0.58 GeV~2 und m |
m

als Transversalmasse; die Schalter in PYTHIA sind: MSTJ(11) fiir die Auswahl der Frag.-
Funktion sowie PARJ(41), PARJ(42) fiir die Parameter a,b. Die Standardeinstellung fiir
PHOJET ist: @ = 0.3 und b = 0.86 GeV 2, sieche Subroutine DT INITJS (mode=1). Der
neue b-Wert ldft das Maximum zu etwas hdrteren z wandern und etwas schmaler und damit
grofer werden.
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31 Joder 32 besser eine Peterson-Fragmentation-Funktion benutzt werden soll-
te mit eg ~ 0.0038. Das Problem mit beiden Vorschlédgen ist, dass PYTHIA
durchweg fiir alle Flavours diese Fragmentation-Funktion benutzen wird und
nicht nur speziell fir die b-Flavours. Die Variation der Renormierungs- und
Faktorisierungsskalen erscheint daher als einfachere Testmoglichkeit.

Ein Manko ist es, dass bisher nur Hadronen-Stéfe beschrieben werden kon-
nen. Die Komplexitit der analytischen NLO-Rechnungen machen es aber (bis-
her) unmoglich, in Echtzeit Events zu generieren, wenn Kerne involviert sind.
Z.B. benoétigt das Programm BASES schon min. 3 Minuten (wenn die Genau-
igkeit dieser Berechnung weitest moglich nach unten gesetzt wird), den totalen
b-Wirkungsquerschnitt fiir einen einzigen Energiewert zu berechnen. Da es in
Kern-Kern-Stofen vielfdltige Moglichkeiten gibt miteinander zu wechselwirken,
wachst die Anzahl der zu betrachteten Energiewerte mit der Anzahl an Nukleo-
nen stark an. Ein einfacher ,Lauf* wiirde somit einige Jahre dauern kénnen.
Die grofe Anzahl an negativen Event-Gewichten ist ebenfalls ungiinstig fiir die
Gesamtperformance. Sie belegen grob 30 % aller Events, so dass insgesamt nur
etwa 30% der Events Aussagen iiber die physikalischen Observablen tragen.
Damit muss sowohl die Gesamteventanzahl um den Faktor 3 angehoben werden
als natiirlich auch die Gesamtlaufzeit um den gleichen Faktor, um im Vergleich
mit Laufen ohne negative Events standhalten zu kénnen (wenn es also um Aus-
sagen geht, die keine b-Hadronen enthalten). Wie man in Kapitel 9 sieht, sind
natiirlich vor allem die hoheren Impulse betroffen von dieser grofsen Anzahl an
negativen Events aus statistischen Griinden. Im Hinblick auf die Laufzeit gibt
es aber dazu eine Moglichkeit fiir einen groben Ausblick auf die echte Vertei-
lung: Da sich die negativen Events durch nichts von den Events mit positiven
Eventvorzeichen unterscheiden ist es moglich, sich ausschlieklich auf die etwa
50 %33 von den positiven Events zu beziehen (wg. der grokeren Anzahl an po-
sitiven gegeniiber den negativen Events). Das ist exemplarisch in Abschnitt 9.1
flir die CDF-Run II-Daten geschehen. Damit kann dieses starke Ausdiinnen fiir
seltene Ereignisse umgangen werden. Nichtsdesto Trotz liefert diese Methode
prinzipiell korrektes Verhalten bei entsprechender Laufzeit.

Nicht unerwéhnt bleiben soll eine Methode, in der negative Eventgewichte kom-
plett vermieden werden konnen. Diese wurde etwa zwei Jahre nach Aufstellen
der hier verwendeten Methode von Paolo Nason entwickelt und vorgestellt [52].
Sie erzeugt durch eine Modifizierung der Schauer-Algorithmen die hdrteste Par-
tonemission als erste (plus ,,Angular Ordering“) und verhindert auf diese Weise
die Einfiihrung negativer Eventgewichte. Die Unsicherheit, die durch eine Mo-
difizierung dieser Algorithmen entsteht, wird durch die MCQNLO-Methode al-
lerdings vermieden 3.

In Kapitel 10 wurde das Setup aus Kapitel 9 prinzipiell tibertragen (also die
Einstellung bzgl. der Skalen g, pur). Die dort prisentierten LO-Abbildungen

31Das ist der Schalter MSTJ(11)=3, ,Hybrid Scheme®. Jean Francois Arguin berichtet auf
seiner Webseite Werte fiir a = 0.82 +0.22 und b = 2.3 4+ 0.6 GeV 2.
Siehe: http://hep.physics.utoronto.ca/JeanFrancoisArguin/topmass/wmass _analysis/...
bjes lepconstr/bjes lepconstr.html bzw. Table 3 in [97] und Table 1 in [98].

32Dissertation von Axel Leins (2002) ,,Suche nach der Produktion einzelner Top-Quarks mit
dem OPAL-Detektor: http://edoc.ub.uni-muenchen.de/535/.

33Diese Zahl hingt davon ab, wie in Abschnitt 9.1 dargelegt, wie das Verhiltnis von positiven
zu negativen Events ist. Das ldsst sich in der HBOOK-Ausgabe ablesen.

34Tn dieser Methode braucht es nicht bekannt zu sein, wann die hirteste Emission auftritt. Es
ist ausreichend, im Mittel diesen Beitrag durch den Subtraktionsterm eliminieren zu kénnen.
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sind mit der Standardeinstellung fiir die Skalen bei héheren Transversalimpul-
sen dhnlich (oder sogar etwas hoher) als die NLO-Abbildungen. Das liegt daran,
wie in Abschnitt 10.1 erkléart, dass die negativen Events als Korrektur in den
LO-Abbildungen fehlen. Deswegen wurden fiir die LO-Graphen diese Skalen et-
was reduziert.

In Abschnitt 10.2 konnte ausgenutzt werden, dass unter PYTHIA (v6.115) die
dominantesten Zerfallskanile implementiert sind (vgl. [89]). Eine weitere An-
nahme war, dass der ,Primary Vertex“, also der zentrale ,Stoffpunkt* der Ha-
dronen, als bekannt (im Nullpunkt) vorausgesetzt werden konnte. Zudem wur-
den zur Rekonstruktion maximal zwei sukzessive Zerfille betrachtet (mit einem
Zerfallsgewicht von > 10~%). Dabei wurde um den jeweiligen Vertex eine klei-
ne Kugel mit einem Radius b gedacht gelegt. Konvergierten zwei Impulsvekto-
ren innerhalb dieser kleinen ,,Unsicherheit”, so wird davon ausgegangen, dass
es aus einem Zerfall stammte. Dass dieser Stofsparameter b so ,iiberdimensio-
niert“ gewdhlt werden konnte (Millimeterbereich), hat damit zu tun, dass in
jedem Hadronen-Event nur relativ wenige Ereignisse durch die anderen ,Cuts*
iibrig gelassen werden (Massebedingung, Bedingungen an die Impulse, insbeson-
dere an die Transversalimpulse. Die Apparatur weist bzgl. solcher Groflen ein
Fenster auf, indem eine Identifikation sicher mdoglich ist, z. B. gilt im CMS-
Experiment fiir die sichere m, K, p-Erkennung die Bedingung, dass ihr p; im
Bereich von 0.3 — 1.5 GeV /c liegen muss, siehe auch [87] und [90]-[92]; Ahnliches
gilt fir die Elektronen und Miionen mit einem p;-Fenster von 4 — 1000 GeV /¢
bzw. 3.5 — 1500 GeV/c.). Da in Events hauptséchlich die leichteren Hadronen
produziert werden wie Pionen und Kaonen, ist eine Uberpriifung der Masse (des
zerfallenden Objektes) wichtig. Z. B. kénnen die Téchterprodukte 7+ K~ sowohl
das Bg—Meson ergeben als auch das B%-Meson (jedes dieser Mesonen hat also
diesen Zerfallskanal). Das zweite Meson ist natiirlicher etwas schwerer. Betrach-
tet man nun die Zerfallsprodukte verteilt auf einen Raumwinkel von 47 unter
Beachtung einer typischen Zerfallslinge (dl) zwischen dem ,Primary Vertex*
und dem ,Secondary Vertex“ von einigen Millimetern, dann sind die gewéahlten
,Cuts* zur Identifikation ausreichend (unter PYTHIA).

Es stellt sich heraus, dass eine Identifikation mit Hilfe von DPMJET III kein
prinzipielles Problem darstellt. Die oben angesprochenen Annahmen (fester Stof-
punkt im Nullpunkt, max. zwei Zerfallsgenerationen) beschleunigen zwar eine
Identifikation, konnen diese aber nicht verhindern. Ein (meist) iiblicher Ver-
texfit schmiert das Signal {iber dem Background héchstens aus. Verschwindet
dieses Signal, so kann durch fortwéhrendes Anpassen der ,Cuts®, insbesondere
der geometrischen ,Cuts®, und entsprechend langerer Laufzeit, dieses wieder in
den Vordergrund gebracht werden. Dehnt man die Anzahl der Zerfallsgenera-
tionen aus, so kann auch diese Hiirde durch eine ldngere Laufzeit genommen
werden, was natiirlich zu technischen Schwierigkeiten fithren kann (,Wie lange
kann ein Rechner unbeaufsichtigt und sicher laufen?*) aber nicht zu prinzipiellen.
Die Partikelidentifikation, hier besonders solche aus dem Bereich der b-Hadronen,
ist natiirlich nur ein Zwischenschritt. Von groferem Belang ist z. B. ([87]-[90])
die Bestimmung der relativen Hiufigkeit bestimmter B-Meson-Ubergiinge in
CP-Eigenzustéande, z.B. des Bg /S,Bg /s Daraus kénnen dann interessierende

Grofen, wie die drei Winkel 3° der Cabbibo-Kobayashi-Maskawa-Matrix, be-

35Diese Winkel kénnen aus den sechs Unitarititsbedingungen, die aus VV+ = 13 folgen,
bestimmt werden [99, 100], wobei V' die CKM-Matrix darstellt.
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stimmt werden, siehe z.B. [90]. Im Prinzip ist es nun mit dem Vorhandensein
der b-Hadronen moglich, alle Parameter der CKM-Matrix zu bestimmen.
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Appendizes

In diesen Appendizes werden verschiedene, zumeist grundlegende Dinge aufge-
fiithrt, die in den vorherigen Abschnitten und Anhéngen keinen Platz oder keine
Zuordnung gefunden haben. Was zu Beginn des Kapitels 2 angefiihrt wurde,
soll im Wesentlichen auch fiir die folgenden Appendizes zutreffen, ndmlich ein
gewisses Mafs an Hintergrundinformation zu liefern.

In den Abschnitten 2.1-2.6 sind einige Informationen der QCD betreffend aufge-
fiihrt und im Abschnitt 6.4 sind Informationen bzgl. der ,Schauer-Algorithmen®
zu finden.

A Dirac-Algebra in N Dimensionen

In diesem Appendix werden einige Relationen aufgefiihrt, auf die man in der
Literatur immer wieder stofst. Vieles kann in [10] oder [56] gefunden werden.
[10] hat eine etwas gewohnungsbediirftige Konvention. Auch in [101] sind viele
Relationen aufgefiihrt.

Die bekannteste Eigenschafte der Gamma-Matrizen ist sicher

VYo + VWV = {'Ym 'YV} = 29,“,1

fir p,v € (0,...,n — 1). Damit konnen die meisten der folgenden Identitéten
gezeigt werden.
Sobald Spuren involviert sind, ist die Vertauschung zweier Matrizen innerhalb
der Spur niitzlich

Tr(AB) =Tr(BA)

Mit [ = Iy ist immer die Einheitsmatrix in N Dimensionen gemeint. Die Spur
Tr(In) =4 wird definiert, damit auch in N Dimensionen

Tr(vavs) = 49ap
gilt [102]. Spuren tiber eine ungerade Anzahl an Gamma-Matrizen verschwinden
Tr(ungerade # anvy) =0
Das Slashsymbol, welches im Folgenden vorkommen wird, kann iiber
A=a-y=apy—d 7y

definiert werden, wobei @ ein (n—1)-dimensionaler Vektor ist. Die Komponenten
dieses Vektors vertauschen mit den Gamma-Matrizen.
In vier Dimensionen ist eine zusétzliche Gamma-Matrix, 75, konstruierbar. Sie
ist in N = 4 definiert iiber

i

Y5 = 17717273 = —Eﬁaﬁuu’ya’YﬁW“W"

Einige elementare Eigenschaften in N Dimensionen sind (siehe fiir eine Behand-
lung von 75 in der ,Dimensionalen Regularisierung® auch [103])

) vg=1

i) v2=-1 fir i=1,...,n—1



iif) %5 =

iv) " =—v fir i=1,...,n—1
Weitere Eigenschaften sind

a) " =gul = NI

=3

¥ = (2= N)va
¢) YuYa ¥ = 4gapl + (N — 4)7a78

d) Y Ya 1A = =2778%a — (N — 4)7a787A

@

-

Tr %wmwp) = 4(9gapIrp — 9ar9sp + Gapgsr)
Tr(ys) =

o

h

S

i

Tr(4 p) =4(a-b)
Tr(a p £ A)=4[a-b)(c-d)—(a-c)(b-d)+ (a-d)(b-c)]

Zur Losung der Eigenschaft b) muss man nur {v,,v,} = 2g,, ] ausnutzen. Da-
mit iteriert immer ein Index nach rechts (oder links), so dass (irgendwann) a)
benutzt werden kann. Dieses Vorgehen gilt auch fiir ¢) und d).

Eigenschaft e) (f),h)) profitiert von der Vertauschung zweier Matrizen unter der
Spur, denn Tr(AB) = Tr(BA). Addiert man zu e) Tr(7g7,) und teilt durch
Zwei, so gilt die Identitit 27r({y,,7}) = 3T7(29,u1) = 49,0

g) und h) sind auch klar, wenn die Spur einer ungeraden Anzahl an Gamma-
Matrizen verschwindet. Zur Ableitung von h) kann auch hier wieder v5v37a
hinzu addiert werden, was in g) miindet (multipliziert mit einer Konstanten).
In i) konnen die Komponenten a,b aus der Spur herausgezogen werden (mit
A =a-v=a,y"). Dann kann e) benutzt werden.

j) ist etwas umfangreicher. Zunéichst bringt man die vier Komponenten maxi-
mal durcheinander, was in einer Rotation um eine Stelle nach links oder rechts
resultiert (man kann auch zwei oder drei Stellen nehmen), also z. B.

Tr(4 b £ A)=+Tr(p L A A4)

Danach betrachtet man zwei Slash-Vektoren (hier 4, 4) und wendet einmal
{Vus W} = 29,1 an, was in

Tr(p £ A 4)==Tr(p L 4 d)+2a-d-Tr(p £)

resultiert. Dieses wiederholt man, bis auf der rechten Seite das Ausgangsobjekt
wieder dasteht.

In den Artikeln [104, 105] kann man die Beschreibung eines neuen Algorithmus-
ses zur Auswertung von Spuren von Dirac-Gamma-Matrizen finden, mit dem der
Aufwand zu ihrer Auswertung wesentlich reduziert werden kann. Z. B. besteht
die Auswertung einer Spur mit 10 y-Matrizen mit Hilfe von {v,,v.} = 2g,.1
schon aus 945 Termen. Die neue Methode reduziert diese Zahl auf ganze 32.

)
)
)
)
) Tr(vav) = 49as
)
)
)
)
)

(

(
r(V57av8) =0

(

(

J
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Zum Schluss dieses Appendixes A werden einige Relationen bzgl. des Farbaus-
tausches in Feynman-Diagrammen angegeben.

In jedem QCD-Feynman-Diagramm muss der Farbaustausch miteinbezogen wer-
den. Fiir N, = 3 Farben ist die zugrunde liegende Gruppenstruktur die der
SU(3). Dazu existieren 8 = 3% — 1 Farbmatrizen entsprechend der 8 existieren-
den Gluonen-Felder.

Die Farbmatrizen werden tiblicherweise mit T,, (a = 1,...,8), bezeichnet mit
(Ta)ij, was einen Farbiibergang der Linie mit der ,Farbe* i nach ,Farbe“ j
kennzeichnen soll unter Aussendung eines Gluons mit Farbe ij. Das entspricht
dem ,Quark-Quark-Gluon“-Vertex Farbiibergang in der QCD. Eine h#ufigere
Schreibweise ist fiir den gleichen Ubergang (T,)], wobei der hochgestellte In-
dex die zukiinftige Farbe der Linie anzeigen soll (entsprechend dem zeitlichen

Verlauf des Diagramms) oder (T,)?, um mit j die Antifarbe des ausgesandten

Gluons zu kennzeichnen (und damit die Farbe j, die die Linie nun hat).
Die Matrizen erfiillen die Kommutatorgleichung

[Taa Tb] = if(szTC
und die Antikommutatorgleichung
1
{Tava} = géabl + dabcTc

Sfabes dape sind die Strukturkonstanten. Fir fu;. gelten

a|blc fabc
11213 1

1147 1/2
1[5]6] -1/2
214(6] 1/2
25| 7] 1/2
3145 1/2
3167 -1/2
415 |81+v3/2
6|7]8]3/2

Die Konstanten dgpe lassen sich leicht ableiten, wenn man Gln. (63), (64) der
Eigenschaft benutzt. Multipliziert man

(To, Ty] = ifaveTe
mit 7T, und zieht die Spur, so ergibt sich
ifabe = 2Tr(T, TyT. — TyToT:)
Der gleiche Vorgang fiir die Antikommutatorgleichung
(T T} = 30l + dae T,
liefert nach einer Multiplikation mit 7, sowie Ziehen der Spur

dape = 2Tr(T, T T, + TyT,T,)
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Addiert man beide Terme, so entsteht die Eigenschaft aus Gln. (65). Die letzte
Gleichung, Gln. (66), kann mit Gln. (62) einfach gezeigt werden, wenn man
bedenkt, dass nur die Terme mit ¢ = j und [ = k beitragen. Danach muss Gln.
(64) benutzt werden.

Die Eigenschaften sind

, 1 1.

TR = g |06 - 3o0al] (62)
Tr(T,) = 0 (63)

1
T?“(TaTb) = 55(1() (64)

1
TT(TaTch) = Z(dabc+ifabc) (65)

1
Tr(TaTbTaTc) = _Eébc (66)
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B Dimensionale Regularisierung, Wick-Rotation
und die Renormierung

Die Notwendigkeit fiir eine Regularisierung von Integralen besteht immer dann,
wenn Integrationen iiber Wertebereiche durchgefiihrt werden, die den Integran-
den unbestimmt werden lasst. Das geschieht im Kontext der Auswertung von
Matrixelementen dann, wenn das zugehorige Feynman-Diagramm Schleifen (bzw.
Loops) aufweist und Integrationen iiber innere Impulse ins Unendliche tendieren
oder wenn masselose Propagatoren betrachtet werden, die bei kleineren Impul-
sen zu Pole fithren konnen. Im ersten Fall treten sicher ultraviolette Divergenzen
auf, im zweiten Fall werden zusétzlich infrarote Divergenzen erscheinen.

In diesem Abschnitt soll die dimensionale Regularisierung nur kurz skizziert
werden. Diskussionen und einige Beispiele sind in [101, 106, 107, 108, 109, 110]
zu finden.

Integrale der Form

1 1
10 = G [ e o7

sind in D = 4 Dimensionen divergent, wenn der innere Impuls nach k& — oo
geht. Das ist leicht zu sehen, indem der Divergenzgrad des Integrals Gln. (67)
bestimmt wird. Dazu dient ein Vergleich der Potenzen von Z&hler und Nenner:
Ist die Differenz kleiner Null, so konvergiert das Integral. Sonst divergiert es.
Hier ist der Divergenzgrad 4-4=0, so dass das Integral fiir k¥ — oo logarithmisch
divergiert.

Verlegt man das Integral in drei Dimensionen, so ist der Divergenzgrad 3-4=-1,
und das Integral I(3) konvergiert. Es wurde also allein durch eine Verdnderung
der Dimension eine Konvergenz des Ausdrucks erreicht.

Ermutigt durch diesen Erfolg versucht man dann, die Dimension als kontinuier-
liche und komplexe Variable zu betrachten, die, nachdem das Integral (schlus-
sendlich) in D = 4+ € (oder hdufig auch D = 4 4 2¢) Dimensionen ausgerechnet
wurde, zuriick auf D = 4 Dimensionen gesetzt wird. Fiir das obige Beispiel
ist € < 0. Man kann natiirlich nicht erwarten, dass die Divergenzen nach dem
Ausfiithren des Integrals in D Dimensionen plus anschliefendem Grenziibergang
e — 0 verschwunden sind. Vielmehr wird sich herausstellen, dass die Unend-
lichkeiten sich als Pole eines Parameters € zeigen werden, die in Potenzen dieser
Variablen im Endergebnis auftauchen werden.

Wichtige Relationen des Hilbertraumes der Zusténde bleiben unter den folgen-
den Eigenschaften erhalten, wenn auch in modifizierter Form. Seien f, g Funk-
tionen von D-dimensionalen Vektoren p,q und a,b, A seien beliebige Skalare
(A > 0). Dann gilt zundchst mit der Abkiirzung p = p (bis auf die letzte Glei-
chung, die in diesem Zusammenhang einen Zusatz darstellt)

Linearitit [ dPplaf(p) + bg(p)] = a [ dPpf(p) + b [ dPpg(p)
Skaleninvarianz depf()\p) =\"P depf(p)

Translationsinvarianz [ dPpf(p+q) = [dPpf(p)

Definition [ dPp(p?)* =0, Va

e Oberflichenintegral [ dP p-2: f(p) =0

OpH
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e Isotropie deppi pj f?) = % dePQf(pQ)

e Ersetzung f% —pt=Pf (g:)pD

Die letzte Eigenschaft dient dazu, die tiberzdhlige Massedimension, die durch
dPp eingefiihrt wird, wieder zu entfernen. Dazu wird eine beliebige Referenz-
masse u definiert. Bei Massen wesentlich kleiner oder grofer als p wird jedes
Integral so modifiziert, dass es regularisiert ist. Ohne diese Eigenschaft wiirde je-
des Integral eine zusétzliche Massedimension bekommen, wie man im folgenden
Beispiel gleich sehen wird. Erwéhnt sei noch, dass fiir reelle D einige Integrale
durchaus existieren kénnen. Fiir komplexe D hingegen nimmt man die rechte
Seite als Definition der linken Seite des Gleichheitszeichens.

Als Beispiel wird das Integral

dPk 1
| o o

betrachtet, mit D = 4 — 2e < 4, ¢ > 0. Diese Wahl wird sich als angenehmer
erweisen, als z.B. D = 44+ ¢ < 4, ¢ < 0, was auch moglich gewesen wére.
Wichtig ist, dass das Integral in D Dimensionen konvergent ist. Der Vorfaktor
p*~P wird zum Schluss hinzugefiigt.

Wie man etwas weiter unten noch genauer sehen wird, sind nicht ganzzahlige
Integrationen durch einen Ubergang zu Kugelkoordinaten definiert, in der der
winkelabhéngige Anteil analytisch fortgesetzt wird. Es ist einfach, wenn auch
etwas miihevoll, eine Parametrisierung der D — 1 Dimensionen zu erreichen,
wenn man bedenkt, dass auch hier

D-1
k2=
i=1

gelten muss, was durch das folgende Gleichungssystem erfiillt werden kann

= |k?|cosb,

Ty = |I;2| sin 6 cos 64
Tp_og = |l;2|sin91 sinfs...sinfp_o
Tp_1 = |E2|sin91 sinfsy...cosfp_o

Quadriert man paarweise die Gleichungen, angefangen bei den letzten bei-
den, so entsteht das Ergebnis. Fiir die Winkel gelten

0<6;,<m, ie(l,...,D—3)

und
0 S QD,Q § 2T

Dariiber kann eine Jacobi-Determinante J ausgerechnet werden, denn

/d%: /dkOdD—lkz /dk0|J|d91d02...d0D_2
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mit
|J| = sin® 30, sin® 40y .. .sinfp_3

sowie unter Ausnutzung von

i L5 +3)
sin” 0df = /T —2— 2~
/ VTRE T

sind alle Informationen verfiighar. Im letzten Ausdruck muss man fiir komplexe
n davon ausgehen, dass die rechte Seite die linke definiert.
Fiir kugelsymmetrische Rdume geht es aber auch einfacher. Es gilt

/dez/ dkkP~1dQp
0

wobei Q2p die Oberfliche der D-dimensionalen Kugel darstellt. Sie ist von der
Dimension D — 1. Im Prinzip kann jedes bekannte Integral zur Bestimmung von
[ dQp herangezogen werden. Das einfachste eindimensionale Integral, welches
zur D Potenz genommen werden kann und darunter faktorisiert, ist

00 D
\/E:/ dre™® = (\/E)D = </dme_’”2> = /dee_ZiD:Mf —
0

= /dQD/dm:D’le’“’Q = /dQD/d(xQ)(a:Q)%’le’“’Q = /dQD%F (g)

2 D/2
—>/dQD=”—D=QD (70)

r(z)
Auch hier wird die linke durch die rechte Seite definiert, wenn D komplex ist.
Das Integral aus Gln. (68) wird zu

dQ [e%s) kDfl
e |, # G —ap )

Dass fiir alle Werte von D eine eindeutige Funktion zur Verfiigung steht, wird
durch ein Theorem gewéhrleistet, das die analytische Fortsetzung zweier Funk-
tionen ¢1(z) und go2(z) beschreibt.

Seien G1,G2 Gebiete, auf denen jeweils die Funktionen ¢;(z) und g2(z) analy-
tisch sind, und sei R = G1NG2 # 0. Wenn gz(z) auf R mit g1 (z) ibereinstimmt,
dann kann es nur eine solche Funktion geben (einen Représentanten), und g;(z)
und g2(z) nennt man jeweils die analytische Fortsetzung voneinander. Auferhalb
der Region R koénnen die Funktionen verschieden Représentationen besitzen.
In vielen Integrationen kann die Gamma-Funktion als Ergebnis einer (oder meh-
rere) Integrationen gewéhlt werden. Nur zwei der moglichen Darstellungen der
Gamma-Funktion sind fiir komplexe Argumente geeignet [109]. Es sind die Eu-
lersche und die Weierstrass’sche Darstellung der Gamma-Funktion

o0 . B 0 _1 n o0 . B
I‘E(z):/o det*te ™t Pw(z)_zmﬂ-/l dtt*"te
n=0

(69)

T'g(z) ist fiir Re(z) > 0 analytisch, Ty (z) ist fiir alle z analytisch, aufer an
den Stellen z =0, —1,—2,.... Ty (z) ist damit eine analytische Fortsetzung von
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Bei der Auswertung obiger Integrale (Gln. (68), (71)) tritt im Nenner eine
Schwierigkeit wegen der Minkowski-Metrik auf, denn

k2 = k2 — k?

Die Integration iiber die Nullkomponente oder die Raumkomponente erfolgt
unabhéngig, so dass sicher ein Pol auftritt. Da ab hier nur noch eine Integration
wichtig ist, reicht eine Substitution zur Umgehung dieses Problems aus (Wick-
Rotation).

Eine ,,Wick-Rotation® lasst sich wie folgt veranschaulichen. Man betrachte einen
generischen Feynman-Propagator

f(k?)
(k2 — 12 + ie]"

wobei in r alle Gréfen vereint sind, wie sie aus einer Feynman-Parametrisierung
stammen koénnen oder durch dufiere Impulse etc. gegeben sein kénnen. Liegt der
Zahler nicht in der Form vor, so kann er durch die Ausnutzung der Isotropie
(siehe Eigenschaften zu Beginn des Abschnitts) in diese gebracht werden.

Der Propagator zeigt bei einer kg Integration Polstellen auf. Diese sind bei

kozi\/EQ—l—rQ—ie:i\/EQ—i—rQ:Fie'
lokalisiert. Genauer gesagt liegen sie fiir die drei moglichen Félle bei

a) K241r2>0— (ko)1 = VK2 +r2 —ie und (ko)2 = —V k2 + r2 + i€’

b) k2412 < 0 — (ko)1 = i\ —(k2 4+ 12)—¢” und (ko)s = —iy/— (k2 + r2)+¢”
) K24712=0— (ko)1 = V=i — ¢ und (ko)2 = —v/—i +¢"”

Wie man sieht, liegen alle Pole in Quadrant 2 und 4. Die folgende Grafik,
Abbildung 58, soll das veranschaulichen. Eine Integration tiber das holomorphe
Gebiet, welches durch der Weg C' umschlossen ist, wird damit zu Null. Es gilt

also i)
dk =0
/ OTk2 =72 +ie]” [k2 — r2 + ie]”

Die Integration iiber die Kreisbeitrége verschwindet, und somit ist

O fwHy e f(k?)
/ dk r2 +ie]” /_ioo dko (k2 — 72 + ie]"

Mit einer zusédtzlichen Substitution
K — ik, K —ky, i=1,2,...,D—1

folgt fiir N
kg = —(kg)? — (kp)®

176



L ]
L ]

-
Rika)

Abbildung 58: Integration iiber die Contour C' umgeht die Pole im Quadranten
2 und 4.

Der Index ,,F* steht fiir Euklidisch. Schlussendlich wird aus dem Ausgangsinte-
gral

k)
/ Mo +r2_le], (72)

Man dreht die Nullkomponente zu einer Raumkomponente und verlésst damit
den Minkowski-Raum zugunsten des Euklidschen Raums. Es ist also durch die
obige Substitution bzgl. der Nullkomponente gelungen, Pole im Nenner zu um-
gehen.

Zuriick zum Beispiel. Durch Weglassen des Index ,JE“ und einem Ubergang zum
kugelsymmetrischen Raum (Gln. (71), (72)) entsteht

. dQD e’} kJD_l ) kkD 2
), / T

1 QD 2 k?2 31
d k%) 73
Unter Benutzung der Substitution
m2
=12 T m2
entsteht die ,,Beta-Funktion®
1
- 1 _ P@)I'(B)
Ba,ﬂz/dmxall—xﬁlzi 74
@5 = [ (o) = T (74)
Denn wird
x 1 m?(1—z) m?
= K=" Ak =—-——d
m2 k2 + m?2’ - ) ( ) 22 T
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eingesetzt in das Integral, so entsteht aus Gln. (73) (D =4 — 2¢)

1 Qp [(1\>% [ 0 5
is——p (—2) / dez'"z(1—-z)2 ! =
2(27'(') m 0

1 QD 1\ Fre-ore)
=15 EnD \m? r(2) -
iy L (Am) (e
B < > ) 1602 (mQ) T(e)
Das Ausgangsmtegral (Gln. (68))

dPk 1
/ (2m)P (k? — m?)?

ist fiir D = 4 logarithmisch divergent. Durch Verkleinerung der Dimension auf
D = 4 — 2e¢ wurde eine Konvergenz erreicht (regularisiert). Die urspriingliche
ultraviolette Divergenz deckt sich erneut auf, wenn ¢ — 0 betrachtet wird, denn
die Gamma-Funktion ldsst sich in eine Laurentreihe um ¢ = 0 entwickeln und

ist bis O(e) durch
1

F(G)ﬁz—’y

gegeben (7 ist die Euler-Mascheroni-Konstante). Infrarote Divergenzen tauchen
hier nicht auf, da hierfiir die Masse m als Regulator dient. Diese Masse ldsst
keine Pole zu fiir £ — 0.
Die Entwicklung von

(4m)* ( f )

—=(—) T

“T6r2 \m2 (€)

bis O(e) lautet damit

7
1672

1
<— -+ log LQ + 10g(47r)>
€ m

Alle Divergenzen sind also nun auf Pole der Form 6% abgebildet worden, mit
«a > 1. Eine Entwicklung nach Potenzen von % bezeichnet man als ,,Minimale
Subtraktion® (M), eine Entwicklung nach Potenzen von 1 =1 —~ + log(4n)
wird mit M S bezeichnet. Generell gilt, je mehr unabhingige Divergenzen auf-
treten konnen, z. B. durch Mehrschleifenintegrale, desto héher wird a.. a spiegelt
also die Anzahl der Divergenzen wider.

Bevor nun auf den Begriff der ,Renormierung® eingegangen wird mit einem er-
lauterndem Beispiel, werden einige mehr oder weniger wichtige Hilfsintegrale
und Parametrisierungen aufgefiihrt, auf die man in der entsprechenden Litera-
tur immer wieder stoft.

Q. (@) _ . (—yrm 2 T(rn/2)T( /2)
8) [ mr o = e O e

b) s = Jo dae D im0
b2

k2 42k I
f(%) ak+2kb:((/2i))D es, x>0
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1 rl 1
d) 2 = Jo mip

1t 1 1
e) abc — fO dey fO dx layz+by(1—z)+c(1—y)]®

1 - 1—\(7_+m) " 1(1 x)m. 1
B) wm = rogrte Jo 4 i
g) Integrale mit einer ungeraden Anzahl an Integrationsvariablen im Zahler
sind Null

Eine ganze Reihe an skalaren Integralen sind in [110] zu finden.

Das Integral a) ist wie das Beispiel zu losen. Erst eine Wick-Rotation der Qo-
Komponente, dann eine Aufspaltung des Mafes in Radius- und Winkelintegrati-
on. Eine Substitution iiber x = Q2 el lasst erneut die Beta-Funktion entstehen,
deren Darstellung als Gamma-Funktion oben angegeben wurde.

Die linke Seite von b) stellt einen Propagator da, der schon Wick rotiert ist.
b) meint eine andere Art der Parametrisierung von Propagatoren, als die For-
men ab d) (Feynman-Parametrisierung). Der Propagator aus b) wird unter c)
einfach mit Hilfe eines Gaufi-Integrals bestimmt (Exponent auf Binomialform
bringen). ¢) kann sofort im Euklidschen berechnet werden, indem die Integrati-
on von (—oo,00) D-mal (bzw. eine Integration ausfithren, und den Wert D-mal
multiplizieren) durchgefiihrt wird (der Skalar ist k-b = kb, +ky by, +. . .). Natiir-
lich kann das Integrationsmaf auch in einem anderen Raum betrachtet werden.
Die Parametrisierung ab d) heifft Feynman-Parametrisierung.

Die ,,Renormierung” befasst sich damit, die Divergenzen, die sich nach der Re-
gularisierung als Pole in einem kleinem Parameter ¢ manifestieren, glaubwiirdig
wieder zu entfernen. Als Ansatzpunkt fiir diesen Vorgang sind die einzelnen Be-
standteile der Lagrangedichte selbst. Sowohl die Parameter wie Masse, Ladung
oder Eichparameter etc. als auch die Felder selbst konnen in der multiplika-
tiven ,Renormierung* mit den so genannten Z-Faktoren multipliziert werden.
Diese Dichte verursacht mit diesen Bestandteilen die Unendlichkeiten. Da diese
Z-Faktoren selbst wieder eine Stérungsentwicklung in dem Kopplungsparame-
ter (wie as in der QCD) zulassen, und diese Reihe in der untersten Ordnung
(a?) beginnt, reproduziert sich zuniichst deswegen die urspriingliche Lagran-
gedichte (mit seinen Unendlichkeiten). Nachfolgende Terme sind zur Ordnung
al, (i =1,2,...). Diese Terme werden dann herangezogen, um die Unendlich-
keiten aus der urspriinglichen Lagrangedichte zu eliminieren (zu bemerken ist,
dass diese Terme der Faktoren selbst unendlich sind; da diese Unendlichkeiten
aber auf die ,gleiche Art und Weise* zustande kommen, ergibt co — oo = 0).
Die Z-Faktoren sind
Zj=1+Y 6Z
1

mit
075 o< ag

In Z; sind alle zu verdndernden Faktoren fiir die Parameter und Felder enthal-
ten.
Als Beispiel konnte die Lagrangedichte aus der QED herangezogen werden. Mit
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Abbildung 59: Ein-Loop-Diagramm.

Renormierungsfaktoren lautet sie

1 1 1
L= 5220 AN A + 50 = o)

Zyb(i D= Znm) + ZeZy N Zach A

Diese Lagrangedichte wurde durch eine Uminterpretation seiner Elemente er-
reicht, indem

AV — \JZAAY ) — [ Zy), m— Zpm, e — Zee, § — Ze&

in die Ausgangsdichte gesetzt wurde.

Wenn Z; = 1+ 67} mit 6Z; = O(c}) (Einschleifenentwicklung), und der Index
j zeigt die verschiedenen Z-Faktoren an (und nicht die Storungsordnung!), dann
zerfallt die urspriingliche Lagrangedichte (Gln. (75))

ZA(0,A")(0,A”) + (75)

L— L+3L(62))

Der erste Anteil liefert die ,bekannten” Feynman-Regeln. Der letzte Term liefert
die ,Counterterme”, also diejenigen Terme, die mit Hilfe der Z-Faktoren die
»Unendlichkeiten” beseitigen werden. Dazu miissen aber noch Randbedingungen
angebracht werden. Die sind derart, dass die freien Konstanten, also die 67 ]1 (in
der Einschleifenentwicklung), festgelegt werden. Diese Festlegung geschieht an
einem im Prinzip beliebigen ,,Renormierungspunkt®. Das folgende Beispiel wird
das Vorgehen verdeutlichen.

Das Beispiel stellt die Selbstenergie eines Fermions (Quark) durch ein ,yvirtuelles*
Gluon (,,Ein-Loop-Graph®) dar, siehe Abbildung 59.

Der nétige Propagator [56] ist zum einen der Fermionpropagator

1
D —m+ie of

«, 3 stellt den Farbanteil dar und die Masse m wird im Folgenden vernachléssigt,
sowie zum anderen der Gluonpropagator, der in der Feynman-Eichung

. guvéab
_jZprab
P2+ ie
lautet, wobei a,b der Farbanteil ist. In D = 4 — ¢ Dimensionen entsteht dann
der Ausdruck (die willkiirliche Skala p¢ wird wieder zum Schluss eingefiigt)

dPk 4
S =r0* [ oo (70
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Alle Faktoren, wie Farbmatrizen und i-Faktoren sind in der Grofe r unterge-
bracht. Der Nenner ist nach den Rechenregeln aus Appendix A fiir

T kYt =(2-D) k

mit 2 — D = e — 2. Mit Hilfe der Feynman-Parametrisierung

1 ! 1 ! 1
S = / dx 5 = / dx 5
k*(k —p) o [k*(1 —2)+ (k—p)2a] o [k?—2k-px+ pa]

und den Substitutionen
Q=Fk—pr— Q*=k* -2k pr+p’c? C?=p?2®—p?x=pa(xr—1)

entsteht zundchst aus Gln. (76)

Das @Q-Integral kann mit der in diesem Appendix B angegebenen Formel ausge-
wertet werden (das Integral {iber @ ist Nulll). Es entsteht

(=12 T 2D 1 T
2(2)(/p):T92(6_2) <Z(iW)D)/2 (F(2)2)>/ dx(CQ)p;iD/Q

Das Integral ist

,{J/O1 dz z(C?)P/22 —p/ol dz z (p*z(z — 1))76/2 =

1
) [ et B2 - 51 )
0
Hier wurde wieder von der Beta-Funktion (Gln. (74)) Gebraucht gemacht.
Alles zusammen ergibt (mit der ndtigen Ersetzung g — ¢?u)

€2 . €/2 ¢ ‘
=@ (p) = [ir(f6i2)r(e/2)%(e ~9)BE- 51— 5)}

Eine Laurent-Entwicklung um e = 0 ergibt (z. B. mit Hilfe von Mathematica)

2 2 2
@ (p)=— pir 1g [ 1ogu— + 1+ log(4m) — ] +O(e)
Fiir die Entwicklung einer Gamma-Funktion reichen aber haufig in diesem Kon-
text die Formeln (sowie der obige Ausdruck I'(e) ~ % —)

1

, B(N_e/2,1—6/2)’:%’ BN = /222 = 5y

I'(2/€) ~

a N

Auch in diesem Ausdruck manifestiert sich die ultraviolette Divergenz in dem
Pol e.
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Wie kann man nun X(?)( p) endlich machen? Im M S-System wird dazu, grob
gesagt [108], einfach der Pol selbst aus ¥(?)( p) entfernt durch entsprechende
Anpassung des Z-Faktors.

»@) (p) ist proportional zum Impuls p. Zur Anpassung des Z-Faktor betrachtet
man deswegen das Inverse der Summe des unkorrigierten Z%—Propagators und

der Korrektur 2(2)( ) zum exzakten, aber unrenormalisierten Propagators des
Fermions (die Masse war vernachléssigt worden), also

Pt =p+ 2@ (p)

und setzt
Pyl =zp7!

Der Index R deutet den renormalisierten inversen Propagator an. Aus der letzten

Gleichung lésst sich
2
g —
1672 €

sofort ablesen. Es ist der Z-Faktor aus der Counterterm-Lagrangedichte, denn

diese Felder (in ¢ (i 9)y) schliefsen den Divergenz verursachenden Operator ein
(durch eine Funktionalableitung nach den Feldern und einer Fouriertransforma-
tion sowie anschliefender Invertierung entsteht der Propagator ﬁ) Damit ist

die Korrektur durch

Z =1+1ir

e —p?
1627 log T 1 —log(4m) +~| + O(e)

5 (6) = pir
gegeben.

Es gibt auch andere Subtraktionsschemata. Z. B. kann die renormalisierte Kor-
rektur

=2 (5)

so definiert werden, dass von der unrenormalisierten Korrektur $(2)( p) der
gleiche Ausdruck subtrahiert wird (an dem oben erwdhnten Renormalisierungs-
punkt), ausgewertet an einem bestimmten Wert des Impulses p?> = —p?, also
SO (p)p2=_pz. Damit gilt

2
SR (6) = 2 (5) — 2 (P
Mit P,' = ZP~! ergibt sich fiir den Z-Faktor

2 2 ~2
J ——log%—i-l—f—log(élw)—'y

Z=1+1
+ZT167r2 €

und fiir die renormalisierte Korrektur des Propagators

U
1672 u?

i (h) = pir

Die Ergebnisse sind in den verschiedenen Subtraktionsschemata unterschiedlich,

aber Eg) ( p) stellt keine physikalische Grofe dar, sondern ist nur als ein solches
Element innerhalb einer physikalischen Observable anzusehen. Bricht man die
Storungsreihe einer Observablen ab, so entstehen also auch Abhéngigkeiten von
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dem gewahlten Schema.

Im Prinzip gilt, dass die Renormalisierung eines mit einer Divergenz behaf-
teten Graphen dadurch erreicht wird, dass man (moglicherweise eine Sum-
me von) Counterterm-Graphen niedrigerer Ordnung betrachten muss. Diese
Counterterm-Graphen sind invers zum Propagator, und von niedrigerer Ord-
nung in der Kopplung.

In diesem Beispiel war nur p als inverser Propagator zum divergenten Ausdruck
H+X3)( p) vorhanden, der von niedrigerer Ordnung ist. Im M S-System wurde
dann der Z-Faktor

g2

Z=1+i ‘
+ZT167r26

erzeugt.

Dieses Beispiel betraf nur die Einschleifenentwicklung. Existieren mehrere sol-
cher Schleifen, die natiirlich auch unabhéngig voneinander Divergenzen erzeu-
gen konnen, so ist eine einfache Renormierung nicht mehr méglich. Es existieren
aber dazu Vorschriften (Algorithmen), wie das BPHZ-Theorem [111], mit der
eine Folge von Z-Faktoren erzeugt werden kénnen, die solche Graphen endlich
machen. Auch dort stellen sich (im M S-System) die Z-Faktoren in der Form

von
Anzahl an Schleifen i
57

Zi=1+ > =

i=1

heraus.
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C Kinematik und Phasenraumvolumen fiir 2— und
3—Korperprozesse

Dieser Abschnitt stellt einige wesentliche kinematische Grundlagen vor und ent-
stammt im Wesentlichen aus [27, 55, 112]. Dabei werden fiir einen ,,Zwei‘- und
,Drei-Korper“-Prozess die kinematischen Grofsen aufgefiihrt.

Anstatt direkt mit den Viererimpulsen eines ,, N-Korper-Prozesses” zu rechnen,
ist es héufig einfacher, die zugehorigen Mandelstam-Invarianten zu betrachten.
Fiir einen ,,Zwei-Korper*-Prozess 1 + 2 — 3 + 4 existieren deren drei, s,t,u, die
in folgender Weise definiert sind (p; sind Viererimpulse)

s = (m +P2)2 = (p3 +P4)2
= (p1—p3)° = (p2—pa)*
u = (pl —]?4)2 = (pz —p3)2

Diese Gleichungen gelten so im s-Kanal, mit s > 4m?, t < 0, u < 0. Die Summe
aller Mandelstam-Invarianten ergibt

4
s—l—t—f—u:me = 4m?
i=1

Das letzte Gleichheitszeichen gilt, wenn alle Massen gleich sind, also m; = m Vi.
Analoge Gleichungen gelten im ¢ und u-Kanal. Dort betrachtet man die zur
Gleichung 142 — 3+4 konjugierten Prozesse, 1+3 — 2+4 (t-Kanal) und 1+4 —
2+ 3 (u-Kanal). Der Uberstrich bedeutet, dass alle additiven Quantenzahlen in
ihr Negatives umgekehrt werden. Diese zwei Kanéle erschliefsen sich also durch
Betrachtung des s-Kanal-Prozesses, indem die Quantenzahlen dieser Teilchen
umgekehrt werden. Thre physikalisch zugénglichen Bereiche liegen fiir den t-
Kanal bei

t>4m? s<0, u<0
und fiir den u-Kanal

uw>4m?, s<0, t<0

Hier wurden wieder gleiche Massen gesetzt.

Das ,Center of Mass“-System ist definiert als s-Kanal-Grofse, in dem
p1+p2=0

gilt. In diesem System vereinfachen sich hiufig die Rechnungen. Durch eine
einfache Lorentz-Transformation kénnen alle berechneten Gréfsen in andere Sy-
steme transformiert werden.

Im Folgenden werden fiir dieses System die allgemein giiltigen Formeln eines
2 — 2-Prozesses angegeben, ohne Beschrankung auf m; = my = m3 = my. Die
Viererimpulse sind, wenn Teilchen 1 und 2 sich entlang der z-Achse bewegen,
durch

p1 = (E1,p) = (F1,0,0,p;)

p2 = (E2,—p)=(E2,0,0,—p)
ps = (Es,p') = (Es,pr,p.)

ps = (Ey,—7) = (Es,—pr, D))
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Der Vektor pr ist der Transversalimpuls und liegt in der z — y-Ebene. Es
gilt [pr| = [p'|sin 6. Fiir die z-Komponente gilt p, = [p'| cos 6. 0 ist der Streu-
winkel, wobei hier stets implizit der Azimuthwinkel zu Null gesetzt wird und
damit nicht auftritt. Praktisch ist dies durch eine orthogonale Drehung in diese
Ebene immer moglich.

Die Energiekomponenten kénnen in Abhéngigkeit der s-Kanal-Invarianten ge-
schrieben werden. Es gilt

s=(p1+p)?=FE1+F)? > E+E,>0=ys = E=s—E

Die ,,On Shellness“-Bedingung liefert p? = m?, also im Speziellen fiir Teilchen 1
und 2
pi=mi=Ef —p2, ps =mj = Ej —p’

Eine Subtraktion liefert
mi —mjy = B} — By = (E1 + Ea)(Ey — Ep) = V/5(E1 — E)

Einsetzen der beiden Gleichung liefert fiir £y

Ey (s + m% — m%)

1
7—2\/5

Auf gleiche Art lassen sich die anderen Energiekomponenten ableiten

1
Ezzz—\/g(s—f—mg—mf)

1
E3:2—\/§(s+m§—mi)
Ey ! (s—f—mi—m%)

NG

Daraus lassen sich sofort die Raumkomponenten ableiten. Mit p? = p? = E? —
m? und p? = P + p2 = B3 — m3 ergibt sich

Po= o [s — (m1 +m2)?] [s — (m1 —m2)?] = 4—18/\(5;7”%77”%)
72 = i [s — (m3 +m4)?] [s — (mg — ma)?] = 4—18/\(5,7”%77“421)]

mit der Funktion \(z,y, 2) = 2% + y? + 22 — 22y — 2yz — 2x2.
Im ,High Energy Limit“ s — oo ergibt sich
Vs

S .
E7;277vl

und

ﬁ

171 =

Es fehlt noch der Streuwinkel 6. Auch dieser kann in Abhéngigkeit von, und
das gilt natiirlich ganz allgemein, den Mandelstam-Invarianten berechnet wer-
den. Von diesen Ergebnissen wurde in den Abschnitten 6.5 und 7.1 Gebraucht
gemacht. Die t-Kanal-Invariante ist

t=(p1 —p3)* =mi+mi —2E,E3 + 2|p]|’| cos §
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Alle Grofen auf der rechten Seite sind oben aufgefiihrt. Einsetzen liefert

s+ s(2t = >, m7) + (m§ —m3)(m3 —m3)

cost =
A2 (s,m2, m2)Az (s, m2, m?2)

was fiir den Fall gleicher Massen und [p] = £v/s — 4m?

2t
cost) =1+ e = cos b,

Durch eine Vertauschung s < t und mqy < mg fiir den t-Kanal sowie s < u und
my < my fir den u-Kanal ergeben sich &hnliche Ausdriicke. Diese sind

24425 — 3, m2) + (m} —m3)(m3 — m3)

AE(m2, )AL (1, m3, m3)

cos 6

mit (gleiche Massen)
2s

0 =14 ——
cos 0 +t—4m2

und

cosf = u? +u(2t = 35, mF) + (mf — mi)(m3 —m3)

1 1
Az (u,mf, mAZ (u, m3, m3)

und (gleiche Massen)
2t

O, =1+ ——
CoSTh +u—4m2

Das néchste wichtige Bezugssystem ist das Laborsystem, in dem ein Teilchen in
Ruhe (p'= 0) betrachtet wird. Hier soll es das Teilchen
p2=0

sein. Zunachst wird der s-Kanal betrachtet. Dann gilt

p1 = (£1,0,0,pr)
pa = (me,0,0,0)
p3 = (H3,p3)

P4 (E4,Pa)

Die Mandelstam-Invarianten sind

s = (p1+p2)?=mi+mi+2mEL
= (pa—ps)® =mi+m3 — 2muE,
u = (p2 —p3)2 = m% + m§ — 2msgFE;3

Die Energien sind wieder einfach auszurechnen und ergeben

1

By = Q—mQ(S—m%—mg)
1

Es = 2—m2(m§+m§—u)



Der Raumanteil ist mit

1
2 2 2 2 2
P, = EL —my = 4—,’71%)‘(87m17m2)
1
2 2 2 2 2
ps = Ej-—mj= —4m§ A(t, m3, my)
ﬁ% = Eg _mg = A(uamgamg)

4m3
gegeben. Aus
t=(p1 —p3)> =m? +m2 — 2B, E3 + 2pp|ps| cos by,

lésst sich im s-Kanal nach dem Winkel cos 6 im Laborsystem auflésen. Es ergibt
sich fiir ungleiche Massen (die anstehenden Vertauschungen beziehen sich auf
diesen Ausdruck; s, ¢ sind stets die unabhéngigen Variablen)

—m2—mE+t+ m%(m%m%fs);mﬁmifsft)

2002 2 )2 20,024 2 2
2 m3(mi+m3—s) 2 m3(mi+m3—s—t)
2\/—m1 + = —my +

cosfr, =

Eine Vertauschung s < t und my < mg ergibt im ¢-Kanal

(=2 + m3(mf +mj — 2s))(mi +m3 —s)

cosfp, = - -
V(=2my +m2may +m3 — mas)(2my + mima +m3 — mas)

1
Vm3(2 +m? +m3 —2s)(m3 +m3 —2(1 +s))

Im w-Kanal entsteht durch die Vertauschung der Winkel s < uw und my < my

2, 9, o 2, 2
—mf—m%—i—t—i— m3(mi+m; ;)(m2+m3 s)

2(m24m2—g)2 2 (24 m2 —g)2
2 m3(mi4+m3—s) 2 , m3(m3+m3i—s)
2\/—7711 + =0\ my+ ——F

cosf =
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Abbildung 60: Schematische Darstellung des Subprozesses p1 +p2 — k1 +ko+k.

Fiir einen ,,Drei-Korper“-Prozess konnen schon 10 Invariante angegeben wer-
den, sieche Abbildung 60, wobei fiir die folgenden Bezeichnungen die Notation
aus [55, 112] iibernommen wurde. Mit der Energie-Impulserhaltungs-Gleichung

pr+pa=ki+ka+Ek

sind die eingehenden und ausgehenden Partonimpulse als solche gekennzeichnet.
Es gibt finf unabhdngige Invariante

s = (pr+p2)? te=P1—k)? up=(p2—k)? (78)
a = (m—k)? = (p2—k2)?

und weitere fiinf weitere Invarianten, die abhdngig von den Erstgenannten sind.
Diese sind

s9 = (ki+k)?=s+tp+ur, G={p1—k)?>=2m>—s—tpr—q (79)
Go = (p—ki)?=2m*—s—upr—q, wi=k+k)’=m—q-+qg-—t
wy = (k+k)’=m+aq —q—u

Da in dieser Arbeit masselose Anfangszustiande angenommen werden, wurde
p? = 0 gesetzt.
Mit der Energie-Impulserhaltungsgleichung kann jede Kombination an Impulsen
betrachtet werden. Z. B. gilt

ki+ko=p1+p2—k
Quadrieren beider Seiten liefert fiir die erste Gleichung
(k1 +k2)® = (p1 +12)” —2k(p1 +p2) =s+ (p1 — k)> + (2 — k)> = s+ tx + i

Die zweite Gleichung (Gln.-System (79)) kann &hnlich betrachtet werden. Mit
s = 2pip2, tp = —2p1k, @1 = —2p1k1 +m? (aus Gln.-System (78)) eingesetzt
in die rechte Seite der zweiten Gleichung liefert

2m? — 2p1ps + 2p1k + 2p1ks — m? =m? — 2p1ps + 2p1k + 2piky =
m? —2p1 (p2 — k — k1) = m® = 2p1(ks — p1) = —2p1k2 + m* = (1 — k2)* = G
—_——

=(k2—p1)

Die iibrigen Gleichungen folgen nach dem selben Schema und sind einfach ab-
zuleiten.
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In Abschnitt 6.5 wurde von einer Parametrisierung fiir die 2 — 3-Kinematik
Gebrauch gemacht. Diese soll nun hergeleitet werden. Der Anfangszustand sei
wieder masselos, also p? = p3 = 0. Das zusitzliche Parton ist ebenfalls masselos,
k% = 0. Die ausgehenden Vierervektoren seien ki und kq mit k¥ = m?, k3 = m?.
Die Parametrisierung sei im Schwerpunktsystem der beiden ausgehenden Quarks
angesetzt in Form der bekannten Kugelkoordinaten. Damit gilt zun&chst fiir un-
bekannte «, 3

ki = «a(l,Bsinfysinb, B cosbsysinby, 5cosby) (80)
ko = «a(l,—Bsinfysinby,—cosbysin by, —Fcosb)
Die Identifikation des Azimuth- und Polarwinkels ist einfach, 6, = 0, 6, = ¢.
Mit
k2 =m? = o*(1 - %)
wird eine Konstante festgelegt. Da im Schwerpunktsystem der massebehafteten
Teilchen in Gln. (80) gearbeitet wird, gilt (siehe oben)

52 = (k4 k)2 = (K0 + kD)2 = (20)2 — a = Y2

2
4 2
g=4/1- 2
\ 59

wobei noch hiaufig die Abkiirzung s; = xs benutzt wird. Der Ausgangszustand
liegt somit fest.

Die Ausarbeitung des Anfangszustandes ist etwas umfangreicher. Das zusétzli-
che Parton muss sicher im gesamten Raum ausgesendet werden kénnen, womit

k= k°(1,0,sine’, cosv)’)

Dadurch ist

mit k2 = 0 und unbekannter Nullkomponente angesetzt werden kann. Damit
muss mindestens eines der beiden eingehenden Partonen ebenfalls y — z Kom-
ponenten besitzen, und eines kann die Form

p1 =p7(1,0,0,1)

annehmen. Hier soll es das Parton 1 sein. Damit wird der Vierervektor des
Partons 2 zu

p = pY(1,0,sin ), cos )
Es gilt jeweils p? = p3 = k% = 0. Des Weiteren gelten folgende Gleichungen, die
fiir die Ableitung der unbekannten Variablen p?, p9, k°, 4, ¢’ benutzt werden. Es
gelten mit p; +pa — k = k1 + ko

Pl+m—k = s
)+ pycostp — kP cosy)) =
pg siny — k% sin P =
(P} — k%)% — () — K% cos ) — (=k%siny’)? = ( =
(p3 — k9)? — (psinep — k¥ sin)')? — (pS cosyp — k0 cosy')? = (p2 — k)? = uy,
(P +p3)* — (P} + P cos)® — (pysingh)? = (
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Die erste Gleichung entspricht der Energieerhaltung. Die beiden Gleichun-
gen darunter erhalten den Impuls (die Summe der Impulse im Endzustand ist
Null). Die letzten drei Gleichungen entsprechen der Auswertung der bekannten
Invarianten aus dem Text dariiber.

Die Benutzung von ¢ erlaubt das Auflésen nach dem Winkel . Es ist

tr = (p) — k°)? = [(p1)* — 2p7K° cos ¢’ + (K°)? cos® ¢'] — (K°)?sin® ¢ =
tg
2k0p9

Als néchstes wird die letzte Gleichung benutzt. s erlaubt das Auflésen nach dem
Winkel ¢. Es gilt

(P —k%)% = (1) = (k°)* +2p7k" cos ¢’ = 2k°p](cos9)’ —1) — cos ¢’ = 1+

s = (P} + )% — (p1)? — 2p1ph cos ¥ — () cos® ¢ — (p3)?sin® ¢ =
s

20809

Das Einsetzen beider Winkel in die zweite Gleichung ergibt

= 2p0p9(1 — cos ) — cosp =1 —

0 0 S 0 tk _ .0 0 S ot _
e (1= gp) (1 mp) — sl g =4 - g =0
1P2 1 gy 1 1

s+l o S+t

Die Komponente k? liisst sich durch Quadrieren der zweiten und dritten Glei-
chung und Summieren errechnen. Nach k° aufgelst ergibt

(k%)% = (9 + p5 cos ) + (p3)?sin® ¥ = (pf + p3)> —2pYp3(1 — cos ) =
———
(VB tk0)?

= 89 4 2¢/52k" + (E9)2 — 2p9pY(1 — cosvp) — 5 = 59 + 24/52k" —
—_———
0 ST 82 _ _tetu
9 /5 2./52

womit auch die Komponente p3 sofort festliegt zu

0o __ StTug
2

72\/5

p

wegen p + py — k¥ = /5.

Im Folgenden soll noch der differentielle Phasenraum fiir die im Text betrachtete
Kinematik hergeleitet werden fiir n = 4 — 2¢ Dimensionen. Der Anfangszustand
ist wieder masselos, die Teilchen im Endzustand habe jeweils die gleiche Masse.
Der 2 — 2 Fall fiir n Dimensionen soll durch

p1+p2 — ki + k2
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gekennzeichnet werden mit &k = k3 = m?. Fiir den 2 — 3 Fall gilt mit k%2 = 0
p1+p2— ki +ke+k

Mit o = 1,2 Teilchen im Anfangszustand und g = 3, ..., N Teilchen im Endzu-
stand wird tiber

@) Mpal> 7T Pk e
do = ) ki — Pa
4y/(p1 - p2)? — m3m3 g (2m)*(2E:) (; )

der differentielle Wirkungsquerschnitt beschrieben [10]. | Mg, |? ist die quadrier-
te Feynman-Amplitude, bei der die innere Information entsprechend behandelt
wurde (z. B. gemittelt iber Anfangszustéinde und summiert {iber Endzusténde).
Fiir Schwerpunktsenergien sehr viel grofer als die Massenquadrate kann im
Schwerpunktsystem der eingehenden Teilchen der Fluxfaktor

1 1

~

4/ (p1-p2)? —mim3 2

herausgezogen werden.
Das Phasenraumvolumen fiir N Teilchen im Endzustand ist in n» Dimensionen
(mit einer kleinen, aber einfachen Umdefinition der Indizes) durch

aRy = ) TT ek S 81
v =" ] Gy @ Pa) (81)

i=1
gegeben, wobei p, der Gesamtimpuls der initiierenden Teilchen ist, z. B. p, =
p1 + pa. Fir N = 2 reduziert sich die Gln. (81) auf

dn71k1 dnfle

B = ) T oE) @R

0" (k1 + ko —p1 — p2)

Die komplette ko Integration wird benutzt, um die Deltafunktion auf eine Di-
mension zu reduzieren. Auch kénnen die Vorfaktoren zusammengefasst werden.
Es ergibt sich

1 dnilkl
(2m)"—2(2E3) (2E1)

dRy = S(E, + E, — Ey — Ey)

Das verbleibende Differential ist durch d* 1k; = |El|"’2d|l;1|d9n,1 gegeben.

Das Volumen ist nach Appendix A, Gln. (70), Q,_1 = 137(7—21), was sich fiir
n = 4 auf Q3 = 47 reduziert. Die Matrixelemente konnte aberzvom Streuwinkel
01 abhéngen (p; - k1 = |]3°1||E1| - cos bq). Deswegen wird der 6;-Beitrag aus dem
n — 1 dimensionalen Volumen herausgezogen, und dariiber wird noch nicht in-
tegriert.

Das n — 1 dimensionale differentielle Volumen kann leicht selbst hergeleitet wer-
den, entweder durch die Parametrisierung in Appendix B (Jacobi-Determinante)
oder durch einfache Erweiterung des 2 und 3 dimensionalen differentiellen Pha-
senraums. Kurzum, es ist

A" Vky = [k |"2d|ky | sin™ 3 0y sin "1 0, . .. sin6,,_3df:dfs . .. dO,_s
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das gesuchte Differential [10, 106]. Man identifiziert leicht 6, als Streuwinkel
und 6y als den ¢-Winkel.
Damit wird das gesuchte Differential

dn71k1 = |/;1|n72d|];1| sin” 3 df1d$Y,,—o

und
n—2

22
Qo = p—E
f a9 =

2

Im Schwerpunktsystem gilt nun
Ey+ By =+/s = By + Ej

und B B
k1 ? = [ko|?
mit .
Fif? = B2 —m?
Fiir das Argument der Deltafunktion wird g(E}, F}) = (E1 + E5 — Ey — E»)
gesetzt. Dann gilt fiir das Differential

o Ok
dlk| = d
|1 | g ¥
mit
dg  |0(Ey + Ej)
0| k1 | 0|k |

Das Absolutzeichen kommt aus der Regel zur Ableitung von Funktionen, die als
Argumente von Deltafunktionen dienen, also

1
[tz stotan)) = [ dg-grey———F (gt
|T|y:const.
wobei nun in f(x,y) die giiltigen Argumente benutzt werden miissen, fiir die
g(x,y) = 0 gelten mit y = const.. Es ist

OB |k
ok B
und das Gleiche mit .
OB _ ||
olk| s
wegen |k1| = |kz|. Damit gilt
kx| _ 1 __ BB

Og  IEIELED k| (Bf + By)

Daraus resultiert nun insgesamt (nach einer formalen Integration {iber die Del-
tafunktion)

1 1 1 -

1 11, LBy
(2m)n—2 2E] 2B,

|n72 _
k1 |(E7 + E3)

sin™ 3 0,d0,dQ, o

192



n—2
Mit E] = E) = \/s/2 und kiirzen der Faktoren sowie §2,,_o = % liefert
2

-3 n—2
11 s AT et
—_— - — —_— 0,d0
e 1 ( i ”“) areE T
Weiteres Auswerten in n = 4 — 2e Dimensionen ergibt dann

1—2e

1 = 1—2e¢ 27T —2e
<4> »3 F(1_€) sin~““ 0,d6:1d cos 01

(271_)26 l
472 4

mit 3= /1 — 222,
Daraus wird schlussendlich nach Aufsammeln aller Faktoren das gesuchte Er-
gebnis fiir das differentielle Phasenraumvolumen fiir einen im Anfangszustand

masselosen, im Endzustand mit gleicher Masse behafteten 2 — 2-Prozesses

92¢ 4rr
dRy = ———— 1=2¢6in=2¢9,df, d cos 0
Rz F(l—e)<s> 167rﬂ LA eos i

Zur Berechnung von dR3 muss man sich im Voraus dariiber im Klaren sein, wel-
che Variablen offen bleiben sollen (das zusétzliche Parton soll aus dem Endzu-
stand emittiert werden). Neben dem Streuwinkel (und dem Azimuthwinkel) hat
man die Wahl zwischen den Variablen des emittierten Partons (Energie+Winkel,
um z. B. die ,,Soft- und Kollineare“-Emission des Partons hervorzuheben), oder
den Variablen der Quarks/Antiquarks sowie den eingeschlossenen Streuwinkel
zwischen den beiden Fermionen. Fiir das Beispiel hier wird der letztere Fall an-
genommen, also eine Abhéngigkeit der Energie der duferen Linien (Fermionen),
sowie von dem relativen Streuwinkel zwischen den beiden.

Ausgangspunkt ist wieder Gln. (81)

N ey, N
dfty = @n)" | Gy 2Ez)6n(zki_pa)

z=1 i=1

Fiir N = 3 reduziert sich der Ausdruck (in n Dimensionen) auf (k;, k2 = Vierer-
vektoren der schweren Quarks mit k? = m?, ks = Vierervektor des zusétzlichen
Partons mit k3 = 0)

dn—lkl dn—le dn—1k3

W = O T By B 1 2E) 2r) 1 2Ey)

0" (k14 ka4 ks —p1—p2)

Alles wird im Schwerpunktsystem von ¢ = p; + ps = (Q,ﬁ) = (s, 6) be-
trachtet. Ab hier kann entschieden werden, welche der Variablen fiir die weitere
Integration erhalten bleiben sollen, um die Auswertung der Matrixelemente zu
ermoglichen. Deswegen wird d" ks fiir eine formale Auswertung mit der Del-
tafunktion benutzt. Es ergibt sich zunéchst

dn_lkl dn_lkg 1
(2m)"—1(2FE;) (2m)"2(2E,) 2E5

dR3 = —0(E1+ Ex+ E3 — Q)
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Beachte, dass zur Kennzeichnung des Ausgangszustand kein Apostroph benutzt
wurde, d.h. ¢ = p1 + p2. Mit dem Trick, bzw. mit der Erkenntnis, dass

dn71k3 .
/ °F, :/d k360(F3)0(k2)

0(E1+ Ex+ Es — Q)
2F3

wird tiber

=0 [(kl + ko + k3 — q)2] (82)

das resultierende Integral wesentlich vereinfacht. Zudem kann die Winkelintegra-
tion von Teilchen 1 komplett ausgefiihrt werden. Die relative Winkelintegration
wird durch ks iibernommen (mit |k1| als Achse).

A" Vky = |k [ 2dE|
und . .
d" kg = | k2| 2d| ko) sin™ 3 0,d6,dY, o

wobei #; der Winkel zwischen El und Eg ist. Dieser Winkel wird iiber z = cos 6,
substituiert. Dann ist

n—4

sin” 3 01df; = sin™ 0, sin 01dH; = —(1- z2) T dz

Das Auflosen der Klammer in der Deltafunktion, Gln. (82), ergibt
—Q2 — m% — mg + ZQEl + 2QE2 — 2(E1E2 — |E1||E2|Z)

Die Integration iiber dz liefert somit einen Faktor

1
2|k |||

(das Minuszeichen spielt keine Rolle innerhalb der Deltafunktion) und |k;| =
V E? —m2, gleiche Massen im Endzustand vorausgesetzt. SchlieRlich gilt noch

d|k;| = %'gi'dEi - EQE— — dE;
Alles eingesetzt ergibt
1 1 75 T 2 2\ 222 2 2\ 24 2\ -4
dR3 = (27T)2”*3§I‘(”T_1)I‘ nT_Q)(El—m) = (BE5—m~) 2 (1-2°)"2 dE\dE>
mit

1
2= —>[Q*+2m? — 2QE) — 2QE; — 2B, Ey] ——
2 K1 || K2

und n = 4 — 2¢ wird der Ausdruck letztendlich zu

1 1 w3 rl—e

dRs = (2m)5~42T(2 — ) T(1 —¢)

(B2 —m?)~ (B2 —m?*) (1 — 22)"“dE,dF»

Hier sind alle Singularitéten fiir € — 0 explizit aufgefiihrt.
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