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Abstract

The electromagnetic form factors are crucial for our understanding of the inner
structure of the proton. Recently it has become feasible to measure them by the
use of polarisation transfer techniques in addition to the traditional Rosenbluth
separation method. Thereby emerged an incompatibility of the results obtained
by these two different experimental methods. It is commonly assumed that the
discrepance is induced by higher order corrections to the cross section, especially
through two-photon exchange processes. Unfortunately these processes cannot be
calculated in a model independent manner because off-shell photon nucleon verti-
ces arise. Effective chiral lagrangians contain already local two-photon couplings
and therefore seem exceptionally well suited to study the anomaly contribution to
the two-photon exchange. These couplings give two-photon exchange contributi-
ons that can be understood as the coupling of the nucleon to pions, decaying into
two virtual photons. A particular contribution emerges from the chiral anomaly
of QCD, that describes the two-photon decay of the neutral pion.

The most important goal of this work is the calculation of the contribution
arising from the anomaly to the elastic electron-proton scattering. The results
are expected to be widely model independent since the anomaly directly reflects
a QCD property. Based on the Skryme model the protons are realized as soliton
solutions in effective chiral theories. The next to leading order contribution to
the cross section is given by the interference between the one- and two-photon
exchange. The latter contains an ultraviolet divergence, which is renormalized by
a local effective counterterm. This counterterm contributes to the width of the
neutral pion decay which determines the finite part of the counterterm coefficient.
The affect of the anomaly to the Rosenbluth separation of the electromagnetic
form factors as well as the discrepance regarding the polarization measurements
is extensively discussed within the Skyrme model. In addition, the correction
as expected from the effective two-photon coupling of the non-linear-o model is
estimated.






Zusammenfassung

Um die innere Struktur des Protons zu verstehen, sind die elektromagnetischen
Formfaktoren von entscheidender Bedeutung. Seit kurzem ist deren Messung ne-
ben der Methode der Rosenbluth-Separation auch mittels Polarisationsobserva-
blen moglich. Dabei stellt sich heraus, dass die Ergebnisse beider Methoden nicht
miteinander kompatibel sind. Es wird vermutet, dass diese Diskrepanz durch
Korrekturen hoherer Ordnung zum Wirkungsquerschnitt begriindet ist, insbe-
sondere durch Prozesse, die fiir den Austausch zweier Photonen zwischen Elek-
tron und Proton stehen. Leider lassen sich diese Prozesse bisher nicht modell-
unabhéngig berechnen, da dazu die Photon-Nukleon-Vertices aulerhalb der Mas-
senschale benotigt werden. Effektive chirale Lagrangians beinhalten bereits lokale
Zwei-Photon-Kopplungen und eignen sich in besonderer Weise zum Studium des
anomalen Beitrags zum Zwei-Photon-Austausch. Diese Kopplungen entsprechen
Zwei-Photon-Austausch-Prozessen, die als die Kopplung des Nukleons an Pio-
nen, die in zwei virtuelle Photonen zerfallen, verstanden werden kénnen. Ein
besonderer Beitrag entsteht durch die chirale Anomalie der QCD, die den Zwei-
Photon-Zerfall des neutralen Pions beschreibt.

Das mafigebliche Ziel dieser Arbeit ist die Berechnung des Anteils der An-
omalie an der elastischen Elektron-Proton-Streuung. Es wird erwartet, dass die
Ergebnisse weitgehend modellunabhéngig sind, da die Anomalie unmittelbar ei-
ne Eigenschaft der QCD widerspiegelt. Auf der Grundlage des Skyrme-Modells
werden die Protonen als Solitonlésungen verstanden und quantisiert. Der Beitrag
zum Wirkungsquerschnitt entspricht in niedrigster Ordnung der Interferenz des
Ein-Photon-Austausches mit dem Zwei-Photon-Austausch. Letzterer weist eine
ultraviolette Divergenz auf, die durch die Hinzunahme eines effektiven Counter-
terms renormiert wird. Der Counterterm tragt zur Breite des Zerfalls des neu-
tralen Pions in ein Elektron-Positron-Paar bei und wird dadurch bestimmt. Die
Auswirkung der Anomalie auf die Rosenbluth-Extraktion der elektromagnetisch-
en Formfaktoren und die Diskrepanz zur Messung der Polarisationsobservablen
wird ausgiebig diskutiert. Zusétzlich zum Beitrag der Anomalie wird die zu er-
wartende Korrektur aufgrund der effektiven Zwei-Photon-Kopplung des nicht-
linearen-o-Modells abgeschétzt.
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1. Einleitung

Unser Verstédndnis iiber die Struktur der uns umgebenden Materie resultiert weit-
gehend aus der beobachteten Streuung mehrerer Teilchen. Dies beginnt mit der
Entdeckung der Atomkerne durch Geiger, Marsden und Rutherford [1], die 1909
a-Teilchen an einer Goldfolie streuten, und setzt sich mit dem experimentellen
Nachweis des Protons, das den Kern des Wasserstoffatoms bildet, 1919 fort. Dass
das Proton keine Punktladung darstellt, sondern eine Ausdehnung besitzt, wur-
de von Hofstadter [2] bestétigt, der mit seiner Arbeitsgruppe 1955 die elastische
Elektron-Proton-Streuung durchfiihrte. Bis heute gilt das Elektron, das selbst
ein Punktteilchen darstellt, als perfekte Probe zur Untersuchung innerer Struk-
turen. Die formale Beschreibung der Elektron-Proton-Streuung erfolgt durch die
Einfiihrung von Formfaktoren [3], die die gesamte Information iiber die Proton-
struktur enthalten. Die Streuung lasst sich als elektromagnetische Wechselwir-
kung durch den Austausch virtueller Photonen darstellen. Die Zerlegung nach
der Anzahl der ausgetauschten Photonen entspricht der Entwicklung nach der
Feinstrukturkonstanten o ~ 1/137. Bei der Konstruktion der Formfaktoren wird
i. Allg. nur die fithrende Ordnung in der Feinstrukturkonstanten « betrachtet und
Terme hoherer Ordnungen fast vollstindig vernachléassigt. Die Ergebnisse fritherer
Messungen der Formfaktoren unter Verwendung der so genannten Rosenbluth-
Separation [4] lassen sich erstaunlich gut mit diesen N&herungen reproduzieren.
Erst seit es moglich wurde die Formfaktoren mit Hilfe von Polarisationsobser-
vablen iiber eine zweite, unabhingige Methode zuverldssig zu messen, wurden
Diskrepanzen entdeckt, die unser Verstandnis iiber die Struktur des Protons in
Frage stellen [5]. Die Diskrepanz zwischen den Ergebnissen beider Messmethoden
fiir fundamentale Groflen, die Formfaktoren, ist bis heute ungeklart. Es wird aller-
dings vermutet, dass sie durch Terme hoherer Ordnung in « verursacht wird, die
bisher vernachléssigt wurden und in unterschiedlicher Weise in die Auswertung
der Experimente einflieffen.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der theoretischen Beschreibung der elasti-
schen Elektron-Proton-Streuung, insbesondere den Beitrdgen héherer Ordnung
und ihren Einfluss auf die Diskrepanz in der Messung der Formfaktoren. Ka-
pitel [2] fithrt die beiden experimentellen Methoden zur Messung der elektroma-
gnetischen Formfaktoren ein, die Rosenbluth-Separation und den Polarisations-
transfer. Die fundamentale Diskrepanz zwischen den Ergebnissen beider Metho-
den wird erortert. Als Ursache dieser werden weitgehend Korrekturen hoherer
Ordnung verantwortlich gemacht, so genannte Zwei-Photon-Beitriage. Es wird ein
kurzer Uberblick iiber die verschiedenen Strahlungskorrekturen gegeben. Dabei
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wird verdeutlicht, dass insbesondere die Zwei-Photon-Beitrage aus der Anomalie
bisher unberiicksichtigt blieben. Diese konnen als die Kopplung des Protons an
die es umgebende Pionwolke und den anschlieBenden anomalen Zerfall der Pionen
in zwei Photonen betrachtet werden. Leider ist es nach dem heutigen Stand der
Wissenschaft nicht moglich diese anomalen Beitrége génzlich modellunabhéngig
zu berechnen.

In Kapitel |3| wird eines der einfachsten Modelle, die sowohl das Bild der Pion-
wolke unterstiitzen als auch die Anomalie beinhalten, vorgestellt. Dieses Modell
wurde von Skyrme vorgeschlagen und ist nach ihm benannt. In diesem Modell
werden die Baryonen, bzw. das Proton, als kanonisch quantisierte Solitonlosungen
einer effektiven Feldtheorie betrachtet.

Als Einfithrung und als Grundlage, um spéter die Interferenzen zu diskutieren,
wird in Kapitel 4] die elastische Elektron-Proton-Streuung in niedrigster Ord-
nung, der so genannten Ein-Photon-Néherung, behandelt. Dabei werden die vor-
kommenden Formfaktoren G und G); auf die Parameter des Skyrme-Modells
zuriickgefithrt. Zum Abschluss des Kapitels wird die Rosenbluth-Formel hergelei-
tet, auf der die Methode der Rosenbluth-Separation zur Messung der Formfakto-
ren beruht.

Neben dem Beitrag der Anomalie zur elastischen Elektron-Proton-Streuung
enthélt das Modell weitere effektive Kopplungen. Die aus dem nicht-linearen-o-
Modell Resultierende ist dabei von fithrender chiraler Ordnung. In Kapitel [5| wird
der Anteil der effektiven Zwei-Photon-Kopplung des nicht-linearen-o-Modells be-
rechnet und gezeigt, dass dieser jedoch vernachlissigt werden kann, sofern der
Impulsiibertrag der Streuung verhéltnisméfig grofl gegeniiber der Elektronmasse
ist.

In Kapitel [6] wird der Zerfall des neutralen Pions in ein Elektron-Positron-
Paar betrachtet. Dies ist notig, um den Einfluss der Anomalie auf die Elektron-
Proton-Streuung behandeln zu koénnen. Es stellt sich heraus, dass die anomale
Zwei-Photon-Kopplung, wie sie sowohl im Zerfall als auch in der Elektron-Proton-
Streuung vorkommt, ultraviolett divergent ist. Zur Renormierung wird, wie von
Savage, Luke und Wise [6] vorgeschlagen, ein effektiver Counterterm verwen-
det, dessen Konstante an den experimentell gemessenen Wirkungsquerschnitt des
Pion-Zerfalls angepasst wird. Da die anomale Kopplung der Elektron-Proton-
Streuung durch denselben Lagrangian beschrieben wird wie der Zerfall, ist es
moglich bei dieser denselben Counterterm zu verwenden.

Die Korrekturen, die aus Termen hoherer Ordnung zum Wirkungsquerschnitt
resultieren, beinhalten neue Formfaktoren. Diese werden in Kapitel [7]im Rahmen
des Skyrme-Modells berechnet. Dabei wird der Schwerpunkt auf die Formfaktoren
der anomalen Kopplung gelegt.

Kapitel [§] beschéftigt sich mit dem Beitrag der Anomalie zur elastischen Elek-
tron-Proton-Streuung. Hier wird das Ubergangsmatrixelement resultierend aus
der Anomalie in niedrigster Ordnung, dem Zwei-Photon-Austausch, hergeleitet.
Es wird gezeigt, dass in dieser Ordnung zur unpolarisierten, elastischen Elektron-
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Proton-Streuung nur eine bestimmte Linearkombination der Formfaktoren bei-
tragen kann.

Der Anteil der Anomalie an der unpolarisierten, elastischen Elektron-Proton-
Streuung wird in Kapitel [9 untersucht. Dazu wird die Interferenz des Ein-Photon-
mit dem Zwei-Photon-Matrixelement berechnet. Die Abhéngigkeit der Ergebnisse
von den Parametern des Modells wird abgeschétzt. Die Korrekturen zur Ein-
Photon-N#herung werden herausgestellt und die Auswirkungen auf die Rosen-
bluth-Separation sowie die Diskrepanz der Messmethoden wird erortert. Die Elek-
tron-Neutron-Streuung wird ebenfalls betrachtet.

Im Anschluss an eine kurze Zusammenfassung, die mit einem Ausblick kom-
biniert ist, folgen die Anhédnge. In Teil [A] wird auf die Technik zur Berechnung
der Formfaktoren eingegangen. Insbesondere werden benotigte Formeln zur Aus-
wertung des impulsabhéngigen Anteils hergeleitet. Anhang [B| gibt eine kurze
Einfiihrung in die Polarisation der Elektron-Proton-Streuung. Im mathemati-
schen Anhang |C|ist eine Ubersicht iiber die am hiufigsten bendtigten Gleichun-
gen und Konventionen zu finden, die teilweise auch in den einzelnen Kapiteln
hergeleitet wurden.






2. Elektromagnetische
Formfaktoren des Nukleons

Nach dem heutigen Stand der Wissenschaft setzt sich die uns bekannte Mate-
rie aus einzelnen, miteinander wechselwirkenden Teilchen zusammen. Die funda-
mentalen Kréfte sind die elektromagnetische, die schwache, die starke und die
Gravitationskraft. Die Bausteine unserer Materie lassen sich in echte Elementar-
teilchen, dass bedeutet Punktteilchen ohne innere Struktur, und ausgedehnte
Teilchen mit einer inneren Struktur unterteilen. Zu Ersteren werden die Lepto-
nen, also Elektronen, Myonen usw. gezéhlt und zu Letzteren die Hadronen. Als
Hadronen werden alle Teilchen bezeichnet, die iiber die starke Wechselwirkung
interagieren. Darunter fallen die Mesonen, z. B. das Pion, als auch die Baryonen,
wie das Proton und Neutron.

Die Struktur der stabilen Baryonen, des Protons und Neutrons, kurz Nukleons,
zu charakterisieren ist eine fundamentale Aufgabe im Bereich der hadronischen
Physik. Dabei bietet die elektromagnetische Wechselwirkung eine hervorragende
Moglichkeit diese Struktur zu erforschen, da sie die Interaktion eines struktur-
losen Leptons mit einem Hadron beinhaltet. Insbesondere Elektronen gelten als
perfekte Proben, um die innere Struktur zu erforschen. Entsprechende Expe-
rimente wurden bereits in den fiinfziger Jahren des zwanzigsten Jahrhunderts
durchgefiihrt. Einer der frithsten Pioniere auf diesem Gebiet war Hofstadter, der
mit seiner Arbeitsgruppe Messungen der elastischen Elektron-Proton-Streuung
durchfiihrte [7].

Aufgrund des kleinen Wertes der Feinstrukturkonstanten o = e?/41 ~ 1/137
scheint es gerechtfertigt die Elektron-Nukleon-Streuung in der Born’schen Néhe-
rung zu betrachten und die Terme hoherer Ordnung in « zu vernachléssigen.
Dabei wird implizit angenommen, dass das Ein-Photon-Diagramm (Abb.
den Zusammenhang zwischen Wirkungsquerschnitt und Struktur des Nukleons
bestimmt.

Die Ubergangsamplitude lisst sich als Produkt der Matrixelemente der vier-
komponentigen leptonischen und hadronischen Stréme schreiben:

e’

IM, = i (L) (],). (2.1)

(=

Der Vierer-Vektor ¢ = ps — p1 beschreibt den Impuls, der von dem Elektron
auf das Nukleon iibertragen wird. In der Born’schen Néherung ergeben sich die
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e (k) N(p2)

e (k1) N(p1)

Abb. 2.1: Feynman-Diagramm fiir den Ein-Photon-Austausch bzw. Born’sche Néherung der
elastischen Elektron-Nukleon-Streuung.

Strome zu
’ - ZO' v v !
(L) = (ka)y"u k), () =T (p2) [ FU(Q)+ Ba(QV) | U7 (o),
(2.2)
Dabei ist Q? = —¢? das Negative des Quadrates der invarianten Masse des virtuel-

len Photons in der Ein-Photon-Né&herung und M die Nukleonmasse. Die Dirac- F}
und Pauli-Formfaktoren F; sind die einzigen erlaubten Formfaktoren, wenn von
der allgemeinen Zerlegung des Matrixelements Lorentzkovarianz, Stromerhaltung
und Erhaltung der Paritét gefordert werden [8,9]. Es ist iiblich die elektrischen
und magnetischen Formfaktoren
Q2

GE:Fl_WFZ und GM:Fl—l—FQ, (23)
welche sich als Linearkombination von F; und F; ergeben, anstelle der Dirac- und
Pauli-Formfaktoren zu verwenden. Fiir Q% = 0 entsprechen die Formfaktoren den
statischen Werten der Ladungs- bzw. Magnetisierungsverteilung des Protons und
Neutrons

:up = 27797

Gp(0)=1,  Gy(0)
: ftn = —1,91. (2.4)

Gx(0) G (0)

Die p’s werden als magnetische Momente bezeichnet und sind hier in Einhei-
ten des Kernmagnetons puy = e/(2M) angegeben. Der Wirkungsquerschnitt der
unpolarisierten, elastischen Elektron-Proton-Streuung ist eine Funktion zweier
kinematischer Variablen, {iblicherweise vom Impulsiibertrag

QQ
— 2.
T YRV (2.5)
und der Polarisation des virtuellen Photons
V2 — M*7r(1+71 1
€= ( ) v=—(ki+ k) (p1+p2), (2.6)

v24+ MAr(1+71)’ 4
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die iiber
e = [1+2(1 4 7) tan®(6,/2)] " (2.7)

mit dem Streuwinkel des Elektrons 6, im Laborsystem zusammenhéngt. Die
Groflen 7 und ¢, wie sie in Gl (2.5]) und (2.6)) definiert sind, sind Lorentz-Skalare.
Der Wirkungsquerschnitt ldsst sich auf die Form

% - (j—g) (GG, (25)

bringen. Der Mott-Wirkungsquerschnitt ist im Laborsystem [10]

do o? E, 9
do _ 0./2 2.9
(dQ)MOtt 2E2 sin®(6./2) Bvearn (0/2) (2.9)

beam

mit der Energie des ein- Fjean und auslaufenden E, Elektrons.

2.1. Proton-Formfaktoren aus der
Rosenbluth-Separation

Die Rosenbluth-Methode war bis zu den 1990ern die einzige Moglichkeit um Wer-
te fiir die Formfaktoren G% und G2, zu erhalten. Dazu wird der Wirkungsquer-
schnitt der unpolarisierten, elastischen Elektron-Proton-Streuung bei verschie-
denen Elektron-Streuwinkeln 6, und gleichem Q? gemessen. Ublicherweise wird
dazu sowohl die Energie des Elektronenstrahls als auch der Streuwinkel iiber
einen weiten Bereich variiert und teilweise interpoliert. Wird der reduzierte Wir-
kungsquerschnitt

_e(l+7) (do do 2 € a
o <dQ)exp/ (dQ>M0tt B GM " TGE (210)

T

fiir festes Q% als Funktion von e aufgetragen, so ergibt sich als Achsenabschnitt
das Quadrat des magnetischen Formfaktors und als Steigung das des elektrischen
Formfaktors skaliert mit 1/7. In Abbildung ist als Beispiel die Rosenbluth-
Separation von Andivahis et. al. [11] gezeigt, die die Formfaktoren in einem weiten
Bereich Q2 = 1,75 GeV? bis Q? = 8,83 GeV? gemessen haben. Zu erkennen ist
u. A. die Abflachung der Geraden zu grofleren Impulsiibertrigen hin, die auf der
Skalierung des elektrischen Formfaktors mit Q? beruht. Dies hat zur Folge, dass
der magnetische Formfaktor mit steigendem () den Wirkungsquerschnitt stiirker
dominiert und die Extraktion des elektrischen Formfaktors schwieriger wird. Be-
reits kleine Anderungen des Wirkungsquerschnitts kénnen gréfere Anderungen
im extrahierten elektrischen Formfaktor bewirken, vorausgesetzt sie weisen eine
starke e Abhéngigkeit auf. Abbildung[2.3|zeigt den elektrischen und magnetischen
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1

1 T T T 1 T T 7T
Q2 (GeV/c)?

I~ ¢ 1.75 ¢5.00 <
¢ 2.50 06.00
10— = 3.25 v7.00
o 4.00 2 8.83

or/G3

\

Abb. 2.2: Demonstration der Rosenbluth-Separations-Methode (Abb. 22 in Ref. [11]). Auf-
getragen ist der reduzierte Wirkungsquerschnitt op geteilt durch den Dipol-
Formfaktor Gp = (1 4+ Q2/0,71 GeV?)~2 gegen «.

Formfaktor in Abhingigkeit von Q?, wie sie in Experimenten der Rosenbluth-
Separation gemessen wurden. Es ist ersichtlich, dass die Bestimmung des elek-
trischen Formfaktors aus den gemessenen Wirkungsquerschnitten fiir grofies Q?
nur annihernd gelingt, wihrend G2, konsistent bis zu Q? = 30 GeV? ermit-
telt wurde. Beide Datensétze legen nahe, dass die Formfaktoren vergleichbar mit
()? skalieren. Eine komplette Ubersicht iiber die Experimente zur Rosenbluth-
Separation ldsst sich im Artikel von Arrington [5] finden. Dieser bestétigt, dass
die Rosenbluth-Messungen der elektromagnetischen Formfaktoren des Protons
mit dem Verhéaltnis

tGe

RS —
Gu

~ 1 (2.11)

vereinbar sind.

2.2. Proton-Formfaktoren aus
Polarisationsobservablen

Die Rosenbluth-Methode zur Messung der Formfaktoren besitzt den Nachteil,
dass fiir groffe Impulsiibertriage die Extraktion des elektrischen Formfaktors Gg
schwierig ist. Bereits 1968 schlugen Akhiezer und Rekalo [20] vor, die Formfakto-
ren des Nukleons in Polarisationsexperimenten zu bestimmen. Im Speziellen be-
trachteten sie die Streuung eines longitudinal polarisierten Elektronenstrahls an
einem unpolarisierten Nukleon, wobei die Polarisationskomponenten des gestreu-
ten Nukleons gemessen werden. Wird das Koordinatensystem so gewéahlt [21],
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Abb. 2.3: Der elektrische Gg/Gp (links) und magnetische G /1, Gp (rechts) Formfaktor des
Protons gemessen durch die Rosenbluth-Separations-Methode [11-19] im Verhiltnis
zum Dipol-Formfaktor.

dass im Laborsystem der {ibertragene Impuls in z-Richtung zeigt und die Streu-
ebene der zz-Ebene entspricht, so findet man fiir die transversale N; = N, und
longitudinale N = N, Polarisationskomponentﬂ 20, 22]

RN Oc
EO'RN:E =-2 T(l + T)GEGMtaHE
T

1 Oe
iJRNZ = —(BEyeam + E)/7(1 + 7)G3, tan® 5 (2.12)
T \/i

wobei Fpeam und E. die Energien des einlaufenden und gestreuten Elektrons
bezeichnen und 6, den Streuwinkel des Elektrons im Laborsystem. Die Polari-
sationskomponenten beinhalten einen Interferenzterm der Form GgG,, der es
ermoglicht, Gg bei dominierendem G, zu messen. Das Verhéltnis von elektri-
schem zu magnetischem Formfaktor

GE N:v Ebeam + Ee 9
B tan

Gy N o 5 (2.13)
lasst sich aus dem Verhéltnis der transversalen NV, und longitudinalen /N, Polari-
sationskomponente berechnen. In die Messung des Verhiltnisses Gg/G); geht
weder die genaue Polarisation des Strahls noch die Leistung des Polarimeters ein.

Wie Gleichung veranschaulicht, birgt die Messung der Formfaktoren
geméf} der Polarisationsmethode gegeniiber der Rosenbluth-Methode gewisse Vor-
teile. Zum einen ist fiir ein gegebenes Q% nur noch eine einzige Messung notwendig,
vorausgesetzt dass beide Polarisationskomponenten gleichzeitig gemessen werden,
was den systematischen Fehler verbunden mit der Anderung des Winkels sowie

!Bei der elastischen Elektron-Proton-Streuung wird in der Regel ein Elektron an einem im
Laborsystem ruhenden Nukleon gestreut. Damit entspricht die Bewegungsrichtung des Nu-
kleons nach der Streuung der des Impulsiibertrags.
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der Energie des Strahls erheblich reduziert. Zum anderen wird das Verhéltnis
G /Gy unmittelbar gemessen.

Alternativ zur Messung der Polarisationskomponenten des gestreuten Protons
diskutierte Dombey 1969 in einem Ubersichtsartikel [23] die Streuung polarisierter
Elektronen an polarisierten Protonen. In der Ein-Photon-N&herung ist der Wir-
kungsquerschnitt der elastischen Elektron-Nukleon-Streuung mit unpolarisierten
Endzusténden eine Summe aus unpolarisierten und polarisierten Anteilen

do
(£) s o0

Dabei ist h die Helizitéit des Elektronenstrahls, ¥ der unpolarisierte Wirkungs-
querschnitt geméf Gl. (2.8) und A der polarisierte Anteil. Dieser kann als

B do 0. T 5 Oe 9
A= 2(dQ)M0tttan2 1+T<\/T[1+(1—I—T)tan 2]NZGM+NxGEGM)

(2.15)
geschrieben werden [24,25]. Die Polarisationskomponenten N, und N, des Nu-
kleons entsprechen der obigen Definition, beziehen sich aber in GI. auf den
Anfangszustand des Nukleons vor der Streuung. Die Polarisationskomponente NV,
des Nukleons senkrecht zur Streuebene geht nicht in den Wirkungsquerschnitt ein.
Die physikalische Asymmetrie A ist definiert als das Verhéltnis aus Differenz und
Summe der Wirkungsquerschnitte der zwei Helizitéten (h = £1) des eingehenden

Elektrons
—o_ A
A=2"%=_ 2 (2.16)
or+o_ X

Fiir den Fall, dass das Nukleon senkrecht zum Impulsiibertrag ¢ und innerhalb

—

der Streuebene polarisiert ist (N = €,), vereinfacht sich die Asymmetrie zu

2yl +7) tan(@e/Q)g—J’; (2.17)
(G2 + 1 ' '

In der Regel ist (Gg/Gr)? verhiltnismiBig klein, so dass die Asymmetrie pro-
portional zu Gg /Gy ist.

2.2.1. Messung der Formfaktoren mit
Polarisationsexperimenten
Beide Methoden der Polarisationsmessung werden verwendet, um die elektroma-

gnetischen Formfaktoren des Nukleons zu bestimmen. Das erste Experiment zur
Messung der Formfaktoren des Protons durch Polarisationsobservablen wurde
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am Stanford Linear Accelerator Center (SLAC) von Alguard et al. [26] durch-
gefiihrt. Diese maflen die Asymmetrie bei der Streuung eines longitudinal pola-
risierten Elektronenstrahls an polarisierten Protonen. Aus den Ergebnissen fol-
gerten sie, dass die Formfaktoren Gg und GGj; dasselbe Vorzeichen besitzen. Es
musste aber festgestellt werden, dass der praktische Nutzen der Polarisationsex-
perimente durch zu niedrige Zéhlraten eingeschrénkt war.

Die néchste Messung der Polarisationsobservablen in der elastischen Elektron-
Proton-Streuung wurde 1995 am MIT-Bates Linear Accelerator Center durch-
gefiihrt [27,28]. Hier wurde ein polarisierter Elektronenstrahl an unpolarisierten,
freien Proton ebenso wie in Deuterium gebundenen Protonen gestreut. Anschlie-
Bend wurden die Polarisationskomponenten des Protons mit Hilfe eines Graphit-
Analysators gemessen. Die Kollaboration kam zum Ergebnis, dass Polarisations-
experimente sehr vielversprechend zur Ermittlung der Formfaktoren sind.

In den folgenden Jahren wurden zahlreiche Experimente zur Messung der
Formfaktoren mittels Polarisationsobservablen durchgefiihrt. Das Verhéltnis der
Formfaktoren y,Gg/Gy ~ 1 wurde am Mainzer Microtron MAMI [29] fiir Im-
pulsiibertrige um 0,4 GeV? gemessen, in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen
der Rosenbluth-Experimente. Die Resultate wurden von der BLAST Gruppe am
MIT-Bates [30] bestitigt, welche fiir einen Impulsiibertrag von 0,15 GeV? bis
0,65 GeV? Polarisationsmessungen durchfiihrten.

Am Jefferson Lab wurde das Verhéltnis der Formfaktoren in aufeinander fol-
genden Polarisationsmessungen [31-36] bis hin zu Impulsiibertriigen von 5,6 GeV?
bestimmt. Dabei wurde festgestellt, dass R = p,Gr/G systematisch zu hoheren
Impulsiibertrégen hin abfillt und durch

RP' = 1,0 — 0,14(Q?/GeV? — 0,3) (2.18)

beschrieben werden kann. Dieses Verhalten steht im deutlichen Widerspruch zu
den Beobachtungen der Rosenbluth-Experimente. In Abbildung ist die In-
konsistenz der Ergebnisse der Polarisationsmessungen mit denen der Rosenbluth-
Extraktion bei groen Werten fiir Q? erkennbar. Arrington [5,37] fiihrte 2003 eine
globale Analyse der verfiigharen Rosenbluth-Resultate durch und kam zu dem
Schluss, dass die Messungen mit der Rosenbluth-Methode zwar in sich konsistent
sind aber eine ungekldrte Diskrepanz zu den Polarisationsmessungen aufweisen.
Er deutete darauf hin, dass dies in einem fundamentalen Problem in einer der
beiden Messmethoden begriindet sein konnte. Eine als wahrscheinlich angesehene
Erklarung fiir die Diskrepanz sind fehlende Korrekturen jenseits der Born’schen
Néherung zum Wirkungsquerschnitt [38]. Dies wiirde bedeuten, dass sich die
tatsichlichen Formfaktoren, welche durch die Struktur des Nukleons bestimmt
sind, von den Formfaktoren, welche die Abweichung von einer Punktstreuung pa-
rametrisieren, unterscheiden. Beide Messmethoden wiirden unterschiedlicher Kor-
rekturen bediirfen. Diese sind erwartungsgeméfl bei der Rosenbluth-Extraktion
stiarker, da die Bestimmung des elektrischen Formfaktors dabei sehr anfillig fiir
Anderungen im Wirkungsquerschnitt ist.
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Abb. 2.4: Der Quotient des elektrischen und magnetischen Proton-Formfaktors wie er unmit-
telbar in Polarisationsexperimenten gemessen wurde [27,29,30,32-36] im Vergleich
zu den gesammelten Ergebnissen der Rosenbluth-Extraktion (Abb. 6 in [5]).

2.3. Strahlungskorrekturen

Bereits in den 1960ern beschéftigten sich Mo und Tsai [39,40] mit Strahlungs-
korrekturen, welche den Wirkungsquerschnitt der elastischen Elektron-Proton-
Streuung beeinflussen. Sie berechneten praktisch alle fithrenden Terme und fan-
den einen Effekt von der Grolenordnung 10-30% zur Born’schen Niherung. Thre
Ergebnisse wurden in fast allen Experimenten angewandt, um die Formfaktoren
der Ein-Photon-Néherung, Gl. , aus den experimentellen Daten zu extra-
hieren. In einer neueren Arbeit ergdnzten Maximon und Tjon [41] den Einfluss
der Struktur des Protons auf die Vertex-Korrekturen. Zudem beseitigten sie eini-
ge der Soft-Photon-Nédherungen und berechneten den Beitrag aus der Emission
niederenergetischer Photonen exakt. Sie stellten Abweichungen zu den Berech-
nungen von Mo und Tsai von weniger als 2% fest. Die verschiedenen Diagramme,
die zusétzlich zur Born’schen Naherung zum Wirkungsquerschnitt beitragen, sind
fiir die niedrigsten Ordnungen in « in Abbildung dargestellt. Die oberste Zei-
le zeigt die Strahlenkorrekturen, welche das Elektron betreffen. Die Terme Abb.
2.5 (a,c,d) konnen mit den Standardmethoden der QED berechnet werden. Sie
héngen vom experimentellen Aufbau ab, z. B. der Auflésung fiir das emittierte
Photon, und werden unmittelbar bei der Auswertung der Experimente beriick-
sichtigt. Die Vakuum-Polarisation, Abb. (b), ldsst sich, wegen hadronischer
Beitrédge zur Schleife, nicht exakt sondern nur in Modellen berechnen. Sie ist
allerdings unabhingig vom Streuwinkel und beeinflusst daher die Rosenbluth-
Extraktion nur gering. Prozesse, bei denen ein zusétzliches Photon ans Nukleon
koppelt, Abb. (e,f,g), zeigen ebenfalls nur geringen Einfluss auf die Diskrepanz
der Messmethoden. Der infrarot divergente Anteil der Zwei-Photon-Austausch-
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Abb. 2.5: QED Strahlungskorrekturen niedrigster Ordnung zur elastische Elektron-
Nukleon-Streuung: (a) Elektron-Vertex-Korrekturen; (b) Vakuum-Polarisation;
(c,d) Elektron-Bremsstrahlung; (e) Nukleon-Vertex-Korrekturen; (f,g) Nukleon-
Bremsstrahlung; (h,i) Zwei-Photon-Austausch (Box und x-Box)

Prozesse (h,i) ist bereits in der Arbeit von Mo und Tsai [39,40] enthalten, wo-
bei eines der beiden involvierten Photonen als niederenergetisch gendhert wurde.
Da beide Diagramme (h,i) den Formfaktor der virtuellen Comptonstreuung bein-
halten, ebenso wie hadronische Zwischenzusténde, ist eine modellunabhéngige
Rechnung praktisch nicht moglich. Blunden, Melnitchouk und Tjon [42] berech-
neten den Zwei-Photon-Beitrag indem sie die Nukleon-Formfaktoren als Sum-
me von Monopolen parametrisierten und bezogen in einer Arbeit mit Kondra-
tyuk [44] auch die A-Resonanz als Zwischenzustand ein. Sie stellten eine star-
ke Winkelabhéingigkeit fest, die zur teilweisen Klarung der Diskrepanz zwischen
Polarisations- und Rosenbluth-Experimenten fiihrt. Zu einem vergleichbaren Er-
gebnis kommen auch Afanasev et. al. [43], die den Zwei-Photon-Beitrag mit Hil-
fe einer Quark-Parton-Darstellung der virtuellen Comptonstreuung ermittelten
(generalized parton distribution). Die Auswirkung ihrer Ergebnisse auf die Dis-
krepanz der Messmethoden ist in Abbildung gezeigt. Der Einfluss der Bei-
trage auf die Polarisationsobservablen konnte erwartungsgeméfl auf Effekte der
GroBenordnung (1%) abgeschétzt werden. Eine detailliertere Zusammenstellung
der Theorie als auch der Experimente zum Zwei-Photon-Austausch findet sich in
den Ubersichtsartikeln [10,45].

Zuséatzlich zu den Korrekturen héherer Ordnung aus Abb. ist auch ein
Beitrag der Anomalie zur elastischen Elektron-Proton-Streuung denkbar. Die zu-
gehorige Kopplung geschieht iiber einen axialen Strom

Loy X e"”p"(GMA,,)Ap&,WO + hohere Ordnung (2.19)

und enthélt in erster Ordnung der pionischen Felder (Abb. eine totale Ab-
leitung, die einen zusétzlichen Faktor der Elektronmasse m, reproduziert. Ob-
wohl die erste Ordnung fiir groffe Impulsiibertriage unterdriickt ist, lassen sich die
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Abb. 2.6: Die Zwei-Photon-Beitrdge des Box- und x-Box-Diagramms zum Quotienten der
Proton-Formfaktoren (links: Abb. 5 aus [42]; rechts: Abb. 9 aus [43]). Das lin-
ke Diagramm zeigt die Beitrige wie sie bei einer Rosenbluth-Separation zwischen
€ =0,5—-0,8 bzw. ¢ = 0,2 — 0,9 erscheinen wiirden. Zum Vergleich die Rosenbluth-
Messungen, die auch als longitudinal-transverse (LT) Separationsmethode bezeich-
net werden, (blaue Rauten bzw. Dreiecke) und Polarisationsergebnisse (schwarze
Kreise).

héheren Ordnungen nicht so einfach abschétzen. Da dieser Beitrag zur elastischen
Elektron-Nukleon-Streuung bisher nicht beachtet wurde, ist dessen Berechnung
ein mafigebliches Ziel dieser Arbeit.

Die Anomalie, die den Zerfall des neutralen Pions in zwei Photonen erméglicht
und historisch durch diesen Prozess entdeckt wurde, ist eine grundlegende Eigen-
schaft der QCD. Sie entsteht durch die Verletzung klassischer Symmetrien durch
Quanteneffekte [46-48]. Der urspriinglich erhaltene Notherstrom bekommt einen
zusétzlichen Beitrag durch Quantenkorrekturen und die urspriingliche Symmetrie
des klassischen Lagrangians ist keine Symmetrie der vollstdndigen Quantentheo-
rie. Daher auch die Bezeichnung der Anomalie.

Der Einfluss der Anomalie auf die elastische Elektron-Nukleon-Streuung lasst
sich leider nur modellabhéngig berechnen, da die storungstheoretische Behand-
lung der QCD im Bereich der Nukleonmassen nicht anwendbar ist. Um die Nu-

er e e N

Anomalie

7T0 e N

Abb. 2.7: Beitrag der Anomalie zur elastischen Elektron-Nukleon-Streuung in erster Ordnung
der pionischen Felder.
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kleonzustdnde im nichtperturbativen Sektor zu charakterisieren, muss eine ef-
fektive Theorie verwendet werden, eventuell mit der Ausnahme von Gitterrech-
nungen (lattice QCD)H. Hier wird das Skyrme-Modell gewéhlt, da es u. A. auf
einfache Weise die Anomalie (im geeichten Wess-Zumino-Term, s. Abschnitt
beinhaltet.

2Fiir eine kurze Zusammenfassung der verschiedenen Zuginge zur theoretischen Behandlung
der Formfaktoren siehe [49].






3. Das Skyrme-Modell

3.1. Soliton-Modelle

Die Quantenchromodynamik (QCD) wird heute als grundlegende Theorie zur
starken Wechselwirkung angesehen. Die Wechselwirkung wird als Austausch von
masselosen Quanten (Gluonen) verstanden und im Rahmen einer nicht abelschen
Eichgruppe, der Farb (color) SU.(3), beschrieben. Den Gluonen als Eichbosonen
wird die adjungierte Darstellung zugeordnet und den so genannten Quarks, von
denen bisher sechs so genannte flavor u,d,s,c,b,t bekannt sind, als Elementarteil-
chen die fundamentale. Die QCD kann von der Struktur her als eine Verallgemei-
nerung der QED betrachtet werden. Die Abhéngigkeit der QCD-Kopplungskon-
stante von der Energieskala fiithrt zu den Eigenschaften der asymptotischen Frei-
heit (asymptotic freedom) fiir hohe Energien ebenso wie zum Zusammenschluss
der Quarks und Gluonen zu farbneutralen Hadronen (confinement).

Die aus der QCD gewonnenen Ergebnisse sind in hervorragender Ubereinstim-
mung zu den experimentellen Daten, z. B. bei der stark inelastischen Streuung.
Allerdings werden Berechnungen der QCD im Bereich niedriger Energien auf-
grund der stéirker werdenden Kopplung praktisch unméglich. Die QCD lésst sich
hier nicht mehr storungstheoretisch behandeln. Daher ist es notig effektive Theo-
rien zu verwenden, die aus der QCD abgeleitet oder zumindest motiviert sind.
Zur Bildung solcher Theorien hat es sich als niitzlich herausgestellt, von den Sym-
metrien der QCD auszugehen, im Speziellen von der (ndherungsweisen) chiralen
Symmetrie, die im Folgenden betrachtet wird.

Werden die Quarkmassen in der QCD vernachléssigt, so entkoppeln die rechts-
und linkshéndigen Fermionen (Quarks)

Vrn = 5(1% )0 (3.1)

Der QCD Lagrangian wird dann invariant unter globalen, unitéren, flavor Trans-
formationen der rechts- und linkshéndigen Felder. Neben den offensichtlichen
Symmetrien, wie Lorentzinvarianz, Eichsymmetrie und den diskreten Symmetri-
en der Raum-, Ladungs- und Zeitspiegelung besitzt der Lagrangian eine

UL(Nf) X UR(Nf) = SUL(Nf) X SUR(Nf) X Uv(l) X UA(l) (32)

Symmetrie, wobei Ny die Anzahl der Quarkflavor z&hlt, deren Masse vernachlés-
sigt wird. Es stellt sich heraus, dass die unterschiedlichen Teile dieser Symmetrie
sehr verschieden in der Natur realisiert sind:
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e Der zur Uy (1) Symmetrie gehérende Strom V£ = 97,1 ist im Standard-
modell der QCD exakt erhalten und fithrt zur Erhaltung der Quark- bzw.
Baryonzahl.

e Der Uy(1) Strom Ag = E%%@D ist auch bei vernachlassigbaren Quarkmas-
sen nicht erhalten und wird durch Quanteneffekte gebrochen. Dies spiegelt
die Uy (1) Anomalie wieder.

Die verbleibende chirale Symmetrie konnte als Wigner-Weyl oder Nambu-Gold-
stone-Mode realisiert sein. Ersteres wiirde bedeuten, dass der Grundzustand (Va-
kuum) invariant unter Transformationen der Symmetrie ist und diese im Ener-
giespektrum der Teilchen durch Multipletts manifestiert ist. Da Zusténde unter-
schiedlicher Chiralitdt unterschiedliche Paritéit besitzen, wiirde eine Entartung
dieser Zustédnde folgen, falls die Vakuumkonfiguration die chirale Symmetrie nicht
brechen wiirde. In der Natur finden sich zwar (nédherungsweise) SUy (Ny) Multi-
pletts mit Ny = 2,3, allerdings keine Entartung der Paritét. Daraus wird gefolgert,
dass die chirale Symmetrie als Nambu-Goldstone-Mode realisiert und spontan
gebrochen ist, mit den pseudoskalaren Mesonen als Goldstone-Bosonen. Fiir den
Fall, dass die Massen der beiden leichtesten Quarks (up und down) vernachlissigt
werden, treten fiir Ny = 2 die Pionen 7=, 7° als Goldstone-Bosonen auf. Ihre ge-
ringe Masse von etwa m,, = 138 MeV resultiert einzig aus dem Quarkmassenterm
der QCD, der die chirale Symmetrie explizit bricht.

Fiir die Konstruktion einer effektiven Theorie bei niedrigen Energien ist es na-
heliegend, von den masselosen Moden, den Goldstone-Bosonen auszugehen. Die
Frage ist, ob diese Vermutung begriindet ist. Bereits 1973 veranlasste das Fehlen
eines kleinen Parameters, nach dessen Ordnung sich die Wechselwirkungterme der
QCD bei niedrigen Energien entwickeln lassen, 't Hooft [50,51] die QCD auf N¢
Farben zu verallgemeinern, in der Hoffnung, dass sich die Theorie im Grenzwert
vieler Farben vereinfachte. Es stellte sich heraus, dass ein solcher Grenzwert exis-
tiert und die QCD fiir N, — oo als eine Theorie effektiver, lokaler Mesonfelder mit
effektiven, lokalen Kopplungen der Ordnung 1/N, betrachtet werden kann. Wit-
ten [52] argumentierte 1979, dass in diesem Grenzwert die Massen der Baryonen
mit N, skalieren, wéhrend alle anderen Gleichungen, die die Baryongrofe, -form
oder (Baryon-Baryon, Baryon-Meson) Streuung bestimmen unabhéngig von der
Zahl der Farben N, sind. Dieses Verhalten ist charakteristisch fiir Solitonlosun-
genﬂ nicht-linearer Feldtheorien [53]. Was zur Vermutung fiihrte, dass Baryonen
als Solitonlosungen effektiver Mesonen-Theorien, die im large- N, Grenzwert dqui-
valent zur QCD sind, betrachtet werden konnen. Die Gréfle 1/V, kann auch im
Skyrme-Modell als Entwicklungsparameter betrachtet werden. Diese Arbeit be-
schrankt sich jedoch weitgehend auf den physikalischen Fall N, = 3.

L Als Solitonen werden die (klassischen) Losungen einer nicht-linearer Feldtheorie bezeichnet,
die eine lokalisierte, endliche Energiedichte besitzen.
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3.2. Der effektive Lagrangian

Eines der einfachsten Baryon-Modelle mit Solitonldsungen ist das Zwei-Flavor-
Skyrme-Modell. Dieses stellt eine effektive Mesonen-Theorie dar. Die grundlegen-
den Freiheitsgrade sind die Pionen und der Lagrangian erfiillt alle Eigenschaften
der chiralen Symmetrie. Da es um eine effektive Theorie fiir niedrige Energien
geht, ist es zudem sinnvoll Terme mit moglichst wenigen Ableitungen (Impulsen)
zu betrachten. Alle diese Kriterien zeichnen den Lagrangian des nicht-linearen-
o-Modells eindeutig aus
f2
L = ftr(@uUauUT) . (3.3)

Dabei werden ausgehend von einer SU(2) Symmetrie die Pionfelder 7 in der

kompakten Form
U = exp (zﬂf T) (3.4)

zusammengefasst. Der Vektor 7 besteht aus den Generatoren der SU(2), im Falle
der fundamentalen Darstellung aus den Pauli-Matrizen 7,. Das Modell besitzt
allerdings keine Solitonlosungen, da diese nicht stabil gegeniiber Skalentransfor-
mationen waren und kollabieren wiirden. Dieses Verhalten riihrt daher, dass die
Lagrangedichte zweiten Grades in den Ableitungen ist. Skyrme [54] schlug daher
zur Stabilisierung der Losungen die Hinzunahme eines weiteren Terms vor:

1
Lokyrme — @tr([UT(‘)HU, Uuto,U] [UTorU, Ut U]) . (3.5)
es
Der Skyrme-Term ist die einzig mogliche Ergidnzung, sofern man sich auf Ter-
me vierter Ordnung beschrinken will, die gleichzeitig nur quadratisch in den

Zeitableitungen sind. Beide Lagrangians besitzen die chirale Symmetrie SUp(2) x
S U, R (2) .

ﬁnla,Skyrme(LURT) — ﬁnla,Skyrme(U>’ L7 Rc SU(?) (36)

fiir konstante, unitare Matrizen L, R, da unter der Spur auf eine Matrix U immer
UT folgt. Fiir den Fall, dass
7 ATAT

L=R=A: AUAT = exp (Zf—) (3.7)

entspricht diese Operation einer Isospindrehung der Pionfelder, wihrend L = Rf
einer chiralen Drehung entspricht. Mit Hilfe des Nambu-Jona-Lasinio-Modells, ei-
ner effektiven Theorie der Quantenflavordynamik, die im Gegensatz zum Skyrme-
Modell iiber Quarkfreiheitsgrade verfiigt, kann gezeigt werden, dass die obigen
Symmetrietransformationen L, R des chiralen Feldes U den chiralen Rotationen
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der Quarkfelder ¢, — L, 1hg — Ripg entsprechen [55]. Dies ermdglicht die
Identifizierung der Symmetrien des Modells mit denen der QCD und, da die
meisten QCD-Matrixelemente aus Stromen der Symmetrien berechnet werden,
konnen die im Modell berechneten Matrixelemente mit denen der QCD in Bezug
gebracht werden.

Die chirale Symmetrie L = R' wird durch den Massenterm der Pionen explizit
gebrochen. Zusammen mit diesem Term ergibt sich der Lagrangian des Skyrme-
Modells zu o2

4

L= Lo 4 Skrme L I g (U 4 Ut - 2). (3.8)

Die Parameter des Modells, welche durch die Eigenschaften der Mesonen festge-
legt sind, sind die Pion-Zerfallskonstante f, = 93 MeV als auch die Pion-Masse
m, = 138 MeV. Die Skyrme-Konstante ist zunéchst frei wéhlbar. Im Rahmen des
Solitonbildes beschreibt das Skyrme-Modell die statischen Nukleoneigenschaften
gut, wenn eg ~ 4 0 gesetzt wird.

Die Solitonen ergeben sich als statische Losungen der aus der Lagrangefunktion
folgenden Euler-Lagrange-Gleichung fiir die Felder 7. Die bereits von Skyrme
[56] angegebenen maximal symmetrischen Solitonen sind von der so genannten
Hedgehog—Formﬂ

= exp ( ZTara ) = cos F(r) +47 - 7sin F(r), (3.9)

wobei 7 = /|| fiir den radialen Einheitsvektor und r = || fiir den Betrag des
radial Vektors steht. Die Radialfunktion F' = F'(r) wird als chiraler Winkel bzw.
chirales Profil bezeichnet. Sie ist durch die Bewegungsgleichung festgelegt. Der
zugehorige Lagrangian ergibt sich, indem der Hedgehog-Ansatz in eingesetzt
wird. Der Beitrag des nicht-linearen-o-Modells berechnet sich zu:

73 o T f? /2 2 <2
=t (aNan UO> =~ (P74 Ssin’F ). (3.10)

Aus der Ableitung

mit  @; = F'#;7 +sin F cos F O;F + sin®F (£ x 0;7); Fi =" (3.11)
folgt der Skyrme Term:
i . Lo L
et [UgaiUo,Ugaon} [Uga U, UsU, | = el T 737 )
—1 o —1 N, N,
= @t (7 (a X d;) T (@ X @) = 462((04 - @) (@ - dy) — (A - @) (@ - @)
1 2 . 9 sin*F
= _2637’2(2F sin“F + 3 ) (3.12)

2Engl.: hedgehog = Igel
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Abb. 3.1: Hedgehog-Konfiguration des Skyrme-Solitons Uy. Die Pfeile verdeutlichen die Rich-
tung des Isovektorfeldes, das radial vom Zentrum fort zeigt.

wobei die Beziehung

sin’F
I A TT((S’” — Pif;) (3.13)
verwendet wurde. Die Lagrangefunktion des Hedgehogs resultiert als Funktional
des chiralen Profils
e F?  sin?F . sin®F sin’F
L= 47T/0 drr® <—f$(7 +—3 ) — 3 (F”? + 572 )+ f2m2(cos F — 1))
(3.14)
und legt die (klassische) Masse M = —L = — [ d®rL der Hedgehog-Konfiguration
fest. Wie aus dem zweiten Term der Lagrangefunktion ersichtlich ist, setzt
eine endliche statische Energie F'(0) = nm, mit einer ganzen Zahl n, voraus. An-
ders ausgedriickt, sind Konfigurationen mit einem unterschiedlichen Wert des chi-
ralen Profils bei » = 0 durch eine unendliche Energiebarriere im Skyrme-Modell
getrennt (vorausgesetzt alle Konfigurationen verschwinden im Unendlichen). Da-
mit fallen alle Konfigurationen in getrennte Klassen, die sich durch die ganze
Zahl n = F(0)/m charakterisieren lassen. Durch die Definition des topologischen
Stromes

1
Bt — —me’“’patr (UTaVUUTapUUTaUU> (3.15)
T

lésst sich dies in eine mathematische Form bringenE] Aus der Erhaltung des Stro-

3Der topologische Strom ist unabhingig von der Euler-Lagrange-Gleichung aus der Topologie
des Modells erhalten [57].
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mes 0, B" = 0 folgt die ,Ladung*

B= /Oo Bd*r = 1 [F(r) —sin F(r) cos F(r)]y” = n. (3.16)

o ™

Durch den Vergleich mit dem fiihrenden Term in der Gradientenentwicklung des
zugehorigen Ein-Quark-Schleifen-Erwartungswertes im NJL-Modell [58,59] lasst
sich begriinden, dass der Strom B* den Baryonstrom darstellt und die ,,Ladung”
B der Baryonzahl entspricht.

3.2.1. Numerische Berechnung des chiralen Profils

Das chirale Profil geniigt der klassischen Bewegungsgleichung eines Feldes

o (oL oL
o (aF,> — o5 =0. (3.17)

Aus der Bewegungsgleichung folgt die gewshnliche Differentialgleichung [60]:

. sin2F — P F 4 2sin 2F sin®F — 2F2 sin 2F + 4F" sin®F + 57

2 . ~
e idsin F
F/I — €5

72 + 4sin’F

(3.18)
fir F(r) = F(In7) mit der dimensionslosen Variablen 7 = v/2e,f,r. Auf den
Logarithmus wurde zur Verbesserung der numerischen Berechnung substituiert.
Zusammen mit den Randbedingungen F'(0) = 7 und F(cc0) = 0, die die Baryon-
zahl des Solitons auf 1 festlegen, lésst sich das chirale Profil eindeutig bestimmen.

Anhand von Abb. [3.2]ist ersichtlich, dass das chirale Profil nicht linear verlauft
und die (numerische) Losung der Bewegungsgleichung aufwendig ist. Das ver-
wendete numerische Programm berechnet das chirale Profil auf der Basis der
Differentialgleichung fiir die Variable In7. Dabei wird zunichst von der
asymptotischen Form

lim F(r) =m —ar

r—0
lim F(r) = a, ; (14 mgr), (3.19)
r—00 r

die aus der Linearisierung der Bewegungsgleichung folgt, ausgegangen. Die An-
fangswerte der Parameter a; und a, werden ndherungsweise vorgegeben und
F(In7) wird von beiden Anfangswerten ausgehend, also von links In7 = —oo
und rechts In7 = oo, bis hin zu einem gemeinsamen Punkt (Matching-Point)
(In7 = 0) berechnet. Dies geschieht mittels eines Runge-Kutta-Verfahrens auf der
Grundlage der Differentialgleichung . Als Resultat ergeben sich die Funk-
tionswerte von F (In7), die jeweils fiir beide Bereiche separat berechnet wurden.
Da die Anfangswerte nur geraten sind, werden beide Berechnungen einen ande-

ren Wert fiir sowohl die Funktion, wie auch ihre Ableitung, am Matching-Point
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Abb. 3.2: Das chirale Profil F(r) = F(7) der Solitonlésung als Funktion der dimensionslosen
Variablen 7 = /2eg f,r.

liefern. Das gesamte Verfahren wird mit geénderten Werten fiir die Parameter so
oft wiederholt, bis beide Berechnungen beliebig genau iibereinstimmen. Um die
genauen Werte der Parameter a; und a, zu finden, wird dazu ein zweidimensio-
naler Newton-Algorithmus verwendet, der die Abweichungen am Matching-Point
minimiert. Zuletzt wird von der Variable In7 auf 7 zuriick substituiert, mit dqui-
distanten Stiitzpunkten in 7. Falls benotigt, lassen sich die Funktionswerte an
zusétzlichen Stiitzpunkten mittels Interpolation ermitteln.

3.3. Quantisierung des Solitons

Im vorherigen Abschnitt wurde die Hedgehog-Konfiguration als Solitonlosung
der effektiven Theorie vorgestellt. Um die Solitonen als Baryonen identifizieren
zu konnen, ist es unumgénglich diesen giiltige Quantenzahlen fiir Spin und Iso-
spin zuzuweisen. Um dies zu erreichen, miissen die Freiheitsgrade der Rotationen
sowohl im Orts- als auch im Flavor-Raum quantisiert werden. Ausgehend vom
Hedgehog ist zu bemerken, dass dieser invariant unter kombinierten Orts-
und Flavor-Drehungen ist, aber nicht bzgl. separaten Drehungen eines Types.
Das bedeutet, dass das Soliton spontan die Rotations- und Flavor-Symmetrie
bricht. Auf der anderen Seite ist jede Konfiguration, die sich vom Hedgehog um
eine konstante Drehung unterscheidet, ebenso eine Losung der statischen Bewe-
gungsgleichung.

Normalerweise werden Feldtheorien quantisiert, indem Fluktuationen (kleiner
Amplituden) eingefiihrt und die zugehorigen Freiheitsgrade kanonisch quanti-
siert werden. Dies ist allerdings fiir Systeme mit spontaner Symmetriebrechung
problematisch, da aufgrund der (Rotations-) Symmetrie keine Riickstellkréfte
bzgl. Anregungen der (Rotations-) Freiheitsgrade des Solitons bestehen. Hier sind
Fluktuationen grofler Amplituden moglich, die auf eine andere Weise behandelt
werden miissen. Der gewOhnliche Ansatz besteht darin die kollektiven Koordi-
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naten, die diese Fluktuationen parametrisieren, iiber die harmonische Naherung
hinaus zu betrachten und kanonisch zu quantisieren. Da aufgrund der Struk-
tur des Hedgehogs Drehungen im Flavor- und Ortsraum miteinander verkniipft
sind, geniigt es kollektive Koordinaten bzgl. einer dieser beiden Symmetrien ein-
zufithren. Anders ausgedriickt, es gibt eine kombinierte Flavor-Orts-Drehung, die
den Hedgehog unverdndert ldsst und deren kollektive Koordinaten nicht in der
Lagrangefunktion auftauchen. Werden die zeitabhéingigen SU(2) Rotationsma-

trizen
T T

A(t) = exp (ial(t)§3> exp (mg(t)g) exp <ia3(t)%> (3.20)

eingefiihrt, welche iiber drei Eulerwinkel oy;(t) von der Zeit ¢ abhéngen, so lasst
sich die Orientierung des Hedgehogs parametrisieren und eine zeitabhéngige Kon-
figuration durch

U(7,t) = A(t)Uy(7) AT () (3.21)

approximieren. Alle weiteren Freiheitsgrade des Feldes U(7,t), die nicht entlang
der Symmetrien verlaufen und als Fluktuationen des Pionfeldes verstanden wer-
den konnen, werden im weiteren vernachléssigt. Die Translation wird spéater noch
eingefithrt und relativistisch behandelt (Abschnitt . Wird der Ansatz ((3.20)
in die Lagrangefunktion eingesetzt, so fiihrt dies von der Lagrangefunktion
fiir die Felder © mit unendlich vielen Freiheitsgraden zur Lagrangefunktion fiir
die kollektiven Koordinaten

L=—M+ %(QR)Q, (3.22)

mit den iiber die Maurer-Cartan-Form definierten Winkelgeschwindigkeiten QI

3TCLC’abO‘éb (t) = %

AT(H)A(t) = 5

T, bzw. Q= —itr (AT(t)A(t)Ta> :

(3.23)
Die Masse des Hedgehog-Solitons M, die aus der statischen Lagrangefunktion
(3.14) folgt, ist dabei ebenso ein Funktional des chiralen Profils wie das Triagheits-

momen

217 1 . .
O = T/al?’r (1 + = 272 (T F?(r) + 51n2F(r))) sin?F(r). (3.24)
Die Matrix C, deren explizite Form hier nicht benétigt wird, vermittelt den Zu-
sammenhang zwischen den kartesischen und eulerschen Winkelgeschwindigkeiten.
Sie kann aus

i 0
—7,Cp = AT—A 3.25
2 a’/ab 80(1, ( )
4Die Pionzerfallskonstante ist von der Ordnung f, = O(v/N.), so dass das Triigheitsmoment
© wie auch die Masse M (Gl. 3.14) von der Ordnung N sind.
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berechnet werden. Die definierende Gleichung fiir die Matrix C' kann zu

1,0 |

= — A=Z-A 2
iCb“ e 5 Ta (3.26)
—_——

=Ja
umgeformt werden. Auf A angewandt, wirkt der Differentialoperator J, wie die

Multiplikation mit der Pauli-Matrix 7,/2 von rechts. Durch mehrmaliges Anwen-
den des Operators J

oC 1 oCc- 1\ 0
_ -1 va _ -1 vb
s JolA = (C“b s~ " Da, ) B,
1 .
= ZA[TM Tb] = %AEabcTc = Z"EachcA (327)

kann bewiesen werden, dass dieser die Vertauschungsbezichungen der quanten-
mechanischen Drehimpulsoperatoren erfiillt. Diese Vertauschungsbeziehung gilt
unabhéngig von der differenzierten Matrix A. Die zweifache Ableitung von A hebt
sich aufgrund der Antisymmetrie in den Indizes a, b heraus.

Mit Hilfe der zu den Eulerwinkeln kanonisch konjugierten Impulse

oL 0L 00F 0L
0d,  OOF 9o, OOF

Che (3.28)

Tg —

lassen sich rechte Drehimpulse

oL

R, = —m(C),) = “90E

=-00Ff (3.29)
einfithren. Anhand von Gl (3.28)) ist auch zu erkennen, dass die Eulerwinkel
von der Ordnung 1/N, sein miissen, damit die Drehimpulse von der Ordnung
1 sind. Die Hamiltonfunktion des starren Rotators ergibt sich klassisch aus der
Lagrangefunktion durch eine Legendre-Transformation

oL R>
H=_—"—0f [ =M+ _—. .
Ak + 35 (3.30)

Der Ubergang zur quantenmechanischen Beschreibung der Drehbewegung erfolgt

durch die Ersetzung
ou 1l 0
H —

(3.31)

U )
¢ 1 0y
so dass die kanonischen Vertauschungsbeziehungen erfiillt sind. In der quantisier-
ten Form der Rechtsdrehimpulse

_ 1.,,0
R, = _Cbalﬂ-b = _szalaT.zb =—Ja (3.32)
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Es S) Ma — My Hn

3,6 7,95GeV' 189 MeV 265 —2,33
3,8 6,80 GeV™! 218 MeV 232 —1,99
4,0 6,01 GeV™!' 250 MeV 2,05 —1,71
4,2 528 GeV™! 284 MeV 1,83 —1,47

Tabelle 3.1: Die Abhiingigkeit des Trigheitsmomentes ©® und der magnetischen Momente,
deren Berechnung in Kapitel[d hergeleitet wird, von der Skyrme-Konstante es. Die
Massendifferenz der A-Resonanz zu den Nukleonzustinden Ma — My = 3/(20)
kann verwendet werden, um die Skyrme-Konstante festzulegen. Der gemessene
Wert (Ma — Mn)exp = 293 MeV legt es =~ 4,0 nahe.

sind die bereits definierten Operatoren J, wiederzuerkennen, die die Vertau-
schungsbeziehungen fiir Drehimpuls erfiillen. Fiir die Hamiltonfunktion ist der
Ubergang zum quantenmechanischen Hamiltonoperator einfach, denn es miissen
nur die entsprechenden Operatoren fiir die Rechtsdrehimpulse eingesetzt werden.
Die Wellenfunktionen der Baryonen ergeben sich als Losungen des Hamiltonope-
rators des starren Rotators. Dies sind die Wigner-D Funktionen der kollektiven
Koordinaten

Al = 1.7, 00 = | 25| DAt ) (339

2J + 1] i
fiir das Nukleon in der Spin J =  und Isospin T' = 3 Darstellung. Wobei |T5, J3)
fiir einen Nukleonzustand mit der Isospin- T3 = :I:% und Spinprojektion J3 = :I:%
steht. Die Gleichsetzung des Gesamtspins und -isospins resultiert aus der Struktur
des Hedgehogs, der die Besonderheit aufweist, dass Isospindrehungen &dquivalent
zu Raumdrehungen sind:

3
AUGAT = exp (z Z ATaATfaF(T)) . (3.34)
a=1

Aus der Rotationsinvarianz des Skalarproduktes ergibt sich unmittelbar, dass eine
Drehung des Isospinvektors 7 einer entgegengesetzten Drehung des Ortsvektors 7
entspricht. Die Isospinkomponenten folgen daher aus denen des Spins durch eine
Drehung

1
T = —Duw(A)J, mit Dy(A) = 5t (r.Am,AT) (3.35)

so dass ihr Betrag immer gleich ist. Dabei bezieht sich D,;, auf die adjungierte
Darstellung der kollektiven Rotationen.

Im Rahmen dieser Arbeit geniigt es das Zwei-Flavor-Skyrme-Modell zu be-
trachten, wie es bisher eingefithrt wurde. Es gibt allerdings zahlreiche Erweite-
rungen des Modells, so z. B. auf die SU(3), die Hinzunahme von Vektormesonen,
Symmetriebrechung oder weiterer Freiheitsgrade [61,62].
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3.4. Der Wess-Zumino-Term

Witten [63] bemerkte, dass der Lagrangian (3.8)) eine Symmetrie aufweist, die
in der zugrundeliegenden Theorie der QCD nicht enthalten ist. Der bisher be-
trachtete Lagrangian ist sowohl invariant unter den Symmetrien der intrinsischen
Paritatstransformation

U(7,t) — U'(F,t) (3.36)

als auch der naiven Paritatstransformation
U(r,t) — U(—7,t). (3.37)

Erstere hat unmittelbar zur Folge, dass ein Ubergang von einer geraden zu einer
ungeraden Anzahl an Mesonen und umgekehrt verboten ist. Das bedeutet, dass
z. B. die in der Natur vorkommenden Prozesse m° — vy oder KK — ntn—7°
nicht von der Theorie beschrieben werden. Zudem miissen eine Reihe von Be-
ziehungen, die Wess-Zumino-Konsistenz-Bedingungen [64], erfiillt sein. All dies
veranlasste Witten einen zusétzlichen Term, den Wess-Zumino-Term

A
™ [U) = gewfm /M 5 &rtr(U0,UU0,UUT0,UU0,UU0,U) (3.38)

mit dem total antisymmetrischen e-Tensor in 5 Dimensionen zur mesonischen
Wirkung I" vorzuschlagen®} Dieser Term ist eindeutig bestimmt, sofern man sich
auf die kleinst mogliche Anzahl an Ableitungen beschréankt. Die Konstante A
kann durch den 7° — ~v Zerfall festgelegt werden. Der fiinf dimensionale Raum
M5 wird so gewihlt, dass sein Rand gerade dem vier dimensionalen Minkowski-
Raum M, entspricht. Da es keinen lokalen Lagrangian gibt, der der Wirkung
entspricht, wird iiblicherweise die Bewegungsgleichung zur Diskussion der
Symmetrien verwendet. Diese folgt aus der Variation der Wirkung. Zur Berech-

nung ist es niitzlich auf alternierende Differentialformen zuriickzugreifen (siehe
Anhang |C.10)). Mit Hilfe der alternierenden Differentialform

r=U'0,Udz" = UldU (3.39)

lasst sich die Wirkung des Wess-Zumino-Terms als

] — % /M (s?) (3.40)

schreiben. Unter einer beliebigen, kleinen Variation der Matrix U — U + dU
findet man fiir den Rechtsstrom
ér= (U'd6U — UTsUUAU) = U'doU — U'sUr (3.41)

Die Ableitungen in Gleichung (3.38) sind so zu verstehen, dass sie jeweils nur auf das nichste
Element wirken.
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und damit fiir

5tr(r®) = 5tr(r*or) = 5tr[(doU)r*UT — sUr U]
= 5tr[d(0Ur*UT) — 6U (dr")UT — sUr*dUT — sUrPUT)]

= 5dtr(sUr*U"). (3.42)
Es folgt die Variation der Wirkung des Wess-Zumino-Terms
STV U] = A / dtr(6Ur*UT) = A / tr(oUr*UT) (3.43)
M5 M4

unter Verwendung des Stokes’schen Satzes. Die Variation der Wirkung des nicht-
linearen-o-Modells ldsst sich analog mit r, = U T(’J?,LU und der Relation

tr(r,r*) = —2tr[UT(0,0U)r* — UTSUUT(9,U)r"]
= 2tr[0U 9, (r"*U") + 6Ur,r"UT)
= 2tr[0U (0, r")UT + 10, UT + 1,r"U")]
= 2tr[6U (9, ") U] (3.44)

berechnen

ST (U] = f; / d*z tr[6U(9,r*)UT). (3.45)

Da sowohl das nicht-lineare-o-Modell als auch der Skyrme-Term die gleichen
Symmetrieeigenschaften besitzen, geniigt es, zu deren Diskussion Ersteres zu be-
trachten. Die Bewegungsgleichung, die sich aus der Variation der Wirkung des
nicht-linearen-o-Modells als auch des Wess-Zumino-Terms ergibt,

2

?ﬁaur“ + X po "'’ =0 (3.46)

ist nicht mehr invariant unter der naiven Paritadtstransformation , da der
Beitrag des nicht-linearen-o-Modells gerade in den Ortsableitungen ist, wihrend
derjenige des Wess-Zumino-Terms immer eine ungerade Zahl an Ortsableitun-
gen beinhaltet. Ein dhnliches Verhalten findet sich unter der intrinsischen Pa-
ritdtstransformation (|3.36f), wobei der erste Term der Bewegungsgleichung
im Gegensatz zum zweiten sein Vorzeichen wechselt:

d.(Uo"U) = UM {0,(UUO*U) — (0,U)U'0"U }
= UM {(0,0/NU" + (0,U)(0"U)} U
=-U'{o,(vouh} U (3.47)
Es ist offensichtlich, dass durch die Hinzunahme des Wess-Zumino-Terms die

einzelnen Symmetrien (3.36) und (3.37) die Bewegungsgleichung nicht mehr in-

variant lassen. Die vollstandige Paritétstransformation

(P t) — —7(—7,1) & U7, t) — UT(=7,1), (3.48)
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ist allerdings immer noch eine Symmetrie der effektiven Theorie, wie auch der
QCD. Dies zeigt, dass der Wess-Zumino-Term ein notwendiger Bestandteil der ef-
fektiven Mesonen-Theorie ist, um den Symmetrien der zugrundeliegenden Theorie
der QCD zu entsprechen.

Wird der Wess-Zumino-Term in das Lagrangefunktional hinzugenommen, so
handelt es sich um einen nicht lokalen Ausdruck mit interessanten Eigenschaften.
In der SU(Ny) mit Ny > 3 bewirkt dieser z. B. gerade die Auswahl der Baryon-
multipletts mit halbzahligem Spin [62], sofern die Methode der Quantisierung
in Abschnitt entsprechend verallgemeinert wird. In der SU(2) ist der Bei-
trag zur Bewegungsgleichung und die Lagrangefunktion des Wess-Zumino-
Terms gleich Null. Dies ist unmittelbar ersichtlich, da es keine vier antisymme-
trischen Ableitungen dreier Felder 7 gibt. Allerdings trégt er in geeichter Form
entscheidend zur Meson-Photon- und dadurch zur Baryon-Photon-Kopplung bei.
Er enthélt in niedrigster Ordnung vollstindig die Anomalie der QCD, die sich im
radioaktiven Zerfall des neutralen Pions duflert (7% — 7).

3.5. Elektromagnetismus im Skyrme-Modell

Die meisten Eigenschaften der Baryonen lassen sich durch die Verwendung elek-
troschwacher Proben empirisch bestimmen. In der Theorie der QED koppeln
diese Proben an die Baryonen als elektroschwache Fichstrome. Die entsprechen-
den Kopplungen an das elektroschwache Feld ergeben sich, indem die globale
Uy (1) Symmetrie als lokale Symmetrie gefordert wird. Da der chirale Lagrangian
die Symmetrien der QCD umfasst, miissen sich die Kopplungen analog ergeben.
Unter Verwendung der Vektor-Symmetrie L = R = exp(iaQ)) ergibt sich die
Variation des chiralen Feldes

U =R U @, (3.49)

wobei a die Transformation parametrisiert und die Quarkladungsmatrix{f|

Q- %(7‘3—1-%) _ ( g 0% ) (3.50)

als Generator der Eichsymmetrie auftritt. Man kann sich leicht davon iiberzeu-
gen, dass diese Definition zur korrekten Eichtransformation der Mesonfelder fiihrt.
Wird fiir die drei Ladungszustédnde des Pionfeldes die Standarddefinition (sphéri-

6Die Ladung e kann mittels der Ladungsmatrix oder alternativ iiber das Photonfeld eingefiihrt
werden. Im Rahmen dieser Arbeit wurde Letzteres gewéhlt, s. Gl. 1)
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sche Basis)

1
nt = ——2(7r1 — iTy)
-1 :
T = —2(7r1 + imy)
=7y (3.51)

verwendet, so nimmt die Mesonmatrix die Form

.. ( 0 —\/§7r+>

= \/§7T_ 0

an. Mit dem Kommutator der Ladungsmatrix

Q,7 7] = ( _\/0%_ _‘/05”+ ) (3.53)

lasst sich die Eichtransformation ([3.49) fiir kleine Felder und «

(3.52)

U=eQUe @ - 7.7=7-7+iaQ,7- 7] (3.54)
berechnen. Diese stimmt mit der erwarteten Transformation der Pionfelder
7'E0 = exp(iag®)rE0 o 7 E0 = (1 4 jagE0)pE0 (3.55)
mit den Eigenwerten
¢gt=1, =0, ¢ =-1 (3.56)

iiberein.
Durch die Eichtransformation des elektromagnetischen Vektorpotentials

1
A, = A= 00 (3.57)

wird die Ladung des Elektrons e = —|e| eingefiihrt. Aus der Forderung, dass der
Lagrangian invariant unter den lokalen Eichtransformationen und
(3.57) mit @ = «a(x) sein soll, folgen die Kopplungen der Materiefelder an das
elektromagnetische Feld. Im Allgemeinen kann die Invarianz mit der Ersetzung
der Feldgradienten durch kovariante Ableitungen D,

D, = 0, +ieA,[Q,"] (3.58)

erreicht werden. Ein Verfahren, das auch unter dem Namen ,,minimale Kopplung“
bekannt ist. Mit Hilfe von

DU =0,U" +ieA,[Q,U']
= QU +ieA,[Q,U])e"*? = (D, U)e "9, (3.59)
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lasst sich leicht sehen, dass durch die Einfithrung der kovarianten Ableitung
0, — D, die lokale Eichinvarianz des nicht-linearen-o- als auch Skyrme-Terms
gewdhrleistet ist. Wird die ,,minimale Kopplung® in den Lagrangian substi-
tuiert, so folgen zusétzlich zu den Ein-Photon-Vertices auch Kopplungen héherer
Ordnung. Der geeichte Lagrangian des nicht-linearen-o-Modells ist z. B.
2 2
L seney = % tr(0,U0"U") + z’%AH tr (QUTO"U + Uo*U)

622

— S A,Ar w(|e.v][Q.ul]). (3.60)

Die Eichung des nicht lokalen Wess-Zumino-Terms ist etwas komplizierter und
erfordert eine gesonderte Behandlung. Offensichtlich ist der Wess-Zumino-Term
in seiner bisherigen Form ([3.8)) nicht eichinvariant unter den lokalen Isospindre-
hungen, die vom Ladungsoperator erzeugt werden . Auch das Verfahren
der ,minimalen Kopplung® hilft an dieser Stelle nicht weiter, da dieser Term
keinen lokalen Ausdruck im vier dimensionalen Minkowski-Raum darstellt. Ei-
ne Moglichkeit, um die kovariante Form des Wess-Zumino-Terms zu ermitteln,
ist, die Anderungen, die sich durch die Eichtransformationen der Felder ergeben,
per Hand durch weitere Terme zu korrigieren [63, 65]. Analog zur Behandlung
des Wess-Zumino-Terms in Abschnitt werden auch bei dieser Rechnung alter-
nierende Differentialformen verwendet. Die Anderung der Rechtsstrome aus Gl.
(13.39)

' = €9 (r+idalU'[Q,U]) e "¢ (3.61)
fihrt auf den transformierten Wess-Zumino-Term
A
™[U] = 3/ tr ((r+1idaU'[Q, U])°) (3.62)
M5

in dem wegen der antisymmetrischen Struktur der 5-Form nur Terme héchstens li-
near in den Ableitungen da erhalten bleiben. Der Ubersicht wegen wird auch hier
auf Klammern um die Ableitungen verzichtet. Diese wirken nur auf den unmit-
telbar nachfolgenden Faktor, wie bisher beim Wess-Zumino-Term. Die Anderung
des Wess-Zumino-Terms unter den Eichtransformationen wird zu

STV (0] = i\ / datr (UVQ, U)rY). (3.63)

M5

Werden die Linksstréme | = dUUT eingefiihrt, so lisst sich mit Hilfe von GIl.
(C.74) die Variation des Wess-Zumino-Terms als vollstdndiges Differential schrei-
ben:

ST U] = i\ / datr (QI* — 1))

M5

- —z‘)\/MSd{datr QI +1r%)}

= —i\ /8M5 da tr (Q[I> + 1)) . (3.64)
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Im letzten Schritt wurde der Satz von Stokes verwendet. Analog zur Herleitung
der Bewegungsgleichung (Abs. spannt das Oberflichenintegral {iber den Rand
der fiinfdimensionalen Mannigfaltigkeit die vierdimensionale Raum-Zeit auf. Um
die Variation zu kompensieren, wird ein weiterer Term hinzugefiigt:

Y [U] = —ieX / Atr (Q[IP +1r%)). (3.65)
M5

Wobei die 1-Form A = A, dz* mit der (Eich-) Variation A = —da/e eingefiihrt

wird. Der neue Term kompensiert zwar die Anderung des urspriinglichen Wess-

Zumino-Terms unter den Eichtransformationen der Felder, besitzt aber auch

selbst einen (unkompensierten) Variationsterm, so dass

ST [U] = 2eA / Adatr (Q*[I* — r?] — QAUQAUT) . (3.66)
OM>

Mittels der Identitat
QAUQAU' = d (aQUAUT —bQAUQU"), a+b=1 (3.67)

und partieller Integration kann Gl. (3.66|) zu

STN[U] = —eA / da Adtr (2Q°[1+ 1] + QAUQU'T — QUQAU)
OM>5

— —e) / dadAtr (2Q*[1+ 1]+ QAUQUT — QUQAUT)  (3.68)
OM?®

umgeformt werden. Dabei wurde a = b = % gewahlt, so dass die Paritéit als
Symmetrie erhalten bleibt. Zur Kompensation der Anderung ory*[U] wird ein
weiterer Term

Iy [U] = —e*A AdA tr (2Q*(I+ 1) + QAUQUT — QUQAUY) (3.69)
OM>®

analog zum obigen Vorgehen hinzugefiigt. Es ldsst sich leicht nachpriifen, dass
die Eichtransformation von I'y?[U] ausschlieBlich Gl. erzeugt und keine
weiteren Terme mehr benotigt werden. Die Wirkung des geeichten Wess-Zumino-
Terms ergibt sich zu

l
U] T /M5 tr (1)
e

3 .3
+W/3M5Atr(Q“ + 1)

2

1e

1672

/ AdAtr (2Q*[1+ 1]+ QAUQUT — QUQAUT) . (3.70)
OM>S
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Wo bereits fiir die Konstante A\ = i/(167%) gesetzt wurde, so dass der Zerfall
7% — 7~ durch den in Gl. (3.70) enthaltenen Zwei-Photon-Vertex wiedergegeben
wird (vgl. Abs. 3.6). Die Wirkung

z Z Wz
U] = 553 /M tr (r°) + / d*zL (3.71)

lasst sich in eine Summe aus Termen ohne und mit Photon-Kopplungen unter-
teilen. Der erste Summand verschwindet in der SU(2), der zweite, in Form des
geeichten Lagrangians, enthélt sowohl Ein- als auch Zwei-Photon-Kopplungen

L —e“””"{AM tr (Q[U'0,UU0,UU'9,U + 8,UU'9,UU0,UUT])

" 1672
— e A0, A, tr (2Q*[UT0,U + 0,UU"] + Q0,UQU' — QUQa,UT) |.
(3.72)

3.6. Der ¥ — v Zerfall

Der im geeichten Wess-Zumino-Term enthaltene Zwei-Photon-Vertex beschreibt
unter anderem den Zerfall 7° — ~7. Der Vertex spielt eine entscheidende Rolle
bei der Berechnung der Zwei-Photon-Beitrage zur Elektron-Nukleon-Streuung.
Er wird daher im Folgenden ausfiihrlich untersucht.

(@) v(g2)

Abb. 3.3: Der m° — v Zerfall

Der Wechselwirkungslagrangian
Ly = e*e™ " (9,4,)A,Ws (3.73)
wird durch den Wess-Zumino-Term bestimmt, wobei
1
(4m)

aus Gleichung (3.72) extrahiert wird. Unter der Néherung von Ein-Pionfeldern
U=1+i7-7/fr + ... und mit dem Ladungsoperator aus Gl. (3.50)) ldsst sich

8571'0
872 fx

Ws = —

Str2Q*(UT0;U + 0sUUT) + (QOsUQUT — QUQOUT))  (3.74)

i

W5 ~ _(471')2

tr(6iQ*T - 057/ fr) =

(3.75)
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vereinfachen. Fiir das Ubergangsmatrixelement M folgt unmittelbar [66]

iM =i e (q1)es(q2) (g2 — @) (0 Wsl 7% (p)) (3.76)
mit dem Formfaktor )
—1Ps
OIWln0) = - (3.77)

Im Schwerpunktsystem p = (m,,0,0,0) wird das Ubergangsmatrixelement zu
2
iM=i grr € (@) X (@) (& - @), (3.78)

Summiert {iber alle méglichen Polarisationen der Photonen ergibt sich

> IMP = 2f2. (3.79)

pol.

Damit lasst sich die Zerfallsbreite des Pions angeben

3

Z M 64 . f2, (3.80)

D(n% — )

wobei ein zusatzlicher F aktor = fiir den reduzierten Phasenraum identischer Teil-
chen beriicksichtigt wurde.



4. Ein-Photon-Austausch im
Skyrme-Modell

Im vorherigen Kapitel wurde der Lagrangian des Skyrme-Modells aufgestellt und
die Wellenfunktionen der Baryonen mit giiltigen Spin- und Isospin-Quantenzahlen
generiert. Beides wird benétigt, um die Ubergangsamplitude der Elektron-Nukle-
on-Streuung zu berechnen. Beschréankt man sich auf den Ein-Photon-Austausch,
so entspricht der resultierende, unpolarisierte Wirkungsquerschnitt der Rosen-
bluth-Formel.

Innerhalb dieses Kapitels wird die Rosenbluth-Formel im Rahmen des Skyrme-
Modells hergeleitet. Von besonderem Interesse sind dabei die elektromagnetischen
Formfaktoren Gg und G, die sich als Funktional des chiralen Profils ergeben.
Als einziger unbestimmter Modellparameter tritt die Skyrme-Konstante es auf.
Die Formfaktoren wurden 1986 erstmals nichtrelativistisch von Braaten, Tse und
Willcox [67] innerhalb des Skyrme-Modells berechnet[!]

Wie bereits am Beispiel des 7% — v Zerfalls gesehen, beinhaltet der geeich-
te Lagrangian Wechselwirkungsterme, welche die Ein- und Zwei-Photon-Vertices
widerspiegeln. Der Lagrangian fiir den Ein-Photon-Austausch ldsst sich als

L, =—eA,J" (4.1)

schreiben mit dem Strom
if? T J t i i t v B*
J“:7tr(Q(aﬂUU —U'o"0)) —ﬁtr([U [Q,U),UTa,U|[UTo*U, U0 U)) +5

eS
(4.2)
und dem Baryonstrom
1

Bt = —— "t (Q(U'9,UU,UU,U + 8,UU'0,UU9,UUT)) . (4.3)

72

Der erste Beitrag in entstammt dem nicht-linearen-o-Modell, vgl. GL. (3.60)),
der zweite dem Skyrme-Term und der letzte dem Wess-Zumino-Term (3.72)). Es
lasst sich leicht nachpriifen, dass B* dem in Gl. definierten Baryonstrom
entspricht.

Tm Vergleich treten zusitzliche Faktoren von 2M auf, da eine andere Normierung fiir die
Ein-Teilchenzustidnde verwendet wird.
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Mit Hilfe des Ansatzes (3.21)) fiir das zeitabhingige chirale Feld, ldsst sich der
Strom als Funktional des chiralen Profils F'(r) anstelle des Feldes U schreiben.
Fiir den Ansatz eines rotierenden Hedgehogs fiihren die Zeitableitungen

U = AJATA, Uy AT = A%Qf[fa, Up] Al (4.4)

unter Verwendung des Maurer-Cartan-Theorems auf die Winkelgeschwin-
digkeiten Q2. Zu bemerken ist, dass in G1. die zeitliche Anderung der Trans-
lation vernachléssigt wurde. Dies ist darin begriindet, dass im Matrixelement der
Impulszustdnde Terme linear in den Zeitableitungen auf die Schwerpunktskoordi-
nate nach der Wahl einer hermiteschen Ordnung und kanonischer Quantisierung
proportional zu der Summe aus Impulsen des ein- und auslaufenden Teilchens
sind. Im Folgenden wird nur das Breitframe betrachtet, in welchem diese Summe
verschwindet. Werden die Wigner-D Funktionen gemafl Gl. eingefiihrt, so
folgt fiir die zeitliche Komponente des Stromes des nicht-linearen-o-Modells

Tt = ZgQaRtr (Q(AUg[Ta, UoJAT — Alr,, UO]UOTAT)>
= — f2sin2F D3y (QF — 7,07 . 7). (4.5)
Mit Hilfe der Identitét
UtopU = Ai7 - doAf
o = —sin F cos FQ x 7 — sin? F# x (F x 7) (4.6)

ergibt sich der Beitrag des Wess-Zumino-Terms zu J°

1
B = ——eutr (QUIOUUOUUTOU + 0,UUT;UUT0,UUT))

872
1 N = -
N
1 -
= et (A1QAG: - (@ x @) + ( )
F'sin® F

Eine analoge Rechnung fiir den Skyrme-Term [67] zeigt, dass dieser einen zum
nicht-linearen-o-Modell vergleichbaren Beitrag liefert, der durch den Faktor

2
5  SIn“F
5 (F’ +— ) (4.8)

TS r

beriicksichtigt werden kann. Fiir die zeitliche Komponente des elektromagnetisch-
en Stromes folgt

= 1
" = = f19(r) sin® F D3 () = 707 - 7) + S B". (4.9)
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Das Matrixelement des Stromes lésst sich in einen isospin- und impulsabhéngi-
gen Teil faktorisieren. Fiir Ersteren werden offensichtlich die Matrixelemente der
Wigner-D Funktionen in der adjungierten Darstellungﬂ zwischen den Nukleon-
zustanden, die wiederum Wigner-D Funktionen darstellen, benotigt. Diese Ma-
trixelemente entsprechen Clebsch-Gordan-Koeffizienten [68] :

1
(Nl DaslNr ) =( 52 2N, 3 9 ) = Vel = 37aoul N ).
(4.10)

Im letzten Schritt wurde das Wigner-Eckart-Theorem verwendet. Wobei die Ope-
ratoren

Ta = 2Ta7 Op = _2Rb (41]‘)

eingefithrt wurden. Fiir 7' = J = 1/2 entsprechen diese den Pauli-Matrizen fiir
Isospin bzw. Spin. Wird der Drehimpuls geméf Gl. (3.29) eingefiihrt, so folgt fiir
den isospinabhéngigen Teil aus Gl. (4.9))
Dso(QF — 7, 0R . 7) = — 2 4.12
3a(a = 7af2-7) = =55 (4.12)
Zur Auswertung des impulsabhéingigen Anteils des Formfaktors wird die Transla-
tion als kollektive Koordinate analog zur Rotation eingefiihrt. Es liegt nahe den
(nichtrelativistischen) Ansatz

U7, t) = A(t)Uy(7 — Z(t)) AT(t) (4.13)

fiir das dynamische, zeitabhéngige chirale Feld zu verwenden. Der zeitabhéngi-
ge Vektor Z(t) parametrisiert die Translation des Solitons. Die Hinzunahme der
Translation als weiteren Freiheitsgrad beeinflusst die bisher gewonnenen Ergeb-
nisse nicht, da der Impulsoperator mit dem Isospinoperator vertauscht. Die Zeit-
abhéangigkeit der Schwerpunktkoordinate fithrt auf einen zusétzlichen Term im
Hamiltonoperator, der mit der kinetischen Energie identifiziert werden kann. Das
Matrixelement zwischen ein- und auslaufendem Impulszustand |p) faktorisiert
in eine Ebenewelle und einen ortsunabhéngigen Faktor (vgl. Gl (A.4)). Erstere
fiihrt zur Impulserhaltung, wihrend der zweite Faktor die Abweichung von ei-
nem Punktteilchen charakterisiert und ausfiihrlich in Anhang [A] diskutiert wird.
Im Folgenden wird auch nur Letzterer betrachtet und mit J(0) bezeichnet. Mit
Hilfe der Gln. und (A.9) wird das Nukleonmatrixelement der zeitlichen
Komponente des Stromes zu

(N3, ()| T (0) [ Ny g (£1)) = 2M GE(Q?) g (4.14)

Die adjungierte Darstellung entspricht in der SU(2) der Spin 1 Darstellung. Die Generatoren
der Gruppe, z. B. in Form der drei Pauli-Matrizen, besitzen dasselbe Transformationsver-
halten wie diese Darstellung.
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mit dem elektrischen Formfaktor

2
Gp = J55, [ drotr) s Fiair) + / FrBOj, (i) (4.15)

im Breitframe (Q? = ¢?) und der Besselfunktion

jolz) = Sizx. (4.16)

Dabei ist 73 als Eigenwert fir das Proton (41) und Neutron (-1) zu verste-
hen. Im n#chsten Abschnitt wird gezeigt, dass der hier definierte Formfaktor
G tatsdchlich dem elektrischen Sachs Formfaktor, wie er in der Rosenbluth-
Separation vorkommt, entspricht. Mit Hilfe des Tragheitsmomentes aus GI.
ldsst sich leicht nachpriifen, dass GH(Q?* = 0) = 1 und G'%(Q? = 0) = 0 erfiillt
ist.

Analog berechnet sich der magnetische Formfaktor aus den rdumlichen Kom-
ponenten des Stromes. Dazu werden die Beziehungen

(BUUt = Ai7- 3 A (4.17)
mit
@; = F't57 + sin F cos F ;7 + sin®F (7 x O;7)
3; = F'#; 4 sin F cos F 97 — sin®F (7 x 0;7) (4.18)

fiir die rdumlichen Ableitungen benotigt. Der Beitrag des nicht-linearen-o-Mo-
dells zum Strom wird zu

sin’F
r2

(Jnio)i = —iftr(QAT - (7 x O;7) AT sin®F = f> D3y€abiTp- (4.19)

Die rdumliche Komponente des Baryonstromes

1 .
Bi= g5t (QU'a,UuU,UU'S,U + 0,UU'9,UU0,UUT))
™
1 —
= g€ SINF (7 (d) A)UIT - (QF x 7))
s
F'(r)sin® F(r),, = L=
= — 9722 (T X QR)l = BO(T’ X QR)Z (420)

lasst sich auf die zeitliche zuriickfithren. Der Skyrme-Term fiihrt wieder zu einem
Faktor g(r) in der raumlichen Komponente des elektromagnetischen Stromes

sin’F

r2

Ji = fﬁg(?")

1 -
D3a6abirb + §BO<FX QR)Z (421)
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Fiir das Matrixelement des Stromes folgt

/

(Nay o (52)] T (0) [Ny o (1)) = =i Garx" (@ x 3)X, (4.22)
wobei x” den Spinor zum Spin r bezeichnet, und der magnetische Formfaktor

iiber die isovektorielle und skalare Komponente

o _ 2Mf2 5 (19]r)
Gy = T/d?’rg(r) sin?F 1|cf|7“

3. 10 2]1<|‘ﬂ )
Gy = 2@/d rBYr | (4.24)

qlr
definiert ist. Die dabei auftretende Besselfunktion ist

sinx cosx

' = 4.25
hw) = - (1.25)

Der elektromagnetische Strom des Nukleons
(N o (52)]J#(0)| Ny o (1)) = X T (2M G, —iG i x 8" (4.26)

ergibt sich aus den elektrischen und magnetischen Formfaktoren G bzw. G);.
Diese wiederum sind Funktionen des Impulsiibertrages Q? = —¢* und kénnen
im Rahmen des Skyrme-Modells als Funktional des bereits bestimmten chiralen
Profils berechnet werden.

4.1. Lorentz-Boost der Formfaktoren

Da das Skyrme-Modell eine effektive Theorie fiir den Bereich niedriger Energie
darstellt, sind die Ergebnisse fiir hohere Impulsiibertrage vergleichsweise unge-
nau. Dies ist unter Anderem durch die Parametrisierung der kollektiven Koordi-
naten als starre Rotation und nichtrelativistische Translation begriindet. Es liegt
nahe, die bisher berechneten Formfaktoren als gute N&herungen fiir ein lang-
sam bewegtes Baryon zu betrachten und mittels einer Lorentz-Transformation
zu hoheren Impulsen iiberzugehen. Leider existiert keine eindeutige relativisti-
sche Beziehung zwischen den Nukleonformfaktoren, welche durch Streuung bei
Impulsiibertrigen Q? gemessen werden, und den berechneten nichtrelativistischen
Formfaktoren. Dies liegt teils daran, dass der Boostoperator fiir ein zusammen-
gesetztes System von der (unbekannten) Wechselwirkung zwischen den einzelnen
Komponenten abhéngt.

Uber die Jahre wurden verschiedene Modelle entwickelt, welche die Nukle-
onformfaktoren einer elastischen Streuung in Bezug zu den nichtrelativistischen
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Formfaktoren bringen. Im Jahr 1970 entwickelten Licht und Pagnamenta [69] eine
Theorie zur relativistischen Beschreibung zusammengesetzter Teilchen. Sie nah-
men dabei ein Clustermodell an, ebenso wie einen Boost, welcher die Wechselwir-
kung zwischen den Teilchen vernachléssigt. Dieses Modell wurde 1977 von Mitra
und Kumari [70] aufgegriffen, die eine symmetrischere Formulierung der kine-
matischen Transformation beziiglich der Anfangs- und Endzusténde vorschlugen,
was eine Verallgemeinerung auf inelastische Streuungen ermoglicht und zudem
die ,,superkonvergenz* Eigenschaft Q*G(Q?) — 0 fiir Q* — oo der Formfaktoren
G(Q?) erfiillt, in Ubereinstimmung mit den QCD Betrachtungen zum dimen-
sionalen Skalenverhalten. Im Gegensatz zu den Betrachtungen der Baryonen als
Cluster, fiihrte Ji [71] 1991 eine Quantisierungsmethode ein, die die Translati-
onsmode des Solitons relativistisch beschrieb. Da der Translationsparameter der
Lorentz-Transformation

Q2

2: 1 — 2—1:1
fy ( /U) +<2Mb)2

(4.27)

vom Impuls abhéngt und nach der Quantisierung nicht mehr mit dem Ortspa-
rameter T vertauscht, schlug Ji die Berechnung im Breitframe vor, da dort der
eingehende und ausgehende Impuls vom Betrag her gleich sind. Dies verhindert
das Auftreten von Ambiguitidten in der Ordnung der Operatoren.

Alle diese Vorgehensweisen liefern vergleichbare Ergebnisse und kénnen in der
Form

Gu (@)
GE(QY)

dargestellt werden, mit k? = 7y~2Q?. Die Gleichungen (4.28)) und (4.29)) zeigen wie
die relativistischen (R) Formfaktoren aus den im vorherigen Abschnitt nichtrela-
tivistisch (NR) hergeleiteten Formfaktoren berechnet werden kénnen. Die Kon-
stanten ng und njy; hdngen von den jeweiligen Modellen ab, die von Licht und
Pagnamenta als ng = ny; = 1 und von Mitra und Kumari als ng = ny; = 2
angegeben werden. Ji erhielt bei der relativistischen Verallgemeinerung des Soli-
tonmodells die Werte ng = 0 und n,; = 1. Trotz dieser unterschiedlich bestimm-
ten Konstanten, haben alle Modelle gemeinsam, dass es zu einer Kontraktion
der rdumlichen Verteilung und dem daraus resultierenden Boost des Impulses Q>
kommt. Eine Messung mit dem Impulsiibertrag Q? entspricht einem reduzierten
Impuls &2 bei den nichtrelativistischen Formfaktoren. Dies hat zur Folge, dass der
Bereich kleiner rdaumlicher Frequenzen k2, in dem das Soliton Modell zutreffende
Ergebnisse liefert, einem erweiterten Q? Bereich bei der Streuung entspricht. Da
GRMQ?* — oo) auf GNR(k* — 4M}?) abgebildet wird, ist sofort ersichtlich, dass
die Formfaktoren nur fiir nys, ngp > 1 das Konvergenzkriterium Q?G(Q?) — 0 fiir
Q? — oo erfiillen. Zwar besteht kein Grund, dass ein effektives Modell fiir nied-
rige Energien eine zutreffende Aussage iiber den Hochenergie-Grenzwert liefern

—2na GIVR () (4.28)

=7
=y EGYR(2) (4.29)
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Abb. 4.1: Die im Skyrme-Modell berechneten Proton- und Neutron-Formfaktoren geteilt
durch den Dipol-Formfaktor als Funktion des Impulsiibertrages Q2 nach Anwen-
dung des Lorentz-Boosts. Die verwendeten Modellparameter sind e; = 3,8 und
My = 939 MeV, ng = np; = 2. Im Vergleich die gemessen Formfaktoren fiir Pro-
ton [11-19,27,29,30,32-36] und Neutron [72-78].

sollte, allerdings werden die empirischen Formfaktoren zur Darstellung gewohn-
lich durch den Dipol-Formfaktor Gp(Q?) = 1/(1 + Q%/0,71 GeV?)2, der sich im
Grenzwert wie ein Cluster aus drei Quarks verhalt, geteilt. Fiir den Vergleich mit
den experimentellen Daten ist es hilfreich, wenn die Formfaktoren fiir Q% > M?
dasselbe Verhalten wie Gp aufweisen.

4.2. Rosenbluth-Formel im Breitframe

Im Breitframe iibertriagt das gestreute Elektron einen Impuls ¢ aber keine Energie
auf das Proton. Es wird daher auch als brick wall frame bezeichnet, da das Proton
sich wie beim Stofy gegen eine feste Wand verhélt. Das Breitframe kann mittels
der Kinematik

q q

— (B, -2 — (B¢
b1 ( 3 2) D2 ( 72)
kl - (k07k1) kQ = (k;07 k?)

q* .

festgelegt werden.

Mit Hilfe des Matrixelements des hadronischen Stromes (J) aus Gl. lasst
sich das Ubergangsmatrixelement der elastischen Elektron-Nukleon-Streuung als
Funktional der elektrischen Formfaktoren im Breitframe unter der Néherung
des Ein-Photon-Austausches berechnen. Das Ergebnis entspricht der Rosenbluth-

Formel (2.8)).

Das Ubergangsmatrixelement der elastischen Elektron-Nukleon-Streuung in
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e” (k) N(p2)

e (k1) N(p1)

Abb. 4.2: Kinematik der Elektron-Nukleon Streuung

der Ein-Photon-Néherung

My = () (ier (k) (252 ) (el (431)

folgt unmittelbar aus den Feynman-Regeln der Quantenelektrodynamik. Uber die
Spins des Elektrons, sowie die Spins des eingehenden und auslaufenden Nukleons
r’,r summiert, wird die Ubergangsamplitude zu

Yo IM [P = % >t ((Ka + me)yd I+ me) (I9)) (4.32)

Spins rr!

Werden die Variablen
L Q* Br q°
CAM? 4AM?
~ ((pr +p2)ulls + ko) /4)? = MAr(1 4 1) pr kg — M>T

Tt pabe kAP F ARG ) kg ()
im Breitframe eingefiihrt, so lassen sich folgende Identitédten finden
Z XTTJ“XT/XT,TJ;XT = 8M?*(G%, — 27G3)) (4.34)
Ki'ka, = 2M>T + m? (4.35)
KT, = kY, = 2MkoG g — iG G - (ky X k) (4.36)
(ky X k)? = —AM*7% + AM>7k2 + O(m?). (4.37)

Diese Relationen werden bei der Behandlung der Zwei-Photon-Vertices hilfreich
sein. Weiter lasst sich damit die Rosenbluth-Formel leicht reproduzieren. Die
Elektronmasse m, wird auch hier vernachléssigt, da sie weit unterhalb der Skala
der Nukleonmasse M bzw. des Impulsiibertrages liegt. Mit dieser Ndherung ergibt
sich fiir das Ubergangsmatrixelement:

1 2¢?
10 M= o G TG (4.38)

Spins
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Aus dem Verhiltnis zur Mott-Streuung

1 2e*(1+ 7
B Z | Mytont|* = —T(<1 — €>)5 (4.39)

Spins

folgt der Wirkungsquerschnitt

do do T
ol (E) (G + gG§4)/(1 + 7). (4.40)
Mott






5. Zwei-Photon-Austausch im
nicht-linearen-o-Modell

Neben dem Ein-Photon-Austausch tragen auch Terme hoherer Ordnung in der
Feinstrukturkonstanten o zur Elektron-Nukleon-Streuung bei. Diese Beitréige un-
terschiedlichster Art werden gewohnlich unter dem Begriff der Strahlungskorrek-
turen zusammengefasst. Darunter fallt sowohl die Abstrahlung niederenergeti-
scher Photonen, als auch der Austausch mehrerer Photonen zwischen Elektron
und Nukleon. Unter Letzterem wird i. Allg. das Box (Abb.[2.5g) bzw. x-Box (Abb.
[2.5h) Diagramm verstanden, das den Austausch zweier Photonen beschreibt. Ne-
ben diesem iterierten Photon-Austausch enthélt das Skyrme-Modell bereits Zwei-
Photon-Kopplungsterme in der Lagrangedichte. Einer dieser Terme resultiert aus
dem Beitrag des nicht-linearen-o-Modells, Gl.

ey = £ o wau(o.o0.00)
_ana, o), o0

Die resultierenden Beitrdge zur Elektron-Nukleon-Streuung ergeben sich aus
den Feynman-Diagrammen in Abb. Wegen der Symmetrie in A, A" sind die

e (k2) N(p2) e (k2) N(ps)
¢ <
k/
“0 “0
e (k1) N(p1) e (k) N(p1)

Abb. 5.1: Die Feynman-Diagramme fiir den effektiven Zwei-Photon-Austausch im nlo-Modell.
Der Vertex am Nukleon ,,e“ entspricht dem Nukleonmatrixelement von F3%7, vgl.

2y
Gl (5.1).
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beiden Streuamplituden identisch:

' me , 1 1
k +m ,Yaus(k1>

‘K2 — m2 + e q%—l—iqu—l—ze

d*
zM"l" =— 264/(2:)2 @’ (k2)Ya

:464F§$”(Q2)/ drdydz §(x +y+2z—1)
0

nla’ (QQ)

d*? 2 y
‘ /(27]-)4 (52 _ A)g u (kZ) W - (5’3 - 1)%2 + y¢j — Qme]u (k1)7 (5-2)

mit
q=ps—p1 =k —ky; (=q+aks—yq; A=2"k;—2y¢* —ie.  (5.3)

Der Formfaktor F317(Q?) lisst sich analog zu den Ein-Photon-Formfaktoren be-
stimmen. An dieser Stelle geniigt es zu bemerken, dass er ein Lorentz-Skalar
darstellt und nur vom Impulsiibertrag @Q? abhingt. Nach Ausfithrung der Wick-
Rotation und Integration iiber ¢ vereinfacht sich das Matrixelement zu

: +1)m )
nlo _Fnla /d /d k (JI € Sk ).
WMy =1 (I91) [ dy v 0 (ko) r2m?2 — y(l—x—y)(f—ieu (k1)
(5.4)
Fiir den raumartigen Bereich €2 = ¢?/(4m?) = —Q?/(4m?) < 0, wie er fiir die

elastische Elektron-Nukleon-Streuung relevant ist, ergibt sich nach Integration
iiber den Feynman-Parameter =

1

Z/\/lnla_ nla(|ﬁ|) (k2 )us(_lﬁ){l/dy lnﬂ

me 2 4y|£2|
0
1

1+€2] 1
1+ 2y|€2 1+ 2y|&2 V=0
+2 /dy+—y|€‘arctan +2 dy = 2yl€ |at nh }

5
Vo 4y|€2| J V=0 4y|€2|

1+€2]

o

(5.5)

mit § = 16y|€%[(1 — y — y|€?]). Der Integrand ist zwar an den Stellen y = 0 und
y = 1 divergent, aber integrabel.

5.1. Die Amplitude M3 im Limes m. — 0

Da die Elektronenmasse gegeniiber der Nukleonmasse vernachléssigbar klein ist,
wird die Rosenbluth-Separation im Allgemeinen fiir den Grenzwert m, — 0
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durchgefiihrt. Aus Griinden der Konsistenz ist es daher sinnvoll bei der Berech-
nung des Zwei-Photon-Matrixelementes ebenfalls diesen Grenzwert zu betrach-

ten.
Der erste Summand in Gl. lasst sich unmittelbar integrieren

1 1

1 1—y 1 1
A=- In ——=—- In(4/€2 Iny —In(1 — = ——In(4/€?)).
5 [ dutn ot = =5 [y (i) + ny = In(1 =) =~ (2l
0 0
(5.6)
Der zweite Summand wird zunéchst mittels 2 = v/5/(4y|€?|) substituiert

1
1+(g2

|
1+ 2y|&?| Ve
B=2 /d ———— arctan
SV 4y|&?|

0

= /Ooda; ! (1 + 217) ) arctan x (5.7)
o 1+ +2?) 1+ |€2[(1 +22) ' '

Da das Integral endlich ist, geht der Ausdruck B gegen 0 fiir |£%| — oo.
Der dritte und letzte Summand wird mit x = v/—0/(4y|?|) substituiert

e 4y|€2|

1
C= dy

= /1dx ! (1 + 216 ) artanh x (5.8)
o 1+]&2[(1—a?) L4 [€%(1 = 22) ' '

Der Integrand ist bei x — 1 divergent und muss erneut mit y = artanh x substi-
tuiert werden, bevor der Grenzwert bestimmt werden kann.

00 2 2 h2
C:/ dy ——"~ <1+ €] cos y)
o  coshy +|€?| cosh™y + [£7|
xgy;/ﬁmxﬂ+m€bwwx+l+ﬂél
0

2 (coshx + 1+ 2]€2])?

_ /Oodm<1 +2|8%))(e" + e7*) + 2 + 8|&?|
0 (e® + e + 4|£2] + 2)2

(5.9)

Auch hier lasst dich der Grenzwert noch nicht unmittelbar ablesen, da dass Ver-
halten des Integranden fiir x — oo problematisch erscheint. Der divergente Anteil
lasst sich mit Hilfe des Integrals ((C.65)) separieren und analytisch integrieren. Mit
B+ 5 = 41&%| + 2 folgt

C' = (1+2/¢?))

In 3 o0 (1+2]&%)e ™ + 4|2 +1
2 d . 5.10
i-1" A G e (>:10)
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Das verbleibende Integral existiert und kann im Grenzwert ]§2| — 00 vernachlas-
sigt werden. Es gilt:

1
lim C = §ln(4]§2|). (5.11)

|§2|—00

Die Summe aller Beitrige verschwindet fiir |£?| — oo

lim (A+ B+C) =0, (5.12)

|§2|—o00

Die Rosenbluth-Formel folgt aus dem unpolarisierten Wirkungsquerschnitt der
elastischen Elektron-Nukleon-Streuung. Da die Spinsumme iiber @°(ky)u®(k;)
einen Faktor m, reproduziert, ldsst sich unmittelbar aus GI. ablesen, dass
die Interferenz des Zwei-Photon-Matrixelements des nicht-linearen-o-Modells mit
dem Ein-Photon-Matrixelement im Grenzwert m. — 0 keinen Beitrag zum un-
polarisierten Wirkungsquerschnitt liefert:

lim, 37 MM =0 (513
pins



6. Der 7 — eTe— Zerfall

Bevor M3, das Wess-Zumino-Analogon zu Mg@“, berechnet wird, soll das me-
sonische Gegenstiick, der 7% — e*e~ Zerfall betrachtet werden. Die anomalen
Kopplungen der beiden Prozesse 7° — eTe™ und eN — eN werden im Skyrme-
Modell durch den Wess-Zumino-Term beschrieben, der die Anomalie vollstindig
beinhaltet. Der Zerfall des neutralen Pions ist von entscheidender Bedeutung
fiir den Beitrag der Anomalie zur elastischen Elektron-Nukleon-Streuung, da das
Ein-Schleifen-Diagramm beider Prozesse eine ultraviolette Divergenz aufweist.
Dies liegt darin begriindet, dass der zugehorige 7° — v+ Formfaktor im Skyrme-
Modell unabhéngig vom Schleifenimpuls ist und nicht zu hohen Impulsen hin
abfillt, wie es bei der Verwendung eines effektiven Pionformfaktors fiir den Uber-
gang in zwei virtuelle Photonen der Fall wire. Um eine endliche Ubergangsam-
plitude zu erreichen, ist es nétig das Ubergangsmatrixelement durch die Hinzu-
nahme eines effektiven Vertex zu renormieren. Dieses Verfahren wurde erstmals
1992 von Luke, Savage und Wise [6] eingefiihrt, die den 7° Zerfall im Rahmen
der chiralen Storungstheorie behandelten. Es ist vergleichbar mit der Verwendung
eines Pionformfaktors [79].

Eine Folge der Ultraviolett-Divergenz ist die Induzierung eines unbestimmten
Parameters x durch den zur Renormierung verwendeten Counterterm. Dieser
Parameter léasst sich durch den gemessenen Pionzerfall bestimmen. Da bei der
Elektron-Nukleon-Streuung eine vergleichbare Kopplung auftritt, ist es moglich
zur Renormierung exakt denselben Counterterm zu verwenden, wodurch kein
freier Parameter in My” auftritt.

e e e e e e
V
= + 1
! i .
| 1 |
70 70 70

Abb. 6.1: Beitriage zum Zerfall des neutralen Pions in ein Elektron-Positron-Paar in niedrigster
Ordnung. Zusitzlich zum Schleifen-Diagramm (Mitte), das aus der Zwei-Photon-
Kopplung des Wess-Zumino-Terms resultiert, trigt auch der effektive Counterterm
(rechts) aus Gl. bei. Nicht dargestellt ist das zum mittleren analoge Diagramm
mit gekreuzten, duBeren Leptonbeinen (vgl. Abb. .
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e (k1) e~ (k2) et (k) e (k)

N\ /a0 0\ /@
A A

7(p) 7 (p)

Abb. 6.2: Ein-Schleifen-Beitrdge zum Zerfall des neutralen Pions in ein Elektron-Positron-
Paar.

Mit Ausnahme des Counterterms, der spiter behandelt wird, kann das Uber-
gangsmatrixelement des Zerfalls durch die Feynman-Diagramme in Abb. be-
schrieben werden. Dabei wird die Kinematik

q=-—p=—k—k
dg1 =4 — Q42
/{Z, = k‘Q + () (61>

gewahlt. Die Kopplung des Pions an zwei Photonen wird durch den geeichten
Lagrangian des Wess-Zumino-Terms aus Gl. (3.72))

85’/T0

Ly = e (9,A,)A,W;s mit Wi

beschrieben. Der Wechselwirkungsterm ist mit demjenigen identisch, der bereits
zur Berechnung des neutralen Pion-Zerfalls in zwei Photonen in Kapitel ver-
wendet wurde. Der Formfaktor Wy liasst sich analog mit der Ein-Pion-Nédherung
berechnen und entspricht GI. . Um die Ableitung auf das Photonfeld A
auszuwerten, ist es niitzlich zuerst die Kontraktion eines Fermion Feldoperators
mit einem externen Zustand

(ka, s[P(x) = (0] (kp)e™", (6.3)
zu betrachten, ebenso wie die Fourier-Transformation des Elektron-Propagators

dAk Z(k/ + me) e—ik'(:c—y)’

Sp(z —y) = (0|TY(2)Y(y)|0) = 6.4
Ha =)= o) = |G e (64
und des Photon-Propagators in der Feynman-Eichung
d'g, —ig"
D (x—z2) = ig2(2=2) .
F (]J Z) /(271_)4 q%+266 (6 5)
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Aus allen drei Gleichungen (6.3)) bis (6.5]) folgt die Impulserhaltung an dem ent-
sprechenden Vertex, welche die Kinematik (6.1 festlegt. Fiir die Ableitung auf
das Photonfeld folgt

0w _ d*qy —ighve ia2(z=2)
%DF (2= 2) _/(277-)4 @+ ic [—i(g2)al- (6.6)

Die Ubergangsamplitude lisst sich gem#B der géngigen Feynman-Regeln berech-
nen:

o wz ) v d42_s "+ me o 1— Q2
M = e e g e ) G
(6.7)
Das unterschiedliche Vorzeichen fiir beide Diagramme, bzw. fiir die Ableitungen
auf das Photonfeld, ergibt sich aus dem Faktor e*?° des Vertex, oder alternativ
aus der Vertauschung der Fermionfelder.
Das Matrixelement ldasst sich mit Hilfe von GIL. in ein Feynman-

Parameter-Integral umformen

1
IMyY = — i2@4<W5>eNVp6/ drdydz 6(x +y+2z—1)
0

/ d4€ ﬂs(kQ)fYV(%, + me)’vaS/(]ﬁ) <QI - QQ)M (6 8)
) CEY; | |
mit
(= qo + xky — yq (6.9)
A = 2%k3 — zyq® — ie. (6.10)

Der Teil des Zahlers, der die drei Gamma-Matrizen enthélt, lasst sich mittels

der Gln. (C.43) und (C.45) sowie den Spinoren @* = @*(ky) und v* = v¥ (k;)

umschreiben:

_ / L ’
T ’Yu%/f}/p <q1 . q2)u€uup6 o¥ = k/aeyapﬁ7ﬁ75 (Q1 . q2>u,us 6,uzz,o5

: —iu’ (k2 + ¢ — xk? + yQ)af)/ﬁ’}% (2€ - 21‘]{52 + (Zy - 1)(])/Lvs, Euapﬁewjpé

=027 (ky + € — ks + yq)*y 5 (20 — 22ky + (2y — 1)@),0% (995 — g490)

c—S 2 «a a s’
—i2T (3529# + (1 — 2)ks + yq)* (—2xky + (2y — 1)(1)97%11 (g%9% — 9592

||i I|%
oY

“
|2g

d
2w ([ — ks — o)’ @k — 2y — 1))y

12 /
= —u’ (—€2 + 4dx(x — 1)mg — (x4 4y — 4oy — 4y — 1)92> 75751}5

6 /
= —i2u’ <—€2 +22(x — 1)k3 + (2 + 2y — 4oy — ko - q + y(2y — 1)q2) Yo ys0°

d
+ idmu® (([x — ks — yq)°(z + 2y — 1))75125/ (6.11)
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Im letzten Schritt wurde q,k§ = —q?/2 verwendet. In der fiinften Zeile wurden
Terme, die linear im Schleifenimpuls ¢ sind vernachléssigt, da sie aus Griinden
der Symmetrie nicht zum Integral beitragen. Gleichung ist daher nur
unter dem Integral giiltig. Der restliche Teil des Z&hlers ldsst sich ebenfalls
umformen:

_S(k’2)%me% (¢1 — @) v* (k1)

=V ime (k) [y 7]7%(25—'2$k24—(29-—1) )uv* (k)
—QZme (k) (77" = ") 2xks + (2y — 1) (k1 + k2)), 750" (Ky)
= —z4meu (kg)x’y Y5U /(kl) + i2m.u’ (ko) (2zke + (2y — 1) (ko — kl))‘s%’us/(lﬁ).
(6.12)
Beide Terme lassen sich zum Matrixelement
! d*¢ 1
vh =2 drdydz 6 —1
iMy 6<W5>/0 rdydz d(zr+y+ 2 )/(2ﬂ)4 EEUNE
. 12 m?
U%ﬁ(—gff—ihgf 41—z — )y’

+ 4(2* 4 2zy — )Mk — (4zy + 8y* — Sy + 2)m6q5> v50° (k1) (6.13)

zusammenfassen. Dieses weist wie bereits erwéhnt eine Ultraviolett-Divergenz
auf. Zur Integration iiber den Impuls ¢ und Behandlung der Divergenz wird die
Methode der dimensionalen Regularisierung verwendet (siehe Anhang [C.7)):

IMYZ = —ia® (Ws)T (ko) [wikd + waq” + (wh + wh)y) 50" (K1), (6.14)
mit
d 22+ 22y — x
oo /)y/ —(—z -y —ic

2xy+4y —4y+1
Wy = — 2 dy dx o ——m
0 0 *m; — (1 —x — y)yg® — ie
1 1—y 1_ 2
wg:—Q—/dy/ dx (1= z)g .
Pml— (L =z — y)yd —ie

/ dy /1 yd:ﬁ (a — lnf ”y+ln(47r)> (6.15)

und A = 2?m? — (1 — x — y)yq* — ie. Obwohl das Elektron ein Elementarteilchen
ist und somit keine Formfaktoren, wie z. B. das Nukleon, besitzt, konnen die
vier Funktionen in Gl als effektive Formfaktoren des Elektrons verstan-
den werden. Der Parameter ¢; = 4 — d, der mit der dimensionalen Regularisie-
rung eingefiihrt wurde, fithrt fiir den physikalischen Raum mit vier Raum-Zeit-
Dimensionen d = 4 zur Divergenz. Die Ubergangswahrscheinlichkeit wird im wei-
teren Verlauf (Absch. durch die Verwendung eines effektiven Counterterms
renormiert. Dabei wird auch die noch unbestimmte Massenskala A festgelegt.
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Zunéchst konnen die verbleibenden Feynman-Parameter-Integrale fiir den Pi-
onzerfall unabhéngig von der Renormierung ausgewertet werden. Wird der Form-
faktor (Ws) des Pionzerfalls aus Gl. (3.77) eingesetzt, so vereinfacht sich das

Matrixelement zu

o’m,. _

iMy, = =y T° (k) 5 0% (k) (w + wh), (6.16)

mit ) - .2
w:4(§2—1)/0dy/0 dx PR 1| p— s g (6.17)
Dabei wurde die reelle GroBle €2 = % eingefiihrt, die im Rahmen des Pion-

zerfalles ¢ = m?2 positiv ist. Im Folgenden wird das Integral iiber die beiden
verbleibenden Feynman Parameter vereinfacht, indem eine Partialbruchzerlegung
durchgefiihrt wird:

w ! 1=y A B
L dr (1 6.18
) /0 y/o x<+x—x+—ie+a¢—x+ie) (6.18)

mit

A:4§2y1—y—x+_ z

Ty — T Ty —x_)

l—y—a_
B = _4£2yy—:€ = _$——. (6.19)
Ty — T Ty — T

Die Nullstellen des Nenners

ry = =28 £ 28/ 1+ 2 (1 —y) Jy (6.20)
sind fiir €2 > 0 reell. Da z_ < 0 ist, liegt diese Nullstelle auBerhalb des Integra-
tionsbereichs. Fiir z, hingegen gilt:

48%y* +48%y(1 —y) < (1 —y) + 26%)?
= —28%y + /A2 + 42y (1 —y) < (1 —y), (6.21)

Ty

und damit 0 < z; < (1 —y) fiir 0 < y < 1. Da z; immer innerhalb des Inte-
grationsbereiches liegt, wird zur Auswertung des reellen Anteils der Hauptwert
benutzt:

1 ! 1 T T
LY 2480 -y)fy | Jay —y
_t In|==| — ) )
5 +/0 dy&~y (\/1 = s py il P 12y (6.22)
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Die Polstelle des Integrals liefert den Imaginarteil

_ 1 1-y B . $+
I=i /ody/o drAd(z —xy) =1 /0 4523/\/1—1—5 =7 (6.23)

Zur numerischen Auswertung des verbleibenden Feynman-Parameter-Integrals
und zum Vergleich mit Luke, Savage and Wise [6] ist es niitzlich die Variablen
/\:I: mit

ry = —26\/YAs (6.24)

einzufithren und einen Teil der Integranden analytisch zu integrieren, so dass sich
fiir den Realteil

1 oA In| A = A In Ay — (A2 =A%) In |28 /y|
Re(l)_2+/dy \/1+5 (T—=y)/y

1 | ||

= 4 142——2-1— 6.25

e - e [ pRe Rl )

ergibt.
Das Integral iiber In A, das im Formfaktor wj enthalten ist, ldsst sich ebenfalls
durch Ai ausdriicken:

/dy/ da:ln——l —+/ dy/ de In((z —x_)(z — x+) — t€)
zln—e+/ dy(/ dr (In|lzx —z_|+Injz —x+|) — /dxm)
A 0 0 0

1
= ln% -1+ /0 dy NV In [N+ XNIn |\ + ooy +2-In|o_| —imxy).
(6.26)

Dabei wurde im zweiten Schritt In(X — ie) = In(v/ X2 + €2¢?) = In | X| — 47 fiir

ein reelles, negatives X benutzt, wie es fiir 0 < z < x, auftritt. Mit \_A\; =1—y
und A2 + A3 = 4%y + 2(1 — y) folgt

potnfe |+ o Info | = ((1—g) = 22)In[26HA_|+ (1 — ) — X2) In |26 /5,
=(1—y)In |1 —y| = 26%y I [4%| = A2 In|A_| = AT In A,
(6.27)

und man erhalt fiir den Formfaktor

2

In(4¢?) — €2

2
w! :3(5 — ~y+ In(4r) —1 7:2

1 1
— 2/ dy A2 In|A_] + X2 In|Ay]) — 27rz'/ dy 25\/@)\,). (6.28)
0

0
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Werden die Formfaktoren in (6.16)) eingesetzt, so folgt der (nicht renormierte)
Realteil des Matrixelements

a Me 12 m?
Re(My)) = 2f7r 7 (ko) y50° (k1) (5 — 6y +6In(4r) —6In —= A2 + 11 + 2¢2
1 2062 -1
— 4%+ 4€% In(4€?%) —4/ dy |3+ € - Dvo ] A% In Ay
0 \/3/ +&2(1—y)
1 2(62 -1
+8§41n(452)_4/ dy |3 — &~ Vv )\Q_In\)\\).
0 \/y +&2(1—y)
(6.29)
Dabei ist anzumerken, dass wegen (@ysv)* = —oysu die Grofe @ (ky)ysv® (ki)

rein imaginér ist. Im Gegensatz zum Realteil kann der Imaginéarteil aus (6.23))
und (/6.28)) analytisch integriert werden

Im( ;VA?) '166 77;;”_ (kz)’YsUS/(kl)/o dy <\/1 <_1€__§<y));_1>/y + 35\/5)‘)

— €M T v ' (1 _54) - (52 2)y 2 4

~ it (e (k) [ dy( N7 BRI >y)
,e4me eme 1 1+/1—-¢&

TR (k2)750° (kl)ml ( = ) (6.30)

Die Breite des Zerfalls 7° — ete~ ergibt sich nach der Renormierung aus den
Ubergangsmatrixelementen

1 1 4 2
M7’ —ete’)= —— e Z | (6.31)

16T m.,;

7r Spins
Zum Ausfiihren der Spinsummation ist die Beziehung > |@°(k2)ysv* (k1) |? = 2m2

hilfreich.

6.1. Renormierung

Der Realteil des Ein-Schleifen-Feynman-Diagramms ist ultraviolett divergent, da
€q — 0. Er wird mittels eines lokalen Counterterms

ct a2_ o
L8 = =y s (MW,

; 2

3272

Uy sx (M)t (2Q*(UT0,U — U8, UT) 4+ (QO,UQUT — QUQA,UT))
(6.32)
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renormiert, in dem der axiale Elektronstrom ty*y51) an den Wess-Zumino-Bei-
trag W, aus Gl angekoppelt wird. Mit Hilfe dieses Counterterms wur-
den bereits die Zerfille 7° — efe™, n — ete™, n — putp=, K — ete”
und K, — ptp~ im Rahmen der chiralen Storungstheorie erfolgreich behan-
delt [6,80-82]. Der Lagrangian des Counterterms ist durch die Forderung der
Eichinvarianz festgelegt mit einem einzigen unbestimmten Renormierungspara-
meter .

Das entsprechende Matrixelement des Counterterms in der Ein-Pion-N&herung

fiir den 7 — ete™ Zerfall ldsst sich mit Gl. (3.77) als
a’m,
812 fr X
schreiben. Die sich aus der Subtraktion des Wess-Zumino-Terms mit dem Coun-
terterm ergebende Kombination

in(A) = 6 <3 a4 ln(47r)) () (6.34)

€d

iM* = (AT (k)50 (k) (6.33)

ist endlich, hingt aber vom Renormierungsschema als auch von der Massenska-
la A ab. Das renormierte Ubergangsmatrixelement hingegen ist unabhiingig von
der Massenskala, da eine Anderung der Skala durch Anderung des Renormie-
rungsparameters xu,(A) kompensiert wird. Eine Abhéngigkeit des Koeffizienten
Xfin = Xfin(A,me, m;) von der Leptonmasse m, und der Mesonmasse m, lésst
sich nicht ausschlieBen. Wie im folgenden Abschnitt zu sehen ist, lédsst sich aber
sowohl der m° — eTe™ als auch der n — p*p~ Zerfall zutreffend mit konstan-
tem Koeffizienten yg, beschreiben. Das ermoglicht eine grobe Abschétzung der
Massenabhéngigkeit.

6.2. Anpassung der Renormierungskonstanten

Die Renormierungskonstante xg,(A) kann an die Zerfille 7° — eTe™ und n —
wp~ angepasst werden. Fiir letzteren ergibt sich der Wirkungsquerschnitt analog
zum 70 — ete” Zerfall, wobei m, durch m,, zu ersetzen ist und die Erweiterung
auf U € U(3) betrachtet werden muss. Es ist dabei wichtig, dass die Renormie-
rungskonstante fiir beide Falle ndherungsweise identisch ist, was daran liegt, dass
die Elektron- und Muonmassen klein verglichen mit der Skala der chiralen Sym-
metriebrechung sind. Zudem ist zu beachten, dass sich der Nukleon-Formfaktor
des effektiven Lagrangians éndert. Ausgehend von ([3.74]) nimmt der axiale Strom
Ws in £V bei der Verallgemeinerung der Theorie auf die U(3) folgende Form

Ws = — (2Q*(UT0sU — UsUT) 4+ QosUQUT — QUQI;UT)

g
(am)2
- (4;)2tr(6¢Q2Aa85@a) (6.35)
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in der Ein-Meson-Néherung U = 1+, ®, an. Dabei stellt A\, die neun Generato-
ren der U(3) (~ Gell-Mann-Matrizen) dar und ®, die zugehorigen pseudoskalaren
Felder. Der Ladungsoperator () nimmt die Gestalt

1
Q - <)\3 + \/g)\ )7
3
= Q% = 3\/\/—_% + s+ ‘{;A (6.36)

an. Damit ergibt sich der Anteil des Lagrangians, der die Zerfélle beschreibt, zu:
2

Ly = %Euupa@ A,)A,05 (%@0 + Dy %%) . (6.37)
Mittels @3 = 7%/ f ist leicht ersichtlich, dass der Lagrangian, sofern die anderen
Felder verschwinden, mit dem des 7 Zerfalls identisch ist. Fiir den 7 Zerfall ist
zu beachten, dass @, und ®g Zustidnde im U(3) Multiplett sind und die physi-
kalischen Teilchen 1 und 7’ sich als Linearkombination dieser Zustande ergeben.
Die spezielle Linearkombination kann durch Diagonalisierung des drei flavor chi-
ralen Lagrangian bestimmt werden [83]. Im Rahmen dieser Arbeit geniigt es zu
bemerken, dass sich nur ein Faktor zum effektiven Lagrangian ergibt, der fiir die
Zerfille n — vy und n — ptp~ identisch ist. Die Renormierungskonstante wird
daher an das Verhiltnis der Zerfille

D(m° —ete”) _ \/7|A|2 (6.38)

[(m0 — fw) 87T2m2

mit
Tm(A) = \/1_752 n (¢+ Ve —1) (6.39)
und
Re(A) =xsin(A) = Tj — A+ 48 In(4€%) + 8¢ In(4?)

1 2062 —1
—4/ ay |3+ 28 )\/37 )\iln|)\+]
0

o ! _ 2(6 _1)\/§ 2 n
4/0 dy _3 Ve A2 In |A_| (6.40)

angepasst, vgl. (6.29H6.31)). Dabei wurde £2 = ma und Ay = & /y£/Ey+ (1 -y

4m2

verwendet, so dass ((6.38H6.40)) identisch mit dem Resultat von Savage, Luke und
Wise [6] ist. Diese Formel kann auch fiir das Verhéltnis T'(n — ptu™)/T(n — v7)
verwendet werden, indem die Pion- und Elektronmassen durch die Eta- und
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I'(n — prp~)/T(total)  I'(n— vv)/I(total) L(n— ™) /T(n— )
(5,8 4 0,8)10°° 03938 40,0026 = (14,7 + 2,1)10-°

[(m° — ete)/T(total) T(7® — ~v)/T(total) L(m — ete) /T (7" — 47)
(6,2+0,5)1078 0 98798 £0,00032 = (6,3+05)1078

Die Angaben der ersten und zweiten Spalte entstammen der Particle Data Group 2006

Tabelle 6.1: Das experimentell bestimmte Verhiltnis der Zerfallsbreiten
I(r% —ete)/T(n® = 4y) und T(n — wp*tp”)/T(n — ~v). T(total) be-
zeichnet die gesamte Zerfallsbreite des entsprechenden Zerfalls.

[107°]
9,5

9,0 £
8,5 E
8,0 [
75 E
70 E

6,5 [

6,0 |-

[(r” — ete™)/T(n° — v7)

575’\\\\ TR TR TR L1 L1 TR TR L
-50 —45 —-40 -35 -30 —-25 -—-20 -—-15 -—-10 =5

o

Renormierungskonstante xgy, (A)

[1079]
22

20 |

18 |

16 [

14 |

12 |F N

L(n— prp=)/T(n —v7)

10:\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\
-50 —45 —-40 -35 -30 -25 -20 -—-15 -—10 -5

=]

Renormierungskonstante xgy, (A)

Abb. 6.3: Das berechnete Verhéltnis der Zerfallsbreiten I'(7® — ete™)/T'(7% — ~7) (oben)
und I'(n — p*p™)/T(n — ) (unten) in Abhéingigkeit von der Renormierungskon-
stanten yan(A) bei A = 1 GeV. Die roten Linien geben den experimentellen Wert
aus Tab. 6] wieder.
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Muonmassen ersetzt werden. Tabelle listet die gemessenen Zerfallsbreiten fiir
beide Zerfille auf.

In den Abbildungen [6.2] und [6.3] sind die berechneten Verhéltnisse der Zerfalls-
breiten in Abhéngigkeit von der Renormierungskonstanten yg,(A) aufgetragen.
Als Massenskala fiir die Berechnungen wurde A = 1 GeV gewéhlt. Der Vergleich
mit den experimentell gemessenen Werten in Tabelle legt den endlichen An-
teil der Renormierungskonstanten auf den Bereich —24 < xq,(A) < —10 fiir
A =1 GeV fest.

6.3. Effektive Formfaktoren im Limes m, — 0

Wie bereits erwdhnt, ist es iiblich fiir die Auswertung der elastischen Elektron-
Proton-Streuung den Grenzwert verschwindender Elektronmasse zu betrachten.
Dies ist physikalisch nahe liegend, da die Skala der Energie bei der Streuung
sehr grof im Vergleich zur Elektronmasse ist. Zudem vereinfacht der Grenzwert
erheblich die Berechnung des Wirkungsquerschnitts der Streuung.

Die Ubergangsmatrixelemente des 7° als auch 7 Zerfalls verschwinden beide im
Limes m, — 0. Dies ist leicht zu verstehen. Zuerst sei angemerkt, dass Wjs einer
totalen Ableitung in der Ein-Pion-Ndherung entspricht. Wird diese Ableitung
durch partielle Integration auf den axialen Strom der Elektronen {ibertragen,
so resultiert ein zusétzlicher Faktor m.. Die Zerfille gehen wegen der axialen
Kopplung mit einem Helizitatsflip der Leptonen einher. Es ist daher offensichtlich,
dass die Renormierungsbedingung mit der Bildung des Grenzwertes m, — 0
nicht vertraglich ist. Im Folgenden werden die im Grenzwert m, — 0 divergenten
Anteile des Schleifenintegrals separiert.

Das Integral lisst sich durch die Substitution z = £72(1 — y)/y verein-

fachen:

Re(I)

1 1 [ 6 2 V1 -1
:—+—2/ dz 2§ 3( e In 2 — ln—). (6.41)
2 £ ), (22413 \Vi+z Vi4+z+1 4
Der Integrand wird im Grenzfall £2 — oo an der Stelle z = 0 irregulir. Um den
Grenzwert zu bestimmen ist es niitzlich zunéchst partiell zu integrieren:

11 £2 z Vi+z-1 1
Re(l) =5+ 5/0 dz(§2z+1)2 <2(1+z)3/2 o Vitz+1 1—|—z) - (642)

Dabei ist die Beziehung
vVi4z—-1 | z
=In
vi+z+1 (V1+z+1)2

zur Berechnung des Oberflachenterms hilfreich. Eine erneute partielle Integration
liefert

(6.43)

In

1/°°d 1 ( 2-z | VItz-1 3
z
o 2(

Retl) =3 ) \2(0+ 27 Ttz +1 - (1+ 2)2) - (644)
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Mit Ausnahme der Umgebung z < a, 0 < a < 1 ist der Integrand im Grenzwert
€% — oo endlich, integrabel und von der Ordnung O(1/£2). Im verbleibenden Teil
des Integrals lassen sich die divergenten Anteile separieren, indem ein Teil des
Integranden in eine Taylorreihe um 2z = 0 entwickelt wird

Re(I) = /adz< ! (ln(z) L 3=2® ) . (6.45)

Ez+1)\ 4 4

Die nicht aufgefithrten Terme (...) sind von der Ordnung z und zIn z. Mit Hilfe
der Beziehung

“ Inz 1 ag*+1 In(t —1) In(&?)
/od252z+1_§_2/ dt( 6 t)

512 <ln (a£22 - —In(@) (0 + )+ e 2 52 +1)n %2)
"~ (6.46)

die mit der Substitution ¢t = £2z + 1 aus

/lmdth/lmdtln(l—l/t)-ym( ) _1n2($)+/ dtw

/ 2 !
/ dt= Z - _ ') +Z - (6.47)
2 n2x” 6’ '

folgt, lassen sich schlieBlich die fiir £2 — oo divergenten Terme berechnen

“ 1 In(z) 3—2In(2) 9
Re(I) = /dz(£22+1)< 2= >+0(1/g)

(—In*(&*) + [6 — 41n(2)] In(&%) + O(1)) . (6.48)

8

8¢

Dies fithrt zu
Re(uw) = —5 *(€2) +[3 — 2(2)] In(€?) + @(6), (6.49)

mit endlichem w(&) fiir m, — 0. Zusammen mit dem Realteil
1 m2

resultiert fiir die fithrende m.- als auch A-Abhéngigkeit des Realteils der Ampli-
tude (6.40)

Re(wy) =

2

Re(A(€)) = Xgn(A) — 61n Vi In%(€%) 4 [6 — 4In(2)] In(€?) + A(€).  (6.51)
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Dabei ist A(¢) unabhiingig von A und endlich fiir m, — 0. Der Imaginirteil
von A divergiert ebenfalls im Limes m, — 0, wie aus GL unmittelbar er-
sichtlich ist. Die quadratisch logarithmische Divergenz des Realteils ist modellun-
abhéngig [79]. Fiir die Meson-Zerfille haben diese Divergenzen keine unmittelbare
Auswirkung, da ein zusétzlicher Faktor der Elektronmasse durch den Helizitéts-
flip auftritt, so dass die Ubergangsamplitude im masselosen Limes der Leptonen
endlich ist. Da das Schleifen-Diagramm der anomalen Zwei-Photon-Kopplung der
Elektron-Nukleon-Streuung praktisch identisch mit dem der Meson-Zerfille ist,
ist zu erwarten dass bei der Streuung ebenfalls logarithmische Divergenzen auf-
treten. Wie in Kapitel [§| gezeigt wird ist dies tatséichlich der Fall, s. Gl. .
Aufgrund der unterschiedlichen Matrixelemente des Formfaktors W in beiden
Prozessen sind diese Divergenzen allerdings nicht identisch.






7. Formfaktoren zum effektiven
Zwei-Photon-Austausch

Die Berechnung des anomalen Zwei-Photon-Beitrags zur Elektron-Nukleon-Streu-
ung ist ein zentraler Punkt dieser Arbeit. Die zugehorige Ubergangsamplitude
lasst sich geméfl der Quantenfeldtheorie durch die Auswertung der S-Matrix als
Erwartungswert zwischen ein- und auslaufenden Teilchen berechnen. Die Matrix
entspricht dem Zeitentwicklungsoperator, exp(—iHt), im Grenzfall sehr langer
Zeiten t. Die Berechnung dieser komplizierten Matrixelemente lésst sich in den
Feynman-Regeln auf einfache Weise zusammenfassen. Ublicherweise werden die
Regeln fiir eine effektive Theorie unmittelbar aus dem Lagrangian bzw. dem
Hamiltonian, wie er im Zeitentwicklungsoperator enthalten ist, abgelesen. Die-
ses Verfahren wurde auch bereits bei der Berechnung der bisherigen Prozesse
(Rosenbluth-Formel, Pionzerfall) angewandt. Die Vertices der effektiven Theo-
rie entsprechen dem Matrixelement des Wechselwirkungslagrangian zwischen den
Anfangs- und Endzustéanden. Diese Matrixelemente fiihren fiir den Ein-Photon-
Austausch zu den elektromagnetischen Formfaktoren G und G;. Bei der Wech-
selwirkung iiber die effektiven Zwei-Photon-Vertices treten neue Formfaktoren,
die zur Berechnung der Ubergangsmatrixelemente benétigt werden, auf. In Fol-
ge des Kapitels werden diese Formfaktoren, insbesondere die des Wess-Zumino-
Terms, auf die Parameter des Skyrme-Modells zuriickgefiihrt und als Funktion
des Impulsiibertrags Q? bereit gestellt. Im niichsten Kapitel wird dann mittels
dieser Formfaktoren und des im vorherigen Kapitel eingefithrten Counterterms
das Matrixelement My'? hergeleitet.

7.1. Zwei-Photon-Formfaktor des
Wess-Zumino-Terms

Die geeichte Lagrangefunktion des Wess-Zumino-Terms zur Zwei-Photon-Kopp-
lung

Ly = e’ (9,A,)A,W, (7.1)
ist in Gl. (3.72)) gegeben mit

l

W, =
872

tr(Q*(U'0,U + 0,UU") + %(Q&,U@UT —QUQI,UY). (7.2
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Zu bestimmen ist das Nukleonmatrixelement (N, s, (p2)|Ws| Nz, (p1)), das im
wesentlichen den effektiven Nukleon-Vertex der anomalen Zwei-Photon-Kopplung
bildet. Wie bereits bei der Berechnung der elektromagnetischen Formfaktoren
wird auch im Folgenden das Breitframe gewéhlt, um die neuen Formfaktoren mit
Hilfe der Modellparameter als Funktion des Impulsiibertrags zu berechnen.

Zunéchst lédsst sich der Lagrangian vereinfachen. Der zweite Summand in Gl.
(7.2) kann in der SU(2) auf den ersten zuriickgefiihrt werden:

tr(Qa,UQU" — QUQA,U")
= tr(QA,UUTQ + Q0,U[Q,U" + QU'8,UQ — Q0,UTQ, U))

U QU U + 0,UU") — tr(Q8,U[Q, U] + Qa,UQ, U])
= tr(Q*(UT0,U + 0,UUT)). (7.3)

Dies ist eine Besonderheit der SU(2), wo 0,(U + UT) proportional zur Einheits-
matrix ist. Da der Hedgehog bei einer Verallgemeinerung der Theorie auf andere
Gruppen immer noch in der SU(2) angesiedelt ist, tritt bei diesen der Projektor
P auf die Untergruppe der SU(2) auf. Fiir obige Gleichung wurde APA" = 1
verwendet.

Wird zunéchst die zeitliche Komponente o = 0 von W, betrachtet, so lasst
sich diese mit Hilfe der Relation

tr(QA(UTaU + ayUUT)) = %qu(@m({vg, [, U] AT)
— —2isin F cos Fegp Q0 tr(Q*Ar, AT = —% Sin(2F) €ape Q257 D, (7.4)

als Funktional des chiralen Profils F'(r), sowie des Ortes und der Winkelgeschwin-
digkeiten schreiben. Das Nukleonmatrixelement ist nach der kanonischen Quan-
tisierung der Rotation

Ja
(N1 gy |€abeQ2 Dae| Niy gy ) = Z(NTSJS!Eabcg\NT3J§'>(NT3J5/|D3c|NT3J§> (7.5)
77
proportional zu

(N1y 15 (D2)[Wo Ny gy (1)) o €abe {NTy 15| Ja 3| N1y 1) - (7.6)

Da J, i. Allg. nicht mit J, kommutiert, treten ordering ambiguities auf. Ublicher-
weise wird die Reihenfolge der Operatoren hermitesch gewéhlt. Fiir das resul-
tierende Nukleonmatrixelement bedeutet das, dass es einen symmetrischen und
einen antisymmetrischen Anteil enthélt und damit verschwindet:

<NT3J3|€abc[3<JaJc =+ JCJQ)‘NT3J:;> = 0 (77)
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Es lédsst sich weiterhin zeigen, dass Strukturen der Form

<NT3J3(ﬁQ)|€abcfb]3JaJc|NT3J§(ﬁl)> ~ Cj ’ j (78)

keinen Beitrag zur unpolarisierten Interferenz mit dem Ein-Photon-Matrixele-
ment liefern (siehe auch Abschnitt [8.3).
Fiir die verbleibenden Terme lauft o = ¢ iiber die rdumlichen Komponenten
des Vierer-Vektors W,. Aus GI. und folgt
3i
1672

W; = tr(Q2Ai7 - (a; + ;) AD). (7.9)

Die Spur fiihrt mittels
A1, AY = 7, Dy, (7.10)

auf die bekannten Wigner-D Funktionen. Mit der Ladungsmatrix der SU(2) aus

Gl. (3.50) folgt
1 in F'cos I
Wi = =5 Daal F'iifa + = (810 = i) (7.11)
In der Spinordarstellung ist D3, = —730,/3 und mit den Methoden aus Kapitel
[ wird das nicht-relativistische Matrixelement zu

(N () [ (0) Ny (1) = 5 (Ho(d1)6+ F(a1) (7 3d(-0)) s (7.12)

wobel die dimensionslosen axialen Nukleonformfaktoren

Ho(a) =M* [~ dr (P + D i)

Ha(|dl) =M / S - S E G (7.13)

eingefithrt wurden (vgl. Gl (A.9) und (A.11))). Der Koeffizient 73 = +1 ist wie
gehabt als Eigenwert fiir die Nukleonzustédnde zu verstehen. Die auftretenden
Bessel Funktionen sind

3coszx
2

- sinx 3 1

Jo(x) = , go(2) = (— — —) sinz —

(7.14)

x 3z T

Wie bereits in Abschnitt ausgefiihrt, muss ein Lorentz-Boost angewandt wer-
den, um die relativistischen Formfaktoren aus den nicht-relativistisch berechneten
herzuleiten. Da es sich beim Nukleon um ein zusammengesetztes Teilchen handelt,
ist dieser Boost nicht unproblematisch. Fiir die Formfaktoren des Wess-Zumino-
Matrixelementes wird ein zu den elektromagnetischen Formfaktoren identischer
Boost gewéhlt:

2

HYQ) =v7H(07Q), =14 Gy (7.15)

Abbildung[7.T]zeigt die geboosteten axialen Formfaktoren Hy und H, als Funktion
des Impulsquadrates Q2.
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Hy/Gp — 1
Hy/Gp —— 1

0,01 0,1 1 10

Q? [GeV?]

Abb. 7.1: Die axialen Formfaktoren des Nukleons, wie sie im Zwei-Photon-Matrixelement des
Wess-Zumino-Terms enthalten sind, geteilt durch den Dipol-Formfaktor. Berechnet
wurden sie gemafl GI. mit dem Parameter e, = 3,8 unter Anwendung des
Boosts aus Gl. mit der Boostmasse M; = 939 MeV und ny, = 2.

Skalierung der Formfaktoren H, und H, bzgl. der Skyrme-Konstante ¢

Obwohl die Formfaktoren Hy und Hs nicht explizit von der Skyrme-Konstante eg
abhéngen, so doch implizit tiber das chirale Profil F'(r). Betrachtet man Gl.
so fillt auf, dass fiir vernachlissighare Pionmassen die Funktion F (7) unabhéngig
von der Skyrme-Konstante ist. Durch Substitution auf die dimensionslose Lange
7 = V/2esf.r lisst sich die Abhingigkeit der Nukleonformfaktoren von ey unter
Vernachlédssigung der Pion-Massenskala explizit darstellen.

() =537 | )+ S iy
i) =5 [ a0 - = o

Aus Gl ([7.16) ldsst sich ablesen, dass die Nukleonformfaktoren Hy und Hs mit
kleinerer Skyrme-Konstante eg ansteigen aber auch zu groferen effektiven Werten
von ¢? verschoben werden.

7.2. Zwei-Photon-Formfaktor des nilo-Terms

Der geeichte Zwei-Photon Lagrangian des nicht-linearen-o Modells aus Gl. ([3.60)
ist
f2

Ly = —x

e A* At ([Q, UN[Q, UT). (7.17)
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Mit der Relation
1
[Q.U) = AJAIQA, gl A" = A5 Do, Ul A! = A(=sin Feabcpga%Tc)AT (7.18)
lasst sich der Lagrangian fiir das Nukleon als

2

L3 =AM A, T3, Jy7 = 5 sinF D3, D3y (8, — 7o) (7.19)
schreiben. Das Nukleonmatrixelement wird dann mit Gl. (C.15]) zu
(Nry (B2)| 37 (0) [ Nayor (P1)) = F (|1) 8, (7.20)
mit oM 2
F(|q) = Tﬁ /d3r sin? Fjo(|q]r). (7.21)

7.3. Zwei-Photon-Formfaktor des Skyrme-Terms

Der geeichte Zwei-Photon-Lagrangian des Skyrme-Terms ist

e2

== = APA([UTQU — Q, U0 UUTQU — Q,U'9,U))
2
(&

Skyrme
L5,

- AFA" G ([UTQU — Q, U0, UI[UTQU — Q, U9, U]).  (7.22)

16e2
Zur weiteren Auswertung wird folgende Definition verwendet:
UQU — Q =A7 - AT
7" =Dy (sin F cos Feqp ) — sin?F(0qp — 7473)). (7.23)

In der fithrenden Ordnung in 1/N. konnen die Winkelgeschwindigkeiten ver-
nachléssigt werden

2

Skyrme € - o = o I[ = = = —
Ezfy =~ o2 AFA ([T 4,7 a][7- 9,7 - dil)
2
_ %AiAjtr([F- 3,7 @77, 7). (7.24)

S

Mit Hilfe der Beziehungen

Y -7 = sin® F D3, D3y (80 — Fafs)

o sin?F R
Q; = , Dsq€i1aT

: 2
sin“F'
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lasst sich der Lagrangian in die Form

’F ’F
ﬁSkyrme _ ZA'MAM Sl; 5 (F/2 sin ) D3aD3b(6ab . fa'fb)
sin?F’ sin?F . A
+ €2A AJ % 2 Dgang |:<F/27”17’j T<5Z] — n-rj))(éab — rarb)
- 811;—25ail€bjn7:l7:ni| (726)

bringen. Der erste Summand ist offensichtlich von identischer Struktur wie der
Zwei-Photon- Lagrangian des nicht-linearen-o-Modells und kann durch Hinzunah-
me eines Faktors g(r - 4.8]) berticksichtigt werden. Mit GL. - lassen sich die
Summationen iiber dle Wigner-D Funktionen im Matrixelement der Nukleon-
zustande ausfiihren.

Skurme 9 sin?F 2 sin?F
<£27y > =c A#A 302 <F/ >

72

S

L RAA sin F(F’ZA . sin?F

4 3e B Tﬂ"] W((SU - 72172])) (727)

Die impulsabhéngigen Matrixelemente ergeben sich mit Hilfe von Gl. (A.9)) und
(A.11]) aus Anhang

(Nrur (D2) [ L7 (0)| Ny (1)) =€*A* A,3Fo(141)

+ 2 A A (Fo(1q)6i5 + Fo(|a1) (65 — 3did;

)
(

)
7.28)

und fihren auf die Formfaktoren

2M . sin’F’
Fo(|q)) = @/dg’rstF (F'2 3 )j0(|(ﬂ )

2M . sin?F\ |
F(|q)) = @/dgrssz (F'2 — 5 )]2(|(ﬂ7*). (7.29)

Ein Beitrag des Skyrme-Terms zu den effektiven Zwei-Photon-Austausch-Pro-
zessen ist nicht auszuschlieBen. Dennoch wird er im Folgenden nicht weiter be-
trachtet. Dies hat mehrere Griinde. Zum einen weist der Skyrme-Term eine be-
sonders starke Modellabhéngigkeit auf. Er ist im Gegensatz zur Anomalie nicht
durch die Symmetrien der QCD festgelegt. Zudem ist zu bemerken, dass der erste
Summand in GI. eine dem nicht-linearen-o-Modell entsprechende Struktur
aufweist. In Kapitel 5| wurde gezeigt, dass Wechselwirkungsterme dieser Form
ArA,F(Q?) mit der Elektronmasse unterdriickt sind. Generell ist der Skyrme-
Wechselwirkungslagrangian unabhéngig vom Spin des Nukleons. Bei der
unpolarisierten Interferenz mit dem Ein-Photon-Matrixelement kénnen daher nur
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Terme proportional zu Gg auftreten. Der elektrische Formfaktor des Protons ist
allerdings gegeniiber dem magnetischen um einen Faktor p, ~ 3 unterdriickt.
Bei grofieren Impulsiibertrédgen wird die Dominanz des magnetischen Formfak-
tors noch deutlicher, siche Abb. [f.1] Aus diesen Griinden werden alle Beitrige
des Skyrme-Terms zum Zwei-Photon-Matrixelement vernachlassigt.






8. Beitrag des WZ-Terms zum
Zwei-Photon-Matrixelement

Mit Hilfe der im vorherigen Kapitel berechneten Formfaktoren zum Zwei-Photon-

Austausch, sowie der Bestimmung des Counterterms durch den Zerfall des neu-

tralen Pions in ein Elektron-Positron-Paar kann das Matrixelement der axialen

Zwei-Photon-Kopplung fiir die Elektron-Nukleon-Streuung ausgewertet werden.
Der effektive Lagrangian

Ly = e?e"(0,A,)A,Ws, (8.1)

der die Kopplung des Nukleons an Zwei-Photonen beschreibt, wurde in Abschnitt
[7.I]hergeleitet und das Nukleonmatrixelement von W; mit Hilfe von Formfaktoren
parametrisiert. Zur Berechnung der Streuamplitude wird die Kinematik

q=p2—p1 =k — ks
qg1 =4 — Q2
kK = k2+q2 (82)

gewihlt. Die Kinematik stimmt damit groBtenteils mit derjenigen des m° — eTe™
Zerfalls iiberein. Das Ubergangsmatrixelement ergibt sich aus den beiden rele-
vanten Feynman-Diagrammen (Abb. zu

. . d*qy _ ¥ +m. : (1 — q2)
wz __ s 4 _pvpd S, L s H
My = —ie (W) / I et G pearrs e b
(8.3)
e” (k2) N(p2) e (k) N(p2)
< <
k,/
“U “U
e (k1) N(p1) e (k1) N(p1)

Abb. 8.1: Feynman-Diagramme fiir den effektiven Zwei-Photon-Austausch
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Bis auf das Nukleonmatrixelement (W) ist es praktisch identisch mit demjenigen
des 70 — e*e” Zerfalls in Kapitel [6] (crossing symmetry).
Die Streuamplitude lésst sich in ein Feynman Parameter Integral umformen

1
IME = —z’2e4<W5>/ dedydz §(x +y+2—1)
0

_ d*0 (ko) (K + me)y,u® (k) (g — QQ)uEWpé
/(27?)4 (2 — A)3 5 (8.4)

mit
(=q+xky —yq, A =2k— 2yq® —ic. (8.5)
0

Da die Vereinfachung des Zihlers vollig analog zu derjenigen beim 7 — ete~

Zerfall ist, wird sie hier nur verkiirzt prasentiert. Fiir den Teil des Zihlers pro-
portional zu k" gilt (vgl. GL. (6.11))):

W (k) v K Yo (1 — o) €0 (ky)
— —iﬂs(k’z)(k’z + € — l‘]ﬁ?z + yq)ayﬁ%(% — 2I/€2 + (2y — 1)q)uusl(/€1)emp5€“”p6

12 /
~ —iu’ (ko) (762 +dx(r — 1)m? — (z + 4y — 4oy — 4y* — 1)q2)75*y5u8(k1)
+ idm w (k) (([x — 1]ks — yq)° (x4 2y — 1))75us/(k1) (8.6)
mit ky - ¢ = —1/2¢*. Der restliche Teil des Zihlers wird zu

0 (k) vwmeyo(@n — go)ue™ " u (k)
= ime’ (k2) [y, ]75(25— 2rky + (2y — 1)g),u”(kr)
~ —i2m ° (ko) (77" — ¢"°) (2ahy — (2y — 1) (ky — k2)) w750 (k1)
= —idm>T (ko) xy ysu® (ky) + i2me T (ko) (2xks + (2y — 1) (ky + k2)) 75us/(lz;é).7)

Mit beiden Termen ergibt sich das Ubergangsmatrixelement zu

1 d*¢ 1
WZ _2 - 1
iMyY =2e <W5>/0 drdydz é(x +y+ = )/(277)4 (@A)

12
w (k) (= P — (Al (1= 0 = 410 = )P

+ [d(x? + 22y — 2)kS — (4zy + Sy* — Sy + 2)q5]me%) u(ky).  (8.8)

Nach der dimensionalen Regularisierung (Anhang , die bereits in Kapitel @
angewandt wurde, ist es von der Form

IMY? = —ia® (W)W (ko) [wikdys + waqys + (wh + wh)y vs]u (k). (8.9)
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Dabei wurden die effektiven Elektron-Formfaktoren

1=y 2%+ 20y — x
wy = dy dz —m
2?2m?2 — (1 —z — y)yq® — ie
4xy + Sy? — 8y + 2
— dy dm o) —m
0 0 w*mg — (1 -z —y)yg® — ie
1 1-y 1— )02
wg:—Z—/dy/ dr —— (1= 2)g o
0 0 ?mg — (1 —x — y)yg* — ie

Y 2 A
:6/ dy/ dx (— —In— —~+ ln(47r)> (8.10)
0 0 Ed A

und A = 2?m? — (1 — 2 —y)yq® eingefiihrt. Das Ubergangsmatrixelement ist
bis auf das Nukleonmatrixelement (W) identisch mit demjenigen des 7% — eTe™
Zerfalls. Im Gegensatz zum Zerfall ist es aber bereits an dieser Stelle sinnvoll den
Limes m, — 0 zu betrachten, da die Impulsiibertrdge bei der Streuung in der
Regel deutlich grofiere als beim Zerfall sind. Der Limes verschwindender Elektron-
masse fithrt zur Vereinfachung der Streuamplitude, da bei kleiner Elektronmasse
die Elektron-Formfaktoren wj und wj die unpolarisierte Interferenz mit dem Ein-
Photon-Matrixelement dominieren und w;, we vernachléssigt werden koénnen.

8.1. Der Limes m, — 0

Da die Rosenbluth-Separation im Allgemeinen fiir den Grenzwert m, — 0 durch-
gefithrt wird, wird dieser auch bei der Berechnung des Zwei-Photon-Matrixele-
ments betrachtet.
2 2
Fiir w} ergibt sich im raumartigen Bereich £? = 4‘173 = — 4%3 < 0 nach Inte-
gration iiber x

1+ 52

wh = — 24 2)€? |/dy1 A€ Rl / y|§2|arctan

4y|€2|

)
+8]§2|/ y! |artanh4y’£2‘ (8.11)

1+\52

mit & = 16y|£2|(1 —y —y|&?|). Der Integrand ist an den Stellen 0 und 1 divergent,
aber integrabel. Der Grenzwert m, — 0 entspricht |£?| — oo und ist fiir ausrei-
chend grofies Q% > m? gerechtfertigt. Um den Grenzwert zu bestimmen, werden
im Folgenden alle Summanden einzeln betrachtet:

Das erste Integral ist unproblematisch und kann analytisch ausgewertet werden:
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A =20 / dy (In(41€2]) + In(y) — In(1 — ) = 202 I(4I2)).  (8.12)

Das zweite Integral wird zunichst durch die Substitution = = /0/(4y|€?|)
umgeformt:

1
1+(€2]

1 — 2y|¢?| Vo
B = 8|¢2 /d ——— 2> arctan
< / T 4y|€?|

_ [T 41¢%| 27
= /0 dx T eI T 2 (1 RPN +x2)> arctan x. (8.13)

Der Grenzwert kann danach direkt bestimmt werden:

00 4 2 w/2
lim B= [ d 1— tanz = 4 dy y(1 — 2 cos’y) = 2
|£21r_)noo /0 x1+x2( 1+x2)arc anx /0 yy( cosy) ,
(8.14)

wobei die Substitution y = arctan x verwendet wurde.
Bei dem Letzten der drei Integrale wird die Substitution z = +/—d/(4y|&?|)
durchgefiihrt, so dass die Grenzen unabhingig von |£2] sind:

2 =
C =5 / y|§ V=4

artanh
4y €|

_ [ 41¢7] 217
= /o dx T 11 = 27) (1 B xQ)) artanh z. (8.15)

Das resultierende Integral ist bei z — 1 divergent und wird mit y = artanhax
erneut substituiert:

O / 4y|€?| (1_ 2|£2|008h2y>
coshzy +1¢2] cosh®y + |€2]

oty — 2/¢?) coshz + 1 / — 2R e + ) + 2
2 d =4 d :
€ |/ xx cosh:v+1+2|§2 € xx e* 4 e~ + 4|€2| + 2)?

(8.16)

Im Limes |€?| — oo ist der Integrand fiir x — oo divergent. Dieser divergente An-
teil ldsst sich mit Hilfe des Integrals ((C.65)) separieren und analytisch integrieren.
Mit 3+ 4 = 4/¢?| + 2 folgt:

21€2Ne " 4+ 1
C = a1 -2 8] [ oo BRSNS san

QI
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Der verbleibende Ausdruck ldsst sich unmittelbar fiir den Limes |£?] — oo aus-
werten:

_ 21811 - 21€%) R _
C = T 1n(4]§2]+2)—/0 dr ze™ + O(|€7))
= =21 In(4[¢%]) + 2In(4[€7]) — 2+ O(IE7)). (8.18)

Fiir das Feynman-Parameter-Integral wj folgt
wh = -2+ A+ B+C=2In(4€%]) —2+0O(¢7?)). (8.19)

Das Integral iiber den Logarithmus, welches in wj enthalten ist, geht fiir m, —
0 gegen den Grenzwert

N At Y (l-—z—yyQ* 1. Q* 3
ngilo . dy/o dx IHF = /O dy/o dr In A2 = §IHF — 5
(8.20)

8.2. Renormierung

Die (ultraviolett divergente) elektromagnetische Schleife der Elektron-Proton-
Streuung (Bild: ist bis auf den aus dem Wess-Zumino-Funktional resultie-

renden Formfaktor identisch mit der Schleife des Pion-Zerfalls (Bild: [6.2)). Beide
werden durch denselben Counterterm

ct a2_ )
LT = —?@/W Y5 x (A)Ws
-2
= 507 X (M RQAUTSU — UaUT) + (QaUQU' - QUQaLU™))
(8.21)

renormiert. Fiir die Elektron-Proton-Streuung ergibt sich das zugehorige Matri-
xelement zu:

peYe i —s s’ — —
(kapa|i L k1pr) = —504216 (k)5 (k) X (A) Ny () [Ws | N (1)) (8.22)

Der Koeffizient xa,(A), der aus der Subtraktion mit dem Counterterm folgt

€d

Xﬁn(A) =6 (z -7+ 1H(47T)) - X(A)7 (823)

ist identisch zum entsprechenden Renormierungskoeffizienten des 7 — ete~

Zerfalls und wird durch diesen bestimmt (siehe Kapitel [6.2]). Das renormierte
Matrixelement ist:

IM3? = —ia® (N (52) [ Ws| Ny (51)) T (2) (w3y7y5) w” (ky) (8.24)
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mit wy = wj + wi und

1 1—y A
wh = / dy/ dx |:Xﬁn<A) —61In F} : (8.25)
0 0

Wobei w; und ws vernachléssigt wurden, da diese Terme im Limes m, — 0 keinen
Beitrag liefern. In diesem Grenzwert ist der fithrende Beitrag von ws

N m? o(A 2
Ws m’ Wy = —21n A2 + 7+ Xﬁ2( ) —ln%. (826)

Wird Gl1. mit Gl verglichen, so stellt man fest, dass der Koeffizi-
ent w3 unabhéngig von der Massenskala A ist. Eine Anderung der Massenskala
A wird durch eine Anpassung des Koeffizienten yg,(A) kompensiert, bei fester
Zerfallsbreite T'(7® — eTe™). Im Rahmen dieser Arbeit wurde bei den nume-
rischen Berechnungen in beiden Fillen (7° — ete™, eN — eN) A = 1 GeV
gewahlt. Im Folgenden wird die Abhéngigkeit der Renormierungskonstanten von
der Massenskala nicht mehr explizit angegeben.

Die Abhiingigkeit des Koeffizienten ygy,(me, @*) von der Masse des Elektrons
m. und @Q? ist problematischer. Zum einen besagt das Kinoshita-Lee-Nauenberg
Theorem [84,85], dass die (gesamte) Ubergangswahrscheinlichkeit bei masselo-
sen Elektronen endlich ist. Das deutet darauf hin, dass fiir m, — 0 divergente
Beitrige fehlen, sofern Gleichung in diesem Limes divergiert. Gleichung
besitzt nur dann einen endlichen Grenzwert fiir m, — 0 sofern die Re-
normierungskonstante yg, in diesem Limes wie 8 Inm, divergiert. Das Verhalten
der Renormierungskonstante unter Variation der Leptonmasse lésst sich aber nur
bedingt abschétzen, da die Renormierungskonstante nur bei zwei verschiedenen
Leptonmassen, z. B. in den Zerfillen 7° — e*e™ und n — putpu~ durch Anpas-
sung an den gemessenen Wirkungsquerschnitt (vgl. Kap. , bestimmt werden
kann. Vergleichbar verhilt es sich mit der Abhiingigkeit von Q2. Die Renormie-
rungskonstante wurde im Bereich Q? ~ mfr...m?? bestimmt, aber im Rahmen der
Elektron-Nukleon-Streuung wird sie bis Q? ~ 4 GeV? verwendet.

8.3. Interferenz mit dem Ein-Photon-Matrixelement

Es ist niitzlich nachzupriifen, welche Terme der Nukleon-Formfaktoren iiberhaupt
zur unpolarisierten Interferenz mit dem Ein-Photon-Matrixelement
2

M, = %“S<k2>v“u8’<k1><<fu>, Jt = (2MGp, —iGuq x 6)" (8:27)

beitragen kénnen. Werden die Spinoren des Nukleons mit x bezeichnet, so fiihrt
die Spinsummation auf Terme jeweils proportional zu

r Ml AA o r -
Z X TJMX X" [Hooi + Hy(0; — 345G - 0)|x" = tr (J,[Hooi + Ha(0; — 345G - 7)]) .

(8.28)
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Da die Spur iiber eine einzelne Pauli-Matrix o; verschwindet, ist direkt ersichtlich,
dass keine Interferenz mit dem elektrischen Formfaktor Gg stattfinden kann.
Betrachtet man die Terme, welche

tr ((CTX 5)](@ : 6)) =tr (Gnquno-m(jso-s)
= 2€nijnqu(5ms = 2<§X (j)j =0 (829>

enthalten, so wird deutlich, dass zur unpolarisierten Interferenz nur die Kombi-
nation (Hy + Hs)o; beitrigt. Der Vergleich mit Gl. (7.12)) liefert

73(Ho + HQ)XTTEXT/

— = —
(N ()| W | N (1)) = 220022

(8.30)
In der Ein-Pion-N&herung verschwindet die Summe der Formfaktoren H, und
H, und damit der Beitrag zur unpolarisierten Interferenz mit dem Ein-Photon-
Matrixelement der Elektron-Nukleon-Streuung. Im néchsten Kapitel wird der
Anteil des Wess-Zumino-Terms an der Interferenz exakt berechnet. Wie sich her-
ausstellen wird, ist dieser nicht vernachléssighar. Die niedrigste Ordnung in den
Pionfeldern stellt einen nicht entscheidenden Beitrag zur unpolarisierten Interfe-
renz dar.






9. Anomale Strahlungskorrekturen
zur Elektron-Nukleon-Streuung

Die Elektron-Nukleon-Streuung wird im Rahmen der Quantenelektrodynamik
(QED) beschrieben. Um den Wirkungsquerschnitt der Streuung zu berechnen,
wird die Kleinheit der Kopplungskonstante o ~ 1/137 ausgenutzt und das Uber-
gangsmatrixelement in eine Taylorreihe M = M, 4+ My, + ... entwickelt. Der
fithrende Beitrag wird als Born’sche oder Ein-Photon-N&herung bezeichnet. Der
Wirkungsquerschnitt ist proportional zum Betragsquadrat des Matrixelements,
und fithrt in erster Ordnung |[M,[* auf die Rosenbluth-Formel. Der fiihrende
Beitrag ndchster Ordnung (next to leading order) wird durch die Interferenz
MMy, + MM, mit dem Ein-Photon-Matrixelement gebildet. Terme hoher-
er Ordnung in der Kopplungskonstanten a zur Elektron-Nukleon-Streuung ent-
stehen i. Allg. durch den Austausch mehrerer Photonen zwischen Elektron und
Nukleon, wie im Box-Diagramm in Abbildung dargestellt. Neben dieser un-
mittelbaren Wechselwirkung zwischen Photon und Nukleon kénnen die Photonen
auch iiber die Anomalie der QCD, die den Zerfall des neutralen Pions ermoglicht,
an das Nukleon koppeln. Diese Moglichkeit des Zwei-Photon-Austausches wurde
bisher in der Literatur nicht beriicksichtigt. Mit Hilfe der Ergebnisse der vor-
angegangen Kapiteln kann der Beitrag der anomalen Kopplung zur Elektron-
Nukleon-Streuung erstmalig berechnet werden. Die Rechnung basiert zwar auf
dem Skyrme-Modell, da die Anomalie aber unmittelbar eine Eigenschaft der QCD
widerspiegelt und eindeutig festgelegt ist, ist zu erwarten, dass die qualitativen
Ergebnisse weitgehend unabhéngig vom Modell sind.

Zu Beginn des Kapitels werden allgemeine Eigenschaften eines axialen Stromes
und die Interferenz mit dem Matrixelement der Ein-Photon-Néherung betrachtet.
Danach werden die Beitrdge der anomalen Kopplung zur unpolarisierten, elas-
tischen Elektron-Nukleon-Streuung mit Hilfe der Ergebnisse der vorangegangen
Kapiteln ausgewertet. Die numerischen Ergebnisse der Berechnungen im Skyrme-
Modell werden préasentiert. Es wird explizit auf die Diskrepanz zwischen der Mess-
methode der Rosenbluth-Separation und den Polarisationsmessungen eingegan-
gen. Der Einfluss der anomalen Zwei-Photon-Kopplung auf die Diskrepanz wird
diskutiert.
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9.1. Unpolarisierte Interferenzen fiir einen axialen
Strom

Fiir die unpolarisierte Interferenz eines axialen Stromes mit dem Born’schen Term
der Elektron-Nukleon-Streuung ist die Abhéngigkeit vom Streuwinkel 6, bzw.
vom Parameter € generisch. Dies ist zu erwarten, da die auftretenden Formfak-
toren nur von der dynamischen Grofie Q? und nicht von e abhingen kénnen. Die
Abhéngigkeit von e folgt einzig aus der Kinematik. Dies bleibt auch jenseits der
Ein-Photon-N&aherung giiltig, solange das Nukleon lokal an die Photonen koppelt,
und damit auch fiir das in den vorherigen Kapiteln betrachtete Matrixelement
der Anomalie.
Das Matrixelement fiir einen beliebigen axialen Strom kann durch

IMET = —i0®T (k) [w1(Q*)KS + w2(Q%)q + w3 (@)Y ] y5u (k1)
U (p2) [Fe(Q¥)pas + Fr(Q*)gs + Fa(Q*)vs] U (1) (9.1)

parametrisiert werden. Bei der unpolarisierten Interferenz mit dem Ein-Photon-
Matrixelement

ﬂs(kz)zgus'(kl)ﬁ”(pg FA@) 3+ Fa(@)

> v
10,4

| 0 (92)

IM,, = ie

treten Spinsummen auf, die sich als Spuren von y-Matrizen schreiben lassen. Fiir
den Anteil der Elektronstréme ergibt die Spinnsummation

D (@ (ko) u (k) W (ko) [wikg + waq® + wsy’] 5 u” (k)

ss’

= tr((k1 + me)y" (F2 + me) [wlkg +waq’ + w376] Y5)
= w3tr(,§é17“,§é27675) = —4iw3k1ak256au’85 (93)

und analog fiir den Nukleonanteil

—r ’lO' v v vl ¥ —r !
Z (U (p2) |:F17u + F 5}\; ] U (]91)) U (p2)[Frpas + Fras + Favslys U (p1)

rr!

_'_
= (6 30 |(F + Fay— P i 00 + Frs + Fai)
= (F1 + F) Fatr(h1vupbovs75) = —4Gu Fapipg€ppos. (9:4)

Zur unpolarisierten Interferenz tragen aufgrund der Spinsummen nur Terme des
axialen Stromes proportional zu 7575 bei. Der Interferenzterm errechnet sich zu:

: 1287a’
S MM = ZE G il o)) = (2l (95)

Spins
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Aus der Impulserhaltung folgt unmittelbar ky - py = ko - po und ky - po = ko - p1,
woraus sich

Z M;MaXial _

2y

1287a?
q2

GrwsFa [(ky - p2)® — (k1 - p1)?] (9.6)

Spins
ergibt. Fiithrt man die Lorentz-Skalare 7 und € ein, so gilt mit der
Impulserhaltung:

v = 2(ky - p1) + 2(k1 - p2)
¢ = (k1 — ka) - (p2 — p1) = 2(k1 - p2) — 2(ky - 1)
= vg® = (k1 -p2)* = (k1 - p1)*. (9.7)
Fiir den Interferenzterm folgt die allgemeine Struktur

. 1
Z M:Maxml = 1287 Grrws FAM?y [ 7(1 4+ 7) . + c.

2

9.8)

Spins

Der Anteil des axialen Stromes verletzt die Linearitét des reduzierten Wir-
kungsquerschnitts beziiglich des Parameters ¢, die in der Ein-Photon-N&herung
gegeben ist. Rekalo und Tomasi-Gustafsson [86] zeigten, dass aufgrund
allgemeiner Eigenschaften elektromagnetischer Interaktionen, wie der Ladungs-
konjugation und der crossing symmetry, der Zwei-Photon-Beitrag im reduzier-
ten Wirkungsquerschnitt nicht linear in € sein kann und sein Vorzeichen bei der
Transformation  — —z mit © = /(1 +¢)/(1 — ¢) dndern muss. Diese Anfor-
derung wird von einem beliebigen axialen Strom erfiillt und damit auch von der
Zwei-Photon-Kopplung des Wess-Zumino-Terms, der von derselben Struktur wie
Gl ist. Im Folgenden wird die Gréfle Fy aus den Formfaktoren Hy und H,
berechnet.

9.1.1. Aquivalente zweikomponentige Spin-Darstellung

Die Formfaktoren im Skyrme-Modell lassen sich sinnvoll nur im Breitframe und in
der zweikomponentigen Spin-Darstellung angeben. Diese Darstellung ist dquiva-
lent zur Darstellung der Dirac-Tensoren. Fiir jedes Dirac-Tensor-Matrixelement
I ldsst sich ein Matrixelement M (py, p1) finden, mit

U () TU" (p1) = X" M (p2, p1) X" (9.9)

Die genauen Werte fiir M (ps, p1) lassen sich [87] entnehmen. Dabei ist darauf zu
achten, dass dort eine andere Normierung fiir die Dirac-Spinoren verwendet wird
(Faktor 2M). Fiir das Ein-Photon-Matrixelement des Nukleon-Formfaktors folgt

im Breitframe:
—r w0t q,
U Fi+* + F

(m)[ 1Y+ o Wi

[0 = ¥ @21 F = r . —itFu+ g 7)
(9.10)
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Fiir den speziellen Fall von I" = ~y75 verschwindet M (pg, p1) im Breitframe und
fir I' = ;5 gilt:
79X (9.11)

U AU (p) = YT (2B0; — ——2 ¢
(p2)vivsU" (p1) = X" (2E0 2B+ )"

Dabei wurden wie bisher mit o; die Pauli-Matrizen fiir den Spin bezeichnet und
mit £ = M+/1 + 7 die Energie des Nukleons im Breitframe.
Mit Hilfe dieser Formeln, sowie

U (po) U (p1) = =X (G- D X", (9.12)

lasst sich der Zwei-Photon-Nukleon-Formfaktor des Wess-Zumino-Terms (W;)
(Gl [7.12) in der Darstellung der Dirac-Tensoren schreiben und in Beziehung

zu F4 bringen.

(N )W ()N (51)) =57 (Ho + H)T (02) 35U (1)
T3 < (Ho+ Hy)  6H,

T 187M \2E(E+ M) & >Ur(p2)qw5U"'(p1)
(9.13)

Wird der Beitrag zu [I' = ~y7vs, der sich im Breitframe nicht bestimmen lésst,
passend ergénzt, so folgt die Beziehung

T3 H()+H2

= 14
187 ME (9.14)

A

Wie bereits erwdhnt ist der Beitrag von F4 zu 797 in der Spinordarstellung im
Breitframe gleich Null und die Transformation daher nicht unmittelbar invertier-
bar. Mit Hilfe der allgemeinen Form fiir einen axialen Strom, die in GI.
gegeben ist, wird allerdings deutlich, dass die raumlichen Komponenten ;75 aus-
reichen um Fy zu identifizieren. Es sei darauf hingewiesen, dass Gleichung
erst aus dem Vergleich der Matrixelemente (Gl. folgt und damit von der
Definition von ws abhéngt.

9.2. Interferenz des Zwei- und
Ein-Photon-Matrixelements

Die Interferenz des Zwei-Photon-Matrixelements des Wess-Zumino-Terms mit
dem Ein-Photon-Matrixelement ist gegeben durch

S MMy —47;—2‘3 S @ (k) (k) (k) e (k) (W) (9.15)

Spins Spins
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mit dem Formfaktor ws (8.26]). Der Elektronanteil wurde bereits zu Beginn des
Kapitels berechnet:

> w8 (ke )y uk ) (k) Wy ysu® (k) = —4i@skiakoge™ . (9.16)

Der Nukleonanteil kann im Skyrme-Modell nur im Breitframe sinnvoll angegeben
werden. Der hadronische Strom (4.26) in der Ein-Photon-Néherung wurde be-

H
reits in Kapitel 4] berechnet, zusammen mit (W) |D lasst sich die Interferenz

auswerten:

* iG ri=>o = o r
Z<Jj> (Wi) = 97T]\Af[ ZX (7% @);x" X" r3(Ho + Hy)oix
Spins rr’
2iG
= 5ap Ho+ H)7scijmtn. (9.17)

Die Summation iiber die Lorenzindizes p, d wurde durch die Summation iiber die
raumlichen Indizes 7, 7 ersetzt. Da Jy keine Pauli-Matrix enthélt, trégt es nicht zur
Interferenz mit dem Zwei-Photon-Matrixelement bei. Fiir die Interferenz ergibt

sich mit €;jGm = —€0ijm Gm — —€05up 9"
* w2z 32&3 7 =
Z MM = 9qTMGMwa(Ho + Ho)T3k1akase™ €005 4
Spins
640>
= M Gng(HO + HQ)Tgk’Q

6403 [ 1+¢
=9 Gyws(Ho + Hy)T3 gy (9.18)

Die Energie des Elektrons im Breitframe wird mit ky bezeichnet.
Wird GI. (9.18) zur Kontrolle mit verglichen, so stellt man fest, dass im

Breitframe die Beziehung
Hy+ Ho
EFy=—-=
A7 g

gilt. Dieses Resultat folgte bereits aus der Aquivalenz der Matrixelemente der
Dirac-Tensoren mit der zweikomponentigen Spindarstellung (Abschnitt [9.1.1)).
Fiir den reduzierten Wirkungsquerschnitt

ergibt sich mit der Ein-Photon-Naherung (4.38)) und dem Beitrag der Interferenz
mit dem Wess-Zumino-Term (Gl. (9.18)) mit einem zusétzlichen Faktor von 1/4
wegen der Mittelung iiber die Spins)

3 (67 ~
OR = G?M + ;G2E + @GMUB(HO + HQ)Tg\/ T(l - 62), (921)

wobei der komplex konjugierte Interferenzterm mit einem Faktor von zwei beriick-
sichtigt wurde.

(9.19)
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Abb. 9.1: Die Zwei-Photon-Korrektur ¢ des Protons als Funktion von Q? fiir zwei verschiedene
Werte des Parameters €. Die Ergebnisse sind jeweils fiir drei unterschiedliche Renor-
mierungskonstanten yg, dargestellt. Fiir alle weiteren Parameter wurden die Stan-
dardwerte der Auswertung benutzt: e; = 3,8, M = 939 MeV, nyr = ng = Ny, = 2.

0.2.1. Zwei-Photon-Korrekturen beim Proton

Um den Einfluss der Zwei-Photon-Strahlungskorrekturen auf den Wirkungsquer-
schnitt der unpolarisierten Elektron-Proton-Streuung zu diskutieren, ist es iiblich
die Grofle § einzufithren

oR = (G’j’w + ;%) (1+4), (9.22)

welche die Abweichung zur Born’schen Naherung parametrisiert. Die im Rahmen
dieser Arbeit fiir das Skyrme-Modell berechnete Korrektur

o Guuws(Ho + Hy)734/7(1 — €?)
~ On2 G+ G

5(Q%,€) (9.23)

folgt aus dem Wess-Zumino-Term und ist iiber die Formfaktoren w3 und Hy bzw.
H, von den Modellparametern abhéngig. Der Formfaktor ws enthélt die Schleife
und die Renormierungskonstante gy, die iiber den 7° — ete™ Zerfall bestimmt
wurde. In den Abbildungen [9.1] wird die Gréfie § = (or — o2°™)/oBo™ fiir drei
verschiedene Werte von g, = —24, —17, —10 betrachtet, wie sie die Daten des
Zerfalls nahe legen. Zu erkennen ist die GroBenordnung von |§| ~ 2% fiir Im-
pulsiibertriige bis zu Q? = 10 GeV?2. Die Unsicherheit in der Renormierungskon-
stante schligt sich in einem 10-20% Effekt, der weitgehend unabhingig von Q2
ist, in der Zwei-Photon-Korrektur 0 nieder. Da die Ergebnisse modellabhéngig
sind und daher nur eine qualitative Aussage ermoglichen, wird im Folgenden nur
Xfn = —17 betrachtet.

Unabhéngig vom Formfaktor w3 gehen in die Formfaktoren des Nukleons die
Skyrme-Konstante e,, sowie die Darstellung des Lorentz-Boosts ein. Werden die
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Abb. 9.2: Der im Skyrme-Modell berechnete Zwei-Photon-Beitrag § als Funktion von Q2 fiir
jeweils verschiedene Werte der Skyrme-Konstante e und der Boostmasse M;. Die
schwarze Linie gibt das Ergebnis wieder, bei dem alle vier Nukleon-Formfaktoren
aus der nichtrelativistischen Berechnung in Gl. eingesetzt wurden, was einer
Transformation mit v = 1 entspricht. Alle Resultate wurden mit e = 0,5, xg, = —17
und sofern zutreffend ny; = ng = nw, = 2 berechnet.

Formfaktoren G,;, Gg sowie H,, H, betrachtet, so fillt auf, dass alle Sum-
manden, die zum unpolarisierten reduzierten Wirkungsquerschnitt bei-
tragen, das gleiche Skalenverhalten bzgl. der Nukleonmasse besitzen. Jeder ein-
zelne Summand des reduzierten Wirkungsquerschnitts ist proportional zu
M?. Das bedeutet, dass Verhiltnisse der Summanden wie z. B. § unabhingig
von der Nukleonmasse M sind. Dies gilt allerdings nicht fiir die effektive Masse
des Boostes M. Wird der Boost der Nukleon Formfaktoren durch ,
und beschrieben, so ist ersichtlich, dass sich zwar die Potenzen von ~ fiir
Ny = Ng = Ny, = 2 in den Verhéltnissen der Formfaktoren kiirzen, aber die
Boostmasse immer noch eine Skalierung des Impulses bewirkt:
2 2
k2 = Q—2 = Q—QQ. (9.24)
gl 14 PIvE

Abbildung[9.2]zeigt den Einfluss der Boostmasse M, sowie der Skyrme-Konstante
es auf den Zwei-Photon-Beitrag §. Die Variation der Boostmasse ist nur im Be-
reich der Nukleonmasse bzw. der Masse des Solitons (939 MeV < M, < 1,5 GeV)
sinnvoll, wihrend die Skyrme-Konstante durch die Vorhersagen des Modelles fiir
die statischen Eigenschaften des Nukleons auf e; ~ 4,0 festgelegt wird (siehe
Tabelle . Im Rahmen dieser Variationsmoglichkeiten zeigt der Zwei-Photon-
Beitrag ¢ fiir Q% < 1 GeV? praktisch keine Abhingigkeit. Erst fiir hohere Werte
von Q?, bei denen die Aussagekraft des chiralen Soliton-Modells ohnehin fraglich
ist, ergeben die unterschiedlichen Werte der Parameter eine Anderung von bis zu
20%.
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Abb. 9.3: Die Abhingigkeit der Zwei-Photon-Korrektur § (9.23) vom Parameter e aufgetragen
fiir drei verschiedene Werte von Q2 = 2,64; 3,20; 4,10 GeV?.

Die Wahl der Parameter e, = 3,8 und M, = M = 939 MeV ist naheliegend fiir
die Auswertung des aus der Anomalie resultierenden Zwei-Photon-Beitrags. Die
qualitativen Ergebnisse scheinen weitgehend robust gegen Ungenauigkeiten in der
Renormierungskonstanten und Anderungen in den Parametern. Es ist daher zu
erwarten, dass die Berechnungen des Modells im Bereich Q? < 4 GeV? qualitativ
zutreffende Ergebnisse liefern.

Bereits aus der Storungstheorie ist abzuschéitzen, dass die Zwei-Photon-Bei-
trage die Groflenordnung o ~ 1% besitzen. Da die Abhingigkeit vom Polarisa-
tionsparameter € zudem generisch fiir einen axialen Strom ist, entsprechen die
Ergebnisse des Modells den Erwartungen (|0| ~ 0,02). Der Zwei-Photon-Beitrag
0 als Funktion vom Parameter ¢, wie er aus dem axialen Strom folgt, besitzt an
der Stelle € ~ 1 die grofite Steigung und flacht zu € = 0 hin ab, wie in Abb.
zu sehen. Dieses Verhalten unterscheidet sich signifikant vom Beitrag des Box-
und x-Box-Diagramms, wie er z. B. in [42] unabhéngig vom Skyrme-Modell be-
rechnet wurde. Dies ist kein Widerspruch, da beide Ergebnisse gleichermafien zur
Zwei-Photon-Korrektur beitragen und addiert werden miissen.

Geméf Gleichung tragt die Zwei-Photon-Korrektur ¢ unmittelbar zum
Wirkungsquerschnitt bei. Um die modellbedingte Abweichung im magnetischen
Formfaktor GG, weniger stark zu gewichten, wird der normierte, reduzierte Wir-
kungsquerschnitt

2
(1+56E) 1+0() 1425k + 2y llattlar, /7T - &)

r d(&f) _ _ TG?M G
e 1+6(e=0) 1+ g2y et gy /7

(9.25)

mit den experimentellen Ergebnissen verglichen
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Abb. 9.4: Der normierte, reduzierte Wirkungsquerschnitt im Vergleich zu den experimentellen
Daten [19]. Die durchgezogenen, roten Linien sind die Ergebnisse im Skyrme-Modell
mit dem Zwei-Photon-Beitrag der Anomalie ((9.25). Die gestrichelten Linien ent-
sprechen der Modellrechnung in Ein-Photon-Niherung. Fiir Q2 = 2,64 GeV? sind
zusétzlich die Resultate als blaue Linie bzw. gestrichelte Linie dargestellt, die sich
durch Einsetzen der Polarisationsergebnisse fiir Gg/Gjs in den zweiten Term des
Zghlers in GL (rechts) ergeben. Die linken und rechten Diagramme unter-
scheiden sich jeweils durch die Normierung bei e =0 und € = 1.
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_ or(e)
Texp(€) = m. (9.26)

Dabei stellt og(e = 0) den quadrierten magnetischen Formfaktor dar, wie er
durch die Rosenbluth-Separation des entsprechenden Experiments ermittelt wur-
de. In Abbildung[9.4]ist der Vergleich des normierten, reduzierten Wirkungsquer-
schnitts mit den experimentellen Daten des Super-Rosenbluth-Experiments [19]
dargestellt. Um die experimentellen Fehler auf Effekte hoherer Ordnung zu be-
schranken, wurde der zur Normierung verwendete magnetische Formfaktor im
Nenner von Gl (9.26]), der durch die Rosenbluth-Separation des Experimentes
ermittelt wurde, als fehlerlos angenommen. Zu erkennen ist, dass der Beitrag
des Wess-Zumino-Terms in die richtige Richtung wirkt und die Ergebnisse der
Ein-Photon-N&herung in bessere Ubereinstimmung zu den experimentellen Da-
ten verschiebt. Dennoch ist der Effekt je nach Q* Wert um einen Faktor fiinf bis
zehn zu klein. Die rechte Seite der Abbildungen zeigt eine Verschiebung der
Normierungsbedingung auf ¢ = 1 und scheint in besserer Ubereinstimmung zu
den experimentellen Werten, was allerdings im wesentlichen an der Darstellung
liegt und zu einer kaum verdnderten Steigung fiihrt. Es ist auch ersichtlich, dass
durch die generische Form der Zwei-Photon-Beitrige des axialen Stromes bzgl.
des Parameters ¢, eine reine Skalierung nicht zur Ubereinstimmung mit den expe-
rimentellen Daten fithren kann. Dies ist in soweit auch nicht notwendig, da andere
additive Beitrdge, welche z. B. aus dem Box- und x-Box-Diagramm folgen, eine
andere Form betreffend ¢ besitzen.

Die gemeinsame ,,Messgrofle® der Rosenbluth-Separations- als auch Polarisati-
onsexperimente ist das Verhéltnis aus elektrischem und magnetischem Formfaktor

(9.27)

Dieser ist allerdings keine direkte Messgrofle, da die Formfaktoren in der Born’-
schen Niherung definiert sind, wihrend die gemessenen Wirkungsquerschnitte
alle Terme der Reihenentwicklung nach Potenzen von « enthalten, insbesonde-
re auch die Zwei-Photon-Beitrédge. Das bedeutet, dass u. A. die Rosenbluth-
Separation nicht unmittelbar auf die Fomfaktoren Gg, G, fithrt sondern viel
mehr auf effektive Formfaktoren G, GST. Um die Ergebnisse der unterschiedli-
chen Messungen zu vergleichen, miisste der Zusammenhang zwischen den effek-
tiven Formfaktoren und Gg, G, bekannt sein.

Bei der Rosenbluth-Separation wird die Linearitéit des reduzierten Wirkungs-
querschnitts beziiglich € ausgenutzt um die effektiven Formfaktoren zu extra-
hieren. Da die Zwei-Photon-Beitrage zum reduzierten Wirkungsquerschnitt aber
nicht linear sind, ist es nicht maglich die resultierende Anderung in den Formfak-
toren in geschlossener Form anzugeben. Es ist davon auszugehen, dass die Ab-
weichungen von der Linearitét innerhalb der Messungenauigkeit der Experimente
liegt. Die einfachste Moglichkeit, um den Einfluss der Zwei-Photon-Korrekturen
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Abb. 9.5: Der berechnete reduzierte Wirkungsquerschnitt in Born’scher Naherung op’™, so-
wie mit Beitrag der Zwei-Photon-Korrektur aus der Anomalie O'R Zur Verdeuth—
chung des weitgehend linearen Verlaufs ist als gestrichelte Linie die Tangente im
Punkt € = 0,5 eingetragen.

auf die Rosenbluth-Formfaktoren abzuschétzen, ist die Korrekturen als linear
anzundhern. Abbildung zeigt, dass der reduzierte Wirkungsquerschnitt iiber
einen weiten Bereich in guter Ndherung linear verlauft, insbesondere im Bereich
0,2 < € < 0,8 wo sich die Messpunkte der Rosenbluth-Experimente haufen. Die
Abweichung vom linearen Verlauf liegt auch aufgrund der geringen Korrekturen
|| < 1 innerhalb der Ungenauigkeit der bisherigen Rosenbluth-Messungen.

Wird der reduzierte Wirkungsquerschnitt als linear betrachtet, so lasst
sich die Steigung der Tangente in Abbildung mit dem elektrischen und der
Achsenabschnitt mit dem magnetischen effektiven Formfaktor identifizieren. N&-
herungsweise lasst sich die Beziehung zwischen effektiven Formfaktoren und Gg,
Gy durch

Gl ~ G2—7G2 d(e =0), G~ Gy /1+6(e =0) (9.28)

abschétzen. Dabei wird davon ausgegangen, dass eine lineare Separation im we-
sentlichen die Steigung der Tangente (gestrichelte Linie) im Punkt ¢ = 0,5 wie-
dergeben wiirde. Die Ableitung der Zwei-Photon-Korrektur an dieser Stelle er-
zeugt den Faktor V3. Der Einfluss der Korrekturen auf den magnetischen Form-
faktor ist vergleichsweise gering. Er wird durch den Achsenabschnitt der roten
Linie in Abb. angenihert. Mit Hilfe dieser Definitionen lisst sich die Ande-
rung des Quotienten R aufgrund der Zwei-Photon-Korrekturen im Rahmen der
Rosenbluth-Messungen abschétzen

Geff

R = pp—2 G (9.29)
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Abb. 9.6: Der Quotient des elektrischen und magnetischen Formfaktors wie er unmittelbar
in Polarisationsexperimenten gemessen wird [27,29,30,32-36] im Vergleich zu den
gesammelten Ergebnissen der Rosenbluth-Extraktion [5]. Die schwarze Line ent-
spricht der Berechnung des Quotienten R im Skyrme-Modell, die rote gibt den ef-
fektiven Quotienten wieder, wie er im Modell unter Hinzunahme der Zwei-Photon-
Korrekturen berechnet wurde und in einer linearen Separation der Formfaktoren
erscheinen wiirde.

In Abbildung sind der effektive Quotient RT ebenso wie R = 1,Gg/Gr,
beide im Modell berechnet, im Vergleich zu den experimentellen Daten eingetra-
gen. Die Ergebnisse der Rosenbluth-Experimente sind dabei mit dem effektiven
Quotienten zu vergleichen. Es wird allgemein erwartet, dass die Zwei-Photon-
Beitrége bei den Polarisationsmessungen vernachléssigbar sind. Zu erkennen ist,
dass die Zwei-Photon-Beitrdge den Quotienten wie angenommen in Richtung
der Rosenbluth-Messungen RE° =~ 1 verschieben. Die Korrektur aus dem Wess-
Zumino-Term ist allerdings um etwa einen Faktor 8 zu gering.

9.2.2. Positron-Proton-Streuung

Neben den Elektronen kénnen auch Positronen an Nukleonen gestreut werden.
Dies ermoglicht u. A. die direkte Messung der Beitrage aus Zwei-Photon-Aus-
tausch-Prozessen. Der Wirkungsquerschnitt fiir die Positron-Nukleon-Streuung
errechnet sich vollig analog zu dem der Elektron-Nukleon-Streuung und ergibt
sich aus Letzterem durch die Ladungskonjugation des Elektrons. Diese hat einzig
ein anderes Vorzeichen der Ladung des Leptons zur Folge. Wird Abbildung
betrachtet, so ist ersichtlich, dass in der Born’schen Nédherung das Lepton nur an
einen einzigen Vertex koppelt, so dass das Ubergangsmatrixelement proportional
zur Ladung des Leptons ¢; ist M., oc ¢;. Aus Abbildung [8.1) wird hingegen deut-
lich, dass das Matrixelement des Zwei-Photon-Austausches zwei entsprechende
Vertices enthélt, woraus Ms, o e} folgt. Der Wirkungsquerschnitt ergibt sich
aus dem Betragsquadrat der Summe der Matrixelemente und ist somit in der
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ersten Ordnung quadratisch in der Ladung des Leptons |M,|? « e} und fiir die
¢~ N-und et N-Streuung identisch. Der Interferenzterm hingegen ist proportional
zu MMy, o ef und dndert sein Vorzeichen. Die Differenz der Wirkungsquer-
schnitte der e~ N- und e* N-Streuung geteilt durch deren Summe entspricht damit

dem Zwei-Photon-Beitrag (9.22))

5 = (((ii_g)e*N B (3_6)@+N (930)
(@) e-n + (58) on

sofern Terme hoherer Ordnungen vernachléssigt werden.

0.2.3. Zwei-Photon-Korrekturen beim Neutron

Die elektromagnetischen Formfaktoren des Neutrons sind im Vergleich zum Pro-
ton deutlich schwieriger zu messen, da es keine freien Neutronen als Ziele gibt.
Die meisten Experimente untersuchen die Elektron-Deuteron-Streuung zur Be-
stimmung der Neutron-Formfaktoren. Obwohl diese Experimente zeitgleich mit
der Messung der Proton-Formfaktoren begannen, sind die gesammelten Daten
nicht von vergleichbarer Qualitit. Insbesondere sind Messungen des elektrischen
Formfaktors des Neutrons problematisch, da dieser bedingt durch die Ladungs-
neutralitdt des Neutrons sehr klein ist. Dennoch werden gerade in letzter Zeit
deutliche Fortschritte bei der Messung der Neutron-Formfaktoren gemacht, be-
dingt durch die Moglichkeiten der Polarisationsmethode [88].

Die bisherigen Daten sind leider noch nicht ausreichend, um den eventuellen
Einfluss von Zwei-Photon-Effekten auf die Formfaktoren des Neutrons zu be-
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Abb. 9.7: Die im Skyrme-Modell berechnete Zwei-Photon-Korrektur §,, zur Elektron-Neutron-
Streuung, wie sie aus der anomalen Kopplung des Wess-Zumino-Terms folgt, als
Funktion des Impulses Q2 fiir drei verschiedene Werte des Parameters . Zur Be-
rechnung wurden dieselben Parameter wie beim Proton verwendete: xg, = —17,
es = 3,8, My =939 MeV und nyr = ng = Ny, = 2.
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Abb. 9.8: Die Abhéngigkeit der Zwei-Photon-Beitrige d,, zur Elektron-Neutron-Streuung vom
Parameter ¢ aufgetragen fiir drei verschiedene Werte von Q2 = 2,64; 3,20; 4,10 GeV?2.
Zur Auswertung wurden dieselben Parameter wie in Abbildung verwendete:
Xfin = —17, es = 3,8, My = 939 MeV und ny = ng = Ny, = 2.

obachten. Mit Hilfe der bisherigen Berechnungen lasst sich der Anteil 9, der
anomalen Kopplung auf den unpolarisierten Wirkungsquerschnitt der Elektron-
Neutron-Streuung abschétzen. Werden die Formfaktoren des Neutrons eingesetzt,
so gibt GI. mit 73 = —1 die Korrekturen zur Ein-Photon-Naherung wieder.
In Abbildung ist zu sehen, dass der Einfluss der anomalen Zwei-Photon-
Kopplung auf den Wirkungsquerschnitt des Neutrons mit dem des Protons ver-
gleichbar ist 9, ~ §. Dies ist auch aus GI. abzusehen, da die Formfaktoren
Hy und H in beiden Féllen identisch sind. Die Anderung des Vorzeichens von 73
wird durch den negativen magnetischen Formfaktor des Neutrons kompensiert.
Verdnderungen im Beitrag der Zwei-Photon-Effekte resultieren einzig durch die
unterschiedlichen elektromagnetischen Formfaktoren G% und G7;.
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Es wurden modellabhéngige Berechnungen durchgefiihrt, um die Diskrepanz zwi-
schen den verschiedenen Methoden zur Messung der elektromagnetischen Form-
faktoren zu verstehen. Allgemein wird angenommen, dass diese Diskrepanz durch
Beitrdage hoherer Ordnung zum Wirkungsquerschnitt verursacht wird, insbeson-
dere durch Zwei-Photon-Austausch-Prozesse. Diese Arbeit konzentriert sich auf
den Prozess mit der geringsten Modellabhéngigkeit und den wenigsten notwen-
digen Annahmen {iber Formfaktoren auferhalb der Massenschale. Dies ist die
durch die Anomalie verursachte Zwei-Photon-Kopplung, die unmittelbar eine Ei-
genschaft der QCD widerspiegelt. Das entsprechende Feynman-Diagramm weist
eine ultraviolette Divergenz auf, die bereits im 7% — eTe™ Zerfall auftritt. Es wird
daher eine Renormierungsbedingung verwendet, die die empirische Zerfallsbreite
dieses Zerfalls reproduziert.

Beim Nukleon koppelt der anomale Zwei-Photon-Vertex an die Pionwolke und
verursacht Korrekturen héherer Ordnung zum Wirkungsquerschnitt der elasti-
schen Elektron-Nukleon-Streuung. Um diese zu berechnen, eignet sich in beson-
derer Weise das Skyrme-Modell, da es sowohl das Bild der Pionwolke um das
Nukleon als auch die Anomalie in Form des Wess-Zumino-Terms beinhaltet. Der
so ermittelte Beitrag der Anomalie zum unpolarisierten Wirkungsquerschnitt ist
von der GroBenordnung 2%, wie es fiir einen Term der Ordnung o ~ 1/137 zu
erwarten ist. Obwohl die Korrektur in die richtige Richtung weist, behebt sie nur
etwa 10% der Diskrepanz zwischen der Methode der Rosenbluth-Extraktion und
den Polarisationsmessungen. In diesem Zusammenhang wird darauf hingewiesen,
dass der Beitrag der Anomalie zusétzlich zu anderen Zwei-Photon-Austausch-
Prozessen zu sehen ist, insbesondere zu den Box-Diagrammen (Abb. h,i). Lei-
der ist deren Berechnung besonders modellabhingig, was zu grofleren Unsicher-
heiten gerade bei groen Impulsiibertrigen fiithrt. Eventuell lassen sich diese durch
die Verwendung phdnomenologisch bestimmter Parton-Verteilungsdistributionen
der virtuellen Compton-Streuung verringern [43,89]. Die Betrachtungen in Ref.
[42] deuten daraufthin, dass der Beitrag der Box-Diagramme zum Wirkungsquer-
schnitt fiir kleine Werte des Parameters € am signifikantesten ist. Der hier berech-
nete Anteil der Anomalie ist bei kleinen und mittleren Werten von € am gréfiten,
so dass eine gesamte negative Korrektur von etwa 5% zum unpolarisierten Wir-
kungsquerschnitt bei kleinen ¢ Werten zu erwarten ist und eine verschwindende
an der Grenze ¢ — 1.

Zusatzlich zur Anomalie enthélt das Skyrme-Modell weitere Dreiecks-Diagram-
me, bei denen zwei Photonen lokal an die Pionwolke des Nukleons koppeln.
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Der erwartungsgeméif dominante Beitrag dieser Prozesse entstammt dem nicht-
linearen-o-Modell. In dieser Arbeit wurde gezeigt, dass dieser jedoch verschwin-
det, sobald der Impulsiibertrag grof§ verglichen zur Elektronmasse ist.

Offen bleibt weiter der Beitrag der Anomalie zur polarisierten Elektron-Nukle-
on-Streuung. Hier spielen insbesondere die Formfaktoren Fg und Fp eine Rol-
le, die beim unpolarisierten Wirkungsquerschnitt nicht vorkommen. Desweiteren
wire eine Abschéitzung der Box-Diagramme im Skyrme-Modell interessant, um
die Vermutung zu erhérten, dass der Beitrag der Anomalie ergénzend zu diesen
auftritt.

Aufgrund der unvermeidlichen Modellabhéngigkeit der Berechnungen ist es bis-
her nicht sicher, ob der Zwei-Photon-Austausch wirklich fiir die Diskrepanz der
unterschiedlichen Messmethoden verantwortlich ist. Um diese in der Elektron-
Proton-Streuung zu studieren, sind eine Reihe von Experimenten am Jefferson
Lab geplant. Da die Zwei-Photon-Beitridge 0 mit einer ungeraden Potenz der
Elektronladung auftreten, kénnen sie unmittelbar durch den Vergleich zwischen
Elektron- und Positron-Streuung gemessen werden. Diese Methode wird beim
JLab Experiment E-07-005 verwendet. Ein weiteres interessantes Experiment, E-
05-017, soll die Nichtlinearitdten bzgl. des Parameters € im unpolarisierten Wir-
kungsquerschnitt der elastischen Elektron-Proton-Streuung, die durch die Zwei-
Photon-Effekte verursacht werden, quantifizieren.
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A. Formfaktoren im Skyrme-Modell

Wird die Streuung mehrerer Teilchen betrachtet, so sind die ein- und auslaufenden
Baryonzustande Eigenzustédnde zum Isospinoperator 7', T3, zur Spinprojektionﬂ
J3 und zum Impulsoperator p und koénnen als

|NT37J3(]5>> = |ﬁ7 T,Ts, J3> (Al)

dargestellt werden. Es ist zu erwarten, dass die einzelnen Terme in den Matrix-
elementen in einen impuls- und isospinabhéngigen Teil faktorisieren und sich
separat betrachten lassen.

Die allgemeinste Form fiir den impulsabhéngigen Faktor der Formfaktoren
stellt ein Matrixelement einer Funktion f(Z) des Schwerpunktsoperators ¥ zwi-
schen Anfangs- und Endzustand |p}) und |p2) dar. Die Wellenfunktionen der
Impulszustande bezogen auf die Schwerpunktkoordinate ist

(Z[p) = exp(ip’- T). (A.2)

Die Formfaktoren lassen sich fiir den nichtrelativistischen Fall mit dem Ansatz
U7, t) = A(t) Uy (7 — Z(t)) AT (t) (A.3)
fiir das dynamische, zeitabhéngige chirale Feld auf die Form
AT~ 305 = [ doe BT - e
— ei(ﬁzﬁl)'F/ d3r’f(f")ei(ﬁ2*ﬁl)'7?' (A4)

bringen. Die Exponentialfunktion der Fouriertransformation kann durch sphéri-
sche Besselfunktionen j; ersetzt werden

ST =4y i ju(|G]r) Vi (7)Y (), (A.5)
lm
mit ¢ = py — pp. Fiir den Formfaktor folgt:

(ol f(F = Z(t))|p1) = e TTam Y iV, (4) / &' f(7) (|17 ) Yim (7). (A.6)

Tm Skyrme-Modell legt der Isospin durch den Ansatz des Hedgehogs den Spin fest T = J



ii A Formfaktoren im Skyrme-Modell

Die Kugelflachenfunktionen Y}, sind orthonormiert
/dQTY/m/ (7)Y, (7) = 0w Oy (A.7)

und vollstandig. Damit kann der winkelabhéngige Teil von f(7) nach den Ku-
gelflichenfunktionen entwickelt werden. Gleichung vereinfacht sich insbe-
sondere, wenn die Entwicklung von f(7) = >, ()Y, (7) nur Kugelflichen-
funktionen zu einem festem [ enthélt. Dann faktorisiert die Besselfunktion und
aus der Orthonormalitét folgt:

SV A/dTXyW/ #) 311 Yo ()

J/

f(f')

/ﬁrzyy, (@) (Iq1r) (A8)

Fiir einen Formfaktor der Form f(Z) = f(Z?) ergibt sich [67]

G5 = [ i), (A.9)
fiir }
o o o [/ -
<Mﬂ#mmo=—@%/fﬁw%mmm~ (A.10)
und fiir einen Formfaktor mit der Struktur f(Z?)(z;2; — 52%0;) gilt
S =2 1, , 1 1, 3 2\ =2
(D2 f(27) (2305 — 37 dij)|p1) = —q;(qiqj — 54 i) [ d°rf(r*)ja(|q]r)r". (A.11)

Dies ist mit der Multipolentwicklung der Elektrodynamik identisch. So ist z. B.
unmittelbar ersichtlich, dass der Faktor (2;2; — $220;;) durch Kugelflichenfunk-
tionen mit [ = 2 ausgedriickt werden kann.



B. Polarisation in der
Ein-Photon-Naherung

In der Ein-Photon-Nédherung lédsst sich der Wirkungsquerschnitt der elastischen
Elektron-Nukleon-Streuung als Summe eines unpolarisierten und eines polari-
sierten Anteils schreiben. Ausgehend von folgt das Betragsquadrat des
Ubergangsmatrixelements aus dem leptonischen L = L*L** und hadronischen
j;w = J,J; Tensor. Fiir ein longitudinal polarisiertes Elektron ldsst sich unter
Verwendung des Projektionsoperators (1 — hys)/2 im relativistischen Grenzfall
vernachlassigbarer Masse m, — 0 der leptonische Tensor fiir unpolarisierte End-
zustdnde angeben

. / / 1
> D= 3w (k) (k) (k) wlhe) = Str(r B (1= hasli)
=2 (KK + KEKY + g" k1 - kg — ihkiakoge®™™) . (B.1)

Dabei ist h die Polarisation des Elektrons fiir einen Zustand mit fester Helizitét
h = #£1 und ansonsten |h| < 1.

Fiir den hadronischen Tensor eines polarisierten Anfangs- und unpolarisierten
Endzustandes ist es hilfreich den Dichteoperator p = y"x"1 = (1 + N - 7)/2
mit dem Polarisationsvektor N = (&) als Erwartungswert der Spinoperatoren
einzufithren

~ ) 1 =
D =3 X TIXXTIXT = St (I + N -5, (B-2)

Der hadronische Tensor spaltet ebenso wie der leptonische in einen unpolarisierten
Anteil J,,(0) und einen Anteil J,,(N) proportional zur Polarisation N auf. Mit
dem hadronischen Strom im Breitframe

J, = (2MGg, GG % §), (B.3)
nimmt der Tensor .J,, = .J,,(0) 4 .J,,,(N) die einfache Gestalt
Joo(N) =0, Jou(N)=2iMGpGun(N x )i, Jij(N) = iG2N - Geijuqa (B.4)

an. Die restlichen Komponenten folgen aus der Antisymmetrie

T R) = — T (). (B.5)
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Das Betragsquadrat des Ubergangsmatrixelements spaltet ebenso wie die Ten-
soren in einen unpolarisierten und polarisierten Anteil auf

" et - 1 <
SIMDE = G070 =1 3 1M+ A (B.)
mit
~ ,64 aBuv 7 -
A= _21Ek1ak32,66 # J“,/(N) (B?)
Die Summation iiber die Lorentzindizes p und v lésst sich mit Hilfe von
(]\7 X q_)z = EimnNan = _Eoimnqun - _6()1/75]\7,)/(](S (B8)
EijaJa = —€oijada = _EO,uuéq(S (Bg)
ausfithren:
4
A= —22—4k1ak5256aﬁwj [ZMGEGMEMVW;N’Y(](S — G?WN : Cjﬁouy(gqé} . (BlO)

Dabei wurde das Koordinatensystem so gewéhlt, dass N = (0, N,,0, NV,) und

q = (0, ge,) gilt. Die zeitliche Komponente von N wurde im Breitframe auf Null

gesetzt, so dass der erste Summand in Gl. (B.10) nur fiir 4 = 0 oder v = 0

verschieden von Null ist, vgl. Gl. (B.8). Mittels Gleichung ((C.45) kann die Sum-

mation ausgefithrt werden

~ 64 -

A=ay 2MGpGa((ky-N) (k- q) = (k- 0) (o N)) = Giko N- 7 (k2 — k1) q]
(B.11)

Im Breitframe (Abschnitt l4sst sich leicht zeigen, dass ko q = —ky-q = ¢*/2,

N -q@= N,2M+/7 und

(ky + ko) - N = (2k; — q) - N = —2N,ky - & = —2N, k1,

R TR S APy R (B.12)
1l — ™1 1z — ™1 4_ 1—5 e .

gilt. Bei vernachlassigbaren Elektronmassen folgt

> T
CrGuNay/Ty /1 + GV [ i | (B.13)

Mit der Mott-Streuung aus Gl. (4.39) lidsst sich der Polarisationsanteil
1 _
A— 9 ( do ) e VT
Mott

_ 4
A= _2%
T

1+e¢
2e

GpGuN, + T G2, N, (B.14)

ds? 2¢e 1471

zum Wirkungsquerschnitt (do/dQ2)pe = X + hA ablesen. Wird der Parameter
¢ durch den Streuwinkel 6, im Laborsystem ersetzt Gl. (2.7]), so folgt der Wir-
kungsquerschnitt im Laborsystem Gl. (2.15]).



C. Mathematischer Anhang

Dieser Anhang listet einige der mathematischen Formeln auf, die fiir die Be-
rechnungen im Rahmen dieser Arbeit benétigt werden. Fiir einen ausfiihrliche-
ren Uberblick insbesondere bzgl. der QED wird auf das Buch von Peskin und
Schroeder [9] verwiesen, das mit den meisten der hier verwendeten Definitionen
ibereinstimmt.

C.1. Relativitat

Es wird der metrische Tensor

1 0 0 0

o<1 0 o
g;w:.gu = 0 0 1 0 (Cl)

0 0 0 -1

verwendet. Die griechischen Indizes laufen iiber 0, 1, 2, 3, wiahrend die romi-
schen Indizes—, j, usw.—nur die rdumlichen Komponenten 1, 2, 3 beziffern. Uber
wiederholte Indizes wird jeweils summiert. Zum Beispiel:

p-x=gup's’ =p'z,=p'2" —p 7. (C.2)
Der total antisymmetrische Tensor e#?? wird als
1 =41 (C.3)
definiert. Daraus folgt
e = 1, €o123 = —1, ik — +é€5jk (C4)

mit €123 — +1.

C.2. Spin und Isospin

Das Nukleon formt ein Spin und Isospin SU(2) Doublet und wird durch die Spin-
quantenzahl J = 1/2 ebenso wie durch die Isospinquantenzahl " = 1/2 cha-
rakterisiert. In der (fundamentalen) Darstellung des Nukleons entsprechen die
Komponenten des Isospin-Vektors 7 = (71, 72, 73) den Pauli-Matrizen

=(1h) ==(00) om0 b)) e
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Der Spin-Vektor ¢ = (01, 02, 03) wird in der Darstellung des Nukleons ebenfalls
aus den Pauli-Matrizen gebildet, wobei diese zur Unterscheidung mit dem Isospin
mit o; bezeichnet werden.

Die Pauli-Matrizen geniigen der Identitét

TiTj = 0ij + 1€k (C.6)
woraus die Rechenregel
(7-@)(7-b)=a-b+ir-(@xb) (C.7)

fiir beliebige Vektoren @ und b folgt.

Kollektive Koordinaten im Skyrme-Modell

Die kollektiven rechten und linken Winkelgeschwindigkeiten werden iiber die
Zeitableitung der Rotationsmatrix A = A(t) definiert

ATA=2r,0f  Aaf=1

2 2
Die linken Koordinaten beschreiben den Isospin und die rechten den Spin. Nach
der kanonischen Quantisierung kénnen Spin- (J) und Isospinoperatoren (7°) ein-
gefithrt werden, fiir die

TaQaL. (C.8)

oL
Re=—50r = ~O =~ (C.9)
T, = —DguJy (C.10)
gilt. Fiir die Wigner-D Funktionen in der adjungierten Darstellung gilt
1
Dy = 5tr(TaATbAT) (C.11)
TaDab = ATbAT, DabTb = ATTCLA. (C12)

Nukleonmatrixelemente

Wie bereits erwihnt, liegt das Nukleon in der Spin- und Isospin-1/2-Darstellung.
Auf die Nukleonzustinde angewandt, konnen die Spin- und Isospin-Operatoren
als Pauli-Matrizen geschrieben werden:

= o - T
(R)=~(2) ()= (2). (©13)
Fiir die Wigner-D-Funktion der adjungierten Darstellung gelten die Beziehungen
1
(Dai) = _§<Ta0i> (C.14)
1

3
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C.3. Kinematik im Breitframe

Das Breitframe wird dadurch definiert, dass das Elektron einen Impuls aber keine
Energie auf das Proton iibertrégt. Das Proton verhilt sich in diesem System, als
wenn es gegen eine Wand stofit:

— —

p=(B-9), m=(53) (C.16)
Fiir das Elektron folgt
ki = (ko, k1), ke = (Ko, k2), (C.17)
mit dem Impulsiibertrag
q=p2—P1= (vaf)- (C-18)
Die Rosenbluthvariablen lassen sich im Breitframe durch
Q° 7’

TTUME T AM?
1
v = Z(/ﬁ + ko) - (p1 + p2) = ko

vi— Mir(1+7) B ki — M>*r
V2 + MAT(1+7) k4 M27

(C.19)

€ =

darstellen.

C.4. Feynman-Regeln

Die Feynman-Regeln lassen sich sowohl im Orts- als auch Impulsraum definie-
ren und ineinander umrechnen. In Letzterem gilt die Impulserhaltung an jedem
Vertex, wihrend iiber unbestimmte Schleifenimpulse integriert wird: [ d*p/(2m)*.
Der Lagrangian der Quantenelektrodynamik (QED) lautet

_ 1 _
L9 = (i~ me — 3 (Fu)? — €A,
Im Impulsraum ist der Dirac-Propagator der Elektronen
i(p + me)

p? —m?2 + e
und derjenige der Photonen in Feynman-Eichung

p? + i€

mit dem Impuls p des jeweiligen Teilchens. Der QED-Vertex bei dem ein Photon
an zwei Fermionen koppelt entspricht: —iey*.
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C.5. Wellenfunktion der Fermionen

Der Feldoperator des quantisierten Diracfeldes lautet

d3p 1 E —ip-x ST s ip-T
() = / (27)37%2 (aﬁu (p)e + bﬁT’U (p)e > : (C.20)

Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren geniigen den Antivertauschungsre-
geln

{al, a2} = {05, 031} = (2m)%6@) (5 — )67 (C.21)

Fiir die Spinoren u*(p) und v*(p) gilt die Dirac-Gleichung
0= —m)u(p) =u(p)( —m) (C.22)
= (¢ +m)v*(p) =v°(p) (¥ + m), (C.23)

mit = +*p,. Ihre Normierung ist

" (p)u’(p) = 2md"*, (C.24)
" (p)vi(p) = —2md". (C.25)
(C.26)

Fiir die Summe {iiber die Spins gilt

> wt () (p) = ¢ +m, (C.27)
> v (v (p) = ¢ —m. (C.28)
8 (C.29)
Die Ein-Teilchenzusténde
IN(P)) = /2533 [0) (C.30)
werden so definiert, dass ihr inneres Produkt
(N (P)INS(D) = 2E5(27)*6) (7 — §)0° (C.31)

lorentzinvariant ist.
Mit der Definition des Lorentz-Tensors o#* = i[y*,~"]/2 ldsst sich die Gordon-
Identitét

=S/ iO—HVQV s’ =S\ [ p/,u +p# s’
u’(p') syl (p) =a(p)[y RS Ju® (p) (C.32)
a*(p')io" qysu” (p) = —u (p) ™ + p"ysu” (p) (C.33)

mit ¢ = p’ — p herleiten.
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C.6. Zadhler-Algebra

Die Dirac-Matrizen ~ geniigen den Antivertauschungsbeziehungen
{97} = 2¢". (C.34)
Fiir die Kontraktionen der y-Matrizen gilt

Vo = 4 (C.35)
VY% = =29% (C.36)

Spuren von v-Matrizen kénnen in d = 4 Dimensionen mit Hilfe von:

tr(any odd # of v’s) = 0 (C.37)
tr(y"y") = 4g"” (C.38)
tr(v"y""7) = 4(¢"9" — ¢""g" + ¢"g"") (C.39)

tr(v;) = 0 (C.40)

tr(y#v"y5) = 0 (C.41)
tr(yy"yPy7n°) = —diet? (C.42)

ausgewertet werden. Das Produkt dreier v-Matrizen lédsst sich in einen symme-
trischen und antisymmetrischen Teil aufspalten

VYN = gy + gy — g7y 4 e . (C.43)
Fiir die Kontraktion mit dem e-Tensor gilt
P75 = =iy, 775 (C44)
sowie
capu€™’ = =2(g79) — 9790) (C.45)
€apue™™’ = —6g. (C.46)

C.7. Schleifenintegrale und dimensionale
Regularisierung

Zur Behandlung von Feynman-Diagrammen, die Schleifen beinhalten, werden zur
Vereinfachung des Nenners, Integrale iiber Feynman-Parameter eingefiihrt:

;—/ld diy 6(3 ;1) (n—1)! (C.47)
A Ay A, T AL+t a A '
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Im Fall von drei Propagatoren also

1 J—
ABC

2
(zA+yB+20)3

1
/ dedydz 6(x +y+2z—1) (C.48)
0

Nach der Umwandlung in ein Feynman-Parameter-Integral ist der Ausdruck in
der Klammer im Nenner eine quadratische Funktion des Schleifenimpulses. Als
ndchstes wird die Integrationsvariable der Schleife so verschoben, dass der im
Schleifenimpuls lineare Term verschwindet. Bei einem Ein-Schleifenintegral wird
nur iiber einen einzigen Impuls ¢y integriert, welcher zu Variablen ¢ verscho-
ben wird, so dass der Nenner die Form (¢ — A)" annimmt, mit einem von ¢
unabhéingigen A. Aus Symmetriegriinden verschwinden bei der Integration alle
Terme im Zéahler, die ungerade in ¢ sind. Die Symmetrie ermoglicht zudem die
Ersetzung

1
o — Eﬁgﬂ”, (C.49)

wobei d fiir die Raum-Zeit-Dimension steht. Um die Dimension des Integralmafles
beim Ubergang in d-Dimensionen konstant zu halten, wird mit einer Potenz der
Massenskala A multipliziert:

/ (;1:?4 _ pi / (;iid. (C.50)

Die resultierenden Schleifenintegrale ergeben sich zu [9]:

A4d/<dd€ L et T ) (i)n_g (C.51)

27T)d (62 _ A) (47r)d/2 F(n) A
N N eI T BN
A /(271’)‘1 (€2 — A)n = A (47T)d/2 5 F(n) <K> <C52)

Falls das Integral keine (ultraviolette) Divergenz aufweist, kann direkt d = 4
gesetzt werden. Andernfalls wird die Entwicklung

Wl

(%)2_ Sl Dmas (C.53)

bendétigt, ebenso wie die der I'-Funktion um ihren Pol
1
['(z) = STt O(z), (C.54)

wobei v = 0,5772 die Euler-Mascheroni-Konstante darstellt. Haufig gebraucht
wird auch die Kombination

[SI[oH

Ll@=9 1\ 1 (2 A
M (3) =y (o e 10 (59



C.8 Wirkungsquerschnitt und Zerfallsbreite X1

mit €4 = 4 —d.

Anzumerken ist noch, dass fiir einen axialen Strom héaufig die Spuren iiber
~v-Matrizen bendétigt werden, wobei auch 5 vorkommt. Die Spuren werden der
Ubersicht halber in dieser Arbeit aber nur fiir den Fall d = 4 betrachtet, obwohl
sie Beitrdge der Ordnung e; enthalten konnen. Wichtig ist, dass diese Beitrége
keine Kinematik enthalten und konstant sind. Was wiederum bedeutet, dass sie
nach der Renormierung der Ein-Schleifendiagramme ebenso wie die Terme v und
log(47) kompensiert werden, sofern sie nicht bereits fiir e, — 0 gegen Null gehen.

C.8. Wirkungsquerschnitt und Zerfallsbreite

Sobald die quadrierte Matrix |M|? eines Streuprozesses bekannt ist, ist der dif-
ferentielle Wirkungsquerschnitt:

1 Ppy 1 2 45(4)
do H (M7 (2m)"0" (pa + ps — pr)

" 2E,2Eg|va — vg) L (2n) 2E;

(C.56)
mit den Geschwindigkeiten v der einlaufenden Teilchen. Die differentielle Zerfalls-
breite eines instabilen Teilchens A in einen vorgegebenen Endzustand ist

1 dp; 1 9 4c(4
ar = 5. (1;[ (%)fgﬁ> IMPP@2m) 8D (pa = py)- (C.57)

Fiir den speziellen Fall eines Zwei-Teilchen-Endzustandes nimmt der lorentzinva-
riante Faktor die einfache Form

Bpr 1\ Ay 1 (2
(1;[ / (Qf)’;,@) - = [T (B0) ooy

an, wobei p den Impuls eines der beiden Endzusténde im Schwerpunktsystem
bezeichnet.

C.9. Integrale

Bezeichnungen: X = az? +bx +¢, 0 = 4dac —b?



xii C Mathematischer Anhang

d 2 2 b
ar_ —arctanﬂ fir §>0

X W Ve
1 ln2ax+b—\/—6
V=0 2ax+b++—0

fir 6 <0 (C.59)

xdz 1 b dz
j_%:%ln@\/a)(—i—Zaqub) fir a>06<0
(C.61)
X
vde VX b [ dz (C.62)
VX a 2a | VX
r?dr r 3 30> —4dac [ dx
% & (% - @) VX + < N (C.63)
In(z) 1
m _ ,m+1 _ _
/:U In(x)dx =z (m oy P 1)2> (m # —1) (C.64)
oo ] T __ -
ng  x(e” —e")dx (C.65)

0o B-3 (emtem+f+5)

C.10. Alternierende Differentialformen

Im Rahmen dieser Arbeit werden alternierende Differentialformen verwendet, um
die Variationen der durch den Wess-Zumino-Term gegebenen Wirkung zu be-
rechnen. Der Kalkiil mit alternierenden Differentialformen dient einer eleganten
Formulierung von Integralsétzen iiber beliebig-dimensionale Mannigfaltigkeiten,
wie sie z. B. im Falle dreier Dimensionen in Form der Integralsidtze von Gaufl
und Stokes bekannt sind. In diesem Kalkiil werden Integrand und Differentiale
in einer r-Form w") zusammengefasst:

W =T, de™ Adx'? A .. A da', (C.66)

wobei T}, ;. einen beliebigen Tensor r-ter Stufe darstellt, und die Differentiale
mit einem antikommutierenden Produkt miteinander verkniipft werden:

dz™ A dx™ = —dx™ A dz™. (C.67)

Wegen der Antisymmetrie dieses Produkts iiberleben nur die antisymmetrischen
Anteile des Tensors T' die implizite Summation in Gl. (C.66): 1 < i; < m fiir
1 <7 <r < m. Dabei ist m die Dimension des Raumes, in dem alle betrachteten



C.10 Alternierende Diflerentialformen xiii

Mannigfaltigkeiten eingebettet sein sollen. Im R? sind folgende Formen méglich:
0-Form : w® = f(7)
1-Form : w = q;dz’ = ardx + asdy + asdz
2-Form : w? = a;;dz" Adz" = (a19—ag )drdy + (a13—az1)dzdz + (ags —azq)dydz
3-Form : w® = (a105 — G132 + 31 — ao13 + ag12 — aser )dadydz.
Das Produkt einer p-Form ¢® mit einer ¢-Form 7@ wird durch

oW — ail.“ipnp“mipﬂdacil A . A dxivra (C.68)

definiert. Unter einer #uBeren Ableitung dw™ einer r-Form wird
oty . . . , .
dw™ = e ginet A dg™ A LA dat (C.69)
Oxir+1
verstanden, wobei diese Operation eine r + 1-Form erzeugt.
Wegen der Antisymmetrie des Differentialproduktes folgt unmittelbar

d(dw™) = 0. (C.70)
Diese Antisymmetrie fithrt auf eine modifizierte Produktregel
d(a(p)T(q)) — (da(p))T(q) + (_)pa(p) (d7@) (C.71)

bei dueren Ableitungen.
Das Stokes-Theorem lautet

/ dw™ = / W™, (C.72)
M(r+1) OM (r+1)

wobei M1 eine beliebige 7 + 1 dimensionale Mannigfaltigkeit ist und oM "+1)
ihr Rand. Im R? beinhaltet dieses Theorem die Integralsitze von Gaufl und Sto-
kes.
Zur Behandlung des Wess-Zumino-Terms ist es hilfreich die 1-Formen
r=U'dU = U'9,Uda"
1=dUU" = 0,UUda" (C.73)
mit der unitdren Matrix U einzufithren. Diese stellen gleichzeitig eine SU(2)
Matrix dar, fiir die folgende Beziehungen hergeleitet werden kénnen:
dUUY) = (dU)UT + U(dU') =0
dr = dUdU + U'd(dU) = —r?
dr? = —d(dr) =0
dr® = (dr)r* — r(dr?) = —r*. (C.74)
Es ist darauf zu achten, dass aufgrund der Antisymmetrie eine modifizierte Pro-
duktregel gilt. Fiir I lassen sich analoge Relationen finden mit dI = I2.
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