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Abstract

Stochastic volatility series are common models for financial time series, because
there is no constant volatility on financial markets. Important special cases are
ARCH or GARCH series with the volatility being modeled as a weighted sum of the
squared foregoing observations. In financial literature such time series are regarded as
adequate models for short—term returns such as daily returns. However, the banking
supervision law often requires a risk measurement based on a long-term holding
period as, e.g., 10-day returns.

This doctorial thesis presents the term of prediction with respect to stochastic
volatility series. Subsequently, the main result yields that n consecutive members of
certain stochastic volatility series, including GARCH(1,1) series, are approximately
independent and identically distributed (iid) given the history of the process. As
a measure of the error of this approximation the variational distance is utilized.
In addition, a relationship between general stochastic volatility and GARCH(1,1)
series is investigated, a parameter of conditional iid approximation is introduced and
the latter parameter is studied in detail for GARCH(1,1) series. In finance, risk is
mostly quantified by the Value at Risk (VaR). As an application of the main result
a prediction of an upper bound for the n-day VaR of stochastic volatility series is
established. In a final step the predicted VaR is validated by means of statistical
tests also referred to as backtesting. A case study based on real data and simulations

are also included.






Kurzzusammenfassung

Stochastische Volatilitdtszeitreihen sind haufig verwendete Modelle fiir Finanzzeitrei-
hen, da auf Finanzmérkten keine konstante Volatilitat beobachtet wird. Bedeutende
Spezialfélle stellen hierbei GARCH-Zeitreihen dar, in denen die Volatilitit als ge-
wichtete Summe der quadrierten vorhergehenden Beobachtungen modelliert wird.
Solche Zeitreihen werden in der Finanzliteratur als geeignete Modelle fiir kurzfris-
tige, z.B. tégliche Renditen angesehen. Oftmals wird jedoch von Seiten des Ban-
kenaufsichtsrechts eine Risikomessung auf Basis einer langerfristigen Haltedauer wie
z.B. von 10-Tages-Renditen gefordert.

Die Promotionsarbeit stellt zunéchst den Prognosebegriff fiir stochastische Vo-
latilitdtszeitreihen heraus. Im Anschluss daran liefert das Hauptresultat, dass n auf-
einander folgende Folgenglieder von bestimmten stochastischen Volatilitéatszeitrei-
hen, insbesondere GARCH(1,1)-Zeitreihen, approximativ bedingt unabhéngig und
identisch verteilt (iid) gegeben der Vergangenheit sind. Als Maf fiir den Fehler
dieser Approximation wird der Variationsabstand verwendet. Des Weiteren wird
der Zusammenhang von GARCH(1,1)- und allgemeinen stochastischen Volatilitéts-
zeitreihen untersucht, der Parameter der bedingten iid Approximation eingefiihrt
und ausfiihrlich untersucht. In der Finanzwirtschaft wird eine Quantifizierung des
Risikos groftenteils iiber den Value at Risk (VaR) vorgenommen. Als Anwendung
des Hauptresultats erfolgt die Prognose einer obere Schranke des n—Tages VaR einer
stochastischen Volatilitatszeitreihe. Anschlieftend wird dieser prognostizierte VaR
durch Backtesting also mittels statistischer Tests validiert. Zuletzt werden die theo-

retischen Resultate durch Simulationen und reale Datensétze beispielhaft erlautert.
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Einleitung

Hintergrund und Untersuchungsgegenstand

Banken treten neben anderen Finanzdienstleistern als Mittler zwischen Kreditneh-
mern und Geldgebern auf. Eine der zentralen Aufgaben einer Bank ist hierbei die
Ubernahme von Risiken, wie z.B. durch Kredite, und das damit verbundene Risiko
eines Kreditausfalls. Wie nicht zuletzt die Subprime-Krise 2007 auf dem amerika-
nischen Immobilienmarkt gezeigt hat, ist ein stabiler Bankensektor von zentraler
Bedeutung fiir die gesamte Volkswirtschaft.

Es ist daher nicht nur das Eigenbestreben der Banken, ihre Risiken zu steuern
bzw. zu limitieren und simultan den entstandenen Risiken eine addquate Eigenmit-
teldeckung gegeniiber zu stellen. Vielmehr wurden auch international anerkannte
Aufsichtsregeln erstellt, die Mindestanforderungen an das Risikomanagement bein-
halten. Mit diesen Eigenkapitalvorschriften soll die Stabilitdt des Bankensektors und
die des gesamten Finanzsystem gewahrleistet werden.

Die Gesamtheit dieser Vorschriften wird haufig unter dem Begriff Basel 1I zu-
sammengefasst und umfasst Mindestkapitalanforderungen, bankenaufsichtsrechtli-
cher Uberpriifungsprozesse und die erweiterte Offenlegung respektive Marktdisziplin
(siche Basel Committee on Banking Supervision (1999)). Eine Umsetzung in deut-
sches Recht erfolgt durch die Solvabilitdtsverordnung (siche Bundesministerium der
Finanzen (2006)).

Eine vollstéindige Vermeidung von Risiken ist insofern irrelevant, als Gewinn
und Risiko nicht voneinander trennbar sind, d.h. ohne das Eingehen von Risiken
kann kein Gewinn erzielt werden. Ziel ist es, Ertrag und Risiko basierend auf einem
einheitlichen Konzept zu messen und zu steuern. Zudem fiihrten diverse Finanzkrisen
(siehe lJorion (1997), Kapitel 1 und 2, [Dowd (1998), Kapitel 1, und |Crouhy u. a.
(2001), Kapitel 1) zu einer tiefer gehenden Analyse der Risiken. Die vorliegende



FEinleitung

Arbeit greift in diesem Zusammenhang zwei Themenkreise auf,
e die mathematische Modellierung und Prognose der Risiken und
e die Validierung der zugehorigen Modelle durch statistische Tests.

Die Grundlage jeder Risikomessung bildet zunédchst die Bestimmung respektive
Quantifizierung der eingegangenen Risiken. Eine Moglichkeit fiir die Messung von
Risiken einer Finanzposition bilden Risikokennzahlen oder Risikomesswerte wie der
Value at Risk (VaR), siehe lJorion (1997), Kapitel 8, d.h. das Risiko wird auf ei-
ne einzige Kennzahl reduziert. Banken streben nach einer adédquaten Modellierung
des VaR, d.h. sie mochten exakt quantifizieren, welchen maximalen Wertverlust, al-
so monetdren Verlustbetrag, sie bei gegebener Wahrscheinlichkeit und Haltedauer
erleiden. Neben dem Risikomesswert VaR wird zudem haufig noch der Expected
Shortfall betrachtet. Dieser Wert gibt Aufschluss iiber die erwartete Verlusthohe,
falls der VaR iiberschritten wird. Allgemeine Risikomafte werden in |Artzner u.a.
(1999) diskutiert.

Der VaR einer Finanzposition, z.B. eines Aktienportfolios, kann des Weiteren
iiber die Zeit verdnderlich sein. So ist es beispielsweise bekannt, dass Aktienrenditen
Phasen hoher und niedriger Volatilitdt aufweisen (siehe Mandelbroti (1963), [Fama
(1965) und Black u. Scholes (1972)), was unmittelbar zu einer Verdnderung des
damit verbundenen Risikos fiihrt. Zu diesem Zweck werden mathematische Modelle
entwickelt, die eine dynamische VaR-Ermittlung ermoglichen.

Die statistische Modellbildung erfolgt {iber die Modellierung von log-Renditen
der Risikofaktoren (z.B. Aktienkurse). Fiir die Modellierung der log-Renditen wer-
den in dieser Arbeit GARCH(1,1)Zeitreihen betrachtet, die die Abhéngigkeit der
einzelnen Anderungen der Risikofaktoren in der Zeit abbilden und folgende Eigen-

schaften erfiillen:
e Clusterbildung, also in der Zeit variiernde Volatilitét,
e schwere Flanken der Verteilung der Renditen,
e Mean Reversion der Volatilitét.

Fiir eine intensive Behandlung dieser ,Stylized Facts“ sei hier auf Bollerslev . a.

(1994) verwiesen.



Hintergrund und Untersuchungsgegenstand

Diese Modellierung durch GARCH(1,1)—Zeitreihen wird aufgrund dieser Eigen-
schaften haufig auf Finanzzeitreihen angewendet, z.B. fiir die Modellierung von Ak-
tienrenditen (French u.al (1987)), fiir Zinsdnderungsrisiken (Engle u.a. (1987)) und
fiir Wechselkursénderungen (Hsieh (1988) und (Giovannini u. Philippe (1989)).

Es ist eine in der einschldgigen Finanzliteratur verbreitete Auffassung, dass
mit GARCH(1,1)-Zeitreihen am besten kurzfristige Renditen (i.d.R. tégliche Ren-
diten) modelliert werden kénnen, siehe [Embrechts u. a. (2009), Zivot (2008), Martens
(2001), Martens (2002), [Andersen u. Bollerslev (1998) und |Andersen u.al (1999).
Basierend auf dieser Modellbildung kann der VaR entsprechend auf langere Halte-
dauern mittels Monte—Carlo—Simulation aufwendig hochgerechnet werden. Diebold
u. a. (1997) und Jorion (1997), Kapitel 8, haben aufgezeigt, dass die téglichen Ren-
diten, die einer GARCH(1,1)—Zeitreihe folgen, nicht einfach als unabhingig und
identisch verteilt (iid) behandelt werden konnen und daher nicht ohne Weiteres der
10-tagige VaR durch geeignete Skalierung berechnet werden kann.

Das Baseler Komitee fiir Bankenaufsicht schlégt allerdings fiir einige Handels-
buchpositionen eine Haltedauer ldnger als von einem Tag vor. Banken, die zur auf-
sichtsrechtlichen Kalkulation der Risikokennzahl ein internes Modell verwenden, sind
angewiesen, den 10-tégigen VaR zur Wahrscheinlichkeit 0.99 fiir gewisse Handels-
buchpositionen zugrunde zu legen, siehe Basel Committee on Banking Supervision
(2009).

Alternativ kann die Berechnung des VaR auch direkt auf 10-tdgigen log—Rendi-
ten basieren. Allerdings hat dies den Nachteil, dass historische Datensétze zu weit
in die Vergangenheit zuriickreichen miissen und somit evtl. nicht mehr geeignet die
Gegenwart abbilden. Diese Problemstellung kann nur unzuldnglich umgangen wer-
den, indem man kleinere Datenséitze verwendet. Auferdem eignen sich die géngigen
Zeitreihenmodelle wie bereits erwéhnt eher fiir kurzfristige Haltedauern.

Die vorliegende Arbeit beinhaltet zuerst einmal:

e die Einfiithrung des Parameters der bedingten iid Approximation v fiir stochas-
tische Volatilitatszeitreihen, der den Unterschied zwischen einer stochastischen

Volatilitatszeitreihe und iid Zufallsvariablen quantifiziert,

e cine Berechnung der oberen Schranke fiir den Parameter der bedingten iid
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Approximation in Verbindung mit GARCH(1,1)—Zeitreihen, d.h.
w < Cmax 'B(&,ﬁ,ﬂ),

wobei «, (§ die Parameter der GARCH(1,1)—Zeitreihe, Cp.x eine Konstante
und n die Anzahl der iid Zufallsvariablen darstellt (sieche Ungleichung (2.16])),

e cine Prognose fiir die obere Schranke des n—Tages VaR.

Zu beachten ist, dass die obere Schranke des Parameters der bedingten iid Appro-
ximation lediglich fiir & nahe 0 und [ nahe 1 klein ist. Empirische Studien zeigen
allerdings, dass Anpassungen von GARCH(1,1)-Zeitreihen an kurzfristigen Rendi-
ten diese Parameterwerte aufweisen (siche |[RiskMetrics Group (1996), Franses u. van
Dijk (2000)).

Analoges kann fiir ein schwécheres Konzept, ndmlich bedingte approximative
Unabhéangigkeit, hergeleitet werden. Bei diesem Konzept wird nur die Unabhéngig-
keit zugrunde gelegt.

Neben der Modellierung der Renditen von Risikofaktoren ist es ein weiteres Ziel,
eine Aussage iiber die Giite dieser VaR-Modelle zu treffen. Eine Uberpriifung dieser
mathematischen Modelle erfolgt durch statistische Tests (siehe [Rosenblatt (1952)
und Diebold u.a. (1998)).

Backtesting ist ein statistischer Test, der zur Uberwachung der Giite insbeson-
dere von VaR—Modellen dient. Allgemein gesprochen vergleicht dieser Test riickwir-
kend iiber einen bestimmten Zeitraum den prognostizierten VaR mit den realisierten
Verlusten, die alle moglichen bzw. denkbaren Verluste beinhalten. Stellt man keine
wesentlich hiufigeren Uberschreitungen der realisierten Verluste iiber dem VaR fest,
als geméf der gegebenen Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist, kann das Modell als
addquat angesehen werden.

Backtesting ist insofern von Bedeutung, als einerseits die systematische Unter-
schiatzung des Risikos zu einer Erhéhung des Insolvenzrisikos der Bank und zur Insta-
bilitdt des gesamten Finanzsektors fithren kann. Andererseits ist eine Uberschétzung
des Risikos ebenfalls nicht vorteilhaft, da der Bank durch die zu hohe Eigenmittel-
unterlegung eventuelle Gewinne entgehen kénnen.

In Basel Committee on Banking Supervision (2009) wird vorgeschlagen, dass

nicht nur ein Backtesting—Verfahren durchgefiihrt werden soll, sondern zuséatzlich
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weitere Validierungen erfolgen sollen. Fiir das Problem von ldngeren Haltedauern,
z.B. 10 Tage, wird der Square-Root—Ansatz, also eine simple multiplikative Skalie-
rung des téglichen VaR, vorgeschlagen. Hierbei sei auf Basel Committee on Banking
Supervision (2009), S. 23 verwiesen.

In der vorliegenden Arbeit wird das Backtesting—Verfahren verwendet zur Uber-

priifung
e der mathematischen Modellierung und Prognose in Datensétzen und

e auf Adédquanz des Square-Root—Ansatzes fiir tdgliche Renditen, die einer

GARCH(1,1)-Zeitreihe folgen.

Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in zwei Teile. Zum einen erfolgt eine mathema-
tische Modellierung und Prognose der Risikofaktorinderungen tiber GARCH(1,1)—-
Zeitreihen. Zum anderen gilt es, dies mittels statistischer Tests zu validieren.

In Kapitel [l werden Definition und Eigenschaften von stochastischen Vola-
tilitatszeitreihen, insbesondere GARCH(1,1)-Zeitreihen als Spezialfall, vorgestellt.
Dariiber hinaus wird der Begriff der Prognose und der Prognoseverteilung betrachtet
und auf stochastische Volatilitatszeitreihen, insbesondere GARCH(1,1)—Zeitreihen,
iibertragen.

In Kapitel 2 wird der Parameter der bedingten iid Approximation eingefiihrt
und im Rahmen von stochastischen Volatilitatszeitreihen untersucht. Dieser Parame-
ter bzw. diese Approximation quantifiziert den Unterschied zwischen der Verteilung
von n aufeinander folgenden Folgengliedern einer stochastischen Volatilitéitszeitreihe
und der Verteilung von iid Zufallsvariablen gegeben der Vergangenheit. Zudem wird
dieser Parameter niher fiir den Spezialfall von GARCH(1,1)-Zeitreihen untersucht.
In diesem Zusammenhang ergibt sich weiter die Fragestellung, welche Gestalt die
Approximation im bedingt unabhéngigen Fall besitzt. Dabei betrachtet man im Ge-
gensatz zur bedingten iid Approximation den Unterschied zwischen n aufeinander
folgenden Folgengliedern einer GARCH(1,1)-Zeitreihe und der Verteilung von unab-
héangigen aber nicht notwendigerweise identisch verteilten Zufallsvariablen gegeben
der Vergangenheit. Anschliefend wird der Zusammenhang der beiden Approxima-

tionen vorgestellt.
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Kapitel 3] behandelt die Aggregation von stochastischen Volatilitéatszeitreihen
und es wird gezeigt, wie der Parameter der bedingten iid Approximation benutzt
werden kann, um eine obere Schranke des zugehdrigen bedingten n—Tages VaR zu
ermitteln. Analoges gilt fiir die bedingt unabhéngige Approximation. Insbesondere
wird der in Kapitel [l vorgestellte Begriff der Prognose auf die obere Schranke des
n—Tages VaR in GARCH(1,1)—Zeitreihen iibertragen.

Kapitel M greift die Themenstellung des statistischen Tests der mathematischen
Modellierung mittels statistischer Tests auf — das sogenannte Backtesting. Dabei ist
die Rosenblatt—Transformation von Bedeutung. Mit Hilfe dieses Backtesting kann
der prognostizierte n-Tages VaR in GARCH(1,1)—Zeitreihen validiert werden. Wei-
ter wird der aufsichtsrechtliche Hintergrund vorgestellt.

Mittels Simulationen wird in Kapitel [l iiberpriift, ob der vom Baseler Ko-
mitee fiir Bankenaufsicht vorgeschlagene Square-Root—Ansatz auf GARCH(1,1)—
Zeitreihen anwendbar ist. Die hergeleitete obere Schranke fiir den bedingten n—Tages
VaR wird auf Datensétze angewendet. Anschliefsend wird mit Hilfe des Backtesting
der prognostizierte bedingte n—Tages VaR basierend auf der hergeleiteten oberen

Schranke bzw. des Square-Root—Ansatzes validiert.



Kapitel 1.

Stochastische Volatilitatszeitreihen

und Prognose

Auf Finanzméirkten wird haufig keine konstante Volatilitat fiir log-Renditen von
Assetpreisen angenommen. Erste Hinweise fiir die in der Zeit variierende Volatilitét
geben Mandelbroti (1963), [Fama (1965) und Black u. Scholes (1972).

Als Grundlage fiir die Modellierung von Finanzzeitreihen dienen héufig stochas-
tische Volatilitétszeitreihen, wobei ARCH/GARCH-Zeitreihen bekannte Beispiele
darstellen. Hierdurch wird eine Modellierung der Abhéangigkeitsstruktur innerhalb
der Zeitreihe vorgenommen, insbesondere liegt also eine serielle Abhéngigkeit vor.
Durch diese Abhéngigkeit und die in der Zeit variierende Volatilitdt konnen stochas-
tische Volatilitdtszeitreihen als Modelle fiir log—Renditen von Assetpreisen dienen.
Fiir eine allgemeine Ubersicht der verschiedenen Modellierungen der stochastischen
Volatilitétszeitreihe siche etwa [Shephard u. Andersen (2008).

Betrachtet man gesondert GARCH—Zeitreihen, so ist die zentrale Idee, die Vo-
latilitat als eine gewichtete Summe der quadrierten vorhergehenden Beobachtungen
zu modellieren. Diese Summe wird nur durch Addieren eines Terms von einer Beob-
achtung zur néchsten gedndert. Dies hat nur wenig Einfluss auf die gesamte Summe,
jedoch beschreibt diese Anderung genau die Abhiingigkeit von zwei aufeinander fol-
genden Beobachtungen, siche Engld (1982).

Die Modellierung der in der Zeit variierenden Volatilitdt ist nicht nur fiir die
Prognose von zukiinftigen Werten fiir log-Renditen der Assetpreise von Relevanz,
sondern auch fiir die Prognose der zukiinftigen Volatilitdt. Diese fliefst ins Risiko-

management, z.B. in die Ermittlung des zukiinftigen Value at Risks (VaR) oder in
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das Bepreisen von Optionen mit ein, siehe [Zivoti (2008).

Im ersten Teil dieses Kapitels wird auf stochastische Volatilitatszeitreihen im
Allgemeinen Bezug genommen. Hierbei werden Definitionen und Eigenschaften vor-
gestellt, siehe Abschnitt [LI In Abschnitt werden zunéchst Definitionen und
Eigenschaften von GARCH(1,1)Zeitreihen als Spezialfall von stochastischen Vola-
tilitdtszeitreihen genannt. Abschnitt [[.3] beschéftigt sich allgemein mit dem Begriff
der Prognose und speziell der Prognose in stochastischen Volatilitatszeitreihen, ins-
besondere in GARCH(1,1)Zeitreihen.

1.1. Definition und Eigenschaften von

stochastischen Volatilitatszeitreihen

Bevor auf die Definition von stochastischen Volatilitatszeitreihen und deren wohl-
bekannten Eigenschaften eingegangen wird, soll zunéchst eine kurze Einfiihrung in
einige Grundbegriffe der Zeitreihenanalyse vorgenommen werden. Im Folgenden be-

zeichnet I eine Indexmenge, wobei [ = Z, I = N oder I ={1,...,n}.
Definition 1.1.1.
(i) Eine Folge von reellwertigen Zufallsvariablen {Ry},., heifit Zeitreihe.

(ii) {Ri},c; heifst striktes weifses Rauschen, falls
(a) Ry iid, t €1,
(b) ER, =0,
(c) ER? = 02 < oo.

(iii) {Ri},e; ist strikt stationdr, falls

(Rtn R Rtn) i (Rtl+k7 R Rtn-‘rk)

fur alle ty,...,t, € I, t1 +k,....t, + k € I und fir alle n € N mit 2 als
Gleichheit in Verteilung.

(iv) {Ry},c; st schwach stationdr oder Kovarianz-stationdr, falls

((l) ERt:M,tGI,
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(b) ER? < oo, t €I,
(¢c) Kou(R,, Rs) = Kov(Ryyy, Rs1t), r,s €L und r+t, s+t in L

Bemerkung 1.1.2. Beachte, dass jede strikt stationdre Zeitrethe mit Var(R;) < oo

schwach stationdr ist.

Als Referenz fiir weitere Eigenschaften bzw. eine Ubersicht zu Zeitreihen kann
McNeil u. al (2005), Abschnitt 4.3, angegeben werden.

Im Folgenden werden spezielle Zeitreihen betrachtet, sogenannte stochastische
Volatilitatszeitreihen (siche auch Breidt u. Davis (1998) und Davis u. Mikosch
(2000)). Zunéchst wird die Definition dieser Zeitreihen vorangestellt und anschlie-
fend werden wichtige wohlbekannte Eigenschaften thematisiert.

Im Folgenden werden die Zufallsvariablen ¢;, ¢ € I, als Innovationen bezeichnet.

Definition 1.1.3 (Stochastische Volatilitéatszeitreihen). Seien Xy, €1,...,€, unab-

hingige Zufallsvariablen, wobei €1, . . ., €, identisch verteilt sind. Seien
o :R'—=[0,00), i=1,...,n
Funktionen, Ry = 01(Xg)e1 und
R, =0;(Xo,Ry;-1)gi, 1=2,...,m, (1.1)

wobet Ry ;1 = (Ry,...,Ri_1). Dann ist Ry,..., R, eine stochastische Volatilitits-

zeitreithe mit Anfangszustand X.

Bemerkung 1.1.4. Man beachte, dass o; fir i = 2,...,n nichtnegative Funktio-
nen vom Anfangszustand und den vorhergehenden Zufallsvariablen sind und die Ab-
hingigkeitsstruktur in der Zeitreihe beschreiben. Offensichtlich sind o;(Xo, Ry 1),

i=2,...,n, bzw. 01(Xy) zufillige Parameter.

Im folgenden Satz werden bekannte Aussagen wie die bedingte Verteilung und
die bedingten Momente in stochastischen Volatilitatszeitreihen hergeleitet. Der Voll-

standigkeit halber werden diese Aussagen mit Beweis aufgefiihrt.

Bemerkung 1.1.5. Man beachte im Folgenden, dass die bedingte Verteilung von 'Y
gegeben X = x nur L (X)—fast sicher eindeutig ist.
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Bevor ndher auf diese bedingte Verteilung eingegangen wird, wird zunéchst ein
Lemma eingefiihrt, das fiir die Darstellung dieser bedingten Verteilung und Momente
von Bedeutung ist. Dieses Resultat wird in Standardvorlesungen wie beispielsweise
Stochastik II thematisiert, kann allerdings auch in [Karlin u. Taylor (1975), Kapitel
1, nachgeschlagen werden. Hieraus lasst sich nicht nur die Darstellung der bedingten
Dichte und Verteilungsfunktion ableiten, sondern ebenfalls die verbundene Dichte
bedingt auf die Vergangenheit. Letzteres ist von zentraler Bedeutung fiir die Uberle-
gungen in Abschnitt 2.3 in dem der Grad der Abhéngigkeit in einer stochastischen
Volatilitatszeitreihe mittels eines Parameters der bedingten iid Approximation quan-

tifiziert wird.

Lemma 1.1.6. Seien U und V' unabhdngige Zufallsvariablen und w eine messbare
Abbildung. Hierfir gilt

Pw(U,V)e€-|U=u)=P{wu,V) e }.

Fiir die Darstellung der bedingten Verteilung, der bedingten Erwartung und der
bedingten Varianz von R; gegeben (Xo, Ri,;—1) = (2o, T1,-1) fiir ¢ = 2,...,n bzw.
Ry gegeben Xy = z( einer stochastischen Volatilitdtszeitreihe erhdlt man folgendes
Resultat.

Satz 1.1.7. Sei Ry,..., R, eine stochastische Volatilititszeitreihe mit Anfangszu-
stand Xo. Man erhdlt fir

(1) die bedingte Verteilung von R; gegeben (Xo, Ry i—1) = (zo,714-1):
P(Ri € '|X0 = Ty, Rl,z‘—l = 7°1,i—1) = ﬁ(Ui ($0,T1,i—1)€z‘)a 1=2,...,m,
bzw. die bedingte Verteilung von Ry gegeben Xog = xy:
P(Ry €| Xo=1x0) = L(o1(x0)e1),
(11) die bedingte Erwartung von R; gegeben (Xo, Ry i—1) = (z0,714-1):

E(Ri|XO = Xy, Rl,i—l = 7“1,i—1) = E(&) 0; (900, "“1,1‘—1) , 1 =2,...,m,

10



1.1. Definition und FEigenschaften von stoch. Volatilitidtszeitreihen

bzw. die bedingte Erwartung von Ry gegeben Xo = xq:

E<R1|X0 = .To) = E<€1> 01 (.To) )

(11i) und die bedingte Varianz von R; gegeben (Xo, Ry ;1) = (To,T14-1):
VCLT’(RAXO = Xy, Rl,ifl = Tl,ifl) = Ui2 (SL’(), 7‘1,2‘,1) . VCL?”(EZ‘) y = 2, .oon
bzw. die bedingte Varianz von Ry gegeben Xg = xq:

Var(Ry| Xy = 10) = o} (x0) - Var(e1).

Beweis Im Folgenden wird nur auf die Beweise fiir © = 2,...,n eingegangen. Die

Beweise fiir R; gegeben X,y = x erfolgen analog.

(i) Fiir die bedingte Verteilung aus Lemma [LT.60lmit U = (Xo, Ry ;—1) und V =¢;
gilt, dass sich Z; := o0; (Xo, Ry,;-1) aufgrund rekursiven Einsetzens in einer

stochastischen Volatilitatszeitreihe schreiben lasst als
Z; = o (XO, Rl,ifl)
= 0 (XO, 0i—1 (XO, Rl,i72) 5@'71)
= [ (Xo,e1,...,8i-1)

fiir eine messbare Abbildung [ : R* — [0, 00). Insbesondere ist Z; unabhiingig
von ¢;, da nach Voraussetzung ¢; unabhéngig von den Zufallsvariablen Xy, 1,
..., €1 ist. Weiter folgt unmittelbar die Unabhéngigkeit von (Xo, R ;1) und

;. Somit sind die Voraussetzungen von Lemma [[LT.6] erfiillt und mit
w ((X07 Rl,i—l) 751') = 0; (XO, Rl,i—l) &g = RZ
ist

P(w((Xo, Ryi1),€i) € | Xo =20, R1,-1 =71,-1) = P{o; (0, 71.-1) & € -}.

11
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(ii) Aufgrund der Unabhéngigkeit von (X, Ry ;1) und ¢; aus (i) gilt

E(Rz"Xo = o, R1,i71 = 7“1,%1)
= B (Ui (Xo, Rl,ifl) 5i|XO = 2o, Rl,ifl = "“1,1'71)
= E(&)E (04 (Xo, Rl,z’fl) | Xo = 0, R, = 7“1,2‘71)
= E(&)oi(xo,r1,i-1) -

(iii) Mit (ii) und der Unabhéngigkeit von (Xo, Ry ;1) und ¢; aus (i) folgt

Var(R;| Xo = xo, R1 ;-1 = T1,-1)
= B (0‘2 (Xo, Ryi1) €7 Xo = w0, Ryj1 = 7“1,i—1)
—(E (Uz (Xo, Rl,i—l) 5i|XO =x0, Ry ;1 = 7“1,i—1))2
) E ( ; (Xo, Rii-1) [Xo = w0, Ryi1 = 7“1,1‘_1)
E (£,)* (E (07 (Xo, Rii—1) | Xo = 20, Ry = 11,-1))°
) 07 (w0, 71i1) — (E (1)) 07 (w0, 71,1)
= 07 (zo,711) (B (&) — (E()%)

Q

0

Aus dem vorhergehenden Satz lédsst sich nun die Darstellung der bedingten

Verteilungsfunktion und Dichte von stochastischen Volatilitatszeitreihen herleiten.

Bemerkung 1.1.8. (Bedingte Verteilungsfunktion und bedingte Dichten von sto-

chastischen Volatilitdtszeitreihen).

(i) Die bedingte Verteilungsfunktion von R; gegeben (Xo, Rii—1) = (%o, T1i-1)
besitzt die Gestalt

F(rilxo,r1i21) = P(R; < 1| Xo =20, Rii1 =71,-1)
= L (Ui (370, "“1,2‘71) : €z‘) (—OO, Ti]

= P{oi(xo,r1-1)ei <14}

12
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-
o) ($0,”“1,z‘—1)

r; .
~ () 2
g; ($0,T1,i—1)

und analog gilt fiir die bedingte Verteilungsfunktion von Ry gegeben Xy = x

F(ri|lzg) = F( o ),

o1 (o)
wobei F' die Verteilungsfunktion der Innovationen ¢;, i = 1,...,n, darstellt.
(ii) Sei f die Dichte der Innovationen ¢; firi=1,...,n, dann gilt

1 T i
f(rilwo, rii-1) = f (Uz( ), i=2,...,n

op (370, "“1,2‘71) i \Zo, ”‘1,1'71)

und

[ (ri]zo) = o1 (1;,;O)f (m?ﬂfo)) '

Hieraus lasst sich nun die wohlbekannte Aussage iiber die Gestalt der verbunde-
nen Dichte einer stochastischen Volatilitétszeitreihe bedingt auf den Anfangszustand
ableiten. Diese Dichte lésst sich darstellen als das Produkt der einzelnen bedingten
Dichten aus Bemerkung [[.T.8] (ii).

Satz 1.1.9. Gegeben sei eine stochastische Volatilititszeitreihe Ry, ..., R, mit An-
fangszustand Xy. f sei die Dichte der Innovation e; firi=1,...,n. Dann ldsst sich

die verbundene Dichte von Ry, ..., R, bedingt nach Xo = xy darstellen als

f(re, ... ralxe) = 0_1<1x0) <012;0))

n

Wt ()
i 5 01 5507"°1]1 ‘71(5’707""173'*1)

Beweis Fiir den Zusammenhang der verbundenen und bedingten Dichte gilt Folgen-
des: Falls f € dﬁ()f) f (+|) bedingte Dichte von Y gegeben X und f (-|x) pe—Dichte

13
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von P (Y € -|X = z), dann ist

[z, y) = f(ylz) f1(2)

eine p; X uo—Dichte von £ (X, Y'). Durch rekursives Einsetzen und mittels Bemerkung

LIS (ii) st

fre, ... ralxo)

= f(ralzo,r1in-1) - f(rn—1,...,71|20)

- f
= f('f’n\l’o, Tl,nq) : f('f’nfﬂl’o, Tl,n72) : f(’f’n727 .- 77”1|370)

n

= f(rilzo) - [T £ (rilwo, 71 4-1)

Jj=2

- 01(1$0)f (017(0;0))

n
1 r;
| H(mss)
5 03(x0, 1) \oj(o,m15-1)

U

Nachdem nun wichtige wohlbekannte Eigenschaften von stochastischen Volatili-
tétszeitreihen genannt wurden, werden im folgenden Abschnitt Spezialfélle von sto-
chastischen Volatilitdtszeitreihen betrachtet, sogenannte GARCH(1,1)Zeitreihen.

1.2. GARCH(1,1)—Zeitreihen

GARCH(1,1)-Zeitreihen dienen als Grundlage der Modellierung von Finanzzeitrei-
hen, da sie einige Stylized Facts erfiillen wie z.B. die in der Zeit variierende Volatilitat
bzw. Volatilitdtscluster. Daher gibt es Zeiten von hoher oder niedriger Volatilitét.
In Zeiten hoher Volatilitat ist z.B. die Wahrscheinlichkeit hoch, dass auf eine hohe
Rendite wieder eine hohe Rendite folgt. Diese Clusterbildung wird auf die serielle
Abhéngigkeit zuriickgefiihrt, die durch einen zufélligen Skalenparameter als gewich-
tete Summe der quadrierten vorhergehenden Zufallsvariablen dargestellt wird, d.h.

die bedingte Varianz (sieche Satz [LT.7 (iii)) gegeben der Vergangenheit verdndert

14
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sich.

Dariiber hinaus spiegelt die Modellierung mittels einer GARCH—Zeitreihe wi-
der, dass die Verteilung der Renditen schwerere Flanken als eine Normalverteilung
besitzt. Dies bedeutet, dass extreme Werte mit einer héheren Wahrscheinlichkeit
auftreten.

Da im weiteren Verlauf lediglich schwach stationdre GARCH(1,1)-Zeitreihen
mit Var(R;) = E(R?) = 0% < oo, fiir alle ¢t € I, in Betracht gezogen werden, ist
ein weiterer erfiillter Stylized Fact die Mean Reversion der Volatilitdt. Zwar variiert

2 ab, so

die Volatilitdt in der Zeit, weicht jedoch R? von der stationiren Varianz o
ist die Wahrscheinlichkeit grofer, dass R? zur stationiren Varianz zuriickkehrt als
sich davon zu entfernen. Fiir eine tiefer gehende heuristische Begriindung siehe Zivot
(2008).

Der Stylized Fact beziiglich der Asymmetrie von Renditen wird allerdings in
der Standardmodellierung von GARCH—Zeitreihen aufter Acht gelassen. Eine FEr-
weiterung der GARCH—Zeitreihen kann jedoch vorgenommen werden, indem die
gewichtete Summe der quadrierten vorhergehenden Zufallsvariablen umformuliert
wird. Dies bildet jedoch im weiteren Verlauf nicht den Gegenstand der Untersu-
chung. Eine ausfiihrliche Beschreibung der Stylized Facts findet sich in Bollerslev
u. a. (1994).

Im Folgenden wird das bekannte Konzept von GARCH(1,1)—Zeitreihen (siehe
Engle (1982)) aufgegriffen und die Beziehung zu allgemeinen stochastischen Volati-

litatszeitreihen aufgezeigt.

Definition 1.2.1 (GARCH(1,1)-Zeitreihe). Der Prozess
Rt = ZtEt, te Z, (12)

mit Z = (+aR? |+ 822, ¢ > 0, o, > 0 ist eine GARCH(1,1)-Zeitreihe
(,generalized autoregressive, conditionally heteroskedastic®), falls der Prozess strikt
stationdr ist, wobei die Folge von Innovationen {e},., ein striktes weifles Rauschen

ist mit E(g;) =0, E(e?) =1 und &, unabhdingig von {R;_ tren fir alle t.

Um den Zusammenhang von GARCH(1,1)-Zeitreihen und stochastischen Vo-
latilitatszeitreihen aufzuzeigen, halt man einen Zeitpunkt ¢ fest und betrachtet die
Zeitreihe nach ¢ bedingt auf die Vergangenheit bis ¢. Im Rahmen von GARCH(1, 1)-

15
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Zeitreihen ist

Xt - (Rt7 Rt—17 .. )

der Vektor der Beobachtungen bis ¢ und
011(X) = Zyy1, 0i( X, Rigrpqic1) = Zyys 0=2,...,1.

Nach Definition [L2.1]ist R;yq, ..., Ry, eine stochastische Volatilitédtszeitreihe mit
Anfangszustand X;.

Nun muss noch die Fragestellung beziiglich des Nachweises der Stationaritéit
von GARCH(1,1)-Zeitreihen beantwortet werden. In Nelson (1990) wird gezeigt,

dass
E (log (agf + 8)) <0 (1.3)

eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, dass der Prozess in (.2))
strikt stationdr und damit eine GARCH(1,1)-Zeitreihe ist.

Im Folgenden wird aus Vereinfachungsgriinden eine Bedingung verwendet, die
notwendig und hinreichend fiir die schwache Stationaritét einer GARCH(1,1)Zeit-
reihe ist. Dabei wird gefordert, dass das zweite Moment der Folgenglieder existiert,
siehe Bollerslev (1986). Diese Bedingung lésst sich aus der Bedingung (IL3]) mittels

der Jensenschen Ungleichung herleiten.

Lemma 1.2.2 (Stationaritdt und Momente). Eine notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dass eine GARCH(1,1)-Zeitreihe mit ER? < oo schwach stationdr
ist, lautet

a+ [ <1,

vgl. IMcNeil u. a) (2005), Abschnitt 4.3. Dann gilt ER, = 0, Kov(Ryy1, Ryy) = 0 fiir
jedest € Z, k # 1 und Var(R;) =

q
l1-a—pg"
Beweis Man beachte, dass sich Z2 fiir t € Z wie folgt darstellen ldsst
Zt2 =+ O‘R?—1 + 5Z3—1 =(+ QZE—15?—1 + 5Z3—1

=+« (C +aR? ,+ ﬁZf_Q) e +p (C +aR;_, + ﬁZtQ—Z)
=C+a (C+aZl ety +BZ,) el + B (C+aZl,el, + BZE,)
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1.2. GARCH(1,1)-Zeitreihen

=C+ Cag} | + P77 yeb &l o+ aBZl el + B+ aBZl 4l o + 27T
=C+ Cagl_ +® (C+ aZl s6f 3+ B2 5) €f 167,
+af (Q +aZi 4] g+ Bth—s) e+ (P
+af (Q + aZi 4] g+ Bth—s) & o+ 5 (C +aZi ge] g+ ﬁZtQ—?))
=C +Cagi_y +Ca’el_ief o + Q77 sel (6] pel 5 + aPBZL el 16,
+Cafel ) + QPBZL el el 5+ afPZE sel ) + (B + Cafel,
+OPBZE e 0el s alPel 37 5+ (B° + aBP 7] yel s+ 2L,

= =C> M(tk),
k=0

wobei M (t,0) =1, M (t,1) = ag? | + 3, M (t,2) = o®c} e} o+ aferl | +afel o+
% und M (t,k+1) = ae? M (t —1,k) + M (t — 1,k). Da &; unabhingig und
identisch verteilt sind mit Ee? = 1, hingen die Momente von M (¢, k) nicht von ¢
ab. Somit ist

E (M (t1, k) =E(M (&2, k)),

fiir alle ¢1,t5 € Z und k € Ny. Weiter gilt

E(M (t,k+1)) =E (ag;_ M (t — 1,k) + BM (t — 1, k))
=aE (e} M (t — 1,k)) + BE(M (t — 1,k)).

Da M (t — 1, k) nur von £,_5 und M (t — 2, k — 1) abhéngig ist und die Innovationen
unabhéngig und identisch verteilt sind, gilt

E(M (t,k+ 1)) =aE (M (t — 1,k)) + BE (M (t — 1,k))
=aE (M (t,k)) + SE (M (t,k))
=E (M (t,k)) (o + B)
=E (ag} ;M (t—1,k—1)+BM (t — 1,k —1)) (o + )

=(a+ B E (M (t,0)
— (Oé + ﬁ)k—l—l )
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1. Stochastische Volatilitatszeitreihen und Prognose

Es gilt
Var(R,) = B(R2) — (E(R))? = E(R?) = B(Z2e2) = B(Z2) (1.4)

und weiter

B(Z}) = E(c‘ZM(t,k))=<ZE<M<t,k>>=<Z<a+ﬁ>k
= CA—(a+p) ",

genau dann, wenn « + 3 < 1. Wegen (L4)) ist E(R?) < oo dquivalent zu a + 3 < 1
und Var(R;) = ﬁ Analog zur Gleichung (L4)) ist E(R;) = 0 fiir ¢t € Z. Weiter
ist Ettk unabhéingig von &¢41q, Zt+1 und Zt+k mit Zt+k = Ot+k (Xt7Rt+1,t+k;—1)~ Aus
E(e?),E(R?) < o fiir t € Z folgt

Kov(Riy1, Risk)
= E(RipiRigr) — E(Re)E(Riegr)
= E(Zicr1ZisrEiv)
= E(ern)E(Zi1€01Z01k)
=0

fir k=2,... n. =

Bemerkung 1.2.3. Ohne die Zusatzbedingung ER? < oo ist der Prozess aus Defi-
nition [.21] nicht notwendigerweise schwach stationdr, siche Bemerkung [1.1.2.

Um die Darstellung der bedingten Verteilung zu spezifizieren und somit auch
die bedingte Dichte und Verteilungsfunktion anzugeben, wird die Beziehung von
ARCH (o0)~Zeitrethen und GARCH(1,1)-Zeitreihen verwendet, siehe Fan u. Yao
(2003), Abschnitt 4.2. Zunéchst wird dafiir die Definition von ARCH(p)-Zeitreihen

eingefiihrt.
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1.2. GARCH(1,1)-Zeitreihen

Definition 1.2.4 (ARCH(p)-Zeitreihe). Der Prozess
Rt = ZtEt, te Z, (15)

mit Z} = ag+ > 0 R, ag >0, a; >0 firi=1,...,p ist eine ARCH(p)-
Zeitreihe (,autoregressive, conditionally heteroskedastic®) falls der Prozess strikt sta-
tiondr ist, wobei die Folge von Innovationen {e;},., ein striktes weifles Rauschen ist

mit E(g;) =0, E(e}) = 1 und &; unabhingig von { Ry i }ren fiir alle t.

Lemma 1.2.5. Fine GARCH(1,1)-Zeitreihe, die der Definition [L.21] geniigt mit
a+ 0 <1, kann als ARCH (00 )—Zeitreihe dargestellt werden, wobei

72 = ﬁ+a2ﬁm§_j_l (1.6)
7=0

fiirt € Z.

Beweis

Z} = (+aR} | +BZ} =(+aR;  +7 (C +aR; 5+ ﬁZtQ—Q)
= C+aRy, + B0+ BaRy, + B2 77,
= (+aR] | +0¢+ pBaR] ,+ (C +aRy 5+ ﬁZtQ—s)
= (+aRi + B0+ pak), + B°C+ BaR 5+ 32

= D CF+D afR,
=0 =0
Da g < 1, gilt
. +a§:ﬁjR2 .
t 1 _ ﬁ j:0 t*_]*l

g

Hieraus erhdlt man wohlbekannte Eigenschaften von GARCH(1,1)-Zeitreihen.
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1. Stochastische Volatilitatszeitreihen und Prognose

Bemerkung 1.2.6 (Eigenschaften von GARCH(1,1)-Zeitreihen). Fir eine
GARCH(1,1)-Zeitreihe, die der Definition .21 geniigt, mit

¢

o-t-l-i(mta’rt-l—l,t—i-i—l) = 24 = -3 + o E 37 Ttﬂ o1 1=2,...,n,

bzw.

o) = 2041 = ﬁ + Zﬁjrgﬁa
=0

gilt Folgendes:
(i) Gemeinsame Dichte: Die gemeinsame Dichte von Ryyq, ..., Ry, bedingt nach

X, = x; hat die Gestalt

f(rt—l—na e ,Tt+1|mt)

1 Tt41

S
\/ﬁ tad B \/ﬁ ad e B
ﬁ 1 f T4

o) 2 oo 2
= \/ﬁ Fod i \/ﬁ Fad o

(siehe |Reiss u. Thomas (2007), Abschnitt 16.8.).

(i1) Bedingte Erwartung: Fir die bedingte Erwartung von Ry.; bedingt nach

(Xt =@, Rij144im1 = Tey144i-1) mit i =2,...,n bzw. Xy = x; firi=1 gilt
E(Rt+i|Xt = Ty, Rt+1,t+i—1 = rt—i—l,t—i—i—l) = 0,
bzw.
E(Ri 1| Xy =x¢) = 0,

(siehe \Fan u. Yaa (2003), Abschnitt 4.2)

20



1.2. GARCH(1,1)-Zeitreihen

(iii)

(iii)

(iv)

Bedingte Varianz: Fir die bedingte Varianz von Ry, mit i = 2, ..., n bedingt

nach (Xt = Ly, Rt+1,t+i—1 = ’rt+17t+,~_1) erhdlt man

¢ — ..
Var(Ryi| Xy = @4, R 4qim1 = Teg1p4io1) = -3 +a Z 5]7}%“7];1
=0

bzw. fir die bedingte Varianz von Ri 1 gegeben X, = x;

Var(Rt+1|Xt = mt) = ﬁ + OéZﬁj'rtQ_j,
j=0

(siehe |[Fan u. Yaa (2003), Abschnitt 4.2)

Momente: Fir die Fxistenz und die Gestalt der Momente von R, gilt, dass fiir

m > 0 das m—te Moment E(c?™) von o7 genau dann existiert, wenn
E(B+ae)" < 1. (1.7)

Sei p; = E(c}”) j-tes Moment von o?. Falls m € N und die Bedingung (I.73)

erfullt ist, dann ist das 2m—te Moment von R, gegeben durch

E(R™) = B(i™) (( B(B+ash)") Z ( )Cm TE (6 + ag})’ Mj) :

Jj=

siehe \Bollerslev (1986), |Lindner (2009) und |He u. Terdsvirta (1997).

Kurtosis: Als Maf$ fiir die Schwere der Flanken kann man die Kurtosis ver-

wenden. Fir die Kurtosis der Innovationen g, gilt

E((e - E(Et))4) _ E(g})
(E((e— B=))?)"  (B()”

da E(g;) = 0. Wegen der Gleichung (I.8) ist die bedingte Kurtosis von Ry;
gegeben (X = @y, Rivyim1 = Tep144i-1) fir i =2, ..., n darstellbar als

K(er) = (1.8)
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1. Stochastische Volatilitatszeitreihen und Prognose

K (R X = @p, Ryg144io1 = Tigterio1)
E( ;1+Z"Xt = Ty, Rt+1,t+z>1 = "°t+1,t+ze1)
( ( t+Z‘Xt Ty, Rt+1,t+z>1 = "°t+1,t+z;1))2
E (CTHi (Xt Riv1p4io1) 5?+i|Xt =Xy, Ri1 i1 = "°t+1,t+i—1)
(E (U,?H (Xt, Rt—i—l,t-l—i—l) 5%+i|Xt =@y, Ryy1 4401 = rt+17t+i—1))2
U?-}-i (fL‘u "“t+1,t+z’—1) E (5?+1‘|Xt = Iy, R't+1,t+i71 = rt+1,t+i71)
Ufﬂ- (wt, "“t+1,t+z>1) (E (EfH\Xt = Ty, Rt+1,t+z>1 = "°t+1,t+ze1))2
= k(i)

Dies st gleichbedeutend damit, dass die bedingte Kurtosis von Ryy; gegeben
(X =24, Riy144im1 = Tey144i-1) gleich der Kurtosis der Innovationen ey
ist. Fir die unbedingte Kurtosis gilt mit der Erwartungswertgleichung folgende

Beziehung

B ((Riyi — B(Rii))")
(B((Rusi = E(Rus))*))”
r122 B (RE)

(E(R2:))’
E(E(R?+i‘Xt7Rt+lt+i 1))
(£ (B (R 1 X, Rivpeio1)))
E (Ut+i (X4, R vie 1)) E (€f+l-)
(E(0? (X1, Riyreyio) ))2( (7, )2
(L8) E (o} (Xo, Ripiiricn)) 6 (i) (B (g7, ))
(E(0 (Xp Resr i) (£(20))°

Unter Anwendung der Jensenschen Ungleichung (siehe AnhanglAl) ist

K(Ryys) =

2

E (Ufﬂ (X, Rt+1¢+i*1)) > (E (Ut2+z‘ (X, Rt+1,t+z‘fl)))2

und somit A
E (O-t+i (Xn Rt+1,t+i—1))

(E(o?; (Xt Ris144i-1)))

> 1.
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1.2. GARCH(1,1)-Zeitreihen

(v)

(vi)

Hieraus kann abgeleitet werden, dass die unbedingte Kurtosis von Ryy; grofier

gleich der bedingten Kurtosis und der Kurtosis der Innovationen c,.; ist, d.h.
R(Riyi) > K(Rypil Xy = @4, Rij1pvic1 = Tegrp4io1) = K (E4a) fliri=2,...,n,

vgl. [Fan u. Yao (2003), Abschnitt .2. Analoges gilt fir Ry 1 gegeben Xt = x;.

Flankenindez: Fin besseres Maf$ um die Schwere der Flanken zu messen ist der
Flankenindez, der von |Kesten (1973) eingefiihrt wurde, siche |Goldid (1991)
und |\Embrechts w.a) (1997). Sei Rs = lim; .o, R;. Besitzt €1 eine positive
Dichte auf R, so dass E(|e|") < oo fiir h < hg und E(|e1|") = oo fiir ein

geeignetes hy € (0, 00|, dann ezistiert ein k > 0, so dass

o PBol > 5) o
s P ([Roc] > 5)

Davis u. Mikosch (2009), Korollar 1. Dies bedeutet, dass die Verteilungsfunk-

25 und man nennt

tion von |Re| ab einem vorgegebenen Wert x fallt wie x~
R, requldr variierend mit Index 2k. Kleineres bzw. griofferes k bedeutet ei-
ne stirkere bzw. schwdichere Flanke, |Davis u. Mikosch (2009). Um nun eine
Verbindung der Koeffizienten und des Flankenindexes herzustellen, stellt man
die GARCH(1,1)-Zeitreihe als sogenannte stochastische Rekurrenz—Gleichung

dar. Hierdurch kann abgeleitet werden, dass
E((agi+8)") =

Diese Gleichung kann nicht explizit nach k geldst werden. Somit muss der
Flankenindex numerisch oder durch Monte—Carlo—Simulationen ermittelt wer-
den. Weiteres kann in |Basrak u. a) (2002), |Resnick w. Starica (1996) nachge-

lesen werden.

Bedingter Mazimum-—Likelihood—Schdtzer: Im Fall von normalverteilten In-
novationen &, erhalt man unter Mazimierung der zugehdrigen gemeinsamen
Dichte von Ryyq, ..., Ryipn bedingt nach X, = x; in (i) einen konsistenten und
asymptotisch normalverteilten Schdtzer Iy fir 9 = (¢,«, B3)". Diese FEigen-
schaften von On bleiben auch erhalten, falls die Innovationen €, nicht nor-
malverteilt sind, sondern lediglich iid mit E(e;) = 0 und E(e}) < oo, siche
McNeil w. al (2005), Abschnitt 4.3, Hall u. Yad (2003), Lee u. Hansen (1994),
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1. Stochastische Volatilitatszeitreihen und Prognose

Lumsdaind (1996).

In Kapitel[d erfolgt mittels der Maximum~—Likelihood—Schditzmethode eine An-
passung von GARCH(1,1)-Zeitreihen an einige Datensdtze. Aufgrund der ge-
nannten Resultate konnen zundchst die unbekannten Parameter (, a und (3
ohne Beriicksichtigung der Verteilung der Innovationen geschdtzt werden. An-

schlieffend kann die Verteilung der Innovationen mittels der Standardisierung

A Tt+i
S ¢ AN 3,2
\/TB G2 A
fir i = 1,...,n dberprift und angepasst werden, siehe [Fan w. Yaad (2003),

Abschnitt 4.2.

1.3. Prognose

Ziel der Prognose ist es, einen funktionalen Zusammenhang zwischen zwei Zufallsva-
riablen herzustellen. Im Zusammenhang mit Zeitreihen ist insbesondere eine Progno-
se fiir ein Folgenglied X basierend auf einem oder mehreren vorhergehenden Folgen-
gliedern Xy, s < t, von Interesse. In diesem Abschnitt werden diesbeziiglich die Pro-
gnose in stochastischen Volatilitatszeitreihen und speziell GARCH(1,1)-Zeitreihen
untersucht.

Dieser Abschnitt stellt zunéchst den Begriff der Prognose im Allgemeinen dar,
siehe [Hamiltonl (1994), Kapitel 4 und Reiss u. Thomas (2007), Abschnitt 8.1. Zuerst

wird die Definition der Prognose im Allgemeinen eingefiihrt.

Definition 1.3.1 (Prognose). Gegeben seien die Zufallsvariablen X : (2, A, P) —
(S,B) und Y : (U, A, P) — (T,C). Sei Z := g(X) mit g : (S,B) — (T,C), dann
heifst

(i) Z = g(X) Prognose firY basierend auf X,
(i1) g(x) Prognose firy € T basierend auf x € S.

Hierbei wird unterstellt, dass x € S beobachtet wurde, bzw. dass X beobachtbar
und g bekannt ist.
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Man beachte, dass jede T—wertige Zufallsvariable Z = g(X) eine Prognose fiir Y
basierend auf X ist. Daraus ergibt sich die Fragestellung nach der Giite einer solchen
Prognose, die die Abweichung von Z und Y quantifiziert. Um die Giite der Prognose
zu spezifizieren, wird eine Verlustfunktion (oder Kostenfunktion) eingefiihrt, die

folgendermafen definiert ist.

Definition 1.3.2 (Verlustfunktion). Die Abbildung C : T x T — [0, 00] heifst Ver-
lustfunktion oder Kostenfunktion, fallsVy € T : C (y,y) = 0.

Dies bedeutet im Rahmen des Prognosebegriffs, falls g(z) gleich y ist, dann
ist der Verlust gleich null. Mit einer gegebenen Verlustfunktion kann die Giite ei-
ner Prognose Z fiir Y z.B. durch den erwarteten Verlust (oder Risiko) E(C(Z,Y))
quantifiziert werden. Nicht nur die Giite der Prognose ist von Interesse, sondern
die optimale Prognose, da die positiven Kosten unter der gegebenen Verlustfunkti-
on moglichst minimal sein sollen. Im Folgenden wird diejenige Prognose ¢g(X) als
optimal bezeichnet, bei der der erwartete Verlust {iber alle messbaren Abbildungen
g:(S,B) — (T,C) minimal wird. Sei M = {g : (S,B) — (T,C)} die Menge aller

dieser messbaren Abbildungen.

Definition 1.3.3 (Optimale Prognose). Z* = ¢*(X) sei eine Prognose firY unter
X und g* eine messbare Abbildung. Dann heifst Z* optimale Prognose von Y unter
X beziiglich der Verlustfunktion C, falls

E(C(Y,27) = min {E(C (Y, g(X)))}. (1.9)

In der Regel wird in der vorherigen Definition die quadratische Abweichung als

Verlustfunktion verwendet.

Annahme 1.3.4 (Spezifizierung der Verlustfunktion). Zundchst wird die quadrati-

sche Verlustfunktion

C(y,Z) = (y - Z>2
angenommen. Dann ist der erwartete Verlust oder das Risiko durch

E(C(Y,Z)) = E((Y - 2)*) = MSE(Y, Z)
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1. Stochastische Volatilitatszeitreihen und Prognose

gegeben.

Der Ausdruck ist bekannt als mittlere quadratische Abweichung (MSE). Ziel ist
es nun, die mittlere quadratische Abweichung zu minimieren und somit die optimale

Prognose unter der quadratischen Verlustfunktion zu bestimmen.

Satz 1.3.5. Sei Y € L5(Q2, A, P). Dann ist

B((Y = B(Y[X))?) = min B((Y — g(X))?).

Somit ist g*(X) = E(Y|X) = EY|X = ) o X, falls g* bekannt ist, die optimale
Prognose beziiglich des MSE.

Fir die Definition der bedingten Erwartung vergleiche Anhang [Al

Der Satz sagt aus, dass die optimale Prognose unter der quadratischen Verlust-
funktion die bedingte Erwartung von Y gegeben X bzw. X = z ist. Fiir Anwendun-
gen ist dies jedoch lediglich relevant, falls ¢ = E (Y|X = ) bekannt ist. Im weiteren
Verlauf dieses Kapitels wird diese Problematik noch intensiv untersucht.

Im Folgenden werden nur reellwertige Zufallsvariablen betrachtet und es exis-

tiere die bedingte Verteilung von Y gegeben X = z. In diesem Fall ist
z=g(x)=EY|X =2) :/yP(Y € dy|X = x)
bzw.
Z = g(X) =E(Y|X)

die optimale Prognose basierend auf = bzw. X.
Zunachst erfolgt die Definition von Funktionalen bzw. Funktionalparametern,

die fiir den nun vorgestellten Prognosebegriff von Bedeutung ist.

Definition 1.3.6 (Funktional und Funktionalparameter). Sei Q eine Familie von

bedingten Verteilungen von Y gegeben X = x. Dann heifit

T 0—R
PYe | X=2)—7(P(Y € |X=n1)

Funktional und 7(P (Y € -|X = z)) Funktionalparameter.
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Zwischen der bedingten Erwartung von Y gegeben X = x und der bedingten

Verteilung gilt der Zusammenhang
F(P(Y €X =2)) = B(Y]X = 2) = /yP(Y € dy|X =),

d.h. die optimale Prognose von Y gegeben X = x ist der Mittelwert, also ein
Funktionalparameter, der bedingten Verteilung.

Folglich ist die bedingte Verteilung P (Y € -|X = ) von zentraler Bedeutung,
siehe Reiss u. Thomas (2007), Abschnitt 8.1.

Nachstehend wird nun eine andere Blickweise der Prognose eingefiihrt. Ziel ist
die Prognose von Funktionalparametern der bedingten Verteilung. Offensichtlich ist

ein Funktionalparameter der bedingten Verteilung P (Y € -|X) eine Zufallsvariable

Y =h(X)=7(P(Y €-X)):=7(P(Y €|X =) oX)

mit h messbar. Im Sinne der obigen Definition ist infolgedessen die optimale Pro-
gnose von Y basierend auf X gegeben durch }7, da der MSE in diesem Fall sogar
0 wére. In Anwendungen ist die bedingte Verteilung jedoch im Allgemeinen nicht
bekannt und muss aus einer Lernstichprobe (X,Y) mit X = (Xi,...,X,) und
Y = (Y1,...,Y,) geschétzt werden.

Eine Prognose fiir Y basierend auf X und der Lernstichprobe (X, Y) ist gegeben
durch

Z = hixy)(X).

Als einfaches Beispiel kann die lineare Regression von Y basierend auf X im zufél-
ligen Design angegeben werden, siehe Reiss u. Thomasd (2007), Abschnitt 8. Seien
(X;,Y:),i=1,...,n, iid Kopien des Zufallvektors (X,Y’) mit der Darstellung

Y=a+4+bX +¢,

wobei E(¢) = 0 und X und ¢ unabhéngig sind. Man beachte, dass = die Realisation
der Zufallsvariable X ist. Wegen Lemma [I.T.6] gilt

PYe | X=z)=L(a+br+e¢)
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und daher
J=h(z) =7 (P(Y €|X =2)) = E(Y|X =2) — /yP(Y € dy|X = 1)

_ /ydﬁ(a+bx+5)(y)
= a+ bx.

Ziel ist die Prognose von E (Y| X)) als Funktionalparameter der bedingten Verteilung
P((a+bX +¢) € -|X). Da die Parameter ¢ und b nicht bekannt sind, miissen diese
aus der Lernstichprobe (X,Y’) geschétzt werden und folglich ist

die Prognose fiir Y basierend auf X und der Lernstichprobe (X, Y). Dariiber hinaus
ist

P((a+bX +2) € |x)
die Prognoseverteilung.

Der nachfolgende Abschnitt beschéftigt sich mit der Prognosebildung in sto-

chastischen Volatilitatszeitreihen.

1.3.1. Prognose in stochastischen Volatilitdtszeitreihen

Mit den Bezeichnung im vorherigen Abschnitt[[Ilsetze Y = R; und X = (Xo, Ry ;1)
firi=2,...,nund X = X, im Fall von ¢ = 1. Man beachte, dass im Rahmen von
stochastischen Volatilitatszeitreihen die Vergangenheit gleichzeitig auch die Lern-
stichprobe darstellt.

Zunachst wird auf die Prognose fiir die bedingte Erwartung von R;, 7 =1,...,n,
basierend auf (Xo, Ry ,;-1) bzw. X, eingegangen. Spéater wird das seriell bedingte ¢—
Quantil von R; gegeben (X, Ry ;1) untersucht. Es werden also Funktionalparame-
ter der bedingten Verteilung betrachtet. Das bedingte ¢—Quantil F~'(q|Xo, Ry ;-1)
bzw. F~'(q|Xo) basierend auf (Xo, Ry; 1) bzw. Xy wird in Anwendungen fiir die
Prognose des seriell bedingten VaR in Finanzzeitreihen verwendet, sofern diese durch

stochastische Volatilitdtszeitreihen modelliert werden.
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1.3. Prognose

Gegeben sei nun eine stochastische Volatilitdtszeitreihe Ry, ..., R, mit Anfangs-

zustand X.

Prognoseverteilung

Zunéchst wird der Begriff der bedingten Verteilung im Zusammenhang mit stochas-
tischen Volatilitatszeitreihen spezifiziert.

Im Rahmen dieser Zeitreihen besitzt die bedingte Verteilung nach Satz [LT.7] die
Gestalt

P(Y € |X) = P(RZ € '|X0,R17Z',1) = P(O’Z <X07R1,i71>5i € '|X0,R1,i,1). (110)

In Anwendungen sind zumeist die Parameter o; (Xo, R;;—1) unbekannt. Die
bedingte Verteilung mit geschétzten 6; (Xo, Ry ,-1) wird im Folgenden als Progno-
severteilung bezeichnte. Die in dieser Promotionsarbeit und in [Reiss u. Thomas
(2007), Abschnitt 8.1, als bedingte Verteilung bezeichnete Verteilung P (Y € -|X)

wird in [Fan u. Yag (2003), Seite 454, bereits als Prognoseverteilung angesprochen.

Prognose der seriell bedingten Erwartung
In diesem Fall wird der zu prognostizierende Funktionalparameter als die bedingte
Erwartung von R; gegeben (X, R;;_1) gewéhlt d.h.

Y = E(Ri|Xo, Rii1).

Im weiteren Verlauf wird lediglich auf den Fall ¢« = 2,... n eingegangen. Fiir
¢ = 1 konnen analoge Rechnungen durchgefiihrt werden.

Laut Satz [LT.7] der Aussagen iiber die bedingte Erwartung in stochastischen
Volatilitatszeitreihen liefert, gilt

E(Ri[Xo, Rii-1) = E(0i(Xo, Rii1)ei[Xo, Ri;i-1)
= 0;(Xo,Rii1) - E(&)
= h(Xo, Ry;_1).

In Anwendungen sind jedoch die bedingte Verteilung und daher o; in stochastischen
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1. Stochastische Volatilitatszeitreihen und Prognose

Volatilitatszeitreihen unbekannt. Dann liefert

A~

h (X07 Rl,zel) = 52‘(X07 Rl,zel) : E<5i)

nach geschétztem ¢; basierend auf (X, Ry ;_1) eine sinnvolle Prognose der bedingten
Erwartung von R; gegeben (Xo, Ry ;_1).
Prognose des seriell bedingten ¢—Quantils

Strebt man in einem weiteren Schritt Risikobetrachtungen im Sinne des VaR an, so

wird der zu prognostizierende Funktionalparameter als das bedingte ¢—Quantil

Y = F~1(g]Xo, Ry; 1) =0i(Xo,Rii-1)- F~(q)
= hy(Xo,Rii1)

flirt=2,...,n bzw. firi =1

Y = F(q|Xo) = 01(Xo) - F(q)
= hq (XO)

gewahlt. F stellt hierbei die Verteilungsfunktion der Innovationen ¢; fiiri =1,...,n
dar.

Analog zum vorhergehenden Abschnitt ist h, (Xo, Ry1;-1) die Prognose basie-
rend auf (Xo, Ry ,;-1), wobei jedoch wieder in Anwendungen die ¢; unbekannt sind.

Dann erhélt man durch
ilq (Xo, Ryi1) == 6:(Xo, Rii-1) - F'(q)
eine sinnvolle Prognose fiir das bedingte ¢—Quantil.

1.3.2. Prognose in GARCH(1,1)—-Zeitreihen

Beim Ubertragen der Prognosefragestellung in stochastischen Volatilitéitszeitreihen
auf den Spezialfall von GARCH(1,1)—Zeitreihen ersetze Xy durch X;, R; durch R, ;

und o; durch o,y;.
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1.3. Prognose

Im Fall von GARCH(1,1)Zeitreihen ist

Ut+i(Xt7 R¢+1,t+i—1) = Zt+i = ﬁ + Z ﬁijﬂ;jq
=0

fir © = 2,...,n, d.h. g,; enthdlt die unbekannten Parameter o, und ¢. Man

betrachtet nun die Versionen mit geschatzten Parametern, also fiir i =2,...,n
h (Xu R¢+1,t+i—1) = 07

da E (e¢4,)=0 (siehe Definition [[L2.1] einer GARCH(1,1)-Zeitreihe), und fiir das be-
dingte g¢—Quantil

hg (X, Rip1e4io1) (1.11)
CA.(*X Ryyi— ) N - A —
= X, Revioa + (X, Rivi 1) Z ﬁgXt,RHi,l)RtQJrifjfl - F 1<q>
1 - /B(Xtht+i—1) =0

als sinnvolle Prognose fiir die bedingte Erwartung und das bedingte ¢—Quantil ba-
sierend auf (X, Ryyq44i-1)-
Fiir &(x,,R,.i_1)5 B(Xt7th+i—l) und 6(Xt7m+i_1) kann z.B. der Maximum-Likelihood—-

Schéatzer verwendet werden. Der Fall ¢ = 1 folgt analog mit

Hierdurch kénnen spéter in Abschnitt .31 Bemerkungen beziiglich Prognosen des

seriell bedingten n—Tages VaR vorgenommen werden.
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Kapitel 2.

Approximative bedingte
Unabhangigkeit in GARCH(1,1)-
und stochastischen

Volatilitatszeitreihen

Im vorhergehenden Kapitel wurden stochastische Volatilitéatszeitreihen und der Spe-
zialfall der GARCH(1,1)-Zeitreihe vorgestellt. In diesem Abschnitt soll nun ge-
zeigt werden, dass n aufeinander folgende Zufallsvariablen, die einer GARCH(1,1)—
Zeitreihe folgen, approximativ iid bedingt auf der Vergangenheit der Zeitreihe sind.

In diesem Zusammenhang wird der Parameter der bedingten iid Approximation
eingefiihrt, der den Unterschied der Verteilung von n aufeinander folgenden Elemen-
ten einer stochastischen Volatilitéitszeitreihe und der Verteilung von iid Zufallsva-
riablen quantifiziert. Dieser Parameter wird genauer fir GARCH(1,1)—Zeitreihen
untersucht und im Zusammenhang mit diesen Zeitreihen wird ebenfalls approxima-
tive bedingte Unabhéngigkeit betrachtet.

In Abschnitt 2.1 wird der Variationsabstand und der Parameter der bedingten
iid Approximation eingefiithrt. Im darauf folgenden Abschnitt wird dieser Pa-
rameter in Bezug auf stochastische Volatilitatszeitreihen ndher untersucht und in
Abschnitt [Z3] auf den Spezialfall der GARCH(1,1)-Zeitreihen eingegangen. In die-
sem Zusammenhang werden weitere Eigenschaften des Parameters der bedingten
iid Approximation vorgestellt. Der letzte Abschnitt beschaftigt sich mit der bedingt
unabhéngigen Approximation in Bezug auf GARCH(1,1)-Zeitreihen. Dabei wird die
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2. Approximative bedingte Unabhédngigkeit

Forderung nach iid Zufallsvariablen fallengelassen und lediglich unabhéngige Zufalls-
variablen betrachtet. Zudem werden die Unterschiede der beiden Approximationen

dargestellt.

2.1. Der Parameter der bedingten iid

Approximation

Zunachst werden einige Begrifflichkeiten wiederholt, die ausschlaggebend sind fiir die
weitere Betrachtung, z.B. bedingte Unabhéngigkeit, die in |[Chow u. Teicher (1978),
Abschnitt 7.3, und [Reiss u. Thomas (2007), Abschnitt 8.1, zu finden ist. Der Begriff

approximativ bedingt iid wird in diesem Zusammenhang neu eingefiihrt.

Definition 2.1.1 (Variationsabstand). Seien X und Y Zufallsvariablen mit Werten
in einem messbaren Raum (S, B). Der Variationsabstand zwischen den Verteilungen
L (X) und L(Y) ist gegeben durch

1L(X)— L) := zuIL)JP{X € B} — P{Y € B}|.
€
Falls die pi—Dichten f und g von L (X) und L(Y) existieren, dann gilt

10 = £l =5 [ 1f = gldn (2.)

Als Referenz siehe Reisd (1989), Abschnitt 3.3.

Definition 2.1.2 (Bedingte Unabhéngigkeit). Sei X ein Zufallsvektor mit Werten
in einem messbaren Raum (S, B) und die Zufallsvariablen Yy, ..., Y, besitzen Werte
in einem messbaren Raum (T,C). Die Zufallsvariablen Y, ...,Y, werden bedingt

unabhdngig bedingt nach X = x genannt, falls
= =1 i=1
fiir C; € C, wobes

n
n

A
¢ i=1
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2.2. Approximativ bedingt iid in stochastischen Volatilitatszeitreihen

Als Abschwéichung dieser Bedingung wird nun der Parameter der bedingten iid
Approximation eingefithrt. Doch zuvor wird der Begriff e—approximativ iid bedingt

nach X = x vorgestellt.

Definition 2.1.3 (Bedingt e—approximativ iid). Die ZufallsvariablenYy,...,Y,, sind
e—approximativ iid bedingt nach X = x, falls

X < (), (2.2)

HP((Yl,...,Yn) € |X =g)— x PViX==

P(Yfie-p(:w) —PYie|X=2).
Definition 2.1.4 (Parameter der bedingten iid Approximation). Der Parameter

der bedingten iid Approzimation von Y1, ...,Y, gegeben x ist definiert durch

Ve = Y (Y,...,Y,|x)

= HP((Yl,...,Yn) € X =x) —iglpiIX:w (2.3)
bzw. heif§t
v o= (Y., Y,)
= / HP((Yl, LY Ee X =) — i>:"<1 PYIX=2llqc (X) (z)  (24)
der Parameter der bedingten iid Approzimation von Y1, ...,Y, mit

P(}Ze-|xzw)zp(1qe~|xzw).

2.2. Approximativ bedingt iid in stochastischen

Volatilitatszeitreihen

Der nachfolgende Satz liefert eine obere Schranke fiir den Parameter der beding-
ten iid Approximation im Rahmen von stochastischen Volatilitdtszeitreihen. Hierbei
werden Y7, ... Y, ersetzt durch R;,q,..., Ry, und X ersetzt durch den Anfangs-
zustand X;. Das Resultat zeigt, dass die obere Schranke lediglich von den bedingten
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2. Approximative bedingte Unabhédngigkeit

Randverteilungen der einzelnen Zufallsvariablen R;,; und R,y fiir ¢ = 2,...,n ab-

héngt.

Satz 2.2.1. Sei Ryy1,..., Ry, eine stochastische Volatilititszeitreihe mit Anfangs-
zustand X, wie in Definition L 13 Es gilt

(0 (Rt+17 cey RtJrn‘xt)
< Z/ [|P(Riti € | Ryy1p4i-1 = 7, Xy = 1)
i—2
—P(Riy1 € | Xy = @) ||d(L(Resr)) ' (7)),

wobei (L(Ri1))™" = X423 L(Resa).

Fiir den Beweis dieses Resultats werden Hilfsresultate in Form von Lemma 2.2.2]
sowie der Korollare 2.2.5] und 2.2.6] herangezogen. Im Folgenden gelte die nachste-

hende Voraussetzung:

Allgemeine Voraussetzung Seien X, )?,5,5 Zufallsvariablen auf einem messba-

ren Raum (S, B) mit X unabhdingig von ¢ und €, € unabhdingig von X. Des Weiteren
seien ¢,G : (S x S, B x B) — (T,C) messbare Funktionen und £(X) und L(X) die
Verteilungen von X und X.

Lemma zeigt, dass sich der Variationsabstand von gewissen verbundenen
Verteilungen wie sie z.B. in stochastischen Volatilitétszeitreihen auftreten, abschét-
zen lasst, indem der Variationsabstand der jeweils ersten Randverteilungen und der
ausintegrierte Variationsabstand von bestimmten Verteilungen der zweiten Kompo-

nente betrachtet wird.

Lemma 2.2.2. Es gilt

1£(X, g(X, 6)) L(X, (X))
< |lLx |I+/|IE z,€)) = L(g(w, )| dL(X) ().
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2.2. Approximativ bedingt iid in stochastischen Volatilitatszeitreihen

Beweis Mit Hilfe der Dreiecksungleichung gilt

I£(X. 9(X,2)) = £L(X,5(X. 2)]|
< |ewngxo) —£ (X g(X.0)|

e (%ot ) -2 (%55
< ||£(X)—E(??)|I+/|I£(g(x,€))—C(ﬁ(xf))lldﬁ()?)(x), (2.5)

wobei die letzte Ungleichung noch zu zeigen ist. Der Beweis dazu wird separat auf

zwei verschiedenen Wegen gefiihrt (mit und ohne Annahme von Dichten). =

Hierzu werden einige Hilfsresultate benotigt. Der Beweis der Ungleichung (2.3])
wird in zwei Teile aufgegliedert. Zum einen erfolgt der Beweis im allgemeinen Fall
unter der Benutzung des Konvexitits- und Monotoniesatzes (Lemmata [A.0.3 und
[A.0.2]im Anhang[Al) und zum anderen mit Hilfe der gemeinsamen Dichten. Der Spe-
zialfall, dass eine gemeinsame Dichte von X und g(X,e) bzw. von X und §(X, &)
existiert, wird ebenfalls gezeigt, da im Fall der Berechnung des Parameters der be-
dingten iid Approximation von GARCH(1,1)-Zeitreihen die gemeinsamen Dichten
existieren (vgl. Abschnitt [2.3]).

Beweis mittels Konvexitats- und Monotoniesatz

Zunéchst werden die Lemmata [A.0.3 und [A.0.2] im Anhang [A] fiir den Beweis von
Ungleichung (2.5]) verwendet. Fiir eine Referenz siehe Reiss (1993), Abschnitte 1.4
und 3.1.

Beweis von Ungleichung (2.5]) Um die Ungleichung zu beweisen, wird gezeigt,

dass
|2 (X g0x.2) - £ (X.9(X,9) | < lle) D)) (2:6)

und

e (%.0(%.0) - £ (X3%.2)| < [ 12962 - £ D) d(F) @27
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2. Approximative bedingte Unabhédngigkeit

Fiir die linken Seiten der Ungleichungen (2.6]) und (27) mit G(-|z) = d, x L(g(z,¢))
und (GL(X)) (B x C) = [ G(B x Clz)dL(X)(z) fiir B x C € B x C gilt

|exg(x.0) - (X 9(X.9) | = laLx) - GL))
und
|2 (X9(%.0) - £(X.9(X.9)| = IGLE) - L))
Dies ergibt sich, da sich £ (X, g (X,e)) darstellen lisst als
L(X,g(X,e))(BxC)=P{X€B,g(X,e)eC}
= /BP(g (X,e) € O|X = 2) dL (X) ()

und mit der Unabhéngigkeit von € und X folgt mittels Lemma [LT.6] dass

LX) (B C) = [ £(9(.2)(€) dL () (@)
— [6.(B) £(9/(2.) (€) dL () (). 23
wobei 0,(B) := 1g(x), B € B, das Dirac-Maf mit Masse 1 in x ist. Somit gilt
L(X,9(X,e))(BxC)= / (0, X L(g(z,¢))) (B xC)dL(X) (x) (2.9)

und weiter

L(X,9(X,e))(BxC)= /G(B x Clx)dL (X) (x)
= (GL(X))(Bx ().

Mit L ()?,g()?, e)) und £(X,§(X,2)) wird analog verfahren, wobei G(-|z) = 8, X

L(g(x,€)).
Unter Anwendung der Lemmata [A.0.2] und [A.0.3] ist die Ungleichung (2.6]) be-
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2.2. Approximativ bedingt iid in stochastischen Volatilitatszeitreihen

wiesen, d.h.
e 6 gx.2) - £ (%, 9(%.9))|| = G200 - GLE) < Jlex) - £l
Die linke Seite von (2Z7]) lasst sich abschétzen durch
| (X.9(%.9) - £ (X.3(X.2) H —GER) - GL(D)

L 166 - Gl de(F) @)

Somit ist noch zu zeigen, dass

/||G J2) — G| dL(X /||c r.€)) — L(F(x.2)|| dL(X) (@),

Dies folgt daraus, dass die ersten Komponenten in den einbezogenen Produktmafsen

identisch sind. Da die erste Komponente dem Dirac—-Maf entspricht und mit D, =
{y e T:(x,y) € D}, wobei D € BxC, z €8S, ist

[ 1161 - Gl d () @)
= 160 x £lg(w.2) — 0. % L3 2) || 4L(F) o)
= [ s |68 % Llg(w.2)) (D) - (e x £ 5)) (D)] dE(D) ()
— [ sw | [ £laln ) (D) d8ufan) — [ £(6002)(Duy) dlan)| L))
= [ sw |l )(D.) - LG D)D) LR )

DeBxC

= /suplﬁ(g(fv,&‘))(c) — L((2,8)(O)] dL(X)(x).

cecC

Die letzte Gleichung folgt, da zu jedem C' und x D so gewédhlt werden kann, dass
C = D,. Setze hierzu D =S x C ={(z,y) :x € S,y € C},dann ist D, = {y € T":
(x,y) e D} ={yeT:(x,y) € S x C}=C. Somit ist

/||G o) — G| dL(X /||c £,6)) — L(F(z.2)]| dL(X)(x)
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2. Approximative bedingte Unabhédngigkeit

und damit ist die Ungleichung (2.7) und insgesamt (2.5]) bewiesen. 0

Beweis unter Verwendung gemeinsamer Dichten

Im Folgenden wird nun unter Verwendung der gemeinsamen Dichten die Unglei-
chung (2.5)) bewiesen. Zunéchst werden zwei Lemmata vorgestellt, bei denen im Fall
der Existenz der verbundenen Dichte die Ungleichungen (2.6) und (2.7) als Glei-

chungen formuliert werden konnen.

Lemma 2.2.3. Es gelte (X, g(X,¢)) und (X, g(X,€)) besitzen Dichten beziiglich des
Produktmafles p x v. Dann gilt

| X g2 - £ (X 90X 0)| =) - DN (210)

Beweis Setze Y = g(X,¢) und Y := ¢(X,e). Des Weiteren besitze (X,Y) die
Dichte f (z,y) = f (y|z) f(z) und f(z,y) = f (y|z) f (z) die gemeinsame Dichte
von X und Y mit f(xz) > 0 und f(x) > 0. Wegen der Unabhéngigkeitsannahmen
und Lemma ist f (y|x) sowohl die bedingte Dichte von Y bedingt nach X = x
als auch die bedingte Dichte von Y bedingt nach X =z f und fbezeichnen die
p—Dichten der Verteilung von X und X , dann gilt

lexgx.en £ (% 9(%.0)|
— Hc(X,Y)—ﬁ()?,Y/)H:%//)f(x,y)—f(x,y))dV(y)dﬂ(x)
5 [ [lr@-F@| e ar @

= 5 [[ro-F| [fumawdw = e -£ ()], @

wobel [ f (ylz)dv (y) = 1. a
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2.2. Approximativ bedingt iid in stochastischen Volatilitatszeitreihen

Lemma 2.2.4. Es gelte ()?,g()?,s)) und (X,§(X,2)) besitzen Dichten beziiglich
des Produktmajles p X v besitzen. Dann gilt

2 (%a(%.0) - £ (X3E.2)| = [ l1£tw.2) - LG D) dLF) o)
(2.12)

Beweis Setze Y = g(X,¢) und Y := §(X, ). Des Weiteren bezeichne f (z,y) die

gemeinsame Dichte von X und Y und f (z,y) ist die gemeinsame Dichte von X und

Y. Zudem sei f(yle) = f(2,y) /f(z) und [ (ylz) = f (z,9) /f(z), f(x) >0, wobei
f die pu—Dichte der Verteilung von X bezeichnet.

|2 (%.9%.9) - £(Xx.2)| = |2 (X.7) - £ (£.7)]
5 [ [[Few - @]

~ [F@); [Tl - F ol dv () do )
:/Hp(ffe.p?:x)_P(Ye.p?:x)H a (X) ()

— / HP (g()?,e) e X = x) _p (jc;()?,g) e |X = x)” dL ()?) (z)
— [11£(a(e2) = £ DI LD )

0

Somit kann der Beweis der Ungleichung (2.5) unter Verwendung der gemeinsa-

men Dichten formuliert werden.

Beweis von Ungleichung (2.5]) Unter Verwendung der Lemmata 223 und 2.2.7]
folgt die Behauptung und es gilt Gleichheit in (2.3]). ]

Nachdem nun das Lemma 2.2.2] mit Hilfe des Konvexitats- und Monotoniesat-
zes bzw. durch Existenz der verbundenen Dichten bewiesen wurde, erfolgt nun eine
Ubertragung von Lemma 2.2.2] auf den Variationsabstand der gemeinsamen Vertei-

lungen von stochastischen Volatilitédtszeitreihen.
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2. Approximative bedingte Unabhédngigkeit

Korollar 2.2.5. Seien X1, ¢e,,...,&, unabhingige Zufallsvariablen. Firi:=2,...,n

definiere rekursiv
Xi=gi(X1-1,8i),

wobei X1 ,;-1 = (X1,...,Xi—1). Definiere gleichermafSen )?Z basierend auf €; und g;.

Des Weiteren seien )?1, €9y ...,En unabhdingig. Dann gilt

||‘C(X1,n) - ‘C(il,n)H
< IL(X) = L(X)|

+Z/||£(gz’(w1,z17€z’)) — L(gi(®1,i-1,&))]] d£<5/(1,z'71)(w1,i71) .
=2
Beweis Unter Verwendung der Darstellung
X = (X101, X)) = (X101, 0i( X1, 60))

folgt die Behauptung mit Lemma [2.2.2] und Induktion iiber n, wobei X = X, 1,
e =¢; und g = g;. Fiir den Induktionsanfang n = 2 gilt mit X; unabhéngig von e,

dass

1£(X12) — L(X1)]|
= ||£(X1>92(X1 1752)) —5(21752(5(1,1752))“
L.2.2.2
< 1L(X) - LX)

/ 1L (ga(@11,2)) — LG (@rr )| LX) (@1s):

Es gilt, dass X ,—; und ¢, unabhangig sind, da X ,_; mit rekursivem Einsetzen
nur noch von Xy, ¢e,,...,6,_1 abhingt und unter der Voraussetzung der Unabhéan-
gigkeit von Xy, ¢e,,..., ¢, folgt fiir den Induktionsschritt von n — 1 nach n mit der

Induktionsvoraussetzung, dass

1£(X 1) — L(X 1)

= ||£(X1,n717 gn(Xl,nfla 5n)) - £()(1,11717 gn(X17n,1, gn))”
L.2.2.2 -
< L(Xine1) = L( X n))]
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2.2. Approximativ bedingt iid in stochastischen Volatilitatszeitreihen

/ (g (@in1,20)) — LG (@rn s N ALK 1) (@1 t)
Ind.vor.

<L) = LX)l

+Z/ (s (@11-1,2)) = £ (@151, 2D ALK i) (@1001)

+/ L(gn(@ 1015 €0)) = L@ (@101, 5))]] AL X1 0m1) (T 1,0-1)-

Weiter wird Korollar 2.2.5] neu formuliert im bedingten Zusammenhang.

Korollar 2.2.6. Seien X, e, ...,e, unabhdngige Zufallsvariablen. Definiere Ry =
gl(Xo,Efl) und
Ri = gi(Xo, R17i_1, 62‘), 7= 2, oo, n, (213)

wobet Ry ;1 = (Ry,...,Ri_1). Definiere analog E basierend auf Xq, € und g;.

Dann,

I|P(Ry,, € | Xo = x0) — P(Ry, € | Xo = x0)||
< ||L(X1) — L(Xy)]|

+ 3 [ eaten@im1,20) = LG @01, ED LX) @10),
=2

wober X; und )?Z rekursiv definiert sind wie in (Z13) mit Xy ersetzt durch xy.

Beweis Man iiberpriife, dass die bedingte Verteilung von R;, und le bedingt
nach Xy = zy dargestellt werden kann als die gemeinsamen Verteilungen von X ;
und X 1,;- Aufgrund dessen impliziert Korollar 2.2.5] die Behauptung. ]

Nun kann der Beweis des Satzes 2.2.1] zusammengefasst werden, wobei dieser
Satz das Hauptresultat der Arbeit darstellt.

Beweis von Satz [2.2.1] Der Satz folgt direkt aus Korollar mit g;(z,y) =
or1(2)y, gi(w,7,y) = opiz, 7))y und gi(z,y) = gi(z, 7, y) = o1 (2)y. 0

Dieses allgemeine Resultat vereinfacht nun die weiteren Berechnungen in den
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2. Approximative bedingte Unabhédngigkeit

Abschnitten 2.3 und Bl in denen speziell der Parameter der bedingten iid Appro-
ximation in GARCH(1,1)Zeitreihen und dessen Ubertragung auf die Prognose der

oberen Schranke des bedingten n—Tages VaR thematisiert wird.

2.3. Approximativ bedingt iid in
GARCH(1,1)—Zeitreihen

In diesem Abschnitt wird Satz2.2.J]angewendet auf GARCH(1,1)Zeitreihen. Bevor
jedoch ndher auf diese Anwendung eingegangen wird, wird zunéchst der Variations-

abstand fiir bestimmte Verteilungen untersucht.

Bedingung 2.3.1. Sei ) eine symmetrische Verteilung mit Lebesque—Dichte f und
sei Q, die zugehorige Verteilung mit Skalenparameter o. Es gelte f(x) = f,(x) fir
genau zwei Werte x und fir genau ein & € R ist f auf (—o0, &) monoton wachsend

und auf (£, 00) monoton fallend.

Satz 2.3.2. Fulls die Bedingung[2.31 erfillt ist, gilt

-l = 5 [1f0) - £l =3 [ |10~ 21 (%) o

S ‘0-2_ 1‘Cmax7

wobei Car das Mazimum von x f(x) fir x > 0 ist.

Beweis Fiir () und @), mit Lebesgue—Dichten f und f, erhélt man

Ju@ =i = [lrw-1 ()
o -

()

dx

wobei F' die zu f gehorige Verteilungsfunktion ist und —z* und z* sind die zwei

Werte fiir die f(z) = f,(x). Im Folgenden sei ¢ > 1. Die Aussage fiir ¢ < 1 kann
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2.3. Approximativ bedingt iid in GARCH—Zeitreihen

analog gezeigt werden. Man erhélt

1 1, /2 1 . x*
0-@ul = 3 [ |- 11 ()| ae=5-alrer-r ()
< H(ﬂ)af—i-zzfﬁ<£)u—d
o o o o
< 2]1 -0 m%(zf(z) =: 2|1 — 0| Crnax < |07 = 1| Crnax,
wobei die letzte Ungleichung aus o > 1 folgt. ]

Sieht man sich die Spezialfille der Normalverteilung und Student—Verteilung
an, so ist die Bedingung f(z) = f,(z) fir genau zwei Werte z giiltig und Clay 14sst

sich einfach berechnen.
Bemerkung 2.3.3.

(i) Falls f die Standardnormalverteilungsdichte ist mit

1 x?
I 2.14
) = e (-5 214
dann gilt
1 1
Crnx = ——exp | —= | = 0.24
V2 p( 2)

(ii) Falls f die Standard-Student-Dichte ist mit Gestaltsparameter x> 0 und
r(e41 2\ —(1+r)/2
f(af)z—(,f)2 ) (1+x—) , rTeR, (2.15)
2

wobei T'(x) die Gamma—Funktion bezeichnet mit T'(x) = [ " exp(—t)dt,
dann gilt

P(s+3) 0+ "

K

RO

Im Fall der Normalverteilung kann man alternativ auch Lemma 12 in [Pfanzag]

(1973) anwenden. Dieses Resultat beschreibt den Variationsabstand von zwei d—
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2. Approximative bedingte Unabhédngigkeit

dimensionalen Normalverteilungen.

Lemma 2.3.4 (Variationsabstand von zwei Normalverteilungen). Es gilt, dass
INe = Nil| < d2™*||C — 1],

wobet N¢ die d—dimensionale Normalverteilung mit Kovarianzmatriz C darstellt. T

bezeichnet die Einheitsmatriz sowie ||-||, die euklidische Matriznorm.

In Lemma [2.3.4] erhélt man somit eine dhnliche obere Schranke mit der Kon-
stanten Cp.x = 4 anstelle der Konstanten Cl .« ~ 0.24 aus Satz 2.3.2

Die Sétze Z.2.Tund 2.3 2 liefern nun die Grundvoraussetzungen fiir das Hauptre-
sultat, eine obere Schranke fiir den Parameter der bedingten iid Approximation fiir
n aufeinander folgende Zufallsvariablen von GARCH(1,1)—Zeitreihen. Die Approxi-
mation héngt lediglich von den Parametern o und 5 der GARCH(1,1)—Zeitreihe und

der Anzahl n der aufeinander folgenden Zufallsvariablen ab.

Satz 2.3.5. Sei {R},., eine GARCH(1,1)-Zeitreihe mit ER} < oo, o+ < 1 und
L(gy) = Q geniige der Bedingung[2.31. Dann gilt fir jedes n € N,

et < o (125 01) (155
= Cinax - B(a, f,n) (2.16)

mit Crax definiert wie in Satz[2.3.2.
Bemerkung 2.3.6.

(i) Fiir alle GARCH(1,1)-Zeitreihen, welche die Bedingungen ER? < oo und o +
B < 1 erfillen, hingt die obere Schranke von 1 in Ungleichung (2.16) nicht

von der Vergangenheit ab. Eine von der Vergangenheit abhdngige Schranke

Ve, befindet sich im nachstehenden Beweis, siche (2Z20)). D.h.

Q/) (Rt+17 .. -aRt+n|mt) S Cmax : B (a,ﬁ,n, mt) .

(i1) Eine Taylorentwicklung von

hp) =1-p"
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2.3. Approximativ bedingt iid in GARCH—Zeitreihen

um 1 mit der Zwischenstelle & € ([3,1) liefert

(i 01) 0 5)

ﬁ
= Chuax El ﬁ ) (n ~n(1=8) +1/2(1 = B)*((n — n2)§n2))

Q

1-p5
Cmax | 1 - ) n—(n+1/2(1=pB)(n—n?)),

da sich & mat 1 abschdtzen lasst und mit o < 1 — (3 gilt weiterhin

Q 1—p0" n?—n
Cmax(ﬂ‘F]-) (n_l—ﬁ) S (O[+1—ﬁ) 2

= O(a+1-p0)

fir festes n € N. Die rechte Seite von Gleichung (218) ist somit von der
Ordnung O(a + 1 — 3) fiir 3 — 1 und o — 0 einschlieflich eines Terms n?.

Nachfolgend wird der Beweis des Hauptresultats Satz [2.3.5] vorgestellt.

Beweis von Satz [2.3.5] Aus vereinfachenden Griinden wird in Teil (a) zunéchst
der Fall fiir n = 2 verifiziert. In einem néchsten Schritt werden die notwendigen

Modifikationen fiir den allgemeinen Fall in Teil (b) angegeben.
(a) Wendet man die Gleichung (ZI]) und Bemerkung [[L2.6] (i) an, so erhdlt man

7l

f0t+l(mt) (Tt-i-l) f0t+2($t,7’t+1) (TH-Q)

2

- H fUt+1(wt) (TtJri)
i=1

th+17’t+2

= /fo't+1(wt) (TtJrl)
1
5 / ’(fo't+2(wt77’t+l) (TH—?) - f0t+1(-’13t) (TH—Q)) } drt+2drt+1>

wobei f die Lebesgue-Dichte von () ist. Das innere Integral ist der Variati-
onsabstand von zwei Verteilungen mit den verschiedenen Skalenparametern

Opro(®y, mi1) und o4 (), der durch HQ%H(%) - Q0t+2(wt7rt+l)H bezeichnet
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2. Approximative bedingte Unabhédngigkeit

wird. Mit Satz 2.3.2] und Substitution von y/o;1(x;) durch z gilt

HQO’t+2(wt77"t+1) - Qat+1(wt) H

1
= 5 / ‘f0t+2(wt77’t+l)<y> - fatﬂ(wt)(y)‘ dy

1
= 5/ f"'t+2($tv7t+l) (Z) - f(Z) dz
oi+1(Ly)
5.2.3.2 o2 (4, 7141)
= ‘ Qo’t+2(mtv7t+l) - Q < max t+22—’ — 1. (217)
7t 1(Lp) o (@)

Und somit gilt mit Hilfe der Dreiecksungleichung und der Darstellungen
2 _ C - 7 a2
o (@) = 1-3 +O‘Zﬁ Ti_j
j=0

sowie

[o¢]
2 C i .2
O (T, i1 yio1) = -5 +a Z Frivij
=0
firi=2,...,n,

2

f0t+1(wt) (Tt—f—l) f0t+2(wt77’t+l) (TH—Q) - H f0t+1(-’13t) (Tt-i-i)
=1

drp1Tee

7l

¢ 00 )
g tad o
< /fo’t+1(mt) (Tt-i-l) * Chax =7 j;O - ! -1 drt—f—l
w5t
2
ar
< Chnax / fUt+1(wt) (Te41) - ti.} ; driy
ﬁ + o Zj:O ﬁjrt{j
q 00 j 12
— + « Z - ﬁjr -
-6 j=1 t—j+1
+Cmax / fo’t+1(mt) (Tt-‘rl) ! o) ‘ - 1 th+1
5+, A

_C (a T T o Bl
— “Ymax : ¢ o o
18 + « Eij ﬁJthj

ﬁ +adlT 1‘)
¢ o i
138 + &E]’:O ﬁ]'rtfj

1).

Da 3 < 1 erhélt man, dass ﬁ +aBy s, Biry ;< ﬁ +ad 2, Br} ; und

q 00 j )2
5 T af ijo Bri_;
9 00 02
5 T )T P

< Chax (a +
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2.3. Approximativ bedingt iid in GARCH—Zeitreihen

somit
SRRV SR IS R ) O
g e A 5 ad S Bk
¢ % i 2
— 1-p. 128 tadiis B
ﬁ +ay 0
< 1-7.

Insgesamt ergibt sich

L

2
H f0t+1(wt) (Tt—f—i) - f0t+1(-’13t) (Tt-i-l) fat+2(wt,7"t+1) (TH—Q) drip1Tese
i=1
< Con (@ +1—1). (2.18)

(b) Des Weiteren werden nun die bendtigten Modifikationen angegeben um die
Aussage fiir n > 3 zu beweisen. In Analogie zu Teil (a) kann man eine obere

Schranke von

/||P<Rt+i € |Ryy1pqi1 =1, Xy =x)
—P(Rip1 € | X = @) || d(L(Res1)) ™ (r)

ermitteln. Nach Satz 232l und der Gestalt von o7, (@, Pij144i—1) st

/HP(RH@' € | Rij1ppi1 =7, Xy = ) (2.19)
—P(Rip1 € | Xy = @) || d(L(Ri41)) ™ (r)
< /Cmax ﬁj O‘Z;‘io ﬁjr?ﬂijil
=5 tad T, it
o Z;j) Fr i + ﬁ tay i B B 1'
ﬁ +ay 0
Sov @) (Teiz1) oo Jori@o) (Teg1) drepicr . dri

i—2 ¢ i—1§700 7,2
< Crnax (a (Z [V) | res 20 P ) (2.20)
=0

¢ 0 24,2
g T« > im0 i

-1

d(L(Rey1))' " (7)

= Cmax /

—1
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2. Approximative bedingte Unabhédngigkeit

< Chnax (a (i ﬁ]) +1- ﬁ“) : (2.21)
j=0

wobei der letzte Schritt analog zu Teil (a) aus 8 < 1 folgt. Wendet man nun
Satz 2211 im Fall von GARCH(1,1)-Zeitreihen an, so erhélt man

1=2

]__ mn
=6 (270) - 425)

g

Die nachfolgende Tabelle 2.] zeigt die obere Schranke fiir den Parameter der
bedingten iid Approximation fiir n aufeinander folgende Zufallsvariablen von den
verwendeten GARCH(1,1)-Zeitreihen auf Basis von normalverteilten Innovationen
(et ~ Nio,1)) in Abhéngigkeit der Parameter «, 3 und der Anzahl n der aufeinander
folgenden Zufallsvariablen. Hierbei ist nach Bemerkung2.3.31C',..x = \/LQ—F exp (—%) ~
0.24.

In den folgenden Tabellen wird n so gewéhlt, dass ein Zeitfenster von wochent-
lich (ca. 5 Handelstage), 10-tégig (fiir gewisse Handelsbuchpositionen wird im inter-
nen Modell die Berechnung des 10-tagigen VaR gefordert, siche Basel Committee on
Banking Supervision (2009)) und 3-monatig (ca. 63 Handelstage) betrachtet wird.

Des Weiteren wird (8 nahe bei 1 und « nahe bei 0 gewahlt. In realen Datensét-

zen beobachtet man ebenfalls solche Werte der Parameter bei der Anpassung von
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2.3. Approximativ bedingt iid in GARCH—Zeitreihen

GARCH(1,1)—Zeitreihen an z.B. tégliche log—Renditen (siche RiskMetrics Group
(1996), [Franses u. van Dijk (2000)). Um die Stationaritat der GARCH(1,1)-Zeitreihe
zu gewahrleisten wird die Bedingung a@ < 1 — 3 aus Lemma zugrunde gelegt.
Wiéhlt man o und [ nicht geeignet, wird die obere Schranke fiir den Parameter der
bedingten iid Approximation zu grof und man erhélt keine angemessene Schran-
ke, da der Variationsabstand nicht Werte grofer als 1 annehmen kann. Aus diesem
Grund sind die Werte grofer als 1 nicht als aussagekréftige obere Schranken anzu-

sehen.

‘ o ‘ I6] H n=> n=10 ‘ n=63 ‘
0.09 0.9 0.4160 1.603 24.3725
0.009 0.9 0.2387 0.9196 | 13.9821

0.0009 | 0.9 0.2209 0.8513 | 12.9431
0.009 | 0.99 || 4.55-1072 | 0.2015 7.3975

0.0009 | 0.99 | 2.61-1072| 0.1156 4.2439

0.0009 | 0.999 | 4.59-1073 | 2.06-10~2 0.88

Tabelle 2.1.: Obere Schranke fiir den Parameter der bedingten iid Approximation in
GARCH(1,1)-Zeitreihen mit normalverteilten Innovationen.

Analog zum Fall der normalverteilten Innovationen kann ebenfalls eine obere
Schranke fiir den Parameter der bedingten iid Approximation auf Basis von Student—

verteilten Innovationen (siche Gleichung (2.15))) in Betracht gezogen werden.

L(5+3) (L4 )"
() Vavi

muss allerdings in Abhéngigkeit vom Gestaltsparameter der Student—Verteilung

Cmax =

berechnet werden, sieche Bemerkung 2.3.3] Fiir x = 3 erhélt man
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2. Approximative bedingte Unabhédngigkeit

‘ « ‘ I6] H n=> ‘ n=10 n=063
0.09 0.9 0.3555 1.37 20.8247
0.009 0.9 0.2039 0.7858 | 11.9468

0.0009 | 0.9 0.1888 0.7274 11.059
0.009 | 0.99 || 3.89-1072 | 0.1721 6.3207

0.0009 | 0.99 || 2.23-1072 | 9.88-1072 | 3.6261

0.0009 | 0.999 || 3.92-1073 | 1.76-1072 | 0.7518

Tabelle 2.2.: Obere Schranke fiir den Parameter der bedingten iid Approximation in
GARCH(1,1)-Zeitreihen mit Student—verteilten Innovationen mit Ge-
staltsparameter kK = 3.

‘ « ‘ I6] H n=> n=10 n=063
0.09 0.9 0.3961 1.5261 | 23.2032
0.009 0.9 0.2272 0.8755 | 13.3113

0.0009 | 0.9 0.2103 0.8105 | 12.3221
0.009 | 0.99 || 4.33-1072 | 0.1918 7.0426

0.0009 | 0.99 || 2.49-10~2 0.11 4.0403

0.0009 | 0.999 || 4.37-107% | 1.96-1072 | 0.8377

Tabelle 2.3.: Obere Schranke fiir den Parameter der bedingten iid Approximation in
GARCH(1,1)-Zeitreihen mit Student—verteilten Innovationen mit Ge-
staltsparameter x = 10.

Wegen Bemerkung (ii) ist der Limes von Ungleichung (2.16]) des Hauptre-
sultats (Satz 23.0) fiir festes n, § — 1 und @ — 0 mit a + < 1 gleich 0. Dies
bedeutet, dass die obere Schranke des Parameters der bedingten iid Approximation
WV (Rys1, ..., Ryyp) fiir festes n gegen 0 konvergiert.

Weiter ist auffillig ist, dass die obere Schranke des Parameters fiir die Student—
verteilten Innovationen kleiner gleich der oberen Schranke des Parameters fiir die
normalverteilten Innovationen bei gleichen Parametern und der gleichen Anzahl n
von aufeinander folgenden Zufallsvariablen ist, sieche Tabellen 2.1] und 2.3

Fir den Vergleich des Parameters beziiglich normalverteilter und Student—
verteilter Innovationen besteht der einzige Unterschied in der Berechnung des Varia-
tionsabstandes der zugehorigen Verteilungen, vgl. Beweis des Hauptresultats (Satz
233). Lemma 237 beschreibt das Resultat, dass bei Variation des Skalenparame-
ters der Variationsabstand von Student—Verteilungen kleiner oder gleich dem Varia-

tionsabstand von Normalverteilungen ist, d.h. C\,,x wird kleiner je mehr Masse in
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2.3. Approximativ bedingt iid in GARCH—Zeitreihen

den Flanken vorhanden ist.

Lemma 2.3.7. Es gilt
||Qn _QN,OH < ||N_ NU||>

wobet Q) die Standard-Student—Verteilung mit Gestaltsparameter k und Q. , die
zugehorige Student—Verteilung mit Gestaltsparameter k und Skalenparameter o dar-
stellt. N ist die Standardnormalverteilung und N, die zugehorige Normalverteilung

mit Skalenparameter o.

Beweis Man betrachtet zunichst den Variationsabstand von zwei Student—Vertei-
lungen (Lebesgue-Dichte siche Bemerkung 2.3.3] Gleichung (2.15])). Student—Vertei-

lungen konnen auch als Mischungen angesehen werden, d.h.

mit V' als standardnormalverteilte Zufallsvariable, Z eine standardgammaverteilte

10— Quoll = ||l (vi@/m)?) = £ (av) (2/1)"?)

Zufallsvariable mit Gestaltsparameter r > 0, wobei V und Z unabhéngig sind.
L(V/](Z/r)"*) ist somit eine Standard-Student—Verteilung mit Gestaltsparameter
k = 2r, Reiss u. Thomas (2007) Abschnitt 6.3. Es gilt

HQH—QHC,SH
— ‘/0 P(V/ (Z)r)'? e -|Z:z> dL(Z) (2)

_ /OOO P(ov/ (2" €12 = =) dL (2) (2)

Unter Anwendung von Lemma erhédlt man aufgrund der Unabhéngigkeit von
V und Z

G (l2) =P (V/(Z/r)7 ez =2) =P (V/(z/r)7€"),

G(lz)=P (UV/ (Z/r)? e |7 = z) —p (UV/ (z/r)? € ) .

Unter Verwendung dieser Darstellung gilt mit Hilfe des Konvexitétssatzes (Lemma
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2. Approximative bedingte Unabhédngigkeit

[A.0.3)
Qs = Quoll = 1GL(Z) - GL(Z)|| < /OOO IG(-|2) = G(-12)lldL(Z)(=)

= [P (vreme)=p(eviem e ) i@ ¢,

Die letzte Gleichung bedeutet, dass lediglich der ausintegrierte Variationsabstand
von Normalverteilungen mit unterschiedlichen Skalenparametern betrachtet werden

muss

HP (V/ (Z/r)2 ¢ ) _P (UV/ (Z/r)? ¢ ) H
- HNO . — Nye

Z/T ‘z/r
_ 1 /
2
wobei ¢ die Lebesgue-Dichte der Standardnormalverteilung ist. Eine Substitution
von x+/z/r durch y liefert

() = o,z (x)| du,

0. 2 Vol

Hp (VI )2 e ) =P (V) (z/n) ) H —|P(VeE)—P(oV e

und insgesamt

1Qn — Quall < / TPV ey~ PloV € ) dL(2)(2)
— IP(Ve)— PV el
— IN- N,

g

Man beachte, dass man als Zwischenresultat in (2.20) eine schéirfere Abschét-
zung in Abhéngigkeit von der exakten Gestalt der Vergangenheit der Zeitreihe be-
kommt. Hieraus ergibt sich nun die Fragestellung, wie gut die Abschitzung aus
(2.16]) gegentiber dem Zwischenresultat in (2.20]) ist.

Diese schérfere Abschétzung kann allerdings lediglich simuliert werden, d.h.

die Vergangenheit in Form der gewichteten Summe Y °) 6'r7 ; in Ungleichung
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(2.20) wird beziiglich der GARCH(1,1)~Zeitreihe mit den entsprechenden Parame-
tern «, (3, ¢ simuliert. Es ergibt sich jedoch die Problemstellung, dass man keine un-
endliche Vergangenheit betrachten kann. In diesem Fall wird bei 10000 abgebrochen
32%00 B'r? ;. Die Anzahl der
Simulationen der oberen Schranke der iid Approximation wird auf 4000 gesetzt und
¢ betragt 0.00001. ¢ wird sehr klein gewahlt aufgrund der Fallstudien aus Kapitel
und RiskMetrics Group (1996) und [Franses u. van Dijk (2000). Bei den Ergebnissen

in den nachstehenden Tabellen handelt es sich um die Mittelwerte der Simulationen

und die Simulation der gewichteten Summe erfolgt mit r2

der oberen Schranke. Darunter wird die zugehorige Standardabweichung in Klam-
mern und in eckigen Klammern das Maximum angegeben.

Die Tabelle 2.4] zeigt nun die obere Schranke der bedingten iid Approximation
basierend auf dem Zwischenresultat (2.20) und normalverteilten Innovationen. Die
nachfolgenden Ergebnisse in den Tabellen 2.5 und 2.6l wurden analog simuliert aller-
dings auf Basis von Student—verteilten Innovationen mit Gestaltsparametern x = 3
und s = 10.

Vergleicht man die Tabellen 211 und 2.3] mit den Tabellen 2.4] und
2.6l so stellt man fest, dass das Maximum der simulierten oberen Schranken des
Parameters der bedingten iid Approximation kleiner gleich den oberen Schranken
ohne Miteinbeziehung der Vergangenheit aus den Tabellen 2.1] und 2.3 ist. Dies
resultiert aus der Ungleichung (Z27]). Aus dieser Ungleichung kann man ebenfalls
ableiten, dass die obere Schranke des Parameters klein ist, falls § nahe bei eins ist

und die Anzahl der aufeinander folgenden Zufallsvariablen n klein ist.
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« ‘ 15} H n=>os n=10 ‘ n—=63
0.09 | 0.9 0.3792 1.461 22.1951
(2.15-1072) | (8.44-1072) | (1.2857)
[0.415] [1.6009] [24.3447]
0.009 | 0.9 3.92:1072 0.1513 2.3013
(5.85 -1072) | (2.31 -1072) |  (0.353)
6.89-1072] [0.2502] [4.2291]
0.0009 | 0.9 || 3.93-107% | 1.52-1072 0.2316
(6.27 -107%) | (2.47 -1073) | (3.84 -1072%)
7.36-1073] | [2.96 -1072] | [0.4465]
0.009 | 0.99 | 4.29-1072 0.19 6.9823
(6.96-107%) | (3.07-107%) | (0.1123)
[4.48-1072] [0.198] [7.2737]
0.0009 | 0.99 || 4.31-1073 1.91-1072 0.7005
(2.02:107%) | (9.04-107%) | ( 3.29-1072%)
[5.07-1073] | [2.34-1072 [0.8804]
0.0009 | 0.999 || 4.35-103 1.95-102 0.8333
(2.03-107°) | (9.05-107°) | (3.96-107%)
[4.42-1073] | [1.95-1072 [0.8461]

Tabelle 2.4.: Mittelwert der simulierten oberen Schranke fir den Parameter der be-
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dingten iid Approximation in GARCH(1,1)-Zeitreihen beziiglich nor-
malverteilter Innovationen und der Vergangenheit (siche (2.20))). In
runden Klammern wird die Standardabweichung und in eckigen Klam-
mern das Maximum der simulierten oberen Schranke angegeben.
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« 06 H n=>»s n=10 ‘ n—=63 ‘
0.09 | 0.9 0.2883 1.1123 16.9493
(3.38-1072) | (0.1303) (1.9944)
[0.3555] [1.3689] [20.8145]
0.009 | 0.9 3.21-1072 0.1221 1.8627
(1.27 -1072) | (4.6:1072) (0.6917)
|0.1599] [0.7567] [11.0196]
0.0009 | 0.9 3.3-107% | 1.28-1072 0.192
(2.52 -1073) | (1.25 -1072) | (0.1452)
[9.08-1072] [0.5006] 6.4859]
0.009 | 0.99 || 3.48-1072 0.1541 5.664
(1.9:.107%) | (8.54-107) | (0.3089)
[3.89-1072] [0.1721] [6.3157]
0.0009 | 0.99 || 3.61-1073 1.6-1072 0.5878
(8.29:-107%) | (3.45-1073) | (0.1354)
[1.97-1072] | [7.58-1072 | [2.8772]
0.0009 | 0.999 || 3.66-1073 1.64-1072 0.7013
(8.79-107°) | (4.0-107%) | (1.71-1072)
[3.92-1073] | [1.76-1072] | [0.7515]

Tabelle 2.5.: Mittelwert der simulierten oberen Schranke fiir den Parameter der
bedingten iid Approximation in GARCH(1,1)-Zeitreihen beziiglich
Student—verteilter Innovationen mit Gestaltsparameter x = 3 und der
Vergangenheit (sieche (2.20))). In runden Klammern wird die Standard-
abweichung und in eckigen Klammern das Maximum der simulierten
oberen Schranke angegeben.
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2. Approximative bedingte Unabhédngigkeit

‘ « 06 H n=>os n=10 ‘ n—=63 ‘
0.09 | 09 0.3569 1.3761 20.9167
(2.35-1072) | (8.98-1072) | (1.3554)
[0.3956] [1.5248] [23.1932]
0.009 | 0.9 3.71-1072 0.1434 2.1832
(6.7 -107%) | (2.63-107%) | (0.397)
9.32:1072] |0.3074] [4.752]
0.0009 | 0.9 || 3.74-107% | 1.44 -1072 0.2203
(7.21 -107%) | (2.92 -1073) | (0.0433)
[9.49-1073] | [4.78:1077] [0.7912]
0.009 | 0.99 | 4.081072 0.1806 6.6279
(7.98-107%) | (3.54-107%) | (0.1323)
[4.29-1072] [0.1895] [6.9579]
0.0009 | 0.99 4.1-1073 1.82:1072 0.6667
(2.34-107%) | (1.06-1073) | (3.87-1072%)
[5.3:107%] | [2.33-1072] | [0.8602]
0.0009 | 0.999 || 4.14-1073 1.86-1072 0.7932
(2.36-107°) | (1.06-107%) | (4.54-1073)
[4.22-1073] | [1.89-1072] | [0.8091]

Tabelle 2.6.: Mittelwert der simulierten oberen Schranke fiir den Parameter der
bedingten iid Approximation in GARCH(1,1)Zeitreihen beziiglich
Student—verteilter Innovationen mit Gestaltsparameter x = 10 und der
Vergangenheit (siehe (2.20))). In runden Klammern wird die Standard-
abweichung und in eckigen Klammern das Maximum der simulierten
oberen Schranke angegeben.

2.4. Approximative bedingte Unabhangigkeit in
GARCH(1,1)—Zeitreihen

Im vorhergehenden Abschnitt 2.3 haben wir uns der Themenstellung approximativ
bedingt iid in GARCH(1,1)—Zeitreihen zugewandt. Anstatt lediglich den Unterschied
der Verteilung von n aufeinander folgenden Elementen einer GARCH(1,1)-Zeitreihe
und der Verteilung von iid Zufallsvariablen zu quantifizieren, kann ebenfalls der Un-
terschied zur Verteilung von n unabhéngigen Zufallsvariablen in Betracht gezogen
werden. Dabei wird die Forderung nach iid Zufallsvariablen fallengelassen und le-
diglich unabhéngige aber nicht notwendigerweise identisch verteilte Zufallsvariablen

betrachtet. Diese Fragestellung kann durch die folgenden heuristischen Uberlegun-
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2.4. Approximative bedingte Unabhéngigkeit in GARCH(1,1)Zeitreihen

gen motiviert werden.

Zunéchst erfolgt eine Betrachtung von lediglich zwei aufeinander folgenden Zu-
fallsvariablen einer GARCH(1,1)-Zeitreihe. Hierbei ist die t + 1-te Zufallsvariable
R;. 1 gegeben durch

_ ¢ i
Ry = €141 m‘i‘a;ﬁ”%t—y

Fir Rt+2 gl].t

Ripo = €t+2\ + a Z BIRE,

aR, 13 + aZﬁ R

:5t+2\
2
:€t+2\ +a25 R? ,_ J\/ altey,

5"’"‘)‘2] VBIRE —j

wobei der Term unter der zweiten Wurzel auf der rechten Seite nahe eins ist, wenn
«R?, | klein ist im Vergleich zur gewichteten Summe der quadrierten vergangenen
Beobachtungen.

Eine Taylorentwicklung von

2
h(aR2,) = \/ 1t el

¢ 00 2j 2 ’
5t Zj:l B Ry

um 0 mit der Zwischenstelle £ € (0, aR?, ) liefert

Riyo =¢€t42 + @ Z w RHl -
1+ % C ;:R?JrlﬁJR :
~ +a 1 t+1-j /1 :
—5 7 —J \/ + ﬁ+a2ﬁ1 ﬁth2+1—j
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2. Approximative bedingte Unabhédngigkeit

Der zweite Summand lasst sich wegen (,& > 0 und «, 5 > 0 abschétzen und man
erhalt

¢ — aly
Riyo =€140, | —— +« ﬁJRf i |l1+0 = : .
ey DB AT PR

Ist nun aRfH im Vergleich zur gewichteten Summe klein, so sind R, und R;s

bedingt auf R, = r, fiir s < t approximativ unabhéangig, da ¢,,; und £,, 5 unabhéngig
sind.
Daher wird im Spezialfall von zwei aufeinander folgenden Zufallsvariablen der

Unterschied zwischen der Verteilung von R;y; und R;,s und der Verteilung von
Rt+1 = Rt+1

und

Do ¢ o 2
Ry i= €49 m+a;ﬁth+1j

untersucht. Anders als im Fall der bedingten iid Approximation hat der zuféllige Ska-
lenparameter von §t+2 eine andere Gestalt als étﬂ. Dieser Skalenparameter hingt
zwar von derselben Vergangenheit ab, allerdings wird die Vergangenheit unterschied-
lich gewichtet. Die Vergangenheit in Form von R, = r, fiir s < ¢ hat aufgrund des
Faktors 8 weniger Einfluss.

Im weiteren Verlauf soll diese Approximation der bedingten Unabhéngigkeit im
Fall von GARCH(1,1)-Zeitreihen auf den Fall von n aufeinander folgenden Zufalls-
variablen verallgemeinert werden. In Analogie zum Hauptresultat (Satz 23.3]) be-
ziglich der bedingten iid Approximation fiir n aufeinander folgende Zufallsvariablen
von GARCH(1,1)—Zeitreihen héngt die Approximation von bedingt unabhéngigen
Zufallsvariablen ebenfalls von den Parametern o und § der GARCH(1,1)Zeitreihe

und der Anzahl der aufeinander folgenden Zufallsvariablen n ab.

Satz 2.4.1. Sei {R},., eine GARCH(1,1)-Zeitreihe mit ER} < oo und ac+ 3 < 1.
L(g;) = Q geniige der Bedingung 2.3 und seien €yy1, . ..,y 1id Zufallsvariablen
unabhdngig von X;. Des Weiteren sei R+1,t+i—1 = (Et_i_l, el ﬁHi_l) und

Ry =0 (Xy) ey, 1=1,....n,
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2.4. Approximative bedingte Unabhéngigkeit in GARCH(1,1)Zeitreihen

wobei 77, ,(X¢) = ﬁ +ad 2, R, ;. Dann gilt

HP ((R17 sy Rn) € |Xt = mt) — )72 PEtH\Xt:wt
=1

1=

< Z/ |P(Riyi € | Ry1prion =7, Xy = )
=2

~ i—1 ~
a(n—1)n
< 2z om 2.2
<C 3 5 (2.23)
mit Crax definiert wie in Satz[2.3.2

Analog lasst sich zur oberen Schranke fiir den Parameter der bedingten iid Ap-
proximation fiir n aufeinander folgende Zufallsvariablen fiir GARCH(1,1)-Zeitreihen
(sieche Abschnitt 2.3) die nachstehende Bemerkung fiir approximative bedingte Un-
abhéngigkeit formulieren.

Bemerkung 2.4.2.

(i) Fiir alle GARCH(1,1)-Zeitreihen, welche die Bedingungen ER? < oo und o +
B < 1 erfillen, hingt die obere Schranke in Ungleichung (2.23) nicht von der
Vergangenheit ab. Eine von der Vergangenheit abhdangige Schranke befindet
sich im Beweis von Satz[2.4.1], siehe Ungleichung (2.27).

(i) Wegen o+ 3 < 1 gilt

Cong " = O(B (n2_n))

fiir festes n € N. Die rechte Seite von Gleichung (2Z.23) ist somit von der

Ordnung O (%) fiir 8 — 1 und o — 0 einschlieflich eines Terms n?
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2. Approximative bedingte Unabhédngigkeit

Beweis von Satz [2.4.7] Zunéchst muss die Ungleichung (2.22]) bewiesen werden.
Dieser Beweis erfolgt analog zu Satz[2.2.1] also direkt aus Korollar2Z2.6lmit g;(x, y) =
o1 (0)y, gi(z,7,y) = ori(w,m)y und Gi(z,y) = Gi(w,7y) = Gy fiir i =
2,...,m.

Der Beweis der Ungleichung (2.23) verlauft wie im Beweis zu Satz2.3.5] der eine
obere Schranke des Parameters der bedingten iid Approximation von n aufeinander
folgenden Zufallsvariablen von GARCH(1,1)-Zeitreihen liefert. Aus vereinfachenden
Griinden wird zunéchst der Fall fir n = 2 in Teil (a) verifiziert. In einem néchsten
Schritt werden die notwendigen Modifikationen fiir den allgemeinen Fall in Teil (b)

angegeben.

(a) Wendet man Gleichung (21]) und Bemerkung (i) an, so erhélt man

]
2

_f0t+1(mt) (Tt+1> f5t+2($t) (Tt+2)‘ drip17i42
= /f0t+l(mt) (TtJrl)

1
5 / ‘ (fo't+2(wt77’t+l) (Tt+2> - f5t+2(-’13t) (Tt+2)) } th+2th+1,

f0t+1($t) (Tt-f-l) f0t+2(mt77‘t+l) (TH-?)

wobei f die Lebesgue-Dichte von () ist. Das innere Integral ist der Variati-

onsabstand von zwei Verteilungen mit den verschiedenen Skalenparametern

orro(@y, re41) und oyyo(x;) der durch HQUHQ(mt) — Q5t+2(a3t,rt+1)“ bezeichnet
wird. Wegen Satz 2.3.2] und mit Substitution von y/o;.2(2;) durch z gilt

HQUtH(fEt,Hﬂ) - Q5t+2(-’13t) H
1

=3 / | forea@erin¥) = fora@o ()] dy
1

- 5/ f"'t+2($tv7t+l) (Z) - f(z) dz
G+2(Ly)
5.2.3.2 o2 (T4, 7141)
= ’ Qo’t+2(mtv7t+l) - Q S max t+32—’ — 1. (224)
Ft42(Ly) Ot+2(mt)
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2.4. Approximative bedingte Unabhéngigkeit in GARCH(1,1)Zeitreihen

Und somit gilt mit Hilfe der Dreiecksungleichung sowie der Darstellungen

¢ o
0t2+¢(515t7 Tiltrio1) = 1-3 +a Z 5]7“t2+i—j—1
=0

und : -

~2 i 2

Opyi(Te) = 1-3 + Z Brivicja

j=i—1

firi =2,...,n,

f0t+1($t) (TtJrl) f0t+2(mt77‘t+l) (Tt+2>

7l

_fo't+1(wt) (TtJrl) f5t+2(wt) (Tt+2)‘ drt+lrt+2

q 00 j .2
——tad 2
1 0P Tt—j+1
< /fJHl(fEt) (TtJrl) ’ Cmax CB io 2 ! —1 d’f’tJrl
Tt ed L g
2
ar
S Cmax / fat+1(wt) (rt—i—l) : é:l - drt—l—l
ﬁ +a Ej:l w"ijﬂ
ﬁ +ad 2, f T
+Cmax f0t+1(wt)< t+1) C v — 1 d?"t+1
13 +O‘E; VT

¢ o gj
=C, (a. eran:Oﬁﬂrf_j)

¢ 0 24,2
5t Zj:l BIri_j

=C Q- ﬁ+a2§‘;0ﬁjr§_j
5By, Gt

Mit 8 < 1 erhélt man ﬁﬁ < ﬁ und

o 5t Al <C T o A
max . < o0 J 2 = Lmax | @ ¢ () i 2
5 T ap Zj:O Biry_; B (m +a Ej:O ﬁjrtfj)
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2. Approximative bedingte Unabhédngigkeit

Daher ist

f0t+l(mt) (TtJrl) f0t+2($t,7‘t+1) (Tt+2)

7l

Q
—foria(@) (Te41) Jo1ia(x0) (Tt+2)‘ driparire < Cmaxg- (2.25)

(b) Im Weiteren werden nun die benétigten Modifikationen angegeben. In Analogie

zu Teil (a) kann man eine obere Schranke von

/||P(Rt+,~ € | Rip1pyio1 =1, X = x4)
~ —1 ~
—P(Riyi € 1| X = x4)||d (k)—<1£((Rt+k)> (r)

ermitteln. Nach Satz232lund der Gestalt von o7, (€, T41,4+:-1) und 07, ()

st
/||P(Rt+i € | R1p4io1 =1, Xy = xy)

PR € X =2l (ch<<ét+k>) (r)

IA

¢ 00 j 1.2
s tad i
/Cmax 1-8 7=0 t+i—j—1 1

¢ o0 j 2
g T« D mic P

0 L))

k=1

_c / ad i BIriiyi + ﬁ Ta E;iifl Friticja 1
— “max ¢ 00 j0e2 B
3 + o Zj:i—l B]TtJrifjfl
'f5t+i—1(-’l3t) (TtJrz'fl) et f5t+1(wt) <Tt+1) drepioi .. dren
of, . €T O, xr
< Cmax | @+ — t+oloil< t>~ 2 taf-— t+01072< t)‘ 2
1-8 + o Zj:i—l 5”t+z‘—j—1 1-6 Ta Ej:i—l ﬁjrmﬂ'*l
~2
. 0 T
. +af )

¢ o j 2
1-3 +a Zj:z;1 ﬁ]THi—j—l
.2
155 + o Z;’)ii—l Brriviia )

-1
¢ 0 j 2
g T« Ej:ifl Brriyi i

+

(2.26)
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2.4. Approximative bedingte Unabhéngigkeit in GARCH(1,1)Zeitreihen

- -
C Q ﬁ to Z;iz‘—2 Briyiojo af ﬁ to Z;ii—?» Frivioj-s
max : ¢ - 9 ) ¢ 02
g T Z;iiﬂ Brivioja gt @ Z;iifl BIriioja
ﬁ + « Z;}io ﬁjrz%fj
ﬁ +a E;izel Bjrt%rifjfl
- -
ﬁ tad s B ﬁ tad it g B
< Cmax a - ¢ oo ) + Oéﬁ ' C 2
-3 FaBY s 5 taf Dimia i s
¢ o 3.2
b oap?. TP tad s Hri
S 4 apil S B
1-3 7=0 t—g

i—2
< Crnax (a > l) : (2.28)
i

wobei der letzte Schritt analog zu Teil (a) mit 3 < 1 folgt. Weiter ist

<

+.. . +ap2.

(2.27)

Z/HP(RtJri € |Rpp1p4i1 =7, Xy = xy)
i=2

PR € X =z (;5<115<<’Rt+k>) (r)
(azﬁ> :Cm;(z’— 1)%

e (n—1)n

BZ 2

g

Die nachstehenden Tabellen zeigen die oberen Schranken der bedingt unabhéng-
igen Approximation in Abhéngigkeit der Verteilung der Innovationen, der Parameter
«, [ und der Anzahl der aufeinander folgenden Zufallsvariablen n. Hierbei wird n
analog zum Abschnitt 2.3 zu 5,10 bzw. 63 gewahlt.
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2. Approximative bedingte Unabhédngigkeit

‘ Q ‘ 15} H n=>»s ‘ n=10 n—=63
0.09 0.9 0.242 1.0889 | 47.2569

0.009 0.9 | 2.42:1072 | 0.1089 4.7257

0.0009 | 0.9 | 2.42:1073 | 1.09-1072 | 0.4726

0.009 | 0.99 || 2.2.1072 | 9.9-1072 | 4.2961

0.0009 | 0.99 || 2.2-1072 | 9.9-10~% | 0.4296

0.0009 | 0.999 || 2.18-107% | 9.81-1073 | 0.4257

Tabelle 2.7.: Obere Schranke der

bedingt unabhéngigen Approximation
GARCH(1,1)-Zeitreihen mit normalverteilten Innovationen.

| B || n=5 n—=10 [ n=63
0.09 0.9 0.2067 0.9304 | 40.378
0.009 0.9 | 2.07-1072 | 9.3-1072 | 4.0378
0.0009 | 0.9 | 2.07-107% | 9.3-10~% | 0.4038
0.009 | 0.99 || 1.88-1072 | 8.46-1072 | 3.6707
0.0009 | 0.99 | 1.88-107% | 8.46-1072 | 0.3626
0.0009 | 0.999 || 1.86-1073 | 8.38-1072 | 0.3638
Tabelle 2.8.: Obere Schranke der

bedingt unabhéngigen Approximation

in

in

GARCH(1,1)-Zeitreihen mit Student—verteilten Innovationen mit Ge-
staltsparameter kK = 3.

Q ‘ I} H n=>»s n=10 ‘ n—=63 ‘
0.09 0.9 0.2304 1.0366 | 44.9897
0.009 | 0.9 2.3:107% | 0.10366 4.499

0.0009 | 0.9 2.3:1073 | 1.04-1072 | 0.4499
0.009 | 0.99 | 2.09-1072 | 9.42-1072 | 4.09

0.0009 | 0.99 | 2.09-1073 | 9.42:1073 | 0.409
0.0009 | 0.999 || 2.08-:1073 | 9.34-1073 | 0.4053

Tabelle 2.9.: Obere Schranke
GARCH(1,1)-Zeitreihen mit Student—verteilten Innovationen mit Ge-
staltsparameter x = 10.

der

bedingt unabhéngigen Approximation

in

Es ergeben sich analog zum Abschnitt wiederum die Auffalligkeiten, dass
die obere Schranke der bedingt unabhéngigen Approximation in GARCH(1,1)-

Zeitreihen fiir die Student—verteilten Innovationen kleiner oder gleich der oberen

Schranke der Approximation fiir die normalverteilten Innovationen bei gleichen Pa-
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2.4. Approximative bedingte Unabhéngigkeit in GARCH(1,1)Zeitreihen

rametern und der Anzahl der aufeinander folgenden Zufallsvariablen n ist. Der aus-
schlaggebende Punkt besteht ebenfalls in der Berechnung des Variationsabstandes
der zugehorigen Verteilungen, vgl. Beweis von Satz [2.4.T] Bei Variation des Skalen-
parameters ist der Variationsabstand von Student—Verteilungen kleiner oder gleich
dem Variationsabstand von Normalverteilungen (siehe Lemma 2.3.7)).

Wegen Bemerkung (ii) ist der Limes von Ungleichung (2:23]) des Resultats
(Satz 2.4.T]) fiir festes n, § — 1 und o — 0 mit o + 3 < 1 gleich 0.

Uber diese Eigenschaften hinaus kann der Zusammenhang zwischen der bedingt
unbhéngigen und der bedingten iid Approximation untersucht werden. Aus dieser
Fragestellung heraus vergleicht man die obere Schranke aus Satz[2.3.5lmit der oberen
Schranke aus Satz 2.4.1l Zu beachten ist hierbei beziiglich der beiden Abschétzun-
gen, dass diese von unterschiedlicher Giite sein konnen. Dennoch kann ein Vergleich
herangezogen werden, unter welchen Bedingungen die eine Abschétzung grofer oder
gleich der anderen ist.

Aus Plausibilitatsiiberlegungen sollte die obere Schranke beziiglich der beding-
ten iid Approximation in GARCH-Zeitreihen grofer oder gleich der oberen Schranke
beziiglich der bedingten unabhéngigen Approximation sein, da man bei der iid Ap-

proximation noch ein Zusatzkriterium fordert.

Bemerkung 2.4.3. Sei Cp. definiert wie in Satz[2.3.2, dann ist

a(n—1)n a 1-p"
B S _— — )
fiir
1_ n
< ne 1‘%
e = o5 (- 5)

Die nachstehende Tabelle zeigt wie « fiir bestimmte # und n gewéhlt werden
muss, damit die Ungleichung (2.29) gilt.

| 6 | n=5 [ n=10 | n=63 |
0.9 [ 0.4388]0.2304 | 3.23-10~2
0.99 || 0.4938 | 0.2682 | 4.42-10~2
0.999 || 0.4994 | 0.2723 | 4.66-10*

Tabelle 2.10.: Obere Schranke fiir a, die Ungleichung (2.29)) erfiillt.
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2. Approximative bedingte Unabhédngigkeit

Hierbei muss allerdings die Bedingung o + 3 < 1 gelten, um die Stationaritét
der Zeitreihe zu gewéhrleisten.

Man beachte, dass man als Zwischenresultat wie im vorherigen Abschnitt 2.4]
in ([2.27)) eine schérfere Abschétzung in Abhéngigkeit von der exakten Gestalt der
Vergangenheit der Zeitreihe erhélt. Es handelt sich um eine scharfe Abschétzung,
falls 3 nahe bei 1 und die Anzahl der aufeinander folgenden Zufallsvariablen n klein
ist.

Diese schérfere Abschétzung kann wie in Abschnitt 2.3 lediglich simuliert wer-
}2%00 'ri_; mit

4000 Simulationen und analog zum vorhergehenden Abschnitt ( = 0.00001. Bei den

den. Fiir die gewichtete unendliche Summe nimmt man die Summe »

Ergebnissen in den nachstehenden Tabellen handelt es sich um Mittelwerte, also die
Mittelwerte der Simualtionen der oberen Schranke. Darunter wird die zugehorige
Standardabweichung in runden und in eckigen das Maximum angegeben.

Die Tabelle 2.17] zeigt nun die obere Schranke der bedingten iid Approximation
basierend auf dem Zwischenresultat (2.27)) und normalverteilten Innovationen. Die
nachfolgenden Ergebnisse in den Tabellen und 2.13] wurden analog simuliert
allerdings auf Basis von Student-verteilten Innovationen mit Gestaltsparametern
k=3 und k = 10.

Beim Vergleich der Tabellen 2.7] 28 und mit den Tabellen 21T] und
213 erkennt man, dass das Maximum gleich der oberen Schranken ohne Miteinbe-
ziehung der Vergangenheit aus den Tabellen 2.1] und [2.3] ist.
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‘ « ‘ 15} H n=>»s ‘ n=10
0.09 | 0.9 0.2323 0.9957
(5.31-1073) | (4.59-1072)
[0.2419] [1.0867]
0.009 | 0.9 2.0-1072 | 7.75-1072
(9.21-107°) | (4.83-107%)
[2.04-1072] | [7.99-1072
0.0009 | 0.9 || 1.97-107% | 7.61-107°
(9.47-1077) | (4.72-107°)
[1.98-1073] | [7.64-1077]
0.009 | 0.99 | 2.19-1072 | 9.86-102
(1.31-107°) | (1.08:107%)
[2.2:1072] | [9.89-1072]
0.0009 | 0.99 || 2.16-107% | 9.57-107°
(3.67-1077) | (2.93-107°)
[2.16-1073] | [9.59-107F
0.0009 | 0.999 || 2.18-10~* | 9.81.107*
(3.58-107%) | (2.96-1077)
[2.18-1073] | [9.81-107F

Tabelle 2.11.: Mittelwert der simulierten oberen Schranke der bedingt unabhéngi-
gen Approximation in GARCH(1,1)—Zeitreihen beziiglich normalver-
teilter Innovationen und der Vergangenheit (siche (2.20)). In runden
Klammern wird die Standardabweichung und in eckigen Klammern

das Maximum der simulierten oberen Schranke angegeben.
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2. Approximative bedingte Unabhédngigkeit

‘ o} 06 H n=>»s ‘ n=10 ‘
0.09 | 0.9 0.1906 0.7882
(7.37-1073) | (5.73-1073)
[0.2067] [0.9301]
0.009 | 09 | 1.71-1072 | 6.61-102
(1.99-107%) | (1.28-1073)
[1.95-1072] | [9.24-1072
0.0009 | 0.9 || 1.69-10® | 6.5-1073
(4.85-1079) | (2.12:107°)
[1.93-1073] | [7.33-1073]
0.009 | 0.99 | 1.87-1072 | 8.39-1072
(3.54-1075) | (2.95-107%)
[1.88-1072] | [8.46-1072
0.0009 | 0.99 || 1.85-107% | 8.18.1073
(1.36:107%) | (1.1-1079)
[1.87-1073] | [8.38-107F
0.0009 | 0.999 || 1.86:10~% | 8.38.1073
(1.59-1077) | (1.32-1079)
[1.86-1073] | [8.38-1077

Tabelle 2.12.: Mittelwert der simulierten oberen Schranke der bedingt unabhéngi-
gen Approximation in GARCH(1,1)-Zeitreihen beziiglich Student—
verteilter Innovationen mit Gestaltsparameter k = 3 und der Ver-
gangenheit (siche (2.20)). In runden Klammern wird die Standard-
abweichung und in eckigen Klammern das Maximum der simulierten
oberen Schranke angegeben.

70
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‘ « ‘ 15} H n=>os n=10
0.09 | 0.9 0.22 0.9394
(5.67-1073) | (4.83-1072)
[0.2303] [1.0347]
0.009 | 0.9 1.91072 | 7.37-1072
(1.1-107%) | (5.49-107%)
[2.01-1072] | [7.83-1072]
0.0009 | 0.9 || 1.88.107% | 7.24-1073
(1.07-1079) | (5.54-1079)
[1.89-1073] | [7.29-1073]
0.009 | 0.99 | 2.09-1072 | 9.38-1072
(1.48-107°) | (1.24-107%)
[2.09-1072] | [9.42-1072]
0.0009 | 0.99 || 2.06-107% | 9.11-1073
(4.36-1077) | (3.3-107°)
[2.06-1073] | [9.13-1072]
0.0009 | 0.999 || 2.07-10~% | 9.34 -1073
(4.34-107%) | (3.49-1077)
[2.08-1073] | [9.34 -1079]

Tabelle 2.13.: Mittelwert der simulierten oberen Schranke der bedingt unabhéngi-
gen Approximation in GARCH(1,1)-Zeitreihen beziiglich Student—
verteilter Innovationen mit Gestaltsparameter k = 10 und der Ver-
gangenheit (siche (2Z.20)). In runden Klammern wird die Standard-
abweichung und in eckigen Klammern das Maximum der simulierten
oberen Schranke angegeben.
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Kapitel 3.

Anwendungen auf Aggregation

und Prognose

Das vorausgegangene Kapitel [2] beschéftigte sich mit der approximativen bedingten
Unabhéngigkeit in stochastischen Volatilitatszeitreihen, insbesondere deren Spezial-
fall der GARCH(1, 1)—Zeitreihen. Nun soll eine Verbindung dieser Themenstellung
zu dem in der Einleitung vorgestellten zu prognostizierenden bedingten n—Tages
VaR hergestellt werden.

Um den aufsichtsrechtlichen Anforderungen fiir einige Handelsbuchpositionen
gerecht zu werden, muss laut dem Baseler Komitee fiir Bankenaufsicht der 10-tagige
VaR zur Wahrscheinlichkeit von 0.99 ermittelt werden (siehe Basel Committee on
Banking Supervision (2009)).

Wie bereits in der Einleitung erwédhnt wurde, wird grofitenteils eine Model-
lierung von Finanzzeitreihen iiber GARCH(1, 1)-Zeitreihen vorgenommen (siche
French u.al (1987), Engle u.al (1987), Hsieh (1988) und |Giovannini u. Philippe
(1989)). In erster Linie werden dabei aufgrund der besser geeigneten Anpassung
GARCH(1, 1)-Zeitreihen fiir kurzfristige log—Renditen verwendet (vgl. Embrechts
u. a. (2009), Zivot (2008), Martens (2001), Martens (2002), |Andersen u. Bollerslev
(1998) und |Andersen u.al (1999)).

Bei der Prognose des bedingten n—-Tages VaR ergibt sich somit die folgende
Problemstellung.

Die Aggregation einer GARCH(1,1)-Zeitreihe ist keine GARCH(1,1)-
Zeitreihe (vgl. |Diebold u. a. (1997) und | Drost w. Nijman (1993)) mehr.
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3. Anwendungen auf Aggregation und Prognose

Die oben genannte Problemstellung motiviert den Losungansatz, dass mit Hilfe des
Parameters der bedingten iid Approximation eine obere Schranke des bedingten
n—Tages VaR ermittelt werden kann. Hierzu wird der Unterschied der Verteilung
der aggregierten n aufeinander folgenden Elementen einer GARCH(1, 1)—Zeitreihe
zwischen der Verteilung von aggregierten iid Zufallsvariablen quantifiziert. Analo-
ges kann fiir die approximative bedingte Unabhéngigkeit hergeleitet werden, also
fiir die Approximation mittels unabhéngiger aber nicht notwendigerweise identisch
verteilter Zufallsvariablen.

Abschnitt B. Il stellt den Zusammenhang zwischen dem Parameter der bedingten
iid Approximation in stochastischen Volatilitéitszeitreihen und dem Parameter dieser
aggregierten Zeitreihe her.

Im nachstehenden Abschnitt wird dieser Zusammenhang fiir die Herleitung
des bedingten n—Tages VaR verwendet und der darauf folgende Abschnitt greift den

Prognosegedanken wieder auf.

3.1. Aggregation

Das Resultat beziiglich der Approximation von n aufeinander folgenden Folgen-
glieder einer GARCH(1, 1)-Zeitreihe durch iid Zufallsvariablen wie in Abschnitt
2.4l kann ebenfalls fiir die Approximation der zugehorigen aggregierten Zeitreihe
verwendet werden. Man nimmt zunéchst an, dass die Anfangszeitreihe modelliert
durch eine GARCH(1, 1)—Zeitreihe, aus téglichen log-Renditen besteht. Die zuge-
horige Zeitreihe von z.B. wochentlichen log—Renditen ist dann eine Aggregation der

Anfangszeitreihe. Allgemein ist {Rﬁ"’}tez die n-fache Aggregation von {R,},.,, falls

RV =" Rus. (3.1)
=1

Falls {R},., eine GARCH(1, 1)-Zeitreihe ist, existiert keine geschlossene Form fiir
die Verteilung von R\™ und die bedingte Verteilung von R\ gegeben (R\™,, R™,....).
Insbesondere ist { R,E")}tgz keine GARCH(1, 1)-Zeitreihe mehr, siehe [Diebold u. a.
(1997) und Drost u. Nijman (1993). In Anwendungen ist dies von grofem Nach-
teil, da man sich fiir einen Zeithorizont beziiglich der log-Renditen (d.h. stiindlich,

taglich oder wochentlich) entscheiden muss und man keine geschlossenes Modell fiir
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3.1. Aggregation

abweichende Zeithorizonte hat.

Im Folgenden soll daher nicht die bedingte Verteilung von Rﬁi’l gegeben der
Vergangenheit (Rg"), Rz@u ...) betrachtet werden, sondern gegeben der Vergangen-
heit Xg") = (Rui—1, Rui—2, . . .). Dies bedeutet, dass man die bedingte Verteilung der
aggregierten Zufallsvariable Rl(ﬁ)l gegeben der Vergangenheit der Anfangszeitreihe
bis zum Zeitpunkt nt — 1 untersucht. Diese Verteilung besitzt zwar ebenfalls keine
geschlossene Form, allerdings kann hier wie in Kapitel 2l der Parameter der beding-
ten iid Approximation angewendet werden. Die nachstehende Abbildung [B.1] zeigt

schematisch die aggregierte Zeitreihe und die Anfangszeitreihe.

R, Ry R,

X

Abbildung 3.1.: Aggregierte Zeitreihe und Anfangszeitreihe.

Das Hauptresultat (Satz 2.2.1)) liefert nun die Grundlage fiir diese Problem-
stellung. Falls sich die Renditen der Anfangszeitreihe stiickweise, d.h. in Fenstern
Ryt —ny.ooy Ry_1, t > 0, approximativ wie iid Zufallsvariablen verhalten, sind die
Elemente der aggregierten Zeitreihen approximativ Summen von iid Zufallsvaria-
blen. Der Fehler der Approximation bleibt dabei derselbe wie im Abschnitt

Der Vorteil dieser Methode besteht darin, dass die Verteilung der Summe von
unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen fiir viele Arten von zugehori-
gen Innovationen berechnet werden kann wie beispielsweise bei normalverteilten In-
novationen. Der Square—Root—Ansatz bietet einen Losungsansatz wie das ¢—Quantil

der Faltung von iid normalverteilten Zufallsvariablen berechnet werden kann.

Bemerkung 3.1.1 (Square-Root—Ansatz). Geht man davon aus, dass die Ry fiir

t =1,...,n %d normalverteilt sind mit Skalenparameter o, d.h. Ry ~ No, . Dann
gilt
ZRt ~ NO,\/EO" (32)
t=1
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3. Anwendungen auf Aggregation und Prognose

Folglich ist das zugehirige q—Quantil \/no - ®~1(q), wobei ®(y) = ffoo f(x)dx mit
f(z) aus Gleichung ([214).

Im Folgenden wird das Ergebnis fiir den allgemeinen Fall stochatischer Volati-

litatszeitreihen formuliert.

Satz 3.1.2. Sei Ryy1,..., Ry, eine stochastische Volatilititszeitreihe mit Anfangs-
zustand X; wie in Definition [LL3 und Y| 04y1(z)ers besitze die Verteilung
Qr wobei Q. () die n-fache Faltung der Verteilung Qo ,(z,) ist. Dann ist

oi+1(xzt)’?
[P (Z Ry € X, = xt) - Q::L+1(Zlit)|| <Y (Riga, s Regn|2) -
i=1

Beweis Fiir jeden Wahrscheinlichkeitsraum (7', B, i), (T, B, v) und
h:(T,B) — (U,C) messbar gilt

[y — b = Sup |(hp)(C) = () (C)]|
= sup |u(h™1(C)) — v(h7H(C))|
ceC
< sup|u(B) —v(B)|
BeB
= llw—vl.

In diesem Fall ist 4 := P(Ryy14040n € | Xy = 1), M(Ris1440) == Yoy Reyi und
V= P(ﬁt+1,t+n € | X; = x4), wobei EtH, o E’Hn iid bedingt nach X; = z; sind.
Satz 2.2.7] liefert dann die Behauptung. 0

Satz besagt im weiteren Sinn, dass gegeben der Vergangenheit der An-
fangszeitreihe bis zum Zeitpunkt nt — 1 die Verteilung von Rﬁ)l approximativ die
Faltung der Verteilung der Innovationen der Anfangszeitreihe mit einem zusétzli-
chen Skalenparameter ist. Dieser Skalenparameter hiangt von der Vergangenheit der
Anfangszeitreihe bis zum Zeitpunkt nt — 1 ab.

Ein analoges Resultat kann auch im Spezialfall der bedingten approximativen
Unabhéngigkeit in GARCH(1,1)-Zeitreihen formuliert werden. In diesem Fall be-
trachtet man den Unterschied zwischen n aufeinander folgenden Folgengliedern einer
GARCH(1,1)-Zeitreihe und der Verteilung von unabhéngigen aber nicht notwendi-

gerweise identisch verteilten Zufallsvariablen gegeben der Vergangenheit (siehe auch
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3.2. Value at Risk

Abschnitt 2.4)).

Lemma 3.1.3. Sei {R;},., eine schwach stationdre GARCH(1,1)-Zeitreihe mit
ER? < 0o und a+ 3 < 1. L(g;) = Q geniige der Bedingung[2Z.31. Des Weiteren sei

Ri1ipicn = (Rigr, o Reqi1) mat
Ry = 044y (Xt) Ervi, t=1,...,m,

wobei 7,;(X¢) = ﬁ +ad BIRY ja-

||P (i Rt+i € ~|Xt = $t> - P ((é 5t+i<wt)5t+i> c ) || < Cﬁ@(%@’

i=1

siehe Satz[27.1), Gleichung (2.23]).

3.2. Value at Risk

Das Ergebnis des Abschnitts 3.1, Satz B.1.2] liefert eine einfache Methode, um eine
obere Schranke fiir den bedingten n-Tages VaR von Rﬁ)l gegeben X\ = g™
zu ermitteln. Im Folgenden wird die Herleitung dieser oberen Schranke lediglich
anhand des Parameters der bedingten iid Approximation vorgenommen. Analoge
Rechnungen kénnen jedoch im Fall der bedingten approximativen Unabhéngigkeit
erfolgen.

Man beachte, dass der bedingte VaR definiert ist als das bedingte ¢—Quantil

der n—Tages Verlustvariable

LI = V(1 — exp(—=RM))

(n

gegeben der Vergangenheit der Zeitreihe X 2(5") =x, ), wobei V; der Marktwert eines
einzelnen spekulativen Assets oder eines Portfolios zum Zeitpunkt ¢ ist. Weitere
Details finden sich in lJorion (1997) und Reiss u. Thomas (2007) Abschnitt 16.4.
Man beachte, dass

VaR\Y () = Vi(1 —exp(=F7) (glz(™))),
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3. Anwendungen auf Aggregation und Prognose

wobei Ft(f)_l(-|wt")) die Quantilfunktion zu
PRy € X[ = ")

ist.
Mit Hilfe des Satzes B.1.2] kann nun eine obere Schranke des n—Tages VaR
ermittelt werden. Zunéchst wird ein technisches Resultat beziiglich der Beziehung

des Variationsabstands von zwei Verteilungen und dem zugehorigen VaR vorgestellt.

Lemma 3.2.1. Seien X, Y Zufallsvariablen und d € [0,1]. Dann folgt aus
LX) L) <d,

dass VaRx(q+ d) > VaRy(q) fir ¢+d < 1.

Beweis Seien F'x und Gy die Verteilungsfunktionen der Zufallsvariablen X und Y
mit VaRx(q) = Fx'(¢) und VaRy (¢) = G3'(q). Offensichtlich ist

[Fx(z) — Gy(x)] <d
fir alle z € R. Daher ist
Fx(z) — Gy(z) < d.

Man erhilt, dass Fx(z) — Gy(z) < d dquivalent zu Fy'(q + d) > G3'(q) ist fiir
g€ (0,1) und ¢g+d < 1. 0

Nach der Ermittlung des Parameters der bedingten iid Approximation kann man
folglich auch eine obere Schranke fiir den n—Tages VaR von GARCH(1,1)-Zeitreihen
bedingt auf die Vergangenheit der Anfangszeitreihe erhalten.

Sei {R,g")}tzo die aggregierte Zeitreihe der stochastischen Volatilitatszeitreihe
{R:}+>0 mit Anfangszustand X,g"). Man ersetze in den obigen Uberlegungen Fy
durch die bedingte Verteilungsfunktion

)
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3.2. Value at Risk

von

(@)D engerni
i=1

gegeben X\ = (™, Gy durch die bedingte Verteilungsfunktion G™ (-|z{™) von

Rﬁ)l - Z R(t41)-i
i=1

) = wgn) und d durch . Sei F' die Verteilungsfunktion von &, und

gegeben X"
G(")(-|w§n)) die Verteilungsfunktion von Rgi)l gegeben des Anfangszustands X§"> =

2™ . Dann gilt

() (gla) < (F) (g + vlal”)

bzw.

() (gla™) < gla@™) - (F™) 7 (g + ) (3.3)

fiir g+ < 1, wobei F*" die n—fache Faltung der Verteilungsfunktion F' bezeichnet.
Man beachte, dass (G("))f1 (-|£L‘tn)) der bedingte n—Tages VaR gegeben der Vergan-
genheit X" = 2" ist.

Die Ungleichung (B.3) besagt, dass der bedingte n—Tages VaR gegeben der Ver-
gangenheit der Anfangszeitreihe X§"> = m§"> abgeschétzt werden kann durch die
Skalierung analog zum Square-Root—Ansatz (siche Bemerkung BI.T]) unter zusitz-
licher Beriicksichtigung des Parameters der bedingten iid Approximation. Daher
wird zur Analyse der aggregierten Zeitreihe die Anfangszeitreihe, also die hoher

frequentierten Daten benutzt.

3.3. Prognose des seriell bedingten n—Tages Value
at Risk in GARCH(1, 1)—Zeitreihen

In diesem Abschnitt soll die Prognose des seriell bedingten n—Tages Value at Risk in
GARCH(1, 1)—Zeitreihen untersucht werden. Beziiglich der Prognose des bedingten
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3. Anwendungen auf Aggregation und Prognose

¢—Quantils
V= (G") alX(")

basierend auf X§"> wird das ¢—Quantil als Funktionalparameter der bedingten Ver-

teilung

i=1
(Z e (XDt € |X<">

betrachtet. Folglich ist nach Abschnitt [L3] (vgl. auch Reiss u._Thomas (2007), Ab-

schnitt 8.1) die Prognoseverteilung basierend auf x"

P (R:Ei)l = '|X§n)> =P (Z Rpt41)-i € '|X§n)>

i gegeben durch

(Z On(t+1)— t+z)€n(t+1) i € |X(n )

Es existiert allerdings keine analytische Darstellung der Verteilung der Aggrega-
tion von GARCH(1, 1)-Zeitreihen (vgl. Abschnitt B.]), so dass lediglich eine obere
Schranke des seriell bedingten n—Tages VaR verwendet werden kann. Daher wird

zur Prognose die zugehdrige obere Schranke fiir das bedingte ¢—Quantil

Yy = ou(X) - (F) 7 (g + )
= n(x")

betrachtet. Dies impliziert, dass

h(xi)

é (n)
- ﬁw(xmzﬁxm L (FY T g Y) (34)
i)

als sinnvolle Prognose fiir Rt 41 basierend auf <X ) betrachtet werden kann. Man
beachte, dass es sich bei Verwendung der oberen Schranke um einen konservativen
Ansatz handelt, d.h. das Risiko wird iiberschétzt.
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Kapitel 4.

Backtesting

Um die in den vorhergehenden Kapiteln vorgestellte Modellierung beziiglich der
zugrunde liegenden Beobachtungen zu iiberpriifen, wird ein Validierungsansatz also
ein statistischer Test herangezogen, der haufig auch als Backtesting bezeichnet wird.

Neben der vom Baseler Komitee fiir Bankenaufsicht vorgeschlagenen Uberprii-
fung von VaR-Modellen (siche Basel Committee on Banking Supervision (1996))
kann auch die Prognoseverteilung Gegenstand des Backtesting sein, d.h. man be-
trachtet entweder die Validierung der Prognoseverteilung selbst oder Funktionalpa-
rameter dieser Verteilung wie beispielsweise den seriell auf die Vergangenheit be-
dingten VaR in Form des bedingten Quantils (sieche Abschnitt [[31] beziiglich der
Prognose in stochastischen Volatilitdtszeitreihen).

Das Backtesting, insbesondere in stochastischen Volatilitatszeitreihen, setzt sich
zum Ziel, die tatséichliche Verteilung der Beobachtungen der Prognoseverteilung
(sieche Abschnitt [[L3]) basierend auf der Vergangenheit gegeniiber zu stellen. Dies
dient dazu, die Prognose in stochastischen Volatilitédtszeitreihen auf Adédquanz zu
tiberpriifen und Aussagen iiber die Giite dieser Prognosen zu treffen.

Somit wird im Fall der Modellierung der Risiken respektive Risikomesswerte,
wie der VaR, und durch deren Backtesting gewéahrleistet, dass diese exakt abgebildet
bzw. nicht unterschitzt werden. Bei dem vom Baseler Komitee fiir Bankenaufsicht
vorgeschlagenen Backtestingverfahren fiir VaR—Modelle, siehe Basel Committee on
Banking Supervision (1996) und [Kerkhof u. Melenberg (2002), werden die tatséchli-
chen Verluste den prognostizierten VaR gegeniibergestellt. Liegt die relative Haufig-
keit der beobachteten Uberschreitungen iiber dem prognostizierten VaR innerhalb
einer bestimmten Bandbreite um die vom VaR-Modell prognostizierte Uberschrei-

tungswahrscheinlichkeit, so wird das VaR-Modell als addquat angesehen.
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4. Backtesting

Der erste Teil dieses Kapitels, Abschnitt [4.1], beschéftigt sich mit der Validierung
der Prognoseverteilung, wahrend der darauf folgende Abschnitt die Validierung von
prognostizierten Risikomesswerten beinhaltet. Der letzte Abschnitt 4.3 umreifst den

aufsichtsrechtlichen Hintergrund des Backtesting.

4.1. Validierung der Prognoseverteilung

Im Rahmen der Themenstellung der Validierung von Prognoseverteilungen mittels
statistischer Tests (Backtesting) setzt sich das Backtesting zur Aufgabe, die Progno-
severteilung (siehe Abschnitt [[L3)) mit der empirischen Verteilung der Beobachtungen
zu vergleichen. Dies wird mit Hilfe der prognostizierten Verteilungsfunktion F der
Beobachtungen (z.B. log—Renditen) R;, i = 1,...,n, also der Verteilungsfunktion
der Prognoseverteilung, vorgenommen.

Geht man im einfachsten Fall von der Modellierung aus, dass die Beobach-
tungen iid sind und die stetige Prognoseverteilungsfunktion F besitzen, so kann
das Backtesting—Verfahren auf einer Wahrscheinlichkeitsintegraltransformation ba-

sieren. Zu iiberpriifen ist der folgende Zusammenhang
Ui = F(RZ) ~ U(O,l)

fir « = 1,...,n. Dies bedeutet, dass die mit F transformierten Beobachtungen
unabhéngig und gleichverteilt auf dem Intervall (0,1) sind. Falls also die beiden
Eigenschaften (Unabhéngigkeit und Gleichverteilung) erfiillt sind, kann von einer
adaquaten Modellierung ausgegangen werden.

Die Validierung unter der einfachen Annahme, dass iid Beobachtungen mit ei-
ner bestimmten Verteilung vorliegen, kann auf stochastische Volatilitéitszeitreihen
erweitert werden. Geht man von einer Modellierung mit stochastischen Volatilitéats-
zeitreihen aus, d.h. es liegt eine serielle Abhéngigkeit vor, so kann die Validierung der
Prognoseverteilung iiber die Rosenblatt—Transformation (siehe [Seillier-Moiseiwitsch
(1993), Rosenblatt (1952) und [Reiss u. Thomas (2007), Abschnitt 8.1) erfolgen.

Zunéchst wird diese Transformation allgemein vorgestellt und im Weiteren auf

stochastische Volatilitatszeitreihen tibertragen.
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4.1. Validierung der Prognoseverteilung

Satz 4.1.1 (Rosenblatt—Transformation). Seien X1,..., X, reellwertige Zufallsva-

riablen und
Fi(|lwioq, ..., 21)
die bedingte Verteilungsfunktion von X; gegeben X; 1 = x;_1,..., X1 = x1. Es gelte
Plwe Q: Fi(-|X;-1(w), ..., X1 (w)) stetig fir allei=1,...,n} = 1.
Dann sind
Uy = F1(X1),Uz = F5(Xo| Xq), ..., Uy = Fo(Xo| X1, - -0, X1) (4.1)

unabhdngig und U 1)—verteilte Zufallsvariablen.

Beweis Sei Z := (X,,—1,...,X1), Y := F, (X,|Z). Es reicht z.z.
LY, Z)=Ugpn xL(Z). (4.2)

Dann sind Z und Y unabhingig und damit gilt auch, dass Fi(X;), Fo(Xs|X4),. ..,
Fo(Xp| Xno1,. .., X1) unabhéngig und U 1y-verteilt sind.

Nach der Wahrscheinlichkeitsintegraltransformation und dem Transformations-
satz fiir Integrale gilt fiir eine Zufallsvariable W mit einer stetigen Verteilungsfunk-
tion G

[ 14(G@) AL W) @) = [14(GOV) aP = PAG (W) € A} = Uy (4). (43)
Weiter gilt
P{E,(X,|Z) € A, Z € B} = /1,4 (Fo (2]2)) 15 (2) AL (X, Z) (20, 2) . (4.4)

Mittels des Satzes von Fubini fiir Markov—Kerne kann die Gleichung (4.4]) fortgesetzt

werden durch
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4. Backtesting

_ //1A (20]2)) 15 (2) P (X € dzn|Z = 2)) dL (Z) (2)
= [126) [ (4 (B (@al2)) aP (X, € dnnlZ = 2))dL (2) (2

N

-~

=U(p,1)(4)

= Uy (A)/lB(z) AL (Z) (2)
= U(O,l) (A)P{Z € B} .

Letzteres gilt wegen (4.3)), da F), (-|z) die Verteilungsfunktion von P (X, € -|Z = z)
ist. Damit ist (£.4]) gezeigt und die Behauptung folgt. 0

Fiir den Fall, dass eine Validierung der prognostizierten Verteilung der stochasti-
schen Volatilitétszeitreihe fiir die vorliegenden Beobachtungen R; erfolgen soll, wird
das nachstehende Korollar und fiir GARCH(1,1)Zeitreihen die darauf folgende Be-

merkung herangezogen.

Korollar 4.1.2 (Rosenblatt-Transformation in stochastischen Volatilitétszeitrei-
hen). Gegeben sei die stochastische Volatilititszeitreihe Ry, ..., R, mit Anfangszu-
stand Xy und €1 besitze eine stetige Verteilung mit Verteilungsfunktion F. Mit den

Bezeichnungen in Bemerkung[1.1.8 setze

Fi(la) = F(-/o1(x0).
FQ('|$O,T1,1) = F('/@(%ﬂ“l,l)),

F, ('|900,”“1,n—1) = F('/Un (900,7°1,n—1)>-
Die transformierten Zufallsvariablen
Fi(R1| Xo), Fo(R2| Xo, Ry1), - . Fu(Ru| Xo, Rijp1) (4.5)

sind unabhdngig und U 1y-verteilte Zufallsvariablen.
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Bemerkung 4.1.3. Das vorhergehende Korollar[{.1.9 ldsst sich auf den Spezialfall
von GARCH(1,1)-Zeitreihen dbertragen. Im Rahmen von GARCH(1,1)-Zeitreihen
wird fir die Innovationen €,.; mit © = 1,....n in der Regel eine stetige Vertei-

lung angenommen, wie z.B. eine Normal- oder Student—Verteilung. Ersetze R; durch

Ry, 0; durch opy; fiirt=1,...,n und Xy durch X;, wobei
C o0
— _ _ .2
0i (20, T1i-1) = Orpi(To, Teqrpi1) = 20 = |~ T @ E 5]7}“7];1
1-p :
J=0
firt=2,....,n bzw. firi=1

| | =
o1 (w) := op1 (@) = 2041 = 1-3 +a;637’t—j.

Nach Anwendung der Rosenblatt—Transformation kénnen die transformierten
Daten mit Standardverfahren auf Unabhéngigkeit und Gleichverteilung getestet wer-
den. Dies kann entweder tiber den Kolmogoroff-Smirnoff-Test (siehe Bronstein u.
Semendjajew (1991) Kapitel 3) oder den x?~Anpassungstest (sieche Falk u.a. (2004),
Fahrmeir u.a! (2002) Kapitel 11) erfolgen.

4.2. Validierung von Funktionalparametern der

Prognoseverteilung

Im Folgenden wird nicht die tatséchliche Verteilung mit der Prognoseverteilung ver-
glichen, sondern das Augenmerk wird auf den seriell bedingten VaR gelegt, also
das bedingte ¢-Quantil. Eine Uberpriifung der Validierung dieser Funktionalpara-
meter der Prognoseverteilung erfolgt auf Basis der Stichproben und demnach iiber
statistische Tests. Hierfiir muss jedoch ein geeignetes Testproblem definiert werden.

Auf den konkreten Anwendungsfall bezogen wird nur eine bestimmte Anzahl an
Uberschreitungen iiber dem VaR akzeptiert. Liegt eine wesentlich grofere Anzahl an
Uberschreitungen vor, bildet das vorgegebene VaR-Modell das tatséchliche Risiko
nicht addquat ab und das Modell fiir die Prognoseverteilung sollte verworfen werden.

Wie bereits aus der Einleitung hervorgeht, hat eine Bank das Interesse, mog-
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4. Backtesting

lichst exakt zu wissen, welchen Verlust sie bei gegebener Haltedauer zu einer vorge-
gebenen Wahrscheinlichkeit erleidet.

Meist erfolgt die Prognose des seriell bedingten VaR basierend auf einer Wahr-
scheinlichkeit von 0.99, d.h. der prognostizierte Wertverlust wird mit dieser Wahr-
scheinlichkeit und innerhalb der gegebenen Haltedauer nicht iibertroffen.

Im Folgenden sei eine stochastische Volatilitdatszeitreihe Ry,..., R, mit An-
fangszustand X, gegeben und e; besitze eine stetige Verteilung.

Um einen statistischen Test formulieren zu kénnen, ob eine wesentlich grofse-
re Uberschreitungsanzahl der Ry, ..., R, iiber dem bedingten VaR vorliegt, werden
hierfiir die auf Unabhéngigkeit und (0, 1)-Gleichverteilung transformierten Zufalls-

variablen

U1 = F1<R1‘X0),
Uy = FQ(R2|X07R1,1)7

Un = Fn(Rn‘X(]u Rl,nfl)

herangezogen. Fiir diese transformierten Zufallsvariablen gilt das nachstehende Ko-

rollar.

Korollar 4.2.1. Fir die transformierten ZVn Uy, ..., U, gilt, dass

Liga) (U1) 1y (U2) 5+, g1y (Un)

unabhdngig und B(,1—q)-verteilt sind. Daraus folgt, dass Y 1 1(g1) (Us) ~ Bmi—q)-

Dies bedeutet, dass die Anzahl der Uberschreitungen der Zufallsvariablen Uy, . .., U,
von ¢ binomialverteilt ist mit Parametern n und 1 — ¢. Um zu {iberpriifen, ob eine
wesentlich grokere Anzahl an Uberschreitungen der transformierten Zufallsvariablen
Ui, ..., U, beziiglich ¢ vorliegt, lasst sich wegen Korollar [£.2.1] ein Binomialtest mit
einseitigem Testen des Parameters ¢ formulieren.

Sei S = {0,1,...,n} der Stichprobengrundraum und Q = {B,1-¢) : ¢ € (0,1)}

eine Familie von W—Mafsen. Fiir einen einseitigen Test des Parameters ¢ lasst sich
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4.2. Validierung von Funktionalparametern der Prognoseverteilung

die Nullhypothese und Alternative aufstellen durch
Hy:={q€(0,1):1—qg<1-—qo}

und
H, ;:{qG(O,l)Il—Q>1—C]0},

wobei ¢y die Wahrscheinlichkeit darstellt, zu der der VaR berechnet wird, z.B. ¢y =

0.99. Fir den kritischen Bereich erhalt man
C,=A{kk+1,...,n}

mit dem kritischen Wert
k = min{m : Z Bpi-g{i} < a},

wobei a das Testniveau ist. Dabei wird die Nullhypothese verworfen, falls die Uber-
schreitungsanzahl der transformierten Beobachtungen der Stichprobe von ¢ in C),
liegt.

Dieser statistische Test lisst sich durch die Aquivalenz

Xi > E_l (q|XZ‘_1, . ,Xl)
& F(X|Xio,..., X0) =U; >q

fir i = 2,...,n und analog fiir X; > F; '(q) wieder auf das Ausgangsproblem
zuriickfithren. Dies bedeutet, dass man durch den Test der Anzahl der Uberschrei-
tungen der transformierten Zufallsvariablen von ¢ einen Test der Uberschreitungen
des bedingten VaR von Ry, ..., R, erhalt.

Das nachstehende Kapitel greift den vorgestellten statistischen Test wieder auf
und stellt diesen im aufsichtsrechtlichen Zusammenhang dar. Der aufsichtsrechtliche
Zonenansatz fiihrt dabei diesen Test zu zwei unterschiedlichen Testniveaus durch.
Weitere statistische Tests und Ergdnzungen findet man in [Wehn (2005), Abschnitt
4.
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4. Backtesting

4.3. Aufsichtsrechtlicher Zonenansatz

Bevor nédher auf den aufsichtsrechtlichen Zonenansatz oder Ampelansatz und die
dazu gehorigen Signifikanzniveaus eingegangen wird, erfolgt eine kurze Einfithrung
in die aufsichtsrechtliche Validierung von VaR—Modellen.

Banken werden dazu angehalten, ihren Risiken eine adidquate Eigenmittelde-
ckung gegeniiber zu stellen, siehe Einleitung. Im Folgenden wird nun insbesondere
das Marktrisiko betrachtet.

Marktrisiken beinhalten die Gefahr, dass bestehende Aktiva aufgrund negativer
Marktentwicklungen basierend auf Zinsséatzen, Aktien- und Wechselkursen, Gold-
preis sowie Waren- bzw. Rohstoffpreisen (und mit diesen Risiken in Zusammenhang
stehenden sonstigen Risiken) an Wert verlieren und fiir den Risikotridger Verluste
(im Vergleich zum investierten Kaufpreis) entstehen.

Um dieser Gefahr Rechnung zu tragen, miissen Marktrisiken im Bereich des
Handelsbuchs mit Eigenkapital unterlegt werden. Beispielsweise konnen Banken zur
aufsichtsrechtlichen Kalkulation ihrer Marktrisiken einen Standardansatz oder ein
internes Modell, welches auf bankinternen VaR—Modellen besteht, verwenden. Wird
die Verwendung eines internen Modells angestrebt, so muss unter anderem eine
Validierung des Modells durch Stresstesting und Backtesting erfolgen, vgl. Basel
Committee on Banking Supervision (2009), I, Abs. 10. Hierdurch soll gewéhrleis-
tet werden, dass Risikomafe historische Preisbewegungen geeignet beschreiben, vgl.
Basel Committee on Banking Supervision (2009), Abschnitt 718(xcvi), S. 28.

Beim Stresstesting muss z.B. der Effekt eines milden Rezessionsszenarios auf
das VaR-Modell analysiert werden. Backtesting—Verfahren hingegen iiberpriifen die
internen VaR—Modelle auf Adédquanz und stellen den téglichen tatsédchlichen Ver-
lusten eines spekulativen Assets oder eines Portfolios die prognostizierten Verluste
gegeniiber. Im weiteren Verlauf wird ein einzelnes spekulatives Asset auch als Port-
folio angesprochen. Ublicherweise enthélt ein Portfolio jedoch mehrere Assets.

Fiir das Backtesting wird als Ausgangswert der tégliche VaR zum Niveau 0.99
verwendet, d.h. es wird der mdégliche Portfolioverlust gewéhlt, der mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 0.99 nicht iiberschritten wird, vgl. Basel Committee on Banking
Supervision (1996) und [Basel Committee on Banking Supervision (2009), S. 29. In
Basel Committee on Banking Supervision (2009) S. 13 wird als Datenbasis fiir die

Prognose des VaR ein Minimum von einem Jahr zugrunde gelegt und die Banken
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4.3. Aufsichtsrechtlicher Zonenansatz

miissen monatlich oder bei erheblichen Anderungen der Marktpreise die Datensitze
aktualisieren.

Bei Verwendung eines internen Ansatzes werden Banken dazu angehalten fiir
manche Handelsbuchpositionen ebenfalls einen 10-Tages—VaR zu berechnen. Beim
Backtesting dieses VaR ergibt sich jedoch die Problematik, dass fiir eine ldngere
Haltedauer wie z.B. 10 Tagen der 10-Tages—VaR basierend auf einem statischen
Portfolio berechnet wird. D.h. es werden in der gegebenen Haltedauer alle Positio-
nen im Portfolio gehalten, wobei allerdings in der Realitdt eine Umschichtung des
Portfolios vorgenommen werden kann. Hierbei kann es somit zu einer Diskrepanz
durch Provisionseinnahmen sowie Handelsgewinne und -Verluste im Vergleich von
tatsdchlichen und prognostizierten Verlusten kommen.

Daher wird die Validierung der mathematischen Modelle auf Basis des taglichen
VaR vorgenommen, wobei es allerdings auch beim Intraday—Handel zu den oben ge-
nannten Diskrepanzen kommen kann. Aus diesem Grund sollen zur Verbesserung
die Einnahmen nach Provisionen, Spreads, Marktverdnderungen sowie Intraday-—
Handelsergebnissen aufgeschliisselt werden, siche Basel Committee on Banking Su-
pervision (1996).

Banken sollen dann ihr Backtesting auf Basis von hypothetischen Handel (alle
Positionen werden als unverédndert angenommen) oder tatséchlichem Handel (inklu-
sive Provisionen, Spreads, Marktverédnderungen sowie Intraday—Handelsergebnissen)
oder beidem vornehmen.

Des Weiteren erfolgt das Backtesting quartalsweise mit den letzten 250 Tagen
als Grundlage, d.h. es werden die letzten 250 Tage herangezogen, in denen der pro-
gnostizierte VaR mit den tatsdchlichen Verlusten des Portfolios verglichen wird.

Abhéngig von den Ergebnissen des Backtesting wird dann ein Aufschlagfaktor
(Plusfaktor) zwischen 0 und 1 festgelegt, der sich als Multiplikator bei der Kalkula-
tion des regulatorischen Eigenkapitals niederschlagt.

Hierzu wird nach Durchfiihrung des Backtesting die Anzahl der tatséchlichen
Uberschreitungen der Portfolioverluste iiber dem prognostizierten VaR gezihlt und
mit Hilfe statistischer Tests findet eine Einteilung in Zonen statt.

Dieser Zonenansatz sieht Zwischenstufen analog zum Ampelprinzip (griine Zo-
ne, gelbe Zone oder rote Zone) vor, indem zwei Signifikanzniveaus a; = 0.05 und
as = 0.0001 zur Unterteilung der Ampel betrachtet werden. Aus diesen Niveaus las-

sen sich entsprechend zwei kritische Werte k1 und k5 ermitteln, wobei der Test zum
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4. Backtesting

Niveau a; = 0.05 einen kleineren kritischen Wert liefert als der Test zum Niveau
as = 0.0001.

Die tatsichliche Uberschreitungsanzahl befindet sich im griinen Bereich, falls
diese kleiner als der Wert k£ ist. Die gelbe Zone wird durch die kritischen Werte
ki und ke begrenzt, d.h. eine Anzahl der VaR-Uberschreitungen, die gréfer oder
gleich dem kritischen Wert k; und kleiner als der Wert ks sind, wird in die gelbe
Zone eingestuft. Die rote Zone wird der Uberschreitungsanzahl zugeteilt, die grofer
oder gleich dem kritischen Wert ky ist. Diese Vorgehensweise wird nochmals in der

Abbildung [4.1] verdeutlicht.

| | »

| >

ky ko _Anzahl der
Uberschreitungen

Abbildung 4.1.: Einordnung der Uberschreitungsanzahl in die entsprechenden
Bereiche.

Eingestuft in die griine Zone wird das verwendete mathematische Modell zur
VaR—-Schéatzung als addquat angesehen und es wird von Seiten der Aufsichtsbehorde
kein Aufschlag auf das regulatorische Kapital vorgenommen.

Eine Einordnung des Modells in die gelbe Zone bedeutet allerdings, dass VaR—
Uberschreitungen der Werténderungen hiufiger als gemif der festgelegten Wahr-
scheinlichkeit vorgegeben beobachtet werden. In diesem Fall sieht das Baseler Ko-
mitee fiir Bankenaufsicht einen Aufschlag beziiglich der Eigenkapitalunterlegung vor,
sofern die Bank nicht zeigen kann, dass dieser Aufschlag nicht gerechtfertigt ist, siehe
Basel Committee on Banking Supervision (1996).

Im Fall einer massiven Uberschreitung, was eine Einordnung in die rote Zone
bedeutet, ist das Modell als inaddquat anzusehen und zu verwerfen. Die Aufsichtsbe-
horde erhoht die Eigenkapitalanforderungen oder verbietet sogar das Modell, siehe
Basel Committee on Banking Supervision (1996). In Basel Committee on Banking
Supervision (1996) des BCBS erfolgt die Berechnung der kritischen Werte zur Ein-
teilung in die unterschiedlichen Zonen nur fiir eine Backtesting—Zeitdauer von 250
Tagen. Hier ergeben sich die kritischen Werte wie in Tabelle [4.1] gezeigt. Zur Verall-
gemeinerung wird im Weiteren gezeigt, wie fiir eine beliebige Backtesting—Periode

die kritischen Werte und damit der Plusfaktor kalkuliert werden konnen.
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4.3. Aufsichtsrechtlicher Zonenansatz

Man betrachtet insgesamt die nachstehende Testdurchfiihrung;:

1. Die Durchfiihrung der Test erfolgt auf Basis der beiden Testniveaus a; = 0.05
und oy = 0.0001.

2. Priifgroke sind die beobachteten Uberschreitungen des zu priifenden Markt-
risikomodells iiber dem prognostizierten téaglichen VaR. Es wird angenommen,
dass die VaR-Uberschreitungen unabhingig identisch und B 14 verteilt sind.
Fiir die Giiltigkeit dieser Annahme in stochastischen Volatilitdtszeitreihen ver-
gleiche Abschnitt Daraus folgt, dass die Anzahl der Uberschreitungen bi-

nomialverteilt ist.

3. Die kritischen Werte ki, ks zu den zugehorigen Testniveaus aq, as und des
VaR zur Wahrscheinlichkeit ¢ = 0.99 kénnen durch

ki1 = min {m : Z Bno.0m) {i} < O‘I}

und
ks = min {m : Z Bno.0m {i} < 042}

bestimmt werden. Fiir die Stichprobengréfe von n = 250 erhélt man die kri-
tischen Werte k; = 5 und ky = 10.

4. Die Menge aller moglichen Realisationen, die zu einem Bestehen des ersten
Tests fiithren, bilden die griine Zone. Die Realisationen, die den zweiten Test
bestehen, den ersten aber nicht, bilden die gelbe Zone. Die rote Zone setzt sich

aus den Realisationen zusammen, fiir die beide Tests nicht bestanden sind.

Nach der Einordnung geméf dem Ampelprinzip wird das zugrundeliegende Ei-

genkapital zum Zeitpunkt ¢ dann folgendermafien berechnet
L
K, = SF, - max {VaRt(0.99), = ; VaRH(o.gg)}

wobei
SF; = 3 + Plusfaktor;
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der Skalierungsfaktor zum Zeitpunkt ¢ basierend auf dem Backtesting beziiglich 250
Handelstagen ist. Der Skalierungsfaktor wird alle drei Monate aktualisiert, siche
Basel Committee on Banking Supervision (1996).

Die nachfolgende Tabelle zeigt, wie sich die aus dem Backtesting resultierende

Uberschreitungszahl auf den Plusfaktor auswirkt.

‘ Zone ‘ Anzahl der Uberschreitungen | Plusfaktor

0 0
1 0
Griine Zone 2 0
3 0
4 0
5 0.4
6 0.5
Gelbe Zone 7 0.65
8 0.75
9 0.85
Rote Zone 10 oder mehr 1

Tabelle 4.1.: Zusammenhang der Uberschreitungsanzahl und des Plusfaktors im auf-
sichtsrechtlichen Zonenansatz basierend auf 250 Handelstagen.

In Basel Committee on Banking Supervision (2009) wird vorgeschlagen, dass
nicht nur ein Backtesting—Verfahren durchgefiihrt werden soll, sondern zusétzlich
weitere Validierungen erfolgen sollen, wie z.B. Tests, die zeigen sollen, dass keine
Unterschéitzung des Risikos durch Verwendung des Normalverteilungsmodells vor-
liegt.

Mit dem Square-Root—Ansatz (siehe Bemerkung B.I.T]) erfolgt eine Skalierung
des téglichen VaR auf eine Haltedauer von 10 Tagen, vgl. Basel Committee on
Banking Supervision (2009), S. 23. Dieser Ansatz wird im nachfolgenden Kapitel
néher behandelt.
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Kapitel 5.

Simulations- und Fallstudien

In den vorangegangenen Kapiteln wurde zum einen die mathematische Modellie-
rung und Prognose der Risiken und zum anderen die Validierung dieser Modelle
durch Backtesting vorgestellt. In diesem Kapitel werden diese Resultate auf reale
Datensétze und Simulationen angewendet. Fiir die Betrachtung des n—Tages VaR
werden im Folgenden Datensétze basierend auf tdglichen Beobachtungen verwendet.
Es koénnen allerdings auch Intradaydaten zugrunde gelegt werden, wobei jedoch oft
fehlerhafte Datenbestdnde vorliegen oder die Beschaffung der Datensétze kostenin-
tensiv ist. Fiir die Ubertragung der Resultate auf reale Datensitze wird wie folgt

vorgegangen:

Simulationen

1. Zuerst werden GARCH(1,1)Zeitreihen mit bestimmten Parametern der Lén-
ge m simuliert und anschliefend die Prognose des seriell bedingten n—Tages
VaR des néchsten Zeitpunkts anhand der unten aufgefithrten Methoden gebil-
det (Methoden 2 — 5). Alternativ wird ein Datensatz anstatt der simulierten
Daten verwendet. Hierzu wird eine GARCH(1,1)—Zeitreihe an den Datensatz
angepasst und die unbekannten Parameter mittels der Maximum-—Likelihood—
Methode geschéatzt. Folgend wird wieder die Prognose des seriell bedingten
n—Tages VaR des néichsten Zeitpunkts anhand der unten aufgefiihrten Metho-

den vorgenommen.

2. Anschlieiend wird die Uberschreitungswahrscheinlichkeit mit der vorgegebe-

nen Wahrscheinlichkeit des VaR verglichen, indem die relative Anzahl der
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Uberschreitungen des prognostizierten bedingten n-Tages VaR iiber der si-

mulierten n—Tages log-Rendite ermittelt wird.

Zu beachten ist hierbei, dass die Simulationen auf normalverteilten Innovationen der
GARCH(1,1)-Zeitreihe basieren.

Datensatze

1. Zunéchst erfolgt die Prognose des seriell bedingten n—Tages VaR und die damit

einhergehende Schétzung der unbekannten Parameter mittels der Maximum-—
Likelihood-Methode basierend auf 1250 Beobachtungen (Aktienschlusskurse
der Wal-Mart- und Adidas—-Aktie vom 26.11.2003 bis zum 13.10.2008) (siehe
Abschnitt 3.3 und [L3.0]). Somit wird die Prognose des seriell bedingten n—
Tages VaR des Zeitraums vom 14.10.2008 bis zum 14.10.2009 basierend auf
dem Zeitraum vom 26.11.2003 bis zum 13.10.2008 vorgenommen (Methoden
1-5).

. Danach werden die VaR-Modelle mit den unten aufgefithrten Methoden mit-

tels Backtesting iiber einen Zeitraum von 250 Handelstagen (vgl. Abschnitt
[4.3) validiert. Das heifst es werden die Aktienschlusskurse der Wal-Mart- und
Adidas—Aktie vom 14.10.2008 bis zum 14.10.2009 betrachtet.

Methoden zur VaR—-Prognose

Es werden VaR-Prognosen basierend auf den nachstehenden Methoden durchge-
fiihrt.
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e Methode 1: Es wird zur Prognose des mehrtiagigen bedingten VaR eine direk-

te Anpassung einer GARCH(1,1)-Zeitreihe an die mehrtégigen log—Renditen
durchgefiihrt.

e Methode 2: Mittels der téglichen log-Renditen erfolgt die Prognose des mehr-

tdgigen bedingten VaR mit Hilfe des Square-Root—Ansatzes (vgl. Bemerkung

BLI).

e Methode 3: Hier wird zur Prognose des mehrtidgigen bedingten VaR der

Parameter der bedingten iid Approximation abhéngig von der Vergangenheit

herangezogen (vgl. Ungleichung (2.20)).



5.1. Simulationsstudien

e Methode 4: Anlog zu Methode 3 wird der Parameter der bedingten iid Ap-

proximation verwendet. Allerdings wird die Vergangenheit nicht beriicksichtigt

(vgl. Ungleichung (221)).

e Methode 5: Zur Prognose des mehrtagigen bedingten VaR wird die approxi-
mative bedingte Unabhéngigkeit betrachtet (vgl. Ungleichung (3.3])).

5.1. Simulationsstudien

Fiihrt man die zweistufige Simulationen geméaft den Gliederungspunkten 1. und 2.
auf der vorhergehenden Seite durch, so erhilt man die relative Uberschreitungshiu-
figkeit iiber dem prognostizierten VaR basierend auf den Methoden 2-5. Liegt diese
zu weit iiber der vorgegebenen Wahrscheinlichkeit ¢ des VaR, so gibt es zu viele
Uberschreitungen der simulierten n-Tages log-Rendite iiber dem prognostizierten
VaR und die jeweilige Methode ist als nicht adédquat anzusehen.

Die Tabellen (.11 und [B.3] zeigen, dass die VaR—Prognose beziiglich des
Square-Root—Ansatzes in einigen Fillen iiber der vorgegebenen Wahrscheinlichkeit
q liegt. Zu erwarten war, dass fiir ein groferes ¢ eine wesentlich grofere relative
Uberschreitungshaufigkeit vorliegen sollte. Es zeigt sich allerdings, dass dies nicht
immer der Fall ist, was eventuell auf eine héhere Varianz des prognostizierten VaR

hindeuten konnte.
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Modell bzgl. Modell bzgl. des Modell bzgl. des Modell bzgl. der
des Square-Root— | Parameters der bed. | Parameters der bed. | approximativen
Ansatzes iid Approximation iid Approximation bed. Unab-
(Methode 2) mit Vergangenheit | ohne Vergangenheit héangigkeit
o g q (Methode 3) (Methode 4) (Methode 5)
0.009 | 0.9 |0.95 199 (4.975%) - - 109 (2.725%)
0.0009 | 0.9 |0.95 201 (5.025%) - 182 (4.55%) 186 (4.65%)
0.0009 | 0.9 |0.99 30 (0.75%) - 18 (0.45%) 24 (0.6%)
0.009 | 0.99 | 0.95 215 (5.375%) 23 (0.575%) 34 (0.85%) 118 (2.95%)
0.0009 | 0.99 | 0.95 196 (4.9%) 90 (2.25%) 179 (4.475%) 190 (4.75%)
0.0009 | 0.99 | 0.99 42 (1.05%) - 27 (0.675%) 31 (0.775%)
0.0009 | 0.999 | 0.95 208 (5.2%) 185 (4.625%) 185 (4.625%) 193 (4.825%)
0.0009 | 0.999 | 0.99 45 (1.125%) 25 (0.625%) 26 (0.65%) 37 (0.925%)

Tabelle 5.1.: Absolute und relative Uberschreitungsanzahl des prognostizierten VaR iiber der simulierten 5-Tages log—

Rendite mit 4000 Simulationen.
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L6

Modell bzgl.
des Square—Root—

Ansatzes
(Methode 2)

Modell bzgl. des
Parameters der bed.
iid Approximation
mit Vergangenheit

Modell bzgl. des
Parameters der bed.
iid Approximation
ohne Vergangenheit

Modell bzgl. der
approximativen
bed. Unab-
héngigkeit

a ¢ q (Methode 3) (Methode 4) (Methode 5)
0.0009 | 0.99 | 0.95| 206 (5.15%) B 112 (2.8%) 154 (3.85%)
0.0009 | 0.99 | 0.99 39 (0.975%) - - 0 (0%)
0.0009 | 0.999 | 0.95 | 210 (5.25%) 125 (3.125%) 130 (3.25%) 169 (4.225%)
0.0009 | 0.999 | 0.99 44 (1.1%) - - 0 (0%)

Tabelle 5.2.: Absolute und relative Uberschreitungsanzahl des prognostizierten VaR iiber der simulierten 10-Tages log—

Rendite mit 4000 Simulationen.
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Modell bzgl.
des Square—Root—
Ansatzes
(Methode 2)

Modell bzgl. des
Parameters der bed.
iid Approximation
mit Vergangenheit

Modell bzgl. des
Parameters der bed.
iid Approximation
ohne Vergangenheit

Modell bzgl. der
approximativen
bed. Unab-
héngigkeit

a g n| q (Methode 3) (Methode 4) (Methode 5)
2.85-10-2 [ 0.9993 | 5 | 0.95 | 181 (4.525%) 173 (4.325%) 174 (4.35%) 177 (4.425%)
2.85-101 [ 0.0993 | 5 | 0.99 | 31 (0.775%) 24 (0.6%) 26 (0.065%) 28 (0.007%)
2.85-10% | 0.9993 | 10 | 0.95 | 212 (5.3%) 161 (4.025%) 171 (4.275%) 197 (4.925%)
2.85-101 | 0.0993 | 10 | 0.99 14 (1.1%) - 10 (0.25%) 32 (0.8%)

Tabelle 5.3.: Absolute und relative Uberschreitungsanzahl des prognostizierten VaR iiber der simulierten n-Tages log—
Rendite mit fester Vergangenheit der Adidas—Aktie im Zeitraum vom 26.11.2003 bis zum 13.10.2008 und

4000 Simulationen.
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5.1. Simulationsstudien

Betrachtet man empirische Fallstudien so findet man in |Angelidis u. aJ (2004),
Baillie u. DeGennara (1990), Hansen (1992) und Bollerslev (1987), dass eine Anpas-
sung von GARCH(1,1)—Zeitreihen mit Student—verteilten Innovationen eher geeignet
ist als mit normalverteilten Innovationen. Man beachte, dass fiir Gestaltsparameter
k — oo die Student—Verteilungsfunktion gegen die Normalverteilungsfunktion kon-
vergiert. Fiir & > 30 kann approximativ die Normalverteilung angenommen werden.
Daher ist das Normalverteilungsmodell fiir die Innovationen als Grenzfall im Modell
in den Student-verteilten Innovationen enthalten.

Fallstudien in [Franses u. van Dijk (2000) und RiskMetrics Group (1996) zeigen,
dass bei kurzfristigen Renditen die Parameterschétzungen im GARCH(1,1)-Modell
zu kleinen Werten fiir den Parameter der bedingten iid Approximation fiihren, da «a
nahe bei 0 und [ nahe bei 1 liegt.

Bevor néher auf die Fallbeispiele eingegangen wird, werden zunéchst in den
Tabellen [5.4] und die empirischen Quantile der Faltung von Standard-Student—
Verteilung vorgestellt, da diese nur per Simulation ermittelt werden kénnen. Dies
ist notwendig, da keine geschlossene Form der Verteilung der Summe von Standard-—
Student—verteilten Zufallsvariablen existiert. Hierzu wurden 100000 aggregierte Zu-
fallsvariablen bestehend aus der Summe von n Standard-Student-verteilten Zufalls-

variablen gezogen und anschliefend das empirische ¢—Quantil bestimmt.

‘ q H n—> ‘ n—10 ‘ n=63 ‘
0.9 || 4.2699 | 6.3252 | 16.8626

0.95 || 5.811 | 8.4284 | 21.9404
0.99 || 9.7011 | 13.4163 | 32.5762

Tabelle 5.4.: Simulierte Quantile der n—fachen Faltung der Standard-Student—
Verteilung mit Gestaltsparameter x = 3.

‘ q H n=>o ‘ n=10 | n=63

0.9 || 3.1781 | 4.5222 | 11.3588
0.95 || 4.0947 | 5.8426 | 14.5328
0.99 5.9 | 8.3312 | 20.5765

Tabelle 5.5.: Simulierte Quantile der n—fachen Faltung der Standard-Student—
Verteilung mit Gestaltsparameter xk = 10.
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5. Simulations- und Fallstudien

5.2. Fallbeispiel Adidas—Aktie

Im Folgenden werden die Kurse der Adidas—Aktie betrachtet. Die Aktiengesellschaft
Adidas ist ein deutscher Sportartikel-Hersteller mit den Marken Adidas, Reebok
und TaylorMade. Der untersuchte Datensatz enthélt die zugehorigen Kurse vom
26.11.2003 bis zum 14.10.2009, wobei die Kurse vom 26.11.2003 bis zum 13.10.2008
(1250 Handelstage) zur Anpassung einer GARCH(1,1)—Zeitreihe dienen, wohingegen
der Zeitraum vom 14.10.2008 bis zum 14.10.2009 zur aufsichtsrechtlichen Uberprii-
fung mittels Backtesting genutzt wird (sieche Abschnitt [.3]).

Modellierung der taglichen und 5-Tages log—Renditen

Die nachfolgende Abbildung B.1] zeigt die zu den Schlusskursen zugehorigen nega-
tiven téglichen und 5-Tages log-Renditen. Ziel ist nun die Herleitung einer oberen
Schranke des 5-Tages VaR mit Wahrscheinlichkeit 0.95 bzw. 0.99.
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Abbildung 5.1.: Negative tégliche log—Renditen (links) und negative 5-Tages log—
Renditen (rechts) der Adidas—Aktienkurse.

Zunéchst wird eine GARCH(1,1)—Zeitreihe mit Student—verteilten Innovationen
an die negativen téglichen log-Renditen angepasst und man erhalt die Maximum-—
Likelihood-Schitzer ¢ = 5.68 - 1078, @ = 2.85 - 1074, 3 = 0.9993 und fiir den
Gestaltsparameter # = 3.4974. Eine Anpassung einer GARCH(1,1)-Zeitreihe an die
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5.2. Fallbeispiel Adidas—Aktie

negativen 5-Tages log-Renditen, fiihrt zu den geschatzten Parameter f =4.18-107°,
G = 0.0177, # = 0.9811 und % = 5.3896.

Man beachte, dass eine Uberpriifung der Modellierung durch GARCH(1,1)-
Zeitreihen iiber die Standardisierung der entsprechenden log—Renditen erfolgen kann.

Dies bedeutet, dass fiir i = 1,...,n die Residuen

Et4s = T t+i/ Ztti

mit
< ) ZOO
22 Tt,Tt+1,t+i—1 ~ i 2
St = 1 A + ey reg i) ﬁ(ﬂ?t,'l’t+1t+i—l)rt+i7j71
- ﬁ(mtﬂ’tJﬁl,tJﬁifl) =0
fiir i = 2,...,n bzw.
N [e%¢)
22 () S )
Riy1 = 1_ 5. + Qay) E :ﬁ(wt)rt—j
- ﬁ(fct) =0

ungefahr dieselbe Verteilung besitzt wie die Verteilung der Innovationen, falls die
Modellierung adaquat ist.

Der zugehorige QQ-Plot der Residuen in Abbildung zeigt, dass die Mo-
dellanpassung im Fall der tdglichen Renditen eindeutig besser ist als fiir die nega-
tiven 5-Tages log-Renditen. Dies ist in Ubereinstimmung mit den Aussagen, dass
mit GARCH(1,1)Zeitreihen am besten kurzfristige log-Renditen modelliert wer-
den konnen, vergleiche hierzu unter anderem |Andersen u. Bollerslev (1998), Ander-
sen u.a. (1999), Martens (2001), Martens (2002), Zivot (2008) und [Embrechts u. a.
(2009).
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5. Simulations- und Fallstudien

Abbildung 5.2.: QQ-Plot der negativen taglichen log—Renditen (blau) und QQ-Plot
der negativen 5-Tages log-Renditen (rot) der Adidas—Aktienkurse.

Fiir den Parameter der bedingten iid Approximation der angepassten
GARCH(1,1)—Zeitreihe (siehe Satz 2.3.3]) erhalt man

¥ < 0.00201

und 0.99 + ¢ < 1. Daher ist das Ergebnis aus Abschnitt zur Ermittlung der
oberen Schranke des bedingten 5-Tages VaR zur Wahrscheinlichkeit 0.99 auf den

Datensatz anwendbar.

Validierung der taglichen log—Renditen

Bevor die einzelnen Methoden 1-5 validiert werden, erfolgt zunéchst ein Backtes-
ting eines GARCH(1,1)-Modells fiir die téglichen log-Renditen im Zeitraum vom
14.10.2008 bis 14.10.2009 (250 Handelstage, vgl. Abschnitt A.3]), da diese Modellie-
rung die Grundlage fiir die weiteren Uberlegungen darstellt.

Hierzu erfolgt eine Anpassung einer GARCH(1,1)—Zeitreihe an die negativen

téglichen log—Renditen. Anschliefend wird die Prognose des VaR im Zeitraum vom
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5.2. Fallbeispiel Adidas—Aktie

14.10.2008 bis 14.10.2009 basierend auf dem Zeitraum vom 26.03.2003 bis 13.10.2008
zu ¢ = 0.99 und ¢ = 0.95 vorgenommen (vgl. Abschnitt [[L3.2] und Gleichung (L.I1)).

Fiir ¢ = 0.99 und die Testniveaus a; = 0.05 und ap = 0.0001 mit der Stichpro-
benanzahl n = 250 erhéilt man die kritischen Werte k; = 5 und k3 = 10. Im Vergleich
des prognostizierten VaR zu ¢ = 0.99 und der taglichen log-Renditen fiihrt dies zu
13 Uberschreitungen mit einer relativen Uberschreitungshéufigkeit von 5.18% (Ab-
bildung [5.3) und daher zu einer Einordnung des Modells in die rote Zone und daher

zur Verwerfung des Modells.
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Abbildung 5.3.: Negative tégliche log—Renditen und der bedingte VaR (rot) zu g =
0.99 der Adidas—Aktienkurse.

Im Fall des VaR mit ¢ = 0.95, a; = 0.05 und a, = 0.0001 mit der Stichpro-
benanzahl n = 250 ergeben sich die kritischen Werte k; = 18 und ko = 27. Bei der
Durchfiihrung des Backtesting erhélt man 37 Uberschreitungen (relative Uberschrei-
tungshaufigkeit betrégt 14.74%), was eine Einordnung in die rote Zone zur Folge hat
(Abbildung [5.4]).
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Abbildung 5.4.: Negative tagliche log—Renditen und der bedingte VaR (rot) zu ¢ =
0.95 der Adidas—Aktienkurse.

Validierung der 5—-Tages log—Renditen basierend auf den
Methoden 1-5

Nachdem die Validierung der tdglichen log-Renditen vorgenommen wurde, wird in
einem zweiten Schritt das Backtesting der verschiedenen Methoden 1-5 ausgefiihrt.
Die nachfolgende Tabelle liefert die Ergebnisse des Backtesting fiir die negativen
5-Tages log-Renditen. Es stellt sich heraus, dass beim Backtesting zum hoéheren
Quantil 0.99 wesentliche Unterschiede vorliegen. Hier verzeichnet das Modell be-
ziiglich des Square-Root-Ansatzes die meisten Uberschreitungen und wird in die
rote Zone eingeordnet. Das Backtesting zur Wahrscheinlichkeit 0.95 liefert hingegen

kaum Unterschiede.
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G0t

direkte Model- Modell bzgl. Modell bzgl. des Modell bzgl. des Modell bzgl. der
lierung der 5- | des Square—Root— | Parameters der bed. | Parameters der bed. | approximativen
Tages log- Ansatzes iid Approximation iid Approximation bed. Unab-
Renditen (Methode 2) mit Vergangenheit | ohne Vergangenheit héngigkeit
(Methode 1) (Methode 3) (Methode 4) (Methode 5)
VaR zu
qg = 0.99
krit. Werte ]{51:2,/{52:5 ]{31:2,]{32:5 ]{51:2,]{32:5 ]{31:2,/{52:5 ]{31:2,/{52:5
Uberschrei- (6.12%) 5 (10.2%) (8.16%) (8.16%) (8.16%)
tungen
VaR zu
qg=0.95
krit. Werte ]{31 = 5, ]{32 =10 ]{71 = 5, kg =10 ]{71 = 5, kg =10 ]{31 = 5, ]{32 =10 ]{31 = 5, ]{32 =10
Uberschrei- (12.24%) (14.29%) (14.29%) (14.29%) (14.29%)
tungen

Tabelle 5.6.: Backtesting der verschiedenen VaR-Modelle auf Basis der negativen 5-Tages log—Renditen der Adidas—

Aktienkurse.
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5. Simulations- und Fallstudien

Die nachfolgenden Abbildungen und zeigen die direkte Modellierung
der 5-Tages log-Renditen und das zugehorige Backtesting. Dies bedeutet, dass als
Zeitreihe die negativen 5—Tages log—Renditen fiir die Anpassung einer GARCH(1,1)—

Zeitreihe verwendet werden und darauf das Backtesting basiert (Methode 1).
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Abbildung 5.5.: Negative 5-Tages log-Renditen und der bedingte VaR auf Basis
der negativen 5-Tages log—Renditen (rot) zu ¢ = 0.99 der Adidas—

Aktienkurse.
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Abbildung 5.6.: Negative 5-Tages log-Renditen und der bedingte VaR auf Basis
der negativen 5-Tages log—Renditen (rot) zu ¢ = 0.95 der Adidas—
Aktienkurse.
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5.2. Fallbeispiel Adidas—Aktie

Die nachfolgenden Abbildungen [5.7lund B.8|zeigen die Modellierung der 5—Tages
log—Renditen mit den verschiedenen Ansétzen (Methoden 2-5) und das zugehorige

Backtesting zur Zeitreihe der taglichen negativen log—Renditen.
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Abbildung 5.7.: Negative 5—Tages log—Renditen und die obere Schranke des beding-
ten VaR zu ¢ = 0.99 beziiglich des Square-Root—Ansatzes (blau),
des Parameters der bedingten iid Approximation (rot), des Para-
meters der bedingten iid Approximation abhéngig von der Vergan-

genheit (orange) und der aproximativen bedingten Unabhéngigkeit
(griin) der Adidas—Aktienkurse.
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Abbildung 5.8.: Negative 5—Tages log—Renditen und die obere Schranke des beding-
ten VaR zu ¢ = 0.95 beziiglich des Square-Root—Ansatzes (blau),
des Parameters der bedingten iid Approximation (rot), des Para-
meters der bedingten iid Approximation abhéngig von der Vergan-

genheit (orange) und der aproximativen bedingten Unabhéngigkeit
(griin) der Adidas—-Aktienkurse.

Modellierung der taglichen und 10-Tages log—Renditen

Im Weiteren kann ebenfalls der bedingte 10-Tages VaR ermittelt werden. Die fol-
gende Abbildung zeigt die Gegeniiberstellung von den negativen téglichen log—
Renditen und den negativen 10-Tages log—Renditen.
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Abbildung 5.9.: Negative tédgliche log—Renditen (links) und negative 10-Tages log—
Renditen (rechts) der Adidas—-Aktienkurse.

Analog zum Vorhergehenden wurde an die Zeitreihe der negativen 10-Tages log—
Renditen eine GARCH(1,1)-Zeitreihe angepasst. Hierbei ergeben sich die Maximum-—
Likelihood-Schiitzer ¢ = 1.21-107%, & = 6.08 - 1072, 3 = 0.7581 und fiir den Ge-
staltsparameter k£ = 5.8069. Die Anpassung einer GARCH(1,1)—Zeitreihe an die ne-
gativen téglichen log—Renditen im vorhergehenden Abschnitt lieferte die geschétzten
Parameter é =5.68-107%, & = 2.85-1074, B = 0.9993 und fiir den Gestaltsparameter
k= 3.4974.

Die grafische Uberpriifung erfolgt wie vorher mittels QQ-Plot (siche Abbildung
B.10). Man stellt erneut fest, dass eine Anpassung einer GARCH(1,1)—Zeitreihe an

die negativen 10-Tages log—Renditen weniger geeignet ist als auf téglicher Basis.
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5. Simulations- und Fallstudien

Abbildung 5.10.: QQ-Plot der negativen téglichen log—Renditen (blau) und QQ-
Plot der negativen 10-Tages log-Renditen (rot) der Adidas—
Aktienkurse.

Fiir den Parameter der bedingten iid Approximation der angepassten GARCH(1,1)—-
Zeitreihe gilt in diesem Fall
¥ < 0.0090152.

Validierung der 10—Tages log—Renditen basierend auf den
Methoden 1-5

In diesem Abschnitt erfolgt ein Backtesting der Methoden 1-5 auf Basis der 10-Tages
log-Renditen. Hier wird wieder derselbe Zeitraum vom 14.10.2008 bis 14.10.2009
analog zum Backtesting der 5-Tages log-Renditen verwendet.

Nachfolgend werden die Ergebnisse des Backtesting fiir die negativen 10-Tages
log—Renditen in der Tabelle (.7 dargestellt. Das Backtesting zur Wahrscheinlichkeit
q = 0.95 liefert bei allen Methoden eine Einordnung in die griine Zone, wohingegen
die Validierung zu ¢ = 0.99 dazu fiihrt, dass lediglich die Methoden 1 und 4 (direkte
Modellierung der 10-Tages log-Renditen und Modell beziiglich des Parameters der
bedingten iid Approximation ohne Beriicksichtigung der Vergangenheit) zur Einord-
nung in die griine Zone fiithren. Die restlichen Methoden implizieren eine Einordnung

in die gelbe Zone.
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direkte Model- Modell bzgl. Modell bzgl. des Modell bzgl. des Modell bzgl. der
lierung der 10- | des Square-Root— | Parameters der bed. | Parameters der bed. | approximativen
Tages Ansatzes iid Approximation iid Approximation bed. Unab-
log—Renditen (Methode 2) mit Vergangenheit | ohne Vergangenheit héngigkeit
(Methode 1) (Methode 3) (Methode 4) (Methode 5)
VaR zu
q=0.99
krit. Werte ]{51:1,/{52:3 ]{51:1,/{52:3 ]{51:1,/{52:3 ]{31:1,]{32:3 ]{31:1,]{32:3
Uberschrei- (0%) (8.33%) (8.33%) (0%) (8.33%)
tungen
VaR zu
qg=0.95
krit. Werte /{31:3,/{32:7 /{31:3,/{32:7 /{31:3,/{32:7 k1:3,k2:7 k1:3,k2:7
Uberschrei- (8.33%) (8.33%) (8.33%) (8.33%) (8.33%)
tungen

Tabelle 5.7.: Backtesting der verschiedenen VaR—Modelle auf Basis der negativen 10-Tages log—Renditen der Adidas—

Aktienkurse.
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Abbildung 5.11.: Negative 10-Tages log—Renditen und der bedingte VaR auf Basis
der negativen 10-Tages log—Renditen (rot) zu ¢ = 0.95 der Adidas—
Aktienkurse.
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Abbildung 5.12.: Negative 10-Tages log-Renditen und der bedingte VaR auf Basis
der negativen 10-Tages log—Renditen (rot) zu ¢ = 0.99 der Adidas—
Aktienkurse.
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Abbildung 5.13.: Negative 10-Tages log-Renditen und die obere Schranke des be-
dingten VaR zu ¢ = 0.99 beziiglich des Square-Root—Ansatzes
(blau), des Parameters der bedingten iid Approximation (rot), des
Parameters der bedingten iid Approximation abhéngig von der
Vergangenheit (orange) und der aproximativen bedingten Unab-
héngigkeit (griin) der Adidas—Aktienkurse.
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Abbildung 5.14.: Negative 10-Tages log—Renditen und die obere Schranke des be-
dingten VaR zu ¢ = 0.95 beziiglich des Square-Root—Ansatzes
(blau), des Parameters der bedingten iid Approximation (rot), des
Parameters der bedingten iid Approximation abhéngig von der
Vergangenheit (orange) und der aproximativen bedingten Unab-
hangigkeit (griin) der Adidas—Aktienkurse.
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5. Simulations- und Fallstudien

5.3. Fallbeispiel Wal-Mart—Aktie

Nachdem die Schlusskurse der Aktie Adidas betrachtet wurden, wird nun die Wal—
Mart—Aktie untersucht. Wal-Mart Stores Inc. ist ein US—amerikanischer Einzelhan-
delskonzern.

Analog zur vorhergehenden Betrachtung werden wiederum die Schlusskurse im
Zeitraum vom 26.11.2003 bis zum 13.10.2008 zur Anpassung einer GARCH(1,1)-
Zeitreihe herangezogen. Fiir das Backtesting (vgl. Abschnitt €3]) wird wieder der
Zeitraum vom 14.10.2008 bis zum 14.10.2009 benutzt.

Modellierung der taglichen und der 5—Tages log—Renditen

In der nachfolgenden Abbildung B.15] werden die negativen téglichen und 5-Tages
log-Renditen dargestellt.
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Abbildung 5.15.: Negative tégliche log-Renditen (links) und negative 5-Tages log—
Renditen (rechts) der Wal-Mart—Aktienkurse.

Zunéchst wird eine GARCH(1,1)—Zeitreihe mit Student—verteilten Innovationen
an die negativen téglichen log-Renditen angepasst und man erhalt die Maximum-—
Likelihood-Schitzer ¢ = 1.09 - 1077, & = 9.18 - 1073, 3 = 0.9876 und fiir den
Gestaltsparameter £ = 5.6391. Eine Anpassung einer GARCH(1,1)-Zeitreihe an die
negativen 5—Tages log—Renditen fithrt zu den geschéitzten Parametern é =1.24-1074,
& =6.25-10"5 3 =0.8018 und & = 3.8741.
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5.3. Fallbeispiel Wal-Mart—Aktie

Unter Betrachtung des QQ-Plots (Abbildung [5.16)) stellt man fest, dass die An-
passung der téaglichen und der 5-Tages log-Renditen in der rechten Flanke gleichwer-
tig sind. Lediglich in der linken Flanke ist die Anpassung der taglichen log—Renditen

besser.

Abbildung 5.16.: QQ-Plot der negativen téglichen log-Renditen (blau) und QQ-
Plot der negativen 10-Tages log—Renditen (rot) der Wal-Mart—
Aktienkurse.

Nach Satz[2.3.5lerhélt man fiir den Parameter der bedingten iid Approximation

mit den oben genannten Schétzern fiir die tdglichen log-Renditen

¥ < 0.0473.

Hieraus resultiert, dass das Ergebnis aus Abschnitt zur Ermittlung der obe-
ren Schranke des bedingten 5-Tages VaR zur Wahrscheinlichkeit 0.95 auf den Da-
tensatz anwendbar ist, da 0.95 + ¢ < 1 ist.

Validierung der tdglichen log—Renditen

Analog zum Fallbeispiel der Adidas—Aktie wird ein Backtesting auf Basis taglicher
log—Renditen im Zeitraum vom 14.10.2008 bis 14.10.2009 (250 Handelstagen), vgl.
Abschnitt 4.3 durchgefiihrt. Hierzu erfolgt die Prognose des VaR zu ¢ = 0.99 mit
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5. Simulations- und Fallstudien

den kritischen Werten k; = 5 und ky; = 10 unter den Testniveaus a; = 0.05 und
as = 0.0001 mit der Stichprobenanzahl n = 250. Im Vergleich des prognostizierten
VaR zu ¢ = 0.99 und der téglichen log-Renditen erhélt man 2 Uberschreitungen mit
ciner relativen Uberschreitungshiufigkeit von 0.79% (Abbildung [5.17). Dies fiihrt zu

einer Einordnung des Modells in die griine Zone.
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Abbildung 5.17.: Negative tégliche log—Renditen und der bedingte VaR (rot) zu ¢ =
0.99 der Wal-Mart—Aktienkurse.

Im Fall des VaR mit ¢ = 0.95, a; = 0.05 und as = 0.0001 mit der Stichpro-
benanzahl n = 250 ergeben sich die kritischen Werte k£ = 18 und ky = 27. Bei
der Durchfiihrung des Backtesting erhilt man 11 Uberschreitungen (relative Uber-
schreitungshéufigkeit betragt 4.37%), was eine Einordnung in die griine Zone zur

Folge hat (Abbildung B.1I8)).
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Abbildung 5.18.: Negative tégliche log—Renditen und der bedingte VaR (rot) zu g =
0.95 der Wal-Mart—Aktienkurse.

Validierung der 5-Tages log—Renditen basierend auf den
Methoden 1-5

Analog zum vorhergehenden Abschnitt wird ein Backtesting der Methoden 1-5
im Zeitraum vom 14.10.2008 — 14.10.2009 vorgenommen. Die nachstehende Tabelle
(.8 und die Abbildungen [(£.19 und zeigen die Ergebnisse dieser Validierung.
Hierbei ist festzustellen, dass das Backtesting aller Modelle zu einer Einordnung in
die griine Zone fiihrt.

Abschliefsend ist bei der Untersuchung der mehrtégigen log—Renditen der Adidas-
und Walmart-Aktienkurse aufzufithren, dass bei héheren Quantilen (q=0.99) die
Uberschreitungsanzahl beziiglich des Square-Root-Ansatzes grofer (5-Tages log—
Renditen der Adidas—Aktienkurse) oder gleich (10-Tages log—Renditen der Adidas—
Aktienkurse bzw. 5-Tages log-Renditen der Wal-Mart-Aktienkurse) der Uberschrei-
tungsanzahl beziiglich der anderen Modelle ist. Im Fall der 5-Tages log-Renditen
der Adidas—Aktienkurse fiihrt der Square-Root—Ansatz sogar in die Einordnung in

die rote Zone.
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5. Simulations- und Fallstudien

direkte Model-
lierung der 5-
Tages
log-Renditen
(Methode 1)

Modell bzgl.
des Square—Root—

Ansatzes
(Methode 2)

Modell bzgl. des
Parameters der bed.
iid Approximation
mit Vergangenheit
(Methode 3)

Modell bzgl. des
Parameters der bed.
iid Approximation
ohne Vergangenheit
(Methode 4)

Modell bzgl. der
approximativen
bed. Unab-
héngigkeit
(Methode 5)

VaR zu
qg=0.95

krit. Werte

Uberschrei-
tungen

k1:5,k’2:10

(2.04%)

k1:5,]€2:10

(2.04%)

k’1:5,]€2:10

(0%)

k1:5,k’2:10

(0%)

k1:5,]€2:10

(2.04%)

Tabelle 5.8.: Backtesting der verschiedenen VaR—Modelle auf Basis der negativen 5-Tages log—Renditen der Wal-Mart—

Aktienkurse.
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5.3. Fallbeispiel Wal-Mart—Aktie
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Abbildung 5.19.: Negative 5—Tages log—Renditen und der bedingte VaR auf Basis
der negativen 5—Tages log-Renditen (rot) zu ¢ = 0.95 der Wal-
Mart—Aktienkurse.
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Abbildung 5.20.: Negative 5-Tages log—Renditen und die obere Schranke des beding-
ten VaR zu ¢ = 0.95 beziiglich des Square-Root—Ansatzes (blau),
des Parameters der bedingten iid Approximation (rot), des Para-
meters der bedingten iid Approximation abhéngig von der Vergan-

genheit (orange) und der aproximativen bedingten Unabhéngigkeit
(griin) der Wal-Mart—Aktienkurse.
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Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschiftigte sich mit der Prognose von Funktionalparametern
bedingter Verteilungen und anschlieffender Validierung dieser Prognose in stochas-
tischen Volatilitéatszeitreihen.

Als Anwendungsfall wurde auf den bedingten VaR in aggregierten stochasti-
schen Volatilitatszeitreihen eingegangen. Insbesondere wurde eine obere Schranke
fiir diesen VaR in aggregierten GARCH(1,1)—Zeitreihen ermittelt.

Die Motivation der Themenstellung bestand darin, dass am besten als Modell
fiir kurzfristige log—Renditen (in der Regel tégliche log-Renditen) GARCH(1,1)—
Zeitreihen geeignet sind (vgl. z.B. [Embrechts u.a) (2009)). Eine geeignete multipli-
kative Skalierung der téglichen log-Renditen zur Berechnung des mehrtégigen be-
dingten VaR (Square-Root—Ansatz) ist allerdings nicht moglich. Dies bedeutet, dass
die Aggregation von log-Renditen, die einer GARCH(1,1)-Zeitreihe folgen, nicht
einfach wie im Fall von unabhéngig und identisch verteilt (iid) behandelt werden
kann (vgl. Diebold u. a. (1997) und Worion (1997), Kapitel 8). Dartiber hinaus ist die
Aggregation einer GARCH(1, 1)—Zeitreihe keine GARCH(1, 1)—Zeitreihe mehr (vgl.
Diebold u.al (1997) und [Drost u. Nijman (1993)).

Um diese Fragestellung zu behandeln, wurde zunéchst der Prognosebegriff in
stochastischen Volatilitdtszeitreihen insbesondere GARCH(1,1)—Zeitreihen vorge-
stellt.

Anschliefend wurde der Parameter der bedingten iid Approximation ¢ einge-
fiihrt. Dieser Parameter, der den Unterschied zwischen der Verteilung von n auf-
einander folgenden Folgengliedern einer stochastischen Volatilitétszeitreihe und der
Verteilung von iid Zufallsvariablen quantifiziert, wurde auf GARCH(1,1)-Zeitreihen
tibertragen. Das Ergebnis liefert unter gewissen Voraussetzung an die GARCH(1,1)—
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Zusammentfassung und Ausblick

Zeitreihe, dass in diesem Fall eine obere Schranke des Parameters der bedingten iid
Approximation existiert, die von den Parametern «, 5 der GARCH(1,1)—Zeitreihe,
der Anzahl n der aufeinander folgenden Zufallsvariablen und einer von den Innova-

tionen abhingigen Konstanten Cl,., abhéngt, namlich
,QZ) S Cmax -B(a,ﬁ,n),

(siche Ungleichung (2.16])).

Um nun den Parameter der bedingten iid Approximation in aggregierten sto-
chastischen Volatilitatszeitreihen zu untersuchen, wurde ein Resultat hergeleitet, das
zeigt, dass der Parameter der bedingten iid Approximation in nicht aggregierten
Zeitreihen gleich dem Parameter in aggregierten stochastischen Volatilitéatszeitrei-
hen ist.

Eine Herleitung des Ergebnisses fiir die bedingt unabhéngige Approximation
erfolgte analog.

Fiir die Validierung des prognostizierten bedingten n—Tages VaR basierend auf
der hergeleiteten oberen Schranke bzw. auf dem Square-Root—Ansatz in den verwen-
deten GARCH(1,1)-Zeitreihen wurde als statistischer Test der aufsichtsrechtliche
Zonenansatz verwendet. Als Basis dieses statistischen Tests diente die Rosenblatt—

Transformation.

Ausblick

Héaufig findet der Square-Root—Ansatz in der Praxis Verwendung, d.h. es erfolgt
eine Skalierung des téglichen VaR auf eine Haltedauer von 10 Tagen, vgl. Basel
Committee on Banking Supervision (2009), S. 23.

Beziiglich GARCH(1,1)—Zeitreihen zeigen jedoch Simulationen und empirische
Studien, dass die relative Anzahl an Uberschreitungen iiber dem mittels des Square—
Root—Ansatz prognostizierten bedingten n—Tages VaR deutlich iiber dem nominalen
Niveau liegt. Dies bedeutet, dass dieser prognostizierte bedingte VaR die tatséchli-
chen Verluste unterschétzt. Demnach ist die Themenstellung der Aggregation von
GARCH(1,1)—Zeitreihen von praktischer Relevanz. Der Parameter der bedingten iid
Approximation bietet einen Losungsansatz, so dass die tatsédchlichen n—Tages Ver-

luste nicht mehr unterschétzt werden. Die Parameter der angepassten GARCH(1,1)—
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Ausblick

Zeitreihe miissen zwar Werte fiir o nahe bei 0 und § nahe 1 aufweisen, damit die
obere Schranke des Parameters der bedingten iid Approximation klein ist. Dies wird
jedoch durch Fallstudien aus RiskMetrics Group (1996) und [Franses u. van Dijk
(2000) bestatigt. Dennoch ergeben sich aus der Themenstellung der Aggregation
von insbesondere GARCH(1,1)Zeitreihen noch weiterreichende Fragestellungen.

Das Resultat beziiglich der Herleitung des Parameters der bedingten iid Appro-
ximation setzt voraus, dass die Dichte der Innovationen {&;}c7 symmetrisch und
unimodal ist. Empirische Studien z.B. aus |Giot u. Laurent (2001) zeigen jedoch,
dass die Verwendung einer schiefen Student—Verteilung fiir die Verteilung der In-
novationen geeigneter ist als die Annahme einer symmetrischen Verteilung fiir die
Innovationen. Folglich bleibt zu zeigen, wie sich der Variationsabstand zweier schie-
fer Student—Verteilungen mit unterschiedlichen Skalenparametern abschétzen lasst.
Hierbei kann mit Hilfe dieses Variationsabstands der Parameter der bedingten iid
Approximation analysiert werden.

Ein weiterer Nachteil in der Verwendung von GARCH(1,1)-Zeitreihen besteht
darin, dass Z? aus Definition [L2I] nicht vom Vorzeichen der ;, ¢ € Z, abhiingt, son-
dern nur vom Betrag. In der Realitdt beobachtet man allerdings, dass bei Vorliegen
von ,schlechten Informationen®, also (¢; < 0) die Volatilitdt eher ansteigt und umge-
kehrt eher fallt (siche Black (1976)). In |Angelidis u. al) (2004) wird eine Anpassung
von Fallstudien an eine EGARCH-Zeitreihe mit Student-verteilten Innovationen als
das beste Modell angesehen.

Es bleibt daher zu untersuchen, ob diese Fragestellungen in die Ermittlung des
Parameters der bedingten iid Approximation iibernommen werden kénnen, um so
wieder eine obere Schranke fiir den bedingten n—Tages VaR herleiten zu kénnen.

Dartiber hinaus sollte anstelle der alleinigen Betrachtung des VaR auch der
Expected Shortfall in die Risikomessung mit einflieffen. Dieser Wert gibt Aufschluss
iiber die erwartete Verlusthohe, falls der VaR iiberschritten wird.

Wie bereits in der Zusammenfassung erwahnt wurde, existiert keine geschlosse-
ne Form der Verteilung von aggregierten GARCH(1,1)-Zeitreihen. Anstatt nun den
Parameter der bedingten iid Approximation anzuwenden, kann man die aggregier-
te GARCH(1,1)-Zeitreihe ersetzen durch eine GARCH(1,1)-Zeitreihe, die &hnliche
Eigenschaften besitzen. So kann man bestimmte Funktionalparameter wie z.B. die
Autokorrelationsfunktion im approximierenden GARCH(1,1)-Modell wéhlen.

Abschliefsend bleibt zu erwdhnen, dass die Anwendung des Parameters der be-
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Zusammentfassung und Ausblick

dingten iid Approximation bzw. die bedingt approximative Unabhéngigkeit nur dann
sinnvoll ist, wenn die Anzahl der aufeinander folgenden Zufallsvariablen n nicht zu
grof ist (z.B. n < 10), da ansonsten die obere Schranke des Parameters der be-
dingten iid Approximation zu grofs wird. Des Weiteren sollte die Anpassung einer
GARCH(1,1)—Zeitreihe Parameterwerte von « nahe 0 und ( nahe 1 aufweisen, was
jedoch oft der Fall ist (RM97 und [Franses u. van Dijk (2000)). In diesem Fall ist die
obere Schranke fiir den Parameter der bedingten iid Approximation ¢ so klein, dass
gilt ¢ + ¢ < 1, wobei ¢ die Wahrscheinlichkeit des VaR ist. Dies bedeutet, dass der
VaR mit Wahrscheinlichkeit ¢ 4 ¢ bestimmt werden kann.

Letztlich bietet die Aggregation von GARCH(1,1)-Zeitreihen und deren An-

wendungen insgesamt gesehen viele offene Fragestellungen.
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Anhang A.

Hilfsresultate

In diesem Abschnitt werden noch zur Vollstédndigkeit Definitionen, Lemmata und
Bemerkungen aufgefiihrt, die in den vorhergehenden Kapiteln benotigt werden.

Zunéchst wird die Definition der bedingten Erwartung gegeben, die fiir die
Prognose in Abschnitt [[L3] benotigt wird.

Definition A.0.1. Sei Y eine R-wertige, X eine S—wertige Zufallsvariable und
ElY| < o0.

(i) h:(S,B) — (R,B) heifft Faktorisierung der bedingten Erwartung von'Y gege-
ben X, falls fir alle Be B: E(Y1g(X)) = E(h(X)1p(X)).

(ii) h(x) heifit bedingte Erwartung von'Y gegeben X = x.
(iii) h(X) heifst bedingte Erwartung von'Y gegeben X .

Hierfiir verwendet man die folgende Schreibweise E(Y|X =), E(Y|X =2x) und
E(Y|X =-)oX.

Man beachte, dass die Faktorisierung der bedingten Erwartung immer eindeutig
existiert. Im Fall, dass die bedingte Verteilung existiert, ist die bedingte Erwartung

der Mittelwert der bedingten Verteilung, also
EY|X=2x)= /yP(Y €dylX =ux).

Der Monotoniesatz liefert eine Abschiatzung des Variationsabstands der Vertei-
lungen GL(X) und GL£(X) induziert durch den Markov—Kern G und den Wahr-
scheinlichkeitsmafen £(X) bzw. £(X), siche Reiss (1993), Abschnitt 1.4. Hierbei
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lasst sich der Variationsabstand der induzierten Verteilungen durch den Variations-

abstand der Wahrscheinlichkeitsmake £(X) und £(X) abschitzen.

Lemma A.0.2 (Monotoniesatz). Seien £(X) und L(X) Wahrscheinlichkeitsmafe
auf einem messbaren Raum (S,B) und G : (S,B) ~» (T,C) sei ein Markov-Kern.
Dann gilt

IGL(X) — GLX)| < [|L(X) — LX) (A1)

Die Aussage des Konvexitéatssatzes besagt, dass der Variationsabstand der Ver-
teilungen GL(X) und GL(X) abgeschitzt werden kann durch den ausintegrierten
Variationsabstand der Markov—Kerne G und G integriert nach der Verteilung £(X),
siehe Reiss (1993), Abschnitt 3.1..

Lemma A.0.3 (Konvexitiitssatz). Seien G, G : (S, B) ~ (T,C) Markov-Kerne und
L(X) ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf einem messbaren Raum (S,B), f(-|x) bzw.
f(|z) ist die v-Dichte von G(-|z) bzw. G(-|) fiir jedes x € S und f(-|) ist B x C—

messbar. Dann gilt
IGL(X) = GL(X)| < / |G(-|2) = G(-|2)||dL(X) (). (A.2)

Das nachfolgende Lemma wurde fiir die Bemerkung [[L2.6 (iv) verwendet und
kann in [Klenkd (2006), Kapitel 7 nachgeschlagen werden.

Lemma A.0.4 (Jensensche Ungleichung). Sei I C R ein Intervall und X eine Zu-
fallsvariable mit Werten in I und E|X| < co. Ist g : I — R eine konvexe Abbildung,
dann gilt

E(g (X)) = g(E(X)).
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Implementierungen

quantil faltung student sigmas

Beschreibung

Empirisches g—Quantil der Verteilung der Faltung von n unabhingigen Standard—
Student—verteilten Zufallsvariablen mit Skalenparametern o; fiir ¢ = 1, ..., n. Diese
Funktion benutzt die in R implementierte Funktion rt(n,df), wobei n die An-
zahl der gezogenen Zufallsvariablen bezeichnet und df den Gestaltsparameter der
Student—Verteilung darstellt.

Verwendung

quantil_faltung_student_sigmas(sigmas,q,kappa,Simulationanz)

Parameter
sigmas (vector)  Skalenparameter
q (real) Wahrscheinlichkeit
kappa (real) Gestaltsparameter
Simulationsanz (integer) Anzahl der Simulationen
Riickgabewert

quantilfalt (real) Quantil der Faltung
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simulation parameter verg normal

Beschreibung

Simulation der oberen Schranke des Parameters der bedingten iid Approximation
fir GARCH(1,1)—Zeitreihen mit normalverteilten Innovationen (vgl. (2.20)) in Satz

2.3.5).

Verwendung

simulation_parameter_verg_normal (AnzSim,n,Fenster,zeta,alpha,beta)

Parameter
AnzSim (integer)

n (integer)
Fenster (integer)

zeta (real)
alpha  (real)
beta (real)

Riickgabewert

Anzahl der Simulationen

Lénge der simulierten GARCH(1,1)-Zeitreihe bzw. Vergan-
genheit

Fenstergrofe bzw. Anzahl der aufeinander folgenden Zu-
fallsvariablen

Parameter ¢ der GARCH(1,1)—Zeitreihe

Parameter av der GARCH(1,1)—Zeitreihe

Parameter 3 der GARCH(1,1)-Zeitreihe

Liste mit den Komponenten:

fehler (vector )
mittel (real)
abw (real)

maximum (real)
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Simulierte obere Schranke des Parameters der bedingten iid
Approximation

Empirisches Mittel der simulierten oberen Schranke des Pa-
rameters der bedingten iid Approximation

Empirische Standardabweichung der simulierten oberen
Schranke des Parameters der bedingten iid Approximation
Maximum der simulierten oberen Schranke des Parameters

der bedingten iid Approximation



Implementierungen

simulation approxunabh verg normal

Beschreibung, Verwendung und Parameter sind analog zur Funktion

simulation_parameter_verg_normal

unter Betrachtung der approximativen bedingten Unabhéngigkeit.

simulation parameter verg stud

Beschreibung

Simulation des Parameters der bedingten iid Approximation fiir GARCH(1,1)—Zeit-
reihen mit Student—verteilten Innovationen (vgl. (Z21)) in Satz 2Z3.3]).

Verwendung

simulation_parameter_verg_stud(AnzSim,n,Fenster,zeta,alpha,beta,kappa)

Parameter

AnzSim (integer) Anzahl der Simulationen
n (integer) Lénge der simulierten GARCH(1,1)—Zeitreihe bzw. Vergan-
genheit
Fenster (integer) Fenstergrofe bzw. Anzahl der aufeinander folgenden Zu-
fallsvariablen
( ) Parameter ¢ der GARCH(1,1)-Zeitreihe
( ) Parameter aw der GARCH(1,1)—Zeitreihe
beta (real) Parameter 3 der GARCH(1,1)Zeitreihe
(real)

Gestaltsparameter x der Student—Verteilung
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Riickgabewert

Liste mit den Komponenten:
fehler (vector ) Simulierte obere Schranke des Parameters der bedingten iid

Approximation

mittel (real) Empirisches Mittel der simulierten oberen Schranke des Pa-
rameters der bedingten iid Approximation

abw (real) Empirische Standardabweichung der simulierten oberen
Schranke des Parameters der bedingten iid Approximation

maximum (real) Maximum der simulierten oberen Schranke des Parameters

der bedingten iid Approximation

simulation approxunabh verg stud

Beschreibung, Verwendung und Parameter sind analog zur Funktion

simulation_parameter_verg_stud

unter Betrachtung der approximativen bedingten Unabhéngigkeit.

simulation prog agg var

Beschreibung

Ermittlung der absoluten Uberschreitungsanzahl des prognostizierten n-Tages VaR
iiber der simulierten n—Tages log—Rendite (vgl. Kapitel Bl Simulationen). Hierbei
werden simulierte GARCH(1,1)—Zeitreihen als Vergangenheit verwendet.
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Verwendung

simulation_prog_agg_var (m,Fenster,zeta,alpha,beta,quantil)

Parameter

m (integer) Lénge der simulierten GARCH(1,1)Zeitreihe bzw. Vergan-

genheit

Fenster (integer) Fenstergrofe bzw. Anzahl der aufeinander folgenden Zu-

fallsvariablen

Riickgabewert

( ) Parameter ¢ der GARCH(1,1)-Zeitreihe
alpha  (real) Parameter o der GARCH(1,1)-Zeitreihe
( ) Parameter 3 der GARCH(1,1)-Zeitreihe
( ) Wahrscheinlichkeit, zu dem der VaR berechnet wird

Liste mit den Komponenten:

sqra (integer)

psiverg (integer)

psi (integer)

approxunabh (integer)

Absolute Uberschreitungsanzahl des prognostizierten
VaR iiber der simulierten n—Tages log-Rendite anhand
des Modells bzgl. des Square-Root—Ansatzes
(Methode 2)

Absolute Uberschreitungsanzahl des prognostizierten
VaR iiber der simulierten n—Tages log-Rendite anhand
des Modells bzgl. des Parameters der bedingten iid
Approximation mit Vergangenheit (Methode 3)
Absolute Uberschreitungsanzahl des prognostizierten
VaR iiber der simulierten n—Tages log-Rendite anhand
des Modells bzgl. des Parameters der bedingten iid
Approximation ohne Vergangenheit (Methode 4)
Absolute Uberschreitungsanzahl des prognostizierten
VaR iiber der simulierten n—Tages log-Rendite anhand
des Modells bzgl. der approximativen bedingten Unab-
héngigkeit ohne Vergangenheit (Methode 5)
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simulation prog agg var verg

Beschreibung

Ermittlung der absoluten Uberschreitungsanzahl des prognostizierten n-Tages VaR
tiber der simulierten n—Tages log-Rendite (vgl. Kapitel B Simulationen). Hier-
bei wird ein Datensatz als Vergangenheit anstatt der simulierten GARCH(1,1)—

Zeitreihen in der vorherigen Funktion verwendet.

Verwendung

simulation_prog_agg_var_verg(Daten,Fenster,zeta,alpha,beta,quantil)

Parameter

Daten (integer) Datensatz als Vergangenheit
Fenster (integer) Fenstergrofe bzw. Anzahl der aufeinander folgenden Zu-
fallsvariablen
( ) Parameter ¢ der GARCH(1,1)Zeitreihe
( ) Parameter av der GARCH(1,1)—Zeitreihe
beta (real) Parameter 3 der GARCH(1,1)Zeitreihe
( ) Wahrscheinlichkeit, zu dem der VaR berechnet wird

Riickgabewert

Liste mit den Komponenten:
sqra (integer) Absolute Uberschreitungsanzahl des prognostizierten

VaR iiber der simulierten n—Tages log-Rendite anhand
des Modells bzgl. des Square-Root—Ansatzes
(Methode 2)

psiverg (integer) Absolute Uberschreitungsanzahl des prognostizierten
VaR iiber der simulierten n—Tages log-Rendite anhand
des Modells bzgl. des Parameters der bedingten iid
Approximation mit Vergangenheit (Methode 3)
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Implementierungen

psi (integer) Absolute Uberschreitungsanzahl des prognostizierten
VaR iiber der simulierten n—Tages log-Rendite anhand
des Modells bzgl. des Parameters der bedingten iid
Approximation ohne Vergangenheit (Methode 4)

approxunabh (integer) Absolute Uberschreitungsanzahl des prognostizierten
VaR iiber der simulierten n—Tages log-Rendite anhand
des Modells bzgl. der approximativen bedingten Unab-
héngigkeit ohne Vergangenheit (Methode 5)

backtesting var

Beschreibung

Backtesting der verschiedenen VaR-Modelle auf Basis der n—Tages log-Renditen
(vgl. Kapitel 5, Datensétze).

Verwendung

backtesting_var(Daten,Fenster,quantil)

Parameter

Daten (integer) Datensatz
Fenster (integer) Fenstergrofe bzw. Anzahl der aufeinander folgenden Zu-
fallsvariablen

quantil (real) Wahrscheinlichkeit, zu dem der VaR berechnet wird

Riickgabewert

Liste mit den Komponenten:
direkt (integer) Absolute Uberschreitungsanzahl der prognostizierten

VaRs iiber den n—Tages log-Renditen basierend auf
250 Handelstagen und der direkten Modellierung der
n—Tages log-Renditen (Methode 2)
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Anhang
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sqra (integer)
psiverg (integer)
psi (integer)

approxunabh (integer)

Absolute Uberschreitungsanzahl der prognostizierten
VaRs iiber den n—Tages log-Renditen basierend auf
250 Handelstagen und dem Modell bzgl. des Square—-
Root—Ansatzes (Methode 2)

Absolute Uberschreitungsanzahl der prognostizierten
VaRs tiber den n—Tages log-Renditen basierend auf
250 Handelstagen und dem Modell bzgl. des Parame-
ters der bedingten iid Approximation mit Vergangen-
heit (Methode 3)

Absolute Uberschreitungsanzahl der prognostizierten
VaRs iiber den n—Tages log-Renditen basierend auf
250 Handelstagen und dem Modell bzgl. des Parame-
ters der bedingten iid Approximation ohne Vergangen-
heit (Methode 4)

Absolute Uberschreitungsanzahl der prognostizierten
VaRs iiber den n—Tages log-Renditen basierend auf
250 Handelstagen und dem Modell bzgl. der approxi-
mativen bedingten Unabhéngigkeit ohne Vergangen-
heit (Methode 5)
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