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Einleitung

Zufallsfelder eignen sich gut zur Modellierung von Ereignissen aus den verschie-
densten Fachgebieten. Sie werden z.B. zur Simulation von Naturph&nomenen in der
Physik, der Hydrologie oder der Geologie eingesetzt. Hierbei sind natiirlich gewis-
se Eigenschaften erwiinscht, welche die Zufallsfelder erfiillen sollten. Zur geeigne-
ten Modellierung ist sehr haufig eine gewisse Abhéangigkeitsstruktur beziiglich der
Skalierung der Felder notwendig. Hierzu verwendet man {iblicherweise das Konzept
der Selbstéhnlichkeit. Ein skalarwertiges Zufallsfeld { By () }ga ist selbstdhnlich mit
Hurst Index H > 0, falls

{Bu(ca)}epa = {*Bu(x)}, 0w Ve >0,

wobei = Gleichheit aller endlichdimensionalen Randverteilungen bedeuted. Das be-
kannteste Beispiel dieser Klasse von selbstéhlichen Zufallsfeldern ist das Fractional
Brownian Field (FBF), welches von A.N. Kolmogorov [32] eingefiihrt wurde.

Eine weitere niitzliche Eigenschaft von Zufallsfeldern ist die Modellierung von aniso-
tropen Strukturen. Anisotropie bedeuted hier, dass Zufallsfelder entlang verschiede-
ner Richtungen unterschiedliche Eigenschaften aufweisen kénnen. Die eben beschrie-
benen selbstahnlichen Prozesse sind per Konstruktion isotrop und kénnen eine solche
anisotrope Eigenschaft nicht darstellen. Kamont [30] fiihrte das erste Beispiel von
anisotropen, selbstdhnlichen Gauss “schen Zufallsfeldern ein, das Fractional Browni-
an Sheet (FBS) {Bu,....1,(¥)},cga- Bei diesen Feldern kénnen die einzelnen Achsen
unabhéngig voneinander skaliert werden, d.h. fiir Hy,..., H; > 0 und ¢4, ...,¢,, > 0
beliebig gilt

fd.
{BH1 ,,,,, 1, (C1T1, oy Cn o) Foerd = {c{{1 coocmpBy Hd(x)}
wobei das gesamte Feld immer noch selbstéhnlich ist mit entsprechendem HurstIndex
H=3% H,.

Ein anderes Konzept von anisotropen, selbstdhnlichen Zufallsfeldern sind die Opera-
tor Scaling Stable Random Fields (OSSRF), welche von H. Biermé, M. Meerschaert
und H.P. Scheffler 7?7 eingefiihrt wurden. Ein solches Zufallsfeld erfiillt die Bedingung

{X(CE:L‘)}JCeRd fd {cHX(x)}xeRd Ve > 0, (2)



mit einer geeigneten Matrix F, welche die Anisotropie des Zufallsfeldes beschreibt,
und entsprechendem Parameter H > 0. Dariiber hinaus besitzten diese Felder stati-
onire Zuwéchse, d.h.

{(X(z+h) = X(0)},epe 22 {X (@)}, cpe Vh € R (3)

In diesem Fall weisen die Zufallsfelder globale Abhéangigkeitsstrukturen auf, wobei die
Unterrdume jedoch nicht mehr wie im Fall von FBS voneinander entkoppelt werden
konnen.

Die grundlegende Idee dieser Arbeit besteht nun darin, die Konzepte von FBS und
OSSRF miteinander zu verbinden, um eine Klasse von Zufallsfeldern zu erhalten,
welche eine sehr flexible Gestaltungsmoglichkeit bietet, indem man die Eigenschaften
() und (2) beider Konzepte verbindet. Hierbei kann die Eigenschaft der Stationaritét
(3)) leider nicht allgemein beibehalten werden. Ist also X ein Operator Scaling Stable
Random Sheet (OSSRS), dann gilt fiir ¢y, ..., ¢, > 0

E E .d.
{X(Cflxla B CEmeM)}xeRd = C{{I e 'CZmX(x)}meRd’ (4)

mit geeigneten Matrizen E’l,...,E’m und entsprechenden Hi, ..., H,, > 0. Dadurch
erfiillen OSSRSs auch immer die Eigenschaft (1), falls ®;“:1 E; = I und die Eigen-
schaft (@), falls £ =>"" B, H=>"" H;.

In Kapitel 1 wird der Begrift Operator Scaling Stable Random Sheet definiert und ge-
zeigt, dass diese Felder eine Verallgemeinerung der bereits in [10] konstruierten Felder
darstellen. Dass diese Klasse von Zufallsfeldern wirklich existiert und mit einer Viel-
zahl von interessanten Konstruktionen gefiillt werden kann sowie die gewiinschten
Eigenschaften besitzt, wird in den anschlieBenden Kapiteln zum einen iiber eine
Mowving Average Darstellung und zum anderen iiber eine Harmonizable Darstellung
gezeigt.

In Kapitel 2 sind einige Grundlagen {iber die Konstruktion von a-stabilen Integralen
und F-homogenen Funktionen zusammengefasst, welche als Grundlegende Konzepte
dieser Arbeit dienen. Eine Umfangreiche Einleitung {iber a-stabile Zufallsfelder findet
sich beispielsweise in [39)].

In Kapitel 3 wird eine Erweiterung der in [10] vorgestellten Moving-Average Dar-
stellung fiir OSSRSs erarbeitet. Die Konstruktion des Zufallsfeldes erfolgt mit dem
Produkt von E’j—homogenen, (ﬁj,Ej)-zuldssigen Funktionen ¢; als Integrand und
einem independently scattered SaS ZufallsmaB Z,(dy) mit Kontrollma \¢ als Inte-
grator. Dabei wird zunéchst gezeigt, dass das Zufallsfeld

X, (z) = /Rdf[ (soj(:cj — ;) — soj(—yj)H"‘qj/“)Za(dy)

unter gewissen Vorraussetzungen existiert und auch stochastisch stetig ist. Dariiber
hinaus wird gezeigt, dass {X,(z)},cgae ein Operator Scaling Stable Random Sheet



ist. Die Eigenschaft der Operatorskalierung bleibt also auch fiir den Fall m > 2 erhal-
ten und verallgemeinert die OSSRF's in dieser Hinsicht. OSSRF's besitzen auflerdem
stationdre Zuwiéchse. Diese Eigenschaft bleibt jedoch aufgrund der Produktstruktur
nicht erhalten. AbschlieBend zeigen zwei Beispiele, dass das konstruierte Feld eine
wirkliche Verallgemeinerung des Fractional Brownian Sheet und des Operator Scaling
Stable Random Field ist. Wodurch gleichzeitig der Zusammenhang zwischen diesen
beiden Feldern deutlich wird.

In Kapitel 4 wird die Harmonische Darstellung fiir OSSRSs vorgestellt. Die hier
aufgefiihrten Resultate stellen eine Erweiterung der Ergebnisse aus [10] dar. Die
Konstruktion des Zufallsfeldes erfolgt mit E;-homogenen Funktionen ; fir j =
1,...,m als Integrand und einem komplexen a-stabilen Zufallsmafl W, mit 0 < a < 2

als Integrator. Dabei wird zunéichst analog zur Moving-Average Darstellung gezeigt,
dass das Zufallsfeld

m

Xota) = Re [ TT (67 = 1)uy(6) 0 viewi(de), o € B
j=1

unter gewissen Vorraussetzungen existiert und stochastisch stetig ist. Zudem wir auch
hier gezeigt, dass { X, (x)},cre ein Operator Scaling Stable Random Sheet ist. Diese
Felder besitzen analog zur Moving-Average Darstellung keine stationidren Zuwéchse
mehr. Auch hier werden Beispiele angeben, die verdeutlichen, dass OSSRSs eine
sehr allgemeine Klasse von Zufallsfeldern darstellen, welche die Verbindung zwischen
der wichtigen Klasse der Fractional Sheets und der Operator Skalierenden Felder
herstellen.

In Kapitel 5 werden die Pfadeigenschaften von OSSRSs untersucht, insbesondere
die ‘Glattheit” der Pfade. Hierbei lehnen sich die Inhalte an die Ergebnisse aus [10]
und [I1] an. In diesen wurde die Holderregularitét fiir OSSRF's, wie in [10] definiert,
fiir den Fall o = 2 (siehe [10]) sowie den Fall o € (0,2) (siehe [I1]) behandelt. Die-
se Ergebnisse werden im Folgenden auf die Klasse der OSSRSs ausgedehnt, indem
geeignet konstruierte Subprozesse verwendet werden, um das Problem, dass diese
Zufallsfelder fiir den Fall m > 2 keine stationdren Zuwéchse mehr besitzen, geeignet
zu umgehen und allgemeine Aussagen iiber das Zufallsfeld mit Hilfe der Aussagen
iiber die Subprozesse zu gewinnen. Die Strategie besteht darin, das Wachstumsver-
halten der Subprozesse zu bestimmen, das nur durch die Eigenwerte des zugehorigen
Unterraums determiniert ist. Damit wird eine globale Abschétzung méglich, mit der
die Holderstetigkeit des gesamten Prozesses bewiesen werden kann und zum anderen
die kritischen Holderexponenten angegeben werden kénnen.

In Kapitel 6 wird exemplarisch ein Zufallsfeld simuliert, wodurch deutlich wird,
welchen entscheidenden Vorteil die Verkniipfung dieser beiden Konzepte bietet. Frac-
tional Sheets ermoglichen es, Unterrdume unabhéngig voneinander zu skalieren, wie
etwa die Zeitdimension von der Raumdimension abzukoppeln. OSSRSs ermdoglichen



eine anisotrope Struktur und somit ein wesentlich komplexeres Abhéngigkeitsverhal-
ten von Unterrdumen zu modellieren, wie etwa die Struktur innerhalb der Raumdi-
mension. Kombiniert man also diese Konzepte, kann man ein rdumliches Feld mit
anisotroper Struktur erschaffen, welches mit fortlaufender Zeit z.B. in einer sehr
dghnlichen Form erhalten bleibt. Abschlielend wird ein Algorithmus zur Simulati-
on des oben angegebenen Zufallsfeldes angegeben sowie eine entsprechende Fehler-
abschitzung, um die Giiltigkeit des angegebenen Algorithmus zu beweisen.

Kapitel 7 entspricht inhaltlich einem gemeinsamen Artikel [4] mit Denis Anders,
Hans-Peter Scheffler und Kerstin Weinberg, der im Januar 2011 im Philosophical Ma-
gazine eingereicht wurde. In diesem Kapitel wird dargestellt, welche flexiblen Model-
lierungen mit unseren OSSRSs moglich sind. Da nun Ort- und Zeitabhéngigkeiten,
sowie die rdumliche Anisotropie unabhéngig voneinander modelliert werden kénnen,
lassen sich die dort beschriebenen physikalischen Phdnomene sehr gut beschreiben.
Wir zeigen, dass die Einbindung der OSSRS eine sinnvolle Erweiterung des Cahn-
Hilliard Phasen-Feld Modells darstellt. Unser Modell deckt sich mit den experimen-
tellen Beobachtungen. Weiterfithrend ergibt sich eine Vielzahl neuer Fragen. Ein in-
teressanter Punkt ist z.B. die Entwicklung einer geeigneten Parameterschitzung der
Zufallsfelder, da zur Zeit fiir diese Experimente noch Parameter vorgegeben werden
miissen.

In Kapitel 8 wird aufbauend auf den bisherigen Ergebnissen ein Ausblick auf weitere
sich ergebende Fragen und Aufgaben gegeben. Insgesamt 148t sich feststellen, dass auf
dem Gebiet der OSSRF und OSSRS die entscheidenden mathematischen Grundlagen
geschaffen wurden und sich nun ein reichhaltiges und vielseitiges Forschungsgebiet
erschliefit, auf Basis dessen weitere erfolgreiche Arbeiten moglich sind.

An dieser Stelle mochte Ich Tobias Kegel, Denis Anders und vor allem Prof. Dr.
Hans-Peter Scheffler fiir die zahlreichen Diskussionen, die Entwicklung gemeinsamer
Ideen und die {iberaus gute Zusammenarbeit danken.



1. Operator Scaling Stable Random
Sheets

1.1. Selbstahnlichkeit und Operator-Skalierung

Im Folgenden wird der Begriff Operator Scaling Stable Random Sheet definiert und
aufgezeigt, dass diese Felder eine Verallgemeinerung der bereits in [10] konstruierten
Felder darstellt. Die Existenz solcher Felder mit den gewiinschten Eigenschaften wird
in den anschliefenden Kapiteln zum einen iiber eine Moving Average Darstellung und
zum anderen iiber eine Harmonizable Darstellung gezeigt.

Definition 1.1.1 N
Firj=1,...,m, Z;nzl d; = d seien E; € R%*% Matrizen mit positivem Realteil der
FEigenwerte. Konstruiere Matrizen E, ..., E,,, E € R™? wie folgt:

0 0

0 0

d.h. also B =3"7" | Ej. Dann heifit ein skalarwertiges Zufallsfeld {X ()} crs Ope-
rator Scaling Stable Random Sheet (OSSRS), falls fir H; > 0,7 =1,...,m
gilt:

(X(cP2)} yepa "2 {M X (2) }pega  fiir alle ¢ > 0. (1.1)

Hierbei definiert man c¥ fiir beliebige Matrizen E wie folgt:
E

c¢” :=exp(Elogc), wobei exp(E) = e
k=1

Fiir den Spezialfall Ej = Iy, entspricht (LI) gerade der Selbstihnlichkeitsbedingung
{X(cz)}rera Ld: {" X (7))} era fiir alle ¢ > 0

mit Hurstindex H =37, Hj.

Die folgende Proposition beschreibt die entscheidende Eigenschaft von OSSRSs.



1. Operator Scaling Stable Random Sheets

Proposition 1.1.2
Wenn X ewn Operator Scaling Stable Random Sheet ist mit Matrizen Ey, ..., E,, und
entsprechenden Hy, ..., H,, > 0, dann gilt fir c,...,c,, > 0,

E E d.
(X (e r, oy o) baerae = {ef -+ el X (@)} g

oy Uy

Beweis. Es folgt direkt durch sukzessives Einsetzen:

By E f.d. B By E
{X (01 xl,...,cmm:pm>} =X (" (21,65°%T2,...,c, " Ty
z€RY z€R4

fd [ iy (e B3 E
= Cl 02 1’1,1’2703 ,...,Cmml’m
xER4

O

Die folgende Proposition stellt den Zusammenhang zwischen den hier definierten
OSSRSs und den in [10] definierten Zufallsfeldern her.

Proposition 1.1.3

Operator Scaling Stable Random Sheets sind immer auch operator-skalierend im Sin-
ne von [10)]. D.h. wenn X ein Operator Scaling Stable Random Sheet ist mit Matrizen
FEy, ..., E,, und entsprechenden Hy, ..., H,, > 0, dann gilt

{X(cPr)} yera Ld {" X (2)}yera  fiir alle ¢ > 0,
wobei B =371 Fy, H =371 Hj.

Beweis. Folgt direkt durch Anwendung von Proposition [L.1.2] mit
€l = ... =Cpy = C. 0

Das folgende Resultat zeigt, dass fiir die globale Matrix E' = 37" | Fj die in [10]
geforderte Bedingung an die Realteile der Eigenwerte bestehen bleibt.

Lemma 1.1.4 ' ‘
Seien E; € R%*% fir j = 1,...,m mit den Eigenwerten ol ...,Oz;,]j) mit positivem
Realteil der Figenwerte 0 < agj) <. < al(,jj). Dann besitzt die Blockmatriz

E, 0 .
E = eR™ d=> "d,
j=1

0 E.,



1.1. Selbstédhnlichkeit und Operator-Skalierung

die Eigenwerte {a,(%) g=1,...,mk; =1, ...,pj} mit min(agj)) > 0.
j

Beweis. Mit Hilfe des Entwicklungssatzes fiir Determinanten sieht man leicht:
A ist Eigenwert von £ < det(E — Al;) =0
& [[det(E; — Aa,) =0
j=1
S\ E {al(i,) cg=1,...,mk; =1, ...,pj}
]

Somit ist abstrakt die Klasse der Operator Scaling Stable Random Sheets eingefiihrt.
Dass diese Klasse auch mit einer Vielzahl von interessanten Konstruktionen gefiillt
werden kann, wird in den Kapiteln 3 und 4 gezeigt. Zuvor werden jedoch im folgenden
Kapitel einige Grundlagen erarbeitet, welche fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit
notwendig sind.






2. Grundlagen

2.1. Stabile Zufallsprozesse und stochastische
Integrale

In diesem Abschnitt werden in Anlehnung an [39] zunéchst a—stabile Zufallsprozesse
eingefiihrt. Zufallsprozesse sind a-stabil, falls alle zugehorigen endlich-dimensionalen
Verteilungen a-stabil sind. Darauf aufbauend werden stochastische Integrale iiber
diese a-stabilen Zufallsprozesse definiert.

Im Anschluss wird gezeigt, dass man stochastische Prozesse auch als 'echte’ Integrale
beziiglich eines a-stabilen Zufallsmafles definieren kann und diese Definition mit
der vorherigen iibereinstimmt. Danach werden einige elementare Eigenschaften und
Existenzkriterien aufgezeigt, die im darauf Folgenden von elementarer Bedeutung
sind.

2.1.1. Stabile stochastische Prozesse

Die folgende Definition ist durch den Konsistenzsatz von Kolmogoroff (siehe [24])
motiviert.

Definition 2.1.1
Ein stochastischer Prozess { X (t)}
Randverteilungen

1eR heifst stabil, wenn alle endlich-dimensionalen

(X(tl), ....,X(td)>, t,ts € R d>1
eine stabile Verteilung besitzen.

Beispiel 2.1.2 (a—stabile Lévy-Bewegung)
Ein stochastischer Prozess {X(¢)}, . heit (Standard-) a-stabile Lévy-Beweguny,
falls

1. X(0) =0 fs.
2. X besitzt unabhéngige Zuwichse
3. X () — X(8) ~ S,((t —s)V*, 3,0) fiir alle 0 < s < t < o0.

t>0



2. Grundlagen

Der Prozess X besitzt stationdre Zuwéchse, da
X(t + h) - X(h) ~ SOé((t +h— h)l/aa ﬁ) 0) = Soz((t - O)l/aaﬁa O) ~ X(t) - X(O)

Im Fall @ = 2 entspricht der Prozess gerade der Brownschen Bewegung (Definition
siehe z.B. [§], S.347). Fiir den Fall  # 1,3 = 0 ist der Prozess selbstdhnlich mit
Hurstindex H = é Die folgenden Abbildungen zeigen Pfade von Levy-Bewegungen
mit verschiedenen Parametern.

x10°

3t VJL\N'J\”»

15} ‘ ) 1 ‘\\“'«\,

1 JN "”".W“ ‘ 1.5 ' .

D: —T Mw ! ‘ ! :'1,’\. 1 | -2.: L\J\MW\F

bt - ot

Abb. 2.1.: Simulation von a—stabilen Abb. 2.2.: Simulation von a—stabilen
Lévy-Bewegungen mit Parametern Lévy-Bewegungen mit Parametern
a=156=0 a=15p0p=1

~0.5

Abb. 2.3.: Simulation von «—stabilen
Lévy-Bewegungen mit Parametern a =
1.5,6=-1

2.1.2. Definition von stabilen Integralen als stochastischer
Prozess

Das ”stabile Integral” einer deterministischen Funktion f wird im Folgenden mit
I(f) bezeichnet. In diesem Abschnitt soll eine Familie von stabilen Integralen

I(f),feF } definiert werden als ein stochastischer Prozess in Abhéngigkeit einer

10



2.1. Stabile Zufallsprozesse und stochastische Integrale

Funktionenmenge F'. Diese Definition wird sicherstellen, dass das Integral I(f) eine
stabile Zufallsvariable ist fiir jeden Integranden f und dass das Integral I(-) linear
ist.

Zur Definition des stochastischen Prozesses {I (f),f e F } werden zunéchst die

endlich-dimensionalen Randverteilungen definiert. Sei (F,&,m) ein Mafiraum mit

o—endlichem Mafl m und sei
B:FE—[-1,1]

eine messbare Funktion. Sei

7o L¥(E,E,m) , falls a # 1,
F(m, )  falls o = 1,

wobei

L*(E,E,m) = {f : f ist messbar, /E|f(x)|o‘m(dx) < oo},

Fm.5) = {r: el Bem). [ 115 /@) < o).

Bestimmung der endlich-dimensionalen Randverteilungen

Seien fi,..., fq € F. Man definiert ein Wahrscheinlichkeitsmafl Py,
die zugehorige charakteristische Funktion Pr, ¢, = ¢y

(i) Falls a # 1:

7, auf R? {iber

-----

7, wie folgt:

.....

~<1 - iﬁ(az)sign( i ijj(:c)) tan (%) >m(d;1:)}, (2.1)
(ii) falls o = 1:
TR A CIPRC )
:exp{ —é’iejfj(x) ’
(1 + z—ﬁ(x)agn(i ij](:p)> In ’ i ij](:p)Dm(dx)}.

11



2. Grundlagen

Nun muss gezeigt werden, dass ¢y, . r, tatséchlich die charakteristische Funktion

.....

einer a-stabilen Verteilung ist. Dies wird im Folgenden mit Hilfe der Integration
beziiglich der Einheitssphéare S; bewiesen. Betrachtet werden soll hier nur der Fall
a # 1 (Bewelis fiir den Fall a = 1 siehe [39], S.115 ). Setze zunéchst zur Vereinfachung

o 0:=(0y,...,0,),
o f:=1(f1, fa),
o . (0, f(z),B(z)) = ! >t ejfxx)!a(l —if(@)sign(( 5, 0,5(x) ) tan (%) ).

d
Des Weiteren setze E, = {:c SO Z fi(z)? > O}. Dann gilt

7j=1

wobel

und

m; ist ein endliches Maf§ auf (F, &), da fr € L*(E,E,m) fir k =1, ..., d. Des Wei-
teren gilt Z;'l=1 g;(z)? =1 fiir alle x € E,.

Gfrog, (1, 0) = exp{—/E ua(O,g(:p),l)lJrTﬁ(x)mﬂdx)

—/E e (0, —g(2), 1)1_7%")%(@)}

Setzt man nun s; = g;(z) im ersten Integral und s; = —g;(z) im zweiten Integral,
so erhélt man durch diese Variablentransformation

12



2.1. Stabile Zufallsprozesse und stochastische Integrale

Ortal1s s )
d d
= eXp{ _/s ’Zejsj a(l _ isign(ZHJ-sj)tan (%) )F(ds)},
a =1 1

wobei I' ein endliches Maf} auf S, ist, gegeben durch

[ 148w LB
re= [ R [ ),

wobei A eine Borelmenge auf Sy ist und

—1

g ={z e Ey: (q1(x), ..., 9a(x)) € A}.

Somit ist ¢y, s, die charakteristische Funktion einer a—stabilen Verteilung auf R?.
Nun gilt es noch, die Konsistenz des Wahrscheinlichkeitsmafles Py, ¢, zu zeigen. Wie
man sich leicht iiberlegen kann, gilt fiir jede beliebige Permutation (7(1),...,7(d))
und n <d

.....

¢f7r(1) ----- fw(d)(eﬂ(l)"“’eﬂ(d)) = &, 14(01, .., 04), sowie
gbfl _____ fn(Ql,...,Qd) :¢f1 ..... Frugeens fd(Ql,...,Qn,O,...,O).

Somit gilt Konsistenz. Nach dem Konsistenzsatz von Kolmogorov folgt die Existenz

des stochastischen Prozesses mit den endlich dimensionalen Randverteilungen wie in
([Z1) angegeben, der mit {I(f), f € F'} bezeichnet wird.

Elementare Eigenschaften

Eigenschaft 2.1.3
Fir alle f1,..., fq € F sind die Integrale 1(f1),...,I(f4) zusammenhdingend-a-stabil
mit gemeinsamer charakteristischer Funktion wie in (21]) angegeben.

Beuweis. Folgt direkt aus der Definition des stochastischen Prozesses {I(f), f € F'}.

Eigenschaft 2.1.4
Sei f € F. Dann gilt I(f) ~ Sa(oy, By, ptg), wobei

/\f ()",

5 _ Jel @ Bam(d
! fE|f o)[em(dr)

Ly = 0, falls o # 1,
g QfE x)In|f(z)|m(dx), falls a =1.

13



2. Grundlagen

Beweis. Folgt sofort durch setzen von 0y = --- =6, =0 in (21]). O

Eigenschaft 2.1.5 (Linearitét des Integrals)
Falls f1, fo € F, dann gilt fir alle a;,a; € R :

I(ay fi1 + asfo) = ar L (f1) + azl(f2) f.s.

Beweis. Fiir alle § € R erhilt man:

E exp {i@ [I(alfl +asfo) —arI(f1) + a2[(f2)] }
= Eexp {z [9[(a1f1 +agfo) —ar01(f1) + a29](f2)}}
=1,

Denn es gilt
0(arfi + azfz) — (a10) fr — (a20) f2 = 0
und daher folgt durch einsetzen in ([2]) die Behauptung. O

2.1.3. a-stabile ZufallsmaBe

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und L°(2) die Menge aller auf diesem
Raum definierten reellen Zufallsvariablen. Sei (E, &, m) ein Mafiraum und

Eo={A €& :m(A) <oo}.

Definition 2.1.6
FEine o-additive Funktion

M : & — L°(Q),
so dass gilt:

(i) M(A) ~ S, ((m(A))a,W,O) VA € &,

[—

(ii) fiir disjunkte Mengen Ay, As, ..., Ax € & sind die Zufallsvariablen
M(Ay), M(As), ..., M(Ax) unabhingig ("independently scattered”),

heifst a-stabiles Zufallsmaf auf (E,E) mit Bestimmtheitsmaf$ m.

Um zu zeigen, dass solch ein a—stabiles Zufallsmafi M existiert, definiert man einen
stochastischen Prozess

{M(A) Ae 50}.

In .12l wurde die Existenz des stochastischen Prozesses {I (f):feF } gezeigt. In-

dem man M (A) = I(14) setzt, erhdlt man die Existenz des stochastischen Prozesses
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2.1. Stabile Zufallsprozesse und stochastische Integrale

{M (A): Ae 50} mit den folgenden endlich-dimensionalen Verteilungen:
Fir Al,AQ, ...,Ad S 50 und 01,92, ...,ed S R,

d
> 0;M(A;) ~ Sa(0, 5, 1),
j=1

wobel
0" =[] X5 0514, ()| m(dz),
bl OEYAWE) “ m(de)
ISl 001, (@) m(da)

i _{O , falls ae £ 1,
=2 [ 0,14, (0)B(x) In | Y0 0514, (x)|m(dx) |, falls o = 1.

Y

Wie im Folgendem gezeigt wird, ist solch ein konstruiertes M ”independently scat-
tered” und o-additiv und entspricht damit der Definition 2.1.6l
Sei zunéchst « # 1. Falls Ay, ..., Ay € & disjunkt, dann folgt:

E exp {izd:HjM(Aj)}
= exp { — [E } iﬁlej(aj)‘aQ - iﬁ(az)sign(ielej(x)) tan (%) >m(d:c)}
= exp { — Zd: 16;|“m(A;) (1 - ifAj frifAi;(dx)sign(Gj) tan (%) )}

Die Argumentation fiir & = 1 erfolgt in gleicher Weise. Somit ist M ”independent-
ly scattered”. Endliche Additivitidt folgt aus der Linearitdt des Integrals und der
Gleichheit

d
Z La, = 1U?:1Aj’ falls alle A; disjunkt.
j=1

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass M auch o-additiv ist. Sei Aq, Ag, ... € &,
B =72, Aj € &. Zu zeigen ist also:

M(B) = Z M(A;) fs.

15



2. Grundlagen

dies ist nach Theorem 22.7 aus [13] dquivalent zu
lim Z M(A;) = M(B) in Wahrscheinlichkeit,

da die Summanden unabhéngig sind. Aufgrund der Unabhéngigkeit und endlichen
Additivitat von M gilt offensichtlich:

M) - S ma) = m( | 4)
mit

w( D 45) ~ 5a(0ns B, 0)

j=n+1

wobel

oy = m< U;inJrl Aj)

= > m(4))
j=n+1
<oo ,demn U7, ,, A4; CBe&.

Mit lim o, = 0 folgt

n—oo

M(B) ~ lim zn:M(Aj) = lim M( O Aj) 0.
j=1 j=n+1

Also ist M o-additiv.

Beispiel 2.1.7 (a-stabile Lévy-Bewegung, siehe [39], S.121)
Sei M ein a-stabiles Zufallsmafl auf ([0, 00), B) mit Lebesguemaf m (Bestimmtheits-
maf) und konstantem Schiefeparameter 5(z) = 3,0 < z < co. Definiere

X(t) = M([0,t]), 0<t<o0.
M([0,¢]) ist wohldefiniert, da m([0,t]) < oo fiir alle ¢ > 0. Der stochastische Prozess
{X(t),o <t< oo}

ist eine a-stabile Lévy-Bewegung, denn es gilt:
1. X(0) = M([0,0]) ~ S4(0,0,0) =& = X(0) =0 f.s.
2. X(t) — X(s) = M([0,1]) — M([0,s]) ~ Sa((t = 5)"/*,3,0)
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2.1. Stabile Zufallsprozesse und stochastische Integrale

3. Firalle 0 <ty <ty <..<ty de N sind die Zuwéchse

X (to), X(11) — X (o), ooy X (ta) — X (tar)

unabhéngig, da nach 2. X (¢;) — X (t;_1) < M ([t;_1,t;]) entspricht und da M

"independently scattered” ist, sind die Zufallsvariablen

M ([to, t1]), M ([t1,t2]), ..oy M([ta—1,ta))

unabhéngig.

17



2. Grundlagen

2.1.4. Konstruktion und Definition von stabilen Integralen

Zunéchst wurde das a-stabile Integral I(f) als stochastischer Prozess definiert, der
iiber die Funktion f bestimmt wird.

Nun soll gezeigt werden, dass I(f) auch als “echtes“ Integral konstruiert werden
kann, welches mit [, f(x)M(dz) bezeichnet wird, wobei M ein a-stabiles Zufalls-
maf ist.

4

Vorgehen:

1. Approximiere f durch einfache Funktionen f.
2. Definiere I(f™) := [, f® M (dz).

3. Zeige, dass I(f™) in Wahrscheinlichkeit gegen einen Grenzwert konvergiert
und bezeichne diesen mit [, f(x)M (dx).

4. Zeige, dass diese Definition mit der vorherigen konsistent ist.

Sei M ein a-stabiles Zufallsmafl auf (F, ) mit Bestimmtheitsmafi m, wobei
& ={A€ & :m(A) <oo}. Wir wollen

1(f) = /E f(2)M(dz)

fiir alle messbaren Funktionen f € F definieren, d.h. also fiir alle mef3baren Funk-
tionen f: E — R!, die die Bedingungen

/E|f(:c)a|m(da:) < oo, fira#1 (2.2)

und

[ lt@ls@lnls@ln(d) < oo, fira =1 23)
erfiillen.

Wie gewdhnlich definiert man fiir einfache Funktionen der Form
() = iclej (x), A; €& disjunkt,c; € R
j=1
das Integral wie folgt:
100 = [ FOM) = Y o4
j=1

Da A; € & disjunkt, folgt die Unabhéngigkeit der Variablen M(A;),..., M(A,).
Somit erh#lt man I(f™) ~ Sa(0 ey, By, fpem ), mit
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2.1. Stabile Zufallsprozesse und stochastische Integrale

w = ([ UO@rmn)”, 2.4)

L PO Ba)m(de)
O = @ emd) (25)

S 0 , falls a # 1 56
o { —2 [ fO)(z)B(x) In | fO) (z)|m(dz) |, falls @ = 1. (26)

Die Linearitét des Integrals ist offensichtlich.
Sei nun f € F beliebig. Man wihle eine Folge von einfachen Funktionen {f(™1}
die folgende Bedingungen erfiillen:

o fM(z) — f(x) fiir alle z € E,
o |f™(x)| < O(x) fiir allen > 1,2 € F und ein 0 € F.

Wie man im Folgenden sieht, existiert solch eine Folge immer.

Beispiel 2.1.8 (siehe [39] S.122)
Setze 6 = | f|, dann erfiillt

% , falls % < flx) < %, i=0,1,..,n%> =1,
f0(z) = —+L falls -2 < f(a) < —%, i=0,1,..,n% -1,
0, falls |[f(x)] > n,

die obigen Bedingungen.

Nun soll die Konvergenz von I(f™) in Wahrscheinlichkeit gezeigt werden. Dazu
geniigt es zu zeigen, dass I(f™) —I(f™) in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert,
falls n,m — oco. Nun gilt:

T(f®) = I(f) = (" — F™) ~ Su(@nms B, 0),  wobe

Q=

ram = ([ 1@ = @) ()
—1<B,m <L

Somit geniigt es, o, — 0 zu zeigen. Es gilt ’f(")(:p) — fm (x)’ < 20(x) Vn,m € N

n,m

und 0(z) € F, d.h. also, dass [, 6(x)m(dz) < co. Somit ergibt sich mit majorisierter
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2. Grundlagen

Konvergenz und der Tatsache, dass (a + b)* < 2%(a® + b%):

/E £ (@) — f(@)[  m(dz) = / £ (@) — F(@) + f(z) — ) (@)[" m(dz)
< 2 [/ - £ mid
e / () — F(o)|" m(da)
— 0

Also konvergiert {I (f™M),n =1,2, } in Wahrscheinlichkeit gegen einen Grenzwert
I(f) := plimI(f™).

n—0o0

Proposition 2.1.9
Seien oy, By und py definiert wie in [24), (23), 26), dann gilt:

I(f) ~ Salos, Bs, pif),  wobei gilt:
(i) Falls o # 1 :

e’

Eexp{i0I(f)} = exp {—/E lﬁf(x)’a(1—iﬁ(:c)sign(9f(:c)) tan (7> )m(daz)},
(2.7)
(i) fallsao=1":

Eexp{ifI(f)} = exp {—/E ’9]‘(:10)’ (1+i%ﬁ(w)sign(0f(x)) In ’Hf(x)Dm(dx) .
(2.8)

Proposition 2.1.10

Fir fi,..., fa € F st die charakteristische Funktion des Zufallsvektors (fi, ..., fa)
gegeben durch ([2.J1). Dies zeigt, dass der Zufallsvektor a-stabil ist und die jetzige
Definition des stabilen Integrals mit der vorherigen tibereinstimmt.

2.2. Komplexe a-stabile Integrale

In diesem Abschnitt werden komplexe Zufallsmafie und diesbeziiglich auch komplex-
wertige Integrale

1(f) = / " ()M (dr)

definiert. Diese Integrale sind etwa notwendig zur Konstruktion von Harmonizable
Prozessen, wie sie im Kapitel 4 vorgestellt werden. Eine umfangreiche Einfithrung in
komplexe Integrale fiir den symmetrischen Fall findet sich z.B. in [39].
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2.2. Komplexe a-stabile Integrale

2.2.1. Komplexwertige a-stabile ZufallsmaBe

Man definiert komplexwertige a-stabile Zufallsmafle analog zum reellen Fall in Ab-
schnitt Sei (€2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien L°(€2) und L2(€2)
die Menge aller reellen bzw. komplexen Zufallsvariablen, die auf diesem Wahrschein-
lichkeitsraum definiert sind. Jedes Element aus L2(£2) ist von der Form X +4Y, wobei
XY € L°(Q). Sei (E, &) ein Mafiraum und (Sy,B,) der Einheitskreis ausgestattet
mit der Borel-o-Algebra Bsy. Sei k ein Mafl auf dem Produktraum (E x Sy, € X Bs),
dass die folgenden Bedingungen erfiillt:

Bedingung 2.2.1
Fiir jedes A € € mit k(A X Sy) < 00 ist k(A X -) ein (endliches) symmetrisches Mafs
CLUf (SQ, ]BQ)

Definiere somit
={A€ & :K(AxS) < oo} (2.9)

Definition 2.2.2
Fin komplexwertiges «-stabiles Zufallsmaf$ auf (E,E) mit sphdrischem
Kontrollmajfs r ist eine independently scattered o-additive Menge von Funktionen

M : & — L°(%),

so dass fiir alle A € &, MW(A) ;= ReM(A) und M@ (A) := ImM(A) zusam-
menhdngend a-stabil sind mit Spektralmaf k(A x -).

Die Bedeutung von ”indepedently scattered” und ”o-additiv” entspricht der Bedeu-
tung im reellen Fall aus Abschnitt 2.1.3] allerdings muss hier eine komplexe Zufallsva-
riable als 2-dimensionaler Vektor aufgefasst werden. D.h., dass die Unabhéangigkeit
der komplexen Zufallsvariablen M(A,),..., M(Ax) der Unabhéngigkeit der Zufalls-

vektoren

M®M(A}) MW (A)

M(Q)(Al) PIEEEEE M(Q)(Ak)
entspricht. In Abschnitt 2.1.3] wurde bereits die Existenz des reellen Zufallsmafles
gezeigt. Analog kann man fiir den komplexen Fall mit Hilfe des Konsistenzsatzes von

Kolmogorov argumentieren, dass das komplexwertige Zufallsmafl existiert mit den
endlichdimensionalen Randverteilungen

d
E exp {ZZ 1)]\4 WA 0(2 M®P(A; ))}

:exp{_/E/SQ >

«

(819](~1) + 829](~2)> 1Aj (SL’)
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2. Grundlagen

: (1 — isign( i (3195-1) + 320;-2))1,41.(:16)) tan (%) )/{(dx, ds)}, (2.10)

Jj=1

wobei Ay, ..., Aq € & und (99), 9%2)), s (9&1), «9&2)) € R2. D.h. also insbesondere, dass

d
> (05 M (A)) + 67 MO (A;)) ~ Salo, 3,0),
7j=1
wobei
d (0%
/ / Z 519]0) + 329](2)) Ly, (SL’)’ k(dx,ds)
S '
ge [-1,1].

Definition 2.2.3
Das Mafs m auf (E, E) definiert durch m(A) = k(A x.Sy) heifft Kontrollmaf$ eines
komplexwertigen SaS Zufallsmajles M.

2.2.2. Integrale beziiglich komplexwertiger «o-stabiler
ZufallsmaBe

Nachdem ein komplexwertiges a-stabiles Zufallsmafl M definiert wurde, kann man

- /E F(2)M(dz) (2.11)

einer mef3baren, komplexwertigen Funktion f beziiglich M definieren.
Sei f = fM +if® . E — C eine meBbare Funktion. Da in Kapitel 211 bereits die
Integration von reellwertigen Funktionen beziiglich reellwertiger Zufallsmafie behan-

/ fdM = / (fD +if)a(MD 4 i @)

gilt, definiert man das Integral in (211]) wie folgt:

/E f(2)M(dz) = ( /E F () MO (dr) — /E f@)(x)M(”(dx))
+¢< / fO (@) MP (dx) + / FO )MV d@) (2.12)

nun das Integral

delt wurde und
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2.2. Komplexe a-stabile Integrale

Analog zu der Konstruktion in Kapitel 2.1] soll zunéchst das Integral fiir ”einfache”

Funktionen f(z) = Z cjl,(7) definiert werden, wobei ¢; € Cund A; € & disjunkt.
j=1
Definiere

_ [E F@)M(de) = 3 e M (4)) (2.13)

Wie man leicht sieht, ist I(f) fiir einfache Funktionen linear in f und erfiillt (2.12]).
Sei IV (f) = Rel(f)und I?(f) = ImI(f). Dannsind IV (f), I@(f) zusammenhiingend

a-stabil mit folgender charakteristischer Funktion:

E exp {i(@lf(l)(f) + 92[(2)(f))}

_ Eexp{( [/ﬂ1 ) (da) /f 2)M® da;)]
+65] /E £ (2) MO (dz) + [E @M@ ()] ) }
— Eexp {z[ /E 01 f O (@) + 0o f P () MO (da)
+ /E 0o f D () + 6, f<2>(x)M<2>(da;)]}

= exp { — /E/S 0, (slf(l)(x) — 5o f? (x)) + 6, (slf(z) (x) + szf(l)(x))
-(1 — isign (91 (51/D(x) = 52f P () + 02 (51 /P (2) + sQf“)(a:)))

«

- tan (%) >/£(d;1:, ds)}. (2.14)

Da nun das Integral fiir einfache Funktionen definiert ist, kann man analog zum
reellen Fall in Kapitel 2.1] dieses Integral iiber Approximation und Konvergenz auf
die Funktionenklasse L*(m) mit

={r: E—>(C/\f m(dz) < oo}

erweitern, wobei m das Bestimmtheitsmafl von M ist.

Fiir jede Funktion f = f® +if® ¢ L*(m) wihle man eine Folge von einfachen
Funktionen {f,,}°,, so dass

folz) — f(x) fiir fast alle z € E, (2.15)
|fo(z)| < 6(z) fiir alle n, z und ein 6 € L*(m). (2.16)
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2. Grundlagen

Solch eine Folge existiert immer. Man nehme zum Beispiel f,(z) = ,(Ll)(x) +if? (x)
mit
% falls % < fU(x) < %, i=0,1,...,n%> =1,
fr(zj)('r) = —% falls — % < fUl(x) < —%, i=0,1,..,n%>—1,

0 falls [fU)(x)| > n,
fir j = 1,2 mit 6 = |f].

Die Folge von Integralen I(f,) ist durch (2.13) wohldefiniert. Mit (2.14) gilt fir alle
n,m > 1, dass

ID(fn) = 1D (fm) ~ Sa(0 0 B0 0),
wobei 35, € [~1,1] und

(05)" = /E s U@ = f20) = 520 (@) = 1D (@) (e, ds)

Zu zeigen ist also, dass (07(11,2”)0‘ — 0 falls n,m — oo.

Mit (2.I5) und (2.I6]) und der Ungleichung |a + b|* < 2%(|a|* + |b|*) folgt:

(o) = /E . |51(f (2) = fD () = 8o (P (2) — £ (2))|“K(dw, ds)

< 20‘/ [511° LFV () = FO (@)1 + [s2] | f2 () = £ (2)|*w(da, ds)
E J 8y~~~ ~~

<1

< [ 100~ @I+ )~ S, )

= 2¢ /E |0 (2) = £ (@) "m(d) + 2° [E £ (2) — £ (2)[*m(dz) (2.17)

— 0 fiir n, m — o0,

was man mit Hilfe der majorisierten Konvergenz in gleicher Weise wie in Abschnitt
2.1.4] zeigen kann. Da der Beweis fiir diesen Fall identisch ist, wird er hier nicht weiter
ausgefiihrt.

Somit konvergiert die Folge {I( fé”)}go:l in Wahrscheinlichkeit. Analog zeigt man die
Konvergenz der Folge {I( fy(LQ)) >0, in Wahrscheinlichkeit. Daher kann man nun das

n=1

Integral I(f) fiir alle f € L%(m) wie folgt definieren:

I(f) == phimI(fy)

n—oo

Die Ergebnisse werden in folgender Proposition zusammengefasst.
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2.2. Komplexe a-stabile Integrale

Proposition 2.2.4

(i) Fir alle f € L*(m) ist das Integral I(f) eine komplexwertige a-stabile Zufalls-
variable, welche die Gleichung ([212) erfillt mit charakteristischer Funktion
wie in (ZI4) angegeben.

(i) Fir alle f,g € L*(m) und a,b € C gilt

I(af 4+ bg) = al(f)+bl(g) f.s.

Beweis. (1) I(f) ist als Grenzwert in Wahrscheinlichkeit von einer Folge von a-
stabilen Zufallsvariablen I(f,) wieder a-stabil. Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
impliziert Konvergenz in Verteilung und damit punktweise Konvergenz der charak-
teristischen Funktion. Somit besitzt I(f) die charakteristische Funktion wie in (2.14])
angegeben. ([2.12)) gilt fiir /(f,) und jedes der fiinf Integrale konvergiert in Wahr-
scheinlichkeit. Somit gilt (2.12)) auch fir den Grenzwert I(f).

(ii) Folgt sofort durch die bereits erwidhnte Linearitat von I(f,) und anschliefende
Approximation wie zuvor bereits gezeigt. U

Proposition 2.2.5
Sei X; = / file)M(dx),7 =1,2,.... und X = / f(x)M(dx), wobei M ein komple-

E E
xes a-stabiles Zufallsmajf$ mit sphdrischem Bestimmtheitsmaf$ k und Bestimmtheits-
maff m und f, f;,7=1,2,... € L*(m). Dann gilt

plimX; = X
j—o0
genau dann, wenn
tim [ 1) = f(@)l"m(dz) =0, (2.18)

Beweis. Zunéachst ist
plimX; = X & plimX,;, — X =0

Jj—00 Jj—00

und dies wiederum aquivalent zu

plim Re(X,; — X) = 0 und plim Im(X, — X) =0

& Re(X;— X) 2 0und Im(X, — X) = 0.
Mit 214 gilt Re(X; — X) ~ Sa(gj(.l)’g(l) 0) und Im(X; — X) ~ Sa(a](?), 52 0),

Jj Jj
wobei

(0,7)" = /E/S 51/ (@) = 1O @) = sa( (@) = £O@))]|"ldr. ds).
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2. Grundlagen

= /E ) |51/ P () = fP(@)) + s2(f (@) = FO ()| k(d, ds).

Daher ist plimX; = X dquivalent zu

Jj—00
lim (0{")* = lim (o) = 0. (2.19)

J—00 j—oo J

Analog zu (2ZI7) gilt
< 2O‘/E|ff1)($) — fO(@)[*m(d) +2a[E\fj(2)(ﬂf) — [P (@)[*m(d),

fir £ = 1,2, j > 1. Somit impliziert (2.18) gerade (2.I19). Andererseits gilt fiir
A, B € R und (s1, $3) € S:

($1A — 823)2 + (SlB + SQA)Q = A2 + 32

und somit folgt

[ 15 = @) ")

_ //S (1) () — fO(2))? + (f](2)(l’) — fO(z))? }Q/Q (dz,ds)

/ / — @) - 52O (@) — FO()))?
(sl<f}2 (@) = FO(2)) + 5(f (@) = FD(@)))*]*k(du, ds)

Da 2\
< (@) + (o).

Somit impliziert (ZI9) auch (2.IF)). O

2.3. E-homogene Funktionen

2.3.1. Integration beziiglich verallgemeinerter Polarkoordinaten

In diesem Abschnitt werden in die Ergebnisse aus [10] fiir E-homogene Funktionen
zusammengefasst, da diese Funktionen fiir die Konstruktion der Mowving-Average
bzw. der Harmonizable Darstellung notwendig sind. Die Beweise sind in [I0] Section
2 ausgearbeitet.

Sei E eine d x d-Matrix mit positiven Realteilen der Eigenwerte 0 < a; < -+ < @,
fir p < d und sei I' :== R?\{0}. Es folgt aus Lemma 6.1.5 aus [38], dass eine Norm
|| - |]o auf R? existiert, so dass fiir die Einheitssphiire Sy = {z € R%: || - ||o = 1} die
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2.3. E-homogene Funktionen

Abbildung ¥ : (0,00) x Sy — I, ¥(r,0) = r”0 ein Homdomorphismus ist. Weiter
gilt, dass fiir alle x € T" die Funktion ¢ — ||t¥x||y streng monoton wachsend ist. Also
lasst sich jedes x € I' eindeutig als

r=7(2)"l(x)

mit einem Radius 7(x) > 0 und einer Richtung [(x) € Sy schreiben. Man nennt
(7(z), ((z)) die verallgemeinerten Polarkoordinaten von .
Man beachte, dass Sy = {x € R?: 7(x) = 1} kompakt ist , und

T(ZL‘)—>{ o , fiirx — oo

0 ,firz—0
Dariiber hinaus gilt 7(—z) = 7(x) und I(—z) = —{(x).

Das folgende Lemma gibt in Abhéngigkeit der Eigenwerte von E sowohl eine obere
als auch eine untere Grenze der Wachstumsrate von 7(z) an.

Lemma 2.3.1
Fiir jedes 6 > 0 existieren Konstanten C4,...,Cy > 0, so dass

(i) fir alle ||z|lo < 1 oder T(x) < 1 gilt:

Chllz|lg ™ < 7(x) < Colfalls™°,
(i) fiir alle ||z||o > 1 oder T(xz) > 1 gilt:

Csllz]lg ™" < 7(x) < Cullall/ ™.

Beweis. Es werden hier nur die ersten beiden Ungleichungen bewiesen. Es folgt aus
Theorem 2.2.4 in [38], dass fiir alle ¢’ > 0 gilt:

1117y == 0
gleichméBig fiir ||0]|o = 1. Daher gilt:

||t7E||0 = sup ||t7E0||0 < Ot utY
0e€So

fiir alle t > 1 und eine Konstante C' > 0. Aquivalent dazu erhilt man
|[s%]]o < Cs™~? fiir alle s < 1. Da

lello = I17()E @) lo < [I7()|lo < Cr(a)™ "
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gilt, erhélt man fir ||z||o <1 (& 7(z) <1):
1 1

1/a1+0 . .
m(x) > Cy|z[|y"™ m1t5—a1_5, o

Analog zu diesem Resultat gilt fiir alle 6’ > 0 :
=[50y == 0

gleichméfig fiir ||0]|o = 1. Daraus erhilt man nun |[t¥||, < Ct%* fiir alle t > 1
oder #dquivalent dazu ||s~ ||y < Cs~%~% fiir alle s < 1. Weiter gilt

r=7(2)"l(r) & l(z) = 7(x) Pz

Somit folgt 1 < [|7(2) || - ||2||o und ||z||o > C~ 7 (x)%* fiir ||x||o < 1. Daher gilt
fir ||x]lo < 1:

Vap—5 . o 1 1
7(z) < Cyl|xl, mlté_a_p_ap—i—é"
O
Lemma 2.3.2
Es ezistiert eine Konstante K > 1, so dass fiir alle v,y € R gilt:
7(z +y) < K(7(2) +7(y)).

Nun sei ¢ = Spur(F£). Es gilt

M (cFB) = ¢"\Y(B) fiir alle Borel-Mengen B C R% ¢ > 0, (2.20)

denn mit d(cFy) = |det c¥|dy und det ¢ = ¢? gilt doz = c?dy und somit folgt mit
Variablentransformation:

N(cEB) = /R Mep(a)da

= 1p(c Fx)dx
R4

_ / 15 (y)ctdy
Rd

= \Y(B)

so dass man d(cPz) = c?dx schreiben kann. Sei B(r,z) = {y € R : 7(y — z) < r}
ein Ball mit Radius r > 0 und Mittelpunkt = € R?. Es gilt B(r,z) = z + B(r,0) =
x4+ rPB(1,0) und somit folgt A\4(B(r,z)) = ri\%(B(1,0)).

Die nun folgende Proposition liefert eine Formel fiir die Integration beziiglich der
verallgemeinerten Polarkoordinaten.
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2.3. E-homogene Funktionen

Proposition 2.3.3
Es existiert ein eindeutiges, endliches Radon-Maf$ (siehe z.B. [7], S.176) o auf S,
so dass fiir alle

f e LY(R? dx) gilt:

f(a)de = / F(r20)o(d0)r"dr.
Rd 0 So
Korollar 2.3.4
Sei 3 € R und f: RY — C messbar, so dass |f(z)| = O(7(x)?). Dann gilt:
(i) Fiir B > —q ist [ integrierbar in der Ndhe von 0,

(ii) fir 8 < —q ist f integrierbar in der Ndhe von oo.

2.3.2. Definition von E-homogenen Funktionen

Definition 2.3.5
Sei o : RY — C eine Funktion. Man sagt, dass p E-homogen ist, falls

o(cPx) = cp(x) fir allec> 0 und v € T.

Es folgt, dass eine F-homogene Funktion ¢ eindeutig bestimmt ist durch ihre Werte
auf Sy, da p(z) = o((7(2)P1(z)) = 7(x)p(l(x)). Man beachte, falls ¢ E-homogen
und stetig ist mit positiven Werten auf I', dann gilt:

M, = max ¢(f) >0 und m, = min () >0 (2.21)

6€So 0€So
und wegen der Stetigkeit gilt ¢(0) = 0.

Definition 2.3.6

Sei 3 > 0. Eine stetige Funktion ¢ : R — [0, 00) heifit (3, E)-zuldssig, falls p(x) > 0
fiir alle x # 0 und fir 0 < A < B eine Konstante C > 0 existiert, so dass fiir
A <||y|| £ B folgendes gilt:

T(z) < 1= [plz+y) —ey)| < Cr(z)’.
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3. Moving-Average Darstellung

3.1. Konstruktion

In diesem Kapitel wird eine Erweiterung der in [I0] vorgestellten Moving-Average
Darstellung fiir OSSRSs erarbeitet. Die Konstruktion des Zufallsfeldes erfolgt mit
dem Produkt von Ej—homogenen, (B;, E’j)-zuldssigen Funktionen ¢, (siche Kapitel
2.3) als Integrand und einem independently scattered SaS Zufallsmafl Z,(dy) mit
Kontrollma A\? als Integrator. Damit ist die Verteilung von Z, also insgesamt gege-
ben durch

Za(A) ~ Sa((X(A))V,0,0).

Im Folgenden seien Ej d; x d;-Matrizen mit positiven Realteilen der Eigenwerte

0<ai’ < <ay) und g; = Spur(Ey),j = 1,...,m.

Theorem 3.1.1

Fiir j =1,...,m seien 3; > 0, ¢; : R% — [0, 00) Ej—homogene, (ﬁj,Ej) — zuldssige
Funktionen (siehe Kapitel [Z3). Dann ezistiert fir jedes 0 < o < 2 und jedes 0 <
H; < B das Zufallsfeld

Xoa) = [ ﬁ (s =)/ =y (=) 0) Zo(dy), (3.)

und ist stochastisch stetig, wobei v = (1, ..., Ty,) € RM x -+ x RIm = R,

Beweis. Da in [39] 3.2 das stabile Integral fiir alle Funktionen f € L%(R4, B(R?), \?)
definiert wurde, existiert X, (z) genau dann, wenn

o) = | ﬁ

Fir alle j = 1,...,m sei nun H; € (0, ;). Man beachte, dass fiir alle Ej—homogenen
Funktionen ¢; wegen (2.2I]) Folgendes gilt:

iy — )T — gy (—yy) /e dy < oo

my, 7j(25) < 0i(z5) < My, 7i(z;) fiir alle z; # 0. (3.2)
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3. Moving-Average Darstellung

Wiihle x € I' = R4\ {0} beliebig. Da ¢; Ej—homogen ist, folgt durch Anwendung der
Ungleichungen |a — b|* < 2%(|a|* + |b|%) in Verbindung mit (B.2)):

L lps oy = y) a7 — oy (—yy)ameale|®
j=1

< CLI (e = yy) o= 4 my(yy) ")
j=1

Es folgt aus Korollar 2.3.4], dass fiir Hy, ..., H,, > 0, R > 0 gilt

[ nuy sy < oot = 1m
7i(y;)<R

Des Weiteren gilt aufgrund von Lemma 2.3.2]

{y; 7y —y;) < RY CHyyc7(yy) S Kj(R+75(25)Vi=1,...,m

und damit erhdlt man durch Variablentransformation und erneuter Anwendung von
Korollar 2.3.4], dass fiir H, ..., H,, > 0 Folgendes gilt:

/ Tj(wy —y) T Vdy; = / 7j(y;) "V dy;

(Y ) <R j(zi—y;)<R

< / 73 (y;) Y dy; < oc.
7 () <K; (R+7;(z;))

Somit folgt mit Hilfe des Satzes von Fubini:

/mJaX(Tj (yj))<R H

j=1

i — y) 7 — o (—yy) Tl dy

< C/ (75 = y) B0+ 75(y,) BV ) dy
max(7;(y;)) <R 51
— C/ / (75 (e = )™= % 4 75 ()79 ) dys ...y
T1(y1)<R Tm (ym) <R 51
= CH/ 7j(wj — yy) T 4 ()T dy,
j=177i(y)<R
< .

Weiterhin ist zu zeigen, dass fiir ein bestimmtes R = R(z) > 0
m

/m]aX(Tj (yj))>R jl_[l

iy + ;) B — o (y;) B dy < oo
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3.1. Konstruktion

gilt. Fir j € {1,...,m} sei 7;(y;) > R, ¢;(y;) > 0. Da ¢; Ej—homogen ist, gilt
ei(z; T ) = ei(ei(yn) % (0s(y) Py + ¢y Pyy))
= 0i(y)s(0i(y) ™ s + 05 (y;) " y;)-
Des Weiteren gilt ¢;(p;(y;)~ Jyj) =1 und da ¢, (5;, E ) zuléissig ist, existiert ein
C; > 0, so dass
|05 (03 ()™ + 03(y)"Pys) = 1| < Oyl (yy) ™™ 25)% = Ceps(ys) iy ()™.
Daher folgt mit Hilfe des Mittelwertsatzes, angewendet auf die Funktion ¢~/
in der Nahe von ¢t = 1, dass man eine Zahl C;; > 0 finden kann, so dass fiir alle
7i(y;) > R(x) mit Cp;(y;)~PiT;(x;)% < 1/2 folgendes gilt:
|0 (5 + ) B9 — ()07

N = Hj—q;/a
= 0 (y;) /0 (10 ()~ By + ()~ Fagy) T — 1

< Cjaps(yy)Pimalog;(a;).

Nun gilt aber weiter, dass p;(y;)=Pi%/® < O 7 (y;)Hi=%i~%/* und mit Korollar
2.5.4 gilt

/ 7 (y;) B dy; < oo falls Hy < f3;.
Tj(y;)>R

Mit Hilfe von Fubini folgt wie im ersten Fall:

(= ) 1™ — i (—y) msle|dy

-y z / A A L
Tk (y)>R

=1 Kc{1,...m} k€K
#EK

11 / o<r ’S%(xk — i) TR — oy (=) TR
keKc Tk (Yr)<

dyr

dyy

<O S IN[ At
=1 KC{l ,,,,, m} kek ¥ T(YR)>
Tr(mg — ye) % 4 oy (yp) R dyy,
keke” Te(We)SR
< Q.

Insgesamt ergibt sich somit, dass '} () endlich ist fiir alle z € R,
Als néchstes ist zu zeigen, dass X, stochastisch stetig ist. Es folgt mit Proposition
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3. Moving-Average Darstellung

3.5.1 aus [39], dass X, genau dann stochastisch stetig ist, wenn
/ L1 s (@os + a5 — y)™ 97" — pj(wo; — y) ™47 "dy — 0 fiir alle zy € R".
R z—
J=1

Dies ist mittels Variablentransformation dquivalent zu

I'o(z) — 0.

z—0

Da die ¢; stetig sind auf R% Vj = 1,...,m, gilt

z—0

[T @i = yy) 9™ — i (—y;) 97" — 0 L.
j=1
Weiter folgt mit 7;(x;) <1Vj=1,.m, R >0, dass ein C' > 0 existiert, so dass

| T A e R
j=1

<C H (Tj (yJ')aHjiqj 1o w)<k(r+1) (y;) + T(yj)a(Hj )4 L (yj)ZR(yJ')) :
j=1
Mit dominierter Konvergenz folgt also

I%(z) — 0.

z—0

3.2. Eigenschaften

Korollar 3.2.1
Unter den Voraussetzungen und Bezeichnungen aus Theorem[3 1.1 hat das Zufallsfeld
folgende Figenschaft:

{ X, () }rera ist ein Operator Scaling Stable Random Sheet, d.h. fir alle j =1,...,m
und jedes ¢ > 0 gilt:

(X () pepa 2 {5 X (1)} e

Beweis. Wihle x4, ..., x, € R? beliebig. Zu zeigen ist, dass

Zthgo(Cijk) i CHj ZthSO(xk)
k=1

k=1
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3.2. FEigenschaften

gilt fiir alle ¢y, ...,¢, € R und alle j = 1,...,m. Nun gilt ¢;(ciy;) = cp;(y;) fiir alle
y; € R% und Z,(cPdz) L /% Z,(dz). Denn es gilt fiir alle ¢ > 0 :

IO Z (A)  ~ Sy (et (A(A)) e, 0,0)
= Sa((c¥AI(A))*, sign(c¥)0,0)
= Sa((cq])\dl (A1) X - X AD (A7) X -+ X Adm(Am))l/a,O,O)
ez Sa(()\dl - x Adi(c EjAj) e x )\dm(Am))l/“,O,O)
S (B A, 0,0)
~  Zy(cFi A).

Dadurch erhalt man mittels Variablentransformation und der Schreibweise
Tp = (l‘k71, ceeny xk,m)a T € Rdj

Zth J{L‘k

(@z(ﬂfk,l - yz)Hl_ql/o‘ — gpl(_yl)Hl—QL/a>

[
T
=

(903( I (@h,y — ZJ)>Hjiqj/a - Soj(_CEjzj)Hjiqj/a> Zo(dy)
- Ztk/ H (‘Pl(xk,l — )/ — @l(—yl)Hl_ql/a>
k=1 R
I#j
Himas/e (@j(ﬂfk,j — z)imaile — (=) qf/a)cqf/“Z (dy)
= Ztkch/a/ 11 <901(37k,l — )l — @l(—yz)Hﬁql/a)
k=1 Ry
I#j
(@i(@ng = 20) 7502 = (=) 157 0) Z, (dy)
= M Z t X (1)
=1

0

Die Eigenschaft der Operatorskalierung bleibt also auch fiir den Fall m > 2 erhalten
und verallgemeinert die OSSRF's in dieser Hinsicht. OSSRFs besitzen dariiber hinaus
stationdre Zuwéachse, was aufgrund der Produktstruktur nicht auf den Fall m > 2
iibertragen werden kann. Es gilt jedoch die schwéchere Eigenschaft, dass OSSRSs
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3. Moving-Average Darstellung

beziiglich jedes einzelnen Unterraums R%,j = 1,...,m, stationire Zuwichse besit-
zen. Fiir Subprozesse auf diesen Unterrdumen kann demnach wieder die Stationa-
ritdt gewonnen und im Folgenden ausgenutzt werden. Dies wird fiir die Harmonische
Darstellung in Kapitel [l eine Rolle spielen. Es ist eine wesentliche Eigenschaft, um
Aussagen {iiber die Holderregularitdt zu gewinnen. Hat man Ergebnisse fiir jeden
einzelnen Subprozess gewonnen, lassen sich mit Hilfe der Holderungleichung ebenso
Aussagen iiber den Gesamtprozess gewinnen. Diese Strategie hat sich im Laufe die-
ser Arbeit bei der Untersuchung von X, (x) als sehr effizient erwiesen. Damit werden
nun geeignete Subprozesse konstruiert und deren Stationaritit gezeigt.

Sei P; : R? — R% die Projektion von x € R? auf z; € R% beziiglich des Zufallsfeldes
Xp(w) = [ f(,9)Za(dy), € RS
R
mit .

(%‘(%‘ — ;)i — SOj(—yj)Hj_Qj/a>- (3.3)

j=1
Definiere fiir beliebige zo = (%01, ..., To.m) € R k =1, ..., m Zufallsfelder wie folgt:
Xg;) (ZL‘) = X¢(l‘071, ceey l‘07k_1, Pk(l‘), xO,kJ-}—l) ceny ZL‘Q7m) (34)
= Xgo(xo,la coy Lo k=15 Thy TO k15 -+ $0,m),
d.h. also
X = [ 180 Zud), o, R
mit fé’j) :R? x R? — C:
f,y) = H (@l(ﬂfo,z — ) — @l(—yl)Hﬁq’/a> (3.5)
=
'(S%(Pk@) — )/ — Spk(_yk)Hk_qk/a>

= H (‘Pl(xo,l - yl)Hliql/a — (pl<_yl)H1*Ql/a>
=1
1k
(ka(xk — yk)Hk_Qk/Oé _ ka(_yk)Hk_qk/a>.
Mit Hilfe dieser Vorarbeiten lédsst sich nun folgende Eigenschaft angeben:

Korollar 3.2.2
Fiir alle k = 1,..,m besitzen die Zufallsfelder Xﬂf) aus (3.4) stationdre Zuwdchse,
d.h. fiir alle h € R gilt

(XB(z+h) — XP(R)}, 0 = AXP (@)} . (3.6)

z€RI o

36



3.2. FEigenschaften

Beweis. Fiir alle z, h € R? gilt

X+ )= X0 = [ (1) = 1900) Zold)
= / H (@l(xo,l — )l — @l(—yz)Hﬁql/a>
RY Gy
14k

'(903‘(9% o+ by — y) T — g (hy — yk)H'“_q’“/a> Zo(dy)

d u —q/x —q/x
:/ H(@l(xo,z—yl)Hl W — oy (—y) M )
RY 1y
12k

Somit folgt mit analoger Rechnung fiir z1,...,z, € R% ¢1,....t, € R,n € N fiir die
endlichdimensionalen Randverteilungen

Eexp{ Zt 5 (zj+h)— Xfo(h))} :Eexp{ Zth) }

Daraus folgt die Behauptung. O

Die folgenden beiden Beispiele zeigen, dass das in (8.]) definierte Feld eine wirkliche
Verallgemeinerung des Fractional Brownian Sheet und des Operator Scaling Stable
Random Field ist. Somit wird gleichzeitig auch der Zusammenhang zwischen diesen
beiden Feldern deutlich.

Beispiel 3.2.3 B
Setze o = 2,9,(y;) = (y;)+,d; = 1,E; = (1) Vj = 1,...,m, dann erhélt man den
Spezialfall des Fractional Brownian Sheet, wie etwa in [6] angegeben:

- / / H (25 = 3)) ™™ = (1)) 7| Zatay).

Beispiel 3.2.4

Setze m = 1,d =dy, F = F1,H = Hi,q = q1, ¢ = 1, dann erhélt man den Spezial-
fall des Operator Scaling Stable Random Field in der Moving Average Darstellung,
wie in [10] eingefiihrt:

X(a) = [ pla = )" = )" Z, ).

37






4. Harmonische Darstellung

4.1. Konstruktion

In diesem Kapitel wird die Harmonische Darstellung fiir OSSRSs vorgestellt. Die
hier aufgefiihrten Resultate stellen eine Erweiterung der Ergebnisse aus [10] dar.

Die Konstruktion des Zufallsfeldes erfolgt mit stetigen, E;-homogenen Funktion v,
fiir j = 1,...,m als Integrand und einem komplexen a-stabilen Zufallsmafi W, mit
0 < a < 2 als Integrator. Im Folgenden sei wie zuvor Ej eine d; x d;-Matrix mit
positiven Realteilen der Eigenwerte 0 < agj V<< ag) und ¢; = Spur(Ej). Des
Weiteren sei W, ein komplexes a-stabiles Zufallsmafl mit sphérischem Kontrollmaf

k(dz,ds), wobei
k(dx,ds) = dzy(ds), mit v gleichverteilt auf S,.

D.h. also
m(dx) = dzy(Sz), wobei v(S;) < o0.

Theorem 4.1.1

Fir j = 1,...,m seien 1; : R% — [0,00) stetige, E;-homogene Funktionen mat

Yi(x;) #0 fir x; # 0. Genau dann existiert das Zufallsfeld
Xy(z) = Re/ [T (e=95> = 1) (&) /"W (dé), z € RY  (4.1)
R4
7=1

und ist stochastisch stetig, wenn H; € (0, agj)) Vi=1,..m.

Beweis. Dain [39] das komplexwertige stabile Integral fiir alle Funktionen f € L*(m)
definiert wurde, existiert X (x) genau dann, wenn

re(s) = /R TT le<o6> — 1] (€)1 de < +oo.
j=1

J

~~

=f()
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4. Harmonische Darstellung

Sei nun H; € (0, agj )). Durch Integration beziiglich der verallgemeinerten Polarkoor-
dinaten fiir £/ = (37", Fj)", wie in Proposition 3.3 angegeben, erhilt man

re(z) = / F(r 0)or(de)r SO 1 gy
0 So

— / FOP 0y, oo 7B 0,)0(d0)r S )Ly
0 So

o m "ﬁt N )
= / / H ’6i<xj77"E] 0;> 1’a%(rEjtej)_aHj—qJ'U(dQ)T(Z].:Iqj)_ldT
0 So

J=1

) m 5.t -
_ / / || |F<war™ 0> _q| et dr [ ¢(6;) "% (df)
So JO j=1 J=1

—ig(x)

Fiir 9, € (0,a§j) — H;) erhélt man bei separater Betrachtung der Fille » > 1 und

0 < r < 1 und durch die Verwendung der Wachstumseinschrinkung von ||r%||
analog zum Beweis von Lemma 2.3.1] dass man ein C' > 0 finden kann, so dass

m ) ~t. m j
[Ller<o %> — 1" < C T+ [fay]|) min(ree?” =2, 1)

7j=1 7=1

Bei separater Betrachtung der Félle r > 1 und » < 1 erhélt man:

r>1:g@)< O [T el
j=1
= CxT*(Zﬁl H]')afl
= Oy’ p<—1
r<l: glz)< Cr! H(1 + ||xj||a)ra(a§j)—Hj_5j)
j=1

_ er(zg’;l ol —H;—6;)a—1

= C,r P B> -1

Dariiber hinaus ist [ ], wj_Hj “7% stetig mit positiven Werten auf der Sphire S, und
beschrankt. D.h. also

/s [T w65 "% 00 (dh) < co.
0 ]:1
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4.1. Konstruktion

Somit ist '} (z) endlich fiir alle 2 € R?. Nun bleibt noch zu zeigen, dass Xy stochas-
tisch stetig ist. Dies gilt genau dann, wenn fiir alle xy € R? gilt: [Siehe [39]]

m
/ H ‘6i<l‘o,]‘+l‘j7fj> _ Z<Z‘OJ §J>‘ w ) aHj;— qjdé- — 0 fiir r — 0.
Rd

Dies ist dquivalent zu

[y(z) — 0 fir v — 0. (4.2)
Wie man mit Hilfe von dominierter Konvergenz und der Majorante wie oben ange-
geben leicht sieht, gilt (@2) fir H; € (0,@9)) firj=1,...m
Sei nun andersherum angenommen, dass X, existiert und stochastisch stetig ist. In
diesem Fall existiert I'j}(x) fiir alle z € R? und fiir alle A > 0 gilt

Fi()\EJx) = )\O‘Hfl"i(x) Vi=1,..,m

Sei nun € R% z # 0 fest. Dann ist ['5(z) # 0 und da X, stochastisch stetig ist,
gilt
AT (2) - 0 fir A = 0Vj=1,...,m

Dies impliziert H; > 0 Vj = 1,...,m. Somit bleibt noch zu zeigen, dass H; < a(j )

gilt. N

1.Fall: Fir alle 7 = 1,..,m ist a(J ) ein Eigenwert von F;. Dann existiert fiir alle
j=1,..,mein 09) € Rdf, so dass ||0§])|| =1 und Eﬂ?’ = aﬁ”@@. Somit erhélt man
fiir 6, = (9 W ey

[5(01) / /S H‘ei<95j)ﬂ"§§9a’> }O‘ —oHi g (0;) % o (df) dr
0

i=1
mit () ()
1 ) J j J

| < 95])774@;9]. >|=7r1| < 9?),«9]» > | <Cr Vji=1,..,m

1/a(.7)
Damit erhdlt man fiir » < min (—) =:b

1<i<m
1 ,r 19 >
sin
2

[T le< 0> — 1] —Hz
j=1
I i :
I3(61) > F/o T_l/s [T1<0,6;> [t 5= (0,) i (dB)dr

und somit
0 j=1

m , U p.
Z Hzragjw <91 791 >‘

T

9

j=1

Da ¢ positiv ist auf Sy, folgt

/SH\ < 69,6, > [ope i)y (9,) =i~ (d6) > 0,

41



4. Harmonische Darstellung

und damit impliziert Fa(Ql) < o0, dass H; < a ) fiir alle J =1,..,m gelten muss.

2.Fall: Fiir j € J C {1,...,m} ist a\”) kein Eigenwert von Ej. Dann existiert fiir alle
j € Jein bV € R, so dass )\1]) = agj + ibY) und Aﬁ” komplexe Eigenwerte von Ej
sind. Fiir alle j € J existieren dann 6, 7% € R% mit |6Y]| = [[7{|| = 1, so dass

TEQW =re ’(COS(b(] logr)e(] +sm(b(] log )7y )),
7’599) — pai’ (= sin(b log )0 + cos(b? log r)y\7),

Durch Verwenden der Ungleichung |e™ — 1| > |w|/7 fiir |w| < 7 erhilt man eine
untere Grenze fiir I'j)(61) + I'j (1) durch

L /H | <60, 400 > [ 4 | < o) 600 > |°)
So

o=, (90~ H i (d)d.
Man beachte, dass fiir a,b > 0: a® 4+ b* > (a® + b*)*/2 gilt. Damit erhzlt man

| <7 10(] 00) > |7 | < rEAY) gU) > |0
( ( o/2
<|<r19J 00) > 24 | < rE4Y) 90) >|2>
(7) ) pG 2 (4 pG 2\
> oot (| < 07,00 > 24| < 4,00 > )

(4)

Daraus folgert man wie im ersten Fall, dass H; < ay’ fiir alle j = 1,..,m gelten

Mmuss. ]
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4.2. FEigenschaften

4.2. Eigenschaften

Korollar 4.2.1

Unter den Voraussetzungen von Theorem [{.1.1] hat das Zufallsfeld folgende Eigen-
schaft: {X,(x)}pera ist ein Operator Scaling Stable Random Sheet, d.h. fir alle
Jj=1,....m und jedes ¢ > 0 gilt:

(X (P12) }pera 2 {5 X () Yo

Beweis. Fiir z € R? setze f(x,€) = H (ei<xj’5f> — 1)¢j(§j)—Hj—qJ‘/a_
j=1

Beziiglich
Xo(e) = Re [ FE)Walde)

gilt dann fiir die charakteristische Funktion nach Korollar 6.3.2 in [39] fiir X,:
Bexp {itXu(0)) = exp (—ald” [ 17 €)1 )
R

1 ™
wobei ¢y = 2—/ (cos0)?df. Somit erhilt man fiir alle j = 1,...,m und ¢ > 0 mit
™ Jo

Hilfe der Substitution y; = cEthj:

Boxp {i0X,(c50)} = e (~ald® [ 17509

o (et |
R4

«

ﬁ (€i<ml,£l> _ 1>wl(£l>lefql/a

=1

1]
(=G 1) (g,) i/ df)
= exp < _ Co|t‘a’/ H (€i<$lvfl> _ 1>wl<£l)—Hl—ql/a
RISy

1]
. Bt
[ (<67 = 1)y (g5) e

(63
coHi a5 ol —q; df)
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4. Harmonische Darstellung

= exp < — co|ctit|™ /
R4

. Et ~
| = )iyl

H <€z‘<mz7€z> _ 1)wl<§l)*Hl*QI/a “
=1
I#j

«

d(E; X ... x P x ... x gm))

subst exp ( — co|cht|a/ d§>
R4

= Eexp {itc" X, (z)}

H <6i<:vz,5z> . l)d)l(gl)*Hz*m/a
=1

Somit gilt analog fiir 1, ..., z, € R t1,...,t, € R,n € N fiir die endlichdimensionalen
Randverteilungen

E exp {z Zthw(Cijk)} = Eexp {z Zchthw(:pk)} :
k=1

k=1

Daraus folgt die Behauptung. O

Die Eigenschaft der Operator Skalierung bleibt also auch fiir den Fall m > 2 erhalten
und verallgemeinert die OSSRFs analog zur Moving Average Darstellung in dieser
Hinsicht. OSSRFs besitzen dariiber hinaus auch fiir die Harmonische Darstellung
stationére Zuwéchse. Dieses Resultat kann wie bei der Moving Average Darstellung
aufgrund der Produktstruktur nicht auf den Fall m > 2 iibertragen werden. Jedoch
gilt auch hier die schwichere Eigenschaft, dass OSSRSs beziiglich jedes einzelnen Un-
terraums R%,j = 1,...,m stationire Zuwichse besitzen. D.h. also fiir Subprozesse
auf diesen Unterrdumen kann man wieder die Stationaritdt gewinnen und im Fol-
genden ausnutzen. Somit werden nun geeignete Subprozesse konstruiert und deren
Stationaritét gezeigt.

Sei P; : R? — R% die Projektion von z € R? auf z; € R% beziiglich des Zufallsfeldes
Xo(w) = Re [ fla,©)Wa(de), = € R?
Rd
mit .
Fls€) = [T (e = 1) ug) e, (4.3
k=1

Definiere fiir beliebige xg = (201, ..., Zo.m) € RY, k = 1,...,m Zufallsfelder wie folgt:

Xg;)(l') = X¢($071, ceey ZL‘Q’]C_l, Pk(ZL'), l‘07k+1, cees l‘07m) (44)

- Xgo(xo,la ey Lo k=15 Ty TO k15 -+ xo,m)7
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4.2. FEigenschaften

d.h. also
X(’l‘C = Re/ fm0 (z,&)Wo(dE), x5 € R%

mit £F  Re x R — C:
F)(@,€) =TT (e=rors = 1)un(g) = (O — 1)y ()~ (4.5)
=1
£k
= [ [ (e =rons™ = 1)un(g) o (<= — 1)) 1l
2

~—
T

Mit Hilfe dieser Vorarbeiten ldsst sich nun folgende Eigenschaft angeben:
Korollar 4.2.2
Fiir alle k = 1,..,m besitzen die Zufallsfelder Xﬂf) aus ([4-4) stationdre Zuwdchse,
d.h. fiir alle h € R? gilt
f.d.

{Xll(i .T + h’> Xll?];)(h)}meRd - {X(k )}:vE]Rd ' (46)

Beweis. Fiir alle z, h € R? gilt
X+ 1) = X0 = Re [ (19 + 1.6 = 780, ) Walde)
R R ENOIUAT)
R4

Somit gilt fiir 21, ...,2, € R ty,...,t, € R,n € N mit Korollar 6.3.2 aus [39] fiir die
endlichdimensionalen Randverteilungen

Eexp{ Zt 5 (zj+h)— Xﬁo(h))}

d§>

— eXp <_C0 /d thei<hk7£k> . fg(:é:) (.r.]ué‘)
R .
7j=1

d£>
:Eexp{ Z Hft X(k }

Daraus folgt die Behauptung. O

— exp <_CO /Rd >t (5.8)
j=1
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4. Harmonische Darstellung

Analog zur Moving Average Darstellung lassen sich auch hier Beispiele angeben, die
verdeutlichen, dass OSSRSs eine sehr allgemeine Klasse von Zufallsfeldern darstellen,
welche die Verbindung zwischen der wichtigen Klasse der Fractional Sheets und der
Operator Skalierenden Felder herstellen.

Beispiel 4.2.3

Setze a = 2,¢,(y;) = [§l,d; = 1,E]~ = (1) Vj = 1,...,m, dann erhélt man den
Spezialfall des Fractional Brownian Sheet, wie etwa in [5] fiir den 2-dimensionalen
Fall angegeben in allgemeiner Form als:

zarjfj_]_ 4
_Re// [ 7 Waldd): @ € R

Beispiel 4.2.4

Setze m = 1,d = d,E = F\,H = Hy,q = ¢1, = 1, dann erhélt man den Spe-
zialfall des Operator Scaling Stable Random Field in der Harmonischen Darstellung,
wie in [10] eingefiihrt:

X(e) = Re [ (5~ 1)u(e) # WL (d6), o € R
Rd
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5. Holderregularitat fiir OSSRSs

Das folgende Kapitel beschéftigt sich mit den Pfadeigenschaften von OSSRSs, ins-
besondere mit der ’Glattheit’ der Pfade. Hierbei lehnt sich dieses Kapitel an die
Ergebnisse aus [10] und [II] an. In diesen Artikeln wurde die Holderregularitét fiir
OSSRFs fiir den Fall & = 2 ([I0]) sowie den Fall o € (0,2) ([11]) behandelt und
dariiber hinaus sowohl die Box- als auch die Hausdorff-Dimension angegeben. Diese
Ergebnisse werden im Folgenden auf die Klasse der OSSRSs ausgedehnt, indem die
in (44) konstruierten Subprozesse verwendet werden, um das Problem, dass diese
Zufallsfelder fiir den Fall m > 2 keine stationdren Zuwéchse mehr besitzen, geeignet
zu umgehen und allgemeine Aussagen iiber das Zufallsfeld mit Hilfe der Aussagen
iiber die Subprozesse zu gewinnen. Die Strategie besteht folglich darin, das Wachs-
tumsverhalten der Subprozesse zu bestimmen, welches nur durch die Eigenwerte
des zugehorigen Unterraums determiniert ist. Damit wird zudem auch eine globale
Abschétzung moglich, die zum einen die Holderstetigkeit des gesamten Prozesses be-
weist und des Weiteren auch den kritischen Holderexponenten angibt.

Die néchsten zwei Abschnitte werden als Vorarbeit bené6tigt, um darauf aufbauend
die gewiinschten Ergebnisse zu présentieren.

5.1. Polarkoordinaten und Abschatzungen

Ziel dieses Abschnittes ist es, Abschiatzungen fiir das Wachstumsverhalten des Radi-
us 7g(z) der verallgemeinerten Polarkoordinaten anzugeben. Hierzu verwenden wir
die Jordanzerlegung von E = ;" | Ej wie etwa in [27] angegeben. Dieser Abschnitt
ist in Analogie zu [I1] Section 3 aufgebaut und grenzt sich nur durch die unterschied-
lichen Unterrdume und ihre zugehorigen Subprozesse ab. Nach der Jordan-Zerlegung
der Matrix E existiert eine reell invertierbare d x d-Matrix D, so dass D = P~'EP
eine kanonische Form hat, d.h. D besteht aus Diagonalblocken, die entweder Jordan-
blocke der Form

A 0
1

A (5.1)
0 1 A\
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5. Holderregularitét fiir OSSRSs

besitzen, wobei A ein reeller Eigenwert von E ist, oder Blocke der Form

A 0

A mit A= (¢ ) L= (! 09) (5.2)
b a 01

0 I A

wobei a £ ib (b # 0) komplexe Eigenwerte von FE sind.

Lemma 5.1.1 (Vgl. [I1] Lemma 3.2)
Sei J ein Block der Form ({5.1) der Grifle I oder ein Block der Form (53) der Grifie
21 mit Eigenwert \. Dann gilt fiir alle t € (0,e7 1] U [e, +00) :

¢ < ||t7]] < V2et®|log t|
mit a = Re(\).

Beweis. Man betrachte zuniichst die untere Grenze. Da t* Eigenwert zu t” ist, folgt
mit zugehorigem Eigenvektor v:

[ Ml = (1] = [[E"v]] < [[¢]] - (]

und somit
=t < [7]].

Es verbleibt noch der Beweis der oberen Grenze. Es ist bekannt, dass fiir eine Matrix
A = (akj)1<k, j<a die Zeilensummennorm ||A||s = max;<x<q Z;l:l |ag;| die induzierte
Norm der Maximumsnorm ||z|| = max;<g<q|zx| ist.

Erster Fall:

J ist Blockmatrix der Form (5.0l), J hat die Grofle [ mit A = a € R und nach
Theorem 2.2.3 aus [38] gilt

1 0
e logt
: 1
lgt 1 logt 1

(=1

-1 ;
log t|?
= |t ||oo = t° E | Og' | . Damit gilt fiir alle ¢ € (0,e7'] U [e, 00) zunéichst
: j!

J=0
|log(t)| > 1 und somit

-1
1
J J a -1
1t7]] < VI || < VIt log(t)] Zﬁ'

j=0 <"
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5.1. Polarkoordinaten und Abschéitzungen

Zweiter Fall:
J ist Matrix der Form (5.2)), d.h. J hat die Lénge 2] mit A = a £ib,b # 0. Dann ist
nach nach Theorem 2.2.3 aus [38] ¢/ = t*R(t)N(t) wobei

Ri(t) 0 |
R(t) = , mit Ry (t) = cos(blogt) —sin(blogt)
sin(blogt) cos(blogt)
0 Ry(t)
I 0 0
: log t|7
N(t) = M) I 0 : it N (1) — | js!t\ 0
= . . 0 Y Vi — 0 Hogt|j
5!
Ni_i(t) ... Ni(t) L

Somit gilt |[t7|] < t4||R(t)|| - ||N(¢)||. R(t) ist orthogonal, also ||R(t)|| = 1. Weiter
gilt

-1
|log 1
IND] < V20N ()]l = \/_Z <\/_|10g()|l 12}
7=0
-1
1
Daher folgt mit e > Z —, VI € N die Behauptung. O
j= 0
Bezeichnung 5.1.2
Sei F definiert wie in Korollar [LT.4] d.h. E besitzt Eigenwerte
)\gl), o )\ﬁ,ll), o Aﬁ’”’, e )\I(,Z) mit positivem Realteil agl), . a},’,’;’ Es existieren Matri-
zen Jl(l), .., IS der Form (1) oder (5.2), so dass
g
E=P P! (5.3)

wobei man annehmen kann, dass jedes J}k) dem Eigenwert A§k) zugeordnet ist.

Setze H( = ( gk)) firk=1,...m,j(k)=1,..., p,
Hj, = min H]() H, = max H()
1<j<pk 1<j<pk
H = min Hj, H = max H,.
1<k<m— 1<k<m

Im folgenden muss zur weiteren Untersuchung gefordert werden, dass
aﬁ»k) > 1firk=1,..,m,j(k) =1,..., pg somit gilt 0 < H < H < 1. Falls )\g»k) € R,
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5. Holderregularitét fiir OSSRSs

ist J j(k) eine Blockmatrix der Form (5.]) mit Lange lﬁ»k) = lﬁk) € N\{0}. Andernfalls ist

J](k) von der Form (5.2)) mit Lange lj(-k) = 2l§k) € 2N\{0}. Sei (ey, ..., €4) die kanonische
Basis des R? und setze f, = Pey, Vk = 1, ..., d. Daraus folgt, dass (fi, ..., f4) eine Basis
des R? ist. Definiere fiir k = 1,...,m, j(k) = 1, ..., p, Unterrdume

k—1 jfl - k—1 .] ~
CEEEUED SRS SEEREED wAS )]
r—1 s=1 r=1 s=1

Damit ist jedes W( E-invarianter Unterraum und R = ;" p r W(k
Des Weiteren ist

{0} x -+ x {0} x R% x {0} x -+ - x {O}:é;Wj(k) =V (5.4)

fiir alle £k =1, ...,m, da F beziiglich El, e Em schon eine Blockstruktur besitzt.

Das folgende Resultat gibt Grenzen fiir die Wachstumsraten von 75 beziiglich dem

Realteil der Eigenwerte von E an. Hierzu werden zur Vereinfachung die Unterrdume
Wl(l), s WISZ:) fortlaufend mit Wi, ..., W, bezeichnet, wobei p = > ™" | p;.

Proposition 5.1.3

[in. Analogie zu [T11] Proposition 3.3] Fiir alle 1 < k < p sei W), der E—invariante
Unterraum mit Dimension l, bzw. 2l mit dazugehorigem H,;l. Dann existieren fiir
jedes r € (0,1) positive Konstanten cy,ce > 0, so dass fir alle 1 < jo < j <p,

Hmax ltnax I)thax

e[| 755 | Tog || ||~ 555~V HET < () < ol fa] 505 5=t

Jo-J 1017

log ||

J
qgilt fiir alle x € @ W\{0} mit ||z|| < r und

k=jo
max _ max __ min . 3
[ = max I, Hp%' = max Hy, H;"' = min Hy.
Jo<k<j Jo<k<j Jo<k<j

Beweis. Seir € (0,1) und z € @izjo Wi\{0}, so dass ||z]| < .
Man betrachte zunéchst die untere Grenze:
Fiir alle ro € (0,r) ist die Funktion

Hlnax lmaX Hmax .
y — Iyl "7 log [[y|||~ 567~ 0% 7 (y)
auf der kompakten Menge {y € Rrq < ||ly|| < r} stetig. Weiter kann man ein
ro € (0,7) finden, so dass fiir alle y € R? mit ||y|| < 7o gilt: 75(y) < e™!. Somit ist
es hinreichend, den Fall ||z|| < ro mit 7(y) < e~! zu betrachten.

Es gllt Rd = g:l Wk, ZE(.T) = Z:l lk<l’) mit lk € Wk
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5.1. Polarkoordinaten und Abschéitzungen

Seien Lj, die Koordinaten von [, bzgl. der Basis (fzk:ll [411 fzk_l ;) von Wj.. Somit
folgt mit der Definition von P, - -

L1 TE<SL’)J1L1
Plp(z)=| : und z = 75(2)Flp(x) = P :
Ly e(z)" Ly,

Dax € @V_, Wi, lp(z) € @Y_, Wi, und somit Ly = 0 fiir k ¢ {jo, ..., j} folgt

; 1/2 j 1/2
||| < 1[P]] (Z HTE(SU)"’“LkW) < ||P]] <Z “TE(x)Jk“2||Lk||2> :

k=jo k=jo

Da 7p(z) < e}, folgt mit Lemma [E.1.1]

i 1/2
2] < V2el|P| <Z [7a() | [log () [+~ ||Lk||2> :
k=jo

weiter ist o™

Gog = Miljo<p<jag < ay und [, < l;{)‘af < d fiir k = jg, ..., . Somit folgt

min max __ . 1/2
lell < V/2del| Pllrs(a) 5 log () 55 (S, 1l )
min Jmax _ |

< V2de||P||rp(x)" 04 | log ()00 || P p(2)]].

A\

Somit gilt:

min max __ |

|z]| < \/ﬁeMEHPH HP’IZE(:U)HTE(:U)GJW' logTE(x)\lfo’f , (5.5)

wobei Mg = m%xl(x). Gleichung (5.5) impliziert, dass man Konstanten ¢, ¢ finden
€S0

kann, so dass fiir 7g(z) klein genug gilt:
log ||z|| < ¢1log Tr(z) + ca.

Somit kann man 7y klein genug wihlen (damit beide Seiten negative Werte anneh-
men), so dass eine Konstante C' > 0 existiert mit

| log 7 ()| < Cllog ||[]]. (5.6)

Durch Einsetzen von (5.0) in (5.5) erhélt man insgesamt, dass es eine Konstante
C > 0 gibt, so dass fiir ||z|| < ry gilt

][50 | Log ||]]| " 05 ™10 < Crp(a),

womit die Giiltigkeit der unteren Grenze bewiesen ist.

Der Beweis der oberen Grenze verlauft analog.
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5. Holderregularitét fiir OSSRSs

Mit Hilfe der obigen Proposition ergibt sich das folgende Korollar.

Korollar 5.1.4

Fir alle 1 < k < p sei Wk der E-invariante Unterraum mit Dimension I, bzw.
2l und zugehorigem H,;l. Dann existieren fiir alle v € (0,1) positive Konstanten
c1,c9 >0, so dass

o fir alle x € W\{0},1 <5 <p mit [|o]] <7

cill«]* [og [[][| =D < 7p(2) < eaf ]| log || ||| D,
o fir allex € {0 x R% x 0} \{0},1 <k <m mit ||z]| <r
il og |||~k < () < cpl|a] [ 22| log ||| D2,

o fiir alle x € RN\{0} mit ||z]| < r

il | log |||~V < 75(x) < calf][ ] log ||| V2.
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5.2. Darstellung mittels LePage-Reihe

5.2. Darstellung mittels LePage-Reihe

Im Folgenden wird eine Seriendarstellung fiir a-stabile Zufallsfelder angegeben. Diese
wurde in [I1] Section 4 ausgearbeitet und wird hier der Vollstandigkeit halber noch
einmal aufgefithrt. Sei p ein Maf}; welches absolutstetig beziiglich des Lebesgue-
MafBes auf R? ist und sei m die zugehérige Radon-Nykodym Dichte, d.h. p(d¢) =
m(&)d¢. Weiter werden noch benotigte Notationen wie folgt eingefiihrt:

Seien (17,)n>1, (gn)n>1 und (&,)n>1 unabhingig, wobei

e T, die n-te Ankunftszeit eines Poisson Prozesses mit Intensitéit 1 ist,

® (gn)n>1 eine Folge von i.i.d. isotropischen, komplexen Zufallsvariablen, so dass
g L eifg, V0 € [0, 27) ist,

e (£,)n>1 eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit gleichméfigem Wahrschein-

lichkeitsmaf} p(d€) = m(§)d¢ ist.

Proposition 5.2.1 (Vgl. [I1] Proposition 4.1)
Sei o € (0,2). Dann konvergiert fiir alle komplexwertigen Funktionen h € L*(R?)
die Reihe

o0

Y= (Tum(&n) o h(€a)gn [ 5.

n=1

Weiter gilt
'L [ hewaas)
]Rd

wobei W, ein komplex-isotropisches a-stabiles Zufallsmaf auf R? ist mit zugehorigem
Lebesgue Kontrollmafl und

Cy = E(|Re(g1)[*) "/ (% /0 | cos(x)|0‘dx) " (/O+OO de>_l/a. (5.7)

:L‘a

Beweis. Sei V,, = m(£,)"*h(£,)g,. Dann sind V,,,n > 1, i.i.d komplex-isotropische
Zufallsvariablen. Mit Lemma 4.1 aus [37] folgt, dass Y f.s. konvergiert und

E (exp (iRe (2Y"))) = exp(—0®|2|*) Vz € C

mit
* sin(x)

dx.

o = E([Re(V1)|) /

0 x

Da ¢, rotationsinvariant und unabhéngig von &; ist, folgt

E(|Re(V1)[*) = E (m(&) 7' h(&)|%) E(|Re(g1)|* = E(|Re(g1)|%) /Rd [h(€)]"dE.
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5. Holderregularitét fiir OSSRSs

Auf der anderen Seite gilt fiir komlpexe, isotrope, a-stabile Zufallsmafle (siehe [39],

S.86)
E (exp (z’Re (z /R d h(g)waug)))) = exp(—c®(h)|2]*), Vz € C

1 2
= (52 [ leostorrae) [ nepae
Somit folgt

E (exp (iRe (CozY"))) = E (exp (iRe (E/ h(f)Wa(dS)))) VzeC
R4
mit C, definiert durch (5.7). Also gilt insgesamt

QﬁhiA;MQWJ%)
0

Nun kann man in der folgenden Proposition die Reihendarstellung angeben, welche
im Folgenden verwendet wird.

Proposition 5.2.2 (Vgl. [I1] Proposition 4.2)
Sei o € (0,2). Seien f, fF) definiert durch (4-3), (4-3) und Cy, durch (5.7). Fiir alle

x € R? konvergieren die Reihen

Y(r) = CaRe (Z Tnil/am(fn)il/af(xu fn)gn> ) (5.8)

Y#F(z) = CuRe <Z T;”“m@n)—l/af;’:)(x,sn>gn) , (5.9)

n=1

f-s.. Dariiber hinaus seien X (x) und X;,S’;)(a:) definiert wie in Theorem [{.1.1] bzw.
(4-3). Dann gilt

{Y(z),z e R} = {X(x),z € RY}
(Y®(2),z e R} 2 {X®(z),2 € RT)
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5.2. Darstellung mittels LePage-Reihe

Beweis. Es gilt mit xy,...,2; € R% t1,....,4; € R,[ € N fiir alle endlichdimensionalen
Randverteilungen von Y

!
E exp {z thY(xj)}

l o
= Eexp {z Z t;C,Re <Z T, m (&) f(ay, fn)%) }

j=1 n=1

= Eexp {iC’aRe< i Tn‘l/“m(in)‘”a ( i tif(xj,&n) >gn) }
n=1 j=1
€L~ (R4)

@Eexp {iRe/Rd (Ztgf($g7£)> W<d£)}

= Eexp {ithRe/Rd f(:rj,f)W(dé“)}

= Eexp {ithX(xj)} :

Daraus folgt die Behauptung fiir Y, der Beweis fiir Y% erfolgt analog. O
0 g g
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5. Holderregularitét fiir OSSRSs

5.3. Holderregularitat

Nun kénnen nach einigen Vorarbeiten die Pfadeigenschaften von OSSRSs untersucht
werden. Hierzu untersucht man den kritischen Holder-Exponenten, der im Folgenden
definiert wird. Sei dazu M := @, , M, eine nicht-leere, kompakte Menge von V :=

P, , Vi nach (54).

Definition 5.3.1

Sei~y € (0,1). Ein Zufallsfeld { X (x)}, p
falls die folgenden beiden Bedingungen gleichzeitig erfillt sind:

4 besitzt den kritischen Hélder- Exponenten,

(a) Firalle s € (0,7) erfiillen die Pfade von X f.s. eine gleichmdif$ige Holderbedingung
mit Exponenten s, d.h. fiir jede kompakte Menge V. C R? emistiert eine positive
Zufallsvariable A, so dass

X(2) = X@)| < Alle—yll" fir alle 2,y € V. (5.10)

(b) Fiir alle s € (v,1) erfillen die Pfade von X f.s. keine gleichmajfSige Holder
Bedingung mit Fxponenten s.

Nun wird im Folgenden zunéchst der Fall a = 2 untersucht. Die Beweistechnik fiir
diesen wesentlich einfacheren Fall unterscheidet sich signifikant gegeniiber dem Fall
a € (0,2). Bei Gau$} “schen Zufallsfeldern X besteht ein Zusammenhang zwischen der
Holderregularitiat der Pfade x +— X (z)(w) und dem 2. Moment von X, wie beispiels-
weise in [I] Theorem 8.3.2 nachzulesen. Dieser Zusammenhang wird in folgender
Proposition zusammengefasst, die fiir den eindimensionalen Fall in [14] behandelt
und in [10] darauf aufbauend erweitert wurde.

Proposition 5.3.2 (Analog zu [10] Proposition 5.2)
Sei {X(x)}yera ein Gaufs 'sches Zufallsfeld mit stationdren Zuwdichsen. Sei v €
(0,1), so dass

y=mf{s>0: E((X(z)—X(0))*) = oja-0 (lzII*) } -

Dann erfillt jede stetige Modifikation von X fir alle s € (0,7) f.s. eine gleichmafige
Hélder Bedingung mit FExponent s. Fall zusdtzlich

y=inf{s>0: |[|z]|** = opu—0 (E ((X(z) — X(0))*))},

dann ist vy fiir jede stetige Modifikation von X der kritische Holder-Ezxponent.

Das obige Resultat wurde in [14] fiir den Fall d = 1 verwendet, um Regularitéts-
eigenschaften entlang vorgegebener Richtungen zu untersuchen. D.h. also fiir ein
zo € R%, u € Sy untersucht man die Holderegularitét des Prozesses {X (2o + tu)}, g
Diese Untersuchung entlang aller Richtungen w reicht zur Untersuchung von sta-
tiondren GauBl“schen Zufallsfeldern aus. Dazu fithren wir zunéchst den Begriff der
richtungsgebundenen Holderregularitat ein.

56



5.3. Holderregularitét

Definition 5.3.3 (Analog zu [10] 5.3)

Sei {X(x)},cpa €in Zufallsfeld mit stationdren Zuwdchsen und u € Sy. Falls der
Prozess { X (tu)},.p den kritischen Holder-Exponenten y(u) besitzt, so besitzt X ~y(u)
als richtungsgebundene Holderregularitit von X in Richtung u.

5.3.1. Holderregularitat fiir den Gaul3 “schen Fall

Mit Hilfe dieser Vorarbeiten kann nun fiir den Fall o = 2 das erste Haupttheorem
angegeben werden.

Theorem 5.3.4

Firk € {1,...,m},ro € R? sei ngl;) ein gaufl’ scher OSSRS Subprozess gegeben in
harmonischer Darstellung definiert wie in (37)) oder ({{-4). Dann besitzt jede steti-
ge Modifikation von X;,g;) den Wert Hk/agz) als kritischen Hélder-Ezponenten. Des
Weiteren besitzt fir jedes k € {1,...,m} und alle i = 1,...,py und jede Richtung
u € Wj(k) das Feld ngl;) den Wert Hk/ag»k) als richtungsgebundene Hoderregularitit
in Richtung u.

Beweis. Fiir k € {1,....,m},i € {1,...,px} sei u € Wj(k) fest. Sei P : R4 — W™

Wj J

die Projektion auf Wj(k). Nach Lemma [2.3.1] angewendet auf (Wj(k), E

von (RY, F) existiert damit eine Konstante Cs, so dass fiir § > 0 gilt:

|W(k)) anstelle
i

(k)
re(tu) < Colt|V%"” =% fiir alle [t] < 1.

Wobei nach (5.3))

E Pl g® p!

0

(k) =
W

mit Eigenwert )\gk) und zugehorigem Realteil 1 /agk). Damit gilt weiter, dass eine
Konstante C' > 0 existiert, so dass:

B
[twi|] < |[7e(tu) "5 P (I(tu))]]

J
Ew®
<|lre(tu) ™ || - IIPW;w(l(tU))H

By
< C-||lr(tu) ™|

(k)
< C-rp(tu)s’ =8
Dadurch erhalten wir also insgesamt fiir Konstanten Cy,Csy > 0:

(k)
O340 < rp(tu) < o]0 fiir alle [t] < 1. (5.11)
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5. Holderregularitét fiir OSSRSs

Nun wollen wir diese Ergebnisse im Hinblick auf Proposition verwenden. Sei
dazu I'y, (z) :=E (Xx(()k)(l')Q). Es gilt

@ = 1;[ (005> 1) (gm0

. 2
(e — 1)y ()| g
@ / H ’ (eiqo’é@> — e*iqoébgp>wz(fl)*Hlfqz/2
Ry
Ik
: (ei<zké§k> — e‘i<zké§k>)@Dk(fk)_H’“_q’“/Q ’ dé¢
(<o & > —2H,—
= 22m/ sin (’7’) w é‘ 2H;—q
R4 H 2 l( l)
I#k
. Sin (%) wk(ék)72kaqkd£
k < >
[Polarkoordinaten] = 22m / H sin (%%’&) wl(&)—%’z—qz
R4
iZk
By
in << ), () >) .
(1(2)&,) "M orpg ()M 7 () T dE
[Substitution] = 7 (2)* R 2m /d H sin (%) Wy (&) 2Himm
R
7
[
-sin (—< k(g)’gk >) U (&) 2RI dE
= 7p(2)*" T, (lk(x)).
Des Weiteren gilt fiir alle 8 € Sy, da F%k stetig ist auf Sp:
0<c<I%(0)<C (5.12)

fiir geeignete C' > ¢ > 0. D.h. also in Verbindung mit (5.11]) erhalten wir fiir geeignete
Cl, 022
k k
C|t[2H4/740 < T2 (tu) < ColtP/%7 =0 fiir alle [¢] < 1. (5.13)

Nach Proposition [6.3.2] besitzt damit X;,g;) die richtungsgebundene Holderregularitét

mit kritischem Hoélder-Exponenten Hy/ agk) in Richtung u. Des Weiteren kann man

58



5.3. Holderregularitét

nun auch eine Aussage iiber alle € V beziiglich der Holderregularitéat von Xé’j)
getroffen werden, da nach Lemma 23] fiir alle x € V' gilt:

T2, (z) < Co||a] |/ = fiir alle ||a]] < 1. (5.14)

Dadurch erfiillt Xg(cﬁ) nach Proposition [(£.3.2 eine gleichméfige Holderbedingung mit
Exponenten Hy/ay, . O

Somit ist der Fall a = 2 zunéchst behandelt. Nun wird der Fall « € (0, 2) behandelt.

5.3.2. Holderregularitit fiir den Fall o € (0,2)

Das folgende Theorem stellt eine Verallgemeinerung der in [I1] ausgearbeiteten Er-
gebnisse fiir OSSRF's im Fall « € (0, 2) dar. Im folgenden wird mit Hilfe der erarbei-
teten Abschédtzungen und der Le Page Reihendarstellung die Holderregularitiat der
OSSRSs fiir den Fall « € (0,2) untersucht.

Theorem 5.3.5
Sei a € (0,2),k € {1,...,m} und X definiert durch (4.4). Dann existiert eine
Modifikation X;,g;)* von Xﬂf) auf My, so dass fir alle e > 0

Xi"(x) = X3 (9)

li =0 f.s. 5.15
i S @ —y)log (e — yyerie 0 (5.15)
0<|lz—y||<d

Beweis. Ohne Einschrinkung sei M =V N[0, 1]¢, wobei V = @, V. Im Hinblick
auf (5.9) konvergiert fiir z € R4

Ygff) (x) = CyRe (i T;l/o‘m(fn)’l/afm('g) (z, §n)gn> f.s.

n=1

und Y;,ff ) L4 Xﬂ?. Es wird angenommen, dass g,,n > 1, komplex-isotropische Zu-
fallsvariablen sind. Als Dichte von &, wihlen wir als Korrektur zu [34] und [11]

m(€) = & ¢ € RY\{0} (5.16)

7 (§)9(|log T (€)| + 1)

wobei v, ¢, > 0, so dass / m(§)d¢ = 1.
Rd
In [34] wihlten die Autoren fiir den eindimensionalen Fall

") = e gy ¢ <MY 47
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5. Holderregularitét fiir OSSRSs

und darauf aufbauend verallgemeinerten die Autoren in [I1] die Dichte zu

c
m(§) = Y . & e RM\{0}. 5.18
Diese Verallgemeinerung ist prinzipiell sinnvoll, da man fir £ = [/H = E' und
|| -] =] - ||gt wieder auf (5I7) fiir den d-dimensionalen Fall gelangt. Jedoch ist die
Dichte m an der Stelle |[¢|| = 1 fiir diese gewéhlten Funktionen nicht integrierbar.
Im Gegensatz dazu gilt fiir m definiert wie in (5.16)):

Rdm@)dg: /S 0 /0 Oom(rEtG)rq_ldra(dﬁ)

C

/so/o T (rP0)1([log 7 (rP0)| + 1)1+ ro(df)

Cy

= C d
/o - (log(r)[ + )"

s

> c
= e = C Y d
r=el= /_ooes-<|s|+1>1+v€ ’
_ 90 /°° L
= Cy o (st 1) S

~ 1
- C/l Sl+ud$

< oo fiirv > 0.

Dies ist eine geeignete Dichte, welche im Folgenden verwendet wird.

Schritt 1[Analog zu [11]]
Sei r € (0,1). Nach Korollar [5.1.4] existiert eine Konstante é; > 0 und ein [ € N, so
dass

() < &l log ||| D (5.19)

fir alle z € RN\{0} mit ||z|] < r. Weiter kann angenommen werden, dass eine
Konstante c; > 0 existiert, mit

Cod/?27H (1og 2)-DHE - 1 (5.20)
Fiir alle v € N wéhle v, als kleinste natiirliche Zahl, so dass

Cad2227 7 (1, 10g 2) VI < 97, (5.21)
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5.3. Holderregularitét

-1
U

Dies impliziert zunéchst lim = 0 und somit v, — oo fiir u — oco. Weiterhin

U— 00 s

impliziert die Definition von v, und (&.20)), dass 1, > 1 fiir alle v € N und durch die
Definition von v, und (.20 erhalt man weiter

czdﬂ/22*(”“*1)ﬂ((yu — 1) log 2)071)& > o

und somit

-H o H H
g (2\/&) Gl < (2%(% log 2)“) <o (\/&) et (5.22)
Durch Anwendung des Logarithmus in (5.22]) erhélt man
lim g H.
u—00 1/,

Somit existieren Konstanten c3, ¢y > 0, so dass
32yt < ove < oy 2 Hy it (5.23)

Fiir alle v € N und j = (41, ..., ja) € Z¢ setze

Lu,j = ;T.u’ Du = {xu7j : ] € Zd N [O’2yu]d} ) D= U ,Du.
u=1

Nun soll gezeigt werden, dass fiir grofle u D, ein 27% Netz von U;nzl M; fiir 7 ist,
d.h. dass man fiir alle z € U;n:1 M; ein z,, ; € D, finden kann, so dass Tg(z —2,;) <
27" Sei x € U;ﬂ:l M; fest und 0.B.d.A z ¢ D,. Wihle j; so, dass

Dann gilt
0 < ||z — ;.|| < 27"V

und da lim,_,, v, = +oo fiir u grofl genug,
0< ||z = <27Vd <r.

Somit, da t + ] log(t)|!~Y eine monoton fallende Funktion ist auf (0, 1], impli-

zieren (0.19) und (B.21]), dass
TE(x — xj,) <27¢

fiir u grofl genug. Somit ist fiir grofle u D, ein 27"-Netz von U;nzl M; fiir 75.
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5. Holderregularitét fiir OSSRSs

Schritt 2
Fiir alle x,y € D gilt nach Proposition fs. firalle k=1,....m

Y (@) = Y (y) = CaRe (ZT Yom(&) Y (fi) (@, &) — f(ﬁ)(y,fn))gn>,

n=1

wobei C,, definiert ist durch (5.17) und £ durch (£3). Man betrachte die Zufallsva-

riable

ZT Vo (&) (FB (@, 6) — £ (y,6)) g

Also ist
V¥ (2) = VP (y) = CuRe(R(z,y)) fs..

zo

Da (T},)n, (€2)n und (g,), unabhéngig sind und da (g,), i.i.d. komplexe, Gauf}“sche
Zufallsvariable sind, ist R(x,y) eine komplexe, Gauf} “sche, isotrope Zufallsvariable
bedingt nach (7, &,),. Somit ist Y, (x) — Y}C(f)(y) bedingt nach (7,,,&,), ebenfalls
eine komplexe, Gauf} “sche, isotrope Zufallsvariable mit Varianz

V(2 N (Tr €a)n) = %E(\R(ﬂf,y)\Q\(TmEn)n)

CCV 2/a -2/

da \fé’g) (x,&,) — ) (y,&n)| = |fg(;§) (x —y,&,)|. Genau hier geht die Stationaritit des
Subprozesses entscheidend ein. Die folgenden Schritte sind an die Beweise von [11]

und [33] angelehnt. Sei
1
©(t) = 1/2Adlog o 0<t<l, (5.25)

wobei A eine positive Konstante ist mit A > 2/H — 1/H. Fiir u € N wiihle

= {w [V (@ui) = YD (@ug)| > v((@ui, 2up) (T, a)n) (78 (i — w,)) }

fiir alle (i,7) € Z% x Z4,i # j, so dass T(w,; — T, ;) < 1. Dann gilt

P(E") =E (E (1%\ (T, gn)n» . (5.26)

Nun wird fiir feste (7, j,u) eine obere Grenze dieser Wahrscheinlichkeit angegeben.
Sei Z eine reelle, zentrierte Gaufl “sche Zufallsvariable mit Varianz 1. Dann impliziert

(520), dass
P (E) =P(Z] > o(tp(Tui — Tu;))) -
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5.3. Holderregularitét

Wiéhle § € (0,1) und setze fiir u € N,

6, =207 yund I, = {(i,j) € (z'no, 2”“]d)2 10 < Tp(2y; — 2u;) < 5u} :
(5.27)
Da ¢ eine monoton fallende Funktion ist, gilt fiir alle (7, 5) € I,

P(Z] > o(re(2u; — 2u;))) <P ([Z] > @(0u)) .-

Nun gilt jedoch fiir die normalverteilte Zufallsvariable Z

7w2/2
P(Z >w Yw > 0,
>0 < —
somit folgt fiir alle u € N und (7, j) € I,,
—%(64)/2 27(175)uAd

2e
P(E) < /2 =

da &, = 2=(1=9 Somit folgt

Z Z \/ﬂ'Ad

u=1 (Z _])Elu

[e o]

Z léuAd‘[‘

=1

) log2

Nun bleibt noch eine obere Grenze fiir |I,| zu finden. Zunéchst sei angemerkt, dass
man eine Konstante c; > 0 finden kann, so dass fiir alle u € N und alle z € R?\{0}
mit 7p(x) < 6, gilt

2]} < €5 ()" [log 7).

Diese Ungleichung entspricht (53). ¢ — ¢1/#|log ¢! ist eine monoton wachsende
Funktion auf (0, 7). Daher existiert fiir ein geeignetes 7y eine Konstante cg, so dass
fiir alle v € N und alle z € R4\ {0} mit 75(z) < §, folgendes gilt:

2] < 60/ log 8,1 = ((1 — 6) log 2)!Ledl/ Tul 1.

Somit kann man eine positive Konstante C' > 0 finden, so dass fiir alle v € N und
alle i € Z*N [0, 2]? gilt:

{jezinfo, 27 (i,j) e L.} < C (5;/H2”m71)d.
Nach Definition von I, folgt
|1, < C(27 + 1)%6%/ 9y di-1),
Somit existiert nach (5.23]) eine Konstante C' > 0, so dass fiir alle v € N

|I,] < C5g/ﬁ22ud/ﬂu3d(i—1).
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5. Holderregularitét fiir OSSRSs

Somit folgt insgesamt mit 6, = 2~

Z Z L Zu3d(l*1)2*“d(*2/ﬂ+(1*5)/F+(1+5)A) < oo,
A(1—9)

u= 1(1] cly u=1

da A >2/H—(1-6)/H und § € (0, 1) beliebig. Nach dem Lemma von Borel-Cantelli
existiert f.s. eine Zahl u*(w), so dass fir alle u > u*(w),

Y (@) = Y ()] < (@, )| (T, &n)n)p(Te(@ = y)) (5.28)
fir alle x,y € Dy, x # y mit 7g(x —y) < d,u=1,....,m

Schritt 3 Als nichstes soll nun eine obere Grenze fiir die Varianz v? bedingt
nach (7,,&,), angegeben werden. Dazu sei zundchst angemerkt, dass fiir alle x =
(21, ..., ) € R 1y, € R gilt:

()P 0 ()
v =T15(x)"l(z) = :
0 me(x)fm ) \ln(7)
Also insbesondere x), = 7p(z)F*l(x) fiir alle & = 1,...,m. Mit der vereinfachten
Schreibweise ¥(§) := Hzm1 Uy (&)~ Hhmale gilt:
v2 (2, ) (T, &n)n) = (lgf? ZT Yom(n) M £ (@ — y, &)
[Polarkoordinaten] = —E ‘gl ZT 2o —2/

B (e (2 — y)E L(z —y), &)

(£ einsetzen] 1| ZT 2am(g,) 2

. ( H ’6i<$0,l7§n,l> ’ )¢(€n)—2—2q/a
%;i

Bt 2
et <7t (@—y) "kl (r=y)En k> _ 1)

2

—E |91 ZT 2/a -2/ 6i<TEt(:lify)Ei:lk(mfy),gn’k> 1
(. e
C 2/04 -2/«
< 7 |91 ZT
. mln(MEiHTEt (,’L‘ — y) kén,kH’ 2)2 . 22m*2w<£n>7272q/a
Co
[Lemma [5:3.9) = 71@ (‘91‘2) aQ(TEt (.T _ y))
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5.3. Holderregularitét

Sei b(h) = h|log h|*¥)/* Dann gilt nach Lemma 5.3.9:

o ‘72(2_k) — —2/ — —ky\|—1—
B G [T ) < (O T ) X os27)
k=1 n=1 k=1
+o00
S C‘f Z k*l*l/
k=1
< oo Vv > 0.

a (&), und (7)), unabhéngig sind, folgt
lim ——= =0 fs.,

d.h. also fiir kleine h > 0 existiert ein C' > 0, so dass
a(h) < Chllogh|1t)/> fs

Daraus folgt insgesamt, dass fiir alle v > u*(w) und alle z,y € D, mit 7g(x—y) < d,
zusammen mit (5.28)) und einer geeigneten Konstanten C' > 0 folgendes gilt:

Vi (2) = Y (y)] < CV2drp(x — y)|logi(x —y)| /12, (5.29)

Sei

=UN N {xP@ -xDw)

n=lu>n x,y€D,
TE (l‘—y)géu

< CV2drp(x — y)|log (2 — y)\(””)/o‘“/z} (5.30)

Da X§’§’ und Ym(f ) die gleichen endlichdimensionalen Randverteilungen besitzen, gilt
P(Q) =1

Schritt 4 Sei w € Q*. Nach Schritt 3 existiert ein u* > 1, so dass X (B30) erfiillt
fir alle v > u*(w) und alle z,y € D, mit 7g(x —y) < d,.

Weiter gilt nach Lemma 2.2 in [I0], dass eine Konstante Kp > 1 existiert, so dass
fiir alle z,y € R?

Te(z +y) < Kp(te(z) + 78(y)).

Sei F(h) = Cv/2dh|logh|+)/e+1/2 Man wihle ug € N, so dass 2%0§,, 11 > 3K2.
Man kann weiter annehmen, bzw. u*(w) so wihlen, dass u*(w) > wuy.

Sei z,y € D mit « # y, so dass 3KE7p(x —y) < §,(). Dann existiert ein eindeutiges
u > u*(w), so dass 8,11 < 3K&7e(x —y) < 6,. Da x,y € D, existiert ein n > u + 1,
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5. Holderregularitét fiir OSSRSs

so dass 7,y € D,,. Weiter kann man nach Schritt 1 ),y € D; fiir j = u,...,n — 1
wéahlen, so dass
me(z —2V) <277, rply —yW) <277,

Per Konstruktion gilt somit
(e —y) < Kj(rp(r —y) +27).
Da u > ug, gilt 290,41 > 2%00,,11 > 3K%. Somit ergibt sich:
me(2™ — W) <3KZrp(x —y).
Da 3K%7g(z — y) < 6 erhilt man mit Hilfe von Schritt 3:
X5 (") = X35 )] < F (7™ = 4™)).

Weiter kann man folgende Darstellung wéhlen:

o o

n—1
X (2) - X =3 (X®) (20+D) = X (z00))
j=u

mit 75(z0) — 20)) < 3K22-0FD < §;04, da j > ug. Weiter ist 1) € D; € Dy
und somit gilt mit Schritt 3:

n—1
}X (k) ( k) ( (u))‘ < ZF (75 (:E(j+1) — x(j))) < OF(6ug1)-

Jj=u

Damit erhéalt man nun mittels der Dreiecksungleichung:
X8 (@) = X8 )| < F (7 (21 = y)) +20F (B011)

< (1+20)F (3K:7e(x —v)).
Also kann man eine Konstante C' finden, so dass fiir 3K375(z — y) < dus()
IX® (2) = X (4)] < Cr(w — y) log 7 (w — ) [+/+172. (5.31)

Zum Abschlufl kann nun eine Modifikation von X;,g;) fir v € M C R? angegeben
werden. Fiir x € D setze

X5 (@) (w) = X[ (@) ().

Zo

Fiir z € M sei 2™ € D, so dass lim,,_,o, 2™ = 2. D.h. nach (5.31)) ist (ngl;)* (™) (w))
eine Cauchy-Folge. Daher setzt man fiir alle x € M

n

Xﬂf)*( )(w) = lim X k)* ( (")) (w).

n—oo
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5.3. Holderregularitét

Die Konvergenz héngt nicht von der Wahl der Folge ™ ab und da X fo stochastisch
stetig ist, ist X§§)* eine Modifikation von Xfo. Insgesamt gilt also fiir 3K27p(z—y) <
Ou (@)

(X (2) = XB* ()] < Cri(x — y) log T(w — y) T2, (5.32)

0

0

Mit Hilfe der Beweistechnik von Theorem bekommt man das gleiche Ergebnis
auch fiir den Fall a = 2. Dazu ersetzt man v2((z,y)|(T}, &0)n) aus (5.24) durch die
Varianz von X (z) — X(y) wie in Theorem [5.3.4t

v((2,9)) = E((X(2) = X())°).

Analog zu Schritt 3 in Theorem [(.3.5] muss man nun fordern, dass f € R und
0o > 0 existieren, so dass eine Konstante C' > 0 existiert, so dass fiir z,y € V mit
0 < 1p(r —y) < d folgendes gilt:

E ((X(z) - X(y))*) < Cra(x - y)* log mu(x — y)|”. (5.33)

Nach Theorem [5.3.4] erhélt man (5.33)) gerade fiir 3 = 0. Somit kann man auch iiber
diesen Weg mit Hilfe von Schritt 1, 2 und 4 aus Theorem das Resultat von
Theorem [£.3.4] zeigen. Dies wird in folgendem Korollar zusammengefasst.

Korollar 5.3.6 (Analog zu [10] 5.4)
Sei a € (0,2],k € {1,...,m}. Es existiert eine Modifikation von Xg(cﬁ) auf V', so dass
fir alle j =1, ..., pg

Xi" (@) = Xis" ()

li = 8. .34
by [Tyl og e — g e 0 S (530
0<[|lz—y||<é
fir alle e > 0, wobei p; = maxy<p<;ly, 5 = laza - 1/cx.
Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus Theorem [5.3.5] und Korollar [5.1.41 O

Korollar 5.3.7
Sei a € (0,2],k € {1,..., m}. Das Zufallsfeld X;ék) besitzt eine Holderreqularitit auf
R fiir alle Exponenten H € (0, HYY).

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus Korollar [5.3.0 O

Proposition 5.3.8

Sei v € (0,2],k € {1,...,m}. Das Zufallsfeld X;gk) besitzt nglz) als kritischen Holder-
exponenten. Fir alle j =1,...,p, und z € Wj(k) NSy besitzt X;ék) des Weiteren H](k)
als richtungsgebundenen kritischen Hdélderexponenten in Richtung z.
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5. Holderregularitét fiir OSSRSs

Beweis. Fiir eine SaS Zufallsvariable Z sei || Z]]o := (— log (E(exp(iZ))))"* , dann
gilt nach Korollar 6.3.2 in [39] fiir X3

1387 (@) = X3P W)lla = Da (el = y) 76(z — y)

1/a
Dutt) = ( [ 11800, 0106)

D,, ist eine stetige Funktion auf der kompakten Menge Sy, d.h. also es existiert ein
Minimum m, = mingeg, Do (0) > 0. Daraus folgt zunéchst:

wobei fiir alle 6 € Sy:

1249 (2) = X3P W)lla = mate(z — y)

und somit beziiglich der Richtung 2z € VVj(k) N Sy in Verbindung mit Korollar 5.1.4]
fiir ¢, ¢’ € R:

HX;SM( z) — X* (t/ )||a>macl|t—t\H |log\t t||*(lr1)Hj.

XoP(t2) — x5 (-
Somit divergiert fir jedes s > H; ) der Term | hr‘n o 77)5 7] (t2)
t—t'|—0 -

also fiir alle s € (Hj (k) , 1) erfiillen die Pfade von Xm0 ™) f.5. keine gleichméflige Holder-
bedingung mit EXponenten s in Rlchtung z. Jedoch erfiillen sie dies nach Korollar
B.3.7 fiir s € (0, H, (k) ). Somit ist H ) der kritische Holderexponent in Richtung z.
D.h. insgesamt, es existiert eine Rlchtung z € ka) N Sy, fiir die H,(,k der kritische
Hoélderexponent ist. Somit besitzt XJ;O als kritischen Holderexponenten ngk). O

f.s. D.h.

Das folgende Hilfslemma lehnt sich an Lemma 5.1 aus [11] an, beriicksichtigt jedoch
die in definierte Dichte und stellt auch in diesem Fall eine Korrektur sowie eine
Verallgemeinerung der OSSRSs dar.

Lemma 5.3.9 (Hilfslemma zu Theorem [5.3.9))
Es existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass fiir

ZT 2/04 —2/a Hlln(MEtHhEkka 2) 22m—2,¢)(€n)—2—2a—q
Folgendes gilt:
+o0
E(o*(h[(To)n)) < ¢y T,y 2/*h?|log h| T/,
n=1

falls h < et
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Beweis. Betrachte

2q

I(h) =E (m(§ )~ 2o, mlH(MEtHhEkélkH 2)? 22m721/1(§1)*2’?> .

Dann gilt:

I(hy = | (€)' min(Mpy |[hPEe]], 2)° - 22 2p(€) 72 de
R

[Polarkoordinaten] / / 7‘ 9 12/, mln(MEtH(hT) kaH 2)

222 (B 0) "2 S 1Ly 6(df)

1-2/a
[ einsetzen] / / ( (Tog( )‘ T 1)1+V)

min(Myy||(hr) 6], 2)°

2q

R 1) B Fra-lay o(d)
[vereinfachen] = 227”_2011/_2/0‘/ / (| log(r)| + 1)(1+")(2/a_1)
cmin( M [[(hr) P01, 2)% - (0) 2 v~ 3dr o (df)

[p:hT] 22m 2 1 Z/ahZ/ / |10g |+1)(1+V)(2/04 1)

-min(Mpgy ||(p) #6411, 2) - (0) 72~ por(dB).

Fiir alle p > 0 und alle h < e gilt:
‘log (%)) +1 =|log(p) —log(h)| +1
< ([log(p)| + 1) log(h)| +1

2([log(p)| + 1)[log(h)].
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5. Holderregularitét fiir OSSRSs

Da 2/a > 1, erhilt man:

1) =2 el e log() D [ g0 o(ds) (1, + 1)
Syt

wobel -
L= 4 / (Hog(r)| + 1))@/ Dyp=3qy
1

1
= MEME [ I P dogr)] + DDy 5ay
0

Zunéchst gilt, da ¥ > 0 stetig ist auf Sg::
/ (0)2 4 o(df) < oo.
Syt

Weiter gilt aufgrund des Wachstumsverhaltens des Logarithmus I; < co. Bleibt noch
das Verhalten von I, zu untersuchen. Es gilt zundchst mit Lemma [5.1.1], dass fiir alle
d € (0,1) eine Konstante ¢; > 0 existiert, so dass fiir alle r < §:

|24 | < vt og |,
Da agk) > 1, folgt

1
I ogtr)] + )00y < oc,
0

denn fiir § € (0,1),a > —1 und b > 0 gilt:

5 log 6
/ r~%log(r)’dr = / eI sbds < 0.
0

—00

Daraus folgt insgesamt die Behauptung. O
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5.4. Holderregularitéit des gesamten OSSRSs

5.4. Holderregularitat des gesamten OSSRSs

Nun konnen wir mit Hilfe der erarbeiteten Ergebnisse fiir die Subprozesse X. ﬂ? Aus-
sagen beziiglich der Holderregularitéit des gesamten Zufallsprozesses X (z) definiert
wie in .11 treffen.

Korollar 5.4.1
Fiir x,y € V besitzt das Zufallsfeld X definiert wie in Theorem [{.1.1] den kritischen
Holderexponenten H* = minlgkgm(ngf)).

Beweis. Nach Proposition [5.3.8 besitzen die Subprozesse X, ﬂ? den kritischen Holder-
exponenten H,(,]Z) fiir alle £ = 1,...,m. D.h. also fiir s € (0, H*) besitzen die Pfade
aller Subprozesse eine Holderregularitdt zum Exponenten s. Damit und mit Hilfe der
mehrmalig angewandten Dreiecksungleichung folgt insgesamt:

I X (21, s @) — X (Y1, s Ym) |

= | X(21, ., 2m) — X(@1, Y20, Ym) + X (21, Y2, Ym) — X (Y1, o, Ym) |

< X (@1 2m) = X (@1 2o )|+ 1X (@1, 920 Ym) — X (Y1, 9m)|

< X (@1, @) = X (21,920, ym) |+ [ XV () = XV (y)]

< [X(@1, ) = X (@1, y2005Ym)| + Ad| |z — y|[°

< X (@1, ) = X (@1, 2, Y30 o) |+ X (21, 22, Y0, ym) + X (21,9205 Ym)|
+Ai||z —y[®

< X (@1, e ) — X (21, 2, Y300 Ym) | + (A1 + A2 — y[?

< (2%) 2 — g
k=1

Umgekehrt gibt es zu s € (H*,1) mindestens einen Subprozess Xél*), dessen Pfade
f.s. keine Holderbedingung zum Exponenten s erfiillen. D.h., mit

X (21, ey ) = X (Y1, )| 2 [ X (@) = X ()]

folgt insgesamt die Behauptung.
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6. Modellierung eines 3D-OSSRS

In diesem Kapitel wird exemplarisch ein Zufallsfeld erzeugt, bei dem deutlich wird,
welchen entscheidenden Vorteil die Verkniipfung der Konzepte der Fractional Sheets
und der Operator Scaling Random Fields bietet. Fractional Sheets ermoglichen es,
Unterrdume unabhéngig voneinander zu skalieren, wie etwa die Zeitdimension von
der Raumdimension abzukoppeln. Operator Scaling Random Fields ermoglichen eine
anisotrope Struktur und somit ein wesentlich komplexeres

Abhéngigkeitsverhalten von Unterrdumen zu modellieren, wie etwa die Struktur in-
nerhalb der Raumdimension. Kombiniert man also diese Konzepte, kann man ein
rdumliches Feld mit anisotroper Struktur erschaffen, welches mit fortlaufender Zeit
z.B. in einer sehr &hnlichen Form erhalten bleibt.

Sei Wy (dy x ds) ein komplexwertiges, independently scattered, isotropes, Gaufl “sches
Zufallsmafl auf R? x R. Fiir (x,t) € QX [0, tmax) > tmax < 7,2 = [0, 1]? und Parameter
0 < Hy, Hy, H3 < 1 sei ein Zufallsfeld wie folgt definiert:

£(x,t) = Re/ (XY= — 1) (e85 — 1) - 4hy () - tha(s)Wa(dy x ds), (6.1)

R2xR
wobei
_EEy
U (y) = (\< y, 0, >’ + <y, 0, >|2H2) ! ’ (6.2)
1
Py(s) = |S|%7+H3 (6.3)

Hierbei sind 64, 8, normalisierte Eigenvektoren einer Matrix E mit entsprechenden
Eigenwerten H; ', Hy'. Also ist die raumskalierende Matrix E vollstéindig determi-
niert durch 4 Parameter.

Um die Masseerhaltung zu gewéhrleisten muss fiir das Zufallsfeld zusétzlich gefordert
werden:

/ E ) dx = 0 VEE [0, b, (6.4)
Q
was man aber einfach durch die Transformation
_ 1 _
€xat) = E0x.0) = 7 | énay vt et (6.5)

erhilt. Diese ist wohldefiniert, da das Zufallsfeld £ nach Theorem EL 1.1 existiert und
f.s. stetige Pfade hat.
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6. Modellierung eines 3D-OSSRS

6.1. Parameterhandhabung und
Skalierungseigenschaften

Die Anisotropie des Zufallsfeldes wird iiber die Vektoren #; und 6, bzw. durch ihre
Lage zueinander mit entsprechenden Richtungen vy, vy € [0,7),v; # vy sowie den
entsprechenden Eigenwerten \; := H; ', \y := H, ' gesteuert. D.h.

0, = e = (cos(vy),sin(vy))
Oy = €2 = (cos(vy),sin(vy))
01, 05 sollen Eigenvektoren der Matrix E mit zugehorigen Eigenwerten A; und As sein,

aii

somit ergibt sich mit Ef; = \;0; fiir E = das folgende Gleichungssystem:

Q21 A22

cos(vy)aqy + sin V)12 = )\1 COS(Ul

Q

os(vy)ay + sin(ve)ajs = Ag cos(ve

(v1) (v1) )
cos(vy)agy + sin(vy)age = Ap sin(vy)
(v2) (v2) )
cos(vy)agy + sin(vg)age = Ao sin(vsy)

Daraus folgt:

— cos(vy) sin(vg) A1 + sin(vq) cos(ve) Ag cos(vy) cos(va) (A1 — Ag)
5 sin(vy) cos(vy) — cos(vy) sin(vg) sin(wvy) cos(vy) — cos(vy) sin(vy)
—sin(vy) sin(vy) (A1 — Ag) — cos(vy) sin(vy) Ag + sin(vy) cos(vg) A
sin(vy) cos(vg) — cos(vy) sin(vg) sin(wvy) cos(vy) — cos(vy) sin(vy)

Somit lasst sich nun durch Angabe von 0y, 05, A1, Ay die Matrix E eindeutig angeben.
Wie man leicht sieht, gilt spur(E) = A; + Ay, was allgemein fiir alle Matrizen mit
zugehorigen Eigenwerten gilt.

Fir A1 = Aa = A > 0 erhilt man z.B. wieder den einfachen Fall

g_ (A 0)_ H™* 0 .
0 A 0 H;!
E1 = B0 ,EQ = 0 0 y (66)
00 0 Hjt

so ist das Zufallsfeld £ entsprechend des Definitionsbereichs also multi-operator-
skalierend mit

{g(CEj(xlax% }R3 f:d {Cg X1, X, t }R?” =1,2.

Setzt man nun
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6.1. Parameterhandhabung und Skalierungseigenschaften

Die zweite Skalierungseigenschaft bleibt bei dem transformierten Zufallsfeld ¢ erhal-
ten, d.h. es gilt

{§<C xlvx% }Rs —d {Cf((l’l, x27t)T>}R3 :

Jedoch wird die erste Skalierungseigenschaft durch die Transformation abgeschwicht
zu

{&(cP (21, 2o, }Ra = {ct((z1,22,t)") + (c — 1)9(t)}R3> (6.7)

wobei ¢g(t) = @ fQ y,t)dy. Also besitzt das Zufallsfeld &(x) zwei Skalierungsei-
genschaften, z.B. kann man mit (z1,x) den Ort und mit ¢ die Zeit bezeichnen und
somit Ort und Zeit unabhéngig voneinander skalieren. Diese Eigenschaft ist bei der
Simulation von Entmischungsvorgéngen von wesentlicher Bedeutung. Beziiglich des
Raums sollte das Zufallsfeld eine anisotrope Struktur haben und mit Hilfe der Para-
meter Hy, Hy die entsprechende Glétte/Rauheit angepasst bzw. anders ausgedriickt
die rdumliche Abhéngigkeit abgebildet werden. Unabhéingig vom Raum soll die zeit-
liche Entwicklung iiber den Abhéngigkeitsparameter Hs angepasst werden und die
mittlere Intensitdt im Zeitintervall [0,¢,,.x] stetig abnehmen. Diese Eigenschaften
konnen nun mit Hilfe des vorliegenden Zufallsfeldes gewéahrleistet werden. Abbildun-
gen - zeigen die Wirkungsweise der verschiedenen Parameter. Den speziellen
Fall von isotropen Zufallsfeldern erhélt man nur fiir 68, - 8, = 0, H; = Hs, siehe
Abbildungen und [6.4

Die Parameter H; und H, kann man beziiglich des Zufallsfelds £ wie folgt als Hurst-
Indizes in Richtung 6; und 6, interpretieren: Fiir einen festen Zeitpunkt ¢ € [0, tax]
definiert man fiir beide Richtungen 6, 8, die Subprozesse

592,(7») =&(r0;,t),i=1,2, re {leR:16; € Q}. (6.8)
Wegen der Identitét aE('rOZ-) = a'/Hi(r@;) fiir alle a > 0 erhilt man

€g.(ar) £ a'igq (1), (6.9)

d.h. also &g (r) ist selbstéhnlich mit Hurst-Index H;. Fiir das Feld £ gelten hier die
gleichen Einschrankungen wie in (6.7]).
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6. Modellierung eines 3D-OSSRS

Abb. 6.1.: Anisotropes Verhalten von ¢ gegeben durch 6, = 037 0y = 027 H| =
Hy = 0.5. Die Einfirbungen stehen fiir die verschiedenen Intensitédten von & fiir einen festen

Zeitpunkt t > 0.

Abb. 6.2.: Anisotropes Verhalten von ¢ gegeben durch 6, = 037 0y = 027 H| =
Hy =0.35.

ngl

[ ngg

Abb. 6.3.: Isotropes Verhalten von £ gegeben durch 61 = €3, 0, =¢"0 H = Hy =0.5.

6.2. Beispiele fiir ¢

Im Folgenden werden zwei Simulationen von speziellen Zufallsfeldern £ présentiert,
die in Abschnitt [.4] verwendet werden. Das erste Beispiel ist die Realisation eines
isotropen Zufallsfelds mit Parametern:

Hy=H,=0.6, H;=0.9, 8; = ¢ 6, =¢'2 (6.10)
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6.2. Beispiele fiir £

H,0,

N

Abb. 6.4.: Isotropes Verhalten von £ gegeben durch 6, = e’%, 0, =0 Hy = Hy = 0.35.

Dieses Feld (Abb.[6.5) hat keine Orientierung und aufgrund des Terms (e!(fmax—ts 1)
in (G.) nimmt die Intensitdt des Feldes ab bis sie zum Zeitpunkt ¢, gerade 0 ist.
Abschlielend wird ein anisotropes Feld mit einer Orientierung von 135° und einer
hohen Abhéngigkeit im Raum mit folgender Parameterkonfiguration simuliert:

Hy =055, Hy =04, Hy = 0.75, 8, = ¢'T, 8, = /(7 1015) (6.11)

Daraus ergeben sich Realisationen wie in Abbildung zu sehen. In beiden Simula-
tionen ist das aktive Zeitfenster des Zufallsfeldes gesetzt als t,,.x = 0.002.

e

|
&

t=20 t = 0.00145 t = 0.0017

Abb. 6.5.: Simulation eines isotropen Zufallsfelds mit einer abnehmenden Intensitét iiber
einen sehr kurzen Zeitabschnitt (tmax = 0.002) .
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6. Modellierung eines 3D-OSSRS

t = 0.00145 t=0.0017

Abb. 6.6.: Simulation eines anisotropen Zufallsfelds mit einer Orientierung von 135° mit
einer abnehmenden Intensitét tiber einen sehr kurzen Zeitabschnitt (tmax = 0.002) .

6.3. Diskretisierung, Simulation und
Fehlerapproximation

Zum Abschluf} dieses Kapitels wird ein Algorithmus zur Simulation des oben angege-
benen Zufallsfeldes angegeben sowie eine entsprechende Fehlerabschétzung, um die
Giiltigkeit des angegebenen Algorithmus zu beweisen. Die grundlegende Technik des
Algorithmus sowie der Fehlerabschitzung wurde in [31] fiir OSSRFs detailliert aus-
gearbeitet und diente als Basis fiir die im Folgenden présentierten Resultate, welche
ein konkretes Beispiel fiir die Umsetzung eines Operator Scaling Stable Sheet sind.
Anhand dieser Beschreibung und der Grundlagen in [31] ist eine Ubertragung auf be-
liebige Operator Scaling Stable Sheets moglich, jedoch technisch fiir jeden Einzelfall
aufwendig.

Es soll also das Zufallsfeld
X(z,t) = Re / (e7=™81> —1) (e — 1) - 9h1 (&) - Yo (&) Wa(dE) (6.12)

R3
auf (z,t) € [0,1]% X [0, tinax] simuliert werden, wobei

—1, -1
Hy +H,

_1
4 2

hily) = (J< .00 >P" + <y >P"")
1
Ya(y) :WTW'

Fiir i = 1,2 seien A;, B;, D; reelle Zahlen, wobei D; sehr klein ist, B; klein und A;
grof} genug, so dass M; := % € Nund N; = % € N, d.h. also

0<DZ<<BZ<<AZ<OO
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6.3. Diskretisierung, Simulation und Fehlerapproximation

und B 4
DZ:—Z_ !

Mit Hilfe obiger Definition erfolgt die Approximation von X (x,t) nun in 2 Schritten:

1. Der Integrationsbereich iiber R? wird abgeschnitten auf eine kompakte Menge
G, aus der eine kleine Umgebung um die 0 herausgeschnitten wird. Definiere

also die Menge wie folgt:
g = ([_A17A1]2 X [_A27A2]) \ ([_Bla BI]Z X [_32732])

Somit erhélt man als erste Approximation

X(x,t) = Re/g (€787 = 1) ("2 = 1) - (&) - ¥a(&a) Wa(d€)  (6.13)

2. Nun folgt die Diskretisierung von X9 (z,t):
G wird in dquidistante Quader unterteilt. Definiere dazu

Jio={=My, o My = TP\ =Ny, Ny = 1
Jo ={=Msy, ..., My — 1} \{—Ny, ..., N, — 1}

Nun konnen folgende Stiitzstellen und Intervalle gewahlt werden:

Eu = (k'ﬁ—ﬁ,l ]ﬁll)T, (k1) € Jy
e (k1)) 14, (1) 41) (kD) €y
:[m 2 (m+1)- MQ) m € Jp

Somit lasst sich die Diskretisierung wie folgt angeben:

X9 (z,t) = Re Z Z el ( tem — 1)'¢1(§k1)‘¢2(§m)WQ(AklXAm)

(k l)EJl meJa

(6.14)

Im Folgenden soll gezeigt werden, wie man einen geeigneten Algorithmus zur Berech-
nung von X]%(:c, t) angeben kann. Wihle z; ; = ¢; - (4, j) fiir ¢; # 0 sowie ¢, =2 - h
fir Co §£ 0, so dass (Cll’@j, Cch) € x [O, tmax] W Z,j € Jl, h e JQ. Mit ékl = D1 . (k, l)
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6. Modellierung eines 3D-OSSRS

fir (k,0) € J; und &, = Dy - m fiir m € Jy erhélt man

X5 ('TZJath = Re Z Z ei<%ij:Ek1> 1) ( ithém 1)

(k,l)eJ; meJ2

1 (&) - V2 (Em)Wa (A X Ayy)

= Re Z Z z<01 (4,7),D1-(k,l)> 1) (eiCQ-h-Dg-m - 1)

(k,l)eJ; meJs

1(Dy - (k1)) - Pa(Da - m)Wa(Ag X Apy)

= Re Z (eile(i-kJrj.l) . 1) . Z (eiCQ-Dz-h-m . 1)

(k,h)edr meJo

'?/)1(D1 . k’, D1 . l) . ?/}Q(DQ . m)WQ(Akl X Am)

Fir b; = ¢;D;,7 = 1,2 erhdlt man mit
G%/I,k,l(th) = Z eibzhm '3/11(D1 -k, Dy - 1) - oDy - m)Wa(Ag X Am),

meJa

=Yk 1,m

=D & Yigm (6.15)

meJa

Hf (i, tn) = > eibl(i'kﬂ'l))(G%J,k,z(th) _Gg/[,k,l(o)1>

ke ~~
(k)€1 =Zr1,h

_ Z eibl(i-k-f-j'l))ZkJ’h (616)
(k,l)eJq

Damit kann man X¥, wie folgt darstellen:
X§r(zigtn) = Re (Hi (i 5, th) — Hi(0,0,1)) (6.17)

D.h. die Berechnung von Gg/[,m(th) bzw. HY (7;,t,) kann man mit Hilfe einer 1D-
FFT bzw. 2D-FFT vornehmen. Bevor wir nun einen entsprechenden Algorithmus
aufbauend auf der Darstellung (6.14]) angegeben, wird zunéchst gezeigt, dass die
angegebene Diskretisierung des Zufallsfeldes, wie in (6.14]) angegeben, auch gegen
das Zufallsfeld ([612]) konvergiert und somit eine geeignete Approximation darstellt.
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6.3.1. Fehlerapproximation 1. Schritt

Im Folgenden soll in zwei Schritten gezeigt werden, dass die in (6.14) konstruierte
Approximation von (6.12)) auch sinnvoll ist. Zunéchst werden die Felder (6.12]) und
(613) in Verbindung gebracht, in einem 2. Schritt wird das Verhéltnis von (6.13)
und ([6.14)) untersucht. Somit ldsst sich der Approximationsfehler in den Abschnei-
deprozess und den Diskretisierungsprozess unterteilen.

Proposition 6.3.1
Seien X (z,t), X9(x,t) definiert wie in ((.12), (G.13) mit A — A1 < min(2, 2\, — 2).
Dann existieren Konstanten Cy,Co, Cy > 0, so dass qgilt:

—2—=X1+Xo

X (2, ) xﬁxtu2§é@<AiﬁfTQ%%+ég

—243X1 =9

Hﬂ“l-@”wéﬂfﬂ

Also konvergiert X9 gegen X mit wachsendem Integrationsbereich G, d.h. mit fallen-
dem By, By und wachsendem Ay, As.

Beweis. Zunéachst wird das Integral in geeignete Félle untergliedert, die eine weitere
Abschitzung ermoglichen. Es gilt:

HX(x,t) — Xg(:zc,t)H2

_ Re/ (€z<m,£1> _ 1) (eit52 — 1) ~1(&1) - o (&) Wa(dE)
R3\G

2

IN

(6.18)

2

Re/ (€i<m,£1> B 1) (eit£2 —1) - 1 (&) - tha(E) Wa(dE)
[€1][00>A1,|€2]> A2

+ / (e<"8> — 1) (" — 1) - ¢y (&) - Yo (&) Wa(dE) (6.19)
[1€1]]o0 <B1,|&2|< B2

N / (756> — 1) (€ — 1) - by (&) - a(Eo) Wi (dE) (6.20)
€1 lloo> A1, [§2[<A2

N / (€ <mE> — 1) (€™ — 1) - b1 (&) - ¥n(E)Wa(dE)||  (6.21)
11100 SA1,[§2[> A2
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6. Modellierung eines 3D-OSSRS

D.h. wir haben fiir alle vier Félle eine Abschidtzung vorzunehmen. Die erste ergibt
sich durch:

2
(G = H/ (7567 = 1) (€ = 1) -4 (&1) - (&) Waldg)
[1€1][c0>A1,]€2|> A2 9
. . 2
:/ (el<:v,£1> o 1) (elt52 _ 1) %(&) . ¢2(f2) d§
[1€1]lcoc>A1,]E2|>A2 ' -
|<2:2
< 24/ Y1(&1)? - o (&o)?dE
[[€1]00>A1,[E2]> A2
o[ nrds [ el
[1€1]o0>A1 [€2]> Az
1 o0
2 [ a2 [—fﬂ]
l€1lloo> A —2H3 2|,
A72H3
=2 jq / Y1 (€1)%dEy
3 Jlferllo>Ar )
[31J2§,2.10
A e Ay 24y
<2 .22 [ Z\/1—|<6,0,>]2 T LA
=% <2‘/ ‘<1’2>|) 2t
—2-2 1+ Ay

= A A2 ~A2_2H3~CE

17

wobei
1 S 27\,
= (=/1-]<6.,0,> 2 : .
“LE (2\/ <6, 2>|) (2+ A\ — o)

Die zweite Abschitzung wird mit Hilfe von [31] 1.2.3 und 1.2.4 analog zu (G.I8))
vorgenommen, wobei diesmal die Abschitzungen [e®? — 1| < [t&| < thax - || sowie
le<m&> 1] < | < 2,6 > | < V2-][&]|2 verwendet werden.

2

@y < | (<56 1) (15— 1) 1 (61) - (62 Wald)
161100 <B1,[§2|<B2

2
<o, / &2 - (61)%dy / & - 6l de,
[1€1]]oo<B1 |€2|<Bo

2

_ 2 2 2-2H3] B2
=2 [ el g [,
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6.3. Diskretisierung, Simulation und Fehlerapproximation

1 _
—on, / a2 - 1 (60)2 s ——— B20=H)
[1€1]]c0<B1

1 — H,
2tr2nax —H.
= gt [ g e s,
— i3 Jl&llo<Br J
BT 124
212 1 e A
< Zmax p21-Hs) (2 /17T g 0 > |2 RN S—
= 1-— Hy 2 2‘/ | < 01,6, > | 21 A — o
A e poten
—24+ 3\ — A
—2437] —Ag
= Bg(l_HS) - By o ) Cz,E
wobel
—2-A1—Ag —243X1 =)Ao
1 A t2 7T)\1>\22 2M +2
C = =v1—|<60,0, > . s )
2. B <2‘/ | < 61,6 |) (24 M — X)) (=2 + 3\ — Ao)(1 — Hy)

Die beiden Abschitzungen fiir (6.20) und (6.21]) ergeben sich aus der vorherigen
Abschitzungen fiir [6.I8 und aufgrund der Tatsache, dass nach E.I.1] Konstanten
C1,Cy > 0 existieren, so dass:

A£1W<A1
AE2°¢><A2

Mit Setzung der Konstanten C’g = C| g + C, g folgt insgesamt die Behauptung.
O

(ei<x,§1> _ 1) (&) 2d€1 <

("2 — 1) - a(&) Qdfz < G
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6.3.2. Fehlerapproximation 2. Schritt

Proposition 6.3.2
Seien X9(x,t) XJ%(:U,t) definiert wie in (6.13), (6-14) und Xy — Ay < 4. Seien wie

zuvor Dy = $F = 1 die Schrittweiten zu vorgegebemem Integrationsbereich A;, B;

und Gitterpunkten Mi, N;, 1 =1,2. Dann existiert eine Konstante C'g, so dass gilt:
|| X9 (2, 1) = XFj(2,1)]], <Cs- (D?“T‘W + V2D, + D1>

Beweis. Entscheidend fiir die Fehlerabschétzung ist hier zunéchst eine geeignete Pro-
duktstruktur zu finden, daher wird zunéchst die folgende Unterteilung vorgenommen:

HXg(sc,t) Xg (z,t) H2

s

_Re Z Z (<28 1) (€™6m — 1) - 4y (Ega) - Vo (Em) Wa (A X A’”)H

k l cJ1 meJa

= HRe/g Z Z 1a,,(§)1a,, (&2) f (2, t, ) Wa(dE) z

(k,l)eJr meJ2

‘/ Z Z I, (&)1a,, (&) f(z,t f)WQ(df)H

9 (ki)es, mes

= [ ¥ @@ pa

(k,l)eJr meJ2

IR

(kl)eJy meJy ¥ Bkl

Re/ (e"<™5> — 1) ("2 — 1) -y (&) - Y2 (&) Wa(dE)
g

2

2

wobel

f(ﬂf,t, f) — (ez’<:v,£1> _ 1) (ez’t£2 _ 1) '7/11(&) . 1%(52)
_ (ez‘<x,£m> _ 1) (ez‘tém _ 1) '1/11(&1) ,¢2(€m)
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6.3. Diskretisierung, Simulation und Fehlerapproximation

Der Ausdruck eignet sich in dieser Form noch nicht zur weiteren Abschétzung, daher

wird f wie folgt umgeschrieben:
sz 1) (€% = 1) - (&) - va(é)

(e<msr> = 1) (™ = 1) - ¢h1(&1) - ¥a(&m)
("m0 — 1) (€2 = 1) - Y1 (€n) - Ya(ém)
+ ( )

fla,t,6) = (e
+
+ (06> — 1) (€M — 1) - 4y (&) - Ya(Em)
— (e 1) (€M — 1) -y (€r) - (&)
= (76> — 1) (€2 — 1) - (&) - (1(&1) — V1 (&m)
+ (28> — 1) (e — 1) - (&) - (¥a(Ee) — va(ém))

+ (ei<m,§1> _ 1) (eit& — eitgm) . ’g[)l(gk[) : ¢2(§m)
+ (ei<m,§1> o 6i<1’7£kl>) (eitﬁm _ 1) . ¢1(§k1) . wZ(gm)

Daraus folgt mit der Tatsache, dass (a + b)? < 2(a? + b?):
(e8> —1) (e = 1) - (&) - (1(&r) — ¥ (€n)
+ (8 = 1) (%2 = 1) -9 (&) - (2(E2) — Y2(Em))
+(e"m8m = 1) (€2 — €)1y (Eu) - Y2 (6m)

(er<obr> — i<t (ein — 1) -y () ()|

|f (2,1, &)

_I_

2

)pw&»—)w@—n-%@a«m@o—m&m)
+4 (ei<$7§1> _ 1) (eit@ — 1) 1%(51) : (¢2(£2) - 7/}2<§m))
+4| (e<m8> — 1) (2 — e m) by (Er) - Yo (Em) 2

2

44 (€i<a:,§1> _ ei<x,§kl>) (ez‘tfm — 1) b1 (Er) - 2 (Em) 2
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6. Modellierung eines 3D-OSSRS

Nun ist es moglich, eine Aufteilung anzugeben, welche im Folgenden zu einer geeig-
neten Abschitzung fithren wird. Mit den bisher erarbeiteten Resultaten ergibt sich
zunéchst:

|| X9 (2, t) — XG (2, 0)] |2

< X [ ey e )

(k,1)eJy mEJ2

() - (01(6) — () [deades (622

/ / 4’ i<x,§1> ( it 1)
Agp JAm

“1(&1) - (Ya(82) — Ya(€m))

k L eTJr meJ2

" deadey (6.23)

YD

(k)€ meds Y Bkt

/ 4‘ (6i<a:,§1> _ 1) (eitfg _ ez‘tgm)

a(6) - Yol dend (621

/ / 4’ i<x,§1> z<m 5kl>) ( m 1)
Agp JAm

: 7/11 (gkl) ' w2<£m>

k L) eJr meJ2

" dedé, (6.25)

Somit werden im Folgenden die Terme (6.22)), (6.23), (6.24) und (6.25]) einzeln ab-
geschitzt. Betrachten wir zunéchst (6.22]):

<2° Z Z /kl /Am U (Em)? - [1(&1) — Y1 (&) |” déadéy

(k l cJy meda

£ 2D D AT A iy (A3

(k,l)eJy Akt medJs Am
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6.3. Diskretisierung, Simulation und Fehlerapproximation

Nun gilt:
Z/ (el = 3 el [ de
meJa meJa Am
Ay
= > o)’
meJa M2
_ Ay —2H5-1
Ay & —2H3-1
< 2.— m 3
S m; €]
A2 Mo ( A2)—2H3—1
— 9.2 me —2
w2 ™,

A —2H3 Mo
M, No—1

- I ((By — Do) ™2Hs — A72Ms)
1 1\ s
:' Cl,AQ,BQ,HS'

Weiter gilt nach [31] 1.2.7 mit entsprechenden Konstanten
Clo,C11,0 < 3 < min(\, 22 - L), A2 — A1 < 4 und 0 > 0 beliebig:

3 /A [n (1) — n (€0) [ déy

(k1)

< D(1/A2 8)- <Co 1/)\1( 4—A1+A2)

+Ch ((1 — Dl)l/Az(ﬂl—)\lJr)\z) . A}/AQ(_4_A1+A2)))
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6. Modellierung eines 3D-OSSRS

1 1/)\2(747}\14»)\2)
< D%UAH)% | Cio - B11/)\1(_4_>\1+)\2) +Cn (5)

N J/

-~

C5 E

_ (1/X2=8)-283
- C2,Bl,E - Dy ’

Daraus folgt insgesamt:

1/X9—6)-2
622) < 28'CI,A2,BQ,H3.CQ7BI7E'D§ /X2—6)-20

Da 8 > 0 und 6 > 0 beliebig, gilt diese Abschéitzung fiir (1/A3 —9)-28 > 0. D.h. mit
kleiner werdendem Gitterabstand D; konvergiert (6.22) gegen 0. Als néchstes folgt
die Abschétzung fir (6.23):

@ <>y Y/ U ale) — )l dad

(k)€ meday 7 Bkl
Lon 28 Z Py 51 d& Z/ |@/)2 52 ¢2(§m)| dés
(kD)eg, Bk meJ

Es gilt mit Hilfe des Mittelwertsatzes, dass &a,, € [€m, 2] existieren, so dass
1€l =712 — Jeu T2 = Jlgo] = [€mll - [Hs + 1/2] - [€2m| 7120

Damit folgt:

S [t —aten e
meJa
— Z/ “€| Hy=1/2 _|¢ |=Ha- 1/2} dé,

meJa

—N2—1

- Z/ leal =072 — g2

Ma—1

+ Z/ ||&a|H71/2 — |, H12)

m=Ny

—No—1

D e R

+ Z / [€a] = [Eml[® - | Hs + 1/2)? - |€] 72271 2dE,

m=Ns
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6.3. Diskretisierung, Simulation und Fehlerapproximation

— By

< D2 |Hy+1/2 / 6] 2512,
— Ay

Mo
D3 Hy 122 Y (]2 / dé
Am

m=Ns

D; - |Hs + 1/2|2'

2H3 + 2 (82—2H3—2 - A2—2H3—2)

Mo
—|—D2 |H3 + 1/2‘2 2H3 3 (/ y2H33dy) . D2

No—1

— Dg A |H3 + 1/2|2 . (B;2H372 _ A272H372)

2H; + 2

+D, % [ Hs + 12 g (Ve = 7072 = My 0 75)

Hs + 2

1
2H; + 2

D3 - |Hs+1/2- (A2 py2Hs=2)

1 A2 —2H3—2
Dy Hy +1/2]? ==
Mt [Hs + /|2H3+2<D2)

_ 2
- C37A2,327H3 ’ D2

weiter gilt nach [31] 1.2.2 mit entsprechender Konstante Ci:

> i (61)?dés

(k,D)eJy Akl

~ A s et ! Ao Z220 4y
<C-2n | ——— (B M -1 7(1_ AV2) T )
= <2—)\1+>\2< ! U ES Wy (4v2)

= Cy.B
Daraus folgt insgesamt:
([6:23]) < 2. C3,A2732,H3 ’ C47A1,Bl ) Dg

D.h. also, der Term (6.23) konvergiert fiir kleiner werdenden Abstand D gegen 0.
Als néchstes folgt die Abschitzung fiir (6.24)):

L BEED SIS A m\(eit&—e@'tﬁm)-w1<£kl)-w2<§m>\2dé2d§1

(k1)eJy meJsy Y Akt

gt ST p(g)tde - S /

(k)edy VB meJs

thz _ thm’ Q/}Q(gm) d€2
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6. Modellierung eines 3D-OSSRS

Der erste Teil ergibt sich analog zur Abschétzung in ([6.23]). Somit bleibt zu betrach-
ten:

S [ e el nran < [ i - gaPlea s,

medJa meJa

<l D5 Y [ el e

meJo

[Analog zu M)] < |tmaX|2D§ ’ Cl,A27B27H3
Daraus folgt insgesamt:

(m) < 2" C4,A17B1 : Cl7A27Bz,H3 ) |tmax|2 ) Dg

D.h. also der Term (6.24]) konvergiert fiir kleiner werdenden Abstand D, gegen 0.
Zuletzt folgt die Abschitzung fiir (6.25]):

<2y Y

(k) eJy medy ¥ Bkl

Ton i i
o 24 § : / ‘ez<$,§1> _ez<$,§kl>

[ e o) ) - (6| deads

2
. 2d . 2d
(2 (gkl) &1 E /Am @Z)Q(gm) 3

meJa

Der zweite Teil ergibt sich analog zur Abschidtzung in ([6.22]). Somit bleibt zu be-
trachten:

E : / ’6i<m,£1> o ei<a:,§kl>
Ay

(k,l)eJq

g P1(&1)2dé

< Z /Akl ][5 - 1€ = Eull3 - 1 (&) d&

(k,)eJy
) 2
(Analog 2 @2B)] < [lal- (V2D1) + Caaps
Daraus folgt insgesamt:
(m < 25 : CI,AQ,BQ,HS : C(4,141,31 : D%

D.h. also der Term (625]) konvergiert fiir kleiner werdenden Abstand D; gegen 0.
Die globale Konstante C3 wihlt man dann als das Maximum aller vorhandenen

Konstanten der Abschétzungen fiir die Terme ([6.22] - [6.25]). O
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6.3. Diskretisierung, Simulation und Fehlerapproximation

Bemerkung 6.3.3

Proposition [6.3.1] und 6.3.2] erméglichen nun, X beliebig genau zu approximieren.
D.h. fiir € > 0 beliebig, wihle Ay, As, By, Bs, so dass in Abhéngigkeit von C7, Cs, Cs
und F:

—243X1—Xo

N —2-A1+Ag R R
@ <A1 (A 02)) +B, M By Ay <

€
2
Wihle daraufhin die Schrittweiten D; = ]f}— = % bzw. die Anzahl der Gitterpunkte
M;, N;,© = 1,2 in Abhéngigkeit von Ay, As, By, Bo, Cy und E, so dass

oy (Dglm—a)ﬂ V2D, +D1) < %
Somit folgt mit der Dreiecksungleichung, dass

|| X (. t) = X5 (. 0)||, <||X(z,t)— X9(x,1)]],

+ HXg(x,t) —XM(x t)H2

<e

Die folgende Bedingung zeigt, welcher Zusammenhang zwischen H; und H, erfor-
derlich ist, damit die angegebene Approximation Giiltigkeit hat.

Bemerkung 6.3.4

Die Bedingung Ay — A\; < min(2,2A; — 2) in dominiert die Bedingung in
und bietet dennoch eine grofle Auswahl an Kombinationen aus \; < Ay bzw. H; =
A1 > Hy = \;'. Betrachten wir zunichst den Fall \; > 2, dann gilt

1

M—M<2&Hye| ——,
2 1 2 <2+H11

H1:| )
im zweiten Fall ergibt sich:

1
- <2\ -2 Hye | ——— Hy{|.
2 1 1 2 <3H11—2 1]

So erhilt man z.B. fir H; = 0.5, dass Hy € (0.25,0.5], was eine sehr flexible Model-
lierung ermoglicht.

Insgesamt wurde alsogezeigt, dass die Approximation des Zufallsfeldes sinnvoll ge-

wahlt ist. Dies gibt uns die Rechtfertigung zur Angabe eines Simulationsalgorithmus,
den wir zum Abschluf} dieses Kapitels angeben mdochten.
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6. Modellierung eines 3D-OSSRS

6.4. Approximationsalgorithmus

Der Quellcode zu folgendem Approximationsalgorithmus kann aus [A.1l entnommen
werden. Die Berechnung lduft in Adaption zu [31] in folgenden Schritten ab:

1. Simulation von (2M;)? x 2M, ii.d. komplexwertigen N, , Zufallsvariablen
Wo(Agim), (k1) € Ji,m € J, mit Parametern p = 0,0 = D DY?.

2. Berechnung von fim = ¥1(&ky) - ¥2(&n) fur (k,1,m) € Jy X Ja.
3. Berechnung von Zy ;. = fiim - Wa(Akim)-

4. Berechnung von

H%qu,vath) — Z eib1(u-k+v-l) (Z eibz-h-m . Zk,l,m . Z Zk,l,m)

(ke meJa meJa
_ Z pib1 (uk+v-1) (FFTlD(Zk,l,m) _ Z Zk,l,m)
(]CJ)EJl meJo
= FF'Ty)p (FFT1D<Zk,l,m) — Z Zk,l,m)
meJa

fir (u,v,h) € Jy x Jo.

5. Berechnung von

X](‘\;g<xu,v7 th) = Re (H]%<xu,v7 th)) — Re (HJQ\;ﬂ<07 07 th)) ~ X<xu,v7 th)

Hierbei sind F FT,p, FFTip geeignete Versionen der zweidimensionalen, bzw. eindi-
mensionalen Fast Fourier Transformation, welche in den meisten Programmbiblio-
theken fiir numerische Berechnungen (wie etwa fiir Matlab, Java oder C++ verfiig-
bar) bereits implementiert sind. Durch diese Transformation wird eine sehr effiziente
Methode zur Simulation bereitgestellt.
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Abb. 7.1.: Breites Anwendungsspektrum wie Pflegemittel fiir Kontaktlinsen, Lot-Material
in mikroelektronischen Anwendungen oder Bindemittel in Kosmetika. Bildquellen: [43, 44,

5.

Das folgende Kapitel ist aus einem gemeinsamen Artikel der oben genannten Auto-
ren entstanden und erscheint im Philosophical Magazine ?7.

Im Rahmen dieser Dissertation soll anhand dieses Kapitels aufgezeigt werden, welche
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7. Anwendung: Simulation von Entmischungsvorgingen mit OSSRSs

flexiblen Modellierungen mit OSSRSs moglich sind. Da nun Ort- und Zeitabhéngig-
keiten sowie die rdumliche Anisotropie unabhéingig voneinander modelliert werden
konnen, lassen sich die physikalischen Phénomene, welche im Folgenden beschrieben
werden, sehr gut simulieren.

In vielen modernen technischen Anwendungen werden diverse Mehrphasengemische
verwendet, um den anspruchsvollen mechanischen, chemischen und elektrischen An-
forderungen gerecht zu werden. Um ihre strukturellen Eigenschaften als kontinu-
ierliche makroskopische Materialien zu verstehen ist es wichtig, die Mikrostruktur
dieser Mischungen zu erfassen, speziell das Verstindnis der Phasentrennung und
Vergroberung der Mehrkomponenten-Systeme auf der Mikrostrukturebene ist von
besonderer Bedeutung fiir eine breite Palette an Anwendungen.

Die mikrostrukturelle Anordnung héngt zum einen von der Konfiguration des Sys-
tems und dufleren Antriebskriften ab, aber insbesondere auch zuféllige physikalische
Unzulédnglichkeiten innerhalb des Materials sowie zuféllige Storungen im thermo-
dynamischen Feld beeinflussen im Wesentlichen die mikrostrukturelle Entwicklung.
Da alle physikalischen Prozesse zu einem gewissen Grad zufélligen Inhomogenitéaten
unter realistischen Bedingungen ausgesetzt sind, kann der Einfluss von zufélligen
Erscheinungen in modernen physikalischen Modellen nicht vernachlassigt werden.

Zur Beschreibung der mikrostrukturellen Konfiguration verwenden wir ein erweiter-
tes Cahn-Hilliard Phasenfeldmodell, welches eine Evolutionsgleichung fiir die Dif-
fusion in heterogenen Festkorpergemischen darstellt. Dieses Diffusionsmodell haben
wir im Rahmen unserer Zusammenarbeit um Einflussgroflen resultierend aus aniso-
tropen Zufallsfeldern erweitert. Diese spielen bei der Darstellung mikrostruktureller
Verédnderungen eine essentielle Rolle, da diese Zufallsfelder addquat physikalische In-
homogenitédten im Material abbilden kénnen. Zur Darstellung der Vielseitigkeit und
Flexibilitat unseres Modells fithren wir numerische Simulationen von Entmischungs-
vorgidngen im bindren, eutektischen Weichlot Sn-Pb durch und vergleichen unsere
Ergebnisse mit Experimenten. Es ist das erste Mal, dass die mikrostrukturelle Ent-
wicklung in einem Mehrkomponenten-System mit OSSRSs modelliert wird, wobei
die erzielten Resultate unsere Erweiterung rechtfertigen.

Lange Zeit war die Material-Modellierung und Untersuchungen zur Mikrostruktur
vor allem durch empirische Studien geprigt. Systematische experimentelle Beob-
achtungen lieferten die bendtigten Ergebnisse, um strukturelle Eigenschaften der
betrachteten Materialien abzuleiten. Allerdings ist in den letzten Jahrzehnten das
Interesse an der mathematischen Modellierung von Materialien auf verschiedenen
Langen-und Zeitskalen stetig gewachsen. Das Hauptziel dieser Disziplin besteht dar-
in, ein Modell sowie numerische Simulationen zu entwickeln, um ein Versténdnis fiir
die physikalischen Prozesse innerhalb der Materialien zu gewinnen. Auflerdem sollten
solche Modelle Vorhersagen fiir das Materialverhalten von zukiinftigen Anwendun-
gen liefern. Hierbei sind experimentelle Daten noch eine wesentliche Quelle fiir die
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Validierung und Parametrisierung der Materialmodelle. Bei der Modellierung strebt
man eine minimale Anzahl von Parametern an, wobei die Ergebnisse gleichzeitig mit
den Experimenten iibereinstimmen sollten. Hierbei ist es also wichtig, die dominie-
renden Groflen und Einfliifle sekundérer Ordnung herauszufiltern sowie Variablen,
die zu vernachléssigen sind. Das Ziel ist immer ein recht einfaches Modell abzuleiten,
welches die komplexen Prozesse in der Realitdt hinreichend genau abbilden kann.

Die schnelle Entwicklung im Bereich des wissenschaftlichen Rechnens erméglichte
die Einbettung der mathematischen Materialmodelle in den Rahmen eines numeri-
schen Approximations-Schemas, wie z. B. spektrale Methoden oder Finite-Elemente-
Analyse. Insbesondere im Bereich der diffusionsinduzierten Phasentrennung und Ver-
groberung der berechneten Prozesse wird mit diesen Methoden die Trennung der
Mischung in verschiedenen Phasen und auch die Rate der Wachstumsphase sehr gut
abgebildet. Allerdings entspricht diese deterministisch berechnete Mikrostruktur ei-
ner ideal glatten Lamelle, welche nicht realistisch ist. Eine typische Mikrostruktur der
Phasenevolution in einem eutektischen Sn-Pb-Lot ist in Abbildung dargestellt.
Die Aufnahme zeigt Bereiche unterschiedlicher Mikrostruktur zu einem festen Zeit-

Abb. 7.2.: Aufnahme einer 100 um x 50 um eutektische Sn-Pb Platte nach 10h Alterung
bei einer Temperatur von 146° C. Die blauen Bilder zeigen die entsprechend simulierten

Mikrostrukturen.

punkt. Es gibt einige Bereiche, in denen sich orientierte Lamellen-dhnliche Strukturen
entwickelt haben und in benachbarten Regionen entstehen verzerrte blasendhnliche
Partikel. Aber wodurch entsteht die Divergenz der Beobachtungen von der idealen
Theorie? Ein Materialwissenschaftler wiirde antworten, dass nichts perfekt ist und
es immer externe Storungen gibt, Temperaturschwankungen und Inhomogenitéten,
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7. Anwendung: Simulation von Entmischungsvorgingen mit OSSRSs

und auf lange Sicht ihr Einfluss schwindet. Allerdings ist die spezielle Mikrostruktur
direkt durch korperliche Méngel im Material und durch zuféllige Abweichungen in
den dufleren thermodynamischen Feldern betroffen. Nach unserer Auffassung kann
der Einfluss solcher zufélligen Phdnomene nicht in den modernen physikalischen Mo-
dellen vernachléssigt werden.

Um solche Storungen mit zu modellieren, prasentieren wir hier einen neuen Ansatz
zur Beschreibung von Phasenevolutionen. Wir wollen ein kohérentes Diffusionsmodell
fiir Phasenseparation und Vergroberung der Phasen présentieren, welches zuféllig
treibende Krifte berticksichtigt. Zu diesem Zweck nutzen wir ein OSSRS im Cahn-
Hilliard Phasen-Feld Modell, um die Phasenevolution in einer bindren Mischung zu
beschreiben.

Natiirlich sind wir nicht die ersten, welche stochastische Diffusions-Modelle einfiihren.
Das Interesse an diesen Erscheinungen geht zuriick auf die frithen Arbeiten von Cahn,
Cook und Hilliard [16, 17, [18]. Alle nachfolgenden Modelle basierten auf dieser Theo-
rie, welche auf Gaussian White Noise und Brownian Motion als Stérquelle beruht.
Jedoch kann auch mit diesen Modellen nur unzureichend abgebildet werden, wie wir
im Folgenden présentieren.
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7.1. Motivation

7.1. Motivation

In mikroelektronischen Bauteilen werden diverse metallische Verbindungselemente
verwendet, welche die mechanische als auch die elektrische Bindung der verschiede-
nen Systemkomponenten sicherstellen. Hierbei entscheidet gerade die Lebenserwar-
tung der verwendeten Lotmaterialien {iber die Zuverléssigkeit der gesamten Struktur.
Denn vor allem Korn- und Phasengrenzen stellen Bereiche dar, die fiir mechanisches
Materialversagen in Form von Rissinitialisierung und -ausbreitung besonders anfallig
sind, sieche Abb. Diese Problemstellung erhélt in Zeiten der Miniaturisierung mi-
kroelektronischer Bauteile (z.B. Multifunktionshandys, Notebooks, etc.) ein wach-
sendes Interesse. Denn fiir besonders kleine Bauteile erhcht sich der Einfluss der
Mikrostruktur auf das Verhalten des Gesamtsystems. Weitere Anwendungen finden
sich beispielsweise in der Herstellung von Kosmetika ((74]), deren Lebenserwartung
und Zuverlassigkeit aufgrund ihrer mikroskopischen Beschaffenheit zu untersuchen
ist.

Abb. 7.3.: Mechanisches Versagen durch Risse entlang der Phasengrenzen in einem Lot-
ball. Bildquelle: [15].

Abb. 7.4.: Mikroverhalten von Bindemitteln in Kosmetika. Bildquelle: [46]

In unseren Untersuchungen konzentrieren wir uns auf zweiphasige Lotlegierungen.

97



7. Anwendung: Simulation von Entmischungsvorgingen mit OSSRSs

7.2. Modellierung der Phasenentmischung und
Vergroberung

Die Verteilung der einzelnen Phasen eines Mehrkomponentengemisches ldsst sich
iiber ihre Konzentrationen ¢y, co, etc. darstellen. Fiir ein bindres Gemisch gilt ¢o =
1 —¢; =: ¢. Um die zeitliche Entwicklung des Konzentrationsfeldes ¢ (x,t) inner-
halb eines reprasentativen Gebietes (2 im Zeitintervall (0, 7) zu untersuchen verwen-
den wir ein Diffusionsmodell, welches urspriinglich von Cahn und Hilliard in [16]
entwickelt wurde und erweitern es um einen Zufallsprozess. Somit erhalten wir die
Problemstellung in klassischer Form als: Finde ¢ : Q x (0,7) — R so dass

Oc .

=V (MVp) + ¢ (2,1)
=V (MV (9.9 — AAc)) + & (2, 1) (7.1)

in Q x (0,7) gilt. j steht hier fiir den Konzentrationsfluss, der durch das negative
Produkt aus Mobilitét M (¢) = Dc (1 —¢)I (mit Diffusionskoeffizient D) und dem
Gradienten des chemischen Potentials p gebildet wird. Das chemische Potential ist
eine Grofle, welche sich aus der variationellen Ableitung 6. (e) = 0. (o) — V (Ov. (e))
der Systemenergie F (c) ergibt:

A
Ble)= [ (% 0) ag mit 0 = 2 Ve, (72
Q

wobei U™ den Beitrag der Oberflachenenergie zur Gesamtenergie (Helmholtzener-
gie) darstellt. Der Materialparameter A = xI?, der sich aus der Oberflichenenergie-
dichte x und der Langenskala [ der Ubergangsbereiche der einzelnen Phasen zusam-
mensetzt, gewichtet den Einfluss der Kriimmung der bei der Entmischung entste-
henden Partikel. ¥" stellt hier die freie chemische Energiedichte des Gemisches dar.
Die chemische Energiedichte lasst sich experimentell ermitteln. Gemafl der Flory-
Huggins Theorie thermodynamischer Gemische [22, 29] lautet die allgemeine Form
von Weh:

U(e) =T (c)=gic+ga(1—c)+0[cln(c)+ (1 —c)ln(l—c)]+xc(l—c)
(7.3)

Hierbei sind 6 und x temperaturabhéngige Materialparameter, welche die chemische
Wechselwirkung zwischen den Bestandteilen des Gemisches erfassen. Die Terme g;c
und g, (1 — ¢) quantifizieren die freie Energiedichte der einzelnen Komponenten. Die
Anfangskonzentration des Gemisches sei bekannt ¢ (z,0) = ¢ (). Um die Massen-
erhaltung zu gewéhrleisten und die natiirlichen Randbedingungen aus der Variation
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7.3. Numerische Approximation und Diskretisierung des Problems

des Energiefunktionals (Z.2)) mit einzubeziehen, werden homogene Neumannrandbe-
dingungen vorgeschrieben:

oY (c)

<j,n>=<MVpyu,n>=< MV ( 50

—)\AC),n>:O in 0Q x (0,7) (7.4)
<Ven>=0 inodQx(0,7) (7.5)

Hierbei ist n das Einheitsnormalenvektorfeld zu 0f).

Das Zufallsfeld £ (x,t) stellt eine entscheidende Erweiterung unseres Modells dar.
Zwar gibt es bereits einige Arbeiten in Anlehnung an [17, [I8], jedoch werden die
Zufallsprozesse in diesen Arbeiten stets als isotrope Gaufi-Prozesse (weifles Rauschen,
Brownsche Molekularbewegung, etc.) modelliert. Da sich in Experimenten gezeigt
hat, dass sich physikalische Inhomogenitéiten (Defekte in der Kristallstruktur, etc.)
im Allgemeinen anisotrop im Material verteilen, haben wir uns dazu entschieden hier
operatorskalierte, anisotrope Zufallsfelder in das bestehende Cahn-Hilliard Modell
einzuarbeiten. Die Motivation gerade diese Klasse von Zufallsfeldern zu verwenden
entstand durch Prof. H.-P. Schefflers Arbeiten zur anisotropen Diffusion in porésen,
heterogenen Medien [0, 41]. Da es sich bei der Phasenentmischung und Vergroberung
im Grunde auch um diffusionsinduzierte Prozesse handelt, war die Einarbeitung
der in diesen Arbeiten verwendeten Zufallsfelder eine konsequente Erweiterung des
Modells.

7.3. Numerische Approximation und Diskretisierung
des Problems

Fiir die numerische Approximation leiten wir vorerst die primale variationelle Formu-
lierung der betrachteten Diffusionsgleichung her. Dazu multiplizieren wir Gleichung
([Z1) mit einer Testfunktion ¢, verwenden die Greenschen Integralformeln im Zusam-
menhang mit den homogenen Randbedingungen (74 [Z.H) und erhalten die Form:
Finde ¢ € H? (2) so dass

dc

90 = — (/ M,V (9,9) Vo dQ + A/ V (M,) AcVpd€) + )\/ M,AcAy dQ)
o Ot Q Q Q

+/£g0dQ Vo€ H*(Q)

N (7.6)
erfiillt wird. Fiir die rdumliche Diskretisierung der Gleichung (7.6]) verwenden wir ein
Galerkinverfahren, das auf dem isogeometrischen Finite-Element Konzept aufbaut.
Hierzu verwenden wir einen endlichdimensionalen Testraum V" ¢ H? (Q2), der durch
global mindestens C'-stetige Basisfunktionen aufgespannt wird. Diese hohe Stetig-
keitsanforderung realisieren wir durch den Einsatz von B-Splines als Basisfunktionen
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7. Anwendung: Simulation von Entmischungsvorgingen mit OSSRSs

unserer FE-Formulierung, vergleiche mit [25] 2], [3]. Die zeitliche Diskretisierung wur-
de durch ein implizites Crank-Nicholson-Verfahren umgesetzt.

100



7.4. Simulation der Entmischung und Vergréberung in einem Weichlot

7.4. Simulation der Entmischung und Vergroberung
in einem Weichlot

Sowohl bei der numerischen Simulation als auch bei allen experimentellen Untersu-
chungen konzentrieren wir uns auf das eutektische Weichlot Sn-Pb (63% Sn, 37%
Pb). Wéhrend der Alterungsexperimente der Sn-Pb-Legierung bei 150°C zeigte sich
in den mikroskopischen Aufnahmen der geschliffenen und polierten Proben ein sehr
heterogenes Materialgefiige (sieche Abb. [[H]). Zwar kann man ganz klar eine Pha-
senentmischung und spétere Vergroberung der anfianglich homogenen Legierung be-
obachten, jedoch gibt es auf globaler Ebene keine einheitlichen Gefiigestrukturen.
Es finden sich Bereiche, in denen sich orientierte Lamellenmuster ausbilden, sowie
Gebiete, in denen sphérische Partikelstrukturen zu finden sind.

Ohne den Einfluss duflerer anisotroper Kraftfelder ist man stets darauf beschréinkt
reine sphérische Partikelstrukturen oder unorientierte Lamellenmuster (fiir den Fall,
dass ¢y nahe bei 0.5 ist) abzubilden. Abb. illustriert sehr deutlich, dass unser
numerisches Diffusionsmodell durch den Einsatz operatorskalierender Zufallsfelder
in der Lage ist, beliebige Mikrostrukturen abzubilden.

D1 O 2 .

t=2h t=16h t=60h
Abb. 7.5.: Mikroaufnahme eines Alterungsexperiments von eutektik Sn-Pb bei einer Tem-
peratur von 150 °C. Hierbei beschreibt t die Zeit nach der Erstarrung.

7.4.1. Simulation des deterministischen Diffusionsmodels

Fiir die Simulation der mikrostrukturellen Entwicklung innerhalb des determinis-
tischen Modells setzen wir & = 0. In dieser Situation beobachtet man das typische
Szenario isotroper Zersetzung. Simulationsergebnisse fiir die frithen Stadien der Pha-
senseparation sind in Abb. dargestellt. Der Prozess der Phasenvergroberung und
Reifung ist in Abb.[[.7]dargestellt. Die rechteckige Form der Phaseninseln in den sehr
spaten Stadien bildet eine Minimierung der Oberflichenenergie. Dieser Effekt sieht
nicht realistisch aus, ist jedoch in der idealisierten Cahn-Hilliard-Theorie inhérent.
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Abb. 7.6.: Simulationsergebnisse der Zersetzung mit dem deterministischen Modell
wéhrend der frithen Stadien der Phasenseparation.

Abb. 7.7.: Simulationsergebnisse der Zersetzung mit dem deterministischen Modell
wéhrend der frithen Reifephase.

7.4.2. Simulation des stochastischen Diffusionmodells

Um anisotrope zufillige Storungen in das Diffusionsmodell zu implementieren setzen
wir nun ¢ wie in Gleichung (6.35]) gegeben. In all unseren numerischen Simulationen
wirkt unser Zufallsfeld nur in den sehr frithen Phasen der Zersetzung, was auch aus
physikalischer Sicht sinnvoll ist, da das Material sehr schnell einen stabilen Zustand
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7.4. Simulation der Entmischung und Vergroberung in einem Weichlot

erreicht, in dem der Einflufl von dufleren Stérungen sehr schnell abnimmt.

Im ersten Beispiel wollen wir die Entwicklung der zuféllig verzerrten Partikel wahrend
Phasenseparation darstellen. Dieses kann durch ein isotropes Zufallsfeld mit folgen-
den Parametern abgebildet werden:

Hy, = Hy, = 0.35, H3 = 0.99, 6; = (1,0), 6, = /2. (7.7)

Auch diese Simulation startet in einem homogenen Stadium, das in dem instabilen
Regime gekiihlt wird. Der Einfluss des Zufallsfeldes wiahrend der Phasenseparati-
on ist offensichtlich (Abb. [[.§). Durch den zufilligen Beitrag wird eine Morphologie
entwickelt, die in Ubereinstimmung mit den experimentell beobachteten, nicht ori-
entierten unregelméfigen Mikrostrukturen in Abb. steht, im Gegensatz zu den
reguldren sphérischen und elliptischen Phaseninseln in der deterministischen Simula-
tion. Die simulierte Mikrostruktur zeigt nach der Trennung der Phasen eine typische
Vergroberung, siche Abb.

Abb. 7.8.: Entwicklung der verzerrten Partikel wihrend der friihen Stadien der Phasen-
separation innerhalb der stochastischen Diffusionsmodells (tmax = 0.00375).

N ~
t* = 0.1805 t*=2.0

Abb. 7.9.: Entwicklung der verzerrten Partikel wéahrend der friihen Stadien der Reifephase
innerhalb der stochastischen Diffusionsmodells (tmax = 0.00375).

Im zweiten Beispiel prasentieren wir den Einfluf} eines anisotropen Zufallsfeldes mit
einer durchschnittlichen Orientierung -45°. In dieser Konfiguration ist es moglich, die
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7. Anwendung: Simulation von Entmischungsvorgédngen mit OSSRSs

Struktur der orientierten Lamellen zu reproduzieren, wie man sie wiahrend der Alte-
rungsexperimente von eutektischen Sn-Pb beobachtet, vgl. Abb. Die lamellare
Mikrostruktur entsteht vorwiegend wihrend der frithen Stadien der Phasenseparati-
on. In den spéteren Stadien der Vergroberung wachsen diese Strukturen zusammen
und eine klare Orientierung kann nicht mehr erkannt werden.

t=2h t=06h t=12h
Abb. 7.10.: Mikroaufnahme von beobachteten Lamellenstrukturen wéahrend eines Alte-
rungsexperiments von eutektik Sn-Pb Loten.

Die bendtigten Parameter fiir ein solches Feld sind gewahlt als:

1

Hy =035 Hy=04, Hy=0.75, 0, =¢ 1™, @y = ¢ "1 " (7.8)

Die Simulationsergebnisse fiir die mikrostrukturelle Entwicklung, welche durch dieses
Zufallsfeld getrieben sind, decken sich mit den beobachteten Ergebnissen. Bei Beginn
der Entmischung entstehen lamellare Strukturen mit einer durchschnittlichen Ori-
entierung von -45° wie erwartet, siche Abb. [[.T1l Nachdem der Einfluss des Feldes
bei t* = 0.00375 verschwindet, startet der Reife- und Stabilisierungsprozess analog
zum deterministischen Modell, eine gewisse Orientierung bleibt analog zu den expe-
rimentellen Ergebnissen jedoch erhalten, siehe Abb.

— LY .- \
t* = 0.00375

Abb. 7.11.: Entwicklung der lamellaren Mikrostruktur wéhrend der frithen Stadien der
Phasenseparation innerhalb des stochastischen Diffusionsmodells (tmax = 0.00375).
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7.4. Simulation der Entmischung und Vergroberung in einem Weichlot

Abb. 7.12.: Entwicklung der lamellaren Mikrostruktur wéihrend der frithen Stadien der
Reifephase innerhalb des stochastischen Diffusionsmodells (tpyax = 0.00375).

Als letztes Beispiel und Ausblick wird nun noch die Simulation einer kristallinen
Struktur vorgestellt. Wie in Abbildung zu sehen, gibt es lokal verschiedene Orien-
tierungen. Daher ist ein Zufallsfeld wiinschenswert, welches diese lokal verschiedenen
Einfliisse beriicksichtigt. Wir haben daher ein Zufallsfeld mit lokal unterschiedlichen
Parametern konstruiert, wie in Abbildung zu sehen.
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7. Anwendung: Simulation von Entmischungsvorgingen mit OSSRSs

Abb. 7.13.: Illustration eines zellenférmigen kristallinen Zufallsfeldes bei t* = 0.0001. Die
schwarzen Linien dienen nur der Veranschaulichung.

Dieses liefert die gewiinschten Ergebnisse von lokal unterschiedlichen Einfliissen, wie
in Abbildung [7.14] zu sehen.

~

’ : o - a 4
N . %O
=& et

t* = 0.00015 t* = 0.001

Abb. 7.14.: Simulation von anisotroper Diffusion mit kristalliner Orientierung.

7.5. Zusammenfassung der Studie

Insgesamt ist deutlich geworden, dass die Brown “sche Bewegung eine zu einfache
Beschreibung der Diffusion in komplexen Systemen ist. Wir haben gezeigt, dass die
Einbindung der OSSRSs eine sinnvolle Erweiterung des Cahn-Hilliard Phasen-Feld
Modells darstellt. Unser Modell deckt sich mit den experimentellen Beobachtungen.
Weiterfithrend ergeben sich viele neue Fragen. Ein ganz interessanter Punkt ist die
Parameterschitzung der Zufallsfelder, welche zur Zeit fiir diese Experimente noch
nicht gewéhrleistet werden kann.
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Aufbauend auf den bisherigen Ergebnissen ergeben sich weitere spannende Fragen
und Aufgaben. Fiir Fractional Brownian Motion und Fractional Brownian Sheets
gibt es eine Vielzahl von Forschungsergebnissen, welche mit der hier erarbeiteten
Konstruktion auf die Klasse der OSSRSs iibertragen werden oder zumindest als
Anhaltspunkt fiir weitere Forschungsrichtungen verwendet werden kénnen.

Dariiber hinaus gibt es auf dem Gebiet der OSSRF's ebenso weitere interessante
Ergebnisse. So wurden in [12] OSSRFs X (z) entwickelt fiir Matrizen E(x), d.h. die
Parameter des Zufallsfeldes sind abhiingig vom Ort € R%. Diese Ergebnisse lassen
sich auf OSSRSs iibertragen und bieten ein breites Anwendungsspektrum. Es ist nun
also moglich, lokale anisotrope Strukturen zu erschaffen, die des Weiteren verschieden
“raue” resp. “glatte” Gebiete zulassen, siehe Abb. Rl

Time = 05

A

> * k” ,

S ¥
o

Abb. 8.1.: Realisation eines OSSRSs mit Parametern H (x), A\1(z), A2(x)

Eine nédchste Aufgabe besteht in der Schéitzung geeigneter lokaler Holderexponenten
und geeigneter lokaler Richtungen. Da in Kapitel [ die Holderregularitét detailliert
behandelt wurde, kénnen wir in einem néchsten Schritt geeignete Techniken zur
Schétzung entwickeln. Somit konnen wir fiir Strukturen wie beispielsweise in Abb.
zu sehen, geeignete Parameter anpassen und dhnliche Strukturen modellieren.
Dies wurde beispielsweise in [19] mit Hilfe von Multifractional Brownian Motion
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8. Ausblick, Weiterentwicklungen

vorgenommen. Da wir nun auch geeignete lokale Anisotropien zulassen kénnen, soll-
te hier eine Verbesserung der bisher erkannten Resultate moglich sein.

Eine geeignete Parameterschéitzung ist ebenso fiir Anwendungen, wie in Kapitel
[7 prasentiert, interessant. Um Strukturen wie in Abb. zu sehen, geeignet zu
modellieren, ist es in einem néchsten Schritt wiinschenswert, die Orientierung und
Korngrolen geeignet schétzen zu konnen, um realistische Simulationen aufgrund von
Messdaten vornehmen zu konnen.

Abb. 8.2.: Hohenkarte der Sierra Nevada, Bildquelle: [47]

Insgesamt 148t sich feststellen, dass auf dem Gebiet der OSSRF und OSSRS die
entscheidenden Grundlagen geschaffen wurden und sich nun ein reichhaltiges und
vielseitiges Forschungsgebiet erschlieit, auf Basis dessen weitere erfolgreiche Arbeiten
moglich sind.
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A. Programmierung von OSSRSs

A.1. Erzeugung von OSSRSs iiber die Harmonizable

Darstellung

%Parameters :

% alpha : Index of stability of the stable r.v. ( alpha \in (0, 2] )
% H1 : smoothness parameter for space (dimensions z, y)

% H2 smoothness parameter for time

% A half size of edge of domain of integr. in space ( [-A, A]"2)
% T half size of domain of integration in time ( [-T, T] )

% M half number of steps in each space dimension

% N half number of steps in time (time: {—N, ..., N—1} = (T/N) )
% al, a2 : eigenvalues of scaling matriz in 2d space (dimensions z,y)
% vl, v2 : angles of eigenvectors of scaling matriz in 2d space

% C1, C2 : scaling factors in direction of the eigenvectors

% C3 : scaling factor in time

% rho : parameter rho of function phi

% recommendation : C1=C2=C8 = 1, rho=2

function [Y, tmin, tmax]=genMOS2dld(alpha, H1, H2, A, ....
T, M, N, al, a2, vl, v2, Cl1, C2, C3, rho)
Part 1: Simulation of isotropic stable r.v.s
Part 1.1: Simulation of complexr isotropic gaussian r.v.s
complex (randn (2+M, 2xM, 2xN)  randn(2+M, 2xM, 2xN));
= Zx (A/M)"(2/alpha)*(T/N)"(1/alpha);

N N R R

% Part 1.2: If alpha < 2, then multiply with sqrt of stable r.wv.
% parameter beta’ = 1 and alpha’ = alpha/2
if alpha < 2
Alshift = tan(pixalpha /4);
Al = rstab (alpha/2,1,8«M«M«N) + Alshift;
Al = (cos(pixalpha/4))"(2/alpha)*reshape(Al,2xM,2xM,2+N);
Z =A1."(1/2).xZ; % realease memory by deleting array
%which is mot needed any more
clear (’Al’);
end;
clear (’Z1’); % realease memory by deleting array
% which is mot meeded any more
% Part 2: calculation of kernel function phi
[km, lm, mm] = meshgrid(—A:(A/M):(A—(A/M)),—A:(A/M): (A—(A/M)) ,...
—T: (T/N): (T—(T/N)))

phi = (Clx(abs(km*cos(vl) + lm*sin(vl)))." (rho/al)
+ C2x(abs(kmxcos(v2) + lm*sin(v2)))." (rho/a2))...
."( (-Hl—(al4a2)/alpha) /rho);

phi = phi .* (( C3 % abs(mm)) ."(—H2-1/alpha) );

clear (’km’,’lm’ , 'mm’)

% Part 8: set center elements to zero (to avoid infinity)
phi M:M+1, M:M+1, :) = 0;
phi(:, :, N:N+1) = 0;

with
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A. Programmierung von OSSRSs

% Part J: Multiply simulated random wariables and values of phi
Y = phi.xZ;
clear(’phi’, ’Z’);

% Part 5: FFT in 3rd dimension (time)
Y = fftshift (Y, 3);

for iz = 1:(2«M)

FT = fft (( reshape( Y (:, iz, :), 2xM, 2xN) )’ );
Y(:, iz, :) = FT’;

end;

YL =Y(:, :, 1);
Y =Y — repmat (Y1, [1, 1, 2xN]);
clear( 'Y1’);

Y = fftshift (Y, 3);

% Part 6: FFT in 1st and 2nd dimensions (space)

Y = fftshift (Y, 1);

Y = fftshift (Y, 2);

Y = fft2(Y);

Y = real(Y — repmat(Y(1, 1, :), [2xM, 2xM, 1]) bk
Y = fftshift (Y, 1);

Y = fftshift (Y, 2);

% Part 7: Graphic output (generate movie)

%center to 0
Y =Y — repmat (mean(mean(Y)) ,[2*M,2%«M,1]);

% find minimal and mazimal values of simulated MOSSRF
tmax = max(max( max(Y)));
tmin = min(min( min(Y)));
Y = Y. /max(tmax,—tmin );

tmax = max(max( max(Y)));
tmin = min(min( min(Y)));

Y(:,:,(N+1):(2«N)) = [];
nframes = N; % number of frames in the mowvie
Frames = moviein(nframes); % initialize the matriz ’'Frames’

for k=1:nframes
mesh (0:1/(2+«M):1—-1/(2«M) ,0:1/(2«M):1—-1/(2+M) ,Y(: , :, k)),
view (0,90);
caxis ([tmin, tmax]);
Frames (: ,k)=getframe;
end
% Now save as mowvie:
movie2avi(Frames, ’movie-MOS_2d_1d.avi’,’compression’, ’'None’,
toc; % display total wused time

fps’,4)
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Symbolverzeichnis

EX
1.7.d.

Il

™
a

N, o2

Salo, B, 1)

X ~ So(0, 3, 1)
SasS
Sa
lall,

LP(Qv Aa M)

<z y>

Erwartungswert der Zufallsvariablen X

unabhéngig identisch verteilt

Indikatorfunktion der Menge A

Gleichheit in Verteilung

Gleichheit aller endlichdimensionalen Randverteilungen
2

Normalverteilung mit Mittelwert x4 und Varianz o

stabile Verteilung mit Stabilitdtsindex «, Streuparameter o,

Schiefeparameter 3 und Lageparameter p

X besitzt die Verteilung S, (o, 3, )

symmetrisch « stabil ( X ist SaS < X ~ S,(0,0,0))
Einheitssphire im R?, d.h. Sy = {s e R?: [[s|| = 1}
p-Norm, d.h. (3 2b)1/»

Raum der p-fach integrierbaren Funktionen bzgl.

dem MaBraum (Q, A, p1)
Skalarprodukt der Vektoren x und y
Anzahl der Elemente einer Menge A
max(0, x)

Nabla-Operator

Laplace-Operator

RA\{0}
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