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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt die Herleitung, theoretische Analyse und praktisch-
numerische Erprobung einer Linienmethode fiir das Cauchy-Problem fiir elliptische Dif-
ferentialgleichungen. Untersucht werden zum einen die Poisson- beziehungsweise Laplace-
Gleichung und zum anderen eine allgemeinere Gleichung mit einem von einer Ortsdimen-
sion abhéngigen Diffusionskoeffizienten. Auf der Grundlage einer bedingten Stabilitéts-
abschétzung fiir das kontinuierliche Problem vom Holder-Typ, deren Beweis in der bisherigen
Literatur zum Teil nicht ausreichend exakt durchgefiihrt wurde, und mit Hilfe der Einfithrung
bestimmter endlichdimensionaler Datenrdume, auf die man die (unter Umsténden) gestorten
Cauchy-Daten projeziert, gelingt die Regularisierung dieses schlecht gestellten Problems und
der Nachweis von Fehlerabschétzungen und Konvergenzsétzen fiir die Linienmethode fiir bei-
de betrachtete Differentialoperatoren. In dem Fall einer PDGL mit Diffusionskoeffizient wer-
den dabei zusétzlich bendtigte, umfangreiche Untersuchungen zur Konvergenz der Eigenwer-
te beziehungsweise Eigenvektoren der diskreten Approximation einer Sturm-Liouvilleschen
Eigenwertaufgabe durchgefithrt. Zum Abschlufl werden einige numerische Ergebnisse vorge-
stellt und unter Bezugnahme auf die vorher erzielten theoretischen Resultate diskutiert. Eine
etwas ausfiithrlichere Ubersicht iiber diese Arbeit, die den Rahmen dieser Zusammenfassung
sprengen wiirde, befindet sich im Ubrigen im Abschnitt 1.4.

Abstract

In this thesis we deal with the development, theoretical examination and numerical im-
plementation of a method of lines for the Cauchy-problem for elliptic partial differential
equations. We consider both the Laplace-equation and a more general elliptic equation con-
taining a diffusion coefficient, which depends on one of the space variables. Our main results
for both differential operators are the regularization of the illposed Cauchy-Problem and
the proof of error estimates leading to convergence results for the method of lines. We base
them principally on two major foundations. The first one is a conditional stability result for
the continuous Cauchy-problem, of which the proof in parts of the relevant literature was
not carried out thoroughly enough. The second one consists of introducing certain finite-
dimensional spaces, onto which the possibly perturbed Cauchy-data is projected. For the
more general PDE, comprehensive additional examinations are required, which reveal the
convergence of the eigenvalues and eigenvectors of the discrete approximation of a Sturm-
Liouville eigenvalue problem. We finish the thesis with the presentation of the results of some
of our numerical computations and discuss them referring to the knowledge, we have gained
by our preceding theoretical work. The reader can find a more detailed overview beyond the
scope of this abstract in Section 1.4.
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Kapitel 1

Einleitung

In diesem Kapitel wollen wir die spezielle Fragestellung dieser Arbeit in den allgemeinen
naturwissenschaftlich-mathematischen Rahmen einordnen, um so sicherzuzstellen, dafi auch
bei der im folgenden nétigen und unvermeidlichen Behandlung von Detailfragen der Gesamt-
zusammenhang nicht aus dem Blickfeld gerét. Der kundige Leser, der mit diesem Zusam-
menhang vertraut ist, und die Grundlagen partieller Differentialgleichungen beziehungsweise
schlecht gestellter Probleme beherrscht, kann die ersten Unterabschnitte dieser Einleitung
(1.1 und 1.2) daher ohne Probleme iiberspringen und direkt bei der Einfiihrung in das Thema
der Arbeit im engeren Sinne (Abschnitt 1.3) mit der Lektiire beginnen.

Das Problem, mit dem wir uns beschéftigen werden, entstammt der mathematischen Diszi-
plin der Theorie der partiellen Differentialgleichungen. Daher ist es naheliegend, zunéchst in
aller Kiirze auf dieses Teilgebiet der angewandten Mathematik einzugehen und die Herkunft
der dort behandelten Probleme zu kliren, die im Gegensatz zu anderen Forschungsgebieten
der Mathematik nicht allein dem menschlichen Geist entspringen, sondern aus dem Dialog
mit seiner Umwelt mit physikalischen Hilfsmitteln und dem Willen, diese Umwelt zu verste-
hen und zu beeinflussen, entstehen. Aufler einer kleinen Einfithrung in partielle Differential-
gleichungen und einer allgemeinen Klassifikation der partiellen Differentialgleichungen zwei-
ter Ordnung in Analogie zu der Theorie der Kegelschnitte werden wir fiir jeden Gleichungstyp
auch eine kennzeichnende sogenannte Modellgleichung angeben, an der exemplarisch die Ei-
genschaften dieser Art von Gleichungen deutlich werden. AnschlieBend werden wir auf die fiir
unsere Zwecke zentralen elliptischen PDGL eingehen und zum Abschlufl von Abschnitt 1.1
einige Beispiele fiir physikalische Fragestellungen geben, die auf solche Gleichungen fiihren,
bevor wir uns in Abschnit 1.3 dem Hauptthema dieser Arbeit, dem Cauchy-Problem fiir el-
liptische partielle Differentialgleichungen, zuwenden. Hierzu kléren wir zuvor einige Begriffe
aus der Theorie inverser und schlecht gestellter Probleme (Abschnitt 1.2), beschreiben dann
die Aufgabenstellung des Cauchy-Problems und diskutieren Anwendungen und Literatur zu
diesem Problem. Wir beschlieBen die Einleitung mit einem kurzen inhaltlichen Uberblick
iiber die einzelnen Kapitel der vorliegenden Arbeit.
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

1.1 Elliptische partielle Differentialgleichungen

1.1.1 Partielle Differentialgleichungen

Zunéchst werden wir nun vom rein mathematischen Standpunkt aus darlegen, was man
unter einer partiellen Differentialgleichung versteht. Zur Klarung des Begriffs der partiel-
len Differentialgleichung ist es am einfachsten, die drei Bestandteile dieser Bezeichnung zu
beschreiben.

e Es handelt sich um eine Gleichung, das heifit, es werden gewisse (bekannte oder unbe-
kannte, abhéngige oder unabhéngige) mathematische Groen so (z.B. durch Addition
etc.) in Beziehung zueinander gesetzt, dafi eine Identitdt zweier solcher Beziehungs-
gefiige entsteht, das heifit die Auswertung beider Seiten liefert dasselbe Element der
betrachteten Grundmenge (z.B. reelle Zahlen o.4.).

e Es geht um Differentialgleichungen, also um Gleichungen, in denen Ableitungen
einer gesuchten Funktion u — mdglicherweise ein Vektor, wenn es sich um Systeme
solcher Gleichungen handelt — auftauchen.

e Partielle Differentialgleichungen schliellich zeichnen sich dadurch aus, daff im
Gegensatz zu den sogenannten gewohnlichen Differentialgleichungen die auftretende
Funktion u, die sogenannte abhéngige Variable, von mindestens zwei unabhéngigen
Variablen abhéngt, also in der Form

w(zy, .. x,), n > 2
geschrieben werden kann.

Wir geben nach diesen einleitenden Bemerkungen nun eine Definition einer allgemeinen
partiellen Differentialgleichung im Reellen an:

Definition 1.1.1 Gegeben sei eine geniigend glatte (damit wird sichergestellt, daf$ die auf-
tretenden Ableitungen definiert sind) Funktion

u:R"— R

Die partiellen Ableitungen der Ordnung k seien (soweit definiert) wie tblich mit

oku -
_— ki =keN
oxk . Qkn ;

bezeichnet. Weiter sei eine Zahl ky € N und eine beliebige Funktion
F RV LR

gegeben, wobei m durch
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definiert ist, und alle m partiellen Ableitungen von u, deren Ordnung kleiner oder gleich kg
ist (wir betrachten in unserem Fall der Einfachheit halber auch die partiellen Ableitungen,
die sich nur durch die Differentiationsreihenfolge unterscheiden, als wesentlich verschieden),
seien durchnumeriert und mat

Uly. ooy Um
benannt. Dann heifst
F(zy,...,xp,u,uy, ..., Upy) =0 (1.1)
partielle Differentialgleichung der Ordnung ko. Fine Funktion u(xy,...,x,), die fir einen
bestimmten Bereich der unabhdingigen Variablen x4, ..., x, die partielle Differentialgleichung

(1.1) erfiillt, heifit Losung dieser PDGL.

In dieser Allgemeinheit ist natiirlich das Problem, eine partielle Differentialgleichung zu l6sen,
unangreifbar. So ist zum Beispiel im allgemeinen véllig unklar, ob es zu einer gegebenen
partiellen Differentialgleichung iiberhaupt eine Losung gibt (Existenz einer Losung) und,
wenn dies der Fall sein sollte, ob diese Losung die einzige ist (Eindeutigkeit der Losung).
Die in der physikalischen Praxis auftretenden Gleichungen sind jedoch meist im Vergleich
zu (1.1) relativ einfach (was noch nichts dariiber aussagt, ob sie tatsdchlich einfach zu lésen
sind), so daf} es geniigt, sich auf einige wenige Spezialfélle zu konzentrieren. Die Ordnung
dieser fiir die Praxis relevanten PDGL {ibersteigt vier meistens nicht. Auch ist die Anzahl
n der unabhingigen Variablen fiir die meisten Anwendungen nicht groBer als vier (drei
Raumvariablen z,y, z und eine Zeitvariable t). Einige Beispiele aus der Physik fiir partielle
Differentialgleichungen sind unter anderem:

% + c% = 0 (Einfacher Transport)
% + u% = 0 (StoBwelle)
% — % 3 =0 (Welle mit Riickkoppelung)
% + u% + % = 0 (Dispersionswelle)
% + % = 0 (schwingender Stab)
% — 2% =0 (Quantenmechanik)

Jede partielle Differentialgleichung kann man in der Form Du = g mit einem Operator D, der
einer Funktion u eine Funktion Du zuordnet, und einer nur von den unabhéngigen Variablen
abhéngigen Funktion g schreiben. Je nach der Gestalt von D unterscheiden wir lineare und
nichtlineare partielle Differentialgleichungen:

Definition 1.1.2 Gegeben seien zwei R-Vektorrdume von Funktionen Fi und Fy sowie ein
Operator
D: Fl — FQ
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Dann heifst D linear, falls fiir alle A\, p € R und fir alle u,v € F, die Linearititsbedingung
D(Au + pv) = ADu + puDv

erfillt ist. Eine partielle Differentialgleichung der Form Du = g heifit lineare PDGL, falls
D ein linearer Operator ist. In diesem Fall spricht man von einer homogenen linearen Glei-
chung, falls zusdtzlich noch g = 0 gilt, sonst von einer inhomogenen linearen Gleichunyg.

Die allerwenigsten partiellen Differentialgleichungen besitzen eine eindeutige Losung. Mei-
stens ist man jedoch an einer ganz bestimmten Losung interessiert, die gewisse Zusatzbedin-
gungen erfiillt, auf die wir weiter unten noch genauer eingehen wollen. Hilfreich ist an diesem
Punkt oft das sogenannte Superpositionsprinzip, das fiir lineare homogene Differentialglei-
chungen angibt, wie man aus schon bekannten Losungen einer solchen Gleichung weitere
Losungen ableiten kann:

Satz 1.1.3 (Superpositionsprinzip) Sind uy,...,u, Lisungen der homogenen linearen
Differentialgleichung Du = 0, dann lost auch jede Linearkombination der Gestalt

n
u::Z)\iui , MeR | i=1,....n
i=1

diese Gleichung.

Beweis:
Die Behauptung folgt mittels vollstandiger Induktion direkt aus Definition 1.1.2.
OJ

Bemerkung 1.1.4 Liegt statt einer homogenen eine inhomogene lineare Gleichung wvor,
so gilt das Superpositionsprinzip nicht mehr in der Form wvon Satz 1.1.3. Allerdings kann
man diesen Fall relativ leicht auf den homogenen Fall zurickfiihren, wenn man eine spezi-
elle Losung u* der inhomogenen Gleichung kennt. Dann ergibt sich namlich die allgemeine
Losung des inhomogenen Problems durch einfache Addition von u* zu jeder Lisung des ho-
mogenen Problems.

Da die allgemeine Losung einer partiellen Differentialgleichung fast immer von beliebigen
Funktionen abhéngt (im Gegensatz zu beliebigen Konstanten bei gewohnlichen Differential-
gleichungen), ist es, falls man eine eindeutige Losung erhalten will, fast immer notwendig,
zusétzliche Bedingungen an die gewiinschte Losung zu stellen. Solche Zusatzbedingungen
sind meistens Anfangs- oder Randbedingungen der unterschiedlichsten Art und sind
fast immer aus den physikalischen Anwendungen der betreffenden Differentialgleichung ab-
geleitet. Eine Anfangsbedingung beschreibt den Anfangszustand eines physikalischen Sy-
stems, dessen zukiinftige Entwicklung man beobachten bzw. vorhersagen will. Mochte man
zum Beispiel die Auslenkung u(x,t) einer schwingenden Saite an der Stelle x zum Zeitpunkt
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t angeben, so ist es physikalisch einleuchtend, da man die Anfangslage u(z,0) und die An-
fangsgeschwindigkeit ?9—1:(:(:,0) vorgeben muf}, um eine eindeutige Losung zu erhalten. Die
Herkunft von Randbedingungen ist ebenfalls physikalischer Natur, da sich aus einem mit
Hilfe einer partiellen Differentialgleichung zu beschreibenden Experiment in der Praxis auch
immer sofort ein Bereich €2 ergibt, in dem die Gleichung Giiltigkeit hat. Fiir eine schwin-
gende Saite etwa ist dies z.B. das Intervall [0,[], wobei [ die Lénge der Saite angibt. Der
Rand besteht in diesem Fall nur aus den zwei Punkten 0 und /. Andere Beispiele sind die
Diffusion einer chemischen Substanz — in diesem Fall ist €2 das Gefaf, das die Substanz
enthélt und der Rand besteht aus der Oberfliche dieses Behéltnisses — oder eine schwin-
gende Membran (£ ist ein ebener Bereich und der Rand eine geschlossene Kurve). Offenbar
sind die physikalischen Gegebenheiten am Rand von immenser Bedeutung fiir das Gesamt-
ergebnis des Experiments (was jeder, der im Winter die Wahl zwischen einem gut isolierten
Haus und einer zugigen Bretterbude hat, bestéitigen wird). Die wichtigsten drei Arten von
Randbedingungen sind:

1. Dirichlet-Bedingung:
Die gesuchte Funktion selbst wird auf dem Rand vorgegeben. Eine eingespannte Saite
etwa wiirde man durch die Dirichlet-Bedingung

u(0,t) = u(l,t) =0
beschreiben.

2. Neumann-Bedingung:

Der Fluf§ in bzw. aus dem Gebiet wird vorgeschrieben. Mathematisch handelt es sich
um die Ableitung % in Richtung der dufleren Normalen. So wiirde zum Beispiel der
ideale Kiihlschrank mit vollstandiger Isolierung die Randbedingung (u=Temperatur)

ou

2 -0

on
erfiillen.

3. Robin-Bedingung:
Eine Linearkombination der beiden vorhergehenden Bedingungen der Form

Qs + Bu
wird auf dem Rand festgelegt. Ein Beispiel hierfiir wire etwa ein isolierter Stab der
Lange [ tiber dem Intervall [0,[], dessen Ende bei z = [ in ein Wasserreservoir der
Temperatur g(t) getaucht wird. Wenn nun Warmeaustausch zwischen dem Stabende
und dem Reservoir geméfi Newtons Abkiihlungsgesetz stattfindet, so gilt mit einer
Konstanten a > 0

ou

%([,t) = —alu(l,t) —g(t)]
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was nichts anderes besagt, als dal der Warmefluf3 bei [ proportional zur Temperaturdif-
ferenz an diesem Punkt ist. Offenbar entspricht dies der inhomogenen Robin-Bedingung

g_Z(z,t) +au(l,t) = ag(t)

Selbstverstéindlich ist es im Rahmen dieser Arbeit nicht méglich, auf die allgemeine Theorie
der partiellen Differentialgleichungen und analytische Losungsmethoden néher einzugehen.
Wir werden daher im folgenden nur in einigen Schritten aufzeigen, wie sich das speziell von
uns betrachtete Problem in einen jeweils grofleren Rahmen einordnen l&8t. Dabei werden
wir uns mit Gleichungen zweiter Ordnung, hier insbesondere mit den elliptischen Problemen
und schlieBlich mit dem von uns behandelten Cauchy-Problem, bei dem eine besondere Art
von Randbedingungen vorliegt, befassen.

1.1.2 Klassifikation partieller Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung

Von besonderer Bedeutung fiir eine Vielzahl von praktischen Anwendungen sind nun par-
tielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Diese Gleichungen zerfallen im wesentlichen
in drei Klassen, namlich in elliptische, parabolische und hyperbolische Probleme. Fiir
jede dieser Klassen wollen wir, bevor wir sie genau definieren, zunéchst ein sogenanntes
Modellproblem angeben, wobei wir uns in der Darstellung zum Teil an [Rei97] orientieren:

1. Elliptischer Fall:
Das einfachste Modell fiir eine elliptische Differentialgleichung zweiter Ordnung ist die
Laplace-Gleichung (wegen der zahlreichen Anwendungen im Zusammenhang mit der
Potentialtheorie auch Potentialgleichung genannt)

Au=0 inQ |

wobei € ein Gebiet (also eine offene und zusammenhéngende Menge) im R"™ und der
sogenannte Laplace-Operator A durch

definiert ist. Eine Losung der Laplace-Gleichung nennt man harmonische Funktion.
Es sind zahlreiche Beispiele fiir harmonische Funktionen bekannt, von denen wir nur
einige beispielhaft nennen koénnen:

e Die sogenannten harmonischen Polynome

1,3:1,...,xn7:vjxk,x§—mi,(jsék‘),...
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e Ein bekanntes Ergebnis aus der Funktionentheorie besagt, dafl Real- und Ima-
gindrteil einer beliebigen analytischen Funktion harmonische Funktionen sind,
was eine einfache Folgerung der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fiir
analytische Funktionen und dem Satz von Schwarz ist und hier nicht ausfiihrlich
bewiesen werden soll.

e Die Funktionen _ _

sin(mmz) sinh(mmy)
(mm)? ’
auf die wir im Laufe dieser Einleitung noch zuriickkommen werden (siehe Satz
1.3.2).

e Beliebige Linearkombinationen harmonischer Funktionen sind nach dem Superpo-
sitionsprinzip (Satz 1.1.3) wieder harmonisch, da es sich bei der Laplace-Gleichung
um eine homogene lineare Differentialgleichung handelt.

meN |

Die zugehorige inhomogene Gleichung zur Laplace-Gleichung
—Au=f in(

heifit Poisson-Gleichung und beschreibt eine Vielzahl physikalischer Gegebenheiten und
Anwendungen, auf die wir unter anderem im néchsten Abschnitt ndher eingehen wer-
den. Das entsprechende Eigenwertproblem

—Au=Mu in

tritt im Zusammenhang mit gewissen Schwingungsproblemen auf. Um eine zumindest
bis auf konstante Terme eindeutige Losung derartiger Probleme zu erhalten, mufl man
noch Randbedingungen vorschreiben, die meist in Form einer der oben eingefiihrten
drei Arten (Dirichlet-, Neumann-, Robin-Randbedingungen) vorliegen. Anzumerken ist
noch, daf§ bei einem reinen Neumann-Problem die Losung niemals eindeutig ist, da mit
einer Losung u auch u + ¢ fiir jede Konstante ¢ eine Losung darstellt.

2. Parabolischer Fall:
Als Modellproblem kann hier ein sogenanntes Anfangs-Randwertproblem fiir die Wér-
meleitungsgleichung dienen, das folgende Gestalt hat:
% = Au+f inQx(0,7)
w(z,t) = r(x,t) fir (x,t) € 0Q x (0,7T)
u(z,0) = g(z) firze (1.2)

Wie der Name schon nahelegt, wird durch diese Aufgabenstellung die Warmevertei-
lung in einem n-dimensionalen Medium (Draht (n = 1), Membran (n = 2), homogenes
Material (n = 3)) beschrieben — mathematisch das n-dimensionale Gebiet {2 —, in
dem zu Anfang die Temperatur g(x) herrscht, an dessen Rand im Laufe des Experi-
ments die Temperatur r(x,t) vorliegt, und das im Inneren mit der Verteilung f geheizt
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wird. Ebenfalls durch diesen Typ von Gleichung werden Diffusionsprozesse beschrie-
ben, weswegen die obige Differentialgleichung auch manchmal als Diffusionsgleichung
bezeichnet wird. Weitere Anwendungen finden sich in populationsdynamischen Mo-
dellen oder der Brownschen Molekularbewegung. Eine wichtige Methode zur Losung
parabolischer Probleme, die auch durch die Herkunft dieser Probleme nahegelegt wird,
ist die Methode der Separation der Zeit- und Ortsvariablen. Dabei macht man im Fall
f =0,r =0 den Losungsansatz:

u(z,t) = v(x) - w(t)

Setzt man diesen Ansatz in die Differentialgleichung ein, so erhélt man:

vw = wAv
w’ Av
— JR— — -
w v

Da auf der linken Seite ein nicht vom Ort abhéngiger Term und auf der rechten Seite
eine nicht von der Zeit abhingige Grofle steht, miissen beide Seiten dieser Gleichung
konstant, also unabhéingig von Ort und Zeit sein. Daher erhélt man als dquivalente
Aufgabenstellung, eine Konstante A zu bestimmen, so dafl
A

A R

w v
gilt. Zur Losung betrachtet man Orts- und Zeitanteil getrennt, wobei die entsprechen-
den Rand- bzw. Anfangsbedingungen hinzugenommen werden. Fiir den Ortsanteil v
erhélt man das elliptische Eigenwertproblem

—Av = M in{
v = 0 auf 0N

Bezeichnet man die Eigenwerte dieses Systems mit A\; und die zugehorigen Eigenfunk-
tionen mit vy, so fithrt das zeitabhéngige Problem auf die gewdhnliche Differentialglei-
chung

w = —=\w

mit der aus der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen bekannten Losung
wy, 1= wy,(0)e M

Da jede so ermittelte Losung viwy die Warmeleitungsgleichung inklusive der homoge-
nen Randbedingung erfiillt und es sich bei dem Differentialoperator

)
EAA



1.1.

ELLIPTISCHE PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 9

um einen linearen Operator handelt, kann man ein auf Reihen erweitertes Superposi-
tionsprinzip anwenden und erhélt als Losung

u(a,t) =Y wp(0)vp(w)e ™

wobei die Konstanten wy(0) so gewéhlt werden miissen, daff die gewiinschte Anfangs-
bedingung u(z,0) = g(z) erfiillt ist, was auf die Bedingung

S we(0)uelx) = g(a)

fithrt. Eine solche Darstellung ist immer moglich, falls sich g nach dem System der
Eigenfunktionen v, entwickeln 148t.

3. Hyperbolischer Fall:

Das wichtigste Beispiel dieser Klasse von Gleichungen ist die sogenannte Wellenglei-

chung
82
a—;;:Auij in Qx(0,7)

Ahnlich wie im parabolischen Fall kann man Randbedingungen wie etwa
u(z,t) =r(x,t) fur (z,t) € 002 x (0,T)

fordern, im Unterschied dazu ist es aber im allgemeinen sinnvoll und notwendig, zwei
Anfangsbedingungen, z.B. in der Form

u(x>0) = 90(37)
%(w,O) = gi(z) , z€Q

vorzuschreiben.

Beschrieben werden durch dieses Anfangs-Randwertproblem fiir die Wellengleichung
unterschiedlichste Schwingungsvorgénge, z.B. einer Saite (n = 1), Membran (n = 2),
Platte (n = 3). Bei der Losung solcher Probleme fiihrt oftmals ein dhnlicher Separati-

onsansatz, wie wir ihn oben kurz fiir die Warmeleitungsgleichung skizziert haben, zum
Ziel.

Fiir den Spezialfall der homogenen Wellengleichung in einer Ortsdimension, betrachtet
auf der ganzen reellen Achse,

P _ o
o2 0x2

mit den Anfangsbedingungen

u(z,0) = go(x)
Wa0) = o), ceR

—o<r<oo , t>0
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kann man sofort explizit eine Losung mit Hilfe der sogenannten Formel von d’Alembert
angeben, nédmlich

T+t

(9ol + 1) + gol — 1)) + / g1(s) ds

r—t

1
u(z,t) = 5

Hieran ist auch deutlich zu erkennen, dafl die Losung der homogenen Wellengleichung
nur von den Werten der Anfangsbedingungen in einem bestimmten Bereich, ndmlich
dem Intervall [x — ¢,z + t], abhéngt. Man nennt diesen Bereich auch EinfluBgebiet
(siche Abbildung 1.1) und bezeichnet die beiden Geraden durch (z,t) und (z — ¢,0)
bzw. (x,t) und (z + t,0), die diesen Bereich aus der x-Achse ausschneiden, als Cha-
rakteristiken. Die Tatsache, dal es sich um ein endliches Gebiet handelt, tragt der

A

Charakteristiken

t+ (z,1)

Einflulgebiet

rx—1 T T+t

= —

Abbildung 1.1: Beispiel eines eindimensionalen EinfluBgebiets fiir die Wellengleichung

physikalischen Gegebenheit, dafl sich Wirkungen in den Anfangsbedingungen nur mit
endlicher Geschwindigkeit ausbreiten, Rechnung. Die Information wird quasi entlang
der Charakteristiken transportiert. In mehr als einer Dimension erhélt man entspre-
chend als Einfluigebiet Kreise (n = 2) oder Kugeln (n = 3).

Wir wollen nun nach dieser Betrachtung einzelner Modellbeispiele dazu iibergehen, lineare,
homogene partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung allgemein zu klassifizieren.
Dabei werden wir das Vorgehen zunéchst in zwei Dimensionen klarmachen und anschlieend
eine Verallgemeinerung auf n Dimensionen durchfithren. Sei also zunéchst eine Gleichung
der Form

9%*u 9%u 0%*u ou ou
— — b b =0 1.3
al’lax% T a2 03 T a2 0x12 + 13x1 + 28x2 +eu (1.3)




1.1. ELLIPTISCHE PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 11

mit reellen konstanten Koeffizienten a; 1, ag2, 1,2, b1, ba, ¢ gegeben. Aus technischen Griinden
fithren wir noch das Symbol diff(1) ein, mit dem wir allgemein Terme bezeichnen, die nur
Ableitungen der Ordnung 1 oder niedriger enthalten. Es gilt das folgende Ergebnis, das eine
gewisse Ahnlichkeit mit der Untersuchung von Kegelschnitten in der analytischen Geometrie
hat (von daher auch die Bezeichnungen elliptisch, parabolisch, hyperbolisch):

Definition und Satz 1.1.5 Jede Gleichung vom Typ (1.3) kann durch eine Koordinaten-
transformation der Form

X:Bg ) X = (xlva)T ) 52 (§17€2)T ’ B€R2X2

auf genau eine der drei folgenden Gestalten gebracht werden. Entscheidend ist hierbei das
Vorzeichen der Diskriminante

2
D = a172 — 4&17161272

1. D <0: R
a_§%+a_§§+diﬁ<1> =0
2. D=0: -
7@ " diff(1) = 0
3. D>0: I
a_gg_a_gg”iﬁ(l) =0

Im ersten Fall heifst die Differentialgleichung (1.3) elliptisch, im zweiten parabolisch und im
dritten hyperbolisch.

Beweis:
Wir fithren den Beweis nur fiir den elliptischen Fall. Die anderen Fille konnen analog be-
wiesen werden. Sei also D < 0, d.h.

CZ%,Q < 4@1@@272 = a1 7& 0
Man kann daher Gleichung (1.3) durch a; ; dividieren und erhélt:

O*u  agp 0?u  a;y O0*u

e e diff(1) = 0
89&% Cl171 81‘% a171 81'1.1’2 +d ( )
0 a2 O 2u+ das 201 1 _aig 9?
dx1  2a1; Oxy 4af 013

N J/
-~

u+diff(1) = 0

= A2
4a171

>0
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Nun definiert man

1 0
B = ais D ,
261,171 4@%’1

fithrt die neuen Koordinaten (&1,&) ein, die durch x = B¢ definiert sind und erhélt nach

der Kettenregel:

i_ 0 i 12 0
851 N 8171 2&171 8.172

9 _ /=D 0o
0&y 4a%,1 0xo

Durch Einsetzen folgt jetzt die Behauptung.

und

O]

Die Verallgemeinerung dieses Satzes auf n Dimensionen bereitet nun unter Verwendung von
etwas linearer Algebra keine Schwierigkeiten mehr. Dazu betrachtet man jetzt die partielle
Differentialgleichung

" 0%u " du
. _ — =0 . 1.4
Zadaxﬂj%—;aaxi%—au (1.4)

A= (am’)i,j:l ..... n

symmetrisch ist. Nach einem Satz der linearen Algebra ist jede symmetrische reelle Matrix
diagonalisierbar, das heifit, es existiert eine orthogonale Matrix B mit det(B) = 1, so daf§
BABT eine Diagonalmatrix D = (d; ;)i j=1... = diag(dy,...,d,) ist. Diese Matrix B ver-
wenden wir als Koordinatentransformation, 1ndem wir neue Koordinaten (&i,...,&,) = &
durch die Transformationsgleichungen

§=Bx<=& =) byntm , k=1...n

m=1

definieren. Wiederum mit der Kettenregel erhélt man

0 0
8951 Z ox; 8&

o) Ees)

Daraus folgt
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so daB man Gleichung (1.4) auch schreiben kann als

Za”mebUag a€l+d1ff() =0

zyl k=1

n o 0
b;“al bl )——+dlﬂ() =0

7,7=1
- o 0
= dp1— +diff(1) = 0
2 duigg, g, * Aif)
— kzldka—gzvtdlﬂ?(l) = 0

Durch eine Streckung der neuen Koordinaten schliellich kann man D sogar in eine Diago-
nalmatrix iiberfithren, in der nur noch die Werte 1, —1 oder 0 auftreten. Wir fassen unsere
Ergebnisse zusammen in

Definition und Satz 1.1.6 Jede partielle Differentialgleichung der Form (1.4) kann durch
eine Koordinatentransformation in eine dquivalente Gleichung der Gestalt

Zd +dzﬁ(1)_0 , di€{-1,0,1}

iberfihrt werden. Sind alle d; positiv (was dquivalent zur positiven Definitheit von A ist),
so heifit die Gleichung elliptisch. Ist genau ein d; gleich 0 und haben alle anderen dasselbe
Vorzeichen, so nennt man die Gleichung parabolisch. Verschwindet kein d; und hat genau
ewns der d; ein anderes Vorzeichen als die anderen, so spricht man von einer hyperbolischen
Gleichung. Im fir Anwendungen weniger bedeutsamen Fall, dafi kein d; gleich 0 ist und
wenigstens zweimal jedes Vorzeichen auftritt, handelt es sich um eine sogenannte ultrahy-
perbolische Gleichung.

Beweis:
Siehe oben.

1.1.3 Beispiele und Anwendungen elliptischer Differentialglei-
chungen

Da das in unserer Arbeit zu behandelnde Problem vom elliptischen Typ ist, wollen wir an
dieser Stelle ndher auf diese Klasse partieller Differentialgleichungen eingehen, wobei wir be-
sonderes Gewicht auf Anwendungsbeispiele aus der Physik legen wollen. Natiirlich konnen wir
dieses umfangreiche Gebiet hier nur ausschnittweise beleuchten. Fiir weitergehende Fragen
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zu elliptischen Problemen und ihren Anwendungen verweisen wir auf die entsprechende Li-
teratur (w.a. [GT77], [Agm65], [Hac86], [Nec67], [Stro5], [Gri85], [AESIT7], [Rau90], [Dauss|,
[GLS8S], [ZT86], [Sob64], [Zau83], [MDS&7]).

Beispiel 1.1.7 (stationire Wirmeleitung und Wellen) Bei bestimmten Vorgdngen,
die mit Hilfe der Wirmeleitungsgleichung (also einer parabolischen Differentialgleichung)
beschrieben werden, stellt sich nach einer gewissen Zeit ein Gleichgewichtszustand, der soge-
nannte “steady-state” ein. In diesem Zustand ist die Temperatur v nicht mehr zeitabhdngig.
Es gilt also

ou  du

ot ot
und man erhdlt als Charakterisierung dieses Zustandes die Laplace- bzw. die Poisson-
Gleichung. Analoge Zusammenhdnge gelten fiir stationdre Wellen. Handelt es sich um ein
inhomogenes Material, so erhdlt man die ebenfalls elliptische Gleichung

=0

—div(aVu) = f.

Der Koeffizient a bezeichnet hierbei eine physikalische Eigenschaft des betrachteten Mediums,
wie etwa Warmeleitfahigkeit, Diffusivitit oder dhnliches. Auf Gleichungen dieser Art werden
wir ab Kapitel 5 ndher eingehen, wdhrend wir uns davor ausschliefSlich mit der Poisson-
beziehungsweise Laplace-Gleichung auseinandersetzen werden.

Beispiel 1.1.8 (Elektrisches Potential) Es sei ein z.B. durch eine Punktladung erzeug-
tes elektrisches Feld E gegeben. Nach den Mazwellschen Gleichungen gilt rot(E) = 0 und
div(E) = 4mp, wobei p die Ladungsdichte ist. Aus der ersten dieser Gleichungen folgert man
E = —V¢ fiir eine skalare Funktion ¢, die man als elektrisches Potential bezeichnet. Es folgt

A¢ = div(V¢) = —div(E) = —4mp.
Also erfillt das elektrische Potential ¢ die Poisson-Gleichung.

Beispiel 1.1.9 (Gravitationspotential) Das durch eine Masse m in einem Punkt P er-
zeugte Gravitationsfeld kann man durch die Intensitit (also Kraft pro Einheitsmasse) des
Feldes in einem Punkt @), der r Lingeneinheiten von P entfernt liegt, charakterisieren. Die-
se Intensitat F' erfillt mit dem sogenannten Gravitationspotential

Vi=——
,

die Gleichung
F=-VV |

woraus man mit Hilfe einiger physikalischer Uberlegungen (siehe z.B. [MDS87] S.23ff) her-
leiten kann, dafy das Gravitationspotential die Figenschaft

AV =0

besitzt und folglich der Laplace-Gleichung geniigt.
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Beispiel 1.1.10 (Stetige Stromungen inkompressibler Fliissigkeiten) Wir betrach-
ten eine rotationsfreie Stromung (d.h. es sind keine Wirbel vorhanden) und bezeichnen mit
v(z,y,z) den als zeitunabhdngig vorausgesetzen Geschwindigkeitsvektor an der Stelle (z,y,z).
Dann gilt

rot(v) =0
und weiter, falls keine Quellen oder Senken auftreten und die Flissigkeit inkompressibel (wie
2.B. Wasser) ist,

divfv) =0

also

v=—-Vo
mat einer skalaren Funktion ¢, dem sogenannten Geschwindigkeitspotential. Es folgt schliefs-
lich

Av = —div(v) =0

was nichts anderes bedeutet, als daf$ das Geschwindigkeitspotential die Laplace-Gleichung

erfillt.

Beispiel 1.1.11 (Brownsche Molekularbewegung) Es sei ein Gefifs G gegeben, in dem
Brownsche Molekularbewegung stattfindet, das heifst, dafs sich die Partikel im Inneren von G
vollig zufallig bewegen und gestoppt werden, sobald sie auf den Rand treffen. Zerlegt man den
Rand von G in zwei Teilbereiche Ry und Ry und bezeichnet mit u(x,y, z) die Wahrschein-
lichkeit, daf ein Teilchen, das sich zu Beginn an der Stelle (x,y, z) befindet, in einem Punkt
von Ry gestoppt wird, so kann man

Au = 0 inG
u = 1 in R
u = 0 in Ry
zeigen, die Wahrscheinlichkeit erfillt also ein Dirichlet-Problem fiir die Laplace-Gleichung.

Beispiel 1.1.12 (belastete Membran) Die Auslenkung u einer am Rand lings der (ge-
schlossenen) Raumkurve g(z(t),y(t)) befestigten Membran unter der duferen Last f erfillt
unter gewissen Voraussetzungen (z.B. darf die Auslenkung bzw. die Ableitungen nach x und
y nicht zu grofl werden) das folgende Dirichlet-Problem fiir die Poisson-Gleichung:

Au = f inG
u = g 1indG
Der Rand von G ist hierbei die Projektion der Kurve g auf die (x,y)-Ebene.

Alle Beispiele machen deutlich, daf§ die mathematische Behandlung solcher Probleme von
grofler Bedeutung fiir eine Vielzahl von praktischen Anwendungen ist. Grundlegend fiir ma-
thematische Uberlegungen sind natiirlich vor allem Fragestellungen wie etwa Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen sowie gewisse Eigenschaften der gefundenen Funktionen. Es sei
noch angemerkt, daf§ man in vielen Fallen auf numerische Losungsmethoden angewiesen ist,
da analytische Losungswege nur fiir die wenigsten partiellen Differentialgleichungen bekannt
sind.
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1.2 Einfiihrung in inverse und schlecht gestellte Pro-
bleme

Nachdem wir im vorangegangenen Abschnitt einige Beispiele aus der Physik betrachtet ha-
ben, die auf ellipitische Differentialgleichungen hinausliefen, stellt sich die Frage, welche
Eigenschaften die mathematischen Problemstellungen bzw. Modelle haben, die wir aus den
physikalischen Uberlegungen gewonnen haben. Wir wollen dabei ein allgemeines Problem in
Form einer Abbildung

A X—Y

betrachten. Hierbei stellt X die Menge moglicher Ursachen (Parameter eines Experiments,
gegebene Randbedingungen etc.) und Y die Menge der Wirkungen (Ergebnisse eines Expe-
riments, gesuchte Losung) dar. Man kann das Problem als gelost betrachten, wenn wir die
Abbildung A prézise beschrieben haben. Wir bezeichnen dies als direktes Problem. Héufig
mochte man jedoch den umgekehrten Weg gehen und aus beobachteten Wirkungen auf die
Ursachen zuriickschlieBen. Dies bezeichnet man als inverses Problem. Mathematisch gespro-
chen besteht das inverse Problem darin, das Urbild x € X zu einem gegebenen Element
y € Y unter A zu finden. Dieses Problem ist relativ einfach zu l16sen, falls A eine Bijektion
und stetig beziiglich geeigneter Topologien auf X und Y ist. In diesem Fall hat man namlich
sichergestellt, dafl zu einer gegebenen Wirkung eine eindeutig bestimmte Ursache existiert
und daf diese Ursache sich bei einer kleinen Verdnderung der Wirkung (wie sie z.B. schon
durch Mefifehler unvermeidlich sind) auch nur wenig dndert.

Bemerkung 1.2.1 FEs ist offensichtlich, daff vom mathematischen Standpunkt aus gesehen
direktes und inverses Problem zundchst villig gleichwertig sind, so daf$ man in vielen Fdllen
die Rollen von direktem und inversem Problem vertauschen kann und von zueinander inver-
sen Problemen spricht. Keller etwa (siehe [Kel76], vgl. [Kir96]) nennt demnach auch zwei
Probleme invers zueinander, wenn zur Formulierung des einen die Losung des anderen ganz
oder zumindest teilweise bekannt sein mufs. Dennoch hat sich bei den meisten Paaren von
zueinander inversen Problemen eine bestimmte Sprechweise eingebiirgert, die oft das friiher
oder genauer untersuchte Problem als direktes Problem und das andere als inverses Problem
bezeichnet. AufSerdem stellt sich oft heraus, dafS eins der Probleme korrekt gestellt und das
andere schlecht gestellt ist (siehe Definition 1.2.2). In diesem Fall nennt man oft das erste
direktes Problem und das zweite inverses Problem.

Einige Beispiele fiir zueinander inverse Probleme sind (DP=direktes Problem, IP=inverses
Problem, Bem=Bemerkung):

1. Nullstellen eines Polynoms

DP: Finde die Nullstellen x4, ..., z, eines gegebenen Polynoms p vom Grad n.
IP: Finde ein Polynom p vom Grad n mit gegebenen Nullstellen z4, ..., z,

Bem: In diesem Fall ist das inverse Problem einfacher zu losen als das direkte.
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2. Werte eines Polynoms an n Stiitzstellen

DP: Werte ein gegebenes Polynom p vom Grad n an n Stiitzstellen z, ..., x, aus.
IP: Bestimme ein Polynom p vom Grad n, dal an n gegebenen Stiitzstellen z1, ..., z,
die Werte vy, ..., vy, annimmt.

Bem: Das inverse Problem heifit auch Lagrangesche Interpolationsaufgabe.
3. Bildungsgesetz einer Folge

DP: Bestimme die Glieder a, , n € N einer Folge mit Hilfe eines gegebenen Bildungs-
gesetzes.

IP: Bestimme aus den ersten k gegebenen Folgengliedern das allgemeine Bildungsge-
setz der Folge.

Bem: Die Losung des inversen Problems ist auf keinen Fall eindeutig. Die haufige Ver-
wendung dieses inversen Problems bei Intelligenztests ist daher umstritten.

4. Inverse Streuungsprobleme

DP: Schall oder elektromagnetische Wellen fallen auf ein gegebenes Objekt. Berechne
das Muster der gestreuten Wellen.

IP: Berechne die Form des Objekts aus dem gegebenen Streumuster.

Bem: Dieses Problem besitzt eine Reihe von Anwendungen z.B. in der Computerto-
mographie, geophysikalischen Forschungen auf dem Gebiet der Seismik und des
Elektromagnetismus und der nichtdestruktiven Materialforschung. Standardlite-
ratur hierzu sind unter anderem die Monographien von Colton und Kress ([CK83],
[CK92]) sowie von Lax und Phillips ([LP67]).

5. Inverse Warmeleitprobleme

DP: Lose das klassische Anfangsrandwertproblem fiir die Wérmeleitungsgleichung
(1.2).

IP: Aus der gegebenen Temperaturverteilung zum Zeitpunkt 7" versucht man die Tem-
peraturverteilung zu fritheren Zeitpunkten bzw. zum Zeitpunkt 0 zu bestimmen.

Bem: Man kann auch ein analoges Diffusionsproblem formulieren. Es ist aus den phy-
sikalischen Gegebenheiten klar erkennbar, dafl das inverse Problem wesentlich
schwieriger zu behandeln ist, da Warmeleitung und Diffusion immer einen Aus-
gleichsprozel bedeutet, der Extreme gléttet, die anschlieBend nur schwer zu re-
konstruieren sind.

Es lielen sich hier noch viele Beispiele fiir dhnliche Probleme anfiithren, was jedoch den
Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde. Lange Zeit war man der Auffassung, dafl physika-
lisch sinnvolle Fragestellungen auch mathematisch auf Probleme mit gewissen Regularitéts-
eigenschaften, sogenannte korrekt oder gutgestellte Probleme (engl. ”well-posed problems”)
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fithren. Fiir diesen Begriff, der auf J. Hadamard zuriickgeht (s. [Had23]), kann man folgende
Definition angeben:

Definition 1.2.2 Seien X, Y topologische Riume und A : X — Y. Dann heifst das Problem
(A, X,Y) qutgestellt, falls

1. Ax =y fir alle y € Y ljsbar ist |
2. diese Lisung eindeutig bestimmt ist und
3. stetig von den Daten abhdngt.

Ist eine der drei Eigenschaften verletzt, bezeichnet man das Problem als schlecht gestellt (engl.
ill-posed”). Gibt es keine Ldsung, d.h. Eigenschaft 1 gilt nicht, so spricht man von einem
iiberbestimmten Problem. Ist mehr als eine Losung vorhanden, so heif§t (A, X,Y) entsprechend
unterbestimmdt.

In den meisten fiir praktische Anwendungen aus Physik und Technik relevanten Fragestel-
lungen, die auf schlecht gestellte Probleme fiihren, ist die dritte Eigenschaft nicht erfiillt. Fiir
numerische Berechnungen bedeutet dies, dafl ein Problem dieser Art praktisch unlésbar ist,
falls nicht zusétzliche Informationen iiber die Losung zur Verfiigung gestellt werden. Dies
hiangt damit zusammen, dafl selbst in dem (in der Praxis nicht vorkommenden) Fall, daf§
man exakte Daten bereitstellen kann, bei jeder Berechnung Rundungsfehler auftreten, die
das Ergebnis bereits unbrauchbar machen kénnen. Wie schon in Bemerkung 1.2.1 festge-
stellt wurde, sind viele inverse Probleme schlecht gestellt, so zum Beispiel die Wéarmeleitung
riickwérts in der Zeit und andere. Weitere wichtige mathematische Beispiele fiir schlecht
gestellte Probleme, die ebenfalls oft in Anwendungen auftreten, sind u.a.

e Differentiation (siche [Rei95], [Kir96])

e Integralgleichungen der Form

b
(K@) = [ K y)uty) dy = g(2)
mit k£ € C([a,b] X [a,b]) oder abgeschwicht k € Ly((a,b) x (a,b)) (K ist unter die-

sen Voraussetzungen ein kompakter Operator von Cfa,b] bzw. Ls(a,b) in sich), auch
Integralgleichungen erster Art genannt.

e Numerische Differentiation mit Hilfe von Differenzenquotienten.

Selbstversténdlich konnten wir an dieser Stelle nur in aller Kiirze die Problematik umreifien.
Fiir weitergehende Studien sei auf die zahlreichen Biicher zu inversen und schlecht gestellten
Problemen verwiesen, so zum Beispiel [Kir96], [Lou89], [LRS86], [Gro93], [Ang90], [Hen91].
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1.3 Das Cauchy-Problem fiir elliptische Differential-
gleichungen

Nachdem wir uns nun mit schlecht gestellten Problemen im allgemeinen vertraut gemacht
haben, wenden wir uns der einfachsten Form der Aufgabenstellung zu, die in der vorlie-
genden Arbeit untersucht werden soll, dem sogenannten Cauchy-Problem fiir die Laplace-
bzw. die Poisson-Gleichung (in fortgeschrittenerem Kontext ab Kapitel 5 werden wir dann ei-
ne allgemeinere elliptische Differentialgleichung mit einem Diffusionskoeffizienten ausfiihrlich
betrachten). Dieses Problem ist in gewisser Weise ein klassisches Beispiel fiir schlecht gestell-
te Probleme mit einer Vielzahl wichtiger Anwendungen in verschiedensten wissenschaftlichen
Disziplinen, auf die wir weiter unten noch genauer eingehen werden. Auflerdem wollen wir
kurz die existierende Literatur zu diesem Problem beleuchten, wobei neben solchen Arbeiten,
die sich analytisch mit dem Problem beschéftigen und z.B. Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen und dhnliches zeigen, vor allem Schriften, die sich mit numerischen Aspekten dieses
Problems befassen, besondere Beachtung finden sollen. Zunéchst wollen wir jedoch die Auf-
gabenstellung an einem einfachen Modellproblem verdeutlichen und die Schlechtgestelltheit
des Cauchy-Problems am klassischen Beispiel von J. Hadamard (s. [Had23]) demonstrieren.

1.3.1 Beschreibung der Problemstellung

Wir betrachten zu Beginn das (klassische) Dirichlet-Problem fiir die Poisson-Gleichung im
Rechteck
Q:=0,1] x [0,7maz] , T[:=09Q,

das sich wie folgt beschreiben 148t:
Zu gegebenen Funktionen f,g € C(2) (zu Abschwéchungen dieser Voraussetzungen siehe
z.B. [GT77] S.55) ist eine Funktion u € C?*(Q) gesucht, so daf

Au = f in{
u = g aufl

erfiillt ist (sieche Abbildung 1.2).

Es ist allgemein bekannt, dafl dieses Problem eine eindeutige Losung besitzt, die aufgrund von
Maximumprinzipien stetig von den Daten abhéngt (siche [PW67]). Zu einer Losung dieser
Gleichung kann man natiirlich den Flufl aus dem Gebiet (oder mathematisch gesprochen die
Normalenableitung) auf dem Randstiick

¥ :={(z,0) | z € [0,1]}

bestimmen. Das Cauchy-Problem fiir die Poisson-Gleichung kann nun in gewisser Weise als
inverses Problem zu dem eben betrachteten direkten Problem verstanden werden.
Man stellt namlich die Frage, ob fehlende Informationen auf dem Randsegment

Y4 ={(x,"maz) | T €[0,1]}
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Y
uU=4yq
Tmaw
u=4g Au:f u=4g
u=4gqg 1 ;(

Abbildung 1.2: Das Dirichlet-Problem fiir die Poisson-Gleichung

rekonstruiert werden konnen, falls zusétzlich zu den Dirichlet-Bedingungen auf den drei
iibrigen Randabschnitten noch die Normalenableitung auf »; gegeben ist. Wir fassen diese
Fragestellung zusammen in der folgenden Problemdefinition:

Problem 1.3.1 (CP fiir die Poisson-Gleichung, klassische Formulierung) Fs seien
Funktionen f, f1, fa, f3, 91 € C(Q) gegeben. Gesucht ist eine Funktion u € C*(int(Q)NC(Q),
die die Bedingungen

Au = f in€)
= fi auf X,
= fo auf Iz :={(0,y) |y € [0, rmas]}
, = f3 auf X3 :={(1L,y) |y €[0,rma}
u

a_y(xv(D = ¢1 auf X

erfillt, wobei insbesondere die Werte dieser Funktion bzw. threr Normalenableitung auf >y
interessieren. Die Daten auf YX1nennt man auch Cauchy-Daten.

Wir wollen nun anhand eines typischen Beispiels, das auf Hadamard zuriickgeht, zeigen, dafl
es sich bei dem Cauchy-Problem fiir die Laplace- bzw. Poisson-Gleichung um ein schlecht ge-
stelltes Problem handelt, weil die Losung nicht stetig von den Daten abhéngt. Wir fomulieren
dieses Ergebnis in Form eines Satzes:
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Y
u,g—Z ges.
Tmaw
u = fy Ay = f u= f3
u:flv%:¢l 1 X

Abbildung 1.3: Das Cauchy-Problem fiir die Poisson-Gleichung, klassisches Beispiel eines
schlecht gestellten Problems

Satz 1.3.2 (Hadamard-Beispiel) Sei u,,, m € N Ldosung von Problem 1.3.1 mit

.
f=0 , fA=f=f=0 , é1:=d,:=—sin(mnrz).
mm
Dann héngt u,, nicht stetig von den gegebenen Daten ¢, ,, der Normalenableitung ab.

Beweis:

Im folgenden schreiben wir der Einfachheit halber statt ¢;,, einfach nur ¢, fiir die FluB-
randdaten. Wie man sich leicht durch Differentiation iiberzeugt, ist die (eindeutige) Losung
u,, des Beispielproblems (siehe auch die Abbildungen 1.4 und 1.5) gegeben durch

sin(mmx) sinh(mmy)

tm = (mm)?

Wir werden fiir jedes feste y > 0 unter Verwendung der Supremumnorm

[ulloo := sup u(z,y)
z€[0,1]

folgendes zeigen:
VC >0V > 03my,me € N ||, — Omolloo < A ||tmy — U, ||oo > C

Dies bedeutet, daf trotz beliebig kleiner maximaler Datenstorung ¢ die Differenz zwischen
den entsprechenden Losungen nicht beschrankt ist oder anders ausgedriickt: Wenn man durch
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sin(2*pi*x)*sinh(2*pi*y)/(2*pi)**2 —

Abbildung 1.4: Die Funktion us des Hadamard-Beispiels

einen Meffehler beliebig kleiner Grofe ¢ statt der wirklichen Daten g,,, die Daten g,,, mifit,
so betrdgt dennoch der Fehler in der Losung mehr als eine zu Beginn beliebig vorgegebene
feste Konstante C. Zum Beweis seien also zunéchst yg, Cy, dg > 0 beliebig. Nun gilt offenbar
zum einen

1
| Pmlloc = mr —0 (m—o0)

das heifit nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium

Vo > 03Im(d) Ymy, ma > m(d) : ||dmy — Omoll <0, (1.5)
und zum anderen hat man
inh
[tt]|o = sinh(mmy) o (m—oo)
(mm)?

weil die Exponentialfunktion schneller wichst als jede Potenz (also insbesondere m?). Das
bedeutet in Zeichen ausgedriickt:

VO I(C) Vimy > 11(C) ||ty ||ee > C (1.6)

AuBerdem ist mit demselben Argument klar, dafl die betrachtete Folge der Normen ||t ||o0
monoton wachsend ist. Nun wihlt man

my > m(do) (1.7)

und anschlieflend
my > max(m(Cy + ||tmy o), ma) - (1.8)
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sin(4*pi*x)*sinh(4*pi*y)/(4*pi)**2 —

-1000

Abbildung 1.5: Die Funktion u, des Hadamard-Beispiels

Dann gilt wegen (1.7) und (1.8) in Verbindung mit (1.5)
||¢m1 - ¢m2|| <do

und andererseits folgt unter Verwendung von (1.8) und (1.6)

||um1Hoo > OO+||um2”oo

(1.9)
= [t lloo = [[Umalle = Co
was auf
[ty — Uy ||oo > l|%my oo = l|tms [0
Monotonie, m; > ma
= Hum1Hoo - ||um2||oo
(1.9)
> Co
fithrt. Damit ist der Beweis abgeschlossen.
O

Es sind verschiedene Modifikationen bzw. Erweiterungen der Problemstellung durch Zu-
satzbedingungen vorgeschlagen worden, um dieses in der obigen Form offenbar nicht stabil
l6sbare Problem zu stabilisieren. Auf diesem Gebiet ragen besonders die Arbeiten von Payne
(siche [Pay60], [Pay70], [Pay75]) heraus, der Stabilitéit zeigen kann, falls eine Beschrénkt-
heitsbedingung fiir die gesuchte Funktion auf dem Teil des Randes, wo keine Daten gegeben
sind, vorausgesetzt wird (entweder wie in [Pay60] eine gleichméBige Beschranktheit oder wie
in [Pay70], [Sch65] die Beschréinktheit der Ly-Norm der Losung).
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1.3.2 Anwendungsbeispiele des Cauchy-Problems

Die Anwendungsmoglichkeiten der oben dargelegten Problemstellung in Physik, Technik und
Medizin sind vielfdltig und kénnen an dieser Stelle nur beispielhaft verdeutlicht werden. Im
Prinzip ist zunéchst einmal klar, dafl jedes der Anwendungsbeispiele fiir elliptische Diffe-
rentialgleichungen, die wir in Abschnitt 1.1.3 beschrieben haben, prinzipiell auch zu einem
Cauchy-Problem fiir die entsprechende elliptische Differentialgleichung fithren kann, falls aus
verschiedensten Griinden nur auf einem Teil des Randes Daten verfiigbar sind. Wir wollen
im folgenden drei dieser Anwendungen aus den Bereichen Medizin, Geophysik und Eisen-
verhiittung, die von beachtlicher Bedeutung fiir die entsprechenden Gebiete sind, im Detail
darstellen. Zunéchst betrachten wir das sogenannte ”Inverse Potentialproblem der Elektro-
kardiologie”:

Beispiel 1.3.3 Der menschliche Korper zerfdllt in der Elektrokardiologie grob gesprochen
in das Herz Qo (die Quelle des elektrischen Feldes im Korper) und den tbrigen Kérper
Q, der vereinfachend als homogenes Leitungsmedium (wir werden o.B.d.A. die elektrische
Leitfihigkeit als konstant und identisch eins betrachten) angesehen werden kann (siehe Abbil-
dung 1.6). Offenbar ist der Kérper in eine isolierende Umgebung Q' —die Luft— eingebettet.
Aus gewissen medizinischen Grinden ist man an Informationen tber das elektrische Feld
auf der Herzoberfliche Ty interessiert. Es ist naheliegend, einen Patienten nicht mit einer
viel aufwendigeren und unangenehmeren direkten Messung am Herzen zu belasten (und zu
gefihrden) sondern stattdessen aufgrund von Daten z, die man auf einem Teilstick ¥ der
Korperoberfliche I'y mifst, zu versuchen, die gewiinschten Werte auf I'y zu berechnen. Phy-
sikalische Uberlequngen fiihren dann auf die folgende Problemstellung:

Gesucht ist eine Funktion V (das elektrische Potential), die auf Q definiert ist und den
Bedingungen

AV = 0 inQ

V = 2z aufX
8_V = 0 aufly
on

gentigt. Insbesondere ist man hierbei an den Werten von V auf I'g, der Oberfliche des Her-
zens, interessiert. Es ist klar, daf$ es sich hier um ein Cauchy-Problem fiir die Laplace-
Gleichung im dreidimensionalen Raum handelt. Fiir weiterfihrende Literatur siehe vor allem
die beiden ausfiihrlichen Arbeiten von Franzone und Magenes bzw. von Franzone, Tentoni,
Viganotti et al. zu diesem Thema ([FM79], [FTV85]) und die dort angegebenen Literatur-
hinwezise.

Als zweites Anwendungsbeispiel wollen wir uns nun der Geophysik zuwenden, und zwar
dem Problem der Suche nach Bodenschétzen mit Hilfe der Auswertung gewisser Daten iiber
Felder, die von der Erde erzeugt werden, wie z.B. das Erdmagnetfeld oder auch das Gravi-
tationsfeld, das wir exemplarisch betrachten wollen.

Beispiel 1.3.4 (Gravimetrische Suche nach Bodenschétzen) Da die Erde keine ho-
mogene Kugel darstellt, ist auch das Gravitationsfeld an der Erdoberfliche nicht homogen,
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Abbildung 1.6: Das inverse Potentialproblem der Elektrokardiologie. Gesucht ist aufgrund
einer Messung auf > C I'; das elektrische Potential auf I'.

sondern bei Messungen mit sogenannten Gravimetern stellt man minimale lokale Schwan-
kungen der Intensitdt fest, die zum Teil durch die unterschiedliche Dichte der Sedimente an
der Erdoberfliche (ca. 2-4 g/cm?®) und der darunterliegenden dichteren Gesteinsbasis (ca. 4-6
g/em?) und zum Teil auch durch Einlagerungen fliissiger Magma in das umgebende Felsge-
stein, sogenannte Intrusionen, erkldart werden kionnen. Gebirgsdhnliche Erhebungen der Basis
sind oft mit Erdolvorkommen verbunden und Intrusionen lassen in bestimmten Fdllen den
Schlufs auf Erzvorkommen zu, so dafl man natirlich daran interessiert ist, die Topographie
der Basis aufgrund der vorgenommenen gravimetrischen Messungen an der FErdoberfliche
zu bestimmen (siehe Abbildung 1.7). Wir werden die Probleme, die sich daraus ergeben, am
Beispiel der Intrusionen, deren mdgliche Lage beispielhaft in der unteren Hdlfte von Abbil-
dung 1.7 dargestellt ist, erldutern. Betrachtet man zundchst den linken Teil, so stellt man
fest, dafi den zwei Intrusionen auch zwei Maxima in dem Verlauf der ermittelten Gravi-
tationsintensitdt entsprechen. Probebohrungen am Ort eines solchen Maximums wdren also
mit groffer Wahrscheinlichkeit von Erfolg begleitet. Anders im rechten Teil der Abbildung:
Hier sind im Gegensatz zum linken Teil die zwei Intrusionen dichter beieinander als sie von
der Erdoberfliche entfernt sind, was darin seinen Ausdruck findet, daff nur ein Mazimum
zu sehen ist. Fine Probebohrung an der Stelle eines solchen Maximums wirde genau zwi-
schen die zwei Intrusionen fiihren, also ziemlich sicher kein positives Resultat liefern. Ein
von Geophysikern vorgeschlagenes Vorgehen ist nun der Versuch aus den Daten an der Erd-
oberfliche entsprechende Daten tiber den Intensititsverlauf des Gravitationsfeldes in einer
gewissen Tiefe zu berechnen. Behdlt die Anomalie dann die Form eines Maximums, kann
mit grofierer Wahrscheinlichkeit davon ausgegangen werden, dafS es sich tatsdchlich um ei-
ne einzige Intrusion handelt, die dieses Maximum verursacht hat. Zeigen sich jedoch zwei
Mazxima, so kann man den Schlufl ziehen, daf$ es sich um (mindestens) zwei Kdrper handelt
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Abbildung 1.7: Gravimetrische Suche nach Bodenschétzen
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und entsprechend einen Ort fiir Probebohrungen wdihlen. Das Problem, auf das wir so gefiihrt
werden, ist wiederum ein Cauchy-Problem fir die Laplace-Gleichung, da das Gravitationspo-
tential gerade eine harmonische Funktion ist und entsprechende Randbedingungen sich aus
der Problemstellung ganz natiirlich ergeben.

Analoge Uberlegungen kann man auch zum Magnetfeld der Erde anstellen (engl. " magnetical
prospecting”) oder auch mit Hilfe der Untersuchung eines kiinstlich erzeugten elektrischen
Feldes zwischen zwei Elektroden auf der Erdoberfliche (engl. ”electrical prospecting”). Bei
allen Methoden mochte man aus den Messungen an der Oberfliche Riickschliisse auf die
Struktur im Erdinneren schlieflen. Fiir Naheres zu dieser Art von Problemen siche [LRS86]
und die hierin angegebene Literatur, insbesondere zum Problem der Gravimetrik [Gla73]
und [GKKT70].

Ein letztes Beispiel schliellich entstammt der Eisenverhiittung, wobei hier das Cauchy-
Problem nur ein Teilproblem der zu 16senden Aufgabe (wenn auch das wesentliche) darstellt.

Beispiel 1.3.5 (Randidentifizierung der Innenwand eines Hochofens) FEin  Hoch-
ofen ist ein relativ abgeschlossener Reaktorraum, der von oben mit Rohstoffen beschickt
und von unten mit Luft (Wind) versorgt wird. Der Reaktionsprozess wverlduft vertikal
im Gegenstrom. Dadurch, dafS an der Basis des Hochofens kontinuierlich Roheisen und
Schlacke abgefiihrt und von oben Rohstoffe zugefiihrt werden, bleibt der Ofen immer gefillt.
Im Basisbereich des Hochofens wird wechselweise an zwei Abstichstellen fortgesetzt Roheisen
und Schlacke entnommen. Nachdem der Hochofen einmal in Betrieb genommen ist, lduft
die Produktion ca. 12 bis 15 Jahre ununterbrochen weiter. Die Produktionsmenge kann in
dieser Zeit nur bedingt verringert werden, da der Prozess im Hochofen pausenlos fortlaufen
muss. Die Prozessparameter werden also im wesentlichen nicht verdndert. Die Innenseite
des Hochofens ist mit dem sogenannten Ofenfutter, das aus Steinen unterschiedlichen
Materials besteht, ausgekleidet. Dieses Ofenfutter ist natirlich im Laufe der Jahre aufgrund
physikalischer und chemischer Vorgdnge einem gewissen Verschleiff ausgesetzt, Teile des
Materials erodieren und damit wird die Wanddicke des Ofens an bestimmten Stellen verrin-
gert. Andererseits lagern sich unter bestimmten Bedingungen auch immer wieder Schlacken
an der Wand an, so daff insgesamt die tatsichliche Wanddicke relativ stark variieren
kann. Natiirlich méchte man den Prozef$ im Hochofen stoppen, bevor es im schlimmsten
Fall zu einem Wanddurchbruch und einem Austritt des bis zu 2000 Grad Celsius heifien
Materials und damit zu erheblichen Personen- und Sachschédden kommen kann. Andererseits
maochte man den Hochofen auch nicht zu frith herunterfahren, da der einmal abgebrochene
ProzefS nur mit groffem Aufwand und erhebliche Kosten verursachend wieder angefahren
werden kann. Man ist daher wihrend des Ofenbetriebs an einem mdglichst genauen Bild
des inneren Ofenrandes interessiert. Fine direkte Beobachtung der Form dieses Randes
kommt wegen der hohen Betriebstemperaturen im Inneren nicht in Betracht. Man integriert
daher schon wdhrend der Bauphase Temperaturfiihler in die Wand und maochte mit Hilfe
von Temperaturmessungen auf die Form des inneren Randes schlieffen. Um das Problem
geeignet zu behandeln, macht man einige zusdtzliche Modellannahmen, die wir im folgenden
angeben werden:
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e Der Hochofen wird als rotationssymmetrisch zu seiner Mittelachse angenommen, so
dafs man sich auf den zweidimensionalen Fall beschrdnken kann.

e Nach dem Anfahren des Prozesses ist der zu beschreibende Sachverhalt quasi-stationdr,
d.h. die Wirmeleitungsgleichung geht in eine elliptische Gleichung diber, und zwar in
die Gleichung

div(a(z,y)Vu) =0, (1.10)

wobei a(x,y) den Wirmeleitkoeffizienten innerhalb des betrachteten Gebietes darstellt
(man beachte, dafl sich im untersuchten Gebiet im wesentlichen zwei Werte von a zei-
gen, ndmlich der Koeffizient innerhalb der Wand und der Koeffizient im Ofeninneren).

o Auf einem Teil des Randes lifit sich nicht nur die Temperatur, sondern auch der
Wirmefluf3 bestimmen.

Unter diesen Bedingungen modellieren wir nun zundchst die geometrischen Gegebenheiten
und beschreiben anschlieffend die sich in diesem Modell ergebende mathematische Problem-
stellung:

Sei Qy C R? wie folgt definiert:

Qo={(z,y) | 0<2<1,0<y<r(z)}

Der Rand von € besteht dann offenbar aus den vier Komponenten:

Y1 = {(zy)] 0<2x<1,y=0¢}

Y = {(zy)| =0,0<y<r(0)}
Y = {(xy)| z=1,0<y<r(1)}
Yo = {(zy)] 0<z<1,y=r(2)}

Hierbei ist r € C[0,1], r(x) > 0Vx € [0,1]. Damit stellt sich nun das Randidentifizierungs-
problem wie folgt dar:

Finde eine eine Funktion r : [0,1] — R\ {0} (und damit ein Gebiet Qo mit oberem Rand
Yo, der durch r beschrieben wird) und eine auf Qo definierte Funktion w, die die Differenti-
algleichung

div(a(z,y)Vu(z,y)) =0, (z,y) € Qo
lost und den Randbedingungen
u = fi auf¥;;1=0,1,2,3

? = ¢1 auf ¥
Y
gentigt. Hiermit verbunden ist die Frage nach Existenz und Findeutigkeit sowohl der gefun-
denen Losung u als auch des durch r beschriebenen Randes Y.

An dieser Stelle kommt nun das Cauchy-Problem fiir die betrachtete elliptische Gleichung
ins Spiel. Kennt man ndmliche eine Schranke rpas, so daf r(x) < rpeeVa € [0,1] gilt, so
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Abbildung 1.8: Modellierung der Hochofengeometrie
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Abbildung 1.9: Randidentifizierungsproblem

kann man zundchst in [0,1] X [0, "maz] = 2 D Qo das Cauchy-Problem fiir die angegebene
elliptische Gleichung losen und in einem zweiten Schritt (es handelt sich dann nur noch
um eine Nullstellenbestimmung) die Werte fiir r(x) suchen (also ¥ identifizieren), bei de-
nen die Losung u des Cauchy-Problems die durch die Dirichlet-Daten fy vorgegeben Werte
annimmt. Niheres zu dieser Art von Problemen findet der Leser in den Arbeiten von Radmo-
ser und Wincor [RW98] und Berntsson [Ber02] sowie in [CRHO02]. Die Arbeit von Berntsson
verwendet einen im Ansatz dhnlichen Weq zur Lésung des Cauchy-Problems wie wir in der
vorliegenden Arbeit; es wird namlich hier wie dort zundchst in x — Richtung diskretisiert und
die entsprechende Ableitung approximiert, allerdings schligt Berntsson dann einen ganzlich
anderen Weq ein. Statt wie wir eine allgemeine Losungsdarstellung herzuleiten, lost er das
entstehende Anfangswertproblem fiir ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen mait
Standardmethoden (Runge-Kutta-Verfahren) und verwendet dabei in experimenteller Weise
die Gitterweite als Regularisierungsparameter, ohne freilich analytische Resultate wie etwa
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eine Fehlerabschdtzung oder eine Konvergenzaussage zu beweisen. Dem vorgestellten Verfah-
ren sind auch deshalb enge Grenzen gesetzt, weil gerade fiir die feinen Diskretisierungen (die
unter Umstinden bendtigt werden) — wie vom Autor selbst angemerkt — die Schlechtge-
stelltheit voll zum Tragen kommt und die Ergebnisse unbrauchbar macht.

Literatur zu verwandten Fragestellungen, die sich ebenfalls mit der Gebietsidentifizierung fiir

elliptische Probleme beschiftigen ist unter anderem das Buch von Pironneau [Pir84] und die
Arbeiten [Ale93], [AVI5], [KSVI6], [Ale97], [ARIS], [BVIS], [BCYII] und [BKOO).

Die drei angefiihrten Beispiele belegen anschaulich die enorme praktische Bedeutung, die ei-
ner mathematischen Behandlung bzw. numerischen Losung des von uns betrachteten Cauchy-
Problems fiir elliptische Gleichungen zukommt.

1.3.3 Das Cauchy-Problem in der Literatur

Zum Cauchy-Problem fiir elliptische Differentialgleichungen sind in der Literatur eine ganze
Reihe von Arbeiten zu finden, die sich mit verschiedensten Teilaspekten dieses Problems
beschiftigen. Im Vordergrund stehen hierbei meist analytische Uberlegungen wie Existenz
und Eindeutigkeit einer Losung unter gewissen Voraussetzungen oder die stetige Abhéngig-
keit der Losung von den Daten. Wesentlich geringer ist der Anteil der Arbeiten, die numeri-
sche Aspekte dieses Problems, also Definition von numerischen Verfahren, Beweis von Feh-
lerabschétzungen, Konvergenz- und Stabilitdtsfragen usw., beleuchten. Wir wollen bei dem
folgenden Einblick in die Literatur in besonderer Weise solche Arbeiten beriicksichtigen, die
diesem Ziel der Klarung numerischer Fragen gewidmet sind, wiahrend wir zu anderen, mehr
theoretischen Aspekten nur eine kleine Auswahl des vorhandenen Materials kurz ansprechen
konnen.

Eine der ersten Arbeiten, in denen ein numerisches Verfahren fiir das Cauchy-Problem fiir die
Laplace-Gleichung formuliert wird, stammt von J.R. Cannon und P. DuChateau (s. [CD77]).
Das Problem wird als eine Art ” Anfangswertproblem” fiir den Laplace-Operator gestellt, d.h.
nur auf der x-Achse bzw. einem Teil dieser Achse sind Randbedingungen (erster und zweiter
Art) vorgeschrieben. Aulerdem wird die gleichméfige Beschrianktheit der Losung gefordert.
Gesucht wird eine Losung auf einer kompakten Teilmenge des rechteckigen Gebiets, auf dem
das Problem definiert wurde. Die beiden Autoren zerlegen die Aufgabenstellung in zwei Teil-
probleme: Die Losung des einen realisiert die gegebenen Fluirandbedingungen und ist in der
gesamten oberen Halbebene definiert, das andere Problem ist im wesentlichen das Ausgangs-
problem mit modifizierten Randbedingungen. Zu beiden Teilproblemen wird unter gewissen
Voraussetzungen an die Daten eine exakte Losung sowie eine numerische Approximation mit
Hilfe von elementaren Konzepten wie Quadraturformeln und Differenzenquotienten angege-
ben. Eine Fehlerabschitzung zwischen wahrer Losung und dieser numerischen Approximation
wird formuliert, wobei m.E. die Unabhéngigkeit der Konstanten in dieser Abschitzung von
der Datenstorung nicht gegeben ist.

Ein weiteres Verfahren, das auf einer dquivalenten Formulierung des Problems als Varia-
tionsgleichung bzw. -ungleichung basiert, geht auf H. Han zuriick (s. [Han82]). Mit aus
Ergebnissen von Payne (siche z.B. [Pay75]) abgeleiteten Methoden wird zunéchst die ste-
tige Abhéngigkeit der Losung des Problems ohne Datenstorungen von den Cauchy-Daten
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gezeigt. AnschlieBend wird das Problem derart in ein Minimierungs- bzw. Variationsproblem
umformuliert, dafl gewisse Datenstorungen zugelassen werden und ein Energiefunktional mi-
nimiert wird. Han kann dann zeigen, dafl durch eine weitere Modifikation der Problemstellung
eine dquivalente Variationsungleichung entsteht (vgl. [ET76]). Im folgenden werden Eigen-
schaften einer Losung dieser Variationsungleichung, wie etwa Existenz, Eindeutigkeit und
stetige Abhéngikeit von den Datenstorungen, bewiesen. Ein numerisches Verfahren wird
mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente formuliert, wobei stetige, stiickweise lineare
Funktionen als Ansatzfunktionen gewéhlt werden. Schlieflich wird noch die Konvergenz der
Néherungslosung gegen die (eindeutige) Losung der Variationsungleichung unter bestimmten
Bedingungen bewiesen.
Eine weitere wichtige Arbeit wurde im Jahr 1986 von R.S. Falk und P.B. Monk verdffent-
licht ([FM86]). Unter Verwendung einer variationellen Formulierung des direkten Problems
und dessen Approximationseigenschaften wird ein Verfahren fiir das Cauchy-Problem fiir die
Poisson-Gleichung mit gestorten Randdaten definiert, das im wesentlichen eine Defektmini-
mierung beinhaltet. Die Stabilisierung wird durch Einfiihrung eines Regularisierungsparame-
ters, der als Gewicht zur Lo-Norm der gesuchten Funktion auf dem nichtzugénglichen Teil
des Randes hinzutritt, erreicht. Dies geschieht in Analogie zur Theorie im kontinuierlichen
Fall, da hier eine Beschrinktheitsbedingung fiir eben diese Norm die stetige Abhéingigkeit
der Losung von den Daten garantiert. Infolgedessen kann auch im diskreten Fall ein solches
Resultat vom Typ logarithmischer Konvexitit gezeigt werden. Als wesentliches Beweishilfs-
mittel dient hierbei ein Ergebnis iiber die logarithmische Konvexitét diskret harmonischer
Funktionen. Das Minimierungsproblem wird mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente
behandelt und schliellich die Ergebnisse einiger numerischer Experimente préasentiert.
Einen allgemeineren linearen, elliptischen Differentialoperator zweiter Ordnung in einem be-
schrankten Gebiet (Falk/Monk beschéftigen sich nur mit dem Laplace-Operator in einem
Rechteck) betrachtet A.V. Fursikov ([Fur90]). Der Rand des dort betrachteten Gebietes be-
steht aus zwei glatten, diffeomorphen, sich nicht schneidenden Mannigfaltigkeiten I'y, I'y, wo-
bei wie iiblich auf I'; Cauchy-Daten vorgeschrieben sind. Fursikov kann konstruktiv zeigen,
daB es eine Uberdeckung des betrachteten Gebietes mit zu I'y, I'y diffeomorphen Mannigfal-
tigkeiten r; , t € [0, 1] gibt, so dafl mit einer Naherungslésung @ und der Datenstorung e die
Abschétzung

Hu - aHLz(Ht) < 0(25)1_t(2M>t

gilt. Weiter wird durch Konstruktion eines Gegenbeispiels dargelegt, dal der Exponent von
¢ nicht verbessert werden kann, was zur Folge hat, dafl der Fehler einer Approximation
auf 'y nicht notwendig klein wird, obwohl die Daten dieser Ndherungslosung nahe bei den
Cauchy-Daten liegen. Daher wird eine Verfeinerung der Definition des Problems dahingehend
vorgenommen, dafl eine Naherungslosung die exakte Losung nur aulerhalb einer Umgebung
von I's approximieren mufl. Als Ndherungsverfahren verwendet Fursikov eine dhnliche Me-
thode der kleinsten Fehlerquadrate wie Falk/Monk, da auch hier ein Defekt minimiert wird.
Eine Funktion, die das so festgelegte Minimierungsproblem 16st, nennt Fursikov eine Quasi-
Losung (engl. ”quasi-solution”), fiir deren Bestimmung ein konstruktiver Vorschlag gemacht
wird. Schliellich studiert der Autor noch einige Eigenschaften des Quasi-Losungsoperators
wie etwa Stetigkeit und Stabilitét.
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Auch in der Veroffentlichung von S.I. Kabanikhin und A.L. Karchevsky ([KK95]) wird wie
in den Arbeiten von Falk/Monk und Fursikov ein Defektfunktional minimiert, um ein leicht
modifiziertes Cauchy-Problem (es werden Robin-Randbedingungen sowohl fiir das direkte
wie das inverse Problem gefordert) fiir einen elliptischen Operator der Form

div(k(z)Vu) — q(x)u = f

zu losen. Zur Minimierung dieses Funktionals wird die Methode der konjugierten Gradien-
ten eingesetzt, also ein iteratives Verfahren. Unter bestimmten Glattheitsvoraussetzungen an
den Rand des betrachteten Gebiets und die auftretenden Funktionen zeigen die Autoren die
Existenz und Eindeutigkeit der Losung sowie Konvergenz des Verfahrens gegen diese Losung.
In einem weiteren Abschnitt wird das Cauchy-Problem fiir die Laplace-Gleichung behandelt
und im Gegensatz zur Vorgehensweise in dem zuvor beschriebenen allgemeineren Fall der
Defekt in den FluBirandbedingungen und nicht mehr in den Dirichlet-Randbedingungen mi-
nimiert. Die Methode der konjugierten Gradienten wird jedoch beibehalten und fiir den Fall
der Poisson-Gleichung explizit angegeben. Aulerdem zeigen einige numerische Beispiele, die
nur in Bild-, nicht aber in Tabellenform vorliegen, welche Ergebnisse grundsétzlich von der
Methode zu erwarten sind.

Von allen bisher betrachteten Methoden wesentlich verschieden ist das Verfahren, das M.V.
Klibanov und F. Santosa in ihrer Arbeit zum Cauchy-Problem fiir die Laplace-Gleichung
vorstellen ([KS91]). Sie greifen dabei auf die sogenannte Methode der Quasi-Reversibilitét
(" quasi-reversibility”) von Lattes und Lions ([LL69]) zuriick. Diese Methode besteht darin,
zu einem schlecht gestellten Problem P eine u. a. von einem Parameter € abhéngige Familie
von gutgestellten Problemen P. so zu definieren, dafl die Probleme P. gegen P konvergieren,
falls € gegen 0 geht, wobei Konvergenz der Probleme die Konvergenz der Losungen u,. von
P. gegen die Losung u von P meint. Die Autoren beschreiben nun diese Methode fiir das
Cauchy-Problem fiir die Laplace-Gleichung und kénnen im Gegensatz zu Lattes und Lions
auch die Ordnung der Konvergenz zeigen. Die gefundene Familie der gutgestellten Proble-
me P. approximieren Klibanov und Santosa mit Hilfe einer Differenzenapproximation, bei
der Standarddifferenzenquotienten erster und zweiter Ordnung zum FEinsatz kommen. Die
evtl. gestorten und damit nicht geniigend glatten Daten werden mit Hilfe kubischer Splines
geglattet. Fiir dieses Verfahren kann eine Fehlerabschiatzung vom Carleman-Typ in Analogie
zu den stetigen Resultaten hergeleitet werden. Die Ergebnisse numerischer Experimente wer-
den vorgestellt, wobei besonders gute Erfolge erzielt werden kénnen, wenn noch bestimmte
zusitzliche Daten verfiigbar sind.

M. Kubo (s. [Kub94]) betrachtet eine dhnliche Geometrie wie Fursikov in [Fur90]. Allerdings
beschriankt er sich auf ein zweidimensionales Gebiet und betrachtet dort das Cauchy-Problem
fiir die Laplace-Gleichung. Das wesentliche Ergebnis seiner Arbeit besteht in einer Stabilitéts-
abschétzung fiir das kontinuierliche Problem, wobei der entscheidende Punkt darin liegt, dafl
die abzuschéitzende Funktion nur durch ihre Randwerte abgeschétzt werden kann, so dafl es
nicht notwendig ist, eine globale Beschranktheitsbedingung zu fordern, um Stabilitdt zu si-
chern. Stattdessen geniigt es — &hnlich wie bei Falk/Monk in [FM86] — Beschrénktheit der
Ly-Norm auf dem Rand zu fordern. Diese Uberlegungen werden als Ausgangspunkt benutzt,
um das Problem mit der sogenannten Rand-Element-Methode (engl. ”"boundary element
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method” (BEM)) anzugehen. Dazu wird das Problem in ein System von Integralgleichun-
gen fiir Randintegrale iiberfiihrt, die anschliefend diskretisiert werden und auf ein lineares
Gleichungssystem fiihren. Dies wird jedoch nicht ndher ausgefiihrt, sondern lediglich einige

numerische Beispiele prisentiert und im Ubrigen auf entsprechende Literatur verwiesen, wie
z. B. [KIT93] und [Is090].

In einer im Jahr 1997 erschienenen Arbeit von H. Han und H.-J. Reinhardt ([HR97]) wird ein
Cauchy-Problem fiir einen allgemeinen elliptischen Operator auf einem zylindrischen Gebiet
2 x (0,1) betrachtet, wobei als Cauchy-Daten homogene Rand- und inhomogene ” Anfangs-
bedingungen” vorgegeben werden. Durch Betrachtung eines bestimmten Energiefuntionals,
fiir das eine Abschitzung vom Holder-Typ hergeleitet wird, kann ein Stabilitétssatz bewiesen
werden, wobei vorausgesetzt wird, dafi das Energiefunktional auf dem Randstiick 2 x {1},
auf dem man die Losung sucht, beschrinkt bleibt. Das Stabilitédtsergebnis wird sowohl im
Raum H* als auch mit einem jeweils modifizierten Funktional in den Riumen H! bzw. H?
erreicht. Am Beispiel der H!-Stabilitit wird im Anschlufl gezeigt, wie die gefundenen Ergeb-
nisse zur Regularisierung des Cauchy-Problems eingesetzt werden kénnen. Das Problem wird
dabei im wesentlichen als Minimierungsproblem fiir das Energiefunktional auf Q x {1} mit
Nebenbedingungen formuliert. Dieses Minimierungsproblem wurde in numerischen Experi-
menten mit Hilfe eines Programms von K. Schittkowski, das auf einem Algorithmus basiert,
der auf M.J.D. Powell (s. [Pow83]) zuriickgeht, gelost, wobei Resultate von relativ hoher
Genauigkeit fiir das klassische Hadamard-Beispiel (vgl. Satz 1.3.2) erzielt werden konnten.
Ein diskretes Analogon zum Cauchy-Problem fiir die Laplace-Gleichung auf dem Einheits-
quadrat im R? wird in einem weiteren Paper von H.-J. Reinhardt, H. Han und Dinh Nho
Hao, das als diskrete Version von [HR97] angesehen werden kann, behandelt (s. [RHH99]). Es
wird gezeigt, dafl die Losung dieses mit Hilfe des iiblichen Fiinfpunkt-Differenzenoperators
definierten Problems eine Stabilitdtsungleichung erfiillt, falls ein zuvor angegebenes diskretes
Funktional beschréankt bleibt. Wesentlich geht hierbei die zuvor gezeigte logarithmische Kon-
vexitit dieses Funktionals ein. Ahnlich wie in der Arbeit iiber das kontinuierliche Problem
(s.0.) wird dieses Funktional dann auch bei y = 1 unter Hinzunahme von Nebenbedingungen
minimiert, um so eine N&herungslosung zu erhalten. Fiir dieses Verfahren werden Fehler-
abschitzungen bewiesen, die zum einen den Diskretisierungsfehler und zum anderen den Re-
gularisierungsfehler behandeln. Die praktische Relevanz der Methode wird auch hier an nu-
merischen Beispielen fiir die Poisson-Gleichung mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen
in Bild- und Tabellenform demonstriert.

Weitere, mehr theoretische Aspekte finden sich in den allgemeineren, grundlegenden Arbei-
ten von Carleman [Car39] , Calderén [Cal58], Hérmander [Hoe76] und Nirenberg [Nir72].
Zu Existenz- und Eindeutigkeitssidtzen ist ebenfalls eine Fiille von Literatur erschienen.
Beispielhaft seien hier nur einige genannt, wie etwa [Aro57], [Nir57], [Pro60], [Dou60],
[Kum62], [Sch65], [Wat71], [Sch73], [MKT74], [KP79], [Hoe83], [RF87]. Verschiedene Stabi-
litdtsabschiatzungen finden sich unter anderem in [Joh55], [Joh60], [Mil64], [Lav67], [CD68§],
[LV86], [Bau87] oder zuletzt in [HHO3]. Letztgenannte Arbeit ist bisher nach unserem Kennt-
nisstand die einzige, in der eine L,-Theorie (p # 2) aufgebaut wird, wihrend sich alle anderen
Arbeiten in L, bewegen. Fiir eine ausfiihrliche Bibliographie, die auler den genannten eine
Reihe weiterer analytischer Arbeiten enthélt, siehe die Arbeit von Hao, Van und Gorenflo
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[HVG92].

Zu beachten ist weiterhin, daf} es einige verwandte bzw. dquivalente Probleme zum Cauchy-
Problem fiir elliptische Differentialgleichungen, wie etwa bestimmte Integralgleichungen er-
ster Art oder das Problem der analytischen Fortsetzung ([Do60], [Can64], [CM65], [CD68])
gibt, zu denen ebenfalls eine Vielzahl von Verotffentlichungen existiert.

Selbstversténdlich erheben wir mit der vorangehenden kurzen Ubersicht keinen Anspruch
auf Vollstindigkeit, ein gewisser Uberblick iiber das vorhandene Material ist aber — vor
allem, was die numerischen Aspekte angeht — sicher gewéhrleistet.

1.4 TUbersicht und Zusammenfassung der Arbeit

Um dem Leser die Moglichkeit zu geben, sich von vorneherein iiber den Inhalt der vorgeleg-
ten Arbeit im Groben orientieren zu koénnen und insbesondere die inhaltliche Funktion der
einzelnen Kapitel fiir den Gesamtzusammenhang sowie den logischen Aufbau der Arbeit in
Kiirze nachvollziehen zu konnen, werden wir im folgenden eine knappe Zusammenfassung
des Inhalts jedes Kapitels und seiner Stellung im Gesamtkontext angeben.

Bereits begonnen haben wir unsere Arbeit in Kapitel 1 mit einer Einfiihrung in grundle-
gende Themen, die in gewisser Weise Voraussetzung zum Verstdndnis der Problemstellung
sind, wie etwa partielle Differentialgleichungen, schlecht gestellte Probleme und eine De-
finition des Cauchy-Problems fiir die Poisson-Gleichung. Besonderes Schwergewicht haben
wir hierbei auf Anwendungen sowohl elliptischer Differentialgleichungen im allgemeinen als
auch des Cauchy-Problems fiir solche Gleichungen im besonderen gelegt. Die grofle prakti-
sche Bedeutung, die der Betrachtung und Lésung solcher Probleme zukommt, konnten wir
an drei Beispielen aus der Geophysik, der Medizin und der Eisenverhiittung eindriicklich
bestétigen. Die Einleitung schlieffen wir mit einem ausfiihrlichen Literaturiiberblick mit dem
Schwerpunkt auf numerischen Arbeiten und dieser Ubersicht.

Zum Verstandnis der weiteren Gliederung bemerken wir nun zuvorderst, dafl die nachfolgen-
den Kapitel sich in drei gro3eren Einheiten unterteilen lassen, ndmlich in einen ersten
Teil, der sich mit der Herleitung und Analyse einer Linienmethode fiir das Cauchy-Problem
fiir die Poisson- beziehungsweise Laplace-Gleichung beschéftigt und die Kapitel 2 bis 4
umfaflt, einen sich iiber Kapitel 5 bis 7 erstreckenden zweiten Teil, der die erzielten
Ergebnisse auf eine allgemeinere elliptische Differentialgleichung mit einem Diffusionskoeffi-
zienten verallgemeinert, wobei erheblich umfangreichere theoretische Grundlagen als fiir den
Fall des Laplace-Operators benétigt werden, und einen dritten Teil, der fiir beide genannten
Fille die Ergebnisse praktischer numerischer Berechnungen, die wir mittels Linienmethode
durchgefiihrt haben, in Kapitel 8 sowie in Anhang A dokumentiert.

Das auf diese Zusammenfassung folgende Kapitel 2 beginnt mit der Beschreibung der
Problemstellung und einer Reduktion des inhomogenen Cauchy-Problems fiir die Poisson-
Gleichung auf ein halbhomogenes Cauchy-Problem fiir die Laplace-Gleichung, fiir das im
Anschluf§ durch Semidiskretisierung (nur in z-Richtung) eine Linienmethode hergeleitet
wird. Nach Entkoppelung des entstehenden Systems gewdhnlicher Differentialgleichungen,
die aufgrund der genauen Kenntnis der Eigenwerte und Eigenvektoren der zum zentralen
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Differenzenquotienten zweiter Ordnung gehorigen Matrix vergleichsweise glatt vonstatten
geht, konnen wir eine explizite Losungsdarstellung fiir die Linienmethode zeigen (siehe (2.7)
beziehungsweise (2.8)).

Nach einigen vorbereitenden Resultaten, mit denen wir das Kapitel 3 eroffnen, gelingt
zunachst der Beweis der Konvergenz der Linienmethode fiir das Modellbeispiel nach J. Ha-
damard, wenn man ungestorte Daten vorliegen hat (Beispiel 3.1.8). Anschliefend definiert
man auf der Grundlage einfacher Hilfsergebnisse aus der Fourieranalysis die Datenrdume D,
(Definition 3.3.1) und ihr diskretes Pendant D?%,, die Funktionen enthalten, deren Fourier-
sinusentwicklung (spétestens) nach M Summanden abbricht und die somit nur aus endlich
vielen (niedrigen) Frequenzen zusammengesetzt sind. Wihrend ein auf der Reihendarstellung
der Losung des kontinuierlichen Problems (Satz 3.4.1) basierender Beweis der Konvergenz
der Linienmethode fiir beliebige, ungestorte Daten nur unter relativ kiinstlichen Vorausset-
zungen an diese Daten gelingt (Satz 3.4.5) weshalb wir diese Richtung nicht weiter verfol-
gen, kann man fiir ungestorte Daten in den endlichdimensionalen Rdumen D), ohne weitere
Voraussetzungen die Konvergenz der Linienmethode fiir h — 0 zeigen (Satz 3.4.7). Die Kon-
vergenzordnung ist dabei der Genauigkeit des zentralen Differenzenquotienten entsprechend
O(Rh?). In einem anschlieBenden Negativbeispiel demonstrieren wir, dafl diese Resultate im
Fall gestorter Daten jedoch noch nicht ausreichen, da sich auch bei Verwendung der Li-
nienmethode interessanterweise gerade fiir die kleinen Werte von h die Schlechtgestelltheit
des Cauchy-Problems voll auswirkt, so dafl die Losung durch kleine Datenstorung vollig un-
brauchbar werden kann (Beispiel 3.5.3). Der von manchen Autoren wie etwa Berntsson (siehe
[Ber02]) an dieser Stelle vorgeschlagene Weg der Regularisierung durch geeignete (geniigend
grofle) Wahl des Diskretierungsparameters erscheint zwar auf den ersten Blick einleuchtend,
erforderte jedoch in den von uns durchgefiihrten Experimenten unter Umstédnden zu grofle
Werte fiir h, so dal wir einen anderen, unseres Erachtens analytisch und numerisch ergiebi-
geren Weg eingeschlagen haben, der in Abschnitt 3.6 zunéchst fiir Daten aus D, beschritten
wird. Man kann nédmlich zeigen, dafl auf diesen endlichdimensionalen Rdumen der Lésungs-
operator des Cauchy-Problems stetig ist (Satz 3.6.1), das Problem also bedingt gutgestellt
ist, und dafl man, falls man Daten aus D), stort, sie anschlieBend wieder auf D), projeziert
und mit diesen Daten die Losung der Linienmethode ermittelt, Konvergenz dieser Losung
gegen die wahre Losung des kontinuierlichen Problems zu ungestorten Daten erhélt, wenn
h und die (maximale) Storung e gegen 0 konvergieren (Folgerung 3.6.5 zeigt dies, falls die
Daten auf X»; nur aus einer inhomogenen Neumann-Bedingung bestehen, Folgerung 3.6.7
verallgemeinert dieses Resultat auf zusétzliche inhomogene Dirichlet-Daten).

Die bisher relativ starken Voraussetzungen fiir die Konvergenz der Linienmethode, ndmlich,
daf} die Cauchy-Daten einem der endlichdimensionalen Réume D), entstammen, kénnen wir
in Kapitel 4 noch entscheidend abschwéchen, indem wir nur noch die in der Literatur iibli-
che Bedingung, ndmlich eine Normbeschrianktheit der Losung des kontinuierlichen Problems
fordern (sieche Bedingung (4.41)). Unter dieser Bedingung und der Voraussetzung, daf8 die
Fourierkoeffizienten der Cauchy-Daten rasch genug gegen 0 konvergieren (siehe Bedingung
(4.21), deren Notwendigkeit fiir den von uns eingeschlagenen Beweisweg wir in Bemerkung
4.1.16 anhand eines Beispiels diskutieren), gelingt uns der Beweis eines Stabilitétssatzes
fiir das kontinuierliche Problem (Satz 4.1.20), der sich zwar schon bei M. M. Lavrentiev in
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[Lav56] findet, dort allerdings liickenhaft durchgefiihrt ist. Wesentliches Beweishilfsmittel ist
dabei der Nachweis der logarithmischen Konvexitét einer eng mit der Norm der Ldsung ver-
bundenen Funktion F' (Folgerung 4.1.17). Nach dieser relativ griindlichen Untersuchung des
kontinuierlichen Problems beweisen wir dann unter den oben diskutierten abgeschwéchten
Voraussetzungen nach Betrachtung des Projektionsfehlers bei der Orthogonalprojektion auf
Dy (Satz 4.2.3) und unter Verwendung sowohl des gerade gezeigten kontinuierlichen Stabi-
litdtssatzes als auch der in Kapitel 2 fiir den endlichdimensionalen Fall erzielten Ergebnisse
eine Fehlerabschitzung (Satz 4.2.6) und einen Konvergenzsatz (Satz 4.2.8) fiir die Linien-
methode, der auf einer (explizit angegebenen) geeigneten Wahl von M in Abhéngigkeit von
¢ basiert.

Unsere bis dahin auschliellich auf das Cauchy-Problem fiir die Poisson- beziehungsweise
Laplace-Gleichung ausgerichteten Untersuchungen erweitern wir im zweiten Teil ab Ka-
pitel 5 dahingehend, dafl nun auch ein allgemeinerer elliptischer Differentialoperator, der
einen von x abhéngigen Diffusionskoeffizienten a(x) enthilt, zugelassen wird und fiir diesen
Fall ebenfalls durch Semidiskretisierung eine Linienmethode formuliert wird. Die Entkoppe-
lung des entstehenden Systems gewohnlicher Differentialgleichungen gestaltet sich in diesem
Fall jedoch wesentlich schwieriger als zuvor, da die Eigenwerte und Eigenvektoren der zu-
gehorigen Matrix B, nicht mehr explizit bekannt sind, somit auch nicht mehr unmittelbar
in die Linienmethode einfliefen kénnen, sondern numerisch approximiert werden miissen,
nachdem man theoretisch Realitdt und Vorzeichen der Eigenwerte (B, ist nicht notwen-
dig symmetrisch) gekldart hat (Lemma 5.2.8 (c¢)) und daraus in (5.20) eine erste explizite
Darstellung der Losung der Linienmethode hergeleitet hat. Um die theoretische Analyse
fortsetzen zu konnen, benttigt man auflerdem eine Abschéatzung dieser Eigenwerte, die mit
Hilfe von Minimum-Maximumprinzipien gelingt (Satz 5.3.26), nachdem man mittels Hil-
bertraummethoden gezeigt hat, daf§ die Eigenwerte von —B, gleich den Eigenwerten eines
diskreten Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblems fiir den durch die Linienmethode definier-
ten Differenzenoperator L, sind (Folgerung 5.3.7 in Verbindung mit Satz 5.3.11) und eine
fiir spitere Fragestellungen notige Untersuchung der diskreten Fredholmgleichung (5.52), die
wir mit Hilfe der diskreten Greenschen Funktion aus Satz 5.3.15 durchfiihren, abgeschlossen
hat. Ausdriicklich verweisen wir auch noch auf die alternative Losungsdarstellung (5.60) der
Linienmethode, die aus diesen Untersuchungen hervorgeht und nachher fiir den Konvergenz-
beweis von zentraler Bedeutung sein wird.

Nachdem also in Kapitel 5 das diskrete Problem (insbesondere in Form eines diskreten
Sturm-Liouville Problems) im Vordergrund stand, besteht nun die Notwendigkeit, auch das
kontinuierliche Problem, das man mit Hilfe der Methode der Separation der Variablen an-
geht, zu untersuchen. Das sich daraus ergebende Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem und
die zugehorigen klassischen Sétze stellen wir (ohne die Beweise auszufiihren, sondern ledig-
lich auf die Literatur verweisend) zu Beginn von Kapitel 6 dar, soweit wir sie im folgenden
benotigen werden. Als wesentliches Resultat fiir unsere Untersuchungen erhalten wir daraus
anschlieffend die Losungsdarstellung (6.26) des kontinuierlichen Problems. Die Verallgemei-
nerung des Stabilitédtssatzes fiir das kontinuierliche Problem auf die betrachtete Differential-
gleichung mit Diffusionskoeffizient fithren wir in Abschnitt 6.3.2 aus und erhalten so Satz
6.3.6.
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Um nun in Kapitel 7 die Konvergenz der Losung der Linienmethode gegen die Losung des
kontinuierlichen Problems zu unter Umsténden gestorten Cauchy-Daten beweisen zu kénnen,
bendtigt man im Unterschied zur Situation, die man fiir den Laplace-Operator vorgefunden
hat, umfangreiche zusitzliche Uberlegungen. Sind im letztgenannten Fall nimlich Eigen-
werte und Eigenvektoren im diskreten wie im kontinuierlichen Fall bekannt und sind die
diskreten Eigenvektoren schlicht die diskretisierten kontinuierlichen Eigenfunktionen, so ist
keine dieser giinstigen Eigenschaften fiir den allgemeineren Differentialoperator mit Koeffizi-
ent a(x) notwendigerweise noch gegeben. Somit ist eine Untersuchung des Verhéltnisses von
diskreten und kontinuierlichen Eigenwerten und -vektoren vonnéten. Man zeigt zunéchst mit
Hilfe von Minimum-Maximumprinzipien die Konvergenz der diskreten gegen die kontinuier-
lichen Eigenwerte (siche Satz 7.1.2 und Folgerung 7.1.3) und anschlieBend darauf aufbau-
end die Konvergenz der diskreten gegen die kontinuierlichen Eigenvektoren (Satz 7.1.11),
wobei jedesmal nicht nur die Tatsache der Konvergenz selbst, sondern auch eine Konver-
genzordnung bewiesen wird (O(h) fiir die Eigenwerte und O(v/h) in der Maximumnorm
beziehungsweise O(h) in der ||.||o,-Norm fiir die Eigenvektoren). Als wesentliches Hilfsmit-
tel fiir die Konvergenz der Eigenvektoren benutzt man, dafl der Abschneidefehler fiir den
diskreten Fredholm-Operator mit der Ordnung O(h) gegen 0 konvergiert (Satz 7.1.9). Nach-
dem man somit Klarheit iiber die Eigenwerte und Eigenvektoren gewonnen hat, definiert
man zunéchst in Analogie zum Vorgehen im Fall des Laplace-Operators endlichdimensionale
Datenrdume D$, und beweist fiir Neumann-Daten aus diesen Rédumen einen Konvergenz-
satz fiir ungestorte Daten (Satz 7.2.8), bevor man unter gleichartigen Voraussetzungen wie
schon zuvor, némlich einer Normbeschrénktheitsbedingung (siehe (7.141)) und hinreichend
schneller Konvergenz der verallgemeinerten Fourierkoeffizienten der Cauchy-Daten beziiglich
des aus den Eigenfunktionen der kontinuierlichen Sturm-Liouvilleschen Eigenwertaufgabe
bestehenden a-Orthonormalsystems (siehe (6.28)), Fehlerabschétzung (Satz 7.4.4) und Kon-
vergenzsatz (Satz 7.4.6) in Analogie zu den Ergebnissen fiir den Laplace-Operator auch im
betrachteten allgemeineren Kontext beweisen kann. Die Konvergenzordnung des Diskreti-
sierungsfehleranteils ist dabei schlechter als vorher, was man auch erwartet, da der bei der
Linienmethodenapproximation verwendete Differenzenquotient nicht so genau sein kann, wie
der einfache zentrale Differenzenquotient zweiter Ordnung, den wir im Falle der Poisson- be-
ziehungsweise Laplace-Gleichung fiir die Approximation der zweiten Ableitung in z-Richtung
verwendet haben. Fiir die iibrigen Fehleranteile (also Projektions- beziehungsweise Regula-
risierungsfehler und Datenfehler) verédndern sich zwar die Konstanten, die grundlegenden
Eigenschaften dieser Anteile bleiben ansonsten aber erhalten.

Neben den oben zusammengefaiten, sehr zufriedenstellenden theoretischen Resultaten, ha-
ben wir auch praktische Experimente mit der Linienmethode zu zahlreichen Beispielen
durchgefiihrt. Die durchweg den theoretischen Erkenntnissen entsprechenden numerischen
Ergebnisse haben wir in Kapitel 8 dokumentiert, und zwar sowohl fiir den Fall des Laplace-
Operators wie fiir den Fall einer allgemeineren elliptischen Gleichung. Auch die Anwendung
der Linienmethode auf inhomogene Cauchy-Probleme haben wir anhand mehrerer Beispiele
ausfiihrlich beschrieben und kénnen hierzu sehr brauchbare Ergebnisse préasentieren. Man
beachte, dafl wir in diesem Kapitel fiir die verschiedenen Félle auch jeweils eine zusammen-
fassende Beschreibung des sich aus der Linienmethode ergebenden Algorithmus angeben,



38 KAPITEL 1. EINLEITUNG

die es jedem Leser mit Programmierkenntnissen erméglichen sollte, die Linienmethode mit
relativ geringem Aufwand implementieren zu kénnen. Im Anhang A schlieffilich sind die
Bilder und Tabellen zu den numerischen Ergebnisse enthalten, auf die in Kapitel 8 Bezug
genommen wird.

Wir schliefen die Arbeit mit dem Verzeichnis der verwendeten Literatur, einem Stich-
wortindex und einer Danksagung.
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Kapitel 2

Eine Linienmethode fiir das
Cauchy-Problem fiir die
Poisson-(Gleichung

2.1 Das Cauchy-Problem fiir die Poisson-Gleichung und
seine Reduktion auf ein halbhomogenes Cauchy-
Problem fiir die Laplace-Gleichung

Zu Beginn stellen wir noch einmal klar die Problemstellung heraus, die wir in diesem und
den folgenden Kapiteln bis einschlieflich Kapitel 4 betrachten wollen. Dabei gehen wir vom
allgemeinen Cauchy-Problem fiir die Poisson-Gleichung aus und zeigen, dafl dieses Problem
auf ein halbhomogenes Cauchy-Problem fiir die Laplace-Gleichung reduziert werden kann.

Problem 2.1.1 (Cauchy-Problem fiir die Poisson-Gleichung, allgemeine Form)
Definiere

Q:={(z,y) eR*|0<2<1,0<y < That

sowie
Y = {(x,0) eR?*|0<r <1}
Yo = {(an)€R2|0§y§rmax}
%3 = {(Ly) € R*|0 <y < rpas)
Yy = {(#, 7w ER?|0< 2z <1}

Gesucht ist eine Funktion u € C?*(int(Q)) N C(Q) mit
Au = f in int(Q)),

43
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die den Randbedingungen

u = fiauf ¥,
0
a—z = ¢1 auf ¥
u = fy auf ¥y
u = f3aufXs

geniigt. Die Neumann-Daten ¢1 bezeichnen wir auch als Cauchy-Daten.

Bemerkung 2.1.2 Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit dirfen wir im Fall des in Pro-
blemstellung 2.1.1 beschriebenen Problems annehmen, daff man homogene Dirichlet-Daten
sowie eine homogene rechte Seite der Differentialgleichung vorliegen hat, mit anderen Wor-

ten, daf
f=h=f=/f3=0

gilt. Andernfalls kann man ndmlich eine Lésung dieses Problems in der Form
uU=v+w
erhalten, wobei v Lisung von

Av = 0 inint(Q)
v o= 0 aufZluEQUEg

ov ow

3_y = ¢1—a—y auf 3

ist und w das (direkte) Dirichlet-Problem fiir die Poisson-Gleichung

Aw = [ inint()

w = fi auf¥,
w = fo aufds
w = f3 aufXs
w = (1—2) falrmae) + @ f3(Tmae)  auf 34

lost. Wahlweise kann man offenbar auch nur einen Teil der inhomogenen Terme zur Berech-
nung von w heranziehen und den anderen Teil bei der Berechnung von v beriicksichtigen.

Die vorangegangene Bemerkung erlaubt es uns, die Problemstellung spezieller zu formulieren,
was die nachfolgenden Untersuchungen wesentlich erleichtern wird:

Problem 2.1.3 (CPLG mit halbhomogenen Dirichlet-Bedingungen)
Gesucht ist eine Funktion v € C*(int(2)) N C(Q) mit

Au =0 in int(Q), (2.1)
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die den Randbedingungen

u = f1auf¥,
ou
0 ¢1 auf Xy
Y
v = 0 auf X
u = 0 auf X3

gentigt.

Bemerkung 2.1.4 In unseren Untersuchungen werden wir der gréfseren Allgemeinheit we-
gen zundchst insofern noch nicht die volle Tragweite von Bemerkung 2.1.2 ausnutzen, als wir
am unteren Rand Xy auch inhomogene Dirichlet-Daten f zulassen werden. An geeigneter
Stelle werden wir jeweils darauf hinweisen, welche Konsequenzen der Fall fi = 0 nach sich
zieht.

Im nachfolgenden Abschnitt werden wir nun fiir das halbhomogene Cauchy-Problem fiir die
Laplace-Gleichung eine Linienmethode entwickeln.

2.2 Herleitung und Formulierung des Verfahrens

2.2.1 Diskretisierung und Umformulierung der Problemstellung

Die Idee der folgenden Linienmethode ist es, eine Diskretisierung in x-Richtung einzufiithren
und anschliefend eine explizite Losungsdarstellung des entstehenden Anfangswertproblems
fiir ein System gewohnlicher Differentialgleichungen anzugeben.

Sei dazu

1
NeN h=—
e NN, N

Mit Hilfe der Punkte
.TZ:Z}Z,ZZO,,N

fithrt man dann eine Diskretisierung in z-Richtung ein. Approximiert man jetzt die zweite
partielle Ableitung von u in z-Richtung durch den zentralen Differenzenquotienten zweiter
Ordnung, so kann man den Laplace-Operator durch

wi—1(y) — 2ui(y) + uip1(y)

Ahu('ria y) = U;/(y) + h2

annéhern. Hierbei ist u; ~ u(z;,y),i=0,...,N.
Die Laplace-Gleichung (2.1) auf int(€2) kann damit approximiert werden durch

Ahu(xia y) =0 y
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wodurch man auf das folgende System gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung
gefiithrt wird:
Uiy — 2U; + Uity

u! + 3 = 0,i=1,...,N—1

In Matrixschreibweise erhdlt man, wenn man uy = uy = 0 beachtet (siehe Problemstellung
2.1.3) und U := (uy, ..., un—_1) sowie

-2 1 0 ...0 0 0
1 -2 1 0 0 0
D, = % ............................ e RV (2.2)
0 0 0 ...1 -2 1
0 0 0 0 1 =2

definiert, folgende Approximation des Cauchy-Problems fiir die Laplace-Gleichung:

Problem 2.2.1 (AWP fiir ein gekoppeltes System gew. Differentialgleichungen)
Finde N — 1 auf [0, rp4] definierte Funktionen u;,i=1,...,N —1, so dafs

U"+ DU =0 (2.3)
gilt, und die Anfangsbedingungen

U(0) := (u1(0),...,un-1(0)) = (fi(z1),..., filen-1)) = I}
U'(0) := (u}(0),...,uy_1(0)) = (d1(z1),...,¢1(xNn_1)) =: Py

erfillt sind.

2.2.2 Die Matrix D,

Nun geben wir einige Eigenschaften der Matrix D, an, die im folgenden von Nutzen sein wer-
den (vgl.auch [Rei97] S.58fF). Wir benétigen zum Beweis dieser Eigenschaften einen Hilfssatz
aus der linearen Algebra, den wir vorab der Vollsténdigkeit halber zitieren:

Hilfssatz 2.2.2 Gegeben sei eine symmetrische Matrix A € R™"™ mit paarweise verschiede-
nen (reellen) Figenwerten Ay, ..., N, und zugehirigen Eigenvektoren vy, ..., v,. Dann bilden
die Eigenvektoren eine Orthogonalbasis des R™.

Beweis:
Sei zum Beweis der Orthogonalitit 1 < 4,5 < n, i # j. Dann gilt:

(N =AW vi)e = Ai(vi, v5)e — Aj(vi, v5)e = (Avi, v5)e — (03, Avg)e

A sgnm. (?}Z‘, Avj)e — (Ui, A’Uj)e = 0
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Da die Eigenwerte paarweise verschieden sind, erhdlt man (v;,v;). = 0. Fiir die Basisei-
genschaft hat man nur die lineare Unabhéngigkeit zu zeigen, da jedes linear unabhéngige
Vektorsystem der Lénge n eine Basis des R™ bildet und macht den Ansatz:

n
ZO@’UZ‘ =0
i=1
n
- (Zaivi,vj) =0 , 1<j<n
i=1 .
octh. aj(vj,v5)e = 0 , 1<j<n
~——
>0
- aj = 0 , 1<j5j<n

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Lemma 2.2.3 (Eigenwerte, Eigenvektoren und weitere Eigenschaften von D)
Die Matriz Dy hat die Figenwerte

' 4
A, = —4NZsin? (%) =~ sin’ (jhg> . j=1,..,N-1

mit zugehorigen Figenvektoren

Uj

B (Sin (%) sin (j7;\}2> ,...,sin (W))T

= (sin(jkhm))_, x4 , J=1,...,N—1

-----

Die Vektoren v; bilden eine Orthogonalbasis des RN, Setzt man mit der euklidischen Norm

e

i j=1,...,N—-1 |,

Dy ist symmetrisch, negativ definit und es gilt p(Dy) < %. Weiter ist die Matric W =
(Wjk)jk=1,. N1, die die normierten Eigenvektoren von Dy als Spalten enthdlt, ebenfalls sym-
metrisch, orthogonal (und daher ist W = W7T =W=!) und es gilt

WD,W ™ = D := diag()\;)j=1

-----
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Beweis:
Esist fiir 1 <k < N — 1 zu zeigen:

gk =1\ gk | (gmkt DY L im\ L (ink
sm( N 2 sin N + sin N = —4sin oN sin N

Man setzt also an:

sin (‘W) — 2sin <MWI€> + sin <‘MN+1))
Addth. o m CoS j—ﬂ — sin ]—W cos ‘@ — 2sin ]Lk
N N N N N
) gk s . Jm Jrk
+(sm( N )COS<N>+31H<N>COS( N ))
ik J

Die Orthogonalitét der v;, 1 < j < N — 1, folgt sofort aus Hilfssatz 2.2.2 und aus der
Orthogonalitét der v; trivialerweise die Orthonormalitdt der w;, 1 < j < N — 1. Damit
ist die Aussage iiber Eigenwerte und Eigenvektoren von Dy bewiesen. Hieraus kann man
unmittelbar die weiteren Aussagen iiber Symmetrie (sofort an der Matrix ablesbar) und den
Spektralradius schlufolgern. Die negative Definitheit erhélt man iiber die Negativitdt der
Eigenwerte aus

=2

—1
(Do, ), = Nz, w)?<0,2#0
1

J

OJ

2.2.3 Entkoppelung des Problems und explizite Lésungsdarstel-
lung

Wir multiplizieren nun Gleichung (2.3) von links mit W und erhalten die folgende dquivalente
Formulierung dieser Gleichung:

WU +WDyU =0
— WU"+WD,W ' 'WU=0
N——

¢:—(WUV+DRWU:O

VERY vy DV =0,V =(vs,...,un-1)
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<~ U;/—l-/\iUiZO,Z':l,...,N—l

Damit hat man das vorliegende System entkoppelt und die Problemstellung weiter verein-
facht.

Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen ist ein Fundamentalsystem der
hier auftretenden Differentialgleichung zweiter Ordnung gut bekannt, die allgemeine Losung
hat die Form:

vi(y) = & exp ( —/\,-y> + 1; exp <— —)\Z-y> yi=1,...,N—1 (2.4)

Wir betrachten nun die Randbedinungen, um die Koeffizienten &, nm;,¢2 = 1,...,N — 1 zu
bestimmen.
Es ist

vi(0) =& +n; und  vi(0) = (& —m)V =X
Daher mufl mit = := (&,...,{n-1), H := (m,...,nn_1) gelten:

U0) =F
— WV)(0)=F
— V(0)=WEk
— Z+H=WkK
Analog erhélt man:
U'(0) = o,

— (WvY(0) =,
< V/(O) =Wo,

N-—1
< &—m:ﬁzwi7j¢1($j),i:1,...,N—1
j=1

Als Losung des entstehenden Gleichungssystems ergibt sich ( 1 <k < N — 1)

€k
(W {5+ 7)),
B 2
1= sin(kjhm) (
= 3 (F1); + o (P1);
2 = % ! %sm (khi) !

_ \/gz_ (sin(k:jhﬂ)(Fl)j + g%@ﬂ;) (2.5)

7j=1
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Tk
B (W (ﬂ—ﬁ@l))k
= \/>Z (sm kjhm)(Fy); — Z%(‘E)j) : (2.6)

Wir setzen die in (2.5) und (2.6) gewonnenen Werte &, mp, 1 < k < N —1in 2.4 ein und
damit ergibt sich folgende explizite Losungsdarstellung auf jeder Linie:

g

~—

(Y
w

I
<

)i(y)

_ (M <§k exp < _)\ky> + 7k eXPp <_ Aw)))

=2

2h

o

=1

- th_:l (Sin(ik‘hﬂ) <exp( —)\ky>
k=1

N-1

—|—exp< ) (sm kjhm)(Fy); — Z%@l)j>)>

J=1

N-1

hsin(khjr) ( <I>1)j>

(kjhm)(F —
(Sm jh) 1) + 2 sin (/{:hg)

7j=1

N—

= Z (sm (ikhm) <COSh —A\kY Z sin(kjhm)(F1);

k=1 7j=1
N 'h( X\ )Z (kjhm)(®)) (2.7)
——————sin — sin(kjhm ; .
2sin (khZ) O
7j=1
Im Falle F; = 0 (siche die Bemerkungen 2.1.2 und 2.1.4) geht diese Beziehung iiber in

ui(y) = h? kz_; <% sinh( —)\ky> Z__;sin(kjhﬂ)(qh)j) (2.8)
(wg, P1),

Nasw W e sinh( —)\ky>
k=1



Kapitel 3

Stabilitit und Konvergenz des
Verfahrens fiir frequenzbeschriankte

Daten

In diesem Kapitel sollen nun erste Stabilitdts- und Konvergenzeigenschaften des eben vorge-
stellten Verfahrens zur Losung des Cauchy-Problems fiir die Laplace-Gleichung untersucht
werden. Zunéchst geht man dabei von ungestérten Daten aus und untersucht, wie sich die
Losung der Linienmethode im Verhéltnis zur exakten Losung verhilt, wenn der Diskreti-
sierungsparameter h gegen 0 strebt. Unter gewissen Voraussetzungen an die Daten werden
wir dazu einige Konvergenzsitze beweisen, die im wesentlichen zeigen, dafl eine quadrati-
sche Konvergenz der Ndherungslosung gegen die exakte Losung vorliegt. Im Anschlufl an
den Beweis dieser Konvergenzresultate kénnen wir dann der Frage nachgehen, wie man die
bekannte Schlechtgestelltheit des Cauchy-Problems fiir die Laplace-Gleichung, deren Aus-
wirkungen auf unser Verfahren wir auch diskutieren werden, angemessen beriicksichtigen
kann, falls gestorte Daten vorliegen. In diesem Kapitel werden wir uns dabei zunéchst auf
Daten aus gewissen endlichdmensionalen Rdumen beschrinken, die als gestért angenommen
werden. Mit Hilfe einer orthogonalen Projektion auf diese Rdume kénnen wir zum Abschluf3
des Kapitels dann zeigen, dal das Problem fiir die betrachtete Klasse von Datenrdumen
bedingt gutgestellt ist und einen Konvergenzsatz sowie eine Fehlerabschédtzung beweisen.

3.1 Vorbereitende Untersuchungen und ein erstes Mo-
dellbeispiel

Wir greifen im Laufe unserer Untersuchungen auf einige analytische Ergebnisse zuriick, die
wir im folgenden von Grund auf darstellen und beweisen wollen. Die allerersten dieser Ergeb-
nisse sind sicher jedem Leser sehr geldufig, jedoch haben wir sie ebenfalls mit aufgenommen,
um eine in sich geschlossene Darstellung zu erzielen. Die nachfolgenden Hilfsresultate sind
dann durchaus nichttrivial.

Lemma 3.1.1 (a) Ist 0 < z < /10, so gilt cos(z) < <2&).

x

51
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(b) Firz >0 istsin(z) < z.

(c¢) Fir x>0 gilt Sinafm) >1-— %2.

(d) Fiir x > 0 gilt die Abschdtzung (b) sogar in der schirferen Form |sin(z)| < z.

Beweis:
Es gelten die folgenden Reihenentwicklungen:

sin(z) 1 L2k oo 22k
_ = _ -1 k = i (1) 1
:EZ NeTEy =2 (1) kD) (3.1)
k=0 k=0
und
S g o 2
cos(x) = Z(—l) on] =: 7111:1010 52 (3.2)
k=0 '

Wir zeigen st > s,(f) Vn € N, woraus dann unmittelbar die Behauptung folgt.
Da x < v/10 nach Voraussetzung richtig ist, kann man folgern:

10 > 22

4k* + 6k > 2* VkeN

2k(2k +3) > 2* VkeN

2k(2k +2)(2k +3) > (2k +2)2° VE €N

(2k + 1)(2k + 2)(2k + 3)2®* — (2k + 2)(2k + 3)2?* > (2k + 3)x* 12 — p?+2

ka I2k+2 IQk .T2k+2

(2k)!  (2k +2)! = 2k + 1) (2k +3)!

[

Daraus ergibt sich zunéchst fiir gerades n € N:

a <(2kx—21—k1)! a (2:112}-6:;)!) T ((222”—_21)! a (znxjm)

a (é:; a (21?2)!) T <(2fn—22)! a (920:;)
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Fiir ungerades n € N erhélt man unter Verwendung dieses Ergebnisses:

s
_ 8(1) B [EQTL
24 1)!
2n
(2) z
> —
= 1T o )
2n
(2) .
> _
S R G Y

womit Behauptung (a) gezeigt ist.
Die Teile (b) und (c) ergeben sich aus den Reihenentwicklungen von sin(z) beziechungsweise
sin(@) it Hilfe des Leibniz-Kriteriums, das besagt, daf§ die Partialsummen einer Reihe der

Form Y (—1)*a; mit einer monoton fallenden Nullfolge (ay)ren jeweils abwechselnd obere
k=0

bzw. untere Schranken der Reihensumme bilden.
Zum Beweis von Teil (d) unterscheidet man die Fille 0 < z < 7w und z > 7. Im ersten Fall

hat man
: : )
|sin(z)| = sin(z) < x

und im zweiten Fall folgt die Behauptung aus

|sin(z)| <l<m<uz

Lemma 3.1.2 Seien o, 5 € R beliebig, o, 3 # 0. Dann gilt

sin(ah)  «
im = —
h—0sin(Bh)
und
sin(ah)  «
im = —
h—0 ﬁh ﬁ
sowie
ah «Q

flzii% sin(Bh)

Sind o > 0,5 > 0 und (hy)nen eine monoton fallende Nullfolge mit (0.B.d.A.) hy < @, S0
15t smOZ% ebenfalls monoton fallend.
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Beweis:
Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Regel von de I’'Hospital, denn man hat

sin(ah)
im —
h—0 sin(S3h)
—1(h—0)
—
I'Hosp acos(ah)
w0 Bcos(Bh)
——
—1(h—0)
o«
g
und analog auch den zweiten Grenzwert:
sin(ah)
h—0 ﬁh
—1(h—0)
——
'Hosp. .. acos(ah)
= lim
h—0 ﬂ
o«
B

Der dritte Grenzwert ergibt sich aus dem zweiten, wenn man den Kehrwert betrachtet und
die Rollen von « und (3 vertauscht.
ah

Zum Beweis der Monotoniebehauptung differenziert man die Funktion F'(h) = D] nach

h und erhélt fiir A < % (= hB < V/10) unter Verwendung von Lemma 3.1.1 (a):

F'(h)
sin(Sh) — h3 cos(Bh)
B “ sin?(h)
Lemma 3.1.1 (a)
> 0

Es ist also /' monoton wachsend in h, h € (0, @}, woraus die Behauptung folgt.

Lemma 3.1.3 Sei y € R.
(a) FEs gilt
14y < exp(y)

und folglich auch
1 —exp(—y) <y
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(b) Isty >0, so hat man die Abschdtzung
exp(y) — 1 < yexp(y)

(¢) Firy >0 ist
exp(y)(1 —y) < exp(—y)(1 +y)
und folglich
sinh(y) — ycosh(y) <0 . (3.3)

Beweis:
Zum Beweis von (a) geniigt es wegen

zu zeigen, dafl

gilt. Im Fall y > 0 ist dies trivialerweise klar. Im Fall —1 < y < 0 handelt es sich wegen

& Yy - k |?J|k
D=2 (D
k=2 k=2

um eine alternierende Reihe, deren Glieder wegen

|y|*+1
1
L _

1% Ck+1 k41

<1

eine monoton fallende Nullfolge bilden. Nach dem Leibniz-Kriterium hat daher die Reihen-
summe dasselbe Vorzeichen wie ihr erster Summand, ist also positiv. Im Fall y < —1 ist die
Abschétzung trivial, da in diesem Fall

1+y<0<exp(y)

gilt.
Behauptung (b) sieht man wie folgt ein:
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Um Teil (c¢) zu zeigen, benutzt man fiir fiir beliebige R 5 y > 0,k € N die im folgenden

hergeleitete Ungleichung

12( 1)
— Y > (1)
1 1 i e 1 i
~ <(-DF(= - 4
— (k (k—l)!)y = )(k! (k:—l)!)y (34)
<0
und somit ergibt sich leicht:
exp(y)(1 —y)

(3.4)

= exp(—y)(1+vy)

IN
—_
+
[

|
=
=
N
| =

=
—_

=
N

<
=

Die ebenfalls behauptete Ungleichung fiir sinh und cosh folgt daraus dann mittels

exp(y)(1 —

y) < exp(—y)(1+y)

— exp(y) — exp(—y) — y(exp(y) + exp(—y)) <0

= sinh(y)

—ycosh(y) <0
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Lemma 3.1.4 Sei C' > 0 beliebig. Die Funktion f : (0,00) > x + xsinh (%) ist auf ihrem
gesamten Definitionsbereich monoton fallend und (insbesondere) bei 1 stetig. Ist also x,, eine
monoton fallende Folge mit x,, > 1, x,, — 1, (n — 00), so gilt, daf$ (f(x,))nen eine monoton
wachsende Folge ist und gegen f(1) = sinh(C') konvergiert.

Beweis:
Wir zeigen f'(x) < 0Vz > 0. Fiir die Ableitung errechnet man:

f'(x)

= sinh <g) — :L‘% cosh (g)
x T T

= sinh <€> — g cosh <€>
T T T

Lemma 3.1.3 (c)
< 0

Beachte hierbei, dal wegen % > 0 die Voraussetzung von Lemma 3.1.3 (c) erfiillt ist.
O

Folgerung 3.1.5 FEs konvergiere h monoton fallend gegen 0 und es sei m € N beliebig. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(a) Es konvergiert
mh¥ W) <inh <2ysin (mh%) >
2

sin (mh h

monoton wachsend gegen sinh(mmy). Insbesondere ist also fir h < @

hZ% i hZ
_ ™2 inn <2yw> < sinh(mmy)

cosh <2wy)

konvergiert monoton wachsend gegen cosh(mmy). Es ist daher fiir h < @

: B
cosh (2%y> < cosh(mmy)

(b) Der Term

Beweis:
Sei (hp,)nen eine monoton fallende Nullfolge mit (0.B.d.A.) hy < @.
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mhn, %

(a) Nach Lemma 3.1.2 ist 2, := ——2—~
sm(mhn§)

1. Aus Lemma 3.1.4 (mit C' := mmy) ergibt sich damit unmittelbar die Behauptung

(a).

ebenfalls monoton fallend und konvergiert gegen

(b) Nach Lemma 3.1.2 ist z,, := bm(rzﬂ monoton wachsend und konvergiert gegen m3.

Aus dem monotonen Wachstum des cosinus hyperbolicus im nichtnegativen Bereich
der Abszisse folgt somit die Behauptung (b).

Bemerkung 3.1.6 Wir werden im folgenden die Finschrdinkung h < @ nicht mehr

erwdahnen, da h als Diskretisierungsparameter sowieso nur sinnvoll gewdhlt ist, wenn

h:%<1<1.007%@

T
qgilt.
Hilfssatz 3.1.7 Sei m € N. Dann existiert ein hg = ho(m) > 0, so daf fir alle h < hg

(a)

hE ‘ hZ 33
sinh(mmy) — L sinh QMy < mr exp(mmy)h?

sin (mhZ) h 24

(b)
; s 3.3
cosh(mmy) — cosh (2%3/) < mQZ sinh(mmy)h?
gilt.
Beweis:

(a) Um den in Rede stehenden Term nach oben abschitzen zu kénnen, verwenden wir die
weiter oben bewiesenen Lemmata sowie das monotone Wachstum des sinus hyperboli-
cus und erhalten so:



3.1.

Folgerung 3.1.5 (a)

Lemma 3.1.1 (b)
<

Lemma 3.1.1 (c)
<

Lemma 3.1.3 (a)
<

VORBEREITENDE UNTERSUCHUNGEN UND EIN MODELLBEISPIEL

[ ' hE
sinh(mmy) — M2 inn [ 222 (mh3) y
sin (m %) h
mhZ sin (mh?%)
h : h |2 2
sinh(mmy) — sin (mh?) sin ( - y)
. B
sinh(mmy) — sinh o O: :) y)
hE
sinh(mmy) — sinh m7ry8m (mﬂ 2)>
2
hE
sinh(mmy) — sinh | mmy (1 - %))

1
B (exp(mwy) — exp(—mmy) — exp (mﬂy <1 -

(-2

(exp(mﬂy) — exp(—mmy) — exp (mﬂy —

+exp | —mmy m " yh2>)

3 (xptmmy) (1_exp( )
— exp(~my) (1_exp ("))

h2 + exp(—mmy) <exp (
min

m3mdy

24

Y

24

)

1
3 (exp(mﬂy)
1
2

Lemma 3.1.3 (b) 3.3 3.3
< exp(mﬂy)m " Yp2 4 exp(—mmy) yh exp MY e
24 24
Fiir h < 4‘f . ho(m) folgt
mimdy o, miPmy 48
I < —9
24 - 24 m?q? my
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und somit kann man den gewonnenen Term wie folgt nach oben abschétzen:

1 3.3 3.3 3.3
3 (exp(mwy)%h2 + exp(—mmy) mQZ Y2 exp ( %}f )>
——
<2mmy
3.3
< m27; exp(mmy)h®

(b) Analoges Vorgehen wie in (a) fiihrt auf:

T
cosh(mmy) — cosh <2My> |

h
olgerung 3.1. S h%
Folgerung 3.1.5 (b) cosh(mmy) — cosh i (TZ 2) y>
S h%
= cosh(mmy) — cosh | mmy in ( — 2)>
Lemma 3.1.1 (c) hZ 2
< cosh(mmy) — cosh | mmy (1 — %))

— % (exp(mﬂy) + exp(—mmy) — exp (mﬂy <1 _ m>>

o -2))

= (exp(mwy) + exp(—mmy) — exp <m7ry _mr yh2>

—exp | —mmy +m7ryh2))

(e (1 ()
+ exp(—mmy) (1 —exp (m T yiﬂ)))

Lemma 3.1.3 (a) 3.3
< 5 (exp(mﬂy) 51 Y2 + exp(—mmy) (—%fﬂ))
3.3
= m27; sinh(mmy)h?
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Das folgende allererste Modellbeispiel in Anlehnung an J. Hadamard (siehe [Had23] und die
entsprechenden Bemerkungen in Satz 1.3.2) demonstriert in einem Spezialfall, da$ fiir h — 0
die Losung u; auf jeder Linie gegen die wahre Losung konvergiert.

Beispiel 3.1.8 Es se:

sin(mmx) sinh(mmy) QO
in

u(r,y) = -

mit m € N, N > m. Bekanntermajflen lost u die Laplace-Gleichung und geniigt den Randbe-
dingungen
ou sin(mmx)

u(a:,O):Ounda—y(x,O): - ,0<zx <1
und

u(0,y) =u(l,y) =0, y € R beliebig

Man hat also, wenn man in z-Richtung diskretisiert, die Datenvektoren

Fi— (0. 0) und &, (L>
7j=1

N—— mT
N—1 mal

gegeben.

Berechnet man nun aus diesen Datenvektoren mit Hilfe von (2.7) bzw. (2.8) die Nihe-
rungslosung u; auf der i-ten Linie, dann konvergiert fir jedes 1 < i < N — 1 die Funktion
w;i(y) fir h — 0 gegen u(x;,y) und es gilt fir h < %g die Fehlerabschitzung

|u(zi, y) — ui(y)] < \sin(mﬂxi)\Q—Zy exp(mmy)h?
Beweis:
Wir setzen in den Term (2.7) beziehungsweise (2.8) der allgemeinen Losung die speziellen

Randbedingungen (also die bekannten Vektoren F; und ®;) ein und erhalten:

ui(y)
h? = ( sin(ikhw) N1
= e 2 (e (V) Sk e

=0, k#m (Lemma 2.2.3)
N-1

_ h? sin(mihm)
= —— (mh ) sinh (\/ y> ]z—;sm (mjhm)

;

J/

-~

= % (Lemma 2.2.3)

1 hZ 2 si hZ
= ke sy sin(mmz;) sinh (M y) (3.5)

m27m2 sin (mh5 h
—_——

—1 (h—0) —mm (h—0)

emma 3.1. ]- : 1
Lemma 3.1.2 53 sin(mmx;) sinh(mmy) = u(z;,y) (h— 0)
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Der Beweis der Fehlerabschitzung ergibt sich wie folgt:

|u(zi, y) — wi(y)|

(3.5) 1 . . 1 mh% ) ) 2sin (mh%)
‘m%ﬂ sin(mmx;) sinh(mmy) 727 5in (mh?) sin(mma;) sin . Yy

sinh(mmy) — mh3 o sinh QMy
sm( 5) h

Hilfss. 3.27 (a) ‘ Sin(m’ﬂ'ﬂfiﬂ m37r3y
B m2m?2 24

mT

24

| sin(mma;)|
m?m?

exp(mmy)h?

= | sin(mmz;)| i exp(mmy)h?

3.2 Ausgewihlte Ergebnisse aus der Fourieranalysis

Die Untersuchungen der folgenden Abschnitte basieren auf bestimmten grundlegenden Er-
gebnissen der Fourieranalysis, die wir in diesem Rahmen kurz angeben und zum Teil auch
beweisen wollen, ohne dieses Feld hier wirklich erschopfend darstellen zu koénnen.

Lemma 3.2.1 (Integralformeln einiger trigonometrischer Funktionen) Seien k,[ €
Z. Es gelten folgende Integrationsformeln:

. Lo k=1 K >1
/ sim(krt)sin(imt)dt = { 1 | k——1, k| >1 (3.6)
0 \ 0 , sonst

1 1 , k=1=0
/cos(/mrt) cos(Irt)dt = T k= >1 (3.7)
0 CREL

7 ——2—  (k—1) ungerade
/sm (kmt) cos(Imt) dt = (k=D (k+) (3.8)
9 0 ,  sonst

und daraus abgeleitet mit Hilfe der Regeln zur Integration gerader beziehungsweise ungerader
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Funktionen auf zum Ursprung symmetrischen Integrationsintervallen:

¢

1 1 9 k= l? |k| Z 1

/sin(/mrt) sin(Irt)dt = —1 , k=—1,k>1 (3.9)
-1 \ 0 ,  sonst

(

1 2 y k=1=0
/cos(k:mf) cos(Imt)dx = 1, |k=>1 (3.10)
= CCEl

1

/sin(lmt) cos(Irt)dex = 0 . (3.11)

-1

Bewers:

Die Stammfunktionen sind jeder gewohnlichen Integraltafel zu entnehmen. Wir demonstrie-
ren daher nur an einem Beispiel die angewendete Integrationstechnik (Formel (3.8), Fall:
(k — 1) ungerade):

sin(kmt) cos(lmt) dt

o _

1
= %/Sm (k4 D)mt) + sin((k — )mt) dt
0
X (k+)m (k=) X
— 5( / sm w) du + / (k_l)ﬂsm(u)du
0 0
= L — cos(u )](Hl)7r + 1 [— (:os(u)](kfmr
2 0 (k— D) 0
= 1 ;[ (_1)k+l+1 _1_1} + [(_1)k—l+1 +1]
2 (k+Dm" ~~—=— (k — )7 e —
:(_1)k—l+2l+1:1 =1
1
 (k+Dm o (k—Dr
2k

k+0)(k— D
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Die in obigem Lemma enthaltenen Integrale kann man natiirlich mit geeigneten Quadratur-
formeln approximieren. Interessant ist dabei, dal die Approximation mit Hilfe der summier-
ten Sehnentrapezregel in vielen Féllen jeweils den exakten Wert des Integrals liefert, wie
folgendes Lemma exemplarisch anhand der ersten Formel zeigen wird:

Lemma 3.2.2 Seien N € N, h = %, k,l € Z beliebig. Weiter seien

k = ko mod 2N
Il = Iy mod 2N
mit —N + 1 < ko, lo < N. Dann gilt
N_1 % , k0:l07N>|k0|21
R sin(kmjh)sin(lmjh) = ¢ =L k= —ly, N > |ko| > 1
=1
’ 0 , sonst
Bewers:
Im Fall 1 < k,1 < N — 1 folgt die Behauptung unmittelbar aus Lemma 2.2.3 mit Hilfe der
dort definierten Vektoren w;, j =1,..., N —1, denn man sieht leicht unter Verwendung des
Kronecker-Symbols
, k=1
NS
0 , k#I
ein, dafl
N-1
b sin(kmjh) sin(lmjh)
j=1
L < 1 1 )
= —— Wy, ——W
Vah U Rh ).
1
= =9
5Okl

gilt. Ist k=0VIi=0Vk=NVI= N, so verschwindet die Summe trivialerweise (beachte
sin(vrm) = 0, v € Z). LaBt man nun den Fall —N + 1 < k,I < N zu, so a8t sich der
Beweis miihelos mit Hilfe der Tatsache, dal die Sinusfunktion ungerade ist, auf obigen Fall
zuriickfithren. Zum Beweis des allgemeinen Falles beachtet man schliefSlich, dafl die Funktion
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N-1
Fy(k,l) = h > sin(kmjh)sin(lrjh) in beiden Argumenten 2/N-periodisch ist, denn es gilt

j=1
Fy(k + 2N, 1)
N-1
= h Z sin((k + 2N)mjh)sin(lmjh)
j=1

n(kmjh + 27Tj) sin(lmjh)

—sm(km] h)

I
Il MH

= Fh(k:,l)

und bei analoger Schlufiweise Fy,(k,l + 2N) = Fj,(k,l). Fiir beliebige k,[ € Z existieren nun
ko,lo S {-N—l-l,,N} mit

k = kymod 2N

Il = lpmod 2N

Somit folgt
Fh(kv l)
= Fh<k07 ZO)

und daraus kann sofort die Behauptung abgelesen werden.
OJ

Bemerkung 3.2.3 Das obige Lemma zeigt, daf$ die summaierte Sehnentrapezregel nur dann
1

einen falschen Wert fir das Integral [ sin(knt)sin(int) dt liefert, falls k # 1, aber 1 < |ko| =
0

\lo] < N gilt. Die Wahrscheinlichkeit, daf$ dieser Fall auftritt, sinkt natiirlich mit wachsen-
dem N.

Satz 3.2.4 Ist eine 2-periodische Funktion f auf [—1,1] stetig differenzierbar, so konvergiert

thre Fourierreihe

1 - .
500+ Z(ak cos(kmz) + by sin(kmx))

mat den Fourierkoeffizienten

ar = /f(t) cos(kmt)dt, k € Ny

und
1

by = / F(#) sin(krt) dt, k€ N

auf jedem kompakten Teilintervall von [—1,1] gleichmdfig gegen f.
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Beweis:

Vergleiche zum Beispiel [Heu01], Band 2, Satz 137.2. Das dortige Ergebnis ist lediglich durch
eine einfache Substitution vom Intervall [—7, 7| auf das hier vorliegende Intervall [—1,1] zu
iibertragen.

Satz 3.2.5 Sei ¢ € C'[0, 1] mit $(0) = ¢(1) = 0 gegeben. Dann gilt fiir alle x € [0, 1]

x) = Z by sin(kmx)
k=1
mat
by = 2/¢(t) sin(knt)dt, k € N

Die Funktion ¢ lafit sich also als reine Sinusreihe darstellen. Weiter ist die Konvergenz
dieser Reihe gleichmdffig in x.

Beweis:
Offenbar a8t sich ¢ auf [—1, 1] fortsetzen zu einer stetig differenzierbaren ungeraden Funktion
() , =0

Entwickelt man nun Uy in eine Fourierreihe der Form

1 oo
—agp + Z(ak cos(kmx) + by sin(knz)),

2
k=1

so gilt nach den Euler-Fourierschen Formeln:

1
ag = /U¢(t) cos(kmt) dt =0, k € Ny
—_——

-1 ungerade Fkt.

und
1 1 1
by = /U¢( ) sin(kmt) 2/U¢ sin(knt) dt = 2/¢ )sin(knt)dt, k € N,
1 W 0 0

womit gezeigt ist, dal die Fourierreihe eine reine Sinusreihe ist. Die gleichméfiige Konvergenz
und Darstellung von ¢ durch diese Reihe folgt aus Satz 3.2.4.
O
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3.3 Definition und Eigenschaften der Datenriume D%,

Zentral fiir unsere weiteren Untersuchungen werden nun gewisse endlichdimensionale Funk-
tionenrdume sein. Wenn die Cauchy-Daten diesen Rdumen entstammen, so bedeutet das,
daBl nur Frequenzen unterhalb einer gewissen Grenzfrequenz M in der Sinusreihenentwick-
lung von ¢, beziehungsweise f; auftreten und die iibrigen Koeffizienten verschwinden. Diese
Datenrdume werden wir samt einigen ihrer Eigenschaften betrachten, wobei wiederum die
Hilfsergebnisse aus der Fourieranalysis zum Tragen kommen werden, die wir in Abschnitt
3.2 zuvor bereitgestellt haben. Aufgrund der Voraussetzung

u’22 = u|23 =0
findet man fiir eine in sich stimmige Problemstellung

¢1(0) = ¢1(1) =0

Vorausgesetzt sei weiter ¢; € C1[0, 1].

Definition 3.3.1 Sei M € N, h = =, N > M. Dann definiert man

1

N
D :={¢ e C'[0,1]|$(0) = ¢(1) = 0}

Die Funktionen in D lassen sich nach Satz 3.2.5 in eine reine Sinusrethe entwickeln. Fir

die praktische numerische Behandlung unseres Problems werden sich solche Rdiume als ge-

eignet herausstellen, bei denen diese Reihe nur aus endlich vielen nichtverschwindenenden
Summanden besteht:

1
/Sin(kmt)gb(t) dt=0,k>M

0

DMZ: ¢€D

Da wir sowohl in der Numerik wie in der Praxis nur diskrete Datenwerte behandeln kinnen,
definieren wir schliefflich noch die fiir unsere Zwecke im folgenden verwendeten Rdume, die
man als diskrete Versionen der Riume Dy auffassen kann:

Db, = {@ e RVN!

N-1
> sin(kmjh)®; =0, N > k > M}

j=1

Die Riume D%, und D), stehen in einem engen Zusammenhang, wie die folgenden Ergebnisse
zeigen:

Satz 3.3.2 Sei M < N. Ist ¢ € Dy, so ist ® := (¢(h),...,¢(N — 1)h))T € Db,. Sind
umgekehrt N — 1 diskrete Werte ® € D%, gegeben, so lift sich stets eine (eindeutige!)
Fortsetzung ¢ € Dy finden, so daff ® = (¢(h),...,o((N — 1)h))T gilt.
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Bewezs:

Sei ¢ € Dy und @ := (¢(h),. ..

Satz 3.2.5

¢€D N

,O((N —1)h)). Wegen ¢ € D gilt:

()

- 1

Z 2/(}5 sin(lnt) dt | sin(lrx)
=1 \ 9

M

2

2/gb(t) sin(l7t) dt | sin(lrz)

Sei nun N > k > M. Dann hat man

i

sin(kmjh)®;

Z .
Lo

= 3 sin(kmih)e(z;)

=1

<.

=

v 1
(312 sin(kmjh) Z 2/¢(t) sin(lrt) dt | sin(lmjh)
I=1

1

<.
I

I
DO

=1

Z( Zsin(kmjh) sin(Imjh) )/o o(t) sin(lmt) dt

TV
=0 nach Lemma 2.2.3, da k>M>1

und folglich ist ® € D?,.

Sei nun umgekehrt ® € D?, gegeben und weiter sei N > M. Definiere

N-1

b =2h Y sin(kmjh)®;, k=1,...,M

und damit

Jj=1

M
= Z by sin(kmx)
k=1

(3.12)
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Dann ist offenbar ¢ € Dy, denn fiir kg > M ergibt sich

o(t) sin(komt) dt

]
— —

(Z by sin(kmt) - Sin(k?oﬂ't)) dt

k=1

(bk/sin(kmf) sin(komt) dt)

0

N J/
-~

=0 nach (3.6)

M= "

>
Il

Il
o

Weiter erhélt man fiir beliebiges 1 <[ < N — 1:

)
— i (2h1vz_lsin(k7rjh)(1>j> sin(knlh)
k=1 Jj=

j=1

®ecDh N—-1 N—-1
=M <2h > sin(kwjh)(l)j) sin(kmlh)
j=1

k=1

N—-1 N-1
= 2h ( Z sin(lmkh) sin(jmkh) ) D,

j=1 \ k=1 |

—0 (%)

N-1
= 2k ) sin(lrkh)sin(irkh) ®,

\k:l

:ﬁ nachzzmma 2.2.3

= @

Die Eindeutigkeit der Fortsetzung zeigen wir im Anschlufl an Satz 3.3.3.
O

Satz 3.3.3 Sei N > M. Dy besitzt die Orthonormalbasis Wy = /2sin(krz), k=1,..., M

Bt i)

basis. Die Riume Dy und D%, sind daher isomorphe M-dimensionale Vektorriume. Die
Abbildung

F: Dy 3¢ F(¢) = Vh(6(1h),...,¢((N — 1)h))

ist ein isometrischer Isomorphismus. Hierbei ist RN=Y mit dem euklidischen (.,.). und D
mit dem Lo-Skalarprodukt (.,.)r, versehen.
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Beweis:
Die Funktionen wy, k = 1,..., M sind offenbar linear unabhéngig, denn aus

M
Z AeV2sin(krz) = 0
k=1
folgt fiir beliebiges 0 < = < % zunéchst
O0<kmx<m = sin(knz)>0 Vk=1,....M

und daraus notwendig das Verschwinden aller A\, £ = 1,..., M. Weiter ist nach Satz 3.2.5
eine beliebige Funktion ¢ aus D), C D als Sinusreihe

Z bpsin(kmx) , by = 2/¢(t) sin(knt)dt, k € N
darstellbar. Wegen ¢ € D), folgt by =0, k > M, also:

x) = Z by sin(kmx) = Z %\/ﬁsin(lmrx) ,zef0,1] . (3.13)

Somit ist auch die Erzeugendensystemeigenschaft, insgesamt also die Basiseigenschaft der
Funktionen /2 sin(krz), k = 1,..., M nachgewiesen. Thre Orthonormalitit folgt aus der
Integralformel (3.6) in Lemma 3.2.1.

Wenden wir uns nun den Vektoren wy, & = 1,..., M zu, so stellt man zunéchst fest,
daB diese Vektoren als Teilsystem der Orthonormalbasis wy,...,wy_; des RY~! offen-
bar linear unabhéingig und orthonormal sind, so dafl man nur noch zu zeigen hat, dafl
span(wy, ..., wy) = D, gilt. Hat man ® € span(wy,...,wy) , so folgt fir N >k > M

M
o = E a;W;
=1
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also ® € D, Ist umgekehrt ® € D%, gegeben, so hat ® mit Hilfe der Orthonormalbasis

wi, ..., wy_1 des RN~ nach Standardergebnissen der linearen Algebra die Darstellung
N-1 M
(I) = (CI), U)k)e Wr = Z((I), wk)ewk s
k=1 _o k>M k=1
somit also ® € span(wy, ..., wy).

Insgesamt folgt, dafi die Abbildung
F: Dy 3¢ F(¢) = VR(6(1h),...,6((N = 1)h))

ein Isomorphismus ist, da diese Abbildung die Basis in Dy, auf die Basis in D%, abbildet.

M

Die Isometrieeigenschaft ergibt sich mit beliebigen ¢ = Y o;w;, ¢ = ) f;w; aus Dy wie
i=1 j=1

folgt:

—~

F(¢), F(¢

= (Z a; F(w; iF(w_j)>

1=

—_

I
M= <
=
>

(F(wi), F(wj))e

1

= Z azﬂ] wwwj)

-
S,
I

(wqu)L

I
iMi )
S

F

—_

= (¢7 ¢)L2

5
<

Es ist hier iibrigens ersichtlich, daf} jeder Isomorphismus, der eine Orthonormalbasis eines
endlichdimensionalen Raums auf eine Orthonormalbasis eines anderen endlichdimensionalen
Raums abbildet, diese Isometrieeigenschaft besitzt.

O
Fortsetzung des Beweises von Satz 3.3.2:
Zu zeigen ist noch die Eindeutigkeit der Fortsetzung ¢ € D), zu einem gegebenen Vektor
® € D%,. Wir nehmen an, es giibe eine weitere Fortsetzung ¢ € Dy, mit den gewiinschten
Eigenschaften. Dann folgt ¢ — ¢ € Dy, , also mit Satz 3.3.3 die Basisdarstellung

~ M
—p=> opm; . (3.14)
k=1
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Da sowohl ¢ als auch qg Fortsetzungen von ® sind, also an den Gitterpunkten mit ® iiber-
einstimmen, gilt offenbar

(6—@)(lh)=0,1=1,...,N—1

M
> agmi(th) =0,1=1,...,N -1

k=1

|
]
£
|~
5
NI
“O
m
=
L

ﬂ
x

o)
=1
N
[&
w
o
=
ES
I
o
o T
I
—_

I I

O

Bemerkung 3.3.4 Wir haben soeben auch das folgende Ergebnis gezeigt: Fine Funktion
¢ € Dy, die an den dquidistanten Punkten x; = lh, [ =1,... N —1,h = ]%[, N > M
verschwindet, muf$ die Nullfunktion sein.

Wir beweisen noch den folgenden interessanten Zusammenhang fiir Funktionen aus Dy,
beziehungsweise D%,

Satz 3.3.5 Seien M,N,k € N, M < N,k < N, h = % und f € Dy(= F = (f(1-
h),...,f((N —=1)-h)) € D%). Dann gilt:

/ f(t)sin(knt) dt = h Z_ sin(kmjh)F;

Die Fourierkoeffizienten einer Funktion aus Dy; lassen sich also als endliche Summe dar-
stellen.

Bewezs:
Man rechnet nach:

1
/f t) sin(kmt) dt
0

= 2hZ<(Zsm kmjh) s1n(l7rjh)/f ) sin(Imt) dt)

7=1




3.4. KONVERGENZ UND FEHLERABSCHATZUNG FUR UNGESTORTE DATEN 73

N-1 M L
= hY sin(kmjh) Y |2 / F(t) sin(lrt) dt | sin(imjh)
j=1 =1 o
£Gh)
313)  n=
C 0 S sin(kmin)F,
j=1

womit die Behauptung bewiesen ist.
OJ

Bemerkung 3.3.6 Die vorangegangenen Sitze zeigen, daff man beim Ubergang zu diskreten
Werten nur im Fall N < M, das heifit, wenn man die Diskretisierung zu grob im Verhdltnis
zur mazimalen in der betrachteten Funktion vorkommenden Frequenz gewdhlt hat, Informa-
tionen verliert. Im Fall M < N entsprechen sich dagegen kontinuierliche Funktionen in D,
und diskrete Datenvektoren in D%, véllig.

3.4 Konvergenz und Fehlerabschitzung fiir den Fall
ungestorter Daten

Natiirlich kann die im Abschnitt 3.1 hergeleitete Fehlerabschéitzung fiir das Hadamardsche
Modellbeispiel nur ein erster Schritt auf dem Weg zu einer allgemeinere Félle umfassen-
den Konvergenzaussage beziehungsweise Fehlerabschétzung sein. Ein erster Schritt in diese
Richtung besteht darin, daf wir im folgenden auf ¥, allgemeinere Daten f; (Dirichlet-Daten)
und ¢; (Neumann-Daten) zulassen und untersuchen, wie sich die Losung der Linienmethode
verhélt, falls wir zunéchst annehmen, dafl ungestorte Daten vorliegen. Ein wichtiges Ergebnis
in diesem Zusammenhang wird eine Konvergenzaussage fiir Daten in den eben eingefiihrten
endlichdimensionalen Rdumen Dj; sein.

3.4.1 Darstellung der exakten L6sung

Um den Fehler zwischen der mit Hilfe der Linienmethode bestimmten Nédherungslosung des
Cauchy-Problems fiir die Laplace-Gleichung und der exakten Losung abschétzen zu konnen,
benotigt man zuerst einmal eine Darstellung der exakten Losung. Man gewinnt sie leicht
mit Hilfe der Methode der Separation der Variablen. Wir werden an dieser Stelle nur das
Ergebnis angeben:

Satz 3.4.1 Seien fi,¢1 € D (vergleiche Definition 3.3.1), 0 < x < 1 und 0 < y < I'pgs-
Weiter seien fiir k € N Funktionen gy : R* — R durch

(¢1(.), sin(k.))
km

gr(z,y) = 2sin(kmrx) ((fl(), sin(km.))r, cosh(kmy) + Lz sinh(lmry))
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erklirt. Konvergiert dann eine der beiden Reihen Z i 2 und Z i g’“ gleichmafig auf [0, 1] x
k=1

[0, "maz), SO konvergiert auch die andere der beiden Reihen und dze Reihen

ng’zagk
k=1

gleichmdafig auf [0,1] X [0, 7pmaz]. Dariberhinaus lost die Funktion

> " gi(@,y) (3.15)

Problem 2.1.3. Ist fi = 0 (homogene Dirichlet-Daten), vereinfacht sich diese Darstellung zu

[e.9]

u(z,y) = z:(QSin(knm)(¢1<')’Sm(k7r'))L2 Sinh(knry)) : (3.16)

km
k=1

Die M-te Partialsumme up(z,y) der Reihendarstellung (5.15) ist eine harmonische Funkti-
on, die den Randbedingungen

M=

up(,0) = 2(f1(.), sin(kx.))p, sin(krx) = Py fi
k=1
8;;\/[ (z,0) = Z 2(¢1(.),sin(kr.)), sin(krz) = Py

b
Il

1

gendtigt, wobei

Py CH0,1] 39— Z ), sin(km.)), sin(krz) (3.17)

die orthogonale Projektion auf den Raum Dy, der von den Funktionen +/2sin(knz), k =
1,..., M aufgespannt wird, darstellt (vergleiche Satz 3.5.3).

Beweis:
Durch gliedweise partielle Differentiation von w erhélt man

82u = 9
k=1
0*u >

b
Il
—

also
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Eine der beiden entstehenden Reihen ist als gleichméflig konvergent vorausgesetzt. Da sich
beide Reihen nur durch das Vorzeichen ihrer Glieder unterscheiden, konvergiert damit auch
die andere Reihe gleichmé&fig. Weiter ist damit auch die gleichméflige Konvergenz der Reihen

D96 D 5o
k=1 = 9y
gesichert, da aus ihnen durch gliedweise Differentiation eine gleichméfig konvergente Reihe
entsteht (vergleiche zum Beispiel [Heu0O1] Band 1, Satz 104.6).
Auflerdem sind die Randbedingungen wegen

Satz 3.2.5
= f

und

ou
a_y(xa O)

= Z 2(¢q,sin(knt))p, sin(kmrx)

k=1

S 3.2.5
atz: le (ZL’)

sowie (man beachte g;(0) = gx(1) = 0)

u(0,y) = u(l,y) =0

erfiillt. Ersetzt man im vorangegangenen Beiweisabschnitt unendliche durch endliche Sum-
men, so erhélt man miihelos die Behauptungen iiber die Partialsumme u;, M € N.
O

Bemerkung 3.4.2 1. Es erscheint sehr schwierig, eine genaue sowohl hinreichende als
auch notwendige Bedingung fir die gleichmdflige Konvergenz der in Satz 3.4.1 an-
gegebenen Reihe(n) zu finden, auch wenn natirlich die Standardsdtze tiber notwen-
dige (die Glieder der Reihe miissen eine Nullfolge bilden) und hinreichende Bedin-
gungen (Konvergenzkriterien, insbesondere Weierstraf$’sches Majorantenkriterium) der
(gleichmdfigen) Konvergenz von Reihen jeweils im konkreten Einzelfall Anwendung
finden konnen.

2. Die Bedingung f1,¢1 € Dy ist hinreichend fir die Reihenkonvergenz (da die Reihe in
diesem Fall nur endlich viele nichtverschwindende Summanden besitzt), jedoch nicht
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notwendig, wie das folgende Beispiel zeigen wird (zur Definition von 1 pq, siehe Problem
2.1.1 und den vorangehenden Absatz). Man definiert dazu

2sin(lmt)

t) = telhd
al( ) [2 cosh(lﬁrmax) S [ ’ }
27 sin(Irt)

b(t) = ———,t 0,1
l( ) lsinh(lﬂ'rmax) e [ ’ ]

A = D alt), teo,1]

=1

Gi(t) = ) b(t), t€[0,1]

Trmaz ' T2 e

Fiirl 2max< Ind 8 ) gilt

Ind <lIlrr,e
4 < exp(ITTmaz)
2 < cosh(Im7maz)
2 1
< =
12 cosh(Imrmas) — 12

il

1
a(®) <

und

7T2 7,2

4 _ < max
(4—y)m < =

(14 77 + Gl ) -1
— 4r < l
. or< exp({mrmas) — 1

21

sinh({77 42 )
= s

2 1
— S —

Isinh(I7rpae) — (2

1
()] < 5

I

und daher sind nach dem WeierstrafS’schen Majorantenkriterium beide Reihen absolut
und gleichmdf$ig konvergent. Bei gliedweiser Differentiation nach t erhdlt man mit
analoger Argumentation wiederum absolut und gleichmdjig konvergente Reihen, so daf
ingesamt f1, ¢ € C10,1] ist (bei sukzessiver gliedweiser Differentiation erkennt man
sogar f1,¢1 € C*[0,1]). Da offenbar auch beide Funktionen bei t = 0 bzw. t = 1
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verschwinden, gilt also fi, 91 € D. Andererseits sind f1, ¢1 in keinem Raum Dy, M €
N enthalten, denn man hat fiir beliebiges k € N

/ f1(t) sin(knt) dt

I
Lo~

2sin(lnt)
-sin(kmt) dt
(Z [2 cosh lﬂrmaz)) sin(krt)

- 2sin(Irt) )
= /Z (12 cosh( l7T7’mm> sm(kmf)) dt

l

=1
1

in(l7t) sin(knt) dt
/l COSh lﬂ-rmax) Sln( ™ )S]n( T )

glm. Konv. f:

=17
o 1

= (kmt) sin(Int) dt
Z [2 cosh lﬂ"f’max / " (tmt) )
=1 0

_§6k71nach‘26mma 3.2.1

B 1
k? cosh(kTTmaz)

£ 0

und mit Hilfe derselben Schluffweise

1
/¢1(t) sin(knt) dt
0
e 27 sin(lmt)
- /(l lsmh(hﬂ“mam)) sin(bt) df

27 sin(lmt) .
— /Z (lsmh U] 51n(k7rt)) dt

glm. Konv.

[y

M8°

27
T —— sin(Imt) sin(kt) di
] /lsinh(lﬂrm(m) sin(lrt) sin(knt)

o

1
o0

- ¥ <lsmh(2l—77rrrm) / sin(krt) sin(irt) dt)

=1 0

N

-~

:%§k,lnach Lemma 3.2.1
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B k
k2 sinh (k7742 )
# 0,
also
(¢1(.),sin(km.)) L, B 1
wk ~ k2sinh(kmrmaer)

Daraus folgt dann fiir die in Satz 3.4.1 definierten Funktionen g bei Verwendung obiger
Ergebnisse sowie der Monotonie des sinus hyperbolicus und des cosinus hyperbolicus:

|91, )|

= 2|sin(knz)| ‘(fl(), sin(km.))r, cosh(kmy) + (610, Sll{:n%m))h sinh(kmy)
7r
_ cosh(kmy) sinh(kmy)

= 2 k

w k2 cosh(knmrpme:) k2 sinh(k7rae)

<1

< 9 cosh(kmy) sinh(k7y)
- k2 cosh(kmrmaz) k2 sinh(kmrma.)

4
< =
S =

Nach dem Weierstraf$’schen Majorantenkriterium konvergiert die Reihendarstellung
(3.15) also absolut und gleichmdfig in z und y, obwohl die zugehdrigen Daten, wie
eben gesehen, in keinem der Rdume Dy, M € N liegen.

3.4.2 Ein Konvergenzsatz fiir beliebige ungestorte Daten

In diesem Abschnitt wollen wir nun untersuchen, unter welchen Voraussetzungen die Lini-
enmethode fiir zunéchst vollig beliebige Cauchy-Daten konvergiert, das heifit, wir fordern
zunachst weder, dal die Daten notwendigerweise einem der Raume D,; entstammen miissen
noch, daf§ eine Normbeschranktheit der Losung auf dem oberen Rand 34 gilt (was die Grund-
lage der nachfolgenden Untersuchungen ab Kapitel 4 sein wird). Der Preis den man in ge-
wissem Sinne fiir die Allgemeinheit des Ergebnisses zu entrichten hat, ist die relative Kiinst-
lichkeit der Voraussetzungen, die man einfithren muf;, um Konvergenz zu zeigen. Bevor wir
jedoch den eigentlichen Beweis angehen kénnen, bendtigt man noch gewisse vorbereitende
Resultate, die wir jetzt anfithren wollen.

Hilfssatz 3.4.3 Gegeben seien Funktionen
g R*— R, N, keN
und es existiere fiir jedes feste (z,y) € R?, k € N

N
O

gr(w,y) = lim g, (z,y)
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Dariberhinaus sei (gleichmdfig in k)

lge(z,9) — gt (@, )| < an . YN > N, (3.18)

wobei N - ay — O(N — o0) vorausgesetzt wird (Mit anderen Worten gilt unter Verwendung
des Landauschen Symbols o: |gr(z,y) — g,(gN) (z,y)=0(x) (N — oo) gleichmifig in k).

Weiter konvergiere >, gir(x,y) punktweise gegen G(x,y). Dann gilt:
k=1

N
lim Y gt (z,y) = G(z.y)
k=1

N—oo
Beweis:
Es gilt
N
> o (@,y) - Gla,y)
k=1
N N
< D@V @y —g@ )|+ > gl y) — Gz y)
k=1 k=1
N
N>No
< N-ay+ ng(x,y) — G(z,y)
k=1

— 0 (N — ),

woraus sofort die Behauptung folgt.
OJ

Bemerkung 3.4.4 Definiert man fiir beliebiges (x,y) € R? die Funktionen g,(gN) durch

g (x,y) = %, so folgt gi(x,y) = 0 sowie Y gi(x,y) = 0= G(z,y), aber
k=0

N—o0 N—oo N

N
1
lim Zg,(gN)(Ly) = lim N-—=1#0=G(z,y)
k=1

Dieses Beispiel zeigt, daf$ bei Verletztsein der Bedingung (3.18) die Behauptung des Hilfs-
satzes 3.4.3 durchaus nicht selbstverstindlich ist.

Satz 3.4.5 (Konvergenzsatz fiir beliebige ungestorte Daten) Vorausgesetzt sei die
Konvergenz der Reihe (3.15). Weiter seien Daten f1, ¢y derart gegeben, daf$ mit

g’(CN)(x“y) = 2sin(kmx;) (cosh (% sin (khg) y) (hgsin(kjhﬂ)(Fl)j)

—i-m sinh <% sin (khg) y) (h NZ_l Sin(kjhﬂ')((bl)j> )
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und

gr(xiyy) = 2sin(kmra;) ((fl(t),S.in(/mnf))L2 cosh(kmy) + <¢1(t)782;<kﬂ))h sinh(/mry))

gilt (man beachte h = < ):

o @)~ ) =0 ()=o) (h—0) (3.19)

Dann konvergiert fir h — 0 die Ndherungslosung u;(y) (ermittelt nach (2.7)) gegen die
exakte Losung u(x;,y) (ermittelt nach 3.15).

Beweis:

Wir betrachten die explizite Losungsdarstellung u;(y) auf der i-ten Linie und erhalten mittels
(2.7):

= 2h- (sin(z’khw) (cosh< —My) i sin(kjhm)(F1);

—i-m sinh (\/—_Aky> Nz_l Sin(k:jhyr)(cpl)]) )
_ (2 -sin(kma;) (Cosh (% sin (khg) y> (hNZ_l sin(kjhw)(Fl)j>
+W sinh (% sin <kh%> y) <h szl sin(kjhﬁ)(q;l)J) > )

Jj=1

|

Man hat

2
cosh 7 sin (khg) Y

—kmy(h—0)

cosh(kmy) (h — 0)

Lemma 3.1.2
—

und
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N-1

h> sin(kjh)(F);
j=1
1

/sm (kmzx) fi(x)dx (h — 0)

0

summierte Sehnentrapezformel

sowie vollig analog:

2
sinh 7 sin (/{:hg) Y
—kmy(h—0)

sinh(kmy) (h — 0),

Lemma 3.1.2
—

N-1

h Z sin(kjhm)(61);

1

summierte Selitfntraperormel /sin(/mrx)fl (33) dx (h — 0)

0

und

h
2sin (/{:h%)
Lemma 3.1.2 1
— (h—0
= pm (h —0)

Einsetzen dieser Konvergenzergebnisse liefert gi' — g1, (N — oo) punktweise.
An dieser Stelle kann man nun Hilfssatz 3.4.3 verwenden, dessen Voraussetzungen vollstandig
erfiillt sind, und erhélt so die Behauptung.

O

3.4.3 Ein Konvergenzsatz fiir ungestorte Daten aus D),

Im folgenden werden wir bis zum Schlufl dieses Abschnitts nur noch Daten aus den in
Abschnitt 3.3 definierten endlichdimensionalen Réumen D), beziehungsweise D%, betrach-
ten. Als einfache Folgerung aus Satz 3.4.1 erhélt man die folgende Darstellung der exakten
Losung:
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Satz 3.4.6 (Darstellung der exakten Losung fiir Daten aus D)) Es seien fi,¢1 €
Dy, M <N und 0 <z <1,0<y <rne Dann lost die Funktion

u(z,y) (3.20)
= Z (2 sin(knz) ((fl(.),sin(kﬂ.))L2 cosh(kmy) + (q&l(.),sz;(kw.))b sinh(lmry)))
k=1

Problem 2.1.3.

Beweis:
Offenbar verschwinden wegen fi, ¢ € Dy in (3.15) alle Summanden ab k = M + 1.
O

Damit kann nun nachstehender Konvergenzsatz bewiesen werden:

Satz 3.4.7 (Konvergenzsatz fiir ungestorte Daten in D)) Seien fi,¢1 € Dy, M <
N. Dann konvergiert fiir h — 0 die Niherungslosung w;(y) (ermittelt nach (2.7)) gegen die
exakte Losung u(x;,y) (wie wir sie in (3.20) dargestellt haben). Es gilt fiir h < ho(M) = %f’
die Fehlerabschdtzung:

4.3

T exp(7) (Ll + 1) B2 = COLy. i, )i

u(zi, y) — wi(y)] <

Beweis:
Wegen f1,¢1 € Dy, M < N ist nach Satz 3.3.2 auch Fy, ®; € D%,. Es folgt daher mit Hilfe
von (2.7) die folgende Darstellung der Néherungslosung:

u;i(y)
=0,k>M

-~

N-1

_ 2 sin(kra;) ((th; Sin(kﬂjh)(Fl)j) cosh (% sin (khg) y)

k=1

+W (th_:l sin(knrjh)(CI)l)j) sinh (% sin (k:hg) y) )

J/

= ﬁ: 2sin(kmx;) ( <h Nz_:l sin(k'ﬁjh)(Fl)j> cosh (% sin (k:hg) y)
+m (h ]f—l Siﬂ(kmjh)(@l)j> sinh (% sin (khg> y))

u 1

atz 3.3. 3 i ’ .

295 S asin(hna,) | [ skt f(e) e -cosh (sin (k03) )
k=1 0

1

h : . 2 T

+m / sin(k7t)py(t) dt - sinh (E sin (kzh§> y)
0
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Mittels dieser Darstellung erhélt man unter Verwendung von Satz 3.4.6:

u(@s, y) — uily)]

M 1

_ Z sin(kmz;) / sin(krt) f(t) dt - <cosh(k7ry) — cosh (E sin (khg) y))

k= 0

+/sm(/€ﬁ)¢1 (t)dt - (Smh/{g:w) ~ 2sin ?kh%) s (% . y)>
)

< Z 2| sin(kmx;)| / | sin(knt) f1(t)| dt - |cosh(kmy) — cosh (— sin (khg y) '
, sinh(kmy) h , 2 . T
kt) gy ()] dt - - b (5 sin (k02
—i—/ | sin(kmt) s (t)] P >sin (VA7) sin (h sin 5 y)‘
0
l T
< kz:; 2| sin(kma;)| <||f1||L1 cosh(kmy) — cosh (ﬁ sin (k’h§> y> ‘
1 kh% 2 ™
.~ |sinh(k ——2'h—'<kh—)
+llé1l 2, o |Pim (kmy) sin (khZ) sin (hsm 5 y) >
Hilfss. 3.1.7 ook k373 1 Kx
<7 Y2 fsim(knas)]| (il - 50 sinh(kry) 2 + 61 ]ls, - = 5o explkmy) b2
et ———r ko 24 ~— —
<1 Ay <exp(Mmy) 3 Ry <exp(Mmy)
= 24 — 24
M43y
< exp(Mmy) ([ fillz, + é1ll,) h*

12
- C(M7y7f17¢1)h2

Diese Abschitzung gilt fiir h < ho(M) = 4\[ = min{ho(k) |k =1,..., M} (siche Beweis zu
Hilfssatz 3.1.7). Aus der Fehlerabschétzung 1st auch sofort die Konvergenzaussage des Satzes
ersichtlich. Die Konvergenz lduft offenbar quadratisch in h ab.

O

3.5 Die Auswirkung der Schlechtgestelltheit des Cau-
chy-Problems auf die Linienmethode in einem Mo-
dellbeispiel

Bekanntermaflen handelt es sich bei dem bis jetzt betrachteten und explizit mit Hilfe der

Linienmethode gelosten Cauchy-Problem fiir die Laplace-Gleichung um ein schlechtgestell-
tes Problem; kleine Datenstorungen kénnen also grofie Fehler in der Losung verursachen
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und die Losung somit unbrauchbar machen. Wir wollen uns im laufenden Abschnitt diesen
Sachverhalt und seine Ursachen an dem Modellbeispiel, das wir auch schon in Beispiel 3.1.8
betrachtet haben, klar machen.

Fiir den Beweis benottigt man einige eher technische Resultate, die wir an dieser Stelle
vorausschicken:

Lemma 3.5.1 Seien k,N € N, N > 2, h = <. Dann gilt (I=imaginire Einheit)

Nz—l_(k,h) 0 ., kh=2v,veN (3.21)
sin(kjhm) = o . :
j=1 % (i,(elkligﬂ' - 1176(4%#) ,  sonst
und hieraus folgend mit der Bezeichnung
N
w=3)
die Beziehung
N-1
lim > (sin(Nojhm) + sin((No + 1)jhm)) =1 . (3.22)
[e%s) =

N-1

Dariiberhinaus erhdlt man, wenn man die Bezeichnung ag\]f) = h > sin(kjhm) einfihrt, die
j=1

Zusammenhdnge

al =0, (3.23)

falls k gerade oder kh =2v, v € N und

(&) hsin(khm) 2 N N> k
i = 1 — cos(khm) "k o=y

monoton wachsend, falls k ungerade. SchliefSlich gilt noch

a >0, falls N>k . (3.24)

Beweis:

Im Falle kh = 2v, v € N sind die entsprechenden Behauptungen des Lemmas ((3.21) und
(3.23)) trivial, da alle Sinusterme unter der Summe in (3.21) verschwinden. Sei also im
folgenden kh # 2vVv € N.
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Dann gilt offenbar (I=imaginire Einheit, beachte auch e/*™ = e=1k" = (—1)F)

N-1 N-1
Z sin(kjhm) = Z sin(kjhm)
j=1

7=0
N-1
_ 1 ( Ikjhr —Ik]lwr)
21
7=0
1 V= 1 4
_ 57 (elkhﬂ) _ (eflkhﬂ-)J)
7=0

geom. Summentf.

1
21

1— Ikhﬂ 1— (eflkth
1 — elk}m ] _ e—Ikhn
1 1 —elk 1 — e 1k
o7 \ 1= elkhrr N o—Ikh

1 /1—(— - (—1)’“
- a7 \ 1= elkhw T 1 _ e Ikhr

Das erste behauptete Ergebnis ist damit bewiesen und wird nun verwendet, um die weiteren
Behauptungen zu zeigen. Es folgt ndmlich unmittelbar aus (3.21)

N-1
Nll_I)IlOO Zl (sin(Nojhm) + sin((Ng + 1)jhn))
j:
T N 2] \ T eINohm T T _ g INohw | ] _ oI(NotDhr | — g~ I(NotD)hm
= lim 1 1*612N0h" N 1fe3Nohﬂ , No ungerade
N2l 1—51(130+1)h7\' - l—e_I(]2VO+1)h7" ) Ny gerade

Beriicksichtigt man Nlim Noh = 3 = Nlim (No + 1)h, so erkennt man, da§ beide Teilfolgen
fiir N — oo wegen

i( 2 2 >_>i(2,_L>:i2(1“>_2(1_i): a

21 \ 1 — eINohm 1 — ¢~INoh oA \1—i 1+i) 2 (1—di)(1+1) 21 -2

und
1 2 2 1/ 2 2 Yo
I \ 1 —alMNotDhr — ] — o—INo+Dhr ) 97 \1—4 1 i) -

denselben Grenzwert, der somit der Grenzwert der gesamten Folge ist, ndmlich 1, besitzen,
womit (3.22) gezeigt ist (der Fall Noh = 2v, v € N kann hier wegen Noh < Nh = 1 nicht
auftreten). Dariiberhinaus gilt fiir gerades k € N

=0 =0

A A

(k) (3:21) i(l - (=" 1- (—1)k) _0

a =
N oI \ 1 — elkhmr — | _ o—Ikhr
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und fiir ungerades k folgt schliefllich unter Verwendung der bekannten Formeln z + 2z =
2Re(z), z — Z = 2Im(z), die fir jede beliebige komplexe Zahl z Giiltigkeit besitzen:

(k)
an
9 —2

w2 (C '1—<A—1>'9)

oI \ 1 — elkhn | _ g—Ikhm

h 1 1

= T\ 1 _¢glkhr 1 _ o—Ikhnm
h
I

1 — e—Ikhm _ 1 4 lkhm
1 — elkhr — g—Tkhr 4 |
h21I sin(kh)

I(2 — 2 cos(kh))

hsin(kh)

1 — cos(khm)

Zweimalige Anwendung der Regel von de I’Hospital ergibt

lim ag\];)

N—oo
— im hsin(kh)
h—0 1 — cos(khm)
sin(khm) 4+ khw cos(khm)

im .
h—>0 kr sin(kh)
~ im kr cos(khm) + km cos(khm) — (km)?hsin(kh)
h—0 (k)2 cos(khm)

2km

(k)2

2
kn

oy

Die Monotoniebehauptung ergibt sich durch Differentiation des gefundenen Terms fiir ag\?),
denn es ist

d ( hsin(kh) )

dh \ 1 — cos(khm)

(sin(khm) 4 kh cos(khm))(1 — cos(khr)) — khm sin?(khr)
(1 — cos(khm))?

=1
A
I ™~

sin(kh7)(1 — cos(khw)) + khm cos(khn) — khm (cos?(khm) + sin®(kh))
(1 — cos(khm))?
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<0, da sin(z)<z,z>0

A

sin(khr) — khr

1 — cos(khm)
0
>

< 0

Der Beweis der verwendeten Aussage sin(z) < x, x > 0 verlduft analog zu dem von Lemma
3.1.1 (b); die dortige Aussage wird lediglich verschéarft. Damit ist ag\]f) monoton fallend in

h also monoton wachsend in N. Ungleichung (3.24) folgt unmittelbar aus a,(ck) = 0 und der
eben gezeigten Monotonie in Verbindung mit Gleichung (3.23).

OJ
Lemma 3.5.2 Sei N € N, N >2, h=«, Ny = |§]. Dann gilt
(a) Es existiert ein hy > 0, so daf fiir alle h < hy die Abschditzung
sin((No + 1)hr) = 1
s (Vo + 102 ; sin(Nojhm) 4 sin((Ng + 1)jhr)) > 5 (3.25)

erfillt ist.

(b) Es existiert zu beliebigem Ss > 0 ein hy > 0, so daf fir alle h < hy die Ungleichung
h? sinh( —)\Noy> > S, (3.26)

gilt (dabei ist \j = — 75 sin® (jhZ) , j=1,...,N —1 und y > 0 beliebig, aber fest).

Beweis:
(a) Wegen
= (3.22)
]\}lir(l)o z; (sin(Nojhm) +sin((No + 1)jhm)) =" 1
]:

existiert zu €3 = % ein N3 € N (und damit ein zugehoriges hy = N%), so daf} fiir alle
N > Nj (gleichbedeutend ist h < h3)

N—1
1

Z sin(Nojhm) 4+ sin((No + 1)jhm)) > 1 —e3 = 5 (3.27)

J=1

gilt. Mit analoger Argumentation schlieft man unter Beachtung von }llirré (No+1)h =1

zunachst

sin((Ng + 1)hm) . B
sin (No + 1)hZ)  sin ( ) = V2

13
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und daraus, dal zu e, = 2 — 1 ein N, € N (und damit ein zugehériges hy = N%;)
existiert, so daf fiir alle N > N, (also h < h4) die Ungleichung

sin((No + 1)hm) B
sin (No + L)hZ) = Va-e =1 (3.28)

erfiillt ist. Setzt man nun N; = max (N, N4) (mithin also hy = N% = min(hs, hy)), so
folgt aus (3.27) und (3.28) fiir jedes h = + < hy die behauptete Abschitzung.

Sei Sy > 0 beliebig. Definiere N, = max < %W ,3> und hy = Niz Dann folgt fiir h < hy

zunachst

Noh
N
- (3]
2
N
_ “h , N gerade
N—1
=~-h , N ungerade
> M-l
- 2
_1-h
B 2
1
N2>23 1—3
- 2
1
-3
und daraus unter Beriicksichtigung der Reihenentwicklung
0 2kl
h(z 3.29
sin Z kTl (3.29)

k:O

fir alle N > Ny (d.h. h < hs) die Abschétzung:

h?sinh ( —)\Noy>

. 2 . T
= h%sinh (E sin (Noh 5) y)

>

> o (2N (W)

= N2Sln S11 6 y
——
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(3.29) 3
20 1 (Ny)

O

Beispiel 3.5.3 Sei u(z,y) = us(x,y) wie in Beispiel 3.1.8 (hier fiir m = 2) definiert. Seien
weiter unverdnderte Dirichlet-Daten

sowie gestorte Neumann-Daten

B, — (sin(%rxi) - 8)
’ 2m i1

gegeben. Bestimmt man nun zu diesen gestorten Daten mit Hilfe von (2.7) beziehungsweise
(2.8) die Liosung u;e, 1 < i < N — 1, so existiert zu jedem y > 0 und zu jeder Schranke
0<SeR einh*=h*(y,S), so daf fir den Fehler bei (x1,y) = (1-h,y) gilt:

u(z1,y) —ure(y)| = S

Der Fehler wird also auch wm Fuall sehr kleiner Datenstérungen beliebig grof$, wenn man h
nur klein genug wahlt (was hier exemplarisch anhand der Losung auf der ersten Linie gezeigt

wird).

Beweis:

Sei S > 0 beliebig. Wir betrachten zunéchst den Fehlerterm, der auf der i-ten Linie (1 <
i < N — 1) die Ndherungslosung u; zu ungestorten Daten ®; mit der Naherungslosung u;
zu gestorten Daten @, . vergleicht:

mx>—mgw|

: h? 3 in(ikhr) N-1
28 o Z (Sz(gkh—z)) smh( —)\ky) sin(kjh) sin 2]h7r))
=1 \° 2 J=1
h? = ( sin(ikhm) -1
~ 5 kz:; (W sinh (\/ My) sin(kjhr)(sin(2jhr) — €)
h? |_= sin(ik‘hﬁ)
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Betrachtet man diesen Fehlerterm nun fiir ¢ = 1 und setzt noch

w3

so erkennt man unschwer mit Hilfe der Abschétzungen

sin(ikhm)  sin(kh) E N G ) ‘
= >0 E kih > 0 h —A >0 3.30
sin (khZ) ~ sin (khz) = O 2 Sinlkihm) 20, sin (V=3) (3:30)

Jj=1

und (beachte |2 — Nohw| < |Z — (No + 1)hn| und die explizite Darstellung der A, in Lemma
2.2.3)

sin(Noh) - sin((No + 1))
sin (Noh3) — sin ((No + 1)h3)

,sinh( —)\NOHy) > sinh( —)\Noy) , (3.31)

dafl der Fehler wie folgt nach unten abgeschétzt werden kann:

|ur(y) — u1e(y)]

(3.30) hr = sin(khm) . Al
= 8% 2 <m smh( —)\ky> Z sin(kjhm)

Jj=1

vV

h? < sin(Nohm

»? ) N-1
“or | S (Noh2) smh( )\Noy> Z sin(Nyjhm)

Jj=1
-1

sin((Nog + 1)hm) . .
* sin ((NO + 1)}1%) sinh <\/ )‘No—i-ly) sin((Ny + 1)jh7T)>

(3§1) h2 sin((Noy + 1)hm)
- “msin ((No + 1)h%)

sinh (\/ )\Noy> Z sin(Nojhm) + sin((Ng + 1)jhm))

Jj=1

(3.25) 1,
> eh sinh( —)\Noy> h<my
(3.26) e
= _527 h S h2
47
32::47T(S+1)
=" S+1

Seinun 1 > ¢ > 0 beliebig. Dann gilt nach der in Beispiel 3.1.8 bewiesenen Aussage, daf3 ein
ho > 0 existiert, so daf fiir alle h = % < hg, N € N gilt:

lu(ziy) —ui(y)| <d 1<i<N-—-1

Wiéhle nun A < h* := min(hg, hq, hy). Es folgt in diesem Fall
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|u(ei,y) — wie(y)|

> |[ul@i,y) = wily)| — Juiy) — uie(y)

J/

<s<1 >S41>1
> ui(y) —uis(y)| — 6
> S+1-1

pu— S 5

was zu beweisen war.

OJ
Die Aussage des vorangegangenen Beispiels illustriert nochmals die wohlbekannte Tatsache
der Schlechtgestelltheit des Cauchy-Problems im Fall beliebiger Daten, an der auch die Dis-
kretisierung nichts dndert. Durch Hinzufiigen bestimmter a-priori Informationen kann dieses
Problem jedoch in ein gutgestelltes Problem iiberfithrt werden, ist also bedingt gutgestellt
(englisch: conditionally well-posed), wie der folgende Abschnitt fiir den Fall, dafl die Cauchy-
Daten aus einem der Rdume D), stammen, zeigen wird (zur sonst in der Literatur iiblichen
Bedingung, die das Cauchy-Problem in ein gutgestelltes Problem iiberfiihrt, ndmlich einer
Normbeschranktheitsbedingung an die Losung, kommen wir spéter in Kapitel 4).

3.6 Die bedingte Gutgestelltheit des CP fiir Daten in
D!, Konvergenzsatz und Fehlerabschitzung

In der Praxis numerischer Berechnungen mufl man immer davon ausgehen, dafl man niemals
exakte Daten vorliegen hat, sondern immer nur durch Meffehler oder sonstige Ursachen
gestorte Daten. Wir werden zunéichst nur den Fall betrachten, dafl homogene Dirichlet-Daten
vorliegen und die Neumann-Daten ®; mit einer punktweisen Stérung mit Maximalbetrag
£ > 0 behaftet sind und spéter die Ergebnisse dann auf den Fall, daf§ die Dirichlet-Daten
ebenfalls gestort sein konnen, erweitern. Das Hauptergebnis ist dabei ein Stabilitédtsresul-
tat, falls die Daten ®; aus dem Raum D}, stammen. Die gestorten Daten sind allerdings
selbst unter dieser Voraussetzung noch nicht notwendig im Raum D%, enthalten, sondern
man kann im Gegenteil erwarten, daf§ dies nicht der Fall ist. Wir werden daher, um dem
im vergangenen Abschnitt aufgezeigten Problem der Schlechtgestelltheit zu begegnen, die
gestérten Daten zuniichst wiederum in den Raum D?, projezieren. Einige Eigenschaften der
dabei verwendeten orthogonalen Projektion rufen wir uns im nachfolgenden Lemma 3.6.2
kurz in Erinnerung. Zuvor sei darauf verwiesen, daf die Bedingung ®; € D%, tatsichlich
auch im Fall des kontinuierlichen Cauchy-Problems dafiir sorgt, dafi das Problem gutgestellt
ist, da der Losungsoperator auf dem Raum D, stetig ist. Dies zeigt der unmittelbar folgende
Satz.
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Satz 3.6.1 Sei A der Losungsoperator auf D zum Cauchy-Problem 2.1.3 mit fi = 0, das
heifst

A: D3 ¢r—uls, € Ly(X4), (3.32)

wobei u Problem 2.1.3 mit fi = 0 und Neumann-Daten ¢y lost. Dann ist A auf Dy ein
stetiger, linearer Operator.

Beweis:

Sei
A(/\¢1 +/“L¢1) =w, A((bl) =u, A(wl) =7, U,v,w € L2(24>7 A?M € R

Dann hat man fiir die Linearitat zu zeigen, daf3
w = A\u+ pv

gilt, mit anderen Worten, dafl Au+ pv das Cauchy-Problem 2.1.3 zu Neumann-Daten A¢p; +
iy 16st. Es gilt nun

AAu~+ pv) =X Au +p Av =0
—0 =0

sowie die Randbedingungen

(Au+ pv)ls, = Auls, +pols, = 0,i=1,2,3
o(A\u + v ou ov
%hl = /\a—y|21 + 'u8_y|21 = A¢1 +

was die Linearitédt beweist. Zum Nachweis der Stetigkeit, sei ¢ € D), beliebig und u die
zugehorige Losung des Cauchy-Problems. Nach Satz 3.4.6 folgt dann (beachte f; = 0 und
Wr(r) = v/2sin(knz) (siehe Satz 3.3.3))

u(z,y) = ZW@)% sinh(k7y)

und daraus

= (¢1, W), (61, W1)

way) = Y wrlaymi(e) O e

k=1

2 sinh(kry) sinh(Imy)
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Dieses Ergebnis setzt man ein, um die gewiinschte Abschétzung

14D, s0)

- Hu’24|’%2(24)
1

= /uz(x, T'maz) AT

0
1

M __ __
— / Z wy, (z)w; () (91, ), (¢1’lwl)L2 sinh (k77 pmaq ) sinh (1770, ) da
0

km T
k=1

sinh (ke ) SInh(Im7 e ) | We(2)w(x) dz

M
o (¢1, W)L, (P01, W01) Ly
- Z Lk

(O\H

T
k=1
311
M __
(¢17 wk)% .
— Z T)QQ Slnh2<kﬂ-rmal‘)
k=1
M
Cauchy-Schwarz
2 155 |12 inh2
p ; Iall2, - lal[2, T sinh® (kmrmaq)
= =1
1 .1
< si(Mrrallell, 5 Y
k=1
1.
< G sinh? (M7 )| 6117,
=: C?llnll7,
zu erhalten. Hierbei wurde die bekannte Summenformel ) k% = %2 und die daraus folgende

k=1
Abschétzung jeder Partialsumme durch %2 benutzt.
OJ
Nun folgt, wie angekiindigt das Lemma iiber die Eigenschaften der orthogonalen Projektion
auf den Raum D%,

Lemma 3.6.2 Seien M, N € N, N > 2, M < N. Bekanntermaflen wird dann durch die
Vektoren wy, = <\/2h sin(knrjh)) ,k =1,...,N — 1 eine Orthonormalbasis des
1,...N

=1, -1
RN definiert, wobei wy, . .., wy eine Orthonormalbasis von D]}\} und Wyry1, ..., WN_1 €INE
Orthonormalbasis von (D%,)* bilden (siehe Lemma 2.2.3 und Satz 5.3.3). Erklirt man nun

eine Abbildung
M

Py :RN7'5 @ Py® =) (@, wp)ewy, € DYy,
k=1
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was komponentenweise aufgeschrieben

M N-1
(Pu®); =) <2h > @ sin(lmlh)) sin(kmjh), 1<j <N -1

k=1 1=1
bedeutet, so hat diese Abbildung folgende Eigenschaften:

(a) Py ist ein Homomorphismus.

(b) Pyb=® Ve Dl

(c) P3 = Py (Projektionseigenschaft)

(d) Py® L (& — Py®) (daher orthogonale Projektion)
(©) gnin B~ W2 = [0~ Pyl = o - [Pyl

(f) Iste >0 und § = (61,...,0n_1) € RV mit |§]o < & gegeben, so folgt
|Prid — 8o < (2M + 1)e
Hierbei bezeichnen |.|. und |.|o die euklidische beziehungsweise die Mazimumnorm auf
RN,

Beweis:

Die Eigenschaften (a)-(e) sind nach entsprechenden Sétzen der linearen Algebra in jedem
euklidischen Raum mit gegebener Orthonormalbasis giiltig. Eigenschaft (f) ergibt sich aus
der speziellen Gestalt der vorliegenden Basisfunktionen wie folgt:

| Pré — 0 oo
M
= 2(5, wk)ewk — 5
k=1 -
M
S 2(57 wk)ewk + |6|oo
k=1 o
M N-1
= 2h Y gy sin(kwlh)sin(kmjh)| | + (9]0
jmax ( kz:; lz:; ysin(kmlh) sin(kmj )) 0]
M N-1
< 20 max [N |6 - |sin(kwih)| - |sin(kmin)| | + |0]s
R e e e A
2hM(N —1)e + ¢

IA A

(2M +1)e
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Um die angestrebte Fehlerabschétzung beweisen zu konnen, benotigt man noch gewisse Hilfs-
ergebnisse, die wir an dieser Stelle kurz angeben und beweisen wollen.

Lemma 3.6.3 (a) Sei f € C?0,b], f(0) =0, f"(z) < 0Vx € [0,b], ¢ > 1. Dann gilt fir
alle x € [O, IE’] die Ungleichung f(cx) < cf(x).

(b) Seien N €N, N >2 h=+,i, k€N, 1<ik<N-1 beliebig. Weiter sei o := kh%.
Dann gilt
| sin(2ia)| < 2isin(a),
woraus trivialerweise
in(ikh
SIn(ikhT) | o, (3.33)
sin (kh%)
folgt.
(c) Seien N € N, N > 2, h:%, keN,1<k<N—1 beliehig. Dann gilt
N-1 1
h |sin(kjhm)| < — (3.34)
(d) Seien N € N, N > 2 h = %,k eN 1< k< M,y > 0 beliebig. Weiter sei

A\i = — 5 sin? (kh%) Dann gilt

h2
sinh ( —/\ky> < sinh(rMy) (3.35)
und
COSh< —)\ky> < cosh(rMy) . (3.36)
Beweis:
Zu (a):

Bekanntermaflen ist f unter den gegebenen Voraussetzungen eine konkave Funktion auf
[0,0] (siehe zum Beispiel [Heu0Ol], Band 1, Satz 49.8). Daraus folgt unmittelbar (beachte
c>1=0<1<1)

und damit nach Multiplikation mit ¢ die Behauptung (a).
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Zu (b):

Offenbar ist f : [0, 7] 3 = +— sin(x) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit f(0) =
sin(0) = 0 und f"(z) = —sin(x) < 0, = € [0, w]. Daraus folgt mit Teil (a) des Lemmas (setze
dort ¢ := 2i), da im Fall 2iov < 7 die Abschétzung sin(2ia) < 2isin(«) giiltig ist. AuBlerdem
gilt in diesem Fall —sin(2ia) < 0 < 2isin(«), also insgesamt im Fall 2ia < 7 die behauptete
Abschétzung. Ist aber 2ia > 7, so folgt

2i sin()
_ 22,Oésin(oz)
a
- sm(a)
a
Lemma 3.1.1 (c) Q
> dl
S ()
asi T
> .
o5
> _
(1-3)
B T
B 3
> 1
> | sin(2ic)| ,

also ebenfalls die Behauptung.
Zu (c):
Man sieht mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

N-1
hy |sin(kjhm)|
j=1
N-1
= h> (| sin(kjhm)| - 1)
j=1
Cauchy-Schwarz (N_l ) % <N—1 > %
< h sin?(kjhr) | - 1
Jj=1 j=1

- Vh (hlvz_lsin%kjhw)) N N-—1

J=1

emma 3.2. 1
Loz 322 ﬁ\@m
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Dies zeigt Behauptung (c).
Zu (d):
Man nutzt die Monotonie der Sinusfunktion auf [O

us

, 5] aus und erhélt so

Lemma 3.1.1 (b)
< M,

woraus mit Hilfe der Monotonie des sinus hyperbolicus fiir nichtnegative Argumente und der
Monotonie des cosinus hyperbolicus sofort die Behauptung (d) folgt.
OJ

Satz 3.6.4 Vorausgesetzt set M < N und es gelte ®; € D]}(/[(<:> ¢1 € Dy), F1 =0. Seien
weiter gestorte Daten @1, mit ||®1— Py || < € gegeben und @7 _ sei definiert als orthogonale
Projektion der gestérten Daten ®,. auf den Raum D%, mit anderen Worten, es gelte

*
Q. = Py®i.,

dann konvergiert fir ¢ — 0 die mit Hilfe der Linienmethode nach (2.7) beziehungsweise
(2.8) ermittelte Lisung uj_ zu gestorten und anschlieffend projezierten Daten @ _ gegen die
nach (2.7) bezichungsweise (2.8) ermittelte Losung u; zu ungestorten Daten ®y. Es gilt die
Fehlerabschdtzung:

lui(y) — 2. (y)] < %fg“) sinh (7 My)e < %ﬂ“) sinh(rMy)e = O(e)
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Bewezs:

Offenbar gilt ®; . = ®; 4+ ¢ mit || < € und man hat

‘(I)ie - (I)LE|OO
= |PM(I)1,5_CI)1,6|00
= | Prr(P1 4 6) — (P14 0)|o

Lemma:3-6-2 (a) ‘ PM(I)l _(I)l —+ PM5 - 6‘00

=P
Lemma:3.6.2 (b) ‘PMé _ (5|
Lemma 3.6.2 (f)
< (2M + 1)e,

woraus

(B — D oo < [®) = Brefo + [Pre — Pl | <o+ (M + Ve =2(M + 1) (3.37)

folgt.

Mit Hilfe der expliziten Darstellung (2.8) der mittels Linienmethode ermittelten Losung zu
den vorgegebenen Daten erhdlt man (man beachte in beiden Fillen F; = 0):

i(y)
N-1 /. ,. N-1
= K’ <M sinh < —)\ky> sin(kjhm)(® )
— \sin (khg) =

J/

-~

=0, falls k>M, da ®;€D?,

M N-1
9 sin(ikh) ‘ ‘
= 2 (sm khT) Smh( —Aky) ;sm(/ﬁjhﬂ)(qh)j) (3.38)

k=1
und analog

u; (y)

M sin (ikh) N-1
2 _ . .
Zl (Sln /’{;h7r s1nh ( _Aky> Z Sm(kjhﬂ)(q)l,e)ﬂ')

j=1

>

(3.39)
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Subtrahiert man (3.39) von (3.38), so erhélt man

|ui(y) — ui(y)]

M sin(ikh) N-1
- 2 smikhm) .oy — ) , o o
) S )
2 (|sin(ikhr) =
< 2 o — . . ‘ N
< h ; ( o (khg) sinh (\/ /\ky> ; | sin(kjhm)| - [(®, @1’6)”)

(327) he( M 2 (| sin(ikhn) - h\ L . il

< 2he( +1); sin (kh2) - sin ( — ky) ~Z|sm( jhr)|
= 7j=1

(3.33)

IN

B

=

JUR

=

_|_

N
=
A/~

sinh ( —)\ky> (h : Nzl | sm<kjh7r)|)>

|
=
Eo
I
N

(335) 4
< Ez'hM(M+1)s,mh(7r1\4y)g (3.40)
AM(M +1
< gsinh(wMy)s : (3.41)
V2
O

Folgerung 3.6.5 (Konvergenzsatz und Fehlerabschitzung fiir ¢, € Dy, fi =0)
Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen des vorangegangenen Satzes konvergiert
fiir (e,h) — 0 die Funktion u;_ gegen die wahre Losung u(z;,y) des kontinuierlichen
Cauchy-Problems. Es gilt die Fehlerabschdtzung

M3 AM(M +1

T Y exp(Mny) | b1z, h* + ) sinh(tMy)e = O(h* + ¢)

V2

u(zi, y) — ui(y)] <

Beweis:
Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 3.4.7 und Satz 3.6.4, wenn man mit Hilfe der
Dreiecksungleichung den Gesamtfehler aufspaltet:

u(ziy) —u (W) < |ulziy) —wily)] + July) —ui(y)

- /

~~ -~

4.3 . .
< M172T Y exp(Mmy)||d1]lL, h? S% sinh(rMy)e

OJ
Wie angekiindigt, sollen nun die Ergebnisse auf moglicherweise ebenfalls gestorte inhomogene
Dirichlet-Daten Fj erweitert werden.
Dazu verallgemeinern wir zunéchst das Ergebnis von Satz 3.6.4 auf den Fall inhomogener
Dirichlet-Daten:
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Satz 3.6.6 Vorausgesetzt sei M < N und es gelte Fy, ®; € D} (<= f1,¢1 € Dy). Seien
weiter gestorte Daten Fiy o, @1, mit [|[F1 — Ficlleo < € und |1 — 1| < € gegeben und
FY. beziehungsweise @ _ seien definiert als orthogonale Projektion der gestorten Daten Fi .
bzw. ®1. auf den Raum D}, mit anderen Worten, es gelte

* *
Fl,f.;:PMFl,e ) ®1’g:PM¢1,EJ

dann konvergiert fiir e — 0 die mit Hilfe der Linienmethode nach (2.7) ermittelte Lisung u;
zu gestorten und anschlieflend projezierten Daten FY_, ®7 _ gegen die nach (2.7) ermittelte
Lésung u; zu ungestorten Daten Fy, ®1. Es qilt die Fehlerabschdtzung:

4ihM?*(M + 1)7 AM?*(M + 1)m
V2 V2

ui(y) = ui(y)] < exp(rMy)e < exp(mMy)e = O(e)

Beweis:
Die Verfahrensweise ist ganz analog zum Beweis von Satz 3.6.4. Vollig identisches Vorgehen
wie eben dort sichert in Ergénzung zu (3.37) auch

|Fy = F oo <2(M +1)e (3.42)

Daraus gewinnt man die Abschétzung

2hz <| sin(ikhm)| - cosh ( —)\ky) 2 | sin(kjhm)| - |(F1 — Fl*s)]|>

k=1 Jj=1

(3.42)

< MM+ 1)y <|sin(il<:h7r)| .cosh( —)\ky> <h~ Z_ |sin(k;jh7r)\)>

= j=1

Lemma 3.1.1 (d) M

N-1
< 4M+1)e Y | ikha -COSh( —)\ky) (h S sin(kjlm)])
j=1

k=1 \ <ihM~r

ez L (M )i h( \ )

< —=thMn(M + 1) » cos —AkY
V2 e

(3.36) AT

< —ihM?*(M + 1) cosh(mMy)e (3.43)
V2
drM?*(M + 1

< MM + >cosh(7TMy)5 . (3.44)

V2

Man subtrahiert nun die mit Hilfe von (2.7) und unter Verwendung von Fy, ®; € D%, ge-
wonnenen Darstellungen

u;(y)

= 2h- Z (sin(z’k‘hw) (cosh ( —My) 2 sin(kjhm)(F1);

Jj=1

h ) N-1 . |
+W sinh ( —/\ky> Z Sln(k:]hw)(cl)l)]))

=1
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und
Uie (Y)
M N—1
2h - Z (sin(ikhﬂ) (cosh( —Aky) sin(kjhm)(Fy.);
k=1 j=1

=

-1

h : : «
—l—m sinh ( —/\ky> Sln(k]hﬂ)(®178)j> )

1

J

voneinander und erhalt so

Z (sin(ikhﬂ) (COSh < —)\ky> sin(kjhm)(Fy — FY.);
h

=2

1

o khT) Smh( —Ak ) Zsm kjhm)(® <I>’£,€)j>)‘

sin(ikhm)| - cosh ( —)\ky> | sin(kjhm)| - |(F1 — Fl*a)]|>

.
Il

—

VAN
=
M=
T~ —
=

k=1 j=1
S%ihMZ(M—O—l) CO;;(WM:U)E nach (3.43)
M . N-1
sin(ikhm)| . o
+ h? _— ~smh( —A ) sin(kjhm)| - |(®; — PT ),
> ( S () ) 3 Isinkjhm)| (@ — @7,
= 7j=1
g%ihM(M—i-l) sirE:(nMy)a nach (3.40)
dih M (M + 1
< HhM(M +1) wM cosh(mMy) + sinh(mMy) | e
V2 —
<7 M sinh(mMy)
4ihM?*(M + 1)w
< exp(mtMy)e
< 7 p(mMy)
AM?(M +1
< (M + )WeXp(ﬂMy)g

V2

Nun ergibt sich nahtlos daraus

Folgerung 3.6.7 (Konvergenzsatz und Fehlerabschitzung fiir ¢, fi € D) Mit

den Bezeichnungen und Voraussetzungen des vorangegangenen Satzes (das heif$t fir un-
ter Umstinden inhomogene Dirichlet- und Neumann-Daten) konvergiert fir (e,h) — 0
die Funktion wu;_ gegen die wahre Lisung u(x;,y) des Ausgangsproblems. Es gilt die
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Fehlerabschdtzung

M47T3y
12

AM?(M + 1
exp(Mmy) (| fillon + 6112 + 21 e T exp(rMy)e

*

uzs, y) — ui(y)] <

mit anderen Worten gilt also
u(zi,y) — ui(y)| = O(h* +¢)

Beweis:
Auch hier folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz 3.4.7 und Satz 3.6.6, wenn man mit
Hilfe der Dreiecksungleichung den Gesamtfehler aufspaltet:

Ju(ei,y) —ui(y)| < |u(zi,y) — ui(y)] + wily) =i (y)]

N

~~ -~

M4x3 2
<F 5 exp(Mry) (| fallny +lio1lln, )h? SWexp(wMy)e




Kapitel 4

Stabilitit und Konvergenz im Fall
normbeschrinkter Losung

Bis zum jetzigen Punkt haben wir stets vorausgesetzt, dafl man eine relativ umfassende a-
priori-Information iiber die vorliegenden Daten zur Verfiigung hat, ndmlich nicht nur, dafl
die Daten sich aus einer beschrinkten Anzahl von Sinusfrequenzen zusammensetzen, sondern
auch genaue Kenntnis einer festen Zahl M, so dafl ¢, f1 € Dy, gilt. Unter diesen relativ star-
ken Voraussetzungen haben wir weitreichende Konvergenzaussagen und Fehlerabschatzungen
fiir die vorgestellte Linienmethode beweisen konnen. In diesem Abschnitt soll es nun darum
gehen, unter allgemeineren Voraussetzungen, ndmlich einer Beschrinktheitsbedingung fiir
die Losung des Cauchy-Problems fiir die Laplace-Gleichung, &hnliche Ergebnisse zu bewei-
sen. Die geforderte Beschrianktheitsbedingung stellt die in der Literatur iibliche Bedingung
dar, das Cauchy-Problem in ein gutgestelltes Problem zu iiberfithren. Wir werden auch in
diesem allgemeineren Rahmen Konvergenz und eine Fehlerabschitzung fiir die Linienmetho-
de beweisen konnen, allerdings ist die Fehlerabschatzung nicht mehr von der Giite, wie unter
den starkeren Voraussetzungen der letzten Abschnitte.

4.1 Ein Stabilitatssatz fiir das kontinuierliche Problem

In Anlehnung an Resultate, die erstmal von M. M. Lavrentiev im Jahr 1956 veroffentlicht
wurden (siehe [Lav56]), wollen wir nun einen Stabilitdtssatz fir das Cauchy-Problem fiir
die Laplace-Gleichung beweisen. Wesentliche zusétzliche Voraussetzung gegeniiber den Pro-
blemstellungen 2.1.1 bzw. 2.1.3 ist hierbei die Beschréinktheit der Ls-Norm der Losung auf
dem Randstiick ¥4 (siehe (4.41)). Zunéchst werden wir nur den Fall homogener Dirichlet-
Randbedingungen betrachten, so dal die Problemstellung die folgende Gestalt hat:

Problem 4.1.1 (CPLG mit homogenen Dirichlet-Bedingungen)
Gesucht ist eine Funktion u € C?*(int(Q)) N C(Q) mit

Au =0 in int(Q),

103
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die den Randbedingungen

u = 0 aufd,
ou
oy = ¢1 auf Xy
Y
u = 0 auf X
u = 0 aufXs

gentgt.

Bemerkung 4.1.2 Wir werden im folgenden der Einfachheit halber stets annehmen, daf$ die
Neumann-Daten ¢ aus dem Raum D (siehe Definition 3.3.1) stammen. Diese Voraussetzung
wird uns die Darstellung der Funktion ¢ durch ihre Fourier(sinus)reihe gewdhrleisten, was
jedoch auch unter schwdcheren Bedingungen mdglich wire.

In dem vorliegenden Fall homogener Dirichlet-Bedingungen vereinfacht sich nach (3.16) die
Darstellung der Losung des Cauchy-Problems zu

£ (V2 sin(kma))sinh(kry)  ap = V2(ou()sin(kr))s,, k€N, (41)

Up=Uk (I7y)::

u(‘%@/) =

vorausgesetzt, die angegebene Reihe konvergiert. Daraus erhédlt man nun folgende Darstel-
lung des Quadrates der Ls-Norm der Losung:

Lemma 4.1.3 Die Reihe (4.1) sei konvergent fiir alle (x,y) € [0,1] X [0,7pne] und
gleichmdfig konvergent in der Variablen x, x € [0,1]. Dann gilt fir jedes feste y € [0, "maz]
die Gleichung

i 2

N(y) = ), = (,;f)z sinh?(kmy) . (4.2)

Beweis:
Die Voraussetzung liefert fir jedes (x,y) € [0,1] x [0, 7ma,] die Konvergenz der Reihe

kZ u(z,y) gegen u(z, y).
=1
Daraus folgt:
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1

= /E 22?62 sin(krz) sin(lrx) sinh(kry) sinh(I7y) dx
m
0 k=

Weiter ist s, := Z ug(x,y) als endliche Summe von in der Variablen x beschrankten Funk-
=1
tionen ebenfalls beschrankt und die Folge s,, konvergiert laut Voraussetzung gleichméfBig auf

[0,1] in der Variablen z. Ein Standardsatz der Analysis (siehe zum Beispiel [Heu01], Band 1,
Satz 103.5) liefert dann die gleichméBige Konvergenz von s? gegen u?(z,y), so dal man die
Reihenfolge von Summation und Integration vertauschen darf. Obige Gleichungskette 1483t
sich also fortsetzen mit

N(y)
o 1
akaz . . ) .
- Z / ki 5 sin(kmz) sin(lrz) sinh(k7ry) sinh(iry) do
ki=1 \ @
> 1
= Z <2Zl sinh(k7y) sinh(Imy) /sm (kmx) sin(lmx) dx)
k=1 J

-~

:Eékylnach (3.6)

[\

= Z % 5 sinh?(kmy) ,

k
was die Gleichung (4.2) beweist.

OJ
Das eben bewiesene Lemma legt uns also geradezu die Untersuchung von Reihen von dhn-
licher Gestalt wie (4.2) nahe, wenn wir gewisse Stabilitdtsabschétzungen fiir die Lo-Norm
der Losung gewinnen wollen. Diese Abschétzungen werden wir mit Hilfe der sogenannten
logarithmischen Konvexitéat der Funktion % beweisen. Die Division von N (y) durch y? hat
sinh? (kmy)
b )
(siche (4.31)), jedoch nicht hy(y) = sinh®(kmy) logarithmisch konvex (letzteres zeigt man
leicht mit Hilfe von (4.3), es ist nidmlich hjhy — (h})? = —2k*7?h;, < 0), zum anderen kon-
vergier 17,, was fiir die Stabilitétsabschitzung bendtigt

wird (siehe (4.37) in Verbindung mit Satz 4.1.20) .

zwei Griinde, die unsere Untersuchungen deutlich machen werden: Zum einen ist

4.1.1 Logarithmische Konvexitét

Wie erinnern an dieser Stelle zunéchst an die Definitionen der zentralen Begriffe der Konve-
xitat sowie der logarithmischen Konvexitét einer reellwertigen Funktion:

Definition 4.1.4 (Konvexitéit, logarithmische Konvexitit) Sei f : [a,b] — R gege-
ben. Dann heifst f konvex, falls

Vo, y € [a,b]VA € [0,1]  fAz + (1= A)y) < Af(z) + (1= A)f(y)
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gilt. Nimmt f nur positive Werte an, so nennt man f logarithmisch konvez, falls In(f) konvez
15t.

Wie man sich sofort klarmacht, gilt

Folgerung 4.1.5 FEine Funktion f : [a,b] — R™ ist genau dann logarithmisch konvex, wenn

o,y € [a,0] VA€ [0,1]  fha+ (1= N)y) < fla)* fly)'

erfillt.

Beweis:
Durch Aquivalenzumformungen der Definition logarithmischer Konvexitét stellt man fest:
f logarithmisch konvex

In(f) konvex

Vr,y € la,b) YA € [0,1]  In(f)(Az + (1 = N)y)
Ve,y € la,b] YA € [0,1] In(f)(Az+ (1 = N)y)
Va,y € [a,b) VA € [0,1] f(Ax+(1—=Ny) < f

1117

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir Konvexitéit bzw. logarithmische Konvexitét
zweimal differenzierbarer Funktionen liefert das hinlédnglich aus der Analysis bekannte

Lemma 4.1.6 Fine zweimal auf [a,b] differenzierbare Funktion f ist genau dann konvex,
falls

Vo € [a,b]  f"(x) >0
gilt. Eine positive, zweimal auf |a, b] differenzierbare Funktion f ist genau dann logarithmisch
konvezx, falls

vz € [a, ] (zn(f))"(x):f”<w)f(;§(;)(f’(x>) >0

<= Vz€ab] [(2)f(z)— (f'(2)*=0 (4.3)

erfillt ist.

Beweis:
Siehe zum Beispiel [Heu01], Satz 49.8. Dieser Satz enthélt die eine Richtung des Lemmas
explizit. Die andere Richtung folgt ebenfalls leicht mit Hilfe eines indirekten Schlusses aus

dem zitierten Satz. Der zweite Teil der Behauptung ergibt sich unmittelbar aus dem ersten.
OJ

Bemerkung 4.1.7 Offenbar ist eine logarithmisch konvere Funktion f erst recht konver,
denn aus Ungleichung (4.3) folgt sofort

>0

f'(x) =

Logarithmische Konvexitdt ist also eine starkere Eigenschaft als Konvexitdt.
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Interessanterweise ist die Eigenschaft der logarithmischen Konvexitéit vertriglich mit der
Vektoraddition in C?[a,b] und der Multiplikation mit positiven Skalaren, wie das folgende
Lemma zeigen wird:

Lemma 4.1.8 LCla,b] bezeichne die Menge der logarithmisch konvexen Funktionen auf
[a,b]. Nun seien positive Funktionen f,g,hy, € C*[a,b] N LC[a,b], k € N sowie positive
Skalare N\, ur € R, n € N gegeben. Dann gilt auch:

(a) f+ge€ LCla,b].
(b) \f € LC|a,b.

() kilukhk € LCla,

(d) Die Funktionenfolge hy konvergiere in wenigstens einem Punkt x¢ und ebenso konver-
giere die Folge h}, in wenigstens einem Punkt x,. Konvergiert dann hj gleichmdiflig
auf [a,b], so konvergiert hy gleichmdfig auf dem gesamten Intervall [a,b] gegen eine
Funktion h und h ist logarithmisch konvex.

Beweis:
Zu (a):
Nach Lemma 4.1.6 liefert die Voraussetzung f,g € LCla,b] die fiir alle x € [a,b] giiltigen
Ungleichungen
f(@) f(z) = (f'(2))?
g"(x)g(z) — (¢'(x))*

Daraus folgt fiir beliebiges z € [a, b] zunéchst

1f(x)] <V f(x)f(x)
19'(z)] < Vg"(z)g(x),

(AVARVS

woraus sich

—2f'(2)g'(x) = =2|f'(2)] - |¢'(2)] = =2/ " (2) f(x)g"(2)g(x) (4.6)
ergibt. Nun kann man weiter schlulfolgern:
(f +9)"@)(f +9)(z) = ((f + 9)(x))*
= ['@)f(@) = (f'(2))’+¢"(@)g(x) - (¢ ()’ +["(x)g(x) + ¢"(2) f(x) = 2f'(2)g ()

>0 nach (4.4) >0 nach (4.5)

> f(o)g(x) + ¢ (@) f(@) - 20 (@) ()

Y @) - 2/ TR @ @) + ' (0)f (@)
= (W”(m)g(fv) ~ Vg @) (@)

> 0
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Somit ist nach nochmaliger Anwendung von Lemma 4.1.6 Teil (a) der Behauptung gezeigt.
Zu (b):
Wegen A > 0 ist Af ebenfallls positiv. Weiter gilt:

A" (@) - (M) (@) = (Af) (2))?
= X(f'@)f(@) - (@)

fELCa,b]
> 0

Zu (c):
Aus Teil (b) folgt sofort fir alle k& € N ughy € LC|a,b]. Offenbar ist die Behauptung fiir
n = 1 trivial und fiir n = 2 folgt sie aus Teil (a). Induktiv sieht man nun

> iwhi(x)
k=1
n—1
P ———
€LCla,b]
€LCla,b] nach I.V.
e Loy
ein.
Zu (d):

Den Beweis der Konvergenzbehauptung findet man zum Beispiel in [Heu01] Satz 104.3 und
es gilt danach sogar hy — h, hj, — h', h] — h" jeweils gleichméBig auf [a, b], so dafl die im
folgenden auftretenden Grenzprozesse vertauschbar sind. Daher gilt fiir beliebiges x € [a, b]:

H(x) - hx) = (' (@)
= (lim (@) (lim (@) — ((lim B(2))')

k—o0
glm.éonv. khm h/k/(l') . khm hk(:v) o (khm h;(:v))Q
= i () - (1)
>0 da h;reLC[a,b}
> 0

Daraus folgt unmittelbar wie behauptet h € LC|a, b].
[

4.1.2 Verdeutlichung der Notwendigkeit tiefergehender Untersu-
chungen an einem Gegenbeispiel

In der Arbeit von M. M. Lavrentiev zum Cauchy-Problem fiir die Laplace-Gleichung wird
nun (allerdings nicht hinreichend griindlich, wie wir gleich zeigen werden) bewiesen, dafl die
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Funktion
v

I(y) = %/u%x,y) dx

die man durch eine Grenzwertbetrachtung von (0, 7| auf [0, 7] fortsetzen kann, logarithmisch
konvex ist (siehe [Lav56], Seite 827f). Die Schlufiweise von Lavrentiev besteht darin, ein #hn-
liches Ergebnis zu beweisen, wie wir es in der vorliegenden Arbeit in Lemma 4.1.8 (a) getan
haben. Anschlielend behauptet er, dafl dieses Ergebnis (wie an dieser Stelle des Beweises
auch benétigt) sich auch auf unendlich viele Funktionen iibertragen lafit (also eine weiter-
gehende Aussage als Lemma 4.1.8 (¢)), allerdings ohne diese Aussage niher zu begriinden.
Nun trifft die Behauptung sicher zu, da man zeigen kann, daf§ der punktweise Limes einer
Folge logarithmisch konvexer Funktionen wieder logarithmisch konvex ist (man beweist dies
ganz elementar mit Hilfe von Folgerung 4.1.5). Schligt man allerdings diesen Beweisweg
ein, so bleibt in der zitierten Arbeit aulerdem unklar, wie genau der Grenziibergang fiir
y — 0 vonstatten gehen soll (dies leistet in unserem Beweisweg das Lemma 4.1.18). Man
konnte sicherlich die angedeuteten Liicken in der beschriebenen Weise fiillen, méglicherwei-
se auch technisch etwas weniger aufwendig, als es der von uns im folgenden eingeschlagene
Weg erfordert. Allerdings legt die Argumentation Lavrentievs, mit der er beweist, daf§ die
Summe zweier logarithmisch konvexer Funktionen wieder logarithmisch konvex ist, es eher
nahe, daf§ er beabsichtigte, auf der Grundlage der Charakterisierung (4.3) den Nachweis
der logarithmischen Konvexitdt der betrachteten Reihe zu fithren. Dies ist allerdings oh-
ne zuséitzliche Voraussetzungen nicht moglich, wie unsere ausfiihrlichen Untersuchungen in
diesem Abschnitt zeigen werden und folgendes Gegenbeispiel belegen wird:

Beispiel 4.1.9 Die Funktionen f, : [0,2x7] — R, n € N seien erklirt durch

cos(n’z) 1

fulz) = exp (—— — —x2> ,neN

n3 2

Offenbar konvergiert (f,)nen punktweise gegen

[ f(x) =exp (—%f)

und es gilt zwar

= ncos(n’r) — 1

PIZT h1>0 VneN,



110 KAPITEL 4. STABILITAT UND KONVERGENZ FUR BESCHRANKTE LOSUNG

aber

d2
5 (n(f(2)))

- ()
- £

= —-1<0

4.1.3 Der Spezialfall identischer Fourierkoeffizienten

Wir werden dem aufgeworfenen Problem zunéichst dadurch begegnen, dafl wir zeigen, wie
man zumindest in dem Fall, daf alle Koeffizienten in der Reihendarstellung (4.2) iden-
tisch gleich eins sind, gewisse Schliisse in Bezug auf die gleichméflige Konvergenz der Folge
der zweimal abgeleiteten, logarithmierten Partialsummen ziehen kann. Man hat in diesem
Spezialfall natiirlich keine Konvergenz der eigentlichen Losungsdarstellung (denn dafiir ist,
wie schon aus Satz 3.4.1 ersichtlich ist, notwendig, daf3 die vorkommenden Koeffizienten
sehr schnell gegen 0 konvergieren, was bei der Folge, die konstant den Wert eins annimmt,
natiirlich nicht der Fall ist), jedoch ergibt sich ein interessantes asymptotisches Verhalten des
Logarithmus dieser divergenten Reihe und der betrachteten Ableitungen. In einem zweiten
Schritt werden wir dann in Abschnitt 4.1.4 eine Untersuchung des Falles beliebiger Fourier-
koeffizienten anschlieBen und unter gewissen Voraussetzungen die gleichméflige Konvergenz
der zweiten Ableitung der logarithmierten Partialsummen zeigen, woraus man dann die loga-
rithmische Konvexitét der Losung folgert. Fiir den ersten Schritt unseres Vorgehens stellen
wir nun die nétigen Hilfsmittel bereit:

Lemma 4.1.10 (a) Sei a € R beliebig, X eine beliebige, nichtleere Menge und f,, gn, f, g
reellwertige, auf X definierte Funktionen (n € N). Weiter konvergiere fiir n — oo die
Folge (fr)nen gegen f und (gn)nen gegen g jeweils gleichmdfig auf X . Dann konvergiert
fiirn — oo auch f,+ g, gegen f+g und af,, gegen af, und zwar ebenfalls gleichmdfig
auf X.

(b) Die auf einer beliebigen nichtleeren Menge X definierten reellwertigen Funktionen
hj, 3 =1,...,k seien alle gleichmdfig konvergent gegen die Nullfunktion. Dann kon-

k
vergiert auch ) h; gleichmdifig gegen die Nullfunktion.
j=1
(c) Sei p(n) ein beliebiges Polynom in der Variablen n, weiter sei 0 < vy < Tpazr und

k € Ny beliebig. Dann konvergiert % gleichmafSig auf [yo, "maz] gegen die
Nullfunktion.

(d) Sei 0 < yo < Tmae und die Funktionenfolgen (pp)nen und (gn)nen seien auf [Yo, Tmaz)
gleichmafig konvergent gegen die Nullfunktion. Weiter seien f, g reellwertige Funktio-
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nen auf [Yo, T'maz] Mit

f() <ma und 0 < <|g(y)l

Dann konvergiert

gleichmdfig auf [yo, Tmaz) gegen %'

(e) Sei 0 < yo < Tmaz und die Funktionenfolgen (fn)nen und (gn)nen seien auf [Yo, Tmax)

gleichmafig konvergent gegen reellwertige Funktionen f bzw. g. Weiter gelte fiir alle
n € N die gleichmdjSige Abschitzung

|fn<y>’ <my und 0<p < |gn(y)|

Dann konvergiert

fn(y)
9n(y)
gleichmaf$ig auf [Yo, Tmaz] gegen %.

Beweis:

Zu (a):

Siehe zum Beispiel [Heu01], Satz 103.3.

Zu (b):

Folgt unmittelbar induktiv aus (a).

Zu (c):

Sei p(n) = Y. a;n® und € > 0 beliebig. Dann gilt fiir alle n > N := [
i=0
die Abschitzung

(m~+1)(m~+1)! 122%Xm |a¢—‘ i1

e min(27yo,(2myo)m 1)
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p(n) ‘
exp(2ry(n + k))
p(n)
exp(2myn)
p(n)
exp(2myon)
p(n)]
exp(2myon)

m .
D Jein’
i=0
exp(2myon)
m ,
||’
S

— (2myo)in!
=0 Z I

IN

IN

IN

IN
]
=
=

2myo)itinit!

=0 (i+1)!
“ 1 1
- E ( D!y — =
: (Z + ) ’CY ’ (27Ty0)7,+1 n
=0 R ,

< 1
- min(27‘ry0,(27ry0)m+1)

1 1
< 1 H- il - —
< (mADim+1) e e min(27yg, (27ye)™ ) n
< ¢,
woraus die Behauptung folgt.
Zu (d):
Sei € > 0 beliebig. Definiert man dann
2
. ad] H1
€9 = — = | >0,
2 — (4m2 + 28,[,111 2 >
so folgt
M1 — Eg > 0 (47)
und
2
ey < ML
2mg + €y
€ € o
= &9 (mz + 5/11) < §/~L1
€ 4 €
— Maes < §/L1 — 582,&1
— mo&9 E

M% — &ty 2
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sowie die Existenz eines Ny(= Ny(e2)) € N, so daf fiir beliebiges n > Ny und fir alle
Y € [Yo, T'maz) die Abschéitzung
g2 (y)] < &2 (4.8)

erfiillt ist. Analog definiert man anschlieffend

£
€1 = ([Ll—c‘:g) Z_l >0
~——
>0 nach (4.7)

und folgert hieraus
&1 g

H1 — €2 5
sowie die Existenz eines Ni(= Ni(e1)) € N, so dafl fur beliebiges n > N; und fiir alle

Y € [Yo, "'maz) die Abschitzung

Ipa(y)] < &1 (4.9)
erfiillt ist. Die Verwendung dieser Ergebnisse fithrt fiir n > N := max(N;, N;) dann auf

fly) +raly) f(y)'

9y) +a(y)  9(y)
fW)g(y) + pn

< Pa(y)9(y ‘ f(W)an(y ‘
- W)+ g 9*W) + a(y)g(y)
_ pa(y) ‘ n fWan(y)
9W) +an(y) | 19*Y) + a(y)g(y)
(4.9),(4.8) €1 N lf(y)| - e2
Wl =la@)] 99| = la.(y)l)
>0 nach (I?) und (4.8) >u1(ﬁ 2)
< €1 4 2m2€2
M1 — €2 T — Eal1
S g + 5

)

und dieses Ergebnis gilt gleichméBig fiir alle y € [yo, Tmaz]-

Zu (e):

Definiere p, := f,, — f und ¢, := g, — g. Dann ist die gleichméflige Konvergenz von f,, gegen
f beziehungsweise von g, gegen g gleichbedeutend mit der gleichméfligen Konvergenz von
pn beziehungsweise ¢, gegen die Nullfunktion. Auflerdem existiert zu beliebig kleinem ¢ > 0
offenbar ein n € N, so daf

)] < 1f(y) = fa)| + [fu(y)] < ma+e
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gilt. LaBt man nun £ gegen 0 gehen, so folgt

[f ()] < ma

Analog zeigt man
9l = lgn ()] = lgn(y) —9(y)| =2 — €,
mithin fiir € gegen 0
l9(W)| = m

Damit sind alle Voraussetzungen von Teil (d) erfiillt, dessen Anwendung nun die Behauptung,
namlich die gleichméfige Konvergenz von

i L
g+an  9n

gegen % zeigt.

Lemma 4.1.11 Definiere fiir alle n € N die Funktionen

" sinh?(k
5 ¢ (0 Tonae] aszsmyM
k=1

sowe
Fn . (07 Tmax] > Yy — hl(Sn(y))
Dann gelten mit den Abkiirzungen a = a(y) := exp(2my) und

CLQTH_I _ an—f—l + a® — 1

gn = gn(y) = antl _ gn —2n

folgende Aussagen:

(a) Fiir alle y € (0, 7mas] und alle n € N ist

sn(y) = fﬁ und  F,(y) = —In(4) — 2In(y) + In(g,)

(b) Fiir die ersten beiden Ableitungen von g, nachy (mit g), beziehungsweise g;. bezeichnet)
qilt

() = 27Tna2"+2 —(n+Da*™ +(n+1)a—n
gn—gny - a”(a—1)2

In = 9n(y)
— 47_‘_2 (n2a2n+3 o (2”2 4 2n o 1>a2n+2 + (n + 1)2a2n+1 o (n + 1)2a2

+(2n* +2n —1)a —n?) : (a"(a—1)%)
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Auflerdem gilt mit diesen Ableitungen die Beziehung

Ingn — (9,)*
9n
= Ar? (™ — (20 + n?)d®" T + (6n° + Tn® — 1)a® T — (6n° + 11n* + 4n)a™*?
+(2n% + 5n* + 4n + 1)a* ! — (4n® + 4n + 1)a® 3 + (8n? + 8n)a*
—(4n® +4n + Da® ™ + (2n® + 5n® +4n + 1)a™™® — (6n° + 11n? + 4n)a" >
+ (6n° 4+ Tn® — 1)a"*! — (2n° + n*)a" + a)
(a® = 2a"* 4 o™ — (dn + 2)a® T + (12n 4 6)a® ™ — (12n + 6)a™ >
+(4n + 2)a*™ ! 4 (4n? + 4n + 1)a® ™ — (16n® + 16n + 6)a®™ ™
+(24n? 4 24n + 10)a*"*? — (16n% 4 16n + 6)a®" ™ + (4n® + 4n + 1)a™
+(4n +2)a"™"® — (12n 4 6)a™* +(12n 4 6)a™" — (4n + 2)a" + a* — 2a + 1)

sowie

iy 9ndn — (9.)>
_ 2 _1)2’
n—oco 92 (a—1)

wobei die Konvergenz gleichmdfSig auf jedem kompakten Intervall [yo, rmas] ist (0 <
Yo < min(1l, 74.) beliebig).

Fiir die beiden ersten Ableitungen von F,, nach y (mit F! beziehungsweise F! bezeich-
net) gilt

2 /
Fl=Fy) = — +&
Y On
2 | gngn — (9,)°
= Fl) = 54 S n)
sowie
. 2 a 2 exp(2my)
lim F = = + 4n° = = +47° >0 Yy € [Y0, "maz
oo Y2 A (a—1)2 y? (exp(2my) — 1)? y € lyor maa]

wobei auch hier die Konvergenz gleichmdf$ig auf jedem kompakten Intervall [yo, T'maz]
ist (0 < yo < Tmaz beliebig).
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Bewezs:
Zu (a):
Es ist

und somit auch

geom.

ngmenf.

sn(y

" sinh(ky)

z": (exp(kmy) — exp(—kmy))
k=1 4y2

L

49y Z ((w)k -2+ (w)k)

k=1 —a —q-1

L~ (o -1 k)
— a”—2+ (a™)
4y? k:l(

1 _ o n+l -1 _ —1\n+1
_<&_2n+a (a™) )

492 1—a 1—a!
1 a2n+1 _ an—H +ar—1

— —2n

4y2 anrtl — gn

In.

492

Fo(y) = In(s,(y)) = —In(4) — In(y*) + In(gn(y)) = — In(4) — 2In(y) + In(ga(y)),

womit (a) bewiesen ist.

Zu (b):

Man differenziert ¢g(y) nach den bekannten Regeln und gewinnt so unter Verwendung von
a' = (exp(27.)) = 2wexp(27.) = 2ma

[((2n+ 1)a™d’ —

_(a2n+1 _ CLn+1 +a" — 1)((7”L + 1)&”@’ o nan—la/)} . [(an—H _ an)Q]

(n+1)a"a’ +na" 'a')(a" ™ — a")

Tr:

-~

-
2r [ ((2n + 1)a® ™ — (n + Da™™ 4+ na™)(a" ™ — a™)

_ (a2n+1 _ a”“ +at— 1)((n + 1>an+1 _ nan) . [(an—l—l _ an)Q]

J

-~

To:=
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Ty(a"t — a™) — Ty(n(a™ — a™) + a™™1)
(a1 —an?
(@™ — a™)(T) — nTy) — a"™'T,
(@t — an)?
(@™ —a™)((n + 1)a®> ™t — @™t +n) — a"H(a® T — @ +a" - 1)
(@1 —any?
(an+1 _ a”)((n + 1)a2n+1 + n) _ (a3n+2 _ an+1)
(a1 — qn)2
na®*? — (n+1)a®* + (n + 1)a™** — na”
a®(a —1)2
na®*? — (n+1D)a® ™ + (n+1)a—n
a*(a —1)2

= 27

= 27

= 27

= 27

Die zweite Ableitung ermittelt man analog und erhélt:

In
= 21 [(n- (2n+2)a®d — (n+1)(2n+ 1)a**d’ + (n+ 1)a’) (" — 2a""" + a")
—(na®*? = (n+1)a®* + (n+ Da —n)((n+2)a"'d’ — 2(n + 1)a"d + na""'d)]
:a*(a —1)Y
= 47 [(n- (2n +2)a™*? = (n+1)(2n + 1)a®*' + (n + 1)a)(a™? — 24"+ + a")
—(na®™ ™ — (n+1)a**" + (n+ a — n)((n +2)a""* = 2(n + 1)a"*" + na™)]
:a*(a —1)Y
= A7 [(2n® + 2n)a® ™ — (20° + 3n + 1)a® " + (n + 1)a™ ™ — (40 + 4n)a®*
+(4n? 4 6n + 2)a*™t? — 2(n + 1)a™*? + (2n® + 2n)a®*? — (2n* + 3n + 1)a®" !
+(n+ Da"™ — (n® + 2n)a® ™ + (n* + 3n + 2)a* " — (n? + 3n + 2)a" "
+(n® 4+ 2n)a"? + (2n® + 2n)a® T — 2(n* + 2n + 1)a® " 4+ 2(n® + 2n + 1)a™™?
—(2n® +2n)a"t! — n?2a® T + (n® + n)a® ™ — (0 + n)a" +n’a"] 1 [a™(a —1)7]
= Ar? [n®a®™ ™ — (3n® + 2n — 1)a®" ™ + (3n® + 4n)a® ™ — (n* 4 2n + 1)a®
—(n* +2n+ 1)a"™ + (3n® 4+ 4n)a™"* — (3n* + 2n — 1)a™ ™ + n’a”] : [a®(a — 1))
= Ar? [n®a® ™ — n®a® T — (20 + 2n — 1)a® P + (2n° + 2n — 1)a®"P?
+(n*+2n+1)a®"*? — (n* + 2n + 1)a®' — (n +1)%a® + (n + 1)%a”
+(2n* +2n — 1)a® — (2n° + 2n — 1)a — n*a + n°] : [a"(a — 1)*]
= Ar? [n®a® " — (2n° + 2n — 1)a® P + (n + 1)%a®™ — (n + 1)%a®
+(2n° +2n — 1)a —n?] : [a"(a — 1)?]

Nun kann man auch die letzte behauptete Beziehung durch Einsetzen der vorangegangenen
Ergebnisse und Nachrechnen bestétigen:
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9gn — (g5,)?
92
472

2
om . 4 . a2”+17a”+1+a”71 i
a®(a—1) < ey 2n

[(nPa® P = (20% 4+ 2n — 1)a® T 4+ (n 4+ 1)%a™ " — (n+1)%a* + (2n* + 2n + 1)a — n?)
(@ —a™ +a" — 1 = 2na™ + 2na") — (na®*? = (n+ 1)a® ™ + (n+ 1)a — n)?]
47

(@ —1)%(a®*!t —amtl 4+ a® — 1 — 2na™t! + 2nan)?

[n2a4n+4 (202 + 20 — 1)a®™* 1 (n + 1)2a*+2 — (n + 1)2a2"+3
+(2n% 4 2n — 1)a® ™ — n2a® ! — n?a® ™ + (2n% + 2n — 1)a® T — (n + 1)%a® 2
+(n+1)%a"" — (2n% + 2n — 1)a" " + n?a™ + n?a® T — (2n% + 2n — 1) ?
+(n+1)2%® ™ — (n+1)%2a"" + (2n® 4 2n — 1)a" ™ — n%a" — n?a* ™

(
(
+(2n? 4 2n — 1)a® ™ — (n + 1)%a®* ! + (n 4+ 1)%a® — (2n* + 2n — 1)a + n? — 2na*"™*
(
(
(

+(4n® + 4n® — 2n)a® 3 — (20 + 4n? + 2n)a® T + (20° + 4n® + 2n)a™T?

—(4n® + 4n® — 2n)a" 2 + 2n3a™ T + 20%a®" P — (4n® + 4n® — 2n)a®"T?

+(2n* +4n® + 2n)a® Tt — (20 4+ 4n® 4 2n)a" T + (4n® + 4n® — 2n)a" !

“onPa™ — n2a* (4 1)2aM2 — (0 +1)%a® — n? + (202 + 2n)atH?

—(2n® + 2n)a®? + 2n%a®" T 4 (2n% + dn + 2)a®* T — (2n% 4 2n)a®™ T + (2n* 4 2n)a]
42

((a —1)(a?>*+t —a™*tt + a® — 1 — 2nan*! + 2na™))?

(@™ — (20 + n?)a® M + (6n° + Tn? — 1)a® T — (6n° 4 11n* + 4n)a®
+(2n® + 5% + 4n + 1)a® ™ — (4n® + 4n + 1)a®" 3 + (80 + 8n)a®
—(4n* +4n + Da® ™ 4 (20® + 5n® +4n + 1)a™™? — (6n° + 11n? + 4n)a™
+ (6n° + 7Tn* — 1)a™" — (2n® + n*)a" + a)

Damit ist fiir den Zéahler die gewiinschte Form erreicht und fiir den Nenner gilt:

((a — D) (a®™ —a™ +a" — 1 - 2na™™ 4 2na™))?

= (@™ —a®™ — " 40" 1 a" —a" —a+1 - 2na""? + 2na" T + 2na"th)?

= (®" —a® — 20+ 1)a""? + (4n +2)a" — 2n+ 1)a" —a + 1)?

= o™ 4 o™ 4 (4n? 4 4dn 4+ 1)a® ™ + (1602 + 160 + 4)a®* ™2 + (4n® + 4n + 1)a™"
+a? +1— 24" — (4n + 2)a® ™ + (8n + 4)a**® — (4n + 2)a®" 2 — 20°" 13
+2a*"2 + (4n + 2)a* T — (8n + 4)a® 2 + (4n + 2)a®" T + 2a*" 2 — 2071
—(16n* 4 161 + 4)a* ™ + (8n* 4+ 8n + 2)a”™** + (4n + 2)a"*® — (4n + 2)a"*?
+(4n + 2)a" ™ — (4n + 2)a" — 2a
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— a4n+4 _ 2a4n+3 4 a4n+2 _ (4n T 2)a3n+4 4 (12n 4 6)a3n+3 _ (1277/ 4 6)a3n+2
+(4n +2)a®™tt + (4n® + 4n + 1)a® ™ — (16n* + 16n + 6)a**™?
+(24n® + 24n 4+ 10)a®"*? — (161> + 16n + 6)a”" ' + (4n* + 4n + 1)a®" + (4n + 2)a™™

—(12n 4+ 6)a"*? + (12n + 6)a™™ — (4n +2)a" +a* —2a + 1,
womit die gewiinschte Darstellung von M bewiesen ist. Um die behauptete Grenz-
wertaussage zu zeigen, dividiert man im Zahler und im Nenner dieser Darstellung jeweils
durch a*"*4. Im Zahler entsteht dadurch ein Ausdruck der Form

und der Nenner hat die Gestalt

16
1—-2a"'+a?+ Z ¢ (n)a"
j=1

wobei die p@(n),i=1,...,12, ¢¥)(n), j =1,...,16 Polynome in n sind und die Exponen-
ten p;, v; € Z fiir alle ¢ € {1,...,12} beziehungsweise j € {1,...,16} die Ungleichungen

Mzg—n(:V'LG{l,,12}3kl€No —/,LZ:’I’L‘F]{JZ)
beziehungsweise
ng—n(:VjE{l,...,lfS}ElleNO —Vj:n+lj)

erfiillen. Mit Hilfe von Lemma 4.1.10 (c) folgt daher, da8 fiir alle ¢ € {1,...,12} beziehungs-
weise j € {1,...,16} die Funktionen p®(n)a* und die Funktionen ¢\¥)(n)a*s fiir n — oo
gleichméBig auf jedem kompakten Intervall [yo, 7mas] gegen die Nullfunktion konvergieren.

Wegen Teil (b) desselben Lemmas gilt eine entsprechende gleichméBige Konvergenz gegen die
1

2 6
Nullfunktion auch fiir die Summen Y p®(n)a* und 3 ¢¥)(n)a%. Nun wendet man Lemma
: ~

=1 J

4.1.10 (d) an und erhélt somit die gleichméfiige Konvergenz von ggg”g_—;gm gegen
42q1 5

P S
1-2a'+a2 " (a—1)2

Zu (c):
Man differenziert F),(y) nach den bekannten Ableitungsregeln und zeigt so miihelos die be-
haupteten Darstellungen fiir

Fu(y)
FmE Y (< in(4) - 21n(y) + In(ga(y))
2. W)

Yy galy)
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und

El(y)
2, 9W)9ny) — (gn(y))?
y? gn(y)2

Die Aussage iiber die gleichméBige Konvergenz folgt jetzt unmittelbar aus Lemma 4.1.11 (b).
O

Bemerkung 4.1.12 Die vorangegangene Untersuchung zeigt fir den Spezialfall, dafs alle
Koeffizienten in der Reihendarstellung (4.2) identisch gleich eins sind, die gleichmdfige Kon-
vergenz der Folge der zweiten Ableitungen der logarithmierten Partialsummen gegen einen
positiven Wert. In diesem Fall konvergiert die Rethendarstellung der Lisung zwar nicht, wie
schon oben bemerkt, es erqgibt sich jedoch eine asymptotische Darstellung von nlmgo F.(y) in

dem Sinne, dafS

lim (Fn(y) - Gn(y)) =0,

n—oo

wobei G, durch

Gn(y) :==2myn — In (4y2 (1 - é)) (4.10)

erklart ist. Dies zeigt man mattels

emma 4.1. a 1
Femma £ iy (- In(4) — 2In(y) + In(gs) — 2myn + In(4) + 2In(y) + In (1 - —))
n—oo a
' 1
- lim (ln(gn) — 2myn | +1n (1 - _>
n—00 N—— a
=In(a™)

a2n+17a11,+1+an71 N 2n 1
(ln ( antl—an )) +In (1 — —)
a” a
2n+1 _ n+1 n __
_ lim <ln (a (2n+ 1)a" + (2n+ 1)a 1)> il (1 B 1)

an(an+1 _ an)

2n+1 _ n+1 no__
In (a 2n+1)a" 4+ (2n+1)a 1)) il (1_1)

a2n+1 (1 _ l)

a
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n—oo a
1

+1In (1 — —)
a

= nlLHOlo Inl1 —\(271 4 1)a—n +\(2n + 1)a—(n+1)1_ a—(2n+1)

—0 @oo) —0 O’Lt>00) —0 (n—0o0)

1
= lim (ln (1-@2n+1a"+(2n+ a0+ — a_(2"+1)) —1In <1 - —)>

Lemma 4.1.10 (c)

0,

wobet man 1m letzten Schritt noch die Stetigkeit des In verwendet. Man hat somit gezeigt,
dafy sich F, fir grofie n und festes y im wesentlichen wie die Funktion G,(y) verhdlt, die
als Funktion von n betrachtet affin linear ist (siehe dazu (4.10)). Wie man weiter leicht
nachrechnet, hat man fir G, die Darstellung

Gn(y) = 2myn —In(4) — 2In(y) + 27y —In(a — 1) ,
die man in dieser Form miihelos zweimal nach y differenziert und so fiir alle n € N

a 2 Lemma 4.1.11 (c)

Gi(y) = 4n° lim F)(y)

(a — 1)2 y? v—00

erhalt.

4.1.4 Logarithmische Konvexitidt von F' im allgemeinen Fall

Die folgenden Untersuchungen werden sich nun mit dem allgemeineren und technisch schwie-
riger zu behandelnden Fall allgemeiner Koeffizienten ay in der Reihendarstellung (4.2) befas-
sen und unter bestimmten Voraussetzungen werden wir die logarithmische Konvexitét der
schon fiir den oben genannten Spezialfall betrachteten Funktion Ny) zeigen konnen.

Die genaue Kenntnis spezieller Eigenschaften von sinh und cosh ist fiir die folgenden Unter-

suchungen vonnoten, wir stellen daher das nachfolgende Lemma an den Beginn derselben.

Lemma 4.1.13 Es gelten folgende Gleichungen:

cosh(2z) = cosh?(z) + sinh?(z) (4.11)

sinh(2z) = 2sinh(x) cosh(z) (4.12)

2cosh?*(z) = cosh(2z) + 1 (4.13)
2sinh?*(z) = cosh(2z) — 1 (4.14)

cosh?(z) — sinh*(z) = 1 (4.15)

Dariiberhinaus hat man fiir nichtnegative x € R die Abschdtzung

x < sinh(x) (4.16)
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und fir alle x € R gilt
1 < cosh(z) . (4.17)

Schliefslich kann man noch fir nichtnegative x € R die Abschdtzungen

cosh(z) — 1 < sinh(z) < exgﬂ < cosh(z) < sinh(z) + 1 < exp(z) (4.18)

sowie die fiir beliebiges positives x giiltige Ungleichung

sinh?(z)

< exp(2z) (4.19)

zeigen.

Beweis:
Wir zeigen nacheinander die behaupteten Gleichungen:
Es gilt:
cosh®(z) + sinh?(z)
(exp(@) + exp(—x))” + (exp(z) — exp(—x))
4
(exp(z))® + 2exp(x) exp(—z) + (exp(—x))?
4
| (exp(2))* — 2exp(z) exp(~x) + (exp(~2))
4

2

2

exp(2x) + exp(—2x)
2
= cosh(2z),
womit (4.11) gezeigt ist. Gleichung (4.12) sieht man mittels
2sinh(x) cosh(z)

(exp(x) — exp(—x))(exp(z) + exp(—z))
2
exp(2x) — exp(—2x)
2

= sinh(2z)
ein. Zum Beweis der Beziehungen (4.13) und (4.14) schreibt man
cosh?(z)
sinh?(z)

(exp(x) + exp(—a))
2

2

=1

A

-~

exp(2z) + exp(—2x) + 2%Xp(:1:) exp(—x)
2

= cosh(2z) £ 1
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hin und Gleichung (4.15) folgt nach Subtraktion der Gleichung (4.14) von (4.13) und an-
schlieender Division durch 2, womit alle Gleichungen gezeigt sind. Die Ungleichungen (4.16)
und (4.17) ergeben sich unmittelbar aus den Reihenentwicklungen des sinus hyperbolicus be-
ziehungsweise des cosinus hyperbolicus

, 2P
z?2 ozt
COSh(.Z') = 1—{—54-5—‘—,

die man leicht mit Hilfe der Exponentialreihe gewinnt. Die erste Ungleichung in (4.18) ist
gleichbedeutend mit

exp(z) + exp(—x) — 2 < exp(z) — exp(—x)
2 - 2
< 2exp(—x) <2
— exp(—z)<1 (w),

die zweite Ungleichung bedeutet nichts anderes als

exp(z) —exp(—z) _ exp(z)
2 = 2

was ebenso wie die dritte Ungleichung, die

exp(x) < exp(z) + exp(—x)
2 = 2
bedeutet, auf der Hand liegt. Die vierte Ungleichung fiihrt auf

exp(x) + exp(—x) < exp(z) — exp(—x) + 2
2 - 2
< 2exp(—z) <2
= exp(—z) <1 (w),

und die fiinfte Ungleichung ist gleichbedeutend mit

exp(x) — exp(—z) + 2

2
— 2 —exp(—x) < exp(x)
<= 1< cosh(z) (w) nach (4.17)

< exp()

Der Beweis von (4.19) ergibt sich aus

sinh? ()
(3.3)
< 2% cosh?(z)
(4.18)
< 2%exp’(z)

= z?exp(27)



124 KAPITEL 4. STABILITAT UND KONVERGENZ FUR BESCHRANKTE LOSUNG

nach Division durch z?. Damit sind alle Behauptungen des Lemmas bewiesen.

O
Bevor wir nun den zentralen Satz iiber die gleichméflige Konvergenz der zur Diskussion
stehenden Funktionenreihen angeben und beweisen, benotigen wir noch eine ” Doppelreihen-
version” des Weierstraflschen Majorantenkriteriums:
Lemma 4.1.14 Gegeben seien Funktionen fi; : [Yo,Tmaz] — R, k,l € N und es gelte

&) o0

fraw)| < arBi Yy € [Yo,Tmaz). Sind dann die Reihen Y oy und Y [ absolut konver-
k=1 =1

gent, so konvergiert
[e.e]

Z fra(y)

ke l=1
(absolut) und gleichmdfig auf (Yo, rmaz)-

Beweis:
Definiere s, := > fr.(y). Nach dem Cauchy-Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz von
k=1
Reihen (siehe zum Beispiel [Heu01] Satz 105.1) hat man zu zeigen, daf
Ve>0dN eNVn>m >N sy — Smlleo <€ (4.20)

gilt. Da die beiden gegebenen Zahlenreihen (absolut) konvergieren, konvergiert auch die
Doppelreihe

n

Z Rl

k=1
und mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums fiir Zahlenreihen hat man die Existenz eines N € N,
so daf fiir alle n > m > N die Ungleichung

n

> by

k,l=m+1

n
= Z apf < €

k,=m+1

gilt. Sei nun € > 0 beliebig und n > m > N. Dann folgt:

[$n = Smlloo
n
= Z fra(y)
k,l=m+1 0o
n
< > el
k,l=m+1
Voraussetzung n
< > b
k,l=m+1
< €

und damit die Behauptung.
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Satz 4.1.15 Auf dem kompakten Intervall [yo, T"maz|, 0 < Yo < Tmax S€ien die Funktionen

)

fk<y>=s‘nhyﬂ keN,
n 2

sn(y) = (;7’;)2fk(y) ,n€N
k=1

und

definiert, wobei die Koeffizienten ay so (klein) gewdhlt seien, dafs

Z az exp(2kmrmas) (4.21)

00
k=1

(absolut) gegen S > 0 konvergiert. Dann gilt:

(a) Man hat fir F!'(y) = L F,(y) die Darstellung

T a2

F/(y)
- 2
= 4 (Z <%> [k27r2 cosh(2kmy)(cosh(2lmy) — 1) — kin® sinh(2kmy) sinh(2(7y)
k=1

—k sinh(2kmy) (cosh(2lmy) — 1)y~ + In(cosh(2kmy) — 1) sinh(2my)y ™"

_;_%(cosh(Qkﬂy) — 1)(cosh(2lmy) — 1)3/2] )

(Z <%)2 (cosh(2kmy) — 1)(cosh(2lmy) — 1)) (4.22)

kel=1
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und bei Benutzung der Abkirzung a = a(y) := exp(2my) die zusdtzliche Gleichung

F(y)=4 (i (%)2 K(k2 — kD)7 + (—km +Im)y " + %y2) akt!

k=1

1
+(k2+kl7r + (—km l7r)y1+§y2> a*!
+(k:

1
(K* + kl)m* + (km + Im)y ™! +2y )akH

1
— kD) + (km —Im)y 4 =y~ ) ke

2
=2k + 2kmy ' —y %) df + (“2myT —y ) + (2lry T =y ) o
—2k°m* — 2kmy ™' —y ) a7F + 2y2]> (4.23)

+
(Z akal ak+l . 2(ak +al) _i_akfl +4+alfk o 2((1716 _i_afl) +akl)>
kl=1

(b) (F!)nen konvergiert fiir n — oo gleichmdaf$ig auf [Yo, "'maz)-

(¢) Die Funktionenfolgen (F,)neny und (F))nen konvergieren gleichmdf$ig (und daher erst
recht punktweise) auf (Yo, Tmaz)-

Beweis:
Zu (a):
Man leitet zunéchst die folgende allgemeine Darstellung von F her:
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(£ #ain) - (£ i) - (£ s - (£ i)
(é%f}c@) (i )zfz( ))

S (B9 (F1) Fily) — Fo) Fw))

. (4.24)

n

> (%) fily) ily)

k=1

Die Bestimmung der ersten beiden Ableitungen von f;, £ € N ist somit der néchste erfor-
derliche Schritt. Er ergibt sich:

fi(v)
(SinhQ(knry)y_Q)/
2k sinh(kmy) cosh(kry)y 2 — 2sinh?(kry)y >

(4.12),

~

4.14)

= kr sinh(2kmy)y =2 — (cosh(2kmy) — 1)y (4.25)
= % (km(a* —a ™M)y = (@ +a* = 2)y7?) (4.26)
und
i ()

(429 k7 (2km cosh(2kmy)y =2 — 2sinh(2k7y)y—?) — (2kn sinh(2kmy)y >

—3(cosh(2kmy) — 1)y™*)
= 2k*1% cosh(2kmy)y 2 — 4kw sinh(2kmy)y >

+3(cosh(2kmy) — 1)y ~* (4.27)
=  Br%d" +a )y = 2kn(ad* —a )y P

3

+§(
Man hat nun (4.25) und (4.27) in (4.24) einzusetzen, wobei wir der Ubersichtlichkeit halber
Zahler und Nenner getrennt behandeln und jeweils nur die entscheidenden hinteren Terme

a* 4 aF -2y (4.28)

unter der jeweiligen Summe betrachten (beachte aulerdem noch fi(y) "= L1 5 (cosh(2kmy) —
Dy~?):
FW)ily) = i) fl ()

(4200421 (2k*m* cosh(2kmy )y~ — 4km sinh(2kmy)y > + 3(cosh(2kmy) — 1)y ™)

1
~§(cosh(2l7ry) — 1)y 2

—(km sinh(2k7y)y~? — (cosh(2kmy) — 1)y ~?)
-(Im sinh(2l7y)y~? — (cosh(2my) — 1)y ?)
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= k?m? cosh(2kmy)(cosh(2my) — 1)y~* — 2k sinh(2kmy)(cosh(2lmy) — 1)y °
3
+§(Cosh(2k:7ry) — 1)(cosh(2I7y) — 1)y~ ® — kix? sinh(2k7y) sinh(2my)y

417 (cosh(2kmy) — 1) sinh(2lmy)y° + k7 sinh(2k7ny)(cosh(2ry) — 1)y >
—(cosh(2kmy) — 1)(cosh(2lwy) — 1)y~ °

= k?r? cosh(2kmy)(cosh(2imy) — 1)y~* — kln? sinh(2kmy) sinh(2l7y)y~*
—kn sinh(2kmy)(cosh(2lmy) — 1)y ~° + Iz (cosh(2kmy) — 1) sinh(2lmy)y °

1
+§(cosh(2k7ry) — 1)(cosh(2lry) — 1)y © (4.29)
Den Nenner bringt man leicht auf die behauptete Form, indem man
feW) fily)
1
= §(cosh(2k7ry) — 1)y 2.

DO | —

(cosh(2lmy) — 1)y 2

—~

1
= Z(COSh(2k‘7Ty) — 1)(cosh(2imy) — 1)y ~*

hinschreibt. Dividiert man nun Zéahler und Nenner durch }ly"‘, so gewinnt man die behaup-
tete erste Darstellung von F(y).
Um die zweite Darstellung zu beweisen, setzt man (4.26) und (4.28) in (4.24) ein und be-

trachtet wiederum die relevanten Teile von Zéhler und Nenner getrennt. Im Zéhler ergibt
sich (beachte fi,(y) = 1 (¥ =2+ a™%) y™?)

r) fily) = few) fl(y)

3
Er?(a® + a )y — 2km(a® —a Py + §(ak +aF — 2)y_4>

(4.26),(4.28)

N

(al -2+ a’l) y >

N
—_

-5 (km(a* —a ™)y — (@ +a % —2)y?)
1 - _ _
3 (In(d' —a Ny = (@ +a' = 2)y?)
1
= 3 [y~ (" + o = 20" — 207 + "+ a7
—9kmyS (" — aFH — 208 + 207 + aF 1 — g F)

3
+oy O (" —2df + " 0T =207 a7 = 2d 4 — 207)

2
_ (k‘lTFQy_4 (ak+l B e + a—k—l)
—kﬂyﬁr’ (akH + bt gk — g R _ Rl 4 2a*k)

Iy (al+k LR gl — g MR gk 2a—l)

+y—6 (ak‘-l-l + ak—l o 2ak‘ + a—k-‘rl + a—k—l o 2a—/€ o 2al . 2a—l + 4))j|
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1 1
= 3 [((k’2 — kD) y ™t + (—km + 1Im)y ™ + éy_ﬁ) at

1
+{ (B + k)m?y ™ + (—km — Im)y° + §y_6) at !

1
+ ((k:2 + kD) 72y~ + (b + Im)y ™0 + §y_6) a Mt

1
+ | (B — kD) mw?y~* + (kn — Im)y ™ + 5y—ﬁ) a~ k-t
+ (—2k27r2y_4 + 2kmy 0 — y_G) a® 4 (=2lmy ™ —y%)a' + (2l7ry_5 — y_G) a”!
+(

k22t — Qkmy 5 — y—e‘) a k4 Qy—6:|

und fiir den hinteren Teil des Nenners errechnet man

fe(w) - fily)
1
= 1—6(ak — 24 a_k) . (al — 24 a_l)y_A‘
1
= 1—6(ak+l —2a" +a"t —2d' +4 207"+ a7 —2a7F 4 a7 F )y

Multiplikation des Zihlers und Nenners mit 16¢* liefert nun die behauptete zweite Darstel-
lung von F/(y).
Zu (b):
In Anlehnung an die Argumentation von M. M. Lavrentiev (siehe [Lav56] Seite 827f) zeigen
wir nun zunéchst

F/(y) >0 Yy € [yo,Tmas] VR EN . (4.30)

Setzt man namlich in (4.29) k = [, so erhélt man

L) fr— (fh(y))?

| 1
(4.29) k27 (cosh(2kmy) (cosh(2kmy) — 1) — sinh?(2k7y))y~* + é(cosh(anry) —1)%y "
. 1
A9 k252(1 — cosh(2kmy) )y~ + 5 (cosh(2kmy) — 1)%~°
e BV Y sinh?(kmy)y~* + 2sinh? (kmy)y°
= 2sinh*(kry)y ®(sinh?(kry) — (kry)?)
(4.16)
w (4.31)

also die logarithmische Konvexitédt von f, k& € N. Mit Hilfe von Lemma 4.1.8 (c) hat man
somit auch die logarithmische Konvexitiat von

n

N %
Sp = Z (kﬂ')ka

k=1




130 KAPITEL 4. STABILITAT UND KONVERGENZ FUR BESCHRANKTE LOSUNG

Dies ist aber nach Lemma 4.1.6 gleichbedeutend mit der behaupteten Ungleichung (4.30).

Betrachtet man unter Verwendung dieses Ergebnisses die Darstellung (4.22), so sieht man

leicht ein, dafl der Nenner wegen (4.17) positiv ist und somit der Zéhler ebenfalls nichtnegativ

ist.

Im Folgenden bezeichne G,,(y) = > gr.(y) den Zéhler von F)/(y) und H,(y) = > hg,; den
k=1 k=1

zugehorigen Nenner. Offenbar kann man |gy,| wie folgt nach oben abschétzen:

|gk,l(y)|

2
= ’4 (%) {k27r2 cosh(2kmy)(cosh(2imy) — 1) — kln? sinh(2k7y) sinh(2l7y)

—km sinh(2kmy) (cosh(2lmy) — 1)y~ ! 4 Ix(cosh(2kny) — 1) sinh(2my)y !

—
S
N

+%(cosh(2k:7ry) — 1)(cosh(2lmy) — l)y_Q}

< 4 (%)2 [kz27r2 cosh(2kmy)(cosh(2lmy) — 1) + klr? sinh(2kmy) sinh(2lmy)
+km sinh(2k7y) (cosh(2lmy) — 1)y~ + Im(cosh(2kmy) — 1) sinh(20my)y "
+%(cosh(2k7ry) — 1)(cosh(2lmy) — 1)y21
(4%8) 4 (%)2 (k27r2 + kir? + kry - lmy ™+ %y_2> exp(2kmy) exp(2lTy)
e Y= (%)2 (k;27r2 + kim® + kmyy '+ gy %yO_Q) exp(2kT T mag ) €Xp(207T T maz)
< 4 (%)2 k212 (7‘(2 + 7+ myyt+myyt+ %yo_2> exp(2kmTmaz) exp (2077 mas)

1
— 4 (27r2 + 2myg 4 5@/0_2) (aray)? exp(2k7T7 maz ) exp (20T maz )

Definiert man nun
1
o =4 (27?2 + 2yt 4 Eyo_z) a2 exp(2kmrmaee) , k € N

und
B = a} exp(2mTmaz), | €N,

so folgt aus der Voraussetzung des Satzes, daf§ die Reihen ) «y beziehungsweise Y [ (ab-
k=1 =1

solut) gegen 4 (27?2 + 2yt %y& 2) S beziehungsweise S konvergieren. Nach Lemma 4.1.14
konvergiert daher G,, gleichméfig auf [yo, 7mq.] und dariiberhinaus ist |G,,| gleichméaBig nach
oben beschrinkt, denn durch Verwendung der eben gezeigten Abschétzung fiir |gx,(y)| erhélt
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man:
|G ()]
= Z 9k (y)
k=1
< 4 (2#2 + 2myy t + %yo_Q ” (arar)? exp(2kT7 mag ) exXp (2077 maz )

Z a; exp(karmam)> . (Z a? GXP(QZWTmaz)>

=1

2
a; exp(2k7rrmax)>

< 4 (2#2 + 2y, ' + —yo_z) S?
= My

Eine analoge Behandlung des Nenners sichert zunéchst die gleichméfige Konvergenz auf
[Y0, Tmaz]) mit Hilfe der Abschétzung

P (y)|
ara

2
@ <W) (cosh(2kmy) — 1)(cosh(2lmy) — 1)
< (ara)? exp(2kT 7 maz ) exp (2077 maz )

—

und einer vollig identische Argumentation wie oben auf der Grundlage von Lemma 4.1.14.

Weiter sieht man leicht mit Hilfe der Reihenentwicklung des cosinus hyperbolicus (cosh(z) =
2 4 .

1+ 5+ % +...) ein, dal

cosh(2kmy) — 1

> cosh(2kmyy) — 1
- (2kmyo)?
- 2
= 2(kmyy)? (4.32)
gilt, was man ausnutzt, um
e (y)]
" 2
@ <%> (cosh(2kmy) — 1)(cosh(2lmy) — 1)
apa; 2 2 2
> i
> 4 (557) (k) (i)

= 4(myo)*(ara)?
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hinzuschreiben und den Nenner mittels

| Hn(y)]

= Z | ()]

k=1

n

> A(ry)' Y (war)?

k=1

nach unten abzuschitzen. Falls alle ay, & € N verschwinden, so hat man den (nicht weiter
interessanten) Trivialfall vorliegen. Im anderen Fall verschwindet etwa ay, fiir ein ky € N
nicht, so daf die obige Abschétzung (0.B.d.A. sei n > ko, da es auf endlich viele Folgenglieder
zu Beginn nicht ankommt) durch

| Ho ()|
> A(myoar,)"
= w1 >0

fortgefiihrt werden kann. Nun hat man damit aber insgesamt die Voraussetzungen von Lem-
ma 4.1.10 (e) gezeigt, woraus dann die behauptete gleichméBige Konvergenz von F(y) auf
[y(b 7ﬁma:v] fOIgt

Zu (c):

Offenbar folgt mit Hilfe des Weierstrafischen Majorantenkriteriums und der Voraussetzung
des Satzes aus

a? sinh?(kmy)
(kmy)?
Yo<yY<rmaz
’ ai sinh2(k;7rrma$)y0_ 2
(4.18)
<y tad exp(2kmrmeg)

die gleichméBige Konvergenz der Funktionenfolge (s, )nen gegen eine Funktion s fiir n — oo.
Damit hat man aber auch wegen der Stetigkeit des Logarithmus zunéchst die punktweise
Konvergenz von F,,(y) = In(s,(y)) gegen In(s(y)) =: F(y) und weiter wegen der gleichmafi-
gen Stetigkeit des In auf [yo, "max)

[En(y) = F(y)l = [In(sn(y)) — In(s(y))| < e,

falls |s,(y)—s(y)| < 0(e). Letztere Bedingung sichert man fiir n > N wegen der gleichméBigen
Konvergenz von s,, unabhéngig von der betrachteten Stelle y. Somit hat man die gleichméfige
Konvergenz von F), gegen F' gezeigt.

Bei der Betrachtung von F) stellt man zunéchst fest, daf

sn(Y)

Ei(y) = s:(y)
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gilt. Die gleichméfiige Konvergenz des Nenners wurde schon gezeigt. Dieser ist auflerdem
wegen (wie im Beweis zu (b) sei etwa ag, # 0, N2> kg <n)

[sn(y)]

B i a? sinh?(kmy)

—~  (kmy)?

a?, sinh?(komy)
(komry)?

azo sinh?(ko7yo)

(kOﬂWVnam)Q
=: up >0

>

Tmaz >Y>Y0
>

nach unten durch eine positive Zahl beschrankt. Die im Z&hler aufsummierten Funktionen
kann man durch

a
Wfk(y)
2
(1.29) (kakyz | sinh(2ky)y~* — (cosh(2kmy) — 1)y |
™
2
< (k:ak)2 (kmsinh(2kmy)y~> + (cosh(2kmy) — 1)y ™)
™
(4.18) aj —2 -3
= (kﬂ')Q(kﬂ-y +y7") exp(2kmy)
ai 2 2/ _9 -3
< Wk Ty " +y ") exp(2kmy)
= aily 7 +y ) exp(2kmy)
Tmaz >Y>Y0 _9 —3\ 2
2 (Yo = + yo °)ag exp(2kmrmaz)

nach oben abschétzen und hat somit nach dem Weierstraschen Majorantenkriterium auch
die gleichméBige Konvergenz des Zéhlers bewiesen. Da selbiger (unter Verwendung der eben
gezeigten Abschitzung) wegen

|57, ()]
n 2
ak /

= (y)

k; (km)2’*
< ’f ’<y>]

| (k)"
< (w’+w) Z aj, exp(2k77 o)
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auch nach oben beschrénkt ist, folgt aus Lemma 4.1.10 (e) insgesamt die gleichméflige Kon-
vergenz von (F)),en.

OJ
Bemerkung 4.1.16 Die vorausgesetzte Konvergenzbedingung fiir
Za exp(2Kk77 maz) (4.33)
k=1

ist in dem Sinne notwendig, dafl bei ihrem Verletztsein die gleichmdajSige Konvergenz (ja sogar
die Konvergenz iberhaupt) der Folge F!" verloren gehen kann, wie das folgende Beispiel zeigen
wird:

Es seq
1

Vk exp(kmrmaq)

ap = y ke N . (434)

Dann hat man offenbar wegen

. V2 V2
a (\/5 . sm(lmrx))‘ < \/Eexp(:ﬂ-rmax) 2v2
——

> (kﬂ"'mam)Q
= 2

IN

nach dem Weierstrafischen Majorantenkriterium die gleichmdfige Kovergenz der Reihe (der

Daten) .
¢1(x) = Z a (\/§ sin(lm:))

=1

und es gqilt daher

V2(¢1 (), sin(k.)),
= \/5/ Z a (V2 - sin(lrz)) - sin(kmz) do

= ZZal/sm (Irx)) - sin(krx) dx
=1

J/

-~

=16k,
Somit ist nach (4.1) auch

=3

k=1

-sin(kmx)) sinh(k7y)

§|§
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die Darstellung der Losung des zu den Daten ¢1 gehorigen Cauchy-Problems fiir die Laplace-
Gleichung. Diese Liosungsdarstellung konvergiert (ebenfalls aufgrund des Weierstrafischen
Majorantenkriteriums) wegen
Z—k(\/i -sin(kmx)) sinh(k7my)

s
V2 sinh(kry)

T k3 exp(kTT maz )

y§r<maz \/§ sinh(kﬂrm(m)

IA

(4.18) \/§ exp(kﬂ-rmax)

IA

gleichmdflig in x und y. Weiter konvergiert nach Lemma 4.1.3 dann offenbar auch die Rei-
hendarstellung (4.2) von N(y). Allerdings ist die von uns geforderte Konvergenzbedingung
fiir die Reihe (4.33) wegen

1

az exp(2kTT may) = e
offenbar nicht erfillt (harmonische Reihe!). Wir werden nun zeigen, daf die Folge F)/(y) (in
der Darstellung nach (4.22)) fir y = Tmae nicht (und damit erst recht nicht gleichmdf$ig auf
[Y0, Tmax) ) konvergiert. Dazu beweisen wir mehrere Teilbehauptungen:

1.Behauptung:

n 2
> (%) k*7° cosh(2K77 mae ) (cosh (207 ez ) — 1)
k=1

divergiert fiir n — oo.
Beweis:
Es gilt

ara 2 1
ZRTVY 4.
< kl > k313 exp(2k 7T maz) €XP (2077 maz ) (4.35)

und damit hat man

(a;ﬂz) k272 cosh(2kmrmaq ) (cosh (207 ) — 1)
k=1

1 cosh(2k77rpaz) 1 cosh(20mries) — 1
2 Z max mazx

Pt k exp(2kmTmaz) 3 exp( 20T maz)

B Z 1 cosh(2kmrmaz) - lcosh(Qlﬂrmm) —1
N k exp(2kmTmaz) — B3 exp(2lmrmaes)

-~ -~

Sni= tn:=
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Offenbar folgt aus (4.18)

cosh(2k77,42)
exp( 2k maz )

11
e TL>_ —
8_2;k

und weiter besteht t,, nur aus positiven Summanden, so daf$ die Abschdtzung

>

1
2

f s cosh (277 pae) — 1
=t exp (27T maz )

fiir alle n € N Giltigkeit besitzt. Kombiniert man nun die Abschdtzungen fiir s, und t,, so
erhdlt man in Fortsetzung obiger Ungleichungskette:

n 2
5 (%9 K202 cosh(2hmry) (c0sh (2rnns) —
k=1

1 "1
> 2t =
= 27T 1;k

— o0 (n— o00),

woraus die erste Behauptung folgt.
2.Behauptung:

n

Der Rest des Zdhlers in (4.22) (im Folgenden auch mit R,(y) := r61(y) bezeichnet),
k=1
also

 rapap? . . : -
R,(y) = Z (%) [— klm? sinh(2k7y) sinh(2[7y) — kx sinh(2kmy)(cosh(2l7y) — 1)y~ !
kl=1

1
+Im(cosh(2kmy) — 1) sinh(2my)y " + i(cosh(lery) — 1)(cosh(2lry) — 1)y 2
konvergiert fiir n — oo gleichmdfig in [Yo, T'maz), also erst recht punktweise in rpaz-
Beweis:

Man hat die Abschitzung (0.B.d.A. seiyo <1 (= y,°>y;' >1)):

— kln? sinh(2k7y) sinh(2lmy) — km sinh(2k7y)(cosh(2lmy) — 1)y ™+

1
+17(cosh(2kmy) — 1) sinh(2l7y)y~* + E(Cosh(kay) — 1)(cosh(2lry) — 1)y 2

< |klx® sinh(2kmy) sinh(2lmy)| + |k7 sinh(2kmy) (cosh(2lmy) — 1)y~

1
+ |im(cosh(2kmy) — 1) sinh(2my)y~ | + §(cosh(2k7ry) — 1)(cosh(2lry) — 1)y 2

(4.18)
< 4klTyy? exp(2k 7T mae) eXp (21T maz)



4.1. EIN STABILITATSSATZ FUR DAS KONTINUIERLICHE PROBLEM 137

Daraus folgt in Verbindung mit (4.35)

71 (y)]
1
Aklmyy? kT 0 A, .
= BB oxp (kT mar) (U Tmag) exXp(2k T maz ) €XP (27T maz)
11
— 2, -2
=

und hieraus mittels der Doppelreithenversion des Weierstrafisschen Majorantenkriteriums
(Lemma 4.1.14) die 2. Behauptung.

3. Behauptung:

Der Zdhler in (4.22) divergiert bei y = Tap fiir n — oo.

Beweis:

Die Annahme, daf$ oben genannter Zihler bei y = 7Tpe: konvergent sei, fihrt mittels 2.
Behauptung auch darauf, daff die Differenz dieses Zihlers und der Reste R, (Tmaz) konvergent
sein mifste. Dies steht aber im Wzderspruch zur ersten Behauptung. Anders und allgemeiner

ausgedrickt: Ist Z ay divergent und 2 bi. konvergent, so ist immer Z ay + by divergent,

oo
denn aus der Konvergenz von Z ag+by wiirde in Verbindung mit der Konvergenz von » |, —by
k=1 k=1

auch die Konvergenz von Y (ar+bg) —br = > a tim Widerspruch zur Voraussetzung folgen.
k=1 k=1
4.Behauptung:

Der Nenner in (4.22) konvergiert fir n — oo gleichmdfig auf [Yo, Tmaz), also erst recht
punktweise bei Yy = Tmap-

Beweis:

Die Abschdtzung

—) (cosh(2kmy) — 1)(cosh(2lmy) — 1)'

~

—) exp(2k77 maz ) €Xp (2077 maz )

(i
V(o

L3
liefert in Verbindung mit Lemma 4.1.14 sofort die 4. Behauptung.
5.Behauptung:
F'(rmaz) divergiert fiir n — oo.
Beweis:
Wire F!!(rmaz) konvergent fiir n — oo, so wire auch das Produkt von F)/("me.) mit dem
Nenner in (4.22), also der Zihler in (4.22) konvergent im Widerspruch zur 3.Behauptung.
Damit ist das behandelte Gegenbeispiel abgeschlossen, und gezeigt, daf$ auf die zusdtzliche
Voraussetzung der Konvergenz von

kl
1
3

Z a2 exp(2kT 7 maz)

k=1
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nicht ohne weiteres verzichtet werden kann.

Folgerung 4.1.17 (Logar. Konvexitidt von F' auf kompakten Teilintervallen) Mit
den Bezeichnungen und unter den Voraussetzungen des vorangegangenen Satzes 4.1.15 gilt

d? = @ sinh*(kmy)
_1 . > 0 max]
<dy2 n (; (/{?71')2 y2 (y) = U,y € [y(%r ]

mit anderen Worten: Die Funktion

o0 2 . 2
a;p sinh®(kmy)
Fly) = Z kn)E o2
k=1

ist logarithmisch konvex auf jedem kompakten Intervall [yo, Pmaz], 0 < Yo < Tmaz-

Beweis:

Nach (4.30) ist

n 2 . 192
a;y sinh?(kmy)
Faly) = Z (k)2 2
k=1

logarithmisch konvex und nach Satz 4.1.15 (b) konvergiert F gleichméBig auf [yo, 7maz)-
Weiter konvergieren nach Satz 4.1.15 (¢) auch F,, und F) in jeweils mindestens einem Punkt
aus [Yo, "maz| (die Konvergenz ist ja sogar gleichméBig auf dem ganzen Intervall). Nach
Lemma 4.1.8 (d) ist daher auch F' = lim F), logarithmisch konvex.

n—oo

O

4.1.5 Beweis des Stabilitatssatzes

Bis hierher haben wir die Funktion

(zur Definition von N(y) siehe (4.2)) jeweils auf einem kompakten Intervall [yo, 7mas] be-
trachtet. Um einen Stabilitdtssatz fiir das Cauchy-Problem fiir die Laplace-Gleichung zu
gewinnen, ist nun noch eine Grenzwertbetrachtung fiir yo — 0 nétig, die wir im folgenden in
Angriff nehmen werden. Dabei werden wir implizit alle bisher getroffenen Voraussetzungen
als weiterhin giiltig ansehen (insbesondere (4.21)), ohne sie jedesmal erneut aufzuzédhlen.
Verschiedene Hilfsergebnisse fassen wir zusammen in dem nachstehenden

Lemma 4.1.18 (a) Es seien stetige Funktionen

f:la,b] — RT
g:la;b] — R

gegeben. Dann ist f(x)9®) stetig in |a,b].
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(b) Seiy € (0, 7maz] fest vorgegeben und 0 < yo(< y) sei variabel. Dann gilt

¥ = Ayo)yo + (1 = Myo))Tmaz »

mat
Y — Tmazx
Ayo) = ——,

Yo — T'max
wobei die so definierte Funktion

A [0,y) 2 yo — Ayo)

stetig st.

(c) Es gilt
sinh®(kmyo)
w0 (km)2yg

und fir s(yo) = %ﬁo) bekommt man den Grenzwert

N(yo) -
2 Z ai
Y k=1

lim
yo—0

Schliefslich erhdlt man die Gleichungen

und
| (N(w))l“w N ("ma)
lim | ——— = 5
yOHD Tma:t Tmaa:
Bewezs:
Zu (a):

Es ist offenbar

f(2)" = exp(g(z) In(f(«)))

N A(yo) o
lim ( (go) ) = ai
yo—0 Yo ]

(4.36)

(4.37)

1——Y
) (4.38)

(4.39)

stetig fiir alle z € [a, b], da Produkt und Hintereinanderausfithrung stetiger Funktionen sowie

In und exp stetig sind.
Zu (b):

Man setzt A(yo) in die behauptete Darstellung von y ein und verifiziert so (beginnend mit

der rechten Seite):

Y—Tm

ax — Tmaz
— Y + 1— y— Tmaz
Yo — Tmax Yo — "max

(y B Tmax)yo + Yo — Tmaxz — Y + Trnaz

Yo — Tmax Yo — Tmax
— YYo — "maz¥o + Yo" maz — YTmax
Yo — T"max
Z/(yo - 7’magc) o

Yo — Tmax

max
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Die Stetigkeit von A in Abhéngigkeit von g ist trivialerweise wegen yo < y < 7'pqs erfiillt.

Zu (c):
Aus
. sinh®(kmyo)
e
VHospital 1. 2k sinh(kmyg) cosh(kmyo)
yo—0 290
R R, km sinh(2k7yq)
yo—0 210
PHospital (. 2k*72 cosh(2kmyo)
yo—0 2
= k*m?

folgt nach Division durch k?7? Gleichung (4.36).
Definiert man weiter

so hat man fiir yy > 0 offenbar

N(§°) = gr(w)
Yo 1

Die Funktionen g kann man mit Hilfe der Setzung

N a () , 0<y <y
gk(yo) = )
ak; ) Yo = O

nach (4.36) stetig auf [0, y| fortsetzen. Wegen der fiir alle yo € [0, y| giiltigen Abschitzung

|9k (40)]
(419)
< ay exp(2kmyo)

< az exp (27T maz )

und der (absoluten) Konvergenz der Zahlenreihe > a2 exp(2k77ma.) (siehe 4.21) folgt nach
k=1
dem Weierstrafischen Majorantenkriterium die gleichméflige Konvergenz von

Z 9x(Yo)
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auf [0, y] und daraus insbesondere

k=1
gx stetig = ~
=3 " au(0)

also Gleichung (4.37).
Zum Beweis von (4.38) setzt man

N
s:(0,y] 3 yo — s(yo) = (2’0)
Yo
mit Hilfe von (4.37) durch die Setzung
so) . 0<wo<y

5(Yo) = &
o) Zai ; Y =0
k=1

141

(4.40)

zu einer stetigen Funktion § auf [0, y| fort und wendet unter Beachtung der in (b) gezeigten

Stetigkeit von A(yo) Teil (a) des vorliegenden Lemmas an. Dies zeigt (4.38).

Durch vollig analoge Uberlegungen gewinnt man (4.39), womit der Beweis abgeschlossen ist.

O

Bevor wir nun den entscheidenden Stabilitatssatz fiir das kontinuierliche Problem formulieren
und beweisen, schicken wir, um den Beweis des Satzes eleganter und kompakter gestalten zu

konnen, ein weiteres, dort benotigtes Resultat eher technischer Natur voraus:

Lemma 4.1.19 Mit den Bezeichnungen Ry := min(1,r,,4,) und Ry := max(1, rpae) gilt fir

alle y € [0, "'max)
vy
7”77:5111: - RO

T'max

<R
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Bewezs:
Wir unterscheiden zwei Falle:
1LFall: rpe. < 1 (:> R, = 1, Ry = Tma:p)

Es gilt:
Y
<1 A In(rpe) <0
Tmax
=54 L : ln(rmax) > ln(rmaﬂﬁ)
Tmax
Y Y
= Tmer = exXp ( ' lﬂ(rmaz)> 2 eXp(ln(rmaz» = Tmaz = RO
T'max
— J<d =Y cIme g
Tmax 0 Tmaa: rmax
T'max
2.Fall:
Tmazx Z 1 <:> Rl = Tma:mRO = 1)
Es gilt:
Y
>0 A 1H(Tmax) >0
Tmax
Y
— 1n<Tmaz) >0
Tmax
g Y
— rpmer — exp < ln(rmam)> > exp(()) =1= RO
Tmax
— yy Si:g:ygrmwﬁ:}%l’
s o 1

womit alles bewiesen ist.
O

Satz 4.1.20 (Stabilitétssatz fiir das kontinuierliche Problem) Sei u € C?(int(2)) N
C(Q2) mit den folgenden Figenschaften gegeben:
Au(z,y) = 0 in nt(Q)
u = O auf 21U22U23

50 = el af
[ull oy < E (4.41)

Hierbei ist E eine feste, nichtnegative, reelle Schranke. Die Losungsdarstellung (4.1) konver-
giere punktweise fir jedes (x,y) € [0,1] X [0, Tmaz| und gleichmaf$ig in x. Dann hat man die
Gleichung

o)z, =) ai. (4.42)
k=1
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wobei die Koeffizienten durch
ar = V2(p1(.),sin(km.)), (4.43)

erklirt sind. Erfillen die Koeffizienten ay noch die Voraussetzung (4.21), so gilt mit Ry =
max(Tmaz, 1), Ro := min(rpq., 1) die Stabilitatsabschdtzung

(., )|z,
1 3
- ([ wenw)
0
oy
< H¢1HL2 Ermaz v (4'44)
Tmas
Y 1—% y
< Lol ™ B (4.45)
0
1——Y oy
< Riflllp, e Erma (4.46)

fiir alle y € [0, rmaz)-

Beweis:

Gleichung (4.42) ist ein Standardergebnis aus der Theorie der Fourierreihen, das unter dem
Namen Parsevalsche Gleichung bekannt ist (siehe zum Beispiel Satz 142.1 in [HeuO1], Band
2), so daf3 hierfiir nichts mehr zu zeigen ist und wir uns sofort der behaupteten Stabilitéts-
abschitzung zuwenden konnen.

Wir betrachten dazu ein beliebiges aber festes y mit 7,,,. > v > 0 und variables y, mit
0 < yo <y. Dann ist

y = Myo)yo + (1 = Mwo))maz » Ayo) € [0,1]

Nach Folgerung 4.1.17 ist die Funktion s(y) = X2 auf dem kompakten Intervall [y, Fpaz)

logarithmisch konvex, was nach Folgerung 4.1.5 die Ungleichung

M) (V)™ (Nirwn)) (4.47)

2 2 2
Yy y() Tmam

nach sich zieht. Man geht mit Hilfe von (4.38) und (4.39) auf der rechten Seite zum Grenzwert
fiir yo — 0 iiber und gewinnt, wenn man noch (4.42) beriicksichtigt

N(y)
y2

2(1-——) (N (Tmaz) Tmez
< el (Fh)

max

N(rmaz) <E? o(1——v_\ [ E2 \ tmas
el ()

max
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Multiplikation der Ungleichung mit y? und anschliefendes Wurzelziehen liefert

([ dx)%
Yy

< ol ™ B
1l Ly —y_ >

Tmazx
Tmax

also die Behauptung (4.44) fiir 0 < y < rpeq. Fiir y = 0 ist (4.44) trivial (0 < 0).
Zum Beweis von (4.45) und (4.46) wendet man schlicht Lemma 4.1.19 an und schliet so den

Beweis ab.
O

4.2 Fehlerabschitzung und Konvergenzsatz fiir die Li-
nienmethode

4.2.1 Betrachtung des Projektionsfehlers

Ein wesentliches Hilfsmittel bei der Herleitung der angestrebten Fehlerabschitzung fiir die
Linienmethode fiir das Cauchy-Problem, die ja eine Datenprojektion in den endlichdimensio-
nalen Raum Dy, bzw. D%, beinhaltet, ist die Herleitung einer Abschiitzung des Fehlers, den
diese Projektion hervorruft. Dazu geben wir ein Ergebnis in dem Satz 4.2.3 an, fiir dessen
Beweis wir im nachfolgenden Lemma einige Hilfsresultate bereitstellen wollen.

Lemma 4.2.1 (a) Es gilt

1
Va>030<f < Vhe N=?  sinh(ka) > Bexp(ka)

Das mazximale 3 = By, mit dem diese Bedingung erfillt ist, hat die Gestalt By =
1—exp(—4a)
— .

(b) Sei M € NJR 3 100 > 0, v > 0 beliebig. Dann konvergiert die Reihe

o0

(k + M)?
S =
; exp(2Yk T maz )

und die Reihensumme S laf$t sich mit einer positiven, nur von rpy.. abhdingigen Kon-
stanten Co(Tmaz) durch S < C2(Tymaz)M? nach oben abschitzen. Dabei ist Co(Trmaz)
umso grofler, je kleiner rpq. ist. Weiter gilt

Co(Tmaz) < ; : (4.48)

7T’Y Tma:v
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Bewers:

Zu (a):

Sei a > 0 beliebig. Definiere § := H%(*M). Dann ist offenbar 3 € (0,%) und fiir alle
k € N=2 gilt

Bexp(ka)
%(1 — exp(—4a)) exp(ka)

%(exp(ka) —exp((k — 4)a))

%(exp(ka) — exp(—ka)) = sinh(k«)

Die Maximaleigenschaft des so definierten 5 = [, folgt aus

(1 exp(2a)
> [y exp(20)
= sinh(2a)

fiir jedes (31 > [y.

Zu (b):

Zum Beweis der Konvergenz nutzt man aus, dafl die Exponentialfunktion schneller als jedes
Polynom in k wéchst, mithin existiert ein ky € N, so daf fiir alle k > kq die Ungleichung

1 S (k+ M)?
(k+ M)%? = exp(2vkTTmaz)

exp(2VkT T ma) > (K + M)* =

giiltig ist und somit nach dem Majorantenkriterium die Konvergenz der vorgelegten Reihe
gezeigt ist.
Um die behauptete Abschétzung zu beweisen, zerlegt man die Reihensumme wie folgt:

S
> k2 > k > 1
= oM M?
; exp(27k T maz ) + ; exp 27k maz ) + ; exp(27kT T maz )

Si+2M Sy + M?S;

(S) + 285 + S3)M?

4max(5’1, SQ, 53) M2
::Cg?;maz)

Cg<rmaz)M2 )

IAIA

wobei die Konvergenz der einzelnen Reihen jeweils mit zu der obigen analoger Argumentation
folgt. Offenbar wird der Wert dieser Reihensummen S;, Ss, S3 (und damit die Konstante
Co(Tmaz)) um so grofer, je kleiner 7,4, ist, was man leicht durch gliedweise Abschitzung
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einsieht. Man kann diesen Effekt aber, wie oben behauptet, auch quantitativ erfassen. Dazu
beachtet man, dafl wegen

1 k k?
< <
exp( 2V maz) — exp(2VkTTmaz) — exp(2VETT maz )

keN

auch X
SS S 52 S Sl = ch<Tmax)

gilt, so dafl offenbar eine Untersuchung der ersten Teilreihe vonnoten ist. Wegen

exp(2Vk T maz) > W folgt hierfiir dann sofort

Cg (Tmaa)

oo

k2
= 4
Z exp(2Yk T maz )

k=1

41 =1

< 4 N
— (2y7TTmaz)? kz_; k2
- 2

_ T

6

1
2~404 ’
T T max

also nach einfachem Wurzelziehen die behauptete Abschitzung fiir Co(7az)
O

Bemerkung 4.2.2 Wir haben Lemma 4.2.1 durch das Finfiigen der Konstanten v > 0 etwas
allgemeiner formuliert, als es der gegenwirtige Kontext erfordert. Dies ermdglicht uns, das
Lemma in einem allgemeineren Zusammenhang wiederzuverwenden. Vergleiche dazu Satz

7.4.1, der ein Analogon zu dem in unmittelbarem Anschluf$ an diese Bemerkung folgenden
Satz 4.2.3 darstellt.

Satz 4.2.3 (Projektionsfehlerabschitzung) FEs seien Cauchy-Daten ¢1 € D gegeben
(zur Definition von D siehe Definition 3.5.1). Weiter gelte mit M € N und den Basis-
funktionen wy, aus Satz 3.3.3 die Bezeichnung

M
61 = Pu(or) = > (61, W0) L) Tk (4.49)
k=1

und die zu den Daten ¢y gehorige Losung Apy auf ¥y (mit dem Lésungsoperator A zum
Cauchy-Problem aus Satz 3.6.1) geniige der schon im vorangehenden Satz 4.1.20 formulierten
Beschrdanktheitsbedingung

[AG1 | Loz = [[Ullomy < E . (4.50)
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Dann lafst sich der Projektionsfehler wie folgt abschdtzen:

QCO(rmaa:)Eﬂ-
— < ’
H¢1 ¢1HL2(21) - 1= eXp(_47TTmam) eXp<M7TTmax)
E M

r2 (1 —exp(—47Tmaz)) . exp(MTrmaz)

Hierbei ist Co(Tmaz) €ine NUr von T, abhdnige, positive Konstante, die um so grifler
ausfallt, je kleiner rpq. ist und durch nach oben abgeschdtzt werden kann.

max

Beweis:
Nach Satz 3.2.5 hat man die Darstellung
¢ = Z(¢law_k)L2(21)w_k
k=1

Zusammen mit der Definition von ¢ (siche 4.49) folgt daraus

o0

(bl - ¢>{ - Z ((bl?w_k)Lg(Zl)w_k" (451)

k=M+1

und somit hat man, wenn man wiederum die Parsevalsche Gleichung verwendet

oo

61 — &1l 7m0 = Z (1, k) Ty (1)

k=M-+1
Die Beschrinktheitsvoraussetzung (4.50) ist gleichbedeutend mit
N(rmm) < E2

é:l Z ¢17 LQ(El) h (kﬂ_rmax) <E2

Da man das Gewicht der Einzelsummanden innerhalb dieser Summe nicht kennt, kann man
an dieser Stelle nicht mehr folgern als die Beschranktheit jedes Summanden durch die Schran-
ke fiir die ganze Summe. So ergibt sich

E?(km)?
Wy )2 < —7 " VkeN
(01, k) Loy < sinh? (k77 mag)
und anschliefende Summation liefert
Z (61, k)7, (50)
k=M+1
< i E?(km)?
ey sinh? (k77 maz)

_ Ev2 2
i Z sinh?

k=M+1 (k:m‘max)
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Nach Lemma 4.2.1 (a) existiert zu a := 774, > 0 eine Konstante 3 = fy = 3(1—exp(—4a)),
so daf} sinh(ka) > fBexp(ka) fir alle £ € N, £ > 2. Somit kann man die begonnene
Abschétzung fortsetzen durch
Bn? Y

Nyl sinh? (k7742

2 2 N\ k?

E
" Z 32 exp(2kTT maz )

k=M+1

IN

B E?r? (k+ M)?
B (2 ; exp(2(k + M) 7T maz)

B En &K (k+M)?
n (6 exp(ermm)) Z exp(2kTT maz )

k=1
Lemma 42.1(1)),7:1 CO (Tmam)METr 2
Bexp(Mmrma:)

Durch Radizieren und Einsetzen von ( erhélt man nun

H¢1 - ¢T"L2(21)

20 (Frman) ET M
1 — exp(—477maz) ' exp(M 7T maz)
(4.4827:1 B M

r2 (1 —exp(—47rmas)) ' exp(M7rmaz)

womit alles gezeigt ist, da alle weiteren Aussagen, etwa iiber Cy(rq:), unmittelbar aus
Lemma 4.2.1 (setze dort immer v = 1) iibernommen werden kénnen.

O

Bemerkung 4.2.4 (a) Der Projektionsfehler geht nach der Aussage des vorangegangenen
Satzes sehr schnell, namlich exponentiell, gegen 0, wenn M gegen oo strebt.

(b) Die Schirfe der Abschitzung zeigt eine interessante Abhdngigkeit von ry,q,. Ist namlich
dieser Parameter vergleichsweise klein, so ist die Forderung ||ul|p,s,) < E wverhdlt-
nismajf$tg schwach, es liegt daher moglicherweise noch relativ viel Gewicht auf den
hohen Frequenzen in den Daten und man benotigt somit ein relativ grofies M, um
den Projektionsfehler klein werden zu lassen. Ist dagegen 7,4, vergleichsweise grofs, so
erweist sich die Forderung ||ul/r,s,) < E als vergleichsweise stark und dementspre-
chend wird der Projektionsfehler in diesem Fall eher klein, was einer relativ geringen
Gewichtung hoher Frequenzen in den Daten entspricht.

4.2.2 Die Hauptergebnisse

Nachdem wir im vorherigen Abschnitt den Projektionsfehler betrachtet haben, kénnen wir
nun in diesem Absatz die angestrebte Fehlerabschitzung formulieren und beweisen. Dabei
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wird sich herausstellen, daf§ die Wahl des Projektionsparameters M eine entscheidende Rol-
le fiir die Giite des Verfahrens darstellt. Da im folgenden eine ganze Reihe sehr dhnlicher
Bezeichnungen fiir Losungen des Cauchy-Problems 4.1.1 beziehungsweise der Linienmetho-
de zu verschiedenen Daten verwendet werden, stellen wir in der folgenden Tabelle diese
Bezeichungen in iibersichtlicher Form zusammen:

Losungsbezeichnung | zugehorige Daten Beschreibung
u 01 Losung des CP zu ungestorten Daten
u* oy Losung des CP zu ungestorten,

nach D)y, projezierten Daten

U (1)e Losung des CP zu gestorten Daten

u (1)% Losung des CP zu gestorten und anschlieSend

nach D), projezierten Daten

u} D) Losung der Linienmethode zu gestorten,
g g
projezierten und diskretisierten Daten

auf der 7. Linie

Tabelle 4.1: Losungsbezeichnungen im Zusammenhang mit der Linienmethode fiir das
Cauchy-Problem fiir die Laplace-Gleichung

Auch an dieser Stelle werden noch gewisse Hilfsergebnisse benétigt, die wir standardméafig
vorweg im folgenden Lemma préasentieren wollen.

Lemma 4.2.5 (a) Ist ||u|| 1,y < E, so gilt auch ||[u — u*||,z,) < E.

(b) Es gelten die Abschitzungen

I(w = u™) (. y)ll s

1—-—Yy
< mp(—2C00ma)T M (4.52)
1 —exp(—47rmae)  exp(Marmae:)
y M 1_ﬁ
= R C max 1_’fm,a,ac E . _— 453
(1) (oar—) (4.53)
M e
< Cylrpmez)E - | ————— 4.54
< Colrmas) (exp(Mﬂrmw)> ( )
mit den Konstanten Ry = max(1,7mnez), C1(Tmae) = %, Co(Tmaz)

Ry max(1, C1(Tmaz)), wobei Co(Tmaz) sich wie in Lemma 4.2.1 beziehungsweise Satz
4.2.3 ergibt.
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(c) Sei(p1):(x) = p1(x)+ z(x) -€ mit einer (zufilligen) (Storungs-)Funktion z € D, —1 <
z(x) < 1. Dann gilt (zur Definition der wy siche Satz 3.3.3)

[ee]

(61): = > (@1() +2() - £, Tk()) La(20) Tk (4.55)

k=1

und die zu v’ gehirigen Daten (¢1)% besitzen die Darstellung

(602 =D (@1() +2() - &, Wk()ra(m0) Tk - (4.56)
(d) FEs gilt
—(¢1): = Z 8, Wx(+)) Lo(21) Wk (4.57)

k=1
und fir allek e N mit 1 <k <M

* * JE— N \/gf':
(01 = (@1)e) ()W) 2a(mn) = (20) - €, W) Loz < —— (4.58)
(e) Man hat die Abschitzung
. s V/8e sinh( M7y)
" =), < O Yoo TR (4.59)
mit der von y abhdingigen Konstanten C(y).
Beweis:
Zu (a):
Offenbar 16st © — u* das Cauchy-Problem 4.1.1 zu den Neumann-Daten
¢1— ¢y
451 = _ _
(:) Z (¢lawk)L2(El)wk
k=M-+1

Da also die ersten M Fourierkoeffizienten der Daten ¢; — ¢ verschwinden, folgt aus der
Darstellung (4.2) fiir die Norm der Losung

e = wl[7, s,

sinh? (k77 maz)

(4.2) N (I )L2 (1)
2 (

km)?
k=M+1

> (qsl’w_k)%g(zl) . 2
< ; SRS sinh (A77 maz )

- HUH%Q(ZLL)

< E?
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und hieraus durch Radizieren Behauptung (a).

Zu (b):

Die Funktion u—u* erfiillt die Voraussetzungen von Satz 4.1.20 zu Daten ¢, —¢7, insbesondere
gilt nach Teil (a) des vorliegenden Lemmas Ungleichung (4.41). Die Anwendung des zitierten
Satzes liefert

[ = u* (., y)ll L,

Satz 4.1.20 oy N 1_%
< Ry Ermas || — ¢ ||L2(£ﬁ$
Satz 4.2.3 l_ﬁ
tS RlErn?jaz ZCO(Tmaw)Eﬂ- ) M
1 —exp(—47rmas)  exp(Marmae:)
1_7'77’Lyam
2 mazx M
_ RlE C()(’T’ )71' ]
\1 — exp(—47Tmaz) exXp(MTrmar)
:Cl?;maz)
y M 7%
= R C mazx 1_7"maz E . —_——
H{C1(maz)) <exp(M7rrma,;))

Y

M _’l‘ma.’I)
1 ER ey sy
Ry max( ,Cl(/’nma:c)l (eXp(Mﬂ'Tmaz)) ’

IN

-~

=C (Tmaz)

womit auch Teil (b) des vorliegenden Lemmas gezeigt ist.
Zu (c):

Zunéchst sichert die Voraussetzung (vergleiche auch Bemerkung 4.1.2)

(le)a: ¢1 + =z €€D
ED GD

und damit folgt aus Satz 3.2.5 die behauptete Darstellung (4.55) und aufgrund der Definition
der Projektion P (siehe (4.49)) ist (4.56) unmittelbar einsichtig.

Zu (d):

Man subtrahiert (4.56) von (4.49) und gewinnt so (4.57). Daraus folgt dann

((gﬁ{ - (¢1>:)(')7w_/€<'))L2(21)
- <Z<z<.> - e,w.))h(m-),w—k(.))

L2(%1)

= (Z() ’ 67w—/€('))L2(E1) )

also die Gleichung in (4.58).
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Weiter hat man unter Beachtung der 7-Periodizitét von |sin(u)|, v € R die Integralformel

1
/|sin(k7rm)]dx Uk
0

die man verwendet, um

km
1 .
- / | sin(u)] du
0
= G+
= EZ / | sin(u)| du
=0 i
k T
= sin(u) du
7T
0
1
= L costu
_ 2
= -,

(Z() & w_k('))Lz(El)

/ 2(z) - - V2sin(krx) do
o [ ta)

/ sin(kmx)| dz
0
8¢

| - sin(kmx)| dx

\/_

™

also die in (4.58) behauptete Ungleichung zu zeigen.

Zu (e):

Da nach Teil (d) des vorliegenden Lemmas nur die ersten M Fourierkoeffizienten von ¢f —
(¢1)% von Null verschieden sein kénnen, wird die Summe in (4.2) endlich und es folgt

1™ = u2) ()L,

al 9 sinh? (k7

;( 2(.) e wk)LQ(El)—(kn(T)z v)

8_82 al sinh?(kmy)

- > )2 (4.60)
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Nun zeigt man die Zwischenbehauptung

M

. 2 . 2
3C%(y,7) > 0¥ M en 3 S ) sinh?(Mymy)
k=1

(]{371')2 = 2(y77)w ) (461)

mit einem zusétzlich eingefiigten Faktor v > 0, dessen Nutzen erst an spéterer Stelle, wo
wir (4.61) wiederverwenden werden, deutlich werden wird (vergleiche den Beweis zu Lemma

7.4.3 (e)), indem man zuniichst fir M = 1,..., My := | ——2—— | Konstanten

v/ exp(ymy)—1

M
sinh? (kymy)
) ’;1 (km)?
CM(y7 7) = sinhQ(M'wry)
(Mm)?
definiert, so dafl die Behauptung fiir M = 1,..., M, trivialerweise mit CZ(y,v) :=
|, max C3,(y), also erst recht mit C?(y,~) := max (Cg(y,’y), m> giiltig ist. Wir

[

zeigen nun fiir M > M, induktiv die Behauptung. Fiir den Induktionsanfang ist nichts mehr
zu zeigen. Fiir den Induktionsschlufl stellt man als erstes fest, dal wegen

d ( sinh(M~ymy) ) -

dM \sinh((M + D)yry) ) —

ymy cosh(M~my) sinh((M + 1)yry) — ymy cosh((M + 1)mwy) sinh(M~yry)
sinh?((M + 1)ymy)

cosh(M~my) sinh((M + 1)yry) — cosh((M + 1)my) sinh(M~y7my) > 0

cosh(M~my) sinh((M + 1)ymwy) > cosh((M + 1)my) sinh(M~y7y)

(M 4 e—Mwy)(e(MJrl)Wy _ 6—(M+1)Wy)

>0

> (e(MH)Wry + 6*(M+1)77ry)(eMwy _ efM“ﬂry)

(M +1)ymy 4V T e~ (2M+1)ymy > (M +1)ymy 4TI oY e~ (2M+1)ymy
2(e7™ — ™) > 0
e?’™ > 1 (wahre Aussage)

der Ausdruck

1y toe

®
2
3
<

sinh(M~y7y)
sinh((M + 1)y7y)
monoton in M wichst und somit durch den Grenzwert

sinh(M~my) _ eMrmy  e=Mymy
M=oosinh((M + 1)ymy) Moso e D)7my — g (M+1)yy
—0
——
' 1— 6—2M'y7ry
- ]\}linoo ey — o~ M1y
0

— e ™Y
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nach oben abgeschétzt werden kann; durch Quadrieren folgt dann:

sinh?(Mrymy) < e ™ sinh?((M + 1)ymy) (4.62)
Weiter benutzt man
M > !
exp(ymy) — 1

ex
VS p\yTy

1
— 14 < Vop(my)

M+1\?
(L) e

und
, 1
Cw =z exp(—y7y)
— C*(y) — C*(y) exp(—ymy) > 1
— C*(y)exp(—ymy) +1 < C*(y),

um die Abschétzung

]\:ZJrllsinIzZl:)zwy)
- Foti s
o (y)sin?];(i/)[jy) sinlf(g\(%r t););wy)
e <02(y)€_2ﬂy%+ D° 1> sinlig\zf\it;);w)
< (e L)
< 02<y>Si“}ifA(fﬂ‘>2;”y>

zu beweisen und den InduktionsschluB somit zu beenden. Einsetzen von (4.61) fiir v = 1
in (4.60) und anschliefendes Radizieren liefert nun die gewiinschte Ungleichung (4.59) mit
Cly) = Cly,1).

OJ
Mit dem Beweis des obigen Lemmas haben wir die wesentlichen Hilfsmittel fiir den Hauptsatz
dieses Abschnitts zur Verfiigung gestellt und kénnen diesen nun wie folgt formulieren:
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Satz 4.2.6 (Fehlerabsch. fiir die Linienmethode im Fall der Laplace-Gleichung)
Mit den Bezeichnungen des laufenden Abschnitts (siehe insbesondere Tabelle 4.1) und den
Definitionen

Un(y) = (W), us (), un 1 W)y € [0, Pl
U:(y) = (U:(jhay))jzl ..... N-1
gilt (UNn(y) € Dby und (UNn(y) lat sich eindeutig zu einer Funktion (u*)n(y) € Dy

fortsetzen. Sind dann die Voraussetzungen von Satz 4.1.20, also insbesondere (4.21) und
(4.41) erfiillt, so gilt die Fehlerabschidtzung

QCO(Tmaa:)’]r M N
— (u) ) (. < RFE :
||(U (U )h)( ay)”L2 = 1 (1 — exp(—47r7“max) eXp(MWrmax))

V8esinh(Mnmy) ~ Miry *
o T g ep(Mry)|(@1):] 1,k

M N
02(Tmax)E ' (—)

exp(M T maz)
V/8e sinh( M7y) N M7y
72 M 12

IN

+C(y) exp(M7y)[|(¢1): £, h?

Beweis:
Wegen (®,)* € Db, gilt fiir N > k> M

i sin(kjhm)((®1)%); =0,

so daf die Losungsdarstellung fiir u;_ nach (2.8) iibergeht in

ui (y) = hzkz; (% sinh(v/—Ary) ;Sin(kjhﬁ)(((bl):)j) . (4.63)

Sei weiter N > ko > M beliebig. Dann gilt
N—1

Z sin(komih) - (UX)n(y)):

=1

= Z sin(komih) - u; (y)
N-1 Mo
(4.63) 12 sin(ikh)
= komih)h ——
sin(omih)h* ) (sin (khZ)

i=1 k=

It

sinh(\/—Azy) isin (kjhm)((P, )*)J)

M /N— . N-1
h(+/—
= E E sin(kjhm)(($1)5); Miﬂ E sin(komih) sin(kmih)

J

=0 nach Lemma 3.2.2 da 1<k<M<ko<N
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und somit ist nach Definition 3.3.1 (U¥),(y) € D%,. Nach Satz 3.3.2 existiert dann eine
eindeutige Fortsetzung (u?)n(y) € Dy von (UX)n(y). Dariiberhinaus folgt aus der in Satz
3.3.3 bewiesenen Isometrieeigenschaft der dort definierten Abbildung F

(F(uf = (u2)n), F(ul — (w)n))e
(VR(UZ = (U)n), VR(UE = (U)n))e
= h[|UZ = (UZ)l|?

< MN =D U2 = (Ul
——
<1
< U = (Ul

also nach dem Ziehen der Wurzel

- Satz 3.4.7 M 473

* % * * ) *
Juz = (W)nlle, < NUZ = (Ud)nlloo 15 exp(Mmy)[[(61)2)l,h* . (4.64)
Insgesamt erhélt man also
[[(w = (u)n) (92
< [(w = u)Cy)lle, + (@ —ud) oyl + 11w = (u)n) (5 y)le,
Lemma 4.2.5 (b),(e),(4.64) 9 M L gy
S RlE CO(Tmax)ﬂ_ .
1 —exp(—477rmez)  exp(M T maz)
V8esinh(Mry)  M*ry .
+C(y)— Tt oeMay)ll(én) e,
(4.54) M I
< O max E. Y
- 2(Tma) (exp(Mﬁrmax)>

V/8e sinh(Mry) N M7y

W= M 12

exp(May)||(¢1)z]|, h*

O

Bemerkung 4.2.7 (Fehleranalyse) Bei der Analyse der eben bewiesenen Fehlerab-
schéitzung werden drei Fehleranteile erkennbar. Den ersten Fehleranteil kénnte man als
Regularisierungs- oder auch als Projektionsfehler bezeichnen, da er auf die Regularisierung
des Problems durch Projektion der Daten in den endlichdimensionalen Raum Dy; zuriick-
zufiihren ist. Der zweite Fehleranteil hat seine Ursache in der Datenstérung und wird daher
Datenfehler genannt. Der dritte Term in der Fehlerabschdtzung ist der Diskretisierungsfehler
aufgrund der Verwendung der Linienmethode.

Offenbar kann der Diskretisierungsfehler durch geeignete Wahl von h bei festem M belie-
big klein gemacht werden, da er quadratisch in h gegen 0 strebt. Fine Betrachtung dieses
Fehleranteils kann also unabhdngig von den tibrigen Anteilen geschehen.
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Der Regularisierungsfehler wird um so kleiner, je grofier M ist und zwar im wesentlichen
exponentiell. Dies ist auch deswegen einleuchtend, weil mit wachsendem M ja die Projektion
immer genauer die tatsdchlichen Daten approzimiert. Der Datenfehler hingegen wdchst in
der Hauptsache exponentiell mit wachsendem M, was die zunehmende Schlechtgestelltheit
des Problems mit gréfser werdendem M wiederspiegelt.

error ,

Abbildung 4.1: Darstellung des Regularisierungs- beziehungsweise Projektionsfehlers (1) und
des Datenfehlers (2)

Insgesamt ergibt sich also das fiir die Regularisierung eines schlechtgestellten Problems ty-
pische Bild eines wachsenden und eines fallenden Fehleranteils (siehe Abbildung 4.1), so
daf$ sich fiir die Summe beider Fehleranteile eine optimale Wahl von M ergibt, fir die der
Gesamtfehler minimal wird. Die Bestimmung dieses optimalen M kann mit Hilfe einer ein-
fachen Nullstellensuche in der Ableitung der Summe aus Regularisierungs- und Datenfehler
vorgenommen werden. Allerdings ist dafiir die genaue Kenntnis der Konstanten wie etwa
C(y), Co(Tmaz) vonnoten, die insbesondere im Falle von C(y) nicht einfach zu erhalten ist.
Fine Alternative bietet die in folgendem Konvergenzsatz formulierte Wahl von M und h,
die zwar nicht das optimale M liefert, jedoch immerhin zeigt, dafs fiir diese Wahl die Ndihe-
rungslosung gegen die wahre Losung konvergiert.

Satz 4.2.8 (Konvergenzsatz fiir die Linienmethode, Fall der Laplace-Gleichung)
Es seien die Voraussetzungen des Satzes 4.2.6 gegeben. Wdhit man dann M = [%—‘ und

h < \/e, so konvergiert fiir jedes y € [0, Tnaz) die Losung (u¥)y, der Linienmethode gegen die
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wahre Lisung u, wenn € gegen 0 geht. Es gilt die Fehlerabschdtzung

1w = (u)n) ()|,

S CZ(rmaI)E' (

Y x
e (GRS

Bewezs:

Bei der angegebenen Wahl von M und h ergibt sich (man beachte M7mr,,q, > 71:1

I (2))

n(l
und unter Ausnutzung von My < (jr(—e) + 1) my = In (%) .Y

(1)

7T”’”"I’)’LCME

(ln (%) + 7T7‘max)4 -exp(my) - €' Fmaz

Y

IN

IN

IN

4
T maz

Tmax Tmax

esinh(Mmy)
M
eexp(Mmy)
M
gexp <<ln (1)- rjaz> + 7ry>
In(2)

__Y
€& rmar exp(TY) T maz
1
In ()
£ ez exp(mY) T maz

In (2)

+ Ty

+ 6) +V38C(y) eXp(Wy)rmaxn—
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sowie

In (1 *
< (M " 1) e explny) <
Trrma:v
(In (3) + WTmax)4 cexp(my) - €' Fmaz
(ﬂ-rmaw)4

Daraus folgt mit Satz 4.2.6 unmittelbar die Fehlerabschétzung

1w = (u2)n) ()2

IN

1y
-] 1 Tmagx 1,”’11!&z
Co(Tmaz) E - (ﬂ + 8) + C(y)@g exp(TY) T Tmaz

T maz s In ( % )

o) (10 (1) + 7rinas) " - exply) - €'
12 1)ell Ly (ﬂ-rmar>4

Wrma:c

JIn (L ~mas o
= C2(rmaz) E - (ﬂ + 5) +v3C(y) eXP(TY)Tmas 1y
(h’l (%) + 7-‘-"Aﬂ’wwr)él : eXp(ﬂ'y) . Eliﬁ

T4

max

Yy x
+ 127T H (¢1)8 “Ll

wie oben behauptet. Die Konvergenz ist nun klar, da wegen

(3
n (2

e—0 =
€

|
= lim n(z)

r—oo I

I’Hospital .
= lim
z—o0 1

= 0

1 l_Trr?aa:
lim <€~ln (—) —|—8> =0
e—0 g

auch

159

aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion gilt und somit der er%te Fehleranteil gegen
0 konvergiert. Auch der zweite Fehlerterm konvergiert gegen 0, da '~ 7mez gegen 0 und In (%)

gegen oo jeweils fiir ¢ — 0 konvergiert.

Bei Betrachtung des dritten Fehleranteils macht man sich zuvor klar, daf fiir beliebige

a,3,C >0
(In(x) +C)*

Iim ———2 =0
el B
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gilt, denn [a]-fache Anwendung der Regel von I’'Hospital liefert
(In(x) + C)*

I
oo 2P
. ala—1)...(a—[a] +1)(n(z) + C)olel
= lim
T—00 5[041 P
= 0
Setzt man in diesem Zusammenhang nun z = %, C =7rpez,« =4und g =1— -2 so0

mazx

folgt daraus die Konvergenz des Diskretisierungsfehlers gegen 0 fiir ¢ — 0, also insgesamt
die Konvergenz aller Terme in der Abschitzung gegen 0 und damit die Behauptung.

O

Bemerkung 4.2.9 Man kann das vorstehende Ergebnis auch dahingehend interpretieren,
dafs es nur dann Sinn hat, die Dimension M des Raums, in den die Daten projeziert werden,
zu erhohen, wenn die Daten auch entprechend genau vorliegen, also die Storung € klein genug
15t.



Teil 11

Der Fall einer elliptischen Gleichung
mit einem Diffusionskoeffizienten

161






Kapitel 5

Die Linienmethode fiir ein
allgemeineres elliptisches Problem

5.1 Das Cauchy-Problem fiir eine PDGL mit Diffusi-
onskoeffizient

Nachdem im bisherigen Kontext ausschliellich Cauchy-Probleme fiir die Laplace- bezie-
hungsweise Poisson-Gleichung betrachtet wurden (siehe dazu die Problemstellung 2.1.1 in
Verbindung mit Bemerkung 2.1.2 und Problem 2.1.3), wollen wir nun die in 2.2 hergeleitete
Linienmethode auf etwas allgemeinere elliptische Operatoren ausweiten. Dabei werden wir
im folgenden auf dem Gebiet Q := [0, 1] X [0, 7q.] Gleichungen der Form

2

V(e Vi, )) = ] = o) T 5w+ 5 (a0 G e ) =1 G
betrachten, wobei wir u € C?(int(Q))NC(Q) und a € C*([0, 1]) voraussetzen. Im besonderen
wird uns — wie schon zuvor fiir die Poisson-Gleichung der Spezialfall der Laplace-Gleichung
— interessieren, was sich fiir f = 0 ergibt. Aus physikalischer Sicht beschreibt der nur von x
abhéngige Koeffizient a Inhomogenititen des betrachteten Mediums in einer Ortsdimension
wie zum Beispiel einen Diffusionskoeffizienten (vgl. dazu auch [Str95] S. 319ff). Die Poisson-
beziehungsweise Laplace-Gleichung ist offenbar ein Spezialfall dieser elliptischen Differen-
tialgleichung, der sich ergibt, wenn man in 5.1 den Fall a = const betrachtet. Als wichtige
Voraussetzung werden wir im folgenden immer annehmen, dafl

a(x) >r, >0 Vxel0,1] (5.2)

gilt, was angesichts der Tatsache, daf} es sich um eine mef3bare physikalische Grofle — wie etwa
einen Diffusionskoeffizienten — handelt, auch keine Beschrinkung der Allgemeinheit bedeu-
tet, da man eine solche Grole durch Wahl einer geeigneten Skala immer mit ausschliefllich
positiven Werten beschreiben kann.

Als Beispiel kann die Temperaturmessung dienen. Prinzipiell benotigt man dazu keine nega-
tiven Werte, wie sie etwa auf der Skala nach Celsius vorkommen, was durch die Kelvin-Skala

163
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gezeigt wird. Mathematisch gesehen kann man diese Aussage auch an der Forderung festma-
chen, daf} es sich bei dem betrachteten Differentialoperator um einen gleichférmig elliptischen
(engl. "uniformly elliptic”) Operator handelt. Hierbei heifit ein Differentialoperator D der
Form

Du : —Zaxla”ax] Zb u+cu

4,7=1
gleichformig elliptisch, falls es eine Konstante ¢ > O glbt, so dafl die Beziehung

> aigkiy 2 O] VE= (6, &) ER”
ij=1
giiltig ist (vgl. [CLI0] S.795). In unserem speziellen Fall bedeutet das wegen
aij=a(x)-0ij
daf8 ,
Zla(x)gf > Ol¢[2
= a(z) > 0>0

erfiillt sein muf}, also genau Bedingung (5.2).
Ebenso sinnvoll und natiirlich erscheint eine Beschranktheitsbedingung nach oben der Form

a(z) < R, Vzel0,1] (5.3)
zu fordern sowie die sich aus der stetigen Differenzierbarkeit von a ergebende Folgerung
a(x) <R, (5.4)

festzustellen; wir werden alle diese Eigenschaften von a in der Tat auch im folgenden bendoti-
gen.

Wir gelangen somit zunéchst in Analogie zu Problem 2.1.1 zu folgender Formulierung des
Cauchy-Problems fiir den vorgestellten allgemeineren Differentialoperator:

Problem 5.1.1 (Cauchy-Problem fiir eine verallgemeinerte elliptische PDGL)
Definiere Q und 3;,i=1,...,4 wie in Problem 2.1.1.
Gesucht ist dann eine Funktion u € C?(int(Q2)) N C(Q) mit

ou

)3t + 5 (e ) ) =7 in (@),

die den Randbedingungen

u = f1auf ¥
0
a_Z = ¢ auf %,
u = foauf ¥,

u = f3auf X3

geniigt. Die Neumann-Daten ¢1 bezeichnen wir auch als Cauchy-Daten.
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Wie schon angedeutet, werden wir unsere Untersuchungen ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit auf den Fall eines halbhomogenen Problems beschrinken kénnen. Wesentlich erleichtert
wird dies durch die Tatsache, dal der betrachtete Differentialoperator linear ist, wie das
folgende Ergebnis zeigen wird.

Satz 5.1.2 Der durch
C%(int(Q)) D ur Lo(u) = a7 + —

definierte Differentialoperator ist linear.

Beweis:
Es gilt fiir beliebige u, v € C?(int(Q)), A\, u € R:

L,(Au+ pwv)
P utw) 9 [ O(Au+ pw)
- 0y? N ox (a oz >

— )\@4_ 8_2” _|_£ )\%4_ @
- 0y? 'LLE)yQ oz \“\"or "Hox

= A OL@—F2 a@_u + a@—i-2 a@
- 82 o \"ox P\ %2 " 0z "oz
= ALq(u) + pLa(v)
0

Somit kénnen wir als direkte Folgerung aus diesem Satz in Analogie zu Bemerkung 2.1.2 das
Folgende festhalten:

Bemerkung 5.1.3 Man darf ohne Beschrdinkung der Allgemeinheit annehmen, daf$ in Pro-
blem 5.1.1 homogene Dirichlet-Daten und eine homogene rechte Seite vorliegen, daf$ also

f=h=fh=/f=0
gilt. Andernfalls zerlegt man u in die Summe zweier Funktionen v und w, wobei v das Problem
L,(v) = 0

v = 0 auf 21U22U23
ov ow
8_y = ¢1— 8_3/ auf X
lost und w Liosung des (gutgestellten, direkten) Dirichlet-Problems fiir L, = f, das sich zu
Low = f inint(Q)
w = fi auf¥

w = fo auf3
w = f3 aufds
w = (1 - l’) ' f?(rmax) +x- f3(rmax) auf E4
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erqgibt, ist. Auch hier ist es wahlweise maglich, einen oder mehrere inhomogene Terme bei der
Losung des Teilproblems von v statt bei der Ldésung des Problems fiir w zu beriicksichtigen.

Damit kann das Problem, das wir im folgenden untersuchen werden, wie folgt formuliert
werden:

Problem 5.1.4 (Cauchy-Problem mit homogenen Dirichlet-Bedingungen)
Gesucht ist eine Funktion u € C?*(int(Q)) N C(Q) mit

Lou =0 in int(Q),
die den Randbedingungen

u = 0 aufd,
ou
o = ¢1 auf Xy
Y
u = 0 auf
u = 0 aufXs

gentigt. Im folgenden sei dabei stets ¢p1 € D wvorausgesetzt. Zur Definition von D*(= D)
siehe (0.16) (vergleiche auch Bemerkung 6.2.19). Man beachte auch Bemerkung 4.1.2 in
Verbindung mat Satz 6.2.18.

5.2 Herleitung der Linienmethode

5.2.1 Diskretisierung

In diesem Abschnitt werden wir nun die Linienmethode, die wir in Kapitel 2.2 fiir das
Cauchy-Problem fiir die Laplace-Gleichung erstmals hergeleitet haben, auf das oben dar-
gelegte Problem mit dem Differentialoperator L, ausweiten. Die Grundidee ist wiederum,
zundchst nur in x-Richtung eine Diskretisierung vorzunehmen. Sei also wie in Abschnitt 2.2

1
NGN,h:N,ZL’Z:’lh,Z:O,,N

Wir betrachten nun die Gleichung
0%u 0 ou
Lou=0<+= - = —a —
B ale) dy Ox (a(x)ax)
jeweils nur noch an den Punkten x;,7 = 1,..., N — 1 und erhalten bei Verwendung von

vorwiérts- beziehungsweise riickwarts genommenen Differenzenquotienten erster Ordnung mit
der Bezeichnung a; = a(z;), 1 <i < N — 1 die Approximation

" (ag—i) (Tig1) — (a%) (zi)

a;u; ~ — h
B it Ui+;1_ui - a/iui_;:«i—l
h
1

= _ﬁ<ai+1ui+l - (ai + aiH)ui + aiuz’—l)
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Hierbei ist u; als Approximation von u(x;,y) zu verstehen (1 < i < N —1). In Matrixschreib-
weise versucht man also das System

CU" + AU =0<=U"+((C,) AU =0

zu 16sen, wobei die Bezeichnungen

U = (’LLl,...,U,N_l)
Oa = diag(ai)izl

..... N-1
und
—(ay + as) a9 0o ... 0 0
as —(ag+az) a3 0 0
Au= o | e
0 0 an—2 —(an—2+an_1) an—1
0 0 0 an—_1 —(an_1+ an)

vV
cRN-1,N-1

Verwendung finden. In Analogie zu Problem 2.2.1 fassen wir nun die bisher formulierte
Approximation der Problemstellung 5.1.4 zusammen in

Problem 5.2.1 (AWP fiir ein gekoppeltes System gew. Differentialgleichungen)
Finde N — 1 auf [0, ryas] definierte Funktionen u;, i =1,...,N —1, so dafs

U"+B,U=0 (5.5)
gilt und die Anfangsbedingungen.

U(0) = (u(0),...,un_1(0)) = 0
U'(0) == (44 (0), ..., uy_1(0)) = (¢1(z1),...,d1(xNn-1)) =1 P

erfillt sind.

5.2.2 Hilfsergebnisse aus der Eigenwerttheorie

Bevor wir mit unserer Untersuchung mit dem Ziel der Entkoppelung des vorliegenden Sy-
stems gewohnlicher Differentialgleichungen fortfahren kénnen, wollen wir einige Hilfsergeb-
nisse aus der Eigenwerttheorie angeben und meistenteils auch beweisen, die im folgenden
bendtigt werden. Wiewohl man sie in verschiedenen Standardwerken zur linearen Algebra
(siche zum Beispiel [MaM69], [Fis75] , [Wal96], [Jae02]) findet, sollen sie trotzdem hier zu-
sammenhéingend dargestellt werden, um dem Leser die bendtigten Zusammenhénge quasi
aus einem Gufl und ohne stérendes Beiwerk vor Augen zu stellen.
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Hilfssatz 5.2.2 Die Matriz A = (a;k)jk=1,.n Sei symmetrisch. Dann sind alle Figenwerte
Ay A von A reell und es existiert eine zugehdrige Orthonormalbasis von Eigenvektoren
Wi, ..., w, € R" von A mit Aw; = \jw;, 1 <j <n.

Beweis:
Siehe zum Beispiel [Fis75] Korollar 6.5.6.
0

Hilfssatz 5.2.3 Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 5.2.2 gilt mit der Matriz W, deren
Spalten aus den Figenvektoren w;, j = 1,...,n besteht: W ist orthogonal (das heifit W =

.....

x € R™ die folgenden Darstellungen mit Hilfe des euklidischen Skalarprodukts (., .)e:

n

r = Z(:c, W;)eW; (5.6)

j=1

Axr = Z)\j(x,wj)ewj (5.7)
j=1

n

(z,2)e = D (x,w))? (5.8)

j=1

(Az,z). = Z A, w;)? (5.9)

(AFz, ), = Z)\?(x,wj)g , keNy (5.10)
j=1
Beweis:
Sei die Eigenbasis wy, ..., w, nach Hilfssatz 5.2.2 gegeben. Dann definieren wir die Matrix
W .= (wiyj)ivjzl 77777 n durch

wij = (wy)i
W enthilt also die Eigenvektoren als Spalten. Da die w;, j = 1,...,n, eine Orthonormal-
basis bilden, gilt fiir 1 < j,k < n beliebig:

n n

(Wi wi)e = G5 <= Y (wilwp)i =0 == Y wigwiy = (WW)y =65

i=1 i=1
Folglich ist W eine Orthogonalmatrix, d.h. es gilt
wr=w=" | W'w=ww'=EF

Es folgt hieraus mit Hilfe der Eigenwertgleichung

-----
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womit die behaupteten Eigenschaften der Matrix W gezeigt sind. Weiter ergibt sich:

(Z(% ’wj)ewj> = Z > wi(w))e(w));

=1

und somit Behauptung (5.6). Gleichung (5.7) zeigt man direkt durch:

n

(5.6) " A symm.
Axr = Z(Ax,wj)ewj = Z z, Aw;)ew; = Z/\ (x, w;)ew;

j=1 7=1

Ebenfalls aus (5.6) folgt

(x,2) = (Z(I,wj)ewj,Z(x,wi)ewZ-)

= Z(x7wj)g 5

J=1

also der Zusammenhang (5.8). Aus (5.7) und (5.6) folgert man durch Einsetzen unmittelbar
(5.9), und (5.10) zeigt man schliefllich induktiv (Der Induktionsanfang wurde schon in (5.8)
und (5.9) gezeigt) durch

(A ), P (AN A, Ax) S YN (A )

j=1
n

S

=1

0J
Aus Gleichung (5.9) ergibt sich sofort

Folgerung 5.2.4 FEine (symmetrische) Matrix ist positiv definit genau dann, wenn ihre Ei-
genwerte alle positiv sind.
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Beweis:

Setzt man in Gleichung (5.9) fiir # nacheinander die Eigenvektoren wy, ..., w, ein, so erhélt
man aus der positiven Definitheit die Positivitdt der Eigenwerte. Umgekehrt schliefit man
ebenfalls mit (5.9), dafl

(A$,ZL’)6 = Z)\j(x,wj)i Z 0
j=1
gilt und Gleichheit nur im Fall

(z,wj))=0 , j=1,...,n 29 -9

moglich ist.

OJ
Eine weitere, fiir uns im folgenden sehr niitzliche dquivalente Charakterisierung positiv de-
finiter Matrizen ergibt sich iiber das Vorzeichen der sogenannten Hauptminoren, an deren
Definition wir kurz erinnern wollen

Definition 5.2.5 Sei A € R™" gegeben. Dann heifien die Zahlen

ayr1 ... A1,

Hauptminoren der Matrixz A.

Hilfssatz 5.2.6 Eine (symmetrische) Matriz A € R™" ist positiv definit genau dann, wenn
alle thre Hauptminoren positiv sind.

Bewers:
Sei A zunéchst positiv definit. Da A symmetrisch ist, folgt aus Hilfssatz 5.2.2 beziehungsweise
5.2.3 die Existenz einer orthogonalen Matrix W, so dafl

.....

Der Ubergang zu Determinanten liefert mit Hilfe des Determinantenproduktsatzes
[T = det(diag(),)) = det(W"AW) = det(W") det(A) det(W) = det(W)* det(A)
i=1

Da nach Folgerung 5.2.4 alle Eigenwerte von A positiv sind, ergibt sich

>0
/TL/\
IR
i=1

det(WW)?
N—_——
>0, da W reg.

det(A) = >0
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Nun ist mit A =: A™ auch

positiv definit, denn fiir jeden Vektor 0 # 2 € RY gilt auch 0 # 7 := (21,...,2;,0,...,0)" €
R™ und

A(J T,T)e g ;T T = a; kT T = (AZ,2)e > 0
i,k=1 i,k=1

Daher folgt mit derselben Schluflweise wie oben die Positivitdt der Hauptminoren von A.
Seien jetzt umgekehrt alle Hauptminoren positiv. Wir zeigen induktiv, daB A%®) auf dem von
den ersten k Vektoren der Standardbasis aufgespannten Unterraum [ey, . . ., e,] = RF positiv
definit ist, was fiir £ = n die Behauptung zeigt.

Im Fall £ = 1 sieht man leicht
(AVzie,2161)e = ay 127 = 22 det(AD) > 0

Gelte nun die Behauptung bis k—1. Analog zu oben hat man die Existenz einer orthogonalen
Matrix W®) mit

(WINTAPW® — diagAF)sy (5.11)

Bei Ubergang zu Determinanten erhilt man mit Hilfe der Voraussetzung det(A®)) > 0:

k
AP
I

= det(diag ( ))
= det(W ’“))TAW(’“)

et((Wk ))det(A(’“)det(W )
= det(W®™)2 det(AM)

|
o

\
o

Y

das heifit, dafl kein )\Z(-k) verschwindet und eine gerade Anzahl der /\Ek) negativ ist.
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Sei nun 0 # x
(a:l,...,xk,l)(:>

(@1, 2p1,0),y = W) Ta(= y # 0na = W), & =
#0). Dann gilt

ST

(5.12)

Wir nehmen nun an, daf3 nicht alle )\Ek) positiv sind. Dann miissen nach dem eben gezeigten
(gerade Anzahl) mindestens zwei der )\gk) negativ sein. Seien dies etwa AP und AP mit
1<r,s<k,r=#s. Setze dann
(k)
p=0, it = W 0 L Ys = _% W A0
0. wl=0 1 C w0

Dann ist  # 0 und die letzte Koordinate von z := W)y offenbar gleich 0 und y = (W®)Tz
erfiillt daher (beachte y # 0 = & # 0), wie in (5.12) gezeigt

0
k

S S
1=1

YA + A
Annahme

0,

was einen klaren Widerspruch darstellt. In Wirklichkeit miissen also schon alle )\Z(k), 1 =
1,...,k positiv sein und somit nach Folgerung 5.2.4 die Matrix A®) positiv definit auf
[e1,...,ex]. Damit ist der Beweis abgeschlossen.

O

Hilfssatz 5.2.7 Ist A ein Eigenwert der Matrix A, so ist —\ ein Eigenwert der Matriz —A.

Beweis:
Sei A ein Eigenwert von A mit zugehorigem Eigenvektor v # 0. Dann folgt

(—A)v = —(Av) = =)o,

womit alles bewiesen ist.
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5.2.3 Entkoppelung des Problems und erste Losungsdarstellung

Offenbar gilt

—ate @ g 0 0
a ay
I - 0
. P P c.
Ba - ((Ca)_lAa> - ﬁ ..................................................
0 0 1 any—2tan—1 aN—1
anN-—2 aN-—2
0 0 0 1 ON_1HON
aN-—1

Die Matrix B, ist zwar nicht mehr symmetrisch, was aber wegen der besonderen Gestalt
dieser Matrix kein Problem darstellt, denn es gilt

Lemma 5.2.8 (a) Jede Tridiagonalmatriz

d b 0 ... 0 0
c1 dy b 0 . 0
A= € R™"
0 0 cho dyp_1 by
0O 0 ... 0 «¢pq dy,
mit bj,c; > 0,1 =1,...,n ist dhnlich zu der symmetrischen Tridiagonalmatriz

d by 0 .. 0 0
vV 6101 d2 vV b202 0 c. 0
A :

0 s 0 bn—QCn—Q dn—l bn—lcn—l

denn es gilt

A = STIAS

mit

wober dem leeren Produkt der tiblichen Konvention nach der Wert 1 zugewiesen wird.
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(b) Die Matriz B, ist dhnlich zu der symmetrischen Matrix

sym 1
BV = T |
0 0 aN-—2 aN—2+aN-—1 aN—1
anN—3 anN-—2 anN-—2
0 0 0 aN-1  _oNoitey
an—2 an—1
und es gilt
BV = Sa’lBaSa
mit
S, = diag((s)i)icr..n + (Sa)i = M i=1,.. ., N-1 . (513)
a;

(c) Die Matriz B, besitzt nur relle Figenwerte S\M ,i1=1,...,N —1, die allesamt negativ
sind, und es existiert eine Basis (w,);, 1= 1,..., N —1 von Eigenvektoren von B,. Es
gilt

(wa)i :Sa(wsym>i7 1= ]_,...,N— ]_,

a

wobei die Vektoren (wi¥™);, i =1,...,n eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von
B ebenfalls zu den Eigenwerten \;p,, 1 =1,..., N —1 darstellen.
Bewers:
Zu (a):
Man rechnet nach, daf3
(S7TAS);,
n 1 n
= Z_. 5i,kzz4k,z$l 0Li
k=1 "" =1
- 1
= Z 5i,k5l,ifz4k,z$z
k=1 Si
= Ay
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und

sowie

(S7'AS)i i

n

k=1 " =1
n
1
E 5i,k5l,z'+1—f4k,181
S;
k=1

Si+1
Az’,i+1
3

(ST1AS)is1,

=1 Si+1

- 1
Z 5i+1,k5l,i Ak,ZSZ

s.
k=1 i+1
S;

Aip1i

Si+1

1 n
g s_ i,k g Ak,lSl'5l,i+1

Z Al : 5i+1,k Z Ak,zSz : 51,1‘
=1

175
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gilt. In allen iibrigen Féllen ist

(S71AS),

= Z l . 5i,k Z Ak,lsl : 5l,j
=1

S
k=1 "

- 1
= E 5i,k5l,j_Ak,ZSj
S
k=1
8.
J
= — A
Si
=0
— 0’

so daf3 alles gezeigt ist.

Zu (b):

Folgt direkt aus (a) durch Anwendung der dortigen Aussage auf die Matrix B,.

Zu (c):

Da B™ symmetrisch ist, hat B™ nach Hilfssatz 5.2.2 nur reelle Eigenwerte S\i,h,i =
1,...,N — 1, und es existiert eine zugehorige Orthonormalbasis (w™);, i =1,...,N —1
von Eigenvektoren. Nun folgt aus dem Laplace’schen Entwicklungssatz fiir die Hauptminoren
Hy, := Hy(—h?B%™) von —h%B>™:

Hy,
ate _ fo g 0 0
al ai
_ a2 az+as _ /a3
al a2 as 0 0
0 0 _ Jak— k—1+0k ag
ag—2 ak—1 ak—1
. ay O +ak41
0 0 0 oh  GiRen
Entw. n. d. k-ten 2. Ak + Qg1
= —H,_
ag
aitas _ Jaz 0 0 0 0
ail ai
_ Ja2 az+as _ Ja3
a1 a2 as 0 O O

a/k ................................................................
ap_1 _ Jag—3 ap—3tag_2  [ap_2
0 e 0 \ @ = P 0
_ Jak—2 agp_o+ag_1 0
ap—3 ap—2

0
0 0 0 0 — )L Gk

ak—2 ak—1
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Entw. n. d. (k — 1)-ten Sp. Qg + @ a
(: ) p k k-HH_ Ok H. E> 3
k-1 a k—2 ) =

Ho - 1
H1 — 1 —|— %
a1
Hy = (H“’““)Hk_l— Hy s, k> 2
ag ag—1
Jetzt zeigt man induktiv
k
Hk:1+za’;f1,k:0,...,N—1 . (5.14)

Fir k£ = 0,1 ist die Behauptung trivial. Gelte nun die Behauptung bis k. Dann hat man

Hiyq
Af42 Ar+1
= (1+ * )Hk— T H
Qp+1 Clk
k—
LV. k42 Ap4+1 ak 1 k
- (“ 2) “Z ) Z—
Ak41 —
k—1
B ak+2 4 Z Ak+1 i Z Akt2 Akl Z k41
ak-l—l i—1 - W
k+1

Qf+2
- 1+ ; ”

und somit die Behauptung (5.14) bewiesen. Dies bedeutet aber unter anderem, dafi al-
le Hauptminoren H;, von —h?B%™ gréfler als 1, also insbesondere positiv sind. Wegen
Hy(—B®™) = 13 Hi(—h?B¥™) sind somit auch alle Hauptminoren von —B$™ positiv, und
folglich ist —B»™ nach Hilfssatz 5.2.6 positiv definit, hat also nach Folgerung 5.2.4 nur
positive Eigenwerte. Dann hat aber B3Y™ selbst nur negative Eigenwerte, denn wiére ein Ei-
genwert nichtnegativ, so wére nach Hilfssatz 5.2.7 ein Eigenwert von —B$™ nichtpositiv im
Widerspruch zum gerade gezeigten.
Mit

a a

folgt, daB3 B, dieselben reellen Eigenwerte S\i,h, 1 =1,...,N — 1 wie B™ besitzt, wobei
die zugehorigen Eigenvektoren durch (w,); :== S, (w®™);, i =1,..., N — 1 gegeben sind. Sie
bilden eine Basis, da S, als reguldre Matrix eine Basis immer auf eine Basis abbildet.

O
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Bemerkung 5.2.9 1. Die Aussage von Lemma 5.2.8 (a) gilt auch fiir den Fall b;, ¢; < 0,
das heifst, auch in diesem Fall ist A dhnlich zu einer symmetrischen Matrix. Der Beweis
erfordert hierfiir nur unwesentliche Modifikationen, denn sind die Nebendiagonalen von
A mit negativen Elementen besetzt, so erfillt —A die Voraussetzungen des Lemmas,

d.h. (—A)¥m = S~ (—A)S = —S7LAS ist symmetrisch, also auch S~'AS.

2. In der Literatur findet sich die entsprechende Aussage des Lemmas zum Beispiel in
[MM69], wo auf die Originalarbeit von Arscott [Ars61] verwiesen wird. Dort wird auch
noch die tber unser Lemma hinausgehende Aussage, daf$ die Figenwerte paarweise
verschieden sind, gezeigt.

3. Das Beispiel der Matrix

2 -1 0
A=11 2 -1
0o 1 2

mit den Figenwerten 2,24 /2i zeigt, daf8 bei Verzicht auf die Vorzeichenbedingung fiir
die Matrizelemente die Aussage tiber die Realitit der Figenwerte im allgemeinen nicht
mehr gilt.

Das weitere Vorgehen besteht nun konsequenterweise darin, zunéchst die Eigenwerte /N\z‘,h 1=
1,...,N — 1 und eine zugehorige Orthonormalbasis (w®™);, i = 1,..., N — 1 von Eigen-
vektoren von B3¥Y™ zu bestimmen. Dies mufl numerisch geschehen, da die Eigenwerte einer
allgemeinen, symmetrischen Tridiagonalmatrix nicht explizit bekannt sind. Man erhélt so

eine orthogonale Matrix W™ mit den Spalten (w®™);, ¢ =1,..., N — 1, so dafl
(Weymy=ipsymyysm — D= diag(Mip )it N-1

gilt. Daraus folgt mit Lemma 5.2.8 (b) und der Bezeichnung

1
W, = S W 5.15
TS (5.15)
(den konstante Faktor fiigen wir hinzu, damit die Spalten von W, ein Orthonormalsystem
beziiglich eines bestimmten Skalarprodukts werden, wie sich zu einem spéteren Zeitpunkt
der Untersuchungen herausstellen wird (siche Folgerung 5.3.7)):

(W;ym)ilsailBaSaWsym = Da

1
— ha, (S, W) B, S, W™ = D,
a \/h_a/l a

— W, 'B,W,=D, . (5.16)

Weiter sind nach Lemma 5.2.8 (c¢) die Spalten von W, eine Basis bestehend aus Eigenvektoren
von B,.
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Bemerkung 5.2.10 Ohne Einschrinkung dirfen wir uns die Eigenwerte S\i,h als in der
Sortierung A\, > ... > Ay_14 gegeben vorstellen. Ist dies nicht der Fall, so sortiert man
entprechend um und vertauscht in gleicher Weise die Spalten der Matriz W,.

Man multipliziert nun die Gleichung U” 4+ B,U = 0 aus (5.5) von links mit W, ' und sieht
so deren Aquivalenz zu

WU+ W, 'B,U =0
WU + W, ' B.W W, U =0
(W, U)" + Do(W,U) = 0
V'+ D,V =0

V' Xpv;=0,i=1,...,N—1

111l

mit der Bezeichnung V' := W, !'U. Damit hat man auch hier das Ziel einer Entkoppelung
des vorliegenden Systems gewdohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung und somit
eine Reduktion auf die Losung von N — 1 Anfangswertproblemen fiir eine gewohnliche Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung erreicht. Die weiter vereinfachte Problemstellung stellt
sich damit zusammenfassend wie folgt dar:

Problem 5.2.11 Finde N — 1 auf [0, 7,q.] definierte Funktionen V;, so daf
V" + D,V =0 (5.17)
gilt und die Randbedingungen

V(0) := (11(0),...,on-1(0)) = 0
V'(0) := (v1(0),...,vy_1(0)) = W '®,

erfillt sind.

Wir wenden uns nun dem in 5.2.11 vorliegenden Randwertproblem zu und greifen im wesent-
lichen auf dieselbe Technik der expliziten Losung zuriick, die wir schon in Abschnitt 2.2.3
verwendet haben. Die allgemeine Losung ergibt sich danach aus dem bekannten Fundamen-
talsystem der auftretenden Differentialgleichung zweiter Ordnung zu

vi(y) = & exp ( —X;w) + 7; exp (— _:\i,hy)

Auch hier zieht man die Randbedingungen heran, um die variablen Koeffizienten &;,n; zu
bestimmen. Offenbar gilt

v(0) =&+ und  v;(0) = (& — ) \/ _S\i,h
Die homogene Dirichlet-Randbedingung liefert demnach

&G4+m=0,i=1,...,N—1 (5.18)
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und die Neumann-Bedingung ist dquivalent zu

(&G —m)\/ =Xin=(W,'®y); , i=1... N—-1 . (5.19)

Die aus (5.18) unmittelbar folgende Bezichung n; = —&;, i = 1,..., N —1 setzt man in (5.19)
ein und erhélt so

,1(1) ) 71(1) .
é‘Z:M,Th:——(Wa 1)2 Z:17,N_1

20/ —Ain 20/ —Ain
als Losung des Gleichungssystems.

Bemerkung 5.2.12 Der Ausdruck (W, '®,); ist nach bekannten Ergebnissen der linearen
Algebra offenbar die i-te Koordinate des Vektors ®y in der durch die Spalten von W, gebil-
deten Eigenbasis.

Somit hat man folgende Losungsdarstellung in Analogie zu (2.8) gewonnen:

ui(y) = (WaV)i(y)

N-1

= ) (Wa)ikvr(y)

k=1
_ jvzl(wa)i7k (gk exp (\/Tkhy) + 1 exp <_\/Tk’hy))

= (Wa>1k (fk exp( _S\k,hy) — & exp (— _S\k,hy>)
= (Wa>i,k2€k sinh <\/ _:\k,hy>

— 3 (Wa)i,k% sinh (\/—X,@,hy) (5.20)

5.3 Detaillierte Untersuchung der diskreten Eigenwer-
te

5.3.1 Gitterfunktionen, Differenzenquotienten und Skalarproduk-
te

Bis zum jetzigen Zeitpunkt haben wir die Eigenwerte der Matrix B, nur insoweit charakteri-
siert, daf sie alle reell und negativ sind. Es lassen sich jedoch noch weitergehende Aussagen
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treffen, deren Herleitung wir nun in Angriff nehmen wollen. Wir benutzen neben den Be-
zeichnungen des letzten Abschnitts einige weitere Schreibweisen, die wir zu Beginn klaren
wollen. Durch die Diskretisierung des Intervalls [0, 1] erhdlt man offenbar das dquidistante
Gitter

Gh: [O,l]h = {l‘j :jh|j:0,,N}

Dieses Gitter ist eine Teilmenge von
R" := {x; = jh|j € Z}
Im folgenden werden wir Gitterfunktionen aus der Menge
Ty = {v : R" = R|vy(z;) # 0 fiir hochstens endlich viele j € Z}
betrachten. Die Menge
Gy :={v, € T |up(z;) =0 fiir j & {0,...,N}}

kann leicht identifiziert werden mit der Menge der Gitterfunktionen auf Gj,. Zusétzlich
bendtigen wir noch die Bezeichnung

Gho = {vy € Gy |vn(zo) = vp(zn) =0} C Gy C Ty,
Es ist G, isomorph zu RY*!. Ein entsprechender Vektorraumisomorphismus
U : Gy RN (5.21)
wird offensichtlich durch
G 2 v — U(vy) = (vp(20), ..., vn(2n))" (5.22)

erkliirt. In analoger Weise siecht man ein, dafi der Raum Gy, o isomorph zu RY~! ist und ein
entsprechender Isomorphismus durch

\Ifo : gh,O S vp — \PO(Uh) = (Uh(ﬂfl), .. ,'l)h(QZN,l))T S RNil (523)

gegeben ist.
Weiter fithrt man mit Hilfe vorwérts- beziechungsweise riickwirtsgenommener Differenzen-
quotienten Abbildungen

DlithFh s D_lithFh

durch die Vorschriften

(Dyvp)(2;) = vh(xﬂl){ o) (Do) (zy) = onls) _hvh(xj_l) , JEZL
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ein. Diese Abbildungen sind linear, was man exemplarisch fiir D mit Hilfe der nachfolgenden
Uberlegung leicht nachrechnet

(D1(Avp + pavp))(2;5)
(Avp, + prwp) (2541) — (Aop, + pwy ) (x5)
h
Op(Tj1) —vn(®y) | wi(Tjyn) — wa(z))
)\ h + h h + M h h h
= )\(Dlvh)(xj) + ,U(Dlwh)(xj) , j ez . (524)

Auf den soeben erkliarten diskreten Funktionenrdumen a3t sich auf natiirliche Weise ein
diskretes Gegenstiick zum Lo-Skalarpodukt samt zugehoriger Norm erklédren und mittels
der obigen Differenzenquotienten ergeben sich entsprechende Gegenstiicke auch fir die |.|; 2
Halbnorm, die ja auf H, bekanntlich eine Norm ist.

Definition und Satz 5.3.1 Durch die Zuordnungsvorschrift

(Up, wp)o = thh(xj)wh(xj) . up,wp €T (5.25)

JEL

wird ein Skalarprodukt auf Ty, samt zugehoriger Norm, die wir mit ||.||o bezeichnen, definiert.
FEin weiteres Skalarprodukt inklusive zugehiriger Norm ||.||1 erhdlt man aus der Vorschrift

(vh,wh)1 = (Dlvh, Dl’wh)(] , Up, W, € Fh . (526)

Schlieflich kann man auch iber den rickwdrtsgenommenen Differenzenquotienten mittels

(vp,wp) -1 = (D_qvp, D_qwp)o ,  vp,wp € T (5.27)
ein Skalarprodukt mit zugehoriger Norm ||.||-1 erkliren und es gilt
(vp, wp) -1 = (Vn, wp)1 (5.28)
und somit auch ||vg||—1 = ||vn]l1 fiir alle vy, wp, € T'p,.

Beweis:
Wir zeigen fiir (.,.)o sukzessive die Eigenschaften eines Skalarprodukts. Zunéachst ist (.,.)o
wegen

(Vn, vp)o = thﬁ(:ﬂj) >0
€T
und
(vp,vp)o = 0 <= thZ(xj) =0<=v(z;) =0 VjelZ
jET

positiv definit. Die Symmetrie liegt wegen

(o, wn)o = B Y on(w)wn(w;) = b wp(w;)on(e;) = (wn, va)o

jEZ JEZ.
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auf der Hand und die Linearitét ergibt sich genau so leicht mittels

()\’Uh + pwp, Zh)o
= > (wn + pwn) () 2 (x;)
JEZ
= Y Qonlwy)zn(ey) + pwn(;)zn(z;))
JEZ
= A Z vp(zj)zn(z;) + p Z wp(xj)zn(z;)
JEZ JEL
= Avn, zn)o + p(wn, 21 )o
Konvergenzprobleme entstehen hierbei nicht, da alle Summen endlich sind. Die zugehorige
Norm |[|.||p ist nun wie iiblich durch

||UhH0 = (Uh,Uh)o

erklért.
Die positive Semidefinitheit von (5.26) ergibt sich aus

Defin. v. (.,.)o
(Un,vp)1 = (Dyvn, Divg)o > 0

und die Definitheit hat man wegen

(vp,vp)1 =0

< (D1vn, D1vp)o =0

Deﬁl’<l-l:V>-(-a-)0 (Dlvh)(xj) =0 VjeZ
= 'Uh(xj+1>h_ oults) _ 0 VjeZ
<~ Un(Tj41) = va(z;) VjEL

L y(z) =0 VjEZ

= v, =0
Die Symmetrie von (5.26) folgt aus
Symmetrie v. (.,.)o
(U, wh)1 = (D1vk, D1wp)o = (Dywp, Dyvp) = (wh, va)

und die Linearitét ist wegen
(Avp, + pawn, 21
— (D1 (Avy + pawy), Dizp)o
(ADyvp, + puDywp, Dyzp)o
Linearitat v. (.-)o A(Dyvp, Dizp)o + p(Diwn, Dyzn)o
- Avn, zn)1 + (wp, 2p)1
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offensichtlich.
Ganz analog zeigt man die Behauptungen iiber (.,.)_;.
Gleichung (5.28) sieht man sofort ein, wenn man sich klarmacht, dal (D_jv)(z;) =
(Dlvh)(fbj—l) , ] € 7z gllt

O
In den folgenden Uberlegungen bringt man nun den Koeffizienten a ins Spiel, indem weitere,
mit a gewichtete Skalarprodukte definiert werden.

Definition und Satz 5.3.2 Das mit a gewichtete verallgemeinerte euklidische Skalarpro-
dukt auf RN=1 ist definiert durch

N-1
=1

und es qilt
(557 y)e,a = (Ca‘xa y)é = (l‘, Cay)e ; (5'30)

die zugehorige Norm ergibt sich zu
1
N—-1 2
[zllea = \/ (@, T)e,a = (Z aiw?)
i=1
Beweis:

Gleichung (5.30) erhélt man durch einfachstes Nachrechnen. Da aber die Matrix C, als
Diagonalmatrix mit positiven Elementen positiv definit ist, wird somit durch (5.29) in der
Tat ein Skalarprodukt definiert (siehe auch [SH82], S. 106).

OJ
Damit kann nun auch fiir Gitterfunktionen der Koeffizient a beriicksichtigt werden und
Definition und Satz 5.3.1 verallgemeinert werden:

Definition und Satz 5.3.3 Setzt man rein formal durch die Definition

' a(r;)=a; , 0<j<N
ap(x;) = ) . .
Tq , JE€EZ,3<0V3 >N

die Werte von a auf Gy zu einer Gitterfunktion aj, auf R" fort, so wird durch die Zuord-
nungsvorschrift

(Vny Wh)o.0 = hZah z;)op(z)wp(x)) (5.31)

JEL

ein Skalarprodukt auf Ty, samt zugehoriger Norm, die wir mit ||.||o. bezeichnen, definiert.
Fiir v, wy, € Gpo gilt

N-1
(Vh, wh)o, hz an(xj)vp(x;)wp(x;)
7j=1
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und

(Vns W)o,a = (anvn, wn)o = (vn, anwp)o = (P (anvn), ¥ (wn))e = h(¥"(vp), 0(wp))e,a
(5.32)
Ein weiteres Skalarprodukt auf 'y, und die zugehérige Norm ||.||1.. gewinnt man mit Hilfe des
vorwdrtsgenommenen Differenzenquotienten aus der Vorschrift

(Un, wp)1,a = (D1on, Diwp)oe - (5.33)
Schlieflich kann man auch iber den rickwdrtsgenommenen Differenzenquotienten mittels

(Uh, wh)fl,a = (Dflvha Dflwh)o,a (5-34)
ein Skalarprodukt auf I'y, mit zugehoriger Norm ||.||-1,. erkldren.

Beweis:
Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Satz 5.3.1. und Gleichung (5.32) erhélt man
durch schlichtes Einsetzen der Definitionen und Nachrechnen.

O
Interessant ist nun an der weiter oben definierte Matrix W,, dafl VhW, a-orthogonal ist.
Diesen Begriff definieren wir wie folgt:

Definition 5.3.4 Eine Matrizc A € RY=VN=1 heifit a-orthogonal, wenn ihre Spalten ein
Orthonormalsystem beziiglich (., .)cq bilden.

Satz 5.3.5 Eine Matriz A € RN-VN=1 st genau dann a-orthogonal, wenn
ATC,A=E, das heifit A7 = ATC, (5.35)

gilt. Aquivalent dazu ist
C,AAT = B . (5.36)

Beweis:
Seien Aq,..., Ay_1 die Spalten von A. Dann gilt

ATC,A=FE

<~ (ATCULA%J - 6i,j y Z,j == 1, cee ,N -1
N-1

= > (AN (CoA)y=0biy . ij=1...,N-1
v=1
N-1

< (AT)LVCLVAVJ' = 6i,j , Z,] = ]_, R 7N -1
v=1
N-1

< CLV(AZ‘)V(AJ')V = 52',]' 3 Z,j = 1, «eey N -1
v=1

—~
=
N
o
N—
(o)
]
9”
<

. dj=1,...,N—1
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Dariiberhinaus hat man

ATC,A=F
— C,AAT = CLAATCLA(CLA) ™ = C,LAAIC = E
N——
=F
und
C,AAT = F
— ATC,A= AT C,LAAT(AT) ' = F,
N——

=F

womit der Beweis abgeschlossen ist.

OJ
Es besteht ein interessanter Zusammenhang zwischen dem Begriff der a-Orthogonalitédt und
dem (., .)o-Skalarprodukt:

Satz 5.3.6 Eine Matriz A € RN"VN=1 mit Spalten Ai, ..., Ay_1 ist genau dann a-ortho-
—1 —1
gonal, wenn die Gitterfunktionen (0°)~! <(\/ﬁ> Al) s, (WO <<\/ﬁ) ANl) eine

Orthonormalbasis in G o beziglich (., .)o, bilden.

Bewers:
Aus (5.32) folgt

() ") w1 ()" )0

und damit die Behauptung, da ein Orthonormalsystem der Lénge N — 1 in einem (N — 1)-
dimensionalen Raum immer eine Basis ist.

O
Folgerung 5.3.7 Gegeben sei die in (5.15) definierte Matric W, mit Spalten
Waty e, (Wa)no1. Weiter sei vep, = (V)Y (Wo)k) € Gro, k = 1,...,N — 1.
Dann bilden die Gitterfunktionen vgy, k = 1,...,N — 1 eine Orthonormalbasis von Gy
beziiglich (., .)o... Weiter gilt
wt=mvlc, . (5.37)
Beweis:
Wegen

¢, (Vi) (Vi)' = ailcasaw:ymwaw;ymf

1 1
— COS, W ST — = 0.5.8T —
ai ———— a1 ~—~—

" ©29 ting(a)
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ist /AW, nach Satz 5.3.5 a-orthogonal, was nach Satz 5.3.6 bedeutet, daB die Gitterfunk-
tionen

(90! ((Vﬁ)l \/E(Wa)k) = ()L (Wo)e) = vhps k=1,...,N —1

eine Orthonormalbasis in Gy, o bilden. AuBerdem folgt aus der a-Orthogonalitédt von VhW,
ebenfalls nach Satz 5.3.5, dafl man

(Viw,) " = (Vaw)"e,
— (\/ﬁ> - wol=vawre,
— W, '=hmwlcC,

schluBfolgern kann und so den Beweis beendet.

5.3.2 Der Differenzenoperator L,

5 (a03).

die wir bei der Herleitung der Linienmethode gewonnen haben, ndmlich

1 )

ﬁ(ai—&-lui—&-l — (@i +aip)u +auimq), 1 <i <N -1

kann man nun, wenn man y als einen Parameter betrachtet, den man zunéchst einmal
festhélt, zur Definition eines Differenzenoperators

Die Approximation fiir

Ly : gh,O — gh,O
benutzen, indem man fiir 2 = 1,..., N — 1 schlicht
(Lnvn)(7:) = 5 (an(Tis)vn(Tisr) — (an(@:) + an(@izr))on (@) + an(@i)vn(2i-1))

12
und in allen iibrigen Féllen (also i < 0 oder i > N)
(thh)(xi) =0

setzt.
Der nun folgende Hilfssatz stellt noch gewisse technische Hilfsmittel beim Umgang mit den
gerade definierten Skalaprodukten und diesem Differenzenoperator zur Verfiigung.

Hilfssatz 5.3.8 Seien vy, wy, € Ghy-
Dann gilt:
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(a)
(D1vn, wp)o = —(vn, D_1ws)o (5.38)

(b) Der Operator Ly, ist linear und erfillt fir j =1,...,N —1

Lyvp(z;) = Di(ap - D_yup)(xj) . (5.39)
(c)
(Lpvn, wp)o = (n, Lywp)o = —(vp, wp) 1,4 (5.40)
und
(Lnvn,vn)o = —lval*10 - (5.41)

(d) Mit V = U°(vy,) besteht der Zusammenhang
WO (Lyvp) = AV und L ((P))71V) = (U))71(A,V) (5.42)
und zusdtzlich ist noch

(WO HC V) =an- (W) H V) =ap-v, . (5.43)

(e) Fir jede Funktion v € Vy konvergiert der Abschneidefehler Ty(z;) = (Lv —
Lyv™)(x)), 1 =1,...,N — 1 gleichmifig gegen 0, wenn h gegen O geht. Hierbei ist die
Bedeutung der verwendeten Bezeichnungen durch Lv := (av')’ und v" := v|gr € Gi o
erklart (v stellt man sich dabei trivial auf ganz R fortgesetzt vor).

Beweis:
Zu (a):
Man beginnt mit der linken Seite der Behauptung und formt diese mittels
(Dyvp, w)o
= h) (Do) (z;)wn(z;)
jEL
G N_lv(x ) — vp(x;)
wrEGR,0 h\Lj+1) = Uh\Ly
=" p .
Zl h wh(x])
N-1 N-1
= vn(@j)wa () — D on(z;)wn(z;)
j=1 j=1
N N-1
= onlpwn(ria) + | (@) walzo) — vn(en) walen 1) | = vale;)wn(z;)
J=2 -0 -0 j=1
=0
N-1 N-1

- _ Z on () wp () + Z on () wn(Tj-1)

j=1 j=1
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_ Z_ vh(xj)wh(xj) —hwh(l’j—l)

TE R () (D) ()
JEL
= —(vn, D_ywn)o
in die rechte Seite um.
Zu (b):
Zum Nachweis der Linearitdt von L zeigt man fir j =1,..., N — 1 (fiir die ibrigen j € Z
ist die Sachlage trivial):

(Ln(avn + Bwn))(z;)
_ %mh(w)(avh + Bwn) (2141)

—(an(x;) + an(zj41))(Qon + Bwn)(z5) + an(z;)(avp + Bwp)(Tj-1))

= a%(ah(xjﬂ)vh(xjﬂ) — (an(;) + an(@j1))on(x;) + an(z;)on(z;-1))

+ﬁ1

ﬁ(ah(%ﬂ)wh(%‘ﬂ) — (ap(z;) + an(zjs1))wn(z;) + ap(xj)wp(rij—1))
= (aLpvn + BLywp)(z;) , j=1,...,N—-1

Um den zweiten Teil von (b) zu zeigen, iiberpriifen wir die behauptete Gleichheit der zwei
Gitterfunktionen wie iiblich punktweise und beginnen mit der rechten Seite:

(Di(anD—yvp))(x;)
(anD_yop)(2j11) — (anD_1vp)(z5)
h

_ CLh(xj—i-l)M — ah(xj)_”h(f‘f)—sh(xj—l)
h
1
= 5z an()on(520) = (an ;) + anlgn) () + an(e;Jon (1)
= (Lpop)(zy) , j=1,...,.N—1

Zu (c):
Man benutzt das bisher in (a) und (b) Gezeigte und erhilt so

(Lpvn, wp)o
(D1apD—yvp, wp)o

= —(apD_1vp, D_1wp)o
plid —(D_1vp, D_qwp)o.4

= _(vhawh)—l,a
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()1, symm.

—(wn, )1
(524) ( 1wh, 1Uh)0,a
02 —(anD_ywp, D_yvp)o
@ (DlahD—lwh7Uh>0
Bacine (Lnwh, vn)o
(r)o gymm (Vn, Lnwn)o
Es folgt unmittelbar
(Lyow, vn)o = —(vn, vn) 10 = —[lonl| 214 s

womit (c) bewiesen ist.

Zu (d):

Der erste Teil von Gleichung (5.42) folgt unmittelbar aus der Definition von L; beziehungs-
weise A,, und der zweite Teil ergibt sich aus dem ersten durch beidseitige Anwendung von
(U9)~1. Gleichung (5.43) sieht man mittels

(T H(CaV))(w) = (CaV); = a;V; = an(z;) ()7 V_ ) (;) = an(z;j)vn(w;)

=W0(vp)

ein (j =1,...,N — 1, fiir die iibrigen j € Z ist alles trivial).

Zu (e):

Sei v € Vj beliebig. Dann ist v” als stetige Funktion auf einem kompakten Intervall
gleichméfig stetig. Es gilt also

Ve>036 =01(c) >0Vz,ye[0,1]: |z—yl<d = | (x)=2"(y)] <e
Auflerdem ist v beschrénkt, also [v"(z)| < Ry» Va € [0, 1]. Die Taylorformel liefert

2
v(zim) = v(z) — ' (z) + %v”(&) LT < & <y

v(z) = v(zg) — kv (o) + %v”(ﬁz) L < & < T
Es folgt
ol =) ) —a(m)ﬁv"(a)
o) VI () ) = e (6

und durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten und anschliefende Division
durch A erhélt man

v(z141)—v()) v(@)—v(z-1)
)= —" +a(m)

(av')(w141) — (av') (@) — alzi h

h
(a(zr)v" (&) — a(z)v(&)) (5.44)

N | —
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Weiter ist auch Lv = (av’)" als stetige Funktion auf einem kompakten Intervall gleichméBig
stetig. Es gilt also

Ve > 030y =09(e) >0Va,y€[0,1]: |z —y| <d= |Lv(z)— Lv(y)| <e  (5.45)

Man hat auBlerdem nach dem Mittelwertsatz

(&U,)(le)h_ (av')(z;) = (') (&) = Lo(&) , 11 <& < sy . (5.46)

Sei nun € > 0 beliebig und

€ 3 3
% ho = min (51 (2Ra) 02 (4) ’ zRngn) ’
wobei R/, die Schranke fiir die Ableitung von a € C'[0, 1] nach (5.4) bezeichnet. Dann gilt

|(Lv = Lpv") (x|
a(xlﬂ)w — a(xl)w
h

— av'(zy)

h
v (z101) — av'(z)) @) L= g () M=)

h h

Lo(z;) —

(CL'U/)/(.TI) N CLU’(.T[_H)

IN

+

(5.44),(5.46)

= | Loa) — Lo(&s)] + % |a(zi41)v"(&2) — alz)v” (&)

(545 e 1
S (ot - e
+ |a(zir) — ala)] 0" (20)] + alz) v (1) — ’U”(&)I)
MY (e4)
e 1 € , €
< 4_1 + 5 (RaQ_Ra + hRaRv// + Raﬁ)
€ n 1 35
= 422
= g

Y

woraus die behauptete Konvergenz des Abschneidefehlers gegen 0 folgt. Da hgy nicht von der
Stelle z; abhéngt, ist die Konvergenz gleichméfig.
J

Bemerkung 5.3.9 Wegen der fehlenden hdéheren Differenzierbarkeitseigenschaften der
Funktionen in Vy ist es in Teil (e) des vorangegangenen Satzes micht mdaglich, fir den Ab-
schneidefehler eine bestimmte Konvergenzordnung in h zu erreichen. Sollten héhere Ableitun-
gen vorhanden sein, so beweist man leicht durch fortgesetzte Taylorentwicklung entsprechende
Aussagen.
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5.3.3 Diskretes Sturm-Liouvillesches EWP und diskreter Fred-
holmoperator

Zu dem Operator L, kann man das zugehorige diskrete Sturm-Liouvillesche Eigenwertpro-
blem folgendermaflen beschreiben:

Problem 5.3.10 Gesucht ist zu einem Skalar Ay, eine Funktion 0 # vy, € G o mit
Lyvy, + A\papv, =0 . (547)

Ist diese Gleichung erfillt, so heifst Ay, Figenwert und vy, Eigenfunktion oder Figenlosung
von (5.47).

Die Eigenwerte und Eigenfunktionen héngen unmittelbar mit den Eigenwerten der Matrix
B, und den zugehorigen Eigenvektoren zusammen:

Satz 5.3.11 Die in Folgerung 5.3.7 gewonnene (.,.)oq-Orthonormalbasis vip, ..., UN_14
von Gno besteht aus Eigenfunktionen jeweils zu den FEigenwerten Apjp = —Mpp, k =
1,...,N — 1, das heifst, es besteht die Gleichung
LV — MNen@nOn = Lnven + Npnanvpn =0, k=1,... N —1 . (5.48)
Dariiberhinaus gilt
[oknll® 1.0 = Mo - (5.49)
Beweis:
Mittels Hilfssatz 5.3.8 (d) folgt
Ly
= La((P°)7((Wa)r))
5.42 _
() (Au(Wa)
= (\Ilo)il(CaNBa(Wa)w
= (U) " (Carin(Wa)i)
= Aea(P0)THCa(Wa)k)
(5.43) ~
=" Ak aURUkh

und damit Behauptung (5.48). Gleichung (5.49) ergibt sich leicht aus

(5.41) (5.32)
lvenl®1e = (=Lntkn, Vin)o = MNep(@nVkns Ven)o = N (Vs Ven)oa = Men
~——_— ———

=1

O

Bemerkung 5.3.12 Ankniipfend an Bemerkung 5.2.10 werden wir im folgenden immer von
der Sortierung
Mp <. < Anip (5.50)

ausgehen.
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Diskrete Sturmsche Randwertaufgabe und diskrete Greensche Funktion

In Analogie zur Theorie im Kontinuierlichen (siche Abschnitt 6.2.1) kann man auch fir
Gitterfunktionen eine diskrete halbhomogene Sturmsche Randwertaufgabe fiir den Differen-
zenoperator Lj betrachten und mit Hilfe der diskreten Greenschen Funktion eine Losung
angeben.

Problem 5.3.13 (Diskrete Sturmsche Randwertaufgabe) Gesucht ist zu gegebenem
wp, € Gho eine Funktion vy, € Gy o mit

LhUh = Wh
Bemerkung 5.3.14 Die homogenen Randbedingungen hat man in Problem 5.3.13 durch die
Wahl des Raums, in dem man die Losungen sucht, immer erfillt.
Satz 5.3.15 (Diskrete Greensche Funktion) Definiert man mit der Bezeichnung a; :=
ap(z;), j=0,...,N auf G, x G, \ {0,1} die Funktion
Fy - Gy % Gh\{O,l} ) (ﬁj,tl) = (]h,lh) P—>Fh<$j,tl) ,j=0,.... N, Il=1,...,N—1
durch

( N j ) b N 1
minGl) N ) <_ rz_:ﬂr)'( r%lc‘T) ,
DR N R DR X » It
r=1 " r=m " Z ar
Fy(xj,t) = =

ax(j,0)+1 hr:1 ar
N - l N )
hy L <h 21;>-<h Z.Hai)
r= ’r‘:] .
r=1 ar N ) l S ]
h 1

\ =1

wobei wir der bekannten Konvention nach die leere Summe identisch 0 setzen, so ist F, die
diskrete Greensche Funktion zu Problem 5.3.13, das heifit die Lésung von 5.3.13 kann man
fiir jede rechte Seite wy, € Gp o in der Form

N-1
h Fy(xi tp)wp(t;)) , 7=0,....N
() = l:zl g fjuon(f) (5.51)

0 , sonst
erhalten.

Beweis:
Wir verifizieren die behaupteten Eigenschaften der in (5.51) definierten Funktion wvy,.
Zunéchst stellt man fest, dafl v, wegen

=0

0 N
-y =) (S

r=1 " r=l+1 "

Fi(xo,t;) = =0 , Il=1,...,.N—-1

N
hy.
r=1

S |
~_—

8 |-

r
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und

Fh(l']\/,tl): N =0 s lzl, .,N—l
hy o
r=1
die Randbedingungen
N-1
’Uh(O) = ’Uh(l'o) =h Fh(l‘o, tl) wh(tl) =0
=1 -0
und
N-1

Uh<1) = Uh(I'N) =h Z Fh(l‘N, tl) wh(tl) =0
= T/
erfiillt, mit anderen Worten also v, € Gy ist, da die Funktion auflerhalb von G}, sowieso
definitionsgeméfl verschwindet.
Sei nun j € {1,..., N — 1} beliebig (auf dem iibrigen Gitter ist wegen Ljvy,, wy, € Gy o alles
trivial). Dann hat man Ljvp,(z;) = wy(x;) zu zeigen.
Dazu beachtet man, daf fiir [ = j

1
7 (ajr Fn(wjia, tr) — (a5 + ajyn) Fu(wg, t) + aj B0, 1))
1
=z (a1 Fn(wjpn,ty) — (a5 + ajyr) Fu(wy, t5) + ajFu(wjo1, 1))
1 1 N
h2 Z 1 = 4r r=j+2 Gr
r=1 ar

(o) (£9(£2) (£2)

r=1 r=j+1 r=j+2
r=1
N 1 1
w03 L) (i)
r=j+1 r=1 " r=1 "
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1 T Vo
_ 2 2 L
e ol (OIS I
hzzai r=1 r=j+1
r=1

=1
gilt. Im Falle [ < 7 hat man

a1 Fn(zjp1, ) — (a5 + ajpr) Fu(wg, t) + ajFy(r1, 1))

‘1
o (5 52)
Z::ai r=1 r=j+2

r=j+1 r r=j

!
hy o
= = ~<aj+1<h2——hz )—aj<h2——hz ))
hQZL r=j+1 r=j+2 r=j+1 Qr
r=1
Loy
hrzlE ( ho o h
B2 1 Jj+1 J
!
h 1
- ’"7\{1 (h—h)
hQZL
r:lar
=0

und falls [ > j ist, folgt

1
7 (

1 j+1 N 1
h2 Z 1 r=1 a’” r=I+1 Gr

aj1Fn(zin, t) — (aj + ajpr) Fi(rg, ) + ajFy(roq, 1))

_(aj+aj+1) (—hiai) . <h i ai> +(lj <_h]_ ai) . (h i ai

195
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N
h Yy o j+1 i i1
= ”T“(aﬁl (hZ——hZ >+aj<h2——h2—)>
hQZi r=1 ar r=1 ar

—

>
M=~
§

1
I
—_

(o0 e 3)
— _— a; [ a; - —
o a1

N
hQZL
r:lar
l
hZi
= ———(=h+h)
hQZai

ﬁ
Il
—_

I
o

Insgesamt hat man daher

Lh’l)h(ﬂfj)
aj+10(%541) — (a5 + aj1)vn(@y) + ajon(x;-1)
= 3

N-1
1
= (%’Hh Z Fy (241, t)wn(t)
=1

h2

N-1 N-1
—(a; + aj1)h Z Fy (s, t)wn(tr) + agh Y Fu(w; 1, tz)wh(tz)>

—_

N—-1
= —Z (a1 F0 (w41, ) — (a5 + aj1) Fu(xg, 0) + ajFy(xj-1, 1)) wi(t)
=1
h(xj)

>

Il
S

womit alles bewiesen ist.

Der diskrete Fredholmoperator

Wir kénnen nun ein diskretes Analogon zum Fredholmschen Integraloperator (siehe Defini-
tion 6.2.5) definieren und so einen entscheidenden Schritt bei der Beschreibung des diskreten

Eigenwertproblems vorankommen.

Definition 5.3.16 Sei F}, die in Satz 5.53.15 erkldrte diskrete Greensche Funktion zur halb-
homogenen diskreten Sturmschen Randwertaufgabe, wie wir sie in Problem 5.3.153 beschrieben
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haben. Dann bezeichnen wir die durch
Gho 2 vn — Kpup, € Gro

N-1
h Z \(_Fh(xjutl)ah(tl))lvh(tl) ) j = 17"'7N_ 1
Kpop(z;) = = o (2g,2)

0 ,  sonst
definierte Abbildung als diskreten Fredholmoperator und dementsprechend die Gleichung
vy, — A\ K, =0 (5.52)
als diskrete homogene Fredholmgleichung.
Die wichtigsten Eigenschaften des diskreten Fredholmoperators liefert der folgende

Hilfssatz 5.3.17 Der diskrete Fredholmoperator ist
(a) linear
(b) symmetrisch beziiglich des (., .)oq-Skalarprodukts, das heifit

Yup, v, € Gy, (Khuh,vh)o,a = (un, Khvh)o,a

(c) stetig beziehungsweise beschrankt.

(d) bijektiv. Der inverse Operator ist gegeben durch

1
Gho 2 vy — (K)o, = —a—LhUh € Gno
h

Beweis:

Zu (a):
Die Linearitét folgt fiir beliebige Gitterfunktionen uy, v, € Gp o und Skalare o, 3 € R aus

(Kn(oup, + Bon))(x;)

N-1
= b)Y ka(wy,t)(qun + Bun)(t)
l:Nl—l N-1
= «ah Z k‘h(mj, tl)uh(tl) + ﬁh Z /{Zh(l’j, tl)’(]h(tl)
=1 =1
= Oé(Khuh)(l'j)—i-ﬁ(Kh’Uh)(l‘j) s j: 1,...,N—1 s

da die {ibrigen Fille, also j < 0 oder 5 > N trivial sind.
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Zu (b):

Man rechnet auf der Grundlage von

Fy(xj, 1)
min(j,l) N
NS B VD S
B r=1 r=max(j,l)+1 "
o N
hy o
r=1
= Fh(tl,x]) s 1§j,l<N—1 y

also der Symmetrie der diskreten Greenschen Funktion, die behauptete Symmetriebeziehung

(Kntn, vn)o.a

- hjEZZ(Khuh)(xj)vh(xj)ah(xj)

- hg(muh)(xj)vh@j)ah(xj)

— h2Zigkh(l‘j,tl)uh(tl)vh(xj)ah(xj)

— h2§]§—Fh(l’j,tl)ah(tl)uh<tl)vh(xj)ah(xj)

= hZh
=1

= h z_: h z_: k‘h(tl, wj)vh(xj)uh(tl)ah(tl)
=1 j=1

N-1

= h > up(t) K (vn) () an(t)

=1

= h Y un(t) Kn(vn) (t)an(t)
leZ

= (un, Knvn)oa

‘ —E(t, ) an(t;)on(x)un(t)an(t)

nach.
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Zu (c):
Dies gilt ganz allgemein fiir lineare Operatoren zwischen endlichdimensionalen Raumen.
Zu (d):

Die Zusammenhénge

- Yhim: (<o) (o)
— - —Fy (x5, t)an(ty) - <_ah1tz)> (Lnvn)(t)

Satz 5.3.15

und

B <_aith> Z_l kn(2j, t1) - wa(ty)
- ~- L - F(ﬁj,tz)ah(tz)wh(m)

=1

~

Satz 5.3.15 1

~ap(zj)wn(z;)
= wp(zy)

zeigen sowohl Bijektivitét als auch die behauptete Gestalt der Abbildung K, L
Bemerkung: Man hétte sich auch mit einem der obigen Zusammenhénge begniigen kénnen
und dann ausnutzen, daf lineare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Rdumen genau
dann injektiv sind, wenn sie surjektiv sind.

OJ
Der Zusammenhang mit dem diskreten Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblem ist nun un-
mittelbar einleuchtend und wird in folgendem Satz charakterisiert.

Satz 5.3.18 Jede Lisung der diskreten homogenen Fredholmgleichung (5.52) lost auch das
diskrete Sturm-Liouvillesche Figenwertproblem 5.3.10 und umgekehrt.
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Beweis:
Mit Hilfe des vorangegangenen Hilfssatzes reduziert sich der Beweis auf

vy, ist Losung von (5.52)
Vp — /\hKhUh =0

!

Hilfssatz 5.3.17 (d)

< K}ZI(U}L—A}LK}LU}L):O
< K}:lﬂh—K}:1<)\hKhUh):O
1
< ——Lpvy, — Avp, =0
Gp,
<~

Lyvy, + Apapvy, =0

O

Die nachfolgende Definition erklart nun, was wir unter einem Eigenwert des diskreten Fred-
holmoperators verstehen wollen.

Definition 5.3.19 Fine Zahl py, heifst Eigenwert des diskreten Fredholmoperators Ky, wenn
eine Funktion 0 # vy, € Gy — eine sogenannte Eigenfunktion — existiert, so dafs

Kyop = ppop
gilt.

Die Eigenwerte des diskreten Fredholmoperators und die Eigenwerte von L; stehen nun in
einem sehr engen Zusammenhang:

Satz 5.3.20 Genau dann ist uy, ein Figenwert des diskreten Fredholmoperators, wenn Ay, :=
;%h ein Figenwert der diskreten Sturm-Liouvilleschen Figenwertaufgabe ist. Die Figenfunktion
kann dabei jeweils identisch gewdhlt werden.

Beweis:
Wir finden durch Aquivalenzumformungen:

vy, ist Eigenfunktion des diskreten Fredholmoperators zum Eigenwert puy,
—  Kpvp = oy
<= prvp — Kpop =0
<— v, — Ky, =0
< Lpv, + Mapvp =0

Damit haben wir die wichtige
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Folgerung 5.3.21 Sei vy, k = 1,...,N — 1 das in Satz 5.3.11 als solches identifizier-
te (.,.)oq-Orthonormalsystem von FEigenvektoren der diskreten Sturm-Liouvilleschen Ei-
genwertaufgabe zu den Eigenwerten M\yp, k = 1,...,N — 1. Dann hat man in den vy,
auch ein System von FEigenfunktionen des diskreten Fredholmoperators zu den Eigenwerten
Hi,h ::Fl,h’ kzl,...,N—l.

Beweis:
Die Behauptung folgt unmittelbar aus den Sétzen 5.3.11 und 5.3.20.
OJ

5.3.4 Abschitzung der diskreten Eigenwerte und alternative
Loésungsdarstellung

Wir wenden uns nun der angestrebten Abschitzung der Eigenwerte von — B, beziehungsweise
Ly, (siehe Satz 5.3.11) zu. Von grundlegender Bedeutung ist dabei das sogenannte Minimum-
Maximumprinzip von Courant-Weyl:

Satz 5.3.22 (Minimum-Maximumprinzip von Courant-Weyl) FEs sei (.,.) ein Ska-
larprodukt auf RN mit zugehériger Norm ||.|| und A sei eine Matriz mit

(Az,y) = (y, Az) Va,y e RN,

das heifft A definiere eine symmetrische Abbildung beziglich (.,.). Dann gilt fir die Eigen-
werte von A in der Anordnung \y < ... < Ay_1 die Darstellung
(Az, 2)

A= i -—— J7=1,..., N—-1
J dirglzl\?:joyémx%% I|z||? » Y ’

wobei das Minimum diber alle linearen Teilrdume M C RN~! der Dimension j gebildet wird.

Beweis:
Siehe zum Beispiel [SH82], Seite 107f. Man beachte, dafl unsere Formulierung sich aus der
umgekehrten Sortierung der Figenwerte ergibt.

OJ
Wir wihlen jetzt speziell als Skalarprodukt in R¥~! das in Satz 5.3.2 definierte mit a ge-
wichtete euklidische Skalarprodukt und erhalten

Folgerung 5.3.23 FEs gilt fiir jedes v, € Gy o mit der Bezeichnung V := ¥0(v;,) € RN 7!

<_BaV7 V)ea ||vh||2—1a
== J . 5.53
VIE, ol (5:53)

Die Eigenwerte \jj, == —Xjp,j =1,...,N —1 der Matrizx —B, (bezichungsweise von Ly,
siehe Satz 5.3.11) besitzen unter der Voraussetzung der aufsteigenden Sortierung Ay p < ... <
AN—1, die Darstellung

(_BaV7 V)e,a th”%La

Aip= mi e Tlea i Tl i1, . N—1, (5.54
PR dmat—jorven V2. aim Ma=j 0Zmens, Jon|Z, 7 » (5:54)
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wobei das Minimum im ersten Fall iiber alle linearen Teilrdume M C RN~ der Dimension
J und im zweiten Fall diber alle linearen Teilrdume My, C Gy o der Dimension j gebildet wird.
Dabei entspricht jedem Teilraum von Vektoren, der beim ersten Minimum bericksichtigt
wird, genau ein zu diesem isomorpher Teilraum von Gitterfunktionen, der bei der Bildung
des zweiten Minimums eingeht.

Beweis:
Wir zeigen zunéchst Gleichung (5.53):

(=BaV,V)ea
V1124
=A,
(5.30) (—/é;EV,V)e
IVIZa
(5.42) (=0 (Lyvyp), UO(vy,
(WO (vn), WO(vh))e,a
—h(VO(Lyvy), ©°
h(T°(vp), ‘I’O(Uh))ea
.32)  —(Lnvn,vn)o
(Uh,Uh)o,a
(5.41) thHQ—l,a

(Al

Die Behauptung iiber die Entprechung der Teilriume von RY~! und Gy, ergibt sich sofort
aus der Tatsache, dal W° ein Isomorphismus zwischen Gho und RN ist, so daB sich die
Struktur der beiden Rédume vollstéandig entspricht.
Daraus folgt der Rest der Behauptung, wenn man Satz 5.3.22 anwendet.

0J
In einer weiteren Folgerung rufen wir uns den Spezialfall @ = 1 in unserem Zusammenhang
in Erinnerung:

Folgerung 5.3.24 Im Fall a = 1 gilt fir die Figenwerte A\, = —S\M,j =1...,N—-1
der Matriz — B, (beziehungsweise von Ly, siehe Satz 5.3.11) in aufsteigender Sortierung
Ap < ... < An_1y die Gleichung

ism <jhz> =)\ p= min max lens , =1 N -1 (5.55)
h? 2 I i My=j 0w e My ||vn|[2 ' '
Beweus:

Im Fall @ = 1 geht die Matrix —B, iiber in die in (2.2) definierte Matrix — Dy, deren
Eigenwerte nach Lemma 2.2.3 in Verbindung mit Hilfssatz 5.2.7 die erste Gleichung in (5.55)

erfiillen. Die zweite Gleichung folgt aus Satz 5.3.22, indem man dort zum Fall a = 1 {ibergeht.
OJ
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Hilfssatz 5.3.25 Unter den gegebenen Voraussetzungen an a (sieche auch (5.2), (5.3)),
ndmlich
0<r,<alx) <R, Vrel01],

sind auf dem Raum Ty, die beiden Normen |.|-1. und ||.||-1 beziehungsweise die beiden
Normen ||.||oa und ||.||o jeweils dquivalente Normen, denn es gelten fir jedes v, € T'}, die
beiden zweiseitigen Ungleichungen

Tallvalls < llonlle.a < Rallonlls (5.56)

und
rallonl?y < onll? 10 < Ralloall?y (5.57)

Beweis:
Sei v, € T'y, beliebig. Aus

rallonll
= 74(Vn, Vn)o
= Zravh(xj)Q
jeL
> an(wi)vn(r;)* = (vn, vn)oa = lvallga
ez
Z Rovp(74)?
ez
= Ra(vhavh)[)
= Ralonli3

IN

IN

folgt zunéchst (5.56) und daraus dann mit der durch
wa(x;) = (D-yvn)(25), j € Z
definierten Funktion wy; € I',

Tallvnl?y = 7a(Vn, vi) -1 = ro(D_104, D_104)0 = To||D_1v4]|3

= 7allwallg
(5-56) 2 2 2

< Nlwnllo e = 1D-1vallge = lvnll 14
(5.56)

< Rallwnlly = Rall D-1vnll§ = RallvallZy

womit die beiden zweiseitigen Ungleichungen bewiesen sind. Daraus folgt sofort die behaup-
tete Norméquivalenz.

O
Nun erlauben uns die vorangegangenen Vorbereitungen, die Eigenwerte der Matrix —B,
(beziehungsweise von Ly, siehe Satz 5.3.11 ) — wie gewiinscht — nach oben und nach unten
abzuschétzen.
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Satz 5.3.26 (Abschitzung der diskreten Eigenwerte) Die Eigenwerte A = —S\M,
k=1,...,N—1wvon —B, (bezichungsweise von Ly, ) in aufsteigender Sortierung Ay, < ... <
AN_1p erfillen die beidseitigen Abschétzungen

Ta 4 . T Ra 4 . ™ Ra
7 (bhg) < < s (khg) < SERRT LS RSN -1 L (559)
Beweis:

Mit Hilfe der Ungleichungen (5.56) und (5.57) zeigt man fiir beliebiges v, € Gn

rllonly _ lonl2ia _ Rallosl?, 5.50)
Rollonlld = llvallfa — rallonlls
Daraus folgt fir k =1,...,N —1
Ta 2 T
R_aﬁ sin <kh§>
6o Ta o (ol
Ra dim My =k 0£v, €M}, ||Uh||(2)
. Ta|vnl|?
= min  max ———o
dim My, =k 0Zvp €My, Ry ||vp|3
(5.59) vy ||?
D i P
dim My=k 020, €M, [|vp|3, ’
(5.59) R 2
< min max —athH_l
dim My,=k 0£v €My, 7 ||vp|2
I [
= — min max
Tq dim My=k 0Zv,eM;, ||vp |2
(5.55) &sinz (khz> )
Tq 2
so dafl die ersten beiden behaupteten Abschétzungen gezeigt sind.
Die rechte Ungleichung in (5.58) folgt leicht mittels Lemma 3.1.1 (b) aus
4 l 4 5,7 2_2
5 sin <kh§) < kT = K
OJ

SchlieBlich kénnen wir mit Hilfe der vorangegangenen Uberlegungen dieses Abschnitts eine
modifizierte Darstellung der Losung (5.20) der Linienmethode angeben.

Satz 5.3.27 (Alternative Darstellung der Losung der Linienmethode) Sei vy,
k=1,...,N —1 die in Folgerung 5.3.7 gewonnene und nach Satz 5.3.11 aus Eigenvektoren
von Ly, zu den Eigenwerten Aip < ... < An_ih, Aeh = =g, K =1,..., N —1 bestehende
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(-, )oa Orthonormalbasis von Gpo. Dann kann man die Lésung (5.20) der Linienmethode
alternativ in der Darstellung

N1ty
Z L hh Oa’l)k,h(l'i)Sinh< )\k,hy> =1, N —1 (5.60)
= Ve

schreiben.

Beweis:
Man zeigt die Identitdt der sich jeweils entsprechenden Stiicke in (5.20) und (5.60): Klar ist
wegen A\, = — Ak, dafl auch

sinh (\/Tkhy) _ sinh (y/Aeny)

V=R Vo

ist. Dartiberhinaus hat man

(Wa)ie = (Wa)r)s = (W((T°)"H((Wa)i))s = (2 (k)i = vin(:)

und schliefilich folgt noch (man beachte (¥°)~1(®;) = ¢¥)

(5.37)

= h((Wa)kaq)l)e,a

() TH(Wa)r), (%) 7H(@1))oa
= (Uk,ha 925?)0,@
(

<Z5lf7 Uk,h)o,a
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Kapitel 6

Das kontinuierliche Problem

6.1 Separation der Variablen

Wie schon zuvor im Falle der Laplace-Gleichung, ist an dieser Stelle nun eine Untersuchung
des kontinuierlichen Problems nétig, bevor man Konvergenzaussagen und Fehlerabschétzun-
gen fiir die Linienmethode in dem Fall der allgemeineren elliptischen Gleichung, die wir im
gegenwirtigen Kontext betrachten, gewinnen kann. Das notige Instrumentarium fiir unsere
Untersuchungen liegt nun nicht mehr unmittelbar auf der Hand, sondern bedarf einiger tiefer-
gehender Untersuchungen, die sich allerdings weitestgehend auf die klassische Theorie der
Sturmschen Randwertaufgaben beziehungsweise der Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproble-
me, die im Rahmen der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen behandelt werden,
stiitzen konnen. Diese Ergebnisse finden sich in praktisch jedem Standardwerk zu gewo6hnli-
chen Differentialgleichungen (siehe unter anderem [CL55], [CH68]), wir lehnen uns im Rah-
men dieser Arbeit an das sehr schone Buch von H. Heuser [Heu95] an und iibertragen die
dort zu findenden Ergebnisse auf das in unserem Fall konkret vorliegende Problem.

Wenn man die in Rede stehende partielle Differentialgleichung (siehe Problem 5.1.4)

Lou =0 (6.1)

mit der {iblichen Methode der Trennung der Variablen angeht, das heifit, die Losung u als
ein Produkt

u=wv(x)- s(y)
einer nur von x abhéngigen Funktion v und einer nur von y abhéngigen Funktion s betrachtet,
so fithrt dies durch einfaches Einsetzen in (6.1) auf (zur Definition von L, siehe Satz 5.1.2)

JPws) | 0 ( 8vs> 0

oy? oz \"“or
— avs§+s(a’) =0
o AV
s av
\/
() 5, (6.2)
av s
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Hierbei bedeutet der Punkt iiber der Funktion s die Differentiation nach y, der Strich bedeu-
tet jeweils Differentiation nach x. In der Variablen y erhélt man somit dieselbe gew6hnliche
Differentialgleichung zweiter Ordnung wie auch im Fall des Laplace-Operators, ndmlich:

§—As=0
Ein Fundamentalsystem dieser Differentialgleichung ist fiir nichtnegatives A (dafl das
tatsdchlich der Fall ist, werden wir noch zeigen) durch si(y) = exp <\/Xy> , sa(y) =
exp (—ﬁy) gegeben, die allgemeine Losung hat somit die Form

s(y) = C151(y) + Cas2(y) (6.3)

mit beliebigen rellen Konstanten C', Cy. Die homogene Dirichlet-Bedingung auf ¥, also die
Forderung
u(z,y) =v(x)s(y) =0 auf 3

bedeutet nichts anderes als
v(z)s(0) =0 Vze]0,1],

und wenn man die triviale Losung u = 0, die sich aus v = 0 ergibt, ausschliefit, dann folgt
sofort

s(0) =0
8% vy =0
— s(y) = Csinh (\/Xy) , C € R\ {0} beliebig. (6.4)

Wir wenden uns nun der aufwendigeren Analyse der gewohnlichen Differentialgleichung, die
sich in der Variablen x ergibt, zu; nicht zuletzt, um die Frage zu kléren, fiir welche A unsere
obigen (quasi vorgezogenen) Untersuchungen in der Variablen y {iberhaupt eine Bedeutung
fiir die Losung der vorgelegten partiellen Differentialgleichung besitzen. Nach (6.2) ergibt
sich unter Beriicksichtigung der homogenen Dirichlet-Randbedingungen auf Y, und >3 ein
sogenanntes Sturm-Liouvillesches Eigenwertproblem: Finde eine Funktion v € C?[0, 1] mit

(@) +Xav=0 , 0(0)=0v(1)=0

ng/)/ Lv+Xav=0 , v(0)=v1)=0 . (6.5)

6.2 Das Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem

6.2.1 Die Sturmsche Randwertaufgabe und zugehorige Greensche
Funktion

Bevor wir das eigentliche FEigenwertproblem in den Blick nehmen, sollen noch einige
grundsétzliche Eigenschaften der zugrundeligenden sogenannten Sturmschen Randwertauf-
gabe angegeben und diskutiert werden. Sie stellt sich in unserem Fall wie folgt dar: Gesucht
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ist eine Funktion v € C?[0, 1] mit
v=f+< (@) =f , v0)=v(1l)=0 , [fecC0,1] . (6.6)

Man bestimmt nun zu Beginn ein Fundamentalsystem der zugehorigen homogenen Differen-
tialgleichung Lv = 0, indem man sich folgenden Zusammenhang klarmacht:

Lv=20
— (a)' =0
& av' = Cy = const.

Ist nun Cy = 0, so folgt av’ = 0 20 ' =0 = v = C; = const. und man wihlt etwa
vi(z) =1 als erste Funktion eines Fundamentalsystems. Ist Cy # 0, so erhilt man

v’:@
a
auptsatz 1
H%t U:/&drzc(_)/—dT
a(r) a(r)
0 0

1
a(r)

und somit bietet sich wvy(x) = dr als zweite Funktion eines Fundamentalsystems an.

C—=y

Offenbar ist v, wegen

1
a(r) >0vre|0,1] = ——=>0
a(r)
streng monoton wachsend und somit linear unabhéngig von der konstanten Funktion vy, so
dafl man tatséchlich ein Fundamentalsystem gefunden hat und alle Losungen von Lv = 0 in

der Form
X

v(r) = Chvi(z) + Cova(z) = C1 + Cy / b

a(r) dr (6.7)

erhélt. Fiir die homogene Randwertaufgabe

folgt durch Einsetzen der homogenen Randbedingungen in (6.7)

a(r)

—_——
=0

0
1
Cl—i-Cg/—dT:O
0

- 01:0



210 KAPITEL 6. DAS KONTINUIERLICHE PROBLEM

und
1

1

4 +C'2/—dt =0

<=7 ) )

- N

>0
- 02 - 0,

dafl sie nur die triviale Losung besitzt, was man auch an der Determinante

v Uy 10 :
1(0) v2(0) W::/_L%”#O

(1) w)] |1 b[alr) a(r)

—~

ablesen kann. Somit hat die Randwertaufgabe (6.6) immer eine eindeutige Losung (siehe
Satz 35.2 in [Heu95)).

Klarerweise erhiilt man aus dem linear unabhiingigen Vektorsystem (v, vs)? bei Multipli-
kation von links mit einer reguliren Matrix C' € R?? wieder ein linear unabhingiges Vek-
torsystem, mithin wiederum ein Fundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung
Lv = 0. Wir wahlen speziell

Dann ist C' wegen

1
1
ol =11 :/—dr#o
ftar <1/ a0
0(17" 0

reguldr und als neues Fundamentalsystem erh&lt man

- 1
v = O-vl—l-vgz—/—dr
a(r)

by = O/ﬁd%vl—lwg:o/%dr—(/%drz/%dr

Der Grund fiir die vorgenommene Transformation ist, dal das neue Fundamentalsystem die
Eigenschaft
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besitzt und daher ergibt sich mit Hilfe der sogenannten Wronski-Determinante

und unter Beachtung von

1

a(0) - W(0) = / e

1

dr # 0

die zum Randwertproblem 6.6 gehorige Greensche Funktion zu

(6.8)

(6.9)

Mittels dieser Greenschen Funktion 148t sich die eindeutige Losung von (6.6) in der Integral-

form

(6.10)
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darstellen. Eine genaue Herleitung und einen Beweis der eben genannten Tatsache findet

der Leser in Standardwerken zu gewohnlichen Differentialgleichungen (siehe zum Beispiel
[Heu95], Seite 379fF).

6.2.2 Aufstellung des Eigenwertproblems und erste Charakteristi-
ka

Wir wollen nun das sich aus der Methode der Separation der Variablen ergebende Rand-
Eigenwertproblem fiir eine gewohnliche Differentialgleichung in der Variablen z niher unter-
suchen, wie es sich aus (6.2) ergibt und wie wir es in (6.5) schon ansatzweise aufgeschrieben
haben. Wir fassen dies noch einmal samt aller Voraussetzungen zusammen in

Problem 6.2.1 (Homogenes Sturm-Liouvillesches Eigenwertproblem) Gesucht ist
eine auf [0, 1] zweimal stetig differenzierbare Funktion v mit

Lv+Xav=0 , v0)=v(1)=0, (6.11)
wobei der Differentialoperator L durch
C?0,1] 3 v+ Lv = (av) = av” + d'v' € C[0,1]
definiert ist und a € C'[0,1], a > 0 den Koeffizienten aus der partiellen Differentialgleichung
(5.1) darstellt. Alle auftretenden Grifien seien zudem reell. Eine Zahl X € R heifit Eigenwert

von (6.11), wenn mit einer nichttrivialen Funktion v Gleichung (6.11) erfillt ist. v heifst in
diesem Fall Figenlosung oder Eigenfunktion zum Eigenwert \.

Bemerkung 6.2.2 Die Annahme, daf$ alle Figenwerte und Eigenfunktionen reelle Grifen
seien, bedeutet keine Einschrinkung, da man zeigen kann, daf$ jeder Eigenwert von (6.11)
reell ist und man zu jedem FEigenwert immer auch eine reellwertige Eigenfunktion wdhlen

kann (siehe [Heu95] Aufgabe 37.10 Seite 389f).

Man hat in unserem Fall jedoch nicht nur die Realitédt der Eigenwerte, sondern sie sind auch
alle positiv, wie das folgende Lemma belegt:

Lemma 6.2.3 Alle Figenwerte von (6.11) sind positiv.

Beweis:
Sei A ein beliebiger Eigenwert und v eine zugehérige Figenlosung. Dann gilt offenbar

—Lv=—(a") = Aav (6.12)
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und mittels partieller Integration und bei Beachtung der Positivitdt von a gewinnt man die
Beziehung

VAN
O\H O\H o
s}
5
—
C\
Py
=2
e
QU
&

PRI (o) — / (a(2)(z)) - v(c) da

also

)x/la(x)v2(x) dx >0

-~

>0

— A>0

Weiter kann 0 kein Eigenwert sein, da dies bedeuten wiirde, dafl v eine nichttriviale Losung
der homogenen Sturmschen Randwertaufgabe wire, was im Widerspruch zu dem stiinde,
was wir im vorangegangenen Abschnitt iiber die Sturmsche Randwertaufgabe bereits gezeigt
haben. Somit hat man den Fall A = 0 ausgeschlossen und insgesamt die Positivitat aller
Eigenwerte von (6.11) bewiesen.

O

Bemerkung 6.2.4 Besitzt eine Figenwertaufgabe nur positive Eigenwerte, so nennt man sie
auch volldefinit. Wir haben also soeben die Volldefinitheit der von uns untersuchten Aufgabe
gezeigt.

6.2.3 Der Fredholmsche Integraloperator

Das im Vorstehenden aufgestellte Eigenwertproblem 148t sich analytisch in vielen Punkten
leichter angehen, wenn man es in einer dquivalenten Gestalt als sogenannte Fredholmsche
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Integralgleichung betrachtet (benannt nach dem schwedischen Mathematiker Ivar Fredholm
(1866-1927), der als erster eine angemessene Losungstheorie fiir diesen Gleichungstyp ent-
wickelte). Dazu definiert man zunéchst den sogenannten Fredholmschen Integraloperator.

Definition 6.2.5 Sei G(x,t) die Greensche Funktion zur Sturmschen Randwertaufgabe
(6.6) und der Funktionenraum Vi der sogenannten Vergleichs- oder Testfunktionen (die die
Randbedingungen erfiillen und daher als Lisungen der Sturmschen Randwertaufgabe in Frage
kommen) sei definiert durch

Vo :={v € C?[0,1]|v(0) = v(1) = 0} . (6.13)
Dann heifit die durch

Cl0.1] 3 v Kv = /(—G(m,t)a(t)) Wt dt | €V

0 — k()
erklirte Abbildung Fredholmscher Integraloperator. Die Gleichung
v—AKv =0 (6.14)
heifst homogene Fredholmsche Integralgleichung.

Der Grund fiir diese Definition und der Zusammenhang zum Sturm-Liouvilleschen Eigen-
wertproblem wird deutlich in folgendem

Hilfssatz 6.2.6 Jede stetige Liosung der Fredholmschen Integralgleichung (6.14) lost das
Sturm-Liouvillesche Figenwertproblem (6.11), ist also insbesondere zweimal stetig differen-
zierbar. Umgekehrt geniigt jede Losung von (6.11) auch der Fredholmschen Integralgleichung

(6.14).

Beweis:
Siehe zum Beispiel [Heu95] Seite 391f.

O
Die Definition des Fredholmschen Integraloperators beziehungsweise des dort verwendeten
stetigen Kerns k(z,t) legt es nahe, statt des Standard-Skalarprodukts auf C|0, 1] das folgende
Skalarprodukt samt zugehoriger Norm zu verwenden:

Hilfssatz 6.2.7 Mit Hilfe der Abbildung

C0,1] x C[0,1] 3 (u,v) — (u,v), = /u(x)v(x)a(x) dx

0
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wird ein Skalarprodukt mit der zugehorigen Norm

Jolla = @ o) = { [ vlaPa(e)do

0

auf C[0,1] erklart. Wir werden dieses Skalarprodukt im folgenden als a-Skalarprodukt oder
Skalarprodukt zur Gewichisfunktion a bezeichnen und dementsprechend auch von der a-
Norm oder Norm zur Gewichtsfunktion a reden. In natiirlicher Weise sprechen wir von
a-orthogonalen Funktionen uw und v, wenn

(u,v)e =0

qilt.
Auch fiir das a-Skalarprodukt gilt die Schwarzsche Ungleichung

|(u, v)a] < Julla - (0]l

das a-Skalarprodukt ist stetig in beiden Argumenten und aus

(o]
u = E u  1m Sinne der a-Norm
k=1

folgt demnach

(u,v)q = Z(uk, v)

k=1

o0

Beweis:
Siehe zum Beispiel [Heu95] Seite 393ff.
0J

Von besonderem Nutzen in spéateren Untersuchungen wird sich nachfolgender Satz erweisen:

Satz 6.2.8 Die a-Norm ist unter den gegebenen Voraussetzungen an a (siehe auch (5.2),
(5.3)), namlich

0<r,<a(xr) <R, Vrel01l]

dquivalent zur Ly — Norm. Man hat ndamlich die beidseitige Abschdtzung

rallullZ, < llulla < Rallullz, (6.15)



216 KAPITEL 6. DAS KONTINUIERLICHE PROBLEM
Bewezs:
Es gilt

rallullz,
1

= ra/u2(a:) dx

0

IN

/u2(x)a($) dr = |Jull?

1

< Ra/u2(a:) dx

0
= Rallulli,

womit (6.15) gezeigt ist. Durch Radizieren von (6.15) folgt die behauptete Norméquivalenz.

O
Im folgenden werden wir uns dem Raum C10,1] immer mit dem a-Skalarprodukt bezie-
hungsweise der a-Norm ausgestattet denken, wenn nichts anderes vermerkt ist. Wir fassen
die wichtigsten Eigenschaften des Fredholmschen Integraloperators in folgendem Hilfssatz
zusammen:

Hilfssatz 6.2.9 Der Fredholmsche Integraloperator ist
(a) linear,
(b) beziiglich des a-Skalarprodukts symmetrisch, das heifst

VUl, Vg € C[O, 1] (KUl,’Ug)a = (’Ul, KUg)a,

(c) kompakt, das heifit, das Bild jeder beschrdankten Menge ist relativ kompakt oder anders
ausgedriickt: Die Bildfolge jeder beziiglich der a-Norm beschrdnkten Folge enthdlt eine
beziiglich der a-Norm konvergente Teilfolge;

(d) stetig beziehungsweise beschrankt (fir lineare Operatoren gleichbedeutende Begriffe).
Zusammen mit (c) ist der Fredholmsche Integraloperator also vollstetig.

(e) bijektiv. Der inverse Operator ist gegeben durch

1 1 !
Vodvs K lv=—-Lv=—=(av) = —v" — Tve C10,1]
a a a

Beweis:
Siehe zum Beispiel [Heu95] Seite 392-398.
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6.2.4 Eigenwerte und Eigenfunktionen des Fredholmschen Inte-
graloperators

Fiir die nachfolgenden Untersuchungen wird es von sehr unmittelbarem Nutzen sein, die
Eigenwerte und Eigenfunktionen des Fredholmschen Integraloperators K zu kennen bezie-
hungsweise deren Existenz zu garantieren. Dabei ist ein Eigenwert beziehungsweise eine
Eigenfunktion von K in sehr naheliegender Weise erklért durch

Definition 6.2.10 FEine Zahl i heifit Figenwert des Fredholmschen Integraloperators K,
wenn eine Funktion C[0,1] > v # 0 — eine sogenannte Eigenfunktion (auch Eigenldsung
genannt) — existiert, so daff

Kv = pv

qgilt.

Ein erstes wichtiges Ergebnis zeigt

Satz 6.2.11 FEigenfunktionen von K zu wverschiedenen Figenwerten sind zueinander a-
orthogonal.

Beweis:
Siehe zum Beispiel [Heu95] Seite 399.

OJ
Weiter ist es moglich, gewisse Eigenschaften der Eigenwerte und der zugehdrigen Eigenfunk-
tionen zu charakterisieren, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 6.2.12 FEs existiert eine alle Figenwerte von K enthaltende Folge p.,, , n € N von K und
ein zugehoriges a-Orthonormalsystem von Eigenfunktionen {v, |n € N} mit der Eigenschaft

(K0, v)q]
- A9 Yal _ g
‘:un| Oyé{)réaE}i_l H,U”g H n 1”7

wober K,,_1 die Einschrinkung des Operators K auf den Raum

En
B 0, 1] , n=1
B [V, vpa]t , n>1
o, 1] , n=1

{vel0,1]|(v,m)e=0,k=1,....,.n—1} | n>1
darstellt. Weiter gilt:
(a) Kvn = pinvn
(b) [l > pof > ... >0
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(¢c) lim p, =0

(d) Es gilt fiir jedes v € C[0,1] die Entwicklung

Kv:i[(v Vj)aV; = Zujvv]

j=1
nach dem a-Orthonormalsystem {v; | j € N} der Eigenfunktionen.

Alle FEigenwerte sind demnach paarweise verschieden, mit anderen Worten ist also jeder
Figenwert einfach (alle Eigenrdume sind eindimensional).

Beweis:
Siehe zum Beispiel [Heu95] Seite 398ff.
0

6.2.5 Eigenwerte und Eigenfunktionen der Sturm-Liouvilleschen
Aufgabe sowie Entwicklungssitze

Wie schon angekiindigt, ist der wesentliche Teil des Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblems
mit der Losung des Eigenwertproblems fiir den Fredholmschen Integraloperator schon gelost.
Die entscheidende Briicke wird durch den folgenden Satz geschlagen:

Satz 6.2.13 Genau dann ist u ein Eigenwert des Fredholmschen Integraloperators K, wenn
A= i ein Figenwert der Sturm-Liouvilleschen Eigenwertaufgabe ist. Die Eigenfunktion kann
daber jeweils identisch gewdhlt werden.

Beweis:
Man formt die Eigenschaft, daf§ u ein Eigenwert von K mit zugehoriger Eigenfunktion v ist,
dquivalent um (beachte |u| # 0) und erhélt:

30 # v e C[0,1] Kv=pv

1

<— v——-—Kv=0
i

— v—AKv=0

Nach Hilfssatz 6.2.6 bedeutet dies aber nichts anderes, als dal v eine Eigenlésung der Sturm-
Liouvilleschen Aufgabe zum Eigenwert A ist.
OJ

Bemerkung 6.2.14 Nach dem Ergebnis des letzten Satzes in Verbindung mit Lemma 6.2.3
ist auch klar, daf fiir das von uns betrachtete Problem alle Eigenwerte der Fredholmschen
Integralgleichung positiv sind.

Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, das zentrale Ergebnis iiber die Eigen-
werte und Eigenfunktionen der Sturm-Liouvilleschen Eigenwertaufgabe zu formulieren.
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Satz 6.2.15 (Eigenwerte und Eigenfunktionen des Sturm-Liouvilleschen EWP)
FEs existiert eine alle Eigenwerte von (6.11) enthaltende Folge A, , n € N und ein zugehdriges
a-Orthonormalsystem von Eigenfunktionen {v, |n € N} mit den folgenden FEigenschaften:

(a) Lv, + \yav, =0 Vn €N
(b) D<A <<,

(¢c) lim A\, = oo, das heifst, die Figenwerte divergieren bestimmt gegen oo.

(d) Alle Eigenwerte sind einfach, das heifst, alle Eigenrdume sind eindimensional. Man
erhdlt also alle Figenvektoren zum Eigenwert A, in der Form cv, , ¢ € R\ {0}.

Beweis:
Die Behauptung folgt unmittelbar aus den Sdtzen 6.2.12 und 6.2.13 (man beachte auch
Lemma 6.2.3).

O
Von besonderem Interesse fiir uns sind nun sogenannte Entwicklungssétze, das heifit solche
Ergebnisse, die sicherstellen, daf} eine bestimmte Klasse von Funktionen sich (in einer quasi
verallgemeinerten Fourierentwicklung, vergleiche dazu etwa Satz 3.2.5) nach dem eben gefun-
denen System von Eigenfunktionen entwickeln lassen. Wir nennen in diesem Zusammenhang
drei derartige Ergebnisse, wobei die allgemeinen Voraussetzungen der Sturm-Liouvilleschen
Eigenwertaufgabe und die vorangegangenen Ergebnisse, insbesondere Satz 6.2.15 immer still-
schweigend mit vorausgesetzt werden:

Satz 6.2.16 Jede Funktion v € Vi (zur Definition von Vy siehe (6.13)) besitzt eine Entwick-
lung

o0

v(z) = Z(v, Un ) aUn ()

n=1

in eine auf [0,1] gleichmdf$ig und absolut konvergente Reihe nach den FEigenfunktionen
{v, | n € N}.

Beweus:
Siehe zum Beispiel [Heu95] Seite 409f.

Bemerkung 6.2.17 Die Zahlen

1

(V,Un)0 = /v(m)vn(x)a(x) dx

0

nennt man naheliegenderweise Fourierkoeffizienten von v beziiglich der a-Orthonormalfolge

{v, |n € N}.
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Die Voraussetzungen des Satzes 6.2.16 lassen sich noch erheblich abschwichen, er bleibt auch
fiir nur stiickweise stetig differenzierbare Funktionen in Kraft. Wir formulieren eine Variante
fiir stetig differenzierbare Funktionen, ganz in Analogie zu Satz 3.2.5.

Satz 6.2.18 Jede Funktion v € D, wober D* gegeben ist durch

D := {v € C*0,1]|v(0) = v(1) = 0} (6.16)
besitzt eine Entwicklung
U(I) = Z(U7Un>avn(m)
n=1

in eine auf [0,1] gleichmdif$ig und absolut konvergente Reihe nach den FEigenfunktionen
{vn | n € N}.

Beweis:
Siehe zum Beispiel [Heu95] Seite 410. Vergleiche auch [Kamb0].
0

Bemerkung 6.2.19 Der Funktionenraum D% ist identisch mit dem in Definition 3.3.1 er-
klarten Datenraum D fir das Cauchy-Problem fir die Laplace-Gleichung. Der obere Index
a wdre also entbehrlich. Da wir jedoch zum einen den allgemeineren Rahmen der jetzi-
gen Untersuchungen verdeutlichen wollen und zum zweiten wie zuvor endlichdimensiona-
le Teilrdume von D® erkliren werden, die von den zuvor definierten endlichdimensionalen
Rdumen verschieden sind, benutzen wir auch weiterhin den Index a, um diese Tatsachen zu
betonen.

Ein letzter Entwicklungssatz verallgemeinert nochmals die Klasse von Funktionen, die ent-
wickelt werden, allerdings muf} dafiir auch die Behauptung abgeschwécht werden; man erhélt
jetzt nur noch Konvergenz im Sinne der Lso- beziehungsweise der mit a gewichteten Lo-Norm.

Satz 6.2.20 Jede Funktion v € Ly(0,1) besitzt die beziiglich der Lo- und der mit a gewich-
teten Lo-Norm konvergente Entwicklung

v(z) = Z('U?Un)avn(x) ’
n=1
das heifst, mit der Bezeichnung
N
sn(x) = Z(v, Un)aUn ()
n=1

qilt

Jim jo = snllzo00) = lim flv—sylle =0
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Beweis:
Siehe zum Beispiel [Heu95] Seite 411ff.

OJ
Auch die aus der Fourieranalysis bekannte Parsevalsche Gleichung, die fiir unsere fritheren
Untersuchungen eine wichtige Rolle gespielt hat (siehe z.B. (4.42)), behélt in dem gegenwérti-
gen allgemeineren Rahmen ihre Giiltigkeit:

Satz 6.2.21 (verallgemeinerte Parsevalsche Gleichung) Sei v € Ly(0,1) beliebig.
Dann gilt

lollz = (v, va)z
n=1
oder ausfihrlich aufgeschrieben
1 - 1 2
/UZ(SB)CL(ZE) dx = Z /v(x)vn(:v)a(:v) dx
0 n=1\0

Bewers:
Siehe zum Beispiel [Heu95] Seite 413.

OJ
Abschlieflend wird es nun noch darum gehen, die Eigenwerte als Vorbereitung fiir spatere
Ergebnisse nach oben und nach unten abzuschétzen. Von besonderer Bedeutung ist dabei
ein nach Richard Courant benanntes Extremalprinzip:

Satz 6.2.22 (Courantsches Minimum-Maximumprinzip) Der Figenwert Ay, k € N
der als volldefinit (siehe Bemerkung 6.2.4) vorausgesetzten Sturm-Liouvilleschen Eigenwert-
aufgabe besitzt die Darstellung

Ak = dim Wk 0oe 1Y R(v), (6.17)

wobei der Rayleigh-Quotient R erkldrt ist durch

—(Lv,v)p,
vl

R(v) :=

und das Minimum tber alle linearen Teilrdume W C Vy der Dimension k gebildet wird.

Beweis:
Siehe zum Beispiel [Heu95] Seite 432f.
0

Folgerung 6.2.23 Der Rayleigh-Quotient R aus Satz 6.2.22 besitzt fiir jede Funktion v € V;
die Darstellung
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und somit kann man N\, k € N mittels

[

A = min e 6.18
7 dim W=k ovew |[0]|2 (6.18)
ausdriicken (W ist jeweils linearer Teilraum von Vj ).
Beweis:
Es ist —(Lv,v)z, = ||V/||* zu zeigen. Man formt also die linke Seite folgendermafien um:

—(Lv,v)p,

P la(2)y (2)u()]) + / (v (x))*a(x) dz
= V2
Dies zeigt die behauptete Darstellung des Rayleigh-Quotienten. Setzt man diese nun in (6.17)
ein, so ist damit auch (6.18) bewiesen.

OJ

Folgerung 6.2.24 Im Falle a =1 gilt

lv']IZ
M = K272 = min  max 2
dim W=k 0veW |[v]|%

, keN (6.19)

(W ist jeweils linearer Teilraum von Vj).

Beweis:

Im angegebenen Spezialfall vereinfacht sich die Differentialgleichung Lv + Aav = 0 zu v” +
Av = 0 mit den zugehorigen Randbedingungen v(0) = v(1) = 0. Ein Fundamentalsystem
der Differentialgleichung ist gegeben durch

vi(x) = sin <\/Xx> ,  vg(x) = cos (\/Xx) :
so dafl die allgemeine Losung die Gestalt
v(x) = Chv(z) + Cove(x)

hat. Die Randbedingung v(0) = 0 fiihrt sofort auf Co = 0 und die zweite Randbedingung
liefert die Bedingung sin (\/X) =0, also VA = kr, k € N beziehungsweise A = k7%, k € N.

Man hat also die paarweise verschiedenen Eigenwerte k%72 mit zugehorigen Eigenfunktionen
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sin(kwz). Dieses Ergebnis deckt sich mit unseren fritheren Untersuchungen zur Laplace-
Gleichung (vergleiche zum Beispiel die Losungsdarstellungen (4.1) und (6.3.1), in denen die
Eigenwerte und Eigenfunktionen auftreten). Die Minimum-Maximumdarstellung der Eigen-
werte ist eine direkte Folgerung aus (6.18), wenn man beachtet, dafl die a-Norm fiir a = 1
in die Lo-Norm iibergeht.

O
Nun folgt fiir den allgemeinen Fall die angekiindigte Abschitzung der Eigenwerte nach oben
und nach unten:

Satz 6.2.25 Unter den allgemeinen Voraussetzungen dieses Kapitels hat man fir die Ei-
genwerte der Sturm-Liouvilleschen Figenwertaufgabe die beidseitige Abschétzung

Tagorr oy < fopare oy 6.20
R

a 7/.(1

Beweis:
Mit Hilfe der Aquivalenz von a-Norm und L,-Norm, wie wir sie in Satz 6.2.8 gezeigt haben,
zeigt man fiir beliebiges v € Ly(0,1) die Ungleichungen

ralV'l7, V)2 Rallv'lIZ,
5 < > < 5 (6.21)
Rallollz, = lvllz = rallollz,
Daraus folgt
Ta ;9 9
—k
R, "
(6:19) Ta . HU/H%Q

R, dim Wk 0%veiy vll7,

o rallvl13,
= min max ——=—
dim W=Fk 0£veW RQHUH%2

(6.21) /112

< min  max M (6.18) k
dim W=k 0veW [|v]|2

(6:21) : R,|v'[[3,

< min = max — —=-">

dim W=k 02veW 7||v]|7,

R, . [v'[I%,
= — min max ——>

rq dim W=k 0AveWw ||v||2.
(6;9) R, E272 ’

Ta

so daf} die Behauptung vollstindig bewiesen ist.
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6.3 Losungsdarstellung und Stabilitidtssatz fiir das
kontinuierliche Problem

6.3.1 Losungsdarstellung des Cauchy-Problems

Nachdem wir nun das Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem in ausreichender Weise beherr-
schen, kénnen wir uns nun der zu Beginn des laufenden Kapitels 6 begonnenen und dann
aufgrund der notigen Zwischenbetrachtungen unterbrochenen Untersuchungen zur Losung
des Problems 5.1.4 mit Hilfe der Methode der Separation der Variablen zuwenden.

Wie wir eben festgestellt haben, gibt es abzédhlbar viele positive Eigenwerte \,, n € N
und ein zugehoriges Orthonormalsystem {v,|n € N} von Eigenvektoren zu der Sturm-
Liouvilleschen Aufgabe (6.5), bei der wir unsere Untersuchungen vorldufig abgebrochen hat-
ten. In Verbindung mit (6.4) folgt dann sofort, daf§

Crug(z,y) = Crug(x) sinh (\/)\_k.y>

fiir alle £ € N eine Losung von

Laukzo ; Uk(l',O):0,0SCL'Sl P uk(ovy):uk(lay):angygrmax
ist, so daf3 lediglich noch die Neumann-Bedingung
0
a—“(x,()) —¢i(z) , 0<ax<1 (6.22)
Y

zu erfiillen ist, um eine Losung von Problem 5.1.4 zu erhalten. Dazu wenden wir das Super-
positionsprinzip an, um u in der Form

u(z,y) = Z Cruy(,y) (6.23)

zu erhalten und passen die bis jetzt noch beliebigen Konstanten Cj, k € N so an, dafl die
Neumann-Randbedingung (6.22) erfiillt wird. Dies fiihrt auf die Forderung

und unter der Annahme der Vertauschbarkeit von Summation und Differentiation fiithrt dies
auf

y=0

Z(Jk%(mﬁ):%(@ , 0<z<1
= o

— ZCkvk(x)\//\_kcosh<\/)\_k-O>:gb1(x) , 0<x<1

k:]‘ TV
=1

= ZCkvk(x)\/)\_k:qﬁl(x) , 0<zx<1

k=1
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Bildet man nun sukzessive das a-Skalarprodukt von ¢; mit den Eigenfunktionen v;, j € N,
so folgt

((bl? Uj)a

= (Z Okvk \/)\_ka Uj)
k=1 o

(6i7) Z Ck\/)\_k (Uk, Uj)a

1 N——

=ik
AR
und daraus nach Division durch |/\; die Forderung
Gy = 91 0o keN (6.24)

VA

an die Koeffizienten. Nutzt man nun umgekehrt (6.24) zur Definition der Cy, k € N, so
erhélt man durch Einsetzen in (6.23) als endgiiltige Losungsdarstellung

u(z,y) = Z %vk(@ sinh <\/)\_k.y> . (6.25)

k=1
Wir halten dieses Ergebnis in dem nachfolgenden Satz fest:
Satz 6.3.1 (Darstellung der exakten Losung des kontinuierlichen Problems)

Setzt man
be == (¢1,Vk)a, k € N,

so lost

= N b—kv ) sin
u(z,y) = ;\\A—k k() Vh (x/ﬂy) (6.26)

J/

:“k(xfy)
Problem 5.1.4, sofern diese Reihe mindestens zweimal gliedweise nach x und y differenziert
werden darf.

Beweis:
Der Beweis erfolgt durch einfaches Nachrechnen.

6.3.2 Verallgemeinerung des kontinuierlichen Stabilititssatzes

Die nun folgenden Uberlegungen verallgemeinern die Stabilitéitsergebnisse, die wir in Kapitel
4 fiir den Fall der Laplace-Gleichung gewonnen haben, auf die im laufenden Kontext zur
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Diskussion stehende Differentialgleichung (5.1) beziehungsweise das entsprechende Cauchy-
Problem 5.1.4. Dabei werden sich die bisherigen Erkenntnisse dieses Kapitels insbesondere
zu den Eigenwerten und Eigenlosungen der Sturm-Liouvilleschen Eigenwertaufgabe und die
daraus gewonnene Losungsdarstellung (6.26) als duferst hilfreich erweisen.

Zu Beginn gewinnen wir in Analogie zu Lemma 4.1.3 das nachfolgende

Lemma 6.3.2 Die Reihe (6.26) sei konvergent fir alle (x,y) € [0,1] X [0, rmas] und
gleichmdfig konvergent in der Variablen x, x € [0,1]. Dann gilt fir jedes feste y € [0, "maz]
die Gleichung

No(y) = |lu(.,y)|? = Z bk smh2 <\/ y) (6.27)
wobei die Bezeichnung by, = (¢1,v;)a, k € N Verwendung findet.

Beweis:

Laut Voraussetzung konvergiert Y wuy(x,y) auf dem gesamten Definitionsbereich punktweise
k=1

gegen u(z,y). Es gilt also

N \/bil)\lvk(x)vl(a:) sinh <\/)\_ky> sinh (ﬂy) a(x) dx

Nun sieht man leicht ein, daf} s, = Z ug(x,y)+/a(x) fir jedes n € N beschriankt ist und
k=

weiter konvergiert 5,, als Produkt der beschrankten Funktion y/a mit der nach Voraussetzung
n

gleichméBig konvergenten Folge s,, = > ux(z,y) ebenfalls gleichméBig (vergleiche dazu auch
k=1

[Heu01] Band 1, Aufgabe 103.10, Seite 549) in der Variablen z gegen u - +/a. Somit folgt mit

dem schon in Lemma 4.1.3 zitierten Satz (siehe ebenfalls [Heu01] Band 1, Satz 103.5) die

gleichmiifiige Konvergenz von (8,,)? gegen u?(x, y)a(x), so daf die Reihenfolge von Integration
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und Summation auch hier vertauscht werden darf und man weiter hinschreiben kann:

N(y)
— i / b;f:l)\l vg(x)v(x) sinh <\/)\_ky) sinh (ﬂy) a(x) dx

— i (\/b% sinh <\/)\_ky) sinh <\/)\_ly> /Uk(a:)vl(:v)a(x) dx)

Vv
=0k,1

_ ii_h (Vi) .

womit der Beweis abgeschlossen ist.
O

Nun beginnen wir mit der ndheren Untersuchung der Reihe (6.27) und formulieren dabei ein
Analogon zu Satz 4.1.15, wobei das wesentliche Ergebnis wieder die gleichméfige Konvergenz
der zweiten Ableitung der logarithmierten Partialsummen der untersuchten Reihe sein wird.

Satz 6.3.3 Auf dem kompakten Intervall [yo, T"maz|, 0 < Yo < Tmax Se€ien die Funktionen

fuly) = S V) -y

und

definiert, wobei die Koeffizienten by so (klein) gewdhlt seien, dafs
Z b7 exp(2v/ MeTmaz) (6.28)
k=1

(absolut) gegen S > 0 konvergiert. Dann gilt:
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(a) Man hat fir F)/(y) = %Fn(y) die Darstellung

E/(y)
= 4 <; ([j\kkb)l\f [)\k cosh (2\/)\_ky> (Cosh <2\/le) — 1)

—v/ A A sinh (2\/)\_ky> sinh (2\/le>
Ak sinh <2\/)\_ky> (cosh <2\/xy> — 1) y!
+\/x (cosh <2\/)\_ky> — 1) sinh <2\/>\_ly) Y !

+% (cosh (20/Ay) = 1) (cosh (2¢/ ) ~ 1) yz} )
( klzl (b;kbiz (cosh (20/Ay) = 1) (cosh (2¢/y) - 1)) . (629)

(b) (F!)nen konvergiert fiir n — oo gleichmdaf$ig auf [Yo, "'maz)-

(¢) Die Funktionenfolgen (F,)nen und (F))nen konvergieren gleichmdfig (und daher auch
punktweise) auf [Yo, Tmaz)-

Beweis:
Zu (a):
Die allgemeine Darstellung von F/(y) lautet in Analogie zu (4.24)

Fl/( )

/l

I
E
M:
|
;h
c:

i
I

NE
{Iﬁ;
;’z

i kgi—fk
(5 0w) - (£ 550) - (£ Ea0) - (£ 4rw)

U

k=1
(i LS ) (Z %ﬁ(y))
k=1 =1

S O () fily) — Filw) F ()
= M= (6.30)

i G2 () i)
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und analog zu (4.25) beziehungsweise (4.27) rechnet man

fi(y)
- (o ()Y
= 2\/_81nh <\/_y> cosh ( > y~? — 2sinh? <\/)\_ky> Yy
(412)(414) V/Ag sinh (2\/_y>y — (cosh (2\/_y) - 1) (6.31)

und

r ()
©30 (2 e cosh (2\/)\_ky) y~% — 2sinh (2\/)\_ky> y—3)
T (3VE) < o () - 1)
— 2\, cosh (2\/)\_ky> y~2 — 4y/ ), sinh (2\/)\_ky) y?
+3 (cosh (2\//\_ky> - 1) y! (6.32)

aus.

Die entsprechende Beziehung zu (4.29) ergibt sich durch Einsetzen von (6.31) und (6.32)
n (6.30), wobei wir wiederum Zahler und Nenner getrennt sowie nur den jeweils relevanten
hinteren Term unter der jeweiligen Summe betrachten. Schliellich beriicksichtigt man noch

fr(y) (419 % (cosh (2\/)\ky) — 1) y~2 und wird insgesamt fiir den Z#hler auf

F)N) = Hw) ()
(6310652 (2)\k cosh (2\/)\_ky> y2 — 4y/ Ny sinh (2\/)\_ y>
+3 <Cosh (2\/_y> - 1) ) <Cosh (2\/_31) - 1)
- (V (o053) (o (35) 1))
: <\/E sinh (2\/Ey> y 2 - (cosh (2\/Ey> - 1) y*i”)
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— Mecosh <2\//\_ky> (cosh (2\//\_ly> _ 1) o
—24/ Ay sinh (2\/)\_ky) <cosh (2\/)\_ly> - 1) Y
+g <Cosh (2\/)\_ky> . 1) <cosh (Qﬁy) _ 1) Yo
—/AA sinh (2\/)\_ky> sinh (2\/)\_ly> Yy
+V/N (oosh (2\/)\_ky> - 1) sinh (2\/Ey) Yo
+1/ Ay sinh (2\/)\_ky) (cosh (2\/21/) . 1) Y0
~ (cosh (2/Any) = 1) (cosh (20/Ay) = 1)y

— )\ cosh (2\/)\_ky> <cosh <2\//\_ly) _ 1) y
— /Ao sinh (2\/)\_ky) sinh (2\/T,y> o
— /A sinh <2\/)\_ky) (cosh (2\/Ey) - 1) Y0
+VN (cosh (2\/)\_ky> - 1) sinh (2\//\_ly> Yy
+% <cosh (2\/)\_ky> . 1) (cosh (2\/Ey) _ 1) y6 (6.33)

und fiir den Nenner auf

feW) fi(y)
(41 % (cosh (2\/)\_ky) — 1) y - % (COSh <2\/le) - 1) v
= g (eom (2v/A) 1) (cost (2v0) = 1)~

gefiihrt. Division von Z#hler und Nenner durch {y~* beweist nun die in (a) behauptete
Darstellung von F(y).

Zu (b):
Man setzt in (6.33) k = [ und erhélt

@) fi = (fiw))?
(6.39) Ak (cosh (2\/)\_ky> (cosh (2\//\—ky> - 1> — sinh? <2\//\_ky>> y!

+% (cosh (2\/)\_14/) — 1)2y—6
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15 Ak (1 — cosh (2\/)\_ky)) yt+ % (cosh (2\/)\_ky) - 1)2 v’
(4.14) _ 92\, sinh? <\//\_ky) y~* + 2sinh? (\/)\_k?/> y~°
9 sinh? <\/)\_ky> y O (sinh2 <\//\_k:y> - (\/)\_ky>2)

(4.16)
>0, (6.34)

also die logarithmische Konvexitit von fi, & € N. Nach Lemma 4.1.8 (¢) hat man daher
auch die logarithmische Konvexitiat von

n b2
Sn = )\_k k>
k=1 "k
was nach Lemma 4.1.6 bedeutet, dafl
F/(y) =0 Yy € [yo, maz] V1 € N (6.35)

gilt, so dafl auch die zu (4.30) analoge Ungleichung gezeigt ist.

Nun bezeichne wiederum G,(y) = > gxi(y) den Zahler und H,(y) = > hiy(y) den
k=1 k,l=1
Nenner in der Darstellung (6.29) von F(y). Man schétzt nun |gx;| folgendermafien nach

oben ab:

|9K.1(y)]
629 '4([;\2[);3 [/\k cosh (2\/)\_ky> <Cosh (2\/%9) - 1)

—/AA sinh (2\/)\_ky> sinh (2\/Ey)

—1/ A sinh <2\//\—k,y> (COSh (2\/)\_ly> — 1) y!
VN (cosh <2\/)\_ky> - 1) sinh (2\/)\_1@/) y~

oy (comh (23/) = 1) (cost (203 = 1) 7
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< a0 ot (2vAu) (cosh (2v/3) 1)
/AN sinh (2\/)\_ky> sinh (2\/le)
+/Aesinh <2\/)\_ky> (cosh (2\/Ey) - 1) y!
+v/ (cosh (2¢/2y) = 1) sinh (20/ Ay ) ™
+2 (cosh (2/y) — 1) (eosh (20/3) 1) y—z]

(4.18) bibr)
< 4<A’“; ()\k+\/)\k>\l+\/ VT y )
- exp (2\/)\ky> exp <2\/xy>
1 1 1 1 1
= A — + + -y 1y Zy?
() ( PRI S Y
—_— S ——
S < <7
' AP AP
- exp (2\/ /\ky> exp <2\/xy)
Satz 6.2.15 (b) 1 1 1
< 8(bibr)? <)\—1 + Fy_l + Z?J_2> - €xp (2\/ Aw) exp (2\/>\_zy>
2
1
Tmaz Z>Y=>Yo 1 1 1
§ S(bkbl)Q <)\— + —§y51 + Zy[)_z) - exXp (2\/ )\]J’max> exp <2\/Xl7”max>
DY

Wenn man nun

1 1 1 /
Qg = 862 — + —3,%_1 + _yO—2 - €XP <2 /\kTmax> ) keN
)\1 )\5 4

1

und

0= b12 exp (2\/)\_17“7%35) ,leN

n
definiert, so hat man laut Voraussetzung die (absolute) Konvergenz von > aj gegen
k=1

8 </\i1 + 3 vt + iyOQ) S und von Zﬁl gegen S. Daher ist nach Lemma 4.1.14 G,
glelchrnafng konvergent auf [yo, 7'maz]-

Weiter ist |G,,| auch gleichméfliig nach oben beschrénkt, denn wenn man die eben gezeigte
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Abschétzung fiir |gx,| verwendet, erhélt man das Ergebnis

IA
— S
=
=~
<
—

< 8{+w ZyO_Q > (bkbi)* exp (2\/ Akrmax) exp (2\/A_ﬂ"max>
L] k=1
11 1 " -
(b ) (Bl (B 050
L] k=1 =1
11 1 - i
= 8t w tgw (Z e (2v Akrm‘“))
L)z k=1
1
1 1 1
< 8|l —+ = -y ]S
)\1 )\15 4

=: My

Die Untersuchung des Nenners bietet nun keine weiteren Schwierigkeiten mehr. Die
Abschétzung

| ()]

_ (eby)? (cosh (2\/_y> - 1) (cosh (2\/)\_le> - 1)

By

< (b’;\b; (2\/_rmax> exp (2\/_7“max>

sichert, wenn man jetzt oy := /\’3 exp (2\/)\_krmax) , k€ Nund g, = exp (2\/)\_lrmm) ,leN
setzt, nach analoger Argumentatlon wie schon bei Betrachtung des Zéahlers mit Hilfe von
Lemma 4.1.14 die gleichméfige Konvergenz des Nenners auf [yo, 7maz|-

Die ebenfalls erforderliche Abschétzung des Nenners nach unten gelingt, wenn man zunéchst
in Analogie zu (4.32) den Zusammenhang

cosh (2\/)\_ky) —1
> cosh (2\/)\_ky0> -1
(2vk10)?
2

= 2\
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einsieht, den man einsetzt, um

1P ()]
= <i\kkb>l3 (cosh (2\/)\_ky> — 1) <cosh (2\/)\_ly> — 1)
(bibr)?
AN
= 4(bibi)*ys

> 4 ANy

zu gewinnen. Nimmt man nun an, dafl etwa by, # 0, n > ko € N gilt (vergleiche auch die
ausfiihrlicheren Erlduterungen dazu in der entsprechenden Stelle im Beweis von Satz 4.1.15),
so folgt leicht fiir den Nenner

| Hn(y)|

= Z | ()]

k=1

4y > (bubr)?

k=1

Z 4(yObko)4
= 1> 07

v

womit insgesamt die Voraussetzungen von Lemma 4.1.10 (e) gesichert sind und daraus fol-
gend die gleichméfige Konvergenz von F)! auf [yg, rima.] gezeigt ist.

Zu (c):

Die gleichméflige Konvergenz der Funktionenfolge s, gegen eine Funktion s folgt unmittelbar
aus dem Weierstrafischen Majorantenkriterium, nachdem man

b? sinh? (V)
Aky®

Yo<Y<rmaz b?
< k_ sinh? (v)\krmaz)

3/3 Ak

(4.18), Satz 6.2.15 (b) 1
< Q—bi exp (2\/ /\krmaz>
yo)\l

gezeigt hat. Die Stetigkeit des In liefert dann zunéchst die punktweise Konvergenz von
F.(y) = In(s,(y)) gegen F(y) := In(s(y)) und da der Logarithmus auf [yg, 7ma.] gleichméBig
stetig ist, folgt

[Fu(y) — F(y)| = |In(sn(y)) — In(s(y))| < e,

falls |s,(y) — s(y)| < d(¢). Diese Bedingung gilt jedoch fiir fast alle n € N unabhéngig von y
wegen der gleichméfligen Konvergenz von s,, gegen s. Die gleichméflige Konvergenz von F),
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gegen [ ist damit bewiesen, so dafl noch die Betrachtung von

Fify) = o)

als letzter Teil des Beweises erfolgen mufl. Die gleichméflige Konvergenz des Nenners wurde
bereits eben gezeigt. Dariiberhinaus hat man (wie oben sei ohne Einschrankung by, # 0 fiir
N> ]{70 S TL)

[sn(y)]
_ zn: b7 sinh?® (v Ay)
o1 Ay?
b7, sinh® (/Agoy)
)‘kon
Tma:c;y>y0 bio Sinh2 ( Ak’oyo)
)‘korgnaa:
= p1 >0,

also die Beschranktheit des Nenners durch eine positive Zahl nach unten.

Nach dem WeierstraBschen Majorantenkriterium konvergiert auch der Zahler wegen

)
2 % ’\/)\_ksinh (2\/)\_ky> Y2 — (cosh (2\/>\_ky> _ 1) y_?"
< i—ik (VA sinh (202 572 + (cosh (2v/Aey) = 1) 5™?)
(4.18) 2
<

i—']‘; (\/A_k:y‘2 + y‘3) exp (2\//\_ky>

1 1
— bi < —/\ in + )\— y3> exp (2\/ )\ky)
k k
S~~~ ~~
<A <3y
oy 1
Satz 6.2.15 (b) 1 1
< by (—A y i+ A—yg) exp (2\/ Aky>
1 1

""mazzyzyo ]_ 1
= gt ) e (2\/)\ m) 6.36
= (\/)\—13/0 )\lyO ) r €XP kT ( )
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gleichméBig auf [yo, "maz] und ist wegen

|55 (¥)]

(6.36)
6§36 <\/L/\_1y0 /\ yO > Zbk exp (2\/)\_k7ﬁmax>

1 1
< |\ —=wlt— —3> S
- <¢A—y e
nach oben beschrénkt, so dafl mittels Lemma 4.1.10 (e) insgesamt die gleichméBige Konver-

genz von F auf [yo, "ma] folgt, was den Beweis abschliefit.
]

Folgerung 6.3.4 Mit den Bezeichnungen und unter den Voraussetzungen des vorangegan-
genen Satzes 6.3.3 qilt

( <Z b2 sinh? ( \/_y)>)(y)20’y€[yo’rm],

mit anderen Worten: Die Funktion

ist logarithmisch konvex auf jedem kompakten Intervall [yo, rmaz], 0 < Yo < Tmaz-

Bewes:
Nach (6.35) ist

pp -3 /)

y?

logarithmisch konvex und nach Satz 6. 3 3 (b) konvergiert F gleichméBig auf [yo, "max)-
Weiter konvergieren nach Satz 6.3.3 (¢) auch F,, und F in jeweils mindestens einem Punkt
aus [Yo, "maz| (die Konvergenz ist ja sogar gleichméBig auf dem ganzen Intervall). Nach
Lemma 4.1.8 (d) ist daher auch F' = lim F}, logarithmisch konvex.

n—oo

OJ
An diesem Punkt unserer Untersuchungen, deren Ziel ja eine Stabilitdtsabschétzung ist, bei
der die Daten am unteren Rand ¥; eingehen, mufl nun wiederum analysiert werden, was
beim Grenziibergang 3y — 0 mit der Funktion
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geschieht. Zum Teil kénnen wir die Hilfsergebnisse aus Lemma 4.1.18 einfach iibernehmen
(Teil (a),(b)), zum Teil miissen auch sie verallgemeinert werden (Teil (c)). Dies leistet das

folgende

Lemma 6.3.5 FEs gilt

h? (/X
g, S (VAbo)
yo—0 )‘ky(]

und fir s(yo) = %é’“) hat man den Grenzwert

yo —>0 Z 62

Dariberhinaus gelten fir jedes feste y € (0, rmaz] die Zusammenhinge

Yy

Na (o) \ @) % Ty
nm( ) ~(>w
yo—0 Yo =1

N 1-X(yo) N [
lim ( a(rma:E)) :( a(rmax))

2
Imaz

und

mit (vergleiche auch Lemma 4.1.18 (b))

Y — Tmax

Yo — T"max

AMyo) =

Bewezis:
Aus

_ sinh? (\/ yo)
lim
yo—0 yo
PHospital 1. 2/ A sinh (v Ayo) cosh (v Aryo)
N yo—0 2y0
(4.12) lim v/ A, sinh (2\/)\ky0)
N yo—0 2y0
rHospital . 2k cosh (2v/Axy0)
= lim
yo—0 2
= Ak

folgt nach Division durch A\, Gleichung (6.37).
Zum Beweis der weiteren Gleichungen definiert man

smh (\/_yo)

, keN,
>\k?/0

9k<310) = bk

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)
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so daf fiir yo > 0

Y

Na(go) = ng(yo)
k=1

gilt. Weiter setzt man die Funktionen g stetig auf [0, y| fort durch die Definition

N g(yo) , 0<yo <y
gk<y0) = ) )
bk , Yo = 0

wobei die Stetigkeit aus (6.37) folgt.
Die Abschitzung

|9k (v0)]
(4.19)
< bi exp (2\/ )\kyg)
< bi exp (2\/ )\H‘max>

durch die nach Voraussetzung (siche Satz 6.3.3) (absolut) konvergente Majorante

ST bexp (2\/)\krmax) liefert nach dem Weierstrafischen Majorantenkriterium zunéchst die
k=1

gleichméBige Konvergenz der Reihe ) gx(yo) auf [0,y] und daraus resultierend auch die
k=1

Stetigkeit dieser Reihe auf [0, y], die man verwendet, um

N,
lim (2y 0)
yO_’O yo

—
Jim, ; 9(y0)

= lim > Gk(vo)
k=1

yo—0

= ) lim Gi(yo)
k=

yo—0
1

gi. steti - ~
9k St g Z gk(())
k=1

o0
2
= E b ,
k=1

also Gleichung (6.38), einzusehen. Diese Gleichung ermdglicht nun die stetige Fortsetzung
der Funktion
N, a(y())

s:(0,y] 3 yo — s(y) = —5
Yo
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zu einer auf [0, y] definierten Funktion

s(yo) , 0<w =<y

$:00,9] 90— 3(yo) =
Z b% y Yo = 0
k=1
Anwendung von Lemma 4.1.18 (a),(b) zeigt nun (6.39) und (véllig analog) (6.40).

OJ
An diesem Punkt sind unsere Untersuchungen und hierbei insbesondere die Verallgemeine-
rungen der Hilfsergebnisse so weit gediehen, dafl wir einen Stabilitéitssatz fiir das verallge-
meinerte kontinuierliche Problem (sieche Problem 5.1.4) formulieren kénnen:

Satz 6.3.6 (Stabilititssatz fiir das verallgemeinerte kontinuierliche Problem)
Seiu € C?*(int(Q)) N C(Q) mit den folgenden Eigenschaften gegeben:

Lou(z,y) = div(a(z)Vu(z,y)) = a(z)Au(z,y) + d'(x)u(z,y) =0 in nt(Q)
u = 0 auf X UYoUg

@) = o) af
ullamy < E . (6.41)

Hierbei ist E eine feste, nichtnegative, reelle Schranke. Die Losungsdarstellung (6.26) kon-
vergiere punktweise fir jedes (x,y) € [0,1] X [0, ryas] und gleichmdfig in z. Dann hat man
die Gleichung

leall2 =D b7, (6.42)
k=1
wobei die Koeffizienten durch
bk = (gbl(.),vk)a (643)

erklart sind. Erfillen die Koeffizienten by noch die Voraussetzung (6.28), so gilt mit Ry :=
max(Tmaz, 1), Ro := min(ry.., 1) die Stabilitdtsabschditzung

[ul y)lla
1 3
= (/ uz(x,y)-a(x)dx>
0
I e y Yy
< lgalla e Ermes —— (6.44)
T
Y -ty
< llgille ™ B (6.45)
0
1- 24— y
S R1H¢1HQ TmamETmaz (646)

fiir alle y € [0, rmaz)-
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Beweis:

Gleichung (6.42) ist schlicht die verallgemeinerte Parsevalsche Gleichung, wie wir sie in Satz
6.2.21 formuliert haben, so dafl hierfiir nichts weiter zu zeigen ist.

Zum Beweis von Ungleichung (6.44) betrachten wir ein beliebiges aber festes y mit 7,4, >
y > 0 und variables yo mit 0 < yy < y. Dann hat man

y = AMyo)yo + (1 = A(¥0))7maz » A(»o) € [0,1]

und nach Folgerung 6.3.4 ist die Funktion s(y) = Ng—gy) auf dem kompakten Intervall [yo, 7max)

logarithmisch konvex, woraus man mit Hilfe von Folgerung 4.1.5 die Ungleichung

Naly) (M)Myw. (M)H(W (6.47)

2 2 2
Yy yO Tmax

schluBifolgert. Nun benutzt man die Gleichungen (6.39) und (6.40) aus Lemma 6.3.5, um
auf der rechten Seite von (6.47) zum Grenzwert fiir yo — 0 tiberzugehen und erhélt bei
zusitzlicher Anwendung von (6.42):

Na(y)
yQ
Y
2(17%) Na<’]"maz_> Tmax
< 161]la (2—
/r.ma:l:
Na(rmaz)SEQ 2(17L) E2 ﬁ
£ e ()

Wir multiplizieren noch mit y?, ziehen die Quadratwurzel und werden so auf

([ W)%

< oalla ™ B 4

= Ty
Tmax
7’.7’)’7/(,11‘

also die Behauptung (6.44) fiir 0 < y < 7y, gefithrt. Fir y = 0 ist (6.44) trivial (0 < 0).
Die Ungleichungen (6.45) und (6.46) sind wiederum einfache Folgerungen aus Lemma 4.1.19

und somit hat man den Beweis abgeschlossen.
O



Kapitel 7

Konvergenz der Linienmethode

7.1 Konvergenz der Eigenwerte und Eigenvektoren

Nachdem der Stabilitédtssatz fiir das kontinuierliche Problem auch im Falle des verallgemei-
nerten Differentialoperators L, (zur Definition von L, siche Satz 5.1.2) bewiesen werden
konnte und somit die Verallgemeinerung ausgehend von der Laplace-Gleichung gegliickt ist,
liegt es nahe, auch die weiteren fiir die Laplace-Gleichung erzielten Ergebnisse, also die Feh-
lerabschétzung und den Konvergenzsatz fiir die Linienmethode auf den erweiterten Kontext
der oben genannten allgemeineren Differentialgleichung zu iibertragen. Insbesondere dort,
wo zuvor die Eigenwerte, die ja fiir die Laplace-Gleichung bekannt sind, eingegangen sind,
werden dabei umfangreiche zusitzliche Uberlegungen notig werden, so dafl es sinnvoll ist,
den Gedankengang hier vollstdndig zu entfalten, insbesondere um deutlich zu machen, wo
genau Verallgemeinerungen notig werden, und wie sie vonstatten gehen.

7.1.1 Konvergenz der Eigenwerte

Das wesentliche Ergebnis dieses Abschnitts ist die Konvergenz der Eigenwerte der diskre-
ten Approximation des Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblems gegen die Eigenwerte des
zugehorigen kontinuierlichen Problems, wobei wir auch nachweisen kénnen, dafl die Konver-
genz von der Ordnung O(h) ist. In der Literatur finden sich dhnliche Ergebnisse zum Beispiel
in [Hac86], Abschnitt 11, allerdings geht es dort um Differenzenapproximationen elliptischer
Differentialoperatoren in zwei Dimensionen, wihrend der von uns betrachtete Operator Ly
eine Approximation des zu einer gewohnlichen Differentialgleichung gehorigen Operators L
ist.

Das von uns vorangestellte Lemma wird im Beweis des entscheidenden Satzes 7.1.2 bendtigt.
Es wére auch moglich gewesen, es in den Beweis dieses Satzes zu integrieren, worauf wir aber
verzichtet haben, da dieser Beweis sich ohnehin relativ umfangreich darstellt und eine gewis-
se Ubersichtlichkeit erhalten bleiben sollte. Das Lemma erfiillt innerhalb des Beweises die
Funktion, eine stetige, stiickweise lineare Funktion an den kritischen Stellen (also in der Um-
gebung der Stiitzstellen) so zu verdndern, dafl eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
entsteht, ohne dafl die wesentlichen Eigenschaften einer stetigen, stiickweise linearen Funk-
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tion, wie zum Beispiel die Exaktheit der Approximation der Ableitung durch den vorwérts-
beziehungsweise riickwéartsgenommenen Differenzenquotienten erster Ordnung, verloren ge-
hen.

Lemma 7.1.1 Sei 1 > ¢ > 0 und Zahlen y;,y.,y! € R, i = 1,2 gegeben. Dabei sei nur ys
von € abhingig und die ibrigen Werte konstant. Dann gibt es auf dem Intervall [z, (0 4-¢]
ein Polynom p. fiinften Grades, so daf

p=(2) = y1, p(aV +€) = yo, pL(& ) = 41, pL(z) + ) = v,
(@) =y, pl(=© + ) =y
erfiillt ist. Falls dann noch eine Konstante C existiert, so daf$ |y1 — yo| < Ce (das heifst ya
konvergiert fiir e — 0 mit der Ordnung O(e) gegen yy), so ist p. und auch p.. gleichmdfig in
e > 0 beschrdnkt, das heif§t, es existieren Konstanten Cy, Cy, so daf fir alle 1 > e > 0 und
alle v € (20,20 4 ¢]
pe(2)] < o, [pL()] < Oy

ist. Fine mogliche Konstante Cy ist dabei
-~ 3
Co =yl +C, C:= 31C + 18Jyr | + 1| + dly| + S v

und fiir Cy ist
Cy = 120C + 66|y, | + 55|y4| + 14|y7| + 6]y/]

eine magliche Wahl.

Beweis:
Wir machen den Ansatz eines Taylorpolynoms mit Entwicklungspunkt =), also
— (02 — (013 — 4(0)y4 — (05
r—x r—x r—x r—z
PGt ) G L) N CE L)
2 6 24 120
Wie man leicht nachrechnet, sind dann die drei Bedingungen bei (%) schon erfiillt und man
hat die Koeffizienten «, 3, so zu bestimmen, da8 auch die Bedingungen bei 29 4 ¢ gelten.
Dies fiihrt auf das Gleichungssystem

. (7.1)

pe() =y + (e =)y +

0 e 3 A 5
pe(@® +e) =y e+ Sy tae + 05 15 = v
1 (..(0) / 1" g’ g et /
pe® o) =y ey tag + et = B
¢ .(0) 7 g’ e’ "
po(z +5):yl+a5+ﬁ§+WE = Yo
Es folgt
g3 gl gs , &,
St it Sy = ey, - S 7.2
gt 5P 157 Y2 Y= e — Y (7.2)
2 53 54 / / "
Sat el = novi—en (7.3)
2 3

£ £
ca + §ﬁ + i Yo — Yy (7:4)
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Man subtrahiert von (7.2) das %—fache von (7.4) und von (7.3) das 5-fache von (7.4) und
eliminiert so aus diesen beiden Gleichungen «:

gt 7ed g2 g?
- ﬂﬂ —3g0) = VUi €Yy — Eylll - gyél (7.5)
g3 gt £ £
P T T Ve g¥i oY - (7.6)
Nun subtrahiert man das §-fache von (7.6) von (7.5):
65 € ! € / 62 /! 82 '
o0l T T T 5t T Y T pl +Ey2
720 € € g2 g2
= 1= (yz TGV gl Yt Eyé’) (7.7)
60
=3 (12y2 — 12y — Geyy — Geyy — ey) + £°45) (7.8)

Das Ergebnis (7.7) setzt man in (7.5) ein und folgert

4
€
—8
24
_7_55@ N _E/_E/_5_2//+52//+ e 62// 62//
€ € g2 g2 g2 g2
= 14 (yz — Y1 — 5% - 5% - Eyf + Eyg) + Yo — Y1 — €Yy — gyi/ - gyg
/ ! 352 Vi /i
= 15y, — 15y1 — 8ey) — Tey, — 7% T &Yy,
was nach Division durch —% auf
12
8= = (30y1 — 30ys + 16ey; + ldeyh + 3%y — ey5) (7.9)

fithrt. SchlieBlich verschafft man sich o durch Einsetzen von (7.8) und (7.9) in (7.4). Man
rechnet

EQ
62 12 / / 2.1 2 1
— — 52 (80y — 30y2 + 162y, + Loy + 3% — <)
3 60 / / 2 2 1 " 1"
5 (12y2 — 12y, — 6ey; — beyy — €7y + € yg) T Y — Y
6
=~ (30y1 — 30y + 16y, + Ley; + 3%y — <°y3)
10
—= (12, — 12y, — Gey| — 6y — %yl + 2y8) + v — yi

1
=~ (60y1 — 60ys + 36y + 24ey} + 9e*y) + 3e%yy)

3



244 KAPITEL 7. KONVERGENZ DER LINIENMETHODE

aus und wird so auf
3
= (20y2 — 20y, — 12ey; — 8eylhy — 3e%y) — €°y) (7.10)

gefithrt. Da man im wesentlichen nur eine Gauflsche Vorwiartselimination und anschliefSendes
Riickwiértseinsetzen durchgefithrt hat, ist somit tatséchlich eine Losung des Gleichungssy-
stems (und damit auch der vorgelegten Interpolationsaufgabe) gefunden und es bleiben noch
die beiden behaupteten Beschrinktheitsbedingungen zu zeigen. Offenbar gilt nach dem An-
satz (7.1) fiir beliebiges z € [z(©, (0 + ¢]

’pzs( ) |
x—x<0)§5 <

< !y1|+8!y1|+—\y|+la| +I5! +WI—

= !y1| + elyy| + —\y |+ —\20y2 — 20y; — 12ey; — Beyh — 3e%y] — %y |

|30y1 — 30y, + 16ey,; + ldeyh + 3%y — 2l

+—|12y2 — 12y; — 6ey} — 6ey), — 2y + 25|

= 1| + 31 |y1 — yo| +18e|y)| + 14evy| + 4€2|y)| + 52|y |
N———
<Ce
<

1| + (310+ 18yy | + 14y5| + 4elyy| + €|y I) :

N

<c
= |y1|+é5
< ly| +C =Cy,

was die gleichméflige Beschranktheit von p. zeigt.
Fiir die Ableitung verfihrt man analog und erhélt

|pL()]

z—z(0)<e 2 3 84
< il Felyy !+—|a\+ !6|+—|7\

= il Felyil + —|20yz — 20y; — 12ey; — Beyh — 3e%y] — %y |

+g\30y1 30ys + 16ey] + ldey), + 3e%y) — %)

5
—|——|12y2 — 12y, — 6ey, — 6y — % + 20|
12 0
< — |y1 Yo| +66|yy | + 55|ys| + 14[y)|e + 6lys|e
——

<Ce
120C + 66|y, | + 55|vh| + 14]y"] + 6|y
Cl)
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womit der Beweis des Lemmas abgeschlossen ist.

O
Nun folgt der entscheidende Satz dieses Abschnitts, aus dem dann ohne Miihe die Konvergenz
der Eigenwerte folgen wird (siehe Folgerung 7.1.3). Der Beweis ist sehr umfangreich; durch die
Aufteilung in verschiedene Teilbehauptungen bleibt dennoch die Ubersichtlichkeit gewahrt.

Satz 7.1.2 Es sei der diskrete Rayleigh-Quotient Qp, = Gro \ {0} — R durch

[vall 1,0
Qn(vn) == T
1vall5.

und der kontinuierliche Rayleigh-Quotient @ : Vo \ {0} — R durch

[v']]2
Q) = =
= e
definiert.
Dann gilt fir alle j € N
I : o
Ay | i o ey, Onlon) | = ot max, Q(v)
My CGn0 MCVy

Die Konvergenzgeschwindigkeit ist von der Ordnung O(h), das heifit, es existiert eine Kon-
stante C© > 0 und ein b9 > 0, so daf fir alle h < h'® die Abschitzung

min  ma — i < COp 711
dim My =j Oyévhe)]i/lh Qh (vh) dzgljlv}lzj OI;Z})%)](W Q(U) - ( )
My CGn,o MCVy
qilt.
Bewezs:

Zunachst einmal ist die Existenz der angegebenen Maxima beziehungsweise Minima eine
direkte Folgerung aus dem Minimum-Maximum-Prinzip von Courant-Weyl (vergleiche Satz
6.2.22 in Verbindung mit Folgerung 6.2.23) im diskreten beziehungsweise dem Courantschen
Minimum-Maximum-Prinzip (vergleiche Satz 5.3.22 in Verbindung mit Folgerung 5.3.23) im
kontinuierlichen Fall. Weiter sei fiir den ganzen Fortgang des Beweises j € N beliebig, aber
fest.

Um den Beweis iibersichtlicher gestalten zu konnen, fiihren wir einige Bezeichnungen und
Abkiirzungen ein.

Zu jedem j-dimensionalen Raum M C Vj sei R Q(v) = Q(vyr), das Maximum werde also

jeweils in vy, € M angenommen. Wie man leicht einsieht ist der Rayleigh-Quotient wegen
W e
Al A2[JollZ

Q (M) (7.12)
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konstant bei Multiplikation des Arguments mit einem Skalar (auf jedem eindimensionalen
Raum wird also nur ein einziger Wert angenommen). Daher sei ohne Beschrankung der
Allgemeinheit immer ||vps|l, = 1 (falls dies nicht der Fall ist, dividiert man einfach durch die
Norm). Weiter sei M* der (oder vorsichtiger formuliert: ein) Raum, fiir den Q(v);) minimal
wird, es gelte also

min Q(vay) = Q(var+)
dim M=j
MCVy
Analog findet man im diskreten Fall zu jedem j-dimensionalen Raum M, C G eine Git-

terfunktion (vpy, )p mit ||va, [lo. = 1, so daB o fnax, Qh(vh) = Qn((var,)n) und M; sei ein

Raum, fir den Q((va, )n) minimal wird.

Wir bemerken noch, ohne es hier zu beweisen (wir benétigen es fiir unseren Beweis auch
nicht), dafl M* der von den ersten j Eigenvektoren des Orthonormalsystems zur Sturm-
Liouvilleschen Eigenwertaufgabe aufgespannte Raum [vy,...,v;] ist, und daBl vy = cv;
gilt, das heifit v+ ist gerade ein Eigenvektor zum Eigenwert A;. Fiir Details hierzu studiere
man die entsprechenden Beweise des Courantschen Minimum-Maximum-Prinzips (siche zum
Beispiel [Heu95]). Gleiches gilt in analoger Weise fiir den diskreten Fall.

Wir treffen weiterhin die Konvention, da§ zu v € V; die Einschréinkung v|g, € Gpo mit v"
bezeichnet werden soll. Naheliegenderweise definiert man dann auch zu M C V3 den Raum
M" .= {o"|v e M}.

Wir werden die Behauptung des Satzes in mehrere Teilbehauptungen zerlegen, die aufein-
ander aufbauen:

Erste Behauptung:

Zu jedem j-dimensionalen (1 < j < N—1) Raum M) C G kann man einen j-dimensionalen
Raum M C V, finden, so daB8 M, = M" gilt. Umgekehrt gibt es zu jedem j-dimensionalen
( € N) Raum M C Vj ein hg > 0, so daf fiir alle h < hg M" ein j-dimensionaler Teilraum
von Gy, ist.

Beweis der ersten Behauptung:

Sei zunéchst ein j-dimensionaler Raum M), C Gp o gegeben. Dann gilt M, = [vi4, ..., ;4]
mit Basis(gitter-)funktionen vy, € Gpo, K = 1,...,j. Setzt man nun die Basisfunktio-
nen vom Gitter G, zu einer auf [0,1] zweimal stetig differenzierbaren Funktion v fort
(zum Beispiel, indem man fiir jedes 1 < k < j ein Interpolationspolynom zu den Punk-
ten (x;, ven(x;)), 0 < ¢ < N bestimmt), so sind die Funktionen vy, & = 1,..., N linear
unabhéngig, denn die Annahme linearer Abhéngigkeit liefert einen nichttrivialen Koeffizien-

j
tenvektor (&1,...,&;), so daBl Y &y, = 0, also insbesondere
k=1

J J
> Gor(z) =0,i=0,....N = ) Gu=0
k=1

k=1

und somit ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der vy, kK =1,..., 7 folgt. Weiter

gilt aufgrund der Forsetzungseigenschaft klarerweise vf = vy, k=1,...,7.
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Daher ist M := [vy,...,v;] ein j-dimensionaler Teilraum von Vj mit der gewiinschten Eigen-
schaft M, = M", denn: Sei v, € M, beliebig. Dann folgt

J J J
Up = Z glg"l)k,h = ka’l)z = (Z fkvk> € Mh . (713)
k=1 k=1 k=1

Ist umgekehrt v" € M", so liefert obige Gleichung (7.13) von rechts nach links gelesen
v € M, so daB insgesamt die Gleichheit folgt.

Um den zweiten Teil der ersten Behauptung zu zeigen, gehen wir von einem j-dimensionalen
Raum M C V, aus. Mit gewissen Basisfunktionen vy,...,v; gilt dann trivialerweise M =
[v1,...,v;]. Die Funktionen vy, k = 1,...,j besitzen als stetig differenzierbare Funktionen
auf [0, 1] jeweils eine beschrinkte Ableitung (denn die Ableitung ist als stetige Funktion
auf einem kompakten Intervall beschrénkt (siche zum Beispiel [Wal90] S.120f oder [HeuO1],
Band 1, Satz 36.3) und sind daher lipschitzstetig (siche zum Beispiel [Wal90], Seite 256 oder
[Heu01] Band 1, Satz 49.4) mit Lipschitzkonstanten Ly, k = 1,...,7. Mit L := kmax‘Lk

=1,..., 7
gilt also
Vike{l,...,j}Vx,2" € [0,1] |up(z) —vp(2)| < Lz —2'| . (7.14)
Es reicht nun, zu zeigen:
Tho = —— >0Vt —h<hy: o bl bhéing (7.15)
=N 20y 0: f,...,vj linear unabhéngig . .

Die Annahme des Gegenteils bedeutet
1
VNo € NIN >Ny : ol .. ,Ujh linear abhéngig (h = N)

Man folgert

J
VNo > 03N = N(Np) > No3e™, e eR Y gl =0 und kmlax\g,f;m|>o.
k=1 i

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf man annehmen, dafl

max [&7)] =1 (7.17)

ist (andernfalls dividiere man die ganze Gleichung durch eben dieses Maximum). Wir wihlen

nun (Np); = 2 und definieren induktiv (Np),, = N((No)m-1), m = 2,3,.... Dann ist

((No)m)men offenbar eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen, so daf§ die
1

zugehorigen (hg),, = Moy ™M € N eine Nullfolge bilden. Die nach dem eben gesagten

beschrénkte Folge ( §<N°)m)> . besitzt nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl eine kon-
me

vergente Teilfolge, das heifit, es existiert Nj C N, so daf§ <§§(N°)’”)> . gesen ein § € R
meN]
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konvergiert. Die Folge (§§(N°)m)> . ist wiederum beschrénkt, so dal man wieder den Satz
meN]

von Bolzano-Weierstrafl anwenden kann und so (nach insgesamt k-maliger Anwendung dieses
Verfahrens) unendliche Mengen natiirlicher Zahlen N' := N}, ¢ N} _; € ... ¢ N € N und
Grenzwerte & € R, k= 1,...,7 erhélt, so daf3

lim &™) — g k=1, (7.18)
m—o00 , meN’
gilt. Wegen (7.17) konnen nicht alle &, gleichzeitig verschwinden, da fiir jedes m € N’ immer
ein k € {1,...,7} mit |§£(N°)m)| = 1 existiert.
Sei nun z € [0, 1] beliebig. Dann gibt es zu jedem h > 0 ein x; € G}, so dafl |x — x;| < h ist.
Das nutzt man aus, um mit Hilfe der Abschéitzung

J
() (z)
1

k=

<

(7.16) No)m ho)m
= &) (yy () — v <xi>>‘
k=1

= e o) - vm))‘

< &

<.

<

€1 (o () — on ()]

1
<1
(114) I
< Lz — x4
k=1 N
<(ho)m

< jL(hO)m —0 (m - OO)

die Aussage

k=1
4 N
= (Z&S °’m’vk<x>>
k=1
= 0,

also (da nicht alle &, k = 1,...,7 verschwinden) die lineare Abhingigkeit der vy, k =
1,...,7 im Widerspruch zur Voraussetzung zu erhalten.
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Zweite Behauptung:
Sei M ein beliebiger j-dimensionaler Teilraum von V4. Dann gilt

VO#£AveM Illirrtl) Qn(v") = Q(v), (7.19)
und die Konvergenz ist gleichmé&fig in v, mit anderen Worten
Ver >03h >0Vh<hiVoeM: |Qyov")—QU)| <er; (7.20)

anders ausgedriickt bedeutet dies, dafl (), eine konsistente Ndherung fiir () darstellt. Genauer
hat man sogar

F3CW >03h >0Vh<hYoeM: |Quv")—Q)| <CWh, (7.21)

also Qn(v") — Q(v) = O(h).

Beweis der zweiten Behauptung:

Sei M = [vy,...,v;] ein beliebiger, aber fester j-dimensionaler Teilraum von Vj. Ohne Ein-
schrankung sei die Basis vy,...,v; ein Orthonormalsystem beziiglich des Skalarprodukts
(., .)oa- Nach der ersten Behauptung existiert ein hy > 0, so daB fir alle h < hy M h =

J A
[v,...,v"] ein ebenfalls j-dimensionaler Teilraum von Gy, ist. Sei weiter 0 # v = > &g

L)
k=1

.....

im Beweis der ersten Behauptung gesehen, da man immer im Z&hler und im Nenner durch
i .
dieses Maximum dividieren kann (vergleiche (7.12))). Offenbar ist dann v" = 3 &l und fiir
k=1

h < hg verschwindet die Funktion v" wegen der linearen Unabhéngigkeit der o', k=1,...,
nicht, so dafl Qp,(v") fiir diese h definiert ist und das Argument des betrachteten Grenzwerts
fiir die h, fiir die es von Interesse ist (ndmlich die kleinen), auch zur Verfiigung steht.

Wir zeigen nun, dafl der Zihler von Qj(v") gegen den Zihler von Q(v) konvergiert sowie
eine analoge Behauptung fiir den Nenner. Wenn es also gelingt, die beiden Behauptungen

lim o2, = [l (7.22)
lion o3, = ol (7.23)

gleichméfig fiir alle v € M zu beweisen, so ist die Konvergenzaussage (7.19) beziehungsweise
(7.20) damit gezeigt, da aus v # 0 insbesondere folgt, daB ||v||? # 0 gilt, der Nennergrenzwert
also nicht verschwindet.

Behauptung (7.22) bedeutet wegen
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ausfithrlich aufgeschrieben

lim (héa(:ﬁj) (”@j) _h”<xfl))2> = /1 (v'(x))%a(z) dx

0

Bekanntermafien ist der riickwértsgenommene Differenzenquotient erster Ordnung fiir eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion v eine O(h)-Approximation von v’, das heifit es gilt

10 > 0Vh >0 |u(a;) — 20 _h”@j‘l) <Cih (7.24)
Eine mégliche Konstante C} ist hierbei gegeben durch
_ J . J
Cy = "(x)] < < =:C
1= max [0 (x)] _;g[gff]; |6k Jof ()] < > mrg[g%]lv Fa) = Cy,
=l 4

wobei wir mit (] nun eine Konstante gewonnen haben, die nicht mehr von der konkreten
Wahl von v abhéngt, sondern gleichméfig fiir alle relevanten v € M Giiltigkeit hat, wenn
man in (7.24) Cy durch C; ersetzt.

Weiter ist v’ (wie auch die Ableitung der Basisfunktionen v;,) als stetige Funktion auf ei-
nem kompakten Intervall beschrénkt (siehe oben) und die Schranke gilt gleichméBig fiir alle
betrachteten v € M, das heifit

ACy, >0Vve M : Jnax Se=1Vze0,1]: ()| <Cy . (7.25)

,,,,,

Dies sieht man leicht ein, wenn man

J

j
(@) <D 1| (= S max\% )| =:Ca

P z€[0,1]

>

m{

1

hinschreibt.
Da der riickwértsgenommene Differenzenquotient, wie in (7.24) gesehen, konvergiert, ist er
ebenfalls beschriankt, was leicht aus

v(w;) —v(z1)

h
v(x;) —vlT,— , ,
e R R
< Cih + Cy

g Cy+ 0y = 03, T; € Gy, (726)
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folgt (beachte, daf auch C3 nicht von v abhéngt). In einem néchsten Schritt schluifolgert

() — (v(x» —v(z;) )'

h

_ U(x])— (y) h(] 1) . U($])+ (J) h(] 1)
(7.24) ) —v(x,
< on (!v’(:z:j)H s hv(xj_l))
(7.25),(7.26)
< C1h(Cy + Cs)
C4::C1é02+03) C4h ' (727)

Auch C} hingt offenbar nicht von v ab. Der quadrierte Differenzenquotient approximiert also
die quadrierte Ableitung ebenfalls mit der Ordnung O(h). Als letztes Hilfsergebnis bemerken
wir, dafl die summierte Sehentrapezregel das Integral einer stetig differenzierbaren Funktion
mit einem Fehlerterm der Groflenordnung O(h) annédhert. Fiir eine zweimal stetig differen-
zierbare Funktion ist dies ein Standardergebnis der Numerik (hier hat man sogar O(h?),
sieche zum Beispiel [SH82] Seite 80). Fiir eine auf [a, b] lediglich einmal stetig differenzierbare
Funktion — nennen wir sie f — ist folgende Zusatziiberlegung notwendig:

Die Untersuchung der einfachen Sehnentrapezregel auf [a, b] fordert das Folgende zutage:

f hat eine beschriankte Ableitung, es gilt also (sieche oben) |f'(x)| < C5 := rg[a%} |f'(x)]. Fiir

das Restglied hat man dann
[E(f)]

_ /b <f(a) + W(x _a)— f(x)) do

/b 'f(a)+w¢ﬂ—a) - f(@)

< (- s PO ) do

a

b

/205(x —a)dx

a

b
= 205/x—adx

————
= % (b—a)?

IN

Mittelwertsatz
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= Cs(b—a)* . (7.28)
Summiert man nun wie {iblich diese Fehlerterme iiber dquidistante Intervalle [a,,b,| = [a +

(v—1)h,a+vh] = [z,-1,2,], v=1,..., N auf (vergleiche auch [SH82| Seite 78ff), so erhilt
man

B(f)
> E,,(f>‘
S IE()

N-1
< ) o Gh?
v=1

< Csh, (7.29)

IN

also wie behauptet einen Fehlerterm der GroBenordnung O(h) fiir die summierte Sehnentra-
pezformel

Sh(f) = (%f(a) +Y )+ %f(b)>

j=1

Die beiden Randpunkte (wie iiberhaupt eine feste endliche Anzahl von Punkten) kénnen
auch wegfallen oder anders gewichtet werden. Definiert man etwa speziell

Sh(f)=h (_Z f(%)) ,
so gilt
|E°(f)]
b
- / f(x) dz — S2(f)

b
< / (@) dz — Sul)| + 1S8(F) = S2(F)
@ )
C7:=C5+Cs |

Ciho . (7.30)
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Man beachtet noch, da mit v, a € C1[0,1] auch (v')%a eine stetig differenzierbare Funktion
ist, da die Ableitung ((v')%a)’ = 2v'v"a + (v')?d’ als Produkt beziehungsweise Summe steti-
ger Funktionen stetig ist und kann mittels der vorangegangenen Hilfsiiberlegungen nun die
Abschétzung

1

0/ (v(2))al) dz — hiaw (U(Ij) _hv<xj_1))2

1

< | [o@rde)s - i () (v (a))?
+ hiam)(v’(xw - héa@j) (M) )
2 s héa(%)(u(%)ﬁ - héa(a:j) (“(“"j> _h”<‘”j1))2
~ s hfj ooy |y - (42 ‘h“("’“"f"l))z’
2 s th: la(z;)| - Cih
(553) Crh + C:i_ﬂRaN
< C7h + C4R.h

Cg:=C7+Cy R, C h,
8/t

also die Konvergenz des Zihlers von Q(v") gegen den Zihler von Q(v) mit der Ordnung
O(h) und damit Behauptung (7.22) zeigen. AuBerdem gilt (beachte v?a € C*[0, 1])

1

/v2(17)a(93) dx — hZUQ(%‘)G(%‘)

0
(7.30)

< Crh
Somit konvergiert auch der Nenner von Q,(v") gegen den Nenner von Q(v) mit der Ordnung
O(h), was Behauptung (7.23) zeigt.
Wir diskutieren nun noch die Abschétzung der aufgetretenen Konstanten Cs, Cg, C'7, Cg nach
oben durch Konstanten, die nicht von v abhéngen. C'5 ist definiert als das Maximum der Ab-
leitung der jeweils integrierten Funktion f. In unserem Fall haben wir einmal v?a und einmal
(v')%a integriert. Beide Funktionen besitzen beschrinkte Ableitungen, wobei die Schranke je-
weils nicht von v abhéngt, denn wenn man

v/(2)] < Gy, o"(2)] < Cy
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sowie
J . J
lv(z)] < 1€k] k()| < max |vg(z)| =: Cy, a(z) < Ry, |d'(x)] < Ry Vx € [0,1]
= \<,-/1 P z€[0,1]

| = |2vv'a +v%d| < 20,CoR, + CARy
[((v)2a)| = [200"a+ (V)?d| < 20,C1 R, + C3R,y

und damit, dafl C5 in den von uns betrachteten Fillen nicht von v abhéngt. Die Konstante
Cg kann nach oben abgeschétzt werden mittels

:M C:R, , [=1%

5 < max | f(z) <
z€[0,1] szRa , f — (v/)QQ

und C7 ist als Summe von C5 und Cj ebenfalls leicht durch eine von v unabhéngige Kon-
stante zu beschrinken. Gleiches gilt fiir Cy, so daf alle auftretenden Konstanten ohne Ein-
schrinkung als nicht von v abhéngig angesehen werden diirfen.

Um schlielich Behauptung (7.21) zu zeigen, iiberlegt man sich ganz allgemein das Folgende:
Setzt man
2

a’?

b = 0210, b= IVIIG en o= 0" 5, ¢ := II0IIZ
so hat man nach dem bisher Gezeigten zwei konvergente Folgen b, > 0,¢, >0, h = % , N €
N mit Grenzwerten b,c(c > 0) gegeben und existieren Konstanten hy > 0,Cy > 0 mit

(0.B.d.A.)

Vh <hg: |bp—0 < Coyh
Vh<hy: l|en—cl < Coh . (7.31)
AuBerdem ist
L i ONB o ¢
c= kavk(x) = &g >1 (7.32)
k=1 0.a k=1

und fiir h < ﬁ gilt

(7.31)

Ch 2 Cc — Cgh Z 1-— Cgh 2 (733)

N| —
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Weiterhin hat man

und daher folgt insgesamt

<

[€k]<1,1<k<j
<

(7.32),(7.33),(7.34)
<

(7.31)

Dies sichert die Behauptung (7.21).
Wir bemerken noch, dafl aus (7.22) und (7.23) auch

a

/Ulw 1/) ’

|Qn(v") = Q(v)]

b, b
o
|th— bCh|

ChrC
b, —ble  ble — ¢y,
| = e Bl = |
bn —b] | blc—cal

Chp C Chp,
1
5 (bn =0+ Cuole — c)
% (Coh + CroCoh)
Cy + ClOCQh

2

cWh

lim [[0" |10 = V][
h—0
tm " oa = ol

folgt, denn es gilt ganz allgemein:

a

>0, lim ai:a2> =

n—oo

lim a, = a

n—oo

255

(7.34)
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Im Fall @ = 0 ist ndmlich a? < ¢, n > N(¢) und somit a, < £, n > N(g?), also lim a, =

n—00
2

0=a.Ist a # 0= a > 0, so wihle zu ¢ > 0 nach der Konvergenzbedingung fiir a;
N € N, so daB |a? — a?| < ea. Dann gilt

ein

G i P
a

|an — al

an + a a
Dritte Behauptung:
Sei M C Vy, dim(M) = j beliebig. Dann gilt
V&Q > Oahg >0Vh < hg : Qh((UM)h) < Qh((UMh)h) < Qh((UM)h) +é&0 . (737)
Genauer ist auch hier

3CP >03hy >0Vh < hy : Qu((va)") < Qn((varn)n) < Qu((va)") + CPh,  (7.38)

also Qn((van)n) — Qul(var)") = O(h).

Beweis der dritten Behauptung:

Sei M irgendein j-dimensionaler Teilraum von V; und €5 > 0 beliebig. Die linke Ungleichung
in (7.37) gilt trivialerweise fiir alle h > 0.

Wir nehmen nun das Gegenteil der rechten behaupteten Ungleichung an, also

Jes > 0Vhy > 03h < hy - Qu((vam)n) > Qn((var)") +e2 . (7.39)

Sei nun hy nach der zweiten Behauptung so klein gewéhlt, daB |Q(v") — Q(v)] < 2 fiir alle
v € M gilt und weiter sei h < hy := hy nach (7.39) gegeben.

Dann folgt bei Beachtung von (vym), € M" = Fv(h) € M : (vym)n = (v(h))" die
Ungleichungskette

9 h (7.39) h £9
Qon) + 5 < @nllonm)") +e2 < Qul(oam)n) = @nl(v(R))") < Qu(h) + . (7.40)
Man subtrahiert < und erhélt
Q(vm) < Q(v(h))
im Widerspruch zur Maximaleigenschaft von v,,.
Zum Beweis der rechten Ungleichung in (7.38) geht man analog vor (die linke ist, wie schon
bemerkt, trivial). Die Widerspruchsannahme lautet nun

VOP >0Vhy>03h<hy : Qul(vam)n) > Qn((va)") +CPh . (7.41)

Wihlt man nun C® = 2CM, dann existiert nach (7.41) zu hy := hy ein h < hy, so daf} in
Analogie zu (7.40)

Q(’UM) + C(l)h
= Quy)+CPh—CWp
< Qu((oa)") +CPh
" Qulwamn)
= Qu((v(h)")
< Qu(h))+CWh
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erfiillt ist, was nach Subtraktion von CWh auf den gleichen Widerspruch wie zuvor fiihrt.
Vierte Behauptung:
Es gilt

VM C Vy, dim(M) =7 : }Lig(l)Qh((UMh)h) = Q(vy)

oder ausfiihrlich:

Ves >03hs = ]’Lg(M, 53) >0Vh<hs: |Qh((UMh)h> — Q(UM)‘ < €3
Auch hier ist die Konvergenzordnung mit O(h) gegeben, das heifit

FC® IhgVh < hs = |Qu((vam)n) — Qo) < C®h . (7.42)

Beweis der vierten Behauptung:
Sei ez > 0 beliebig. Wihlt man g5 = €1 = %, so folgt aus der zweiten und dritten Behauptung
fiir h < hg := min(hy, he) die Abschétzung

[@n((warm)n) = Quan)] < 1@n((vam)n) = Qn((var)")l +|Qn((var)") — Q(uar)| < 5 + - =es,

wodurch die behauptete Konvergenz bewiesen ist. Die Aussage iiber die Konvergenzordnung
ist mit C® := CM + C® unmittelbar klar.
Fiinfte Behauptung:

Ve, >03hy >0Vh < hy : Qh((UM;‘:)h) SQ(UM*)+54

oder genauer
30(4) >0dhy >0Vh < hy : Qh((UM;)h) < Q(UM*) + 0(4)h . (743)

Beweis der fiinften Behauptung:
Sei g4 > 0 beliebig. Setze nach der vierten Behauptung hy := h3(M*,e,). Dann folgt fiir alle
h < hy:
Minimaleig. Vierte Beh.
Qn((oa)n) < Qu((vprr)n) < Qo) + &4
und mit C® := C®)(M*) hat man nach (7.42) auch die Giiltigkeit von (7.43).
Sechste Behauptung:

Zu jedem j-dimensionalen Raum M, = [v14,...,vj5] C Gho gibt es einen j-dimensionalen
Raum M = [vy,...,v;] C Vo mit M" = M, (also quasi eine Fortsetzung) und insbesondere
v =, k=1,...,7, so daB fiir alle Funktionen

J J
v = E v, w= E Nk Uk
k=1 k=1

aus M und die zugehérigen Gitterfunktionen

J J

h h

vt = E kg, W' = E Mk Vk,h
=1 =1
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aus M, = M" unter der Voraussetzung

max{[&l, [me| [k =1,...,5} <1

die Ungleichung

’(Ul7 w/)a - (Uh: wh>—1,a’ < hj2 <1 + R:z max (UkJH v%,h)—l)

1<k,k<j

gilt und daraus folgend im Spezialfall v = w
N2 k2. | < Bi2 / 2 '
12 = 10l < 12 (14 2 s a2, (7.44)

erfillt ist.
Zusatzlich hat man

[(v,w)q — (V" W")oq| < hj*-3072(241R, —|—32R’) max Nvksll®y

-----

und somit im wiederum Spezialfall v = w

lvl12 = [[0"[15 4] ghj2-3072(241Ra+3zR;) max Jlvenll®, - (7.45)

-----

Beweis der sechsten Behauptung:

Es sei M}, = [v1p, ..., v;] ein beliebiger j-dimensionaler Teilraum von Gy, o.

Wir werden nun konstruktiv einen Raum M mit den gewiinschten Eigenschaften angeben.
Wir definieren dazu auf jedem Teilintervall I := [z, 2144],1 = 0,...,N — 1 durch die
Vorschrift

Bule) 1= veaar) + (o — ), m® = TR Z 0

eine lineare Funktion; insgesamt also eine stetige und stiickweise lineare Fortsetzung von
Uk p. Allerdings sind die Funktionen o5, £ = 1,...,7 nicht in Vj, da sie nicht zweimal ste-
tig differenzierbar sind. Da es jedoch nur endlich viele Unstetigkeitsstellen der ersten bzw.
zweiten Ableitung gibt, kann die nachfolgende Konstruktion, die wir nacheinander fiir alle
k =1,...,7 durchfiihren, zum Ziel fithren:

Man setzt in Lemma 7.1.1 sukzessive fiir [ = , N — 1 zu zunéchst beliebigem,

0,.
aber fir [ = 0,...,N — 1 gleichen ¢ < mm( .- 02 ) (mit der Bezeichnung
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20 = Ok .= 4
=" = k() = ven(w)
Yo = yék’l) = Up(x;+e) = vpn(z) + ml( Je = yil) + ml( e
(k)
, kD) m," , 1>1
yl (yl) - (k)
O0=m2 , [=0
k
vh= () = )
yi = (1 )(kl) =0
Yys = (Yo )(kl) =0
und erhélt so Polynome p. = p{gk’l) ¢ |z, + €] — R, deren Ableitung gleichméflig in e
beschrénkt sind. Die jeweils benétigte Konstante C' = C*4 ist offenbar wegen
k
ly1 — 3| = |mz( )|5
jeweils als \mlk | wihlbar und kann noch gleichméBig fiir alle k = 1,...,7,1=0,...,N —

1 durch m abgeschatzt werden. Weiter lassen sich auch die fiir die Polynome gefundenen
Konstanten Cy = C’ékl und C) = C’ (&1 wegen

C(kﬂl)
= [yt 4 31000 + 18] () Y| + 14 (55) B + e () M| + 8I( 5) "]

e ()] + 31mP| + 18|ml \ + 14jm™)|
|ven ()] + 45m*| + 18|m)|

< max ma \Ukh(:cl)|+63m
I T R iy O

goeey =1,...,

und

ka,l)
= 120" 4 66| (y1)"'| + 55/(y5)"™| + 14|(y7)"™'| + 6](y5)™'|
= 120/m™| + 66|m™, | + 55|m"|
175/m™ | + 66m* |
241m

IN

gleichméfig fiir alle k =1,...,7,1=0,..., N — 1 nach oben beschréanken.
Die Definition der eigentlichen Basisfunktion wird nun durch

o(x) , z€[,0<I<N-—-1,z—x,>¢

) |, 2€,0<I<N-1,z-m<¢
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vorgenommen. Man fiigt also in allen Teilintervallen zu Anfang auf einem Intervall der Lange
¢ ein kleines polynomiales Stiick dergestalt ein, dal insgesamt, wie man leicht anhand der
Bedingungen fiir pgk’l) nachvollzieht, die fortgesetzte Basisfunktion v, fiir alle k = 1,...,J
zweimal stetig differenzierbar auf [0, 1] ist.

Nun untersuchen wir den Quadraturfehler, den man macht, wenn man (vj,v;), durch
(Uk,hs V) 1,0 approximiert. Hierbei seien 1 < k,k < j beliebig. Dazu nutzt man zunichst
aus, dafl der riickwartsgenommene Differenzenquotient die Ableitung der Basisfunktionen
vk, k = 1,...,75 aufgrund ihrer obigen Konstruktion an allen Stiitzstellen exakt approxi-

miert, so dafl wegen

v ()0 () a(z) d — h lil alz) (”’“(m _h“’“(“””l—l)> <“’5(“"’> _h”fﬂ(‘”l—l))

IN

o oY~ _

v,;(z)v];(x)a(a:) dr — h Z a(ml)v,;(xl)v,';(xl)

+ h;am) (b)) —h;a(:cl) (“k@l) —hwl_l)) (v;(m) —hlexz_l))

=m m 7
L —) (k)
7ml71 —ml 1

(. J/ J/

1

= /vé(x)vé(m)a(m) dr —h Z a(x) vy, (20)vi (1) (7.46)

0

nur noch der Quadraturfehler bei Approximation des Integrals von v,’cvl’éa durch die obige
Summe betrachtet werden mufl. Man teilt dazu den Fehler in seine Einzelbestandteile auf
den Intervallen [;,l =0,..., N — 1 auf:

1

/v,’g(:v)v;(x)a(x) dr —h Z a(:cl)v;(wl)vl’;(xl)

N—1 Ti+1

v ()i (w)a(z) de — h - a(@)vy (2 vg (2i41) . (7.47)
=

k)

Die nun erforderliche Untersuchung des Quadraturfehlers auf [; liefert fiir 0 < < N — 1
unter Anwendung der Formel

Ti+1 Ti+1 x 41

/ o(x) dr — / a(zia) + / d/(s)ds | dr = (h - e)alzin) + / / o/(s)dsdz (7.48)

Tl4e Tl4e Ti+4+1 Ll4e Tl41
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die Abschétzung

Ti+1
v (@)vp(@)a(@) de — h - a(@isn) V(i) v (2)
———

k -

Ty :ml

T +e€

= / (DY () (pFVY (2) ale) dx — e - a(arpr) mPmP
~——- ~— "~~~ ————

7 SCI Scl <R, <R, §m2

Ti41
+ [ h@)ega)ale) do - (1 alar)mf?
———
e ), ()
- 1
Ti+1

e(CiR, + Rom?) + ml(k)ml(’;) / a(z)dx — (h —¢e)a(rq)

1t+e

IN

Ti+1 x
e (C{R. + Rom?) + mFm® / / la’(s)] dsdx

I+e T1+1 < max |a’(z)|=:R],
x€[0,1]

(7.48)

eR,(C} +m?) + thl(k)mgk)R;
< R+p2mPmMR (7.49)

IN

die man in (7.47) einsetzt und so

‘(Ullga Ué)a - (Uk,ha Ufg’h)fl,al
1

N
| [ ta)i@ate)do — b Y alar)oior)eg o)
0 =1
(149) NZ1

< S +rmMm®R,
=0

N-1
k) (k
= h+R;h22ml( )ml( )
1=0

—  h(1+ R(ven, vgp) 1) (7.50)

erhélt.
Seien nun beliebige Funktionen

J J
v = E v, w= E MV
k=1 =1
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aus M und die zugehorigen Gitterfunktionen

j j

h h

v :E Elkp , wW'= E Mk Vk 1
=1 k=1

aus M, = M" mit
max{|&x|, | [k =1,...,7} <1

gegeben. Dann folgt

(v, w)a = (0", ") 14

J
= > & (v vh)a — (Vens Vip)-1a)

kk=1

J
< Z |§k7h;| {(Ué,vé)a - (Ulc,ha U;;h)—l,a‘
kk=1 <1

(750)
< ) h(1+ R (vkn, vp)-1)
kk=1
< th <1 -+ R; max (Uk,h,vfg h)l) )
1<k,k<j ’

was im Spezialfall v = w dann

[H11E = N2,

< hj? (1 + R!, max (vk7h,v,~€7h)_1)
1<k,k<j
Schwarzsche Ungl. 2 ,
< hj” {1+ R, max fognll-1 - [lvg ull-
1<k,k<j

< -2 / 2
< w1 R )

bedeutet. Dies zeigt den ersten Teil der sechsten Behauptung.

Nun betrachtet man den Quadraturfehler, den man macht, wenn man (v, v;), durch
(Vk.hs Vf 0.0 approximiert (1 < kok < j beliebig), was, wie sich noch zeigen wird, einer
Néherung durch die summierte Sehnentrapezformel entspricht. Wir untersuchen dazu zuerst
den Fehler auf jedem Teilintervall [;, 0 < [ < N — 1 gesondert. Zunéchst stellt man fest,
daB fiir beliebiges x € I, die Ableitung der integrierten Funktion, also (vjvja)’ beschriankt
ist. Um dies zu zeigen, benutzt man (unter Beriicksichtigung der Konstruktion von vy)

CD > opn(@)] + [mi| > Jopa(@)] + P b > foga(zi)] OV > (@)
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und folgert daraus

v ()| < max(Cék’l), |vkn ()]s Ve n(Ti41)]) = CékJ) ’

und ebenso schlie3t man aus
Kl k
O > mf|

den Zusammenhang
k,l k k.l
loj, ()] < max(C, |m{M)) = oY

Nutzt man noch aus, dafl man mittels
CH = [oea(@)] + 45lm{" | + 18[m{)| < 64max (Joga(@)l, Imf], Im{*))

und
O = 175|m("| + 66lm’% | < 241 max (Jon (@], lmf|, mi*)])

263

(7.51)

(7.52)

(7.53)

(7.54)

die vorkommenden Konstanten nach oben abschétzen kann, so wird man dadurch auf

|(vkvga)' ()]

< @l @] [a@)] Hoe@)] - fg(@)]- lal@)] + loe@)] - [g(2)] - o' (@)

<Rq
(7.51),(7.52) - - .
TS (2064 241R, + 64°R,) max (Jogn (e Im {7 lm{ )
k k
masx (Jo (@)l i), )

= 128(241R, + 32R,) max (Jua(a)l, i Im{*) )

k k
max (Jog (@), ) {5

< 128(241R, + 32R,)2max ([vea(e) 2, I P Imi 2, g @0, I [l )

gefiihrt, wobei wir im letzten Schritt

max(a, b, c) - max(d, e, f)

max(a, b, c)? + max(d, e, f)?

max(a®,b?, ¢*) + max(d?, %, f?)

2max(a®, b%, ¢, d* €2, f?), a,b,c,d, e, f € RT U{0}

IN

ausgenutzt haben.
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Wie wir bereits im Beweis der zweiten Behauptung bemerkt haben, gilt dann fiir den Fehler,
den man macht, wenn man das Integral der Funktion vivja iiber I; durch die Sehnentrapez-
formel approximiert, die Abschéitzung

Ti41

vpvi(z)alz) do — hvk(wl)vé@l)a(f’/’l) + V(2150 V (2141 ) a(Tr41)

2
Ty
< 256(241R, + 32R.)
k k k k
max (fonn () 2, 2, m L2, Jo ) 2, 2 Im 2 02 (7.55)
Summiert man nun iiber alle [;, [ =0,..., N — 1, so ergibt sich
‘(Uk, U;;)a - (Uk,ha U;;,h)o,a‘
1 N-1
= /vk(x)v,;(x)a(:v) dx —h Z v (2 v () alx)
0 =1
1 N-1
_ /vk(x)v,;(x)a(x) g — n S~ Ce@)u(z)alzy) + Ui;($l+1)vk($z+1)a($l+1)
0 1=0
N—1 Tt
_ / vk(w)v,;(x)a(x) dr — hvk(a:l)vfg(xl)a’(xl) + U’;(‘Tl-&-l)rljl}(‘rl-i-l)a(‘rl-&-l)
=0 7
N—1| %t
< Z / Uk(x)vlg(x)a(:v) dr — hvk({L‘Z)U%(I’l)CL(ZL‘Z) + U’;(xl-&-l)v%(xlﬁ-l)a(xl-ﬁ-l)
=0 | 7.
(7.55) N1
< ) 256(241R, + 32R,)
1=0

k k k k
max (fon () 2, i1 [mf) 2, o @) 2, 2 JmfE2) b2

N-1 N-1
< he256(241R, +32R,) | A Y R, (@) 420 [mf"?
=0 =0

-~ -

=llvk,n I3 =|lvg,n %,
N-1 N-1 _
+ YR, (@) 20y ImP
N =0 P =0 .,
VvV TV

=llvz, I3 =llvg,nll2s
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diskr. Friedr. Ungl.
< h-256(241R, + 32R.) | (14 h)? [Jupsll?y + 2llvesl?,
N——

<4

+ (L4 0)? [l 120+ 2l 1%
<4
h - 256(241R, + 32R;) - (6[lug |2y + 607 4]1%1)
h-1536(241R, + 32R.,)(|Jvesl”, + ||U%h||%1)
h-3072(241R, + 32R.) Juax loenll®y - (7.56)

.....

INIA A

Dies setzt man nun ein, um ganz analog zu obigen Ausfiihrungen

‘(Ua w)a - (Uh’ wh)ova‘
J
- Z & (Vs v3)a — (Vehs Vi )oa)

kk=1
J
< Z [SYA |(Uk7U;;)a - (Uk,h,v;;,h)o,a|
- N——
kk=1 <1

(7.56)
< hj®-3072(241R, + 32R.) max lvr.nll?,
= J

-----

zu zeigen, was im Spezialfall v = w dann ebenfalls
19112 = 110" 5.0

.....

bedeutet.
Siebte Behauptung:

Ves >0dhs >0Vh < hsV M, C gh70, d1m<Mh) =7: Qh((UMh)h) > Q(UM*) — €5 (757)
oder genauer:

30® > 03 hs > 0Vh < hsV My, C Gug, dim(My,) =j: Qu((vag,)n) > Quar) — CPh .
(7.58)
Beweis der siebten Behauptung:

Sei €5 > 0 beliebig. Man nimmt nun das Gegenteil der Behauptung (7.57) an, also

des > 0V hy > 03h<h5) < hsdM, C th, dlm(Mh) =3: Qh((th)h) < Q(UM*) — &5
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Wihlt man nun A = 1, B*D .= (R™) < A so erhilt man (wegen der besonderen
Gestalt h = +, die h immer besitzt) eine Nullfolge (h(™),,cy sowie eine zugehorige Folge von
j-dimensionalen Rdumen

My C Gy g
mit
Qnm (1, ) ) < Qoar+) — €5 (7.59)

Wir wéahlen in dem endlichdimensionalen Raum M;u) eine Orthonormalbasis

Uy p(mys - - Ui beziiglich des Skalarprodukts (., )oa und setzen die Basisfunktionen

nach dem Verfahren der sechsten Behauptung zu Basisfunktionen vgn),...,v](.") eines

j-dimensionalen Raums M ™ C V, fort. Dann folgt aus

Ta”“k,h(n) ||2—1
(5.57)

< ||Uk,h<n> ||2—1,a
llv, . (nyllo,a=1
B Qnom) (Vg pm))
Maximaleigenschaft
< Qnm (U1, () 1))
(7.59)

< Q(um+) — &5
< Q(om+), (7.60)

J
in Verbindung mit den Abschitzungen der sechsten Behauptung fiir alle v = ) fkv,g") €
k=1

.....

(n)
l'l13 = 1" 112 1

< -2 / " 2
< g (14 R s oo )
( )j2 2
- nL 1 ! n
h ( + R, jnax Tallvk e >H—1)

Ta
(720) B j2(1 + R, Q(vn+))
< \ r )
Gy

=  Coh



7.1. KONVERGENZ DER EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

und

(n)
lollz = 1" 115

(7.45)
< h™j%.3072(241R, + 32R.) nax. [0 pi 174
=1,..., J
-2
KWL 3072(241R, + 32R.) max 7 [vg g [
Ta Theed 7
(160 B072(241R, + 32R,)7*Q(var-)
< . rY )
_Co
_ C«Qh(n) ’

also mit Cg := max(é'g, C’g)

12 = 10 210 < Coh™
ollz = 1" 54| < Cont™

Wir betrachten nun
J
Vpgn) = Z gkvl(gn)
k=1

und die zugehorige Gitterfunktion

Definiert man noch

=1,...,

und

267

(7.63)
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so gilt fiir die Rayleigh-Quotienten

Nun hat man aber

und daraus folgend fiir A(™ <

(7.12)

(7.63)
>

1

2

Co
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Quasin) = Qulvhyin)
Q(Uprm) — Qh(@%)w)’

1@y 12 1Pk 12 1
a2 (157013,

b bym

¢ o

CCp(n)
|b - bh(n) |C 4 b|C - Ch(n)|

Cp(n)C Cp(n)C

[brm = B] bl = cum]

(7.64)

Cp(n) C Cp(n)

Ch(n)
JNCD)
||’U;\L47(L”) ||(2),a

J
E kg pm)
k=1

2
0

,a

J
Z &k (Uk,h(n) » Uy h(n) )O,a

kowv=1
:6k,u

1 (7.65)

—
-3
(=)
N

~

Cp(n) — Cgh(n)
1 — Cyh™

(AVARAVA:

IV
|

(7.66)
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Dariiberhinaus ist auch b wegen

Schwarzsche Ungleichung

269

< ™Y lall (05 1o
< max [|(v")|I7
(7.50) ) n) ) )
< Juax. (I pm 1210 + 2 (1 + Rllogam [121))
(7.60) R
< Q(oar+) + h™ (1 * —“Q@M*)>
h(M<1 R .
< Q)+ (14 72QUu) ) 1< hw i, (60
woraus
b
= 1By )12
j ~ ~
= 3 GE(MY, (W) )a
k,v=1
<1 k=1,0j O .
S S (€ A ON
k,v=1
(7.67) /
< J (Q(UM*) + (1 + —Q(UM*))>
= Cio (7.68)

folgt, gleichméfBig beschrankt. Damit kann man die in (7.64) begonnene Abschéitzung folgen-

dermaflen fortsetzen:

(7.65),(7.66)
<

(728)
<
(7.61),(7.62)
<

0102209_~|>2C~'1009

[baim = B | ble— cpm]

Cp(n) & Cp(n)

|6y — b| 4 2b|c — cpm |
|bny — b| + 26’10|C — Cpm|
Coh™ + 2C,Coh™

th(n)
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Daraus folgt dann schlieBlich fiir 2™ < &= (beachte (M (A" = M)
Q(vpym)

h() (n)

< Qpm (UM<n)) + Chioh
)
< Qnew (V) + €5
Maximaleigenschaft
< Qnew ((Var, () I ) + €5
(7.59)

< Q(var-) (7.69)

im Widerspruch zur Minimaleigenschaft von Q(vy;+). Dies zeigt (7.57). Der Beweis von (7.58)
lauft vollig analog zu dem von (7.57). Die Widerspruchsannahme wird zu

VC® > 0Vhs > 03 h(hs) < hs I My, C Gro, dim(My) =75 Qu((vag,)n) < Q(var)—CPh

modifiziert und die nachfolgende Konstruktion der Folge von Réumen wird mit C® := Cy,
durchgefiihrt (man beachte dabei, dal Cjy nicht von h(™ beziehungsweise dem konkreten
Raum M ™ abhiingt). Man hat folglich

Qnen (0a1, ) Jnw ) < Q(oage) = Croh™ (7.70)

und ansonsten bleibt alles vollig identisch. Am Schluf} folgt in Analogie zu (7.69)

Q(vpm) (7.71)
< Quon (Vym) + Croh™
Maximaleigenschaft (n)
< Qnew ((Var, () Jnem ) + C1oh™
(7.70)
< Q(var+)

im Widerspruch zur Minimaleigenschaft von Q(vy+). Damit ist die siebte Behauptung
vollstéandig bewiesen.

Achte Behauptung:

Dies ist die eigentliche Behauptung des Satzes, die wir folgendermafien formulieren:

Ve > 0300 > 0Vh < b |Qn((var)n) — Qo) S €6 (7.72)
Die Konvergenzordnung ist O(h), das heifit
3CO IR > 0Vh < b 1 |Qu((varp)n) — Qoar-)| < COh (7.73)

Beweis der achten Behauptung:
Sei g6 > 0 beliebig. Wir setzen in der fiinften Behauptung ¢4 := ¢ und erhalten ein hy > 0,
so daf fir alle h < hy

Qn((var)n) — Qom+) < &4 = €6 (7.74)
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gilt. Anschlieend setzen wir in der siebten Behauptung e5 := ¢4 und gewinnen ein hs > 0,
so daf fiir alle h < hs und alle j-dimensionalen Rédume M;, C Gy, also insbesondere fiir M

Qvar) — Qn((vary)n) < €5 =& (7.75)

erfiillt ist. Setze nun ~(® := min(hy, hs). Dann gilt fiir alle h < k() offenbar aufgrund von
(7.74) und (7.75)

|Qn((vagy )n) — Qoar)| < €6,

also Behauptung (7.72). Setzt man nun noch C® = max(C®, C®) so folgt leicht fiir
h < h'® aus (7.43) und (7.58) Behauptung (7.73), womit der Beweis des Satzes abgeschlossen
ist.

OJ

Folgerung 7.1.3 (Konvergenz der diskr. gegen die kontinuierlichen Eigenwerte)
Sei j € N beliebig. Dann konvergiert fiir h — 0 der in Satz 5.3.11 definierte Figenwert
Ajn von Ly gegen den in Satz 6.2.15 gefundenen Eigenwert \; der Sturm-Liouvilleschen
FEigenwertaufgabe 6.11 und es gilt

[Ajn — Al =O(h)

das heifst, es existiert eine Konstante C® > 0 und ein h'® > 0, so daf fiir alle h < h'® die
Abschdtzung

Ain — N| <COhn (7.76)
qgilt.

Beweis:
Die Behauptung folgt aus dem vorangegangen Satz 7.1.2 in Verbindung mit Folgerung 5.3.23
und Folgerung 6.2.23.

OJ
Eine weitere naheliegende Folgerung iibertragt dieses Ergebnis auf die Eigenwerte des Fred-
holmschen Integraloperators:

Folgerung 7.1.4 Sei j € N beliebig. Dann konvergiert fiir h — 0 der in Folgerung 5.3.21
definierte Eigenwert 1,5, des diskreten Fredholmoperators gegen den in Satz 6.2.12 gefunde-
nen Figenwert p; des Fredholmschen Integraloperators und es gilt

|tin = 151 = O(h)

Beweis:
Sei j € N beliebig. Nach Satz 6.2.13 ist p; = % und nach Folgerung 5.3.21 gilt p; ), = ﬁ,
7>

so dafl man
1

dCy > 03hy >0Vh < hy :
J )‘jvh

< Cyh (7.77)
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zu zeigen hat. Nach Folgerung 7.1.3 hat man nun

E|Cl>05|h1>OVh<h1 : ’)\j_)\j,h| SClh, (778)
so daf} sich mit
2C, R? _ A
Cy = W und hg := min <2_Cj’1’ hl)

fir h < hg zunichst

AN

)\j,h 2 )\j - Clh 2 )\j - ?] == E (779)

und daraus dann

11

Ai o Ajn

Ajih — A
AjNjh

- AjAjh

ral

ergibt.

7.1.2 Konvergenz der Eigenvektoren

Nachdem die Konvergenzfrage fiir die Eigenwerte geklart ist, sind wir nun an der Frage
interessiert, wie sich das (.,.)g,-Orthonormalsystem der diskreten Eigenvektoren vy , k =
1,..., N—1 bei kleiner werdendem h verhélt. Wir werden im folgenden ein Konvergenzergeb-
nis anstreben, das fiir festes k € N die punktweise Konvergenz von vy, ;, gegen den diskretisier-
ten k-ten Vektor vy, des a-Orthonormalsystems von Eigenvektoren der Sturm-Liouvilleschen
Eigenwertaufgabe zeigt. Es wird sich herausstellen, dafl hierbei die Betrachtung der jeweils
aquivalenten Eigenwertprobleme fiir den diskreten beziehungsweise kontinuierlichen Fredhol-
moperator vorteilhaft ist.

Auch in diesem Kontext stellen wir einige Hilfsergebnisse voran. Ein erstes Lemma betrifft die
Approximationsgiite einer bestimmten Quadraturformel, die wir auch im Beweis der zweiten
Behauptung in Satz 7.1.2 schon einmal gestreift haben und nun systematisiert darstellen
wollen.
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Lemma 7.1.5 Sei f € C'a,b],a <a < B <b,n>1,h= . Das Integral I(f) :=

B
ff )dx werde durch die Quadraturformel QU(f) := hz fla+ lh) approximiert (die Null

als oberer Index soll daran erinnern, dafS der linke Randpunkt nicht beriicksichtigt wird).
Dann gilt mit einer nur von f abhdngigen Konstanten C' > 0

[E(f)] = [1(f) = Q°(f)l < C(B — a)h,

die Approzimation ist also von der Giite O(h).

Beweis:

Als stetige Funktion auf dem kompakten Intervall [a, b] ist f’ beschrankt, es gilt also | f'(z)] <
BVz € [a,b].

Es folgt mit C' := =

11(f) = Q°(f)
B
_ / f(x)d—h Z o+ 1h)
=1
" a+lh
= / fx)de —h- f(a+1h)
=1\t (-1)n
. a+lh
< f(x)de —h- f(a+1h)
=1 o= 1)n
n a+lh x
Hs. d. Diff. u. Int.r. / f(a + lh) + / f’(s) ds | dr = h - f(a + lh)
= a-1)n atih
atlh  w

3

— / /f ) ds dx

a+(—1)h atlh

N
Il
i

a+lh a+lh

— / /f ) ds dx

a+(l-1)h =

3

T
I
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n a+lh  a+lh
< / |f'(s)| ds dz
— SN——
=lov@-nn = <B
n a+lh
< BZ (o +1h—x)dx
=1 -1)n
= B) oh
=1
B
= —h
2
= Ch

und damit die Behauptung des Lemmas.
O

Ein weiteres Hilfsergebnis beschéftigt sich mit der Erhaltung der Approximationsgiite bei
gewissen Kombinationen von konvergenten Folgen:

Lemma 7.1.6 Seien by, cp,dy, h = % Folgen reeller Zahlen, die folgende Voraussetzungen
erfillen:

(i)
by = b, e, —c,d,—d (h—0)

(i1) Alle Folgen konvergieren gegen den jeweiligen Grenzwert mit der Ordnung O(h), das

heifit (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte die entsprechende Abschitzung im-
mer mit derselben Konstanten; andernfalls gehe man zum Mazimum tber):

dC5 > 03dhy >0Vh < hy : ’b—bh| SCQh, ’C—Ch| SCQh, |d—dh| < Cyh
(ii)
|b|§00,|c|§00 s |d|201>0

Dann gilt auch

be b
305 > 03hy > 0Vh < hy : | — 22

die Approzimationsgiite O(h) bleibt also bei der angegebenen Kombination der Folgen erhal-
ten.

Beweis:
Mit

20302 50002 . |d| |C|
= d hs = — ——.h
Csi=—ga— T = wdhs:=min{ 57, 07 N



7.1. KONVERGENZ DER EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN 275

gilt zunéchst

d d
il <l —d| < Coh< D — = 1y,
sowie
3
el < lel + Caoh < Jel + 1 = 3
2 2
und daraus folgt dann mittels

be _ bhch

d dy,
i bcdh — bhchd
N ddy,
. bcdh — bed + bed — bchd + bChd — bhchd
N ddj,
o lecleld—dl | Plele—al | lal-b-bl

|dd| |d| |dn|

< 2C2C5h N 2CyCsh n 3CHCsh
- 012 Ch &

202Cy  5C,Cy
= h

( )

= Csh

die Behauptung.
O

Auf die bisherigen Ergebnisse aufbauend, kénnen wir uns jetzt mit der Approximation der
Greenschen Funktion G durch die diskrete Greensche Funktion F}, beschéftigen:

Satz 7.1.7 Die diskrete Greensche Funktion Fj, (zur Definition siehe Satz 5.3.15) appro-
zimiert die Greensche Funktion G (definiert in (6.8)) an jedem Gitterpunkt (x;, ), j,l =
1,..., N —1 mit der Approximationsgite O(h), mit anderen Worten:

3C3 > 03hy3 >0Vh < hgV1I<jI<N-—-1: |Fh(xj,tl) —G(ZL‘j,tl)| < Csh



276 KAPITEL 7. KONVERGENZ DER LINIENMETHODE

Bewezs:
Definiert man

J
1
by =bn(w;) = h) —

=1
i
Ch:Ch(tl) = h Z —
r=l+1
N
1
dh = h -
a,
r=1

b=b(z;) = 7%0&

1

(7‘

Jon
d;:o/i

c=c(t) =

=

)

(r)

so erfiillen diese Groflen die Voraussetzungen von Lemma 7.1.6, denn die Folgenglieder von
bn, cn, dp, sind wegen a, > r, > 0 durchweg positiv und dariiberhinaus ist nach Lemma 7.1.5
auch

bpb b , c,—c , dy—d (h—0)

gegeben. Man beachte in diesem Zusammenhang, dafl mit a« € C', a > r, > 0 wegen

1\’ a’
0

auch % stetig differenzierbar ist. Die Voraussetzung (ii) iiber die Konvergenzordnung folgt
ebenfalls aus Lemma 7.1.5. Dabei kann die Konstante C5 wegen

&y

als fiir alle drei Folgen giiltig angesehen werden und ist dariiberhinaus unabhéngig von j be-
ziehungsweise [. Schliefflich gilt auch Voraussetzung (iii), denn offenbar sind die Abschétzun-
gen

1
— max
2 2€0,1]

<R:1

=92 =: ()

= — Inmax

X 1 . <1_tl 1

und
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richtig. Somit sind alle Voraussetzungen des Lemmas erfiillt und es folgt zunéchst nur fiir
den Fall 7 <

\Fh(fvy’atl) — Gz, 4)|
(f#0) (J#) (£2)(-52)
({53 (52)

. be thh

- d dy,
Lemma 7.1.6

S C'3h )

fiir alle h < hg, wobei die Konstante

202Cy, 5CyCy R/'R* 5R'R, R.,R, (R, 5

C3 C r 2r3 3 re 2
offenbar unabhéngig von j, 1 ist.
Im Fall j > [ beachtet man die Symmetrie sowohl der diskreten wie auch der kontinuierlichen
Greenschen Funktion zur Diagonalen (siehe Satz 5.3.15 beziehungsweise (6.9)) und erhélt so
auch

1. Fall
|Fn(zj, 1) — Gz, )| = [Fa(x, t5) — G, )| < Csh
O

Ein weiteres Hilfergebnis zur Approximation von Kwv, durch die summierte Sehnentrapez-
formel liefert

Lemma 7.1.8 Das Integral (Kuvy)(z;) wird durch die summierte Sehnentrapezformel mit
einem Restglied der Ordnung O(h?*) angendihert, in Zeichen:

1 N-1
3¢, > 03hy > 0Vh < hy - /k(xj,t)vk(t) dt— 'S k(g )l ()| < Cu?
0

=1

Hierbei hingt die Konstante Cy nicht von x; ab.

Beweis:

Die Funktion k(z, t)vg(t) = —G(z, t)a(t)vg(t) ist — als Funktion von ¢ bei festem z betrachtet
— offenbar in [0, 2] und [z, 1] jeweils zweimal stetig differenzierbar (bei t = x treten Unste-
tigkeiten der Ableitung auf) und ist daher nach einem Standardergebnis der Numerik (siehe
[SH82] Seite 80) auf jedem dieser Teilintervalle mit einem Restglied der Ordnung O(h?)
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durch die summierte Sehnentrapezformel approximierbar, so dafl klarerweise (man beachte
E(x,0)vg(0) =0 = k(x, 1) vg(1))
—— ——

=0 =0

1 N-1

[ s unte) dt = 1Y ke )l

0 =1

IA

/k‘(% t)og(t) dt — h (2—: k(aj, v () + %k(%‘a tj)“z?(%‘))
+ /k(:cj, t)o(t) dt — h ( Z_ (xj, t)vr(t) + %k(:vj, tj)vZ(tj)>

2 I=j+1

< of'n? + CPn?
= 2, Cyi=CP 40P

mit Konstanten C’il),C’f) > 0 erfiillt ist. Ausdriicklich weisen wir darauf hin, dafl diese
beiden Konstanten (und damit auch Cj) unabhéngig von z; sind, denn die zweite Ablei-
tung von k(x,t)vk(t) nach ¢ kann auf beiden betrachteten Teilintervallen von [0, 1] durch
eine von x unabhéngige Schranke nach oben abgeschéitzt werden. Um dies einzusehen, reicht
es, die einzig moglichen Quellen einer Abhéngigkeit von = in (k(x,t)v(t))”, ndmlich (Pro-
duktregel!) |G(z,t)],| % (x,1)], %27?
abzuschétzen. Dies zeigt man durch

(x, t)‘ nach oben durch von z unabhingige Konstanten

IN
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und

IN
o
e
~
o
o
(o
QU
3
—

IA

sowie

IN

IA
|
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Vorbereitend fiir das eigentliche Konvergenzergebnis betrachtet man nun den sogenannten
Abschneidefehler
T (1)) == (Kv — Kpo")(a),1=1,...,N -1,
h

fiir diese Operatoren (mit der zu v € V gehorigen diskretisierten Funktion v" meinen wir
hierbei immer die Funktion v|g, , die durch triviale Fortsetzung auf R" zu einer Gitterfunktion
aus G, o wird), iiber den wir nachfolgendes Ergebnis bereitstellen.

Satz 7.1.9 (Abschneidefehler des diskreten Fredholm-Operators) Sei v, k € N
das a-Orthonormalsystem von Figenvektoren des Fredholmschen Integraloperators. Dann exi-
stiert eine Konstante Cs > 0 und ein hs > 0, so daf$ fiir alle h < hs der Abschneidefehler
der Ungleichung
T3 (25)] < Csh
geniigt, wobei Cs nicht von der Stelle x; abhdngt, sondern gleichmdfig fir j =1,...,N —1
einsetzbar ist. Dariberhinaus hat man noch mit der Bezeichnung Cg := R,C? ebenfalls fiir
alle h < hs die Abschdtzung
N-1
1T 180 = (o) = Kn(on) 50 = h Y (T3%)*(w))alz;) < Ceh® (7.80)
7j=1
Beweis:
Wir legen die in Satz 7.1.7 und Lemma 7.1.8 definierten Bezeichnungen zugrunde. Dann

folgt mit C5 := Cy + R,Cs fiir alle h < hs := min(hg, hy)
|T,* ()]

L N-1

_ /k(;cj, tyop(t) dt — by kn(ay,t)op (t)
=1

0
1 N-1
< /k(xj,t)vk(t) dt —h> " k(g t)op(t)
0 =1
N-1
B (kg t) — Ei(s, 1))
=1
N—-1
Lemma 7.1.8 9
< Cub® + |1y | =G(xj,t) a(ty) +Fu(xs, 1) an(t)
=1 y 4
<R, <R,
N-1

< Cyb® + Roh Y | Fy(zj,ty) — Gy, )]

=1

Satz 7.1.7
< Cyh® + Ry h(N — 1) Csh
N——
<1
< Cyh?* + R,Csh
< Csh
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Offensichtlich ist nach den zitierten Ergebnissen die Konstante Cs nicht von der Stelle z;
abhéngig.

Schlieflich ergibt sich aus dem eben Gezeigten noch Abschétzung (7.80) (die ersten drei
Gleichheitszeichen bemerken lediglich unmittelbar Einleuchtendes) mittels

=

-1

hy (T) () alxy)
=1 ¥ M
J <C2h2  <Ra

< R,Csh2Rh(N —1)
——

<1

IN

Csh?
O

Bemerkung 7.1.10 FEine letzte Anmerkung, die noch vonndten ist, bevor man sich der Kon-
vergenz der Eigenvektoren zuwenden kann, betrifft das Vorzeichen der ||.||o o-normierten Ei-

genvektoren vy . Offenbar ist, wenn vyp, ..., Vgp, ..., UN—1h € (.,.)o.q-Orthonormalsystem
von FEigenvektoren des diskreten Fredholmoperators (beziehungsweise der diskreten Sturm-
Liouvilleschen Figenwertaufgabe) ist, auch vyp, ..., —Ugp, ..., On_1,4 €in Vektorsystem mit

dieser Figenschaft. Man hat also bei der Zusammenstellung des Vektorsystems jeweils die
Wahl zwischen zwei Moglichkeiten und kann sich daher ohne Beschrdnkung der Allgemein-
heit jeweils eine dieser beiden Mdaglichkeiten heraussuchen (beziehungsweise von vorneherein
als gewdhlt denken; vergleiche dazu (5.15),(5.16) und Folgerung 5.3.7, dort insbesondere
(5.37)), was wir im Beweis des nachfolgenden Satzes auch tun werden (siehe (7.102)).

Nach den voranstehenden Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, das zentrale Ergeb-
nis dieses Abschnitts, ndmlich eine Aussage iiber die Konvergenz der diskreten gegen die
kontinuierlichen Eigenvektoren, zu beweisen.

Satz 7.1.11 (Konvergenz der diskr. gegen die kontinuierlichen Eigenvektoren)
Sei k € N beliebig. Dann konvergiert fir h — 0 der normierte k-te Eigenvektor vy aus
dem (diskreten) (.,.)o Orthonormalsystem vy, 1 =1,...,N —1 gegen den dem (kontinu-
ierlichen) a-Orthonormalsystem vy, | € N entstammenden und anschlieffend diskretisierten
Vektor vl'. Die Konvergenz ist gleichmifig auf Gy, und die Konvergenzordnung O(\/E) n
der Mazimumnorm und O(h) in der ||.||oo Norm. In Zeichen hat man also

30D >0, >0vh <k . ok —vpsllee < COVR (7.81)
3C® > 0,h® > 0vh < h® ol —vpnllo. < C®h . (7.82)

Beweis:

Da nach Folgerung 7.1.4 der Eigenwert s, des diskreten Fredholmoperators fiir festes [ € N
gegen [y konvergiert, wenn h gegen 0 geht und weiter die Zahlen y; , [ € N nach Satz 6.2.12
paarweise verschieden sind (und nach Satz 6.2.13 in Verbindung mit Lemma 6.2.3 alle positiv,
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so dafl man insgesamt p; > po > ... > 0 hat), kann man die Existenz eines h* > 0 folgern,

so daB sich fiir alle h < h* zunéchst
|tk — b
|,uk—1,h - ,uk;—1|
[kt 1n — Myl

und daraus dann mittels

(7.85)

(7.84)
<

Min(pe—1 — fbi, i — [+1)

<
- 4

Hi—1 — Mk

- 4

M — Hk+1

- 4

ME41,h

Hie — Hi+1

Hi+1 + 1

Mr+1 + 1

Mk T Pkt

i 1

Hi,h

Mr—1 — Mk

e + 1

He—1 — 1

_ Hk—1 — Pk

HEe—1 1

HE—1,h

die paarweise Verschiedenheit von pug_1 p, i n, fet1,n €rgibt.
Wir bemerken weiter, dafl die Tatsache, dafl es sich bei den Funktionen v, , [ =1,..., N -1
um eine (., .)o-Orthonormalbasis von G, o handelt, fiir jedes v, € Gp, o die Darstellungen

Uh
N-1

= Z(Um Uz,h)o,avz,h

=1

= (Uhy Vk,n)0,aVk,h + Z(Uh, U1k ) 0,0V
————

N-1

=1
Pug, 1 0h I#k

= P

sowie

3(Hk - Mk+1)

3(pok—1 — fx)

~~
Q;Lk7hvh

tr,n Uk + Q,uk,hvh ) P,uk,hvh 1 Q#k,hvh

N-1

lonllde = (on, vin)3,,

=1

(7.83)
(7.84)

(7.85)

(7.86)

(7.87)

(7.88)
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und

N-1

Kpvp, = Z i (Vn, Vik)0,aVlk (7.89)

=1

ermoglicht (siehe auch Hilfssatz 5.2.3 fiir einen Beweis in analoger Situation), wobei die

orthogonale Projektion P, , auf den zum Eigenwert py,;, gehorigen Eigenraum wegen

(Khvlm Uk,h)o,a

Hilfssatz 5.3.17 (b)
= (Uh> Khvk,h)o,a

Folgerung 5.3.21 (Uh m ’Ukh)
- ) ,hVEkR )0,a

= Lok, n (Vs Vi) 0,0 (7.90)
und der daraus resultierenden Gleichung

KhPMk,h
— Kh<<Uh, Uk,h)O,aUk,h)
= (Vn, Vi,n) 0,0 KUk,

Folgerung 5.3.21

Up,

,uk,h(vhy Uk,h)o,avk,h

(7.90)
= (Khvha Uk,h)o,avk,h

= P, Ku, (7.91)

Hik,h

mit dem diskreten Fredholmoperator K} vertauschbar ist.

Wir bemerken noch, daB |[v}]|§, eine O(h)-Approximation von [lvg||2 = 1 ist, da es sich
um eine Approximation durch die summierte Sehnentrapezformel handelt und der Integrand
stetig differenzierbar ist (siehe den Beweis der zweiten Behauptung von Satz 7.1.2). Somit
gibt es Konstanten C; > 0 und h; > 0, so daB fiir alle h < hy

1— C7h < H’U]};”g’a <14 C7h <1+ 07 - ”UIZLHO,a <1+ 07 =: C’g (792)
gilt. Die zentrale Grofle unserer Betrachtung ist nun der sogenannte Defekt
dp, = KhU]}gl - Mk,hU;IZ € Gno

Einserseits gilt ndmlich mit der Bezeichnung Id,, fiir die identische Abbildung auf G, die
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Abschéitzung
1dnl[5.
> ||dh||(2)a ” HE hdh||(2),a
Pyth.,(7.87)
= ||Quk hdh||(2),a
- ldn — Nlchthga
HKhvk HE, hUk Puk hKhvl}cl + PMk,hﬂh’l”l?”?),a
(7.91)
= ”Kh(vk - Pﬂk,h”’?) - :uk,h(vlffl - Puk,hvl}cl)Hg,a
= 1(Kn — e pldn) (v — Py o) |15
N-1
7.88 2
TS (K — ponldn) (0] = Pyl ou)?,
=1
(7.89) i
= (Z pun (V= P Vis V), Vs vz,h> — ik (U = PV 00
=1 0,a
2
N-1
= Z:uuh #k th,vyh)O (Uyh,UZh) —Mkh( v Pﬂk,hvl?:vl,h)ova
=1 e
N-1
= (Nz,h - ,uk,h)2\<vlg - P#k,hUZ7 Ul,h)a%
=1 ~~
TED0 | falls 1=k
N-1
> min ((Mk,h - Mk—l,h)27 (,uk+1,h — [kh) Z uk hvkﬂ Uy h)2
=
(7.88) )
= min ((Mk,h - /~Lk—1,h)27 (:uk-i-l,h - Mk,h) ) ||Uk - Puk,h k ||0,a

nach unten und andererseits hat man fiir A < min(hg, hs) (zur Definition von hg, hs siehe
(7.77) und Satz 7.1.9) unter Beachtung von Kvy, = vy = (Kvp,)" = pgpvl die Abschitzung

IN

Satz 7.1.9,(7.80)
<

Folgerung 7.1.4,(7.77)

ldnl]o,a

I Knvk =t llo.a

| Knvy — (Kvp) "o + [l oy —

| Knvy — (Kve)*[loa + 1w — a0 o

Cosh + | — penl - 107 0.0
Csh + Coh||vl |0

Csh + CoCgh
(Cs + CoCs)h
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nach oben, was beides zusammengenommen klarerweise

“UIZL_PILkh kHOa

< — : AT:
min ((pr,p — pr—1,0)% (Hr1,0 — Hin)?) “
< (Cs + CyCy)? 2
— min (e = pe—10)? (Besrn = pen)?)
_.c2
= C3h? (7.93)
zur Folge hat.
Benutzt man noch fiir v, € I';, die Bezeichnung
[[0n]loe = max o (z;)], (7.94)
JEL
so folgt unmittelbar die niitzliche Abschéatzung
o) < onlle < ol < -l (7.95)
Damit sieht man
[ (P vi) ()] = [vg ()]
< ‘(PﬂkhUZ)($j)_UZ($j)‘
< [[Puuv vz’i loc
(7.95)

/_” i, U UI}CLHO,CL

(7.93)
SR W/ (7.96)
VTa

und sich daraus ergebend

C

C
® Vh < |vgllo + —2
Tq =~

Ve’

[P i) (@5)] < o ()] + (7.97)

also die gleichméflige Beschrénktheit von P, LUl ein.
Auflerdem kann man

“l Mk, hkag,a - 1’

Pyth.
= loil5a = | Q—Pukhvﬁllﬁa—l}
< l0il5.a = 1] + 1o = Pugnorllo
(7.92),(7.93
< Crh + Cyh?
< (C7 + Cy)h
Cio:=C +Cg

=7 Cioh (7.98)
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und als Konsequenz daraus fiir b < 52—

1 1
|| M hka(Q),a >1- Cloh >1- 5 = 5 (799)
zeigen. Daran anschlieflend gilt wegen h < 57— - <o noch
(1 — Cyoh)? =1 —2C0h + C3h* < 1 —2C10h + C2h—— =1 — Cyoh

ClO

und
(14 Croh)? = 14 2C1oh + C3h* > 1+ Cioh

und daher auch

(1= Cioh)? <1 = Cioh < [|Byy, vi 50 < 1+ Cioh < (1+ Cioh)?
— 1—Cloh<” tiin U ||0a<1+010h

w Mk, hkaOﬂ - 1‘ < Cloh . (7.100)
Daraus schlieffit man
i
H ek, hkaOa
H'Puk hkaO,a - 1‘

|| tie,n Uk ||0,a
(7.99) 7 (7.100)
V2Ci0h . (7.101)
Ungleichung (7.99) bedeutet insbesondere P, vy # 0, so daf
P/‘k,hvliﬂl
H ture,n Uk HO,a

ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert py; sein mufl, was wegen der oben gezeigten
Eindimensionalitét des Eigenraums zu gy fiir h < h*, die aus pgp—1n > fen > frr1,n folgt,
zwangslaufig

Pﬂk hvlffL P,uk hUI}cL
T = Uk oder ————— = —Uk.h
1Bk llo.a 1B vk llo.a

bedeutet. Ohne Beschrankung der Allgmeinheit sei vy 5 so gewédhlt, dafl

h
Pﬂk,hvk

L e A (7.102)
“ i,n Uk ||0,a

ist (ist dies nicht der Fall, so ersetze in der (.,.)o,-Orthonormalbasis vy durch o) =
—Uy , siehe auch Bemerkung 7.1.10). Dann gilt schlulendlich bei jedem Gitterpunkt z;, j =
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1,...,N — 1 (fiir die iibrigen j € 7Z ist die Aussage trivial) mit der Bezeichnung C(7
G 4 v/2Ch0 (|l + )

|vg (5) — vin ()]

P ’Uh‘ (x)
= }(UZ - P‘quhvlb (J}])| + (Pl‘k,hvlg) (xj) - M
| By, WVilloa
P h .
+ M _ Uk,h(xj)
H 1k, wVilloa
1
- }(UZ B P“’“vhvz) (x])| + ) Iz || ‘ ’(puk,hvl?) <$j)|
,Ukh 0,a
(7.96) Cg ' 1 )
< A Vh+l—— | (P, M) (x
N | P, U ||07a ’( Wk, k)( g)|

(7.101),(7.97)
<

Cg C19
9 : 9
ra\/ﬁ‘i‘\/_cloh (||Ul~cHoo+ —Ta)

< 0(7)\/ﬁ

Dies zeigt die Konvergenzordnung O(v/h) in der Maximumnorm und in der [|.|jo, Norm

ergibt sich mit 0(8) = Cg + \/5010 (1 + Cm)

log = vknlloa

P, P
h h h 1% k
S ||Uk - Pﬂk,hkaoﬂ_{— ’ P#k,hvk H k:; HO
He,h Zk 1100 1lg g
Nkh
— Uk,h
HOa 0,a
(7102)
(7.93)
< cgm\ NPt
H i, Y H 0,a ’

(7.100),(7.101)

IN

Coh +V2C1oh - (1 + Cyoh)
< (09 + 20 (1+ Cm)) h
= C®h,

mithin die behauptete Konvergenzordnung O(h). Selbstredend werden hierbei alle Bedin-
gungen an h, die wir im Laufe des Beweises aufgestellt haben, also h < h(TD = p® .=

min (h*, hz, ho, hs, ﬁ) vorausgesetzt und benotigt.
U]
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7.2 Endlichdimensionale Datenriaume

Im Kontext dieses Kapitels bezeichnen wir wie auch bisher mit v, k& € N das (.,.)q-
Orthonormalsystem von Eigenvektoren des Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblems zu den
Eigenwerten A\;, & € N (siehe Satz 6.2.15) und mit v, k = 1,...,N — 1 das (.,.)oq"
Orthogonalsystem von Eigenfunktionen der diskreten Sturm-Liouvilleschen Eigenwertaufga-
be zu den Eigenwerten A, k =1,... N — 1 (siche Satz 5.3.11).

Definition 7.2.1 Seien M,N € N, N > M, h = . Dann kann man zu dem in (6.16)
erkldarten Datenraum D® den folgenden M -dimensionalen Teilraum definieren:

Dy ={¢ € D*[(¢,v4)a =0,k > M}
Eine diskrete Version dieses Raums erhdlt man, wenn man
Dy = {6 € Gno l(Pn, ven)oa =0, N >k > M}
setzt.

Bemerkung 7.2.2 Im Unterschied zur Situation, wie wir sie als Grundlage fiir Satz 3.3.2
in dem Spezialfall der Basisfunktionen vy(x) = v/2sin(knz) vorgefunden haben, kann man in
dem im gegenwdrtigen Kontext untersuchten, allgemeineren Fall nicht mehr davon ausgehen,
dafs vz = Uk, und daraus resultierend (vlh,vk,h)o@ = 01 gilt. Damit geht die Eigenschaft
verloren, dafs die Restriktion einer Funktion aus DY, auf Gj, ein Element in Dﬁf st und
auch die Eindeutigkeit der Fortsetzung einer Funktion in D% zu einer Funktion aus D%, ist
nicht mehr notwendig gegeben.

In Kraft bleibt jedoch ein Analogon zu Satz 3.3.3:

Satz 7.2.3 Sei N > M. Dann besitzt der Raum DS, die (.,.)q-Orthonormalbasis vy, ..., vy
und der Raum DX’; besitzt die (.,.)o.a Orthonormalbasis vy, ..., va . Daher sind D$; und
D%Z isomorphe M -dimensionale Vektorrdume. Die durch die Eigenschaft F(vy) = vgp, k=
1,..., M vollstindig beschriebene lineare Abbildung F : (DS, (.,.)a) — (D%, (., Jo.a) ist ein
1sometrischer Isomorphismus.

Bewers:
Die lineare Unabhingigkeit der Funktionen vy, kK = 1,..., N — 1 beziehungsweise vy, , k =
1,..., N — 1 folgt aus der Orthonormaleigenschaft, denn

N-1
E v = 0
=1

zieht, wenn man sukzessive jeweils das a-Skalarprodukt mit vy, £k =1,..., N — 1 bildet,

0— ka (Zawl,vk> ZO&[ ’Ul,?]k = s kzl,...,N—l

—51k
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nach sich und fiir die Funktionen vy, ersetzt man lediglich (.,.), durch (.,.)o,
Zum Beweis der Erzeugendeneigenschaft sei v € D, beliebig. Dann gilt nach Satz 6.2.18

M "

(U7 Un)avn

S
I
—

veDY,

NE

(U7 Un)avn

3
Il
—_

und fiir vy, € Dﬁf beliebig folgt ganz analog nach Folgerung 5.3.7

Uh
N-1

= Z(vha Un,h)O,avn,h

n=1
M
vneDy;"
— (Uhv Un,h)O,aUn,h

n=1

Weiter ist eine lineare Abbildung, die eine Basis eines M-dimensionalen Raumes auf die
Basis eines anderen M-dimensionalen Raumes abbildet, immer ein Isomorphismus und die

M M
Isometrieeigenschaft folgt sofort mit beliebigen v = > v, , w =" B, € DY, aus
n=1 =1

(£ (v), F(w))o,a
= (ZQ”FU” Zﬁl vl>

n=1 =

= Y aBi(F (), F(0))oa

n,l=1

M
= Z Oénﬁl /Umh,/Ul,h)O,a
—
n,l=1

:6nl
M
= Z anﬁl (Una Ul)a
n,l=1
= ('Uv w)a

OJ
Da man, wie Bemerkung 7.2.2 lehrt, nicht davon ausgehen kann, dafl, wenn man Daten
¢1 € DY, vorliegen hat, auch ¢ € D;@h gilt, und man daher damit rechnen muf}, dafl
die Losung der Linienmethode sich im Unterschied zu der Situation beim Cauchy-Problem
fiir die Laplace-Gleichung (sieche zum Vergleich den Beweis von Satz 3.4.7) aus mehr als
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M Summanden zusammensetzt, benttigt man schon an dieser Stelle den entsprechenden
Projektionsoperator (in Analogie zu Lemma 3.6.2), der sicherstellt, dal die diskreten Daten
nach der Projektion in D%/ liegen.

Lemma 7.2.4 Erkldrt man die Abbildung Py; durch

M

a,h
Py Gro D vy — E (Uns vin)oavin € DY
=1

so hat Py folgende Figenschaften:

(a) Py ist ein Homomorphismus.

(b) Prén = ¢n¥ on € D3’

(c) P = Py (Projektionseigenschaft)

(d) Pyon L (¢n, — Pygn) (daher orthogonale Projektion)

(e) wmi%h on — Uulls.e = o — Prdnlla = lonllga — 11 Prdnllf.q

n€DY

(f) Ist € > 0 und 6, : 0p(z;) = 65,5 = 1,...,N — 1 mit ||6p]|ec < € gegeben (die tri-
viale Fortsetzung 0p(z;) = 0,7 < 0V j > N immer mitgedacht), so folgt mit einer
Konstanten Cy > 0

[Prrdn — Onlloe < (CoM + 1)e

Hierbei bezeicnet ||.||« die Mazimumnorm auf Gn (siehe auch (7.94)).

Beweis:

Die Eigenschaften (a)-(e) sind nach entsprechenden Sétzen der linearen Algebra in jedem
euklidischen Raum mit gegebener Orthonormalbasis giiltig. Eigenschaft (f) ergibt sich wie
folgt:

Klarerweise ist

N-1 N-1
lonllge = B> vi(z;)ale;) < Rah > vi(x;) < Rah(N = 1)[onl|% < Rallonl% . (7.103)
=1 =1

also

||Uh||0,a S V RaHUhHoo (7104)
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fiir alle vy, € Gp 0. Dazu kommt, dafl man mittels

[vinlloo
s | Nofllee +CYR b < AW
<
- ma(>1() v a0 . h>hW
< max (||Ul||oo +CW, max ||Ul’hHoo>
h>h(1)
_.Cw
< max OV
1=1,...M
= (7.105)
die Maximumnorm der Basisfunktionen v, ,l =1,..., M gleichméfig in [ und h durch Co

nach oben beschrinken kann (man beachte hierbei, dafl wegen der Gestalt h = %, die h
immer besitzt, nur endlich viele & > A1) existieren, das oben verwendete Maximum also

definiert ist).
Damit folgt dann

||PM5h — O lloo

E (On, Vi.n)0.aVin — On

o
M
< Z (0n, ven)o.al - |venllso) + [[0n] s
=1
Cauchy-Schwarz
< 10nllo.e - llvinlloa - [[o1nlloc +110n]o
—— —_—— ——
104) =1 (7.105) _
VERal|onlso < Go
< Cov o M +1) |01l
~——
—Co <e
S (C()M + 1)8

und somit die Behauptung (f).
O

Bemerkung 7.2.5 Gelegentlich werden wir auch das kontinuierliche Pendant zu Py,
ndmlich die orthogonale Projektion

M
Py : D20 Pylv) = Z(v,vk)avk € D}, (7.106)
k=1
einer Funktion v auf den Raum [vy, ... ,vy] betrachten, fir die klarerweise zu den im vor-

stehenden Lemma analoge Figenschaften bewiesen werden kinnen.
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Bevor wir den Konvergenzsatz fiir Daten in D{,; beweisen, halten wir noch einmal die sich
in diesem Fall ergebende exakte Losung sowie die Losung der Linienmethode in folgendem
Satz fest:

Satz 7.2.6 (Losungsdarstellungen fiir frequenzbeschrinkte Daten) Im  folgenden
set stets N > M wvorausgesetzt.

(a) Sei gy € D§y und 0 <z <1,0 <y < Tpe Dann lost die Funktion
(61, v8)
u(w,y) =Y ="y (z) sinh (x/ /\ky) (7.107)

k=1

5

Problem 5.1.4.

(b) Sei (¢1) € DZ’; und x; € G, 0 <y < Tyae. Dann hat die Losung mittels Linienme-
thode auf der i-ten Linie die Darstellung

J (¢’f (%% h)Oa
ui(y) = Z ==y p(;) sinh ( )\My) ) (7.108)

P
bl
>

(c) Seien allgemeine Daten ¢y € D* gegeben. Dann ldst

u(z,y) = Z ka(x) sinh <\/)\—ky> (7.109)

1

5

B
Il

Problem 5.1.4 zu Daten ¢* := P(¢1).

Weiter hat die Losung der Linienmethode zu diskretisierten und anschlieflend auf den
Raum Dif projezierten Daten Py (¢%) auf der i-ten Linie die Darstellung

- (¢’1Z Vg h)Oa
ul(y) = Z == () sinh ( )\k,hy> ) (7.110)

Pt Ak

Beweis:

Zu (a):

Offenbar verschwinden wegen ¢, € D¢, in (6.26) alle Summanden ab k = M + 1, so daf die
Darstellung (7.107) gezeigt ist.

Zu (b):

(7.108) folgt analog zu (a) unmittelbar aus (5.60).
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Zu (c):
Gleichung (7.109) folgt wegen Py (¢) € D%, aus (a), wenn man noch

a

l
= (¢17Uk’)a ) k= 7"'7M

beachtet.
Die Behauptung iiber die Lésung der Linienmethode ergibt sich ebenso wegen Py, (¢) € D%"
aus (b), wenn man

(Prr (1), k)0,
M

Z(Gyf; ULk )0.aV1hs Uk,h)
0,a

I
VR

=1

M=

<¢}1L7 Ul,h)O,a : (Ul,h7 Uk,h)O,a
—————

~

1
=61k

- (qb?avk,h)(),a ) k= ].,...,M

beriicksichtigt.

OJ
Die in den Losungsdarstellungen auftretenden Terme, die wir bisher noch nicht im Detail
analysisert haben, behandeln wir der Ubersichtlichkeit halber in einem eigenen Lemma.

Lemma 7.2.7 (a) Es existiert eine Konstante C© = max C(Ti) : \7%6) , mit der fir
R [k

2

alle h < h® := min (h“’%%) (zur Erklirung von C© h©) siehe (7.11) und

Folgerung 7.1.3) und alle k = 1,..., M die Ungleichungen

‘\/)\_k— \/)\M‘ < O (7.111)

und

<COpn (7.112)

gelten.
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(b) Es gibt eine Konstante C9) = exp (3 f—;Mﬂrmax> COrpow und ein K > 0, so daf
fiir alle h < h® und alle k = 1,..., M die Abschitzung

sinh <\/)\_ky> _ sinh ( )\My)‘ <O (7.113)

qilt.

(c) Mit einer Konstanten C1% > 0 ist fir alle h < h10 und alle k = 1,..., M die
Abschdtzung

}(gb}llv Uk,h)o,a - (gbla Uk)a‘ S C(IO)h (7114)

qiiltig.

Beweis:

Ohne Einschrinkung sei C® die maximale Konstante unter allen C(®), die sich in Folgerung
7.1.3 sukzessive fir kK = 1,..., M ergeben (ansonsten gehe man zum Maximum {iber) und
h(®) das minimale unter allen 2%, die sich in gleicher Weise fiir k = 1,..., M finden. Ist
dann h < h® < b so folgt

NAI - \/Ak,h\

_ Ak — Al
VA + v/ Akh
Ak — Al
< _r w
B VA,
Satz 6.2.15 —
2 Ak — Al

- VA

Satz 6.2.25,(6.20) |\, — ]
< e 7mnel

> T
VR
Folgerung 7.1.3 0(6)
< h
- T_‘lﬂ'
V Ra

< COp

(7.115)
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Damit ist (7.111) gezeigt. Wir setzen dies ein, um zunéchst fiir h < h(®) < 252%

Ak.h
(7.1215) \/)\_ B C£6) h
R_C;ﬂ-
> V- ‘/g‘:
(Ggo) \//\— B @
= @ (7.116)
zu erhalten und daraus dann
1 1

ViV
VA = V]
VAV Aen
(7.116) 2‘\/)\_—\/E|

A

<

k

(7.115) 200 p
<

Satz 6.2.15 20O}

< ==
T VET™
(6.20) 20(6)
< —nh
JE
< C©)p

zu folgern.
Zum Nachweis von (7.113) sei nun

(6) 2~—\/>\_1 < min [ h® 2~—\/)\_1 ﬁ
06 TG RARST0)

h < h® .= min (h

und C® wie in der Behauptung angegeben.
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Dann weist

und im Fall
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man im Fall )\ ; < A; die behauptete Abschitzung durch Nachvollziehen von

sinh <\/)\_ky) — sinh ( )\k,hy) ‘
sinh <\//\—ky> — sinh < )\k’hy)

sinh <\/)\_ky> — sinh <\/)\_ky — C'(G)hy>

exp (VAry) — exp (—vAry)
2

exp (\/A_ky — é<6)hy> — exp (— (\/A_ky - é(ﬁ)hy»
2

o () (1~ (-05)) o () (1 - s (1))
o () s (/) o (C90) 1)
(

<2V Ary

exp (\/)\_ky) - COhy + exp <—\/)\_ky) . COhy - exp (@(6)hy> )

Akn > A ganz analog mittels

’sinh <\/)\_ky) — sinh ( )\k7hy) ‘

sinh ( Aok ) — sinh (\/)\—ky>

sinh (\/A—ky + C~'(6)hy) — sinh (\/)\_ky>

exp <\/)\—ky + CN'(G)hy) — exp (— <\/)\—ky + C~'(6)hy>)

2
exp (VAry) —exp (—vV )
2

o (/) (o () 1) o () (e (-2%0) 1)




7.2. ENDLICHDIMENSIONALE DATENRAUME 297

Lemma 3.1.3 (b)

< (eXp (\/_ y> COhy - eXp< 6)hy>

+eXP< W) - (1= e (=COhy) )
Lo 31 2 (eXp ( \/—y> hy - exp (c( )hy) +exp <—\/A_ky) -C(G)hy>

—_—— —_——
<2v/Ary <3vAky

< % (exp (3\/)\_ky> C’(ﬁ)hy + exp (3\//\—ky> é(G)hy>
= exp <3\/)\—ky> C'®

Yy
(6.20) R, _
< exp <3@ / —lmy) COyh
Ta

< COp

nach.

Abschétzung (7.114) beweist man, indem man sich zuerst klarmacht, daf§ die summierte
Sehnentrapezformel das Integral der Funktion ¢ vpa € C*[0,1] mit einem Restglied der
GroBenordnung O(h) approximiert (siehe den Beweis der zweiten Behauptung in Satz 7.1.2
fiir eine ausfiihrliche Erlauterung dieses Sachverhalts; man beachte auch, dafl ¢ivia bei 0
und 1 verschwindet), das heifit, es existieren Konstanten C7,hy > 0, so daB fiir alle h < hy
die Ungleichung

‘(¢lvvk>a - (¢}1L7U£;L)O,CL‘ S Clh (7117)

erfiillt ist.

Aus demselben Grund (man berticksichtige auch hier ¢ € D$, C Dy = ¢1(0) = ¢1(1) =0
vergleiche Definition 7.2.1 und (6.16)) gibt es Konstanten Cs, hy > 0, so dafi fiir alle h < hy
zunéchst

Hlallz = 197 5a| < Cah (7.118)
und daraus resultierend
‘H¢ H H¢hH ‘ o “|¢1”2 - ||¢h||(%a| |||¢1||2 - ||¢h||0 al 71<18) CQ h
1lla — O,a| — =
' 1]l + ||¢h||0a 1]l 1]
gilt, was
M loa < lld1lla + h <|é1]la + 7.119
H HO H 1H ||¢ Ha H 1H ||¢1Ha ( )

zur Folge hat.



298 KAPITEL 7. KONVERGENZ DER LINIENMETHODE

Unter Verwendung dieser Ergebnisse und der Bezeichnungen C19) := (||gb1 e + Hfﬁ) Cc® +

C, sowie h(*9 := min(hy, hy) bringt man nun den Beweis mittels

(6}, vkn)oa — (01, 01)a]

< |(¢’f7 Uk,h)o,a - <¢?7 UZ)O,a| + ‘(d)hvk)a - (d)??UIZL)O,a‘
(7.117) N .
< (61, vep — V3)0.0| + Cih
Cauchy-Schwarz
< 60,0 - lvkn — vflloa + Cihe
Satz 7.1.11,(7.82) N 8
S ||¢1||0,a0 )h+01h
(7.119) C
< ((llezsllla + ) c® + 01) h
1l
= 10

zu Ende.

O
Damit 148t sich nun der angekiindigte Konvergenzsatz formulieren:

Satz 7.2.8 (Konvergenzsatz fiir Daten in D{,) Sei ¢; € D$,, M < N. Dann konver-
giert fiir h — 0 die nach der Linienmethode zu Daten Py (@) ermittelte Niherungslosung
ui(y) (wie wir sie in (7.110) niedergeschrieben haben) gegen die exakte Lisung auf der i-ten
Linie u(z;,y) (vergleiche (7.107)). Die Konvergenzordnung beziiglich der Mazimumnorm ist
O(V'h), das heift, es existieren Konstanten CY > 0, R0 > 0, so daf fiir alle h < h'D die
Fehlerabschdtzung

lu(zs,y) — ui(y)| < MCOVh (7.120)

erfillt ist. Weiter hat man mit der Bezeichnung (siehe auch (5.23))

up(y) = (P°) 7 (Wi(y), .- un_1(y)) € Gno
die Existenz von Konstanten C? > 0,h12 > 0, so daf fiir alle h < h(?) die Fehler-
abschdtzung

(u(9)" = ui(W)lloa < MCU2h (7.121)
gilt. Die Konvergenzordnung beziiglich der Norm ||.||o. ist also O(h).

Beweis:
Nach Satz 7.1.11 existieren zu jedem k € {1,..., M} Konstanten CV = O (k),C® =
C®(k),h D = hD(k),h® = h®(k), so daBl die Abschitzungen (7.81) und (7.82) gelten.

Setzt man

CM = max CO(k)
k=1, M

C® = max C®(k)
k=1,..,M

AD = min AD(k)
k=1,..,M

e = kimin h® (k)

-----
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so erreicht man, daB8 (7.81) und (7.82) mit von k unabhiingigen Konstanten
C™ C® pM KB Giiltigkeit besitzen und daher in Zeichen

ACM > 0,A7 > 0Vh <hOVEk=1,....,M : |Jv} —vppllec < VR (7.122)
AC® > 0,1 > 0vh <h®VEk=1,... ., M: [vf —vpslon < C®h (7.123)

gilt.
Auflerdem konnen wir Lemma 7.1.6 mit

by, = (Qﬁb, Uk,h)o,a

b = (é1,vk)a
¢, = sinh <\/Ey>
¢ = sinh <\/)\_ky>
dv =  en

VA

k
. | Ra
C10 = max <||¢1||a751nh< _Mﬂ-rmax)>
Tq
T'a
C, = R—aTF

C, = max (0<6>,c<9>,0<10>)

= min (10, 1), 100

anwenden, denn die ersten beiden Voraussetzungen von Lemma 7.1.6 sind aufgrund von
Lemma 7.2.7 erfiillt und die dritte Voraussetzung gilt wegen

Cauchy-Schwarz

bl = (Pr,0n)al < dnlla - lvella = [|d1]la < Co (7.124)
~——

und

= sinh (\//\_ky>

Satz 6.2.15 (b)
< sinh (\/ )\My>
< sinh (\/ )\Mrmax)

(6.20) R,
< sinh — M7z | < Co (7.125)
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sowie
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Satz 6. 2 15 (b) (6 20)
ld| = /A VA R —“r=0C (7.126)
ebenfalls. Das Lemma 7.1.6 liefert somit
dC3>0dhs >0Vh < hs : @—b;ﬁ < Csh (7127)
h
Definiert man noch
C"¥ = max ||vge (7.128)
und 2 AT
1Y .= % + (C<13> + é<7>> Cy (7.129)
1
so kann man weiter schlufifolgern:
(¢17vk) ¢1avk h)Oa .
sinh () = S ) sinh (v N
\/)\_k (x;) sin kY o Vg p (i) sin khY
be bc
= ;5vk(xi)—-—§;@vhh(xd
be be c bnc
< Evk(%) - Evk,h(%) + ‘Evk,h(%) - Zl_hhvk n(z:)
- 2 lonGan) = ()| + a5 — 22
(7.124),(7.125),(7.126) (2 be  bic
< 5(1) k(i) = (@) + lokn(za)l - | = Z—hh
(7.122),(7.127) 02
< - O+ (lo(@)] + COVR) Coh
1
(7.128) 2 5
< COCC Vi + (0<13> + 0<7>) Csh
1
C2C™
<

(€

CVh

e rem)c)

(7.130)

Wir zeigen nun die Fehlerabschétzung, die dann die Konvergenzbehauptung beziiglich der

Maximumnorm impliziert:

lu(@i,y) — u; (y)|
(7.107),(7.110) M (p1,v1)
. . 1, Vk)a .
= V() sinh ( \/ gy ) —
Z( S el sinh (V)
(7.130)
< MC"Vh

(0%, Ve.n)0.a

\/)\_ Uk,h(.ri)sinh< )\k,hy>>‘
k,h
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Fehlerabschétzung und damit auch Konvergenznachweis fiir die Norm ||.||o,, gelingt, wenn
man mit der Definition 8
2/9(8
cu .- Q¢ o
Ch

zunéchst in Analogie zu (7.130)

h
(01, V)a Uk)avZ sinh (\/)\_ky> - —(gbl’vk’h)o’avk,h sinh ( /\k,hy>
VL V Ak 0
bC h bhch
= —v — —
d g dh ol 0,a
be be be bnen,
< oc p 0C o _ ZhTh
> ] Vg ] Uk, o ‘ d Uk,h d Uk,h 0
bc bc  bpey,
= E ) HUZ - Ukvh”O,a + ||Uk7h||0,a ' E - dh
(7.124),(7.125),(7.126) C’g b bc by,
= oo = veallo, + |7 ===
(7.123),(7.127) C20®)
< 0 h+ Csh
1
_ 2y, (7.131)

schlieft und darauf aufbauend die behauptete Abschitzung
1u(y)" = i (®)llo

i <¢17Uk)av sinh <\/)\_y> _ MU sjnh( A y)

(7.107),(7.110)

)

0,a

einsieht.

7.3 Gestorte Daten und Projektion

Wir kénnen nun auch Satz 3.6.4 auf den allgemeineren Kontext ausweiten.

Satz 7.3.1 Sei M < N und ¢, € Df;. Weiter seien gestirte Daten ¢y . mit ||p} — ¢! ||l < €
gegeben. Dann konvergiert fiir e — 0 die mit Hilfe der Linienmethode zu den Daten PM(gbe)

(also zu zundchst gestirten und anschlieflend auf den Raum Dﬁ/’[h projezierten Daten) er-
mittelte Niherungslosung u;. gegen die Losung ui der Linienmethode zu ungestorten, auf
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den Raum Dﬁf projezierten Daten Py(¢F). Man erhdlt fiir hinreichend kleines h die Feh-
lerabschdtzung

[ui (y) — u;(y)] < CM0e (7.132)
mit einer Konstanten C% > 0, die gleichmdfig fir alle i = 1, ..., N — 1 Verwendung finden
kann, das heifst, die Konvergenzordnung beziglich der Mazimumnorm betrdgt O(e). AufSer-
dem gilt in der Norm ||.||o.o:

lui () — w2 (Y)lloa < CMVe (7.133)

mit der Bezeichnung (zur Definition von W° siehe (5.23))

ulyn(y) = ()i (y), - uno 1 (1) €Gno (7.134)
Beweis:
Es gilt nach (7.110)
M n
u; (y) = Z ka,h(%) sinh ( )\k,hy> (7.135)
P bk

und vollig analog zum Beweis von (7.110) zeigt man auch

% . M (¢§L,5avk’,h)0,a .
u; (y) = Z f”k,h(mi) sinh ( )\k,hy> . (7.136)
k=1 k,h

Subtrahiert man (7.136) von (7.135), so folgt

|ui (y) — ui(y)]
f: (ny - ¢}11,57 Uk,h)o,a
k=1 vV Akh

(Qﬁ? - gblll,m Uk,h)O,a

Nk

Uk.n(x;) sinh ( Ak,h:U)

IN

>

k=1

Uk p(;) sinh ( )\k7hy> ) (7.137)

Eine Untersuchung der einzelnen Terme in dieser Summe férdert, wenn man noch

Cauchy-Schwarz (7.104)
(¢ — & ., ven)oal < 16} — & Mo - lvenllon < VRallol — & oo < v/ Rae

=1

(7.138)
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einsetzt,

Vk h(xz) sinh ( )\k,hy)
)\k h

VY ) -

‘(WL 15,’Uk h)o

1
)\kh

' ‘(¢I11 - (b?,aa vk,h)[),a’

hy> |V (7)) “V Rqe
\/ k,h
(7.113),(7.81),(7.112)
< (sinh <\/ )\ky>

1 ~
COn) - (Jop(@)| + COVR) - (— +c<6>h> -/ Rae
Satz 6.2.15 (b),(7.128)

< (st (V) + €0 - (€094 COVR) - (s CO) -

< (sinh (Mwmm> + C(9>) (" 4+ 00 . (L + 6‘(6)) -V Rue

(6.20) )
< (sinh <\/ &Mwmm> + C“”) (O 4 c™). ( S C<6>> -/ Rae
Ta \/R:'Zﬂ'

zutage. Wenn man nun C*% durch

CcU .= M (sinh (\/&ermax> + C(g)> . (0(13) + 0(7)) : ( 1 + C'(G)> VR
Tq VET

definiert, so laBt sich offenbar die Summe (7.137) durch C™e nach oben abschétzen.

Dies zeigt (7.132) und mit Hilfe einer einfachen Anwendung von (7.104) folgt daraus auch
(7.133) mit CY) .= \/R,CUY,

’Ukh xz

ﬁ

O

Folgerung 7.3.2 Mit den Bezeichnungen und unter den Voraussetzungen des vorangegan-
genen Satzes konvergiert fiir (¢,h) — 0 die Funktion u;. gegen die wahre Losung u(x;,y) des
Ausgangsproblems. Es gelten fiir hinreichend kleines h die Fehlerabschdtzungen

u(ai,y) — up(y)] < MCUIVR+CMWe (7.139)

und
()" = ul (W)l < MCUh 4+ CMe (7.140)

Bewezis:

Man spaltet den Gesamtfehler nach der Dreiecksungleichung auf und erhélt damit unmittel-
bar nach den Sétzen 7.2.8 und 7.3.1

*

u(zi, y) — i (y)|
lul@s, y) — ui ()] + |ui (y) — ui (y)]
(7.120),(7.132)

< MCVh+ e

IN
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sowie

()" = w2 ®)lloa

< 1l 9))" = (@)oo + i (y) — uZn®)lloa
(7.121%(7.133) MDD,

7.4 Fehlerabschitzung und Konvergenzsatz

7.4.1 Projektionsfehlerabschitzung

Auch in dem Fall der allgemeineren, in den letzten Kapiteln betrachteten Differentialglei-
chung ist es zum Beweis der Fehlerabschéitzung fiir die Linienmethode erforderlich, zuvor den
Projektionsfehler zu betrachten, der dadurch entsteht, dafl man die (zuvor unter Umsténden
gestorten Daten) in den Raum D¢, projeziert. In Analogie zu Satz 4.2.3 formuliert man den
folgenden

Satz 7.4.1 Sei M < N und Cauchy-Daten ¢, € D* (zur Definition von D* siehe (6.16))
gegeben. Dariiberhinaus gelte die Beschrinktheitsbedingung

No(Tmaz) < E? (7.141)

am oberen Rand. Dann gilt mit der Bezeichnung

M
¢} = Pu( ¢1 Z (¢1, vk)av (7.142)
k=1
die Projektionsfehlerabschdtzung
EM
lpr — il < CT9 (7.143)
exp (« /%MWTmax>
mit der Konstanten
R3 2
o) =, 2. : (7.144)

ra (1 — exp ( 4 Wrmax)> 2, 0

Beweis:
Nach Satz 6.2.18 besitzt die Funktion ¢; € D® die gleichméflig und absolut konvergente
Entwicklung

= (61,00)a . (7.145)
k=1
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Fiir die Differenz ¢; — ¢7 ergibt sich daraus

o)

$1— ¢t = > (¢1,0%)av(z) (7.146)

k=M+1

und nach der verallgemeinerten Parsevalschen Gleichung (Satz 6.2.21) folgt

[ee]

lor = dila = D (o, )i (7.147)

k=M+1

Die Beschrénktheitsvoraussetzung (7.141) bedeutet nach (6.27) nichts anderes als

o 2
Na(rma:p) = Hu(y rmaz)”i = Z M sinh2 <\/ )\krmaw> < E2

A
k=1 k

Das Gewicht des einzelnen Summanden innerhalb der Summe ist unbekannt und daher kann
man an dieser Stelle nur die Beschréinktheit jedes einzelnen Summanden durch die Schranke
fiir die ganze Summe, also

2
(¢1:\Uk)a sinh2 <\/)\_krmax) < E2
k

E?)\,
Sil’lh2 (\/)‘_krmax)

= (¢1,0); < (7.148)

fiir alle £ € N schluf}folgern.

Wir setzen nun v := |, /;—‘Z >0, a := YTmae > 0 und wenden Lemma 4.2.1 an. Nach Teil

(a) dieses Lemmas existiert zu « eine Konstante 3 = 3y = 3(1 — exp(—4a)), so daf
sinh(ka) > fexp(ka) VkeN, k>2 (7.149)

gilt und nach Teil (b) desselben Lemmas hat man

= (k+M)?

< C?(Tmaz ) M? 7.150
— exp(2Vk T maz) — 0 (Tmaz) ( )
mit einer Konstanten
1 R,
Co(Timaz) < = . 7.151
olrmas) < mg = ot (7.151)
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Nun kénnen wir ansetzen, um mittels der gerade gezeigten Zusammenhénge

61 — @117
7.147 -
=0 Z (61,012
k=M-+1
(7.148) e Ak
< E? :
k%l sinh? (v Ak maz)
(6.20) o 2
< ey d
fa k=M+1 ginh? Ta KTT s
R,
=y
(7.219) R, < E7r>2 i L2
T ra \ S W XD (2vkTTmax)
R, En 2 i (k + M)?
N ro \Bexp(YM7mrmaz) exp (27K mar)
(10 Ry ( BEnCo(rmas)M 2
T ra \Bexp(YM7rina)

(7.151)  R3 EM 2
< la
- r3 (67’2 exp(YM 7 maz) ) ’

max

also nach Radizieren und Einsetzen von «, 3, die behauptete Projektionsfehlerabschétzung

|61 — dilla
R E M
r3 Br2 .. exp(YM7TTmaz)

R 2F M
re (1 — exp (—4 ;—Zﬂrm(lx)) r2 .. €exp (« /%MWTmam>
M

exp < \/;:‘Z M WTmax)

C'(15)

zu beweisen.

OJ
Im folgenden wird es notig sein, die Ergebnisse, die wir im Diskreten erzielt haben und die
im kontinuierlichen bewiesenen Resultate zusammenzufiihren.

Lemma 7.4.2 Zu vy, k = 1,..., M existiert jeweils eine Fortsetzung vy € C?[0,1] und
Konstanten C1® 118 > 0, so dap fir alle h < h(®)

o, — Teplla < COOVR (7.152)
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gilt. Ohne Einschrinkung sind die Konstanten C8) und h® gleichmdafig fir k=1,..., M
gtiltig (andernfalls geht man zum Maximum tber).

Beweis:

Definiere zu vgp , k = 1,..., M die Fortsetzung vy, , k = 1,..., M nach demselben Verfah-
ren, wie wir es ausfiihrlich im Beweis der sechsten Behauptung innerhalb des Beweises von
Satz 5.32 durchgefiihrt und analysiert haben (vergleiche dazu auch Lemma 7.1.1).

In Analogie zu (7.51) und (7.52) hat man auf [; = [z, 2;41] (0 <1 < N — 1)

k(@) < C z e (7.153)

und
Ta@) <O zer (7.154)

Die Abschétzungen (7.53) und (7.54) bleiben in ihrer Form unveréndert.
Daher kann man die Ableitung von @} ,a auf I; mittels

(T 00) (2)]
< 2[Tk ()] - [T (2)] - al@)] +[T5 1 (2)] - |a' ()]
——
<Ra
(7.153),(7.154)

2
205 R, + (C) R,

(7.53),(7.54) 2
< (264 201R, + 642R,) (max (Joea(e) ], ImiP) i) )

128(241R, + 32R.) max <|vk,h(;cl)|2, m® 2, jm*) 2) ,z el (7.155)

nach oben beschranken.
Analog zu (7.55) folgt dann zundchst durch Approximation des Integrals auf I; = [z, z141]
durch die Sehnentrapezformel

Ti4+1

Eih(m)a(l‘) dr — hﬁz,h@l)a(xl) + E%,h(xl-ﬁ-l)a(xl—i-l)

2

Ty

< 128(241R, + 32R.) max (|fuk,h(x,)12, m® 2, jm®) 2) B2 (7.156)
und anschliefend in Analogie zu (7.56)

|||5k:,h||i - 1‘

= |I1Tenll2 = llvrnll.q]

N—1 Ti4+1 o PN
_ =2 _ Ui p(w0)a(@) + U (211)a(@141)
= E / Uy p(T)a(r)dr —h 5

=0 Il
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x
1 +1

N— =2 =2
v (xr)alx) + Ui, (X alx
< /@i,h(@a(x) dr —h k,h( l) ( l) 2k,h( l+1) ( l+1)
=0 | ;.
(7.156) N_1128 : 2 1 ()2 () j2) g2
< (241R, + 32R,) max ( |vgp(x)|%, |my |7, Imy 4|7 ) B (7.157)
1=0
Vgl. (7.56)
< 128(241R, + 32R)) - 6h||vk.p| -1
(5.57) 768(241R, + 32R),,
< ( . )thk,hMm
(5.49)  T68(241R, + 32R).)
= " Rk
(5.50) 241R, 2R’
g 768(241R, + 3 Ra)h)\Mh
rqoh ’
(5.58) 768(241R, + 32R.) R, M?*7?
< 2 h
:;a’(lﬁ)
= CcWp, (7.158)

also }lliné |Tk.1lle = 1 und insbesondere ||Uyp|le —1 = O(h).

Als néchstes untersuchen wir auf dieselbe Weise |(vg, Urp)a — (V2 vkn)o.al-
Da man mit derselben Technik wie in (7.155) unter Berticksichtigung von

Vg, 602[0, 1]
= JCy,CYy >0Vk=1,... MVxel0,1] : |v(z)] < Cuy, |vp(z)| < Oy (7.159)

die erste Ableitung von v;vy pa auf I; mittels

| (kT na) (2)]

< (@) ora(@)] - la(@)] + foe()] - [ (@)] - Ja(@)] + foe(@)] - [Ora@)] - o' (@)]
(7.153),(7.154),(7.159)
< ClC Ry + CyCM Ry + Cu GV R,

(7.53),(7.54) ) ) *) )
< (64CMRG+2410MRG+64CMRa)max(|vk7h(xl)|,|ml l, |m |)

a<max(a?,1)

< (640} Ry + 241Cy Ry + 640 L) max ([og (@) [mfP 2, Imy 2, 1)

nach oben abschéitzen kann, folgt auch hier zunéchst fiir den Quadraturfehler auf I; bei
Approximation durch die Sehnentrapezformel
Ti41
oh(@)Ten(2)a(z) dz — hvk(l’z)ﬁk,h(ﬂ?l)a(%z) +51;($z+1)vk,h(l’l+1)a($l+1)

x

< (64C" Ry + 241C3 Ry + 64C 3 R.) max <|vk,h(:cl)|2, m® 12, 1m®) 2, 1) h? (7.160)
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und anschliefflende Summation und Abschéitzung wie schon zuvor in (7.56) beziehungsweise
(7.158) liefert dann

’(Ukﬁk,h)a — (vp, Uk,h)o,a|

N—1 Tt _ _
_ (@O (@) a(z) da — hvk(ﬂfl)?}k,h(-fl)a(xl) + UI;(-le)Uk,h(371+1)a(-73z+1)
=0 7
N—1 Tl+1 _ _
< / ox(2) B (2)a(z) d — hvk(xz)vk,h(l’ﬂa(xl) + Ul;(xlﬂ)vk,h(SUHl)a(l‘lﬂ)
1=0
xy
(r.160) V-1 ) , 2 . (k)2 | (k) |2 2
< (64C", Ry + 2410y Ry + 64Cy R max(m,h(x,)y ImP P2, 1m®)| ,1) h
1=0
Vel. (7.56)
< (6AC) R, + 241Cy Ry + 64Cy R.) - 1 (6]|vgp]|—1 + 1)
(5.57) 64C R, + 241Cy R, + 64Cy R,
< M = “=h (loeallZra +ra)
. 4Ch R, + 241Cy R, + 64C R/
(5.49) 64C" Ra + TM + M “hy (Aop + 7o)
(5.50) 4C", R, + 2410y R, + 64Cy R
< 6 CMR + TM + M ah()\M,h‘f‘Ta)
539 (64ChRa + 2410 Ry + G1CUR,) - (R M7 +72)
< 72
:;8?17)
= CWnp, . (7.161)

Man folgert nun weiter

IA

Cauchy-Schwarz

: ‘ o5, T o — UZ,Uk,h)U:a’ + ||ol — Vknlloa - |vknlloa
\—:q—/
(7.161%(7-82) CODp+ C®p
(CUD 4+ C®) h
—
::C<17>

_ Ny, (7.162)
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also }llir%(vk,@hh)a = 1 und insbesondere (vg, Ui p)o — 1 = O(h).

Daraus ergibt sich nahtlos

vk — Tl |2
= lvell2 =2(vk, D)o + || Tkn I3

=1
< 1—-2(1—C"h) + (14 CU9p)
= 2007 + 09 p

::(0(18))2

(7.162),(7.158)

fiir hinreichend kleines h, womit alles bewiesen ist.

7.4.2 Formulierung und Beweis der Hauptergebnisse

Wir werden im folgenden weitgehend dieselben Losungsbezeichnungen, wie wir sie schon fiir
das Cauchy-Problem fiir die Laplace-Gleichung in der Tabelle 4.1 zusammengestellt haben,
verwenden.

In der folgenden Verallgemeinerung von Lemma 4.2.5 mufl nun statt der Lo-Norm die a-
Norm verwendet werden und auf die Resultate (insbesondere den Stabilitétssatz), die wir
fiir die allgemeinere elliptische Differentialgleichung (siche Problem 5.1.4, vergleiche auch
(5.1)) hergeleitet haben, zuriickgegriffen werden.

Lemma 7.4.3 (a) Aus |[|[u(., "maz)||la < E folgt auch |[(u — u*) (., T"maz) ||« < E.

(b) Es gilt die Abschitzung

Tmax

M

exp < \/E:‘Z M m“mw>

I(w=u) (. y)ll < CHVE

(7.163)

mit den Konstanten

Cc1 .= Rymax(1,C"%),
con Gaw [ 2
3 (1 — exp (—4, /%Wrmax>> 72 e 7
Ry = max(1,7ma)

(¢) Es sei(¢p1):(x) = ¢1(x)+2(x)-c mit einer zufdilligen (Storungs-)funktion z € D*, —1 <
z(x) < 1. Dann besitzt (¢1). die Darstellung

o0

(¢1)e = Z(¢1 + 22, V) U, (7.164)

k=1
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und die zu u? gehorigen Daten (¢1)f lassen sich als

M

(¢1)z = Z(¢1 + 28, Uk )aUk (7.165)
k=1
schreiben.
(d) Es besteht die Gleichung
M
61 — (61 =D (28, vk)avn (7.166)

k=1
und fir alle k € N mit 1 < k < M die Abschdtzung

(67 — (617, v)a = (28, 00)0 < Rae . (7.167)

(e) Es gilt die Abschitzung
R,C(y) sinh < %Mﬁy)
ViMm

mit einer Konstanten C(y) = C(y,v) = C (y, \/ f—;’) (siehe Beweis fiir Details).

[ =) y)lla < 5 (7.168)

Beweis:
Zu (a):
u—u* 16st wegen der Linearitét des Operators L, (siehe Satz 5.1.2) und der Homogenitét der
Dirichlet-Daten und der rechten Seite (siche Bemerkung 5.1.3) das Cauchy-Problem 5.1.4 zu

den Neumann-Daten
(7.146) S
$r—dr =" ) (1. vk)avk(z) (7.169)
k=M+1
Da folglich die ersten M verallgemeinerten Fourierkoeffizienten von ¢; — ¢ verschwinden
und die restlichen mit den entsprechenden Fourierkoeffizienten von ¢; iibereinstimmen, folgt
fiir die Norm der Losung

I(w = ")(, ?”max)IIZ

(6.27),(7.169) i (91, 00)a nhz(/ o )

Ak
k= M+1

k=1
CZ0 (., Panas) |12
Vor.

< E?
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und daraus durch einfaches Radizieren die Beahuptung (a).

Zu (b):

Da die Funktion u — u* die Voraussetzungen des Stabilitatssatzes 6.3.6 zu Daten ¢; — ¢}
erfiillt, wobei hier insbesondere nach Teil (a) des vorliegenden Lemmas Ungleichung (6.41)
gilt, schlieft man durch Anwendung dieses Satzes und des Satzes 7.4.1

[(w—u")(, y)la
_y " 1*%
< RiEvmar||g) — ¢7a

N
Tmax

(7.;13) REA | 009 EM
exp <\/;:‘Z M 7r7"mm,>
__ Y
v Fmas

= RE|C"

exp < \/;:‘Z M ’ﬂ'T’max)

Tmax

— R(CUY) Rk M
exp <1 /E—ZMWmeC)

M
Ry max(1,C") E

~ T
ot exp (, /R Mﬂrm(w)

und zeigt so Teil (b) des vorliegenden Lemmas
Zu (c):
Wegen

Tmazx

IN

(¢1)5: ¢1 + =z €€Da
cDa eDa

folgt aus Satz 6.2.18 die Giiltigkeit der Entwicklung (7.164) und aus (7.106) ist unmittelbar
die Behauptung (7.165) ersichtlich.

Zu (d):

Man subtrahiert (7.165) von (7.142) und erhélt so (7.166).

Zum Beweis der Abschitzung (7.167) dient

(z€,Vk)q
Cauchy-Schwarz
< [2€lla - [|vklla
~——

IA
oy
s
(@)

(7.170)
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Zu (e):

Da u* — u} die Losung des Cauchy-Problems 5.1.4 zu Neumann-Daten ¢} — (¢;)f ist (ver-
gleiche auch den Beweis zu Teil (a) des vorliegenden Lemmas) und auflerdem nach dem
eben bewiesenen Teil (d) alle verallgemeinerten Fourierkoeffizienten dieser Daten ab dem
M + 1-ten verschwinden, folgt nach (6.27)

(I )( y)lla
= Z (2, Uk % sinh? (\/)\_ky)

k=1
(7.167) sinh? ( y)
< R2 2
L eyt V)
k=1
2 R
(6.20) M sinh ( Talmry)
2.2
2 ey W
k=1 R,
R, M smh2( f—:k‘wy)
= —e
2
ra (k)
(4.61) e 53 ) s1nh2( %MWg)
< e -
< e (y,7) (V)2

Man radiziert und erhélt wie in (7.168) behauptet

R.C(y) sinh( %MWg)
(" = u) (5 y)lla < 2

VEMT
mit C(y) =C(y,7) =C (y, \/E>
O

Damit haben wir auch im Fall der im gegenwértigen allgemeineren Zusammenhang betrach-
teten Differentialgleichung mit Diffusionskoeffizienten a die nétigen Hilfsmittel fiir den Be-
weis des Hauptsatzes iiber die Linienmethode zur Verfiigung gestellt und formulieren ihn
folgendermaflen:

Satz 7.4.4 (Fehlerabschitzung fiir die Linienmethode, allgemeiner Fall) Mit den
Bezeichnungen des laufenden Abschnitts und den Definitionen (vergleiche auch (7.134), zur
Definition von W° siehe (5.23))

u:,h(y) = (\110)_1 ((uiaa s 7u}kV—1,e)T) € gh,()
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lapt sich ul, so zu einer Funktion E fortsetzen, dafS bei Giiltigkeit insbesondere der Vor-
aussetzungen (6.28) und (7.141) beziehungsweise (6.41) die Fehlerabschdtzung

mit den Konstanten

19

C15)

Ch(y)

gilt.

Bewezs:

(e =z

Y)lla

M

Tmax

exp ( \/;:‘;MWTmaz>

R.C(y) S (/e M)

Ta
VR
Lemma 7.4.3 (b)

(7.144)

Vgl. Bew. von (4.61)

Nach (7.109) gilt die Darstellung

M
xyzz

k=1

e+ CP(M)Vh (7.171)

M

Ry max(1,C1)
R3 2
re (1 — exp < 4

max(1, rmaz)

7TT??MWC)) T2 0z

(7.172)
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fiir die exakte Losung zu zunéchst gestérten und anschliefend in den Raum D§, projezierten
Daten (¢1)%.

Wir definieren nun

u:,h(x7 ) = Z Mﬁk,h@) sinh ( /\k,hy> (7.173)

als Fortsetzung (diese Eigenschaft folgt aus (7.110)) der Losung der Linienmethode zu
gestorten, anschliefend diskretisierten und schlieBlich auf D} projezierten Daten ((¢;)")*.
Dabei sind die Funktionen vy, £ =1,..., N — 1 die nach Lemma 7.4.2 existierenden Fort-
setzungen der Basisgitterfunktionen vy, k=1,..., N — 1.

Damit gilt dann

(uz = uZ ) (9l

i % .) sinh <\/_y> ¢1)\§ﬂh Uk p(.) sinh ( )\k,hy)

((¢1)e, vk) ) sinh <\/_y> #}Joavk r(.) sinh ( /\k,hy>

(7.172),(7.173)
<

a

=S

k=1

(7.174)

a

Eine Untersuchung der einzelnen Summenterme liefert

H((d)%k (sins (Vo) - ¢1>\/%h> ") sinh (VAny )

< e, sin () = (e, i () |
(¢

k)a ———"—Tg4(.) sinh (\/_y> <(¢1is/%h 0’“Uk7h(.) sinh( )\k,hy>

a

_|_

Vs

1), v
= ‘(( \)/—) Slnh<\/_y)‘ vk — Ukl

<<¢\>/6)’\_k sinh <\/_y) ¢1\/ﬂh smh( Akﬁy)

a

+ Nk plla (7.175)
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Nun wenden wir Lemma 7.1.6 mit

bp = (1), vkn)0a
b = ((le)e?vk)a

¢, = sinh (%y)
()

h

¢ = sinh
d, = A

d = vV

Cy = max (H(gbl)gHa,sinh (U%Mﬂrmw)>
Cl = ’l;—a{;ﬂ'

CQ = max (C’(G), C’(9)7 C(lO))

hy = min <E<6>,h<9>,h<10>)

>
> | =

an, denn die ersten beiden Voraussetzungen von Lemma 7.1.6 sind aufgrund von Lemma
7.2.7 erfiillt (ersetze dort in Teil (c) lediglich ¢, durch (¢;).) und die dritte Voraussetzung
gilt wegen

Cauchy-Schwarz

0] = [((¢1)e, vk)al < [(@1)ella - [[vrlla = [[(@1)e]la < Co (7.176)
=1
und
c]
= sinh (\/ /\ky>
Satz 6.2.15 (b)
< sinh (\/ )\My>
< sinh ( A Mrmax>
(6.20) R
< sinh M mee | < Co
Ta
sowie

Satz 6.2.15

(b) (6.20)
|d] = /A& > VAL > %7? = C)
ebenfalls. Das Lemma 7.1.6 liefert somit

3C; > 03hy > 0Vh < hy : < Csh . (7.177)
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Weiter beachtet man noch, daf§ wegen

|((P1)e; Vk)al
= ’(¢1 +Z€>Uk)a‘

S |(¢17/Uk>a| + |(25,Uk)a|
Cauchy-Schwarz
< [1]la - [[vella +ll2€la - [[vk]la
=1
(7.170)
S ||¢1||&+8Ra ’ k:]-?aM
und
; : sinh o pror
sinh (\/)\ky) Satz 6~<2~15 (b) sinh (\/)\My) (620) Ta Y Eo 1 Y,
\/)\—k >~ \/)\—1 =~ ;—Zﬂ' ) 9ty
klarerweise
inh Lo prp
(61)e, v0)a sinh (/5 My
WPer Uh)a i (x/)\ky> < (|61]la + Ry - i Jk=1,....M (7.178)
‘ V Ak T

gilt, und folgert insgesamt in Fortsetzung der Abschétzung (7.175)

'% sinh (\/A_ky>‘ Mok = Teall,

h
+ ((A1)e; k)a sinh (\/)\—ky> _ ((¢1)2,ven)0,a sinh( )\k’hy) NNTenlle
\Y% Ak \ )\k,h
(7.177),(7.178) sinh ( %M’ﬂ'y)
< (l¢ulla + eRa) - = Mok = Ukall, + Csh- [0k plla
R,
(7.152),(7.158) sinh ( %Mﬂg)
< (Ip1]la + Ry) - — - CUVh + Csh(1 4 C19p)
R—aﬂ'

e,h<1 sinh { 4/ %Mwy
= (Ip1]la + Ra) - C1¥. <\/— )\/E+ VI Cy(1 + C19)
~ R_Z'/T %/_/

—.c21) =:((22)

N CNG

mit der Konstanten

sinh ( f—:M 7ry)

G — GO (1p) = 2D | L o)
La g
Rq
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Dies nutzt man aus, um die in (7.174) begonnene Abschétzung der kompletten Summe
mittels

((qﬁl)svvlﬂ)avk(') sinh (\/)\_ky> _ Mﬂk,h(-) sinh ( )\k,hy>

NE

) vk Ak,h “
%(20)
< MC Vh
=:C(20) =C(20) (M)
= C®NVh (7.179)

zu Ende zu bringen.
Schliellich folgt jetzt durch Betrachtung des Gesamtfehlers und seiner Aufspaltung in die
einzelnen Anteile

1w = uZ,) ()l
< 1w =) C)lla + 1™ = ud) (s y)lla + 1(uf = uZ,) ()l

__Y
Tmax

Lemma 7.4.3 <(b),(e):(7~179) (19

M
exp <\/;:‘ZM 7T7“max>
R,C(y) sinh < f—;’M%y)

VET M

die behauptete Fehlerabschitzung.

e+ CO(MWVh

OJ

Bemerkung 7.4.5 (Fehleranalyse) Die Fehleranteile, die in der Fehlerabschitzung
(7.171) erkennbar werden, sind im wesentlichen dieselben, wie wir sie schon fir den Fall
der Laplace- beziehungsweise Poisson-Gleichung erhalten haben. Unterschiede liegen zum
einen in der Verwendung der a-Norm anstelle der Lo-Norm, verdnderten Konstanten und
in der schlechteren Konvergenzordnung des Diskretisierungsfehleranteils. Ansonsten bleiben
aber die Aussagen, die wir zur Fehleranalyse in Bemerkung 4.2.7 gemacht haben, wvoll in
Kraft. Dariiberhinaus kann man, wie der folgende Satz zeigt, auch M wieder so wdhlen, daf
man fiir e — 0 ein Konvergenzresultat erhdlt.

Satz 7.4.6 (Konvergenzsatz fiir die Linienmethode, allgemeiner Fall) Es seien die

(1
Voraussetzungen von Satz 7.4.4 gegeben. Wihlt man dann M = [%—‘ und h < €2, so

konvergiert fiir jedes y € [0, Tmaz) die (fortgesetzte) Lisung @ der Linienmethode gegen die
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wahre Lisung u, wenn € gegen 0 geht. Es gilt die Fehlerabschdtzung

= uZylla
N 2 R
" RermazC(y) exp (, / r—;wy) .l

Y

1

Tmax

cit n (1)

< cWp | ——e/
7T7amam ~) 17«%_:

Mo COREET (1)
9

Ta
+ EFa +
T'a

Beweis:
Wihlt man M und h so wie angegeben, so folgt mit
Ta re In(1) Ta (1)
_Mﬂ_rmax > _—Eﬂrmax =—1 -
R, R, p— / JT{_; R, €
die Abschétzung
__Y
M
exp <1 /;—‘ZMﬂ'Tmax>
__Y
l l Tmax
i B ) exp (3eIn (1))
__Y
Ta l Tmax
I (2) -
Wrmax \/ }7?_;

und unter Ausnutzung von

ln(

£

)

319
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gewinnt man

sowie (wenn man noch von & < % = 1<1In (

€ sinh ( f—:Mwy)
;—‘;WM

el Fmaz - exp <\/f:57ry>
\/;:‘;WM

1——Y¥
e maz -+ €XP Eﬂ-y

IN

1

6) ausgeht und ¢ < &' ez ausnutzt)

CCO (M) -Vh

< MC®(M)e
sinh < &Mﬂy>

- M| @Y. e +0® | ¢

;—‘;W

sinh <exp Ba pr 7Ty>
< MC®Y. i e+ MC®¢
A /R—‘;7T
1 el ~exp<,/ﬁﬂy)
< n (_) + 1 c®l - +C® ¢
Ra e E—aﬂ'
TTmazx Ta Sln(%) “ <eg' Tmaz
(21) . Rq
1 1 C exp ( o y)
S 51_7mam In (—) +1 — + 0(22)
—icC ()

1
= 0(23) (y)gl_mgﬂz In (_)

€

mit der Konstanten
CY . ex ( Ba )

023 — 00 (y) = . Py ™Y 4 @)

' Ta
T maz / }j_; R."

Daraus folgt nun insgesamt mit Satz 7.4.4 (Abschitzung (7.171)) die Fehlerabschitzung
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lu = uZla
L g 2 R
1 (L e RermaeC(y) ex (, [ Zeq > 1— ¥
< C(l9)E en 111(5) _|_€1%1 + <y) P fa Y . < me
Wrmax f_;l /ra ln (g)
1O e In (1)
€

Die Konvergenz ist nun klar, da alle drei Fehleranteile fiir ¢ — 0 gegen 0 konvergieren.

Um dies einzusehen, macht man sich zunéchst klar, daf§ fiir beliebiges o € (0, 1]

I'Héspital

S (7.180)

gilt.

Fiir den ersten Anteil folgt dann daraus mit o = £+ zunéchst

—0(e—0)
—~
Ta 1
£Fa In (—)
. € Ta
lim| ————~% 4+ £Ra =0
e—0 R, ~~~
TTmax o —0(e—0)

und daraus die Konvergenz des gesamten Fehleranteils gegen 0 mit Hilfe der Stetigkeit der
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Exponentialfunktion und des Logarithmus, denn es gilt

1— Y
Ta Tmazx
e (G)
lim | —————2= + ¢Ra
e—0 R
T max 7‘_:
N - 7
=:f(e)

= tyeo (172 )

= exp (1— Y )limln(f(a))
Tmaz / €0 ,

——o00 (e—0)

—00 (e—0)

keinerlei Schwierigkeiten und fiir den dritten Anteil schlieSlich folgt die Konvergenz gegen 0
ebenfalls aus (7.180) (diesmal mit o = 1 — ).

Tmazx

O
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Kapitel 8

Numerische Berechnungen und
Beispiele

Neben der bis zu diesem Punkt im Vordergrund stehenden theoretischen Analyse der vorge-
stellten Linienmethode fiir elliptische partielle Differentialgleichungen haben wir, wie fiir ein
numerisches Verfahren letztlich immer erforderlich, auch praktische Berechnungen anhand
verschiedener Beispiele durchgefiihrt. Vorab kann man dazu bemerken, dafl die numerischen
Resultate durchweg den theoretischen Erwartungen entprochen haben, insbesondere, was
den EinfluB der verschiedenen Parameter — wie etwa der Diskretisierung h, der Stérung e
oder des Projektionsparameters M — auf den Fehler angeht.

Alle Programme wurden in der mathematisch orientierten Programmierumgebung MATLAB
geschrieben. Die im Rahmen dieses Systems zur Verfiigung gestellte graphische Benutzero-
berfliche (engl. GUI — graphical user interface) erwies sich dabei als ideales Werkzeug, um
interaktiv und komfortabel eine Vielzahl von verschiedenen Testfunktionen und Parameter-
konstellationen fiir die Linienmethode zu studieren. Im Rahmen dieser Arbeit ist es zwar
nicht moglich, alle diese Ergebnisse zu présentieren, es soll jedoch eine Auswahl vorgestellt
werden, die die Charakteristika der erzielten Ergebnisse beispielhaft verdeutlicht. Wir werden
dabei der Ubersichtlichkeit halber so vorgehen, daf8 in Analogie zum theoretischen Teil der
vorliegenden Arbeit zunéichst die Beispiele zur Laplace- beziehungsweise Poisson-Gleichung
préasentiert werden (Abschnitt 8.1) und anschliefend die Numerik der Linienmethode fiir das
Cauchy-Problem fiir eine Differentialgleichung mit einem zusétzlichen Koeffizienten a dis-
kutiert wird (Abschnitt 8.2). In dem anschlieffenden, gesonderten Abschnitt 8.3 werden wir
dann die Anwendung der Linienmethode auf das Problem der Randidentifizierung und die
dabei erzielten Ergebnisse dokumentieren. Innerhalb jedes dieser Abschnitte wird zunéchst
eine Beschreibung des jeweiligen numerischen Verfahrens vorgelegt, bevor im Anschlufl daran
die konkreten numerischen Beispiele diskutiert werden. Wir haben durchweg solche Beispiele
gewihlt, bei denen die exakte Losung bekannt ist, um eine Mo6glichkeit zu haben, die Giite
des Verfahrens zu beurteilen; letztlich ist natiirlich eine Berechnung, bei der lediglich die —
in unseren Beispielen kiinstlich erzeugten — Daten bekannt sind und die unbekannte Lésung
bestimmt wird, Sinn und Zweck der Entwicklung der Linienmethode.
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8.1 Berechnungen zur Poisson-Gleichung

Wendet man die Linienmethode auf das Cauchy-Problem fiir die Poisson-Gleichung an, so
hat man den entscheidenden Vorteil, daf die Eigenwerte und Eigenvektoren sowohl des kon-
tinuierlichen Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblems (siehe dazu Folgerung 6.2.24) als auch
der entsprechenden durch die Approximation entstehenden Matrix Ds (siehe (2.2)) explizit
bekannt sind (vergleiche Lemma 2.2.3). Gleichzeitig ist damit allerdings auch klar, daf} die
Linienmethode in diesem Fall weniger interessant ist, als fiir eine allgemeinere elliptische
Gleichung, da man ja eine explizite analytische Darstellung der exakten Losung als Reihe
vorliegen hat (siehe Satz 3.4.1), auch wenn man bedenken sollte, daf in der Praxis eine solche
Reihendarstellung zunéchst einmal auch als eine Art Aufgabenstellung zu verstehen ist, da
insbesondere wegen auftretender Rundungsfehler und nicht exakt berechenbarer Terme, wie
es etwa die Fourierkoeffizienten der Daten sind, die Auswertung der Reihe auf erhebliche
Schwierigkeiten stoft.

In der Tat 1auft bei genauer Betrachtung die Linienmethode in diesem Fall dementsprechend
neben der Diskretisierung in z-Richtung auch darauf hinaus, die entsprechende Losungs-
reihe zur Berechnung an einer passenden Stelle (bestimmt durch den Projektionsparameter
M) abzuschneiden und die in den einzelnen Summanden auftretenden Integrale geeignet zu
approximieren.

8.1.1 Beschreibung des Verfahrens

Nachfolgende Beschreibung ist in einer Mischform aus den Schritten des zur Linienmethode
gehorenden Algorithmus und erkldrendem Text. Dem kundigen Leser sollte es nicht schwer-
fallen, daraus in einer beliebigen Programmiersprache ein entsprechendes Programm zu ent-
wickeln.

Daten und Initialisierungen

1. Initialisiere N, h, M, e, (P1)., "mar SOWie gegebenenfalls F|, F;, F3, f.

Vom Benutzer vorzugeben ist im wesentlichen der Diskretisierungsparameter N, also die
Anzahl der Intervalle in z-Richtung (und damit steht natiirlich auch h = & zur Verfiigung).
Weiter ist der Projektionsparameter M (Dimension des Raums, auf den projeziert wird),
eine maximale Datenstérung e sowie ein Datenvektor (®;). mit N — 1 Komponenten mit
den (eventuell gestorten) Neumann-Daten zu erzeugen. Die obere Grenze der y-Werte 7,4z
haben wir bis auf eine Ausnahme, die durch das entsprechende Randidentifizierungsproblem
bedingt war, durchweg auf 7,,,, = 1 gesetzt. Zur Diskussion steht hier eine Losung von
Problem 2.1.1, das heifit, dal insbesondere inhomogene Dirichlet-Daten F; auf »;, 1 =1,2,3
sowie eine inhomogene rechte Seite f vorliegen kénnen.

Ist dies der Fall, so hat man zunéchst, wie in Bemerkung 2.1.2 erldutert, ein direktes Problem
zu l6sen, was wir im folgenden Abschnitt beschreiben werden; andernfalls, wenn also das
Cauchy-Problem schon in der halbhomogenen Form 2.1.3 vorliegt, kann man sich direkt der
Losung dieses inversen Problems zuwenden und den Teil des Algorithmus iiberspringen, der
sich mit dem direkten Problem befafit.
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In den von uns betrachteten Beispielen haben wir die Daten grundsétzlich kiinstlich erzeugt,
indem wir die bekannten, zur exakten Losung gehorigen Neumann-Randdaten ¢, diskretisiert
haben (was den Vektor @, liefert) und anschlieBend punktweise einen zufilligen Fehler vom
Maximalbetrag ¢ hinzugefiigt haben (wodurch (®,). erzeugt wurde).

Eventuelle Losung eines direkten Problems

2. Lose das in Bemerkung 2.1.2 angegebene direkte Problem und erhalte w.

3. Bestimme g—?(@ 0) mittels des vorwirtsgenommenen Differenzenquotienten.
4. Subtrahiere %—Z(m, 0) von (®;). und erhalte so den neuen Datenvektor (®,). zur

Benutzung bei der Losung des Cauchy-Problems.

Fiir die Losung des direkten Problems haben wir in unserem Programm einen eigenen Dis-
kretisierungsparameter h eingefithrt, da die Genauigkeit der Losung w dieses Problems einen
entscheidenden Einflul auf die anschlieBende Losung des Cauchy-Problems hat. Dies héngt
damit zusammen, daf durch den unvermeidbaren Fehler der Gréenordnung O(h), der bei der
Approximation der Ableitung von w auf 3; durch den vorwértsgenommenen Differenzenquo-
tienten entsteht, eine zusétzliche Datenstérung der Neumann-Daten fiir das Cauchy-Problem
in Kauf genommen werden muf, so dal man & so klein wihlen sollte, daB diese zusitzliche
Storung in ihrer Gréflenordnung unterhalb von e bleibt, da ansonsten € als Parameter seine

Aussagekraft verliert.

Losung des Cauchy-Problems mittels Linienmethode

5. Projeziere die Daten (®;). auf den Raum D/}, und erhalte so die Daten (®,):.

6. Bestimme die L6sung des homogenen Cauchy-Problems mit Hilfe der Linien-
methode zu den Daten (®,)! nach (3.39).

7. Wurde im ersten Schritt ein direktes Problem gelost, so addiere noch die
Losung dieses direkten Problems und die mittels Linienmethode gerade berech-
nete Losung des homogenen Cauchy-Problems, um die Losung des inhomogenen
Cauchy-Problems zu erhalten.

Obwohl es theoretisch nicht erforderlich ist, bei der Berechnung von (3.39) die Summe bei
M abbrechen zu lassen, da ja alle Terme ab k& = M + 1 theoretisch verschwinden (wegen
(®,): € D)), ist in der Praxis ebendies aufgrund der unvermeidlichen Rundungsfehler doch
vonnoten.

8.1.2 Das Hadamard-Beispiel

Im Zusammenhang der untersuchten Problemklasse bietet sich fiir numerische Berechnungen
das klassische Beispiel fiir schlecht gestellte Probleme von J. Hadamard an (siehe Satz 1.3.2,
vgl. auch [Had23]). Hierbei ist die exakte Losung u gegeben durch

sin(mmx) sinh(mmy)

U(ZL’, y) = (mﬂ')2
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wobei m eine natiirliche Zahl ist. Die Randdaten ergeben sich zu:

w(0,y) =u(l,y) = 0 Vyel0,1]
u(z,0) = 0 Vze(0,1)
ou sin(mmx)

5 (2,0) = ———= =16

dy mm

In diesem Fall hat man also den Fall homogener Dirichlet-Daten und homogener rechter Sei-
te (Laplace-Gleichung) vorliegen und kann daher, ohne zuvor ein direktes Problem lésen zu
miissen, unmittelbar das Cauchy-Problem mittels der Linienmethode angehen (siehe oben).
Dementsprechend hat man mit diesem Beispiel auch das ideale Werkzeug in der Hand, um
die getroffenen theoretischen Aussagen — wie etwa die Fehlerabschiatzung in Satz 4.2.6 und
den anschlieBenden Konvergenzsatz 4.2.8 — ohne storende Nebeneinfliisse zu untersuchen
und zu bestétigen. Wir haben daher diesem Beispiel den grofiten Umfang innerhalb der Do-
kumentation der numerischen Ergebnisse eingerdumt. Man betrachte dazu Abschnitt A.1.1,
den wir im folgenden im einzelnen diskutieren wollen.

Die Abbildungen A.1 und A.2 zeigen fiir m = 2 jeweils die exakten, gestorten und anschlie-
Bend auf den Raum D%, projezierten Neumann-Daten bei y = 0; im ersten Fall fiir M = 2,
was den Optimalfall bedeutet, da die gestorten Daten auf den Raum projeziert werden, dem
die exakten Daten entstammen, nimlich D?. Dies fiihrt dazu, da8 selbst bei Zulassung von
relativ groflen moglichen Datenstérungen, wie wir sie in den in den beiden Abbildungen
gezeigten Beispielen zugrundegelegt haben, ndmlich Storungen in der Gréflenordnung der
Datenfunktion selbst, die Daten dank der Projektion sehr gut rekonstruiert werden koénnen.
Dies verursacht dann auch eine entsprechend gute Qualitéit der Losung des Cauchy-Problems
(vergleiche dazu Tabelle A.1).

Im zweiten Fall projeziert man auf einen Raum der Dimension 4 und erhélt dementsprechend
eine etwas schlechtere Rekonstruktion der Daten aus D%, die sich entsprechend auf die Losung
auswirkt (vergleiche Tabelle A.2). Eine ausfiihrliche Diskussion der Wahl von M und ihrer
Auswirkungen folgt weiter unten.

Anhand der folgenden Abbildungen A.3-A.14 (Fall m = 2) und A.15-A.26 (Fall m = 4)
kann man nun hervorragend das Auftreten des Diskretisierungs- und des Datenfehlers be-
obachten (der Projektionsfehler kidme erst fiir M < m ins Spiel), wodurch die theoretischen
Erwartungen fiir diese beiden Fehleranteile eindrucksvoll bestétigt werden kénnen.

So ist in den Abbildungen A.3-A.6 zunéchst eine gewisse Dominanz des Datenfehlers auf-
grund der vergleichsweise groflen Datenstorungen zu beobachten. Dieser Fehleranteil wird,
wie man den Abbildungen entnehmen kann, sukzessive kleiner mit kleiner werdendem e¢;
ein Effekt, den man auch anhand der Tabelle A.1 studieren kann. Innerhalb des Bereichs
von Datenstorungen, der den Abbildungen zugrunde liegt, ist der Diskretisierungsfehler eher
vernachlassigbar klein, was sich auch darin duflert, dal die Losungen fiir die groberen Dis-
kretisierungen teilweise besser sind (aufgrund zufélliger besserer Daten) als fiir die feineren
(sieche zum Beispiel Abbildung A.4 oder A.8). Dies dndert sich jedoch aulerhalb des fiir das
Auge in Abbildungen wahrnehmbaren Bereichs deutlich, denn fiir alle ¢ < g( (siehe Tabellen
A.1-A.6) édndert sich mit kleinerer Datenstorung bei gleichbleibender Diskretisierung der
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Gesamtfehler nicht mehr, woraus wir schliefen kénnen, dafl in diesen Féllen der Diskreti-
sierungsfehler der bestimmende Fehleranteil ist und Verbesserungen nur noch durch feinere
Diskretisierungen erreicht werden kénnen. Je nach Wahl von M wird ¢g, also der Punkt,
ab dem der Diskretisierungsfehler dominiert, frither (also fiir grofiere e, siehe Tabelle A.1
beziehungsweise A.4) oder spéter (also erst fiir kleinere ¢, siche Tabelle A.3 beziehungsweise
A.6) erreicht. Deswegen war es auch notig, fiir die vergleichsweise groferen M in den Abbil-
dungen A.7-A.10 (m =2, M =4), A 11-A.14 (m =2, M =6), A.19-A.22 (m = 4, M = 6)
und A.23-A.26(m = 4, M = 8) jeweils kleinere Werte von ¢ zu wéhlen, je groBer M wurde.
Das Prinzip lautet also: Es macht nur dann Sinn, auf einen héherdimensionalen Raum zu
projezieren, wenn man entsprechend genaue Daten bereitstellen kann. Dies ist jedoch die
lediglich mit anderen Worten formulierte Quintessenz des Satzes 4.2.8, in dem wir ja auch

M zu ’]n(a )—‘ gewiahlt haben.

TTmax

8.1.3 Ein inhomogenes Problem

Als Beispiel fiir ein Problem, das sowohl inhomogene Randbedingungen als auch eine inho-
mogene rechte Seite aufweist, dient das Polynom

u(z,y) = 2"
Wir zerlegen das Problem, wie in Bemerkung 2.1.2 angegeben und oben diskutiert, so dafl
man also

Aw = 90- (%% +2'%*) inQ
w(r,y) = =% auf X, U S, UN;
w(z,y) = x auf Xy (8.1)

und

Av = 0 inQ

v = 0 aufElLJEQUEg

0 0

a—;(x, 0) = —a—zj(;p, 0) auf¥, (8.2)
mit Hilfe der Linienmethode zu 16sen hat.
Der entscheidende zusétzliche Faktor, der bei der Interpretation der numerischen Ergebnisse
fiir dieses inhomogene Problem mitberiicksichtigt werden muf, liegt, wie schon weiter oben
bemerkt, darin, da§ man das direkte Problem (8.1) natiirlich auch nur ndherungsweise l6sen
kann (etwa durch ein Differenzenverfahren mit Diskretisierungsparameter ) und auflerdem
bei der Ermittlung der Ableitung ?9_1;’ die ja die Neumann-Daten fiir das Cauchy-Problem

(8.2) liefert, ein unvermeidlicher Fehler der GréBenordnung O(h) entsteht, der eine zusétzli-

che Datenstorung bedeutet. Die kiinstlich hinzugefiigte Datenstorung ¢ ist also nur insoweit
von Bedeutung als sie groflenordnungsméflig oberhalb der durch die Losung des direkten
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Problems entstehenden Datenstorung liegt. Von grofiter Bedeutung ist es somit, das direkte
Problem mit einem hinreichend feinen Diskretisierungsparameter h lésen zu konnen. Dies
stellt {ibrigens auch den einzigen laufzeitkritischen Faktor dar, was die Programmierung der
Linienmethode angeht (die von uns verwendeten Rechner lieferten in vertretbarer Zeit Er-
gebnisse bis zu h = ﬁ und h = ﬁ fithrt zu nahezu unmittelbar verfiigharen Ergebnissen);
die Linienmethode zur Losung des Cauchy-Problems (8.2) selbst dagegen ist dank der ver-
wendeten expliziten Losungsformeln, die wir im theoretischen Teil dieser Arbeit hergeleitet
haben, quasi in Echtzeit zu verwenden und fiir die Laufzeit ohne Bedeutung.

Betrachtet man nun die numerischen Ergebnisse (sieche Abschnitt A.1.2), so ist zunédchst zu
den Abbildungen A.27 und A.28 zu bemerken, daf§ die Kurven der als exakt gekennzeichne-
ten Daten dahingehend interpretiert werden miissen, dafl sie lediglich die Daten, die bei der
Losung des direkten Problems ermittelt wurden und die, wie wir ja im letzten Absatz hinléng-
lich diskutiert haben, schon fehlerbehaftet sind, exakt wiedergeben, wiahrend wir die wirklich
exakten Daten g—’;(x, 0) schlicht nicht zur Verfiigung stellen kénnen. Auch bei Betrachtung
dieser beiden Abbildungen stellen wir fest, dal das Projektionsergebnis den Ausgangsdaten
fiir M = 2 ndher kommt als fiir M = 4, was sich auch in der Giite der Losungen bemerkbar
macht. Im Fall M = 2 ist nimlich die numerische Lésung nur fiir ¢ = 107! (man beachte,
dafl die Daten selbst nur eine Gréfienordnung von 107* haben!) relativ schlecht (Abbildung
A.29) und schon fiir ¢ = 1073 und erst recht fiir e = 107 (Abbildungen A.30 und A.31) sind
die Ergebisse erstaunlich gut. Dagegen erreicht man im Fall M = 4 erst fiir ¢ = 107° ein
annehmbares Ergebnis (Abbildung A.34), wiihrend die Ndherungen fiir ¢ = 10~ (Abbildung
A.32) und £ = 107 (Abbildung A.33) von schlechterer Qualitéit sind. Die systematische
Untersuchung des Fehlers anhand der Tabellen A.7 und A.8 (Fall A = &) sowie A.9 und
A10 (Fall b = 555) zeigt, wie schon zuvor im Falle des Hadamard-Beispiels fiir die groBen e,
zunichst das Uberwiegen des durch die Datenstérung ¢ hervorgerufenen Datenfehlers. Fiir
zunehmend kleineres ¢ stabilisiert sich der Fehler wie schon zuvor bei einem festen Wert,
der nicht unterschritten wird. Dieser dann sichtbar werdende Anteil ist allerdings nicht —
wie beim zuvor betrachteten Hadamard-Beispiel — der Diskretisierungsfehler, sondern der
zusétzliche, durch die Losung des direkten Problems entstehende Datenfehler, den wir oben
diskutiert haben. Ganz deutlich wird diese Tatsache durch den direkten Vergleich der Tabel-

len A.7 und A.9 beziehungsweise A.8 und A.10, da fiir h = ﬁ der erreichte Wert, bei dem
sich fiir fallendes € der Fehler stabilisiert deutlich kleiner ausfallt als fir h = %. Was eben-
falls deutlich ins Auge fillt, ist der schon im Zusammenhang mit dem Hadamard-Beispiel
ausfiihrlich diskutierte Zusammenhang zwischen M und ¢, dafl ndmlich ein grofleres M auch

ein kleineres ¢ erforderlich macht.
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8.2 Berechnungen zu einer Gleichung mit Diffusions-
koeffizient

8.2.1 Beschreibung des Verfahrens
Daten und Initialisierungen

1. Initialisiere N, h, M, e, (P1)., a, " mq: Sowie gegebenenfalls Fi, Fy, F3, f.

Die einzige zusétzliche Information, die im Vergleich mit dem Problem fiir die Poisson-
Gleichung noch zur Verfiigung gestellt werden mu$, ist ein Vektor mit N + 1 Komponenten,
der die Werte a(x;), j = 0,..., N des nur von = abhéngigen Diffusionskoeffizienten a bei
den Gitterpunkten beziehungsweise auf den Gitterlinien enthélt. Alle anderen Gegebenheiten
bleiben unverédndert.

Eventuelle Losung eines direkten Problems

2. Lose das in Bemerkung 5.1.3 angegebene direkte Problem und erhalte w.
ow

3. Bestimme ‘;j,—y(av7 0) mittels des vorwirtsgenommenen Differenzenquotienten.
4. Subtrahiere %—Z’(x, 0) von (®;). und erhalte so den neuen Datenvektor (®;). zur
Benutzung bei der Losung des Cauchy-Problems.

AuBer der verdnderten Differentialgleichung fiir das direkte Problem (Gleichung mit Diffusi-
onskoeffizient statt einfacher Laplace- beziehungsweise Poisson-Gleichung) ergeben sich fiir
das direkte Problem keine Unterschiede zu dem Vorgehen in Abschnitt 8.1. Man hat also

hier wie dort lediglich auf die geeignete Wahl von h zu achten.

Losung des Cauchy-Problems mittels Linienmethode

5. Bestimme die Eigenwerte S\k,h, k=1,...,N—1 der symmetrischen Tridiagonal-
matrix BY" (siehe Lemma 5.2.8 (b),(c)) und ein zugehoriges Orthonormalsystem
von Eigenvektoren (t,), , die man spaltenweise in der Matrix T, speichert.

6. Berechne daraus nach (5.15) die Matrix W, = \/h;TlSaTa’ deren Spalten die
Eigenvektoren von B, enthalten, mit der in (5.13) definierten Diagonalmatrix
Sg.

7. Erhalte die Losung der Linienmethode zu projezierten Daten ()
Formel

*

* nach der

M

S (W)op W B0k o <\/Tkhy)

k=1 _)\k,h

Man vergleiche dazu (5.20), (5.60) samt Beweis und (7.110).

8. Wurde im ersten Schritt ein direktes Problem gelost, so addiere noch die
Losung dieses direkten Problems und die mittels Linienmethode gerade berech-
nete Losung des homogenen Cauchy-Problems, um die Losung des inhomogenen
Cauchy-Problems zu erhalten.
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Eine Erlauterung ist hier lediglich noch zu Schritt 5. erforderlich: Die Bestimmung der Eigen-
werte der symmetrischen Tridiagonalmatrix B:Y™ erfolgt am effektivsten unter Ausnutzung
der Tatsache, dafl die Hauptminoren der Matrix z £'— B:Y™ als Polynome in x betrachtet eine
sogenannte Sturmsche Kette bilden. In diesem Fall 148t sich die Bestimmung der Eigenwerte
sehr einfach und wirkungsvoll mit Hilfe eines Bisektionsverfahrens realisieren (siche [SH82]
Abschnitt 10.3, Seite 224-226). Da die hierbei auftretenden Polynome bei grofien Eintridgen
der Matrix B;Y", wie sie bei kleiner werdenden h auftreten, sehr grofe Werte annehmen
(bis oberhalb der in MATLAB zuléBigen Hochstzahl von 103% der Grund wird offensichtlich
bei Betrachtung von (26) in [SH82] S.224), war auch noch eine vorherige Spektralstauchung
notig. Das bedeutet, dafl wir zunéchst die offenbar zwischen —1 und 1 liegenden Eigenwerte

der quasi normierten Matrix
Bsym
a

1 Ba”" [l

berechnet und anschliefend wieder mit || BY™||,, multipliziert haben, um die gewiinschten
Eigenwerte von B;Y™ zu erhalten. Den zu einem Eigenwert A gehorigen Eigenvektor berechnet
man mit Hilfe einer auf die Matrix BY™ — AE angewandten Vorwértselimination, der be-
liebigen nichttrivialen Setzung der letzten Komponente (etwa gleich 1) und anschlieBendem
Riickwirtseinsetzen. Die numerischen Ergebnisse der Eigenwertbestimmung und Eigenvek-
torbestimmung waren in verschiedenen Testldufen fiir Falle, in denen die Eigenwerte explizit
bekannt sind, duflerst erfolgreich.

8.2.2 Ein polynomiales Beispiel

Als wahre Losung haben wir das Polynom
u(z,y) =2* +¢*, (x,y) € Q
und als von x abhéngigen Diffusionskoeffizienten die lineare Funktion
a(x) =1+, z€0,1]

gewdhlt. Offenbar gilt dann

Lau:div(aVu):aAu—i—a’%:(1—|—x)-4+1-2x:6x+4::f
T

und 5
a—z(:}c,O) =0=:¢1(x)

Es liegt also ein inhomogenes Problem vor, das wir somit nach Bemerkung 5.1.3 zerlegen
miissen. Das direkte Problem hat die Form

L,w = 6x+4 in(

w(r,y) = 2°+y° auf XU, U3
w(z,y) = 142z aufdy (8.3)
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und das zugehorige Cauchy-Problem lautet

L,v = 0 in

v = 0 auleLJZQUEg

g—;j(m, 0) = —g—l;(x, 0) aufX; . (8.4)
Die Abbildungen A.35 und A.36 zeigen in schon gewohnter Weise die aus der Losung des di-
rekten Problems erhaltenen (und nur in diesem Sinne exakten) Cauchy-Daten, ihre Stérung
und anschliefende Projektion auf den Raum DX/’[h fiir M = 2 (Abbildung A.35) beziehungs-
weise M = 4 (Abbildung A.36). Die Daten bewegen sich ihrer Gréfenordnung nach etwa
zwischen 0 und 107!, was man bei der Interpretation der Fehlertabellen mit beriicksichtigen
muf} (erstaunlich gute Ergebnisse auch fiir vergleichsweise grofe Stérungen).
Die Abbildungen A.37-A.41 stellen sehr anschaulich den Einflufl der zwei Parameter ¢ und
h auf den Gesamt(daten)fehler dar. Jeweils unabhéingig voneinander kénnen durch bessere
Wahl dieser Parameter (also kleineres h beziehungsweise £) Verbesserungen des Gesamter-
gebnisses erzielt werden, woraus man schlieflen kann, dafl beide Datenfehleranteile in dem von
uns betrachteten Bereich in etwa dieselbe Groflenordnung besitzen. Die Tabellen A.11 (Fall
h = %) und A.12 zeigen dann auch die Grenzen dieser unabhéngigen Verbesserungsmaglich-
keit durch Verdndern nur eines Parameters auf, denn wie schon zuvor in den anderen be-
trachteten inhomogenen Beispielen wird wiederum erkennbar, dal nur das gemeinsame, ko-
ordinierte Verkleinern beider Parameter dazu fiihrt, daf§ der Gesamtdatenfehler verkleinert
werden kann. Der Diskretisierungsfehleranteil wird in den Tabellen deswegen nicht sichtbar,
weil der Datenfehler fiir alle betrachteten Konstellationen diesen Fehleranteil dominiert.

Bemerkung 8.2.1 Wir halten fest, daf$ insgesamt die numerischen Ergebnisse fir das
Cauchy-Problem, wie die Fehlertabellen zeigen, von sehr guter Qualitat sind. Fiir verniinftige
Storungsgroffen und die passende Wahl von M und h sind relative Lo-Fehler unter einem
Prozent die Regel. Wenn es gelingt, fiir inhomogene Probleme das zugehdérige direkte Pro-
blem noch laufzeiteffizienter und genauer zu losen (Verkleinerung von h bei gleichzeitiger
vertretbarer Laufzeit), ist eine weitere Verbesserung der Ergebnisse in diesem Bereich zu
erwarten.

8.3 Zum Problem der Randidentifizierung

Auch zum Problem der Randidentifizierung haben wir zahlreiche numerische Experimente
durchgefiihrt, die interessante und brauchbare Ergebnisse zutage geférdert haben.

8.3.1 Beschreibung des Verfahrens

Wir setzen voraus, dafl die Losung des (homogenen oder inhomogenen) Cauchy-Problems
schon stattgefunden hat und die Losung uj_(y),i = 1,...,N — 1 der Linienmethode zu
gestorten und anschlieend projezierten Daten vorliegt. Aulerdem hat man den Vektor Fj
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der Lénge N — 1, der die Dirichlet-Randbedingung auf dem unbekannten Rand X, enthélt,
gegeben. Dann fithren wir folgendes Verfahren zur Randidentifizierung durch:

1. Berechne auf jeder Linie w;(y) :=u;_(y) — (Fo)i,i=1,...,N — 1.

2. Diskretisiere w;(y), y € (0,74 in y-Richtung mit einem Diskretisierungspa-
rameter h, h = % und erhalte so auf jeder Linie (also fiir i = 1,..., N — 1) einen

Vektor W@ € RY durch die Definition W\" := w;(yi), yp = kb, k=1,..., N + 1.
3. Bestimme 7; = r(z;) durch die Vorschrift

r; = min |W,§Z)\
N+1

Bemerkung 8.3.1 Zwei Gegebenheiten werden durch das gegenwdrtige Vorgehen noch nicht
beriicksichtigt und stellen einen Gegenstand fiir maégliche zukiinftige Untersuchungen dar.
Zum einen ist noch nicht gekldrt, ob die Losung des Randidentifizierungsproblems eindeutig
st beziehungsweise ob die Funktionswerte nicht an verschiedenen Stellen auf einer Linie
sehr nahe an den vorgeschriebenen Funktionswert kommen und zum anderen ist noch ein
Verfahren zu finden, das die Inhomogenitit der Medien auch in y-Richtung bei der Lésung
des Cauchy-Problems bericksichtigen kann, also mit einem Diffusionskoeffizienten a(z,y)
rechnet (vergleiche Beispiel 1.5.5), was bisher noch nicht der Fall ist, da von uns nur die
Poisson-Gleichung beziehungsweise eine Gleichung mit von x abhdingigem Koeffizienten a(x)
betrachtet wurde.

Die Bilder zu den numerischen Ergebnissen beziiglich des Randidentifizierungsproblems, die
wir im folgenden erortern wollen, befinden sich in Abschnitt A.3.

8.3.2 Das Hadamard-Beispiel

Fiir das Hadamard-Beispiel (zur Definition der Losung des Cauchy-Problems siehe Abschnitt
11

8.1.2) haben wir zwei verschiedene Randformen betrachtet, ndmlich r(z) = 5 — § sin(47w)
und r(x) = 3 + sin(rz). Man beachte, daB im zweiten Fall im Gegensatz zu allen anderen
hier gerechneten Beispielen r,,,, = 1.5 gesetzt werden mufl. Beide Randformen haben wir
zunéchst im Fall m = 2, M = 2 fiir ¢ = 0.1 (Abbildung A.43 beziehungsweise A.45) und ¢ =
1073 (Abbildung A.44 beziehungsweise A.46) untersucht, wobei man feststellen kann, daf} die
Randidentifizierung hervorragende Ergebnisse liefert, was wegen der direkten Abhéngigkeit
dieser Ergebnisse von der Losung des Cauchy-Problems, deren gute Qualitdt wir ja schon
herausgestellt haben, nicht verwundert.

Im Fall m = 2, M = 4 (siche die Abbildungen A.47-A.49) fiir die erste Randform und die
Abbildungen A.50-A.52 fiir die zweite Randform) mufl man, um dieselbe Randidentifizie-
rungsqualitdt zu erhalten, den Storungsparameter € kleiner wihlen, was ebenfalls gut mit
der Tatsache harmoniert, daf§ bei groflerem M schon fiir die Lésung des Cauchy-Problems
genauere Daten vonnéten sind, um Ergebnisse von derselben Qualitét zu erzielen.

Es wird jedoch noch ein zusétzlicher Aspekt erkennbar, den wir bis jetzt noch nicht diskutiert

haben, namlich die Abhéngigkeit des Fehlers von y. Insbesondere die sukzessive Betrachtung
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der Abbildungen A.50—-A.52 &8t erkennen, dafl bei kleiner werdender Storung e der y-Bereich,
in dem die Losung verldBlich ist und daher eine sichere Randidentifizierung erlaubt, immer
grofler wird, was vollstdndig in Ubereinstimmmung mit der theoretischen Erwartung steht,

die nach Satz 4.2.6 einen Datenfehler vorhersagt, der aus den wesentlichen Teilfaktoren
e sinh(M7y) besteht.

8.3.3 Ein inhomogenes Problem

Eine sehr extreme Testfunktion fiir das Randidentifizierungsproblem stellt die im inhomoge-
nen Beispiel fiir die Poisson-Gleichung betrachtete Funktion
u(x,y) _ 1‘10 . y10

dar, da sie iiber weite Teile des Einheitsquadrates (wir betrachten nun die Randform
r(z) = %(1 + ’% — x!) mit 7pmer = 1) nahezu verschwindet und daher die Aufgabe der
Randidentifizierung, wenn man nicht gerade in der Néhe des Punktes (1, 1) ist, wo die Funk-
tion stark ansteigt, in etwa der Aufgabe gleichkommt, in Friesland allein durch Angabe der
auf einem Weg vorkommenden Hohenmeter iiber Normal Null den Weg selber zu identifizie-
ren. Dennoch kann man beobachten, dafi durch Verkleinerung der Storung € die Genauigkeit
der Losung und damit der Bereich, in dem der Rand noch sicher identifiziert werden kann,
vergroflert werden kann. Diesen Zusammenhang findet der Leser anschaulich in den Abbil-
dungen A.53-A.55 dargestellt, mit deren Betrachtung wir die Beschreibung der numerischen
Ergebnisse beschlielen wollen.
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Anhang A

Bilder und Tabellen zu den
numerischen Ergebnissen

A.1 Beispiele zur Poisson-(Gleichung

A.1.1 Das Hadamard-Beispiel

Die Neumann-Daten, ihre Storung und Projektion

0.3 T T T T T T T T T
Exakte Daten

+ Gestorte Daten (eps=0.1)
—o— Projezierte Daten (M=2)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung A.1: Exakte Daten ®;, gestorte Daten (®;). und projezierte Daten (®)* bei

y=0firm=2M=2¢=01h= 553
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0.3 T T
Exakte Daten

+- Gestorte Daten (eps=0.1)
—o— Projezierte Daten (M=4)

04 L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung A.2: Exakte Daten &, gestorte Daten (®;). und projezierte Daten (®;)f bei
y=0firm=2 M =4,e6=0.1,h = 100

Losungsfiguren bei y =1 zum =2, M = 2,4,6 jeweils fiir verschiedene Stérungen
€

T T

Exakte Ldsung

+- Approximation mit h=1/20
—o— Approximation mit h=1/50
LAY = - Approximation mit h=1/100

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung A.3: Exakte Lt')sung u und Néherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

_ 11 1
m=2,M=2¢e=1h= 20750’100
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—o— Approximation mit h=1/50
6 = - Approximation mit h=1/100
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Abbildung A.4: Exakte Losung v und Naherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

m=2M=2¢c=10"\h=

1 1 1
207 50° 100
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Exakte Lésung
+- Approximation mit h=1/20
—o— Approximation mit h=1/50
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Abbildung A.5: Exakte Losung v und Néherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

m=2M=2¢e=10"2h=

11 1
20’ 50 100
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T T
— Exakte Lésung
+- Approximation mit h=1/20
—o— Approximation mit h=1/50
6 N = - Approximation mit h=1/100

-2

-6

Abbildung A.6: Exakte Losung v und Néherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

— — — -3 _ 1 1 1
m-2,M-2,5—10 ,h—%,%,ﬁ
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I
Exakte L&sung

* / 2 +- Approximation mit h=1/20
) 4 % —o— Approximation mit h=1/50
\ = - Approximation mit h=1/100

Abbildung A.7: Exakte Losung v und Néherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

— — —102 h =L L _L
m=2M=4,¢=10""h= 55,5, 105
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e, — Exakte Lésung
o_gl®eong +- Approximation mit h=1/20
S —o— Approximation mit h=1/50
6 = - Approximation mit h=1/100
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Abbildung A.8: Exakte Losung v und Naherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

m=2M=4,=103h=
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207 50° 100
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Exakte Lésung
+- Approximation mit h=1/20
—o— Approximation mit h=1/50
= - Approximation mit h=1/100
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Abbildung A.9: Exakte Losung v und Néherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

m=2M=4e=10"4h=

11 1
20’ 50 100
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I I
— Exakte Lésung
+- Approximation mit h=1/20
B —o— Approximation mit h=1/50
6 Ry = - Approximation mit h=1/100
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Abbildung A.10: Exakte Losung u und Néherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

— — — =5 _ 1 1 1
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Abbildung A.11: Exakte Losung u und Naherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

= = =104 p=L L _L
m=2,M=6c=10"*h=L L L
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15 1

T
Exakte Lésung
&=, +- Approximation mit h=1/20
/ ] —o— Approximation mit h=1/50
Y \ = - Approximation mit h=1/100

Abbildung A.12: Exakte Losung u und Naherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

_ _ — 105 p — L 1 1
m=2,M=6,c=10 ,h_20,50,100
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Exakte Lésung
+- Approximation mit h=1/20
B —o— Approximation mit h=1/50
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Abbildung A.13: Exakte Losung u und Naherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

= = =10% p=L L _L
m=2,M=6,c=10"°h=L L L
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+- Approximation mit h=1/20
—o~— Approximation mit h=1/50
6 = - Approximation mit h=1/100
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Abbildung A.14: Exakte Losung u und Naherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

m=2M=6,¢=10"",h =

Losungsfiguren bei y =1 zum =4, M = 4,6,8 jeweils fiir verschiedene Stérungen
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Abbildung A.15: Exakte Losung u und Naherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

_ _ _ 1 1 1
m_4,]\/[—4,6_1,h_20,50,100
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Abbildung A.16: Exakte Losung u und Naherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

m=4,M =4,¢
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Abbildung A.17: Exakte Losung u und Naherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

m=4,M=4,c=10"2h=
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Abbildung A.18: Exakte Losung u und Naherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir
_ _ - 103 p =L L 1
m=4,M =4,¢=10""h = 55,55, 105
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Abbildung A.19: Exakte Losung u und Naherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir
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Abbildung A.20: Exakte Losung u und Naherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

m=4,M=6,e =103 h =
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Abbildung A.21: Exakte Losung u und Naherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir
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Abbildung A.22: Exakte Losung u und Naherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir
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Abbildung A.23: Exakte Losung u und Naherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

= = =104 p=L L L
m=4,M=8c=10"*h=L L L
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Abbildung A.24: Exakte Losung u und Naherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir
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Abbildung A.25: Exakte Losung u und Nédherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir
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Abbildung A.26: Exakte Losung u und Naherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

= = =107 hp=L L _L
m=4,M=8c=10"h=L L L

Tabellen der relativen L, Fehler fiir m =2, M =2,4,6

elh | 1/10 | 1/20 | 1/50 | 1/100 | 1/200

1071 | 0.1669 | 0.0644 | 0.0636 | 0.0317 0.0401

1072 | 0.1094 | 0.0184 | 0.0090 | 0.0059 | 0.000298
1073 | 0.0830 | 0.0217 | 0.0028 | 0.0010 | 0.000678
10~ | 0.0827 | 0.0214 | 0.0035 | 0.000799 | 0.000231
1075 | 0.0827 | 0.0214 | 0.0035 | 0.000865 | 0.000217
1075 | 0.0827 | 0.0215 | 0.0035 | 0.000868 | 0.000217
1077 | 0.0827 | 0.0215 | 0.0035 | 0.000869 | 0.000217
1078 | 0.0827 | 0.0215 | 0.0035 | 0.000868 | 0.000217
1079 | 0.0827 | 0.0215 | 0.0035 | 0.000868 | 0.000217

Tabelle A.1: Tabelle der relativen Lo-Fehler fiir die Linienmethode mit m = 2, M = 2
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elh | 1/10 1/20 1/50 1/100 1/200
1071 | 1.7921 | 40.5332 | 23.4700 | 6.0819 7.2186
1072 | 0.4867 | 3.1379 | 2.2146 | 0.1649 1.1912
1073 | 0.1072 | 0.1596 | 0.2746 | 0.1839 0.0649
107* | 0.0832 | 0.0278 | 0.0410 | 0.0251 0.0112
1075 | 0.0828 | 0.0215 | 0.0038 | 0.000869 | 0.000717
1075 | 0.0827 | 0.0215 | 0.0035 | 0.000869 | 0.000218
1077 | 0.0827 | 0.0215 | 0.0035 | 0.000869 | 0.000218
1078 | 0.0827 | 0.0215 | 0.0035 | 0.000868 | 0.000217
1079 | 0.0827 | 0.0215 | 0.0035 | 0.000868 | 0.000217
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Tabelle A.2: Tabelle der relativen Lo-Fehler fiir die Linienmethode mit m = 2, M =4
elh 1/10 1/20 1/50 1/100 1/200
1071 | 2755.9 1920.7 5762.6 6970 686.3378
1072 | 215.0121 | 445.4885 | 203.6338 | 168.2934 | 686.3378
1073 | 6.3917 | 37.5976 | 6.7237 | 94.8566 | 16.9782
1074 | 2.6422 1.2587 9.7417 2.4154 2.9198
1075 | 0.2562 0.3675 0.2819 0.1092 0.0633
107% | 0.0827 0.0313 0.0829 0.0477 0.0332
1077 | 0.0827 0.0215 0.0069 0.0011 0.0015
1078 | 0.0827 0.0215 0.0035 | 0.000906 | 0.000536
1072 | 0.0827 0.0215 0.0035 | 0.000870 | 0.000218
Tabelle A.3: Tabelle der relativen Lo-Fehler fiir die Linienmethode mit m =2, M =6
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Tabellen der relativen L, Fehler fiir m =4, M = 4,6,8

elh | 1/10 | 1/20 | 1/50 | 1/100 | 1/200

1071 | 0.4846 | 0.1296 | 0.0239 | 0.0534 | 0.0045
1072 | 0.5305 | 0.1736 | 0.0373 | 0.0045 | 0.0123
1073 | 0.5247 | 0.1716 | 0.0317 | 0.0077 | 0.0026
107 | 0.5248 | 0.1723 | 0.0301 | 0.0075 | 0.0019
1075 | 0.5248 | 0.1724 | 0.0299 | 0.0076 | 0.0019
1075 | 0.5248 | 0.1724 | 0.0300 | 0.0076 | 0.0019
1077 ] 0.5248 | 0.1724 | 0.0300 | 0.0076 | 0.0019
1078 | 0.5248 | 0.1724 | 0.0300 | 0.0076 | 0.0019
1079 | 0.5248 | 0.1724 | 0.0300 | 0.0076 | 0.0019

Tabelle A.4: Tabelle der relativen Lo-Fehler fiir die Linienmethode mit m = 4, M =4

elh | 1/10 | 1/20 | 1/50 | 1/100 | 1/200

1071 | 2.8395 | 2.8837 | 8.3514 | 79.0735 | 34.6211
1072 | 0.5236 | 6.4816 | 0.3495 | 8.8031 | 4.7383
1073 | 0.5495 | 0.2161 | 0.0341 | 0.0109 | 0.2627
107 | 0.5248 | 0.1803 | 0.0392 | 0.0487 | 0.0146
1075 | 0.5248 | 0.1724 | 0.0299 | 0.0097 | 0.0026
1075 | 0.5248 | 0.1724 | 0.0300 | 0.0076 | 0.0019
1077 | 0.5248 | 0.1724 | 0.0300 | 0.0076 | 0.0019
1078 | 0.5248 | 0.1724 | 0.0300 | 0.0076 | 0.0019
1079 | 0.5248 | 0.1724 | 0.0300 | 0.0076 | 0.0019

Tabelle A.5: Tabelle der relativen Lo-Fehler fiir die Linienmethode mit m =4, M =6
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e|h 1/10 1/20 1/50 1/100 1/200
1071 | 74.5841 | 1635.9 4638.2 11385 11537
1072 | 9.9124 | 247.9661 | 249.0695 | 207.3906 | 147.6746
1073 | 1.9868 | 77.3240 | 539.5085 | 97.2035 | 45.4039
1074 | 0.5273 | 9.2201 11.7567 | 20.5920 | 16.5640
1075 | 0.5248 1.3331 4.1414 0.9237 1.7288
1075 | 0.5248 | 0.1947 0.1065 0.1800 0.0291
1077 | 0.5248 | 0.1724 0.0327 0.0088 0.0073
1078 | 0.5248 | 0.1724 0.0300 0.0076 0.0019
1072 | 0.5248 | 0.1724 0.0300 0.0076 0.0019
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Tabelle A.6: Tabelle der relativen Lo-Fehler fiir die Linienmethode mit m =4, M =8
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A.1.2 Ein inhomogenes Problem

Die Neumann-Daten, ihre Stérung und Projektion
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Abbildung A.27: Exakte Daten &y, gestorte Daten (®;). und projezierte Daten (®,)* bei
y =0 fiir M =2,e = 0.0001,h = 15
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Abbildung A.28: Exakte Daten ®;, gestorte Daten (®1). und projezierte Daten (®1)* bei
y =0 fir M =4, =0.0001,h = =

100
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Losungsfiguren bei

y=1zuh=

1
50

355

M = 2 jeweils fiir verschiedene Stérungen ¢

T
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+- Approximation mit h=1/20
—o— Approximation mit h=1/50
= - Approximation mit h=1/100 | |

Abbildung A.29: Exakte Losung u und Néherungslsung der Linienmethode bei y = 1 fiir
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Abbildung A.30: Exakte Losung u und Naherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir
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Abbildung A.31: Exakte Losung u und Naherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir
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Abbildung A.32: Exakte Losung u und Ndherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir
h=22 M=4e=10"1  h= % & 1
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Abbildung A.33: Exakte Losung u und Néherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir
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Abbildung A.34: Exakte Losung u und Néherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

h=L1 = =105 hph=4L1 L _L
h=gM=4e=107"1= 5 5 15



Tabelle A.7:

Tabelle der relativen Lo-Fehler fiir die Linienmethode mit h =

Tabellen der relativen L, Fehler fiir h =

L
50°

M
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e|h

1/10

1/20

1/50

1/100

1071

0.1676

1.6598

1.3893

0.6377

1072

0.1904

0.0574

0.2270

0.1228

1073

0.0003

0.0050

0.0011

0.0157

1074

0.0016

0.0044

0.0018

0.0042

107°

0.0014

0.0027

0.0022

0.0034

1076

0.0013

0.0027

0.0020

0.0035

1077

0.0013

0.0027

0.0020

0.0035

1078

0.0013

0.0027

0.0020

0.0035

107°

0.0013

0.0027

0.0020

0.0035

elh 1/10 1/20 1/50 1/100 1/200
1071 | 128.5319 | 141.6385 | 461.2240 | 367.8401 | 125.0381
1072 | 12.2541 | 35.5654 | 21.7265 | 43.2654 | 10.6683
1073 | 3.4099 4.7120 1.2004 1.3798 0.1429
1074 | 0.1935 0.1398 0.0666 0.6265 0.4937
1075 | 0.0044 0.0064 0.0905 0.0474 0.0120
107% | 0.0042 0.0120 0.0047 0.0139 0.0100
1077 | 0.0040 0.0068 0.0100 0.0098 0.0095
107 | 0.0039 0.0067 0.0097 0.0098 0.0099
1072 | 0.0039 0.0067 0.0097 0.0099 0.0099

Tabelle A.8:

Tabelle der relativen Lo-Fehler fiir die Linienmethode mit & =

= M =2

LM =4
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Tabelle A.9: Tabelle der relativen Lo-Fehler fiir die Linienmethode mit A =

e|h

1/10

1/20

1/50

1/100

1/200

107!

1.9113

0.9841

0.7587

0.5458

0.2573

1072

0.4450

0.1598

0.0481

0.1449

0.0242

1073

0.0096

0.0229

0.00025

0.0032

0.0060

1074

0.0021

0.00028

0.0021

0.00052

0.00063

1075

0.00003

0.00011

0.00013

0.00012

0.00011

1076

0.00006

0.00013

0.00013

0.00012

0.00013

1077

0.00008

0.00010

0.00013

0.000138

0.00013

1078

0.00008

0.00011

0.00012

0.00013

0.00012

107

0.00008

0.00011

0.00012

0.00013

0.00012

e|h 1/10 1/20 1/50 1/100 1/200
1071 | 482.8794 | 871.1858 | 106.5752 | 119.5399 | 264.6641
1072 | 6.2407 | 46.2396 | 33.8862 | 10.4903 | 15.4253
1073 | 0.8771 3.9691 3.9912 0.6217 3.8853
107 | 0.0588 0.3004 0.2500 0.1904 0.7319
107° | 0.0481 0.0586 0.0016 0.0066 0.0254
107¢ | 0.00039 | 0.0035 0.0048 | 0.00056 | 0.0053
1077 | 0.00037 | 0.00018 | 0.00097 | 0.00061 | 0.00054
1078 | 0.00025 | 0.00049 | 0.00051 | 0.00063 | 0.00063
1079 | 0.00023 | 0.00045 | 0.00059 | 0.00064 | 0.00065

Tabelle A.10:

Tabelle der relativen Lo-Fehler fiir die Linienmethode mit h =

L
200’

L
200’
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A.2 Beispiele zu einer Gleichung mit Diffusionskoeffi-
zient

Die Neumann-Daten, ihre Storung und Projektion

0 T T
] Exakte Daten
] +- Gestorte Daten (eps=0.01)
-0.01F ¢ —o— Projezierte Daten (M=2)
d
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Abbildung A.35: Exakte Daten @y, gestorte Daten (®;). und projezierte Daten (®,)* bei
y=0fir M =2,6=0.01,h = -
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Abbildung A.36: Exakte Daten ®;, gestorte Daten (®;). und projezierte Daten (®;)* bei

y =0 fir M =4,6=0.01,h = 5



A.2. BEISPIELE ZU EINER GLEICHUNG MIT DIFFUSIONSKOEFFIZIENT 361

Lésungsfiguren bei y =1 zu h = 5—10,5 = ﬁ, M =2 fiir Stérungen ¢ = 107,102
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Abbildung A.37: Exakte Losung u und Néherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

h=L1 = =10t p=4L L L
h=gM=2¢e=10""1= 5 5 15
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Abbildung A.38: Exakte Losung u und Naherungslosung der Linienmethode bei y = 1 fiir

o 1 — — -1 1 1 1
h=g05M=2,e=10"",h = 5,5 100
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2 I

I
Exakte Lésung
+- Approximation mit h=1/20
1.9 —o— Approximation mit h=1/50
= - Approximation mit h=1/100

1.7

1.6

1.4

1.3F

11F

Abbildung A.39: Exakte Lésung u und Néherungslsung der Linienmethode bei y = 1 fiir

=1 = =102 h=L L _L
h=g5M=2,e=10"%N= 5, 55: 150

2 I

I
Exakte Lésung
+- Approximation mit h=1/20
—o— Approximation mit h=1/50
= - Approximation mit h=1/100

0-8 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung A.40: Exakte Losung u und Néherungslsung der Linienmethode bei y = 1 fiir

— L — =102 p=2L L _L
h= 555 M =2,6=10"%h = 55 55, 15
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2 I

I
Exakte Lésung
+- Approximation mit h=1/20
1.9 —o— Approximation mit h=1/50
= - Approximation mit h=1/100

Abbildung A.41: Exakte Losung u und Néherungslsung der Linienmethode bei y = 1 fiir

=1 = =103 h=L L _L
h=g5M=2,e=10""N= 5, 55: 1750
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Abbildung A.42: Exakte Losung u und Néherungslsung der Linienmethode bei y = 1 fiir

— L — =103 p=2L L _L
h= 555 M =2,6 =107 1 = 55, 55, 155
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Tabellen der relativen L, Fehler fiir h = &, M = 2 sowie h =

%, M:2

L
200’

elh | 1/10 | 1/20 | 1/50 | 1/100 | 1/200

107 | 0.2004 | 0.1765 | 0.1332 | 0.0638 | 0.1170
1072 | 0.0968 | 0.0479 | 0.0937 | 0.0775 | 0.0708
1073 | 0.0583 | 0.0640 | 0.0651 | 0.0653 | 0.0657
107 1 0.0590 | 0.0632 | 0.0642 | 0.0642 | 0.0644
107° | 0.0593 | 0.0628 | 0.0640 | 0.0643 | 0.0643
1079 | 0.0593 | 0.0629 | 0.0641 | 0.0643 | 0.0643
1077 | 0.0593 | 0.0629 | 0.0641 | 0.0643 | 0.0643
1078 | 0.0593 | 0.0629 | 0.0641 | 0.0643 | 0.0643
1072 | 0.0593 | 0.0629 | 0.0641 | 0.0643 | 0.0643

Tabelle A.11: Tabelle der relativen Lo-Fehler fiir die Linienmethode mit h = %, M =2

elh | 1/10 | 1/20 | 1/50 | 1/100 | 1/200

1071 ] 0.3323 | 0.3368 | 0.0771 | 0.1473 | 0.1938
1072 | 0.0641 | 0.0723 | 0.0281 | 0.0139 | 0.0179
1073 | 0.0166 | 0.0191 | 0.0179 | 0.0172 | 0.0175
107* | 0.0162 | 0.0164 | 0.0170 | 0.0171 | 0.0167
1075 | 0.0164 | 0.0167 | 0.0169 | 0.0170 | 0.0170
1079 | 0.0163 | 0.0168 | 0.0169 | 0.0170 | 0.0170
1077 | 0.0163 | 0.0167 | 0.0169 | 0.0170 | 0.0170
107® | 0.0163 | 0.0167 | 0.0169 | 0.0170 | 0.0170
1079 | 0.0163 | 0.0167 | 0.0169 | 0.0170 | 0.0170

Tabelle A.12: Tabelle der relativen Lo-Fehler fiir die Linienmethode mit h = M =2

L
200’
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A.3 Zum Problem der Randidentifizierung

A.3.1 Das Hadamard-Beispiel

0.9 T T
— Wahrer Rand
—o— Né&herung

0.8 i

0.2 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Abbildung A.43: Exakte Randform
1074, h = %

DO [

— 1sin(47z) und Néherung fir m = 2, M = 2,¢ =

T
—— Wabhrer Rand
—o— Naherung

Abbildung A.44: Exakte Randform % — isin(47m:) und Naherung fir m = 2, M = 2, =
1073, h = 5
; 50
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I
—— Wahrer Rand
°\(\ —o— Né&herung

05 ! ! ! ! ! ! ! ! !

Abbildung A.45: Exakte Randform } + sin(7z) und Néherung fir m = 2, M = 2,e =
1071 h =
’ 50

I
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—o— Né&herung

0-5 | | | | | | | | |
0

Abbildung A.46: Exakte Randform } + sin(wz) und Néherung fiir m = 2, M = 2,e =
1073, h = &
’ 50
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Abbildung A.47: Exakte Randform § — 1 sin(47xz) und Néherung fir m = 2, M = 4,¢e =
1071 = &
, 50
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Abbildung A.48: Exakte Randform % —
1073, h = &
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Abbildung A.49:
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Abbildung A.50: Exakte Randform % + sin(mz) und Ndherung fir m = 2, M = 4,¢ =

107 h = 5



370 ANHANG A. BILDER UND TABELLEN ZU DEN NUMERISCHEN ERGEBNISSEN
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Abbildung A.51: Exakte Randform } + sin(wz) und Néherung fir m = 2, M = 4,e =
1073, h = &
’ 50
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A.3.2 Ein inhomogenes Problem
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Abbildung A.53: Exakte Randform % (1 + |% — x|) und Niherung fiir A =

107 h = 5
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Abbildung A.54: Exakte Randform % (1 + |% — x|) und Niherung fiir h =

1074 h = &
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Abbildung A.55: Exakte Randform % (1 + ‘% — a:‘)) und Naherung fiir h = ﬁ, M=2¢=
107", h =4
’ 50
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