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Vorwort

Das Wirtschaftswachstum ist der wesentliche Bestimmungsgrund fiir den Wohlstand
der Nationen. Ob ein Land heute reich oder arm ist, hingt vom Wachstum seines Na-
tionaleinkommens in der Vergangenheit ab. Der zukiinftige Reichtum eines Landes
wird durch das gegenwértige und das kiinftige Wachstum bestimmt. Daher ist es
nicht verwunderlich, dall die Theorie des wirtschaftlichen Wachstums seit dem En-
de der 1980er Jahre eine bemerkenswerte Wiederbelebung erfahren hat. Der Grof3teil
der Literatur 146t sich dabei der neoklassischen Wirtschaftstheorie zuordnen.

In diesem Buch werden die grundlegenden Modelle der neoklassischen Wachs-
tumstheorie dargestellt, in Teilen kritisiert und darauf aufbauend erweitert. Die zen-
tralen Kritikpunkte beziehen sich auf den Ansatz der dynamischen Optimierung in
Erklarungsmodellen einerseits und auf die Skaleneffekte in der Theorie des endoge-
nen Wachstums andererseits.

Auf der Basis des neoklassischen Paradigmas werden einfache Modelle des Wirt-
schaftswachstums entwickelt, die diese Kritik beriicksichtigen und die mit den so-
genannten stilisierten Fakten tiber das Wachstum vereinbar sind. Die gidngige Kon-
sumhypothese der Neoklassik wird durch den Ansatz von Faustregeln ersetzt, wobei
Modelle ohne Skaleneffekte mit endogenem technischem Fortschritt im Mittelpunkt
stehen. In bezug auf einige der stilisierten Fakten erweist sich die Betrachtung offe-
ner Volkswirtschaften als unumginglich. In diesem Zusammenhang wird die Frage
untersucht, welche Ansatzpunkte fiir die Wachstumspolitik im Rahmen von Model-
len des semi-endogenen Wachstums bestehen.

Dieses Buch ist vom Fachbereich Wirtschaftswissenschaften der Universitét Sie-
gen im Jahre 2003 als Habilitationsschrift angenommen worden. Die vorliegende Fas-
sung entspricht bis auf die Korrektur einiger Druckfehler und Formulierungen sowie
einer Aktualisierung des Literaturverzeichnisses inhaltlich der eingereichten Fassung.
Wegen seiner zentralen Ausrichtung auf die Theorie des semi-endogenen Wachstums
und der ausfiihrlichen Erdrterung der erforderlichen mathematischen Grundlagen
(gewohnliche Differentialgleichungen und dynamische Optimierung) im wachstums-
theoretischen Kontext ist es auch als fortgeschrittenes Lehrbuch geeignet.

Fiir seine langjahrige Unterstiitzung meiner wissenschaftlichen Entwicklung dan-
ke ich insbesondere dem Erstgutachter, meinem akademischen Lehrer Herrn Univ.-
Prof. Dr. Walter Buhr, Universitdt Siegen. Dem Zweitgutachter, Herrn Univ.-Prof. Dr.
Karl-Josef Koch, Universitédt Siegen, mochte ich ebenfalls herzlich danken. Meinen
ehemaligen Kollegen, insbesondere Herrn Privatdozent Dr. Hagen Bobzin, bin ich
fiir ihre stdndige Bereitschaft zur Diskussion verbunden.

Siegen, im November 2004 Thomas Christiaans
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Verzeichnis der héufig verwendeten Symbole

Das folgende Verzeichnis beschriankt sich auf die wiederkehrenden Symbole, deren
Bedeutung nicht immer wieder neu erldutert wird. Die Symbole, die nur in bestimm-
ten Abschnitten auftreten, werden an entsprechender Stelle erklért. In einigen Ab-
schnitten kann sich die Bedeutung solcher lokal auftretenden Symbole dndern, wo-
bei aber keine Verwechslungsgefahr besteht.

Die Vektoren erscheinen in Fettdruck. Im Ausdruck y = f(x) bezeichnet beispiels-
weise y den Funktionswert der Funktion f an der Stelle x. Die partielle Ableitung
nach x; lautet 0y/0x; = f;; (x). Ist von (partieller) Differenzierbarkeit einer Funktion
auf abgeschlossenen Mengen die Rede, so ist darunter an den Rdndern des Defini-
tionsbereichs jeweils einseitige (partielle) Differenzierbarkeit zu verstehen. Zeitablei-
tungen werden durch einen Punkt gekennzeichnet.

Ein Ausdruck wie x(#) kann verschiedene Bedeutungen haben. Streng genommen
mufd man den Wert einer Funktion an einer Stelle ¢, zum Beispiel bezeichnet mit
x(t), von der Funktion selbst, zum Beispiel x: [0, T] — R", unterscheiden. Hier wird
aber — wie in der 6konomischen Literatur allgemein iiblich — mit x(¢) oder einfach
x auch die Funktion bezeichnet, sofern keine Verwechslungsgefahr besteht. Ebenso
wird die Kurve {x(¢) |0 < ¢ < T} im R" gelegentlich einfach mit x(#) bezeichnet. (Die
Schreibweise {x(¢) | 0 < ¢ < T} ist zu lesen als: Die Menge aller Punkte x(¢), fiir die die
Bedingung0<t < T gilt)

Variablen
A Index des technischen Fortschritts p relativer Preis von Gut 1 in Einheiten
Cc Konsum von Gut 2
c (niveauangepaliter) S Ersparnis
Pro-Kopf-Konsum s marginale Sparquote
c effektiver Pro-Kopf-Konsum r Zinssatz
f Pro-Kopf-Produktionsfunktion w Reallohnsatz
F Produktionsfunktion Y Nationaleinkommen (oder Output
gx Wachstumsrate der Variablen x des Endprodukts)
I Investition (brutto oder netto) y (niveauangepalites)
K Kapitalstock Pro-Kopf-Einkommen
k (niveauangepafite) Kapitalintensitit y effektives Pro-Kopf-Finkommen
K effektive Kapitalintensitat a .Produktionselastizitét des Kapitals
B . im Cobb-Douglas-Fall
L llzfl\)/;)iltl;eeriirslig)roportlonal zum 0 Abschre?bungsrafe.
" Wachstumsrate der Bevélkerung Ox Produktionselastizitidt des Faktors x

o Diskontrate



Symbolverzeichnis

XII
Mathematische Symbole
C"™(X) Menge aller auf der Menge X

lim

n-mal stetig differenzierbaren
Funktionen

Menge aller auf der Menge X
stetigen Funktionen

Menge aller auf dem Intervall
[0,00) stiickweise stetigen
Funktionen

Grenzwert

limy_ 4+ rechtsseitiger Grenzwert

limy_,4- linksseitiger Grenzwert

liminf Limes inferior
limsup Limes superior
R" Euklidischer n-dimensionaler
Raum
sgn Vorzeichenfunktion
(a, b) offenes Intervall von a bis b
Vektoren
2y xj2y;, Yi=1,...,n
X2y x;2y;, Vi=1,...,nund x; > y; fir
mindestens ein i
x>y x;>y;, Vi=1,...,n

la, b]

{a, b}

w << O N

o(t,x0)

;X
Df(x)

1l

XAy

Xy

abgeschlossenes Intervall von a
bis b (analog sind halboffene
Intervalle gekennzeichnet)

Menge mit den Elementen a und
b

Teilmenge
Schnittmenge
fiir alle

es gibt
Losung einer

Differentialgleichung mit
Startwert xg

FluB einer Differentialgleichung
Jacobi-Matrix

= dx/dt (Zeitableitung)
Euklidische Norm des Vektors x

x; # y; fiir mindestens ein i
Spaltenvektor

Zeilenvektor

=Y, x;y; (Skalarprodukt)



Kapitel 1:
Erklidrungsansitze des Wirtschaftswachstums

Nach ihrem Hohepunkt in den fiinziger und sechziger Jahren des vorigen Jahrhun-
derts ist die neoklassische Wachstumstheorie voriibergehend zu einer Spezialdiszi-
plin der mathematischen Wirtschaftstheorie geworden, die sich wihrend dieser Zeit
dem Interesse der breiteren Mehrheit der Okonomen entzogen hat. Diese Situati-
on hat sich gegen Ende der achtziger Jahre durch eine bemerkenswerte Wiederbele-
bung der neoklassischen Wachstumstheorie gedndert. Die zeitweise geringe Bedeu-
tung der wachstumstheoretischen Forschung ist angesichts der realokonomischen
Auswirkungen des Wirtschaftswachstums erstaunlich, die anhand eines einfachen
Beispiels veranschaulicht werden konnen. Die durchschnittliche Wachstumsrate des
Nationaleinkommens pro Kopf der Bevolkerung betrage 6 %, wie es fiir die sogenann-
ten Tigerstaaten in Siidostasien seit 1960 in etwa zutrifft. Dann verdoppelt sich das
Nationaleinkommen pro Kopf in weniger als zwolf Jahren und es verachtfacht sich
in knapp 36 Jahren. Wenn die Wachstumsrate dagegen mit 3 % nur halb so groR ist,
hat sich das Nationaleinkommen pro Kopf nach 36 Jahren noch nicht einmal verdrei-
facht. Eine Verdoppelung der Wachstumsrate entscheidet also, tiber den Zeitraum
einer Generation betrachtet, dariiber, ob ein Land arm oder reich ist. Der Vergleich
mit Lidndern wie Peru oder der Elfenbeinkiiste, deren durchschnittliche Wachstums-
rate des Pro-Kopf-Einkommens fiir den gleichen Zeitraum in der Ndhe von null liegt,
zeigt die Bedeutung des Wachstums ebenso wie die Betrachtung langerer Zeitrdume
noch drastischer auf. Die Auswirkungen etwa von Konjunkturschwankungen erschei-
nen im Vergleich dazu eher gering.

Ein zentrales Ergebnis der dlteren neoklassischen Wachstumstheorie ist, dal§ die
langfristige Wachstumsrate des Nationaleinkommens wirtschaftspolitisch praktisch
nicht beeinfluBbar ist. Angesichts der Bedeutung der Wachstumsraten fiir den Wohl-
stand verwundert es daher nicht, dal§ die Renaissance der Wachstumstheorie mit
Modellen des endogenen Wachstums einherging, in denen gerade diese Vorhersa-
ge aufgehoben wird. Allerdings sind diese Theorien des endogenen Wachstums in
neuerer Zeit kritisiert worden, da sie in der Regel Skaleneffekte beinhalten, die em-
pirisch nicht haltbar sind, und auf Grenzfillen von Parameterwerten basieren, die
die Modelle strukturell instabil machen. Die Beseitigung dieser Skaleneffekte hat zur
Entwicklung der Theorie des semi-endogenen Wachstums gefiihrt, die mit der Theo-
rie des endogenen Wachstums die endogene Erklarung des technischen Fortschritts
gemein hat, sich aber durch die fehlende Moglichkeit der wirtschaftspolitischen Be-
einflullbarkeit der Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens unterscheidet. Wie in
der dlteren neoklassischen Theorie ist die langfristige Wachstumsrate des Pro-Kopf-
Einkommens durch die Produktionstechnik und die Wachstumsrate der Bevolkerung
festgelegt, so dal3 in wesentlichen Belangen eine Riickkehr zu den Aussagen der alte-
ren neoklassischen Wachstumstheorie erfolgt.



2 Kapitel 1. Erklarungsansitze des Wirtschaftswachstums

An dieser Stelle wird auf eine Besonderheit aufmerksam gemacht, die das geringe
Interesse an der Wachstumstheorie insbesondere in Deutschland zu einem groflen
Teil erkldren kann. Trotz der keynesianischen Revolution, die in der deutschen Wirt-
schaftspolitik bis in die frithen achtziger Jahre bestimmend gewesen ist, ist die neoli-
berale Ordnungspolitik unter den deutschen Wissenschaftlern stets verbreitet gewe-
sen. Nach neoliberaler Auffassung ist das Wirtschaftswachstum ... in einer freiheitli-
chen Wirtschaftsordnung kein Ziel, ..., sondern das unbekannte Ergebnis der dkono-
mischen Aktivitdten von Millionen Haushalten, Unternehmen und staatlichen Stellen
(Woll, 1984, S. 98). Als Ansatzpunkt fiir die Wachstumspolitik sieht der Neolibera-
lismus daher die Verwirklichung der marktwirtschaftlichen Prinzipien, die zu hoher
Produktionseffizienz und daher auch zu einem groftmoglichen Wachstum fiihre. Ei-
ne direkte EinfluBnahme auf das Wirtschaftswachstum wird abgelehnt. Diese Auffas-
sung ist mit dem Ergebnis der dlteren neoklassischen Wachstumstheorie vereinbar,
daB die langfristige Wachstumsrate wirtschaftspolitisch nicht zu beeinflussen ist. In
diesem Zusammenhang mul$ auch darauf hingewiesen werden, daf eine funktionie-
rende marktwirtschaftliche Ordnung in der neoklassischen Wachstumstheorie grund-
sdtzlich unterstellt wird, so daB diejenige Wachstumsrate, die nicht beeinflul8bar ist,
als die maximale Wachstumsrate bei Vollbeschiftigung der Faktoren und effizienter
Produktion zu verstehen ist.

Obwohl im vorliegenden Zusammenhang die Verwendung dynamischer Optimie-
rungsansitze kritisiert wird und an einer Stelle auch ein Modell mit einem keyne-
sianischen Bestandteil analysiert wird, sind alle in diesem Buch betrachteten Mo-
delle als neoklassisch zu bezeichnen. So werden grundsétzlich substitutionale Pro-
duktionsfunktionen verwendet und ein funktionierender Preismechanismus unter-
stellt, der das kurzfristige Gleichgewicht auf dem Giitermarkt und den Faktormark-
ten garantiert. In diesem Sinne ist diese Variante der Wachstumstheorie eine dynami-
sche, makrotkonomische Fortfithrung der statischen, mikro6konomischen neoklas-
sischen Theorie des allgemeinen Gleichgewichts. Anders als in der keynesianischen
Makrookonomik spielt nicht die Nachfrageseite, sondern die Angebotsseite die ent-
scheidende Rolle bei der Bestimmung der gesamtwirtschaftlichen Produktionsmen-
ge. Die Instabilitdt des Wachstums in der postkeynesianischen Wachstumstheorie
wird durch die Vorhersage eines stabilen Wachstumspfades ersetzt.

Wie bereits angedeutet, werden Probleme der Unterbeschiftigung durch den
neoklassischen Ansatz von vornherein ausgeschlossen. Die Vernachldssigung alter-
nativer Theorien hier bedeutet nicht, dal sie von vornherein als ungeeignet ange-
sehen werden, sondern erfolgt aus Griinden der Eingrenzung der Analyse. Die neo-
klassische Wachstumstheorie stellt allein schon vom Umfang der Forschungsarbei-
ten her die Hauptstromung in der Gegenwart dar. Hinsichtlich neuerer keynesiani-
scher Ansitze wird zum Beispiel auf Khan et al. (1990), van Marrewijk und Verbeek
(1993a) und das Minisymposium on Thirlwall’s Law and Economic Growth in an
Open-Economy Context im Journal of Post Keynesian Economics (1997, 19/3) verwie-
sen. Eine weitere Alternative bietet der evolutorische Ansatz, zu dem Nelson (1995)
einen Uberblick gibt.
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Fiir die Neoklassik spricht insbesondere, daf$ der Untersuchungsgegenstand der
Wachstumstheorie die langfristige Entwicklung der Volkswirtschaften ist. Die Ver-
nachlédssigung von Phdnomenen wie der Unterbeschéftigung bedeutet letztlich, da
sich die Neoklassik mit dem langfristigen Wachstum des Produktionspotentials be-
fallt, unter Abstraktion von kurzfristigen Schwankungen des Auslastungsgrades. Tat-
sdchlich werden die langfristigen Wachstumsraten sowohl in der dlteren neoklassi-
schen Theorie als auch in der neueren Theorie des semi-endogenen Wachstums al-
lein durch die Produktionstechnik, also die Angebotsseite bestimmt. Die Nachfrage-
seite spielt lediglich in der Theorie des endogenen Wachstums eine wesentliche Rolle
in bezug auf die langfristigen Wachstumsraten.

Innerhalb der mathematischen Modelltheorie, zu der die im wesentlichen auf So-
low (1956) zuriickgehende neoklassische Wachstumstheorie ebenso gehort wie die
von Harrod (1939) und Domar (1946) begriindete postkeynesianische Theorie, las-
sen sich im wesentlichen zwei Typen der Modellbildung ausmachen. In diesem Buch
werden ausschlieflich kleine Modelle betrachtet, die einer analytischen Betrachtung
zuginglich sind. Die Annahmen in solchen Modellen sollten immer so einfach wie
eben mdoglich sein, ohne das zu betrachtende Problem zu eliminieren. Solche Ansit-
ze konnen kaum etwa zu quantitativen Vorhersagen genutzt werden, was aber auch
gar nicht ihr Sinn ist. Vielmehr geht es darum, Denkmodelle zu entwickeln, die die
generellen Moglichkeiten fiir die Art und die Ursachen spezifischer Wachstumspro-
zesse aufzeigen, und anhand derer man sich bei der Analyse spezieller Anwendungen
orientieren kann. Baut man solche Modelle weiter aus, so gelangt man zum zweiten
Ansatz, der Computersimulation gréBerer Modelle. Hier kann besonderer Wert auf
die Realitdtsndhe der Annahmen gelegt werden, wobei die Gré8e der Modelle nur
durch die Rechenkapazitdt der Computer und die Interpretierbarkeit der Ergebnisse
beschrankt ist. Die Analyse muf$ sich dann insbesondere nicht auf die langfristigen
Gleichgewichte beschrénken, die ansonsten im Mittelpunkt stehen. Ein Beispiel fiir
ein solches Simulationsmodell liefern Buhr (2001) und Bobzin (2001). Beide Typen
der Modellbildung ergdnzen sich und sind daher letztlich weniger als Alternativen
denn als Komplemente anzusehen.

Neben der mathematischen Modelltheorie existieren in der Literatur zwei weite-
re methodische Ansétze. Die historisch-deskriptive Wachstumsanalyse, die in Lewis
(1955) einen prominenten Vertreter hat, und die empirisch-statistische Wachstums-
analyse, zu deren bekanntesten Werken Kuznets (1973) gehort. Obwohl in diesem
Buch ausschliefllich die mathematische Modelltheorie behandelt wird, sollten diese
alternativen Ansitze, insbesondere die empirisch-statistische Wachstumsforschung,
als Ergdnzung zur Modelltheorie beriicksichtigt werden. Denn unabh#ngig von den
Vorhersagen beziiglich der BeeinfluRbarkeit des Wachstums durch die Wirtschafts-
politik, dem verwendeten Paradigma und dem methodischen Standpunkt muf} sich
jedes Modell daran messen lassen, ob es mit dem empirischen Befund zum Wirt-
schaftswachstum vereinbar ist, der in den sogenannten stilisierten Fakten gewis-
sermalen konzentriert wird. Ein wesentliches Problem der &lteren neoklassischen
Wachstumstheorie besteht in der fehlenden Erkldrung des langfristigen technischen



4 Kapitel 1. Erklarungsansitze des Wirtschaftswachstums

Fortschritts. Die Renaissance der Wachstumstheorie basiert unter anderem auf An-
sdtzen, die den technischen Fortschritt endogen erkldren kénnen. Hinsichtlich der
Theorie des endogenen Wachstums ist bereits auf die empirisch nicht haltbaren Ska-
leneffekte hingewiesen worden. Die Theorie des semi-endogenen Wachstums besei-
tigt diese Skaleneffekte und kommt damit einer Erkldrung der stilisierten Fakten ni-
her, impliziert jedoch im Widerspruch zu den Fakten generell eine in der Wachstums-
rate der Bevolkerung steigende Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens (das Be-
volkerungspuzzle). AuBerdem kann der Zusammenhang zwischen dem Aullenhandel
und dem Wirtschaftswachstum nicht mit den in aller Regel fiir geschlossene Volks-
wirtschaften formulierten Modellen der Theorie des semi-endogenen Wachstums er-
klart werden.

Ausgehend von den bisherigen Erorterungen 148t sich das Ziel dieser Arbeit ein-
grenzen. Auf der Basis des neoklassischen Paradigmas soll eine moglichst einfache
Theorie des Wirtschaftswachstums entwickelt werden, die mit den stilisierten Fakten
vereinbar ist, was eine endogene Erkldrung des technischen Fortschritts voraussetzt.
Dabei soll die Kritik am Ansatz der dynamischen Optimierung ebenso wie die Kritik
an den Skaleneffekten der Theorie des endogenen Wachstums beriicksichtigt wer-
den. Dementsprechend wird die gdngige Konsumhypothese der Neoklassik durch
den Ansatz von Faustregeln ersetzt, wobei Modelle des semi-endogenen Wachstums
im Mittelpunkt stehen. Dabei stellt sich heraus, daf in bezug auf einige der sti-
lisierten Fakten eine Betrachtung offener Volkswirtschaften unumgénglich ist. Am
Ende des Buches stehen daher zwei mit Faustregeln formulierte Modelle des semi-
endogenen Wachstums in offenen Volkswirtschaften, die zumindest eine teilweise
Erklarung des Bevolkerungspuzzles und des Zusammenhangs zwischen dem Aulien-
handel und dem Wirtschaftswachstum ermdoglichen. Dabei zeigt sich auch, daR die
Ineffektivitdt der Wachstumspolitik in bezug auf die langfristige Wachstumsrate des
Pro-Kopf-Einkommens in einem Modell des semi-endogenen Wachstums durch den
internationalen Handel zum Teil beseitigt wird.

Das Buch ist einschlieBlich dieser Einleitung und einer kritischen Wiirdigung in
sechs Kapitel gegliedert, wobei die Kapitel 2 bis 5 den Hauptteil darstellen. Alle Kapi-
tel sind grundsétzlich so geschrieben, dal sie unabhingig voneinander gelesen wer-
den konnen. Soweit Beziige zu jeweils anderen Kapiteln erforderlich sind, werden
Querverweise gegeben.

Das Kapitel 2 stellt die zentralen analytischen Hilfsmittel dar, deren griindliches
Verstédndnis fiir die moderne Wachstumstheorie unabdingbar ist. Tatsdchlich sind die
Theorie der gew6hnlichen Differentialgleichungen und die Theorie der dynamischen
Optimierung in stetiger Zeit schon weniger als Hilfsmittel denn als Sprache der mo-
dernen Wachstumstheorie zu bezeichnen. Daher ist dieses Kapitel, in dem zahlreiche
Ergebnisse hergeleitet werden, die spdter unmittelbare Anwendungen und Implika-
tionen haben, mehr als ein mathematischer Anhang und steht dementsprechend
am Anfang der Erorterungen. Um eine systematische Darstellung zu gewéhrleisten,
werden auch einige Ergebnisse diskutiert, die in den folgenden Kapiteln keine un-
mittelbare Anwendung finden. Diese Ergebnisse haben allerdings eine mittelbare Be-
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deutung, da die kritische Evaluation der gidngigen Vorgehensweise hinsichtlich der
Modellierung der Konsumentscheidungen in der neoklassischen Wachstumstheorie
im Kapitel 3 auf der Stabilitdtstheorie von Gleichgewichten basiert. Wahrend es in der
statischen Theorie zum Beispiel selbstverstandlich ist, die Stabilitdt von Marktgleich-
gewichten aufgrund von dynamischen Anpassungsprozessen an diese Gleichgewich-
te zu analysieren, fehlt eine Diskussion der Stabilitdt der kurzfristigen Marktgleichge-
wichte in der dynamischen Theorie nahezu vollstdndig. Von den kurzfristigen Markt-
gleichgewichten zu unterscheiden sind die langfristigen Gleichgewichte (stationére
Zustdnde), deren Stabilitdt in der Wachstumstheorie haufig schlicht unterstellt wird.
Aufgrund dieser Problematik ist eine tiefergehende Diskussion der Stabilitdtstheorie
gerechtfertigt, die die Unterschiede zwischen der statischen und der dynamischen
Wirtschaftstheorie herausarbeitet. In der dynamischen Wirtschaftstheorie spielt da-
bei die Theorie der optimalen Kontrolle eine herausragende Rolle, die daher ebenfalls
ausfiihrlich dargestellt wird, wobei insbesondere auch das Problem der Transversali-
tatsbedingungen im Fall eines unendlichen Planungshorizontes diskutiert wird.

Obwohl im Kapitel 2 auf formale Beweise weitgehend verzichtet werden mufs,
wird versucht, die wichtigsten Ergebnisse heuristisch zu beweisen oder zumindest
durch Beispiele plausibel zu machen. Dadurch ist die Darstellung in sich abgeschlos-
sen, so dald sich die mathematischen Voraussetzungen fiir das Verstdndnis des Bu-
ches in Grenzen halten. Lediglich die Grundlagen der Differential- und Integralrech-
nung und Grundkenntnisse der linearen Algebra werden vorausgesetzt. Auch dieje-
nigen Leser, die sich mit den mathematischen Methoden auskennen, sollten sich
zumindest die Abschnitte 2.1.1, 2.2.4, 2.3.3 und 2.4 ansehen, die unmittelbare Impli-
kationen fiir die spétere Argumentation haben.

Im Kapitel 3 werden das neoklassische Grundmodell von Solow (1956) und seine
wichtigsten Erweiterungen dargestellt. Hierzu gehort insbesondere die Theorie des
optimalen Wachstums, die in neuerer Zeit weniger als normative denn als positive
Theorie im Mittelpunkt des Interesses steht. Dabei wird unterstellt, dal die Haus-
halte ihre Konsumentscheidung auf der Grundlage der dynamischen Optimierung
fassen. Diese Praxis wird ausfiihrlich kritisiert, wobei anhand von Beispielen gezeigt
wird, wie extrem die Auswirkungen geringfiigiger Planungsfehler bei der Berechnung
der optimalen Losungen sind. Aufgrund dieser erheblichen Abweichungen erscheint
der Ansatz der dynamischen Optimierung in der positiven Wachstumstheorie frag-
wiirdig. Als Alternative wird deshalb die Verwendung von einfachen Faustregeln zur
Modellierung der Konsumentscheidungen der Haushalte vorgeschlagen. In diesem
Zusammenhang wird eine solche Faustregel analysiert, die eine Verallgemeinerung
der klassischen Sparfunktion darstellt und sowohl einfach anzuwenden ist als auch
normativ gute Ergebnisse beinhaltet.

Den Gegenstand des Kapitels 4 bilden die neuen Theorien des endogenen und
des semi-endogenen Wachstums. Ausgehend von den an den empirischen Daten ge-
messenen Méngeln des neoklassischen Grundmodells werden andere Erkldrungsan-
sdtze wie etwa das Modell des endogenen technischen Fortschritts von Romer (1990)
dargestellt. Die Kritik an diesem Ansatz durch Jones (1995) hat zur Entwicklung von
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Modellen des semi-endogenen Wachstums beziehungsweise von Wachstumsmodel-
len ohne Skaleneffekte gefiihrt. Diese beiden Modelltypen werden exakt definiert.
In diesem Zusammenhang werden die generellen Bedingungen fiir exponentielles
Wachstum dargestellt und es wird gezeigt, dal die Semi-Endogenitédt des Wachstums
und die Abwesenheit von Skaleneffekten zwar logisch voneinander unabhéngig sind,
daR aber ausschlieBlich Modelle des semi-endogenen Wachstums ohne Skaleneffek-
te robust gegeniiber Parameterdnderungen sind. SchlieRlich wird ein einfaches Mo-
dell dieser Art formuliert, das auf dem learning by doing basiert und das die stili-
sierten Fakten tiber das Wirtschaftswachstum mit wenigen Ausnahmen gut erkldren
kann. Als Folgerung aus der Analyse im Kapitel 3 wird dieses Modell unter Verwen-
dung einer Faustregel fiir die Konsumentscheidungen formuliert. SchlieBlich wird
argumentiert, daly die verbleibenden Mangel mit Bezug zur Erkldrung der stilisierten
Fakten nur unter Beriicksichtigung des Aullenhandels beseitigt werden kénnen.

Dementsprechend beschiftigt sich das Kapitel 5 mit dem Wirtschaftswachstum
in offenen Volkswirtschaften. Zunichst werden die generellen Ansatzpunkte fiir den
EinfluB des AuBenhandels und des Bevolkerungswachstums auf das Wachstum des
Nationaleinkommens diskutiert. Die Beriicksichtigung des Aulenhandels in der &lte-
ren neoklassischen Wachstumstheorie sowie in der Theorie des endogenen Wachs-
tums wird jeweils kurz zusammengefa3t. SchlieBlich werden zwei Modelle des semi-
endogenen Wachstums unter Verwendung von Faustregeln eingehend analysiert. Das
wesentliche Problem der Theorie des semi-endogenen Wachstums mit Bezug zu den
stilisierten Fakten besteht in dem bereits genannten Bevélkerungspuzzle. Dieses De-
fizit kann beseitigt werden, indem man eine Beschrankung der Weltexportnachfrage
in einem von importierten Zwischenprodukten abhingigen Land unterstellt. Da die
Voraussage von mit der Wachstumsrate der Bevolkerung steigenden Wachstumsra-
ten des Pro-Kopf-Einkommens insbesondere fiir Linder mit wirtschaftlich geringem
Entwicklungsstand problematisch ist, die verstiarkt auf Importe angewiesen sind, ist
diese Erkldrung naheliegend.

Zum Abschlul wird der Zusammenhang zwischen dem Auenhandel und dem
Wirtschaftswachstum anhand des Problems der Industrialisierung einer kleinen offe-
nen Volkswirtschaft im Rahmen eines Zwei-Sektoren-Modells untersucht. Die Indu-
strialisierung wird hier als eine spezielle Art der internationalen Arbeitsteilung aufge-
faBt, wodurch Bedingungen fiir eine positive oder negative Beziehung zwischen dem
Aullenhandel und dem Wachstum aufgrund des internationalen Spezialisierungsmu-
sters abgeleitet werden kdénnen. Da das Aulenhandelsmuster unter bestimmten Um-
stdanden wirtschaftspolitisch beeinfluBt werden kann, gilt die Ineffektivitat der Wirt-
schaftspolitik in bezug auf die Wachstumsrate in einer offenen Volkswirtschaft mit
semi-endogenem Wachstum nicht mehr in der strengen Form.

Die Auswahl der aus der Literatur dargestellten Modelle ist zwar naturgeméal sub-
jektiv geprigt, vermittelt aber doch einen Uberblick iiber die zentralen Ansatzpunkte
der neoklassischen Wachstumstheorie. Wer tiber die wahre Flut an Veroffentlichun-
gen seit dem Ende der achtziger Jahre informiert ist, weil}, da@ sich die Darstellung
in einem Buch auf einen kleinen Bruchteil der Literatur beschranken muR.



Kapitel 2:
Mathematische Methoden der Wachstumstheorie

2.1 Gewohnliche Differentialgleichungen

2.1.1 Einfiihrende Beispiele

Exponentielles Wachstum Moderne Volkswirtschaften sind komplexe dynamische
Systeme. Die theoretische Volkswirtschaftslehre kann sich daher nicht auf die Ana-
lyse statischer Modelle beschrdanken, insbesondere dann nicht, wenn es um Berei-
che wie die Wachstumstheorie geht, deren Untersuchungsgegenstand inhédrent dy-
namisch ist. Die mathematische Behandlung dynamischer Modelle basiert auf zwei
alternativen Darstellungsmoglichkeiten. Bei der Modellierung mit Differenzenglei-
chungen wird unterstellt, dal die Zeit in diskreten Schritten abléduft, wéhrend die
Verwendung von Differentialgleichungen auf der Tatsache basiert, da die Zeit eine
stetige Variable ist, und der Annahme, daf die 6konomischen Variablen sich auch
stetig in der Zeit &ndern. Offenbar sind beide Ansétze nicht vollig unproblematisch.

Mit Bezug zur Auswahl unter den beiden Methoden fiihrt Gandolfo (1981, S. 4-
7) verschiedene Argumente an, die fiir die Verwendung von Differentialgleichungen
sprechen. Die wichtigsten Argumente lauten: (1) Auch wenn individuelle Entschei-
dungen in diskreten Abstinden getroffen werden, sind die Entscheidungen einer
grolen Anzahl an Individuen in einer Volkswirtschaft nicht synchronisiert. Daher
kann eine stetige Betrachtungsweise mit den aggregierten Daten vereinbar sein. (2)
Es gibt keine natiirliche diskrete Zeiteinheit. Die Betrachtung von Jahren, Monaten
oder Tagen ist in dieser Hinsicht vollig willkiirlich. Diskrete Modelle miissen daher
eigentlich immer daraufhin {iberpriift werden, ob ihre wesentlichen Implikationen
von der gewdhlten Linge der Perioden abhéngen. Wenn die Implikationen davon
tatsdchlich unabhéngig sind, so diirfen sie sich auch nicht verdndern, wenn die Pe-
riodenldnge gegen null geht, das heilst, wenn man von Differenzengleichungen zu
Differentialgleichungen tibergeht. (3) Zwar sind Differenzengleichungen numerisch
leichter zu handhaben, doch sind Differentialgleichungen analytisch leichter zugiang-
lich (obwohl explizite analytische Lésungen nur in den seltensten Féllen moglich
sind).

Das wesentliche Argument fiir die Verwendung diskreter Modelle besteht darin,
daB 6konometrische Methoden in der Regel auf diskreten Modellen aufbauen. Dieses
Argument wird allerdings seit einiger Zeit durch die Entwicklung stetiger 6konome-
trischer Methoden entkriftet (vgl. zum Beispiel Wymer, 1972; Gandolfo, 1981, 1993).

Offenbar haben beide Methoden ihre Vorteile. Wahrend beispielsweise in der
(betont empirisch ausgerichteten) Konjunkturtheorie die Verwendung von Differen-
zengleichungen iiberwiegt, haben sich die Differentialgleichungen weitgehend zum
Standard in der Wachstumstheorie entwickelt. Aus diesem Grund werden hier aus-
schlieBlich Differentialgleichungen betrachtet.

Das erste Beispiel fiir eine Differentialgleichung drangt sich durch die Definition

7
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der Wachstumsrate gy des Nationaleinkommens Y in stetiger Zeit auf:

_dy1 Yy
&=y~ Y
Dabei ist Y eine Kurzschreibweise fiir die Ableitung dY/dt von Y nach der Zeit t. Ist
es moglich, aus der Kenntnis der Wachstumsrate auf den Zeitpfad des Nationalein-

kommens zu schlieRen? Im einfachsten Fall einer konstanten Wachstumsrate gy = n
wird die obige Gleichung in die Form

ay

dt
gebracht. Die Gleichung (2.1) stellt ein Beispiel fiir eine lineare, homogene Differen-
tialgleichung erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten dar.

ny 2.1)

Bemerkung 2.1. In stetiger Zeit bezeichnet Y (¢) streng genommen nicht das Natio-
naleinkommen, sondern die Rate des Nationaleinkommens beziehungsweise die
Produktionsrate oder die Momentanproduktion, da in einem Zeitpunkt keine po-
sitive Menge produziert werden kann. Das Nationaleinkommen ist eine Stromgré3e
und ergibt sich etwa fiir den Zeitraum eines Jahres als das bestimmte Integral

t
f Y (1) dr.
-1

Wie allgemein iiblich wird im folgenden Y (¢) trotzdem einfach als Nationaleinkom-
men bezeichnet. Wenn zum Beispiel die Produktionsrate Y () fiir den Zeitraum von
t—1 bis t konstant gleich Y (¢) ist, gilt

t
f YD) dr=[t—(t-1D]Y@®)=Y(r).
-1
In diesem Fall stimmt die Produktionsrate Y () mit dem Nationaleinkommen fiir den
Zeitraum [t — 1, f] (zum Beispiel ein Jahr) numerisch tiberein. ¢

Der Zeitpfad des Nationaleinkommens kann mittels des Verfahrens der Trennung
der Veridnderlichen aus (2.1) hergeleitet werden. Die beiden Verdnderlichen Y und
t werden getrennt, indem zunichst mit dem Differential d¢ multipliziert und durch
Y dividiert wird.

L dY=ndt
Y

Stimmen zwei stetige Funktionen auf einem bestimmten Intervall iiberein, so kén-
nen sich ihre Stammfunktionen nur durch eine Konstante C; unterscheiden. Die
Integration der Gleichung liefert damit

1
f—dY fl’ldl‘+C1
Y

<~ InlY| = nt+(.
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Wendet man die Exponentialfunktion als Umkehrfunktion des natiirlichen Logarith-
mus auf beide Seiten an, so folgt fiir Y >0

Y(t) - ent+C1 — entecl.
Mit C:=exp(Cy) ergibt sich die allgemeine Losung der Differentialgleichung (2.1):
Y (1) =Ce™. 2.2)

Eine spezielle Losung erhdlt man durch die Bestimmung der Konstanten C aus einer
Randbedingung. Liegt beispielsweise der Startwert von Y (¢) zum Zeitpunkt ¢ = 0 fest,
so wird (2.1) in Verbindung mit

Y0 =Y

als Anfangswertproblem bezeichnet. Setzt man diesen Wert in die allgemeine L&-
sung (2.2) der Differentialgleichung ein, so erhilt man

Yo=Ce’=C,
und damit die spezielle Lésung
Y (1) = Ype'. 2.3)

Um die Abhéngigkeit der Losung von ¢ und Y zu betonen, wird sie als Funktion
o(t, Yo) dargestellt:1
(1, Yo) = Yoe'.

Man kann diese Losung durch Einsetzen in die Differentialgleichung (2.1) tiberprii-
fen. Aus dem spiter angegebenen Satz 2.1 folgt ferner, dal es keine weitere Losung
gibt. Das Nationaleinkommen wichst also exponentiell, wenn die Wachstumsrate
konstant ist.

Umgekehrt folgt aus dem exponentiellen Wachstum einer Grofe unmittelbar, da
sie eine konstante Wachstumsrate aufweist. Zum Beweis mul} lediglich die Wachs-
tumsrate von Y (f) anhand der Gleichung (2.3) berechnet werden, wobei man die
Konstante n erhélt. Das heil3t, eine Variable wichst genau dann exponentiell, wenn
ihre Wachstumsrate konstant und positiv ist. In der Wachstumstheorie werden hiu-
fig sogenannte langfristige Gleichgewichte betrachtet, die durch die Konstanz aller
Wachstumsraten definiert sind. Inwieweit ein exponentielles Wachstum des Natio-
naleinkommens iiberhaupt moglich ist, stellt daher eine der zentralen Fragen der
Wachstumstheorie dar. Hierauf wird spéter im Abschnitt 4.4.4 ausfiihrlich eingegan-
gen.

lRir v<o ergibt sich aus |Y| = e*C1 daB —Y = et eC1 beziehungsweise Y (f) = Ce”! mit C = —eC1.
Daher lautet die spezielle Losung fiir Yo < 0 ebenfalls ¢(z, Yp) = Yge'*!. Dieser Fall ist natiirlich wenig sinn-
voll, wenn Y wie hier das Nationaleinkommen bezeichnet. Im allgemeinen miissen aber auch negative
Werte berticksichtigt werden.
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Ein weiteres fiir die Wachstumstheorie wichtiges Beispiel ist die zeitkontinuier-
liche Verzinsung eines Kapitalstocks K. Angenommen, der auf ein Jahr bezogene
Zinssatz ist konstant gleich r. Ferner werden die Zinsen dem zum Zeitpunkt ¢ = 0
angelegten Kapital Ky im Jahr h-mal zugeschrieben. Dann betriagt der Kapitalstock
im Jahr ¢

K(t)=K0(1+%)ht.

Diesen Ausdruck kann man umformen zu

1 hir
1+-—
( h/r)

Geht man nun auf eine kontinuierliche Zinszuschreibung iiber, so bedeutet das for-
mal, dal & — oo und damit auch (h/r) — co. Der Grenzwert des Terms in den eckigen
Klammern ist nichts Anderes als die Zahl e. Also erhilt man die Formel fiir die konti-
nuierliche Zinszuschreibung mit dem auf ein Jahr bezogenen Zinssatz r als

rt

K() =Ko

rt

hir
K =Ky| 1l 1+ — =Kye''. 2.4
() 0[(11/1?1 ( +h/r) 0e (2.4)

r)—oo

Man erkennt im Vergleich mit der vorhergehenden Betrachtung des mit der konstan-
ten Rate n wachsenden Nationaleinkommens unmittelbar, dal der Zinssatz gleich
der Wachstumsrate des Kapitalstocks unter der Voraussetzung der kontinuierlichen
Wiederanlage ist.

Da (2.4) die spezielle Losung der Differentialgleichung

K=rK, K(0)=Kp

ist, liegt die Verallgemeinerung auf einen nicht konstanten Zinssatz r(f) nahe. In
diesem Fall ist die Verdnderung des Kapitalstocks bei kontinuierlicher Wiederanlage
durch

K=r(t)K, K(©0) =Ky

gegeben. Die Losung dieser Differentialgleichung kann man symbolisch ebenfalls
durch Trennung der Verénderlichen berechnen:

K(1) = Kyelo 7047,

Eine konkrete Funktionsform ergibt sich natiirlich nur fiir eine spezifizierte Zinssatz-
funktion r(¢). Umgekehrt folgt fiir den Barwert eines Kapitalstocks K(#) zum Zeit-
punkt ¢ =0:

Ko = K(r)e~Jo rmdr, 2.5)
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Wachstumsraten Die Verwendung von Wachstumsraten spielt eine wesentliche Rol-
le in der Wachstumstheorie. Man kann diese Wachstumsraten hiufig durch Logarith-
mierung bequem berechnen, da die Ableitung des natiirlichen Logarithmus einer
Variablen nach der Zeit unter Verwendung der Kettenregel gerade ihre Wachstumsra-
te ergibt:
diny 1dy Y _
ar vdr vy 8

Angenommen, das Nationaleinkommen Y wird mittels einer makro6konomischen
Produktionsfunktion

Y=FK,L

produziert, wobei K der Kapitalstock und L der Arbeitseinsatz ist.

Bemerkung 2.2. Fiir den Arbeitseinsatz wird iiblicherweise unterstellt, daf§ er pro-
portional zur Bevolkerungsgrofle ist. Wenn zum Beispiel die Anzahl der Erwerbstéti-
gen konstant die Hélfte der Gesamtbevdlkerung ist und die Arbeitszeit jedes Erwerbs-
tatigen pro Zeiteinheit auf eins normiert wird, ist der numerische Wert der gesamten
Arbeitszeit pro Zeiteinheit gleich der halben Bevolkerungsgrofle:

Arbeitseinsatz . Arbeitszeit pro Erwerbstédtigem
———— = Anzahl der Erwerbstédtigen x ——
Zeiteinheit Zeiteinheit
_ Bevolkerungsgrole

1
5 x1= 5 x Bevolkerungsgrofle,

wobei die BestandsgréRen Bevolkerung und Erwerbstitige als Durchschnittswerte
anzusetzen sind. Ohne weitere Beschrdnkung der Allgemeingiiltigkeit kann man den
Anteil der Erwerbstédtigen auch auf eins normieren, so dall die Arbeitszeit pro Zeit-
einheit numerisch gleich der Bevolkerungsgrofe ist. Die Variable L wird daher als
Bevolkerung interpretiert, obwohl mit Bezug zu der Produktionsfunktion der (nume-
risch gleiche) Arbeitseinsatz pro Zeiteinheit (eine Stromgrofle) zu betrachten ist. Ent-
sprechende Anmerkungen gelten in bezug auf die Bestandsgrof3e Kapitalstock, die in
eine numerisch gleiche Stromgrofle Kapitalnutzung pro Zeiteinheit umzurechnen ist.
SchlieBlich ist zu beachten, dal§ die Bemerkung 2.1 analog anzuwenden ist. In einem
Zeitpunkt ist zum Beispiel streng genommen von der Rate der Kapitalnutzung zu
sprechen. Integriert man diese Rate iiber den Zeitraum eines Jahres, so erhilt man
die Kapitalnutzung pro Jahr. ¢

Die logarithmische Ableitung der Produktionsfunktion ergibt:

diny 1 . .
di = F(FKK+ Fi L),
wobei partielle Ableitungen durch Subskripte gekennzeichnet werden. Erweitert man
die beiden Summanden auf der rechten Seite mit K/K beziehungsweise L/L und be-
zeichnet die partiellen Produktionselastizitidten der Faktoren mit o := FxK/F bezie-
hungsweise o, := Fi L/ F, so folgt daraus

8y =0k8K +OL8L-
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Die Wachstumsrate von Y ist also gleich der mit den partiellen Produktionselastiziti-
ten gewichteten Summe der Wachstumsraten der Faktoren.

Fiir den Fall einer Cobb-Douglas-Produktionsfunktion Y = K*L'~% erhilt man
(wie immer bei rechnerischen Produkten) durch die logarithmische Ableitung das
Ergebnis unmittelbar:

gyr=agg+(1—-alg

wobei die Berechnung dadurch vereinfacht wird, dal8 der natiirliche Logarithmus
eines Produktes gleich der Summe der natiirlichen Logarithmen ist. Unterstellt man
weiter, dal g; konstant gleich n ist und dal3 gy = gx gilt, so folgt daraus gy = n. Wenn
gy konstant gleich n ist, ergibt die logarithmische Ableitung unmittelbar, daf auch
die Wachstumsrate von Y konstant gleich 7 ist:

Y=nY = gy=gy=n

Angenommen, die Arbeit L, die mit der konstanten Rate n wichst, wird auf zwei
Produktionsrichtungen verteilt: L= L; + L,. Dann gilt

L L-1,;
n=gL=gL1f+ng L

Wenn man unterstellt, dall auch g7, und gz, konstant sind, folgt daraus, dall g, =
81, = n. Denn wenn zum Beispiel g7, > n wire, so wiirde L;/L exponentiell wachsen
und L-L; in endlicher Zeit gegen null gehen, so dal8 die Gleichung nicht erfiillt ist.
Wenn man anstelle der Konstanz von gz, fordert, dal L;/L konstant ist, folgt daraus
ebenfalls unmittelbar gz, = g1, = n.

2.1.2 Klassifikation und Existenzsitze

Klassifikation von Differentialgleichungen Durch eine Differentialgleichung wird
der Zusammenhang zwischen einer gesuchten Funktion einer oder mehrerer Ver-
dnderlichen (Variablen), diesen Verdnderlichen und den Ableitungen der gesuchten
Funktion nach diesen Variablen beschrieben. Hiangt die gesuchte Funktion nur von
einer Verdnderlichen ab, so bezeichnet man die Gleichung als gewohnliche Diffe-
rentialgleichung, andernfalls als partielle Differentialgleichung. In der Wachstums-
theorie werden nahezu ausschlie@lich die gew6hnlichen Differentialgleichungen ver-
wendet, die in der allgemeinsten Form durch

Flt,x, %, %,...,x™] =0

implizit angegeben werden kdnnen. Dabei bezeichnet ¢ die unabhingige Verdnderli-
che, die hier als Zeit interpretiert wird. Mit x(#) wird die gesuchte Funktion und mit
X(t) := dx(t)/dt ihre erste Ableitung nach t bezeichnet. Entsprechend sind ¥(¢) und
x (1) die zweite beziehungsweise n-te Ableitung nach t. Im folgenden wird einfach
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von Differentialgleichungen gesprochen, wenn gewéhnliche Differentialgleichungen
gemeint sind.

Die hochste der auftauchenden Ableitungen x'” := d"x/dt" bestimmt die Ord-
nung n der Differentialgleichung. Ist die Differentialgleichung nach der Ableitung
der héchsten Ordnung aufgeldst, so bezeichnet man sie als explizite Differentialglei-
chung:

" = flt,x, %, %, ..., x" Y], (2.6)

Dieser Fall wird im folgenden ausschliefllich betrachtet.

Unter der Integration oder Losung einer Differentialgleichung versteht man die
Bestimmung einer Funktion x(), die die Gleichung (2.6) fiir ein bestimmtes Intervall
t € (a, B) erfiillt. Die allgemeine Losung einer Differentialgleichung hat die Form

X = x(tbeCZy---nd))

wobei Ci,(C,...,C, beliebige Konstanten sind. Bei jeder Wahl der Konstanten er-
gibt sich eine spezielle Losung der Differentialgleichung. Beispielsweise fordert das
Anfangswertproblem die Suche nach einer speziellen Losung, die den Anfangsbe-
dingungen x(ty)) = xo, () = Xo,...,x" D (ty) = x(()”_l) geniigt. Allgemeiner fordert
ein Randwertproblem die Suche nach einer speziellen Losung, die insgesamt n
Anfangs- und/oder Endbedingungen gentigt; die allgemeine Losung einer Differenti-
algleichung n-ter Ordnung enthéilt n beliebige Konstanten, die durch diese n Rand-
bedingungen festgelegt werden konnen. Eine Differentialgleichung kann auch sin-
gulidre Losungen besitzen, die sich nicht aus der allgemeinen Loésung fiir spezielle
Parameterwerte ergeben.

Beispiel 2.1. Die Differentialgleichung & = 3x2/3 hat die allgemeine Losung x(z) = (t+C)3, die
man durch Trennung der Verdnderlichen ermitteln kann. Fiir das Anfangswertproblem mit
xp = 0 folgt wegen 0 = (0+C)® mit C = 0 die spezielle Losung ¢(t,0) = 3, die man durch Einset-
zen verifizieren kann. Da die Differentialgleichung fiir x(¢) = 0 offenbar erfiillt ist, ist ¢(¢,0) =0
aber auch eine Losung des Anfangswertproblems. Daher werden, weil C eine beliebige Kon-
stante ist, durch

0 t € (—oo, K]

£,0,K) =
60K {(t—K)3 t € (K,00)

unendlich viele Losungen durch alle positiven K € R definiert, die das Anfangswertproblem
erfiillen. Man beachte, dal§ ¢(t,0,K) stetig differenzierbar ist und daB die singuldre Losung
x(t) = 0 nicht durch eine spezielle Wahl der Konstanten C aus der allgemeinen Losung x(f) =
(t+C)3 hervorgeht. ¢

Jede explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung der Form (2.6) 1468t sich in ein
dquivalentes System von n Differentialgleichungen erster Ordnung umformen. Da-
zu werden die neuen gesuchten Funktionen x; = x, xp = X, x3 = %,...,x, = xn-D
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eingefiihrt.
X1 = X2
X2 = X3
Xp-1 = Xp
xl’l = f(t,xly-XZ)---)xn)

Dieses System ist zu (2.6) in dem Sinne dquivalent, daB x(t) = x;(¢) eine Losung
von (2.6) ist, wenn x; (1), x2(1),..., x, () Losungen des Systems sind, und dal§ x; (¢) =
x(8), %2(8) = X(1),..., x,(t) = x" () Losungen des Systems sind, wenn x() eine Lo-
sung von (2.6) ist. Folglich reicht es aus, anstelle von einzelnen Differentialgleichun-
gen hoherer Ordnung Differentialgleichungssysteme erster Ordnung zu betrachten.
In vielen Anwendungen treten derartige Systeme ohnehin unmittelbar auf. Man sagt
auch, das System von n Differentialgleichungen erster Ordnung habe die Ordnung
n. Entsprechend hat ein System von zum Beispiel einer Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung und einer Differentialgleichung dritter Ordnung die Ordnung 5. Wie
in der allgemeinen Losung einer einzelnen Differentialgleichung n-ter Ordnung n
Konstanten auftreten, treten sie auch in der allgemeinen Losung eines Systems n-ter
Ordnung auf.

Beispiel 2.2. Gegeben ist die Differentialgleichung zweiter Ordnung

X=3x-2x.
Mit x; = x und x» = X erhélt man
xl = X2,
X2 = 3x1-2xo.

Ein Vorteil dieser Vorgehensweise besteht darin, dal es oft einfacher ist, ein System zweiter
Ordnung graphisch zu analysieren, als die entsprechende Differentialgleichung zweiter Ord-
nung. Umgekehrt kann auch ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung durch
eine Differentialgleichung héherer Ordnung ersetzt werden. ¢

Die allgemeine Form eines Systems von n Differentialgleichungen erster Ord-
nung lautet

. 1

X1 = f (trxlvx2)---rxn)
. 2

X2 = f (t)xerZ’--'rxn)
. n

Xn = f (t)xlyx2r---)xﬂ)r

oder, in Vektorschreibweise,
x =1(t,x), 2.7
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mit X = (x1,...,%,) und £f= (f1,..., f™)'. Im weiteren Verlauf wird (2.7) oftmals ein-
fach als Differentialgleichung statt als System von Differentialgleichungen bezeich-
net. Diese Bezeichnung ergibt sich daraus, dal (2.7) eine Funktion f: T x X — R"
darstellt, wobei T x X den Definitionsbereich von f bezeichnet. T < R ist ein offenes
Intervall und X c R" eine offene Teilmenge des R”.

Einen wichtigen Spezialfall, der in der allgemeinen Wirtschaftstheorie und auch
speziell in der Wachstumstheorie von zentraler Bedeutung ist, stellen die autonomen
Differentialgleichungen dar, bei denen die Funktion f nicht explizit von ¢ abhidngt. Im
folgenden wird unterstellt, dal§ die Funktion f: X — R" mit X c R” stetig differenzier-
bar ist, in Symbolen also fe C'(X). Allgemein bezeichnet C’(X) die Menge der auf X
definierten i-mal stetig differenzierbaren Funktionen. (Fiir i = 0 sind die Funktionen
stetig.) Als Anfangswertproblem formuliert ergibt sich

x = fx),

x0) = x. (2.8)

Unter den angegebenen Voraussetzungen existiert eine eindeutige Losung fiir dieses
Anfangswertproblem. Diese Losung ist eine Funktion ¢(z,xp), die nur vom Anfangs-
zustand xy und der seit f = 0 vergangenen Zeit abhédngt, nicht aber vom Anfangs-
zeitpunkt selbst. Fiir f) # 0 kann man die Losung daher allgemeiner schreiben als
¢(t — 1y, %p). Im folgenden gilt ohne Beschréankung der Allgemeingiiltigkeit durchge-
hend # =0, so dal die Darstellung ¢(z,xo) fiir die Losung eines autonomen Systems
zutrifft. Die Losung des nichtautonomen Systems (2.7) hdngt dagegen auch vom An-
fangszeitpunkt selbst ab, so daB sich eine Funktion ¢ (¢, fy,X¢) ergibt.

Bemerkung 2.3. Zur Schreibweise ist die folgende Anmerkung erforderlich. Obwohl
die Losung eines Anfangswertproblems grundsétzlich mit ¢(z,xp) bezeichnet wird, ist
es in den Anwendungen oft einfacher, die Losung selbst einfach als x(#) zu schreiben,
wenn keine Verwechslungsgefahr besteht. ¢

Beispiel 2.3. Gegeben sind die beiden Anfangswertprobleme (zwei einzelne Differentialglei-
chungen, kein System)
x=x, x(fp)=xg, (2.9)
x=tx, x(fy) = xp. (2.10)
Beide Losungen konnen durch die bereits mehrfach angewendete Methode der Trennung der
Verédnderlichen berechnet werden. Die Losung des autonomen Problems (2.9) lautet

ot —19,x0) = xoe(t_to),
die Losung des nichtautonomen Problems (2.10) ist

22
&(t, g, xp) = er([ [0)/2.

Die Losung des nichtautonomen Problems héngt also im Gegensatz zu derjenigen des autono-
men Problems nicht nur von ¢ — £y ab, sondern gesondert von ¢ und von #. ¢
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Die Bedeutung autonomer Differentialgleichungen ergibt sich daraus, dall das
Ziel der positiven Wirtschaftstheorie die Erkldrung dkonomischer Zusammenhén-
ge ist. In nichtautonomen Differentialgleichungen spielt die vergangene Zeit eine
wesentliche Rolle hinsichtlich der GroBe der abhéngigen Variablen. Eine wirkliche
Erkldrung 6konomischer Tatbestdnde kann aber nicht auf der Variablen Zeit beru-
hen, sondern bedarf der Analyse von Ursache und Wirkung. Daraus ergibt sich, dal
letztlich nur autonome Systeme von Differentialgleichungen den Anforderungen der
Wirtschaftstheorie gerecht werden konnen. Eine bedeutende Ausnahme von dieser
Regel stellt die Beriicksichtigung der Diskontierung dar. Denn eine positive Zeitprafe-
renzrate der Individuen bedeutet, dal§ etwa zukiinftiger Konsum weniger hoch bewer-
tet wird als gegenwirtiger Konsum. Uber die Beriicksichtigung von Diskontraten und
Zinssdtzen findet die Zeit daher in manchen Féllen doch expliziten Eingang in die in
der Wirtschaftstheorie betrachteten Differentialgleichungen. Haufig ist es allerdings
durch eine einfache Transformation maoglich, die entstehenden nichtautonomen Sy-
steme in autonome zu {iberfiihren (vgl. den Satz 2.16).

Das autonome System (2.8) spielt auch in der Theorie der Differentialgleichungen
eine wichtige Rolle, weil es als dynamisches System betrachtet werden kann. Dazu
wird die unabhéngige Variable ¢ (wie hier ohnehin) als Zeit interpretiert.

Definition 2.1. ? Ein dynamisches System ist eine C'-Funktion ¢ : R x X — X mit
X c R" offen, wenn die durch ¢,(x) := ¢(t,x) definierte Funktion ¢, : X — X die Be-
dingungen

(@) ¢y: X — X ist die Identitditsabbildung und

B) dop;=¢,.;, Vt,s€R erfillt.

Zu beachten ist, dald diese Definition erfordert, dal’ ¢(¢,x) fiir alle z € R definiert ist.
Sofern ¢(¢,x) die Losung eine Differentialgleichung ist, gilt diese Eigenschaft aller-
dings nur unter bestimmten Annahmen, etwa im Fall linearer Differentialgleichun-
gen. Trotzdem ist die Definition sinnvoll, weil ein dynamisches System ein physika-
lisches Problem wie etwa ein schwingendes Pendel beschreiben soll, wofiir es auch
fiir die gesamte Zukunft definiert sein mul3. Diese Idee 146t sich unmittelbar auf die
Wirtschaftstheorie tibertragen. Wenn eine Differentialgleichung ein 6konomisches
Phidnomen beschreibt, mul man prinzipiell davon ausgehen kénnen, daly die L6-
sung entweder fiir alle ¢ definiert ist, oder man mul§ Bedingungen angeben konnen,
wie sich das Phdanomen strukturell zu einem spéteren Zeitpunkt dndert, so dal das
eine System von Differentialgleichungen durch ein anderes mit definierter Losung
ersetzt wird. Im Abschnitt 2.1.2 werden Bedingungen fiir die Existenz der Losungen
angegeben.

Wihrend die Existenz der Losungen von Differentialgleichungen fiir alle ¢ nicht
ohne weiteres gegeben ist, kann man umgekehrt zu jedem dynamischen System ein

2Vgl. zum Beispiel Hirsch und Smale (1974, S. 160) und Perko (1996, S. 180). Die Schreibweise ¢, o ¢
bezeichnet die Verkniipfung beider Funktionen, gelesen als ¢, nach ¢, da ¢, nach ¢ angewendet wird.
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entsprechendes System von Differentialgleichungen wie folgt angeben:

d

f(x) = E(P”(X) o'
Beispiel 2.4. Gegeben sei die Funktion ¢p: Rx R — R mit ¢b¢(x) = xe?!. Die Abbildung ¢; = e%*
erfiillt die Anforderungen (a) und (b) der Definition 2.1, denn ¢q(x) = Vx= x, das heil3t ¢ ist
der Identititsoperator und e?f e x = e+ x, 50 daB ¢ o ps = e 0 e = e+ = ¢, ¢ gilt.
¢ ist also ein dynamisches System auf X = R.

Die entsprechende Differentialgleichung erhélt man durch die Ableitung nach ¢ an der
Stelle ¢ =0:

d
FO)=—di0)| _ =axe™|i=o=ax,

also

Wenn die Losung des Systems (2.8) auf ganz R eindeutig existiert, wird auch (2.8)
selbst vielfach als dynamisches System bezeichnet.

Beispiel 2.5. Die Losung von X = ax mit x(0) = xp erhélt man durch das Verfahren der Tren-
nung der Verdnderlichen als ¢(t, xp) = xge?!. Also beschreibt % = ax mit x(0) = xo ein dyna-
misches System auf X = R. Dagegen wird durch die Differentialgleichung x = x? kein dynami-
sches System definiert. Die Losung des Anfangswertproblems lautet ndmlich

X0
1-txg

(1, x0) =

und ist daher nur fiir £ € [0,1/xp) definiert, wenn fy = 0 ist. {

X c R" ist der Zustandsraum des dynamischen Systems. Jedem Zustand x ent-
spricht ein Punkt im n-dimensionalen Raum. Die Lésungskurven in Abhéngigkeit
von xy werden als Trajektorien oder Orbits bezeichnet. Fiir jedes feste ¢ ordnet die
Abbildung ¢, einem Punkt X einen anderen Punkt ¢,(x¢) zu. Im Laufe der Zeit be-
wegt sich jeder Punkt entlang der Trajektorie, die durch ihn verlduft. Dadurch erhélt
man eine einparametrige Familie von Funktionen ¢, : X — R" fiir alle ¢ € R, die als
Fluf des dynamischen Systems oder der Differentialgleichung x = f(x) bezeichnet
wird. Diese Differentialgleichung definiert auch ein Vektorfeld x — f(x), das im zwei-
dimensionalen Fall geometrisch dadurch dargestellt werden kann, dall man jeden
Vektor f(x) mit dem Punkt x € X als Anfangspunkt in ein Diagramm im (x1, x2)-Raum
einzeichnet. Die Trajektorien verlaufen dann tangential zu den Vektoren des Vektor-
feldes.

Existenz der Losungen Da nichtlineare Systeme von Differentialgleichungen in al-
ler Regel nicht explizit 16sbar sind, ist es von zentraler Bedeutung, iiber ein allgemei-
nes Theorem {iiber die Existenz und gegebenenfalls die Eindeutigkeit von Lésungen
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zu verfiigen. Betrachtet wird das Anfangswertproblem

x=fx), f: X—R", XcR" offen,

1 (2.11)

feC'(X), x(f) =xo.

Zunichst wird noch einmal genau definiert, was unter der Losung einer Differen-
tialgleichung zu verstehen ist.

Definition 2.2. (a) Die Funktion ¢(t) heifst Losung der Differentialgleichung x = f(x)
(ohne die Anfangsbedingung) auf einem Intervall I, wenn sie fiir alle t € I stetig
differenzierbar ist, ¢(t) € X ist und ¢(t) = f(¢p(1)) gilt.

(b) Die Funktion ¢(t) ist eine Losung des Anfangswertproblems (2.11) auf einem
Intervall I, wenn ¢(t) eine Losung der Differentialgleichung auf I ist und ty € I
sowie ¢(ty) =xq gilt.

Um die Abhéngigkeit von der Anfangsbedingung auszudriicken, wird die Losung des
Anfangswertproblems haufig als ¢(z — 7,xp) geschrieben. Ohne Beschrinkung der
Allgemeingiiltigkeit kann dabei # = 0 gesetzt werden. Wenn nicht ein spezieller Start-
wert Xg von Interesse ist, wird die Losung hédufig auch als ¢(z,x) dargestellt, wobei
x € X dann irgendein Startwert ist. In diesem Fall sollte die Losung natiirlich nicht im
selben Zusammenhang in der vereinfachten Schreibweise x(¢#) angegeben werden.

Der grundlegende Satz iiber die Existenz und Eindeutigkeit kann nun angegeben
werden.

Satz 2.1 (Existenz und Eindeutigkeit) Sei X eine offene Teilmenge des R", die xq ent-
héilt, und fe C1(X). Dann gibt es ein a > 0, so daf$ das Anfangswertproblem (2.11) eine
eindeutige Losung ¢(t — 1y, Xo) auf dem Intervall (t, — a, ty + a) hat.

Beweis: Der Beweis ist in den meisten Biichern tiber gew6hnliche Differentialgleichun-
gen enthalten, vgl. zum Beispiel Hirsch und Smale (1974, S. 163-167) oder Perko (1996,
S. 74-76). O

Bemerkung 2.4. Der Satz 2.1 gilt analog auch fiir nichtautonome Differentialglei-
chungen x = f(x, #), wobei es ausreicht, daB f stetig in (x, ) und stetig differenzierbar
in x ist. ¢

Bemerkung 2.5. Der historisch erste Satz iiber die Existenz und Eindeutigkeit der
Losung einer stetig differenzierbaren Differentialgleichung stammt von Cauchy. Der
Satz 2.1 wird daher auch als Satz von Cauchy bezeichnet. Die Voraussetzung f €
CH(X) ist stirker als notig. Tatsdchlich reicht es aus, dall f lokal einer Lipschitz-
Bedingung geniigt. Die Funktion f heil3t Lipschitz-stetig auf X, wenn eine Konstante
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K > 0 existiert, so daR®
[ fx) —£f&) < Kl x-%||

fiir alle x, % € X. F heil3t lokal Lipschitz-stetig auf X, wenn fiir jedes xy € X eine Umge-
bung X, c X existiert, auf der f Lipschitz-stetig ist. Wenn fe C! ist, ist f lokal Lipschitz-
stetig, aber nicht umgekehrt. Aus der lokalen Lipschitz-Stetigkeit folgt dagegen die
Stetigkeit. Der mit einer Lipschitz-Bedingung formulierte Satz wird manchmal als
Satz von Cauchy-Lipschitz bezeichnet. Unter gewissen Zusatzvoraussetzungen kann
ein Existenzintervall fiir die Lésung angegeben werden; der entsprechende Satz heil3t
Satz von Picard-Lindel6f (vgl. zum Beispiel Amann, 1995, S. 116). ¢

Bemerkung 2.6. Ist f weder differenzierbar noch Lipschitz-stetig, aber stetig, so gilt
der Existenz-Teil des Satzes 2.1 weiter; lediglich die Eindeutigkeit ist dann nicht si-
chergestellt. Diese Version heil3t Satz von Peano. Die Funktion im Beispiel 2.1 ist fiir
x = 0 nicht Lipschitz-stetig. ¢

Aus dem Satz 2.1 folgt nicht ohne weiteres, dal durch (2.11) ein dynamisches
System gemill der Definition 2.1 gegeben ist, da die Losung nur fiir ein Intervall
I = (ty — a, tp + a) sichergestellt ist. Die Differentialgleichung aus dem Beispiel 2.5
existiert etwa nur fiir # < 1/xp. Fiir dieses Problem gibt es mehrere Lésungsansitze.
Wenn sich in einem konkreten Fall zum Beispiel herausstellt, daf die Losung zwar
nicht fiir alle ¢ € R, aber doch fiir alle ¢ = 0 existiert, so betrachtet man anstelle des
Flusses ¢, : X — R”" fiir alle ¢ € R den sogenannten positiven HalbfluR ¢, : X — R"
fiir alle ¢ = 0. In vielen Anwendungen reicht es aus, daR die Lésung fiir alle £ = 0
existiert. Der folgende Satz gibt eine Bedingung dafiir an.

Satz 2.2. Sei X eine offene Teilmenge des R" und P eine kompakte Teilmenge' von
X, die xqy enthdlt. Wenn jede Trajektorie x: [0, b] — X mit x(0) = Xq des Systems (2.11)
vollstéindig in P liegt, dann gibt es auch eine Losung x: [0,00) — X mitx(0) =xg und
x(t) € P fiir alle t 2 0.

Beweis: Hirsch und Smale (1974, S. 172). O

Eine Menge wie P im Satz 2.2, in der die Trajektorien fiir alle ¢ = 0 verbleiben, heift
positiv invariante Menge. Da dieser Begriff wichtig ist, wird er formal definiert.

Definition 2.3. Eine Menge M c X heifst positiv invariant fiir den Flufs eines dynami-
schen Systems, wenn fiir jedes x € M die Losung ¢, (x) fiir alle t 2 0 definiert ist und in
M liegt.

3Mit der Metrik || x—% ||= v x—X) - x—%) wird der euklidische Abstand der Punkte x und & gemessen.
Eine Umgebung eines Punktes X € X ist eine Menge, die eine e-Umgebung enthilt. Eine e-Umgebung von
% € X oder offene Kugel um % € X ist die Menge {x€ X| | x—X | <¢€}.

4Eine Teilmenge des R” ist kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.
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Selbst wenn die Voraussetzungen des Satzes 2.2 nicht gegeben sind, ist es in ei-
nem gewissen Sinne immer moglich, zu einem System von Differentialgleichungen
(2.11) ein dynamisches System zu finden. Dazu werden die Zeiteinheiten anders fest-
gesetzt, um ein topologisch dquivalentes System zu (2.11) zu erhalten, das eine L6-
sung fiir alle ¢ € R hat. Ein entsprechendes globales Existenztheorem findet sich zum
Beispiel bei Perko (1996, S. 182).

2.1.3 Explizite Losungen

Differentialgleichungen mit getrennten Verdnderlichen Im Zusammenhang mit
den Beispielen im Abschnitt 2.1.1 ist die Trennung der Verdnderlichen bereits erldu-
tert worden. In diesem Abschnitt wird dieses wohl wichtigste Verfahren zur expliziten
Losung nichtlinearer Differentialgleichungen allgemein dargestellt. Die Differential-
gleichung mit getrennten Veriinderlichen hat die Form

=g f(x).

Die autonomen Differentialgleichungen erster Ordnung stellen einen Spezialfall die-
ser Gleichungen fiir g(¢) = 1 dar. Das entsprechende Anfangswertproblem lautet

x=g) fx), x(t&)=x. (2.12)

Zur Losung der Differentialgleichung betrachtet man die Ableitung X als Verhalt-
nis zweier Differentiale dx und dt. Mit x = dx/dt folgt fiir f(x) #0

1
——dx=g(t) dt.
fx) &
Die Integration beider Seiten liefert
1
—dxzf (nde+C, (2.13)
f@) &

wobei C eine Konstante ist. Diese Gleichung stellt die allgemeine Losung der Diffe-
rentialgleichung x = g(#) f (x) in impliziter Form dar. Sofern die Integrale auf beiden
Seiten geschlossen dargestellt werden kénnen und eine explizite Auflésung nach x
madglich ist, erhdlt man die allgemeine Losung in expliziter Form x(¢,C). Die Kon-
stante C wird fiir das Anfangswertproblem durch die Anfangsbedingung festgelegt,
um zur speziellen Losung ¢(t, fy, xo) in expliziter Form zu gelangen. Bei autonomen
Differentialgleichungen, das heif3t fiir g(¢) = 1, kann ohne Beschriankung der Allge-
meingiiltigkeit # = 0 gesetzt werden, was die Darstellung ¢ (¢, xp) ermoglicht.

Aus dem Satz 2.1 folgt, dall es genau eine lokale Losung des Anfangswertpro-
blems (2.12) gibt, wenn die Funktionen g und f stetig differenzierbar sind. Wenn
im relevanten Bereich f # 0 ist, reicht im vorliegenden Fall die Stetigkeit auch fiir
die Eindeutigkeit aus. Ein Beweis fiir diese Aussage, der zugleich eine strenge Be-
griindung fiir das hier heuristisch hergeleitete Losungsverfahren gibt, findet sich bei
Heuser (1993a, S. 515 f.).
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Lineare Differentialgleichungen Die lineare Differentialgleichung erster Ordnung
lautet
x=a(t)x+s(1), (2.14)

wobei a(t) und s(t) stetige Funktionen der Zeit ¢ sind. Das zugehorige Anfangswert-
problem ist
x=a(t)x+s(t), x(ty) = xp. (2.15)

Der Ausdruck s(¢) wird als Storglied (Storterm, Storfunktion) bezeichnet. Ist s(¢) =0,
so liegt eine homogene Differentialgleichung vor, andernfalls eine inhomogene. Sind
a(t) und s(z) konstant, ist die Differentialgleichung autonom, andernfalls nichtauto-
nom.

Zunichst wird die allgemeine Losung x"(#) des homogenen Teils % = a(#)x und
dann eine spezielle Losung xP(f) der inhomogenen Differentialgleichung (2.14) er-
mittelt. Denn die allgemeine Losung x(t,C) von (2.14) ergibt sich aus der Summe
der allgemeinen Lésung des homogenen Teils und der speziellen Losung, die auch
partikulire Losung genannt wird:

x(£,0) = x"(0) + xP(0).

Der Beweis ist eine einfache Rechnung. Angenommen, xP(¢) ist eine Lésung von (2.14) und
xM (1) ist die allgemeine Losung des homogenen Teils. Dann folgt aus x(¢,C) = x()+ xP (o),
dal
%(t,C) — a()x(t,C) = (1) — a()x" (1) + P (1) — a(D) xP (1) = s(1).
=0 =s(1)

Also ist x(t,C) eine Losung von (2.14). Zieht man umgekehrt von irgendeiner vorgegebenen
Losung x(#,C) von (2.14) eine beliebige spezielle Losung x” () ab, so ist xP(t) = x(t,0) - xP(1)
eine Losung der homogenen Gleichung:

i - amx"®) = x(t,0) - a(®x(t,C) - %P (1) + a(HxP (1) = 0.

=s(1) =-=s(1)

Also kann jede Losung von (2.14) als Summe irgendeiner speziellen Losung und einer Lésung
des homogenen Teils dargestellt werden.

Die Losung des homogenen Teils erhélt man wie zuvor durch Trennung der Ver-
dnderlichen:

1
f;dx:fa(t)dt+Cl = xh(t)zcefa(t)dt.

Also muB nur noch eine partikuldre Lésung von (2.14) gefunden werden. Dazu stehen
mehrere Verfahren zur Verfiigung. Wenn a(t) und s(¢) bekannte elementare Funk-
tionen sind, konnen sogenannte spezielle Losungsansitze ausprobiert werden. Die
bekannteste allgemeinere Methode ist das klassische Verfahren der Variation der
Konstanten, das im folgenden erldutert wird.
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Diese Methode hat ihren Namen, weil man Ce/ 0 4t die allgemeine Losung des
homogenen Teils von (2.14), verwendet und die darin auftretende Konstante C als
differenzierbare Funktion von ¢ auffalt. Diese Funktion C(t) wird dann so bestimmt,
dal

P (1) = C(t)efa(t) dt

eine partikuldre Losung der gestérten Gleichung (2.14) ergibt. Setzt man diesen An-
satz in (2.14) ein, so folgt

C'(t)ef“mdt+a(t)C(t)ef“mdt — a(t)C(t)ef“m dt+s(t)
— C(relamdr — g(p)
— C(o) = s(ne-Jawar,

Da die Funktion auf der rechten Seite nach Voraussetzung stetig ist, kann diese Glei-
chung integriert werden:

C(t) = fC(t) dt =fs(t)e*f“(” Uy,
Damit erhilt man als partikuldre Losung
xP(n) = ef“(”dtfs(t)e_f“(”dt dt
und als allgemeine Losung von (2.14)

x(1,C) = e/ @0 dt

C+fs(t)e*f““’ ar gy (2.16)

Wenn die Funktionen a(f) und s(¢) nicht explizit gegeben sind, stellt sich die Fra-
ge, wie die spezielle Losung des Anfangswertproblems (2.15) unter Verwendung der
Integraldarstellung ausgedriickt werden kann. Dazu ersetzt man die unbestimmten
Integrale in (2.16) durch die bestimmten Integrale mit der verdnderlichen oberen
Grenze t und der unteren Grenze t:

t t T
x(t,C) = el @2 4= C+f s(r)e Jun @@ dz dr] ) (2.17)
13

0

wobei z und 7 symbolische Integrationsvariablen sind. Fiir ¢ = #, und x(#) = xp folgt
damit C = xp, so dal man die folgende spezielle Lésung von (2.15) erhilt:

a(z)dz

t t T
O(t, ty, x0) = el x0+f srye 0@ 4ol 2.18)

Iy

Fiir den Spezialfall mit konstantem Koeffizienten a(f) = a kann man die Integra-
le beziiglich dz berechnen. Damit ergibt sich nach einigen Umformungen schlieRlich

t
P(t, o, x0) = xpe™ ™) + f s(me 4T gr. (2.19)
To
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Wenn auch s(¢) konstant gleich b ist, folgt

1 B _ t
Ze a(t t)] —
a fo

Bt to, %0) = e — b

Xo+ S) e=h) _ g. (2.20)

In 6konomischen Anwendungen wird vielfach anstelle des Anfangswertproblems
(2.15) ein Endwertproblem mit x(7) = x7 formuliert. Um die Losung zu erhalten,
mulfd in (2.17) lediglich p durch T ersetzt werden. Man erhélt dann C = xr und damit
die spezielle Losung des Endwertproblems

r t -
o, T,x7) = efTa(z) dz X7 +f S(T)e—fTa(z) dz drl.
T

Beachtet man schlieflich, daR sich bei Vertauschung der Integrationsgrenzen das
Vorzeichen eines bestimmten Integrals dndert, und unterstellt wieder einen konstan-
ten Koeffizienten a, so ergibt sich die spezielle Lésung

T

o(t, T, x7) = xpe®=1 —f s()e D gg, (2.21)
t

die manchmal als Vorwirtslosung bezeichnet wird, weil zum Beispiel ausgehend

vom Zeitpunkt ¢ = 0 die Losung fiir x(¢) in Abhingigkeit von den zukiinftigen Werten

der Storfunktion s(#) ausgedriickt wird.

Die Bernoullische Differentialgleichung Die sogenannte Bernoullische Differential-
gleichung hat die allgemeine Form

x=a(t)x+b(r)x", (2.22)

wobei 7 eine reelle Zahl ungleich 0 oder 1 ist (in diesen Fillen wiirde sich (2.22) auf
eine lineare Differentialgleichung reduzieren) und a(#) beziehungsweise b(t) stetige
Funktionen der Zeit sind.

Die Losung dieser Gleichung erhélt man, indem sie durch eine Variablentrans-
formation in eine lineare Differentialgleichung tiberfiihrt wird. Dazu wird (2.22) zu-
néchst auf beiden Seiten mit (1 — n)x~" multipliziert:

1-mx"k=1-ma(®x""+1-n)b(1),
Setzt man y:= x7" so folgt direkt y = (1 — n)x™ "%, also
y=0-nma@®y+1A-n)b),

eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung in y, die mit den bereits bekannten
Methoden gelost werden kann. Die allgemeine Losung von (2.22) ergibt sich wegen
y = x'~" aus der allgemeinen Losung fiir y gemaR x(z,C) = y(t,C)V/1="7,
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Beispiel 2.6. Gegeben ist die Differentialgleichung
k=sak®-nk, san>00<a<l. (2.23)
Die Multiplikation mit (1 —a) k™% liefert
Ql-a)k %fk=0-a)sa-nl-a)k!™%.
Setzt man y = k!~% und damit y = (1-a)k~ %k, so ergibt sich die lineare Differentialgleichung
y=0-a)sa-n(l-a)y

mit der Losung s a
—n(l-
y(t,yo):(y _7)8 n “)t+7.

Die Riicksubstitution von y = k=% ergibt schlieRlich:

sa1l/(1-a)

k(t, ko) = [ (kg = = 22 e (2.24)

n

Fiir t — oo konvergiert die Losung gegen das langfristige Gleichgewicht
k= (saimt/ =9,

Dieses Beispiel hat eine unmittelbare 6konomische Interpretation, denn die Differentialglei-
chung (2.23) ist die spéter abgeleitete fundamentale Gleichung (3.2) des neoklassischen Wachs-
tumsmodells von Solow (1956) fiir den Fall einer Cobb-Douglas-Produktionsfunktion Y =
akK*['~e,

In diesem Zusammenhang sei auf ein Problem aufmerksam gemacht. Die Funktion (2.23)
ist an der Stelle k = 0 nicht stetig differenzierbar und erfiillt auch keine Lipschitz-Bedingung.
Daher gilt der Eindeutigkeitsteil des Satzes 2.1 nicht. Tatsdchlich ist (2.24) auch eine Losung fiir
den Startwert ky = 0, obwohl in diesem Punkt k& = 0 gilt und daher k(z,0) = 0 auch eine Lésung
ist. Okonomisch sinnvoll fiir ky = 0 ist lediglich k(¢,0) = 0, weil ohne Kapital (K = k = 0) mit
der Cobb-Douglas-Produktionsfunktion nichts produziert werden kann. ¢

Lineare Systeme zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten Soweit Differenti-
algleichungen hoherer Ordnung beziehungsweise Systeme von Differentialgleichun-
gen betroffen sind, ist eine explizite Losung in aller Regel ausgeschlossen. Eine be-
deutende Ausnahme stellen die linearen Systeme mit konstanten Koeffizienten dar.
Das allgemeine lineare, autonome und homogene System zweier Differentialglei-
chungen lautet

X) = anx + apxz, (2.25)
Xo = a1 X1 + a2 Xo.

Bezeichnet man die Elemente der Matrix A mit a;;, i, j = 1,2 (was durch die Kurz-
schreibweise A = (a;;) ausgedriickt wird), und setzt x = (x1,%2)', so ergibt sich in
kompakter Vektorschreibweise

X = Ax.
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Mit b = (b1, bp)’ lautet das entsprechende nichtautonome System
Xx=Ax+b, (2.26)

wobei hier eine Beschrinkung auf den Fall eines konstanten Storgliedes b erfolgt.
Aus dem Satz 2.1 ergibt sich die Existenz einer eindeutigen, lokalen Losung fiir das
zur Gleichung (2.26) gehorige Anfangswertproblem. Im linearen Fall mit konstanten
Koeffizienten gilt dariiber hinaus ein globales Existenztheorem (vgl. zum Beispiel
Perko, 1996, S. 17). Im folgenden wird gezeigt, wie diese Losung fiir den Fall eines
Systems zweiter Ordnung explizit berechnet wird.

Da die Vektorschreibweise fiir eine kompakte und lesbare Darstellung unerla@lich
ist, wird, wenn x{(t) und xé(t) die Komponenten einer Losung von (2.26) sind, die
Losung als x' (£) = (x{ (£), x, (1))’ geschrieben.

Definition 2.4. Zwei Funktionen x'(t) und x*(t) heifien linear abhiingig auf einem
Intervall (1, 1), wenn es zwei Konstanten C, und C, gibt, die nicht beide gleich null
sind, so dafs Cix () +Cox?() =0 fiir alle t € (ty, t1). Andernfalls heifsen die Funktionen
linear unabhdngig.

Aus Cix () + Cx2(H) =0 folgt fiir C, # 0 direkt
C
xX(1) = 2x'(1) Ve, n)
G

im Fall der linearen Abhingigkeit. Das heilt, x*(f) unterscheidet sich auf dem In-
tervall (%, ) nur durch eine multiplikative Konstante von x1(#). Fir C, = 0 kénnte
lineare Abhéngigkeit nur mit der Gleichgewichtslosung x!(f) = 0 Vr € (y, 1) beste-
hen. Man kann zeigen, daR die allgemeine Losung x”(f) des homogenen Teils von
(2.26) als Linearkombination zweier beliebiger linear unabhéngiger Losungen x (¢)
und x?(#) des homogenen Teils dargestellt werden kann. Fiir die allgemeine Losung
des inhomogenen Systems (2.26) gilt wie im Fall einer skalaren linearen Differenti-
algleichung erster Ordnung, da@ sich die allgemeine Losung aus der Summe der
allgemeinen Losung x"(¢) des homogenen Teils und einer speziellen (partikuliren)
Losung xP () der gesamten Gleichung ergibt. Daher ist es naheliegend, zundchst wie-
der die allgemeine Lésung des homogenen Teils zu ermitteln.”

Der einfachste Fall liegt vor, wenn die Matrix A = (a; j) diagonal ist, das heifdt
wenn a;» = dp) = 0 gilt. Dann reduziert sich das System auf zwei voneinander unab-
héngige Gleichungen

X1 = aix,

Xp = a2 X,

5Beweise dieser Aussagen finden sich in den meisten Standardbiichern iiber gewdhnliche Differential-
gleichungen, vgl. zum Beispiel Heuser (1993c) und Gandolfo (1996).
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deren allgemeine Losungen bereits im Abschnitt 2.1.1 angegeben worden ist (Metho-
de der Trennung der Verdanderlichen):

x1 () = Cre™Y,

(2.27)
X2 (1) = Cre™2t,

wobei die Konstanten C; und C, durch die Anfangsbedingungen x;(0) = x;0 und
X2(0) = xp9 bestimmt werden konnen. Fiir £ = 0 in (2.27) ergibt sich x;9 = C; und
X20 = Cz.

Wenn A nicht diagonal ist, besteht ein naheliegender Ansatz darin, Lésungen der
Form x;(t) = ky eM und Xo(t) = kp e wie im eindimensionalen Fall auszuprobieren.
Durch Substitution in (2.25) ergibt sich

kAer = ay ket + app kp e,
kg)LeM =ap1 ky Mt aggkge’”,
beziehungsweise
M [(an - Dk + arzky] =0,
Mz ki + (a2 — Vo] = 0.

Offensichtlich ist x; () = x2(#) =0 V¢ eine Losung von (2.25), die sich fiir die Startwer-
te x1(0) = x2(0) = 0 und damit k; = k» = 0 ergibt. Wegen M # 0 sind, wenn k; und
k> nicht beide gleich null sind, x;(¢) = k; eMund x,(f) = kpeM genau dann Losungen
von (2.25), wenn die Klammerausdriicke im obigen Gleichungssystem beide gleich
null sind:

(ann — Ak +ank, =0,
ax ki + (ap— Nk, =0,

in Matrixschreibweise also, wenn

an—A  app (ki) _(0

( A G- l) (kz) - (0)' (228
Dieses Gleichungssystem in k; und k, hat genau dann nichttriviale Losungen (k;
und ky nicht beide gleich null), wenn die Zeilen beziehungsweise Spalten der Matrix

auf der linken Seite linear abhédngig sind, was genau dann der Fall ist, wenn ihre
Determinante gleich null ist:

an1—-A  ap

=0. 2.29
as axp—A (2.29)

Man nennt (2.29) die charakteristische Gleichung des Systems (2.25) linearer Dif-
ferentialgleichungen. In allgemeiner Matrixdarstellung lautet die charakteristische
Gleichung

|[A-AIl=0,
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wobei I die Einheitsmatrix bezeichnet, bei der die Elemente der Hauptdiagonalen
gleich eins und alle anderen Elemente gleich null sind.

Die Losungen der charakteristischen Gleichung fiir A heiRen Eigenwerte der Ma-
trix A. Die zu einem Eigenwert gehorigen nichttrivialen Losungswerte fiir k; und k,
von (2.28) bilden einen Eigenvektor. Da A— AI eine singuldre Matrix ist, wenn A ein
Eigenwert ist, ist der zugehorige Eigenvektor nicht eindeutig. Die charakteristische
Gleichung (2.29) lautet ausgeschrieben

A% = (@11 + @) A+ (@11 G2 — @12 Gp1) = O; (2.30)

sie ist also eine quadratische Gleichung zweiten Grades, die die Lésungen

1
Ao = > an +axx \/(6111 + a)? —4(ay ax — ar2a21) (2.31)

hat. Anhand dieser Formel ist zu erkennen, dafl§ die beiden Eigenwerte unterschied-
lich und reell, gleich und reell oder konjugiert komplex sein kénnen. Diese Félle
treten ein, wenn die Diskriminante, A(A) := (a1 + ap2)? — 4(a11az2 — a12a1), POsitiv,
gleich null oder negativ ist. Im folgenden wird ohne Beschrinkung der Allgemein-
giiltigkeit unterstellt, daR a;, # 0 ist. Denn wenn a;» = 0 ist, kann man die gesamte
Analyse unter der Annahme ay; # 0 analog durchfiihren, und wenn a;, = a;» = 0 ist,
erhélt man das bereits geloste diagonale System.

Im Fall zweier unterschiedlicher reeller Eigenwerte 1; und A,, also fiir A(4) >0,
kann man den Eigenwert A; in (2.28) einsetzen und zum Beispiel k11 =1 wihlen, um
daraus kz1 = (A1 —a11)/ a1z = ap1/ (A1 — ap2) zu bestimmen und so den ersten Eigenvek-
tor zu erhalten. Folglich ist

xi (1) = M,

A —an
X (8) = et
a2

eine Losung von (2.25). Analog ergibt sich mit dem zweiten Eigenwert A, die Losung

xf(t) = eAZt,

Ax—an
xzz(t) =2 T gt
a2

Da die Eigenwerte 1; und A, unterschiedlich sind, sind die Losungen x! () und x2(8)
linear unabhéngig, so daB sich die allgemeine Losung von (2.25) als Linearkombina-
tion ergibt:

x (1) =C elllt + Cze/lzt,

M—a Adr—a (2.32)
xZ(t)zclueﬂlf_‘_Czuelzt‘
a2 a2
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Im Fall zweier gleicher reeller Eigenwerte A, := A = 1,, also fiir A(4) =0, kon-
nen mit der vorstehenden Methode keine zwei linear unabhingigen Losungen ge-
funden werden. In diesem Fall fithrt der Ansatz x; (¢) = (k11 + ki21) ehot , Xo (1) = (ko1 +
ko t)e™! zum Ziel. Durch Substitution in (2.25) folgt

k12" + Ao (kyy + ki) e = ayy (kny + ko )€™ + ara (ko + ko 1) e,
koo €T+ Ao (ko1 + koo )€™ = apy (kyy + kia )€™ + agy (koy + kpp )€™

Aot

Die Division durch e** # 0 ergibt nach Umstellung

ki2 — (a1 — Ao) ki1 — arz ko1 = [(a11 — Ao) ki + aro kool 1,

koo — ap1 k11 — (ap2 — Ao) ko1 = [ a1 k1o + (ago — Ao) kool 5

diese Gleichungen miissen fiir alle ¢ € R erfiillt sein, wenn eine Losung vorliegt. Das
kann nur dann der Fall sein, wenn die Terme auf der rechten Seite in eckigen Klam-
mern und damit auch die Terme auf der linken Seite gleich null sind. Man erhélt
damit vier Gleichungen in den vier Unbekannten k;;, i, j = 1,2, die folgendermalien
umgeformt werden kénnen:

_ (ﬂo—all)k a1

k kopp=—""—k
22 o, 2 2= ) 2
_aprki — ko _ (Ao—a) ki + k2
kpy= ———= k21 =
(Ao — az2) a2

Da Ay ein Eigenwert von A ist, gilt (Ag — a11)/a12 = ax1/ (Ao — az2), so dald die beiden
Gleichungen in der ersten Zeile iibereinstimmen. Ersetzt man in der dritten Glei-
chung ky; durch die erste Gleichung und verwendet wieder die Bedingung (1p —
an)!/ayz = ax1/(Ay — azp), so erkennt man, dal auch die beiden Gleichungen in der
zweiten Zeile tibereinstimmen, weil 1g = (a;1 + a22)/2 im Falle zwei gleicher reeller
Eigenwerte ist. Also liegen nur zwei unabhéngige Gleichungen vor, mit denen man
ko1 und kyp in Abhédngigkeit von k;; und kj» ausdriicken kann. Setzt man diese Werte
unter Verwendung von Ag = (a;; + a»2)/2 in die Losungsansétze ein, so folgt schliel3-
lich die allgemeine Losung in Abhéngigkeit von zwei Konstanten k;; und kj». Mit
C := ki1 und G, := ky lautet die Losung

x1(8) = (Cr + Cp)e’,
ap—a11)C1 +2C,  axp—a (2.33)
() = (az2 — a11)Cy 2 G2 HCgt ot
26112 26{12

Fiir A(A) < 0 schlieBlich sind die Eigenwerte konjugiert komplex, das heilt A, =
a+ifund Ay = a—if, wobei a = (ay; + az)/2, B =+/—A(A) und i = v~1. Da die Ei-
genwerte unterschiedlich sind, kann das Ergebnis fiir die allgemeine Lésung aus dem
ersten Fall zweier unterschiedlicher reeller Eigenwerte {ibernommen werden, wobei
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die komplexen Darstellungen fiir die Eigenwerte eingesetzt werden und anstelle der
Konstanten C; und C, die Konstanten A; und A, verwendet werden:

x1(t) = A1 @t Pl gyela iDL
(a+ip)—an @i 4 (a_iﬁ)_alle[a—iﬁ)t'
a2 a2

Diese Losung beinhaltet komplexe Zahlen. Gesucht wird aber ein reelle Losung des
reellen Differentialgleichungssystems. Zunéchst wird e*" ausgeklammert:

X (1) = Ay

x () = e*! (A1 ePt 4 Agefiﬁt),

X (1) = e“t(AlmeiﬁhrAzme—iﬁt .
a2 a

Mit der Eulerschen Formel eif = cost + isint (bzw. e~ ! = cost — isin t) erhilt man

fiir x; (1):
x1 (1) = e [ A1 (cos(B1) + i sin(B1)) + Az (cos(Bt) — i sin(1)]
= e [(A; + Ap) cos(B1) + (A1 — Ap)isin(B1)].
Nun werden A; und A, die beliebige Konstanten sind, als konjugiert komplexe Zah-
len gewdhlt. Dann sind C; := A; + A2 und G, := (A; — Ay)i reelle Zahlen, so dal§ sich

eine reelle Losung x; (f) ergibt. Verfahrt man mit x,(#) analog, so erhélt man schliel3-
lich als allgemeine reelle Lésung:

x1 () = e*' [Cy cos(B1) + Casin(B1)],

a—a)C + BC
at | ( 11)C + B 2cos(/3t)+
ayn a2

(a—a))G - pC (2.34)

x(t)=e sin(B1)|.

In bezug auf die allgemeine Losung des inhomogenen Systems (2.26) ist die Be-
stimmung einer partikuldren Losung erforderlich, deren Summe mit der allgemeinen
Losung des homogenen Teils die gesuchte allgemeine Losung ergibt. In vielen Féllen
kann eine partikuldre Lésung durch den Ansatz einer bestimmten Funktionsform,
die von der Art des Storgliedes abhingt, mit Hilfe der Methode der unbestimmten
Koeffizienten ermittelt werden. Da das Storglied in (2.26) konstant ist, kann eine
konstante partikuldre Losung angesetzt werden, wenn |A| # 0 ist. Setzt man die Kon-
stanten ¢; und ¢, in (2.26) ein, so folgt

ajicl +appc =—b, (2.35)
az1C1 + axp o = —bs. (2.36)

Fiir |A] # 0 ist dieses Gleichungssystem unter Verwendung der Cramerschen Regel
eindeutig nach den unbestimmten Koeffizienten ¢; und ¢, auflésbar, so dal} die par-
tikuldre Losung lautet:

—biagy + brarp

p
C

Pp=|C)= |Al

X (cf) W’
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wobei |A| = a1 ap2 — a2 app die Determinante von A ist.

Die so berechnete partikuldre Losung entspricht einer Gleichgewichtslosung des
dynamischen Systems (2.26), das heif$t einem Zustand, in dem das System verharrt.
Dadurch wird auch die Bedeutung von |A| # 0 deutlich. Wenn |A| = 0 ist, hat das
Gleichungssystem (2.35) keine eindeutige Losung, weil beide Gleichungen zwei par-
allele Geraden mit der Steigung —a;;/a;2 = —ap1/ azz beschreiben, die entweder kei-
nen Schnittpunkt haben (wenn —b;/a;» # —by/ax2) oder iibereinstimmen (wenn
—b1/ayp = —by/ axp). Im ersten Fall existiert kein Gleichgewicht, im zweiten existiert
ein Kontinuum an Gleichgewichten.

Die spezielle Losung des mit (2.26) verbundenen Anfangswertproblems ergibt
sich schlieflich aus der Bestimmung der beiden verbleibenden Konstanten C; und
C, mittels der Startwerte x; (0) = x19 und X, (0) = xz0.

Weitere Methoden Fiir einige weitere spezielle Typen von Differentialgleichungen
existieren zwar ebenfalls explizite Losungsmethoden, doch st6t man damit schnell
an die Grenzen des Moglichen. Zu nennen sind hier insbesondere die Systeme li-
nearer Differentialgleichungen héherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Da
hierfiir im folgenden keine Anwendungen bestehen, wird darauf nicht weiter einge-
gangen.’

Obwohl zum Beispiel Gleichungen der Form

i=f0, x(0)=x

prinzipiell durch das Verfahren der Trennung der Verdnderlichen gelst werden kén-
nen, ist die geschlossene Integration, das heif3t die Darstellung der Losung durch
elementare Funktionen (etwa rationale, Exponential-, und Winkelfunktionen sowie
deren Verkniipfungen und Umkehrungen), selbst in diesem Fall in aller Regel nicht
moglich.

e Zum einen ist das Integral auf der linken Seite der Gleichung

1
fmdx:fdt+cl

vielfach nicht geschlossen darstellbar. Das gilt schon fiir so unverfanglich an-
mutende Integrale wie [(1/1nx) dx.

e Selbst wenn diese Schwierigkeit nicht auftritt und F(x) eine Stammfunktion
der linken Seite ist, miilte die Gleichung

Fx)=t+C

nach x aufgelost werden, was ebenfalls unméglich sein kann.

6Vgl. dazu und zu weiteren Moglichkeiten der expliziten Losung etwa Gandolfo (1996), Heuser (1993c),
Hirsch und Smale (1974) und Perko (1996).
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e In der Wirtschaftstheorie scheidet eine explizite Losung vielfach von vornher-
ein aus, da nicht spezielle Funktionsformen vorgegeben sind, sondern nur eine
bestimmte Klasse von Funktionen mit bestimmten Eigenschaften.

Fiir die meisten Differentialgleichungen oder Systeme hoherer Ordnung ist dar-
tiber hinaus gar kein Losungsverfahren bekannt. Aus diesen Griinden steht die qua-
litative Analyse von Differentialgleichungen im folgenden im Mittelpunkt. Diese Be-
tonung der qualitativen Methoden bedeutet nicht, dall quantitative Aussagen nicht
wiinschenswert sind. Tatsdchlich konnen aber in den meisten Fillen eben keine ex-
pliziten Losungen gefunden werden. In gewisser Hinsicht ist die qualitative Analyse
sogar informativer als die Bestimmung einer expliziten Losung, wenn ein globales
Phasendiagramm angefertigt werden kann, das fiir jeden Startwert Aussagen iiber
die Entwicklung der Losung in der Zeit erlaubt. Eine explizite Losung ist dagegen
unter Umstdnden nur lokal giiltig.

2.1.4 Grundziige der qualitativen Theorie

Differentialgleichungen erster Ordnung Die autonomen Differentialgleichungen
sind der Gegenstand der qualitativen Theorie beziehungsweise der Theorie der dyna-
mischen Systeme. Das einfachste Beispiel ist die frither diskutierte Gleichung (2.1),
die eine lineare, homogene Differentialgleichung erster Ordnung mit konstantem Ko-
effizienten ist:

X =ax. (2.37)

Die allgemeine Losung der Gleichung (2.37) ist durch die Methode der Trennung der
Verinderlichen berechnet worden:

x() =Ce®
Mit der Anfangsbedingung x(0) = xy ergibt sich die spezielle Losung
d(1, x0) = xpe®’.

Die Gleichung
X=ax+Db (2.38)

ist eine inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung mit konstantem Koeffizi-
enten. Die allgemeine Losung dieser Gleichung kann ebenfalls durch Trennung der
Veridnderlichen oder als Spezialfall von (2.16) berechnet werden:

b
x(t)=Ce% -2
a

Die spezielle Losung des Anfangswertproblems mit x(0) = xp lautet gemal (2.20)

b

_ b\ au b
</>(t,xo)—(x0+a)e e
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Die qualitativen Eigenschaften kénnen direkt anhand der Differentialgleichung
selbst anstelle ihrer Losung analysiert werden. Die Abbildung 2.1 stellt die Phasen-
diagramme von (2.37) fiir a >0, a=0und a<0 dar.” Die Pfeile auf der x-Achse
verdeutlichen die Bewegung der Variablen x in der Zeit ¢. Beispielsweise ist fiir a > 0

a>0 a=0 a<0

Abbildung 2.1

Phasendiagramme fiir (2.37)

links von x = 0 immer % < 0, so daB sich eine Bewegung in Richtung kleinerer x-Werte
ergibt. Rechts von x =0 ist X > 0, so daf x immer gréBer wird. In Schnittpunkten mit
der x-Achse ist ¥ = 0, das System befindet sich hier in einem Gleichgewicht (sta-
tiondren Punkt, kritischen Punkt). Ein Gleichgewicht heil3t (asymptotisch) lokal
stabil, wenn es fiir Startwerte in der Ndhe des Gleichgewichts asymptotisch erreicht
wird, und (asymptotisch) global stabil, wenn es fiir alle Startwerte im Definitions-
bereich asymptotisch erreicht wird. Offenbar ist das Gleichgewicht fiir a < 0 asym-
ptotisch global stabil, fiir a > 0 aber nicht. Fiir a = 0 ist das System fiir alle x im
Gleichgewicht. Diese Gleichgewichte x sind stabil (im Sinne von Lyapunov), aber
nicht asymptotisch stabil. Fiir a > 0 ist das Gleichgewicht instabil, da fiir jeden nicht
gleichgewichtigen Startwert von x die Bewegung vom Gleichgewicht weg verlduft.
Die Abbildung 2.2 stellt die Phasendiagramme von (2.38) fiir a > 0, a = 0 und
a < 0 mit b > 0 dar (die Abwandlung fiir b < 0 ist offensichtlich). Sofern a # 0 ist,
entsprechen die qualitativen Eigenschaften der Gleichung (2.38) offenbar denen der
Gleichung (2.37), wobei lediglich der Gleichgewichtspunkt an anderer Stelle liegt. Fiir
a=0und b # 0 ergibt sich allerdings ein bedeutender Unterschied, da (2.38) dann
kein Gleichgewicht besitzt, wahrend in (2.37) fiir a = 0 alle x € R Gleichgewichts-
punkte sind. Der Fall a = 0 enthélt dariiber hinaus auch fiir die Gleichung (2.37)
selbst eine besondere Bedeutung. Offenbar dndert sich das qualitative Verhalten der
Losungen von (2.37) nicht, wenn a innerhalb des positiven oder des negativen Be-
reichs verdndert wird. Dagegen ergibt sich ein radikaler Wechsel des Verhaltens bei
einer Anderung an der Stelle a = 0. Man sagt auch, a = 0 sei ein Bifurkations-Punkt

“Streng genommen liefert die Abbildung 2.1 eine Darstellung der Differentialgleichung (2.37). Das Pha-
sendiagramm ist eigentlich nur die x-Achse selbst, auf der die Bewegung des Systems durch die Pfeile
dargestellt wird. In der Wirtschaftstheorie ist es aber tiblich, die gesamte Darstellung 2.1 als Phasendia-
gramm zu bezeichnen.
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X X X
a>0,b>0 a=0,b>0 a<0,b>0
Abbildung 2.2

Phasendiagramme fiir (2.38)

der durch a € R parametrisierten Familie von Gleichungen x = ax. Fiir a # 0 nennt
man die Gleichung % = ax strukturell stabil in dem Sinne, dal§ sich das qualitative
Verhalten bei kleinen Anderungen von a nicht dndert.

Die Analyse mittels eines Phasendiagramms ist auch bei nichtlinearen autono-
men Differentialgleichung erster Ordnung mdéglich. Dabei kann gezeigt werden, dal
die explizite Kenntnis der Differentialgleichung fiir viele Fragestellungen gar nicht
erforderlich ist, sondern daf§ bestimmte qualitative Informationen tiber den Funkti-
onsverlauf vielfach ausreichen. Prinzipiell wird in einem Koordinatensystem einfach
die Funktion

x=f(x
abgetragen. Als Beispiel wird die Gleichung
i=-x

betrachtet, die in der Abbildung 2.3 dargestellt ist. Das eindeutige Gleichgewicht liegt

X

Abbildung 2.3

Das Phasendiagramm fiir & = —x3

bei % = 0. Links von diesem Wert ist X > 0 und rechts davon ist X <0, also steigt x fiir
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x < % und es fallt fiir x > . Daraus folgt direkt, da & global stabil ist.®> Man beachte,
daB f’(0) = —3%% =0 ist.

Allgemein gilt, dal ein Gleichgewicht genau dann asymptotisch stabil ist, wenn
f(x) die x-Achse von links nach rechts von oben schneidet, das heifst, wenn die
Funktion f(x) im Gleichgewicht féllt. Analytisch heilt das, dal} eine notwendige und
hinreichende Bedingung fiir asymptotische Stabilitéit darin besteht, dal f'(x) <0 in
einer punktierten e-Umgebung von % sein muR.’ Die Bedingung f'(%) < 0 ist daher
zwar hinreichend, aber nicht notwendig fiir asymptotische Stabilitdt. Im folgenden
wird f'(%) < 0 deshalb als fast notwendige (und hinreichende) Bedingung fiir asym-
ptotische Stabilitit bezeichnet.'”

Wenn das Gleichgewicht eindeutig ist, das heillt, wenn f(x) = 0 nur fiir £ gilt, ist
f'(x) <0 in einer punktierten ¢-Umgebung von % aufgrund der Stetigkeit der Funk-
tion f(x) auch notwendig und hinreichend fiir die globale Stabilitédt, da x dann fiir
X < X immer positiv und fiir x > X immer negativ ist. Im Falle nichteindeutiger Gleich-
gewichte 146t sich die lokale Stabilitdt anhand des Phasendiagramms beurteilen. In
der Abbildung 2.4 sind die Gleichgewichte %; und X3 instabil, wéhrend % und %
lokal stabil sind.

Abbildung 2.4

Stabilitdt und Instabilitdt im Falle mehrerer Gleichgewichte

Anhand dieser Abbildung ist auch eine weitere wichtige Eigenschaft autonomer
Differentialgleichungen erster Ordnung erkennbar. Unabhingig davon, wo auf der
x-Achse der Startwert xg liegt, mull die Losung der Differentialgleichung monoton
verlaufen. Wenn also xy kein Gleichgewicht ist, verldauft ¢;(x) entweder streng mo-
noton steigend oder streng monoton fallend. Diese Eigenschaft impliziert, dafd nicht-
triviale Zyklen ausgeschlossen sind. Ein nichttrivialer Zyklus ist dadurch definiert,
daB er kein Gleichgewicht ist, und dall es Werte #, und % mit f; # £ gibt, fiir die
P, (x0) = ¢g, (xp) gilt. Dall es keine nichttrivialen zyklischen Losungen fiir Differenti-

8Streng genommen muR noch formal gezeigt werden, daR die Losung nicht vor dem Gleichgewicht
stehen bleibt, das hei8t im vorliegenden Fall, daf lim; oo ¢p¢(xp) = X impliziert, daB % = 0 ist. Allgemein
folgt diese Eigenschaft fiir skalare Gleichungen aus dem spéter angegebenen Satz 2.7 (c).
9Eine punktierte e-Umgebung eines Punktes ist eine e-Umgebung, die den Punkt selbst nicht enthilt.
10Man beachte, daR aufgrund der Stetigkeit der ersten Ableitung aus f'(%) < 0 folgt, daR diese Ungleich-
heit auch in einer e-Umgebung gilt.
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algleichungen erster Ordnung gibt, 148t sich formal wie folgt beweisen. Wenn x; ein
Gleichgewicht ist, ist die Aussage trivial. Also sei angenommen, xp sei kein Gleichge-
wicht und die Losung ¢ (xo) sei nicht monoton. Dann ist (b[(xo)ltzo = f(x0) #0, und
(bt(xo) kann nur dann das Vorzeichen wechseln, wenn es ein # > 0 mit f (¢4 (xp)) =0
gibt. Dann wird die Losung aber in dieser Position verharren, so dal kein Vorzeichen-
wechsel und damit auch keine zyklische Lésung moglich ist.'!

Systeme zweiter Ordnung Betrachtet wird das nichtlineare autonome System in
der Ebene

x=fx), f:X— R?

2.39
XcR?* offen, f=(f!, % ecC'(X). (2:59)

Wenn f ein oder mehrere Gleichgewichte hat, besteht der erste Schritt bei der Analyse
des Systems (2.39) hédufig in der Betrachtung eines mittels einer Taylorreihe erster
Ordnung um einen Gleichgewichtspunkt % linearisierten Systems:'?

X = f(X) +A(x—X) = Ax+Db, (2.40)
~—~
=0
wobei . .
N o & fy (f())
A=Dfx) = . N
® ( 25 e
die Jacobi-Matrix der partiellen Ableitungen von f bezeichnet und b := — A% gesetzt

worden ist. Durch die Transformation der Variablen gemal} y := x—X erhélt man das
System

y=4y
mit dem Gleichgewicht § = 0. Bezeichnet man die Elemente der Matrix A geméaR
aij = fxl] &), i,j =1,2, so ergibt sich in ausfiihrlicher Schreibweise

n=any+apy,

Ve=anyn+axy

(2.41)

Es sei darauf hingewiesen, da@ (2.39) mehrere Gleichgewichte haben kann und da@
entsprechend viele unterschiedliche linearisierte Systeme gebildet werden miissen.

Zur Diskussion der Stabilitdt von Gleichgewichten werden zunichst exakte Defi-
nitionen benotigt.

HHier wird implizit unterstellt, daB f € C! ist. Aufgrund des im Abschnitt 2.1.2 angegebenen Eindeutig-
keitssatzes ist es daher noch nicht einmal moglich, dal ein Gleichgewicht tiberhaupt erreicht wird. Eine
Losung, die auflerhalb eines Gleichgewichts startet, kann dieses Gleichgewicht allenfalls asymptotisch
erreichen, das heiflt, dafl sie ihm fiir wachsende ¢ immer niaher kommt.

12yg]. zur Approximation durch eine Taylorreihe ein beliebiges Lehrbuch der Analysis oder etwa Blume
und Simon (1994).
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Definition 2.5 (Stabilitit) (a) Ein Gleichgewicht X heifst stabil (im Sinne von Lya-
punov), wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dafs |x—X| < 6 impliziert, dafs
llp(t,x) — %l <€ fiir alle t = 0.

(b) Ein Gleichgewicht X heifst attraktiv, wenn jede Trajektorie, die nahe genug bei X
startet, mit wachsender Zeit gegen X strebt, wenn es also ein § > 0 gibt, so dafs
Ix—X|| <6 impliziert, dafslim;_, ¢(t,X) =X. Giltlim;_.., ¢p(t,x) =X fiir allexe X,
so heifst X global attraktiv.

(¢) Ein Gleichgewicht X heifst (asymptotisch) lokal stabil, wenn es stabil im Sinne
von Lyapunov und attraktiv ist.

(d) Ein Gleichgewicht X heifst (asymptotisch) global stabil, wenn es stabil im Sinne
von Lyapunov und global attraktiv ist.

(e) Ein Gleichgewicht, das nicht stabil im Sinne von Lyapunov ist, heifst instabil.

Bemerkung 2.7. In der mathematischen Literatur werden Gleichgewichte, die stabil
im Sinne von Lyapunov sind, oft verkiirzt als stabil bezeichnet. Weil die asympto-
tische Stabilitét fiir die Wirtschaftstheorie von gréBerem Interesse ist, bezieht sich
der Begriff Stabilitdt hier in der Regel auf asymptotisch stabile Gleichgewichte. Bei-
de Sprechweisen kollidieren nicht, wenn asymptotisch stabile Gleichgewichte lokal
oder global stabil genannt werden. Diese Ausdrucksweise ergibt sich, wenn in den
Definitionen die Begriffe in Klammern weggelassen werden. {

Bemerkung 2.8. Ein Gleichgewicht x heif3t isoliert, wenn es in einer offenen Kugel
um X kein weiteres Gleichgewicht gibt. In Fillen, in denen Gleichgewichte nicht iso-
liert sind, gibt es dagegen ein Kontinuum an Gleichgewichten, von denen keines
asymptotisch stabil im Sinne der angegebenen Definition sein kann. Hier spielt das
Konzept der Quasistabilitiit eine wichtige Rolle (vgl. Uzawa, 1961b). ¢

Die asymptotische Stabilitdt des Gleichgewichts y = 0 von (2.41) (beziehungswei-
se x = X) hingt offenbar davon ab, ob die Losung des homogenen Teils der Differen-
tialgleichung (2.40) fiir alle Startwerte gegen null geht. Anhand der expliziten Losun-
gen (2.32), (2.33) und (2.34) ist zu erkennen, dal§ das genau dann der Fall ist, wenn
alle Realteile der Eigenwerte der charakteristischen Gleichung (2.29) beziehungswei-
se (2.30) negativ sind. Diese Aussage gilt fiir lineare Systeme mit konstanten Koeffizi-
enten beliebiger Ordnung (vgl. zum Beispiel Perko, 1996, S. 56).

Satz 2.3. Ein Gleichgewicht X eines linearen Systems von Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten und konstantem Storglied ist genau dann asymptotisch glo-
bal stabil, wenn die Realteile aller Eigenwerte der Koeffizientenmatrix negativ sind.

Die Berechnung der Eigenwerte ist insbesondere fiir h6herdimensionale Systeme
aufwendig. Das Routh-Hurwitz-Kriterium erlaubt die Bestimmung der Vorzeichen
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der Realteile ohne explizite Berechnung der Eigenwerte. Da hier nur Systeme zweiter
Ordnung Anwendung finden, wird das Kriterium lediglich fiir diesen Fall angege-
ben.'3

Satz 2.4 (Routh-Hurwitz) Die Realteile der Wurzeln der charakteristischen Gleichung
(2.30) sind genau dann beide negativ, wenn

an+ax»<0 und aya—appax >0. (2.42)

Die Eigenwerte des linearen Systems zweiter Ordnung bestimmen nicht nur die
Stabilitdt, sondern auch den Typ des Gleichgewichts. Diese Gleichgewichtstypen las-
sen sich anhand der Spur Sp(A) = a;; + a2, der Determinante |A| = a1 ax2 — ay2 a1
und der Diskriminante A(A) := Sp (A)2 — 4| A| Klassifizieren, denn gemadl} (2.31) ist

Sp(A) +1/Sp(A)2 —4|A|

Wenn der Fall |A| =0, in dem kein eindeutiges Gleichgewicht existiert, ausgeschlos-
sen wird, gilt:'*

Ao = . (2.43)

1
2

Fall sgn(JAl) sgn(Sp(4)) Gleichgewichtstyp
A>0 + - stabiler Knoten
+ + instabiler Knoten
- +,0,— Sattelpunkt
A=0 + - stabiler Knoten
+ + instabiler Knoten
A<O + - stabiler Spiralpunkt
+ + instabiler Spiralpunkt
+ 0 Zentrum

Man beachte, dal§ in der Tabelle stabil jeweils asymptotisch global stabil bedeutet,
und daB ein Zentrum stabil im Sinne von Lyapunov, aber nicht asymptotisch stabil
ist. Die Namensgebung bezieht sich auf die graphische Gestalt der Trajektorien in der
Nédhe der jeweiligen Gleichgewichte, die hier nicht weiter dargestellt werden kann.
Die wichtigsten Fille werden spéter fiir den allgemeineren Fall nichtlinearer Systeme
diskutiert.

Ein Gleichgewicht X des nichtlinearen Systems (2.39) hei8t hyperbolisch, wenn
die Realteile aller Eigenwerte von A = Df(%) ungleich null sind. Die qualitativen Eigen-
schaften eines hyperbolischen Gleichgewichts entsprechen denjenigen des in diesem
Gleichgewicht linearisierten Systems.

13Dje allgemeinen Routh-Hurwitz-Bedingungen findet man zum Beispiel in Takayama (1985, S. 310).

14ygl. zum Beispiel Gandolfo (1996, S. 358) und Perko (1996, S. 25). Ein Spiralpunkt wird in der eng-
lischsprachigen Literatur haufig als focus bezeichnet. Hirsch und Smale (1974, S. 92 ff.) verwenden eine
abweichende Klassifikation.
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Um dieses Resultat genauer zu formulieren, sind weitergehende mathematische
Begriffe erforderlich. Anschaulich gesprochen heillen zwei autonome Systeme von
Differentialgleichungen topologisch konjugiert in einer Umgebung eines Gleichge-
wichts, wenn der Flul§ des einen Systems eine verzerrte, aber nicht zerrissene Darstel-
lung des anderen ist (genauer: wenn es einen die Orientierung erhaltenden Homéo-
morphismus der Trajektorien des einen Systems auf diejenigen des anderen gibt).

Satz 2.5 (Hartman-Grobman) Sei X € X ein hyperbolisches Gleichgewicht von (2.39).
Dann sind (2.39) und (2.40) in einer Umgebung von X topologisch konjugiert.

Beweis: Vgl. Perko (1996, S. 121) oder Amann (1995, S. 287). J

Das Hartman-Grobman-Theorem gilt nicht nur fiir Systeme zweiter Ordnung,
sondern auch fiir héherdimensionale Systeme. Fiir das System (2.39) zweiter Ord-
nung folgt insbesondere, daBl das Verhalten der Trajektorien in fast allen Féllen lokal
dem Verhalten im linearen System entspricht, auller wenn |A| = 0 oder A < 0 mit
Sp(A) =0, da nur in diesen Fillen Eigenwerte mit verschwindendem Realteil auftre-
ten kénnen. Aus dem Hartman-Grobman-Theorem folgt, dall hyperbolische Gleich-
gewichte des nichtlinearen Systems genau dann lokal stabil sind, wenn die Routh-
Hurwitz-Bedingung fiir das linearisierte System erfiillt ist. Wenn ein oder beide Re-
alteile gleich null sind, ist das Gleichgewicht nicht hyperbolisch, so dal das Theo-
rem nicht angewendet werden kann. Allerdings gilt tiber die Aussage des Hartman-
Grobman-Theorems hinaus, dall das Gleichgewicht des nichtlinearen Systems im-
mer dann instabil ist, wenn wenigstens eine Realteil positiv ist (vgl. Hirsch und Smale,
1974, S. 187). Zusammengefalt gilt auch fiir Systeme hoherer Ordnung

Satz 2.6. Sei X c R" offen undf: X — R" stetig differenzierbar. Seix ein Gleichgewicht
von x = f(x). Wenn die Realteile der Eigenwerte von Df(X) alle negativ sind, dann ist X
lokal stabil. Wenn X ein stabiles Gleichgewicht von x = f(x) ist, dann hat kein Eigenwert
von DF(X) einen positiven Realteil.

Die Linearisierung des Systems (2.39) liefert lediglich Informationen {iber die
lokalen Eigenschaften des nichtlinearen Systems. Die globalen dynamischen Eigen-
schaften ebener autonomer Systeme lassen sich haufig anhand von Phasendiagram-
men analysieren. Dazu werden in der x;-x»-Ebene zunéchst die %; = 0- und die
X = 0-Isoklinen eingezeichnet, die die geometrischen Orte aller Kombinationen von
x; und x» sind, bei denen x; beziehungsweise x, konstant ist. Die Schnittpunkte der
Isoklinen sind daher die Gleichgewichte. Die Steigungen dieser Isoklinen sind mit
Hilfe der Regel der impliziten Differentiation zu berechnen. Zum Beispiel folgt aus
%1 = fHx1, %) =0, dal

dx, _ fxll (x1, x2)

dxy =0 f;é(xl,)(/'z) #1=0"

In der Abbildung 2.5 werden einige Beispiele angegeben.
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e Das Gleichgewicht in der Abbildung 2.5 (a) ist ein stabiler Knoten, dem sich
alle Trajektorien asymptotisch nichtzyklisch ndhern. Wiirden die Trajektorien
die entgegengesetzte Orientierung haben, so ldge ein instabiler Knoten vor.

e Die Abbildung 2.5 (b) zeigt einen Sattelpunkt, der immer instabil ist, aber zwei
stabile Arme (die stabile Mannigfaltigkeit) hat.

e In der Abbildung 2.5 (c) liegt ein stabiler Spiralpunkt vor, dem sich die Trajek-
torien — von denen nur eine eingezeichnet ist — asymptotisch zyklisch ndhern.
Mit umgekehrter Orientierung liegt ein instabiler Spiralpunkt vor.

e Die Abbildung 2.5 (d) zeigt ein Zentrum. Die Trajektorien — von denen wieder-
um nur eine eingezeichnet ist — sind geschlossene Kurven um das Gleichge-
wicht. Ein Zentrum ist stabil im Sinne von Lyapunov, aber nicht asymptotisch
stabil.

Bemerkung 2.9. Die Bezeichnung der Grundtypen lehnt sich an die Bezeichnung
in linearen Systemen an. Fiir nichtlineare Systeme ist es ohne weiteres jedoch nicht
madglich, diese Grundtypen anhand der Eigenwerte der in einem Gleichgewicht aus-
gewerteten Jacobi-Matrix zu klassifizieren, selbst dann nicht, wenn das Hartman-
Grobman-Theorem gilt. Denn ein stabiler Spiralpunkt und ein stabiler Knoten kén-
nen topologisch konjugiert sein. Anhand der Eigenwerte ist daher lediglich eine gro-
be Klassifikation moglich. Demnach bezeichnet man hyperbolische Gleichgewichte
als Quelle, wenn die Realteile aller Eigenwerte positiv sind, als Senke, wenn die Re-
alteile aller Eigenwerte negativ sind, und als Sattelpunkt, wenn es sowohl positive
als auch negative Realteile gibt. Eine weitergehende Klassifikation der Grundtypen
fiir nichtlineare Systeme mul$ geometrisch erfolgen. Im Falle von Sattelpunkten etwa
wird geometrisch ein topologischer Sattel lokal durch die qualitativen Eigenschaften
der Abbildung 2.5 (b) definiert. Fiir Systeme zweiter Ordnung kann man allgemein
beweisen, dal ein hyperbolisches Gleichgewicht genau dann ein topologischer Sattel
ist, wenn es ein Sattelpunkt ist (vgl. ausfiihrlich Perko, 1996, S. 136-153), weshalb in
der Klassifikation der Abbildung einfach von einem Sattelpunkt die Rede ist. {

Bei der Konstruktion von Phasendiagrammen sind folgende Regeln zu beachten:
(1) Wenn im betrachteten Bereich das Gleichgewicht eindeutig ist, so teilen die bei-
den Isoklinen die Phasenebene in vier Bereiche ein, in denen sich die Richtung der
Trajektorien qualitativ nicht dndert. Die orthogonalen Richtungspfeile in der Abbil-
dung 2.5 beschreiben diese Richtung, der die Trajektorien folgen miissen. Die Pfeile
erhdlt man, indem man zum Beispiel von der %, = 0-Isokline aus eine Bewegung in
x1-Richtung ausfiihrt. In der Abbildung 2.5 (b) ist in diesem Bereich etwa %, > 0, weil
fiir die genannte Bewegung dx; > 0 und dx, = 0 gilt sowie annahmegemaf3 fxr‘; > 0 ist.
Aus dem Differential dx, = fle dx; + fxz2 dx, folgt also dx; > 0 und damit, ausgehend
von X =0, dal8 %, > 0. Die Vorzeichen von %; beziehungsweise %, sind auf beiden
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X2 X2

X1 X1

(© (d)

Abbildung 2.5
Phasendiagramme: Wichtige Grundtypen

Seiten der Isoklinen eingetragen. (2) Da die absoluten Werte von X; beziehungswei-
se Xy nicht bekannt sind, ist nicht bestimmt, an welchem der beiden orthogonalen
Richtungspfeile eine Trajektorie ndher liegt. In der Ndhe des Gleichgewichtes nimmt
die Geschwindigkeit jedoch ab. (3) Wenn die Trajektorien die Isoklinen schneiden,
dann miissen sie entweder eine Steigung von 0 (bei der X, = 0-Isokline, da hier x,
konstant ist) oder eine Steigung von oo (bei der %; = 0-Isokline, da hier x; konstant
ist) haben.

Wenn die Richtungspfeile wie in der Abbildung 2.5 (a) orientiert sind, dann 148t
sich die globale asymptotische Stabilitit eines Gleichgewichtes mit Hilfe eines Pha-
sendiagramms beweisen. Im Fall dieser Abbildung basiert ein exakter Beweis darauf,
daB man ein Rechteck (wie das gestrichelt dargestellte) einzeichnen kann, auf des-
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sen Rand das Vektorfeld nach innen zeigt, so dall keine Trajektorie das Rechteck
verlassen kann. Aus dem Satz 2.2 folgt daher, da die Losung fiir alle ¢ = 0 existiert.
Die Isoklinen %; = 0 und %, = 0 sowie die Koordinatenachsen begrenzen vier offene
Mengen, in denen die Trajektorien monoton verlaufen, also ihre Richtung nicht adn-
dern. Diese Mengen sind allesamt positiv invariant, da die Null-Isoklinen aufgrund
der eingezeichneten Richtungspfeile und der Eindeutigkeit der Losungen (derzufolge
sich zwei Trajektorien nicht beriihren kdénnen) nicht iiberschritten werden kénnen.
Zusammen mit der Monotonie folgt, dall keine Zyklen (periodische Losungen) oder
sogenannte Graphiken (die aus Gleichgewichten und diese Gleichgewichte verbin-
denden Trajektorien bestehen) existieren. Da man zeigen kann, daR alle Trajektori-
en, die in einer kompakten Teilmenge von X verbleiben, gegen ihre sogenannten
w-Grenzmengen konvergieren und diese w-Grenzmenge fiir Systeme zweiter Ord-
nung nur aus Gleichgewichten, Zyklen und Graphiken bestehen kann, folgt damit
die Konvergenz gegen das einzige Gleichgewicht in der Abbildung 2.5 (a).'®

Da das Konzept der w-Grenzmengen noch bendétigt wird, erfolgt eine exakte De-
finition, wobei im folgenden angenommen wird, dal durch (2.39) ein dynamisches
System definiert wird, so dad die Losung fiir alle ¢ € R existiert.

Definition 2.6. Ein Punkt X € X heifst w-Grenzpunkt von x € X (oder der Trajektorie
durch x), wenn es eine Folge t; — oo fiir q — oo gibt, so dafs limq_,oo(/)[q (x) =%. Die
Menge aller w-Grenzpunkte von x heifst w-Grenzmenge.'®

Der folgende Satz gibt die wesentlichen Eigenschaften der w-Grenzmengen an. Die
Konvergenz einer Funktion gegen eine Menge ist eine Verallgemeinerung des Begriffs
der Konvergenz gegen einen Punkt und bedeutet anschaulich, dal} die Funktionswer-
te fiir groBe ¢ der Menge beliebig nahe kommen.

Satz 2.7. (a) Die w-Grenzmenge einer Trajektorie ist eine abgeschlossene, positiv inva-
riante Teilmenge von X.

(b) Eine abgeschlossene, positiv invariante Menge M enthdilt die w-Grenzmengen aller
xeM.

(¢) Liegt eine Trajektorie in einer kompakten Teilmenge von X, so ist ihre w-Grenz-
menge eine nichtleere, zusammenhdngende und kompakte Teilmenge von X und
die Trajektorie konvergiert gegen die w-Grenzmenge.

Beweis: Vgl. zum Beispiel Perko (1996, S. 191-192). O

Insbesondere der Teil (c) des Satzes beinhaltet eine wichtige Implikation fiir das lang-
fristige Verhalten der Loésungen von nichtlinearen Differentialgleichungen: Wenn Tra-

15Beweise fiir die hier skizzierte Argumentation findet man in Hirsch und Smale (1974) sowie in Perko
(1996).
16 Analog werden a-Grenzpunkte und @-Grenzmengen mit Folgen tg — —oo fiir g — oo definiert.
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jektorien beschrédnkt sind, so konvergieren sie gegen ihre w-Grenzmengen. Die Vor-
aussetzung der Kompaktheit dient lediglich dazu, die Beschrianktheit der Trajektorie
nachzuweisen.

Leider sind die fiir die Abbildung 2.5 (a) skizzierten Schliisse in vielen Fillen
nicht moglich. So ist im Fall der Abbildungen 2.5 (c) und 2.5 (d) aufgrund der Rich-
tungspfeile allein nicht zu entscheiden, ob ein stabiler oder ein instabiler Spiralpunkt
oder ein Zentrum vorliegt. Tatsdchlich kann sogar ein Knoten vorliegen. Ferner kén-
nen in nichtlinearen Systemen auch Grenzzyklen existieren (vgl. etwa Hirsch und
Smale, 1974; Perko, 1996). Solange keine Eigenwerte mit verschwindendem Realteil
auftreten, kann zumindest die lokale Stabilitit unter Verwendung der Routh-Hurwitz-
Bedingungen tiberpriift werden. Andernfalls miissen in der Regel andere Methoden
verwendet werden, etwa die im néichsten Abschnitt kurz dargestellten Lyapunov-
Funktionen.

2.2 Stabilitdtsanalyse in statischen und dynamischen Modellen

2.2.1 Lyapunovs zweite Methode

Lyapunov-Funktionen Um einige typische Beispiele fiir die Stabilitdtsanalyse in sta-
tischen und dynamischen 6konomischen Modellen darzustellen, wird zunédchst ein
grundlegendes Verfahren der Stabilititstheorie diskutiert, die zweite oder direkte Me-
thode von Lyapunov.'” Dabei wird sich herausstellen, daR die Stabilitit von Optima
und Gleichgewichten in statischen Modellen zumindest eher gewahrleistet ist als in
dynamischen Modellen.

Betrachtet wird das autonome C'-System

x=fx), f: X—R", XcR" offen. (2.44)

Die Losung ¢, (x) existiere fiir alle x € X und fiir alle ¢ € R. Das Prinzip der zweiten Me-
thode zum Nachweis der Stabilitit eines Gleichgewichts soll anhand eines einfachen
Beispiel verdeutlicht werden, das auch explizit 16sbar ist:

= (2.45)

X2 = —Xj.
Dieses System hat ein eindeutiges Gleichgewicht (%;, X2) = (0,0). Lyapunovs Grun-
didee besteht darin, den Abstand der Losung vom Gleichgewicht zu messen und
zu untersuchen, ob dieser Abstand entlang der Trajektorien abnimmt. Der euklidi-
sche Abstand der Losung x(#) = ¢,(xp) der Gleichungen (2.45) vom Gleichgewicht
% = (X1, X2) = (0,0) ist

dx(1),%) := x =]l = O +x5)'"2,

171 yapunovs hier nicht dargestellte erste Methode basiert auf der (niherungsweisen) Losung von Diffe-
rentialgleichungen mittels Potenzreihen, die im folgenden nicht von grundlegender Bedeutung ist.
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wobei die Abhéngigkeit der x; von ¢ zur Vereinfachung der Notation vernachléssigt
worden ist. Dieser Abstand dndert sich in der Zeit gemald

. 1
dx(1),%) = E(xl2 +x3) V22 51 + 230 12)

G2 (2 4+ x2) V2 (a1 x5 — Xpx1) = 0
fiir alle £ und unabhéngig vom Startwert xp. Das heil3t, der Abstand der Lésungen von
(2.45) vom Gleichgewicht ist konstant. Die Trajektorien sind daher Kreise um den
Ursprung (beziehungsweise der Ursprung selbst). Das Gleichgewicht ist demnach
stabil (im Sinne von Lyapunov), aber nicht asymptotisch stabil.

Als weiteres Beispiel werden die Gleichungen

X1 =—Xx1 + X, (2.46)

X2 =—X1— X2

betrachtet. Fiir die Verdnderung des Abstands gilt jetzt

. 1
dx(1),%) = 5 (2 +x2) V2 2x) 5 + 2x03)

(2.46) - 2 2\-1/2
=7 (x) +x5)

=-(F+x)2<0 firalle x(2)#(0,0).

2 2
(_xl - xg)

Der Abstand vom Gleichgewicht (0,0) wird also fiir alle Startwerte kontinuierlich klei-
ner, so daR das Gleichgewicht asymptotisch global stabil ist.!®

Betrachtet man die Stabilitdtsdefinitionen 2.5, so féllt auf, daB es fiir die Stabilitét
eines Gleichgewichts gar nicht erforderlich ist, dall der euklidische Abstand kontinu-
ierlich kleiner wird. Der direkte Ansatz des euklidischen Abstands kann daher hiufig
nicht verwendet werden, um die Stabilitit eines Systems nachzuweisen. Genau hier
setzt Lyapunov mit seiner zweiten Methode an. Es reicht aus, ein verallgemeinertes
Konzept des Abstands zu verwenden, das durch die Lyapunov-Funktionen formali-
siert wird.

Definition 2.7. Sei U c X c R" eine offene Menge, die X enthdilt, wobei X ein Gleichge-
wicht und ¢,(x) der Flufs von (2.44) ist. Gegeben sei eine CY(U)-Funktion V: U— R
mit (@) V&) =0 und (b) V(x) > 0 fiir x # X. Unter Verwendung der Kettenregel erhdilt
man die Ableitung von V entlang einer Trajektorie gemdifs

. d
Vx) = T Vg, )| _, = V&) fx).

185trenggenommen muR allerdings noch gezeigt werden, daR x(f) fiir r — oo tatséchlich gegen (0,0)
konvergiert. Ein wesentlicher Schritt im Beweis des folgenden Satzes 2.8, bezogen auf das vorliegende
Beispiel, beruht auf dem Nachweis, dall nur der Punkt (0,0) ein w-Grenzpunkt ist. Unter Verwendung von
Satz 2.7 (c) folgt dann die Konvergenz.
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Wenn (c) V(x) < 0 fiir allex € U, heifit V Lyapunov-Funktion fiir (2.44). Gilt (d) V(x) <
0 fiir allexe U\ {X}, so ist V eine strenge Lyapunov-Funktion fiir (2.44).

Dabei ist Vx(x) der Gradient von V. Im folgenden ist V(x) grundsitzlich als Ablei-
tung entlang einer Trajektorie zu verstehen. Man beachte, da@ eine strenge Lyapunov-
Funktion nur dann existieren kann, wenn X ein isoliertes Gleichgewicht ist, weil fiir
jedes andere Gleichgewicht % wegen f(X) = 0 ebenfalls gilt:

V(&) = VX -f(%) = 0.
Das grundlegende Resultat der Stabilitdtstheorie ist der

Satz 2.8 (Lyapunov) Sei X ein Gleichgewicht von (2.44), das heifstfX) =0, und U c X
sei eine offene Menge, die X enthiilt.

(a) Wenn es eine Lyapunov-Funktion auf U gibt, ist X stabil (im Sinne von Lyapunov).
(b) Wenn es eine strenge Lyapunov-Funktion auf U gibt, istX asymptotisch lokal stabil.

Beweis: Vgl. zum Beispiel Perko (1996, S. 130-131) oder La Salle und Lefschetz (1967, S.
39-40). O

Die Ermittlung von Lyapunov-Funktionen ist allerdings ein trial and error-ProzeR,
der oft nur mit viel Miihe und Gliick zum Ziel fiihrt.

Die Lyapunovsche Methode kann auch verwendet werden, um das in Anwendun-
gen besonders wichtige Attraktionsgebiet (also die Menge der Startwerte, fiir die die
Losung gegen ein Gleichgewicht konvergiert) eines stabilen Gleichgewichts zu be-
stimmen. Man bedenke, dalk 6 in den Stabilititsdefinitionen 2.5 unter Umstidnden
so klein sein kann, dall eine lokale Stabilitdtsaussage praktisch irrelevant ist.

Satz 2.9 (Stabilitit und Attraktionsgebiet) Sei X ein Gleichgewicht von (2.44). Fiir
1> 0 sei V eine strenge Lyapunov-Funktion auf der nichtleeren Menge Uj := {x €
X| V(x) < I}, die x enthdlt. Wenn U beschrdnkt ist, ist X asymptotisch stabil. U; ist
positiv invariant und gehort zum Attraktionsgebiet von X.

Beweis: Vgl. zum Beispiel La Salle und Lefschetz (1967, S. 58). [

Satz 2.10 (Globale Stabilitéit) Seix ein Gleichgewicht des Systems (2.44) mit dem Zu-
standsraum X = R™. Wenn es eine strenge Lyapunov-Funktion auf R" gibt mit V(x) —
oo fiir x|l — oo, dann ist X asymptotisch global stabil.

Beweis: Vgl. zum Beispiel La Salle und Lefschetz (1967, S. 65). [J

Die wesentliche Voraussetzung im Satz 2.10 ist neben der Existenz einer strengen
Lyapunov-Funktion die Beschrinktheit der Losungen fiir ¢ = 0, die durch die Bedin-
gung V(x) — oo fiir [|x|| — co gewihrleistet wird.
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Gradientensysteme FEine spezielle Art dynamischer Systeme mit wichtigen Anwen-
dungen in der statischen Wirtschaftstheorie stellen die sogenannten Gradientensy-
steme dar, fiir die hiufig eine strenge Lyapunov-Funktion existiert. Sei X ¢ R" eine
offene Menge und 7 € C?(X). Dann heift ein System von Differentialgleichungen der
Form

x=f(x) = - % (x) (2.47)

Gradientensystem'’ auf X. Die Funktion 7 heit Potentialfunktion. Das Minuszei-
chen in der Definition eines Gradientensystems ist traditionell bedingt.

Die Richtungsableitung einer Funktion 7'(x) in der Richtung h mit |h|| =1 ist
definiert als 7 (x) - h. Sie mift die Anderung einer Funktion, wenn sich die Variablen
ausgehend vom Punkt x in Richtung des Vektors h dndern. Die Richtungsableitung ist
maximal, wenn man sich in Richtung des Gradienten selbst bewegt, das heifst wenn
h in dieselbe Richtung wie der Gradient zeigt. Also zeigt der Gradient einer Funktion,
wenn er nicht gleich dem Nullvektor ist, in die Richtung des stidrksten Funktionsan-
stiegs (vgl. zum Beispiel Blume und Simon, 1994, S. 319-322). Ein Punkt % € X heil3t
regulédr, wenn 7 (X) # 0. Wegen x = — 74 (x) zeigt das Vektorfeld eines Gradientensy-
stems an reguldren Punkten in die Richtung des geringsten Funktionsanstiegs von
V. Das Vektorfeld ist orthogonal zu der Niveaumenge {x€ X | 7 (x) = 7 (X)}. Singula-
re Punkte, die durch 7% %) = 0 definiert sind, stellen offenbar Gleichgewichte eines
Gradientensystems dar.

Die Zeitableitung ¥ (x) = d ¥ (¢p,(x))/dt|;~o der Funktion 7 entlang der Trajekto-
rien ist

V) = T X =~ ) K.

Diese Ableitung ist, da alle partiellen Ableitungen jeweils quadriert werden, an re-
guldren Punkten negativ und an singuldren Punkten gleich null. Wenn nun X ein
isoliertes Minimum von 7 ist, so folgt also, dal ¥ (x) < 0 in einer Umgebung von
% und 7 (&) = 0. AuRerdem ist & dann auch ein isoliertes Minimum der Funktion
V) := V) — Y& mit V(X) = 0, die ebenfalls die abgeleitete Beziehung fiir die
Zeitableitung erfiillt. Damit erfiillt V(x) alle Anforderungen an eine strenge Lyapunov-
Funktion. Also ist X nach dem Satz 2.8 (b) asymptotisch stabil.
Die Jacobi-Matrix des Gradientensystems (2.47) lautet

Df(x) = — ¥ (%).

Da 7 € C? ist, ist diese Matrix reell und symmetrisch. Daraus folgt, daf die Eigenwer-
te der in einem Gleichgewicht ausgewerteten Jacobi-Matrix eines Gradientensystems
reell sind (vgl. zum Beispiel Blume und Simon, 1994, S. 621). Wenn in einem Gleich-
gewicht kein Eigenwert gleich null ist, gibt es also nur positive und negative reelle
Eigenwerte. Fiir planare Gradientensysteme folgt, dal das Gleichgewicht nur ein Sat-
telpunkt oder ein Knoten sein kann.

19Eine ausfiihrliche Darstellung von Gradientensystemen findet sich in Hirsch und Smale (1974, S. 199—
209).
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Alle w-Grenzpunkte eines Gradientensystems sind Gleichgewichte. Denn ist X ein
w-Grenzpunkt einer Trajektorie, so kann man zeigen, daf 7" entlang einer Trajektorie,
die bei % startet, konstant ist, daB also ¥ (%) = 0 ist. Daraus folgt, dal % ein singulé-
rer Punkt ist, der seinerseits ein Gleichgewicht darstellt. Der folgende Satz falt die
Ergebnisse zusammen.

Satz 2.11. Fiir das Gradientensystem (2.47) gelten die folgenden Aussagen:

(a) Die Trajektorien verlaufen an regulédren Punkten orthogonal zu den Niveaumen-
gen der Funktion V und in Richtung des geringsten Funktionsanstiegs.

(b) Singuldre Punkte der Potentialfunktion sind Gleichgewichte. Wenn ein singuldirer
Punkt X ein isoliertes Minimum von V' ist, ist er ein asymptotisch stabiles Gleich-
gewicht.

(c) Alle Eigenwerte der in einem Gleichgewicht ausgewerteten Jacobi-Matrix sind reell.

(d) Alle w-Grenzpunkte sind Gleichgewichte.

Beispiel 2.7. Ein Standardbeispiel ist die Potentialfunktion
V(x1, %) = x5 (x1 - D + x5,
die gem&l der Definition (2.47) das Gradientensystem

X1 =-2x1(x1 - 2x1 - 1)
Xo =—2Xp

ergibt. Die Eigenschaften dieses Systems werden in der Abbildung 2.6 dargestellt. Die Analyse
X2

Y Y

-

Abbildung 2.6

Das Phasendiagramm des Gradientensystems X1 = —2x7 (x] —1)(2x1 — 1), X2 = —2x2.

kann in den folgenden Schritten erfolgen. (1) Anhand der Differentialgleichungen werden die
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Gleichgewichte (0,0), (0.5,0) und (1,0) bestimmt und die jeweiligen Eigenwerte berechnet. In
der Mitte liegt ein Sattelpunkt. Die beiden du8eren Gleichgewichte sind Minima der Potential-
funktion und daher geméR Satz 2.11 stabile Knoten. (2) Die Niveaulinien der Potentialfunktion
werden eingezeichnet, wobei darauf zu achten ist, dal spezielle Werte nicht iibersehen wer-
den. Zum Beispiel betrdgt der Wert der Potentialfunktion beim Sattelpunkt 7/(0.5,0) = 1/16.
Die Niveaulinie beschreibt hier eine liegende Acht. (3) In Abstimmung mit dem Satz 2.11 kon-
nen Trajektorien eingezeichnet werden. (4) Die Menge

77110, ¢]) = {(x1,x2) € R? |0 < ¥ (x1,%2) < ¢}

ist fiir eine beliebige Konstante ¢ = 0 kompakt und positiv invariant, weil 0 das Minimum
von 7 ist und alle Trajektorien in Richtung fallender Werte von 7 verlaufen. Jede Trajekto-
rie gelangt in einen solchen Bereich. Denn fiir einen beliebigen Punkt (X1, X2) kann man den
entsprechenden Bereich durch die Wahl von ¢ = 7 (X1, X2) definieren. Nach dem Satz 2.11 (d)
in Verbindung mit dem Satz 2.2 ist demnach jede Trajektorie fiir alle = 0 definiert und kon-
vergiert gegen ein Gleichgewicht (gemil$ Satz 2.7 (c) sind die w-Grenzmengen zusammenhin-
gend). Da der Sattelpunkt (0.5,0) nur von Startwerten auf dem stabilen Arm, der der Vertikalen
iiber und unter diesem Punkt entspricht, erreicht wird, konvergieren alle anderen Trajektorien
links davon gegen (0,0) und rechts davon gegen (1,0). ¢

2.2.2 Anpassung an statische Optima

Die Gradientenmethode Die Gradientenmethode ist ein algorithmisches Suchver-
fahren zur Bestimmung der Losungen statischer Optimierungsprobleme, das in den
meisten Darstellungen des Operations Research diskutiert wird (vgl. zur praktischen
Durchfithrung zum Beispiel Neumann, 1975, S. 274-296). Thre Relevanz riihrt daher,
dagB sie eine Moglichkeit bietet, sich dem tatsdchlichen Optimum zu nidhern, ohne es
exakt berechnen zu kdnnen. Als erstes Beispiel sei eine Unternehmung bei vollstian-
diger Konkurrenz gegeben, die den Vektor ihrer Faktoreinsatzmengen v wéhlt, um
den Gewinn
n(v)=pfv)—-q-v

zu maximieren, wobei p der gegebene Absatzpreis, f die substitutionale Produkti-
onsfunktion und q > 0 der Vektor der gegebenen Faktorpreise ist. Angenommen, die
Unternehmung kann das Gewinnmaximum, das bei v liegt, nicht exakt bestimmen,
kennt aber jeweils die Hohe der Grenzproduktivitdten der einzelnen Faktoren. Dann
kann sie die Faktoreinsatzmengen in der Zeit gemal

v=mny(V)=pfv)—q

anpassen. Wenn ein eindeutiges Gewinnmaximum bei v = ¥ > 0 existiert, hat die
Funktion 7 (v) = —n(v) an dieser Stelle ein eindeutiges, isoliertes Minimum, das nach
dem Satz 2.11 asymptotisch stabil ist. Betrachtet man die Verdnderung des Gewinns,

AW)=ay-Vv=(pi(v)-qQ) - (pfV)—q),
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so erkennt man, dall 7 > 0 wihrend des Anpassungsprozesses, der erst endet, wenn
7t = 0 (was strenggenommen nie der Fall ist). Die Faktoreinsatzmengen werden also
solange angepaldt, wie der Gewinn steigt.

Ein Gewinnmaximum ist zum Beispiel dann eindeutig, wenn die Produktions-
funktion streng konkav ist. Unter der Annahme, dall ein Maximum an der Stelle
¥ > 0 im Inneren des Definitionsbereichs existiert, ist ¥ ein singuldrer Punkt. Wegen
der strengen Konkavitit ist die Bedingung 7y = 0 notwendig und hinreichend fiir ein
Gewinnmaximum, so daf kein weiterer singuldrer Punkt von 7 = —u existieren kann.
Daher impliziert der Satz 2.11 die globale Konvergenz gegen das Gewinnmaximum,
wenn man unterstellt, daf die Nichtnegativititsbeschrankungen v; = 0 nie binden
(wie im Beispiel 2.7 muR gezeigt werden, dal die Trajektorien beschrinkt sind). Im
allgemeinen Fall ohne strenge Konkavitdt mit moglicherweise mehreren lokalen Ge-
winnmaxima stellt der Satz 2.11 sicher, dal} der genannte Anpassungsmechanismus
zu einem dieser lokalen Maxima fiihrt (wenn man nicht gerade in einem singulédren
Punkt startet, der kein Gewinnmaximum ist), aber im allgemeinen nicht zum globa-
len Maximum.

Als weiteres Beispiel wird das Problem der Kostenminimierung einer Unterneh-
mung bei vollstindiger Konkurrenz auf den Beschaffungsmairkten betrachtet, das
geschrieben werden kann als

C(x,q):= r‘r,1>i(r)1{q-VIf(V) = x},

wobei x die gegebene Produktionsmenge bezeichnet und die anderen Symbole wie
im vorhergehenden Beispiel zu verstehen sind. Die Formulierung eines Anpassungs-
prozesses als Gradientensystem ist hier aufgrund der Nebenbedingung nicht ohne
weiteres moglich. Ein Ausweg besteht in der Verwendung der impliziten Funktion,
die einen Faktor, zum Beispiel v,, in Abhdngigkeit von allen anderen Faktoren und
der gegebenen Produktionsmenge x definiert: x = f(v_,, v,) = v, = v, (V_p, X) mit

d Un f v; )

= ,i=1,...,n—-1,
dv; fo, ) fw)=x

wobei v_, = (vy,...,V,-1) ist. (Natiirlich muR unterstellt werden, dal wenigstens ei-
ner der Faktoren, hier v,, durchgehend eine positive Grenzproduktivitit hat, so daly
fv, >0, und dall die Nebenbedingung f(v) =~ x bindet.) Damit lassen sich die Ge-
samtkosten darstellen als

n—-1

CV_p, Up(Vop, X)) := Z qiVi+ qnvn(V_p, X).

i=1
Der Anpassungsprozel3 fiir die Faktoreinsatzmengen kann jetzt als Gradientensystem
in R"! mit der Potentialfunktion €(v_,, v,(V_,, X)) dargestellt werden:

V-n

fUn

Vop= _Qv_n(v—nr Vn(Vop, X)) = gn —q-n.
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Wenn ein eindeutiges Minimum im Inneren des Definitionsbereichs existiert und
dieses Minimum der einzige singuldre Punkt der angegebenen Potentialfunktion ist,
was fiir eine streng quasikonkave Produktionsfunktion gilt, kann wie zuvor mit dem
Satz 2.11 die globale Konvergenz gegen dieses Minimum nachgewiesen werden. Bei
Nichteindeutigkeit gelten analoge Ausfithrungen wie im Beispiel der Gewinnmaxi-
mierung.
Die Interpretation des beschriebenen Anpassungsprozesses wird durch die Be-
trachtung eines Faktors i deutlich. Aus
b= anli g
i—Yn—(F— — Yi
f Un
folgt, dal v; erhoht (gesenkt) wird, wenn die mit dem Kehrwert des Faktorpreises ge-
wichtete Grenzproduktivitdt des Faktors i groler (kleiner) als die gewichtete Grenz-
produktivitit des Faktors 7 ist:

520 = —= fi

qi qn

Diese Anpassung kann als Faustregel fiir die Faktoren i = 1,...,n — 1 interpretiert
werden; der Faktor v, wird jeweils gemaB v, = v,(v_,, x) so angepallt, daf die ge-
wiinschte Produktionsmenge erzeugt wird. Wenn alle gewichteten Grenzprodukti-
vitdten tibereinstimmen, ist das Kostenminimum erreicht. Zur Anndherung an das
Kostenminimum ist daher die Kenntnis der Faktorpreise und der jeweiligen Grenz-
produktivitdten ausreichend.

Im vorangegangenen Beispiel der Kostenminimierung ist angenommen worden,
daB ein eindeutiges Kostenminimum im Inneren des Lésungsbereichs existiert und
daB die Nichtnegativitdtsbeschrankungen wihrend des Anpassungsprozesses nicht
wirksam werden. Die Nebenbedingung f(v) 2 x ist als Gleichung durch Substitution
in der Zielfunktion beriicksichtigt worden. Wenn mehrere Nebenbedingungen vor-
liegen, die nicht alle binden miissen, und auch effektive Nichtnegativitdtsbeschrédn-
kungen zu beachten sind, ist diese Methode nicht mehr anwendbar. Die Konvergenz
der Gradientenmethode fiir allgemeine (nichtlineare) Optimierungsprobleme ist im
zweiten Teil des Buches von Arrow et al. (1958) in einer Reihe von Aufsidtzen von
Arrow, Hurwicz, Uzawa, Marschak und Solow analysiert worden.

Betrachtet wird das Optimierungsproblem

> fui

max f (x)
g®=0, j=1,...,m (2.48)
x>0,
wobei x € R" ist und alle auftretenden Funktionen reellwertig und stetig differenzier-

bar sind. Die zugehorige Lagrangefunktion lautet

Lxy=f®+Y yg®=Ffx+y gx.
=1
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Ein Punkt (%,9) = (0,0) heift Sattelpunkt der Funktion L fiir x = 0, y = 0, wenn gilt
L) SL&H S LRy firalle x20,y=0,

wenn also ein Maximum von L beziiglich x und ein Minimum beziiglich y vorliegt.

Die folgende Version des Kuhn-Tucker-Theorems geht auf Uzawa (Kapitel 3 in Ar-
row et al., 1958) zuriick.?’ Darin wird als Regularititsbedingung die Slater-Bedingung
verwendet:

Es gibtein x>0, sodal g®X >0 (Slater-Bedingung)

Satz 2.12. (a) Wenn X,¥) ein Sattelpunkt von L fiirx =0,y 2 0 ist, dann ist X eine
optimale Ldsung von (2.48).

(b) Seien f und g konkave Funktionen von x fiir x =2 0 und g erfiille die Slater-
Bedingung. Wenn %X = 0 das Problem (2.48) ldst, dann gibt es ein § 2 0, so dafs (X,¥)
ein Sattelpunkt von L ist.

Beweis: Uzawa (1958b, S. 33-36). O

Unter den Voraussetzungen des Teils (b) des Satzes ist es also notwendig und hin-
reichend fiir ein Optimum, daR ein Sattelpunkt der Lagrangefunktion vorliegt. Dann
ist die Losung des Problems (2.48) dquivalent zur Bestimmung eines Sattelpunktes
der Lagrangefunktion L(x,y). Fiir den Satz 2.12 ist die Differenzierbarkeit nicht erfor-
derlich. Unterstellt man zusétzlich zu den in 2.12 (b) getroffenen Annahmen, da@
alle involvierten Funktionen stetig differenzierbar sind, so sind die folgenden Kuhn-
Tucker-Bedingungen notwendig und hinreichend fiir das Vorliegen eines Sattelpunk-
tes von L und damit fiir ein Maximum (vgl. Takayama, 1985, S. 92):

174N
;>
o
Il
e

0,

o
1\

0,
(2.49)

m .
Lo=Fk+Y 98l
=1
Ly=g20,

<
1\

0) Ly'i’:oy

wobei die Abkiirzung Ly := Lx(%,¥) verwendet worden ist (analog fiir die anderen
Funktionen). Zu beachten ist, da die Bedingung des komplementiren Schlupfes
Ix-%=02zuLy,% =0, i=1,...,n, dquivalent ist, da Ly, <0 und %; = 0 fiir alle i gilt
(analog fiir Ly -y =0).

Da der Gradient immer in Richtung des stirksten Funktionsanstiegs zeigt, hier
aber ein Maximum von L in bezug auf x und ein Minimum in bezug auf y gesucht
wird, ist der Ansatz des folgenden Arrow-Hurwicz-Gradientensystems naheliegend

20ygl. dazu und allgemein zur nichtlinearen Programmierung auch Takayama (1985, Kapitel 1). Die
Originalarbeit ist Kuhn und Tucker (1951).
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(vgl. Arrow und Hurwicz, 1958a, S. 118), wobei von nichtnegativen Startwerten aus-
gegangen wird:

i 0 i Ly <0 und x;=0
! Ly, : sonst
(2.50)
. 0 : Ly;>0 und y;=0
yi=
—Lyj :  sonst

Wenn unter Beachtung der Nichtnegativitdtsbedingungen x; = 0 und y; = 0 fiir alle
i und j gilt, sind offenbar auch die notwendigen und hinreichenden Kuhn-Tucker-
Bedingungen (2.49) erfiillt.

Das Problem bei diesem Ansatz besteht darin, daf das System (2.50) nicht (Lip-
schitz-) stetig ist und daher nicht die {iblichen Sitze {iber die Existenz von Lésungen
fiir Systeme von Differentialgleichungen angewendet werden kénnen. Wenn in ei-
nem Zeitpunkt zum Beispiel x; >0 und Ly, <0 ist, gilt X; = Ly, <0. Wenn nun x; =0
eintritt, dndert sich X; unstetig von X; = Ly, < 0 auf %; = 0. Uzawa (1958a) unter-
stellt daher eine zusétzliche Regularitdtsbedingung, die den Beweis der Existenz ei-
ner Losung ermoglicht. Diese Bedingung ist umstidndlich zu formulieren, aber nicht
sonderlich restriktiv. Daher wird hier einfach die Existenz einer eindeutigen Losung
postuliert.

Satz 2.13. Sei L(x,y) streng konkav und zweimal stetig differenzierbar in x = 0 und
konvex und zweimal stetig differenzierbar in'y = 0. Die Funktion L(x,y) habe einen
Sattelpunkt (X,¥) unter der Beschrinkung (x,y) = (0,0), und das System (2.50) besit-
ze eine eindeutige Losung (X(t,Xo,Yo),y(t,X0,¥o)) fiir jeden Startwert (Xo,yo) = (0,0),
die stetig in den Anfangsbedingungen ist. Dann ist X eindeutig bestimmt, und es gilt
lim;_ o x(f) =X%.

Beweis: Uzawa (1958a). [

Dieser Satz zeigt, dal auch bei Bertiicksichtigung von Nichtnegativitdtsbeschran-
kungen in der nichtlinearen Programmierung die Gradientenmethode in vielen Fal-
len konvergiert. Wie im Fall der Nebenbedingungen in Gleichungsform kann diese
Methode auch jetzt als Faustregel interpretiert werden. Liegt zum Beispiel wieder ein
Problem der Kostenminimierung vor, so lautet diese Faustregel grob gesprochen, dafl
von einem Produktionsfaktor mehr eingesetzt werden soll, wenn die mit der Dualva-
riablen bewertete Grenzproduktivitdt grofler als der Faktorpreis ist und umgekehrt,
wobei sich der jeweilige Wert der Dualvariablen selbst endogen aus dem Gradienten-
prozeld ergibt. Ein weiteres Beispiel geben Arrow und Hurwicz (1958b), die zeigen,
daB die Gradientenmethode auch als stabiler Prozel der Ressourcenallokation ver-
wendet werden kann.

Einschriankend ist anzumerken, dal auch die Optima von statischen Problemen
nicht immer stabil sind. Wahrend hier nur die Anpassung an einzelwirtschaftliche
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Optima diskutiert worden ist, kann man zum Beispiel auch die Stabilitdt des stati-
schen allgemeinen Gleichgewichts bei vollstindiger Konkurrenz aufgrund geeigne-
ter Mechanismen der Anpassung analysieren (vgl. zum Beispiel den Uberblick bei
Negishi, 1962). In diesem Fall sind restriktive Annahmen (wie etwa die Bruttosubsti-
tuierbarkeit der Giiter) erforderlich, um die Konvergenz nachzuweisen, so daf§ auch
hier sowohl Stabilitét als auch Instabilitdt méglich ist. Wie fiir das Beispiel des Gradi-
entenprozesses gilt jedoch, dafl immerhin dynamische Mechanismen denkbar sind,
die in die Ndhe des Optimums beziehungsweise des Gleichgewichts von statischen
Modellen fiihren, ohne dabei zu hohe Anforderungen an die Informationen der Ak-
teure zu stellen.

Eine stabile Faustregel fiir ein Absatzmonopol Die im letzten Abschnitt dargestell-
te Gradientenmethode kann als Faustregel interpretiert werden. Allerdings erfordert
diese Methode zum Beispiel beim Problem der Gewinnmaximierung die Kenntnis
der Grenzproduktivitdten der Faktoren. In diesem Abschnitt wird ein Beispiel fiir ein
(allerdings sehr einfaches) statisches Optimierungsproblem gegeben, dessen Lésung
mit Hilfe einer Faustregel moglich ist, die nahezu ohne Informationen auskommt.
Der Ansatz geht auf Baumol und Quandt (1964) zuriick, die ein diskretes und ein ste-
tiges Modell formuliert haben. Wie Buhr und Christiaans (2001) gezeigt haben, ist die
Analyse des stetigen Modells allerdings nicht korrekt. Im folgenden wird die Version
von Buhr und Christiaans (2001) dargestellt.

Der Gewinn 7 eines Monopolisten sei eine differenzierbare, streng konkave Funk-
tion des Preises p mit

n=f(p), mit f"(p)<0 Vp=0,

die ein Maximum bei p > 0 mit f'(p) = 0 aufweist. Diese Gewinnfunktion ist dem
Monopolisten nicht genau bekannt, er kennt lediglich einige Funktionswerte. Er ent-
scheidet nach der Faustregel: Erhéhe den Preis, wenn der Gewinn nach einer voraus-
gegangenen Preiserh0hung gestiegen ist, und senke den Preis, wenn der Gewinn nach
einer vorausgegangenen Preiserhohung gefallen ist. Wenn sich der Gewinn nicht mehr
gedindert hat, behalte den Preis bei. Anders ausgedriickt, der Preis bewegt sich in die-
selbe Richtung wie in der vorhergehenden Periode, wenn der Gewinn gestiegen ist,
und in die entgegengesetzte Richtung, wenn der Gewinn gefallen ist. Das besondere
an dieser Regel ist, dal8 die einzige Information, die der Monopolist bendtigt, sein
eigener Gewinn ist. Formal kann man diese Faustregel mittels einer Differenzenglei-
chung folgendermaflien ausdriicken:

M) 2.51)

Pra=pe= g(Pr—Pr—l

wobei g € C!(R) eine vorzeichenerhaltende Funktion mit g’ > 0 ist, das heift,

T — -1

>
=0.
Pt — Pt-1 <

g%O@
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Als stetige Version von (2.51), die die verbale Faustregel gut wiedergibt, wird die
folgende Differentialgleichung mit einer Verzégerung verwendet:

g /p(t)) wenn p()#0
plt+1) =< gG(®)/ p(t)) wenn p(r)=0#p(r) (2.52)
0 sonst

Setzt man 7i(t) = f'(p)p beziehungsweise 7 = f"(p)p* + f'(p)p = f'(p)p im Falle
p(r) =0 ein und definiert h(p) := g(f'(p)), so wird die Fallunterscheidung eliminiert
und man erhilt die eine Gleichung?!

p(t+1) = h(p(1).

Die Verzogerung in dieser Gleichung kann beseitigt werden, indem zunéchst auf bei-
den Seiten p(¢) subtrahiert wird:

pt+1)—p(®) = h(p(®) - p®).

Verringert man die Zeitverzogerung von einer Periode auf den Bruchteil 8 dieser
Periode, so ist es sinnvoll, daB die Anderung auf der rechten Seite ebenfalls nur den
Bruchteil 6 betrégt:

p(t+0)—p(r) = [h(p(1) - p()]06.
Die Division dieser Gleichung durch 6 liefert nach der Bildung des Grenzwertes fiir
0 — 0 den stetigen Anpassungsprozefl

p+p=h(p). (2.53)

Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung kann als System zweier Differenti-
algleichungen erster Ordnung dargestellt werden, indem die neue Variable g durch
g = p eingefiihrt wird:

P=a 2.54)
qg=nhp)—q.

Das eindeutige Gleichgewicht von (2.54) ist durch (p,0) gegeben. Aus den Eigenschaf-
ten von f und g folgt

h(p)§0 — péﬁ, sowie K'(p)=g (f'(p)f"(p) <0. (2.55)

2l Tatsichlich lautet das Ergebnis dieser Substitution

ple+1) = {h(p(t)), wenn nl?ht pft) =p)=0

0, wenn p(t)=p() =0
In jedem Fall muR der Monopolist das System anfangs in Bewegung setzen, um eine sinnvolle Faustregel
zu erhalten. Denn wenn er mit p = p = 0 startet, bleibt das System in dieser Situation. Wenn dagegen
anfangs p # 0 ist, erkennt man anhand der stetigen Version (2.53), dal p(¢) = p(¢) = 0 nur moglich ist,
wenn p(f) = p. Daher mul die Fallunterscheidung nicht weiter betrachtet werden.
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Die lokale Stabilitdt des Gleichgewichts kann unmittelbar anhand des Routh-
Hurwitz-Kriteriums nachgewiesen werden. In bezug auf eine Faustregel ist es al-
lerdings wichtig, dal§ die Stabilitdt auch fiir gréere Abweichungen vom Optimum
gewdhrleistet ist. Dariiber hinaus sollte im vorliegenden Beispiel auch die Nichtne-
gativitdtsbeschrankung fiir den Preis beachtet werden. Beiden Aspekten kann unter
Verwendung des Satzes 2.9 Rechnung getragen werden.

Aussage 2.1. Das Gleichgewicht (p,0) des Systems (2.54) ist asymptotisch stabil. Sein
Attraktionsgebiet enthdlt die Menge U; = {(p, q) € R?| V(p,q) < I}, wobei die Zahl 1 >0
durch | := —fg h(s) ds > 0 definiert ist. Fiir alle Startwerte in U ist der Preis p(t)
positiv fiir alle t = 0.

Beweis: Die Funktion ) »
Vip, ) =~ —f h(s) ds
2 [4

ist eine geeignete Lyapunov-Funktion fiir p > 0. Denn gemal (2.55) ist V(p, q) > 0 fiir
alle (p, q) # (p,0) und V(p,0) = 0. Die Zeitableitung ist

V(p,g) = qq— h(p)p = qlh(p) - g1 - h(p)g = —¢* <0

fiir alle g # 0. Also ist (p,0) asymptotisch stabil. Sei [ = —flg h(s)ds>0und U;:={(p,q) €

R% : V(p,q) < I}. Da V eine strenge Lyapunov-Funktion auf Uj ist, ist die Aussage be-
wiesen, wenn gezeigt werden kann, dall U; beschrénkt ist, so dal$ alle Voraussetzungen
von Satz 2.9 erfiillt sind, und daB fiir (p, q) € D gilt p > 0. Aus V(p, q) < [ folgt

1, (P p
-q +f h(s) ds<f h(s)ds
2 p 0
1, [P p p
= —q +f h(s) ds—f h(s) ds—f h(s) ds<0
2 P 0 P
p 1,
— f h(s)ds>—-q“ >0,
0 2

was wegen (2.55) impliziert, dafd p > 0. Also folgt aus V < [, dal§ p > 0, und weil V entlang
der Trajektorien abnimmt, gilt p(¢) > 0 fiir alle ¢ = 0. Damit ist auch die Beschrénktheit
von Uj weitgehend nachgewiesen,?” weil p nach unten durch null beschrinkt ist. Da
-/ 5 h(s) ds nichtnegativ ist, ist unmittelbar klar, da g durch V(p, q) < [ beschrankt
ist. Also bleibt lediglich nachzuweisen, daly p auch nach oben beschrénkt ist. Diese
Tatsache folgt wegen h'(p) < 0 und h(p) <0 fiir p > p aus der folgenden Ungleichung:

p
max h(s)ds=| h(p+e)ds=(p-p—-e)h(p+e),

p
f h(s)ds < f
p p+e s€lp+e,pl p+e

die impliziert, daB [ 5 h(s) ds fiir p — oo gegen —oo divergiert und daher V — oco. Also
mul} p nach oben beschrinkt sein, weil annahmegemdl V < [ gilt. [

22Djeser Hinweis fehlt in Buhr und Christiaans (2001).
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Als Fazit bleibt festzuhalten, dal} die durch (2.54) formalisierte Faustregel zumin-
dest fiir Startwerte in U; = {(p,q) € R?| V(p,q) < fop h(s) ds} asymptotisch stabil ist,
ohne die Nichtnegativitdtsbeschrinkung fiir p zu verletzen. Mit anderen Worten,
wenn ein Monopol diese Faustregel verwendet, stehen die Chancen gut, dem Ge-
winnmaximum kurzfristig immer ndher zu kommen und es langfristig zu erreichen,
ohne dall die Gewinnfunktion tiberhaupt bekannt ist. Ergebnisse dieser Art starken
das Vertrauen in statische neoklassische Modelle, in denen unterstellt wird, dal§ die
Wirtschaftssubjekte Optimierungslésungen verwenden. Wie sich im folgenden her-
ausstellen wird, ist die Situation in dynamischen Modellen problematischer.

2.2.3 Hamilton-Systeme

Wihrend Gradientensysteme wichtige Anwendungen in der statischen Wirtschafts-
theorie haben, spielen die sogenannten Hamilton-Systeme in der dynamischen Wirt-
schaftstheorie eine herausragende Rolle.

Definition 2.8. Seien X und Y zwei offene Teilmengen des R", dann heifst die Funkti-
on
H:XxY—R, HeC*(XxY)

die Hamiltonfunktion des Hamilton-Systems mit n Freiheitsgraden

x = Hy(x,y)

2.56
y=-Hx(xy). (2:56)

Aus offensichtlichen Griinden ist es sinnvoll, die Variablen in x und y einzuteilen. Ei-
ne wichtige Eigenschaft dieser Systeme mit autonomer Hamiltonfunktion, die nicht
explizit von ¢ abhingt, folgt unmittelbar aus der Zeitableitung der Hamiltonfunktion
entlang der Trajektorien:

H=Hy-X+Hy-y=Hyx-Hy—Hy-Hy=0

fiir alle ¢, das heil3t, die Hamiltonfunktion ist entlang jeder Losungskurve von (2.56)
konstant. Diese Eigenschaft wird oft als Konservierung der Energie bezeichnet, weil
die Hamiltonfunktion in der Physik als Gesamtenergie des Systems (2.56) interpre-
tiert wird. Entsprechend werden autonome Hamilton-Systeme als konservative Sy-
steme bezeichnet. Die Konstanz von H entlang der Losungskurven bedeutet, da
die Trajektorien auf den durch H(x,y) = konst. definierten Hyperflachen liegen. Fiir
Hamilton-Systeme zweiter Ordnung mit einem Freiheitsgrad gilt auch die Umkeh-
rung, dall jede Niveaulinie, die nicht durch einen singuldren Punkt verlduft und fiir
die der Gradient von H nicht verschwindet, eine Trajektorie ist (vgl. Knobloch und
Kappel, 1974, S. 45).

Der Beweis des folgenden Satzes nach Kurz (1968) ist eine Verallgemeinerung
eines klassischen Resultates von Poincaré.
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Satz 2.14 (Poincaré-Kurz) Sei A ein Eigenwert der Jacobi-Matrix J des in einem Gleich-
gewicht (X,¥) linearisierten Systems (2.56). Dann ist —A ebenfalls ein Eigenwert.

Beweis: Die Jacobi-Matrix des Systems (2.56) in einem Gleichgewicht (%,¥) lautet in der
Form einer Blockmatrix R R
J= ( Fyx — Hyy )

~Hg By
wobei zum Beispiel I:Iyx eine Abkiirzung fiir die Matrix Hyx(%,9) ist. Ferner sei Iy, die

(n x n)-Einheitsmatrix (das heif$t, alle Diagonalelemente sind gleich 1 und alle anderen
Elemente gleich 0) und
5= ( 0 —In)

I, O
wobei die 0 hier fiir eine (7 x n)-Nullmatrix steht. Damit ist
(B Hay
3= (ny Hyy)

eine symmetrische Matrix, da H annahmegemiR eine C?-Funktion und daher ny =
FI{,X ist. Wenn nun A ein Eigenwert von J ist, dann gibt es ein z # 0, so dal Az = Jz.
Multipliziert man diese Gleichung von links mit J, so folgt

JAz=T]z
= JAz=]"7z weil J7=@0)n =)
— JAz=J(-J)z weil 3'=-3
= -A(J2) =] (J2)
—> “Aw=J'w mit w:=Jz) #0,

das heift, w ist ein Eigenvektor von J' und —A der entsprechende Eigenwert. Da J und
J' dieselben Eigenwerte haben, ist der Satz bewiesen. (]

Fiir n =1 liegt ein Hamilton-System zweiter Ordnung mit einem Freiheitsgrad
vor:

X =Hy(x,y)

. (2.57)
y=-Hx(x,y).

In diesem Fall lautet die Jacobi-Matrix in einem Gleichgewicht

J= ( Hyx Hyy ),
_Hxx _ny

so daB Sp(J) =0 und |J| = Hy Hyy — H)%y. Die Eigenwerte sind demnach gemiR (2.43)

A2 ==xv -1l

Daher sind drei Fille denkbar: (1) | /| = 0 mit A; = =1, =0, dann ist hieraus keine Aus-
sage fiir das nichtlineare System moglich. (2) |J] < 0 mit 1; = —A, # 0, wobei beide
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Eigenwerte reell sind und folglich ein Sattelpunkt (und topologischer Sattel) vorliegt.
(3) IJI >0 mit A, = —A, # 0, wobei beide Eigenwerte rein imaginéar sind. Das bedeutet,
daB das Gleichgewicht im linearisierten System ein Zentrum ist. Wenn H analytisch
ist, folgt daraus, daf das Gleichgewicht des nichtlinearen Systems entweder ein Zen-
trum oder ein Spiralpunkt ist (vgl. Perko, 1996, S. 170). Anhand der Matrix J ist zu
erkennen, daf |/| > 0 nur méglich ist, wenn H,, und Hy, beide positiv oder beide
negativ sind. Anhand dieser Tatsache 148t sich beweisen, dall ein Spiralpunkt nicht
moglich ist (Perko, 1996, S. 170).

In aller Regel sind die Gleichgewichte von Hamilton-Systemen mit einem Frei-
heitsgrad also Sattelpunkte oder Zentren. In der dynamischen Wirtschaftstheorie
kommen derartige Systeme hdufig vor, wobei die Hamiltonfunktion oftmals konkav
in x und konvex in y ist. Das impliziert, dal Hyy <0 und Hjy = 0. Damit folgt fiir
die in einem Gleichgewicht ausgewertete Jacobi-Matrix |J| = Hxxf{yy —ﬁ)zcy < 0. Wenn
man den Grenzfall |J| = 0 ausschlief3t, ist also |J] < 0 und das betrachtete Gleichge-
wicht ist ein Sattelpunkt und folglich instabil.

Beispiel 2.8. Die autonome Differentialgleichung zweiter Ordnung
i=fx)

mit f € C! wird als Newtonsche Differentialgleichung bezeichnet. Mit der neuen Variablen
y = X und fiir den Spezialfall f(x) = —sin(x) wird daraus das autonome Hamilton-System mit
einem Freiheitsgrad

x=y,
y=fx) =-sin(x)

mit der Hamiltonfunktion
Lo (" 1 5 x_1 2
H(x,y)= zy +f sin(tr) dt = Ey - [cos(r)]0 = zy +1—cos(x).
0

Die Gleichgewichte des Systems liegen offenbar alle auf der x-Achse mit y = 0 und den Wer-
ten x, fiir die y = —sin(x) = 0 gilt, das hei8t die Gleichgewichte sind (0,0), (+m,0), (+2x,0),
(+3m,0), .... Wegen y = —Hy = —sin(x) sind die Gleichgewichte allesamt kritische Punkte der
Hamiltonfunktion und insbesondere der Potentialfunktion 1 —cos(x), die in der Physik die Po-
tentialenergie angibt.?> Weil f(x) = —sin(x) zyklisch mit der Periode 27 ist, ist es ausreichend,
einen Ausschnitt des Phasendiagramms zu betrachten, der auf der x-Achse von —7 bis 7 reicht;
damit sind alle Mdglichkeiten fiir den Wert von y = —sin(x) erfalt. Alle Moglichkeiten fiir x = y
ergeben sich durch die in diesem Bereich auftretenden Werte von y € (—oo,00).

Die Potentialfunktion wird im oberen Teil der Abbildung 2.7 dargestellt. An den Stellen
ihrer Maxima und Minima liegen entsprechend im unteren Teil der Abbildung die Gleichge-
wichte auf der y-Achse. Die Eigenwerte der Jacobi-Matrix

0 1
J= (— cos(x) 0)

23Dje Wahl von 0 als unterer Integrationsgrenze in der Definition der Hamiltonfunktion bewirkt, da
die Potentialenergie 1 — cos(x) = 0 fiir x = 0 ist. Die kinetische Energie wird durch y2/ 2 beschrieben, und
H gibt die Gesamtenergie an.
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des Newtonsystems sind
A1,2 = £/ —cos(x).

In den Gleichgewichten ausgewertet ergibt sich also A1 = +1 fiir x = —m, A1 =+i fiir x=0
und A1 2 = 1 fiir x = 7. Also liegt bei (-,0) und (r,0) jeweils ein topologischer Sattel und bei
(0,0) ein Zentrum vor, was auch anhand der Niveaulinien der Hamiltonfunktion zu erkennen
ist.

1-cos(x)

<

W

Abbildung 2.7

Die Potentialfunktion und das Phasendiagramm zum Beispiel 2.8

Diese im unteren Teil der Abbildung 2.7 dargestellten Niveaulinien der Hamiltonfunktion
erhélt man aus

1
5y2+1—cos(x) =k,

wobei k eine Konstante ist. Daraus folgt y2 = 2(k -1+ cos(x)), woran zu erkennen ist, dak
die Niveaulinien symmetrisch zur x-Achse verlaufen. Es reicht also aus, die Niveaulinien ge-
mik y = v2(k— 1+ cos(x)) fiir den positiven Bereich zu bestimmen und anschlieRend an der
x-Achse zu spiegeln. Fiir k = 2 ergibt sich, dal y = v/2(1 + cos(x)), und damit folgt zum Bei-
spiel die Existenz einer Niveaulinie, die die Wertepaare (—7,0), (0,2) und (r,0) enthélt. Hier
liegt also eine Trajektorie vor, die die beiden Gleichgewichte (-m,0) und (,0) verbindet. Ent-
sprechend erhélt man im negativen Bereich durch Spiegelung an der x-Achse eine solche
Trajektorie. Die Richtung der Trajektorien kann man anhand des Vektorfeldes bestimmen. So
ist zum Beispiel X > 0 fiir positive y-Werte und umgekehrt. Fiir x € (-m,0) ist —sin(x) positiv
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und damit y > 0, fiir x € (0,7) ist y < 0. Der obere Teil der eben bestimmten Niveaulinie ent-
spricht daher einer Trajektorie, die vom Punkt (-7,0) aus (ohne in ihm zu starten, denn er
ist ein Gleichgewicht) asymptotisch zum Punkt (r,0) verlduft. Der untere Teil der Niveaulinie
nimmt den umgekehrten Weg. Trajektorien deren a- und w-Grenzmengen wie in diesem Fall
jeweils unterschiedliche Gleichgewichte sind, heien heterokline Trajektorien. Anhand des
Phasendiagramms ist zu erkennen, daf die heteroklinen Trajektorien hier die Grenzen jeweils
qualitativ unterschiedlich verlaufender Trajektorien bilden. Solche trennenden Trajektorien
heilen Separatrixen. ¢

Bemerkung 2.10. Das Beispiel 2.8 mit f(x) = —sin(x) besitzt eine wichtige physika-
lische Interpretation als ungeddmpftes Pendel, wobei sich die spezielle Form der
hier verwendeten Gleichungen ergibt, wenn die Linge des Pendels numerisch der
Gravitationskonstanten entspricht (vgl. zum Beispiel Hale und Kogak, 1991, S. 170).
Die Variable x beschreibt dann den Winkel, um den das Pendel nach rechts von der
(im Sinne von Lyapunov) stabilen Gleichgewichtslage abweicht, in der das Pendel
senkrecht nach unten héngt, und y ist die Verdnderung dieses Winkels in der Zeit.
Der Ursprung in der Abbildung 2.7 entspricht der genannten stabilen Gleichgewichts-
position. Die Punkte (+,0) stellen die instabilen Gleichgewichte dar, in denen das
Pendel senkrecht nach oben steht (nach rechts gedreht entspricht die Abweichung
von der stabilen Lage dem Winkel 7, nach links gedreht dem Winkel —r). Die hetero-
klinen Trajektorien, die die Sattelpunkte verbinden, reprasentieren die Bewegungen
mit der Gesamtenergie H = 2, fiir die das Pendel die instabilen vertikalen Gleichge-
wichte fiir + — +oo asymptotisch erreicht. Die innerhalb der Separatrixen gelegenen
geschlossenen Trajektorien um den Ursprung entsprechen dem normalen Vor- und
Zuriickschwingen des ungeddmpften Pendels mit H < 2, wihrend die Trajektorien
auBerhalb der Separatrixen, wo H > 2 ist und von denen nur je eine eingezeichnet
worden ist, die Bewegungen darstellen, in denen sich das Pendel {iber die instabile
vertikale Position hinweg bewegt und immer weiter dreht. ¢

2.2.4 Sattelpunktdynamik in dynamischen Modellen

Wihrend Gradientensysteme in der statischen Wirtschaftstheorie haufig als dynami-
sche Anpassungsprozesse an statische Gleichgewichte oder Optima interpretiert wer-
den konnen, beschreiben Hamilton-Systeme oder die spdter diskutierten gestdrten
Hamilton-Systeme die Dynamik der Anpassung an das langfristige Gleichgewicht in
vielen dynamischen Modellen der Wirtschaftstheorie, in denen die Haushalte oder
Unternehmen ihre Entscheidungen mit Verfahren der dynamischen Optimierung 16-
sen. Im Unterschied zu den statischen Modellen, die um eine dynamische Anpas-
sung an statische Gleichgewichte erweitert werden, ist der Anpassungspfad in dyna-
mischen Modellen selbst ein Gleichgewichtspfad, der die Abfolge der kurzfristigen
statischen Gleichgewichte auf dem Weg zum langfristigen Gleichgewicht beschreibt.
Der Satz 2.14 legt es im Falle konkaver Probleme nahe, daf§ diese langfristigen Gleich-
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gewichte hdufig Sattelpunkte und in aller Regel instabil sind. Da sich die Trajektori-
en, die neben dem stabilen Arm des Sattelpunktes starten, selbst immer weiter von
diesem stabilen Arm entfernen, ist auch der Pfad der kurzfristigen Gleichgewichte
selbst instabil, zumindest wenn kein stabiler metadynamischer Anpassungsprozef
an diesen dynamischen Pfad spezifiziert werden kann. Auf die Problematik der Sat-
telpunktdynamik in dynamischen Optimierungsmodellen wird im Abschnitt 2.3 und
im Kapitel 3 ausfiihrlich eingegangen.

In der neoklassischen Wirtschaftstheorie kommt die Sattelpunktdynamik in ei-
nem weiteren, jedoch verwandten Zusammenhang vor. Langfristige Gleichgewichte,
die Sattelpunkte sind, treten in monetédren Modellen mit rationalen Erwartungen
auf, die im deterministischen Kontext vollkommener Voraussicht entsprechen. Wie
aus den vorangegangenen Ausfiihrungen deutlich geworden ist, sind Sattelpunkte
instabil. Daher wird héufig versucht, die Modelle so zu interpretieren, dall sich Sta-
bilitdt ergibt. Im folgenden wird auf den Ansatz von Sargent und Wallace (1973)
eingegangen. Das Modell besteht zwar nur aus einer Differentialgleichung und ist
kein Hamilton-System, aber die dynamischen Implikationen sind mit denjenigen
von Hamilton-Systemen vergleichbar.

Wie Sidrauski (1967) gezeigt hat, ergeben sich in aller Regel dynamisch instabi-
le langfristige Gleichgewichte, wenn man Geld in neoklassische Wachstumsmodelle
einfiihrt und kurzsichtig vollkommene Voraussicht (myopic perfect foresight) der
Haushalte unterstellt. Diese Begriffe sind wichtig genug, um sie formal zu definieren.

Definition 2.9. Wenn g die tatsdichliche Wachstumsrate einer Variablen x ist und die
Erwartungen mit E bezeichnet werden, dann bedeutet

(a) kurzsichtig vollkommene Voraussicht, dafs zu jedem Zeitpunkt t gilt

Ex(t)=x() und Egxy = 8xn)»

(b) und vollkommene Voraussicht, dafs zu jedem Zeitpunkt t der gesamte zukiinftige
Zeitpfad bekannt ist, also

Eixm|tSt<oo}={x(M |t ST <00}

Sidrauski (1967) hat ebenfalls gezeigt, daB die Instabilitdt beseitigt werden kann, in-
dem man adaptive Erwartungen mit hinreichend langsamer Anpassung (sluggish
expectations) unterstellt. Da die Neuklassiker jedoch von rationalen Erwartungen
ausgehen, haben Sargent und Wallace (1973) als erste versucht, eine alternative Inter-
pretation mit einer stabilen Lésung anzubieten, die nicht auf adaptiven Erwartungen
basiert. Da das von Sargent und Wallace (1973) analysierte Modell ein Partialmodell
des Geldmarktes ist und sich auf eine einzige Differentialgleichung erster Ordnung
beschréankst, ist ihr langfristiges Gleichgewicht zunéchst als vollig instabil zu bezeich-
nen. Der Sattelpfad beziehungsweise die stabile Mannigfaltigkeit in Modellen mit
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zwei Differentialgleichungen schrumpft hier gewissermallen auf einen Punkt bezie-
hungsweise eine Mannigfaltigkeit der Dimension null zusammen. Das Modell eignet
sich aufgrund dieser Einfachheit jedoch besonders gut, um die grundlegende Proble-
matik zu verdeutlichen.

Die Nachfrage nach Realkasse wird durch die Funktion

d
ln(M (t)) =an(t)

P(1)

beschrieben, wobei M4(z) die nachgefragte nominale Geldmenge, P(¢) das Preisni-
veau, 7(t) die erwartete Inflationsrate und @ < 0 (!) einen konstanten Parameter be-
zeichnen. Die Nachfrage nach Realkasse sinkt also mit der erwarteten Inflationsrate,
weil die nominale Geldmenge mit steigender Inflationsrate an Kaufkraft verliert. Im
Geldmarktgleichgewicht ist das Angebot der nominalen Geldmenge M(¢) gleich der
Nachfrage M?(t). Bei kurzsichtig vollkommener Voraussicht ist die erwartete Inflati-
onsrate 7 (t) gleich der tatsdchlichen Inflationsrate

P(r)  dInP(1)

P(t)  dt
Unterstellt man kontinuierliche Marktriumung und kurzsichtig vollkommene Vor-
aussicht, so kann man diese Gleichgewichtsbedingungen in die Geldnachfragefunk-

tion einsetzen, so daf}
dIn(P(1))

dt
Mit den Definitionen p(t) = InP(¢) und m(f) = InM(¢#) ergibt sich schlieflich die
lineare Differentialgleichung erster Ordnung

InM(t)-InP(t)=«a

1
pt) = ;[m(t) -p)], mit p(fH) = po. (2.58)

Das Preisgleichgewicht ist durch p(#) = 0 beziehungsweise m(t) = p(¢) definiert.
Die Instabilitat des Modells ist am einfachsten zu erkennen, wenn ein konstantes
Geldangebot m(t) = m unterstellt wird. In diesem Fall liegt eine autonome Differen-
tialgleichung vor, deren Gleichgewicht wegen dp/dp = —1/a > 0 instabil ist. Setzt
man p = x, 1/a=—-a und m/a = b, so erhdlt man die Gleichung (2.15) mit konstan-
tem s(¢) = b, anhand deren Losung (2.20) man die Lésung des Anfangswertproblems
(2.58) direkt ablesen kann:

—(t—1n)/a

p(t) =(po— m)e +m.

Wenn py # m ist, entfernt sich die Losung wegen a < 0 mit der Zeit immer weiter
vom Gleichgewichtswert p = m.

Fiir den allgemeinen Fall mit zeitabhédngiger Funktion m(t) ergibt sich die Losung
mit m(f)/a = s(¢) direkt aus (2.19):

1 t
p(t) = ppe” -0/a 4 - m(r) e gz, (2.59)
o
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Wegen a < 0 divergiert der erste Term dieser Losung fiir t — oo gegen co. Der zweite
Term divergiert zum Beispiel ebenfalls, wenn m(#) eine konstante Funktion m > 0
ist.2* Damit divergiert er aber erst recht, wenn m(¢) eine in t wachsende positive
Funktion ist.®

Sargent und Wallace (1973) schlagen nun die folgende Vorwirtslésung von (2.58)
vor:

p(t) = —é[ m(1)e" % gr. (2.60)
t

Diese Losung macht nur dann Sinn, wenn das uneigentliche Integral existiert, das
heillt wenn es gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert. Ist zum Beispiel m(t) =
m konstant, so konvergiert das Integral genau dann, wenn a < 0 ist. Man erhilt dann

m e [ 1 /
p(y=——e"’ “f e’ dr = lim m(l—e(T‘” “) =m,
¢/ t

T—o0

so daR die Losung also wieder einfach p(t) = m fiir alle ¢ lautet. Okonomisch im-
pliziert diese Vorwirtslosung, daf der (tatsdchliche und erwartete) Preispfad vom
gesamten Zeitpfad der erwarteten zukiinftigen Geldmengenpolitik bis in die unend-
liche Zukunft abhingt. Die Anforderungen an die Informationen der Wirtschaftssub-
jekte sind also extrem, denn anstelle der kurzsichtig vollkommenen Voraussicht tritt
die vollkommene Voraussicht beziiglich der Variablen m(#) und damit auch der Va-
riablen p(¢), wobei diese Voraussicht beinhaltet, daB p(#) nicht explodiert.

Aufgrund des allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitssatzes fiir gewohnliche
Differentialgleichungen ist unmittelbar klar, daf die Losung von Sargent und Wal-
lace (1973) keine grundsétzlich andere als die Losung (2.59) sein kann, sondern le-
diglich eine spezielle Losung, die aus der allgemeinen Losung durch eine bestimmte
Randbedingung gewonnen wird. Tatsdchlich kann man unmittelbar erkennen, daf
sie sich fiir T — oo und lim7_ | pr| < co direkt aus (2.21) ergibt. Fiir m(t) = m erhilt
man beispielsweise

T
p(t) = Tlim (pTe(T—t)/a_ﬁe—t/af et dT)
00 ¢

2 o

@ vor das Integral ziehen, so dal man

(T-t/a e(T—t)/a

+m[1—

= Jim[pre

24\Wenn m(t) = m konstant ist, kann man me~t!

me—t/afterla dr= ﬂe—t/a [aerla]t _ m(l_e—(t—tg)/a)
a to a N

und damit die bereits fiir diesen Fall angegebene Losung erhilt. Fiir ¢+ — oo divergiert dieser Ausdruck
gegen —oo. Die gesamte Losung (2.59) divergiert fiir £ — co nur dann nicht, wenn py = m ist, was schon
aus der vorherigen expliziten Darstellung der Losung fiir m(t) = m folgt.

25Djese Aussage fiir uneigentliche Integrale folgt aus dem Minorantenkriterium: Sind f und g zwei
nichtnegative Funktionen mit g(t) < f(t) auf [ty,00), dann divergiert ftc(’)o f() dt, wenn ftc(’)° g(t) dt diver-
giert, vgl. zum Beispiel Heuser (1993a, S. 482). Weil das Integral hier fiir jedes m > 0 divergiert, divergiert
es also auch fiir jede in ¢ wachsende positive Funktion.
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Als Losungen einer Differentialgleichung werden normalerweise stetig differen-
zierbare oder zumindest stetige Funktionen bezeichnet, die die Differentialgleichung
fuir ein Zeitintervall identisch erfiillen. Wie Sargent und Wallace (1973) bemerken, ist
fiir ihre Losung erforderlich, dal8 die Funktion p(#) im Zeitpunkt ¢ nicht stetig ist,
sondern auf den stabilen Pfad springen kann. Stattdessen wird gefordert, dal p(#)
fiir alle ¢ rechtsseitig differenzierbar ist. Nach Sargent und Wallace (1973) wird ihre
Losung dann durch die folgenden Annahmen impliziert: (1) P(#) ist fiir alle ¢ rechts-
seitig differenzierbar, (2) die Offentlichkeit erwartet, da ein ProzeR der akzelerie-
renden Inflation oder Deflation bei konstantem Geldangebot irgendwann zu einem
Ende kommt, und (3) M(t) ist rechtsseitig unendlich oft differenzierbar. Man kann
tiberpriifen, daR (2.60) diese Annahmen im Gegensatz zu (2.59) erfiillt. Wie Calvo
(1977) nachweist, reichen diese Annahmen jedoch nicht aus, um die Eindeutigkeit
der Losung zu gewihrleisten. Zum Beispiel ist p(t) = m+ fe™ "% fir 0 < t <  und
p(t) = m fiir t =  eine weitere Losung, die die Annahmen (1), (2) und (3) erfiillt. Fiir
den Spezialfall eines konstanten Geldangebots m(t) = m zeigt er, dall man eine ein-
deutige Losung erhélt, wenn man zusitzlich fordert, dald p(t) fiir alle # > 0 stetig und
fiir £ = 0 rechtsseitig stetig ist, da dann offenbar nur p(¢) = m eine Losung ist, die alle
Annahmen erfiillt.

Als Ergebnis bleibt festzuhalten, da die Losung bei vollstandiger Voraussicht (bei
Sargent und Wallace (1973) in der Annahme (2) enthalten, die ein nicht divergieren-
des Preisniveau beinhaltet) einfach nur deshalb stabil ist, weil unterstellt wird, daf
p(t) zum Beispiel bei einer Anderung der Geldpolitik auf den neuen Gleichgewichts-
wert springt, etwa auf p(t) = m + Am im Falle einer diskreten Anderung einer anson-
sten konstanten Geldmenge. Auch wenn die Annahme einer diskreten Anderung des
Preisniveaus prinzipiell gerechtfertigt sein kann, ist es praktisch wohl unméglich, den
neuen Gleichgewichtswert ohne Zeitverzogerung und mit unendlicher Genauigkeit
zu treffen, wobei auch an die extremen Anforderungen beziiglich der verfiigbaren In-
formationen bei vollkommener Voraussicht zu denken ist, die erforderlich sind, um
den genauen Wert zu berechnen. Wird der Gleichgewichtswert nicht exakt getroffen,
so wird sich direkt eine Entwicklung vom Gleichgewicht weg ergeben, weil das lang-
fristige Gleichgewicht der zugrundeliegenden Differentialgleichung (2.58) eben trotz
jeder alternativen Deutung instabil ist. Das Modell ist daher allenfalls zur Erkldrung
einer tempordren Hyperinflation (oder Deflation) geeignet.

Wie bereits erwdhnt, entsteht die Sattelpunktproblematik in einer Reihe neoklas-
sischer Modelle. Ein gutes Beispiel fiir ein System zweiter Ordnung, in dem die stabile
Mannigfaltigkeit die Dimension eins hat, ist das Modell des iiberschieRenden Wech-
selkurses (Dornbusch, 1976), das auch in Gandolfo (1996, S. 397-401) dargestellt wird.
Eine Diskussion des monetédren neoklassischen Wachstumsmodells findet sich in Ta-
kayama (1993, S. 423-446), der die Darstellung von Sargent und Wallace (1973) eben-
falls kritisiert (S. 432) und darauf hinweist, da man stabile Gleichgewichte durch
alternative Annahmen erhilt (etwa adaptive Erwartungen mit langsamer Anpassung
wie bei Sidrauski, 1967). In Ubereinstimmung damit bemerkt Turnovsky (2000, S.
86), dald die Instabilitdt im Modell von Sargent und Wallace durch die Kombinati-
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on zweier Annahmen entsteht, ndmlich die kurzfristige vollkommene Voraussicht
einerseits und die kontinuierliche Marktraumung andererseits. Ohne kontinuierli-
che Marktrdumung wird m(t) in (2.58) als Geldnachfrage md(t) interpretiert, woraus
man m4(t) = p(t) + ap(t) erhilt. Anstelle der kontinuierlichen Marktraumung fiihrt
Turnovsky die Anpassungsgleichung p(t) = 8[m — m®(1)] ein, wobei 8 > 0 ist und m
das konstante Geldangebot reprédsentiert. Lst man diese Gleichung ebenfalls nach
m(t) auf und setzt die beiden Beziehungen gleich, so folgt schlieRlich

.0 B
p(ﬂ—m[m p)]l,

wobei a < 0 zu beachten ist. Das Gleichgewicht p(¢) = m ist jetzt stabil, wenn —a0 <
1 ist. Wenn also zum Beispiel die Anpassung an das Marktgleichgewicht nicht zu
schnell ist (6 nicht zu grof ist), wird die Instabilitét beseitigt.

Die Sattelpunktinstabilitét tritt auch in nichtmonetdren Wachstumsmodellen auf,
wenn die Existenz heterogener Kapitalgiiter beriicksichtigt wird. Die Instabilitét posi-
tiver (deskriptiver) Wachstumsmodelle ist zuerst von Hahn (1966) aufgezeigt worden
und hat unter der Bezeichnung Hahn-Problem Eingang in die Literatur gefunden.
Auf diese Problematik und ihren Zusammenhang mit der Theorie des optimalen
Wachstums wird im Abschnitt 3.4.1 eingegangen. Modelle mit heterogenen Kapitalgii-
tern werden jedoch nur am Rande behandelt. Die spiter entwickelten Ansdtze einer
positiven Theorie des Wirtschaftswachstums miissen daher so interpretiert werden,
dal eine eventuelle Erweiterung auf mehrere Aktiva nur unter der Voraussetzung
moglich ist, dal Erwartungsmechanismen (etwa adaptive Erwartungen mit langsa-
mer Anpassung) oder Friktionen der Marktraumung unterstellt werden, die die Sta-
bilitat der langfristigen Gleichgewichte nicht von vornherein gefdhrden.

2.3 Optimale Kontrolle

2.3.1 Notwendige und hinreichende Bedingungen

Die intertemporale Maximierung des Konsumnutzens als dynamisches Optimie-
rungsproblem Die gesamte neoklassische Wirtschaftstheorie basiert auf der Grund-
hypothese, daB die einzelnen Wirtschaftssubjekte danach trachten, ihre wie auch
immer geartete Zielfunktion zu optimieren. In der statischen Theorie des Haushalts
kommt das zum Beispiel durch die Maximierung einer Nutzenfunktion unter einer
Budgetbeschrankung zum Ausdruck, wobei unterstellt wird, daB die Zeit keine Rolle
spielt, weil nur eine einzige Periode isoliert betrachtet wird. Offenbar wird dadurch
eine wichtige Entscheidungsvariable des Haushalts von vornherein vernachléssigt:
die Wahl der Ersparnis.

Als Beispiel fiir ein dynamisches Optimierungsproblem kann die Nutzenmaximie-
rung eines Haushalts unter entsprechenden Beschriankungen tiiber einen Zeitraum
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dienen, der etwa sein gesamtes verbleibendes Leben abdeckt. Da die Ersparnis der
Teil des Einkommens ist, der nicht zu Konsumzwecken ausgegeben wird, ergibt die
Losung eines solchen Ansatzes sowohl den optimalen Konsum als auch die optimale
Ersparnis. Die verwendeten Annahmen werden hiufig in der Wachstumstheorie ge-
troffen. Die folgende additiv-separable Nutzenfunktion mit konstanter intertempo-
raler Substitutionselastizitdt verwendet zum Beispiel auch Romer (1990) in seinem
Modell des endogenen Wirtschaftswachstums:

T 1-0

c -1

f —— e P'dt mit 6>0,
0

wobei ¢ = c(#) der Konsum im Zeitpunkt ¢ ist, 8 eine positive Konstante und p die
konstante Diskontrate des Haushalts. Der Haushalt maximiert dieses Nutzenfunktio-
nal’® unter der Nebenbedingung, daR sein in Konsumeinheiten gemessenes Rein-
vermogen a(t) mit dem Anfangsbestand a(0) = gy am Ende des Planungshorizontes
nichtnegativ ist: a(T) = 0. Das Reinvermégen wird mit dem Zinssatz r(¢) verzinst. Un-
terstellt man, dal§ der Haushalt pro Periode eine Arbeitseinheit anbietet und dafiir
den Reallohnsatz w(t) erhilt, so ist der Strom seines (Momentan-) Einkommens in
t gleich w(r) + r(t)a(t). Zieht man davon den Konsum ¢(¢) = 0 ab, so erhilt man als
Verdnderung des Reinvermégens die Ersparnis @ = w+ ra— ¢, wobei die Zeitvariable
der Einfachheit halber weggelassen worden ist.
Zusammengefalt ergibt sich folgendes dynamische Optimierungsproblem:

T Cl—@ -1
max e Ptdr, 6>0,
cecloriJo 1-6
u. d. N. (2.61)
a=w+ra-c, a(0)=ay, a(T)=>0,
() >0.

Zu beachten ist, da8 hier im Gegensatz zur statischen Optimierung, wo der optimale
Wert einer oder mehrerer Variablen gesucht wird, eine optimale nichtnegative Funk-
tion ¢* : [0, T] — R gesucht wird, die stiickweise stetig ist, das heif$t die optimale
Funktion aus allen Funktionen ¢ € C[0, T] mit c(¢) = 0 fiir alle ¢ € [0, T]. (Eine Funk-
tion c(#) heillt stiickweise stetig auf [0, T'], wenn sie bis auf hochstens eine endliche
Anzahl von Punkten stetig ist. An den Unstetigkeitsstellen miissen der rechtsseitige
und der linksseitige Grenzwert existieren; Polstellen sind also ausgeschlossen.)

Die in (2.61) verwendete Momentannutzenfunktion U(c) = (¢!~ -1)/(1-6) wird
in der Literatur hdufig verwendet. Deshalb werden ihre wesentlichen Eigenschaften

26Eine Abbildung von einem linearen Raum in die reellen Zahlen R heilt Funktional. Der Raum aller
auf dem Intervall [0, T] stiickweise stetigen Funktionen f : [0,T] — R ist ein linearer Raum und wird
mit C[0, T] bezeichnet. Die angegebene Nutzenfunktion heiSt additiv-separabel, weil sie sich aus der
Addition (dem Integral) der diskontierten Momentannutzenfunktion (¢! -1)/(1 - 0) uiber alle ¢ ergibt,
die den momentanen Nutzen in jedem Zeitpunkt angibt. L3t man alle stiickweise stetigen Funktionen
c(t) € C[0, T zu, so stellt das Integral eine Abbildung C[0, T] — R dar; also liegt ein Nutzenfunktional vor.
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hier dargestellt. Die Elastizitéit des Grenznutzens —U" (¢)c/ U’ (¢) ist konstant gleich
0:

U'(c)e  0c 0

U ¢

Diese Elastizitdt des Grenznutzens entspricht dem Kehrwert der intertemporalen
Substitutionselastizitit o, die — berechnet fiir zwei Zeitpunkte #; und %, — die relative
Verdnderung des Quotienten c(f1)/c(f;) im Verhéltnis zur relativen Verdnderung der
Steigung der intertemporalen Indifferenzkurve, die ein konstantes Nutzenniveau bei
alternativen Kombinationen des Konsums in # und %, darstellt, angibt und wie folgt
definiert ist:?”

=0.

. .z_d[c(tl)/c(tzn/d(U’[c(tl)]/U’[c(tzm
YT T e T U e U e(1)]

Strebt , gegen t, so erhilt man als Grenzwert den Ausdruck?®®
o=-U'/U"(0)c],

fiir die intertemporale Substitutionselastizitdt, der mit der Inversen der Elastizitédt des
Grenznutzens {ibereinstimmt. Da hier ¢ = 1/6 konstant ist, heit U(c) = (¢}~?-1)/(1-
0) Nutzenfunktion mit konstanter intertemporaler Substitutionselastizitit. Diese
Nutzenfunktion ist fiir 8 = 1 nicht definiert. Berechnet man aber den Grenzwert der
Funktion fiir 8 — 1, so erhdlt man als Spezialfall die logarithmische Nutzenfunktion
U(c) = In(c) mit konstanter Substitutionselastizitiat in Hohe von eins, was mit der
Regel von de 'Hépital bewiesen werden kann:

1-60 1-6
-1 - 1
lim ¢ =lim ¢ n() =In(c),
-1 1-0 0—1 -1

wobei zu beachten ist, dafl der erste Grenzwert auf den unbestimmten Ausdruck 0/0
fithrt, und daR —c'~%In(c) die Ableitung von ¢!~ —1 nach 6 ist.

Pontryagins Maximumprinzip fiir ein Standardmodell Zur Lésung dynamischer
Optimierungsprobleme sind drei unterschiedliche Methoden bekannt: die klassische

27Bemerkenswert ist, daR 1/0 auch das Arrow-Pratt-MaR der relativen Risikoaversion ist. Zur Bedeu-
tung von 1/ in stochastischen Modellen mit Risiko vgl. zum Beispiel Varian (1992, Abschnitt 11.5).
28Getzt man die Beziehungen

c(tl)) 1 c(f1)
=——dc(t) - dc(t
(c(tz) o) ) T 2 42
und , ,
U(c(m)) 1, Uen)
d - U et dett) — 2L g eoya
(U’(c(tz)) Uely 0 et = g e U etdetn)

in die Formel fiir 01,5 ein und beachtet, daB limy, .1 c(2) = c(#;) sowie limy, .4 U'(c()) = U'(c(f1)) (und
ebenso fiir U"), so folgt das Ergebnis fiir 0 nach wenigen Umformungen. (Die Argumentation gilt streng
genommen nur fiir stetige Konsumpfade c(t). Spater wird gezeigt, daf die Losung des Problems (2.61)
einen stetigen Pfad beinhaltet.)
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Variationsrechnung, die sogenannte dynamische Programmierung und die Theo-
rie der optimalen Kontrolle (Pontryagins Maximumprinzip). Das Maximumprin-
zip ist zum einen allgemeiner als die Variationsrechnung, weil es die Einbeziehung
von Nebenbedingungen in Ungleichungsform ermoglicht. Zum anderen erlaubt es
vielfach eine direktere qualitative 6konomische Interpretation von dynamischen Op-
timierungsproblemen als die Variationsrechnung, auch wenn es nicht moglich ist,
ein Problem explizit zu l6sen. Die Bedingungen der dynamischen Programmierung
in stetiger Zeit implizieren die Bedingungen des Maximumprinzips und sind daher
weniger allgemein als jene, die die Bedingungen der dynamischen Programmierung
nur unter bestimmten Voraussetzungen implizieren. Aullerdem ist die Ableitung von
Losungen anhand des Maximumprinzips einfacher, weil es ein System gewohnlicher
Differentialgleichungen im Gegensatz zu der partiellen Differentialgleichung der
dynamischen Programmierung liefert. Allerdings ist der Ansatz der dynamischen
Programmierung zum Beispiel fiir Probleme in diskreter Zeit und im Zusammen-
hang mit Differentialspielen von zentraler Bedeutung. Die Theorie der optimalen
Kontrolle steht im folgenden im Mittelpunkt. Die dynamische Programmierung wird
im Hinblick auf die wichtige Interpretation der Wertfunktion und einen heuristischen
Beweis des Maximumprinzips zusitzlich knapp dargestellt.

Im folgenden werden die notwendigen Optimalitdtsbedingungen fiir ein einfa-
ches Standardmodell der optimalen Kontrolle angegeben, das fiir zahlreiche 6kono-
mische Anwendungen hinreichend allgemein ist. Gegeben ist ein Entscheidungstra-
ger, der sein Zielfunktional

T
J() =f U(t,x,u) dt+ S(T,x(T)) (2.62)
0

zu maximieren sucht. (Der Fall der Minimierung kann durch die Maximierung von
—J erfallt werden.) Sowohl u als auch x sind Funktionen der Zeit ¢, was zur Vereinfa-
chung der Notation in der Regel nicht explizit kenntlich gemacht wird.

Der Entscheidungstrager kann zu jedem Zeitpunkt ¢ € [0, T] die Werte eines Vek-
tors u(s) = (uy(1),..., uy (1)) € Q2 von Kontrollvariablen bestimmen, wobei [0, T] der
Planungszeitraum und 2 c R der Kontrollbereich ist, in dem die Werte der m Kon-
trollvariablen zu jedem Zeitpunkt liegen miissen. Der Kontrollbereich (2 kann, mufl
aber nicht offen sein. Der Planungshorizont T ist hier fest gegeben. Die Gro3e x(¢) =
(x1(2),...,Xx,(1)) € R" bezeichnet den Zustandsvektor zum Zeitpunkt ¢, der durch die
Kontrollvariablen geméR der Gleichung der Zustandstransformation (oder kurz Zu-
standsgleichung)

x=f(¢,x,u) mit x(0) =xg (2.63)

gesteuert wird, wobei die Anfangsbedingung x(0) = Xy gegeben ist. Die Funktion
S(T,x(T)) gibt den Rest- oder Schrottwert des Zustands an. Man beachte, daly zum
Beispiel x(¢) im folgenden der Einfachheit halber sowohl den Wert des Zustandsvek-
tors zum Zeitpunkt ¢ als auch die Funktion x: [0, T] — R" oder die Zustandstrajekto-
rie {x(#) | 0 < t < T} bezeichnen kann. Die Schreibweise x(#) € R” macht beispielswei-
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se nur Sinn, wenn x(¢) als Wert des Zustandsvektors zum Zeitpunkt ¢ interpretiert
wird.

Die Funktionen U und f seien stetig differenzierbar in x und stetig in u und in #;
S sei stetig differenzierbar in x und 7. Eine Kontrolltrajektorie u(z) hei3t zulissig,
wenn sie auf [0, T] stiickweise stetig in ¢ ist und u(¢) € Q fiir alle ¢ € [0, T] gilt. Setzt
man eine derartige zuldssige Kontrolltrajektorie in die Zustandsgleichung (2.63) ein,
so erhilt man zusammen mit den Anfangsbedingungen x(0) = xy ein System von
Differentialgleichungen in den Zustandsvariablen x, dessen Losung einen stetigen
und stiickweise stetig differenzierbaren Zustandspfad x(#) liefert. Dadurch erklart
sich auch die Schreibweise von J in Abhédngigkeit von der Kontrolltrajektorie u(?),
weil die Wahl dieser Kontrolltrajektorie die Zustandsvariable und damit letztlich auch
den Wert des Zielfunktionals J bestimmt.

Fiir die Zustandsvariablen kénnen auch Endbedingungen wie x;(T) = x;r oder
x; (T) = x;T berticksichtigt werden. Eine zuldssige Kontrolltrajektorie u(z) mufl dann
neben den bereits angegebenen Eigenschaften auch die Bedingung erfiillen, daR die
zugehorige Zustandstrajektorie den gegebenen Endbedingungen genitigt.

Ahnlich der Methode der Lagrangefunktion in der statischen Optimierung wird
in der Theorie der optimalen Kontrolle die Hamiltonfunktion zur Darstellung der
Optimumbedingungen verwendet. Die Hamiltonfunktion fiir das vorliegende Stan-
dardproblem lautet

H(t,x,u,Ag,A) = AU(t,x,u) + A-£(£,x,u). (2.64)

Dabei haben die Kozustandsvariablen A(f) = (A;(f),...,4,(¢)) eine dhnliche Rolle
wie die Lagrangemultiplikatoren in der statischen Optimierung. Wahrend A(¢) zeit-
abhingig ist, ist 1y eine nichtnegative Konstante, die gleich eins gesetzt werden kann,
wenn sie ungleich null ist. Im folgenden wird unterstellt, dal§ die vorkommenden
Vektoren jeweils passend als Spalten- oder Zeilenvektor interpretiert werden, was
zur Vereinfachung der Darstellung nicht durch Transpositionszeichen kenntlich ge-
macht wird. Mit 0 wird der Nullvektor jeweils passender Dimension bezeichnet.
Die grundlegenden notwendigen Optimalitdtsbedingungen fiir das durch

T
max {](u):f U(t,xu dt+S(T,x(T))}
ueCl0,T] 0

x=f(t,x,u) mit x(0)=xg
u(t)eQ<R™ Virel0,T] (2.65)
xi(T)=xj7,i=1,...,nm
xi(T)YZxi7, i=m+1,...,m
x;(T)frei, i=ny+1,...,n
zusammengefallite Standardproblem werden im folgenden Satz angegeben, wobei

die Funktionen U, S und f die bereits getroffenen Annahmen beziiglich der Stetig-
keit und Differenzierbarkeit in ihren Argumenten erfiillen. Zur Abkiirzung werden
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folgende Schreibweisen vereinbart:

Hy (£,X*(8),u” (8), Ao, A(1)) := OH(£,X™ (1), 0" (£), A9, A(£))/3x(1),
Sx(T,x*(T)) := dS(T,x* (T))/0x(T).

(Man beachte, da man zum Beispiel H(t,x* (),u* (1), g, A(#)) nicht nach x(¢) ablei-
ten kann, sondern dal die Ableitung von H(t,x(t),u*(¢),Ag, A(¢)) nach x(¢) an der
Stelle x*(#) gemeint ist.) Die notwendigen Bedingungen erfordern, daf§ die Hamilton-
funktion fiir alle ¢ € [0, T] maximiert werden soll, was die Bezeichnung als (Pontryag-
ins) Maximumprinzip erklart.

Satz 2.15 (Pontryagins Maximumprinzip) Die zuldssige Kontrolltrajektorieu™ (t) mit
der zugehdrigen Zustandstrajektorie X* (t) lose das Kontrollproblem (2.65). Dann exi-
stieren eine Konstante Ao = 0 und eine stetige und stiickweise stetig differenzierbare
Kozustandstrajektorie A(t) € R", so dafs der Vektor (Ay,A(t)) fiir kein t € [0, T] ver-
schwindet und fiir alle t € [0, T\, fiir die u*(t) stetig ist, die Bedingungen®’

u” (1) = argmax H(z,x" (£),u, Ao, A(2)),
uen

A1) = —Hy(,x* (1), u* (£), Lo, A(1))

erfiillt sind. Zum Endzeitpunkt gelten die Transversalititsbedingungen

Ai(T) frei,i=1,...,m,
Ai(T) 2 XSy, (T,x*(T)) und

[Ai(T) = Ao Sy (T,X" (THI[x; (T) = x;71 =0, i=m+1,...,n,
Ai(T) =298y, (T,x" (1)), i =np+1,...,n.

Beweis: Ein vollstdndiger Beweis wiirde den Rahmen sprengen. Spéter wird ein heuristi-
scher Beweis mittels der dynamischen Programmierung angegeben. Vollstindige Bewei-
se fiir zum Teil erheblich allgemeinere Probleme findet man zum Beispiel im Original
von Pontryagin et al. (1964), in Hestenes (1966) und in Berkovitz (1974). O

Bemerkung 2.11. Weil stiickweise stetige Funktionen als zuldssige Kontrolltrajekto-
rien zugelassen sind, ist die optimale Losung u* (¢) nicht eindeutig bestimmt, denn
eine Anderung der Trajektorie an endlich vielen Stellen beeinfluBt so weder ihre Zu-
lassigkeit noch ihre Optimalitédt. Vereinbart man, dal der Wert der Kontrollvariablen
bei allen Unstetigkeitsstellen gleich dem jeweiligen rechtsseitigen Grenzwert sein soll,
wird diese Art der Mehrdeutigkeit ausgeschlossen. Die Maximierungsbedingung fiir
die Hamiltonfunktion (2.64) des Satzes 2.15 gilt so fiir alle ¢ € [0, T]. ¢

29Dje  Schreibweise u* () = argmaxyen H(t,x*(1),u,A9,A(t)) bedeutet, dal die Funktion
H(t,x*(1),u, g, A(1)) bei u* () ihr Maximum annimmt.
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Bemerkung 2.12. Ist die Hamiltonfunktion zweimal stetig differenzierbar in x und u,
streng konkav in u und ist Q konvex, so ist u*(¢) durch die Maximierungsbedingung
im Satz 2.15 zu jedem Zeitpunkt eindeutig bestimmt und stetig fiir alle ¢ € [0, T,
vgl. Feichtinger und Hartl (1986, S. 84). Daher gelten die Optimumbedingungen des
Satzes auch fiir A in diesem Fall fiir alle ¢ € [0, T]. Da u stetig ist, folgt daraus, daR
x* () und A(¢) stetig differenzierbar sind. Im Inneren von ( ist deshalb auch u*(¢) =
u(t,x* (1), A(1)) stetig differenzierbar. ¢

Bemerkung 2.13. Da alle Bedingungen des Satzes 2.15 unabhingig von der Multi-
plikation der Multiplikatoren (1g, A(#)) mit der gleichen positiven Konstanten sind,
konnen diese Multiplikatoren auf 1o = 1 normiert werden, sofern nicht der patholo-
gische Fall mit 1y = 0 auftritt. Im allgemeinen mul} man dazu den Ansatz Ao =0 in
jedem speziellen Kontrollproblem zu einem Widerspruch fiihren. Fiir den Spezialfall
ohne Endbedingungen kann allerdings generell gezeigt werden, dal 1y # 0 ist. In die-
sem Fall lauten die Transversalitidtsbedingungen namlich A;(T) = AoSy, (T,x* (T)) fiir
alle i =1,...,n, das heillt mit A9 = 0 also A(T) = 0. Dadurch wird demnach die Nicht-
trivialitdtsbedingung (19, A(#)) # 0Vt € [0, T] verletzt. Folglich kann A1y = 1 in diesem
Fall vorausgesetzt werden. Wenn dagegen Endbedingungen vorliegen, ist die vielfach
tibliche Vorgehensweise, den Multiplikator 1y von vornherein gleich eins zu setzen,
unzuldssig. Der Fall 1o = 0 wird als pathologisch bezeichnet, weil die Momentanziel-
funktion U in bezug auf die notwendigen Bedingungen des Maximumprinzips dann
gar keine Rolle spielt. ¢

Bemerkung 2.14. Wenn u* () fiir alle ¢ € [0, T] im Inneren von 2 liegt, impliziert die
Bedingung der Maximierung von H die Bedingung

Hy(£,x" (0),u™ (1), 20, A(1)) =0

fiir alle £ € [0, T]. Ist die Hamiltonfunktion dariiber hinaus konkav in u, so ist H, =0
auch hinreichend fiir ein Maximum, und die Maximierungsbedingung ist zu H, =0
dquivalent. ¢

Bemerkung 2.15. Die Differentialgleichungen fiir die Zustandsvariablen und die Ko-
zustandsvariablen werden zusammen als kanonisches Differentialgleichungssystem
bezeichnet. Mit x = f(¢,x,u*) = Hy (¢,x,u*, 1g, A) lautet das kanonische System

X= HA(I,X,U*,AO,A),
A=—Hy(t,x,u*, 19, A).

Die zweite Differentialgleichung wird auch als Kozustandsgleichung bezeichnet. Da-
bei ist u* aufgrund der Maximumbedingung in Abhéngigkeit von x, 1y, A und ¢
gegeben. Das kanonische System besteht daher aus 2n (nichtautonomen) Differenti-
algleichungen in x und A mit n Anfangsbedingungen x¢ und n Endbedingungen fiir
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A(T) und/oder x(7T), je nach Problemformulierung, so daf sich zumindest bei gutar-
tigen Problemen prinzipiell eine eindeutige Losung ergeben kann. Allerdings ist die
analytische Bestimmung dieser Losung natiirlich nur in einfachen Ausnahmefillen
moglich, zumal es sich um ein Randwertproblem handelt, das ungleich schwieriger
als ein Anfangswertproblem zu handhaben ist. Die Losung des kanonischen Diffe-
rentialgleichungssystems ist im allgemeinen von ¢, f, xg, A9, T und den jeweiligen
Endbedingungen abhiéngig. Das gilt dementsprechend auch fiir die optimale Kontrol-
le, die zum Beispiel fiir den Fall freier Endwerte und A(T) = 0 geschrieben werden
kann als u* (t; tp, T,Xg). ¢

Einer der Vorteile des Maximumprinzips gegeniiber der Variationsrechnung be-
steht in der problemlosen Beriicksichtigung von Ungleichungsrestriktionen (die auch
durch die Wahl des gegebenenfalls abgeschlossenen Kontrollbereichs 2 modelliert
werden konnen). Das folgende Beispiel illustriert den wichtigen Spezialfall der Bang-
Bang-Losung, der zum Beispiel bei linearen Kontrollproblemen mit Beschrankungen
fir die Kontrollvariablen auftreten kann. Eine Bang-Bang-Losung ist dadurch cha-
rakterisiert, dal$ sie von einer Grenze des zulédssigen Intervalls zur anderen Grenze
springt.

Beispiel 2.9. Zu maximieren ist das Zielfunktional fOT(x +u)dt+ %x(T) mit der Zustandsglei-
chung % = T — u und der Anfangsbedingung x(0) = 0, wobei der Kontrollbereich 2 = [0,1] zu
beachten ist. Da keine Endbedingung vorliegt, kann 19 = 1 gesetzt werden, und die Hamilton-
funktion lautet:

H=x+u+AMT-u.

Die Bildung der ersten Ableitung von H nach u liefert
> <
Hy=1-A1)20 = A1) S 1.

Die zweite Ableitung ist Hy; = 0. Das bedeutet, daf§ zum Zeitpunkt ¢ der gréte (kleinste)
mogliche Wert von u(t) gewdhlt wird, wenn A(#) < 1 (A(¢) > 1) ist. Daher wird H;, im linea-
ren Fall auch als Umschaltfunktion bezeichnet. Wenn A(#) =1 ist, ist der optimale Wert von
u(t) unbestimmt.2? Im Fall einer in u linearen Hamiltonfunktion ist es daher erforderlich, Be-
schréankungen fiir die Kontrollvariable vorzugeben, wenn man nicht unbeschriankte Lésungen
erhalten will. Deshalb ist der Kontrollbereich 2 = [0, 1] gew&hlt worden, was zur Folge hat, daf§
u*(t) =1, wenn A(¢) < 1, und u* () =0, wenn A(f) > 1. Da die Kozustandsgleichung wie im
letzten Beispiel 1 = —Hy = —1 lautet und die gleiche Transversalititsbedingung gilt, ergibt sich
wie zuvor A(f) = T+1/2—1¢>0 fiir £ € [0, T]. Damit gilt A(z) >1 fir t€ [0, T — %) und A(7) <1
fur r e (T - %, T1, wobei T > 1/2 unterstellt wird. Damit ergibt sich — unter Beachtung von
Bemerkung 2.11 - schlieflich

. 0 fir 0St<T-3
u ()= 1
1 fir T-3<t<T

30Wenn die Umschaltfunktion fiir ein Zeitintervall von positiver Linge verschwindet, so heift das ent-
sprechende Losungsstiick singuldrer Pfad. Vgl. dazu ausfiihrlich Feichtinger und Hartl (1986, Kap. 3).
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Dieses Ergebnis kann in die Zustandsgleichung eingesetzt werden:

(T fir 0<t<T-1
X =
T-1 fir T-1<¢<T

Unter Berticksichtigung der Stetigkeit von x(¢) und der Anfangsbedingung x(0) = 0 liefert die
Integration dieser Differentialgleichung

L fir 0<t<T-%
X =
T-3+(T-1t fir T-3<t<T.

Als wichtige 6konomische Anwendung der Kontrolltheorie wird das zu Beginn
diskutierte dynamische Entscheidungsproblem des Haushalts gel6st. Dieses Beispiel
illustriert auch, dalk es selbst bei einfachen Problemen miihsam sein kann, auf ei-
ne korrekte Anwendung des Maximumprinzips zu achten, etwa im Hinblick auf die
Annahme Ao = 1.

Beispiel 2.10. Das Optimierungsproblem (2.61) wird der besseren Ubersichtlichkeit halber
hier noch einmal angegeben:

T 1-0_1
max f ———ePld:, 6>0,
ceClo,T1Jo 1-0

u.d. N. (2.61)
a=w+ra-c, a(0)=ag, a(T)=0,
c(t) = 0.

Zur Vereinfachung wird unterstellt, daf der Reallohnsatz w > 0 und der Zinssatz r > 0 konstant
sind. Damit das Problem eine sinnvolle Losung hat, muf ferner angenommen werden, daf§
a(T) > 0 erreichbar ist, wenn nichts konsumiert wird. Andernfalls gibt es entweder gar keine
Losung, wenn a(T) < 0 wire, auch wenn c(¢) = 0 fiir alle ¢ € [0, T] ist, oder nur die triviale
Losung mit a(T) = 0 fiir c(¢) =0 fiir alle ¢ € [0, T]. Konkret muR also gefordert werden, dal die
Losung von a = w+ra einen Wert a(T) > 0 ergibt. Mit anderen Worten, ag darf nicht zu negativ
sein. Da eine Endbedingung vorliegt, lautet die Hamiltonfunktion fiir das Problem (2.61)

01_9—1

Z et —
e + A (w+ra-oc),
1-6 1 )

H=X1g

wobei der Konsum c¢ die Kontrollvariable und das Reinvermégen a die Zustandsvariable ist.
Fiir eine innere Losung beziiglich c erhdlt man aus dem Satz 2.15 die folgenden Optimumbe-
dingungen:
H;= A()C_ee_pt -A1 =0,
11 = —7%1, (2~66)
M(T) 20, A(Da(T)=0.
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Um zu zeigen, daB 1p = 1 gesetzt werden kann, wird angenommen, dal g = 0. Dann folgt aus
der Bedingung (19,11 (2)) # (0,0), dal A, (#) # 0 fiir alle ¢, wegen der Stetigkeit von A;(#) also
entweder A (#) > 0 fiir alle  oder A1 (#) <0 fiir alle 7. Im ersten Fall erkennt man anhand der Ha-
miltonfunktion unmittelbar, daf nur c(¢) =0 fiir alle ¢ € [0, T] die optimale Losung sein kann,
denn fiir A9 =0 < A ergibt sich das Maximum der Hamiltonfunktion bei ¢ = 0. Annahmege-
malR gilt aber a(T) > 0, wenn c(#) = 0 fiir alle ¢, so da8 die Transversalitdtsbedingung A1 (T) =0
impliziert und folglich A9 = 0 < A; nicht méglich ist. Im zweiten Fall mit A1 () <0 = Ag wiir-
de die Maximierung der Hamiltonfunktion c(#) = oo fiir alle ¢ implizieren. Setzt man dieses
Ergebnis in die Zustandsgleichung ¢ = w+ ra — ¢ ein und bildet das Integral von 0 bis T, so
folgt

T T
a(T) — ag =f adt= lim f (w+ra—c)dt=- lim Tc=—oo,
0 Cc—00 0 N —r Cc—00
<oo
also a(T) <0, im Widerspruch zur Endbedingung a(T) = 0. Fiir Ag = 0 gibt es also keine zulis-
sige Losung, die alle notwendigen Bedingungen erfiillt. Daher kann Ay > 0 auf eins normiert
werden.

Als néchstes wird gezeigt, dal im Optimum a(7T) = 0 gelten mul. Intuitiv liegt dieses Er-
gebnis nahe, weil ein positiver Wert von a(T) impliziert, dall vorher mehr hétte konsumiert
werden konnen. Formal 146t sich aus der Annahme a(T) > 0 ein Widerspruch herleiten. In
diesem Fall ist aufgrund der Transversalitdtsbedingung A; (T) = 0, so dall anhand der zweiten
Gleichung in (2.66) zu erkennen ist, dal Ay (¢) =0 fiir alle ¢ € [0, T] (man beachte, dal /11 ge-
mél der Bemerkung 2.12 stetig ist, weil die Hamiltonfunktion fiir A9 = 1 streng konkav in ¢
ist). Die Maximierung der Hamiltonfunktion impliziert dann c(#) = oo fiir alle ¢ € [0, T], was im
Zusammenhang mit der Zustandsgleichung a = w + ra — ¢ wiederum a(7T) < 0 impliziert, im
Widerspruch zur Annahme a(7) > 0. Also mufl a(T) = 0 sein. Das Argument zeigt auch, daf§
A1 fiir alle ¢ positiv ist. Da H konkav in c ist, impliziert die erste Gleichung in (2.66), da® tat-
sdchlich eine innere Losung fiir ¢ vorliegt, da das Maximum der Hamiltonfunktion im Inneren
auftritt.

Differenziert man ¢ %e=P! — A1 =0 nach ¢ und ersetzt im Ergebnis A1 durch —rA; und
schlieBlich A1 durch ¢=%¢P%, so ergibt sich

¢ 1

e E(r—p). (2.67)
(Diese Vorgehensweise ist in vielen Modellen erfolgreich und daher niitzlich.) Die Gleichung
(2.67) wird hiufig als Keynes-Ramsey-Regel®! bezeichnet, die besagt, daR die Wachstumsrate
des Konsums im Optimum positiv, gleich null oder negativ ist, wenn der Zinssatz groer, gleich
oder kleiner der Diskontrate p des Haushalts ist.

Damit liegt ein System zweier linearer Differentialgleichungen ¢ = (r—p)c/0 und a = w+

ra—c in ¢ und a mit den beiden Randbedingungen a(0) = gy und a(T) = 0 vor. Die allgemeine
Losung der ersten Differentialgleichung mit einer unbestimmten Konstanten C; ist

c* (1) = Cpelr=P110,

Setzt man dieses Ergebnis in die zweite Differentialgleichung ein, so liefert die Formel der
Variation der Konstanten unter Verwendung der Anfangsbedingung a(0) = ap (nach einigen

31Ramsey (1928) schreibt eine verbale Erklirung Keynes zu.
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miihsamen, aber einfachen Umformungen)

0 W _rt

adw=et|ag+Licg— Y, lA=0r—p1t/0 ]
r 1-0r—-p r

-G 1-0)r—p

Die Konstante C; 14t sich durch Substitution von a(T) = 0 bestimmen:

w 0
O=ap+—-e"T1+C [1— l1-0)r=pIT/0}
wry Yla=er-pl
also
oo (ap+%[1-e""1) [1-6)r-p]
L T Cela=0r—pITi0) 0 ’

Setzt man diese Konstante in ¢*(#) und a* (f) ein, so erhilt man schlieBlich den optimalen3?
Konsumpfad und den zugehorigen Pfad des Reinvermdogens. Die sich ergebenden Formeln
sind trotz des einfachen zugrundeliegenden Problems schon ziemlich untibersichtlich.

Einfachere explizite Losungen ergeben sich fiir den Spezialfall mit w = 0 und 6 = 1. Die
erste Annahme besagt, dall der Haushalt kein Arbeitseinkommen hat, die zweite impliziert
eine Nutzenfunktion mit konstanter intertemporaler Substitutionselastizitdt von eins. Setzt
man diese Werte ein, so lautet die explizite Losung des Problems

aop —

* 1= o (r p)t’

c (1) s

a*(t)= e (e’pt—e’pT)
1-ePT '

Man beachte, da 6 =1 direkt in die zuvor berechneten Losungen eingesetzt werden kann, ob-
wohl die Nutzenfunktion selbst fiir 0 = 1 nicht definiert ist. Das liegt daran, dal§ die Ableitung
der Nutzenfunktion an der Stelle 8 =1 gleich 1/c ist, also gleich der Ableitung von U(c) = In(c).
Diese Nutzenfunktion ergibt sich aus U(c) = (c!=? -~ 1)/(1 - 6), wenn man den Grenzwert fiir
0 — 1 berechnet.

Diese Losung ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn ag > 0 ist, da die Verzinsung des Rein-
vermogens die einzige Einkommensquelle des Haushalts ist. Fiir ay = 0 ist der Konsum in
jedem Zeitpunkt gleich null; fiir ap < 0 ist er negativ (was nicht moglich ist). Dieses Problem
stellt sich anders dar, wenn der Haushalt — wie anfangs unterstellt — auch ein Arbeitseinkom-
men hat. Dann gibt es eine untere negative Grenze fiir ag, die nicht unterschritten werden darf,
damit eine Losung mit nichtnegativem Konsum existiert, was durch die Annahme a(T) > 0 fiir
c(#) =0 fiir alle t € [0, T] sichergestellt worden ist.

In der Okonomik ist die Funktion U(t,x,u) héufig in der Form
Ut,x,u) = e P"U°(x,u)

gegeben, dhnlich wie im Beispiel 2.10. Die Zeitvariable ¢ taucht so explizit nur iiber
einen Diskontierungsfaktor e P! in (2.62) auf. Wenn auRerdem (2.63) autonom ist,
ist es sinnvoll, die im Satz 2.15 verwendete Hamiltonfunktion (2.64) mit e®? zu mul-
tiplizieren, wobei p die nichtnegative Diskontrate ist. Die Funktion . := e’ H heif3t

325treng genommen ergibt sich nur ein Pfad, der die notwendigen Bedingungen fiir ein Optimum erfiillt.
Spéter werden hinreichende Bedingungen angegeben, die von diesem Pfad erfiillt werden.
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Hamiltonfunktion in laufender Bewertung (current-value Hamiltonfunktion), in
Unterscheidung zur im Satz 2.15 verwendeten Funktion H, die genauer als Hamil-
tonfunktion mit Bezug zum Gegenwartswert (present-value Hamiltonfunktion)
bezeichnet wird. Werden die notwendigen Bedingungen gemill dem Satz 2.15 un-
ter den genannten Voraussetzungen mit Hilfe der current-value Hamiltonfunktion
formuliert, so erhélt man ein autonomes kanonisches System von Differentialglei-
chungen, in dem der Term e~?! nicht auftaucht. Konkret wird das Kontrollproblem
(2.65) folgendermaRen neu formuliert:

T
max {](U)=f e_thC(x,u)dt+e"’TS“(x(T))}
ueCl0,T] 0

x=f‘x,u) mit x(0)=xg
u()eQcR™ VYtel0,T] (2.65a)
xi(T)=xi7,i=1,...,m
xi(MZxiT,i=n+1,...,n
xi(T)frei, i=ny+1,...,n
Zu beachten ist, dalk zwischen den Funktionen U, S und f aus (2.65) und U¢, S¢ und

f¢ aus (2.65a) die Beziehungen U = e P'U°, S = e PTS¢ und f = f¢ bestehen.
Multipliziert man jetzt die present-value Hamiltonfunktion

H(t,x,u,A9,A) = Lge P U (x,u) + A - (x,u)
mit e??, so erhilt man mit A°(¢) := eP*A(¢) die current-value Hamiltonfunktion
FEx,u, A9, A6) = U (x,u) + A€ - f°(x, 1), (2.68)

die nicht mehr explizit von ¢ abhéngt.

Die notwendigen Bedingungen des Satzes 2.15 lassen sich mit der current-value
Hamiltonfunktion folgendermalen neu fassen. Zundchst dndert die Multiplikation
von H mit e’ nichts daran, daf u*(r) die Funktion in jedem Zeitpunkt maximie-
ren muf, so daf die Maximierungsbedingung im Satz 2.15 auch in bezug auf die
current-value Formulierung gilt. Aus A(f) = — Hy erhilt man mit A(¢) = e"?*A°(¢) und
folglich A(1) = —pe P*A°(1) + e P*A° (1) unter Verwendung von —Hy = —e P'.7%; die
neue Kozustandsgleichung

—pe PIAS(1) + e PTAS (1) = —e P A (X", u*, Ao, AS),
beziehungsweise nach Multiplikation mit ef?:
AS(1) = pA° (D) - A6(x" ,u*, A0, A9),

Die addquaten Transversalitdtsbedingungen ergeben sich schlieBlich unmittelbar un-
ter Verwendung von A°(T) := e?T A(T) aus den im Satz 2.15 angegebenen Bedingun-
gen. Zum Beispiel wird aus 1;(T) = ApSy, (T,x*(T)) durch Substitution von A;(T) =
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e‘pT)Ll?(T) und Sy, (T,x*(T)) = e‘pTSfci (x*(T)) die neue Transversalitdtsbedingung
AS(T) = Ao SE, (x* (T)).

Weil die current-value Formulierung in der Wirtschaftstheorie von zentraler Be-
deutung ist, wird Satz 2.15 fiir das Problem (2.65a) in dieser Schreibweise noch ein-
mal explizit als Satz angegeben.

Satz 2.16 (Maximumprinzip in laufender Bewertung) Wenn die zuldssige Kontroll-
trajektorie u* (t) mit der zugehdrigen Zustandstrajektorie x*(t) das Kontrollproblem
(2.65a) lost, dann existieren eine Konstante Ay = 0 und eine stetige und stiickweise ste-
tig differenzierbare Kozustandstrajektorie A°(t) € R", so dafs der Vektor (Lo, A°(1)) fiir
kein t € [0, T verschwindet und fiir alle t € [0, T1, fiir dieu* (t) stetig ist, die Bedingun-
gen

u”(¢) = argmax. 7 (x" (t),u, 19, A°(1)),
ueQ

AS(8) = pA°(1) — ZE(x" (1), 0" (1), Ao, A°(£)
erfiillt sind. Zum Endzeitpunkt gelten die Transversalitdtsbedingungen

AT frei,i=1,...,m,
lg(T) > YLOS)CCI_ x*(T)) und

[A?(T) —AOS;i (X*(T))][x;(T) —x;7]=0, i=n;+1,...,n,
Af(T) = AOS)‘; & (7)), i=ny+1,...,n.

Bemerkung 2.16. Fiir den Fall ohne Restwertfunktion, S = 0, lautet die Transversali-
tatsbedingung fiir i = np +1,..., n in der present-value Formulierung A;(T) = 0. Mit
AL () = ef i (1) ergibt sich daraus genau genommen in der current-value Formulie-
rung die Transversalitdtsbedingung

e PTAS(T) =0,

eine Feststellung die hier wegen e T # 0 zwar unwesentlich ist, aber bei Problemen
mit unendlichem Zeithorizont Bedeutung erlangt. Wenn die Endbedingung x; (T) = 0
lautet fiir i = n; +1,..., n, mit S=0, so ergibt sich die entsprechende Transversalitéts-
bedingung analog als

e PTASM 20 und e PTAS(T)x}(T) =0.

Zu beachten ist, dal ¢ nun weder in der Zustandsgleichung noch in der Kozu-
standsgleichung auftaucht. Die current-value Formulierung liefert also, wie bereits
angemerkt, ein autonomes System von Differentialgleichungen.
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Beispiel 2.11. Nun soll kurz die Lésung des Optimierungsproblems (2.61) aus dem Beispiel
2.10 anhand der current-value Formulierung dargestellt werden. Da dieselben Annahmen wie
zuvor getroffen werden, kann auch analog gezeigt werden, dal$ man A = 1 setzen und daher
Af einfach mit A¢ bezeichnen kann. Damit lautet die current-value Hamiltonfunktion:

1-60

1-0
Aus dem Satz 2.16 ergeben sich die folgenden Optimumbedingungen fiir eine innere Lésung
beziiglich c:

=5

+A%w+ra-c).

H=c9_2¢=0,
A =pAC—rAS, (2.69)
AS(T) 20, AS(Ta(T)=0.

Differenziert man ¢~ — A€ = 0 nach ¢ und ersetzt im Ergebnis A¢ durch (p— )A€ und
schlieRlich A¢ durch ¢, so ergibt sich wieder die Keynes-Ramsey-Regel

E—l(r—) (2.67)
c g P '

Dall im Optimum a(T) = 0 gelten muf}, kann analog zur present-value Formulierung in
Beispiel 2.10 gezeigt werden. Damit liegen dieselben beiden Differentialgleichungen in ¢ und
a mit denselben Randbedingungen wie dort vor. Folglich stimmen auch die daraus zu ermit-
telnden Losungen {iberein. ¢

Hinreichende Bedingungen Unter bestimmten weiteren Voraussetzungen (in erster
Linie die Annahme der Konkavitit) sind die notwendigen Bedingungen des Maxi-
mumprinzips auch hinreichend fiir die Optimalitédt. Die grundlegenden hinreichen-
den Bedingungen sind von Mangasarian (1966) angegeben worden. Da im folgenden
stets g = 1 bendtigt wird, wird Ay als Argument der Hamiltonfunktion vernachldssigt.
Im Unterschied zu den notwendigen Bedingungen wird gefordert, da U und f auch
in u stetig differenzierbar sind. Diese Annahme wird im folgenden durchgehend
getroffen.

Satz 2.17. Sei u*(t) mit zugehdriger Zustandstrajektorie X* (t) eine zuldssige Losung
des Problems (2.65), die die notwendigen Bedingungen des Satzes 2.15 mit Ay = 1 er-
fiillt. Wenn Q konvex ist, die Hamiltonfunktion H(t,x,u, A) fiir alle t € [0, T] konkav in
(x,u) und S konkav in x ist, dann ist (u*,x*) eine optimale Losung. Wenn H(t,x,u, 1)
streng konkav in (x,u) ist, ist (u*,x*) die einzige optimale Losung.

Beweis: Die hinreichenden Bedingungen sind erheblich einfacher zu beweisen, als die
notwendigen Bedingungen. Vgl. zum Beispiel Feichtinger und Hartl (1986), Seierstad
und Sydseeter (1987) und Seierstad und Sydseeter (1977). U

Bemerkung 2.17. Zu beachten ist, daf die Hamiltonfunktion gemeinsam konkav in
(x,u) sein muB. Die Konkavitét in x fiir gegebenes u und in u fiir gegebenes x reicht
nicht aus. ¢
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Bemerkung 2.18. Die Konkavitdt der Hamiltonfunktion folgt in zahlreichen 6kono-
mischen Anwendungen aus den Annahmen iiber U und f. Sind diese Funktionen
konkayv, so ist die Hamiltonfunktion als positiv gewichtete Summe konkaver Funktio-
nen auch konkav, wenn A = 0 fiir alle ¢ € [0, T]. Ist U konkav und f konvex, so ist H
konkav, wenn A < 0 fiir alle £ € [0, T]. O

Bemerkung 2.19. Der Satz 2.17 gilt analog fiir die Formulierung der Hamiltonfunkti-
on in laufender Bewertung. Konkret: Wenn (x*,u*) die Bedingungen des Satzes 2.16
mit Ay =1 erfiillt, die Hamiltonfunktion in laufender Bewertung .#° konkav in (x,u)
und S konkav in x ist, dann ist (x*,u*) eine optimale Losung von (2.65a). Die Lésung
ist eindeutig, wenn # streng konkav ist. ¢

Beispiel 2.12. Die Hamiltonfunktion im Beispiel 2.10 (beziehungsweise 2.11) ist konkav, weil
die Nutzenfunktion konkav und die Zustandsgleichung linear ist. Da die notwendigen Bedin-
gungen fiir Ag =1 erfiillt werden und Q = [0,00) konvex ist, kann der Satz 2.17 angewendet
werden, wobei die optimale Losung eindeutig ist. ¢

Bemerkung 2.20. Der Beweis des Satzes 2.17 lduft fiir die present-value Formulie-
rung auf die Abschitzung

A=Ju") = JWw = (S¢ — AD) - (X" (T) =x(T))

fiir alle zuldssigen Kontrolltrajektorien u(#) mit zugehoriger Zustandstrajektorie x(t)
hinaus. Fiir den Fall ohne Restwertfunktion (S = 0), der insbesondere fiir die spater
diskutierten Probleme mit unendlichem Zeithorizont von Bedeutung ist, ergibt sich
daraus

AZ AT)) - (x(T) =x" (1))

Wie in der Bemerkung 2.16 erhidlt man analog fiir die current-value Formulierung die
Abschétzung
A= e PTAST) - x(T) —x*(T)).

Unter den getroffenen Annahmen (insbesondere Konkavitét) folgt also aus
e PTA°(T) - (x(T) —x*(T)) 20, (2.70)

dall A =2 0 und damit dafl (x*,u*) optimal ist. Man kann leicht iiberpriifen, da§ die
Endbedingungen und die notwendigen Transversalititsbedingungen diese Unglei-
chung fiir einen endlichen Planungszeitraum sicherstellen. Bei Problemen mit un-
endlichem Planungszeitraum wird auf die Beziehung (2.70) zuriickzukommen sein.

O

Eine Verallgemeinerung der von Mangasarian (1966) angegebenen hinreichen-
den Bedingungen stellen die hinreichenden Bedingungen von Arrow (1968) dar,*

33Arrow (1968, S. 92) bezeichnet seine hinreichenden Bedingungen als minor variation of a theorem
of Mangasarian und liefert keinen Beweis. Vgl. dazu und zu weiteren Literaturhinweisen Seierstad und
Sydseeter (1977).
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die auf der Konkavitdt der maximierten Hamiltonfunktion in x beruhen. Die maxi-
mierte Hamiltonfunktion fiir das Problem (2.65) ist definiert durch

HO(t,x,A) := max H(t,x,u, 1),
ue

wobei A9 = 1 nach wie vor unterstellt und daher nicht als Argument aufgefiihrt wird.
Man beachte den Unterschied zwischen der maximierten Hamiltonfunktion H° und
der entlang der optimalen Trajektorien ausgewerteten Funktion H*. Wéhrend letzte-
re durch Einsetzen von x*(¢) und u*(¢) in H entsteht und daher eine Funktion von
t ist, ausgewertet entlang des optimalen Pfades, wird in H° lediglich u durch die je-
weils maximierende Wahl von u(t,x, A1) ersetzt. Die Arrow-Bedingungen besagen im
wesentlichen, dafl§ unter den sonstigen Voraussetzungen des Satzes 2.17 die Konkavi-
tat der maximierten Hamiltonfunktion in x anstelle der Konkavitidt von H in (x,u) fur
die Optimalitdt ausreicht, wobei im Falle der strengen Konkavitét allerdings nur die
Eindeutigkeit von x* gewihrleistet ist. Die Konkavitit von H in (x,u) impliziert dabei
diejenige von H? in x, aber nicht umgekehrt.

2.3.2 Dynamische Programmierung

Die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung Im folgenden wird der Ansatz der dyna-
mischen Programmierung als Alternative zur Losung von dynamischen Optimie-
rungsproblemen kurz dargestellt, wobei wieder das Standardproblem (2.65) betrach-
tet wird.>* Grundlegend fiir das Verstdndnis der dynamischen Programmierung ist
das Bellmansche Optimalitiitsprinzip (Bellman, 1957), das besagt, dal§ eine optima-
le Losung die Eigenschaft hat, daf3, wie der aus den vorhergehenden Entscheidungen
resultierende Zustand x(#) zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ auch sein mag, alle fol-
genden Entscheidungen, die von diesem Zustand zu diesem Zeitpunkt als Startbedin-
gung ausgehend getroffen werden, ihrerseits optimal in bezug auf das verbleibende
Teilproblem sein miissen. Da sich das Prinzip auf alle Zeitpunkte ¢ bezieht, ist es
offensichtlich hinreichend fiir die Optimalitét einer Losung.

Die Wertfunktion V(t,x(t)) gibt den optimalen Wert des Zielfunktionals ausge-
hend vom Zeitpunkt ¢ € [0, T] an, also den maximalen Wert fiir das zum Zeitpunkt ¢
verbleibende Zeitintervall [, T]:3°

T
V(t,x(f)) = max {/ U(T,X(T),u(‘l’))dT+S(T,X(T))}, (2.71)
ume,r2>t \Jt

wobei alle Nebenbedingungen des Problems (2.65) zu beachten sind. (Im Falle der
Diskontierung wird der verbleibende Wert jeweils auf den Zeitpunkt ¢ = 0 bezogen.)

34Dje Beweise in diesem Abschnitt folgen Berkovitz (1974) und Basar und Olsder (1995).
35Hier wird unterstellt, dafl eine optimale Losung existiert. Allgemeiner kann man die Wertfunktion
durch den Austausch von MaXy (e, 1>y durch SUPy (e, 1> 1 definieren.
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Man erkennt anhand dieser Formulierung unmittelbar, dal§ das Bellmansche Optima-
litdtsprinzip auch notwendig fiir ein Optimum des Problems (2.65) ist, denn wenn
zum Beispiel fiir das verbleibende Zeitintervall [#, T] eine Kontrolle gewahlt wird, die
den Ausdruck auf der rechten Seite nicht maximiert, wird auch das Zielfunktional fiir
den gesamten Zeitraum nicht maximiert.

Satz 2.18 (Notwendige Bedingungen) Wenn die Wertfunktion V(t,X) fiir das Problem
(2.65) auf [0, T1 x R™ existiert und stetig differenzierbar ist, dann erfiillt eine optimale
Losungu* fiir alle t € [0, T] die Bedingung

u” (t,x) = argmax H (¢,x,u, Vx(£,X)),
uen

und V(t,x) erfiillt die partielle Differentialgleichung
_Vt(t)x) :maXH(t)xrur Vx(t;x)); (272)
uen
V(T,x(T)) = S(T,x(T)).

Beweis: Gemill dem Bellmanschen Optimalitdtsprinzip ist V(¢ + At,x(¢ + At)) die Wert-
funktion fiir den Teil der Losung, der zum Zeitpunkt ¢ + A¢ mit dem Zustand x(z + Af)
beginnt. Der optimale Wert des Zielfunktionals 148t sich daher als Summe

t+At
V(t,x(f)) = max {f U(t,x(1),u(r)) dt + V(t+AL‘,x(t+At))}
u(r)e, t

t<r<t+At

darstellen. Da V annahmegemaR stetig differenzierbar ist, kann

t+At
f U(r,x(1),u(r)) dt
t

fiir sehr kleines At durch U(t,x(¢),u(¢t))At approximiert werden:

V(t,x(1)) = max {U(t,x(1),u(0)At+ V(t+ At,x(t+ A1)} + 0(A¥),
u(He

wobei die Optimierung iiber u(¢) zum Zeitpunkt ¢ erfolgt. Mit o(Af) werden die Terme
hoherer Ordnung bezeichnet, die fiir At — 0 schneller gegen null konvergieren, als At
(Landaus o), das heil8t limp;—.g 0(Af)/(Af) = 0. Nach dem Satz von Taylor gilt

V(t+At,x(t+ A1) = V(£,x(8)) + Ve (£,x(1) At + Vx (£,X(2)) - XAT + 0(A¥).

Setzt man dieses Ergebnis in die vorhergehende Gleichung ein, dividiert durch At und
beachtet X = f(¢,x,u), so folgt fiir At — 0 die partielle Differentialgleichung

0= max {U(f,x(5),u() + V¢ (£,x(0) + Vx (£,x(0) - £(2,x(2), u (1))} .
u(nen

Definiert man die Hamiltonfunktion H gemaf3

H(t,x,u, %(£,x)) = U(t,x,u) + V(£,x) - £(£,x,1),
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so 1alt sich, weil V;(¢,x(£)) nicht von u(z) abhéngt, die partielle Differentialgleichung in
der Form
—V¢(t,x) = max H (t,x,u, Vx(,X))
uen

schreiben. Die Randbedingung V(T,x(T)) = S(T,x(T)) folgt unmittelbar aus (2.71). [J

Fiir den Satz 2.18 gilt die Bemerkung 2.11 analog. Die partielle Differentialglei-
chung (2.72) heif$t Hamilton-Jacobi-Bellman-(H)B)-Gleichung. Der folgende Satz
2.19 gibt eine hinreichende Bedingung an. Wenn die Wertfunktion bekannt ist und
eine zuldssige Losung, die allen Randbedingungen gentigt, die HJB-Gleichung erfiillt,
dann ist diese Losung optimal.

Satz 2.19 (Hinreichende Bedingungen) Wenn es auf [0, T] x R" eine reelle, stetig dif-
ferenzierbare Funktion V(t,x) gibt, die die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung

=Vi(1,x) = m%xH(t,x,u, Vk(t,%)), (2.73)
ue
V(T,x(T)) = S(T,x(T)) (2.74)

erfiillt, und wenn die durch
u” (t,x) = argmax H (¢, x, u, V(£,X)) (2.75)
ueQ
bestimmte Kontrolltrajektorie zuldssig ist, dann ist diese Kontrolltrajektorie mit der
zugehorigen Zustandstrajektorie X* eine optimale Losung von (2.65).

Beweis: Zunichst ist zu beachten, daf$ (2.73) auch wie folgt geschrieben werden kann,
da die linke Seite unabhéngig von u ist:

max [V (£,x) + H (¢,x,u, Vx(£,x))] =0.
uen
Seien x* (#) und x(f) die jeweils eindeutigen Zustandstrajektorien, die durch die zulds-

sigen Lésungen u* beziehungsweise @ auf dem Intervall [0, T] erzeugt werden. Dann
folgt aus (2.75) unmittelbar

0=Ve(£,x") + H(£,x*,u*, Vx(£,X")) = Vi (£,%) + H (£, %, @1, Vx(£,%)).
Mit der Definition der Hamiltonfunktion H = U + Vi -f und unter Berticksichtigung von

dv(t,x) 0V(5,x) + ov(t,x)

= (1,
di at xxw
148t sich diese Ungleichung schreiben als
av(t,x*) _ . 4dvV(,x)
0=U(t,x"u")+ ——— 2 U(t,%, .
(t,x",u’)+ ar 2 U(t,xu) + ar

Integriert man diese Ungleichung tiber das Intervall [0, T1, so folgt

T
V(0,x0) =f Ut,x* (0),u” (t,x* (1)) dt + S(T,x" ()
0

T
gf Ut x(1), a(t,%(1))) dt + S(T,%(T))
0
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wobei fOT dvidt = V(T,x(T))-V(0,x9) und V(T,x(T)) = S(T,x(T)) nach (2.74) verwendet
worden sind und V(0,xg) auf allen Seiten der Ungleichungskette addiert worden ist. Der
Wert des Zielfunktionals wird also durch die Kontrolltrajektorie u* maximiert. (J

Bemerkung 2.21. Die durch u*(¢,x*) gegebene optimale Losung hdngt von ¢ und
x*(t) ab. Dagegen ist die mittels des Pontryaginschen Maximumprinzips abgeleitete
optimale Kontrolle u* (¢,xp) im allgemeinen eine Funktion der Zeit ¢ und des Anfangs-
zustands xg. Die Funktion u*(¢,x*) wird als Losung in Riickkopplung (feedback)
bezeichnet, die Losung u*(t,xp) als Losung in offener Schleife (open loop). Im vor-
liegenden Zusammenhang deterministischer optimaler Kontrollprobleme ist diese
Unterscheidung nicht von groBer Bedeutung, weil man x* = x*(t,x¢) in die Riick-
kopplungsldsung einsetzen kann und so eine dquivalente Losung in offener Schleife
erhélt. Eine optimale Losung in Riickkopplung kann daher immer in eine optimale
Losung in offener Schleife umgeformt werden und umgekehrt. Die Unterscheidung
erhélt Bedeutung zum Beispiel im Zusammenhang mit Differentialspielen oder mit
stochastischen Kontrollproblemen, weil diese Aquivalenz der Lésungen dann nicht
mehr gilt. Natiirlich setzt eine Riickkopplungslosung voraus, daf auch eine entspre-
chende Informationsstruktur vorliegt, die die Kenntnis des Zustands in jedem Zeit-
punkt beinhaltet, was bei deterministischen Problemen durch die Kenntnis der Zu-
standsgleichung impliziert ist. Spéater wird anhand eines Beispiels gezeigt, dall eine
Riickkopplungslosung auch dann vorzuziehen ist, wenn ungenaue Daten verwendet
werden. ¢

Heuristischer Beweis des Maximumprinzips Die notwendigen Bedingungen der
dynamischen Programmierung in stetiger Zeit gemaR Satz 2.18 implizieren unter
bestimmten zusétzlichen Voraussetzungen die Bedingungen des Maximumprinzips
nach Satz 2.15.36 Die folgenden zusitzlichen Annahmen werden bendtigt. (1) Die
Wertfunktion V(¢,x(#)) sei zweimal stetig differenzierbar in ihren Argumenten. (2)
Die Menge aller x(t) € R", von denen aus als Startwert zum Zeitpunkt ¢ eine optimale
Losung existiert, die die eventuell vorgegebenen Endwerte erreicht, sei offen. Diese
Menge wird X; genannt.

Spéter werden zur Ableitung der Transversalitdtsbedingungen noch weitere An-
nahmen getroffen. Die Annahmen (1) und (2) reichen fiir den Hauptteil des Beweises
aus. Definiert man

A1) := Vi(t,x(1)), (2.76)

so folgt die Bedingung der Maximierung der Hamiltonfunktion aus dem Satz 2.15
unmittelbar aus der Bedingung u*(¢,x) = argmaxyc H (£,%x,u, V(¢,X)) im Satz 2.18.
Die Ableitung von A nach ¢ ist

A(0) 1= Vit (1,%(0) + Vi (£,X(D)%, 2.77)

36Vgl. zum folgenden zum Beispiel Arrow und Kurz (1970, Kap. 2), Berkovitz (1974, Kap. 5) und Feichtin-
ger und Hartl (1986, Kap. 2).
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wobei Vi (t,x(2)) die Hesse-Matrix der Wertfunktion beziiglich x an der Stelle (¢,x(#))
ist. Um daraus die Kozustandsgleichung des Maximumprinzips abzuleiten, wird be-
achtet, dal§ aus der HJB-Gleichung

=V;(t,X) = max H (t,x,u, Vx(¢,X))
ue

folgt, dal die Funktion
FX) := H(t,x,u”, V(£,%) + V;(£,%)

fiir jedes t € [0, T] ihr Maximum, null, an der Stelle (x*,u*) erreicht. Fiir jede andere
zuldssige Trajektorie x(¢) ist u* im allgemeinen keine dazu passende optimale Kon-
trolle, so dal8 der Wert der Funktion F hier hochstens gleich null ist. Folglich erreicht
F an der Stelle x* ein Maximum. Wegen x(t) € X; fiir alle ¢ folgt daraus, weil X;
annahmegemil offen ist, dall Fx(x*) =0 (fiir festes u*), also

HX (tyX*)u*r Vx(t;x*)) + ((Hl(trx*;u*r Vx(t;X*))), Vxx), + V[X(I)X*) = 0

Beachtet man nun, da H) = f= % wegen der Definition der Hamiltonfunktion und
Vix = Vxr sowie Vix = (Vi)' aufgrund der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit
von V und damit (X' Vix)' = VixX, so ergibt sich

th(t;x*) + Vxx(t,x*)xz _Hx(trx*)u*) Vx(t;x*)) .
Dieses Ergebnis kann in (2.77) eingesetzt werden, um die Kozustandsgleichung
A= —Hy(t,x*,u*, 1)

zu erhalten.

Zu beachten ist, dall in der hier verwendeten Hamiltonfunktion Ay nicht auf-
taucht, weil Ao = 1 gilt. Fiir die Bedingungen des Satzes 2.15 gilt dagegen A¢ =1 im
allgemeinen nur fiir den Fall ohne Endbedingungen. DaR fiir den vorliegenden Fall
die Bedingungen des Maximumprinzips mit 1y = 1 gelten, ohne daR explizit auf den
Fall ohne Endbedingungen verwiesen worden ist, liegt an den zusétzlichen Annah-
men (1) und (2), die fiir die Giiltigkeit des Satzes 2.15 nicht erforderlich sind.>”

SchlieRlich sind noch die Transversalitdtsbedingungen des Satzes 2.15 abzuleiten.
Auch dafiir wird ein heuristischer Ansatz verwendet, der Modifikationen der friither
getroffenen Annahmen (1) (hier: V ist stetig differenzierbar) und (2) (hier: die Menge
der Endwerte, fiir die eine optimale Lésung existiert, ist offen) und dariiber hinaus
eine innere Losung beziiglich der optimalen Kontrolltrajektorie u*(¢) voraussetzt.>®
Mit Bezug zum Satz 2.15 sind drei Félle zu unterscheiden. (1) Fiir vorgegebene End-
werte der Zustandsvariablen, also fur i = 1,..., n;, sind keine Transversalitdtsbedin-
gungen erforderlich. (2) Im Falle vorgegebener Untergrenzen, also fiir i = n;+1,..., np,

37Vgl. hierzu auch Seierstad und Sydseeter (1987, S. 172).
38 Ahnlich gehen Léonard und Long (1992, Kap. 4 und 7) vor.
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sind Transversalitdtsbedingungen mit komplementidrem Schlupf zu beweisen. Das
ist einfacher, nachdem der dritte Fall abgehandelt worden ist. (3) Die Darstellung
beginnt daher mit dem Fall ohne vorgegebene Endwerte fiir die Zustandsvariablen,
alsomiti=ny+1,...,n.

Das Optimierungsproblem (2.65) wird nun zweistufig gelost, indem zunéchst al-
le Endwerte willkiirlich durch x(T) = X1 vorgegeben werden. Zu beachten ist dabei,
daB der optimale Wert natiirlich von den vorgegebenen Endwerten und der Linge
des Planungszeitraumes abhingt. Die Wertfunktion kann im Falle gegebener Endwer-
te zum Endzeitpunkt T daher auch genauer geschrieben werden als V(¢,x(¢), T,X7).
Dann gibt V(0,xg, 7,X7) den maximalen Wert des Problems fiir einen willkiirlich vor-
gegebenen Wert X1 an. Fiir die Variablen i = np + 1,..., n, fiir die urspriinglich kein
Endzustand vorgegeben gewesen ist, kann diese Funktion jetzt noch beziiglich ;7
maximiert werden, um die optimalen Endwerte zu erhalten. Da annahmegemal die
Menge der moglichen Endwerte, fiir die eine optimale Losung existiert, offen ist, im-
pliziert das die notwendige Bedingung fiir ein Maximum

Vi (0,%0, T,%X7) =0, fiir i=my+1,...,1. (2.78)

Um diese Ableitung zu berechnen, ist zu beachten, da die Wertfunktion zum
Zeitpunkt ¢ = 0 wegen x = f(£,x*(£),u” (1)) unter Verwendung einer beliebigen Zeit-
funktion p(t) geschrieben werden kann als

V(0,xo, T,)X7) =

T
f {U(,x"(0),u”™ (1) + p- [f(2,x" (1), 0™ (1) %I} dt + S(T,X7).
0

Die Regel der partiellen Integration liefert fOT pxdt=[pxl- fOT [1-x dt. Substituiert

man — fOT p-x dt entsprechend und verwendet H = U+ p-f, so ergibt sich mit [[J'X]g =
p(T)-X7 — p(0) -xg die Wertfunktion

T
V(0,xo, T,X1) =f0 {H(t,x" (1),u” (1), () + (1) - X" (1)} dt
- p(1)-x7 + p(0) -x0 + S(T,X7).

Die optimalen Funktionen x* (¢#) und u* héngen jeweils von den gegebenen Anfangs-
und Endwerten der Zustandstrajektorie ab. Diese Grollen sind demnach Parameter
im Integranden auf der rechten Seite. Weil ¢ und die beliebige Funktion p(#) von die-
sen Parametern unabhéngig sind, kann die Ableitung nach X;r, sofern sie existiert,
folgendermallen entsprechend der Regel fiir die Ableitung eines Integrals nach ei-
nem Parameter berechnet werden:

V)?,'T (O)XOY T)XT) =

T * * *
fo {HX*.O" @ g, 0@ +p(r).a;‘ (t)} dt— p;(T) + Sx, (T,X7).

0X;r 0%;T XiT
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Unterstellt man eine innere Losung fiir u*(#), so folgt im Optimum H, = 0 fiir alle
t. Fiir die optimale Kozustandstrajektorie p(t) = A(t) gilt A(f) = —Hx+. Mit diesen
Ergebnissen folgt unmittelbar, dal das Integral auf der rechten Seite gleich null ist.
Folglich gilt

V1 (0,%0, T,X7) = = A (T) + S, (T, X7).

(Hinweis: Analog kann man anhand der Darstellung auch leicht erkennen, dal§ unter
den getroffenen Annahmen V4, (0,%o, T,X7) = A(0) ist.)

Die Optimumbedingung (2.78) impliziert damit die Transversalitdtsbedingung fiir
den Fall (3) ohne vorgegebene Endwerte, wobei jetzt X7 als Argument von S wieder
durch den optimalen Wert x*(T) ersetzt wird:

Ai(T) =Sy, (T,x"(T)), fir i=m+1,...,n

Fiir den Fall (2) mit vorgegebenen Untergrenzen wird jetzt ein i aus i = nj +
1,..., np herausgegriffen. Wenn die Endbedingung x;(T) = x;7 lautet, kann die Opti-
mierung dargestellt werden, indem im ersten Schritt wieder angenommen wird, dal§
der Endwert willkiirlich auf %;1 festgelegt wird. Im zweiten Schritt wird nun wieder
Xi7 so bestimmt, daB V unter der Nebenbedingung %;7 = x;r maximal wird. Das
impliziert

V7 0,%0, T,X1) = = A;(T) + Sz, (T,X7) = 0,

mit Gleichheit, wenn im Optimum ¥;7 > x;r gilt. Analog mufl ;7 = x;7 mit Gleich-
heit gelten, wenn —A;(T) + Sg,, (T,X7) <0 ist. Ersetzt man wieder Xy durch x*(T) als
Argument von S, so folgt also die Transversalitidtsbedingung

Ai(T) 2 Sy, (T,x*(T)) und
[Ai(T) = Sy (TX* (TN[x; (T) = x;71 =0, i=m+1,...,n.

Damit ist das Maximumprinzip gemé&l Satz 2.15 unter den hier getroffenen zu-
sdtzlichen Voraussetzungen, insbesondere der zweimaligen stetigen Differenzierbar-
keit der Wertfunktion, bewiesen. Zu beachten ist allerdings, daf diese Voraussetzun-
gen in vielen Fillen nicht erfiillt sind, weshalb der gegebene Beweis heuristisch ist.*’
Das besondere Problem hierbei ist, daR die Giiltigkeit der Annahmen im Einzelfall
nicht anhand der Problemstellung beurteilt werden kann. Denn die Annahme V € C?
betrifft eine Funktion, die zunédchst gar nicht bekannt ist. Es ist also gerade eine der
Starken des Pontryaginschen Ansatzes, dald er auch ohne diese Voraussetzung giiltig
ist.

39Eine eingehendere Analyse der Beziehungen zwischen der dynamischen Programmierung und dem
Maximumprinzip liefern Clarke und Vinter (1987). Bedingungen, die die Differenzierbarkeit der Wertfunk-
tion garantieren, sind von Benveniste und Scheinkman (1979) fiir den Fall der Variationsrechnung und
von Seierstad (1982) fiir die Theorie der optimalen Kontrolle abgeleitet worden. Ein Beispiel, das zeigt,
dal selbst im Falle harmlos aussehender Probleme die Wertfunktion unter Umstdnden nicht tiberall diffe-
renzierbar ist, geben Seierstad und Sydseeter (1987, S. 212).
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Die Vorgehensweise in diesem Abschnitt fithrt unmittelbar auf die Interpretation
der Kozustandsvariablen als Schattenpreise. Der Ansatzpunkt hierfiir ist Gleichung
(2.76). Wenn V differenzierbar ist, ist A;(f) gleich der Ableitung der Wertfunktion
nach der Zustandsvariablen x;(f) zum Zeitpunkt t. Wenn x;(f) zum Beispiel einen
Kapitalstock représentiert, gibt 1;(¢) also an, um wieviel sich der maximale Wert
des Zielfunktionals fiir den verbleibenden Zeitraum erhoht, wenn der Kapitalstock
zum Zeitpunkt ¢ marginal erhéht wird. Eine solche GroRe wird in der Wirtschafts-
theorie als Schattenpreis bezeichnet. Denn wenn das Zielfunktional zum Beispiel in
Geldeinheiten gemessen wird, gibt 1;(¢) an, welchen Geldbetrag ein rationaler Agent
maximal fiir eine von aullen hinzugefiihrte Kapitaleinheit zu zahlen bereit ist, weil
der (verbleibende) Wert seines Zielfunktionals um eben diesen Betrag steigt. (Die
Dimension von A;(#) ist in diesem Fall Geldeinheiten pro Kapitaleinheit.)

Bemerkung 2.22. Die gesamte Argumentation setzt die Differenzierbarkeit der Wert-
funktion voraus. Wenn V nicht differenzierbar ist, so kann unter gewissen Vorausset-
zungen jedoch gezeigt werden, daB fast immer A(f) € dxV(t,x) ist, wobei 04V (t,x)
der verallgemeinerte Gradient von V(¢,x(t)) beziiglich x ist, vgl. Clarke und Vinter
(1987). Die Interpretation als Schattenpreis ist daher mit gewissen Einschrankungen
allgemein moglich, wobei der Schattenpreis bei fehlender Differenzierbarkeit nicht
eindeutig ist. ¢

2.3.3 Unendlicher Planungshorizont

Notwendige und hinreichende Bedingungen In der Wirtschaftstheorie wird hdufig
unterstellt, daB der Planungszeitraum T = oo ist. Diese Annahme ist offensichtlich
unrealistisch; so sind sich die Astronomen dariiber einig, daf§ die Erde nur fiir einen
endlichen Zeitraum existieren wird. Trotzdem gibt es manchmal gute Griinde, einen
unendlichen Planungszeitraum zu unterstellen. In der Theorie des optimalen Wachs-
tums stellt sich zum Beispiel fiir jeden endlichen Planungshorizont die Frage, wieviel
Kapital zum Zeitpunkt T iibrigbleiben soll, da ja die nachfolgenden Generationen
auf diesen Kapitalstock angewiesen sind. Um eine wirklich optimale Lésung zu fin-
den, miiBte dieser zu hinterlassende Kapitalstock seinerseits optimal bestimmt wer-
den. Die Annahme eines unendlichen Planungszeitraumes ist eine Fiktion, um diese
Schwierigkeit zu umgehen. Tatsédchlich vereinfacht sich die Analyse eines Modells un-
ter dieser Annahme betrédchtlich, was ein weiterer Grund fiir die hdufige Verwendung
dieses Ansatzes ist. Schliefllich ermoglicht die Annahme T = co eine konzeptionell
saubere Diskussion langfristiger Gleichgewichte.

Den genannten Vorteilen stehen allerdings auch einige zusitzliche mathemati-
sche Probleme gegeniiber. Zum einen ist der Begriff der Optimalitét zu {iberdenken,
wenn das zu maximierende Zielfunktional nicht konvergiert. Welche Losung ist die
beste, wenn viele Losungen zu Werten des Zielfunktionals fithren, die gleich unend-
lich sind? Zum anderen lassen sich nicht alle Ergebnisse der Kontrolltheorie einfach
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auf einen unendlichen Planungshorizont {ibertragen. Wenn keine Endbedingungen
fiir die Zustandsvariablen vorliegen, gibt es abgesehen von Spezialfillen keine not-
wendigen Transversalitdtsbedingungen.

Da autonome Modelle mit Diskontierung im Falle eines unendlichen Planungs-
horizontes im Mittelpunkt stehen, wird das Problem (2.65a) betrachtet. Da im Falle
eines unendlichen Planungshorizontes die Formulierung eines Restwertes S offenbar
wenig sinnvoll ist, lautet die addquate Formulierung fiir T = oo

max { Jw) = fo ¥ e P U u) dt}

ueC[0,00)
x=f(x,u) mit x(0)=xp
u() eQcR™ fiiralle te[0,00)

. . (2.79)
lim x; (t) = Xjo, L =1,..., 11,
t—o00

li{ninfxi(t) > Xiooy L= +1,..., 7,
—00

lim x; (1) frei, i=ny +1,...,n,
t—o00

wobei x;., eine Endbedingung fiir die Zustandsvariable i im Sinne eines Grenzwer-
tes fiir t — oo ist. Fiir n; +1,..., ny ist es hierbei sinnvoll, den Grenzwert im Sinne
des Limes inferior (vgl. zum Beispiel Seierstad und Sydseter, 1987, S. 427-428) zu
verwenden, da so zum Beispiel eine periodische Schwankung oberhalb des Wertes
Xico zuldssig ist. In solch einem Fall existiert der Grenzwert lim,_., x;(#) nicht, und
der entsprechende Pfad ist nicht zuldssig, wenn die Endbedingung mit dem iiblichen
Grenzwert definiert wird.

Wenn die Problemformulierung sinnvoll sein soll, ist es erforderlich, daf§ das un-
eigentliche Integral in (2.79) fiir jede zuldssige Losung konvergiert. Eine hinreichende
Bedingung dafiir ist, da U von oben durch einen Wert U beschrinkt und p > 0 ist,
weil dann gilt:

oo _ _rb U U
J(u) g[ e P Udt=limU| e Pdt==lim(1-er)==. (2.80)
0 b—oo Jo P b—oo p

In vielen Anwendungen divergiert das Integral allerdings. In diesem Fall miissen
andere Optimalitédtskriterien formuliert werden. Sei

t ¢
A(D) :=f e_’”U(x*,u*)dT—f e PTUx,u) dr,
0 0

wobei (x,u) eine beliebige zuldssige Losung ist. Die bekanntesten Optimalitétskriteri-
en fiir den unendlichen Planungszeitraum sind:

(1) Das overtaking-Kriterium von von Weizsidcker (1965), demzufolge der Wert des
Zielfunktionals jeder anderen zulédssigen Trajektorie von der optimalen Lésung
(x*,u*) in endlicher Zeit eingeholt werden mufi. Das heif§t, (x*,u*) ist optimal,
wenn es fiir jedes zuléssige Paar (x,u) ein ¢’ gibt, so daB A(t) 2 0 fiir alle ¢ = ¢'.



88 Kapitel 2. Mathematische Methoden der Wachstumstheorie

(2) Das catching up-Kriterium von Gale (1967), demzufolge (x*,u*) optimal ist, wenn
fiir jedes € > 0 ein endlicher Zeitpunkt ¢’ gefunden werden kann, so da A(t)+¢ =
0 fiir alle r = ¢/, das heit wenn der optimale Wert des Zielfunktionals fiir alle
t 2 t' um héchstens € unter dem Wert aller anderen zuldssigen Lésungen liegt.
Anders ausgedriickt:

li;n infA(¢) 20 fiir alle zuldssigen (x,u).

(3) Das sporadically catching up-Kriterium von Halkin (1974), wonach (x*,u*) op-
timal ist, wenn fiir jedes ¢ > 0 und jedes ¢’ ein Wert t” = ¢’ gefunden werden
kann, so daR A(t") + € = 0 ist, das heilt wenn der optimale Wert des Zielfunktio-
nals zum Zeitpunkt ¢ um hochstens € unter dem Wert aller anderen zuldssigen
Losungen liegt. Anders ausgedriickt:

limsup A(¢) =20 fiir alle zuldssigen (x,w).

t—o00

Zwischen den einzelnen Kriterien besteht die folgende logische Beziehung, die di-
rekt aus den angegebenen Definitionen und der allgemeinen Eigenschaft limsup =
liminf folgt: Die Optimalitédt beziiglich des Kriteriums (1) impliziert die Optimalitédt
beziiglich des Kriteriums (2), die die Optimalitdt beziiglich des Kriteriums (3) im-
pliziert. Wenn das uneigentliche Integral in (2.79) existiert, dann ist das normale
Maximierungskriterium in (2.79) mit den Kriterien (2) und (3) dquivalent, wahrend
Kriterium (1) nicht aus der Maximierungsanweisung folgt.

Der grundlegende Satz iiber notwendige Bedingungen fiir T = oo stammt von Hal-
kin (1974), der das sporadically catching up-Kriterium verwendet hat, weil die not-
wendigen Bedingungen fiir die Optimalitdt in bezug auf dieses Kriterium aufgrund
der angegebenen logischen Beziehung offensichtlich auch notwendige Bedingungen
fiir alle anderen genannten Kriterien sind. Der folgende Satz gilt daher fiir alle Krite-
rien, sowohl bei Divergenz als auch bei Konvergenz des Zielfunktionals.

Satz 2.20 (Maximumprinzip fiir 7 = o0o) Gegeben ist das Problem (2.79), wobei die
Maximierungsvorschrift durch die Forderung der sporadically catching up-Optimali-
tit ersetzt wird. Wenn u* (t) mit zugehoriger Zustandstrajektorie X* (t) optimal ist, gel-
ten mit Ausnahme der Transversalitiitsbedingungen alle Bedingungen von Satz 2.16
analog fiir t € [0,00).

Beweis: Halkin (1974). O

Bemerkung 2.23. Auch wenn keine Endbedingungen vorliegen, kann nicht wie im
endlichen Fall von vornherein 1y = 1 gesetzt werden. Halkin beweist den Satz 2.20
durch Riickfithrung auf ein Problem mit endlichem Planungshorizont T und festem
Endzustand xr, fiir das die Formulierung mit 1y = 1 nicht von vornherein moglich ist
und fiir das keine Transversalitdtsbedingungen existieren. Daher liegt es nahe, da
diese Einschriankungen auch fiir T = oo gelten. ¢
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In vielen 6konomischen Ver6ffentlichungen werden die zu den in der Bemerkung
2.16 angegebenen analogen Grenztransversalitdtsbedingungen

lim e A1) =20 und lim e AS(Dx; () =0 fir i=m+1,..,m,
t—o0o t—oo
wobei als Endbedingung lim;_, x; () = 0 unterstellt wird, und

lim efpt/lf(t) =0 fir i=m+1,...,n,

t—o0
als notwendige Bedingungen bezeichnet. Diese Vorgehensweise ergibt sich aus einer
durch die 6konomische Intuition gestiitzten Ubertragung der Bedingungen fiir den
Fall mit endlichem Planungshorizont auf den Fall T — co. Angenommen, x(f) = 0
bezeichnet den Kapitalstock und e Pt 1¢(t) den Barwert des entsprechenden (nicht-
negativen) Schattenpreises des Kapitals. Wenn im Falle eines endlichen Planungs-
horizontes T der Kapitalstock zum Zeitpunkt T positiv ist, kann diese Losung nur
optimal sein, wenn der abdiskontierte Schattenpreis null ist, denn im Falle eines po-
sitiven Schattenpreises bleibt ein Kapitalstock mit positivem Gegenwartswert iibrig,
der keine Verwendung mehr hat. Wenn umgekehrt der Schattenpreis positiv ist, mufl
der Kapitalstock zum Zeitpunkt T gleich null sein. Ubertrigt man dieses Argument
auf T — oo, so folgt

tlim x*() =0, [lirn e PIAS(t) >0, tlim e PIAC(Hx* (1) =0.

Das folgende beriihmte Gegenbeispiel von Halkin (1974, S. 271) zeigt, dall diese Ana-
logie zwischen endlichem und unendlichem Planungszeitraum nicht immer giiltig
ist.*

Beispiel 2.13. Das Zielfunktional f5°(1 - x)u dt soll maximiert werden, wobei die Zustands-
gleichung x = (1 — x) u mit x(0) = 0 lautet und der Kontrollbereich durch u € [0, 1] = Q2 gegeben
ist. Da * dem Integranden des Zielfunktionals entspricht, gilt

(o) o0
J(u) :f (l—x)udt:f xdt= lim x(¢)—x(0) = lim x(7).
0 0 t—o00 t—00

Anhand der Zustandsgleichung ist unmittelbar zu erkennen, daf x immer kleiner als eins ist,
weil X =0 fiir x =1 (und % = 0 kann wegen der Eindeutigkeit der Losung der Differentialglei-
chung nicht erreicht werden). Daher ist jede Losung optimal, die zu lims_.oo, x(#) = 1 fiihrt. Das
wird zum Beispiel durch jedes konstante i € (0, 1) erfiillt, denn x = (1-x)@# hatfir 0 < &t < 1 den
Wert 1 als asymptotisch stabiles Gleichgewicht. (Die Wahl von 0 < @z < 1 geht auf Arrow und
Kurz (1970, S. 46, Fulnote 1) zuriick; dadurch wird die Darstellung einfacher als zum Beispiel
fiir die optimale Kontrolle & = 1, womit sich das Gegenbeispiel ebenfalls darstellen 14t.)

Die Hamiltonfunktion lautet H(= #) = (19 + 1) (1 — x) u. Weil & optimal ist und annahme-
gemdl im Inneren des Kontrollbereichs liegt, mul dieser Wert H maximieren, wobei Hy =
(Ao + 1) (1 — x) = 0 gilt. Daraus folgt Ag = —A(¢) fiir alle ¢ € [0,00). Weil 1¢9 und A nicht gleich-
zeitig gleich null sein kénnen, mufl ¢ > 0 sein und kann gleich eins gesetzt werden. Also ist

40Ein weiteres bekanntes Gegenbeispiel stammt von Shell (1969).



90 Kapitel 2. Mathematische Methoden der Wachstumstheorie

A(t) = -1 fiir alle ¢ € [0,00), und weil A(?) stetig ist, gilt lim; .o, A(#) = —1. Fiir die angegebe-
ne optimale Losung ist also die Transversalitdtsbedingung (in der present-value Formulierung
beziehungsweise fiir p = 0) lim;_, A(#) = 0 nicht erfiillt, und daher ist sie keine notwendige
Bedingung. ¢

Wenn fiir alle x; Endbedingungen der Form lim;_.o, x; () = X;o vorliegen, liefert
der Satz 2.20 im allgemeinen geniligend Informationen, um einen oder einige Kan-
didaten fiir eine optimale Losung aufzuspiiren. Andernfalls werden aufgrund der
fehlenden Transversalitdtsbedingungen in der Regel unendlich viele Kandidaten die
notwendigen Bedingungen erfiillen, weil dem kanonischen Differentialgleichungs-
system dann Randbedingungen fehlen. Daher ist es nicht verwunderlich, dal die
Suche nach geeigneten zusétzlichen Bedingungen oder Annahmen, die weitere Be-
dingungen implizieren, bis heute nicht abgeschlossen ist. Schon Arrow (1968, S. 93)
hat angemerkt, dal in ... cases of interest in economics, the transversality conditi-
ons [...] are in fact valid, but so far it is necessary to verify this in each case. Daran
hat sich bis heute nur fiir bestimmte Spezialfille etwas gedndert. Bemerkenswert ist,
daB alle bekannten Gegenbeispiele keine Diskontierung beinhalten, also fiir p = 0
formuliert sind. Fiir den Fall mit Diskontierung (beziehungsweise allgemeiner mit
Konvergenz des Zielfunktionals) und unter Verwendung zusitzlicher Voraussetzun-
gen haben Michel (1982) und Benveniste und Scheinkman (1982) die Notwendigkeit
von bestimmten Transversalitdtsbedingungen nachgewiesen. Darauf wird in den fol-
genden Unterabschnitten eingegangen.

Wenn keine notwendigen Transversalitdtsbedingungen anwendbar sind, ist es
hiufig sinnvoll, sich auf die hinreichenden Bedingungen zu konzentrieren, sofern
die entsprechenden Konkavititseigenschaften giiltig sind. Hier gibt es modifizierte
Grenztransversalititsbedingungen, die eine wichtige Rolle spielen, weil die Abschét-
zung (2.70) in Bemerkung 2.20 unter entsprechenden Konkavitidtsvoraussetzungen
analog fiir T = oo gilt. Wenn das Zielfunktional konvergiert, sind also die hinreichen-
den Bedingungen unter den Voraussetzungen des Satzes 2.17 erfiillt, wenn in der
current-value Formulierung gilt:

lim e PIAC(1) - (x(8) —x*(£)) > 0. (MAX)

Die entsprechenden Bedingungen fiir das overtaking-Kriterium (OT), das catching
up-Kriterium (CU), und das sporadically catching up-Kriterium (SCU) sind:

es gibt ein t/,s0 dal e P*A°(1)- (x(8) —=x* (1)) =0Vt > 1, (OT)
li;ninfe_ptlc(t) -x(8) —x* (1) 20, (CU)
limsup e P! A°(r) - (x(£) —x*(£)) > 0. (SCU)

[—00

Satz 2.21 (Hinreichende Bedingungen fiir T = co) Seiu*(t) mit der zugehorigen Zu-
standstrajektorie x* (t) eine zuldssige Losung des Problems (2.79), die die notwendigen
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Bedingungen des Satzes 2.20 mit Ay = 1 erfiillt. Wenn Q konvex ist und die Hamil-
tonfunktion F€(x,u,A°) fiir alle t € [0,00) konkav in (x,u) ist, dann ist (u*,x*) eine
optimale Losung, wenn je nach Optimalitétskriterium die Bedingung (MAX), (OT),
(CU) oder (SCU) fiir jede beliebige zuldissige Zustandstrajektorie x(t) erfiillt ist. Wenn
F(x,u,A°) streng konkav in (x,u) ist, ist (u*,x*) die einzige optimale Losung.

Bemerkung 2.24. Auch zu Satz 2.21 gibt es eine analoge Version nach der Art von Ar-
row. Konkret kann die Konkavitédt der Hamiltonfunktion durch die Konkavitidt der ma-
ximierten Hamiltonfunktion #°(x,A°) := maxyen #(x,u, A°) in x fiir alle ¢ € [0,00)
ersetzt werden. Wenn #°(x, A°) streng konkav in x ist, ist x* wiederum die einzige
optimale Zustandstrajektorie (wobei u* nicht notwendigerweise eindeutig ist). ¢

Bemerkung 2.25. Wenn der Grenzwert
lim e P*A°(2) - (x(£) —x* (1))
t—oo

fiir alle zuldssigen x(#) existiert und nichtnegativ ist, folgt daraus auch die Optimali-
tit beziiglich des CU- und des SCU-Kriteriums, weil in diesem Fall der Limes inferior
und der Limes superior gleich dem Grenzwert sind. Ferner ist es im Falle der Konver-
genz des Zielfunktionals offenbar auch hinreichend fiir die Optimalitdt im Sinne des
Maximierungskriteriums, wenn die Bedingung (CU) anstelle der Bedingung (MAX)
erfullt ist. O

Bemerkung 2.26. Die zum Satz 2.16 analogen End- und Grenztransversalitdtsbedin-
gungen reichen fiir T = co nicht aus, um (MAX) sicherzustellen. Auch die oft angege-
benen Bedingungen

tlirn e PIAS(1) 20, tlirn e PIAC(1) -x* () =0, x(£) 20Vt € [0,00)

sind nicht hinreichend, wie das folgende Gegenbeispiel nach Long und Vousden
(1977, S. 28) belegt. Sei p >0, A°(r) = -1, x*(¢) = 1 und x(¢) = e’. Dann ist die eben
angegebene Bedingung erfiillt, aber wegen

lim e P (-1)(e’’—1) = lim (-1 + e P") =1
t—o00 t—o0
nicht die Bedingung (MAX). ¢

Die Wertfunktion in autonomen Problemen In diesem Abschnitt werden einige Er-
gebnisse dargestellt, die nur fiir autonome Probleme mit unendlichem Zeithorizont
gelten, das heil3t, eine Verallgemeinerung auf nichtautonome oder endliche Proble-
me ist nicht méglich.‘” Dabei wird auf das Problem (2.79) Bezug genommen, wobei

41gofern keine weiteren Hinweise gegeben werden, finden sich die hier dargestellten Ergebnisse bei
Arrow (1968) und Arrow und Kurz (1970).
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unterstellt wird, daf das Zielfunktional konvergiert. In diesem Fall lautet die Wert-

funktion -
V(t,x(1)) = max e P"UX(T),u(®)) dr,
ume,r=>tJt
wobei die Nebenbedingungen in (2.79) zu beachten sind. Der Ausdruck kann wie

folgt umgeformt werden:

o0
Vi, x(1) = e P! ()mgx> e Py x(),u(r) dr
u(me,r2rJt

=e¢ ' max ~ e PSUx(s),u(s)) ds (2.81)

u(s)€2,520J0
= e P'V(0,x(1)),

wobei im zweiten Schritt s:=7 — ¢ gesetzt worden ist und x(0) :=x(#) als Startwert zu
wihlen ist. Analog zur Formulierung der current-value Hamiltonfunktion wird die
current-value Wertfunktion definiert durch

V(t,x(1) = P V(t,x(1)),

wobei V' zur Unterscheidung als present-value Wertfunktion bezeichnet werden
kann. In Verbindung mit dem vorherigen Ergebnis folgt also 7 (¢,x(t)) = V(0,x(?)),
das heilt, 7 ist nicht explizit von ¢ abhéngig und kann daher der Einfachheit halber
geschrieben werden als 7 (x(¢)). Insgesamt gilt demnach

¥ (x(1)) = eP V(£,x(1) = V(0,x(1)). (2.82)

Da der zweite Schritt in (2.81) nicht méglich ist, wenn der Planungshorizont T end-
lich ist, gilt dieses Ergebnis nur fiir T = oo.

Die Gleichung (2.82) hat wichtige Implikationen. Zunédchst kann die HJB-Glei-
chung der dynamischen Programmierung unter Verwendung der current-value Ha-
miltonfunktion geschrieben werden als

p¥V (X) = max (x,u, ¥ (x)). (2.83)
ue

Man sieht das unmittelbar, indem V; = —pe P*7 und Vi = e P! in die HJB-Glei-
chung —V; = maxye H(f,X%,u, V) eingesetzt werden, wobei zu beachten ist, dal

H(t,x,u, Vy) = e P 7%, u, eP V).

Da angenommen worden ist, daR das Zielfunktional fiir jede zuldssige Losung kon-
vergiert, kann dariiber hinaus die zu V(T,x(T)) = S(7,x(7T)) analoge Randbedingung
verwendet werden, denn V(0,x9) mul fiir jeden Startwert endlich sein, also auch fiir
x(t). Also ist V(0,x(#)) endlich, so dal3 gilt

}Lm e Py (x(n) = }Lm V(t,x() = tllm e PV (0,x(1) = 0. (2.84)
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Unter diesen Voraussetzungen besteht manchmal die Mdoglichkeit, eine Losung der
HJB-Gleichung zu finden. Wenn also bekannt ist, daf das Zielfunktional konvergiert,
ist (2.84) eine notwendige Optimumbedingung. Anhand des Beweises des Satzes 2.19
ist zu erkennen, da die Formel (2.84) zusammen mit den dort angegebenen Bedin-
gungen, fiir einen unendlichen Planungshorizont formuliert, auch hinreichend fiir
ein Optimum ist.

Wenn man sich an die Interpretation der Ableitung der Wertfunktion gemal3
(2.76) als Vektor der Kozustandsvariablen erinnert, so folgt (die Existenz der Ablei-
tung vorausgesetzt) aus (2.82):

A(D) = Vi (£,x(0) = e P 15(x(1)),

mit A°(t) = eP*A(¢) also
AC(1) = W (x(1)). (2.85)

Die Gleichung (2.85) besagt, daR der optimale Wert der current-value Kozustandsva-
riablen zu jedem Zeitpunkt ausschlieBlich vom Wert der Zustandsvariablen in die-
sem Zeitpunkt abhéngt. Da sich die optimalen Werte der Kontrollvariablen aus der
Maximierung der autonomen current-value Hamiltonfunktion ergeben, hdngt auch
u* ausschlieflich von x* ab (direkt und indirekt iiber A°(x(¢))). Das heif3t, daf prin-
zipiell eine autonome feedback-Losung u* (x(#)) gefunden werden kann, die aus-
schlief3lich von x(¢) abhingt.

Setzt man die optimalen Werte der Kontroll-, Zustands- und Kozustandstrajekto-
rien unter Verwendung von (2.85) in die rechte Seite der HJB-Gleichung (2.83) ein
und bildet die Ableitung nach ¢, so folgt

PAS(D) - x = %%(x*(t),u*(t),/lc(t)). (2.86)

Wie unter Beriicksichtigung von (2.85) durch die genannten Substitutionen auch
unmittelbar anhand von (2.83) zu erkennen ist, ist also insbesondere fiir p = 0 die
current-value Hamiltonfunktion entlang des optimalen Zeitpfades konstant gleich
null. Fiir den Fall p > 0 wird die Gleichung (2.83) mit e~?’ multipliziert:

pe PL Y (x(0) = e PLA (X" (1),u” (1), A°(1)).

In Verbindung mit (2.84) folgt daraus unmittelbar die von Michel (1982) abgeleitete
Transversalitdtsbedingung

tllm e PLre(x* (1), u* (1), A°(1) = 0. (2.87)

Man beachte, dal} die Konvergenz des Zielfunktionals unterstellt werden muf3, weil
(2.84) darauf basiert. Diese Bedingung ist allerdings nicht so einfach wie die Trans-
versalititsbedingungen fiir die Kozustandsvariablen anzuwenden.*?

42pje Ableitung von (2.87) setzt hier die Differenzierbarkeit der Wertfunktion voraus. Michel (1982) hat
gezeigt, dall diese Annahme nicht benotigt wird. Unter zusitzlichen, in der Regel allerdings schwierig zu
tiberpriifenden Voraussetzungen, hat er die Notwendigkeit einer Transversalitdtsbedingung fiir die Kozu-
standsvariablen nachgewiesen.
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Mit den Methoden dieses Abschnitts kann leicht gezeigt werden, dall der Zu-
standspfad in autonomen Problemen mit unendlichem Zeithorizont fiir den Spezial-
fall nur einer Zustandsvariablen monoton verliduft, sofern die Losung u* eindeutig
ist. Denn gemdil der Diskussion nach der Gleichung (2.85) kann prinzipiell eine au-
tonome feedback-Losung u* (x) ermittelt werden. Setzt man diese eindeutige L6sung
in die eine Zustandsgleichung ein, so folgt also

= fx,u*(x)) =: F(x),

das heillt, die optimale Zustandstrajektorie folgt einer autonomen Differentialglei-
chung erster Ordnung mit der Anfangsbedingung x(0) = xp. Im Abschnitt 2.1.4 ist
bereits gezeigt worden, daR die Losung einer solchen Differentialgleichung monoton
verlduft, also zum Beispiel keine Zyklen aufweisen kann. Zu beachten ist, daR dieses
Ergebnis auch ohne die Differenzierbarkeit der Wertfunktion bewiesen werden kann
(vgl. Feichtinger und Hartl, 1986, S. 119).

Eine Transversalititsbedingung fiir T — oo Um das Problem der fehlenden Trans-
versalitdtsbedingung im Satz 2.20 zu l6sen, ist bereits auf den Ansatz von Michel
(1982) hingewiesen worden, dessen Ergebnisse allerdings hiufig nicht einfach anzu-
wenden sind. Ein alternativer Beweis fiir die Notwendigkeit einer Transversalitidtsbe-
dingung fiir den unendlichen Planungshorizont, der insbesondere auf Konkavitéts-
annahmen basiert, ist von Benveniste und Scheinkman (1982) angegeben worden.
Obwohl eine Darstellung dieser Bedingung und der erforderlichen Annahmen noch
nicht in die Lehrbuchliteratur eingegangen ist, beziehen sich zahlreiche Darstellun-
gen in der Wachstumstheorie auf dieses Ergebnis. Um das Argument plausibel zu
machen, wird hier eine vereinfachte Version bewiesen, wobei auch die im Original
erforderlichen Annahmen diskutiert werden.

Satz 2.22. Fiir das Problem (2.79) ohne Endbedingungen konvergiere das Zielfunktio-
nal fiir jede zuldssige Losung. Die current-value Wertfunktion V sei (1) stetig diffe-
renzierbar und (2) konkav in x(t). Ferner existiere (3) fiir alle x(t) > 0 zum Zeitpunkt
t eine zuldssige Lisung, und es sei (4) Ux,u) = 0 fiir alle zuldissigen (x,u) sowie (5)
x(t) 2 0 fiir alle t. (6) Fiir allex(t) sei ¥ (x(t)) > 0. Dann ist

lim eP*A%(1)-x" (1) = 0 (2.88)
eine notwendige Optimumbedingung.

Beweis: Gemdl (1) und (2) ist 7 stetig differenzierbar und konkav. Eine stetig differen-
zierbare Funktion ist genau dann konkav, wenn fiir alle x(¢) und x* (¢) aus dem Definiti-
onsbereich gilt, dall

T (1)) (x(1) =x* (1) 2 ¥ (x(8) = V (X" (1)).
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Wegen (3) kann x(#) = 0,5x* (¢) gesetzt werden, und zusammen mit (1) und (2.85) ergibt
sich

AC(0)-(0,5x™ (1) —x" (1)) = ¥ (0,5x™ (1)) — ¥ (x* (1)).
Addiert man ¥ (x*(¢)) auf beiden Seiten und beachtet, daBl 7 (0,5x* (¢)) = 0 wegen (4),
so folgt

V() -0,5A°(8) -x* () 2 0.

Wegen (5) und (6) gilt A°(¢) -x*(¢) = 0, so daB die Multiplikation der vorangehenden
Ungleichung mit 2e™P! und Addition von A°(¢) -x*(£)

207 Py (x* (1) = e PPAC(1) - x* (1) 2 0
liefert. Die Bildung des Grenzwertes fiir ¢ — oo ergibt wegen (2.84) schlieBlich (2.88).

Dieser Beweis basiert zwar auf restriktiveren Annahmen als nétig, zeigt aber trotz-
dem, daB einige Voraussetzungen erfiillt sein miissen, um die Notwendigkeit der
Grenztransversalititsbedingung (2.88) nachzuweisen. Denn die wesentlichen Verein-
fachungen hier bestehen in den Annahmen (1) und (2), die von Benveniste und
Scheinkman (1982) nicht unterstellt werden, sondern fiir das folgende spezielle Pro-
blem der Variationsrechnung in verallgemeinerter Form bewiesen werden.

o0
max f e PlUx,x) dt
0 (2.89)

x,x)eJ mit x(0)=xg

Dabei ist 9 c R?" eine abgeschlossene, konvexe Menge, die einige weitere Annah-
men erfiillen muB, die fiir u = X zusammen mit Annahmen iiber die Funktion U
(konkav und beschrinkt) die hier getroffenen Voraussetzungen (3), (4), (5) und (6)
implizieren.*® Die Konvergenz des Zielfunktionals folgt aus p > 0 und der Beschrinkt-
heit von U. Die Voraussetzung (2) wird durch die Annahme impliziert, daB U stetig
und konkav in (x,%) ist, wahrend (1) nicht benotigt wird. Stattdessen beweisen Benve-
niste und Scheinkman (1982), daR es einen Pfad von Dualvariablen beziehungsweise
Kozustandsvariablen A€(¢) gibt, die fiir alle ¢ Elemente der Supergradienten (ein ver-
allgemeinertes Konzept der Ableitung fiir nicht notwendigerweise differenzierbare
konkave Funktionen) von 7 sind. Fiir diesen Beweis, der erheblich iiber das mathe-
matische Niveau der Ausfiihrungen hier hinausgeht, werden zusétzlich beziiglich x(¢)
reine Zustandsbeschriankungen ausgeschlossen. Dall die Annahme (1) nicht benotigt
wird und die Annahme (2) aus den Voraussetzungen fiir U folgt, macht den eigentli-
chen Nutzen des Theorems erst aus, da keine hiufig gar nicht erfiillte Annahme iiber
die Funktion 7 getroffen werden muf3. Dabei ist zu beachten, dall diese Funktion ja
nicht gegeben ist, sondern ein Teil der Losung des Problems.

Anhand der Voraussetzungen ist zu erkennen, dall fiir den Fall, dal die Trans-
versalitdtsbedingung (2.88) notwendig fiir ein Optimum ist, auch die hinreichenden

43 Anstelle von e PTU(x,%) verwenden die Autoren die etwas allgemeinere Form U(x,X, t), wobei aller-
dings in jedem Fall die Konvergenz des Zielfunktionals unterstellt werden muf.
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Bedingungen des Satzes 2.21 erfiillt sind. Denn wenn die momentane Zielfunktion
U konkav in (x,u) mit u:=x ist, dann ist die gemif§ dem Maximumprinzip gebildete
Funktion /£ konkav in (x,u), wobei 1y = 1 gesetzt werden kann (was aus den obigen
Voraussetzungen (1) bis (6) oder dem Beweis von Benveniste und Scheinkman (1982)
folgt). Aufgrund von (5) und (6) ist die Bedingung (MAX) erfiillt, wenn (2.88) gilt.

Die Transversalitdtsbedingung (2.88) spielt eine wichtige Rolle beim Beweis der
Aquivalenz von Konkurrenzgleichgewichten bei vollkommener Voraussicht und op-
timalen Losungen, worauf im Kapitel 3 noch eingegangen wird. Als generelle Trans-
versalitdtsbedingung in dynamischen Optimierungsproblemen mit unendlichem Pla-
nungszeitraum kann sie aufgrund der zahlreichen involvierten Annahmen jedoch
nur mit Einschrankungen verwendet werden. Hinzu kommt, da§ die Bedingung fiir
ein Problem der Variationsrechnung formuliert ist. Bei der Analyse mittels des Ma-
ximumprinzips mufy daher streng genommen stets gepriift werden, ob eine Trans-
formation in ein Variationsproblem méglich ist, das den erforderlichen Annahmen
geniigt. In der Literatur zur Wachstumstheorie ist es iiblich, das Problem der Trans-
versalitdtsbedingungen entweder einfach zu ignorieren, oder auf den Beweis von
Benveniste und Scheinkman (1982) hinzuweisen, der die Notwendigkeit sicherstel-
le. Angesichts der zahlreichen zu priifenden Voraussetzungen, die die Formulierung
eines einfachen und allgemeinen Satzes in der Art von (2.20) einschlieflich der Be-
dingung (2.88) unmdglich macht, ist dieses Vorgehen in vielen Fillen nicht gerecht-
fertigt, auch wenn zwei der erforderlichen Annahmen in der Regel erfiillt sind (die
Konkavitdt der Momentannutzenfunktion und die Konvergenz des Zielfunktionals).

Beispiel 2.14. Ein wichtiges Beispiel stellt die in (2.61) verwendete Momentannutzenfunktion
dar, die hdufig in Modellen mit T = co verwendet wird. Unterstellt man zum Beispiel 0 =
1, so geht sie in die Funktion In(c) iiber, die offenbar nicht beschrénkt ist. Die Annahme
(4), U(x,u) = 0, ist im Falle einer Nutzenfunktion immer dann erfiillt, wenn U beschrinkt ist,
denn man kann den Nutzen immer einer positiv affinen Transformation unterwerfen, ohne
die Losung zu dndern. Sollte U negativ sein, addiert man also einfach eine Konstante. Im Falle
von In(¢) ist das nicht moglich, weil diese Funktion fiir ¢ — 0 nach unten unbeschrankt ist und
es daher keine Konstante a gibt, fiir die a + In(c) immer positiv ist. ¢

Fiir die Nutzenfunktion im Beispiel 2.14, die einen einfachen Standardfall in
der Literatur darstellt, kann man sich nicht auf den Artikel von Benveniste und
Scheinkman (1982) berufen. Stattdessen ist zumindest ein Hinweis auf Araujo und
Scheinkman (1983) erforderlich, die die Ergebnisse fiir unbeschrinkte Nutzenfunktio-
nen und zusitzlich auch die Berticksichtigung von reinen Zustandsbeschriankungen
verallgemeinern. Die Voraussetzungen (5) und (6) (beziehungsweise andere Annah-
men, die diese Bedingungen in verallgemeinerter Form implizieren), werden auch
bei Araujo und Scheinkman (1983) bendtigt. In diesem Zusammenhang wird auf die
Bedeutung der Bedingung (x,X) € 9 in der Formulierung des Variationsproblems
(2.89) aufmerksam gemacht. Da die Menge 9 konvex und abgeschlossen sein soll,
kénnte man vermuten, dall reine Zustandsbeschriankungen erfaflt werden. Dem ist
nicht so, weil fiir den Beweis der Transversalitdtsbedingung (2.88) aufgrund der von
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Benveniste und Scheinkman (1982) unterstellten Annahmen x(¢#) zu jedem Zeitpunkt
im Inneren der Menge I1,(9) := {x€ R" | 3xmit (x,%) € I} liegt. Eine gemischte Be-
schrinkung, in der die Kontroll- und Zustandsvariablen auftauchen, ist dagegen zu-
lassig. Zur Verdeutlichung der Menge 9~ wird das folgende Beispiel angegeben.

Beispiel 2.15. Gesucht wird das Maximum von [;° e~ 'U(c) dt unter der Nebenbedingung
k= fk)—nk—c, k(0) = kg, 0 < ¢ < f(k). Dabei ist U konkav und beschrinkt, und fiir die
Funktion f gilt f(0)=0, f'(0)>n, 0<n<1, f'(k) >0, f(k) <0 und limj_, f'(k) = 0. Dann
gibt es einen Wert k > 0 mit f(k) — nk = 0. Fiir 0 < ko < k kann man die Menge J definieren
als 7 = {(k, eRP0Sk<k, -nk<k< fl)- nk}, wobei sich die Grenzen fiir k aus den
Grenzen fiir ¢, ¢ = f(k) und ¢ = 0 ergeben. Lost man die Bewegungsgleichung nach ¢ auf
und setzt in die Zielfunktion ein, so kann man das Problem in der Form von (2.89) schreiben
als maxfé’o e_th(f(k) —nk—1Fk) dr udN. (k,k)e T, k) = ko. Dabei ibernimmt k die aus
dem Maximumprinzip bekannte Rolle der Kontrollvariablen. Fiir gegebenes k ist k durch ein
abgeschlossenes Intervall in Abhéngigkeit von k beschrénkt, so dalf eine gemischte Restriktion
berticksichtigt wird. Dagegen muf k fiir alle ¢ im Inneren der Menge I1;(9) := [0, il liegen,
so daR die reine Zustandsbeschrinkung 0 < k < k nicht binden darf. Dieses Beispiel kann
man als Problem des optimalen Wachstums interpretieren, das im Abschnitt 3.3 ausfiihrlich
anhand des Maximumprinzips diskutiert wird. ¢

Die Bedeutung notwendiger und hinreichender Bedingungen Zumindest fiir im
Format der Kontrolltheorie (die hinsichtlich der Anwendung erhebliche Vorteile ge-
geniiber der Variationsrechnung hat) formulierte Optimierungsprobleme ist es in
jedem Einzelfall erforderlich, die Notwendigkeit der Bedingung (2.88) nachzuweisen.
Haufig ist es daher einfacher und naheliegender, sich in Problemen mit unendlichem
Planungshorizont auf die hinreichenden Bedingungen zu konzentrieren. In diesem
Zusammenhang ist allerdings darauf hinzuweisen, dal notwendige und hinreichen-
de Bedingungen natiirlich nicht beliebig austauschbar sind.

In der neoklassischen positiven Wirtschaftstheorie, die wirtschaftliche Vorginge
erkldaren und deren Implikationen aufzeigen will, sind zunéchst immer die notwendi-
gen Bedingungen von groflerer Bedeutung, wenn man die Hypothese verwendet, da
die Wirtschaftssubjekte rational handeln und ihre Zielfunktionen maximieren. Denn
aus dieser Hypothese lassen sich lediglich anhand von notwendigen Bedingungen
Implikationen logisch ableiten. Aus einer Hypothese A folgen die Bedingungen B,
die notwendig fiir die Erfiillung der Hypothese sind, und nach der Kontrapositions-
regel impliziert die Nichterfiillung der Bedingungen B, dal die Hypothese A nicht
zutrifft. Derartige Schliisse sind anhand von hinreichenden Bedingungen nicht mog-
lich, die dafiir in der normativen Wirtschaftstheorie eine gréBere Rolle spielen. Denn
nur hinreichende Bedingungen stellen sicher, dal! tatséchlich ein Optimum vorliegt,
tiber dessen Erfiillung man Aussagen treffen mochte.

Die Situation @ndert sich, wenn man nicht unterstellt, daly die Wirtschaftssubjek-
te vollkommen rational handeln, sondern zum Beispiel Faustregeln befolgen. In die-
sem Fall konnen auch hinreichende Bedingungen in der positiven Wirtschaftstheorie
wertvolle Hinweise geben, wenn man die Implikationen von Faustregeln mit denjeni-
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gen von optimalen Losungen vergleichen will. Wenn solche Faustregeln bestimmte
notwendige Bedingungen nicht erfiillen, kann natiirlich wie zuvor gefolgert werden,
daB diese Faustregeln nicht optimal sind. Wenn sie sie erfiillen, kann aber nur an-
hand von hinreichenden Bedingungen gefolgert werden, ob die Faustregeln zuféllig
optimal sind oder zum Beispiel einem tatsdchlichen Optimum nahekommen. Die
Verwendung von hinreichenden Bedingungen in der Kontrolltheorie ist fiir T — oo
also nicht nur einfacher als die Verwendung von notwendigen Bedingungen, son-
dern in normativen Anwendungen und in positiven Anwendungen, die nicht von
unbegrenzter Rationalitdt ausgehen, unter Umstdnden auch sinnvoller. Soweit als
moglich werden daher in den folgenden Anwendungen die hinreichenden Bedingun-
gen verwendet.

In diesem Zusammenhang ist auf eine Einschriankung beziiglich der einfachen
Verwendung von hinreichenden Bedingungen hinzuweisen. Die Ableitung von not-
wendigen Bedingungen kann unabhingig vom Nachweis der Existenz einer Losung
sinnvoll sein, weil die notwendigen Bedingungen immer dann erfiillt sein miissen,
wenn man eine optimale Losung unterstellt. Dabei werden Aussagen getroffen, wie:
Wenn eine Losung A optimal ist, dann erfiillt sie die Bedingung B, wobei die Existenz
von A nicht bewiesen werden muf3, denn es ist ja gerade die Hypothese der Aussage,
daB eine optimale Losung vorliegt. Bei Verwendung der hinreichenden Bedingungen
ist dagegen grundsétzlich der Nachweis der Existenz einer Losung erforderlich. Denn
die moglichen Aussagen sind von der Art: Wenn die Bedingung E erfiillt ist, dann gibt
es eine Menge M von zuldssigen Losungen. Die Losung A € M erfiillt die Bedingung
B und ist daher optimal. Ohne den Beweis der Existenz einer Losung ist lediglich
eine relativ uninteressante Aussage moglich, wie: Wenn es eine zuldssige Losung A
gibt, die die Bedingung B erfiillt, dann ist A optimal. In diesem Fall ist die Hypothese,
daB es eine optimale Losung A gibt, und die Folgerung, dall A eine optimale Losung
ist. Der Nachweis der Existenz einer Losung von dynamischen Optimierungsproble-
men, die die hinreichenden Bedingungen erfiillt, ist zwar im allgemeinen schwierig,
doch in der Regel relativ einfach, wenn man sich auf die Existenz eines optimalen
langfristigen Gleichgewichts beschrankt.

Die Instabilitit der gestérten Hamilton-Systeme In vielen autonomen Problemen
des Typs (2.79) stellt sich heraus, dal§ die optimale Losung zu einem langfristigen
Gleichgewicht (%, A konvergiert, in dem die notwendigen Bedingungen des Satzes
2.20 und unter entsprechenden Konkavitdtsvoraussetzungen auch die hinreichenden
Bedingungen des Satzes 2.21 fiir x = A = 0 erfiillt sind. Fiir eine allgemeine Analy-
se des kanonischen Differentialgleichungssystems (vgl. die Bemerkung 2.15) bietet
sich die Formulierung mittels der maximierten Hamiltonfunktion an. In der current-
value Formulierung fiir autonome Probleme lautet sie

AP (x,A°) := max A (x,u, A°),
ue

wobei hier wieder unterstellt wird, da Ay = 1 gesetzt werden kann, so dall gege-
benenfalls die Verwendung der hinreichenden Bedingungen mdoglich ist. AuBerdem
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wird im folgenden angenommen, daR Q offen und #° zweimal stetig differenzierbar
ist. Aus dem Umbhiillendensatz folgt dann unmittelbar**

T (%, A°) = F(x,u*, 1),
F2 (%, A°) = e (x,u*, 1),

wobei u* = u* (x,A°) = argmaxyeo #(x,u,A°) ist. Unter Verwendung dieser Ergebnis-
se wird das kanonische Differentialgleichungssystem dargestellt als

X= %Oc (X;AC)»

e (2.90)
AS=pAS— 70 (x,A°).

Damit ergibt sich ein System von 2n Differentialgleichungen mit n Anfangsbe-
dingungen x(0) = X und n Endbedingungen fiir A°(T) und/oder x(T) - je nach Pro-
blemformulierung — wenn es giiltige Transversalitdtsbedingungen fiir T — oo gibt.
Der Vergleich mit (2.56) im Abschnitt 2.2.3 zeigt, dal es sich von einem konservati-
ven Hamilton-System in zwei Punkten unterscheidet. Erstens taucht der Term pA°
zusétzlich auf, der es ermdoglicht, ein autonomes System zu untersuchen, obwohl die
present-value Hamiltonfunktion wegen der Diskontierung nicht autonom ist. Fiir
p # 0 spricht man daher von einem gestorten Hamilton-System. Zweitens ist zu
beachten, dall durch (2.90) eine optimale Losung beschrieben werden soll. Diese
Optimalitdt erfordert im allgemeinen bestimmte Randbedingungen, die zur Auswahl
einer ganz bestimmten der moglichen Losungen fiihrt. Wie eingangs bereits bemerkt,
zeigt sich hdufig (aber nicht immer), da die optimale Losung durch einen Sattelpfad
charakterisiert ist.

Damit stellt sich unmittelbar die Frage, ob sich bestimmte Eigenschaften der
konservativen Hamilton-Systeme auf gestorte Systeme tibertragen lassen. Die Glei-
chung (2.86) zeigt, dal8 die wichtige Eigenschaft der Konstanz der Hamiltonfunkti-
on in konservativen Systemen fiir gestorte Systeme offenbar nicht gilt. Ein weite-
res zentrales Resultat iiber die Eigenschaften stationédrer Gleichgewichtspunkte von
Hamilton-Systemen ist der Satz 2.14. Kurz (1968) hat ein vergleichbares Ergebnis fiir
das gestorte System (2.90) abgeleitet. Wie im Beweis des Satzes 2.14 bezeichnet I,
die (n x n)-Einheitsmatrix.

_ L%Xfx 1752616

J=
-7 —Jf&c +pl,

ist die als Blockmatrix geschriebene Jacobi-Matrix des Systems (2.90), ausgewertet in
einem Gleichgewicht (%, ;10), wobei zum Beispiel J?OCX eine Abkiirzung fiir die Matrix

44vgl. zum Umhiillendensatz zum Beispiel Varian (1992, S. 502). Die Anwendung des dort bewiesenen
Satzes setzt voraus, daly das optimale u durch /4, = 0 charakterisiert ist, was sichergestellt ist, wenn
Q offen ist. Der Beweis beruht einfach auf der Bildung der Ableitung von #° zum Beispiel nach x;:
Jf}?i = Hy; +Fu-(0u/dx;) = Fy,; . Die Bedingungen, dal 2 offen ist und A0 € C?, sind allerdings restriktiv
und folgen nicht aus den Annahmen des Maximumprinzips. Das System (2.90) 148t sich aber auch unter
weniger restriktiven Annahmen ableiten.
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%)E)Cx(ﬁ' A% ist. Man beachte im Vergleich zur Darstellung im Abschnitt 2.2.3, daB 1€

jetzt die Rolle von y und .#° die Rolle von H iibernimmt. Daher werden Eigenwerte
im folgenden mit dem Symbol y statt mit A bezeichnet.

Satz 2.23 (Kurz) Sei.#" € C? und u ein Eigenwert der Matrix J. Dann ist auch — i+ p
ein Eigenwert.

Beweis: Sei F(p/2) die Matrix, die man aus J erhilt, indem man von den Hauptdiagonal-
blocken jeweils die Matrix (p/2)I; abzieht:

20 4 20
F(l—)) = Jﬁlcx A_Ozln i;flclcp .
2 _fox _%XAC + iln
Bezeichnet man mit I die (27 x 2n)-Einheitsmatrix, so ist zu erkennen, dal

_P p
J=S1+F(3)
gilt. Wenn p ein Eigenwert von J ist, gibt es einen Eigenvektor z # 0, so dal yz = Jz. Mit
der obigen Beziehung folgt daraus

Jz = §Z+F(§)Z=[JZ,

beziehungsweise
p P

F(5)z=(n-5)=
Das heil3t, daf$ fi:= u—p/2 ein Eigenwert der Matrix F(p/2) ist. Mit anderen Worten, der
Eigenwert von J kann als u = fi+ p/2 geschrieben werden. Nun ist zu beachten, daR die
Matrix F(p/2) alle relevanten Voraussetzungen der Matrix J im Beweis des Satzes 2.14 er-
fiillt (insbesondere ist JF(p/2) symmetrisch), so dal dieser Satz auf die Eigenwerte von
F(p/2) angewendet werden kann und folglich —fi ebenfalls ein Eigenwert von F(p/2) ist.
Also gibt es ein Z # 0 mit

oder
S (. P\
Jz= ( b+ B J Z.
Der Ausdruck —fi + (p/2) ist also ein Eigenwert von J. Setzt man fi = yt— p/2 in diesen
Wert ein, so folgt damit, dall —u + p ein Eigenwert von J ist. [J

Dieser Satz hat unmittelbare Konsequenzen fiir die Stabilitdt der Gleichgewichte
in Modellen der optimalen Kontrolle. Im vorliegenden Zusammenhang der Diskon-
tierung der Zielfunktion ist p > 0. Mit Re(u) wird der Realteil der komplexen Zahl u
bezeichnet. Nun ist zu erkennen, da das Gleichgewicht (%, A%) nicht stabil sein kann.
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Denn fiir die Eigenwerte gilt:

>0 wenn Re(u) <0,

>0 wenn Re(y)=0,
Re(—pu+p)=—-Re(u)+p{ >0 wenn O<Re(u)<p,

=0 wenn Re(y)=p,

<0 wenn O0<p<Re(w.

In keinem Fall ist es also moglich, da alle Realteile der Eigenwerte von J negativ
oder gleich null sind. Es gilt also das

Korollar. Jedes Gleichgewicht des Systems (2.90) ist instabil.

Kurz (1968, S. 164) merkt an, dal§ ein analoges Ergebnis fiir den Fall p = 0 gilt,
wenn zusétzlich vorausgesetzt wird, dafl J mindestens einen Eigenwert hat, der nicht
rein imagindr ist. Wenn dagegen alle Eigenwerte rein imaginér sind, wenn also alle Re-
alteile gleich null sind, kann aufgrund der lokalen Analyse mittels der Jacobi-Matrix
keine Aussage iiber die Stabilitdt oder die Instabilitdt des Gleichgewichts gemacht
werden. Die Frage, ob fiir p = 0 rein imagindre Eigenwerte auftreten konnen, hat da-
her zu weiterer Forschung gefiihrt. Levhari und Liviatan (1972) und Samuelson (1972)
haben Ergebnisse fiir den Fall des optimalen Wirtschaftswachstums abgeleitet, wo-
bei die Annahme sinnvoll sein kann, dal§ die jeweils unterstellten Nutzenfunktionen
und die Produktionsfunktionen konkav sind. Unter dieser Voraussetzung zeigt sich,
daB die auftretenden Gleichgewichte in der Tat Sattelpunkte sind. Man beachte, da
fiir p = 0, wenn kein Eigenwert einen verschwindenden Realteil hat, das betrachtete
Gleichgewicht wegen Satz 2.14 ein Sattelpunkt ist. Neuerdings hat Wolff (1997) im
Rahmen eines Multi-Sektoren-Modells des effizienten Wachstums (ohne Konsum)
gezeigt, dal} die Sattelpunktdynamik auch in dem allgemeineren Fall mit zeitabhén-
giger, bikonvexer Produktionsstruktur auftritt, die nicht-konstante Skalenertriage zu-
lagt.

Der Satz 2.23 und das Korollar betreffen beide das kanonische Differentialglei-
chungssystem (2.90). Von besonderem Interesse ist hdufig aber in erster Linie weni-
ger das dynamische Verhalten der Zustands- und Kozustandsvariablen, als dasjenige
der Zustands- und Kontrollvariablen. Da die Anzahl der Kontrollvariablen nicht mit
der Anzahl der Zustandsvariablen tibereinstimmen mu@, kénnen die Ergebnisse of-
fenbar nicht ohne weiteres tibertragen werden. Trotzdem ist es intuitiv naheliegend,
daR die Instabilitdt des kanonischen Differentialgleichungssystems sich auf das Sy-
stem in den Kontroll- und Zustandsvariablen tibertrédgt, weil die Werte der Kontroll-
variablen im allgemeinen in jedem Zeitpunkt von den Werten der Zustands- und
Kozustandsvariablen abhdngen. Wenn also das System in den Zustinden und de-
ren Schattenpreisen (Kozustandsvariablen) instabil ist, dann ist es auch das System
in den Zustdnden und den von den Zustdnden und den Schattenpreisen abhéngi-
gen Kontrollvariablen. Eine genauere Analyse der Zusammenhinge zwischen den
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Phasendiagrammen im Zustands-Kozustandsraum und den Phasendiagrammen im
Zustands-Kontrollraum findet sich in Feichtinger und Hartl (1986, Abschnitte 4.2 und
4.3). Zum Beispiel gilt unter allgemeinen Annahmen, dal im Falle einer Zustandsva-
riablen x und einer oder zweier Kontrollvariablen #; und u, ein Gleichgewicht im
(x, u1)-Raum und im (x, up)-Raum ein Sattelpunkt ist, wenn es im (x, A)-Raum ein
Sattelpunkt ist (Feichtinger und Hartl, 1986, Sitze 4.3 und 4.8).

Die bisher abgeleiteten Ergebnisse beziehen sich alle auf die Linearisierung der
kanonischen Gleichungen in einem Gleichgewichtspunkt und sind daher lokaler Na-
tur. Cass und Shell (1976), Rockafellar (1976) und Brock und Scheinkman (1977) —um
nur einige zu nennen - haben die globalen Eigenschaften von Hamilton-Systemen
analysiert und einige Resultate zur globalen asymptotischen Stabilitit der opti-
malen Kontrolle abgeleitet. Analytisch werden verschiedene Ansatzpunkte unter-
schieden. Zum einen kann man direkt das gestérte Hamilton-System (2.90) betrach-
ten und Bedingungen dafiir ableiten, dall die optimale Losung gegen ein eindeuti-
ges Gleichgewicht konvergiert. Die Stabilitdt ist dann so zu verstehen, dall jede be-
schrinkte Losung gegen das Gleichgewicht konvergiert, oder dafd nur die Losungen
konvergieren, die eine Grenztransversalititsbedingung der Art lim; .., e PIAC(p) -
x* () = 0 erfiillen (vgl. zum Beispiel Cass und Shell, 1976). Ein anderer Ansatz besteht
darin, A¢ gemiR (2.85) in u* (x*,A°) und diese Funktion schlieflich in x* = f(x*,u*)
einzusetzen (was im allgemeinen nur theoretisch moglich ist, da Lésungen der Wert-
funktion in geschlossener Form zumeist nicht verfiigbar sind). Dadurch erhélt man
eine Differentialgleichung in x*, fiir die, wenn die Wertfunktion konkav in x ist und
einige weitere Annahmen erfiillt sind, die globale Stabilitidt des Gleichgewichts nach-
gewiesen werden kann (vgl. zum Beispiel Brock und Scheinkman, 1977). In jedem
Fall gilt, daB sich die globale asymptotische Stabilitdt des Gleichgewichts nicht auf
das Originalsystem bezieht, sondern lediglich auf die optimalen Trajektorien. Mit
anderen Worten, es wird nicht gepriift, ob das Gleichgewicht stabil ist, was gemaQ
dem obigen Korollar auch gar nicht méglich ist, sondern lediglich, ob die optimale
Trajektorie gegen das Gleichgewicht konvergiert. Damit werden solche Fille ausge-
schlossen, in denen der optimale Pfad kein Sattelpfad ist. Zum Beispiel ist es im
allgemeinen auch méglich, dal der optimale Pfad gegen einen Grenzzyklus konver-
giert (vgl. Benhabib und Nishimura, 1979).

2.4 Anforderungen an ein Modell des Wirtschaftswachstums

Hinsichtlich der Modellierung des Wirtschaftswachstums ist zu unterscheiden zwi-
schen normativen Modellen, die die Ableitung der Optimalitdtsbedingungen beziig-
lich bestimmter wirtschaftspolitischer Zielvorstellungen zum Gegenstand haben, und
deskriptiven oder positiven Modellen, die das Wirtschaftswachstum beschreiben be-
ziehungsweise erkldren wollen. Hinsichtlich der normativen Ansitze sind die im letz-
ten Abschnitt dargestellten Methoden der dynamischen Optimierung unverzichtbare



2.4. Anforderungen an ein Modell des Wirtschaftswachstums 103

Hilfsmittel, die eine addquate Analyse erst ermoglichen.

Die Modelle zur Erkldrung des Wirtschaftswachstums, die ja immer nur ein ex-
trem vereinfachtes Abbild der Realitit sein kdnnen, sollten in zweierlei Hinsicht ro-
bust gegeniiber Anderungen sein. Zum einen diirfen sich die Implikationen der Mo-
delle nicht grundsétzlich dndern, wenn sich die Wirtschaftssubjekte nicht exakt so
verhalten, wie im Modell unterstellt. Zum anderen sollte das Modell auch struktu-
rell stabil in dem Sinne sein, daB geringfiigige Anderungen von Parameterwerten
nicht zu einer qualitativ vollig unterschiedlichen dynamischen Entwicklung fiihren.
Denn die Realitdt stimmt nie so genau mit einem Modell {iberein, da Entwicklun-
gen wiederholt empirisch relevant sein kénnen, die nur fiir ganz spezielle Werte der
Parameter gelten. Solche Grenzfille kénnen allenfalls zuféllig auftreten, aber nicht
die durch ein Modell vorhergesagte Regel darstellen. Auf das Problem der strukturel-
len Stabilitdt von Differentialgleichungen ist in diesem Kapitel nur am Rande hinge-
wiesen worden, da zum einen die mathematischen Anforderungen fiir eine exakte
Behandlung erheblich sind und zum anderen die strukturelle Stabilitét fiir die im fol-
genden behandelten Modelle nur ein geringes Problem darstellt.*> Im Kapitel 4 wird
allerdings gezeigt, daR Modelle des endogenen Wachstums strukturell instabil sind
und daher durch Modelle des semi-endogenen Wachstums ersetzt werden sollten,
die von diesem Problem nicht betroffen sind.

In der modernen neoklassischen Wachstumstheorie wird nahezu ausschlieflich
der Ansatz der dynamischen Optimierung als Hypothese iiber die Bildung der Er-
sparnis und damit letztlich die Akkumulation der Produktionsfaktoren verwendet.
Wie der Satz 2.23 zeigt, sind die gleichgewichtigen Pfade solcher Optimierungslésun-
gen instabil. Abweichungen des tatsidchlichen Verhaltens der Wirtschaftssubjekte von
der unterstellten dynamischen Optimierung haben daher erhebliche Implikationen,
denn wenn beispielsweise der Startwert einer Kontrollvariablen nicht genau auf ei-
nem optimalen Sattelpfad liegt, ergibt sich keine Konvergenz zum Gleichgewicht. Ein
stabiler Mechanismus der Anpassung an diesen Pfad der kurzfristigen Gleichgewich-
te ist bisher nicht bekannt. Eine positive Interpretation derartiger Modelle in der
Theorie des Wirtschaftswachstums erscheint daher fragwiirdig, zumindest solange
nicht schliissig dargelegt werden kann, ob und wie die optimalen Losungen ndhe-
rungsweise durch bestimmte Verhaltensweisen oder Anpassungsmechanismen der
Unternehmen und Haushalte erreicht werden kénnen.

Die Stabilitidt der Anpassung an statische Gleichgewichte und Optima wird seit
jeher in der Wirtschaftstheorie problematisiert. So lernt schon jeder Student im er-
sten Semester, dal§ ein Gleichgewicht in einem Modell nur dann auch eine empiri-
sche Bedeutung haben kann, wenn es stabil ist. Die Eigenschaften eines Gleichge-
wichtes zu studieren, das nicht erreicht werden kann, hat wenig Sinn. Auch in bezug
auf die Erreichung einzelwirtschaftlicher Optima ist die Existenz eines stabilen An-
passungsmechanismus von grundlegender Bedeutung, da nicht davon ausgegangen
werden kann, dal die optimalen Losungen in der Realitdt exakt berechnet werden

45Eine Einfiihrung in die Theorie der strukturellen Stabilitit und die damit verbundene Theorie der
Bifurkationen findet sich zum Beispiel in Perko (1996, Kapitel 4).
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konnen. Mit der Frage der Stabilitdt in um einen Anpassungsmechanismus erwei-
terten statischen Modellen haben sich einige der herausragenden Arbeiten der Wirt-
schaftstheorie beschiftigt (zum Beispiel Samuelson, 1947; Arrow et al., 1958, 1959).
Obwohl sich dabei herausstellt, daB die Stabilitit etwa in walrasianischen Systemen
des allgemeinen Gleichgewichts nur unter restriktiven Annahmen zu beweisen ist,
erscheint eine stabile Anpassung immerhin maéglich. Im Abschnitt 2.2.2 ist gezeigt
worden, daf§ auch fiir zahlreiche einzelwirtschaftliche Optimierungsmodelle ein sta-
biles Optimum unterstellt werden kann.

Dagegen fehlt die Analyse von Prozessen der Anpassung an die weitaus schwie-
riger zu berechnenden dynamischen Optima in der dynamischen Wirtschaftstheo-
rie fast vollstdindig. Wenn zum Beispiel der dynamische Optimierungsansatz in der
Wachstumstheorie verwendet wird, bezieht sich die Analyse der Ubergangsdynamik
in der Regel auf die Entwicklung der optimalen Losung beziehungsweise des Konkur-
renzgleichgewichts selbst entlang eine Sattelpfades, nicht aber auf eine Anpassung
an diesen optimalen Pfad. Hier ist eine Art metadynamischer Prozef3 erforderlich,
der allerdings bisher nicht formuliert worden ist. Als Ausweg wird im Kapitel 3 die
Verwendung von Faustregeln vorgeschlagen. Die Problematik der Sattelpunktdyna-
mik im Rahmen des neoklassischen Wachstumsmodells wird dabei ausfiihrlich dis-
kutiert.

Neben den genannten formalen Anforderungen sollte jedes positive Modell des
Wirtschaftswachstums vor allem ein wesentliches Ziel erreichen, namlich das Wachs-
tum zu erkldren. Wenn moglich, sollten dariiber hinaus in normativer Sicht Hand-
lungsanweisungen zur positiven Beeinflussung des Wachstums gegeben werden. Hin-
sichtlich der Erkldirung des Wirtschaftswachstums ist es zunichst erforderlich, daf
die Implikationen eines Modells mit den empirischen Fakten in Ubereinstimmung
stehen. Da es unmadglich ist, jede denkbare empirische Entwicklung zu erfassen, mufl
man sich als erste Anndherung mit den sogenannten stilisierten Fakten befassen, die
sich aufgrund einer Abstraktion von der Vielfalt der empirischen Gegebenheiten und
einer Konzentration auf haufig wiederkehrende Tatbestdnde ergeben. Das Ziel dieses
Buches ist es letztlich, einfache und robuste Modelle des Wirtschaftswachstums zu
entwickeln, die mit diesen stilisierten Fakten moglichst gut im Einklang stehen.

2.5 Literaturhinweise

Trotz des relativ grolen Umfangs dieses Kapitels erfordert ein tieferer Einstieg in
die mathematischen Grundlagen die Lektiire speziellerer Literatur. Mit Bezug zu den
dynamischen Systemen und Differentialgleichungen sind die Biicher von Gandolfo
(1996), Beavis und Dobbs (1990) und Takayama (1985, 1993) speziell fiir Okonomen
zu empfehlen. Aus der allgemeinen mathematischen Literatur seien die Klassiker zur
qualitativen Theorie der Differentialgleichungen von Hirsch und Smale (1974) sowie
Hartman (1964) genannt, wobei das Niveau des Buches von Hartman (1964) aller-



2.5. Literaturhinweise 105

dings in erster Linie auf Mathematiker zugeschnitten ist. Neuere Standardwerke sind
Hale und Kogak (1991), Perko (1996) und Amann (1995), wiederum in der Reihen-
folge des Schwierigkeitsgrades geordnet. Einfache deutschsprachige Literatur ist rar;
Amann (1995) wendet sich an Mathematiker. Etwas leichter zugédnglich ist das Buch
von Knobloch und Kappel (1974). Weniger um die qualitative Theorie als um die
explizite Losung von Differentialgleichungen geht es im Buch von Heuser (1993c),
das ebenso gut verstdndlich wie seine Werke zur Analysis ist (Heuser, 1993a,b). Im
Hinblick auf die allgemeinen mathematischen Grundlagen fiir Okonomen sei auch
Blume und Simon (1994) genannt.

Das sogenannte Bolza-Hestenes-Problem ist wesentlich allgemeiner als das hier
behandelte Standardproblem der Kontrolltheorie. Darstellungen findet man zum Bei-
spiel in Long und Vousden (1977) oder Takayama (1985), den Beweis in Hestenes
(1966). Die herausragenden Biicher zur optimalen Kontrolle fiir Okonomen sind
Feichtinger und Hartl (1986) sowie Seierstad und Sydseeter (1987), in denen man
auch Theoreme tiber die Existenz einer optimalen Kontrolle findet, die hier vollig
auBer Acht gelassen worden sind. Diese Existenztheoreme sind auch deshalb von
Bedeutung, weil sich der Satz 2.1 auf ein Anfangswertproblem bezieht, in Modellen
der optimalen Kontrolle aber Randwertprobleme zu 16sen sind. Speziell zu den Pro-
blemen mit unendlichem Planungshorizont existiert eine Monographie von Carlson
et al. (1991). Allen genannten Quellen gemeinsam ist eine mathematisch exakte Dar-
stellung der Methoden. Auf etwas niedrigerem Anforderungsniveau bewegen sich die
ebenfalls empfehlenswerten Biicher von Kamien und Schwartz (1991) und Léonard
und Long (1992).






Kapitel 3:
Grundlagen der neoklassischen Wachstumstheorie

3.1 Das neoklassische Grundmodell

3.1.1 Der methodische Ansatz der Neoklassik

Die neoklassische Wachstumstheorie ist eine formal gefalte Modelltheorie, die ih-
ren Hohepunkt in den fiinfziger und sechziger Jahren gehabt hat. Durch die immer
weiter fortschreitende Mathematisierung und die damit einhergehende Spezialisie-
rung hat sie sich danach dem breiteren Interesse der Okonomen entzogen. Erst
durch die Arbeiten von Romer (1986, 1990) und Lucas (1988), die die sogenannte
Neue Wachstumstheorie beziehungsweise die Theorie des endogenen Wachstums
begriindet haben, ist sie wieder in den Mittelpunkt der allgemeinen 6konomischen
Forschung getreten. Der Begriff neoklassische Wachstumstheorie wird im folgenden
relativ weit gefal3t. So ist auch die im néchsten Kapitel behandelte Theorie des endo-
genen Wachstums eine neoklassische Theorie, die sich von den dlteren Ansdtzen in
erster Linie durch die Betonung der endogenen Erkldrung des langfristigen Pro-Kopf-
Wachstums des Nationaleinkommens, etwa durch den technischen Fortschritt, die
Akkumulation von Humankapital, oder allgemein die Abwesenheit fallender Grenz-
produktivititen des Kapitals unterscheidet, ansonsten aber dem neoklassischen Pa-
radigma verpflichtet ist.

Im strengen Sinne beinhaltet das neoklassische Paradigma, da@ alle wirtschaft-
lichen Entscheidungen unter dem Gesichtspunkt der unbeschrinkten Rationalitédt
getroffen werden. Im dynamischen Zusammenhang impliziert dieser Ansatz die L6-
sung dynamischer Optimierungsprobleme, zum Beispiel beziiglich der Ableitung der
Konsumfunktion. Solow (1956), der Begriinder der neoklassischen Wachstumstheo-
rie,! hat dagegen eine konstante Sparquote unterstellt. Daher ist es gerechtfertigt,
nicht nur die Ansitze, in denen die Sparentscheidung aufgrund der intertemporalen
Maximierung des Konsumnutzens bestimmt wird, als neoklassisch zu bezeichnen,
sondern auch solche Ansétze, in denen die Wirtschaftssubjekte wie im Solow-Modell
eine konstante Sparquote verwenden.

Eine konstante Sparquote kann auch als einfache Faustregel fiir die Konsument-
scheidung beziehungsweise die Ersparnis interpretiert werden. Aufbauend auf den
Ergebnissen des Kapitels 2 wird in diesem Kapitel der Standpunkt vertreten, da
dynamische Optimierungslosungen instabil und zu kompliziert sind, um als Erkla-
rungsansitze im Rahmen einer positiven Theorie des Wirtschaftswachstums verwen-
det zu werden. Als sinnvolle Alternative wird die Verwendung einfacher Faustregeln
vorgeschlagen, wobei zusitzlich zur konstanten Sparquote eine Verallgemeinerung

1Dje Anmerkung ist erforderlich, daf Swan (1956) einen zum Solow-Modell vergleichbaren Ansatz ver-
offentlicht hat, der allerdings weniger allgemein ist, weil er eine Cobb-Douglas-Produktionsfunktion ver-
wendet hat. Durch diese Vereinfachung wird allerdings die Analyse einiger Probleme erméglicht, die von
Solow (1956) nicht behandelt werden, vgl. auch Wan (1971, S. 57-58).
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der sogenannten klassischen Sparfunktion eingefiihrt wird. Diese hier als Goldene
Faustregel bezeichnete Konsumhypothese hat den Vorteil, mit minimalen Informa-
tionen auszukommen und trotzdem eine Lésung zu implizieren, die der optimalen
Konsumfunktion nahekommt.

Zahlreiche Implikationen der neoklassischen Wachstumstheorie, die im Gegen-
satz zur nachfrageorientierten postkeynesianischen Theorie eine Angebotstheorie
ist und auf eine substitutionale Produktionsfunktion setzt, sind nicht davon abhin-
gig, ob die Konsumenten ihre Ersparnisse langfristig optimal bestimmen oder nicht.
Selbst wenn man die Verwendung einer bestimmten Faustregel ablehnt, so sind vie-
le der Ergebnisse robust gegeniiber der Verwendung alternativer Faustregeln, vor-
ausgesetzt, diese Regeln implizieren wie die Goldene Faustregel oder die konstan-
te Sparquote ein stabiles langfristiges Gleichgewicht. Im Hinblick auf die Erklarung
der stilisierten Fakten i{iber das Wachstum stellt sich dabei heraus, dald die Golde-
ne Faustregel, soweit es iiberhaupt auf die verwendete Konsumhypothese ankommt,
den alternativen Ansédtzen zumindest ebenbiirtig ist.

3.1.2 Die Basisversion

Die Basisversion des neoklassischen Wachstumsmodells von Solow (1956) besteht
aus den folgenden Gleichungen:

Y=YS=F(K,L),

YP=C+1
C=(1-9Y,
y=YP
K=1,

gL=n.

Das reale Nationaleinkommen Y ist gleich dem Gesamtangebot Y5, das gemiR der li-
nearhomogenen Produktionsfunktion YS = F(K, L) mit dem Kapitalstock K und dem
Arbeitseinsatz L hergestellt wird.” Wie in der Bemerkung 2.2 auf der Seite 11 erldutert
worden ist, kann man den gesamten Arbeitseinsatz bei entsprechender Normierung
numerisch mit der Grole der Bevolkerung gleichsetzen, wenn man unterstellt, dal
die Anzahl der Erwerbstédtigen einen konstanten Anteil der Gesamtbevolkerung aus-
macht. Die Variable L wird daher im folgenden als Bevolkerung interpretiert, wobei
sie in der Produktionsfunktion eine StromgroRe, ansonsten eine Bestandsgrof3e dar-
stellt. Analoge Anmerkungen gelten wiederum fiir den Kapitalstock. Die Gesamtnach-
frage Y verteilt sich auf den Konsum C und die Investitionen I. Fiir den Konsum

2Auch hier muR strenggenommen von Produktionsraten gesprochen werden, vgl. die Bemerkung 2.1
auf der Seite 8.
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wird eine konstante marginale und durchschnittliche Konsumquote (1-s) unterstellt,
so dal sich die Ersparnis S mit der konstanten Sparquote s als S = sY ergibt. Schlie3-
lich ist Y = Y die Gleichgewichtsbedingung fiir den Giitermarkt. Die Anderung K
des Kapitalstocks in der Zeit entspricht den Investitionen I, und die Wachstumsrate
g1, der Bevolkerung ist konstant gleich n.

Bemerkung 3.1. Die Variable Y wird im folgenden zumeist einfach als Nationalein-
kommen oder Einkommen bezeichnet. Da kein Saldo der Erwerbs- und Vermogen-
seinkommen aus dem Ausland auftritt, mufl nicht zwischen Bruttoinlandsprodukt
und Bruttonationaleinkommen unterschieden werden. Solange Abschreibungen ver-
nachléssigt werden, entsprechen sich Bruttokonzepte und Nettokonzepte. Wenn Ab-
schreibungen beriicksichtigt werden, ist zu beachten, daf die Abschreibungen in
der Wachstumstheorie im Unterschied zur Praxis in den Volkswirtschaftlichen Ge-
samtrechnungen annahmegemaf} aus der Ersparnis finanziert werden, so dal3 die
Ersparnis stets als Bruttoersparnis zu interpretieren ist, die mit den Bruttoinvestitio-
nen iibereinstimmt. Soweit erforderlich, wird zwischen Bruttonationaleinkommen
und Nettonationaleinkommen unterschieden. Da keine Salden zwischen Subventio-
nen und Produktions- und Importabgaben an den Staat berticksichtigt werden, ent-
spricht das Nettonationaleinkommen dem Volkseinkommen. Diese Begriffe werden
austauschbar verwendet, wobei der Einfachheit halber auch schlicht vom Einkom-
men die Rede ist. Tiefergehende Unterscheidungen im Sinne der Volkswirtschaftli-
chen Gesamtrechnungen sind im folgenden nicht erforderlich. ¢

Bemerkung 3.2. Die Bedingung, dall die Produktionsfunktion linearhomogen ist,
kann durch ein Wiederholungsargument gestiitzt werden. Da alle Produktionsfak-
toren berticksichtigt werden, mul} es zum Beispiel moglich sein, durch Verdoppe-
lung aller Faktormengen auch den Output zu verdoppeln. Dieses Argument verliert
seinen Sinn, wenn héhere Ausbringungsniveaus eine hohere Produktivitit ermogli-
chen (steigende Skalenertrdge), da dann kein Anla zur bloBen Wiederholung der
Produktion besteht (vgl. ausfiihrlicher zum Beispiel Buhr und Christiaans, 2002, S.
576). Steigende Skalenertrédge spielen in der Theorie des endogenen Wachstums eine
Rolle. ¢

Verwendet man die Gleichgewichtsbedingung Y = Y und setzt die Konsumfunk-
tion in Y = C +I ein, so folgt die bekannte Darstellung

I=sY 3.1)

fiir das Gleichgewicht des Giitermarktes. Fiir die Interpretation des Modells ist es
wichtig, sich diese Beziehung vor Augen zu halten. Sie impliziert, dal das statische
Gleichgewicht in jedem Zeitpunkt unterstellt wird, hier konkretisiert durch die Uber-
einstimmung von geplanter Investition und geplanter Ersparnis. In der gesamten
neoklassischen Wachstumstheorie wird das statische beziehungsweise kurzfristige
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Gleichgewicht grundsitzlich unterstellt, wobei sich die Investitionen stets der Er-
sparnis anpassen.’ Davon zu unterscheiden ist der Begriff des gleichgewichtigen
Wachstums beziehungsweise des langfristigen Gleichgewichts, der spéter eingefiihrt
wird und sich auf ein dynamisches Gleichgewicht der Wachstumsraten bezieht.

Im Unterschied zur postkeynesianischen Wachstumstheorie, die ebenfalls von
der Gleichgewichtsbedingung am Giitermarkt ausgeht, unterstellt die neoklassische
Theorie ein Gleichgewicht auf allen Mirkten, also auch auf den Faktorméarkten. Im
vorliegenden Fall eines Ein-Sektor-Modells ist die Gleichgewichtsbedingung fiir die
Faktormaérkte implizit in der verwendeten Produktionsfunktion enthalten, in der die
gesamten Angebotsmengen an Arbeit und Kapital als Argument auftauchen. Damit
wird unterstellt, dal} die Nachfrage nach Faktoren stets dem Angebot entspricht und
die Preise auf den Faktormairkten vollstdndig flexibel sind, um diesen Ausgleich zu ge-
wihrleisten. Die neoklassische Wachstumstheorie unterstellt also ein unbehindertes,
freies System von Mirkten. Diese Tatsache ist insbesondere bei der Ableitung von
wirtschaftspolitischen Empfehlungen aus den Wachstumsmodellen zu beriicksichti-
gen. Denn die Ursachen des Wachstums des Nationaleinkommens in der Modell-
theorie sind im wesentlichen das Wachstum der Faktormengen und der technische
Fortschritt. Beide Ursachen hidngen aber selbst wiederum von EinfluRfaktoren ab,
etwa von den Sparentscheidungen und der Effizienz der Produktion in jedem Zeit-
punkt. Zum Beispiel wird der technische Fortschritt vermutlich um so geringer aus-
fallen, je mehr von den Faktormengen verschwendet wird, das heil3t, je geringer die
statische Produktionseffizienz ist. Wenn man demgemif eine funktionierende markt-
wirtschaftliche Ordnung als eine Ursache des Wachstums ausmacht, ist also festzu-
halten, dal§ die mathematische Modelltheorie zu dieser Ursache keine Aussagen lie-
fert, sondern sie voraussetzt. In denjenigen Lidndern, in denen diese Voraussetzung
nicht erfiillt ist, muB also zunéchst eine effiziente Marktwirtschaft eingefiihrt werden,
bevor eventuell weitergehende Politikempfehlungen der neoklassischen Wachstums-
theorie greifen kénnen.*

Zur Lésung des Modells ist zunéchst zu beachten, daBl die Anderung des Kapital-
stocks in der Zeit, K, gleich den Nettoinvestitionen ist, die unter Vernachldssigung
von Abschreibungen den Bruttoinvestitionen I entsprechen. Unter Verwendung von

(3.1) folgt fiir die Wachstumsrate gx des Kapitalstocks
K I Y

=—=—==5—.

S S S

Da die Produktionsfunktion linearhomogen in (K, L) ist, erhdlt man fiir das Pro-Kopf-
Einkommen Y /L
y:=Y/L=F(K/L1) = f(K/L) = f(k),

3Hierin besteht ein wesentlicher Unterschied zur keynesianischen Theorie, in der in der Regel eine
unabhingige Investitionsfunktion verwendet wird.

4In neuerer Zeit gibt es erste Versuche, nicht nur das Wachstum moderner Volkswirtschaften, sondern
auch dasjenige von traditionellen Gesellschaften und deren Ubergang zum marktwirtschaftlichen System
modelltheoretisch zu erfassen, vgl. etwa Goodfriend und McDermott (1995) und Galor und Weil (2000).
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wobei f die Pro-Kopf-Produktionsfunktion bezeichnet, und k = K/L die Kapitalin-
tensitét ist. Die Wachstumsrate von k ergibt sich durch die logarithmische Ableitung
von k = K/L nach der Zeit:
8k = 8k — 8L-
Multipliziert man diese Gleichung mit k unter Beriicksichtigung von K = sY, gr = n
und y = f(k), so folgt
k=sf(k)—nk. 3.2)

Diese Gleichung wird als Solows fundamentale Wachstumsgleichung bezeichnet.
Im folgenden wird grundsétzlich eine neoklassische Produktionsfunktion unter-
stellt, die formal definiert wird.

Definition 3.1. Eine substitutionale Produktionsfunktion F(K, L) heifst neoklassisch,
wenn sie linearhomogen ist und positive, aber abnehmende Grenzproduktivitéiten hat:

Fg>0, F1 >0, Fgrg<0, Frr<0.

Dariiber hinaus wird zun4chst angenommen, daR die Pro-Kopf-Produktionsfunktion
f (k) die sogenannten Inada-Bedingungen erfiillt:

li k) =0,
Jim, /00
lim f(k) = oo,
o . (3.3)
k0 F k) =co,
lim f'(k) =0.
k—o0
Zwischen den Ableitungen von F und f besteht wegen Y = F(K, L) = Lf (k) der fol-
gende Zusammenhang:

oy o1, o’y 1
—aK—Lf(k)L—f(k)>O, _6K2_f (k)L<0, y
oY , . —-K ) ’y k¥, G-

Wie man anhand der Abbildung 3.1 erkennt, impliziert die Annahme einer neo-
klassischen Produktionsfunktion mit den Inada-Bedingungen, daf fiir k € (0,00) ge-
nau ein stabiles langfristiges Gleichgewicht k mit k = 0 der Gleichung (3.2) existiert
(wobei die Annahmen hinreichend, aber nicht notwendig fiir dieses Ergebnis sind).
Im oberen Teil der Abbildung werden die Funktionen sf (k) und nk dargestellt. Die
Differenz beider Funktionen ergibt k und findet sich im unteren Teil der Abbildung,
die das Phasendiagramm fiir das grundlegende neoklassische Wachstumsmodell dar-
stellt. Wie im Abschnitt 2.1.4 gezeigt worden ist, folgt die Stabilitdt formal auch dar-
aus, da die Ableitung von (3.2) nach k, sf'(k)—n, negativ ist. Denn im Gleichgewicht
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gilt sf(k)/k—n=0und wegen f'(k) < f(k)/k gemaR (3.4) folgt sf'(k) — n <0, wenn
k = 0 ist. Anhand der Abbildung 3.1 148t sich auch direkt ablesen, daR das Gleich-
gewicht k fiir k > 0 global stabil ist. Das Gleichgewicht k = 0 ist dagegen fiir k =0
instabil. Solange Kapital existiert, ndhert sich die Volkswirtschaft also unabhéngig
vom Startwert in der Zeit immer mehr dem Gleichgewicht & an. Eine Kapitalintensi-
tit von k > k ist demnach langfristig nicht aufrecht zu erhalten.

nk
sfk)
|
|
|
|
|
|
|
|
i |
|
|
|
\
0 k
k
Abbildung 3.1

Das neoklassische Grundmodell

Im langfristigen Gleichgewicht mit k = 0 folgt aus g = gx—gr =0, daR gx = g = n.
Wegen y = f (k) ist auch g, = gy — g = 0 und damit gy = n. Aus S = I = sY folgt, dal$
S und I und damit schlieflich auch C ebenfalls mit der Rate n wachsen. Im neo-
klassischen Wachstumsgleichgewicht sind also alle Wachstumsraten konstant. Insbe-
sondere wachsen im Grundmodell die aggregierten Variablen mit der exogenen Rate
n des Bevolkerungswachstums, so dal die Wachstumsraten der Pro-Kopf-Variablen
alle gleich null sind. In Verallgemeinerung dieses Ergebnisses wird das gleichgewich-
tige Wachstum (steady state) beziehungsweise das langfristige Gleichgewicht auch
in allgemeineren Fillen durch die Konstanz aller Wachstumsraten definiert. Im
neoklassischen Ansatz liegt also ungleichgewichtiges Wachstum vor, wenn nicht alle
Wachstumsraten konstant sind. Davon zu unterscheiden ist das statische Gleichge-
wicht der Mérkte in jedem Zeitpunkt, das in der neoklassischen Theorie auch im
ungleichgewichtigen Wachstum erfiillt ist. Die zentralen Ergebnisse werden durch
die folgende Aussage zusammengefal3t.
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Aussage 3.1. Wenn die Produktionsfunktion neoklassisch ist und die Inada-Bedin-
gungen erfiillt, existiert fiir Startwerte ky > 0 ein eindeutiges und global stabiles lang-
[ristiges Gleichgewicht im neoklassischen Grundmodell, in dem das Einkommen, der
Konsum und der Kapitalstock mit der Rate des Bevilkerungswachstums zunehmen.

Eine interessante Abwandlung des Modells ergibt sich, wenn man zum Beispiel
annimmt, dall entweder die Sparquote oder die Wachstumsrate der Bevolkerung
nicht konstant ist, sondern mit der Hohe des Pro-Kopf-Einkommens variiert. Dann
dndert sich entweder der Verlauf von sf (k) oder der von nk. Je nach den Eigenschaf-
ten der Abhédngigkeit etwa der Sparquote vom Pro-Kopf-Einkommen kann sich zum
Beispiel das Phasendiagramm 3.2 ergeben. Da das Gleichgewicht k; lokal stabil ist,
wird es von einer Volkswirtschaft erreicht, die in der Ndhe dieses Gleichgewichtes
startet. Daher wird IAq als Armutsfalle bezeichnet, in der das Pro-Kopf-Einkommen
relativ niedrig ist. Das Gleichgewicht k; ist instabil. Fiir k < k; fillt die Volkswirtschaft
auf IAcl zuriick, fiir k > IAcz erreicht die Volkswirtschaft schlieBlich das Gleichgewicht
ks. Dieser Ansatz liefert eine mogliche Erklarung fiir Einkommensunterschiede zwi-
schen verschiedenen Lidndern. Denn wenn ein Land einen geringeren Wert der Ka-
pitalintensitit, k = k;, im langfristigen Gleichgewicht hat als ein anderes, k = k3, so
hat es gemil} y = f(k) auch ein geringeres Pro-Kopf-Einkommen. Allerdings ist es
schwierig, unterschiedliche Wachstumsraten mit diesem Ansatz zur erkldren. Denn
im Falle einer exogenen Wachstumsrate n der Bevolkerung wachsen in beiden sta-
bilen Gleichgewichten die aggregierten Variablen ebenfalls mit der Rate n. Das Pro-
Kopf-Einkommen ist daher jeweils konstant. Ein wesentliches Anliegen der Theorie
des endogenen Wachstums ist es gerade, Unterschiede in den Wachstumsraten des
(Pro-Kopf-) Einkommens zu erkldren, und zwar ohne dabei auf exogene Parameter
wie n zu rekurrieren.

k

Abbildung 3.2

Eine Armutsfalle im neoklassischen Grundmodell

Im Falle der Abbildung 3.2 besteht eine sinnvolle Strategie der Entwicklungspo-
litik in einer Erh6hung der Kapitalintensitit auf einen Wert in Héhe von k > k», so
daR schlieRlich der Wert k3 erreicht werden kann. Jede Anhebung der Kapitalinten-
sitdt auf einen geringeren Wert als k», etwa durch Entwicklungshilfe von auRen, ist
ineffektiv, weil sich die betrachtete Volkswirtschaft in diesem Fall zuriick zur stabilen
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Armutsfalle bewegt. Insofern ist hier also ein big push erforderlich.

3.1.3 Erweiterungen

Die bisherige Darstellung vernachlissigt zwei wesentliche Aspekte, deren Bedeutung
fiir das Wirtschaftswachstum sich geradezu aufdrangt: den Verschlei des Kapital-
stocks und den technischen Fortschritt. Die einfachste Moglichkeit zur Beriicksichti-
gung des Kapitalverschleil3es besteht in der Verwendung einer konstanten Abschrei-
bungsrate § = 0. Fiir die Verdnderung des Kapitalbestands gilt dann

K=I-6K=sF(K,L) -6K,

wobei K gleich der Nettoinvestition ist und I die Bruttoinvestition bezeichnet, die mit
der Ersparnis sY iibereinstimmt. Demnach bezeichnet Y = F(K, L) hier das Einkom-
men nach einem Bruttokonzept, etwa das Bruttonationaleinkommen. Die Sparquote
s ist daher als Bruttosparquote zu interpretieren, so dal die Ersparnis die Abschrei-
bungen enthélt. Aus dem Ansatz gy = gx — g1 148t sich nun véllig analog zur Ableitung
der Gleichung (3.2) die Beziehung

k=sf(k)—(n+6k

finden.

Die einfachste Mdglichkeit, den technischen Fortschritt zu bertiicksichtigen, be-
steht in der Unterstellung eines exogenen, faktorungebundenen Fortschritts mit kon-
stanter Rate. Man kann zeigen, da@ ein gleichgewichtiges Wachstum im neoklassi-
schen Grundmodell nur dann méglich ist, wenn der technische Fortschritt Harrod-
neutral beziehungsweise arbeitsvermehrend ist.” Obwohl diese Annahme restriktiv
ist, kann sie dadurch motiviert werden, dall sie mit den stilisierten Fakten iiber das
Wachstum im Einklang steht, denen zufolge der Kapitalkoeffizient bei steigender Ar-
beitsproduktivitdt langfristig konstant ist (vgl. auch den Abschnitt 4.1). Mit arbeits-
vermehrendem technischen Fortschritt kann die neoklassische Produktionsfunktion
wie folgt geschrieben werden:

Y (#) = F(K(1), A(t) L(1)).

Der technische Fortschritt in der Form von A(f) = Age'? wirkt also wie eine Multi-
plikation der gesamten Einsatzmenge der Arbeit L(#) mit dem Faktor A(t). Der Fort-
schritt ist daher nicht an neue Produktionsfaktoren gebunden. Der Einfachheit hal-
ber wird Ay =1 gesetzt, so dall

A =e"

5Vgl. hierzu und zur Klassifikation des technischen Fortschritts zum Beispiel Burmeister und Dobell
(1970, Kapitel 3) sowie Barro und Sala-i-Martin (1998, S. 63-64).
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ist. Das Produkt A(#)L(f) heit effektive Arbeitsmenge. Anstelle der Pro-Kopf-Pro-
duktionsfunktion y = f (k) wird nun eine Produktionsfunktion pro effektiver Arbeits-
einheit

y =F(K/(ALD),1) =: f (k) (3.5)

definiert, wobei y = Y/(AL) und k = K/(AL) ist. Aus dem Ansatz g, = gx — g1 — g4 148t
sich nun analog zum bisherigen Vorgehen die Beziehung

k=sfk)—(n+8+y)k (3.6)

ableiten, wobei auch die Abschreibungen beriicksichtigt worden sind.

Das Phasendiagramm 3.3 der Gleichung (3.6) unterscheidet sich qualitativ nicht
von demjenigen fiir die Gleichung (3.2). An die Stelle der Kapitalintensitéit k tritt
jetzt der Kapitalstock pro effektiver Arbeitseinheit k und anstelle des Parameters n
tritt jetzt n+6+7y auf. Aufgrund der Stabilitit des Gleichgewichts k, ist es sinnvoll, die
grundlegenden Aussagen der neoklassischen Wachstumstheorie mit Bezug zum stea-
dy state abzuleiten. Wegen k = 0 gilt hier n+6+y = sf(k)/k = sY/K = (K+6K)/K =
gk + 0. Der Kapitalstock wéchst also mit der konstanten Rate n+7y. Aus y = f (k) und
k = 0 im langfristigen Gleichgewicht folgt 8 = 8y —8a—n=0, wegen g4 =y also
gy = n+v. Fiir die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens erhélt man daher

8y/iL=Y.

Die Wachstumsrate des Effizienzfaktors A entspricht also im steady state der Wachs-
tumsrate der Arbeitsproduktivitit, und eine langfristig positive Wachstumsrate des
Pro-Kopf-Einkommens kann in diesem Modell nur durch den exogenen technischen
Fortschritt erklart werden.

Aussage 3.2. Wenn die Produktionsfunktion neoklassisch ist und die Inada-Bedin-
gungen erfiillt, so wdchst das Pro-Kopf-Einkommen unter Beriicksichtigung des Har-
rod-neutralen technischen Fortschritts im langfristigen Gleichgewicht des neoklassi-
schen Grundmodells mit der Rate des exogenen technischen Fortschritts.

Die Gleichung (3.6) kann die Vermutung nahelegen, dal dieses Ergebnis nicht fiir
den Fall einer konstanten Bevilkerung ohne Abschreibungen gilt. Normiert man A=
1 fiir n =0 =y =0, so ergibt sich mit k = k die fundamentale Wachstumsgleichung
als

k=sfk),

es existiert also kein Gleichgewicht mit & = 0. Fiir die Verdnderung des Kapitalstocks
gilt K = sY, und die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens ist

= _0 .—F(KL)
= =——=3S , .
8y/L= 8y AKY K

Die Wachstumsrate von Y/L ist also auch fiir y = 0 positiv, wenn die Grenzprodukti-
vitdt des Kapitals positiv ist. Bei genauerer Betrachtung erkennt man aber, dal§ diese
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Abbildung 3.3

Das neoklassische Grundmodell mit Abschreibungen und technischem Fortschritt

Wachstumsrate fiir K — oo bei Giiltigkeit der Inada-Bedingungen gegen null konver-
giert:

lim sFx(K,L) = lim sf'(K/L)=s lim f'(k)=0.

K—o0 K—oo k—o0

Auch in diesem Fall gilt also, daB eine positive Wachstumsrate des Pro-Kopf-Ein-
kommens im Falle einer neoklassischen Produktionsfunktion ohne technischen Fort-
schritt bei Giiltigkeit der Inada-Bedingungen langfristig nicht méglich ist. Vielmehr
ist gy,1 genau dann langfristig positiv, wenn die Grenzproduktivitit des Kapitals nach
unten durch einen positiven Wert € beschrankt ist.

Analog gilt im Falle n+6 >0 und y =0, dal§ gy, genau dann langfristig positiv ist,
wenn die Grenzproduktivitit des Kapitals durch ¢ > (n+06)/s nach unten beschréankt
ist.® In der Abbildung 3.3 gilt u:= n+6&+y, fiir y =0 also u:= n+6 (und k = k). Fiir
f'(k) = u/s entspricht die Steigung von sf (k) derjenigen von pk. Wird bei fallenden
Grenzproduktivitdten der Wert f'(k) = /s erreicht, so existiert wegen der weiter in k
fallenden Grenzproduktivitit ein Gleichgewicht, in dem fiir y = 0 die Wachstumsrate
des Pro-Kopf-Einkommens gleich null ist. Ist dagegen f’(k) durch ¢ > /s nach unten
beschriankt und ist limy_, f'(k) = ¢, so gilt dieser Grenzwert nach der Regel von de

6Dieses Ergebnis, dall die Grundlage zahlreicher Ansdtze der modernen Wachstumstheorie ist, findet
sich auch schon bei Solow (1956) und bei Kurz (1968), auf dessen Ansatz Jones und Manuelli (1990)
aufbauen.
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I'Héspital auch fiir f(k)/k:

/
lim K = lim [ =e€.
k—oo k k—oo 1

Damit erhilt man fiir die Wachstumsrate der Kapitalintensitét aus (3.6):

k k
lim — = s& —(n+90)=se—(n+9).
k—oo k k
Fiir k — oo ist also gx =0, wenn € = (n+9)/s, und g >0, wenn € > (n +6)/s. Wegen
y = f(k) gilt das unter Beriicksichtigung der beiden vorausgehenden Gleichungen

auch fiir das Pro-Kopf-Einkommen:

Wk fl k

&= 7k T TRIkk Tmie €T (1TO)

Aussage 3.3. Wenn die Grenzproduktivitdt des Kapitals durch e > (n+6)/s nach unten
beschrdnkt ist und kein technischer Fortschritt vorliegt, wéichst das Pro-Kopf-Einkom-
men im neoklassischen Grundmodell langfristig mit der Rate se — (n+98) > 0.

Das neoklassische Wachstumsmodell fiihrt also im allgemeinen zu der Vorher-
sage langfristig konstanter Wachstumsraten des Pro-Kopf-Einkommens sowie iden-
tischer konstanter Wachstumsraten von Einkommen und Kapitalstock. Diese Ergeb-
nisse dndern sich nicht, wenn man von der Annahme einer konstanten Sparquote
abgeht (vgl. den Abschnitt 3.3). Die Hohe der Sparquote beeinflul3t zwar nicht die
Wachstumsrate im steady state, wohl aber das Niveau des Wachstumspfades, also
die Hohe des langfristigen Pro-Kopf-Einkommens. Letztere Aussage erkennt man un-
mittelbar anhand der Abbildung 3.1, wenn man sich eine héhere als die dargestellte
Sparquote und die dazugehorige Kurve sf (k) denkt, die zu einem héheren Wert der
gleichgewichtigen Kapitalintensitdt und damit auch des gleichgewichtigen Pro-Kopf-
Einkommens fiithrt. Die Hohe der Sparquote hat also keinen Wachstumseffekt, aber
einen Niveaueffekt. Ohne technischen Fortschritt belduft sich die langfristige Vorher-
sage fiir die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens auf null, wenn die Grenzpro-
duktivitdt des Kapitals nicht hinreichend nach unten beschrénkt ist.

Bemerkung 3.3. Zu den Eigenschaften des durch die Konstanz aller Wachstumsra-
ten definierten langfristigen Gleichgewichts ist eine Anmerkung angebracht. Teilwei-
se wird zusétzlich gefordert, da K/Y konstant ist. Diese Bedingung ist im Solow-
Modell mit einer konstanten Sparquote und allgemeiner immer dann automatisch
erfiillt, wenn im langfristigen Gleichgewicht die Bruttosparquote konstant ist. Sei §
die konstante Sparquote im langfristigen Gleichgewicht (also im gleichgewichtigen
Wachstum). Dann folgt aus K = §Y — 6K, daR
K s§Y
BK=% =% 0.
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Die Konstanz von gx impliziert also die Konstanz von Y/K und damit die Bedingung

8k = 8y-

Die bisherigen Aussagen beziehen sich auf das langfristige Gleichgewicht, das sta-
bil ist und daher asymptotisch erreicht wird. Abseits des steady state sind die Wachs-
tumsraten dagegen nicht konstant. Zum Beispiel weist eine Volkswirtschaft, die mit
einem geringeren als dem gleichgewichtigen Wert der (effektiven) Kapitalintensitét
startet, auch ohne technischen Fortschritt positive Wachstumsraten der (effektiven)
Kapitalintensitdt auf. Denkt man sich Ursprungsstrahlen zu ausgewéhlten Punkten
der Kurve k im unteren Teil der Abbildung 3.3, so kann man anhand deren Steigun-
gen unmittelbar erkennen, dall die Wachstumsrate gj in k monoton fillt. Je kleiner
der Startwert von k, desto hoher ist also ceteris paribus die Wachstumsrate von k.
Um eine Aussage fiir das Pro-Kopf-Einkommen abzuleiten, wird die Wachstumsrate
von y anhand der Produktionsfunktion pro effektiver Arbeitseinheit (3.5) berechnet:

_ flkk
——
=0k (k)
Mit y = y/Aund g4 =y folgt also
gy =0k(Kgk+7, 3.7)

wobei ok (k) die partielle Produktionselastizitit des Kapitals ist, die aufgrund der Li-
nearhomogenitét der Produktionsfunktion bei vollstindiger Konkurrenz der Gewinn-
quote entspricht, definiert als Anteil der Nichtarbeitseinkommen am Nationalein-
kommen. Fiir eine Cobb-Douglas-Produktionsfunktion ist og(k) = a@ konstant. Aus
(3.7) folgt in diesem Fall unmittelbar, daf sich die Wachstumsrate des Pro-Kopf-
Einkommens in dieselbe Richtung wie diejenige der effektiven Kapitalintensitét ver-
dndert. Fiir den allgemeineren Fall einer neoklassischen Produktionsfunktion kann
man dieses Ergebnis zumindest fiir Startwerte, die unterhalb des langfristigen Gleich-
gewichts liegen, ebenfalls nachweisen (vgl. Barro und Sala-i-Martin, 1998, S. 28). Also
gilt die

Aussage 3.4. Wenn die (effektive) Kapitalintensitdt im neoklassischen Grundmodell
unterhalb ihres langfristigen Gleichgewichtswertes liegt, fillt die Wachstumsrate des
Pro-Kopf-Einkommens mit steigender (effektiver) Kapitalintensitdit.

Das Solow-Modell stellt nach wie vor den grundlegenden Ansatz der neoklassi-
schen Wachstumstheorie dar. Allerdings ist es in vielerlei Hinsicht erweitert und mo-
difiziert worden. Empirisch ist vor allem die Vorhersage eines Pro-Kopf-Wachstums
von null im Modell ohne technischen Fortschritt problematisch. Die Verwendung des



3.2. Optimale Entscheidungen in der Zeit 119

exogenen technischen Fortschritts erzeugt zwar ein positives Pro-Kopf-Wachstum,
kann aber als exogene GroRe keine Erkldrung fiir die Ursachen dieses Wachstums
liefern. In den sechziger Jahren ist das Modell daher durch die Einfithrung des endo-
genen technischen Fortschritts erweitert worden. Hier sind insbesondere die Ansétze
von Arrow (1962), Uzawa (1965) und Shell (1966) zu nennen, auf die sich auch die
neue Theorie des (semi-) endogenen Wachstums beruft. Andere wichtige Erweiterun-
gen in den frithen Jahren der neoklassischen Wachstumstheorie betreffen zum Bei-
spiel die Einfithrung von Geld (Tobin, 1965), die Beriicksichtigung zweier oder meh-
rerer Sektoren (Uzawa, 1961a, 1963; Hahn, 1966) und die Einbeziehung des Aulien-
handels (Bardhan, 1965; Oniki und Uzawa, 1965). SchlieRlich ist die Annahme einer
konstanten Sparquote von Cass (1965) und Koopmans (1965) durch die auf Ramsey
(1928) zuriickgehende Verwendung der Theorie der optimalen Ersparnis ersetzt wor-
den, wobei diese Autoren allerdings zundchst von einer normativen Interpretation
ihrer Ergebnisse ausgegangen sind, die spéter in eine positive Interpretation gewan-
delt worden ist. Den Stand der Forschung bis zum Jahr 1970 geben Burmeister und
Dobell (1970) sowie Wan (1971) wieder. Aus der deutschsprachigen Literatur sind ins-
besondere Krelle (1988) und als Ubersichtsaufsatz Vosgerau (1980) zu empfehlen.’
Fiir die Analyse in diesem und den folgenden Kapiteln spielen insbesondere die An-
sdtze der optimalen Ersparnis, Arrows learning by doing und die Erweiterung auf
offene Volkswirtschaften eine Rolle.

3.2 Optimale Entscheidungen in der Zeit

3.2.1 Nutzenmaximierung mit unendlichem Planungshorizont

Berechnung der optimalen Losung Wihrend Solow (1956) eine konstante Sparquo-
te unterstellt hat, wird nun die Alternative einer mittels der Verfahren der dynami-
schen Optimierung berechneten optimalen Konsumfunktion betrachtet. Dazu wird
das auf der Seite 72 behandelte Beispiel 2.10 der Nutzenmaximierung fiir den Fall
T = oo in der current-value Formulierung gemif} der Darstellung im Beispiel 2.11
auf der Seite 77 analysiert. Die auf Ramsey (1928) zuriickgehende Loésung dieses
Problems liefert die heute in praktisch der gesamten Literatur zur neoklassischen
Wachstumstheorie verwendete Konsumhypothese, deren Verbindung mit dem Solow-
Modell das sogenannte Ramsey-Koopmans-Cass-Modell des optimalen Wachstums
ergibt, das im Abschnitt 3.3 dargestellt wird.

Anstelle der zum Fall des endlichen Planungshorizontes analogen Endbedingung
liminf;_ a(t) = 0 wird lediglich gefordert, daf der Barwert des Endvermdogens
nichtnegativ ist. Der Einfachheit halber wird wie zuvor angenommen, da der Re-

“Aus der neueren deutschsprachigen Lehrbuchliteratur, die neben dem Solow-Modell auch aktuelle
Neuerungen enthilt, sind insbesondere Arnold (1997), Bretschger (2004), Frenkel und Hemmer (1999)
sowie Mauner und Klump (1996) zu nennen.
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allohnsatz w > 0 und der Zinssatz r > 0 konstant sind.

o0 Cl—@ _ 1
max f e Ptdr, 6>0,
ceCl0,00) JO 1-0

u.d. N. (3.8)

a=w+ra—c, a(0)=a, ligninfefrt“(t) 20,
—00
c(t) 0.

Damit das Problem eine sinnvolle Losung hat, mul wie zuvor unterstellt werden,
daB liminf, .o, e~ "“a(t) > 0 erreichbar ist, wenn nicht konsumiert wird. Die Verwen-
dung des einfachen Maximierungskriteriums (anstelle etwa des im Abschnitt 2.3.3
dargestellten catching up-Kriteriums) ist gerechtfertigt, weil spater gezeigt wird, dal
das Zielfunktional fiir alle zuldssigen Losungen konvergiert. Ein Ziel dieses Abschnit-
tes ist es auch, anhand einer exakten Anwendung des Maximumprinzips zu zeigen,
wie aufwendig die Losung selbst einfacher dynamischer Optimierungsprobleme ist.
SchlieBlich werden die weitreichenden Auswirkungen selbst kleiner Fehler in der Be-
rechnung der optimalen Losung anhand numerischer Beispiele diskutiert.

Die Bedingung liminf;_.., e~ "*a(f) = 0 wird hiufig als Bedingung zum Ausschlufl
eines Ponzi-Spiels bezeichnet (vgl. zum Beispiel Blanchard und Fischer, 1989, S. 49).
Sie verhindert, da der Konsument seinen Konsum und seine Zinszahlungen bei
negativem Vermogen durch eine immer weitere Verschuldung bezahlen kann (wie
mit Kettenbriefen). Wenn a(#) negativ ist, diirfen die Schulden demnach langfristig
hochstens mit einer kleineren Rate als r wachsen, damit die Bedingung erfiillt ist. Ein
negatives Endvermdogen ist zuldssig, so dall diese Beschrdnkung weniger restriktiv
als die Bedingung liminf, .., a(t) = 0 ist. Spéter wird gezeigt, da im allgemeinen
keine optimale Losung des Problems (3.8) existiert, wenn die strengere Bedingung
der Nichtnegativitit des Endvermdgens verwendet wird.®

Die current-value Hamiltonfunktion lautet

c-0-1
= Ag——— + A (w+ra-c).
1-6
Aus dem Satz 2.20 auf der Seite 88 ergeben sich die folgenden notwendigen Opti-
mumbedingungen fiir eine innere Lésung:

F.=Noc 0 =2 =0,

. 3.9)
AC=pAf—rAS,
wobei die erste Gleichung hinreichend fiir ein Maximum der Hamiltonfunktion ist,
weil # konkav in c ist. Eine innere Losung liegt vor, weil wieder 1 =1 und A°(¢) >0
fiir alle 7 ist.

8Fiir w = 0 besteht dieses Problem ebenso wie im spiter dargestellten Ramsey-Koopmans-Cass-Modell
nicht, so daR dort auch einfach die Beschrénkung liminf;_.o a(f) = 0 verwendet werden kann.
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Zunichst wird gezeigt, daf Ao = 1 gesetzt werden kann. Wenn A = 0 ist, muf A€ entweder
fiir alle r = 0 positiv oder fiir alle ¢ = 0 negativ sein, um die Bedingung (19, A°(#)) # (0,0) zu
erfiillen. Fiir A°(¢) > 0 impliziert die Maximierung von - dann, daf c¢*(¢) = 0 fiir alle . Diese
Losung kann nicht optimal sein, weil der Nutzen mit dem Konsum steigt, und ein positiver
Konsum annahmegemi moglich ist. Fiir A¢(#) < 0 impliziert die Maximierung von 7, dal
¢* (#) = oo fiir alle ¢. Diese Losung ist nicht zuldssig, weil sie liminf; .o, e™" ta(t) <0 impliziert.
Folglich kann Ag = 1 gesetzt werden. Der Einfachheit halber ist aus diesem Grund statt )lf
gleich A€ als Kozustandsvariable gewihlt worden.

Auch wenn Ag =1 ist, impliziert die Maximierung der Hamiltonfunktion fiir A¢ < 0, da
¢ = oc0. Da die Hamiltonfunktion streng konkav in c ist, gilt gem&dR der Bemerkung 2.12 auf der
Seite 70 in jedem Zeitpunkt A€ = (p— r)AS; also ist A¢(#) > 0 fiir alle ¢ (sonst gilt zum Beispiel
im Falle A¢(#;) = 0 fiir ein beliebiges #; € [0,00), dal A€(¢) = 0 fiir alle £ und damit c(f) = oo, SO
daR die Losung nicht zul&ssig ist).

Aus (3.9) 1463t sich mit Ap = 1 wie im Beispiel 2.10 die Keynes-Ramsey-Regel ablei-
ten, so da man wieder die beiden Differentialgleichungen

Lo
c=glr-pe (3.10)

a=w+ra—c

erhélt. Da der Satz 2.20 keine Transversalitdtsbedingung enthilt, fungieren jetzt zu-
nichst nur a(0) = ag sowie liminf,_, e "*a(r) 2 0 als Randbedingungen. Da die Op-
timumbedingungen A€ = 1/¢? impliziert und A° > 0 ist, gilt auch ¢ > 0, und gemiR
(3.10) wachst c(¢) mit der Rate (r— p)/6. Bezeichnet man den Startwert mit ¢y, so gilt
also
c(t) = Coe(r—P)l‘/G'

Setzt man diesen Wert in das Zielfunktional aus (3.8) ein, so erkennt man, dall es
genau dann konvergiert, wenn

(o0}
f e[(l—@)(r—p)/@—p]t dt
0

konvergiert, was genau dann der Fall ist, wenn der Exponent in eckigen Klammern
negativ ist, wenn also
1-0)(r-p)l6<p (3.11)

ist. Da jede (auch hinsichtlich des sporadically catching-up Kriteriums) optimale L6-
sung die Beziehung (3.10) erfiillen muB, folgt aus (3.11) die Konvergenz des Ziel-
funktionals in (3.8) fiir jede zuldssige Losung. Die Formulierung mit dem einfachen
Maximierungskriterium ist also genau dann sinnvoll, wenn (3.11) gilt. Andernfalls
sind allgemeinere Optimalitétskriterien zu verwenden.

Zur Vereinfachung der Formeln wird wieder 8 = 1 unterstellt, so da die Mo-
mentannutzenfunktion logarithmisch ist. Anhand von (3.11) ist zu erkennen, daf
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die Annahme p > 0 dann fiir die Konvergenz des Zielfunktionals ausreicht. Im Gegen-
satz zum Fall mit endlichem Planungshorizont T erhilt man auch fiir ein konstantes
w > 0 noch relativ einfache Ergebnisse. Unter Verwendung von a(0) = ay konnen
die folgenden Losungen der Differentialgleichungen (3.10) in Abhéngigkeit von einer
unbestimmten Konstanten C; > 0 analog zum Vorgehen im Beispiel 2.10 abgeleitet
werden.

c* () =C e P!

a*(t)=(ao+Z)e”+g((e‘(r—p”—e”)—z (3.12)
r P r

Die Konstante C; kann mittels der hinreichenden Bedingungen bestimmt werden.
Zunéchst ist festzustellen, dafl 2 = [0,00) konvex und die Hamiltonfunktion konkav
in (a,c) ist, da die Nutzenfunktion streng konkav in ¢ und die Zustandsgleichung
linear in a und c ist. Weil die abgeleiteten Losungen der Differentialgleichungen die
notwendigen Bedingungen mit Ay = 1 erfiillen, ist es also gem&B dem Satz 2.21 auf
der Seite 90 (in Verbindung mit der Bemerkung 2.25) hinreichend, C; so festzulegen,
dal die Grenztransversalitdtsbedingung

li;ninfe_pt/lc(t)(a(t) -a*(1)) 20

erfiillt ist. Setzt man A°(#) und a* () ein und bildet den Grenzwert, so folgt schlieflich

s o —plgcC * . ealt) 1 w 1

h{E},glfe PEAC (D) (a(t) —a™ (1) —lltrgg)lfc—le G (a0+ 7)+ ;
Da jede zulidssige Trajektorie liminf; .o, e " a(t) 2 0 erfiillen muR, ist der obige Grenz-
wert nichtnegativ, wenn C; > 0 ist und sich die beiden konstanten Summanden zu
einem Wert gréBer oder gleich null addieren. Das wird durch C; = p(ag + w/r) ge-
wéhrleistet. Gleichzeitig ist zu beachten, dal der Wert von C; implizieren mu@, da
liminf; . e ""a* () = 0 gilt. Anhand der Formel fiir a*(¢) ist zu erkennen, dag diese
Bedingung fiir C; > p(ap + w/r) nicht erfiillt ist, wohl aber fiir C; = p(ap+ w/r). In
diesem Fall sind also sowohl alle Nebenbedingungen als auch die Grenztransversali-
tatsbedingung erfiillt. Die optimale Losung lautet daher

w
C*(t) — p(aﬂ + _) e(T—P)l"
r
(3.13)
w w
a*(t) = (ao + —) AU L
r r
Man erhilt die abgeleiteten Ergebnisse auch, indem in den im Beispiel 2.10 ab-
geleiteten Beziehungen der Grenzwert fiir T — oo gebildet wird (fiir w > 0). Das muf3
aber nicht so sein, weshalb eine gesonderte Argumentation fiir den Fall T — oo im
allgemeinen erforderlich ist. Anhand der Formeln (3.13) fiir die Losung ist leicht zu
erkennen, dall die optimale Kontrolltrajektorie im Falle eines unendlichen Planungs-

horizontes in feedback-Form darstellbar ist, was im Abschnitt 2.3.3 bereits allgemein
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dargestellt worden ist.
* * w
0 :p[a (t)+7] (3.14)

Anhand von (3.13) ist zu erkennen, dall der Konsum langfristig gegen null und das
Vermogen langfristig gegen —w/r konvergiert, wenn r < p ist. Im Falle r > p wach-
sen beide GroBen in der Zeit iiber alle Schranken. Fiir r = p gilt ¢*(t) = ra*(t) + w
mit a*(t) = ay fiir alle £. Wenn also die Diskontrate des Haushalts dem Zinssatz ent-
spricht, wird pro Periode die Summe aus dem Arbeitseinkommen und den Zinsen
des Reinvermégens konsumiert, so dall das Vermdgen selbst konstant bleibt.

Tatséchlich ist das Problem einfach genug, um die Konstante C; auch ohne Transversali-
tatsbedingung zu bestimmen (allerdings ist die hinreichende Bedingung zum Nachweis der
Optimalitét erforderlich). Anhand der ersten Gleichung in (3.12) ist ndmlich zu erkennen, daf§
C; so gro wie mdglich gewdhlt werden muR, weil der Nutzen in c steigt. Aus der zweiten
Gleichung folgt dagegen wie zuvor, dal C; nicht gréer als p(ag + w/r) sein darf, weil sonst
die Endbedingung liminf; . e~ *a* () 2 0 nicht erfiillt ist. Also muR C; = p(ag + w/r) sein.
Daher ist (3.13) die einzige Losung, die die notwendigen und hinreichenden Bedingungen
erfillt.

Die Konstante Cj ergibt sich auch anhand der Transversalititsbedingung (2.88) auf der
Seite 94. Denn aus

1 w 1 1 w
li —-ptyc % — 1 w - —p[_l _ Tt
Jim, 100 i [ (e ) St on - e
1 w 11
= — + — ——i()
Cy (a{) r) p

folgt Cy = p(ap + w/r). Da gezeigt worden ist, dal$ nur (3.13) optimal sein kann, ist (2.88) ei-
ne notwendige Bedingung fiir das vorliegende Problem. Trotzdem ist sie fiir dieses Beispiel
nicht von vornherein anwendbar. Denn mehrere der Annahmen fiir den allgemeinen Beweis
von Benveniste und Scheinkman (1982) sind nicht erfiillt. Zum einen ist die Momentannut-
zenfunktion In(c) nicht beschrénkt, und zum anderen ist nicht gew#hrleistet, daf a(t) = 0 fiir
alle t. Araujo und Scheinkman (1983) haben fiir den allgemeinen Beweis der Bedingung (2.88)
zwar die Annahme einer beschriankten Nutzenfunktion fallen gelassen, nicht aber die Nichtne-
gativitdt der Zustandsvariablen. Zwar kann man eine Zustandsbeschrankung einfiihren, doch
existiert in diesem Fall eine optimale Losung im allgemeinen nur im Sinne eines Supremums.

Die schon anfangs aufgestellte Behauptung, dafy eine optimale Losung im allgemeinen
nicht existiert, wenn liminf;_..o a(#) = 0 als Endbedingung verwendet wird, wird nun bewie-
sen. Dazu wird angenommen, dall p > r ist. Aus der Losung (3.13) ergibt sich in diesem Fall

. % w
lim a™ () =—— <0,
t—o0 r

das heil3t, diese Losung ist nicht zuldssig. Jede optimale Losung mufB die Gleichungen (3.12) er-
fiillen, die aus dem Maximumprinzip folgen. Anhand dieser Beziehungen kann man erkennen,
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daB liminf;—oo a* (1) 2 0 fiir p > r genau dann erfiillt ist, wenn

v

C
liminf(ao ML —1) ert>Y
f—00 rop r
ist. Wie bereits ermittelt, ist C; = p(ap + w/r) also nicht zuldssig. Wahlt man C; = p(ag + w/r) -
€, so ist die Ungleichung fiir jedes € > 0 erfiillt. Das heil3t, dal keine optimale Losung im

Sinne des Maximums existiert. Fiir C) = p(agp + w/r) ergibt sich allerdings ein Supremum des
Zielfunktionals.

Eine alternative Losung des dargestellten Problems findet sich bei Arrow und Kurz (1970,
S. 155-156), die die Endbedingung liminf; .o a(t) = 0 durch die Bedingung

liminfla(f) + w/r] 20
t—oo

ersetzen, die fiir die optimale Losung a* (¢) offenbar erfiillt ist. Da w/r der Barwert des Lohn-
einkommens ist, wird also die Forderung nach einem asymptotisch nichtnegativen Barwert
des Reinvermdégens durch die Nichtnegativitdt des Barwertes des Gesamtvermdégens substitu-
iert, das sich aus dem Reinvermégen und dem kapitalisierten Lohneinkommen zusammen-
setzt.

Fehler in den Berechnungen In dem im letzten Abschnitt diskutierten Beispiel der
dynamischen Nutzenmaximierung ist unterstellt worden, daf die Konsumenten bei
ihren Berechnungen keinerlei Fehler machen. Im folgenden werden die Implikatio-
nen des Modells analysiert, wenn bestimmte Planungsfehler auftreten. Um die Ana-
lyse weiter zu vereinfachen, wird jetzt w = 0 gesetzt, so dal der betrachtete Haushalt
kein Arbeitseinkommen hat. Die optimalen Losungen in offener Schleife beziehungs-
weise in Riickkopplung lauten dann

c*(t) = page P!,
a*(t) = age" "1, (3.15)
c* (1) = pa* ().

Angenommen, ein Haushalt habe nach der Absolvierung eines Kurses iiber dy-
namische Optimierung die hier abgeleitete Losung des betrachteten extrem verein-
fachten Problems berechnet. Wie stellt sich die dynamische Entwicklung dar, wenn
er aufgrund unzureichender Informationen einen winzigen Planungsfehler macht?
Hier reicht es schon, den einfachen Fall anzunehmen, dall die Diskontrate des Haus-
halts p gleich dem Effektivzinssatz r ist, wobei r aber nur — wie in der Realitét {iblich
— bis auf zwei Nachkommastellen genau angegeben wird. Konkret sei p = 0,1, und die
Angabe des Effektivzinssatzes durch eine Bank belaufe sich ebenfalls auf r = 0,1, wo-
bei eine exakte Ermittlung aber den Wert r = 0,09995 ergibt. Das Anfangsvermoégen
sei ap = 100. Die Konsequenzen dieser Ausgangslage variieren in Abhéngigkeit davon,
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ob der Konsument die open loop-Losung oder die feedback-Lésung anwendet. Zu-
néchst wird die Losung in offener Schleife betrachtet. Weil aus Sicht des Haushalts
r = p gilt, ist in diesem Fall ¢(¢z) =0,1-100- =10 gemdl (3.15). Um die Entwicklung
von a(f) zu berechnen, mufl die Differentialgleichung & = 0,09995a — 10 unter der
Anfangsbedingung ao = 100 gelést werden. Diese Losung ist”

a(t) = —0,05003e*%99%7 1100,05003.
Setzt man a(t) =0 und 16st nach ¢ auf, so folgt
£ =1n(100,05003/0,05003)/0,09995 = 76,04605.

Das heift, nach gut 76 Jahren ist das Reinvermégen, das urspriinglich fiir die Ewig-
keit gedacht war, aufgebraucht. (Fir w = 0 gilt im Optimum lim;_, a*(f) = 0.) Im
Verhiltnis zum unterstellten unendlichen Planungszeitraum sind auch etwa eine Tril-
liarde Jahre sehr wenig. Was sind dann aber 76 Jahre? Statt der optimalen Losung, die
ein nur langsam fallendes Reinvermégen beinhaltet, das fiir die Ewigkeit ausreicht,
ergibt sich also eine Lésung, in der das Vermdgen nach einem vernachlassigbar kur-
zen Zeitraum aufgebraucht ist. Die Ursache dafiir ist einzig und allein die ungenaue
dritte Nachkommastelle in der Zinssatzangabe.

Gegen dieses Ergebnis kann eingewendet werden, dal die Verfolgung einer open
loop-Strategie unrealistisch ist. Dabei wird allerdings vergessen, dall eine reine feed-
back-Lésung, die noch nicht einmal von ¢ abhéngt, ohnehin nur in einfachen Spe-
zialfdllen zu ermitteln ist. Aullerdem ist fiir eine feedback-L6sung natiirlich eine In-
formationsstruktur erforderlich, die die Kenntnis der Zustandsvariablen in jedem
Zeitpunkt beinhaltet.'” Trotzdem ist der Vergleich mit einer Riickkopplungsstrategie
interessant. Wenn die Konsumfunktion c(#) = 0,1a(¢) lautet, folgt das Reinvermogen
der Differentialgleichung @ = 0,09995a - 0,1a = —0,00005a, deren Lésung

a(t) = 100e~"00005¢

lautet. Das ist die optimale Losung des Problems. Wihrend also die Lésung in offe-
ner Schleife aufgrund des falschen verwendeten Zinssatzes vollig unbefriedigend ist,
beeinflul3t dieser Fehler die feedback-Losung nicht (abgesehen davon, daf§ der Kon-
sument sich wundern wird, dall sein Vermogen immer geringer wird, obwohl er in
seiner Planung von einem konstanten Vermogen ausgeht). Das liegt im vorliegenden
Beispiel daran, daf der Konsument zur Verwirklichung seiner optimalen Riickkopp-
lungsldsung lediglich seine eigene Diskontrate p und sein Vermégen a(t), nicht aber
den Zinssatz r genau kennen mufB. In allgemeineren Fillen (zum Beispiel schon fiir
w > 0) kann daher keine Hoffnung auf ein derart gilinstiges Ergebnis bestehen.

9Wenn man ein Phasendiagramm fiir das System (3.10) formuliert, so ist zu beachten, daR die hier
berechneten Losungen die Optimumbedingungen (3.10) nicht erfiillen. Daher entsprechen sie auch weder
den optimalen noch irgendwelchen nichtoptimalen Trajektorien dieses Phasendiagramms.

10pje Kenntnis der Zustandsvariablen in jedem Zeitpunkt ergibt sich automatisch, wenn ein Modell
keinerlei Planungsfehler oder stochastische Elemente enthdlt, weil dann der Zustand zu jedem beliebigen
Zeitpunkt ¢ >0 am Anfang des Planungszeitraumes, ¢ = 0, berechnet werden kann.
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Zum Vergleich mit der open loop-Losung bietet sich noch die Berechnung von
a nach 76 Jahren an: a(76) = 99,620723. Das unterstreicht die deutliche Uberlegen-
heit der feedback-Losung im Vergleich zur open loop-Losung. Aufgrund des Eindeu-
tigkeitssatzes iiber Differentialgleichungen kann a(t) im vorliegenden Fall niemals
gleich null werden (allerdings konvergiert a(t) fiir t — co gegen null). Um eine Vor-
stellung von der dynamischen Entwicklung zu erhalten, bietet sich daher die Berech-
nung der Halbwertszeit des Vermégens an, also der Zeit, die es dauert, bis das Vermo-
gen zur Hilfte aufgebraucht ist. Dazu wird ag/2 = 50 = 100e~%90905¢ nach  aufgeldst:
t =1n(2)/0,00005 = 13862,944, das heiflt, das Vermogen ist nach knapp 13863 Jahren
halbiert, wihrend es fiir die open-loop Losung schon nach 76 Jahren aufgebraucht
ist.

Als weiteres Beispiel wird unterstellt, dal » = 0,1 und p = 0,085 ist. Beide Werte sei-
en dem Haushalt jetzt exakt bekannt. Das Anfangsvermdogen betrigt ay = 100. Die op-
timale Losung fiir den Konsum lautet dann ¢*(¢) = 0,085- 100£%%15¢ Der Haushalt be-
gehe aber Rundungsfehler, wobei zwei verschiedene Moglichkeiten untersucht wer-
den sollen. Zunéchst wird unterstellt, dall nur der Startwert als ganzzahliger Wert
durch Rundung falsch berechnet wird. Der Haushalt verwendet also den Startwert
c(0) = 0,085-100e° = 8,5 = 9, das heilt

c(t) = 9e%011,

Dann folgt a(¢) der Differentialgleichung @ = 0,1a — 9e%015¢  die fiir ay = 100 die L5-
sung'!
a(t) = 105,8823529411765e%°157 — 5 8823529411765

hat. Setzt man a(¢) = 0 und 16st nach ¢ auf, so folgt, dall das Vermdogen, das eigentlich
wachsen sollte, aufgrund des Rundungsfehlers am Beginn des Planungszeitraumes
schon nach

t =1n(18)/0,085 = 34,004373

Jahren verbraucht ist.

Realistischer ist es allerdings, dal ein Haushalt, der am Anfang des Planungszeit-
raumes auf ganzzahlige Werte rundet, so auch weiterhin verfahrt. Zur Darstellung
dieser Variante wird die in Mathematica'?> implementierte Funktion Round verwen-
det, die jeder reellen Zahl die nichstliegende ganze Zahl zuordnet, so daB sich aus
Round(c*(t)) der jeweils gerundete Wert fiir den Konsum ergibt. Der Haushalt konsu-
miert also gemal

c(#) = Round(c* (1)) = Round (0,085 - 100”°*%7),
und das Vermogen folgt der unstetigen Differentialgleichung

a=0,1a—Round(c* (1)),

Die jetzt angegebene Losung erfiillt die Optimumbedingungen (3.10). Daher entspricht sie auch be-
stimmten Trajektorien in einem Phasendiagramm der Differentialgleichungen (3.10), wobei aber der Start-
wert nicht optimal ist, so daf nicht der optimale Pfad ausgew&hlt wird.

12 Mathematica ist ein eingetragenes Warenzeichen der Wolfram Research, Inc.
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die nur numerisch geldst werden kann. Die Berechnungen sind mit Mathematica auf-
grund der folgenden Eingaben mdoglich, wobei auch der Wert ¢ = 59,3625 berechnet
worden ist, fiir den das Vermdogen gleich null wird.

sol=NDSolve[{a’[t]==0.1 a[t]-Round[0.085%100%Exp[0.015 t]],
a[0]==100},a,{t,0,200},MaxSteps->2000]

at=a/.sol; FindRoot[at[t]==0,{t,{40,41}},MaxIterations->100]

Plot[a[t]/.sol,{t,0,60},PlotStyle->Dashing[{0.04}]]

Plot [Round[0.085%100%Exp[0.015 t11,{t,0,60}]

In der Abbildung 3.4 werden die Ergebnisse bis zum Zeitpunkt ¢ = 100 im Ver-
gleich zur optimalen Losung dargestellt. Die beiden Graphiken zeigen jeweils die
optimale Losung fiir c¢(#) und a(t) (glatte Kurven) sowie die gerundete Ndherungs-
16sung (c(t) Treppenkurve und a(t) gestrichelte Kurve). Man erkennt gut, dal die
Rundungsfehler zu einem véllig unbefriedigenden Ergebnis fiihren. Das Reinverméo-
gen ist bereits zum Zeitpunkt ¢ = 59,3625 aufgebraucht, wihrend es fiir die optimale
Losung wéchst und gegen unendlich strebt. Wenn das Vermégen gleich null wird,
verletzt jeder positive Konsum tiber ein endliches Intervall wegen w = 0 die Endbe-
dingung liminf,_., e~ a(t) 2 0 (vgl. die frithere Argumentation fiir den Fall w > 0).
Also ist der Konsum ab dem Zeitpunkt ¢ = 59,3625 gleich null.
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Abbildung 3.4

Open loop-Losung und gerundete open loop-Losung

Auch die Riickkopplungslésung fiir diesen Fall kann nur numerisch berechnet
werden, weil sinnvollerweise in jeder Periode gerundet werden muf3. Unter Verwen-
dung der Funktion Round folgt der Konsument nun der Regel

¢(t) =Round(0,085a(1)).
Daraus ergibt sich fiir a(¢) die (unstetige) Bewegungsgleichung
a=0,1a—Round(0,085a),

die mit Mathematica aufgrund der folgenden Eingaben numerisch geldst werden
kann.
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sol=NDSolve[{a’[t]==0.1 a[t]-Round[0.085 a[t]],a[0]==100},
a,{t,0,200},MaxSteps->4000]

Plot[a[t]/.sol,{t,0,100},PlotStyle->Dashing[{0.04}]]

Plot [Round[0.085 a[t]/.sol],{t,0,100}]
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Abbildung 3.5

Feedback-Losung und gerundete feedback-Losung

Die Ergebnisse sind in der Abbildung 3.5 wieder im Vergleich zur optimalen
Losung dargestellt worden und belegen die deutliche Uberlegenheit der Riickkopp-
lungslosung gegeniiber der Losung in offener Schleife. Die beiden Graphiken zei-
gen jeweils die optimale Losung fiir ¢(¢) und a(t) (glatte Kurven) sowie die gerun-
dete Ndherungslosung in Riickkopplung (c(#) Treppenkurve und a(f) gestrichelte
Kurve). Die feedback-Losungen werden wie die Losungen in offener Schleife dabei
in Abhingigkeit von der Zeit dargestellt. Man erkennt gut, daly die gerundete L6-
sung sich in einem Zeitraum von 100 Jahren nicht sehr weit von der optimalen L6-
sung entfernt. Numerisch sind die Werte bis ¢ = 200 berechnet worden. Hier ergeben
sich fiir das Reinvermdogen folgende Zahlen (gerundete Ndherungslosung mit Index
r): a*(200) = 2008,56, a’(200) = 1956,93. Interessant sind auch die Ergebnisse fiir
t = 59,3625, weil hier das Vermdgen bei der gerundeten Losung in offener Schleife
schon gleich null ist: a*(59,3625) = 243,62, a’(59,3625) = 238,066.

Diese Uberlegenheit der Riickkopplungslésung gegeniiber der Losung in offener
Schleife ergibt sich daraus, dall sich die Rundungsfehler nicht fortsetzen, weil die
Losung immer wieder in Abhéngigkeit vom Wert der Zustandsvariablen angepal3t
wird. Wie bei der optimalen Losung wéchst das Vermdgen in der Zeit, statt wie bei
der open loop-Losung mit falschem Startwert und der gerundeten open loop-Losung
zu fallen.

Festzuhalten ist, daR die Beispiele hier speziell gewdhlt worden sind. Fiir andere
Parameterwerte ist es auch méglich, dald das Vermdogen fiir eine gerundete open loop-
Losung oder eine solche mit falschem Startwert steigt. Trotzdem treten dann im allge-
meinen extreme Abweichungen vom Optimum auf, und die feedback-Losung erweist
sich generell als verldflicher. Ferner konnen die Ergebnisse auch noch alarmierender
sein als hier dargestellt, weil es zum Beispiel moglich ist, dafl das Vermogen fiir die
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gerundete feedback-Losung konstant bleibt, statt zu steigen (wenn etwa p = 0,095 im
obigen Beispiel verwendet wird).

Die Implikationen dieser Beispiele fiir die neoklassische Wachstumstheorie wer-
den im Abschnitt 3.4.1 ausfiihrlich diskutiert. Die zentralen Punkte werden kurz ge-
nannt. Open loop-Lésungen dynamischer Optimierungsprobleme sind instabil. Wah-
rend feedback-Losungen erheblich robuster gegeniiber Fehlern in den Berechnun-
gen sind, ist es in aller Regel nicht mdoglich, solche Lésungen zu berechnen (das
hier betrachtete Beispiel ist extrem vereinfacht). Daher ist es naheliegend, einfache
Faustregeln zu untersuchen, die als Riickkopplungsregeln formuliert sind.

3.2.2 Neoklassische Investitionstheorie

Bisher ist lediglich das dynamische Entscheidungsproblem eines Haushalts betrach-
tet worden. Analog dazu wird nun das dynamische Entscheidungsproblem eines Un-
ternehmens bei vollstdndiger Konkurrenz analysiert. Im dynamischen Zusammen-
hang besteht das Ziel des Unternehmens in der Maximierung seines Ertragswertes,
wobei der Planungshorizont unendlich ist. Der Ertragswert eines Unternehmens ist
gleich dem Barwert seiner gegenwértigen und zukiinftigen Nettoeinnahmen. Wie bis-
her bezeichnen K und L die Einsatzmengen an Kapital und Arbeit und F die neo-
klassische Produktionsfunktion (vgl. die Definition 3.1), die die Inada-Bedingungen
erfiillt und linearhomogen ist. Die Bruttoinvestition ist 7 und die konstante Abschrei-
bungsrate ¢ > 0. Der Einfachheit halber wird wieder unterstellt, dal der Reallohnsatz
w und der Zinssatz r konstant sind und dal§ das betrachtete Unternehmen tiber voll-
kommene Voraussicht verfiigt, so da es auf der Grundlage dieser konstanten Werte
kalkulieren kann.

Das dynamische Problem der Ertragswertmaximierung lautet unter diesen An-
nahmen:

(o0}

max [F(K,L)- wL—1Ile”"" dt,
I,LeC[0,00) JO

u. d. N.
K=I-8K, K(0)=Ky>0, litmian(t) >0,
—00

(3.16)

0<IZI

Die Investitionen werden dabei in denselben Einheiten wie der Output gemessen,
der als numéraire dient (was die Notation erleichtert). Die Bruttoinvestition ist in
jedem Zeitpunkt durch die Untergrenze I = 0 und die Obergrenze I beschrinkt. Die
Art dieser Beschrinkungen hat einen erheblichen EinfluR auf das Ergebnis.'® Die

13Die neoklassische Investitionstheorie geht auf Jorgenson (1963) zuriick, der die Investitionsbeschran-
kungen vernachléssigt hat. Eine kritische Darstellung findet sich bei Takayama (1985, S. 685-719), der sich
auf den Fall einer unterlinearhomogenen Produktionsfunktion konzentriert. Der Zusammenhang mit der
Tobinschen g-Theorie wird in Takayama (1993, Abschnitt 10.4.3) erldutert.
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Annahme Kj > 0 wird getroffen, um die Analyse zu vereinfachen, ohne daf dadurch
die Ergebnisse wesentlich beeinfluft werden.

Zur Ableitung einer optimalen Lésung nach dem Satz 2.21 auf der Seite 90 wird
die current-value Hamiltonfunktion

A =F(K,L)-wL-I+A°(I-6K)

verwendet. Daraus ergeben sich die hinreichenden Optimumbedingungen

0 A<,
I'=X{el0,]] :A°=1, (3.17)

I TAC>1,
w=F (K*, L), (3.18)
A€ = (r+8)A° - Fx(K*,L"), (3.19)
}Lr})loe*ffaf(r)[K(t)—K*(t)] >0. (3.20)

Gemadl (3.18) entspricht die Grenzproduktivitdt der Arbeit in jedem Zeitpunkt
dem Reallohnsatz. Da die Produktionsfunktion neoklassisch, also linearhomogen ist,
und die Inada-Bedingungen erfiillt, hat diese Gleichung eine Losung, die die Kapi-
talintensitdt K*/L* = k* = k(w) eindeutig bestimmt [vgl. (3.4)]. Also ist auch die
Grenzproduktivitit des Kapitals konstant festgelegt (weil L* bei Anderungen von K*
unmittelbar angepaflt wird), so daf man Fx(K*,L*) = f'(k(w)) in (3.19) einsetzen
kann und eine lineare Differentialgleichung in A° mit konstanten Koeffizienten und
konstantem Storterm erhilt, die eine langfristige Wachstumsrate in Héhe von (r+9)
fiir A impliziert, wenn A€ nicht im Gleichgewicht startet [vgl. zur Losung dieser
Differentialgleichung (2.38) auf der Seite 31]. Also ist die langfristige Wachstumsra-
te von e~ "TA°(¢) langfristig gleich &, wihrend fiir K > 0 die Wachstumsrate von K*
langfristig gleich - oder gleich null ist.'"* Daraus folgt, daR fiir Ky > 0 genau dann
lim; oo e "' AS(£)K* (t) = 0 gilt, wenn A° im Gleichgewicht mit A€ = 0 startet, das
heif$t, wenn fiir 1€ gilt:

_ Fx(K*,L")
46

c

> 0.
Da K(t) 2 0 fiir alle ¢, wenn Ky > 0 ist, ist in diesem Fall die Transversalititsbedingung
(3.20) erfiillt. Unter dieser Voraussetzung ist 1€ % 1 genau dann, wenn Fx(K*,L") %
r+90.

Um gemail (3.17) die hinreichenden Bedingungen zu erfiillen, muR also der maxi-

mal (minimal) mogliche Betrag investiert werden, wenn die Grenzproduktivitdt gré-
Rer (kleiner) als r + ¢ ist. Im Grenzfall mit Fx(K*,L*) = r +§ ist die Investition unbe-

14wenn A¢ mit positiver Rate wichst, impliziert (3.18), daR I =0 oder I = I. Aus K = I - 6K folgt fiir =0
direkt wg = —& und fiir I = I ergibt sich wg = I/ K-8 — 0 weil I/K — §. Diese Ergebnisse implizieren auch,
dall K(t) nicht negativ werden kann.



3.2. Optimale Entscheidungen in der Zeit 131

stimmt.'®> Man erhiilt also zum statischen Fall einer Unternehmung bei vollstindiger
Konkurrenz mit konstanten Skalenertrdgen analoge Ergebnisse, wenn man r+ 9§ als
Nutzungspreis des Kapitals ansetzt. Im Kostenminimum des statischen Falles ist
der Gewinn entweder negativ, gleich null, oder positiv. Das Unternehmen versucht
dementsprechend entweder, die Produktion einzustellen, die Unternehmensgré3e
ist unbestimmt oder das Unternehmen produziert so viel wie moglich. Da durch die
Beschriankung der zuldssigen Bruttoinvestition im dynamischen Fall keine beliebi-
ge Produktionsdnderung in einem Zeitpunkt méglich ist, vollzieht sich die Kapazi-
tdtsanpassung tiber die Auswahl der maximal (minimal) moglichen Investitionsrate.
Anhand der Bewegungsgleichung fiir den Kapitalstock ist dabei unmittelbar zu er-
kennen, wie er sich in der Zeit entwickelt. Fiir Fx(K*, L*) > r + 0 wird langfristig der
Wert lim;_.o, K* () = I/6 erreicht, und fiir Fx(K*,L*) < r+6 gilt lim; .o, K*(£) = 0.

Wie zuvor muBl noch gezeigt werden, da das Zielfunktional konvergiert. Da der
langfristig maximale Wert von K durch /6 gegeben ist und F(K, L)~ wL~-1I durch eine
Erhdhung von L nur erh6ht werden kann, bis (3.18) erfiillt ist, ist F(K, L)—wL—1I nach
oben beschrankt. Damit folgt die Konvergenz des Zielfunktionals wegen r > 0 direkt
aus dem Argument in (2.80) auf der Seite 87. Da die current-value Hamiltonfunktion
fiir eine neoklassische Produktionsfunktion konkav und der zuléssige Bereich fiir die
Kontrollvariablen konvex sowie die gefundene Losung zuldssig ist, ist gemafl dem
Satz 2.21 eine optimale Losung bestimmt worden.

Weil der Nutzungspreis des Kapitals, r+ 4§, und wegen (3.18) auch Fx(K*, L*) kon-
stant sind, ist der Grenzfall

Fx(K*,L*')=r+6 (3.21)

fiir ein einzelnes Unternehmen dullerst unwahrscheinlich. Man kann allerdings ar-
gumentieren, dall er unter den Idealbedingungen der vollstindigen Konkurrenz mit
identischen Produktionsfunktionen fiir alle Unternehmen endogen zum Regelfall
wird, wenn man eine Anpassung des Zinssatzes an Ungleichgewichte zuld3t. Wenn
zum Beispiel Fx(K*,L*) > r+4 ist, fiihrt die Kapazitdtsausweitung einer groBen An-
zahl kleiner Unternehmen insgesamt zu einem Anstieg des Zinssatzes, der schlieRlich
die Angleichung von Grenzproduktivitdt und Nutzungspreis des Kapitals bewirkt. In
einem Gleichgewicht bei vollstindiger Konkurrenz stellt sich daher eine Situation ein,
in der die Grenzproduktivitdten beider Faktoren mit den jeweiligen Nutzungspreisen
iibereinstimmen.

In den Modellen der neoklassischen Wachstumstheorie wird davon ausgegangen,
daB die Beziehungen (3.18) und (3.21) in jedem Zeitpunkt gelten. Obwohl gezeigt
worden ist, daly die Marktkrifte eine Anpassung an diese Werte bewirken kénnen,
ist die Unterstellung der kontinuierlichen Giiltigkeit der Grenzproduktivitdtsbedin-
gungen aufgrund des vorliegenden Modells nicht zu rechtfertigen. Hier kommen die
Beschrankungen fiir die Bruttoinvestitionen ins Spiel. Fiir einen Markt mit vielen

15Wenn die Bedingung Fx (K*,L*) = r + 6 erfiillt ist, liegt wegen A = 1 und A€ = 0 ein sogenannter
singuldrer Pfad vor, weil die Umschaltfunktion #7 fiir den gesamten Zeitraum verschwindet, vgl. auch
das Beispiel 2.9 auf der Seite 71.
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kleinen Unternehmen kann es gerechtfertigt sein, die Moglichkeit diskreter Anpas-
sungen des Kapitalstocks durch den Kauf und den Verkauf von Kapitalgiitern zu
unterstellen. Wéahrend fiir eine gesamte Volkswirtschaft die Untergrenze I = 0 eine
sinnvolle Beschriankung ist, kann ein kleines Unternehmen auch einen Teil des Ka-
pitalstocks verkaufen und so eine negative Bruttoinvestition realisieren.'® Unterstellt
man im einfachsten Fall, daR ein vollkommener Markt auch fiir einmal installierte
Kapitalgiiter besteht, so fallen dadurch formal die Ober- und Untergrenze fiir die
Bruttoinvestitionen im Problem (3.16) weg. Im Ergebnis entsteht dadurch eine sofor-
tige Anpassung an den optimalen Kapitalstock,'” der allerdings bei linearhomogenen
Produktionsfunktionen weiterhin unbestimmt ist. Auch jetzt mul also unterstellt
werden, dall die Marktkrifte sehr schnell wirken, um eine gleichzeitige Erfiillung der
Gleichungen (3.18) und (3.21) zu gewihrleisten. Man kann dann unterstellen, da
die Unternehmen lediglich eine statische Gewinnmaximierung betreiben, die wie
sonst bei konstanten Skalenertrdgen im statischen Fall zu einer gewinnlosen Produk-
tion im Gleichgewicht fithrt und durch die Ubereinstimmung der Nutzungspreise der
Faktoren mit ihren jeweiligen Grenzproduktivitdten charakterisiert ist.

Die Unternehmen miissen in der neoklassischen Wachstumstheorie also ledig-
lich eine Folge von statischen Optimierungsproblemen lésen, die zum Problem der
Maximierung des Ertragswertes des jeweiligen Unternehmens dquivalent ist. Diese
Aquivalenz entsteht durch die Verwendung des Nutzungspreises r+ 6 fiir das Kapital
im statischen Problem'® und die Unterstellung einer unendlich schnellen Anpassung
der Kapazitdt im dynamischen Problem. Da der Kapitalstock unter dieser Vorausset-
zung beliebig angepal3t wird, zerfillt das dynamische Entscheidungsproblem der Bar-
wertmaximierung in eine Abfolge statischer Probleme der Gewinnmaximierung ohne
essentielles intertemporales Bindeglied. Die Aquivalenz von kurzfristiger Gewinnma-
ximierung und langfristiger Barwertmaximierung ist nicht mehr gegeben, wenn un-
sichere Erwartungen beziiglich der zukiinftigen Preise bestehen und aufgrund von
Anpassungskosten ein einmal installierter Kapitalstock nicht mehr ohne Verluste auf
einem vollkommenen Kapitalmarkt verkauft werden kann. Diese Aquivalenz wird je-
doch in der Wachstumstheorie iiblicherweise unterstellt.

Man kann diesen Ansatz auch als Faustregel in dem Sinne interpretieren, daf
eine einfache statische Losung gewéhlt wird, die unter idealisierten Annahmen auch
langfristig optimal ist. Diese Interpretation, die in der positiven Wirtschaftstheorie
sinnvoll erscheint, wird hier bevorzugt. Aus diesem Grund ist die Analyse der hin-
reichenden Bedingungen fiir ein Optimum nicht nur einfacher, weil man sich etwa

161n diesem Zusammenhang sind Anpassungskosten zu erwihnen, die sowohl bei der Investition als
auch bei der Desinvestition anfallen kénnen und die eine bedeutende Erweiterung des Grundmodells der
neoklassischen Investitionstheorie darstellen, vgl. Takayama (1985, S. 697-712).

17Eine saubere formale Behandlung erfordert die Verwendung des sogenannten Impulsmaximumprin-
zips, das Spriinge in den Zustandsvariablen bertiicksichtigt, vgl. Feichtinger und Hartl (1986, S. 528-532).

18Vgl. hierzu Sargent (1982, Kapitel 3), der (im Rahmen der Variationsrechnung ohne Investitionsbe-
schrankungen) auch den Fall mit nicht-konstantem Preis und Reallohnsatz (exponentielle Inflation) be-
riicksichtigt. Die einzige Anderung zum vorliegenden Fall ist, daf der Nutzungspreis dann r+§ abziiglich
der erwarteten Inflationsrate ist.
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den Nachweis von Ay =1 fiir die Anwendung des Satzes 2.20 erspart, sondern auch
sinnvoller als die Analyse von notwendigen Bedingungen. Wenn die Unternehmen
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir ein statisches Optimum befol-
gen, so zeigt das vorliegende Modell, dal§ sie dann (unter idealisierenden Annahmen)
auch ein dynamisches Optimum erreichen. Im folgenden wird das dynamische Ent-
scheidungsproblem der Unternehmen daher nicht weiter thematisiert.

Zur Verdeutlichung der Aquivalenz zwischen kurzfristiger Gewinnmaximierung und lang-
fristiger Barwertmaximierung wird der einfachste Fall explizit dargestellt. Angenommen, es
gilt Fi(K*,L*) = r + 6. Dann ist es gleich, welchen Wert die Bruttoinvestition aus dem Inter-
vall [0, I] annimmt, so daB der Einfachheit halber unterstellt werden kann, daf von Beginn an
I=6K* gilt, so daR K = 0. Aus dem Euler-Theorem {iber linearhomogene Funktionen folgt fiir
den Momentangewinn in jedem Zeitpunkt

F(K*,L*)-wL* —I=Fx(K*,L*)K* + F,(K*,L*)L* - wL* - 6K*
=(r+0)K*+wlL* - wL* -86K* = rK*,

wobei K* konstant ist. Damit ergibt sich fiir den Ertragswert des betrachteten Unternehmens
oo T T
f rk*e”" = lim [-K*e”""]) = lim (—K*e_r +K*J:K*.
0 T—o0

Der Momentangewinn rK* ist also gerade so gro, daR er der Verzinsung des Unternehmens-
wertes K* entspricht, der mit dem im Unternehmen gebundenen Kapitalstock iibereinstimmt.
Das heil3t, daB der Gewinn in jedem Zeitpunkt gleich null ist, wenn man fiir das im Unterneh-
men gebundene Kapital einen kalkulatorischen Zinssatz in Hohe des Marktzinssatzes ansetzt.
Die statische Gewinnmaximierung liefert dasselbe Ergebnis.

3.3 Das Modell des optimalen Wachstums

3.3.1 Eine dezentrale Gleichgewichtsversion

Die Theorie der optimalen Ersparnis von Ramsey (1928) ist durch Koopmans (1965)
und Cass (1965) im Zuge der Entwicklung der neoklassischen Wachstumstheorie wei-
terentwickelt worden. Die Vereinigung der im Abschnitt 3.2.1 dargestellten Theorie
des optimalen Konsums und des Wachstumsmodells von Solow (1956) ergibt das
sogenannte Ramsey-Koopmans-Cass-(RKC)-Modell des optimalen Wachstums. Die
urspriingliche Formulierung ist normativ in dem Sinne, daR lediglich der optima-
le Pfad der Kapitalakkumulation gesucht wird, ohne zu unterstellen, da@ sich reale
Volkswirtschaften durch eine Bewegung entlang eines solchen Pfades beschreiben
lassen. Zum Beispiel schreibt Cass (1965, S. 233): For this purpose a centralized, clo-
sed economy is postulated; ..., und Arrow (1968, S. 97) analysiert das Modell aus der
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Sicht ... of a government which is in a position to control the economy completely
.... In neuerer Zeit werden jedoch Varianten des Modells als positive, also erkldren-
de Theorie des Wirtschaftswachstums interpretiert (zum Beispiel Romer, 1986, 1990;
Lucas, 1988; Blanchard und Fischer, 1989; Barro und Sala-i-Martin, 1998, sowie nahe-
zu beliebig viele der unzéhligen neueren Versffentlichungen zum Wirtschaftswachs-
tum). Mittlerweile sind die Anwendungen dieses Paradigmas drastisch ausgeweitet
worden. Zum Beispiel interpretieren Eicher et al. (2000) sogar finanzielle Krisen wie
die Asienkrise in den neunziger Jahren als Ergebnis der optimalen Entscheidungen
der Haushalte. Da die Lésung dynamischer Optimierungsprobleme die Kenntnis der
Transversalitdtsbedingungen und damit auch der Endwerte der Zustandsvariablen
beinhaltet, impliziert dieser Ansatz, daf§ die optimierenden Akteure die entstehende
Krise im Voraus erwartet haben miissen.

Zunichst wird die positive Interpretation des Modells analysiert, die sich in die-
ser Form an Blanchard und Fischer (1989) anlehnt. Die Darstellung ist insofern heu-
ristisch, als auf eine formale Definition des Gleichgewichts bei vollstindiger Konkur-
renz mit vollkommener Voraussicht (perfect foresight competitive equilibrium) und
einen strengen Beweis der Aquivalenz dieses Gleichgewichts mit der optimalen Lo-
sung des Ramsey-Koopmans-Cass-Modells verzichtet wird. Stattdessen wird einfach
gezeigt, dall die dezentrale Losung zum selben System von Differentialgleichungen
wie die zentrale Losung fiihrt, was angesichts identischer Zielfunktionale dieselbe
Losung impliziert, die in dem hier analysierten Modell eindeutig ist und fiir die auch
die hinreichenden Optimumbedingungen erfiillt sind.

Im Unterschied zum vorigen Abschnitt wird jetzt nicht nur ein Haushalt betrach-
tet, sondern es wird unterstellt, dall es sehr viele identische Haushalte mit dersel-
ben kardinalen Momentannutzenfunktion U(cy) = (c}l‘e —1)/(1 —6) und derselben
konstanten Diskontrate p gibt, wobei c;, der Pro-Kopf-Konsum des Haushalts £ ist.
Die Grofle der Bevolkerung wird mit L bezeichnet. Wenn Ly Menschen zum Zeit-
punkt ¢ = 0 leben und die Wachstumsrate der Bevolkerung (in jedem Haushalt gleich)
g1 = n betrigt, ist L(t) = Lye™’ die Bevolkerung zum Zeitpunkt ¢. Jeder Haushalt kann
als unendlich lange planende Familiendynastie interpretiert werden, wobei die altrui-
stischen Eltern jeweils fiir ihre Kinder mit planen und so weiter. Mit ¢ wird nun der
Pro-Kopf-Konsum C(#)/L(t) bezeichnet, wobei C(t) der aggregierte Gesamtkonsum
zum Zeitpunkt ¢ ist.

Der Reallohnsatz w und der Zinssatz r sind keine Konstanten mehr, sondern
werden endogen bestimmt. Bei vollstindiger Konkurrenz stellen sich diese Groflen
fiir jeden einzelnen Haushalt allerdings zu jedem Zeitpunkt als gegeben dar, wobei
vollkommene Voraussicht unterstellt wird, so daf§ jeder Haushalt die Zeitpfade von
w(?) und r(¢) exakt in seine Planungen einbeziehen kann (vgl. die Definition 2.9 auf
der Seite 60). Jedes Mitglied einer Familie bietet eine Arbeitseinheit pro Zeiteinheit
an, so dall das Arbeitseinkommen pro Kopf und Zeiteinheit gerade w(¢) betrigt. Da
angenommen wird, dal§ es den Familien gleichgiiltig ist, ob sie Kapital akkumulie-
ren oder Darlehen an andere Familien vergeben, gibt es nur einen Zinssatz r(t), der
dem Nutzungspreis des Kapitals entspricht (von Abschreibungen wird abgesehen).
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Die Verzinsung des Reinvermogens ist gleich r(#) ay, (), wobei ay(¢) jetzt das Reinver-
mogen pro Kopf eines Haushalts % bezeichnet, wahrend Ay, (f) das Reinvermdgen der
Familie ist. Die Budgetbedingung fiir eine Familie / lautet so zu jedem Zeitpunkt

Cr(t) + Ap(t) = w(t) Ly (1) + 1(1) Ap (D),

das heift, das gesamte Einkommen auf der rechten Seite der Formel wird auf den
Konsum und die Verdnderung des Reinvermdégens aufgeteilt. In Pro-Kopf-Groflen
ergibt sich

cn(B) + Ap(D)1 Ly (1) = w(t) + r(t)ay (1),

wobei, weil die Familie mit der Rate n wichst, A (£)/Ly(t)) folgendermalien umge-
formt werden kann:

(D) = d (Ah(t))_Ath—Ath_Ah_ a
"ra\no)T T e T 8

also

Ap _
L_h =ay+ nay.
Setzt man diesen Ausdruck in das Pro-Kopf-Budget ein, so folgt die Bewegungsglei-
chung fiir ay, (#):
anp(®) = w() + (r() — nap (1) — cp(1). (3.22)

Mit der oben angegebenen Momentannutzenfunktion und der Diskontrate p lau-
tet das Zielfunktional der Familie

foo G g (3.23)
—e . .
0 1-6

Analog zur fritheren Analyse wird als Endbedingung verlangt, dal der Barwert des
Reinvermogens Ay (f) nichtnegativ ist. Fiir den Barwert des Pro-Kopf-Vermogens
folgt wegen Ay, (¢) = Ly (f)ay, (1) aus liminf;_o, e""* Ay (1) = 0 die Bedingung

liminfe "* A;,(¢) = liminfe™ " ay (t) Lyge™ = Lygliminfe "% qa;, (1) >0,
t—o0 t—o0 t—o0

wobei Ly als positive Konstante auch vernachléssigt werden kann. Schliefflich ist
zu beachten, dal} r keine Konstante mehr im vorliegenden Modell ist. Anstelle des
Barwertfaktors e’ tritt daher der Barwertfaktor e‘fot r(@) dr [vgl. (2.5) auf der Seite 10].
Damit lautet die Endbedingung fiir das Pro-Kopf-Vermogen der Familie schlielich

liminfe~ Jr@=madr g >0, (3.24)

Somit besteht das Problem des Haushalts in der Auswahl eines nichtnegativen Kon-
sumpfades, der (3.23) unter der Nebenbedingung (3.22) und den Randbedingungen
(3.24) und ay(0) = apy maximiert.
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Damit liegt ein Optimierungsproblem vor, das mit dem im Abschnitt 3.2.1 ana-
lysierten Problem weitgehend identisch ist. Formal besteht der einzige Unterschied
darin, dal§ in der Zustandsgleichung nun (r(t) — n)ay(¢t) statt ra(t) steht und da@
(r(t)—n) auch in der Endbedingung r ersetzt. Da r im gesamten Problem sonst nicht
vorkommt, werden hier also lediglich r durch (r(#) — n) sowie a(t) durch a;(t) er-
setzt. Ferner ist im letzten Abschnitt unterstellt worden, da w und r Konstanten
sind. Zur Ableitung der Keynes-Ramsey-Regel ist diese Tatsache nicht benétigt wor-
den. Entscheidend ist nur, daf$ die Haushalte davon ausgehen, ihr eigener Einflul
auf diese Grollen sei vernachldssigbar klein, so daf$ w und r also nicht von ihren ei-
genen Entscheidungen beziiglich c¢j, und a;, abhingen.'? Damit folgt, daR die beiden
Differentialgleichungen (3.10) direkt aus dem Abschnitt 3.2.1 {ibernommen werden
konnen, wobei (unter Vernachldssigung der Zeitvariablen) nur r durch (r — n) ersetzt
und der Index & hinzugefiigt wird:

1
e = L) - orer,
Cn =gty =n=pey (3.25)

ap=w@)+ ) —nap—cp.

Nun wird das Verhalten der Unternehmen betrachtet, wobei die Annahmen zu
dem im Abschnitt 3.1 analysierten neoklassischen Grundmodell iibernommen wer-
den. Wenn alle Unternehmen {iber dieselbe linearhomogene Produktionsfunktion
verfiigen, so existiert eine aggregierte Produktionsfunktion, die mit den individuel-
len Funktionen iibereinstimmt und von den aggregierten Faktormengen abhéngt:
Y = F(K, L) (vgl. zum Beispiel Christiaans, 1997, S. 14). Gema3 den Ergebnissen im
Abschnitt 3.2.2 enthdlt das Optimierungsproblem der Unternehmen letztlich keine
dynamischen Elemente, wenn unterstellt wird, das keinerlei Anpassungskosten ent-
stehen. Unter Verwendung der entsprechenden Pro-Kopf-Produktionsfunktion y =
f (k) und unter Vernachlédssigung von Abschreibungen gilt im Gewinnmaximum da-
her die aus dem statischen Fall bekannte Bedingung, dall die Grenzproduktivitdten
der Faktoren jeweils den realen Faktorpreisen entsprechen:

fk@®) =r@),
Fk@®) = k@ f'(k(®) = w(t),

wobei die Faktorpreise als an die Haushalte als Faktoreigner zu zahlende Nutzungs-
preise von Arbeit und Kapital zu interpretieren sind und Abschreibungen vernach-
lassigt werden. Diese Gleichungen bestimmen aus der Sicht jedes einzelnen kleinen
Unternehmens dessen jeweilige Kapitalintensitét, die bei identischen Produktions-
funktionen fiir alle Unternehmen gleich ist. Wie im Abschnitt 3.2.2 ausgefiihrt wor-
den ist, besteht (3.26) aus zwei Gleichungen, die bei gegebenen Werten von r und
w jede fiir sich die Kapitalintensitét festlegen. Eine simultane Erfiillung beider Glei-
chungen ist daher nur méglich, wenn die Konkurrenz unter den Unternehmen fiir
eine entsprechende Anpassung der Faktorpreise sorgt.

(3.26)

19Dje Haushalte wissen also, dal’ r(¢) = r(a(#)) vom Pro-Kopf-Vermogen abhéngt, betrachten r(t) aber
trotzdem als exogen, weil sie jeweils zu klein sind, um selbst einen Einflul} auf den Zinssatz zu haben.
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Unterstellt man vorgegebene Pfade von w(¢) und r(#), so wird dadurch auch der
Pfad der Vermoégensakkumulation der Familien bestimmt. Nun ist zu beachten, daf
zwar nicht ausgeschlossen worden ist, dal§ einzelne Familien Schulden machen, dafl
aber fiir die gesamte Volkswirtschaft die Summe der privaten Schulden gleich null
sein muf}, da jedem privaten Schuldner ein privater Gldubiger gegeniibersteht. Im
Gleichgewicht mul§ dariiber hinaus gelten, da alle Familien, die annahmegema®
auch im Hinblick auf ihr Startvermdgen identisch sind, denselben Wert fiir ay, ()
realisieren. Deshalb gilt fiir das Vermogen pro Kopf der gesamten Volkswirtschaft
auch a(t) = ay(t). Da physisches Kapital der einzige akkumulierbare Vermogensbe-
standteil in dieser Volkswirtschaft ist, bedeutet dieser Tatbestand letztlich, daRk das in
allen Familien identische Pro-Kopf-Vermdogen der aggregierten Kapitalintensitét k()
der Volkswirtschaft entsprechen muf: k() = a(t). Der somit implizierte Zeitpfad der
Kapitalintensitit determiniert nun seinerseits die Pfade des Reallohnsatzes und des
Nutzungspreises des Kapitals; beide Gr6fen werden demnach endogen tiiber den
Markt bestimmt, obwohl sie fiir alle Individuen vorgegeben sind. Im Gleichgewicht
kann man also in den Gleichungen (3.25) a;, und cj, durch den Pro-Kopf-Kapitalstock
k und den Pro-Kopf-Konsum c der gesamten Volkswirtschaft sowie w und r durch
die Gleichungen (3.26) substituieren. Das Ergebnis ist

1
é=§(f’(k)—n—p)c,
k:f(k)—nk—c.

(3.27)

Fiir das Optimierungsproblem des reprdsentativen Haushalts ist die Endbedin-
gung (3.24) verwendet worden. Wegen ay,(t) = a(t) = k(f) mul im Marktgleichge-
wicht dariiber hinaus gelten, daf in jedem Zeitpunkt a(t) = 0 ist. Also kann man
die Endbedingung (3.24) durch liminf,_.., k(¢) = 0 ersetzen. Denn jeder Pfad, der
diese strengere Bedingung nicht erfiillt, ist kein Gleichgewichtspfad. Die Zustandsbe-
schrinkung k(f) = 0 fiir alle ¢ kann weiterhin vernachlissigt werden, da sich heraus-
stellen wird, dal$ sie im Optimum ohnehin nicht bindet (und auch keine Kandidaten
fiir eine optimale Losung gemal der weniger strengen Beschriankung ausschlieft).
Die Losung der Differentialgleichungen (3.27) liefert damit die gleichgewichtige Ent-
wicklung dieser Volkswirtschaft mit rationalen Konsumenten und Produzenten bei
vollkommener Voraussicht unter Berticksichtigung des Startwertes k(0) = ky, der End-
bedingung liminf,_, k(#) 2 0 und einer noch festzulegenden Transversalitidtsbedin-
gung. Diese Losung wird im nédchsten Abschnitt anhand eines Phasendiagramms
qualitativ abgeleitet.

Spéter wird sich herausstellen, dall sich die Volkswirtschaft entlang eines Sattel-
pfades asymptotisch dem langfristigen Gleichgewicht (steady state) ndhert. Zu be-
achten ist, dal dieser Sattelpfad selbst eine Sequenz von Gleichgewichten in dem
Sinne darstellt, dal in jedem Zeitpunkt Angebot und Nachfrage auf allen Markten
ausgeglichen sind und die Erwartungen aller Marktteilnehmer tibereinstimmen und
korrekt sind. Zur Unterscheidung vom langfristigen Gleichgewicht wird dieser Pfad
daher im folgenden als PFC-Gleichgewicht (perfect foresight competitive equilibri-
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um) bezeichnet.

Definition 3.2. Ein Pfad, auf dem Angebot und Nachfrage auf allen Mdrkten in jedem
Zeitpunkt ausgeglichen sind und alle Haushalte und Unternehmen bei vollstindiger
Voraussicht unter den Bedingungen der vollstindigen Konkurrenz ihre jeweiligen Ziel-
funktionen maximieren, heifst PFC-Gleichgewicht.

Das PFC-Gleichgewicht ist also ein dynamisches Gleichgewicht bei vollkommener
Voraussicht, in dem sich die Volkswirtschaft in jedem Zeitpunkt im kurzfristigen
Gleichgewicht befindet.

3.3.2 Die Optimierung durch die zentrale Planungsbehérde

Das Modell wird jetzt im Sinne der Originalarbeiten von Ramsey-Koopmans-Cass als
Optimierungsproblem einer zentralen Planungsbehérde betrachtet. Dieses Problem
lautet?’

o) 6179_1
max f e Ptdr, 6>0,
ceC[0,00) JO 1-6
k=fk)-—nk—c, k(0)=k, liminf k(#) >0,

—00

c(t) = 0.

Hier bezeichnet ¢ den Pro-Kopf-Konsum bezogen auf die gesamte Bevolkerung. Die
Pro-Kopf-Produktionsfunktion f erfiillt die bereits frither verwendeten Inada-Bedin-
gungen (3.3) und die Vorzeichen (3.4). Das Ziel besteht also in der Maximierung des
Pro-Kopf-Nutzens fiir den gesamten unendlichen Planungszeitraum, wobei der zu-
kiinftige Nutzen diskontiert wird. Die Bewegungsgleichung fiir den Pro-Kopf-Kapital-
stock kann analog zum Solow-Modell hergeleitet werden, wobei f(k) — ¢ hier die
Pro-Kopf-Ersparnis ist, die bei Solow (1956) durch sf (k) aufgrund der konstanten
Sparquote wiedergegeben wird.

Héufig wird der Momentannutzen des Pro-Kopf-Konsums im Zielfunktional mit dem Fak-
tor e™ (= L(1) fiir Lo = 1) fiir die BevolkerungsgroRe multipliziert (zum Beispiel Cass, 1965).
Dieses Vorgehen erscheint wenig sinnvoll, wenn der Nutzen der Individuen im Vordergrund

20Dpje genaue Spezifikation des Problems kennt viele Varianten. Zum Beispiel geht bei Cass (1965) der
Faktor e"! fiir die BevolkerungsgroRe in das Zielfunktional ein und die Momentannutzenfunktion ist
unspezifiziert. Ferner beriicksichtigt er Abschreibungen, vgl. hierzu und zu arbeitsvermehrendem techni-
schen Fortschritt auch den Abschnitt 3.5.2. Ramsey (1928) hat aus ethischen Griinden den zukiinftigen
Nutzen nicht diskontiert und stattdessen den Momentannutzen als Abweichung von einem S&ttigungsni-
veau gemessen. Weitere Varianten mit Literaturhinweisen findet man zum Beispiel in Takayama (1985)
und in Feichtinger und Hartl (1986).
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steht. Unterstellt man zum Beispiel, dal8 sich die Bevolkerung vervierfacht und sich der Nutzen
des Pro-Kopf-Konsums halbiert, weil fiir jeden einzelnen weniger zur Verfiigung steht, so wiir-
de sich der Wert des Zielfunktionals verdoppeln, obwohl es doch jedem einzelnen schlechter
geht. Insbesondere fiir ein exogenes Bevolkerungswachstum, das also nicht durch die Préferen-
zen der Individuen fiir Nachkommen erklért wird, ist diese Annahme kaum zu rechtfertigen.
Deshalb wird der Momentannutzen hier nicht mit der Bevolkerungsgroéf3e multipliziert.

Vergleicht man das Problem (3.28) mit dem Optimierungsproblem eines einzel-
nen Haushalts (3.8), das der dezentralen Gleichgewichtsversion des letzten Abschnitts
zugrundeliegt, so zeigt sich, dal§ die Zielfunktionale formal tibereinstimmen. Denn
wenn alle identischen Haushalte im Gleichgewicht denselben Pro-Kopf-Konsum wéh-
len, dann entspricht dieser Pro-Kopf-Konsum auch dem gesamtwirtschaftlichen Pro-
Kopf-Konsum. Im letzten Abschnitt ist gezeigt worden, daR die Einfiihrung des Bevdl-
kerungswachstums die Zustandsgleichung fiir jeden Haushalt derart verdndert, dal3 r
durch (r — n) ersetzt wird, und daf§ dadurch im Gleichgewicht die in (3.27) angegebe-
ne Zustandsgleichung fiir k impliziert wird, die so auch in (3.28) auftaucht. Dabei gilt
ferner ay = ky. Anstelle der Beschriankung liminf;_., e~ Jotrm=n) 4T () = 0 mul im
PFC-Gleichgewicht dariiber hinaus wie in (3.28) die Bedingung liminf;_., k() = 0
gelten. Schlie@lich unterliegt ¢ in beiden Féllen der Nichtnegativitdtsbeschrankung.
Also entspricht das Optimierungsproblem jedes einzelnen Haushalts im Gleichge-
wicht exakt dem Problem (3.28). Weil sich herausstellt, dal die Losung eindeutig
ist, mufl die Losung des Optimierungsproblems (3.28) der Planungsbeh6rde dem-
nach mit der dezentralen Losung libereinstimmen. Da die Loésung von (3.28) Pareto-
effizient ist, ist auch das PFC-Gleichgewicht effizient.?!

Aussage 3.5. Angenommen, alle Haushalte sind identisch und haben dieselbe Ziel-
funktion wie die zentrale Planungsbehérde. Dann sind die Lésung des zentralen Opti-
mierungsproblems und das PFC-Gleichgewicht unter den sonstigen Voraussetzungen
des RKC-Modells dquivalent und Pareto-effizient.

Wie im Abschnitt 3.2.1 kann man zeigen, daf$ 1y = 1 gesetzt werden kann. Ebenso
148t sich analog nachweisen, dal’ das Zielfunktional fiir alle zuldssigen Lésungen kon-
vergiert, wobei die Annahme p > 0 jetzt anstelle von (3.11) ausreicht. Auf den direkten
Beweis wird diesmal verzichtet, da sich herausstellt, dall der optimale Pfad des Pro-
Kopf-Konsums c*(t) gegen eine Konstante konvergiert, so dal{ der Momentannutzen
nach oben beschrénkt ist und daher das Zielfunktional fiir p > 0 konvergiert. Wenn
aber der optimale Wert beschrénkt ist, dann kann es keine andere zulédssige Losung
geben, fiir die das Zielfunktional gegen unendlich divergiert, da diese zuldssige L6-
sung dann besser als die optimale wire.

2lEinen exakten Beweis der Aquivalenz fiir den allgemeineren Fall mit heterogenen Kapitalgiitern,
der sich wesentlich auf die Transversalitdtsbedingung von Benveniste und Scheinkman (1982) stiitzt,
liefert Becker (1981). Die Beweisidee beruht darauf, daf$ die notwendigen Bedingungen fiir ein PFC-
Gleichgewicht hinreichende Bedingungen fiir ein zentrales Optimum sind und umgekehrt.
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Die current-value Hamiltonfunktion lautet
-1
S = ——— + A°(f (k) — nk- o).
1-6
Die Randldsungen fiir ¢ kdnnen ebenfalls analog zum Vorgehen im letzten Abschnitt
ausgeschlossen werden.?” Der Satz 2.20 auf der Seite 88 liefert somit die folgenden
notwendigen Optimalitdtsbedingungen, wobei zu beachten ist, da die Hamilton-
funktion konkav in c ist.

F.=cP-2°=0

o o c (3.29)
Ac=lp+n-f'(kIA

Differenziert man die erste Gleichung nach ¢ und ersetzt im Ergebnis A¢ durch die
zweite Gleichung und schlieRlich A¢ durch ¢? gemiR der ersten Gleichung, so folgt
unter Hinzunahme der Zustandsgleichung fiir k das System zweier nichtlinearer Dif-
ferentialgleichungen (3.27), das hier nochmals angegeben wird.

1
c'zé(f/(k)—n—p)c
k:f(k)—nk—c

(3.27)

Dieses System wird unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung k(0) = ky in der
Abbildung 3.6 graphisch analysiert.

Das System hat fiir (c, k) > (0,0) einen eindeutigen Gleichgewichtspunkt E = (¢, k),
der durch ¢ = k = 0 definiert ist.

flly=n+p

. o (3.30)
¢=fl-nk

Hier gehen die Bedingungen (3.3) und (3.4) ein. Durch die erste Gleichung wird auf-
grund dieser Annahmen k > 0 eindeutig bestimmt; weil f'(k) = n+p > n ist, implizie-
ren die Bedingungen, daR ¢ = f(k)—nk >0 (vgl. die Abbildung 3.1). Die beiden Isokli-
nen ¢ =0 und k = 0 schneiden sich in diesem Gleichgewicht. Im (k, ¢)-Diagramm ist
die Isokline ¢ = 0 eine vertikale Linie, die die k-Achse bei k trifft. Die Isokline k =0
wird durch die Gleichung c = f (k) — nk beschrieben, die im Ursprung beginnt** und
wegen der Inada-Bedingungen sowie der Vorzeichen der Ableitungen von f zunéchst
eine positive und schlieBllich eine negative Steigung hat, wobei die k-Achse fiir ein
endliches k erreicht wird. Das Maximum dieser Kurve liegt bei dem Wert kg, der
durch

dc ,
ak lizo flk)-n=0 = k=kg (3.31)
227um Beispiel kann ¢ nicht gleich null sein, weil lim;—q U’(c) = lim;—q c¢™? = co ist. Wenn die Mo-
mentannutzenfunktion nicht explizit vorgegeben ist, wird eine entsprechende Annahme tiblicherweise
fiir die nicht spezifizierte Funktion unterstellt. Weil wie im endlichen Fall A€ > 0 ist, ergeben sich innere
Losungen, wobei wieder zu beachten ist, dafl die Hamiltonfunktion streng konkav in c ist.
23Die Annahmen iiber die Produktionsfunktion implizieren, daf f(0) = 0.

0
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Abbildung 3.6

Das Phasendiagramm des Ramsey-Koopmans-Cass-Modells

definiert ist, und der wegen p >0 und f” (k) <0 groRer als k ist.

Anhand der Bestimmung von ky ist zu erkennen, dafl der Pro-Kopf-Konsum bei
kg sein Maximum unter der Nebenbedingung erreicht, da8 k = 0 ist. Der zugehdorige
Wert von c ist demnach der langfristig maximal mogliche gleichgewichtige Pro-Kopf-
Konsum. Die Beziehung (3.31) wird deshalb als Goldene Regel der Akkumulation be-
zeichnet (vgl. Phelps, 1967). Diese Regel impliziert, dal§ der Zinssatz gleich der Wachs-
tumsrate der Bevolkerung ist. (Weil im Solow-Modell im Gleichgewicht n = sY/K gilt,
kann man die Goldene Regel mit r = f’(k) umformen zu rK = sY, wobei s die kon-
stante Sparquote im Beitrag von Solow ist. Demnach ist die Goldene Regel erfiillt,
wenn im Gleichgewicht die Ersparnis dem Kapitaleinkommen entspricht.) Fiir p =0
stimmen k und kg {iberein.”* Deshalb liegt es nahe, daR der Gleichgewichtspfad, der
in E startet und dort verbleibt, als fiir p > 0 modifizierter Pfad der Goldenen Re-
gel bezeichnet wird.”® Das Gleichgewicht E hat alle Eigenschaften eines stationidren
Gleichgewichts des Solow-Modells; insbesondere wachsen alle absoluten Gré8en mit
der Rate n, und die Pro-Kopf-Gréfen sind konstant. Der (modifizierte) Pfad der Gol-
denen Regel ist optimal, wenn der Startwert ky = kg beziehungsweise ky = k (fur
p > 0) ist; fiir andere Startwerte ky wird im folgenden gezeigt, daB der Sattelpfad

24Fiir p = 0 konvergiert das Zielfunktional nicht. Man kann aber das catching up-Kriterium verwenden.
Ein vereinfachter Spezialfall wird zum Beispiel in Seierstad und Sydseeter (1987, S. 260-261) analysiert. Fir
p =0 konvergiert der optimale Pfad zum Pfad der Goldenen Regel.

25Eine ausfiihrliche Darstellung der Beziehung zwischen dem gleichgewichtigen Pfad der (modifizier-
ten) Goldenen Regel und dem optimalen Pfad im Ramsey-Koopmans-Cass-Modell, der eben optimal fiir
beliebige Startwerte ko # k beziehungsweise ko # kg ist, findet sich in Takayama (1985, S. 463-464).
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optimal ist, der zu k fithrt. Dazu muR fiir den gegebenen Wert k) der Wert ¢, des Pro-
Kopf-Konsums als Startwert gewdhlt werden. Man beachte, daf§ das Gleichgewicht E
unabhiingig von der speziellen Form der Momentannutzenfunktion ist, wenn die-
se Funktion nur gewisse Mindestanforderungen wie die positive erste und negative
zweite Ableitung nach c erfiillt. So beeinflulSt der Parameter 6 das Gleichgewicht
nicht.

Nachdem die Isoklinen eingezeichnet sind, kann auf die {ibliche Art und Wei-
se das qualitative Verhalten der Losungen des Systems der Differentialgleichungen
durch die Ermittlung der Richtungspfeile dargestellt werden. Wie die Richtungspfei-
le anzeigen, ist das Gleichgewicht E ein Sattelpunkt. Das kann man lokal durch die
Analyse der im Gleichgewicht ausgewerteten Jacobi-Matrix

o[ =n=p)16 f"(K)el0

- -1 flly-n
beweisen. Wegen f’(k) — n— p = 0 ist die Determinante |J| = f”(l%)é/@ < 0; also ist E
ein Sattelpunkt.

Man kann nun in Anlehnung an Arrow (1968, Abschn. 3) sowie Arrow und Kurz
(1970, Kap. III) zeigen, dall alle Pfade auller dem Sattelpfad nicht optimal sein kon-
nen. Der gegebene Startwert fiir die Kapitalintensitét k ist ko in der Abbildung 3.6.
Wenn dann der Pro-Kopf-Konsum ¢p gewdhlt wird, ergibt sich die Konvergenz zum
Gleichgewicht E entlang des Sattelpfades. Angenommen, ein héherer Wert von ¢
wird gewdhlt. Dann verldf3t die Trajektorie den Bereich III und gelangt in den Bereich
II, wo der Pro-Kopf-Konsum so lange wichst, bis der Kapitalstock in endlicher Zeit
aufgebraucht ist.26 Wenn k(f) = 0 wird, muR c¢(t) zu diesem Zeitpunkt von einem
positiven Wert auf null springen, weil sonst die Endbedingung liminf;_, k() = 0
nicht mehr erfiillt werden kann (mit etwas mehr Aufwand kann man fiir diese Tra-
jektorien auch die Verletzung der Bedingung liminf;_., e~/ "M="d7 k() > 0 nach-
weisen). Durch diesen Sprung werden die notwendigen Bedingungen (3.29) verletzt,
weil A°(t) stetig ist. Dieser Pfad kann also nicht optimal sein. Nun werde ein Start-
wert kleiner als ¢y gewdhlt. In diesem Fall wird der Bereich III verlassen, und die
Trajektorie gelangt in den Bereich IV. Hier gibt es ein #y, so daR ¢ > ¢(¢) fiir alle ¢ = t.
Daher kann dieser Pfad nicht optimal sein, weil man immer einen hoheren Konsum
durch geringere Investitionen verwirklichen kann, solange bis k(#) = k ist, zum Bei-
spiel durch den Sprung auf den stabilen Arm des Sattelpunktes im Bereich I. Ab hier
kann dann c(¢) = ¢ gewdhlt werden. Wenn der Startwert ko > k ist, kann analog ge-
zeigt werden, dall nur der Sattelpfad im Bereich I optimal sein kann. Damit erfiillt

26Entlang dieses Pfades gilt ¢ > 0. Daher ist k = (f'(k) — n)k — ¢ < 0, weil k < 0 im Bereich 1I gilt und
f’(k) > p ist (man beachte, daR k < kg in diesem Bereich). Daraus folgt, dal§ es ein € > 0 und ein #} mit
k(tl) = —¢ gibt, so dal o< —¢ fiir t > 1, woraus man

t t
k(t):ktl +f k(r) dt < ktl —f Ed‘l.':ktl +(h — e
n n

erhilt. Setzt man diesen Ausdruck gleich null, so folgt, daR k(¢) schon vor dem Zeitpunkt ¢ = #; + k, /€
gleich null ist.
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nur der stabile Arm des Sattelpunktes E alle notwendigen Optimalitdtsbedingungen.
Die optimale Losung mul also asymptotisch den modifizierten Pfad der Goldenen
Regel erreichen.

Fiir den Sattelpfad sind auch die hinreichenden Bedingungen erfiillt. Die Hamil-
tonfunktion ist konkav, weil U und f konkav sind und A€ > 0 ist. Der zuldssige Be-
reich Q = [0,00) ist konvex. Der Sattelpfad erfiillt alle notwendigen Bedingungen des
Satzes 2.20 mit Ag = 1. Nach dem Satz 2.21 (in Verbindung mit der Bemerkung 2.25
auf der Seite 91) ist es daher hinreichend fiir die Optimalitidt der Lésung, wenn

ligninfe_pt/lc(t)(k(t) k") =0

ist. Wegen der Optimumbedingung A¢(#) = ¢*~%(¢) kann diese Bedingung geschrie-
ben werden als
liminfe™®*¢* (1) (k(1) - k* (1)) 2 0,
—00

wobei ¢*(¢) und k* (1) die Sattelpfadlosungen sind. Weil k*(£) gegen k und c* () ge-
gen ¢ konvergiert, gilt liminf; .., e P! c*~0(£)k*(¢) = 0. Fiir alle ¢ gilt e P'c*0(r) >0
und fiir alle zuldssigen Losungen ist k(t) = 0 fiir alle ¢ (sonst wird die Endbedingung
liminf, o k() 2 0 verletzt). Daraus folgt liminf, .o, e P’ c*~0 () k() > 0 fiir alle zulis-
sigen Losungen. Also ist die Transversalitdtsbedingung erfiillt, so dall der Sattelpfad
optimal ist.

Wenn das langfristige Gleichgewicht erreicht wird, entsprechen die Implikatio-
nen des Modells fiir das Wachstum weitestgehend denjenigen des neoklassischen
Grundmodells von Solow (1956). Die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens ist
etwa nur dann positiv, wenn entweder Harrod-neutraler technischer Fortschritt vor-
liegt oder die Grenzproduktivitdt des Kapitals hinreichend nach unten beschrankt
ist. Der einzige Unterschied im steady state ergibt sich dadurch, dal} jetzt anders
als bei Solow ein effizientes Wachstumsniveau erreicht wird. Dieses Niveau hat aller-
dings keinen EinfluR auf die Wachstumsraten. Unterschiede bestehen beziiglich der
Ubergangsdynamik zum langfristigen Gleichgewicht, die im Abschnitt 3.5.2 fiir drei
verschiedene Konsumhypothesen analysiert wird.

Aussage 3.6. Die in den Aussagen 3.1, 3.2 und 3.3 zusammengefafSten Implikationen
fiir das langfristige Wachstum in einer geschlossenen Volkswirtschaft mit exogener
Sparquote gelten analog fiir ein PFC-Gleichgewicht, wobei die Sparquote im langfristi-
gen Gleichgewicht nun endogen ermittelt wird und effizient ist.

Abschliefend wird auf einige Probleme und Erweiterungen hingewiesen. Zu-
néchst ist streng genommen nicht gezeigt worden, daf der Sattelpfad tiberhaupt
global existiert, was insbesondere hinsichtlich der Anwendung der hinreichenden Be-
dingungen erforderlich ist. Die Analyse der Jacobi-Matrix gibt dariiber Auskunft, dal
E ein Sattelpunkt ist, was die Existenz der stabilen Arme nur lokal garantiert. Fiir ein
vereinfachtes Beispiel wird ein exakter Beweis der globalen Existenz des Sattelpfades
von Seierstad und Sydsaeter (1987, S. 256-257, 260-261) gegeben.
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Man muf$ auch darauf hinweisen, daf$ in (3.28) sinnvollerweise die gemischte Be-
schrinkung f(k(1)) — c(t) = 0 zusitzlich auftreten sollte. Ohne diese Beschrinkung
konnen die Bruttoinvestitionen — die hier aufgrund der Vernachldssigung der Ab-
schreibungen den Nettoinvestitionen entsprechen — negativ sein. Einmal installier-
tes Kapital kann also konsumiert werden. Realistischer ist es, wenn der Pro-Kopf-
Konsum hdochstens so grof$ wie das Pro-Kopf-Einkommen sein darf, so da die Brut-
toinvestitionen nichtnegativ sind. Wird diese gemischte Beschrankung berticksich-
tigt, so sind verallgemeinerte Optimumbedingungen zu verwenden, die die Beriick-
sichtigung gemischter Beschriankungen erlauben. In Feichtinger und Hartl (1986, ins-
bes. Kap. 13) wird gezeigt, daf$ in diesem Fall fiir sehr groe Werte von k fiir einen
Teil der Losung c(#) = f(k(1)) und k() < 0 optimal sind. Nachdem k(¢) hinreichend
kleiner geworden ist, geht die Losung dann in den hier analysierten inneren Bereich
iiber. Durch die Beriicksichtigung der Restriktion f(k(f)) — c(¢) = 0 wird das Modell
also realistischer, aber an den grundlegenden Implikationen &dndert sich wenig. Der
Einfachheit halber wird im folgenden die Beschréankung nichtnegativer Bruttoinvesti-
tionen daher grundsétzlich nicht explizit aufgefiihrt.

SchlieRlich ist die Turnpike-Eigenschaft des modifizierten Pfades der Goldenen
Regel zu erwdhnen. Anschaulich gesprochen hat Cass (1966) gezeigt, daly im Falle ei-
nes endlichen, aber hinreichend langen Planungshorizontes die optimale Losung die
meiste Zeit — abgesehen von der Start- und der Endperiode - in der Néhe des Pfades
der (fiir p > 0 modifizierten) Goldenen Regel verlduft. Daher wird der Pfad der (mo-
difizierten) Goldenen Regel als Turnpike (Schnellstrafle) bezeichnet. Ein dhnliches
Resultat hat auch Samuelson (1965) abgeleitet.?”

3.4 Zur positiven Interpretation des optimalen Wachstums

3.4.1 Kritik der Verwendung dynamischer Optimierungsmodelle

In den vorhergehenden Abschnitten ist bereits mehrfach darauf hingewiesen worden,
dall das Ramsey-Koopmans-Cass-Modell (beziehungsweise seine Erweiterungen) zu-
nehmend als positive Theorie der wirtschaftlichen Entwicklung interpretiert wird.
Diese Tatsache verwundert auch angesichts der rein normativen Interpretation die-
ser Modelle in den grundlegenden Arbeiten zum optimalen Wirtschaftswachstum.
Dieser Abschnitt setzt sich kritisch mit dieser Tendenz auseinander.

Zunichst stellt sich die Frage nach den Ursachen fiir eine derartige Interpretation.
Hier lassen sich drei mégliche Motive ausmachen:

1. Das zentrale Paradigma der neoklassischen Wirtschaftstheorie beinhaltet, daf sich
Haushalte und Unternehmen in allen Lebenslagen strikt rational verhalten.

27Die Turnpike-Theoreme fiir reine Produktionsmodelle haben ihren Ursprung in der Arbeit von Dorf-
man et al. (1958, Kap. 12). Ein ausfiihrlicher Uberblick iiber verschiedene Turnpike-Theoreme in allgemei-
neren Modellen findet sich bei McKenzie (1986).
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2. Geht man von der Annahme unbegrenzter Rationalitét ab, so stellt sich das Pro-
blem der Auswahl aus einer unbegrenzten Anzahl alternativer Verhaltenshypo-
thesen.

3. Einige Forscher betrachten den Ansatz der dynamischen Optimierung als Losung
fiir das sogenannte Hahn-Problem.

Im folgenden wird gezeigt, dal die Annahme der unbegrenzten Rationalitdt zumin-
dest hinsichtlich komplizierter dynamischer Entscheidungsprobleme nicht haltbar
erscheint. Als alternativer Ansatz wird die Verwendung von Faustregeln vorgeschla-
gen. Das Hahn-Problem, das die Instabilitdt positiver Wachstumsmodelle mit hete-
rogenen Kapitalgiitern betrifft, kann ebenfalls nicht durch einen Ansatz geltst wer-
den, dessen Losungen selbst instabil sind. Die jeweilige Kritik an den drei Motiven
ist daher nicht unabhéngig voneinander. Wenn schwierige Entscheidungsprobleme
aufgrund der unzureichenden Informationen und Fihigkeiten der Haushalte nicht
exakt gelost werden konnen und die exakten Losungen instabil sind, kommt man
trotz aller Schwierigkeiten an der Verwendung alternativer Hypothesen nicht vorbei.

Deutet man die in der neoklassischen Wirtschaftstheorie unterstellte Rationalitét
dahingehend, dafl immer die optimalen Losungen wirtschaftlicher Entscheidungs-
probleme gesucht und gefunden werden, so impliziert das die Entscheidungsfindung
mittels des Pontryaginschen Maximumprinzips oder verwandter Methoden im dyna-
mischen Zusammenhang. Daher liegt es aus dieser Sicht nahe, das Wirtschaftswachs-
tum durch derartige Optimierungsmodelle auch beschreiben zu wollen. Gibt man
zu, daR die Anforderungen, die dadurch an die Haushalte und Unternehmen gestellt
werden - insbesondere also die Kenntnis von Pontryagins Maximumprinzip und aller
fiir die Entscheidungsfindung relevanten (auch zukiinftigen) Daten —, unrealistisch
sind, so mul} die zentrale Annahme der (unbegrenzten) Rationalitdt zumindest in
dynamischen neoklassischen Modellen fallen gelassen werden.

Anhand des Beispiels der Konsumoptimierung ist im Abschnitt 3.2.1 gezeigt wor-
den, daB selbst dann, wenn alle Akteure tatsdchlich Pontryagins Maximumprinzip
kennen (was definitiv nicht der Fall ist) und auch den Aufwand auf sich nehmen, es
anzuwenden, man nicht von Lésungen im Sinne der dynamischen Optimierung ent-
lang von Sattelpfaden ausgehen kann. Denn es ist unrealistisch anzunehmen, daR
alle relevanten Daten bis auf die letzte Nachkommastelle genau bekannt sind und
auch verwendet werden. Genau das ist aber notig, um entlang eines Sattelpfades in
ein nun einmal instabiles Gleichgewicht zu gelangen.?® Bei all den empirischen Un-
wiégbarkeiten, die in einfachen Modellen nicht beriicksichtigt werden kénnen, kann
eine mathematisch instabile Losung nicht als Erklarung der Realitdt verwendet wer-
den. Von den anderen extremen Annahmen, wie etwa die Unterstellung vollkommen

28iir das dargestellte Beispiel der Konsumoptimierung existiert im allgemeinen kein Gleichgewicht, das
im Optimum asymptotisch erreicht wird. Die Situation ist trotzdem analog zu solchen Fillen, in denen die
Konvergenz zu einem Gleichgewicht optimal ist, weil der optimale Pfad selbst instabil ist. Das heif3t, bei
kleinen Abweichungen vom Optimum entfernt man sich immer weiter vom optimalen Pfad, unabhéngig
davon, ob er selbst gegen ein Gleichgewicht konvergiert oder nicht.
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identischer Haushalte, die fiir die positive Interpretation des Ramsey-Koopmans-
Cass-Modells in seiner Grundversion erforderlich sind, soll hier gar nicht die Rede
sein.

Denn nur dann, wenn man verniinftigerweise davon ausgehen kann, dal§ es An-
passungsmechanismen gibt, die zumindest bei kleinen Planungsfehlern zur optima-
len Losung zuriickfiihren, kann ein solcher Ansatz zur Erkldrung des Sparverhal-
tens geeignet sein. Wenn einfach Losungen in offener Schleife verwendet werden,
vergroert sich ein anfangs gemachter Fehler im Laufe der Zeit immer mehr. Hier
besteht ein grundlegender Unterschied zwischen statischen und dynamischen neo-
klassischen Modellen mit rationalen Akteuren. Statische Optima und Gleichgewichte
konnen vielfach durch einen stabilen Anpassungsprozely an das Optimum ergénzt
werden.?? Zum Beispiel ist im Abschnitt 2.2.2 gezeigt worden, daR die Gradienten-
methode als stabiler Proze8 der Ressourcenallokation interpretiert werden kann. Fiir
das Beispiel des Monopols ist dargestellt worden, dal§ es sogar vorstellbar ist, da
eine einfache Faustregel, die praktisch ohne Kenntnis der 6konomischen Struktur
auskommt, zum Optimum fiihrt. Solche Anpassungsprozesse an statische Gleich-
gewichte sind mit mathematischen Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen ei-
ner Gleichung beziehungsweise eines Gleichungssystems vergleichbar, wie etwa der
Newton-Methode, die allerdings im Gegensatz zur genannten Faustregel generell die
Kenntnis des involvierten Gleichungssystems voraussetzen. Jedenfalls belegen diese
Beispiele, dal es immerhin vorstellbar ist, daf$ sich die Haushalte und Unternehmen
in der Realitdt so dhnlich verhalten, wie wenn sie die jeweils optimalen Losungen
berechneten.

In dynamischen Modellen ist das Optimum dagegen nicht einfach durch die L6-
sung eines Gleichungssystems, sondern die Lésung eines Systems von Differential-
gleichungen, speziell eines Randwertproblems, charakterisiert. Solche Randwertpro-
bleme sind selbst dann schwierig (numerisch) zu 16sen, wenn das zugrunde liegende
Modell vollstandig bekannt ist, was zum Teil daran liegt, dal} die Losungen in der
Regel Sattelpfade darstellen. Der kleinste Fehler bei der Bestimmung der Startwer-
te fithrt dazu, daly man sich immer weiter vom Sattelpfad entfernt. Diese Probleme
verschirfen sich, wenn das zugrunde liegende Modell aus der Sicht der Entschei-
dungstrdger nicht genau bekannt ist. Da die Realitdt komplexer als jedes noch so
komplizierte Modell ist, mull man davon ausgehen, dal selbst vollkommen rationa-
le Akteure bei der Bestimmung der Startwerte Fehler machen und sich daher nicht
entlang von optimalen Sattelpfaden bewegen.

Im Gegensatz zu statischen Modellen ist es schwierig, sich einen metadynami-
schen AnpassungsprozeR an das durch die optimale Losung charakterisierte dynami-
sche PFC-Gleichgewicht vorzustellen; ein solcher Prozef§ ist bisher auch noch nicht
formuliert worden. Der wohl einzige Ansatz in dieser Richtung stammt von Heller
(1975), der eine Ungleichgewichtsdynamik in ein Modell des Gleichgewichts bei voll-
kommener Voraussicht mit optimierenden Haushalten eingefiihrt hat. Heller erhélt

29In diesem Zusammenhang wird an das Samuelsonsche Korrespondenzprinzip erinnert.
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eine Stabilitdtsaussage fiir den Anpassungsprozel3 an das PFC-Gleichgewicht. Aller-
dings basiert dieses Ergebnis auf der Annahme, dall zum Zeitpunkt null, in dem
die Entscheidungen getroffen werden, Terminmérkte fiir die gesamte unendliche
Zukunft existieren. Damit beseitigt Heller (1975) die eigentliche Dynamik des Pro-
blems, indem er das Optimierungsproblem des reprdsentativen Haushalts bei voll-
kommener Voraussicht wie ein statisches Problem (in einem unendlich dimensio-
nalen Raum) formuliert, so dal§ ein Gleichgewicht auf Terminméarkten entsteht. Fiir
das so entdynamisierte PFC-Gleichgewicht wird nun ein Anpassungsprozell mit ei-
nem walrasianischen Auktionator formuliert. Dieser Anpassungsprozel$ ist unter be-
stimmten Annahmen (etwa Bruttosubstituierbarkeit) stabil. Also wird die urspriing-
liche Dynamik des Problems durch ein walrasianisches Tatonnement auf den Ter-
minmaérkten ersetzt, das im wesentlichen mit dem Prozef§ in statischen allgemeinen
Gleichgewichtsmodellen {ibereinstimmt (abgesehen davon, dal es jetzt unendlich
viele Giiter gibt).

Ohne einen stabilen Anpassungsprozef an das PFC-Gleichgewicht bieten nur
Riickkopplungslésungen einen moglichen Ausweg, da die Riickkopplung dafiir sorgt,
daB Fehler in der Berechnung des Optimums korrigiert werden kdnnen. Doch auch
hier stellt sich die Frage, ob denn die Riickkopplungslésung selbst durch irgendwel-
che Nédherungsmethoden bestimmt werden kann. Ein wesentliches Problem bei der
Berechnung optimaler Losungen stellt die Ermittlung der richtigen Startwerte fiir die
Kontrollvariablen dar, was fiir die Riickkopplungslésung ebenso gilt wie fiir die L6-
sung in offener Schleife. Wenn dagegen zum Beispiel der richtige Startwert fiir den
Konsum im Ramsey-Koopmans-Cass-Modell exakt bekannt ist, so spielt es keine Rol-
le, welche Art der Losung man verwendet, da es dann prinzipiell moglich ist, die
Losung in offener Schleife in die Riickkopplungslésung zu transformieren und um-
gekehrt. Im allgemeinen ist die Ermittlung des Startwertes aber nicht exakt, sondern
nur mittels numerischer Ndherungsmethoden méglich. Uber die extremen Auswir-
kungen kleiner Fehler bei open loop-Losungen ist berichtet worden. Unter diesen
Umstidnden ist es erforderlich, den Startwert fiir den Konsum in relativ kleinen Zeit-
intervallen stdndig aufs neue numerisch zu bestimmen, um wenigstens keine vollig
falsche Entwicklung des Kapitalstocks zu verursachen. Im Abschnitt 3.2.1 ist dagegen
aufgezeigt worden, dal Riickkopplungslésungen auch dann noch gute Ergebnisse lie-
fern kdnnen, wenn bei der Planung kleine Fehler gemacht werden.

Leider ist es im allgemeinen unméglich, eine Riickkopplungslésung exakt zu be-
stimmen. Schon fiir das relativ einfache Ramsey-Koopmans-Cass-Modell ist, abgese-
hen von Spezialfdllen, weder eine Riickkopplungslésung noch eine Lésung in offener
Schleife exakt bekannt. Die funktionale Darstellung des stabilen Armes eines Sattel-
punktes wird hiufig als Politikfunktion bezeichnet, weil sie die optimale Wahl von ¢
in Abhéngigkeit von k zu jedem Zeitpunkt angibt. Diese Politikfunktion stimmt mit
der Riickkopplungslosung des Optimierungsproblems tiberein. In Barro und Sala-i-
Martin (1998, S. 96) wird das Verfahren der Elimination der Zeit als Moglichkeit zur
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numerischen Ermittlung der Politikfunktion vorgeschlagen.*’ Um diesen Ansatz als
positive Theorie des Wirtschaftswachstums zu verwenden, mulf man unterstellen,
daB zumindest einige Haushalte in realen Volkswirtschaften ihre viel komplizierte-
ren Optimierungsprobleme mit numerischen Methoden 16sen. Teilweise wird argu-
mentiert, die Mehrheit der Haushalte konnte dann diejenigen Haushalte imitieren,
die die optimalen Lésungen kennen. Aus numerischen Berechnungen ergeben sich
aber keine einfachen Regeln, die die anderen Haushalte imitieren konnten. Trotzdem
wird das Modell als Grundlage fiir die empirischen Forschungen verwendet. Soweit
seine Implikationen sich als nicht vertraglich mit den Daten herausstellen, werden
verschiedene Ergdnzungen und Modifikationen — wie die Beriicksichtigung von Hu-
mankapital und endogenem technischem Fortschritt — betrachtet, wobei aber an der
Grundhypothese der Bewegung entlang von stabilen Armen der Sattelpunkte von
Optimierungsproblemen festgehalten wird. Auch wenn die Modellerweiterungen ge-
wisse Probleme des Grundansatzes iiberwinden, bleibt diese zentrale Schwiche des
gesamten theoretischen Ansatzes bestehen.

Tatsédchlich beinhalten Riickkopplungslésungen sogar einige Nachteile im Ver-
gleich zu Losungen in offener Schleife (vgl. zum Beispiel Petit, 1990, S. 123-125).
So ist die (numerische) Berechnung von feedback-Ldosungen normalerweise aufwen-
diger als diejenige der entsprechenden open loop-Losungen. Wenn es mehrere Zu-
standsvariablen gibt, hdangt die Riickkopplungslésung im allgemeinen von allen die-
sen Variablen auf eine komplizierte Art und Weise ab, und sofern der Planungshori-
zont nicht gleich unendlich ist, auch von der Zeit ¢. Dagegen ist die Losung in offener
Schleife lediglich eine Funktion der Zeit, die einfacher zu verstehen und damit auch
einfacher zu imitieren ist. Diese Aussagen sprechen fiir die open loop-Kontrolle, de-
ren wesentlicher Nachteil durch die sukzessive Reoptimierung mit wiederholter Be-
stimmung neuer Startwerte fiir die Kontrollvariablen in relativ kleinen Zeitabstdnden
abgeschwicht werden kann. Jedoch muf§ angemerkt werden, daf die Imitation von
instabilen Losungen in offener Schleife eben nicht zum tatsdchlichen Optimum fiih-
ren kann.

Teilweise wird auch gleich der (modifizierte) Pfad der Goldenen Regel (in erwei-
terten Modellen) als Ansatz zur Erklarung des Wirtschaftswachstums verwendet,>!
wofiir zwei Griinde sprechen. Zum einen hat das langfristige Gleichgewicht (zumin-
dest im Grundmodell) eine erfreuliche Eigenschaft: es ist unabhéngig von der spezi-
ellen Form der Momentannutzenfunktion.®” Zum anderen legt es die asymptotische

30gpiiter wird gezeigt, daR man eine exakte Riickkopplungslosung fiir den Spezialfall mit einer Cobb-
Douglas-Produktionsfunktion und einer bestimmten Parameterkonstellation ermitteln kann.

31ygl. zum Beispiel Lucas (1988) und Romer (1990). In deren erweiterten Modellen der Theorie des en-
dogenen Wachstums treten allerdings Externalitdten auf, die dazu fithren, daR die aus der Sicht der Kon-
sumenten optimale Losung nicht auch die gesamtwirtschaftlich optimale Losung ist. AuBerdem ist das
Pro-Kopf-Einkommen im langfristigen Gleichgewicht nicht konstant. Jedoch ergibt sich wie im Grundmo-
dell von Ramsey-Koopmans-Cass eine konstante Sparquote im steady state.

32Das Gleichgewicht hingt nur von der Art der Produktionsfunktion und den Parametern p und 7 ab.
Das gilt auch, wenn nicht wie hier eine Momentannutzenfunktion mit konstanter intertemporaler Substi-
tutionselastizitdt unterstellt wird. Allerdings geht diese Eigenschaft fiir bestimmte Modellerweiterungen
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Konvergenz des Sattelpfades zum Gleichgewicht in Verbindung mit dem Turnpike-
Theorem nahe, daf der Pfad der Goldenen Regel sowohl fiir einen unendlichen als
auch fiir einen endlichen Planungshorizont eine gute Naherung fiir die optimale L6-
sung ist (zumindest, wenn der Startwert nicht allzu weit vom Gleichgewicht entfernt
liegt). Das impliziert aber keineswegs, dalk die Goldene Regel auch eine Ndherung fiir
das tatsidchliche Verhalten der Haushalte ist. Trotzdem ist diesem Ansatz noch der
Vorzug gegeniiber den Sattelpfadansitzen zu geben. Denn die Goldene Regel, die
eine konstante Sparquote beinhaltet, ist sehr viel einfacher als ein optimaler Pfad
auBerhalb des Gleichgewichts zu bestimmen. Den Haushalten sollte es also erheb-
lich leichter fallen, eine konstante Sparquote gemill der (modifizierten) Goldenen
Regel zu berechnen oder zu imitieren, als eine variable Sparquote, die auch abseits
des langfristigen Gleichgewichts optimal ist. Da das langfristige Gleichgewicht im
Solow-Modell stabil ist, bietet dieser Ansatz die Méglichkeit, sich dem tatsidchlichen
intertemporalen Optimum wenigstens asymptotisch zu ndhern. Die Bestimmung der
optimalen konstanten Sparquote gemé&R der Goldenen Regel kann daher auch als ei-
ne Art Faustregel interpretiert werden.

Diese Uberlegung fiihrt zu der Frage, ob die Moglichkeit besteht, daf eine kon-
stante Sparquote auch fiir den Ubergangsprozef zum langfristigen Gleichgewicht
optimal sein kann. Friiher ist bereits darauf hingewiesen worden, daf} Kurz (1968) ge-
zeigt hat, dal eine konstante Sparquote als optimale Losung fiir bestimmte zugrunde
liegende Nutzenfunktionen interpretiert werden kann. Die Bestimmung einer Nut-
zenfunktion, deren Maximierung eine gegebene Sparfunktion erzeugt, bezeichnet
Kurz als inverses Problem des optimalen Wachstums. Dieses inverse Problem wird
hier nicht gel6st (vgl. dazu Kurz, 1968, S. 166-173). Stattdessen wird gezeigt, dall eine
konstante Sparquote fiir bestimmte Konstellationen der Parameter des hier behandel-
ten Falls einer Nutzenfunktion mit konstanter intertemporaler Substitutionselastizi-
tdt tatsdchlich optimal ist. In diesem Fall kann man daher eine Riickkopplungslésung
in geschlossener Form angeben.

Konkret wird eine Cobb-Douglas-Produktionsfunktion ¥ = aK* L~ mit 0 < a < 1
unterstellt. Dann lautet die Pro-Kopf-Produktionsfunktion y = f(k) = ak®. Das Sy-
stem der Differentialgleichungen (3.27) wird damit zu

1
¢= E(aak“_l -n-pc,

] (3.32)
k=ak®-nk-c.
Gemail (3.30) lautet das Gleichgewicht
1/(1-a)
T
n+p

aa al(l-a) aa 1/(1-a) (3.33)
é= a( _ n( ) .

n+p n+p

wie zum Beispiel die Beriicksichtigung des arbeitsvermehrenden technischen Fortschritts verloren, vgl.
den Abschnitt 3.5.2.
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Die Sparquote § in diesem langfristigen Gleichgewicht, die die modifizierte Goldene
Regel erfiillt, erhilt man aus § = 1 - ¢&/(ak®) als®

na

§= .
n+p

Dem entspricht der Pro-Kopf-Konsum in Abhingigkeit von k

e=01-9ak®= RTPZNA e,

n+p

Nun wird unterstellt, daB die berechnete Sparquote auch wihrend des Ubergangs
zum langfristigen Gleichgewicht entlang des Sattelpfades optimal ist, daf also die
optimale Lésung des Ramsey-Koopmans-Cass-Problems eine konstante Sparquote
beinhaltet. Dann mul§ aulerhalb des Gleichgewichts die Riickkopplungsregel

n+p-na

c(t) = ak(n)®. (3.34)

optimal sein. Wenn diese Losung tatsédchlich optimal ist, muf$ der Wert der Zeitablei-
tung von ¢ gemaR (3.34) gleich demjenigen der Zeitableitung von c in (3.32) sein:

waak(t)“_lk 2 é(aak"‘_1 -n-p)c.

Ersetzt man k durch die zweite Gleichung in (3.32) und ¢ durch (3.34), so fiihrt dieser
Ansatz nach einigen Umformungen zu der Beziehung

aak® - na|=aak®-n-p.

an
0
n+

Fiir alle kK mul} diese Gleichung erfiillt sein. Deshalb kann man analog zur Methode
der unbestimmten Koeffizienten einen Koeffizientenvergleich durchfiihren, der die

Gleichungen

Gan

ax=aa und -Ona=-n-p
n+

liefert. Beide Beziehungen sind erfiillt, wenn gilt
+
g=""P
an

Dieser Wert von 0 ist der Kehrwert der Sparquote im langfristigen Gleichgewicht.
Die Riickkopplungsregel (3.34) erfiillt damit alle notwendigen und hinreichenden
Bedingungen fiir 8 = (n + p)/(an), weil sie den Gleichungen (3.32) geniigt und weil ¢

33Fiir p = 0 folgt § = @. Da a, die Produktionselastizitit des Kapitals, der Kapitalertragsquote bei vollstin-
diger Konkurrenz entspricht, ist § = a die Goldene Regel mit sY = rK beziehungsweise s=rK/Y = a.
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und k (wie im Solow-Modell) gegen das langfristige Gleichgewicht konvergieren. In
diesem Fall ist die konstante Sparquote

.1 an
§=== (3.35)
0 n+p

also optimal fiir das Ramsey-Koopmans-Cass-Modell. Durch (3.34) ist die Politikfunk-
tion gegeben.

Eine Riickkopplungslosung 148t sich also fiir eine bestimmte Parameterkombina-
tion ermitteln, die zu einer konstanten Sparquote fiihrt. Allerdings setzt dieser Fall
voraus, daf§ die Beziehung (3.35) erfiillt ist. Da 8, a, n und p in diesem Modell exoge-
ne Konstanten sind, hat die Erfiillung dieser Gleichung das Wahrscheinlichkeitsma@d
null. Mit anderen Worten, da diese (reellen) Konstanten exogen gegeben sind, muf3
man davon ausgehen, dal die Gleichung nicht erfiillt ist. Eine konstante Sparquote
ist dann keine optimale Losung, und man kann die Politikfunktion nur numerisch be-
stimmen. Daher kennen die Haushalte in einer Volkswirtschaft keine Riickkopplungs-
regel. Oft stiitzt sich die positive Interpretation des Ramsey-Koopmans-Cass-Modells
auch darauf, daf die Haushalte einfach der Keynes-Ramsey-Regel in (3.32) folgen,
die noch relativ leicht zu berechnen ist. Die Bewegung entlang des Sattelpfades setzt
dann allerdings voraus, daf§ der richtige Startwert fiir ¢ bekannt ist. Wie die Haus-
halte diesen Startwert erfahren, wird nicht erkliart. Doch selbst wenn sie ihn kennen,
wird in diesem Fall die Losung in offener Schleife verwendet.** In den numerischen
Beispielen im Abschnitt 3.2.1 ist gezeigt worden, welche radikalen Auswirkungen ein
winziger numerischer Fehler am Anfang des Planungszeitraumes hat. Man kann also
nicht davon ausgehen, dall eine Bewegung entlang des Sattelpfades stattfindet. Na-
tlirlich konnen empirische Beobachtungen trotzdem im Einklang mit diesem Modell
beziehungsweise einer seiner Erweiterungen stehen. Dafl aus der Wahrheit der Im-
plikationen einiger Annahmen kein Riickschlufl auf die Wahrheit dieser Annahmen
moglich ist, ist ein logisches Grundgesetz.

Anfangs ist darauf hingewiesen worden, daB einige Autoren den Ansatz der dyna-
mischen Optimierung als Lésung des sogenannten Hahn-Problems ansehen. Hahn
(1966) hat fiir den Cobb-Douglas-Fall gezeigt, dall der steady state-Pfad in einem
positiven (deskriptiven) Modell einer Volkswirtschaft mit heterogenen Kapitalgiitern
und extremer klassischer Sparfunktion (das gesamte Arbeitseinkommen wird kon-
sumiert, das gesamte Kapitaleinkommen investiert)>® instabil ist, wenn die Entschei-
dungstréger kurzsichtig vollkommene Voraussicht (myopic perfect foresight) ha-
ben, wenn also die erwarteten und die tatsdchlichen Preisénderungen in jedem Zeit-
punkt {ibereinstimmen.*® Wihrend Hahn die Instabilitit auf die Existenz heteroge-

340bwohl der Zinssatz in (3.32) von k() abhingt, entspricht die Befolgung der Keynes-Ramsey-Regel
keiner Riickkopplungsstrategie, fiir die es erforderlich ist, dall ¢ in jedem Zeitpunkt als Funktion von k
gegeben ist. Hier wird dagegen c(0) (wie auch immer) bestimmt und das Wachstum von c folgt dann der
angegebenen Regel mit einem nicht konstanten Zinssatz.

35Allgemeiner liegt eine (nicht extreme) klassische Sparfunktion vor, wenn eine fester Anteil des Kapital-
einkommens gespart wird, der nicht gleich eins sein muR.

36Einen allgemeinen Beweis fiir dieses Resultat gibt Kuga (1977).
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ner Kapitalgiiter und die damit verbundene Arbitrage-Gleichgewichtsbedingung zu-
riickfithrt (die Nettoertragsrate inklusive erwarteter Preisinderungen mulf} fiir alle
Kapitalgiiter gleich sein), hat Kurz (1968) gezeigt, dal sogar ein Ein-Sektor-Modell in-
stabil sein kann. Im allgemeinen tritt das Hahn-Problem in jedem Modell auf, in dem
die Haushalte mit kurzfristiger vollkommener Voraussicht Vermdogen in unterschiedli-
chen Aktiva halten kénnen, da die mit dem Arbitragegleichgewicht verkniipften dyna-
mischen Preisgleichungen in diesem Fall instabil sind. Wie bereits gezeigt worden ist,
kann man die konstante Sparquote im Solow-Modell als Losung eines dynamischen
Optimierungsproblems auffassen. Kurz (1968) interpretiert nun die Kozustandsglei-
chung als dynamische Preisgleichung, die den Preis des Kapitals in Nutzeneinheiten
mift. Da jedes Gleichgewicht eines gestorten Hamilton-Systems instabil ist (vgl. das
Korollar zum Satz 2.23 auf der Seite 100), gilt die Instabilitdt in dieser Interpretati-
on sogar fiir das Solow-Modell. An die Stelle heterogener Kapitalgiiter kann also das
zweite Gut Nutzen treten. Dagegen ist das Solow-Modell stabil, wenn man nur die
konstante Sparquote verwendet und den Pro-Kopf-Konsum geméB c(k) = (1 —s) f (k)
bestimmt; die Stabilitdt wird also durch die Verwendung einer Riickkopplungsregel
erzeugt. Die Diskussion macht klar, daf$ das Hahn-Problem auch in Modellen auftritt,
in denen es neben dem (homogenen) Kapitalstock das Aktivum Geld gibt. Tatsdch-
lich ist das im Abschnitt 2.2.4 dargestellte Modell der Geldnachfrage die einfachste
Moglichkeit, die Problematik zu verdeutlichen. Daher wird hier auf die relativ auf-
wendige Darstellung des Modells von Hahn (1966) verzichtet.

Im Abschnitt 3.3 ist dargestellt worden, da ein PFC-Gleichgewicht, in dem die
Entscheidungstrdger nicht wie bei kurzsichtig vollkommener Voraussicht nur tiber
die Preisdnderungen in jedem Zeitpunkt, sondern aufgrund ihrer vollkommenen Vor-
aussicht (perfect foresight) {iber die gesamten zukiinftigen Zeitpfade informiert sind,
dquivalent zu einem Problem des optimalen Wachstums ist (Aussage 3.5). In diesem
Fall werden explodierende Pfade durch die Transversalitdtsbedingungen ausgeschlos-
sen, so dall das Hahn-Problem dadurch nach Ansicht vieler Autoren beseitigt wird.
Dabei wird allerdings vergessen, dal§ das langfristige Gleichgewicht und auch die op-
timale Losung selbst instabil sind; es wird lediglich ein Argument gegeben, warum
der Sattelpfad unter extremen Annahmen gewdhlt werden kann. Burmeister (1980,
S. 234) bemerkt dazu: If we are willing to ignore reality, a ... theoretically satisfactory
solution to the Hahn saddlepoint instability problem has been provided ....°" Reali-

37Das Argument steht im Zusammenhang mit der Tatsache, daR explodierende Pfade (teilweise als bub-
bles bezeichnet) unter bestimmten Annahmen (die fiir die dezentrale Version des RKC-Modells erfiillt
sind) kein PFC-Gleichgewicht sein konnen. Blanchard und Fischer (1989, S. 260) bemerken dazu: These
divergent solutions can sometimes be ruled out by partial or general equilibrium arguments, although the
arguments often rely on a degree of rationality and foresight that is unlikely to be present in practice. Ei-
ne Ubersicht iiber verschiedene Ansitze findet sich in Gray (1984). Explosive Preispfade werden generell
aufgrund von Transversalitdtsbedingungen wie denjenigen von Benveniste und Scheinkman (1982) ausge-
schlossen, wihrend implosive Preispfade kein PFC-Gleichgewicht sein kénnen, wenn die Preise schlief3-
lich negativ werden. Eine generelle Kritik an Modellen mit vollkommener Voraussicht beziehungsweise
rationalen Erwartungen, die letztlich auch auf dem fehlenden Anpassungsmechanismus basiert, findet
sich bei Sanyal (1996).
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stischere Ansidtze stammen von Burmeister et al. (1968) sowie von Burmeister und
Turnovsky (1978). Burmeister et al. (1968) nehmen an, dal$ alte Kapitalgiiter nicht ge-
handelt werden kénnen und daf ein konstanter Anteil des Kapitaleinkommens zur
Reinvestition in den jeweiligen Kapitalstock verwendet wird, wihrend das gesamte
Arbeitseinkommen konsumiert wird. Fiir den Cobb-Douglas-Fall beweisen sie die
globale Stabilitédt des langfristigen Gleichgewichts. Burmeister und Turnovsky (1978)
verwenden anstelle der Annahme der kurzsichtig vollkommenen Voraussicht eine
stetige Variante der adaptiven Erwartungshypothese und geben die Annahme der
kontinuierlichen Marktraumung auf. Auch in diesem Fall konnen sie einige Stabili-
tatsresultate fiir bestimmte Spezialfidlle beweisen. Obwohl der Fall der heterogenen
Kapitalgiiter im folgenden nicht weiter betrachtet wird, 146t sich aus dieser Diskussi-
on die Schlul¥folgerung ziehen, dafl die Betrachtung einfacher Riickkopplungsregeln
(wie bei Burmeister et al., 1968) fiir den Konsum in Modellen des Wirtschaftswachs-
tums sinnvoll ist und geeignet sein kann, dem Hahn-Problem zu entgehen, wenn
man fiir den Fall heterogener Kapitalgiiter gewisse Friktionen des Marktes (keine
kontinuierliche Marktriumung, unvollkommener Markt beziiglich der alten Kapital-
giiter) unterstellt.

Um MiBverstdndnissen vorzubeugen: Hier wird keineswegs die Auffassung vertre-
ten, dalk ein Modell deshalb abzulehnen ist, weil seine Annahmen nicht vollkommen
realistisch sind. Denn jedes Modell ist definitionsgem&R nur ein vereinfachtes Abbild
der Wirklichkeit, und ohne sinnvolle Abstraktionen sind wissenschaftliche Erkennt-
nisse wohl kaum madglich. Viele besonders niitzliche 6konomische Theorien zeich-
nen sich gerade durch ihre Einfachheit aus, die es etwa erlaubt, wirtschaftspolitische
Empfehlungen anhand eines Gedankenmodells zu bewerten. Eine andere Frage ist es
jedoch, ob Ergebnisse, die selbst innerhalb eines Modells nicht robust gegen kleine
Anderungen sind, ernsthaft in bezug auf die Wirklichkeit interpretiert werden kén-
nen. Instabile Gleichgewichte sind in bezug auf kleine Anderungen im Modell nicht
robust, da sie bei minimalen Datenfehlern nie erreicht werden kénnen. Ein analo-
ges Beispiel aus der Physik stellt das mathematische Modell des Pendels dar, das im
Beispiel 2.8 auf der Seite 57 analysiert worden ist. Wie fiir das ungeddampfte Pendel
existieren auch fiir das daraus abgeleitete (realistischere) Modell des geddmpften Pen-
dels Sattelpunkte, die die instabile Gleichgewichtslage repridsentieren, in denen das
Pendel senkrecht nach oben steht (vgl. zum Beispiel Hale und Kocak, 1991, S. 269-
270, 273-275). Ebenso wie kein Physiker auf die Idee kommt, aus der Existenz eines
Sattelpfades in Richtung der instabilen Gleichgewichtslage zu folgern, daf$ Pendel in
der Regel auf dem Kopf stehen bleiben, sollten Okonomen nicht aus der Existenz von
Sattelpfaden in dynamischen Optimierungsproblemen folgern, dafy die Wirtschaft
sich entlang eines solchen Pfades bewegt. So wie die Vorhersage eines Physikers in
bezug auf ein geddmpftes Pendel lautet, dal$ eine stabile Gleichgewichtslage erreicht
wird (in der das Pendel senkrecht nach unten hingt), muf die Vorhersage eines Oko-
nomen in bezug auf eine Volkswirtschaft, die den Differentialgleichungen (3.27) folgt,
lauten, daB je nach Startwert entweder das Kapital in endlicher Zeit verbraucht ist
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oder das stabile Gleichgewicht (0, k) in der Abbildung 3.6 erreicht wird.*® Diese po-
sitive Interpretation des Ramsey-Koopmans-Cass-Modells, bei der samtliche Eigen-
schaften der Optimalitdt verloren gehen, diirfte allerdings kaum ernsthaft vertreten
werden.

Gegen die genannte Analogie kann eingewendet werden, das Modell des Pendels
stelle kein Optimierungsproblem dar und daher bestehe im Gegensatz zum Modell
des optimalen Wachstums auch keine Veranlassung, den Sattelpfad auszuwhlen.
Die Analogie wird aber vollstindig, wenn man einen hohen Preis aussetzt und Per-
sonen einem Test unterzieht, in dem sie ein Pendel in eine bestimmte Ausgangslage
versetzen und so anstoBen sollen, daly es auf dem Kopf stehen bleibt. Eine Befra-
gung mehrerer Physiker hat ergeben, daf auch im Falle eines echten Pendels mit
einer geringfiigigen Reibung niemand eine positive Wahrscheinlichkeit fiir das Gelin-
gen angeben wollte. Diese Einstellung dndert sich erst, wenn man ein hohe Reibung
unterstellt, da ein reales Pendel dann auch zur Ruhe kommen kann, wenn es gar
nicht exakt vertikal steht. Dem entspricht in der Okonomik der bereits zitierte Ansatz
von Burmeister und Turnovsky (1978), deren Stabilititsresultate auf der Einfiihrung
von adaptiven Erwartungen und Verzdgerungen der Marktrdumung (also einer Art
Reibung) basieren.

3.4.2 Zur mikrookonomischen Theorie der Ersparnis

Letztlich basiert das Verhalten der aggregierten Ersparnis auf den mikro6konomi-
schen Sparentscheidungen der Haushalte.’® Die theoretischen Modelle kann man
grob in Standardansitze und Nicht-Standardansétze einteilen. Die Standardansitze
konnen sdmtlich als konkretisierte stochastische Varianten des Ramsey-Modells be-
zeichnet werden (auch wenn das keine tiibliche Terminologie ist), wobei die stetige
Zeit durch diskrete Perioden ersetzt wird und der Planungshorizont endlich ist. So ba-
sieren auch die Lebenszeit-Einkommens-Hypothese von Modigliani und Brumberg
(1954) und die permanente Einkommenshypothese von Friedman (1957) auf inter-
temporalen Optimierungsproblemen nach der Art von Ramsey (1928). In der moder-
nen Version werden die Modelle insbesondere nach den Annahmen iiber die Form
der Nutzenfunktion, die Vollkommenheit des Kapitalmarktes sowie die Erwartungs-
bildung differenziert. Beispielsweise wird fiir das additive Standardmodell angenom-
men, dal die Haushalte ihre intertemporal additive Nutzenfunktion im Sinne des
Erwartungsnutzens mit rationalen Erwartungen maximieren, wobei die individuel-
len Diskontraten konstant sind und der Kapitalmarkt vollkommen ist (vgl. Browning
und Lusardi, 1996, S. 1802).

38Da in diesem Gleichgewicht f "k)<nund ¢c=0 gilt, kann man erkennen, daf die Routh-Hurwitz-
Bedingungen erfiillt sind. Das Gleichgewicht ist also lokal stabil.

39Einen Uberblick iiber die mikroskonomische Theorie der Ersparnis und empirische Tests findet man
bei Browning und Lusardi (1996).
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Nun stellt sich zunéchst die Frage, wie die mikro6konomische Theorie mit der ag-
gregierten Betrachtung in der Wachstumstheorie im Zusammenhang steht. Wie aus
der Aggregationstheorie bekannt ist, sind makro6konomische Aggregate, die sich wie
die individuellen Gr6fen verhalten, nur unter duflerst restriktiven Hypothesen aus
den individuellen Funktionen ableitbar. Trotzdem kann es sinnvoll sein, solche An-
nahmen zu treffen, um ein handhabbares Denkmodell zu entwickeln. So ist zum
Beispiel friither bei der Ableitung der dezentralen Gleichgewichtsversion des Ramsey-
Koopmans-Cass-Modells unterstellt worden, dal alle Haushalte vollkommen iden-
tisch sind. Das Problem ist hier jedoch tiefgreifender, weil die endlichen Planungs-
horizonte vieler einzelner Haushalte durch einen unendlichen Planungshorizont ei-
nes Haushalts (beziehungsweise einer Dynastie) im aggregierten Modell ersetzt wer-
den. Die Argumentation zur Rechtfertigung dieser Art der Aggregation kann auf eine
erweiterte Version des Modells {iberlappender Generationen von Samuelson (1958)
und Diamond (1965) gestiitzt werden. Diesem Modell liegt ein diskretes Optimie-
rungsproblem fiir die Haushalte zugrunde, die jeweils zwei Perioden lang leben; in
der ersten Periode, der Jugend, wird Einkommen erzielt, das teilweise gespart wer-
den kann, um in der zweiten Periode, dem Alter, konsumieren zu kénnen. In jeder
Periode gibt es eine junge und eine alte Generation. Wahrend das Modell iiberlap-
pender Generationen in seiner Grundversion zu einem anderen Ergebnis als das
RKC-Modell fiihrt, weil ein dynamisch ineffizienter Betrag der Ersparnis moglich ist,
zeigen Barro und Sala-i-Martin (1998, Anhang zum Kapitel 3), daR eine diskrete Ver-
sion des RKC-Modells generiert werden kann, wenn man eine altruistische Bindung
zwischen den Eltern und ihren Kindern unterstellt, so dal die Eltern ihren Kindern
Vermogen vererben. Insofern ist das aggregierte Modell mit den mikro6konomischen
Standardansétzen vereinbar, vorausgesetzt dal$ alle Haushalte identisch sind (abgese-
hen vom Anfangsvermogen unterschiedlicher Generationen). Diese Annahmen sind
jedoch duBerst restriktiv.

Die empirischen Tests der mikro6konomischen Ansétze gehen regelméllig von
verschiedenen Erweiterungen aus. So werden zum Beispiel demographische Fakto-
ren zur Erklirung des Konsums beziehungsweise der Ersparnis einbezogen. Bemer-
kenswert ist auch die Tatsache, dall die Art der zufilligen Einfliisse und der Erwar-
tungsbildung nicht nur in bezug auf die Empirie, sondern schon hinsichtlich der
theoretischen Ergebnisse erheblichen Einfluf} auf die optimale Wahl der Ersparnis
hat (vgl. Browning und Lusardi, 1996, S. 1802). Das aggregierte Wachstumsmodell
bertiicksichtigt weder solche zusitzlichen Faktoren noch die Implikationen der Sto-
chastik.

Trotzdem wird auf die zahlreichen empirischen Tests hingewiesen, die von Brow-
ning und Lusardi (1996) zusammengefalt werden. In the end, the results on the va-
lidity of the standard additive model from consumption Euler equations are deeply
ambiguous (Browning und Lusardi, 1996, S. 1835).%0 Obwohl sich diese Aussage auf
kurzfristige Tests bezieht, ergeben sich bei der Analyse der Ursachen fiir die langfri-

40Dje Euler-Gleichung ist eine Optimumbedingung der klassischen Variationsrechnung, die aus dem
Pontryaginschen Maximumprinzip abgeleitet werden kann.
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stig gefallene aggregierte Sparquote der Vereinigten Staaten dhnliche Schwierigkei-
ten.! Hier werden neben elf Hypothesen, die unter Umstinden mit dem Standard-
modell in Einklang gebracht werden kdnnen, auch einige Nicht-Standardhypothesen
der verhaltenswissenschaftlichen Okonomik (behavioral economics, sozialokono-
mische Verhaltensforschung) angefiihrt. Eine vollstindige Erklarung mul§ wohl auf
der Einbeziehung mehrerer Ansitze basieren. Wie sehr die Beurteilung empirischer
Tests von personlichen Einstellungen abhidngt, dokumentieren die beiden Autoren
eindrucksvoll anhand ihrer eigenen Interpretation der dargestellten Studien: Brow-
ning feels that . . . there is no strong evidence against the standard additive model while
Lusardi believes that there is (Browning und Lusardi, 1996, S. 1835).

Auch in der mikrokonomischen Theorie wird insbesondere von den Vertretern
der verhaltenswissenschaftlichen Okonomik mittlerweile héufig die Auffassung ver-
treten, dafd dynamische Optimierungsprobleme in der Realitédt viel zu komplex sind,
als dal8 die Haushalte sie 16sen konnten. Teilweise wird argumentiert, dafl dieses
Problem dadurch geltst wird, da zahlreiche Individuen &hnliche Probleme 16sen
miissen. Dann kénnen diejenigen, die iiberfordert sind, die Erfolgreichen imitieren.
Auf die Vielfalt der Probleme, die damit verbunden sind (zum Beispiel, gibt es iiber-
haupt passende Vorbilder), soll hier nicht weiter eingegangen werden. Stattdessen
wird auf ein weiteres Argument von Buhr und Christiaans (2001) auf der Grundlage
von Ergebnissen der Hirnforschung hingewiesen, wonach grundlegende Bedenken
gegeniiber der grundsitzlichen Fdhigkeit der Menschen zu rationalem Handeln be-
stehen. Die Struktur des menschlichen Gehirns legt es vielmehr nahe, dal Entschei-
dungen auf Faustregeln, nicht auf rationaler Planung beruhen. Die grundlegenden
neoklassischen Modelle der Wirtschaft konnen daher nur dann addquat sein, wenn
ihre wesentlichen Schluf$folgerungen robust gegeniiber solchen realitdtsbhezogenen
Anderungen der unterstellten Verhaltensweisen sind. Wihrend diese Robustheit fiir
statische Modelle immerhin moglich erscheint, ist sie fiir dynamische Modelle auf-
grund der Komplexitit der zu l6senden Probleme und der fehlenden Stabilitdt opti-
maler Losungen in offener Schleife beziehungsweise fehlender Anpassungsmechanis-
men an den Gleichgewichtspfad mit Zweifeln behaftet. Es erscheint daher sinnvoll,
auch die Implikationen der neoklassischen Wachstumstheorie unter alternativen An-
nahmen zu analysieren. Hierbei stellt sich das zentrale Problem, welche der (wohl
unbegrenzt vorhandenen) alternativen Verhaltenshypothesen zu verwenden ist. Ei-
ne naheliegende Moglichkeit ist die Unterstellung einer konstanten Sparquote, wie
schon im grundlegenden Modell von Solow (1956). Das Konsumentenverhalten ohne
jeden Bezug zum 6konomischen Prinzip zu modellieren, widerspricht allerdings dem
neoklassischen Paradigma. In der Literatur werden daher auch abgeschwéchte Vari-
anten diskutiert, wonach die Haushalte zum Beispiel zwar eine konstante Sparquote
wihlen, die aber unter allen konstanten Sparquoten optimal ist.*?

Am Gegensatz zu diesem Ergebnis interpretieren Barro und Sala-i-Martin (1998, S. 91) Paneldaten
verschiedener Lander dahingehend, dal die Sparquote wihrend des Ubergangs zum langfristigen Gleich-
gewicht tendenziell steigt.

42Eine optimale konstante Sparquote sollte nicht mit der Sparquote der (modifizierten) Goldenen Re-
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Krusell und Smith (1996) haben in Simulationen (unter anderem) die Faustregel
einer (optimalen) konstanten Sparquote mit der dynamisch optimalen Lésung in der
stochastischen Version des grundlegenden neoklassischen Wachstumsmodells in dis-
kreter Zeit verglichen, indem sie Kosten der optimalen Entscheidungsfindung in das
Modell eingefiihrt haben. Dabei zeigt sich, dal selbst bei relativ geringen Entschei-
dungskosten viele oder sogar alle Haushalte im Gleichgewicht die konstante Spar-
quote der optimalen Losung vorziehen, wobei ihr Verhalten unter Beriicksichtigung
der Entscheidungskosten vollkommen rational ist. Im Gleichgewicht ist der Netto-
nutzen, also der um die in Nutzeneinheiten gemessenen Kosten der Entscheidungs-
findung bereinigte Gesamtnutzen, eines Haushalts, der die optimale Losung wihlt,
gleich demjenigen eines Haushalts, der die optimale konstante Sparquote wihlt.) Die
Berticksichtigung von auch nur geringen Kosten der Entscheidungsfindung fiihrt zu
grundlegenden Anderungen der Implikationen des neoklassischen Wachstumsmo-
dells, denn auch die simulierten aggregierten Zeitreihen reagieren auf die Benutzung
von Faustregeln duBerst sensitiv. Einer der Erfolge der Theorien realer Konjunkturzy-
klen, durch das Optimierungsverhalten der Wirtschaftssubjekte die relative Volatilitat
aggregierter Zeitreihen erkldren zu konnen (der Konsum schwankt weniger als die
Investitionen und das Nationaleinkommen), gerdt damit ins Wanken. Denn in der
Realitét gibt es Kosten der Entscheidungsfindung (man denke allein an die Beschaf-
fung von Informationen). Diese Kosten fithren dazu, dal das neoklassische Modell
andere relative Zeitreihen generiert, also ohne Berticksichtigung kostspieliger Ent-
scheidungen. Mit einer konstanten Sparquote ist die Volatilitdt des Konsums gleich
derjenigen des Nationaleinkommens, das heiflt, die relativ unterschiedliche Volati-
litdt der genannten Zeitreihen kann damit nicht erkldrt werden. In diesem Zusam-
menhang wird angemerkt, dal§ diese Unzulidnglichkeit einer konstanten Sparquote
beziiglich der Erklarung konjunktureller Phdnomene nichts tiber ihre Eignung in der
Wachstumstheorie aussagt, die von konjunkturellen Schwankungen abstrahiert.

Die Ergebnisse von Krusell und Smith (1996) beruhen auf der Beriicksichtigung
von Kosten der Ermittlung der optimalen Entscheidung. Wie Lettau und Uhlig (1999)
gezeigt haben, wihlen die Haushalte aus einer exogen gegebenen Menge alternativer
Entscheidungsregeln, die die optimale Losung enthélt, unter Umstdnden auch unab-
hingig von diesen Kosten nicht die optimale Lésung aus, weil sie eine andere Losung
als vorteilhaft wahrnehmen kénnen. Dieses Ergebnis basiert auf der Annahme, da@
die suboptimale Regel nur unter giinstigen Umweltbedingungen, die optimale Regel
dagegen immer anwendbar ist. Obwohl diese Voraussetzung fragwiirdig erscheint,
zeigen die Ergebnisse von Lettau und Uhlig (1999), dalk es in einem dynamischen
Modell durchaus mdéglich ist, dall die Haushalte andere Losungen als die optimale
wihlen, auch wenn letztere unter den zur Auswahl stehenden Alternativen ist. Das
hier vertretene Argument basiert weder auf den Kosten der Entscheidungsfindung,

gel der Akkumulation verwechselt werden. Letztere ist lediglich optimal unter der Nebenbedingung, da
k =0 ist, was einen speziellen zu dieser Sparquote passenden Startwert kg (beziehungsweise k) der Kapi-
talintensitét erfordert. Wenn kg # kg ist, wird im allgemeinen eine andere Sparquote als die der Goldenen
Regel optimal unter allen konstanten Sparquoten sein.
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noch auf der Moglichkeit einer verzerrten Auswahl der Alternativen, sondern geht
einen Schritt weiter. Erstens ist es zweifelhaft, ob die optimale Losung tiberhaupt un-
ter den moglichen Alternativen ist, und zweitens ist die optimale Losung, wenn sie
denn bekannt ist, instabil. Die Implikationen neoklassischer Optimierungsmodelle
kénnen deshalb nur dann eine sinnvolle positive Theorie des Wirtschaftswachstums
begriinden, wenn sie auch mit alternativen Hypothesen iiber die Entscheidungsfin-
dung reproduziert werden kdnnen.

Neben den empirischen Tests und den Simulationsrechnungen ist mittlerweile
als weiterer Ansatz das erste Laborexperiment zur Bildung der Ersparnis im Rahmen
eines Wachstumsmodells durchgefiihrt worden (Lei und Noussair, 2002), dessen Er-
gebnisse gegen die hier vertretene Auffassung zu sprechen scheinen. In diesem Expe-
riment werden die Vorhersagen des RKC-Modells beziiglich der Konvergenz des Kon-
sumniveaus und des Kapitalstocks in einer dezentralen Volkswirtschaft gegen das
optimale langfristige Gleichgewicht und beziiglich der Aquivalenz der dezentralen
Losung mit der Losung eines zentralen Entscheidungstrigers beziehungsweise einer
aus mehreren Individuen bestehenden Entscheidungsagentur getestet. Fiir das de-
zentrale Experiment sind in mehreren Kohorten je fiinf Individuen jeweils mit einer
hypothetischen Produktionsfunktion, einem Startwert ihres jeweiligen Kapitalstocks,
einem in Geldeinheiten gemessenen Nutzenindex und einem Kredit in Geldeinhei-
ten ausgestattet worden. Die Produktionsfunktionen und die Nutzenfunktionen ha-
ben sich zwischen den heterogenen Individuen unterschieden. In jeder Periode ha-
ben die Individuen mit ihrem Kapitalstock den Output gemifl den vorgegebenen
Produktionsfunktionen erstellen und anschlieSend auf einem Markt Kapital handeln
kénnen. SchlieBlich sind das Konsumniveau und damit der Kapitalstock der nich-
sten Periode bestimmt worden. Der zentrale Entscheidungstrdger beziehungsweise
die zentrale Planungsagentur hat dagegen die aggregierte Produktionsfunktion und
die aggregierte Nutzenfunktion als Grundlagen erhalten; ein Handel mit Kapitalgti-
tern ist entfallen. Die Fiktion des unendlichen Planungshorizontes ist durch einen
Zufallsmechanismus implementiert worden, der das Ende des Planungszeitraums
bestimmt hat.*3

Die iiberraschenden Folgerungen, die Lei und Noussair (2002) aus ihrem Expe-
riment fiir den Fall der dezentralen Volkswirtschaft ziehen, werden wie folgt zusam-
mengefallt. (1) Der Konsum konvergiert gegen das optimale steady state-Niveau. (2)
Der Kapitalstock konvergiert ebenfalls gegen das langfristige Optimum, wenn der
Startwert des aggregierten Kapitalstocks kleiner als das optimale steady state-Niveau
ist, weicht aber langfristig statistisch signifikant vom optimalen Niveau ab, wenn
der Startwert grofer ist. (3) Wie im theoretischen Modell steigt (féllt) der Konsum,
wenn der Startwert des aggregierten Kapitalstocks niedriger (hoher) als das steady
state-Niveau ist. (4) Die Allokation des gesamtwirtschaftlichen Kapitalstocks auf die

43Bei Risikoneutralitit ist ein zufillig endender Planungshorizont aus der Sicht der Individuen dquiva-
lent zu einem unendlichen Planungshorizont, wenn die Eintrittswahrscheinlichkeit fiir die Beendigung
des Experiments in Abstimmung mit der verwendeten Diskontrate gewahlt wird, vgl. Lei und Noussair
(2002, S. 556).
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verschiedenen Individuen ist in jedem Zeitpunkt nahezu effizient.

Im Unterschied zu dem vorstehenden Ergebnis (1) gilt im Fall der zentralen L6-
sung, daf der Konsum nicht gegen das Optimum konvergiert. (Im Falle der Entschei-
dungsagentur kommen die Ergebnisse der dezentralen Lésung allerdings ndher.)
Wihrend das relativ schlechte Abschneiden der zentralen Planung mit der hier ver-
tretenen Auffassung vereinbar ist, dafl dynamische Optimierungsprobleme in aller
Regel zu kompliziert sind, um in der Realitédt geldst zu werden, stehen die Ergebnisse
zur dezentralen Losung scheinbar im Widerspruch zu dieser Aussage. Bei genaue-
rer Betrachtung zeigt sich jedoch, dall man die vier genannten Folgerungen auch
vollig anders interpretieren kann. (1) Der Konsum konvergiert zwar gegen den opti-
malen steady state-Wert, doch daraus folgt keineswegs, dal auch der optimale Sattel-
punktpfad gewihlt wird.** Im Gegensatz zur Vorhersage des theoretischen Modells
schwankt der Konsum dariiber hinaus langfristig um das steady state-Niveau (Lei
und Noussair, 2002, S. 560); nur der Mittelwert konvergiert langfristig gegen das op-
timale Niveau. In diesem Zusammenhang ist zu beachten, dall im Experiment keine
exogenen Schocks aufgetreten sind, die eine solche Schwankung erkldren kénnten.
(2) Fir die Entwicklung des Kapitalstocks gelten dhnliche Ausfiihrungen, wobei im
Falle eines relativ hohen Kapitalstocks auch die Konvergenz des Mittelwertes zum
optimalen Wert nicht mehr gegeben ist. (3) Fiir einen relativ hohen Startwert des
Kapitalstocks ist der realisierte Konsum in einigen Fillen anfangs geringer als das
steady state-Niveau gewesen (auch wenn die statistische Regression einen héheren
Wert ergibt). Ein monotoner Konsumpfad ist in den meisten Féllen nicht zu erken-
nen. (4) Die Effizienz der Allokation des Kapitals kann damit begriindet werden, dal3
der Kapitalmarkt in jedem Zeitpunkt gut funktioniert. Damit ist die statische Produk-
tionseffizienz angesprochen, deren mogliche Realisierung auch hier nicht bezweifelt
worden ist.*> Im Experiment wird die statische Effizienz dariiber hinaus dadurch ge-
fordert, dall die Konsumenten gleichzeitig Produzenten sind, anders als im Modell
des optimalen Wachstums.

Letztlich ist festzustellen, da die Akteure in diesem Experiment nicht in der Lage
gewesen sind, ein Problem der optimalen Kontrolle zu 16sen. Denn andernfalls hét-
ten sie auch als zentrale Entscheidungstréger eine optimale Losung bestimmen koén-
nen miissen. Das relativ gute Abschneiden der dezentralen Lésung mul§ also darauf
zuriickzufiihren sein, daf die Individuen irgendwelche alternativen Entscheidungs-
grundlagen verwendet haben, wobei die Signale des Kapitalmarktes fiir eine kurzfri-
stig effiziente Allokation gesorgt haben. Durch einen trial and error-Proze haben die
Individuen die Ndhe des optimalen steady state erreicht. Da Schwankungen um das
optimale langfristige Gleichgewicht bestanden haben, kénnen die Individuen ihre
Entscheidungen nicht an einer optimalen Lésung entsprechend der Keynes-Ramsey-

44Auch Lei und Noussair (2002, S. 550) schlieRen streng genommen nicht, daf die optimale Lésung
durch den dezentralen Mechanismus realisiert wird, sondern lediglich, daf eine Konvergenz gegen das
optimale langfristige Gleichgewicht stattfindet.

45Im Kapitel 2 ist gezeigt worden, daR die Anpassungsprozesse an statische Gleichgewichte in vielen
Fallen stabil sind.
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Regel orientiert haben, die einen monotonen Konsumpfad impliziert. Ob der opti-
male Pfad gewihlt worden ist, haben Lei und Noussair (2002, S. 550) auch gar nicht
getestet, sondern lediglich, ob eine Konvergenz zum optimalen steady state vorliegt.
Wie im Abschnitt 3.5.1 gezeigt wird, ist eine solche Konvergenz auch unter alterna-
tiven Verhaltenshypothesen denkbar, die erheblich geringere Anforderungen an die
Féhigkeiten der Entscheidungstrdger als die Hypothese der dynamischen Optimie-
rung stellen.

Dal} es mit steigender Komplexitdt dynamischer Entscheidungsprobleme auch
unter normativen Gesichtspunkten immer schwieriger wird, optimale Losungen zu
finden, ist wohl bekannt. So stellen schon Burmeister und Dobell (1970, S. 416 f.) fest,
...our search must turn from a concern with exact optimality to a concern with the
identification of policies that lead to satisfactory values of the criterion function and
that are robust against shocks or possible misspecification. Als Beispiel fiir eine robu-
ste Regel in einem Modell mit heterogenen Kapitalgiitern verweisen sie auf die von
Burmeister et al. (1968) verwendete klassische Sparfunktion, die eine Art einfacher
Riickkopplungsregel darstellt und zum Pfad der Goldenen Regel fiihrt. Die Bedeu-
tung der klassischen Sparfunktion ist in diesem Zusammenhang ansonsten bisher
kaum gewlirdigt worden.

Mit Bezug zu den anfangs genannten drei Motiven fiir eine positive Interpreta-
tion dynamischer Optimierungsmodelle bleibt festzuhalten, dal§ die Instabilitat der
Losungen und die begrenzten Fihigkeiten des menschlichen Gehirns die Annahme
der unbegrenzten Rationalitdt in dynamischen Modellen dul3erst zweifelhaft erschei-
nen lassen. Der Ansatz eignet sich daher auch nicht als Losung des Hahn-Problems.
Obwohl Riickkopplungslosungen stabil sein konnen, sind sie in aller Regel nicht be-
kannt (auch nicht den darauf spezialisierten Okonomen). Die Analyse von einfachen,
nicht unbedingt optimalen Faustregeln in Riickkopplung stellt daher eine nahelie-
gende alternative Verhaltenshypothese dar, wobei die klassische Sparfunktion ein
bedeutendes, aber relativ wenig beachtetes Beispiel darstellt.

3.5 Faustregeln als Alternative zur dynamischen Optimierung

3.5.1 Eine Goldene Faustregel der Akkumulation

Als Konsequenz aus der Kritik an der positiven Interpretation dynamischer Opti-
mierungsmodelle wird nun eine Faustregel vorgeschlagen, die in Riickkopplung for-
muliert ist und die einer modifizierten klassischen Sparfunktion unter Bertiicksich-
tigung einer positiven gesellschaftlichen Rate der Zeitprdferenz entspricht. Diese
Faustregel ist eine sinnvolle Konsumhypothese, die wesentliche Fakten tiber das Wirt-
schaftswachstum ebensogut wie der Ansatz der dynamischen Optimierung erkldren
kann, ohne dabei zu hohe Anforderungen an die Fahigkeiten der Wirtschaftssubjekte
und die Verfiigbarkeit von Informationen zu stellen.
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Die Literatur zur Goldenen Regel der Akkumulation befal3t sich fast ausschlieR3-
lich mit den Eigenschaften dieser Regel (sowie verschiedener Erweiterungen) im
langfristigen Gleichgewicht, in dem der Pro-Kopf-Konsum unter der Nebenbedin-
gung k = 0 maximiert wird, wobei die Kapitalintensitit den entsprechenden Gleich-
gewichtswert k, aufweisen muR.“® Die konstante Sparquote gemiR der Goldenen
Regel wird im folgenden mit sg bezeichnet. Wenn diese konstante Sparquote auch
aullerhalb des Gleichgewichts verwendet wird, so folgt aufgrund der Stabilitédt des
Gleichgewichts der fundamentalen Wachstumsgleichung (3.2) des Solow-Modells un-
mittelbar, dal das langfristige Gleichgewicht k; asymptotisch erreicht wird. Analoge
Ergebnisse gelten fiir die fiir p > 0 modifizierte Goldene Regel mit der konstanten
Sparquote § und der langfristigen Kapitalintensitét k.

Im Gleichgewicht kann man die Goldene Regel auch derart formulieren, daR die
Ersparnis gleich dem Kapitaleinkommen sein muf3. Obwohl aus der Diskussion der
klassischen Sparfunktion bekannt ist, dall das neoklassische Wachstumsmodell auch
stabil ist, wenn die Sparquote nicht konstant ist, sondern auch auflerhalb des Gleich-
gewichts der Kapitalertragsquote entspricht, wird dieser Aspekt in der Literatur we-
nig betont.*” Im folgenden wird in Verallgemeinerung der klassischen Sparfunkti-
on eine Faustregel der Ersparnis beziehungsweise des Konsums formuliert, deren
Verwendung in einer Solow-Okonomie asymptotisch zum langfristigen Optimum im
Sinne von Ramsey-Koopmans-Cass fiir den Fall p > 0 fiihrt. Das heil3t, die Sparquo-
te bewegt sich in die Richtung der modifizierten Goldenen Regel der Akkumulation,
wobei kein Optimierungsproblem explizit gelost werden muR. Daher kann man die
Regel als Goldene Faustregel der Akkumulation bezeichnen.

Bei der Beurteilung dieser Regel sind zwei Aspekte zu unterscheiden. In normati-
ver Sicht liefert sie eine Moglichkeit, wenn auch keine optimale, so doch immerhin
eine asymptotisch optimale Losung ohne groBen Aufwand zu finden. Fiir die posi-
tive Beurteilung ist weitergehend danach zu fragen, ob man plausiblerweise davon
ausgehen kann, da die Wirtschaftssubjekte diese Regel oder eine dhnliche aus der
Menge der unbegrenzt verfiigbaren Regeln verwenden. Diese Frage kann letztlich
nur durch empirische Tests beantwortet werden. Formuliert man Wachstumsmodel-
le aufgrund einer solchen Regel, so kann man als ersten Ansatz auch priifen, ob
die Implikationen dieser Modelle mit regelmédRigen empirischen Ergebnissen zum
Wachstum vereinbar sind. Ein solcher Test wird spiter anhand der Berechnung von
Konvergenzraten demonstriert.

Die vorgeschlagene Faustregel wird fiir den Konsum (anstelle der Ersparnis) for-
muliert, wobei wieder unterstellt wird, dal$ alle Haushalte identisch sind, so daR eine
einfache Aggregation moglich ist und die Formulierung der Einfachheit halber direkt
fiir einen repréasentativen Haushalt erfolgen kann. Dieser Haushalt bestimmt seinen

46 7um Beispiel finden sich in der Monographie von Phelps (1967) keinerlei Ausfiihrungen zu der Bedeu-
tung der Goldenen Regel auflerhalb des Gleichgewichts im Zusammenhang mit der klassischen Sparfunk-
tion.

47Eine Ausnahme bildet Burmeister (1980, S. 60).
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Konsum geméaR
C(t) =w(H)L(t) + pK(t), bzw. pro Kopf: c(t) = w(t)+ pk(?). (3.36)

Der Haushalt soll also sein gesamtes Arbeitseinkommen und den Anteil seines Rein-
vermogens konsumieren, der seiner personlichen Diskontrate entspricht.

Die so formulierte Faustregel kann wie folgt begriindet werden. Unterstellt man
zundchst einmal, dal p = 0 ist, so entspricht sie letztlich der Goldenen Regel der Ak-
kumulation in der Form der extremen klassischen Spar- beziehungsweise Konsum-
funktion, derart, dall das gesamte Kapitaleinkommen gespart wird, was aufgrund
des adding-up Theorems fiir linearhomogene Produktionsfunktionen offenbar dqui-
valent zum Konsum des gesamten Arbeitseinkommens ist. Im folgenden wird die
Beziehung (3.36) insbesondere hinsichtlich ihrer Bedeutung abseits des langfristigen
Gleichgewichts analysiert. Die Korrektur der Goldenen Regel um pk fiir p > 0 ist
naheliegend, weil sie bedeutet, dafl ein Haushalt mehr als sein Arbeitseinkommen
konsumiert, wenn er {iber ein positives Reinvermdogen verfiigt und die Zukunft gerin-
ger bewertet als die Gegenwart. Dal} diese Korrektur im normativen Sinne sinnvoll
ist, zeigt der Vergleich mit dem Problem des optimalen Konsums unter der Annah-
me, dal$ w und r Konstanten sind mit r = p. In diesem Fall entspricht (3.36) ndmlich
der Riickkopplungslosung (3.14). Die Regel (3.36) ist also eine Riickkopplungslésung
fiir einen einfachen Spezialfall. Es wird sich erweisen, da@§ sie auch im allgemeineren
Fall des neoklassischen Wachstumsmodells gute Ergebnisse liefert.

Dald eine Korrektur der klassischen Konsumfunktion durch die Erh6hung des Pro-Kopf-
Konsums naheliegend ist, folgt auch aus einer wichtigen Eigenschaft der Goldenen Regel der
Akkumulation. Langfristig ist jeder Wachstumspfad mit einer Kapitalintensitdt dynamisch in-
effizient, die auf Dauer hoher als kg ist (Phelps, 1967, S. 56-61). Denn angenommen, die Spar-
quote ist konstant und gréer als sg. Dann gibt es ein t' und ein € > 0, so daR k(t) > kg +eund
¢ <cg fur alle 7 > t', wobei cg der konstante, maximale gleichgewichtige Pro-Kopf-Konsum ge-
miR der Goldenen Regel ist. Daher kann durch die Senkung der Sparquote zum Zeitpunkt ¢’
der Konsum unmittelbar und fiir alle Ewigkeit erh6ht werden. Eine dauerhaft hohere Sparquo-
te als sg ist also dynamisch ineffizient. (Das Argument gilt analog, wenn die Sparquote nicht
konstant ist; jeder Pfad, fiir den k(f) 2 kg +¢ fur alle ¢ > t' gilt, ist ineffizient. Dagegen gilt
das Argument in umgekehrter Richtung nicht; eine Sparquote, die dauerhaft kleiner als sg ist,
kann nicht unabhéngig von der unterstellten Nutzenfunktion als ineffizient bezeichnet wer-
den.) Jede sinnvolle Faustregel sollte also gegen eine Sparquote konvergieren, die hochstens
so grol ist wie sg. Eine positive Diskontrate p > 0 bedeutet, dal der gegenwirtige Konsum
hoher bewertet wird als der zukiinftige. Daraus folgt, dal’ auch die Sparquote sg, gegen die die
Sparquote im Fall der klassischen Sparfunktion konvergiert, langfristig zu hoch ist. Eine Kor-
rektur der klassischen Konsumfunktion in Abhéngigkeit von p nach oben ist also langfristig
sinnvoll.

Damit ist die normative Motivation fiir (3.36) hinreichend begriindet worden.
Darin eingeschlossen ist die Uberleitung zur positiven Interpretation. Denn auch
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in positiver Hinsicht erscheint die Annahme, daf die Haushalte die Regel (3.36)
befolgen, zumindest naheliegender als die, dal sie ein dynamisches Optimierungs-
problem l6sen. Sein Arbeitseinkommen prinzipiell auszugeben und um einen Ver-
mogensanteil zu korrigieren, der sich nach der personlichen Diskontrate richtet,
erscheint durchaus plausibel, wobei keinerlei Optimierungsproblem gelést werden
mulR und lediglich die einen Haushalt unmittelbar betreffenden Daten bekannt sein
miissen. Im Gegensatz dazu basiert die Ableitung der Goldenen Regel der Akkumu-
lation in ihrer {iblichen Interpretation auf der Maximierung des langfristig erreichba-
ren Konsums (gegebenenfalls bei positiver Diskontrate in modifizierter Form). Das
heit, der Haushalt mul, um die Goldene Regel bewu@3t zu bestimmen, die Bewe-
gungsgleichung der Volkswirtschaft kennen und den Konsum unter der Nebenbedin-
gung maximieren, daR & = 0 ist. Wenn er dagegen (fiir p = 0) schlicht und einfach sein
gesamtes Arbeitseinkommen fiir den Konsum verwendet, so ndhert er sich, wie spa-
ter gezeigt wird, der Goldenen Regel im Gleichgewicht ganz von selbst. Daher kann
von einer Goldenen Faustregel gesprochen werden, deren Befolgung nur minimale
Voraussetzungen an die verfiigbaren Informationen stellt.

Anzumerken ist allerdings, daf die Faustregel (3.36) fiir einen einzelnen Haus-
halt nur dann sinnvoll sein kann, wenn man wie in der positiven Interpretation des
Ramsey-Koopmans-Cass-Modells von Familiendynastien mit einem Vererbungsmo-
tiv ausgeht. Wenn es keinen Willen der Vererbung gibt, muB} jede normativ sinnvolle
Faustregel so aufgebaut sein, dall das Reinvermégen am Ende des Planungszeitrau-
mes aufgebraucht ist. Dieses Problem betrifft nicht nur die Faustregel (3.36), sondern
zum Beispiel auch alle Regeln mit einer konstanten Sparquote. Solche Faustregeln
konnen letztlich also nur in einem aggregierten Modell verwendet werden, in dem
die lebenden Generationen eine altruistische Bindung an die folgenden Generatio-
nen haben. Beachtet man, dall wir gegenwértig in einer Generation der Erben leben,
so erscheint diese Annahme plausibel.

Die Implikationen der unterstellten Verhaltenshypothese werden unter den {ib-
lichen Annahmen im Rahmen des Modells der vollstindigen Konkurrenz abgeleitet.
Fiir den Reallohnsatz gilt dann

w=fk)-kf (k).
Setzt man diesen Ausdruck in die Faustregel (3.36) ein, so ergibt sich
c=f)+ (- f'k)k.
Die Substitution dieses Ausdrucks in die Bewegungsgleichung
k=fk)-—nk-c

liefert
k=(f'tk)-n-pk. (3.37)

Diese Gleichung ist fiir k > 0 stetig und hat unter den {iblichen Annahmen (neoklas-
sische Produktionsfunktion, die die Inada-Bedingungen erfiillt) einen eindeutigen
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Gleichgewichtspunkt k, der durch
flo=n+p (3.38)

definiert ist. Der Konsum im langfristigen Gleichgewicht ist
c=fk)+ -k fib - nk.

Im Gleichgewicht sind also die Bedingungen (3.30) erfiillt, so daf man fiir den Start-
wert ko = k die optimale Losung gemiR der (modifizierten) Goldenen Regel der Akku-
mulation erhélt. Der wesentliche Vorteil der Faustregel (3.36) ist, dal das langfristige
(optimale) Gleichgewicht auch fiir ky # k fiir alle ko > 0 asymptotisch erreicht wird.
Zum Beweis ist zunichst zu beachten, daR das Gleichgewicht k im positiven Bereich
eindeutig ist und dall (3.37) hier stetig ist. Fiir die Ableitung nach k gilt im Gleichge-
wicht .

Okl _ prle+ £/ = n—p P29
Ok k=
Die Eindeutigkeit des Gleichgewichts und der fallende Verlauf von k im Gleichge-
wichtspunkt implizieren die globale Stabilitit von k fiir k > 0.

"k <o.

Aussage 3.7. Wenn die Produktionsfunktion neoklassisch ist und die Inada-Bedin-
gungen erfiillt, existiert fiir ko > 0 bei Verwendung der Goldenen Faustregel (3.36) ein
eindeutiges und global stabiles langfristiges Gleichgewicht. In diesem Gleichgewicht ist
die (modifizierte) Goldene Regel der Akkumulation erfiillt.

Im Hinblick auf die normative Bewertung der Faustregel ist es sinnvoll, den er-
reichten Wert der Zielfunktion mit dem optimalen Wert und den Werten, die an-
dere plausible Faustregeln liefern, zu vergleichen. Die erforderlichen Berechnungen
sind fiir den Fall einer logarithmischen Momentannutzenfunktion und einer Cobb-
Douglas-Produktionsfunktion durchgefiihrt worden. Weil die Regel (3.36) sehr ein-
fach ist, kann der damit verbundene kumulierte Nutzenindex weitgehend exakt be-
rechnet werden, was auch fiir den Fall einer konstanten Sparquote gilt. Dagegen kann
die optimale Losung im allgemeinen nicht in geschlossener Form ermittelt werden,
so dalf auf numerische Methoden ausgewichen werden mulfi. Fiir die Berechnungen
werden die folgenden Funktionsformen und Parameter unterstellt:

fk)=ak®, a=10,a=03,
u(c) =In(c), p=0,02, n=0,01.
Die Berechnungen werden nun kurz fiir die verschiedenen Fille skizziert.
1. Optimale Lésung: Die kanonischen Differentialgleichungen lauten

¢=Bk%"-0,03)c,
k=10k"%-0,01k-c,
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woraus fiir das langfristige Gleichgewicht folgt:
k=719,686, ¢=64,77174.

Um die Unterschiede deutlicher machen zu kénnen, wird der Startwert ky = 100
gewdhlt, der weit vom Gleichgewicht entfernt ist. Numerisch 148t sich dann ermit-
teln, dafd der Startwert fiir den Konsum ¢y = 21,4888 in etwa auf den stabilen Arm
des Sattelpunktes fiihrt.*® Der Wert des Zielfunktionals ist fiir einen Zeitraum von
140 Jahren berechnet worden, in dem die Gleichgewichtswerte praktisch erreicht
werden. (Wenn man sich tatsdchlich entlang des Sattelpfades bewegt, kann das
Gleichgewicht in endlicher Zeit nicht erreicht werden. Der Startwert ¢y = 21,4888
ist eben nur eine Ndherung.) Das Ergebnis lautet

140
f In(c* (1)) e~ "% dr ~182,403.
0

2. Goldene Faustregel: Fiir alle folgenden Fille ergibt sich eine Bernoullische Diffe-
rentialgleichung in k der Form

k=Dbk%-dk,

wobei die Parameter b und d jeweils unterschiedlich sein konnen. Die Lésung
dieser Differentialgleichung lautet (vgl. den Abschnitt 2.1.3)

/(1—
I

k(t, ko) = p

(3.39)

Hieraus werden alle folgenden Ergebnisse abgeleitet. Die Bewegungsgleichung
(3.37) gemaR der Goldenen Faustregel ist im vorliegenden Fall

k=aak®-(n+pk=3k"%-0,03k.
Also gilt b=aa=3 und d = n+p=0,03, so dall man (mit a = 0,3) gemaR (3.39)
die Losung

1/0,7
k(t, ko) = | (ky" —100)e "2 +100

erhdlt, womit sich der Konsumpfad gemil
c(t, ko) = 7k(t, ko) +0,02k(z, ko)

ermitteln 14a[3t. Setzt man diesen Pfad in das Zielfunktional ein, so kann numerisch
integriert werden. Das Ergebnis lautet

140
f In(c(t,100)) e~ %" dr ~180,417.
0

48Djese Berechnung ist mit der Software Dynamics Solver durchgefiihrt worden, die Juan M. Aguirrega-
biria frei verfiigbar im Internet bereitgestellt hat. Die numerischen Werte fiir den Konsum sind dann in
Mathematica eingelesen und weiter verarbeitet worden. Vgl. den Anhang zu diesem Abschnitt.
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Geht man dagegen wie im Fall der optimalen Lésung vor und berechnet auch den
Konsumpfad nur numerisch, so ergibt sich

140
f In(c(t,100)) e~ %" dr ~181,992.
0

3. Konstante Sparquote gemdld der modifizierten Goldenen Regel: Die im langfristi-
gen Gleichgewicht optimale Sparquote ist

" ¢ 64,77174
S = 1 - = 1 -——_—
ak® 71,9686

)AL

Die Bewegungsgleichung mit b= s*a=1 und d = n=0,01 lautet
k=10k"%-0,01k-0,9-10k"* = k** - 0,01k

und hat die Lésung

1/0,7
k(t, ko) = | (k37 = 100)e 7" + 100

Auf der Basis der Konsumfunktion ¢ = 0,9y = 9k(¢, k)2 erhilt man analog zu den
vorhergehenden Berechnungen durch numerische Integration (wobei c(¢) nicht
numerisch, sondern exakt berechnet worden ist)

140
f In(c(t,100) e~ %! dr ~177,711.
0

4. Andere konstante Sparquoten: In den beiden folgenden Fillen gilt b = sa und
d = n. Fir die langfristig zu niedrige Sparquote s = 0,08 erhélt man die Bewe-
gungsgleichung )

k=0,8Kk"-0,01k
mit der Losung

1/0,7
k(e ko) = | ()7 = 80)e™ %" 180

und der Konsumfunktion ¢ = 0,92y = 9.2k(t, k0)%2. Fiir den Wert des Zielfunktio-
nals gilt

140
f In(c(t,100) e "% dt ~ 176,706.
0
Fiir die langfristig zu hohe Sparquote s = 0,12 hat die Bewegungsgleichung
k=1.2k-0,01k

die Lésung
1/0,7
k(t, ko) = | (kY7 =1200e™ %7 +120| ",
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wobei ¢ = 0,88y = 8.8k(t, ky)*® die Konsumfunktion ist. Fiir den Wert des Zielfunk-
tionals gilt

140
f In(c(t,100)) e~ *%%" dr ~ 178,463.
0

Diese Ergebnisse belegen, dall die Faustregel (3.36) im Vergleich zu anderen Re-
geln in der Tat sehr gut abschneidet. Beriicksichtigt man, dal§ die Regel asymptotisch
gegen das langfristig optimale Gleichgewicht konvergiert, so unterstreicht dieses Er-
gebnis noch einmal die berechtigte Bezeichnung als Goldene Faustregel. Beim Ver-
gleich der Werte der Zielfunktionale ist zu beachten, dall der stabile Pfad des Sattel-
punktes nur fiir einen unendlichen Planungshorizont optimal ist; 140 Jahre stellen
im Vergleich zur Unendlichkeit einen sehr geringen Zeitraum dar. Allerdings ist be-
reits darauf hingewiesen worden, dal$ sich die Losung entlang des Sattelpfades nach
diesem Zeitraum schon in der Nédhe des langfristigen Gleichgewichts gemall der mo-
difizierten Goldenen Regel der Akkumulation befindet. Obwohl andere Pfade noch
weiter davon entfernt sind, ergeben sich fiir lingere Planungshorizonte keine grund-
sdtzlichen Abweichungen mehr. Denn alle Lésungen, die in das optimale langfristi-
ge Gleichgewicht fiihren, unterscheiden sich in der Nédhe dieses Gleichgewichts nur
noch geringfiigig. Aufgrund der Diskontierung haben geringe Abweichungen des Mo-
mentannutzens in der entfernten Zukunft praktisch keine Auswirkungen mehr auf
den Wert des Zielfunktionals. Der Pfad mit einer zu niedrigen konstanten Sparquo-
te fithrt in ein Gleichgewicht mit langfristig zu niedrigem Pro-Kopf-Konsum, so daf
sich der Nachteil im Vergleich zur Goldenen Faustregel nicht mehr &ndert. Der Pfad
mit einer zu hohen Sparquote fiihrt in ein Gleichgewicht mit langfristig zu hohem
Pro-Kopf-Konsum, was bedeutet, daf§ dieser Pfad fiir einen lingeren Planungszeit-
raum etwas besser abschneidet.** Man kann jedoch durch die Berechnung fiir linge-
re Zeitrdume leicht nachweisen, dall er gegeniiber dem Pfad der Goldenen Faustregel
immer unterlegen bleibt. Dagegen ist es bemerkenswert, daf der Pfad mit der lang-
fristig zu hohen Sparquote auch fiir lingere Planungshorizonte bessere Ergebnisse
liefert als der Pfad mit der konstanten Sparquote gemill der modifizierten Goldenen
Regel der Akkumulation. Die modifizierte Goldene Regel in ihrer Interpretation als
konstante konsummaximierende Sparquote (unter Beriicksichtigung einer positiven
Diskontrate) ist also nicht so liberzeugend wie die Goldene Faustregel. Das ist des-
halb interessant, weil die (modifizierte) Goldene Regel immerhin die Lésung eines
gewissermallen statischen Optimierungsproblems erfordert, wihrend man sich vor-
stellen kann, daB die Goldene Faustregel auch ohne einen Optimierungsansatz eine
madgliche Option darstellt.

AufschluBreich ist auch die Gegeniiberstellung des optimalen Sattelpfades mit
dem Pfad der Goldenen Faustregel. In der Abbildung 3.7 werden die Isoklinen ¢ =0

49Man beachte, daR alle Sparquoten deutlich unter der Sparquote gemiR der Goldenen Regel fiir p =
0 liegen, die gleich 0,3 ist. In dem Bereich 0 < s < 0,3 steigt der langfristige Pro-Kopf-Konsum mit der
Sparquote. Die langfristige Sparquote gemil3 der Goldenen Faustregel ist gleich 0,1, liegt also zwischen
0,08 und 0,12. Der Pro-Kopf-Konsum in den jeweiligen langfristigen Gleichgewichten fiir s = 0,08, s =0,1
und s = 0,12 betrégt jeweils 60,17, 64,77 und 68,48.
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Abbildung 3.7

Der optimale Pfad (durchgezogene Linie) und der Pfad der Goldenen Faustregel (gestrichelte Linie)

und k = 0 des Ramsey-Koopmans-Cass-Modells fiir den Bereich k € [0,750] darge-
stellt. Die untere, durchgezogene Linie zeigt den optimalen Pfad und die gestrichel-
te Linie den Pfad der Goldenen Faustregel.’’ Beide starten bei einem Kapitalstock
pro Kopf in Hohe von ky = 100. Bemerkenswert ist, dal sich die qualitativen Eigen-
schaften beider Pfade nicht wesentlich unterscheiden.’! In beiden Féllen steigt der
Pro-Kopf-Konsum degressiv in der Kapitalintensitit. Offenbar ergibt sich die Subop-
timalitdt der Goldenen Faustregel fiir das Beispiel dadurch, dal anfangs zuviel kon-
sumiert wird. Deshalb néhert sich diese Losung dem Gleichgewicht langsamer an
als die optimale Losung. In ¢ = 140 hat die optimale Losung das Gleichgewicht nahe-
zu erreicht, wihrend die Losung der Goldenen Faustregel noch relativ weit entfernt
ist. Obwohl sich beide Pfade nicht schneiden, ist der Pro-Kopf-Konsum ab ¢ = 14
auf dem optimalen Pfad hoher als auf dem Pfad der Goldenen Faustregel, weil k
hier im Fall der optimalen Lésung schon betrdchtlich grofer ist. Man erkennt aber
auch, daB sich beide Losungen immer weiter anndhern, je ndher sie dem Gleich-
gewicht kommen. Je dichter der Startwert des Kapitalstocks am Gleichgewicht liegt,
desto weniger unterscheiden sich beide Losungen hinsichtlich des erreichten Wer-
tes des Zielfunktionals. Dal} sich diese Werte selbst fiir den betrachteten erheblich
vom Gleichgewicht abweichenden Startwert nur maflig voneinander unterscheiden,
spricht fiir den normativen Gehalt der Goldenen Faustregel.

50pje Herleitung der Abbildung wird im Anhang zu diesem Abschnitt dargestellt.

51Das Verhiltnis der Dimensionen der Koordinatenachsen entspricht zwar nicht den absoluten Einhei-
ten, aber eine konkave Kurve bleibt unter einer positiven linearen Transformation der Koordinatenachsen
konkav.
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3.5.2 Die Konvergenzrate in einem erweiterten Modell

Als erster Ansatz zur positiven Beurteilung der Goldenen Faustregel im Vergleich zu
anderen Erkldrungsansédtzen bietet sich der Vergleich der Konvergenzraten wihrend
der Ubergangsdynamik zum langfristigen Gleichgewicht an, weil diese Raten empi-
risch héufig geschitzt worden sind. Die Konvergenzrate f ist definiert als die negati-
ve Verdnderung der Liicke zwischen der Kapitalintensitét k in der Periode ¢ und dem
langfristigen Gleichgewichtswert k im Verhiltnis zu dieser Liicke:*>

_ dk—k@) _ kwdt k@
k-kt)  k-k(©) k-k@

(3.40)

Die Konvergenzrate mul} sich nicht auf die Kapitalintensitét beziehen, sondern kann
analog fiir andere Variablen wie das Pro-Kopf-Einkommen definiert werden. In der
Literatur wird sie regelméRig als Konvergenzgeschwindigkeit bezeichnet, was ange-
sichts ihrer Definition, bei der es sich eindeutig um eine Rate handelt, nicht beson-
ders zweckmiRig ist.>>

Um die sich aus den verschiedenen Modellen ergebenden Konvergenzraten mit
den empirisch geschétzten vergleichen zu kénnen, miissen diese Modelle zumin-
dest diejenigen Bestandteile enthalten, von denen angenommen wird, dal$ sie die
Ergebnisse entscheidend beeinflussen. Zwei dieser Bestandteile, die Abschreibun-
gen und der technische Fortschritt, sind bisher weitgehend vernachlissigt worden.
Zunichst wird angenommen, dall der technische Fortschritt exogen ist. Die endoge-
ne Erklarung des technischen Fortschritts wird spédter im Zusammenhang mit der
Theorie des (semi-) endogenen Wachstums aufgegriffen. Wie im Abschnitt 3.1.3 wird
unterstellt, dal der technische Fortschritt Harrod-neutral beziehungsweise arbeits-
vermehrend ist, weil nur so ein langfristiges Gleichgewichtswachstum moglich ist.

Im Abschnitt 3.1.3 ist gezeigt worden, dal die fundamentale Wachstumsgleichung
des Solow-Modells unter Berticksichtigung von Abschreibungen des bestehenden Ka-
pitalstocks mit der Rate 6 und einem exogenen technischen Fortschritt mit der Rate

Y
k=sfk)—(n+8+y)k (3.6)

52Dje letzte approximative Gleichung in (3.40) erhilt man fiir dr = 1. Diese Feststellung ist wesentlich,
weil die berechneten Konvergenzraten tiblicherweise als Raten fiir ein Jahr, also fiir dt = 1 interpretiert
werden.Wenn k(#) auf dem Intervall [¢, ¢ + 1] konstant ist, gilt die Gleichung exakt:

t+1 :_ i t+1 .
Ak(t) = k(£ +1) - k(D) :f fe(v) dr <TRemst k(t)f dr = k().
t t

53Eine Geschwindigkeit hat die Dimension [Weg/Zeit]. Dagegen ist § dimensionslos. Als Konvergenz-
geschwindigkeit kénnte man daher in Analogie allenfalls den Ausdruck d(k — k())/dt bezeichnen. Die
ungenaue Bezeichnungsweise hingt vielleicht damit zusammen, daf der Begriff in der Regel nicht for-
mal definiert wird. Dal B eine Rate ist, bemerken allerdings schon Mankiw et al. (1992, S. 422), die
die Konvergenzgeschwindigkeit jedoch (wohl wegen eines Druckfehlers) als Wachstumsrate des Pro-Kopf-
Einkommens definieren, dann aber f wie hier definiert verwenden.
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lautet, wobei der technische Fortschritt in der Form von A(t) = Age”’ so wirkt, als ob
der Arbeitseinsatz L(#) mit A(¢) multipliziert wird, so daB gilt: Y (¢) = F(K(¢), A(t) L(t)).
Der Einfachheit halber wird wieder Ay =1 gesetzt, so dall A(f) = e’! ist. Das rechneri-
sche Produkt A(t)L(t) heit effektive Arbeitsmenge. Mit y = Y/(AL) und k = K/(AL)
ist y = f (k) die Produktionsfunktion pro effektiver Arbeitseinheit.

Fiir eine nicht konstante Sparquote kann man vollig analog die Beziehung

k=fk)-(n+8+y)k-c

ableiten, wobei ¢ = C/(AL) = ce " ist. Im Fall der Goldenen Faustregel ist zu beach-
ten, daB jetzt w = [f(k) — kf'(k)]e"" gilt.>* Beriicksichtigt man diesen Ausdruck in
(3.36) und setzt das Ergebnis in die vorstehende Bewegungsgleichung ein, so folgt
(mit k = ke™?") nach einigen Umformungen

k=(f"(k)-n-p-6-yk. (3.41)

Fiir das Ramsey-Koopmans-Cass-Modell ist schlieflich zu beachten, daf sich
das Optimierungsproblem der Haushalte zundchst formal nicht d&ndert. Die Keynes-
Ramsey-Regel gemild (3.25) in aggregierter Form kann daher {ibernommen werden:

C"_l(r n—o)
c 0 P>

wobei jetzt aufgrund der Abschreibungen r = f’(k) — & ist.>> Wegen ¢ = ce™"! gilt
¢ ¢ 1 ,
—=——y==(f'kh-6—-n-p)—7y.
bt el ALY n-p)-y

Zusammen mit der bereits abgeleiteten Bewegungsgleichung fiir k bei nicht konstan-
ter Sparquote erhédlt man also die folgenden Differentialgleichungen:

1
C:E(f'(k)—é‘—n—p—}fQ)c,
k=fk)-(n+8+y)k—-c.

(3.42)

Mit (3.6), (3.41) und (3.42) liegen damit die Differentialgleichungen fiir das er-
weiterte Solow-Modell, das erweiterte Modell der Goldenen Faustregel und das er-
weiterte Ramsey-Koopmans-Cass-Modell vor. Vergleicht man (3.41) mit der ersten
Gleichung in (3.42), so fillt auf, daR die Goldene Faustregel nun in normativer Hin-
sicht nicht mehr ganz so tiberzeugt wie zuvor. Denn im allgemeinen wird nicht das

547um Beweis leitet man die Funktion Y = ALf (k) nach L ab und beachtet, daR die Grenzproduktivitit
des Faktors Arbeit im Gleichgewicht dem Reallohnsatz entspricht.

55Wiederum kann man zum Beweis die Funktion Y = ALf (k) ableiten, diesmal nach K. Zu beachten
ist, daB die Grenzproduktivitdt des Faktors K im Gewinnmaximum der Unternehmen dem Nutzungspreis
des Kapitals entspricht, der sich gemil§ den Ergebnissen im Abschnitt 3.2.2 aus dem Zinssatz und der
Abschreibungsrate zusammensetzt.
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tatsdchliche Optimum asymptotisch erreicht werden, weil das optimale langfristige
Gleichgewicht jetzt von dem Parameter 8 der Momentannutzenfunktion abhingt
und nur dann mit dem Gleichgewicht der Goldenen Regel iibereinstimmt, wenn
0 =1 ist. Dieses Resultat ist aber nicht allzu erniichternd, wenn man bedenkt, daf
die Goldene Faustregel unabhéngig von der speziellen Form der Momentannutzen-
funktion formuliert worden ist. Keine so konstruierte Faustregel kann generell zu
einem Gleichgewicht fithren, das von einem Parameter einer nicht bertiicksichtigten
Momentannutzenfunktion abhéngt.

Nun kann die Konvergenzrate gemil$ der Definition (3.40) fiir die drei Modelle
berechnet werden, wobei allerdings k statt k verwendet wird. Das tibliche Vorge-
hen besteht darin, die jeweilige Konvergenzrate anhand der im Gleichgewichtspunkt
linearisierten Bewegungsgleichung zu bestimmen. Die Taylor-Approximation erster
Ordnung von (3.6) um den Gleichgewichtspunkt k lautet

k=@f'thky—n-8-y(k-k.

Im folgenden wird mit f unmittelbar die Approximation des linearisierten Modells
bezeichnet, wobei der Index s fiir das Solow-Modell, f fiir die Goldene Faustregel
und r fiir das Ramsey-Koopmans-Cass-Modell steht. Die vorstehende Formel liefert
direkt

Bs = A_kk =n+6+y—-sf'(k).
In der Abbildung 3.8 wird die Gleichung (3.6) dargestellt. Die Konvergenzrate gemal
(3.40) zum Zeltpunkt t, k(o)/ (k k(t)), entspricht der absoluten Steigung der Gera-
den, die die Punkte (k 0) und (k(1), k(t)) verbindet. Die aufgrund des linearisierten
Modells berechnete Konvergenzrate ist gleich der absoluten Steigung der Tangente
im Punkt (/A<,O). Daran erkennt man, dal die so berechnete Konvergenzrate in der
Nihe des Gleichgewichts eine sehr gute Ndherung fiir die Rate gemil} (3.40) ist, die
aber weit ab des Gleichgewichts sehr schlecht werden kann,°® was analog fiir die
folgenden Fille gilt.
Fiir den Fall einer Cobb-Douglas-Produktionsfunktion

Y = aK%(AL)'™“
gilt

fky=ak®, f'(k)=aak®" /?—(L)m '
= ’ —_ , — n+6+y ‘

Setzt man diese Beziehungen in f; ein, so folgt

Bs=1-a)(n+d+7y).

56Im Fall einer Cobb-Douglas-Produktionsfunktion kann man zeigen, da die Entwicklung des Kapi-
talkoeffizienten v = K/Y einer linearen Differentialgleichung folgt. In einer zur Abbildung 3.8 analogen
Darstellung ist die 7-Kurve linear, so daf§ die Steigung und damit auch die Konvergenzrate konstant sind.
Fiir diesen Fall erhélt man also keine Ndherung, sondern die exakte Hohe der Konvergenzrate fiir den
Kapitalkoeffizienten.
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k(1)

k(1)

>

Abbildung 3.8

Die Konvergenzrate geméR (3.40) und ihre Approximation im linearisierten Modell

Fiir die Goldene Faustregel liefert die Taylor-Approximation der Gleichung (3.41)
um den Gleichgewichtspunkt

k=~ f"okk—k),
also o
Br=—f"kk.
Im Cobb-Douglas-Fall gilt

aa 1/(1-a)

" (o a-2 L=
k) =(a-Naak" ", k (n+p+6+y

Die Substitution dieser GroBBen in S liefert
Br=0-a)(n+p+6+y).

Der Vergleich mit f; zeigt, dafl das System fiir p > 0 bei Verwendung der Goldenen
Faustregel also schneller gegen das Gleichgewicht konvergiert als bei Verwendung
einer konstanten Sparquote.

Die Berechnung der Konvergenzrate im Ramsey-Koopmans-Cass-Modell ist er-
heblich aufwendiger. Das Ergebnis lautet

LATATES P I
a

1-
Zﬁrz\/(2+4 Qa(n+p+5+)/9)

wobei zur Abkiirzung { := p— (1 —0)y gesetzt worden ist.®’

57Das von Barro und Sala-i-Martin (1998) betrachtete Modell unterscheidet sich von dem vorliegenden
Modell dadurch, dal das Wachstum der Bevilkerung mit dem Faktor e™ in das Zielfunktional eingeht,
so daB die Momentannutzenfunktion effektiv mit dem Faktor e~(P~") diskontiert wird. Wenn man daher
in der hier abgeleiteten Formel fiir §, {iberall p durch p — n ersetzt, so erhdlt man die von Barro und
Sala-i-Martin (1998, S. 93) berechnete Formel (wobei dort statt y das Symbol x verwendet wird).
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Zur Ableitung ist zuné4chst das System (3.42) zu linearisieren:

e\ (o frkero)[c-¢
k] " \-1 p-a-6y|\k-k|

Dabei ist beriicksichtigt worden, daf im Gleichgewicht (f'(k)—6—n—p—y0)/6 =0 und f'(k)—
(n+6+7) = p—(1-0)y gilt. Um die Konvergenz des Zielfunktionals zu gewé&hrleisten, wird
iiblicherweise p — (1 —6)y > 0 unterstellt.”® Bezeichnet man die Koeffizientenmatrix auf der
rechten Seite mit A, so folgt Sp(A) = p— (1 —6)y >0 und |A| = £ (k)&/6 < 0. Fiir die Eigenwerte
der Matrix A gilt

1 =
M2 = P [p—(l—H)yi \/[p—(l—B)ﬂ2—4f”(k)é/0 ,

wobei 1; >0 und A, < 0 ist. Da beide Eigenwerte reell und unterschiedlich sind, 1463t sich die
allgemeine Losung des linearisierten Systems ermitteln als
c(®=CreMt + et g,

C 1A9 e’ht+ 2 /12? eﬂzt+i(.
f”(k)é f/!(k)&

k(t) =

Die Auswahl des stabilen Arms des Sattelpfades bedeutet, dal C; = 0 gesetzt wird. Dann kann
C, aufgrund der Anfangsbedingung k(0) = ko bestimmt werden als C, = (ko — k) " (k)&/(126).
Aus der allgemeinen Losung wird damit schliefflich die spezielle Losung
c(t) = tko— b F——2° f (k)c 2y,
(3.43)
k(t) = (kg — k)eW + k.

Anhand der zweiten Gleichung in (3.43) kann die Konvergenzrate 8, berechnet werden:

) _ Iy pAot
Br== k :AZA(kO ke =-12>0.
k—k(t)  (k-kg)et2?

Im Cobb-Douglas-Fall gilt f’(k) = aak® ! und f" (k) = (@-1)f'(k)/ k. Unter Verwendung von
'k =(a-1f"tkyrkund f'th) = n+ p+6 + 70 folgt daher

"t =(@-1)(n+p+8+y0)/k.

Multipliziert man diesen Ausdruck mit ¢ = ak® —(n+6+ Yk und setzt das Resultat unter
Berticksichtigung von

x>

B aa )1/(1—a)
“\n+p+5+y6

in die Formel fiir 8, ein, so ergibt sich schliefflich der angegebene Ausdruck fiir 2.

58Dje Bedeutung dieser Bedingung erkennt man wie zuvor, indem man ¢ = ce?? in das Zielfunktional
in (3.28) einsetzt.
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Die berechneten Konvergenzraten betreffen alle die effektive Kapitalintensitit k.
In den empirischen Untersuchungen steht dagegen die Konvergenz des Einkommens
pro effektiver Arbeitseinheit y = Y/(AL) im Mittelpunkt. Im Fall der Cobb-Douglas-
Produktionsfunktion kann f auch als Ndherung fiir die Konvergenzrate von y ver-
wendet werden.

Allgemein gilt
k
—=p
k—-k
wobei f jetzt fiir irgendeine der bisher berechneten Konvergenzraten steht. Multipliziert man
die vorstehende Gleichung mit (k — k)/k, so folgt fiir k in der Nihe von k

dlnkNE__ﬁ(E_l)
a ko k)

Weil In(x +1) = x fiir kleine x gilt,®? ergibt sich fiir x := k/ k-1, daB

kY k
ln(x+1):ln(7)z —-1.
k)l k
Also gilt approximativ
dink ~—ﬁln(5) (3.44)
at k) '

Wenn man zeigen kann, dall eine zu (3.44) analoge Beziehung auch fiir y erfiillt ist, kann
man also die Konvergenzrate iibertragen. Dazu ist lediglich zu beachten, daB aus y = ak® und
y= ak® unmittelbar folgt, dal’

dlny:adlnk und ln(%):aln(é).
dt dt v k

Dividiert man diese Gleichungen durch « und substituiert in (3.44), so erhélt man

dlny (y)
—— =—-fIn[=|.
ar - Py

Also ist f auch eine Nédherung fiir die Konvergenzrate des Einkommens pro effektiver Arbeits-
einheit.

Zum Vergleich der verschiedenen Konvergenzraten werden die folgenden, plau-
siblen Parameter zugrundegelegt, die von Barro und Sala-i-Martin (1998) verwendet
werden:

a=0,3,p=0,02, n=0,01, y=0,02, 5 =0,05.

59Die Taylor-Approximation erster Ordnung von In(x + 1) um den Punkt x = 0 ist

1
In(x+1) =In(1) + I(x—O) =X.
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Fiir das Ramsey-Koopmans-Cass-Modell muf3 dariiber hinaus jeweils der Parameter
0, also der Kehrwert der intertemporalen Substitutionselastizitit festgelegt werden.
Beispielsweise erhélt man fiir 6 = 1:

Bs=0,056, Br=0,07 und B,=0,124.

Empirisch sind die Konvergenzraten hiufig geschitzt worden. Dabei hat sich gewis-
sermallen als stilisiertes Faktum ein Wert zwischen 2 % (zum Beispiel Mankiw et al.,
1992) und 3 % (zum Beispiel Barro und Sala-i-Martin, 1998, S. 501) ergeben. Obwohl
auch Raten von bis zu 11 % geschitzt worden sind (vgl. Klenow und Rodriguez-Clare,
1997, S. 605-606), sind viele Wachstumstheoretiker der Ansicht, dal} ein brauchbares
Modell des Wirtschaftswachstums Konvergenzraten zwischen 2 % und 3 % generie-
ren konnen sollte. Verglichen mit diesen Werten sind alle anhand der drei Modelle
berechneten Raten viel zu hoch. Das gilt insbesondere fiir 8, wobei dieser Wert aber
durch alternative Annahmen {iber 0 verringert werden kann. Fiir § = 10 ergibt sich
zum Beispiel B, = 0,063. Doch auch fiir noch gréRere Werte von 6 verringert sich der
Wert nicht so sehr, daf er in die Nihe von 2 % bis 3 % komm(t.5°

Gemessen an den empirischen Daten kann 6 ohnehin nicht beliebig gew#hlt wer-
den, weil sonst andere Groflen als die Konvergenzrate unrealistische Werte anneh-
men. Berechnet man analog zur Gleichung (3.35) im Abschnitt 3.4.1 die Sparquote
im langfristigen Gleichgewicht des erweiterten Ramsey-Koopmans-Cass-Modells, so
ergibt sich
a(n+do+7y) a 0,024
n+8+p+0y 0,08+0,020°

§:

Man kann diesen Wert auch einfach aus dem vorher berechneten Wert ermitteln, in-
dem 7n durch n+d+v und p durch p—(1-6)y ersetzt wird, weil sich die kanonischen
Differentialgleichungen des erweiterten Systems auf diese Weise aus denjenigen des
Grundmodells ergeben. Daher gilt auch v6llig analog zu den fritheren Ausfithrungen,
daB die optimale Losung genau dann dieser konstanten optimalen Sparquote ent-
spricht, wenn § = 1/0 ist. Ferner kann man zeigen, dall die Sparquote wihrend der
Anpassung an das langfristige Gleichgewicht entlang des Sattelpfades steigt oder féllt
und immer gréBer oder kleiner als 1/6 ist, je nachdem ob § groler oder kleiner als
1/6 ist:%!

=1/0 und $(H)=0 : §=1/0
s(H))4{>1/60 und s(t)>0 §>1/6
<1/6 und s()<0 : §<1/6

Barro und Sala-i-Martin (1998) interpretieren Daten verschiedener Linder dahinge-
hend, daR die Sparquote wihrend des Ubergangs zum langfristigen Gleichgewicht

60Der Verlauf von f, in Abhiingigkeit von 6 ist zwar nicht monoton, doch fiir einen weiten Bereich
fallend. Bei 8 = 100 ist beispielsweise ; = 0,049.

6lygl. den Anhang 2B in Barro und Sala-i-Martin (1998). Die Vorgehensweise dort kann auf das Modell
hier, das sich nur durch einen Parameter unterscheidet, problemlos angewendet werden.
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tendenziell steigt. Um das Cobb-Douglas-Modell des optimalen Wachstums damit
vereinbar zu machen, muf also § > 1/6 gelten. Eine konstante Sparquote ergibt sich
fur die gewdhlten Parameter bei 6 = 20; fiir 8 < 20 ist § < 1/60 und umgekehrt. Da
ein so hoher Wert 6 > 20 unrealistisch ist (er wiirde einer sehr kleinen intertempora-
len Substitutionselastizitit entsprechen und zu der unrealistisch geringen Sparquote
§ < 0,05 im langfristigen Gleichgewicht fithren), mul} also von einem geringeren 6
ausgegangen werden, was wiederum bedeutet, dal’ § < 1/6 ist und dafl§ die Sparquo-
te im Modell wihrend des Ubergangs fillt anstatt zu steigen. AuRerdem ist die Kon-
vergenzrate fiir 0 < 20 zu hoch. Beispielsweise ist fiir § = 19 immer noch S, = 0,056,
und mit fallendem 0 steigt die Konvergenzrate in diesem Bereich. Um das Modell
trotzdem mit den Fakten in Ubereinstimmung zu bringen, nehmen Barro und Sala-
i-Martin (1998, Kapitel 2) an, dall @ = 0,75 ist. Ein so hoher Wert der Kapitalertrags-
quote macht nur dann Sinn, wenn man den Begriff des Kapitals so weit interpretiert,
daB er das Humankapital umfa@t. Fiir das dort formulierte Modell schlieBen die Au-
toren, dall die Wahl von a = 0,75 und 6 = 3 (allgemeiner: etwas grofer als zwei)
dazu fiihrt, daB die empirischen Fakten gut wiedergegeben werden. Sie errechnen
Br =0,018. Das vorliegende Modell unterscheidet sich von demjenigen von Barro
und Sala-i-Martin (1998) dadurch, daf die Momentannutzenfunktion nicht mit e’
multipliziert wird. Fiir 8 = 3 und a = 0,75 ergibt sich unter Beibehaltung der {ibrigen
Parameterwerte allerdings keine allzu groRe Abweichung der Ergebnisse, denn man
erhélt
Bs=0,02, B;=0,025 und pS,=0,016.

Die Rate ¢ stimmt jetzt mit den empirisch ermittelten 2 % bis 3 % sehr gut {iberein.
Natiirlich stellt sich auch die Frage, wie verldRlich die Schitzungen fiir die ver-
wendeten Parameter sind. Unterstellt man zum Beispiel y = 0,015 und verwendet
den von Mauliner und Klump (1996) fiir Deutschland berechneten Wert § = 0,025,
so sind die von allen drei Modellvarianten prognostizierten Konvergenzraten schon
deutlich niedriger. Aullerdem ist darauf hinzuweisen, daf§ es sich bei den empirisch
ermittelten 2 % bis 3 % fiir die Konvergenzrate nur um einen stilisierten Wert handelt.
Je nachdem, welche Linder oder Regionen mit welcher Regressionsmethode vergli-
chen werden, konnen sich auch erheblich andere Werte ergeben, die wie bereits
angemerkt bis zu 11 % reichen. Insofern sollte den Konvergenzraten eines Modells
beim gegenwirtigen Wissensstand kein zu grofles Gewicht beigemessen werden.

Im Cobb-Douglas-Fall kann man zeigen, daf auch bei Verwendung der Goldenen
Faustregel die Sparquote wihrend des Ubergangs von einem geringeren Wert der
effektiven Kapitalintensitidt zum Gleichgewichtswert fillt. Mit w = [f (k) — kf'(k)]e"*
in (3.36) folgt fiir die Cobb-Douglas-Produktionsfunktion

c=fk)—kf'(k)+pk=(1-a)ak®+ pk.
Damit erhilt man fiir die Bruttosparquote

Y-C
s:—:1—£=a—pk1’“/a.
Y y
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Demnach fdllt s mit steigendem k. Auch wenn die empirischen Ergebnisse von Barro
und Sala-i-Martin (1998) auf eine tendenziell steigende Sparquote hinweisen, steht
diesem Ergebnis zum Beispiel das im Abschnitt 3.4.2 angesprochene Phdnomen der
langfristig gefallenen Sparquote in den Vereinigten Staaten gegeniiber. Ohne behaup-
ten zu wollen, dafy dieses Phdnomen durch die Goldene Faustregel erklart werden
kann, zeigt sich, daff man mit einem speziellen Modell nicht alle empirischen Fille
erkldren kann. Die Implikationen der Goldenen Faustregel in diesem Modell sind mit
bestimmten Daten vereinbar und mit anderen eben nicht. Im Abschnitt 4.5.3 wird
gezeigt, dall die Sparquote in einem Modell mit endogenem technischen Fortschritt
unter Verwendung der Goldenen Faustregel auch steigen kann.

Ebenfalls mit Bezug zu den Konvergenzraten kann festgehalten werden, daR alle
drei betrachteten Varianten des neoklassischen Wachstumsmodells streng genom-
men nicht mit den Daten vertraglich sind, weil @ = 0,75 nicht der eigentlichen Inten-
tion des Modells entspricht, in dem mit K das physische Kapital gemeint ist. Auch in-
sofern ist also eine echte Erweiterung des Grundmodells dringend erforderlich. Aber
selbst wenn man einmal annimmt, daf man das Humankapital einfach mit dem phy-
sischen Kapital zusammenfassen kann, um einen héheren Wert von a zu erhalten,
so sind die Ergebnisse des einfachen Solow-Modells und des Modell mit der Gol-
denen Faustregel im Sinne der Einfachheit denjenigen des Ramsey-Koopmans-Cass-
Modells iiberlegen. Denn alle aus diesen Modellen vorhergesagten Konvergenzraten
bewegen sich jetzt in der Ndhe der empirischen 2 % bis 3 %, wobei aber in §; und S
weniger Parameter frei wihlbar sind als in , wo 6 = 3 unterstellt worden ist (obwohl
0 nicht auBerhalb eines bestimmten Bereichs liegen darf, um keine unrealistische
Sparquote zu erzeugen). Letztlich kann das Vorgehen von Barro und Sala-i-Martin
(1998), um B, mit den empirischen Daten in Ubereinstimmung zu bringen, folgen-
dermallen zusammengefallt werden. Nachdem die anderen Parameter (empirisch)
vorgegeben worden sind, 16st man ein System von zwei Gleichungen nach den Para-
metern a und 6 auf, um die vorgegebenen Losungen fiir § und , zu erhalten. Bei
zwei linear unabhingigen linearen Gleichungen wie denjenigen fiir § und f, stehen
die Chancen gut, positive Losungen fiir « und 0 zu erhalten. Das ist keine Erklarung
der Wirklichkeit, sondern die Kalibrierung eines Modells.

Anhang: Numerische Berechnungen zum Abschnitt 3.5.1

Die optimale Losung des numerischen Beispiels im Abschnitt 3.5.1 ist unter Verwendung von
Juan M. Aguirregabirias Software Dynamics Solver berechnet worden, die im Internet frei er-
héltlich ist. Bei diesem Programm werden zahlreiche Vorlagen mitgeliefert, die man zur An-
passung an die zu losenden Probleme editieren kann. (Auferdem konnen alle Eingaben auch
mentigesteuert erfolgen.) Im folgenden werden die wesentlichen Eingaben in die fiir die Be-
rechnung des optimalen Pfades verwendete Datei angegeben. Um sie zu verwenden, kann
man eine der Vorlagen von Dynamics Solver (zum Beispiel System2.ds) entsprechend editie-
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ren. Die numerischen Ergebnisse eines Programmlaufes, der bei ¢ = 140 abgebrochen werden
kann, werden in der Datei D: \growth_Optimum. txt abgespeichert.

[Typel

Single ODE = No

System of ODEs = Yes

Map = No
Dimension/Order = 2

Stack length = 1000

P-code length = 10000
Heaviside (0) = 0.5
[Variables]

Independent variable =t
Dependent variable(s) =
Individual names:

k

c

Independent variable(0) = tO
Dependent variable(0) =
Individual names(0):

k0

c0

[Parameters]

Parameters =4
n =0.01

rho = 0.02

alpha = 0.3

a =10

[Equations]

Definitions:

a*pow (k,alpha) -n*k-c

(alpha * a * (1/pow(k,1-alpha))-n-rho)*c
Delay =0
Discontinuities =

[Initial values]

Independent variable =0
Dependent variable(s):

100

21.4888

0

0

[Range]

First value =0
Last value = 500
Infinity = le+20
Interpolate = Yes
Step = 0.01
Backward = No
Pause =0
Retarded points = 100
Real time =1

H

[Text window] = 0.0270603,0.0467091,0.772448,0.683652,0
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Title = Text Window #1
Expressions =3

k

c

t

Format strings:
%10.16f\t

%10.16f\t

%3.0f\r\n

Separator = \r\n
Frequency = 100
Capture = Yes

Output file = D:\growth_Optimum.txt

[Graphics window] = 0.00492005,0.0912951,0.99508,0.847134,0

Title = Ramsey-Koopmans-Cass
Window =
Min. X =0
X axis =k
Max. X = 1000
Min. Y =0
Y axis =c
Max. Y = 150
Continuous line = Yes
Frequency =1
Direction Field = No
EPSF File = D:\growth_Optimum.eps
Graphics element = Segment
b4 = 719.686

y =0

size = 150

radius =0

begin =0

end =0

direction = 90

color =0

line =2

steps =1

Graphics element = 2-curve
t

d * pow(t,s) - r* t

X =0

y =0

size =0.3

radius =0.01

begin =0

end = 1000

direction = 10

color =0

line =2

steps = 100

[Notes]

Berechnung der dynamischen Entwicklung im Ramsey-Koopmans-Cass-
Modell. Zur numerischen Ermittlung des Sattelpfades sollte
interaktiv die Rueckwaertsloesung in der Naehe des Gleichgewichts
gestartet werden. Unter [Initial values] ist der ermittelte
Startwert fuer den Konsum c bereits eingetragen worden, so daf

179
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davon ausgehend die Vorwaertsloesung berechnet werden kann. Die
numerischen Ergebnisse werden in Mathematica weiterverarbeitet.

Die in der Datei D:\growth_Optimum.txt abgespeicherten Daten konnen in Mathematica
weiterverarbeitet werden:

dataOpt=ReadList ["D:\growth_Optimum.txt",{Number, Number,Number}]
cDataOpt=dataOpt[[Table[i,{i,1,140}],{2} ]]1//Flatten
cDataOptDisc=Table[E~(-0.02 (i-1)) #*LoglcDataOpt[[i]1],{i,1,140}]
Apply[Plus,cDataOptDisc]

Als letzte Ausgabe erhidlt man den optimalen Wert 182,403 des Zielfunktionals.

Die numerische Berechnung fiir die Goldene Faustregel verlduft analog, wobei nur eine
Differentialgleichung zu 16sen ist. Der alternative Weg der Berechnung der Werte des Zielfunk-
tionals aufgrund der exakten Konsumpfade bei Verwendung der Goldenen Faustregel oder der
verschiedenen konstanten Sparquoten kann anhand der Berechnungen fiir die Goldene Regel
verdeutlicht werden. Dabei werden die im Text berechneten Losungen direkt verwendet.

kt=(100-74.8811+E~(-0.021 t))~(1/0.7)
ct=0.02%kt+7xkt~0.3
NIntegrate[Loglct]l*E~(-0.02 t),{t,0,140}]

Als letzte Ausgabe ergibt sich der Wert 180,417 des Zielfunktionals. Die Berechnungen fiir die
konstanten Sparquoten verlaufen analog.

Die Abbildung 3.7 ist mit den folgenden Befehlen in Mathematica erstellt worden. Die
Datei D: \growth_RuleofThumb. txt enthdlt die numerischen Werte der Integration mit Dy-
namics Solver fiir den Pfad der Goldenen Faustregel.

dataOpt=ReadList ["D:\growth_Optimum.txt",{Number, Number ,Number}]

kcDataOpt=dataOpt[[Table[i,{i,1,140}]1,{1,2}]]

OptPlot=ListPlot [kcDataOpt,PlotRange->All,PlotJoined->True]

dataThumb=ReadList ["D:\growth_RuleofThumb.txt",
{Number , Number , Number}]

kcDataThumb=dataThumb[[Table[i,{i,1,140}],{1,2}]]

ThumbPlot=ListPlot [kcDataThumb,PlotRange->A11l,PlotJoined->True,
PlotStyle->Dashing[{0.02}]]

kdot0=Plot[10 k~0.3-0.01 k,{k,0,750}]

Show [OptPlot, ThumbPlot,kdotO,Graphics [Line [{{719.686,0},
{719.686,70}}111]
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3.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel ist die traditionelle neoklassische Wachstumstheorie dargestellt
und zum Teil kritisiert worden. Die Grundlage der gesamten neoklassischen Wachs-
tumstheorie bildet nach wie vor das Solow-Modell, dessen zentrale Annahmen die
Verwendung einer die Inada-Bedingungen erfiillenden neoklassischen Produktions-
funktion, ein intakter Preismechanismus in einer Marktwirtschaft bei Vollbeschif-
tigung der Faktoren, eine exogene Wachstumsrate der Bevolkerung und eine kon-
stante Sparquote sind. Dieses Modell besitzt ein eindeutiges, stabiles langfristiges
Gleichgewicht, in dem die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens mit der Rate
des exogenen, Harrod-neutralen technischen Fortschritts {ibereinstimmt. Die Hohe
der Sparquote hat daher keinen Einflul auf die langfristige Wachstumsrate, sondern
nur auf das Niveau des Wachstumspfades.

Die Annahme einer exogenen Sparquote, die nicht auf der Grundlage eines Opti-
mierungskalkiils bestimmt wird, widerspricht dem neoklassischen Paradigma beziig-
lich der Rationalitét aller wirtschaftlichen Entscheidungen. Daher ist das urspriing-
lich rein normativ formulierte Ramsey-Koopmans-Cass-Modell des optimalen Wachs-
tums von zahlreichen Autoren positiv interpretiert worden, indem die Aquivalenz
der zentralen Optimierungslésung mit einem PFC-Gleichgewicht unter der Voraus-
setzung nachgewiesen worden ist, daf$ die Konsumenten ihre Entscheidungen auf-
grund einer dynamischen Optimierungslosung treffen. Der Ansatz der dynamischen
Optimierung ist hier ausfiihrlich kritisiert worden, weil die Optimierungslésungen
instabil sind und daher nicht zur Formulierung eines robusten, positiven Modells
des Wirtschaftswachstums geeignet sind. In diesem Zusammenhang ist auch auf das
Hahn-Problem der Instabilitdt des langfristigen Gleichgewichts in positiven Model-
len des Wachstums mit heterogenen Kapitalgiitern hingewiesen worden, das nicht
dadurch gelést werden kann, dal man unrealistisch hohe Anforderungen an die
Haushalte stellt, die ihre Optimierungslosungen bei vollkommener Voraussicht mit
groflter Genauigkeit berechnen miissen, um die Instabilitidt zu beseitigen. Ein me-
tadynamischer Anpassungsproze an das PFC-Gleichgewicht ist nicht bekannt. Die
Annahme der unbegrenzten Rationalitdt in dynamischen Modellen vertragt sich auch
nicht mit neueren Ergebnissen der Hirnforschung, die die Verwendung von Faustre-
geln nahelegen.

Bei der Diskussion der dynamischen Optimierung ist herausgestellt worden, daf
Riickkopplungslosungen den Losungen in offener Schleife tiberlegen sind, da sie die
Korrektur von Fehlern ermoglichen. Zusammen mit der Kritik an der Annahme der
Rationalitdt und der Betonung der Bedeutung von Faustregeln bietet es sich daher
an, einfache Faustregeln in Riickkopplung auf ihre Eignung in positiven und normati-
ven Modellen hin zu analysieren. Die konstante Sparquote im Solow-Modell oder die
klassische Sparfunktion, derzufolge das Arbeitseinkommen vollstindig konsumiert
und ein konstanter Anteil des Kapitaleinkommens investiert wird, konnen als Bei-
spiele fiir solche Faustregeln interpretiert werden. Hier ist eine Goldene Faustregel
der Akkumulation hinzugefiigt worden, deren Bezeichnung sich dadurch rechtfertigt,
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daB sie die Konsumenten unter bestimmten Voraussetzungen zum langfristigen Op-
timum fiihrt und dabei ohne externe Informationen auskommt. Der Haushalt muf}
lediglich sein eigenes Arbeitseinkommen, sein eigenes Reinvermdgen und seine ei-
gene Diskontrate kennen. Diese Tatsache zeigt, dall die vorgeschlagene Faustregel
sowohl normativ sinnvoll als auch positiv plausibel ist. Die normative Giite der Gol-
denen Faustregel ist schlieBlich durch Beispielrechnungen untermauert worden, die
zeigen, daB der erreichte Wert des Zielfunktionals nicht weit vom Optimum entfernt
ist und denjenigen verschiedener konstanter Sparquoten iibersteigt, einschlieflich
der langfristig optimalen Sparquote gemill der modifizierten Goldenen Regel der
Akkumulation.

Soweit man sich fiir die langfristig erreichbaren Wachstumsraten in einer neo-
klassischen Modellokonomie interessiert, spielt die Annahme der Rationalitédt ohne-
hin eine untergeordnete Rolle. So unterscheiden sich die Vorhersagen des Ramsey-
Koopmans-Cass-Modells in bezug auf das langfristige Wachstum nicht von denje-
nigen des Solow-Modells. Insofern widerspricht die Verwendung der dynamischen
Optimierung, die insbesondere bei Unterstellung eines unendlichen Zeithorizonts
betrdchtliche formale Probleme mit sich bringt, der Forderung nach Modellen, die
gerade so einfach sind, dall sie den Untersuchungsgegenstand nicht eliminieren.
Zu beachten ist allerdings, dall die Hypothese der dynamischen Optimierung dem
Wachstum eine Optimalitdt unterstellt, die es nicht hat. AuBerdem héngen die An-
passungspfade an das langfristige Gleichgewicht sehr wohl von der verwendeten
Konsumhypothese ab. Angesichts der generellen Kritik an der Unterstellung der dyna-
mischen Optimierung erscheint die hdufig durchgefiihrte empirische Schitzung von
Konvergenzraten auf dieser Basis fragwiirdig. In diesem Zusammenhang ist gezeigt
worden, dall die empirisch geschétzten Konvergenzraten mit einem Modell auf der
Grundlage der Goldenen Faustregel zumindest ebenso gut vereinbar sind, wie mit
einem dynamischen Optimierungsmodell. Allerdings kénnen die Standardraten der
Konvergenz von 2 %-3 % ohnehin nur dann erklart werden, wenn der Kapitalbegriff
entgegen der Intention des neoklassischen Grundmodells so weit gefal3t wird, dal er
das Humankapital beinhaltet. Dartiber hinaus finden sich mittlerweile auch Schét-
zungen, die weit tiber diese Werte hinausgehen. Insofern ist die weitere Entwicklung
auf diesem Gebiet noch abzuwarten.

Die Verwendung der dynamischen Optimierungsansétze in der positiven Wachs-
tumstheorie ist also fragwiirdig, macht die Modelle unnétig kompliziert und liefert
keinerlei Verbesserung in bezug auf die Erklirung empirischer Tatbestinde. Daher
erscheint die Verwendung von Faustregeln in solchen Modellen sinnvoll. Jedoch ist
das grundlegende Problem der traditionellen neoklassischen Wachstumstheorie an-
derer Natur. Ein langfristig positives Wachstum des Pro-Kopf-Einkommens wird auf
den exogenen technischen Fortschritt zuriickgefiihrt, was keine Erkldrung darstellt.
Die Beriicksichtigung des endogenen technischen Fortschritts ist daher der nachste
Schritt zum Aufbau eine befriedigenden Modells des Wirtschaftswachstums. Ausge-
hend von einer Analyse des empirischen Befunds zum neoklassischen Grundmodell
befal3t sich damit das folgende Kapitel.



Kapitel 4:
Endogenes und semi-endogenes Wachstum

4.1 Der empirische Befund zum neoklassischen Grundmodell

Viele Wachstumstheoretiker sind der Meinung, dal8 ein Modell des Wirtschaftswachs-
tums zundchst daran gemessen werden sollte, wie gut es die (oder Teile der) soge-
nannten stilisierten Fakten tiber das Wachstum erkldren beziehungsweise beschrei-
ben kann. Darunter versteht man diejenigen 6konomischen Tatbestdnde, die durch
zahlreiche empirische Beobachtungen an verschiedenen Orten und Zeiten gestiitzt
werden. Das Attribut stilisiert weist dabei darauf hin, dal es sich bei diesen Fakten
nicht etwa um echte Gesetzmailligkeiten handelt, zu denen es keine Gegenbeispiele
gibt, sondern lediglich um empirische RegelméRigkeiten. Stilisierte Fakten ergeben
sich also aufgrund einer Konzentration auf haufig wiederkehrende Muster und damit
einer Abstraktion von der Vielfalt der vorherrschenden Moglichkeiten.

Die fiir die Wachstumstheorie wesentlichen stilisierten Fakten sind erstmals von
Kaldor (1961, die folgenden Fakten 1-4) beschrieben und vor allem von Romer (1989,
die Fakten 5-8) erweitert worden. Im folgenden werden sie eingeteilt in solche Fakten,
die sich auf ein einzelnes Land beziehen, und solche, die den Vergleich mehrerer
Lander zum Gegenstand haben.

1. Die durchschnittliche Arbeitsproduktivitat wéchst, ohne daR eine Tendenz zu in
der Zeit fallenden Wachstumsraten erkennbar ist.

2. Der Kapitalkoeffizient ist konstant.
3. Der Realzinssatz ist konstant.

Zwei weitere von Kaldor genannte stilisierte Fakten (stetig wachsende Kapitalinten-
sitdt und konstante Lohnquote und Kapitalertragsquote) werden durch die bereits
genannten Fakten impliziert und sind daher nicht explizit aufgefiihrt worden.!

Die den Vergleich mehrerer Linder betreffenden Fakten lauten:

4. Die durchschnittlichen Arbeitsproduktivitdten und ihre Wachstumsraten unter-
scheiden sich zwischen den Liandern betrachtlich.

5. Zwischen den Startwerten des Pro-Kopf-Output und den folgenden Wachstumsra-
ten besteht kein einfacher Zusammenhang. Arme Lénder wachsen nicht notwen-
dig schneller als reiche Lander.

lWenn der Kapitalkoeffizient K/Y konstant ist und die Arbeitsproduktivitit Y /L mit konstanter Rate
wichst, mul} auch die Kapitalintensitdt K/L mit konstanter Rate wachsen. Die Kapitalertragsquote ist das
Produkt aus Realzinssatz und Kapitalkoeffizient. Zu beachten ist, daf in einem nichtmonetéren Modell
die Inflationsrate gleich null ist. Unter Beriicksichtigung der Inflation wird der Realzinssatz als Differenz
des Zinssatzes und der Inflationsrate definiert. Das von Romer (1986) genannte Faktum, daf die Wachs-
tumsrate der Produktionsfaktoren nicht grof genug ist, um die Wachstumsrate des Output zu erklédren,
wird fiir die zugrundeliegende linearhomogene Produktionsfunktion durch die Fakten 1 und 2 impliziert.
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6. Sowohl hochqualifizierte als auch geringqualifizierte Arbeitnehmer wandern ten-
denziell in die Lidnder mit hohem Einkommen.

7. Das Wachstum des Auflenhandelsvolumens ist positiv mit dem Wachstum des
Output korreliert.

8. Die Wachstumsraten der Bevolkerung sind negativ mit den Wachstumsraten des
Pro-Kopf-Einkommens korreliert.

Die grundlegenden Vorhersagen der neoklassischen Theorie iiber das langfristi-
ge Wachstum sind im Abschnitt 3.1 abgeleitet worden. Mit Bezug zu den stilisierten
Fakten ist nun schnell zu sehen, dafl das erweiterte neoklassische Grundmodell mit
denjenigen Fakten vereinbar ist, die sich auf ein einzelnes Land beziehen. Zum Bei-
spiel gilt im steady state des neoklassischen Grundmodells mit Harrod-neutralem
technischen Fortschritt mit der Rate y, dal

g =8=0 = gy=gx und gx-g.-84=0,
also gy=gxk=n+y und gy;L=Y%,

wobei die Symbole aus dem Abschnitt 3.1 verwendet worden sind. Also wéchst die
durchschnittliche Arbeitsproduktivitdt mit konstanter Rate, wihrend der Kapitalko-
effizient konstant ist. Da der Realzinssatz durch r = dY/0K — 6 gegeben ist und
0Y /0K = f'(k) fiir konstantes k konstant ist, ist auch r konstant. Problematisch ist
allerdings, dall der exogene technische Fortschritt keine Erkldrung fiir die zugrun-
deliegenden Mechanismen liefert, die das Wachstum der Arbeitsproduktivitdt bewir-
ken.

Daraus folgt auch unmittelbar, dall das stilisierte Faktum 4 nicht erkldrt werden
kann. Insbesondere die empirisch erhebliche Unterschiedlichkeit der Wachstumsra-
ten und der Pro-Kopf-Einkommen im internationalen Vergleich 148t sich anhand
des neoklassischen Grundmodells nicht befriedigend erkldaren. Ohne die Berticksich-
tigung der Faktormobilitdt konnen die Linder in einem Ein-Sektor-Modell als isolier-
te Systeme betrachtet werden, zwischen denen die neoklassische Wachstumstheorie
auf der Basis des Grundmodells Unterschiede nur aufgrund unterschiedlicher Pa-
rameter wie etwa der exogenen Wachstumsraten der Bevolkerung oder des techni-
schen Fortschritts erkldren kann. Eine derartige Vorgehensweise ist nur wenig befrie-
digend, zumal die erheblichen Einkommensunterschiede zwischen den verschiede-
nen Lindern auch mit empirisch ermittelten Abweichungen dieser Parameter nur
schlecht zu erkliren sind.”

2Wenn die Faktormobilitit im neoklassischen Wachstumsmodell beriicksichtigt wird, fiihrt die Faktor-
wanderung bei identischen Produktionstechnologien zu einer Angleichung der Faktorintensitidten und
Faktorpreise und somit erst recht zu einer Angleichung der Pro-Kopf-Einkommen. Da ein integrierter Ka-
pitalmarkt zu einem einheitlichen realen Zinssatz im Sinne des realen Faktorpreises fiihrt, konnen mit die-
sem Ansatz lediglich Abweichungen der ungleichgewichtigen Wachstumsraten des Pro-Kopf-Einkommens
aufgrund unterschiedlicher gesellschaftlicher Diskontraten erkldrt werden (vgl. Helpman, 1988, S. 7-9).
Diese Begriindung basiert dann wiederum auf Annahmen iiber exogene Parameter. Ferner trifft die Aus-
sage liber die Angleichung der Faktorpreise in der Realitdt nicht zu.
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Wenn man vom neoklassischen Gleichgewichtsparadigma abgeht, dndert sich die
Situation. Abseits des gleichgewichtigen Wachstumspfades kénnen Einkommen und
Kapitalstock mit unterschiedlichen, nicht konstanten Raten wachsen. Nach Lucas
(1988) versagt aber auch diese Erklarungsmoglichkeit fiir das Faktum 4. Denn aus
der Gleichung (3.7) auf der Seite 118 folgt mit der effektiven Kapitalintensitét k = k/ A,
daR

gy =0k (k) gr+[1-ok(k)ly,

wobei ok (k) die Gewinnquote bei vollstindiger Konkurrenz ist.> Diese Beziehung
gilt auch im ungleichgewichtigen Wachstum. Die Differenz g, — o x (k) g ist fiir reale
Gewinnquoten verschiedener Lander nicht anndhernd gleich, woraus die Bedeutung
unterschiedlicher Raten des technischen Fortschritts g4 =y ersichtlich wird, der die
Annahme exogenen beziehungsweise autonomen technischen Fortschritts in positi-
ven Wachstumsmodellen sicherlich nicht gerecht wird. Eine Erkldrung unterschied-
licher internationaler Wachstumsraten durch das Anpassungswachstum auferhalb
des jeweiligen steady state hat dariiberhinaus den Nachteil, daf die langfristige Kon-
stanz der Wachstumsraten ja gerade eines der stilisierten Fakten ist, die man be-
schreiben méchte, die aber wihrend des Anpassungsprozesses nicht gegeben ist.

In bezug auf das stilisierte Faktum 5 ist eine genauere Spezifikation der unterstell-
ten Mechanismen des Wissenstransfers erforderlich. Darauf wird weiter unten néher
eingegangen. Um die Fakten 6, 7 und 8 zu erkldren, ist das neoklassische Grundmo-
dell offensichtlich nicht geeignet. Hinsichtlich des Faktums 6 existiert im betrachte-
ten Ansatz weder Faktormobilitédt, noch wird zwischen hochqualifizierter und gering-
qualifizierter Arbeit unterschieden. Auf Faktorwanderungen in Wachstumsmodellen
wird im folgenden nicht eingegangen.! Allerdings steht das Modell auch nicht im
Widerspruch zu dieser Aussage, da der Reallohnsatz in Lidndern mit geringerer Kapi-
talintensitdt und damit geringerem Pro-Kopf-Einkommen ceteris paribus niedriger
als in den reicheren Landern ist, so dald ein Anreiz fiir Wanderungen des Faktors Ar-
beit gemédl dem Faktum 6 besteht. Das Faktum 7 kann in einem Ein-Sektoren-Modell
ohne Raum fiir den Auflenhandel nicht sinnvoll analysiert werden, so dal§ das neo-
klassische Grundmodell hierzu keine Aussage treffen kann und eine Erweiterung auf
offene Volkswirtschaften unumginglich ist. Ahnlich verhélt es sich mit dem Faktum 8.
Da die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens im Grundmodell durch die exoge-
ne Rate des technischen Fortschritts gegeben ist, besteht keine Abhédngigkeit von der
Wachstumsrate der Bevolkerung. Zu beachten ist auch, dal§ die erwdhnte Korrelation
gegenseitig verursacht sein kann. Da die Wachstumsrate der Bevolkerung im Modell
exogen ist, 148t sich der EinfluB des Pro-Kopf-Einkommens auf die Wachstumsrate
der Bevolkerung nicht analysieren. Die Annahme des exogenen Bevolkerungswachs-
tums wird im folgenden beibehalten, so dal die noch darzustellenden Modelle sich

3Die von Lucas (1988) verwendete Gleichung sieht etwas anders aus, da er Hicks-neutralen techni-
schen Fortschritt unterstellt, der fiir die von ihm benutzte Cobb-Douglas-Funktion zu Harrod-neutralem
Fortschritt dquivalent ist.

4Ausfiihrliche Darstellungen der Kapitalmobilitit und der Wanderung des Faktors Arbeit finden sich in
Barro und Sala-i-Martin (1998, Kapitel 2 und 9).
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lediglich mit der inversen Wirkungsrichtung von der Wachstumsrate der Bevolkerung
zu derjenigen des Pro-Kopf-Output befassen.’

Die bisherige Diskussion bezieht sich weitgehend auf die Eigenschaften des lang-
fristigen Gleichgewichts, insbesondere was die Konstanz bestimmter Wachstumsra-
ten anbelangt. Eine Diskussion des Faktums 5 erfordert daneben eine Betrachtung
des Anpassungsprozesses an das langfristige Gleichgewicht, der in der neueren empi-
rischen Literatur im Mittelpunkt des Interesses steht. Zunéchst ist in diesem Zusam-
menhang der Begriff der Konvergenz zu kldren. Man spricht von f-Konvergenz,®
wenn eine Volkswirtschaft umso schneller wichst, je weiter sie sich unterhalb ihres
langfristigen Gleichgewichts k befindet (fiir die folgende Diskussion gilt grundsitz-
lich k(¢) < k). Im neoklassischen Grundmodell wachsen ceteris paribus diejenigen
Lander schneller, die noch weiter vom steady state entfernt sind (vgl. die Aussage
3.4 auf der Seite 118). Also beinhaltet das Modell die Vorhersage der 3-Konvergenz.
Hierbei sind zwei Unterfille zu trennen. Unterstellt man, dal alle Parameter in al-
len betrachteten Liandern iibereinstimmen, so spricht man von absoluter Konver-
genz, denn in diesem Fall wéchst eine Volkswirtschaft genau dann schneller als eine
andere, wenn sie vom gemeinsamen steady state noch weiter entfernt ist. Anders
ausgedriickt: arme Volkswirtschaften wachsen immer schneller als reiche. Diese Vor-
hersage steht in offensichtlichem Widerspruch zum stilisierten Faktum 5 und kann
auch in neueren Untersuchungen empirisch in aller Regel nicht bestitigt werden.’
Wenn sich die Parameter der betrachteten Volkswirtschaften unterscheiden (zum Bei-
spiel die Raten des Bevolkerungswachstums oder die Sparquoten), so wéchst eine
Volkswirtschaft umso schneller, je weiter sie von ihrem eigenen Gleichgewicht ent-
fernt ist. Ohne die Bertiicksichtigung weiterer Einzelheiten 146t sich in diesem Fall
aber nicht folgern, dal arme Volkswirtschaften immer schneller wachsen als reiche.
Man spricht in diesem Fall von bedingter Konvergenz. L8t man unterschiedliche
Parameterwerte der betrachteten Liander zu, so beinhaltet das neoklassische Grund-
modell also lediglich die Voraussage der bedingten, nicht aber der absoluten Kon-
vergenz. Die bedingte Konvergenz ist empirisch zumindest besser bestitigt als die
absolute Konvergenz (vgl. Mankiw et al., 1992). Ld[3t man unterschiedliche Parame-
terwerte der betrachteten Liander zu, steht das neoklassische Grundmodell also nicht
im direkten Widerspruch zum Faktum 5.8

Im Abschnitt 3.5.2 sind bereits die Raten der Konvergenz zum steady state er-
wihnt worden. Obwohl viele Forscher der Ansicht sind, dalk sich die Raten zwischen

5Wichtige Analysen des endogenen Bevilkerungswachstums finden sich zum Beispiel in Barro und
Becker (1989), Becker et al. (1990), van Marrewijk und Verbeek (1993b) sowie Strulik (1997).

6Die Bezeichnung riihrt daher, da B-Konvergenz vorliegt, wenn die Konvergenzrate § positiv ist.

7Vgl. hierzu und zu den verschiedenen Konzepten der Konvergenz Barro und Sala-i-Martin (1998, S.
30-38, 444-448).

8Der Vollstindigkeit halber wird noch der Begriff der o-Konvergenz erwihnt, der sich auf eine Ab-
nahme der Streuung, etwa gemessen als Standardabweichung (o) des Pro-Kopf-Einkommens in einer
Gruppe von Léandern, in der Zeit bezieht. Beriicksichtigt man stochastische Elemente mit positiver Vari-
anz, so kann man zeigen, daly S-Konvergenz eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung fiir
o-Konvergenz ist (Barro und Sala-i-Martin, 1998, S. 446).
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2 % und 3 % pro Jahr bewegen, sind diese Ergebnisse von Klenow und Rodriguez-
Clare (1997) aus gutem Grund kritisiert worden. Sie zitieren andere Schitzungen der
Konvergenzraten von bis zu 11 %. Die Analyse der Konvergenzraten wird daher hier
nicht weiter verfolgt.

In bezug auf die Diskussion um die Konvergenz wird auf eine wichtige Implikati-
on der exakten Annahmen hinsichtlich identischer Parameterwerte in allen Lindern
aufmerksam gemacht. Unter Beriicksichtigung des Harrod-neutralen technischen
Fortschritts stimmen im steady state bei identischen Parameterwerten nicht nur
die Wachstumsraten {iiberein, sondern auch die jeweiligen Kapitalstécke pro effek-
tiver Arbeitseinheit k und folglich auch das Einkommen pro effektiver Arbeitseinheit
y = f(k). Sei y der gemeinsame steady state-Wert in den Landern 1 und 2. Dann gilt
fiir die Pro-Kopf-Einkommen

nMO =A@y und y()=A4(079,

wobei die Indizes 1 und 2 fiir die Linder 1 und 2 stehen. Die Annahme identischer
Parameterwerte bedeutet zunichst nur, daf A;(¢) = e?~% und A, (1) = "2 ist,
wobei #; und %, die jeweiligen Startzeitpunkte fiir die beiden Lander sind und y die
technische Fortschrittsrate bezeichnet. Angenommen, #; =0 und % > 0, so dal das
Land 2 die Produktion geméal der in der Produktionsfunktion verkérperten Technik
erst spéter als das Land 1 aufgenommen hat. Dann gilt

A

) =e"''y>pm=e"""2y und ()= "2y (0.

Der Faktor e kann fiir plausible Werte (zum Beispiel y = 0,025 und , = 30) grofer
als zwei sein. Das bedeutet, wenn die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens
2,5 % betrdgt und das Land 2 mit einem zeitlichen Riickstand von 30 Jahren auf das
Land 1 die industrielle Produktion aufnimmt, so ist das Pro-Kopf-Einkommen des
Landes 1 im steady state mehr als doppelt so hoch wie das des Landes 2 und wird es
auch immer bleiben. Von einer Konvergenz der Pro-Kopf-Einkommen kann hier also
nicht die Rede sein, obwohl alle Parameterwerte fiir beide Linder identisch sind.

Die Annahme identischer Parameterwerte wird damit begriindet, daf die Produk-
tionstechnik den Charakter eines 6ffentlichen Gutes habe und allen Landern gleicher-
mallen zur Verfiigung stehe. Dann ist es konsequent, diese Eigenschaft auch fiir den
Effizienzfaktor A(f) zu unterstellen. In einem solchen Fall hat es keine Auswirkung
auf A(f), wann die Produktion aufgenommen wird, und es gilt A;(f) = Ax(f) = A(?).
Im steady state stimmen dann auch die Pro-Kopf-Einkommen beider Linder tiber-
ein.

Beide Interpretationen sind nicht befriedigend. Wenn der Startzeitpunkt eine Rol-
le spielt, so fragt es sich, warum denn dann alle Parameterwerte iibereinstimmen
sollten. Spielt er keine Rolle, so fragt es sich, welcher Startzeitpunkt denn dann zu
wiéhlen ist. Ist ) = 0 zum Beispiel der Anfang der Welt? Die Annahme, dal§ die Produk-
tionseffizienz durchaus davon abhéngt, wann die Produktion aufgenommen worden
ist, drangt sich nachgerade auf. Das Konzept des exogenen technischen Fortschritts
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ist daher nicht addquat. Eine endogene Variante sollte daher eine groRere Rolle spie-
len.

Ein weiterer empirisch untersuchter Gegenstand ist das Verhalten der Sparquote
wihrend des Ubergangs zum langfristigen Gleichgewicht. Barro und Sala-i-Martin
(1998, Kapitel 12) interpretieren Paneldaten dahingehend, daf die Sparquote wéh-
rend des Ubergangs tendenziell steigt. Da es auch Gegenbeispiele gibt (zum Beispiel
ist die Sparquote in den Vereinigten Staaten seit Mitte der 1950er Jahre gefallen, vgl.
Browning und Lusardi, 1996, S. 1816-1817), ist es sinnvoll, in einem Wachstumsmo-
dell sowohl steigende als auch fallende Sparquoten nicht von vornherein auszuschlie-
Ren, wie es im neoklassischen Grundmodell mit einer konstanten Sparquote der Fall
ist. Die Goldene Faustregel ist in dieser Hinsicht erheblich flexibler, da sie unter Be-
riicksichtigung des endogenen technischen Fortschritts sowohl eine steigende als
auch eine fallende Bruttosparquote zuladRt.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dal das neoklassische Grundmo-
dell zwar nicht in krassem Widerspruch zu den stilisierten Fakten steht, von einer
befriedigenden Erkldarung dieser Fakten jedoch insbesondere aufgrund der Vernach-
lassigung des endogenen technischen Fortschritts weit entfernt ist. Im folgenden wer-
den verschiedene Modellerweiterungen aufgezeigt, die eine bessere Erklarung des
empirischen Befundes erlauben.

4.2 Grundlagen des endogenen Wachstums

Die Kritik am neoklassischen Grundmodell macht deutlich, daf eine Erkldrung des
Wirtschaftswachstums nicht auf exogenem technischen Fortschritt basieren kann.
Um einen prézisen gedanklichen Rahmen zu schaffen, ist es sinnvoll, zunéchst eine
genaue Definition des endogenen Wachstums zu geben, die sich an Jones (1995, S.
760-761) anlehnt.

Eine wesentliche Rolle bei der Unterscheidung zwischen Modellen des endoge-
nen und des semi-endogenen Wachstums spielen die Parameter, die die langfristigen
Wachstumsraten bestimmen. So ist es einsichtig, dall etwa die Sparquote zum Bei-
spiel durch staatliche Subventionen oder Steuern beeinfluf$t werden kann. Auch die
Allokation der Arbeit auf verschiedene Sektoren kann durch die Wirtschaftspolitik in
gewissem Umfang gesteuert werden. Dagegen sind technisch bestimmte Parameter
der Produktionsfunktion kaum wirtschaftspolitisch zu verdndern. Weniger eindeutig
ist die Klassifikation in wirtschaftspolitisch beeinfluBbare und nicht beeinfluBbare
Parameter hinsichtlich der Wachstumsrate der Bevolkerung, die zumindest in gewis-
sem Umfang ebenfalls gelenkt werden kann. Allerdings stellt zum Beispiel eine Rege-
lung der Geburtenrate einen weitaus tieferen Eingriff in die freie Marktwirtschaft dar,
als etwa eine Subventionierung des Forschungssektors zur Erh6hung des dort ein-
gesetzten Humankapitals. In Wachstumsmodellen mit exogener Wachstumsrate der
Bevolkerung ist es daher {iblich, diese Wachstumsrate als wirtschaftspolitisch nicht
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beeinflullbar anzusehen.

Fiir die folgenden Definitionen wird unterstellt, dal§ sich die produktionstechni-
schen Parameter und die Wachstumsrate der Bevolkerung einer Beeinflussung durch
die Wirtschaftspolitik entziehen, wihrend solche GréBen wie die Sparquote und die
Allokation der Arbeit wirtschaftspolitisch beeinfluf$bar sind.

Definition 4.1. Das Wachstum ist endogen, wenn das Pro-Kopf-Einkommen ohne
exogenen technischen Fortschritt langfristig mit positiver Rate wichst und diese Ra-
te wirtschaftspolitisch beeinflufSbar ist.

Definition 4.2. Das Wachstum ist semi-endogen, wenn das Pro-Kopf-Einkommen oh-
ne exogenen technischen Fortschritt langfristig mit positiver Rate wéchst und diese
Rate wirtschaftspolitisch nicht beeinflufsbar ist.

Wenn das Pro-Kopf-Einkommen nur aufgrund des exogenen technischen Fortschritts
wdchst, der nicht durch das Modell bestimmt wird, ist das Wachstum demnach weder
endogen noch semi-endogen. Im Zusammenhang mit den Definitionen 4.1 und 4.2
spielen Skaleneffekte eine Rolle.

Definition 4.3. Das Wachstum weist Skaleneffekte auf, wenn die langfristige Wachs-
tumsrate des Pro-Kopf-Einkommens von der Grifse der Volkswirtschaft abhdngt, die
durch die Bevolkerungszahl bestimmt wird.

Obwohl die Begriffe semi-endogenes Wachstum und Wachstum ohne Skaleneffekte
teilweise synonym verwendet werden, wird sich spéter herausstellen, daf$ Skalen-
effekte weder eine notwendige noch eine hinreichende Bedingung fiir endogenes
Wachstum sind. Anstelle der Bevolkerungszahl kann prinzipiell auch eine andere Va-
riable, zum Beispiel die Anzahl der Forscher, zur Messung der Grof3e einer Volkswirt-
schaft herangezogen werden. Im allgemeinen ist die Bevolkerungsgrof3e jedoch ein
guter Ansatzpunkt. Denn wenn man etwa die Hypothese verwendet, daB die Anzahl
der Forscher mit der Bevolkerungsgrofle steigt, impliziert eine groBere Bevolkerung
auch mehr Forscher.

Wie im Abschnitt 3.1.3 gezeigt worden ist, ist ein langfristiges Wachstum des Pro-
Kopf-Einkommens selbst ohne technischen Fortschritt moglich, wenn die Grenzpro-
duktivitdt des Kapitals (oder allgemeiner der akkumulierbaren Produktionsfaktoren)
hinreichend nach unten beschriankt ist. Auf dieser Tatsache basiert das einfachste
Modell der Theorie des endogenen Wachstums, das sogenannte AK-Modell von Re-
belo (1991). Anhand dieses Modells konnen einige grundlegende Eigenschaften en-
dogener Wachstumsmodelle auf einfache Weise veranschaulicht werden.

Die Darstellung des AK-Modells ist aufgrund der im Abschnitt 3.2.1 durchgefiihr-
ten Vorarbeiten einfach. Das Optimierungsproblem eines reprasentativen Haushalts
entspricht weitgehend dem Problem (3.8) auf der Seite 120, wobei lediglich wie in



190 Kapitel 4. Endogenes und semi-endogenes Wachstum

(3.22) aufgrund des Wachstums der Bevolkerung mit der Rate n der Zinssatz r durch
(r(t) — n) zu ersetzen ist.’ Das Problem

oo CI—G -1
max f ———ePdt, 0>0,
ceC[0,00) Jo 1-6

u. d. N.
a=w+rt)-na-c, al)=a, li;ninfe_fﬂt”(”_”) T >0,
—00

c(t) > 0.

impliziert daher die beiden Differentialgleichungen

N
c—e(r(t) n-pc, @

a=w+(r(t)—n)a—c

als notwendige Optimumbedingungen, wobei ¢ der Pro-Kopf-Konsum, a das Pro-
Kopf-Reinvermogen, w der Reallohnsatz, p die Diskontrate und 6 die inverse inter-
temporale Substitutionselastizitét ist.

Die Produktionsfunktion, die dem Modell seinen Namen gibt, lautet

Y =F(K,L) = AK bzw. pro Kopf y= f(k)= Ak,

wobei A eine positive Konstante ist. Weil eine im Kapitalstock K lineare Produkti-
onsfunktion unrealistisch erscheint, wird K in diesem Modell normalerweise weiter
interpretiert als tiblich. Konkret wird unterstellt, dal§ K ein Aggregat aus physischem
Kapital und Humankapital ist. Dann muR sich auch die (hier zunédchst endogen be-
stimmte) Sparquote auf einen weiteren Bereich beziehen als in den volkswirtschaft-
lichen Gesamtrechnungen {iblich. Eine alternativ vertretene Interpretation besteht
darin, dal} die Linearitit in K durch learning by doing begriindet ist. Angenommen,
die Produktionsfunktion lautet ¥ = ABK* mit 0 < @ < 1, so daB die Grenzproduktivi-
tdt des Kapitals zunéchst fallt. Die Produktivitdt kann jedoch durch Lerneffekte stei-
gen, die durch den Faktor B gemessen werden. Wenn man diese Lerneffekte durch
die Akkumulation des Kapitals erfassen kann und B die spezielle Form B = K'~¢
hat, so ergibt sich die obige AK-Funktion. Allerdings ist es dann unrealistisch, da
die Arbeit in der Produktionsfunktion nicht auftaucht (auch nicht in der Form des
Humankapitals).

Unter der Annahme der vollstindigen Konkurrenz und bei Vernachlédssigung der
Abschreibungen ist die Grenzproduktivitdt des Kapitals im statischen Gleichgewicht
gleich dem Zinssatz r(t), der also konstant ist:

k) =A=r@.

9Auf die Modellierung mehrerer identischer Haushalte wie im Abschnitt 3.3.1 wird hier verzichtet, so
dall der Index h nicht benétigt wird.
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Da die Grenzproduktivitdt der Arbeit gleich null ist, ist auch der Reallohnsatz w = 0.
Weil fiir die geschlossene Volkswirtschaft a = k gilt, erhdlt man durch Substitution in
(4.1) die folgenden Bewegungsgleichungen fiir das AK-Modell:

1
t=—(A-—n-p)c,
c=gh-n-pe 4.2)

k=A-mk-c,

wobei angenommen wird, dal A—rn > 0 ist.

Bedenkt man, dall A—n gleich r in (3.10), w =0 und k = a sind, so ist ersichtlich,
dall die Gleichungen (4.2) und (3.10) formal tibereinstimmen. Mit anderen Worten,
die Losung des AK-Modells ist im Abschnitt 3.2.1 bereits abgeleitet worden. Nimmt
man wieder an, daf$ 6 =1 ist, so erhdlt man analog zum dortigen Vorgehen die L6-
sungen in offener Schleife'’

C*(t) — pkoe(A—n—p)t,

k* (1) = koe(A_n_‘D)[, 43

beziehungsweise die Riickkopplungslésung
c* (1) = pk™(1).

Anhand von (4.3) ist zu erkennen, dal} das Modell genau dann endogenes Wachs-
tum generiert, wenn A > n + p ist, das heillt, wenn die konstante Grenzproduktivi-
tdt des Kapitals groBer als die Summe der Wachstumsrate der Bevolkerung und der
Diskontrate ist. Andernfalls bleiben der Pro-Kopf-Konsum und die Kapitalintensitét
konstant oder fallen. Wegen y = Ak gilt das auch fiir das Pro-Kopf-Einkommen, denn
fiir die Wachstumsraten gilt

8y =8=A-n-p. (4.4)

Im Kapitel 3 ist ausfiihrlich argumentiert worden, da@ eine positive Interpretation
des PFC-Gleichgewichts (vgl. die Definition 3.2 auf der Seite 138) von dynamischen
Optimierungsmodellen nicht iiberzeugend ist. Die Betrachtung des AK-Modells mit
der Goldenen Faustregel macht wenig Sinn, weil das Arbeitseinkommen im Modell
nicht explizit auftaucht. Dagegen ist die Verwendung einer konstanten Sparquote s
im Sinne einer einfachen Faustregel problemlos moglich. In diesem Fall folgt aus der
Produktionsfunktion fiir die Wachstumsrate des Kapitalstocks unmittelbar

8K = SA.

10\ fan beachte, daf die Losung etwas anders aussieht, wenn wie zum Beispiel bei Barro und Sala-i-
Martin (1998) der Nutzen mit (p — n) diskontiert wird. Setzt man fiir die gegenwértige Formulierung die
Losung fiir ¢ und 6 # 1 in die Momentannutzenfunktion ein, so erkennt man, daf das Zielfunktional nur
konvergiert, wenn (1 -6)(A—n—p)/0 < p ist. Da 6 = 1 unterstellt worden ist, reicht also die Annahme
einer positiven Diskontrate p > 0 aus, um die Konvergenz zu gewéhrleisten. Im Falle der Divergenz muf}
ein allgemeineres als das einfache Maximierungskriterium fiir die Optimierung des Konsums verwendet
werden.
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Damit ergibt sich fiir die Wachstumsrate der Kapitalintensitdt und des Pro-Kopf-
Einkommens

8y =8k=8k—n=SA-n. (4.5)

Das Pro-Kopf-Einkommen wichst also, wenn A > n/s ist, das heilst, die Grenzproduk-
tivitdt des Kapitals mul} grofer als n/s sein (vgl. die Diskussion der Abbildung 3.3 auf
der Seite 116).

An den exogenen Bedingungen fiir das Wachstum setzt die Kritik am AK-Modell
an. Um das Wachstum endogen zu erkldren, mul} letztlich auch endogen erklart
werden, warum die Grenzproduktivitdt des Kapitals nach unten beschrénkt ist. Das
Wachstum im AK-Modell basiert dagegen nur auf der Annahme, daR je nach Kon-
sumhypothese A> n+ p oder A > n/s ist. Eine befriedigerende Erklarung bietet das
Modell des endogenen technischen Fortschritts von Romer (1990), das im nichsten
Abschnitt dargestellt wird.

Im Vergleich zum Solow-Modell und zum Ramsey-Koopmans-Cass-Modell ist be-
merkenswert, daf Verdnderungen der Bereitschaft zur Ersparnis (die hier durch die
Diskontrate p oder die Sparquote s erfalst werden) einen EinfluB auf die langfristi-
ge Wachstumsrate haben. Eine Verringerung von p beziehungsweise eine Erhohung
von s fiihrt gemal (4.4) beziehungsweise (4.5) zu einer Erh6hung der Wachstumsra-
te. Im Sinne der Definition 4.1 ist das Wachstum also trotz der exogenen Annahme
A> n+ p (beziehungsweiseA > n/s) endogen, da die Sparquote beispielsweise durch
eine entsprechende Besteuerung zu beeinflussen ist und kein exogener technischer
Fortschritt unterstellt wird, so dal$ das Pro-Kopf-Wachstum allein auf der endoge-
nen Akkumulation des Kapitals basiert. Dagegen ist die langfristige Wachstumsrate
des Pro-Kopf-Einkommens bei Solow und Ramsey-Koopmans-Cass durch die Wachs-
tumsrate des autonomen technischen Fortschritts exogen vorgegeben, ohne durch
die Sparquote beeinflullbar zu sein. Ein Skaleneffekt des Wachstums besteht nicht,
weil die Bevolkerungsgrof3e keinen Einflul auf die Wachstumsrate des Einkommens
hat.

Eine Anmerkung ist mit Bezug zur Ubergangsdynamik erforderlich. Anhand von
(4.4) und (4.5) ist zu erkennen, dall die Wachstumsraten von y und k (und damit we-
gen g1 = n auch diejenigen von Y und K sowie C) immer konstant sind. Im Gegensatz
zum neoklassischen Grundmodell (beziehungsweise dem RKC-Modell) existiert also
kein Anpassungsprozefd mit variablen Wachstumsraten an ein langfristiges Gleichge-
wicht. Das heil3t, im AK-Modell springt das System schon zu Beginn auf den gleich-
gewichtigen Wachstumspfad. Diese unrealistische Eigenschaft kann vermieden wer-
den, wenn man die Produktionsfunktion als Summe einer AK-Funktion und einer
neoklassischen Produktionsfunktion, die die Inada-Bedingungen erfiillt, formuliert
(vgl. Jones und Manuelli, 1990). Der Grund fiir die fehlende Ubergangsdynamik ist,
daR die Produktionsfunktion linear in der einzigen Zustandsvariablen ist.
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4.3 Endogenes Wachstum durch Forschung und Entwicklung

4.3.1 Endogener technischer Fortschritt

Die bekanntesten Modelle der Theorie des endogenen Wachstums von Lucas (1988)
und Romer (1990) haben zu einer bemerkenswerten Wiederbelebung der wachstums-
theoretischen Forschung gefiihrt. Lucas (1988) behandelt zwei verschiedene Modelle,
die auf der Akkumulation von Humankapital beziehungsweise auf dem learning by
doing basieren, auf das spéter noch eingegangen wird. Dagegen modelliert Romer
(1990) den endogenen technischen Fortschritt durch die Akkumulation neuer Vari-
anten eines heterogenen Kapitalgutes. Im folgenden wird dieses Modell dargestellt.
Es beinhaltet drei Sektoren und die Produktionsfaktoren Kapital, (geringqualifizier-
te) Arbeit und Humankapital (hochqualifizierte Arbeit) sowie einen Index fiir das
Niveau der Technik beziehungsweise fiir das bestehende Niveau des Wissens. Der
Forschungs- und Entwicklungssektor (F&E) verwendet Humankapital und das beste-
hende Wissen, um neue Blaupausen (Konstruktionspline, Designs) fiir Kapitalgtiter-
varianten zu produzieren und damit das verfiigbare Wissen zu erhéhen. Der Kapital-
giitersektor nutzt die vom Forschungssektor hervorgebrachten Blaupausen und vom
Endproduktsektor erstellten Output, um die Varianten der Kapitalgiiter zu produzie-
ren. Der Endproduktsektor schliefflich verwendet die Inputs Arbeit, Humankapital
und Kapitalgiiter. Das Endprodukt kann konsumiert oder gespart werden, um Kapi-
tal zu akkumulieren.

Die aggregierte Produktionsfunktion fiir den Endproduktsektor, der unter den
Bedingungen der vollstdndigen Konkurrenz agiert, lautet

(e 9]
Y=L, Mg f x(D)™ di, (4.6)
0

mit a;, @ >0 und a; +a; < 1. Das gesamte exogen gegebene Arbeitsangebot wird zur
Erzeugung des Endproduktes eingesetzt und zur Unterscheidung mit £ bezeichnet.
Der Bestand an Humankapital L ist ebenfalls gegeben und wird sowohl zur Produkti-
on des Endproduktes (Ly) als auch zur Produktion neuer Blaupausen (L,) eingesetzt:
Ly + Ly = L. Das mit der hochqualifizierten Arbeit verbundene Wissen ist an die be-
troffenen Arbeiter gebunden und unterscheidet sich dadurch vom allgemeinen Wis-
sen liber die Produktionsverfahren, das ein gemeinsam nutzbares 6ffentliches Gut
darstellt. Die Funktion x(i) stellt die Mengen eines Kontinuums an Varianten von
Zwischenprodukten dar, die hier als langlebige Gebrauchsgiiter beziehungsweise Ka-
pitalgiiter interpretiert werden. In jedem Zeitpunkt ¢ sind nur A(¢) Varianten der
Kapitalgiiter verfiigbar (genauer: eine Menge mit MaRl A(#)), so da x(i) =0 fiir i > A.
Die Integral-Darstellung erméglicht es, A als stetige Variable aufzufassen.

Eine Einheit der Kapitalgiiter kann aus n Einheiten des Endproduktes erstellt wer-
den. Wenn der Kapitalstock K in denselben Einheiten wie das Endprodukt gemessen
wird, entsprechen also 7 Einheiten des Kapitalstocks einer Einheit einer beliebigen
Kapitalgiitervariante, das heift, es gilt K =1 f;° x(i) di. Die Gleichung fiir die Akku-
mulation des Kapitals kann damit analog zu den Volkswirtschaftlichen Gesamtrech-
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nungen definiert werden:

K=Y-C

= d(foox(i)di)/dt:(Y—C)/n , 4.7)
0

wobei C den aggregierten Konsum bezeichnet und die Abschreibungen vernachlés-
sigt werden. Zu beachten ist allerdings, daly Y hier nicht mit dem Nationaleinkom-
men gleichgesetzt werden kann, da auch der Forschungssektor einen Teil zum Natio-
naleinkommen beitrédgt, der in Y nicht erfalt ist.

Die Nachfrage nach der Nutzung von Kapitalgiitern seitens der Produzenten des
Konsumgutes im Endproduktsektor ergibt sich fiir zun4dchst gegebene Werte von £
und Ly aus dem Problem der Gewinnmaximierung beziiglich x(i):

(e 9]

max | [Ly ¥ L%2x(i)M - p(i)x(i)] di.

x(i) Jo
Die Funktion p(i) deren Werte im Bereich (0, 00] liegen, stellt das Kontinuum der Nut-
zungspreise der Kapitalgiiter dar. Die Preise der Giiter i > A, die gegenwartig nicht
produziert werden, werden formal gleich co gesetzt (daraus folgt, daB die Nachfrage
nach diesen Varianten gleich null ist). Alle Preise werden in Einheiten des Konsumgu-
tes gemessen. Das Problem kann als degeneriertes Kontrollproblem ohne Zustands-
variable interpretiert werden, in dem die Hamiltonfunktion sich auf den Integranden
des Zielfunktionals verkiirzt. Die Losung erhélt man demnach, indem die Ableitung
des in x(i) konkaven Integranden nach x(i) gleich null gesetzt wird. Die inverse Nach-
fragefunktion lautet folglich

p(i) = p(x(i) = ey Ly, '~ L% x(i)™ 71, (4.8)

Die Anzahl der verfiigbaren Kapitalgiitervarianten wachst gemal3 der Produkti-
onsfunktion des F&E-Sektors
A=pL4A (4.9)

Das durch die Anzahl der bisher verfiigharen Kapitalgiitervarianten reprasentierte
technische Wissen ist ein offentliches Gut, das den Forschern in nichtrivalisierender
Weise kostenlos zur Verfiigung steht. Deshalb kann die Produktion A j = wLajA der
einzelnen Produzenten j durch Summation iiber alle j zu (4.9) aggregiert werden.

Die Produktion einer neuen Blaupause hat zwei wesentliche Implikationen. Einer-
seits kann fiir die produzierte Blaupause ein Patent vergeben werden, das dem Pa-
tentnehmer die Produktion des entsprechenden Kapitalgutes erlaubt. Dadurch wird
eine privatwirtschaftliche Vermarktung neuer Designs ermoglicht. Andererseits er-
hoht die Produktion der Blaupause das technische Wissen A und beinhaltet so fiir
den Forschungssektor selbst einen externen Effekt als 6ffentliches Gut, das die Pro-
duktivitdt im Forschungssektor erhéht, ohne dall dafiir zusdtzliche Kosten entstehen.
Die Linearitit von (4.9) in A ermdoglicht in diesem Modell endogenes Wachstum. Spi-
ter wird gezeigt, dall sich die Implikationen des Modells wesentlich &ndern, wenn
(4.9) in A unterlinear steigt.
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Um den Preis py fiir ein Patent zu bestimmen, ist zu beachten, da A den For-
schern unentgeltlich zur Verfiigung steht. Daher ergeben sich die Kosten der Produk-
tion eines neuen Produktdesigns beziehungsweise einer neuen Blaupause fiir ein
Kapitalgut aus den Kosten des erforderlichen Humankapitals. Fiir den Forschungs-
sektor gelten die Bedingungen der vollstindigen Konkurrenz. Bezeichnet man den
Reallohnsatz fiir das Humankapital mit w und verwendet man (4.9), so liefert die
Maximierung des Gewinns pawLsA— wL4 beziiglich L,y die Bedingung

pa=wl(yA), (4.10)

wenn man annimmt, daf die Konkurrenz zu solchen Werten von p4 und w fiihrt,
daB diese Gleichung erfiillt ist. Andernfalls ergidbe sich eine Randlosung mit Ly =
0 oder Ly = L. Im folgenden wird wie bei Romer (1990) unterstellt, dal§ (4.10) mit
Gleichheit erfiillt ist. Der Preis p4 entspricht dann den Kosten der Erfindung einer
neuen Blaupause.

Im Unterschied zu den beiden anderen Sektoren gilt im Kapitalgiitersektor die
Marktform der monopolistischen Konkurrenz. Hier gibt es ein Kontinuum an Unter-
nehmen, die je eines der patentierten Kapitalgiiter aus dem Intervall [0, A] produzie-
ren. Die Preis-Absatz-Funktion (4.8) ist den Produzenten der Kapitalgiiter bekannt.
Bei monopolistischer Konkurrenz ist es moglich, einen Nutzungspreis fiir die Kapi-
talgiiter zu setzen, der oberhalb der Grenzkosten ihrer Produktion liegt und so die
fixen Kosten pj4 fiir den Erwerb eines Patents abzudecken. Wenn diese fixen Kosten
bereits entstanden sind, wird ein Produzent die Menge x(i) anbieten, die den Erlos
p(x(i))x(i) abziiglich der variablen Kosten rnx(i) maximiert. Die variablen Kosten
ergeben sich dabei aus der mit dem Zinssatz r fiir Kapitalanlagen bewerteten Out-
putmenge beziehungsweise Kapitalmenge K; = nx(i), die erforderlich ist, um x(i)
Einheiten eines spezialisierten Kapitalgutes i zu erstellen. Zu beachten ist, dal das
Kapital im Produktionsprozef verbraucht wird, da angenommen wird, dal das spe-
zialisierte Kapitalgut durch eine Transformation aus dem in Outputeinheiten gemes-
senen Kapital K; erstellt wird. Der Einfachheit halber wird jedoch unterstellt, daB das
betrachtete Unternehmen das spezialisierte Kapitalgut kostenlos riicktransformieren
kann, so dal§ auRer den Patentkosten keine weiteren irreversiblen Fixkosten (sunk
costs) entstehen. Bezeichnet man die maximale Produzentenrente eines Kapitalgut-
produzenten i mit 7 (i), so lautet das Maximierungsproblem unter Verwendung von
(4.8) also

7 = max|p(x)x - rnx] = m)?x[alL;_“l_azfazxal_l - rnx], (4.11)

wobei der Index i der Einfachheit halber vernachldssigt worden ist. Setzt man die
erste Ableitung nach x gleich null, so folgt unter Verwendung von (4.8) fiir den ge-
winnmaximalen Monopolpreis p

__m

=—. 4.12

p P (4.12)
Aufgrund der Symmetrie des Modells (alle Kapitalgiitervarianten gehen symmetrisch
in die Produktionsfunktion (4.6) ein und werden auf die gleiche Art produziert) gilt
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dieser Nutzungspreis fiir alle Varianten der Kapitalgiiter, das heift, p ist unabhéngig
vom Index i. Das Ergebnis ist ein Zuschlag auf die Grenzkosten rn, wobei der Zu-
schlagssatz 1/a; ist. Setzt man p in (4.11) ein, so ergibt sich 7 = [(1 - a)rnpx]/a; =
(1-a;) px. Mit der optimalen Menge X (die sich durch die Substitution von p in (4.8)
ergibt), lautet der Strom der Produzentenrente also

7= (1-ay)px.

Die Entscheidung, ein neues Kapitalgut zu produzieren, hingt vom Vergleich des
Barwertes aller zukiinftigen Produzentenrenten ab dem Zeitpunkt ¢ mit den Fixko-
sten py fiir den Erwerb eines Patentes zum Zeitpunkt ¢ ab. Da unterstellt wird, da
die Produzenten der Kapitalgiiter ein fortdauernd giiltiges Patent auf eine Blaupause
erwerben, wird ein Kapitalgut angeboten, wenn im Zeitpunkt ¢ des Patenterwerbs
gilt

f e JT T ds () ar > pa(e), (4.13)
t

wobei vollkommene Voraussicht unterstellt wird. Weil auf dem Markt fiir Kapitalgiiter
monopolistische Konkurrenz mit freiem Marktzutritt herrscht, werden die Gewinne
durch die Konkurrenz beseitigt und im langfristigen Gleichgewicht gilt (4.13) mit
Gleichheit. Mit R(7) — R(?) := [/ r(s) ds ergibt sich

o0
f e ROx) dr= e RO py (o).
t

Wenn Patente weiterverduert werden kdénnen, mufl aufgrund der Symmetrie der Ka-
pitalgiitervarianten der Patentpreis p4(f) zum Zeitpunkt ¢ fiir jede Variante unabhén-
gig von ihrem Alter gleich sein. Die angegebene Bedingung mull im Gleichgewicht
daher in jedem Zeitpunkt ¢ erfiillt sein, so da auch die Ableitung nach der Zeit auf
beiden Seiten des Gleichheitszeichens iibereinstimmen muf3. Bildet man diese Ab-
leitung nach t, so erhdlt man nach wenigen Umformungen die Bedingung fiir ein
Arbitragegleichgewicht

n0) | pald) _

pa(t)  pa(®)

r(t).

Die Summe aus der Rate der Produzentenrente n(f)/pa(t) und dem prozentualen
Kursgewinn pa(#)/ pa(#) mull also gleich dem Zinssatz sein. Spéter wird sich heraus-
stellen, dal im langfristigen Gleichgewicht p4(f) konstant gleich p4 ist, so dal§ sich
die Bedingung fiir das Arbitragegleichgewicht zu

() =r(t)pa. (4.14)

vereinfacht. Demnach ist im Gleichgewicht die Produzentenrente in jedem Zeitpunkt
genau grof3 genug, um die Zinskosten der urspriinglichen Investition in die Blaupau-
se zu decken.
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Um das Modell zu schlieRen, muRl noch der Haushaltssektor betrachtet werden.
Romer (1990) unterstellt das auch in (3.8) auf der Seite 120 verwendete Nutzenfunk-
tional mit konstanter intertemporaler Substitutionselastizitit:

e’} CI—H_I
f ——eP'dr, 6>0.
0 1-6

Der reprasentative Haushalt maximiert dieses Funktional wie zuvor unter der Ne-
benbedingung, daf der Barwert seines Endvermdgens nicht negativ ist, wobei die
Anderung des Vermogens jetzt durch die Lohneinkommen fiir hochqualifizierte und
geringqualifizierte Arbeit sowie das Zinseinkommen abziiglich der Konsumausgaben
gegeben ist. Die Gewinne sind annahmegemai( gleich null. Dabei kann der Haushalt
weder auf die externen Effekte im Forschungssektor noch auf die monopolistische
Preisbildung im Kapitalgiitersektor Einflull nehmen. Die Analyse verlduft analog zu
derjenigen im grundlegenden RKC-Modell und fiihrt auf die Keynes-Ramsey-Regel
fiir den optimalen Konsum [vgl. (3.10)]:

c 1

gc=5=§(r—p). (4.15)
Da die Bevolkerung konstant ist (n = 0), beschreibt (4.15) nun gleichzeitig die Wachs-
tumsrate des Pro-Kopf-Konsums.

4.3.2 Der gleichgewichtige Wachstumspfad

Aufgrund der Symmetrie der Kapitalgiiter (beziiglich ihrer Produktion und ihrer Ver-
wendung als Inputs) wird jede Variante i mit derselben Menge angeboten und nach-
gefragt, die im folgenden mit X bezeichnet wird. Aus K =17 f(;’o x(i)di=n fOA x(i) di
folgt daher K =nAx. Die Produktionsfunktion (4.6) 148t sich also formulieren als

(o0}
Y = Lly_al_“zf"‘zf x(D* di
0
— Llyfalfdzgasz—cal
= Lly_o”_"‘z‘,%”‘m(f)a1
nA

— (LYA)I—al—ag ($A)a2 KalT]_al.

(4.16)

Anhand von (4.16) ist zu erkennen, daf das Modell eine dhnliche aggregierte
Darstellung wie das neoklassische Grundmodell impliziert, erweitert um arbeitsver-
mehrenden und humankapitalvermehrenden technischen Fortschritt, der sich hier
im Wachstum von A manifestiert. Dieser Umstand weist auf die Bedeutung der durch
A gemessenen zunehmenden Vielfalt an Varianten der Kapitalgiiter hin. Anhand der
letzten Zeile erkennt man, da bei gegebenem Gesamtkapitalstock K der Output Y
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steigt, wenn sich die Anzahl der Varianten erhoht. Damit wird der positive Effekt
spezialisierter Kapitalgiiter auf die Produktion des Endproduktes erfafit. Die zweite
Zeile verdeutlicht, daB die Akkumulation des Kapitals, die sich bei konstantem X
tiber A vollzieht, durch die Einfiihrung der neuen Kapitalgliter auch bei konstantem
Arbeitseinsatz nicht mit abnehmenden Grenzproduktivitdten verbunden ist.

Ein gleichgewichtiger Wachstumspfad ist dadurch definiert, daR die Variablen A,
K, Y und C mit konstanten Raten wachsen, wobei in jedem Zeitpunkt die statischen
Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sein miissen. Aus (4.9) folgt fiir die Wachstumsra-
te von A .

o— A —
ga= =yl
das heil3t, eine konstante Wachstumsrate erfordert wegen L, + Ly = L eine konstante
Allokation des Humankapitals auf den Endproduktsektor und den Forschungssektor.
Diese Allokation wird durch die Bedingung determiniert, dal die Lohnsitze fiir das
Humankapital in beiden Sektoren gleich sein miissen. Das Niveau des Humankapi-
tals im Endproduktsektor, Ly = L— L4, muRl gerade so grol3 sein, dal§ die Grenzpro-
duktivitdt mit dem in (4.10) angegebenen Reallohnsatz im Forschungssektor tiberein-
stimmt:
w=payA=(1-a—a) L, L?2AXY, (4.17)

wobei die zweite Zeile aus (4.16) verwendet worden ist. Eine konstante Wachstums-
rate von C impliziert nach (4.15) einen konstanten Zinssatz r. Wenn r konstant ist,
sind der optimale Monopolpreis p = rnp/a; und damit nach (4.8) auch X konstant.
Also impliziert (4.17) zusammen mit der Konstanz von Ly, dal p4 konstant ist.

Fiir konstantes p4 kann man den frither abgeleiteten Strom der Produzentenren-
te 7 = (1 — a;) px im Kapitalgiitersektor in (4.14) einsetzen, woraus

1 l-a; __us l-m
pA:;]'[: px =

folgt. Die Substitution von (4.18) in (4.17) liefert schlieflich

a Ly T g2 g (4.18)

1- a); —a
y=——2 2 (4.19)
yai(l-ai)
Ersetzt man L4 in (4.9) durch L—Ly gemiR (4.19), so folgt fiir die Wachstumsrate von
A

A P s L-A
=== =wL- r=wL-Ar.
8a 2 Yia=vy a(—ay) v
—_——
=:A

Zu beachten ist, daR Ly = 0 und daher g4 = 0 ist. Wenn die Beschrinkung Ly <
L bindet, ist (4.19) im allgemeinen nur als Ungleichung erfiillt; dann findet keine
Forschung und Entwicklung statt (worauf hier nicht weiter eingegangen wird).
Wie bereits gezeigt worden ist, ist fiir konstantes r auch X konstant. Damit mufl
der Output
Y=Ly % Az
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unter diesen Umstidnden mit derselben Rate wie A wachsen. Dasselbe gilt fiir K =
nAx, und daher ist K/Y konstant. Aus (4.7) ergibt sich
C K

KK
—=1-—=1-—=— =konst,,
Y Y KY

weil K/Y konstant ist. Also erhilt man fiir die Wachstumsraten
8y =8k=8c=8a=wL-Ar (4.20)

Die Gleichung (4.20) ist die angebotsseitige Beziehung zwischen der gleichge-
wichtigen Wachstumsrate und dem Zinssatz. Die nachfrageseitige Beziehung zwi-
schen dem Zinssatz und der Wachstumsrate ist in (4.15) angegeben worden. Setzt
man r = p+60gc in (4.20) ein, so ergibt sich die reduzierte Form der gleichgewichti-
gen Wachstumsrate als Losung des Modells:

yL-Ap

6A+1
Dieses langfristige Gleichgewicht stellt gleichzeitig ein PFC-Gleichgewicht gem&R der
Definition 3.2 auf der Seite 138 dar. Wenn man diese Wachstumsrate in das Nutzen-
funktional einsetzt, so erkennt man, dafl (1 -60)gc < p sein muf3, damit das Zielfunk-
tional des Konsumenten konvergiert. Zu beachten ist, dal} die Wachstumsraten der
Arbeit und des Humankapitals im vorliegenden Modell gleich null sind, so da@ die
in (4.21) angegebenen Wachstumsraten gleichzeitig die Pro-Kopf-Wachstumsraten
sind.

8y=8k=8c=8Aa= (4.21)

Bemerkung 4.1. Noch einmal wird darauf hingewiesen, dal§ Y im vorliegenden Mo-
dell nicht mit dem Nationaleinkommen gleichgesetzt werden darf, da auch der F&E-
Sektor einen Teil zum Einkommen beitrégt, ndmlich psA. Bezeichnet man das Natio-
naleinkommen mit %, so gilt also

A = Y+pAA.

Da p, im langfristigen Gleichgewicht konstant und gy = ga = g, ist, folgt daraus, daf§
8w = gy. Das Nationaleinkommen wéchst also mit derselben Rate wie der Output des
Endproduktes. Im Abschnitt 4.4.4 wird sich herausstellen, daf es in vergleichbaren
Modellen auch sein kann, daf im langfristigen Gleichgewicht g4 # gy ist. In diesem
Fall gilt
_ Y pAA

8y =8vgy + (8pa +gA)?.
Wie im Abschnitt 2.1.1 fiir das Beispiel der Allokation der Arbeit auf zwei Produktions-
richtungen kann man nun zeigen, daf die Konstanz der Wachstumsraten in dieser
Gleichung impliziert, dal§ g = gy = g, + g4 ist. Im steady state gilt daher grundsitz-
lich go = gy. (Der Fall g # gy kann nur eintreten, wenn sich die Volkswirtschaft auf
die Forschung spezialisiert, was aufgrund der unterstellten Produktionsfunktionen
nicht moglich ist.) ¢
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Anhand von (4.21) erkennt man unter anderem, dall die gleichgewichtige Wachs-
tumsrate mit dem Bestand an Humankapital L und der Produktivitit im Forschungs-
sektor ¥ zunimmt, wihrend sie mit der Diskontrate p abnimmt. Die Wachstumsrate
héngt also von Parametern ab, die einer wirtschaftspolitischen Beeinflussung zugiang-
lich sind. Beispielsweise erhoht eine geringere Diskontrate und damit eine héhere
Sparquote die Wachstumsrate. Ebenso kann man annehmen, dall der Bestand an
Humankapital durch Bildung beeinfluf$bar ist. Das Wachstum kann also beeinfluf3t
werden und ist nicht wie etwa im Solow-Modell durch solche Parameter vorgege-
ben, die einer wirtschaftspolitischen Beeinflussung weitgehend unzuginglich sind.
Da das Pro-Kopf-Einkommen stetig wéchst und auch der technische Fortschritt en-
dogen erklart wird, liegt also endogenes Wachstum im Sinne der Definition 4.1 vor.
Wenn man davon ausgeht, da das Humankapital proportional zur Bevolkerung ist,
besteht auch ein Skaleneffekt im Sinne der Definition 4.3. ZusammengefaRt gilt:

Aussage 4.1. Unter der Voraussetzung, dafs der Einsatz des Humankapitals in der For-
schung positiv ist, wachsen der Konsum pro Kopf und das Pro-Kopf-Einkommen im
langfristigen PFC-Gleichgewicht des Romer-Modells mit der positiven Rate (4.21). Das
Wachstum ist endogen und enthdlt einen Skaleneffekt. Insbesondere steigt die Wachs-
tumsrate, wenn der Bestand an Humankapital zunimmdt.

Jedoch mufl angemerkt werden, daf im Romer-Modell letztlich andere exogene
GroRen fiir das Wachstum verantwortlich sind. Hier ist insbesondere der die Pro-
duktivitdt im Forschungssektor bestimmende Parameter ¥ zu nennen, ohne dessen
ausreichende GroRe kein positives Wachstum in diesem Modell moglich ist. Ebenso
basiert der Vorteil spezialisierter Kapitalgiiter auf der unterstellten Produktionsfunk-
tion fiir den Endproduktsektor. Ohne irgendwelche Annahmen dieser Art wird man
wohl kaum ein Wachstumsmodell formulieren kénnen.

4.3.3 Der optimale gleichgewichtige Wachstumspfad

Die dezentrale Losung des vorliegenden Modells ist aus zwei Griinden keine gesamt-
wirtschaftlich optimale Losung. Zum einen bewirkt die Externalitdt im F&E-Sektor,
daB das dort eingesetzte Humankapital einen nicht appropriierbaren positiven Ef-
fekt auf die Produktivitit kiinftiger Forschung hat, fiir den es also nicht entlohnt
wird. Zum anderen werden die Patente vom Kapitalgiitersektor gekauft, der fiir die
Vermietung der Kapitalgiiter einen Zuschlag auf die Grenzkosten erhebt. Beide Effek-
te bewirken letztlich, daR zu wenig Humankapital im Forschungssektor eingesetzt
wird. Von diesem Problem ist im vorliegenden Fall nur die Allokation des exogen
gegebenen Bestands an Humankapital betroffen. In dem allgemeineren Fall, in dem
Humankapital endogen akkumuliert wird, ist das Gesamtangebot an Humankapital
ebenfalls zu gering.
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Auch fiir das zentrale Optimierungsproblem gilt die Symmetrie der Kapitalgiiter,
so dall es unter Verwendung der Produktionsfunktion (4.16) formuliert werden kann.
Da lediglich die langfristig gleichgewichtige optimale Losung beschrieben werden
soll, wird in der Formulierung des Problems auf Randbedingungen verzichtet:

o0 C1—9 _ 1
max f —— e Pdt, 6>0,
CLyeClooo)Jo 1-0

u. d. N.

o 1- l-a;—-a

K=p @Al a-egega _c,
A=pL A

L=Ls+Ly.

(4.22)

Die Beschrinkung K ist nicht gemeinsam konkav in C, Ly, A und K, da sich die
Exponenten der Produktionsfunktion (4.16) zu mehr als eins addieren. Daher ist kei-
ne einfache Anwendung von hinreichenden Bedingungen méglich. Man kann jedoch
analog zum Vorgehen im Abschnitt 3.2.1 zeigen, dal fiir die notwendigen Bedingun-
gen Ay = 1 gesetzt werden kann. Daher kann die current value-Hamiltonfunktion

ooclfe_l o
Jf:fo v + AL AT LT P K — C) + ASy(L— Ly) A

verwendet werden, um notwendige Bedingungen gemi dem Satz 2.20 abzuleiten,
die in einem steady state erfiillt sein miissen. Fiir eine innere Losung ergeben sich
die Optimumbedingungen

—0
c =215,
A1 -« —a)i—ﬂtc A
1 1~ Qa2 Iy WA,
. Y
/lf:p/lf—/lfm},
. Y
Agzpﬂ,g—ﬂi(l—al)z—Agl{/(L—Ly).

Setzt man die erste in die zweite Bedingung ein, so folgt durch logarithmische
Ableitung nach der Zeit

—08c+8y —8a= &1
wobei g7, =0 wie zuvor aus der Konstanz von g4 = ¢Ls = w(L— Ly) im steady state
folgt. Dividiert man die vierte Bedingung durch AS und ersetzt A$/A5 mittels der

zweiten Bedingung, so erhilt man einen weiteren Ausdruck fiir gy, der mit dem
zuerst berechneten Ausdruck gleichgesetzt werden kann:

(I=a))y(L—Ly) 3

YLa.
1- a)— a2

-0gc+gy—8a=p—
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Unter Verwendung von g4 = L4 146t sich der Ausdruck vereinfachen zu

0 l1-a; _ 1- al)’lﬂL
gy —vec 1—a1—a2gA_p_ l-a;1—as’

Da die Wachstumsrate von C konstant sein muf3, impliziert die erste Optimumbedin-
gung die Konstanz von gj¢. Somit impliziert die dritte Optimumbedingung, daly Y/K
konstant ist, das heilt gy = gx. Durch die logarithmische Ableitung der Produktions-
funktion erkennt man, daly daraus gy = g4 = gk folgt (wegen K = nAx ist daher x
auch im zentralen Optimum konstant). Wie im dezentralen Modell kann nun gezeigt
werden, dal§ auch gc mit gy libereinstimmt. Verwendet man diese Informationen in
der vorangehenden Gleichung, so folgt nach einigen Umformungen schlieflich

yL-dp

s 4.23
0D+1-9 ( )

8y =8k=8C=8A=
wobei @:=(1—-a; —ay)/(1—aq) ist.

Im Vergleich zur in (4.21) angegebenen Wachstumsrate im dezentralen steady
state taucht in (4.23) der Parameter @ anstelle des Parameters A auf, der aullerdem
im Nenner auch noch subtrahiert wird. Dabei ist A gleich dem Produkt von @ mit
dem monopolistischen Zuschlagssatz 1/a; auf die Grenzkosten der Produktion der
Kapitalgiiter, so dal A > @ ist, wodurch die optimale Wachstumsrate iiber der dezen-
tralen liegt. Dieser durch die monopolistische Preissetzung bewirkte Effekt wird noch
durch die Subtraktion von @ im Nenner verstiarkt, die auf den externen Effekt des
Humankapitals im Forschungssektor zuriickzufiihren ist. Anhand von (4.9) ist zu er-
kennen, dall beide die Wachstumsrate erhhenden Effekte auf einer entsprechenden
Erhéhung des Anteils des im Forschungssektor eingesetzten Humankapitals beruhen
miissen.

Aussage 4.2. Die gleichgewichtige Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens in ei-
nem dezentralen PFC-Gleichgewicht ist im Romer-Modell geringer als die Wachstums-
rate bei zentraler Planung, die die notwendigen Optimumbedingungen in einem stea-
dy state erfiillt.

4.3.4 Kritische Wiirdigung

Der wichtige Beitrag des Romer-Modells ist es, den endogenen technischen Fort-
schritt unter Verwendung von Resultaten der Industriebkonomik zur Patententwick-
lung und zur Herstellung spezialisierter Kapitalgiiter im Rahmen der (relativ reali-
stischen) Marktform der monopolistischen Konkurrenz in die neoklassische Wachs-
tumstheorie integriert zu haben. Die kontinuierliche Einfithrung neuer Kapitalgiiter
fithrt dazu, dalk das Kapital auch bei konstantem Arbeitseinsatz akkumuliert werden
kann, ohne dalk die Grenzproduktivitdt des Kapitals fallt. In diesem Zusammenhang
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dréngen sich einige wirtschaftspolitische Schlul3folgerungen geradezu auf. Verant-
wortlich fiir das endogene Wachstum in Romer (1990) ist letztlich der F&E-Sektor,
dessen externe Effekte durch den Markt nicht kompensiert werden. Daher besteht ei-
ne Politikempfehlung in der Subventionierung der Forschung und Entwicklung sowie
einer Subventionierung der Nutzung von Kapitalgiitern zum Ausgleich der durch die
monopolistische Konkurrenz zu hohen Nutzungspreise des Kapitals, wobei die Sub-
ventionen durch eine Pauschalsteuer zu finanzieren sind. Eine alternative, zweitbe-
ste Losung ist die Subventionierung der Akkumulation des (hier als exogen gegeben
unterstellten) Humankapitals, also der Ausbildung.l1

Neben diesen normativen Schluffolgerungen hat das Modell bedeutende positi-
ve Implikationen. So ist es moglich, daf zum Beispiel Linder mit unterschiedlichen
Ausstattungen an Humankapital oder unterschiedlichem Sparverhalten verschieden
schnell wachsen, ohne eine Tendenz zur Konvergenz aufzuzeigen. Daher bietet das
Romer-Modell Ansatzpunkte zur Erklarung der im Abschnitt 4.1 genannten stilisier-
ten Fakten 4 und 5. Allerdings ist nach Romer (1990, S. S98) davon auszugehen, da@
sich die Voraussage zur fehlenden Konvergenz fiir offene Volkswirtschaften dndern
kann. Hierfiir kdnnen sogenannte spillover-Effekte der Forschung und Entwicklung
verantwortlich sein, die durch den internationalen Handel begiinstigt werden. Damit
kann das Modell auch eine moégliche Erklarung fiir das stilisierte Faktum 7 geben. Das
Thema offener Volkswirtschaften wird spéter im Kapitel 5 aufgegriffen werden.

Bei allen Vorziigen des Romer-Modells sind auch einige Probleme zu nennen.
Viele der vereinfachenden Annahmen von Romer (1990) sind von anderen Autoren
in dhnlichen Modellen aufgegeben (und durch alternative Vereinfachungen ersetzt)
worden. Beispielsweise haben Grossman und Helpman (1991b) und Aghion und Ho-
witt (1992) Modelle mit Qualitdtsverbesserungen vorgelegt, bei denen alte Produk-
te obsolet werden. Dadurch kann die empirische Beobachtung modelliert werden,
dall neue Produkte und Technologien die alten verdrdngen. Arnold (1998) verwen-
det einen Ansatz von Grossman und Helpman (1991a, Kapitel 3) und verbindet ihn
mit dem Ansatz von Uzawa (1965) und Lucas (1988) zur endogenen Erkldrung der
Akkumulation des Humankapitals. Dazu ist es erforderlich, die Produktionsfunktion
des Forschungssektors abzudndern, die ansonsten exponentiell wachsende Wachs-
tumsraten impliziert (vgl. dazu Jones, 1995, auf dessen Kritik im niachsten Abschnitt
ausfiihrlich eingegangen wird). Ein Grof3teil der angesprochenen Erweiterungen wird
in den Biichern von Grossman und Helpman (1991a), Barro und Sala-i-Martin (1998)
sowie Aghion und Howitt (1998) dargestellt.

Augenfillig ist die Konzentration des Modells auf das langfristige Gleichgewicht.
Eine Analyse der Dynamik des Ubergangs zum steady state findet sich bei Arnold
(2000). Da der dynamische Optimierungsansatz fiir die Konsumentscheidung ver-
wendet wird, ist es keine Uberraschung, dal das langfristige Gleichgewicht ein Sat-

UEine ausfiihrlichere Analyse der optimalen Wirtschaftspolitik in einem vereinfachten Romer-Modell
findet sich in Barro und Sala-i-Martin (1998, S. 267-268). Die Vereinfachung besteht im wesentlichen
darin, daB Zwischenprodukte anstelle von Kapitalgiitern verwendet werden. Diese Zwischenprodukte sind
Verbrauchsgiiter und nicht wie die Kapitalgiiter Gebrauchsgiiter.
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telpunkt ist.'? Im Kapitel 3 ist ausfiihrlich argumentiert worden, daR in diesem Fall
keine Stabilitit vorliegt, auch wenn dieser Eindruck in der Literatur vermittelt wird.
Die alternative Betrachtung von Faustregeln soll fiir das Romer-Modell hier nicht
weiter verfolgt werden, da im nédchsten Abschnitt gezeigt wird, dal Modelle des
semi-endogenen Wachstums realistischer und letztlich auch einfacher zu analysie-
ren sind.'® In diesem Zusammenhang wird dann auf alternative Konsumhypothesen
zuriickzukommen sein. Trotz der genannten Kritik sollte nicht vergessen werden, dal
das Romer-Modell zum ersten Mal formal aufzeigt, unter welchen Voraussetzungen
endogenes Wachstum durch die Entwicklung neuer Kapitalgiitervarianten moglich
ist.

4.4 Allgemeine Eigenschaften des semi-endogenen Wachstums

4.4.1 Skaleneffekte in der Theorie des endogenen Wachstums

Die wesentliche Kritik am Ansatz von Romer (1990) hat Jones (1995) formuliert. An-
hand von Gleichung (4.21) ist zu erkennen, da das Modell einen Skaleneffekt ge-
miR der Definition 4.3 beinhaltet.'* Die GroRe der Volkswirtschaft wird im vorliegen-
den Fall durch den Bestand an Humankapital, L, gemessen. Zumindest wenn man
Volkswirtschaften mit vergleichbarem Entwicklungsstand betrachtet, ist es gerecht-
fertigt, davon auszugehen, dall der Bestand an Humankapital um so grofer ist, je
grofler die Bevolkerung ist. Also nimmt L mit der Gréle der Bevolkerung zu und
gemdld (4.21) steigt die langfristige Wachstumsrate in L.

Wie Jones (1995, S. 762) bemerkt, sind die Wachstumsraten der Nationaleinkom-
men in den industrialisierten Lindern wihrend der letzten 25 bis 100 Jahre relativ
konstant geblieben, obwohl die GroBe der Arbeitsbevolkerung in diesen Lindern er-
heblich gewachsen ist. Der Skaleneffekt steht also in krassem Widerspruch zu der em-
pirischen Evidenz. Dieses Problem wird noch offensichtlicher, wenn man annimmit,
dall die Bevolkerung und das Humankapital mit konstanter Rate g = n wachsen,
wie es in vielen Lindern zumindest lange Zeit annéhernd der Fall gewesen ist. Dann

121n diesem Zusammenhang ist darauf hinzuweisen, daR externe Effekte in einigen Wachstumsmodel-
len dazu fithren konnen, daB ein Gleichgewicht kein Sattelpunkt, sondern stabil ist. Da es in diesem Fall
keinen eindeutigen Sattelpfad gibt, der ins langfristige Gleichgewicht fiihrt, sondern viele Pfade, bezeich-
net man dieses Ergebnis als Unbestimmtheit des PFC-Gleichgewichts. Formal basiert die Unbestimmtheit
auf den externen Effekten, die bewirken, daf8 die Differentialgleichungen dieser Modelle kein gestortes
Hamilton-System darstellen, so daf§ der Satz 2.23 auf der Seite 100 nicht angewendet werden kann. Ein be-
kanntes Beispiel ist das Uzawa-Lucas-Modell mit externen Effekten der Akkumulation des Humankapitals,
vgl. Benhabib und Rustichini (1994) und die dort zitierte Literatur.

13Eine Analyse der Romer-Modells mit konstanter Sparquote liefert Brauninger (2001).

14Die Wachstumsrate in (4.21) bezieht sich nicht direkt auf das Einkommen. GemiR der Bemerkung 4.1
gilt jedoch, dal auch das Einkommen mit der angegebenen Rate wéchst. Der Einfachheit halber wird hier
und in einigen folgenden Modellen jedoch auf die Konsumgiiterproduktion Bezug genommen.
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folgt aus der Gleichung (4.21)

8y _ yL
=8 .
gy YwL-Ap limL—oo

n,

das heilst, die Wachstumsrate der Konsumgiiterproduktion (pro Kopf) wéchst selbst
asymptotisch mit konstanter Rate! Daraus folgt auch, daf im Gegensatz zu dem sti-
lisierten Faktum 1, das eine langfristig positive und nahezu konstante Wachstums-
rate impliziert, kein steady state im Romer-Modell existiert, wenn die Bevolkerung
wéchst. Diese Kritik trifft zahlreiche andere Modelle der Theorie des endogenen
Wachstums, die in den Biichern von Aghion und Howitt (1998) und Grossman und
Helpman (1991a) dargestellt werden.

4.4.2 Forschung und Entwicklung

Um die Skaleneffekte im Romer-Modell zu beseitigen, verwendet Jones (1995) eine
alternative Spezifikation der Produktionsfunktion im Forschungssektor. Anstelle der
Beziehung (4.9), die in der Anzahl A der verfiigbaren Blaupausen und dem in der For-
schung eingesetzten Humankapital L, jeweils linear ist, unterstellt er eine Funktion
der Form

A=yIAAP (4.24)

Wenn § < 0 ist, féllt die Anzahl neuer Innovationen A mit steigendem Wissen A oder
ist davon unabhéngig. Obwohl auch derartige Félle, fiir § < 0 in der Literatur als fis-
hing out bezeichnet, denkbar sind, wird in der Wachstumstheorie regelmiflig von
dem Fall positiver Externalititen des bestehenden Wissens auf die Forschung mit
B > 0 ausgegangen. Wihrend positive Externalitdten durchaus wahrscheinlich sind,
erscheint die Annahme =1 als eine willkiirliche Auswahl aus dem Bereich mdogli-
cher externer steigender Skalenertridge der Forschung. In bezug auf die stilisierten
Fakten des Wachstums stellt sich heraus, dal§ langfristig konstante, positive Wachs-
tumsraten der Bevolkerung und des Pro-Kopf-Einkommens in F&E-Modellen nur fiir
0 < B <1 moglich sind, was im folgenden unterstellt wird. Auch in bezug auf den
Parameter A ist die Annahme A = 1 willkiirlich. Wenn A < 1 ist, spiegelt das die Tat-
sache wieder, dal etwa eine doppelte Anzahl an Forschern vermutlich nicht auch
die doppelte Anzahl an Innovationen hervorbringt, da einige Forscher die gleichen
Erfindungen machen und es daher zu Redundanzen (Uberschneidungen) kommt.

In einem langfristigen Gleichgewicht wachsen alle Variablen mit konstanter Rate.
Aus g4 = konst. folgt, dak A= konst.-Aund damit g; = g4. Unter dieser Voraussetzung
liefert die logarithmische Ableitung der Gleichung (4.24)

gA:/lgLA""ﬁgA- (4.25)

Da die geringqualifizierte Arbeit im Romer-Modell lediglich als konstanter Faktor bei
der Endprodukterzeugung auftaucht, wird in vielen Darstellungen des Modells nur
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die hochqualifizierte Arbeit explizit betrachtet. Dieser Vorgehensweise wird hier ge-
folgt, so daly a» =0 ist und £ im folgenden nicht mehr betrachtet wird. Anstelle von
a; kann daher einfach der Parameter a verwendet werden. Das Symbol L bezeichnet
jetzt also die hochqualifizierte Arbeit, die annahmegemaR zur Bevolkerung proportio-
nal ist. Wenn die Bevélkerung und damit die hochqualifizierte Arbeit mit konstanter
Rate n > 0 wachsen, muf$ im steady state auch L, mit der Rate n zunehmen. Denn
aus (4.25) folgt, dal8 gz, konstant ist, wenn g4 konstant ist, und aus

La Ly
SL=N=8L, 7 +8r
folgt, dal8 g7, nur dann konstant sein kann, wenn g, = n ist. Damit erhélt man aus
der Gleichung (4.25)
An

"1 p
Anhand dieses Ausdrucks ist zu erkennen, daf 0 < 8 < 1 die wesentliche Annahme
ist, um ein steady state mit positiver Wachstumsrate n der Bevolkerung zu ermog-

lichen. Dagegen beeinfluf$t der Parameter A lediglich die H6he der Wachstumsrate.
Der Einfachheit halber wird daher im folgenden A = 1 unterstellt, so dal

8a

A=yLsAP (4.26)

und
= L 4.27)
8a=1T 5 (

Daher ist die Wachstumsrate von A im steady state gréer als die von L, wenn 0 <
B <1gilt

Behilt man mit Ausnahme der Verwendung von Gleichung (4.26) anstelle von
(4.9) sowie von gr = n (und a; = @, a, = 0) alle anderen Annahmen des Romer-
Modells bei, so kann man zeigen, daf§ durch (4.27) auch die anderen Wachstumsraten
im langfristigen Gleichgewicht festgelegt werden. Die Gleichung (4.16) gilt mit den
offensichtlichen Modifikationen nach wie vor. Ihre logarithmische Ableitung ergibt

gy = (1-a)(gLy +8a) +agk,
im steady state mit g, = n und g4 gemaR (4.27) also

n
gy = (1—a)(n+ 1—)+och. (4.28)
Wie zuvor impliziert eine konstante Wachstumsrate des Konsums C einen konstan-
ten Zinssatz r und folglich gemal$ (4.12) einen konstanten Nutzungspreis p der Ka-
pitalgiiter. Da Ly nun mit der Rate n wéchst, folgt damit aus der modifizierten Glei-
chung (4.8), dal X = x(i) nicht mehr konstant ist, sondern ebenfalls mit der Rate n
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wichst. Verwendet man (4.26) anstelle von (4.9), so dndert sich die Gleichung (4.17)
zu

pay =1 -a)L;" APz,

woraus sich in Verbindung mit den vorangehenden Ergebnissen g,, = n ergibt (im
Gegensatz zum Romer-Modell ist der Designpreis also nicht mehr konstant). Da nach
wie vor K = nAx gilt, folgt
n
=——+n.
8K=1T 5
Dieses Ergebnis kann in (4.28) eingesetzt werden, um gy zu berechnen. Nun kann
man wie im Romer-Modell zeigen, dal C/Y konstant ist, so daf man schlielich das
Ergebnis
"y
= = = — n

8y =8K=8C=1_ 5

erhélt. Fiir die Wachstumsraten der Pro-Kopf-GroRen y = Y/L, k=K/Lund c=C/L

folgt damit
n

1-4°

Anhand von (4.29) ist zu erkennen, daB die Anderung der Produktionsfunktion
des F&E-Sektors die Ergebnisse des Modells dramatisch dndert. Obwohl fiir 0 < f < 1
nach wie vor eine positive Externalitdt im Forschungssektor besteht, generiert das
Modell kein Pro-Kopf-Wachstum mehr, wenn die Bevolkerung nicht wéchst (n = 0).
Wenn die Bevolkerung zunimmt, wéachst auch das Pro-Kopf-Einkommen. Allerdings
ist die Wachstumsrate jetzt weitgehend unabhéngig von politisch beeinfluBbaren Pa-
rametern. Vielmehr hingt sie von der Wachstumsrate der Bevélkerung und dem Pa-
rameter 8 der Produktionsfunktion des F&E-Sektors ab. Das Wachstum ist insofern
also nicht endogen, sondern durch exogene Parameter bestimmt, und die Implika-
tionen des Modells dhneln denjenigen des neoklassischen Grundmodells von Solow
(1956). Trotzdem wird der technische Fortschritt endogen auf die gleiche Weise wie
im Romer-Modell erkldrt. Im vorliegenden Fall liegt also semi-endogenes Wachstum
im Sinne der Definition 4.2 und gleichzeitig, da der anhand von (4.21) zu erken-
nende Skaleneffekt im Romer-Modell beseitigt ist, Wachstum ohne Skaleneffekte
(non-scale growth) vor. Allerdings ist anhand dieses Modells zu erkennen, da@ diese
Bezeichnung insofern etwas irrefithrend ist, als zwar keine Skaleneffekte des Niveaus
der Bevolkerung, jedoch mit Bezug zur Wachstumsrate der Bevolkerung auftreten.

8y=8k=8=8A= (4.29)

Aussage 4.3. Verwendet man anstelle der im Niveau des Wissens A linearen Produk-
tionsfunktion des Forschungssektors eine in AP mit 0 < B < 1 lineare Funktion, so
werden sowohl der Skaleneffekt als auch die Endogenitdit des Wachstums im Romer-
Modell beseitigt. Das Wachstum ist semi-endogen und der Pro-Kopf-Konsum wdichst
im langfristigen Gleichgewicht nur, wenn das Wachstum der Bevélkerung positiv ist.
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Da die gleichgewichtige Wachstumsrate durch exogene Konstanten festgelegt ist,
stimmt die dezentrale gleichgewichtige Wachstumsrate im Unterschied zum Romer-
Modell mit der optimalen gleichgewichtigen Wachstumsrate tiberein. Trotzdem ist
die dezentrale Losung aufgrund der Externalitdt im F&E-Sektor und der monopoli-
stischen Preisbildung im Kapitalgiitersektor keine gesamtwirtschaftlich optimale L6-
sung. Wiederum gilt auch fiir das zentrale Optimierungsproblem die Symmetrie der
Kapitalgiiter, so dal die Produktionsfunktion (4.16) verwendet werden kann. Fiir die
gleichgewichtige optimale Lésung wird in der Formulierung des Problems auf Rand-
bedingungen wie zuvor verzichtet:

©C/p'0-1
max f Le_ptdt, 6>0,
C,LyeC[0,00)Jo 1-0
u. d. N.
o a1 (4.30)
K=n%AeL K —C,
A=yL AP,

L=Ls+Ly, L=nL

Geht man wie im Romer-Modell vor, so lautet die current value-Hamiltonfunkti-
on jetzt

c/nt-9-1
ge= Tl e A LK - )+ ASy (L L) AP+ ASL,

wobei der letzte Summand fiir die optimale Losung keine Bedeutung hat, da er we-
der eine Kontrollvariable noch eine beeinflulbare Zustandsvariable enthélt. Fiir eine
innere Losung ergeben sich die Optimumbedingungen
-070-1
c'Lr =4,
Y
AA-@)—= Ay AP,
Y
. Y
A = pAS - /lfa?,
. Y
A5 =pA5-A{0-a)— - ASBw(L—Ly) AP7L,

Da gc und g; = n im steady state konstant sind, impliziert die erste Bedingung,
dal auch gj¢ konstant ist. Die Division der dritten Bedingung durch A{ impliziert
daher die Konstanz von Y/K, das heillt, gy = gx. Wegen gr, = g1, = n ist g4 durch
(4.27) gegeben. Die logarithmische Ableitung der Produktionsfunktion ergibt damit
unter Berlicksichtigung der bisherigen Ergebnisse

n
gy =8k=7T"—"7F+n.

1-p
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Da K =Y - C und damit gg = Y/K - C/K, ist auch C/K konstant, so daR die angege-
bene Wachstumsrate auch fiir C gilt. Mit diesen Ergebnissen erhélt man also
I
gy—gk—gc—gA—m»
das heilt, die Wachstumsraten stimmen allesamt mit den in (4.29) angegebenen
Raten fiir das dezentrale Modell {iberein.

Trotzdem unterscheidet sich die optimale von der dezentralen Losung. Im vor-
liegenden Fall ist der im Forschungssektor eingesetzte Anteil der Arbeit Ls/L auf-
grund der positiven Externalitit neuen Wissens und der monopolistischen Preisset-
zung im Kapitalgiitersektor zu gering.'® Daher ergeben sich prinzipiell die gleichen
Politikempfehlungen wie im Romer-Modell, also etwa eine Subventionierung der For-
schung und Entwicklung. Allerdings sind zwei einschridnkende Anmerkungen zu ma-
chen. Erstens hat die Subventionierung anders als im Romer-Modell keinen Einflul
auf die Wachstumsrate, sondern lediglich auf das Wachstumsniveau, da die Wachs-
tumsrate wie im Solow-Modell exogen vorgegeben ist. Zweitens ist es nach Jones
(1995, S. 771) auch moglich, dalf im dezentralen Fall zu viel geforscht wird, wenn der
Parameter A in (4.24), der hier gleich eins gesetzt worden ist, kleiner als eins ist. Da es
in diesem Fall zu mehrfachen Erfindungen desselben Gutes kommen kann, fiihrt ei-
ne Erhéhung des Anteils der in der Forschung eingesetzten Arbeit zu einer negativen
Externalitét, die die beiden anderen Effekte je nach den Parameterwerten {iberkom-
pensieren kann. Allerdings bewertet Jones diese Moglichkeit aufgrund numerischer
Simulationen als eher unbedeutend.

Zur Stabilitdt des langfristigen Gleichgewichts sind die gleichen Anmerkungen
wie zum Romer-Modell angebracht, die hier nicht wiederholt werden sollen. Jones
(1995, S. 773-775) analysiert allerdings die Ubergangsdynamik anhand eines verein-
fachten Modells, fiir das er eine konstante Sparquote beziiglich Y und einen konstan-
ten Anteil der in der Forschung eingesetzten Arbeit unterstellt. Dadurch spielt auch
die Dynamik der Designpreise p4 keine Rolle, weil die Wachstumsrate von A durch
diese Annahme exogen gegeben ist. Das langfristige Gleichgewicht ist unter diesen
Annahmen wie im Solow-Modell global stabil, wenn < 1 ist. Wenn man also in
semi-endogenen Wachstumsmodellen die Annahme der dynamischen Optimierung
aufgibt und durch eine einfache Faustregel ersetzt, ist Stabilitdt méglich. Spéter wird
der Fall der Goldenen Faustregel in einem Wachstumsmodell mit learning by doing
analysiert.

4.4.3 Analyse der Politikinvarianz

Das F&E-Modell von Romer hat die bedeutende Eigenschaft, daf die Wirtschafts-
politik EinfluR auf die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens nehmen kann, ist

15 Auf eine Berechnung der Anteile im dezentralen und im optimalen Fall wird hier verzichtet, vgl. dazu
Jones (1995).
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jedoch aufgrund des involvierten Skaleneffektes der Bevolkerungsgroe empirisch
nicht haltbar. Das Modell von Jones (1995) beseitigt diesen Skaleneffekt und gleich-
zeitig auch die mogliche EinfluBnahme der Wirtschaftspolitik auf die Wachstumsra-
te. Damit gilt in bezug auf das Pro-Kopf-Wachstum in einer Volkswirtschaft dieselbe
Politikinvarianz wie im neoklassischen Grundmodell von Solow (1956). Diese Tatsa-
che hat zu der Frage gefiihrt, ob der Skaleneffekt auch beseitigt werden kann, ohne
die Politikinvarianz zu bewirken. Modelle, die diese Eigenschaft haben, sind unter
anderem von Young (1998), Peretto (1998) und Aghion und Howitt (1998) vorgelegt
worden. Auf eine ausfiihrliche Darstellung wird hier verzichtet. Stattdessen werden
die Unterschiede der F&E-Modelle anhand eines von Jones (1999) formulierten foy
model veranschaulicht, das zwar viele der tieferen Einsichten der Originalansétze
vernachlidssigt, aber eine einfache Darstellung der grundlegenden Eigenschaften ver-
schiedener F&E-Modelle ermdglicht.

Das toy model verwendet eine Produktionsfunktion fiir den Endproduktsektor,
in die nur von die Arbeit Ly und das vorhandene Wissen A als Faktoren eingehen:

Y=A%Ly, a>0. 4.31)

Die neuen Ideen, die das Wissen erhdhen, werden ebenfalls mit dem Faktor Arbeit
L4 produziert:
A=yLAP, w>0,0<p<1. (4.32)

Dabei wird unterstellt, dal ein konstanter Anteil /4 an der gesamten Arbeitsmenge L
im Forschungssektor eingesetzt wird:

La=14L, Ly=(01-14L. (4.33)
Setzt man =1 wie im Romer-Modell, so folgt aus (4.32) und (4.33) unmittelbar

ga=YlaL,

so dal} ein steady state nur existiert, wenn gr = n = 0 ist. Mit (4.31) und y = Y/ L ergibt
sich fiir n=0
8y =8y = (Xl//lAL.

Wie im Romer-Modell besteht also ein Skaleneffekt, da die Wachstumsrate des Pro-
Kopf-Konsums'® mit der BevolkerungsgroRe steigt. Die Wachstumsrate kann auch
bei konstanter Bevolkerung erhéht werden, indem der Anteil /4 der in der Forschung
eingesetzten Arbeit erh6ht wird. Im vorliegenden Modell besteht allgemein keine
Politikinvarianz, wenn I4 die gleichgewichtige Wachstumsrate beeinflult und umge-
kehrt. Das Modell enthilt keine Ubergangsdynamik, da (4.32) linear in A ist, so da
A und damit auch Y fiir konstantes L4 immer mit konstanter Rate wachsen.

18Wwie zuvor wird grundsitzlich der Pro-Kopf-Konsum anstelle des Pro-Kopf-Einkommens als zentrale
Variable betrachtet.
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Unterstellt man nun wie im Jones-Modell, dall 0 < f <1 und g, = n >0, so liefert
die logarithmische Ableitung von (4.32) in Verbindung mit (4.33) die Wachstumsrate

von A im steady state
n

= 4.34
8= 1T 5 (4.34)
woraus in Verbindung mit (4.31) die Wachstumsraten
=" +n und =20
8y = 1-5 8y = 1-8

im langfristigen Gleichgewicht folgen. Der Skaleneffekt des Bevolkerungsniveaus wird
also wie im Modell von Jones beseitigt, wenn man die willkiirliche Annahme =1
fallen l4aBt. Ein Einflull der Wirtschaftspolitik auf die Wachstumsrate mittels der Ver-
dnderung von [/, ist nicht mehr gegeben. Das Pro-Kopf-Einkommen w#chst langfri-
stig genau dann mit positiver Rate, wenn die Wachstumsrate der Bevolkerung positiv
ist.

Anhand dieses Modells kann ein Verfahren der Stabilititsanalyse erldutert wer-
den, dall noch mehrfach zur Anwendung kommen wird. Da A im steady state mit
der Rate n/(1— p) wéchst, ist das niveauangepaf3te Pro-Kopf-Wissen

A

4=Tua-p  Ir

mit y:i= —

1-p

im langfristigen Gleichgewicht konstant. Daher ist es naheliegend, die Dynamik des
Modells in dieser Variablen auszudriicken. Die logarithmische Ableitung von a lie-
fert aullerhalb des steady state g, = g4 —yn, nach Multiplikation mit a und unter
Verwendung von (4.32) und (4.33) also

a=gpa-yna= wlALAﬁ_la—yna.

Da

B-1
LAP = (L—’i) =af!

ist, folgt
d:u/lAaﬁ—yna. (4.35)

Anhand der im Abschnitt 2.1.4 dargestellten Methoden ist unmittelbar zu erkennen,
daB diese Gleichung fiir 0 < < 1 ein eindeutiges, stabiles Gleichgewicht

dz(wu—ﬁ)lA)Y

n

fiir den Bereich a > 0 hat. Da a in diesem Gleichgewicht konstant ist, gilt hier

8a=8a—Yn=0,
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so dafd (4.34) erfiillt ist. Im langfristigen Gleichgewicht kann man A in (4.31) durch
A= alLY ersetzen:
Y=a%L""(1-1yL.

Damit erhdlt man fiir das Pro-Kopf-Einkommen unter Verwendung von & schlie@lich:
1-p) o
y= (1—1@(%14) .

Anhand dieser Formel ist unmittelbar zu erkennen, da eine Erh6hung des Anteils /4
der Arbeit in der Forschung zwar nicht die langfristige Wachstumsrate des Pro-Kopf-
Einkommens, aber sein Niveau im steady state beeinflufst. Die Politikineffektivitit be-
zieht sich also auf die Wachstumsrate, nicht aber auf das Wachstumsniveau. Daraus
folgt auch, daf Anderungen von I, kurzfristige Wirkungen auf die Wachstumsrate
wihrend des Ubergangs zum neuen Gleichgewicht haben.

Dieser einfache Ansatz eignet sich auch zur Darstellung der Dynamik fiir den Fall
B > 1, der in der Literatur bisher nicht behandelt worden ist. Die Gleichung (4.34)
gilt wie zuvor, so dal} ein steady state nur existieren kann, wenn die Wachstumsrate
ga <0 ist (fir n =0 muld auch g4 = 0 sein). Ein solches langfristiges Gleichgewicht
existiert nur fiir a < 0, wobei negative Werte von a 6konomisch sinnlos sind. Das
Gleichgewicht bei a = 0 ist instabil. Denn die Ableitung der Gleichung (4.35) ist fiir
B > 1 unverdndert giiltig. Wegen y = 1/(1 — ) <0 erkennt man, dal im Unterschied
zum Fall 0 < § <1 fiir a > 0 kein Gleichgewicht mehr existiert. Die Instabilitidt des
Gleichgewichtes a = 0 ergibt sich aus'”

da

Talazo -yn>0.

Wenn ap > 0 ist, wichst a mit stdndig steigender Rate, denn
a

==yl -yn

p Via Y

steigt in a. Die Gleichung (4.32) impliziert, dal§ dieses Ergebnis auch fiir n = 0 gilt,

da LY dann konstant ist und A mit steigender Rate wéchst. Fiir § > 1 existiert also

kein steady state. Wenn ag > 0 ist, wéachst die Volkswirtschaft mit stindig steigenden

Raten. Wihrend also der Skaleneffekt fiir § = 1 schon fragwiirdig ist, ist die Annahme

B > 1 offensichtlich irrelevant. Auf diesen Fall wird daher im folgenden nicht mehr

eingegangen.

Die folgende Aussage fal3t die wesentlichen Ergebnisse zusammen.

Aussage 4.4. Ein dkonomisch sinnvoller steady state existiert im toy model fiir n > 0
(n=0) nur, wenn0=< f<1 0 B 1) ist. Der Pro-Kopf-Konsum wiichst im langfristi-
gen Gleichgewicht mit positiver Rate, wenn n =0 und p =1 (endogenes Wachstum mit
Skaleneffekt) oder n>0 und 0 < 8 <1 (semi-endogenes Wachstum ohne Skaleneffekt).

17 Abhzingig von dem Wert von g hat die Gleichung ¢ = 0 unter Umstinden noch eine negative Losung
fiir a, die 6konomisch sinnlos ist. Fiir bestimmte Werte von f3, etwa = 3, erhdlt man eine komplexe Zahl.
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Die Beseitigung des Skaleneffektes der Bevolkerungsgrofle bei Vermeidung der
Politikineffektivitdt in den Modellen von Young (1998) und anderen basiert auf der
realistischen Annahme, dal§ eine Erh6hung der Bevolkerung zwar zu mehr Forschung
fiihrt, da@ sich diese Forschung aber auf eine zunehmende Anzahl verschiedener For-
schungsrichtungen verteilt, wodurch der Skaleneffekt beseitigt wird. Im Rahmen des
toy model wird angenommen, dal die Konsumenten ein Aggregat von Varianten ei-
nes heterogenen Gutes gemaif}

B 0
c:(f Y(i)”gdi), 0>1
0

konsumieren, wobei B das Mal? fiir die Anzahl der Giitervarianten und Y (i) der Kon-
sum der i-ten Variante ist. Jede dieser Varianten wird gemil einer Produktionsfunk-
tion (4.31) produziert. Die Anzahl der Konsumgiitervarianten entwickelt sich gemaf

B=1¢, (4.36)

wobei die Bevolkerung L mit der Rate n wichst. Dieser Ansatz kann durch eine Pro-
duktionsfunktion der Form B = LB¢~V/¢ begriindet werden, die im steady state eben-
so wie (4.36) die Wachstumsrate gg = { n impliziert, so dall man mit entsprechender
Normierung des Startwertes von B den Ausdruck (4.36) erhilt. Um die Analyse so
einfach wie méglich zu gestalten, wird ferner angenommen, dal§ von jeder Konsum-
giitervariante die gleiche Menge konsumiert wird, das heil3t Y (i) = Y und

B 0
C:(Y”Gf ldi) =By.
0

Mit y = Y/L ist der Pro-Kopf-Konsum unter diesen Annahmen ¢ = C/L= B?y. Da
B gemil (4.36) mit der Rate {n wéchst und jedes Y (i) und damit Y gemif (4.31) mit
der Rate ags + n zunimmt, folgt fiir die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Konsums

8 =0{n+aga.

Da sich die Forschung und Entwicklung neuer Varianten der heterogenen Kapitalgii-
ter nun auf spezialisierte Varianten pro Konsumgiitervariante bezieht, gilt anstelle
von (4.32) mit B =1, dall die Wachstumsrate von A von der Forschung pro Konsum-
glitervariante abhéngt:

_ v I4LA

A , also mit (4.36) ga=wisL'C.

Somit ergibt sich fiir die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Konsums schlieBlich
g =00n+aylsL'C. (4.37)

Anhand dieser Gleichung sieht man, daf§ das Verhalten des Modells entscheidend
von dem Parameter ¢ abhédngt. Der erste Summand auf der rechten Seite entspricht
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qualitativ dem Fall des Jones-Modells, in dem die Wachstumsrate pro Kopf linear in
der Wachstumsrate der Bevdlkerung ist, wobei keine Mdoglichkeit der Beeinflussung
durch eine Erhohung des Anteils der in der Forschung eingesetzten Arbeit gegeben
ist. Der zweite Summand dagegen 148t eine solche Beeinflussung zu. Wenn I steigt,
so erhoht sich auch die Wachstumsrate pro Kopf, wobei fiir den Spezialfall { = 1
kein Skaleneffekt der Bevolkerungsgroe besteht. In diesem Fall erschlie3t sich auch,
daB ein exponentielles Pro-Kopf-Wachstums des Konsums selbst dann moglich ist,
wenn die Bevolkerung nicht wichst (n = 0). Fir { = 1 sind also die kontroversen
Vorhersagen des Romer-Modells und des Jones-Modells jeweils beseitigt und man er-
hélt ein Modell mit endogenem Wachstum ohne Skaleneffekte. Allerdings gilt diese
Eigenschaft des Modells nur fiir den Grenzfall { = 1. Wenn { < 1 ist, erkennt man un-
mittelbar einen Skaleneffekt der Bevolkerungsgrofe. Ein steady state existiert dann
nur fiir n =0. Wenn ¢ > 1 ist, féallt der Skaleneffekt negativ aus. Zudem erreicht mit
wachsender Bevolkerung der zweite Summand asymptotisch den Wert null, so da
auch die Wirkung von /4 auf die Wachstumsrate immer geringer wird und langfristig
wieder die Politikinvarianz folgt. Fiir { < 1 verhilt sich das Modell also dhnlich wie
das Romer-Modell; fiir ¢ > 1 verhilt es sich asymptotisch wie das Jones-Modell.

Mit Bezug zu den stilisierten Fakten des Wirtschaftswachstums féllt insbesondere
die Bedeutung der Bevilkerungsgro3e und ihres Wachstums auf. So kann das Romer-
Modell das stilisierte Faktum 1 erkldren, wenn die Bevolkerung nicht zunimmt. Bei
wachsender Bevolkerung existiert dagegen kein steady state. Vielmehr impliziert das
Modell die empirisch unhaltbare Voraussage einer exponentiell wachsenden Wachs-
tumsrate des Pro-Kopf-Konsums. Die anhand des toy model aufgezeigte Méglich-
keit, diesen Skaleneffekt zu beseitigen, ohne dabei die Politikineffektivitdt des Jones-
Modells zu implizieren, gilt nur fiir den Grenzfall { = 1. Daher spricht vieles dafiir,
daB nur Ansitze nach der Art von Jones (1995) empirisch haltbar sind. Dieses Ergeb-
nis wird in etwas allgemeinerem Zusammenhang auch durch Li (2000) bestétigt, der
zeigt, dall in einem Modell mit zwei Forschungssektoren, das das Jones-Modell als
Spezialfall enthilt, zwei Grenzfille (knife-edge conditions) fiir die Parameterwerte
unterstellt werden miissen, um endogenes Wachstum zu erhalten. Mit anderen Wor-
ten, semi-endogenes Wachstum ohne Skaleneffekte ist die Regel, nicht die Ausnah-
me. Hierauf wird auch im folgenden Abschnitt noch einmal eingegangen. Allerdings
steht das Ergebnis, daf die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens in der Wachs-
tumsrate der Bevolkerung linear steigt, im Widerspruch zum stilisierten Faktum 8.
Im Abschnitt 4.5 wird ein Modell des semi-endogenen Wachstums durch learning by
doing formuliert, das sich dhnlich wie das Jones-Modell verhélt und das spéater auf
offene Volkswirtschaften erweitert wird. In diesem Zusammenhang ist es moglich,
auch dem stilisierten Faktum 8 Rechnung zu tragen.
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4.4.4 Ein allgemeines Zwei-Sektoren-Modell

Eigenschaften des semi-endogenen Wachstums Die Eigenschaften der langfristi-
gen Gleichgewichte in semi-endogenen Wachstumsmodellen sind von Eicher und
Turnovsky (1999c) anhand eines allgemeinen Ansatzes mit zwei Sektoren analysiert
worden, der die Kernaussagen einer Reihe von Standardmodellen als Spezialfille um-
faRt.'® Die Funktionsformen werden nicht von vornherein vorgegeben. Das Wissen
wird prinzipiell unter Verwendung aller Inputs (Arbeit, Kapital, Wissen) produziert.
Dieser allgemeine Ansatz wird dadurch erméglicht, daR eine Beschrédnkung auf die
Analyse des steady state erfolgt und die mikro6konomische Fundierung — etwa der
Produktion neuer Kapitalgiitervarianten wie bei Romer (1990) — vernachldssigt wird.
In bezug auf die Bezeichnung als Zwei-Sektoren-Modell ist anzumerken, dal§ einer
der Sektoren Wissen produziert, wihrend der andere Sektor ein Endprodukt erstellt,
das sowohl konsumiert als auch in den physischen Kapitalstock investiert werden
kann. Daher gibt es letztlich nur ein handelbares Endprodukt, so daR sich das Modell
grundlegend von dem neoklassischen Zwei-Sektoren-Wachstumsmodell von Uzawa
(1961a) unterscheidet, in dem ein Konsumgut und ein physisches Kapitalgut in den
jeweiligen Sektoren produziert werden. Da diese beiden Giter prinzipiell handelbar
sind, eignet sich Uzawas Modell grundsétzlich besser als der hier betrachtete Ansatz
zur Erweiterung auf offene Volkswirtschaften und die Betrachtung endogener kom-
parativer Vorteile. Auf diese Problematik wird im nichsten Kapitel eingegangen.

Wihrend Eicher und Turnovsky (1999c) die Nachfrageseite durch die Verwendung
der dynamischen Optimierungslésung einer zentralen Planungsbehorde einbezie-
hen, wird im folgenden der Ansatz von Christiaans (2004) unter (weitestgehender)
Vernachldssigung der Nachfrageseite gewéhlt. Da in semi-endogenen Wachstums-
modellen ohne Skaleneffekte allgemein gilt, dal die Wachstumsraten im langfristi-
gen Gleichgewicht allein durch die Angebotsseite determiniert werden, gehen da-
durch fiir diesen Fall praktisch keine Einsichten verloren, obwohl sich die Darstel-
lung erheblich vereinfacht. In diesem Zusammenhang kann zusitzlich gezeigt wer-
den, dall semi-endogenes Wachstum und Wachstum ohne Skaleneffekte zwar logisch
voneinander unabhingig sind, dald aber nur diejenigen Modelle des gleichgewichti-
gen Wachstums robust gegeniiber Parameterdnderungen sind, die semi-endogenes
Wachstum ohne Skaleneffekte implizieren. Da die Produktionsfunktionen nicht kon-
kret spezifiziert werden, ist dieses Ergebnis allgemeiner als das Fazit des letzten Ab-
schnitts, das in den Analysen von Jones (1999) und Li (2000) auf verallgemeinerten
Cobb-Douglas-Funktionen beruht. Allerdings ist anzumerken, dafl im Unterschied
zu diesen Ansétzen im folgenden nur ein Forschungssektor betrachtet wird und daR
die Semi-Endogenitdt des Wachstums nur mit einer noch zu spezifizierenden Ein-
schrankung gilt.

Als weitere Ergdnzung des Ansatzes von Eicher und Turnovsky (1999c) hat Chri-

181m folgenden werden nur die zentralen Aussagen von Eicher und Turnovsky (1999¢) wiedergegeben,
allerdings ergédnzt um weitere Aspekte. Insbesondere die Aussagen 4.6, 4.7 und 4.8 finden sich nicht bei
Eicher und Turnovsky (1999c). Zusétzlich wird das Modell als Drei-Sektoren-Modell interpretiert und auf
das Problem der Nachhaltigkeit des Wachstums eingegangen.
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stiaans (2004) eine verallgemeinerte Drei-Sektoren-Version unter Verwendung einer
Produktionsfunktion fiir das Bevolkerungswachstum formuliert. In diesem Rahmen
kann allgemein gezeigt werden, dald exponentielles Gleichgewichtswachstum gene-
rell auf Grenzféllen von Parametern beruht. Unter diesen Grenzfillen gibt es jedoch
einen, der plausibler als alle anderen ist: das exponentielle Wachstum der Bevolke-
rung, das die Grundlage der semi-endogenen Wachstumstheorie liefert. Schlieflich
wird auch kurz auf das Problem der Nachhaltigkeit des Wachstums eingegangen.

Die Produktionsfunktionen fiir das Endprodukt Y und das zusétzliche Wissen A
lauten

Y=F(AIlyL kyK),

. (4.38)
A=GA QA -Iy)L,(1-ky)K),

wobei A das Wissen, L die Arbeit, K das Kapital und ly (ky) den in der Produktion des
Endprodukts eingesetzten Anteil der Arbeit (des Kapitals) bezeichnen. Da das Wissen
A die Eigenschaften eines 6ffentlichen Gutes hat, erscheint es in nichtrivalisierender
Weise in beiden Produktionsfunktionen (fiir das Endprodukt und fiir die Forschung).

Eicher und Turnovsky (1999c, S. 399) definieren ein langfristiges Gleichgewicht
durch die Konstanz der unterschiedlichen Wachstumsraten aller realen Gré8en und
eine konstante durchschnittliche Kapitalproduktivitit Y /K. Stattdessen kann analog
zu der Bemerkung 3.3 auf der Seite 117 auch unterstellt werden, dal die verwendete
Konsumfunktion eine konstante durchschnittliche Konsumquote (hier bezogen auf
den Output des Endprodukts) im steady state impliziert, was fiir die meisten in der
Regel verwendeten Konsumhypothesen zutrifft. Denn mit dem Konsum C folgt aus
der Akkumulationsgleichung

K=v-C
und der Konstanz von .
K Y CY
K=K KT
im steady state, da K/Y konstant ist, wenn C/Y < 1 konstant ist. Also gilt im langfri-
stigen Gleichgewicht
8y = 8k = 8c-

Abschreibungen werden im folgenden der Einfachheit halber vernachléssigt.

Da in einem steady state alle Variablen mit konstanter Rate wachsen, gilt diese Ei-
genschaft auch fiir die Anteile der Faktoren in den jeweiligen Produktionsrichtungen.
Da zum Beispiel Iy und 1-Iy nur dann beide mit konstanten Raten wachsen konnen,
wenn diese Rate jeweils null ist,'® miissen Iy und ky im steady state konstant sein.

Eicher und Turnovsky (1999¢c) unterstellen die Konstanz der relativen Faktorallokation implizit bei
der Ableitung ihrer Formeln (3a) und (3b) auf S. 400. Da ihre Definition des steady state auf S. 399 diese
Konstanz nicht explizit beinhaltet, leiten sie sie auf S. 401 her. Dabei entsteht allerdings ein Zirkelschluf,
weil in dieser Herleitung die durch die Formeln (3a) und (3b) implizierten konstanten Wachstumsraten
verwendet werden. Daher ist die Annahme erforderlich, dall die Anteile der Faktoren mit konstanter Rate
wachsen. Wenn 8y # 0 ist, folgt aus 8u-1y) = —8iy ly/(1-ly), dal ly/(1 - ly) nicht konstant ist. Also
miissen diese Wachstumsraten gleich null sein.
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Unter dieser Voraussetzung liefert die logarithmische Ableitung der Produktionsfunk-
tionen im steady state

8y =04A8A+0L8LTOKEK,

8A=1A8ATTLEL T TIK 8K,

wobei oy und 1y, x = K, A, L, die jeweiligen Produktionselastizititen der Funktionen
F und G darstellen. Alle diese Elastizitdten sind nicht-negativ und miissen zunéchst
nicht konstant sein. Mit gy = gx und gr = n folgt
(1-ox)gx—0 =orn,
K8k —0A8A=0L (4.39)
—Nk8k + (1 =naga=nLn.

Wenn die rechte Seite mindestens ein positives Element hat, also fiir n > 0 sowie
o1 >0 und/oder n; > 0, hat dieses Gleichungssystem in gx und g4 genau dann eine
eindeutige Losung, wenn fiir die Determinante der Koeffizientenmatrix A gilt:

A:=(1-0r)1-na)—0oank #0.
Die Losung des Gleichungssystems lautet unter dieser Voraussetzung

_ or(1-na)+nL0a

n=vygn,
8k A YK
=YK
n(l-ox)+onk (4.40)
= n=1yan.
‘ A
=YA

Bemerkung 4.2. Anhand der Berechnung von (4.39) und (4.40) ist zu erkennen, da@
sich diese Ergebnisse nicht dndern, wenn A kein offentliches Gut ist und mit den
konstanten Anteilen ay beziehungsweise 1—ay in die beiden Produktionsfunktionen
eingeht. Analog gilt das auch fiir den Fall, daf L und/oder K o6ffentliche Giiter sind.
Insofern enthélt das Modell auch solche Modifikationen als Spezialfélle, in denen
etwa A nicht das Wissen als offentliches Gut, sondern das Humankapital als privates
Gut représentiert. Auch das spéter im Abschnitt 4.5 ausfiihrlich analysierte Modell
des learning by doing ist daher ein Spezialfall, wenn man annimmt, daf} alle Faktoren
offentliche Giiter sind und F = G setzt.

Die Nichtdiagonalelemente der Koeffizientenmatrix in (4.39) sind nicht-positiv,
da die Produktionselastizitdten nicht-negativ sind. Auf das Gleichungssystem (4.39)
kann daher die Hawkins-Simon-Bedingung angewendet werden, die fiir eine positi-
ve rechte Seite (orn > 0, npn > 0) besagt, daf das System genau dann eine positive
Losung fiir gg und g4 hat, wenn alle natiirlich geordneten Hauptminoren positiv
sind,?° also
1-0xg>0 und A>0.

20ygl. zum Beispiel Takayama (1985, S. 392, Theorem 4.D.1 in Verbindung mit Endnote 1 auf S. 406).
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Anhand der Formel fiir A erkennt man, dal$ damit auch 1-n4 > 0 sein muf$. Wenn
n > 0 ist, aber nur eine der beiden Elastizitdten o und n; positiv und die andere
gleich null ist, kann die Hawkins-Simon-Bedingung in dieser Form nicht angewendet
werden. Sie ist jedoch hinreichend dafiir, daf die Wachstumsraten nicht negativ sind.
Falls o1 =1 =0 oder n =0 gilt, impliziert A # 0, dal gx = g4 =0 ist.

Aussage 4.5. Alle Produktionselastizitéiten seien nichtnegativ. Wenn o, n;, und n po-
sitiv sind, ergeben sich die gleichgewichtigen Wachstumsraten von Y, C, K und A
genau dann als positiv, wenn A >0 und ox < 1. Wenn n =0 und A # 0 ist, gilt
8y = 8c = 8k = 84 =0 im steady state.

Der Fall o1 = 0 oder n;, = 0 wird von Eicher und Turnovsky (1999c) nicht behan-
delt. DaB die Hawkins-Simon-Bedingung in diesem Fall nur hinreichend und nicht
notwendig fiir nicht-negative Wachstumsraten ist, kann wie folgt gezeigt werden. An-
genommen, fiir A < 0 gilt 7 > 0 und n; = 0. Dann folgt aus (4.40), dal 4 = 1 und
Nk = 0 sein mul}, damit keine negative Wachstumsraten auftreten, und A < 0 kann
nur fiir og < 1 und 4 > 1 erfiillt sein. Wegen g =y = 0 gilt A= G(A), also g4 =n4ga,
woraus wegen 174 > 1 folgt, dak g4 = 0 ist, so da A= G(A) = 0 sein muR. Das heiRt,
daB A in der Funktion F als Konstante angesehen werden kann, so da Y = F(L, K)
gilt. Eine dkonomisch sinnvolle Losung fiir die gleichgewichtigen Wachstumsraten
ist also moglich, ohne dal die Hawkins-Simon-Bedingung erfiillt ist. Allerdings re-
duziert sich das Modell in diesem Fall letztlich auf ein Ein-Sektor-Modell. Wenn
G(4) > 0 ist (und gegebenenfalls auch o 4 > 0), existiert kein steady state. Das Beispiel
hat dann dhnliche Implikationen wie der auf der Seite 212 diskutierte Fall §> 1 im
toy model. Fiir den Fall A <0 mit o7 =0 und 17 > 0 kann man analog argumentieren.
Damit ist gezeigt worden:

Aussage 4.6. Sei o =0 oder g, = 0. Fiir A <0 existiert kein steady state, es sei denn
man betrachtet letztlich nur ein Ein-Sektor-Modell, fiir das die Bedingung A <0 irrele-
vant ist.

Ein positives Pro-Kopf-Wachstum erfordert gemall der ersten Gleichung in (4.40),
daB yg > 1 ist. Mit der Definition von A 148t sich diese Bedingung umformen zu

nL+nk
1-1n4

oK+ opa>1-o07.

Daran erkennt man, daf
oxg>1-0; < og+or>1

in Verbindung mit der notwendigen Bedingung 1—-1n4 > 0 fiir positives Gleichge-
wichtswachstum eine hinreichende Bedingung fiir positives Wachstum pro Kopf ist.
Dem entsprechen steigende Skalenertrége beziiglich des eingesetzten Kapitals und
der Arbeitsmenge im Endproduktsektor.
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Die abgeleiteten Bedingungen beziehen sich auf das langfristige Gleichgewicht.

Dessen Existenz setzt voraus, dal yx und y4 in (4.40) konstant sind. Eicher und
Turnovsky (1999c¢) identifizieren drei hinreichende Bedingungen, unter denen diese
Anforderung erfiillt ist.

1.

In beiden Produktionsrichtungen herrschen konstante Skalenertridge: o4+ ok +
or=1und na+ng+nr = 1. Setzt man diese Gleichungen in (4.40) ein, so folgt
Yk =7Ya =1, so dall gy = gx = ga = n. Dieses Ergebnis entspricht dem Solow-
Modell ohne technischen Fortschritt, wobei hier jedoch ein endogener techni-
scher Fortschritt besteht, der erforderlich ist, um das Pro-Kopf-Einkommen kon-
stant zu halten, da fallende Skalenertrége beziiglich K und L vorliegen.

. Beide Produktionsfunktionen haben die Cobb-Douglas Form, fiir die die Produk-
tionselastizitdten definitionsgemaf} konstant sind. In diesem Fall sind steigende
Skalenertrdge moglich und K und A kénnen mit unterschiedlichen Raten wach-
sen.

. Beide Produktionsfunktionen sind in den exogen und endogen wachsenden Fak-
tormengen separabel gemald

Y =(lyL)°LF(A ky K),
A=((1-L)D™GA 1 - ky)K),

wobei F und G jeweils homogen vom Grade hj := 0k + 04 < 1 beziehungsweise
hg :=nk +n4<1sind und die Beziehung

L=hp _ov (4.41)
1-hg 1L

mit konstanten o und 7y gilt. In diesem Fall wachsen beide Sektoren mit der
gemeinsamen konstanten Rate?!

= = :( gL )n:( nL )n>0
8y =8k =8A 1-np 1-hg )

die wegen der Annahmen tiiber hg, hg, o und o 4 konstant und positiv sind.

Der erste Fall ist fiir die (semi-) endogene Wachstumstheorie uninteressant, da

das Pro-Kopf-Einkommen im langfristigen Gleichgewicht nicht wéchst. Der dritte
Fall ist nicht wesentlich allgemeiner als der zweite Fall mit Cobb-Douglas-Funktio-
nen. Da zum Beispiel die Funktion F eine konstante Skalenelastizitdt gz < 1 haben
mul, ist Y letztlich eine Cobb-Douglas-Funktion von der exogen wachsenden Varia-
blen L und einem Aggregat aus den beiden endogen akkumulierbaren Faktoren A

217um Beweis ersetzt man zum Beispiel o, in Y4 geméR (4.40) durch o7 =n7(1— hﬁ)/(l - hé) gemil

(4.41) und erweitert mit (1 - hg). Nach einigen Umformungen folgt dann das Ergebnis.
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und K. Wenn man ein Modell mit nur einem endogen akkumulierbaren Faktor be-
trachtet, so reduziert sich der dritte Fall auf eine Cobb-Douglas-Funktion (wobei im
Gegensatz zum ersten Fall steigende Skalenertrige beziiglich aller Faktoren mdoglich
sind). Obwohl die angegebenen Ergebnisse nur hinreichende Bedingungen darstel-
len, weisen sie darauf hin, daf die hiufige Beschrankung auf den zweiten Fall der
Cobb-Douglas-Funktionen in Wachstumsmodellen mehr als nur eine Vereinfachung
ist. Die Cobb-Douglas-Funktion erméglicht (semi-) endogenes Gleichgewichtswachs-
tum, wobei Verallgemeinerungen nur sehr eingeschrankt méglich sind. Wenn nur ein
endogen akkumulierbarer Faktor betrachtet wird, mull wie im neoklassischen Grund-
modell eine Cobb-Douglas-Funktion verwendet werden, wenn man nicht auf kon-
stante Skalenertrége (eventuell mit Harrod-neutralem technischen Fortschritt) festge-
legt sein will. In allen folgenden Modellen werden daher Cobb-Douglas-Funktionen
unterstellt. Abgesehen von Spezialfdllen wie dem neoklassischen Grundmodell ist
die Frage nach den notwendigen Bedingungen beziiglich der Produktionsfunktionen
fiir die Existenz von Wachstumsgleichgewichten ungeklart.

Spezialfille Das allgemeine Zwei-Sektoren-Modell enthilt die Grundaussagen vie-
ler bekannter Wachstumsmodelle als Spezialfille. So erhdlt man die Ergebnisse des
Jones-Modells (unter Vernachldssigung der expliziten Betrachtung der Produktion
von Kapitalgiitervarianten), wenn man zwei Cobb-Douglas-Funktionen mit o =04 =
l-og=1-a,ng=0,n.=1und s = mit 0 < B < 1 unterstellt, wobei @ und  Kon-
stanten sind. Setzt man die Werte fiir die Elastizitédten in (4.40) ein, so folgt

1
1-p

Das Romer-Modell unterscheidet sich vom Jones-Modell durch die Annahme n4 = 1.
Ein steady state existiert dann nur fiir » = 0. Im Hinblick auf die Wachstumsraten
folgt aus A= (1 - ly) LA unmittelbar g4 = ¥ (1 — ly) L. Fiir n = 0 ergibt sich damit aus
Y = (Aly)'"9K%, daB

gy —NnN=8x—N=§8a= n.

8=8=8vr=8k=8a=v(-Ily)L,

woran der Skaleneffekt der BevolkerungsgroRe L auf die Wachstumsraten zu erken-
nen ist. Zu beachten ist, da A =0 gilt.

Bei der Anwendung der Hawkins-Simon-Bedingung zur Ableitung der notwendi-
gen Bedingung A > 0 fiir positives Gleichgewichtswachstum ist von der Annahme
ausgegangen worden, dal n > 0 ist. Dagegen zeigt sich jetzt, da@ fiir n = 0 ein steady
state mit positiven Wachstumsraten existieren kann, wenn A = 0 ist. Allgemein lautet
das Gleichungssystem (4.39) fiir n=0

(1-0Kx)gxk—0484=0,
-nk8k+ (1 -na)ga=0.
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Wenn A # 0 ist, folgt daraus gk = g4 = 0. Also ist A = 0 eine notwendige Bedingung
fiir positives Gleichgewichtswachstum, wenn 7 = 0 ist. Die beiden Gleichungen sind
dann linear abhingig und bestimmen die Wachstumsraten von K und A nicht ein-
deutig. Die Wachstumsraten werden also nicht durch die Produktionstechnik allein
festgelegt, sondern erst durch die zusitzliche Bertiicksichtigung der GréBe der Volks-
wirtschaft und/oder der Allokation der Faktormengen auf die beiden Produktions-
richtungen. Dazu ist im allgemeinen die Betrachtung der Nachfrageseite erforder-
lich. Dieser Grenzfall fithrt daher zu einem endogenen Wachstumsmodell mit oder
ohne Skaleneffekte oder zu einem semi-endogenen Wachstumsmodell mit Skalen-
effekten. Das Romer-Modell des endogenen Wachstums enthélt einen Skaleneffekt.
Dagegen zeigt das folgende Beispiel des Uzawa-Lucas-Modells, das auch endogenes
Wachstum ohne Skaleneffekte moglich ist. SchlieBlich wird ein Beispiel fiir ein semi-
endogenes Wachstumsmodell mit Skaleneffekten gegeben.

Das Uzawa-Lucas-Modell Eines der in der Theorie des endogenen Wachstums ver-
wendeten Grundmodelle ist bisher nicht dargestellt worden. In dem auf Uzawa (1965)
zuriickgehenden und von Lucas (1988, Abschnitt 4) weiterentwickelten Uzawa-Lucas-
Modell basiert das Pro-Kopf-Wachstum auf der Akkumulation von Humankapital.
Mit wenigen Modifikationen kann man auch diesen Ansatz mittels des allgemeinen
Zwei-Sektoren-Modells veranschaulichen. Die Produktionsfunktionen lauten

Y = K% (Iy AL~ A%
A=y(1-1L)A

Die Darstellung weicht von derjenigen der Funktionen (4.38) dadurch ab, da A nun
nicht mehr als Wissen interpretiert wird und ein 6ffentliches Gut darstellt, sondern
als Humankapital, das ein an den Faktor Arbeit gebundenes privates Gut ist und
daher als Produkt Iy AL in die Produktion des Konsumgutes eingeht. Zusétzlich wird
jedoch ein externer Effekt des Humankapitals in der Funktion F in (4.38) unterstellt,
der sich im Faktor A*? niederschldgt. Die Spezifikation der zweiten Gleichung macht
deutlich, daf Humankapital ausschlieBlich mit Humankapital produziert wird, wobei
die Bevolkerungsgroe hierbei keine Rolle spielt.

Leitet man die beiden Produktionsfunktionen logarithmisch ab und verwendet
wieder die Bedingung, dall C/Y im langfristigen Gleichgewicht konstant ist und da-
her gy = g gilt, so erhélt man fiir die Wachstumsraten im steady state
wi]/(l-ly)-ﬁ-n und gy:w

1-m N———r 1-
=8A

gy =8k = w(l-ly).

Das Modell generiert also auch fiir n = 0 endogenes Wachstum, ohne einen Skalen-
effekt der BevolkerungsgroRe aufzuweisen. Man beachte, dal dieses Ergebnis nicht
von dem externen Effekt abhéngt, sondern auch fiir a, = 0 gilt. In der vollstandigen
Spezifikation von Lucas (1988) kann der Anteil ly des in der Produktion des End-
produktes eingesetzten Humankapitals im Zusammenspiel mit der Nachfrage und
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der Bedingung fiir die (privat oder unter Beriicksichtigung der Externalitét gesell-
schaftlich) effiziente Allokation des Humankapitals bestimmt werden. Dabei stellt
sich heraus, da@l Iy im Gleichgewicht nicht nur von den technischen Parametern «a;,
a» und ¥ sowie von n, sondern auch von den Priaferenzparametern 6 und p abhéngt.
Insbesondere steigt Iy bei zunehmender der Diskontrate p, so dall eine héhere Spar-
quote (1 — Ily) vergroflert und damit zu einer Steigerung der Wachstumsrate fiihrt.
Das Modell hat also alle Eigenschaften eines endogenen Wachstumsmodells, ohne
dabei einen Skaleneffekt der Bevolkerungsgrée zu implizieren. Leitet man fiir das
Uzawa-Lucas-Modell ein zum Gleichungssystem (4.39) analoges System durch loga-
rithmische Ableitung der Produktionsfunktionen her, so lautet die zweite Gleichung
g4 = ga, so dal die analog gebildete Determinante A den Wert null hat.

Damit steht auch das Uzawa-Lucas-Modell auf des Messers Schneide. Andert man
die Spezifikation der Produktionsfunktion fiir das Humankapital geringfiigig ab, so
entsteht entweder ein Skaleneffekt oder ein semi-endogenes Wachstumsmodell. Hin-
sichtlich der Produktionsfunktion fiir den Forschungssektor féllt auf, daf$ das Human-
kapital hier linear eingeht und auch unabhéngig von der Arbeit L auftaucht, an die
es ja eigentlich gebunden ist. Denn das Produkt LA gibt die Anzahl der Arbeiter mul-
tipliziert mit deren jeweiligem, hier als fiir alle identisch unterstelltem Humankapital
an. Eine mogliche Spezifikation ist es, A in Abhéngigkeit von AL zu formulieren:

A=w(1-I)AL sodal ga=w(l-ly)L
Setzt man dieses Ergebnis fiir g; = 0 in die Wachstumsrate

l-a;+a
gy=—"""84

1- a
ein, so erkennt man den Skaleneffekt der BevolkerungsgréQe. Fiir gr = n > 0 folgt
8¢ = 1, 50 dal kein steady state existiert. Verwendet man anstelle des linearen Grenz-
falls die Formulierung

A=y(1-Ily)(ADP mit gu= n,

i
1-p
die zu einer Determinante A # 0 fiihrt, so folgt

_ (1—0!1+052)ﬁ

_ _ (1—(11+[I2),6
(1-a)d-p)

gy n+n und gy_(l—al)(l—ﬁ)n

Man erhélt also ein semi-endogenes Wachstumsmodell ohne Einflu§ der Allokation
der Arbeit auf die Wachstumsrate. Wenn man die Originalgleichung von Lucas mit
B < 1 formuliert, gibt es kein Pro-Kopf-Wachstum. Denn aus

A=y(1-1ly)A? und damit g4=0

im steady state folgt gy = n und gy, =0.
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Semi-endogenes Wachstum mit Skaleneffekten Das Wachstum im Jones-Modell
ist semi-endogen ohne Skaleneffekte, im Romer-Modell ist es endogen mit Skalenef-
fekten, und im Uzawa-Lucas-Modell ist das Wachstum endogen ohne Skaleneffekte.
Da in der Literatur kein Modell bekannt ist, in dem das Wachstum semi-endogen
mit Skaleneffekten ist, wird durch die Praxis, die Begriffe des semi-endogenen Wachs-
tums und des Wachstums ohne Skaleneffekte teilweise synonym zu verwenden, na-
hegelegt, dall semi-endogenes Wachstum hinreichend fiir die Abwesenheit von Ska-
leneffekten ist. Im folgenden wird ein Beispiel fiir semi-endogenes Wachstum mit
Skaleneffekten gegeben, das in Verbindung mit den bereits genannten Beispielen
zeigt, dal die Begriffe des semi-endogenen Wachstums und des Wachstums ohne
Skaleneffekte logisch voneinander unabhéngig sind.
Die beiden Produktionsfunktionen lauten

Y = K" (AD)*2,
A=yAL

Das Endprodukt wird also mit Kapital, Arbeit und Wissen erzeugt, wihrend das Wis-
sen in Abhingigkeit vom bestehenden Wissen und der Bevilkerungsgrofle wéchst,
wobei beide Inputs hier 6ffentliche Giiter fiir die Forschung darstellen. Dieser Ansatz
kann durch das learning by doing begriindet werden, auch wenn die Funktionsform
fiir die Lerneffekte A nicht besonders realistisch erscheint. Um die prinzipielle Mog-
lichkeit des semi-endogenen Wachstums mit Skaleneffekten und damit die logische
Unabhéngigkeit der genannten Begriffe aufzuzeigen, spielt die Realitdtsndhe aller-
dings keine Rolle. Zu beachten ist, dall auch fiir dieses Modell A = 0 gilt.

Aus der zweiten Gleichung folgt g4 = wL, so daB ein steady state nur fiir n =0
existiert. Aus der ersten Gleichung folgt fiir diesen Fall, dal8 gy = gx = @284/ (1 — a1).
Setzt man g4 = ¥L ein, so erhélt man fiir die Wachstumsrate g, = gy des Pro-Kopf-

Einkommens
a2

8y = (2%

1- a

Demnach besteht ein Skaleneffekt der Bevolkerungsgrofle, obwohl das Wachstum
semi-endogen ist, da in diesem einfachen Modell gar keine Moglichkeit besteht, die
Wachstumsrate durch eine Reallokation der Arbeit zu beeinflussen. Da also sowohl
semi-endogenes als auch endogenes Wachstum jeweils mit oder ohne Skaleneffekte
denkbar ist, gilt die

Aussage 4.7. Die Begriffe semi-endogenes Wachstum und Wachstum ohne Skalen-
effekte sind logisch voneinander unabhdingig.

Die Bedeutung des semi-endogenen Wachstums Wihrend endogenes Wachstum
oder Wachstum mit Skaleneffekten nur in Grenzfillen entsteht, erscheint das Er-
gebnis der Theorie des semi-endogenen Wachstums, da@ die langfristigen Pro-Kopf-
Wachstumsraten die Form

8y = Konstante - n (4.42)
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haben, fiir den Fall geschlossener Volkswirtschaften sehr robust. Dabei ist die Kon-
stante wirtschaftspolitisch kaum zu beeinflussen, und sie enthélt auch keinen Ska-
leneffekt. Nur fiir den Grenzfall, in dem die partiellen Produktionselastizititen die
Bedingung A = 0 erfiillen, ist es moglich, daf das Wachstum endogen mit oder oh-
ne Skaleneffekte beziehungsweise semi-endogen mit Skaleneffekten ist. Auch wenn
sich die Beschrankung A = 0 nicht auf einen spezifischen Parameter, sondern auf
eine Parameterkombination bezieht, stellt die Erfiillung dieser Bedingung einen nur
theoretisch interessanten Grenzfall dar. Das durch einen solchen Grenzfall definier-
te dynamische System ist strukturell instabil, da eine geringfiigige Anderung eines
Parameters dazu fiihrt, dal sich das langfristige Verhalten der Trajektorien radikal
dndert. Wahrend etwa fiir n > 0 und A > 0 im Jones-Modell ein langfristiges Gleich-
gewicht existiert, entsteht bei A = 0 eine Bifurkation, in der dieses Gleichgewicht
verschwindet. Wenn die Bevélkerung nicht wichst, also fiir n = 0, ist ein Wachstum
nur fiir den Grenzfall A =0 moglich. Wenn A < 0 ist, sind fiir n = 0 die gleichgewichti-
gen Wachstumsraten alle gleich null. Fiir oz > 0 und 1y n > 0 folgt aus der Hawkins-
Simon-Bedingung, dafy im steady state nicht alle Wachstumsraten nichtnegativ sein
konnen.

Eine Einschriankung ist in bezug auf die Semi-Endogenitit des Wachstums fiir
A > 0 zu machen. Die Konstante in (4.42) setzt sich aus verschiedenen partiellen
Produktionselastizitdten zusammen. Die von Eicher und Turnovsky (1999¢) angege-
benen hinreichenden Bedingungen fiir die Konstanz der Wachstumsraten in (4.40)
implizieren, daR diese Wachstumsraten exogen gegeben sind, so dal§ das Wachstum
im Sinne der Definition 4.2 semi-endogen ist. Allerdings ist nicht gezeigt worden,
daB diese Bedingungen auch notwendig sind. Prinzipiell ist also die Existenz von Pro-
duktionsfunktionen denkbar, deren Produktionselastizitdten zwar fiir eine gegebene
Allokation der Faktoranteile konstant sein kdnnen, so da gleichgewichtiges Wachs-
tum moglich ist, die aber trotzdem von den jeweiligen Anteilen der Faktornutzung in
den beiden Produktionsrichtungen abhingen. In diesem Fall ist es moglich, dall sich
die in (4.40) angegebenen Wachstumsraten durch die Faktorallokation beeinflussen
lassen, so dal das Wachstum endogen im Sinne der Definition 4.1 ist. Allerdings ist
in der Literatur keine Produktionsfunktion mit dieser Eigenschaft bekannt, die mit
gleichgewichtigem positivem Pro-Kopf-Wachstum vereinbar ist. Solange man sich
mit dem gleichgewichtigen Wachstum befa8t, muf} also nach dem gegenwirtigen
Wissensstand davon ausgegangen werden, dall das Wachstum semi-endogen ist.

Die folgende Aussage fal3t die zentralen Schlu3folgerungen aus der gesamten Ana-
lyse zusammen, wobei der Fall A < 0 aufgrund der Aussagen 4.5 und 4.6 ausgeklam-
mert bleibt.

Aussage 4.8. Wenn A > 0 ist, werden die Wachstumsraten allein durch die Produkti-
onstechnik gemdfs (4.39) festgelegt, so dafs das Wachstum keine Skaleneffekte enthdilt.
Wenn eine der drei auf der Seite 219 angegebenen hinreichenden Bedingungen fiir die
Konstanz von yg und vy 4 erfiillt ist, ist das Wachstum fiir A # 0 semi-endogen. Nur fiir
den Grenzfall A =0 kann dann endogenes Wachstum und/oder Wachstum mit Skalen-
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effekten auftreten. Im Fall von Skaleneffekten existiert kein steady state, wenn n >0
ist.

Dal} eine Bedingung wie A =0 einen theoretischen Grenzfall darstellt, kann man formal auch
wie folgt begriinden. Gemil§ dem Satz 3 auf der Seite 157 in Hirsch und Smale (1974) ist die
Menge aller quadratischen Matrizen ohne verschwindende Eigenwerte eine in der Menge al-
ler quadratischen Matrizen dichtliegende und offene Teilmenge. Da eine Matrix genau dann
einen verschwindenden Eigenwert hat, wenn ihre Determinante gleich null ist, besagt dieser
Satz also auch, dal8 die Menge aller quadratischen Matrizen mit nicht verschwindender Deter-
minante offen und dichtliegend ist. Offene und dichtliegende Teilmengen O einer Menge M
haben die Eigenschaft, dal jedes Element y € M, das hinreichend nahe bei x € O liegt, selbst
in O liegt. Wenn umgekehrt x ¢ O und x € M gilt, so kann man x beliebig nahe durch Werte
y € O approximieren. In diesem Sinne kann man davon ausgehen, dal die Determinanten von
quadratischen Matrizen in der Regel ungleich null sind.

Die Darstellung hat sich auf die Eigenschaften des steady state beschrénkt. Ana-
lysen der Ubergangsdynamik spezieller Félle oder spezifischer Abwandlungen des
Zwei-Sektoren-Modells finden sich in Mulligan und Sala-i Martin (1993), Ladr6n-de-
Guevara et al. (1997) sowie Eicher und Turnovsky (1999a), wobei der dynamische
Optimierungsansatz fiir die Konsumenten verwendet wird. Fiir den in Eicher und
Turnovsky (1999a) behandelten vereinfachten Cobb-Douglas-Fall des Zwei-Sektoren-
Modells ohne Kapital im Forschungssektor kann zum Beispiel kein allgemeines Er-
gebnis analytisch abgeleitet werden, abgesehen davon, da A > 0 eine notwendige
Bedingung fiir einen Sattelpunkt ist. Unter plausiblen Annahmen fiir die Parame-
terwerte stellt sich jedoch (erwartungsgeméR) heraus, daR das langfristige Gleichge-
wicht ein Sattelpunkt ist. Darauf wird hier nicht weiter eingegangen. Im Abschnitt 4.5
wird stattdessen ein Spezialfall des Modells unter Verwendung der Goldenen Faustre-
gel betrachtet, der einer vollstandigen Stabilitdtsanalyse zuganglich ist und der spater
einfach auf offene Volkswirtschaften iibertragen werden kann.

Interpretation als Drei-Sektoren-Modell Als Argument gegen die hier vertretene
Auffassung kann man einwenden, dal8 die Gleichung (4.42) zwar nicht auf einem
Grenzfall fiir die Parameter der Produktionsfunktionen, aber auf einem Grenzfall des
Bevolkerungswachstums basiert. Denn eine konstante Wachstumsrate der Bevolke-
rung bedeutet, daf§

L=nIfr mit Br=1 (4.43)

ist. Anstelle einer linearen Produktionsfunktion fiir das Humankapital im Lucas-Mo-
dell wird also letztlich eine lineare Produktionsfunktion der Bevolkerung unterstellt,
die angibt, um welchen Betrag die Bevolkerung in Abhingigkeit von der bestehenden
Bevolkerungsgrofle zunimmt. Setzt man dagegen f; # 1, so konvergiert die Wachs-
tumsrate der Bevolkerung entweder gegen null oder gegen unendlich, so daf$ gema®
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(4.42) entweder langfristig g, = 0 gilt oder kein steady state existiert. Exponentiel-
les Gleichgewichtswachstum basiert demnach grundsitzlich auf Grenzféllen fiir be-
stimmte Parameterwerte.

Diese Tatsache ist in Christiaans (2004) in einem allgemeinen Rahmen bewiesen
worden, der hier in modifizierter Form dargestellt wird. Dazu werden die Gleichun-
gen (4.38) um eine Produktionsfunktion fiir die Bevolkerungszunahme erginzt:

Y=F(AlyL kyK),
A=G(A L kaK), (4.44)
L=HA L kKL

Im Unterschied zu (4.38) ist zu beachten, daf§ L und K nun, soweit es sich um private
Inputs handelt, auf drei Sektoren zu verteilen sind, wobei Iy, I4 und [} die entspre-
chenden Anteile des Arbeitseinsatzes bezeichnen, die sich zu eins addieren (analog
fiir die Anteile des Kapitaleinsatzes). Gemidl} der Bemerkung 4.2 gelten auch die fol-
genden Schlul$folgerungen weiterhin, wenn das Kapital oder die Arbeit 6ffentliche
Giiter sind.??

Die Funktion H bedarf niherer Erlduterung. Da die Wachstumsrate /L der Be-
volkerung gleich der Differenz aus der Geburtenrate b und der Sterberate d ist, gilt
generell

L=-aL (4.45)

Sowohl die Geburtenrate als auch die Sterberate kénnen im allgemeinen vom Wissen
A und den fiir die Kindererziehung und die Senkung der Sterberate (Medizin) einge-
setzten Ressourcen /;L und k; K abhidngen. Wenn zum Beispiel die Anzahl der Nach-
fahren in die Nutzenfunktion von optimierenden Haushalten eingeht, so wird die
aus der Sicht der Haushalte optimale Geburtenrate (in der Darstellung als Riickkopp-
lungslésung) im allgemeinen von den Zustandsvariablen des Modells abhéngen.?
Ob die Abhéngigkeit der Funktion H von diesen Gréen aus dem Optimierunsgan-
satz folgt oder allein aufgrund technischer Sachverhalte, ist fiir die Analyse hier je-
doch unbedeutend. Die allgemeine Formulierung der Funktion H := b—d in Abhén-
gigkeit von all diesen Variablen ist in jedem Fall plausibel.

Geht man nun wie im Fall der Produktionsfunktionen (4.38) vor und differenziert
die Gleichungen (4.44) logarithmisch, so folgt unter analogen Voraussetzungen, dafl3
im langfristigen Gleichgewicht

(l1-0x) -0a4 -01)\(8 0
-ng  (A-ma) -nr||&]|=10 (4.46)
—HK —Ha —HL) \ 8L 0

22Dje Gleichung (4.43) ergibt sich als Spezialfall fiir H := nIPL=1, wenn L als externer Effekt in die
Funktion H eingeht.

23vgl. zur endogenen Modellierung der Geburtenrate zum Beispiel Becker und Barro (1988) sowie Barro
und Becker (1989). Jones (2001) verwendet eine stetige Version des diskreten Ansatzes von Becker und
Barro (1988).
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gelten mul3, wobei u, (Index x = K, A, L), die jeweiligen Elastizitdten der Funktion H
in bezug auf die drei Variablen darstellt.

Wenn die Determinante A der Koeffizientenmatrix in (4.46) ungleich null ist, folgt
unmittelbar, da§ ein steady state nur fiir gy = gk = ga = gz = 0 existieren kann. Also
sind langfristig positive Wachstumsraten nur fiir A = 0 méglich, was wiederum einen
Grenzfall darstellt. Also gilt die

Aussage 4.9. Gleichgewichtiges Wachstum mit positiven Wachstumsraten basiert stets
auf Grenzfillen fiir die Werte der Produktionselastizitditen.

Wenn man sich trotz dieser Aussage mit gleichgewichtigem Wachstum befaR3t,
so benétigt man eine plausible Rechtfertigung fiir die notwendigen Annahmen. Im
Verlaufe dieses Kapitels ist bereits darauf hingewiesen worden, dal§ zum Beispiel die
Annahme einer linearen Produktionsfunktion fiir das Wissen oder das Humankapital,
die endogenes Wachstum erméglicht, vollig willkiirlich ist. Verdoppelt sich die Pro-
duktion des Humankapitals, wenn sich der Bestand an Humankapital verdoppelt?
Ebenso unwahrscheinlich ist es, daf§ sich die Produktion des zusitzlichen Wissens
bei einer Verdoppelung des bestehenden Wissens verdoppelt. Die diesbeziiglichen
Annahmen im Uzawa-Lucas-Modell und im Romer-Modell sind daher kaum zu recht-
fertigen.

Anders verhilt es sich mit der Funktion H, die die Wachstumsrate der Bevolke-
rung angibt. Im folgenden wird lediglich mit Bezug zur Geburtenrate b argumentiert;
fiir die Sterberate d gelten analoge Ausfithrungen. Da man die Geburtenrate als An-
zahl der Kinder pro Einwohner interpretieren kann, ist es sinnvoll, daf H nicht direkt
von [; L, sondern lediglich vom Anteil /; der fiir die Nachkommen eingesetzten Zeit
jedes Einwohners abhéngt. Zwar ist es moglich, dal$ /; im Rahmen eines Optimie-
rungsproblems selbst wiederum von L abhéngig ist, doch in jedem Fall ist der Anteil
durch null und eins nach unten beschrénkt. Die Existenz eines steady state mit kon-
stantem Wert von [, ist daher nicht von Grenzfillen der Parameterwerte abhéngig.

Wenn die Wachstumsrate der Bevolkerung durch n = H(A, I1, k1K) gegeben ist
und [; sowie k; konstant sind, dann kann n nur konstant sein, wenn H4 A+ H; kK kK=
0 beziehungsweise psg4 + pxgx = 0 gilt. Fiir positive Wachstumsraten kann diese
Bedingung zum Beispiel dann nicht erfiillt sein, wenn die Wachstumsrate der Bevol-
kerung sowohl mit zunehmendem Wissen als auch mit zunehmendem aggregierten
Kapitalstock steigt. Allerdings ist zu beachten, dall die Anzahl der Kinder, die eine Fa-
milie wihlt, biologisch nach oben und unten beschrénkt ist. Das bedeutet, da@ selbst
in dem Fall, in dem sowohl ein wachsender Kapitalstock als auch das zunehmende
Wissen die Wachstumsrate der Bevolkerung positiv beeinflussen, die Ableitungen Hy
und Hy, x beide gegen null konvergieren miissen, wenn A und K gegen unendlich
gehen. In diesem Fall folgt daher, daB n = H(A, I, krK) fiir A — oo und K — oo ge-
gen eine Konstante konvergiert, wobei fiir ¢+ — oo gilt, dall pus = pux = 0 ist. Wegen
ur = 0 ist daher die Determinante A der Koeffizientenmatrix in (4.46) zumindest
asymptotisch gleich null. Mit anderen Worten, die Existenz eines steady state mit po-
sitiven Wachstumsraten ist auch ohne die willkiirliche Unterstellung von Grenzfillen
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fiir die Parameter zumindest dann asymptotisch méglich, wenn man die biologische
Beschrinktheit der Wachstumsrate der Bevolkerung beriicksichtigt.

Im Gegensatz zu den alternativen moglichen Hypothesen, die A = 0 gewihrlei-
sten, ist die Annahme H = n = konst. also plausibel zu erkldren. Wenn alle Personen
sich hinsichtlich der Geburten dhnlich verhalten, gilt ceteris paribus prinzipiell, da
sich die Anzahl der Nachkommen verdoppelt, wenn sich die Anzahl der Eltern ver-
doppelt. Wie Jones (2001) bemerkt, folgt eine Funktion der Form (4.43) fiir die Bevol-
kerungsentwicklung mit f; = 1 analog zu dem Standardargument beziiglich der Wie-
derholung der Produktion in der Theorie der Unternehmung, das eine linearhomo-
gene Produktionsfunktion impliziert. Ebenso wie der Grenzfall der linearhomogenen
Produktionsfunktion aufgrund des Wiederholungsarguments zum Standardfall wird,
impliziert das Wiederholungsargument fiir das Wachstum der Bevélkerung, dalk der
Grenzfall einer konstanten Wachstumsrate der Bevolkerung zum Standardfall wird.

Aufgrund des Arguments der biologischen Beschranktheit der Wachstumsrate der
Bevolkerung kann sogar auch dann asymptotisch ein steady state erreicht werden,
wenn die Funktion H nicht konstant ist. Die Unterstellung einer exogenen Wachs-
tumsrate n > 0 der Bevolkerung kann als vereinfachte Anndherung an diesen Sachver-
halt interpretiert werden. Wie die Bevilkerungsentwicklung der Vergangenheit zeigt,
ist diese Annahme als Arbeitshypothese vertretbar. Die Gleichung (4.42) kann daher
unter vertretbaren Annahmen eine zutreffende Beschreibung das Wirtschaftswachs-
tums sein.

Hinsichtlich der BeeinfluBbarkeit des Wirtschaftswachstums ist in diesem Zu-
sammenhang darauf aufmerksam zu machen, daly das Wachstum nicht mehr semi-
endogen ist, wenn n = H durch die Wirtschaftspolitik beeinfluBbar ist. Wenn man die
Wachstumsrate der Bevolkerung in einem Modell des semi-endogenen Wachstums
endogenisiert, entsteht also im Sinne der Definition 4.1 streng genommen wieder
ein Modell des endogenen Wachstums. Da im folgenden die Wachstumsrate n exo-
gen ist, werden jedoch alle noch betrachteten Modelle als semi-endogene Ansitze
bezeichnet.

Die Beriicksichtigung erschopfbarer Ressourcen Im Rahmen des bisher analysier-
ten Modells ist langfristig exponentielles Wachstum mdéglich, wenn die Bevolkerung
exponentiell wéichst. In diesem Zusammenhang wird auf die Diskussion iiber die
Grenzen des Wachstums im Anschluff an den Bericht von Meadows et al. (1972)
fiir den Club of Rome hingewiesen. Im vorliegenden Zusammenhang soll lediglich
gepriift werden, ob exponentielles Wachstum auch dann noch theoretisch langfri-
stig moglich ist, wenn man die Abhéngigkeit der Produktion von erschopfbaren na-
tlirlichen Ressourcen beriicksichtigt. Damit ist das Problem der Nachhaltigkeit des
Wachstums angesprochen.

Als einfacher Spezialfall des Zwei-Sektoren-Modells wird die Produktionsfunktion

Y =APKM L% 1—a1-f>0

betrachtet, wobei das Wissen A im steady state mit derselben Rate wie Y wichst.
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(Eine ausfiihrliche Begriindung dieses Ansatzes wird im Abschnitt 4.5.1 gegeben.)
Zusitzlich wird eine natiirliche Ressource R mit einer Produktionselastizitit a, als
Input benétigt, die nicht erneuerbar ist und deren verfiigbare Einsatzmenge mit der
Rate —r < 0 fillt, so dal R(r) = Rye™"! ist. Unter der Voraussetzung, dafl die dement-
sprechend erweiterte Produktionsfunktion linearhomogen in K, L und R ist, erhélt
man damit

Y = APK@ [1-a1-az paz,

Wegen g1 = n, gr = —1 sowie gy = ga = gk im langfristigen Gleichgewicht liefert die
logarithmische Ableitung dieser Funktion im steady state

gy =Pgr+aigy+(1—ai—ax)n—asr.

Lost man die Gleichung nach gy auf und subtrahiert 7, so ergibt sich schliefflich die
langfristige Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens y als

1

= m[(ﬁ—ag)n—azr]. (4.47)

8y

Anhand von (4.47) ist zu erkennen, da@ ein langfristig positives und damit nach-
haltiges Wachstum des Pro-Kopf-Einkommens auch unter Beriicksichtigung nicht
erneuerbarer Ressourcen moglich ist, falls (8 — az)n > a,r ist. Wenn also zum Bei-
spiel die Wachstumsrate n der Bevolkerung gleich der Verfallsrate r der verfiigbaren
Einsatzmenge der natiirlichen Ressource R ist, so entsteht nachhaltiges Wachstum,
wenn die Produktionselastizitdt S des Wissens A mehr als doppelt so gro wie die
Produktionselastizitidt a, der natiirlichen Ressource R ausfillt.

In einem von Nordhaus (1992) betrachteten Modell mit exogenem technischem
Fortschritt reicht es unter Verwendung realistischer Parameterwerte fiir langfristig
positives Pro-Kopf-Wachstum aus, dal’ die exogene Rate des technischen Fortschritts
grofer als 0,0025 ist. Allerdings geht der exogene technische Fortschritt dort mit ei-
ner Produktionselastizitdt von eins in die Produktionsfunktion ein. Dagegen besteht
im vorliegenden Modell endogener technischer Fortschritt (vgl. den Abschnitt 4.5.1).
Unterstellt man wie Nordhaus (1992) einen Wert der Produktionselastizitdt der na-
tlirlichen Ressource in Hohe von a3 = 0,1, so reicht es hier fiir die Nachhaltigkeit aus,
wenn n 2 r und f = 0,3 ist. Wie sich spéter herausstellen wird, ist dieser Wert von 8
realistisch.

Mit diesen einfachen Berechnungen soll nicht die Bedeutung des Buches von
Meadows et al. (1972) in Zweifel gezogen werden. Sicherlich kann das Wirtschafts-
wachstum zu Umweltschédden und weiteren Problemen fiihren, insbesondere, wenn
die Produzenten negativer externer Effekte nicht fiir die verursachten Schiden auf-
kommen miissen. Einfache Beispiele wie das hier angefiihrte zeigen jedoch, dal3 es
zumindest theoretisch moglich ist, natiirliche Ressourcen durch den technischen
Fortschritt zu substituieren. Auf das Problem der Nachhaltigkeit wird im folgenden
nicht mehr weiter eingegangen.
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4.5 Semi-endogenes Wachstum durch Learning by Doing

4.5.1 Ein einfaches Grundmodell

Im Abschnitt 4.4 ist gezeigt worden, dall Modelle des semi-endogenen Wachstums
nicht nur empirisch besser haltbar, sondern auch robuster gegeniiber Parameterva-
riationen sind als Modelle des endogenen Wachstums. Alle strukturell stabilen semi-
endogenen Wachstumsmodelle fithren zu einer Vorhersage der langfristigen Wachs-
tumsrate g, des Pro-Kopf-Einkommens oder des Pro-Kopf-Konsums gemiR der Glei-
chung (4.42). Obwohl sich je nach Formulierung des Modells unterschiedliche Deter-
minanten der involvierten Konstanten ergeben, ist allen semi-endogenen Modellen
gemeinsam, dal} diese Determinanten wirtschaftspolitisch weitgehend nicht zu be-
einflussen sind. Um zu einem prinzipiellen Denkmodell zu gelangen, dal3 sich nicht
auf die Eigenschaften des steady state beschréankt und eine Erweiterung um wichti-
ge Aspekte wie den internationalen Handel erlaubt, ist es daher naheliegend, eine
moglichst einfache Grundversion eines semi-endogenen Wachstumsmodells zu ent-
wickeln. Die Verwendung eines learning by doing-Modells vereinfacht die Analyse
im Vergleich zum F&E-Ansatz erheblich und empfiehlt sich dariiber hinaus durch
die empirisch abgesicherte Bedeutung des learning by doing, worauf in diesem Ab-
schnitt noch eingegangen wird.**

Aufgrund der Kritik am dynamischen Optimierungsansatz im Kapitel 3 werden
die Konsumentscheidungen durch einen alternativen Ansatz modelliert. Im folgen-
den wird die frither auf der Seite 162 formulierte Goldene Faustregel (3.36) ver-
wendet und mit der dezentralen und der zentralen Optimierungslésung verglichen.
Das Modell wird in Ubereinstimmung mit empirischen Ergebnissen zum learning by
doing formuliert. Dabei stellt sich heraus, dal} es mit den stilisierten Fakten iiber
das Wirtschaftswachstum weitgehend vereinbar ist, was auch als vorldufiger Test der
Goldenen Faustregel interpretiert werden kann, die demnach eine sinnvolle Arbeits-
hypothese iiber das langfristige Verhalten der Haushalte darstellt.

Lucas (1988, Abschnitt 5) hat neben dem bereits angesprochenen Uzawa-Lucas-
Modell auch ein learning by doing-Modell mit kleinen offenen Volkswirtschaften for-
muliert. Er nimmt an, daf die Lernelastizitdten gleich eins sind, um ein langfristig
positives Pro- Kopf-Wachstum zu erhalten. Diese Annahme — die im Widerspruch
zu den empirischen Ergebnissen steht — ist nicht erforderlich, wenn das learning by
doing nicht die einzige Ursache des Wachstums ist. Unter Beriicksichtigung der Ak-
kumulation des Kapitals und des Wachstums der Bevolkerung wéchst der Pro-Kopf-
Output langfristig auch dann mit einer positiven Rate, wenn die Lernelastizitdt Wer-
te in der Grolenordnung der empirisch geschétzten Elastizitdten von ungefahr 0,32
(dem Wert der 80 %-Kurve, vgl. zum Beispiel Hirsch, 1956) hat. Dieses Ergebnis ist
nicht neu, sondern findet sich bereits bei Arrow (1962) und Sheshinski (1967a), die
als frithe Beitrdge zur Theorie des semi-endogenen Wachstums interpretiert werden

24%in von der Produktionsseite her dhnliches Modell mit Erweiterungen wird von Gocke (2000) nume-
risch analysiert.
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konnen, wobei zu jener Zeit die Betonung noch nicht so sehr wie heute auf das
langfristige Pro-Kopf-Wachstum gelegt worden ist. Im Unterschied zu diesen frithen
Ansédtzen wird im folgenden die kumulierte Produktion anstelle der kumulierten In-
vestitionen als Lernindex verwendet. Dieser Ansatz ist direkter mit learning by doing
verbunden und hat den Vorteil, mit einer steigenden Sparquote wihrend des Uber-
gangs zum langfristigen Gleichgewicht vereinbar zu sein, wenn die Goldene Faust-
regel als Konsumhypothese verwendet wird. Allerdings vereinfacht die Verwendung
der kumulierten Investitionen das Modell noch weiter. Spéter wird im Abschnitt 5.3
daher auch ein Modell mit diesem Lernindex formuliert.

Trotz der Kritik an dem Standardansatz der dynamischen Optimierung in neo-
klassischen Wachstumsmodellen enthilt das folgende Modell auch einige Ergebnisse,
die die Implikationen der neoklassischen Wachstumstheorie stiitzen. Zum Beispiel
wird gezeigt, dal dieselbe abgestimmte Steuer- und Subventionspolitik, mit der die
externen Effekte des learning by doing im langfristigen Gleichgewicht einer dezentra-
len Volkswirtschaft mit optimierenden Konsumenten internalisiert werden konnen,
auch in einer Volkswirtschaft mit Konsumenten, die die Goldene Faustregel befolgen,
verwendet werden kann. Dieses Ergebnis ist zum einen darauf zuriickzufiihren, dal
beide Konsumhypothesen zu demselben Niveau der im steady state konstanten Va-
riablen fithren. Zum anderen ist die Produktionsseite ein Spezialfall des im Abschnitt
4.4.4 beschriebenen allgemeinen semi-endogenen Zwei-Sektoren-Modells, in dem
die gleichgewichtige Wachstumsrate unabhingig von der Nachfrageseite vollstindig
durch die Produktionstechnologie und das Wachstum der Bevilkerung determiniert
ist. Viele der Implikationen neoklassischer Modelle, die im wesentlichen angebotssei-
tig determiniert sind, verhalten sich insofern robust gegeniiber Anderungen auf der
Nachfrageseite.

In der Wachstumstheorie folgt man iiblicherweise Arrow (1962), indem die kumu-
lierten Brutto- oder Nettoinvestitionen als Lernindex verwendet werden (vgl. zum
Beispiel Sheshinski, 1967a; Romer, 1986). Dieser Ansatz hat den offensichtlichen Vor-
teil, daB auBBer dem Kapitalstock keine weitere Zustandsvariable verwendet werden
mulf. Dem steht der Nachteil gegeniiber, dafy der Begriff des Lernens eher mit der
Produktion statt mit der Investition verbunden ist. Entsprechend befassen sich die
meisten empirischen Studien zum learning by doing mit der kumulierten Produk-
tionsmenge als dem Lernindex (vgl. zum Beispiel Wright, 1936; Hirsch, 1956). Ob-
wohl auch die kumulierten Investitionen eine wichtige Rolle fiir das Lernen spielen
(vgl. Sheshinski, 1967b; Lieberman, 1984), ist es wichtig zwischen learning by doing,
gemessen durch die Produktion, und learning by investment zu unterscheiden. Ei-
nige der empirischen Ergebnisse, im wesentlichen zusammengefal3t aus Lieberman
(1984), sind fiir die folgende theoretische Analyse von besonderer Bedeutung:*

25Eine detailliertere Zusammenfassung der empirischen Ergebnisse zum learning by doing und eine
Bewertung des alternativen Ansatzes der Schétzung der Lernkurve anstelle der Lernfunktion findet sich
in Christiaans (1997, Kapitel II.2). Anzumerken ist, dal die meisten empirischen Studien spezifische Bran-
chen betreffen. Die Studie von Lieberman (1984) befa3t sich zum Beispiel mit der Chemieindustrie. Ob-
wohl diese Tatsache die Allgemeinheit der Ergebnisse etwas einschrinkt, hat zumindest Sheshinski (1967b)
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(1) Die Forschung und Entwicklung (F&E) wirkt als ein Akzelerator des Lernprozes-
ses. Es ist sogar moglich, dall das learning by doing zu Steigerungen der Produk-
tivitdt in einer Gr6Benordnung fiihrt, die diejenige der urspriinglichen Innovatio-
nen erheblich iibertrifft.?

(2) Mitlearning by doing ist ein hoher Grad an Externalitdten verbunden (knowledge
spillovers).?’

(3) Die Lernelastizitit (der Parameter 8 in der noch folgenden Gleichung (4.48))
hat Werte um f = 0,32 (entsprechend der sogenannten 80 %-Kurve). Obwohl
auch andere Schitzwerte existieren, sind sie im allgemeinen positiv und deutlich
kleiner als eins.

(4) In allen zitierten Artikeln zu den empirischen Schitzungen wird angenommen,
daB der endogene technische Fortschritt Hicks-neutral ist.

(5) Die Lernelastizitit steigt, wenn das Kapital in der Produktion intensiver genutzt
wird.

Diese Ergebnisse begriinden die folgenden Annahmen fiir das nachstehend dar-
gestellte Modell: (1) Learning by doing ist die Quelle des technischen Fortschritts.
Damit soll keinesfalls der Eindruck erweckt werden, daR die Forschung und Entwick-
lung nicht von erheblicher Bedeutung ist, sondern nur, dall es hinreichend interes-
sant und begriindet ist, die Implikationen des learning by doing zu analysieren. (2)
Als vereinfachte Approximation an einen hohen Grad der knowledge spillovers wird
unterstellt, dal§ das learning by doing fiir die einzelnen Unternehmen einen externen
Effekt darstellt. Durch diese Annahme kann der Ansatz der vollstdandigen Konkurrenz
beibehalten werden. (3) Die Lernelastizitét § ist positiv, aber deutlich kleiner als eins.
(4) Die Lernfunktion geht multiplikativ in die Produktionsfunktion ein, das heif3t, der
technische Fortschritt ist Hicks-neutral. Diese Annahme hat zwar den Nachteil, daf
nur dann ein steady state existiert, wenn eine Cobb-Douglas-Produktionsfunktion
unterstellt wird (die die Aquivalenz von Hicks und Harrod-Neutralitdt impliziert),
stimmt aber besser mit den empirischen Ansitzen iiberein als die zum Beispiel
in Sheshinski (1967a) unterstellte Harrod-neutrale Version. Aufgrund der genann-
ten Aquivalenz kann man zwar argumentieren, da das Modell tatséchlich Harrod-
Neutralitdt beinhaltet; eine alternative Interpretation besteht jedoch darin, die For-
mulierung als einfache Approximation an andere funktionale Formen zu betrachten,
fiir die diese Aquivalenz nicht gilt. (5) Weil ein aggregiertes Modell mit nur einem
produzierten Gut verwendet wird, ist es nicht méglich, unterschiedliche Lernelasti-
zitdaten einzufiihren. Dieses empirische Ergebnis ist jedoch niitzlich im Hinblick auf
eine spatere Erweiterung auf zwei Sektoren.

sowohl aggregierte Daten als auch Daten mehrerer Branchen zugrunde gelegt.
267um Beispiel haben Mak und Walton (1972) gezeigt, dal die Einfiihrung der Dampfschiffahrt die
Frachtkosten nicht so stark gesenkt hat, wie die darauf folgenden Verbesserungen der Dampfschiffe.
27Dje Existenz von knowledge spillovers aufgrund des learning by doing wird auch durch eine neuere
Studie von Irwin und Klenow (1994) bestéatigt.
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In Ubereinstimmung mit der vorangehenden Diskussion wird eine aggregierte
Cobb-Douglas-Produktionsfunktion unterstellt:

Y=APKOLYY 0<a<l,f>0,a+p<]1, (4.48)

wobei Y den Strom des produzierten Output bezeichnet. Die Inputs sind das phy-
sische Kapital K und Arbeit L. Man beachte, daf die Annahmen beziiglich der in-
volvierten Parameter gut mit der Empirie tibereinstimmen; wie bereits angemerkt
worden ist, sollte § positiv aber deutlich kleiner als eins (um 0,32) sein. Eine ver-
gleichbare GréBenordnung sollte auch a, die Produktionselastizitdt des Kapitals be-
ziehungsweise die Kapitalertragsquote haben. Der Arbeitseinsatz ist proportional zur
Bevdlkerung, die mit der exogenen, konstanten Rate n wichst:
-— L —
8L:= .- n.

Die Variable A ist der Lernindex und als kumulierte Produktionsmenge definiert:

t
A(t) = A +f Y(r) dr.
0

Die Zeitableitung von A ist demnach
A= APROL, (4.49)

Der Output Y kann sowohl konsumiert als auch investiert werden. Wenn ein
kurzfristiges Gleichgewicht in jedem Zeitpunkt unterstellt wird, ist die aggregierte
Bruttoinvestition I durch die Differenz zwischen der Produktionsmenge und dem
Konsum C gegeben:

I=Y-C.

Mit der konstanten Abschreibungsrate 6 erhélt man die Zeitableitung des Kapital-
stocks, die den Nettoinvestitionen entspricht, gemaR

K=I-6K=Y-C-6K. (4.50)

Anhand von (4.48), (4.49) und (4.50) ist einzusehen, daf das Modell ein Spezialfall
des im Abschnitt 4.4.4 dargestellten allgemeinen Zwei-Sektoren-Modells ist, erweitert
um Abschreibungen mit der Rate §. Dabei stimmen die beiden Produktionsfunktio-
nen F und G jetzt tiberein. Formal sind alle Inputs 6ffentliche Giiter. Das friihere
Argument beziiglich der Konstanz des Kapitalkoeffizienten im langfristigen Gleichge-
wicht gilt auch unter Beriicksichtigung von Abschreibungen, vgl. die Bemerkung 3.3
auf der Seite 117. Da alle im folgenden verwendeten Konsumhypothesen eine kon-
stante Bruttosparquote im langfristigen Gleichgewicht implizieren, gilt gx = gy im
steady state. Die logarithmische Differentiation der Gleichung (4.48) liefert

gy =Pga+agk+(1—-a)g.
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Aus g4 = konst. und damit g, = g4 folgt mit (4.49), daB g4 = gy. Unter Beriicksichti-
gung von gx = gy im steady state und gr = n ergibt sich schlieRlich®

o 1l-a
gY—gK—gA—l_a_ﬁ
N——_——
=y

n=yn. (4.51)

Aufgrund der Annahme 1 - a — > 0 folgt, daB y > 1 und gy > g; = n ist. Das Modell
generiert also semi-endogenes Pro-Kopf-Wachstum:

gyiL=-1n>0. (4.52)

Da in einem langfristigen Gleichgewicht gy —ygr = 0 gilt, sind die folgenden niveau-
angepaften Pro-Kopf-Variablen im gleichgewichtigen Wachstum konstant:

Y K A

—, ki=—,a:=—. (4.53)
LY LY LY

yi=
Bemerkung 4.3. In diesem Abschnitt unterscheidet sich die Bedeutung der Varia-
blen von derjenigen in den vorangehenden Abschnitten. Insbesondere ist k nicht
einfach die Kapitalintensitit, sondern die niveauangepafte Kapitalintensitdt. Das
Symbol a bezeichnet nicht wie im Kapitel 3 das Reinvermégen pro Kopf, sondern
den niveauangepalSten Pro-Kopf-Lernindex. ¢

Bemerkung 4.4. Wenn die Bedingung 1 — a — 8 > 0 nicht erfiillt ist, sind zwei Félle
madglich. Fiir 1 —a— § = 0 impliziert die logarithmische Differentiation der Gleichung
(4.48) in Verbindung mit gy = gk = ga

l-a-Pgr=0=1-a)n = n=0.
N———
=0

Gleichermalien kann die vorangehende Gleichung fiir n = 0 nur erfiillt sein, wenn
1-a— =0 oder gy =0 ist. Wenn also ein langfristiges Gleichgewicht mit positiven
Wachstumsraten von Y, K, und A existiert, gilt 1 —a — f = 0 genau dann, wenn n =
0. Damit liegt ein Fall des endogenen Wachstums vor, in dem die gleichgewichtige
Wachstumsrate gy nicht durch die Produktionstechnologie allein determiniert ist.
Im Anhang zu diesem Abschnitt wird die Analyse des Modells fiir diesen Fall kurz
dargestellt. Fiir 1 —a — 8 <0 ist die Ableitung der Gleichung (4.51) wie zuvor giiltig.
Wegen y < 0 in diesem Fall folgt unmittelbar, dal kein langfristiges Gleichgewicht
existiert, in dem alle Wachstumsraten positiv sind. ¢

Das Modell wird nun in den niveauangepalsten Pro-Kopf-Variablen ausgedriickt.
Dividiert man die Produktionsfunktion (4.48) durch LY, so folgt

B a
X = ﬁKaLl—a—Y = (i) (E) Ll—a—YLﬁYLaY — aﬁ k“Ll_“—U—a—ﬁ)Y_
Ly LY LY

28Dje Bedingung A > 0 fiir das Modell im Abschnitt 4.4.4 reduziert sich hier auf 1 —a — > 0.
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Mit (1-a—-B)y=1-a und y:= Y/LY ergibt sich daraus die niveauangepafite Pro-
Kopf-Produktionsfunktion
y= aPk®. (4.54)
Ahnlich kann aus (4.49) die Bewegungsgleichung fiir den niveauangepafiten Pro-
Kopf-Lernindex a abgeleitet werden. Die Division von (4.49) durch LY liefert
A
—=afk*. (4.55)
Ly
Aus der Definition von a folgt
a A 4 aA
—=——yn und d=—-vyna.
a A 4 LY Y

Setzt man (4.55) in diese Gleichung ein, so folgt
a=alk*-yna. (4.56)

Um die Bewegungsgleichung fiir die niveauangepalite Kapitalintensitét k zu berech-
nen, wird (4.50) durch K dividiert. Beriicksichtigt man gy = gx —yn gemail (4.53), so

folgt

. YK CK K K
k=——-——-6—=-yn—.
KLr KLY Ly Ly

Unter Verwendung von (4.54) und der Definition

C
ci=—
LY
ergibt sich schlieBlich ‘
Iczaﬁk“—(yn+6)k—c. (4.57)

Die Relationen (4.56) und (4.57) stellen ein System zweier Differentialgleichun-
gen in k und a dar. Die Startwerte a(0) = ap und k(0) = ko seien historisch gegeben.
Um das Modell zu schlieen, fehlt noch eine Hypothese tiber die Konsumentschei-
dung der Haushalte und damit den Zeitpfad von c(#). Im néchsten Abschnitt wird
das Modell insbesondere unter Verwendung der Goldenen Faustregel analysiert. Die
Losung mittels der dynamischen Optimierung wird ebenfalls kurz dargestellt, um die
normative Giite der Goldenen Faustregel durch einen Vergleich der jeweiligen lang-
fristigen Gleichgewichte zu bewerten. Aullerdem ist es dadurch maoglich, geeignete
Politikinstrumente zur Internalisierung der externen Effekte des learning by doing
abzuleiten.

4.5.2 Die Goldene Faustregel als Konsumhypothese

Die Goldene Faustregel Entsprechend der Goldenen Faustregel (3.36) ist der aggre-
gierte Konsum durch die Gleichung

C=wL+pK (3.36)
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gegeben. Dabei bezeichnet w den Reallohnsatz und p die Diskontrate des reprédsen-
tativen Haushalts. Im kurzfristigen Gleichgewicht bei vollstindiger Konkurrenz gilt

oYy
= — =(1-wAPKL .
w=op=u-a
Durch Substitution in (3.36) erhdlt man
C=(1-a)Y+pK. (4.58)

Die Division durch LY liefert unter Verwendung von (4.54) den niveauangepafiten
Pro-Kopf-Konsum
c=(1-a)y+pk= (l—a)aﬁk“+pk.
Setzt man dieses Ergebnis in die Gleichung (4.57) ein, so erhélt man die Bewegungs-
gleichung
k=adPk®—(yn+8+p)k. (4.59)

Die Abbildung 4.1 zeigt das Phasendiagramm des dynamischen Systems (4.56),
(4.59). Die Gestalt der Isoklinen @ = 0 und k = 0 kann wie folgt begriindet werden.
Gemil (4.56) ist die Isokline & = 0 gegeben durch die k-Achse und

ko 1/1-p)

a=(]
Yn

Fiir a + < 1 folgt

oa _ _a (i)“(l_m et B-DI0-p) 3
dkla=0  1-6\yn '
und Ui
a; _(a+p-Da (i) WP @rzp-2ia-p) _
ak? la=0 1-82% \yn '
Aullerdem gilt
lim da = und lim 9a =
ko0 0k la=o O k—oco Ok la=0

Also hat @ =0 den in der Abbildung 4.1 dargestellten konkaven Verlauf. Analog kann
gezeigt werden, daR die Isokline k = 0 fiir a + 8 < 1 durch den Ursprung geht, eine
positive Steigung hat und konvex ist mit limg_. %l =0 = 0 und limy_.o g—,‘zl k=0 = 00
Diese Ergebnisse implizieren, dall im positiven Orthanten ein eindeutiges Gleichge-
wicht (k, @) existiert.

Anhand des Phasendiagramms ist zu erkennen, dal§ das Gleichgewicht E = (k, @)
asymptotisch global stabil fiir alle strikt positiven Startwerte ist.” Obwohl die Uber-
gangsdynamik zum Beispiel im Hinblick auf das Verhalten der Sparquote interessan-
te Implikationen hat, worauf im Abschnitt 4.5.3 noch eingegangen wird, rechtfertigt

29Dje Analyse kann dhnlich wie die der Abbildung 2.5 (a) auf der Seite 40 erfolgen, wobei zu beachten
ist, daR die Isoklinen in der Abbildung 4.1 den positiven Quadranten in vier Bereiche aufteilen, wobei nur
zwei dieser Bereiche, I und II, positiv invariant sind. Diese Bereiche werden aber von den Trajektorien
erreicht, die in den anderen Bereichen starten und sie verlassen, wenn sie nicht innerhalb dieser Bereiche
gegen das Gleichgewicht konvergieren.
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es die Stabilitdt des Gleichgewichts, den Schwerpunkt der folgenden Betrachtungen
auf die Analyse des steady state zu legen. Zunéchst wird lediglich auf eine interessan-
te Implikation hingewiesen. Wie man zum Beispiel anhand der Trajektorie O in der
Abbildung 4.1 erkennt, miissen sich a und k nicht monoton entwickeln (im Gegen-
satz zum monotonen Verlauf der Kapitalintensitit im RKC-Modell).

a

k=0
- Vo
() \_X__; T’,_f_w/\ a=0
I\
o

Abbildung 4.1

Das Phasendiagramm des Modells unter Verwendung der Goldenen Faustregel

Aussage 4.10. Unter den Annahmen in (4.48), (4.49) und (4.50) existiert bei Verwen-
dung der Goldenen Faustregel ein fiir positive Startwerte global stabiles langfristiges
Gleichgewicht mit semi-endogenem Wachstum ohne Skaleneffekte. Die Wachstumsra-
te des Pro-Kopf-Einkommens ist gy, = (y — 1)n > 0, wobei n die exogene Wachstums-
rate der Beviolkerung ist.

Bemerkung 4.5. Die Bedeutung der Bedingung 1—a— 8 > 0 fiir die Stabilitdt erkennt
man aufgrund der linearen Approximation des Systems (4.56), (4.59) um das Gleich-
gewicht. Die entsprechende Jacobi-Matrix lautet

j- (66_1/6a 66_‘1/6k)‘ _((ﬁ—l)yn yn+é+p
- \0k/da dkidk)|,_;_, \ apyn (@-Lyn+d+p)’

wobei die Bedingungen a#~'k% = yn und a@f k%! = yn+ & + p verwendet worden
sind, die fiir die Gleichgewichtswerte @ und k erfiillt sind. Man kann unmittelbar
zeigen, dall aus 1 —a — B > 0 folgt, dal8 Sp(J) < 0 und |J| > 0. Damit sind die Routh-
Hurwitz-Bedingungen erfiillt und das Gleichgewicht ist lokal asymptotisch stabil.

Zum Zwecke der komparativ-statischen Analyse des steady state konnen die lang-
fristigen Gleichgewichtswerte E = (k, a) explizit berechnet werden, indem (4.56) und
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(4.59) gleich null gesetzt werden:

1-p
s a ] 1-a-p
- BI1-P)
(yn+d+p)(yn) . (4.60)
a T-a—p

(yn+6+p)(yn)d-ala

Obwohl man die partiellen Ableitungen nach allen Parametern berechnen kann, wird
hier darauf verzichtet, die komplizierten Ausdriicke anzugeben (man beachte, da
y selbst eine Funktion von @ und g ist). Die Wirkung derjenigen Parameter, die
auch die Wachstumsrate (y — 1)n des Pro-Kopf-Output beeinflussen, auf die Gleich-
gewichtswerte von k und a ist ohnehin nicht besonders aufschluf8reich, wie das fol-
gende Beispiel verdeutlicht. Wenn die Wachstumsrate n der Bevolkerung steigt, folgt
aus (4.60), dak sowohl k als auch a fallen. Ein Land mit einer héheren Wachstums-
rate der Bevolkerung hat also ceteris paribus einen geringeren niveauangepalten
Pro-Kopf-Output y = Y/LY im steady state [vgl. (4.54)]. Tatsdchlich kommt es aber
nicht auf Y/LY, sondern auf den Pro-Kopf-Output Y/L an. Da eine h6here Wachs-
tumsrate der Bevolkerung eine hohere Wachstumsrate (y —1)n des Pro-Kopf-Output
impliziert, hat ein Land mit einem héheren Wert von 7 trotz des mit n fallenden
niveauangepaliten Pro-Kopf-Output im langfristigen Gleichgewicht ceteris paribus
langfristig einen héheren Pro-Kopf-Output.

Damit sind lediglich die Parameter § und p in den Gleichungen (4.60) sinnvolle
Kandidaten fiir eine komparativ-statische Analyse des langfristigen Gleichgewichts.
Man sieht auch ohne Berechnung auf den ersten Blick, dal§ k und @ und daher auch
der steady state-Wert von y mit steigenden Werten von 6 und p fallen. Da beide Para-
meter die Wachstumsrate (y — 1) n nicht beeinflussen, fillt auch der Pro-Kopf-Output
zu jedem Zeitpunkt ceteris paribus in 6 und p. Ein héherer Wert von p impliziert
eine geringere Sparquote. Damit wird das klassische Ergebnis von Solow (1956), daf
die Sparquote keine Wachstumseffekte, aber Niveaueffekte hat, in diesem Modell be-
stétigt.

Die Auswirkungen der Modellparameter auf die gleichgewichtige Wachstumsrate
des Output, yn, beziehungsweise die des Pro-Kopf-Output, (y —1)n, sind von grofie-
rer Bedeutung und einfach zu berechnen:

L= 0, 4.61
on r> ( )
dyn p

=P s, 4.62
- (1—a—ﬁ)2n>0 (4.62)
oyn _ l-«a

aﬁ —mn>0. (4.63)

Weil y—1 > 0 ist, haben die Ableitungen von (y —1)n nach diesen Parametern jeweils
dieselben Vorzeichen, wie die von yn. Also gilt
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Aussage 4.11. Ein Land hat ceteris paribus eine gréfsere Wachstumsrate des Pro-Kopf-
Einkommens, wenn die Wachstumsrate der Bevilkerung n héher ist, die Produktion
das Kapital intensiver nutzt (grofserer Wert von «) oder die Lernelastizitit  héher ist.

Dynamische Optimierung in der zentralen Volkswirtschaft Aufgrund der Externa-
litdt des learning by doing in diesem Modell ist es erforderlich, zwei verschiedene
Losungen mit dynamischer Optimierung zu analysieren. Wahrend unterstellt wird,
daB die Regierung in der zentralen Volkswirtschaft die Externalitdt des Lernens be-
riicksichtigt, gilt diese Annahme nicht fiir die Haushalte und Unternehmen in der
dezentralen Version. Spater wird gezeigt, daf die langfristigen Gleichgewichte der
dezentralen Optimierungslosung und der Losung mit Konsumenten, die die Golde-
ne Faustregel befolgen, tibereinstimmen. Dieselbe Steuer- und Subventionspolitik,
mit der eine optimale Losung im steady state des dezentralen Optimierungsmodells
erreicht wird, kann auch fiir das Modell mit der Goldenen Faustregel verwendet wer-
den, um die Haushalte asymptotisch zum optimalen langfristigen Gleichgewicht zu
fithren.

Ebenso wie im Ramsey-Koopmans-Cass-(RKC)-Modell ist es Ziel der Planungsbe-
hoérde, das diskontierte Integral des Nutzens in Abhdngigkeit vom Pro-Kopf-Konsum
zu maximieren. Friiher ist bereits gezeigt worden, dal der steady state unter Beriick-
sichtigung des technischen Fortschritts im allgemeinen nicht unabhéngig von der
Form der Momentannutzenfunktion ist. Da es keinen zusétzlichen Nutzen bringt,
dieses Ergebnis erneut abzuleiten, und um die Darstellung so einfach wie méglich zu
halten, wird die logarithmische Momentannutzenfunktion mit einer intertemporalen
Substitutionselastizitit o von eins verwendet, fiir die im RKC-Modell mit arbeitsver-
mehrendem technischen Fortschritt gezeigt worden ist, daf die Goldene Faustregel
das optimale langfristige Gleichgewicht asymptotisch erreicht. Ein analoges Ergeb-
nis trifft fiir das vorliegende Modell hinsichtlich des steady state der dezentralen
Optimierungslosung zu. Ferner kann mit den frither dargestellten Ansidtzen gezeigt
werden, daf die Annahme o =1 in Verbindung mit einer positiven Zeitpriferenzra-
te, p > 0, hinreichend ist, um die Konvergenz des Zielfunktionals zu gewéhrleisten.
Daher ist es nicht notig, allgemeinere Optimierungskriterien als die Maximierung zu
verwenden.

Das Optimierungsproblem der Planungsbehérde lautet

(o0}
max In(cL' He P dt,
ceC[0,00) JO
u. d. N.
k=a’ k"~ (rn+8)k—c, kO =k, liminfk(n 20, (4.64)

a=aPk®-yna, a(0)=ap,
c(t) =0,

wobei der Pro-Kopf-Konsum wegen ¢ = C/LY durch cLY~! = C/L gegeben ist. Aus der
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Sicht der Planungsbehorde ist L = L(f) eine exogene Funktion der Zeit.
Um hinreichende Bedingungen fiir eine optimale Losung abzuleiten, wird die
current-value Hamiltonfunktion verwendet.

76 =1n(cL" )+ AaPk® = (yn+ )k - ] + ulaP k* —ynal

Gemidll dem Satz 2.21 auf der Seite 90 ergeben sich die folgenden Optimumbedin-
gungen:
o 1
—=—--1=0,
0c ¢
A=pA=AMadP k' —yn—-6)—paadP k!,

fr=pu—APaP~ k% - p(paP ' k* —yn).

Die erste Gleichung impliziert ¢/c = —A/A, woraus unter Verwendung von /A = pc
und Substitution in die zweite Gleichung

8c:= g = (1+,uc)cmﬁka_l —(yn+6+p)

folgt. Ersetzt man A in der dritten Bedingung durch 1/¢, so erhélt man ein System
von vier Differentialgleichungen in k, a, ¢, und p. Dieses System besteht aus den
Gleichungen fiir £ und & in (4.64) und den eben abgeleiteten Gleichungen fiir ¢ und
L.

Fiir die gegebenen Zwecke ist es ausreichend, das langfristige Gleichgewicht zu
analysieren und zu zeigen, dal es eine optimale Losung fiir passende Startwerte der
Zustandsvariablen k und a ist. Setzt man k = @ = ¢ = ft = 0 und verwendet die Be-
dingung, daR alle Variablen positiv sein sollen, so erhilt man ein Gleichungssystem,
daB die optimalen steady state-Werte bestimmt (die ersten beiden Gleichungen sind
durch k beziehungsweise a dividiert worden).

aPk* = (yn+8) +clk (4.65)

aP 'k =yn (4.66)
A+pc)aalk® =yn+6+p (4.67)
A+1/(ue)BaP k% =yn+p (4.68)

Mittels (4.66) kann aP~ k% in (4.68) durch yn substituiert werden:
fac=pyn/l[1-PB)yn+p]l >0, (4.69)

wobei I und ¢ die steady state-Werte von p und ¢ bezeichnen. Setzt man dieses

Ergebnis in (4.67) ein, so folgt

A-Pyn+p
yn+p

adP ket = (yn+6+p). (4.67a)
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Die Gleichungen (4.66) und (4.67a) definieren die Gleichgewichtswerte & und k von
a und k. Die Gleichungen (4.65) und (4.68) kdnnen rekursiv verwendet werden, um
¢ und [ zu bestimmen. Unter Beachtung von 1+ fi¢ > 1 lauten die Lésungen fiir k
und a

. 1+a0a ] 13313 o q
“lyn+s+pymplap ’ (4.70)
X (1+pda Tap
= > a,

(yn+6+p)(yn)-ola

mit k und a aus den Gleichungen (4.60). Die steady state-Werte von k und a im Fall
der Goldenen Faustregel liegen also unter den optimalen Werten. Dieses Ergebnis
ist darauf zuriickzufiihren, dal die Sparquote, ebenso wie in der spéter analysierten
dezentralen Optimierungslosung, aufgrund der mit dem learning by doing verbun-
denen Externalitdt zu gering ist. Eine erhohte Akkumulation des Kapitals impliziert
einen gréBeren Output und daher hohere Lerneffekte.

Um zu beweisen, daf die steady state-Losung tatsichlich optimal ist, wenn ko = k
und ay = a gilt, ist zu beachten, dal§ die current-value Hamiltonfunktion aufgrund
der Annahme 1 - a — > 0 und der Positivitdt der Kozustandsvariablen gemeinsam
konkav in den Zustands- und Kontrollvariablen ist. Dariiber hinaus miissen gemaf
dem Satz 2.21 die folgenden Grenztransversalitdtsbedingungen erfiillt sein.

liminfe P*A[k(t) — k] =0
t—o00

lilgninfe_ptﬂ[a(t) -alz2o0
—00

Man kann dhnlich wie fiir das RKC-Modell zeigen, daB3 k(¢) und a(¢) fiir alle £ und alle
zuldssigen Kontrollpfade nichtnegativ sind. Da sdmtliche Zustands- und Kozustands-
variablen im steady state positiv sind, sind die Grenztransversalitdtsbedingungen er-
fiillt. Damit ist die stationére steady state Losung optimal. Die zentrale Optimierungs-
l6sung ist auch Pareto-effizient, weil jedes Wohlstandsmaximum Pareto-effizient ist
(vgl. Varian, 1992, S. 333).

Dynamische Optimierung in der dezentralen Volkswirtschaft Ebenso wie im Fall
des RKC-Modells ist es mdglich, eine einfache aggregierte Version dieses Modells zu
analysieren, die dieselbe aggregierte Dynamik impliziert wie das PFC-Gleichgewicht
in einer explizit dezentral formulierten Version. (Der Vollstdndigkeit halber wird die
dezentrale Formulierung im Anschluff an diesen Abschnitt kurz dargestellt.) Man
sollte allerdings beachten, dall die in der Regel freimiitig getroffene Annahme der
vollkommenen Voraussicht in derartigen Modellen extreme Anforderungen an die
Haushalte stellt. Sie miissen die vollstdndigen zukiinftigen Zeitpfade des Zinssatzes
und des Reallohnsatzes kennen, die ihrerseits von den Zeitpfaden von k(¢) und a(¢)
sowie der Produktionsfunktion abhéngen. In der hier betrachteten aggregierten For-
mulierung unterscheidet sich die dezentrale von der zentralen Lésung dadurch, daf
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die Haushalte und Unternehmen die durch das learning by doing verursachte Exter-
nalitdt nicht beriicksichtigen. Trotzdem miissen die Haushalte iiber den Zeitpfad von
a(t) informiert sein, den sie als exogen gegeben ansehen.

Die current-value Hamiltonfunktion ergibt sich nun unter Vernachldssigung der
Gleichung fiir die Akkumulation des niveauangepaliten Pro-Kopf-Lernindex a gemaQ

A =In(cl’ N+ MaPk® - (yn+8)k—cl.
Daraus erhélt man die Optimumbedingungen

oA 1
—=—-1=0,
oc c

A=pA- MaaPre! —yn-=6).

Verwendet man die erste Gleichung, um A in der zweiten Gleichung zu eliminieren,
so folgt

% =aaPre! —(yn+6+p).

Der steady state ist durch k = @ = ¢ = 0 definiert. Die privatwirtschaftliche Optimali-
tat des langfristigen Gleichgewichts kann fiir den Fall, daB die Startwerte die Gleich-
gewichtswerte sind, dhnlich wie im Fall der zentralen Volkswirtschaft nachgewiesen
werden.

Die explizit dezentrale Formulierung des Modells 148t sich folgendermafen skizzieren. Die
bisher verwendeten Symbole werden beibehalten, betreffen aber die Variablen eines repréasen-
tativen Haushalts. Das Ziel dieses Haushalts, dessen Personenzahl mit der Rate n wichst, ist
die Maximierung seines Nutzens

o0
f In(cL Ve Pt ar. @.71)
0

In der Bemerkung 4.3 ist bereits darauf hingewiesen worden, daf$ die in diesem Abschnitt
zugrunde gelegten Symbole teils von den sonst in diesem Kapitel verwendeten Symbolen ab-
weichen. Da A(¢) hier den Lernindex bezeichnet, wird das Vermégen des Haushalts zur Zeit ¢
hier (in Abweichung zum Kapitel 3) mit B(#) bezeichnet. Die Budgetbedingung des Haushalts
zum Zeitpunkt ¢ ist

C+B=wL+7B,

oder, nach Division durch LY, in niveauangepaften Pro-Kopf-GroRen:
B 1-
_ = Y
c+ 7 wL ™" +rb. (4.72)

Unter Verwendung von b/b = B/B—yn kann der Term B/LY als B/LY = b +ynb ausgedriickt
werden. Nimmt man an, dal alle Haushalte identisch sind, so stimmt das niveauangepal3te
Vermogen pro Kopf b des reprasentativen Haushalts mit demjenigen der gesamten Volkswirt-
schaft iiberein. Da physisches Kapital das einzige Vermdgensaktivum in dieser geschlossenen
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Volkswirtschaft ist, muf3 b auch mit der niveauangepalten Kapitalintensitit {ibereinstimmen:
b = k. Setzt man diese Ergebnisse in (4.72) ein, so ergibt sich

k= le_Y+(r—yn)k—c. 4.73)
Die Maximierung von (4.71) unter der Nebenbedingung (4.73) sowie entsprechenden Randbe-
dingungen impliziert die Keynes-Ramsey-Regel
¢
e r—yn-op, (4.74)
wobei der Haushalt die Groflen L, r und w als exogene Funktionen der Zeit betrachtet, {iber
deren Entwicklung er vollkommene Voraussicht hat.

Die Unternehmen maximieren ihren Gewinn. Da das learning by doing aus der Sicht der
Unternehmen ein externer Effekt ist, sind der Zinssatz und der Reallohnsatz im Gleichgewicht
durch

Y
r= a——é:aaﬁk“_l—&
0K
oYy
w=r= 1-maPrery!

gegeben. Setzt man diese Werte in (4.73) und (4.74) ein, so folgt
k=adPk*-(yn+&k-c,
E =aadlk* '~ (yn+6+p).

Diese Differentialgleichungen stimmen exakt mit den zuvor abgeleiteten Beziehungen tiberein.
Da auch die Zielfunktionale iibereinstimmen, ist die abgeleitete steady state-Losung fiir den
reprasentativen Haushalt optimal, wenn er im langfristigen Gleichgewicht startet.

Vergleich der Losungen Die Differentialgleichungen der drei betrachteten Modelle
werden wie folgt zusammengefal(3t.

1. Zentralisierte Optimierungslésung:
k=adPk*—(yn+&k-c

a=aPk*-yna

éz(1+'“C)““ﬁka_16—(yn+6+p)c (4.75)
p=(+ympu—(u+1/c)BaP k"
2. Dezentrale Optimierungsldsung:
k=aPk®-(yn+8k-c
a=a’k" ~yna (4.76)

¢=adPk* le—(yn+6+p)c



244 Kapitel 4. Endogenes und semi-endogenes Wachstum

3. Goldene Faustregel:

k=aadPk®—(yn+6+p)k
Y P (4.77)
a=aPk%-yna

Vergleicht man die Bewegungsgleichungen der dezentralen Optimierungslosung
mit der Lésung der Goldenen Faustregel, so ist unmittelbar zu erkennen, da die
langfristigen Gleichgewichtswerte von k, a und c fiir beide Losungen iibereinstim-
men. In beiden Fillen sind die steady state-Werte von k und a also k und @ gemiR
(4.60), die im Vergleich zur zentralen Optimierungslosung zu klein sind. Da der stea-
dy state-Wert von ¢ durch die entsprechenden Werte von k und a impliziert wird,
reicht es aus, sich auf diese beiden Variablen zu konzentrieren.

Mit Bezug zur optimalen Wirtschaftspolitik ist es sinnvoll, zunédchst die Gleichun-
gen (4.76) der dezentralen Optimierungslésung zu betrachten. Diese Gleichungen
implizieren denselben Zeitpfad von k, a und ¢ wie die Gleichungen (4.75), wenn der
Nutzungspreis des Kapitals, 7+8 = aaP k*~!, mit der Rate pc subventioniert wird, die
durch die Gleichungen (4.75) impliziert wird.>’ Die Kapitaleigner sollten also mehr
als den privaten Nutzungspreis des Kapitals erhalten.®!

Die externen Effekte des learning by doing konnen in diesem Modell durch die
Subventionierung des Nutzungspreises des Kapitals internalisiert werden. Zu diesem
Ergebnis sind zwei Anmerkungen angebracht. Erstens ist die Ursache des learning by
doing nicht die Akkumulation des Kapitals, sondern die Produktion, weil die kumu-
lierte Produktionsmenge als Lernindex dient. Daher erwartet man eher, da die Sub-
ventionierung der Produktion die optimale Politik darstellt. Die Subventionierung
des Nutzungspreises des Kapitals und damit der Kapitalakkumulation bedeutet im
vorliegenden Modell aber letztlich, daB die Produktion subventioniert wird. Denn es
gibt nur einen Sektor, der die gesamte exogene Erwerbsbevolkerung und den gesam-
ten Kapitalstock beschiftigt. Durch die verstdrkte Akkumulation des Kapitals wird
daher die Produktion erhéht. In einem Zwei-Sektoren-Modell mit learning by doing
in einem der Sektoren ist es dariiber hinaus notwendig, die Produktion in diesem
Sektor zu subventionieren und damit den relativen Preis fiir die Anbieter des ent-
sprechenden Gutes zu erhohen (vgl. zum Beispiel Bardhan, 1971, der allerdings die
Akkumulation des Kapitals nicht beriicksichtigt). Zweitens erfordert ein ausgegliche-
nes Budget der Regierung eine Pauschalsteuer, wenn keine anderweitigen Verzerrun-
gen entstehen sollen. Da es in der betrachteten Volkswirtschaft keine Entscheidung
zwischen Arbeitszeit und Freizeit gibt, stellt eine Lohnsteuer letztlich eine Pauschal-

30Man beachte, daR der optimale Pfad fiir Startwerte abseits des steady state nicht analysiert worden ist.
Darauf wird verzichtet, weil hier die Ableitung einer einfachen Losung fiir die Wirtschaftspolitik in bezug
auf die Goldene Faustregel gesucht wird.

311n diesem Zusammenhang wird darauf hingewiesen, daR die Kozustandsvariable u (der Schattenpreis
des Lernens) auch aulerhalb des steady state fiir alle ¢ positiv ist. Denn der optimale Wert von p im steady
state ist {1 > 0, und dieser Wert kann nicht erreicht werden, wenn es ein 7 > 0 mit u(7) = 0 gibt, da pu(z)
stetig ist und die vierte Gleichung in (4.75) in diesem Fall impliziert, daf g(7) <O0.
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steuer dar. Die Feststellung, da8 eine effiziente Subvention nicht ohne eine beglei-
tende Steuererhebung moglich ist, ist wesentlich fiir die folgenden Ausfiihrungen.

Wie kdonnen Konsumenten, die die Goldene Faustregel befolgen, in ihrem Ver-
halten so beeinflult werden, dall sie das optimale langfristige Gleichgewicht errei-
chen? Der optimale Subventionssatz auf den Nutzungspreis des Kapitals im lang-
fristigen Gleichgewicht fiir den Fall optimierender Konsumenten ist durch ¢ > 0
gemill (4.69) gegeben. Da es nur zwei Arten von Einkommen gibt, ist es nahelie-
gend, das Arbeitseinkommen zur Finanzierung der Subventionen zu besteuern. Der
zutreffende Steuersatz 7, im Falle einer Subventionierung des Nutzungspreises des
Kapitals mit der konstanten Rate 7, = i¢ kann abgeleitet werden, indem das Netto-
nationaleinkommen (das hier gleich dem Volkseinkommen ist) mit dem verfiigbaren
Einkommen geméal der Verteilungsrechnung gleichgesetzt wird, was aufgrund der
Definition beider Groflen eine ausgeglichenes Staatsbudget impliziert:

Y-6K=Q1+71)(r+0)K-6K+(1—-14)wL
— Y=(0+pd)aaPk* 'K+ Q-1 -a)adP kL L.
Bei der Umrechnung sind der Nutzungspreis des Kapitals 7+ & = aaPk*"! und der

Reallohnsatz w = (1 — @)aPk*L’~! verwendet worden. Ausgedriickt im niveauange-
paRten Pro-Kopf-Output, Y/LY = y = aP k%, lautet diese Gleichung

aPk® = 1+ poaadP k% + (1-1,)(1 - ) aP k*

A A a
— Ty =[C .
H l-«a

Der so berechnet Steuersatz stellt ein ausgeglichenes Budget der Regierung sicher,
weil die Kapitaleigner den Betrag als Subvention bekommen, den die Arbeiter an
Steuern abfiihren miissen.*?

Wenn der Reallohnsatz mit dem Satz 1,, besteuert wird, ist der Konsum geméR
der Goldenen Faustregel gegeben durch

a

C=(1—Tw)wL+pK=(1—,aé )(1—a)aﬁk“LY+pK,

l-a
beziehungsweise ausgedriickt in niveauangepafiten Pro-Kopf-Variablen:
c=[1-al+pd)laP k% + pk.

Verwendet man diese Konsumfunktion in der Gleichung (4.57), so folgt

k=(1+ﬂé)aaﬁk“—(yn+6+p)k.

321m Hinblick auf die Plausibilitit des Ergebnisses ist es wichtig zu beachten, daR der Steuersatz 7, < 1
ist:
= At O (4.69) Byna _ afyn
w 1-a [(A-Pyn+pll-a) afyn+(1-a-PByn+1-a)p

1,

weil 1 —a—f>1 gilt.
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Im Vergleich mit (4.75) zeigt sich, daR fiir k = @ = 0 das langfristige Gleichgewicht
nun mit dem optimalen steady state iibereinstimmt. Die Stabilitdt des Modells un-
ter Vernachldssigung einer Lohnsteuer wird durch die Einfiihrung des konstanten
Faktors 1 + f1¢€ nicht beeintriachtigt. Zusammengefa3t gilt daher

Aussage 4.12. Wenn die Konsumenten die Goldene Faustregel befolgen, impliziert ei-
ne Besteuerung des Reallohnsatzes w mit dem Satz [ica/(1 — a) in Kombination mit
einer Subventionierung des Nutzungspreises des Kapitals mit dem Satz [i¢, dafs sich
die Volkswirtschaft asymptotisch dem langfristigen Optimum ndhert. Dabei ist i¢ der
optimale Subventionssatz des Nutzungspreises des Kapitals im steady state fiir den Fall
einer dezentralen Optimierungslosung.

Dieses Ergebnis erhoht die VerldGQlichkeit der Politikempfehlungen, die aus Op-
timierungsmodellen abgeleitet werden. Die Tatsache, dal§ hier eine Politik mit kon-
stanten Steuersdtzen und Subventionssédtzen vorgeschlagen wird, basiert auch auf
der Uberlegung, daR Regierungen in der Regel wohl kaum in der Lage sind, in der
Zeit variierende optimale Steuersdtze und Subventionssitze zu berechnen und zu
erheben. Die Berechnung konstanter Sétze, die im steady state optimal sind, kann
als Empfehlung von Faustregeln fiir die Regierung interpretiert werden. SchlieBlich
sollte angemerkt werden, dal§ die optimalen Steuer- und Subventionssdtze im allge-
meinen von der intertemporalen Substitutionselastizitidt o abhidngen, die hier gleich
eins gesetzt worden ist. Allgemein stimmen die langfristigen Gleichgewichte der de-
zentralen Optimierungslésung und der Losung der Goldenen Faustregel und damit
auch die optimalen Subventionssitze in diesen beiden Fillen nicht iiberein. Doch
wer kennt schon die tatsdchlichen Werte von o genau genug, um optimale Lésun-
gen zu bestimmen, die davon abhéngen? Daher ist es sinnvoller, sich mit moglichst
einfachen Empfehlungen zu begniigen.

4.5.3 Zu den stilisierten Fakten des Wirtschaftswachstums

Zu Beginn dieses Kapitels ist gepriift worden, inwieweit das neoklassische Grundmo-
dell die stilisierten Fakten des Wirtschaftswachstums erkldren kann. Dabei hat sich
herausgestellt, dal§ die neoklassische Theorie gut mit denjenigen Fakten vereinbar ist,
die sich auf ein einzelnes Land beziehen, mit der Ausnahme, daf durch den exoge-
nen technischen Fortschritt keine Erkldrung fiir das Wachstum der Arbeitsproduktivi-
tdt gewonnen werden kann. Hinsichtlich der Fakten, die den Vergleich verschiedener
Lander betreffen, ist das Grundmodell von einer befriedigenden Erkldrung weit ent-
fernt.

Im folgenden soll gezeigt werden, dall das in diesem Abschnitt dargestellte lear-
ning by doing-Modell die stilisierten Fakten so gut erkldren kann, wie man es von
einem Ein-Sektor-Modell ohne Beriicksichtigung des internationalen Handels erwar-
ten kann. Zum einfachen Nachweis wird angenommen, da@ sich eine Volkswirtschaft
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zu Beginn der Betrachtung in der Ndhe des steady state befindet, so dall man sich
auf die Eigenschaften des langfristigen Gleichgewichts konzentrieren kann. Dieser
Ansatz ist aufgrund der Stabilitdt des langfristigen Gleichgewichts bei Verwendung
der Goldenen Faustregel gerechtfertigt. Wie zuvor werden die stilisierten Fakten ein-
geteilt in solche, die sich auf ein einzelnes Land beziehen, und solche, die den Ver-
gleich mehrerer Linder zum Gegenstand haben. Soweit nichts Anderes festgestellt
wird, bezieht sich die Analyse auf das langfristige Gleichgewicht.

Mit Bezug zu den Fakten, die ein einzelnes Land betreffen, erkennt man schnell,
daR sie generell mit semi-endogenen Wachstumsmodellen vereinbar sind.

1. Die durchschnittliche Arbeitsproduktivitdt wichst: gy,;r = (y—1)n >0, vgl. die Glei-
chung (4.52).

2. Der Kapitalkoeffizient ist stationdr: gg/y = gk — 8y =0, vgl. die Gleichung (4.51).

3. Der Realzinssatz ist konstant: 7 = Y /0K — 8 = aaP k*~! — § = konst. im langfristi-
gen Gleichgewicht.

Hinsichtlich einer Anwendung des Modells auf eine Welt mit mehreren Lindern
ist es wichtig, die Externalitédt des learning by doing genauer zu spezifizieren. Im Ab-
schnitt 4.5.1 ist angemerkt worden, da@ es einen hohen Grad an knowledge spillovers
gibt. Fraglich ist, ob diese spillovers nur national oder auch international wirken.
Die empirischen Ergebnisse von Branstetter (2001), der allerdings hauptsédchlich mit
knowledge spillovers in der Forschung und Entwicklung befaRt ist, legen es jedenfalls
nahe, dall diese spillovers in erster Linie intranational und nicht international auftre-
ten (vgl. auch den Abschnitt 5.1.1). Wie im Verlaufe dieses Kapitels gezeigt worden
ist, sind die Implikationen der Modelle des semi-endogenen Wachstums hinsicht-
lich der langfristigen Wachstumsraten ohnehin weitgehend davon unabhingig, ob
der technische Fortschritt auf der Forschung und Entwicklung, der Akkumulation
des Humankapitals oder dem learning by doing beruht. Daher ist es moglich, den
Lernindex A als extern fiir die einzelnen Unternehmen und intern fiir ein Land zu
betrachten. Diese Annahme ermdglicht eine endogene Erklarung unterschiedlicher
Produktivitdtsniveaus verschiedener Liander und der komparativen Vorteile im Fall
des Aullenhandels.

Da die Wachstumsrate der durchschnittlichen Arbeitsproduktivitit gy, = (y—1)n
konstant und positiv ist, gibt es keine Mdglichkeit fiir die armen Lander, die reichen
Lander hinsichtlich des Pro-Kopf-Einkommens einzuholen. Das Modell kann daher
unterschiedliche Arbeitsproduktivitdten zwischen den Ldndern durch das learning
by doing erklédren. Der erste Teil des stilisierten Faktums 4 kann also einfach dadurch
erzeugt werden, dal$ man annimmt, daf§ die Produktion in einem Land friiher als in
einem anderen aufgenommen worden ist. Langfristig unterschiedliche Wachstums-
raten konnen lediglich durch die Unterstellung unterschiedlicher Parameter gene-
riert werden. Eine wirkliche Erklarung erfordert aber sicher mehr als eine Argument,
das auf exogenen Konstanten basiert. Ein entsprechender Ansatz wird spater weiter
verfolgt. Die Vereinbarkeit mit dem Faktum 5 folgt direkt aus der vorangegangenen
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Argumentation. Zwei Lander, die die Produktion zu unterschiedlichen Zeitpunkten
aufgenommen haben, aber beide bereits in der Ndhe des steady state sind, wachsen
etwa gleich schnell, obwohl die Einkommensunterschiede pro Kopf erheblich sein
kénnen.

Im Rahmen eines neoklassischen Modells ist davon auszugehen, daf Linder
mit relativ hohem Reallohnsatz tendenziell Einwanderungsldnder sind. Da der Re-
allohnsatz w = (1 — a)aPk*LY~! im steady state mit derselben Rate (y — 1)n wie der
Pro-Kopf-Output wéchst, hat ein Land mit einem hoheren Pro-Kopf-Output auch
einen hoheren Reallohnsatz. Obwohl im Modell nicht zwischen hochqualifizierter
und geringqualifizierter Arbeit unterschieden wird, sind die Implikationen also mit
dem Faktum 6 vereinbar. Zusitzlich ist darauf hinzuweisen, daf der Realzinssatz
r = aaPk* ! — § im steady state in allen Lindern iibereinstimmt. Daher impliziert
das Modell in Ubereinstimmung mit der Empirie auch keine Tendenz fiir das Kapital,
in relativ arme Lander zu wandern (vgl. Lucas, 1990).

Das den Zusammenhang zwischen dem Aulenhandel und dem Wirtschaftswachs-
tum betreffende Faktum 7 kann in einem Ein-Sektoren-Modell ohne Raum fiir den
internationalen Handel nicht sinnvoll analysiert werden. Allerdings ist es denkbar,
dall eine Zwei-Sektoren-Erweiterung des vorliegenden Modells sowohl das Faktum
7 als auch das Faktum 8 tiber die negative Korrelation des Bevilkerungswachstums
mit dem Pro-Kopf-Wachstum,*® das im Widerspruch zum hier betrachteten Modell
steht, und den zweiten Teil von 4 erkldren kann. Angenommen, es existieren zwei
Sektoren. Der Sektor 1 produziert high tech-Giiter und nutzt das Kapital relativ in-
tensiv, wihrend der Sektor 2 Agrargiiter produziert und die Arbeit relativ intensiv
nutzt. Wenn a; und a, die Produktionselastizitdten des Kapitals in den Sektoren 1
und 2 bezeichnen, gilt a; > a,. Die Lernelastizitdt $; im Sektor 1 sei grofer als B,
im Sektor 2 (entsprechend dem Ergebnis (5) der im Abschnitt 4.5.1 dargestellten em-
pirischen Untersuchungen des learning by doing). In einer Welt mit zwei Lindern
sei die Wachstumsrate 7 der Bevilkerung im Inland kleiner als n* im Ausland, also
n < n*. Ansonsten seien beide Linder identisch. Vereinfachend wird unterstellt, daf§
sich das Ausland, das die groere Erwerbsbevolkerung hat, bei Freihandel vollstan-
dig auf die Produktion des relativ arbeitsintensiven Gutes 2 und das Inland auf das
relativ kapitalintensive Gut 1 spezialisiert. Obwohl die Gleichung (4.61) eine héhe-
re Wachstumsrate des Auslands impliziert, zeigen die Gleichungen (4.62) und (4.63),
dall die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens im Inland per Saldo héher sein
kann. Damit ist das Faktum 8 und, weil die Arbeitsproduktivititen nun ebenfalls mit
unterschiedlichen Raten wachsen konnen, der zweite Teil des Faktums 4 erkldrt. Ein
Problem mit diesem Ansatz besteht darin, da nichts {iber die Entwicklung des rela-
tiven Preises des high tech-Gutes in Einheiten des Agrargutes gesagt worden ist.

Im Hinblick auf das stilisierte Faktum 7 kann das Argument aus dem vorhergehen-

33Die im stilisierten Faktum 8 erwihnte Korrelation kann gegenseitig verursacht sein. Weil n im betrach-
teten Modell konstant ist, kann natiirlich nicht erkldrt werden, warum ein héheres Pro-Kopf-Einkommen
eine geringere Wachstumsrate der Bevolkerung implizieren kann. Das Modell ist lediglich mit der inversen
Verursachung von der Wachstumsrate der Bevolkerung zum Pro-Kopf-Output befaf3t.
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den Absatz lediglich erkldren, warum das Inland mit Aulenhandel schneller wéichst
als ohne Aullenhandel. Unter den angegebenen Bedingungen wichst das Ausland
tatsdchlich langsamer. Das Faktum 7 ist allerdings sehr ungenau spezifiziert. Keines-
wegs wird behauptet, dal§ ein Land mit Freihandel schneller wichst. Das eben skiz-
zierte Zwei-Sektoren-Modell steht in enger Beziehung zum Erziehungsargument der
Protektion, demzufolge nicht Zbolle, sondern Subventionen das geeignete Mittel zur
Férderung junger Industrien sind (vgl. zum Beispiel Bardhan, 1971; Clemhout und
Wan, 1970; Christiaans, 1997). Eine solche Subventionierung von Exportindustrien
kann zu einem steigenden Volumen des AuBlenhandels in einigen Lindern und ei-
ner steigenden Wachstumsrate des Output fithren. Daher ist es méglich, da@ in einer
Welt mit vielen Landern auch ein Land wie das im vorhergehenden Absatz beschrie-
bene Ausland mit zunehmendem Aullenhandelsvolumen schneller wichst.

Ein Ein-Sektoren-Modell ohne den internationalen Handel vernachldssigt also ei-
nige Aspekte der Realitdt, die von grofler Bedeutung fiir das Wachstum und die Ent-
wicklung der Volkswirtschaften sind. Eine Erkldarung aller stilisierten Fakten ist daher
sicherlich nur anhand eines Modells méglich, das mindestens zwei Sektoren enthélt
und eine Moglichkeit fiir die endogene Erklarung komparativer Vorteile liefert, die ih-
rerseits das Wachstum beeinflussen. Eine derartige Zwei-Sektoren-Erweiterung des
Modells mit learning by doing beinhaltet konzeptionelle Probleme, die die Formu-
lierung eines addquaten Modells schwierig machen. So ist die Existenz eines steady
state mit Aullenhandel generell nicht gewéhrleistet, wenn sich die Wachstumsraten
im Inland und im Ausland unterscheiden (vgl. den Abschnitt 5.1.2). Auch wenn ein
steady state existiert, aber die beiden Sektoren mit unterschiedlichen Raten wachsen,
mul der relative Preis des Gutes mit der h6heren Wachstumsrate der Produktion bei
den tblicherweise unterstellten homothetischen Prédferenzen stetig abnehmen. Ob
im Falle der Spezialisierung das die high tech-Giiter produzierende Land tatsdchlich
eine hohere Wachstumsrate des Pro-Kopf-Output aufweist, hdngt von anderen Mo-
dellparametern ab.

Aufgrund dieser Schwierigkeiten werden in der Literatur tiber das learning by
doing regelmillig weitere vereinfachende Annahmen getroffen, indem etwa die Akku-
mulation des Kapitals vernachléssigt wird (zum Beispiel Bardhan, 1971; Lucas, 1988;
Boldrin und Scheinkman, 1988; Christiaans, 1997), nur ein Sektor betrachtet wird
(zum Beispiel das erste Modell von Sheshinski, 1967a) oder eine kleine offene Volks-
wirtschaft mit teils linearen Produktionsfunktionen oder einer linearen Transforma-
tionskurve unterstellt wird (zum Beispiel das zweite Modell von Sheshinski, 1967a,
oder Wong und Yip, 1999). Im Kapitel 5 werden zwei unterschiedliche Ansétze auf-
gezeigt, das hier verwendete Modell auf offene Volkswirtschaften zu erweitern und
damit zu einer Erklarung der stilisierten Fakten 7 und 8 beizutragen.

Neuerdings werden einige weitere empirische Regelméaligkeiten diskutiert, die
ein sinnvolles Wachstumsmodell zu generieren hat. Die Analyse der Konvergenzra-
ten ist bereits im Abschnitt 4.1 kritisiert worden und wird hier nicht weiter verfolgt.
Mit Bezug zum Verhalten der Sparquote wiihrend des Ubergangs zum langfristigen
Gleichgewicht ist festgestellt worden, da ein sinnvolles Wachstumsmodell sowohl
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steigende als auch fallende Sparquoten nicht von vornherein ausschlieBen sollte. Im
Abschnitt 3.5 ist gezeigt worden, dal} die Bruttosparquote im neoklassischen Grund-
modell, das unter Verwendung der Goldenen Faustregel formuliert worden ist, mit
steigender Kapitalintensitdt fallt. Im vorliegenden Modell ist die Bruttosparquote
durch
Y-Cussy. (1-a)Y+pK K @53 k .54 ki@
s=——— = l-———=a-p— = a-p— =«

Y Y Y ¥y P=ap

gegeben. Demnach steigt die Bruttosparquote mit wachsender niveauangepaliter Ka-
pitalintensitét k, wenn

(1-a)gk < Pga

gilt, und umgekehrt. Ob diese Bedingung erfiillt ist, hdngt von den Startwerten von
a und k ab. Wenn zum Beispiel gy relativ klein und weit von der Isokline @ = 0 in
der Abbildung 4.1 entfernt ist, wihrend ko in der Nihe der Isokline & = 0 liegt, soll-
te die Bedingung erfiillt sein. Die Sparquote steigt sicher, wenn k féllt und a steigt,
wie zum Beispiel entlang des ersten Teils der Trajektorie O in der Abbildung 4.1. In
jedem Fall ist es wichtig, dal das Modell sowohl steigende als auch fallende Spar-
quoten wihrend des Ubergangs generieren kann. Diese Eigenschaft ist nicht erfiillt,
wenn der Kapitalstock K anstelle der kumulierten Produktionsmenge A als Lernin-
dex verwendet wird, wie es in Wachstumsmodellen mit learning by doing {iblich ist
(eine Ausnahme ist Wong und Yip, 1999). Denn wenn man A in der Gleichung (4.48)
durch K ersetzt, so lautet die Bruttosparquote

k
s=a-p-=a-pk'~ P
y

Wegen 1 - a — > 0 fillt dieser Ausdruck in k, so daR s wihrend des Ubergangs zum
steady state féllt, wenn ko kleiner als der Wert im langfristigen Gleichgewicht ist (in
diesem Fall steigt kK monoton). Die Verwendung der kumulierten Produktion anstelle
der kumulierten Nettoinvestitionen als Lernindex hat also mehr Vorteile, als lediglich
plausibler zu sein.

Anhang: Der Fall des endogenen Wachstums Der Vollstindigkeit halber wird das
Modell nun kurz unter der alternativen Annahme 1— a — § = 0 analysiert. Anstelle
eines Modells des semi-endogenen Wachstums entsteht dadurch ein Modell des en-
dogenen Wachstums mit Skaleneffekten. Um die Darstellung méoglichst einfach zu
halten, werden die Abschreibungen vernachléssigt (6 = 0) und ein konstante Spar-
quote s unterstellt. Fiir n = 0 und gy = gx folgt aus der logarithmischen Ableitung
der Produktionsfunktionen (4.48) und (4.49) lediglich gy = g4 und

1-a-Pgk=0,

so dafd die Wachstumsrate hieraus nicht bestimmt werden kann. Im steady state sind
y:=Y/Kund a:= A/K konstant. Es bietet sich daher an, das dynamische System in
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der Variablen a auszudriicken. Wegen =1 -« gilt

y
gk = S? = AP0 = 5aP P, 4.78)

Analog gilt A/K = aPIP. Aus g, = g4 — gk folgt damit
A
a= X ~8Kka= (P —saPHIP.

Da L konstant ist, beschreibt diese Gleichung die dynamische Entwicklung vollstidn-
dig. Die Dimension des dynamischen Systems ist also fiir das Modell des endogenen
Wachstums um eins geringer als im Fall des semi-endogenen Wachstums. Bildet man
die Ableitung von 4 nach a, so erkennt man, dal§ die Dynamik durch das Phasendia-
gramm der Abbildung 4.2 beschrieben wird, wobei aus a4 = 0 der Gleichgewichtswert
a=1/s folgt.

a

“l—

Abbildung 4.2

Stabilitdt im Fall des endogenen Wachstums mit konstanter Sparquote

Das langfristige Gleichgewicht ist also global stabil. Setzt man a = 1/s in (4.78)
ein, so erhilt man schliellich die Wachstumsraten im steady state:

gv =gk =ga=s"IF.

Anhand dieser Formel ist unmittelbar zu erkennen, dall die Wachstumsraten in der
Sparquote und der Bevolkerungsgro3e steigen, so dal das Wachstum endogen ist
und einen Skaleneffekt enthilt.

4.6 Zusammenfassung

Die édltere neoklassische Wachstumstheorie kann die sogenannten stilisierten Fakten
des Wirtschaftswachstums nur zum Teil erkldren. So ist sie zwar mit denjenigen Fak-
ten vereinbar, die sich auf einzelne Linder und nicht deren internationalen Vergleich
betreffen, doch liefert der exogene technische Fortschritt letztlich keine Erkldrung
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fiir das langfristig positive Wachstum des Pro-Kopf-Einkommens in zahlreichen Lan-
dern. Hier liegt der Ansatzpunkt fiir die neuere Theorie des endogenen Wachstums,
die den technischen Fortschritt in den Modellen zu erkldren beabsichtigt. Eine solche
Erkldrung stellt sich insbesondere fiir den Vergleich verschiedener Lander als wich-
tig heraus, mit deren empirisch festgestellten Unterschieden die &ltere neoklassische
Theorie nur unter Beriicksichtigung unterschiedlicher exogener Parameter wie etwa
der exogenen Rate des Harrod-neutralen technischen Fortschritts vereinbar ist. Ei-
nige der Fakten befinden sich auflerhalb des Erkldrungsbereichs des neoklassischen
Grundmodells einer geschlossenen Volkswirtschaft, das weder internationale Faktor-
wanderungen noch den internationalen Handel zum Gegenstand hat. Eine Erweite-
rung auf offene Volkswirtschaften ist daher unumgénglich, wobei argumentiert wor-
den ist, dall dadurch auch die negative Korrelation zwischen dem Wachstum der Be-
volkerung und dem Wachstum des Pro-Kopf-Einkommens erkldrt werden kann, die
in keinem offensichtlichen Zusammenhang mit der Offenheit einer Volkswirtschaft
steht. Wahrend die Analyse offener Volkswirtschaften der Gegenstand des Kapitels
5 ist, sind in diesem Kapitel verschiedene Theorien des endogenen und des semi-
endogenen Wachstums in geschlossenen Volkswirtschaften dargestellt, klassifiziert
und erweitert worden.

Die Grundidee der Theorie des endogenen Wachstums ist anhand des sogenann-
ten AK-Modells veranschaulicht worden, fiir das eine im Kapitalstock lineare und
vom Arbeitseinsatz unabhingige Produktionsfunktion unterstellt wird. Anhand die-
ses Modells kann gezeigt werden, dal8 die Beschréankung der Grenzproduktivitdt nach
unten endogenes Wachstum impliziert, weil eine vermehrte Akkumulation des Kapi-
tals nicht zu schlieflich auf null fallenden Grenzproduktivititen fiihrt. In diesem
Zusammenhang sind prézise Definitionen des endogenen und des semi-endogenen
Wachstums eingefiihrt worden. Das Wachstum ist demnach endogen (semi-endogen),
wenn das Pro-Kopf-Einkommen ohne exogenen technischen Fortschritt mit langfri-
stig positiver Rate wichst und diese Rate wirtschaftspolitisch, etwa durch eine Ande-
rung der Sparquote, (nicht) beeinflul3bar ist. Schlielich weist das Wachstum Skalen-
effekte auf, wenn die Hohe der Wachstumsrate von der GroRe einer Volkswirtschaft
abhéngt, hier gemessen durch die Bevolkerungszahl. Das AK-Modell generiert en-
dogenes Wachstum ohne Skaleneffekte. Allerdings ist es problematisch, dal§ dieses
Wachstum von exogenen Parameterkonstellationen abhéngt und daR die Arbeit als
Produktionsfaktor vollig vernachléssigt wird, wodurch es auch keine Dynamik des
Ubergangs zum langfristigen Gleichgewicht gibt, das unmittelbar erreicht wird.

Einen befriedigenderen Ansatz stellt daher das Romer-Modell des endogenen
technischen Fortschritts dar, der durch den die Produktivitédt steigernden Effekt neu-
er Kapitalgiitervarianten und die Externalitdt des Wissens in der Forschung und Ent-
wicklung ermdéglicht wird und zu einem langfristig positiven Wachstum des Pro-Kopf-
Einkommens fiihrt. Das grof3e Verdienst von Romer (1990) ist es, den endogenen
technischen Fortschritt unter Verwendung der relativ realistischen Marktform der
monopolistischen Konkurrenz im Kapitalgiitersektor in ein neoklassisches Wachs-
tumsmodell integriert zu haben. Ein wesentliches Problem des Ansatzes besteht in
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dem implizierten Skaleneffekt. Je groRer die betrachtete Volkswirtschaft ist, desto gro-
Ber ist im Romer-Modell auch die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens. Wenn
die Bevolkerung mit positiver Rate wichst, existiert kein steady state. Die Wachs-
tumsrate des Pro-Kopf-Einkommens wéchst dann selbst exponentiell. Jones (1995)
hat darauf hingewiesen, dal§ diese Voraussagen empirisch unhaltbar sind, und ein
alternatives Modell konstruiert, das den Skaleneffekt beseitigt und gleichzeitig das
endogene Wachstum durch semi-endogenes Wachstum ersetzt.

Semi-endogenes Wachstum bedeutet, dal8 die Wirtschaftspolitik die langfristige
Wachstumsrate im Gegensatz zum Fall des endogenen Wachstums nicht beeinflus-
sen kann, was eine Riickkehr zu den Implikationen des Solow-Modells darstellt. Ob-
wohl einige Ansétze existieren, die die empirisch nicht haltbaren Skaleneffekte in
Modellen des endogenen technischen Fortschritts eliminieren und trotzdem zu en-
dogenem Wachstum fiihren, ist gezeigt worden, dall diese Modelle auf Grenzfillen
der Parameterwerte basieren, die endogenes Wachstum ohne Skaleneffekte praktisch
unwahrscheinlich machen. Obwohl die Endogenitéit des Wachstums und die Existenz
von Skaleneffekten logisch voneinander unabhéngig sind, ist gezeigt worden, dafl§
ausschliefllich diejenigen Modelle robust gegeniiber Parameterdnderungen sind, in
denen das Wachstum semi-endogen und frei von Skaleneffekten ist. Ein robustes
Modell des Wachstums einer geschlossenen Volkswirtschaft mit exogenem Bevolke-
rungswachstum sagt voraus, dall die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens pro-
portional zur Wachstumsrate der Bevolkerung ist. Sofern man also Wachstumsmodel-
le mit endogenem technischem Fortschritt und exogenem Bevolkerungswachstum
konstruiert, sollte es sich dabei um semi-endogene Wachstumsmodelle ohne Skalen-
effekte handeln.

Die prinzipiellen Implikationen der semi-endogenen Wachstumsmodelle ohne
Skaleneffekte in geschlossenen Volkswirtschaften sind im wesentlichen davon unab-
héngig, worauf der technische Fortschritt letztlich basiert. Im Sinne des Postulats der
Einfachheit ist daher ein Modell formuliert worden, in dem der technische Fortschritt
auf dem learning by doing statt auf der Forschung und Entwicklung beruht. Diese
Annahme wird durch die empirische Bedeutung des learning by doing gerechtfertigt.
Anhand dieses Modell ist gezeigt worden, daR die stilisierten Fakten des Wirtschafts-
wachstums mit zwei Ausnahmen gut unter Verwendung der im Kapitel 3 eingefiihr-
ten Goldenen Faustregel im Rahmen einer geschlossenen Volkswirtschaft erklart wer-
den kénnen. Durch den Vergleich mit den optimalen Losungen bei zentraler und
dezentraler Planung hat sich dariiber hinaus gezeigt, dal§ eine optimale Wirtschafts-
politik, die fiir die dezentrale Optimierungslésung im steady state gilt, auch fiir die
Goldene Faustregel optimal sein kann, wenn man sich auf das Optimum im lang-
fristigen Gleichgewicht beschrénkt. Hierdurch werden zum einen die Implikationen
neoklassischer Optimierungsmodelle gestiitzt, die also auch bei Verletzung der strikt
neoklassischen Annahmen sinnvoll sein kdnnen. Zum anderen weist das Argument
darauf hin, daf§ eine Betrachtung der optimalen Wirtschaftspolitik fiir den steady
state unter Umstidnden hinreichend ist. Denn die Bestimmung etwa optimaler Sub-
ventionssitze wihrend der Ubergangsdynamik, die sich in der Zeit dndern, diirfte in
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der Realitit ohnehin bei weitem zu anspruchsvoll sein.

Die beiden genannten Ausnahmen beziiglich der Erkldrung der stilisierten Fak-
ten betreffen die positive Korrelation zwischen dem Wachstum des Auenhandelsvo-
lumens und dem Wachstum des Pro-Kopf-Einkommens sowie die negative Korrela-
tion zwischen den Wachstumsraten der Bevolkerung und denjenigen des Pro-Kopf-
Einkommens. Die Erkldrung dieser Fakten steht im Mittelpunkt des Kapitels 5, das
sich mit dem Wachstum in offenen Volkswirtschaften beschiftigt.



Kapitel 5:
Wachstum in offenen Volkswirtschaften

5.1 Die Bedeutung des Aulenhandels fiir das Wachstum

5.1.1 Allgemeine Ansatzpunkte

Im Abschnitt 4.5.3 ist gezeigt worden, dal8 die auf den Seiten 183-184 aufgefiihrten
stilisierten Fakten des Wirtschaftswachstums mit Ausnahme der Fakten 7 (positive
Korrelation zwischen dem Wachstum des AuBenhandels und dem Wirtschaftswachs-
tum) und 8 (negative Korrelation zwischen dem Bevolkerungswachstum und dem
Wachstum des Pro-Kopf-Einkommens) gut anhand eines einfachen semi-endogenen
Wachstumsmodells einer geschlossenen Volkswirtschaft zu erkldren sind. In diesem
Kapitel steht die Erklarung dieser beiden Fakten im Rahmen von Wachstumsmodel-
len ohne Skaleneffekte im Mittelpunkt. Dabei wird sich auch zeigen, daR die strenge
Beziehung zwischen semi-endogenem Wachstum und Wachstum ohne Skaleneffekte
im Rahmen offener Volkswirtschaften nicht mehr gilt.

Die genannte Beziehung zwischen dem Bevolkerungswachstum und der Entwick-
lung des Pro-Kopf-Einkommens im Sinne eines stilisierten Faktums bedeutet nicht,
dal es keine Gegenbeispiele gibt. Eine Reihe von Querschnittsanalysen hat jedoch
gezeigt, dal die Wachstumsraten der Bevolkerung und des Pro-Kopf-Einkommens
entweder unkorreliert oder sogar negativ korreliert sind (vgl. zum Beispiel De Long
und Summers, 1991; Mankiw et al., 1992). Nach Goodfriend und McDermott (1995,
S. 128) ist die empirische Beziehung zwischen beiden Groflen schwach, was auch
durch die Analyse eines Querschnitts von Lindern von Kuznets (1973) bestitigt wird.
Die Autoren schlieBen, daf die Wachstumstheorie einem Bevolkerungspuzzle (po-
pulation puzzle) gegeniibersteht. Fiir den Fall semi-endogener Wachstumsmodelle
offenbart sich dieses Puzzle anhand der Gleichung (4.42) auf der Seite 223.

In der Literatur existieren einige Versuche, dieses Bevolkerungspuzzle zu erkld-
ren. So argumentiert Jones (1995, S. 777-778) in seinem Originalbeitrag zum semi-
endogenen Wachstum, da sein Modell nicht im Widerspruch zur Empirie stehe, da
es lediglich auf bereits entwickelte Volkswirtschaften oder sogar einen Teil der gesam-
ten Welt anwendbar sei. AuBerdem sei nicht das Wachstum der Bevolkerung selbst,
sondern dasjenige der Anzahl der Forscher fiir das Wachstum verantwortlich. Diese
Argumente sind zwar stichhaltig, implizieren aber schlielich, da das Modell von
Jones keine Aussage iiber die Implikationen des Bevolkerungswachstums fiir inter-
nationale Unterschiede in den Wachstumsraten der Pro-Kopf-Einkommen machen
kann. Dariiber hinaus vertrégt sich das die Anzahl der Forscher betreffende Argu-
ment nicht mit der plausiblen Annahme, daR es in grofleren Volkswirtschaften mehr
Forscher als in kleineren Volkswirtschaften gibt. Die Argumente von Goodfriend und
McDermott (1995, S. 128-129) sind insoweit dhnlich, als sie hinsichtlich der Erkla-
rung unterschiedlich hoher Pro-Kopf-Einkommen in den industrialisierten Landern
die Bedeutung des Humankapitals pro Kopf anstelle der Bevolkerung selbst beto-
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nen. Mit Bezug zu den Entwicklungsldndern kann in ihrem Modell ein temporirer
Riickgang des Pro-Kopf-Einkommens durch das Bevolkerungswachstum auftreten,
weil sich der Pro-Kopf-Output als Durchschnitt aus dem Output eines traditionellen
Sektors mit abnehmenden Skalenertragen und dem eines marktwirtschaftlichen Sek-
tors mit steigenden Skalenertriagen ergibt. Ein langfristig negativer Effekt des Bevol-
kerungswachstums auf das Wachstum des Pro-Kopf-Einkommens ist auch in ihrem
Modell nicht méglich.

Ein positiver Einflul der Bevolkerungsgrofle auf das Pro-Kopf-Einkommen fin-
det sich schon in dem Modell des learning by doing, das Simon und Steinmann
(1984) einige Jahre vor der Entwicklung der Theorie des endogenen Wachstums for-
muliert haben. Ahnlich wie Jones (1995) argumentieren diese Autoren, daf die em-
pirischen Daten nicht im Widerspruch zu ihrer Analyse stehen, da der technische
Fortschritt {iber die nationalen Grenzen hinweg diffundiere, woraus sie folgern, da
die relevante Untersuchungseinheit nicht ein einzelnes Land, sondern die gesamte
westliche industrialisierte Welt sei (Simon und Steinmann, 1984, S. 180). Allerdings
ist diese Annahme der internationalen knowledge spillovers empirisch fragwiirdig.
Zwar bestehen knowledge spillovers aufgrund des learning by doing laut Irwin und
Klenow (1994) nicht nur intranational, sondern auch international, doch basieren
diese Ergebnisse nach Branstetter (2001) auf erheblichen Beschriankungen der ver-
fiigbaren Daten. Obwohl Branstetter (2001) selbst mit den spillovers der Forschung
und Entwicklung befal3t ist, sprechen seine Ergebnisse dafiir, dal die Diffusion des
Wissens in erster Linie auf der nationalen statt auf der internationalen Ebene auftritt,
unabhingig davon, ob dieses Wissen durch das learning by doing oder durch die
Forschung entstanden ist. Diese Interpretation wird auch durch empirische Studien
des Heckscher-Ohlin-Samuelson(HOS)-Modells der Aullenhandelstheorie nahege-
legt,! die zu dem Ergebnis kommen, daf die Handelsrichtungen nicht allein durch
die Faktorbestdnde erkldart werden konnen, sondern auch auf Unterschieden in der
Produktionstechnik zwischen den betrachteten Landern basieren (vgl. zum Beispiel
Trefler, 1995; Gustavson et al., 1999).2 Dementsprechend werden in den Abschnitten
5.2 und 5.3 Modelle analysiert, in denen die spillovers des technischen Fortschritts
nur innerhalb der Grenzen eines Landes auftreten. Die Erklarung des stilisierten Fak-

IDas HOS-Theorem wird in beinahe jedem beliebigen Lehrbuch zur AuRenhandelstheorie oder auch
in Christiaans (1997, S. 62) dargestellt. Fiir den Fall eines 2x2x2-Modells (mit zwei Lindern, zwei Sektoren
und zwei Faktoren) besagt es: Wenn zwei Léinder iiber identische linearhomogene Produktionsfunktionen
und identische homothetische Prdferenzen verfiigen und im Bereich der gegebenen gesamtwirtschaftlichen
Faktorintensitditen keine sektoralen Faktorintensitdtsumkehrungen auftreten, exportiert jedes Land das Gut,
dessen Produktion den relativ reichlich vorhandenen Faktor relativ intensiv nutzt und importiert das Gut,
das den relativ knappen Faktor relativ intensiv nutzt.

2Damit soll keineswegs behauptet werden, daR der internationale Wissenstransfer vernachlissigbar ge-
ring ist, sondern lediglich, daR die stilisierende Annahme intranationaler learning spillovers gerechtfertigt
ist. Eine komplementdre Analyse mit vollstdndigen internationalen spillovers ist zum Beispiel aufgrund
der Ergebnisse von Coe und Helpman (1995) zu rechtfertigen. Die empirische Wirtschaftsforschung ist
nach wie vor in einem Stadium, in dem man zu einem gegebenen empirischen Ergebnis so gut wie im-
mer auch ein entgegengesetztes Ergebnis finden kann, was allerdings auch daran liegen kann, daf die
Wabhrheit in der Mitte liegt.
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tums 8 beziehungsweise die Losung des Bevolkerungspuzzles ist der Gegenstand des
Abschnitts 5.2.

Wie bereits frither angemerkt worden ist, ist die Analyse der Wirkung des Pro-
Kopf-Einkommens auf die Wachstumsrate der Bevolkerung nicht der Gegenstand der
vorliegenden Erorterungen, die sich ausschliefflich mit der umgekehrten Wirkungs-
richtung befassen. In Ansédtzen mit endogener Wachstumsrate der Bevolkerung mu@l
das Bevolkerungspuzzle nicht auftreten. Zum Beispiel zeigen Becker et al. (1990) fiir
den Fall steigender Grenzproduktivititen des Humankapitals die Mdoglichkeit auf,
daB arme Gesellschaften gré6Bere Familien wéhlen als reiche Gesellschaften, die in
die Akkumulation des Humankapitals investieren. Insofern kann das im Abschnitt
5.2 betrachtete Modell als komplementére Analyse angesehen werden, die zeigt, da
das Bevolkerungspuzzle auch in einem semi-endogenen Wachstumsmodell mit exo-
gener Wachstumsrate der Bevolkerung gelést werden kann, wenn man spezifische
Charakteristika wie die Abhdngigkeit von importierten Zwischenprodukten in sich
entwickelnden Volkswirtschaften berticksichtigt.

Die neuere Literatur zum Wachstum in offenen Volkswirtschaften befal3t sich vor-
nehmlich mit der Beziehung zwischen dem Grad der Offenheit und dem Wachstum
des Pro-Kopf-Einkommens, also mit dem stilisierten Faktum 7, sowie der Konver-
genz der Pro-Kopf-Einkommen. Wie Feenstra (1996) bemerkt, finden sich dabei zwei
entgegengesetzte Ergebnisse, wobei er sich auf die Theorie des endogenen Wachs-
tums bezieht. Wiahrend die Modelle des learning by doing (zum Beispiel Young, 1991;
Lucas, 1988, Abschnitt 5) in der Regel eine Divergenz der Wachstumsraten in den
beteiligten Lindern vorhersagen, wobei nur eines der beiden Linder einen Wachs-
tumsgewinn hat, implizieren die Romer (1990) folgenden Ansétze des endogenen
technischen Fortschritts in der Regel eine Erh6hung und Konvergenz der Wachs-
tumsraten als Konsequenz des internationalen Handels (zum Beispiel Rivera-Batiz
und Romer, 1991a,b; Grossman und Helpman, 1991a). Dieses Ergebnis ist allerdings
in vielen Fillen davon abhéngig, dall unterstellt wird, dal die internationale Diffusi-
on des Wissens gleichzeitig mit der Aufnahme des Auflenhandels auftritt. Wie bereits
angemerkt worden ist, erscheint diese Annahme aufgrund der empirischen Evidenz
als nicht unproblematisch. Die Aussage, daf8 die Wissensdiffusion in erster Linie in-
tranational stattfindet, bedeutet natiirlich nicht, dall es gar keine internationalen
knowledge spillovers gibt. Offensichtlich vermittelt der internationale Handel zumin-
dest die Kenntnis von der Existenz der gehandelten Produkte, wenn sie bei Autarkie
nicht verfiigbar gewesen sind. Insofern kann es zwar gerechtfertigt sein, eine interna-
tionale Wissensdiffusion in theoretischen Modellen zu berticksichtigen, doch sollte
man dabei nicht so weit gehen, eine Konvergenz der Wachstumsraten allein damit
zu begriinden.

Wihrend das stilisierte Faktum 7 auch durch zahlreiche neuere empirische Unter-
suchungen gestiitzt wird, haben Rodriguez und Rodrik (2000) in einer vielbeachteten
kritischen Evaluierung der empirischen Studien ernsthafte Zweifel an der Giiltigkeit
dieser Ergebnisse gedullert. So kritisieren die Autoren die Eignung einiger empirisch
verwendeter Mel3grof3en fiir die Offenheit eines Landes (hinsichtlich des AuBenhan-
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dels) ebenso wie die verwendeten dkonometrischen Methoden. Ihr Fazit lautet: The
issue is far from having been settled on empirical grounds. We are in fact skeptical
that there is a general, unambiguous relationship between trade openness and growth
waiting to be discovered. We suspect that the relationship is a contingent one, depen-
dent on a host of country and external characteristics (Rodriguez und Rodrik, 2000, S.
6). Diese Einschédtzung steht im Einklang mit anderen Ergebnissen, die eine einfache
Beziehung derart, dal freierer Handel immer zu mehr Wachstum fiihrt, zweifelhaft
erscheinen lassen. So wird Siid-Korea héufig als Beispiel fiir eine erfolgreiche Ent-
wicklungspolitik unter Freihandel genannt. Eine genauere Analyse zeigt jedoch, da
Siid-Korea zwar Aullenhandel, aber keineswegs Freihandel im klassischen Sinne des
Wortes, sondern tatsédchlich eine aktive Industriepolitik verfolgt hat (vgl. Pack und
Westphal, 1986).

Wenn es keine stets giiltige Beziehung zwischen dem Freihandel und dem Wachs-
tum gibt, erscheint die Formulierung eines Modells sinnvoll, dal§ sowohl eine positi-
ve als auch eine negative Beziehung zuld3t. Dadurch wird die Méglichkeit eroffnet,
Ursachen fiir das eine oder andere Verhalten auszumachen. Ein solches, wenn auch
sehr einfaches Modell, wird im Abschnitt 5.3 eingefiihrt. Dabei wird sich herausstel-
len, dal} die Wachstumsrate der Bevolkerung entscheidend fiir die Industrialisierung
oder Deindustrialisierung eines Landes sein kann, wobei sich der Begriff der Dein-
dustrialisierung auf einen Abbau der industriellen Konkurrenzfihigkeit und eine im-
mer stirkere Spezialisierung auf die landwirtschaftliche Produktion bezieht. Daraus
ergibt sich, daR die Wachstumsrate der Bevolkerung fiir eine positive oder negati-
ve Beziehung zwischen dem Aulenhandel und dem Wachstum verantwortlich sein
kann. In diesem Zusammenhang wird darauf aufmerksam gemacht, dal die Bedeu-
tung der Faktorausstattung der am internationalen Handel beteiligten Lander, die in
der HOS-Theorie des internationalen Handels die zentrale Rolle spielt, in der Theo-
rie des endogenen Wachstums mit Bezug zu offenen Volkswirtschaften nur wenig
beachtet wird.> Im dynamischen Umfeld des Wirtschaftswachstums ist die Faktor-
ausstattung nicht gegeben, sondern sie entwickelt sich in der Zeit, das heifst, die
Wachstumsrate der Bevolkerung und die Bestimmungsgriinde der Akkumulation des
Kapitals iibernehmen hier die Rolle der Faktorausstattung in der statischen Theorie.
Die geringe Beachtung dieser Tatbestdnde in Modellen des endogenen Wachstums
mit Skaleneffekten kann wohl dadurch erklart werden, dal die Bertiicksichtigung des
Bevolkerungswachstums in diesen Modellen nicht sinnvoll méglich ist.

Diese Uberlegungen zeigen, daR die stilisierten Fakten 7 und 8 in einem engen
Zusammenhang stehen und daher letztlich nur anhand von Modellen offener Volks-
wirtschaften befriedigend erkldrt werden kénnen. Der Aullenhandel ist in der Theo-
rie des semi-endogenen Wachstums bisher kaum beriicksichtigt worden,* wenn man

3In Grossman und Helpman (1991a) finden sich zwar auch Modelle mit komparativen Vorteilen auf-
grund der Faktorausstattung, wobei die Primérfaktoren Arbeit und Humankapital aber exogen gegeben
sind und die Akkumulation des Kapitals keine Rolle spielt, weil die Zwischenprodukte keine Gebrauchsgii-
ter, sondern Verbrauchsgiiter sind.

47u den wenigen Ausnahmen gehéren die Artikel von Eicher und Turnovsky (1999b) und Dinopoulos
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von einigen frithen Ansédtzen wie Sheshinski (1967a) absieht, in deren Mittelpunkt
nicht die Erkldrung langfristig unterschiedlicher Wachstumsraten gestanden hat. In
den Abschnitten 5.2 und 5.3 werden zwei neue Modelle dargestellt. Zuvor wird ein
knapper Uberblick iiber die Beriicksichtigung des Auenhandels in der dlteren neo-
klassischen Theorie und der Theorie des endogenen Wachstums gegeben. Mit Bezug
zu allen folgenden Analysen wird darauf hingewiesen, da Wanderungen und der Ka-
pitalverkehr sowie die internationale Verschuldungsproblematik vernachléssigt wer-
den. Die Offenheit der betrachteten Volkswirtschaften bezieht sich also lediglich auf
den internationalen Handel. Ohne Dienstleistungen und Kapitalverkehr besteht in
einem realen Modell des Auflenhandels in jedem Zeitpunkt ein Ausgleich der Han-
delsbilanz.

5.1.2 Aul3enhandel in der dlteren neoklassischen Theorie

Ansatzpunkte Die Analyse des Zusammenhangs zwischen dem Wachstum des Na-
tionaleinkommens und dem Aufenhandel hat in der neoklassischen Theorie eine
lange Tradition. Zu unterscheiden sind hier zwei unterschiedliche Ansétze. Zum
einen kann man das neoklassische Grundmodell der Wachstumstheorie explizit um
den Aullenhandel erweitern. Obwohl auch das Solow-Modell oder das RKC-Modell
fiir den Fall offener Volkswirtschaften analysiert werden kénnen (vgl. zum Beispiel
Barro und Sala-i-Martin, 1998, Kapitel 3), kann der Aullenhandel selbst nur dann
sinnvoll erkldrt werden, wenn mindestens zwei Sektoren berticksichtigt werden. Da-
her bietet sich zu diesem Zweck insbesondere das Zwei-Sektoren-Wachstumsmodell
von Uzawa (1961a, 1963) an, dessen Produktionsstruktur weitestgehend mit derje-
nigen des Heckscher-Ohlin-Samuelson-(HOS)-Modells des Aufienhandels iiberein-
stimmt. Diese dynamische Version des 2 x 2 x 2-AuBBenhandelsmodells ist von Oni-
ki und Uzawa (1965) und von Bardhan (1965, 1966) entwickelt worden. Zum ande-
ren kann man das Wirtschaftswachstum auch als einmalige exogene Anderung etwa
des Kapitalstocks oder der Produktionseffizienz in einem statischen Aulenhandels-
modell beriicksichtigen. Zur Unterscheidung von der dynamischen Theorie werden
solche Ansdtze héufig unter dem Stichwort 6konomische Expansion gefiihrt. Ein
klassischer Artikel zu diesen Modellen, auf die hier nicht weiter eingegangen wird,
ist Johnson (1959), und moderne Darstellungen findet man zum Beispiel in Dixit
und Norman (1998, Kapitel 5) oder Woodland (1982, Kapitel 13).

und Segerstrom (1999). Eicher und Turnovsky (1999b) betrachten ein Modell des semi-endogenen Wachs-
tums mit internationalem Kapitalverkehr. Da in diesem Ansatz jedoch nur ein Gut produziert wird, spie-
len etwa komparative Vorteile fiir den Auflenhandel keine Rolle. Das Zwei-Lander-Modell von Dinopou-
los und Segerstrom (1999) befaf3t sich mit einer Erkldrung der zunehmenden Lohndifferentiale zwischen
hochqualifizierter und geringqualifizierter Arbeit in den USA aufgrund einer Schumpeterschen Version des
Stolper-Samuelson-Theorems. Obwohl der internationale Handel in diesem Modell die Wachstumsraten
beeinflussen kann, ist die Erklarung unterschiedlicher Wachstumsraten nicht sein Sinn. Trotz der Vernach-
lassigung der Akkumulation des physischen Kapitals ist das Modell dartiber hinaus bei weitem zu komplex,
um eine Analyse auerhalb des steady state zu ermoglichen.
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Eine vollstdndige Analyse des Oniki-Uzawa-Bardhan-(OUB)-Modells ist relativ
aufwendig und findet sich zum Beispiel bei Bardhan (1970). Aus diesem Grund gibt
es einige Versuche, vereinfachte Versionen graphisch zu erértern (vgl. etwa Johnson,
1971; Deardorff, 1974). Jedoch sind diese graphischen Ansitze zum einen kein voll-
stdndiger Ersatz und zum anderen ebenfalls nur mit einigem Aufwand wiederzuge-
ben. Im néchsten Unterabschnitt wird das OUB-Modell daher lediglich fiir den Spe-
zialfall der Diversifikation der Produktion dargestellt, wobei einige der verwendeten
Aussagen, wie etwa iiber die Eigenschaften der Erlésfunktion oder das Rybczynski-
Theorem, Standardergebnisse der Aufenhandelstheorie sind, die hier vorausge-
setzt und nur knapp skizziert werden. Vollstandige Beweise zu diesen Resultaten
findet man zum Beispiel in Christiaans (1997) oder in den meisten fortgeschrittenen
Lehrbiichern zur Auenhandelstheorie.

Das Oniki-Uzawa-Bardhan-Modell Zunichst wird das Inland mit zwei Sektoren be-
trachtet, wobei der Sektor 1 ein reines Investitionsgut und der Sektor 2 ein rei-
nes Konsumgut produziert. Abschreibungen werden vernachléssigt. Beide Produk-
tionsfunktionen F,(Kj, L;) und F> (K>, L,) sind neoklassisch und erfiillen die Inada-
Bedingungen, wobei K; und L;, i = 1,2, den Kapitaleinsatz und den Arbeitseinsatz
im ersten und zweiten Sektor bezeichnen. Da die Produktionsfunktionen linearho-
mogen sind, lassen sie sich umformen zu

Yi=Lifilk), Yo=Lyfilko),

wobei k; := K;/L; und f;(k;) := F;(k;,1) ist. Definiert man y; := Y;/Lund [; := L;/L,
wobei L die der Beviolkerung entsprechende Gesamtarbeitsmenge ist, so ergibt sich
fiir den Output des ersten und des zweiten Gutes pro Kopf der Bevolkerung

n=0A->b)filk), y2=bfalk), (5.1)

wobei I} =1- L aus der Bedingung L; + L, = L fiir die Vollbeschiftigung der Arbeit
folgt. Der gesamte Kapitalstock ist gleich K. Bei Vollbeschiftigung gilt daher K3 + K, =
K. Durch Division der beiden Bedingungen fiir die Vollbeschiftigung erhilt man die
Beziehung

k—k

k=0Q-b)ky+ bk, unddamit L= ,
ko — ky

(5.2)

wenn kp # k ist. Wie zuvor ist k := K/ L.

Da angenommen worden ist, dal§ die Produktionsfunktionen neoklassisch sind
und die Inada-Bedingungen erfiillen, 148t sich fiir den Fall der Diversifikation der
Produktion zeigen, das heilt, wenn beide Giiter produziert werden, da die sektora-
len Kapitalintensititen bei vollstindiger Konkurrenz steigende Funktionen des Fak-
torpreisverhéltnisses w := w/r sind, wobei w der Reallohnsatz und r der Nutzungs-
preis des Kapitals ist. Nimmt man zusatzlich an, dal$ sich die Faktorintensitidten nicht
umbkehren, so ist das Faktorpreisverhéltnis eine Funktion des Giiterpreisverhaltnisses,
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also eindeutig durch das Giiterpreisverhéltnis bestimmt. Die Produktion des Investi-
tionsgutes 1 sei relativ arbeitsintensiv, das heilt k; (w) < k» (w) fiir alle w > 0. Dann
gilt mit dem relativen Preis p des Investitionsgutes in Einheiten des Konsumgutes
(p hat die Dimension Konsumguteinheiten pro Investitionsguteinheit), daB w = w(p)
mit w’'(p) > 0, wobei w von der Faktorausstattung unabhéngig ist, solange die Volks-
wirtschaft diversifiziert ist.” Zusammen mit (5.1) und (5.2) erkennt man, daf y; und
¥» als Funktionen von p und k dargestellt werden kénnen. Das Pro-Kopf-Einkommen
in Einheiten des Konsumgutes ist also

y(p, k) =pyi(p, k) +y:p, k). (5.3)

In diesem Zusammenhang besagt das Rybczynski-Theorem, da dy;/0k < 0, weil
Gut 1 relativ arbeitsintensiv hergestellt wird. Nach Hotellings Lemma ist 0y/0p =
¥1(p, k). Der Umbhiillendensatz liefert dy/0k > 0, wobei diese Ableitung den Nut-
zungspreis des Kapitals ergibt. Fiir den eigenen Preiseffekt des ersten Gutes gilt
0y1/0p > 0. Solange Diversifikation herrscht, impliziert das Theorem vom Ausgleich
der Faktorpreise, dall dy/0k fiir gegebenes p konstant ist und nicht von der Gré3e
der betrachteten Volkswirtschaft abhéngt. Eine analoge Aussage gilt fiir 0y;/0k < 0.

Exemplarisch wird der Beweis des Rybczynski-Theorems skizziert. Zunéchst setzt man (5.2)
in (5.1) ein und leitet y; nach k ab. Weil im Bereich der Diversifikation k; = k; (w(p)) gilt, ist k;
von k unabhingig. Das Ergebnis ist

on _ fitk)

ok  ki-k’
also fiir gegebenes p wegen k) < k» eine negative Konstante (solange die Produktion diver-
sifiziert ist). Wahrend das Rybczynski-Theorem hier lediglich in bezug auf die Angebotsmen-
ge pro Kopf in Abhéngigkeit von der Kapitalintensitdt berechnet worden ist, gilt unter den
getroffenen Annahmen allgemeiner, dal bei einer Erh6hung des Kapitalstocks die Gesamtan-
gebotsmenge des ersten Gutes fillt, wahrend die Menge des zweiten Gutes tiberproportional
steigt.

Bezeichnet man die konstante Sparquote mit s und die Wachstumsrate der Be-
volkerung mit n, so verdndert sich die Kapitalintensitidt analog zum neoklassischen
Grundmodell gemal

k=sy(p,k)/p-nk, (5.4)

wobei zu beachten ist, dal sy(p, k)/p nicht mit y;(p, k) tibereinstimmen muf3, weil
Investitionsgiiter auch importiert oder exportiert werden kénnen. Die Variablen des
Auslands werden durch einen Stern gekennzeichnet. Damit gilt analog

k* =s*y(p, k") p— nk*, (5.5)

5Wenn in beiden betrachteten Volkswirtschaften beide Giiter produziert werden und die Produktions-
technik in beiden Landern jeweils {ibereinstimmt, bewirkt der internationale Handel also nicht nur einen
Ausgleich des Relativpreises p, sondern auch von w und damit letztlich auch der Faktorpreise. Das ist das
beriihmte Theorem vom Ausgleich der Faktorpreise.
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wobei angenommen wird, daR sich das Ausland lediglich durch die Hohe der Spar-
quote vom Inland unterscheidet und dall der internationale Handel zu einem Aus-
gleich des relativen Preises p des Investitionsgutes fiihrt. Daher stimmen die Ange-
botsfunktionen und damit auch die Pro-Kopf-Erlosfunktion y in beiden Landern
tiberein, so daB hier ebenso wie bei der Wachstumsrate n der Bevolkerung keine
Kennzeichnung der ausldndischen Groéflen durch einen Stern erfolgt.

Aufgrund des Walras-Gesetzes reicht die Betrachtung eines Marktes aus. Das
gleichgewichtige Preisverhiltnis am Weltmarkt ergibt sich daher aus der Bedingung,
daR die Summe der Uberschuinachfragen nach dem Gut 1 gleich null ist. Die Uber-
schulBnachfrage des Inlands pro Kopf ist

el(p,k)=sy(p, k) p—np k),

analog fiir das Ausland. Da die Wachstumsraten der Bevolkerung in beiden Landern
ubereinstimmen, ist L* = 0L mit einer Konstanten 6 > 0. Also kann man die Bedin-
gung Le; + L* e = 0 durch L dividieren und erhilt die Gleichgewichtsbedingung

el(p, k) +0e (p, k") =0.

In jedem Zeitpunkt sind k und k* gegeben, so daB sich der kurzfristige Gleichge-
wichtswert von p aus dieser Gleichung als Funktion von (k, k*) ergibt. Durch impli-
zite Differentiation erhilt man

op Oey/0k
ok dei/dp+0de; dp

Aufgrund des frither angegebenen Umhiillendensatzes und des Rybczynski-Theo-
rems ist der Zdhler in dieser Gleichung positiv. Der Nenner ist negativ, weil d(y/p)/0p
unter Verwendung von Hotellings Lemma gleich —y,/p? <0 und dy;/dp > 0 ist (ana-
log gilt das fiir die Ableitung von e;). Fiir die Ableitung von p nach k* erhilt man
entsprechende Ergebnisse, so daR gilt:

op op

>0,

ok ok

Setzt man p = p(k, k*) in die Gleichungen (5.4) und (5.5) ein, so erhdlt man i
und k* als Funktionen von (k, k*). Die Ableitungen dieser Funktionen kénnen unter
Verwendung der bisherigen Ergebnisse wie folgt berechnet werden:

ok ok ak* ok*

2 <o, 0, <0, | <o
okli=o =" ak =V ok ok lir=o <

6Die Existenz und Eindeutigkeit des kurzfristigen Gleichgewichts sind aufgrund von Standardargumen-
ten gewihrleistet, so daf in der Tat eine Funktion p = p(k, k*) vorliegt, vgl. Christiaans (1997, S. 57-58).
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Der Beweis wird fiir dk/dk angegeben:

ok
ok _ 30 soy
o0k p?2dk padk
Der erste Term auf der rechten Seite ist negativ. Fiir k = 0 gilt gemaR (5.4)
sylp k)
p k

Daher sind der zweite und dritte Term zusammen negativ, wenn 0y/dk < y(p, k)/k ist. Die

n=0.

Pro-Kopf-Erlésfunktion y(p, k) ist unter den getroffenen Annahmen tiber die Produktionsfunk-
tionen konkav in k. Sei k der Wert von k, fiir den die vollstdndige Spezialisierung auf die
Produktion des relativ arbeitsintensiven Gutes 1 einsetzt, und k der Wert, bei dem es zur voll-
standigen Spezialisierung auf das Gut 2 kommt. Dann entspricht die Pro-Kopf-Erlosfunktion
fiir k < k einfach pfi (k), und fiir k = k ist sie gleich f>(k). Daher iibertragen sich die Inada-
Bedingungen fiir diese Intervalle von den Produktionsfunktionen auf die Pro-Kopf-Erlosfunkti-
on. Das Intervall (k, ) entspricht dem sogenannten Diversifikationskegel, in dem die Steigung
von y beziiglich k konstant ist. Anhand der Abbildung 5.1 ist nun unmittelbar zu erkennen,

y(p, k)

k

Abbildung 5.1
¥(p, k) in Abhingigkeit von k und ein Ursprungsstrahl

daB 0y/0k (die Steigung von y(p, k) in k) fiir alle k > 0 kleiner als y(p, k)/ k (die Steigung des
Ursprungsstrahls) ist. Also ist dk/dk fiir k = 0 negativ. Der Beweis fiir k/dk* ist einfacher. Die
Beweise fiir die Ableitungen von k* verlaufen analog.

Durch die berechneten Ableitungen werden die Steigungen der Isoklinen k=0
und k* =0 im (k, k*)-Raum festgelegt. Zum Beispiel ist
dk* oklok

dk k=0~ ok/ok* k=0 =

’

was analog fiir die Ableitung der k* = 0-Isokline gilt. Berechnet man alle Ableitungen,
so ergibt sich nach einer mithsamen, aber einfachen Umformung, dal§ die k = 0-
Isokline im (k, k*)-Diagramm steiler verlduft als die k* = 0-Isokline. Damit gilt
dk* dk*
dk dk

<
0

. . <
k= k*=0
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Daran ist schnell zu erkennen, dafy die Determinante |J| der im Gleichgewicht be-
rechneten Jacobi-Matrix J des Systems (5.4) und (5.5) [mit p = p(k, k*)] positiv ist,
wiéhrend die Spur negativ ist. Also ist die Routh-Hurwitz-Bedingung fiir die lokale
Stabilitit des Gleichgewichts erfiillt. Anhand von J kann man auch den EinfluB der
Sparquote auf die Kapitalintensitdten berechnen. Bildet man das totale Differential
der Gleichungen & =0 und k* = 0 beziiglich k, k* und s, so folgt

dk __GIpOkiokn - dk'_ yIpokioh

ds |J] ds [l

weil dk*/0k* <0, dk*/0k < 0 und |J| > 0 ist. Ausgehend von s = s* gilt also, dall
das Inland mit der héheren Sparquote (ds > 0) eine hohere gesamtwirtschaftliche
Kapitalintensitét als das Ausland hat.

Beschrankt man sich auf eine geschlossene Volkswirtschaft, so kann man mit ana-
logen Methoden zeigen, dald bei Autarkie im steady state die Kapitalintensitdt und
der Relativpreis p des Investitionsgutes mit der Sparquote steigen.” Wenn sich das
Inland und das Ausland nur durch die Sparquote unterscheiden, so hat das Inland
mit s > s* also vor Aufnahme des Handels eine hohere Kapitalintensitit und einen
komparativen Vorteil bei den kapitalintensiven Konsumgiitern. Daher exportiert das
Inland das Konsumgut und importiert das Investitionsgut. Wie in der statischen Au-
Benhandelstheorie gilt auch in diesem Fall, dal} der relative Weltmarktpreis nach
Aufnahme des Handels zwischen den Preisverhéltnissen bei Autarkie liegt. Durch
den AuBenhandel sinkt also aus der Sicht des Inlands der relative Preis p. Durch die
Bildung des Differentials von (5.4) fiir k = 0 beziiglich k und p kann man ableiten,
daB dk/dplj_, <0, dall also die gleichgewichtige Kapitalintensitét steigt, wenn p
sinkt. Das bedeutet, dall die Kapitalintensitdt k des Inlands, die schon bei Autarkie
groBer als diejenige des Auslands ist, durch den Auflenhandel weiter steigt, wiahrend
k* fallt. Im OUB-Modell werden also bestehende komparative Vorteile durch die
Offnung der Volkswirtschaften verstirkt.

Ebenso wie in statischen Modellen hat der internationale Handel auch in die-
sem dynamischen Modell eine Auswirkung auf den Wohlstand, hier gemessen durch
das Konsumniveau pro Kopf. Man kann zeigen, dafl§ der Auflenhandel zwar immer
eine potentielle Pareto-Verbesserung in dem Sinne mit sich bringt, daf der Pro-Kopf-
Konsum in jedem Zeitpunkt durch eine angemessene Anpassung der Sparquote po-
tentiell steigt, dal8 es allerdings mdglich ist, dal der Pro-Kopf-Konsum im steady
state nach Aufnahme des Handels bei konstanter Sparquote sinkt. Hier spielen die
Hohe der Sparquote (die wie im Solow-Modell ineffizient sein kann) und im Fall ei-
nes grollen Landes die Erhebung eines Optimalzolls eine Rolle. Eine diesbeziigliche
Analyse des Zwei-Sektoren-Modells liefert Smith (1977).

Die Darstellung hier hat sich auf den Fall der Diversifikation der Produktion in
beiden Lindern beschrankt. Unter den sonstigen getroffenen Annahmen kann man

)

"Die Gleichgewichtsbedingungen bei Autarkie lassen sich formulieren als sy(p, k) — pnk = 0 und
sy(p, k)—py1(p, k) = 0. Unter den hier getroffenen Annahmen erhélt man daraus durch Bildung des totalen
Differentials beziiglich p, k und s, daB dp/ds>0und dk/ds> 0.



5.1. Die Bedeutung des Aullenhandels fiir das Wachstum 265

auch fiir den allgemeinen Fall zeigen, dal} das langfristige Gleichgewicht eindeutig
ist, wobei allerdings auch vollstdndige Spezialisierung der Produktion in einer oder
in beiden Volkswirtschaften auftreten kann. Dieses eindeutige Gleichgewicht ist in
allen Féllen global stabil, so dal sich an den wesentlichen Schluf3folgerungen in
bezug auf die durch die Sparquoten determinierten Handelsrichtungen und die Ver-
stdrkung der komparativen Vorteile durch den internationalen Handel nichts dndert.
Wihrend Oniki und Uzawa (1965) den hier behandelten Fall der konstanten Spar-
quote betrachtet haben, hat Bardhan (1965) den Fall der klassischen Sparfunktion
analysiert. Auf die Unterschiede, die sich hieraus ergeben, weist Bardhan (1970, Ka-
pitel 3) in seiner Darstellung des Modells von Oniki und Uzawa (1965) hin. Diese
Unterschiede sind weitgehend technischer Natur. So ist das Gleichgewicht bei Diver-
sifikation im Fall einer klassischen Sparfunktion nicht eindeutig und nicht isoliert,
wenn es iiberhaupt existiert, so dall das Konzept der Quasistabilitdt an die Stelle
der Stabilitét treten mull (vgl. die Bemerkung 2.8 auf der Seite 36). Anstelle der Be-
dingung, dal der Investitionsgiitersektor relativ arbeitsintensiv produziert, kann die
Bedingung treten, dal§ die Substitutionselastizitdten beider Produktionsfunktionen
nicht kleiner als eins sind. Ein Ansatz auf der Grundlage der dynamischen Optimie-
rungslésung schliefllich findet sich bei Woodland (1982, Kapitel 14).

Kritische Wiirdigung Die wesentlichen Kritikpunkte am Modell von Oniki-Uzawa
und Bardhan betreffen zwei restriktive Annahmen, die zum Beweis der Stabilitét des
langfristigen Gleichgewichts (insbesondere bei Diversifikation) getroffen werden. So
ist die Bedingung, daf$ das Konsumgut relativ kapitalintensiv hergestellt wird, hdu-
fig kritisiert worden. Takayama (1972, Kapitel 14) analysiert das Modell mit einer
klassischen Sparfunktion ohne diese Annahme. Zumindest solange die Uberschul3-
nachfrage nach dem Investitionsgut mit dem Relativpreis fillt,® dndert sich an den
Implikationen fiir die Wachstumsraten im steady state nichts. Allerdings wird der Fall
eines langfristigen Gleichgewichts mit Diversifikation in beiden Landern zu einem
Grenzfall, so dal§ sich langfristig mindestens eines der beiden Linder vollstdndig spe-
zialisiert.

Die andere kritisierte Annahme ist die Ubereinstimmung der Wachstumsraten
der Bevolkerung im Inland und im Ausland. Wie Bardhan (1965) gezeigt hat, ist diese
Bedingung notwendig fiir die Existenz eines steady state. Bezeichnet man die Uber-
schuinachfrage nach dem Investitionsgut mit Ej, so gilt fiir die Wachstumsrate des
Kapitalstocks
K v K
=%~k "k
Da im steady state K/L= k und k* konstant sind, sind auch p = p(k, k*) und Y;/L=
71 = y1(p, k) konstant. Also wachsen K und Y; mit der Rate n des Bevolkerungswachs-

(5.6)

8Hinreichend fiir diese Bedingung, die die Stabilitit des statischen Gleichgewichts impliziert, ist etwa,
dall das Konsumgut relativ kapitalintensiv produziert wird, oder andernfalls die von Bardhan (1965) ange-
gebene Bedingung, dal die Substitutionselastizitdten beider Produktionsfunktionen nicht kleiner als eins
sind.
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tums, so daf gx und Y;/K konstant sind. Die Gleichung (5.6) impliziert folglich, da
auch E;/K konstant sein mull. Damit gilt im langfristigen Gleichgewicht gg, = n;
analog ist im Ausland 8er = n*. Das Gleichgewicht auf dem Weltmarkt fiir das Gut 1
bedeutet

Ey=-E; firalle ¢.

Diese Bedingung kann nur erfiillt sein, wenn gg, = ggr und damit n = n* ist. Die
Raten des Bevolkerungswachstums miissen also in beiden Landern {ibereinstimmen.

Da die Voraussetzung von identischen Wachstumsraten die Anwendung des Mo-
dells erheblich einschrénkt, hat Khang (1971) den Fall mit unterschiedlichen Wachs-
tumsraten der Bevolkerung untersucht und gezeigt, dal beide Lander trotzdem asym-
ptotisch ein langfristiges Gleichgewicht erreichen. In diesem Zusammenhang ist dar-
auf hinzuweisen, dal fiir Startwerte, die aullerhalb eines steady state liegen, dieses
langfristige Gleichgewicht grundsétzlich nur asymptotisch erreicht wird. Doch gibt
es zum Beispiel im Solow-Modell oder im OUB-Modell mit gleichen Wachstumsra-
ten der Bevolkerung immer (theoretische) Startwerte, fiir die sich die Lander direkt
im steady state befinden. Die asymptotische Aussage von Khang (1971) bezieht sich
dagegen auf langfristige Gleichgewichte, die nicht durch die passende Wahl der Start-
werte unmittelbar, sondern eben immer nur asymptotisch erreichbar sind, es sei
denn im steady state findet gar kein Auenhandel statt. Fiir den Fall einer klassischen
Sparfunktion in beiden Lidndern, nach der mit der konstanten Quote s beziehungs-
weise s* aus dem Zinseinkommen gespart wird, wéhrend das gesamte Lohneinkom-
men konsumiert wird, zeigt er, dall ein steady state mit Diversifikation in beiden
Landern nur moglich ist, wenn n/s = n*/s* gilt. Allerdings ist dieser Fall uninteres-
sant, da es im steady state dann gar keinen Auflenhandel gibt.

In der hier verwendeten Notation gilt fiir eine geschlossene Volkswirtschaft im steady state
mit der klassischen Sparfunktion

KAL) dy(p, k)

oK k=pnk und s % k=py (p, k).

Da annahmegemil sowohl konsumiert als auch investiert wird, ist dy(p, k)/dk unabhéngig
von k (vgl. das Theorem vom Ausgleich der Faktorpreise). Diese Aussage gilt auch fiir die
gesamte erste Gleichung, aus der k gekiirzt werden kann. Daher ist das Gleichungssystem
rekursiv, das heil3t, p wird durch die erste Gleichgewichtsbedingung festgelegt und kann dann
in die zweite Bedingung eingesetzt werden, um k zu bestimmen. Die erste Bedingung kann

man umformen zu
n _0y(p,k)/0k

S p
Der Ausdruck auf der rechten Seite ist nur von p abhéngig, das hei8t, durch diese Gleichung
wird p in Abhingigkeit von n/s festgelegt. Wenn also n/s = n*/s* ist, haben beide Volks-
wirtschaften das gleiche Preisverhiltnis im langfristigen Gleichgewicht bei Autarkie, so daf im
langfristigen Gleichgewicht nicht gehandelt wird. Daraus ergibt sich wegen F; = —E}' = 0 keine
Restriktion fiir die Wachstumsraten n und n*.
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Fiir n/s # n*/s* existieren nach Khang (1971) zwar asymptotische steady states, in
denen das Inland mit der groleren Wachstumsrate der Bevolkerung (n > n*) seine
Produktion diversifiziert und das Ausland vollstéandig auf die Erzeugung des arbeits-
intensiven Investitionsgutes (falls n/s < n*/s*) oder die des kapitalintensiven Kon-
sumgutes (falls n/s > n*/s*) spezialisiert ist. Zu beachten ist, da die relative GroRe
L/(L+ L") der Bevolkerung des Inlandes wegen n > n* gegen eins und die Importe
pro Kopf gegen null konvergieren. Das groflere Inland ist also asymptotisch nicht
nur im steady state, sondern asymptotisch autark, und das asymptotisch im reinsten
Sinne der Aullenhandelstheorie kleine Ausland ist vollstindig spezialisiert, so dafd
es seine Importe aus dem Inland decken kann, das dadurch gar nicht bertihrt wird.
Damit bleibt festzuhalten, da@ ein gleichgewichtiges Wachstum mit Auenhandel tat-
sdchlich nur dann sinnvoll méglich ist, wenn die Wachstumsraten der Bevolkerung
iibereinstimmen. Darauf ist das Modell schon von seiner Natur her ausgelegt, denn
sobald sich die Wachstumsraten unterscheiden, wird eines der beiden Lander langfri-
stig zu einem kleinen Land, so dald von einer Analyse des steady state im klassischen
Sinne des Zwei-Lander-Falls nicht mehr die Rede sein kann.

Die Implikationen des OUB-Modells hinsichtlich der im vorliegenden Zusam-
menhang insbesondere interessierenden Wachstumsraten im steady state sind un-
mittelbar einsichtig. Da die gesamtwirtschaftliche Kapitalintensitdt konstant ist und
die Bevolkerung in beiden Landern mit der exogenen Rate n zunimmt, wachsen
auch der Kapitalstock, das Nationaleinkommen und der Konsum mit der Rate n. Dar-
an kann der internationale Handel nichts dndern. Die Wachstumsrate des Pro-Kopf-
Einkommens ist also im langfristigen Gleichgewicht sowohl bei Autarkie als auch
bei Freihandel jeweils gleich null. Die Erkldrung unterschiedlicher Wachstumsraten
hat in diesem Ansatz auch gar nicht so sehr wie heute im Mittelpunkt gestanden.
Vielmehr ist es den Autoren darum gegangen, die Kritik an der statischen Aullenhan-
delstheorie zu iiberwinden, in der das Kapital, das ja selbst ein produzierter Produkti-
onsfaktor ist, exogen gegeben ist.” Insofern ist das OUB-Modell eher mit den Auswir-
kungen der Akkumulation des Kapitals und allgemeiner des Wirtschaftswachstums
auf den Aullenhandel als mit den Wirkungen des Aulenhandels auf das Wirtschafts-
wachstum befat. Die Implikationen des Aullenhandels fiir das Wachstum sind frii-
her unter dem Stichwort Entwicklungstheorie analysiert worden, wobei allerdings
bei weitem keine so homogene Formulierung wie in der neoklassischen Wachstums-
theorie und der AuBenhandelstheorie zu erkennen gewesen ist.'” Die neuere Wachs-
tumstheorie riickt dagegen die Wirkung des AuBenhandels auf das Wachstum in den
Mittelpunkt einer systematischen Modellentwicklung.

Trotz aller Einwénde gehort das OUB-Modell nach wie vor zu den elegantesten
und liberzeugendsten Ansdtzen der Wachstumstheorie in offenen Volkswirtschaften,
da es als Modell des allgemeinen Gleichgewichts alle Interdependenzen vollstindig
berticksichtigt und im dynamischen Rahmen die Implikationen der HOS-Theorie des

9Vgl. Smith (1984) zur Bedeutung der Kapitaltheorie fiir die AuRenhandelstheorie.
10yg. Findlay (1984) zu einem Uberblick iiber formale Ansitze der Entwicklungstheorie in offenen Volks-
wirtschaften.
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Aullenhandels enthilt. Die Bedeutung der Faktorausstattung, die im dynamischen
Zusammenhang durch die Wachstumsrate der Bevolkerung und die Sparquote de-
terminiert wird, spielt in der Theorie des endogenen Wachstums dagegen eine un-
tergeordnete Rolle, da zum Beispiel das Bevolkerungswachstum aufgrund der in der
Regel involvierten Skaleneffekte nicht sinnvoll integriert werden kann. Die der &lte-
ren neoklassischen Wachstumstheorie ndher stehende Theorie des semi-endogenen
Wachstums, die in den folgenden Abschnitten 5.2 und 5.3 im Mittelpunkt steht, ist
hier weitaus vielversprechender.

In diesem Zusammenhang wird darauf aufmerksam gemacht, dall die Wachs-
tumsraten im OUB-Modell im steady state zwar in allen Lindern gleich sind (und
zwar pro Kopf gleich null), daB sich aber trotzdem Hinweise auf einige Tatbestidn-
de ergeben, die fiir den Entwicklungsstand der Volkswirtschaften relevant sind. Zum
einen ist gezeigt worden, dall der internationale Handel die bestehenden kompara-
tiven Vorteile verstarkt. Ohne endogenen technischen Fortschritt hat das zwar keine
Auswirkungen auf das Wachstum, doch liegt es nahe, dafl§ der technische Fortschritt
in unterschiedlichen Produktionsrichtungen potentiell verschieden wirksam werden
kann. Wenn man also die Mdglichkeit des endogenen technischen Fortschritts be-
riicksichtigen wiirde, sollten sich je nach Spezialisierung der Produktion unterschied-
liche Fortschrittsraten ergeben. Zum anderen kann man das Modell ohne Umstdnde
durch exogenen, in beiden Sektoren gleichmiflig wirkenden Harrod-neutralen tech-
nischen Fortschritt erweitern, was formal letztlich auf eine Substitution der Wachs-
tumsrate der Bevolkerung n durch die Summe aus 7 und der Fortschrittsrate hinaus-
lauft. Obwohl exogener technischer Fortschritt keine echte Erklarung liefern kann,
ist es interessant, sich zu iiberlegen, was das OUB-Modell fiir den Fall impliziert,
daB sich beide Linder in einem diversifizierten steady state befinden, AuBenhan-
del treiben und unterschiedliche Wachstumsraten der Bevolkerung aufweisen. Dann
mul} das Land mit der kleineren Rate des Bevolkerungswachstums eine hohere Ra-
te des technischen Fortschritts (so, da die Wachstumsraten des Nationaleinkom-
mens in beiden Lindern iibereinstimmen) und damit des Wachstums des Pro-Kopf-
Einkommens realisieren. Aus rein neoklassischen Erwédgungen, die mit dem gleich-
gewichtigen Wachstum verbunden sind, folgt also nicht die Konvergenz, sondern ein
exponentielles Auseinanderdriften der Pro-Kopf-Einkommen.

Trotz der Dominanz der Theorie des endogenen Wachstums werden auch Ab-
wandlungen des OUB-Modells in neuerer Zeit wieder verwendet, um unterschiedli-
che Entwicklungen in verschiedenen Lindern zu analysieren. Zum Beispiel betrach-
tet Deardorff (2001) eine Verallgemeinerung auf drei Sektoren anhand von graphi-
schen Darstellungen, wobei er annimmt, dal die gesamte Ersparnis aus dem Lohn-
einkommen erbracht wird. Dabei stellt sich heraus, daf mehrere Diversifikations-
kegel und Gleichgewichte existieren. Wenn alle betrachteten Lander sich lediglich
durch die anfdngliche Faktorausstattung unterscheiden, ist es wahrscheinlich, da
sie verschiedene durch diese Anfangsausstattungen determinierte langfristige Gleich-
gewichte erreichen. Diese unterschiedlichen Gleichgewichte teilen die Welt in eine
arme und eine reiche Gruppe ein. Damit gibt Deardorff (2001) eine Erkldrung fiir
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Armutsfallen, wie sie in der Abbildung 3.2 auf der Seite 113 illustriert worden sind,
die auf der Faktorausstattung beruht.

Derartige Ansitze liefern aufgrund der Beriicksichtigung der verschiedenen Fak-
torausstattungen der Volkswirtschaften die vielleicht iberzeugendsten verfiigbaren
Argumente. Eine erfolgreiche Theorie des Wachstums und der Entwicklung sollte
wohl wie Deardorff (2001) die Faktorausstattungen in offenen Volkswirtschaften be-
riicksichtigen. Allerdings besteht das Problem mit Deardorffs Modell darin, da@ eine
rein graphische Analyse keine definitiven Aussagen iiber die Stabilitdt von Gleich-
gewichten ergibt. Dariiber hinaus ist die verwendete Hypothese iiber die Ersparnis
zumindest fragwiirdig. Ohne die Beriicksichtigung des endogenen technischen Fort-
schritts 148t sich ferner lediglich eine Erkldrung fiir unterschiedliche Einkommens-
niveaus, nicht aber fiir deren Wachstumsraten geben. Daher ist es angebracht, zu-
néchst weiter vereinfachte Modelle zu betrachten, die dafiir den endogenen techni-
schen Fortschritt beriicksichtigen. Im Abschnitt 5.3 wird ein solcher Ansatz einge-
fidhrt.

5.1.3 AuRenhandel in der Theorie des endogenen Wachstums

F&E-Modelle Die theoretischen Ansédtze des endogenen Wachstums sind auf vielfdl-
tige Weise auf offene Volkswirtschaften erweitert worden. Im Gegensatz zur Analyse
offener Volkswirtschaften in der dlteren neoklassischen Theorie steht dabei die Er-
kldrung des Einflusses der Offnung einer Volkswirtschaft auf die langfristige Wachs-
tumsrate des Pro-Kopf-Einkommens im Vordergrund. Zu den ersten Ansétzen in die-
ser Richtung zdhlt die Erweiterung des Romer-Modells (1990) des endogenen tech-
nischen Fortschritts durch Rivera-Batiz und Romer (1991a, b). Dabei werden zwei
Lander unterstellt, die bei Autarkie beide jeweils durch das im Abschnitt 4.3 darge-
stellte Modell (oder eine geringfiigige Modifikation) beschrieben werden. Im folgen-
den soll lediglich skizziert werden, welche Effekte die Offnung der Volkswirtschaften
in diesem Modellrahmen hat, wobei generell eine Beschrankung auf die Eigenschaf-
ten des langfristigen Gleichgewichts erfolgt.

Zunichst wird angenommen, dal} beide Lander v6llig identisch sind. Wenn das
Wissen A durch die Offnung der inlidndischen Volkswirtschaft international vollstin-
dig diffundiert, so steht es allen Forschern in beiden betrachteten Landern zur Ver-
figung. Vorldufig wird unterstellt, daB es keine Redundanzen in der Forschung und
Entwicklung vor Aufnahme des Auflenhandels gegeben hat, das hei3t, dall alle im
Ausland bekannten Kapitalgiitervarianten sich von denjenigen im Inland unterschei-
den. Wie zuvor werden die Variablen des Auslands durch einen Stern gekennzeichnet.
Damit lauten die Produktionsfunktionen des F&E-Sektors anstelle von (4.9) auf der
Seite 194 nun

A=yYLs(A+AY), A" =yLi(A+A"), (5.7)

wobei L, wie zuvor das im Forschungssektor eingesetzte Humankapital bezeichnet.
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Die Wachstumsrate des gesamten internationalen Wissens ist daher

A%

A+ A
A+ A*

8arar = =y(La+L})). (5.8)
Wie im Modell der geschlossenen Volkswirtschaft kann man zeigen, daf auch der
Output des Endproduktes Y mit dieser Rate wichst. Unter der Voraussetzung, dal3
die in der Forschung eingesetzte Arbeit durch den Auenhandel nicht geringer wird,
und da beide Linder vollstindig identisch sind (also A= A* und Ly = ij‘ gilt), ist
die Wachstumsrate des gesamten Wissens jetzt zumindest doppelt so hoch wie bei
Autarkie. International gehandelt werden lediglich die unterschiedlichen Varianten
der Kapitalgiiter.

Dieses Ergebnis ist keineswegs iiberraschend. Die Betrachtung zweier Lander, die
bis auf die erzeugten Varianten der Kapitalgiiter identisch sind und nun die Méglich-
keit erhalten, diese Varianten zu importieren beziehungsweise zu exportieren und
gleichzeitig Zugriff auf das gesamte Wissen des jeweils anderen Landes zu erhalten,
bedeutet letztlich nichts Anderes, als dall die GréRe der urspriinglich analysierten
inldndischen Volkswirtschaft verdoppelt wird. Tatsdchlich ist die gleichgewichtige
Wachstumsrate nun anstelle von (4.21) auf der Seite 199 durch

y2L- Ap

OA+1 59

8A+A* =
gegeben, das heifdt, im Vergleich zur geschlossenen Volkswirtschaft wird in (4.21)
einfach der Bestand an Arbeit beziehungsweise Humankapital verdoppelt, was man
auch durch die explizite Losung des Zwei-Linder-Modells nachweisen kann. Anhand
von (5.9) ist zu ersehen, dall die Wachstumsrate dadurch um mehr als das Doppelte
steigt. Dieser Effekt ist tkonomisch dadurch zu erkldren, dal die anhand von (5.8) zu
erkennende hohere Produktivitdt im Forschungssektor zu einer Reallokation des Hu-
mankapitals in diesen Sektor fiihrt (L4 und LZ sind grofer als bei Autarkie), wodurch
die Wachstumsrate zusitzlich gesteigert wird. Wie im Kapitel 4 beziehen sich die
abgeleiteten Wachstumsraten zunéchst nicht auf das Nationaleinkommen, sondern
auf das Endprodukt Y und das Wissen A. Solange die betrachtete Volkswirtschaft
diversifiziert ist, entspricht die gleichgewichtige Wachstumsrate von Y jedoch derje-
nigen des Nationaleinkommens, vgl. die Bemerkung 4.1 auf der Seite 199. Wenn der
Patentpreis p4 konstant ist, gilt auch gy = ga.

Der Wachstumseffekt der Offnung der Volkswirtschaft basiert also letztlich auf
dem friiher schon ausfiihrlich kritisierten Skaleneffekt im Romer-Modell. Der Ansatz
offener Volkswirtschaften macht dieses Problem besonders offensichtlich. Man fiih-
re das obige Gedankenexperiment fiir ein Land durch, das von Autarkie zu Freihan-
del tibergeht, wobei der Rest der Welt aus 100 vergleichbar groBen Landern besteht.
Dann muB sich die Wachstumsrate des Inlands mehr als verhundertfachen.

Wiéhrend also der Wachstumseffekt der Grenzoffnung letztlich unrealistisch ist,
gibt es daneben einen realistischeren Niveaueffekt, der nicht die Wachstumsrate,
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aber das Nationaleinkommen erhoht. Auch wenn Redundanzen nicht auszuschlie-
Ben sind, fiihrt die Grenzéffnung wohl dazu, daf zumindest einige zusétzliche Va-
rianten der Kapitalgiiter importiert werden kdnnen, wodurch die Produktivitdt im
Endproduktsektor steigt, vgl. (4.16). Dieser Niveaueffekt tritt auch dann auf, wenn
man alle Annahmen des Modells beibehilt, aber unterstellt, daf es keine internatio-
nale Diffusion des Wissens gibt. Dann kdnnen zwar zusétzliche Varianten der Kapi-
talgiiter importiert werden, aber die Produktivitdt im Forschungssektor erhoht sich
nicht. Wenn man die mit dem Skaleneffekt der Bevolkerungsgrofie in bezug auf die
Forschung verbundene Wissensdiffusion vernachléssigt, die die Wachstumsrate er-
hoht, gibt es also nur noch diesen Niveaueffekt, der Gewinne aus dem Aullenhandel
fiir die beteiligten Lander mit sich bringt. Insofern ergénzt dieser Ansatz die dltere
neoklassische Theorie um eine formale Modellierung des Verfiigbarkeitsarguments.
Wenn es bestimmte Produkte wie hier die ausldndischen Varianten der Kapitalgiiter
im Inland nicht gibt, so ergeben sich Gewinne aus dem Auenhandel, wenn diese
Giiter verfligbar gemacht werden.

Die Annahme, daf§ die betrachteten Volkswirtschaften bis auf die produzierten Va-
rianten der Kapitalgiiter (ohne jegliche Redundanzen) v6llig identisch sind, kann auf-
gehoben werden. Eine ausfiihrliche Darstellung verschiedener Modifikationen des
Modells findet sich bei Trauth (1997, Kapitel 4), der auch weitere Literaturhinweise
gibt. Unterstellt man zum Beispiel, daB die in den beiden Landern vor Aufnahme des
Aullenhandels entwickelten Varianten der Kapitalgiiter identisch sind (vollstindige
Redundanz), so tritt bei Offnung der Grenzen kein Niveaueffekt auf, da keine neuen
Varianten fiir ein Land verfiigbar werden. Die langfristige Wachstumsrate stimmt je-
doch mit derjenigen im Fall ohne Redundanzen iiberein, wenn man unterstellt, dal
nach Grenz6ffnung keine neuen Varianten der Kapitalgiiter mehr sowohl im Inland
als auch im Ausland erfunden werden, was damit begriindet werden kann, daf$ sich
die erneute Erfindung einer bekannten Variante aufgrund des internationalen Wett-
bewerbs nicht lohnt.

Auch wenn die Niveaus des technischen Wissens in beiden Lindern vor Aufnah-
me des Handels unterschiedlich sind, hdngt das Ergebnis davon ab, ob das Wissen
international diffundiert oder nicht. Angenommen, vor Aufnahme des Handels gilt
A> A*. Ohne Wissensdiffusion kann man zeigen, dal§ eine Reallokation des Human-
kapitals stattfindet, die zu verstdrkter Forschung im Inland fiihrt, das Kapitalgiiter
bei unvollstdndiger Spezialisierung exportiert, wihrend das Ausland sich vollstindig
auf die Produktion des Endproduktes spezialisiert. Das Ausland profitiert allerdings
trotz der Einstellung der Forschung und der Produktion von Kapitalgiitern vom inter-
nationalen Handel, weil die Wachstumsrate im Inland durch die erh6hte Forschung
und Entwicklung steigt und das Ausland Zugriff auf die neuen Varianten der Kapital-
giiter erhilt, wobei die Wachstumsraten der Nationaleinkommen in beiden Lindern
iibereinstimmen. Letztlich stellen beide Lander einen Wachstumsverbund dar, wobei
die Forschung auf das Inland konzentriert ist und schneller als bei Autarkie wéchst,
da relativ mehr Humankapital in der Forschung eingesetzt wird. Wenn das Wissen
international vollstindig diffundiert, erhdlt man nahezu identische Ergebnisse im
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Vergleich zu dem Fall mit in der Ausgangslage gleich groen Wissensbestdanden.

Wenn die betrachteten Linder unterschiedlich hohe Ausstattungen an Human-
kapital haben (L > L*) und keine Wissensdiffusion auftritt, wird sich das Inland (un-
vollstdndig) auf die Forschung spezialisieren und das Ausland ausschlieRlich Endpro-
dukte herstellen. Beide Lander erzielen in diesem Fall eine Steigerung ihrer Wachs-
tumsraten, wobei der Gewinn des vorher langsamer wachsenden Auslands hdher
ist.'! Wenn eine internationale Wissensdiffusion eintritt, ist Diversifikation in beiden
Lindern moglich, wobei wiederum die Wachstumsraten in den Landern gleich und
hoher als vor Aufnahme des Handels sind. Die Analyse weiterer Fille bestétigt im we-
sentlichen die bisher gewonnenen Ergebnisse. Im Fall des Romer-Modells kann also
davon ausgegangen werden, dal der Aullenhandel die Wachstumsraten in der Regel
erhoht und zu einer Angleichung der Wachstumsraten fiihrt, so daly der Wachstums-
gewinn fiir die vorher riickstdndigeren Lander sogar hoher als fiir die weiter fortge-
schrittenen Lander ist. Diese Ergebnisse fiir den Zwei-Lander-Fall werden in einem
neueren Ansatz von Ben-David und Loewy (1998) im wesentlichen auch fiir eine Welt
mit vielen Ldndern bestatigt.

Neben der Erweiterung des Romer-Modells auf offene Volkswirtschaften haben
vor allem Grossman und Helpman (1990, 1991a) die Wirkungen des Auffenhandels
in Modellen der Forschung und Entwicklung analysiert. In Grossman und Helpman
(1995) geben diese Autoren einen Uberblick {iber die Literatur zur Bedeutung der
(exogenen und endogenen) Produktionstechnik in der Aullenhandelstheorie, wobei
sie die Forschung und Entwicklung unter Verwendung neuer Zwischenprodukte spe-
zifizieren, die im Unterschied zum Romer-Modell keine Gebrauchsgiiter (Kapitalgi-
ter), sondern Verbrauchsgiiter sind. Im folgenden werden einige der Ergebnisse an-
gegeben, soweit sie von denjenigen des Romer-Modells offener Volkswirtschaften
abweichen.

Unterstellt man zunéchst international vollkommene knowledge spillovers und
nur einen priméren Produktionsfaktor, Arbeit beziehungsweise Humankapital, so
entsprechen die Ergebnisse im wesentlichen denjenigen des Romer-Modells. Der Au-
Benhandel fithrt zu einer h6heren Wachstumsrate in beiden Landern, die dariiber
hinaus auch einen direkten Gewinn durch die erhdhte Verfiigbarkeit von Varianten
der Zwischenprodukte haben. Eine interessante Abwandlung ergibt sich, wenn man
zwei primére Produktionsfaktoren, Arbeit und Humankapital, unterstellt und ein
zweites Endprodukt einfiihrt, das geméR einer linearhomogenen Produktionsfunk-
tion mit diesen beiden Produktionsfaktoren ohne technischen Fortschritt hergestellt
wird. Unterscheiden sich die Faktorintensititen in der Entwicklung neuer Varianten,

HDieses Ergebnis gilt nur unter der Voraussetzung, daR der komparative Vorteil des Inlands in der
Forschung aufgrund der hoheren Ausstattung mit Humankapital nicht durch einen hoheren Wissensstand
des Auslands zum Zeitpunkt des Ubergangs zum Freihandel {iberkompensiert wird. Ansonsten besteht
die Mdglichkeit, daf nur noch das Ausland forscht, wodurch die Wachstumsrate der Welt nach Aufnahme
des Handels kleiner als diejenige des Inlands bei Autarkie sein kann. Ferner ist darauf hinzuweisen, da
zwar die Wachstumsraten in beiden Landern iibereinstimmen, im allgemeinen aber nicht die Niveaus der
Nationaleinkommen. Sofern eines der Lander vollstindig spezialisiert ist, kommt es im allgemeinen auch
nicht zum Ausgleich der Faktorpreise.
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der Produktion der bestehenden Varianten und der Produktion des zweiten Endpro-
duktes, so bestimmt allein die relative Faktorausstattung der beiden Linder das Au-
Renhandelsmuster (wie in der HOS-Theorie), da das Niveau des technischen Wis-
sens aufgrund der internationalen knowledge spillovers im Inland und im Ausland
identisch ist. Das erste Endprodukt wird nur mit den Zwischenprodukten erstellt.
Daher kann man den Ansatz auch so interpretieren, dall dieses Gut ein Aggregat
verschiedener Varianten der Konsumgiiter darstellt, die in die Nutzenfunktion des
Haushaltes eingehen, so dall dieses Gut nicht gehandelt wird. Wenn die Forschung
und Entwicklung das Humankapital am intensivsten und die Produktion des zweiten
Endprodukts die Arbeit am intensivsten nutzt, dann exportiert das relativ humanka-
pitalreiche Land per Saldo Zwischenprodukte und importiert das zweite Endprodukt.
Neben dem intrasektoralen Handel mit Zwischenprodukten besteht also auch ein
intersektoraler Handel. In bezug auf die langfristigen Wachstumsraten des Natio-
naleinkommens und des Konsums kann man zeigen, daf$ sich eine Konvergenz der
Raten in den beiden Liandern ergibt. Allerdings ist es moglich, daly die GroRe des
F&E-Sektors in der gesamten Welt kleiner als fiir das humankapitalreichere Land bei
Autarkie ist. In diesem Fall fillt die Wachstumsrate des humankapitalreichen Landes
durch den Ubergang zum Freihandel.

Alternativ wird nun angenommen, dal es keine internationale Wissensdiffusi-
on gibt. Ferner wird unterstellt, dal Humankapital der einzige primé&re Produkti-
onsfaktor ist und daB ein zweites Endprodukt ohne technischen Fortschritt in bei-
den Lindern produziert wird, wobei die Produktionsfunktion linear im Humanka-
pital ist. Die Lohnsédtze im Inland und im Ausland miissen dann {ibereinstimmen,
wenn dieses Gut gehandelt wird. Wenn beide Lander gleich grof§ sind, gilt dhnlich
wie im Romer-Modell fiir offene Volkswirtschaften, daR sich das Inland mit einem
anfangs gréBeren Wissensstand unvollstindig auf die Forschung spezialisiert, wih-
rend das Ausland keine Forschung mehr betreibt. Wiederum bilden beide Lander
einen Wachstumsverbund, wobei die Wachstumsraten der Nationaleinkommen in
beiden Landern iibereinstimmen. Die Angleichung der Lohnsitze impliziert eine An-
gleichung des Wohlstands. Diese Situation dndert sich allerdings, wenn die Nachfra-
geverhiltnisse derart sind, dal$ das Land mit dem anfénglichen komparativen Vorteil
das zweite Endprodukt nicht mehr produziert. Die Nachfrage nach dem ersten (mit
den Zwischenprodukten erstellten) Endprodukt ist dann so grof§, dal der Reallohn-
satz im Inland gr6Qer als im Ausland wird. Wahrend das Inland Gewinne aus dem
AuBenhandel hat, konnen fiir das Ausland Verluste entstehen. Ein entgegengesetz-
tes Ergebnis ist méglich, wenn das Ausland erheblich grofer als das Inland ist, da
der anfingliche Wissensvorsprung des Inlands dann durch den héheren Bestand an
Humankapital im Ausland langfristig tiberkompensiert werden kann.

Learning by Doing-Modelle Anders als in den Modellen des endogenen techni-
schen Fortschritts durch die Forschung und Entwicklung, in denen die Angleichung
der Wachstumsraten die Regel ist, fithren etwa die Modelle des learning by doing in
offenen Volkswirtschaften von Lucas (1988, Abschnitt 5) oder Young (1991) zu der Vor-
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hersage, daR sich die Wachstumsraten bei Freihandel in den entwickelten und sich
entwickelnden Volkswirtschaften unterscheiden. Das Lucas-Modell basiert zum Bei-
spiel auf dem Ansatz einer ricardianischen Produktionsstruktur mit zwei Sektoren,
deren Arbeitsproduktivititen sich aufgrund des learning by doing dndern. Im Fall
des AuBBenhandels kommt es zu vollstdndiger Spezialisierung, wobei sich das Spezia-
lisierungsmuster nach den Arbeitsproduktivititen zum Zeitpunkt der Grenzoffnung
richtet. Da die Arbeitsproduktivitdten in den beiden betrachteten Sektoren mit unter-
schiedlichen Raten wachsen, fithrt der Aulenhandel im allgemeinen also je nach Spe-
zialisierung zu verschiedenen Wachstumsraten der Nationaleinkommen der beteilig-
ten Liander, wobei die Substitutionselastizitit der verwendeten CES-Nutzenfunktion
dartiber entscheidet, wie stark sich die terms of trade der schneller wachsenden Lin-
der verschlechtern. Wenn diese Substitutionselastizitidt groer als eins ist, wachst das
Nationaleinkommen der Liander schneller, die das Gut mit der schneller wachsenden
Arbeitsproduktivitét herstellen, und umgekehrt.

Die meisten Ansédtze des learning by doing in offenen Volkswirtschaften basieren
auf vereinfachenden Annahmen wie etwa der Unterstellung einer ricardianischen
Produktionstechnik. Welches Land welches Gut produziert, kann daher nur aufgrund
des historischen Zufalls entschieden werden, der tiber die komparativen Vorteile
beim Ubergang zum Freihandel entscheidet. In Christiaans (1997, Abschnitt I11.1.2)
werden die Auswirkungen der Faktorausstattungen auf die Lerneffekte in einem allge-
meinen Gleichgewichtsmodell zweier Lander mit zwei Sektoren unter der Annahme
neoklassischer Produktionsfunktionen analysiert. Wenn zum Beispiel das relativ ka-
pitalintensiv produzierte Gut Lerneffekte aufweist und das andere nicht, so wird ein
relativ kapitalreiches Land mehr von dem kapitalintensiven Gut produzieren und
entsprechend hohere Lerneffekte aufweisen als ein relativ arbeitsreiches Land (wenn
beide Liander von vergleichbarer Grée sind). Die komparativen Vorteile aufgrund
der Faktorausstattung werden also durch das learning by doing verstirkt. Dieses Mo-
dell kann allerdings kein langfristiges Wachstum generieren, da es die Akkumulation
des Kapitals bei nichtlinearen Lernfunktionen vernachldssigt.

Eine Ausnahme von der Regel, da internationale Unterschiede des Wohlstands
und/oder der Wachstumsraten durch das learning by doing verstiarkt werden, lie-
fert der Ansatz von Goh und Olivier (2002). Obwohl das Drei-Sektoren-Modell vollig
anders als die F&E-Modelle aufgebaut ist, sorgt letztlich ein vergleichbarer Mechanis-
mus fiir dieses Ergebnis. Denn wenn das Land mit einem komparativen Vorteil fiir
das Gut mit geringeren Lernmdéglichkeiten ein Kapitalgut importiert, so profitiert es
dhnlich wie in den F&E-Modellen durch die geringeren Kosten fiir das importierte
Gut. Dadurch kann der die Wachstumsrate verringernde Effekt der (unvollstdndigen)
Spezialisierung auf Giiter mit geringeren Lernmoglichkeiten tiberkompensiert wer-
den, da die Investitionen und damit das learning by doing erh6ht werden.

In den genannten Ansdtzen wird angenommen, dal es keine internationale Dif-
fusion des durch das Lernen erzeugten technischen Wissens gibt. Ahnlich wie in den
F&E-Modellen gilt auch fiir das learning by doing, daf die komparativen Vorteile al-
lein aufgrund der Faktorausstattungen bestimmt werden kénnen, wenn das Wissen
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international vollstdndig diffundiert. Allerdings basieren die meisten theoretischen
Ansitze auf der Annahme, dal keine internationalen spillovers auftreten. Denn lear-
ning by doing bedeutet letztlich, dal die Produktivitit durch die Erfahrung steigt.
Damit ist kaum anzunehmen, dall diese Erfahrung sich durch den internationalen
Handel unmittelbar tibertragen kann. Eine kurze Darstellung der Implikationen in-
ternationaler spillovers des learning by doing findet sich bei Grossman und Helpman
(1995).

Fazit Obwohl im auf offene Volkswirtschaften erweiterten Romer-Modell eine Kon-
vergenz der Wachstumsraten auch dann mdéglich ist, wenn keine internationale Wis-
sensdiffusion auftritt, weist Feenstra (1996) darauf hin, dafl das Ergebnis der Kon-
vergenz in den Modellen, die Romer (1990) folgen, doch hdufig von der Annahme
der Wissensdiffusion abhéngt. Fiir ein Modell nach der Art von Grossman und Help-
man (1990), in dem sich die aus den Zwischenprodukten erstellten Endprodukte in
beiden Lindern unterscheiden, wobei beide Endprodukte in die Nutzenfunktionen
der Konsumenten eingehen, zeigt er, dal ohne internationalen Wissenstransfer und
ohne den Handel von Zwischenprodukten das gréQere Inland eine hohere langfri-
stige Wachstumsrate hat, als das kleinere Ausland, wenn die Substitutionselastizitit
im Konsum grofler als eins ist. Zwar fillt der Relativpreis des inldndischen Endpro-
duktes aufgrund des schnelleren Wachstums im Vergleich zum Ausland, doch wird
dieser Effekt durch das stdrkere Wachstum der Produktivitit {iberkompensiert. Das
Inland erfihrt durch den Ubergang zum Freihandel einen temporiren Wachstums-
schub, wihrend die Wachstumsrate im Ausland langfristig abnimmt. Wenn Zwischen-
produkte gehandelt werden, steigt die Wachstumsrate des Auslands zwar durch den
Freihandel, doch ist sie weiterhin geringer als die des Inlands. Wenn die Substituti-
onselastizitét kleiner als eins ist, folgt ein umgekehrtes Ergebnis. Die Bedeutung der
Substitutionselastizitdt entspricht damit weitgehend derjenigen im Lucas-Modell des
learning by doing.'? Die Implikationen beider Ansitze zur Modellierung des techni-
schen Fortschritts sind also durchaus vergleichbar, wenn fiir das learning by doing
und die Forschung und Entwicklung jeweils dieselben Annahmen tiber die interna-
tionale Diffusion des Wissens unterstellt werden.

Alle diese Ergebnisse basieren jedoch letztlich auf dem empirisch unhaltbaren
Skaleneffekt in den Modellen des endogenen Wachstums, der einen theoretischen
Grenzfall darstellt.'® Mit Bezug zum Romer-Modell fiir offene Volkswirtschaften wer-
den nun anstelle von (5.7) analog zu (4.26) auf der Seite 206 die Produktionsfunktio-
nen

A=yLa(A+ AN, A" =yLi(A+A")P

121n den vorangehend beschriebenen Erweiterungen des Romer-Modells auf offene Volkswirtschaften
konnen diese Effekte nicht auftreten, weil das Inland und das Ausland in diesen Ansédtzen identische
Endprodukte erzeugen.

BDpie genannten Modelle von Lucas (1988, Abschnitt 5) und Goh und Olivier (2002) enthalten zwar
keine Skaleneffekte, basieren aber auf linearen Lernfunktionen und stellen daher ebenfalls den Grenzfall
des endogenen Wachstums dar. Das Modell von Christiaans (1997, Abschnitt I11.1.2) basiert zwar nicht auf
einem Grenzfall, ist aber kein echtes Wachstumsmodell.
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mit Wissensdiffusion fiir die Forschungssektoren unterstellt. Dann gilt
A+ A" =y(La+ LA+ ANP, (5.10)

wobei 0 < § < 1 ist. Um die Implikationen fiir das langfristige Wachstum in Abhéngig-
keit von der Wissensdiffusion aufzuzeigen, wird angenommen, da@l die Bevélkerung
in beiden Landern mit der gleichen Rate n wichst, und dall jeweils ein konstanter
Anteil der Arbeit im Forschungssektor beschéftigt ist, der sich der Einfachheit halber
durch den AuBenhandel nicht d&ndert. Dann erhélt man aus (5.10) anstelle von (5.8)
die langfristige Wachstumsrate

n
1-p’

die durch die Diffusion des Wissens nicht beeinflulit wird. In einem Modell des
semi-endogenen Wachstums kann die Diffusion des Wissens fiir sich genommen
also keinen langfristigen Wachstumseffekt haben. Alle Wirkungen, die sich ergeben,
konnen daher lediglich auf die unterschiedlichen Spezialisierungsmuster zuriickzu-
fithren sein. Diese Implikationen von Modellen des semi-endogenen Wachstums in
offenen Volkswirtschaften ergeben sich auch, wenn der technische Fortschritt auf
dem learning by doing beruht. Nachstehend werden zwei entsprechende Ansétze
eingefiihrt.

Eine letzte Anmerkung ist in bezug auf den Vergleich der verschiedenen theo-
retischen Ansétze erforderlich. Im Abschnitt 5.1.2 ist fiir das Oniki-Uzawa-Bardhan-
Modell gezeigt worden, dal ein steady state bei Freihandel mit Diversifikation in
beiden Léndern im allgemeinen nur dann existiert, wenn die Wachstumsraten der
Bevolkerung und damit des Nationaleinkommens in beiden Lindern iibereinstim-
men. Fiir die Modelle des endogenen Wachstums hat sich herausgestellt, daf die
Wachstumsraten des Einkommens in beiden Landern gleich hoch sind, wenn in bei-
den Landern Diversifikation vorliegt. Da die Bevolkerung in diesen Modellen kon-
stant ist und das Wirtschaftswachstum auf anderen Triebkriften basiert, die formal
an die Stelle des Bevolkerungswachstums in der &lteren Theorie treten, entsprechen
sich diese Ergebnisse. Abweichungen der Wachstumsraten beider Linder ergeben
sich im langfristigen Gleichgewicht nur, wenn in zumindest einem der Linder nicht
mehr in allen Sektoren produziert wird. Das ist in den beiden folgenden Modellen
des semi-endogenen Wachstums der Fall. Im ersten Modell wird die Spezialisierung
dabei exogen vorgegeben, wihrend sie im zweiten Modell endogen bestimmt wird.

8A+A* =

5.2 Beschrinkung des Wachstums durch die Handelsbilanz

5.2.1 Das statische Gleichgewicht

In den Abschnitten 4.5.3 und 5.1.1 ist argumentiert worden, da@ eine befriedigen-
de Losung des Bevdlkerungspuzzles wohl nur im Rahmen von Modellen offener
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Volkswirtschaften erreicht werden kann, wobei eine allgemeine Gleichgewichtsana-
lyse unter Einbeziehung des endogenen technischen Fortschritts sowie der Beriick-
sichtigung unterschiedlicher Wachstumsraten der Bevolkerung in den beteiligten
Lindern generell kompliziert ist. Angesichts der analytischen Probleme ist es sinn-
voll, zundchst ein méglichst einfaches Modell zu formulieren, daf eine Analyse der
Bedeutung der Wachstumsrate der Bevolkerung fiir das Wachstum des Pro-Kopf-
Einkommens bei internationalem Handel und eine Lésung des erlduterten Bevol-
kerungspuzzles erlaubt. Christiaans (2003a) hat das von Khang (1968) und Bardhan
(1970, Kapitel 4) eingefiihrte Modell einer offenen Volkswirtschaft, die auf den Im-
port von Zwischenprodukten im Austausch fiir das Endprodukt angewiesen ist, mit
dem im Abschnitt 4.5 dargestellten semi-endogenen Wachstumsmodell kombiniert.
Das sich dadurch ergebende Modell, das im folgenden dargestellt wird, ist analytisch
16sbar, weil die Wachstumsrate der iibrigen Welt und damit die Weltexportnachfrage
nach inldndischen Giitern exogen vorgegeben wird. Obwohl also letztlich nur ein Par-
tialmodell betrachtet wird, zeigt sich trotzdem, dall es relativ einfach ist, die grundle-
genden semi-endogenen Wachstumsmodelle so zu modifizieren, dal sie realistische-
re Ergebnisse erbringen.

Das Bevolkerungspuzzle stellt insbesondere im Hinblick auf die Entwicklungslan-
der ein Problem dar, die hdufig durch ein hohes Wachstum der Bevolkerung bei ge-
ringem Wachstum des Pro-Kopf-Einkommens charakterisiert sind. Die angesproche-
ne Partialanalyse bedeutet 6konomisch, dal das betrachtete Inland einer exogenen
Nachfragebeschrinkung seitens des Auslands gegeniibersteht, die fiir viele Lander
mit geringem Einkommensniveau in der Tat ein Problem darstellt. Die Einkommen-
selastizitdten der Exportnachfrage nach Giitern aus den Entwicklungsldndern sind
generell kleiner als fiir Giiter aus den industrialisierten Landern (vgl. zum Beispiel
Senhadji und Montenegro, 1999), obwohl sie trotzdem meistens groBer als eins sind
(insbesondere in den asiatischen Landern). Wie sich herausstellen wird, tritt das Be-
volkerungspuzzle in einem Modell des semi-endogenen Wachstums nicht mehr auf,
wenn man diese Beschrinkung der Exportnachfrage fiir Linder mit geringem Ein-
kommensniveau berticksichtigt.

Je geringer die Einkommenselastizitit der Nachfrage nach Exporten eines Landes
ist, desto geringer féllt das Wachstum der Nachfrage nach diesen Giitern aufgrund
des Wachstums des Auslands aus. Wie sich herausstellen wird, beschriankt eine exo-
gene Exportnachfrage das Wachstum eines Landes nicht nur dann, wenn die Welt-
exportnachfrage einkommensunelastisch ist, sondern unter Umstdnden auch dann,
wenn sie einkommenselastisch ist. Falls zum Beispiel das Produkt aus der Einkom-
menselastizitdt und der Wachstumsrate des Volkseinkommens in den Industrieldn-
dern geringer als die Wachstumsrate der Bevolkerung in den Entwicklungsldndern
ist, so werden ohne technischen Fortschritt sowohl der Konsum als auch das Ein-
kommen pro Kopf in den Entwicklungsldndern fallen. Eine zwar kompliziertere, aber
doch vergleichbare Aussage gilt auch unter Beriicksichtigung des technischen Fort-
schritts. Wie etwa die Daten der Weltbank iiber die durchschnittlichen Wachstums-
raten von 1980 bis 1999 (World Development Indicators 2001, Tabellen 2.1 und 4.1)
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zeigen, sind die Wachstumsraten der Bevolkerung in einigen Entwicklungsldndern
tatsdchlich grofer als die Wachstumsraten des Bruttoinlandsprodukts in den grof3en
Industriestaaten gewesen. Unter anderem wird im folgenden gezeigt, dal$ die Nach-
fragebeschrankung in Verbindung mit dem endogenen technischen Fortschritt im-
pliziert, dall die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Konsums aufgrund einer steigenden
Rate des Bevdlkerungswachstums sowohl zunehmen als auch fallen kann, je nach
den GroBenverhéltnissen bestimmter Produktions-, Lern- und Nachfrageelastizitd-
ten. Die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens féllt mit steigender Wachstums-
rate der Bevolkerung, wenn die Weltexportnachfrage fiir das heimische Gut preisu-
nelastisch ist. Daher zeigt das Modell, dal§ eine hohere Wachstumsrate der Bevolke-
rung in Abhéngigkeit von der speziellen Situation sowohl giinstige als auch widrige
Auswirkungen auf die wirtschaftliche Entwicklung haben kann.

Die Bedeutung der Importe von Zwischenprodukten und Kapitalgiitern der Ent-
wicklungsldnder aus den Industrieldindern wird durch die Studie von Havrylyshyn
und Civan (1985) iiber den intraindustriellen Handel zwischen Entwicklungsldndern
belegt. Insbesondere hinsichtlich der sogenannten Schwellenldnder (newly industria-
lized countries) stellen die Autoren fest, da nur 5 % der Importe an Investitions-
giitern der Schwellenldnder aus anderen Schwellenlindern kommen. Offenbar gilt,
daB die industrialisierten Linder einen Wettbewerbsvorteil beim Verkauf von Indu-
strieglitern haben und dal$ der globale komparative Vorteil der Schwellenldnder bei
relativ arbeitsintensiven Konsumgiitern liegt. Daher ist es sinnvoll, die Handelsbezie-
hung zwischen industrialisierten Lidndern und Entwicklungsldndern durch die An-
nahme zu modellieren, daf§ die Entwicklungsldnder Zwischenprodukte importieren
und Endprodukte exportieren. Um das Modell so einfach wie méglich zu halten, wer-
den importierte Kapitalgiiter im folgenden allerdings vernachléssigt.

Die Grundannahmen des Modells entsprechen denjenigen im Abschnitt 4.5. We-
sentlich fiir die Ubertragung des dort formulierten Modells auf eine offene Volkswirt-
schaft ist die im Abschnitt 5.1.1 auf der Grundlage empirischer Schédtzungen disku-
tierte Annahme, daf knowledge spillovers hauptsichlich auf nationaler Ebene erfol-
gen. Stilisierend wird hier unterstellt, dall die Lerneffekte in der Produktion einen
externen Effekt mit vollkommenen knowledge spillovers innerhalb eines Landes dar-
stellen, da aber keine internationalen spillovers auftreten.

Bezeichnet man den aggregierten Output des Inlands mit X, so lautet die Produk-
tionsfunktion

X=APKO M@ "% g<ay,a,<1, 1—a;—ap >0, f>0. (5.11)

Die Unternehmen agieren unter den Voraussetzungen der vollstdndigen Konkurrenz.
Neben den beiden bisher verwendeten Faktoren Kapital, K, und Arbeit, L, wird jetzt
auch ein importiertes Zwischenprodukt, M, in der Produktion eingesetzt. Die Varia-
ble A bezeichnet den Lernindex. Fiir das Modell der geschlossenen Volkswirtschaft
mit ay = 0 ist gezeigt worden, dal} die Bedingung 1 — a; — f > 0 notwendig fiir die
Existenz eines steady state mit positiven Wachstumsraten der Produktion und der
Bevolkerung ist. Die scheinbar analoge Bedingung 1-a; —a,—f > 0 fiir das vorliegen-
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de Modell wird durch empirisch festgestellte Parameterwerte nahegelegt. Denn die
Lernelastizitdt § sollte positiv, aber erheblich kleiner als eins sein, so dall 1 —a; —a»,
die Lohnquote, diesen Wert hinreichend iibersteigt, um 1 - a; —ay — f > 0 zu gewdhr-
leisten. Wie sich herausstellt, ist diese Bedingung fiir die Formulierung des Modells
restriktiver als notig [vgl. (5.26)].

Um den Output gem&R der in (5.11) spezifizierten Produktionstechnik zu erstel-
len, mul das Inland die Menge M des Zwischenproduktes aus dem Ausland impor-
tieren. Vernachldssigt man Dienstleistungen, Transfers und internationale Kreditbe-
ziehungen, so muf} die Handelsbilanz in jedem Zeitpunkt ausgeglichen sein:

pa =M, (5.12)

wobei & die Exportmenge des inldndischen Produktes bezeichnet und p der relati-
ve Preis des Exportgutes in Einheiten des Zwischenproduktes ist, das als Numéraire
verwendet wird. Da Freihandel unterstellt wird, entspricht p den terms of trade des
Inlands. Wie in Bardhan (1970, Kap. 4) wird angenommen, da8 die Weltexportnach-
frage nach dem heimischen Gut durch

x=pleM, n<00),1>0 (5.13)

gegeben ist. Die Weltexportnachfrage wichst mit der Rate A, wenn die terms of trade
konstant sind. Daher wird A im folgenden als Wachstumsrate der Weltexportnachfra-
ge bei konstanten Preisen bezeichnet.

Da die Funktion der Weltexportnachfrage die Ergebnisse des Modells erheblich
beeinflufit, werden die zugrundeliegenden Priferenzen kurz analysiert. Setzt man
M= w1 Y*H2 wobei Y* das ausldndische Einkommen in Einheiten des Zwischenpro-
duktes und p > 0, yp > 0 Parameter sind, und wichst Y* mit der konstanten Rate A,
also Y* = YO* M so mul gelten eM = T3 YO*“Z eH2At wobei die Einheiten so normiert
sind, dal y YO*'u 2 =1 und A := uyA gesetzt werden kann. Die Gleichung (5.13) wird
daher so interpretiert, daR sie aus der Nachfragefunktion

X = py*e (5.14)

mit konstanten Preis- und Einkommenselastizitdten n und u, resultiert, wobei Y*
mit der konstanten Rate A = A/, wichst. Nimmt man an, da die Haushalte im Aus-
land zwei Giiter konsumieren und l6st die Integrierbarkeitsgleichung (die die Ermitt-
lung der zu einer Nachfragefunktion gehérenden Nutzenfunktion zum Gegenstand
hat), so erhdlt man in Abhéngigkeit von den Werten von 1 und p, unterschiedli-
che indirekte Nutzenfunktionen, die diese Nachfragefunktion generieren. Wenn p, =
1 ist, sind die Praferenzen homothetisch, wobei der Spezialfall der Cobb-Douglas-
Préaferenzen fiir n = —1 enthalten ist. Wenn u» # 1 ist, sind die Préferenzen nicht
homothetisch. Diese Ergebnisse sind wichtig, weil sich herausstellt, dal} einige Impli-
kationen des Modells von dem numerischen Wert von A abhéngen, der seinerseits
durch die Homothetizitit der ausldndischen Préferenzen und die Wachstumsrate des
ausldndischen Einkommens bestimmt wird.
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Das Verfahren der Losung von Integrierbarkeitsgleichungen wird zum Beispiel in Varian
(1992, S. 125-129) erklédrt. Anstelle der formal relativ aufwendigen Herleitung der indirekten
Nutzenfunktionen v werden hier lediglich die Ergebnisse fiir die unterstellte Nachfragefunkti-
on angegeben. Zu beachten ist dabei, dal alle Nutzenfunktionen einer streng monoton stei-
genden Transformation unterworfen werden kénnen.

1-
o nELmAL  u(p ) =(vHlre - HUTHD pa
1+n

o AL =1 up Y =yre wp" 04

o =1, m#l:  v(p,Y)=(Y")'"H (1 -p)lnp

e —n=1,u=1: vip, Y ) =Y p™H
Man kann nun durch Anwendung von Roys Identitédt direkt nachweisen, dal8 diese indirek-
ten Nutzenfunktionen tatsichlich die angegebene Weltexportnachfrage fiir die jeweiligen Pa-
rameterwerte generieren. Um zu sehen, daf der Fall —n = up =1 tatsdchlich Cobb-Douglas-
Priaferenzen impliziert, ist es naheliegend, auf absolute Preise tiberzugehen. Ersetzt man etwa
p durch px/pp und Y* durch Y*/pyy, so folgt

~ _ —(-u) -
V(vava Y*) — pxﬂl pM H1 Y*,

also die zur direkten Cobb-Douglas-Nutzenfunktion duale indirekte Nutzenfunktion.

Das Nationaleinkommen in Einheiten des importierten Zwischenproduktes, das
eine Vorleistung darstellt, ist
Y=pX-M. (5.15)

Unter den Annahmen der vollstdndigen Konkurrenz ist die Grenzproduktivitdt von
M gleich dem auf eins normierten Preis des Zwischenproduktes, woraus mit (5.11)

M= parX (5.16)
folgt. Setzt man in (5.15) ein, so ergibt sich
Y=pl-aX. (5.17)

Um die statische Gleichgewichtslésung des Modells zu erhalten, wird die Welt-
exportnachfrage (5.13) in die Handelsbilanzgleichung (5.12) eingesetzt und nach p
beziehungsweise M aufgelost:

gt
p=Mnle 17 wenn 1n#-1, (5.18)
M=¢M, wenn n=-1.

Die Substitution in (5.16) liefert [unter Verwendung von (5.11) fiir den Fall n # —1]

#(ém Ba+1) aj(+)  (—aj—ap)@+1) A,
2 e ..
M=a, An-etD) Kn-ax(+D [, n-ax+l) o n-axm+l " fifirp # -1,

At g
=——¢" flirn=-1
p a2 X U]
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Die jeweiligen Werte von M kénnen in (5.11) eingesetzt werden, um

X = BAPY g9 [(1-a1-a2)¢ p=(Aazg/nt (5.19)

zu erhalten. Diese Gleichung ist unabhéngig davon giiltig, ob 7 # —1 oder n = —1. Zur
Vereinfachung der Schreibweise sind die folgenden Parameter eingefiihrt worden:

ag(m+1)

and B:= arg_am“) . (5.20)

o n
v n-a:n+1)
Zu beachten ist, daB ¢ = B =1 gilt, wenn n = —1 ist. Die Gleichung (5.19) ist die
grundlegende Beziehung des Modells, die die statische Gleichgewichtsldosung fiir den
Output X als Funktion der Variablen angibt, die in jedem Zeitpunkt vorherbestimmt
sind. Der Nenner in dem Ausdruck fiir ¢ ist negativ fiir n < 0; es gilt

B>0, ¢>0, ¢=1 < n=-1.

5.2.2 Dynamische Entwicklung und langfristiges Gleichgewicht

Dynamische Entwicklung Die Bevolkerung ist zum gesamten Arbeitseinsatz pro-
portional und wéchst mit der exogenen und konstanten Rate g = n > 0. Der Lern-
index A wird wie zuvor als kumulierte Produktionsmenge definiert, so dall die Zeita-
bleitung von A gegeben ist durch

A= X = APK® Moz pl-a-az (5.21)

Der Output kann sowohl konsumiert als auch investiert werden. Die heimischen
Haushalte entscheiden iiber den Konsum C und die Ersparnis S, die im kurzfristigen
Gleichgewicht mit den Investitionen I tibereinstimmt. Fiir den Fall einer konstanten
Sparquote s in bezug auf das Nationaleinkommen Y/p in Einheiten des heimischen
Gutes gilt pS = sY. Der Konsum ist unter Verwendung von (5.17) gleich

C=(1-9Y/p=1-91-a2)X. (5.22)

Allgemeiner sind die aggregierten Bruttoinvestitionen I durch den Output X abziig-
lich der Summe aus dem Konsum C und den Exporten & gegeben, wobei alle Gro-
Ben in Einheiten des heimischen Gutes gemessen werden. Vernachlidssigt man die
Abschreibungen des Kapitalstocks der Einfachheit halber, so entsprechen die Brutto-
investitionen den Nettoinvestitionen und die Zeitableitung des Kapitalstocks ist

. Y
K=I=X-%-C=—-C=(1-a2)X-C, (5.23)
p
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wobei (5.12), (5.15) und (5.17) verwendet worden sind.'* Setzt man fiir den Fall einer
konstanten Sparquote (5.22) ein, so folgt

K=s(1-a»X. (5.24)

Obwohl in diesem Abschnitt vornehmlich eine konstante Sparquote zugrundegelegt
wird, dndern sich die wesentlichen Ergebnisse nicht, wenn stattdessen die Goldene
Faustregel verwendet wird; vgl. die folgende Bemerkung 5.1.

Im steady state sind alle Wachstumsraten konstant. Aus gx = konst. und Glei-
chung (5.24) folgt gx = gx, und ga = konst. in Verbindung mit (5.21) impliziert g4 =
gx. Die logarithmische Differentiation der Gleichung (5.19) liefert

8&x = Ppga+ar1pgr +(1— a1 —az)pgr— apln.

Mit gr = n und gk = g4 = gx im steady state folgt
1-a10-Pp)gx=1—-a1—a)pn—arpAln. (5.25)

Da die rechte Seite dieser Gleichung aufgrund der Annahmen tiber die Parameter in
den Gleichungen (5.11) und (5.13) positivist, wenn n >0 und/oder A > 0 ist, erfordert
die Existenz eines steady state mit gx >0, dall 1 —a;¢ — B¢ > 0. Verwendet man die
Definition von ¢ aus (5.20), so erhilt man die Bedingung

l-a1—ax—-B>a2in <<= ar—-1-a1—a2—-p)n>0 (5.26)

Die rechte Seite der ersten Ungleichung ist negativ, weil 1 < 0 ist. Die nach der Glei-
chung (5.11) genannte Bedingung 1 —a; —a» — 8 > 0 ist daher hinreichend, aber nicht
notwendig fiir die Existenz eines steady state, es sei denn man betrachtet ein kleines
Land mit n — —oo. Im folgenden wird unterstellt, da (5.26) gilt.

Setzt man die Definition von ¢ in (5.25) ein, so ergibt sich

—(1-a1—a2)n a
Bx=8K=8A= a—(1-a1—az—P)n " - (1-a—az-p)n
=1Y‘I>0 ::7;>0
=yin+72A. (5.27)

Die Gleichung (5.16) impliziert gy = g, + gx. Substituiert man darin gy = (+1)gp+1
gemdl’ (5.18), so folgt

g ! g A (5.28)
=—8x— .
R
und (5.17) impliziert unmittelbar
gy =8p+8x. (5.29)

141n Analogie zu den Volkswirtschaftlichen Gesamtrechnungen ist Y = pC + pI+ p% — M das National-
einkommen in Einheiten des Importgutes. Wegen p¥ = M giltalso I=Y/p—-C.
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Wegen der Bedingung (5.26) ist der Nenner in den Definitionen von y; und y» positiv.
Da in den Gleichungen (5.11) und (5.13) angenommen worden ist, dal 1-a;—a» >0,
a2 >0und 1 <0, sind y; und y, positiv. Die Gleichungen (5.27)—(5.29) enthalten die
zentralen Implikationen des Modells und werden spiter umfassend analysiert.

Im langfristigen Gleichgewicht ist gx —y1n —y21 = 0. Dieselbe Bedingung gilt
fiir ga, gk und, wie sich spéter herausstellt, auch fiir gc. Daher sind die folgenden
niveauangepaliten Pro-Kopf-Variablen im steady state konstant:

X A K C
Xx:= ,a:= , k= , Ci= .
LY1eYeAt L1 eY2At 1 ey2At L)1 eYeAt

(5.30)

Deshalb wird die Gleichung (5.19) in diesen niveauangepaften Variablen ausgedriickt.
Dazu wird (5.19) durch L1 e?2M dividiert:

X A Be K a1
X = =B
L1 er2At LY1 Y2t LY1eYaAt

N (Bra)e+(1-ar1—a2)p—y1 e}/g/l(ﬁ+a1)<pt—/la2(pt/n—yg/1t

Verwendet man die Definitionen von y;, y2 und ¢, so ist nach einigen Umformun-
gen zu erkennen, daR die Exponenten von L und e gleich null sind. Also ergibt sich
schlieBlich

x=BaP?ku. (5.31)

Auch ohne die Annahme einer konstanten Sparquote kann das Modell nun auf
ein System zweier Differentialgleichungen in k und a reduziert werden, dall aller-
dings noch von c abhéngt. Aus der Definition von k in (5.30) folgt

. K
8k =8k —(yin+y2A) und k=m—(Y1n+Yzﬂ)k.

Setzt man (5.23), die Definitionen in (5.30) und schlieflich (5.31) ein, so erhilt man
die erste Differentialgleichung

k=(1-a)BaP? k¥ - (yyn+y, M)k —c. (5.32)

Aus den Gleichungen (5.21) und (5.31) ergibt sich

W = Baﬁ‘pk"““’, (533)
e

und die Definition von a impliziert

1 A
ilzz—(yln+yzit) and a=

e —(y1n+7y21)a.

LYieraAt

Unter Verwendung von (5.33) folgt daraus die zweite Differentialgleichung

a=BadPPk™? — (y1n+y:M)a. (5.34)
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Anhand der Gleichung (5.32) kénnen verschiedene Konsumhypothesen analysiert
werden. Insbesondere erkennt man, daf jede Konsumhypothese, die gk = gx im
steady state impliziert (die einzige beziiglich des Konsums getroffene Annahme, die
erforderlich ist, um die langfristigen Wachstumsraten und (5.32) abzuleiten), zu ei-
nem langfristig konstanten Wert von c fiihrt. Also wéchst C im steady state ebenfalls
mit der in (5.27) spezifizierten Rate. Im Falle einer konstanten Sparquote impliziert
die Substitution von (5.22) in (5.32) unter Verwendung von (5.30) und (5.31) die Dif-
ferentialgleichung

k=s(1—a)BalP? k™% — (y1n+y.M)k. (5.35)

Bemerkung 5.1. Als alternative Konsumhypothese kann die auf der Seite 162 ein-
gefiihrte Goldene Faustregel (3.36) verwendet werden. Im vorliegenden Zusammen-
hang mufB anstelle von w, dem Reallohnsatz in Einheiten des Zwischenproduktes,
der Reallohnsatz in Einheiten des heimischen Gutes w/p verwendet werden. Mit der
Rate p der Zeitpriferenz lautet die Faustregel demnach

w
C=—L+pKk. (5.36)
p
Differenziert man (5.11) nach L, so erhdlt man die Grenzproduktivititsbedingung

w
1- a] — C{g)X =—L.
p

Die Substitution in (5.36) liefert nach Division durch L) e?2A!
c=(0-a;—a2)x+pk.

Verwendet man diese Gleichung in (5.32) zusammen mit (5.31), so folgt die Differen-
tialgleichung '
k= alBaﬁ‘pk"”‘p—(yln+y2/l+p)k. (5.37)

Alle folgenden Berechnungen kénnen ebenso gut mit den Gleichungen (5.34) und
(5.37) wie mit den Gleichungen (5.34) und (5.35) durchgefiihrt werden. Insbesondere
ergibt sich ein qualitativ dquivalentes Phasendiagramm, obwohl die Werte von a und
k im steady state im allgemeinen unterschiedlich ausfallen werden. Die langfristigen
Wachstumsraten werden durch diese alternative Konsumhypothese jedoch nicht be-
einflult. Daher bleiben alle Folgerungen beziiglich der langfristigen Entwicklung der
Volkswirtschaft giiltig. ¢

Die Abbildung 5.2 zeigt das Phasendiagramm der Differentialgleichungen (5.34)
und (5.35). Offenbar ist dieses Phasendiagramm qualitativ identisch zur Abbildung
4.1 auf der Seite 237, mit der die globale Stabilitdt des Gleichgewichts der Differential-
gleichungen (4.56) und (4.59) nachgewiesen worden ist. Obwohl die Variablen k und
a hier anders als im Abschnitt 4.5 definiert sind, verlduft der Beweis fiir den Verlauf
der Isoklinen & =0 und &= 0 und damit fiir die Eindeutigkeit des Gleichgewichts E
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Abbildung 5.2
Globale Stabilitédt des Systems (5.34), (5.35)

im positiven Orthanten in beiden Fillen analog.'® Daher ist das Gleichgewicht E wie
im Abschnitt 4.5 asymptotisch global stabil fiir alle positiven Startwerte. Auch wenn
die Ubergangsdynamik zum steady state interessante Implikationen hat, rechtfertigt
die Stabilitdt die ausfiihrliche Analyse der Eigenschaften des langfristigen Gleichge-
wichts im néchsten Abschnitt.

Eigenschaften des langfristigen Gleichgewichts Die wesentlichen Implikationen
des Modells fiir das langfristige Gleichgewicht werden in diesem Abschnitt in einer
Reihe von Aussagen formuliert, denen jeweils die in den Gleichungen (5.11), (5.13)
und (5.26) getroffenen Annahmen iiber die Parameterwerte zugrundeliegen, ohne
daB diese Annahmen jedesmal wiederholt werden.

Zunichst wird der Spezialfall ohne technischen Fortschritt mit 8 = 0 betrachtet.
Die Zustandsvariable a féllt dann weg. Das Modell reduziert sich somit auf Bardhans
Originalbeitrag (1970, Kapitel 4), in dem y; +y; = 1 gilt. Daher ist die Wachstumsrate
gx der Produktion in diesem Fall ein gewichteter Durchschnitt der Wachstumsrate
der Bevolkerung n und der Wachstumsrate der Weltexportnachfrage nach dem heimi-
schen Gut bei konstanten Preisen A. Wenn A < n ist, wiachst der Output X daher mit
einer Rate, die kleiner als 7 ist, so dal§ der Pro-Kopf-Output stetig abnimmt. Da sich
die terms of trade p unter diesen Umstidnden stetig verschlechtern (vgl. die folgende
Aussage 5.1), fillt das Nationaleinkommen pro Kopf erst recht. Bardhan (1970, p. 68,
fn. 4) fiihrt diese Eigenschaft auf die Beschrankung der Exportnachfrage zuriick und

151m Vergleich zum Beweis im Abschnitt 4.5 ist im wesentlichen zusitzlich zu beriicksichtigen, daf die
Exponenten f¢ und aj¢ in (5.34) und (5.35) aufgrund der Annahmen iiber die Parameter in (5.11) und
(5.13) positiv sind, und daB die Summe der Exponenten wegen (5.26) kleiner als eins ist:
(B+ai)n

ﬁ<p+a1(p:m<l — l-ayj—ax—-f>ax/n.
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fiigt hinzu, dal eine solche Situation in der Realitdt aufgrund ausgleichender Fakto-
ren wie dem technischen Fortschritt und der Entwicklungshilfe nicht von Dauer sein
konne. Allerdings wird sich herausstellen, daf§ der technische Fortschritt allein eine
derartige Abnahme des Pro-Kopf-Einkommens nicht notwendigerweise verhindert
(vgl. die Aussage 5.3).

Fiir den allgemeineren Fall mit § > 0 liefert die Substitution von (5.27) in (5.28)
die folgende Bedingung, die die Wachstumsrate der terms of trade p bestimmt:

_ Q-a1—a-PA-1Q-a;—-az)n

5.38
a—(1-ar—az—P)n -39

8p

Dabei ist zu beachten, dal 1 — a; — @y — 8 die Differenz zwischen der Produktionsela-
stizitdt der Arbeit (also der Lohnquote) und der Lernelastizitét ist. Da der Nenner in
(5.38) positiv ist, impliziert diese Gleichung unmittelbar

Aussage 5.1. Wenn die Wachstumsrate der Weltexportnachfrage bei festen Preisen A
geringer als die Wachstumsrate der inldndischen Bevilkerung n ist, verschlechtern sich
die terms of trade des Inlands stetig (gp < 0). Die terms of trade verbessern sich genau
dann, wenn A > n ist und A, gewichtet mit der Differenz zwischen der Lohnquote und
der Lernelastizitéit, grofser als n, gewichtet mit der Lohnquote, ist.

Man beachte, dal sich die terms of trade fiir den Spezialfall f = 0 verschlechtern,
konstant bleiben oder verbessern, je nachdem ob A kleiner, gleich oder groer als n
ist.

Die Wachstumsrate des Konsums C ist gleich der in (5.27) angegebenen Wachs-
tumsrate des Output, des Kapitals und des Lernindex. Verwendet man die Definitio-
nen von y; und y» in g¢/ = Y117+ Y24 — n, so erhdlt man

ad—(fn+az)n
a-(1-a —az—-p)n’

8ciL= (5.39)

Daraus folgt, dall

> > az+pn
gC/Lzo — Aza—zn

Also wichst der Konsum pro Kopf nur, wenn die Wachstumsrate A der Weltexport-
nachfrage bei festen Preisen die Wachstumsrate n der heimischen Bevolkerung, ge-
wichtet mit (ay + fn)/a,, libersteigt. Positives Pro-Kopf-Wachstum ist um so wahr-
scheinlicher, je grofer A, der absolute Wert der negativen Preiselastizitét |n| oder die
Lernelastizitdt § sind und je kleiner n oder die Produktionselastizitdt der importier-
ten Zwischenprodukte @, sind. Die Gleichung (5.39) impliziert, daf der heimische
Pro-Kopf-Konsum mit einer positiven Rate wichst, wenn es technischen Fortschritt
gibt (8 > 0) und die Weltexportnachfrage mindestens so schnell wie die heimische Be-
volkerung wichst (A 2 n). Wenn die Wachstumsrate der Weltexportnachfrage kleiner
als die Wachstumsrate der heimischen Bevolkerung ist, kann der Pro-Kopf-Konsum
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allerdings abnehmen. Genauer gilt, dal8 gc/r <0, wenn a, > —fn ist und n den Grenz-
wert 71 = azA/ (a2 + fn) > A libersteigt. Hierbei ist es wichtig zu beachten, daR der
Wert von n sehr grof§ sein mufy, um 7 zu iibersteigen, weil der Nenner a; + fn
positiv sein mufl und daher numerisch klein ist. Eine negative Wachstumsrate des
Pro-Kopf-Konsums ergibt sich daher nur, wenn die Rate des technischen Fortschritts
gering ist und die Wachstumsrate der heimischen Bevdlkerung die Wachstumsrate
der Weltexportnachfrage bei festen Preisen bei weitem tiibersteigt.
Bildet man die Ableitung

ogerr, _ —(pn+a2)
on ar—(1-—ay—az2-PB)n

0 < azé—ﬁn,

AV

so erhilt man in Verbindung mit der vorangehenden Analyse eine Losung des Bevol-
kerungspuzzles.

Aussage 5.2. Die Wachstumsrate gc;1 des Pro-Kopf-Konsums steigt, bleibt konstant
oder fillt mit einer steigenden Wachstumsrate der heimischen Bevilkerung, je nach-
dem ob die Produktionselastizitdt der importierten Zwischenprodukte geringer, gleich
oder grofser als die mit dem Absolutwert der Preiselastizitdt der Exportnachfrage ge-
wichtete Lernelastizitéit ist. Wenn gc,1. in n féllt, gibt es einen Grenzwert it = ax A/ (a2 +
Bn), so dafs gc/1, % 0, wenn n § . Falls gc/p mit zunehmenden Werten von n steigt,
ist die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Konsums positiv.

Also impliziert eine grolere Wachstumsrate der Bevolkerung um so eher eine klei-
nere Wachstumsrate des Pro-Kopf-Konsums, je groBer die Produktionselastizitét der
importierten Zwischenprodukte ist und je geringer die Preiselastizitdt der Weltexport-
nachfrage und die Lernelastizitét sind. Diese Ergebnisse sind naheliegend. Denn die
empirischen Befunde von Havrylyshyn und Civan (1985) zeigen, daf die Entwick-
lungsldnder Zwischenprodukte hauptsichlich aus den industrialisierten Lindern im-
portieren (a; ist positiv) und Giiter mit relativ geringen Kapitalintensitdten exportie-
ren, die in Verallgemeinerung der Ergebnisse von Lieberman (1984) relativ geringe
Lernelastizitdten  aufweisen sollten. Die GroBenverhéltnisse dieser Parameter dn-
dern sich vermutlich bei steigendem Grad der Industrialisierung. Zumindest wenn
das Inland im Modell als eine Gruppe dhnlicher Lander interpretiert wird, verlangt
eine Ausweitung der gesamten Exporte betrdchtlich geringere Exportpreise, so dal
In| relativ klein ist. Tatsdchlich zeigen die Schitzungen von Senhadji und Montene-
gro (1999), daR die Preiselastizititen der Exporte sogar in bezug auf einzelne Lander
relativ gering sind (durchschnittlich |57| = 1). Daher erklédrt die Aussage 5.2, warum die
Pro-Kopf-Wachstumsraten in den Wachstumsraten der Bevolkerung sowohl steigen
als auch fallen koénnen.

Das stilisierte Faktum 8 bezieht sich nicht auf die Wachstumsraten des Pro-Kopf-
Konsums, sondern des Pro-Kopf-Einkommens. Wéahrend der Output X geméR (5.27)
eindeutig wichst, kann die Wachstumsrate gy des Nationaleinkommens aufgrund
eines fallenden relativen Preise des heimisch produzierten Gutes negativ sein. Eine
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negative Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens Y/ L ist daher erst recht méglich.

Wegen gy,1 = gp+8gx —n = gp+ &c/1 liefert die Addition der Wachstumsraten in (5.38)

und (5.39)

(l1-a1-PA-0-ar+nf)n
a-(l-a-a-pn

8yiL= (5.40)
Fiir den Spezialfall A = n und n = —1 oder 8 = 0 ist das Pro-Kopf-Einkommen kon-
stant. Ohne technischen Fortschritt (fiir 8 = 0), féllt das Pro-Kopf-Einkommen, bleibt
konstant oder steigt, je nachdem ob A § n ist.

Die Vorzeichen der Koeffizienten im Zdhler von (5.40) unterliegen den folgenden
Restriktionen. Addiert man 1—a; auf beiden Seiten der zweiten Ungleichung in (5.26),
so folgt nach einigen Umformungen

l-a;+np>0+n1—-a;—az).
Wenn die Weltexportnachfrage preisunelastisch ist (n > —1), ist die rechte Seite posi-

tiv. Also ist 1 —a; +1 > 0, wenn 1 > —1. Gleichermafen kann man anhand von (5.26)
zeigen, dal 1 —a; — B> 0 gilt, wenn 1 < —1 ist. Aus (5.40) folgt damit

> < l-a1-p
=0 <— n=————1, wenn >-1,
8YIL = Z1-a;+np n
l—a1+np (5.41)
griLZ0 = 2 —G1rie n, wenn n=-1.

< l—al—ﬁ

In beiden Féllen ist der Quotient auf der rechten Seite der jeweils zweiten Unglei-
chung kleiner als eins. Der jeweilige Zdhler kann auch negativ sein, wihrend die
jeweiligen Nenner positiv sind. Differenziert man gy, nach n, so folgt

> <
—-— =0 = 1—a1+nﬁ§0.

Diese Beziehung, die Aussagen (5.41) und die vorangehende Analyse implizieren die

Aussage 5.3. Wenn die Weltexportnachfrage preisunelastisch ist (n > —1), fdllt die
Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens gy mit zunehmender Wachstumsrate der
Bevélkerung n. In diesem Fall ist gy, nur dann positiv, wenn 1 —a; — >0 ist und A
dabei n um mindestens den Faktor (1 —ay+np)/(1—ay — B) > 1 iibersteigt. Wenn die
Exportnachfrage preiselastisch ist (n < —1), kann gy,r auch positiv sein, falls A < n
ist. In diesem Fall steigt gy 1, ist konstant oder fillt in n, je nachdem, ob 1 —a; +np
negativ, gleich null oder positiv ist.

Die Aussage 5.3 bestitigt die Losung des Bevolkerungspuzzles mit Bezug zum Pro-
Kopf-Einkommen.
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Abschliefend wird gy, als Funktion der Lernelastizitdt § betrachtet. Leitet man
(5.40) nach f ab, so folgt nach einigen Umformungen

0gy/L >
o <

0 (1+n)77(1—061—“2)”§(1+77)052/1 — 1+17§0.

Die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens im Inland steigt mit dem Ausmaf
des technischen Fortschritts also nur, wenn die Weltexportnachfrage nach dem hei-
mischen Gut preiselastisch ist. Im Fall einer preisunelastischen Nachfrage entsteht
eine dynamische Version des sogenannten verarmenden Wachstums (immiserizing
growth) in bezug auf das gemessene Pro-Kopf-Einkommen. Wéhrend sich das verar-
mende Wachstum in der statischen Version von Bhagwati (1958) und Johnson (1959)
in einem sinkenden Pro-Kopf-Einkommen oder Nutzen durch eine einmalige 6ko-
nomische Expansion im Inland (beispielsweise eine einmalige technische Neuerung,
die die Produktionsméglichkeiten erh6ht) niederschlégt, bewirkt hier eine Erthohung
der Rate des technischen Fortschritts eine geringere Wachstumsrate des Pro-Kopf-
Einkommens.

5.2.3 Exkurs: Thirlwalls Gesetz

Die Einfiihrung einer exogenen Weltexportnachfrage in ein angebotsorientiertes Mo-
dell des semi-endogenen Wachstums bedeutet letztlich, daB keynesianische Elemen-
te der Nachfragebeschrankung in ein neoklassisches Modell aufgenommen werden.
Daher liegt es nahe, die bisher abgeleiteten Ergebnisse mit der keynesianischen Ver-
sion des durch den Zahlungsbilanzausgleich beschriankten Wachstums (balance of
payments constrained growth) zu vergleichen. Dieser Begriff ist mit dem Namen
von Thirlwall (1979) verbunden, dessen Ansatz kurz skizziert wird, wobei die hier
verwendeten Symbole genutzt werden.

Thirlwall (1979) verwendet die Handelsbilanzbedingung (5.12), die Weltexport-
nachfrage (5.13) und eine Funktion der Importnachfrage des Inlands

1\
M:(—) Y#2, <0, i, >0.
p

Hinsichtlich der Weltexportnachfrage ist die Interpretation geméf (5.14) mit A =
App = U28y+ zu beriicksichtigen. Die logarithmische Differentiation der drei Bezie-
hungen liefert

gM = gﬂ + ggf,
8x =1N8p+ H28v*,
&M =18y + fi28y.
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Ersetzt man in der ersten Gleichung go- und gy durch die zweite und dritte Glei-
chung, so folgt
_ A +n+mgp + Hagy
) '
Diese Gleichung gibt die Wachstumsrate des inldndischen Einkommens in Abhéngig-
keit von der Wachstumsrate des ausldndischen Einkommens und der Entwicklung
der terms of trade an. Unterstellt man nun noch, dal sich die terms of trade nicht
verdndern (g, = 0), so gilt g9~ = p>gy~. Setzt man diese beiden Bedingungen in (5.42)
ein, so folgt schliefllich

(5.42)

8y

8y iz (5.43)
Die Gleichung (5.43) wird als Thirlwalls Gesetz bezeichnet. Demnach ist die langfri-
stige Wachstumsrate des heimischen Einkommens durch das Verhéltnis der Wachs-
tumsrate der Weltexportnachfrage zur heimischen Einkommenselastizitdt der Im-
portnachfrage gegeben beziehungsweise beschrdankt, wenn man dieses Verhéltnis als
Maximalwert der heimischen Wachstumsrate interpretiert.
Setzt man wie Thirlwall in dem im Abschnitt 5.2.1 formulierten Modell g, =0, so
folgt aus (5.28) und (5.29), daB gy = A. Unter Beriicksichtigung von g = ppl = 1
gemil (5.14) fiir g, = 0 ergibt sich damit

8y = 8% (5.44)

Die heimische Importnachfrage in Abhédngigkeit vom Einkommen erhélt man, indem
(5.15) nach X aufgeldst und in (5.16) eingesetzt wird, als

a2

M= Y.

1-a
Die heimische Einkommenselastizitdt der Importnachfrage ist also fi; = 1. Damit
ist (5.44) ein Spezialfall von (5.43). Unter der (im Gesamtrahmen des Modells nicht
haltbaren) Annahme konstanter terms of trade gilt Thirlwalls Gesetz also auch fiir
den vorliegenden Ansatz.

Gemadl der Gleichung (5.38) ist g, nur gleich null, wenn entweder (1 —a; —
ar —P)A = (1 -a; —az)n oder n — —oo ist. Thirlwalls Gesetz gilt also im Rahmen
des vorliegenden Modells nur fiir theoretische Grenzfille. Interessant ist dabei, da
die Bedeutung der Beschrankung des Wachstums durch die Zahlungsbilanz gemaQ
(5.27) zunimmt, wenn die Preiselastizitdt n absolut kleiner wird. Fiir n — 0 erhilt
man gx = g¢ = A, also den keynesianischen Fall, in dem die Wachstumsrate der Ex-
portnachfrage die Wachstumsraten der Produktion und des Konsums im Inland be-
stimmt, obwohl g, in diesem Fall nicht gleich null ist, so da8 gy # gx folgt. Wenn
dagegen n — —oo gilt, so erhélt man g, — 0, und auch fiir sehr hohe Preiselastizité-
ten ist g, schon relativ klein, ohne da8 weitere Grenzfélle fiir die Parameter erfiillt
sein miissen. Wendet man die Regel von I'H6spital auf (5.27) an, so ergibt sich fiir
1 — —00

1- a; — a2

—n= . 5.45
1—a1—a2—ﬁn nn ( )

8y =8 =8c=



5.2. Beschriankung des Wachstums durch die Handelsbilanz 291

Diese Gleichung beschreibt den neoklassischen Fall des kleinen Landes, in dem die
Exportnachfrage die heimischen Wachstumsraten nicht beschrinkt.'® Keynesiani-
sche Implikationen entstehen also nicht, wenn g, = 0 ist, sondern wenn 7 gleich
null beziehungsweise allgemeiner sehr klein ist, wiahrend Thirlwalls Annahme g, =
0 im vorliegenden Modell erfordert, dal 7 — —oo [abgesehen von dem Grenzfall
(I1-a;—az—P)A=(1-a;—az)n]. In diesem Fall sind die Implikationen des Modells
rein neoklassisch.

Obwohl insbesondere die Annahme konstanter terms of trade sehr restriktiv er-
scheint, ist Thirlwalls Gesetz von Thirlwall (1979) selbst und in zahlreichen weite-
ren empirischen Studien positiv getestet worden.!” Zum Beispiel stiitzt die Analyse
von Hieke (1997) das Gesetz fiir die USA, wenn man die Nachkriegszeit in die Peri-
oden 1950-66 und 1967-90 einteilt. Der Ansatz einer Nachfragebeschrankung wird
dagegen in der neoklassischen Theorie vollstindig vernachldssigt. Das vorliegende
Modell kann daher auch als Integration der neoklassischen und der keynesianischen
Theorie betrachtet werden, in der die Wachstumsrate des Einkommens sowohl von
der Angebotsseite als auch von der Nachfrageseite abhéngt. Im Gegensatz zum rein
keynesianischen Modell kann auch die Entwicklung der terms of trade im Zusam-
menspiel mit der Angebotsseite erklart werden.

5.2.4 Wirtschaftspolitische Implikationen

Die Ergebnisse dieses Modells unterscheiden sich erheblich von den Implikationen
eines analog aufgebauten Modells einer geschlossenen Volkswirtschaft, in dem al-
le Wachstumsraten mit zunehmender Wachstumsrate der Bevilkerung steigen (vgl.
den Abschnitt 4.5). Diese Unterschiede sind darauf zuriickzufiihren, dal die Weltex-
portnachfrage die Verfiigbarkeit der Zwischenprodukte und damit die Wachstumsra-
ten des Output und des Volkseinkommens beschriankt. Obwohl eine endogene Er-
klarung der Weltexportnachfrage wiinschenswert ist, sind die grundlegenden aus
der exogenen Nachfrage gewonnenen Folgerungen iiberzeugend. Die im Abschnitt
5.2.1 zitierten empirischen Ergebnisse iiber die Bedeutung der Importe von Zwi-

16Eiir eine explizite Analyse des Falls des kleinen Landes muR die Gleichung (5.13) durch die Annahme
eines exogenen relativen Weltmarktpreises p ersetzt werden. Verwendet man dieses p in (5.16) und setzt
das Ergebnis in (5.11) ein, so erhélt man die Version von (5.19) fiir das kleine Land. Die durch diese
Gleichung implizierte gleichgewichtige Wachstumsrate stimmt exakt mit derjenigen in (5.27) fiir n — —oco
iiberein, also
l-a)1—-a

—_—nN= n.
l-aj-az-p n

8x=8c=

17Die zu den empirischen Ergebnissen iiber die Reichweite von knowledge spillovers sowie die Bezie-
hung zwischen dem Auffenhandel und dem Wachstum gemachten Anmerkungen gelten analog fiir die
Ergebnisse zur langfristigen Entwicklung der terms of trade der Entwicklungsldnder. Nach Maizels (2000)
haben sich die terms of trade der Entwicklungsldnder langfristig verschlechtert. Die Lektiire von Powell
(1991) und der dort zitierten Literatur vermittelt einen Eindruck von den Schwierigkeiten, eindeutige Aus-
sagen liber die langfristige Entwicklung der terms of trade zu machen.
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schenprodukten und die Beziehung der Wachstumsraten der Weltexportnachfrage
zu den Wachstumsraten der Bevolkerung in den Entwicklungsldndern zeigen, dal
das Modell die Auswirkungen des Bevolkerungswachstums auf das Wachstum der
Pro-Kopf-Einkommen plausibel erkldren kann. Das Bevolkerungspuzzle kann daher
mittels eines einfachen, analytisch zugénglichen Modells gelost werden. Dabei zeigt
sich, da eine hohere Wachstumsrate der Bevolkerung in Abhéngigkeit von den Gro-
RBenverhiltnissen verschiedener Elastizitdten sowohl giinstige als auch widrige Aus-
wirkungen auf die wirtschaftliche Entwicklung haben kann. Diese Implikation ver-
tragt sich gut mit der auch empirisch nicht eindeutigen Beziehung zwischen dem
Wirtschaftswachstum und dem Bevolkerungswachstum.

Hinsichtlich der spezifizierten funktionalen Form der Funktion der Weltexport-
nachfrage ist es wichtig, auf eine korrekte Interpretation der Ergebnisse zu achten.
In der Theorie des Aullenhandels werden verschiedene Niveaus der internationalen
Beziehungen unterschieden. Das eine Extrem stellt die Annahme des kleinen Landes
in einer groflen Welt dar, fiir das die Preise exogen gegeben sind, das andere Extrem
ist eine Welt mit zwei Landern, die beide grof§ genug sind, um die Weltmarktpreise
zu beeinflussen. Wahrend sich diese beiden Lander in der theoretischen Hauptstro-
mung lediglich in bezug auf die GréBenordnung einiger Parameter unterscheiden,
ergdnzen die sogenannten Nord-Siid-Modelle diese Ansdtze durch die Bertiicksichti-
gung struktureller Unterschiede zwischen den Landern. Nach Findlay (1984, S. 221-
223) sind der Ansatz des kleinen Landes und der Ansatz eines Nord-Siid-Modells
komplementire Sichtweisen des Zusammenhangs zwischen dem Auffenhandel und
der wirtschaftlichen Entwicklung, wobei spezifische Probleme auch Modelle erfor-
dern konnen, die zwischen diesen beiden Extremen liegen. Fiir das hier betrachtete
Modell ist es naheliegend, es als Beschreibung einer Gruppe von dhnlichen Liandern
des Siidens aufzufassen, die einer gegebenen Exportnachfrage des Nordens gegen-
tiberstehen. Diese Exportnachfrage kann preisunelastisch sein und wichst nicht mit
einer unendlichen Rate. Die Bedeutung der Betrachtung unterschiedlicher Niveaus
der internationalen Beziehungen wird durch die Sensitivitidt des vorliegenden Mo-
dells in bezug auf die Annahme iiber die Preiselastizitdt ) der Exportnachfrage deut-
lich. Der Fall des kleinen Landes ist als Spezialfall fiir  — —oco enthalten. Gemal$ der
Gleichung (5.45) gilt fiir diesen Parameterwert, dal die Wachstumsrate des Pro-Kopf-
Konsum gc/r = (y1—1)n > 0 ist. Dieses Ergebnis stimmt im wesentlichen mit dem im
Abschnitt 4.5 betrachteten Fall einer geschlossenen Volkswirtschaft tiberein, in dem
gc/r mit zunehmender Wachstumsrate n der Bevolkerung steigt.

Hinsichtlich derjenigen Aussagen des Modells, die von der Hohe der Wachstums-
rate A der Weltexportnachfrage bei festen Preisen abhéngen, ist zu betonen, dald es
verschiedene Griinde dafiir geben kann, daf$ zum Beispiel A kleiner als n ist. Wie im
Abschnitt 5.2.1 gezeigt worden ist, mul8 A als das Produkt der Wachstumsrate des
auslindischen Einkommens A mit der Einkommenselastizitit u, interpretiert wer-
den. Wenn zum Beispiel A < n ist, verschlechtern sich die heimischen terms of trade
unabhingig davon stetig, ob A aufgrund einer relativ geringen Wachstumsrate im
Ausland relativ klein ist oder ob das heimische Produkt ein inferiores Gut ist (up < 1).
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Gleichermallen profitiert das Inland von einer hohen Wachstumsrate des ausldndi-
schen Einkommens auf die gleiche Weise wie von einer hohen Einkommenselastizi-
tdt des Auslands in bezug auf das vom Inland exportierte Produkt.

Wihrend einige der Implikationen des Modells von den GréRenverhéltnissen der
Wachstumsrate n der Bevolkerung und der Wachstumsrate A der Weltexportnach-
frage bei festen Preisen abhéngen, ist zu betonen, daf der erste Teil der Aussage
5.2 unabhingig von A ist. Selbst wenn die Weltexportnachfrage viel schneller wéchst
als die heimische Bevolkerung, impliziert also eine h6here Wachstumsrate der Be-
volkerung eine geringere Wachstumsrate des Pro-Kopf-Konsums, wenn die Produk-
tionselastizitdt der Zwischenprodukte die mit dem Absolutwert der Preiselastizitét
der Exportnachfrage |n| gewichtete Lernelastizitét tibersteigt. Diese Bedingung kann
im Fall des kleinen Landes mit einer positiven Lernelastizitdt nicht erfiillt sein, in
dem die absolute Preiselastizitdt der Exportnachfrage unendlich grof8 ist. Wahrend
empirisch geschétzte Nachfrageelastizitdten in der Regel relativ klein sind (nach Se-
nhadji und Montenegro, 1999, zum Beispiel |n| = 1), haben Panagariya et al. (2001)
kiirzlich einen Wert von 26 fiir Textilien (multi-fibre products) aus Bangladesch er-
mittelt, ein Wert der die Vorstellungen der AuBenhandelstheoretiker im Hinblick auf
die Lage kleiner Lander stiitzt. Auch diese Autoren merken allerdings an, dal andere
Schétzungen in der Regel sehr viel kleinere Werte ergeben. Welche Schétzungen die
tatsdchlichen Werte auch immer besser treffen, so beziehen sie sich in jedem Fall
auf einzelne Lander. Wie bereits angemerkt worden ist, erscheint es hinsichtlich der
zentralen Fragestellung des vorliegenden Modells angemessen, das Inland als eine
Gruppe dhnlicher Lander des Stidens zu interpretieren, fiir die der Absolutwert der
Exportnachfrageelastizitdt relativ gering sein sollte. Damit soll nicht ausgeschlossen
werden, da der Fall des kleinen Landes fiir andere Fragestellungen sinnvoll ist. Im
Abschnitt 5.3 wird ein solches Modell betrachtet.

Hinsichtlich der Auswirkung der Wachstumsrate der Bevolkerung auf das Wachs-
tum des Pro-Kopf-Einkommens ist die Bedeutung der Nachfrageelastizitidt noch of-
fensichtlicher. Immer wenn die Weltexportnachfrage preisunelastisch ist, fallen die
Wachstumsraten des Pro-Kopf-Einkommens mit zunehmendem n. Wenn n unter
dieser Voraussetzung einen bestimmten Grenzwert {ibersteigt, ist die Wachstumsra-
te sogar negativ. Zu beachten ist dabei, dal} derartige Voraussagen nur fiir solche
Lander gelten, die noch nicht in der Lage sind, die bendtigten Zwischenprodukte
selbst herzustellen.

Diese Beobachtung fiihrt zu den Implikationen des Modells fiir die Wirtschafts-
politik, wobei zwei unterschiedliche Ansétze zu unterscheiden sind. Zunichst kann
nach einer optimalen Wirtschaftspolitik bei gegebener Produktionsstruktur und ge-
gebener Wachstumsrate der Bevolkerung gesucht werden. Dazu kann das Modell
dhnlich wie im Fall der geschlossenen Volkswirtschaft im Abschnitt 4.5 um den Staat
erweitert werden. Der Staat kann Zolle erheben, um die terms of trade zugunsten
des Inlands zu beeinflussen, und eventuell durch Subventionen die Akkumulation
des Kapitals beschleunigen, so daf hohere Lerneffekte eintreten. Allerdings hat die
Akkumulation des Kapitals durch die Erhhung der Produktion nicht nur einen po-
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sitiven Effekt auf das learning by doing, sondern auch einen negativen Effekt auf
die terms of trade, so dall eine genauere Analyse der optimalen Wirtschaftspolitik
erforderlich ist. Dieser Ansatz wird hier jedoch nicht weiter verfolgt, weil dieses erste
Konzept der Wirtschaftspolitik nicht das eigentliche Problem trifft.

Nur die zweite Konzeption der Wirtschaftspolitik, die die herrschende Produk-
tionsstruktur nicht als gegeben ansieht, kann den eigentlichen Kern des Problems
treffen. Wenn eine zu hohe Wachstumsrate der Bevolkerung zu einer geringen Wachs-
tumsrate des Pro-Kopf-Konsums in einem Entwicklungsland fiihrt und hierfiir die
Abhingigkeit von importierten Zwischenprodukten verantwortlich zu machen ist, so
besteht — abgesehen von Geburtenkontrollen — der einzige Ausweg letztlich darin,
daR das Land diese Giiter selbst herstellt. Das heil3t, das Entwicklungsland muR ver-
suchen, Produktionstechniken der industrialisierten Lander zu ibernehmen und so
die Beschriankung der Exportnachfrage zu eliminieren. Eines der iiberzeugendsten
unter den Argumenten fiir den Freihandel im dynamischen Zusammenhang bezie-
hungsweise fiir eine exportorientierte Entwicklungspolitik ist, dall der Aulenhandel
zu einer Adaption des Wissens anderer Lander fiihren kann. So einleuchtend das Ar-
gument auch ist, so sollte es nicht dahingehend verstanden werden, daR laissez faire
allein alle Probleme l6sen kann. Wie bereits frither angemerkt worden ist, legen ver-
schiedene empirische Studien nahe, dal die Wissensdiffusion in erster Linie national
und nicht international wirkt. John Stuart Mill hat so gesehen einen guten Grund fiir
sein Argument gehabt, dall eine temporire Protektion junger Industrien, die eine
ausldndische Produktionstechnologie anwenden, notwendig sein kann, um eine fiir
den internationalen Wettbewerb hinreichende Vertrautheit mit diesen industriellen
Verfahrensweisen zu gewinnen.'®

Angesichts der vorangehenden Analyse erscheint die Anmerkung trivial, daB die
Wirtschaftspolitik einen EinfluB auf die Wachstumsrate nehmen kann, ist aber auf-
grund des wichtigen Resultats der Politikineffektivitdt in den Modellen des semi-
endogenen Wachstums in geschlossenen Volkswirtschaften erforderlich. Der Grund
fiir diese Politikineffektivitét ist, dafl die Produktionsstruktur innerhalb des jeweili-
gen Modellrahmens gegeben ist. Jedes Modell ist natiirlich immer nur ein vereinfach-
tes Abbild der Realitét, das im Falle einer geschlossenen Volkswirtschaft eben nicht
berticksichtigt, dall sich andere Lander zu einem gegebenen Zeitpunkt in der Regel
strukturell von dem betrachteten Inland unterscheiden. Eine Anderung der Produk-
tionsstruktur aufgrund von Adaptionen aus dem Ausland kann selbstverstdandlich zu
anderen Wachstumsraten fiihren, und soweit die Wirtschaftspolitik diese Struktur be-
einflussen kann, hat sie einen EinfluB auf das Wachstum des Pro-Kopf-Einkommens.
Im nichsten Abschnitt wird ein Zwei-Sektoren-Modell formuliert, in dem strukturelle
Anderungen auch ohne Nachahmung ausldndischer Produktionsverfahren moglich
sind und durch den internationalen Handel beeinflut werden.

18Eine ausfiihrliche Darstellung des Erziehungsarguments der Protektion und des sogenannten Mill-
Bastable-Dogmas findet sich in Christiaans (1997, Kapitel II1.2).
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5.3 Industrialisierung einer kleinen offenen Volkswirtschaft

5.3.1 Die geschlossene Volkswirtschaft

Das statische Gleichgewicht Das Modell der Beschriankung der Handelsbilanz er-
laubt eine Erkldrung des stilisierten Faktums 8. Da der Aulenhandel in diesem Mo-
dell eine Voraussetzung fiir das Wachstum gemal der gegebenen Produktionstechnik
ist, 1aBt sich der Zusammenhang zwischen dem Auffenhandel und dem Wirtschafts-
wachstum gemil} dem stilisierten Faktum 7 jedoch nicht analysieren. Friiher ist be-
reits angemerkt worden, daf das Faktum 7 mit dem Proze@ des Strukturwandels zu-
sammenhéngen kann, der durch das mit dem Aullenhandel verbundene Muster der
internationalen Spezialisierung beeinflut wird, insbesondere wenn diese Spezialisie-
rung mit einem Prozef der Industrialisierung oder Deindustrialisierung einhergeht.

Im folgenden wird der EinfluB des AuBenhandels auf die Industrialisierung und
damit das Wirtschaftswachstum anhand des von Christiaans (2003b) formulierten
Zwei-Sektoren-Wachstumsmodells ohne Skaleneffekte analysiert. Im ersten Sektor
werden industrielle Giiter und im zweiten Sektor Agrargiiter produziert. Gleichzeitig
wird auch in diesem Modell die strenge Vorhersage der Theorie des semi-endogenen
Wachstums abgemildert, daf$ die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens immer
mit der Wachstumsrate der Bevolkerung steigt, die zusammen mit dem Startwert des
Kapitalstocks die wesentliche Determinante einer moglichen Industrialisierung oder
Deindustrialisierung des Landes ist.

Wie zuvor wird unterstellt, dal es Lerneffekte gibt, die intern auf Linderebene
aber extern auf Unternehmensebene sind. In Abweichung zu den Ausfiihrungen des
Abschnitts 5.2 treten die Lerneffekte jetzt aufgrund der Investitionstétigkeit auf, so
daB an die Stelle des learning by doing nun das learning by investment tritt.

Ein tibliches Ergebnis in Modellen, die auf der Akkumulation von Humankapital
oder dem learning by doing (beziehungsweise investment) basieren, ist es, da ein
anfangs riickstidndiges Land nach dem Ubergang von der Autarkie zum Freihandel
langsamer wichst als der Rest der Welt. Im Gegensatz dazu wird sich herausstel-
len, dall auch die Moglichkeit besteht, daf§ ein anfangs riickstdndiges Land schneller
wéchst oder ein anfangs fortgeschrittenes Land durch den Auenhandel langsamer
wéchst, wenn man die Riickstdndigkeit durch einen komparativen Nachteil in der
industriellen Produktion definiert. Die Ursache fiir diese Ergebnisse liegt in der mog-
lichen Umkehrung der komparativen Vorteile. Die relative Hohe der Wachstumsrate
der inldndischen Bevolkerung, die in der Regel als wichtige Determinante des Ein-
flusses des Auflenhandels auf das Wachstum vernachlissigt wird, spielt in diesem
Zusammenhang eine entscheidende Rolle. In Abhéngigkeit von dem sich ergeben-
den Spezialisierungsmuster kann also sowohl eine positive als auch eine negative
Beziehung zwischen dem Auflenhandel und dem Wachstum auftreten. Speziell ist es
auch moglich, daB die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens nach dem Uber-
gang zum Freihandel als Ergebnis einer beschleunigten Industrialisierung temporar
ansteigt, dann aber wieder féllt. In einem solchen Fall setzt ein Proze der Deindu-
strialisierung ein, wobei das schlielllich Agrargiiter produzierende Inland aber trotz-
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dem von der relativ hohen Wachstumsrate im Ausland profitiert, da sich seine terms
of trade relativ schnell verbessern. Eine negative Wirkung des Auenhandels auf das
Wachstum tritt auf, wenn die Wachstumsrate der Bevolkerung im Inland relativ gro3
und der anfingliche Kapitalstock relativ klein ist, woraus sich in der Ausgangssituati-
on ein komparativer Vorteil in der landwirtschaftlichen Produktion ergibt, wenn sich
das Inland auf seinem autarken steady state-Pfad befindet.

Ein vergleichbarer, aber in einigen wesentlichen Punkten abweichender Ansatz
stammt von Wong und Yip (1999). So wird im folgenden eine dhnliche Produktions-
struktur zugrundegelegt und wie in Wong und Yip (1999) angenommen, daB sich eine
kleine offene Volkswirtschaft einer exogen gegebenen Wachstumsrate des Restes der
Welt gegeniibersieht. Der entscheidende Unterschied ist, dal§ der arbeitsvermehren-
de Lernindex einen Exponenten hat, der kleiner als eins ist, wodurch sich abnehmen-
de Grenzproduktivitdten der Wissensakkumulation ergeben. Durch diese Annahme
entsteht im Gegensatz zum Ansatz von Wong und Yip (1999) ein semi-endogenes
Wachstumsmodell ohne Skaleneffekte, das die Beriicksichtigung einer positiven Ra-
te des Bevolkerungswachstums im langfristigen Gleichgewicht erlaubt. Ferner wird
eine extreme klassische Sparfunktion (also ein Spezialfall der Goldenen Faustregel)
verwendet. Diese Annahme vereinfacht die Analyse im Vergleich zum Ansatz der
dynamischen Optimierung und ist aufgrund der im Kapitel 3 vorgetragenen Kritik
an jenem Ansatz auch realistischer. Andere Annahmen unterscheiden sich lediglich
aus Griinden der Vereinfachung. So wird anstelle des kumulierten Output nun der
Kapitalstock als Lernindex verwendet, wodurch das Modell eine Zustandsvariable
weniger enthilt. Wie sich herausstellen wird, ist fiir die globale dynamische Analyse
trotzdem die Betrachtung zweier Zustandsvariablen erforderlich.

Jedes einer groflen Anzahl identischer Unternehmen j produziert seinen Output
Y1 des Gutes 1 mit Arbeit L;; und Kapital K; gemdf8 der Produktionsfunktion

ylj:K]‘?‘(Kﬁ/“’“)Llj)l’“, 0<a,f<l, a+p<l.

Die aggregierten GréBen sind durch L; = Zj Lyj, K = Zj Kjund 11 = Zj Y1; gege-
ben. Durch den aggregierten Kapitalstock K in der Produktionsfunktion wird ein ar-
beitsvermehrender technischer Fortschritt impliziert, der mit der Formulierung des
learning by doing beziehungsweise learning by investment im Sinne von Sheshinski
(1967a) oder des endogenen Wachstums bei Romer (1986) verwandt ist.'"” Der Ex-
ponent von K, B/(1 — a), ist aufgrund der Annahme a + 8 < 1 kleiner als eins. Fiir
1—a— B =0 ergibt sich ein Wachstumsmodell mit Skaleneffekten. Obwohl die unter-
nehmensspezifischen Produktionsfunktionen im folgenden nicht verwendet werden,
sind sie hier aufgefiihrt worden, um zu verdeutlichen, daR ein externer Effekt durch
learning by investment unterstellt wird.

Nimmt man vollstdndige Konkurrenz an, so kann man die einzelwirtschaftlichen

190bwohl die meisten empirischen Studien die Bedeutung des learning by doing betonen und den
kumulierten Output als Lernindex verwenden, liefert Sheshinski (1967b) auch Belege fiir die Bedeutung
des learning by investment.
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Produktionsfunktionen zu einer sektoralen Produktionsfunktion fiir den Sektor 1 (In-
dustrie) aggregieren (vgl. zum Beispiel Christiaans, 1997, S. 14):

Yy = KYKPU-a e - gatbrl=a - g<q,f<1, a+pf<1. (5.46)

Wihrend das physische Kapital K ausschlieRlich im Sektor 1 verwendet wird, setzen
beide Sektoren die Arbeit L ein, wobei L; die Menge der Arbeit im Sektor i (i =1,2)
bezeichnet. Die Produktionsfunktion im zweiten Sektor (Landwirtschaft) ist linear in
der Arbeit. Um die Diskussion verschiedener potentieller Lerneffekte zwischen den
Sektoren so weit wie moglich zu vereinfachen, wird vorausgesetzt, dall Y> = a, L, ist.
Die konstante Arbeitsproduktivitdt a, wird auf eins normiert, so dafy

Yo =1L;. (5.47)

Die GréBen Y;, K, Lund L; hdngen von der Zeit ab, was zur Vereinfachung der Nota-
tion aber nicht explizit kenntlich gemacht wird. Die unterstellte Produktionsstruktur
kann als minimaler Ansatz fiir eine Theorie der Faktorausstattung des internatio-
nalen Handels betrachtet werden, in dem eine schwache Version des Rybczynski-
Theorems gilt [vgl. die folgenden Beziehungen (5.48) und (5.49)].

Die Bedingung fiir die Vollbeschéftigung der Arbeit, L; + L, = L, und die Gleichung
(5.47) implizieren L; = L— Y>, wobei fiir alle Variablen Nichtnegativitdtsbedingungen
gelten. Setzt man das Ergebnis in (5.46) ein, so ergibt sich die Transformationsfunkti-
on in einem Zeitpunkt. Die Angebotsfunktionen bei vollstindiger Konkurrenz erhilt
man als Lésungen des Problems der Erlésmaximierung?’

max_ {p¥i+ %1% = KP1-vy)'70},
¥120,Y, 20

wobei p den relativen Preis des Gutes 1 in Einheiten des Gutes 2 bezeichnet, das als
Numéraire verwendet wird. Die implizierten Angebotsfunktionen lauten

vi=01- a,)(l—a)/aK(a+ﬂ)/ap(l—a)/a’ (5.48)
Yo=L-(1- a)l/aK(oH,B)/crpl/a. (5.49)

Die vollstdndige Spezialisierung auf die landwirtschaftliche Produktion ist offenbar
nicht méglich, wenn 0 < p < oo gilt und K > 0 ist. Dagegen spezialisiert sich die Volks-
wirtschaft vollstindig auf die industrielle Produktion, wenn p oder K hinreichend
grofle Werte annehmen.

Die Haushalte entscheiden tiber ihre Ersparnis und die Allokation des Konsums
auf die beiden Giiter. Als einfache Faustregel wird die extreme Version der klassischen

20Dabei ist zu beachten, daf die Transformationsfunktion streng konkav ist. Weil physisches Kapital
ausschlieflich im Sektor 1 verwendet wird, basiert die statische Erlosmaximierung allein auf der effizien-
ten Allokation der Arbeit auf die beiden Sektoren. Daher hat die dynamische Externalitédt des learning by
investment keinen verzerrenden EinfluB auf die statische Erlosmaximierung, obwohl die private Grenz-
produktivitit des Kapitals nicht mit der gesellschaftlichen iibereinstimmt. Vgl. zur Erlésmaximierung zum
Beispiel Woodland (1982).
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Sparfunktion verwendet, derzufolge das gesamte Kapitaleinkommen gespart und das
gesamte Arbeitseinkommen konsumiert wird.”' Die momentane Nutzenfunktion hat
die Cobb-Douglas-Form U(Cy,Cp) = Cf lcfz, wobei C; den Konsum des Gutes i be-
zeichnet und 68;, i = 1,2, positive Parameter sind, die sich ohne Beschriankung der
Allgemeingiiltigkeit zu eins addieren. Diese Nutzenfunktion impliziert, daf beide Gii-
ter konsumiert und daher in einer geschlossenen Volkswirtschaft auch produziert
werden. Daher folgt aus der Gleichung (5.47), daB der Reallohnsatz in Einheiten
des zweiten Gutes durch w =0Y,/0L, = 1 gegeben ist. Also maximiert der reprédsen-
tative Haushalt zu jedem Zeitpunkt seine Nutzenfunktion unter der Beschrankung
pCi + G, = L. Die Losung dieses Problems ist durch

pCi=61L, (5.50)
C=01-6))L (5.51)

gegeben. Wahrend unterstellt wird, dall der Output des landwirtschaftlichen Sektors
ein reines Konsumgut ist, dient der industrielle Output sowohl als Konsumgut als
auch als Investitionsgut. Damit umfalt die Gesamtnachfrage nach dem Gut 1 den
Konsum C; und die Investitionsnachfrage.

Setzt man das Angebot (5.49) an und die Nachfrage (5.51) nach Gut 2 gleich, so
erhélt man den relativen Preis im kurzfristigen Gleichgewicht:

62 L

= W, (5.52)

p
Dabei ist zu beachten, dafy die Variablen L und K zu jedem Zeitpunkt vorherbe-
stimmt sind. Substituiert man dieses Preisverhiltnis in die Angebotsfunktionen (5.48)
und (5.49), so ergeben sich gleichgewichtigen Angebotsmengen beider Sektoren als
Funktionen der vorherbestimmten Variablen:

Y, =01 kP, (5.53)
Ya=(1-60)L (5.54)

Dynamische Analyse Die BevolkerungsgroQe ist proportional zur Arbeitsmenge und
wiéchst mit der exogenen und konstanten Rate n, 0 < n < 1: g = n. Da das industriel-
le Erzeugnis sowohl konsumiert als auch investiert werden kann, ist die aggregierte
Bruttoinvestition I im kurzfristigen Gleichgewicht gleich der Differenz zwischen dem
Output ¥; und dem Konsum C; des Gutes 1. Unter Vernachldssigung des Kapitalver-
schleilles entspricht die Bruttoinvestition der Nettoinvestition:

K=I=1-C. (5.55)

Wie zuvor wird ein gleichgewichtiger Wachstumspfad durch die Konstanz aller
Wachstumsraten definiert, die fiir die hier verwendete Konsumfunktion die Konstanz

21pje Verwendung der Goldenen Faustregel wiirde das vorliegende Modell unnétig verkomplizieren.
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des Kapitalkoeffizienten im Sektor 1 impliziert (gy, = gx).>* Unter Verwendung der
Bedingungen fiir das gleichgewichtige Wachstum und g; = n ergibt die logarithmi-
sche Ableitung der Gleichungen (5.53), (5.54) und (5.52) mit der nun hinldnglich
bekannten Verfahrensweise die folgenden Wachstumsraten im steady state:

—gx=——% n=yn (5.56)
gyl—gK—l_a_ﬁ =rn, .
N——
::’y
8y, =1, (5.57)
B
= — :1— . .
8p 1_a_ﬁn 1-yn (5.58)

Da angenommen worden ist, da 1 —a — f > 0 ist, gilt y > 1. Der Output des ersten
Gutes wéchst also schneller als die Bevolkerung, so dall das Modell positives Pro-
Kopf-Wachstum beinhaltet. Verwendet man die Gleichungen (5.56)—(5.58), so erhilt
man die gleichgewichtige Wachstumsrate des Nationaleinkommens Y = pY; + ¥ in
Einheiten des zweiten Gutes als

Y2_
v -
Dieser Ausdruck impliziert, da das langfristige Wachstum des Pro-Kopf-Einkom-
mens gy, = 0 ist, wobei allerdings nicht berticksichtigt wird, dal§ der relative Preis
des ersten Gutes stetig fallt. Die Wachstumsrate des Nationaleinkommens (pro Kopf)
in Einheiten des industriellen Erzeugnisses ist deshalb

_ pY
gy_(g,[,+gyl)7+gy2 n.

8yip=8v—8p=YN 8vippn =(y—1n>0.

Im steady state gilt gy, —y 8. = gk —v &L = 0 und gy, — g = 0. Daher sind die folgen-
den niveauangepalten Pro-Kopf-Variablen im langfristigen Gleichgewicht konstant:

Y K Y
N T 5.59
L ARG (5:59)

Setzt man (5.53), (5.50) und (5.52) in (5.55) ein, so folgt

=

gk = 5 — a,ei—aKoﬁﬁ—lLl—a
K

Ly(a+ﬁ—1)L1—oc — agi—a k“+ﬁ_1, (5.60)

K a+p-1
a0}

wobei y(a+pf—1)+1—-a = 0 gemil der Definition von y zu beachten ist. Die Definition
von k impliziert k = gk k —ynk, woraus zusammen mit dem Ausdruck fiir gx folgt:

k=] kP —ynk. (5.61)

228etzt man (5.52) in (5.50) ein und dividiert C; durch Y; gemdl (5.53), so folgt C; = (1 - a)Y]. Die
Substitution in (5.55) impliziert die Konstanz des Kapitalkoeffizienten analog zu der Bemerkung 3.3 auf
der Seite 117.
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Diese Differentialgleichung in k beschreibt das dynamische Verhalten der geschlos-
senen Volkswirtschaft. Unter Beachtung der Annahme 0 < a+ 8 < 1 folgt unmittelbar,
daB die Gleichung (5.61) eine eindeutiges positives Gleichgewicht

Q0@ 1/(1-a-p)
1
( rn )

ke =

(5.62)

besitzt, dald global stabil fiir jeden gegebenen Startwert k(0) = ky > 0 ist. Daher ist
es sinnvoll, die langfristige Entwicklung der Volkswirtschaft mit Bezug zum steady
state zu analysieren. In diesem Zusammenhang ist zu beachten, dall die Gleichungen
(5.53), (5.54) und (5.52) gleichermafien in den niveauangepaGten Pro-Kopf-Variablen
(5.59) ausgedriickt werden kénnen:

yi= Giftx ka+ﬁ’

y2=1-04,
67 Bl1-a—p) o7 Bl1-a)
_ -Bl(1-a—P) _ -Bl(1-a
p= —(l—a)ka"'ﬁL = —(l—a)k“/yK . (5.63)

Wenn also k gegen den langfristigen Gleichgewichtswert konvergiert, dann auch y;,
¥2 und p, wobei der Relativpreis im steady state mit der konstanten Rate (1—-1vy)n
fallt.

Die Implikationen dieses Modells fiir die langfristige Entwicklung mehrerer aut-
arker Lander entsprechen im wesentlichen denjenigen anderer Standardmodelle des
semi-endogenen Wachstums. Das Pro-Kopf-Einkommen und die durchschnittliche
Arbeitsproduktivitdt wachsen stetig, wobei die Wachstumsraten wirtschaftspolitisch
kaum zu beeinflussen sind. Wenn die Parameterwerte des Modells fiir alle betrach-
teten Lander gleich sind, stimmen auch die langfristigen Wachstumsraten tiberein.
Da die Pro-Kopf-Wachstumsraten im steady state unabhingig vom Startwert des Pro-
Kopf-Einkommens sind, kénnen die armen Lander die reichen Linder beziiglich des
Pro-Kopf-Einkommens nicht einholen. Die folgende Aussage fal3t die wesentlichen
Ergebnisse zusammen.

Aussage 5.4. Wenn der Startwert des niveauangepafsten Kapitalstocks pro Kopf posi-
tiv ist, kg > 0, existiert ein eindeutiges und global stabiles langfristiges Gleichgewicht
bei Autarkie. Im steady state werden beide Giiter produziert und die Erzeugung des
landwirtschaftlichen Produktes wdichst mit der Rate n des Bevélkerungswachstums.
Die Produktion des industriellen Erzeugnisses wéichst mit der Rate yn > n, wihrend
sein relativer Preis mit der Rate (1 —y)n stetig fillt. Das Nationaleinkommen pro Kopf
in Einheiten des industriellen Erzeugnisses wdchst mit der Rate (y —1)n > 0, wdhrend
es in Einheiten des Agrargutes konstant ist.

Wie im Modell von Wong und Yip (1999) féllt der relative Preis des industriel-
len Erzeugnisses stetig. Fiir den Fall des Freihandels wird sich herausstellen, da@ ein
Land, das Industrieprodukte exportiert, trotzdem eine hohere Wachstumsrate des
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Pro-Kopf-Einkommens als ein Land aufweisen kann, das landwirtschaftliche Produk-
te exportiert.

5.3.2 Die kleine offene Volkswirtschaft

Analyse der langfristigen Gleichgewichte Anders als im Fall der Autarkie sind fiir
die offene Volkswirtschaft verschiedene Spezialisierungsmuster moglich, die zu un-
terschiedlichen Ergebnissen hinsichtlich der langfristigen Entwicklung eines Landes
fithren. Zunéchst wird der Fall der Diversifikation der Produktion betrachtet. Im
Fall einer kleinen Volkswirtschaft bei freiem Handel mit dem Rest der Welt (kurz: Aus-
land) ist der Zeitpfad des relativen Preises p des industriellen Erzeugnisses in Einhei-
ten des Agrarproduktes exogen auf dem Weltmarkt gegeben. Dementsprechend wird
die Variable p von nun an als exogene GroRe interpretiert. Die Allokation des Kon-
sums auf die beiden Giiter hingt von p ab und Angebot und Nachfrage miissen auf
den heimischen Mérkten jeweils nicht mehr tibereinstimmen. Mit Bezug zur dynami-
schen Entwicklung des Modells mul$ lediglich die Sparentscheidung der Haushalte
betrachtet werden. Die Angebotsfunktionen sind nach wie vor durch (5.48) und (5.49)
gegeben.

Im folgenden wird unterstellt, daf alle Parameterwerte des Auslands mit Ausnah-
me der Wachstumsrate der Bevilkerung jeweils mit denen des Inlands iibereinstim-
men. Die Wachstumsrate der Bevolkerung im Ausland wird mit n* bezeichnet. Diese
Annahme impliziert, daf alle im Abschnitt 5.3.1 abgeleiteten Wachstumsraten im
steady state jetzt als die Wachstumsraten des Auslands interpretiert werden kénnen
(mit n* anstelle von n), die aus der Sicht des Inlands exogen sind.?® Unterstellt man,
daB sich das Ausland auf seinem steady state-Pfad befindet, so lautet die exogene
Wachstumsrate des relativen Preises

B

8p=

Mit Bezug zu den im folgenden abzuleitenden Aussagen werden die Annahmen des
Modells wie folgt zusammengefaQt: Das Inland produziert unter den Bedingungen der
vollstindigen Konkurrenz zwei Gliter gemdfs den Produktionsfunktionen (5.46) und
(5.47), wobei L1+ Ly = L und gi, = n gilt. Beide Giiter werden konsumiert, wihrend das
industrielle Erzeugnis auch als Investitionsgut dient. Das gesamte Kapitaleinkommen
wird gespart und das gesamte Arbeitseinkommen konsumiert. Das Ausland befindet
sich im langfristigen Gleichgewicht und das exogene Preisverhdltnis fillt mit der Rate

g=0-y)n".

23Wenn n groBer als n* ist, wird das Inland langfristig ein groRes Land. Allerdings ist zu beachten,
daB n* als durchschnittliche Wachstumsrate des Restes der Welt interpretiert werden muR, der aus einer
grolen Anzahl von Liandern besteht. Die Annahme eines kleinen Landes kann daher fiir einen relativ
langen Zeitraum gerechtfertigt sein.
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k]

Abbildung 5.3

Instabilitdt des diversifizierten langfristigen Gleichgewichts

Solange die Produktion diversifiziert ist, gilt fiir den Reallohnsatz w =1, und der
aggregierte Konsum erfiillt die Budgetbedingung pC; + C, = L. Daher werden die In-
vestitionen unter der extremen klassischen Sparhypothese durch

pl=pK=pV1+Y,—L
bestimmt, woraus zusammen mit (5.48) und (5.49) folgt
K:a(l_a,)(l—a)/ocK(a+ﬁ)/ap(1—a)/a' (5.65)

Da das Ausland im langfristigen Gleichgewicht verweilt, impliziert die logarithmi-
sche Ableitung von (5.65) unter Verwendung von (5.64), daR eine konstante Wachs-
tumsrate von K .

-«

gKk=———7—g=yn"
ﬁ p

erfordert. Daher ist .
k:=Kp-ah (5.66)

in einem steady state konstant. Aus der Definition von k folgt k= gxk —yn*k. Sub-
stituiert man gx gemiR (5.65) und beachtet, daR K@ pll-@/@ = kbl gilt 5o folgt

k=a(l-at-veg@Pla_ypxg (5.67)

Weil (@ + B)/a > 1 ist, erweist sich das langfristige Gleichgewicht als instabil (vgl. die
Abbildung 5.3).

Die Gleichung (5.67) ist fiir t — co nur giiltig, wenn ky < k. ist. Zum Beweis beachte
man, daB (5.67) eine Bernoullische Differentialgleichung ist, die, wie im Abschnitt 2.1.3 gezeigt
worden ist, explizit gelost werden kann.

—_ o B %, -_ —alp
(RP'e - P earmta gl 0,

k(t, ko) = (5.68)
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wobei 8

* a

[ D L
a(l— a)(l—a)/a

Anhand dieser Losung ist zu sehen, daR lim;—_, k(t, kg) = 0, wenn

(5.69)

];:0 < iCe,
und daR ein 7 < co existiert, so daB lim,_; k(t, kp) = co, wenn ko > ke. Dadurch entstehen in
diesem Modell jedoch keinerlei Probleme, da sich das Inland in diesem Fall zu einem Zeit-

punkt #; < f vollstdndig auf die Produktion des Gutes 1 spezialisieren wird. Die dynamische
Entwicklung folgt dann einer anderen Differentialgleichung.

Obwohl die Differentialgleichung (5.67) eine Gleichgewichtslésung k, > 0 hat,
miissen fiir die Existenz eines steady state weitere Bedingungen realisiert werden.
Eine zur Ableitung der Gleichung (5.61) analoge Vorgehensweise ermdglicht es, die
Relationen (5.48) und (5.49) als Funktionen von k auszudriicken.

vi=(01- a)(l—tx)/a]z(aJrﬁ)/ap—(l—a)/,B (5.70)

Yy :L_(1_a)l/ak(a+ﬁ)/ap—(l—a—ﬁ)/ﬁ (5.71)

Die Gleichung (5.70) impliziert unmittelbar, dall in einem langfristigen Gleichgewicht
gy, =yn” gilt. Dagegen folgt aus (5.71)

(5.72)

Demnach kann gy, nur dann konstant sein, wenn entweder n = n* und damit gy, = n
ist oder wenn L/ Y, konstant ist. Der zweite Fall impliziert einen Widerspruch, weil er
einerseits gy, = g7 = n und andererseits gy, # n gemaR (5.72) mit sich bringt, wenn
n# n* ist. Daher existiert ein diversifiziertes langfristiges Gleichgewicht bei Freihan-
del nur fiir n = n*. Allerdings wird sich herausstellen, dal eine Art Quasi-steady state
existiert, in dem die Volkswirtschaft diversifiziert bleibt, wenn n > n* und kg = k, gilt.

Die Situation ist mit dem im Abschnitt 5.1.2 skizzierten Oniki-Uzawa-Bardhan-Modell ver-
gleichbar, in dem die Wachstumsraten der Bevdlkerung ebenfalls {ibereinstimmen miissen,
wenn beide Linder in einem langfristigen Gleichgewicht sind. Dieses Ergebnis ist insofern
tiberraschend, als im vorliegenden Modell des kleinen Landes keine Gleichgewichtsbedingung
fiir den Weltmarkt auftaucht, auf der der Beweis von Bardhan (1965) basiert. Die tragende Rol-
le tibernimmt hier das vorgegebene Preisverhéltnis am Weltmarkt. Zudem geht die Analogie
noch weiter. Wie sich herausstellen wird, existiert ein steady state bei Spezialisierung auf die
industrielle Produktion, wenn die Wachstumsrate der inldndischen Bevolkerung mindestens
so grol3 wie diejenige im Rest der Welt ist. Allgemein existiert ein asymptotischer steady state
mit Spezialisierung auf die landwirtschaftliche Produktion. Diese Ergebnisse sind vergleichbar
mit den von Khang (1971) abgeleiteten Aussagen fiir das OUB-Modell.
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Angesichts dieser Ergebnisse ist das diversifizierte langfristige Gleichgewicht le-
diglich von akademischem Interesse. Eine langfristig diversifizierte Produktion bei
Freihandel kann nur als Grenzfall auftreten. Lediglich wenn n 2 n* ist und das In-
land zufillig den Gleichgewichtswert k, realisiert, wenn es von der Autarkie zum
Freihandel tibergeht, bleibt die Diversifikation langfristig erhalten. Ansonsten wird
ein Prozel8 der vollstdndigen Industrialisierung oder Deindustrialisierung in Gang ge-
setzt. Der Vollstdndigkeit halber wird noch erwdhnt, daBd (5.64), (5.70) und (5.71) fiir
den Fall n = n* unmittelbar den letzten Teil der folgenden Aussage implizieren, die
die Ergebnisse zusammenfal3t.

Aussage 5.5. Ein diversifiziertes langfristiges Gleichgewicht bei Freihandel existiert
nur, wenn die Wachstumsraten der Bevélkerung im Inland und im Ausland iiberein-
stimmen; wenn es existiert, ist es instabil. Startet das Inland im langfristigen Gleich-
gewicht, wenn es zum Freihandel iibergeht, so stimmen alle Wachstumsraten bei Frei-
handel mit denjenigen bei Autarkie gemdfs der Aussage 5.4 iiberein.

Die Aussage 5.5 impliziert zusammen mit der folgenden Aussage 5.6, daf§ in einem
diversifizierten steady state tatsdchlich kein Aullenhandel stattfindet. Auch dieses
Ergebnis stimmt mit dem im Abschnitt 5.1.2 abgeleiteten Fall fiir das OUB-Modell
tiberein, wobei zu beachten ist, dal die Sparquote aus dem Kapitaleinkommen hier
gleich eins ist, so dal sich die Bedingung n/s = n*/s*, unter der kein Handel auftritt,
jetzt auf n = n* reduziert.

Auch wenn die Implikation der vollstdndigen Spezialisierung auf den ersten Blick
empirisch fragwliirdig erscheinen mag, sollte man zum einen bedenken, dal§ die bei-
den Giiter in diesem Modell jeweils stellvertretend fiir den gesamten industriellen
beziehungsweise landwirtschaftlichen Sektor stehen, und zum anderen, dal im Mo-
dell Freihandel im strengen Sinne unterstellt wird, so dal weder Handelsbeschran-
kungen in der Form von Zbdllen noch Subventionen an die heimischen Sektoren
beriicksichtigt werden. Zum Beispiel hat der Anteil des Agrarsektors an der gesam-
ten Bruttowertschépfung in der Bundesrepublik Deutschland im Jahre 2000 lediglich
1,2 % betragen, und es ist wohl realistisch davon auszugehen, da er ohne die EU-
Agrarpolitik noch erheblich geringer gewesen wire. Trotz der Subventionierung des
landwirtschaftlichen Sektors ist die Bundesrepublik im Jahre 2000 ein Nettoimpor-
teur von Agrarprodukten gewesen. Dagegen liegt der Anteil der industriellen Produk-
tion an der Bruttowertschépfung in einem Land wie Nigeria bei wenig mehr als 5 %.
Insofern erscheint diese Implikation des Modells durchaus plausibel.

Gemal (5.52) hiangt das Preisverhéltnis bei Autarkie von den absoluten Werten
von L und K sowie von dem Prédferenzparameter 6, ab. Eine allgemeine Aussage be-
ziiglich der komparativen Vorteile anhand der Variablen k und k zu dem Zeitpunkt,
zu dem das Land zum Freihandel iibergeht, ist daher nicht méglich. Zum Beispiel
impliziert ky > k, nicht allgemein, daR das Inland einen komparativen Vorteil in der
industriellen Produktion hat. Eine eingeschréankte Aussage iiber die komparativen
Vorteile ist trotzdem moglich.
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Aussage 5.6. Das Inland befinde sich zum Zeitpunkt t = 0 beim Ubergang zum Frei-
handel auf seinem autarken steady state-Pfad (ko = k.). Dann gilt:

(@) Im Fall n = n* hat das Inland einen komparativen Vorteil in der industriellen
(landwirtschaftlichen) Produktion, wenn ko > ke (ko < ke) ist. Fiir ky = k. findet
kein internationaler Handel statt.

(b) Im Fall n < n* hat das Inland einen komparativen Vorteil in der industriellen
Produktion, wenn ky = k. ist.

(¢) Im Fall n> n* hat das Inland einen komparativen Vorteil in der landwirtschaftli-
chen Produktion, wenn ko < k, ist.

Beweis: Fiir diesen Beweis ist es erforderlich, die Preisverhiltnisse unter Autarkie und
auf dem Weltmarkt zu unterscheiden. Abweichend von der sonstigen Darstellung be-
zeichnet p das Preisverhiltnis bei Autarkie im Inland und p* das Preisverhéltnis am
Weltmarkt. Setzt man k. gemal} (5.62) in (5.63) ein, so folgt fiir £ =0:

/1-a)
- Y ~pl1-a)
wenn kgp=ke, dann p= (a(l — a)(l_a)/a) K0 . (5.73)
Setzt man ko := Kyp* 1~/ % ke und verwendet k. aus (5.69), so folgt
/1-a)
- > - . > yn* “ —pl-a)
ko = ke < p = (m) KO . (5.74)

Die Aussage 5.6 folgt unmittelbar aus dem Vergleich der Preisverhéltnisse in (5.73) und
(5.74) fur die verschiedenen Fille. (J

Als néchstes wird der Fall der Spezialisierung auf die landwirtschaftliche Pro-
duktion analysiert. Zur Vereinfachung der Bezeichnungsweise bedeutet der Ausdruck
Spezialisierung im folgenden immer vollstindige Spezialisierung. Obwohl eine um-
fassende Analyse der Ubergangsdynamik im Moment noch zuriickgestellt wird, legt
es die Abbildung 5.3 nahe, dal sich das Inland asymptotisch auf die landwirtschaft-
liche Produktion spezialisieren wird, wenn ko < k. ist, wobei ky den Startwert von k
zum Zeitpunkt des Ubergangs zum Freihandel bezeichnet.

Gemal (5.70) kann die asymptotische Spezialisierung in die landwirtschaftliche Produkti-
on formal bewiesen werden, indem gezeigt wird, daR aus ko < k. folgt

tlilgo ]‘C(t)(a+ﬁ)/ap(t)—(l—a)/,6 =0.

Unter Verwendung von (5.68) und p(?) = poe(l‘y)”*t gemdl (5.64) ist das Produkt auf der
linken Seite fiir den Fall kg < ke gleich

—(a+p)/p
pof(lfa)/ﬁ (fc(;ﬁ/a _ k;ﬁ/d) eﬁzyn* tlla(a+p) k;ﬁ/ae—ﬁyn* tl(a+p)

>0
Dieser Ausdruck konvergiert fiir £ — oo gegen null.
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Weil im Fall eines positiven Startwertes des Kapitalstocks fiir jedes endliche ¢ gilt
k(t) > 0 und damit auch K(#) > 0, wird eine geringe Menge des ersten Gutes weiterhin
fiir immer produziert werden. Daher ist die unter der Annahme der Diversifikation
abgeleitete Differentialgleichung (5.67) weiterhin giiltig. Wenn jedoch k = 0 ist, wird
nur das Gut 2 produziert und die relevanten Wachstumsraten folgen direkt aus Y =
Y, = Lund (5.64):

gy =8v =N 8vip=n—-gy=n+{-1Dn", gy;1=0, gy/pp =(y—1n".

Die Wachstumsrate pro Kopf im Inland wird also durch die Wachstumsrate n* der
Weltbevolkerung bestimmt und ist unabhdngig von der Wachstumsrate der eigenen
Bevolkerung. Da beide Giiter im Inland konsumiert werden, importiert das Inland
industrielle Produkte und exportiert landwirtschaftliche Giiter.

Ein steady state mit Spezialisierung auf das Gut 2 ist moglich, weil p stetig féllt,
so dal? sich die terms of trade des Inlands stetig verbessern, ohne daR sich die Pro-
duktivitdt im industriellen Sektor erh6ht. Zusammengefalst gilt

Aussage 5.7. Wenn ko < k, ist, spezialisiert sich das Inland langfristig auf die land-
wirtschaftliche Produktion. Die gleichgewichtige Wachstumsrate des Einkommens pro
Kopf ist unabhdingig von der Wachstumsrate der inldndischen Bevilkerung. Das Pro-
Kopf-Einkommen in Einheiten des landwirtschaftlichen Produktes wdchst mit der Ra-
te null, in Einheiten des industriellen Erzeugnisses wdchst es mit der Rate (y—1)n* > 0.

Angenommen, es sei n > n*. Dann kann das Inland die h6here Wachstumsra-
te (y —1)n des Pro-Kopf-Einkommens erreichen, indem es zur Autarkie zuriickkehrt,
was méglich ist, solange K > 0 ist. Fiir n > n* und ko < k. besteht also eine negative
Wirkung des Aulenhandels auf das Wachstum, die mit einem ProzeR der Deindu-
strialisierung verbunden ist. Spéter wird sich zeigen, dall ein mit einem ProzeR der
Industrialisierung verbundener positiver Effekt des Aullenhandels auf das Wachstum
entsteht, wenn n > n* und ky > k, ist. Ein Land, das eine héhere Wachstumsrate der
Bevolkerung als das Ausland aufweist und fiir das beim Ubergang zum Freihandel
ko < ke gilt, steht sich also besser, wenn es zunédchst in Autarkie verbleibt und darauf
wartet, da der heimische Kapitalstock groR genug ist, um ko > k. zu gewihrleisten
[man beachte (5.66) und die Tatsache, dal der Kapitalstock bei Autarkie fiir n > n*
schneller wichst als p(l’“)/ B im Ausland]. Wenn das Inland zur Zeit ¢ = 0 auf seinem
autarken steady state-Pfad ist, ist ein komparativer Vorteil in der landwirtschaftlichen
Produktion eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung fiir dieses Szenario
(vgl. die Aussage 5.6). Zum Beispiel ist es moglich, daR das Inland auch fiir ko > k.
einen komparativen Vorteil in der landwirtschaftlichen Produktion hat.

Obwohl sich herausstellen wird, daB sich ein Land fiir n < n* unabhingig vom
Startwert ko asymptotisch auf die landwirtschaftliche Produktion spezialisiert, exi-
stiert in diesem Fall ein positiver Einflull des Aullenhandels auf das Wachstum. Ge-
mal der Aussage 5.7 ist die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens in Einheiten
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des Gutes 1 gleich (y —1)n*. Dieser Wert iibersteigt die Wachstumsrate bei Autarkie
gemdild der Aussage 5.4, wenn n < n* ist.

Im Fall der Spezialisierung auf die industrielle Produktion schliefilich ist der
Reallohnsatz durch w = pdY; /0L gegeben, und es gilt

wL=(1-a)pY;.
Setzt man diesen Ausdruck in pK = pY; — wL ein, so folgt
K=aY, =aK**PL17%  gr=ak®F L, (5.75)

Durch die Substitution von g in k = ggk —ynk gemiR der Definition von k ergibt
sich
k= ak®P —ynk. (5.76)

Diese Gleichung impliziert, dal ein eindeutiges und stabiles langfristiges Gleichge-
wicht existiert, wenn es moglich ist, das Gleichgewicht bei Spezialisierung in die in-
dustrielle Produktion aufrechtzuerhalten. Im Zusammenhang mit der Diskussion der
Gleichung (5.68) fiir den Fall der Diversifikation ist gezeigt worden, daf lim k(#) — oo
in endlicher Zeit, wenn ko > ke gilt. Da p fallt, impliziert die rechte Seite von (5.71)
also, dal Y»(#;) = 0 zu einem endlichen Zeitpunkt f;, so dal die industrielle Spezia-
lisierung einsetzt. Wegen L; = L folgt aus der Gleichung (5.46), daf im steady state
8y, = 8k = yn ist. Zusammen mit (5.64) ergibt sich daraus

gr=yn+Q1-y)n*, gyiL=-Dn-n"), gy/;p=7n, gyipn =y —1n.

Das Inland exportiert industrielle Produkte im Austausch fiir landwirtschaftliche Gii-
ter.

Ein steady state mit industrieller Spezialisierung kann nur dann langfristig auf-
rechterhalten werden, wenn n = n* ist. Denn die rechte Seite der Gleichung (5.49)
darf nicht positiv werden, was

1 _a+p l-a B B
agp_ a l—a—ﬁn a(l—a—ﬁ)n

*

a+
n§7ﬁg1<+ = nz2n"

erfordert. Zusammengefal3t gilt

Aussage 5.8. Fiir ky > k. gibt es einen endlichen Zeitpunkt t,, zu dem sich das In-
land auf die industrielle Produktion spezialisiert. Dieses Spezialisierungsmuster ist
nur dann langfristig aufrechtzuerhalten, wenn die Wachstumsrate n der Bevélkerung
im Inland nicht geringer als im Rest der Welt ist. Wenn diese Bedingung erfiillt ist,
existiert ein eindeutiges und stabiles langfristiges Gleichgewicht, in dem die Wachs-
tumsrate des Pro-Kopf-Einkommens mit zunehmendem Wert von n steigt. Das Pro-
Kopf-Einkommen in Einheiten des Agrarproduktes wdchst mit der Rate (y —1)(n—n*);
in Einheiten des industriellen Erzeugnisses wéchst es mit der Rate (y — 1)n.
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Dieses Ergebnis unterscheidet sich erheblich von dem Resultat im Fall der land-
wirtschaftlichen Spezialisierung, in dem die Wachstumsrate pro Kopf von der Wachs-
tumsrate der heimischen Bevolkerung unabhingig ist. Je schneller die Bevolkerung
eines industrialisierten Landes wéchst, um so grofer ist die Wachstumsrate des Pro-
Kopf-Einkommens. Im Gegensatz zur Autarkie wichst jetzt auch das Pro-Kopf-Ein-
kommen in Einheiten des Agrarproduktes mit positiver Rate, wenn n > n* gilt. Da-
durch ergeben sich potentiell dynamische Gewinne aus dem AuBenhandel. Wenn
das Ausland langsamer als das Inland wichst, fallen die terms of trade des Inlands
langsamer als im Fall der Autarkie.

Weil die Bedingung n = n* notwendig fiir die langfristige Aufrechterhaltung der
Industrialisierung ist, besteht ein langfristig nicht-negativer EinfluR des Aufenhan-
dels auf das Wachstum des Einkommens pro Kopf in Einheiten des Agrarproduktes
in industrialisierten Landern. Wenn n > n* ist, ibersteigen die Wachstumsraten des
Einkommens pro Kopf gemil} der Aussage 5.8 die entsprechenden Wachstumsraten
eines Agrarlandes gemdil} der Aussage 5.7, obwohl sich die terms of trade des indu-
strialisierten Landes stetig verschlechtern.

Zu beachten ist, daf§ es gemidB der Aussage 5.6 fiir den Fall n > n* moglich ist,
daB ein Land einen komparativen Nachteil in der industriellen Produktion hat, auch
wenn kp > k, ist. Bei Freihandel wird sich dieser komparative Nachteil schliellich
in einen komparativen Vorteil verwandeln. Das Land wird dann langfristig schneller
als der Rest der Welt wachsen. Eine anféngliche Riickstdndigkeit kann also auch bei
Freihandel aufgeholt werden, wenn das Land das Potential fiir ein hohes Wachstum
aufweist, das hier durch die Wachstumsrate der Bevolkerung gemessen wird.

Der Vergleich der verschiedenen diskutierten Fille (und zusétzlich der ausgelas-
senen Grenzfille) ergibt zusammen mit der Aussage 5.6 die

Aussage 5.9. Ein negativer Einflufs des AufSenhandels auf das Wachstum des Pro-Kopf-
Einkommens entsteht genau dann, wenn n > n* und ky < k. gilt. Wenn das Inland
zum Zeitpunkt t = 0 im autarken langfristigen Gleichgewicht ist, erweist sich ein an-
fanglicher komparativer Vorteil in der Landwirtschaft als notwendige Bedingung fiir
einen negativen Einflufs des Aufsenhandels auf das Wachstum.

Ubergangsdynamik Zunichst wird das dynamische System abgeleitet, das die glo-
bale Entwicklung des Inlandes beschreibt. Gemal} der Aussage 5.8 ist es moglich, dal
ein Land, dessen Produktion unter Freihandel anfangs diversifiziert ist, sich schliel3-
lich auf die industrielle Produktion spezialisiert, obwohl dieses spezialisierte Gleich-
gewicht langfristig nicht aufrechtzuerhalten ist, wenn n < n* ist. Dieses Ergebnis
weist auf die Bedeutung einer vollstindigen Analyse der Ubergangsdynamik hin. Da
die dynamische Entwicklung im Fall der Diversifikation oder der asymptotischen
Spezialisierung auf Agrarprodukte am besten mittels der Variablen k beschrieben
werden kann, wihrend k im Fall der industriellen Spezialisierung die geeignete alter-
native Variable ist, liegt die Analyse eines Phasendiagramms im (k, k)-Raum nahe.
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Als erster Schritt wird in der Gleichung (5.49) Y> = 0 gesetzt und anschliefend
durch L dividiert. Nach einigen mittlerweile bekannten Rechenschritten folgt 1 =
1-a) k‘“ﬁpLﬁ/a“"_ﬁ), wobei k= K/L' gemil (5.59) zu bedenken ist. Ersetzt man p
durch p = kf/0-0 g=#/0-a) entsprechend der Definition von k, so ergibt sich schlieR-
lich

1=(1-a ok t-aP b, (5.77)

Durch diese Hyperbel wird die Grenzlinie zwischen der Diversifikation und der Spe-

zialisierung auf die industrielle Produktion im (k, %)-Raum in den Abbildungen 5.4,

5.5 und 5.6 definiert. Unter der Hyperbel ist die Produktion im Inland diversifiziert,

wenn (k, k) > (0,0) gilt, und tiber der Hyperbel herrscht industrielle Spezialisierung.
Die Definitionen von k und k implizieren k = kLY p'~®/A, woraus

8 =8k+ty(n—n") (5.78)
folgt. Ersetzt man gz durch (5.67), so ergibt sich
k=a-a)d-¥plag_ynk. (5.79)

Diese Differentialgleichung beschreibt gemeinsam mit (5.67) die Dynamik im Fall
der Diversifikation. Die Isoklinen & = 0 und k = 0 sind durch

~ ~ yn alp
k=0: = ’Cl = (m) (0derk=0), (580)
. B B * alp B
k=0 =K = (m) (oderk=0) (581)

gegeben, wobei k, gleich dem frither definierten Wert k, ist (vgl. die Abbildung 5.3).
Im Fall der Spezialisierung auf die industrielle Produktion ergibt die Verwen-
dung von (5.76) in Verbindung mit (5.78) die Differentialgleichung

k= ak® Pk —yn*k, (5.82)

die zusammen mit (5.76) die Dynamik fiir diesen Fall beschreibt. Die Isoklinen k=0
und k = 0 lauten

. o \V1-a=p)

k=0: k=k:= (—) (oder k=0), (5.83)
Yn

. o \M1-a=p ~

k=0: k=k2:=( n*) (oder k=0), (5.84)

wobei k; der Gleichgewichtswert von k im Fall einer aufrechtzuerhaltenden industri-
ellen Spezialisierung ist. Setzt man k; und k; beziehungsweise k; und k; in (5.77) ein,
so erkennt man, daR die Isoklinen k = 0 und & = 0 an der Grenzlinie stetig verlaufen.
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k -
. k=k=0
\
L =
vollstdndige industrielle
Spezialisierung
ki
Diversifikation T
- k
k1 =k
Abbildung 5.4

Das Phasendiagramm fiir n = n*

Die Formeln (5.80) und (5.81) implizieren, daf§ k=0und k=0 fiir n=n"* iiberein-
stimmen und daR k = 0 oberhalb (unterhalb) von k = 0 liegt, wenn n < n* (n > n*) ist.
Daher sind drei grundsétzliche Fille zu betrachten. Da der autarke Gleichgewichts-
wert k. von k gemil} (5.62) wegen 0 < 6, < 1 kleiner als k; ist, erscheint es sinnvoll,
sich auf Startwerte kg < k; zu konzentrieren.

Die Abbildung 5.4 zeigt das Phasendiagramm des Inlands fiir den Fall n = n*.
Ein diversifiziertes langfristiges Gleichgewicht existiert zwar, weil £ = 0 und k = 0
tibereinstimmen, ist aber instabil. Unter der Annahme, da@ sich das Inland beim
Ubergang zum Freihandel in der Nihe seines autarken steady state befindet, gibt es
daher zwei interessante Fille.

Wenn ky < k ist, startet das Inland in der Abbildung 5.4 links von k;. Deshalb
ist es entscheidend, ob ko > ki (= k; = k,) oder ky < k; gilt, wobei ko der Startwert
von k beim Ubergang zum Freihandel ist. Im ersten Fall spezialisiert sich das In-
land schlieBlich auf die Produktion des Gutes 1 und im zweiten Fall spezialisiert es
sich asymptotisch auf die Produktion des Gutes 2. Da die Wachstumsraten im diver-
sifizierten steady state mit den Wachstumsraten bei Autarkie {ibereinstimmen (vgl.
die Aussage 5.5), kann das Inland seinen Startwert nicht durch den Zeitpunkt des
Ubergangs zum Freihandel beeinflussen. Wenn zum Beispiel die Industrialisierung
im Inland spéter als im Rest der Welt angefangen hat, ist der heimische Kapitalstock
Kleiner als der durchschnittliche Kapitalstock im Ausland, und es gilt k < k;.

Eine tiefere Analyse des Falls ky > k; ist lediglich von theoretischem Interesse. Man beach-
te, dafl es unméglich ist, anhand des Phasendiagramms zu entscheiden, ob eine im oberen
Bereich rechts von k = k = 0 startende Trajektorie ein Gleichgewicht mit industrieller Speziali-
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sierung erreicht oder rechts von & = 0 in den Bereich der Diversifikation iibergeht. In diesem
Fall wiirde sich das Inland langfristig auf die Landwirtschaft spezialisieren. Ebensowenig gibt
das Phasendiagramm dariiber Auskunft, ob k asymptotisch einen endlichen Gleichgewichts-
wert auf & =0 erreicht, wenn die Spezialisierung aufrechtzuerhalten ist oder die Trajektorie
entlang der Isoklinen k=0 gleitet. Der Vollstdndigkeit halber wird nun gezeigt, dal3 die Trajek-
torien in jedem Fall konvergieren. Dazu werden die Differentialgleichungen (5.76) und (5.82),
die die dynamische Entwicklung bei Spezialisierung auf das Gut 1 beschreiben, gelost. Da
(5.76) eine Bernoullische Differentialgleichung ist, die von k unabhingig ist, kann sie explizit
gelost werden. Man erhilt

1/1-a-p)
k(t, ko) =

(ké_a_ﬁ - i) e~(-aynt | @
yn yn

Diese Losung kann in die Gleichung (5.82) eingesetzt werden, die die Entwicklung von k bei
Spezialisierung auf Gut 1 darstellt. Fiir n = n* ergibt sich damit die Differentialgleichung
kl—a—ﬁ

—al(yn) -
0 Y i,

kl—a—ﬁ

k=-yn
( 0 —a/(yn))+ae(1*“)”t/(yn)

die durch Trennung der Verdnderlichen gel6st werden kann. Nach der relativ aufwendigen
Berechnung erhilt man als Ergebnis

T 1/(1-a-
N o Ly
ko I\O yn rn
Fiir t — oo ergibt sich daraus
ok a\MOmap g
lim k(t, ko) = — | — = —ko.
Jim ko = 2 () P

Der Grenzwert von k ist also in jedem Fall endlich.

Anhand der Abbildung 5.5 kann man erkennen, daR sich das Inland im Fall
n < n* unabhingig von den Startwerten asymptotisch auf die Produktion in der
Landwirtschaft spezialisiert (vgl. die Aussage 5.8). Die Abbildung zeigt lediglich ei-
ne Trajektorie, die deshalb besonders interessant ist, weil sie zeigt, wie sich eine
Volkswirtschaft entwickelt, die mit einem komparativen Vorteil in der industriellen
Produktion startet (vgl. die Aussage 5.6), aber eine zu geringe Wachstumsrate der
Bevolkerung aufweist, um die industrielle Spezialisierung aufrechtzuerhalten. Die-
se Volkswirtschaft startet mit Diversifikation, spezialisiert sich dann fiir ein endli-
ches Zeitintervall auf die industrielle Produktion und gelangt schliefllich in den Be-
reich der Diversifikation zuriick, wo ein Prozell der Deindustrialisierung mit asym-
ptotischer Spezialisierung auf die Landwirtschaft einsetzt. Ein industrialisiertes Land
kann also bei Freihandel seine industrielle Konkurrenzfahigkeit verlieren, wenn sei-
ne Wachstumsrate zu gering ist. Denn im Beispiel wéchst der heimische Kapitalstock
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mit der Rate yn, wéhrend der auslédndische Kapitalstock mit der durchschnittlichen
Rate yn* > yn zunimmt.

Fiir den Fall n > n* ist die in der Abbildung 5.6 dargestellte Situation vergleichbar
zu derjenigen im Fall n = n*. Wenn ky > k» ist, spezialisiert sich das Inland langfri-
stig auf die Erzeugung von Industriegiitern, und wenn k, < k ist, spezialisiert es sich
asymptotisch auf die landwirtschaftlichen Aktivitdten. Im Gegensatz zum Fall n = n*
mull die Entwicklung von k allerdings nicht monoton verlaufen. Weil die Wachstums-
rate gx des Kapitalstocks fiir k = k, bei Freihandel gleich yn* und bei Autarkie gleich
yn>yn* ist, kann das Inland dariiber hinaus seinen Startwert beeinflussen, indem
es spiter von der Autarkie zum Freihandel iibergeht, um so einen Wert ky > k» zu
erreichen. .

Wenn das Inland bei &, auf k = 0 startet, ergibt sich ein interessanter Grenzfall.
Die Trajektorie gleitet dann auf dieser Isokline mit lim;_.. k(#) = 0, die Produktion
bleibt aber diversifiziert. Auf dieser Trajektorie wachsen K und Y; mit der konstanten
Rate yn*, wihrend LY mit der Rate yn > yn* wichst. Anhand von (5.72) kann man
sehen, dafl ¥, mit einer grofleren Rate als n zunimmt, wobei diese Wachstumsrate
allerdings gegen n konvergiert. Dieser Grenzfall ist also eine Art Quasi-steady state,
in dem alle Variablen auer Y, mit konstanter Rate wachsen und gy, gegen einen
konstanten Wert konvergiert, wobei die Arbeit einer stetigen Reallokation unterliegt.

5.3.3 Wirtschaftspolitische Implikationen

Die Erweiterung des im Abschnitt 4.5 dargestellten einfachen Wachstumsmodells oh-
ne Skaleneffekte um einen zweiten Sektor und den internationalen Handel zeigt, da
die Rate des Bevolkerungswachstums eine wichtige Determinante der endogenen
komparativen Vorteile, der Industrialisierung und des langfristigen Wachstums ist.
Eines der wesentlichen Ergebnisse des Modells ist, dal ein diversifiziertes langfristi-
ges Gleichgewicht bei Freihandel entweder instabil ist oder gar nicht existiert, wenn
die Wachstumsrate der Bevolkerung im Inland nicht mit derjenigen im Ausland tiber-
einstimmt. Deshalb fiihrt der internationale Handel zu einem ProzeR der Industria-
lisierung oder Deindustrialisierung des Inlands, wodurch Unterschiede der langfri-
stigen Wachstumsraten und der Auswirkungen der Wachstumsrate der Bevolkerung
auf das Wachstum des Pro-Kopf-Einkommens erkldrt werden kénnen. Zum Beispiel
steigt die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens in Einheiten des industriellen
Erzeugnisses mit zunehmender Wachstumsrate der Bevolkerung, wenn ein Land in-
dustrialisiert ist. Wenn ein Land nur landwirtschaftliche Produkte erzeugt, hiangt die
Wachstumsrate dagegen von der Wachstumsrate im Rest der Welt ab. Fiir ein Land
mit einem relativ hohen Bevolkerungswachstum ist die Wirkung des Auenhandels
auf das Wachstum positiv, wenn es beim Ubergang zum Freihandel einen relativ
groflen Kapitalstock und damit einen komparativen Vorteil in der industriellen Pro-
duktion hat. Dagegen ist ein negativer EinfluR moglich, wenn es einen komparativen
Vorteil in der landwirtschaftlichen Produktion aufweist, wodurch ein Prozel§ der De-
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industrialisierung entstehen kann. Ein Land mit einer relativ kleinen Wachstumsrate
der Bevolkerung kann einen anfénglichen komparativen Vorteil in der industriellen
Produktion sogar verlieren und langfristig seine Industrie abbauen. Trotzdem kann
ein Agrarland mit einer relativ geringen Rate des Bevolkerungswachstums (n < n*)
vom internationalen Handel auch in dynamischer Sicht profitieren, weil sich seine
terms of trade bei Freihandel schneller als das Preisverhéltnis bei Autarkie verbes-
sern.

Die Moglichkeit der Deindustrialisierung im Fall eines relativ kleinen anféngli-
chen Kapitalstocks erinnert an die Armutsfallen in der neoklassischen Wachstums-
theorie (vgl. auch Deardorff, 2001), in denen ein stabiles Gleichgewicht auf niedrigem
Niveau des Pro-Kopf-Einkommens erreicht wird. Das vorliegende Modell geht mit
dem Ansatz unterschiedlicher Wachstumsraten der Bevolkerung einen Schritt weiter,
weil es zeigt, daf nicht nur Armutsfallen auf niedrigem Niveau, sondern auch mit
niedrigen Wachstumsraten méglich sind. Tatsdchlich kann die langfristige Wachs-
tumsrate des Pro-Kopf-Einkommens in einem industrialisierten Land hoher als in
einem Agrarland sein, obwohl sich die terms of trade des Exporteurs von Industrie-
produkten stetig verschlechtern. Wenn das Agrargut stark inferior ist, so dal$ sich die
terms of trade des Industrielandes nicht verschlechtern, wird diese Vorhersage erst
recht gelten.

Diese Ergebnisse zeigen, dal es keine einfache Antwort auf die Frage nach der
besten Entwicklungspolitik gibt, die sich in der Literatur hauptsidchlich um die alter-
nativen Strategien der Exportforderung (outward looking) und der Importsubstitu-
tion (import substitution) dreht. Dabei ist zu beachten, dal der Begriff der Export-
féorderung in der Regel fiir eine aullenorientierte Entwicklungsstrategie benutzt wird,
die sowohl gegeniiber der Produktion fiir den Binnen- oder Exportmarkt als auch
gegeniiber der Verwendung von Inlands- und Importgiitern handels- und industrie-
politisch neutral (Weltbank, Weltentwicklungsbericht 1987, S. 89) ist. Ein Land mit
einem relativ hohen Wachstumspotential (gemessen durch die Wachstumsrate der
Bevolkerung) wird durch den Auenhandel an Wachstum einbiifen und seine Indu-
strie benachteiligt sehen, wenn es zu frith zum Freihandel tibergeht. Es kann jedoch
ein hoheres Wachstum durch den Handel erreichen, wenn es mit einem kompara-
tiven Vorteil in der industriellen Produktion starten kann. Eine temporirer Schutz
junger Industrien durch Subventionen kann daher sinnvoll sein. Wie bereits im Ab-
schnitt 5.1 angemerkt worden ist, stimmt dieses Ergebnis gut mit der empirischen
Evidenz tiber das Wachstum der stidostasiatischen Liander {iberein, die sich wie etwa
Siid-Korea nicht streng an eine neutrale Politik der Exportférderung im Sinne der De-
finition der Weltbank gehalten, sondern eine Industriepolitik verfolgt haben, deren
Ziel eine beschleunigte Industrialisierung gewesen ist.

Obwohl der Effekt des AuBenhandels auf das Wachstum fiir ein Land mit einem
relativ geringen Wachstumspotential im vorliegenden Modell positiv ist, mul§ beach-
tet werden, dal8 dieses Ergebnis von den unterstellten Nutzenfunktionen abhéngt.
Wenn das Agrargut stark inferior ist, konnen sich die terms of trade fiir ein Agrarland
auch verschlechtern statt sich wie hier zu verbessern. Ferner kann die Messung des
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Wachstumspotentials durch die Rate des Bevolkerungswachstums in einigen Fillen
sinnvoll sein, in anderen dagegen nicht. Spezifische Anwendungen kénnen zum Bei-
spiel die Unterscheidung der Bevolkerung und der Anzahl der Arbeiter oder auch
genauer der ungelernten Arbeit und des Humankapitals erfordern. Ein kleines Land
kann natiirlich in gewissem Umfang auch von der internationalen Diffusion des Wis-
sens profitieren, die hier auf der Basis der im Abschnitt 5.1.1 diskutierten empiri-
schen Ergebnisse vernachldssigt worden ist. Dort ist auch auf die Existenz von empi-
rischen Studien mit anderen Schluf$folgerungen hingewiesen worden. In jedem Fall
gilt, dall man nicht jegliche internationale Wissensdiffusion vollstdndig ausschlieSen
kann. Die Ubertragung des grundlegenden Wissens iiber die Existenz bestimmter
Produkte wird allerdings ohnehin nur durch einen prohibitiven Protektionismus ver-
hindert, so dall dieser mégliche Wissenstransfer zum Beispiel nicht gegen eine Sub-
ventionierung junger Industrien spricht. Alle diese Sachverhalte weisen auf mégliche
Erweiterungen des hier betrachteten Modells hin, die eventuell auch eine allgemeine
Gleichgewichtsanalyse umfassen kénnen.

5.4 Zusammenfassung

Abgesehen von der positiven Korrelation des Wachstums des Pro-Kopf-Einkommens
mit dem Wachstum des AuBenhandels und der negativen Korrelation mit dem Be-
volkerungswachstum konnen die stilisierten Fakten tiber das Wirtschaftswachstum
gut anhand eines einfachen learning by doing-Modells des semi-endogenen Wachs-
tums ohne Skaleneffekte in einer geschlossenen Volkswirtschaft erklart werden. In
diesem Kapitel ist gezeigt worden, dal die Betrachtung offener Volkswirtschaften die
genannten Erkldrungsdefizite beseitigen kann. Da es sich bei stilisierten Fakten stets
lediglich um Verallgemeinerungen héufig wiederkehrender empirischer Tatbestdnde
handelt, ist es sinnvoll, daB entsprechende Erklarungsansédtze mehrere Moglichkei-
ten offen halten und so zu einer spezifischen Erklarung des jeweiligen Verhaltens
beitragen. So wird zum Beispiel die generelle empirische Giiltigkeit des Zusammen-
hangs zwischen dem Aullenhandel und dem Wachstum durch die viel beachtete Ana-
lyse von Rodriguez und Rodrik (2000) in Frage gestellt.

Widhrend der Auenhandel in Modellen des semi-endogenen Wachstums bisher
nur wenig berticksichtigt worden ist, existiert sowohl im Rahmen der &lteren neoklas-
sischen Wachstumstheorie als auch mit Bezug zur Theorie des endogenen Wachs-
tums eine Vielzahl von Analysen offener Volkswirtschaften. Die zentralen Ergebnisse
dieser Ansétze sind lediglich kurz skizziert worden. Das grundlegende Modell der l-
teren neoklassischen Theorie ist die dynamische Erweiterung des Heckscher-Ohlin-
Samuelson-Modells des Aulenhandels durch Oniki und Uzawa (1965) und Bardhan
(1965). Obwohl dieser Ansatz durch die Bertiicksichtigung zweier handelbarer Giiter
und der endogenen Akkumulation des Kapitals in einem allgemeinen Gleichgewicht
von bemerkenswerter Allgemeinheit und an Eleganz nach wie vor kaum zu iiber-
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treffen ist, kann und will er zur Erklarung der genannten stilisierten Fakten tiber
das Wachstum wenig beitragen. Diese Fakten sind zur Zeit der Formulierung dieser
Modelle gar nicht der Gegenstand der Untersuchung gewesen. Vielmehr ist den Au-
toren damals um eine addquate Modellierung des Faktors Kapital in der ansonsten
statisch ausgelegten HOS-Theorie des internationalen Handels gegangen. Daher be-
handelt die dltere neoklassische Theorie im wesentlichen nicht den Einflu} des Au-
Benhandels auf das Wachstum, sondern den Einflul} des Wachstums und damit der
endogenen Akkumulation des Kapitals auf die komparativen Vorteile und damit den
AuBenhandel. Die langfristigen Wachstumsraten des Nationaleinkommens sind oh-
ne den technischen Fortschritt ohnehin durch die Wachstumsraten der Bevolkerung
festgelegt. Sofern langfristige Gleichgewichte gesucht werden, stellt sich heraus, da
sie, von Grenzfillen abgesehen, nur existieren, wenn die Wachstumsraten der Be-
volkerung in beiden Landern gleich sind. Diese Einschrdnkung gilt in modifizierter
Form auch fiir andere Ansétze und mul entsprechend berticksichtigt werden.

Im Gegensatz zur &lteren neoklassischen Theorie steht der Einflul} des Aulen-
handels auf das Wachstum im Zentrum der Analyse offener Volkswirtschaften in
Modellen des endogenen Wachstums. Die Erweiterung der F&E-Modelle auf offene
Volkswirtschaften impliziert in der Regel steigende und konvergierende Wachstums-
raten in den betrachteten Landern, wodurch die positive Korrelation zwischen dem
Wachstum des Pro-Kopf-Einkommens und dem AuBenhandelsvolumen erklart wer-
den kann. Dagegen implizieren Ansédtze des endogenen Wachstums, die auf dem
learning by doing beruhen, in der Regel unterschiedliche Wachstumsraten der am
Aullenhandel beteiligten Linder, wobei die Wachstumsrate eines Landes durch den
Ubergang von der Autarkie zum Freihandel sinken kann. Ahnliche Ergebnisse sind
bei den F&E-Modellen méglich, wenn man wie in den learning by doing-Modellen
keine internationale Diffusion des Wissens unterstellt. Auch wenn die Implikationen
nicht eindeutig dadurch festgelegt werden, ob Wissensdiffusion vorliegt oder nicht,
zeigt sich die Bedeutung dieser letztlich nur empirisch zu beantwortenden Frage.
Wie auch immer die Antwort lautet, so basieren die Implikationen der Modelle offe-
ner Volkswirtschaften mit endogenem Wachstums vielfach auf den involvierten Ska-
leneffekten. Diese Skaleneffekte sind empirisch nicht haltbar und verhindern eine
sinnvolle Bertiicksichtigung des Bevolkerungswachstums, so daf3 die negative Korre-
lation zwischen dem Wachstum des Pro-Kopf-Einkommens und dem Bevdlkerungs-
wachstum nicht erkldrt werden kann.

Angesichts dieser Probleme sind zwei Modelle des semi-endogenen Wachstums
entwickelt worden. Obwohl in der empirischen Literatur zur Wissensdiffusion inter-
nationale knowledge spillovers sowohl vertreten als auch abgelehnt werden, gibt es
gute Argumente dafiir, daR die Diffusion des Wissens intranational stirker als inter-
national wirkt. Dadurch wird die Analyse von Modellen gerechtfertigt, in denen das
learning by doing als Grenzfall ein externer Effekt auf der Ebene der Unternehmen,
aber ein interner Effekt auf Linderebene ist. Als erster Ansatz in dieser Richtung ist
ein Modell mit importierten Zwischenprodukten und einer exogen gegebenen Welt-
exportnachfrage analysiert worden, die 6konomisch wie eine keynesianische Nach-
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fragebeschrankung wirkt. Durch diesen Einbau eines keynesianischen Elements in
das neoklassische Modell des semi-endogenen Wachstums kann das Bevolkerungs-
puzzle gelost werden. Ob die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Konsums mit zunehmen-
der Wachstumsrate der Bevolkerung steigt oder féllt, hdngt davon ab, ob die Pro-
duktionselastizitdt des importierten Zwischenproduktes kleiner oder grofer als die
mit dem Absolutwert der Preiselastizitdt der Exportnachfrage gewichtete Lernelasti-
zitdt ist. Anhand empirischer Schitzwerte fiir diese Parameter 1463t sich erkennen,
daB eine mit zunehmender Wachstumsrate der Bevolkerung fallende Wachstumsra-
te des Pro-Kopf-Konsums im wesentlichen fiir Entwicklungsldnder in Frage kommt.
In bezug auf das Pro-Kopf-Einkommen gilt, dall dessen Wachstumsrate jedenfalls
dann mit dem Bevolkerungswachstum fillt, wenn die Weltexportnachfrage preisu-
nelastisch ist. Diese Bedingung ist wahrscheinlich dann erfiillt, wenn eine Gruppe
von Entwicklungsldndern betrachtet wird, die ein homogenes Produkt wie etwa Tex-
tilstoffe exportieren. Das Modell mit importierten Zwischenprodukten kann keine
Aussagen tiber den Zusammenhang zwischen dem Wachstum und dem Auf3enhan-
del treffen, da der AuBenhandel definitionsgeméR eine Voraussetzung fiir die Produk-
tion gemil der verfiigbaren Technik darstellt.

Daher ist der Zusammenhang zwischen dem Aullenhandel und der Industria-
lisierung und damit dem Wachstum einer kleinen offenen Volkswirtschaft anhand
eines Zwei-Sektoren-Modells untersucht worden. Wahrend der industrielle Sektor
durch Lerneffekte aufgrund von Investitionen charakterisiert ist, gibt es im Agrarsek-
tor keinen technischen Fortschritt. Fiir den Fall einer geschlossenen Volkswirtschaft
gleicht die dynamische Entwicklung weitestgehend derjenigen eines analogen Ein-
Sektor-Modells. Durch die Offnung der Volkswirtschaft ergeben sich dagegen weit-
reichende Implikationen. Das langfristige Gleichgewicht bei Diversifikation der Pro-
duktion ist instabil, sofern es tiberhaupt existiert. Daher sind lediglich die beiden
Félle der vollstdndigen Spezialisierung auf die landwirtschaftliche oder die industri-
elle Produktion interessant. Im Falle der landwirtschaftlichen Spezialisierung ist die
Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens unabhingig vom Wachstum der inldndi-
schen Bevolkerung. Die Wirkung des Aulenhandels auf das Wachstum ist in diesem
Fall positiv, wenn die durchschnittliche Wachstumsrate der Bevolkerung im Rest der
Welt groler als diejenige im Inland ist und umgekehrt. In letzterem Fall ist es fiir
das Inland vorteilhaft, erst zu einem spiteren Zeitpunkt zum Freihandel tiberzuge-
hen. Im Falle der industriellen Spezialisierung steigt die Wachstumsrate des Pro-Kopf-
Einkommens mit zunehmender Wachstumsrate der inldndischen Bevolkerung. Hier
kann der Auenhandel keinen negativen Einfluly auf das Wachstum haben. Wenn
sich das Inland zum Zeitpunkt des Ubergangs von Autarkie zum Freihandel im aut-
arken langfristigen Gleichgewicht befindet, gilt allgemein, dal ein anfinglicher kom-
parativer Vorteil in der landwirtschaftlichen Produktion eine notwendige Bedingung
fiir einen negativen Einfluly des AuBenhandels auf das Wachstum ist. Die Analyse
der Ubergangsdynamik zum langfristigen Gleichgewicht in diesem Modell zeigt ins-
besondere, dal eine endogene Umkehrung der komparativen Vorteile méglich ist,
wenn ein industrialisiertes Land zum Freihandel {ibergeht, dessen Wachstumsrate
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der Bevolkerung zu klein ist, um mit dem Wachstum im Rest der industrialisierten
Welt mitzuhalten. In diesem Fall setzt schlieBlich ein Prozel’ der Deindustrialisierung
ein, der aus dem Industrieland ein Agrarland macht.

Beide betrachteten Modelle machen deutlich, daf§ die Politikineffektivitiat in be-
zug auf die langfristige Wachstumsrate in der Theorie des semi-endogenen Wachs-
tums nicht mehr gilt, wenn man den internationalen Handel bertiicksichtigt. Im Fall
des Modells mit importierten Zwischenprodukten ist zu beachten, daB realistischer-
weise davon ausgegangen werden muf}, dall industrialisierte Lander tiber andere
Produktionsverfahren als die Entwicklungsldnder verfiigen. Eine Beeinflussung des
langfristigen Wachstums ist daher sicherlich méglich, wenn es gelingt, einen Struk-
turwandel zu unterstiitzen. Dieses Modell hat mit den Modellen geschlossener Volks-
wirtschaften jedoch gemeinsam, daR dieser Strukturwandel nicht explizit modelliert
wird. Das Zwei-Sektoren-Modell stellt einen ersten Ansatz dar, diesen Strukturwan-
del aufgrund des Auflenhandels endogen zu erfassen, der zu einer Industrialisierung
oder Deindustrialisierung fithren kann.



Kapitel 6:
Kritische Wiirdigung

Die Bedeutung des Wirtschaftswachstums fiir den Wohlstand der Nationen ist grund-
legend. Schon geringe Unterschiede in den Wachstumsraten des Pro-Kopf-Einkom-
mens verschiedener Lander fithren in der mittleren bis langen Frist zu erheblichen
Unterschieden der Lebensstandards. Der Aufschwung, den die Wachstumstheorie in
den vergangenen 15 Jahren erlebt hat, ist daher ebenso verstdndlich, wie das wissen-
schaftliche Desinteresse an Fragen des Wirtschaftswachstums von den frithen siebzi-
ger Jahren bis zur Mitte der neunziger Jahre des vorigen Jahrhunderts unverstandlich
ist. Die Analyse des Wirtschaftswachstums kann mittels unterschiedlicher Methoden
und unter Verwendung verschiedener Paradigmata erfolgen. Der Gegenstand dieser
Arbeit ist die neoklassische Wachstumstheorie im weiteren Sinne, die sich auf for-
male Modelle stiitzt, wobei hier nur kleine Modelle betrachtet worden sind, die ei-
ner analytischen Lésung zugédnglich sind. Trotz dieser erheblichen Einschriankung
des Untersuchungsbereichs ist es eine Folge des genannten Aufschwungs der Wachs-
tumstheorie, daB es in diesem Rahmen nicht méglich, ist, einen umfassenden Uber-
blick tiber die wahre Flut an Veroffentlichungen zu diesem Thema zu geben.

Dementsprechend hat sich die Darstellung auf die zentralen Prototypen der neo-
klassischen Wachstumsmodelle beschrankt, um die wesentlichen Denkrichtungen
aufzeigen und an geeigneter Stelle kritisieren zu kdnnen. Da die Mathematik fiir das
Verstdndnis dieser Modelle eine zentrale Rolle spielt, sind die wichtigsten mathe-
matischen Methoden relativ ausfiihrlich erortert worden. Obwohl alle Wachstums-
modelle grundsitzlich mit den gesamten Zeitpfaden des Nationaleinkommens und
anderer 6konomischer GroBen befalt sind, wird die Analyse hdufig durch die Be-
trachtung der Eigenschaften von langfristigen Gleichgewichten vereinfacht. Dadurch
kann anstelle eines Systems von Differentialgleichungen letztlich ein einfaches Sy-
stem algebraischer Gleichungen analysiert werden. Wie in allen anderen Bereichen
der dynamischen Theorie kann die Betrachtung solcher Gleichgewichte nur dann
sinnvoll sein, wenn man davon ausgehen kann, daf sich das System etwa nach St6-
rungen zuriick in die Richtung des Gleichgewichts bewegt. Daraus ergibt sich die
tiberragende Bedeutung der Stabilitdtstheorie fiir die Wachstumstheorie. Wahrend
die Gleichgewichte statischer Modelle in der Wirtschaftstheorie seit jeher durch An-
passungsmechanismen ergédnzt und auf ihre Stabilitdt hin untersucht worden sind,
gilt diese Aussage fiir die Wachstumstheorie nur mit Einschrankungen.

Solow (1956) verwendet in seinem Grundmodell der gesamten neoklassischen
Wachstumstheorie eine konstante Sparquote als Verhaltenshypothese. Insofern ist
keine Berechnung und Anpassung an etwa eine optimale Sparquote erforderlich,
und die Erreichung des statischen Gleichgewichts stellt in seinem Modell kein Pro-
blem dar. Vom kurzfristigen statischen Gleichgewicht ist das langfristige Gleichge-
wicht zu unterscheiden, das durch die Konstanz aller Wachstumsraten definiert ist,
und auf dessen Eigenschaften sich zahlreiche der aus der Wachstumstheorie abge-
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leiteten Einsichten stiitzen. Die Stabilitidt dieses Gleichgewichts ist im Solow-Modell
ebenfalls gewédhrleistet. Die Situation stellt sich v6llig unterschiedlich dar, wenn man
die positive Interpretation des urspriinglich normativ formulierten Ramsey-Koop-
mans-Cass-(RKC)-Modells verwendet. Entsprechend dem neoklassischen Paradigma
der Rationalitdt bestimmen die Haushalte ihre Ersparnis nun mit Verfahren der dy-
namischen Optimierung. Der optimale Pfad kann als in jedem Zeitpunkt (kurzfri-
stig) gleichgewichtiger Pfad bei vollkommener Voraussicht interpretiert werden (PFC-
Gleichgewicht). Doch Anpassungsmechanismen an diesen gleichgewichtigen Pfad
sind praktisch nicht formuliert worden. Wenn man keinen stabilen Anpassungsme-
chanismus angeben kann, muf unterstellt werden, daf die optimale Losung unmit-
telbar exakt berechnet wird. Denn nur in diesem Fall konvergiert der gleichgewich-
tige Pfad auch gegen das langfristige Gleichgewicht, das im RKC-Modell ein Sattel-
punkt ist. Daher fiihren die geringsten Fehler in der Berechnung dazu, da8 das lang-
fristige Gleichgewicht nicht erreicht wird. Selbst wenn man das zugrundeliegende
Modell aus der Sicht des Forschers exakt kennt, kann man die Losung in aller Re-
gel gar nicht hinreichend genau berechnen. Das langfristige Gleichgewicht im RKC-
Modell ist daher instabil und folglich nur eingeschrankt als positive Theorie des Wirt-
schaftswachstums geeignet.

Als Alternative zur dynamischen Optimierung ist die Verwendung von Faustre-
geln vorgeschlagen worden. Beispiele fiir sinnvolle Faustregeln im Zusammenhang
mit dem Wirtschaftswachstum sind die konstante Sparquote oder die klassische Spar-
funktion, die verallgemeinert worden ist, um sie in positiver Hinsicht plausibler zu
machen und in normativer Hinsicht zu verbessern. Natiirlich kann man nicht davon
ausgehen, daB sich tatsdchlich alle Haushalte entsprechend der resultierenden Gol-
denen Faustregel verhalten. Um genauere Auskunft hieriiber zu erhalten, bedarf es
erheblicher empirischer Forschung, die nicht lediglich versucht, die Rationalitdt des
Verhaltens zu beweisen oder zu widerlegen. Doch eine plausible Faustregel, die zu ei-
nem stabilen steady state fiihrt, rechtfertigt die Analyse eines solchen Gleichgewichts
eher als eine dynamische Optimierungslésung, die instabil ist.

Die Kritik an der dynamischen Optimierung richtet sich weniger an die dltere
neoklassische Wachstumstheorie, die sie in erster Linie in normativen Ansétzen ver-
wendet hat, sondern an die neuere Theorie des endogenen Wachstums, in der sie
sich zur Standardhypothese in positiven Ansétzen entwickelt hat. Selbstverstdndlich
kann man alle Wachstumsmodelle letztlich auch mit alternativen Sparhypothesen
formulieren, wodurch die Analyse sogar vereinfacht wird. In der Theorie des endo-
genen Wachstums hat die verwendete Sparhypothese allerdings im Gegensatz zur
dlteren neoklassischen Wachstumstheorie und zur neueren semi-endogenen Wachs-
tumstheorie Einflul auf die im steady state erreichbaren Wachstumsraten. Diese Ei-
genschaft ist sogar ein Bestandteil der Definition des endogenen Wachstums, das
sich durch die BeeinfluRBbarkeit der Wachstumsraten und die Moglichkeit des positi-
ven Pro-Kopf-Wachstums ohne exogenen technischen Fortschritt auszeichnet.

Angesichts der Bedeutung des Wirtschaftswachstums fiir den Wohlstand ist es
naheliegend, dal} gerade diese Eigenschaften der Theorie des endogenen Wachs-
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tums zur Renaissance der Wachstumstheorie beigetragen haben. Wenn ein positi-
ves Pro-Kopf-Wachstum durch endogenen technischen Fortschritt entsteht und die
Wachstumsrate wirtschaftspolitisch beeinfluBbar ist, ergeben sich dadurch im Ver-
gleich zur &lteren neoklassischen Theorie, in der die Wachstumsrate durch exogene
Konstanten bestimmt ist, weitreichende Implikationen. Jedoch beinhalten viele Mo-
delle des endogenen Wachstums Skaleneffekte. Die Wachstumsrate im langfristigen
Gleichgewicht steigt in diesen Féllen mit der Grofle der Volkswirtschaft, gemessen
etwa durch die Bevolkerungsgrée. Wenn nun die Bevdlkerung selbst mit konstan-
ter Rate wichst, wird impliziert, daB die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens
selbst exponentiell wéchst, was empirisch nicht haltbar ist. Gleichzeitig bedeutet die-
ses Ergebnis, daB in diesen Fillen kein steady state existiert.

Obwohl es auch Modelle des endogenen Wachstums ohne Skaleneffekte gibt, ba-
siert die Moglichkeit des endogenen Gleichgewichtswachstums auf Grenzféllen von
Parameterwerten, die es praktisch irrelevant macht. Daraus mull gefolgert werden,
daB entweder kein steady state existiert oder daf das Wachstum semi-endogen ist.
In diesem Fall wird ein positives Pro-Kopf-Wachstum zwar durch endogenen tech-
nischen Fortschritt ermdglicht, doch ist die Wachstumsrate wie in der dlteren neo-
klassischen Theorie nicht wirtschaftspolitisch beeinfluBbar. Daher spielt auch die
Hohe der Sparquote letztlich keine Rolle fiir das langfristige Wachstum. Wenn man
sich mit gleichgewichtigem Wachstum befassen will, gilt also, da Modelle des semi-
endogenen Wachstums verwendet werden sollten und da@ die verwendete Sparhypo-
these von untergeordneter Bedeutung fiir die langfristigen Ergebnisse ist. Daher ist es
selbst ohne empirische Untermauerung moglich, einfache Faustregeln zu verwenden,
die plausibler und einfacher zu handhaben sind als die Hypothese der dynamischen
Optimierung bei vollkommener Voraussicht.

Die Modelle des semi-endogenen Wachstums stehen mit den sogenannten stili-
sierten Fakten des Wirtschaftswachstums weitgehend im Einklang. Hierbei spielt es
kaum ein Rolle, auf welchem Mechanismus der technische Fortschritt basiert. Fiir ge-
schlossene Volkswirtschaften gilt sowohl im Falle des technischen Fortschritts durch
die Forschung und Entwicklung als auch im Falle des learning by doing, daf§ die
langfristige Wachstumsrate gy, des Nationaleinkommens pro Kopf durch

gy, = Konstante - n

gegeben ist, wobei n die Wachstumsrate der Bevolkerung ist und die Konstante von
Parametern der Produktionstechnik abhidngt. Anhand dieser Formulierung ist unmit-
telbar zu erkennen, dall es von der Erkldrung der stilisierten Fakten mindestens zwei
Ausnahmen geben muR. Zunéchst kann ein Modell einer geschlossenen Volkswirt-
schaft naturgemall keine Aussagen iiber die Auswirkungen des Auflenhandels auf
das Wirtschaftswachstum machen, wobei der als stilisiertes Faktum genannte positi-
ve Effekt ohnehin in Frage gestellt worden ist. Zum anderen impliziert die Gleichung,
daB die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens mit zunehmender Wachstums-
rate der Bevolkerung steigt, was empirisch zumindest dann nicht haltbar ist, wenn
Entwicklungsldnder und industrialisierte Linder verglichen werden (Bevdlkerungs-
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puzzle). Die Betrachtung geschlossener Volkswirtschaften reicht aus beiden Griinden
nicht aus.

Daher ist ein einfaches Modell des semi-endogenen Wachstums auf offene Volks-
wirtschaften erweitert worden. Durch die Einfiihrung einer Nachfragebeschrankung
nach Exporten eines Landes mit geringem Einkommensniveau zeigt sich, da die
strenge Beziehung zwischen der Wachstumsrate der Bevolkerung und der Wachs-
tumsrate des Pro-Kopf-Einkommens nicht mehr gilt. Unter plausiblen Annahmen
iiber Parameter wie die Preiselastizitdt der Exportnachfrage erkennt man, daf die
Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkommens bei steigender Wachstumsrate der Bevol-
kerung fallen kann. Damit 146t sich das grundlegende Modell des semi-endogenen
Wachstums durch einfache Modifikationen an spezielle Tatbestinde wie etwa die
Importabhéngigkeit von Entwicklungsldndern anpassen.

Die Wirkung des Aullenhandels auf die Wachstumsrate des Pro-Kopf-Einkom-
mens ist anhand eines Zwei-Sektoren-Modells der Industrialisierung einer kleinen
offenen Volkswirtschaft analysiert worden. Dabei zeigt sich, dall der Aullenhandel
negativ auf das Pro-Kopf-Wachstum wirkt, wenn das Inland eine relativ hohe Wachs-
tumsrate der Bevolkerung aufweist und durch den Auenhandel aufgrund eines zu
geringen Startwertes des Kapitalstocks ein Prozel3 der Deindustrialisierung einsetzt.
Dieser ProzeR kann durch einen spiteren Ubergang zum Freihandel vermieden wer-
den. In allen anderen Féllen wirkt der Auflenhandel zumindest in diesem Modell
nicht negativ auf das Wachstum ein.

Beide betrachteten Modelle machen deutlich, dall die Exogenitét der langfristi-
gen Wachstumsrate in Modellen des semi-endogenen Wachstums auf der gegebe-
nen Produktionsstruktur basiert. Ein echter Strukturwandel wird in diesen Ansitzen
in der Regel nicht endogen modelliert. Diese Eigenschaft gilt auch fiir das Modell
mit der exogenen Exportbeschriankung, bei dem die Produktionsstruktur inklusive
der Abhéngigkeit von importierten Zwischenprodukten vorgegeben ist. Man kann
dieses Modell daher auch so interpretieren, dall eine vollstdndige Spezialisierung auf
das produzierte Gut bereits eingesetzt hat, wobei sich aufgrund dieser Spezialisie-
rung das Bevolkerungspuzzle 16st. Das Modell der Industrialisierung kann dagegen
in einem einfachen Rahmen die Produktionsstruktur endogen bestimmen. Da diese
Spezialisierung in bestimmten Féllen zum Beispiel durch den Zeitpunkt des Uber-
gangs zum Freihandel beeinfluf$t werden kann und Einflul8 auf die gleichgewichtige
Wachstumsrate hat, kann also in einem Modell, das fiir eine geschlossene Volkswirt-
schaft semi-endogenes Wachstum impliziert, das Wachstum zumindest in bestimm-
ten Grenzen endogen werden.

Alle hier betrachteten Ansidtze konnen jedoch nicht mehr bieten, als prinzipi-
elle Moglichkeiten aufzuzeigen, wie das Wirtschaftswachstum ablduft und gegebe-
nenfalls beeinfluft werden kann. In konkreten Anwendungsféllen kénnen sie Hin-
weise geben, iiber welche Variablen Daten zu erheben sind, um im empirischen
Vergleich zwischen Landern etwa Riickschliisse auf moégliche Ursachen von Unter-
schieden im Wirtschaftswachstum zu erlangen. Angesichts der strukturellen Instabi-
litdt der Modelle des endogenen Wachstums, die die Méglichkeit der direkten Be-
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einflussung der langfristigen Wachstumsraten bei bestehender Produktionsstruktur
unwahrscheinlich machen, ist der wesentliche Ansatzpunkt fiir Linder mit geringem
Einkommensniveau beim Strukturwandel zu sehen. Eine addquate Modellierung des
Strukturwandels in Modellen des Wirtschaftswachstums steckt jedoch noch in den
Anfiangen. Hier 6ffnet sich ein weites Betédtigungsfeld fiir die zukiinftige Forschung.
Insbesondere hinsichtlich der Anwendung der neoklassischen Wachstumstheorie auf
Entwicklungsldnder ist einschrinkend darauf hinzuweisen, daR eine funktionierende
marktwirtschaftliche Ordnung unterstellt wird. Sofern die Allokation der Ressourcen
in diesen Liandern anderen Gesetzen unterliegt, die keine statisch effiziente Losung
gewdhrleisten, ist diese Tatsache bei der Beurteilung der Implikationen und bei der
Ableitung von Politikempfehlungen zu beriicksichtigen. Dieser Hinweis gilt allgemei-
ner auch fiir entwickelte Volkswirtschaften immer dann, wenn eine marktwirtschaft-
liche Ordnung nur eingeschrénkt realisiert ist.

Mit Bezug zur Auswahl der dargestellten Ansdtze wird zum wiederholten Male
darauf hingewiesen, dall es neben den neoklassischen Wachstumsmodellen insbe-
sondere auch keynesianische und evolutorische Analysen des Wirtschaftswachstums
gibt. Auch wenn man der neoklassischen Methode den Vorzug gibt, sollte man die
anderen Richtungen nicht gidnzlich aus den Augen verlieren. Wie die Analyse des
Modells mit einer Beschrankung der Exportnachfrage gezeigt hat, kann manchmal
eine Integration verschiedener Ansitze zu einer besseren Erklarung empirischer Tat-
bestidnde beitragen. Auch die generelle Beschrankung auf Modelle mit langfristigen
Gleichgewichten wird zwar hdufig (und auch hier) mit den stilisierten Fakten beziig-
lich der langfristigen Konstanz etwa des Kapitalkoeffizienten begriindet, doch kann
man diese empirischen Daten auch anders interpretieren. Insbesondere die Tatsa-
che, dal etwa im Oniki-Uzawa-Bardhan-Modell gar kein steady state existiert, wenn
die Wachstumsraten der Bevolkerung in den betrachteten Landern nicht {iberein-
stimmen, macht die Betrachtung von langfristigen Gleichgewichten zumindest zwei-
felhaft. Zum Teil sind es wohl die mit Modellen ohne langfristige Gleichgewichte
verbundenen analytischen Schwierigkeiten, die zum Riickgriff auf Gleichgewichtsmo-
delle fithren. Durch die Betrachtung von Modellen ohne langfristige Gleichgewichte
kénnte auch der bereits angesprochene Strukturwandel, der zum Beispiel mit einer
andauernden Reallokation der Arbeit von der Landwirtschaft in den Industriesektor
und den Dienstleistungssektor verbunden sein kann, besser dargestellt werden. Er-
ste Ansitze in dieser Richtung stammen von Kongsamut et al. (2001), Koch (2002)
und Meckl (2002). Zuvor ist bereits festgestellt worden, dafd das Wachstum zumin-
dest teilweise endogen werden kann, wenn der Strukturwandel berticksichtigt wird.
Wie schon das Solow-Modell zeigt, sind die Wachstumsraten im allgemeinen immer
dann wirtschaftspolitisch beeinfluBbar, wenn man sich nicht auf die Betrachtung
langfristiger Gleichgewichte beschrankt.
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