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Vorwort

Der Sieber

Last um deft Kleinen nicht, das Grosse vom Gesicht.

Der schlaue Mensch lést sich belieben,
was Vortheil bringt dem Fleisch u. Blut:
Wie n6thig war ihm auszusieben,

das Bose durch erleuchten Mut,

das Allerbeste zu behalten

doch hier will Fleift und Lust erkalten.

Ganz im Sinne dieses mahnenden Verses gilt fiir die Redaktion der Siegener Bei-
trége durchaus, dass sie mit “Fleiff und Lust” danach trachtet das “Allerbeste
zu behalten”. Der Siebmacher nebst gereimter Moral stammt aus dem seinerzeit
weitverbreiteten Stindebuch' des deutschen Kupferstechers, Kunsthéndlers und
Verlegers CHRISTOPH WEIGEL des Alteren (1654-1725) und ist eines seiner be-
kanntesten Werke. “In liebevoller Weise sind 212 Berufssténde vom Advokaten bis
zum Zuckerbécker, vom Kiinstler bis zum Totengriaber bildlich dargestellt (fast die
Halfte allerdings von Jan und Caspar Luyken) und mit sinnreichen Lehrgedichten
versehen (wahrscheinlich von Abraham a Sancta Clara); weitere Kommentare zu
den Bildern stammen von W. selbst. Das Werk steht in der Nachfolge der tradi-
tionellen Standebiicher; mit seinen anschaulichen und detaillierten Darstellungen
handwerklicher T#tigkeit ist es ein wertvoller Bilderbogen barocken Lebens’?. Die
Tradition solcher Standebiicher reicht vom Mittelalter bis ins 18. Jahrhundert; die
bekanntesten waren von HANS SACHS und JOST AMMAN (1568), JAN und Kas-
PAR LUYKEN (1694) und eben CHRISTOPH WEIGEL. Auch wenn insbesondere die
Reihung bei HANS SACHS eine strenge Rangordnung vom Klerus iiber den Adel
zum dritten Stand einhélt, und auch WEIGEL zumindest im Titel beim Regenten
beginnt, so ist doch der {iberwiegende Teil der Biicher dem dritten Stand und
dessen extrem ausdifferenzierten Berufen gewidmet. “Weigel besuchte zahlreiche
Werkstétten selbst, zeichnete Gerdte vor Ort vom Original ab und stimmte auch
den Inhalt seiner Schilderungen mit den Handwerksmeistern ab.”? Das Vorgehen
Weigels entspricht also durchaus der Intention der Siegener Beitrége, unbeindruckt

1. Christoph Weigel: Abbildung Der Gemein-Niitzlichen Haupt-Stdnde Von denen Regenten
Und ihren So in Friedens- als Kriegs-Zeiten zugeordneten Bedienten an, bifs auf alle Kiinstler Und
Handwercker nach jedes Ambts- und Beruffs-Verrichtungen, meist nach dem Leben gezeichnet
und in Kupfer gebracht, auch nach dero Ursprung, Nutzbar- und Denkwiirdigkeiten kurz doch
griindlich beschrieben und ganz neu an den Tag geleget. Regensburg 1698.

2. Kurt Franz: Weigel, Christoph. In: K. Doderer, H. Daubert, (Hrsgg.): Lexikon der Kinder-
und Jugendliteratur. Bd. 3, P - Z. Weinheim 1979, pp. 774-776.

3. Gerald Sailmann: Der Beruf. eine Begriffsgeschichte. transcript Verlag 2018, p. 72.



vom Glanz der Regenten vor einer philosophischen oder historischen Analyse die
Werkstéatten der ‘wirklichen Mathematik’ in Augenschein zu nehmen.

Nicht allumfassend encyclopéddisch und schon gar nicht hierarchisch geordnet wie
die Stdndebiicher, aber allemal vielfdltig ist das thematische Spektrum des nun-
mehr vorliegenden dreizehnten Bandes der Siegener Beitrédge. So reicht der zeitli-
che Bogen von der Rolle der Mathematik in PLATONs Philosophie (Vogel) iiber die
angewandte Mathematik in der Wissenschaftssystematik des Barock bei JOHANN
FRIEDRICH WEIDLER (Reimers), tiber die Verhéltnisbestimmung von Mathematik
und Philosophie bei IMMANUEL KANT (Kanterian) bis zu RUDOLF CARNAPs Suche
nach Literatur, ABRAHAM A. FRAENKEL und der frithen Mengentheorie in Mar-
burg (Wille) und die Untersuchungen von THEKLA SCHMITZ und ILSE SCHNEIDER
zur philosophischen Position HENRI POINCARES (Reichenberger). Fachdidaktische
und historische Perspektive ergénzen sich bei einer Diskussion der curricularen
Rolle des Funktionsbegriffs (Mattheis) und einem Projektbericht zur Arbeit mit
historischen Quellen im schulischen Analysis-Unterricht (Junker und Spies), und
sie werden schlieflich auch auf ein systematisches Anliegen bezogen beim Thema
Infinitesimalien (Bediirftig) und beim Begriff des “Entdeckens” insbesondere mit
Bezug auf IMRE LAKATOS und GEORGE POLYA (Berendonk). Die Ereignisse des
Jahres 2020 konnen in vielerlei Hinsicht als einschneidend gelten, und sie gehen
auch am akademischen Denken nicht spurlos vorbei. Und so schliefsen diese Sie-
gener Beitriige mit Uberlegungen zur Bedeutung des Mathematischen in der noch
immer andauernden Corona-Krise (Nickel).

Insgesamt hoffen wir, dass ein interessiertes Lesepublikum wieder manche “Nutzbar-
und Denkwiirdigkeiten” in den Siegener Beitrdgen finden kann. Ganz im Geiste
der voranstehenden Gedanken dokumentiert der Band die Pluralitéit von Themen,
Perspektiven und Methoden — und kann hoffentlich ein Anstof fiir einen produk-
tiven Diskurs sein im Bemiihen um ein besseres Verstehen 'der’ Mathematik. Den
Autoren danken wir sehr herzlich fiir ihre Bereitschaft, daran mitzuwirken.

Unser Dank gilt dariiber hinaus Sebastian Schorcht fiir die Gestaltung der Titel-
graphik, Fabian Amberg fiir die I’ TEX-Bearbeitung des Manuskripts sowie Kordula
Lindner-Jarchow fiir die verlagsseitige Betreuung der Reihe.

Ralf Kromer Gregor Nickel



Platons Probe — Die Synopsis
mathematischer Wissenschaften
als Vermittlung platonischer
ldeenphilosophie

Moritz Vogel

1 Einleitung

Platons Name ist untrennbar mit der Annahme sogenannter Ideen verbunden.
Doch was ist eine platonische Idee (griech. eidog, 1déa)? Wie wird sie erkannt?
Und in welcher Beziehung stehen die intelligiblen Ideen zu den weltlichen Einzel-
phénomenen, deren Wesen sie fiir Platon sind? Diese Fragen beschéftigen nicht
nur die Platon-Rezeption von Aristoteles’ Kritik an seinem Lehrer bis zur heuti-
gen philosophiehistorischen Forschung, sie werden auch von Platon selbst in seinen
Dialogen literarisch inszeniert. Immer wieder scheitern die Gespréachspartner seiner
Protagonisten daran, die Frage nach der Idee einer Sache richtig zu beantworten.
Nicht selten missverstehen sie schon die Fragestellung. Platon war sich offenbar
bewusst, dass seine Ideenkonzeption nicht leicht zu verstehen ist. Eine Moglichkeit,
das richtige Verstdndnis der Ideen und ihrer Stellung innerhalb der Wirklichkeit
zu vermitteln, erkannte er in einem bestimmten Umgang mit Mathematik. Den
Sinn dieser Vermittlungsmethode zu rekonstruieren, ist Ziel dieses Aufsatzes — in
der Hoffnung, damit auch ein wenig zum Verstédndnis der platonischen Ideenphi-
losophie beizutragen.

Im siebten Buch der Politeia lasst Platon seinen Protagonisten Sokrates ein phi-
losophisches Bildungsprogramm entwerfen, das durch das Studium der mathema-
tischen Wissenschaften Arithmetik, Planimetrie (= Geometrie der Ebene), Ste-
reometrie (= Réumliche Geometrie), Astronomie und Harmonielehre auf die Dia-

SieB 13 (2020), 3-31



4 Moritz Vogel

lektik, die philosophische Wissenschaft von den Ideen vorbereitet. In diesem Zu-
sammenhang bezeichnet Sokrates die Synopsis (Zusammenschau) dieser fiinf ma-
thematischen Wissenschaften nach deren Einzelstudium als ,sehr grofte Probe
(ueyiotn melpa)* fiir die ,dialektische Natur (Stohextind) pioic)”
Diese Synopsis soll die ,Verwandtschaft besagter Disziplinen untereinander so-
wie mit der ,Natur des Seienden behandeln.! Die innermathematischen Zusam-
menhénge, die Platon damit andeutet, hat man héufig im Sinne einer Hierarchie
der mathematischen Gegenstinde Zahl, Linie, Flache, Korper, (regelméfige) Be-

eines Menschen.

wegung gedeutet, innerhalb derer die dimensionale Komplexitét schrittweise zu-
nimmt, wobei vor allem Konrad Gaiser diese Hierarchie als Modell fiir die plato-
nische Ontologie verstanden hat.? Tatséichlich skizzieren insbesondere Platons be-
rithmte Gleichnisse von Sonne, Linie und Hohle im sechsten und siebten Buch der
Politeia eine hierarchische Gliederung der Wirklichkeit, die systematisch zwischen
sinnlich wahrnehmbaren Einzelphdnomenen und ihrer rein geistigen Erkenntnis un-
terscheidet, die in letzter Instanz auf die dialektische Klérung der Ideen (ebenfalls
in einer hierarchischen Abfolge) abzielt.? Durch die Parallele von Seinshierarchie
und mathematischer Dimensionenhierarchie erméglicht Gaisers Deutung auch ein
sinnvolles Versténdnis der ,Verwandtschaft zwischen Mathematik und ,,Natur des
Seienden. Kaum behandelt wurde bisher die Frage, welche spezifische Funktion die
Synopsis mathematischer Wissenschaften im philosophischen Bildungsprogramm
in Politeia VII erfiillt, d.h. welche Rolle sie bei der Vermittlung platonischer Phi-
losophie spielt.* Wie ich zeigen mdchte, ist Gaisers Verstindnis der Mathematik
als Modell fiir Platons Ideen-Ontologie jedoch in dieser Hinsicht anschlussféhig.

Im Folgenden werde ich an einschlégigen Stellen der platonischen Dialoge her-
ausarbeiten, wie mathematisch-dimensionale Sachverhalte und Zusammenhinge

1. Vgl. R. 537c; vgl. auch (ohne expliziten Bezug zur Dialektik) Lg. 967d-e. Platons Werke
werden zitiert nach Burnet 1900 ff.; alle Ubersetzungen stammen sofern nicht anders angegeben
von mir. Die Ubersetzungen wurden verglichen mit der zweisprachigen Platon-Ausgabe von Eigler
2016, Ubersetzungen Friedrich Schleiermacher u.W.; der zweisprachigen Ausgabe der Politeia
von Szlezak 2000, Ubersetzung Rudolf Rufener; der Ubersetzung des Menon von Ebert 2018; der
Ubersetzung des Euthyphron von Forschner 2013.

2. Vgl. Gaiser 2004b, 145-146, 150; spezifisch zur Dimensionenfolge Zahl, Linie, Flache, Kor-
per als Modell der platonischen Ontologie vgl. ausfiihrlich Gaiser 1963, Erster Teil; dimensional-
hierarchische Deutungen der Synopsis in Politeia VII vertreten aufierdem Knorr 1975, 90-94;
Burnyeat 2000; Radke 2003, 209-220, 246-252; Lattmann 2019, 358-362; dafiir, dass das Studi-
um mathematischer Verhéltnisse und Analogien die mathematischen Wissenschaften verbinde,
argumentieren Fowler 1987, 106-157; Robins 1995; die These, ihre ,Verwandtschaft bestehe in
der wechselseitigen Anregung und Uberschneidung von Methoden und Konstruktionen zwischen
den einzelnen Disziplinen vertritt Kouremenos 2015, 71-102; vgl. auch Kouremenos 2004; 2018,
41-47, 108-119.

3. Vgl. R. 506b-518b.

4. Den Aspekt der Erkenntnisvermittlung beziiglich Zahl und Mathematik behandelt allerdings
ausfiihrlich, jedoch mit Fokus weniger auf Platon als auf die spétere platonische Tradition Radke
2003, vgl. insb. 2-4, 262 ff.



Platons Probe )

zentrale logische, epistemologische und methodologische Aspekte der platonischen
Ideentheorie detailliert modellieren und so deren philosophischen Sinn vermitteln
konnen (Abschnitt 2). Auf dieser Grundlage werde ich daraufhin die Funktion der
Synopsis der mathematischen Wissenschaften in Politeia VII als ,sehr grofse” und
entscheidende Probe fiir die Dialektik rekonstruieren (Abschnitt 3). Zwar wird in
der Politeia die Mathematik der Dialektik deutlich untergeordnet,® zugleich for-
muliert aber Sokrates das Bikonditional, dass jemand genau dann dialektikos ist,
wenn er auch synoptikos (betreffs der mathematischen Wissenschaften) ist.® Dies
ist, wie ich zeigen werde, so zu verstehen, dass die Synopsis der mathematischen
Wissenschaften im Sinne der besagten Dimensionenhierarchie dem Lernenden be-
reits die entscheidende kognitive Leistung der Ideenphilosophie abverlangt: Die
Reduktion komplexer Sachverhalte auf deren wesentliche Grundbestimmungen —
im Fall der Mathematik auf Zahlen, wobei vor allem das Problem der Inkom-
mensurabilitit am Ubergang zwischen den Dimensionen zu bewiltigen ist. Derart
gewinnen wir auch einen iibergreifenden, systematischen Rahmen fiir die zuvor
behandelten mathematischen Einzelbeispiele, mit denen Platon seine Ideenphilo-
sophie modelliert. Abschlieftend werde ich aus der rekonstruierten Engfiihrung von
(synoptisch verstandener) Mathematik und Ideenphilosophie eine Perspektive fiir
die systematische Platon-Interpretation anhand der Mathematikbeziige der Dia-
loge skizzieren (Abschnitt 4).

2 Die Mathematik der Ideenerkenntnis

Der Euthyphron und der Menon konnen als die frithesten Texte Platons gelten, in
denen die Idee als Gegenstand philosophischen Forschens in Erscheinung tritt. Die
Charakteristiken der Idee im Futhyphron und im Menon stimmen dabei in we-
sentlichen Punkten mit denjenigen in spiter datierten Dialogen iiberein.” Platons
Ideenbegriff liegt also in diesen Texten bereits vor. Da Platon mit beiden Dialogen
den Ideenbegriff zugleich von Anfang an in mathematische Beziige einlésst, bie-
ten diese sich fiir einen Einstieg in meine Untersuchung an. Allerdings ist Platons
klassische Ideentheorie nach gdngigem Verstdndnis erst spéteren Dialogen zuzu-
ordnen, da sie zusétzliche Annahmen {iber den ontologischen Status der Ideen, ihre
Begriindung und ihr Verhéltnis zur Welt und den Einzeldingen einschlieffe. Diese
Theorie habe Platon erst nach seinen frithen Werken, vor allem in Politeia VI und

5. Vgl. R. 510c-511d, 531c-532e.

6. Vgl. R. 537c7.

7. Insb. Einheit, Allgemeinheit, Gegenstand der ,Was ist...?-Frage. Vgl. unten zum Euthyphron
und Menon mit Phd. 75c-d, 92d, 100c-101c; R. 475e-476¢, 507b, 515d, 532a-b. Zur Datierung
der platonischen Dialoge vgl. Erler 2007, 22-26.
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VII, formuliert.® Ich mochte hier jedoch vorschlagen, die beiden frithen Dialoge
Euthyphron und Menon in Ubereinstimmung mit der Politeia zu interpretieren.

Im FEuthyphron diskutieren Sokrates und der Mantiker Euthyphron iiber die Got-
tesfiirchtigkeit (evoéfeta) und vor allem die Frage, was ,das Fromme (16 Golov)”
sei.? Ziel ist dabei die Bestimmung der Idee dieser religidsen Kategorie:

[SO.] Nun bei Zeus sage mir also, was du, wie du gerade eben behaup-
tet hast, deutlich weist: Etwas wie Beschaffenes ist, wie du sagst, das
Gottesfiirchtige und das Gottlose sowohl beziiglich des Mordes als auch
beziiglich der {ibrigen Dinge? Oder ist nicht in jeder beliebigen Hand-
lung das Fromme selbst mit sich identisch, und das Unfromme wieder-
um das jedem Frommen Entgegengesetzte, selbst aber sich gleich und
eine gewisse einheitliche Idee (idéa) besitzend gemif seiner Unfrom-
migkeit jedes, was auch immer unfromm sein soll?

EUTH. Auf alle Weise sicherlich, Sokrates.

SO. So sage denn: Was ist, wie du behauptest, das Fromme und was
das Unfromme?*°
Die Idee wird hier als Gegenstand der “Was ist...7*“-Frage eingefiihrt. Dieser Gegen-
stand ist durch Allgemeinheit und Einheitlichkeit gekennzeichnet, die hier auch als
Ubereinstimmung der Idee mit sich selbst verstanden wird. Mit Letzterem ist der
Sache nach bereits die zeitlose Unverdnderlichkeit und Ewigkeit der Ideen in spé-
teren Dialogen impliziert.!'’ Doch statt das eine allgemeine Wesen des Frommen
anzugeben, benennt Euthyphron im Folgenden nur Einzelfélle frommer Handlun-
gen.'? Sokrates kommt daher erneut auf den Ideenbegriff zuriick:

SO. Erinnerst du dich also, dass ich dich nicht ermuntert habe, mich
dies zu lehren, eines oder zwei von den vielen frommen Dingen, son-
dern jene Idee (eidoc) selbst, durch die alle frommen Dinge fromm
sind? Denn du hast behauptet, dass wohl durch eine einheitliche Idee

8. Z.B. unterscheidet Allen zwischen einer frithen und einer spéateren ,theory of forms* bei
Platon. Fiir die spétere Ideenlehre in Phaidon und Politeia sei eine ,ontology of Two Worlds*
spezifisch; vgl. Allen 1970, 67 ff., insb. 68; fiir eine systematische Differenz hinsichtlich der Begriin-
dung von Ideenwissen im Menon und in der Politeia, die auf die Herausbildung mathematischer
Axiomatik zur Zeit Platons zuriickgehe, argumentiert Karasmanis 2018, insb. 328-332.

9. Vgl. Euthphr. 4e-5d.

10. [E£.] VOV obv npdc Atdg Aéve pot & vuvdy) cagdse eidévan Suoyvpeilou, Toldv L To eVoeBic ¢Nc
elvan xol TO doePEc xal Tepl POVoL xol TEpl TEV dAwY; 1) oV TadTéY EoTv Ev Tidoy Tpdlel TO dotov
aTO aDTE, %ol TO &vdolov ab ToU pEv dclov Tavtog Evavtiov, adtd B¢ abTE duolov xol Exov ulav
Twvd B€ay xotd THY dvooitdtnta TV GTinep v HEAY dvdolov Elvou;

ETYO. [Tdvtoe d¥mou, & Sdxpotec.

3. Aéve 8%, Tl pNe elvon 10 dolov xal tl 10 dvédolov; Euthphr. 5¢8-d7.

11. Vgl. insb. R. 508d, 509b; Ti. 27d-29d, 31a-b, 37c-38b, 39d-e.

12. Vgl. Euthphr. 5d-e, 6d.
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(id¢a) sowohl die unfrommen Dinge unfromm sind als auch die frommen
fromm; oder erinnerst du dich nicht?

EUTH. Ich erinnere mich gewiss.

SO. Diese Idee (i8éa) selbst lehre mich nun, was sie denn eigent-

lich ist, damit ich, indem ich auf jene hinblicke und sie als Muster
(nopdderyua) gebrauche, sage, dass dasjenige von dem, das entweder
du oder irgendein anderer jeweils tut, fromm ist, das jeweils so beschaf-
fen (toloUtov) ist; aber nicht sage, dass dasjenige, das jeweils nicht so
beschaffen ist, fromm ist.!?
Hiermit wird die Funktion der platonischen Idee als Paradigma fiir das Erken-
nen eingefiihrt. Das eidetische ,Muster” ist durch philosophische Begriffsexplika-
tion ,lehrbar. Zugleich unterscheidet die Passage den ,Blick* auf die Idee des
Frommen von der sprachlichen Identifikation dessen, was im Einzelnen fromm ist.
Damit sind drei Positionen bezeichnet: 1. Die Idee als Paradigma, die ,erblickt®
wird, 2. ihre begriffliche Definition, die die ,Was ist...?~Frage beantwortet, 3. die
vielen so beschaffenen Einzelgegenstdnde und ihre sprachliche Identifikation. Die
Position 3 kommt bereits zum Ausdruck, wenn Euthyphron die ,Was ist...7*~Frage
durch die Angabe von Einzelféllen beantwortet. Dabei handelt es sich um ein na-
heliegendes Missverstandnis der Was- bzw. Wesensfrage, das prominent auch im
Menon und im Theaitetos vorkommt.!* Bemerkenswert ist, wie der junge Theai-
tetos im gleichnamigen Dialog zeigt, dass er Sokrates’ Korrektur seines Missver-
stdndnisses verstanden hat — ndmlich, indem er das Verhéltnis von Einzelfallen
und ihrer allgemeinen Definition auf ein mathematisches Beispiel {ibertragt. Die
(unendlich vielen) moglichen ganzzahligen Flacheninhalte eines Quadrats relativ
zu einem Einheitsquadrat lassen sich in zwei Klassen einteilen: Diejenigen, die ein
quadratzahliges Vielfaches des Einheitsquadrats sind und also durch ein Quadrat
mit kommensurabler Seitenldnge dargestellt werden konnen, und diejenigen, bei
denen dies nicht der Fall ist, sodass die entsprechende Quadratseite relativ zum
Einheitsquadrat der Lénge nach (udxet) inkommensurabel und nur im Quadrat
(3uvépet) kommensurabel ist.!® Theaitetos leistet diese Verallgemeinerung durch
Verkniipfung zweidimensionaler Gréfen mit Zahlen — namlich Quadratzahlen.'6

13. £Q. Méuvnoou odv &1t o0 100T6 oot dexehevduny, €v Tt 7 8o pe dddEan TV TOANGY doiwv,
AN Exelvo adTO TO Eldog & ThvTa T& bola Soid EoTwy; Egpnoda ydp Tou Wwid idéy & te dvdoia dvdoia
elvar xol & dota Soat: 1} o0 pvnuovelels;

ETO. "Evovye.

2Q. Tadtnv tolvuv pe adthy didalov v Béav tic moté éotwy, Dva elc éxelvny dnoPrénwy %ol
xeouevoe adTfi napadelypatt, 6 pev &v Tololbtov fi v &v 1) oL # dAhog Tic TpdtTn & Golov elvat, O
3’ &v un towdtov, un ¢&. Euthphr. 6d9-e6.

14. Vgl. Men. 7le-72c; Tht. 146¢-147c.

15. Vgl. Tht. 147c-148b; vgl. auch Euklid X, Def. 1, 2. Fiir Euklids Elemente beziehe ich mich
auf die Ausgabe von Heiberg und Menge 1883 ff.; und die Ubersetzung von Heath 1956.

16. Vgl. auch Euklid X, Prop. 9. Zur mathematikhistorischen Interpretation der Stelle im Hin-
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Die Positionen 1 und 2 sollen im Folgenden beleuchtet werden. Die oben zitierten
Passagen spielen mit dem Kontrast zwischen diskursivem Definieren und dem ,Hin-
blicken“ auf die Idee. Zugleich gehort beides insofern zusammen, als die diskursive
Definition die Idee ,lehren®, also deren Erkenntnis vermitteln soll. Wie ist beides
philosophisch sinnvoll zu verbinden?!” Meines Erachtens griindet die Schwierig-
keit, die Diskursivitit der Definition mit dem ,Blick* auf die Idee zu verbinden,
vor allem in der vermeintlichen Differenz zum eidetischen Erkenntnisgegenstand,
die das ,Hinblicken* im Sinne einer rdumlichen Distanz impliziert. Naheliegender
Weise kommt es Platon bei dieser Formulierung jedoch nicht auf ein Distanzver-
héltnis sondern vielmehr auf die Unmittelbarkeit des Erkennens an. Der ,Blick®
auf das eidetische Paradigma einer Sache steht folglich metaphorisch fiir die un-
mittelbare geistige Prasenz dessen, was wir Menschen als rationale Wesen wissen
und verstehen. Was ich weifs, bedarf keiner weiteren vermittelnden dufleren oder
intramentalen Aktivitdt, mit der ich mich seiner beméchtige, sondern das Gewuss-
te ist einfach da und insofern besteht gerade keine Distanz zwischen Erkennendem
und Erkanntem. Zwar macht die Formulierung auch einen Unterschied zwischen
Erkenntnissubjekt und Idee — der Wesensgehalt einer Sache hat unabhingig von
demjenigen Geltung, der ihn weifs und versteht —, doch iiberwindet die menschliche
Ratio, sofern sie weifs und versteht, diese Differenz durch ein unmittelbares geis-
tiges Gewahren — gewissermafsen ohne ,Zwischenschritte. Dagegen koinzidieren
die lautliche und selbst die geistige Rezeption der richtigen Definition einer Sache
nicht unmittelbar und notwendig mit dem Wissen um ihr Wesen, auch wenn sie
es bestenfalls vermitteln. Eine Definition kann man auch (akustisch oder geistig)
nicht oder missverstehen. Die logische Relation zwischen Definition und Ideenwis-
sen ist damit klar: Das unmittelbare Wissen um die Idee einer Sache, das jemand
besitzt, ermoglicht es ihm, diese richtig zu definieren; nicht jedoch begriindet das
akustische oder mentale Vernehmen einer Definition unmittelbar Ideenwissen.

Doch welche Schwierigkeiten kénnen sich konkret beim Verstehen einer (richtigen)
philosophischen Definition und damit beim Erfassen der Idee einer Sache ergeben?
Im Menon fiihrt der erste eigentliche Definitionsversuch nach der Aufzdhlung von
Einzelbeispielen erneut auf viele Tugenden (dpetal) statt auf das ,eine* Tugend-
hafte, ,das durch all diese hindurch existiert (thv 8¢ piav, 7 8t& nédviwy TOVTWY
¢otiv)®. Doch diese Vielheit sei eine andere als diejenige, die sich aus der Aufzah-
lung von Einzelbeispielen ergeben habe, erklirt Sokrates.'® Menon hat Tugend

blick auf Euklids Elemente vgl. Knorr 1975, 62-108, 170-297; zur philosophischen Pointe der Stelle
vgl. Hardy 2001, 28-39; zum Ursprung der euklidischen Mathematik bei Platon vgl. neuerdings
Lattmann 2019, insb. 429-432.

17. Zum Problem, wie die sensualistischen, meist optisch konnotierten Formulierungen, die
Platon fiir die Beschreibung der Ideenerkenntnis nutzt, zu interpretieren und mit diskursiver
Rationalitét in Einklang zu bringen sind vgl. auch Horn und Rapp 2005, 11-26.

18. Vgl. Men. 74a7-10.
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als die Fihigkeit, iiber Menschen zu herrschen, definiert.'® Von dieser Definition
kann Sokrates zeigen, dass sie implizit vom Begrift der Gerechtigkeit (duxatooivn)
abhéngt. Denn nur gerechte Herrschaft ist auch tugendhaft. Doch Gerechtigkeit
ist selbst eine Tugend neben anderen (Weisheit, Besonnenheit, Tapferkeit, ...),
eben nicht die Tugend, d.h. deren eines, allgemeines Wesen.2® Im Unterschied zur
Angabe konkreter Einzelbeispiele fiir Tugendhaftigkeit (Die Tugend des Mannes
ist X, die Tugend der Frau ist Y, ...2!) befinden wir uns nun allerdings bereits
auf einer allgemeinen Ebene. Gerechtigkeit kann grundsétzlich als eine Tugend
gelten, nicht nur beziiglich einzelner Menschen(-gruppen). Sokrates erklirt das
Problem am Beispiel des Begriffs der geometrischen Gestalt (oyfjuc).?? Auch die
allgemeinen geometrischen Bestimmungen des ,Runden“ und des ,Geraden* geben
nicht den Begriff geometrischer Gestalt an.?? Vielmehr gibt Sokrates eine Defini-
tion dieses Begriffs, die nicht von denjenigen Einzelféllen oder Begriffen abhéngig
ist, die er unter sich subsumieren soll: Gestalt ist die (ebene) Grenze des Kor-
pers.2* Gestalt wird hier offenkundig durch den noch allgemeineren Begriff der
Grenze (népac) definiert, indem dieser auf das geometrische Verhéltnis von ebener
Flache und Koérper angewendet und dadurch spezifiziert wird. Bemerkenswert ist
das geometrische Ordnungsverhéltnis: Die ebene Fliache bestimmt, ,definiert”, den
Korper, der also von der Kategorie des Zweidimensional-Flachenhaften abhéngt,
wahrend umgekehrt eine zweidimensionale Flache nicht notwendig in Beziehung
auf den Korper betrachtet werden muss. So kénnen geometrische Studien sich auch
mit zweidimensionalen Objekten, z.B. Dreiecken, um ihrer selbst willen beschéfti-
gen. Die Berechnung bspw. des Volumens einer Pyramide, eines Kegels oder eines
Zylinders ist hingegen abhiingig von der Berechnung ihrer Grundfliche.?®

Die Frage nach einem Ordnungsverhéltnis stellt sich auch im FEuthyphron. Zum
Zweck der Definition des Frommen schligt Sokrates Euthyphron die Annahme
vor, dass alles Fromme gerecht sei.?8 Nachdem Euthyphron zugestimmt hat, fragt
Sokrates, ob dieses Verhéltnis auch umgekehrt gelte, ob also auch alles Gerech-
te fromm sei.?” Da Euthyphron nicht folgen kann, gibt Sokrates auch hierfiir ein
Beispiel aus der Mathematik: Es ist nicht immer da, wo Zahl ist, auch Ungera-

19. 8pxew oldv T’ eivon @V avdpdnwyv Men. 73c9.

20. Vgl. Men. 73d-74a.

21. Vgl. Men. 71 e-72 a.

22. Vgl. dazu auch Gaiser 2004a, 358-367.

23. Vgl. Men. 73 e-74 e.

24. otepeod népag oxfina elvor Men. 76a7. Vgl. auch zuvor éninedov 76al. Dafiir, dass der Aspekt
des Ebenen entgegen der expliziten Formulierung des Textes in die Definition einzubeziehen ist,
argumentiert iiberzeugend Ebert 2018, 76-81, 166-170.

25. Die Geometrie der Koérper wird in Euklids Elementen erst ab Buch XI behandelt, nachdem
bereits die Geometrie der Ebene und die Arithmetik in den Biichern I-X abgehandelt wurden.

26. I8¢ ydp €l 00x Avaryxoildv ool doxel dixowov elvon dv 10 6clov. Euthphr. 11e4-5.

27. Vgl. Euthphr. 11e7-12a2.
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des, wo aber Ungerades ist, da ist auch Zahl.?® Das Beispiel veranschaulicht ein
mereologisches Verhéltnis: Das Fromme ist Teil des Gerechten wie das Ungerade
Teil der Zahl. Es bedarf daher einer spezifizierenden Definition fiir die beiden Tei-
le der Zahl, Gerades und Ungerades. Dazu ist zu bemerken, dass der Zahlbegriff
bei Platon am ehesten mit unseren natiirlichen Zahlen zu vergleichen ist, wes-
halb die Einteilung der Zahlen in gerade und ungerade Zahlen erschépfend ist.??
Sokrates definiert folgendermafien: Gerade ist diejenige Zahl, die nicht oxainvéc,
sondern icooxehic ist.39 Die beiden uniibersetzten Termini sind fiir die Fragestel-
lung dieses Aufsatzes von Interesse. Forschner {ibersetzt sie sinngeméf richtig mit
,unpaarig® und ,paarig“:3! Gerade Zahlen sind durch Zwei teilbar, ungerade Zahlen
hingegen nicht. Insofern besitzen gerade Zahlen zwei gleiche Héalften. Dahingehen-
de Definitionen des Geraden und Ungeraden finden sich auch bei Euklid.3? Die
Formulierungen oxaAnvéc / loooxelic verwendet Euklid in diesem Zusammen-
hang allerdings nicht. Vielmehr bezeichnet der (sowieso schon seltene) Terminus
loooxehég bei Platon wie bei Euklid an anderen Stellen ein gleichschenkliges Drei-
eck.33 Folglich assoziiert Platon im Futhyphron die Hilften einer geraden Zahl
bewusst mit den Schenkeln eines gleichschenkligen Dreiecks — und umgekehrt die
ungeraden Zahlen mit einem Dreieck ohne gleiche Seiten.?* Gerade und Ungerade
werden durch diese geometrische Konnotation vom iibergeordneten, allgemeinen
Zahlbegriff abgesetzt.

Insgesamt zeigt sich damit, dass fiir Platon das wesentliche Problem der definitori-
schen Ideenbestimmung im richtigen Erkennen des Vorrangigen und des Nachran-
gigen besteht. Diese hierarchischen logischen Verhéltnisse veranschaulicht Platon
im Menon und FEuthyphron nach fehlgeschlagenen Ideendefinitionen durch mathe-
matische Beispiele, in denen sich ebenfalls logisch-hierarchische Verhéltnisse fest-
stellen lassen. Nehmen wir noch die Stelle im Theiatetos hinzu, die das elementare
Missverstandnis der Wesensfrage mathematisch veranschaulicht, dann lassen sich
die diskutierten mathematischen Beispiele folgendermafen bestimmen und verglei-
chen: Einmal wird eine unbegrenzte Vielheit linear-flichenhafter Verhéltnisse auf
eine allgemeine arithmetische Regel gebracht ( Theaitetos), ein andermal der Kor-
per durch die Fliche begrenzt und bestimmt (Menon), und wieder ein andermal
eine Teilmenge der Zahlen durch linear-planare Charakteristik von den Zahlen im
Ganzen abgesetzt (Euthyphron). Es deutet sich damit in diesen Beispielen bereits

28. Homep dpriwol eptttdy, Hote 00y varep dprduog Evia xol TepltTdy, (va 8t TEELTTOV Evia 1ol
dprdude Euthphr. 12¢6-8.

29. Zum Zahlbegriff bei Platon vgl. auch unten Abschnitt 3.

30. Vgl. Euthphr. 12d8-10.

31. Vgl. Forschner 2013, 25, 149-150.

32. Vgl. Euklid VII, Def. 6, 7.

33. Vgl. Ti. 54b-c; Euklid I, Def. 20, Prop. 5, IV, Prop. 10, 11, 15.

34. Vgl. dementsprechend die Definition des oxahknvov tpiywvov Euklid I, Def. 20.
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eine mathematisch-dimensionale Hierarchie vom Korper bis zur Zahl an.

Wir kénnen nun das Vermittlungsproblem genauer fassen, das sich aus der oben am
Euthyphron bezeichneten Differenz zwischen Idee und ihrer Definition ergibt. Die
richtige Ideendefinition hangt von der addquaten Bestimmung eines hierarchischen
begrifflichen Zusammenhangs jenseits der Einzelphinomene ab.3® Dementspre-
chend beschreibt Platon mit dem Liniengleichnis der Politeia dialektische Ideener-
kenntnis als deren hierarchische Ableitung aus einem voraussetzungslosen Prinzip
(dvunbbetoc dpyr) ohne Riickgriff auf sinnliche Wahrnehmungen. Dieses Prinzip,
die Idee des Guten, wird zuvor durch Reflexion auf die Begriindung begrifflicher
Voraussetzungen (Omoféoeic) erreicht.®® Doch selbst die sorgfiltigste sprachliche
Formulierung des derart erfassten hierarchischen Begriffszusammenhangs in einer
Definition kann nicht garantieren, dass dieser von anderen sogleich richtig ver-
standen und anerkannt wird. Wer die hierarchische Ordnung der Ideen n&dmlich
nicht selbst nachvollzieht, fiir den bleibt die Definition zuféllig und anfechtbar.
Dementsprechend ldsst Platon seinen Sokrates im Menon sagen, dass wahre Mei-
nungen (&hndeic d6&at) davonlaufen kénnten wie der Legende nach die Statuen des
Daidalos, wenn sie nicht durch ,Berechnung eines Grundes (aitioc Aoyiouoc)“3?
festgebunden wiirden. Und dies entspreche wiederum ihrer eigentlichen Erkennt-
nis (émotiun).?® Ein weiterer Beleg fiir meine Interpretation ist die Kritik der
sophistischen Eristik im Phaidon. Die ,Streitkiinstler (&vtihoywoi3?)* vermischen
demnach gedanken- und sorglos den Anfang (dpy#) und das aus ihm Abgeleitete

40 _ gie kiim-

(€€ éxelvne dOpunuévev), um sich selbst zu gefallen (abtolc dpéoxewv)
mern sich also gerade nicht um die hierarchischen Verhéltnisse der Ideen, sondern
wollen schlicht recht behalten. Mit dieser Strategie konnen sie all diejenigen téu-
schen und {iberzeugen, die nicht wahrhaft philosophieren, d.h. sich nicht um den

tatsdchlichen Zusammenhang der Dinge bemiihen.

35. Sph. 253b-260a nimmt Platon hinsichtlich der ,groffiten Gattungen (uéyioto yévn)“ auch
die Moglichkeit an, dass sich Begriffe wechselseitig ein- oder ausschlieften und so gegenseitig
definieren. Wie sich dies zur rekonstruierten, hierarchischen Ideenlogik verhalt, kann hier nicht
diskutiert werden. Denkbar ist, dass sich die allgemeinsten Gattungen wechselseitig definieren,
wéahrend alle weiteren Ideen sich ihnen in einer hierarchischen Gliederung unterordnen.

36. Vgl. R. 510b, 511 b-c. Zu Platons Methode der Dialektik und zur entsprechenden Begriin-
dung der platonischen Ontologie vgl. Halfwassen 2015, 94-100.

37. Ubersetzung Ebert.

38. Vgl. Men. 97d-98a, zum Motiv der Daidalosbilder vgl. auch Euthphr. 11b-d, 15b. Die These
von Karasmanis 2018, dass Platon im Menon noch keine prinzipientheoretische Wissensbegriin-
dung annehme, ist vor allem im Fehlen einer expliziten Referenz auf letzte Prinzipien im Menon
begriindet. Allerdings kann Platon das héchste Prinzip, die Idee des Guten, R. 508e2-3, 517c1-2
auch als aitio bezeichnen. Daher interpretiere ich den aitiog Aoyioudéc des Menon als Verweis auf
diese Prinzipientheorie. Zur weiteren Kontextualisierung der Stelle durch den Gorgias, Phaidon
und die Politeia vgl. Erler 1987, 86-90.

39. Dies ist auch ein bei Diogenes Laertius (Vitae 3, 37) iiberlieferter Titel einer Schrift des
Sophisten Protagoras; Referenzausgabe der Vitae philosophorum Marcovich 1999.

40. Vgl. Phd. 101d-e. Als Persiflage solcher Eristik kann Platons Euthydemos gelten.
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Eine viel rezipierte Stelle im Menon ermdoglicht es uns, dieses Vermittlungspro-
blem noch in anderer Hinsicht zu fassen. Im Menon wird Lernen (uovBévew) im
Sinne rationalen Erkennens als ,Wiedererinnerung (&véuveoic)* konzipiert.*! Ein
Lehrer zeigt im dialektischen Gespriach dem Lernenden durch Fragen das Nichtwis-
sen auf, das sich hinter dessen falschen Meinungen verbirgt,*? um dann in einem
zweiten Schritt durch weiteres Befragen die richtigen Vorstellungen und schliefslich
das Wissen um die Natur der Dinge im Lernenden zu reaktivieren,*? die dessen
Seele bereits vor der Geburt, d.h. vor dem Eintritt in die kérperliche Welt, erlangt
habe.** Dabei inszeniert Platon die Wiedererinnerungslehre am mathematischen
Problem der Quadratverdopplung. Nach anfénglichen Fehlversuchen 16st ein Skla-
venjunge das Problem von Sokrates’ Fragen gefiihrt und mithilfe eines geometri-
schen Diagramms, das Sokrates parallel zeichnet. Die Pointe ist einerseits, dass
die allgemeinen Lésung des Problems — die Diagonale eines Quadrats entspricht
der Seitenldnge eines Quadrats mit doppeltem Flacheninhalt — weder mit der ge-
zeichneten Figur noch mit Sokrates’ Fragen unmittelbar identisch ist und folglich
als eine Wiedererinnerung des Jungen interpretiert werden muss, in dessen See-
le diese Losung bereits angelegt war. Dies entspricht der bisher rekonstruierten,
grundlegenden Differenz zwischen geistiger Erkenntnis und ihrer sprachlichen und
anschaulich-individuellen Représentation. Es ist andererseits bemerkenswert, dass
dieses mathematische Problem seine Losung gerade auf geometrischer Ebene, im
linear-planaren Bereich erfahrt. Die Seitenlénge eines Quadrats mit doppeltem Fla-
cheninhalt ist mit den Seiten des Ausgangsquadrats inkommensurabel und dement-
sprechend eine exakte arithmetische Losung unmoglich. Dies widerspricht jedoch
nicht der dimensionalen Hierarchie vom Korper bis zur Zahl, deren Bedeutung fiir
Platon sich oben angedeutet hat. Es zeigt vielmehr deren Kehrseite. In Richtung
von der Zahl bis zum Korper findet ein schrittweiser Komplexitatszuwachs statt,
der sich mathematisch im Phinomen der Inkommensurabilitidt duflert, also darin,
dass sich Verhéltnisse mit einer gewissen dimensionalen Komplexitét nicht not-
wendig durch die Kategorien der vorgeordneten Dimension(en) adidquat erfassen
lassen. So ist hier die Diagonale des Quadrats nicht mit den Seiten kommensurabel,

die dieses Quadrat aufspannen.*®

41. Vgl. Men. 80d-86¢.

42. Vgl. Men. 84a-d.

43. Vgl. insb. Men. 85c-d.

44. Vgl. auch Phd. 74d-77a; Phdr. 249b-c. Ebert 2018, 1-5, 95-120, 178-191 vertritt die These,
dass Platon die Wiedererinnerungslehre selbst nicht vertreten habe. Platon distanziere sich an den
betreffenden Stellen von dieser pythagoreisch-empedokleischen Vorstellung. Diese These kann hier
nicht diskutiert werden. Fiir meine Argumentation geniigt es, das Motiv der Wiedererinnerung
im Menon als Reflex des Schriftstellers Platon auf die rekonstruierte Vermittlungsproblematik
verstehen zu koénnen.

45. Vgl. auch Gaiser 2004a, 370-372.
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Dennoch setzt das Problem der Quadratverdopplung den (antik-platonischen)
Zahlbegriff voraus — allein schon deshalb, weil eine Verdopplung des Quadrats
bezweckt wird. Auferdem bilden ganzzahlige Verhéltnisse linearer Grofsen erst den
Horizont, in dem sich das Problem der Inkommensurabilitidt der Quadratdiagonale
bzw. der Seitenldnge eines Quadrats mit doppeltem Flacheninhalt stellt. Hier ist
von Bedeutung, dass Sokrates die richtige, allgemeingiiltige Losung des Jungen,
seine wahre Meinung, von der eigentlichen Erkenntnis des Sachverhalts, die dieser
erst durch ausgiebige weitere Befragung (wieder-)erlangen wiirde, unterscheidet.46
Dies hat Claas Lattmann neuerdings so gedeutet, dass der Junge das Problem zwar
richtig gelost hat, jedoch ohne es angemessen mathematisch zu verstehen. Dies set-
ze ndmlich mathematisches Fachwissen voraus, das der Sklavenjunge offensichtlich
(noch) nicht hat. Insbesondere sieht Lattmann im Menon die bereits genannte
Theorie der (In-)Kommensurabilitdt hinsichtlich quadratischer Fldchen aus dem
Theaitetos vorausgesetzt und auch angedeutet.*” Tatséichlich stellt das Problem
im Menon einen Anwendungsfall der allgemeinen Theorie des Theaitetos dar. Die
Zahl Zwei ist keine Quadratzahl und dementsprechend sind die Seiten eines Qua-
drats mit doppeltem Fliacheninhalt relativ zum Ausgangsquadrat (der Linge nach)
inkommensurabel. In diesem Sinn ist das Problem der Quadratverdopplung und
seine Losung im Kontext des dimensionalen Zusammenhangs (Korper), Fliche,
Linie, Zahl zu verorten.

Da allerdings die Losung nicht unmittelbar durch Zahlen darstellbar ist, gilt es, die
verschiedenen Grofen — Flidchen und Linien — geometrisch in eine Konstellation
zu bringen, in der sich das Verhiltnis 2 : 1 zweier Quadratflichen im wahrsten
Sinne des Wortes abzihlen® lisst (Abbildung 1). Dieser Punkt ist nun auch fiir
die platonische Erkenntnistheorie relevant. Generell sind Einzelphdnomene oder
partikulare Begriffe, wie wir gesehen haben, von deren allgemeinen Oberbegriffen,
deren Wesensgrund zu unterscheiden. Sie sind begrifflich spezifiziert oder individu-
elle Objekte und Sachverhalte in Raum und Zeit. Zugleich geht die philosophische
Frage nach deren allgemeinem Wesen, ihrer Idee, von eben diesen nachrangigen
Begriffen und Gegenstidnden aus. Ebenso stellt sich die mathematische Erkenntnis

46. Vgl. Men. 85c-d, 86a.

47. Vgl. Men. 84c1-2: nepl toU dimhaciou xwpelov, d¢ et dimhaciay Ty yeopuny €xewv uhxel. Vgl
dazu Lattmann 2019, 117-151, insb. 137-145; Ebert 2018, 114-115; Karasmanis 2018, 326-328 neh-
men Men. 85¢9-d10 zum Anlass, die Unterscheidung zwischen richtiger Meinung und Erkenntnis
zu verwischen bzw. dem Sklavenjungen doch in gewisser Hinsicht Erkenntnis zuzuschreiben. Ich
halte diese Unterscheidung allerdings mit Lattmann fiir gleichermafien systematisch bedeutsam
wie deutlich im Text ausgezeichnet. Die einzige scheinbar widersprechende Formulierung Men.
85d9: thv emoTiuny, fiv vOv obtog €xeL, kann im Sinne des Wiedererinnerungsmotivs so interpre-
tiert werden, dass der Junge besagte Erkenntnis zwar grundsétzlich hat, diese ihm vorerst jedoch
nur ,wie im Traum (&onep dvop Men. 85¢9)“, namlich als richtige Meinung, gegenwértig ist.

48. Vgl. Men. 85a-b. Vgl. allerdings zum Unterschied zwischen moderner, ,arithmetised“ Geo-
metrie und antiker, ,non-arithmetised“ Geometrie in diesem Zusammenhang Fowler 1987, 10-14.
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des Sklavenjungen im Menon eben anhand eines anschaulichen Modells und im
Gespréch mit Sokrates ein. Erkenntnis kann auf Sprache und Anschauung ebenso
wenig verzichten, wie das Problem der Quadratverdopplung nicht allein auf Ebene
der Arithmetik 16sbar ist. Folglich muss philosophische Erkenntnis einerseits klar
zwischen logisch vorrangigen und nachrangigen Begriffen sowie den Darstellungs-
formen und individuellen Reprisentationen dieser begrifflichen Ebene unterschei-
den, zugleich gilt es gerade die nachrangigen Begriffe, Sprache und Anschauung so
in Beziehung zusetzen, dass auf der vorrangigen Ebene eine Ideendefinition ersicht-
lich wird. Tatséchlich erklirt Platons Siebter Brief,"® dass Vernunft (gpévnolc /
volc) ,aufleuchte”, wenn Benennungen, Definitionen und sinnliche Anschauungen
im Gespriich ,aneinander gerieben (tpifbuevo mpog dAknha)* wiirden.>°

o o)

©
©

Abbildung 1: Geometrische Losung der Quadratverdopplung

Demnach erfordert philosophische Erkenntnis, dass unterschiedlich allgemeine Be-
griffe, sprachliche Bezeichnungen und Einzelph&nomene versuchsweise in Bezie-
hung gesetzt werden, bis sich ein rationaler Zusammenhang einstellt. Da es einer-
seits dieses Probierens bedarf und andererseits eine grundlegende Differenz zwi-
schen Erkenntnis und ihrer Darstellung besteht, wird verstdndlich, dass Platon eine
explizite, aber starre Fixierung wichtiger philosophischer Erkenntnisse ablehnte.
Der Phaidros und der Siebte Brief formulieren eine Schriftkritik, die wir auch
auf Platons eigene schriftstellerische Tétigkeit beziehen miissen.’’ Beide Texte
unterscheiden zwischen (Platons) ernsthafter Philosophie, die im miindlichen Ge-
spréach stattfinde, und Schriftwerk, das fiir den dialektischen Philosophen nur ein
Spiel (nodid)“ sei, jedoch auch als Erinnerungshilfe fiir die miindliche Philoso-
phie dienen konne.5? Hintergrund ist eben die Vorstellung, dass die Schrift nicht

49. Zur Echtheitsfrage hinsichtlich des Siebten Briefs vgl. iberzeugend Szlezak 2017.

50. Vgl. Ep. 344b3-cl.

51. Vgl. dazu ausfiihrlich Szlezak 1985, insb. 7-23, 386-405; vgl. auch Kramer 1959, 393—404;
Erler 1987, insb. 21-37, 280-295; Poetsch 2019, 185-196; im Ansatz Gaiser 1963, 1-15.

52. Vgl. nepl & éyd onouddlw Ep. 341cl-2 und die Haufung der Formen von oroudaioc Ep. 344c;
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selbstverstandlich ist. Wer die Einsicht in das Wesen der jeweiligen Sache bereits
erreicht hat, der versteht auch dessen schriftliche Darstellung. Doch mit Blick auf
alle anderen ist fiir den Philosophen in diesem Medium Zuriickhaltung angezeigt.
Denn die geschriebene Darstellung kann nicht selbst auf Missverstdndnisse und
missgiinstige Kritik reagieren, denen sie durch ihre unkontrollierbare Verbreitung

t.53 Tats#chlich erreichen die Gespriichsteilnehmer im Euthyphron und

ausgesetzt is
im Menon wie in vielen anderen platonischen Dialogen hinsichtlich der jeweiligen
philosophischen Fragestellung nicht das Niveau einer begriindeten Erkenntnis, ei-
ne abschlieffende Antwort auf die Frage nach der jeweiligen Idee bleibt aus. Dies
kénnen wir als bewusste, allgemeine Zurilickhaltung des Schriftstellers Platon ver-
stehen. Der miindliche Dialektiker kann hingegen seine Darlegung an den Adres-
saten anpassen,®® sodass er seine ernsthaften Lehren nur in eine ,geeignete Seele
(buyh mpootxouca)* sit und pflanzt.?> Das miindliche Gesprich ist auerdem le-
bendig, sodass der Lehrer auf die philosophischen Definitionsversuche des Lernen-
den angemessen reagieren kann.’® Dabei ldsst sich auch fiir die Schriftkritik ein
gewisser Mathematikbezug feststellen. Der kurze Mythos, der die Schriftkritik im
Phaidros einleitet, erzdhlt, der Gott Theuth habe neben der Schrift unter anderem
auch Arithmetik, Geometrie und Astronomie erfunden. Als Theuth dem Pharao
Thamus erkldart habe, was seine Erfindungen jeweils fiir einen Nutzen bréchten,
habe dieser allein die Schrift durchweg negativ bewertet, da sie den Lernenden
nur einen ,,Schein von Weisheit (cogiac 36Zav)* beibringe.®” Offenbar ist dagegen
die Mathematik fiir die Vermittlung echter Weisheit im Sinne Platons sehr wohl
geeignet. Bisher haben wir zumindest gesehen, dass sie wesentliche Aspekte der
platonischen Ideenphilosophie modellieren kann.

Hinsichtlich der Adressatenorientierung miindlicher Dialektik zeigt Politeia VII
schliefflich, dass sich das Vermittlungsproblem fiir Platon nicht allein auf unmit-
telbare Missverstdndnisse und die Frage der richtigen ethisch-philosophischen Ge-
sinnung beschrankt. Vielmehr macht Platon die Vermittlung philosophischer Er-
kenntnis in umfassendem Sinn von der seelischen Eignung des Lernenden abhéngig.
Das Hohlengleichnis, die kondensierte Darstellung platonischer paideia ist zwar
ausdriicklich eine Allegorie auf ,unsere”, d.h. die allgemein menschliche , Natur*
(h fuetépa pUoic).”® Zugleich geht es spiter im siebten Buch darum, welchen ,Na-

vgl. auferdem den Gegensatz von omoudy und noudid Phdr. 276b, 277e. Zur hypomnematischen
Funktion der Schrift vgl. Phdr. 275a, 276d, 278a; Ep. 344d.

53. Vgl. Phdr. 275d9-€5.

54. Vgl. Phdr. 277b-c.

55. Vgl. Phdr. 276e6-7.

56. Vgl. ex negativo Phdr. 275d4-9.

57. Vgl. Phdr. 274b-275b.

58. Vgl. R. 514al-2.
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turen“ diese paideia angedeihen soll.>® Offenbar entspricht es fiir Platon der condi-
tio humana, dass wir im {ibertragenen Sinne Gefangene in einer Hohle sind — eine
Wirklichkeit, die als &uferlicher, insbesondere wahrnehmbar-materieller Reflex der
rational-ideellen Wahrheit zu interpretieren ist.? Nur ist die Moglichkeit, aus die-
ser Gefangenschaft durch Philosophie auszubrechen, fiir ihn nicht allen Menschen
gleichermafien gegeben. Sie héngt von einer charakterlichen wie intellektuellen Eig-
nung ab.%! Fiir diese ,dialektische Natur“ ist die Synopsis der mathematischen
Wissenschaften eine ,sehr grofse Probe®.

3 Die Synopsis mathematischer Wissenschaften

Im siebten Buch der Politeia werden Arithmetik, Planimetrie, Stereometrie, Astro-
nomie und Harmonielehre als diejenigen Theorieformen angegeben, die vom sinn-
lichen zum geistigen Erkennen und damit zur Ideendialektik fiihren. In der Bild-
sprache des Hohlengleichnisses sind es diese mathematischen Wissenschaften (uo-
Buota), die die gefesselten Menschen in der Hohle befreien und ans Tageslicht
bringen.%? Dabei ist vor allem die Spannung zwischen mathematischen Kategori-
en und ihren mehrdeutigen Anwendungen in der Wahrnehmungswelt movens des
Aufstiegs zur Philosophie. Quantitative Bestimmungen sind im Bereich sinnlicher
Wahrnehmung nicht eindeutig, sondern gelten lediglich relativ zu anderen (wahr-
nehmbaren) Bezugsgrofen: Der Zeigefinger ist relativ zum kleinen Finger grof,
relativ zum Mittelfinger klein.%® Auch iiber diese, wenn man so will, dufierliche
Relativitdt hinaus gilt, dass jeder Gegenstand zwar einer, aber zugleich auch un-
endlich Vieles durch seine verschiedenen, wahrnehmbaren Bestimmungen (Farben,
Geriiche, Haptik usw.) ist, wodurch auch die Anwendung von Zahlen im Bereich
sinnlicher Wahrnehmung mehrdeutig wird.%* Indem wir Einheit, Zahl, Grof und
Klein in der sinnlichen Wahrnehmung immer nur in Verschrinkung mit gegensétz-
lichen Aspekten vorfinden, werden wir zu einer theoretischen, rein gedanklichen
Kliarung der Bedeutung dieser Begriffe angeregt. Ahnlich — und wie wir bereits am
Menon gesehen haben — zielt die Geometrie, wihrend sie mit anschaulichen und
insofern in der Zeit hergestellten Modellen arbeitet, auf abstrakt-mathematische,

59. Vgl. R. 535a-b.

60. Im Zentrum des Gleichnisses stehen Abbildungsverhéltnisse: Schattenbilder, kiinstliche
Nachbildungen, Spiegelbilder. Zu Platons Bildbegriff vgl. Poetsch 2019, insb. 25-98, 324-350.

61. Vgl. R. 535a-536d, vgl. auch bereits 412b-414b.

62. Vgl. R. 521c-532c, insb. 532b-c.

63. Vgl. R. 523e-524d; vgl. dhnlich Tht. 154c-155¢.

64. Vgl. R. 524d-525a.
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o

ewige (del 8v) Zusammenhiinge.5

Diesen Gedanken iibertragt Platon programmatisch auch auf Astronomie und Har-
monielehre.%6 Vor allem der Timaios gibt mit der Erzéhlung dariiber, wie der gott-
liche Demiurg die Weltseele ,komponiert“®” habe, zu erkennen, wie Platon beide
Disziplinen verstanden wissen will:°® Zum einen habe der Demiurg die Weltsee-
le nach harmonischen Zahlenverhéltnissen zusammengesetzt — insbesondere den
Verhiéltnissen 2 : 1, 3 : 2,4 : 3 und 9 : 8, die den musikalischen Intervallen Ok-
tav, Quint, Quart und Ganzton entsprechen. Zum anderen fiihre die Weltseele
mehrere intelligible Kreisbewegungen aus, an denen sich wiederum die sichtbaren
Gestirnsbewegungen orientieren wiirden. Der Text betont die Verhéltnisse dieser
Bewegungen zueinander und deutet aufferdem im Einzelnen die Kombination meh-
rerer Bewegungen an.%? Diese abstrakt-mathematischen Zusammenhinge gilt es
fiir Platon in der Harmonielehre und der Astronomie zu studieren.”® Platons Vor-
stellung beider Disziplinen zeichnet damit aus, dass die Gegensténde der anderen
mathematischen Disziplinen verstérkt in ihren Verhéltnissen zueinander betrachtet
werden. Die Harmonielehre behandelt letztlich Zahlenverhéltnisse. Die Astronomie
behandelt die rdumliche Bewegung geometrischer Objekte im Verhéltnis zueinan-
der oder die Kombination mehrerer Bewegungen, deren regelméfige Bahnen selbst
geometrischen Formen entsprechen.”!

Das spéter folgende nach Altersstufen unterteilte Programm der philosophischen
Bildung unterscheidet allerdings von den Einzelstudien mathematischer Wissen-
schaften noch eine zweite, héhere Stufe des Mathematikstudiums:

Nach nunmehr dieser Zeit, sagte aber ich [Sokrates], werden sowohl
die Ausgezeichneten unter den Zwanzigjahrigen sich grofere Ehren als

65. Vgl. zur planaren Geometrie R. 527 a-b, auch allgemein 510b-e. Aufschlussreich zum Mo-
dellgebrauch der Mathematik (insb. der Geometrie) nach Politeia VI und VII sind Lattmann
2019, 321-334, 361-364; und Poetsch 2019, 78-89.

66. Vgl. R. 528e-531c.

67. Vgl. 1 ouviotévtt / 1) tig Quyiic ovotaoi Ti. 36d8-9.

68. Vgl. Burnyeat 2000, 51-63. Zu denken ist auch an Eudoxos’ astronomisches System von 27
homozentrischen, rotierenden Sphéren. Allerdings ist die sachliche und zeitliche Beziehung von
Platon bzw. seinen Dialogen Politeia und Timaios zur Entwicklung der eudoxischen Astronomie
unklar bzw. unterschiedlich gedeutet worden, vgl. Burnyeat 2000, 61-63; Zhmud 2006, 95-98;
Kouremenos 2015, 62-70; 2018, 108-137; Lattmann 2019, 254-264.

69. Vgl. Ti. 34b-40c, insb. 36d, 38c-39d, 40c.

70. Eine iiberzeugende Deutung der in Politeia VII geforderten und im Timaios skizzierten
Astronomie (und der Sphérentheorie des Eudoxos) als ,general and pure kinematics* vertritt
Mourelatos 1981; eine daran ankniipfende Deutung der Harmonielehre des Timaios als eine
(fast) vollstdndig mathematische, nicht-empirische Harmonielehre vertritt Robins 1995, 378-387.

71. Vgl. ahnlich anhand der Arithmetik des Nikomachos von Gerasa Radke 2003, 250-261; zur
Harmonielehre vgl. auch Robins 1995, 388; zur Astronomie vgl. Mourelatos 1981, 7-13.
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die Ubrigen erworben haben, als auch diese” die Lerngegenstinde,
nachdem sie den Jinglingen in ihrer Bildung (mowdeio) ungeordnet
(x9dnv) zugefallen sind, in eine Zusammenschau (oUvo(ic) tiber de-
ren Verwandtschaft (olxeibétnc) sowohl untereinander als auch mit der
Natur des Seienden (100 évtog @Uotlc) zusammenfithren missen.

Nur freilich die so beschaffene Kenntnis, sagte er [Glaukon], bleibt
besténdig in all denjenigen, die sie erhalten haben.

Und eine sehr grofe Probe ist es, sagte aber ich, fiir eine dialektische
oder nicht dialektische Natur; denn der zur Zusammenschau Fahige ist
dialektisch, der aber nicht zur Zusammenschau Fihige nicht.

Wie gesagt wird mit dieser Passage das Verhéltnis von synoptischer und dialekti-
scher Befahigung eines Menschen als Bikonditional gefasst: Jemand ist Dialektiker
genau dann, wenn er auch Synoptiker ist. Zum Gegenstand hat die Synopsis dabei
die Verwandtschaft der mathematischen Wissenschaften untereinander sowie mit
der ,Natur des Seienden“. Bereits zuvor ist von einer ,Gemeinschaft (xowovio)“
und ,Verwandtschaft (cuyyéveio)“ zwischen Arithmetik, Planimetrie, Stereome-
trie, Astronomie und Harmonielehre die Rede, auf die es bei deren Studium an-
komme.™ Auch wenn dieser ,interdisziplinire* Zusammenhang an beiden Stellen
nicht ausgefiihrt wird, bin ich wie Gaiser der Meinung, dass sich in Grundziigen
aus dem Text entnehmen liisst, was Platon damit meint.” Gaisers dahingehende
Analyse soll im Folgenden prézisiert und erweitert werden.

Wie Gaiser betont, werden die verschiedenen mathematischen Gegenstandsberei-
che in der Politeia in einer ganz bestimmten Reihenfolge behandelt, die von der
abstrakten Einheit iiber Zahlen, Flachen, Korper bis hin zu zwei Formen regelmé-
Riger Bewegung (musikalische Harmonien und Gestirnsbewegungen) reicht. Dass
diese Anordnung fiir Platon bedeutsam ist, wird offenkundig, wenn sein Sokra-
tes auf der Beriicksichtigung der Stereometrie nach der Planimetrie und vor der
Astronomie insistiert, obgleich diese Disziplin in der zeitgenossischen Mathematik

72. Sowohl Schleiermacher als auch Rufener deuten in ihren Ubersetzungen Tovtowc als dativus
commodi; ebenso Gaiser 2004b, 146. Doch der Dativ kann naheliegender Weise auch als auctoris
verstanden werden. Die Zusammenschau wird nicht fir die Lehrlinge erbracht, sondern von ihnen.
Darin besteht gerade die neipa (R. 537¢6). Dementsprechend tibersetzt Kouremenos 2015, 83-84.

73. Metd 87 tolTov oV ypedvov, fiv 8’ Evm, éx @V eixooletdy ol npoxprdévtes Tiwds e pelloug
BV MWy oloovtat, & te }0dny padAuata touctv év Tfj moudely yevopeva TovTol cuvaxtéov elg
cOvodv oixeldtntdc e IANAAwY 6V pordnudtwy ol tfic Tod dvtoc ploenc.

Moévn yobv, elnev, f Toladtn pddnois BéRowog, év olg &v eyyévnrou.

Koi peyiotn ve, fiv 8 &y, nelpa dlohextixfic pOoEw ol uh: O YEV Yidp CUVOTTIXOC BLAAEXTIXOC,
6 8¢ un ob. R. 537b8&-cT.

74. Vgl. R. 531c-d.

75. Vgl. Gaiser 2004b, 149-153.
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nur ungeniigend betrieben werde.”® Der Leser der Politeia bekommt die mathe-
matischen Wissenschaften also keineswegs so ,ungeordnet® prisentiert wie im Text
die jugendlichen Zéglinge zu Beginn ihrer paideia.”” Doch auch iiber diesen allge-
meinen Befund hinaus werden im Text konkrete, sachliche Beziehungen zwischen
den mathematischen Disziplinen angedeutet. Diese systematischen Versatzstiicke
werden meines Erachtens von Gaiser nicht ausreichend in Betracht gezogen und
seien daher hier zusammengestellt:

— Im Zusammenhang mit der Einheit selbst (070 10 #v)™® und den Zahlen
selbst (a0Tol ol dpfuot)™ erklirt Sokrates, dass diese Zahlen aus reinen,
identischen Einheiten bestiinden.®°

— Als Sokrates die Stereometrie einfiihrt, zahlt er ausdriicklich die Dimensionen
raumlicher Ausdehnung (abZn), die in den beiden geometrischen Disziplinen
behandelt werden: Die Planimetrie behandelt das Zweidimensionale, die Ste-
reometrie das Dreidimensionale.8!

— Die Astronomie will Sokrates als Behandlung des (dreidimensionalen) Kor-

pers ,in Umlauf (v nepupopd) verstanden wissen.®?

— Schlieflich werden Harmonielehre und Astronomie ausdriicklich als verwandt
bezeichnet. Sie seien namlich als Studien von zwei Arten der Bewegung
(popd) ,verschwistert (&dehpot)*.83

Unmissverstandlich bezeichnet der Text damit einen schrittweisen Komplexitéts-
zuwachs von Gegenstand zu Gegenstand: Mehrere Einheiten bilden zusammen eine
Zahl; geometrische Korper besitzen eine Ausdehnungsrichtung mehr als Fléchen;

76. Vgl. R. 528a-d. Vgl. dazu auch Gaiser 2004b, 150; Burnyeat 2000, 67-68. Ob sich Sokrates’
AuRerungen zum gegenwirtigen Zustand der Stereometrie auf die fiktive Situation der Politeia
oder die Zeit ihrer Abfassung beziehen, ist umstritten. Fiir Ersteres argumentiert aktuell Koure-
menos 2015, 57-59; 2018, 110, 135-137; fiir Letzteres Lattmann 2019, 209-212.

77. Lattmann 2019, 360, Fn. 143 verweist darauf, dass Platons Freund Archytas die mathema-
tischen Wissenschaften in Fr. 1, 4-6 in der Reihenfolge Astronomie, Geometrie, Zahlen, Musik
anordnet, sodass sich die Anordnung in der Politeia als genuin platonisch erweise. Allerdings
wird Zahlentheorie (Aoyiotind) in Fr. 4 als der Geometrie {iberlegen bezeichnet. Archytas’ Frag-
mente zitiert nach Huffman 2005, zur Bedeutung von Aoywotixd vgl. 240-244; dass die ,unity of
the mathemata® in der Politeia im Sinne von Fr. 4 zu deuten ist, vertritt Knorr 1975, 92-93.

78. Vgl. R. 525d9-el.

79. Vgl. R. 525d6.

80. Vgl. R. 526a; vgl. auch Phlb. 56d-e; Euklid VII, Def. 1, 2.

81. Vgl. R. 528 b1-3.

82. Vgl. R. 528a9, vgl. auch el.

83. Vgl. R. 530c-d. Die Rede von adehgal émotfiyol libernimmt Platon R. 530d8-9 ausdriicklich
von den Pythagoreern; vgl. auch Archytas Fr. 1, 6-7.
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die Astronomie fiigt den Koérpern den Aspekt der Bewegung hinzu.3* Die Bezeich-
nung der Harmonielehre und der Astronomie als Geschwister ermdglicht es schlieft-
lich, die gesamte Anordnung der mathematischen Wissenschaften in der Politeia
als System von Verwandtschaftsverhiltnissen zu verstehen.®® Eine Genealogie von
der Planimetrie zur Astronomie ist in obiger Ubersicht explizit enthalten.®6 Er-
géanzt durch die Harmonielehre als weiterer Theorie regelméfiger Bewegung endet
dieser ,Stammbaum® bei zwei ,Geschwistern®, die auf derselben Stufe stehen.8”

Allerdings fehlt bislang die Anbindung der Zahlen und der Einheit(en) an diese ma-
thematische ,,Familie“. Auch hierzu sind die Stellen zur Astronomie und Harmonie-
lehre aufschlussreich. Denn die rein mathematische Astronomie soll nach Sokrates
diejenigen ,Laufe” untersuchen, ,in denen sich die seiende Schnelligkeit und die sei-
ende Langsamkeit nach der wahrhaften Zahl und allen wahrhaften (geometrischen)
Gestalten relativ zueinander bewegen und das Innewohnende bewirken, das eben
durch Verhéltnis (A6yoc) und Denken (3tévoia) begreiflich ist, durch den Sehsinn
aber nicht“.®® Sachlich meint Platon damit wohl die abstrakt-mathematische Un-
tersuchung der geometrischen und arithmetischen Verhiltnisse, die sich durch die
Bewegung verschiedener geometrischer Objekte und ihrer Kombination ergeben
konnen (z.B. verschiedener zuriickgelegter Distanzen).8? Hinsichtlich der Harmo-
nielehre fordert Sokrates, dass sie, statt gehdrte Harmonien zu untersuchen, be-
trachte, “welche Zahlen zusammentonend (symphonisch) sind, und welche nicht,
und weshalb jeweils“.%0 Tatséchlich kann der Timaios die grundlegenden harmo-
nischen Verhéltnisse (siehe oben) aus Potenzen der Zahlen Zwei und Drei ablei-
ten.”! Demnach ist die Zahl die mafgebliche Groke sowohl fiir Astronomie als

84. Tatséchlich stehen raumliche Geometrie und Bewegung in der Mathematik zur Zeit Platons
in sachlicher Beziehung. Der erste, der mechanische Bewegung in einer geometrischen Konstruk-
tion — konkret zur Losung des Delischen Problems — anwendete, war nach Diogenes Laertius
(Vitae VIII, 83) Archytas. Zu Diogenes Laertius’ Zeugnis vgl. Zhmud 2006, 176-177, 205-206;
zu Archytas’ Losung des Delischen Problems vgl. hinsichtlich Uberlieferung und sachlicher Er-
lauterung Huffman 2005, 342-401, insb. 342-360. Aufferdem definiert Euklid XI, Def. 14, 18, 21
Kugel, Kegel und Zylinder durch die Rotation einer Fliche (Halbkreis, rechtwinkliges Dreieck,
Rechteck).

85. Vgl. bereits R. 511b1-2: 10 Uno Toic yewuetplone te xol Tolc TdTNG IOEAPOIC TEX VLS.

86. Zur Abfolge Planimetrie, Stereometrie, Astronomie vgl. auch R. 528d.

87. Vgl. die &hnliche Deutung von Burnyeat 2000, 68; zur Koordination von Astronomie und
Harmonielehre vgl. Poetsch 2019, 104-105, 365.

88. d¢ TO OV Téyoc xal N oVoa Beaduthc v 8 IANhvE dprdud xol mdiol Toic dAnYéoL oyhuaot
popdc te PO BAANAa pépeTon %ol T& EvovTa pépet, & ON Aovw Wev ol dtavola Anntd, éder 8 ol R.
529d2-5. Zur Ubersetzung vgl. insb. den Kommentar von Adam 1963, Band 2, 128-129.

89. Vgl. Mourelatos 1981, 2-13. Mourelatos’ Interpretation (14), dass Politeia VII die Astrono-
mie im Kontext der Dimensionenfolge zwar als Bewegung des Dreidimensionalen einfiihre, dies
der Sache nach aber auch ein- und zweidimensionale kinematische Sachverhalte einschliefse, halte
ich fiir schliissig.

90. émoxonelv tivee olupwvol dprduol xal tiveg 00, xal dud Tl Exdrepor R. 531c3-4.

91. Vgl. Robins 1995, 386-387.
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auch Harmonielehre und diirfte daher geméfs der beschriebenen Genealogie auch
Geltung im Bereich der zwei- und dreidimensionalen Geometrie besitzen.?? Zum
Beispiel werden, wie wir gesehen haben, im Theaitetos Eigenschaften von Rechte-
cken auf arithmetische Eigenschaften zuriickgefiihrt. Auch die zitierte Passage zur
Astronomie lisst einen Zusammenhang von Arithmetik und Geometrie erkennen.
Die grundlegende theoretische Bedeutung der Zahlen wird auferdem bereits zuvor
in der Politeia ausgesprochen, wenn Sokrates ,sowohl Zahl als auch Berechnung
(BpBudv te ol hoyoudv)“ als dieses Gemeinsame, das sowohl alle Kiinste (téyvou)
als auch alle Gedanken (Stévoion) als auch alle Erkenntnisse (émotfjuot) zu Hilfe
nehmen®, benennt.”® Mit ,Zahlen (dptfuot)” sind in diesem Kontext immer Men-
gen von Einheiten gemeint (im modernen Sinn also am ehesten natiirliche Zahlen).
Damit héngt zusammen, dass Platon, wie die Theaitetos-Stelle und das Beispiel
der Harmonielehre erkennen lassen, kommensurablen Verhéltnissen in der Mathe-
matik besondere Bedeutung beimisst.”* Wie das Problem der Quadratverdopplung
im Menon zeigt, bedeutet dies freilich nicht, dass inkommensurable Verhéltnisse
von Platon nicht rezipiert worden wéaren. Deren Problematik stellt sich vielmehr
gerade vor dem Hintergrund des antik-platonischen Zahlbegriffs und des Fokus auf
kommensurable Verhéltnisse.

Der Text der Politeia gibt also einerseits durch die Anordnung der mathematischen
Wissenschaften, andererseits durch Andeutungen ihrer Verhéltnisse untereinander
den systematischen Zusammenhang zu erkennen, auf dessen Erkenntnis die Syn-
opsis der mathematischen Wissenschaften fiir Platon hinauslaufen soll. Die Termi-
nologie der Verwandtschaft verweist darauf, dass es Platon mit dieser Synopsis um
einen ganzheitlichen Zusammenhang von Begriindungs- und Abhéngigkeitsverhélt-
nissen geht:?> Die Zahl ist Grundlage aller mathematischen Wissenschaften und
zugleich die Form, in die alle mathematischen Sachverhalte nach Mdoglichkeit zu
bringen sind; auch die Raumdimensionen und der Bewegungsaspekt bauen aufein-
ander auf und bilden so in umgekehrter Richtung jeweils Formen mathematischer
Beschreibung fiir einander. In Gaisers Rekonstruktion erscheint die Synopsis al-
lerdings vor allem als Verfahren der Abstraktion, das aus allen mathematischen
Disziplinen und Problemzusammenhéngen den Grundgegensatz von Einheitlich-

92. Vgl. auch Plt. 299el-2; Lg. 747al-5.

93. t00T0 TO x0WdYV, & NACU TPOCYEGVTUL TEXVAL TE ol didvolon ol emothiwon R. 522c¢1-2, vgl.
dazu ¢5-8; vgl. auch Phlb. 55e; vgl. aufserdem vor Platon Philolaus Fr. 4 bei Huffman 1993; zu
Zghlen und Rechnen als Grundformen des (dianoetischen) Denkens bei Platon vgl. Klein 1992,
69-79.

94. Vgl. auch Robins 1995, 371-372.

95. Kouremenos nimmt in seiner Kritik an den hierarchischen Deutungen von Burnyeat und
Gaiser an, es ginge dabei um eine ,superiority* der einen Disziplin iiber die anderen, vgl. Kou-
remenos 2015, 84-85. Daher sei betont, dass ich die Hierarchie mathematischer Wissenschaften
hier allein im Sinne logischer Begriindungs- und Abhéngigkeitsverhéltnisse verstehe.
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keit und Uneinheitlichkeit entnimmt.’® Die besagten logisch-hierarchischen Ver-
héltnisse zwischen den einzelnen Disziplinen und ihren Gegensténden treten so in
den Hintergrund.?” Demgegeniiber méchte ich die Synopsis der mathematischen
Wissenschaften als ein Verfahren der Reduktion verstehen (lat. reducere: zuriick-
fithren®; abstrahere: wegziehen®). Ihr Ziel ist gerade die addquate Darstellung des
jeweiligen mathematischen Gegenstands in den Kategorien der ihm vorgeordneten
Disziplinen, und somit seine exakte,”® auf das Wesentliche reduzierte Erfassung.
Wie die Geometrielektion zur Quadratverdopplung im Menon zeigt, ist diese Re-
duktion nicht notwendiger Weise trivial. Mitunter miissen die verschiedenen dimen-
sionalen Ebenen eines Problems in eine spezifische Konstellation gebracht werden,
um ihren Zusammenhang im Sinne der Lisung eines mathematischen Problems
erkennen zu kdénnen.

In Abschnitt 2 haben wir aufserdem gesehen, dass die Riickfiilhrung von Einzel-
phénomenen und partikularen Begriffen auf ihr allgemeines Wesen und die Riick-
fiihrung wiederum dieses Wesens auf einen letzten Grund auch den Kern der pla-
tonischen Ideenphilosophie ausmacht, wobei auch hier die verschiedenen Ebenen
eines Sachzusammenhangs in die richtige Konstellation zu bringen sind. In diesem
Sinne erweist sich meine bisherige Deutung der Synopsis in Politeia VII als in
besonderem Mafse vielversprechend, um deren Beziehung zur dialektischen Ideen-
philosophie bei Platon kldren zu kénnen. Die Verkniipfung von Mathematik und
Ontologie ist ausdriicklich Ziel des Bildungsprogramms der Politeia. Neben der Be-
trachtung mathematischer Verwandtschaftsbeziehungen fordert Sokrates auch eine
Synopsis iiber die ,Verwandtschaft® der mathematischen Wissenschaften mit der
,Natur des Seienden”. Gaiser interpretiert Letztere im Sinne Platons hierarchischer
Vorstellung der Wirklichkeit im Ganzen (Ideen — seelische Entitédten — sinnlich
wahrnehmbare Korperwelt), die dieser mit der mathematischen Dimensionenfolge
verglichen habe.”” Er verweist aukerdem im engeren Sinn auf den Ideenbereich, den
er mit dem Liniengleichnis als Urbild der Mathematik interpretiert.'°® Schlieklich
sieht er im Einheitsbezug der platonischen Philosophie den Kern der synoptischen
Engfiihrung von Mathematik und Ontologie.!?! Tatsiichlich weisen eine Vielzahl

96. Vgl. Gaiser 2004b, 150-153, auch 154-164.

97. Gaiser ist sich der Problematik bewusst, wenn er Platon gegen den Verdacht
»gedankliche[r|Abstraktion die Forderung zuschreibt, dass dieser Grundgegensatz in ,mannig-
faltig abgestufte[n] Uberginge[n]“ studiert werden miisse, vgl. Gaiser 2004b, 153; eine #hnliche
Kritik an Gaiser und eine Deutung der Synopsis der mathematischen Wissenschaften im Sinne
logisch-hierarchischer Abhangigkeitsverhaltnisse vertritt auch Radke 2003, 34-40, 120-123, 214-
219; die inhaltlichen Beziehungen zwischen den Disziplinen betont Kouremenos 2015, insb. 90-93.

98. Vgl. die sichtbaren Gestirne, die schon ,sehr exakt (dxpiBéotata)” sind, jedoch hinter den
wahrhaften Laufen ,weit zuriickbleiben (nol\b évdeiv)* R. 529d1-2.

99. Vgl. Gaiser 2004b, 150.

100. Vgl. Gaiser 2004b, 141-142, 164-165.
101. Vgl. Gaiser 2004b, 164-167; vgl. ahnlich Burnyeat 2000, 74-81; Kouremenos 2015, 98-102.
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indirekter Zeugnisse Platons hochstes Prinzip, die Idee des Guten, als ,das Eine
(w0 &v)“ aus.19% Auch ich werde im Folgenden mit meiner Deutung auf diese drei
Aspekte (Gesamtwirklichkeit, Ideen, Einheit) zuriickkommen. Im Unterschied zu
Gaiser bin ich allerdings der Ansicht, dass die Rede von der ,Natur des Seienden*
im Kontext von Politeia VII vorrangig auf die Ideen zu beziehen ist statt auf die
Wirklichkeit im Ganzen. Das ,Seiende (6v)“ in Politeia VII ist ein besonderes Sein,
namlich das Sein der Ideen, das dem Philosophen gegensténdlich ist. So heifst es,
dass die mathematischen Wissenschaften vom ,Werdenden zum Seienden (dn6 to0
yryvopévou érnl 16 8v)“ fithren wiirden,!%3 wobei es darauf ankomme, diese Wissen-
schaften in ,richtiger Weise* zu gebrauchen, nédmlich ,als ganz und gar hinziehend
zum Wesen (ovoia)“.1%* Die Aufgabe, die Wesensdefinition einer jeden Sache zu ge-
ben, d.h. ihre Idee zu bestimmen, wird dann dem Dialektiker zugeordnet.'?® Auch
das Wort @uoic verwendet Platon an anderer Stelle in Politeia VII, um etwas als
wesentlich auszuzeichnen — die ,Natur der Zahlen (té&v dpBudv @lotic)”.

Diese Stelle scheint nun allerdings auch nahezulegen, dass besagtes herausgehobe-
nes Seinsniveau bereits in der Mathematik, konkret mit der Arithmetik, erreicht
wiirde. Denn von Sokrates wird hier eine Arithmetik gefordert, die bis zur ,,An-
schauung der Natur der Zahlen“ gelangt — und zwar durch ,noetisches“ Denken
,selbst* (vénoic adth, in etwa zu verstehen als Vernunftdenken).'% Auch ist im
Folgenden die Rede davon, dass die Arithmetik die Seele dazu zwinge, ,die Zahlen
selbst im Gespriich zu untersuchen (Staréyecfor)“, und auferdem von der ,Einheit
selbst“.197 Solche Formulierungen sind an einschliigigen Stellen bei Platon mit den
Ideen und ihrer Erkenntnis durch die Dialektik assoziiert.'°® Umgekehrt taucht,
als es um die gedankliche Erfassung der Zahlen geht, nicht nur das ,noetische,
sondern auch das ,dianoetische* Denken (in etwa Verstandesdenken) auf'%9
Erkenntnisweise, die das Liniengleichnis systematisch von der dialektischen Ide-
enerkenntnis, die ,noetisch geschehe, unterscheidet und der Mathematik zuord-
net.'1% Entsprechend unterschiedlich hat man den Sprachgebrauch an dieser Stelle

— jene

102. Eine Ubersicht wichtiger Zeugnisse findet sich bei Gaiser 1963, 441-557 (Anhang), vgl. insb.
die Testimonien 7, 8, 22, 32, 49-52; zu Platons henologischer Prinzipientheorie vgl. ausfiihrlich
Halfwassen 2006, 183-404; 2015, 91 ff.

103. Vgl. R. 521d3-4.

104. Vgl. R. 523a2-3: ypfiodou 8 00delc adtd 6p0&Bc, EAXTIXEG BVTL ToVTETAcL TEOC OVGLAY.

105. Vgl. R. 534b.

106. Vgl. R. 525¢2-3.

107. Vgl. R. 525d6-7, 525d9-el.

108. Vgl. insb. R. 510b, 511b-e.

109. Vgl. R. 526a6: dtovonfijvat.

110. Vgl. R. 510c-511e, auch 533d. Diese Systematik wird R. 533e-534a insofern verwischt, als
dort nicht mehr die voncic, sondern die émiotiun die héchste Erkenntnisform bezeichnet, wéhrend
der Begriff vénoic sowohl émotiun als auch didvolro umfasst. Da dieser Begriff allerdings R. 525¢3
im Kontext weiterer ideentheoretisch gefarbter Formulierungen auftaucht und durch ein adt
verstarkt wird, sind wir berechtigt, ihn im engeren Sinn des Liniengleichnisses zu deuten.
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bewertet.!'! Ein klarer Sinn der Formulierungen wird ersichtlich, wenn wir die
Arithmetik nicht fiir sich, sondern im rekonstruierten synoptischen Gesamtzusam-
menhang der mathematischen Wissenschaften betrachten. Die Synopsis der mathe-
matischen Wissenschaften soll ndmlich, wie wir gesehen haben, vergegenwirtigen,
wie die einzelnen Disziplinen und Gegensténde aufeinander bezogen sind und qua
(genea-)logischer Abhéngigkeiten eine hierarchische Ordnung bilden. Damit wird
die Vorstellung verbunden, dass mathematische Sachverhalte durch Zahlen oder
zumindest auf Grundlage des Zahlbegriffs eine exakte Losung erfahren, Zahlen al-
so den Wesensgehalt mathematischer Sachverhalte ausmachen. Auch die Zahlen
lassen sich noch auf ihre Grundstruktur hin untersuchen, wobei sich die Einheit als
Grundkomponente erweist. Diesbeziiglich wird im Text die philosophische Frage
gestellt, was denn die Einheit selbst sei.!!?

Damit erweist sich die Synopsis der mathematischen Wissenschaften selbst in ge-
wisser Weise als philosophisch. Denn sie reduziert die Hierarchie verschiedener
mathematischer Gegenstandsbereiche auf eine Ebene grundlegender Bestimmun-
gen (Zahlen), die wiederum aus ihren Elementen, den Einheiten, zu verstehen
sind. Genau dasselbe versucht die Philosophie — nur fiir die gesamte Wirklichkeit.
Deren Hierarchie hat ihre letztgiiltige Bestimmungsebene in den Ideen, die der
Dialektiker aus der Idee des Guten ableitet. Die an das platonische Ideenvokabu-
lar erinnernden Formulierungen, die im Bildungsprogramm des siebten Buches fast
ausschlieflich hinsichtlich der Arithmetik auftauchen,!!? sind insofern in der Sache
begriindet, als die Synopsis der Mathematik in einem umgrenzten Bereich dianoe-
tischen Denkens dieselbe kognitive Leistung erbringt wie die Philosophie fiir die
Wirklichkeit im Ganzen — némlich die Klirung grundlegender Wesenheiten.''# Die
Synopsis von Mathematik und Ontologie zielt folglich auf die Verwandtschaft der
,Natur der Zahlen“ mit der ,Natur des Seienden*. Dabei ist in letzter Instanz an die
arithmetische Einheit und die Idee des Guten, die im ontologischen Sinn Einheit

111. Szlezak 2019, 555-556 erkennt einen unspezifischen Sprachgebrauch Platons und verweist
auf den mathematischen Kontext der Stelle; Robins 1995, 360-361 schreibt die Formulierungen
einem mathematischen Standpunkt zu; Burnyeat 2000, 35-37 verweist allgemein auf die Kon-
textabhéngigkeit der Redeweise ,,X itself* bei Platon; dagegen vertritt Kouremenos 2015, 40-44;
2018, 37-41 die Auffassung, Platon verwende vénoic und 3iudvola hier ,in the technical sense, um
die mathematische Auffassung der Zahlen von deren Ideen (,form-numbers®) abzugrenzen.

112. < noté €otv adTo 1 v R. 524e6.

113. Auch die weiteren Stelle sind mit Zahlen assoziiert: R. 529d1-5 (zur Astronomie) wird
der in Zahlen gipfelnde Zusammenhang mathematischer Gegenstinde offenbar; R. 527a-b (zur
Planimetrie) wird unterschieden zwischen geometrischer Konstruktion und der Erkenntnis des
smmer seienden (el §v)*“ Sachverhalts. Die Erkenntnis allgemeiner geometrischer Sachverhalte
in Kontrast zu ihrer (anschaulichen) Konstruktion wird Tht. 147d-148b durch Zahlen geleistet.
114. Gaiser 2004b, 165 bezeichnet die Mathematik entsprechend als ,strukturelle Reprasentation
des Ganzen“ ohne den ,jinhaltlichen Reichtum* der Realitdt sowie als ,Vereinfachung®.
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und Einheitsgrund der Wirklichkeit!'® und Prinzip der Ideen ist, zu denken.'!6
Deren genaues ,Verwandtschaftsverhaltnis® kann hier allerdings nicht weiter er-
ortert werden. Ohnehin versteht der philosophische Lehrling die Verwandtschaft
beider ,,Naturen“ vorrangig aus der Analogie zwischen der hierarchischen Struktur
der Mathematik und derjenigen der Wirklichkeit, da er noch nicht eigentlich zur
Ideendialektik gelangt ist. Hierin besteht gerade das vermittelnde Potential der
Synopsis.!!” Insofern ist Gaiser in einem sekundiren Sinn recht zu geben, wenn
er die ,Natur des Seienden* mit der platonischen Hierarchie der Gesamtrealitét
identifiziert. Auch das Einheitsmotiv hebt Gaiser zurecht hervor. Ich verorte es al-
lerdings spezifischer im Kontext der mathematisch-dimensionalen Reduktion und
der Konstitution der Zahlen.

Wir kénnen zusammenfassen, dass das ideenphilosophische Vokabular im Kontext
des mathematischen Bildungsprogramms in Politeia VII sich aus der strukturel-
len Analogie zwischen Synopsis der Mathematik und Ideenphilosophie erklért. Die
Mathematik ist zwar im engeren Sinne dem ,dianoetischen” Denken zuzuordnen,
in der Synopsis der mathematischen Disziplinen wird allerdings bereits die ideen-
theoretische, ,noetische” Denkleistung der Dialektik vorweggenommen. Wie wir in
Abschnitt 2 gesehen haben, kommt es bei der dialektischen Klarung einer Idee dar-
auf an, allgemeinere und spezifischere Begriffe, sowie weltliche Einzelph&nomene
richtig ins Verhéltnis zu setzen, was methodisch mit einem konstellativen ,,Anein-
anderreiben® einhergeht. Die Ideen leiten sich dabei in letzter Instanz aus der Idee
des Guten ab. Dieser hierarchische Zusammenhang lésst sich durch die synoptische
Perspektive auf Mathematik modellieren und verstindlich machen, sofern sich ma-
thematische Probleme und Sachverhalte in einer hierarchisch-dimensionalen Logik
auf Zahlen und den Zahlbegriff zuriickfithren lassen. Die Zahl wird von Platon
wiederum als Menge reiner Einheiten konzipiert. Die mathematischen Stellen im
Euthyphron, Menon und Theaitetos, die ich in Abschnitt 2 behandelt habe, sind als
konkrete Anwendung dieser Analogie zu verstehen, da sie Probleme und Missver-
stdndnisse des Ideenbegriffs anhand mathematisch-dimensionaler Zusammenhénge
klaren. Insbesondere die Geometrielektion des Menon kann als Modell fiir die Me-
thode der Ideenforschung gelten. Die Synopsis der mathematischen Wissenschaf-
ten kann in dieser Weise die entscheidende Probe fiir die dialektische Befdhigung
eines Menschen darstellen. Ein Synoptiker versteht einerseits den dimensional-
hierarchischen Zusammenhang der mathematischen Wissenschaften und ist an-

115. Zum Motiv der Einheit in der Politeia und zur entsprechenden henologischen Interpretation
des Sonnengleichnisses vgl. Halfwassen 2006, 220-264; Kramer 2014, 194-200.

116. Zum Zusammenhang von arithmetischer Einheit in Politeia VII und Platons henologischer
Prinzipientheorie vgl. auch Horn 1995, 105-106.

117. Die Deutung Kouremenos 2015, 83, 98, die bewusste Synopsis von Mathematik und Sein
geschehe, wenn das philosophische Studium abgeschlossen sei, widerspricht dem Wortlaut R.
537b-d.
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dererseits fahig, ihn auch in mathematischen Einzelproblemen zur Anwendung zu
bringen, d.h. die verschiedenen Dimensionen eines Problems richtig und 16sungsori-
entiert ins Verhéltnis zu setzen. Damit leistet der Synoptiker in einem umgrenzten
Bereich dasselbe wie der Dialektiker hinsichtlich der gesamten Wirklichkeit. Er ist
folglich auch fiir die Dialektik qualifiziert und darf nach dem Bildungsplan von
Politeia VII ab dem dreiRigsten Lebensjahr mit ihr beginnen.!'®

4 Ausblick

Wie gesagt finden zentrale philosophische Fragen in Platons Dialogen keine ab-
schliefende und systematische Ertrterung. Wir miissen in dieser Hinsicht mit ei-
ner bewussten Zuriickhaltung des Schriftstellers Platon rechnen, der seine ,ernst-
haften“ Ansichten nicht der Rezeption durch ein ungeeignetes Publikum aus-
setzen mochte und die angemessene Vermittlung philosophischer Erkenntnis im
miindlichen Gesprach verortet. Umso bedeutender ist es fiir die heutige Platon-
Interpretation, dass die mathematischen Sachverhalte, die ich vor allem in Ab-
schnitt 2 behandelt habe, zentrale Aspekte der platonischen Ideenphilosophie sach-
lich transparent modellieren kénnen. Der hierarchisch-dimensionale Zusammen-
hang mathematischer Wissenschaften, den ich in Abschnitt 3 rekonstruiert habe,
bietet uns dariiber hinaus ein Geriist, diese mathematischen Sachverhalte ,synop-
tisch“ in Beziehung zu setzen. Lisst sich so auch ein systematischer Gesamtzu-
sammenhang der korrespondierenden philosophischen Aspekte ausmachen? Dies
kénnte durchaus in Platons Sinn gewesen sein. Nicht nur konzipierte er, wie ich
gezeigt habe, den synoptischen Umgang mit Mathematik als Vermittlungsmethode
fiir seine Ideenphilosophie. Er verstand ihn auch als ,Probe fiir die Eignung des
Einzelnen eben zu dieser Ideenphilosophie. In diesem Sinne musste es fiir ihn nahe-
liegen, systematische Kernpunkte seiner Philosophie nur indirekt durch ,yerwand-
te“ mathematische Sachverhalte auszudriicken. Nur ein synoptikos wére fihig, diese
Mitteilung zu verstehen. Dieser wére im platonischen Verstédndnis zugleich auch
dialektikos und also fiir diese Mitteilung geeignet. Ich mochte daher abschliefsend
versuchen, die behandelten Mathematikbeziige der Dialoge sowie die korrespon-
dierenden philosophischen Motive in eine ,synoptische* Ubersicht zu bringen.

Im Menon wird geometrische Gestalt als die planare Begrenzung des Korpers
definiert. Das Zweidimensionale bestimmt derart das Dreidimensionale. Diese De-
finition wird zur Veranschaulichung der Frage nach der Idee der Tugend behan-
delt. Diese Frage lasst sich wiederum durch andere Friihdialoge kontextualisieren.

118. Vgl. R. 537d.
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Im Gorgias erkliart Sokrates, die Ordnung (x6ouoc / 14&ic) des Leibes sei seine
Gesundheit, die Ordnung der Seele aber sei das Wesen seelischer Tugenden wie
Gerechtigkeit und Besonnenheit.''® Bereits zuvor bemerkt Sokrates, dass der Kor-
per, wenn die Seele ihm nicht vorstehe, nicht zwischen dem Gesunden einerseits
und schiidlichen kulinarischen Geniissen andererseits unterscheiden kénne.'?? Ahn-
lich referiert Sokrates im Charmides die Auffassung, dass der Leib nicht ohne die
Seele geheilt werden diirfe und dass alles Gute fiir den Leib und den Menschen
aus der Seele komme. 12! Damit zeigt sich eine strukturelle Parallele zwischen der
Tugend-Konzeption der Friihdialoge und der Definition geometrischer Gestalt. Die
seelische Tugend verhélt sich als Ordnungsinstanz zum Leib wie die geometrische
Gestalt als Grenze zum geometrischen Korper.

Ebenfalls im Menon erfahrt das Problem der Quadratverdopplung eine geome-
trische Losung. Das Problem setzt das Konzept der Kommensurabilitdt und den
(antik-platonischen) Zahlbegriff voraus, wie vor allem die Theorie quadratischer
Fléchen und ihrer (linear) kommensurablen oder inkommensurablen Seiten im
Theaitetos erkennen lésst. Das Problem des Menon ist als Fall der zweiten Ka-
tegorie zu verstehen. Daher gilt es, eine gewisse geometrische Konstellation zu
finden, um das Problem der Quadratverdopplung im dimensionalen Gefiige von
Zahl, Linie und Flache exakt zu 16sen. Philosophisch wird an dieser Stelle das
Verhiltnis von Anschauung und Sprache zu richtiger Meinung und Erkenntnis be-
handelt. Das Problem der Quadratverdopplung illustriert folglich den Ubergang
zwischen verschiedenen Ebenen der platonischen Erkenntnistheorie, der nach dem
Siebten Brief durch konstellatives ,,Aneinanderreiben* bewéaltigt wird. Wie im Hin-
tergrund des mathematischen Problems der Zahlbegriff steht, so ist die platonische
Erkenntnistheorie in letzter Instanz auf Platons Ideenontologie ausgerichtet. Ent-
sprechend will auch die Theaitetos-Stelle die Unterscheidung zwischen allgemeiner
Wesensbestimmung und den Einzelphdnomenen einer Sache illustrieren. Das ideen-
theoretische Verhéltnis allgemeinerer und spezifischerer Begriffe findet schliefllich
im Futhyphron durch die Assoziation der ,Teile* der Zahl, Gerades und Unge-
rades, mit Dreiecken bzw. mit deren Seitenverhéltnissen seinen mathematischen
Ausdruck an der Spitze der Dimensionenhierachie.

An das andere Ende dieser Hierarchie kniipfen die Ansétze einer mathematischen
Astronomie und Harmonielehre im Timaios den Aspekt der Bewegung und erdoff-
nen damit eine zusétzliche Ebene mathematischer Relationalitdt. Es ist nahelie-
gend, diese Disziplinen in Analogie zur Wahrnehmungswelt, der untersten Ebene
der platonischen Ontologie, zu setzen. Diese Welt ist einerseits durch zeitliche

119. Vgl. Grg. 503d-505b. Zur dpetii-Konzeption im Gorgias vgl. Krdmer 1959, 57-83.
120. Vgl. Grg. 465c-e.
121. Vgl. Chrm. 156d-157b.
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Prozessualitét gekennzeichnet, andererseits dadurch, dass ihre Objekte wesentlich
relativ zu anderen Objekten bestimmt sind. Es ist gerade der Timaios, der diese
Welt des Werdens und Vergehens und der Relativitdt in Form eines Mythos von
ihrer Entstehung zum Thema hat. Der Timaios setzt auch explizit den Bereich
des Seelischen zwischen ideelles Sein und weltliches Werden.!?? Diese Zwischen-
stellung impliziert auch der Menon durch die Parallele von seelischer Tugend und
geometrischer Gestalt als planarer Grenze des Korpers.

Nach dieser Ubersicht miissen wir annehmen, dass Platon die mathematischen Bei-
spiele seiner Dialoge bewusst und sehr genau im Hinblick auf seine Ideen-Ontologie
konstruiert hat. Dabei finden zentrale Aspekte der platonischen Ontologie einen
sachlich schliissigen mathematischen Ausdruck. Die vielen mathematischen Bezii-
ge in Platons Schriften'?3 lassen zudem erwarten, dass sich diese grobe Ubersicht
detailliert ausarbeiten ldsst. Die ,synoptische* Analyse der mathematischen Stel-
len bei Platon verspricht damit ein eingehendes, systematisches Verstédndnis seiner
Philosophie.!?4
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Der Beitrag des Wittenberger
Mathematikers

Johann Friedrich Weidler zur
Begriffsgenese der Angewandten
Mathematik

Toni Reimers

1 Einleitung und Motivation

Johann Friedrich Weidler (* 1691, 1755) beeinflusste von 1712 bis zu seinem To-
de die Lehre mathematischer Inhalte an der Wittenberger Universitit Leucorea.’
Uber 40 Jahre wirkte er an der Philosophischen Fakultiit und war bis dato — mit
Ausnahme von Georg Matthias Bose (* 1710, 1 1761)2 — ihr einziges Mitglied, das in
auswirtige Gelehrtengesellschaften aufgenommen wurde.® Weidler hinterlie fast
100 Publikationen, von denen der Schweizer Astronom und Mathematiker Johann
Rudolf Wolf (* 1816, 1 1893) 1877 in seiner knappen Weidler-Biographie besonders
die Institutiones Mathematicae, Institutiones Geometriae Subterranae, sowie die
Institutiones Mathematico-Physicae und Historia Astronomiae hervorhebt.* Noch
1802 bewertet der mitteldeutsche Philosoph Johann Christian August Grohmann
(*1769, t1847) Weidlers Institutiones Matheseos (1718) als ,das beste Lehrbuch,
das in diesen Zeiten erschien, und das billig dem Wolffschen, welches allgemein
als Compendium bey den Vorlesungen gebraucht wurde, verdient an die Seite

1. Zwecks Lesbarkeit wurde an den folgenden zitierten Stellen in der Regel auf textkritische
Instrumente verzichtet.

2. der ab 1738 iiber Physik in Wittenberg dozierte.

3. Kathe 2002, 485.

4. Wolf 1877, 774.

SieB 13 (2020), 33-55
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gesetzt zu werden“.® Wihrend unter anderem Weidlers mathematisches Wirken
Baryzentrum meiner aktuellen Forschung an der Martin-Luther-Universitat Halle-
Wittenberg ist, soll im Folgenden synoptisch sein Beitrag zur Genese des Begriffs
der Angewandten Mathematik in den Fokus riicken, als dessen Erfinder im Sinne
der Mathesis applicata ihn die Mathematikhistorikerin June Barrow-Green und ihr
Kollege Reinhard Siegmund-Schultze 2015 erwihnten.® Vor dem Hintergrund zwei-
er mathematischer Katheder an der Leucorea, ist Weidler fiir die Klassifizierung

mathematischer Wissenschaften auch von besonderem Interesse.”

2 Problemaufriss

Die Frage Was ist Mathematik ?8 ist nicht nur lexikalischer Natur. Zu unterschied-
lichen Zeiten wurden verschiedene Versuche unternommen, sie zu beantworten,
und sie ist eng mit der morphemischen Frage nach zugehorigen Wissensgebieten
verkniipft und zentral bei der (historischen) Untersuchung der Entstehung des
modernen Systems wissenschaftlicher Disziplinen. Eine Klassifikationsnotwendig-
keit ergibt sich dem Wissenschaftssoziologen Rudolf Stichweh nach — wie fiir alle
Wissensgebiete — naturgeméfs aus der Philosophie sowie der Lehre und deren Insti-
tutionalisierung.® Ein nicht unwesentlicher, aber oft bagatellisierter Faktor ist hier
die Arbeitsteilung,'® der allerdings auch hier Grenzen gesetzt sind.!! Die mediivale
Hierarchie der Fakultdten — Artisten-, Mediziner-, Juristen- und Theologenfakul-
tdt — bei welcher erstere eher auxiliare Funktion — in Form eines Studium generale
— zukam, wurde zunehmend theoretisch diskreditiert, war aber institutionell soli-
de.'? Das 18. Jahrhundert ist in dieser Hinsicht eminent: kiindigt sich doch ,ein
Wissenschaftsbegriff an, der eher in der philosophischen Fakultdat® — wie die eins-
tigen Artistenfakultiten passenderweise mehr und mehr genannt werden — ,die

institutionelle Verkérperung von Wissenschaftlichkeit zu finden glaubt.“!?

5. Vermutlich sind Wolfls Elementa Matheseos Universae (1715) gemeint, Grohmann, 1801 f.
93.

6. Barrow-Green und Siegmund-Schultze 2015, 61.

7. Diese zwei Jahrhunderte bestehende Wittenberger Besonderheit stellt ein Alleinstellungs-
merkmal verglichen mit anderen deutschen Universitdtsneugriindungen im 15. und 16. Jahrhun-
dert dar.

8. . ..] it is first necessary to ask what is meant by mathematics in general. Illustrious scholars
have debated this matter until they were blue in the face, and yet no consensus has been reached
about whether mathematics is a natural science, a branch of the humanities, or an art form.“Vgl.
Tobies 2012, 9.

9. Stichweh 1984, 7 ff.

10. Marx 1962, 52 ff.

11. Becker und Murphy 2000, 47 ff.
12. Stichweh 1984, 31 ff.

13. Vgl. Stichweh 1984, 31.
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Eine rhizomische Klassifikation, die sich bis heut in diverser Form etabliert hat, ist
die, welche auf der einen Seite derselben Medaille die (reine) Mathematik und auf
der anderen ihre (unreinen) Anwendungen lokalisiert. Erstere evolviert, beginnend
mit einfachen Hypothesen zu konsiderablen autoevidenter Art, aus welchen sich
die ganze Theorie ableitet, zu einer axiomatischen Struktur, zweitere verbleibt
empirischen Untersuchungen fixiert und tendiert generell zu restriktiverem An-
wendungsradius. Die Urspriinge beider liegen freilich im humanen Ingenium zur
Abstraktion und sind auch von ethnographischem und kognitionswissenschaftli-

chem Interesse.l*

3 Zur Mathesis mixta

Die Arbor porphyriana, welche insbesondere auf den aristotelischen Kategorien
basiert, galt lange, wie die Sieben Freien Kiinste, denen die Sieben Praktischen
Kiinste gegeniibergestellt wurden, als klassisches epistemologisches Ordnungssys-
tem.'® Dass diese nicht trennscharf sind, spiegelt sich schon in der aristotelischen
sogenannten Methabasis-Prohibition wider,'6 ,where one of the basic assumptions
was the prohibition during a demonstration to move from one genus to another,
that is, from the objects of a science to the objects of another science.“!” In die-
ser Relation ist eine Wissenschaft Wissensgebiet und beantwortet Quia ?, eine
andere Propter quod ?; erstere wird in mittelalterlichen Lateiniibersetzungen von
Porphyrios-Kommentaren zu Aristoteles’ Kategorien als Scientia subalterna be-
zeichnet und die Beziehung von Optik zu Geometrie oder Musik zu Arithmetik
sind Beispiele.

Eine Weiterentwicklung stellt die Arbor scientiae des mallorquinischen Philoso-
phen und Mystikers Raimundus Lullus (* 1232, 1 1316) dar.'® Sie ist nicht nur ein
Ordnungssystem, sondern — in seinen Werken wie unter anderem der Ars generalis
ultima (1305) — als Erkenntnis-Apparat angelegt. Damit spielt sie fiir die Logik
und die Ars inveniendi eine Rolle und somit — in Anbetracht spéterer Differen-
zierung mathematischer Wissenschaften anhand epistemischer Methoden — auch
fiir die Klassifikation jener. Fiir den deutschen Philosophen Ernst Bloch (* 1885,

«19

11977) ist Lullus ein ,seltsam rationalistische|[r] Scholastiker*” und seiner Zeit ge-

14. Wufing 2013, 6 ff.

15. Borner et al. 1990, 45 ff.
16. Aristoteles 1964.

17. Vgl. Capecchi 2016, 1097.
18. Lullus 1999, 9 ff.

19. Vgl. Bloch 1959, 760.



36 Toni Reimers

wissermafen voraus. Bloch zieht dabei eine Verbindung zu Francis Bacon (* 1561,
11626),2° bei dem erstmalig von Mived Mathematics zu lesen ist.?!

Doch zunéchst noch zur Epistemologie des 12. und 13. Jahrhunderts; der Wissen-
schaftshistoriker Danilo Capecchi schreibt hierzu:

»To signal a terminological change: with a semantic shift, the mixed
mathematics instead of subalternate sciences were called intermediate
sciences (scientiae mediae), so stressing the coexistence of two sciences

(mathematics and physics) more than their hierarchy.“22

Die mittelalterlichen Scholastiker brachten die scientiae mediae hervor, unter ih-
nen auch Thomas von Aquin (*1225, {1274). Obwohl dieser — anders als andere
— supposed that optics is subalternate to geometry only“?3 driickt sich in der
Terminologie mediae eine gewisse Emanzipation gegeniiber subalterna aus.

Der Terminus Mathematica mizta scheint tatséchlich erstmalig im Kommentar zu
Platonis Res Publica (1490) des toskanischen Humanisten und Philosophen Mar-
silio Ficino (* 1433, 11499) aufzutauchen, der es als ein ,catch-all for the various

«24

hybrid disciplines“** einfiihrt.

Aus epistemischer Sicht steht in der Epoche der Renaissance die Evidenz der De-
monstratio im Fokus, aus dem eine Art Qualitat ihrer Evidenz und somit eine
gewisse Hierarchie der Mathematik im Wissenschaftskanon abgeleitet wird. Die
sich daraus entwickelnde Diskussion rief auch immer wieder die Theologie auf
den Plan. Im wesentlichen kristallisierten sich zwei quasi-diametrale Meinungen
heraus, von denen zum einen der zentralitalienische Philosoph Alessandro Piccolo-
mini (*1508, t1578) und zum anderen der oberitalienische Mathematiker Niccolo
Tartaglia (* 1499, {1557) Repriisentanten sind. Nach Capecchi eroffnet ersterer
die Diskussion 1547 in seinem kurzen Traktat De Certidude Mathematicarum und
spricht mathematischen Beweisen ab, potissimae demonstrationes zu sein, wahrend
letzterer berufsstandesgemafs in seinen Quesiti et Inventioni Diverse in Dialogform

kontrar argumentiert.2®

Als ein extremerer Vertreter als Piccolomini kann wohl der englische Philosoph
und Politiker Francis Bacon betrachtet werden, der gemeinhin als Pionier des
Empirismus gilt. Er ist, in diesem Kontext, aus zweierlei Griinden zu exponieren:
Zum einen hatte er grofsen Einfluss auf die epistemische Leitfunktion, zum anderen

20. Bloch 1959, 758 ff.

21. Brown 1991, 82.

22. Vgl. Capecchi 2016, 1101.

23. Vgl. Capecchi 2016, 1101.

24. Vgl. Barrow-Green und Siegmund-Schultze 2015, 60.
25. Capecchi 2016, 1104 ff.
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auf die Klassifikation (Abb. 1)26 von Mathematics. Im elisabethanischen England
stand ,[...] the production of useful knowledge* im Fokus und Bacon war nicht
der einzige, der die Scholastik ablehnte.?”

Es ist kein Zufall, dass die Mechanik bei Bacon Enginery heifst: Ist doch die Funk-
tion der Mathematik ,[...] in der Naturforschung |...] ausdriicklich keine konsti-
tutive, sondern eine begrenzende“?® und steht doch iiber allem die Niitzlichkeit.
Pulte sieht hier den Geburtsfehler des frithneuzeitlichen Empirismus, denn

»,Bacons Ablehnung von Logik und Mathematik fiihrt auch dazu, dass
die Deduktion als Verfahren der begriindeten Anwendung hoherstu-
figer empirischer Aussagen auf niedrigere Stufen bei ihm methodisch
unterentwickelt bleibt. Und |[. .. seine] Mechanik [. .. ] lisst keinen néhe-
ren Zusammenhang zum naturphilosophischen Gesetzeswissen erken-

nen.“2?
Divine or Natural Theology
‘ Physics
/Science Geometry
/ < Pure Math="— Arithmetic
/' Metaphysics<
L J Mixed Math Perspective
Philosophy Natural Music
!_ Astronomy
\ Cosmography
\ Experimental Architecture
Prudence<l’hilosuphical Engineering
Magical
|
LHuman

Abbildung 1: Bacons Tree of Knowledge nach Brown.

Anders sieht es etwa zur gleichen Zeit in Italien aus, wo Galileo Galilei (* 1564,
11642) mit Mathesis mizta zu beinahe beispiellosen naturwissenschaftlichen Ein-
sichten kommt.3° Zwar hilt er es wie Johannes Kepler (* 1571, 1630):3!

26. Gary Brown kondensiert: Bacons ,,‘mathematics’ belonged to ‘metaphysiks’ because its aim
was to inquire about fixed and constant causes [...]|* Vgl. Brown 1991, 82.

27. Vgl. Gaukroger 2001, 14 ff.

28. Vgl. Pulte 2018, 226.

29. Vgl. Pulte 2018, 226.

30. An dieser Stelle soll auch kurz Bonaventura Francesco Cavalieris Klassifikation im Trattato
delle Scienzie Matematiche in Generale erwahnt werden, in dem von Fisicomatematica die Rede
ist, Capecchi 2018, 313.

31. Capecchi 2016, 1110.
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JQuippe non jam in philosophia geometram, sed in hac parte philo-

so[p/hum agam.“32

Doch nimmt gerade die Geometrie bei ihm einen besonderen Platz in seiner Me-
chanik ein und macht einen Bedeutungswandel der scholastischen Mathesis mizta
ostensiv. Er verzichtete zunéchst auf die Ursacheninvestigation fiir fallende Kor-
per, wie es auch in der mittelalterlichen Scientia ponderum der Fall gewesen wiére;
nach Capecchi geht er aber weiter und &ndert das Problem — bei Vermeiden physi-
kalischer Argumente — in ein rein kinematisches und somit mathematisches.?? Die
dabei gemessene Zeit der Bewegungen ist keine ideale mathematische, sondern Ga-
lilei wird sehr erfinderisch bei der empirischen Untermauerung seiner mathematisch
gewonnenen Prinzipien, die im wesentlichen auf (geometrischer) Idealisierung und
Abstraktion — schliefslich Modellierung — fufst und beispielsweise die direkte Pro-
portionalitit von Fallzeit und -geschwindigkeit liefert.?* Seine gréften Leistungen
in diesem Kontext bestanden in der Kombination eigener Beobachtung anhand ge-
planter Experimente, mit mdoglichst préziser quantitativer Erfassung observabler
Grofken und Messergebnisanalysen vermittels Mathematik, und seinen Gedanken-
experimenten.3°

4 Zur Angebrachten Mathematik und Mathesis
Applicata

Nach Galilei setzt sich die sogenannte Mechanisierung der Naturphilosophie fort.36
Ein neuer Teil der Mathesis mixta wird von dem englischen Naturforscher Issac
Newton (*1643, 11727) begriindet. Er nennt sie Mechanica rationalis, ,um sie als
theoretische Disziplin von der praktischen von der mechanike téchne der Aristote-

lischen Tradition abzugrenzen“.>” Die Mechanica rationalis — oder, wie Pulte sie
nennt, Mathematische Naturphilosophie — ist fiir Newton

- - -] Scientia Motuum qui ex viribus quibuscu{m=n)q[uel; resultant,
& virium quee ad motus quoscu(m=n)q[ue]; requiruntur, accurate pro-
posita ac demonstrata. [...]| tanquam Philosophia principia Mathema-

tica proponimus.*38

32. Vgl. Kepler 1619, 6.

33. Capecchi 2016, 1109.

34. Capecchi 2016, 1109 f.

35. u.a. Capecchi 2018, 289 f., das auch auf den Arbeiten von Alexandre Koyré fufit.

36. Ich schliefse mich hier Pulte, welcher sich bei Eduard Jan Dijksterhuis bediente, ,in Erman-
gelung einer besseren Alternative, dieser Verlaufsbezeichnung® an. Vgl. Pulte 2018, 226 f.

37. Vgl. Pulte 2018, 223.

38. Vgl. Newton 1714, Auctoris Preefacio ad Lectorem, unpagiert.
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Newton fiihrt die essentiellen Prinzipien seines neuen Teils der Mathesis mizta
als azriomata sive leges motus ein. Zum einen sollen sie die Deduktivstruktur ei-
ner ganzen mathematischen Theorie der Kinematik und (!) Dynamik fundieren,
zum anderen ,sollen sie die Bewegung materieller Kérper beschreiben und kausal
erkliren“.3? Die Mathematik fungiert in dieser Expansion des aristotelischen Wis-
senschaftsideals somit als eine Art Erkenntnisgarantie und emanzipiert sich von
der mizta-Bedeutung — weshalb dies auch am Beginn dieses Abschnitts steht — wie

folgendes Zitat alludiert:

,Fundatur igitur Geometria in praxi Mechanica, & nihil aliud est quam
Mechanicee universalis pars illa quee artem mensurandi accurate propo-
nit ac demonstrat. Cum autem artes Manuales in corporibus movendis
praecipue versentur, fit ut Geometria ad magnitudinem, Mechanica ad
motum vulgo reseratur. Quo sensu Mechanica rationalis erit Scientia
Motuum |[. .. |40

Das Zitat zeigt auferdem, wie der Begriff Motus in die Geometrie (und Algebra)
— unter anderem durch Anwendung der Koordinatenmethode —*! diffundiert, und
liefert gleichsam die Begriindung, dass es sich bei dieser Scientia um eine genuin
mathematische Disziplin handeln soll.

Probleme der Naturphilosophie werden zunehmend welche der Mathesis mizta,
in der sich ein Teil entfaltet, der primér durch seine epistemische Funktion denn
seine utilitaristische charakterisiert ist.#? In englischsprachigen Publikationen des
17. Jahrhunderts wird zunehmend von Applications of Mathematics, nicht jedoch
von Applied Mathematics geschrieben, von dieser ist frithestens im 18. Jahrhundert
die Rede.*?

In der folgenden Darstellung liegt der Schwerpunkt wieder mehr auf der Klassifi-
zierung und beschrinkt sich auf Publikationen im Sacrum Imperium Romanum.

4.1 Wolffs Lexicon

Der Epoche der Aufkldrung, der Empirie und Rationalismus erst den Weg eb-
neten, gingen die ersten Enzyklopédien voraus. Ein Représentant dieser Epoche,
der ebenso ein Mathematisches Lexicon (1716) publizierte, war der mitteldeutsche
Philosoph Christian Wolff (* 1679, {1754). In jenem ist von einer nicht-disjunkten

39. Vgl. Pulte 2018, 231.

40. Vgl. Newton 1714, a.o.O.

41. Scriba und Schreiber 2010, 331 ff.

42. Pulte 2018, 223.

43. Barrow-Green und Siegmund-Schultze 2015, 60.
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Quinquesektion der Mathesis —in Mathesis impura sive mixta, practica, pura sive
simplex, theoretica seu speculativa und universalis — die Rede, wobei Mathesis im-
pura sive mirta mit dem deutschen Terminus Angebrachte Mathematik untertitelt
ist.

Heisset diejenige, welche die Grofe besonderer in der Natur vorkom-
mender Dinge erweget und ausmisset.“*

Nach dieser Darstellung ist die Mathematik
4| . .| eine Wissenschaft alles auszumessen, was sich ausmessen list.“4°

Man mochte annehmen, dass ein Terminus dann Eingang in eine enzyklopadische
Publikation findet, wenn er schon etabliert ist. Angebrachte Mathematik gab es
also schon zuvor.

4.2 Weidlers Institutiones Matheseos

Wie eingangs erwahnt, heifst es bei June Barrow-Green und Reinhard Siegmund-
Schultze, dass in Weidlers Institutiones Mathematicae — wie die Erstausgabe seiner
insgesamt sechsmal aufgelegten Institutiones Matheseos betitelt ist — 1718 erstmals
der Begriff Mathesis applicata auftaucht.*® In seinen Praelegomena teilt er die
Mathesis in pura und applicata und trégt systemisch dem epistemischen Charakter
im Paragraph Methodus Mathematica Rechnung.

JOpportunius, uti iam olim factitatum est, partiemur mathesin, in ab-
stractam (v=u)el puram, et applicatam (v=u)el mixtam, illa quan-
torum affectiones, a materia, cui insunt, separatas, contemplatur, haec
prioris praecepta adhibet ipsis rebus, quae quantitatis capaces sunt.“*7
Weidler nutzt im Folgenden konsequent den Begriff Mathesis applicata, merkt aber
an, dass

4| - -] nonnulli mixta appellant [...]*48

Er schreibt, dass die Mathesis applicata

44. Vgl. Wolff 1716, 866.

45. Vgl. Wolff 1716, 863.

46. Barrow-Green und Siegmund-Schultze 2015, 61.
47. Vgl. J. F. Weidler 1718, 4.

48. Vgl. J. F. Weidler 1718, 5.



Weidlers Beitrag zur Begriffsgenese der Angewandten Mathematik 41

»|- - - | complectitur specialia quaedam naturalis ac ci{v=u)ilis scientiae
argumenta, quae, absque purae matheseos principiis, digne tradi expo-
nique haud possunt.“4?

Obgleich der Begriff Mathesis applicata von Weidler priferiert wird, tragen seine
Institutiones den Untertitel Decem et Sex Purae Mixtaeque Matheseos Disciplinas
Complezxae, ist doch mizta eben immer noch géngig.

1O.FRIDER. WEIDLER
MATHES. PROF. PVBL.

INSTITVTIORES
MATHEMATICAE

DECEM ET SEX
PVRAE MIXTAEQVE MATHESEOS
DISCIPLINAS
COMPLEXAR

SVB FINEM ACCEDVNT
TABVLAE LOGARITHMORVM
CONTRACTAE

INDEX GENERALIS

vl
LEXICI MATHEMATICI
INSTAR ESSE POSSIT

VITEMBERGAE )
SvmTievs SAM. HANNAVERI

clo Io ccxnx

Abbildung 2: Titelseite von Johann Friedrich Weidlers Erstausgabe der Institutiones
Mathematicae (1718).

Zur applicata zadhlt er: die Optica sowie deren Attribute Catoptrica, Dioptrica,
Perspectiva; die Astronomia sowie deren Attribute Geographia, Chronologia, Gno-
monica; die Mechanica sowie deren Attribute Hydrostatica, Aerometria, Hydraulica
und die politischen Teilgebiete Architectura Civilis et Militaris.>®

49. Vgl. J. F. Weidler 1718, 5.
50. J. F. Weidler 1718, 5.
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Weidler schreibt zur Methodus Mathematica, der er auch ordnende, sogar klassifi-
zierende Funktion attestiert, unter anderem:

s+ - - | secundum quam mathematicarum disciplinarum materies ordina-
tur, tota eo redit, ut a notitiis primis ac simplicissimis, per(v=u)eniatur
ad ea, quae ignota, magisque composita sunt, atque, ut quaelibet pro-

positio fundamentis antea positis, certa ubiuis innitatur.5!

Dabei ist der letzte Satzteil programmatisch fiir die progressive Mathematisie-
rung, an der er selbst durch seine Publikationen mitgestaltet. So sorgt er auch im
Markscheidewesen®? mit seinen wissenschaftlich noch nicht umfassend erschlosse-
nen Institutiones Geometriae Subterraneae (1726) fiir composita — also geordnete
Verhiltnisse: Aufert sich doch der Mitbegriinder der Bergakademie Freiberg Fried-
rich Wilhelm von Oppel (*1720, 11769), Weidler habe

- - -] der Markscheidekunst zu erst die Ehre angethan, sie mit mathe-

matischen Begriffen genauer als sonst gewohnlich, zu verbinden.“?3

Weidler selbst richtet sich an die mathematicarum scientiarum minus gnaris und
meint in seiner Erstausgabe aus Griinden des Erkenntnisgewinns:

»- - - | feci periculum, eiusdem paulo accuratius formandae et ex purae
matheseos principiis demonstrandae.“?*

Die Markscheidekunst lasst sich fiir Weidler aus der Geometrie heraus entwickeln
und ist damit Teil der Mathesis applicata.

Obgleich auch schon Mathematik-Lehrbiicher vor Weidler Kapitel zu Gebieten
der Mathesis applicata beziehungsweise mizta enthalten, trigt doch gerade das
seine, aufgrund der Auflagenstérke, dazu bei, diese Disziplinen als mathematische
respektive wissenschaftliche zu etablieren: Sind es doch gerade diese, deren Wis-
senschaftlichkeit, aufgrund ihrer Praxis im Handwerk und Gewerbe — als Kunst,
bis ins 18. Jahrhundert infrage gestellt wurde.?® Ausgewiihlte Kapitel von Weid-
lers Institutiones Matheseos wurden bereits Ende des 18. Jahrhunderts auch ins
Russische und Schwedische iibersetzt und publiziert. Die Behauptung des Weidler-
Nachfahren Ernst Wilhelm Weidler (* 1875, t7), wonach insbesondere die Institu-
tiones Matheseos, aber auch Institutiones Geometriae Subterraneae und Institu-
tiones Astronomiae

51. Vgl. J. F. Weidler 1718, 5.

52. Das Markscheidewesen durchliduft, wie viele Wissensbereiche dieser Zeit, noch die Phase
einer Wissenschaftsgenese, die sich unter anderem durch die Griindung der Bergakademie insti-
tutionalisiert; zum letzteren Morel 2013.

53. von Oppel 1749, 20.

54. Vgl. J. F. Weidler 1751, 3.

55. Stichweh 1984, 178 f.
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»- - - | den Vorlesungen nicht nur auf deutschen, sondern auch auf aus-
landischen Universitédten vielfach zu Grunde gelegt, z. B. in Frankreich,
Rufland, Ungarn, Holland und in der Schweiz*,56
scheint nicht unbegriindet, finden sich doch an vielen namhaften Universitétsbi-
bliotheken Europas Weidler-Drucke.5”

Die Erstauflage ist stark in der euklidischen axiomatisch-deduktiven Tradition ver-
ankert, was in Anbetracht der Zielstellung, ein strenges Lehrbuch zu verfassen,
zwar auch didaktisch-methodische Griinde haben mag, doch entspricht dies ganz
dem Zeitgeist der ersten Hélfte des 18. Jahrhunderts. Pulte spricht auch bei der
Wissenschaft Mechanica dieser Zeit vom Mechanischen Euklideanismus.%® Weid-
lers Werk ist an ein universitdres Publikum gerichtet. Aus den Universitatsakten
geht hervor, dass er seine Vorlesungen seit Ostern 1733 — in Vorbereitung einer
dritten Auflage — zu selecta capita arithmeticae et geometriae mit Elementen des
Dialogs gestaltete, ,die im Nebeneffekt zur Vervollkommnung eines akademischen
mathematischen Lehrbuchs |[...] dienten.“®® Er meint hierzu, dass die Auditiones
die Freiheit haben mdogen,

- - -] von denen Dictatis ihre eigenen Gedanken und die dabei einge-
fallenen Dubia mir zu eréffnen und darauf meine fernere Erlduterung
zu erwarten®.50
Explizit verweist Weidler auf die Lehrbiicher von Leonhard Christoph Sturm sowie
von dessen Vater Johann Christoph Sturm; Grund genug, sich diesen kurz zu
widmen:

4.3 Sturms Mathesis Juvenilis

Johann Christoph Sturm (* 1635, 1703) war der Lehrer des Mathematikers und
Physikers Georg Albrecht Hamberger (* 1662, 11716), bei welchem wiederum so-
wohl Christian Wolff als auch Johann Friedrich Weidler in Jena studierten. Sturm
ist als Autor des Lehrbuchs Mathesis Juvenilis (1699) sowie fiir sein Hybrid aus der
archaischen Schule des Aristoteles und der avantgardistischen des Descartes, dem
mitteldeutschen Philosophiehistoriker Friedrich Otto Richard Falckenberg (* 1851,

56. Vgl. E. W. Weidler 1917, 37.

57. Man iiberzeuge sich durch Sichtung der Onlinekataloge.

58. Pulte 2018, 238 ff.

59. Vgl. Kathe 2002, 328.

60. Vgl. Universitédtsarchiv Halle-Wittenberg (UAHW), Rep. 1, Nr. 4984, unpagiert.
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11920) zufolge, besonders hervorzuheben.%! In diesem Lehrbuch, welches fiir Gym-
nasien gedacht war, taucht tatséchlich schon vor dem Wolff’schen Lezicon die

setwas garstige Eintheilung in die Lautere (puram) und Unreine (impu-
ram) viel schicklicher in die Angebrachte (Simplicem) oder Abstractam
und Angebrachte (Applicatam)“62

auf.

ISR 13D YeyOsuassi

widojouRdIN

Mathesis

Rechenkunst
_,m._hmcu'n

Abbildung 3: Leonhard Christoph Sturms Strukturierung der Mathesis nach Buch-
heim.

Leonhard Christoph Sturm (*1669, t1719), der besonders als Architekturtheo-
retiker beriihmt ist, klassifiziert die Mathesis divers (Abb. 3),53 aber auch mit
Okkultem, was zwar in dieser Zeit immer noch vorkam, aber paradox anmutender

61. Falckenberg 1894, 39 f.
62. Vgl. Sturm 1699, 3.
63. Borner et al. 1990, 100.
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Weise eben auch daher zum rationalistischen Zeitgeist der Aufkldrung gehorte. Be-
merkenswerterweise sprach sich sein Vater eindeutig gegen die Unterweisung der
Astrologie aus — behandelt dafiir aber die Chiromantie — und auch Wolff bezeich-
net sie nicht als Wissenschaft, sondern als Kunst, um den praktischen Aspekt zu
betonen.%* Dass die Architektur beziehungsweise das, was heut als Bauingenieur-
wissenschaften bezeichnet wird, zur Mathesis mixta gezéahlt wird, ist freilich nicht
neu und geht nicht erst auf die hochmittelalterliche Bauhiittentradition zuriick.5®
Auch hier ist eine spezielle Relation der Mathesis applicata zur Kunst zu erkennen,
die nach Stichweh eine wesentliche Charakteristik dieser Wissenschaft darstellt,
denn ,[glemeint ist der Technikbezug der angewandten Mathematik und damit
zusammenhéngend die verwendete Version des Begriffs Anwendung, die nicht zwi-
schen aufier- und innerwissenschaftlichen Anwendungen unterscheidet.“%¢ Eminen-
terweise scheint der Technikbezug hinsichtlich der Architektur als mathematische
Disziplin bei Leonhard Christoph Sturm weniger rekonstruktiv intendiert zu sein,
als es in dieser Zeit {iblich war. Dem nachzugehen fiihrt hier aber zu weit.

4.4 Zedlers Universallexicon

Das Grosse vollstindige Universal-Lexicon Aller Wissenschafften und Kiinste des
séchsischen Verlegers Johann Heinrich Zedler (* 1706, 1 1751) soll am Ende des Ab-
schnitts nicht unerwihnt bleiben.%” Mit seinen 68 Volumina gilt es als monumen-
talste enzyklopéddische Unternehmung im deutschsprachigen Raum des 18. Jahr-
hunderts und war die erste Enzyklopddie mit Biografien noch lebender Perso-
nen.%® Auch hier wird weitgehend der Wolff’schen Klassifikation gefolgt, wobei nun
— wie bei Sturm und Weidler — auch von Mathesis applicata, neben impura und
mixta als angebrachte beziehungsweise vermischte, die Rede ist. In dieser Enzy-
klopéddie gehort sowohl die Astrologie als auch die Musick noch zu ihr. Unter der
Ubersicht (Abb. 4) wird explizit auf die Division zweier mathematischer Katheder
an der Leurorea verwiesen:

,,Dieses ist noch hinbey zu fiigen, dafs heut zu Tage noch auf Academien,
als z. B. Wittenberg, die Eintheilung der Mathematick gemachet wer-
de in Mathesin superiorem und inferiorem, daf so gar zwey besondere

64. Sturm 1699 u. Wolff 1716.

65. Scriba und Schreiber 2010, 233 ff.

66. Stichweh 1984, 177.

67. Jean-Baptiste le Rond d’Alemberts und Denis Diderots franzésischsprachige Encyclopédie
ou Dictionnaire raisonné des Sciences, des Arts et des Métiers enthilt auch ein einflussreiches
Systéme des Connoissances Humaines, auf das sich auch Barrow-Green und Siegmund-Schultze
beziehen, Barrow-Green und Siegmund-Schultze 2015, 55.

68. Raupp 2006.
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Abbildung 4: Fintheilung der Mathematick in Zedlers Universallexicon.

Professoren der Mathematick daher daselbst gehalten werden und wer-
den der Superiori die Cosmicke, Astronomie, Chronologie, Gnomonicke
und Geographie; zu der Inferiori aber die iibrigen Theile insgesamt ge-
rechnet.“69

Auf die Klassifikation der Mathesis inferior und superior an der Universitit Wit-
tenberg soll spater noch gesondert eingegangen werden.

Zedlers Universal-Lexicon ist auch deswegen hier noch interessant, weil es die
Disziplinen, die unter Angebrachte Mathematik fallen, kategorisiert und somit {iber
Wolffs Beitrag hinaus geht:

»0 haben wir aus der Natur-Lehre die Mechanick, Statick, Hydrosta-
tick, Hydraulick, Optick, Catoptrick, Dioptrick, Perspectiv, Acustick,
Aerometrie, Astronomie, Geographie, Hydrographie; aus der Metaphy-

69. Vgl. Zedler 1739.
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sick oder vielmehr der Ontologie die Chronologie und Gnomonick; aus
der Politick die Festungs- und biirgerliche Bau-Kunst bekommen.“”°

5 Zur Angewandten Mathematik

1759 erscheint die erste Publikation, die Angewandte Mathematik im Titel tragt.
Es sind die Anfangsgrinde der angewandten Mathematik als zweiter Teil der ma-
thematischen Anfangsgriinde von Abraham Gotthelf Késtner (* 1719, {1800). Der
Begriff Angewandte Mathematik hat sich in dieser Zeit demnach bereits etabliert.

Desirée Kroger widmete sich Késtner als Lehrbuchautor in ihrer der Geschichte
der Didaktik der Mathematik gewidmeten Dissertation eingehend. Dabei strebt
sie einen Vergleich von Késtners Mathematischen Anfangsgrinden mit anderen
Lehrbiichern seiner Zeit an. Eine Vergleichsdimension ist dabei unter anderem Die
Klassifikation der mathematischen Wissenschaften.”* Thr Fazit an dieser Stelle, wo-
nach in Késtners Anfangsgriinden ,zum ersten Mal“™® der Terminus Angewandte
Mathematik begegne, stiitzt die eingangs aufgegriffene Aussage von Barrow-Green
und Siegmund-Schultze. Zwar tragt Krogers Dissertation den Untertitel Unter Be-
riicksichtigung weiterer deutschsprachiger mathematischer Lehrbiicher fir den uni-
versitdren Unterricht, doch wére in Anbetracht des Bezugs zu Sturms Mathesis
Juvenilis und der Tatsache, dass Késtner sich oft an Weidler orientierte,” ein
Blick in die lateinischsprachige Literatur wiinschenswert gewesen: Denn es ist fest-
zustellen, dass Késtners sechste Auflage (1800) und Weidlers Erstausgabe (!) in
fast allen Inhaltspunkten iibereinstimmen und die anderen Vergleichsautoren —
wie Caspar Schott (* 1608, t1666), Sturm und Wolff — derart abweichen.” Diese
Anfangsgrinde beziehungsweise Institutiones gegeniiberzustellen, ist sicher inter-
essant. Késtner hat Weidlers Ausgaben sicher gekannt.

Kaéstner verweist mehrfach auf Weidler und orientiert sich an ihm, so unter ande-
rem in der Vorrede seiner Anmerkungen iber die Markscheidekunst (1775):

»lch habe zu den Vorlesungen Weidlers Institutiones geometriae sub-
terraneae gebraucht, die auch durch des Hrn. P. Fuchsthaler deutsche
Uebersetzung noch gemeiner geworden sind. Vollstdndigere Anleitun-
gen, wie des Hrn. v. Oppel und Beyers, sind nicht fiir akademische

70. Vgl. Zedler 1739.

71. Kroger 2014, 124 ff.

72. Vgl. Kroger 2014, 149.

73. nicht nur bzgl. Kastners Geschichte der Mathematik und seiner Markscheidekunst.
74. Tabelle(n) 1/2 & 2/2, leider eben ohne Weidler. Kroger 2014, 337 f.
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Vorlesungen. Unter denen, die zu dieser Absicht verfait sind, ist mei-

nes Wissens Weidlers seine die einzige, die man besonders haben kann
[ ] «75

Nach Pulte beklagt Kastner — zu einer Zeit, in der Immanuel Kant die Mathe-
matik als ,Stolz der Vernunft* bezeichnet — ,,gewisse Degenerationserscheinungen,
némlich eine Entfernung von der Empirie und der konkreten Anschauung.“”® Ein
Bereich, der iiber die ins Zentrum gestellte Betrachtung zur Herausbildung des
Begriffs Angewandte Mathematik hinausfiihrt und deshalb hier nicht weiter the-
matisiert wird.

6 Hohere und niedere oder reine und angewandte
Mathematik ?

Auch bisher ist nicht nur auf die epistemische Funktion mathematischer Diszipli-
nen eingegangen worden, sondern parallel auch auf die Klassifikation derselben.
Eine andere als die Division in pura und applicata ist eine, die nicht nur fiir Weid-
ler als Wittenberger Mathematikprofessor relevant war, und soll hier eine gewis-
se Exhaustivitat hinsichtlich Weidlers Beitrag zur Klassifikation mathematischer
Wissenschaften sichern.

Noch auf Philipp Melanchthon (* 1497, 1 1560) geht die Separation der Mathematik
an der Leucorea auf zwei Professuren — Professio Mathematum Inferiorum sowie
Mathematum Superiorum — zuriick, die ohne Unterbrechung bis 1784 bestand.””
Aus den Statuten der Universitit von 16067 und 16667 gehen nach der Mathe-
matikdidaktikerin Silvia Schéneburg-Lehnert (Tab. 1)8° die folgenden Lehrinhalte
der beiden mathematischen Katheder hervor:

Tabelle 1: Mathematische Lehrinhalte an der Leucorea des 17. Jahrhunderts.

| 1605 1666
Niedere Elementa Doct- Elementa Sphaerica,
Mathem. | rinae Sphaericae, Utraque Logistica,

Utraque Arithmetica, | Theoria Planetarum,
Theoriae Planeta- Doctrina Motuum

75. Vgl. Késtner 1775, Vorrede, unpagiert.
76. Vgl. Pulte 2018, 222.

77. Friedensburg 1917b, 106 f.

78. Vgl. UAHW, Rep. 1, Nr. 4944, 165 ff.
79. Vgl. UAHW, Rep. 1, Nr. 4944, 6.

80. Schoneburg 2010, 37 f.
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rum Burbachii, ex Tabulis Resolutis,
Doctrina Motuum Computus Ecclesiasticus,
er Tabulis Resolutis Calculus Ecclipsium
Hohere FEuclid, Fuclid,
Mathem. | Cossica, Cossica,
De Triangulis, Doctrina Triangulorum,
Magna Construc- Constructio Magna Pto-
tio Ptolemaei, lemaei vel Similia,
Doctrina de Ob- Adscitae Recentio-
servationibus rum Artificum Observa-
tiones

Dieses Statut von 1666 war auch noch in Weidlers Schaffenszeit giiltig und sorg-
te im Hinblick diversifizierender Vorlesungsinhalte fiir Spannungen zwischen den
Lehrstuhlinhabern.

Obige Tabelle (Tab. 1) ist bereits im Zuge der Berufung Weidlers interessant,
denn im Zuge der Verhandlungen 1715 mit Christian Wolff (* 1679, 11754), der
auf Wunsch des Dresdner Hofes als Nachfolge von Johann Andreas Planer (* 1665,
11714) auf den Katheder der Héheren folgen sollte,®! wurden ihm — von Seiten
der Universitdt — die Inhalte der Niederen (!) Mathematik als Lehrgegensténde
genannt.®? Weidler — als Favorit des Kollegiums — wurde noch withrend der Ver-
handlungen mit Wolff zum ,Mathematum Extraordinarius [. . .| ohne Besoldung*®3
bestellt. Zwar mag dies mehr {iber die Reputation Wolffs als Weidlers aussagen,
doch sollte letzterer den Lehrstuhl in den folgenden Jahren fachlich®® deutlich
aufwerten: Wahrend der Theologe Heinrich Klausing (* 1675, 11745) nach Pla-
ners Tod 1714 vorrangig Mathesis Biblica, insbesondere Chronologia Ecclesiastica
in der Hoheren Mathematik lehrte, fiillte Weidler — anfangs noch als Extraordi-
narius — die Mathematica Inferior mit Geometria Universa, Geometria Practica
et Architectura Civilis Militarisque und aufierdem noch mit Optica, Hydrostatica
sowie Aerometrica und so mit deutlich mehr als vormals iiblich.®> Als Weidler
1719 Ordinarius des Lehrstuhls fiir Héhere Mathematik wird, kommen aufserdem
noch die Astronomie und ihre Attribute — insbesondere Trigonometrie, Chronolo-
gie, Geografie — hinzu, wihrend Johann Matthias Hase (* 1684, 1 1742), der jenem
auf den der Niederen folgt, anfangs ausschlieflich die Geographia ad Historicam et

81. Friedensburg 1917a, 144 ff.

82. Vgl. UAHW, Rep. 1, Nr. 4955.

83. Vgl. UAHW, Rep. 1., Nr. 1539, Bléatter 105 f.
84. zumindest den Vorlesungsankiindigungen nach.
85. Vgl. UAHW, Rep. 1, Nr. 367.
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Tabelle 2: Weidlers Adjunktion mathematischer Disziplinen.

Mathesis Pura Mathesis Applicata
Math. Inf. | Arithmetica, Optica,
Geometria, Catoptrica,
Trigonometria plana Dioptrica
Math. Sup. | Trigonometria sphaerica, | Astronomia,
Analysts, Geographia,
Algebra Chronologia,
Gnomonica,
Mechanica,
Hydrostatica,
Aerometrica,
Hydraulica,
Architectura civilis,
Architectura militaris

Politicam liest,26 um offenbar iiberhaupt seinem Lehrauftrag nachzugehen. Diese
Kumulation war solange unproblematisch, wie es nur einen ausgesprochenen Ma-
thematicus®” auf einem der Katheder gab, doch mit Hase — einem Zégling Wolffs,
der diesen schon 1715 an seiner statt rekommandierte — &nderte sich die Situati-
on. Spéatestens nach dem Ende seiner einjéahrigen Bildungsreise durch Westeuropa,
-deutschland und die Schweiz — auf der Weidler auch auf Newton, Halley, Cassini
und andere traf — kam es zunehmend zu Uberschneidungen der Vorlesungsthemen
(zumindest den Vorlesungsankiindigungen nach).%®

Thren Hohepunkt erreichen die Spannungen zwischen Hase und Weidler schliefllich
in zwei sich entspinnenden Diskussionen:3? 1. zu den Lehrinhalten der beiden Ka-
theder (1733), 2. zu einer moglichen Reorganisation dieser (1736). In der ersten
Diskussion treffen Weidler und Hase mit verschiedenen Auffassungen von Hoherer
und Niederer Mathematik und dem, was ihnen als Disziplinen zuzuordnen ist, auf-
einander. Fiir Hase gehoren zur Professio Mathematum Superiorum ausschliefilich
die Astronomia, Chronologia und Meteorologia. Weidlers Zuordnung®® spiegelt sei-
ne Lehrbuchgliederung® wider (Tab. 2). Der Ausgang dieser Diskussion ist nicht

86. Vgl. UAHW, a.o0.0.

87. ndmlich Weidler, denn fiir Klausing war die Professur fiir Hohere Mathematik nur eine
Etappe auf dem Weg zu einer der Theologie.

88. Vgl. UAHW, Rep. 1, Nr. 367 u. Nr. 429.

89. Die Originalquellen liegen hauptsédchlich im UAHW und partiell im Séachsischen Haupt-
staatsarchiv Dresden. Dabei handelt es sich um Universitdtsakten mit offiziellen Briefen und
Gutachten, nicht um Privatkorrespondenz; s. auch Kathe 2002, 321 ff.

90. Vgl. UAHW, Rep. 1, Nr. 4984.

91. J. F. Weidler 1718, 4 f.
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dokumentiert, allerdings zeichnet sich in den Vorlesungsankiindigungen ab, dass
Weidler sich in den &ffentlichen Vorlesungen auf Astronomia und Trigonometria
sphaerica konzentriert.?? Die Einschétzung in Zedlers Universal-Lexicon scheint al-
so approximativ zu stimmen.?? Bei einem Vergleich der Statute von 1666 (Tab. 1)
und Weidlers Zuordnung (Tab. 2) zeigt sich, dass sich dieser durchaus an jenen
orientierte. Der grofite Unterschied besteht zum einen darin, dass sich die applicata
und infolgedessen eine expandierende Diversifikation mathematischer Wissenschaf-
ten etablieren, zum anderen, dass die astronomischen Inhalte in globo der Héheren
Mathematik von ihm adjungiert werden.

In der zweiten Diskussion geht es um die Reorganisation der Lehrstiihle, wobei
durch Weidler indirekt die Frage von Independenz und Interdependenz von Mathe-
matik und Physik eingebracht wird. Es werden verschiedene Modelle vorgeschla-
gen: Fines sieht vor, beide mathematische Lehrstiihle zu fusionieren, ein anderes,
den der Mathematum superiorum mit dem der Physices zu vereinen. Hase lehnt
den ersten Vorschlag ab, da sich fiir ihn abzeichnet, dass Weidler diese Gesamt-
mathematische Professio iibernehmen werde und er auf die (weniger bezahlte)
Physikprofessur gesetzt werden wiirde. Weidler fithrt zwar auch administrative
und pekunidre Griinde ins Feld, untersetzt diese aber auch mit Sachargumenten.
Eines davon ist besonders eminent, denn er schreibt, dass die Physica eine doctri-
na experimentalis sei und bringt die Professio Philosophiae Naturalis ins Spiel.%
Er scheint hier ein typisches Kind seiner Zeit zu sein, das ,die Naturlehre als die
philosophische Wissenschaft von der Natur der Korper, d. h. als Wissenschaft von
ihren allgemeinen Eigenschaften, die als Ursache fungieren kénnen und als solche
die qualitativ beobachtbaren Wirkungen erkliren“,”> bestimmt.

7 Schluss

Skizziert wurde, wo die Urspriinge des Begriffs der Angewandten Mathematik und
seiner ersten Nutzung liegen und welche epistemischen Konzepte damit einhergin-
gen. Dabei zeichnete sich — aus heutiger Sicht auch terminologisch — ein gewisser
Emanzipationsprozess ab, der in den antiken Anfingen Wissenschaften als Scien-
tiae subalternae anderen Wissenschaften subalterniert, sie in medidvaler Trans-
formation als Scientiae mediae aufwertet, um der Mathematica zugeordnet zu
werden, von der diese Wissenschaften sich zunehmend emanzipieren, obwohl in

92. Vgl. UAHW, Rep. 1, Nr. 429.

93. Zedler 1739, 2047.

94. Vgl. UAHW, Rep. 1, Nr. 1659, Blatter 28 ff.
95. Vgl. Stichweh 1984, 176.
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Scientiae subalternae
(Aristoteles)
\

Scientiae mediae
(Thomas von Aquin)

Mathematica mizta
(Marsilio Ficino)

\
Angebrachte (applicata) Mathesis
(Johann Christoph Sturm)

Angebrachte Mathematik Mathesis applicata
(Christian Wolff) (Johann Friedrich Weidler)

\
Angewandte Mathematik

(Abraham Gotthelf Késtner)

Abbildung 5: Weg zum Begriff der Angewandten Mathematik und deren Reprisen-
tanten.

ihnen mathematische Methoden nach wie vor eine oder bei einigen sogar die de-
zisive (epistemische) Funktion einnehmen. Die Mechanik, als typischer Reprisen-
tant einer Mathesis mizta und ihre zunehmende Mathematisierung, ist dabei als
besonders gut erforschte Disziplin herangezogen worden. Die finale Phase dieser
Emanzipation, die nach der Hochphase der Mathematisierungen anschliefst, obwohl
von Leibniz schon vorbereitet,” beginnt im 19. Jahrhundert und wurde hier nicht
dargestellt. Abbildung 5 zeigt noch einmal synoptisch die Stafetten und wichtige
Représentanten im Staffellauf der Begriffsgenese zur Angewandten Mathematik.

An obiger Mathematisierung hat der Wittenberger Mathematiker Johann Fried-
rich Weidler aktiv durch seine Publikationen auf dem Gebiet der Mathesis ap-
plicata mitgewirkt. Zwar bestétigte sich die Darstellung von Barrow-Green und
Siegmund-Schultze, wonach Weidler den applicata-Begriff einfithrte, nicht, doch
liegt sein Beitrag zum einen darin, den Begriff der Mathesis Mizta durch den der
Mathesis Applicata zu ersetzen, und zum anderen, ihn fiir akademische Publika
zugénglich zu machen: Sind doch seine Institutiones Matheseos als Universitéts-
lehrbuch konzipiert und nicht wie Sturms Mathesis Juvenilis als Schullehrbuch und
motivieren somit auch zur akademischen Auseinandersetzung niitzlicher Themen,

96. Siehe u.a. Pulte 2018, 233 ff.



Weidlers Beitrag zur Begriffsgenese der Angewandten Mathematik 53

die damit erst zu Wissenschaften werden, wie etwa die Markscheidekunst.?” Diese
Mathematisierung war und ist heut noch Garant fiir wissenschaftlichen Fortschritt
und hat vermutlich einen uniiberschétzbaren Anteil an Modernitét und Wohlstand
— um den utilitaristischen Aspekt noch einmal zu exponieren —,”® doch mdchte ich
an dieser Stelle mit den Worten des norddeutschen Mathematikers Claus Peter
Ortlieb (* 1947, 12019) schliefen:

»Man muss sich bewusst machen, dass die Erfassung der Welt durch
Mathematik Grenzen hat.“99
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Kants Auffassung der Mathematik
als Ideal der Philosophie und das
Bedeutungsproblem

Edward Kanterian

Kant hat sich mehr als einmal mit dem Verhéltnis der Philosophie zur Mathematik
beschéaftigt. Am bekanntesten sind seine Ausfiihrungen in der Kritik der reinen
Vernunft und in den Prolegomena zu einer jeden kiinftigen Metaphysik. In diesen
kritischen Schriften ging es ihm darum, die Metaphysik, einstmals als ,, K6nigin der
Wissenschaften bekannt, inzwischen in Verruf geraten (Aviii), zu neuem Glanz zu
verhelfen. Doch auch in seiner vorkritischen Zeit, vor allem in der Preisschrift von
1762, Untersuchung tiber die Deutlichkeit der Grundsdtze der natiirlichen Theologie
und Moral, hat er sich ausfiihrlich mit diesem Thema beschéftigt. Ich gehe zuerst
auf den kritischen Kant ein.

Kant argumentiert, dass, um das Verhéltnis der Philosophie zur Mathematik recht
zu verstehen, wir auch iber die Natur der Mathematik Rechenschaft abgeben,
also Philosophie der Mathematik betreiben miissen. Genauer besehen riickt die
Mathematik fiir den kritischen Kant aus mindestens drei Griinden in den Fokus.

Erstens ist die Mathematik eine Modellwissenschaft. Kant nennt sie den Stolz und
»das groke Gliick* der menschlichen Vernunft (B492, B752). Sie ist fiir Kant das
Paradebeispiel fiir Wissenschaft schlechthin, was den Grad an Gewissheit, Wis-
sensumfang, Wissensfortschritt und Systematizitdt angeht. Zweitens besitzt die
Mathematik einen Hinweischarakter. Sie erbringt gleichsam den lebenden Beweis,
dass synthetisch-apriorische Wahrheiten nicht nur méglich sind, sondern wirklich
existieren.

Aus diesen zwei Griinden folgt aber noch nicht, dass derartige Wahrheiten auch in
der Philosophie moglich sind. Es wire denkbar, dass es diese Wahrheiten nur in der

SieB 13 (2020), 57-74
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Mathematik gibt. Daher muss die Mathematik fiir eine weitere, spezifischere Rolle
hinzugezogen werden. Die Mathematik liefert, drittens, ein Fallbeispiel. Indem
wir die Natur mathematischer Wahrheiten und Beweise studieren, erfahren wir,
was synthetisch-apriorische Wahrheiten als solche ausmachen. Wir erhalten so ein
Kriterium, mit dessen Hilfe wir synthetisch-apriorische Wahrheiten auch in der
Metaphysik identifizieren oder beweisen kénnen.

Dieses Projekt stofst allerdings auf so manche Schwierigkeiten. Ich méchte hier nur
zwei erwdhnen. Das Projekt ist zum einen gefihrdet, wenn sich herausstellt, dass
es synthetisch-apriorische Wahrheiten in der Mathematik nicht gibt, oder dass es
sie nicht so gibt, wie Kant es annimmt. Diese Frage wird mindestens seit Helmholtz
kontrovers diskutiert.! Der bekannteste Einwand lautet hier: Mit der Entdeckung
der nicht-euklidischen Geometrie sei Kants Behauptung von der Notwendigkeit und
Allgemeingiiltigkeit unserer euklidisch aufgefassten Raumanschauung nicht mehr
aufrechtzuerhalten, vor allem wenn diese Notwendigkeit auch als Bedingung der
Mobglichkeit der Erfahrung, auch in der Physik, gelten soll, was Kant ja vertrat.?

Nun kénnte man einwenden, dass diese Fixierung auf die euklidische Geometrie
zwar verkehrt ist, aber fiir die Begriindung der zentralen kritischen Doktrin, des
transzendentalen Idealismus, nicht wesentlich ist. Die tragende Saule des transzen-
dentalen Idealismus ist die These von der Idealitit unserer reinen Anschauungen
von Raum und Zeit. Diese These hat Kant bekanntermaifsen in der ,, Transzendenta-
len Asthetik* mithilfe von jeweils fiinf Argumenten zu untermauern versucht, von
denen nur eines auf die spezifisch mathematische Erkenntnisart rekurriert, wéah-
rend zwei andere Argumente nur mit dem Begriff des unendlichen Kontinuums
operieren, wie er in Newtons mathematischer Physik zur Anwendung gekommen
war.® Auch wenn das Geometrie-Argument (fiir den Raum) verfehlt sein sollte, so

1. Siehe Helmholtz 1876, S. 21ff., Helmholtz 1879, S. 22ff., 51ff.

2. Erinnert sei beispielsweise an Carnaps Verdikt: ,,The statements of pure geometry hold
logically, but they deal only with abstract structures and they say nothing about physical space.
Physical geometry describes the structures of physical space; it is a part of physics. The validity
of its statements is to be established empirically — as it has to be in any other part of physics
— after rules of measuring the magnitudes involved, especially length, have been stated |[...]. In
neither of the two branches of science which are called “geometry” do synthetic judgements a
priori occur. Thus Kant’s doctrine must be abandoned” (Carnap 1958, S. vi). Vgl. Brittan 1978,
Kap. 3, fiir eine Diskussion dieser Position.

Fiir die neuere Diskussion von Kants Mathematikauffassung vgl. z.B. Kitcher 1975, Stekeler-
Weithofer 1987, Friedman 1992, Kap. 1-2, Parsons 1992, Wolff-Metternich 1995, Koriako 1999,
Shabel 2003 und 2006, Brittan 2010. Wie Kitcher (1975, S. 41) festgestellt hat, war die Entde-
ckung nicht-euklidischer Geometrien nicht das einzige Problem fiir Kants Theorie der Mathema-
tik: ,, The death blow was not struck by Bolyai, Lobachevski, and Klein but by the men in the
tradition which led to Weierstrass’s function, continuous everywhere but differentiable nowhere*.

3. Hinzu kommen noch verstreute Argumente, z.B. in B42 oder Ak 4:282, sowie das Argument
von den inkongruenten Gegenstiicken (Ak 4:285f.; vgl. B319f.).
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bleiben doch weiterhin die vier Raum-Argumente aus der ,,Metaphysischen Eror-
terung“ bestehen.

Auch diese Strategie ist problematisch. Denn der Status dieser restlichen vier Ar-
gumente ist hochst umstritten. So heifst es bei Peter Strawson, in seinem immer
noch mafsgeblichen The Bounds of Sense, die ersten zwei Raumargumente sei-

“4, Das erste Raumargument® sei eine bloe Tautologie:

en ,weak in the extreme
Wir kénnten von keinen rdumlichen Beziehungen zwischen Gegensténden erfah-
ren, wenn wir nicht schon die Féhigkeit dazu besédfien, die selbst nicht aus der
raumbezogenen Erfahrung stammt. Das zweite Raumargument® sei obskur, da es
nicht klar sei, wie wir die Behauptung ,,Wir kénnen uns den Raum ohne Gegen-
stdnde darin vorstellen“ beweisen sollten. Etwa indem wir die Augen schliefen
und uns eine finstere Leere vorzustellen versuchen? Oder vielleicht den Ausdruck
,unbegrenzter leerer Raum® aussprechen, um festzustellen, ob er sich auf etwas
bezieht (eine Referenz hat)? Es ldsst sich hier nichts Sicheres sagen. Die Behaup-
tung wiederum ,,Man kann sich niemals eine Vorstellung davon machen, dass kein
Raum sei“ ist vielleicht a priori wahr, allerdings auch nur im Sinne einer Aussage
iiber das logische Verhéltnis zwischen einer begrifflich-kognitiven Fahigkeit und
ihrer Ausiibung (was immer wir eine ,,Erfahrung” nennen wollen, kann nicht ohne
rdumliche Beziehungen auskommen). Jedenfalls fiihren diese zwei Raumargumente
zu keinem metaphysischen Schluss im Sinne des transzendentalen Idealismus.

Auch die nichsten zwei Raumargumente (Nr. 3 und 4 in der B-Ausgabe) sind pro-
blematisch.” Sie wollen beweisen, dass unsere Vorstellung vom Raum die Vorstel-

4. Strawson 1966, S. 58. Fiir weitere kritische Punkte siehe z.B. Tetens 2006, S. 51ff.

5. “[Damit] gewisse Empfindungen auf etwas aufier mir bezogen werden (d.i. auf etwas in
einem andern Orte des Raumes, als darin ich mich befinde), imgleichen damit ich sie als aufer
und neben® einander, mithin nicht blof verschieden, sondern als in verschiedenen Orten vorstellen
kénne, dazu mufl die Vorstellung des Raumes schon zum Grunde liegen” (B38).

6. ,,Der Raum ist eine nothwendige Vorstellung a priori, die allen dufferen Anschauungen
zum Grunde liegt. Man kann sich niemals eine Vorstellung davon machen, daf kein Raum sei,
ob man sich gleich ganz wohl denken kann, daf keine Gegenstdnde darin angetroffen werden.
Er wird also als die Bedingung der M&glichkeit der Erscheinungen und nicht als eine von ihnen
abhidngende Bestimmung angesehen und ist eine Vorstellung a priori, die nothwendiger Weise
duferen Erscheinungen zum Grunde liegt” (B38f.).

7. ,3) Der Raum ist kein discursiver oder, wie man sagt, allgemeiner Begriff von Verhéltnis-
sen der Dinge liberhaupt, sondern eine reine Anschauung. Denn erstlich kann man sich nur einen
einigen Raum vorstellen, und wenn man von vielen Rdumen redet, so versteht man darunter
nur Theile eines und desselben alleinigen Raumes. Diese Theile kénnen auch nicht vor dem ei-
nigen allbefassenden Raume gleichsam als dessen Bestandtheile (daraus seine Zusammensetzung
moglich sei) vorhergehen, sondern nur in ihm gedacht werden. Er ist wesentlich einig, das Man-
nigfaltige in ihm, mithin auch der allgemeine Begriff von Rdumen iiberhaupt beruht lediglich
auf Einschrankungen. Hieraus folgt, daff in Ansehung seiner eine Anschauung a priori (die nicht
empirisch ist) allen Begriffen von demselben zum Grunde liegt. So werden auch alle geometrische
Grundsétze, z.E. dal in einem Triangel zwei Seiten zusammen grofier sind, als die dritte, niemals
aus allgemeinen Begriffen von Linie und Triangel, sondern aus der Anschauung und zwar a priori
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lung von etwas Einigem und Unendlichem ist, und als solche, anders als Begriffe,
keine Vorstellungen unter sich enthélt, sondern in sich. Womit die Raumvorstel-
lung kein Begriff, sondern eben eine ,,Anschauung” sei soll. Aber da es sich dabei
nicht um unsere Vorstellung vom physikalischen Raum handelt, wonach unsere
Vorstellung von einer bestimmten, konkreten Raumregion die Vorstellung eines
einigen, unendlichen physikalischen Raumes enthélt, hingen diese zwei letzten
Raumargumente vom Geometrie-Argument ab, womit wir wieder beim Einwand
gegen dieses Argument wiren.? Aukerdem gilt: Keine Feststellung dariiber, wie ei-
ne (nicht widerspriichliche) Vorstellung, sei es auch die Raumvorstellung, zu klas-
sifizieren sei (als Anschauung und nicht als Begriff), erlaubt es uns, die Realitét
dessen in Frage zu stellen, worauf sich die Vorstellung bezieht — es sei denn, eine
idealistische These wird vorausgesetzt. Kant begeht hier einen Fehlschluss, auf den
schon Trendelenburg und Frege, auf ihre je eigene Weise, hingewiesen haben.®

Kurzum: das Projekt, den transzendentalen Idealismus am Leitfaden des mathe-
matischen Paradigmas zu beweisen, ist gerade aufgrund dieses Abhéngigkeitsver-
héltnisses gefdhrdet. Es kénnte doch immerhin sein, dass die Mathematik eine
ganz anders geartete Disziplin ist als die Philosophie, im Hinblick auf den Gegen-
standsbereich, die Methode und Argumentationsformen, ja den Zweck des ganzen
Unternehmens. Zumindest ist die Verwandtschaft zwischen der Philosophie und
der Mathematik zuerst einmal nur eine Annahme (die auch weit zuriick reichende
historische Griinde hat). Um sie zu erhérten, miisste man beide Disziplinen geson-
dert untersuchen, um dann mogliche Parallelen zu etablieren oder eben abzuleh-
nen. Suspekt, ja zirkuldr, wire es dagegen, wenn man diesen Vergleich vornimmt,
nachdem man schon die Philosophie nach dem Vorbild der Mathematik aufgefasst
hat (wie das heute auch von manchen formalen Philosophen getan wird).

Nun hat Kant sich durchaus auch kritisch iiber eine zu enggefiihrte Parallele zwi-
schen der Philosophie und Mathematik gedufert, und zwar in dem Mathemati-
kabschnitt der Methodenlehre der Kritik der reinen Vernunft (,Die Disziplin der
reinen Vernunft im dogmatischen Gebrauche®). Hier wehrt er sich allerdings nur

mit apodiktischer Gewiftheit abgeleitet.

4) Der Raum wird als eine unendliche gegebene Grofe vorgestellt. Nun muft man zwar einen
jeden Begriff als eine Vorstellung denken, die in einer unendlichen Menge von verschiedenen
moglichen Vorstellungen (als ihr gemeinschaftliches Merkmal) enthalten ist, mithin diese unter
sich enthélt; aber kein Begriff als ein solcher kann so gedacht werden, als ob er eine unendliche
Menge von Vorstellungen in sich enthielte. Gleichwohl wird der Raum so gedacht (denn alle
Theile des Raumes ins unendliche sind zugleich). Also ist die urspriingliche Vorstellung vom
Raume Anschauung a priori und nicht Begriff* (B39f.).

8. Vgl. Strawson 1996, S. 67, der argumentiert, dass sogar die ersten zwei Raumargumente
vom Geometrie-Argument abhingen.

9. Vgl. Trendelenburg 1840, Kap. VI, Vaihinger 1922, S. 134-51, 290-326, Frege 1893, S. xxff.,
Frege 1918/1919, S. 73ff.
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dagegen, dass die Philosophie die gleiche Methode oder Form der Untersuchung
hat wie die Mathematik. Sie sind nach ihm zwei verschiedene Formen des Ver-
nunftgebrauchs, unterscheiden sich aber nicht, so Kant, hinsichtlich ihrer Materie
oder Gegensténde, und auch nicht hinsichtlich der Allgemeinheit und Apriorizitit
der Erkenntnis (B751). Gerade diese zwei letzten Kriterien zeigen, dass Kant auch
in der Methodenlehre von dem Vorbildcharakter der Mathematik nicht ablasst. Er
beschreibt z.B. die Mathematiker als ,,Meister der Natur“, wiahrend die Philosophen
mit a priori Begriffen in der Natur nur herumpfuschen (B753)!°. Und wie ich noch
darlegen werde, héilt Kant auch noch in der Methodenlehre am mathematischen
Gewissheitsideal fest.

Jedenfalls ist die Mathematik nach Kant eine konstruktive, die Philosophie eine
diskursive Disziplin. Beide beginnen mit Begriffen, aber in der Mathematik stellen
wir einen Begriff dar, indem wir ihn in der reinen Anschauung konstruieren. Wir
verhelfen uns dazu mit einer Anschauung (etwa eines Dreiecks), die zwar ,ein
einzelnes Object ist, aber nichts destoweniger als die Construction eines Begriffs
[...] Allgemeingiiltigkeit [hat] fiir alle mogliche Anschauungen, die unter denselben
Begriff gehéren® (B741).!! Mit anderen Worten, wir analysieren nicht einfach den
Begriff, d.h. zerlegen ihn in seine Bestandteile (die blof weitere Begriffe sind),
sondern gehen {iber den Begriff hinaus und konstruieren, auf dem Papier oder in
der Einbildung) ,,den diesem Begriffe entsprechenden Gegenstand“ (B741, 746).
In der Philosophie dagegen halten wir uns an reinen Begriffen und was in diesen
enthalten ist, also an weiteren Begriffen.

Auf eine Schwierigkeit soll in diesem Zusammenhang gleich hingewiesen werden.
Wenn mir zuerst nur ein Begriff wie der des Dreiecks gegeben ist, seine Bestand-
teile selbst aber nur weitere Begriffe sind, sodass ich héchstens analytische Kunst-
stiicke mit dem blofen Begriff veranstalten kann — wie weifl ich dann, welchen
Gegenstand ich als diesem Begriffe entsprechend in der Anschauung konstruieren
soll? Die Konstruktion enthélt ja nach Kant etwas, was tiber den Begriff hinaus-
geht, etwas ihm Fremdes. Wie weifs ich, dass diese Figur, und nicht jene, dem
Begriff des Dreiecks entspricht? Etwas am Begriff selbst muss mir doch eine An-
leitung dazu geben, wie ich mit der Konstruktion verfahren soll, muss also etwas
Anschauliches, oder einen Bezug zur Anschauung, schon enthalten. Das sagt Kant

10. Allerdings erhebt Kant die Philosophie weit {iber die Mathematik an anderer Stelle in der
Kritik der reinen Vernunft, ndmlich in der ,, Transzendentalen Dialektik”. Die Vernunft, so Kant,
stelle Fragen von einer so grofen Wiirde, vor allem in ihrem theologischen Drang nach dem ersten
Anfang und letzten Zweck, dass sogar der Mathematiker seine ganze Wissenschaft dahin gébe,
wenn er nur Antworten auf jene Fragen erhielte (B492).

11. Shabel 2003, Part 2, argumentiert, dass diese Position Kants auf der im 17. und 18. Jahrhun-
dert weitverbreiteten Uberzeugung beruhte, mathematische Gegenstinde seien in letzter Instanz
die Gegenstdnde von geometrischen Konstruktionen. Shabel erweist dies an den Beispielen von
Viéte, Descartes, Barrow und Wolff.
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auch an einer Stelle sinngeméifs: Wenn ein Begriff konstruiert werden kann, dann
enthélt er a priori ,eine reine Anschauung in sich* (B747; meine Betonung). Aber
wenn eine Anschauung Bestandteil eines Begriffs sein kann, dann kann der Un-
terschied zwischen Anschauung und Begriff gar nicht so strikt sein, wie Kant ihn
sonst auffasst. Dieses Problem, das an dieser Stelle von sekundérer Bedeutung zu
sein scheint, erlangt groffe Bedeutung dann, wenn wir uns iiber Kants Auffassung
der Philosophie selbst klar werden wollen. Ich komme darauf zuriick.

Kant sagt: ,,Die philosophische Erkenntnifs betrachtet also das Besondere nur im
Allgemeinen, die mathematische das Allgemeine im Besonderen, ja gar im Ein-
zelnen“ (B742). Er sagt auch: ,philosophische Erkenntnif [betrachtet]| das Allge-
meine jederzeit in abstracto (durch Begriffe) [...], indessen [die] Mathematik das
Allgemeine in concreto (in der einzelnen Anschauung)* (B762). In dieser zweiten
Formulierung ist die Gemeinsamkeit der zwei Disziplinen deutlicher hervorgehoben
als in B751.12 Beide Disziplinen betrachten also das Allgemeine, aber auf eine je
verschiedene Weise. An einem Beispiel verdeutlicht: Der Philosoph kann am Begriff
eines Dreiecks nur das finden, was schon in ihm steckt, z.B. ,dreieckige Figur“.!3
Die Summe seiner Innenwinkel wird man durch diese Begriffszerlegung aber nie
herausfinden. Der Geometer dagegen fangt sofort mit dem Konstruieren an und
erreicht, iiber ,,eine Kette von Schliissen, immer von der Anschauung geleitet”, zum
richtigen Ergebnis. Kant deutet einen geometrischen Beweis des Theorems, dass
an, wonach die Innenwinkel eines Dreiecks zusammen 180° betragen (B745). Wie er
hier, und vielleicht noch ausdriicklicher in der Preisschrift von 1762, erlautert, hat
ein geometrischer Beweis Allgemeingiiltigkeit, weil er sich zwar einzelner Gegen-
stdnde bedient, an ihnen aber nur allgemeine Konstruktionsregeln durchexerziert,
das einzelne Dreieck also als Symbol nimmt, und eben nicht als Bezugsgegen-
stand des Wortes ,,Dreieck”. Was ist denn dann der Bezugsgegenstand des Wortes
,Dreieck”? In der Kritik heifst es nur, dass diesem Bezugsgegenstand das einzelne
Dreieck ,nur als sein Schema correspondirt” (B742). In der Preisschrift von 1762
wird der Symbolcharakter der Mathematik stérker betont, heiftt es doch dort, dass
man in der Mathematik (Arithmetik, Algebra und Geometrie) ,einzelne Zeichen

12. Wenn man genau hinhort, impliziert die Formulierung “betrachtet also das Besondere nur
im Allgemeinen , dass die Philosophie ebenfalls auf das Allgemeine abzielt, wie die Mathematik.

13. Wenn man allein der Bedeutung von ,, Triangel“ (,Dreiwinkel”) folgen wiirde, miisste man
strenggenommen annehmen, dass in diesem Begriff nur enthalten ist ,,Figur mit drei Winkeln bzw.
Ecken“. Also ist es schon ein Schluss, wenn wir annehmen, dass es sich bei einem Dreieck um eine
Figur mit drei Seiten handelt. Dies ersieht man deutlicher noch am Begriff des Polyeders, denn
das Verhéltnis zwischen der Anzahl der Ecken und der Seiten von Polyedern ist keineswegs trivial.
Allerdings scheint fiir Kant der analytische Inhalt eines Begriffs {iber die blofe (buchstabliche)
Bedeutung des Begriffsworts hinauszugehen; sie enthélt eben all das, was wir per Definition
»hineinpacken®, im Falle von ,/ Triangel“ , Figur, die in drei geraden Linien eingeschlossen ist, |...|
von eben so viel Winkeln“ (B744). Ich bin Prof. Gregor Nickel fiir den Hinweis auf diesen Punkt
zu Dank verpflichtet.
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statt der allgemeinen Begriffe der Sachen selbst behandelt” (Ak2:278), und zwar
solcherart ,,Zeichen®, dass man an ihnen die Eigenschaften ,aller Kreise, Dreiecke
etc. untersuchen kann. Ich komme auf die Preisschrift noch zurtick.

Wie stellt sich nun Kant die philosophische Erkenntnis genauer vor? Seine Ansich-
ten dariiber sind von fundamentaler Bedeutung. Doch gehen wir zuerst auf Kants
Aussage ein, Philosophie und Mathematik wiirden sich in der Materie nicht unter-
scheiden. Wie ist das zu verstehen? Zwar haben es beide mit ,,dem* Allgemeinen
zu tun. Aber daraus folgt nicht, dass sie denselben Gegenstandsbereich behandeln,
sondern héchstens nur, dass sie Gegenstidnde von derselben Art behandeln, eben
allgemeine Gegensténde (oder Begriffe). Es gibt zwar einige Gegenstande, die sie
beide behandeln, z.B. den Begriff der Zahl und der Unendlichkeit. Verbindungs-
punkte gibt es natiirlich vor allem zwischen der Mathematik und der Philosophie
der Mathematik. Und wir kénnen auf , philosophische Weise, d.h. rein begrifflich,
mathematische Begriffe behandeln, etwa den Begriff eines Dreiecks, ohne, wie Kant
selbst sagt, sehr weit damit zu kommen. Aber es gibt auch sehr viele allgemeine
Gegensténde, die nicht den beiden Disziplinen gemeinsam sind. Kant nennt ja
selbst Beispiele wie die Begriffe der Substanz, der Ursache, des Rechts, der Reali-
téat (B756, B743). Diese lassen sich nicht vollstandig quantifizieren, was doch zeigt,
dass der Unterschied zwischen der Philosophie und der Mathematik auch den zum
Teil unterschiedlichen Gegenstandsbereichen geschuldet ist. Aber davon will Kant
nichts wissen. Er insistiert, dass der wesentliche Unterschied zwischen Philosophie
und Mathematik einer der Erkenntnisform ist, die wiederum den Gegenstandsbe-
reich bestimmt: ,Die Form der mathematischen Erkenntnifs ist die Ursache, daf
diese lediglich auf Quanta gehen kann. Denn nur der Begriff von Gréfen &£t sich
construiren, d.i. a priori in der Anschauung darlegen [...]* (B742). Aber gerade
diese Passage zeigt doch auch, dass man die Form der mathematischen Erkenntnis
gar nicht so einfach von ihrer Materie unterscheiden kann. Denn fiir Kant besteht
ja die Materie einer Disziplin aus ihren Begriffen, oder ist zumindest sehr eng mit
ihren Begriffen verkniipft. Wenn der Unterschied nur einer der Erkenntnisform wé-
re, warum koénnen wir dann nicht dem Begriff der Substanz oder dem der Pflicht
eine rein mathematische Behandlung angedeihen lassen, und zwar ohne philoso-
phischen Rest? Ich schlieffe daraus, dass Philosophie und Mathematik, auch wenn
sie beide auf das ,,Allgemeine® gehen, sich nicht nur in der Erkenntnisform, sondern
auch in ihren Gegenstandsbereichen in wichtigen Aspekten unterscheiden.

Wir wollen jetzt genauer betrachten, wie Kant die philosophische Erkenntnis cha-
rakterisiert. Wir wissen schon, dass sie diskursiv, und nicht anschaulich-konstruktiv
vorgeht, und dass ,,diskursiv* hier soviel meint wie ,,begriffszerlegend“. Nun wissen
wir aber auch, dass Begriffszerlegungen blof analytische Sitze ergeben kénnen, die
wnichts Neues“ enthalten (B744, B749). Das kann aber nicht alles sein, denn die
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kantische Metaphysik hat es auf synthetisch-apriorische Satze abgesehen, und kei-
nesfalls nur auf analytische. Wie also kommt das Synthetische in die Philosophie?
Wenn sie Vernunfterkenntnis aus Begriffen (B741) alleine ist, so muss die Antwort
lauten: gar nicht. Das wire fatal fiir das kantische Projekt. Kant risoniert: Uber
einen Begriff kann ich nur auf zweierlei Weisen hinausgehen, entweder a priori,
durch mathematische Konstruktion, oder a posteriori, empirisch, durch Wahrneh-
mung (B749). Beide kommen fiir die Philosophie nicht in Frage, und so scheinen
die Moglichkeiten des Synthetischen erschopft. Doch Kant schlidgt noch einen drit-
ten Weg vor, gleichsam einen Umweg. Philosophische Begriffe wie Substanz und
Realitéit lassen sich zwar weder durch a priori Anschauung konstruieren, noch di-
rekt in der Wahrnehmung vorfinden. Aber sie haben eine Vermittlungsfunktion,
die doch einen Bezug zur Anschauung enthélt. Er schreibt:

[W]enn mir der transscendentale Begriff einer Realitéit, Substanz, Kraft etc. gege-
ben ist, so bezeichnet er weder eine empirische, noch reine Anschauung, sondern
lediglich die Synthesis der empirischen Anschauungen (die also a priori nicht ge-
geben werden konnen); und es kann also aus ihm, weil die Synthesis nicht a priori
zu der Anschauung, die ihm correspondirt, hinausgehen kann, auch kein bestim-
mender synthetischer Satz, sondern nur ein Grundsatz der Synthesis moglicher
empirischer Anschauungen entspringen. Also ist ein transscendentaler Satz ein syn-
thetisches Vernunfterkenntnifs nach bloffen Begriffen und mithin discursiv, indem
dadurch alle synthetische Einheit der empirischen Erkenntnifs allererst méglich,
keine Anschauung aber dadurch a priori gegeben wird. (B750)

»|K]ein bestimmender synthetischer Satz* — damit ist folgendes gemeint. Da wir
ohne Anschauung keine bestimmten Gegensténde erkennen kénnen, so enthalten
nach Kant philosophische-transzendentale Satze blofs ,,unbestimmte Begriffe der
Synthesis maglicher Empfindungen® (B751), z.B. einen unbestimmten Begriff wie
,Ding tiberhaupt* (B748). Solche Sitze kénnen daher nicht von bestimmten Ge-
genstdnden handeln.

Wir kdnnen hier sofort eine Frage aufwerfen: Wie steht es um den Wahrheitswert
und die Bedeutung solcher Sétze? Beispiele fiir transzendentale Sétze wéren: ,,Alle
Anschauungen sind extensive Grofen und ,,Alle Verdnderungen geschehen nach
dem Gesetze der Verkniipfung der Ursache und Wirkung“. Der erste stammt aus
den ,,Axiomen der Anschauung®, der zweite ist die ,,Zweite Analogie der Erfahrung*
(B202, B232). Einerseits miissen solche Sétze wahr sein, denn Kant bezeichnet sie
als notwendig oder sogar apodiktisch (vgl. B41, B47, B199, B762, B765)4, auch

14. ,,Apodiktisch* heisst soviel wie ,,unbedingt notwendig®, was transzendentale Satze eigentlich
nicht sein kénnen, weil sie eine , griindliche Deduktion brauchen (B762). Siehe unten.
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als ,,sicher (B765). Und er lidsst ja auch Beweise auf sie folgen, ,griindliche De-
duktionen“. Andererseits ist es jedoch nicht einmal klar, ob sie eine bestimmte
Bedeutung haben. Nehmen wir die Zweite Analogie. Kant schreibt: ,Den Begriff
einer Ursache iiberhaupt kann ich auf keine Weise in der Anschauung darstellen,
als an einem Beispiele, das mir Erfahrung an die Hand giebt* (B743). Ohne Er-
fahrung, ohne eine konkrete Erfahrung, am je einzelnen Beispiel, ist der Begriff
der Ursache nach Kant nicht bestimmt. Nun kann ein Satz aber keine bestimmte
Bedeutung haben, wenn einer seiner Bestandteile keine bestimmte Bedeutung hat
(Prinzip semantischer Kompositionalitdt). Also hat der Satz ,,Alle Veréanderungen
geschehen nach dem Gesetze der Verkniipfung der Ursache und Wirkung“ fiir sich
genommen keine bestimmte Bedeutung, und somit auch keinen Wahrheitswert.

Der Ausweg aus dieser Sackgasse scheint von Kant selbst angedeutet zu sein. Tran-
szendentale Sétze wie den gerade zitierten nennt er auch (diskursive) Grundsétze,
Prinzipien oder, genauer noch, Regeln. Regeln sind aber weder wahr noch falsch
— das Problem ihres Wahrheitswertes wiirde sich nach dieser Lesart nicht stellen.
(Aber wie konnen dann Regeln apodiktisch sein?) Als solche enthalten sie eine An-
weisung, ,nach der eine gewisse synthetische Einheit desjenigen, was nicht a prio-
ri anschaulich vorgestellt werden kann (der Wahrnehmungen), empirisch gesucht
werden soll* (B748f.). Erst in der Erfahrung werden ihre Begriffe konkretisiert.
Andererseits ist Erfahrung ohne diese transzendentalen Sétze gar nicht moglich,
denn, und das gehort zu Kants wichtigsten Behauptungen, Erfahrung wird aller-
erst ermoglicht durch die synthetischen Grundsétze des Verstandes (ibid.). Wir
konnten ja keine Pradikationen durchfiihren ohne schon eine Idee davon zu haben,
was es heifit ein Ding zu sein, d.h. ein Trager von Eigenschaften, der selbst keine
Eigenschaft ist.

Die Losung des Bedeutungsproblems scheint mir aber mit dieser Prazisierung nicht
gefunden, sondern blof vorausgesetzt zu sein. Wir haben es nun sogar mit einem
Zirkel zu tun: Unbestimmt gelassene Prinzipien fiihren uns scheinbar zu etwas, der
Erfahrung, das im Gegenzug die Prinzipien bestimmt macht (einer Anschauung
zufiihrt). So zdumt man das Pferd von hinten auf. Selbst wenn wir die besagten
Sétze als Regeln, und nicht als Urteile auffassen, haben wir es hier mit einem
Problem der Regelbefolgung zu tun. Was eine Regel ist, bestimmt nicht einfach,
riickwirkend, eine jede ihrer Anwendungen, denn sonst kénnten wir nicht die Regel
anwenden, und wir wiissten auch nicht, dass eine Anwendung die Anwendung
dieser Regel und nicht einer anderen Regel ist. Wenn die Regel nicht vor ihrer
Anwendung bestimmbar ist, kénnen wir auch nicht zwischen korrekter und falscher
Regelbefolgung unterscheiden, somit aber {iberhaupt nicht mehr von Regeln in
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diesem Zusammenhang sprechen.!® Die Regel muss vor der einzelnen Anwendung
hinreichend bestimmt sein.

Wir entkommen auch nicht diesem Bedeutungsproblem, wenn wir die besagten
Sétze nicht als Regeln, sondern als Urteile auffassen. Denn die ,,Anwendung eines
Urteils (Satzaussage) ist einfach seine Aukerung (utterance). Und die Bedeutung
eines Urteils, einer Satzaussage, wird nicht erst durch seine AuRerung bestimmt,
sonst wiissten wir ja nie vor einer Auferung, was wir sagen wollen. (Das gilt auch
fiir Sétze mit indexikalischen Bestandteilen, wie ,,Ich bin ein Mann*; diese haben
auch ungedufert das was Kaplan einen character genannt hat, wenn auch keinen
content)'6.

Das Problem, das uns hier zu schaffen macht, tauchte in dhnlicher Form schon
oben auf, bei der Diskussion der mathematischen Konstruktion. So wie es dort
nicht klar war, wie ein Begriff uns zu einer Konstruktion in der Anschauung hin-
fiihren kann ohne selbst eine Anschauung zu enthalten, so ist es auch jetzt nicht
klar, wie ein transzendentaler Satz uns zu Anschauungen hinleitet ohne schon
in sich, in seinen Begriffen, einen Bezug zu Anschauungen zu enthalten. Was an
den ,,unbestimmten Begriffen der Synthesis moglicher Empfindungen® (B751), rein
als Begriffe genommen, weist darauf hin, dass sie die Synthesis moglicher Emp-
findungen artikulieren? Der modale Zusatz, es handele sich dabei blofs um die
Synthesis mdglicher Empfindungen reicht nicht aus, um diesen Bezugspunkt her-
zustellen. Denn etwas am Begriff muss schon die Anleitung enthalten, dass die
in Frage kommenden Moglichkeiten eben Empfindungen und nicht etwas anderes
sind (etwa andere Begriffe, Ideen), und zudem einen bestimmten Umfang mogli-
cher Empfindungen, je nachdem ob es sich bei dem Begriff um die Kategorie der
Substanz, der Ursache etc. handelt. Wir begegnen einem strukturell gleichen Be-
deutungsproblem in Kants Auffassung der Mathematik und der Philosophie, der
mathematischen Beweisfiihrung und der philosophischen Kernsétze.'”

15. Vgl. Wittgenstein 2003, §258.

16. Siehe Kaplan 1989, S. 500ff.

17. Man mag hier einwenden, das Bedeutungsproblem entstehe nur, wenn man die Existenz
des Schematismus nicht beriicksichtigt; mit anderen Worten, es sei ein Scheinproblem. Denn der
Schematismus ist ja jenes ,,Dritte®, das zwischen den Kategorien und den Anschauungen vermit-
telt (B177). Eine Kategorie kann auf einen Gegenstand nur angewandt werden, weil sie gewisse
formale Bedingungen der Sinnlichkeit ,enthélt”, eben ein Schema (B179). Da das Schema somit
den Gebrauch der Kategorie restringiert (ibid.), kénnte man ihm eine bedeutungsbestimmende
Funktion anerkennen. Hier ergeben sich aber zwei Probleme. Erstens, was Begriffen ,,Sinn und
Bedeutung®, oder objektive Giiltigkeit, verleiht, ist nach Kant nicht das Schema, sondern die
Moglichkeit der Erfahrung; das blofe Schema ist nur ein Produkt der Einbildungskraft und be-
notigt selbst die Gegenstidnde der Erfahrung, die sie ,herbei ruft® (B179, B195). Zweitens ist
nach der Beziehung zwischen dem Schema und der Kategorie zu fragen. In B179f. spricht Kant
davon, dass die Kategorie das Schema enthélt bzw. ihm zugrunde liegt. In diesem Fall ist die
Kategorie natiirlich nicht identisch mit dem Schema, sondern sie enthélt einen logischen Rest
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Meines Erachtens vermag Kant nicht, dieses Bedeutungsproblem zu l6sen. Seine
semantische Analyse transzendentaler Sitze ist in der Kritik der reinen Vernunft
zu rudimentir, wie iiberhaupt sprachphilosophische Uberlegungen in diesem be-
rithmten Buch kaum vorkommen (woriiber sich schon Hamann und Herder be-
schwerten)!®. Philosophische Sétze verblassen einfach im Vergleich zu den mathe-
matischen. Das wird ganz besonders deutlich in dem Mathematikabschnitt der
Methodenlehre, wo Kant die Frage erortert, ob die Philosophie die sogenannte
mathematische Methode iibernehmen kann, d.h. ausgehend von Definitionen und
Axiomen mithilfe von Demonstrationen neue Sétze beweisen kann. Da eine De-
monstration fiir ihn eine a priori Konstruktion in der Anschauung bedeutet, fillt
die Antwort negativ aus. Die Philosophie verfahrt rein begrifflich, nur mithilfe von
diskursiven Beweisen, die ,,sie sich nur durch lauter Worte (den Gegenstand in Ge-
danken) fiihren lassen* (B763). Was Kant hier nur vage anreift, ist ganz richtig:
Anders als die Mathematik muss die Philosophie Sprachanalyse betreiben, da sie
es nur mit , lauter Worten*“ zu tun hat. Doch weil Kants Ideal auch hier die mathe-
matische Erkenntnis bleibt, wird dieser Kerngedanke nicht weiter ausgefiihrt.

So erklart Kant, dass es Definitionen nur in der Mathematik gibt. Denn nur in
der Mathematik iibersieht man sofort, was man willkiirlich in einen Begriff per
Definition hinein legt. Und da man mit Definitionen anféingt, kénnen sich kei-
ne verworrenen Vorstellungen einschleichen. ,Mathematische Definitionen kénnen
niemals irren“, da die Definition den Begriff iiberhaupt erst, und vollsténdig, kon-
stituiert (B760).'° In der Philosophie fangen wir nicht mit neuen, sondern mit

(oder ist dieser Rest). Dann kénnen wir aber ein analoges Bedeutungsproblem formulieren: Wie
koénnen wir wissen, welches Schema welcher Kategorie zugeordnet ist, wenn die Kategorie doch,
als blofier Begriff, einen rein logischen, aber somit doch wieder einen unbestimmten Gehalt hat?
Wir kénnen auch umgekehrt fragen: Wie schafft es das Schema, sich die richtige Kategorie zu
»greifen, wenn beide doch so unterschiedlich sind? Eine Alternative wire, die Kategorie mit
dem Schema zu identifizieren. Das wiirde aber nicht nur Kants Text widersprechen, sondern in
diesem Fall wiirde der Rekurs auf den Schematismus am Bedeutungsproblem gar nichts dndern.
Fiir erhellende Diskussionen des Schematismus sei auf Koriako 1999, §18, und Shabel 2003, §3.2
hingewiesen.

18. Siehe Foster 2012, S. 486fF.

19. Es sei dahingestellt, ob durch mathematische Definitionen geschaffene Begriffe wirklich so
unproblematisch sind. Kénnten sie keine Widerspriiche enthalten oder einfithren? (Mathemati-
sche Definitionen kénnen nach Kant auch dann problematisch sein, wenn sie etwas Uberfliissiges
enthalten (B760), aber das ist in unserem Kontext nicht relevant.) Kant wiirde vielleicht ant-
worten, dass ein Widerspruch in der Definition oder zwischen Definitionen dazu fiihrt, dass sich
die entsprechende(n) Konstruktion(en) nicht durchfiihren lasst (lassen). Mir ist allerdings keine
Textstelle bekannt, in der Kant eine solche Regel explizit formuliert. Am ehesten scheint dieser
Gedanke in B268 suggeriert. Hier sagt aber Kant gerade nicht, dass im Begriff ,Figur, die in
zwei geraden Linien eingeschlossen ist ein Widerspruch liegt, sondern nur, dass die Konstruktion
in der Anschauung unméglich ist. Auch diese Stelle scheint also seine Aussage, mathematische
Begriffe konnten nicht irren, konnten also nicht widerspriichlich sein, nicht abzuschwéchen. Die
Moglichkeit (oder Konsistenz) eines mathematischen Begriffs ist so allein durch seine Definition
gegeben. Diese allein impliziert aber nach Kant nicht die Moglichkeit eines (reinen oder empi-
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schon gegebenen Begriffen an, wie da seien die Begriffe der Substanz, der Ursa-
che, des Rechts (B756). Durch Zergliederung soll ich mir verdeutlichen, was diese
Begriffe beinhalten, was die genauen Eigenschaften des Gegenstands sind, auf den
sie sich jeweils beziehen. Da haben wir es wieder: Der Philosoph kann nur Begriffs-
analyse betreiben. Kant fligt jedoch sogleich ein skeptisches Argument hinzu: ,,die
Ausfiihrlichkeit der Zergliederung meines Begriffs [ist] immer zweifelhaft und kann
nur durch vielfaltig zutreffende Beispiele vermuthlich, niemals aber apodiktisch ge-
wifs gemacht werden®* (B756ff.). Anders als in der Mathematik gibt es also in der
Philosophie kein Kriterium der Vollstéandigkeit, da ich mir nie sicher sein kann,
ob meine Zergliederung wirklich alle Bestandteile eines philosophischen Begriffs
erfasst hat, und es nicht noch weitere, ,,dunkle Vorstellungen* gibt. Daher kénnen
wir philosophische Begriffe nicht definieren, wie im iibrigen auch empirische Be-
griffe nicht (B755f.).20 Wir sehen hier ganz klar den Einfluss des mathematischen
Gewissheitsparadigmas: Weil die philosophische Begriffsanalyse nicht die anschau-
liche Vollstédndigkeit einer mathematischen Konstruktion besitzt, gibt es in der
Philosophie im Grunde keine Gewissheit, sondern nur Sicherheit auf Raten.

Dieses Argument ist meines Erachtens dufserst bedenklich. Erstens zieht sich Kant
mit diesem semantischen Skeptizismus den Teppich unter den Fiiffen weg; seine
diskursiven Grundsétze oder transzendentalen Sétze bleiben vollig in der Schwe-
be, und wir kénnen nicht einmal mehr sagen, dass sie in ihrer Bedeutung erst
durch eine konkrete Erfahrung bestimmt werden und die Erfahrung ihrerseits
moglich machen — denn wir kénnen ja nie wissen, welche ,, dunklen Vorstellun-
gen* wir in den Begriffen der transzendentalen Sétzen iibersehen haben. Zweitens
aber ist Kants semantischer Skeptizismus verfehlt. Ein Wort oder ein Begriff ist
nicht erst dann definiert, wenn wir {iber eine vollstindige Liste seiner ,analyti-
schen“ Bestandteile verfiigen. Dass analytische Definitionen (die notwendige und
hinreichende Bedingungen der Anwendung eines Begriffs spezifizieren) die einzig
wahre Form der Definition sei, ist, wie wir sehen, nicht nur ein Ideal (und My-

rischen) Gegenstands, der unter den Begriff fallt (vgl. B271, Ak 4:470). Dafur ist die aktuale
Konstruktion des Gegenstands in der reinen Anschauung notwendig (wenngleich Kant manch-
mal nicht von der Konstruktion des Gegenstands, sondern eben des Begriffs spricht, was zu einer
weiteren Komplikation fiihrt; vgl. z.B. B268, Ak 4:470). Gegen diese Auffassung scheint Kants
Zeitgenosse, der Mathematiker Abraham Gotthelf Késtner (1719-1800), Einspruch eingelegt zu
haben. Fiir Kéastner beweist erst die Konstruierbarkeit einer Figur die Moglichkeit ihres Begriffs.
Kant, der Késtner liberaus schétzte, hat diesen Punkt 1790 akzeptiert, darin aber keinen Wider-
spruch zur ersten Kritik gesehen. Man vergleiche Kéastners Artikel von 1790 mit Kants Entwurf
einer Besprechung dieses Artikels in Ak 20:410-423. Siehe auch Koriako 1999, S. 242ff. Ich bin
Prof. Gregor Nickel fiir die Diskussion der Widerspruchsproblematik dufserst dankbar.

20. Was empirische Begriffe angeht, scheint Kant in B755f. ein weiteres skeptisches Argument
anzudeuten, wonach ich mir nie sicher sein kann, was der andere unter einem Wort versteht. Es
gibt keinen Grund, warum man dieses Argument nicht auch auf philosophische Begriffe tibertra-
gen kann. Jedenfalls lasst sich dieser Skeptizismus mit Wittgensteins Privatsprachenargument
entkréften. Vgl. Wittgenstein 2003, §§253ff.
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thos) der analytischen Philosophie, sondern hat eine lingere Vorgeschichte. Wie
uns Wittgenstein gelehrt hat, gibt es auch andere Definitionsarten, z.B. ostensi-
ve Definitionen oder Definitionen unter Zuhilfenahme von Familien&hnlichkeiten.
Doch miissen Begriffsbestimmungen gar nicht immer auf Definitionen rekurrieren
um ,,vollstdndig* zu sein. Sie miissen nur, in einem gegebenen Kontext, fiir einen
bestimmten Zweck, geniigen. Die Methode in diesem Zusammenhang ist nicht die
der Begriffszergliederung, sondern die der Erinnerung daran, wie wir bestimmte
Worte verwenden — ,,durch vielféltig zutreffende Beispiele”, wie Kant zwar ganz
richtig sagt, aber sofort wieder zuriick nimmt, weil er darin eine blofte ,,Wortbe-
stimmung® und eben keine genuine Begriffsanalyse erkennt (B755f.). Zergliedernde
ist auch gewiss nicht die einzige Methode der Philosophie; wir verfiigen auch {iber
das, was Strawson connective analysis, Ryle conceptual geography und Wittgen-
stein eine grammatische Untersuchung genannt haben.?! Diese Art von Analyse
hat sehr wenig mit der mathematischen Erkenntnisform zu tun.

Der kritische Kant hat sich fiir sprachphilosophische Erorterungen so gut wie gar
t.22 Dagegen hat der vorkritische Kant diese Art von Analyse sehr
wohl betrieben, z.B. in der Preisschrift von 1762, Untersuchung iber die Deutlich-
keit der Grundsditze der natirlichen Theologie und der Moral (1764 erschienen).
Die Preisschrift untersucht ganz ausdriicklich die Frage, ob die ,,mathematische
Methode* auf die Philosophie anwendbar ist. Mit dieser Frage stand Kant nicht
allein; seit dem 17. Jahrhundert wurde sie intensiv diskutiert.?® Kants Antwort

nicht interessier

ist ambivalent. Er hélt schon zu diesem Zeitpunkt die Philosophie fiir eine ana-
lytische, die Mathematik fiir eine synthetische Disziplin, mehr oder weniger im
Sinne der Ausfithrungen aus der Kritik der reinen Vernunft, wie bereits diskutiert.
Die Mathematik, so Kant, erfindet ihre Begriffe auf der Stelle, durch anschauliche
Konstruktion, kann sie so sogleich iiberblicken, und schreitet dann, mithilfe von
einfachen Regeln symbolischer Deduktion, zu Beweisen von grofiter Gewissheit
(Ak 2:278f.; dieser beweistheoretische Punkt fehlt in der Kritik). Die Philosophie
kann all das nicht tun; sie muss erst einmal schon gegebene Begriffe in ihre letzten
Bestandteile, die ,,unaufléslichen Begriffe”, zerlegen. Aus diesen Elementarbegrif-
fen baut sie dann sogenannte ,,unerweisliche Sétze“, die selbst unbeweisbar , aber
vollkommen gewiss und iiber jeden Zweifel erhaben sind.2*

21. Siehe Strawson 1992, Kap. 2, Ryle 1971, S. 207, 440ff., Wittgenstein 2003, §89.

22. Eine der wenigen Ausnahmen ist in der Anthropologie in pragmatischer Hinsicht zu finden
(839, Ak 7:192). In seinem Essay iiber Mendelssohns Morgenstunden von 1786 verwahrt sich
Kant aber explizit gegen die These (von Mendelssohn vertreten), dass die Klarung der Sprache
substanzielle Fortschritte in der Philosophie leisten kann (Ak 8:152).

23. Einen guten Uberblick gibt Tonelli 1959.

24. Wie es in der Metaphysik Herder heisst (28:5). Vgl. Kanterian 2018:288.
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Uber diese vorkritische Untersuchung Kants lisst sich im Detail viel diskutie-
ren, was in der &lteren und neueren Literatur auch gemacht worden ist.?® Fiir
mich wichtig sind hier nur drei Punkte. Erstens hélt Kant, trotz seiner Vorbehal-
te, auch hier schon am mathematischen Ideal fest. Aus den Elementarbegriffen
lassen sich analytische Definitionen iiberkommener Begriffe basteln, und aus den
unerweislichen Sitzen qua Axiomen kénnen wir dann neue Sitze beweisen.? Die
Anwendbarkeit der mathematischen Methode auf die Philosophie bleibt die letzte
Vorgabe.

Zweitens mischt sich in Kants Erorterungen aber ein ganz anderes Analysemodell
ein, das der Sprachanalyse. Er schreibt: ,,Die Zeichen der philosophischen Betrach-
tung sind niemals etwas anders als Worte® (2:278). Einige Seiten spéter folgt diese
Stelle:

In der Philosophie [...]| haben die Worte ihre Bedeutung durch den Redegebrauch
[...]- Weil aber bei sehr dhnlichen Begriffen, die dennoch eine ziemliche Verschieden-
heit versteckt enthalten, 6fters einerlei Worte gebraucht werden, so muft man hier
bei jedesmaliger Anwendung des Begriffs, wenn gleich die Benennung desselben
nach dem Redegebrauch sich genau zu schicken scheint, mit grofer Behutsamkeit

25. Unter den neueren Diskussionen dieser Schrift seien z.B. Koriako 1999, Kap. I, Anderson
2015, 6.2 genannt.

26. Auf ,,geometrische” Art? Das scheint ausgeschlossen. Und doch hat der spiate Kant auch
diese Moglichkeit erwogen. Siehe seinen Brief an Schultz vom 26.8.1783: ,,da Sie den Gedanken
dufiern, daff jede 3te Categorie wohl ein von den beiden vorstehenden abgeleiteter Begriff seyn
konne; eine ganz richtige Vermuthung, die Thnen von selbst beygefallen ist, indem meine Au-
Rerung dieser Eigenschaft (Prolegom : Pag. 122 Anmerkung No.1) leicht hat {ibersehen werden
konnen. Diese und die anderen, zum Theil erwédhnten Eigenschaften der Tafel der Verstandesbe-
griffe scheinen mir noch Stoff zu einer vielleicht wichtigen Erfindung zu enthalten, der ich aber
nicht nachzugehen vermag und die einem mathematischen Kopfe, wie dem IThrigen, vorbehalten
ist: eine Artem characteristicam combinatoriam daran in Ausiibung zu bringen, die, wenn Sie
iiberall irgend moglich ist, bey den gleichen Elementarbegriffen vorziiglich angehen miifste und,
da die Bedingungen der Sinnlichkeit a priori von jenen ganz unterschieden seyn, (wozu doch noch
Erfindung iiberhaupt, als die Materie derselben, doch ohne diese empirisch zu bestimmen, ge-
nommen werden miiffte) so wiirden jene gantz anderen Charakter als diese bekommen. Es wiirden
sich Regeln geben lassen, welche dem Augenschein klar darlegten, wie Objekte der Sinnlichkeit
eine Categorie zum Préidikate haben konnen (so fern sie als Gegenstande der Erfahrung angese-
hen werden) aber auch umgekehrt: daff Categorien, ohne eine angehéngte Bedingung, dadurch
sie nun auf Gegensténde der Sinne bezogen werden, keine Bestimmungen in Raum und Zeit an
sich haben konnen etc. Dergleichen ich etwas schon in der disertat. de mundo sensibili in dem
Abschnitt de methodo circa sensibilia et intellectualia [§§23-25] beriihrt habe. Vielleicht findet
Thre Scharfsinnigkeit durch Mathematic unterstiitzt hier einen helleren Prospekt, wo mir nur
etwas, wie im Nebel verhiillt, vor Augen schwebt“. Kants Vorschlag wurde von Ludwig Benedict
Trede (1731-1819) aufgenommen, der in seinem anonym erschienen Werk Vorschlige zu einer
nothwendigen Sprachlehre eine kantische ars characteristica entwickelte. Vgl. Westerhoff 2003.
Der Entwicklung einer solchen Kunstsprache steht allerdings Kants oben zitierte Feststellung in
der Kritik entgegen, wonach wir nie sicher sein konnen, ob eine Begriffsanalyse auch vollstandig
ist (B756ff.). Ohne eine solche Vollstédndigkeit ist aber das Grundvokabular einer solchen Sprache
nicht aufzustellen.
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Acht haben, ob es auch wirklich einerlei Begriff sei, der hier mit eben demselben
Zeichen verbunden worden. (2:284f.)

Das klingt schon stark nach ordinary language philosophy. Wenn der Redegebrauch
die Bedeutung eines Begriffsworts bestimmt, also den Begriff selbst, dann brauchen
wir eine Untersuchung des Redegebrauchs, um diese Bedeutung zu kldren. Genau
das verdeutlicht Kant an einem Beispiel:

Wir sagen: ein Mensch unterscheidet das Gold vom Messing, wenn er erkennt, dafs
in einem Metalle z.E. nicht diejenige Dichtigkeit sei, die in dem andern ist. Man
sagt aulerdem: das Vieh unterscheidet ein Futter vom andern, wenn es das eine
verzehrt und das andre liegen 14ft. Hier wird in beiden Féllen das Wort: unter-
scheiden, gebraucht, ob es gleich im erstern Falle so viel heift, als: den Unterschied
erkennen, welches niemals geschehen kann, ohne zu urtheilen; im zweiten aber nur
anzeigt, daf bei unterschiedlichen Vorstellungen unterschiedlich gehandelt wird,
wo eben nicht néthig ist, daff ein Urtheil vorgehe. (2:285)

Hier wird der Begriff des Unterscheidungsvermogens anhand der verschiedenen Re-
deweisen ,,analysiert“, die wir mit relevanten deutschen Ausdriicken assoziieren.?”
Eine Zuriickfiilhrung auf letzte analytische Bestandteile, auch wenn Kant das im
Anschluss an diese Passage wieder fordert, ist weder moglich noch nétig — wir
haben schon den fraglichen Begriff geklirt, zumindest im Ansatz. Ahnliche Be-
griffsuntersuchungen tauchen an anderen Stellen des vorkritischen Werks auf, z.B.
in der Abhandlung Uber die falsche Spitzfindigkeit der vier syllogistischen Figuren
(1762) und in den Triumen eines Geistersehers (1766). In den Traumen weist
Kant beispielsweise nach, dass unsere Redeweisen liber materielle Gegensténde,
iiber ihre Z&hlbarkeit, Undurchdringlichkeit und rdumliche Ausdehnung im Grun-
de den Begriff eines Gespensts unsinnig erscheinen lassen, denn etwas, das nicht
undurchdringlich ist, kann den Raum nicht ausfiillen (Ak 2:321f.).

Hier sehen wir, drittens, wie die Sprachanalyse eine kritische Funktion erfiillen
kann. Wenn wir nicht sorgfiltig auf den komplexen Redegebrauch von Begriffs-
wortern achten, sondern stattdessen der ,,mathematischen Methode* unreflektiert
folgen und scheinbar prizise, doch willkiirliche Begriffe am Anfang unserer Un-
tersuchung stipulieren (was in der analytischen Philosophie auch heute noch ge-
schieht), so werden wir keineswegs erfahren, was ein Begriff wirklich bedeutet,
sondern blofen Erdichtungen unserer philosophischen Fantasie auf den Leim ge-
hen, die Kant ,Hirngespenster und ,Blendwerke” nannte (vgl. Ak 2:342, B810).

27. Kants Argument erinnert an eine Stelle aus Bede Rundles Mind in Action (1997, S. 80ff.),
wonach das blofse Verhalten von Tieren uns nicht dazu verleiten sollte, ihnen eine dem Menschen
vergleichbare Denkfdhigkeit zu unterstellen. Rundle war ein wichtiger Vertreter der ordinary
language philosophy.
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Das gilt auch fiir den Begriff der Bedeutung selbst, dessen sprachphilosophische
Klarung Kant in der Kritik vernachlassigt hat. Es ist vielleicht angebracht, die kri-
tischen Einsichten Kants wieder sprachphilosophisch zu fundieren, und von seiner
Bewunderung der Mathematik als Ideal der Philosophie zu trennen, und statt-
dessen seine Argumente fiir eine prinzipielle Unterscheidung zwischen den beiden
Disziplinen stirker auszuarbeiten.?®
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Vor Fraenkel: Mengentheorie in
Marburg 1904—-1911

Matthias Wille

1 Kontext

Das Wintersemester 1918/19 war ein ganz besonderes. Es begann, wie schon die
acht vorangegangenen, im Krieg. Doch im Unterschied zu diesen endete es erstmals
seit mehr als vier Jahren im Frieden. Am 29. September hatte Erich Ludendorff
Kaiser und Reichsleitung dariiber in Kenntnis gesetzt, dass der Krieg mit milita-
rischen Mitteln nicht mehr zu gewinnen sei. Als am Tag drauf an der Philipps-
Universitat Marburg der Vorlesungsbetrieb begann, konnte zu diesem Zeitpunkt
noch niemand wissen, dass im Verlaufe des Semesters ein Stiick weit Normalitéit
an die deutschen Universitdten zuriickkehren wiirde.

Zuriickgekehrt waren auch dieses Mal ehemalige Kriegsteilnehmer. Fiir die Studie-
renden unter ihnen stellte die Universitdt — wie bereits in den Semestern zuvor —
besondere Einfiihrungs- und Wiederholungskurse in Aussicht, um ihnen die Wie-
dereingliederung in das akademische Leben zu erleichtern. Sofern die Riickkehr
in einen Alltag jenseits der Schiitzengriaben iiberhaupt moglich war. Einer dieser
Riickkehrer im Spétsommer 1918 war jedoch kein Student, sondern ein junger Pri-
vatdozent, der es gerade noch vor Ausbruch des Krieges zur Promotion geschafft
hatte und der sich in seinem 50 Monate wihrenden Kriegsdienst® dariiber hin-
aus zu habilitieren vermochte. Abraham Halevi Fraenkel, der damals noch seinen
biirgerlichen Namen Adolf trug, kehrte an seine Alma Mater Philippina zuriick
und versuchte sich erstmals als akademischer Lehrer. Obwohl Dissertation? und
Habilitation® algebraische Themen verhandeln und der junge Dozent inzwischen

1. Fraenkel (1967), 128.
2. Fraenkel (1914); (1915).
3. Fraenkel (1916).

SieB 13 (2020), 75-118
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ein ausgewiesener Experte in der algebraischen Theorie der Ringe ist, widmet er
seine erste grofe vierstiindige Vorlesung einem Thema, das zu dieser Zeit noch
lange nicht zum Kanon der akademischen Mathematik zahlt und zu dem der Do-
zent auch noch mit keiner Silbe in Erscheinung getreten ist. Fraenkel liest in seiner
ersten Vorlesung sogleich iiber ,Mengenlehre®.

Als der junge Privatdozent in der zweiten Novemberhélfte 1918 zum allerersten Mal
in seinem Leben das Katheder im Universitatsgebaude besteigt, konnte in diesem
Moment wohl noch niemand erahnen, dass damit eine nahezu eine Dekade wéh-
rende Phase der mengentheoretischen Grundlagenforschung in Marburg einsetzen
sollte, die in Deutschland ihresgleichen suchte. Bis dahin besafy die Mathematik
in der mittelhessischen Provinz iiberhaupt keine Tradition in der Grundlagenfor-
schung, wenngleich mit Kurt Hensels Berufung 1902 immerhin die Zahlentheorie
prosperierte, vor allem durch seinen Untersuchungen zu Themen der hoheren Al-
gebra und Determinantentheorie sowie dem weiteren Ausbau seiner Theorie der
p-adischen Zahlen. Zugetraut hitte man dies einem grofen und in diesen Dingen
versierten Institut wie etwa in Berlin, erwartet hidtte man es vielleicht von Got-
tingen, dem Zentrum schlechthin. Mengentheoretische Geschichte wurde in den
nachfolgenden Jahren aber vor allem an der Philipps-Universitét geschrieben.

Dabei kam Gottingen eine einflussreiche Rolle in der Vorgeschichte zu, denn mit
Otto Blumenthal, Rudolf Fueter und Ernst Hellinger wirkten bereits im ersten
Jahrzehnt des 20. Jahrhunderts drei Hilbert-Schiiler in Marburg, die nicht nur
bestens vertraut waren mit der axiomatischen Methode, sondern auch mit dem
Entwicklungsstand der modernen Mengentheorie. Diese Kollegen kamen direkt
vom Ort des Geschehens und so brachten sie als Augenzeugen Stiick fiir Stiick
mengentheoretisches Gedankengut mit nach Marburg. Von dieser Entwicklung vor
Fraenkel soll nun berichtet werden.

2 Mengentheorie in der Mathematischen
Gesellschaft Marburg 1904

Wie andernorts wohl auch wurde an der Lahn das — wahlweise von Neugier oder
Skepsis begleitete — Interesse an der Mengenlehre erneuert mit dem Erscheinen des
vierten Heftes des 59. Bandes der Mathematischen Annalen am 15. November 1904.
Diese Ausgabe enthielt auf drei Druckseiten einen Auszug aus einem an David Hil-
bert gerichteten Brief. Autor und Absender war Ernst Zermelo. Der Brief enthielt

w4

nicht weniger als einen ,,Beweis, dafs jede Menge wohlgeordnet werden kann“* und

4. Zermelo (1904).
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damit die positive Antwort auf die von Hilbert vier Jahre zuvor in Paris formu-
lierte Frage, ob das Kontinuum als wohlgeordnete Menge aufgefasst werden kann.
Bekanntlich 16ste diese Verdffentlichung eine Kettenreaktion aus und in Marburg
bekam man all dies aus erster Hand mit, denn mit Otto Blumenthal, dem ers-
ten Doktoranden Hilberts, war inzwischen ein zentrales Redaktionsmitglied der
Mathematischen Annalen vor Ort. Fiir das Sommerhalbjahr 1904 und schlieflich
auch das Winterhalbjahr 1904,/05° war er als akademischer Lehrer vertretungswei-
se nach Marburg gekommen, nachdem der zweite Ordinarius des dortigen mathe-
matischen Seminars, Adolf Edmund Hef, Ende 1903 iiberraschend verstorben war.
Auch wenn er einen iibereilten Abschied in Géttingen*®
neuen curricularen Pflichten plinktlich begegnen zu kénnen, so nahm Blumenthal
doch vor allem seine inzwischen umfangreich angewachsene Redaktionsarbeit mit,
iiber die er Hilbert regelmiifig brieflich informierte.”

nehmen musste, um den

In exakt diese Zeit fillt die Veroffentlichung von Zermelos Beweis und umgehend
hat ihm in seiner Funktion als Redakteur der Annalen ,Borel einen entriisteten
Brief geschrieben“.® Diese Reaktion, die wahrscheinlich sogar etwas friiher Zermelo
erreicht haben diirfte?, besaff ein besonderes Gewicht, denn Blumenthal, der einst
das Winterhalbjahr 1899/1900 sowie das Sommerhalbjahr 1900 zum Studium in

t19 und eine hohe Meinung von der franzosischen Mathematik

Paris verbracht ha
pflegte, war im Besonderen ein grofer Bewunderer Emil Borels. Dessen Lehrver-
anstaltungen hatten einen groflen Eindruck hinterlassen und aus der Sympathie
zwischen beiden entwickelte sich schlieflich eine ,,ungewdhnliche Freundschaft®.!!
Es war mithin nur naheliegend, dass Borel von der Redaktion aufgefordert wurde,
seine Kritikpunkte vorzutragen'?, damit sie als Erwiderung in den Annalen ver-
offentlicht werden konnten. Am 1. Dezember 19043 stellt dieser seine konzisen,
gerade einmal eineinhalb Seiten umfassenden Anmerkungen zu den Prinzipien der
Mengenlehre fertig und schickt sie Blumenthal zur Verdffentlichung. Er kritisiert
nicht die formale Korrektheit des Beweises, wohl aber zieht er in Zweifel, dass

durch ihn erhellt wird, was es zu kldren galt. Nach Auffassung Borels war Zermelo

5. Léngere Zeit ging Blumenthal davon aus, dass er einzig fiir ein Semester vertreten wiirde.
Vgl. Otto Blumenthal an David Hilbert in einem Brief vom 7. Mai 1904. In Rowe (2018), 100.

6. Otto Blumenthal an Kathe und David Hilbert in einem Brief vom 26. April 1904. In Rowe
(2018), 95.

7. Vgl. Rowe (2018), 187-191.

8. Otto Blumenthal an David Hilbert in einem Brief vom 15. November 1904. In Rowe (2018),
188.

9. Vgl. Redaktion JDMV (1905a), 61.

10. Vgl. Rowe (2018), 15.

11. Rowe (2018), 16.

12. Vgl. Rowe (2018), 189.

13. Vgl. Borel (1905), 195.
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keineswegs die Klirung des Wohlordnungsproblems gelungen'®, sondern er hatte
lediglich gezeigt, dass sich dieses Problem als dquivalent erwies zu einem weite-
ren: der Behauptung des Auswahlprinzips. Der Beitrag erscheint im zweiten Heft
des 60. Bandes, das am 14. Marz 1905 ausgegeben wurde, und lieferte damit den
Auftakt fiir eine Vielzahl weiterer Stellungnahmen.

Neben Borels Replik erreichten die Redaktion wahrscheinlich zur selben Zeit wei-
tere Erwiderungen. Nicht nur erschien die Stellungnahme des franzosischen Ma-
thematikers im besagten Annalen-Heft zusammen mit Arthur Schoenflies’ ,,Uber
wohlgeordnete Mengen“'?
Ordnungszahlen“!6, die ebenfalls auf den Wohlordnungsbeweis kritisch Bezug neh-

men. Die Repliken von Schoenflies und Bernstein miissen in Géttingen ebenso

und Felix Bernsteins ,,Uber die Reihe der transfiniten

schnell eingetroffen sein wie jene Borels, denn bereits am 15. November 1904 re-
feriert Zermelo in der dortigen Mathematischen Gesellschaft ,iiber einige neuere
Resultate in der Mengenlehre“!”, insbesondere iiber seinen jiingst gelungenen Be-
weis und ,,beleuchtet Einwendungen, die ihm von E. Borel, J. Konig, F. Bernstein
und A. Schénflies gemacht sind“.!® Wihrend Bernstein die Verzichtbarkeit des
Auswahlaxioms feststellt, sofern man den von ihm eingefiihrten Begriff der viel-
wertigen Aquivalenz verwenden wiirde'?, sieht Schoenflies die Gefahr von Antino-
mien, da dem Beweis eine nicht ausdriicklich hervorgehobene Annahme zugrunde
liegt, die zu viel abzuleiten gestattet ,und gerade deshalb ist sie unzuléssig®.?°
Zermelo wird bei der Gelegenheit seines Vortrags Mitte November wahrscheinlich
jene Erwiderungen vorgetragen haben, die sich spater auch verdffentlicht wiederfin-
den.?! Wihrend Schoenflies vornehmlich durch Missverstindnisse zu seiner Kritik
veranlasst wurde, unter anderem durch die Abwandlung einer notwendigen, aber
nicht hinreichenden Bedingung hin zu einer notwendigen und hinreichenden??, be-
sitzt die von Bernstein fiir seinen Begriff der vielwertigen Aquivalenz reklamierte
Funktion bei weitem nicht die erforderliche Beweiskraft.?3 Zermelo, die Annalen-
Redaktion und damit eben auch Blumenthal hatten in den letzten beiden Monaten

des Jahres 1904 also alle Héande voll zu tun, um den Repliken gerecht zu werden.

All dies wére hier nur einer Randnotiz wiirdig, wenn es keine Spuren im akademi-
schen Leben Marburgs hinterlassen hétte und auf den ersten Blick sieht es auch

14. Vgl. Borel (1905), 194.

15. Schoenflies (1905).

16. Bernstein (1905a).

17. Redaktion JDMV (1905a), 61.

18. Redaktion JDMV (1905a), 61.

19. Vgl. Bernstein (1905a), 193.

20. Vgl. Schoenflies (1905), 182.

21. Vgl. Zermelo (1908a), 111-128.

22. Vgl. Schoenflies (1905), 181; Zermelo (1908a), 125.
23. Vgl. Zermelo (1908a), 113.
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ganz danach aus, denn in der Lehre stellte sich Blumenthal nach Kréaften in den
Dienst des mathematischen Seminars und kompensierte vor allem das Profil des
verstorbenen Hefs. Hier spielte die Mengentheorie keine Rolle. Es iiberrascht daher
umso mehr, dass Blumenthal wihrend seiner beiden Vertretungssemester neben
den vereinnahmenden Lehrverpflichtungen sowie der intensiven Redaktionstétig-
keit Zeit und intellektuelle Kraft fiir nicht weniger als sieben, thematisch beein-
druckend diversifizierte Vortrige findet.2* Mit diesen bringt er sich in die soeben
gegriindete Mathematische Gesellschaft zu Marburg ein und hat damit mafsgeblich
Anteil daran, dass dieses neue akademische Vortragsforum einen gelungenen Start
verzeichnen kann. Bereits Anfang Mai 1904 lasst er David Hilbert brieflich von sei-
nem anstehenden Engagement in der Sache wissen, denn die iibersandten Notizen
zu Integralgleichungen scheinen ihm ein vielversprechendes Material fiir das Vor-
tragsforum zu sein. ,,Moglicherweise werde ich dariiber in der hier zu griindenden

Mathematischen Gesellschaft referieren®.2%

Als Blumenthal diese Zeilen verfasst, scheint die Griindung unmittelbar bevor-
gestanden zu haben, denn fiir das Sommerhalbjahr verzeichnet die Gesellschaft
bereits zehn gehaltene Vortriige?®, was einen spéteren Beginn als Mai 1904 wenig
plausibel erscheinen lésst. Gegriindet wurde die Mathematische Gesellschaft zu
Marburg unter dem Vorsitz von Kurt Hensel.?” Als Vorbild fiir dieses Unterfangen
diirfte vor allem die Berliner Mathematische Gesellschaft gedient haben, die sich
gerade einmal zweieinhalb Jahre zuvor, am 31. Oktober 1901, ,,im kleinen Horsaal
des Berliner Physikalischen Universitétsinstituts*2® konstituiert hatte und die noch
im selben Jahr bereits 56 Mitglieder zihlte.?? Unter den 38 Teilnehmern der kon-
stituierenden Sitzung3® befand sich auch Hensel®!, der zu diesem Zeitpunkt noch
als aullerordentlicher Professor der Berliner Mathematik angehorte. Es wird fiir al-
le Anwesenden ein ganz besonderes Ereignis gewesen sein, mit dem Griindungsakt
nunmehr ein kollegiales Forum fiir den wissenschaftlichen Austausch geschaffen zu
haben. Fiir die neun Sitzungen im ersten akademischen Jahr des Bestehens ver-
zeichnete die Gesellschaft eine durchschnittliche Zahl von 39 Teilnehmern.?? Ein

beachtlicher Zuspruch. Hensel nahm bis zu seiner Berufung nach Marburg nicht

24. Vgl. Redaktion JDMV (1904c¢), 487; (1905b), 202.

25. Otto Blumenthal an David Hilbert in einem Brief vom 7. Mai 1904. In Rowe (2018), 100.

26. Siehe Redaktion JDMV (1904c), 487.

27. Vgl. Redaktion JDMV (1904c), 487.

28. Redaktion JDMV (1902a), 71.

29. Vgl. Vorstand der Berliner Mathematischen Gesellschaft (ed.), 1.

30. Vorstand der Berliner Mathematischen Gesellschaft (ed.), 1. Abweichend zu den offiziellen
Sitzungsberichten wurde im Jahresbericht der DMV fiir die Griindungssitzung indes die Anzahl
von 41 Teilnehmer vermerkt. Vgl. Redaktion JDMV (1902a), 71.

31. Vgl. Vorstand der Berliner Mathematischen Gesellschaft (ed.), 1.

32. Vgl. Vorstand der Berliner Mathematischen Gesellschaft (ed.), 1, 2, 17, 25f., 33, 55.
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nur regelmiRig an den Sitzungen der Berliner Mathematischen Gesellschaft teil33,
sondern brachte sich sogleich noch fiir die 6. Sitzung am 19. Mirz 190234 mit einem
Vortrag ,,Uber analytische Funktionen und algebraische Zahlen® ein.3?

Es ist durchaus naheliegend, dass der zum Winterhalbjahr 1902/03 nach Marburg
neuberufene Hensel, immer noch unter dem Eindruck der Berliner Griindung ste-
hend, das selbige Anliegen fiir eine hiesige Mathematische Gesellschaft mitbringt.
Nachdriicklich bestéarkt wurde er eventuell durch den Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker- Vereinigung, der just in diesem Jahr, nach einer erfolgreichen ersten
Dekade, in einem neuen Format auftrat und mit neuen Abteilungen aufwartete,
um im Besonderen ,,das Bild der mathematischen Arbeit des In- und Auslandes zu
vervollstindigen“.?® Von 1902 an finden sich in den Mitteilungen und Nachrichten
des Jahresberichts nun auch ,Berichte iiber die Thétigkeit der Akademien, Ge-
sellschaften und Vereine, welche die mathematischen Wissenschaften pflegen und
fordern“.3” Die Institute und Seminare waren ausdriicklich dazu aufgefordert, ihre
erfolgten Programme und Termine der Redaktion zu melden. Nahezu monatlich
erhalten die Leser nunmehr Informationen iiber die akademischen Aktivititen, vor
allem aus den Universititsstddten des Deutschen Kaiserreichs.

Diese Dokumentationen informieren und inspirieren gleichermafsen, denn die re-
gen akademischen Aktivitdten filhren nun auch andernorts zu Neugriindungen und
verstiarken damit einmal mehr katalytisch das Erfordernis eines eigenen festen Zir-
kels fiir die hiesigen Fachgelehrten. So féllt in diese Zeit etwa die am 14. Februar
1902 griindete Mathematisch-physikalische Gesellschaft zu Miinster i. W.3® so-
wie die am 14. Januar 1904 initiierte Mathematische Gesellschaft in Wien, deren
Griindung ausdriicklich einhergeht ,,mit dem Ziel der Pflege der reinen und an-
gewandten Mathematik durch Vortrige, Referate usw.“.3® Durch Griindung einer
ortlichen mathematischen Sozietét — sofern man nicht bereits {iber eine solche ver-
fligte — entsprach man also ganz dem Zeitgeist. Fiir die akademische Sichtbarkeit
des eigenen Seminars war es mithin von grofsem Wert, wenn die Institution oder
die Stadt durch die Aktivitdten einer mathematischen Sozietédt im Jahresbericht
présent gehalten wurde. Die Griindung einer ortsanséssigen mathematischen Ge-
sellschaft verfolgte damit nicht nur intellektuelle, sondern eben auch strategische
Ziele.

33. Vgl. Vorstand der Berliner Mathematischen Gesellschaft (ed.), passim.
34. Vgl. Vorstand der Berliner Mathematischen Gesellschaft (ed.), 26.

35. Hensel (1902); vgl. zudem Redaktion JDMV (1902b), 202.

36. Gutzmer/von Dyck (1902), 3.

37. Gutzmer/von Dyck (1902), 3.

38. Vgl. Redaktion JDMV (1904b), 385.

39. Redaktion JDMV (1904a), 135.
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Schlieflich schmiickt ein solches Forum nicht nur die so beschenkte Universi-
tatsstadt, sondern es dokumentiert auch nach aufen eine rege Forschungstétig-
keit der ortsansédssigen Fachkollegen und es war der Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker- Vereinigung, der ab 1902 den hierfiir entsprechenden publizistischen
Platz bereitstellte. Was der grofen Berliner Mathematik gut stand, wiirde nicht
minder der kleinen Marburger Mathematik gut zu Gesicht stehen. Die Zeit von
ca. drei Semestern, die zwischen Ankunft und Griindung liegt, unterstiitzt diese
Annahme, denn nicht nur warteten auf Hensel an seiner neuen Wirkungsstétte
dringlichere Aufgaben als die Griindung eines fachwissenschaftlichen Vortragsfo-
rums und zudem galt es das Anliegen allererst mit den bereits vor Ort befindli-
chen Kollegen, vor allem dem zweiten Ordinarius Adolf Edmund Hef, dem weiteren
Mitdirektor des mathematischen Seminars, zu besprechen. Als dieser Weihnachten
1903 iiberraschend verstirbt, ibernimmt Hensel als einziger verbliebener Direktor
die Geschicke des mathematischen Seminars und kann damit im darauffolgenden
Frithjahr alleinverantwortlich das Griindungsanliegen vorantreiben. Nachdriickli-
chen Zuspruch hat er in dieser Zeit eventuell auch von Rudolf Fueter erhalten, dem
die Institution einer Mathematischen Gesellschaft aus seiner Gottinger Studien-
zeit bestens vertraut war. Fueter arbeitete seit Mitte 1903 in Marburg an seiner
Habilitation und diirfte mithin als angehender Hochschullehrer ein professionel-
les Interesse an einer solchen Diskussionsplattform fiir Forschungsfragen gehabt
haben. Wir werden auf ihn weiter unten zuriickkommen.

Damit diese initiierten Aktivitdten im akademischen Leben der Universitét ent-
sprechend sichtbar werden und dariiber hinaus nicht bereits wieder nach kurzer
Zeit zum Erliegen kommen, bedarf es von Beginn an vieler und vielfdltiger Beitra-
ge. In einem so iiberschaubaren mathematischen Kosmos wie jenem der Philippina,
der kurz zuvor auch noch eine zentrale Lehrkraft verloren hat, ist das ein mehr
als ehrgeiziges Anliegen. Da kommt Otto Blumenthal gerade zur richtigen Zeit.
Dieser wird nicht nur umgehend fiir zwei Vortrige im Sommerhalbjahr verpflich-
tet?®) sondern er hilt im gesamten akademischen Jahr 1904/05 ein Drittel aller
21 Vortrage und représentiert damit den grofiten Aktivposten der jungen Mathe-
matischen Gesellschaft. Selbst Hensel, der sich ebenfalls nach Kréften einbringt,
wird im Ganzen ,nur“ sechs Vortriige halten.*! Der Rest verteilt sich auf fiinf
weitere Referenten. Blumenthal und Hensel sind also im Wesentlichen die Ga-
ranten fiir einen erfolgreichen Start. Welch wichtige Rolle der Vertreter fiir die
Griindungszeit der Gesellschaft hatte, zeigt sich bei einem Blick auf die Zeit nach
seinem zweisemestrigen Gastspiel. Die Vortragsdichte der nachfolgenden Semester
sinkt umgehend und deutlich. Weder das akademische Jahr 1905/06 mit seinen

40. Vgl. Redaktion JDMV (1904c), 487.
41. Vgl. Redaktion JDMV (1904c), 487; (1905b), 202.
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insgesamt zwolf Vortriigen*? noch 1906/07 mit insgesamt elf Terminen*® konnte
an die Aktivitdten der Griindungszeit anschliefsen. Das gilt gleichermafien fiir die
dokumentierte spitere Zeit.** So sind auch fiir das akademische Jahr 1909/10 im
Ganzen nicht mehr als zwolf Vortriige vermerkt.*?

Das Erstaunliche geschieht nun im Winterhalbjahr 1904/05, in dem die Mathe-
matische Gesellschaft routiniert ,monatlich 2 Sitzungen“* abhilt und bei einer
Gesamtdauer von einem halben Jahr (15. Oktober 1904 bis 15. Mérz 1905) da-
mit auf insgesamt elf Vortrige?” kommt — das mit Abstand stirkste Semester
der Mathematischen Gesellschaft. Nachdem Hensel, wahrscheinlich in der zwei-
ten Oktoberhilfte, den ersten Vortrag des neuen Semesters ,,Uber die invarianten
Charaktere der Diskriminanten von Zahlen desselben Korpers“4® gehalten hat, ist
einmal mehr Blumenthal mit dem ersten seiner insgesamt fiinf Vortragstermine
an der Reihe. Gegenstand ist weder ein Thema aus seiner eigenen Forschung noch
ein Topos, der sich ausgehend der laufenden Lehrverpflichtungen anbieten wiir-
de. Nichts dergleichen. Stattdessen trigt er vollig iiberraschend iiber ,,Grundziige
der Mengenlehre“4? vor. Damit der Besonderheiten noch nicht genug, beschrankt
sich sein Referat iiber das ungewthnliche Thema nicht auf den Termin Ende Okto-
ber/Anfang November. Fiir seine Darstellung wird er den gesamten November und
eventuell noch den ersten Dezembertermin in Anspruch nehmen, denn es handelt
sich bei seinen Uberlegungen zu Grundziigen der Mengenlehre um nicht weniger als
einen ,,Zyklus von 3 Vortragen“.?® In der Mathematischen Gesellschaft zu Marburg
wird es im November 1904 kein anderes Thema gegeben haben als Mengentheorie
und es wird zu den bestimmenden Topoi bis zum Ende des Jahres zdhlen. Die
Mengentheorie war in Marburgs akademischer Mathematik angekommen.

Bedauerlicherweise ist uns nicht mehr iiberliefert als das bereits Vermerkte, d.h.
jede weitere Uberlegung zu den méoglichen Inhalten verbleibt bis auf Weiteres un-
gepriift. Allerdings begiinstigt der Kontext die eine oder andere Vermutung, was
Gegenstand des Vortragszyklus gewesen sein konnte. Beginnen wir mit dem In-
diz des Gesamtumfangs. Wenn die Betrachtungen zur Mengentheorie einzig dem
Nachzeichnen etablierter Grundziige gewidmet gewesen wire, hitte Blumenthal

42. Vgl. Redaktion JDMV (1906a), 64; (1906¢), 537.

43. Vgl. Redaktion JDMV (1906¢), 537; (1907a), 324.

44. Fir die dazwischenliegenden fiinf Semester findet sich im Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker- Vereinigung keine Dokumentation. Es bleibt daher offen, ob die Aktivitdten der
Gesellschaft temporar ruhten oder ob Veranstaltungen gehalten, aber nicht gemeldet wurden.

45. Vgl. Redaktion JDMV (1910e), 144.

46. Redaktion JDMV (1905b), 202.

47. Vgl. Redaktion JDMV (1905b), 202.

48. Redaktion JDMV (1905b), 202.

49. Redaktion JDMV (1905b), 202.

50. Redaktion JDMV (1905b), 202.
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zum einen auf eine Vielzahl von weithin bekannten Studien wie etwa ,,Die Ent-
wickelung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten“®! von Arthur Schoenflies
aus dem Jahresbericht oder zeitgendssischer Untersuchen wie beispielsweise dessen
Beitriige zur Theorie der Punktmengen®? verweisen konnen, die jiingst in den An-
nalen erschienen waren. Hochwertige Literatur zur Mengentheorie bis 1904 gab es
inzwischen reichlich und das Geben eines Uberblicks wire fiir ein Fachpublikum
problemlos im Rahmen eines einzelnen Vortrags moglich gewesen. Eine Fortsetzung
hétte ein solches Ansinnen nicht erforderlich gemacht, von einer Vortragsreihe von
drei Vortrdgen ganz zu schweigen. Das nadhrt die Vermutung, dass der Referent
ein Ziel im Blick hatte, dessen Realisierung zwingend ein {iberaus sorgfaltiges Vor-
gehen erforderlich machte, weil es andernfalls bestehende Zweifel nicht zerstreut
oder bestehende Kontroversen nicht geschlichtet hatte.

Zermelos Beweis des Wohlordnungssatz wire exakt ein solcher Kandidat gewe-
sen. Er polarisierte, er lag tief in der Theorie und er war ohne zusétzliche, nicht
minder kontroverse Voraussetzungen nicht zu haben. Einem Referenten hétte all
dies in der sorgfiltigen Aufbereitung viel abverlangt. Frappant ist dariiber hinaus
freilich die Koinzidenz zwischen Blumenthals Vortragen zur Mengenlehre und der
Veroffentlichung von Zermelos Beweis des Wohlordnungssatzes in den Annalen.
Zermelos Brief an Hilbert ist auf den 24. September datiert® und er wird nicht
nur schnell seinen Weg von Hannoversch Miinden in das lediglich 25 Kilometer
entfernte Gottingen gefunden haben, sondern in seinem veroffentlichten Auszug
auch ziigig in die Annalen-Redaktion gelangt sein. Hilbert wird nicht zuletzt ge-
geniiber Blumenthal auf eine ziigige Veroffentlichung gedrangt haben. Davon zeugt
die dem Titel zugesetzte Bemerkung ,,Aus einem an Herrn Hilbert gerichteten Brie-
fe54, die darauf schliefen lisst, dass der Herausgeber dem Autor keine zusitzliche
Zeit fiir eine Aufbereitung in konventioneller Aufsatzform einzurdumen gedachte.
Die Angelegenheit war zu wichtig und musste unbedingt noch im letzten Heft der
Annalen im Jahr 1904 Beriicksichtigung finden.

Der Grund hierfiir war allgemein bekannt. Blumenthal, Hilbert und Zermelo wa-
ren vor Ort, als Julius Konig am 9. August auf dem Dritten internationalen
Mathematiker-Kongress in Heidelberg einen Vortrag ,,Zum Kontinuum-Problem*??
hielt. Die Praposition im Titel tduschte erheblich {iber den bahnbrechenden An-
spruch hinweg, der sich dahinter verbarg. Es war dieser Vortrag, welcher der grofsen

Tagung ,eine ganz besondere Uberraschung“®® bescherte. Entsprechend erstaunt

51. Schoenflies (1900)

52. Vgl. Schoenflies (1903); (1904).
53. Vgl. Zermelo (1904), 516.

54. Zermelo (1904), 514.

55. Revidiert Kénig (1905a).

56. Kowalewski (1950), 198.
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diirften alle Anwesenden gewesen sein, als sie erfuhren, dass Konig im Verlauf sei-
nes Vortrags nichts anderes als einen Lésungsvorschlag fiir Hilberts erstes Problem
— die Klirung der Kontinuumshypothese — prisentieren wiirde.?” Koénig kam zu
dem Ergebnis, dass die Machtigkeit des Kontinuums weder gleich Aleph; ist noch
iiberhaupt unter den Aleph-Zahlen vorkommt. Fin Ergebnis, das auf den anwesen-

den Georg Cantor ,,geradezu erschiitternd“®® wirkte und nicht nur auf diesen.

Damit konnte Konig zudem die Behauptung Cantors zuriickweisen, dass jede wohl-
definierte Menge — so auch die Menge der reellen Zahlen — in die Form einer wohl-
geordneten Menge gebracht werden kann.?® Vier Jahre zuvor in Paris schien es fiir
Hilbert noch ,,h6chst wiinschenswert, einen direkten Beweis dieser merkwiirdigen
Behauptung von, CANTOR zu gewinnen* %%, wobei ,,merkwiirdig® hier nicht im Sinne
von sonderbar, sondern von bemerkenswert zu verstehen war. Schliefslich war der
Wohlordnungssatz fiir Cantor nicht nur grundlegend und folgenreich, sondern auf-
grund seiner Allgemeingiiltigkeit auch ein besonders merkwiirdiges Denkgesetz.%!
Dieser ,ergriff damals das Wort in tiefster Bewegung. Es kam darin auch ein Dank
gegen Gott vor, dafs er ihm vergénnt habe, diese Widerlegung seiner Irrtiimer zu
erleben“.52 Die ebenfalls Anwesenden Hilbert und Zermelo diirften nicht weniger
konsterniert gewesen sein.

Der Vortrag sorgte umgehend fiir viel Aufsehen. Sogar die Zeitungen berichteten
iiber das Ereignis®® und auch der ,,Grofherzog von Baden lieff sich durch Felix
Klein iiber diese Sensation berichten“.%* Gerhard Kowalewski erinnert sich, dass
es Zermelo gewesen sei, der bereits am Folgetag die Unhaltbarkeit der Beweis-
fiihrung offenlegte.5> Ob es nun zuerst dieser war bzw. die entscheidende Einsicht
bereits tags darauf gewonnen wurde — fest steht: Es gab erheblichen Widerspruch,
auch von Zermelo, und es stellte sich schnell heraus, dass ein im Beweis benutz-
tes Theorem problematisch® und damit Kénigs Widerlegung der Kontinuumshy-
pothese gescheitert war. Noch 1904 legte Felix Hausdorff im Jahresbericht eine
konzise Analyse des fehlerhaften Beweises vor®” und machte wenig Hoffnung, dass
dies reparabel sei. Schliefslich hatte Konig in Heidelberg immerhin gezeigt, dass
andernfalls ,,das paradoxe Resultat folgen wiirde, daf$ die Mdachtigkeit des Konti-

57. Vgl. u.a. Ebbinghaus (2007), 50-53.
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nuums kein Aleph sei, und dafl es Kardinalzahlen gebe, die grofSer als jedes Aleph
sind“.%® Konigs Ponens war mithin Hausdorffs Tollens. Eine argumentative Patt-
situation resultierte freilich nicht, die Beweiskraft lag auf Hausdorfls Seite. Die
Ereignisse und die mit ihnen einhergehenden Scharfstellungen machten gleichwohl
aufs Neue deutlich, dass es trotz der fortgeschrittenen Akzeptanz von Cantors
Mengenlehre nach wie vor hoch umstrittene Theoriebausteine gab, an denen sich
die mathematischen Geister schieden. Koénig meinte, mit dem Wohlordnungssatz
einen kontraintuitiven Sachverhalt zuriickgewiesen zu haben und fiir Hilbert, Zer-
melo, Hausdorff und andere machte die Widerlegung dieser gescheiterten Kritik
einmal mehr nur deutlich, dass es dringend eines ordentlichen, rundum abgesicher-
ten Beweises dieser notablen Behauptung bedurfte. Die Prioritdten waren damit
klar.

Auf Blumenthal, der ebenfalls am Heidelberger Kongress teilnahm®, muss dies
einen eminenten Eindruck gemacht haben, der sich zur Bewunderung auswuchs,
als er Ende September Zermelos Beweis in den Hénden hielt. Ausgelost durch
Konigs Aufsehen erregenden Vortrag liefert ein Gottinger Kollege innerhalb we-
niger Wochen die langersehnte Losung des Problems. Just zu dem Zeitpunkt, als
Hensel mit ihm das Programm fiir das Winterhalbjahr in der Mathematischen Ge-
sellschaft abgesprochen haben diirfte, muss Blumenthals mathematisches Denken
erheblich bestimmt worden sein von den jlingsten Entwicklungen in der Mengen-
theorie. Dabei wird ihn nicht nur die Eleganz des Beweises beeindruckt haben,
sondern auch die Souverdnitit, mit der Zermelo die Verwendung des Auswahlprin-
zips legitimiert. Dieses ,,1afst sich zwar nicht auf ein noch einfacheres zuriickfiihren,
wird aber in der mathematischen Deduktion iiberall unbedenklich angewendet“.”®
Mit dieser schlanken, gédnzlich unpratentiosen Rechtfertigung fiihrte Zermelo seine
Leser auf das Grundsétzliche schlechthin in der Mengentheorie: die Frage nach
dem Status der beweisermoglichenden Begriindungsmittel. Fundamentaler konnte
es kaum werden. Blumenthal muss dies sehr bewegt haben. Noch Mitte Novem-
ber kommt er gegeniiber Hilbert darauf zu sprechen, als er Borels Kritik, frei von
jeder Unsicherheit, einordnet. ,,Aber es wird ja Zermelo nur freuen, in dieser Wei-
se angegriffen zu werden, da er ja gerade in einer Erwiderung zeigen wollte, dass
ohne dieses Postulat iiberhaupt kein — oder fast kein — Beweis in der Mengenlehre

moglich ist*.”!

Bedenkt man, dass das vierte Heft der Annalen offiziell erst am 15. November 1904
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ausgegeben wurde, so konnte zum Zeitpunkt von Blumenthals Vortragszyklus noch
keiner seiner Horer {iber eine hinreichende Kenntnis von Zermelos Beweis besit-
zen. Dieser erschien ja gerade erst. Wollte man {iber diesen also vorab referieren,
hétte man ungleich viel mehr als iiblich bereitstellen miissen — zumal die knapp
bemessene Form des veroffentlichten Briefauszugs dem Betrachter immer noch
viel abverlangte und die sich eigentlich an einen versierten und wohlwollenden Be-
trachter gerichtet hat. Neben allgemeinen mengentheoretischen Grundlagen, einer
Theorieskizze geordneter Mengen, einschlieflich des Umgangs mit Ordnungszah-
len, sowie den zentralen Begriffen der Wohlordnung, Ahnlichkeit und Méchtigkeit
hétte eben auch Substantielles aus der Theorie der Kardinalzahlen aufbereitet
werden miissen. Schlieflich hétte es grundlegender Ausfiihrungen iiber mengen-
theoretische Beweisprinzipien bedurft, um auch nur halbwegs angemessen die For-
mulierung und Rechtfertigung des Auswahlprinzips motivieren zu kénnen. Dann
und erst dann wire die vollstdndige Entfaltung des Beweises moglich gewesen.

Héatte man zudem die in Umlauf befindliche Fehleranalyse von Konigs Beweisan-
satz mitberiicksichtigen wollen oder auch Bernsteins Erklarung, weshalb seine zwar
randstandige, aber gleichwohl korrekte Gleichung im neuen Kontext eine illegitime
Verwendung fand, so hétte man mit dem unbeschrankten Potenzieren transfiniter
Machtigkeiten die mengentheoretischen Tiefen nah ihrer Abgriinde zu betrachten
gehabt. All dies betraf das Grundsétzliche in der Mengentheorie. Es betraf die
grundlegende Form mengentheoretischen Beweisens, es betraf die fundamentale
Frage, was mengentheoretisch wahr sein soll. Wollte man im November 1904 —
und damit wesentlich parallel zur Verdffentlichung des Beweises — bereits iiber
denselben und eventuell seine Vorgeschichte referieren, dann wére dies zu einem
duflerst umfangreichen Vortrag iiber Grundziige der Mengenlehre geraten. Es ist
gut moglich, dass man sich in Marburg Ende September/Anfang Oktober tiber die
aukergewthnlichen Entwicklungen der vergangenen Wochen — Konigs spektaku-
larer Vortrag in Heidelberg, das Scheitern seines Widerlegungsversuchs, Zermelos
fulminante Beweisofferte — ausgetauscht hat.

Mit Blumenthal hatte Hensel jemanden vor Ort, der Informationen aus erster
Hand présentieren konnte und der gegeniiber der mathematischen Gemeinschaft
einen beachtlichen zeitlichen Vorsprung besaf, denn als Annalen-Redakteur und
enger Vertrauter Hilberts wusste Blumenthal bereits heute von Entwicklungen,
die die mathematische Offentlichkeit erst iibermorgen erfuhr. Gut méglich, dass
zu diesem Zeitpunkt auch bereits die revidierte Fassung von Kénigs Vortrag™ in
der Annalen-Redaktion vorlag. In Kenntnis dieser Konstellation ist es mithin nur
noch ein kleiner Schritt hin zur Vermutung, dass Hensel und Blumenthal bei der

72. Konig (1905a).
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Planung des Winterprogramms fiir die Mathematischen Gesellschaft einen Block
vorsehen, damit von den iiberwéltigenden jlingsten Entwicklungen in der Mengen-
lehre berichtet werden konnte. Ein derartiger Programmpunkt, bei dem nahezu
in Echtzeit tiber die Entwicklungen der Forschungsavantgarde referiert wird, hétte
die hohe Qualitét dieses akademischen Forums selbstbewusst dokumentiert. Fiir ei-
ne solche Aufgabe besafs Blumenthal alle erforderlichen Voraussetzungen. Er hatte
hierfiir gleichermafsen intellektuelle wie biographische Motive, er verfiigte iber den
zeitlichen Vorsprung sowie den exklusiven Zugriff auf noch nicht allgemein zugéng-
liche Quellen und er war es, der nachweislich im November 1904 iiber ,,Grundziige
der Mengenlehre (Zyklus von 3 Vortriigen)“™ vortrug. Wesentlich zeitgleich zu
Zermelos Vortrag vor der Mathematischen Gesellschaft Gottingen, in dem ,,der
Vortragende an die Frage nach der Wohlgeordnetheit resp. Nichtwohlgeordnetheit

@74

des Kontinuums*‘* ankniipft, konnte dasselbe Thema, eventuell in einem groferen

Kontext, vor der Mathematischen Gesellschaft Marburg verhandelt worden sein.

3 Mengentheorie in der Mathematischen
Gesellschaft Marburg 1906

Wir wissen selbstverstindlich nicht, ob es sich so zugetragen hat. Aber in Ermange-
lung weiterer Quellen liefert die Rekonstruktion fiir den Moment eine nachvollzieh-
bare Antwort auf die Frage, womit inhaltlich die Mengentheorie im akademischen
Leben Marburgs ihren Anfang genommen hat. Wesentlich besser bestellt sieht es
eineinhalb Jahre spéter aus, als vor der Mathematischen Gesellschaft zu Marburg
erneut iiber Mengentheorie referiert wird. Wir kennen dieses Mal nicht nur das ge-
naue Datum des Vortrags, sondern wir kénnen aufgrund einer Protokollnotiz auch
ziemlich genau abschétzen, was der Gegenstand dieses Vortrags war. Referent war
auch dieses Mal ein aus Gottingen stammender Mathematiker, der im Unterschied
zu Blumenthal jedoch nicht vertretungsweise in Marburg weilte, sondern bereits
vor diesem dorthin gewechselt war, um an der Philipps-Universitét seinen nachsten
Karriereschritt zu vollziehen.

In der kleinen Marburger Mathematik, die erst seit 1892 iiber eine zweite ordentli-
che Professur verfiigte”™, gab es seit der Jahrhundertwende zudem noch deutlichen
Bedarf fiir einen Privatdozenten, der sich fiir den akademischen Alltag neben den
beiden Ordinarien als unentbehrlich erwies. Es sind diese, in teilweise kurzer Ab-
folge wechselnden jungen Hochschullehrer, ,,die den wachsenden Unterrichtsbetrieb

73. Redaktion JDMV (1905b), 202.
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nach verschiedenen Seiten ausgestalten und die Wissenschaft durch Forschungsar-
beiten bereichern“.”® Diese Funktion, die nach dem Ersten Weltkrieg auch Fraenkel
bekleiden sollte, nahm Mitte des ersten Jahrzehnts fiir kurze Zeit Rudolf Fueter
ein, der 1903 mit der Aussicht auf die Hochschullehrerlaufbahn an die Universitét
Marburg gewechselt war und sich dort am 28. Oktober 190577 mit einer Theorie
der Zahlenstrahlen” habilitierte. Als Privatdozent unterrichtete er mit Beginn des
Sommerhalbjahres 1906, doch bereits im Folgejahr erhielt er seinen ersten Ruf an
die Bergakademie Clausthal. Fueter kam 1903 aus Gottingen, wo er seit 1899 Ma-
thematik studiert hatte und schlieflich unter der Anleitung von David Hilbert mit
der Arbeit Der Klassenkorper der quadratischen Korper und die complexre Multi-
plication promoviert wurde. Aus dieser Zeit kannte er nicht nur Zermelo, sondern
eben auch Blumenthal personlich — nicht zuletzt durch ihre gemeinsame Teilnah-
me an den Veranstaltungen der Mathematischen Gesellschaft Goéttingen, in deren
Kreis er am 17. Februar 1903 die Gelegenheit hatte, iiber zentrale Ergebnisse seiner
Promotionsarbeit referierte.”

Da mag der Gedanke gar nicht so abwegig erscheinen, dass es Fueter gewesen sein
konnte, der Anfang 1904 Hensel in der dringlich gewordenen und kaum Bedenkzeit
gewahrenden Vertretungsfrage auf denselben aufmerksam machte. Als Blumenthal
jedenfalls im Frithjahr 1904 aus Gé&ttingen anreist und sich erst an die neuen Ge-
gebenheiten gewohnen muss, da Biicher, Holzkohlen und dergleichen Dinge sind,

t“80  wihrend man ,,bunte Miitzen

,die man lange suchen muss, bis man sie finde
und Bénder dagegen |...] an allen Ecken und Enden [findet], ob man sie nun fin-
den méchte oder nicht, zu meiner Verwunderung sogar im Hoérsaal“®!, wird er vor
Ort immerhin von einem altbekannten Gesicht begriifst. Fueters Gegenwart diirf-
te ihm die Eingewohnung erleichtert haben. Im Friihjahr 1904 wirken im kleinen
Marburg nun sogleich zwei Gottinger Mathematiker. Als Hensel mit Beginn des
Sommersemesters die Mathematische Gesellschaft ins Leben ruft, sind mit Blu-
menthal und Fueter also zwei Fachkollegen zugegen, denen die Praxis eines sol-
chen akademischen Forums nicht nur aus der eigenen wissenschaftlichen Biographie
bestens vertraut ist, sondern die als junge Wissenschaftler auch ein personliches
Interesse daran gehabt haben diirften, sich durch die gemeinsame Diskussion von
Forschungsfragen auf dem aktuellen Stand zu halten.
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Fiir die beiden in Géttingen sozialisierten Mathematiker war es nahezu selbstver-
stdndlich, dass man sich spétestens alle 14 Tage traf, um dann in der Regel sogleich
mehr als nur einen Vortrag prisentiert zu bekommen. Das Gottinger Programm
in diesen Jahren ist das mit Abstand umfangreichste aller Mathematischen Gesell-
schaften und wahrscheinlich auch das exklusivste. Mit David Hilbert, Felix Klein
und Hermann Minkowski zéhlen nicht nur die drei herausragenden mathemati-
schen Ordinarien der Universitéit zu den aktivsten Referenten. Federfithrend tétig
waren daneben die Ordinarien fiir angewandte Mathematik und mathematische
Physik, unter ihnen etwa Karl Schwarzschild. Wéhrend die Lehrstuhlinhaber an
einem langen Tisch parallel zur Tafel des Horsaals Platz nahmen, safsen die jiin-
geren Mitglieder an zwei langen Tischen, die sich orthogonal zum , hohen Tisch“32
befanden. Dariiber hinaus referierten regelméfig weitere exzellente Mathemati-
ker aus dem Gottinger Umfeld sowie internationale Géste. Selbst Henri Poincaré
zéhlte zu den Gastreferenten und trug wihrend der ihm zu Ehren veranstalte-
ten Poincaré-Woche am 27. April 1909 ,,Uber transfinite Zahlen“ in diesem Kreis

VOI'.83

Zum Beginn einer Sitzung befanden sich auf den mit griinem Stoff bezogenen
Tischen in der Regel Biicher aufgestapelt, iiber die dann vor allem Klein kurz
berichtete, bevor er diese unter den Anwesenden zirkulieren liefs.®* Diese Biicher-
schau wurde parallel zu den Vortréagen fortgesetzt. Wer sich als Referent vor diesem
anspruchsvollen und kritischen Auditorium zu behaupten wusste, konnte sich der
Qualitdt seiner Arbeit gewiss sein. Vor allem fiir die jungen und ehrgeizigen Ma-
thematiker war es fiir ihre weitere intellektuelle Entwicklung iiberaus wichtig, hier
zu bestehen. Das setzte freilich eine gefestigte Personlichkeit und viel Selbstbe-
wusstsein voraus, denn die ,,ganze Atmosphére dieser gelehrten Gesellschaft war
weder angenehm noch ermutigend“.3’? Zudem schien es ,ungemein schwierig, die
Aufmerksamkeit dieses Auditoriums zu fesseln, sein Interesse hervorzurufen oder
gar Begeisterung zu wecken“.®6 Auch ,Applaus war bei der Gesellschaft etwas Un-
bekanntes*.®” Zumindest stellt es sich in der Erinnerung von Max Born so dar, der
personlich in der Tat nicht die besten Erfahrungen als Referent in diesem Kreis
gemacht hatte.®8 Wer in der Mathematischen Gesellschaft Goéttingens, deren An-
finge bis in den Herbst 1892 zuriickreichten®®, intellektuell reifte, der bedurfte
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einer solchen auch andernorts. Fueter und Blumenthal werden also sicherlich keine
reservierte Haltung eingenommen haben, als Hensel im Friihjahr 1904 eine ent-
sprechende Tradition in Marburg begriinden wollte. Blumenthals tatkréftige Un-
terstiitzung steht aufler Frage und auch Fueter wird Zuspruch geleistet haben.

Dessen eigene Vortragstitigkeit in der Mathematischen Gesellschaft zu Marburg
beginnt jedoch erst nach seiner Habilitation im Wintersemester 1905/06 und reich-
te bis zu seinem letzten Marburger Unterrichtshalbjahr, dem Sommersemester
1907. In dieser Zeit hilt er mindestens sechs Vortrige im Rahmen der Mathe-
matischen Gesellschaft?, wobei das erste Referat mit dem 14. und 28. November
1905 sogleich zwei Termine in Anspruch nahm. Der kurze zeitliche Abstand zur
Ende Oktober erfolgten Habilitation ldsst sofort erahnen, was den Gegenstand sei-
ner Ausfithrungen darstellte. Mit seinem ,,Bericht {iber die einfachsten Arten von
Zahlstrahlen“! schopft er aus den Vollen seiner Qualifikationsschrift. Fiir uns von
Interesse ist nun sein einziger Vortrag aus dem Sommersemester 1906, denn am 8.
Mai ,sprach Dr. Fuéter tiber die Zermelosche mengentheoretische Arbeit (Math.
Annalen, Bd. 59) und {iber die durch sie veranlafite Meinungsiuferung, namentlich
franzosischer Mathematiker, iiber die Grundlagen der Mengenlehre“.?? Diese The-
menwahl {iberrascht einmal mehr, denn wie bereits im Fall des Vortragszyklus iiber
Mengentheorie Ende 1904 weist auch dieses Mal der Referent keine nennenswerte
wissenschaftsbiographische Verflechtung mit dem Gegenstand auf.

Fueter hélt in der Mathematischen Gesellschaft zu Marburg einen mengentheore-
tischen Vortrag und schliefit mit seinen Ausfiihrungen dort an, wo gut eineinhalb
Jahre zuvor Blumenthal wahrscheinlich aufgehort hatte. Obwohl nicht mehr {iber
den Vortrag liberliefert ist, als die soeben zitierte Protokollnotiz aus dem Jahresbe-
richt, kann man sich doch lebhaft vorstellen, was neben Zermelos Beweisheuristik
zum besonderen Gegenstand des Interesses wurde. Es mag in der Kurzbeschrei-
bung kein franzosischer Mathematiker namentlich Erwéahnung finden. Gleichwohl
diirfte unstrittig sein, dass es Emile Borel, René-Louis Baire, Henri Lebesgue und
Jacques Hadamard sind, die hier angesprochen werden sollten. Der Anfang dieses
kritischen Fadens war bereits gesponnen, als Blumenthal im November 1904 seinen
Vortragszyklus hielt. Doch iiber mehr als die eineinhalb Druckseiten umfassenden
Anmerkungen zu den Prinzipien der Mengenlehre von Emile Borel, die Anfang
1905 in den Mathematischen Annalen erschienen, konnte auch Blumenthal zum
Zeitpunkt seiner kleinen Vortragsreihe noch nicht verfiigen.

Beginnend mit dem Jahreswechsel 1904/05 zogen Borels ,,Quelques remarques sur

Cod. Ms. Math.-Arch. 49 : 1.
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“93 hre Kreise und die notierten kritischen

les principes de la théorie des ensembles
Anmerkungen riefen umgehend weitere Stellungnahmen auf den Plan, vor allem
in der Form von Briefen, die sich die erwéhnten vier Mathematiker gegenseitig
zustellten und die schliefslich ebenfalls 1905 in der Komposition von fiinf Briefen
zur Mengenlehre im Bulletin de la Société Mathématique de France erschien.%*
Waéhrend Baire und Lebesgue Borels Standpunkt teilen, kritisiert Hadamard sei-
ne Kollegen dafiir, die Moglichkeitsfrage einer Wohlordnung mit ihrer effektiven
Durchfiihrbarkeit zu verwechseln.”® Das Thema erfuhr damit ein unmittelbares

und dufSerst lebhaftes Echo unter fiihrenden franzosischen Mathematikern.

In den Monaten nach Blumenthals Vortragsreihe war viel passiert. Die schnelle
Abfolge von Erwiderungen und erwidernden Repliken, auf die wiederum reagiert
werden musste, lieft erahnen, was durch Koénigs Heidelberger Vortrag und Zermelos
Beweis initiiert wurde. Neben der, vor allem durch die franzosischen Mathemati-
ker getragenen Grundsatzdiskussion entwickelte sich ausgehend von Hausdorffs
Fehleranalyse®® unter anderem eine publizistische Aktivitit um die unzuldssige
Verwendung des problematischen Theorems von Bernstein durch Koénig. Ersterer
sah sogleich die Qualitéit seiner bei Hilbert 1901 angefertigten Dissertation in Frage
gestellt und machte umgehend deutlich, dass die fragliche Formel

iiber das Potenzieren transfiniter Méachtigkeiten in seiner Arbeit lediglich die Funk-
tion eines systematisch randsténdigen Lemmas innehat, dort einzig fiir endliche
Iterationen erlaubt sei und dass diese Bedingung lediglich aufgrund des kldrenden
Kontextes unerwahnt geblieben war. ,,Das begangene Versehen beruht also ledig-
lich darauf, daf im Hilfssatze eine einschriankende Bedingung fortgelassen ist, die
in der Anwendung von selbst erfiillt ist. Zu weiteren Folgerungen habe ich den
an jener Stelle sehr beildufig abgeleiteten Satz nicht benutzt“.” Die Konigsche
Adaption seines Theorems sei eine illegitime Verallgemeinerung, die er nicht zu
verantworten hat und die bei ihm an keiner einzigen Stelle Verwendung findet.%®
Um die missversténdliche Passage jedoch auch fiir kiinftige Leser eindeutig zu fas-
sen, erhielt Bernstein von seinem Doktorvater Hilbert persénlich den Rat%?, das
Versdumnis bei der Gelegenheit des Wiederabdrucks seiner Dissertation zu berich-
tigen. Doch diese iiberarbeitete, das Missverstandnis aufklirende Fassung!'?? sollte
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erst Anfang September 1905 und damit ein knappes halbes Jahr nach Konigs re-
vidierter Fassung des Heidelberger Vortrags'®!
verfiighar sein.

in den Mathematischen Annalen

So lange konnte Bernstein den fraglichen Punkt nicht unkommentiert im Raum
stehen lassen. Veranlasst durch Koénigs erneute Publikation des Vortrags in den
Annalen beeilt er sich, die missverstandenen Geltungsbedingungen seiner Formel
auch dort noch einmal unmissverstédndlich explizit zu machen und sich ,,ausdriick-
lich zu der Sache zu erkliren“.!92 Dies war durchaus geboten, denn Konig sprach
in seiner Revision einzig davon, dass der Bernsteinsche Satz nicht allgemein gilt,
weil der Beweis eine wesentliche Liicke bereits fiir die transfinite Iteration bis ent-
hilt.193 Unerwihnt blieb an dieser Stelle, dass Bernstein dies iiberhaupt nicht
beansprucht hatte. Indes erwéhnt wurde die fehlende Allgemeingiiltigkeit vor al-
lem deshalb, ,,um den Schlufs, den ich in meinem Kongrefivortrage unter Annahme
der Richtigkeit des Bernsteinschen Satzes aus diesem zog, ausdriicklich zuriick-
zunehmen®.1% Das liest sich nun so, als ob Konig der Leidtragende gewesen sei,
der der mangelhaften Sorgfalt eines anderen zum Opfer fiel. Das damit induzierte
Missverstdndnis musste der Angesprochene selbst ausrdumen. ,,Herr Kénig hat nun
den in Rede stehenden Satz zur Grundlage von weittragenden Schliissen gemacht,
die eine prinzipielle Bedeutung beanspruchen. Darin liegt der wesentliche Unter-
schied seiner Verwendung des Satzes von der meinen“.!%® Schlieflich erscheint —
unter Beriicksichtigung der gesamten Episode — im selben Jahr noch einmal eine
leicht verbesserte und mit Bemerkungen versehene Fassung seiner Dissertation in
den Annalen.'%6

Viel war also geschehen, als Fueter am 8. Mai 1906 vor der Mathematischen Ge-
sellschaft zu Marburg iiber Zermelos Arbeit und die durch sie veranlassten Mei-
nungsdufserungen referiert. Im Unterschied zu Blumenthal, der spat im Jahr 1904
bestenfalls im Ansatz abschatzen konnte, was fiir eine Flut an Reaktionen hier
losgetreten werden sollte, verfiigte Fueter im Friihjahr 1906 {iber eine verbindliche
Retrospektive auf bewegte eineinhalb Jahre. Wahrscheinlich konnte er sich noch
gut an Blumenthals Vortragszyklus erinnern und damit auch an das offene Ende,
das dieser — trotz seines damaligen Erkenntnisvorsprungs — belassen musste. Auch
ein Annalen-Redakteur konnte Ende 1904 eben nur die Anfinge erzéhlen. Da ge-
staltete sich die Situation Mitte 1906 weitaus giinstiger. Im Bulletin de la Société
Mathématique de France war inzwischen die Korrespondenz zwischen Borel, Baire,
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Lebesgue und Hadamard erschienen, jener ,namentlich franzosischer Mathemati-
ker“197 deren Stellungnahmen ausdriicklich in Fueters Vortrag Beriicksichtigung
fanden.

Der Referent wird aber in der zuriickliegenden Zeit zudem die Publikationsbewe-
gungen in den Mathematischen Annalen aufmerksam verfolgt haben. Immerhin
erschien mit Borels ,,Quelques remarques sur les principes de la théorie des en-
sembles” nicht nur der Ausléser fiir den Briefwechsel ebendort, sondern ebenfalls
die dokumentierten Stellungnahmen Bernsteins in eigener Sache. Letztere diirften
Fueter personlich besonders interessiert haben. Schliefilich kannten beide einander
aus der gemeinsamen Gottinger Zeit 1899-1902, beiden waren sie Doktoranden
Hilberts und der knapp zweieinhalb Jahre &ltere Bernstein beschritt bereits aka-
demische Wege, die auch Fueter in Kiirze einschlagen wiirde. Hier gab es ein grofies
Potenzial an biographischer Empathie und die Annalen waren der Ort, an dem sich
dies bestens nachvollziehen liefs — nicht zuletzt deshalb, weil Zermelos Wohlord-
nungsbeweis zum bestimmenden Thema dieses Periodikums im Jahr 1905 werden
sollte.

Die Herausgeber der Zeitschrift, Hilbert im Besonderen, hatten dafiir Sorge ge-
tragen, dass die Fiille an Reaktionen nicht in einen unkontrollierten Wildwuchs
ausuferte, sondern die bedenkenswerten Stellungnahmen in den Annalen in die
Form einer disziplinierten Debatte gegossen wurden. Damit konnte sichergestellt
werden, dass die Mathematischen Annalen der bevorzugte Ort blieben, an denen
dieses kontroverse Thema verhandelt wurde. Davon zeugt nicht zuletzt die quan-
titative Fiille des Periodikums im Berichtszeitraum. 1905 z&hlt zu jenen Jahren
in der Geschichte der Zeitschrift, in dem mit dem 60. und dem 61. Band gleich
zwei Jahresbidnde verdffentlicht wurden, um der Fiille an Beitrdgen gerecht zu
werden. Statt der vier Hefte pro Jahr gab es im fraglichen Jahr insgesamt acht,
erschienen nicht im Quartals-, sondern im weitaus kiirzeren Zweimonatsrhythmus.
Schliefslich konnte man der Kontroverse neben den ohnehin bestehenden Publika-
tionsverpflichtungen nur gerecht werden, wenn die zeitlichen Abstédnde zwischen
den einzelnen Erscheinungsterminen der Hefte {ibergangsweise verkiirzt wurden.
Die Entscheidung der Herausgeber sowie der Redaktion ging auf. Allein in dem
halben Jahr zwischen Méarz und September 1905 finden sich nicht weniger als
neun bedeutsame Veréffentlichungen, die sich mit Zermelos Beweis, Kénigs Hei-
delberger Vortrag sowie dessen Voraussetzungen kritisch befassen.'%® Selbst nach
den Mafstében der Mathematischen Annalen handelte es sich hierbei um eine au-
fergewohnliche Publikationsaktivitdt. Fiir Fueter lieferte dies ein gleichermafen

107. Redaktion JDMV (1906c), 537.
108. Vgl. Bernstein (1905a); ders. (1905c); ders. (1905d); Borel (1905); Hamel (1905); Jourdain
(1905); Konig (1905a); ders. (1905b); Schoenflies (1905).



94 Matthias Wille

anspruchsvolles wie in seiner Genese spannendes Material, mit dem sich vor der
Mathematischen Gesellschaft einmal mehr ein hoch aktueller Vortrag zur Mengen-
theorie halten lief.

4 Die Gottinger Pragung eines Marburger
Dozenten 1905-1909

Von diesen kleinen mengentheoretischen Begebenheiten hatte Adolf Fraenkel frei-
lich keine Kenntnis, als er Ende Oktober 1910, mit dem Beginn des Winterse-
mesters 1910/11 zu seinem dritten Studiensemester nach Marburg iiberwechselte.
Erst recht bildeten diese duferst iiberschaubaren mengentheoretischen Aktivita-
ten nicht den Grund fiir den Studienortwechsel, der in diesem Fall gleichwohl einer
Erlduterung bedarf. Fraenkel kam aus seiner Heimatstadt Miinchen, wo er seine
ersten beiden Semester zugebracht hatte und damit kam er als Student von einer
Universitét, die zu den wenigen gehorte, die liber drei mathematische Ordinariate
verfiigte. Die Mathematik in Miinchen zéhlte zu den grofiten im Deutschen Kaiser-
reich, sie besalt mit den Ordinarien Ferdinand Lindemann und Alfred Pringsheim
zwei weithin bekannte Personlichkeiten in ihren Reihen und so verbleibt die Frage,
weshalb Fraenkel von hier aus in die hessische Provinz zieht, um an einem Mathe-
matischen Seminar zu studieren, das gerade einmal halb so viele Veranstaltungen
anzubieten vermochte wie das ungleich grofere Institut in Miinchen.

Die autobiographisch relevante Antwort hierauf liefert Fraenkel selbst, der neben
personellen Umsténden eben auch sachliche anfiihrt.'% Ob ihrer Gréfe konnte die
Miinchner Mathematik nicht allen erhofften wissenschaftlichen Ausbildungsbelan-
gen gerecht werden. Im Unterschied zu den preufischen Bestimmungen, denen auch
Marburg unterlag, sah die bayrische Priifungsordnung fiir das hohere Lehramt kei-
ne weiterfithrende wissenschaftliche Ausbildung der Studierenden vor. Indes war
das Curriculum auf Priifungsfragen ausgerichtet, die sich im Anspruch an den
Anfingervorlesungen und dem Lehrprogramm der Mittelschule orientierten.!® Zu
wenig fiir einen begabten und ehrgeizigen Mathematikstudenten wie Fraenkel. Da-
neben war er jedoch auch von den in Miinchen tatigen Professoren enttduscht, die
ihren Zenit — nicht zuletzt aufgrund ihres bereits relativ hohen Alters — schon lange
iiberschritten hatten. Ferdinand Lindemann, den er schlicht als ,, Fehlberufung*!!?

beurteilte, attestierte er unter anderem ein ,,Versagen als akademischer Lehrer“!!2,
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wahrend er sich weder von diesem noch von Aurel Voss oder Alfred Pringsheim
nennenswerte Impulse fiir seine eigene intellektuelle Entwicklung erhoffte. Fraenkel
suchte den Kontakt zu originellen und innovativ forschenden Mathematikern. Da
fiel die Nédhe zu glanzvollen Namen nebenséchlich aus.

Es war sein Onkel Alfred Loewy, der ihm vor allem mit Blick auf Kurt Hensel
Marburg als Studienort empfahl!!3
die Ausrichtung der beiden Qualifikationsschriften — zum prégenden Lehrer Fraen-

und zweifelsohne sollte dieser — mit Blick auf

kels werden. Doch in Marburg angekommen traf er sogleich auch auf einen jungen
Privatdozenten, der bei mehr als nur einer Gelegenheit eine entscheidende Rol-
le in Fraenkels weiterem Werdegang spielen sollte. Nach Blumenthal und Fueter
wirkte dort seit Herbst 1909 der inzwischen dritte Mathematiker aus G&ttingen.
Eine beachtliche Kontinuitdt — bedenkt man den zeitlichen Abstand von gerade
einmal fiinf Jahren seit Blumenthals Vertretung. Auch dieser war ein ehemaliger
Doktorand Hilberts, aber im Unterschied zu seinen Vorgéngern wirkte er ganze
zehn Semester in Marburg, pragte damit eine ganze Studentengeneration und ge-
horte selbst bereits einer neuen mathematischen Generation aus Gottingen an.
Wahrend bei Blumenthal und Fueter zu kldren blieb, iiber welche intellektuel-
len Impulse und ereignisreichen Koinzidenzen sie zu ihren mengentheoretischen
Gastspielen in Marburgs Mathematischer Gesellschaft gelangten, stellte sich die-
se Frage nun nicht mehr gleichermafien. Ernst Hellinger reifte in Gegenwart der
Mengenlehre.

Er studierte zu einer Zeit in Gottingen, in der die moderne formale Mengentheorie
sowie der Geist der mathematischen Logik zu einem bestimmenden Element des
akademischen Lebens geworden waren und damit das Gesicht des Instituts auf
lange Zeit entscheidend mitprigten.''* Zermelos grofe Jahre in Gottingen waren
zugleich Hellingers Lehrjahre ebendort. Er kam Ende des Jahres 1904 und blieb
bis zu seinem Wechsel nach Marburg 1909. Hellinger war also zugegen, als Zer-
melos erster Beweis des Wohlordnungssatzes fiir Aufsehen sorgte, er verfolgte aus
unmittelbarer Nachbarschaft, wie dieser zu seinen prézisen Verteidigungen ansetz-
te, er erlebte aus nichster Ndhe die Entstehung der ersten Axiomatisierung der
Mengenlehre und damit die Veroffentlichung der beiden bedeutsamen Arbeiten im
65. Band der Mathematischen Annalen. Es muss fiir Hellinger eine aufregende Er-
fahrung gewesen sein, just in jenen Tagen in seiner neuen akademischen Heimat
einzutreffen, in denen die Wellen des Erstaunens, der Bewunderung, aber eben
auch der Entriistung und Ablehnung auf die Gottinger Mathematik trafen. Das
erste bestimmende Thema, das Hellinger in Gottingen aufhorchen liefs, war Zer-
melos Beweis und das Auswahlprinzip. Er traf ein und die Mengentheorie war
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nicht nur da, sie war sogleich allgegenwértig. Auf den gerade einmal 21jahrigen
Studenten muss dies einen faszinierenden Eindruck ausgeiibt werden.

Der Entschluss, vor Ort auch bei Zermelo zu horen, diirfte schnell gefasst worden
sein. So gehorte Hellinger schlieflich auch zum Hoérerkreis von Zermelos erster Ver-
anstaltung zur mathematischen Logik im Sommersemester 1908 in G&ttingen'!®,
die nach Auskunft von Ebbinghaus in ihrer Ausrichtung auch die erste iiberhaupt
war, die an einer deutschen Universitéit angeboten wurde.''® Doch Hellinger war
nicht nur Student Zermelos, sondern auch dessen aufmerksamer Zuhérer in der Ma-
thematischen Gesellschaft, deren Mitgliedschaft nicht lange auf sich warten liefs.
Hellinger gehorte vom Beginn seiner Gottinger Zeit an zu einer bemerkenswerten
Gruppe besonders talentierter Studenten. Zusammen mit Otto Toeplitz, Max Born
und Richard Courant bildete er die ,,Breslauer Gruppe“!'” im Zirkel um Hilbert.
Alle stammten aus Breslau, besuchten dort zum Teil sogar dasselbe Gymnasium
und alle kamen zwischen 1904 und 1907 nach Gottingen. Fiir Max Born war es
»ganz natiirlich, daff wir vier aus Breslau eine Gruppe bildeten und daf die andern
uns als Gruppe anerkannten. Vor allem Hilbert tat dies ganz bewuft®.!!® Hellinger
und Toeplitz verband dariiber hinaus noch etwas ganz Besonderes. Sie waren beste
Freunde.!9

Hellinger promovierte 1907 bei David Hilbert mit einer Untersuchung iiber Die
Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von unendlichvielen Variabelen'?® —
seinem ersten Beitrag zur spéterhin so genannten Hilbert-Hellingerschen Theorie
der beschrankten quadratischen Formen. Bereits in dieser Arbeit finden sich Hin-
weise, dass ihm die zeitgendssischen Standardwerke zur Mengentheorie vertraut
sind. Nicht zuletzt fiir seine Untersuchungen zur Integralbildungen iiber messbare
Mengen zieht er ausgewihltes Schrifttum heran.!'?! Doch er war nicht nur ein-
fach ein weiterer Doktorand in der langen Liste Hilberts, er war ein Schiiler im
anspruchsvollen Sinne des Wortes. Dies dokumentiert neben der hohen Qualitét
seiner Forschungsleistung vor allem die Zeit von Ostern 1905 bis Ostern 1907,
in der er Hilberts privater Assistent war. Hellingers Studium in Gé&ttingen war
also gerade einmal ein Semester alt, als er bereits diese vertrauensvolle Stellung
angetragen bekam. Empfohlen wurde er von seinem Vorgénger und Freund Max
Born.'?? Damit war er innerhalb eines halben Jahres in die Mitte der Géttinger
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Mathematik vorgeriickt.

Seine Tétigkeiten fiir Hilbert schlossen im Besonderen die Recherche fiir dessen
Forschung, die vorbereitende Zuarbeit fiir Vorlesungen und nicht zuletzt auch die
schriftliche Ausarbeitung derselben ein. Diese wurden von ihm fiir das mathemati-
sche Lesezimmer innerhalb des mathematisch-physikalischen Seminars aufbereitet,
womit sie den Horern von Hilberts Vorlesungen sowie den weiteren Mitgliedern des
Lesezimmers zugénglich waren. Innerhalb von fiinf Semestern erstellte er fiir ins-
gesamt sechs Vorlesungen Hilberts weithin verbreitete Vorlesungsmanuskripte.!2
Hellinger wurde von Hilbert mit vielen verantwortungsvollen Aufgaben betraut
und erhielt dafiir exklusive akademische Arbeitsbedingungen, die seinem Talent
und seinem Anspruch gerecht wurden. Erst als Hellinger unter Hilberts Supervi-
sion seine Dissertation anzufertigen hatte, wurde er von den diversen Tétigkeiten
seiner Assistententétigkeit entbunden, um sich ganz der eigenen Forschung zuwen-
den zu konnen. Mit Recht kann man davon sprechen, ,Hellinger was a Hilbert
protége:. 124

Nach seiner Promotion, ab Oktober 1907, und bis Ostern 1909 war er fiir drei Se-
mester in Gottingen Assistent von Felix Klein an der Sammlung mathematischer
Instrumente und Modelle der Universitdat. Diese Funktion schloss die Betreuung
des mathematischen Lesezimmers mit ein und damit die Aufsicht iiber diesen zen-
tralen Ort des mathematischen Lebens in der Universitéit.'?® Hier lagen nicht nur
die begehrten Vorlesungsmanuskripte zur Ansicht sowie zur Transkription aus, son-
dern hier befand sich auch eine der groften Institutsbibliotheken fiir Mathematik
im Kaiserreich, die der stetig wachsenden Anzahl an Mitgliedern als Prasenzbe-
stand zur Verfiigung stand. Hellingers Pflichten bestanden hierbei zudem in der
Einweisung neuer Mitglieder sowie der Pflege der Buchbestéinde.2¢ In dieser neu-
en Rolle war Hellinger iiber die Rénder der Arbeitsgruppen hinaus weitgehend
allen Semestern bekannt, denn das Lesezimmer diente nicht zuletzt als Ort dem
personlichen Kennenlernen, der mathematischen Diskussion und damit der For-
derung der studentischen Kontaktaufnahme!??, dessen alltiglicher Betrieb durch
die Gegenwart des Vertreters des Direktors gepragt wurde. Als Verantwortlicher
fiir das Lesezimmer hatte er sich in dem fraglichen Zeitraum um die Anliegen
von durchschnittlich 260 Nutzern pro Semester zu sorgen.?® Im gesamten Organi-
gramm der Gottinger Mathematik hatte Hellinger fiir diese eineinhalb Jahre eine
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Schliisselstellung inne.

Damit gehorte er vier Jahre lang zum engsten Kreis der Gottinger Mathematiker,
was nicht zuletzt die Mitgliedschaft und regelméfige Teilnahme an den Sitzungen
der Mathematischen Gesellschaft einschloss, das Halten eigener Vortrége inbegrif-
fen.'?? Zermelo wird Hellingers Vortrige ebenso aufmerksam zur Kenntnis genom-
men haben, wie dies umgekehrt der Fall gewesen sein diirfte. Zum Teil lag nur eine
Woche zwischen beiden als Referenten.!3? Fiir diese Zeit sind nicht weniger als
drei Vortriage Zermelos dokumentiert.!3! Obwohl keine Sitzungsprotokolle iiberlie-
fert sind, so wird Hellinger fraglos zum Horerkreis gehort haben, als Zermelo auf
der gesamten 7. Sitzung im Sommersemester 1906, am 19. Juni, ,,iiber seinen Ver-
such einer axiomatischen Begriindung der Mengenlehre*!32
das erste Mal, dass dieser mit seiner Axiomatisierung an die Offentlichkeit trat
und seinen Ansatz zur Diskussion stellte. Diesen Termin wird die Mathematische

berichtet. Es war wohl

Gesellschaft, allen voran Hilbert und seine engsten Mitarbeiter, mit besonderer
Spannung erwartet haben, denn wiahrend man fiir die Arithmetik, die Euklidische
Geometrie sowie die reellen Zahlen seit einigen Jahren {iber moderne Axiomensys-
teme verfiigte, stand ein solches fiir die Mengentheorie noch aus. Dariiber hinaus
erhoffte man sich sicherlich von dieser axiomatischen Fundierung eine theoreti-
sche Einbettung des Auswahlprinzips und damit eine weiterfiihrende Legitimation
der in Gottingen verfochtenen Mengentheorie. Die liberlieferte Zusammenfassung
des Vortrags lasst erkennen, wie weit fortgeschritten Zermelos axiomatische Be-
griindung gediehen war — und dies bereits zwei Jahre vor der bahnbrechenden
Veroffentlichung.

,Zugrunde gelegt wird ein Bereich von ,,Dingen“, welche sédmtlich voneinander un-
terscheidbar und z. T. ,Mengen“, z. T. aber unzerlegbare Dinge sein sollen. Die
Eigenschaft eines Dinges a, ,,Element” einer Menge M zu sein, wird als nicht wei-
ter zuriickfiihrbare Grundbeziehung behandelt. Uber Mengen und ihre Elemente
werden nun 8 Postulate aufgestellt und angedeutet, wie aus ihnen alle Hauptsétze
der Mengenlehre, einschlieklich derer iiber Aquivalenz und Wohlordnung logisch
streng abgeleitet werden konnen. Um aber den Ordnungstypus der natiirlichen
Zahlenreihe zu gewinnen, muft man noch die Existenz irgend einer ,,unendlichen®
Menge postulieren. Die Arithmetik und Funktionentheorie bediirfen dieses letzten
Postulates, wihrend die ,,allgemeine Mengenlehre, welche endliche und unendliche

Mengen in gleicher Weise behandelt, es ganz wohl entbehren kann“.!33
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Was hierauf 1908 folgte, ist mathematikhistorisches Gemeingut. Zermelo veroffent-
licht in kurzer Folge zwei herausragende Untersuchungen, die sich zu einflussreichen
Klassikern der Mathematikgeschichte entwickeln sollten. In Géttingen diirfte jeder
Mathematiker mit grofer Aufmerksamkeit Zermelos neuen Beweis, seine umfas-
sende Verteidigung sowie seine Begriindung der Mengenlehre studiert haben. 1908
stand einmal die Mengentheorie im Mittelpunkt der Betrachtung. Dieser Fokus
hielt an wihrend Hellingers letzten Dienstjahres, denn auch 1909 blieb die Mengen-
lehre im akademischen Leben Gottingens prasent. Zwar legte dieser im Mérz 1909
seine Habilitationsschrift der Philosophischen Fakultdt der Philipps-Universitét
r'3* und habilitierte sich mit derselben am 1. Mai des Jahres in Marburg. Da
sein Privatdozentenstipendium ebendort aber erst am 1. Oktober begann!3?
seine Lehrtétigkeit ebenfalls erst mit dem Beginn der Vorlesungszeit im Winterse-
mester Mitte Oktober einsetzte, wurde seine dauerhafte Anwesenheit in Marburg
nicht vor Herbst 1909 erforderlich. Es ist daher naheliegend, dass er sich ein ganz
besonderes Ereignis in Gottingen nicht hat entgehen lassen, das unmittelbar an
die Zeit nach seinem Dienstende als Kleins Assistent anschloss.

VO
und

Bis Ostern 1909, also bis Mitte April, betreute er noch die Sammlung mathemati-
scher Instrumente und Modelle der Universitét. In der zweiten Aprilhélfte besuchte
indes ein weltberithmter Mathematiker die Universitdt und ganz besonders eben
auch die ortsansissigen Kollegen.

So traf die Mathematische Gesellschaft in der ersten Sitzung im Sommersemester
1909 am 20. April ihre eigenen Vorbereitungen fiir die unmittelbar anstehende
Poincaré-Woche.'36 Die Wolfskehl-Kommission der Koniglichen Gesellschaft der
Wissenschaften zu Gottingen hatte Henri Poincaré eingeladen, um in der Zeit vom
22. bis zum 28. April insgesamt sechs Vortrége zu halten. Initiiert wurde das Ereig-
nis wohl vor allem durch das Engagement Hilberts, der als Kommissionsmitglied
bereits Anfang des Wintersemesters 1908/09 bei Poincaré anfragte. Eine grofie
Ehre fiir den geladenen Gast und eine nicht minder grofe fiir die Gastgeber, die
nunmehr die Inauguration ihrer Veranstaltungsreihe mit einem glanzvollen Namen
schmiicken diirfen.'7 Als Hilbert in der Mathematischen Gesellschaft Poincarés
Zusage verliest, ,wurde allgemein Freude ausgedriickt“.’?® Der Eingeladene refe-
rierte schliefslich in dem besagten Umfang iiber ausgewéhlte Gegensténde aus der
reinen Mathematik und mathematischen Physik. Von besonderem Interesse ist
nunmehr der fiinfte dieser Vortrige, den Poincaré am 27. April hielt.
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,Uber transfinite Zahlen“ richtet sich dezidiert an die vor Ort tétigen Mengen-
theoretiker und mathematischen Grundlagenforscher. Poincaré kommt mit diesem
Vortrag dem Wunsch Hilberts nach, der ihn zwei Monate zuvor brieflich anfragte,
ob es eventuell moglich sei, auch ein Thema ,,Logisch-philosophischer Farbung zu
behandeln“?!3? ITm Verlauf seiner Ausfiihrungen weist er unter anderem Zermelos
Verteidigung nicht-pradikativer Begriffsbildungen zuriick, auch zeigt er sich ,,nicht
ganz iiberzeugt“!4?, dass es die zweite transfinite Kardinalzahl Aleph 1 gibt. In der
Betrachtung von Zermelos Beweis fiir den Wohlordnungssatz gibt er sich unent-
schlossen, vielleicht sogar ein wenig ratlos, denn er ,kénnte noch manche Stunde
dariiber sprechen, ohne die Frage zu 16sen“.!4! Poincaré hadert vor allem damit,
wie er das verwendete Auswahlpostulat, diesen ,fast genialen Satz Zermelos“142,
bewerten soll. Mit dessen Verwendung gelingt der Beweis, obwohl keiner — nicht
einmal Zermelo — beanspruchen wiirde, damit eine Wohlordnung fiir das Konti-
nuum auch angeben zu kénnen, wihrend fiir Poincaré andererseits das Feststellen
einer undurchfiihrbaren Méglichkeit letztlich ,nur leere Worte*143 sind. Mit einer
solchen Aussage kann er ,keinen Sinn mehr verbinden®,!44

Beide Optionen scheinen gleichermafsen wenig attraktiv, wenngleich man sich auf-
grund des erfolgten Beweises genétigt sieht, sich fiir eine entscheiden zu miissen. Ist
man auf die Beweismittel verpflichtet, dann vererbt sich dieser Verpflichtungscha-
rakter auch auf die Konsequenzen. Darin besteht die Verbindlichkeit von Beweisen.
Doch wenn die Folgen unannehmbar werden, sind es hiufig bereits einzelne Vor-
aussetzungen. Da mit dem Auswahlaxiom die Frage nach der , Verantwortlichkeit
fiir diese missliche Situation geklért scheint, iiberrascht es kaum, dass der resultie-
rende Streit iiber dessen Zuléssigkeit in den Augen Poincarés sonderbare Formen
angenommen hat, denn ,,die einen verwerfen das Auswahlpostulat, halten aber den
Beweis fiir richtig, die anderen nehmen das Auswahlpostulat an, erkennen aber den
Beweis nicht an“.14> Bewerten kann er diese Konstellation letztlich nur noch mit
einem Wort: ,,merkwiirdig®. 146

Unmittelbar im Anschluss an diesen Vortrag gibt Zermelo vor dem Forum der
Mathematischen Gesellschaft ,, Erlduterungen iiber die einwandfreie Definition der
zweiten Méchtigkeit Aleph 1 und iiber die Voraussetzung und das Schluftverfah-
ren seines Beweises fiir den Satz, daff jede Menge wohlgeordnet werden kann®. 147
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Das liest sich nicht nur wie eine Responsion, das ist eine passgenaue Erwiderung
auf den Vorredner, die ohne jedes beschonigende Beiwerk auszukommen gedach-
te. Zwischen Gast und Respondent ,occasioned a clash“.!4® Bereits im Februar
hatte Hilbert Poincaré mitgeteilt, dass man fiir die Woche seines Besuches beab-
sichtige, die eine oder andere ,,Sitzung der hierigen mathematischen Gesellschaft
abzuhalten, wo wir dann unsererseits nach unseren Kraften etwas zum Besten ge-
ben kénnten®.'? Mit Zermelo schickte Hilbert nun aber niemand anderen vor, als
die in seinen Augen erste Autoritdt in Fragen der Mengentheorie, Axiomatik, Lo-
gik und Grundlagen der Mathematik.'®° Die ihm zugedachte Rolle erfiillte Zermelo
souverdn, denn seine Replik war gleichermafen prizise wie prégnant und diirfte
bei den anwesenden Géttinger Kollegen grofsen Eindruck hinterlassen haben.

So lésst er keinen Zweifel daran, dass er die Bedenken im Umgang mit der transfi-
niten Zahl Aleph 1 nicht teilen kann, denn diese Méchtigkeit lasst sich gleicherma-
fen tadellos begrifflich einfiihren wie Aleph 0. Andernfalls wiirde sich das Problem
einer willkiirlichen Abgrenzung einstellen. Wenn beide transfiniten Machtigkeiten
begrifflich mit demselben semantischen Mittelbestand fixiert werden kénnen, dann
ist nicht nachvollziehbar, weshalb die eine zuléssig, die andere indes unzuléssig sein
soll. Entweder man verwirft unter Angabe von Griinden das gesamte Definitions-
verfahren und gibt mithin auch den Begriff der Méachtigkeit der natiirlichen Zahlen
auf oder aber man hélt an diesem Begriff fest und erkennt damit aber auch alle
weiteren, mit Hilfe des Definitionsverfahrens einfiithrbaren Begriffe an.

Zermelos Ausfiihrungen iiber ,die Voraussetzung und das Schlufsverfahren* seines
Beweises sind klar der Betrachtung des Auswahlaxioms verpflichtet und er wird
bei dieser Gelegenheit aus der Fiille seiner bereits veroffentlichten kritischen Erwi-
derungen geschpft haben.!%! Poincarés Bedenken waren Zermelo nicht neu und so
wird er im Besonderen darauf hingewiesen haben, dass trotz des iiberaus schmei-
chelhaften Lobes, als Urheber eines fast genialen Satzes gefiihrt zu werden!®?, ihm
diese Ehre nicht gebiihrt, weil die Schlussweise des Auswahlprinzips in der Mathe-
matik alt und weit verbreitet ist. Vom virtuosen Kunstgriff eines von ihm génzlich
neu geschopften Beweismittels konnte keine Rede sein. Seine Leistung fand sich
an anderer Stelle. Er machte ein vormals Implizites explizit und erkannte dessen
Bedeutsamkeit fiir die Beweisfiihrung. Sein personlicher Verdienst bestand in der
expliziten Formulierung des Auswahlprinzips sowie der damit einhergehenden Er-

kenntnis, dass es dieses Axioms ausdriicklich bedarf, um den Wohlordnungssatz
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beweisen zu konnen. Indes von der Unannehmbarkeit der Folge auf die Unan-
nehmbarkeit der Voraussetzung schlieften zu wollen, wiirde einer Zuriickweisung
von grofen Teilen der Mathematik gleichkommen. Zermelos souveréine Erwiderung
hat Hilbert offenkundig sehr beeindruckt, denn eine gute Woche spéater merkt die-
ser brieflich gegeniiber Wilhelm Wien an, dass Zermelo sich erst kiirzlich auf sehr
eindrucksvolle Weise gegen Poincaré behauptet hat.??

An diesem 27. April 1909 stand die Mengentheorie in Gottingen mit zwei exponier-
ten Vortragen einmal mehr im Mittelpunkt der Betrachtung und erfuhr mit den
Anwesenden Henri Poincaré, David Hilbert, Ernst Zermelo und anderen einen ganz
aulergewthnlichen Diskussionszirkel. In den zuriickliegenden fiinf Jahren hatten
diverse namhafte Mathematiker zu Zermelos Beweis Stellung genommen und be-
merkenswerte Beobachtungen vorgetragen. Gleichwohl besaken die Uberlegungen
Poincarés ein besonderes Gewicht, weshalb man vor Ort ein grofes Interesse damit
verband, die sechs Vortrige zeitnah zur Verdffentlichung zu bringen. So lief es sich
Hilbert auch nicht nehmen, in der Sitzung am 21. Dezember 1909 die anwesenden
Mitglieder der Mathematischen Gesellschaft dariiber zu unterrichten, dass sich die
von Poincaré in Gottingen gehaltenen Vortrige nunmehr im Druck befinden.!%*
Bei dieser Gelegenheit erortert er ,,insbesondere die dort gegebenen Ausfithrungen
zur Mengenlehre.'?> Dass Hilbert in dieser letzten Sitzung des Jahres noch einmal
ausdriicklich auf die Inhalte des Vortrages ,,Uber transfinite Zahlen“ zu sprechen
kommt, belegt nachdriicklich, welch dauerhaften Eindruck das Ereignis hinterlas-
sen hatte. 1909 schlug nach wie vor der Puls der mengentheoretischen Forschung
in Géttingen und jenen, die der Gottinger Mathematik nahestanden, diirften dies
aufmerksam verfolgt haben.

Als Ernst Hellinger im weiteren Verlauf des Jahres nach Marburg aufbricht, blickt
er auch auf einen reichhaltigen mengentheoretischen Erfahrungsschatz. Er diirfte
nahezu alle bedeutsamen Gottinger Forschungsfortschritte in der Mengentheorie
aus néchster Nahe mitverfolgt haben. Fiir einen brillanten jungen Mathematiker
nahezu ein Leichtes, um sich damit auf der Hohe des mengentheoretischen Entwick-
lungsstandes zu bewegen. Aufgrund seines intellektuellen Milieus diirfte er iiber
eine exzellente mengentheoretische Bildung verfiigt haben. Es iiberrascht daher
kaum, dass der junge Privatdozent in den ersten Jahren seiner Lehrtétigkeit auch
um eine Diversifizierung seines Vorlesungsangebotes bemiiht ist. Um die eigene
Vita fiir die néchste Stufe der akademischen Laufbahn zu empfehlen, diirfte Hel-
linger ein grofses Interesse daran gehabt haben, die Liste der von ihm angebotenen
Veranstaltungen moglichst breit aufzustellen. Es ist daher nur folgerichtig, dass
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die Mengentheorie, die wahrend seiner Gottinger Jahre ein so prominent besetztes
und dariiber hinaus auch faszinierendes Thema gewesen ist, nun auch Eingang in
den Marburger Vorlesungsbetrieb findet.

5 Mengentheorie in der akademischen Lehre
Marburgs 1911

Im Sommersemester 1911 ist es endlich so weit. Nachdem er in den zuriickliegenden
drei Semestern iiber analytische Geometrie, die Theorie der Kurven und Flachen,
Bestimmte Integrale und Fourier-Reihen sowie die Theorie der Determinanten ge-
lesen hatte, bietet Hellinger nun freitags von 16 bis 18 Uhr die zweistiindige Vor-
lesung ,,Einfiihrung in die Mengenlehre* an. Man versetze sich fiir einen Moment
in den jungen Studenten Fraenkel, der zum Ende des Winters 1910/11 — vielleicht
im Mérz — das neue, 70seitige Verzeichnis der Vorlesungen die im Sommerhalbjah-
re 1911 vom 15. April bis 15. August 1911 an der Universitit Marburg gehalten
werden sollen in den Hénden hilt. Beim erstmaligen Betrachten des iiberschau-
baren mathematischen Programms von gerade einmal 14 Veranstaltungen wird
ihm schnell gegenwértig geworden sein, dass ein Teil des Kursangebots fiir ihn
als fortgeschrittenes Semester schon gar nicht mehr einschligig ist. Doch mehr als
dies wird etwas anderes seine Gedanken bestimmen. Sein Blick fallt auf etwas Un-
gewohntes, etwas, das es im Vorlesungsverzeichnis der Philipps-Universitit noch
nicht gegeben hat. Eingerahmt zwischen Neumanns ,,Abel’sche Funktionen“ und
Hensels ,,Mathematisches Proseminar” tritt ein neues Thema in Fraenkels Leben.

Einfiihrung in die Mengenlehre: Dr. Hellinger Freitag
4—6 Uhr. XV

Quelle: Verzeichnis der Vorlesungen die im Sommerhalbjahre 1911 vom 15. April
bis 15. August 1911 an der Universitit Marburg gehalten werden sollen, Univ.-
Buchdruckerei von Joh. Aug. Koch, Marburg 1911, 28.

Hellinger wurde spéaterhin nachgesagt, ,,durch sorgféltige Vorbereitung und aus-
fiihrliche klare Darstellung sogar bei denen Interesse zu wecken, fiir die zunéchst
die Mathematik nicht viel bedeutete”.!%6 Hier konnte er seinen beeindruckenden
Erfahrungsschatz aus der Zeit als Hilberts Privatassistent souverdn einbringen.
Er war mehr als routinisiert im simultanen Konspektieren miindlich gehaltener
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Vortréige und deren nachtraglicher detaillierter Ausarbeitung als vollwertiger Mit-
schrift. Es war erst wenige Jahre her, dass er mit der tadellosen Verschriftlichung
von Hilberts Vorlesungen seinen exzellenten Beitrag zu dieser besonderen Gottin-
ger ,, Tradition“!°” leistete. Diese Befihigung wird ihm nun bei der Vorbereitung
seiner eigenen Vorlesungsmanuskripte eine grofse Hilfe gewesen sein. Wir diirfen
davon ausgehen, dass der junge Privatdozent dieses besondere Maf an Sorgfalt
und Akribie bereits dieser aufsergewohnlichen Vorlesung angedeihen lief, die er
aus Neigung und Neugier angeboten haben wird. Einen thematischen Zwang gab
es jedenfalls nicht.

Weder diente die Veranstaltung personlichen Forschungsanliegen noch zéhlte sie
zum Pflichtangebot des Marburger mathematischen Curriculums. Es blieb das pu-
re Interesse an der Sache selbst. Passen wiirde dies zu Hellingers Selbstverstandnis
seiner Marburger Zeit, die geprigt war durch einen mit Freunden geteilten Bil-
dungshunger an Philosophie, Archéologie, Geographie und Theologie.'®® Dieser
unvoreingenommene Erkenntnisdrang bescherte ihm an der Lahn gliickliche Jah-
re.}?® Das diirfte sich so manches Mal auch in der Auswahl und Ausrichtung ein-
zelner Lehrveranstaltungen widergespiegelt haben. Hellinger wird seine Vorlesung
zur Mengentheorie angeboten haben, weil er sich fiir das aus Géttingen bestens be-
kannte Thema zu begeistern wusste. Stil und Inhalt werden die Horer iiberzeugt
haben und manch ein anspruchsvoller Student wird gerade deshalb in spéateren
Semestern gerne wiedergekommen sein, so auch Fraenkel. , Ich habe mehrere Vor-
lesungen bei ihm gehort*. 160

Was genau im Rahmen dieser , Einfiithrung in die Mengenlehre” verhandelt wurde,
wie diese Vorlesung aufgebaut war und welche Schwerpunkte sie setzte, ist nicht im
Einzelnen iiberliefert. Sie kann jedenfalls nicht nur der formal-axiomatischen Be-
griindung und den jiingsten Forschungsergebnissen verpflichtet gewesen sein, denn
Fraenkel erinnert sich, dass er von Zermelos Axiomatik ,,in Hellingers Vorlesung
beildufig horte“16!,  wobei es mein Gliick war, daf die Axiome genannt wurden,
auf denen kurz vorher (1908) E. Zermelo, Gottingen, die Mengenlehre begriindet
hatte“.162 Mehr erfihrt man nicht — mehr weif man nicht. Obzwar die beiden
Direktoren des Mathematischen Seminars in der annualen Chronik der Philipps-
Universitat gerne Auskiinfte {iber die Ausrichtung und den Verlauf ihrer eigenen
Kurse erteilten, beschréankte sich dieser Informationsdienst eben auf die Veranstal-
tungen von Hensel und Neumann. Dokumentationen zu den Kursen der weiteren

157. Born (1975), 105.

158. Vgl. Rovnyak (1990), 4.

159. Max Dehn zit. n. Rovnyak (1990), 4.
160. Fraenkel (1967), 105.

161. Fraenkel (1967), 149.

162. Fraenkel (1967), 112.



Vor Fraenkel: Mengentheorie in Marburg 1904-1911 105

Lehrenden sucht man indes vergebens. Entsprechend findet man ebendort auch
keinen Hinweis auf die ,,Einfiihrung in die Mengenlehre®.!%3 Die Chronik der Uni-
versitdt versagt hier und mit Hellingers Nachlass ist es nicht besser bestellt. Im
Zuge seiner dramatischen Emigration 1939 ging der Grofiteil seiner Unterlagen ver-
164 " weshalb sich die Hoffnung einzig noch auf nachgelassene Schriftzeugnisse
ehemaliger Horer richten mag. Doch die personlichen Unterlagen des einzig hier
bekannten Horers teilen traurigerweise das Schicksal von Hellingers Dokumenten:
Im Zuge der Emigration verliert sich ihre Spur.

loren

Nicht verloren ist indes das Wissen, dass dieser eine besondere Horer der damals
20jahrige Student Adolf Fraenkel war und dass diese Vorlesung spéter nicht weni-
ger als sein Leben verédndern sollte. Im Auditorium XV des Universitétsgebdudes
hort Fraenkel im Sommer des Jahres 1911 erstmals von Zermelo und seiner ge-
waltigen Leistung. Im Unterschied zu den Physikern und Chemikern lasen die
Mathematiker nicht am Samstag, aber Fraenkel diirfte es kaum gestort haben,
dass Hellinger fiir den Kurs eine konkurrenzarme Randzeit gewéhlt hatte, denn
so galt der letzte Veranstaltungsbesuch der Woche der Mengenlehre. Regelmifig
wird er das Universitdtsgebdude durch den Eingang auf Hohe der Reitgasse und
damit auf dem Niveau des ersten Stockwerks betreten haben. Von dort filihrte
ihn sein Weg rechterhand nur wenige Meter diagonal durch den klosterlich an-
mutenden Eingangsbereich, denn unmittelbar dem Kreuzgarten gegeniiberliegend
befand sich der Horsaal XV. Im Raum wird sein Blick vielleicht manches Mal aus
dem Fenster gewandert sein, wo er das Treiben auf dem unterhalb des Horsaals
gelegenen Rudolphsplatz beobachten konnte, wihrend er erstmals von jenem Axio-
mensystem horte, das in seiner von ihm erweiterten, verbesserten und vor allem
kanonischen Fassung eineinhalb Jahrzehnte spéter auch seinen Namen tragen soll-
te. Aus Zermelo wurde Zermelo-Fraenkel und hier nahm diese Entwicklung ihren
biographischen Anfang. Als solcher sollte sich dieser Beginn freilich erst retrospek-
tiv zu erkennen geben. Hellingers curricular aufsergewohnliche Veranstaltung iiber
die Mengenlehre ,,sollte fiir meine Zukunft entscheidend werden, allerdings erst ein
Jahrzehnt spéter, denn damals ahnte ich von dieser Auswirkung noch nichts“.16°

Es ist iiberaus bemerkenswert, dass Fraenkel in seiner Autobiographie ganze vier-
mal, wenngleich stets nur kurz, auf Hellingers Vorlesung zu sprechen kommt.'66
Fiir eine redliche Dokumentation hétte eine einmalige, unmissverstédndliche Er-
wahnung vollkommen ausgereicht. An ausgewéhlter Stelle einmal herauszustellen,
dass durch die ,,Einfithrung in die Mengenlehre“ ein erster sowie nachhaltiger und

163. Vgl. Chronik der Kéniglich Preussischen Universitit Marburg, 25. Jahrgang, 1911, 92.
164. Vgl. Rovnyak (1990), 28.

165. Fraenkel (1967), 105.

166. Vgl. Fraenkel (1967), 105, 112, 135, 149.
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vor allem inspirierender Kontakt zum Thema gebahnt wurde, hétte keinen Zweifel
daran belassen, welch exponierte Rolle Hellingers Vorlesung in seiner friihen aka-
demischen Biographie einnahm. Doch die stetig wiederkehrende und ausdriicklich
wertschétzende Bezugnahme ldsst erahnen, wie bedeutsam Fraenkel dieses akade-
mische Ereignis selbst nach mehr als einem halben Jahrhundert einschétzt. Es war
ihm nicht weniger als ein inniges personliches Anliegen. Fiir keine andere Bege-
benheit aus seinem Studium findet er &hnlich deutliche Worte. Keine andere wird
dhnlich hiufig erwdhnt. Auf ihn machte Hellingers Vorlesung iiber Mengenlehre
einen ,,besonders starken Eindruck“.'6” Vielleicht reichte dieser sogar bis in die Ti-
telgebung hinein. Immerhin sind Parallelen nicht zu leugnen zwischen Hellingers
,Einfiihrung in die Mengenlehre” und Fraenkels Finleitung in die Mengenlehre.
Der miindlichen Einfiihrung des einen folgt die schriftliche Einleitung des anderen.
Eine bemerkenswerte Kontinuitét.

Der erst spéter wirksame Einfluss mag 1911 noch nicht fassbar gewesen sein und lag
unerkannt in einer unbestimmt weiten Ferne. Vereinnahmt hatte ihn das Thema
dennoch bereits wiahrend seines Studiums, wahrscheinlich sogar sofort. Vielleicht
war es bereits Ausdruck einer latenten Faszination, einer ersten biographischen
Priagung, als Fraenkel im Wintersemester 1912/13 fiir ein Studiensemester an die
Universitat Berlin wechselt, um dort erstmals selbst als Referent der Mengen-
theorie aufzutreten. Selbstverstdndlich diirfte er sich umfassend aus dem vielfalti-
gen Veranstaltungsangebot der grofsen Berliner Mathematik bedient haben, doch
mittwochs, von 17 bis 19 Uhr, nahm er an dem von Hermann Amandus Schwarz,
Ferdinand Georg Frobenius und Friedrich Schottky gemeinsam abgehaltenen Ma-
thematischen Seminar teil. Fraenkel profitierte hierbei von einer Bequemlichkeit
Schwarz’, denn dieser ,lieft den Studenten, die dazu Lust hatten, vollige Freiheit, in
den Seminarstunden iiber beliebige Themen vorzutragen“.!%® Und Fraenkel hatte
Lust.

Es ist durchaus symbolbehaftet, dass dieser keinen Forschungsgegenstand seines
Lehrers Hensel verhandelt. Wie naheliegend wére ein algebraisches Thema ge-
wesen, mit dem der Schiiler die Forschung des Lehrers an dessen altes Institut
zuriickbringt. Es waren gerade einmal zehn Jahre vergangen, seitdem Hensel Ber-
lin gen Marburg verlassen hatte. Mit einer Reminiszenz an dessen altes Berliner
Profil hétte sich nicht zuletzt Schwarz autobiographisch angesprochen gefiihlt, der
nahezu eine ganze Dekade Kollege Hensels gewesen war. Doch Fraenkel entscheidet
sich fiir einen abendfiillenden Vortrag zur Mengentheorie. ,,Ich wahlte mir, kiinfti-
ge Entwicklungen unbewuftt antizipierend, als Thema die Elemente der in Berlin
fast unbekannten Mengenlehre und erregte mit meinem zweistiindigen Vortrag bei

167. Fraenkel (1967), 112.
168. Fraenkel (1967), 119.
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den Studenten lebhaftes Interesse“.1% Skepsis und Reserviertheit diirften indes die
Reaktion Schwarz’ bestimmt haben, denn auch ,er habe von diesen bedenklichen
Theorien Georg Cantors gehort, miisse aber die studierende Jugend ernstlich vor

ihnen warnen*

170 Fiir Fraenkel letztlich ein Grund mehr, ein knappes Jahrzehnt
spater mit einer anspruchsvollen operativen Axiomatik die Mengentheorie auf ein

neues Niveau methodologischer Strenge zu heben.

Gab es 1912 also immer noch Ressentiments gegeniiber Cantors Theorie, so diirf-
te es zu dieser Zeit Zermelos Ansatz erst recht an Zuspruch gemangelt haben.
Immerhin waren seit der grundlegenden Veroffentlichung erst etwas mehr als vier
Jahre vergangen und aufierhalb Gottingens genoss das Thema nicht iiberall die-
selbe Wertschétzung. Die Vermutung ist also keineswegs gewagt, dass Hellingers
,Einfilhrung in die Mengenlehre®, in der zumindest séimtliche Axiome Zermelos
Erwdhnung fanden und wahrscheinlich auch der ihnen zugrundeliegende formal-
axiomatische Zugang, in Marburg eine eher ungewthnliche Veranstaltung war. Er-
weitert man den Fokus und blickt sogleich auf die deutsche Universitétslandschaft
ab 1908, so stellt man fest, dass Vorlesungen zur Mengenlehre grundsétzlich selten
angeboten wurden und damit per definitionem uniibliche curriculare Vorkommnis-
se gewesen sein miissen. In welchem Umfang die formal-axiomatische Begriindung
der Mengentheorie vor Hellingers Veranstaltung andernorts Gegenstand der Lehre
war, kann zwar nicht verbindlich beantwortet, aber doch in Teilen erhellt werden.

Zermelos ,,Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre* erschienen im 2.
Heft des 65. Bandes der Mathematischen Annalen, das am 13. Februar 1908 ausge-
geben wurde. Die mathematische Offentlichkeit konnte Zermelos Axiomatisierung
damit frithestens im Lehrbetrieb des Sommersemesters 1908 zum Gegenstand des
Interesses machen. Dies war freilich eine blof theoretische Mdoglichkeit, da es in
Anbetracht der iiberaus kurzen Vorlaufzeit praktisch ausgeschlossen war, dass an-
dere als Zermelo zu diesem frithen Zeitpunkt {iber den Gegenstand hétten lesen
konnen.

Doch selbst wenn wir die Zeit ab dem Wintersemester 1908/09 fokussieren, finden
sich nur wenige Anzeichen dafiir, dass zeitlich vor oder parallel zu Hellingers Vor-
lesung eine weitere Auseinandersetzung in der akademischen Lehre stattgefunden
hat. In den Verzeichnissen der angekiindigten Vorlesungen iiber die mathemati-
schen Wissenschaften an den Universitdten des Deutschen Kaiserreichs findet sich
fiir den fraglichen Zeitraum keine Veranstaltung, die ausdriicklich eine moderne
formal-axiomatische Mengentheorie entwerfen wiirde.'”! Dies leistet nicht einmal

169. Fraenkel (1967), 119.
170. Fraenkel (1967), 119.
171. Vgl. Redaktion JDMV (1908a), 28-33; (1908b), 51; (1908c), 72; (1908d), 114-119; (1908e),
140fF.; (1909a), 39-45; (1909b), 59f.; (1909d), 106-109; (1909e), 146-149; (1910b), 52-55; (1910c),
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Hellingers Vorlesung und es wére wohl auch vermessen, eine entsprechende Erwar-
tung an die Vorlesungsverzeichnisse der Zeit heranzutragen. Obgleich also die Ein-
deutigkeit eines derart unmissversténdlichen Befundes aus dem genannten Grund
ausbleibt, so besagt dies selbstverstédndlich nicht, dass keine weitere Auseinander-
setzung mit Zermelo stattgefunden hat. Unter den potentiellen Veranstaltungen
findet sich mindestens ein vielversprechender Kandidat. Dabei ist die Liste nicht
einmal lang.

Im fraglichen Zeitraum von sieben Semestern wurden mit Edmund Landaus ,,Men-
genlehre mit Anwendungen auf die Theorie der Funktionen reeller Verénderli-
chen“'"2, Gerhard Kowalewskis ,,Grundziige der Mengenlehre*! 7, Hermann Brunns
»Mengenlehre“!7 (alle drei im Wintersemester 1908,/09), Otto Toeplitz’ ,,Mengen-
lehre in elementarer Darstellung“!7> (Wintersemester 1910/11) und Theodor Ka-
luzas ,,Allgemeine Mengenlehre*!76
tere Vorlesungen zur Mengentheorie angekiindigt. Jede dieser Vorlesungen hétte
theoretisch auch Zermelos Axiomatisierung zum Gegenstand der Betrachtung ma-
chen konnen. Wéhrend im Fall von Landau, Brunn und Kaluza hier keine weiter-
fithrenden Angaben gemacht werden kénnen, wissen wir {iber die erwéhnte Vorle-
sung von Kowalewski immerhin, dass er in dieser — neben den klassischen Arbeiten

(Sommersemester 1911) mindestens fiinf wei-

Cantors — unter anderem die Auseinandersetzung um die Kontinuumshypothese,
den Beweis des Wohlordnungssatzes sowie den Streit um das Auswahlaxiom ,,ein-
gehend behandelt“!”” hat. Eventuell zéhlte dazu auch Zermelos Axiomatisierung,.
Allerdings wird diese keinen nennenswerten Raum in seiner Vorlesung und schon
gar keine Vorbildfunktion eingenommen habe, denn in Kowalewskis Augen war
diese Axiomatik, ,,wie es bei einem ersten Versuch kaum anders zu erwarten ist,
nicht ganz hieb- und stichfest*.17®

Verbleibt also noch die ,,Mengenlehre in elementarer Darstellung!™ aus dem Win-
tersemester 1910/11. Otto Toeplitz halt diese Vorlesung nicht irgendwo, sondern
in Gottingen und dies genau ein Semester, bevor sein Freund Hellinger {iber das
Thema in Marburg liest. Das mag ein Zufall sein und nichts zu bedeuten haben,
allerdings lassen sich einige Indizien manifest machen, dass es hier einen mittelba-
ren Impuls von Zermelo gegeben haben konnte, der bis nach Mittelhessen reichte.

78ff.; (1910d), 119; (1910f), 182-186; (1910g), 228f.; (1910h), 258; (1911a), 65-71; (1911b), 86f.
172. Vgl. Redaktion JDMV (1908d), 115.
173. Vgl. Redaktion JDMV (1908d), 115.
174. Vgl. Redaktion JDMV (1908d), 118.
175. Vgl. Redaktion JDMV (1910f), 183.
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Bereits im Sommersemester 1910 hélt der Mengentheoretiker in Gottingen ne-
ben einer dreistiindigen Vorlesung zu ,,Differentialgleichungen” auch ,,Ubungen fiir
mittlere Semester® fiir ungefihr 100 Teilnehmer'®® ab, die er zusammen mit Otto
Toeplitz und Max Born, beides Freunde Hellingers, durchfiihrt.'®? Zwischen Zer-
melo und Toeplitz scheint — zumindest zu dieser Zeit — ein vertrautes Verhéltnis
bestanden zu haben. So findet sich unter anderem ein Brief vom 11. November
1907, in dem er Toeplitz bittet, stellvertretend fiir ihn in der Vorlesungskonfe-

renz eine Vorlesung ,Mathematische Logik* anzukiindigen!®?

, die entsprechend
als zweistiindige Vorlesung fiir das Programm im darauffolgenden Sommersemes-
ter erfasst'83 und sogleich von Hellinger belegt wurde. Wir hatten dies bereits an

fritherer Stelle angemerkt.

Dartiiber hinaus teilt er ihm mit, dass er die Redaktion der Mathematischen Anna-
len gebeten hat, ihm 10 Exemplare seiner Arbeit zuzusenden, damit Toeplitz die
Separata unter Gottinger Mathematikern an mengentheoretisch Interessierte ver-
184 Um welche der beiden Verdffentlichungen von 1908 es sich hierbei
handelt, bleibt zwar offen. Es spielt aber keine Rolle, ob es nun der Aufsatz tiber
den neuen Beweis des Wohlordnungssatzes oder jener die Axiomatisierung betref-
fend gewesen ist, weil der Brief zum einen das vertrauensvolle Verhéltnis zwischen
beiden dokumentiert und zum anderen ein offenkundiges Interesse Toeplitz’ an
Zermelos mengentheoretischer Forschung voraussetzt. Was immer auch iibersandt
wurde — es war ein Meilenstein der Mengentheorie. Durch die Zusammenarbeit
in der Lehre werden sich zusétzliche Gelegenheiten eingestellt haben, um zudem
eingehend iiber die Fortschritte in der mengentheoretischen Forschung sprechen
zu konnen. Toeplitz unterstiitzt Zermelo also nicht nur im akademischen Alltag
der Lehre, sondern auch in der Rezeption von dessen Mengentheorie. Diese Un-
terstiitzung lasst sich am besten erkldren mit einer Kenntnis und Wertschitzung
des Forschungsgegenstandes. Es ist daher kaum iiberraschend, dass Toeplitz be-
reits im Folgesemester, dem Wintersemester 1910/11, und damit ein Semester vor
Hellinger in Marburg, eine zweistiindige Vorlesung ,,Mengenlehre in elementarer
Darstellung” in Goéttingen anbietet.!®>

teilen kann.

Da Toeplitz weder davor noch danach als Mengentheoretiker in Erscheinung ge-
treten ist, diirften Anlass und Ausrichtung der Vorlesung durch die unmittelbare
akademische Pragung gegeben gewesen sein. Nichts ist naheliegender als die An-
nahme, dass der inspirierende persénliche Kontakt zu Zermelo sowie die eingehende

180. Vgl. Hilbert an Wien in einem Brief vom 5. Mai 1909. In Ebbinghaus (2007), 110.
181. Vgl. Redaktion JDMV (1910b), 53.
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185. Vgl. Redaktion JDMV (1910f), 183.
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Rezeption seiner mengentheoretischen Forschungsergebnisse den Wunsch und die
Neugier beférdert haben, all dies lehr- und lernbar aufzubereiten. Mit Cantors
Punktmannigfaltigkeiten hatte man auch in diesem Fall zu beginnen, aber zu dem
groferen Ziel, die problemgeschichtliche Entwicklung der Theorie des Transfini-
ten bis hin zum Erfordernis von Zermelos Arbeiten nachzuzeichnen. Wie zentral
die Rolle der Axiomatisierung, des Wohlordnungssatzes und auch des Auswahl-
axioms letztlich ausfiel, miissen wir dahingestellt sein lassen. Sicher ist aber, dass
eine Vorlesung zur Mengentheorie am Mathematisch-physikalischen Seminar der
Universitit Gottingen im Herbst 1910 nicht ohne hinreichende Beriicksichtigung
und angemessene Wiirdigung der vor Ort erzielten Fortschritte ausgekommen sein
diirfte. Toeplitz’ Veranstaltung mag daher vielleicht Hellinger inspiriert haben, fiir
Marburg etwas Vergleichbares zu konzipieren.

Durchaus plausibel erscheint diese Moglichkeit, wenn man ihren durchgehend en-
gen intellektuellen Austausch beriicksichtigt. Beide zeigten grofses Interesse an der
Forschung des jeweils anderen und machten erzielte Resultate fruchtbar fiir die

186 wie auch

eigenen Untersuchungen. Hellinger griff sowohl in seiner Dissertation
in seiner Habilitation'®” Ergebnisse von Toeplitz auf. Umgekehrt berichtet dieser
am 27. Juli 1909 in der Mathematischen Gesellschaft Gottingen tiber die Ergebnis-
se von Hellingers Marburger Habilitationsschrift ,,Neue Begriindung der Theorie
quadratischer Formen von unendlichvielen Verdnderlichen®. Da er dies ,,unter Vor-
legung der Korrekturbogen“!88 fiir deren versffentlichte Fassung'®® im Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik vornimmt, ist gut drei Monate nach Hellin-
gers Habilitation nicht nur die wissenschaftliche Arbeit druckreif, sondern Toeplitz
in deren Endredaktion ausdriicklich eingebunden. Nach dessen abschlietender Be-
urteilung ist das Problem der orthogonalen Transformation einer beschrankten
quadratischen Form ,,durch die Dissertation und die Habilitationsschrift von Hel-
linger gewissermafsen erschopfend in derjenigen Richtung ausgebaut worden, die
Hilbert ihr vorzeichnete“.1% Beeindruckende Worte der Wertschiitzung.

Die engen Freunde standen auch nach Hellingers Wechsel nach Marburg nicht nur
weiterhin in intensivem Kontakt, sondern Toeplitz partizipierte ununterbrochen an
dessen Forschung und machte diese fiir seine eigene fruchtbar. So hélt er unter an-
derem am 15. Februar 1910 in der Mathematischen Gesellschaft einen umfassenden
Vortrag iiber seine Untersuchungen ,betreffend die orthogonale Transformation
der quadratischen Formen von unendlich vielen Verinderlichen“.'9' Dabei entwirft

186. Vgl. Hellinger (1907), 19.
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er den Plan, die Theorie der beschrinkten quadratischen Formen von Hilbert und
Hellinger durch eine Theorie der finiten quadratischen Formen zu ergénzen.'?? Dies
dient im Besonderem dem Ziel, einigen anspruchsvollen Begriffen aus der Theorie
von Hilbert und Hellinger ,einen elementaren Sinn“ zu verleihen. Die Ergebnisse
sprechen fiir sich und Hilbert legt am 23. Juli 1910 der Koéniglichen Gesellschaft
der Wissenschaften zu Goéttingen Toeplitz’ Untersuchung ,,Zur Theorie der qua-
dratischen Formen von unendlichvielen Verinderlichen*!93
Aussicht gestellte, ,,man kénnte sagen: algebraische!?4

vor, in welcher die in
Theorie vorgestellt wird.

Diese intensive Beschéftigung mit Hellingers Werk hilt an. Gut ein Jahr spéter,
am 17. Januar 1911, referiert Toeplitz erneut {iber seine Forschungen und stellt
bei dieser Gelegenheit einen bedeutsamen Zusammenhang zwischen der Hilbert-
Hellingerschen Theorie und der Theorie der Reihenentwicklungen her.'%® Uber-
troffen werden diese wechselseitigen Inspirationen und Einflussnahmen nur noch
durch die parallel vollzogene Zusammenarbeit zwischen beiden. Bereits mehr als
ein Jahr vor Hellingers Promotion, am 28. Juli 1906, legt Hilbert der Konigli-
chen Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen die von Hellinger und Toeplitz
gemeinsam entwickelten Grundlagen fiir den Umgang mit unendlichen Matrizen
vor'?, die von beiden iiber die nachfolgenden Jahre zu einem beeindruckenden
axiomatischen Kalkiil ausgebaut werden.'®” In den 1910 schlieklich veréffentlich-
ten ,,Grundlagen fiir eine Theorie der unendlichen Matrizen“ findet sich nun auch
erstmals der spdter nach ihnen benannte Satz der Funktionalanalysis.

Es liegt auf der Hand, dass sich die beiden Freunde bei den vielféltigen Gelegenhei-
ten ihrer personlichen Korrespondenz nicht nur iiber ihre Forschung und Privates
ausgetauscht haben, sondern eben auch iiber den akademischen Alltag, die an-
stehenden Veranstaltungen und nicht zuletzt die seminaristischen Planungen. Fiir
einen jungen Privatdozenten wie Hellinger spielte dabei die Auswahl von Vorle-
sungsthemen und ihre inhaltliche Konzeption eine besondere Rolle, denn den Ruf
eines guten akademischen Lehrers galt es allererst aufzubauen. Besténdig wird er
nach curricularen Anregungen Ausschau gehalten haben, um sich als Dozent weiter
profilieren zu kénnen. Die Orientierung am zwei Jahre &dlteren Freund, der zudem
iiber einen entsprechenden zeitlichen Erfahrungsvorsprung als Lehrender verfiigte,
mag im vorliegenden Fall besonders attraktiv gewesen sein. Immerhin genoss To-
eplitz bereits friih den Ruf, seine Veranstaltungen originell und didaktisch versiert
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aufzubereiten. 98

Zudem war er ,einer der wenigen seiner Generation von Ma-
thematikern, die aus echtem kulturellen Verlangen historische Studien trieb*. 19
Die Vorlesungen eines solchen Dozenten hétten fraglos eine vorziigliche Quelle der
Inspiration abgeben kénnen. Sollte Hellinger im Spétherbst 1910, zum Zeitpunkt
der Veranstaltungsplanung fiir das kommende Semester, also noch auf der Suche
nach einem geeigneten Vorlesungsthema fiir den Sommer 1911 gewesen sein, To-
eplitz’ ,Mengenlehre in elementarer Darstellung“ hétte nicht giinstiger in seine

prasentische Wahrnehmung geraten kénnen.

Mehr als Plausibilitdt vermag diese Indizienkette nicht zu stiften. Fiir einen un-
strittigen Beleg reicht sie nicht hin. Abweichende Narrative bleiben moglich. Der
erzdhlte mengentheoretische Prolog hat gleichwohl seine Aufgabe erfiillt. Als zwar
nicht alternativlose, wohl aber durchaus naheliegende Vorgeschichte verschafft er
dem eigentlichen Anfang unserer Erzdhlung eine intentionale und damit intelligi-
ble Struktur. Wir verstehen ihn nun besser. Die fiir Fraenkels weitere Entwicklung
so bedeutsame Vorlesung Hellingers taucht damit nicht einfach unvermittelt auf.
Statt der Verlegenheit eines schlicht hinzunehmenden Faktums liefern wir im Kon-
junktiv eine hinfiihrende Rezeptions- und Milieugeschichte, die selbstbewusst zu
rekonstruieren vermag, weshalb es zu dieser Zeit (Sommer 1911) und an diesem
Ort (Philipps-Universitdt Marburg) dieses Ereignis (Hellingers ,,Einfiihrung in die
Mengenlehre®) gab. Es ist ein wiirdiger Anfang fiir eine noch zu erzéhlende Ge-

schichte. Es ist der Beginn von Fraenkels grundlegender Zeit in Marburg.2%°
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>»Gesucht: Russell und Whiteheadc«.
Rudolf Carnap inseriert

Matthias Wille

Wissenschaftliche Fachzeitschriften sind fiir gew6hnlich nicht der Ort fiir private
Annoncen. Wenn es sich jedoch bei einem dieser eher selten auftretenden Fille
um eine Anzeige in einem der angesehensten internationalen mathematischen Pe-
riodika handelt, beim Inserierenden um einen Philosophen, der zu einer pragenden
Figur seines Jahrhunderts werden sollte, und beim gesuchten Objekt um ein kiinf-
tiges epochales Werk der Wissenschaftsgeschichte, dann ist dies durchaus einer
Miszelle wiirdig. Die Protagonisten unserer episodischen Miniatur sind die Ma-
thematischen Annalen, der junge Rudolf Carnap sowie die Principia Mathematica
von Alfred North Whitehead und Bertrand Russell.

1 Zum Hintergrund

Der Einfluss der Principia auf Carnaps intellektuelle Entwicklung ist weithin be-
kannt. Kein anderes Werk hinterliefs derart markante Spuren in dessen logischen
Arbeiten. Vergleichbares vermochte nicht einmal Freges Begriffsschrift zu leisten.!
Dank Carnaps Autobiographie sowie Korrespondenzstiicken aus dem Nachlass wis-
sen wir um seine beeindruckend hartnickigen Bemiihungen, unter den wirtschaft-
lich widrigen Bedingungen der frithen 1920er Jahre an ein eigenes Exemplar — vor
allem des ersten Bandes — zu gelangen. Um 1919 entdeckt er das monumentale
Werk und beginnt es sogleich intensiv zu studieren.? Fiir seine Jenaer Studien
steht ihm das Exemplar der Universitatsbibliothek zur Verfiigung, von dem er

1. Vgl. Wille (2016), 65f. u. 70.
2. Vgl. Carnap (1963), 11.

SieB 13 (2020), 119-125
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ein ausgiebig genutztes Exzerpt anfertigt.® Doch die Situation #ndert sich, als er
seine logischen Forschungen nach dem Examen vorerst privat in Buchenbach bei
Freiburg fortsetzt. Hier im Schwarzwald gibt es weder Kollegen mit entsprechend
gut ausgestatteten Privatbibliotheken noch besitzt die Universitédtsbibliothek in
Freiburg Anfang der 1920er Jahre ein Exemplar der Principia.* Hier forscht er ,,in

relative isolation“.?

Einzig bestiickt mit seinen persénlichen notizenhaften Ausziigen beginnt er, an
einem eigenen, auf den Principia basierenden Lehrbuch — dem spéateren Abriff der
Logistik (1929) — zu arbeiten. Diese Arbeit macht eigentlich ein erneutes Studium,
vor allem des ersten Bandes, zwingend erforderlich, doch der ,,price of a new copy
was out of reach because of the inflation in Germany“.® Carnap liisst nichts unver-
sucht, ein gebrauchtes Exemplar in England zu bekommen — ohne Erfolg.” Dabei
wiinscht er sich sehnlich ein eigenes Exemplar.® In seiner Ratlosigkeit wendet er
sich am 13. Juni 1922 brieflich an Russell mit der Bitte, ob es moglich wére, mit
seiner Unterstiitzung ein Exemplar des ersten Bandes der Principia zum Auto-
renpreis zu erhalten.? Eindriicklich schildert er, dass es aufgrund der Inflation in
Deutschland fiir Wissenschaftler zuweilen unmdglich ist, Biicher aus dem Ausland
zu beschaffen. Sie sind schlicht unbezahlbar. Das ersehnte Buch {ibersendet Russell
nicht, wohl aber das Angebot, eine Liste der wichtigsten Definitionen und Theore-
me des Werkes zusammenzustellen.'® Nur zu gern nimmt Carnap diese entgegen-
kommende Offerte an und bereits am 29. September bedankt er sich eindringlich
fiir den Erhalt der umfangreichen Postsendung und fiir die unglaubliche Sorgfalt,
mit der Russell diese Aufgabe besorgt hat.!! Auch vier Jahrzehnte spiter besitzt
Carnap immer noch dieses 35seitige, handschriftliche Manuskript, ,,which T still
cherish as a priceless possession®.!? Damit enden die autobiographischen Gedan-
ken um den Versuch, die Principia zu erwerben. Es enden jedoch nicht Carnaps
Versuche, doch noch an ein Exemplar zu gelangen.

3. Vgl. Carnap an Russell in einem Brief vom 13. Juni 1922. Engl. Ubers. in Reck (2004),
160-161, hier: 161.

4. Vgl. Carnap (1963), 14.

5. Carnap (1963), 10.

6. Carnap (1963), 14.

7. Vgl. Carnap (1963), 14.

8. Vgl. Carnap an Russell in einem Brief vom 13. Juni 1922. Engl. Ubers. in Reck (2004),
160-161, hier: 161.

9. Vgl. Carnap an Russell in einem Brief vom 13. Juni 1922. Engl. Ubers. in Reck (2004),
160-161, hier: 161.

10. Vgl. Carnap an Russell in einem Brief vom 29. Juli 1922. In Ausz. engl. Ubers. in Reck
(2004), 161-162, hier: 161.

11. Vgl. Carnap an Russell in einem Brief vom 29. September 1922. In Ausz. engl. Ubers. in
Reck (2004), 162.

12. Carnap (1963), 14.
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2 Carnap inseriert

Carnap hat in der Sache nichts weiter unternommen, solange Russells Antwort
auf sein Schreiben vom 13. Juni 1922 ausstand. Zumindest ist davon auszugehen.
Der gesamte Brief ist gleichermafen hoflich wie bestimmt einzig dem Anliegen ge-
widmet, endlich in den Besitz eines Exemplars zu gelangen. Entsprechend grofse
Hoffnungen wird Carnap in seine Zeilen gelegt haben. Als er Russell am 29. Juli
des Jahres fiir das erwihnte groRziigige Angebot herzlich dankt'?, wird er diesen
Brief auch mit einer Spur der Enttaduschung verfasst haben. In den zuriickliegen-
den gut sieben Wochen war zwar Russells Antwortschreiben, aber eben nicht der
ersehnte erste Band der Principia eingetroffen. Frithestens im Verlauf des Julis,
eventuell erst im August, wird Carnap zu der Einsicht gelangt sein, dass Russells
beeindruckend umfangreiche und fraglos hilfreiche Liste'* die Unverfiigbarkeit des
Werkes nicht zu kompensieren vermag. Er bedurfte des ersten Bandes nach wie

Vvor.

Ein weiteres Mal ergreift Carnap beherzt die Initiative und geht nunmehr mit ei-
nem Kaufgesuch an die Offentlichkeit. Inseriert wird freilich nicht in der Freiburger
Zeitung oder dem Schwarzwdilder Boten oder einem anderen Blatt der (regiona-
len) Presse, wo sein Anliegen ungehort verhallt wére. Annonciert werden muss
selbstverstdndlich an einem Ort, an dem man gezielt jene erreicht, die iiber ein
eigenes Exemplar verfiigen konnten: Logiker und Mathematiker. Eine Zeitschrift
fiir moderne formale Logik schied als potentieller Anzeigeplatz aus, weil es eine
solche 1922 schlicht nicht gab und es auch noch mehr als 13 Jahre wéhrte, bis im
Frithjahr 1936 aus dem dringenden Erfordernis einer solchen die Wirklichkeit des
Journal of Symbolic Logic werden sollte.!?

Der logische Spielraum Carnaps umfasst Anfang der 1920er Jahre mithin die Fach-
zeitschriften fiir Mathematik und er wéhlt nicht nur einen der exklusivsten, sondern
fiir sein Anliegen wohl auch ungewdhnlichsten Orte. Er inseriert als Privatperson
in den Mathematischen Annalen. Der damit erkorene Adressatenkreis hétte kaum
préziser und verheifungsvoller ausfallen konnen. Seinerzeit herausgegeben von Ot-
to Blumenthal, Albert Einstein, David Hilbert und Felix Klein sind die Annalen
weltweit eine der ersten Adressen fiir die akademische Mathematik und das Aus-
héngeschild im deutschsprachigen Raum. Die Redaktionsmitglieder der Zeitschrift
zéhlen durchweg zu den fiihrenden Vertretern ihrer Zunft und vor allem mit dem
Gottinger Mathematischen Institut besitzt das Periodikum zu dieser Zeit einen

13. Carnap an Russell in einem Brief vom 29. Juli 1922. In Ausz. engl. Ubers. in Reck (2004),
161-162, hier: 161.

14. Russell (1922).

15. Ausfiihrlich hierzu Wille (2016), 151-162.
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exzeptionellen akademischen Hintergrund. Wer hier publiziert, der wird in der in-
ternationalen mathematischen Welt aufmerksam zur Kenntnis genommen. Das gilt
nicht nur fiir die Forschungsbeitrige in Aufsatzform oder akademischen Ankiindi-
gungen, sondern auch fiir die dort vertffentlichten Annoncen. Entsprechend zéhlen
die Annalen zu den wichtigsten Multiplikatoren im gesamten mathematischen Re-
zeptionsbetrieb.

An diesem aufsergewthnlichen Ort inserieren iiblicherweise die besten Fachverlage
fiir Mathematik, bis zum Verlagswechsel 1919/20 vor allem B. G. Teubner mit sei-
ner gewaltigen Programmauswahl und ab dann vornehmlich Ferdinand Springer
mit seinem vielversprechenden, aufstrebenden Programmangebot. Die Werbeseiten
in den Annalen sind seit jeher reserviert vor allem fiir die groffen Héuser, wéah-
rend fiir kleinere Fachverlage hiufig kein Raum fiir Anzeigen verbleibt.!® Selbst
in den iiberaus seltenen Fallen, wo auf den ersten Blick eine Privatperson hinter
einer Annonce stehen mag, wie etwa im Fall des Mathematische Annalen suchen-
den Bernhard Liebisch!?, handelt es sich in der Regel um gewerbliche Inserate
— hier der Universitdatsbuchhandlung von Bernhard Liebisch in Leipzig. Um den
knapp bemessenen exklusiven Werbeplatz der Annalen konkurrieren spezialisierte
Unternehmen — da verbleibt eigentlich kein Raum fiir Privatinteressen. Dennoch
vermochte es Carnap, im Heft 3/4 des 87. Bandes sein ganz personliches Biblio-
anliegen in Form eines Inserates zu platzieren:

Gesudht: Russell und White-

head, Principia Mathem. Bd. I—III
4000 Mk.,Bd. 12000 Mk. Auch anderes
von Russell. Dr. Rud. Carnap, Buchen-
bach (Baden).

Quelle: Anzeige (1922).

Fast im Stil eines Fahndungsaufrufs werden die beiden Autoren der Principia Ma-
thematica und mit ihnen ihr Werk gesucht. Fiir alle drei Bande bietet Carnap
4000 Mark, fiir den ersten Band allein die Hélfte. Dass er bei dieser Gelegenheit
sogleich ,,auch anderes von Russell“ zur Fahndung ausschreibt, {iberrascht freilich
nicht angesichts des inspirierenden Einflusses, den Russells Philosophieverstind-
nis zu dieser Zeit bereits auf Carnap hatte. Immerhin empfand dieser seit dem
Vorjahr Russells Aufforderung zur Anwendung der logisch-analytischen Methode

16. Vgl. Wille (2018), 33; ders. (2020), 87f.
17. Vgl. Anzeige (1921).
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in der Philosophie ,,directed to me personally. To work in this spirit would be my
task from now on“.'® Ein unmissversténdliches Bekenntnis — formuliert mit einem
beeindruckenden Abstand von ganzen vier Jahrzehnten.

3 Gesucht! — Gefunden?

Carnap wird das Kaufgesuch vermutlich nicht vor Juli 1922 aufgegeben haben
— zumindest erscheint es nicht bereits im Heft 1/2 des 87. Bandes, das am 24.
August ausgegeben wird. Es wiirde zur Chronologie der Russell-Korrespondenz
passen, dass Carnap die Antwort aus England abgewartet und ein wenig Bedenk-
zeit in Anspruch genommen hat, bevor er den Entschluss fasst, den verbliebenen
Weg iiber eine Annonce zu versuchen. Wie ihm die Platzierung der Anzeige in
den Mathematischen Annalen gelang, muss der Phantasie eines jeden einzelnen
iiberlassen bleiben. Fiir den Moment lassen sich keine Indizien manifest machen,
ob dies einem exklusiven Zugang zu einem Redaktionsmitglied, der bescheidenen
Grofe des Inserats oder einfach nur gliicklichen Umsténden zu verdanken ist.

Gesichert ist erst einmal mit dem 2. November 1922 das Ausgabedatum des Heftes
3/4. Carnaps Inserat erscheint damit Anfang November und wird dem potentiel-
len Adressatenkreis wohl vor allem Ende 1922 zur Kenntnis gebracht worden sein,
denn die aktuellen Hefte wissenschaftlicher Periodika lagen mindestens bis zur
Veroffentlichung ihrer unmittelbaren Nachfolger in den Universitétsbibliotheken,
offentlichen Lesehallen, literarischen Museen und Lesezirkeln akademischer Buch-
handlungen zur Lektiire aus.!® Im Fall der Ausgabe 87(3/4) hatte die ungeteilte
Aktualitéat nicht lange Bestand, denn bereits am 16. Dezember 1922 erschien die
Ausgabe 88(1/2) und spétestens mit der Ausgabe 88(3/4) vom 17. Februar 1923
diirfte kaum noch jemand Aufmerksamkeit auf Carnaps Inserat verwendet ha-
ben. Allerdings gab es zu diesem fortgeschrittenen Zeitpunkt auch keinerlei Anlass
mehr, das Kaufgesuch aufmerksam zu studieren.

Carnap schaltet sein Inserat just zu jener Zeit, in der die Inflation in Deutschland
eine atemberaubende, nie dagewesene Beschleunigung aufnimmt. Die Statik der
Annonce wird umgehend iiberwéltigt von einer ungeheuren monetéren Dynamik.
Mit jeder weiteren Woche entwertet sich das offerierte Angebot immer mehr, bis
hin zur vollstdndigen Wertlosigkeit. Wahrend Carnap zum Zeitpunkt der Verdof-
fentlichung seiner Anzeige immerhin noch Geld im Gegenwert von zehn Banden
der Mathematischen Annalen in Aussicht stellt?°, reicht dieses Geld drei Monate

18. Carnap (1963), 13.
19. Siehe u.a. Wille (2020), 132f.
20. Vgl. Redaktion Math. Ann. (1922).
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spater schon nicht mehr aus, um auch nur ein halbes Stiickchen Butter bezahlen zu
konnen.?! Carnaps Inserat hat zu keinem Zeitpunkt die Chance, in den Lesehallen
und -zirkeln der Republik geduldig auf den einen entscheidenden Interessenten zu
warten. Streng genommen wird es bereits in dem Moment unbrauchbar, in dem es
fiir die Ausgabe 87(3/4) angenommen wird, denn der in Aussicht gestellte Geldbe-
trag verliert nicht nur taglich an Wert, sondern er verliert taglich mit zunehmender
Geschwindigkeit immer mehr an Wert, auch und vor allem in den Wochen der re-
daktionellen Endbearbeitung und der Drucklegung der Ausgabe. Gemessen an den
Dimensionen einer sich Bahn brechenden Hyperinflation verstreicht die Zeit viel
zu schnell. Als das Kaufgesuch endlich 6ffentlich gemacht wird, diirfte es kaum
noch mit attraktiven Konditionen aufgewartet haben.

Carnap wahlt mit dem Inserat eine vielversprechende Form und mit den Ma-
thematischen Annalen gelingt ihm zudem eine vorziigliche Platzwahl, aber die
Widrigkeiten der gesellschaftlich-6konomischen Umsténde machen auch diese Be-
mithungen bereits im Ansatz zunichte. Er bietet Geld zu einer Zeit, in der ihre
Wahrung nahezu jegliche Bedeutung verloren zu haben scheint. Auf das Kaufge-
such sollte sich kein potentieller Verkdufer einlassen. Er hatte gesucht und einmal
mehr nichts gefunden. Und die Principia? Die erhielt Carnap doch noch wéhrend
seiner Jahre im Schwarzwald. 1924 gelang ihm endlich der lang ersehnte Erwerb
eines eigenen Exemplars?? — dank der Hilfe eines alten Freundes. Auf die Deutsche
Mark war in diesen Zeiten kein Verlass, auf Bertrand Russell schon.
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Zwel Fundstiucke zu Henri Poincaré

Andrea Reichenberger

Zusammenfassung Henri Poincaré gilt als Begriinder einer Position in der Philosophie
der Mathematik, die als Konventionalismus bezeichnet wird. In dem Beitrag geht es nicht
um einen groffen ,Rundumschlag” iiber den Konventionalismus in der Mathematik und
seine Geschichte. Der Fokus richtet sich auf zwei unbekannte deutschsprachige Arbeiten
zu Poincaré aus dem frithen 20. Jahrhundert. Bei den beiden ,Fundstiicken* handelt es
sich um die unverdffentlicht gebliebene Doktorarbeit von Thekla Schmitz aus dem Jahre
1921 an der Rheinischen Friedrich-Wilhelms-Universitdt Bonn sowie um Ilse Schneiders
Beitrag zu Alois Riehls 70. Geburtstag aus dem Jahre 1914. Die beiden ,Fundstiicke
zu Poincarés Philosophie der Mathematik teilen, bei allen Unterschieden, eine Gemein-
samkeit: Beide Arbeiten setzen sich vor dem Hintergrund der Einsteinschen Relativi-
tatstheorie kritisch mit Poincarés Stellung zum damals viel diskutierten physikalischen
Raum-Zeit-Realismus auseinander. Ziel des Beitrages ist es, erstmalig eine inhaltliche
Rekonstruktion beider Arbeiten vorzulegen und historisch wie systematisch durch eine
vergleichende Gegeniiberstellung zu kontextualisieren. Diese methodische Vorgehensweise
ist kein Selbstzweck, sondern dient dazu, anhand von zwei Fallbeispielen ,epistemischer
Ungerechtigkeit” zu begegnen.

1 Das erste Fundstiick: Die Poincaré-Arbeit von
Thekla Schmitz

1.1 Ein biographischer Abriss zu Thekla Schmitz

Thekla Schmitz wurde am 30. November 1890 in Niederhovels/Eupel im Land-
kreis Altenkirchen in der heutigen Rheinland-Pfalz als Tochter des Lehrers Wil-
helm Schmitz und seiner Ehefrau Therese, geb. Brenner, geboren. Nach bestan-
dener Reifepriifung am Stddtischen Realgymnasium Bonn Ostern 1912 studierte
sie vom Wintersemester 1912/13 bis zum Sommersemester 1916 an der Friedrich-
Wilhelms-Universitdt Bonn Mathematik, Philosophie und Naturwissenschaften.

SieB 13 (2020), 127-154
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Das Sommersemester 1913 verbrachte sie an der Ludwig-Maximilians-Universitét
Miinchen. Thre Priifung fiir das hohere Lehramt legte sie am 22. Juli 1916 ab.
Die Ficher, in denen Schmitz die Lehrbefugnis erhielt, waren Mathematik (erste
Stufe), Physik (erste Stufe) und Chemie sowie Mineralogie (zweite Stufe). Vom
Herbst 1916 bis 1918 absolvierte Schmitz das Seminar- und Probejahr (Referenda-
riat) an der Hildaschule in Koblenz. Im Oktober 1918 erhielt sie eine Anstellung als
Studienrétin am Stédtischen Lyceum in Viersen (heute: Erasmus von Rotterdam-
Gymnasium Viersen). Von Ostern 1921 bis Ostern 1922 war sie zu Studienzwecken
(Promotionsstudium) beurlaubt. Sie schloss das Rigorosum in Philosophie an der
Friedrich-Wilhelms-Universitdt Bonn am 9. November 1921 mit der Note ,,gut“ ab.
Adolf Dyroff begutachtete ihrer Doktorarbeit Poincaré iber die Grundbegriffe der
Mathematik. Darstellung und Kritik (Schmitz 1921). Als Note gab er der Arbeit
ein ,Befriedigend” mit folgender Begriindung: ,,Die Verf. fasst Gedanken Poincarés
gut zusammen und spricht in ihrer Kritik sehr richtige Gedanken aus. Nur hitte
sie den Psychologismus Poincarés stirker hervor akzentuieren sollen.”
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Abbildung 1: Adolf Dyroff. Handschriftliches Gutachten zur Inauguraldissertation
von Thekla Schmitz. UA Bonn. Immatrikulationsalbum. Promotionsalbum B
(1921-1933). Akte Thekla Schmitz. Handschr. Inaug.-Diss. Bonn 1921.

Nach Abschluss ihrer Promotion arbeitete Schmitz bis zu ihrer Pensionierung 1956
wieder am Stéddtischen Lyceum in Viersen, zuletzt als Oberstudiendirektorin. Sie
leitete von 1945 bis 1947 die Schule kommissarisch. Auf den Abiturzeugnissen der
Jahrgénge 1946 und 1947 unterzeichnet sie als Dr. Schmitz, Studienrétin, Prii-
fungsleiterin und in der Rangfolge des Kollegiums dann als Anstaltsleiterin. 1947
iibernahm Frau Dr. Maria Barz die Schulleitung. Ab 1951 wird Schmitz als Ober-
studienratin gefithrt, zuletzt als Oberstudiendirektorin. IThre letzte Unterschrift
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findet sich in den Zeugnissen des Jahrgangs 1956.! Neben ihrer Doktorarbeit er-
schien von Schmitz 1915 eine Arbeit iiber die Pellsche Gleichung im Archiv der
Mathematik und Physik (Schmitz 1915).

Abbildung 2: Thekla Schmitz. Lebenslauf. UA Bonn. Immatrikulationsalbum. Promoti-
onsalbum B (1921-1933). Akte Thekla Schmitz. Mschr. Inaug.-Diss. Bonn 1921.

Vermutlich geht das Thema der Promotion auf einen Vorschlag von Eduard Study
und Adolf Dyroff zuriick. Dyroff hatte einen nicht zu unterschitzenden Einfluss
auf Studys Interesse an philosophischen Grundlagenfragen (Wawer 1933). Study
leistete bedeutende Beitrége zur Invariantentheorie, zu hyperkomplexen Zahlen,

1. Die Promotionsakten des Universitétsarchivs Bonn sind Kriegsverlust. Die Bonner Dis-
sertation, einschlieRlich der Lebenslauf, ist Bestandteil des nicht verbrannten Promotionsal-
bums. Weitere Daten stammen aus den Personalakten der wissenschaftlichen Priifungskommissi-
on Nordrhein-Westfilisches Hauptstaatsarchiv Diisseldorf und dem Schularchiv des Erasmus von
Rotterdam-Gymnasiums Viersen.
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zur Liniengeometrie, zur Lie’schen Kugelgeometrie und zur sphérischen Trigono-
metrie. In seiner Bonner Zeit entwickelte er ein zunehmendes Interesse an philoso-
phischen Grundlagenfragen der Mathematik und mathematischen Physik. Neben
zahlreichen Aufsétzen veroffentlichte Study die beiden Monographien Die realisti-
sche Weltansicht und die Lehre vom Raume (Study 1914) sowie Mathematik und
Physik. Fine erkenntnistheoretische Untersuchung (Study 1923). 1929 erschien von
ihm in den Sitzungsberichten der Preussischen Akademie der Wissenschaften der
Aufsatz ,Die angeblichen Antinomien der Mengenlehre® (Study 1929). Es han-
delt sich dabei um einen Auszug seines unverdffentlicht gebliebenen zweibédndigen
Werkes, an dem Study kurz vor seinem Tod arbeitete: Prolegomena zu einer Phi-
losophie der Mathematik (Study 1930).

In dieser Arbeit tibt Study am psychologistischen Standpunkt Poincarés vehement
Kritik. Die kritische Haltung gegeniiber Poincarés Psychologismus ist auch der
rote Faden, der sich durch die Doktorarbeit von Thekla Schmitz zieht. Und sie ist
typisch fiir die deutschsprachige Poincaré-Rezeption in dieser Zeit.

1.2 Poincaré iiber die Grundbegriffe der Mathematik. Die
Doktorarbeit von Thekla Schmitz

Die Inauguraldissertation von Thekla Schmitz mit dem Titel Poincaré iber die
Grundbegriffe der Mathematik. Darstellung und Kritik (Schmitz 1921) bietet auf
rund hundert Seiten einen pointierten Uberblick iiber Poincarés Philosophie der
Mathematik. Zugleich verteidigt die Autorin in Abgrenzung zu Poincaré die Po-
sition eines wissenschaftlichen Realismus. Die Arbeit ist in eine Einleitung, vier
Hauptabschnitte und ein Schlusskapitel unterteilt. Das Inhaltsverzeichnis lautet:

Einleitung Die wissenschaftliche Personlichkeit.

Abschnitt I. Mathematische Grofe und Zahl.
§1. Der Ursprung der mathematischen Grofe.
§2. Die Natur der mathematischen Schluffweisen.
§3. Das mathematische Unendlich.

Abschnitt Il. Der Raum.
§1. Die Relativitdt des Raumes.
§2. Die Bildung des Raumbegriffs.
§3. Geometrischer Raum und Vorstellungsraum.
§4. Die Geometrie.

Abschnitt Ill. Die Zeit.
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Abschnitt IV. Raum und Zeit im Hinblick auf die Annahmen der neueren Physik.
Schluss Uber das Ganze der Poincaré’schen Philosophie der Mathematik.

Zusammenstellung der mehrfach benutzten Literatur.

Das erste Kapitel (Abschnitt I) handelt, anders als die Uberchrift vermuten lisst,
von Poincarés Wissenschaftsverstiandnis. Poincaré sah im Streben nach Wahrheit
das Ziel der Wissenschaft. Die Wissenschaft sei nicht etwa niitzlich, weil sie uns
lehre Maschinen zu bauen. Vielmehr seien, so zitiert Schmitz aus Der Wert der
Wissenschaft (Poincaré 1906, 126), die Maschinen niitzlich, ,indem sie fiir uns ar-
beiten, uns eines Tages mehr Zeit lassen werden, uns wissenschaftlich zu betatigen®
(Schmitz 1921, 2).

Fiir das wissenschaftliche Streben nach Erkenntnis und Wahrheit maf Poincaré der
Mathematik eine Schliiusselrolle zu. Poincarés Verstdndnis von Mathematik war
dabei traditionell von der Auffassung gepréigt, die Grundlagen der Mathematik
seien Grofse und Zahl. Aus der Lektiire von Schmitz erfahren wir: Nach Poincaré
ist der mathematische Gréfenbegriff weder angeboren noch eine Erkenntnis a priori
noch eine Abstraktion aus den Erfahrungstatsachen.

Ein Beispiel: Zerlegt man das mathematische Kontinuum, die Zahlengerade, durch
Schnitte, (gemeint ist die arithmetische Ausschopfung des lineargeometrischen
Kontinuums durch Dedekindsche Schnitte), so kann man jedem Schnitt unmittel-
bar eindeutig eine rationale Zahl oder eine irrationale Zahl zuordnen. Die Methode
erlaubt die Konstruktion des reellen Zahlenkontinuums aus der Menge der ratio-
nalen Zahlen. Dedekind selbst entwickelte diese Konstruktionsmethode auf Basis
einer Analogie zwischen den rationalen Zahlen und Punkten auf einer Geraden
unter der Voraussetzung, dass man rationale Zahlen anordnen und einer Geraden
zwei entgegengesetzte Richtungen (links und rechts) zuordnen kann. Den Schnit-
ten entsprechen die irrationalen Zahlen; die Liicken werden durch die irrationalen
Zahlen vollstdndig ausgefiillt. Die Menge der reellen Zahlen wird dann als Men-
ge aller Dedekindschen Schnitte definiert: zu jeder reellen Zahl gehort genau ein
Punkt und zu jedem Punkt genau eine reelle Zahl. Eine reelle Zahl ist folglich eine
Grofe, die durch ihre ordnungstheoretische Lage relativ zu jeder rationalen Zahl
(kleiner, gleich oder grofer) bestimmt ist.

Das Beispiel zeigt nach Poincaré, dass wir das Kontinuum der reellen Zahlen rein
gedanklich und frei von Erfahrung und Empirie konstruieren konnen. Schmitz ist
anderer Meinung. Zwar erfordert die Methode der Dedekindschen Schnitte kei-
ne Experimente und Messungen. Aber Schmitz zufolge ist das Denken nie frei
(unabhéngig) von Erfahrung. Um das zu zeigen, greift sie ein Beispiel auf, mit
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dem Poincaré glaubte nachweisen zu kénnen, dass das mathematische Kontinuum
(anders als das physische) eine freie Schopfung des menschlichen Geistes ist.

Poincaré bemerkte, dass es vorkommen kann, . daff wir zwei Eindriicke voneinander
unterscheiden kénnen, wahrend wir jeden einzelnen nicht von ein und demselben
dritten unterscheiden kénnen“ (Poincaré 1906, 51). Man stelle sich beispielswei-
se vor, jemand solle Gewichte manuell schitzen, ohne dafiir eine Waage oder ein
Messgerat zur Verfiigung zu haben. Wenn die Gewichtsunterschiede weit ausein-
anderliegen, wird es leichter fallen, Gewichte voneinander zu unterscheiden. Liegen
sie nah beieinander, wird man die Gewichte nicht unterscheiden kénnen. Das ist
der Gedankengang, der folgendem Beispiel zugrunde liegt und den Schmitz aus-
fithrlich diskutiert (Poincaré 1906, 51):

So kénnen wir ein Gewicht von 10g leicht von einem Gewicht von
12 g (durch Schitzung) unterscheiden, wihrend ein Gewicht von 11g
weder vom einen noch vom anderen zu unterscheiden wire. Eine sol-
che Feststellung wiirde man, in Zeichen iibersetzt, so schreiben: A =
B,B = C,A < C. Das ware die Formel des physischen Kontinuums,
wie sie uns die grobe Erfahrung lehrt; daraus entspringt ein unertrégli-
cher Widerspruch, den man durch die Einfiihrung des mathematischen
Kontinuums gehoben hat. Dieses ist einer Leiter vergleichbar, deren un-
endlich viele Sprossen (kommensurable und inkommensurable Zahlen)
voneinander getrennt sind, statt aufeinander {iberzugreifen, wie es die
Elemente des physischen Kontinuums der vorhergehenden Formel ge-
mék tun. Das physische Kontinuum ist sozusagen ein nicht aufgeloster
Nebelfleck, den auch die vollkommensten Instrumente nicht auflésen
kénnen. Wenn man freilich die Gewichte auf einer guten Waage ver-
gliche, statt sie mit der Hand zu schétzen, so wiirde man das Gewicht
von 11g von dem von 10g und von dem von 12 g wohl unterscheiden
kénnen und unserer Formel wire dann A < B,B < C; A < C.

Was wollte Poincaré mit diesem Beispiel sagen? Nach Schmitz wollte er deut-
lich machen, dass das physische Kontinuum vom mathematische Kontinuum ab-
zugrenzen und letzteres unabhéngig von der Erfahrung sei. Schmitz bezweifelt,
dass Poincaré dies mit dem Beispiel tatsdchlich gelungen ist. Es sei zweifellos rich-
tig: Im Alltag halten wir oft Dinge fiir gleich, die es tatséchlich nicht sind. Sie
sind fiir uns ununterscheidbar. Oftmals tduschen wir uns, wenn wir etwas schitzen
sollen, und oftmals kénnen wir erst durch den Gebrauch von Messinstrumenten
eine Unterscheidung vornehmen, die wir mittels blofser Sinneswahrnehmung nicht
treffen kénnten. Wir konnen Dinge, etwa einen Stab, ,immer weiter teilen |...]|,
bis die Stiicke so klein werden, daf wir sie nicht mehr voneinander unterscheiden
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konnen* (Schmitz 1921, 13). Wir koénnen ein Mikroskop benutzen, um die Stiicke
sichtbar zu machen und voneinander zu unterscheiden, wo das blofe Auge versagt.
Und schlieflich konnen wir gedanklich und begrifflich die Teilung unendlich fort-
setzen, ohne die Augen oder das Mikroskop zu verwenden. Aber folgt daraus, dass
die Bildung mathematischer Begriffe, wie der Begriff des Kontinuums, unabhéngig
von Erfahrung, d.h. ohne Erfahrungsgebrauch, erfolgt? Die Antwort von Schmitz
lautet: Wir bilden den Begriff des mathematischen Kontinuums, mithin Gréfe und
Zahl, durch Abstraktion aus der Erfahrung (Schmitz 1921, 14)

Der Geist schafft zwar auch Grofen, die keinen direkten Bezug zur
Aufenwelt haben. Ich denke z.B. an den Begriff des n-dimensionalen
Raumes. Wenn man jedoch diese abstrakten Begriffe analysiert, so fin-
det man, dak sie durch die konstruktive Tétigkeit unseres Geistes aus
den mathematischen Grundgréfien hervorgegangen sind, und diese sind
wesentlich durch die Erfahrungen an den Aufendingen begriindet. Der
Unterschied zwischen der Auffassung Poincarés und der meinigen be-
steht hauptséchlich darin, daf Poincaré dem Geist zu viel Freiheit 1&ft
und die Auftenwelt zu wenig beriicksichtigt.

Der Begriff ,, Aufienwelt bei Schmitz bedarf einer Erlduterung: Schmitz versteht
darunter nicht nur die uns umgebende raumlich-materielle Natur, sondern auch die
Kultur und Praxis unseres Denkens, Handelns und Verhaltens, anhand dessen wir
lernen und verstehen, wie wir Gréfen und Zahlen bilden und gebrauchen: ,Geht
man jedoch in der Geschichte der Mathematik zuriick, so findet man, daf die
Bildung der mathematischen Groften auf praktische Bediirfnisse zuriickzufiihren
ist* (Schmitz 1921, 12). Wie miissen folglich fragen, ,wie die Mathematik mit den
Grofien arbeitet, und worin der Fortschritt der Mathematik besteht (Schmitz
1921, 15), um zu verstehen, was Grofe und Zahl in der Mathematik bedeuten.
Dabei spielen mathematische Schlussweisen eine zentrale Rolle. Um dieses Thema,
um ,,.Die Natur der mathematischen Schlussweisen®, geht es im anschliefsenden Teil
des ersten Abschnittes bzw. Buchkapitels.

Der Paragraph beginnt mit einer auf Immanuel Kant zuriickgehenden Problemstel-
lung, die das Herzstiick der Philosophie der Mathematik Poincarés bildet: Sind die
mathematischen Urteile analytisch oder synthetisch a priori? Analytische Urteile
sind Kant zufolge notwendig a priori. Kant bezeichnete diese auch als Erlauterungs-
urteile, da das Prédikat das Subjekt lediglich erldutere ohne unsere Erkenntnis
dariiber zu erweitern. Synthetische Urteile hingegen erweitern unsere Erkenntnis.
Sind diese a priori giiltig, dann kommt ihnen zudem eine strenge Allgemeinheit
und notwendige Wahrheit zu, unabhéngig von Empirie und Erfahrung. Poincaré
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vertrat wie Kant die Auffassung, dass die Mathematik fiir die Moglichkeit synthe-
tischer Urteile a priori biirgt. Er stimmte allerdings Kant nicht zu, dass sowohl
Geometrie als auch Arithmetik synthetisch a priori sind.

Kant gab zwei Beispiele fiir den synthetischen Charakter a priori der Mathematik,
eines aus der Geometrie, das andere aus der Arithmetik: ,Die Gerade ist die kiir-
zeste Verbindung zwischen zwei Punkten“, und: ,,7 + 5 = 12“. Poincaré iibernahm
keines der beiden Beispiele, wohl wissend, dass die erste Aussage nur in der eu-
klidischen Geometrie gilt (folglich nicht notwendig wahr und allgemeingiiltig ist)
und dass die zweite Aussage analytisch begriindet werden kann. (Mit der Aussa-
ge ,,7+ 5 = 12¢ wird mittels Gleichheitszeichen die Summe als die Vereinigung
zweier Zahlen ermittelt. Das Ergebnis, d.i. die Summe aus zwei Zahlen, ldsst sich
als Enthaltensein-Relation zwischen dem logischen Subjekt und seinem Prédikat
interpretieren.) Fiir Poincaré waren die Axiome der Geometrie weder synthetisch
noch analytisch a priori, sondern Konventionen. Die Arithmetik erachtete Poin-
caré hingegen als synthetisch a priori, weil, so behauptete Poincaré, das Prinzip
der vollstéandigen Induktion die Grundlage der Arithmetik bildet und dieses Prin-
zip das Paradigma eines synthetischen Grundsatzes a priori darstellt. Mit anderen
Worten: Fiir Poincaré war die mathematische Induktion bzw. die rekurrierende
Schlussweise der ,eigentliche Typus des synthetischen Urteils a priori (Schmitz
1921, 17).

Schmitz war anderer Meinung und begriindete diese wie folgt: Der Aussage ,Je-
de natiirliche Zahl n hat genau einen Nachfolger n + 1* liegt die Idee zugrunde,
dass man sich die natiirlichen Zahlen als potentiell unendlich lange Liste vorstellen
kann. Aufer der Null wird jedes Element aus dieser Liste durch die Anwendung
der Nachfolgeoperation aus seinem Vorgédnger gewonnen. Das heifft, die Anzahl
der Iterationen ist zwar potentiell unendlich. Wir erreichen aber jede natiirliche
Zahl nach endlich vielen Schritten und miissen daher die Nachfolgeoperation nie-
mals unendlich oft anwenden. Im Induktionsschritt wird eine Behauptung fiir den
Nachfolger (n + 1) jeder natiirlichen Zahl (n) bewiesen. Der Induktionsbeweis gilt
fiir alle unendlich vielen natiirlichen Zahlen und sei daher ,yollstdndig®. Und aus
diesem Grunde sei das mathematische Prinzip der Induktion auch ein analytisches
Urteil. Denn es enthélt die Definition der ,Eigenschaft der ganzen Zahl, die vor-
zliglich darin besteht, daf eine neue Zahl definiert ist durch das Hinzufiigen einer
Einheit zu der vorhergehenden Zahl“ (Schmitz 1921, 22).

Dass Poincaré das Prinzip der mathematischen Induktion bzw. die rekurrieren-
de Schlussweise nicht als analytisches, sondern als synthetisches Urteil erachtete,
hatte mit seiner Haltung gegeniiber dem Unendlichen zu tun. Poincaré war ein
erklirter Gegner des aktual Unendlichen. Seine Uberzeugung lautete, um Schmitz
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zu zitieren: ,Das aktual Unendliche gibt es nicht“(Schmitz 1921, 23). Poincaré
wandte sich mit diesem Satz, der in seiner lateinischen und sprichwortlich gewor-
denen Formulierung ,Infinitum actu non datur” auf Aristoteles zuriickgeht, gegen
die Cantorianer bzw. Realisten, besser bekannt als Platonisten.

Georg Cantor, der Begriinder der Mengenlehre, hatte das Aktual-Unendliche zur
Grundlage seiner allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre gemacht. Das Unendliche be-
steht so gesehen vor dem Endlichen. Anders gesagt: Das Endliche bildet einen
Ausschnitt aus dem Unendlichen. Poincaré meinte, umgekehrt, dass das Endli-
che vor dem Unendlichen exitiert und das Unendliche gleichsam als Werdendes
(nicht als statisch Gegebenes) aus dem Endlichen ,flieft*, ndmlich als unbegrenzte
Zahl begrenzter moglicher Dinge. Vor diesem Hintergrund wird klar, warum Poin-
caré meinte, die mathematische Induktion sei ,das einzige Werkzeug, welches uns
gestattet, vom Endlichen zum Unendlichen fortzuschreiten* (Poincaré 1904, 12)
und dieses ,Fortschreiten“ eine Erkenntniserweiterung im Sinne des synthetischen
Apriori bedeutet. Schmitz hingegen erachtete das Prinzip der mathematischen
Induktion als vollstdndig und analytisch, weil es das Kriterium der deduktiven
Ableitbarkeit erfiillt und, so wiirde man heute sagen, vollstindig iiber einen All-
quantor durchgefithrt wird.

Aus der Sicht von Schmitz lésst sich die Entwicklung der Mathematik von der Gré-
Renlehre (Geometrie und Arithmetik) zur moderenen axiomatischen Mengenlehre
als ein Prozess der fortschreitenden Idealisierung, Abstraktion und Verallgemeine-
rung des Gegenstandsbereiches der Mathematik lesen. Damit verbunden war die
Trennung der Mathematik von der Physik. Aufgrund dieser Trennung stellte sich
das Anwendungsproblem der Mathematik auf die Physik in besonderer Schérfe.
Poincaré stand an der Schwelle dieser Entwicklung. Entsprechend ist seine philo-
sophische Reflexion iiber Grofe und Zahl eng verkniipft mit derjenigen iiber Raum
und Zeit. Schmitz tragt diesem Sachverhalt insofern Rechnung, als Abschnitt 11
vom Raum und Abschnitt III von der Zeit handeln.

Poincarés Uberlegungen zu Raum und Zeit stehen und fallen mit dem Prinzip der
Relativitdt. Daher behandelt Schmitz dieses Thema besonders ausfiihrlich. In der
gangigen Formulierung besagt das Relativitatsprinzip, dass der Bewegungszustand
relativ ist. Das heiftt, es konnen nur die Bewegungen der Koérper relativ zu ande-
ren Korpern, nicht jedoch die Bewegungen der Korper relativ zu einem absolut
ausgezeichnetem Bezugssystem festgestellt werden. Dass die Grundgleichung der
Mechanik in relativ zueinander gleichférmig bewegten Bezugssystemen dieselbe
Form haben, d.h. der absolute Bewegungszustand mechanisch nicht bestimmbar
ist, bedeutet nichts anderes als die Invarianz der Grundgleichungen der Mechanik
gegeniiber dem Wechsel des Bezugssystems.
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Poincaré ging jedoch noch einen Schritt weiter und gab dem Relativitatsprinzip
eine konventionelle Deutung in Bezug auf die Gleichheit von Zeitstrecken durch
Festlegung von Einheiten und die Feststellung der Gleichzeitigkeit zweier Ereignis-
se mittels Uhrensynchronisation. Um eine zirkelfreie Definition der Gleichzeitigkeit
raumlich entfernter Ereignisse bzw. die Synchronisation rdumlich entfernter Uhren
zu erhalten, ist es notig, den Wert der Geschwindigkeit des verbindenden Signals
durch eine Festsetzung bzw. Konvention festzulegen.

Wir brauchen fiir die Uhrensynchronisation eine Vorschrift dariiber, wie solch eine
Synchronisation vor sich gehen soll. Ohne eine solche Vorschrift haben wir keine
Moglichkeit, die Dauer einer Bewegung von A nach B zu bestimmen und festzustel-
len, welche Ereignisse in A und in B gleichzeitig stattfinden. Gleichzeitigkeit wird
mit Hilfe einer Messvorschrift definiert. Mit Messungen treffen wir quantitative
Aussagen tiber Messgrofen durch Vergleich mit einer Einheit.

Die Konventionalitéit der Synchronisierungsvorschrift ist laut Schmitz kein hinrei-
chendes Kriterium, um daraus zu schlieffen, dass Raum und Zeit ideal, mithin nicht
real seien. ,Nicht wir legen die Zeit in die Natur, sondern wir erwerben den Zeit-
begriff empirisch durch Abstraktion, in &hnlicher Weise wie sich der Raumbegriff
bildet* (Schmitz 1921, 77). Dass die vierdimensionale Raumzeit der Relativitéts-
theorie eine pseudo-Riemannsche Geometrie zur Grundlage hat und die Kriim-
mungsverhéltnisse die Stidrke des Gravitationsfeldes représentieren, ist Schmitz
zufolge keine Frage der Konvention, sondern eine empirisch gut bestétigte Hypo-
these. Wir halten ,die neue Ansicht [die Relativitdtstheorie| fiir wahr, fiir richtig*
(Schmitz 1921, 82), wihrend die klassische Mechanik nur mehr ,angendhert rich-
tig* sei. Damit sei ein subjektiver Idealismus, wie ihn Schmitz zufolge Poincaré
vertreten hat, unhaltbar. Denn, so argumentiert Schmitz, eine solche Position ver-
mag den Anwendungserfolg der Mathematik auf die Erfahrungswirklichkeit nicht
zu erkldren. Mathematisch gesehen lassen sich zwar euklidische wie nichteuklidi-
sche Geometrien widerspruchsfrei konstruieren. Es wére daher verfehlt zu fragen,
welche Geometrie die wahre bzw. richtige ist. (In der euklidischen Geometrie ist
das Parallelenpostulat wahr, in der hyperbolischen Geometrie ist es falsch.) Hierin
stimmte Schmitz Poincaré zu. Auch bestimme die euklidische Geometrie nicht mit
apodiktischer Gewissheit die Eigenschaften des Raumes synthetisch und zugleich a
priori, wie Kant meinte. Die Axiome der Geometrie erlangen aber den Status von
Hypothesen, sobald man ihre Anwendbarkeit empirisch priift. So wiederlegte die
Relativitatstheorie die Annahme der notwendigen Euklidizitdt des physikalischen
Raumes. Dies liege laut Schmitz darin begriindet, dass die Mathematik ihre Ge-
genstinde aus der Abstraktion und Idealisierung von der Erfahrungswirklichkeit
gewinnt. Schmitz verweist in diesem Zusammenhang auf eine Passage aus dem
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Vortrag ,,Uber das Wesen der Mathematik“ von Aurel Edmund Voss und zitiert
daraus folgenden Satz (Voss 1908, 91):

In der Fahigkeit des menschlichen Geistes neue Erfahrungen zu ma-
chen, aus ihnen allgemeine Anschauungen zu gewinnen, und diese wie-
der in rein mathematische Begriffe umzusetzen |[...| besteht das stete
Wachstum der Wissenschaft.

Es ist alles andere als einfach, diese Aussage zu deuten. Voss ging es in seinem
Vortrag um die philosophische Frage, was mathematische Erkenntnis und mathe-
matischen Erkenntnisfortschritt ausmacht. Die Wortwahl legt es nahe, Kant im
Hintergrund dieser Frage zu vermuten. Kant vertrat die Ansicht, dass mathemati-
sche Erkenntnis eine Erkenntnis aus der Konstruktion von Begriffen in der reinen,
formalen Anschauung und diese Erkenntnis synthetisch a priori ist. Zwar bezog
i.o. Zitat auch Voss Anschauung und Begriff wechselseitig aufeinander. Doch man
kann dariiber streiten, was Voss unter ,allgemeinen Anschauungen® und ,rein ma-
thematischen Begriffen* verstanden hat.

Fiir Voss wie fiir Schmitz bestand jedenfalls Erkenntnisfortschritt auch in der Ma-
thematik darin, neue Erfahrungen zu machen, welche man durch ,reines Denken*
nicht gewinnen kann. Bei Kant ist reines Denken jenes, wodurch Gegenstéinde a
priori erkannt werden. Aber aus sich allein ist das Denken noch nicht Erkenntnis,
sondern nur in Verbindung mit der Anschauung, durch die ihm ein (Material zu
einem) Gegenstand ,gegeben“ wird.

Poincarés Versténdnis vom ,reinen Denken* war ein anderes, ndmlich, wie Schmitz
treffend bemerkt, ein ,ausgesprochen psychologisches® (Schmitz 1921, 85). Mathe-
matisches Problemlésen, davon war Poincaré iiberzeugt, komme oftmals durch eine
,plotzliche Erleuchtung” zustande. Diese Form der Einsicht und Erkenntnis als ein
subjektives Erlebnis zu deuten, unterschied Poincaré von Kant.
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2 Das zweite Fundstiick: Zur Poincaré-Arbeit von
llse Schneider

2.1 Ein biographischer Abriss zu llse Schneider

Tlse (Ann Marie Felicia) Schneider wurde am 15. April 1891 in Finsterwalde, Nie-
derlausitz, im heutigen Brandenburg, geboren. IThr Vater, Hermann Schneider, war
Amtsgerichtsrat. Thre Mutter war Hedwig Friedmann. Sie stammte aus der wohl-
habenden Unternehmersfamilie Friedman-Braun. Nach ihrer erfolgreich bestande-
nen Abiturpriifung am Realgymnasium Charlottenburg (Berlin) 1909 begann Ilse
Schneider ein Studium der Mathematik, Physik und Philosophie an der Friedrich-
Wilhelms-Universitdt Berlin. Wahrend des Ersten Weltkriegs arbeitete Schneider
als Bakteriologin (Laborantin) im Reservelazarett am Berliner Tiergartenhof. Im
Jahr 1914 setzte sie ihr Studium in Physik und Philosophie fort und promovierte in
Philosophie mit der Arbeit Die Beziehungen der Finsteinschen Relativititstheorie
zur Philosophie unter besonderer Berticksichtigung der Kantischen Lehre (Schnei-
der 1920). Das Buch zur Dissertation erschien auf Empfehlung des Physikers Max
von Laue ein Jahr spater im Verlag Springer unter dem Titel: Das Raum-Zeit-
Problem bei Kant und Finstein (Schneider 1921a).

Abbildung 3: Ilse Schneider. Immatrikulationsalbum. Wintersemester 1914/15.
Bodleian Libraries Oxford. Special Collections. Weston Library. Braun Family
Archive. MS. Braun 155.

Den erhaltenen Teilen des Immatrikulationsalbums ldsst sich entnehmen, dass
Schneider Vorlesungen von Alois Riehl (,,Spinozas Ethik“,  Naturphilosophie®, ,Pro-
bleme der Natur- und Geschichtsphilosophie®, ,Erkenntnistheorie”, ,Locke und
Leibniz*), Ernst Cassirer (,,Ubungen zur Logik®), Carl Stumpf (,Psychologie mit
Demonstrationen®), Max Planck (,Mechanik deformierter Korper®, ,, Theoretische
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Optik“), Heinrich Rubens (,Experimentalphysik) und Albert Einstein (,Relati-
vitatstheorie®, ,,Allgemeine Relativititstheorie) besucht hat. Ilse Schneider stand
mit vielen ihrer Universitdtslehrer in engem, freundschaftlichem Austausch, wo-
von auch die erhaltene briefliche Korrespondenz mit Einstein, Planck und von
Laue zeugt. Einstein begleitete in vielen Gesprachen und Diskussionen ihre Dok-
torarbeit. Hervorzuheben ist, dass Schneider im Wintersemester 1914/15 Einsteins
Vorlesung iiber die Relativitdtstheorie besuchte. Das war die erste Vorlesung, die
Einstein in Berlin {iberhaupt gehalten hat.

Abbildung 4: Max von Laue. Gutachten zur Dissertation von Ilse Schneider.
9.7.1920, in: Archiv HUB, Phil.Fak. Nr. 598 (12.10.1920), BL.121R.

Max von Laue, seit 1919 Professor fiir Physik und stellvertretender Direktor des
Kaiser-Wilhelm-Instituts (KWI), war Gutachter der Dissertation. Gutachter aus
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der Philosophie war Alois Riehl. Beide bewerteten die Arbeit mit einem ,yalde lau-
dabile. Am 26. August 1922 heiratete Ilse Schneider den Ingenieur Hans Samuel
Rosenthal (1890-1968). Ein Jahr spiter wurde ihre Tochter Stephanie geboren. In
den darauffolgenden Jahren befasste sich Rosenthal-Schneider intensiv mit dem
Kausalitétsproblem in der Physik, vermutlich mit der Absicht, sich dariiber zu
habilitieren. Fine Anstellung an der Universitéit blieb ihr verwehrt. Sie arbeitete
freiberuflich als Journalistin und Publizistin, u.a fiir die Vossische Zeitung. In der
Ausgabe vom 21.10.1931 der Vossischen Zeitung erschien der Beitrag ,Kausalitét
oder Wahrscheinlichkeit* (Rosenthal-Schneider 1931). Berichtet wird iiber Ein-
steins Debatte mit Erwin Schrodinger in einer von der Frauenakademie (Deutsche
Akademie fiir soziale und piadagogische Frauenarbeit) organisierten Veranstaltung
am 16. Oktober 1931 im Schéneberger Rathaus Berlin.

Mit der Machtergreifung der Nationalsozialisten geriet sie zunehmend in Isolation.
1938 gelang ihr gemeinsam mit Ehemann und Tochter die Ausreise aus Deutsch-
land. Die Familie emigrierte iiber Grofsbritannien nach Australien. Die verwandt-
schaftlichen Beziehungen zur Braun-Familie in London erwiesen sich hier als sehr
hilfreich.

Die Ankunft in Sydney gestaltete sich trotz der Empfehlungsschreiben von Al-
bert Einstein und Max von Laue schwieriger als erwartet. In der Ausgabe vom
12. April 1939 der Tageszeitung The Sydney Morning Herald wird ein Vortrags-
zyklus bzw. Kurs von ,Dr. Ilse Rosenthal-Schneider angekiindigt. Die Themen:
,The Fundamental Problems of the Scientist and the Philosopher”, ,,The Border
Problems of Science and Philosophy* und ,,The Apparent Crisis in Philosophy*.
Diese Vortrags- und Lehrtétigkeit steht vermutlich in Zusammenhang mit den
ersten Initiativen und Gesprichen zur Griindung einer School of History and Phi-
losophy of Science an der Universitat. Doch daraus wurde zun#chst nichts. Der
Lehrstuhl samt Professur wurde erst 1974 eingerichtet. Rosenthal-Schneider gab
in den folgenden Jahren regelméfig Vortrége, so iiber ,Science and Reality* 1943
an der Wagga Wagga School of Arts. Zugleich arbeitete sie als Lehrerin an einer
privaten M&dchenschule (Hopewood House, Thornton Street, Darling Point).

Gemeinsam mit dem Physiker Richard Makinson organisierte Rosenthal-Schneider
im Wintersemester 1945/1946 die Vorlesungsreihe ,History and Methods of Science".
Aus Personalakten der Universitat Sydney geht hervor, dass Ilse Rosenthal-Schneider
seit 1945 als Teilzeit-Lehrbeauftragte (tutor part time) in der germanistischen
Abteilung (,German Studies”) titig war. Ihr naturwissenschaftlicher Deutschkurs
,Science German® blieb bis Anfang der 70er Jahre bestehen.
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Abbildung 5: Albert Finstein. Empfehlungsschreiben. Princeton 20.6.1938. Bodleian
Libraries Oxford. Special Collections. Weston Library. Braun Family Archive.
MS. Braun 155.

In der Zeit nach dem zweiten Weltkrieg erschienen von Rosenthal-Schneider eine
Reihe von Aufsidtzen zur Wissenschaftsphilosophie und Wissenschaftsethik, vor-
rangig in der Zeitschrift Isis und im Australian Journal of Science. 1949 leistete
sie mit der Arbeit ,Presuppositions and Anticipations in Einstein’s Physics* einen
Beitrag zum sog. ,Schilpp-Band“ (Rosenthal-Schneider 1949). Sie starb 1990 in
Sydney. Heute ist Ilse Rosenthal-Schneider als Studentin Einsteins und aufgrund
ihres Briefwechsels mit dem Physiker bekannt. Als eigensténdige Philosophin, Neo-
kantianerin und Mitbegriinderin der australischen Wissenschaftsphilosophie wurde
sie nicht wahrgenommen und rezipiert. Ihr Beitrag zu Poincaré geriet in Verges-
senheit.
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Dr Ilse Rosenthal, Einstein’s student

The philosopher and scientist

Dr Iise Rosenthal-Schaneider —.

first a student, later a friend, of
Albert Einstein — died in Sydney
on Tuesday aged 98.

Born on April 25, 1891, in
Berlin, she first met Einstein when
attending public lectures at which
he discussed his general theory of
relativity in the early 1920s.

It was then that the young Iise
Schneider put aside her ambition
to be a famous scientist and
decided to devote herself to
explaining Einstein’s theory of
relativity and his philosophical
speculations so that they could be

OBITUARY

saw her in a tram, waved to her
and pointed to the empty seat
beside him.

It turned out that they caught
the same tram every day to the
university.

They became close friends,
Einstein inviting Ilse to his home
for afternoon discussions during
one of which he received a
telegram with the news that his
theory of relativity had been
confirmed by the British astrono-
mer, Sir Arthur Eddington, in
observations of the 1919 solar

such a confirmation?”

Einstein: “Then I would have
been sorry for our dear God. He
would have made a mistake.”

As anti-Semitic policies took
hold in Germany, Einstein fled to
Princeton University in the US
and Dr Rosenthal-Schaeider to
Sydney where, for many years, she
taught scientific German and the
philosophy of science.

She corresponded regularly
with Einstein until his death in
1955.

Dr Rosenthal-Schneider’s hus-
band, Hans, died in 1968. She is
survived by a daughter, Stephanie.

understood by the average intelli-  eclipse. Her funeral will be at 2 pm today
gent student. Iise asked: “What would you at the Eastern Suburbs Cremato-
One day after lectures, Einstein  have said if there had not been  rium.

Abbildung 6: “Dr Ilse Rosenthal. Finstein’s Student.” Nachruf. The Sydney Morning
Herald. Sydney, New South Wales, Australia. 9. Februar 1990, S.4.

2.2 Raum, Zeit und ihre Relativitdt bei Poincaré: Der Beitrag
von llse Schneider

1914 erschien in der Festschrift zum 70. Geburtstag von Alois Riehl eine Arbeit
von Ilse Schneider mit dem Titel ,Raum, Zeit und ihre Relativitit bei Poincaré*
(Schneider 1914). Im Zentrum der Arbeit steht Poincarés Konventionalismus und
sein Verhéltnis zu Kant und Einstein. Poincaré grenzte Konventionen sowohl von
a priori als auch von a posteriori Aussagen (Urteilen) ab und behauptete, dass die
Axiome der Geometrie weder notwendig wahr und universell giiltig noch Hypothe-
sen (von mehr oder weniger grofer Wahrscheinlichkeit) oder (empirisch verifizier-
bare bzw. falsifizierbare) Tatsachenbehauptungen seien. Die Axiome der Geometrie
seien vielmehr prinzipiell frei wihlbare, auf Ubereinkunft beruhende Festsetzungen
bzw. Konventionen.

Allgemeingiiltiges (Minimal-)Kriterium fiir die Annehmbarkeit einer Konvention,
so stellt Schneider eingangs fest, ist die logische Widerspruchslosigkeit. Diese For-
derung schriankt die Freiheit der Wahl ein. Wird der Anspruch auf einen Wirk-
lichkeitsbezug erhoben, muss auf empirischem Wege von Fall zu Fall iiber die
Akzeptanz von Konventionen (Axiomen) entschieden werden. Schneider schreibt
dazu (Schneider 1914, 96):
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Fiir den Philosophen bleibt es immer von Wichtigkeit, den Ursprung
dieser Conventionen und die Gesetze ihrer Auswahl zu erforschen. In
wieweit Conventionen gerechtfertigt sein miissen, um als wissenschaft-
liche Grundlagen dienen zu kénnen, mufs der einzelne Fall ergeben. Ein
allgemein giiltiges Kriterium fiir die Annehmbarkeit einer beliebigen
Convention gibt es nicht, sobald mehr als logische Widerspruchslosig-
keit verlangt wird.

Um ,den Ursprung dieser Conventionen und die Gesetze ihrer Auswahl® in Be-
zug auf ,Poincarés Lehre von der Zeit, dem Raume und ihrer Relativitdt* geht es
Schneider in der Arbeit. Mittels eines historischen Riickblicks legt Schneider dar,
dass Poincarés Konventionalismus als eine Reaktion auf den Sensualismus und Em-
pirismus gelesen werden kann. Poincaré verfolgte die Intention nachzuweisen, dass
jede Form eines empirisch-sensualistischen Begriindungsversuches von Raum und
Zeit unzureichend, mithin zirkuliir ist. Die Losung bietet der Konventionalismus,
wie das Beispiel der Bestimmung von ,,Gleichzeitigkeit“ zeigt.

Wie bestimmt man die Gleichzeitigkeit zweiter Ereignisse? Eine mégliche Antwort
lautet: Durch Zuriickfithrung auf die Kausalfolge. Demzufolge ist die Aufeinander-
folge von Ereignissen dadurch festgelegt, dass Wirkungen spéter als ihre Ursachen
und Ursachen frither als ihre Wirkungen eintreten. Tritt ein Ereignis gleichzeitig
mit einem anderen ein, kann es weder die Ursache noch die Wirkung des anderen
sein. Damit definieren wir aber die Kausalfolge durch die Zeit(folge) und verwi-
ckeln uns in eine petitio principi. Denn, so Schneider: Bestimmt man das Verhélt-
nis von Ursache und Wirkung durch die Reihenfolge zweier Ereignisse, macht man
(Schneider 1914, 96)

das ,,post hoc ergo propter hoc* zum ,propter hoc ergo post hoc“. Der
Weg, auf dem man diesen Kreissschlufs so gut als moglich umgehen
kann, ist nun die Annahme einer Convention. Es wird die Lichtge-
schwindigkeit in allen Richtungen als konstant angenommen, damit
aber ist eine ganz bestimmte Meffmethode charakterisiert, und es ist
nunmehr sinnvoll, von Verursachung auf Grund des Friiherseins zu
sprechen. Bei der Wahl des Wertes fiir die Lichtgeschwindigkeit ist
die Erfahrung leitend.

Dass die Annahme der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit eine Konvention sein
soll, nicht jedoch die Wahl des Wertes fiir die Lichtgeschwindigkeit, mag auf den
ersten Blick erstaunen. Die Lichtgeschwindigkeit ist eine Naturkonstante. Sind
Naturkonstanten Konventionen? Um Poincarés Uberlegungen zu verstehen, muss
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man sich in Erinnerung rufen, dass die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit damals
keinesweges unumstritten war.

Das Michelson-Morley-Experiment zur Bestimmung der Geschwindigkeit der Erde
relativ zum postulierten Ather ergab wider Erwarten stets die gleichen Laufzeiten.
Mit anderen Worten: Die Bewegung gegen den Ather hatte keinen Einfluss auf die
Geschwindigkeit des Lichts. Eine mit der maxwellschen Elektrodynamik vertragli-
che Lésung wurde von Hendrik Antoon Lorentz durch die Einfiihrung der Kontrak-
tionshypothese vorgeschlagen. Dazu definierte Lorentz die Ortszeit ¢’ =t — vz /c?:
t ist die Zeitkoordinate, welche ein im Ather ruhender Beobachter benutzt, und
t' ist der Wert, den ein zum Ather bewegter Beobachter benutzt. Die Zeit ¢/ des
bewegten Systems fasste Lorentz als eine mathematische Hilfsgrofe auf (fiir die
Umrechnung der einen Ortszeit in die andere) — im Gegensatz zur wirklichen bzw.
wahren Zeit t.

Poincaré hingegen interpretierte die Ortszeit empirisch als Ergebnis einer mit
Lichtsignalen durchgefiihrten Synchronisation. Er ging davon aus, dass zwei im
Ather bewegte Beobachter ihre Uhren mit optischen Signalen synchronisieren. Bei-
de Beobachter nehmen an, dass sie sich in Ruhe befinden. Beide gehen von der
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit aus. Auf Basis dieser Annahmen ist es unter
Beriicksichtigung der Lichtlaufzeiten moglich zu {iberpriifen, ob die Uhren der bei-
den Beobachter(systeme) synchron sind. Vor diesem Hintergrund argumentierte
Poincaré, dass die Messung der Lichtgeschwindigkeit zweierlei erfordert: erstens
die Annahme der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit und zweitens die Definition
von ,,Gleichzeitigkeit”. Poincaré stellte fest, dass zueinander bewegte Beobachter
(in verschiedenen Bezugssystemen) zu unterschiedlichen Urteilen iiber Gleichzei-
tigkeitsbeziehungen gelangen. Er zog daraus jedoch nicht die Konsequenz, dass die
Atherhypothese als falsch verworfen werden muss. Das war, so gibt Schneider zu
bedenken, nicht wirklich konsequent (Schneider 1914, 118):

All seine Betrachtungen legt er die Annahme von der Existenz des
Athers zugrunde, und doch nimmt er im Sinne des Relativitéitsprinzips
kein absolut ruhendes Bezugssystem an, auf das alle physikalischen
Vorgénge bezogen werden kénnten.

Den entscheidenden Beitrag zur Losung der Atherfrage lieferte bekanntlich Albert
Einstein. In seiner Arbeit ,Zur Elektrodynamik bewegter Korper* (Einstein 1905)
erteilte Einstein dem Atherbegriff eine klare Absage und erklirte das Relativitéits-
prinzip zur ,Voraussetzung®. Als zweite Voraussetzung fiigte er die Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit hinzu (Einstein 1905, 891):
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Diese beiden Voraussetzungen geniigen, um zu einer einfachen und wi-
derspruchsfreien Elektrodynamik bewegter Korper zu gelangen unter
Zugrundelegung der Maxwellschen Theorie fiir ruhende Korper. Die
Einfiihrung eines ,Lichtadthers* wird sich insofern als iiberfliissig erwei-
sen, als nach der zu entwickelnden Auffassung weder ein mit besonderen
Eigenschaften ausgestatteter ,,absoluter Raum* eingefiihrt, noch einem
Punkte des leeren Raumes, in welchem elektromagnetische Prozesse
stattfinden, ein Geschwindigkeitsvektor zugeordnet wird.

Einstein interpretierte die Ortszeit t = t — vz/c? und die Zeit t als zueinan-
der gleichwertig. Jedes System hat seine eigene Zeit- und Lingenmessung. Das
Relativitatsprinzip, das Einstein (neben der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit
im Vakuum) zur axiomatischen Grundlage der Theorie zéhlte, forderte, dass die
Maxwell-Gleichungen in jedem Bezugssystem unverdndert gelten. Daher tritt an
die Stelle der Galilei-Invarianz die Lorentz-Invarianz. Die Lorentztransformationen
lassen die Maxwell-Gleichungen unverandert.

Das alles kann man in Schneiders Arbeit von 1914 nachlesen. Besonders ausfiihr-
lich befasst sich die Autorin mit ,,Poincarés Stellung zum Relativitétsprinzip“. Auf
Basis fundierter und umfassender Kenntnisse der damaligen Literatur zur Lor-
entz’schen Kontraktionshypothese und der Einstein’schen Relativitétstheorie un-
tersteicht sie Poincarés Rolle als Wegbereiter der Relativitdtstheorie ohne Ein-
steins Verdienste in den Schatten zu stellen. Sie legt dar, dass Poincaré die Trans-
formationsgleichungen vereinfachte und verallgemeinerte. Wahrend Lorentz die
Transformationen in zwei Schritten formulierte: zuerst die Galilei-Transformation,
und danach und davon getrennt die Erweiterung zum ,fiktiven“ elektromagneti-
schen System, gab Poincaré ihnen ihre symmetrische Form, wobei er die Galilei-
Transformation in die neue Transformation direkt integrierte (Poincaré 1905).
Schneider kommt zu dem Schluss (Schneider 1914, 115):

Wenn die Differentialgleichungen der Dynamik als invariant gegeniiber
dieser Gruppe von Substitutionsgleichungen betrachtet werden, so er-
gibt sich die bereits erwahnte Deformation der Korper. Auch die Zeit-
bestimmungen werden von der Lorentz-Transformation beeinflufst: Ein
ruhender und ein gleichférmig dazu bewegter Beobachter betrachten
nicht dieselben Ereignisse als gleichzeitig. Poincaré steht mit diesen
Uberlegungen — wie leicht ersichtlich — auf dem Standpunkt der Ein-
steinschen Kinematik. Es ist daher ein unberechtigt gegen ihn erho-
bener Vorwurf, wenn behauptet wird, er sei bei der urspriinglichen
Formulierung des Relativitdtsprinzips stehen geblieben.
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Als weitere Pionierleistung Poincarés hebt Schneider hervor, dass dieser ,zum ers-
ten Mal den Begriff des Vierervektors gebraucht® hat, der ,zum Fundament des
mathematischen Ausbaus der Relativitdtstheorie geworden ist“ (Schneider 1914,
119). Schneider stellt Poincaré aber nicht nur als Wegbereiter der Relativitéts-
theorie dar. Sie stellt Poincaré auch in die Tradition der Philosophie Immanuel
Kants. Poincarés konventionalistischer Standpunkt sei oft missverstanden worden,
so Schneider. Daran sei Poincaré nicht ganz unschuldig gewesen. Denn er selbst
bezeichnete seine Position als ,,Pragmatismus® — eine ungliicklich gewahlte Bezeich-
nung, meint Schneider. Denn auf diese Weise wiirden falsche Assoziationen zum
philosophischen Pragmatismus geweckt, wie ihn beispielsweise William James ver-
treten hat. James reduzierte Wahrheit auf das Kriterium des Nutzens. Poincaré
verstand unter Pragmatismus etwas anderes. Pragmatisten waren fiir Poincaré die-
jenigen, die die Existenz des absolut Unendlichen ablehnten, mithin Gegner der
Cantorianer oder Realisten. Fiir den Pragmatisten Poincaré war ,das Unendliche
mithin nichts als die Moglichkeit, beliebig viele endliche Gegensténde zu setzen.
Die Unendlichkeit ist eine werdende, wihrend sie fiir die Cantorianer eine abge-
schlossene, als Ganzes bestehende ist* (Schneider 1914, 129). Die Konsequenzen
fiir den mathematischen Wahrheitsbegriff sind wohl bekannt: ,Wahrheit*“ wird an
die Forderung der Konstruierbarkeit bzw. Beweisbarkeit gekoppelt.

In diesem so verstandenen konstruktivistischen Idealismus liegt nach Schneider die
tiefere Bedeutung des Konventionalismus Poincarés. Die historische Wurzel dafiir
sei Kant. Kant lehrte, dass die Moglichkeit der (begrifflichen) Konstruierbarkeit
der Gegensténde der Erfahrung aus den synthetisch-apriorischen Raum- und Zeit-
bedingungen des Mannigfaltigen folgt. In ihrem Buch Das Raum-Zeit-Problem bei
Kant und Einstein aus dem Jahr 1921 erldutert Schneider in aller Ausfiihrlichkeit
diese These. Sie betont, wie schon in ihrem Poincaré-Aufsatz von 1914, dass Kant’s
Lehre von der empirischen Realitdt und transzendentalen Idealitdt des Raumes
und der Zeit strikt von Newtons Substantialismus und Leibniz’ Relationalismus
abzugrenzen sei (Schneider 1921a, 15):

Raum sowohl wie Zeit haben nach Kant — hierin steht er in schréfstem
Gegensatz zu Newton — keine absolute Realitdt, sondern nur empiri-
sche Realitét, d.h. objektive Giiltigkeit fir die Welt der Erscheinun-
gen. Kants transzendentaler Idealismus gibt gleichzeitig eine gesicher-
te Grundlage fiir die Naturwissenschaften, im besonderen fiir die reine
Naturwissenschaft. Denn er besagt, dat der Raum, und dasselbe gilt
fir die Zeit, ,nichts” ist, ;wenn wir die Bedingung der Moglichkeit al-
ler Erfahrung weglassen. Dieser Idealismus hat mit dem ,materialen‘
Idealismus, sowohl dem problematischen des Descartes, als auch dem
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dogmatischen Berkleys, nichts gemein. In seiner ,Widerlegung des Idea-
lismus“ hat Kant dies ausdriicklich betont. Fiir seine Lehre von der em-
pirischen Realitdt und transzendentalen Idealitdt ist die Wirklichkeit
der Erscheinungswelt Vorbedingung.

Was Poincarés Stellung zu Kant betrifft, sei diese nicht eindeutig zu bestimmen:
Poincaré lehnte das synthetische Apriori nicht strikt ab, sah es aber nur in der
Arithmetik durch das Prinzip der mathematischen Induktion erfiillt. Die Axiome
der Geometrie als Konventionen zu klassifizieren, lief deren erkenntnistheoreti-
schen Status nach Schneider offen und damit ungeklart.

3 Die Moral aus der Geschichte: fiir einen
verwantwortungsvollen Umgang mit
»epistemischer Ungerechtigkeit"

In den letzten Jahren sind zahlreiche Studien zur Trias ,Poincaré, Einstein und
Kant® erschienen, die zu einer Neubewertung des Logischen Positivismus als auch
des Neukantianismus beigetragen haben. So vertrat Moritz Schlick, ein beriithm-
ter Vertreter des Logischen Positivismus, laut Matthias Neuber eine andere Art
des neukantianischen Revisionismus als Ernst Cassirer, ndmlich einen kritischen
Realismus, keinen kritischen Idealismus (Neuber 2012). An Neubers Studien an-
kniipfend verortet Marco Giovanelli Einsteins Deutung der allgemeinen Kovarianz
in der Tradition der ,,Physik der Prinzipien“ und weist den Einfluss David Hilberts
auf Cassirers Auffassung vom Kovarianzprinzip als eines Prinzips der Objektivi-
tét nach (Giovanelli 2016). Andere Studien befassen sich mit Hans Reichenbachs
philosophischer Rekonstruktion und Interpretation der Relativitatstheorie, in des-
sen Zuge sich Reichenbach sowohl vom Konventionalismus Poincarés als auch vom
Neukantianismus distanzierte (Engler 2007). Auch wenn diese Forschungen lokal
und partiell (auf bestimmte Akteure, scientific communities, Wissenschaftszentren
etc.) begrenzt sind, vermitteln sie eine wichtige, allgemeine Einsicht: Das weit ver-
breitete Bild vom einseitigen Wirkungseinfluss der Mathemaik und Physik auf die
Philosophie und deren ,Neubegriindung als Wissenschaft® ist irrig. Philosophie
als selbstreflexives Projekt war und ist Teil der wissenschaftlichen und kulturellen
Praxis.

Auffillig ist: Keine einzige der exemplarisch genannten Studien bezieht die Bei-
trage von Frauen aus den 20er und 30er Jahren im Schnittfeld von Philosophie,
Mathematik und Physik mit ein. Waren Frauen nicht Teil der wissenschaftlichen



148 Andrea Reichenberger

und kulturellen Praxis? Eine scheinbar einfache Frage, die dennoch nicht kurz und
biindig zu beantworten ist. Es gibt immerhin Ansétze, mittels derer diese Frage
untersucht werden kann. Dazu z&hlt derjenige Ansatz im Schnittfeld von Wissen-
schaftsphilosophie und Wissenschaftsethik, der unter dem Stichwort ,,epistemische
Ungerechtigkeit derzeit Beachtung findet. Eingefiihrt wurde das Konzept von Mi-
randa Fricker in ihrem Buch Epistemic Injustice. Power and the Ethics of Knowing
(Fricker 2007). Fricker geht es in ihrem Buch nicht um den Begriff und auch nicht
um eine Theorie der Gerechtigkeit, sondern darum, durch Fallbeispiele aus der
wissenschaftlichen Praxis verborgene bzw. ,stille® Formen und Dimensionen der
epistemischen Diskriminierung aufzudecken und Wege aufzuzeigen, ihnen entge-
genzuwirken. Ausdriicklich wendet sie sich dabei gegen einen Reduktionismus, der
Wissen und Wissensproduktion, besser, ,epistemische Praktiken“, auf Macht bzw.
Machtverhéltnisse reduziert. Macht- und Sozialbeziehungen haben aber einen Ein-
fluss auf unseren Umgang, auf die Konstruktion und Rekonstruktion von Wissen.
Soziale Stereotypen strukturieren Vor-Urteile und Vertrauen in die Glaubwiirdig-
keit von Aussagen und Theorien.

Das ist keine neue Einsicht. Der Erfolg des Ansatzes von Fricker liegt darin be-
griindet, eine breite philosophische Debatte an der Schnittstelle zwischen Erkennt-
nistheorie und Ethik ausgel6st zu haben, indem sie den Fokus auf die ethische Re-
flexion von epistemischen Handlungen lenkte, die zur Entwicklung und Weitergabe
von Wissen beitragen. Der Ansatz Frickers hat in den letzten Jahren erhebliche
Aufmerksamkeit von Philosophen erhalten und zu einer nachhaltigen akademische
Untersuchung dieses Phanomens auf interdisziplindrer Ebene gefiihrt.

Diskussionen um epistemische Ungerechtigkeit sind inzwischen in der feministi-
schen Philosophie fest verankert, haben Einzug in Debatten des Ethikrates gehal-
ten und werden auf Basis empirischer Studien in der Bildungs- und Wissenschafts-
forschung untersucht. Colin Jakob Rittberg hat gemeinsam mit Kollegen inter-
essante Anwendungsmoglichkeiten des Konzeptes fiir die Philosophie der Mathe-
matik und Mathematikdidaktik erarbeitet (Rittberg et al. 2020). Zu Rittbergs Fall-
studien zahlt das inkorrekte Verhalten renommierter Mathematikprofessoren ge-
geniiber Beweisresultaten jlingerer Kolleginnen, aber auch Lehrer-Schiiler-
Beziehungen im Mathematikunterricht (Rittberg und Tanswell 2020). Bislang gibt
es meines Wissens keine vergleichbare Studie zur Geschichte der Philosophie der
Mathematik, die unter dem ethischen Gesichtspunkt epistemischer Ungerechtig-
keit untersuchte, wie Kanonisierungen geschaffen werden und wie Wissen tradiert
und vermittelt wird. Ein erster Ansatz dazu soll im Folgenden am Beispiel der
beiden ,,Fundstiicke* skizziert werden.

Die erste und einzige Studie, in welcher der Name Thekla Schmitz und ihre Disser-
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tation erwdhnt wird, stammt von der bekannten Mathematikhistorikerin Renate
Tobies (Tobies 2005). Erste grundlegende bio-bibliographische Arbeiten zu Ilse
Rosenthal-Schneider stammen von Annette Vogt (Vogt 2005). Die wissenschafts-
historischen Forschungen von Tobies und Vogt liefern wichtige Einsichten zu Be-
rufswegen und zur akademischen Karriere von Frauen. Was génzlich fehlt ist eine
Prasentation und Auswertung des Inhaltes der philosophischen Arbeiten — hier
von Schmitz und Rosenthal-Schneider.

Wer hofft, auflerhalb® der Frauenforschung in aktuellen Arbeiten zum synthe-
tischen Apriori im Schnittfeld von Poincaré, Einstein und Kant eine inhaltliche
Auseinandersetzung mit Schmitz und Rosenthal-Schneider zu finden, wird ent-
tduscht werden. Im Fall von Schmitz ist dies nachvollziehbar: Die Doktorarbeit
von Schmitz blieb unverdffentlicht. Man sucht bekanntlich nicht nach einem Werk,
von dem man nicht weiss, dass es vorhanden ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass je-
mand, der im Fachbereich Philosophie iiber Poincaré, Einstein und Kant arbeitet,
Renate Tobies’ Publikation zur Kenntnis genommen hétte, ist denkbar gering.
Schmitz verlieft zudem nach ihrer Promotion die Universitdt und hatte keinen
Kontakt mehr zum akademischen Umfeld.

Der Fall Ilse Rosenthal-Schneider ist komplexer. Die Startbedingungen fiir eine
akademische Karriere in der Philosophie waren fiir Ilse Rosenthal-Schneider ei-
gentlich ausgezeichnet: Sie studierte bei den damals weltweit bedeutendsten Phi-
losophen und Physikern und fand von diesen viel Lob und Unterstiitzung. Dass
sie trotz freundschaftlicher Beziehungen zu Max von Laue, Max Planck und Al-
bert Einstein keine Assistentenstelle erhielt, mag daran gelegen haben, dass sie
in Philosophie, nicht in Physik promovierte und zudem verheiratete Ehefrau und
Mutter war und insofern als ,versorgt” galt. Ihr Buch bei Springer wurde mehrfach
rezensiert und zitiert, so von Max von Laue in seinem Lehrbuch zur Relativitats-
theorie aus dem Jahre 1921 (Laue 1921). Ilse Schneider erntete aber auch Kritik —
und das von keinen Geringeren als von Hans Reichenbach und Moritz Schlick. Den
Anstoft dazu gab Ilse Schneider selbst. In ihrem Buch Das Raum-Zeit-Problem bei
Kant und FEinstein duferte sie sich iber Reichenbach (Reichenbach 1920) wie folgt
(Schneider 1921a, 72):

Die Kantauffassung, von welcher Dr. Hans Reichenbach in ,Relativi-
tatstheorie und Erkenntnis a priori* (Berlin, Julius Springer, 1920)
ausgeht, entspricht nicht dem von Kant nachdriicklich betonten Sinn
der Transzendentalphilosophie und bertiicksichtigt {iberhaupt nicht die
fiir unsere Fragestellung hochst bedeutsame Formulierungen der ,Me-
taphysischen Anfangsgriinde der Naturwissenschaft“, so daf eine Not-
wendigkeit der Auseinandersetzung mit seinen Endergebnissen fiir mich
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auch dann nicht bestanden hétte, wenn seine Schrift vor Beendigung
meiner Arbeit erschienen wire.

Fir Hans Reichenbach war dies ein Faustschlag ins Gesicht. In seinem Aufsatz
,Der gegenwirtige Stand der Relativitatsdiskussion® aus dem Jahre 1922 in der
Zeitschrift Logos holte er zum Gegenschlag aus. Ilse Schneider sei ,der Sinn der
Transzendentalphilosophie verborgen geblieben®. In der Anmerkung dazu schrieb
Reichenbach: ,Diese Verfasserin hat von der Relativitdtstheorie nicht viel verstan-
den, aber sie ist immerhin so ehrlich, die Theorie energisch abzulehnen“ (Rei-
chenbach 1922, 342). Diese Unterstellung ist ein klares Beispiel fiir epistemische
Diskriminierung und zudem eine Falschaussage. Reichenbach warf Ilse Schneider
zu Unrecht wissenschaftliche Inkompetenz vor und behauptete nicht Zutreffendes.
Schneider hat die Relativitéatstheorie nicht abgelehnt. Das wusste auch Reichen-
bach.

In seiner Korrespondenz mit Arnold Berliner, dem Herausgeber der Zeitschrift
,Die Naturwissenschaften”, schrieb Reichenbach in einem Brief vom 22.4.1921:
»lch glaube, Kant ginge heute lieber zu seinem grofen Gegner Schlick als zu Ilse
Schneider und Riehl und Sellien und zur Kantgesellschaft (Hentschel 1990, 509).
Nachdem Reichenbach Berliner von seinem Plan unterrichtet hatte, einen Aufsatz
zum gegenwartige Stand der Relativitdtsdiskussion einzureichen, der zeigte, ,wie
die ganze Schulphilosophie entscheidend versagt hat“, warnte Berliner (Hentschel
1990, 511):

Haben sie dabei auch bedacht, daf sie sich alle Kantianer auf den Hals
ziehen werden? Die Kant-Gesellschaft wird sie offiziell verfluchen und
Herr Liebert wird Sie im Besprechungsteil der Kantstudien umbringen.

Kein Zweifel: Hier ging es nicht um die Frage nach der Aktualitat Kants, der Be-
deutsamkeit und Richtigkeit seiner Lehre auf Basis rationaler und fairer Argumen-
tation, sondern um die Legitimation der eigenen Position. Zu Hilfe kam Reichen-
bach Moritz Schlick. Auch Schlick iibte Kritik an Ilse Schneider. Auch diese Kritik
war gegeniiber der Kant-Expertin nicht fair (Schlick 1921). Beide, Reichenbach
wie Schlick, marginalisierten Schneiders Hinweise, dass schon Kant iiber Radume
von mehr als drei Dimensionen spekulierte und die Frage nach dem Verhéltnis von
Geometrie und Gravitation thematisierte, als iibersteigerte Kant-Philologie. Und
beide, Reichenbach wie Schlick, fiilhrten als Geschiitz gegen sie Ernst Cassirer ins
Feld (Cassirer 1921). Cassirer habe nicht an den Kantischen Methoden festhalten
wollen, sondern sie fortgefithrt (Reichenbach 1922, 346). Was weder Schlick noch
Reichenbach erwihnen: Schneider hatte in der Beilage der Deutschen Allgemeinen
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Zeitung vom 8.5.1921 eine Rezension zu Cassirers Buch iiber die Relativitéts-
theorie verfasst, in der sie die iiberlegene Qualitdt der Interpretation Cassirers
anerkannte (Schneider 1921b). In ihrem eigenen Buch lobt sie Einsteins Theorie
als erkenntnistheoretische Invariantentheorie im Sinne Cassirers.

In der heutigen wissenschaftshistorischen Aufarbeitung und Neubewertung des
LAufstiegs der wissenschaftlichen Philosophie® wird Ilse Schneider nicht (mehr) er-
wihnt. Eine Ausnahme ist Klaus Hentschel (Hentschel 1990). Doch er liest Schnei-
der durch die Brille Reichenbachs und Schlicks. Was mit einer bewussten episte-
mischen Diskriminierung begann, fiihrte zu einem (unbeabsichtigten) Ubersehen
ihrer Person und ihrer Arbeiten.

Die Gretchenfrage, die sich daran anschliefit, lautet: Wie lésst sich epistemischer
Ungerechtigkeit begegnen? Was lernen wir daraus? Vorkommnisse epistemischer
Diskriminierungen sind zahlreich. Sie kdnnen bewusst oder unbewusst entstehen,
einzelne Individuen oder Gruppen betreffen, in der Geschichte weit zuriickliegen
oder hier und jetzt passieren. Auch wenn es eine absolut zuverlassige Praventi-
on gegeniiber diskriminierenden Praktiken nicht geben mag, kann es als Erfolg
und Fortschritt gewertet werden, diese aufzudecken. Am Beispiel von Schmitz und
Schneider sollte gezeigt werden, wie dies moglich ist. ,,Fundstiicke® wurden ihre
beiden Arbeiten zu Poincaré deshalb genannt, weil sie als konkrete Objekte epis-
temische Ungerechtigkeit sichtbar machen und uns die Verantwortung der Wis-
senschaftsgeschichtsschreibung vor Augen fiithren, die Arbeiten von Frauen in die
Geschichte der wissenschaftlichen und kulturellen Praxen zu integrieren. Es wire
lohnenswert, die beiden Poincaré-Arbeiten noch genauer unter die Lupe zu neh-
men. Am Beispiel von Thekla Schmitz und dariiber hinausgehend liefe sich noch
sehr viel mehr iiber die deutschsprachige Poincaré-Kritik sagen. Am Beispiel von
Ilse Schneider und dariiber hinaus lieffe sich noch sehr viel eingehender Einsteins
ambivalentes Verhéltnis zu Kant und dem Neukantianismus erdrtern.
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Wie der Funktionsbegriff in die
Schule kam

Martin Mattheis

Der Funktionsbegriff und das funktionale Denken sind aus der heutigen Schulma-
thematik nicht wegzudenken. Damit erhebt sich neben der Frage, wann und wie
unser heutiger Funktionsbegriff entstanden ist, noch die ebenso spannende, wann
und wie er in die Lehrpline Eingang gefunden hat. Der folgende Beitrag wird
beides iiberblicksartig verdeutlichen.

1 Funktionsbegriff und funktionales Denken

Funktionales Denken und der Begriff einer Funktion sind selbstverstédndlicher Be-
standteil der heutigen (Schul-)Mathematik. Bei der 2003 bzw. 2012 in den Bil-
dungsstandards fiir die Sekundarstufen I und II erfolgten Neueinteilung der Schul-
mathematik wurde — anstatt der bisher iiblichen, fachsystematisch begriindeten
Einteilung in Geometrie und Algebra (bzw. in Analysis, Analytische Geometrie
und Stochastik) — eine Einteilung in Leitideen gewéhlt. Die Leitideen sollen dazu
dienen, ein ,,Verstdndnis von grundlegenden mathematischen Konzepten zu er-
reichen“.! Wenn man sich vor Augen fiihrt, in wie vielen Studienfichern — nicht
nur aus dem mathematisch-naturwissenschaftlich-technischen Bereich — Funktio-
nen und funktionales Denken eine Rolle spielen, so erscheint die Bedeutung, die
diesem Konzept in den Bildungsstandards eingerdumt wird, mehr als gerechtfer-
tigt.

Eine dieser Leitideen ist der Funktionale Zusammenhang. In den Bildungsstan-
dards der Sekundarstufe IT wird der funktionale Zusammenhang dabei allerdings

1. Bildungsstandards 2003, S. 13.
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etwas einseitig auf den Funktionsbegriff fokussiert?. Vollrath beschrieb 1989 funk-
tionales Denken folgendermafen: ,,Funktionales Denken ist eine Denkweise, die
typisch fiir den Umgang mit Funktionen ist.“3 Diese Formulierung taugt zwar
nicht als mathematische Definition, lenkt aber den Blick darauf, dass der mathe-
matische Funktionsbegriff eine echte Teilmenge des funktionalen Denkens darstellt,
was Mathematik-Lehrpersonen bei der Konzeption ihres Unterrichts beriicksichti-
gen sollten.

Die Forderung nach einer Verstidrkung des funktionalen Denkens umfasst weit mehr
als nur die Untersuchung verschiedener Funktionen oder Funktionsklassen als ma-
thematische Objekte. Funktionales Denken beinhaltet verschiedene Aspekte, wie
z. B. den Zuordnungsaspekt, bei dem davon ausgegangen wird, dass einer Aus-
gangsgrofse eine Zielgrofe zugeordnet wird. Dieser Aspekt kann, muss aber nicht,
anhand einer Funktion verstanden werden. So wird bei der Fléache eines Quadra-
tes auch ohne die Verwendung einer Funktion der Ausgangsgrofe Seitenlinge die
Zielgrofe Fldicheninhalt zugeordnet. Schreibweisen, die den Zuordnungsaspekt her-
vorheben, sind x +— y oder die Verwendung einer Wertetabelle. Ein zweiter Aspekt
des Funktionalen Denkens ist der Aspekt der Anderung ( Kovariationsaspekt):
Wenn sich eine Grofse dndert, dann é&ndert sich auch eine andere davon abhéngige
GroRe. Bei der Flicheninhaltsformel eines Quadrates A = a? ist der Kovariationsa-
spekt ebenfalls ganz ohne eine Funktion enthalten: Andert man die Seitenlinge, so
dndert sich auch der Flicheninhalt. Eine passende Schreibweise zur Hervorhebung
des Kovariationsaspektes wire y = f(x). Ein dritter Aspekt des funktionalen Den-
kens ist der Blick auf die Funktion als Ganzes, also aller Wertepaare, die eine
Bedingung wie z. B. eine Funktionsgleichung erfiillen. Dieser Aspekt wird meistens
anhand eines Graphen manifestiert. Mit der Forderung nach einer ,Entwicklung
des funktionalen Denkens* bezeichnet man heute in der Fachdidaktik den Ent-
wicklungsprozess von Schiilerinnen und Schiilern, der bei diesen zur Konstitution
eines Funktionsbegriffes fiihrt.*

Nach diesen grundsitzlichen Uberlegungen erheben sich nun die Fragen, wann
funktionales Denken und Funktionen in der historischen Entwicklung der Mathe-
matik die Biihne betraten und seit wann sich die grofse Bedeutung des funktionalen
Denkens auch in den Lehrpldnen hoherer Schulen wiederfindet.

2. Vgl. Bildungsstandards 2012, S. 25.
3. Vollrath 1989, S. 6.
4. Vgl. Vollrath 1989.
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2 Die historische Entstehung des
Funktionsbegriffes

Ein Denken in funktionalen Zusammenhéngen lasst sich bereits auf babylonischen
Keilschrifttafeln finden, auf denen z.B. fiir astronomische Berechnungen Quadrat-
und Kubikzahlen aufgelistet sind. Es dauerte jedoch bis ins 14. Jahrhundert, bis Ni-
colas Oresme (1320-1382) die Idee einbrachte, dass sich jede messbare Grofe — wie
z. B. Geschwindigkeit — ,,als stetig verdnderliche Gréfse denken lasse und auch eine
den heutigen Funktionsgraphen nicht undhnliche Methode fand dieses graphisch
darzustellen. Galileo Galilei (1564-1642) und Johannes Kepler (1571-1630) verfolg-
ten dann das Ziel, ihre Beobachtungen von Bewegungsbahnen mathematisch zu
beschreiben. Galileis Herleitung des Fallgesetzes wurde und wird oft als klassisches
Beispiel fiir die Entwicklung des funktionalen Denkens herangezogen.®

Zwei wichtige Schritte auf dem Weg zu unserem heute gebréduchlichen Funktions-
begriff waren die Einfiihrung der symbolischen Schreibweise in die Algebra durch
Francois Viete (1540-1603) und die Verbindung der Geometrie mit dieser neuen
Schreibweise zu einer analytischen Geometrie durch Pierre de Fermat (1607-1665)
und René Descartes (1596-1650). In Descartes’ bedeutendstem mathematischen
Werk, der 1637 in franzosischer Sprache erschienen ,,Géometrie®, wurde zum ers-
ten Mal explizit der funktionale Zusammenhang zwischen zwei Grofsen durch eine
Gleichung angesprochen.

»|- -] on peut prendre a discrétion I'une des deux quantités inconnues
x ou y, & chercher lautre par cette équation, [...] Meéme, prenant
successivement infinies diverses grandeurs pour la ligne y, on en trou-
vera aussi infinies diverses grandeurs pour la ligne z, & ainsi on aura
une infinité de divers points [...] par le moyen desquels on décrira la

ligne courbe demandée.“5

»[- - -] man kann daher eine der beiden unbekannten Grofen x oder y
beliebig annehmen und die andere durch diese Gleichung zu bestimmen
suchen. [...] Indem man der Linie y der Reihe nach unendlich viele
verschiedene Grofen beilegt, erhélt man auch unendlich viele fiir die
Linie x, und auf diese Weise unendlich viele Punkte [...] mit Hilfe
deren alsdann die gesuchte krumme Linie beschrieben werden kann.“”?

5. Vgl. Kriiger 2000, S. 38ff.
6. Descartes 1637, S. 313.
7. Ubersetzung aus Descartes 1969, S. 17.
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Unter anderem durch Isaac Newton (1643-1727) wurde die bei Descartes noch vor-
handene Beschriankung auf — in heutiger Bezeichnung — algebraische Funktionen
aufgegeben und durch Einsatz der Potenzreihenentwicklung mit den trigonometri-
schen Funktionen auch transzendente Funktionen beschrieben. Unter dem Namen
Fluxionsrechnung entwickelte Newton dann seine Form der Infinitesimalrechnung.
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), der zeitgleich mit Newton seinen Infini-
tesimalkalkiil entwickelte, war der Erste, der 1673 in einer seiner Schriften die
Bezeichnung ,,Funktion“ verwendete. Allerdings unterschied sich die Bedeutung
noch stark von der heutigen: Leibniz meinte mit ,,Funktion“ von einem verénderli-
chen Punkt einer Kurve abhiingige Strecken (Tangente, Normale, etc.).® In einem
Brief von Johann Bernoulli (1667-1748) an Leibniz findet sich 1694 die folgende,
uns eher vertraut klingende Definition:

»Funktion einer variablen Grofe nennt man eine auf beliebige Art und
Weise aus dieser Variablen Grofie und aus Konstanten zusammenge-
setzte Grofe.“?

Leonhard Euler (1707-1783), Schiiler Johann Bernoullis und mit 866 Fachpublika-
tionen einer der produktivsten Mathematiker aller Zeiten, fiihrte diese Idee weiter.
Im Jahr 1748 erschien Eulers bedeutendes Lehrbuch ,Introductio in Analysin In-
finitorum“ (Einleitung in die Analysis des Unendlichen). Die Introductio hatte
einen entscheidenden Einfluss auf die Entwicklung der Analysis als eigenstdndige
Teildisziplin der Mathematik. Euler machte darin die Analysis zu einer Lehre der
Funktionen. In den Folgejahren erschienen ein zweibéndiges Werk zur Differential-
und ein dreibéndiges zur Integralrechnung.'® In der Introductio definierte Euler
1748 Funktionen folgendermafsen:

4. Functio quantitatis variabilis, est expressio analytica quomodocun-
que composita ex illa quantitate variabili, € numeris seu quantitatibus
constantibus.

Omnis ergo expressio analytica, in qua praeter quantitatem variabilem
z omnes quantitates illiam expressionem componentes sunt constantes,
erit Functio ipsius z: Sic a+3z; az —4zz; az+by/(aa —22) ; ¢
&c. sunt Functiones ipsius z.“!!

z

84 Eine Function einer verdnderlichen Zahlgrés-
se ist ein analytischer Ausdruck, der auf ir-
gend eine Weise aus der verdnderlichen Zahlgros-

8. Vgl. Kriiger 2000, S. 41ff.

9. Zitiert nach Kriiger 2000, S. 44.
10. Vgl. Sonar 2011, S. 455f.

11. Euler 1748. S. 4.
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se und aus eigentlichen Zahlen oder aus constan-
ten Zahlgrossen zusammengesetzt ist.

Jeder analytische Ausdruck also, welcher ausser der verédnderlichen
Zahlgrofe z nur noch constante Zahlgrofen enthélt, ist eine Function
von z. So sind z. B. die Ausdriicke a + 32; az — 422; az + bva2? — 422; ¢*
u.s.w. Functionen von z.“!2

Leonhard Euler klassifizierte in der Introductio Funktionen in algebraische und
transzendente Funktionen. Erstere teilte er wiederum in rationale und irrationale
ein. Auch die Einordnung rationaler Funktionen in ganze und gebrochene findet
sich bereits in der Introductio.'® Im Prinzip ist die durch ihn vorgenommene Ein-
teilung der unterschiedlichen Arten von Funktionen bis heute im Gebrauch.

In seinen 1755 erschienenen Institutiones calculi differentialis prézisierte Euler
seine Definition einer Funktion sieben Jahre spéter noch einmal:

»Quae autem quantitates hoc modo ab aliis pendent, ut his muta-
tis etiam ipsae mutationes subeant, eae harum functiones appellari
solent; quae denominatio latissime patet atque omnes modos, quibus
una quantitas per alias determinari potest, in se complectitur.*14
»oind nun Gréfen auf die Art voneinander abhéngig, dafk keine davon
eine Verdnderung erfahren kann, ohne zugleich eine Verdnderung in
der anderen zu bewirken, so nennt man diejenige, deren Verdnderung
man als die Wirkung von der Verdnderung der anderen betrachtet, eine
Funktion von dieser, eine Benennung, die sich so weit erstreckt, daf sie
alle Arten, wie eine Grofe durch eine andere bestimmt werden kann,
unter sich begreift.“!?

Nachdem die Mathematiker des 18. Jahrhunderts sich bemiihten, die Analysis als
die Lehre von den Funktionen von der Geometrie zu 16sen und mit Formeln an
die Algebra zu binden, folgte im 19. Jahrhundert mit der zunehmenden Forderung
nach mathematischer Strenge, eine mit dem Schlagwort ,,Arithmetisierung belegte
Anlehnung an die natiirlichen Zahlen und die Arithmetik. Dabei wurde der Funk-
tionsbegriff von der Bindung an eine eindeutig vorgegebene Formel getrennt.'® Im
ausgehenden 19. Jahrhundert 18sten sich Mathematiker wie Karl Weierstrafs (1815-
1897) oder Richard Dedekind (1831-1916) dann ganz vom Grofenbegriff, der seit

12. Ubersetzung aus Euler 1983, S. 4.

13. Vgl. Euler 1983, S. 5ff.

14. Euler 1755, S. VI.

15. Ubersetzung aus Heuser 2008, S. 154.
16. Vgl. Liitzen 1999, S. 192f.
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Euler dem Funktionsbegriff zugrunde lag, und setzten in Bezug auf die Analysis
grundlegend auf die axiomatisch definierten reellen Zahlen.'”

3 Entstehung von Lehrplanen

Nachdem sich das funktionale Denken und der Funktionsbegriff vor allem im
19.Jahrhundert zu einem Kernbegriff der Mathematik entwickelt hatten, stellt
sich die Frage, ab wann sich dieses auch in den Lehrplanen hoherer Schulen wie-
derspiegelte. Dazu soll zunichst ein kurzer Uberblick iiber die Entstehung und
Entwicklung von Lehrpldnen des héheren Schulwesens gegeben werden.

In dem am 18. Januar 1871 ausgerufenen deutschen Kaiserreich — und erst recht in
der Zeit davor — galt, &hnlich wie heute, die Kulturhoheit der einzelnen Bundesstaa-
ten. Nichtsdestotrotz wurden, die héhere Bildung betreffende Fragen im ganzen
deutschsprachigen Raum miteinander diskutiert. Eine gute Gelegenheit dazu bo-
ten die in ein- bzw. zweijahrigem Rhythmus an wechselnden Orten stattfindenden
Tagungen der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Arzte oder die Versamm-
lungen der deutschen Philologen und Schulménner. Die Gesellschaft Deutscher
Naturforscher und Arzte wurde 1822 gegriindet und hielt jahrlich an wechselnden
Orten im deutschsprachigen Raum Versammlungen ab, bei denen in Vortridgen
die aktuellen wissenschaftlichen Fortschritte in der Medizin und den Naturwissen-
schaften (und damit auch der Mathematik) ausgetauscht wurden. Die Zielsetzung
bei der Griindung des Vereins deutscher Philologen und Schulménner im Jahre
1837 war es dieses Erfolgsmodell fiir die philologischen Wissenschaften zu kopie-
ren. Gleichzeitig sollte auch ein Zeichen fiir das wachsende Selbstbewusstsein des
entstehenden Gymnasiallehrerstandes gesetzt werden und eine Basis geschaffen
werden, um sich gegen die in der ersten Hélfte des 19. Jahrhunderts neu entste-
henden Realschulen zu wappnen.

Obwohl die einzelnen Bundesstaaten in Fragen der Bildung vollig selbststéndig
entscheiden konnten, orientierten sich doch insbesondere nach 1871 viele am Vor-
bild Preufsens, dem sowohl flaichenméfig als auch auf die Bevolkerung bezogen mit
Abstand grofsten Bundesstaat. Aus diesem Grunde wird in diesem Beitrag nur auf
die konkreten Verhiltnisse in Preufen eingegangen. Die erste staatliche Regelung
des hoheren Schulwesens erfolgte in Preufsen durch ein ,,Edict vom 23. December
1788 wegen Priifung der auf die Universitdten gehenden Schiiler auch Collation
der Stipendien und anderer Beneficien“. Durch das darin zum ersten Mal verfiigte
Abiturientenexamen wurden einige hohere Schulen, die dieses Examen abnehmen

17. Vgl. Epple 1999, S. 371f.
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durften, vor den iibrigen privilegiert. Das Reifezeugnis wurde zwar nicht notwen-
dig, aber hinreichend zur Immatrikulation an einer Universitat. Eine weitere Be-
deutung kam dem Abiturzeugnis im beginnenden 19. Jahrhundert zu, weil es zu
einer notwendigen Grundvoraussetzung zum Eintritt in den héheren Staatsdienst
wurde. Mit diesen beiden Funktionen entwickelte sich das Abiturzeugnis des Gym-
nasiums zu einem Auswahlkriterium zur Rekrutierung der staatstragenden Elite.'®
Erst durch die Abiturpriifungsordnung von 1834 wurde ein Abiturzeugnis zur Im-
matrikulation an einer preufischen Universitét verbindlich vorausgesetzt. Schiiler,
die von Hauslehrern unterrichtet wurden, konnten die entsprechenden Priifungen
extern ablegen.

Da es vor 1788 keine fiir die héheren Schulen verbindlichen Ordnungen gab, wurde
mit der Erstellung von Lehrpldnen und Abiturpriifungsordnungen zu Beginn des
19. Jahrhunderts vor allem versucht die unterschiedlichsten Schulformen zu verein-
heitlichen und mehr und mehr unter die Oberaufsicht des Staates zu stellen. Zur
Frage eventueller Verdanderungen des hoheren Schulwesens wurden in Preufsen in
den Jahren 1873, 1890 und 1900 vom Kultusministerium grofse Schulkonferenzen
— zu denen verschiedenste Fachleute eingeladen wurden — organisiert. Die Ergeb-
nisse dieser Schulkonferenzen hatten fiir die preufische Regierung jedoch keinen
verbindlichen, sondern nur beratenden Charakter.

Der Lehrplan von 1882 war der erste, der alle Arten allgemeinbildender héherer
Schulen — humanistische und realistische — in einem Plan zusammenfasste. Mit
dem Lehrplan von 1892 war die Klassifizierung und Strukturierung des hoéheren
Schulwesens dann endgiiltig abgeschlossen. Es existierten nunmehr nur noch drei
Arten neunjihriger hoherer Schulen: Gymnasien (mit Latein und Griechisch), Re-
algymnasien (mit Latein und modernen Fremdsprachen, vorher: Realschulen 1.
Ordnung) und Oberrealschulen (ohne klassische Sprachen, dafiir eine vermehrte
Stundenzahl in Naturwissenschaften und Mathematik). Zu den neunjéhrigen Vol-
lanstalten existierten noch jeweils sechsjahrige Nichtvollanstalten (Progymnasien,
Realprogymnasien, Realschulen). Fiir die Facher Religion, Deutsch, Geschichte,
Erdkunde und Turnen gab es im Lehrplan von 1892 keine inhaltliche Unterschei-
dung zwischen den verschiedenen Arten hoherer Schulen.'®

18. Vgl. Bélling 2010, S. 17
19. Vgl. Mattheis 2000a, S. 12f
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4 Der Funktionsbegriff im Lehrplan hcherer
Schulen

Im Folgenden verengen wir die Begrifflichkeiten vom funktionalen Denken zum
Funktionsbegriff als solchen und untersuchen, wann und wie dieser explizit in den
Lehrplénen hoherer Schulen auftauchte. Eine der grundlegenden Fragen bei der
Entwicklung der drei Arten hoherer Schulen im ausgehenden 19. Jahrhundert war
die Frage, welche Inhalte und welche Schulform allgemeine Personlichkeitsbildung
und welche lediglich Fachbildung (im Sinne einer Ausbildung) liefern konnten. In
Punkt 4 der Vorbemerkungen des Lehrplans von 1882 wurde diesbeziiglich fiir die
Oberrealschulen folgendes festgehalten:

,,Die lateinlosen Realschulen von neunjihriger Lehrdauer (Ober-Realschulen)
haben sich im Wesentlichen selbstandig entwickelt, ohne das im Voraus

ein Normalplan fiir die Stundenzahl und fiir die in den einzelnen Gegen-
stdnden zu erreichenden Lehrziele vorgezeichnet war. In Folge hiervon

sind sie nicht frei von der Gefahr geblieben, durch eine iiberwiegende
Hingebung an die mathematisch-naturwissenschaftliche Seite des Un-
terrichts den Charakter von Fachschulen anzunehmen. Dieser Gefahr
vorzubeugen liegt im dringenden Interesse dieser Schulen; denn nur
insoweit dieselben den thatsichlichen Beweis liefern, daff auch unter
Beschrédnkung auf moderne Sprachen der Aufgabe der sprachlich for-
malen und der ethischen Bildung vollstdndig Geniige geschieht, sind
dieselben fihig, als Schulen allgemeiner Bildung neben den Gymnasien

und Realschulen 1. Ordnung zu gelten.“?%

Uber jeglicher Uberlegung nach einer inhaltlichen Erneuerung der mathematischen
Inhalte in Hinblick auf den Funktionsbegriff und funktionales Denken schwebte also
das Damoklesschwert einer Abwertung zu einer reinen Fachschule. Den Funktions-
begriff sucht man in den — kurz dargestellten — mathematischen Inhalten fiir die
Gymnasien des Lehrplans von 1882 vergeblich. Die Behandlung der Differential-
rechnung wurde fiir Gymnasien sogar explizit untersagt.

,Die wirkliche Aneignung des mathematischen Wissens und Koénnens
in dem Umfange, welcher als Lehraufgabe des Gymnasiums bezeichnet
ist, reicht nach den ausdriicklichen Erklarungen kompetenter Fachmén-
ner des technischen Gebietes auch zum Eintritte in die technischen
Hochschulen aus. Dieser Umfang ist nicht zur verringern, er ist aber
auch nicht durch Hineinziehen der sphérischen Trigonometrie oder der

20. Lehrplan 1882, S. 237.
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analytischen Geometrie oder gar der Differentialrechnung in den Schul-
w21

unterricht zu erweitern.
Im Lehrplanteil fiir die Realgymnasien und Oberrealschulen wurde die Differential-
rechnung immerhin als an diesen Schulen statthaft — wenn auch nicht verpflichtend
— aufgelistet.

»An den Ober-Realschulen kénnen die Elemente der analytischen Geo-
metrie des Raumes und der Differentialberechnung hinzugefiigt werden.
[...] Der Umfang des mathematischen Unterrichtes ist nach Stunden-
zahl und Lehraufgabe im Wesentlichen ungeéndert gelassen; nur sind
die Elemente der Integralrechnung ganz beseitigt und diejenigen der
Differentialrechnung und der analytischen Geometrie des Raumes nur
an den Ober-Realschulen als statthaft (aber nicht als unbedingt erfor-

derlich) gelassen worden.“??

Dies ist die einzige Stelle des Lehrplans von 1882, an der in irgendeiner Form ein
Zusammenhang zu Funktionen oder funktionalem Denken hergestellt wurde. In der
Folgezeit manifestierte sich u. a. deshalb die Frage einer zukiinftigen Aufnahme
des Funktionsbegriffs und des funktionalen Denkens in die Lehrplédne der héheren
Schulen in der Frage einer Einfiihrung der Differential- und Integralrechnung in den
héheren Schulen.?? Da die hoheren Schulen ihren allgemeinbildenden Charakter
scharf gegen jegliche Fachbildung abgrenzten, war die Frage einer Aufnahme des
Funktionsbegriffs in die Lehrpléne in den folgenden Jahren eng verbunden mit der
Frage, ob die Differential- und Integralrechnung allgemeinbildend sei oder lediglich
Fachwissen darstelle.

In der Neufassung des Lehrplans von 1892 wurden die allgemeinen Lehrziele in
Mathematik an Gymnasien um den ,,Koordinatenbegriff und einige Grundlehren
von den Kegelschnitten“?* erweitert, blieben ansonsten aber gréftenteils gleich.
In den methodischen Bemerkungen wurde dazu die Moglichkeit aufgefiihrt, dass
,die Schiiler der obersten Klasse in den besonders wichtigen Koordinatenbegriff*2®
eingefiihrt werden durften. Fiir die beiden Realanstalten umfasste der Lehrstoff
fir die Oberprima noch die ,Elementare Theorie der Maxima und Minima“?26,
eine Vereinfachung der grundlegenden Ideen der Differentialrechnung. Der Lehrer

war zum Unterrichten dieser Inhalte allerdings nicht verpflichtet.

21. Lehrplan 1882, S. 256.

22. Lehrplan 1882, S. 262 & S. 266.
23. Vgl. Allmendinger 2014, S. 11.
24. Lehrplan 1892, S. 245.

25. Lehrplan 1892, S. 248.

26. Lehrplan 1892, S. 251.
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Nach der preufischen Schulkonferenz von 1900 beendete Wilhelm II1.27 in seiner
Eigenschaft als preufiischer Konig die grundsétzliche Streitfrage der Bedeutung
der drei Arten hoherer Schulen in Preufen. Er verfiigte als preufisches Staats-
oberhaupt, ,,dass das Gymnasium, das Realgymnasium und die Oberrealschule in
der Erziehung zur allgemeinen Geistesbildung als gleichwertig anzusehen sind“.
In dem Erlass Wilhelms II. vom 26. November 1900 wurde ebenfalls die folgende
Hoffnung fiir die Zukunft der unterschiedlichen Arten héherer Schulen formuliert:
,2Durch die grundsétzliche Anerkennung der Gleichwerthigkeit der drei héheren
Lehranstalten wird die Moglichkeit geboten, die Eigenart einer jeden kriftiger zu
betonen.“ Insbesondere die Anhénger einer Bildung im Sinne der beiden Realan-
stalten, die Mathematik und Naturwissenschaften verstirken und modernisieren
wollten, erhofften sich nun eine grundlegende Erneuerung der Inhalte.?® Von Seiten
der Mathematik bezog sich diese Modernisierung vor allem in der Forderung einer
Aufnahme des Funktionsbegriffs als ein zentrales Element des Mathematikunter-
richts hoherer Schulen. Ein Schwerpunkt sollte hierbei vor allem die graphische
Darstellung von Funktionen sein.

Mit dem Lehrplan vom 29. Mai 1901 wurden die Hoffnungen auf eine Modernisie-
rung der mathematischen Inhalte allerdings nicht erfiillt. Bei der Auflistung der zu
lehrenden Inhalte in Rechnen und Mathematik findet sich bei den Lehraufgaben
des Gymnasiums fiir die Prima zwar ,,der Koordinatenbegriff“2?, den Funktionsbe-
griff sucht man allerdings weiterhin vergeblich. Bei den Lehrzielen von Realgymna-
sium und Oberrealschule erscheint in der Prima — wie bereits 1892 —  Elementare
Aufgaben iiber Maxima und Minima®, dafiir wurde dort der Koordinatenbegriff
nicht explizit erwiihnt.?? In den sich im Lehrplan von 1901 an die Auflistung der
Lehraufgaben anschliefenden ,,Methodischen Bemerkungen fiir Rechnen und Ma-
thematik* erscheint dann im zehnten von zwdlf Punkten zum ersten und einzigen
Mal in einem preufsischen Lehrplan vor dem ersten Weltkrieg der Begriff einer
Funktion.

»10. In der obersten Klasse wird auf den verschiedenen Lehrgebieten
neben der fortgesetzten Ubung im Lésen von Aufgaben eine zusam-
menfassende Riickschau auf den erledigten Lehrstoff anzustreben sein.

27. Der Monarch war sehr an Fragen des hoheren Schulwesens interessiert und — wohl aufgrund
eigener Erfahrungen aus seiner Gymnasialzeit in Kassel — ein entschiedener Gegner der humanis-
tischen Gymnasien. Wilhelm II. nahm personlich an der zweiten preuffischen Schulkonferenz des
Jahres 1890 teil. Auch an der dritten Schulkonferenz des Jahres 1900 wollte er teilnehmen, hatte
seine Teilnahme dann aber aufgrund der erwarteten scharfen Kontroverse iiber die Gleichwertig-
keit der Abschliisse von Gymnasien, Realgymnasien und Oberrealschulen wieder abgesagt. Vgl.
Mattheis 2000a, S. 16ff.

28. Vgl. Mattheis 2000a, S. 17f.

29. Lehrplan 1901, S. 52.

30. Lehrplan 1901, S. 54 & S. 56.
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Dabei wird sich Gelegenheit bieten, den Schiilern ein eingehendes Ver-
stdndnis des Funktionsbegriffs, mit dem sie schon auf fritheren Stufen
bekannt geworden sind, zu erschlieffen.“3!

Dieser Punkt 10 der methodischen Bemerkungen steht vollig unabhingig von dem
kompletten iibrigen Lehrplan. Wo und an welcher Stelle der Funktionsbegriff den
Schiilern ,,auf fritheren Stufen* begegnet sein konnte, erschliefst sich weder aus den
aufgefithrten konkreten Inhalten noch aus den methodischen Bemerkungen. Wie
diese Diskrepanz zu l6sen ist, muss hier leider offenbleiben.

5 Reformbewegung und Meraner
Lehrplanvorschlag

Eine der mafsgeblichen Personlichkeiten, die sich nachdriicklich dafiir einsetzte,
das funktionale Denken in den Mathematikunterricht héherer Schulen einzubrin-
gen, war der Gottinger Professor fiir Mathematik Felix Klein (1849-1925). Nach
Stationen an den Universitdten Erlangen (1872) und Leipzig (1880) sowie der
Technischen Hochschule in Miinchen (1875) folgte 1886 seine Berufung an die
Universitdt in Gottingen. Klein setzte sich an allen seinen Wirkungsstéitten fiir
eine Modernisierung des universitdren Mathematikunterrichts durch die Einrich-
tung von mathematischen Ubungen und Seminaren, in denen die Studierenden
zu selbststdndigem Arbeiten gebracht werden sollten, sowie fiir die Anlage von
Modellsammlungen und mathematischen Seminarbibliotheken ein.?? Nach seinem
Ruf nach Gottingen war er — in Zusammenarbeit mit dem preufischen Kultusmi-
nisterium — seit der zweiten Hélfte der 1890er Jahre dafiir mitverantwortlich, das
Gottinger mathematische Institut zu einem der weltweit bedeutendsten Zentren
fiir Mathematik aufzubauen. Was die Mathematik angeht, so behielt Gottingen
diese Bedeutung bis zur Vertreibung der jlidischen Wissenschaftler durch die Na-
tionalsozialisten im Jahr 1933.

Wahrscheinlich durch die bestehenden Kontakte zum Kultusministerium wurde
Klein auch als einziger Universitdtsmathematiker zur preufischen Schulkonferenz
von 1900 eingeladen, die mittelbar den Gleichwertigkeitserlass Wilhelms II. zur
Folge hatte. Sowohl in vorher eingereichten Gutachten als auch in seinen Rede-
beitrégen bei der Schulkonferenz forderte Felix Klein die grundlegenden Bereiche
von analytischer Geometrie, Differential- und Integralrechnung sowie darstellender
Geometrie bereits an hoheren Schulen einzufiihren. Dies wére aus seiner Sicht nicht

31. Lehrplan 1901, S. 59.
32. Vgl. Mattheis 2000b, S. 43f.
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nur sinnvoll als Grundlage fiir ein mathematisch-naturwissenschaftlich-technisches
Studium an einer Technischen Hochschule, sondern er sah darin auch eine bessere
Vorbereitung fiir ein Universitdtsstudium der Naturwissenschaften oder der Me-
dizin.?3® Nach der Schulkonferenz hoffte Klein zunéchst, dass seine Ideen und die
Forderung nach einer stérkeren Beriicksichtigung des Funktionsbegriffs im Ma-
thematikunterricht hoherer Schulen in der Neufassung des Lehrplans berticksich-
tigt wiirden. Dementsprechend war er iiber den 1901 erschienenen Lehrplan ent-
tauscht.?

Die vor allem unter Mathematikern gefiihrte Diskussion hatte dann zur Folge,
dass 1904 bei der 76. Versammlung der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und
Arzte in Breslau eine zwolfkopfige Unterrichtskommission gegriindet wurde, die
sich mit einer aus Sicht der Versammlung notwendigen Reform des mathematisch-
naturwissenschaftlichen Unterrichts befassen sollte. Felix Klein wurde als Vertreter
der Deutschen Mathematiker Vereinigung in die Breslauer Unterrichtskommission
entsandt und wurde der Vorsitzende der mathematisch-physikalischen Subkom-
mission. Schon ein Jahr spéter, bei deren néichster Jahresversammlung, legte die
Unterrichtskommission der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Arzte einen
nach dem Tagungsort Meran benannten Lehrplanvorschlag vor. In seinem Bericht
an die Versammlung erlduterte der Vorsitzende der Unterrichtskommission August
Gutzmer zunéchst die allgemeine Zielsetzung.

»Unter voller Anerkennung des formalen Bildungswertes der Mathe-
matik muf auf einseitige und praktisch wertlose Spezialkenntnisse ver-
zichtet, dagegen die Fahigkeit zur mathematischen Betrachtung und
Auffassung der Vorgénge in der Natur und in den menschlichen Le-
bensverhéltnissen geweckt und gekraftigt werden. Demgeméf stellt die
Kommission die Starkung des rdumlichen Anschauungsvermogens und
die Erziehung zur Gewohnheit des funktionalen Denkens als wichtigste
Aufgaben des Mathematikunterrichts hin. Dabei bleibt die Pflege der
logischen Schulung nicht nur unbeeintrachtigt, sondern sie wird bei
der gekennzeichneten Richtung des mathematischen Unterrichts noch

gewinnen.“3?

Inhaltlich sollte nach den im Meraner Lehrplanvorschlag formulierten Vorstellun-
gen der Unterrichtskommission der Mathematikunterricht in der Prima der Gym-
nasien ,,bis an die Schwelle der Infinitesimalrechnung herangefiihrt werden“.3¢ Da

33. Vgl. Mattheis 2000b, S. 55.

34. Vgl. Schubring 2007, S. 5f.

35. Gutzmer 1905, S. 146.

36. Meraner Lehrplanvorschlag 1905, S. 155f.



Wie der Funktionsbegriff in die Schule kam 167

zu dieser Zeit auch innerhalb der mathematischen Gemeinschaft die Frage danach,
ob die Differential- und Integralrechnung allgemeinbildender Inhalt oder doch nur
Fachbildung sei, nicht einheitlich beantwortet wurde, lief die Unterrichtskommis-
sion hierbei offen, wie weit der einzelne Lehrer dabei gehen sollte.

Bei den konkreten mathematischen Inhalten der einzelnen Jahrgangskurse tauch-
te der Funktionsbegriff dann zum ersten Mal in der Untertertia (entspricht im
neunjihrigen Gymnasium der heutigen Klasse 8) auf. , Fortsetzung der Ubungen
in Auswertung von Buchstabenausdriicken unter Heranziehung der negativen Gro-
fen und steter Betonung des funktionalen Charakters der auftretenden Gréfien-
verdnderungen.*®” Von da an ziehen sich funktionale Zusammenhiinge und der
Funktionsbegriff durch die weiteren Jahrgangsstufen des Meraner Lehrplanvor-
schlags sowohl in der Arithmetik als auch in der Raumlehre. In den Erlduterungen
wird im Meraner Lehrplanvorschlag erneut betont, dass mit Erziehung zur Ge-
wohnheit des funktionalen Denkens mehr gemeint sei als nur eine Beschéftigung
mit Funktionen.

»Auf diese Weise bleibt Zeit, den Hauptteil der Arbeit auf die Erziechung
zum funktionalen Denken zu verwenden, das bereits durch die propé-
deutische Behandlung der Arithmetik am Schlufs des Quartaunterrich-
tes insofern vorbereitet ist, als dort die Anderung der algebraischen
Ausdriicke, durch Einsetzen verschiedener Werte fiir die einzelnen in
ihnen auftretenden Grofen, ganz von selbst sich geltend macht.

2b. Diese Gewohnheit des funktionalen Denkens soll auch in der Geo-
metrie durch fortwihrende Betrachtung der Anderungen gepflegt wer-
den, die die ganze Sachlage durch Gréfen- und Lagenénderung im ein-
zelnen erleidet, z. B. bei Gestaltsinderung der Vierecke, Anderung in

der gegenseitigen Lage zweier Kreise u.s.w.“38

Schubring kritisierte zu Recht, dass — insbesondere aus dem Blickwinkel der Di-
daktik — der Fokus in Bezug auf die Unterrichtsreformen zu sehr auf den 1905
verdffentlichten Meraner Lehrplanvorschlédgen liegt und deren Vor-, Entstehungs-
und Wirkungsgeschichte viel zu wenig Beachtung geschenkt wird.?® Oft wird dabei
auch iibersehen, dass die Meraner Lehrplanvorschlége nur Vorschldge waren, aus
denen fiir die Lehrer zunédchst keinerlei juristische Genehmigung zur Verwendung
oder gar Verbindlichkeit folgte. Die Meraner Lehrplanvorschldge wurden nicht von
einer staatlichen Lehrplankommission eines deutschen Bundesstaates erarbeitet,

37. Meraner Lehrplanvorschlag 1905, S. 159.
38. Meraner Lehrplanvorschlag 1905, S. 163.
39. Vgl. Schubring 2007, S. 1.
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sondern von einer Kommission der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Arz-
te. In Preufen, dem mit Abstand groften und damit in vielen Bildungsfragen
richtungsweisenden Bundesstaat des Deutschen Reiches, wurden die Meraner Lehr-
planvorschlége erst durch die Lehrpldne von 1925 und in leicht gednderter Form
verbindlich. Vorher hatten sie nur den Status von Anregungen, die mit ministeri-
eller Zustimmung an einzelnen Schulen erprobt werden durften.

Felix Klein warb auch nach der Verodffentlichung des Meraner Lehrplanvorschlags
weiter fiir die darin enthaltenen Ideen und machte diese in Lehrveranstaltungen
und Verdffentlichungen einem breiteren Publikum bekannt. Die grundlegende Be-
deutung des Funktionsbegriffs fiir den schulischen Mathematikunterricht findet
sich z. B. auch im ersten Band seiner Elementarmathematik vom hoheren Stand-
punkte?® aus, einer Ausarbeitung der gleichnamigen Vorlesung des Wintersemes-
ters 1907/08.

» Wir wollen nur, dafs der allgemeine Funktionsbegriff in der einen oder
anderen Eulerschen Auffassung den ganzen mathematischen Unterricht
der héheren Schulen wie ein Ferment durchdringe; er soll gewifs nicht
durch abstrakte Definitionen eingefiihrt, sondern an elementaren Bei-
spielen, wie man sie schon bei Euler in grofier Zahl findet, dem Schiiler

als lebendiges Besitztum iiberliefert werden.“4!

Die Debatte um eine Erneuerung des mathematischen Lehrplans héherer Schulen
wurde in den folgenden Jahren dann nicht nur in der mathematischen Gemein-
schaft und zum Teil auch sehr emotional weitergefiihrt. Schlagwortartig ging es
dabei dann vor allem um die Frage der Aufnahme von Differential- und Integral-
rechnung sowie von analytischer Geometrie in den Stoffkanon. Weil das Ministe-
rium den gerade erneuerten Lehrplan von 1901 nicht nach ein paar Jahren schon
wieder d&ndern wollte, dauerte es jedoch bis nach dem ersten Weltkrieg bis 1925
ein neuer Lehrplan erstellt wurde. Ganz in der Intention des Meraner Lehrplan-
vorschlages betonte der Lehrplan vom 4. April 1925 in den methodischen Bemer-
kungen zur Mathematik als allgemeines Lehrziel explizit die Forderung der Raum-
anschauung®? und implizit auch die Entwicklung des funktionalen Denkens.

»- - - Erzielung der Fahigkeit, das Mathematische in Form, Mafs, Zahl
und Gesetzmébigkeit an den Gegenstédnden und Erscheinungen der

40. Eine detaillierte Untersuchung von Felix Kleins Elementarmathematik vom héheren Stand-
punkte aus lieferte Allmendinger 2014.

41. Klein 1908, S. 448.

42. Die Forderung der Anschauung war Felix Kleins zweites grofies Ziel bei seinen Anstrengun-
gen zur Reform des Mathematikunterrichts héherer Schulen. Vgl. dazu Mattheis 2019.



Wie der Funktionsbegriff in die Schule kam 169

Umwelt zu erkennen und die gewonnene Erkenntnis selbstdndig anzu-
wenden; insbesondere Entwicklung des rdumlichen Anschauungsverma-
gens und der Fertigkeit im mathematischen Auffassen der gegenseitigen
Abhéngigkeit versinderlicher GroRenwerte. .. .“43

Bei den Lehraufgaben wurde in den methodischen Bemerkungen dann im Punkt
,III. Arithmetik, Algebra und Analysis* die Bedeutung des Funktionsbegriffs ex-
plizit hervorgehoben. Neben grundlegenden Eigenschaften von Funktionen findet
man dabei ebenfalls den Aspekt der Funktion als Ganzes.

»2. Der in den Mittelpunkt des Unterrichts zu stellende Funktions-
begriff wird zunéichst anschaulich eingefiihrt, um allm&hlich schérfer
gefakt und auf der Oberstufe in allgemeiner Form behandelt zu wer-
den. Schon in UIIT [Untertertia] beginnt die Einfithrung in die Grund-
lagen der graphischen Darstellung an praktischen Beispielen. Daran
schliefien sich in rein anschauungsméfiger Behandlung die wichtigsten
Eigenschaften empirischer Funktionen: Stetigkeit, Steigung, Flichenin-
halt. Um eine klare Trennung der Begriffe , Unbekannte und Gleichung'
von den Begriffen , Verdnderliche und Funktion® zu erzielen, darf aber
die graphische Darstellung im rechtwinkligen Koordinatensystem erst
nach den Gleichungen ersten Grades mit mehreren Unbekannten be-
handelt werden. Auf allen Stufen, besonders aber in den Mittelklassen,
ist darauf hinzuweisen, daf bei der Verwertung graphischer Darstel-
lungen die bildliche Wiedergabe nicht Selbstzweck ist, sondern nur ein
Mittel zum Ubersehen eines Funktionsverlaufes. Daneben ist ebenso
das andere Mittel, die Tabelle, in ihrer Bedeutung voll zu wiirdigen.“**

Auch der Streitpunkt um die Frage der Aufnahme der Infinitesimalrechnung in den
Stoffkanon héherer Schulen wurde mit dem Lehrplan von 1925 eindeutig entschie-
den. Im selben Punkt ,III. Arithmetik, Algebra und Analysis“ der methodischen
Bemerkungen wurde zum entsprechenden Kalkiil festgehalten: ,Durch die Einfiih-
rung infinitesimaler Methoden erhalten die Schiiler Kenntnis von dem wichtigsten
Werkzeug der Mathematik. [...]**> Dies umfasste sowohl die Differentialrechnung
als auch die Bestimmung von einfachen Flachen- und Rauminhalten mit Hilfe der
Integralrechnung. In den folgenden Teilen des Lehrplans wurden fiir die verschie-
denen Arten hoherer Schulen dann noch konkretere Angaben zu den zu lehrenden
mathematischen Inhalten — auch in Bezug auf den Funktionsbegriff — aufgefiihrt.

43. Lehrplan 1925, S. 32.
44. Lehrplan 1925, S. 33.
45. Lehrplan 1925, S. 33.
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Nachdem der Funktionsbegriff und das funktionale Denken 1925 erstmals in die
Lehrpléne hoherer Schulen aufgenommen wurden, blieben sie auch in der Nach-
folgenden Lehrplanentwicklung Kernelemente des schulischen Mathematikunter-

746 und den neuen Lehrplan

richts. Die durch einen Ministererlass vom 20. Mérz 193
von 193847 erfolgte grundlegende Umgestaltung des kompletten héheren Schulwe-
sens in Deutschland im Sinne der nationalsozialistischen Machthaber hatte eine
Vereinheitlichung fast aller hoherer Schulen unter dem neuen Namen ,,Oberschu-
le“48 zur Folge, dnderte aber nichts an der grundlegenden Bedeutung des Funkti-

onsbegriffs fiir den Mathematikunterricht héherer Schulen.*®

Eine exemplarische Untersuchung von Lehrpldnen des Bundeslandes Rheinland-
Pfalz der Jahre 1954 und 1984 belegt, dass der Funktionsbegriff und das funk-
tionale Denken auch nach 1945 in diesem Bundesland einen wesentlichen Kern
des schulischen Mathematikunterrichts darstellte.’® Es darf wohl davon ausgegan-
gen werden, dass dies auch fiir die librigen Bundesldnder entsprechend extrapoliert
werden kann, zumal in den bundesweit geltenden Bildungsstandards der Kultusmi-
nisterkonferenz der Jahre 2003 und 2012 jeweils eine der grundlegenden Leitideen
mit ,,Funktionaler Zusammenhang“ iiberschrieben wurde.?!

6 Fazit

Als Fazit kann man festhalten, dass nicht nur der Funktionsbegriff in seiner Ent-
wicklung von den ersten Anfdngen bei Descartes iiber Euler bis zu modernen Defi-
nitionen im 19. Jahrhundert einen weiten Weg zu gehen hatte. Auch die Entwick-
lung und Strukturierung des hoheren Schulwesens vollzog sich — beginnend mit der
ersten preufischen Abiturpriifungsordnung vom 23. Dezember 1788 — in einer lang-
wierigen und nicht immer gradlinigen Entwicklung. Im 19. Jahrhundert lag dabei
der Schwerpunkt zunichst in einer Bestandsaufnahme und Vereinheitlichung der
iiberhaupt existierenden und aus Lateinschulen und Biirgerschulen entstandenen

46. Amtsblatt 1937.

47. Lehrplan 1938.

48. Die bisherige Schulzeit der héheren Schulen wurde 1938 von 9 Jahren auf 8 Jahre verkiirzt.
Die Oberschule teilte sich in der Oberstufe in einen sprachlichen und einen naturwissenschaftlich-
mathematischen Zweig. Neben der Oberschule als hauptséchliche héhere Schulform (Sprachen-
folge: Englisch, Latein zuziiglich einer weiteren lebenden Fremdsprache im sprachlichen Zweig)
blieben noch einige wenige Gymnasien als Sonderform bestehen (Sprachenfolge: Latein, Grie-
chisch, Englisch).

49. Lehrplan 1938, S. 187-203ff.

50. Lehrplan 1954, S. 126-136 (,Der Funktionsbegriff und der Abbildungsgedanke sollen den
ganzen Mathematikunterricht durchdringen. S. 127), Lehrplan 1984 (,Leitgedanken ..., das
Erfassen von funktionalen Zusammenhéngen, ...“ S. 6).

51. Bildungsstandards 2003, S. 15f. und Bildungsstandards 2012, S. 25.
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hoheren Schulen. Gegen Ende des Jahrhunderts riickte dann vor allem die Frage
in den Vordergrund, inwieweit die Realanstalten den humanistischen Gymnasien
gegeniiber als gleichwertig anerkannt werden sollten. Nachdem diese Gleichwertig-
keit in Bezug auf die Studienberechtigungen durch den Erlass vom 26. November
1900 festgeschrieben worden war, konnten Mathematiker und Naturwissenschaft-
ler daran gehen den schulischen Unterricht ihrer Facher aktuelleren Erkenntnissen
ihrer Wissenschaften anzupassen. Fiir die Mathematik bedeutete dies vor allem
die Aufnahme des Funktionsbegriffs in die Lehrpléne. Eine entscheidende Rolle in
den Reformbestrebungen spielte der Géttinger Mathematiker Felix Klein, der mit
Friedrich Althoff iiber enge Kontakte ins preufische Kultusministerium verfiigte.
Der Erste Weltkrieg, die Urkatastrophe des 20. Jahrhunderts, verzdgerte auch hier
die weitere Entwicklung. Damit wurde der preufische Lehrplan hoherer Schulen
vom 4. April 1925 der erste Lehrplan, der den Funktionsbegriff und das funktionale
Denken als eine grundlegende Idee ins Zentrum des schulischen Mathematikunter-
richts setzte. Diese Bedeutung haben Funktionsbegriff und funktionales Denken
im schulischen Mathematikunterricht bis heute.
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,Hochverehrter Herr Bernoulli ...
— Ein Digitalprojekt zur
Quellenarbeit im Analysisunterricht

Rosmarie Junker und Susanne Spies

JGeschichte ist gerade deswegen produktiv, weil sie die vorhandenen
Sichtweisen nicht einfach bestétigt, sondern ein fremdes, sperriges Ele-
ment in den Unterricht einfithrt, das zum Nachdenken anregt.” (Jahnke
1995, S. 31)

Im vorliegenden Artikel soll ein Unterrichtsprojekt vorgestellt werden, das sich un-
mittelbar auf die Spuren dieses Zitates begibt. So pladiert Jahnke dafiir, die ,sper-
rigste Form* von Mathematikgeschichte — ndmlich die Arbeit mit Originalquellen
— im Unterricht produktiv werden zu lassen und stellt dies am Beispiel der Bear-
beitung eines Auszugs aus dem ersten Lehrbuch zur Differentialrechnung in einem
Oberstufenkurs vor. Dem folgend werden wir zunédchst darlegen, welche Chancen
der Quellenarbeit im Mathematikunterricht im Allgemeinen zugeschrieben werden
und wie historische Texte in den Unterricht einfliefen kénnen. Danach wird ein
auf diesen Uberlegungen aufbauendes, digital durchgefiihrtes Unterrichtsprojekt zu
Bernoullis Differentialrechnung in der Q1 vorgestellt, das mit einer Schreibaufgabe
in Briefform endete. In der daran anschliefenden ersten Auswertung dieser Schii-
ler*innenbriefe wird der Frage nachgegangen, inwiefern die Konfrontation mit dem
,sperrigen Element“ die Lernenden tatséchlich zum Nachdenken iiber die Analysis
anregen konnte.

SieB 13 (2020), 175-200
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1 Arbeit mit historischen Quellen im Unterricht

Anders als die meisten anderen Unterrichtsfacher kann Mathematik als solche zu-
néchst vollig losgelost von ihrer historischen Genese unterrichtet werden, was der
géngigen Unterrichtspraxis insbesondere in der Oberstufe entspricht. Dabei wiegen
die Griinde fiir eine Einbeziehung historischer Aspekte in den Mathematikunter-
richt mindestens ebenso schwer, wie die meist organisatorischen Gegenargumente
(wie etwa Zeitnot, Sorge der Uberforderung oder fehlende Priifungsrelevanz)®, sind
sie doch hauptséchlich inhaltlicher und epistemischer Natur. So besteht Furinghetti
et al. 2006 folgend ein wachsender Konsens dariiber, dass die Arbeit mit Mathe-
matikgeschichte im Unterricht neben Einblicken in die Entwicklung mathemati-
scher Konzepte auch ein tieferes Verstédndnis fiir die Rolle der Mathematik in der
Welt und ihre Beziehung zu Anwendungsfeldern, Kultur und Philosophie eréfinet.
Dariiber hinaus werde der Blick auf die ,subjektive Dimension“ der Mathematik
gerichtet: ,of aims and intentions in the buidlidng of mathematical concepts and
algorithms, of alternative methods, and of personal and creative aspects* (Furing-
hetti et al. 2006, S. 1285). Demnach kann die Integration von Mathematikgeschich-
te nicht nur einen Beitrag zum Erwerb prozessbezogener Kompetenzen, wie sie der
Lehrplan fordert, leisten, sondern verspricht dariiber hinaus auch sinnstiftende Er-
fahrungen mit Mathematik. Zu welchem Grad aufierdem auch ein direkter Beitrag
zu konkreten inhaltsbezogenen Kompetenzen geleistet wird, ist dabei laut Jank-
vist 2009 nicht zuletzt davon abhéngig, ob die Mathematikgeschichte als Werkzeug
zum Erlernen eines bestimmten Unterrichtsgegenstandes eingesetzt wird (,history
as a tool“) oder in erster Linie selbst der Unterrichtsgegenstand ist (,history as a
goal®).

Die hier skizzierten Chancen beziehen sich zunichst auf die Integration histori-
scher Elemente in den Mathematikunterricht im Allgemeinen, wobei potentielle
Moglichkeiten ebenso wie Schwierigkeiten stark von der Art der verwendeten his-
torischen Beziige und auch der gewahlten Methode abhéngen. Daher sollen mit
Blick auf das hier diskutierte Unterrichtsprojekt im Folgenden die fiir die Arbeit
mit historischen Quellen spezifischen Motivationen und Probleme dargestellt und
mogliche methodische Zugénge diskutiert werden.

1. Vgl. dazu die Zusammenstellung in Buchholz und Schorcht 2019.
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1.1 Potentiale von Quellenarbeit im Mathematikunterricht

Die Arbeit mit historischen Quellen ermdoglicht es nicht nur, etwas tiber die Ge-
schichte des Faches zu erfahren, sondern bietet bei geeigneter Wahl der Quelle die
seltene Gelegenheit auch im Mathematikunterricht Einblicke in echte (historische)
Forschungsarbeit zu erhalten. Somit werden iiber die bereits elementarisierte Vari-
ante mathematischer Konzepte hinaus auch Einblicke in das Denken und Arbeiten
forschender Mathematiker méglich. Habdank-Eichelsbacher und Jahnke 1999 spre-
chen in diesem Zusammenhang von der Moglichkeit ,,authentischer Erfahrungen
mit Mathematik® durch die Arbeit an historischen Quellen.

Hinsichtlich des Einsatzes mathematikhistorischer Quellentexte im Mathematik-
unterricht werden in der ICME Study (vgl. Jahnke etal. 2000) drei Motivati-
onsfelder aufgezéihlt: replacement”,  reorientation und ,cultural understanding
(Jahnke u.a. 2000, S. 292). Demnach besteht die besondere Leistung der Quel-
lenlektiire im Unterricht darin, bekannte Konzepte und Vorstellungen zu ersetzen
bzw. zu ergénzen, was dazu fiihre, Mathematik als intellektuelle Leistung zu erfah-
ren. Damit werde das eigene Bild von Mathematik als Apparat fertigen Wissens
oder Sammlung niitzlicher Techniken erweitert um den Aspekt der Mathematik
als menschlicher Kulturleistung. Letzteres verweist darauf, dass mit der Lektiire
eines historischen Mathematiktextes auch im Mathematikunterricht eine Einord-
nung in den kulturellen Kontext der Quelle einhergehen sollte (vgl. Glaubitz 2010,
S. 23).

Es wird also insbesondere der Arbeit mit historischen Quellen die Moglichkeit zu-
gesprochen, die Auffassungen der Lernenden von Mathematik um den Aspekt der
Mathematik als Prozess und menschlicher Kulturleistung zu ergénzen und damit
zu einem umfassenderen Bild von Mathematik bei den Schiiler*innenn beizutra-
gen.? Diese zunéchst theoretisch gedufierte Hoffnung konnte auch bereits in ver-
schiedenen empirischen Untersuchungen bestétigt und auf mathematikhistorische
Erfahrungen zuriickgefithrt werden (vgl. z.B. Jankvist 2015, oder die in Biitiiner
2015 referierten Ansitze).

Furinghetti u.a. greifen diesen Aspekt implizit auf und ergénzen die drei oben
genannten prominenten Punkte um zwei weitere Aspekte:

»(4) Reading a source is a type of activity which is oriented more to
processes of understanding than to final results. The complete mea-
ning of a historical text may remain open, and it occurs quite often

2. Einem giiltigen Bild von Mathematik wird dabei auch wiederum Auswirkungen auf die Art
des mathematischen Verstehens und die generellen Mathematikleistungen Lernender zugespro-
chen.
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that the same text leads to different readings. Of course, this does not
entail arbitrariness. Reader has to give reasons in support of his or her
interpretation. |[...|

(5) When working with original sources at least three different langua-
ges interact in the classroom: the language of the source, the modern
terminology of the mathematical topic in question and the everyday
language which has evolved in the classroom. This requires of the lear-
ner competencies of translation and switching between these languages
[...]* (Furinghetti et al. 2006, S. 1286f.)

Damit sprechen sie neben den Chancen fiir ein vertieftes Verstehen, das das Ringen
um das Verstandnis historischer Texte bietet, auch mogliche Problembereiche an.
Einerseits ist ein historischer Text nicht beim ersten Lesen in Génze zu erfassen
und die Interpretation ist anders als sonst im Mathematikunterricht gewohnt nicht
immer eindeutig richtig oder falsch. Vielmehr ist hier ein hermeneutisches, diskur-
sives Vorgehen und damit eine geisteswissenschaftliche Arbeitsweise gefragt, die
sich deutlich vom sonstigen Arbeiten im Unterricht unterscheidet und auf die es
sich von Seiten der Lernenden wie Lehrenden einzulassen gilt. Dies gilt ebenso fiir
die verschiedenen Sprachebenen, zwischen denen zu wechseln ist, wenn die Mathe-
matik aus der Quelle mit der heutigen Schulmathematik in Verbindung gebracht
und die Unterschiede als verstéandnisférdernde Irritation fruchtbar gemacht werden
sollen. Die dazu notwendige Sprachkompetenz ist sicher eine hohe Hiirde fiir viele
Schiiler*innen, auf die durch geeignete Hilfestellungen reagiert werden muss.

Werden diese Hiirden, die durch die Andersartigkeit der mathematischen Darstel-
lung in historischen Texten entstehen, aber aufgegriffen und (mindestens teilweise)
iiberwunden, so bieten gerade diese Differenzen die Moglichkeit, {iber die bisher
bekannte Mathematik nachzudenken und ins Gespréich zu kommen:

»Mathematikgeschichtliche Quellen, die Vertrautes verfremden, wecken
epistemische Neugier und stofen Reflexionen im Unterricht auf natiir-
liche (intrinsische), wirkungsvolle und leistungsférdernde Weise an.“
(Glaubitz 2010, S. 30)

Diese von Glaubitz formulierte und empirisch belegte These betont insbesondere
die Rolle der Quelle als Anlass zur Reflexion iiber Mathematik auf verschiedenen
Ebenen (s.u.).?

3. In der Reflexion mathematischer Inhalte und der Beziehung zwischen Mathematik, Umwelt
und Individuum wird dabei immer wieder ein Beitrag zur mathematischen Allgemeinbildung
gesehen. (Vgl. etwa Bauer 1990, Neubrand 1990, Skovsmose 1998 oder Lengnink 2006 — jeweils
mit Schwerpunkt auf unterschiedlichen Reflexionsebenen.)
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Zusammenfassend lasst sich zu den hier skizzierten Motiven sagen, dass Mathema-
tikgeschichte in der Quellenarbeit nicht in erster Linie als ein Werkzeug (neben
anderen) zum Erlernen von Mathematik funktioniert, sondern vielmehr als (mog-
licherweise einzigartiges) Werkzeug auf dem Weg zu einem giiltigen Bild von Ma-
thematik und zu sinnstiftenden Erfahrungen im Mathematikunterricht. Dariiber
hinaus kann sie ein Werkzeug zur ,,Stiftung kultureller Kohérenz* (Heymann 1996)
sein, als Reflexionsanlass dienen (s.o.) und damit im besten Sinne allgemeinbilden-
de Wirkung entfalten.

1.2 Moglichkeiten der methodischen Umsetzung

Die Methode, bei der der historische Bezug die tiefgreifendsten Auswirkungen auf
den gesamten Unterrichtsverlauf hat, ist sicher die auf Toeplitz 1927 zuriickgehen-
de historisch-genetische Methode, bei der sich der Aufbau eines Lehrgangs an der
historischen Genese des zu unterrichtenden Gegenstandes orientiert. Quellentex-
te und ihr historischer Kontext dienen dabei als Textgrundlage des Unterrichts,
werden aber nicht als solche erkennbar. Auch kann der replacement- bzw. Ver-
fremdungseffekt einer Quellenstudie nicht genutzt werden, da ja das historische
Vorgehen dem Gelernten entspricht und damit eine Gegeniiberstellung nicht mehr
moglich bzw. sinnvoll wire. Die Mathematikgeschichte wird hier zum reinen Werk-
zeug fir das Mathematiklernen, die oben geschilderten dariiber hinausgehenden
Chancen der Arbeit mit Quellen im Unterricht werden hochstens mittelbar ge-
nutzt. Dies ist bei den im folgenden vorgestellten Methoden anders: Die Quelle
als solche bzw. ihr historischer Kontext wird sichtbar. Sie dient nicht dazu, ein
mathematisches Konzept erstmals zu erlernen, sondern soll vor dem Hintergrund
der oben skizzierten Hofflnungen ergénzende Quellenstudien anleiten.

Ein Unterrichtskonzept, in dem der explizite Quelleneinsatz méglich wird, ist die
,Lehrkunstdidaktik”, die basierend auf der Methodentrias ,exemplarisch — gene-
tisch — dramaturgisch“ sogenannte ,Lehrstiicke* konstruiert (vgl. Wildhirt und
Gerwig 2013). Anders als bei der historisch-genetischen Methode wird hier im
Sinne Wagenscheins Lernen als am Entstehungsprozess von Wissen orientiertes
und nicht vom Produkt her gedachtes Lernen aufgefasst. Dieses kann Aspekte der
historischen Genese gewinnbringend aufgreifen, muss es aber nicht zwingend*:

4. Moller 2001 unterscheidet individual-genetisches Lehren (orientiert am der Wissenskon-
struktion durch die Lernenden) von logisch-genetischem Lehren (orientiert am sachlogischen
Aufbau des Unterrichtsgegenstandes) und historisch-genetischem Lehren (orientiert an der histo-
rischen Genese des zu unterrichtenden Gegenstandes). Letztere wiederum wird unterschieden in
historisch-genetischen Unterricht in methodischer Absicht, in dem Ausfliige in die Wissenschafts-
geschichte genutzt werden, um beispielsweise Interesse zu wecken oder eine tieferes Verstandnis
zu evozieren, und historisch-genetischen Unterricht in didaktischer Absicht, in welchem die histo-
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,Das genetische Prinzip ermoglicht Einsichten in neue Zusammenhén-
ge und Handlungsmoglichkeiten, die von den Schiiler*innenn angesichts
von irritierenden oder faszinierenden Erscheinungen, Ereignissen und
Eindriicken selbsttétig entdeckt, im Austausch der Einfélle und Er-
fahrungen zusammen mit den Mitlernenden und Seite an Seite mit
den origindren Entdeckern, d.h. oftmals auf dem gleichen, historischen
Erkenntnisweg, geklart und gefestigt werden koénnen.“ (Wildhirt und
Gerwig 2013 , S. 5)

Um diese Chancen des genetischen Lernens zu nutzen, werden in einem Lehrstiick
an dramaturgisch passenden Stellen immer wieder Quellenausziige oder Ereignisse
aus der Mathematikgeschichte eingebunden. Wie diese angeordnet und aufbereitet
werden und wie die Quellenlektiire angeleitet wird, hiangt vom jeweils gewahlten
dramaturgischen Rahmen ab. Neben dem gemeinsamen Lesen und Diskutieren
historischer Texte gehort dazu auch der erzéhlte oder in Form von szenischen
Darstellungen présentierte historische Kontext. Ein Lehrstiick hat dabei den An-
spruch ein ausgewahltes Thema moglichst umfassend und vertieft zu behandeln.
Das heifit, dass Geschichte hier sowohl zum Gegenstand eigenen Rechts als auch
zum ,Werkzeug* wird, um den jeweiligen Stoff allererst zu lernen.

Auch beim sogenannten ,StoryTelling* auf der Basis historischer Begebenheiten,
wie es Heering 2016 oder auch Allchin 2011 fiir den naturwissenschaftlichen Unter-
richt vorschlagen, kénnen neben biographischen Informationen iiber Einzelperso-
nen auch historische Quellentexte, aber auch historische Instrumente Gegenstand
bzw. strukturierendes Moment sein. Auch hier muss aber die Quelle selbst nicht
zwingend explizit zu Tage treten. Die Methode kniipft an die positiven Erwartun-
gen an das Erzéhlen im Unterricht an, verfolgt aber durch den Bezug zur Genese
der jeweiligen Wissenschaft explizit das Ziel, zu einem giiltigen Bild derselben bei-
zutragen. So kniipft diese Methode an die oben beschriebenen Hoffnungen zum
Einsatz historischer Elemente im Mathematikunterricht an. Anders als das Erzéh-
len im Unterricht allgemein (vgl. z.B. George 2014) sind Geschichten auf der Basis
historischer Begebenheiten fiir den Mathematikunterricht bisher jedoch selten be-
schrieben®. Vorteile des StoryTelling gegeniiber einem historische Informationen
lediglich vermittelnden Vortrag entstehen durch das Hervorheben des Menschli-
chen in der Geschichte:

rische Entwicklung zum Strukturierenden Prinzip des Lehrgangs wird. Wagenscheins Ansatz ist
demnach in erster Linie als individual-genetisch zu bezeichnen, wobei im Rahmen der Lehrkunst-
didaktik dieser hdufig mit historisch-genetischem Unterricht in methodischer Absicht kombiniert
wird.

5. Eine Ausnahme stellen hier die Beispiele in Kubli 2005 dar.
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,Historical narratives when sensitively constructed naturally include
a humanizing element that raises personal, ethical, sociological, phi-
losophical and political concerns which tend to increase interest and
motivation in students.“ (Metz et al. 2007, S. 315)

Heering (2016) betont dariiber hinaus die besondere Bedeutung des miindlichen
Erzéahlens fiir die Lehrer-Schiiler-Interaktion. Methodisch kénnen solche Erzahlun-
gen aus der Geschichte des jeweiligen Fachs sowohl zur Motivation der zu behan-
delten Problemstellung zu Beginn einer Unterrichtsreihe stehen als auch am Ende
eine kurze historische Einordnung liefern. Denkbar ist dariiber hinaus auch, dass
die Geschichte immer wieder aufgegriffen wird und so den roten Faden einer Un-
terrichtsreihe darstellt (interrupted reading®) (vgl. Metz u.a, 2007). Im Rahmen
des hier vorgestellten Projekts wurde das StoryTelling genutzt, um in den Kontext
der untersuchten Quelle einzufiihren (s.u.). Auch wenn ein narrativer Stil durch
gelegentlich verwendete ausschmiickende fiktionale Elemente die Gefahr des Ab-
rutschens in ,Pseudohistory* (vgl. Allchin 2004) birgt, so zeigen die Erfahrungen
im hier vorgestellten Projekt, dass eine solche Story es eben auch erlaubt, den
genauen Kontext zu verlassen und im historischen Rahmen zur Eigenaktivitat der
Lernenden anzuregen.

Aufgaben mit historischem Hintergrund finden sich ebenso wie kurze Informati-
onstexte zur Mathematikgeschichte immer wieder auch in Schulbiichern, mit einer
jeweils etwas anders gelagerten Zielsetzung, iiber die verschiedenen Schulstufen
hinweg (vgl. Schulte 2016). Auch der Grad, mit dem die historischen Informa-
tionen bzw. der gewéhlte historische Hintergrund von Aufgaben aufgegriffen und
zum Unterrichtsgegenstand wird, variiert dabei sehr stark (vgl. Schorcht 2018).
Schorcht unterscheidet hier zwischen Schulbucheintrigen, die vor allem informie-
ren, und solchen, die zum Handeln — etwa zum rechnen mit historischen Verfahren
— auffordern. Auferdem kann unterschieden werden, inwiefern sich die historischen
Inhalte ausschlieRlich auf die Vergangenheit beziehen oder ob beispielsweise durch
Vergleiche auch Beziige zur Gegenwart hergestellt werden. Beide Ebenen lassen
sich wiederum unterscheiden in solche Beispiele, die eine Entwicklung der Mathe-
matik aufzeigen und solche, die eher einen statischen Blick auf die Gegenstidnde
vermitteln (vgl. Schorcht 2018, S. 225ff). Aufgaben, in denen ein Quellenauszug
zur Grundlage der weiteren mathematischen Arbeit wird, machen sich die Quelle
als authentischen Kontext (s.0.) und ggf. den Verfremdungseffekt der historischen
Sprache zunutze. Inwiefern eine solche Aufgabe auch zum kulturellen Verstédndnis
beitragen kann, ist dabei immer abhéngig von den zusétzlich gegebenen histori-
schen Hintergrundinformationen und damit nicht zuletzt mit dem Raum, der einer
solchen Aufgabe gegeben wird.
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Die Methode, die historischer Forschungsarbeit sicher am néchsten kommt und
dabei dem Quelltext an sich den meisten Raum gibt, ist die ,hermeneutische Me-
thode, wie sie H.N. Jahnke fiir den Unterricht vorschlagt:

Einen historischen Text zu verstehen, erfordert, ihn mit den eigenen
Vorstellungen zu konfrontieren, und aus dieser Konfrontation heraus
seinen Sinn zu entschliisseln.” (Jahnke 1991, S. 12)

Jahnke nutzt hier ein in den Geisteswissenschaften (und damit auch in der Ma-
thematikgeschichte) géngiges Vorgehen der Textarbeit und macht es fiir den Un-
terricht explizit. Dies bedeutet in der Form, wie sie Jahnke 1995 beispielsweise fiir
die Arbeit mit dem ersten Lehrbuch der Differentialrechnung nach Johann Ber-
noulli vorstellt, dass die Schiiler*innen offen mit der Quelle konfrontiert werden
und diese entsprechend dem hermeneutischen Zirkel wiederholt lesen und in den
eigenen mathematischen Verstehenshorizont integrieren sollen. Eine methodische
Anleitung des Vorgehens wird zunéchst ebenso wenig explizit gegeben wie eine ma-
thematische oder historische Einordnung der Quelle. Der Prozess der Quellenarbeit
wird aber im Unterricht begleitet. Unterrichtsorganisatorisch ist die hermeneuti-
sche Methode der Quellenarbeit am Ende einer Unterrichtseinheit angesiedelt. Ein
mathematischer Gegenstand wird also zunéchst ;konventionell* eingefiihrt, um ihn
dann mit dem historischen Vorgehen zu kontrastieren. Bei der hermeneutischen
Methode handelt es sich also um historisch-genetischen Unterricht in methodi-
scher Absicht (vgl. Méller 2001), denn das Ziel dieses Vorgehens ist, eine Reflexion
iiber das Gelernte anzuregen und so zu einem tieferen Verstehen zu gelangen. Die-
sen Effekt konnte Glaubitz 2010 in einer empirischen Studie nachweisen, wobei
der zugrundeliegende Unterrichtsversuch zu Al Kwharizmis Algebra etwas mehr
angeleitet war, als die von Jahnke vorgestellten Unterrichtsbeispiele.

Im Folgenden beschreiben wir ein Projekt zur Arbeit mit historischen Quellen
in der Oberstufe, in dem wir die hier skizzierten Methoden bzw. jeweils Aspekte
der einzelnen Vorgehensweisen kombinieren und im Rahmen einer digitalen Un-
terrichtssequenz umsetzen.

2 Ein Unterrichtsprojekt zu Johann Bernoullis
Differentialrechnung

Der hier beschriebene mathematikhistorische Exkurs iiber einen alternativen Zu-
gang zur Differentialrechnung erfolgte in einem Mathematik-Leistungskurs, der mit
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18 Schiiler*innen eine {iberschaubare Grofe hat. Der Kurs zeichnet sich insbeson-
dere dadurch aus, dass fast alle Schiiler*innen iiber mindestens durchschnittliche,
in groflen Teilen sogar iiberdurchschnittliche mathematische Fahigkeiten verfii-
gen. Nur drei Schiiler*innen weichen hier nach unten ab. Aufserdem zeigt der Kurs
insgesamt eine hohe Leistungsbereitschaft und die Bereitschaft, sich auch auf au-
fergewohnliche Inhalte und Methoden einzulassen.

Als Quellengrundlage dienten kurze Ausziige aus dem ersten Lehrbuch der Diffe-
rentialrechnung bzw. aus dem diesem zu Grunde liegenden Aufzeichnungen Johann
Bernoullis® in der von P. Schafheitlin (1924) herausgegebenen und in Oswalds
Klassikern der exakten Wissenschaft erschienen Form: Die Differentialrechnung
von Johann Bernoulli aus dem Jahre 1691/92.

Das Projekt wurde so geplant, dass es den Abschluss der Analysisreihe in der Q1
darstellte. Sdmtliche geméf dem Lehrplan erforderlichen Inhalte der Analysis wur-
den im Kurs bereits behandelt und konnten somit vorausgesetzt werden. Insofern
wurde hier unterrichtsorganisatorisch der Zeitpunkt fiir die Quellenarbeit gewéhlt,
wie er auch im Rahmen der hermeneutischen Methode (s.o.) vorgeschlagen wird.
Anders als in dem von Jahnke 1995 vorgestellten Unterrichtsprojekt zu Bernoullis
Differentialrechnung wurde hier jedoch kein Einstieg zum mathematikhistorischen
Vorwissen im Allgemeinen gewihlt, sondern speziell in den historischen Kontext
der behandelten Quelle eingefiihrt. Aufferdem wurde das hermeneutische Lesen
der Quelle starker angeleitet, als in der hermeneutischen Methode vorgesehen.

Urspriinglich war geplant, das Projekt in zehn Unterrichtsstunden vor den Osterfe-
rien im normalen Unterricht durchzufithren. Durch die coronabedingte Schulschlie-
fung musste jedoch das Projekt umgeplant und in digitaler Form durchgefiihrt
werden. Dies erforderte natiirlich nicht nur einen Austausch der Quellenformate,
sondern auch ein didaktisches Umdenken, da die Schiiler*innen nicht wie sonst
in den direkten Austausch iiber die Inhalte mit ihren Mitschiiler*innen sowie der
Lehrkraft treten konnten. Das Projekt erfolgte letztlich in einer angeleiteten Quel-
lenstudie, in der aufgabengeleitetes Lesen der Quellenausziige im Vordergrund
stand flankiert von Arbeitsauftrigen. Diese bestanden in der Reproduktion der
neu kennengelernten historischen Verfahren und Aufgaben, die darauf abzielten,
Bernoullis Argumentation detailliert nachzuvollziechen und unbekannte historische
Fachbegriffe zu kldren. Dies wurde durch Schreibaufgaben begleitet. Die Schii-
ler*innen mussten ihre Aufgaben einsenden und haben jeweils eine individuelle

6. Auf die Unterschiede zwischen dem bereits 1696 veroffentlichten Lehrbuch des Marquis de
I’Hospital und Bernoulli Aufzeichnungen wurde aufgrund der nur sehr kurzen Quellenauszii-
ge nicht eingegangen. Die Kooperation der beiden Wissenschaftler und Bernoullis Prioritatsan-
spriiche wurden im Podcast zum historischen Kontext (s. 2.1 aufgegriffen und fiir die Schiiler
aufbereitet.)
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Riickmeldung zu ihren Ergebnissen erhalten. Auch inhaltliche Fragen konnten je-
derzeit an die Lehrperson gerichtet werden. Zum Ende der jeweiligen Arbeitsblocke
wurden als Reaktion auf gestellte Fragen und beobachtete Unsicherheiten jeweils
in verschiedenen digitalen Formaten Erkldrungen und Antworten fiir alle bereitge-
stellt. Auf diese Weise konnten Fragen und Unsicherheiten Einzelner beantwortet
und gleichzeitig fiir alle produktiv gewendet werden, um so auch trotz der isolier-
ten Arbeitsweise im Heimunterricht das ,Wir* wenigstens mittelbar ins Spiel zu
bringen.”

2.1 Einblick in den biografischen und mathematischen
Kontext

Eingefiihrt wurde das Projekt mit einem Podcast, der die Schiiler*innen auf die
mathematikhistorische Situation um 1700 bezogen auf die Anfénge der Differential-
rechnung und die wissenschaftliche Auseinandersetzung zwischen Johann Bernoulli
und Marquis de 1 "Hospital einstimmen sollte. Der Podcast enthielt noch keine ma-
thematisch relevanten Details, sondern diente vor allem dazu, den Schiiler*innen
einen Einblick in die Mdoglichkeiten wissenschaftlichen Austauschs zu geben und
auf die besondere Situation zwischen Johann Bernoulli und 1"Hospital hinzuwei-
sen, die sich beide im Recht sahen, gewisse mathematische Erkenntnisse iiber die
Differentialrechnung zu veréffentlichen. So wurde der dem Podcast zugrundelie-
gende Text unter dem Leitmotiv ,Privatunterricht bei einem der grofiten Kopfe
Europas. — Die Entstehung des ersten Lehrbuchs zur Differentialrechnung.“ entwi-
ckelt®. Das Format eines Podcast wurde gewiihlt, um im Sinne des StoryTelling den
Charakter des miindlichen Erzéhlens und seine Vorziige gegeniiber einer gelesenen
Geschichte (vgl. Heering 2016) auch im digitalen Format zu erhalten. Die Aus-
einandersetzung der beiden Wissenschaftler iiber Inhalte der Differentialrechnung
diente somit der historischen Einordnung des zugrundeliegenden Quellentextes.
Dariiber hinaus konnte die im Podcast beschriebene Konstellation am Ende der
Reihe wieder aufgegriffen werden, indem die Schiiler*innen selbst in der Rolle des
Marquis de 1 "Hospital in einen wissenschaftlichen Austausch mit Johann Bernoulli
treten sollten.

Um die Schiiler*innen auf den ungewohnten Sachverhalt einzustimmen, dass Jo-
hann Bernoulli in seinen Ausfiihrungen zum Differential ganz ohne die Darstellung
von Funktionen in einem Koordinatensystem auskommt, erfolgte ein Exkurs zur

7. In diesem Sinne gleicht das Vorgehen in dieser Unterrichtseinheit dem Dialogischen Lernen
(vgl. z.B. Gallin 2010) wobei der Quellenauszug jeweils als initiale Kernidee dient.

8. Die Geschichte entstand auf der Grundlage der Praxisanleitung im Projekt StorryTelling
der Universitét Flensburg (www.uni-flensburg.de/storytelling/storytelling-howto)
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Moglichkeit der Konstruktion von Parabeln ohne Koordinatensystem. Dazu wur-
de eine Methode eingefiihrt, wie sie beispielsweise durch den arabischen Gelehrten
Ibrahim ibn Sinan (908-946) in seinem Werk Uber das Zeichnen der drei Kegel-
schnitte beschrieben und bewiesen wurde (vgl. Berggren 2011, S. 95). In mehreren
Erklarvideos erhielten die Schiiler*innen die Moglichkeit, eine solche Parabelkon-
struktion nur mit Zirkel und Lineal nachzuvollziechen und damit im Zusammenhang
stehende, relevante mathematische Inhalte (Satz des Thales und Hohensatz) zu
wiederholen. Anschlieffend sollten sie eine solche Parabelkonstruktion selbststén-
dig durchfithren. Die Tatsache, dass eine solche Konstruktion ohne ein Koordina-
tensystem sinnvoll moglich ist und sich auf eine rein geometrische Problemstellung
zurlickfithren ldsst, ndmlich dem Auffinden eines zu einem Rechteck mit der vorge-
gebenen Seitenléngen a und der variablen Seitenldnge x flichengleichen Quadrats
mit der Seitenlénge y, schien die Schiiler*innen zu beeindrucken. Sie zeigten sich al-
le dufserst motiviert, eine solche Parabelkonstruktion eigenstédndig durchzufiihren.
Dies zeigte sich sowohl darin, dass sie erstaunlich schnell und korrekt die gefor-
derten Arbeitsergebnisse zusandten als auch darin, dass in der Abschlussaufgabe,
die der Reflexion der Arbeitsergebnisse diente, durchgéingig dem Erstaunen iiber
diese Moglichkeit Ausdruck verliehen wurde.

2.2 Gefiihrte Einblicke in Bernoullis Lehrbuch

Anschliefiend erfolgte die erste Quellenarbeit. Die Schiiler*innen erhielten Ausziige
aus dem Werk , Die Differentialrechnung” von Johann Bernoulli. Zum einen wurden
den Schiiler*innen die ersten beiden fiir Bernoullis Arbeit grundlegenden Postulate
zur Verfligung gestellt, die zum Verstdndnis der Differentiation an der Parabel
notwendig sind?:

»1. Eine Grofe, die vermindert oder vermehrt wird um eine unendlich
kleinere Grofe, wird weder vermindert noch vermehrt. 2. Jede krumme
Linie besteht aus unendlich vielen Geraden, die selbst unendlich klein
sind.“ (Bernoulli 1924, S. 11).

Auferdem sollten sich die Schiiler*innen mit Bernoullis Herleitung des Differentials
der quadratischen Funktion beschéftigen (vgl. Abb. 2).

In einer kleinschrittigen, aufgabengeleiteten Analyse des kurzen Quellenauszugs
sollten die Schiiler*innen die Herleitung der ,,Ableitungsregel* fiir Parabeln geo-
metrisch deuten, sich also bei jedem einzelnen Beweisschritt {iberlegen, was er

9. Insofern halten wir uns hier an de L’Hospitals Lehrbuch. Auch er gibt in seiner Version nur
die ersten beiden Postulate an (vgl. Volkert 1988, S. 108f).
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geometrisch bedeutet. Fiir Bernoullis Arbeit ist der Begriff des Differentials von
zentraler Bedeutung. Aus diesem Grund wurde diese erste Quellenarbeit mit der
Aufgabe abgeschlossen, einen fiktiven Eintrag fiir die Enzyklopéadie des Wissens
von Diderot und d “Alembert iiber die Bedeutung des Begriffs Differential zu ver-
fassen.

Das Ditfferential von ? ist 2 dx, was so bewiesen wird [*8]:
Multipliziert man x+.¢ mit « 4 e, so wird das Produkt
x? +2ex 4 €. Wird davon x? abgezogen, so bleibt 2ex 4 e?
und dies ist wegen des ersten Postulates gleich 2ex=2xzdu.
Q.E.D.

Abbildung 1: Quellenauszug 1 ( Bernoulli 1924 S. 12)

Aufgaben:

1. Welchen Zweck verfolgt Bernoulli, wenn er x + e mit x 4 e multi-
pliziert?

2. Anschlieffend subtrahiert Bernoulli z. Warum? Was bleibt geo-
metrisch {ibrig? Erstelle dazu eine Skizze des Graphen von y = z
Markiere hier x, x 4+ e und die Differenz 2ex + e.

3. Warum fillt e weg? Was bleibt rechnerisch {ibrig und was hat der
Term 2zdx geometrisch fiir eine Bedeutung?

4. Bernoulli schreibt an keiner Stelle, was ein Differential ist. Dies
muss aus dem Text erschlossen werden. Jean le Rond d‘Alembert
und Denis Diderot veroffentlichten 1751 ihre ,Enzyklopadie des
Wissens®. Stelle Uberlegungen zu der Frage an, was mit einem
Differential gemeint sein kénnte und schreibe einen fiktiven Ein-
trag fiir die ,,Enzyklopéddie* von Diderot und d‘Alambert.

Dieses eher kleinschrittige Heranfithren an die geometrische Argumentationswei-
se Bernoullis in den Aufgaben 1-3 ist einerseits der Erfahrung geschuldet, dass
selbst fortgeschrittene Mathematikstudierende bei der Arbeit mit dieser Quelle
grofe Probleme zeigten, den Kontext ,Funktion, Koordinatensystem, Funktions-
graph‘zu verlassen und die geometrischen Argumente nachzuvollziehen (vgl. Spies
und Witzke 2018). Andererseits haben Schiiler*innen auch in der Oberstufe in der
Regel wenig Erfahrung damit, sich selbststdndig einem mathematischen Text zu
ndhern, was insbesondere fiir historische mathematische Texte gilt. Die in den Auf-
gaben gestellten Fragen zeigen den Lernenden somit exemplarisch, wie an einen
solchen Text herangegangen werden kann, wie kleinschrittig man sich mit ,Stift
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und Papier* jedem Zeichen zuwenden muss, um wirklich das mathematische Argu-
ment zu verstehen. Durch die gestellten Fragen wird somit auch das wiederholte
Lesen und der wiederholte Abgleich des Gelesenen mit dem eigenen — hier elemen-
targeometrischen — (Vor-)verstdndnis, also das Lesen im hermeneutischen Zirkel
(s.0.) angeleitet.’® An diesem Beispiel zeigt sich aber dariiber hinaus, dass in der
intensiven Auseinandersetzung mit historischen Texten im Mathematikunterricht
mindestens implizit der Unterschied zwischen ,mathematischem Lesen und dem
Lesen von Texten etwa in den Geisteswissenschaften oder der Belletristik erfahr-
bar werden kann und somit eine Lesekompetenz geschult wird, die fiir ein spéteres
(Mathematik-)Studium unerlisslich ist. Die Quellenarbeit wirkt hier also wissen-
schaftspropadeutisch im besten Sinne.

Wihrend die Aufgaben 1-3 also das mathematische bzw. mathematikhistorische
Lesen in den Vordergrund stellen, zielt Aufgabe 4 auf das Schreiben iiber Mathe-
matik ab, um sich so der Bedeutung eines zentralen Begriffs der friithen Analysis,
dem ,Differential“, zu ndhern. Das Genre des Enzykopédieartikels fordert die For-
mulierung der Gedanken in einer Bildungssprache und damit sowohl das Verlassen
der Ebene der (historischen) mathematischen Fachsprache als auch der individuel-
len Versprachlichung im Verstehensprozess. Der so angeregte Sprachebenenwechsel
initiiert nicht nur die inhaltliche Reflexion, sondern gilt auch als ein Bildungsziel
im Mathematikunterricht, zu dem Quellenarbeit in besonderem Mafse beitragen
kann:

»Diese Sprachen sollten miteinander in Beziehung treten, und die Ler-
nenden sollten in der Lage sein, flexibel von einer in die andere Sprache
zu wechseln. Darin liegt ein Bildungsziel der Einbeziehung historischer
Inhalte in den Mathematikunterricht, das weit {iber den jeweiligen An-
lass hinausgreift.“ (Jahnke 1991, S. 8)

Nebenbei wird mit dieser Aufgabe auferdem auf die Enzyklopédie als die Wissen-
schaft der Aufklarung préagendes Werk und mit Diderot und d‘Alembert auf zwei
weitere Grofen der Zeit wenigstens hingewiesen.

Um die Schiiler*innen fiir die folgenden Aufgaben auf einen gemeinsamen Lern-
stand zu bringen, wurde im Anschluss ein Erklarvideo erstellt, in dem die in der
Bearbeitung der Aufgaben sichtbar gewordenen Versténdnisprobleme insbesondere
zum Begriff des Differentials aufgegriffen wurden.

10. In einem Préasenzunterricht wéiren es vermutlich diese Fragen gewesen, die in kooperativen
Arbeitsphasen aufgekommen und bearbeitet worden waren bzw. von der Lehrkraft zur Anregung
des weiteren Arbeitsprozessen miindlich gestellt worden wéaren.
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Im Anschluss an die Herleitung des Differentials sollte die erste Aufgabe aus Ber-
noullis Lehrbuch nachvollzogen werden, ndmlich die Konstruktion der Tangente
an einen Parabelpunkt (vgl. Quellenauszug 2). Auch hier entschlossen wir uns
fiir eine kleinschrittige, fragengeleitete Analyse der Quelle, an deren Abschluss
die eigenstédndige Konstruktion einer Tangente an einen beliebigen Parabelpunkt
stand.

Aufgabe

0. Im Text steht, dass es die Aufgabe sei, die Tangente der Parabel
zu finden. Versucht, das Anliegen zu konkretisieren. In welchem
Punkt soll die Tangente gefunden werden? Markiere in der Zeich-
nung, was genau also gesucht ist.

1. Die Verhéltnisgleichung FG : GD = CD : AC geht auf den Strah-
lensatz zuriick. Markiere die Strahlensatzfigur in der Zeichnung

(Fig. 1).
2. Wo in der Zeichnung findet sich die Subtangente?
3. Erklire die Gleichungskette (*) im Originaltext.!!

4. Wie kann Bernoulli nun die Tangente konstruieren? Fiihre die
Konstruktion durch.

Die Teilaufgaben in diesem Block sollen den Blick fiir die Besonderheiten einer
geometrisch argumentierenden Analysis schiarfen. Die Einstiegsaufgabe verweist
auf einen zentralen Unterschied des historisch-geometrischen Vorgehens zu dem,
was bisher im Analysisunterricht gelernt wurde: Wéhrend im Schulunterricht, in
dem im Ubrigen auch die Differentiation der Parabel bzw. quadratischer Funktio-
nen auch oft das Einstiegsproblem darstellt, die Steigung einer Tangente in einem
vorgegebenen Punkt xg gesucht wird bzw. die Ableitungsfunktion zu bestimmen
ist, 16st Bernoulli das klassische antike, geometrisch formulierte Tangentenproblem
fiir einen Kegelschnitt. Es soll also fiir einen beliebigen Kurvenpunkt D ein zweiter
Punkt konstruiert werden, um auf der Grundlage der Euklidischen Geometrie die
Tangente im Punkt D konstruieren zu konnen. Die Teilaufgaben 1-3 sollen dann
helfen die elementargeometrische Argumentation vertiefter zu verstehen. Der in
Aufgabe 2 angesprochene Begriff der ,,Subtangente stellt dabei ein Beispiel eines
zur Zeit und im Argumentationskontext Bernoullis vollig selbstverstidndlich ver-
wendeten mathematischen Fachbegriffs, der aber in der (Schulmathematik) heut-
zutage unbekannt ist. Hier konnen die Schiiler*innen auch eine Entwicklung der
mathematischen Fachsprache erleben.

11. Gemeint ist hier die Zeile ,, s = 2y/a = 2ax/a = 2z
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Die Tangente der Parabel zu finden:
Nach der Erklarung der Parabel ist az=y? also auch

adae=2ydy oder u:2_.7___~g,g[,g] und da nach Postulat 2

3

Fig. 1.

angenommen wird, daB jede Kurve aus unendlich vielen
geraden Linien besteht, so wird die Tangente 4 D (Fig. 1) und
das unendlich kleine Stiick D F' der Parabel BDF eine Gerade
sein, Zieht man daher NG parallel dem Durchmesser 4F,
so wird A DGF~ ACD. Daher ist FG:GD=CD: AC und

i 0 1
bedeutet ¢ die Subtangente [*], so ist d—?’- st 22 3 (nach dem
x 8 2y
2y 2ax
Vorangehenden); demnach s = TJ = —gf =2x., Wenn daher

AC doppelt so groB wie die Abszisse BC des Kurvenpunktes
D genommen wird und durch A4 die Gerade 4D gezogen
wird, so ist siec die Tangente, die zu finden war.

Abbildung 2: Quellenauszug 2 ( Bernoulli 1924 S. 16f)
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Durch die Aufforderung zur eigenstandigen Konstruktion der Tangente am Ende
konnte zumindest sichergestellt werden, dass die Schiiler*innen, die hierzu in der
Lage waren, die Theorie auch grob verstanden hatten. In der Situation, in der
kein personlicher Kontakt zu den Schiiler*innen moglich war, was jederzeit mog-
liche Nachfragen an die Lehrkraft und den direkten Austausch der Schiiler*innen
untereinander erlaubt hétte, war dies eine gute Moglichkeit, herauszufinden, ob
die Theorie in groben Ziigen verstanden wurde. Aufferdem zeigten sich die Schii-
ler*innen durch die Aufgabe, selbst zu konstruieren und hinterher auch ein ,Er-
gebnis‘, ein Produkt zu haben, besonders motiviert. Ein weiterer, zu erwartender
Effekt ist, wie in allen eigenaktiven Phasen, dass das erarbeitete Verfahren so eher
behalten wird, als wenn es nur gelesen wiirde.

Bevor die letzte Aufgabe fiir die Schiiler*innen anstand, das Gelernte zu reflek-
tieren, mit vorhandenem Wissen abzugleichen und den Bogen zum Beginn des
Projekts — der Darstellung des mathematikgeschichtlichen Hintergrunds und des
wissenschaftlichen Austauschs der beiden Mathematiker — zu schlagen, sollten die
Schiiler*innen wieder auf einen gemeinsamen Lernstand gebracht werden. Ebenso
wie nach der ersten Quellenarbeit wurde hierzu ein Erkléarvideo erstellt, das Fragen
der Schiiler*innen beantworten sollte, die wihrend der Bearbeitung der Quellen-
arbeit auftauchten, und welches Verstdndnisprobleme zu beheben versuchte, die
sich in den Ergebnissen der Schiiler*innen zeigten.

2.3 Anregung zur abschlieBenden Reflexion

Die Schiiler*innen sollten zum Abschluss des Projekts nun selbst die Rolle von
1"Hospital einnehmen und in einen wissenschaftlichen Austausch mit Johann Ber-
noulli treten. In einem Brief sollten sie ihre Fragen bezogen auf Bernoullis Vorge-
hen zur Bestimmung von Differentialen und der Konstruktion von Tangenten an
Bernoulli richten, indem Sie die neu erworbenen Kenntnisse mit ihren bisherigen
Vorstellungen von Differentialrechnung abglichen.'?> Um die Schiiler*innen auch
dazu anzuregen, iiber ihr bisheriges Verstdndnis von Ableitungen nachzudenken
und dieses zu verschriftlichen, wurde zum Einstieg in diese Schreibaufgabe ein
Briefanfang vorgegeben:

12. Wiahrend die vorangegangenen Aufgaben allesamt eher vergangenheitsbezogene Aufgaben
sind, handelt es sich bei dieser Schreibaufgabe also um eine gegenwartsbezogene Aufgabe im
Sinne Schorchts (2018).
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Hochverehrter Herr Bernoulli,

mit grofsem Interesse habe ich Ihre Ausfithrungen tber das Differential
der Parabel gelesen. Allerdings habe ich noch einigen Kldrungsbedarf.
Bisher dachte ich immer, die Ableitung der Parabel wire . ..

Aufgabe:
Vervollstandige diesen Brief so ausfiihrlich wie moglich.

Diese Aufgabe diente dariiber hinaus auch dem Zweck, noch letzte offene Fragen
zum Versténdnis stellen zu kénnen und Raum fiir Anmerkungen zu geben. Auf-
fallig war, dass die Briefform gut angenommen wurde. Die meisten Schiiler*innen
behielten in ihren eigenen Texten die im Anfang vorgegebene Briefform bei und
hatten sichtlich Spafs daran, ihre Gedanken in diesem Stil niederzuschreiben. Da-
bei beriihrten die geschilderten Fragen und Uberlegungen inhaltlich ein sehr weites
Feld: Sie reichten von Fragen zu konkreten Schliissen im gelesenen Quellenauszug,
iiber das Erstaunen iiber die geometrische Methode, Kurven zu konstruieren und
zu diskutieren sowie die Giiltigkeit von Bernoullis Postulaten bis hin zur Frage,
warum diese Art der Analysis nicht Teil des Curriculums ist. In einem Antwortbrief
der Lehrpersonen im Namen von Johann Bernoulli wurde auf all diese Themen ein-
gegangen und versucht, die Fragen der Schiiler*innen gesammelt aufzugreifen und
zu klaren. Offensichtliche Irrtiimer wurden angesprochen und konnten ausgerdumt
werden.

3 Qualitative Auswertung der Abschlussbriefe

Mit den Briefen, die die Schiiler*innen unter dem Namen de L‘Hospitals verfass-
ten, liegen schriftliche Zeugnisse vor, die in gewissem Sinne erste Wirkungen des
Quellenprojekts bei den Lernenden dokumentieren. Wie oben bereits angedeutet,
umfassen die formulierten Gedanken inhaltlich ein weites Spektrum und beziehen
— angeregt durch den vorgegebenen Briefanfang — auch das eigene Vorverstindnis
mit ein. Der wissenschaftliche Austausch im Briefformat fiihrt dariiber hinaus zu
relativ offenen und personlichen Formulierungen der Gedanken. Die Dokumente
der Schiiler*innen lassen also Riickschliisse darauf zu, inwiefern die Quellenarbeit
im vorgestellten Unterrichtsprojekt tatséchlich zu Reflexionen iiber Mathematik
gefiihrt hat — wie oben als theoretische Hoffnung formuliert (s.o0.) — und damit
bildungswirksam wurde.
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Um die Schiilerbriefe strukturiert auf die enthaltenen Reflexionen zu untersuchen,
wurden die Dokumente in Anlehnung an die Methode der qualitativen Inhaltsana-
lyse nach Mayring 2002 gelesen. Die Analyseeinheiten ergaben sich dabei durch
die Sinnabschnitte innerhalb der Briefe. Geleitet durch die Erwartung, Zeugnisse
von personlicher Reflexion tiber Mathematik vorzufinden, wurden als deduktive
Kategorien zunéichst die auch von Glaubitz 2010 in Anlehnung an Bauer 1990
formulierten Reflexionsebenen herangezogenen: die Gegenstandsebene, die sowohl
die Reflexion in der mathematischen Arbeit, als auch die Reflexion iiber den Ge-
genstand, gerichtet ,auf das Wesen der Disziplin®, enthélt. Desweiteren zéhlt dazu
die Sinnebene, die das Nachdenken iiber die Sinnhaftigkeit der Beschéftigung mit
Mathematik sowie die Reflexion iiber Bedeutung und Grenzen mathematischen
Denkens an sich beinhaltet. Und zuletzt wird die Selbstebene genannt, die die Re-
flexion iiber die Auswirkungen der Beschiftigung mit mathematischen Inhalten
auf die Moglichkeiten des eigenen Denkens und Handelns enthélt ebenso wie das
Nachdenken {iber die Rolle der Mathematik fiir die eigene Person und das eigene
Selbstverstindnis.

Als Resultat einer ersten Durchsicht des Materials wurde die Gegenstandsebene
von uns noch einmal in drei Ebenen unterteilt und so der Kategorienkatalog in-
duktiv erweitert. Hier ist zum einen die Ebene zu nennen, in der hauptséchlich
ein Vergleich unterschiedlicher mathematischer Methoden und Herangehenswei-
sen vorgenommen wird (Ebene I). Weiterhin unterscheiden wir hier eine Ebene,
in der das Nachdenken iiber eine Ubertragung mathematischer Vorgehensweisen
und Methoden auf naheliegende, iiber das behandelte mathematische Problem hin-
ausgehende Fragen und Problemstellungen stattfindet (Ebene IT). Und als dritte
Ebene haben wir die Ebene herausgestellt, die die Reflexion iiber die Frage nach
der Genese von mathematischen Inhalten und Fragestellungen beinhaltet (Ebene
III). Diese Subbereiche der Gegenstandsebene entsprechen zugleich verschiedenen
Anforderungsbereichen mathematischer Aufgaben. Mit dieser Unterteilung bilden
wir also die sehr unterschiedlichen Niveaus der Gegenstandsreflexion ab, die in den
Briefen an Bernoulli sichtbar geworden sind.

Die im Folgenden angefiihrten Ankerbeispiele fiir die unterschiedlichen Reflexions-
ebenen zeigen, inwiefern die beschriebene Unterrichtsreihe bildungswirksam wurde
und man berechtigter Hoffnung sein kann, dass die Behandlung auch historischer
Perspektiven und Inhalte im Mathematikunterricht verschiedenste Reflexionsebe-
nen bei den Schiiler*innen erreichen kann.

,»Bisher dachte ich immer, die Ableitung der Parabel wdre eine Gerade,
die die Steigung der Parabel wiedergibt. Bis dahin ging ich davon aus,



Quellenarbeit im Analysisunterricht 193

die Ableitung mit Hilfe des Differenzenquotienten zu erhalten. Sie wie-
derum erhalten die Ableitung durch eine Tangente an einem unendlich
kleinen Abschnitt der Parabel.”

Dieses Zitat eines Schiilers, das sich in &hnlicher Form in fast allen Schiiler*innen-
Briefen an Bernoulli findet, verdeutlicht sehr anschaulich, dass hier ein Vergleich
verschiedener mathematischer Vorgehensweisen stattfindet und der Schiiler er-
kennt, dass der gleiche mathematische Sachverhalt durch zwei v6llig unterschied-
lich erscheinende Methoden erschlossen wird. Sehr deutlich befinden wir uns also
hier im Bereich der Gegenstandsebene nach Glaubitz und innerhalb dieser auf
Ebene 1.

Die folgenden beiden Zitate zeigen, dass sie sich gedanklich auf Ebene I der Ge-
genstandsebene befinden:

»Auferdem frage ich mich, ob Sie auch andere und vor allem komple-
zere Funktionen ohne Koordinatensystem darstellen kéonnen.“

»Was ich bemerkenswert finde, ist, dass beide Methoden einen Vor- bzw.
Nachteil haben. Ihre Methode kommt vollkommen ohne eine einzelne
Rechnung aus und kann véllig unkompliziert aufs Papier gebracht wer-
den. Die Methode, die mir bisher bekannt war, hat den Vorteil, dass
auch bei sehr groffen Mafstiben die Steigung bestimmt werden kann,
ohne riesige Zeichnungen vorzunehmen.“

Im ersten dieser beiden Zitate findet eine Uberlegung zu der Moglichkeit der Uber-
tragung der behandelten Methode auf weitere bekannte Funktionen statt. Der
Schiiler zeigt hier ein Problembewusstsein, indem er die Praktikabilitdt der ange-
wendeten Herangehensweise an die Differentialrechnung gewissermafsen hinterfragt
und so deutlich macht, dass sie fiir ihn nur dann sinnvoll erscheint, wenn sie sich
nicht nur isoliert auf eine einzige Klasse von Funktionen anwenden l&sst.

Der Schiiler, aus dessen Feder das zweite Zitat stammt, wigt Vor- und Nachteile
der beiden Methoden ab. Das heifst, er stellt nicht nur fest, dass es sich um zwei
verschiedene Zugénge zur Differentialrechnung handelt, sondern vergleicht diese
miteinander.!® Er geht sogar noch weiter, indem er fragt, ,,/.../ ob es noch andere

13. Inhaltlich spannend ist an diesem Zitat auch, dass der Schiiler offenbar Bernoullis Vorgehen
ganz auf einen graphischen Ansatz reduziert und beispielsweise nicht in Betracht zieht, dass
die Argumentation nicht von der konkreten Zeichnung oder dem gew#hlten Mafistab abhéngt.
Die geometrischen Argumente fithren hier also zu der Vermutung, dass Bernoulli einen naiv
empirischen Ansatz verfolgt, dhnlich dem heute in Schulbiichern zum Einstieg immer wieder
geforderten ,,graphischen Ableiten. Andererseits scheint das Bild von Analysis, wie er sie bisher
kannte, algebraisch geprégt zu sein und das schematische ,,Rechnen“ in den Vordergrund zu
stellen. Hier wire in einer Prasenzsitzung sicher ein Einhaken spannend gewesen.
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Probleme bei einer der beiden Methoden gibt. Gibt es vielleicht auch bei der mir
bisher bekannten Methode Grenzen?“ Mit dieser Fortfiihrung seines Gedankens
reflektiert der Schiiler auch auf der Sinnebene nach Glaubiz. Er fragt ganz konkret
nach den Grenzen des behandelten mathematischen Ansatzes.

Dass auch Ebene III der Gegenstandsebene erreicht wird, zeigt folgende Frage nach
den Postulaten, die Bernoulli fiir seine Uberlegungen annimmt:

»Um Ihren Vorlesungen tber Differentialrechnung besser folgen zu kdn-
nen, wiirde ich Sie noch fragen, mit welchen Uberlegungen Sie zu Ihren
Postulaten gekommen sind?“

Auch das folgende Zitat stellt implizit die Plausibilitit der angenommenen Postu-
late Bernoullis in Frage:

»Wenn man davon ausgeht, dass eine Parabel aus unendlich vielen klei-
nen Geraden besteht, wie kann dann zwischen den Punkten D und F ei-
ne Gerade sein? [...[] Was ich meine, ist, dass zwischen zwei Punkten,
egal wie weit voneinander entfernt, ja eigentlich immer eine Krim-
mung sein muss, zumindest bei einer Parabel. Denn das ist ja dann
wie eine Sekantensteigung. [...| Die Tangente am Punkt F wire ja
auch wieder etwas verschieden zu der von D, daraus ziehe ich, dass
zwischen den beiden Punkten keine Gerade verlaufen kann.“4

In diesen beiden Fragen sieht man sehr deutlich das Nachdenken iiber die Entwick-
lung von Bernoullis Vorgehen und dessen Plausibilitdat. Fiir mathematisch interes-
sierte Schiiler*innen, die gelernt haben, dass alle Behauptungen in der Mathematik
wenig wert sind, solange sie nicht bewiesen oder zumindest stichhaltig begriindet
wurden, fiihrt die scheinbar willkiirliche Annahme von Postulaten natiirliche zu-
néchst zu Irritationen — insbesondere, da im schulischen Mathematikunterricht nur
sehr selten die Genese der verwendeten mathematischen Grundannahmen sichtbar
wird. Ein dhnliches Hadern mit Bernoullis Postulaten fand sich auch in weiteren
Briefen und wurde daher auch im Antwortbrief aufgegriffen.

Dem ersten Beispiel fiir eine Reflexion auf der Sinnebene soll folgendes Zitat hin-
zugefiigt werden:

»Jedoch frage ich mich, warum Sie all diese Schritte machen, um eine
Tangente zu bestimmen. Verstehen Sie mich bitte nicht falsch, aber ich
sehe keinen Grund darin, vor allem, weil wir nichts iber die Tangente,
bis auf die Steigung, erfahren.*

14. Interessant ist hier, dass eine intuitive Vorstellung von Stetigkeit in die Argumentation ein-
fliet, obwohl diese dem Lehrplan entsprechend im Unterricht nicht explizit thematisiert wurde.
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Der Schiiler stellt hier ganz explizit die Frage nach dem Grund, dem Sinn des
behandelten mathematischen Vorgehens zur Bestimmung einer Tangente, das ihm
offenkundig schon stimmig, aber sehr aufwindig erscheint im Gegensatz zu der
ihm bisher bekannten Methode zur Bestimmung einer Tangentengleichung. Ein
anderer Schiiler stellt eine dhnliche Frage, geht aber noch einen Schritt weiter,
indem er bereits die Moglichkeit in Betracht zieht, dass das neu erlernte Vorgehen
eventuell hilfreich sein konnte bei der Behandlung praktischer Probleme:

»Zum Schluss frage ich mich noch, wie man mit dieser konstruierten
Parabel [...] praktische Beispiele [Anwendungsaufgaben] losen kann.

Zuletzt zeigen die folgenden Beispiele von Schiiler*innenzitaten, dass an vielen
Stellen auch eine Reflexion auf der Selbstebene erfolgte.

~Meine Frage ist also, warum soll ich meine bis jetzt bekannten und
schnellen Methoden durch Ihre ersetzen?“

JIch finde es spannend, zu sehen, dass diese Mdglichkeit mit Hilfe des
Strahlensatzes funktioniert.“

In fast allen Schiiler*innen-Briefen finden sich Ausdriicke wie ,spannend®, ,iber-
rascht®, ,beeindruckt®, ,interessant” oder ,wiirde ich gerne verstehen®. Daran zeigt
sich, dass die Auseinandersetzung mit der historischen Mathematik auch emotional
wirksam wurde und so dhnlich wie bei der Reflexion iiber asthetische Erfahrungen
mit Mathematik auch hier sinnstiftende Erfahrungen dokumentiert sind.'® Dies al-
les sind dartiber hinaus deutliche Hinweise darauf, dass die meisten Schiiler*innen
die Unterrichtsreihe dafiir nutzen konnten, ihr eigenes Verstéandnis von Mathema-
tik und ihrer Bedeutung umzustrukturieren, um neue Aspekte zu ergénzen und ihr
Repertoire an Denkansétzen fiir mathematische Fragestellungen zu erweitern.

Durch die Analyse der Briefe an Bernoulli kénnen wir also insgesamt davon aus-
gehen, dass eine Beschaftigung der Schiiler*innen mit den behandelten mathe-
matischen Inhalten sowohl auf verschiedenen zum Teil hohen Niveaus und auch
strukturell unterschiedlichen Ebenen angeregt wurde.

15. Vgl. Miiller-Hill und Spies 2015). Auch als Reflexionsanlass zur #sthetischen Reflexion in
der Selbstebene eignen sich historische Verfahren als Kontrast zum gelernten in besonderer Weise
(vgl. Allmendinger und Spies 2015). Vor diesem Hintergrund wire auch ein Fokussieren auf die
Selbstebene und die explizite Frage nach einem individuellen dsthetischen Vergleich des histori-
schen mit dem schulanalytischen Vorgehen spannend gewesen und hétte bei der Durchfiihrung
als Prasenzprojekt z.B. in einem reflektierenden Abschlussplenum thematisiert werden kénnen.
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4 Reflexion im digitalen Setting?

Die Auswertung der Abschlussbriefe zeigt, dass die Schiiler*innen durch die inten-
sive Beschéftigung mit dem historischen Quellenmaterial zu durchaus tiefgehen-
den Reflexionsleistungen auf den verschiedensten Ebenen angeregt wurden. Die
zunéchst theoretisch begriindete Hoffnung, die mit dem Quelleneinsatz im Mathe-
matikunterricht verbunden ist (s. 1.1), konnte so also eindeutig empirische Besté-
tigung finden. Erstaunlich ist dieser Befund dennoch, da héiufig insbesondere der
direkte Austausch iiber das Gelesene der Lernenden untereinander und mit der
Lehrkraft sowie die Offenheit der Aufgabe im Rahmen der hermeneutischen Me-
thode als besonderes, die Reflexion allererst anregendes Moment beschrieben wird.
Gerade diese Aspekte der Quellenarbeit mussten jedoch in der digitalen Durchfiih-
rung des Projekts entfallen. Daher sollen hier nun abschlieffend einige methodische
Bedingungen diskutiert werden, die auch im digitalen Setting historische Quellen-
texte zum Reflexionsanlass im Mathematikunterricht werden lassen.

Die Arbeit mit historischer Mathematik bedarf auch zur Vorbereitung des Nach-
denkens {iber das Erarbeitete eines Rahmens, der sowohl ein Gefiihl fiir den histo-
rischen Kontext vermittelt als auch die Arbeit mit dem (meist auferhalb des Cur-
riculums stehenden) historischen Text motivieren kann. In einem digitalen Setting
kann dies z.B. mithilfe eines Podcasts, einer historischen Dokumentation oder ei-
nem einfiihrenden Text geschehen. Je nach gewéhltem Format wird ein mehr oder
weniger differenziertes Bild vom historischen Kontext gezeichnet.

Eine fiir eine gelingende Reflexion stets notwendige Grundlage besteht weiterhin
in einem vertieften Verstehen der Quelle. Dies wiederum hat zur Voraussetzung,
dass einerseits die fachlichen wie auch historischen Voraussetzungen gegeben sind,
um mit der historischen Mathematik etwas anfangen zu konnen. Im beschriebenen
Projekt war ein erster wichtiger Schritt also, den Schiiler*innen die geometrische
Konstruktion der Parabel ndher zu bringen, um die geometrisch-analytischen Ar-
gumente im Quelltext selbst iberhaupt als solche erkennen zu kénnen, damit der
Verfremdungseffekt der Quelle nicht zur uniiberwindlichen Verstehenshiirde wird.
In einem digitalen Setting kann eine solche Einfiihrung beispielsweise iiber ein
Erklarvideo oder einen Text mit Aufgaben erfolgen.

Andererseits ist eine vertiefte individuelle Auseinandersetzung mit dem Text not-
wendig. Dies kann wie oben beschrieben u. E. mindestens in einem digitalen Setting
nicht durch einen einfachen Leseauftrag initiiert werden, sondern bedarf zielge-
richteter Fragen, die die Lektiire leiten, zum wiederholten Lesen anregen und die
Aufmerksamkeit auf die zentralen Stellen des Arguments lenken. Auch wenn eine
solche Anleitung im Prasenzunterricht natiirlich auch im individuellen Austausch
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geschehen kann, ergab sich hier ein Vorteil des digitalen Kurses: Alle Schiiler*innen
konnten (und mussten) jeweils allein intensiv an den Quellen arbeiten. So erfolgte
die Arbeit im individuellen Tempo und jede*r Einzelne hatte die Chance, zu erle-
ben, dass er oder sie in der Lage ist, sich selbst einen v6llig unbekannten Inhalt zu
erarbeiten und die ungewohnte mathematische Argumentationsweise nachzuvoll-
ziehen. Auch wenn das eigene Kompetenzerleben und vertiefte Verstehen sicher
ein wichtiger Grundbaustein fiir eine gelingende Reflexion darstellt, fehlt in einem
rein digitalen Setting natiirlich der direkte Austausch iiber das Selbsterarbeitete,
der wiederum zu fruchtbaren Diskussionen und Nachdenken tiber den Gegenstand
gefiihrt hétte.

Um nun aus einem vertieften Lesen des Quellenauszugs zur Reflexion iiber das
Gelesene zu gelangen, muss die mathematische Argumentation verlassen und die
Metaebene eingenommen werden. Auch dies gilt es anzuleiten. Im digitalen Set-
ting kann dieser Schritt etwa durch Schreibauftrige zum gelesenen Quellenauszug
angeregt werden, wie es im hier vorgestellten Projekt durch den Enzyklopadie-
eintrag zum Differential und den abschlieflenden Brief erfolgte. Wichtig hierbei
ist es, eine Form zu wéhlen, die den Sprachebenenwechsel auf natiirliche Weise
anregt und auferdem dazu auffordert die historische Argumentation mit dem Vor-
wissen der Schiiler*innen in Verbindung zu bringen. Auch hier ist der Vorteil des
rein digitalen Settings, dass die eigenen Gedanken je individuell formuliert werden
miissen. Andererseits musste natiirlich die Kommunikation iiber das Selbsterarbei-
tete entfallen, die sicher zu fruchtbaren Diskussionen gefiihrt hétte, da Ideen direkt
aufgegriffen, weitergedacht und dann gemeinsam formuliert werden kénnen.

Die Erfahrungen im vorgestellten Projekt zeigen, dass Quellentexte auch im rein
digitalen Format zum Reflexionsanlass werden kénnen, wenn die diskutierten Ge-
lingesbedingungen erfiillt sind. Vor allem die Erfahrung der (angeleiteten) indivi-
duellen Auseinandersetzung mit dem Text und das Schreiben iiber Mathematik
stellten sich hier als wichtige Faktoren fiir eine gelungene Reflexion heraus. Der
fehlende Austausch {iber das Gelesene konnte wenigstens in Teilen durch direkte
Riickmeldungen und zwischengeschaltete Erklarvideos aufgegriffen werden, auch
wenn hier natiirlich das Potential erst in der realen Kommunikation {iber die his-
torische Mathematik ausgeschopft werden kann. Zu vermuten ist also, dass eine
Kombination aus digital angeleiteter intensiver individueller Quellenarbeit und
dem Austausch dariiber im Présenzunterricht mit anschliefender individuell zu
bearbeitender Schreibaufgabe ein Format wére, das die beobachteten Effekte ver-
stdrken und das ,Fremde und Sperrige” der Quellentexte im Unterricht produktiv
eingesetzt werden kann.
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Infinitesimalien, Grenzwerte und
zuruck

Thomas Bediirftig

Geschichtsschreibung ist riickwértsgewandte Prophetie.!

frei nach Friedrich Schlegel

Zusammenfassung

Wir werfen einen Blick auf die historische Infinitesimalrechnung und stellen speziell
die Frage, ob Infinitesimales bei Leibniz blofte Fiktion war. Im zweiten Abschnitt
verfolgen wir den Weg des unendlich Kleinen ins 19. Jahrhundert und entdecken,
wie der sich abzeichnende Grenzwertbegriff aus dem Infinitesimalen hervorgeht
und die Grenzwerte die Infinitesimalien schliefilich verdrangen. Die Riickkehr der
Infinitesimalien in der Nonstandard-Analysis im 20. Jahrhundert und ihre Wir-
kung auf grundlegende Vorstellungen in Mathematik, Didaktik und Methodik sind
Gegenstand eines langeren Abschnitts 3. Wir schildern, woher und wie das Infini-
tesimale mathematisch zuriickkommt, wie es im Einstieg in die Analysis die An-
schauung starkt und arithmetisch den abstrakten Grenzwertformalismus eriibrigt.
Grenzwerte werden zwar — beliebig ,propadeutisch® — unterrichtet, im Denken der
Schiilerinnen und Schiiler aber lebt offenbar und wartet das unendlich Kleine. Wir
schliefsen mit Ausfithrungen iiber die Verénderung des Denkens, iiber Widersténde
und mit einem Aufruf zur Erweiterung von Standard um Nonstandard in Lehre
und Unterricht.

1. ,Der Historiker ist ein riickwértsgekehrter Prophet.“ Athenaeum I (1798)

SieB 13 (2020), 201-235
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1 Einleitung

Da Zuriickschauen in die Geschichte oft so heikel ist, wie die Zukunft vorherzusa-
gen, habe ich diesem Text ein Motto vorangestellt. Es erspart mir dort, wo ich aus
der Geschichte der Mathematik berichte, umsténdlich im Konjunktiv zu sprechen.
Es mahnt zugleich, griindlich zu recherchieren und gewissenhaft zu interpretie-
ren.

Infinitesimalien tauchen in der Mitte des 17. Jahrhunderts auf und stammen von
Pascal, Newton und Leibniz. Thr historischer Gebrauch geht vor allem auf Leibniz
zuriick. An ihn halten wir uns. Heute begegnen uns Infinitesimalien in der ele-
mentaren Analysis gew6hnlich nur noch als Schreibfiguren wie dzx,dy, die keine
eigenstindige Bedeutung haben.

Wir werden zuerst zuriickblicken auf die infinitesimalen Denkweisen der alten Ana-
lysis, um sie fiir heute sichtbar und verstdndlich zu machen. Im letzten Vier-
tel des 19. Jahrhunderts eliminierten die Grenzwerte und die reellen Zahlen, die
die Zahlengerade besetzten, die Infinitesimalien. IThre mathematische Riickkehr in
der Nonstandard-Analysis, deren Eckpunkte wir nennen, findet in der Mitte des
20. Jahrhunderts statt. Unser Ziel ist es, den gravierenden Einfluss von Nonstan-
dard auf fundamentale Begriffe und Vorstellungen in der Mathematik zu zeigen.
Im Einstieg in den Analysisunterricht mit Infinitesimalien, den wir skizzieren, wird
dieser Einfluss deutlich. Die alte Anschaulichkeit kehrt zuriick und eine neue, ma-
thematisch fundierte Infinitesimalrechnung, die wie die alte durch ,mittelméafiges
Nachdenken (mediocri meditatione) leicht begriffen werden* kann (Leibniz 1676 in
Kobloch (2016), S. 128/129), kann heute die vagen propddeutischen Grenzwerte
stiitzen und dort, wo dies angebracht ist, ersetzen.

2 Der Anfang: Leibniz’ Infinitesimalien

Wir versuchen zuerst zu sagen, was ,infinitesimal“ bedeutet. Die Auskunft ,un-
endlich klein“ reicht nicht. Ist das Infinitesimale ,das Kleinste“? In der Geschichte
der Mathematik und Philosophie ging es in der Tat, wenn es um unendlich Kleines
ging, um ,das Kleinste®, um Atomares — bis Leibniz und Newton kamen. Mit den
Infinitesimalien trat etwas Neues, nie da Gewesenes auf:

Infinitesimalien sind unendlich klein, aber nicht atomar oder, wie es in der
Scholastik hief, indivisibel. Sie sind weder Atome noch Punkte.
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Infinitesimalien sind Strecken wie gewdhnliche Strecken und Grofen wie ge-
wohnliche Grofsen, also teilbar wie andere Kontinua, nur unendlich klein.

Leibniz widerspricht Aristoteles, der unendlich Kleines und unendlich Grofses nicht
zuliefs, und er bestdtigt Aristoteles in seiner Auffassung des Kontinuums. Er ver-
tieft das geometrische Kontinuum um das Infinitesimale und erweitert die alte
aristotelische Anschauung (s. Bediirftig/Murawski (2017)). Er sagte es so:

»Man muft aber wissen, daf eine Linie nicht aus Punkten zusammen-
gesetzt ist, auch eine Flache nicht aus Linien, ein Korper nicht aus
Flachen, sondern eine Linie aus Linienstiickchen (ex lineolis), eine Fla-
che aus Flachenstiickchen, ein Korper aus Korperchen, die unendlich
klein sind (ex corpusculis indefinite parvis). (Mathematische Schriften
Bd. 7, S. 273)

Was aber sind diese ,unendlich kleinen Strecken* und infinitesimalen Grofien‘.
Gibt es sie? Oder sind sie Einbildungen?

Sind Infinitesimalien Fiktionen?

Leibniz selbst hat von ,Fiktionen“ gesprochen (,,quantitates fictitiae*, s. Knobloch
(2016), S. 36 u. S. 128). Die Bedeutung des lateinischen ,fictio” ist weit. Sie reicht
von ,Vorstellung* und ,,gedankliche Gestalt* bis ,Phantasie und ,,Unsinn®.

Heute interpretiert man , Fiktion* gern negativ und legt die Infinitesimalien als
historische Verirrung beiseite. In diesem negativen Sinne — von Fiktionen als Er-
dichtungen irrealer, unsinniger oder gar falscher (fictae) Gebilde — darf und kann
man bei Leibniz nicht sprechen.

Leibniz dachte so:

»Man kann somit die unendlichen und die unendlich kleinen Linien —
auch wenn man sie nicht in metaphysischer Strenge und als reelle Dinge
zugibt — doch unbedenklich als ideale Begriffe? brauchen, durch wel-
che die Rechnung abgekiirzt wird, dhnlich den imagindren Wurzeln in
der gewohnlichen Analysis.” (Zitiert nach Becker (1954), S. 165 ff, aus
einem Brief von Leibniz vom 2. Februar 1702 an Pierre de Varignon.)

Infinitesimalien bei Leibniz sind, so meine ich, neue Idealisierungen in der alten
Welt der idealen geometrischen Kontinua. Sie bringen eine neue qualitative Di-
mension in die Auffassung des Kontinuums, die die rein quantitative Erfassung
durch endliche Groflen oder Zahlen erweitert.

2. Hervorhebung durch mich



204 Thomas Bediirftig

Wir wollen diese Interpretation weiter stiitzen und blicken auf die ,,Ur-Infinitesimalien®
im alten charakteristischen Dreieck.

Jr

U

m.x-i—dcrz

Abbildung: Charakteristisches Dreieck bei Leibniz

Das Dreieck in dieser Abbildung scheint auf den ersten Blick tatséchlich eine Fik-
tion, eine THuschung zu sein. Denn Infinitesimalien kann man nicht sehen. Sie
sind unendlich klein und keine wirklich ,reellen Dinge“. Dennoch arbeitet Leibniz
arithmetisch und geometrisch-anschaulich mit ihnen.

Um dies besser zu verstehen, werfen wir kurz einen aktualisierenden, zunéchst
phantastisch erscheinenden Blick auf das charakteristische Dreieck: Wir nehmen
eine Lupe mit unendlichfacher Vergroferung zur Hand.

zx+dr

Abbildung: Charakteristisches Dreieck bei Leibniz
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Jetzt sehen wir die unendlich kleinen Seiten ,wirklich“, wie gewthnliche Seiten.
Ist das aber nicht nur ein Trick, die Verschiebung der Fiktion in die gedachte
Lupe? Ja, natiirlich, und nein. In seinem Aufsatz ,;Uber die Technik der infini-
ten Vergroferung und ihre mathematische Rechtfertigung” hat Karl Kuhlemann
(Kuhlemann (2018a)) gezeigt, dass die ,,Unendlichkeitslupe mehr ist. Er beweist,
dass die infinite Vergroferung fiir die Graphen stetig differenzierbarer Funktionen
eine mathematisch legitime Technik ist. Vielleicht kann man es so sagen: Man kann
und darf das Infinitesimale, das Gedankliches und Ideales ist, veranschaulichen wie
andere geometrische Kontinua. Leibniz hat dies intuitiv getan.

Die Infinitesimalien ds, dz in der Abbildung veranschaulichen, auch wenn man sie
im eigentlichen Sinne nicht ,als reelle Dinge zugibt“, nicht nichts. Davon ist Leibniz
iiberzeugt. Sie haben fiir Leibniz eine gewisse Existenz:

»Dennoch aber werden die ds und dx nicht im absoluten Sinne ,Nichts*

sein, da sie zueinander stets das Verhiiltnis von ¢ : u bewahren, |[...].3

Infinitesimalien stehen in Verhaltnissen zueinander und werden Elemente des Rech-
nens. An anderer Stelle heifst es:

Gegeben sind auch unbestimmbare Gréfen, und zwar unendlich klein
und infinitesimal (Dantur et quantitates inassignabiles ... ).“ (Leibniz,
Mathematische Schriften Bd. 7, S. 68)

Leibniz spricht vom ,Licht®, das er in dem charakteristischen Dreieck sah. Er ent-
deckte Infinitesimalien wihrend seines Paris-Aufenthalts in einem nachgelassenen
Manuskript Pascals, in dem es um den Viertelkreis ging. Es waren, so meine ich,
zwei Lichter. Das eine ist die Idee der Verallgemeinerung, der Ubertragung des cha-
rakteristischen Dreiecks vom Viertelkreis auf beliebige Kurven, so, wie sie schon
oben in den Abbildungen angewendet ist. Das andere Licht ist das Licht der Exis-
tenz.

Wir kénnen es so sehen:

Das charakteristische Dreieck ist zwar unendlich klein. Im Endlichen aber
spiegelt es sich wieder. Die Verbindung der Verhiltnisse unendlich kleiner
Seiten mit den Verhéltnissen endlicher Seiten bildet eine Briicke zwischen
der Realitdt der endlichen Grofen und den Infinitesimalien.

Diese Briicke ist der Hinweis auf eine ,Realitdt“ der Infinitesimalien — nicht nur
eine Art ,formalistischer Existenz, die aus ihrer ,Konsistenz* im Rechnen kommt.
Es ist eine ,,anschaulich-arithmetische Existenz".

3. Bezeichnungen aus den Zeichnungen fiir die originalen Bezeichnungen eingesetzt, zitiert
nach Becker (1954), S. 163).
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Den geometrischen Aspekt der Infinitesimalien finden wir auch deutlich in den
historischen Postulaten von Johann Bernoulli 1691, die er in einem Entwurf eines
Lehrbuches formuliert hat (s. Schafheitlin (1924), S. 11).

»1. Eine Grofse, die vermindert oder vermehrt wird um eine unendlich
kleinere Grofe, wird weder vermindert noch vermehrt.

2. Jede krumme Linie besteht aus unendlich vielen Strecken, die selbst
unendlich klein sind.

3. Eine Figur, die durch zwei Ordinaten, der unendlich kleinen Differenz
der Abszissen und dem unendlich kleinen Stiick einer beliebigen Kurve
begrenzt ist, wird als Parallelogramm betrachtet.“

Etwas eigenartig fiir heutige Ohren ist das ,unlogische” Postulat 1 — und war es
auch fiir manche damaligen.

Das Problem wird am Beispiel sofort konkret. Seien y = f(z) = 22, dz unend-

lich klein und dy = f(x, + dz) — f(x,). Den Differentialquotienten % berechnet

Bernoulli kurz so:

. 2 _ .2 2 2 _ 2
dy _ flzo +dx) — f(zo) _ (xo +dx)* — 2 _ TpF 2weda +dat —x, 92, +d.
dzx dz dx dz

Da dz unendlich klein ist, folgt

d
9 2x, + dr = 2z,.
dx
Denn: ,Eine Grofe (2zg), die vermehrt wird um eine unendlich kleinere Groke

(220 + dx), wird nicht vermehrt (2z¢ + dx = 2x¢).“

Das war simpel und effektiv, aber zugleich fatal fiir die euklidische Strenge der
Mathematik. Heftige philosophische Kritik bis zur Verspottung lief nicht lange
auf sich warten und dauerte zwei Jahrhunderte an.

Mit den infinitesimalen Grofken und Strecken traten notwendig infinite Zahlen
auf. Denn endliche Strecken und Linien sind aus unendlich vielen kleinen Stre-
cken oder Linienstiickchen zusammengesetzt. In den infiniten Zahlen bekommt
das Unendliche eine fassbare arithmetische Ezistenz. Potenzreihen, das Werkzeug
der algebraischen Analysis, wurden infinite Polynome, die man arithmetisch wie
finite behandelte.

Das nutzte Euler virtuos. Ein Beispiel, in dem wir eine Rechnung von Euler knapp
nachvollziehen, zeigt die ebenso ,phantastische wie ,faszinierende (Korle (2012),
S. 191fF) Kraft der neuen Arithmetik.
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Wir schreiben heute -
e(x) = lim (1+ =)™
n

n— oo

Bei Euler steht der Ausdruck

e(a) = (14 5)°

mit der infiniten Zahl 2. Die Reihenentwicklung geht so:
Q

x AN r QQ-1) 2?
14+ )%= — =14+Q - =+ —= —+....
1+g) kz_o(k;>9k et et

Das allgemeine Summationsglied sieht so aus:

Q(Q*l)...(Q*(k*l)).xk 1 2 k-1 2k 2

i o - - )y =

Denn die Zahlen (&), (2),...(%5%) sind unendlich klein und daher die Terme

(1—3),(1—3),....(1 — &51) alle gleich 1. Die Begriindung ist wieder das Pos-
tulat 1: Eine Grofe (1), die vermindert wird um eine unendlich kleinere Grofse
(1—(%51)), wird nicht vermindert (1 — (%51) = 1).“ Ergebnis — wieder in unserer

Schreibweise:

Wir fassen zusammen: Gegen alle Kritik — wegen der Eleganz der Rechnungen
und der breiten Anwendbarkeit — setzten die Infinitesimalien sich durch. Sie iib-
ten eine grofse Faszination auf die Mathematiker des 17. und 18. Jahrhunderts
aus und wurden zum téglichen Instrument in der mathematischen Arbeit. Die
anschaulich-geometrische Bedeutung der Infinitesimalien und die ins Infinite er-
weiterte Arithmetik spielten, so meine ich, eine wesentliche Rolle im Aufstieg der
Analysis.

Die Geschichte der Infinitesimalien ging im Jahr 1872 zu Ende. In diesem Jahr, das
Jahr der Konstruktion der reellen Zahlen, kam das Aus — griindlich. So griindlich,
dass die Infinitesimalien als mathematische Elemente verschwanden. Sie wurden
mathematisch geloscht und gelten heute fiir viele als Zeugen einer mathematisch
finsteren Vergangenheit. In einem Lehrbuch der Analysis lesen wir:

s - -] heute kann man kaum glauben, dass unendlich kleine Gréfen
bis in die Zeit von Cauchy und Weierstrafl, also bis in die Mitte des
19. Jahrhunderts, zum Handwerkszeug der Mathematiker gehorten. Sie
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sollten |[...] niemals (!)* die Ausdriicke dy und dz als eigenstindige
Grofen verwenden.”“ (Behrends (2003), S. 237)

Wir kommentieren das nicht, sondern verfolgen die Spur der Infinitesimalien wei-
ter. Wie kam es, dass die Infinitesimalien eines Tages verschwanden?

3 Das Ende der Infinitesimalien

Wer oder was hat die Infinitesimalien entfernt? Es waren die Grenzwerte. Wo
kommen die Grenzwerte her?

An vielen Stellen erldutert Leibniz die Infinitesimalien als variable, ,beliebig klein*
werdende Grofien. Das erinnert ein wenig an die Grenzwert-Propadeutik, die heute
fiir den Mathematikunterricht empfohlen wird. Genauer, erstaunlich genau, sagt
es Leibniz 1701 so:

»Denn anstelle des Unendlichen oder des unendlich Kleinen nimmt man
so grofte oder so kleine Grofien wie notig ist, damit der Fehler geringer
sei als der gegebene Fehler, [...] .“ (Zitiert nach Jahnke (1999), S. 125,
aus einem Brief, September 1701, an Frangois Pinsson.)

Ist das nicht bereits die beriihmte Finitisierung des 19. Jahrhunderts, die das
Infinite der Infinitesimalien finit eriibrigt? Was Leibniz hier sagt, ist in der Tat
leicht in unsere e-6-Grenzwerte zu iibersetzen:

»Denn anstelle des Unendlichen oder des unendlich Kleinen nimmt man
so grofe oder so kleine Grofen (h), wie notig ist (< §), damit der Fehler
geringer sei, als der gegebene Fehler (< ¢), [...] .

1676 schon hatte Leibniz in De Quadratura (Knobloch (2016), S. 18/19, S. 128/129)
Ahnliches gesagt — 150 Jahre vor Cauchy.

Die Finitisierung wird oft als eine Art Rettung gesehen, die die Analysis nach
Jahrhunderten fehlender Strenge im letzten Viertel des 19. Jahrhunderts wieder
auf feste Fiife stellte und die philosophische Kritik verstummen liefs. Als T. Sonar
die Formulierung (S.18/19) in De Quadratura las, geriet er ins Schwéirmen:

~Man stelle sich vor, das Werk wire damals publiziert worden. Dann
wéaren den Mathematikern einige Jahrhunderte des Arbeitens auf un-
sicherem Untergrund erspart geblieben.” (Sonar (2016), S. 65)

4. (!) im Original
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Ist das wahr?

Wir schauen uns zwei spéite Stationen der Grenzwerte in den nicht ersparten Jahr-
hunderten an: Formulierungen von Cauchy und Weierstraf. Cauchy gilt in der
Regel als Vater der sogenannten Finitisierung des Infinitesimalen durch den Grenz-
wert. Bei ihm entdeckt man die e-d-Formulierung der Stetigkeit. Cauchy 1821:

,Unter dieser Voraussetzung ist die Funktion f(x) zwischen den fest-
gesetzten beiden Grenzen der Verdnderlichen x eine stetige Funktion
dieser Veréanderlichen, wenn fiir jeden zwischen diesen Grenzen gelege-
nen Wert x der numerische Wert der Differenz f(z + a) — f(z) mit «
zugleich so abnimmt, dass er kleiner wird als jede endliche Zahl. Mit
anderen Worten: Die Funktion f(x) wird zwischen den gegebenen
Grenzen stetig in Bezug auf x sein, wenn zwischen diesen Grenzen ein
unendlich kleiner Zuwachs der Verdnderlichen stets einen unendlich
kleinen Zuwachs der Funktion bewirkt.*> (Zitiert nach Jahnke (1999),
S. 196)

Was sehen wir deutlich? Grenzwert und Infinitesimales in trauter Eintracht. Das
eine ist das andere, nur in ,anderen Worten®.

Deutlicher noch wird das in der folgenden Formulierung Cauchys (s. Cauchy (1821),
S. 3, zitiert nach (Liitzen (1999), S. 196)):

~Wenn die ein und derselben Verdnderlichen nach und nach beigeleg-
ten numerischen Werte beliebig so abnehmen, dass sie kleiner als jede
gegebene Zahl werden, so sagt man, diese Verdnderliche wird unend-
lich klein oder: sie wird eine unendlich kleine Zahlgréfe. Eine derartige
Verdnderliche hat die Grenze 0.“

Dieses Zitat beschreibt ein Denkprinzip bei Cauchy, das erlaubte, zwischen Infini-
tesimalien und Grenzwerten zu pendeln. Wir bezeichnen es als

Cauchy-Prinzip:

Der Grenzprozess fiithrt zum unendlich Kleinen. Das unendlich Kleine fiihrt
den Grenzprozess weiter zur 0.

Nicht derart explizit, aber als Arbeitsprinzip kann man es, z.B. auch bei Euler,
beobachten. Uber Infinitesimalien sprach man zunehmend ungern, weil man nicht
wusste, was sie sind, und der Kritik wegen, der man nicht begegnen konnte. Aber
man arbeitete mit ihnen: Man rechnete mit ihnen und setzte sie dann 0. Wir
erinnern an die obigen Rechenbeispiele.

5. Hervorhebungen durch mich
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40 Jahre spater, 1861, 11 Jahre vor den reellen Zahlen, formuliert Weierstraf so:

Jst f(x) eine Funktion von x und z ein bestimmter Wert, so wird
sich die Funktion, wenn z in x + h tibergeht, in f(x + h) veréndern;
die Differenz f(x) — f(z + h) nennt man die Verdnderung, welche die
Funktion dadurch erfdhrt, dass das Argument von x in x + h {ibergeht.
Ist es nun moglich, fiir A eine Grenze § zu bestimmen, so dafs fiir
alle Werte von h, welche ihrem absoluten Betrag nach kleiner als ¢
sind, f(z+h)— f(x) kleiner werde als irgendeine noch so kleine Grofe
€, so sagt man, dass dieselbe eine continuierliche Funktion sei vom
Argument [...]

Das ist fast perfekt und entspricht unserer gewohnten e-§-Formulierung.

Aber Achtung! Ich habe etwas unterschlagen. Das Zitat eben ist nur ein Torso des
Originals. Was sagte Weierstraft 1861 wirklich? Ich zitiere erneut und vollstdndig
— nach dem 1. Satz oben beginnend:

|-« -] Ist es nun moglich, fiir h eine Grenze § zu bestimmen, so dafs
fiir alle Werte von h, welche ihrem absoluten Betrag nach kleiner als ¢
sind, f(z+ h) — f(x) kleiner werde als irgendeine noch so kleine Grofe
€, so sagt man,

es entsprechen unendlich kleinen Anderungen des Arguments unendlich
kleine Anderungen der Funktion. Denn man sagt, wenn der absolute
Betrag einer Grofe kleiner werden kann als irgendeine beliebig ange-
nommene noch so kleine Grofe, sie kann unendlich klein werden. Wenn
nun eine Funktion so beschaffen ist, daf unendlich kleine Anderungen
des Arguments unendlich kleine Anderungen der Funktion entsprechen,
S0 sagt man,

dass dieselbe eine continuierliche Funktion sei |...] “5 (Zitiert nach
Jahnke (1999), S. 236)

Diese Formulierung” gewinnt gegeniiber Cauchy an Formalitiit. Aber es ist 1861
gedanklich und sprachlich wie zuvor — wie bei Leibniz 1701 und bei Cauchy 1821:
Die e-6-Vorstellung beschreibt das unendlich Kleine — und umgekehrt. Man sagte
Grenzwert und dachte Infinitesimalien — und vice versa. Vorstellungen, die wir
heute klar unterscheiden, gehdrten zusammen.

Die Zitate lassen, wenn wir genauer hinschauen, folgendes vermuten:

6. Hervorhebungen und Strukturierung durch mich
7. aus einer Ausarbeitung einer frithen Vorlesung von Weierstraff durch H. A. Schwarz
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Man sagte

wkleiner als irgendeine noch so kleine Grofe £ (Weierstra®), oder
Jkleiner als jede endliche Zahl £ (Cauchy)

und dachte

wkleiner als alle €.

Wenn wir mit heutigen Augen darauf blicken, sehen wir in der letzten Formulierung
den Hinweis auf die Definition von ,jinfinitesimal®:

Ve (a < g).
Damals war unklar, worauf sich ,alle eigentlich beziehen soll.

Was war offenbar ganz anders als heute? Die mathematische Sprache war ,nur
eine prazisere Umgangssprache. Man dachte dialogisch, nicht logisch. Die mathe-
matische Logik, deren Elemente erst gegen Ende des 19. Jahrhunderts begannen,
die mathematischen Formulierungen zu strukturieren, gab es nicht. Heute sind sie
Alltag. Kurz: Die logische Struktur in den Formulierungen war damals weniger
differenziert. In unserem Beispiel: Die Vorstellung des Vorgebens von Elementen
war nicht klar unterschieden von der Vorstellung des Vorgegebenseins der Elemen-
te. Aus heutiger Sicht: Formulierungen iiber Infinitesimalien und Formulierungen
iiber Grenzwerte gingen notwendig ineinander iiber.

Formalisiert, nach heutigem Standard, sieht Weierstral’ Stetigkeit so aus:
Ve>030>0Vh (|h| <d=|f(z+h) — flx)] <e).

Hier wird deutlich, was neben der klaren logischen Struktur in den alten Formulie-
rungen zuséatzlich fehlte. Das wird entscheidend fiir die kommende Entwicklung.

Betrachten wir die Quantoren Ve, Vh. Was kann ,,Ve*“ bedeuten, woher kommen
,alle“ h? Woritiber erstreckt sich der Quantor V, wiirden wir heute sagen. Dies ist die
Frage nach klar umrissenen Definitions- und Wertebereichen. Ein Problem war, sie
waren unendlich — und damals gerade dadurch nicht klar bestimmt. Unendlichkeit
war potentiell und offen, unendliche Bereiche von Gréfsen waren nicht abgegrenzt.
Sie waren unbegrenzt und stetig wie die geometrische Gerade. Das musste sich
dndern:

e Die Finitisierung wartete auf die infiniten Mengen.
Die liefen nicht lange auf sich warten.

Wir skizzieren die jetzt folgenden Etappen in knappen Sétzen:
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e Cantor fiihrte die unendlichen Mengen ein.
e Die reellen Zahlen wurden 1872 konstruiert.
Die reellen Zahlen wurden in die geometrische Gerade projiziert.

Die reellen Punkte auf der Geraden wurden zu den Punkten der Geraden
erklart.

e Die Zahlengerade war erfunden.

Das war das Ende der Infinitesimalien. Denn neben den reellen Zahlen war auf der
Zahlengeraden kein Platz.

Die Infinitesimalien fielen buchstiblich aus dem Kontinuum heraus.

Sie waren plotzlich Fremdkorper, die weg mussten. Cantor schreibt im Jahr 1893
an Giulio Vivanti tiber die Infinitesimalien als

s - -| papierne Grofen, die gar keine andere Existenz haben als auf
dem Papiere ihrer Entdecker und Anhénger*

und vom Infinitesimalen als dem

snfinitdren Cholera-Bazillus der Mathematik®. (Zitiert nach Mesch-
kowski (1966), S. 506)

Der letzte Angriff spricht fiir sich. Wenn man an den mathematischen Platonisten
Cantor denkt, ist die erste Formulierung nicht weniger vernichtend. Seine unend-
lichen Mengen waren nicht papiern, fiir ihn waren sie Elemente einer realen Welt
realer Ideen. Leibniz, Newton und alle ihre Schiiler werden zu Nominalisten ge-
stempelt. Man realisiere die Situation: Was Cantor seinen unendlichen Mengen, die
man keineswegs als ,reelle Dinge zugeben“ muss, platonistisch zuschrieb, spricht
er den Infinitesimalien ab.

Cantors Haltung gewann die mathematische Oberhand: Heute sind dz, dy aus dem
Fundament der Analysis verschwunden und stehen als reine Schreibfiguren nur
noch auf dem Papier.

Was musste nicht alles passieren auf dem Weg von Leibniz’ Infinitesimalien bis zu
den Grenzwerten. Es geschahen Dinge, die 1701 und noch lange danach undenkbar
waren. Wir geben wieder nur Stichworte:

Die mathematische Sprache musste mathematisch-logisch werden.

Mengen mussten unendlich und
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Funktionen infinite Wertetabellen werden.

Der Zahlprozess 1,2,3,4,5 ... musste stillstehen. Er  kristallisierte zur sta-
tischen Menge N = {1,2,3,4,5...}.

Die rationalen Zahlen wurden zur Menge Q von Klassen von Paaren natiir-
licher Zahlen.

Die Wirkung war:
Folgen wurden Mengen.

R wurde als Menge von Mengen (Klassen) von Mengen (Klassen) von Mengen
(Paaren natiirlicher Zahlen) konstruiert.

R lieferte die lang gesuchten Zahlen, gegen die unendliche Zahlenfolgen kon-
vergieren konnten.

Die Gerade wurde zur Punktmenge.

Die anschaulich-geometrische Vollstéandigkeit wurde mengentheoretisiert.
Es war ein langer Weg — und eine Revolution im mathematischen Denken.
Wir betonen:

Die Grenzwerte haben ihren ,sicheren Untergrund“ erst in den reellen Zahlen
gefunden.

Bis dahin hatte es zwei volle, mathematisch turbulente, Jahrhunderte gebraucht.
Was hatte T. Sonar oben iiber Leibniz’ grenzwertartige Formulierung gesagt?

»Man stelle sich vor, das Werk wére damals publiziert worden. Dann
wéren den Mathematikern einige Jahrhunderte des Arbeitens auf un-
sicherem Untergrund erspart geblieben.*

Eine solche Aussage kann man nur machen, wenn man die fundamentale mathe-
matische Revolution iibersieht, die wir eben geschildert haben. Wir erinnern an
die Prophetie im Motto zu Beginn des Textes.

Einen weiteren Kommentar lesen wir bereits im Jahr 2009, lange vor T. Sonars
Verwunderung. Herbert Breger hat ihn so geschrieben (Breger (2009), S. 134):

,Was seine [Leibniz’| Differential- und Integralrechnung anlangt, so
kann man ihr nicht gerecht werden, wenn man sie mit der Brille der
Mathematik der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts betrachtet.“
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Das ist treffend.

In der Literatur scheint ein Entweder-Oder-Denken verbreitet zu sein, das his-
torisch entweder nur Grenzwerte oder nur Infinitesimalien denken kann, als wenn
das eine dem anderen so widersprochen hétte, wie es sich heute mengentheoretisch-
logisch widerspricht. Das gilt auch fiir Spezialisten auf dem Gebiet der Geschichte
der Analysis (vgl. u.a. Korle (2012), Spalt (2015) und (2019)). Bisweilen fiihrt es
so weit, dass man sich bemiifigt fiihlt, die eine Interpretation aufzugeben, um zur
andern iiberzugehen. Was mag der Grund sein?

Es scheint die Beobachtung zu fehlen, dass bis in die zweite Hilfte des 19. Jahr-
hunderts Mathematiker nicht prézise zwischen Infinitesimalem und Grenzwerten
unterschieden, wie wir es so selbstverstindlich tun. In dieser Selbstverstéandlichkeit
vielleicht {ibersieht man die Notwendigkeit der neuen Grundlagen, Mengenlehre
und Logik, schon fiir das Erste und Elementarste in der Standardanalysis, fiir das
klare Verstdndnis des Grenzwertbegriffs iiber den reellen Zahlen R. Erstaunlich
ist, dass Zitate wie die obigen, die so eindeutig die Doppeldeutigkeit zeigen, nicht
ernst genug genommen werden.

Dies ist um so verwunderlicher, als die heutige Erweiterung der Analysis um Non-
standard von der Doppeldeutigkeit geradezu lebt: Die interne Archimedizitét fithrt
in die Nullfolgen und die Grenzwerte, die externe Nicht-Archimedizitét bringt das
Infinitesimale. Diese Doppeldeutigkeit scheint fiir die Mathematiker des 17. und 18.
Jahrhunderts natiirlich gewesen zu sein. Da ein wirklicher Grenzwertbegriff not-
wendig fehlte, der einen Formalismus und Kalkiil méglich gemacht hétte, rechnete
man mit infinitesimalen Groéfen, bis die Grenzwerte die Infinitesimalien verdrang-
ten.

Aus der tiefen historischen Kontroverse um die Grenzwerte und die reellen Zah-
len hért man heute wenig. Niemand stellt Grenzwerte und reelle Zahlen in Frage,
auch nicht, wenn er Nonstandard betreibt. Probleme gibt es mathematisch nicht,
nur, wenn man sich auf Standard festlegt, unnétige Einschrankungen. Gravierende
Probleme aber gibt es in der Lehre und im Unterricht. Dariiber, wie man es sich
heute mit Grenzwerten und reellen Zahlen (nicht nur im Unterricht) bequem ge-
macht hat und wie problematisch das ist, wird in Bedtirftig (2018) berichtet. Das
Bewusstsein fiir die Problematik scheint nicht sehr ausgeprégt zu sein.



Infinitesimalien, Grenzwerte und zuriick 215

4 Die Riickkehr der Infinitesimalien

Wir wenden unseren Blick jetzt in eine ganz andere Richtung und schauen fliich-
tig in einen, wie es scheint, mathematisch uninteressanten Bereich, ndmlich in die
Schule, die Mathematik fiir den Unterricht ja nur empfingt. Was ist die Intention?
Der Blick fallt auf etwas Bedeutsames, ndmlich auf ein von der herrschenden Ma-
thematik noch wenig beeinflusstes, ja opponierendes mathematisches Denken von
Schiilerinnen und Schiilern (vgl. Bediirftig/Murawski (2019), Abschnitt 6.2).

4.1 Infinitesimales in der Schule

In der Schule scheinen die Grenzwerte nur geringe Chancen zu haben, wie die
folgenden Zahlen aus einer Studie aus dem Jahr 2011 (Bauer (2011)) belegen.
Es geht darin um den wohl einfachsten Grenzwert 1 und die nach der Nullfolge
(%) vielleicht berithmteste Folge 0,999.... Die Frage an 256 Gymnasiasten aus
den Klassen 7 bis 12 und 50 Mathematikstudierende (nach dem 3. Semester) war,
ob

a) 0,999... < 1oderb)0,999...=1

ist. So fiel die Abstimmung an bayerischen Gymnasien aus:

a) 0,999...<1 | b)0,999... =1 | Enthaltung | ungiiltig
72.2% 31,6 % 31% 13 %

Die erste Spalte zeigt, dass Schiilerinnen und Schiiler tendentiell Infinitesimales
denken, die zweite weist auf die Grenzwertvorstellung hin.

Sieht man sich die Begriindungen fiir b) an, so sind die 31,6% zu hoch gegriffen.
Denn es handelt sich in sehr vielen Féllen um keine wirkliche Entscheidung: ,Haben
wir mal gelernt” ist der Kommentar, der keine Begriindung ist. Andere Argumente
fiir die Entscheidung fiir b) sind zum Beispiel

Weil es fast schon 1 ist.”
0,999 ... =1 weil die Zahl, die fehlt, so unendlich klein ist.*

und begriinden eigentlich a). Wir bemerken die ,unendlich kleine Zahl“ 1-0,999. ..
in der letzten Begriindung.

Andere Argumentationen, z.B. gelernte Beweise {iber % =0,333..., sind Scheinar-
gumentationen. Denn sie setzen voraus, was genauso wenig geklirt ist. Die Gegen-
frage néimlich wére, warum nicht 0,333... < % ist (s. Bediirftig/Murawski (2019),
S. 411).
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Eine regelrechte Opposition gegen die Mathematik, die ,wir mal gelernt haben”,
zeigt die folgende Entscheidung fiir a) 0,999... < 1:

~Mathematisch ist 0,999... = % = 1. Da man aber unendlich viele 9er
Stellen hintendran stellen kann, ist diese Zahl immer kleiner als 1.*

Schlagend fiir die Antwort a) ist das Argument
,0,999. .. ist kein Ganzes,*

das abgewandelt oft auftritt. Da ist jede mathematische Gegenargumentation iiber
Grenzwerte sinn- und machtlos. Grenzwerte werden von Folgen schlicht nicht er-
reicht, selbst in diesem einfachsten Fall, wo der Grenzwert 1 vor den Fiifsen liegt.
Die formale Fassung des Grenzwerts driickt ja auch genau dies aus. Unendliche
Folgen sind — nicht nur fiir Schiiler — , kein Ganzes®, sondern potentiell unendlich.

Ebenso oft tritt die Vorstellung des Infinitesimalen fiir die Begriindung von a) auf
— hier explizit:

Weil es fehlt der Zahl 0,99999999... die Zahl 0,00000000000..1 um

genau 1 zu sein.”
Man beachte die infinitesimale Zahl 0, 00000000000..1.

Selbst bei Studierenden der Mathematik nach dem 3. Semester, die befragt wurden,
ist das Ergebnis erntichternd:

a) 0,999...<1 | b)0,999... =1 | Enthaltung | ungltig
50% 50% 0% 0%

Die Grenzwerte in den Vorlesungen Analysis I und II scheinen wenig eindriicklich
gewesen zu sein. Die Begriindungen der Studenten fiir ihre Entscheidungen fiir a)
und b) dhneln denen der Schiiler.

Was sehen wir hier? Es zeigt sich noch einmal aktuell im Denken der Schiiler, was
wir schon historisch sahen, namlich wie sprachlich schmal die begriffliche Differenz
zwischen Infinitesimalem und Grenzwert ist. Schiiler sprechen und denken zumeist
so:

a) Der Abstand ,,ist doch kleiner* als jede Zahl, die wir uns ausdenken kénnen.
(vgl. Bediirftig/Murawski (2019), S. 410 und 413)

und sagen ,,0,999... < 1“. Wir, A. Beutelspacher in (Beutelspacher (2010), Fra-
ge61) und alle Grenzwert-Lehrer, miissen so denken:
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b) ,Der Abstand wird kleiner als jede Zahl, die wir uns ausdenken kénnen.“®

Ist (s,) mit s, = Y_,_; 1o+ die Folge der Partialsummen der 0,999... = Y>° | 12
dann unterscheiden sich Infinitesimales und Grenzwert logisch formuliert und auf
R und N bezogen so:

a) Ve >0 (|1 — (s,)] < &).
b) Ve > 03N Vn > N (|1 —s,| < ).

Wir bemerken etwas Besonderes: Im infinitesimalen Denken a) verbirgt sich, an-
ders als in b), die Auffassung der Folge (s,,) als Ganzes. Schiilerinnen und Schiiler
scheinen hier dahin zu tendieren. Rechnet man mit solchen unendlichen Folgen
(s. Fuhrmann/Hahn (2019)), kann das aktual Unendliche der Folgen ,heranwach-

“

sen.

Das unendlich Kleine ist, so scheint es, den Schiilerinnen und Schiilern anschau-
lich und arithmetisch nicht fremd. Erfahrungen im Unterricht mit Infinitesima-
lien bestétigen das (Basiner (2019), Baumann/Kirski (2016), Dérr (2017), Fuhr-
mann,/Hahn (2019), Heinsen (2019)). Dagegen haben 90 Jahre Grenzwerte und
Analysis in der Schule und ebenso viele Jahre Didaktik der Analysis offenbar we-
nig voran gebracht.

Das Unendliche der konvergierenden Folgen und das Stetige des Strebens von
Werten ist fiir Schiiler ein offener Prozess. Die Kluft zum Grenzwert ist tief. Man
denke an den langen Weg von der urspriinglichen Intuition des Infinitesimalen
zu den formalen Grenzwerten. Die formalisierten Grenzwerte sind der Intuition
offenbar so fern, dass selbst ihr Mathematikstudium sie kaum ndher bringt. All
dies begriindet eine offizielle Riickkehr der Infinitesimalien in Lehre und Schule
(vgl. (Bediirftig (2018)). Beispiele folgen gleich.

4.2 Wo kommt das Infinitesimale mathematisch wieder her?

Wir kehren in die mathematische Oberwelt zuriick. Woher kommen die untergegan-
genen Infinitesimalien zuriick in die Mathematik? Wir miissen etwas ausholen.

Was war eigentlich passiert? Manches Detail der Revolution haben wir angedeutet.
Wir schauen jetzt von ganz oben auf die Mathematik und machen uns ein grobes
Bild.

Die Grundlage der alten Mathematik waren Anschauung und Wirklichkeit gewesen
— und Philosophie, die die Begriffe lieferte. Arithmetik und Zahlentheorie auf der

8. Hervorhebungen durch mich
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einen Seite, Geometrie und Gréfenlehre auf der anderen bildeten sich aus. Algebra
und Analysis kamen in der friithen Neuzeit hinzu. Im 19. Jahrhundert geschah die
oben beschriebene Revolution.

Das Bild der Mathematik &dnderte sich gravierend. Die Mathematik schuf sich ihre
eigenen Grundlagen, die Mathematischen Grundlagen: Mengenlehre und Logik.
Sie begriindeten die Arithmetik. Diese sagte, was Folgen sind und das Kontinuum
ist. Die Arithmetisierung, die reine Mathematik, war gelungen. Eine unglaubliche
Entfaltung mathematischer Einzeldisziplinen setzte ein. Axiomatik, exemplarisch
in den Grundlagen der Geometrie im Jahr 1899 von Hilbert vorgegeben, bildet
seitdem den Rahmen der Disziplinen, zu denen die Mathematischen Grundlagen,
Mengenlehre und Logik, gehoren. Von weit, weit oben sieht die Mathematik heute
SO aus:

Funktionalanalysis =
Diff.gleichungen
Numerik
Informatik Stochastik
Topologie
Diskr. Mathematik

\  Algebra Geometrie Analysis Zahlenth. /
\ R ~.. g [ /’

\ /

Meﬁgenlehre ‘Logik

Anschauung Philosophie
Wirklichkeit

Die Grundlagen der Mathematik sind Mathematik geworden. Die reine Mathe-
matik erhebt sich iiber die unreine Wirklichkeit und Anschauung — und ist von
der Philosophie geschieden. Mathematik, frither ontologisch gebunden, ist hdhere
Mathematik, ist Theorie geworden: ein theoretischer, in sich geschlossener Cor-
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pus theoretischer Disziplinen. In den Anwendungen iiben sie eine nie da gewesene
Wirkung auf die zuriickgelassene Wirklichkeit aus. Die verlassene Philosophie steht
dem Phénomen ,Mathematik® fasziniert gegeniiber.

Ausgangspunkt der grofsen Entwicklung, das diirfen wir hier nicht vergessen, waren
die Infinitesimalien gewesen. Sie fithrten die Analysis im 18. und 19. Jahrhundert in
grofte Hohen. Wir haben ihre allméhliche Mutation, so kann man es ausdriicken, zu
den formalen Grenzwerten gesehen, die schliefslich ihre infinitesimalen Vorfahren
verdriangten. Die Grenzwerte und ihre begrifflich strenge Kldrung fiihrten notwen-
dig in die neuen Mathematischen Grundlagen und in eine theoretische Mathematik.
Die Finitisierung miindete in eine phantastische Infinitisierung.

Jetzt konnen wir klarer sagen, warum wir diesen Einschub gemacht haben: Die neu-
en Fundamente der Mathematik, Mengenlehre und Logik, die erfunden wurden,
um die unklaren Infinitesimalien zu entfernen, sie haben eben diese, mathematisch
geklart, wieder hervorgebracht. Wie, das sagen wir gleich. Wir beginnen mit ei-
nem Beispiel aus der elementaren Praxis, um einen ersten Einblick in die neue
Mathematik der Infinitesimalien zu bekommen.

4.3 Beispiel: Integral

Zuerst die iibliche Ansicht aus der Praxis der Einfithrung des Riemann-Integrals.
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Dies ist eine Momentaufnahme, so denken wir heute, beim Verschwinden der Ax,
verbunden mit der Vorstellung, dass sich verschwindende Rechteckflichen in ihrer
Summe einer Fliche ndhern, deren Inhalt das bestimmte Integral ist.

Wir versuchen jetzt, anders zu denken — so wie Leibniz sich die Situation vorstellte.
Der Unterschied ist duferlich minimal: Aus Az wird dz. Wir sind aber nicht in
einem Prozess, in dem Ax gegen 0 strebt, sondern sind in einem festen Zustand:
dx ist unendlich klein. Wir nehmen uns wieder die Unendlichkeitslupe und sehen
unendlich schmale Streifen der Breite dz:

Die Summe der infinit vielen, sagen wir u, Rechteckflachen ist (bis auf einen un-
endlich kleinen, reell vernachldssigharen Unterschied) der gesuchte Flidcheninhalt,
das bestimmte Integral. Geht das? Ja, wenn man mit infinitesimalen und infiniten
Zahlen rechnen lernt (und es sich um ,gutartige“ Funktionen handelt).

Im Verein mit den reellen Zahlen bilden die neuen Zahlen den Bereich der hyper-
reellen Zahlen, Grundlage der neuen Infinitesimalrechnung. Einige tabellarische
Notizen iiber Begriffe und Bezeichnungen. R sei die Menge der reellen Zahlen
grofier 0.

dz heift unendlich klein, wenn Vr € R (|dz| < r). Wir schreiben dz ~ 0.

z und z + dz liegen ,,unendlich nah“ beieinander. Wir scheiben: x + dx ~ x.
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Wir rechnen: b =a + - d.
w ist unendlich grofs, wenn Vr € R (u > r). Wir schreiben p > 1.
Beschrinkte Zahlen sind Zahlen v mit v < n fiir ein n € N.

Der Schliissel fiir den Ubergang vom Hyperreellen zum Reellen ist der
Standardteil.

Jede beschrankte hyperreelle Zahl « liegt unendlich nah zu genau einer reel-
len Zahl r: v = r. r heifst der Standardteil von ~.

Damit kann man schon alles machen. Das Rechnen mit den Schiilerinnen und Schii-
lern gemeinsam theoretisch zu entwickeln, ist selbst in Grundkursen gut moglich.
Praktische Erfahrungen zeigen dies (s. Basiner (2019), Fuhrmann/Hahn (2019),
Heinsen (2019)). In einer Handreichung (Baumann/Bediirftig/Fuhrmann (2020),
2.3) wird ein Unterrichtsgang vorgestellt.

Wir betrachten ein Beispiel: Der Graph oben stamme von f(z) = 22. Wir setzen
a=0.

Dann ist z, = k-dzr und b = p - dz.

Der Flacheninhalt eines Rechteckstreifens von xp, bis zj, + dx ist
dw - f(xy) = dx - (v1,)% = dx - (k - dx)?.

Die Fliche unter der Kurve ist Y h_, (k- dz)? - dz = da® - >0 _ k2.
Die Formel fiir den letzten Term ist Y %_, k? = %.

Die Ausrechnung kénnen wir uns sparen. Sie verlauft wie gewOhnlich — mit dx
statt Az.

Man kann so rechnen. Das ist mathematisch korrekt und heiftt ,Nonstandard“. Es
gibt keinen Konflikt mit der iibrigen, alten Mathematik, die ,,Standard* heifst. Was
hat sich denn geéndert? Statt mit Differenzen Az rechnet man mit Differentia-
len dz. An die Stelle des fremden, unarithmetischen Grenzwertprozesses tritt der
arithmetische Ubergang zum Standardteil.

Im Kern — mit den Bezeichnungen in den obigen Abbildungen — verlduft fiir nicht-
pathologische Funktionen die Definition des Riemannschen Integrals grob so:

dz sei unendlich klein, u, die Zahl der Intervalle, ist unendlich grof.

Dannist a + p-der =05, xp = a+ k- dx.
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Der Fldcheninhalt der Streifen ist dx - f(xy).

Die Fliche unter der Kurve ist Y _, f(a + k- dz) - dz.
Das Integral fab f(z)dz ist der Standardteil dieser unendlichen Summe.

Wir bemerken: Das Integral ist, so wie es historisch war, wieder eine Summe — bis
auf die infinitesimale Abweichung. Die Summe ist unendlich und dennoch arith-
metisch berechnet. Das macht manches durchsichtiger, ja sichtbar, wie wir unten
bei der Betrachtung des Hauptsatzes sehen werden.

Wir kommen gleich zu weiteren Beispielen aus dem Einstieg in die Differential-
und Integralrechnung — und nur um den Einstieg geht es. Hat man das Handwerk
grenzwertfrei, in arithmetischer und zugleich anschaulicher Weise gelernt, geht
alles so weiter wie gehabt.

4.4 Wie kommen die Infinitesimalien zuriick?

Jetzt kldren wir das Prinzip der arithmetischen Riickkehr der Infinitesimalien. Es
besteht in einer Zahlbereichserweiterung, einer Fortsetzung also der Zahlbereichs-
erweiterungen, die den Mathematikunterricht von Beginn an pragen:

e R wird erweitert zum angeordneten, nichtarchimedischen Kérper *R der
hyperreellen Zahlen.

Diese hyperreellen Zahlen kénnen wie oben quasi-axiomatisch eingefiihrt werden.
Thre Herkunft kann man in der Schule so wenig thematisieren wie die Konstruktion
der reellen Zahlen. Wir schildern die Herkunft exemplarisch und auf die wesentli-
chen Ideen reduziert.

Wie erhélt man die hyperreellen Zahlen *R? Eigentlich sehr einfach, ndmlich lo-
gisch, nach Robinson (1961):

e Man nehme ein Nichtstandardmodell von R, der reellen Arithmetik.

Damit kann man Nichtstandard-Mathematik machen, so, wie oben angedeutet.

Ich skizziere der Vollstandigkeit halber die logische Rezeptur, die das Nichtstan-
dardmodell hervorbringt. Fiir die arithmetische Praxis ist die Rezeptur irrele-
vant.

Dies sind die Schritte zum Nichtstandardmodell:

Man nehme den angeordneten Korper R.
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Man nehme Th(R), das sind alle arithmetischen Sétze iiber R.
Man nehme ¥ =Th(R)U{0 <z, 1<z,2<uz, ...}

Jede endliche Teilmenge von Sétzen in ¥ ist gemé&fs einer Interpretation [
mit einem ausreichend grofen f(x) erfiillt.

Man nehme den Endlichkeitssatz. Der sagt:
Es gibt ein Modell B von ¥ =Th(R)U{0 <z, 1<, 2<x,...}.
Es gibt eine Interpretation 8 mit einem G(z) > n fiir alle n.
e Man nehme 9B. B ist nichtarchimedisch. Den Grundbereich nenne man *R.
Es gibt unendlich grofe und unendlich kleine Zahlen.

Die mengentheoretische Rezeptur (Schmieden/Laugwitz 1958, Laugwitz 1986) sieht
kurzgefasst so aus:

Man nehme R.

Man nehme RY, die Menge aller Folgen (ay,).

Man definiere eine geeignete Aquivalenzrelation.
e Man definiere *R als die Menge aller Klassen.

Also man wiederhole im Prinzip das, was man bei der Konstruktion von R aus
Q gemacht hat. Die Schritte der Konstruktion, die fiir die Praxis der hyperreellen
Zahlen wieder nicht relevant sind, sind diese:

Man nehme Cof, die Menge aller cofiniten Teilmengen von N, das sind die
Teilmengen, deren Komplement endlich ist.

Cof ist ein freier Filter.

Sei (an) ~ (bn) < {n|a, = by} € Cof.

Man nehme das Ideal V = {(¢,) | {n|c, = 0} € Cof}.
Man nehme das Zorn’sche Lemma.

Man nehme in der geordneten Menge aller feineren Filter als Cof einen ma-
ximalen Filter U.

Man nehme das maximale Ideal V.

Man nehme *R = RN /.
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e *R = RY/Vy; ist ein angeordneter, nichtarchimedischer Korper.

Es gibt unendlich grofe und unendlich kleine Zahlen.

Ausfiihrlicher ist die mengentheoretische Konstruktion in Bediirftig/Murawski
(2019) (Punkt 6.4.2) geschildert und durchgefiihrt in Laugwitz (1986) (S. 91 bis
99). Die Konstruktion braucht im Zornschen Lemma das Auswahlaxiom.? Es geht
auch ohne diesen Aufwand, in einer konservativ erweiterten Mengenlehre. Wenn
man genau in die Axiomatiken schaut, wie sie in der Analysis I-Lehre iiblich sind,
bemerkt man, dass infinite und infinitesimale Zahlen gar nicht ausgeschlossen sind.
Sie werden nur gewohnlich nicht gesehen (s. Kuhlemann (2018b)). Man macht sie
sichtbar durch die Einfiihrung eines neuen Préadikats s, das fiir ,,Standard“ steht
und in drei Axiomen beschrieben wird.

Soviel zum Hintergrund. Fiir die Praxis braucht man ihn so wenig, wie man den
Hintergrund der Konstruktion hinter den reellen Zahlen braucht. Die ersten vier
Schritte in der Rezeptur sind interessant, wenn man eine Verbindung zu den Grenz-
werten herstellen will (vgl. Lingenberg (2019)). In der mathematischen Arbeit, im
Unterricht und in der Lehre geht es allein darum, in einem Modell *R zu arbeiten,
wie wir es knapp vorgestellt haben. Das ist normale Mathematik, die Nonstandard
heifst.

Die mathematische Arbeit, R voraussetzend, beschreibt man wie gewohnlich axio-
matisch.

(i) Es sei R C *R. Die Elemente von *R heifien hyperreelle Zahlen.

(ii) Zu jeder Relation R auf R gibt es die hyperreelle Fortsetzung *R auf *R mit
R C*R. (*R wird einfach wieder mit R bezeichnet.)

(iii) Es gibt a ¢ Rmit: Ve e R(x >0 -0 < o < ).
(iv) Jede arithmetische Aussage in R gilt in *R. (Transferprinzip)

(v) Jede beschrénkte hyperreelle Zahl p liegt unendlich nah zu einer reellen Zahl
r, die ,Standardteil von ¢* heift. (Standardteilprinzip)

Wie iiberall arbeitet man auch hier erkennbar auf mengentheoretischer Basis und
setzt dabei wie selbstverstandlich die Axiome der Mengentheorie voraus.

9. Zur (oft iiberbetonten) Rolle des Auswahlaxioms vgl. Abschnitte 4.4 und 6.5 in Bediirf-
tig/Murawski (2019).
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4.5 Beispiele: Differentialquotient, Ableitung, Stetigkeit

Wir wenden uns wieder dem ersten, sehr {iberschaubaren infinitesimalen Hand-
werkszeug zu, um konkret zu sehen, was passiert. Was braucht man fiir die ele-
mentare Analysis? Wir zitieren partiell aus Bediirftig (2018), Abschnitt 6. Den
Zugang zum Riemann-Integral haben wir bereits dargestellt.

Wie sieht es mit der Ableitung und dem Differentialquotienten aus. Wir schauen

wieder auf das charakteristische Dreieck.

0 mmm—

[
!.%5
|
|
|

dai
To Tot+dr

Den Bezeichnungen entnehmen wir dy = f(z, + dz) — f(z). Da wir mit den

infinitesimalen Differentialen rechnen kénnen, erhalten wir den
o Differentialquotienten Z_Z .
Davon unterscheiden wir die
o Ableitung f'(z,) ~ %:
Die Ableitung ist der Standardteil des Differentialquotienten.

f ist differenzierbar in z(, wenn es diesen Standardteil gibt — unabhéngig von der

Wahl von dzx.

Am Standardbeispiel f(z) = 2 machen wir das Prinzip deutlich:

SR R 2_ 2 2400, 2_ 2
dy _ J(otd)=f(zo) _ (votde)l—a} _ wi+uodutds’—sl _ o o g

dz — dx dx dx
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AIS()
f — ~ 2}
/(.fL‘O) - on ~ ly~

Man rechnet, wie man es in der Vorbereitung der Grenzwertbildung mit den Dif-
ferenzen Ax und Ay tut, erspart sich den unarithmetischen Grenzwertprozess und
macht den arithmetischen Ubergang vom Differentialquotienten % zum Standard-
teil f/(z,).

Die Stetigkeit schliefflich bekommt durch die Infinitesimalien eine iiberzeugend
einfache Fassung:

f heift stetig in z,, wenn f(z,) ~ f(x, + dz) fiir infinitesimale dx.

Interessant ist, wie hier aus einer Stetigkeit, die in dem e-d-Formalismus nur ,,um
Z, herum* beschrieben wird, eine Stetigkeit ,,in“ z, wird.

Die Frage nach der Stetigkeit ist die ,Gretchenfrage zwischen alter und moderner
Mathematik, die wir oben einander gegeniibergestellt haben. Denn die Frage ist
durch die mengentheoretische Aufldsung der alten stetigen Geraden, Linien und
Kontinua in isolierte Punkte {iberhaupt erst entstanden. Entsprechend kunstfer-
tig und abstrakt sind die Standarddefinitionen der Stetigkeit, die versuchen, die
Auflésung mengentheoretisch-logisch zu reparieren. Sie simulieren statisch die alte
fliefende Stetigkeit. Was frither das Natiirliche war, Nullstellensatz und Zwischen-
wertsitze, wird heute — historisch blind — als fundamentale Einsicht gefeiert, die
die Alten — mathematisch blind — nicht gesehen hétten. Eigenartiger Weise zweifelt
heute wie damals niemand daran, dass Geraden sich schneiden.

Auch die Nichtstandarddefinition der Stetigkeit ist mengentheoretisch. Aber sie
sieht tiefer in das mengentheoretische Kontinuum hinein. Sie 6ffnet den reellen
Punkt zu einer ,Monade* unendlich naher Punkte und sagt anschaulich, dass eine
stetige Funktion im reellen Punkt keine ,grofsen Spriinge” macht. Infinitesimale
Spriinge sind erlaubt.

4.6 Rechenbeispiel, Hauptsatz

Dort, wo der Grenzwertformalismus verwickelt ist, wird der Vorteil des Rechnens
mit Infinitesimalien besonders sichtbar. Wir fiithren die Einfachheit des Rechnens
an der Kettenregel vor. Seien

y = f(x), z = g(y) differenzierbar,
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dy = f(z+dz) — f(z) , dz =gy +dy) — g(y) -
Dann ist fiir da,dy # 0

L~ g'(y), 2~ f(a).

dz _ dz  dy
Aus 22 = & d folgt

¢(x) =g'(y) f'(x) =g (f(z)) - f'(2).

Eine wesentliche Rolle fiir alles weitere spielt der Hauptsatz, dessen Kern im infi-
nitesimalen Zugang elementar sichtbar wird:

r x+dzr

Wir sehen
dF = F(xz +dx) — F(x).
Da f im Intervall [z, z + dz] bis auf einen infinitesimalen Fehler konstant ist,
ist
dF =~ f(x) - dx,
also
F() ~ 4 ~ f(2).10

Eine grundsétzliche arithmetische Vorsicht aber ist hier geboten, da die Relation
~ bei Division durch infinitesimale Zahlen nicht notwendig erhalten bleibt. Die
Rechnung aber ist korrekt, wie man wieder sieht:

Ist f stetig und dy = f(x + dz) — f(x), so ist das Rechteck dy - dz grofer als der
infinitesimale Fehler, der Dreiecksinhalt D = dF — f(z)-dx. Mit D < dy - dz, also

D < dyist F'(z) ~ 4 = 7f(’;);l‘iw+D ~ f(x).

10. Diese Argumentation finden wir in einer Aufgabenbearbeitung durch einen Schiiler im Un-
terricht von J. Dorr (Dérr (2015), Folie 46).
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Ein besonderes Beispiel der Effektivitdt des Infinitesimalen ist die Ableitung der
Sinusfunktion, die man wieder quasi sehen kann. Dieses Beispiel samt Begriin-
dung der Veranschaulichung des Infinitesimalen finden wir bei Wunderling (2007),
S. 281, und Baumann/Kirski (2019), S. 236, die allgemeine mathematische Legiti-
mation in (Kuhlemann (2018a)).

5 Schluss

Was bringt Nonstandard? Warum soll man die Seiten wechseln?

Warum Nonstandard?

Es geht nicht darum, die Seiten zu wechseln. Es geht darum, Nonstandard wahrzu-
nehmen und Standard um Nonstandard zu erweitern. Wir haben im Elementaren
gesehen, wie effektiv das ist. Der Einstieg in die Analysis kann anders werden.
Er muss nicht durch die offenbaren Schwierigkeiten mit den Grenzwerten belas-
tet sein. Grenzwerte, die man aus Griinden der Vorbereitung auf das Studium
und der in Grenzwerten geschriebenen Analysis nicht eriibrigen kann, bekommen
in den Infinitesimalien ein Gegeniiber — etwa so, wie wir die Nachbarschaft, ja
Verwandtschaft von beiden historisch beobachtet haben.

In der Einfiihrung des Integrals ist das im Wechsel vom verschwindenden Az zum
unendlich kleinen dx sehr deutlich. Der Differentialquotient hélt den Grenzpro-
zess der Differenzenquotienten quasi an. Steigungen kénnen nicht mehr nur als
Grenzwerte ,in der Ferne* erahnt werden, sie sind wieder Verhéltnisse von — un-
endlich kleinen — Seiten. Das Integral kann wieder als Summe begriffen werden. Der
Hauptsatz liegt ,auf der Hand*. Die Anschaulichkeit ist wieder da, das Verstehen,
das oft in Grenzprozessen verschwindet, bekommt eine neue Chance. Der abstrak-
te Grenzwertformalismus erhélt ein arithmetisches und anschauliches Gegeniiber.
Differentiationsregeln miissen nicht mehr kiinstlich iiber die Hiirde der Grenzwert-
sétze springen. Sie werden arithmetisch ausgerechnet. Das Unendliche ist arith-
metisch in den infiniten Zahlen ,realisiert® und von den offenen Grenzprozessen
befreit, deren aktuale Unendlichkeit so problematisch ist.

Die mathematischen Vorziige von Nonstandard liegen auf der Hand. Denn Non-
standard ist eine echte Erweiterung von Standard. Sie ist ,konservativ®, wie man
sagt, da sie auf Standard aufbaut und Standard erhilt. Besonders klar wird dies
in dem Ansatz, den K. Kuhlemann in dem schon erwéhnten Aufsatz (Kuhlemann
(2018b)) vorstellt. In dem Ansatz, von dem wir hier ausgehen, erhebt sich iiber
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der reellen Arithmetik nicht nur die Struktur R, sondern auch *R. Das effektive
Angebot *R kann man mathematisch nicht ausschlagen. Hyperreelle Zahlen ergén-
zen die Standardinstrumente und 6ffnen die Tiir zu einem neuen mathematischen
Raum. K. Godel sah Nonstandardanalysis als Analysis der Zukunft (vgl. Vorwort
zur 2. Auflage von Robinson (1966)).

Infinitesimalien und infinite Zahlen machen Beweise einfacher und erleichtern Ent-
deckungen (vgl. Godel a.a.O). Sie vertiefen und erweitern die mathematische An-
schauung. Historisch haben wir vermutet, dass der Aspekt der Anschauung eine
wesentliche Kraft in der Entwicklung der Analysis im 18. Jahrhundert war. Auch
heute ist dieser Aspekt nicht zu unterschitzen. Er war und ist eine wesentliche
Quelle mathematischer Inspiration.

Nonstandard erweitert und vertieft das mathematische Denken. Das unendlich
Kleine, ein traditionelles, effektives Element des mathematischen Denkens, ent-
steht neu. Nonstandard hebt mathematische Festlegungen auf, die uns manchmal
gar nicht bewusst sind. Die Zahlengerade ist das Standardbeispiel dafiir. Sie ist die
Identifikation von Zahlen und Punkten, von R und Gerade, von Arithmetik und
Geometrie. Nonstandard befreit das lineare Kontinuum von dieser ,Besetzung
durch Zahlen. Die Zahlengerade wird wieder zum offenen Medium der Veranschau-
lichung von Zahlen, auch der hyperreellen Zahlen, als Punkte. Das Kontinuum ist
keine Punktmenge mehr. Setzt man R oder *R als Modell der Geraden, so ist sie
nur theoretisch — und voriibergehend — eine Zahlen- und Punktmenge.

Widerstande

Wieso, wenn alles so iiberzeugend ist, macht man Nonstandard nicht schon ldngst?
Man muss unterscheiden: In der mathematischen Forschung wird schon lange non-
standard gearbeitet — von Spezialisten. Von ,allgemeinen“ Mathematikern, Do-
zenten und Lehrern jedoch wird Nonstandard kaum wahrgenommen oder nicht
ernstgenommen. Es scheint vielmehr Widerstand zu geben, der bisweilen nur wie
Trotz ist.'' Ich vermute knapp einige Griinde — erinnere aber an die ,Prophetie®
der Geschichtsschreibung im Motto dieses Aufsatzes, von der auch eine ,Gegen-
wartsschreibung” nicht ganz ausgenommen ist.

11. In Hischer (2017) wird der Grenzwert verteidigt, der gar nicht angegriffen ist. Im Text
finden wir (S. 33): ,Die ,hyperreellen Zahlen‘ bestehen aus allen finiten (also reellen) und allen
infinitesimalen und infiniten Zahlen.“ Das ist elementar falsch: Die finiten sind nicht die reellen
Zahlen und die sind keine ,die Zahlengerade fiillende Punktmenge* (S. 35). Wogegen schreibt der
Autor?
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Nonstandard wird oft als nur logische Erscheinung wahrgenommen, da sie, wie man
meint, in ,nur logisch aufgefundenen Nichtstandardmodellen stattfindet. Logik
genieft unter Mathematikern eine eher distanzierte Anerkennung, da sie, wie man
meint, fiir die mathematische Praxis nicht relevant ist. Daher hélt man sich fern
— wie der praktische Arzt von der Pathologie. Ein Beispiel lesen wir in (Behrends
(2003)), S. 76).

Es gibt einen aus der Modelltheorie entstandenen und vor einigen
Jahrzehnten viel diskutierten alternativen Zugang zur Analysis, in dem
die ,unendlich kleinen Grofen* ein Comeback erleben (die Nonstandard-
Analysis). Hauptvorteil ist, dass man endlich ,versteht‘, was Leibniz
und den anderen wohl vorgeschwebt haben konnte, aufserdem kommt
man viel schneller zu den Hauptsétzen der Analysis.*

Uber die Diktion hier sehen wir hinweg. Der letzte Teilsatz immerhin ist bemer-
kenswert. Gleich aber schrinkt der Autor ein:

»Dabei muss man sich allerdings, wenn man alles so streng wie allge-
mein iiblich entwickeln md6chte, sehr ausfiihrlich mit sehr verzwickten
Teilen der Modelltheorie beschéftigen, und deswegen spricht einiges
dafiir, dass diese Variante der Analysis nur eine Episode bleiben wird.*

S0 streng wie allgemein iiblich“ ist nicht wirklich streng, wie K. Kuhlemann
(2018b) analysiert. Ist man streng, so zeigt sich, dass die infinitesimalen und in-
finiten Zahlen nicht ausgeschlossen, sondern nur verborgen sind und sichtbar ge-
macht werden konnen. Selbst, wenn etwas modelltheoretisch nachgewiesen wird,
ist es nicht notig, Modelltheorie zu betreiben, wenn man fundiert arbeiten will.
Das Arbeiten im Modell braucht weder Konstruktion noch Modelltheorie (vgl.
Bediirftig/Murawski (2019), Abschnitt 6.5). Es ist charakteristisch, wie hier, of-
fenbar ohne die mathematische Umgebung hinreichend zu kennen, ein Urteil gefallt
wird.

Zuvor (S. 75) schon hatte der Autor den Darwinismus angerufen, der in der Ma-
thematik wie in der Natur wirkt. Durch natiirliche Auslese iiberlebe die gute Ma-
thematik und die schlechte bleibe eine ,Episode‘. Wir bemerken, dass es hier gar
nicht um eine andere Mathematik geht, sondern um ihre Erweiterung. Und wir
merken weiter an, dass Auslese in der Mathematik oft weniger mathematisch als
soziologisch geschieht. Ein gewisser Konservativismus, scheint mir, war hier und
ist am Werke, der u.a. fiirchtet, dass die fundamentalen Grenzwerte in Gefahr sind
(vgl. Hischer (2017)).
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Als gewisse Gegenposition zu E. Behrends sei auf K. Gédel verwiesen, der es als
Kuriositét (oddity) bezeichnete, dass es bis zu einer exakten Theorie der Infinite-
simalien 300 Jahre brauchte (vgl. Vorwort zur 2. Auflage von Robinson (1966)).

Logik ist unbequem. Ergebnisse aus der Logik tiber Unvollstdndigkeit, Wider-
spruchsfreiheit, Axiomatisierbarkeit, Entscheidbarkeit usw. sind beriithmt, aber oh-
ne praktische Bedeutung. Unabhéingigkeitsresultate wie fiir das Auswahlaxiom und
die Kontinuumshypothese sind unangenehm — verunsichern aber nur voriiberge-
hend ein wenig. Hierher, in die Unabhéngigkeit von den Grundlagen und damit von
der Mathematik, gehort auch die Entscheidung fiir Nonstandard, die man félschlich
als Entscheidung gegen Standard aufzufassen scheint. Nonstandard und Standard
scheint paradox zu sein. Also beschrinkt man sich: auf Standard.

Aus der Mengenlehre kommen quasi ,,Glaubenssétze®, die ins mathematische Fleisch
und Blut iibergegangen zu sein scheinen. Wir haben es oben als Fortschritt dar-
gestellt, das Kontinuum nicht mehr prinzipiell als Punktmenge aufzufassen. Die
Punktmengenauffassung aber scheint tief im Unbewussten zu sitzen. Die Zahlen-
gerade, Indiz dafiir, ist alltdgliches, scheinbar unverzichtbares Instrument. Unse-
re Grenzwertmathematik {iberzeugt uns, dass 0,999... = 1 ist und Achilles die
Schildkréte iiberholt. Nullfolgen reprisentieren die Null. Punkte sind objektiv und
ausdehnungslos. In ihnen ruht der Pfeil. Uber allem steht die Auffassung, dass Zah-
len endlich sind. All das miisste man in Frage stellen. — Uber solche und verwandte
Probleme wird in Bediirftig (2015), und Bediirftig/Murawski (2017) berichtet.

Kurz: Die Erweiterung durch Nonstandard untergrdbt Grundvorstellungen, die
manchmal nicht bewusst sind. Entsprechend ,allergisch* f&llt gelegentlich die Ab-
wehr aus.

Schlussworte

Ist die Wiederkehr der Infinitesimalien wirklich ein Zuriick, zuriick ins 17. und
18. Jahrhundert?

Gedanklich, anschaulich: Ja! Mathematisch: Nein!

Infinitesimalien, die einst Grofien waren, sind heute Zahlen. Thre Grundlage sind
die heutigen Mathematischen Grundlagen, Mengenlehre und Logik. Mit modernen
Methoden fiihren sie {iber die reellen Zahlen hinaus in ein neues mathematisches
Denken hinein. ,Nichtstandard“ bedeutet nicht ,nicht Standard®.
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Die reellen Zahlen R sind fast 150 Jahre alt. Es geht nicht um die Ablésung durch
die hyperreellen Zahlen *R. R ist der Ausgangs- und Bezugspunkt. Es geht nicht
um die Abschaffung der Grenzwerte.

e Es geht mathematisch um die {iberfillige Erweiterung der reellen Arithmetik
und um die Erweiterung der mathematischen Instrumente.

e Es geht didaktisch um eine Alternative und Erginzung im Mathematikun-
terricht, die die Probleme der Grenzwerte arithmetisch vermeiden kann.

Was hier aufgeschrieben ist, ist ein weiter, vielfiltiger Uberblick. Historische Ent-
wicklungen, mathematische Details und didaktische Ideen habe ich angedeutet.
Ich habe die Umgebung und den Kern einer Mathematik vorgestellt, die aus dem
17. Jahrhundert kommt und heute, nach einer Zeit des Vergessens und Verdrén-
gens, mathematisch legitimiert wieder da ist. Sie ruft nach Wahrnehmung in der
Lehre, nach Didaktik und den Einzug in den Unterricht.

Standard braucht Nonstandard.

Literatur

Basiner, S. (2019). Infinitesimale Gréfien. Bericht aus dem Unterricht. Dortmund
2019.
http://www.nichtstandard.de/unterricht.html, zugegriffen: 2.04.2019.

Bauer, L. (2011). Mathematik, Intuition, Formalisierung: eine Untersuchung von
Schiilerinnen- und Schiilervorstellungen zu 0,9. J. fiir Mathematikdidaktik 32,
79-102.

Baumann, P.; Kirski, T. (2016). Analysis mit hyperreellen Zahlen, Mitteilungen
der GDM 100 (2016), 6-16.

Baumann, P.; Kirski, T. (2019). Infinitesimalrechnung — Analysis mit hyperreellen
Zahlen, Berlin 2019.

Baumann, P., T. Bediirftig und V. Fuhrmann (Hrsg.) (2020). s. Handreichung
(2020)

Becker, O. (1954). Grundlagen der Mathematik in geschichtlicher Entwicklung.
Freiburg-Miinchen 1954.

Bediirftig, T. (2015). Was ist ein Punkt? — Fin Streifzug durch die Geschich-
te. Siegener Beitrdge zur Geschichte und Philosophie der Mathematik, Band 5,
1-21.



Infinitesimalien, Grenzwerte und zuriick 233

Bediirftig, T. (2018). Uber die Grundproblematik der Grenzwerte, Mathemati-
sche Semesterberichte 65/2 (2018), 277-298, https://doi.org/10.1007,/s00591-018-
0220-0.

Bediirftig, T.; Murawski, R. (2017). Historische und philosophische Notizen tiber
das Kontinuum, Mathematische Semesterberichte 64 (2017), 63-88.

Bediirftig, T.; Murawski, R. (2019). Philosophie der Mathematik (4., erweiterte
und {iberarbeitete, Auflage). Berlin 2019.

Behrends, E. (2003). Analysis I. Braunschweig/Wiesbaden 2003 (6. Auflage Hei-
delberg 2015).

Beutelspacher, A. (2010). Albrecht Beutelspacher’s Kleines Mathematikum. Die
101 wichtigsten Fragen und Antworten zur Mathematik, Miinchen 2010

Breger, H. (2009). Vom Bindrsystem zum Kontinuum: Leiniz’ Mathematik. In Rey-
don (2009), 123-135.

Cantor, G. (1932). Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophi-
schen Inhalts. Hrsg. E. Zermelo, Berlin 1932.

Cauchy, A.L. (1821). Cours d’Analyse de I’Ecole Polytechnique. Premier partie.
Anaylse algébrique. Paris 1821.

Dérr, J. (2017). Analysis mit hyperreellen Zahlen — Unterrichtspraktische Erfah-
rungen aus einem Leistungskurs. Speyer 2017, https://wiki.zum.de/images/f/{7
/Folien Unterrichtsversuch VA

Vallendar 08 09 Juni_ 2017, zugegriffen: 2.04.2019.

Fuhrmann, V. und Hahn, C. (2019). Differentialrechnung ohne Grenzwerte, eine
Unterrichisreihe im Grundkurs, Schuljahr 2018/2019. Worms 2019.
http://www.nichtstandard.de/unterricht.html, zugegriffen: 2.04.2019.

Handreichung (2020): dz, dy — Einstieg in die Analysis mit infinitesimalen Zah-
len. Fine Handreichung. Teil I., Hrsg. Baumann, P.; Bediirftig, T.; Fuhrmann, V.,
Berlin, Hannover, Worms 2020.

https://www.idmp.uni-hannover.de/fileadmin /idmp/Mathedidaktik /Forschung/
Publikationen/beduerftig/Handreichung-2020.pdf, zugegriffen: 22.08.2020

Heinsen, S. (2019). Einfihrung der Differentialrechnung ohne Grenzwerte - Er-
fahrungsbericht aus einem Unterrichtsgang in einem (gymnasialen) Grundkurs.
Bolanden 2019.

http://www.nichtstandard.de/unterricht.html, zugegriffen: 2.04.2019.

Hilbert, D. (1999). Grundlagen der Geometrie. Stuttgart 1968 (11. Auflage).



234 Thomas Bediirftig

Hilbert, D. (1925). Uber das Unendliche. Math. Annalen 95 (1925), 161-190.

Hischer, H. (2017). ,,Grenzwertfreie Analysis* in der Schule via ,Nonstandard Ana-
lysis“?, Mitteilungen der GDM 103 (2017); 31-36.

Jahnke, H.N. (Hrsg.) (1999). Geschichte der Analysis, Heidelberg Berlin 1999.

Kirski, T. (2019). Lehrpline GK Mathematik. http://www.nichtstandard.de/FAQ
.html, zugegriffen: 2.4. 2019.

Knobloch, E. (Hrsg.) (2016). Gottfried Wilhelm Leibniz: De quadratura arithme-
tica circuli elipseos et hyperbolae cujus corollarium est trigonometria sine tabulis.
Berlin Heidelberg 2016.

Korle, H.-H. (2012). Die phantastische Geschichte der Analysis. Ihre Probleme
und Methoden seit Demokrit und Archimedes. Dazu die Grundbegriffe von heute.
Miinchen 2012 (2. Auflage).

Kuhlemann, K. (2018a): Uber die Technik der infiniten Vergroferung und ihre
mathematische Rechtfertigung. Siegener Beitrdge zur Geschichte und Philosophie
der Mathematik 10 (2018), 47-65.

Kuhlemann, K. (2018b). Zur Aziomatisierung der reellen Zahlen, Siegener Beitrige
zur Geschichte und Philosophie der Mathematik 10 (2018), 67-105.

Landers, D.; Rogge, L. (1994). Nichtstandard Analysis. Berlin Heidelberg 1994.

Laugwitz, D. (1978). Infinitesimalkalkiil — Fine elementare Einfihrung in die
Nichstandard-Analysis. Ziirich 1978.

Laugwitz, D. (1986). Zahlen und Kontinuum. Mannheim; Wien; Ziirich 1986. Leib-
niz, G. W. (1971). Mathematische Schriften. Hrsg. C.J. Gerhardt, Nachdruck Hil-
desheim 1971.

Meschkowski, H. (1966). Aus den Briefbiichern Georg Cantors. Archive for History
of Exact Sci. 2 (1962-1966), 503-519.

Reydon, A.C.; H. Heit; P. Hoyningen (Hg.) (2009). Der universale Leibniz — Den-
ker, Forscher, Erfinder. Franz Steiner Verlag, Stuttgart 2009.

Robinson, A. (1961). Non-standard Analysis. Indag. Math. 23 (1961), 432-440.

Robinson, A. (1966). Non-standard Analysis. Amsterdam, London 1966 (2. Auflage
Amsterdam, London, New York 1974).



Infinitesimalien, Grenzwerte und zuriick 235

Schatheitlin, P. (Hrsg.) (1924). Die Differentialrechnung von Johann Bernoulli aus
dem Jahre 1691/92. - Oswalds Klassiker der exakten Wissenschaft. - Leipzig: Aka-
demische Verlagsgesellschaft, 1924.

Schmieden, C.; Laugwitz, D. (1958). Eine Erweiterung der Infinitesimalrechnung.
Math. Zeitschrift 69, 1-39.

Sonar, Th. (2016). Vertreibung der Gespenster. Spektrum der Wissenschaft 7
(2016), 60-66.

Spalt, D. D. (2015). Die Analysis im Wandel und Widerstreit, Eine Formierungs-
geschichte ihrer Grundbegriffe. Freiburg / Miinchen 2015

Spalt, D. D. (2019). Eine kurze Geschichte der Analysis. Berlin 2019
Vath, Martin (2007). Nonstandard Analysis. Basel 2007.

Wunderling, H.; Baumann, P.; Kirski, T. (2007). Analysis — als Infinitesimalrech-
nung; DUDEN PAETEC Schulbuchverlag, Berlin 2007.






Zwei Entdeckungsgeschichten -
Zwischen Theorie und Empirie

Stephan Berendonk

Zusammenfassung: In diesem Artikel schildere und reflektiere ich zwei von mir
durchlaufene elementarmathematische Entdeckungsprozesse, an deren Ende je-
weils ein der Literatur bekanntes Resultat stand. Der erste Entdeckungsprozess
,Das Wackelfahrrad — Ein Beispiel beweisgeleiteten Entdeckens® zeigt, dass und
inwiefern bestehende Beweise eine entdeckungsleitende Wirkung entfalten kénnen
und thematisiert damit einen Aspekt mathematischen Entdeckens, der von Imre
Lakatos ins Zentrum einer Logik des mathematischen Entdeckens gestellt wurde.
Der zweite Entdeckungsprozess ,,Fibonaccizahlen modulo p — Analogie und Wis-
sen liefert ein Beispiel fiir das Analogisieren, einer Tétigkeit, deren Bedeutung
fiir das mathematische Entdecken insbesondere von George Poélya hervorgehoben
wurde. Beide Entdeckungsprozesse betonen die Rolle des Vorwissens beim ma-
thematischen Entdecken und gewédhren Einsicht in das typische Verhéltnis von
Theorie und Empirie beim elementarmathematischen Entdecken.

1 Einleitung - Drei Mustererkennungsaufgaben

Ich beginne mit der Bitte, die folgenden drei idealtypischen ,Entdeckeraufgaben‘
zu bearbeiten.

SieB 13 (2020), 237-294
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Aufgabe 1: Finde in folgender Tabelle einen Zusammenhang zwischen den Zahlen
der ersten beiden Spalten und den Zahlen in der dritten Spalte!

a? b2 c?

9 16 | 25
25 | 144 | 169
64 | 225 | 289
49 | 576 | 625

400 | 441 | 841

Aufgabe 2: Vervollstindige die Tabelle, indem Du tiberlegst, wie man die Funk-
tionen in der rechten Spalte aus den Funktionen in der linken Spalte erhalt!

f(z) | f'(2)
x? 2z
x3 322
rt 423
x° 5t
26

Aufgabe 3: Vervollstindige die Tabelle! Was hast Du dabei entdeckt?

oa | B v |a+B+y
60 | 60 | 60

25 | 70 | 85

10 | 20 | 150

178 | 1| 1

90 | 45 | 45

Es wird Ihnen sicher nicht schwer gefallen sein, die Aufgaben zu bearbeiten und
das jeweilige Muster zu erkennen. Vermutlich konnten Sie, gestiitzt durch die sug-
gestiven Bezeichnungen der Tabelleneintrége, einen Verdacht &ufiern, in welchem
Kontext die Daten jeweils erhoben wurden. Darf ich also behaupten, Sie hitten
den Satz des Pythagoras, die Potenzregel der Differenzialrechnung und den Win-
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kelsummensatz fiir Dreiecke wiederentdeckt? Ich habe da so meine Zweifel. Zu
sehr scheint dieses Aufgabenformat mit meinen eigenen Erfahrungen im mathe-
matischen Entdecken zu interferieren. Ich mdchte Thnen dies genauer erldutern.
Dazu werde ich in mein eigenes Bild vom mathematischen Entdecken anhand der
Schilderung zweier Entdeckungsprozesse vorstellen. Die erste Schilderung handelt
von der Wiederentdeckung einer interessanten Beziehung zwischen Kurven und
ihren Fulpunktkurven. Die zweite Schilderung beschreibt eine Wiederentdeckung
eines Satzes iiber die Periodenléinge der modulo einer Primzahl reduzierten Folge
der Fibonaccizahlen. Die erste Schilderung spielt im Reich der Geometrie, die zwei-
te Schilderung gehort in die Arithmetik. Die Wahl einer geometrischen und einer
arithmetischen Entdeckungsgeschichte ermoglicht mir, dem Verdacht grundsatzli-
cher entdeckungstechnischer Unterschiede zwischen den Bereichen Geometrie und
Arithmetik nachzugehen und Rechnung zu tragen. Die beiden Fallbeispiele werden
keinen paradigmatischen Charakter fiir die Kunst des mathematischen Entdeckens
als Ganzes beanspruchen kénnen. Gleichwohl werden sie einige, meiner Erfahrung
nach, allgemeingiiltige Aspekte mathematischen Entdeckens zu Tage fordern und
damit aufdecken, dass und inwiefern die soeben préisentierten Entdecker- bzw.
Mustererkennungsaufgaben aus entdeckungstheoretischer Sicht zu kurz greifen.

2 Das Wackelfahrrad - Ein Beispiel
beweisgeleiteten Entdeckens

Bei der Darstellung des Entdeckungsprozesses in diesem Teilkapitel orientiere ich
mich an einem Vortrag, den ich auf der Jahrestagung 2015 der Gesellschaft fiir
Didaktik der Mathematik in Basel gehalten habe. Eine kompaktere den mathe-
matischen Sachverhalt erkldrende, allerdings nicht auf den Prozess des Entdeckens
fokussierende, Darstellung der Thematik findet man im zugehorigen Tagungsband
(Berendonk 2015a).

2.1 Quadrat auf Kettenlinie — Vom Phianomen zum Beweis

Diese Geschichte beginnt mit einem Besuch im Mathematikum, dem mathema-
tischen Museum in Giefen. Dort stief ich auf das in Abbildung 1 dargestellte
Exponat.

Es handelt sich um eine zweispurige ,,Strafse®, deren Spuren jeweils aus einer An-
einanderreihung von kleinen ,Hiigeln“ bestehen. Man kann nun eine Hantel mit
quadratischen Gewichten auf dieser Strafe rollen lassen. Bemerkenswerterweise
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Abbildung 1: Ein Exponat des Mathematikums (Foto: Mathematikum / Rolf K.
Wegst).

bewegt sich die Stange der Hantel dabei ,parallel* zur Strafe. Sie fiihrt keinerlei
Auf- und Abwirtsbewegungen durch. Die drei Bilder in Abbildung 2 mdogen die
Rollbewegung der quadratischen Scheiben der Hantel auf einem der Hiigel ver-
deutlichen.

Abbildung 2: Ein Quadrat rollt auf einem Kettenlinienstiick ab.

Es dréngt sich nun die folgende Frage auf: Welche Form haben die Hiigel? Durch
Horensagen hatte ich aufgeschnappt, dass es sich dabei um ein Stiick Kettenlinie
handeln soll. Ich fragte mich, ob ich mich von dieser Behauptung auf eigene Faust
wiirde tiberzeugen kénnen. Durch Nachrechnen, also mit analytischen Hilfsmitteln,
sollte das schon irgendwie gehen. Ich miisste dazu zeigen, dass die ,Hiigelkurve
bei geeigneter Wahl kartesischer Koordinaten die Funktionsgleichung der Ketten-
linie, also y = — cosh(x), erfiillt. Aber konnte ich die Sache nicht womdglich auch
elementargeometrisch in den Griff bekommen? Die Frage war natiirlich schon mit
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einer diffusen Idee verbunden. Zum Verstandnis verbalisiere ich noch einmal den
zu erklirenden Sachverhalt: Rollt man ein Quadrat auf einem passenden Ket-
tenlinienstiick ab, so bewegt sich der Mittelpunkt des Quadrats dabei auf einer
Geraden. Wir haben die Gerade somit als Rollkurve erzeugt. Nun erinnerte mich
das gemeinsame Auftreten der Stichworter ,Rollen” und ,Kettenlinie* daran, dass
auch die Kettenlinie selbst auf einfache Weise als Rollkurve erzeugt werden kann,
namlich als die Kurve, die der Brennpunkt einer Parabel durchlduft, wenn man
die Parabel auf einer Geraden abrollt (s. Abb. 3). Ich war dieser Erzeugungswei-
se der Kettenlinie im Zuge einer Vorlesung zu klassischen Kurven im Lockwood
(1961, S.123) begegnet. Einen Beweis, dass die besagte Rollkurve tatsichlich bei
geeigneter Koordinatenwahl mit dem Graphen der Hyperbelkosinusfunktion zu-
sammenfillt, findet man in Agarwal und Marengo (2010).

Brennpunkt
/ Kettenlinie

Parabel 4

N\

Abbildung 3: Die Erzeugung der Kettenlinie als Rollkurve einer Parabel.

Abbildung 4 verdeutlicht den Entstehungsprozess der Kettenlinie als Rollkurve
nochmals durch vier aufeinanderfolgende Momentaufnahmen.

Hinter meiner Frage nach einem elementargeometrischen Beweis verbarg sich al-
so schlicht die Idee, statt der Funktionsgleichung, die Rollkurvenerzeugung der
Kettenlinie als deren Definition zu hantieren. Das schien mir insofern angemessen
oder gar angezeigt, als schon die Problemstellung das Rollen von Kurven, ndmlich
einer Strecke in Form einer Quadratseite, auf einer Kettenlinie, verlangt. Mit der
Wahl dieser Definition der Kettenlinie waren plétzlich zwei Geraden im Spiel, die
Gerade, die der rollenden die Kettenlinie erzeugenden Parabel als Strafe dient,
und die Gerade, auf der sich der Mittelpunkt des Quadrats, das dann auf dieser
Kettenlinie rollt, bewegen soll. Ware es moglich, dass es sich in beiden Fallen um
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die gleiche Gerade handelt? Um weitere Einsicht in und Zugriff auf das Problem
zu erlangen, versuchte ich zunéchst einige Fakten zu sammeln, die hier eine Rolle
spielen konnten: Sicher diirfte die klassische Brennpunkt-Leitgerade-Definition der
Parabel eine Rolle spielen, denn der Brennpunkt der Parabel wird ja bei der Er-
zeugung der Kettenlinie benotigt. Hilfreich kénnte auch die Reflexionseigenschaft
der Parabel, bzw. jedenfalls eine geometrische Charakterisierung der Tangente in
einem Parabelpunkt, sein, da die Gerade, auf der die Parabel abrollt, stets Tan-
gente der Parabel ist. Ferner wird eine Tangentenbestimmung der Kettenlinie von-
néten sein, da die auf der Kettenlinie aufliegende Quadratseite des schliefslich auf
der Kettenlinie abrollenden Quadrats stets Tangente der Kettenlinie ist. Die hier
angesprochenen Kenntnisse, hatte ich allerdings schon bei vielen geometrischen
Problemstellungen verwenden diirfen. Sie gehdrten durch das Studium des schon
zuvor genannten Lockwood (1961) zum verinnerlichten und unmittelbar aktivier-
baren bereichsspezifischen Wissen. Der Klarheit und mit Blick auf den weiteren
Verlauf auch der gemeinsamen Wissensbasis halber, werde ich die genannten Vor-
kenntnisse nun nochmals einzeln und genauer in Wort und Bild darstellen. Fiir
den eigenen Entdeckungsprozess war dies jedoch nicht notwendig.

Vorwissen 1. Brennpunkt-Leitgerade-Definition der Parabel (s. Abb. 5)

Eine Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte, deren Abstand zu einem spe-
ziellen festen Punkt F' — dem Brennpunkt — gleich dem Abstand zu einer speziellen
Geraden | — der Leitgeraden — ist.

Vorwissen 2. Reflexzionseigenschaft der Tangenten der Parabel (s. Abb. 6)

Sei B ein Punkt der Parabel gegeben durch den Bremmpunkt F und die Leitgerade
l. Sei L der Lotfufspunkt von B aufl. Dann ist die Winkelhalbierende des Winkels
/FBL gleichzeitig die Tangente an die Parabel im Punkt B.

Vorwissen 3. Fufpunktkurve (der Tangenten) der Parabel (s. Abb. 7)

Sei B ein Punkt der Parabel gegeben durch den Brennpunkt F und die Leitgerade
l und sei h die Tangente an die Parabel im Punkt B. Sei F* der Lotfufpunkt von
F aufl und S die Mitte von F und F*, der sogenannte Scheitelpunkt der Parabel.
Sei ferner s die Parallele zu l durch S, die sogenannte Scheitelgerade der Parabel.
Sei schliefilich P der Lotfuffpunkt des Lotes von F auf h. Dann liegt P auf der
Scheitelgeraden s.

Vorwissen 4. Tangentenkonstruktion bei Rollkurven (s. Abb. 8)

Seien k und | zwei zum aufeinander Abrollen geeignete Kurven. Sei P ein Punkt,
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Abbildung 4: Fin Kettenlinienhiigel entsteht.
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Leitgerade /
Parabel

Abbildung 5: Die Brennpunkt-Leitgerade-Definition der Parabel.

L
B
F Tangente
Brennpunkt

Parabel Leitgerade /

Abbildung 6: Die Reflexionseigenschaft der Tangenten der Parabel.

Scheitelgerade s Leitgerade /
B P Parabeltangente /
P
S

Brennpunkt .

Abbildung 7: Die Hullkurveneigenschaft der Parabel.
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der in einer .festen Beziehung“ zur Kurve k steht (wie beispielsweise der Brenn-
punkt einer Parabel zur Parabel selbst) und sei m die von P beim Abrollen von k
auf | erzeugte Rollkurve. Sei schliefllich C der jeweilige momentane Berthrpunkt
von k und l. Dann ist die Senkrechte zu PC Tangente an die Kurve m im Punkt
P.

Tangente an m

Kurve k&

Kurve /

Beriihrpunkt

Abbildung 8: Die Tangentenkonstruktion bei Rollkurven.

Mit Hilfe dieses Vorwissens konnte ich die Situation weiter analysieren: Will sich
der Mittelpunkt des Quadrats beim Rollen auf der Kettenlinie horizontal bewegen,
so muss er sich aufgrund der Tangentenkonstruktion bei Rollkurven (Vorwissen 4),
stets vertikal {iber dem Beriihrpunkt von Quadrat und Kettenlinie befinden. Sollte
die Vermutung zutreffen, dass sich der Mittelpunkt des Quadrats auf der Geraden
bewegt, die der Parabel als Strafte dient, dann wiirde es sich also beim Mittelpunkt
des Quadrats um den Lotfufspunkt des Lotes vom Beriihrpunkt von Quadrat und
Kettenlinie auf die besagte Gerade handeln. Diese Uberlegung ist in Abbildung 9
dargestellt.

Soll sich der in den Blick genommene Lotfufipunkt als Kandidat fiir den Quadrat-
mittelpunkt bewéhren, so muss er stets, d.h. fiir alle Positionen des Beriihrpunkts,
den gleichen Abstand zur beriihrenden Quadratseite, also zur Kettenlinientangen-
te, haben. Dieser Gedanke ist in Abbildung 10 dargestellt. Sofern das der Fall sein
sollte, konnte man den Lotfufipunkt als einen Punkt auffassen, der etwa durch
eine Stange an einer Geraden befestigt ist, die sich auf irgendeine Weise entlang
bzw. auf der Kettenlinie bewegt. Sollte diese Bewegung nun keine reine Rollbewe-
gung sein, sondern auch eine gleitende Komponente enthalten, so miisste sich der
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Quadratmittelpunkt?
B P Strafle der Parabel

Kettenlinie

Beriihrpunkt

Abbildung 9: Fin Kandidat fiir den Quadratmittelpunkt.

Fufspunkt teilweise auch in die Gleitrichtung, also in Richtung der Kettenlinien-
tangente, bewegen, was jedoch nicht der Fall ist, da sich der Fupunkt ja allein
horizontal, ndmlich auf der Strafte der Parabel bewegt.

Abbildung 10: Die (vermutete) Konstanz des Abstands.

Falls der Fukpunkt also konstanten Abstand zur Kettenlinientangente hielte, so
wiirde er sich tatsdchlich als Mittelpunkt eines Quadrats erweisen, das auf einem
Kettenlinienbogen abrollt. Bis zu dieser Stelle hatte ich bei meiner Analyse noch
gar nicht verwendet, dass es sich bei dem Hiigel um einen Kettenlinienbogen han-
delt, oder anders ausgedriickt: Ich hatte noch keine speziellen Eigenschaften der
die Kettenlinie erzeugenden Parabel benutzt. Die noch hypothetische Konstanz
des betrachteten Abstands sowie dessen Grofe diirften nun aber auf den Eigen-
schaften der Parabel beruhen. Um die Grofte des Abstands in Erfahrung, d.h. mit
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der Parabel in Zusammenhang, zu bringen, betrachtete ich die in Abbildung 11
dargestellte symmetrische Situation, bei der die Kettenlinientangente horizontal
verlduft. In dem Fall ist der Lotfupunkt P gleichzeitig Scheitelpunkt der Parabel,
die den Beriihrpunkt F' der Kettenlinie und ihrer Tangente als Brennpunkt besitzt.
Der fragliche Abstand wére somit gleich dem Abstand zwischen dem Brenn- und
dem Scheitelpunkt bzw. zwischen dem Brennpunkt und der Scheitelgeraden der
die Kettenlinie erzeugenden Parabel.

Scheitelpunkt
=G -
-~ = o ~
- ~ Parabel
7~ ~
7 -’ ~N
7 3 B N
7 AN
s N
/7 K \
/
4 \
/ \
/ F \
/ Kettenlinie \
/ \

Abbildung 11: Die Bestimmung des Abstands im symmetrischen Spezialfall.

Es galt also zu beweisen, dass auch in den nicht-symmetrischen Situationen der
Abstand zwischen dem Lotfulpunkt P und der Kettenlinientangente gleich dem
Abstand zwischen dem Brennpunkt und Scheitelgeraden der Parabel ist. Zu die-
sem Zweck erstellte ich schrittweise die in Abbildung 12 wiedergegebene Zeichnung.
Zunichst zeichnete ich die ohnehin unumgéinglichen Objekte ein: Die horizonta-
le Ausgangsgerade h, eine sie beriihrende Parabel p mit dem Brennpunkt F' und
der Scheitelgeraden s, das Lot von F' auf h und dessen Lotfufpunkt P. In der
Hoffnung, nun endlich aus meinem Vorwissen Kapital schlagen zu kénnen, zeich-
nete ich daneben auch die Leitgerade [ von p, den Berithrpunkt B von p und h,
das Lot von B auf [ und dessen Lotfufspunkt B ein. Nun durfte ich aufgrund
der Brennpunkt-Leitgerade-Definition der Parabel (Vorwissen 1) die Strecken BF
und BB* und aufgrund der Reflexionseigenschaft der Tangenten der Parabel (Vor-
wissen 2) die Winkel ZFBP und ZPBB‘ als kongruent markieren. Schliefslich
zeichnete ich mit Hilfe der Tangentenkonstruktion bei Rollkurven (Vorwissen 4)
auch noch die Tangente ¢ an die Kettenlinie & im Punkt F' ein.

Der Punkt P verlief in meiner Zeichnung durch s. Das ist auch tatséchlich der Fall,
denn s ist die FuBpunktkurve der Parabel beziiglich ihres Brennpunkts (Vorwissen
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Abbildung 12: Die fertige Beweisfigur.

3). Zudem schienen sich die drei Geraden h, [ und ¢ in einem gemeinsamen Punkt
zu treffen. Auch dies stellte sich als wahr heraus. Sei zur Begriindung H; der
Schnittpunkt von A und [ und sei H; der Schnittpunkt von A und t¢. Dann sind
die Dreiecke FBH; und B’ BH; nach WSW kongruent und somit sind auch die
Strecken BH; und BH; kongruent. Also gilt wie gewiinscht: H; = H;. Offenbar
enthélt die Zeichnung ein Drachenviereck mit der Symmetrieachse h. Spiegelt man
an h, so tauschen die Geraden ¢ und [ ihre Pldtze. Da die Scheitelgerade s parallel
zur Leitgeraden [ und zudem durch P verlduft, tauschen s und ¢ sowie P und F
ihre Pliatze, wenn man, statt an h, an der Mittelsenkrechten von F' und P spiegelt.
Da Spiegelungen abstandserhaltende Abbildungen sind, muss also der Abstand
von P zur Kettenlinientangente ¢ gleich dem Abstand von F' zur Scheitelgerade s
sein. Damit ist der Beweis vollbracht.

2.2 Initialprobleme, Vorwissen und hypothetisch-deduktives
Denken

Schon die Reflexion {iber die bisher geschilderte Geschichte lehrte mich Wesentli-
ches {iber das Entdecken und veranlasste mich, gewisse Passagen klassischer ma-
thematikdidaktischer Texte neu zu erwégen und hier in Erinnerung zu rufen. Ich
kehre zuriick zum Anfang der Geschichte. Was hat mich dazu bewogen, dem im
Mathematikum vorgestellten Phdnomen nachzugehen? Es gab schlieflich keine
dufleren Beweggriinde, wie etwa die Erwartungshaltung eines anderen Menschen,
dies zu tun. Es liegt nahe, diesbeziiglich an die von Martin Wagenschein (1974) in
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seinem Artikel ,,Entdeckung der Axiomatik® verwendeten Begriffe ,sachliche Moti-
vation* und ,Initialproblem® zu denken (vgl. auch Berendonk und Kaenders 2013
sowie Berendonk und Kaenders 2014a). Zur sachlichen Motivation gehért dort,
dass:

yhicht er der Lehrer, das Problem stellt, sondern daf es sich selber
,stellt* aus einem vom Lehrer vorgelegten, (exponierten) Material |.. .|
Wir sind in den Naturwissenschaften und in der Mathematik in der
gliicklichen Lage, dafs es hier fiir den Anfinger, den noch Unwissenden,
wirklich rein sachliche Motivation gibt, erste Beweggriinde des Den-
kens, Initial-Motivationen (nicht nur ,(Interessierendes‘ oder gar vom
Lehrer interessant Gemachtes. In den besten solcher problematischer
Situationen braucht der Lehrer nur das geeignete Phdnomen (eine Fi-
gur, ein Tun, ein Geschehen) stumm zu exponieren, und das Problem
erhebt sich daraus von selbst und ,ruft‘ fast jedem Betrachter zu (wie
HILBERT es formuliert haben soll): ,Hier bin ich. Suche die Losung!
[...] In vielen Fallen, wenigstens der Geometrie, scheint der Ausloser
aber nicht Beunruhigung (Verwunderung) sondern eine mit Zweifel ge-
mischte Bewunderung fiir eine auffallende Vollkommenheit zu sein; als
fragte man: Ist das nicht ,zu schon, um wahr zu sein?* “ (Wagenschein
1974, S.54f)

Das Exponat im Mathematikum wirkte auf mich offenbar als ein Initialph&nomen.
Dies wird jedoch beim noch génzlich ,,Unwissenden“ nicht der Fall sein kdnnen.
Die Ver- und Bewunderung entsteht hier aus dem ,,Zusammenpassen® zweier be-
kannter Gegensténde. Sofern dem Betrachter die Kettenlinie, also einer der beiden
Gegenstande, unbekannt oder zumindest unvertraut ist, kann die Bewunderung
nicht entstehen. Dass es zum Quadrat iiberhaupt irgendeinen passenden Hiigel
gibt, ist ja schlieflich noch nicht verwunderlich. Der nicht geeignet Vorgebilde-
te ist somit schon von Beginn an, ndmlich vom selbstbestimmten Eintritt in den
Entdeckungsprozess, ausgeschlossen. Das Vorwissen dient hier gewissermafsen als
Ausschlusskriterium. Man muss von der Sache schon etwas wissen, um sich fiir sie
zu interessieren. Aus dieser Einsicht ergibt sich die didaktische Aufgabe nach In-
itialproblemen Ausschau zu halten, die auch zu denjenigen Menschen ,rufen®, die
noch ganz am Beginn ihrer mathematischen Karriere stehen. In Hans Freudenthals
(1973, S.377f) Klassiker ,Mathematik als padagogische Aufgabe® findet man un-
ter dem Slogan ,Geometrie als Erfassung des Raumes” eine Liste von Fragen, von
denen einige sicher einen solchen Initialcharakter aufweisen. Auch das Mathema-
tikum (vgl. Beutelspacher 2002) préasentiert zahlreiche Initialphdnomene, die viel
unmittelbarer zugénglich sind als das von mir ausgewéhlte Exponat. Gleichwohl
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habe ich mich in keines dieser Phanomene auch nur annéhernd so vertieft, wie
in das auf der Kettenlinie rollende Quadrat. Warum genau dieses Exponat? Die
Antwort hat vermutlich mit dem zu tun, was George Polya (1949), der Pionier
der Problemldseforschung, in seiner ,,Schule des Denkens” als Empfehlung fiir den
angehenden Mathematiker formuliert:

Er sollte geniefsen und heraussuchen, was ihm einfach oder lehrreich
oder schon erscheint. Er sollte Aufgaben 16sen, die Aufgaben wahlen,
die in sein Fach schlagen, {iber ihre Lésung nachdenken und neue Auf-
gaben erfinden. Mit diesen und anderen Mitteln sollte er sich bemiihen,
seine erste wichtige Entdeckung zu machen; er sollte seine Neigungen
und seine Abneigungen, seinen Geschmack, seine eigene Richtung ent-
decken.* (Pélya 1949, S.92)

Das Problem war nach meinem Geschmack. Es handelte von der Kettenlinie und
betraf damit meine ,eigene Richtung®, die klassischen Kurven. Mit der Frage nach
einer elementarmathematischen Losung konnte ich eine fiir mich neue und scho-
ne Aufgabe erfinden und gleichzeitig einer gewissen Abneigung gegeniiber einer
rechnerischen Losung entkommen. Vorwissen dient also nicht nur als Ausschluss-
kriterium, sondern auch als wichtiges Auswahlkriterium. Ich komme nun zur Ana-
lyse des eigentlichen Entdeckungsprozesses. Hierbei treffe ich auf einige typische
Aspekte, deren Bedeutung schon von Poélya anhand anderer Beispiele aufgezeigt
wurde. Die wichtigste, weil die grobe Richtung vorgebende, Entscheidung war die
Wahl der addquaten Definition der Kettenlinie. Ich entschied mich aus Griinden
der Kohérenz filir eine womdglich nicht allzu verbreitete Rollkurvenerzeugung der
Kettenlinie. Ohne die Kenntnis der verwendeten Rollkurvendefinition wére die
Suche nach dem hier dargestellten Beweis erst gar nicht in Gang gekommen. Der
mogliche Spielraum fiir Entdeckungen héngt eben mafgeblich vom vorhandenen
Vorwissen ab. Poélya dufert sich beziiglich der sorgfiltigen Wahl der passenden
Definition wie folgt:

~Wenn wir eine vorgegebene Aufgabe 16sen sollen, die irgendeinen ab-
geleiteten Begriff enthélt, wie ,Kugel® oder ,Parabel‘, und wir wollen
auf seine Definition zuriickgehen, konnen wir zwischen verschiedenen
Definitionen die Wahl haben. Viel wird in einem solchen Fall von der
Wabhl der Definition abhéngen, ob sie fiir diesen Fall pafst. (Polya 1949,
S.89)

Welche Definition die passende ist, hangt jedoch nicht nur von der zu lésenden
Aufgabe ab, sondern auch vom Geschmack und den Interessen des Betrachters.
Wer gerne Differentialgleichungen aufstellt und 16st, der hat damit gute Griinde,



Entdeckungsgeschichten 251

die iibliche Definition der Kettenlinie als Graph der Hyperbelkosinusfunktion her-
anzuziehen, um sich dann, wie schon Robison (1960), Marsh (in Wilson, Marsh
und Goldberg, 1965), Said und Boblétt (1967) sowie Hall und Wagon (1992), an

einem analytischen Beweis zu versuchen.

Mit der Rollkurvendefinition der Kettenlinie brachte ich die Parabel ins Spiel. Fiir
diese musste ich nun ebenfalls eine passende Definition wéahlen. Es wére wohl &u-
ferst kontraproduktiv gewesen, die Parabel, wie in der Schule {iblich, als Graph
einer quadratischen Funktion zu hantieren. Jedenfalls hétte ich dann die Tatsa-
che iibergangen, dass der Brennpunkt der Parabel durch die Rollkurvendefinition
der Kettenlinie ohnehin in der Aufgabe betrachtet werden muss. Ich wéhlte somit
die Pappus’sche Brennpunkt-Leitgerade-Definition der Parabel. Dann trug ich ge-
leitet durch mehr oder weniger starke Indizien weitere méglicherweise niitzliche
,Lehrsitze“, insbesondere jene iiber die Parabel, zusammen. Pélya (1949, S.110)
bezeichnet diesen Vorgang als die ,Mobilisation“ des Vorwissens. Ohne einen dieser
Lehrsétze oder gar ohne die Definition, hétte ich bei der Aufgabe schlechte Karten
gehabt. Poélya formuliert dies wie folgt:

~Wenn wir den Namen ,Parabel’ kennen und irgendeine unbestimmte
Vorstellung von der Gestalt der Kurve haben, aber sonst nichts dar-
iiber wissen, ist un-ser Wissen offensichtlich unzureichend, um die als
Beispiel genannte Aufgabe oder irgendeine andere ernsthafte Aufgabe
iiber die Parabel zu 16sen. Was fiir eine Art von Wissen wird fiir einen
solchen Zweck bendtigt?

Das Lehrgebdude der Geometrie kann als aus Axiomen, Definitionen

und Lehrsétzen bestehend angesehen werden. Die Parabel ist in den

Axiomen, die sich nur mit solchen grundlegenden Ausdriicken wie Punkt,
Gerade usw. befassen, nicht erwidhnt. Irgendein geometrischer Beweis

iiber die Parabel, die Losung irgendeiner Aufgabe, in der die Para-

bel vorkommt, muff entweder ihre Definition oder Lehrsétze tiber die

Parabel gebrauchen. Um eine solche Aufgabe zu 16sen, miissen wir min-

destens die Definition kennen, aber es ist besser, auch einige Lehrséitze

zu kennen.* (Polya 1949, S.87f)

Nachdem das Wissen mobilisiert wurde, kommt es auf den Einsatz des Wissens
an. Hierzu erteile ich zunéchst wieder Polya das Wort:

Jemand behauptet, eine neue Losung der Archimedesschen Aufgabe,
den Inhalt der Kugeloberflache zu bestimmen, vorweisen zu konnen.
Wenn er nur einen unbestimmten Begriff der Kugel hat, wird seine
Losung keineswegs gut sein. Er kann einen klaren Begriff von der Kugel
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haben, aber wenn es ihm nicht gelingt, diesen Begriff in seinem Beweis
zu verwenden, kann ich nicht wissen, dafs er iiberhaupt einen Begriff
davon hatte, und sein Beweis ist nicht gut. Deshalb warte ich, wenn ich
den Beweis anhore, auf den Augenblick, wo etwas Wesentliches {iber
die Kugel ausgesagt wird, wo ihre Definition oder irgendein Lehrsatz
dariiber benutzt wird. Wenn ein solcher Augenblick gar nicht kommt,
ist die Losung nicht gut.

Wir sollten auf dieselbe Weise nicht nur die Beweise von anderen, son-
dern natiirlich auch unsere eigenen kontrollieren. Hast Du alle wesent-
lichen Begriffe, die in der Aufgabe vorkommen, in Rechnung gezogen?
Wie hast Du diesen Begriff benutzt? Hast Du seine Bedeutung, seine
Definition verwandt? Hast Du wesentliche Tatsachen, bekannte Lehr-
sitze dariiber benutzt?* (Polya 1949, S.89f)

Auch in meinem Entdeckungsprozess spielte der von Pélya beschriebene ,Kon-
trollmechanismus“, wenigstens als Orientierungshilfe, eine Rolle. Denn, nachdem
ich das Problem auf die Invarianz des Abstands zwischen Fufipunkt und Kettenli-
nientangente reduziert hatte, stellte ich fest, dass ich den Begriff der Parabel bis
dahin noch gar nicht ,in Rechnung gezogen hatte“. Dieser Befund brachte mich
zu der Erkenntnis, dass die Parabel in den fraglichen Abstand und in dessen In-
varianz ,einzugehen” hat. Es schien an der Zeit, die Definition und Lehrsétze der
Parabel ,auszuspielen“. In der Hoffnung, Symmetrien, Kopunktualtiften oder an-
dere Besonderheiten aufzuspiiren, fertigte ich eine sorgfiltige Zeichnung an, die
mit Blick auf die geplante Anwendung der Definiti-on und der Lehrsdtze neben
dem obligatorischen Brennpunkt als zusétzliche ,Hilfslinien* auch die Scheitel- und
Leitgerade der Parabel enthielt. Auch dieses Vorgehen bekommt man von Poélya
explizit verschrieben:

,Wenn wir auf die Definitionen zuriickgehen, haben wir eine [...] Ge-
legenheit, um Hilfselemente einzufiithren. Z. B. sollten wir, wenn wir
die Definition des Kreises geben, seinen Mittelpunkt und seinen Radi-
us nicht nur erwéhnen, sondern diese geometrischen Elemente auch in
unsere Figur einzeichnen. Ohne sie einzuzeichnen, kénnen wir keinen
konkreten Gebrauch von der Definition machen; die Definition anzuge-
ben, ohne etwas zu zeichnen, ist ohne Wirkung.“ (Polya 1949, S.129)

In der bisherigen Diskussion des Entdeckungsprozesses habe ich die folgenden drei
Aspekte thematisiert:

— die Wahl der passenden Definitionen
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— die Mobilisierung weiterer geeigneter Lehrsatze
— den kontrollierten und verstindigen Einsatz der Lehrsatze

Diese Betrachtungen haben mir vor Augen gefiithrt, wie sehr der Besitz von ,be-
griflichem” Wissen einerseits und die Fahigkeiten im Umgang mit diesem Wissen
andererseits {iber den Erfolg beim Losen von mathematischen Aufgaben entschei-
den koénnen. Uber die Rolle des Wissens ist damit vorerst genug gesagt. Ich mochte
nun auf einen anderen Aspekt zu sprechen kommen. Wahrend der Riickschau war
mir aufgefallen, dass ich beim Erzdhlen der Entdeckungsgeschichte auffallend héu-
fig den Konjunktiv verwendet hatte:

» Wire es moglich, dass es sich in beiden Fillen um die gleiche Gera-
de handelt? [...] Wiirde die Vermutung zutreffen, dass sich der Mit-
telpunkt des Quadrats auf der Geraden bewegt, die der Parabel als
Strafe dient, dann wiirde es sich also beim Mittelpunkt des Quadrats
um den Lotfulipunkt des Lotes vom Beriihrpunkt von Quadrat und
Kettenlinie auf die besagte Gerade handeln. [...] Sofern das [gemeint
ist die Abstandsinvarianz| der Fall sein sollte, kénnte man den Lot-
fullpunkt als einen Punkt auffassen, der etwa durch eine Stange an
einer Ge-raden befestigt ist, die sich auf irgendeine Weise entlang bzw.
auf der Kettenlinie bewegt. [...] Falls der Fupunkt also konstanten
Abstand zur Kettenlinientangente hielte, so wiirde er sich tatséchlich
als Mittelpunkt eines Quadrats erweisen, das auf einem Kettenlinien-
bogen abrollt. [...] Der fragliche Abstand wdre somit gleich dem Ab-
stand zwischen dem Brenn- und dem Scheitelpunkt bzw. zwischen dem
Brennpunkt und der Scheitelgeraden der die Kettenlinie erzeugenden
Parabel .

Schuld an diesem ,,JKonjunktivismus* war die Hypothese vom ,Zusammenfallen der
Geraden®, von deren Giiltigkeit ich mich erst ganz zum Schluss des Entdeckungs-
prozesses hatte iiberzeugen kénnen, auf deren Grundlage ich unter Verwendung des
Vorwissens jedoch die gesamte weitere Argumentation aufgebaut hatte. So schloss
ich aus dem ,Zusammenfallen der Geraden“ deduktiv auf den ,Lotfufspunkt als
Quadratmittelpunkt®, daraus wiederum deduktiv auf die ,,Abstandsinvarianz* und
daraus abermals deduktiv auf die ,Gleichheit der Abstdnde zwischen Lotfufpunkt
und Kettenlinientangente und zwischen Brennpunkt und Scheitelgerade. Damit
war ich schliefslich auf eine Folgerung getroffen, die ich auch unabhéngig von der
Hypothese vom ,Zusammenfallen der Geraden“ zu beweisen wusste. Die Entde-
ckung ist also das Produkt ,hypothetisch-deduktiven Denkens* (vgl. Jahnke 2007),
bzw. eines Vorgehens, das man bei den Griechen als ,,Analyse” bezeichnete:
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»In der Analyse gehen wir aus vom Verlangten und nehmen es, als ob es
schon zugestanden wire, wir ziehen Folgerungen daraus und Folgerun-
gen aus den Folgerungen, bis wir einen Punkt erlangt haben, den wir
als Ausgangspunkt bei der Synthese verwenden koénnen. Denn in der
Analyse nehmen wir das, was zu tun verlangt wird, bereits als getan
an (das Gesuchte als bereits gefunden, das zu Beweisende als wahr).
Wir untersuchen, von welchem Vorangehenden das gewiinschte Resul-
tat herriihren kénnte, und priifen wieder, was dem Vorangehenden noch
weiter vorangehen kénnte und so fort, bis wir, so riickwértslaufend, et-
was antreffen, was schon bekannt ist oder als wahr gelten darf.“ (Polya
1949, S.164)

Auch in Berendonk (2017a) fiihre ich solche ,,Analysen” durch und erhalte dadurch
geometrische Beweise fiir die doppelten Erzeugungsweisen von Spirographenkur-
ven.

Interessant beziiglich der Hypothese vom ,Zusammenfallen der Geraden ist, dass
ich diese gar nicht empirisch iiberpriift hatte, obwohl ja mit der Zeit viel von
ihr abhing. Ich ging ein hohes Risiko ein, kdnnte man meinen. Mein Grund, der
Hypothese zu vertrauen, war die Tatsache, dass sie dem Phénomen eine gewisse
Geschlossenheit bzw. Symmetrie verleihen wiirde: Zweimaliges Rollen fithrt wieder
zurilick zur Ausgangsgeraden. Ich folgte also der Devise:

,Simplex sigillum veri (Einfachheit ist das Siegel der Wahrheit).“ (Pélya
1949, S.60)

Wie steht es insgesamt mit der Empirie in meinem Entdeckungsprozess? Diesbe-
ziiglich ist einzig die Beobachtung der Inzidenz von Kettenlinientangente, Parabel-
tangente und Parabelleitgerade zu nennen. Das ist eine bescheidene Ausbeute.

2.3 Das Wackelfahrrad — Ein Beispiel beweisgeleiteten
Analogisierens

Ich habe Riickschau gehalten, aber nicht in einem mathematisch produktiven Sin-
ne. Die Riickschau betraf das Wesen des Entdeckungsprozesses und nicht das
schliefsliche Produkt der Entdeckung, den Beweis: Polya fordert jedoch:

~Wenn wir irgendeine, wenn auch noch so bescheidene Entdeckung ge-
macht haben, so sollten wir nicht versdumen zu untersuchen, ob nicht
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etwas mehr dahinter steckt, wir sollten nicht die durch das neue Re-
sultat eroffneten Moglichkeiten verpassen, sondern versuchen, das an-
gewandte Verfahren wieder zu ver-wenden. Nutze Deinen Erfolg aus!*
(Polya 1949, S. 147)

Ich greife den Faden also wieder auf und versuche durch Variation eine neue inter-
essante Aufgabe zu stellen, die sich aber von der alten Aufgabe nur auf wohldosier-
te Weise unterscheidet, auf dass noch Hoffnung besteht, den gefundenen Beweis
weiterhin verwenden zu konnen. Die bisherige Aufgabe, so stellte sich heraus, war
eine Auf-gabe {iber die Parabel. Wie wére es, wenn ich die Parabel durch eine ih-
rer Schwestern, namlich durch eine Ellipse, ersetze? Das wiirde mir schon gefallen.
Statt der Eigenschaften der Parabel kdnnte ich es dann einfach mit den analogen
Eigenschaften der Ellipsen versuchen. Wie lautet also meine neue Aufgabe? Ich
krame dazu noch einmal die alte Aufgabenstellung hervor:

Alte Aufgabe. Welches Rad gehirt zur (parabolischen) Kettenlinie?

Sei k die Kurve, genannt (parabolische) Kettenlinie, die der Brennpunkt einer
Parabel erzeugt, wenn die Parabel auf einer Geraden h abrollt. Bestimme eine
Kurve, das sogenannte Rad, und einen an ihr befestigten Punkt, die sogemannte
Achse, sodass dieser Punkt die Gerade h durchliuft, wenn das Rad (aus geeigneter
Startsituation) auf der (parabolischen) Kettenlinie k abrollt.

Losung der alten Aufgabe. Ein quadratisches Rad mit zentrischer Achse

Bei dem gesuchten Rad handelt es sich um ein Quadrat geeigneter Grifie (bzw.
eigentlich um eine Gerade). Die zugehdrige Achse ist der Mittelpunkt des Qua-
drats (bzw. eigentlich ein Punkt, dessen Abstand zur Geraden gleich dem Abstand
zwischen Brenn- und Scheitelpunkt der die Kettenlinie k erzeugenden Parabel ist).

Die neue Aufgabe geht nun aus der alten durch stumpfes Ersetzen hervor und sieht
dann folgendermafien aus:

Neue Aufgabe. Welches Rad gehirt zur elliptischen Kettenlinie?

Sei ke die Kurve, genannt elliptische Kettenlinie, die ein Brennpunkt einer Ellipse
erzeugt, wenn die Ellipse auf einer Geraden h abrollt. Bestimme eine Kurve, das
sogenannte Rad und einen an ihr befestigten Punkt, die sogenannte Achse, sodass
dieser Punkt die Gerade h durchlduft, wenn das Rad (aus geeigneter Startsituation)
auf der elliptischen Kettenlinie k. abrollt.
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Abbildung 13: Die Erzeugung der elliptischen Kettenlinie als Rollkurve.

Abbildung 13 zeigt die elliptische Kettenlinie und deren Erzeugung als Rollkurve
des Brennpunkts einer Ellipse.

Die Ausgangssituation bei der neuen Aufgabe ist anders als bei der alten. In der
alten Aufgabe waren durch das Exponat sowohl die Hiigelstrake (Kettenlinie) als
auch das Rad (Quadrat) bekannt. Es musste ,nur* noch gezeigt werden, dass sie
aufeinanderpassen. In der neuen Aufgabe ist nur die Hiigelstrake bekannt. Das
passende Rad muss noch gefunden werden. Die Ausgangslage scheint sich also
verschlechtert zu haben. Andererseits halte ich nun etwas in Hénden, an dem ich
mich orientieren kann, namlich die Losung der alten Aufgabe. In diese Losung
gingen drei Eigenschaften der Parabel ein: die Brennpunkt-Leitgerade-Definition
(Vorwissen 1), die Reflexionseigen-schaft der Tangenten (Vorwissen 2) und die Fufs-
punktkurve (Vorwissen 3). Zu diesen drei Eigenschaften der Parabel gibt es jeweils
analoge Figenschaften der Ellipsen. Vielleicht geniigt es schon, in der Lésung der
alten Aufgabe jede Parabeleigenschaft durch die zugehorige Ellipseneigenschaften
zu ersetzen. Das wére das einfachst Denk-bare. Ich mobilisiere jedenfalls die drei
Ellipseneigenschaften und bezeichne sie in Analogie zu den Parabeleigenschaften
als ,Vorwissen 1E*, ,Vorwissen 2E“ und ,Vorwissen 3E*, wobei das ,,E“ fiir ,Ellipse®
stehen soll. Die erste Eigenschaft, die Definition, bezeichnet man h&ufig auch als
die ,,Gértnerkonstruktion“ der Ellipse:

Vorwissen 1E. Brennpunkt-Brennpunkt-Definition der Ellipsen (s. Abb. 14)

Eine Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte, fir die die Summe der Abstinde
zu zwei speziellen festen Punkten F und G — den Brennpunkten — gleich einer
Konstanten c ist.
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Abbildung 14: Die Brennpunkt-Brennpunkt-Definition der Ellipsen.

Vorwissen 2E. Reflezionseigenschaft der Tangenten der Ellipsen (s. Abb. 15)

Sei B ein Punkt der Ellipse gegeben durch die Brennpunkte F und G und die

Konstante c. Dann ist die Aufienwinkelhalbierende des Winkels ZF BG gleichzeitig
die Tangente an die Ellipse im Punkt B.

Ellipsentangente B

Brennpunkt

Ellipse

Abbildung 15: Die Reflexionseigenschaft der Tangenten der Ellipsen.

Vorwissen 3E. Fufipunktkurven (der Tangenten) der Ellipsen (s. Abb. 16)

Sei B ein Punkt der FEllipse gegeben durch die Brennpunkte F und G und die
Konstante c. Sei h die Tangente an die Ellipse im Punkt B. Sei a der Kreis um
die Mitte M von F und G mit dem Radius 5, der sogenannte Auflenkreis der

Ellipse. Sei schlieflich P der LotfufSpunkt des Lotes von F auf h. Dann liegt P auf
dem Aufenkreis a.

Nun durchlaufe ich die alte Lésung und {iberlege, inwieweit ich tatséchlich an dieser
Losung festhalten kann. Die Betrachtungen zum Abrollen werde ich ibernehmen
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Ellipse

AuBenkreis a

Abbildung 16: Die Hiillkurveneigenschaft der Ellipsen.

konnen. Sie betreffen ja nicht die Parabel im Speziellen. Ubrig bleibt dann noch
der folgende Satz, der in Formulierung und Beweis stark auf die Besonderheiten
der Parabel zuriickgreift:

Der alte Satz. Der Lotfufipunkt P des Lotes vom Brennpunkt F' der Parabel auf
die Parabeltangente h liegt auf der Scheitelgeraden s der Parabel und diese Schei-
telgerade liegt beziiglich der Mittelsenkrechten von F'P symmetrisch zur Tangente
der (parabolischen) Kettenlinie in F.

An Stelle dieses Satzes muss nun ein analoger Satz fiir die Ellipse her. Die Rolle
der Scheitelgeraden s diirfte laut ,Vorwissen 3E“ vom Aufsenkreis a der Ellipse
iibernommen werden. Der neue Satz wiirde dann also wie folgt lauten:

Der Lotfulspunkt P des Lotes vom Brennpunkt F' der Ellipse auf die Ellipsentan-
gente h liegt auf dem Aufenkreis a der Ellipse und dieser Aufenkreis liegt be-
ziiglich der Mittelsenkrechten von F'P symmetrisch zur Tangente der elliptischen
Kettenlinie in F.

Die erste Aussage dieses ,Satzes* ist wahr, denn der Aufienkreis ist ja die Fulpunkt-
kurve der Ellipse beziiglich des Brennpunkts (Vorwissen 3E). Die zweite Aussage,
die iiber die Symmetrie von Aufienkreis und Tangente, ist jedoch falsch! Denn
Kreise bleiben unter Geradenspieglungen Kreise und Geraden bleiben Geraden.
Das plumpe Ersetzen einzelner Worter war somit leider nicht erfolgreich. Das war
eigentlich abzusehen. Was hitte es niamlich bedeutet, wenn die Aussage tatséch-
lich gestimmt hétte? Dann wire das gesuchte ,Rad“ zur elliptischen Kettenlinie,
wie schon im Fall der parabolischen Kettenlinie eine Gerade, also zum Beispiel die
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Seite eines Quadrats, gewesen. Ein Rad fiir zwei unterschiedliche Hiigelstrafen.
Das kann wohl nicht sein. Aber hinterher ist man eben immer schlauer. Wie soll
ich nun weiter verfahren? In der Hoffnung auf eine Eingebung zeichne ich ein Bild
der Situation:

AuBlenkreis a

Abbildung 17: Bertiihrt die gestrichelte Linie den Aufenkreis?

In der Zeichnung (Abb. 17) sieht man eine die horizontale Gerade h im Punkt B
beriihrende Ellipse mit einem ihrer Brennpunkte F' und mit ihrem Aufenkreis a.
Beim Rollen der Ellipse auf h erzeugt der Punkt F' eine elliptische Kettenlinie.
Der Punkt P ist hier wieder der Lotfufspunkt des Lotes von F' auf h. Zudem habe
ich die Senkrechte ¢ zur Geraden F'B durch F' eingezeichnet. Diese Senkrechte ist
laut ,Vorwissen 4 gleichzeitig Tangente an die elliptische Kettenlinie im Punkt
F. Schlieklich habe ich ¢ an der Mittelsenkrechten von F und P gespiegelt. Das
lieferte die gestrichelte Gerade. Die Vermutung ist klar. Es sieht so aus, als ob
t nicht auf a selbst, sondern auf die Tangente von a in P, abgebildet wird. Das
hiefe aber, dass der Aufienkreis a durch Spiegelung an der Mittelsenkrechten von
F und P auf einen Kreis a‘ abgebildet wiirde, der durch F' verliefe und dort eine
gemeinsame Tangente mit der elliptischen Kettenlinie hitte. Diese Situation habe
ich in Abbildung 18 dargestellt.

Wire dann also der gespiegelte Auflenkreis a‘ mit P als Achse das gesuchte Rad?
Ja, denn P und af sind die Spiegelbilder von F' und a bei Spiegelung an der Mit-
telsenkrechten von F' und P. Der Abstand von P zu a‘ ist also stets gleich dem
Abstand vom Brennpunkt zum Aufsenkreis der Ellipse. Somit kann man P als
einen an o' befestigten Punkt auffassen. Zudem ist P an die horizontale Gerade h
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Abbildung 18: Der gespiegelte Auflenkreis beriihrt die elliptische Kettenlinie

gebunden und kann sich daher nur senkrecht zu seiner Verbindung mit F fortbewe-
gen. Damit erfiillt das betrachtete Rad-Achse-Paar (a‘, P) genau das in ,Vorwissen
4 formulierte Kriterium fiir Rollbewegungen. Das gesuchte Rad wére also tat-
séchlich ein Kreis allerdings mit einer exzentrischen Achse. In Freizeitparks trifft
man zuweilen Fahrrdder mit ebensolchen Ridern an, sogenannte Wackelfahrrader
(Abb. 19). Das Fahren mit einem solchen Fortbewegungsmittel ist eine spafige,
aber eben auch wackelige Angelegenheit. Schuld an dem ,Wackeln* ist, wie hier
gezeigt wurde, nicht die exzentrische Achse, sondern die ungeeignete Strafe! Das
Wackelfahrrad gehort nicht auf ebenen Untergrund, sondern auf eine Strafe, die
die wellenartige Form einer elliptischen Kettenlinie besitzt.

Sprach ich vorhin noch von der bescheidenen Rolle der Empirie, so muss ich ein-
rdumen, dass sie mir dieses Mal den entscheidenden Hinweis geliefert hat! Sie hat
aufgedeckt, dass die Scheitelgerade zwei verschiedene Rollen in ,Personalunion‘
vereint, namlich die Rolle der Fufipunktkurve der Parabel und gleichzeitig die
Rolle der Tangente der Fufipunktkurve der Parabel. Die Tangente an eine Gerade
ist eben wieder die Gerade selbst. Bei der Ellipse sind diese Rollen jedoch auf zwei
verschiedene Objekte verteilt. Ich mochte den Beitrag der Empirie andererseits
auch nicht iiberh6hen. Es ist zwar richtig, dass ich die Vermutung iiber die sym-
metrische Lage der beiden Tangenten beziiglich der Mittelsenkrechten von F und
P aufgrund der Zeichnung (Abb. 17) gedufiert habe, aber die Kunst bestand eben
nicht darin, die Vermutung aus der Zeichnung abzulesen, sondern findet sich in
den Uberlegungen, die zu dieser Zeichnung gefiihrt haben.
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Abbildung 19: Fin Wackelfahrrad auf einer flachen StrafSe

Es ist jetzt an der Zeit, die Vermutung in einen Satz zu verwandeln. Dieser Satz
lautet dann wie folgt:

Der neue Satz. Der LotfufSpunkt P des Lotes vom Bremnpunkt F der Ellipse auf
die Ellipsentangente h liegt auf dem AufSenkreis a der Ellipse, und die Tangente
des Auflenkreises in P liegt beziiglich der Mittelsenkrechten von FP symmetrisch
zur Tangente der elliptischen Kettenlinie in F.

Nun, da die Formulierung des ,alten Satzes* wohl auf geeignete Weise analogisiert
worden ist, gilt es, die ,alte Beweisfigur (Abb. 12) und den zugehérigen ,alten
Beweis“ zu analogisieren. Ich versuche dabei, den Wortlaut des alten Beweises so
weit wie moglich zu iibernehmen!

Die neue Beweisfigur. (s. Abb. 20) Zundchst zeichne ich die ohnehin unum-
ganglichen Objekte: Die horizontale Ausgangsgerade h, eine sie beriihrende Ellipse
e mit den Brennpunkten F und G, das Lot von F' auf h und dessen Lotfufipunkt P
und, als Ersatz fiir die Scheitelgerade in der alten Figur, den Auflenkreis a, sowie
dessen Tangente in P, die ich in Anlehnung an die Scheitelgerade mit s bezeichnen
mdochte. In der Hoffnung, aus dem Vorwissen Kapital schlagen zu kénnen, zeichne
ich daneben den Berihrpunkt B von e und h und, statt der Leitgeraden und des
Lotfufipunkts des Lotes von B auf diese Leitgerade in der alten Figur, nun einen
der Leitkreise der Ellipse, namlich den Kreis um G mit Radius ¢, den Schnittpunkt
B* von der Geraden GB mit diesem Leitkreis und die Tangente | des Leitkreises
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in B*. Die Bezeichnungen B¢ und | habe ich aufgrund ihrer voraussichtlich analo-
gen Rollen zu den entsprechenden Objekten der alten Figur gewdhlt. Nun darf ich
aufgrund der Brennpunkt-Brennpunkt-Definition der Ellipse (Vorwissen 1E) die
Strecken BF und BB* und aufgrund der Reflexionseigenschaft der Tangenten der
Ellipse (Vorwissen 2E) die Winkel ZFBP und £PBB‘ als kongruent markieren.
Schliefilich zeichne ich noch die Mitte M von G und F und mit Hilfe der Tan-
gentenkonstruktion bei Rollkurven (Vorwissen 4) auch noch die Tangente t an die
elliptische Kettenlinie k. im Punkt F ein.

Abbildung 20: Die ,neue Beweisfigur

Der neue Beweis. Der Punkt P verlduft in meiner so angefertigten Zeichnung
durch a. Das ist auch tatsdchlich der Fall, denn a ist die FufSpunktkurve der Ellipse
beziiglich ihres Brennpunkts F (Vorwissen 3E). Zudem scheinen sich die drei Ge-
raden h, [ und t in einem gemeinsamen Punkt zu treffen. Auch dies stellt sich als
wahr heraus. Sei zur Begriindung H; der Schnittpunkt von h und | und sei Hy der
Schnittpunkt von h und t. Dann sind die Dreiecke F BH; und B’ BH; nach W SW
kongruent und somit sind auch die Strecken BH; und BH; kongruent. Also gilt
wie gewinscht: Hy = Hy. Offenbar enthdlt die Zeichnung ein Drachenviereck mit
der Symmetrieachse h. Spiegelt man an h, so tauschen die Geraden t und | ihre

Plitze. Da die Sekeitelgerade Tangente s des AufSenkreises parallel zur fettgeraden

Tangenten | des Leitkreises — Moment, das sieht ja vielleicht nur so aus! Einschub:
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Die Dreiecke FBB* und B‘BP sind nach SW S zueinander kongruent. Somit sind
die Strecken PB‘ und PF gleich lang, und sie liegen aufgrund des rechten Win-
kels bei P auf einer Geraden. Dann sind aber die Dreiecke PFM und B'FG nach
SWS zueinander dhnlich und also ist der Radius M P des Aufenkreises parallel
zum Radius GB* des Leitkreises. Da nun die fraglichen Tangenten s und | senk-
recht zu den entsprechenden Radien stehen, sind auch ste, wie vermutet, parallel.
Ende des Einschubs. — und zudem durch P verlduft, tauschen s und t sowie P
und F ihre Pldtze, wenn man, statt an h, an der Mittelsenkrechten von F und P
spiegelt. Damit ist der Beweis vollbracht.

2.4 Zur entdeckenden Funktion von Beweisen

Das Wort ,Beweisfiihrung® kann man auf zwei Weisen verstehen. Im Abschnitt
,Das Quadrat auf der Kettenlinie - Vom Phénomen zum Beweis"“ habe ich, wenn-
gleich in heuristischer Darstellung, einen Beweis fiihren diirfen. Dieser Beweis hat
daraufhin das Heft in die Hand genommen und mich zielsicher zum passenden Rad
fiir die elliptische Kettenlinie, d.h. zu einer (fiir mich) neuen Erkenntnis, gefiihrt.
War ich im Abschnitt ,Das Quadrat auf der Kettenlinie¢* noch das Subjekt der
Beweisfiihrung, so bin ich im letzten Abschnitt vornehmlich das Objekt der Be-
weisfiihrung gewesen. Zwar musste ich, um den Bediirfnissen der Ellipse gerecht
zu werden, hier und da kleinere Sanierungsmaftnahmen am Beweis durchfiihren.
Mit einem kompletten Neubau eines Beweises ist dies jedoch nicht vergleichbar.

Waére es mir ausschlieflich um eine ,Verifikation“ des im Mathematikum vorge-
stellten Sachverhalts gegangen, dann hétte ich mich auch mit einer analytischen
Beweisfiihrung begniigen kénnen. Ich war jedoch vielmehr auf der Suche nach einer
Begriindung, warum nun ausgerechnet Quadrat und Kettenlinie zusammengeho-
ren sollen. Der gesuchte Beweis sollte also eine mdglichst ,erklarende Wirkung"*
haben. Der von mir gefundene Beweis erfiillt diese Funktion jedoch leider nicht
in befriedigender Weise. Dafiir hat der Beweis dann im vorigen Abschnitt, ich
glaube in eindrucksvoller Weise, eine ,entdeckende Wirkung®* entfaltet. Mit dem
Beweis als ,,Guide** war die Bestimmung des Wackelrades eine hochst komfortable
Angelegenheit. Moglicherweise war der Beweis fiir die Entdeckung sogar essentiell.
Denn wem wire hier eine geeignete rein empirische Vorgehensweise in den Sinn
gekommen? Die Tatsache jedenfalls, dass Beweise iiberhaupt eine solche ,entde-
ckende Funktion” iibernehmen konnen, ist fiir den forschenden Mathematiker eine
Selbstverstandlichkeit. Der Mathematikdidaktiker Michael de Villiers (1990) hat
jedoch herausgearbeitet, dass diese Tatsache in der mathematikdidaktischen Dis-
kussion héufig ibersehen oder {ibergangen wurde. Verschiedentlich traf er sogar
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die Auffassung an, dass Beweise nur einem einzigen Zweck dienen, ndmlich der
,Absicherung® von Resultaten. Diese Sichtweise scheint sich auch in den folgenden
von de Villiers angefiihrten Zitaten zu manifestieren:

s - -] according to Wilder (1944:318) a proof is ,only a ,tes-
ting' process that we apply to these suggestions of our intui-
tions* [...]

,a proof is only meaningful when it answers the student’s
,doubts‘, when it proves what is not obvious.‘ [...] — Kline
(1973:151)

,- .. the necessity, the functionality, of proof can only sur-
face in situations in which the students meet ,uncertainty*
about the truth of mathematical propositions.® [...] — Ali-
bert (1988:31)

,-.. aproof is an argument needed to ,validate‘ a statement,

an argument that may assume several different forms as long
as it is ,convincing.‘ [...| — Hanna (1989:20)

Recently in an article in ,Pythagoras‘, Volmink (1990:8;10) also dis-
tinguished conviction (verification) as the most important function of
proof by defining it as follows:

,Why do we bother to prove theorems? I make the claim
here that the answer is: so that we may ,convince people’
(including ourselves) ... we may regard a ,proof as an argu-
ment sufficient to convince a reasonable skeptic.‘ “ (de Vil-
liers 1990, S.17)

Diese einseitige, weil allein auf die ,sicherende* Funktion fokussierende, Sichtweise
auf Beweise hat schon Bell (1976) beobachtet und folgendermafen kritisiert:

»ome teachers have said that proof, for a pupil, is what brings him
conviction. Although this is a valuable remark, in that it directs atten-
tion to the need for classroom explanations to have meaning for the
pupil rather than be formal rituals, it is perhaps dangerous in that it
avoids consideration of the real nature of proof. Conviction is normally
reached by quite other means than that of follow-ing a logical proof.
[-..] The mathematical meaning of proof carries three senses. The first
is ,verification‘ or ,justification‘, concerned with the truth of a propo-
sition; the second is ,illumination‘, in that a good proof is expected
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to convey an insight into ,why‘ the proposition is true; this does not
affect the validity of a proof, but its presence in a proof is aesthetically
pleasing. The third sense of proof is the most characteristically mathe-
matical, that of ,systematisation’, i.e. the organisation of results into a
deductive system of axioms, major concepts and theorems, and minor
results, derived from these.*“ Bell (1976, S.3.17f)

Bells Klassifikation der Bedeutungen von Beweisen beriicksichtigt den Umstand,
dass Mathematiker bei ihrer Suche nach Beweisen haufig mehr die ,,Warum“-Frage
als die ,,Ob*“-Frage verfolgen. Sie méchten es mit ihrem Beweis gerne ins ,,Buch der
Beweise* (vgl. Aigner und Ziegler 2003) schaffen. In meinem Fall, beispielsweise,
war die ,,Ob“-Frage schon ldangst geklirt. Der Sachverhalt war bekannt. Er war ja in
einem Museum ausgestellt. Ich war interessiert an der ,,Warum“-Frage. Ich suchte
in der Terminologie von Bell nach einem ,illuminierenden* Beweis! Bemerkenswert
ist nun, dass selbst Bell als jemand, der ausdriicklich iiber die Bedeutungen von
Beweisen reflektiert hat, offenbar verkennt, dass Beweise auch Bedeutung aus ihrer
tragenden Rolle beim Entdecken beziehen. Die Worte ,Discovery” oder ,Inventi-
on“ fehlen bei Bell. Aufgrund dieses Befundes steht zu befiirchten, dass schliefllich
auch der Mathematikunterricht der gleichen eingeschriankten Sicht auf das Bewei-
sen unterliegt. Um dem entgegenzusteuern, hat de Villiers nicht nur vielfach auf
die entdeckende Funktion von Beweisen hingewiesen, sondern auch auf konstruk-
tive Weise, ndmlich durch das Vorlegen und Reflektieren einfacher geometrischer
Beispiele, fiir eine unterrichtliche Berticksichtigung der entdeckenden Funktion von
Beweisen geworben (vgl. de Villiers 1988, 2003, 2006, 2007a, 2007b und 2012). Bei
den meisten dieser Beispiele geht es um das Verallgemeinern von Sétzen, indem
Beweise fiir diese Sitze gefunden werden, deren jeweilige Reichweite {iber die im
zugehorigen Satz formulierte Grenze hinausgeht. Es handelt sich also hauptséch-
lich um ,beweisgeleitetes Verallgemeinern®. Der vorige Abschnitt liefert dagegen
ein Beispiel fiir ,beweisgeleitetes Analogisieren. In Berendonk (2014b) findet man
ein weiteres Beispiel beweisgeleiteten Analogisierens. Ich habe dort einen alten,
aber offenbar wenig bekannten, Beweis fiir die Reflexionseigenschaft der Parabel
(Vorwissen 2) auf die Ellipse (Vorwissen 2E) iibertragen.

2.5 Der Satz von Habich — Nur ein Rechteck mit Diagonalen

Wie schon bei der Parabel hat sich auch bei der Ellipse die zugehorige Fufspunkt-
kurve als das passende Rad erwiesen. Ist dieser Zusammenhang ein Spezifikum,
etwa der Kegelschnitte, oder gilt er moglicherweise ganz allgemein?
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Vermutung. Rollt man eine Kurve ¢ auf einer Geraden h ab, so beschreibt ein
an c fest montierter Punkt F eine Kurve, die als ,Strafie” aufgefasst werden soll.
Man kann die Fufpunktkurve von c beziiglich F dann so auf der StrafSe abrollen,
dass der Pol F der Fufpunktkurve dabei die urspringliche Gerade h durchlduft.

Abbildung 21: Die Zykloide (oben) und die Kardioide (unten)

Fiir den Fall, dass ¢ eine Parabel und F' ihr Brennpunkt ist, erh&lt man als Strafe
eine (parabolische) Kettenlinie und als Fufipunktkurve eine Gerade, ndmlich die
Scheitelgerade. Fiir den Fall, dass ¢ eine Ellipse und F' einer ihrer Brennpunkte
ist, erhélt man als Strafie eine elliptische Kettenlinie und als Futpunktkurve einen
Kreis, ndmlich den Aufienkreis. Falls ¢ ein Kreis und F' sein Mittelpunkt ist, erhélt
man als Strafte eine Gerade und als Fufspunktkurve den Kreis selbst. Falls schlief-
lich ¢ ein Kreis und F' ein Punkt auf dessen Rand ist, so erhélt man als Strafe
eine sogenannte ,,Zykloide* und als Fufspunktkurve eine sogenannte ,Kardioide"“.
Abbildung 21 illustriert die genannte Erzeugung der Zykloide als Rollkurve und
die Erzeugung der Kardioide als Fuffpunktkurve. Laut der gedufierten Vermutung
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miisste man nun die Kardioide so auf der Zykloide abrollen kénnen, dass die ,,Spit-
ze'* der Kardioide die Ausgangsgerade durchlauft.

Scheinbar basiert meine Vermutung nur auf zwei Einzelfallen. Das wére allerdings
ein Fall von ,yollsténdig tibermiitiger Induktion®“. Tatséchlich spielt aber in diese
Vermutung auch die im Zuge der beiden schon gefundenen Beweise gewonnene
Erkenntnis hinein, dass das folgende Lemma keineswegs auf den speziellen Eigen-
schaften von Parabel und Ellipse beruht und somit allgemeiner gelten muss:

Lemma. Die Achse P des zu einer Strafie gehorenden Rades liegt auf der Fuf-
punktkurve der straffenerzeugenden Kurve beziiglich des strafSenerzeugenden Punk-
tes F', wenn Rad und Strafle einander in F berthren.

gespiegelte
Kardioide

Zykloide

gemeinsame -
Tangente

Abbildung 22: Kardioide und Zykloide haben in F eine gemeinsame Tangente

Spiegelt man nun diese Fufpunktkurve an der Mittelsenkrechten von F' und P,
dann verlduft das (kongruente) Spiegelbild, also die gespiegelte Fukpunktkurve,
durch F'. Ungewiss ist freilich noch, ob gespiegelte Fufspunktkurve und Strafe ein-
ander in F' beriihren, also dort eine gemeinsame Tangente besitzen. Ich iiberpriife
empirisch, ndmlich durch Anfertigen einer Zeichnung (Abb. 22), ob dies bei Kar-
dioide und Zykloide der Fall ist. Die Vermutung iibersteht diese Priifung, denn
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offenbar haben (gespiegelte) Kardioide und Zykloide bei F' eine gemeinsame Tan-
gente.

Die empirische Bestétigung der Vermutung an einem weiteren Einzelfall ermutigt
mich, nun nach einem Beweis der Vermutung zu suchen. Ich muss also zeigen, dass
die Tangente der Strafe bei F' mit der Tangente der gespiegelten Fulpunktkurve
bei F' iibereinstimmt. Es stellt sich mir daher die Frage, wie man die beiden Tan-
genten jeweils bestimmt bzw. konstruiert. Die Tangente der Strafe kann ich, da
sie als Rollkurve erzeugt wird, mit Hilfe von ,Vorwissen 4“ konstruieren. Wie steht
es mit der Tangentenbestimmung der Fulpunktkurve? Ich habe Gliick. Die Frage
begegnet mir nicht zum ersten Mal. Schon im Zuge der Arbeit an einem Arti-
kel {iber geometrische Tangentenbestimmungen (Berendonk 2017b), also in einem
ganz anderen Zusammenhang, hatte ich iiber die Frage nachgedacht.

Vorwissen 5. Tangentenkonstruktion bei Fuflpunktkurven (s. Abb. 23)

Sei P ein Punkt auf der Fufpunktkurve einer Kurve c beziiglich eines Punktes F.
Sei B der Beriihrpunkt von ¢ mit der Senkrechten zu FP durch P. Sei M die Mitte
von B und F und sei t die Senkrechte zu M P durch P. Dann ist t die Tangente
der FufSpunktkurve im Punkt P.

Fufspunktkurve

Abbildung 23: Fine Tangentenkonstruktion fir Fufpunktkurven

Beweis. (s. Abb. 24) Seien ¢, F, P, B, M und t die in ,,Vorwissen 5% genannten
Objekte. Sei @ ein weiterer Punkt auf der Fufpunktkurve von c beziiglich F' und
sei C' der Beriihrpunkt von ¢ mit der Senkrechten zu FQ durch Q). Sei S der
Schnittpunkt von PB und QC'. Sei N die Mitte von S und F' und schlieflich n die
Mittelsenkrechte von P und Q. Die Zeichnung (Abb. 24) suggeriert, dass n durch
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N wverlduft. Das ist auch tatsdchlich der Fall, denn P und Q liegen — aufgrund
der rechten Winkel — auf dem Thaleskreis tiber dem Durchmesser SF. Ich bewege
nun den Punkt C' entlang der Kurve ¢ auf B zu. Der Punkt S, der, sofern sich B
und C' hinreichend nahe sind, im Thaleskreis iiber dem Durchmesser BC gefangen
ist, bewegt sich dabei ebenfalls auf B zu. Der Punkt @ bewegt sich wéihrenddessen
entlang der Fufpunktkurve auf P zu. In der Grenzlage, wenn sich C' auf B legt,
dann legt sich auch S auf B und also legt sich N auf M. Zudem legt sich @ auf
P. Die Gerade n legt sich auf die Gerade M P und wird zudem zur Normalen der
Kurve ¢ in P. Damit habe ich die Richtigkeit der Konstruktion nachgewiesen.

Abbildung 2/4: Die Beweisfigur zu ,,Vorwissen 5

Ich kehre nun zur Vermutung zuriick. Sei dazu h die horizontale Ausgangsgerade,
B der Beriihrpunkt von h mit der strakenerzeugenden Kurve und F' der straflener-
zeugende Punkt. Laut ,Vorwissen 4“ kann ich die Tangente an die Strafte im Punkt
F' als Senkrechte zu BF durch F' konstruieren. Diese einfache Konstruktion ist in
Abbildung 25 dargestellt.

Sei nun P der Lotfufipunkt des Lotes von F auf h und D das Bild von B nach
Spiegelung an der Mittelsenkrechten von F' und P. In Gedanken spiegele ich auch
die Gerade h, die strafenerzeugende Kurve und deren Fufipunktkurve mit dem
Pol F an der Mittelsenkrechten von F' und P. Die gespiegelte Fulpunktkurve ist
dann die Fuipunktkurve der gespiegelten strafsenerzeugenden Kurve beziiglich des
Punktes P. Das Spiegelbild DF von h ist die Tangente der gespiegelten strafiener-
zeugenden Kurve im Punkt D und F' ist der Lotfufspunkt des Lotes von P auf diese
Tangente. Laut ,Vorwissen 5 kann ich die Tangente an die gespiegelte Fulspunkt-
kurve im Punkt F' als Senkrechte zu F'M durch F' konstruieren, wobei M die Mitte
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Tangente der Strafie

Abbildung 25: Die Tangentenkonstruktion der Strafle

von D und P bezeichnet. Diese Konstruktion ist in Abbildung 26 dargestellt.

Tangente der
gespiegelten
Fufpunktkurve

Abbildung 26: Die Tangentenkonstruktion der gespiegelten Fufpunktkurve

Ich vergleiche nun die Tangente in Abbildung 25 mit der Tangente in Abbildung
26. Erstere steht senkrecht auf BF'. Letztere steht senkrecht auf M F. Ob die bei-
den Tangenten tatséchlich zusammenfallen, hdngt also davon ab, ob die Geraden
BF und MF zusammenfallen. Das wére der Fall, sofern die Mitte M von D und
P auf BF liegt. Aufgrund des rechten Winkels bei P handelt es sich beim Viereck
DFPB per Konstruktion um ein Rechteck (s. Abb. 27). Da sich im Rechteck die
Diagonalen gegenseitig halbieren, liegt die Mitte M der Diagonalen D P insbeson-
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dere tatsdchlich auf der Diagonalen BF'. Damit ist die Vermutung bewiesen.

Abbildung 27: Das Rechteck mit seinen Diagonalen

Ich habe die Frage nach dem passenden Rad zu einer gegebenen Strafe mit Hil-
fe des Begriffs der Fulpunktkurve beantworten konnen. Bei einem analytischen
Zugang wéare mir diese Antwort vermutlich verwehrt geblieben. Der Grund dafiir
ist, dass ich bei einem analytischen Ansatz — aller Voraussicht nach — die strafsen-
erzeugende Kurve nicht mit ins Boot geholt hétte. Ohne die straflenerzeugende
Kurve fehlt dem Rad jedoch die Bezugskurve, beziiglich derer sie als Fufspunkt-
kurve identifiziert werden kann. Bezeichnenderweise findet man in Robison (1960)
und in Hall und Wagon (1992), die das Thema ausfiihrlich, aber eben analytisch,
behandeln, jeweils ,nur eine Liste von einzelnen Rad-Strafe Paaren. Der Begriff
der Fufspunktkurve bleibt dort jeweils unbemerkt. Nach griindlicher Suche fand
ich das hier bewiesene Resultat jedoch in einem kurzen und viel dlteren Artikel
von Habich (1882). Interessant ist dabei, dass Habich, der sich bei seiner Dar-
stellung nicht an der Logik seiner Entdeckung zu orientieren hat, den Sachverhalt
kompakt auf eineinhalb Seiten abzuhandeln weifs. Eine heuristische gepréigte Dar-
stellung, wie die hier vorgelegte, kann damit qua Kompaktheit nicht mithalten.
Der Wissenschaftstheoretiker Imre Lakatos, der sich sehr fiir die Beriicksichtigung
heuristischer Elemente im mathematischen Stil einsetzte, schreibt in seinem Buch
,Beweise und Widerlegungen“ diesbeziiglich:

Einige schopferische Mathematiker, die sich nicht von Logikern, Phi-
losophen oder anderen Spinnern ins Handwerk pfuschen lassen wollen,
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pflegen zu sagen, dafs die Einfiihrung eines heuristischen Stiles ein Neu-
schreiben der Lehrbiicher erfordern wiirde, wodurch sie so umfangreich
werden wiirden, daft kein Mensch sie jemals zuende lesen konnte. Auch
Einzelarbeiten wiirden sehr viel langer. Unsere Antwort auf dieses lang-
weilige Argument ist: Versuchen wir’s doch! (Lakatos 1979, S.136)

Die schopferischen Mathematiker aus Lakatos® Zitat mogen sich durch meinen hier
dargelegten Versuch bestétigt fiihlen. Sie lesen mathematische Texte typischerwei-
se in der Hoffnung darin Resultate und Beweisideen zu finden, die sie zur Losung
ihrer eigenen Fragestellungen heranziehen kénnen. Auf diese Herangehensweise an
mathematische Texte ist der traditionelle Darstellungsstil, mit seiner starren Satz-
Beweis-Struktur, in idealer Weise abgestimmt. Fiir heuristisch orientierte Texte
besteht beim forschenden Mathematiker dagegen kein primérer Bedarf, denn jener
hat ja, zumindest unterbewusst, schon ein duferst funktionstiichtiges Bild vom
mathematischen Entdecken. Der Mathematikdidaktik ist dieses Bild, seit der er-
langten Eigensténdigkeit gegeniiber ihrer Bezugsdisziplin, nicht mehr von vorne
herein ins Stammbuch geschrieben. Dennoch hat sie die Aufgabe, zum Erlernen
des erfolgreichen Betreibens von Mathematik beizutragen. Sie ist daher, heute stér-
ker als friiher, auf die Explizierung eines stimmigen Bildes vom mathematischen
Entdecken, und also auf heuristisch orientierte Darstellungen von Mathematik an-
gewiesen. Insbesondere wird sie an Befunden zum realen Mischungsverhéltnis von
Empirie und Theorie bzw. von experimentellem und begrifflichem Denken interes-
siert sein.

2.6 Stationen auf dem Weg zum erklarenden Beweis

Die Tagentenkonstruktion fiir Fupunktkurven (Vorwissen 5) hat es mir ermog-
licht den Beweis von den Eigenschaften (Vorwissen 1-3 bzw. Vorwissen 1E-3E) der
speziellen Kurven (Parabel bzw. Ellipse) zu losen. Der Beweis hat dadurch tiber-
fliissigen Ballast abgeworfen und zum Vorschein kam eine dufserst iibersichtliche
und einprigsame Beweisfigur: Ein Rechteck mit Diagonalen (s. Abb. 27). Diese
einfache Figur verkorpert und betont die mathematische Essenz des Sachverhalts:
Die rechten Winkel verweisen auf die Rolle der Fufspunktkurve. Die Symmetrie der
Figur deutet auf die Rolle der Spiegelung hin. Die Verallgemeinerung hat mir also
letztlich den urspriinglich gesuchten ,erklédrenden bzw., in der Terminologie von
Bell (1976), ,illuminierenden® Beweis in die Hande gespielt. In den Abbildungen 28,
29 und 30 fasse ich die einzelnen Stationen des gesamten Entdeckungsweges noch-
mals stichpunktartig, tabellarisch und in chronologischer Reihenfolge zusammen.
Die empirischen Momente des Entdeckungsprozesses markiere ich jeweils durch ein
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,E“ in der mittleren Spalte. Unter einem ,empirischen Moment* verstehe ich dabei
das ,yisuelle* Wahrnehmen einer Besonderheit oder eines Musters ohne Zubhilfe-
nahme begrifflicher Uberlegungen beziiglich der teilnehmenden mathematischen
Objekte.

Quadrat auf Kettenlinie — Vom Ph&nomen zum Beweis

abstrakte Titigkeit konkrete zugehorige Stichworte
Phinomen als Aufgabe formulieren Form der Strafe nachweisen

passende Defnition wihlen Rollkurvenerzeugung der Strae
passendes Hilfswissen mobilisieren Vorwissen 1 — Vorwissen 4

Analyse durchfiithren Befreiung vom kinematischen Kontext
Zeichnung anfertigen essentielle Objekte wie Brennpunkt
im Hilfswissen begriindete Hilfslinien einfligen Scheitelgerade, Leitgerade
Symmetrien und Inzidenzen beobachten E  Kopunktualitit von 7, # und /
Beobachtungen nachweisen Kongruenzsitze, Achsenspiegelung

Abbildung 28: Stationen des Entdeckens (Teil 1)

In habe den Entdeckungsprozess in drei Teile gegliedert, die man auch treffend
mit den Begriffen ,Neu Beweisen®, ,, Analogisieren” und ,Verallgemeinern“ hétte
betiteln kénnen. Es fillt auf, dass jeder der drei Teile genau einen empirischen
Moment enthélt. Man kénnte diesen Moment jeweils fiir den Entscheidenden im
Entdeckungsprozess halten. Die Wahrheit ist aber, dass ich ohne die verschiedenen
vorhergehenden Tétigkeiten jeweils gar nicht in die fiir das empirische Erkennen
erforderliche Lage gekommen wére. Charakteristisch fiir den Entdeckungsprozess
ist vielmehr die beinahe durchgehende Présenz von begrifflich orientiertem Vor-
gehen und Denken. Es ist klar, dass begriffliches Wissen in den deduktiven oder
hypothetisch-deduktiven Phasen eine prominente Rolle spielt. Das Gleiche ist aber
der Fall, wenn es beispielsweise darum geht, passendes bzw. analoges Hilfswissen zu
mobilisieren oder eine Zeichnung anzufertigen. Die Wahl der passenden Hilfssétze
traf ich nicht zuféllig, sondern aufgrund einer mir vertrauten ,lokalen Ordnung*
der Begriffe und fiir die Wahl des analogen Hilfswissens musste ich iiber die be-
grifflichen Verwandtschaftsverhéltnisse bei den Kegelschnitten Bescheid wissen.
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Das Wackelfahrrad — Ein Beispiel beweisgeleiteten Analogisierens
abstrakte Tatigkeit konkrete zugehorige Stichworte

analoge Aufgabe stellen

analoges Hilfswissen mobilisieren
Formulierung eines Hilfssatzes analogisieren
analogisierte Fassung priifen und verwerfen
Zeichnung anfertigen und Indizien suchen
geeignetes Analogon erkennen

alte Beweisfigur analogisieren

alten Beweis analogisieren

Rad fiir elliptische Kettenlinie suchen
Vorwissen 1E — Vorwissen 4E
Scheitelgerade durch AuBenkreis ersetzen
Spiegelungen sind geradentreu
Spiegelbild der Tangente emzeichnen
AuBenkreistangente

Leitkreistangente als Leitgerade

Parallelitit von Auflen- &
Leitkreistangente

Abbildung 29: Stationen des Entdeckens (Teil 2)

Der Satz von Habich — Nur ein Rechteck mit Diagonalen

abstrakte Titigkeit

allgemeinere Aufgabe stellen
Vermutung dubern

Vermutung reformulieren
Vermutung priifen

benotigtes Hilfswissen mobilisieren

Vermutung beweisen

konkrete zugehorige Stichworte

Rad fiir beliebig vorgegebene Stralie finden
FuBpunktkurve der StraBenerzeugenden
gemeinsame Tangente

Zykloide und Kardioide

Vorwissen 3

Diagonalen halbieren sich im Rechteck

Abbildung 30: Stationen des Entdeckens (Teil 3)
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Selbst das Zeichnen erforderte begriffliches Wissen, nicht nur, um die verschie-
denen Objekte konstruieren zu kénnen, sondern vor allem, um zu entscheiden,
welche Objekte iiberhaupt eingezeichnet werden sollen. Die empirische Musterer-
kennung spielt in Anbetracht der iibrigen anspruchsvolleren, weil wissensintensi-
veren, Tétigkeiten, jedenfalls in meiner geometrischen Entdeckungsgeschichte, nur
eine untergeordnete Rolle.

3 Fibonaccizahlen modulo p - Analogie und
Wissen

In der Geschichte des vorigen Teilkapitels spielte die Empirie beispielsweise im
Vergleich zur Analogie nur eine untergeordnete Rolle. Allerdings startete diese
Geschichte — mathematisch gesehen — gleich mit einer Vermutung, ndmlich der
Aussage, dass Kettenlinie und Quadrat in einem bestimmten Sinne zusammen-
passen. In diesem Teilkapitel werde ich von einer Entdeckung erzihlen, an deren
Beginn noch keine Vermutung stand, bei der das Aufstellen von Vermutungen also
ein wesentlicher Bestandteil der Bemiihungen war. Es wird interessant sein, die
Frage nach der Genese von Vermutungen und speziell die Rolle der Empirie beim
Generieren von Vermutungen vor dem Hintergrund dieser Geschichte zu diskutie-
ren.

3.1 Die Periodenlinge — Ein Beispiel fiir analogisierendes
Mutmalien

Die zu erzéhlende Entdeckung betrifft die Folge F;, der Fibonaccizahlen
(0,1,1,2 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, ... ),

die rekursiv wie folgt definiert werden kann:

Definition. Fy =0, F1 =1 und fir allen e N: Fj,4 o0 = F,11 + F,.

Der Ausgangspunkt der Entdeckung war die folgende Ubungsaufgabe aus dem

Buch ,Elemente der Arithmetik und Algebra“ von Harald Scheid und Wolfgang
Schwarz (2016, S.315):

Aufgabe. Beweise, dass fir alle m,n € N gilt: F,,.,, ist durch F,, teilbar.
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Was sagt diese Aufgabe? Ich versuchte mir ihren Inhalt zunéichst anhand von
Beispielen zu vergegenwértigen:

— F3 =2, somit muss jede 3-te Fibonaccizahl durch 2 teilbar sein.
— Fy = 3, somit muss jede 4-te Fibonaccizahl durch 3 teilbar sein.
— F5 =5, somit muss jede 5-te Fibonaccizahl durch 5 teilbar sein.
— Fg = 8, somit muss jede 6-te Fibonaccizahl durch 8 teilbar sein.

— F; = 13, somit muss jede 7-te Fibonaccizahl durch 13 teilbar sein.

Nachdem ich die Aufgabenstellung auf diese Weise entpackt hatte, fragte ich mich,
wie es mit den ,iibersprungenen* Zahlen

4,6, 7,9, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18, 19, ...

steht. Wiirden auch sie jede ,soundsovielte* Fibonaccizahl teilen? Ich priifte die
Frage zunéchst fiir die Zahl 4. Dazu schrieb ich ein Anfangsstiick der Fibonaccifolge
nieder und unterstrich dabei alle durch 4 teilbaren Folgeglieder:

0,1, 1, 2,3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144

Sollte etwa jede 6-te Fibonaccizahl durch 4 teilbar sein? Sobald ich mir die Frage
gestellt hatte, bemerkte ich meine peinliche Lage. Schlieklich ist laut der Aufgabe
jede 6-te Fibonaccizahl durch 8 und damit insbesondere auch durch 4 teilbar. Ich
hétte mir, die Korrektheit der Aufgabe vorausgesetzt, das quasi-empirische Vorge-
hen also sparen kénnen. Dann galt es die Zahl 6 zu priifen. Von dem fiir die Zahl 4
niedergeschriebenen Anfangsstiick war neben der 0 nur das letzte Folgeglied, also
die Zahl 144, durch 6 teilbar. Da die 144 das 12-te Folgenglied der Fibonaccifolge
ist, wird laut der Aufgabe jede 12-te Fibonaccizahl durch 144 und damit insbe-
sondere auch durch 6 teilbar sein. Es geniigte also zu jeder iibersprungenen Zahl
eine positive Fibonaccizahl zu finden, die Vielfaches der jeweiligen iibersprungenen
Zahl ist. Zur {ibersprungenen Zahl 7 fand ich die Fibonaccizahl 21 und zur iber-
sprungenen Zahl 9 fand ich die Fibonaccizahl 144. Zu der iibersprungenen Zahl 10
gab es im bisherigen Anfangsstiick keine passende Fibonaccizahl. Da jedoch laut
der Aufgabe jede 3-te Fibonaccizahl durch 2 und jede 5-te Fibonaccizahl durch 5
teilbar ist und da 2 und 5 teilerfremd sind, muss jede 15-te Fibonaccizahl durch
10 teilbar sein. Bei der weiteren Priifung fand ich zu den iibersprungenen Zahlen
11, 12, 16, 17 und 18 die Fibonaccizahlen 55, 144, 144, 34 und 144. Bei den iiber-
sprungenen Zahlen 14 (=2-7) und 15 (= 3-5) konnte ich mich jeweils &hnlich wie
im Falle der Zahl 10 einer passenden Fibonaccizahl versichert wissen. Interessant



Entdeckungsgeschichten 277

wurde es dann bei der iibersprungenen Zahl 19. Einerseits gab es im bisherigen
Anfangsstiick kein positives Vielfaches von 19. Andererseits ist 19 prim, sodass
eine Uberlegung wie bei den Zahlen 10, 14 und 15 hier nicht aushelfen konnte. Ich
sah mich also gezwungen weitere Folgeglieder der Fibonaccifolge zu berechnen und
diese beziiglich ihrer Teilbarkeit durch 19 zu priifen. In Ermangelung einer einfa-
chen Teilbarkeitsregel fiir die Zahl 19, mit Blick auf die stets grofser werdenden
Folgeglieder der Fibonaccifolge und aufgrund der Befiirchtung, dass, wenn iiber-
haupt, erst eine sehr grofie Fibonaccizahl durch 19 teilbar sein wiirde, entschied
ich, nicht die Fibonaccizahlen selbst, sondern nur ihre Reste bei Teilung durch
19 zu berechnen. Ich erstellte also ein Anfangsstiick der ,modulo 19 reduzierten®
Fibonaccifolge:

0,1, 1,2 3,5, 8, 13, 2, 15, 17, 13, 11, 5, 16, 2, 18, 1, 0

Offenbar ist die 18-te Fibonaccizahl (Fig) durch 19 teilbar. Auch die 19 hatte damit
die Priifung bestanden. Das geniigte mir als Evidenz um die folgende Vermutung
auszusprechen:

Vermutung 0. Fir alle n € N gibt es ein m € N, sodass fiir alle k € N gilt:

Fo.i ist durch n teilbar .

Bei der Berechnung der modulo 19 reduzierten Fibonaccifolge erhielt ich fiir das
18-te Folgeglied die ersehnte 0. Bemerkenswerterweise handelt es sich beim 17-ten
Folgeglied um eine 1. Aufgrund des Bildungsgesetzes der Fibonaccizahlen (Defini-
tion) ist das 19-te Folgeglied somit eine 1, das 20-te Folgeglied ebenfalls eine 1, das
21-te Folgeglied eine 2, das 22-te Folgeglied eine 3,... Die modulo 19 reduzierte
Fibonaccifolge ist offenbar periodisch. Zudem beginnt ihre Periode direkt beim 0-
ten Folgeglied. Die Folge ist daher, geméft der Sprechweise bei den Briichen, sogar
,rein-periodisch”, Thre Periode hat die Lange 18. Mit dieser Beobachtung standen
sogleich Fragen und Vermutungen im Raum: Ist die modulo n reduzierte Fibo-
naccifolge periodisch fiir beliebige n? Falls ja, wann ist sie rein-periodisch? Und
wann betrégt ihre Periodenldnge n — 1?7 Hat dies womoglich damit zu tun, dass
19 eine Primzahl ist? Das Phénomen der Periodizitét erinnerte mich jedenfalls an
die Briiche und deren Darstellung als periodische unendliche Dezimalbriiche. Was
ist der Grund fiir die Periodizitdt bei den Briichen? Nun, die Bestimmung des zu
einem Bruch { gehdrigen Dezimalbruchs besteht aus einer Folge von Divisionen
mit Rest durch b. Dabei dient jeweils das Zehnfache des Restes einer Division der
Folge als Dividend der ihr nachfolgenden Division und die Zahl a dient als Divi-
dend der ersten Division der Folge. Da bei einer Division mit Rest durch b nur b
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verschiedene Reste auftreten kénnen, miissen sich die Dividenden und damit die
auszufithrenden Divisionen nach spétestens b Schritten wiederholen. Die Periodi-
zitat der Dezimalbriiche beruht somit auf der Endlichkeit der méglichen Reste bei
Division mit Rest durch b. Sollte der Grund fiir die Periodizitdt der modulo 19 re-
duzierten Fibonaccifolge d&hnlich gelagert sein? Auch hier besteht die Bestimmung
ja aus einer Folge von Divisionen mit festem Divisor, ndmlich der 19. Allerdings
ergibt sich der Dividend einer Division der Folge hier nicht allein aus dem Rest
der vorherigen Division, sondern man benoétigt zu seiner Bestimmung zusétzlich
den Rest der vorvorherigen Division. Dennoch ist die Zahl der méglichen Divi-
denden endlich, da es bei Division durch 19 nur 192 mogliche Restepaare gibt.
Nach spitestens 19% Schritten muss daher die Wiederholung einsetzen. Die Zahl
19 fungierte in diesen Uberlegungen nur als Repriisentant der natiirlichen Zahlen
und nicht etwa als Vertreter der Primzahlen. Anders ausgedriickt: Die modulo n
reduzierte Fibonaccifolge ist fiir beliebige natiirliche Zahlen n periodisch und der
Grund fiir die Periodizitéat ist im Wesentlichen tatséchlich derselbe wie bei den
Briichen. Nachdem ich dies erkannt hatte, galt es, die Langen der Perioden zu
untersuchen. Wiirden sich auch die Periodenléngen strukturell in &hnlicher Wei-
se wie die Periodenldngen der Briiche verhalten? Um diese Frage und die damit
verbundenen Vermutungen empirisch priifen zu konnen, berechnete ich fiir die na-
tiirlichen Zahlen n von 2 bis 31 die modulo n reduzierten Fibonaccifolgen und
bestimmte jeweils deren Periodenlédngen, die ich hier mit A(n) bezeichne.

Interessanterweise waren die 30 berechneten reduzierten Fibonaccifolgen allesamt
rein-periodisch. Beim Blick auf das Bildungsgesetz der Fibonaccizahlen wurde mir
klar, dass dies sogar immer, also auch fiir grofsere n, der Fall sein muss. Eine ab der
m + 1-ten Stelle wahrgenommene Periode der Lénge A(n), muss ndmlich wegen

Fm = Ll'm42 — Frn-‘rl = F(m+2)+k(n) - F(m+1)+)\(n)
= Fineam)+2 — Fimiam)+1 = Fngam)  (mod p)

schon frither als bei m + 1 eingesetzt haben. Aufgrund dieser Argumentation
bleibt fiir das Einsetzen der Periode nur die 0O-te Stelle iibrig. Damit ist das ,rein-
periodisch-Sein“ der reduzierten Fibonaccifolgen bewiesen. Im Speziellen ist damit
wegen

0= FO = F)\(n) = F)x(n)‘Q = F)\(n)‘g = F)\(n)~4 = ... (HlOd p)
und der Wahl m := A(n) zugleich ,Vermutung 0 bewiesen.

Abbildung 31 zeigt die 30 Periodenléngen, die ich bestimmt hatte. Ich frage mich,
was ich in diesem Datensatz gesehen hétte, wenn ich nicht zur Orientierung die
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n A(n) n A(n) n A(n)
2 3 12 24 22 30
3 8 13 28 23 48
4 6 14 48 24 24
5 20 15 40 25 100
6 24 16 24 26 84
7 16 17 36 27 72
8 12 18 24 28 48
9 24 19 18 29 14
10 60 20 60 30 120
11 10 21 16 31 30

Abbildung 31: Die Periodenlingen der reduzierten Fibonaccifolgen

Eigenschaften der Periodenldngen von Briichen héitte heranziehen kénnen. Wére
mir dann iiberhaupt etwas Strukturelles aufgefallen? Mein Blick auf die Tabelle
war jedenfalls durch die folgenden Struktureigenschaften der Periodenldngen von
Briichen belastet:

Definition. Fiir positive natirliche Zahlen n sei l(n) die Periodenlinge der De-
1

n

zimalbruchentwicklung von
Vorwissen 1. Die kgV-Regel
Seien a,b € N* mit ggT(a,b) = ggT(a,10) = ggT(b,10) = 1. Dann gilt (s. Bennet

1909):
I(a-b) = kgV(l(a), (D).

Vorwissen 2. Die Potenz-Regel
Sei p eine Primzahl mit ggT(p,10) = 1, die nicht Wieferich zur Basis 10 ist. Dann
gilt (s. Bennet 1909):
(p™) =p"" - Up).
Eine Primzahl p heifit dabei ,Wieferich zur Basis 10“ (s. Garza und Young 2004),

wenn gilt:
10771 =1 (mod p?).
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Bisher sind iibrigens nur drei Wieferich-Primzahlen zur Basis 10 gefunden worden:
3, 487 und 56598313.

Vorwissen 3. Die Teiler-Regel

Sei p eine Primzahl mit ggT(p,10) = 1. Dann gilt wegen des kleinen Fermats:

I(p) |p—1.

Die kgV-Regel (Vorwissen 1) fiihrt das Problem der Bestimmung der Perioden-
langen von Briichen auf das Problem der Bestimmung der Periodenldnge solcher
Briiche zuriick, deren Nenner eine Primzahlpotenz ist. Die Potenz-Regel (Vor-
wissen 2) zeigt, dass und inwiefern man sich mit Briichen begniigen kann, deren
Nenner eine Primzahl ist. Die Teiler-Regel (Vorwissen 3) schlieflich schrankt die
moglichen Kandidaten fiir die Periodenléngen von Briichen mit Primzahlnenner
ein. Die drei als Vorwissen formulierten Sétze regeln somit das Verhalten der Pe-
riodenléngen von Briichen in Bezug auf den multiplikativen Aufbau (Stichwort:
Primfaktorzerlegung) ihrer Nenner. Es lag nahe zu fragen, ob sich die Perioden-
langen der modulo n reduzierten Fibonaccifolgen in &hnlicher Weise beziiglich des
multiplikativen Aufbaus des Moduls n verhalten. Die ersten beiden Regeln, die
kgV-Regel und die Potenz-Regel, hielten der empirischen Priifung anhand der in
Abbildung 31 versammelten Daten tatséchlich stand. Bei den Briichen sind die
Regeln mit Einschrénkungen versehen (Teilerfremdheit zu 10), die mit der Wahl
der Basis 10 in Zusammenhang stehen. Bei den reduzierten Fibonaccizahlen schei-
nen die Regeln dahingegen keinen besonderen Einschrinkungen zu unterliegen.
Mit Hilfe der folgenden Rechnungen soll die empirische Priifung der ersten beiden
Regeln angedeutet werden.

Priifung der kgV-Regel:

>
\)

3

A(6) = 24 = kgV(3,8) = kgV(A(2), A(3))
A(12) = 24 = kgV (8, 6) = kgV(A(3), A(4))
A(28) = 48 = kgV (6, 16) = kgV(\(4), A(7))
A(30) = 120 = kgV(20, 24) = kgV(A(5), A(6))

>
w

>
W

-
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Priifung der Potenz-Regel:

AM23) =A8)=12=22-3=22-)(2)
A2%) = \(16) =24 =23 -3 =123. \(2)
A3 =A27)=72=3%.8=3%-)(3)
A(5%) = A(25) = 100 = 5' - 20 = 5 - \(5)

Nach diesen Priifungen wagte ich die folgenden Vermutungen auszusprechen:

Vermutung 1. kgV-Regel
Seien a,b € N* mit ggT(a,b) = 1. Dann gilt:

Aa - b) = kgV(A(@), A(B)):

Vermutung 2. Potenz-Regel
Sei p eine Primzahl. Dann gilt:

A(p™) =p" " Ap).

Nun priifte ich die Teiler-Regel (Vorwissen 3). Ich stellte fest, dass die modulo p
reduzierten Fibonaccifolgen dieser Regel nicht ohne weiteres gehorchen wollten.
Immerhin gilt die Regel fiir 4 der 11 Primzahlen bis 31, nédmlich fiir 11, 19, 29
und eben fiir 31. Wiirde es noch weitere, vielleicht sogar unendlich viele, Primzah-
len geben, die der Teiler-Regel gehorchen? Um dies zu priifen, bestimmte ich die
Periodenlange der modulo p reduzierten Fibonaccifolge fiir weitere Primzahlen p.
Abbildung 32 zeigt das Ergebnis der Priifung.

Es galt nun den ,gehorsamen” Primzahlen ein Erkennungsmerkmal abzuringen,
eine Bedingung, anhand derer man beim Blick auf eine beliebige Primzahl auch
ohne das Bestimmen der zugehorigen Periodenlénge ihre ,Gehorsam- bzw. Unge-
horsamkeit“ beziiglich der Teiler-Regel beurteilen kénnte. Pélya schreibt in einer
ganz dhnlichen Situation:

Was ist der Unterschied zwischen den beiden Féllen? Ein Physiker
konnte sich leicht ganz #dhnliche Fragen stellen. Er untersucht zum
Beispiel die Doppelbrechung von Kristallen. Manche Kristalle weisen
Doppelbrechung auf, andere nicht. Welche sind doppelbrechend, welche
sind es nicht? Was ist der Unterschied zwischen den beiden Féllen? Der
Physiker betrachtet seine Kristalle, und wir betrachten unsere beiden
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gehorsame Primzahlen ungehorsame Primzahlen
p A(p) p A(p)
11 10 2 3
19 18 3 8
29 14 5 20
31 30 7 16
41 40 13 28
59 58 17 36
61 60 23 48
71 70 37 76
79 78 47 32
89 44 53 108
67 136
73 148
83 168

Abbildung 32: Die Periodenlingen der modulo p reduzierten Fibonaccifolgen

Klassen von Primzahlen [...]. Wir suchen nach irgendeinem charak-
teristischen Unterschied zwischen den beiden Klassen.* (Polya 1962,
S.103)

Manche Primzahlen erfiillen die Regel, manche nicht. Welche sind gehorsam, wel-
che sind es nicht? Es bedurfte wohl keiner aufergewohnlichen Mustererkennungsfa-
higkeiten, um wahrzunehmen, dass die bisher gefundenen gehorsamen Primzahlen
allesamt auf den Ziffern 1 oder 9 enden, dass aber von den bisher gefundenen
ungehorsamen Primzahlen keine einzige auf einer 1 oder 9 endet. Das gesuchte
Kriterium war gefunden.

Augentfillig fand ich auch, dass die Periodenldngen der ungehorsamen Primzahlen
bis auf den Fall 47 jeweils grofer sind als die Primzahl selbst und, dass sie meistens
Lsungefahr doppelt so grofs sind. Das ,ungefidhr liefs sich beim genaueren Hinsehen
préazisieren. Die Periodenlange der Primzahlen

p=3,7 13, 17, 23, 37, 53, 67, 73 und 83

betragt ndmlich genau 2p + 2. Zudem ist die Periodenldnge in den Féllen p = 2
und p = 47 ein Teiler von 2p + 2. Die von mir bisher als ungehorsam bezeichneten
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Primzahlen erwiesen sich damit schlieflich doch als gehorsam. Sie unterwarfen sich
ebenfalls einer Teiler-Regel, nur eben nicht der gleichen. Als ungehorsam durfte
aber weiterhin die Primzahl 5 gelten. Sie féllt auch hier aus den Rahmen und
scheint eine Sonderrolle zu geniefen. Aufgrund dieser Betrachtungen sprach ich
schliefslich die folgende Vermutung aus:

Vermutung 3. Die Teiler-Regel
Sei p # 5 eine Primzahl. Dann gilt:

Ap) |p—1, falls p auf 1 oder 9 endet.
Ap) | 2p+ 2, falls p auf 2,3 oder 7 endet.

3.2 Deduktives gegen naives MutmaRen

Die Uberschrift dieses Abschnitts verweist auf eine Passage aus Imre Lakatos* Buch
,Beweise und Widerlegungen — Die Logik mathematischer Entdeckungen“ in der
Lakatos unter dem gleichen Titel die Entstehungsweisen mathematischer Vermu-
tungen diskutiert und dabei zwischen zwei grundsétzlich verschiedenen Vorgehens-
weisen unterscheidet, die er als deduktives Mutmafen und als naives Mutmafien
bezeichnet.

~Was meint Lakatos, wenn er von deduktivem Mutmafien spricht? Wir
miissen ein Beispiel geben: Jedes Polygon besitzt genauso viele Ecken
wie Kanten. Bei einem Polyeder ist das nicht der Fall. Dies erzeugt
einen kognitiven Konflikt, keinen logischen natiirlich, denn ein Poly-
eder besteht aus mehreren Polygonen, wohingegen ein Polygon eben
nur aus einem einzigen Polygon besteht. An welcher Stelle bricht die
Beziehung Ecken = Kanten beim Bau des Polyeders aus den ein-
zelnen Polygonen zusammen? Wir beginnen mit einem Polygon und
kleben ein zweites entlang einer Kante an das erste. Durch das Ver-
kleben gehen zwei Ecken, aber nur eine Kante verloren. Das aus den
beiden Polygonen zusammengesetzte Objekt besitzt nun nicht mehr
gleich viele Ecken wie Kanten, sondern genau eine Kante mehr. Beim
Ankleben weiterer Polygone passiert das Gleiche. Selbst, wenn wir ein
Polygon entlang mehrerer Kanten verkleben, entsteht eine Kante mehr.
Jedes zusétzliche Polygon erhoht daher den Kanteniiberschuss um 1.
Nur beim Hinzufiigen des letzten Polygons ist das nicht mehr der Fall.
Dabei werden namlich alle Kanten, also der gesamte Rand, des letzten
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Polygons verklebt, sodass ebenso viele Ecken wie Kanten verloren ge-
hen. Bis auf das erste und das letzte Polygon erzeugt also jedes Polygon
einen Kanteniiberschuss von 1. Besitzt das Polyeder E Ecken, K Kan-
ten und F' Fliachen, dann gilt offenbar: K — E' = F' — 2. Damit haben
wir durch plausibles, aber deduktives Schlieffen, d.h. durch deduktives
Mutmafen, den Eulerschen Polyedersatz entdeckt und gleichzeitig be-
wiesen. Anders als Polya im Eifer des Gefechts behauptet, kann man

einen Satz also auch beweisen, ohne ihn zuvor erraten zu haben.”“ (Be-
rendonk 2015b)

Deduktives Mutmafsen ist somit die Bezeichnung einer Tétigkeit, die wegen ihres
deduktiven Charakters eine starke Verwandtschaft zum hypothetisch deduktiven
Denken und zur entdeckenden Funktion von Beweisen aufweist. Der Polya betref-
fende letzte Satz des obigen Zitats bezieht sich auf die folgenden beiden Aussagen
aus dem Vorwort zu Pélyas Buch ,Mathematik und plausibles Schliessen - Induk-
tion und Analogie in der Mathematik®:

»Die fertige Mathematik in fertiger Form dargestellt, erscheint als rein
demonstrativ. Sie besteht nur aus Beweisen. Aber die im Entstehen
begriffene Mathematik gleicht jeder anderen Art menschlichen Wissens,
das im Entstehen ist. Man muf einen mathematischen Satz erraten, ehe
man ihn beweist; man mufs die Idee eines Beweises erraten, ehe man

die Details ausfiithrt. (Polya 1962, S.10)

»Im Ganzen scheint es natiirlich und verniinftig, dafs die induktive Pha-

se der demonstrativen Phase vorangeht: erst erraten, dann beweisen.*
(Polya 1962, S.134)

Um zu verstehen, was dagegen ,naives Mutmafsen“ meint, muss zunéchst erklart
werden — denn Lakatos bezieht sich darauf — was laut Pélya in der Phase des
Erratens, also in der sogenannten induktiven Phase passiert:

SWir sind durch Induktion auf diese Vermutung gekommen. Das heifst,
sie wurde uns durch Beobachtung nahegelegt, sie schien im Hinblick
auf individuelle Fille angezeigt.“ (Polya 1962, S.23)

Polya folgt bei dieser Erklarung des Begriffs ,Induktion”“ dem Mathematiker Leon-
hard Euler, der den Begriff Induktion in ,Specimen de usu observationum in ma-
thesi pura“ ebenfalls mit Hilfe des Begriffs ,Beobachtung” zu erkldren suchte:

»Es wird nicht wenig paradox erscheinen, in jenem Teil der mathe-
matischen Wissenschaften, den man gewdhnlich die reine Mathematik
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nennt, Beobachtungen grofie Bedeutung beizulegen, da der geldaufigen
Ansicht nach Beobachtungen auf physische Objekte beschrankt sind,
welche die Sinne beeindrucken. Da wir die Zahlen auf den reinen In-
tellekt beziehen miissen, konnen wir kaum verstehen, wie Beobach-
tungen und Quasi-Experimente bei einer Untersuchung der Natur der
Zahlen von Nutzen sein kéonnen. Doch sind tatséchlich, wie ich durch
sehr gute Argumente dartun werde, die heute bekannten Eigenschaften
der Zahlen grofitenteils durch Beobachtung entdeckt worden, und zwar
lange bevor ihre Wahrheit durch strenge Beweise bestétigt wurde. Es
gibt sogar viele Zahleneigenschaften, die uns gut bekannt sind, die wir
aber noch nicht beweisen konnen; Beobachtungen allein haben zu ihrer
Kenntnis gefithrt. Somit sehen wir, daft wir in der Zahlentheorie, die
noch sehr unvollkommen ist, unsere hochsten Hoffnungen auf Beobach-
tung setzen diirfen. Sie wird uns zu immer neuen Eigenschaften fithren,
die wir hinterher zu beweisen suchen werden. Die Art des Wissens, die
nur von Beobachtungen gestiitzt wird und noch nicht bewiesen ist, mufl
sorgfiltig von der Wahrheit unterschieden werden; sie wird, wie wir ge-
wohnlich sagen, durch Induktion gewonnen. [...| — Euler* (Polya 1962,
S.21)

Wenn Polya beziiglich der Induktion von ,individuellen Féallen“ oder wie im folgen-
den Zitat von ,,Spezialfallen” und ,, Tatbestdnden* spricht, so ist dabei beispielsweise
an die Elemente einer nach bestimmten Gesichtspunkten geordneten Datensamm-
lung bzw. Tabelle zu denken.

»,Bei den von uns untersuchten Spezialfiillen lassen sich zwei Gruppen
unterscheiden: Die Fille, deren Untersuchung der Aufstellung der Ver-
mutung vorausging, und die, deren Untersuchung ihr folgte. Die erste-
ren legten uns auf suggestive Weise die Vermutung nahe, die letzteren
stiitzten sie. Beide Arten von Féllen stellen eine gewisse Bertihrung zwi-
schen der Vermutung und dem ,Tatbestand‘ dar.* (Polya 1962, S.26)

Die induktive Phase besteht also bei Polya ihrerseits aus zwei Teilphasen. In der
ersten Teilphase wird der Blick auf einen Ausschnitt der Datensammlung gerich-
tet. Der betrachtete Ausschnitt ,suggeriert* dann die auszusprechende Vermutung.
In der zweiten Teilphase wird die aufgestellte Vermutung an weiteren Féllen, also
an anderen Teilen der Datensammlung, gepriift. Halt die Vermutung der Priifung
stand, so wird sie durch die weiteren Félle ,gestiitzt”. Lakatos stellt allerdings die
Giiltigkeit dieser Entstehungslogik von Vermutungen in Frage. Insbesondere zwei-
felt er an der These, dass die Daten bzw. Tatbestdnde zum Beobachter ,sprechen‘
bzw. dem Beobachter die Vermutungen ,nahelegen®:
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»Nein! Tatsachen weisen nicht auf Vermutungen hin, und sie stiitzen
sie auch nicht! [...] Naive Vermutungen sind keine induktiven Ver-
mutungen: wir gelangen zu ihnen durch Versuch und Irrtum, durch
Vermutungen und Widerlegungen. Aber wenn Du - félschlicherweise
- glaubst, daf Du sie auf induktivem Wege, aus Deinen Tabellen er-
reichst, wenn Du glaubst, je ldnger die Tabelle ist, auf desto mehr
Vermutungen wird sie hinweisen und sie spéter stiitzen, dann kannst
Du Deine Zeit mit der Anhdufung iiberfliisssiger Daten verschwenden.
Und einmal darin unterwiesen, daft der Weg der Entdeckung von den
Tatsachen zur Vermutung und von der Vermutung zum Beweis fiihrt
(der Mythos der Induktion), kannst Du die heuristische Alternative:
deduktives Mutmafien vollig vergessen. (Lakatos 1979, S.66f)

Naives Mutmafien ist also die Methode des ,trial and error”. Das Wort ,naiv*
scheint darauf hinzudeuten, dass die sogenannten Versuche dabei nicht unbedingt
von einer Einsicht in die Sache, sondern eher von Zufilligkeiten bestimmt sind.
Vor dem Hintergrund dieser Begrifflichkeiten frage ich mich nun, wie die drei Ver-
mutungen des vorigen Abschnitts entstanden sind. Sie sind, das ist jedenfalls klar,
nicht durch deduktives Mutmafen zu Stande gekommen. Deduktives Mutmafsen
liefert schlieRlich Sétze, nicht Vermutungen. Die verwendeten Tabellen (Abb. 31
und Abb. 32) deuten darauf hin, dass es sich um einen Fall von Induktion im obi-
gen Sinne handeln konnte. Allerdings habe ich die erste Tabelle (Abb. 31) nicht
zum Aufstellen der Vermutungen, sondern nur zur Priifung der Vermutungen her-
angezogen. Ich hatte ja zunichst gar keinen Bedarf, die Daten zu beobachten, denn
die unterstellte Analogie zur Periodizitét bei den Briichen stellte mir schon diverse
Vermutungen zur Verfiigung. Die aufgrund von ,Vorwissen 3“ zunédchst erwogene
Vermutung musste ich verwerfen oder jedenfalls anpassen. Die Analogie war somit
schwacher als vielleicht erhofft. Ein Fall von ,Versuch und Irrtum* kénnte man also
sagen. Dennoch zogere ich, die Entstehung der Vermutungen unter dem Stichwort
,haives“ Mutmafen zu verbuchen. Das Bestehen einer gewissen Analogie zwischen
den beiden Kontexten (,Briiche* und ,reduzierte Fibonaccizahlen®) hatte ich ja
durch die &hnlich gelagerte Erklarung (Schubfachprinzip) ihrer jeweiligen Periodi-
zitat bereits feststellen konnen. Fraglich war nur die Tragweite dieser Analogie. Es
gab also einen triftigen Grund die Vermutungen zu erwigen. Ich habe das Vor-
gehen daher in der Uberschrift des vorigen Abschnitts nicht als ,naives®, sondern
als analogisierendes Mutmafsen bezeichnet. Bei der dritten Vermutung gab es
aber, wie gesagt, Komplikationen. Um zu priifen, ob die hinfillige Vermutung we-
nigstens eingeschriankte Giiltigkeit hat, legte ich die Tabelle in Abbildung 32 an.
Was passierte dann? Ich betrachtete die Tabelle und die Tabelle ,sprach* durch ihr
hochst suggestives ,Verhalten zu mir. Die Genese der dritten Vermutung endet
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somit mit einer induktiven Phase.

3.3 Der Satz von Wall — Verifizieren

Im Abschnitt ,,Die Periodenléinge — Fin Beispiel fiir analogisierendes Mutmafen
habe ich die Genese dreier Vermutungen zur Periodenlédnge der reduzierten Fibo-
naccifolgen dargestellt. Die dritte Vermutung gewinnt nun meine Aufmerksamkeit.
Sie unterscheidet zwei Arten von Primzahlen, solche, die auf 1 oder 9 enden und
solche, die auf 2, 3 oder 7 enden. Einzig die Primzahl 5 gehort keiner der beiden
Arten an. Die Unterscheidung erinnert mich an einen Kontext mitten aus dem
Herzen der elementaren Zahlentheorie: Quadratreste! Tatséchlich gilt:

Vorwissen 4. Anwendung des quadratischen Reziprozititsgesetzes

Sei p # 5 eine Primzahl. Die Zahl 5 ist genau dann ein Quadratrest modulo p,
falls p auf 1, 2 oder 9 endet.

Nur die Zahl 2 wechselt also beim Vergleich von ,Vermutung 3 mit ,Vorwissen 4
die Seiten. Sollte sich ,Vermutung 3“ also womdglich mit Hilfe des Wissens iiber
Quadratreste beweisen lassen? Ich iiberlege, was die Frage nach der Existenz von
v/5 modulo einer Primzahl p mit den Fibonaccizahlen zu tun haben konnte. Die
Zahl /5 jedenfalls taucht auch in der Formel von Binet auf. Die Formel koénnte
hier also eine Rolle spielen.

Vorwissen 5. Formel von Binet

Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

Fn = % ' ((1 +2\/5)n - (1 2\/5>">

Vorwissen 6. Binomischer Lehrsatz

Fiir alle reellen Zahlen x und y und alle natirlichen Zahlen n gilt:

(z+y)" = i (Z) SRR,

k=0

Die Formel von Binet bringt die Fibonaccizahlen offenkundig mit den Potenzen
des goldenen Schnitts in Zusammenhang. Ausmultiplizieren der Klammern in der
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Formel von Binet mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes liefert eine Formel welche
die Fibonaccizahlen mit Hilfe der Potenzen von /5 ausdriickt:

Fn_1.<<1+\/5)"_<1—x/5>">

2 2

Ut

Rk 0 )
:\/51.%. kzzo 2(’;)\/?

k ungerade
n

- Loy <Z>.¢5’“‘1

k=0
k ungerade

—_

(N}

Dieser Zusammenhang zwischen den Fibonaccizahlen und den Potenzen von /b ist
insofern interessant, als eine solche Potenz, ndmlich die p— 1-te, laut Gauf dariiber
entscheidet, ob 5 ein Quadratrest modulo p ist oder nicht. Das betreffende Lemma
von Gauf lautet bezogen auf die Zahl 5 wie folgt:

Vorwissen 7. Lemma von Gauf

Sei p # 5 eine ungerade Primzahl. Dann gilt:

-1
5 ist Quadratrest modulo p < NG

1 (mod p)

5 ist kein Quadratrest modulo p < \/31)71 = -1 (mod p)

Nachdem ich den Indizien und Assoziationen folgend diverses Vorwissen zusam-
mengetragen habe, richte ich nun meinen Blick wieder auf das zu Beweisende: Sei
zunéchst p eine Primzahl, die auf 1 oder 9 endet. ,Vermutung 3 behauptet, dass
die zugehérige Periodenldnge dann ein Teiler von p — 1 ist. Beim Folgeglied F,_;
soll demnach wieder eine neue Periode beginnen. Es muss also gezeigt werden,
dass Fj,—1 und Fj die gleichen Werte wie die beiden Anfangsfolgeglieder Fy und
F haben, dass sie also 0 und 1 modulo p sind. Ich bestimme zunéchst F}, modulo
p. Laut der ausmultiplizierten Formel von Binet gilt:

P

R N (ARG

k=0
k ungerade

Reduziert man diese Gleichung modulo p, so verschwindet der Faktor vor der
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Summe aufgrund des kleinen Satzes von Fermat (Vorwissen 8). Da alle Binomial-
koeffizienten bis auf den letzten durch p teilbar sind (Vorwissen 9), bleibt zudem
nur der letzte Summand tibrig.

Vorwissen 8. Kleiner Satz von Fermat

Sei p eine Primzahl und sei a eine natiirliche Zahl, die nicht durch p teilbar ist.
Dann gilt:
a®'=1 (mod p).

Vorwissen 9. Sei p eine Primzahl. Dann ist p fiir alle natirlichen Zahlen k mit
0 < k <p ein Teiler von (Z) und fir alle natirlichen Zahlen k mit 1 < k < p ein

Teiler von (p;gl) .

Die Anwendung von ,Vorwissen 8 und ,Vorwissen 9“ liefert also:

_ 1 P p—1 _ p—1
Fp:2p1-(p) V5 =vE
Da p auf einer 1 oder einer 9 endet, ist 5 laut ,Vorwissen 4“ ein Quadratrest modulo
p. Laut ,Vorwissen 7* ist F), modulo p daher tatséchlich, wie erhofft, gleich 1. Ganz
analog lasst sich Fj,; 1 modulo p bestimmen:

1 AR, p+1 k—1
Fpir= % : E < k ) \/g
k=0
k ungerade

L. ((p + 1) VB4 (p; 1) . \/5p1> (Vorwissen 9)

20 1
1 _
=P ;rf (14 NG 1) (Vorwissen 8)
1 -1
z§~(1+\/5p ) (mod p)

Die Kombination von ,Vorwissen 4 und ,Vorwissen 7% liefert \/5p71 =1 (mod p)
und damit: Fj,41; =1 (mod p). Aufgrund des Bildungsgesetzes der Fibonaccizahlen
(Definition) erhilt man dann wie gewiinscht:

Fp1=F1—-F,=1-1=0 (mod p).

Im Faille von Primzahlen p, die auf einer 3 oder einer 7 enden, gilt allerdings
V5" = —1 (mod p) und daher F, = -1 (mod p) und F,41 = 0 (mod p). Fiir
die darauf folgenden Folgeglieder erhélt man: F,1o = —1 (mod p), Fpp3 = —1
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(mod p), Fpys = —2 (mod p), Fpys = —3 (mod p), Fp46 = —5 (mod p) ... Beim
Folgeglied F},11 beginnt die Fibonaccifolge also wieder von Neuem, nur diesmal
mit jeweils negativen Vorzeichen. Daraus folgt dann:

Fopi1 = Fpyiy4p = —Fp=—(-1)=1 (mod p),

Fopio=Fpityipt1 = —Fpy1 =-0=0=Fy (mod p)
und schliefslich
F2p+3 = F2p+2 + F2p+1 =0 + 1=1= Fl (mod p)

Bei Fyy 40 setzt offenbar eine neue Periode ein. Die Periodenldnge A(p) ist somit
ein Teiler von 2p + 2. ,Vermutung 3“ ist damit bewiesen.

Der gefundene Beweis besteht im Wesentlichen aus der Berechnung von F}, und
Fy
Sofern man iiber das typische bereichsspezifische Wissen und iiber Erfahrung im
Anwenden dieses Wissens verfiigt, birgt die Berechnung keine besonderen Uber-
raschungen. Man folgt einfach den iiblichen Reflexen bzw. Faustregeln: Fiir die
Bestimmung groferer Folgeglieder der Fibonaccifolge verwendet man die geschlos-
sene Formel, also die Formel von Binet (Vorwissen 5); Klammern gehoren aufge-
16st (Vorwissen 6); Beim Modulorechnen hélt man den kleinen Fermat (Vorwissen
8) und Teilbarkeitssitze (Vorwissen 9) bereit; Beim Modulorechnen mit Wurzeln
(v/5) hilt man sein Wissen iiber Quadratreste bereit (Vorwissen 4 und Vorwis-
sen 7). Statt des Wortes ,Beweisfindung* habe ich daher in der Uberschrift dieses
Abschnitts das eher an eine Routinetétigkeit erinnernde Wort ,Verifizieren* ver-
wendet. Fehlen dem Beweisenden allerdings Teile oder sogar das gesamte bereichs-
spezifische Wissen, so werden seine Beweisversuche vermutlich ins Leere laufen.
Die geschilderte Beweisfindung bestétigt und betont daher bezogen auf das ma-
thematische Entdecken nachdriicklich den folgenden Slogan: Wissen ist Macht!

+1 modulo p fiir Primzahlen p der ersten sowie fiir Primzahlen p der zweiten Art.

Die Vermutungen 1 bis 3 werden (vermutlich) erstmals von Wall (1960), allerdings
ohne ihre Genese, thematisiert. ,Vermutung 3“ wird dort auf eine andere Weise als
hier, aber ebenfalls unter Verwendung der Kenntnis, fiir welche Primzahlen 5 ein
Quadratrest ist (Vorwissen 4), bewiesen. In Ehrlich (1989) findet man ankniipfend
an Wall noch weitere interessante Uberlegungen zu den Periodenléingen der modulo
n reduzierten Fibonaccifolgen.
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4 Ausleitung - Kritik der
Mustererkennungsaufgaben

Im der Einleitung des Artikels habe ich drei Musterekennungs- bzw. Entdecker-
aufgaben vorgestellt. Was wiére, wenn solche Aufgaben das schulische Bild vom
mathematischen Entdecken priagten? Das wire insofern problematisch, als die drei
Aufgaben nur einen einzigen Aspekt mathematischen Entdeckens beriihren, den
der ,Mustererkennung“. In Aufgabe 1 soll erkannt werden, dass fiir jede Zeile gilt:
die Summe der Zahlen in den ersten beiden Spalten ist gleich der Zahl in der drit-
ten Spalte. In Aufgabe 2 soll erkannt werden, dass man die Funktion der rechten
Spalte aus der Funktion der linken Spalte erhélt, indem man die Funktion der lin-
ken Spalte mit ihrem Exponenten multipliziert und anschlieffend den Exponenten
um 1 verringert. In Aufgabe 3, schlieflich, soll erkannt werden, dass die Summe
der drei Zahlen jeder Zeile 180 betragt. Ich verwende das Wort ,Mustererkennung®
also offenbar fiir eine Téatigkeit, die auch losgel6st vom Kontext, in dem das Muster
auftritt, durchgefithrt werden kann und bei der man zudem kaum nennenswert auf
mathematisches Wissen zuriickgreift. So konnen die drei Aufgaben aus der Einlei-
tung gelost werden, ohne dabei an rechtwinklige Dreiecke, Differentialquotienten
bzw. Innenwinkel von Dreiecken und ohne an das jeweils zugehorige kontextspe-
zifische Wissen zu denken. Bei Aufgabe 1 muss man mit der Addition natiirlicher
Zahlen vertraut sein. Sofern Aufgabe 1 auf den Satz des Pythagoras abzielt, 14sst
sich das jedoch kaum als nennenswertes Wissen verbuchen. Die beiden in diesem
Artikel als Fallstudien vorgelegten Entdeckungsgeschichten ,Das Wackelfahrrad*
und ,,Fibonaccizahlen modulo p* enthielten ebenfalls Mustererkennungsmomente.
Beim Wackelfahrrad waren das insbesondere die als empirisch (E) gekennzeichne-
ten Momente, bei den Fibonaccizahlen insbesondere der als induktiv identifizierte
Moment. Ich habe jedoch versucht ausfiihrlich darzulegen, dass die Kunst des ma-
thematischen Entdeckens vor allem darin besteht iiberhaupt in die Situation zu
gelangen, in der dann schlieflich das Muster erkennbar wird. Der Weg zu sol-
chen Situationen fiihrt typischerweise iiber vergleichsweise anspruchsvolle und vor
allen Dingen wissensintensive Tétigkeiten. Beim Satz von Wall (Vermutung 3)
wurde ja auf Wissen aus gleich drei verschiedenen Bereichen zuriickgegriffen: Fi-
bonaccizahlen, periodische Dezimalbriiche und Quadratreste. An die vielfdltigen
herausfordernden Tétigkeiten, die in den beiden geschilderten Entdeckungsprozes-
sen eine Rolle gespielt haben, sei nun nochmals kursorisch erinnert: hypothetisch-
deduktives Spekulieren, Anlegen von Zeichnungen mit wohlbegriindeten Hilfslini-
en, beweisgeleitetes Analogisieren, Reformulieren von Aussagen, analogisierendes
Mutmafen, Durchfiihren von Berechnungen und Erstellen geeigneter Tabellen. Die
drei Aufgaben lassen keine dieser Tétigkeiten zu. Was wiirde eine solche Redukti-
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on fiir den Lernenden bedeuten? Nun, der Lernende wiirde spiiren, dass ihm die
vermeintlichen Entdeckungen nur untergeschoben wurden, dass er um die Ent-
deckungen betrogen wurde. Die eigentlichen zu den drei Aufgaben gehdrenden
Entdeckungen fithren ja gar nicht iiber die dargestellten Tabellen und falls doch,
so liegen die entscheidenden Uberlegungen schon in den Vorgeschichten dieser Ta-
bellen. Welche Uberlegung kénnte beispielsweise rechtfertigen, an eine so einfache
Beziehung zwischen den Quadraten der Seitenldngen eines rechtwinkligen Dreiecks
zu glauben, dass sie in einer Tabelle ,abzulesen* ware? Die Kritik an den Musterer-
kennungsaufgaben ist nicht, dass diese nur ,eine* von vielen Arten des mathemati-
schen Entdeckens thematisieren, sondern, dass sie die Mustererkennungsmomente
von ihrer Genese trennen, und dadurch die Musterkennung falschlicherweise als
eine eigenstiandige Art des Entdeckens prasentieren.
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Zahlen in der Pandemie — Ein
Versuch

Gregor Nickel
FUR RAINER UND ULF

Die Wachen haben eine gemeinsame Welt;
im Schlafe wendet sich jeder seiner eigenen zu.
HERAKLIT VON EPHESOS

Es sind denk- und merk-wiirdige Zeiten, in denen dieser Versuch entsteht!, die
Rolle des Mathematischen und insbesondere von Zahlen fiir die Gestalt und die
Gestaltung einer sozialen Ordnung — gar einen Zusammenhang von Zahl und sozia-
lem Frieden — zu bedenken. Nachdem im Winter des Jahres 2019 in der chinesischen
Provinz Wuhan erstmals Infektionen mit einem neuartigen Corona-Virus nachge-
wiesen worden waren, hat sich die Verbreitung dieses Virus bereits im Friihjahr
2020 zu einer Pandemie? entwickelt, die weltweit zu dramatischen Reaktionen fiihr-
te. Mit einer — fiir politische Prozesse — erstaunlich kurzen Reaktionszeit haben

1. Der folgende Text ist die Uberarbeitung eines fiir die Zeitschrift Coincidentia im April 2020
verfassten Essays; G. Nickel: Zahl und sozialer Friede — Ein Versuch. Coincidentia — Zeitschrift
fiir européische Geistesgeschichte 11/1 (2020), 217-229. Da ihr Adressatenkreis und der von SieB
nahezu disjunkt sein diirften, hoffe ich, dass ein erneuter Abdruck vertretbar erscheint. Neben
der fiir SieB sinnvollen Tilgung allzu elementarer Mathematik und geringfiigigen inhaltlichen
Ergénzungen besteht die Differenz zum urspriinglichen Essay in einem neuen Abschnitt, der auf
einen (kleinen) Teil der aktuellen Publikationen aus dem Bereich der akademischen Philosophie
reagiert.

2. Bereits an diesem Begriff ist zu merken, dass die Terminologie in der Regel nicht neutral
im schlichten Sinne ist. Historisch genauer ausgedriickt hat der Generaldirektor der WHO, Dr.
Tedros Adhanom Ghebreyesus, den COVID-19-Ausbruch am 11. Mérz 2020 offiziell zu einer
Pandemie erklért.

SieB 13 (2020), 295-310



296 Gregor Nickel

Regierungen (unterschiedlichster Couleur) weltweit einschneidende Quarantéine-
Mafinahmen ergriffen®, die das personliche, das politische, soziale, religiése und
wirtschaftliche Leben teilweise extrem einschrédnken. Noch sind die Folgen — so-
wohl die unmittelbaren, gesundheitlichen und 6konomischen als auch die mittel-
baren, kurz- und langfristigen Folgen fiir das gesellschaftliche Zusammenleben —
iiberhaupt nicht absehbar. Eine umfassendere Orientierung — iiber die noch anhal-
tende Phase des schnellen Handelns der Exekutive und die jeweils individuellen
Anpassungsprozesse im unmittelbaren (sozialen) Umfeld hinaus — scheint noch
nicht vorhanden zu sein. Auf der politischen Ebene stellen sich jedoch — besonders
in Verbindung mit einem Vergleich der Tauglichkeit unterschiedlich liberal bzw.
autoritir, national bzw. international, 6konomisch bzw. sozial orientierter politi-
scher Systeme — Fragen zur gesellschaftlichen Krisen-Reaktionsfahigkeit und zu
einem erneuerten Ausbalancieren der Befugnisse und Bediirfnisse der politischen
und sozialen Akteure. Fragen dieser Art iibersteigen nun allerdings bei weitem
den engen Kreis meiner ‘Expertise’ (das schliet auch die Kunst mit ein, in der
gegenwértigen Situation die hilfreichen Fragen iiberhaupt erst zu finden und zu
formulieren), und mehr als eine kurze Vorerinnerung an den Kontext und die
weitreichenden Global- und Detail-Fragen im Hintergrund meines Essays liegt an
dieser Stelle auch gar nicht in meiner Intention. Was im folgenden versucht werden
soll, sind einige vorsichtige Beobachtungen, der tastende Versuch, einige spezielle
Facetten des augenblicklichen globalen Geschehens zu beschreiben. Dabei liegt es
in der Natur meiner Perspektive, dass die folgenden Uberlegungen — nach dieser
Einleitung — einen ziemlich grofien Abstand der Abstraktion von dem Dréngenden
der gegenwértigen Situation einhalten.

Eine bemerkens-werte Begleiterscheidung der Pandemie ist der bereits iiber Mo-
nate andauernde, hohe Stellenwert wissenschaftlicher Expertise und dabei insbe-
sondere von Zahlen-Angaben: die Zahl der bestétigten Infektions-Félle, die Zahl
der Todesfille, der téglich oder wochentlich getesteten Personen, die Zahl der ver-
fligbaren Betten in der Intensivpflege, die Zahl der verfiigbaren Beatmungsgeréte,
der bestellten oder produzierbaren Schutzmasken und -anziige, neuerdings der zu
produzierenden Impf-Dosen*. Dies gilt sowohl in der &ffentlichen (und medialen)
Kommunikation, aber vermutlich auch — und vermutlich sogar verstarkt — fiir die
interne Kommunikation und die Grundlage fiir das Urteilen der mit (politischen)

3. Im Europaischen Kontext scheint momentan nur noch Schweden einen weniger drastischen
Kurs zu verfolgen, nachdem sowohl die Niederlande als auch Grofibritannien nach nur wenigen
Tagen von einer 6ffentlich verkiindeten Strategie der ,Herden-Immunitét* auf die in den meisten
Européischen Landern verbreitete Linie einer strikten Reduktion sozialer Kontakte umschwenk-
ten.

4. Nochmals in anderer Weise im offentlichen Diskurs (wirksam) ist der Symbolwert der Mil-
liarden oder sogar Billionen welcher Wahrungseinheit auch immer, wenn 6ffentliche Investitions-
programme ‘Markte’, ‘Unternehmen’ und ‘Verbraucher’ beruhigen sollen.
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Entscheidungen Betrauten. Welche Griinde gibt es dafiir, und was geht einher mit
der derzeit vermehrt ans Tageslicht tretenden Orientierung an Zahlen — bzw. all-
gemeiner gefasst — an Mathematischem? Die einfachste Antwort konnte in etwa
lauten, Zahlen gében schlicht und ergreifend die objektive Realitét, die Fakten am
prézisesten wieder. Das Wissen um eine Situation sei extrem defizitdr ohne ge-
naue Zahlenangaben, und ein begriindetes und verantwortliches Handeln sei ohne
genaueres Wissen nicht moglich. Eine kritische Replik wiirde dagegen einwenden,
dass der Weg zur Ermittlung der Zahlen und ihre Interpretation héchst umstrit-
ten seien, oder sogar, dass wesentliche Aspekte der Situation gerade nicht zéhlbar
seien und dass die Reduktion auf zdhlbare Einheiten in diesem Falle geradezu
desorientierend wirken koénne. Im folgenden wollen wir versuchen, beide Argumen-
tationslinien etwas weiter zu verfolgen und zu vertiefen.

1 Die unverhoffte und bedauerliche Prominenz der
Exponentialfunktion — Einige Uberlegungen zum
Umgang mit mathematischen Modellen

Als Referenz fiir eine rationale Entscheidung auf politischer Ebene sind allerdings
weniger die jeweils aktuellen Zahlenwerte eines Tages brauchbar; entscheidend sind
vielmehr die auf der beobachteten Entwicklung der (mehr oder minder lang) zu-
riickliegenden Zeit basierenden Prognosen bzw. Szenarien fiir die zukiinftige Ent-
wicklung. Hier spielt nun im Rahmen der géngigen Modelle fiir die Ausbreitung
einer Epidemie die Fzponentialfunktion eine zentrale Rolle: Gemés einer (jeden-
falls fiir den ‘ungebremsten’ Beginn einer Epidemie ausgesprochen gut passenden)
Modell-Annahme ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine Neu-Infektion zu einem Zeit-
punkt direkt proportional zur Zahl der bereits infizierten Personen zum selben
Zeitpunkt. Grob gesagt ist dies realistisch, solange die Zahl der Infizierten noch
gegeniiber der Gesamtpopulation klein und die Wahrscheinlichkeit einer Ubertra-
gung proportional zur Zahl der ‘Begegnungen’ zwischen infizierten und (noch)
nicht infizierten Personen ist. Das daraus resultierende exponentielle Wachstum
ist — so jedenfalls die immer wieder vorgetragene, und sicherlich auch nicht unbe-
rechtigte Klage der Experten — fiir den ‘Alltagsverstand’ schwer zu erfassen, da
sich zu Beginn einer exponentiellen Entwicklung ‘fast nichts &ndert’, die Entwick-
lung jedoch scheinbar ‘unvermittelt’ in eine drastische, kaum mehr beherrschbare
Dynamik umschlégt. Noch kiirzlich (Ende September 2020) rechnete die deutsche
Bundeskanzlerin der staunenden Schar der Journalisten ein exponentielles Wachs-
tum vor. Der empirisch erfasste Pfad von Infektionen und Todesféllen — zumindest
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zu Anfang der Pandemie — folgte nun in der Tat fiir die meisten Staaten und auch
global ziemlich genau einer solchen exponentiellen Entwicklung und diese lésst sich
in der Tat durch einen einzigen Parameter vollstdndig charakterisieren, und auch
diese Zahl genieft momentan grofe Beachtung®: die ‘Verdopplungszeit’.

In der Tat geht die Orientierung an einem solchen mathematischen Modell mit
Verstehens- und Beurteilungs-Hiirden® zumindest auf drei Ebenen einher. Auf ei-
ner ersten Ebene geht es zunéchst schlicht um ein souverénes Wissen in Bezug auf
den jeweils verwendeten mathematischen Gegenstand; dies schliefst die Fahigkeit
zu einem algorithmischen, ‘rechnenden’ Umgang ein, aber auch einen eher anschau-
lich vermittelten Zugang. In unserem Beispiel ist es bereits eine nicht unbetracht-
liche Herausforderung, eine exponentielle Entwicklung auf einer rein mathemati-
schen Ebene zu ‘verstehen’. Vertrauter und ‘natiirlicher’ erscheinen proportionale
Zusammenhénge: doppelte (mehrfache) Ursache gibt doppelte (mehrfache) Wir-
kung. Dass nun jedoch die Addition zuséatzlicher Zeit zu einer Multiplikation der je-
weiligen Effekte fiihrt, ist ziemlich kontra-intuitiv, und es bedarf einiger Einiibung
fiir ein Verstdndnis. Auf der empirischen Seite scheint die Entwicklung zu Beginn
fast statisch (hier wiirde eine lineare Entwicklung viel frither ‘auf sich aufmerk-
sam machen’), dann jedoch — scheinbar plotzlich — extrem stiirmisch. Praventive
Mafsnahmen miissen demnach zu einem Zeitpunkt ergriffen werden, in dem die
Situation noch vergleichsweise harmlos wirkt, was fiir die Akzeptanz nicht gerade
férderlich ist. Ein grofer Teil der sicherlich nétigen Bemiihungen um ‘Aufkldrung’
spielt sich zunédchst nur auf dieser Ebene ab. Das vielgebrauchte Beispiel einer sich
téglich verdoppelnden Teichrosen-Population ist ein typisches Beispiel.

Auf einer zweiten Ebene geht es darum, Qualitdt und Relevanz der jeweils verwen-
deten Modelle beurteilen zu kénnen. Zunéchst ist es fiir die Orientierung an ‘Daten’
und modell-basierten Prognosen von gréfiter Bedeutung, die Qualitédt der verwen-
deten Modellierung zumindest grob einschétzen zu kénnen — sicherlich nicht im
Detail des konkreten, speziellen Anwendungsfalls, aber zumindest im Grundsatz”.
Hier spielen sowohl theoretische Uberlegungen als auch ein empirisches Wissen um

5. In der Tat charakterisiert die Verdopplungszeit eine ideale exponentielle Entwicklung. Da
allerdings die reale Entwicklung nicht exakt exponentiell verlduft, im Falle der erfolgreichen Be-
kampfung einer Epidemie sogar alles andere als exponentiell verlaufen soll, ist die Verdopplungs-
zeit u.U. eine weniger geeignete Kenngrofe fiir die reale Entwicklung. Nach kiirzerer medialer
Prominenz (bis etwa Anfang April 2020) ist sie nach einiger Zeit folgerichtig aus den Medien
weitgehend verschwunden.

6. Vgl. hierzu allgemeiner G. Nickel: Mathematik — die (un)heimliche Macht des Unverstan-
denen. In: M. Helmerich et al.: Mathematik verstehen Philosophische und didaktische Perspek-
tiven. Vieweg + Teubner, Wiesbaden 2011, pp. 47-58.

7. Ausfiihrlicher zum Begriff des Mathematischen Modells vgl. G. Nickel: Mathematik und Ma-
thematisierung der Wissenschaften — Ethische Erwdgungen. In: J. Berendes: Autonomie durch
Verantwortung. mentis Verlag, Paderborn 2007, pp. 319-346.
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die zu modellierende Dynamik eine Rolle. Die Ubergiinge zwischen empirischem
Phénomen und mathematischer Struktur sind dabei keineswegs trivial (auch der
in der mathematischen Fachdidaktik viel diskutierte ‘Modellierungskreislauf’ er-
fasst die Problematik bestenfalls partiell). Ein wichtiger, pragmatischer Aspekt
— gerade in der gegenwértigen Situation — ist die Spannung zwischen dem vir-
tuosen Beherrschen von vielen (theoretischen und mathematischen) Aspekten, die
eine teils erstaunlich prizise Beschreibung ermoglicht, und der teilweise (auch aus
Zeitnot) extrem groben Abschitzung nétiger Modellparameter®. Gerade vor dem
Hintergrund einer Analyse unter Zeitnot sind solche Abschétzungen unumgénglich,
bedeuten aber auch, dass die Schlussfolgerungen mit dem nétigen ‘Augenmafs’ und
gef. nur fiir kurze Zeit zu verwenden sind. Und schlieflich ist gerade auch die Fra-
ge, wie in der konkreten Situation die bendtigten ‘Daten’ ermittelt werden, von
zentraler Bedeutung®. Dass es dabei — je nach Art der Daten-Ermittlung — zu
Diskrepanzen kommen kann, ist selbstverstdndlich, aber offenbar irritierend und
erklarungsbediirftig. Ein wenig hilflos erschien hier die wiederholt in &dhnlicher
Form in den Nachrichten des Deutschlandfunks gebrauchte Formulierung': ,Die
unterschiedlichen Zahlen von RKI und Johns Hopkins Universitéit sind darauf zu-
riick zu fithren, dass verschiedene Datensétze verwendet werden. Die bereits nicht
unproblematisch zu erfassenden ‘Rohdaten’ und mehr oder minder genaue Kennt-
nisse bzw. Annahmen iiber die modellierte Situation und deren Dynamik gehen
ein in die Beschreibung der aktuellen Situation, des zuriickliegenden Verlaufes, so-
weit dieser fiir die Situationsbeschreibung und die Prognostik als relevant erachtet
wird, und schlieflich die Prognose iiber ihren zukiinftigen Verlauf. Um Hilfestel-
lung fiir Entscheidungen zu geben, muss dann wiederum der modellierte Verlauf
durch moglichst griffige Kenngroflen charakterisiert werden, etwa die bereits er-
wahnte Verdopplungszeit, auch wenn natiirlich bekannt ist, dass diese lediglich
den idealen Verlauf einer exponentiellen Entwicklung charakterisiert, und fiir den
realen Verlauf jeweils nur fiir eine kurze Zeit eine gewisse Orientierung geben kann.
Entsprechendes gilt fiir andere Parameter wie etwa die neuerdings 6ffentlich!! ver-

8. Vgl. etwa die sehr treffende Beschreibung des Berliner Virologen Christian Drosten:
»Das ist immer das Problem bei Modellen, an einigen Stellen muss man Schitzungen ein-
geben. Da hat man dann also eine wissenschaftliche Studie, die sieht extrem kompliziert
aus, aber an den wichtigen Stellschrauben steht dann plétzlich da: Ja, da haben wir einen
Experten gefragt und er hat das geschétzt.“ NDR Coronavirus Update Folge 16 (Zugriff
am 11.4. 2020, 17:50); https://www.ndr.de/nachrichten/info/Coronavirus-Update-Die-Podcast-
Folgen-als-Skript,podcastcoronavirus102.html

9. Dass es sich bei einer Modellierung von Aspekten der Gesellschaft um Daten handelt, die
ggf. berechtigten Interessen auf Schutz der Personlichkeit unterliegen, erschwert die Situation
zuséatzlich.

10. Deutschlandfunk Nachrichten vom 22. Mé&rz 2020, 18:00 Uhr.

11. Eine kleine Beobachtung am Rande: Dass in der Regel von der ,Reproduktionszahl R* ge-
sprochen wird, als wére die — willkiirliche — Bezeichnung mit einem Buchstaben von irgendeiner
Bedeutung, zeigt m.E. einen wenig souveranen Umgang mit naturwissenschaftlicher oder ma-
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stirkt diskutierte ‘Reproduktionszahl’. Aufer der Qualitdt kann allerdings auch
die Relevanz des Modells immer wieder in Frage stehen. Sind die u.U. sehr gut
erfassten Daten und die u.U. prézisen Prognosen iiberhaupt relevant fiir die Krisen-
Situation, die es zu bewéltigen gilt? Solche Fragen reichen stets iiber den Bereich
des Mathematischen hinaus, sie umfassen zumindest materiale Aspekte der zu be-
schreibenden Situation und sehr haufig auch normative Fragen. Gleichwohl sind
sie etwa im Falle der epidemiologischen Modellierung eng an die mathematische
Behandlung angebunden2.

Auf einer dritten Ebene schlieflich ist zu beachten, dass grofe Teile der Prognostik
genau zu dem Zwecke erstellt werden, damit die Prognosen nicht eintreten, es han-
delt sich also gleichsam um einen modernen Typ prophetischer Rede, die im Falle
der Unheilsprophetie den Eintritt der vorausgesagten Entwicklung gerade (durch
Aufruf zur Verhaltenséinderung) verhindern méchte. Im Falle einer vermiedenen
Katastrophe sind solche Prognosen im Nachhinein jedoch schwer zu beurteilen.
War die dramatische Warnung berechtigt und hat Schlimmstes verhindert, oder
war die Vorsicht iibertrieben, die Nebenfolgen der ausgelosten Mafinahmen viel
gravierender als die moglicherweise gar nicht so wahrscheinliche Katastrophe? In
jedem Falle ist die verhinderte Katastrophe allemal weniger spektakulér'3:  There

thematischer Kommunikation. Die Abkiirzung durch Buchstaben ist ja nur dann hilfreich, wenn
mehrfach auf genau denselben Gegenstand referenziert werden soll (diese Form einer strikten
Identitdt zeichnet diesen Diskurs sogar aus); wird dieser allerdings — etwa in einer Nachrichten-
meldung — iberhaupt nur einmal erwahnt, ist eine zuséatzliche Bezeichnung iiberfliissig.

12. Unter dem Schlagwort der ‘Kompetenz-Orientierung’ behaupten prominente Stimmen der
aktuellen Mathematik-Didaktik, das Urteilsvermégen iiber die Relevanz einer mathematischen
Behandlung im Blick zu haben und im Unterricht vermitteln zu kénnen. Dabei ist allerdings
zu beachten, dass die spezifische Befdhigung der Mathematik solche Relevanz-Fragen gerade
nicht beriihrt; 7 + 5 = 12 gilt innermathematisch vollig unabhéngig davon, welche Einheiten
gezahlt werden konnen, sollen oder diirfen. Im Diskurs um die Relevanz kénnen jedoch andere
Disziplinen auf ein deutlich praziseres bzw. weiterreichendes Wissen zuriickgreifen. Die von W.
Meyerhofer konstatierte “Krise der mathematischen Bildung” scheint mir insofern nicht genau
genug addressiert zu sein (vgl. Ders.: Auch eine Krise der mathematischen Bildung. In: FAZ
vom 2.4. 2020), wenn darin Fragen nach der Letalitdt des Virus oder die Monetarisierung von
Todesféillen als Teil der “mathematischen Bildung zweiter Ordnung” verortet werden. Wichtig
scheint mir demgegeniiber, die Grenzen der Disziplinen moglichst genau zu ziehen und dann
auch zu respektieren, was iiberhaupt erst eine sinnvolle Kooperation in realen Problemlagen,
die alle betreffen und die nur von vielen unterschiedlichen Disziplinen addquat erfasst werden
koénnen, erméglicht. Wird zu vieles der Mathematik zugemutet, so greift im schlimmsten Falle
die fiir die Mathematik typische Fahigkeit, eine prézise Losung zu ermitteln, die alternativlos
gilt, als déformation professionnelle iber auf die Art, tiber die Relevanz des Ergebnisses zu
diskutieren, und wird zu einer nicht mehr gerechtfertigten Rechthaberei. Nur am Rande sei
noch bemerkt, dass m.E. die sogenannten Anwendungen im derzeitigen Mathematikunterricht
fast immer im schlechtesten Sinne artifiziell, eigentlich nur miihselig und vielfach in mangelhafte
Sprache eingekleidete Standardaufgaben sind. Ein solches Curriculum dient weder der Reinen
Mathematik, die im Unterricht gar nicht mehr vorkommt, noch einer Diskussion der Relevanz
der Mathematik, die vollig unglaubwiirdig prasentiert wird.

13. Christian Drosten, NDR Coronavirus Update Folge 24, a.a.O. Und auch der biblische Jonas
weifs ein Lied davon zu singen.
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is no glory in prevention.“ Das dahinterliegende Phénomen der ‘Wechselwirkung’
von Modell und modellierter Realitat kann man versuchen, mit einem ‘Durchspie-
len’ verschiedener ‘Szenarien’ zu entschirfen. Aber auch die vielen alternativen
Szenarien eines Modells dienen wiederum als Hilfestellung fiir Entscheidungen,
die den realen Verlauf der (modellierten) Dinge betreffen. Die (mathematisierte)
Selbstbeschreibung der Gesellschaft kann Paradoxien dieser Art vermutlich nicht
vermeiden.

Unabhéngig von den bislang dargestellten Schwierigkeiten besteht eine Besonder-
heit der derzeitigen Situation darin, dass wesentliche Aspekte ihrer quantitativen
Erfassung von statistischer Art sind, also jeweils nur Wahrscheinlichkeiten be-
treffen. Und dieses Konzept ist notorisch schwer zu fassen, und auch im Bereich
der Wissenschaften selbst teilweise umstritten, wie etwa die aktuelle ‘Reproduk-
tionskrise’ in vielen Feldern der empirischen (Sozial)wissenschaften zeigt. In die
inzwischen extrem ausdifferenzierte Debatte um den ‘richtigen’ konzeptionellen
und pragmatischen Ansatz bei statistischen Schlussfolgerungen aus empirischen
Daten mochte ich nun gar nicht eintauchen. Denn selbst wenn wir annehmen, dass
die Methodik empirischer Erhebungen einigermafien adéquat ist, ergeben sich noch
immer Schwierigkeiten beim Umgangs mit den gezogenen Schliissen. So sollen et-
wa diverse Mafnahmen die Wahrscheinlichkeit fiir eine Ansteckung verringern, sie
greifen also allenfalls indirekt auf der Ebene von méoglichen kausalen Mechanismen
an. Wenn etwa bestimmte 6ffentliche Orte gesperrt werden, andere nicht, wenn
Grenzen geschlossen werden bzw. Reisebeschrankungen ausgesprochen werden, so
geht es — ganz abgesehen von politischen Riicksichtnahmen verschiedenster Art —
selten darum, besonders effektiv im Sinne einer gut verstandenen Kausalitéit zu
agieren, sondern schlicht um die Verringerung einer Wahrscheinlichkeit. Kausa-
le Erklarungen sind jedoch deutlich plausibler, kénnen viel besser fiir Akzeptanz
werben als eine — u.U. sogar gut erforschte und bekannte — Korrelation, die als Be-
griindung stets mehr oder minder intransparent bleiben muss. In &hnlicher Weise
sind die Ergebnisse von Infektions-Tests nicht einfach zu beurteilen, die eben nicht
mit Sicherheit tiber eine schlichte bindre Alternative entscheiden kénnen. Nicht
nur miissen die jeweilige Spezifitdt und Sensitivitdt des Testverfahrens beriicksich-
tigt werden, sondern auch das Vorwissen iiber die jeweilige Grundgesamtheit, so
dass die Beurteilung eines Test-Ergebnisses auf einer bedingten Wahrscheinlichkeit
beruhen miisste.
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2 Philosophieren in Echtzeit? — Zwei Stichproben
der gegenwartigen Debatte

Die Reaktionen aus der akademischen Philosophie sind mittlerweile kaum noch zu
iiberblicken. Wiederum méchte ich an dieser Stelle nur die Frage herausgreifen,
ob bzw. in welcher Weise die Rolle der Mathematik wahrgenommen wird. Eine
pointierte und sehr hilfreiche Ubersicht gibt Peter Moser'*, und in dieser ist es
auffillig, dass von den referierten Auctores verschiedenste Aspekte der Krise be-
tont werden, unser spezielles Augenmerk aber kaum beachtet wird. Demgegentiber
ist das “erste, mitunter philosophische Buch zum Thema”!® von Nikil Mukerji und
16 insofern eine Ausnahme, als darin in der Tat ziemlich viel ge-
rechnet wird. Anzuerkennen ist sicherlich, dass sich die beiden Autoren iiberhaupt
um eine moglichst klare und niichterne Bestandsaufnahme bemiihen, und hilfreich

Adriano Mannino

ist allemal ihre Zusammenfassung des zuriickliegenden Ablaufs der Ereignisse (in
Deutschland). Das Ziel der Autoren ist mit der Frage nach einer “rationalen und
ethisch vertretbaren Entscheidung unter Unsicherheit” (p. 15) im Verlauf der Pan-
demie sehr weit gefasst, und den essentiellen Beitrag der Philosophie sehen sie
darin, zu entscheiden, welche Kriterien fiir eine Entscheidung und welche Diszi-
plinen fiir eine adiquate Erfassung der Situation relevant sind (vgl. p. 16). Auch
wenn die Autoren einen extremen Zeitdruck konstatieren, so seien doch “wohl oder
iibel philosophische Fragen zu beantworten, weil Handlungsentscheidungen vor ei-
nem bestimmten Zeitpunkt getroffen werden miissen” (p. 18). Meines Erachtens
erschopft sich der Gehalt des Bandes jedoch weitgehend in einer mehr oder minder
gliickenden Popularisierung der epidemiologischen Analyse und in dem Abwégen
von Risiken bzw. dem Vorschlag einer “konsistenten Risikopraxis” (p. 13). Dabei
setzen die Autoren — auch wenn sie in ihrer Monographie aus didaktischen Griinden
weitgehend informell bleiben — auf Formalisierung und wo immer méglich Quanti-
fizierung'”. In der Tat kann der Stellenwert von Zahlen aus der Sicht der Autoren
kaum hoch genug veranschlagt werden'®:

14. Ders.: Couvid-19 und die Philosophlnnen. Eine Ubersicht iiber die mediale Prisenz der
Philosophie. Information Philosophie 48-2 (2020), pp. 16-25.

15. A.a.O., p. 16.

16. Dies.: Covid-19: Was in der Krise z&hlt. Uber Philosophie in Echtzeit. Stuttgart 2020. Die
folgenden Seitenangaben beziehen sich auf diesen Band.

17. Das geht etwa so weit, dass fiir die Frage nach der Vertretbarkeit eines riskanten Sports
ein ‘Erwartungswert kiinftiger Lebenstage’ als Kriterium berechnet und diskutiert wird (vgl. pp.
110).

18. A.a.O. p. 64. Dass die Autoren selbst beim Umgang mit Zahlen nicht immer ganz trittsicher
sind, mag das folgende Beispiel illustrieren. Nach einer Einfiihrung der ‘Basisreproduktionszahl’
diskutieren sie die Formel “Anzahl Infizierte (zum Ende der Pandemie) = (1 — 1/Rp)x Weltbe-
vilkerung” (p. 33) und erhalten bei einer Weltbevidlkerung von 7,79 Milliarden Personen im Jahr
2020 und einem unterstellten Ro-Wert von 2,2 korrekt gerechnet eine Anzahl von 4,25 Milliarden
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Am wichtigsten ist es, nicht die Orientierung zu verlieren. Das bedeutet
zunéchst, dass man sich das Ausmaf der Katastrophe immer wieder
neu vergegenwértigt — in Zahlen.

Nach ihrer Auffassung kommt es in der Tat im ersten Schritt vor allem darauf an,
“moglichst viele und mdglichst hochwertige Daten zu sammeln” (p. 19). Es konne
daraufhin zwar kompliziert sein, diese soweit zu analysieren, dass eine eindeutige
Handlungsanweisung resultiere, mit grundlegenden Zielkonflikten oder Spannun-
gen zwischen verschiedenen, jeweils rationalen (oder sogar verniinftigen) Perspek-
tiven rechnen die Autoren jedoch nicht, und erst recht nicht mit Fragen der Art,
auf welche Weise solche ‘Daten’ iiberhaupt erst entstehen und fiir welche Entschei-
dungen sie hilfreich sein kénnten. Thre Diagnose der politischen Handlungsweise
im Frithjahr ist daher auch ebenso klar wie schlicht: “Deutschland setzte die Mafs-
nahmen, die in anderen Landern offenbar bei der Einddmmung von SARS-Cov-2
geholfen hatten, nicht oder nur sehr spit in die Praxis um. Warum?” (p. 41) Die
Frage mag ein wenig zu holzschnittartig gestellt sein, aber sie weist doch auf ein
eminent wichtiges Thema hin: von einer vergleichenden Sichtung der jeweiligen
politischen Rationalitdt beim Umgang mit der aktuellen Krise in den verschiede-
nen gesellschaftlichen Kontexten weltweit wére vermutlich viel zu lernen. Bei dem
Antwortversuch der Autoren kommt jedoch m.E. eher Ratlosigkeit zum Ausdruck,
als dass eine genaue Analyse politischer Entscheidungsprozesse erfolgte. Letztlich
lauft es darauf hinaus, dass die Dummbheit viel weiter verbreitet sei, als man meinen
sollte, und selbst Experten unterliefen in systematischer Weise Denkfehler (vgl. pp.
42). Hinzu komme das bekannte Dilemma divergierender Aussagen von Experten.
Hier solle man sich zunéchst an der Mehrheit orientieren: “In der Tat kann man
auch formal beweisen, dass grofere (Experten-)Gruppen statistisch zuverlassiger
urteilen.” (p. 56) Die fiir die ziemlich schlichte Modellierung dieser Behauptung no-
tige, stochastische Unabhéngigkeit der Meinungen wird dann zwar erwéhnt, aber
der néchste gedankliche Schritt, dass ndmlich die Meinungen verniinftig urteilen-

infizierter Personen. Im Anschluss zitieren sie dann jedoch kommentarlos (!) eine Studie des Im-
perial College London. Dieses komme “in einer Modellierungsstudie sogar zu einer Schatzung von
7 Milliarden Infektionen, beruhend auf einer Basisreproduktionsrate von 3” (p. 33). Mit dieser
eher kleinlichen Bemerkung kommt es mir weniger darauf an, den Autoren fehlerhaftes Rechnen
oder allzu grofie Sorglosigkeit beim Zitieren vorzuhalten. Vielmehr mdochte ich einerseits darauf
hinweisen, dass das Einiiben in eine naturwissenschaftliche, medizinische oder mathematische
Praxis eine langwierige Angelegenheit ist, die in der Regel nicht ‘in Echtzeit’ imitiert werden
kann. Fiir eine Popularisierung der Resultate sind dann eigentlich die Experten selbst zustéandig
und ggf. auch naturwissenschaftlich gebildetete Fach-Journalisten als ‘Ubersetzer’. Andererseits
—und das ist die brisantere Botschaft — geniigt es fiir gesellschaftliche Fragen nicht, die Antworten
bzw. Elementarisierungen von Experten ohne Riickfrage an ihre Methodik und Relevanz schlicht
zu libernehmen. Sie sollten aber dennoch gewiirdigt, interpretiert, bewertet und schliefllich in die
politisch legitimierte Antwort als wesentlicher, aber nicht konkurrenzloser Beitrag einbezogen
werden. Und genau dies ist kein simples Unterfangen, zu dem ‘die Philosophie’ ohne weiteres
befdhigt ware.
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der, miteinander kommunizierender Wesen durchaus nicht unabhéngig sind, fehlt.
Wirklich problematisch wird die Diskussion m.E. dann, wenn einerseits ein generel-
les Misstrauen gegeniiber Experten-Aukerungen ausgesprochen wird: man miisse
sich vor Augen fithren, “dass auch Expertinnen und Experten im Kontext von
Anreizsystemen handeln” (p. 61), und wenn andererseits die eigene Zunft — ohne
jede kritische Riickfrage — zum alleinigen Schiedsrichter berufen wird: “Die Ord-
nungsepistemologie fragt entsprechend, wie man ein epistemisches System wie die
Wissenschaft so einrichten kann, dass sich Wissenschaftlerinnen und Wissenschaft-
ler moglichst rationale Standpunkte aneignen und diese unverzerrt nach aufien
kommunizieren.” (p. 63) Im Hintergrund steht bei den Autoren ein weitgehend
unbefragter Begriff von Rationalitdt bzw. Wissen, und Wissen lduft zudem iiber
weite Strecken auf “hochwertige Information” (p. 63) hinaus. Eine solche fehlende
Grundlagen-Reflexion mag fiir das Vorgehen einer positiven Wissenschaft ange-
messen sein, fiir ihren Erfolg sogar konstitutiv — und im Verlauf einer krisenhaften
Situation mag dies zundchst auch geniigen. Von einem philosophischen Beitrag
zum Krisen-Diskurs ist jedoch mehr bzw. anderes zu erwarten als die Ubernah-
me bzw. Elementarisierung der — in diesem Falle epidemiologischen und ggf. noch
okonomischen — Perspektive.

Deutlich vorsichtiger mit Schlussfolgerungen oder gar Forderungen, dafiir aber
durchaus erhellend in seiner Situationsbechreibung ist Werner Stegmaier!®. Ori-
entierung ist dabei als zentraler Begriff, “der ein grofes Bedeutungsspektrum und
dennoch ein klares Profil hat” (p. 9) und um den Stegmaiers Denken seit langem

kreist20

, wie kaum ein anderer geeignet, die unterschiedlichen Bemiihungen um
einen angemessenen Umgang mit der Krisen-Situation zu sichten und aufeinander

zu beziehen?!:

Beim Ausbruch einer bisher unbekannten Pandemie muss man sich neu
orientieren, immer wieder. (...) Um gemeinsam zu handeln, braucht
man eine ebenso besonnene wie entschlossene Fiihrung fiir kollektiv
bindende Entscheidungen. Sie sollte sich auf eine iiberlegene Orientie-
rung stiitzen. Kompetentes Wissen steht aber nur begrenzt zur Verfii-
gung. (...) So hélt man inne und besinnt sich darauf, wie und woran
man sich orientieren kann. Die ansonsten routiniert ablaufenden Ori-
entierungsprozesse kommen als solche zu Bewusstsein.

Den “Orientierungs-Modus”, der in der Krise den “Wissens-Modus voriibergehend

19. Ders.: Orientierung in der Corona-Krise. Vom Wissens-Modus in den Orientierungs-
Modus. Information Philosophie 48-3 (2020), pp. 8-23. Die folgenden Seitenangaben beziehen
sich auf diesen Aufsatz.

20. Vgl. Werner Stegmaier: Philosophie der Orientierung. Berlin 2007.

21. A.a.0. p. 8
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ablost”, verfolgt Stegmaier in verschiedene Subsysteme der Gesellschaft: Orientie-
rung sei dabei ein “Krisen-Modus des wissenschaftlichen Wissens” (p. 9), “Not-
Modus der Politik” (p. 11), “Bereitschafts-Modus der Moral” (p. 14), “pragmati-
scher Modus im Umgang mit dem Recht” (p. 18), “seridser Informations-Modus der
Medien” (p. 20) und sie ermogliche die “Nutzung der Vielfalt von Orientierungen”
(p. 21). Diese betreffen allenfalls in einem kleinen Teilaspekt das ‘Sammeln hoch-
wertiger Daten’; Orientierung wird hier viel umfassender gedacht, und sie préigt
sich in den unterschiedlichen Logiken ganz verschieden und ggf. auch divergierend
bzw. komplementér aus.

Als erstes kommt allerdings auch bei Stegmaier — exemplarisch fiir heutige Wis-
senschaften — die Virologie in den Blick, “auf deren Expertise sich die Politik weit-
gehend verlassen musste” (p. 9). Er beschreibt sie als: “hochgradig differenziert,
komplex, international vernetzt, sehr erfolgreich — und in der Krise doch begrenzt
aussagekriftig” (p. 9). Selbst in der eher simplen Situation der Corona-Pandemie
— verglichen etwa mit der Klima-Krise — miisse die Wissenschaft mit “hochgradi-
gen Ungewissheiten” (p. 10) operieren. Dabei weise ihre Situation viele Parallelen
zur Form der alltdglichen Orientierung auf, die selbst “bis zu einem gewissen Grad
stets im Krisen-Modus” sei (p. 10).

An der Virologie (...) ist schlagend deutlich geworden, a) dass sich
der Sachstand einer Wissenschaft laufend dndern kann, b) ihr Wissen
darum immer nur vorldufig und entsprechend umstritten ist, ¢) die
Berticksichtigung ihrer Ergebnisse selbst den Sachstand veréndert, d)
sie darum Riickkopplungen einbezichen muss und e) auf diese Weise
keine klaren Prognosen stellen kann, sondern nur alternative Entwick-
lungen modellieren kann. Dabei hélt sie sich f) an prédgnant darstell-
bare Anhaltspunkte wie standardisierte Verlaufskurven und kritische
Schwellenwerte wie die Reproduktionszahl des pandemischen Virus in
bestimmten Zeitspannen (...) und priift sie auf Konsistenz. Sie sind
Orientierungswerte, und die Wissenschaft operiert in solchen Féllen
im Orientierungs-Modus.

Die Frage nach einem besseren Versténdnis fiir die Funktion dieser “Orientierungs-
werte” ist nun wiederum ziemlich genau unser Thema. Dabei ist diese Orientierung
an “Kenngréfsen” in modernen Gesellschaften ein extrem weitverbreitetes Phéno-
men: bei der Alltagsorientierung angefangen, {iber den Bereich der Wirtschaft —
Marktpreise sind fiir beide nur das nihestliegende Beispiel — iiber das Recht z.B.
bei gesetzlich festgesetzten, regulatorischen ‘Grenzwerten’, die Medien mit Auf-
lagen, Reichweiten oder Einschaltquoten, bis hin zu politischen Entscheidungen,
die durch die Beachtung unterschiedlicher Indizes — BIP, Pisa-Punkte, Arbeitslo-
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senquote etc. — Rationalitdt gewinnen bzw. durch Verweis auf solche Werte nach
Rechtfertigung suchen. Ist ein Zahlenwert als ‘mafigebliche’ Grofe etabliert und
sind die (kollektiven) Handlungskonsequenzen bestimmter ‘Schwellenwerte’ festge-
legt, so erleichtert dies eine gemeinsame Orientierung ungemein, sie kann in dieser
Hinsicht im Sinne Stegmaiers zu einer (entlastenden) Routine werden (p. 23):

Orientierung gibt noch auf andere Weise in Krisen Halt, den Halt
in Routinen. Routinen sind individuelle oder gesellschaftliche Orien-
tierungsgewohnheiten, sie ersparen neue Orientierungsentscheidungen
und lassen Raum fiir andere.

Allerdings gilt dabei ganz allgemein, was Stegmaier fiir die Virologie konstatiert;
die Relevanz von solchen Orientierungswerten kann strittig werden (p. 11).

Solange die Wissenschaft, hier die Virologie, von der Politik fiir umfas-
sende Handlungsentscheidungen herangezogen wird, hélt sie mit ihrem
natiirlichen und sachlich auch gebotenen Streit auf Zeit zuriick. (...)
Wie schwer das fillt, zeigte sich am Wiederaufleben des wissenschaft-
lichen Streits bei den ersten Anzeichen der Erfolge unterschiedlicher
Strategien in der Erforschung und Bekimpfung der Pandemie. Man
kehrt bei néchster Gelegenheit in den Rechifertigungs-Modus des bes-
seren Wissens zuriick. Dadurch erneuert und verscharft sich jedoch die
Ungewissheit im Publikum, das Orientierungsbediirfnis verstérkt sich.

Unabhéngig von dem grundsétzlich berechtigten Streit um die Relevanz soll nun
abschliefend nochmals danach gefragt werden, welchen spezifischen Charakter
Zahlen mitbringen, der sie in besonderer Weise als Orientierung-Marken quali-
fiziert.

3 Zahlen und die Orientierung in einer
gemeinsamen sozialen Welt

Das Wieviel, das ist die Zahl, definierte Thales als Zusammenfassung
von Einheiten (nach der Agyptischen Weise, da er ja dort gelernt hat-
te) (...) Pythagoras aber als die Entfaltung und Verwirklichung der in
der Einheit liegenden erzeugenden Prinzipien; oder in anderer Weise
als das vor allen Dingen im gottlichen Geist Vorhandene, aus dem alles
zusammengefiigt wird und dann durchgezahlt in einer unaufléslichen
Ordnung bestehen bleibt. Andere wieder als fortschreitende Reihe von
der Einheit aus bis zu ihr hin. Der Pythagoreer Eudoxos sagt: Zahl ist
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begrenzte Vielheit indem er Gattung und Art angibt, (...) Die Akus-
matiker aus dem Kreis um Hippasos sagten, sie sei das erste Vorbild
der Weltschopfung und wiederum das Unterscheidungswerkzeug des
gottlichen Weltschopfers.??

Nachdem Zahlen schon lange grofere Sozial-Strukturen prigten — etwa die Alten
Hochkulturen Agypten und Babylon —, wird vermutlich erst im antiken Griechen-
land die Frage nach dem Wesen der Zahl explizit gestellt. Und bereits in der
griechische Antike sind hochst unterschiedliche Antworten zu finden, wenn gefragt
wird, worum es sich bei ‘Zahlen’ eigentlich handelt. Von den hier durch Iamblichos
von Chalkis (ca. 240-320 v. Chr.) angesprochenen Aspekten werden zumindest
noch der kardinale, ,Zusammenfassung von Einheiten“, und der ordinale, ,fort-
schreitende Reihe”, bis heute im mathematischen Kontext betont und in der sozia-
len Verwendung wirksam. Die zitierten Thesen iiber das Wesen der Zahlen treten
demgegeniiber weitgehend in den Hintergrund (oder wandern allenfalls in esote-
rische Gefilde aus). Was die ontologische Seite betrifft, so iibernimmt schlieflich
mit der Wende zur Moderne — Nikolaus Cusanus ist hier natiirlich der Vorden-
ker?® — der menschliche Geist selbst die Verantwortung fiir das Hervorbringen der
Zahlen. Dieses Verstiandnis kommt exemplarisch in der Vorrede zur klassischen
Abhandlung “Was sind und was sollen die Zahlen?” von Richard Dedekind zum
Ausdruck?*:

,Die Zahlen sind freie Schépfungen des menschlichen Geistes, sie dienen
als ein Mittel, um die Verschiedenheit der Dinge leichter und schérfer
aufzufassen.”

In der Tat konnten wir als verknappte Quintessenz des ersten Abschnittes auf die
Rolle von Zahlen fiir die gesellschaftliche Orientierung und Koordinierung verwei-
sen. Prima Facie entspricht vielleicht nicht das Wesen der Dinge, wohl aber die so-
ziale Orientierung (einer typischen Gesellschaft) der Zahl. Wenn wir also nicht — in
naiver Weise? — pythagoraisch argumentieren wollen, dann sollten wir akzeptieren,
dass Zahlen zunédchst nur den Charakter eines Mediums der sozialen Verstandi-
gung haben. Wie dem auch sei — es bleibt in beiden Féllen zu fragen, was das denn
genauerhin ist, wonach sich das Wesen der Dinge, oder aber der menschliche Geist

22. Tamblichos von Chalkis zitiert nach Helmut Gericke: Geschichte des Zahlbegriffs. BI, Mann-
heim 1970, pp. 28.

23. Vgl. hierzu Fritz Nagel: Nicolaus Cusanus und die Entstehung der exakten Wissenschaften.
Miinster, 1984, pp. 50. Die Fahigkeit des menschlichen Geistes, die Gegenstiande der Mathematik
selbsténdig hervorzubringen wird von Cusanus mehrfach thematisiert, insbesondere in De idiota
de mente, cap. 6 und cap. 7, sowie in De beryllo.

24. Richard Dedekind: Was sind und was sollen die Zahlen. Stetigkeit und irrationale Zahlen.
Friedr. Vieweg & Sohn, Braunschweig 1888; Neuedition 1960.
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mit seinen Vermutungen oder die Gesellschaft in ihrer gemeinschaftlichen Orien-
tierung richtet?®. Und hier zeigt sich keineswegs ein simples, ‘selbstverstindliches’
Bild, sondern vielmehr ein spannungsreiches Gebilde, von dem ich versuchsweise
einige Facetten auffithren mdochte:

Einerseits sind Zahlen extrem ‘luftige’ Entitéten; sie sind kaum ‘greifbar’, ihr onto-
logischer Status ist zweifelhaft und in der Tat hochst umstritten. Jedenfalls sind sie
sinnlich nicht zu erfassen, es sei denn, man vermeint durch ein Gesehenes hindurch
eine Zahl (gesehener Gegenstiande) oder durch ein Gehortes das erklingende harmo-
nische Zahlen-Verhéltnis wahrzunehmen. Zugleich aber scheinen sie andererseits
von unverédnderlicher Natur zu sein, 7+5 ergibt 12, und zwar ganz unabhingig von
allen Zeitlauften und historischen Wandlungen, gleichsam in einem ewigen Présens,

Zahlen erscheinen als Repriisentanten der hirtesten Form des Objektiven2S.

Gerade weil Zahlen die in anderen Urteils- und Kommunikationszusammenhéngen
nétigen Spielrdume in der Orientierung schliefen?”, kénnen sie ihre Stérke als Ori-
entierungsmarken ausspielen. Sind sie ndmlich auf der einen Seite die symbolische
Form einer gesellschaftlichen Ubereinkunft, so scheint es auf der anderen Seite,
als konnten sich nicht einmal die unverschdmtesten Demagogen auf Dauer ihrem
subtilen Zwang widersetzen. Es wirkt ‘fiir alle Verniinftigen’ schlichtweg lacher-
lich, wenn etwa die Zahl der zu einer Inauguration erschienenen Personen mafslos
iibertrieben wird, und das dann als ‘alternatives Faktum’ gerechtfertigt werden
sol1?%. Vergleichen wir eine Situation, in der die Einheit lebensweltlich noch halb-
wegs greifbar ist — die Zahl der Betten in einer Klinik — mit der Situation, in
der die Einheit selbst wiederum ausschlieflich symbolisch ist — besonders prég-
nant sicherlich beim lebensweltlich extrem wirksamen Geld — und schliefslich mit
der reinen Zahl, so wird deutlich, dass die Rechnung umso unverriickbarer, dem
Zugriff von Interessen unzuginglicher wird, je weniger greifbar, je abstrakter die

25. In doppelter Hinsicht greift hier die — im iibrigen &dufierst instruktive — Analyse Armin
Nassehis ein wenig zu kurz, wenn er die sog. Digitalisierung der Gesellschaft als konsequente
Fortsetzung und technische Implementierung einer ohnehin bereits in zahlenmafiger, also digita-
ler Form stattfindenden Selbstbeobachtung beschreibt; vgl. Ders.: Muster. Theorie der digitalen
Gesellschaft. Miinchen 2019. Ubersehen wird dabei m.E., dass Gesellschaft nicht per se aus
diskreten Daten besteht oder solche Daten als reine Deskription liefern muss; die — von Niklas
Luhmann inspirierte — bindre Beobachtungsperspektive mag das zwar nahelegen, aber dabei wird
der (legitime oder illegitime, jedenfalls nicht naturale oder gar notwendige) spezielle Zugriff des
menschlichen Geistes gleichsam naturalisiert und ist damit kaum noch analysierbar, geschweige
denn kritisierbar.

26. Fiir eine instruktive Diskussion der Historizitdt der Mathematik vgl. Ralf Krémer: Die
Geschichte der Mathematik aus philosophischer Sicht. MU 61-6 (2015), 38-43.

27. Vgl. Werner Stegmaier: Orientierung durch Mathematik. In: M. Helmerich et al.: Mathe-
matik Verstehen. Vieweg + Teubner, Wiesbaden 2011, 15-25.

28. Bemerkenswert ist dabei, dass man offenbar dennoch daran festhalt, ‘gezéhlt’ zu haben;
viel einfacher wire doch gewesen, die Anhéanger des Vorgéangers etwa als ‘Viertel-Portionen’ ab-
zuqualifizieren.
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Einheit ist. Fiir George Orwell war jedenfalls nicht zuféllig die Verfiigungsgewalt
iiber die Giiltigkeit der schlichten arithmetischen Wahrheit 2+2=4 das passende
Symbol fiir die absolute Macht der Partei des dystopischen Staates Ozeanien.

In ihrer Funktion fiir die gesellschaftliche Orientierung haben Zahlen eine deskriptiv-
normatives Doppelgesicht??. Oft dominiert dabei in der Wahrnehmung eine schein-
bar rein deskriptive Seite, und normative Aspekte werden dadurch invisibilisiert.
Auch lassen sich die beiden Seiten in vielen Fallen kaum sauber voneinander tren-
nen. So ist etwa die Prozentzahl eines Wahlergebnisses nach Auszédhlung der Stim-
men im schlichten Sinne eine genaue Deskription des ‘Ergebnisses’; andererseits
ist bereits im Procedere des Auszéhlens ein demokratisches, und das heifst ein nor-
matives Prinzip implementiert, das an den kardinalen Aspekt anschliefst, ndmlich
jeder ‘wahlberechtigten’ Person eine gleich-gewichtige Stimme zuzuerkennen?’. Ein
O6konomischer Index oder der score in einem ranking — Schulnoten sind nur ein
besonders ‘beliebtes’ Beispiel — scheint die (ordinal wirksame) Deskription eines
Zustandes (etwa der Volkswirtschaft oder des Wissensstandes) zu sein, lasst sich
aber iiberhaupt nur auf der Basis von normativ gesetzten Mafsstdben ermitteln.
Vermutlich kommt es darauf an, die deskriptive Potenz, u.a. die Klarheit, von Zah-
lenwerten zu nutzen, eingedenk ihrer Stérke als Orientierungsmarken, ohne einer
Diskussion um die Legitimitdt der Mafistdbe auszuweichen.

Zahlen kénnen — mit Nikolaus Cusanus — als eine Schopfung des menschlichen Geis-
tes verstanden werden, bei dem dieser im Zahl-Konzept der ratio zugleich Vielheit
auf eine jeweils spezifische Art als Einheit zusammenhéalt bzw. zugleich die Ein-
heit in jeweils spezifischer Weise in Vielheit ausfaltet; in der fiinf auf fiinffache
Weise, in der sieben auf siebenfache, in der zwolf auf zwolffache. Diese Koinzidenz
eines grundlegend Gegensétzlichen, ndmlich von Einheit und Vielheit, kénnte ein
Schliissel zu einer Annéherung an die Spannungsstruktur sein, die in den obigen
Punkten angesprochen werden sollte. In der Anwendung, also im Z&hlen des Sinn-
lichen werden zugleich Dinge voneinander unterschieden (sonst wire alles nur das
ununterschiedene Eine) und als gleich in Bezug auf die Einheit angesehen, nach
der gezéhlt werden soll (sonst wire nur ungezihlte Vielheit). Die — zunéchst miih-
sam differenzierten, auseinandergehaltenen, verschiedenen — Dinge sind zwar nicht
gleich, aber doch manchmal ‘anndhernd’ oder als ‘hinreichend gleich’ zu betrach-
ten. Insbesondere bleibt also in der Anwendung — epistemologisch — auf die sinnlich
zugangliche Welt — pragmatisch — auf die Lebenswelt — das Z&hlen mutmafend,

29. Vgl. Oliver Schlaudt: Politische Zahlen. Frankfurt am Main 2018, und G. Nickel: Finanz-
mathematik — Prinzipien und Grundlagen? Nachruf auf einen Zwischenruf. Siegener Beitrage
zur Geschichte und Philosophie der Mathematik 4 (2014), 97-105.

30. Im tibrigen zeigen die national unterschiedlichen Regelungen diverse normative Vorentschei-
dungen. Die Differenz von Wahlergebnis und ‘popular vote’ in den USA ist nur ein besonders
augenfilliges Beispiel.
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ungenau; die Zahlen der Dinge bleiben (nur) Konjekturen. In vielerlei Kontext
gibt es allerdings — erneut mit Cusanus gedacht — keine genaueren. Zugleich kon-
nen aber auch Legitimitéits-Grenzen deutlich werden. Um dies nochmals in einer
Anwendung auf die gegenwértigen Diskussionen zu verdeutlichen: Es ist fiir die
Orientierung von unschitzbarem Wert, die Anzahl der Klinik-Betten zu kennen
und diese mit der Anzahl der erwarteten bzw. zu befiirchtenden Patienten ab-
zugleichen. Aber im Notfalle wird man hoffentlich auch bei einer ‘Uberbelegung’
noch human zu agieren versuchen.
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