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Heinz Rainer Geyer

Das Jacobi - Verfahren

Piadagogische Gesichtspunkte

Aufgabenstellung Darstellung Dokumentation
teils gefiihrt, graphisch Zeichnungen
teils offen algebraisch Hardcopy
Protokolle
Technologie
Tabellen- Graphischer Computeralgebra- Dynamische
kalkulation Taschenrechner system Geometriesoft-
ware
X X X

Ziele und Beschreibung der Einheit

Lineare Gleichungssysteme werden in der Mittelstufe standardméBig mit Hilfe
von Aquivalenzumformungen (Einsetzverfahren, Gleichsetzungsverfahren,
Additions- u. Subtraktionsverfahren) einschlieBlich des Gauss-Jordan-
verfahrens geldst. Wenn dabei der Bezug zur Graphischen Darstellung der
Gleichungen — wenigstens im IR?>— hergestellt wird, dann ist schon viel gewon-
nen.

Diese Einheit soll zeigen, dass sich dieses Thema sehr gut eignet, um im Zu-
sammenspiel mit Dynamischer Geometriesoftware und Computeralgebra be-
reits in der Mittelstufe ein Beispiel fiir ein iteratives Losungsverfahren vorzu-
stellen.

Dabei ldsst sich der Zusammenhang zwischen Geometrischer Darstellung und
Algebraischem Verfahren besonders gut aufzeigen, die spiteren Iterationsver-
fahren, wie Heronverfahren oder Newtonverfahren werden vorbereitet und
nicht zuletzt wird der Mathematische Horizont im Bezug auf Losungsverfahren
erweitert.

Selbstversténdlich ldsst sich die Einheit auch in einem Kurs Lineare Algebra
der Sek.II durchfiihren und auf héherdimensionale Rdume verallgemeinern.

Rolle der Technologie

Das Jacobi-Verfahren konvergiert, wenn tiberhaupt, nur sehr langsam.

Hier sind modularisierte Verfahren, sowohl in der Algebra als auch in der Ge-
ometrie unerldsslich, um tiberhaupt eine Anndherung an den Losungspunkt
aufzuzeigen. Andererseits ist das Verfahren im Rechnereinsatz sicherer als z.b.
der Gauf3-Algorithmus.

Der Rechner ist hier als Rechenknecht, aber auch als Medium zur Visualisie-
rung einzusetzen.
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Notwendige Vorkenntnisse
e Lineare Gleichungen und Geraden
e Selbstindiges Arbeiten
e mit CAS und DGS umgehen konnen,
dies kann aber auch an dieser Einheit erlernt bzw. vertieft werden

Dauer der Einheit
ca. 3-4 Stunden, je nach Intensitéit der Bearbeitung

Unterrichtsorganisation
Je nach den inneren und &uferen Bedingungen in Einzelarbeit oder Gruppenar-
beit moglich.
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Aufgabenstellung

Aufgabe 1: Fiihre die folgenden Schritte mit Papier und Bleistift oder direkt
am Computer nacheinander konzentriert durch:

Zeichne zwei beliebige Geraden gl und g2, die sich im Punkt S(2/3) schneiden.
Wihle einen Startpunkt P1, der nicht auf den Geraden liegt.

Zeichne eine Parallele zur y-Achse durch P1, um den Schnittpunkt mit gl zu
erhalten, ebenso eine Parallele zur x-Achse durch P1, um den Schnittpunkt mit
g2 zu erhalten.

Konstruiere den neuen Punkt P2, der die y-Koordinate des Schnittpunktes mit
g1 und die x-Koordinate des Schnittpunktes mit g2 haben soll.

a) Fiihre das Verfahren mit dem Punkt P2 fort, bis du eine Aussage iiber die
Lage der entstehenden Punkte formulieren kannst.
b) Das beschriebene Verfahren ist sehr langwierig zu konstruieren. Da immer
die gleichen Konstruktionsschritte verwendet werden, empfiehlt sich hierfiir
der Einsatz eines Makros in einer Dynamischen Geometriesoftware.
Startobjekte sind der Startpunkt, die beiden Geraden gl und g2 sowie die Ach-
sen, Zielobjekt ist der neu zu erstellende Punkt.
¢) Das Verfahren ist natiirlich von den Geraden und dem Startpunkt abhéngig.
Untersuche experimentell, wie sich die folgenden Anderungen auf die Punkt-
folge auswirken und notiere deine Bobachtungen:

e Verindere die Lage des Startpunktes P1

e Was geschieht, wenn P1 auf einer der Geraden liegt?

e Drehe nacheinander je eine der Geraden um den Schnittpunkt S

e Andere das Verfahren, indem du die Schnittpunkte mit den Geraden

vertauschst.

Aufgabe 2: Erlautere die algebraische Grundlage des Verfahrens.
Die beiden Geraden werden durch Gleichungen mit den Variablen x und y be-
schrieben. Betrachte deine erste Zeichnung und formuliere den Zusammenhang
zwischen den Gleichungen und den Koordinaten der entstehenden Punkte:

e Ich setze die x-Koordinate des letzten Punktes in ............ccccoeueeeee.

und erhalte di€ ......cceeeeeeeennnn.. des nichsten Punktes.
e Ich setze die y-Koordinate des letzten Punktes in ............cccceeueeeee.
und erhalte di€ .........ccoveeeennn... des nidchsten Punktes.

Information: Die schrittweise Anndherung an die Losung eines Gleichungs-

systems, bei der jedes Mal das gleiche Rechenverfahren auf den zuvor
gefundenen Punkt angewendet wird, nennt man eine ITERATION.
Die hier beschriebene Iteration ist nach dem deutschen Mathematiker
Carl G.J.Jacobi (1804-1851) als JACOBI-Verfahren benannt.
Das Verfahren fiihrt nicht bei jedem Gleichungssystem zu einer Lo-
sung, das System muss eindeutig 16sbar sein und muss ggfls. so umzu-
stellen sein, dass die Gleichungen des Systems fortlaufend nach den
Variablen aufzuldsen sind.
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3x-2y=0
Aufgabe 3: Das Lineare Gleichungssystem (*) | 2x+3y =13| ldsst sich in das
L X=3y
dquivalente System (**) 5, | umformen.
y=3-3%

Wihle dir nun einen beliebigen Startpunkt P1 und fithre das in Aufgabe 2
beschriebene Verfahren durch.

Vergleiche die Punktfolge mit den Konstruktionen der Aufgabe 1.

Zeige, dass die Punktfolge gegen S(2/3) konvergiert.

Wihle andere Gleichungen mit dem gleichen Schnittpunkt, bei denen die Folge
divergiert.

Aufgabe 4: Der TI-92 bietet im SEQUENCE-MODE die Moglichkeit, Folgen
direkt zu bearbeiten und darzustellen.

Stelle das Gleichungssystem (**) als gekoppelte Folgen ul(n) und u2(n) dar
und teste den Verlauf der Folgen. Dabei steht ul fiir die Variable x und u2 fiir
die Variable y.
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Losungsvorschlige

Zu Aufgabe I:

e

mogliche Losung fiir 1.Schritt mogliche Losung fiir Aufgabela)
allerdings kann die Punktfolge in Aufgabe 1a) auch divergieren.

zu Teil ¢) Der Startpunkt dndert nichts an der Konvergenz, allerdings ist die
relative Lage der Geraden zueinander wesentlich fiir Konvergenz oder Diver-
genz verantwortlich. Diese Erkenntnis kann in der Sek.I geniigen, in Sek.Il
kann man darauf weiter eingehen.

Eine hinreichende Konvergenzbedingung ist die Diagonaldominanz der Ur-
sprungsmatrix, auch Zeilensummenkriterium genannt.

Zu Aufgabe 2:

Ich setze die x-Koordinate des letzten Punktes in die Gleichung fiir g1 ein
und erhalte die y-Koordinate des nachsten Punktes.

Ich setze die y-Koordinate des letzten Punktes in die Gleichung fiir g1 ein
und erhalte die x-Koordinate des nachsten Punktes.

Allgemein: Das Gleichungssystem wird so umgeformt, dass die Variablen in
der Hauptdiagonale auf der linken Seite isoliert werden. Setzt man die Koordi-
naten eines Punktes in das System der rechten Seite ein, so erhdlt man die Ko-
ordinaten des iterierten Punktes.

Zu Aufgabe 3:

Das Verfahren léasst sich am TI-92 mit |7 a1 3ekralcsic other Framiolclean Up
wenig Vorbereitung automatisieren: “[2Ey -2 .
. . =2 yze3-

e die rechte Seite von (**) unter m [ 3 T3 ]
bsneich a4 4] [4 4]
a SpelC cm lm|><=[4 41[1,1] and u=[4 4][1,Z]
e den Startpunkt P1 definieren [8/3 53]
- =[8-3 5-31[1,1] and w=[53 53
e m auswerten mit Hilfe des [I]— DR [ElE ratliio ) o O iy,
Operators und des Bezugs auf die |[pme<i2L1.1] and y=ans{1)[1,2)

vorherige Antwort
e Nun muss nur noch fortlaufend die |[ENTER|-Taste gedriickt werden
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Zu Aufgabe 4:

Die beiden Gleichungen von (**) wer-
den in Abhéngigkeit der Zdhlvariablen
n definiert.

Die Startwerte fiir x = ul(n) und

y = u2(n) sind anzugeben

Fz=-

1
vﬂ Zoom|Edit

Fz

T FET
<ALl |S5tyle|Axes...

FE* F? ]

SFLOTE

+ ul

uil=4
13 -2-ulin—13
3

2-uZin - 12
&

Die Daten sind dann auszulesen iiber
die Anzeige einer Tabelle

(¢ ][TABLE]

oder iiber die graphische Anzeige in
der TIME-Darstellung
Axes auswihlen

gc= .94

oder noch aussagekriftiger in bezug
auf die Konvergenz der Punkte in der
CUSTOM-Darstellung

1 Fer
- E ZO0mM

FAD EXACT

B &
Trace|Regraph|Math|Draw|

SEQR

FEr Faw= |F7

HMAlM

RAD EXACT

SER

Zusitzliche Aufgaben

zu Aufgabe 1:

Auch andere Projektionen des Startpunktes auf
die Geraden konnen erprobt werden. Zum Bei-
spiel fiihrt eine Parallele Projektion zu folgen-

der Punktspirale.

Hier schlieBt sich eine interessante Unterrichts-

reihe zu solchen Losungsverfahren an,

die zu-

mindest in einer Projektarbeit oder in Sekll
auch algebraisch bearbeitet werden sollte.

Literaturhinweise

Kroll/Reiffert/Vaupel Analytische Geometrie/Lineare Algebra Diimmler 1997
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Technische Hinweise: Cabri Géometre fiir PC oder TI-92

Was willst du erreichen?

Wie du das machst!

Einen Punkt mit festen Koordinaten
konstruieren.

In Cabri gibt es mehrere Moglichkeiten
1.Stelle Koordinatensystem mit Gitter-
punkten dar und setze den Punkt auf die
gewlinschten (ganzzahligen) Werte.
2.Binde Punkte an die Koordinatenach-
sen und stelle den Punkt als Schnitt-
punkt von Parallelen zu den Achsen dar.
3.Lasse die Koordinaten anzeigen und
verschiebe den Punkt geeignet.

Ein Makro erstellen.

In Cabri - PC eigener Button
In Cabri — TI unter [F4].6:
Macro Construction

Die Basiskonstruktion einmal vollstin-
dig durchfiihren. Das Icon MACRO
O0ffnen, den Punkt STARTOBJEKTE
einmal anklicken, alle Ausgangsobjekte
nacheinander anklicken.

Im Menii MACRO, Unterpunkt ZIEL-
OBKIJEKTE anklicken und alle Zielob-
jekte nacheinander anklicken.

Danach einen Namen fiir das Makro
vergeben und eine Beschreibung editie-
ren. (Wichtig zum Nachvollziehen)

Technische Hinweise: CAS TI1-92

Was willst du erreichen?

Wie du das machst!

Einen Punkt eingeben

Die Eingabe von [2,3] fiihrt zur einer
einzeiligen Matrix [[2,3]], auf deren
Komponenten mit [[2,3]][1,1] = 2 bzw.
[12,3]][1,2] = 3 zugegriffen wird

Die Zahldarstellung dndern

Mit der Taste [MODE] erreicht man ein
Menii, in dem die Darstellungsformen
1:AUTO 2:EXACT 3:APPROXIMATE
gewihlt werden.

Mit [ ¢ J[ENTER] wird eine Rechnung
ebenfalls in APPROX- Darstellung aus-
gewertet.

Den SEQUENCE-Modus einschal-
ten

Die Taste [MODE] bietet als 1.Punkt die
Wahl des Graphik-Modus. Von dieser
Einstellung ist der [Y=]Editor abhingig

Die Darstellungsart fiir Folgen ein-
stellen

1 Few | _FZ U FEw_ FET 7
- ﬂ Zoom|Edit] «[All[Style|Axes=..
FLOTE

< ul
uil=q AxEs..... w-}
vouz= B Axis... uld
u?z— Y Rwiz... uzs
.__,,g: CEnter=5SAVEY (ESC=CHMCEL »
uiz=

ulény=2%u2¢n—1>-3

UZE £ AMD * TO OFEMW CHOICES

Im [Y=] Editor die Taste F7 wihlen
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