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Einleitung

In der ersten Halfte des 19. Jahrhunderts befasste sich der Konigsberger Astro-
nom FRIEDRICH WILHELM BESSEL mit den Bahnstorungen der Planeten. Voraus-
gegangen war die Beobachtung, dass sich der 1781 durch FRIEDRICH WILHELM
HERSCHEL entdeckte Planet Uranus nicht entlang seiner vorausberechneten, ellip-
senformigen Bahn bewegte. Bessel erfasste gravitative Stérungen der Planetenbah-
nen (welche ihn 1840 zur Vermutung fithrten, die Bahnstérungen des Uranus konnten
durch eine unbekannte Masse aulerhalb der Uranusbahn bedingt sein') in Differen-
zialgleichungen und konnte diese im Jahre 1824 16sen. Diese Losungen J,(z) sind
fortan als ,,Bessel-Funktionen“ bekannt und die zugehorigen Differenzialgleichungen

2T 420 + (22 =17 =0 (0.1)

heiflen Bessel’sche Differenzialgleichungen (J’ bezeichne die Ableitung von J nach
z). Derartige Differenzialgleichungen treten in der mathematischen Physik in man-
nigfaltiger Weise auf, neben der Astronomie zum Beispiel in der Potenzialtheorie,
der Wiarmelehre und der Stromungsmechanik. Das Problem des Schwingens einer
Membran fithrt ebenso zur Bessel’schen Gleichung, wobei in diesem Fall die Zahl v
wegen der Periodizitét der Schwingung eine natiirliche Zahl ist (vgl. [Heu91], §28,
S.292ff.).

Die Bessel’sche Differenzialgleichung enthélt die beiden (unabhéngigen) Variablen z
und v, welche im Folgenden als komplex angenommen werden, sowie die Variable J,
welche in Abhéngigkeit von z und v angegeben wird. Nach dem Satz iiber die holo-
morphe Abhéngigkeit von ,Parametern® (vgl. [Wal96], §13, S.123ft.) ist eine Losung
J zwar komplex differenzierbar nach v, in Gleichung (0.1) wird J jedoch nur nach z
differenziert. In diesem Fall bezeichnet man v als Parameter, und die Menge aller v,
fiir welche Gleichung (0.1) gelten soll, als Parameterraum der Differenzialgleichung.

'Es war Bessel nicht mehr vergénnt (er starb am 17. Mérz 1846), seine Vermutung durch URBAIN
JEAN JOSEPH LE VERRIER und JOHANN GOTTFRIED GALLE bestétigt zu sehen. Der erste lieferte
am 1. Juni 1846 ein passendes mathematisches Modell, der zweite bestétigte dieses Modell am 23.
September 1846 durch die Entdeckung eines neuen Planeten, der nach einem Entdeckerstreit heute
unter dem Namen ,, Neptun“ bekannt ist.
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iv Kapitel 0. Einleitung

Im Allgemeinen kann man eine zusammenhéngende, eindimensionale, komplexe
Mannigfaltigkeit (also eine Riemann’sche Flache) M sowie eine zusammenhéingende,
komplexe Mannigfaltigkeit X beliebiger Dimension betrachten. Werden mit © /4 x
und O x die Garben holomorpher Vektorfelder auf den jeweiligen Mannigfaltigkeiten
bezeichnet, so induziert die Projektion 7 : M x X — X die Tangentialabbildung

Tm:Oyyxx —— T Oy,

deren Kern die Garbe der Vektorfelder entlang der Fasern von m definiert:
Oumxx/x = ker(T'w). Die duale Garbe Q}\JXX/X = Homo,,, «(Omxx/x, Ormxx)
heiffit Garbe der relativen 1-Formen. Ist z eine lokale Koordinate von M und
ai,...,ag ein lokales Koordinatensystem von X, so ist eine relative 1-Form beziiglich
dieser lokalen Koordinaten von der Gestalt f(z,aq,...,ag)dz. Man hat einen (re-
lativen) Differenzialoperator dy;x x/x @ Ouxx — Qzlwx X/X welcher lokal durch

dyuxx/xf = %dz gegeben ist.

Ein System komplexer, linearer, homogener Differenzialgleichungen erster Ordnung
mit der unabhéngigen Variable z € M := C lésst sich als Vektorraumbiindel
vom Rang n mit integrablem Zusammenhang auffassen. Treten in diesem System
Parameter (ay,...,ag) € X = C® auf (liegt also eine Familie von Differenzial-
gleichungssystemen vor), so induziert das System von Differenzialgleichungen ein
Vektorraumbiindel mit relativem Zusammenhang

Virsxx 1€ — Q}\/IXX/X R0ux €

(vgl. [Sab02], §16, S.56ff.). Mit anderen Worten treten (beziiglich jeder beliebigen
Basiswahl von FE) in der zugehorigen Zusammenhangsmatrix relative Differenzial-
formen auf.

Ist nun eine komplexe, lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung mit Parametern
ai,...,ag gegeben, d.h. liegt eine Differenzialgleichung der Form

d™w - )d”_lw
Z,1,...,Q
dzn pP1(%, aq, s WR dZn_l

+ ...+ palz,a1,...,ag)w =0 (0.2)

vor, so kann diese in ein System von Differenzialgleichungen erster Ordnung trans-
formiert werden (vgl. Kapitel 1.1.2). Die Eintrége der zugehorigen Zusammenhangs-
matrix sind also relative 1-Formen.

Sind in (0.2) die Funktionen py,...,p, beziiglich z ganz, so hat man einen freien
Oc-Modul mit holomorphem (relativen) Zusammenhang. Hat eine der Funktionen
P1,---,Pn in 2z = zg eine Polstelle, so hat man ein meromorphes Vektorraumbiindel
mit Pol in zy (das ist ein O¢[(z — z9) !]-Modul) und einen meromorphen (relativen)
Zusammenhang (vgl. [Hae87]). Der Kern eines integrablen Zusammenhangs ist ein
lokales System, d.h. eine lokal-konstante Garbe von C-Vektorrdumen vom Rang n



(vgl. Satz von Cauchy-Kowalevskaja, [Sab02], Théorem 12.8, S. 34f. und Exercice
16.3, S. 58).

Fiir festes ay,...,ag sagt man, dass die Differenzialgleichung (0.2) in z = z, eine
regulére Singularitdt hat, wenn der Koeffizient p; in 2 = 2y héchstens einen Pol j-ter
Ordnung aufweist (j = 1,...,n). Sie hat in z = 0o eine regulédre Singularitét, wenn
die mit £ = % transformierte Differenzialgleichung in £ = 0 eine regulédre Singula-
ritdt besitzt. Differenzialgleichungen, die nur endlich viele Singularitéiten aufweisen,
die zudem allesamt reguliire Singularititen sind, bilden die Fuchs’sche Klasse.? Die
Theorie dieser Fuchs’schen Differenzialgleichungen ist sehr gut verstanden und Stan-
dardstoff zahlreicher Lehrbiicher. Eine Zusammenfassung der Ergebnisse findet sich
in Kapitel 1.1 dieser Arbeit.

Betrachtet man die Familie der Bessel’schen Differenzialgleichungen (0.1), so fallt
auf, dass auf Grund ihrer irreguldren (:= nicht reguliren) Singularitit in z = oo kei-
ne dieser Gleichungen zur Fuchs’schen Klasse gehort. C.F. KLEIN und M. BOCHER
konnten 1894 zeigen, dass eine Vielzahl von Differenzialgleichungen der mathe-
matischen Physik (insbesondere solche mit irreguldren Singularititen wie die Bes-
sel’sche) durch ein ZusammenflieBen (,, Konfluenz“) der Singularitdten einer Familie
der Fuchs’schen Klasse entsteht. Die durch Konfluenz entstehenden Differenzialglei-
chungen kann man als Fortsetzung der Familie Fuchs’scher Differenzialgleichungen
verstehen. Thr Parameterraum wird dabei vergroflert. Beispielsweise geht die Bes-
sel’sche Differenzialgleichung (0.1) durch Konfluenz aus einer Fuchs’schen Familie
zweiter Ordnung mit fiinf Singularitéten hervor (vgl. [WhWa63], S. 203ff).

Ein weiteres prominentes Beispiel ist die fiir (a,b,c¢) € C* zur Fuchs’schen Klas-
se gehorende Familie der hypergeometrischen Differenzialgleichungen. Wendet man
hierauf die lineare Transformation z — b - z an, hat diese Familie das Aussehen

" (1+a+0b)z—cb\ |, ab
— L _Jw=0
w+< 2(z—b) v 2(z—b) v
(vgl. [CoLebb], §4.7, S. 132). Durch ein Zusammenfliefen der Singularitéten in b und

oo erhiilt man die konfluente hypergeometrische Differenzialgleichung (vgl. Kapitel
1.2.1)

deren Singularitit in oo irreguldr ist. Der Parameterraum C? der hypergeometri-
schen Differenzialgleichung ist also durch C x C x C erweitert und den zusitzlichen

2Lazarus Fuchs begriindete die nach ihm benannte ,, Fuchs’sche Theorie“ dieser Klasse von Dif-
ferenzialgleichungen. Er vertffentlichte in den Jahren 1865, 1866 und 1868 drei Artikel unter der
gleichen Uberschrift “Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit veréinderlichen Coeffizi-
enten®. Eine sehr gelungene Zusammenfassung der Ergebnisse, die auf Fuchs zuriickgehen, findet
man zusammen mit geschichtlichen Hintergriinden in [Gra00], S. 41f.
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Punkten (a, 00, ¢) ist die obige Differenzialgleichung zugeordnet worden. Wenn man
den Parameterraum zu C. kompaktifiziert, konnen nicht allen zusétzlichen Punkten
ohne weiteres Differenzialgleichungen zugeordnet werden. Es ist moglich, dass Zéhler
und/oder Nenner der Koeffizientenfunktionen konstant Null werden. Wie man die-
sen Parameterwerten dennoch Differenzialgleichungen zuordnen kann, wird weiter
unten (und in Kapitel 1.2.2 und 2.2.1) beschrieben.

Die in der klassischen Literatur beschriebenen Fortsetzungen von Differenzialglei-
chungen (vgl. [WhWa63], Chapter XVI, [Inc56], Chapter XX) gehen einher mit Ein-
Punkt-Kompaktifizierungen von C. Der Parameterraum C" wird in der Folge ersetzt
durch € . In dieser Arbeit wird eine andere Kompaktifizierung des Parameterraums
gewdhlt, die wie folgt motiviert ist: Die Koeffizientenfunktionen p; Fuchs’scher Dif-
ferenzialgleichungen lassen sich auffassen® als Elemente aus C[z](ay,...,ar), also
als rationale Funktionen in den Parametern mit Koeffizienten aus C[z]. Rationale
Funktionen kénnen Unbestimmtheitsstellen aufweisen, in denen — wie bereits oben
angedeutet — Zahler und Nenner Null werden. Wiren die Koeffizienten der Zahler-
und Nennerpolynome komplexe Zahlen (anstelle von Polynomen aus C|z]), kénnte
man einfach den Parameterraum erweitern, indem man zum Graphen der rationalen
Funktionen iibergeht. Bei einer Differenzialgleichung erster Ordnung wére dies eine
affine algebraische Varietdt I' im C"*'. Von dieser kénnte man den Abschluss in
PZ. x P¢ bilden. Durch Projektion des Graphen auf P¢ erhielte man so die Differen-
zialgleichungen der erweiterten Familie.

Nun sind aber die Koeffizienten der Zahler- und Nennerpolynome Elemente aus
dem Ring C[z]. In diesem Fall kann man sich behelfen, indem man das Vorgehen
verallgemeinert: Es ist C[z](ay,...,ar) =~ Clai,...,ag)(z), die Koeflizientenfunk-
tionen sind also als rationale Funktionen in z auffassbar. Es wird der maximale
Grad der Zéhler- und Nennerpolynome (in z) durch die Ordnung und die Anzahl
der Singularitdten der Fuchs’schen Familie festgelegt und dadurch eine allgemeine
Form Fuchs’scher Differenzialgleichungen erklért, die sich durch N Koeffizienten der
Zahler- und Nennerpolynome parametrisieren lisst (fiir gewisses N € N). Die vorge-
gebene Familie wird mit einer solchen allgemeinen Form identifiziert. Die Parameter
der vorgegebenen Familie zusammen mit den durch sie eindeutig bestimmten Ko-
effizienten der allgemeinen Fuchs’schen Differenzialgleichung bilden den erweiterten
Parameterraum, welcher eine affine Varietat I' in C® x CV ist. Es wird sich her-
ausstellen, dass es giinstig ist, diese Varietédt in einem kartesischen Produkt zweier
gewichtet-projektiver Raume abzuschlieflen (ausfithrlich wird dies alles in Kapitel
2.2.1 beschrieben).

3Man hat die Identifikation

(C(Zvalv .- '7aR) = Q(C[Zvalv .- .,GR]) =~ Q(C[Z}[alv .- ,aRD = (C[Z](alv .- '7aR)'
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Will man die affine Varietét I', welche durch ein Ideal I gegeben ist, in einem solchen
,bi-gewichtet-projektiven Raum* abschlielen, so ist die Bi-Quasi-Homogenisierung
I* von I zu ermitteln (vgl. Kapitel 2.1.3). Dies bereitet in der Praxis erhebli-
che Schwierigkeiten, denn es geniigt nicht, ein beliebiges Erzeugendensystem von
I zu bi-quasi-homogenisieren. In Kapitel 2.3 werden zwei Moglichkeiten vorge-
schlagen, die Bi-Quasi-Homogenisierung eines Ideals I in einem Polynomring mit
moglicherweise sehr vielen Variablen zu berechnen (etwa unter Zuhilfenahme eines
Computeralgebra-Programmes wie SINGULAR, [GrPf02b]). Als iiberaus niitzliches
Instrument werden dazu Groébner-Basen eingesetzt (das sind Erzeugendensysteme
von Idealen mit sehr schonen Eigenschaften, vgl. Kapitel 2.3.2). Aulerdem spielen
sie eine hilfreiche Rolle in Zusammenhang mit der Eliminationstheorie, mit deren
Hilfe man das Bild einer bi-gewichtet-projektiven Varietéit unter der Projektion be-
stimmen kann (vgl. Kapitel 2.4). Dieses Bild ist — wie sich herausstellen wird — eine
gewichtet-projektive Varietét (was aus einer Umformulierung des Hauptsatzes der
Eliminationstheorie folgt). Die Punkte dieser Varietét entsprechen den Differenzial-
gleichungen iiber dem Abschluss des Parameterraums.

Nachdem also im zweiten Kapitel die Hilfsmittel zur Berechnung entwickelt werden,
beschéftigt sich das dritte Kapitel mit Fortsetzungen konkreter Familien. Dabei
wird der Frage nachgegangen, welche Parameter des unendlich fernen Teils des
Parameterraums zu Differenzialgleichungen der Fuchs’schen Klasse fiithren. Zum
einen wird die Familie der hypergeometrischen Differenzialgleichungen auf die
beschriebene Art und Weise fortgesetzt. Es wird sich herausstellen, dass diejenigen
Differenzialgleichungen, welche zu unendlich fernen Punkten des Parameterraums
gehoren, im Wesentlichen konfluente hypergeometrische Differenzialgleichungen
sind. Zum anderen wird die Familie der Riemann’schen Differenzialgleichungen
(Fuchs’sche Differenzialgleichungen der zweiten Ordnung mit zwei endlichen Sin-
gularititen) fortgesetzt. Hypergeometrische Differenzialgleichungen sind spezielle
Riemann’sche Differenzialgleichungen. Aus diesem Grund verwundert es nicht,
dass es Parameter aus dem unendlich fernen Teil des Parameterraums einer Rie-
mann’schen Differenzialgleichung gibt, welche zu konfluenten hypergeometrischen
Differenzialgleichungen fiithren. Auflerdem findet man die Familie der Bessel’schen
Differenzialgleichungen wieder, die sich also nicht nur durch Konfluenz der Singu-
laritdten einer Fuchs’schen Familie zweiter Ordnung mit 4 Singularitdten, sondern
auch durch Konfluenz der Singularitéiten einer Riemann’schen Differenzialgleichung
erzeugen lasst.

Auf einige Details sei an dieser Stelle noch hingewiesen:

Mit P" ist immer der komplex-projektive Raum und mit P} immer der gewichtet
komplex-projektive Raum beziiglich des Gewichtungsvektors p = (po,...,pn) €
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N1 gemeint (falls nicht anders angegeben): Es sind py, . . ., p, natiirliche, positive
Zahlen (in dieser Arbeit wird stets po = 1 angenommen). Man hat eine C*-Aktion
auf dem affinen Raum C"!, die gegeben ist durch

t-(ag,...,a,) = (t"aq,...,t""a,).
Der gewichtet komplex-projektive Raum ist geometrisch definiert als Quotient
Py = (C™1\ {0}) /C
oder auf algebraische Weise durch
P := Proj(95),

wobei S den Polynomring Clay, .. ., a,] bezeichne, welcher die durch die Beziehun-
gen deg(a;) = p; gegebene Graduierung tragt. Fiir weitere Einzelheiten beziiglich
gewichtet-projektiver Rdume sei auf [Dim92|, Appendix B, S. 230ff. verwiesen.

Der affine Raum C" ist immer beziiglich der Standardeinbettung
(@1,...,ap) — (Liay:...:a,)

als Teilmenge des P" bzw. PP} zu verstehen. Die zusitzliche Koordinate wird mit ag
bezeichnet.

Die Bi-Quasi-Homogenisierung eines Polynoms f € Clay, ..., a,by,...,b] im Ring
Clag, ay, . .., ax, by, by, ..., b erfolgt stets beziiglich der Homogenisierungsvariablen
ag und by, welchen das Gewicht 1 zugeordnet ist, und wird mit f* bezeichnet.
Die (einfache) Quasi-Homogenisierung eines Polynoms f € Clay,...,ax] im Ring
Clag, ay, . . ., ax] beziiglich der Homogenisierungsvariablen ay wird mit f* bezeichnet
(zur Unterscheidung wird ein anderes Sternchen benutzt).

Mit V(I) wird die Nullstellenmenge eines Ideals I bezeichnet. Dabei ist dem Zusam-
menhang zu entnehmen, in welchem Raum die Nullstellenmenge zu betrachten ist:
Falls I C Clag,...,a.,by,...,bs] ein bi-quasi-homogenes Ideal ist, so ist mit V(I)
die Nullstellenmenge im bi-gewichtet-projektiven Raum P, x Pg gemeint (andern-
falls, wenn zum Beispiel der ,Kegel* in C"**2 als Nullstellenmenge eines bi-quasi-
homogenen Ideals gemeint ist, wird dies vorher angemerkt). Ist I ein beliebiges Ideal
in Clay,...,a,], soist V(I) als Nullstellenmenge von I in C" zu verstehen.
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Kapitel 1

Theorie der Fuchs’schen
Differenzialgleichungen

1.1 Fuchs’sche Theorie

1.1.1 Die allgemeine Gestalt Fuchs’scher Differenzialglei-
chungen
Es sei
d"™w d"tw
+p1(z)m

eine gewohnliche, komplexe, lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung mit der

+ .o+ pa(2)w =0 (1.1)

unabhéngigen Variable z € C und der abhéngigen Variable w = w(z). Sind die
Funktionen pq,...,p, in einem Punkt s; € C analytisch, so heifit die Gleichung
requldr in s;. Hat ein pj eine Singularitét in sq, heifit s singuldrer Punkt der Diffe-
renzialgleichung. Gegenstand der Fuchs’schen Theorie sind Differenzialgleichungen,
deren Singularititen requldr geméafl der folgenden Definition sind:

Definition 1.1. Es sei s; ein singuldrer Punkt der Differenzialgleichung (1.1).

(i) Falls es in s; analytische Funktionen qi, ..., q, gibt mit py = (z — s1) *qp, so
heiBt s; eine schwache Singularitit von (1.1).

(ii)) Gibt es in einer Umgebung von s; ein Losungsfundamentalsystem
von (1.1), welches aus Linearkombinationen von Funktionen der Form
(z —s1)*(log(z — 51))" h(z) besteht (mit o € C, s € Ng,,_1, h in einer Umge-
bung von s; analytisch mit h(s;) # 0), so heifit s; reguldre Singularitit von

(1.1).
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Im Gegensatz zur Theorie der Systeme von Differenzialgleichungen gilt der folgende
Satz (bei Systemen gilt lediglich die Richtung ,=*):

Satz 1.2. Die Differenzialgleichung (1.1) hat in s; genau dann eine schwache Sin-
gularitdt, wenn sie in s eine requldre Singularitit hat.

Den Beweis findet man in der Standardliteratur, z.B. in [CoLe55], Theorem 5.1 und
Theorem 5.2, S.124ff. O

Man sagt, dass (1.1) in z = oo eine reguldre Singularitit hat (bzw. regulér ist), falls
die mit £ = % transformierte Differenzialgleichung in & = 0 eine regulédre Singularitét
hat (bzw. regulér ist). Singularitidten, welche keine reguldren Singularitéiten sind,
heiflen irreguldr. Schliellich nennt man eine Differenzialgleichung vom Fuchs’schen
Typ, falls sie endlich viele regulire Singularititen in C = CU {oo} hat und an allen
anderen Stellen regulér ist.

Um Differenzialgleichungen vom Fuchs’schen Typ zu charakterisieren, ist es notwen-
dig, ihre Transformation mit & = % zu verstehen. Es gilt

Proposition 1.3. Sei n € Ny. Beziiglich der Transformation & = % verhdlt sich der
Differenzialoperator gemdfS der folgenden Vorschrift:

Y e L (12)
e LTS agk '

Dabei sind cy, i, natirliche Zahlen, die sich rekursiv berechnen lassen:
cno =0 firallen>1,

Chn =1 Vn und

Cnk = Cn1g—1+ (k+n—1)cp_1x fiirallen>2und k=1,...,n—1.

Beweis. Durch vollstiandige Induktion nach n. O

Substituiert man (1.2) in (1.1) und setzt man py(z) = 1, so erhdlt man nach einigen
simplen Umformungen

dnw n—1 n—=k ' 1 o dkw
d@+<;HMwM%“>@:0 (1.3)

k=0 \j ¢

Beispiel 1.4. Fiir eine Differenzialgleichung zweiter Ordnung

d> d
5 () p()w =0
lautet (1.3)':
d*w 2 1 1.\ dw 1 . 0
& (5 @) B+ gm0

1dabei sind Cp,0 = C1,1 = C22 = 1, C1,0 =C2,0 = O7 1 = 2)
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Die Differenzialgleichung ist also genau dann regulér singulér in z = oo, wenn py ( %)
in £ = 0 eine Nullstelle wenigstens erster Ordnung und pg(%) in £ = 0 eine Nullstelle
wenigstens zweiter Ordnung hat und falls gilt:

(Res.—o (p1(2)), Res.—o(p2(2)-2), Res._g(pa(2)-2%)) # (2,0,0).

Die letzte Bedingung schlieit aus, dass z = oo eine regulére Stelle ist.

Man kann nun zeigen, dass Fuchs’sche Differenzialgleichungen immer von einer
bestimmten Form sind, die durch die Ordnung der Gleichung und die Anzahl ih-
rer Singularitéiten festgelegt ist (dieses Ergebnis findet sich beispielsweise auch bei
[CoLeb5], Theorem 6.4, S. 129f.):

Satz 1.5. Gegeben sei eine Fuchs’sche Differenzialgleichung (1.1) der Ordnung n
mit m > 0 endlichen Singularititen {si,...,sm} C C. Dann gibt es polynomiale
Funktionen hy, ..., hy, so dass fir die Koeffizientenfunktionen von (1.1) gilt:
h;(z) .
() == Jj=1,...,n. 1.4
p](z) H?il(z_si>J ] ’ 7n ( )
Der Grad der h; ist beschrinkt: deg(h;) < j(m —1).
Umgekehrt ist jede Differenzialgleichung n-ter Ordnung, deren Koeffizientenfunktio-
nen diese Bedingung erfiillen, vom Fuchs’schen Typ.

Beweis. Mit den bisherigen Ergebnissen ist dies eine einfache Ubungsaufgabe. [

Eine unmittelbare Folge aus Satz 1.5 ist das folgende

Korollar 1.6. Die allgemeine Familie Fuchs’scher Differenzialgleichungen der Ord-
nung n mit m vorgeschriebenen, endlichen Singularititen ist durch wenigstens

- n(n+1)

Z(j(m—l)—l—l):(m—l)T—i—n

Jj=1

komplexe Parameter gegeben (diese entsprechen den Koeffizienten der Zdihlerpolyno-
me hy, ..., h, aus (1.4)). O

Fasst man auch die Singularitdten si,...,s, als komplexe Parameter auf und
schrinkt man den Parameterraum auf das Komplement der Ausnahmemenge
Uiz {si = s;} ein, so wird die allgemeine Familie Fuchs’scher Differenzialgleichungen

durch wenigstens (m — 1)@ + n +m Variablen parametrisiert. Die Differenzial-
gleichungen, die durch die Ausnahmemenge (welche eine endliche Vereinigung von
Hyperflichen im Parameterraum ist) gegeben werden, haben im Allgemeinen irre-
gulére Singularitéiten.
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Es stellt sich nun noch die Frage, wie die Koeffizienten der Polynome h; einer
Fuchs’schen Differenzialgleichung (1.1) beschaffen sein miissen, damit diese in z = oo
eine regulédre Stelle besitzt. Dies ist genau dann der Fall, wenn in (1.3) die Koeffizi-

entenfunktionen

n—=k
) . Lo
T ) O S L
j=1

fir K =0,...,n — 1 sdmtlich holomorph in ¢ = 0 sind.

Durch eine genaue Betrachtung dieser Funktionen erhélt man als Kriterium fiir ihre
Holomorphie in £ = 0 ein System von algebraischen Gleichungen, aus welchen folgt,
dass einige der Koeffizienten der Polynome h; in Abhéngigkeit von den Konstanten
c¢;r und den Singularitéten sq,. .., s, stehen.

Abschlieflend seien als Anwendung der bisherigen Ergebnisse , die ersten“ allge-
meinen Fuchs’schen Differenzialgleichungen n-ter Ordnung mit m endlichen, un-
terschiedlichen Singularitéten sq,...,s,, (d.h. es gelte s; # s; fiir ¢ # j) in Form
eines Uberblicks aufgefiihrt. Die einzige Fuchs’sche Differenzialgleichung mit keiner
einzigen endlichen Singularitit ist w™ = 0, bei welcher in z = co wegen Proposition
1.3 eine reguldre Singularitit vorliegt.

n | m | Form der Fuchs’schen DGL Bedg. fiir
z = 0o regulér

111 |w+ Zf—lslw =0 a1 =0

/ ai1z+a _ _
1 2 w + mw =0 a1 =0

/ a12“+azz+as _ —
L3 | Wt eaneaea? =Y @ =0
21 w//_’_zg_;lw/_f_(z_agl)zw:() a1 =2,a3=0
2 2 w// + (Z—asllz)?zajsz)w/ + (243_2214)"»2(1&22_4;233210 — O al = 27

azg=ay4 =0
" a1z’ Fasz+as / —
213 [w'+ o) (e W + a; = 2,
+a4z4+a5z3+a6z2+a7z+agw _ 0
(z—51)2(2—52)2(z—s3)>2 _

a4:a5:0

" ay /! a / as . _ _
3 1 w + Z—Slw + (Z—Sl)2w + (Z_sl)gw — O a1 = ag = 6,
S1 = a3 = 0
" aiz+asz " a322+a4z+a5 / _ —
3 2 | wh+ (2—81)(z—52)w + (2_81)2(2_52)211] + ay = az = 6,

3 2
aez’tarz“+agz+ag _ _ _
+ (2—81)3(2—82)3 w = O a7 = ag — 0,

2s1a9 + 2s9a9 +a4 =0

2 S 3 2
" a1z“+azz4as i aqsz2*+asz°4+agz“+arz+as ,,,/ _ _
3 3 w" + (2751)(5752)(;2753)15 + 3(Z751)22(2752)2(z783)2 w a; = a4 =6,
a9z’ +taipz’taiz*+ai2z°+ai13z“+aiaz+ais,,, _ _ _
+ (2—51)3(2—52)% (s—53)3 w=0 |a=ap=an=0,

—2a2 +a5 =0
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1.1.2 Der Losungsraum Fuchs’scher Differenzialgleichungen

Fiir die Differenzialgleichung (1.1) sei z = s eine regulére (also schwach singulére)
Singularitit, d.h. die Funktionen p; haben die Form p;(z) = (z — s)7¢;, wobei ¢;
eine in z = s analytische Funktion ist. Man transformiere die Differenzialgleichung
mittels

wy = (z — s)F LY kE=1,...,n

in ein System von Differenzialgleichungen:

) 0 1 0 0
b 0 1 1 0 w1
: 0 2 1 0 :
3 ! 0 0 1 0 0
: - Z— S8 : :
w’, 0 N (B () 1 “
" —qn(2) —@n-1(2) .. . o 0 —q2) (n—1)—aql(z2) "
=:A(z)
(1.5)

Das Residuum der Koeffizientenmatrix dieses Systems im Punkt z = s ist gegeben
durch die konstante Matrix A(s). Aus der Theorie der Fuchs’schen Differenzialglei-
chungen ist bekannt (vgl. [Her75], Satz 5.2, S. 105f.), dass die Eigenwerte von A(s),
also die Nullstellen der sogenannten Indexgleichung

det(A(s) — \E) = 0, (1.6)

zu n linear unabhéngigen, in einer Umgebung von z = s definierten Losungen von
(1.1) der Form

w(z) = (z — 8)* (ho(2) + hu(2)log(z — s) + ... + Wy(2)log' (z — s)) (1.7)

fithren (dabei ist I < n—1 und die h; sind in einer Umgebung von z = s analytisch).
Ist A ein r-facher Eigenwert von A(s), gibt es auch r Losungen der Form (1.7). Die
Eigenwerte von A(s) heiBen charakteristische Exponenten der Differenzialgleichung
(1.1) beziiglich der Singularitét s. Sie charakterisieren das Verzweigungsverhalten
des Losungsraums in der Nédhe der Singularitét. Ist z = co eine regulédre Singula-
ritit, so erhdlt man nach Substitution mit £ = 1/z in genau der gleichen Weise eine
Indexgleichung. Deren Nullstellen mit umgkehrten Vorzeichen heiflen die charakte-
ristischen Exponenten der Singularitéit in oo.
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1.1.3 Die Fuchs’sche Relation

Wie gesehen wird durch jede Fuchs’sche Differenzialgleichung ein System von charak-
teristischen Exponenten bestimmt. In diesem Abschnitt soll der umgekehrten Frage
nachgegangen werden, ob es bei Vorgabe eines solchen Systems eine Fuchs’sche Dif-
ferenzialgleichung gibt, deren charakteristische Exponenten die vorgegebenen sind.
Die folgenden Ausfithrungen orientieren sich an [Inc56|, §15.4, S. 370f.

Es sei eine Differenzialgleichung (1.1) mit Singularititen in sq,..., s, und co gege-
ben. Mittels einer Partialbruchzerlegung ist die allgemeine Fuchs’sche Differenzial-
gleichung aus Satz 1.5 dquivalent zu

w™ 4+ p(2)w Y 4+ 4 pu(2)w =0

mit

Z B 4 Q;(2) . (1.8)

i=1 Z - SZ (Z - 51)371(2 - 52)371 .. (z — sm)Jfl’

wobei (); ein Polynom in z hochstens vom Grad j(m — 1) —m und P;,; Konstanten
sind, welche offensichtlich die Indexgleichungen (1.6) der Singularitéten s; bestim-
men: Entwickelt man zur Berechnung der Determinante die Matrix A(s) — AE mit
A(z) aus (1.5) nach der letzten Zeile, schreibt sich die Indexgleichung der Singula-

N + En: Pii(Nns = 0. (1.9)

Man erkennt hieraus, dass durch Vorgabe der charakteristischen Exponenten der

ritét s; in der Form?

Singularitdten si,...,s,, alle Konstanten P;; eindeutig bestimmt sind: Bezeichnen
Qi1,...,05, die charakteristischen Exponenten der Singularitat s;, so zerfillt die
linke Seite von (1.9) in Linearfaktoren der Form

A + Z PN = A —ai1) - (A —azo) ... - (A= aiy).

Durch einen Koeffizientenvergleich bei A"~! erhilt man die Beziehung

1
—in(n—l +P1@: Zalj (11())
Durch weitere Koeffizientenvergleiche von A2 \"73 .. konnen alle P;;
(j =1,...,n) rekursiv ausgerechnet werden.

Transformiert man die Differenzialgleichung mit £ = 1/2 und bezeichnet man den
Leitkoeffizienten von ); mit C; (man beachte, dass wegen der Gradbedingung fiir (),

ZNp=A-A=1)-...-(A=n+1) fir n > 0und (\)g := 1.



1.1. Fuchs’sche Theorie 7

der Koeffizient C = 0 ist), folgt nach einer lingeren Rechnung die Indexgleichung
der Singularitéit co zu

(A),ﬁ—zn: (i Py +0j> (M) = 0. (1.11)

Die Wurzeln dieser Gleichung mit negativen Vorzeichen sind die charakteristischen
Exponenten der Singularitédt in co. Bezeichnen (3, ..., 3, die Exponenten der Sin-
gularitdt in oo, erhélt man in &hnlicher Weise wie eben die Beziehung

1 m n
—in(n—l)—l—ZPu—i-O:Zﬁj. (1.12)
i=1 j=1

Zusammen mit (1.10) folgt:
Lemma 1.7 (Fuchs’sche Relation).

n

> (ﬁj + Za]) = %n(n —1)(m —1) (1.13)

j=1

]

Diese Gleichung ist als Fuchs’sche Relation bekannt®. Gibt man also fiir eine
Fuchs’sche Differenzialgleichung n-ter Ordnung m + 1 Singularitdten (inklusive co)
vor, sind (m+1)n—1 Exponenten frei wihlbar. Der letzte Exponent ist durch (1.13)
bestimmt und die Koeffizienten P;; sowie C; der umparametrisierten allgemeinen
Form sind durch die obigen Gleichungen eindeutig bestimmt.

Da die allgemeine Familie Fuchs’scher Differenzialgleichungen (bzw. deren Umpara-

metrisierung (1.8)) nach Korollar 1.6 durch wenigstens (m — 1)@ +n Parameter

bestimmt ist, erhédlt man durch die Vorgabe von Exponenten genau dann nicht eine
eindeutige Fuchs’sche Differenzialgleichung, wenn

n(n+1)

(m+1)-n—1<(m-—1) 5

+ n,

bzw.
1 U D B (1.14)
n(n —1)
ist (n > 2). Fiir Differenzialgleichungen der Ordnung n = 2 ist dies zum Beispiel
gegeben, wenn m > 3 ist. Aulerdem fillt auf, dass fiir m = 2 auf beiden Seiten von
(1.14) Gleichheit herrscht. In diesem Fall ist die Differenzialgleichung durch Vorgabe

ihrer charakteristischen Exponenten eindeutig bestimmt (s. néchster Abschnitt).

3Fiir den Fall, dass oo ein regulirer Punkt ist und m + 1 endliche Singularititen vorliegen, gilt
eine zu (1.13) analoge Gleichung. Die Summe der charakteristischen Exponenten ist also in jedem
Fall konstant.
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1.1.4 Die Riemann’sche P-Gleichung

Der eben erwihnte Fall einer Fuchs’schen Differenzialgleichung der Ordnung n = 2
mit 3 Singularitdten in s1, s und oo soll im Folgenden weiter vertieft werden. Die
zu betrachtende allgemeine Fuchs’sche Differenzialgleichung lautet

+ ao a322 + agz + as
w” + e w + w =10 1.15
(z —s1)(z — $2) (z — 51)%(z — $2)? ( )
bzw. nach einer Umparametrisierung entsprechend (1.8)
Ay Ay By B, C
w' + < + > w + ( + + w =V,
(z—=s1)  (2—s2) (z—s1)?  (z=52) (2—s1)(z—s2)
(1.16)
wobei
a; = Ay + Ay, ag = — A5y — Assy,
as :B1+B2+C, ay = —23182—2B281 —CSl —CSQ,

as = Blsg + BQS% + 08182.
Die Indexgleichungen der Singularitdten ergeben sich geméf (1.9) und (1.11)

fiir z = 51 zu: AN+ (A — 1A+ B, =0,
fiir z = sy zu: AN+ (A — DA+ By =0,
fiir z = o0 zu: AN+ (A + Ay — DA+ B+ By +C =0.

Sind ay1, 092 (resp. ag1,an2) die charakteristischen Exponenten von s; (resp. s2)
und 31, (> diejenigen von 0o, so ergeben sich, da sie (bei 31, 35 bis auf Vorzeichen) per
Definition die Wurzeln aus den jeweiligen Indexgleichungen sind, die Beziehungen:

g toagp=1-4; a2 = By
g1 + Qg2 = 1-— A2 Qg 1002 9 = BQ (].].7)
Bi4+0Br=A1+A—1 P12 = B1 + By + C,

und man erhélt
Ai=1—0a;1 — o, B = a; 1049, C =102 — ar1012 — Q1099

(fiir : = 1, 2), so dass die zugehorige Fuchs’sche Differenzialgleichung (1.16)

1-— — 1-— —
I Q11 — Q12 i Qg1 — 022 o
(z —s1) (z — s9)

Q1001 2 Qg 1002 2 ﬂlﬁz — 011012 — Q109 2>
+ — + — + — — =~ Jw=0 (1.18
<<z Sy L P - (e (118)

lautet. Im Ubrigen erhélt man durch Addition der drei linken Gleichungen von (1.17)
die Fuchs’sche Relation o1 + a0 + o1 + oo + 51 + B2 = 1.
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Die Tatsache, dass eine Funktion w(z) eine Differenzialgleichung der Form (1.18)
erfiillt, wird mit dem Riemann’schen P-Symbol

S1 S9 o
w(z) =P app oaon Bz

Q19 Q29 62

ausgedriickt (vorbehaltlich der Voraussetzung, dass die Exponentensumme gleich 1
ist). Damit ist — wie gesehen — in eindeutiger Weise eine Riemann’sche Differenzi-
algleichung definiert. Ist co eine regulére Stelle und gibt es stattdessen eine weitere
Singularitdt s3 € C, schreibt man ebenso das P-Symbol, wenn gemeint ist, dass
eine Funktion w(z) die zugehorige Differenzialgleichung erfiillt.* Durch Anwendung
linearer Transformationen der unabhéngigen Variable oder auch durch bestimm-
te Transformationen der abhéngigen Variable gehen Riemann’sche Differenzialglei-
chungen wieder in Riemann’sche Differenzialgleichungen iiber. Dabei werden die
Singularitdten bzw. die charakteristischen Exponenten verdndert. Zusammengefasst
gilt:

Lemma 1.8. Fir k,l € C und fiir eine gebrochen-lineare Transformation v = v(z),
die (s1, 89, 83) auf (t1,te,t3) abbildet, gilt

Y s k ORI l S1 52 53 S1 S2 53
— 81 — 53
Pl ayp a1 azq =z =P| aq1+k a1 —k—-1 azi+1 =z
zZ — 89 zZ — 89

Q12 Qo2 Q32 arp+k aso—k—1 aza+l

bzw.
51 S9 53 t1 12 t3
P @11 Q21 Q371 2 =P Q11 Qg1 Q31 U
Q12 Q22 Q32 Q12 Q22 Q32
Beweis. Vgl. zum Beispiel [Rai64], §45, Theorem 27,28,29, S.156ff. O

4Sind oz und o o die charakteristischen Exponenten der Singularitit ss, lautet die zugehorige
eindeutig bestimmte Differenzialgleichung

l—ap—a12  1—ag1 -2  l—az1—ass

1" ) ) ) ) i) 3 /

w’ + + + w'+
Z— 81 Z — Sg Z — 83

L (rrona(s = s2)(s1 = ss) | aa0a(s2 —s1)(s2 —53) | asa0sa(ss —s1)(ss —s2) )
zZ— 81 z — 89 Z — 83
w

' (z—s1)(z — 82)(2 — 83) =0

Dies ist die Riemann-Papperitz’sche Differenzialgleichung (vgl. zum Beispiel [Rai64], §44, S.154fF.).
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1.1.5 Die Hypergeometrische Differenzialgleichung

Die Differenzialgleichung, welche durch das P-Symbol

0 1 00
w=P 0 0 a oz

l—v y—a—-p

gegeben ist, heifit Hypergeometrische Differenzialgleichung. Nach (1.18) entspricht
diese der Gleichung

1M+(u+;;fﬁ_7)w+(3§§5)w:0 (1.19)

Diese Gleichung mit ihren Fundamentalsystemen ist in der Literatur sehr intensiv
studiert worden: Sie wird in der Nahe von z = 0 formal durch die hypergeometrische
Reihe

- (@)k(B)k _x
1+; k!]EV)kkz

gelost (unter der Voraussetzung, dass v weder Null noch eine negative ganze Zahl
ist). In der Tat stellt die Reihe eine in |z| < 1 konvergente holomorphe Funktion
dar, die mit F'(a, 3;7;2) bezeichnet wird. Aufgrund von Symmetrieeigenschaften
des Riemann’schen P-Symbols und den oben erwéhnten Transformationsvorschriften
findet man ausgehend von F'(«, 3;7;z) noch 23 weitere Losungen in Umgebungen
von 0, 1 und oo (welche bereits im Jahre 1836 von KUMMER gefunden wurden).
Dabei miissen einige Bedingungen an die charakteristischen Exponenten gestellt
werden, damit diese Losungen definiert sind und damit man ein Paar finden kann,
welches auf ihrem gemeinsamen Definitionsgebiet ein Losungsfundamentalsystem
darstellt. In den Ausnahmeféllen treten logarithmische Terme auf (vgl. (1.7)). Diese
Situation wird bei [Rai64], §55 und §56, S. 188ff. behandelt.

Ist eine beliebige Riemann’sche Differenzialgleichung gegeben, deren Integrale man
bestimmen mochte, kann man sie durch eine gebrochen-lineare Transformation der
unabhéngigen Variable sowie durch bestimmte Transformationen der abhingigen
Variable in eine hypergeometrische Differenzialgleichung umformen, deren Funda-
mentalsysteme - wie gerade beschrieben - bekannt sind. Durch ein Riickgéngigma-
chen der Transformation erhélt man schlieflich Fundamentalsysteme der zu l6senden
Riemann’schen Differenzialgleichung.

Ein ausfiihrliches Studium der Losungen der hypergeometrischen Differenzialglei-
chung findet man zum Beispiel bei [WhWa63|, Chapter XIV, S. 281ff.
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1.2 Konfluenz

Unter dem Begrift Konfluenz versteht man das Zusammenlaufen zweier oder meh-
rerer Singularitéiten einer Differenzialgleichung. Im Allgemeinen entsteht dabei aus
zwei reguldren Singularitdten eine irreguldre Singularitit. Ganz wesentlich ist hier-
bei das Verhalten der {ibrigen Parameter der Differenzialgleichung, wie das folgende
einfache Beispiel zeigt:

Beispiel 1.9. Die allgemeine Familie Fuchs’scher Differenzialgleichungen erster Ord-
nung mit zwei endlichen Singularititen ist gegeben durch

a1z + ag
w' + w = 0.
(z —s1)(z — $9)

Der Parameterraum ist C*\7 mit 7" := {s; —sy = 0}. Konfluenz der beiden endlichen
Singularitéiten bedeutet nun, den Parameterraum nach T fortzusetzen. Es entstehen
in T" Differenzialgleichungen der Form

, a1z +as

MET =0,
(z — 51)2w

Fir Parameter aus
TNHa =1,a9 =—s1} U{a; = ay =0})

bleiben die zugehorigen Differenzialgleichungen offenbar vom Fuchs’schen Typ. Fiir
Parameter aus dem Komplement dieser Untervarietiit des C* wird die Singularitt
irregulér.

Das Standardbeispiel fiir das Zusammenlaufen zweier Singularitdten, von denen eine
in z = oo liegt, wird durch die hypergeometrische Differenzialgleichung gegeben:

1.2.1 Die Konfluente Hypergeometrische Differenzialglei-
chung

Es sei 8 # 0. Die hypergeometrische Differenzialgleichung (1.19) werde transformiert

B
l+a+p)r—~0 af

u”—l—(( W+ ————— ) u=0. 1.20

o) ) 120

Fiir o, 8,7 € C}3\ T mit T := {8 = 0} wird so eine Fuchs’sche Differenzialglei-

chung mit zwei endlichen und einer in oo liegenden Singularitiit gegeben®. Diese

durch x = fz. Setzt man u(x) = w(%), erhélt man die Gleichung

SFiir 8 = 0 ist diese Differenzialgleichung — wie gleich angefiihrt wird — zwar auch vom
Fuchs’schen Typ. Sie geht dann aber nicht durch eine lineare Transformation aus einer hyper-
geometrischen Differenzialgleichung hervor.
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Differenzialgleichung werde nun durch den Abschluss des Parameterraums C* \ T
in C x C x C fortgesetzt. Dabei ist C = C U {oo} als Einpunktkompaktifizierung
von C zu verstehen. Die Fortsetzung nach T' (also § = 0) liefert die Fuchs’sche

Differenzialgleichung
14+«

T

u” + u = 0.

Aus (1.20) folgt fiir 5 # 0

Y «
w4+ | = w4 | ——— | u=0, (1.21)

und fiir § — oo erhélt man die so genannte konfluente hypergeometrische Differen-

zialgleichung
T = Zu=0 (1.22)
x x

u// _|_

mit einer irreguldren Singularitét in oo (fiir alle v, a).
Nach Lemma 1.8 ist Gleichung (1.20) die zu

0 I} 00

u=P 0 0 a x (1.23)
l—y y—a—-0 f

gehorende Fuchs’sche Differenzialgleichung. Mit der nach oo laufenden Singularitét
gehen also auch zwei der Exponenten nach oo.

Man kann allgemein die Frage stellen, ob die zu

0 15} o0
Pl ani(B) a(B) aszi(B) = (1.24)
Oé1,2(5) 042,2(5) 043,2(5)

gehorenden Fuchs’schen Differenzialgleichungen fiir 3 — oo in 2 = oo irregulér
werden kénnen, wenn limg_,o o ;() € C existiert (fiir alle 4, j). Nach (1.17) lautet
die zugehorige Differenzialgleichung

v (1—a11(B) —a208)  1—a1(B) —a2200))
o (el e Bl ) o
az,1(B)az2(8) . az1(B)as2(8) — ar1(B)ai2(8) — 042,1(5)042,2(3)> w =0
(z - B)2 2(z—f) '

+

+(01,1(ﬂ)01,2(ﬂ)

22

Gilt etwa o, ;(5) ey &;; € C, erhélt man fiir § — oo die Differenzialgleichung

" ) ) / ’ ’

w U):O,

z 22
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die ganz offensichtlich in z = 0 und z = oo regulédre Singularitdten hat. Damit durch
Konfluenz irregulére Singularitidten entstehen, ist es also notwendig, dass einige (we-
gen der Fuchs’schen Relation mindestens zwei) Exponenten unbeschriankt sind. Die
betrachteten Familien sind also im Allgemeinen nicht isomonodrom (vgl. [Sab02],
§16, S.561f.).

1.2.2 Entartung und Unbestimmtheit

Am Beispiel der hypergeometrischen Differenzialgleichung kénnen zwei weitere
Phénomene beobachtet werden, wenn man den Parameterraum C3 \ T in C’ ab-
schlieBt. Im Folgenden wird C mit dem komplex-projektiven Raum P¢ identifiziert.
Die Koordinaten vom kartesischen Produkt (P{)? = PL x Pt x P{ werden mit
(cvg 1, Bo i 1,70 : 1) bezeichnet. Als komplexe Mannigfaltigkeit wird (P&)? durch
8 Karten iiberdeckt. (P¢)? ist vermoge der Einbettung C* — (Pg)3,

(@, 0,7) = (1, 1:6,1:7)

als Kompaktifizierung des Parameterraums zu verstehen. Homogenisiert man die
Differenzialgleichung (1.20), indem man («,f,7) durch (3—(1), g—;, %) ersetzt, so
schreibt sie sich in der Form
u,,+((0405070 + a1 8070 + Brawyo)T — ’Ylﬁl%) u'—i—( a1 B ) w=0. (1.25)
oo (Bor — B1) o (for — B1)

In der Karte ag = (51 = 7 = 1 erhédlt man fiir fy = 0 (natiirlich) die konfluente
hypergeometrische Differenzialgleichung (1.22).
In der Karte oy = 31 = 9 = 1 schreibt sich die Differenzialgleichung in der Form

" (0B + Bo + ap)r — 71610) p ( 1 ) _
v ( aor(foxr — 1) wr apr(for — 1) u=0,

und man sieht, dass im Punkt (ag, 8y, 71) = (0, 1,0) die beiden Koeffizienten nicht
definiert sind (denn die Nenner werden Null). Um diesem Punkt im Parameterraum

trotzdem eine Differenzialgleichung zuzuordnen, kann man die Differenzialgleichung
mit dem Nenner multiplizieren, so dass man

(aoz(Bor — 1))u" + ((aofBo + Bo + ag)x — Y1) v’ +u =0

erhilt. Fur den Punkt (ag, 8o, 71) = (0,1,0) erhélt man auf diese Weise eine (in
diesem Fall Fuchs’sche) Differenzialgleichung niederer Ordnung

1
u=0.

xu +u=0 bzw. u + =
x
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Wenn man Gleichung (1.25) in der Karte ag = By = 71 = 1 betrachtet, also
an ((’70 + 170 + B170)T — ﬁl) o+ ( 101 ) I
Yoz(z — fr) w(z — br) ’

stellt man fest, dass etwa fur (aq,31,7%) = (1,0,0) sowohl Zéhler als auch Nenner
des ersten Koeffizienten Null werden. Um diesem Punkt eine Differenzialgleichung

zuzuordnen, kénnte man wie eben verfahren und die Gleichung mit dem Nenner
~Yox(x — 1) multiplizieren. Dann erhélt man die Gleichung ,,0 = 0“ und es ist die
Frage zu beantworten, ob dies noch als Differenzialgleichung im klassischen Sinne
bezeichnet werden kann.® Eine andere Moglichkeit, dem Punkt (o, 81,70) = (1,0,0)
eine Differenzialgleichung zuzuordnen, besteht darin, die Koeffizienten der Differen-
zialgleichung als rationale Funktionen in «q,3; und 7, aufzufassen, also als Ele-
mente aus (Cz])(aq, £1,70). Verschwinden das Zahler- und Nennerpolynom einer
rationalen Funktion in einem Punkt, spricht man von einer Unbestimmtheitsstel-
le. Im einfachen Fall der Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten (d.h.
man hat keine Abhéngigkeit von x, die Koeffizienten lassen sich etwa als rationale
Funktionen in den Parametern tiber C auffassen), kann man den Parameterraum in
der Unbestimmtheitsstelle aufblasen. Als Beispiel betrachte man w’ + %w = 0. Fiir
(a, ) = (0,0) liegt eine Unbestimmtheitsstelle des Koeffizienten vor. Die Aufbla-
sung Bly(C?) € C? x PL des Nullpunkts von C? ist definiert als Nullstellenmenge
der Gleichung aeg — Be; in C* x P¢ (wobei €g,6; die homogenen Koordinaten des Pg
bezeichnen). Anschaulich wird dabei der Nullpunkt durch P{ ersetzt, wobei jeder
Punkt des P{ einer Richtung entspricht, die in den Nullpunkt des C? fiihrt (vgl.
» Wendeltreppe“ in [Har77], §1.4, S.28ff.). In der Karte ¢y = 1 hat man somit eine
Menge von Differenzialgleichungen der Form w’ + e;w = 0 mit ¢ € C gewonnen
(in der Karte ¢ = 1 erhdlt man die in ¢, = 0 entartende Differenzialgleichung
w' + w =0).

Da Fuchs’sche Differenzialgleichungen keine konstanten Koeffizienten besitzen
kénnen (mit Ausnahme von w™ = 0), muss eine andere Moglichkeit der Be-
schreibung von Unbestimmtheitsstellen gefunden werden. Das blofle Ersetzen des
Korpers C durch den nicht algebraisch abgeschlossenen Korper C(x) erweist sich als
nicht zweckméfig. An dieser Stelle sei auf Kapitel 2.2.1 verwiesen, wo einer Familie
Fuchs’scher Differenzialgleichungen ein ,,Graph®“ zugeordnet wird.

Eine Familie von Differenzialgleichungen definiert durch ihre lokalen Lésungsraume
eine Familie lokaler Systeme. Zum Schluss dieses Abschnitts soll der Frage nach-

SE. L. Ince schreibt in [Inc56], S. 3: ,It is to be understood, however, that the differential
equation is not an identity.“ Dies wiirde allerdings auch den Fall ,w=0¢ als Differenzialgleichung
ausschliefen. Die Keime von Losungsfundamentalsystemen der betrachteten Differenzialgleichun-
gen n-ter Ordnung definieren C-Vektorrdume der Dimension n (man hat zu vorgegebener Diffe-
renzialgleichung ein lokales System vom endlichen Rang n). Die Gleichung ,,0=0* definiert keinen
Losungsraum in diesem Sinne.
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gegangen werden, inwieweit die bei einer Fortsetzung der Differenzialgleichung auf-
tretende Entartung (durch Multiplikation mit dem null-werdenden Nenner) mit der
Fortsetzung der Familie lokaler Systeme konform geht.

Bei Differenzialgleichungen mit konstanten (von z unabhéngigen) Koeffizienten aus
C(aq,...,ar), welche nach Multiplikation mit dem Hauptnenner der Koeffizienten
die Form Y7  pi(as,...,ag)w™ " = 0 annehmen, ist dies unmittelbar klar: Ist £
die Menge der Parameter, bei denen die Differenzialgleichung entartet, also

E:={(a,...,ar) € C* py(as,...,ag) = ... =p;(@,...,ag) =0
und p;i1(as,...,ag) # 0 fiir ein j < n},

so kann man die Losung der Differenzialgleichung fiir Parameter aus dem Komple-
ment von E durch Auflésen der charakteristischen Gleichung

> pilar, ..., a) AT =0 (1.26)
=0

nach A bestimmen. Die Nullstellen der charakteristischen Gleichung fithren zu einem
Losungsfundamentalsystem der Differenzialgleichung, welches aus ganzen Funktio-
nen der Form w(z) = 2*e** k € Ny besteht (vgl. [Her75], Satz 3.3, S.92). Man hat
so eine Familie von Losungsfundamentalsystemen, die durch das Komplement von
E parametrisiert ist. Die Gleichung (1.26) definiert eine Varietiat in C" x C, wel-
che die Faser eines Punktes (ai,...,a,) € E C C" (beziiglich der Projektion nach
C") in hochstens n — 7 — 1 Punkten (mindestens aber in einem Punkt) der Form
(@1, ..., a,, 5\) schneidet. Da die A Losungen von

n

> pilas, .., a,) A" =0

i=j+1

sind, fithrt die Fortsetzung des Losungsfundamentalsystems in einen Punkt
(@1,...,a,) von E zu einem Losungsfundamentalsystem der , entarteten Differen-
zialgleichung Y7 ;) pi(di, ... L d ) w) = 0.

Betrachtet man nun eine Familie von Differenzialgleichungen, deren Koeffizienten
von z abhéngen, entstehen durch die Entartung im Allgemeinen neue Singularitéten.
Als Beispiel betrachte man die Differenzialgleichung
2
z z 1
w/// + —’LU” + _w/ +—w=0

a 6a 6a
mit der unabhéngigen Variablen z und dem Parameter a € C*. Da die Koeffizienten
in z iiberall holomorph sind, sind auch die Lésungen ganze Funktionen. Insbesondere
hat man also in z = 0 eine durch a € C* parametrisierte Familie von Losungsraumen,
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die aus ganzen, unverzweigten Funktionskeimen besteht. Durch Multiplikation der
Gleichung mit a erhélt man die Differenzialgleichung
n 2 N

+ Ll tu=o
aw AN —2W —w =
6 6 ’

die durch a — 0 fortgesetzt wird zur Euler’schen Differenzialgleichung

1 1
2,1 1
7w 4+ —zw + —w =0,

6 6
deren Losungsraum in einer Umgebung des Nullpunktes durch das Fundamentalsy-
stem wy(z) = 22, wy(z) = 23 gegeben ist. Jeder Losungskeim im Nullpunkt ist also
verzweigt. Schon aus Stetigkeitsgriinden kann eine Familie holomorpher Funktions-
keime nicht zu einem verzweigten Funktionskeim fortgesetzt werden.

Durch Multiplikation mit dem Nenner, welcher fiir einen bestimmten Parameter
verschwindet, kann die Familie von Differenzialgleichungen also fortgesetzt werden
zu einer Differenzialgleichung niederer Ordnung. Wie das obige Beispiel aber zeigt,
ist das so entstehende lokale System nicht als Fortsetzung der gegebenen Familie
lokaler Systeme zu verstehen.

1.2.3 Weitere konfluente Differenzialgleichungen

Neben der konfluenten hypergeometrischen Differenzialgleichung sind zahlreiche in
der mathematischen Physik auftretende lineare Differenzialgleichungen von zweiter
Ordnung und nicht vom Fuchs’schen Typ, beispielsweise die

e Bessel’sche Gleichung: 2?w” + 2w’ + (22 — n*)w = 0
e Mathieu’sche Gleichung: w” + (a + k* cos*z)w = 0

e Hermite-Weber’sche Gleichung: w” + (n+ 3 — $2%)w =0
e Stokes’sche Gleichung (ein Spezialfall der Bessel’schen Gleichung):

2w’ + 2w + (22— Hw = 0.

Im Jahr 1894 ist es KLEIN und BOCHER (in [Kle94], [Boc94|) gelungen zu zeigen,

dass diese (und weitere nicht fuchssche) Differenzialgleichungen durch Konfluenz

von einer oder mehreren Singularititen der allgemeinen Familie zweiter Ordnung

mit vier endlichen und einer unendlichen Singularitit entstehen, deren charakteri-
1

stische Exponenten einer jeweiligen Singularitit sich um 5 unterscheiden (die ent-

sprechende Differenzialgleichung, die inklusive Singularitdten durch 11 Konstanten
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parametrisiert wird, heiit verallgemeinerte Lamé’sche Gleichung)’. Eine Charakte-
risierung der durch Konfluenz entstehenden Differenzialgleichung erfolgt durch (a)
die Anzahl der reguléren Singularitéiten mit Exponentendifferenz 3, (b) die Anzahl
der anderen reguldren Singularititen sowie (c¢) die Anzahl der irreguldren Singu-
laritédten. Die Bessel’sche Gleichung ist etwa durch das Tripel (0,1, 1) klassifiziert.
Auch die Lamé’sche Gleichung

und die Legendre’sche Gleichung

(1—22)w" — 22w + (n(n+1) — Jw =0,

1—22
welche beide vom Fuchs’schen Typ sind, lassen sich durch Konfluenz aus der
verallgemeinerten Lamé’schen Gleichung erzielen. Eine sehr ausfiihrliche Erérterung
findet man bei [Inc56], Chapter 20, S.494ff.

Der Begrift ,Konfluenz“ bedeutet das Zusammenfliefen von Singularitéiten. In
der klassischen Literatur wird hierzu der Parameterraum einer Familie von Dif-
ferenzialgleichungen in einem Raum abgeschlossen, der durch eine Ein-Punkt-
Kompaktifizierung einer oder mehrerer Koordinaten hervorgeht (s.o.). Im Unter-
schied zu diesem klassischen Vorgehen wird im néchsten Kapitel ein Verfahren
zur Fortsetzung von (Fuchs’schen) Differenzialgleichungen vorgeschlagen, bei wel-
chem der Parameterraum formal erweitert und anschlieBend in einem , bi-gewichtet-
projektiven“ Raum (damit ist das kartesische Produkt zweier gewichtet-projektiver
Réume gemeint) abgeschlossen wird. Das dritte Kapitel beschéftigt sich mit der
Fortsetzung der hypergeometrischen und der allgemeinen Riemann’schen Differenzi-
algleichung zweiter Ordnung mit zwei endlichen Singularitéten nach dieser Methode.

"Um die oben aufgefiihrten Gleichungen zu erhalten, miissen gegebenenfalls noch Transforma-
tionen der Parameter und der unabhéngigen Variablen durchgefiihrt werden.
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Kapitel 2

Kompaktifizierung des
Parameterraums

2.1 Bi-gewichtet-projektive Varietiten

2.1.1 Der bi-gewichtet-projektive Raum und bi-quasi-
homogene Polynome

Es seien p = (po,...,px) € N1 q = (qo,...,q) € N*! Gewichtungsvektoren mit
Po = qo = 1. Es sei IP’f, X IP’f]l das kartesische Produkt zweier gewichteter, komplex-
projektiver Radume (im Folgenden als , bi-gewichtet-projektiver Raum* bezeichnet),
deren quasi-homogene Koordinaten mit (ag : ... : ax) bzw. (b : ... : b;) bezeichnet
werden.

Auf den Polynomringen Clay, ..., ax] bzw. Clby, ..., 0] werde durch die folgenden,
endlich-dimensionalen C-Vektorrdume

o— o «
Clag, - - .,ax)q == { g Caprar @0 AL | Cag.on € C, g,...,ap > 0}

poaot...+prag=d

bzw.

@[bo,...,bl}e::{ > o’ U] cp ﬁkec,@o,...,ﬁ,zo}

qoBo+...+qB=e

jeweils eine positive Graduierung erklart (mit d,e € Z und Clay, ..., axlq = 0 fiir
d < 0 und Clby,...,b]. =0 fiir e < 0), d.h. es gilt

C[ao,...,ak] = @(C[ao,...,ak]d bzw. C[bo,...,bl] :@C[l)o,...,bl]e

19
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und
Clao, . - ., ak)a, - Clao, - .., axla, C Clag, ..., akla,+d,
bzw.
Clbo, - -, biler - Clbos - - s biley © Cloos - - - s bilerres.
Die Elemente von Clay, ..., aglq (bzw. Clby, ..., b].) heiBen quasi-homogene Poly-

nome vom Grad d (bzw. e) beziiglich der Gewichtung p (bzw. q).

Auf dem Polynomring Clay, . .., ax, by, . . ., b;] wird vermoge

C[Go,...,ak,bo,...,bl]

12

(C[a0> <. 7ak] ®c C[b()? <. 7bl]

~ @ C[a(), ceey CLk]d ®(C @ (C[bo, . ,bl]e
d€eZ e€EL
~ @ ((C[(lo,...,ak]d ®(c C[bo,...,bl]e)
d,e€Z
eine Bi-Graduierung erklart. Ein Element aus Clay, ..., axla ®c Clby, . .., b, heiit

bi-quasi-homogenes Polynom vom Grad (d,e) beziiglich der Gewichtungen p
und q. Ein solches bi-quasi-homogenes Polynom ist aufgefasst als Polynom in
(Clbo, - .., bi])ao, . ..,ax] beziiglich p quasi-homogen vom Grad d. Ebenso ist es
aufgefasst als Polynom in (Clay, ..., ax])[bo, - . ., bi] beziiglich q quasi-homogen vom
Grad e. Ein bi-quasi-homogenes Polynom F' vom Grad (d,e) beziiglich p und q
erfiillt fir A\, u € C:

F(M\Pag, ... NPray, uby, ..., u%by) = XNuF(ag, .. ., ax, by, ..., by). (2.1)

Aus diesem Grunde sind Nullstellen von bi-quasi-homogenen Polynomen in IP”;, X IP’fl
wohldefiniert. Eine Teilmenge X C IP’I“, X Pg wird im Folgenden als bi-gewichtet-
projektive (algebraische) Varietit bezeichnet, falls es beziiglich der Gewichtungs-
vektoren p und q bi-quasi-homogene Polynome Fi, ..., F,. € Clay, ..., ax, bo, ..., b
gibt, so dass sich X als Losungsmenge des Gleichungssystems

F,=0 (i=1,...,7)

in ]P”I‘; X ]P’lq schreiben lédsst. Beliebige Vereinigungen und endliche Durchschnitte bi-
gewichtet-projektiver Varietdten sind wieder solche. Die bi-gewichtet-projektiven
Varietdten sind die abgeschlossenen Mengen einer Topologie 7 auf ]P”Ig X Pg. An

spaterer Stelle werden affine Varietédten beziiglich dieser Topologie abgeschlossen
(vgl. Kapitel 2.1.3).
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2.1.2 Bi-quasi-homogene Ideale

Lemma 2.1. In der Situation des letzten Abschnitts sei I C Clay, ..., ag, bo, ..., b
ewn Ideal. Es ist dquivalent:

(1) I wird von bi-quasi-homogenen Polynomen erzeugt.

(2) Ist f = Zd,e fae die Zerlegung eines Polynoms f € I in bi-quasi-homogene
Komponenten fy. vom Grad (d,e), so ist fg. € I fir alle d,e € Z.

Ein Ideal, welches diese &dquivalenten Bedingungen erfiillt, wird als bi-quasi-
homogenes Ideal bezeichnet.

Beweis.
(1) = (2) Da Clag,...,ax,bo,...,b] auf Grund des Hilbert’schen Basissatzes
noethersch ist, wird I von endlich vielen bi-quasi-homogenen Polynomen ¢y, ..., g.

erzeugt. Fiir jedes i = 1,...,7 sei (d;, e;) der Grad des Erzeugers g;. Ist f € I, so
gibt es Polynome ¢;, so dass f = >, p;g; ist. Ist ¢, = de Pide die Zerlegung
von ¢; in bi-quasi-homogene Komponenten vom Grad (d, e), so hat man

f = Zzwi,d,e G-

=1 d,e

Nun ist jeder Summand ¢; 4. - g; bi-quasi-homogen vom Grad (d+d;,e+e¢;) und in [
enthalten. Fasst man diejenigen Summanden mit gleichem Grad zusammen, so erhélt
man die bi-quasi-homogenen Komponenten von f, welche Linearkombinationen der
g; und somit in I enthalten sind.

(2) = (1) I wird von endlich vielen Polynomen erzeugt (da Claq, ..., a, b, ..., b]
noethersch ist). Jede bi-quasi-homogene Komponente eines jeden Erzeugers liegt
nach Voraussetzung in I. Somit bilden sédmtliche bi-quasi-homogenen Komponenten

der Erzeugenden von I ebenso ein Erzeugendensystem von I. O]
Fiir ein Polynom f € Clay,...,ax,b1,...,b] wird die Bi-Quasi-Homogenisierung
f* € Clag, a1, ..., ax by, by, ..., bl beziiglich der Homogenisierungsvariablen ay und

by und beziiglich der Gewichtungsvektoren p und q wie folgt definiert:

e e a a b b
f*(ao,...,ak,bo,...,bl) = Clg 9a(f) bg 901 : f (Tlla--'aTi;Tlla-"a_qll) ) (22)
a, ay” " by by
wobei mit deg,(f) der beziiglich p gewichtete (Total-)Grad von f, aufgefasst als
Polynom in den a-Variablen mit Koeffizienten in C[by, ..., b, gemeint ist (degy(f;)
analog). Offensichtlich ist f* bi-quasi-homogen vom Grad (deg,(f), degy(f)).

Ist I C Clay,...,ag,by,...,b) ein Ideal, so wird seine Bi-Quasi-Homogenisierung I*
definiert als
I = <f*‘ f€I> QC[CLOa"'aakabOa"'?bl]' (23)
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Fiir ein Polynom f € Clao,...,a, bo, ..., b] sei

f*(al,...,ak,bl,...,bl) = f(l,al,...,ak,l,bl,...,bl) E(C[al,...,ak,bl,...,bl].

(2.4)
Ist f bi-quasi-homogen, so heifit f, die Dehomogenisierung von f.
Sei I C Clag, . .., ax, by, - . ., by ein bi-quasi-homogenes Ideal. Die Dehomogenisierung
von [ ist definiert als das Ideal
[* :<f*’ f€I>:{f*’ fel} QC[al,...,ak,bl,...,bl]. (25)

Lemma 2.2.

a) Fir f € Clay,...,a,b1,...,0] gilt: (f*). = f.

b) Fiir ein bi-quasi-homogenes f € Clag, . .., ag, by, ..., b gilt: Es gibt natirliche
Zahlen p,v € N, so dass apby(f.)* = [ ist.

C) Furf,gG(C[ao,,ak,bo,, ]gdt (fg) _f*g*

d) Fir f,g € Clay,...,ag,by,....b] gilt: (fg)" = f*g".

Beweis. a) und c) sind klar. d) gilt aufgrund der (gewichteten) Gradformel

degq(fg) = dega(f) + dega(g) bzw. degy(fg) = degy(f) + degs(g). le b): Es sei-
en u,v diejenigen ganzen Zahlen, mit denen f die Form f = afbf - f hat, wobei
f weder durch ag noch durch by teilbar ist. Dann ist zu zeigen, dass f = (f.)* ist.
Zunéchst stellt man fest, dass gilt:

dega(f) = pu+dega(f),  degy(f) =v+degy(f) und dega(f) = dega(f.).

Aufgrund der Gleichungen (2.2) und (2.4) sowie (2.1) gilt:

aq Qe bl bl
<) (ag, ..., ax, b, ..., b = qldegall)pdegu(F) | ¢ L
(f) ( 0 k>, Y0 l) 0 0 f aj(r)n agk bg1 bgz
dega (f) 1, degs(f) Ak by bi
=a b . 1, ey A=
0 0 f< a151 a}gk bgl bgl

_ dega(f)bdegb(f) dega(f)badegb(f) . f(ao’ Lk, g, - 7bl)

:a(;“bo -f(ao,...,ak,ao,...,bl)

:f(ao,...,ak,ao,...,bl).
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Bemerkung 2.3. Ist I = (g1,...,9,) C Clay,...,ax, by,...,b] ein Ideal, so ist seine
Bi-Quasi-Homogenisierung 7* im Allgemeinen nicht identisch mit dem Ideal

"= (97, 95,

welches von der Wahl der Erzeugenden g, ..., g, abhidngt. Es gilt nur die Inklusion
I* D I". Zum Beispiel betrachte man in Clay,b;] das Ideal I = (a by, a? — by).
Beziiglich der Gewichtungsvektoren p = q = (1, 1) ist I" = (a;by, a3by — a2b;). Das
Polynom b7 liegt in I, denn b = a; - a;by — by - (a? — by). Die Bi-Homogenisierung
von b? ist b und liegt (definitionsgemiB) in I*, nicht aber in I".

2.1.3 Abschluss einer affinen Varietit in IP’?, X Pﬁl

Man betrachte die Einbettung
Ck+l(—>]P’l;><]P’fl, (@1, .. ak,01,...,0) — (Lray ... cag, 1:by .. 0 hy).

Beziiglich der Topologie 7 (vgl. Kapitel 2.1.1) liegt C**! offen in Pf, X Pg, denn CF*!
ist das Komplement von {agby = 0}.

Es sei V C C**! eine affine Varietit, die beziiglich der oben beschriebenen Topologie
in ]P’f) X ]P’i1 abgeschlossen werde. Dieser bi-gewichtet-projektive Abschluss von V' wird
mit V bezeichnet.

V' werde durch ein Gleichungssystem
fi=0, +=1,...r, fi6@[&1,...,ak,b1,...,bl]

gegeben. Es sei V" (abgeschlossene) Losungsmenge von ff = 0(i = 1,...,7) in
IP”;’; X [P’il. Offensichtlich gilt V* N Ck* = V. Da V der Abschluss von V ist, gilt
V C V" und somit V N CF = V. Also enthilt V auBer V nur noch ,unendlich
ferne“ Punkte in der Hyperebene {agby = 0}.

Es bezeichne Z(V') jenes Ideal, welches von allen bi-quasi-homogenen Poly-

nomen aus Clag,...,ax, bo,...,b], die auf V verschwinden, erzeugt wird. Da
Clao, . .., ax, bo, - .., b;] noethersch ist, wird Z(V) von endlich vielen Polynomen
fi,..., f, erzeugt, die als bi-quasi-homogen angenommen werden koénnen. Der

néichste Satz besagt nun, dass dieses Ideal nichts anderes ist als die Bi-Quasi-
Homogenisierung des Ideals Z(V).

Satz 2.4. Sei V. C CF' eine nicht-leere affine Varietit und V ihr bi-gewichtet-

projektiver Abschluss. Dann gilt: Z(V') = Z(V)*.
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Beweis. Dieser Satz ist im Wesentlichen eine Anwendung von Lemma 2.2.

,C“ Das Ideal Z(V) werde von den bi-quasi-homogenen Polynomen fi,...,f. €
Clag, - - -, ax, bo, . .., by erzeugt. Da V. C V, gilt (fi).]V = 0, dh. (f;). € Z(V).
Daraus folgt ((fi).)* € Z(V)*. Lemma 2.2 b) liefert ganze Zahlen p,v mit f; =
apby - ((fi)«)*. Deshalb ist auch f; € Z(V)*.

LD Es ist

ZV) = {f1feZ(V)

ein endlich erzeugtes Ideal. Sind f;, ..., fi Erzeugende, so verschwindet jedes f; €
Z(V) auf V. Die Bi-Quasi-Homogenisierungen f;* verschwinden per Definition auf der
abgeschlossenen Menge V" := V((f},..., f)) C Pt xPL. DaV C V" verschwinden
alle f insbesondere auf V', d.h. ff € Z(V),i=1,...,s. O

2.2 Fortsetzung von Familien Fuchs’scher Diffe-
renzialgleichungen

Die allgemeine Familie Fuchs’scher Differenzialgleichungen der Ordnung n mit m > 0
endlichen Singularitiaten {si,...,s;} hat nach Satz 1.5 das Aussehen

Pt (zz o hn(2) w
g(2)"~ g(z)"
wobei g(z) = (2 — s1)...(2 — s5,,) und h; ein Polynom in z hochstens vom Grad
j(m — 1) ist. Die allgemeine Familie wird also realisiert durch m + N Parameter

(ndmlich den m Singularitdten und den N := (m — 1)@ +n Koeffizienten der h;,

h’l (Z) w(n—l) +

(n)
w4
9(z)

=0, (2.6)

vgl. Korollar 1.6). Da die Singularititen s, ..., s, paarweise voneinander verschie-
den sein miissen (sonst hétte die Differenzialgleichung irregulére Singularitéten), ist
der zugehorige Parameterraum X gegeben durch

X = (C"\{si—s;=0| i#j})xC".

Gegeben sei nun eine spezielle Familie Fuchs’scher Differenzialgleichungen: Die Sin-
gularitéten sy, ..., s,, sowie die Koeffizienten h;, der Polynome h; = ig_l) hjy 2"
seien polynomial parametrisiert durch die Variablen ay, ..., ag. Der Parameterraum
der vorgegebenen Familie sei

S:=Ch\ (U {si(a,...,ar) — s;(a1,...,ag) = 0}>

i

Ist beispielsweise die transformierte hypergeometrische Differenzialgleichung (1.20)
vorgegeben, so hat man als Parametrisierung: s; = 0, sy = ag, hio = —azaq,
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hip = 14 a1 +az, hyy = ajaz, ha1 = heo = 0. Ihr Parameterraum ist also

S =C*\ {ay = 0}.

Der Parameterraum S einer Fuchs’schen Familie ist Zariski-offen in Cf, denn er
ist das Komplement von endlich vielen Hyperflichen. Da nicht-leere Zariski-offene
Teilmengen einer Varietét stets (Zariski-)dicht in dieser liegen, ist der Abschluss von
S in C# gleich C®. Setzt man die Familie in die Punkte {s; = s;} fort, so entstehen
im Allgemeinen (im Endlichen liegende) irreguldre Singularitéten (vgl. Beispiel 1.9).

Ziel der weiteren Uberlegungen ist es, den Parameterraum S zu kompaktifizieren,
also in einem kompakten Raum abzuschliefen und den neu hinzukommenden, un-
endlich fernen Punkten Differenzialgleichungen zuzuordnen, welche als Fortsetzung
der Familie von Differenzialgleichungen zu verstehen sind.

In diesem Kapitel wird eine Vorgehensweise zur Fortsetzung von Differenzialglei-
chungen vorgeschlagen, die sich an der Fortsetzung rationaler Funktionen orientiert.
Im Anschluss werden Hilfsmittel zur Berechnung der neu entstehenden Differenzi-
algleichungen (wie Primardekomposition, Grobner-Basen und Eliminationstheorie)
bereitgestellt. Im dritten Kapitel wird dies auf konkrete Situationen angewendet
und der Frage nachgegangen, welche Punkte im Abschluss des Parameterraums
zu Fuchs’schen Differenzialgleichungen bzw. Differenzialgleichungen mit irreguléren
Singularitéiten fiithren.

2.2.1 Der ,,Graph® I' einer Familie von Differenzialgleichun-
gen und sein Abschluss I’

Fortsetzung von Familien von Differenzialgleichungen mit konstanten Ko-
effizienten

Die Koeffizienten einer Familie von Differenzialgleichungen (2.6) sind rationale Funk-
tionen in C(z,aq,...,ag). Zur Motivation der Vorgehensweise bei einer Fortsetzung
dieser Familie betrachte man zunéchst den Fall einer Differenzialgleichung erster
Ordnung mit (in z) konstantem Koeffizient' aus C(ay, ..., ag):

h(ab s ,(IR)

w' + pw =0, =play,...,agr) = —mm8=. 2.7
p p=pla R) (@ an) (2.7)

Die Fortsetzung dieser Familie beziiglich der Einbettung

CR — PR, (a1,...,ag)— (1:ay:...:aR)

!Dies sind im Allgemeinen keine Fuchs’schen Differenzialgleichungen, denn in z = oo liegt eine
irregulére Singularitét vor.
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beschrénkt sich auf die Fortsetzung der rationalen Funktion p. Dies geschieht, indem
man Zéhler- und Nennerpolynom von p homogenisiert und dies dann in den Karten
des P betrachtet.

Es treten (in diesem Fall bereits iiber dem endlichen (affinen) Teil des Parameter-
raums) zwei Phdnomene auf:

1) p kann Polstellen haben, in welchen der Nenner Null und der Zahler ungleich
Null ist. Fiir die Differenzialgleichung aus (2.7) bedeutet dies eine Entartung in dem
Sinne, dass durch Multiplikation mit dem Nenner von p eine Differenzialgleichung
geringerer Ordnung entsteht, in diesem Fall die Differenzialgleichung 0-ter Ordnung
w = 0.

2) p kann Unbestimmtheitsstellen haben, in denen sowohl Nenner als auch Z#hler
Null sind. Der rationalen Funktion p lésst sich in diesen Stellen kein eindeutiger Wert
zuordnen. Somit kann einer solchen Unbestimmtheitsstelle auch nicht eindeutig eine
Differenzialgleichung zugeordnet werden.

Um Eindeutigkeit zu erhalten, erweitert man den Parameterraum, indem man den
Graphen von p = %

F:{(al,...,aR,bl) GCRJrl‘ g(al,...,aR)-bl—h(al,...,aR):O} (28)

betrachtet. Dieser erweiterte Parameterraum ist eine affine Varietdt in C#+' und
kann zu I' abgeschlossen werden in P# x P! (beziiglich der Topologie 7, vgl. Kapitel
2.1.1). Es seien (ag : ... : agr, by : b)) die bi-homogenen Koordinaten von P# x P!
und 7, bzw. 7, die jeweiligen Projektionen.

CE Pk
‘R /
T
/ x
C! . Pl

Bei diesem Diagramm sind die horizontalen Pfeile die Inklusionen und die diagonalen
Pfeile die entsprechenden Projektionen (wobei 7,|r = 7, und 7,|r = m, gilt).

Jeder Punkt der bi-homogenen Varietéit I' fithrt durch Projektion auf P' in ein-
deutiger Weise zu einer Differenzialgleichung w' + %w = 0 bzw. byw' 4+ byw = 0.
Polstellen von p, die zu entarteten Differenzialgleichungen fiithren, sind durch das
Bild des Schnittes von I' mit der Hyperfliche {by = 0} unter der Projektion 7,
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gegeben. Unbestimmtheitsstellen von p sind die Stellen a € P®, deren Faser 7, '(a)
aus mehr als einem Punkt in T besteht.

Betrachtet man Differenzialgleichungen héherer Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten, etwa

hi(ai,...,a .
w(”)+p1w(”_l)++pnw :O, Dj :pj(aly"'aaR) = M’ J = 1,...,”,

- gj(ala cee ,CLR)

kann man das Vorgehen entsprechend verallgemeinern und die affine Varietét

F:{(al,...,aR,bl,...,bn) GCR+n| gj(al,...,aR)-bj—hj(al,...,aR):O,

etwa in P® x P abschliefen. Jeder Punkt von T fiihrt durch Projektion auf P* zu
einer Differenzialgleichung der Form byw™ + byw™ ™V + ... 4+ b,w = 0.

Beispriel 2.5. Man betrachte die Differenzialgleichung
1 1

w’" + —w' + —w = 0.
aq (05}

Es ist
F:{(al,ag,bl,bQ) E(C4| b1a1—1:O, bgdg—lZO}.

Nach Satz 2.4 geniigt es, das Ideal Z(I") zu bihomogenisieren, um den Abschluss von
I in P? x P? zu erhalten. Mit der Technik aus Kapitel 2.3.1 oder 2.3.2 erhilt man

F = {(CLO cap tag, b(] . bl . b2) S IP)2 X IP)2| bl(ll — CL(]bo == 0, bQCLg — CL()bO == 0}

Die Punkte im urspriinglichen Parameterraum, welche zu entarteten Differenzial-
gleichungen fithren, berechnen sich zu

Ta(Cloo=0) = Ta({bra1 = 0, baaz =0, by = 0})

={1:0:0)}U{(ap:1:0)}U{(ap:0:1)},

wie man an der gegebenen Differenzialgleichung auch sofort hitte sehen konnen. Die
entsprechenden Differenzialgleichungen lauten byw’ 4 bow = 0 (mit (by, b2) # (0,0)),
w' =0 und w = 0.

Unbestimmtheitsstellen findet man in P? in den Punkten (ag : a; : ag) = (0: 0: 1)

und (ag : a1 :az) = (0:1:0), denn es ist

f|a0:a1=0,az:1 ={by =0} bzw. F’a():azzo,al:l = {b, = 0}.
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Uber diesen Unbestimmtheitsstellen liegen Differenzialgleichungen der Form
bow” + byw’ =0 bzw. byw” + byw = 0,

wobei jeweils mindestens einer der Koeffizienten ungleich Null ist.

Zur Wahl der Kompaktifizierung

Bisher wurde der erweiterte Parameterraum I' im bi-projektiven Raum P# x P"
abgeschlossen. In vielen Situationen scheint es sinnvoller zu sein, in einem anderen
kompakten Raum abzuschlieBen. Zum Beispiel betrachte man die rationale Funktion
plai,az) = Z—% Die Homogenisierung liefert

ag Q200
(Z_(I)O)Z = a% S C(ao,al,ag),
und es fillt auf, dass im unendlich fernen Teil des P? im Punkt {(0: 0 : 1) € P?}
eine Unbestimmtheitsstelle entstanden ist. Wihlt man anstelle des P? den gewichtet-

projektiven Raum P2 mit p = (1,1,2) € N°, erhiilt man als Quasi-Homogenisierung
von p
% (05}
= — € C(ag, a1, as),
oy~ ap < Clwanes)

so dass im unendlich fernen Teil des P? keine zusitzlichen Unbestimmtheitsstellen
entstehen (denn mindestens eine der homogenen Koordinaten muss ungleich Null
sein). Es hat also den Anschein, dass einige Gewichtungen geeigneter sind als andere
(hierauf wird an spéterer Stelle noch genauer eingegangen, vgl. Lemma 2.7).

Fortsetzung von Familien Fuchs’scher Differenzialgleichungen

Eine vorgegebene Familie Fuchs’scher Differenzialgleichungen

hi(z,a) (.4 hn-1(z,a) ,  hy(z,a
w™ ﬁw( ST G, i)n_l) g(i,a)zw =0 (2.9)
mit
g(z,a) = (z —s1(a))...(z — sp(a))
und

a=(ay,...,ag) €S :=C\ (U{Si(al,...,aR)—Sj(al,...,aR) 20}>

i#]
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unterscheidet sich von den bisher betrachteten Differenzialgleichungen dadurch, dass
die Koeffizienten rationale Funktionen aus

C(z,aq,...,ag) ~ C[z|(a,...,ar) € C(z)(ay,...,ar).

sind. Der Koeffizientenkorper der Zahler- und Nennerpolynome, der im Fall kon-
stanter Koeffizienten der algebraisch abgeschlossene Korper C gewesen ist, ist also
zu ersetzen durch den Korper C(z).

Der Abschluss des Parameterraums S in einem projektiven (bzw. gewichtet-
projektiven) Raum und die Fortsetzung der Familie fithren zur Homogenisierung
(bzw. Quasi-Homogenisierung) von Zihler und Nenner der Koeffizienten, aufgefasst
als Polynome in den a-Variablen. Auch in diesem Fall tritt das Phdnomen von Pol-
und Unbestimmtheitsstellen auf, welche allerdings nur iiber dem unendlich fernen
Teil des Parameterraums entstehen kénnen (denn g(z, a) ist ein normiertes Polynom
in z und somit stets fiir alle a = (ay,...,ar) € S ungleich Null). Es scheint daher
zweckméaflig, die Familie von Differenzialgleichungen als Graphen zu betrachten, des-
sen Punkte in eindeutiger Weise Differenzialgleichungen entsprechen.

Als Beispiel betrachte man die Differenzialgleichung w” + _#2-w' + (ijl)

(a1, as,a3) € S = C3. SchlieBt man den Parameterraum S im P? beziiglich der Stan-

2w:07

dardeinbettung ab und setzt man die Differenzialgleichung durch Homogenisieren
der Koeffizientenfunktionen fort, erhélt man die Gleichung

a asa
w4 ———w 4 —— = 0.
apz — aq (apz — ay)?
Dem Parameterwert (ag : ay : az : az) = (0 : 0 : 0 : 1) kann keine eindeuti-

ge Differenzialgleichung zugeordnet werden, denn beide Koeffizientenfunktionen ha-
ben Unbestimmtheitsstellen. Benutzt man anstelle der Homogenisierung eine Quasi-
Homogenisierung mit dem Gewichtungsvektor p = (1,1,1,2) € N* (d.h. man bil-
det den Abschluss des Parameterraums in P anstatt P?), erhélt man als quasi-

homogenisierte Form der Differenzialgleichung w” + aogial w' + (aoz‘f’al)zw = 0. Jetzt

ist (0:0:0: 1) nur fiir den ersten Koeffizienten eine Unbestimmtheitsstelle.

Entsprechend der bisherigen Vorgehensweise fasst man die Familie (2.9) als Zuord-

nung
h hn(z,
S — C(2)", a=(ay,...,ag) — (vl(z) = l(z’a),...,vn(z) = (2 a))
9(z,a) g(z,a)"
(2.10)
auf. Jedem Parameterwert a = (aq,...,ar) entspricht ein n-Tupel rationaler Funk-
tionen (vy, ..., v,) in z, welches mit einer Fuchs’schen Differenzialgleichung der Form

w™ 4+ v (2)w" Y + . (2w =0
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korrespondiert. Um nach einer Kompaktifizierung des Parameterraums jedem Para-
meterwert eine eindeutige Differenzialgleichung zuordnen zu kénnen (auch in mogli-
chen Unbestimmtheitsstellen), setze man (2.10) auf kanonische Weise fort zu einer
Abbildung C® — C(z)™ und betrachte ihren Graphen

I:={(ay,...,ar,v1,...,0,)| vj-g(z,al,...,aR)j—hj(z,al,...,aR)) =0,

j=1,...,n} CCExC(x)"

Jeder Punkt des Graphen entspricht in eindeutiger Weise einer Differenzialgleichung.
Dieser Graph kénnte nun abgeschlossen werden zu I' (etwa in PE x P%(.)), so dass
man sdmtliche Differenzialgleichungen der fortgesetzten Familie als Projektion von
T auf die zweite Komponente Pg(z) erhalt.

Dieser Ansatz ist jedoch problematisch: Als Grundkorper tritt hier der nicht al-
gebraisch abgeschlossene Korper C(z) auf, so dass abgeschlossene Punkte von Va-
rietdten in ]P’g(z) nicht den maximalen Idealen der zugehorigen Koordinatenringe
entsprechen. Ferner konnen {iber Unbestimmtheitsstellen im unendlich fernen Teil
des Parameterraums Differenzialgleichungen liegen, deren Koeffizienten aus beliebi-
gen rationalen Funktionen (mit beliebig groem Zahler- und Nennergrad) bestehen.
SchlieBlich stellt sich auch die Frage nach der Berechenbarkeit (etwa mit Computer-
Algebra-Programmen), wenn man in konkreten Situationen an den fortgesetzten
Differenzialgleichungen interessiert ist.

Um diese Schwichen zu umgehen, wird die Vorgehensweise modifiziert: Man be-
schrinkt Zahler- und Nennergrad der Koeffizienten fiir alle Differenzialgleichungen
der fortgesetzten Familie. Dies wird erreicht, indem die in (2.10) auftretenden ratio-
nalen Funktionen v; durch zusétzliche Parameter b;; € C ersetzt werden, welche als
Koeffizienten rationaler Funktionen zu verstehen sind. Im Detail:

In der vorgegebenen Familie Fuchs’scher Differenzialgleichungen (2.9) haben die auf-
tretenden Polynome hq, ..., h, und g die Form

9(za) = (z = s1(a)) - ... (z = sm(a)),

wobei die Parameter a = (ay,...,agr) aus dem Parameterraum S C CP stammen
und sy, ..., S, sowie h;, aus Clay, ..., ap] sind. Nach einer Erweiterung der Briiche
schreibt sich (2.9) in der Form

h n—1
w(n)+ l(ZJa)g(ZJna) w(nfl)_|_ ...... +
9(z,a)
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wobei der Zihler des j-ten Koeffizienten, also h; - ¢g" ™7 (j = 1,...,n), aufgefasst als
Polynom in z, héchstens vom Grad j(m — 1) + m(n — j) = nm — j ist.

Diese Differenzialgleichung werde identifiziert mit der allgemeinen Form

nm—1 nm—n

bl z‘Zi bn Z‘Zi
> by, ,
i=0 w4 =0

+ oo
(zm + bz L+ by (2 4+ bz L+ .+ by)

w™ —w =0,

(2.12)
wobei die Anzahl der Parameter b,,, welche in den Zahlern auftreten, gegeben ist
durch

n

1 ~
Z(nm—j+1):n2m+n—§n(n—|—1) = N. (2.13)
j=1
Diese Identifizierung fiihrt dhnlich wie (2.10) zu einem Morphismus affiner Va-
rietiten b : CF — C™*V,

a:= (ay,...,ag) — b(a):=
(b1(a),...,byu(a),bi1(a), ..., by pm—1(a),...... Jbna(a), .. by am-n(a)), (2.14)

der gegeben ist durch einen Koeffizientenvergleich der Polynome aus den Zéhlern
und Nennern von (2.11) und (2.12) (der Koeffizientenvergleich ist auf Grund der
Normiertheit der Nenner eindeutig). Der Graph I" des Morphismus b ist eine Varietit
in CB x C™*V und ist als N ullstellenmenge des Ideals

I = <b1 — bl(a), e bm — bm(a), bl,l — b171(a), ce
s 7b1,nm71 - bl,nmfl(a)a o 7bn,1 - bn,l(a>7 s 7bn,nmfn - bn,nmfn(a»
C (C[al,...,aR,bl,...,bm,bl,l, ...... >bn,nm—n] (215)

definiert.

Jeder Punkt des Graphen entspricht genau einer Differenzialgleichung der Form
(2.11) bzw. (2.12). Dieser Graph kann nun in einem kompakten Raum abgeschlos-
sen, d.h. kompaktifiziert, werden. Es scheint sinnvoll, dafiir das kartesische Produkt
zweier gewichtet-projektiver Radume Pﬁ X IP’?*N zu wahlen, so dass man durch eine
Projektion des Abschlusses I' auf die b-Koordinaten alle auftretenden Differenzial-
gleichungen erhélt.

R R
C - PF
b [ —T

m—i—N _ m+N
C P
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Bei diesem Diagramm sind die horizontalen Pfeile die Inklusionen und die diagonalen
Pfeile die entsprechenden Projektionen (wobei 7,|r = 7, und 7| = m, gilt).

Die homogenen Koordinaten von Pg X IP’Z”N werden geschrieben als

(@p:ar:...iar, bo:br:.. tbybigto i bipmet et bnt e bymen),

wobei ag und by die zusétzlichen Homogenisierungskoordinaten sind. Den Koordina-
ten bg, ..., by, wird im Folgenden das Gewicht 1 zugeordnet. Die b;;-Koordinaten
erhalten das Gewicht n (fiir alle 7,75). Mit dieser Gewichtung lautet die quasi-
homogenisierte Form von (2.12):

nm—1 nm—n

Z bLZ'Zi Z bn,izi
i=0 =0

(n) (n—1) —
W (boz™ + brz™ L 4+ b) et (boz™ + brzmL 4+ b
(2.16)
bzw.
nm—1 nm—n
(boz™ 4+ b 2™ ..+ bm)"w(") + ( Z buzi) w44 ( Z bmz’) w = 0.
i=0 i=0
(2.17)

Die Homogenisierungsvariable by tritt bei dieser Gewichtung in (2.16) jeweils nur in
den Nennern als Leitkoeffizient auf und ist somit fiir die Anzahl der Singularitdten
(inklusive Vielfachheit) maBgeblich. Man kann von ,Konfluenz* im Sinne einer Ver-
ringerung der Singularitdtenzahl genau dann reden, wenn by = 0 ist. Da mindestens
eine der b-Koordinaten ungleich 0 sein muss, ist es unmoglich, dass sdmtliche Ko-
effizienten von (2.17) identisch verschwinden, was einer , Differenzialgleichung® der
Form 0 = 0 entspréche.

Beziiglich der Gewichtung der a-Koordinaten wird auf das folgende Kapitel verwie-
sen.

In (2.11) wurden die Koeffizienten der vorgegebenen Familie nennergleich gemacht.
Das hat den Vorteil, dass die Nenner samtlicher Koeffizienten in (2.16) ebenso iiber-
einstimmen. Hétte man auf die Nennergleichheit verzichtet, so wiirde im Allgemei-
nen der Nenner des j-ten Koeffizienten von (2.16) nicht die n-te, sondern die j-te
Potenz des Polynomes byz™ + b1z2™ ! + ... + b, sein. Eine Entartungsstelle (d.h.
by = ... = by = 0) wiirde auf diese Weise stets zu einer der Gleichungen w = 0 oder
0 = 0 fithren (insbesondere letzteres sollte ausgeschlossen sein). Es sei noch ange-
merkt, dass in (2.11) die Nenner nicht unbedingt zur n-ten Potenz erweitert werden
miissen, es geniigt ein Hauptnenner der Koeffizienten (vgl. Kapitel 3.1, in welchem
die Familie der hypergeometrischen Differenzialgleichungen (1.19) fortgesetzt wird).

Das iibernéchste Kapitel wird der Frage nachgehen, wie man den Abschluss von I’
in PE x PP+ berechnen kann. Bereits gezeigt ist (vgl. Satz 2.4), dass das zugehérige
Verschwindungsideal von T gleich der Bi-Quasi-Homogenisierung des Ideals Z(T") ist.
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Zur Verdeutlichung des bisher Gesagten soll das obige Beispiel erneut aufgegriffen
werden. Bei der Ermittlung der Bi-Quasi-Homogenisierung und der Projektion
des Graphen werden Ergebnisse der néchsten Abschnitte benutzt. An gegebenen
Stellen der néchsten Abschnitte wird dieses Beispiel wieder aufgegriffen und die
entsprechenden Schritte erlautert werden.

Beispiel 2.6. Gegeben sei die Differenzialgleichung

as as

" /

w” + w + 5
z—a (z —ay)

w=0, (ay,asa3)€ S :=C>

Nach einer Erweiterung des ersten Koeffizienten mit (z — a;) erhélt man

gz — G201 as
w +

1
W (z—ay)? (z —ay)?

w = 0. (2.18)
Diese Differenzialgleichung identifiziere man mit der Gleichung (der Ubersicht halber
werden die Doppelindizes der Parameter durch Einfachindizes ersetzt)

ng + b3 b4
2 /
+
(z+b1)2w (z+b1)

Sw = 0. (2.19)

Man erhilt so einen Morphismus affiner Varietiten C? — C*,
(ah ag, a3) = (b17 b27 b37 b4) = (_alu A2, —A20a1, a3)7
dessen Graph sich schreiben lasst als

I':= {(a17a27a37b17b2; b37b4) S CS X C4| bl + ay = 07 b2 — Qg = 07
bg+CL2a1 :0, b4—CL3 :0}

Das zugehorige Verschwindungsideal ist gegeben durch
I(F) = <b1 —+ ai, b2 — Qg, b3 —+ aoQ1, b4 — a3> C (C[ala g, as, b17 b27 b37 b4] (220)
Es wird I' abgeschlossen in P% x P§ mit p = (1,1,1,2) € N*und q = (1,1,2,2,2) €

N®. In den folgenden Kapiteln wird sich zeigen, dass die Bi-Quasi-Homogenisierung
Z(T")* von Z(T") als Ideal in Clayg, a1, ag, as, by, by, bz, bz, by] von 11 Gleichungen erzeugt

wird:
Z(F)* = < Clobl + (llbo, a0a1b4 + (Igbobl, agb4 — a3b37
agbs — asboby, ayazby + asbs, a1by + azboby, (2.21)
Clobg — agbg, —aoagb4 + agbg, a1b3 + agb%, '

—CL%(M + agb%, —bobg + b1b2 >
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Aus Satz 2.4 folgt, dass dieses Ideal gleich dem Verschwindungsideal Z(T') des Ab-
schlusses von I' C P x PP} ist.
Die quasi-homogenisierte Form von (2.18) lautet

1 apQoz — Gza1 as

=0 2.22
(apz — aq)? (apz — a1)2w (222)

und die von (2.19) lautet

bQZ + bg b4
"'+ ————w=0 2.23
Gz + 02" Tzt b2 (2.23)
bzw.

(boZ —I— bl)Qw” + (ng —I— b3)w' —f- b4w = 0 (224)
Um an die iiber dem unendlich fernen Teil des Parameterraums {ay = 0} lie-

genden (,,neuen®) Differenzialgleichungen zu gelangen, berechnet man den Schnitt
' N {ap = 0}, der sich als Nullstellenmenge des Ideals

Z(T)lag=0 = Z(T) + {ao)
ergibt. Das Bild von I N {ag = 0} unter der Projektionsabbildung
T PY x Py — Py
entspricht denjenigen Punkten (b, ..., bs), welche mit den ,neuen* Differenzialglei-
chungen der Form (2.24) korrespondieren.
An spiterer Stelle (Kapitel 2.4) wird man sehen, dass das Bild von ' N {ay = 0}
unter 7, durch die Varietét
{(bo:br:bo:bs:by) €EPg| b5 =0, boby =0, bobs— biby =0}
={(0:0:by:b3:b4)} U {(0:b1:0:b3:b4)}

gegeben ist. Mit der ersten Komponente korrespondieren Differenzialgleichungen,
welche entarten, da ihre Nenner Null werden (vgl. (2.24)):

(bQZ + bg)w/ + b4w = O, (bQ, b3, b4) 7é (0, 0, O)

In den jeweiligen Karten erhélt man so die Differenzialgleichungen:

by =1: w'—l—z_bbew:O
bgzo,bgzli w’+b4w:O

bgzbgzo,b4:11 w = 0.

Ebenso entarten die korrespondierenden Differenzialgleichungen der zweiten Kom-
ponente, falls by = 0 ist, zu

b3w/ + byw = 07 (b3> b4) 7& (07 O)
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In den jeweiligen Karten hat man damit die Differenzialgleichungen

by =1: w + byw =0
ngO,b4:11 w = 0.

Betrachtet man die zweite Komponente in der Karte {b; = 1}, erhélt man Differen-
zialgleichungen mit konstanten Koeffizienten der Form

w” + bsw’ + byw = 0,

welche in z = oo irregulér singulér sind (fiir (bs, bs) # (0,0), sonst gehort die Diffe-
renzialgleichung zur Fuchs’schen Klasse).

Schliefllich soll an diesem Beispiel dargelegt werden, warum die hier erérterte Vor-
gehensweise zur Fortsetzung von Differenzialgleichungen vorteilhaft ist:

Der Punkt (ag, a1, as,a3) = (0 : 0 : 1 :0) fithrt zu einer Differenzialgleichung, bei
welcher beide Koeffizienten der Differenzialgleichung (2.22) unbestimmt sind. Ohne
Erweiterung des Parameterraums lésst sich diesem Punkt keine eindeutige Differen-
zialgleichung zuordnen. Erweitert man den Parameterraum auf die beschriebene Art,
indem man ihn als Graphen I' auffasst, welchen man in Pi’) X ]P’f}1 abschlief$t, so gilt
beziiglich der Projektionen 7, : I C P3 x Py — P3 und 7, : T C P x Py — Py

7, {(0:0:1:0)}) = {(0:0:1:0, by:by:by:bs:by)
boby =0, b3=0, b]=0, —bobs+bby=0}
(vgl. (2.21)) und somit

(T, N ({(0:0:1:0)}) ={(0:0:by:bg:by)| ba, b3, by €C}.

a

Den im Abschluss des erweiterten Parameterraums liegenden Punkten der Form
(0:0:1:0,0:0:by:b3:by) konnen also auf eindeutige Weise entartete Differen-
zialgleichungen

(bgz + bg)wl + b4w = 0, (bg, bg, b4) 7é (0, 0, 0)

zugeordnet werden.
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2.2.2 Eigenschaften von I’
Unabhingigkeit vom Gewichtungsvektor p

Auf Grund der oben gegebenen Bemerkung iiber die Wahl der Kompaktifizierung
erscheint es zunéchst sinnvoll, die Gewichtung der Koordinaten ay,...,ar derart
vorzunehmen, dass nach einer Quasi-Homogenisierung der Polynome der Differen-
zialgleichung (2.11) moglichst wenige Unbestimmtheits- und Entartungsstellen iiber
dem unendlich fernen Teil {ay = 0} entstehen. In der Tat ist die Vorgabe eines
Gewichtungsvektors p = (po, ..., pr) notwendig zur Konstruktion von T'. Es zeigt
sich aber, dass die Projektion 7,(T") C IP’Z”N nicht von der Wahl von p abhéngt:

Lemma 2.7. 7,(T) ist unabhingig von p.

Beweis. Zunéchst gilt das folgende Ergebnis, welches in [Mum95] zu finden ist: Se:
X C P eine Varietit und sei Xo eine Zariski-offene Menge in X (wobei Xo # ().
Dann ist X der Abschluss von Xg in der gewdhnlichen (metrischen) Topologie (vgl.
[Mum95], Theorem 2.33, S. 38f.).

Es ist der gewichtet-projektive Raum IP’Z”N mit dem Gewichtungsvektor q =
(90, - - - @) Projektiv. Dies folgt zum Beispiel aus der Theorie der torischen Va-
rietdten: Der gewichtet-projektive Raum ]P’gL*N ist eine torische Fano-Varietit (vgl.
[Bat94], Theorem 5.4.5, S.529f.). Per Definition (vgl. ebd., Definition 2.1.6, S.500)
existiert eine strikte oberhalb-konvexe Tragerfunktion h. Dies ist eine notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, dass ]P)fanrN als kompakte torische Varietat pro-
jektiv ist (vgl. [Oda85], Corollary 2.16, S. 84).

Der gewichtet-projektive Raum lésst sich also in einen geniigend groflen projektiven
Raum einbetten. Der oben zitierte Satz von Mumford gilt somit insbesondere fiir
gewichtet-projektive Varietéten.

Aus diesen Betrachtungen folgt, dass der gewichtet-projektive Abschluss 7,(I") von
m(I) € C™HY ¢ IP’Z”N dem Abschluss von 7,(T") in der gewohnlichen (metrischen)
Topologie entspricht. Ferner folgt mit Hilfe der Segre-Einbettung (vgl. [Mum95],
Proposition 2.12, S.27f.), dass das Produkt projektiver (bzw. gewichtet-projektiver)
Varietdten projektiv ist. Es stimmt also auch der bi-gewichtet-projektive Abschluss
Tvonl c CBx Cm+N ¢ Pg X IP’ZHN mit dem Abschluss von I' in der gewohnlichen
Topologie iiberein.

Fiir den Beweis der Aussage des Lemmas kann daher die Eigenschaft der Folgen-
kompaktheit (vgl. [0ss92], Satz 2.4.5, S. 58) benutzt werden. Im Folgenden wird

gezeigt: Ty(I') = mp(I") (letzteres ist unabhéngig vom Gewichtungsvektor p).

“D“: Es ist T, eine (Zariski-)abgeschlossene Abbildung (was aus dem Hauptsatz

der Eliminationstheorie folgt, vgl. Kapitel 2.4.1). Es ist also 7,(I") abgeschlossen.
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Falls 7,(I') in 7,(T) liegt, so gilt dies auch fiir m,(T) (denn dies ist die kleinste
abgeschlossene Menge, die m,(T") enthilt). Tatséichlich folgt aus I' C T, dass 7,(T") C
7p(T) gilt, also wegen 7|I" = m, auch m,(I') C 7,(T).

,C“: Sei b € my(T'). Dann gibt es ein @ € PE mit (@,b) € T. Es sei (¢,)nen eine Folge
inI' C I' mit ¢, — (@,b) fiir n — oco. Dann ist (7p(¢,))nen = (mp(¢n) )nen eine Folge
in 7, (I"), also auch in 7(T'). Da 7, stetig ist, gilt: m(c,) = To(cn) — 7(@,b) = b
fiir n — co. Also ist b € m,(I). O

Kurven im Parameterraum

Eine Kurve v : U CC — CE~T CcT C Pg X ]PZ”N im Parameterraum einer
Familie Fuchs’scher Differenzialgleichungen ist zu verstehen als eine ein-parametrige
Unterfamilie. Bei den folgenden Uberlegungen sollen analytische Kurven zugelassen
werden, die lokal in einer Umgebung von oo (beziiglich der Standardeinbettung
C — P{) gegeben sind. Durch einen Kartenwechsel geniigt es daher, Kurven der
Form

v:Bs(0)\ {0} — T CT
zu betrachten (Bs(0) sei dabei eine §-Umgebung des Nullpunktes in C, § > 0).
Es stellen sich zwei Fragen:

1) Existiert zu einer vorgegebenen Kurve 7y : Bs(0)\ {0} — I stets eine Fortsetzung
7 : Bs(0) — T, wenn angenommen wird, dass die Kurve auf B;(0) meromorph mit
(einziger) moglicher Polstelle in 0 ist?

2) Existiert zu einem vorgegebenen Punkt p aus I stets eine Kurve «y : Bs(0) — T’
mit den Eigenschaften v(Bs(0) \ {0}) C I" und ~(0) = p?

Die erste Frage ldsst sich schnell beantworten. Eine meromorphe Kurve
v : Bs(0) \ {0} — T' mit einziger moglicher Polstelle in 0 hat die Form

(1) = (a1 (t) ar(t) bi(t) bmm(t))
a)” Ter(t) T di) T dyx())
wobei a1, ...,ag, c1,...,CR, b1,..., b, 5. di, ..., d,, . 5 auf Bs(0) holomorphe Funk-
tionen sind und cy,...,cg,di,...,d,, 5 auf Bs(0) \ {0} nicht verschwinden. Mit
bi-quasi-homogenen Koordinaten des Pg X ]P’a”JrN schreibt sich dies in der Form

_ La(®) . L agr() Cb) bmm(t))
A(t) = (1 T OENEY IR R
R
= ([Tai®) : e:(ai(t) : ... : en(t)ar(t), (2.25)
=1
m+N N
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wobei
R m+N
A 1 Pj 7 1 q;
¢; ::—Hci und d; ::—Hdi
Cj . dj .
=1 =1

nach ¢ = 0 holomorph fortsetzbare Funktionen und p = (1,p1,...,pr) und
qa=(1,q,...,q,,5) die Gewichtungsvektoren des ]P’g X ]P’ZHN sind.

Die rechte Seite von (2.25) kann also offensichtlich holomorph nach ¢ = 0 fortgesetzt
werden, wodurch eine holomorphe Fortsetzung 5 : Bs(0) — Pg X IF’Z““N von 7y
gegeben ist. Da I' kompakt (bzw. folgenkompakt, vgl. Beweis von Lemma 2.7)
und 7 stetig ist, gilt sogar 7(Bs(0)) C I': Ist eine Punktfolge (v, )nen in Bs(0) mit
lim, oo(a,) = 0 gegeben, so hat die Bildfolge (7(cy,))neny in T eine konvergente
Teilfolge ((cu,))nen- Also gilt 7(0) = F(lim,, oo, )) = lim, oo (ay,) €T

Die zweite Frage liasst sich mit Hilfe des aus der Singularitdtentheorie bekannten
Kurvenauswahllemmas beantworten:

Lemma 2.8 (Kurvenauswahllemma, reelle Version). Seip € R . Ferner seien
fisoo s fe, 915, g1 R* — R polynomiale Funktionen,

Z:={z eR'fi(z) =... = fu(z) =0, gi(x) > 0,... gi(z) > O}.
Ist p € Z, so existiert eine reell-analytische Kurve v : [0,0) — R*, 0 < 4, mit

v(0) = p und y(t) € Z fiir alle t € (0,0).

Beweis: vgl. [Mil68], §3. O

Das Kurvenauswahllemma kann wie folgt auf die komplexe Situation iibertragen
werden:

Korollar 2.9 (Kurvenauswahllemma, komplexe Version). Seip € C”. Ferner
seien f1,..., fe, g1,..., 91 : C¥ — C polynomiale Funktionen,

Ist p € Z, so existiert eine komplex-analytische Kurve vy : Bs(0) — C¥, 0 < §, mit

v(0) = p und y(t) € Z fiir alle t € Bs(0) \ {0}.

Beweis. C werde als zwei-dimensionaler R-Vektorraum aufgefasst und C” mit R?
identifiziert. Es seien f7, ;,g:n,gfn R — R (j=1,....,k,m=1,...,1) Real-
und Imaginérteil der Funktionen f; und g,,, also

L=F+ifl, gm=gn+i-gh.
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Mit diesen Notationen schreibt sich Z in der Form

Z ={z eR”|f{(z) = fi(2) = ... = fi(2) = fi(= )=0,
(9 ( ))2 +(g1(2))? (g (@) + (g (2))* > 0}

Ist also p € Z, so liefert die reelle Version des Kurvenauswahllemmas ein §' > 0
und einen reell-analytischen Weg 7 : [0,6") — R?* mit §(0) = p und () € Z fiir
€ (0,9").

Da 4 reell-analytisch in 0 ist, gibt es ein § > 0, so dass man fiir 4 eine in (—d, +0)
konvergente Potenzreihendarstellung Y > ¢t hat (¢, € R?”). Diese Reihe kann
komplexifiziert werden. Dazu fasst man die Koeffizienten als Vektoren in C” und die
unabhéngige Variable t als komplex auf. Auf diese Weise erhélt man eine in Bj(0)
konvergente Potenzreihe, also eine komplex-analytische Funktion

v : Bs(0) — C”,

welche auf dem reellen Intervall [0,d) C Bs(0) mit 4 iibereinstimmt.
Offensichtlich gilt v(0) = 4(0) = p. Ferner gilt fur alle j =1,...,k

fio 7|(0,6) = fjo ﬂ(o,a) = 0.

Da das Intervall (0,6) einen Haufungspunkt hat und da f; o v komplex-analytisch
ist, folgt mit dem Identitdtssatz der Funktionentheorie, dass f; oy = 0 ist. Ferner
kann man durch Verkleinerung von § erreichen, dass g, oy(t) # 0 auf Bs(0)\ {0} ist
(m =1,...,1): Wire dies nicht so, so hétte g,, o in jeder punktierten Umgebung
von 0 eine Nullstelle. Die Nullstellenmenge hétte somit einen Haufungspunkt und es
wiire wegen des Identititssatzes g, oy = 0. Dies kann nicht sein, da (g, (7(t)))* +
(gt (v(1)))* > 0 fiir t € (0,9) gilt. Damit ist das Korollar gezeigt. O

Ist nun T eine bi-gewichtet-projektive Varietit, so kann man zur lokalen Situati-
on iibergehen, indem eine Karte des IP’g X IP’?*N gewahlt wird, welche p enthélt. T’
ist dann gegeben durch eine Menge der Form (2.26). Die Polynome f; erhilt man
durch entsprechende Dehomogenisierungen der bi-quasi-homogenen Polynome aus
Z(T). Falls ag die zusétzliche Koordinate beziiglich der Einbettung C* — P# ist
kommt man mit einem Polynom der Form g = ag aus. Die komplexe Version des
Kurvenauswahllemmas liefert somit eine komplex-analytische Kurve, die den Anfor-
derungen der Frage 2) geniigt.
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2.3 Berechnung der Bi-Quasi-Homogenisierung
von Z(I)

Ist eine affine Varietit I' C C* x C! vorgegeben und ist man an den Gleichungen
des Abschlusses I' im bi-gewichtet-projektiven Raum P¥ x PL interessiert, geniigt es
auf Grund von Satz 2.4, die Bi-Quasi-Homogenisierung Z(I")* zu berechnen. Zwei
Moglichkeiten hierzu werden in den néchsten beiden Kapiteln vorgestellt. Als Erstes
wird gezeigt, dass man Z(I')* mittels Primérzerlegung von Idealen berechnen kann,
so dass mit Algorithmen, wie sie in SINGULAR [GrPf02b] implementiert sind (in
der Programmbibliothek ,,primdec.lib*), erzeugende Polynome von Z(I')* ermittelt
werden konnen. Leider erweist sich dies wegen des enormen Rechenaufwands bereits
fiir Differenzialgleichungen zweiter Ordnung mit zwei endlichen Singularitidten (man
verwendet nach (2.13) und Korollar 1.6 einen Polynomring in 18 Variablen) als nicht
zweckmifig. Eine andere (praktikablere) Moglichkeit, die im tiberndchsten Kapitel
beschrieben wird, ist die Berechnung von Z(I')* durch Benutzung von Grobner-
Basen.

2.3.1 Berechnung von Z(I')* mittels Primérzerlegung

Ist R ein kommutativer Ring, so heif}t ein Ideal Q) primdar, falls Q) # R ist und falls
gilt:
xy € Q = x € Q oder y" € Q fiir ein n > 0.

In diesem Fall ist P = rad(Q) das kleinste () umfassende Primideal (vgl. [AtMa69],
S. 50ff.). Man sagt, @ ist P-primér.

Lemma 2.10. Sei Q ein P-primdres Ideal in R und x € R.

(1) zeQ = (Q:2):={yeRlyr € Q} =R

(2) ¢ Q = (Q:x) ist P-primir

(3)zdgP = (Q:2)=Q

(4) Sind Q1,Qy P-primire Ideale, so ist auch Q N Qy P-primiir.

Beweis. vgl. [AtMa69], Lemma 4.3 und Lemma 4.4, S.51.

Eine Primdrzerlegung eines Ideals I C R ist eine endliche Zerlegung in primére
Ideale I = (;_, Q;. Eine minimale Primdrzerlegung von I ist eine Primérzerlegung
I =(_, Q:, so dass alle rad(Q;) unterschiedlich sind und ﬂ#i Q; ¢ Q;. Existiert
eine Primérzerlegung von I, so folgt aus Lemma 2.10, dass auch eine minimale
Primérzerlegung existiert.
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Satz 2.11 (Erstes Eindeutigkeitstheorem). Sei I = (),_, Q; C R eine mini-
male Primdrzerlegung und P; := rad(Q;).

(a) Die Menge der assoziierten Primideale {P;|i = 1,...,v} von I ist gleich der
Menge der Primideale, die in{rad((I : )| € R} enthaltenen sind. Die Ideale
P; sind also unabhdngig von der Zerlequng.

(b) Ist R ein noetherscher Ring, so ist die Menge der assoziierten Primideale von
I gleich der Menge der Primideale, die in {(I : x)| x € R} enthalten sind.

Beweis. vgl. [AtMa69], Theorem 4.5, S. 52 und Proposition 7.17, S. 83.

Satz 2.12 (Existenzsatz). Sei R ein noetherscher Ring. Dann besitzt jedes Ideal
Q in R eine (minimale) Primdrzerlegung.

Beweis. vgl. [AtMa69], Theorem 7.13, S.83.

Die Ideale P; heiflen die assoziterten Primideale von I. Die beziiglich der Inklusi-
on minimalen Elemente in der Menge der assoziierten Primideale heiflen minimal
assoziierte Primideale, die anderen heiflen eingebettete assoziierte Primideale. Ist
R = k[xy,...,z,] der Polynomring in g Variablen iiber einem Kérper & und V(1)
die gemeinsame Nullstellenmenge der Polynome aus I in k*, so gilt

v v v v

Uv@) = JV(rad(@:)) = [ JV(P).

i=1 =1 i=1 =1

<
=
!
=~
)
O
I

Ist k algebraisch abgeschlossen, so gilt fiir jedes i: Z(V(F;)) € Spec(k[x, ..., z,])
(denn nach dem Hilbertschen Nullstellensatz gilt Z(V(FP;)) = rad(P;) und rad(P;) =
rad(rad(Q;)) = rad(Q;) = P; ist ein Primideal). Also ist V(P;) irreduzibel (vgl.
[Kun97], Satz 4.9, S.33). Die minimal assoziierten Primideale von I entsprechen also
den irreduziblen Komponenten von V(I), die eingebetteten assoziierten Primideale
sind Untervarietéten.

Beispiel 2.13. R = Clz,y|, I = (2% xy). Eine minimale Primirzerlegung von I
ist I = (x) N (x,y)? Dabei ist rad({z,y)?) = (z,y), rad((z)) = (x), und es gilt
() C (x,y). Also ist (x) minimal assoziiertes Primideal und (z,y) eingebettetes
assoziiertes Primideal. V(I) hat also als einzige irreduzible Komponente die y-Achse.
Die Untervarietiat von V(I), welche (x,y) entspricht, ist der Achsenursprung. Eine
andere Primérzerlegung von I ist I = (x) N (2% y).

Lemma 2.14. Sei I C Clag,...,ax, by, ...,b] ein bi-quasi-homogenes Ideal. Dann
sind die assoziierten Primideale bi-quasi-homogen.
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Beweis. Es sei P ein assoziiertes Primideal von I. Nach Satz 2.11(b) existiert ein
z € Clag,...,ax,bo,...,b0) mit P = (I : z). Esist z # 0, andernfalls wire P =
Clao, - . ., ax, bo, . .., b]. Durch Ubergang zu Clao, ..., ax, b, ...,b]/I kann I = 0
und P = (0: ) = Ann(z) angenommen werden.

Es sei D := deg,(x) der gewichtete Grad von z, aufgefasst als Polynom in den
a-Variablen. Analog sei E := deg,(x) der gewichtete Grad von z als Polynom in
den b-Variablen. Ferner bezeichnet x4, die bi-quasi-homogene Komponente von x in
Clao, . - ., ar)a ®c Clbo, . .., b]e (zur bi-gewichteten Graduierung vgl. Kapitel 2.1.1).
x schreibt sich dann in der Form:

die Zerlegung von f in bi-quasi-homogene Komponenten. Falls fr s € P, folgt f —
fr.s € P. Durch ein induktives Argument geniigt es also zu zeigen, dass frg € P
ist.

Es sei x4, := 0 falls d ¢ {0,...,D} oder e ¢ {0,...,E} sowie f.,s := 0 falls
r¢{0,...,R} oder s ¢ {0,...,S}.

Aus f € P = Ann(z) folgt f-z =0, es ist also jede bi-quasi-homogene Komponente
von f-x gleich 0. Fiir j =0,..., D+ Rund¢=0,..., E+ 9 gilt daher

Z frR-a.5-8 " TD—jt+a,E—itp = 0.

a?/B
(Dies ist die bi-quasi-homogene Komponente von f-x vom Grad (R+D—j, S+FE—1)).
Daraus folgt

frRS Tp_jr—i = — Z fR—,5-8 * TD—jta,E—itB- (2.27)
(,3)#(0,0)

Die Behauptung ist nun:

M ap_jpi =0 fiir alle 4,4, (2.28)

Dies wird durch eine vollstdndige Induktion nach j gezeigt. Fiir den Induktionsan-
fang (j = 0) muss die Aussage f}{; xp p—; = 0 fiir alle 7 nachgewiesen werden. Dies
wird durch eine zweite Induktion nach i bewiesen.?

2Der Ubersicht halber werden im Folgenden die Rechenschritte dieser zweiten Induktion kursiv
geschrieben.
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Der Induktionsanfang (i = 0) ist gegeben durch die Richtigkeit der Aussage (2.28)
fir (3,i) = (0,0): Hierfir ist die rechte Seite von (2.27) gleich 0, denn Xpya.pip ist
fir a oder 3 >1 gleich 0 (denn es ist xp g die Gradform von x).
Fiir i # 0 kann Gleichung (2.27) in der folgenden Form geschrieben werden (man
beachte j =0):
JRS TpE_i = — Z JR,S—B " TD,E4p—i- (2.29)
B>1

Die Induktionsvoraussetzung ist nun, dass
f};i’gl cxpp-yv =0 firallei <i (2.30)

wahr ist. Gezeigt werden muss fir den Induktionsschritt i — i + 1 die Richtigkeit
der Behauptung fg;l)ﬂ “Tp E—(i+1) = 0. Es gilt:

+1)+1 1 (229) _ riv1
fl(*;,S 1 TD E—(i+1) = f;{rs . fR“S‘ *TD,E—(i+1) — _f]Z?:rS Z fR,S*ﬁ " TD,E—(i+1-8)
p=>1
B i+1 _
= - Z fR,Sfﬁ : fR,s "TDE—(i+1-8) = 0,
8>1

was aus der Induktionsvoraussetzung (2.30) folgt. Somit gilt (2.28) fir alle Paare
(j =0,7). Mit einer dhnlichen Argumentation kann man die Richtigkeit von (2.28)
fir alle Paare (j,i = 0) zeigen.

Der Induktionsanfang fiir die Induktion nach j ist somit gezeigt. Fiir den Indukti-
onsschritt 7 — 7 + 1 setze man die Richtigkeit von

Zzl,;iﬂ “Tp_jg—i =0 fiir 4" < j und fiir alle i (2.31)

voraus. Es muss gezeigt werden, dass die Aussage

gg1)+z‘+1 ED (1B = 0 (2‘32)

fiir alle ¢+ wahr ist. Dieses wird durch eine weitere Induktion nach i gezeigt.?

Fiir den Induktionsanfang muss die Aussage (2.32) fiiri = 0 richtig sein, was bereits
oben angemerkt wurde. Die Induktionsvoraussetzung ist nun, dass

GET ey = 0 fiir i < (2.33)

wahr ist. Gezeigt werden muss fiir den Induktionsschritt @ — 1 + 1 die Richtigkeit
der Aussage

1)+ (1) +1
}{E JHEHDF " Tp—(j+1),E—(i+1) = 0.

3Der Ubersichtlichkeit halber wird auch diese Induktion wieder kursiv geschrieben.
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Es qilt: g’;l)ﬁiﬂ)ﬂ " TD—(j+1),B—(i+1) =

+1 1+1
1(3],; L TR,S * TD—(j41),E—(i+1)

(2.27) i+1)+(i4+1
= - ](%gg D Z (fRfa,Sfﬂ : fo(jJrl—a),Ef(z#lfﬁ))
(a,8)#(0,0)

(D) +(i+1)
- _( ,6)%;(00) <fR‘°“’5 8 Irs s xD—(j+1—a),E—(z‘+1—ﬁ>)

j+1 i+1
= <_ Z (fR,S—ﬁ . }(%J;: )+H(+1) ZL’D(j+1)7E(i+1ﬁ)>) +

B>1

a>1p3>0

1 7 1
+ <— > (fR—a,S 8 f]+ Sy xD—(j+1—a),E—(i+1—ﬁ))> -

In den letzten beiden Zeilen ist die erste Klammer gleich 0 auf Grund von (2.33),
die zweite Klammer ist gleich 0 wegen (2.31).

Damit ist insgesamt (2.28) gezeigt.

Aus (2.28) folgt nun fD JTE=i gg“ - Zp—jp—i = 0, also fDJrEJrl xp_jp—i = 0.
Durch Addition dieser Gleichungen fiir j =0,..., D und i =0, ..., F erhalt man

D+E+1 . _
RS -x =0,

daher ist fL & € Ann(z) = P. Da P prim ist, gilt frs € P und das Lemma ist
gezeigt. O

Lemma 2.15. Es sei P C Clag,...,ax,bo,...,b] ein Primideal. Ist P bi-quasi-
homogen, so ist V(P) C P x PL irreduzibel in der Topologie T auf Pk x PL.

Beweis. Man betrachte den ,bi-gewichteten Kegel“ von V(P) in C*+2. Es ist be-
kannt (s. [Kun97|, Satz 4.9, S.33), dass dieser Kegel eine in der gewthnlichen Zariski-
Topologie des C*+2 irreduzible Varietét definiert (denn P ist ein Primideal). Es sei
V :=V(P) = ViUV, C PE x PL eine Zerlegung in (in 7') abgeschlossene Teilmengen
(V4 und V4 sind also Nullstellenmengen bi-quasi-homogener Polynome). Betrach-
tet man die zugehorigen Kegel und beachtet man, dass der zu V gehorige Kegel

irreduzibel ist, so folgt Vi =V oder Vo = V. O

Proposition 2.16. Sei I € Clay,...,a5,b1,...,b] ein Ideal und I* C
Clag, - - -, ax, by, - . ., by] seine Bi-Quasi-Homogenisierung beziiglich der Homogenisie-
rungsvariablen ag bzw. by. Dann gilt

(rad(I*)), = rad(I).
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Beweis. ,C“: Ist f € (rad(I*))., so existiert ein G € rad(I*) mit f = G,. Es gibt
ein n € N mit G" € I*. Daher ist f* = (G,)" = (G"). € (I*), =1 (vgl. Lemma 2.2
c)).

L2 Ist f € rad(I), so existiert ein n € N mit f* € I. Also ist (f")* € I* bzw.
(f*)™ € I*. Demnach ist f* € rad(I*) und f = (f*). € (rad(I*)). (vgl. Lemma 2.2
a) und d)). O

Lemma 2.17. Sei I C Clay,...,a5,b1,...,0] ein Ideal und I* C
Clag, . . ., ax, by, - . ., by| seine Bi-Quasi-Homogenisierung beziglich der Homogenisie-
rungsvariablen ag bzw. by. Dann gilt:

I* ist primdr (bzw. prim) = I ist primdr (bzw. prim)

Beweis. Sei I* priméar. Es seien a,b € Clay,...,ax,b1,...,0), a ¢ I, und ab € I.
Dann ist (ab)* € I* bzw. a*b* € I*. Aus a ¢ I folgt a* ¢ I* und, da I* primér ist,
b* € rad(I*). Daher und wegen Proposition 2.16 gilt b = (b*). € (rad(I*)). = rad(I).
Es ist also I primér. Die Behauptung fiir Primideale kann in &hnlicher Weise gezeigt
werden. [

Die Umkehrung der Aussage des Lemmas gilt zumindest noch fiir Primideale. Es
ist ndmlich ein Ideal J genau dann ein Primideal, wenn die Eigenschaft ,ab € J =
a € J oder b € J“ fiir bi-quasi-homogene Elemente a,b erfiillt ist. Will man nun
zeigen, dass mit [ auch I* prim ist, so geniigt es, zwei bi-quasi-homogene Polynome
a,b € Clag, . ..,ag, by, ...,b) mit ab € I* zu betrachten. Daraus folgt (ab), = a.b, €
(I*). = I, und da I prim ist, a, € I oder b, € I. Daraus folgt (a.)* € I* oder (b,)* €
I*. Da a und b als bi-quasi-homogen vorausgesetzt wurden, gibt es nach Lemma 2.2
natiirliche Zahlen pu1, pio, 1, vo mit a = afy by (a.)* € I* oder b = af>bg?(bi)* € I*, so
dass I* prim ist.*

Die Proposition 2.16 und das Lemma 2.17 werden fiir das weitere Vorgehen nicht
benotigt und sind nur als Zusatz hier aufgefiihrt.

In der Situation des letzten Kapitels ist eine affine Varietit I' = V(1) C CR x CmH+N
gegeben, welche man in IP’ff X IP’Z”N abschliefen mochte. Man kann annehmen, dass

“In [GrPf02a] ist eine Ubungsaufgabe angegeben (vgl. Ex. 4.1.9, S. 243), deren Aussage es
ist, dass ein homogenes Ideal genau dann primér ist, wenn die , primér“ definierende Eigenschaft
eines Ideals bereits fiir homogene Elemente erfiillt ist. Falls dieses tatséchlich gilt und sich das
Ergebnis auf den bi-quasi-homogenen Fall verallgemeinern l4sst, so gilt im obigen Lemma 2.17 die
Aquivalenz der Eigenschaften. Des Weiteren lisst sich unter dieser Annahme auch noch zeigen, dass
eine minimale Primérzerlegung Q1 N ... N Q, von I eine minimale Primé&rzerlegung Q7 N ... N Q3
von I* impliziert.
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das Ideal I radikal ist® (damit gilt Z(T') = Z(V(I)) = rad(I) = I). Vermoge Satz 2.4
geniigt es, die Bi-Quasi-Homogenisierung [* von I zu berechnen, denn aus diesem
Satz folgt

I(T) = (Z(1)" =1I".
Damit hat man T = V(Z(T)) = V(I*).

Um die Bi-Quasi-Homogenisierung von [ bzw. den Abschluss von I' zu berech-
nen, wahle man zunéchst ein Erzeugendensystem fi,..., fs von I und definiere
das Ideal I" := (fI' ..., f"), welches in der Bi-Quasi-Homogenisierung I* ent-
halten ist: I" C I*. Also folgt V(I*) C V(I"). Wie in Kapitel 2.1.3 gesehen, gilt
V(I*) 0 CRrm+N — p([hy n CRm+N — T unter der kanonischen Einbettung
CRImHN o, P x ]P’g”N . Demzufolge unterscheidet sich V(") von V(I*) nur um
Komponenten, die in der unendlich fernen Hyperebene {agby = 0} C IP’]; X IP’Z”N
liegen.

Nun kann man die Komponenten von V(I") wie folgt bestimmen: Es sei

I"=0Q:n...NnQ,

eine Primérzerlegung von 1. Es sind die Ideale P; = rad(Q;) prim und radikal und
es ist

VI =V(Q)U...uV(@Q,) =V(P)U...UV(P)

die Zerlegung von V(I") in irreduzible Komponenten, wobei ohne Einschrinkung
V(P),...,V(P) nicht ganz und V(Pyy),...,V(P,) ganz in {aghy = 0} liegen
(1 <t <r). Somit gilt

F=V({I*)=V(P)U...UV(P)
bzw. fiir das zugehorige Ideal von T, also der Bi-Quasi-Homogenisierung von I
IO =ZW(P)U...UV(P)=IVP))N...0Z(V(P)) =P N...NP.

Insbesondere geniigt es natiirlich, lediglich die minimal assoziierten Primideale von
I" zu bestimmen.

Anwendungsbeispiel

Beim Beispiel 2.6 des letzten Kapitels wurden die Differenzialgleichungen (2.18) und
(2.19) miteinander identifiziert, und man erhielt auf diese Weise das radikale Ideal
(2.20):

I = (b1 + a1, by — ag, b+ asay, by —a3) C Clay, as,as, by, b, bs, by,

®Da es im Wesentlichen nur auf die Punktmenge I' = V(I) ankommt und V(I) = V(rad(I)) ist,
kann man gegebenenfalls I durch sein Radikal ersetzen.
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von welchem die Bi-Quasi-Homogenisierung [* gesucht ist. Es sei
Ih = (b1a0 + a1b07 b2a0 — CLQb%, bgag + al(lgbg, b4a(2) — a3b§>

das von den bi-quasi-homogenisierten Erzeugenden von [ erzeugte Ideal in
Clag, ay, az, as, by, by, by, b3, bs]. Eine Berechnung mit SINGULAR zeigt, dass I" drei
minimal assoziierte Primideale besitzt: Neben dem Ideal

( apby + aiby, apa1bs + asboby, a2by — azbi,
aobz — asboby, aya9by + asbs, a1by 4 asboby,
agby — asbi, —apasby + azba,  ajbs + asb?,
—alby + azb?, —bobs + b1by )

(dies ist das Ideal aus (2.21)) sind dies die Ideale
<a07 ai, Gz, a3> und <a07 b0>7

deren Nullstellenmengen offensichtlich ganz in {agby = 0} enthalten sind. Das Ideal
I* = Z(I')* ist somit durch (2.21) gegeben.

Wie bereits in der Einleitung dieses Kapitels gesagt, stellt sich leider heraus, dass die
Berechnung einer Primérzerlegung mit einem sehr hohen Rechenaufwand verbunden
ist, so dass konkrete Berechnungen aus Zeitgriinden oder Speicherbeschréankungen
scheitern konnen. Es soll daher eine besser geeignete Methode beschrieben werden,
mit deren Hilfe man Bi-Quasi-Homogenisierungen von Idealen berechnen kann.

2.3.2 Berechnung von Z(I')* mittels Grébnerbasen

Zunéchst sollen Grobner-Basen definiert und einige allgemeine Resultate vorgestellt
werden. Im Folgenden sei k ein Koérper und k[z1, ..., z,| der Polynomring tiber k in
n Variablen.

Totale Monomial-Ordnungen

Eine totale Ordnung der Monome im Polynomring mit einer Variablen ist durch den
Grad gegeben. Um im Polynomring mit mehreren Variablen eine totale Ordnung zu
erhalten, miissen sédmtliche Monome — auch die mit gleichem Totalgrad — geordnet
werden. Es werden im Weiteren drei solcher totalen Ordnungen betrachtet:

Die grad-verfeinernde, lexikographische Ordnung (,,deg-lex“):

a8t < e E a; < E b; oder
i i

Zai:Zbi und es ex. k mit 1 < k < n,

so dass a3 = by, ...,a,_1 = br_1 und a; < bg.
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Diese Definition der deg-lex-Ordnung wird kurz mit x; > ... > x, bezeichnet,
denn bei gleichem Grad sind die Variablen mit kleineren Indizes dominierend (z.B.
T173 < 2313).

Die Ordnung, die man erhélt, wenn anstelle des gewohnlichen Grades der beziiglich
eines Gewichtsvektors p = (p1,...,p,) € N%; gewichtete Grad zu Grunde gelegt
wird, d.h.

it < x’il .. 332" & Zpiai < Zpibi oder
i i
Zpiai = sz'bz‘ und es ex. k mit 1 < k <n,
i i

so dass pra; = p1by, ..., Pr-10k—1 = Pr—1bp—1

und prar < prby,

heifit gewichtete lexikographische Ordnung (,w-deg-lex*).

Sind auf den Polynomringen k[z1,...,x,] und k[yi, ..., yn| jeweils totale Monomi-
alordnungen <, und <, gegeben, so ist auf k[x1,...,Zn, Y1, .., Yn] die Eliminati-
onsordnung (,,eli“) definiert durch

al an , b1 b c1 cn . dy d .
Ty XY Yy <X XY Yy

Cn

o oder:

it <p ol

al an __ ,.Cl c b1 b d1 d
it ooyt =t ooy und gty <y Yy Yt

Man sagt, dass die totale Ordnung der Monome in den x-Variablen der totalen Ord-
nung der Monome in den y-Variablen iibergeordnet ist (oder kiirzer: die z-Variablen
sind den y-Variablen iibergeordnet).

Beispiel 2.18. Sei f := vyt + x129y* + 21209y € k[x1, 29, y]. Beziiglich ,,deg-lex* (mit
T > 1y > y) gilt: zimoy < 1y70y? < x1yt. Beziiglich eli“ (wobei die z-Variablen
der y-Variable iibergeordnet sind, und die jeweiligen Ordnungen deg-lex-Ordnungen
seien) gilt: x1y4 < XXy < T1T2Y>.

Ein Monom z{' ... 2% in R = k[zy, ..., x,] wird im Weiteren kurz mit X4 bezeich-

net. Man fixiere eine totale Ordnung auf der Menge der Monome von R. Fiir ein
Polynom
f=aXM tepX® 4. 4o XN (2.34)

mit geordneten Summanden (also X4+t < X4i) gelten die Bezeichnungen:
Ip(f) := X" leading power product* von f

le(
It(f) == e, X" ,leading term“ von f

[y

)= sleading coefficient* von f
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Reduktion und Division in k[xy,...,X,)]

So wie es im Polynomring mit einer Variablen fiir zwei Polynome f, g zwei weitere
Polynome ¢, gibt mit f = gg + r, wobei r = 0 oder deg(r) < deg(g) ist (Polynom-
division), so gibt es im Polynomring mit mehreren Variablen ein Aquivalent hierzu.
Man fixiere eine totale Ordnung auf der Menge der Monome des Polynomringes.

Definition 2.19. a) Seien f, g, h € k[z1,...,x,], g # 0 (f geschrieben wie in (2.34)).
Dann reduziert f zu h modulo g in einem Schritt (in Zeichen f - h), falls Ip(g) ein
in f auftretendes Monom X teilt und h = f — c;f((g/;i g ist.

b) Seien f,h € k[xy, -+ ,x,) und G := {g1,...,9:} C k[x1,...,2,], gi # 0. Dann
reduziert f zu h modulo G (in Zeichen f iur h), falls es iy, ...,is € {1,...,t} und

Polynome hq, ..., hs_1 gibt mit

N N N TN (2.35)

Ein Polynom r heiflt reduziert beziiglich G, falls r = 0 ist oder falls kein Monom
von r von einem der [p(g;) geteilt wird. Gilt in diesem Fall f inr r, dann heifit r
ein Rest von f beziiglich G.

Es ist anzumerken, dass ein Rest von f beziiglich G im Allgemeinen nicht eindeutig
ist, denn es kommt in Definition 2.19 b) auf die Reihenfolge der g¢;, an (fiir die
Eindeutigkeit miissen Bedingungen an G gestellt werden, s. Satz 2.24). Der Beweis
der Existenz eines Restes bei Vorgabe von f und G geht einher mit dem Beweis, dass
der sogenannte multivariable Divisions-Algorithmus abbricht (vgl. Beweis von Satz
A.1 im Anhang A.1) Insbesondere liefert der Algorithmus, dass es zu gegebenen f
und G stets Polynome wuq, ..., u; und r gibt mit

f— g+ g e und p(f) — max (maxamui)zmg»),me), (2.36)

1<i<t

wobei r reduziert ist beziiglich G. Reduziert f zu 0 modulo G, so liegt f offensichtlich
im Ideal (G) :== (g1,...,9:) C kl[z1,...,2,).

Grobner-Basen

Es sei H C k[xy,...,z,] eine Menge. Beziiglich einer totalen Monomialordnung
bezeichne

L(H) == (4(f)| f e H)

das ,leading term ideal” von H.
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Satz 2.20. Sei I C klxy,...,x,| ein Ideal, I # 0, und G = {g1,...,q:} €
klxy,...,z,] eine Menge. Man fiziere eine totale Monomialordnung. Dann sind dqui-
valent:

(i) Lt(G) = Lt(I)
(i) Vfel, f#0 Fie{l,....t} d.d Ip(g) teilt ip(f)
(iii) fele f-5.0

(v) fel<Ihy,....h €klxy,...,x,]) d.d.

f="01 higi und Ip(f) = max (Ip(h;) - Ip(g:))

ax
1<i<t

Beweis. s. [AdLo96], Theorem 1.6.2, S. 32/33. O

Definition 2.21. Ist eine dieser Eigenschaften erfiillt, so heifit G eine Grdibner-
Basis fiir I. Man sagt, dass G eine Grébner-Basis ist, falls G eine Grobner-Basis
fir das Ideal (G) ist. Grobner-Basen heiflen in der Literatur auch Standardbasen
(insbesondere dann, wenn so genannte lokale Ordnungen zu Grunde gelegt werden,
vgl. [GrPf02a], Definition 1.24, S. 11; diese Art von Ordnungen wird hier nicht
betrachtet).

Aus Satz 2.20 (iii) folgt sofort:

Korollar 2.22. [ = (g1,...,q:) O

Es bleibt anzumerken, dass Grobner-Basen von Idealen immer beziiglich einer tota-
len Monomialordnung gegeben sind. Grobner-Basen beziiglich einer fixierten Ord-
nung sind im Allgemeinen keine Grébner-Basen fiir andere Ordnungen. Auflerdem
ist beziiglich einer fixierten Monomialordnung der Begriff der Grébner-Basis eines
Ideals nicht eindeutig. Um Eindeutigkeitsaussagen zu erhalten, spezialisiert man
den Begriff der Groébner-Basis; man spricht von einer minimalen Grobner-Basis
G ={g1,-..,9:}, wenn deren Polynome normiert sind und die Ip(g;) paarweise tei-
lerfremd sind® und von einer reduzierten Grobner-Basis, wenn sie minimal ist und
jedes Element g; reduziert ist beziiglich G \ {g;}. Reduzierte Grobner-Basen sind
eindeutig (vgl. Satz von Buchberger, [AdL096], Theorem 1.8.7, S.48f.). Zur Berech-
nung von Grobner-Basen gibt es Algorithmen (z.B. BUCHBERGER-Algorithmus, s.
Anhang A.2). Die Existenz von Grébner-Basen ist schnell gezeigt:

Lemma 2.23. Jedes Ideal I C k[xy,...,x,] hat eine Gribner-Basis.

6Ist eine beliebige Grobner-Basis G = {g1, ..., g:} gegeben, kann man alle g; € G entfernen, fiir
welche ein j # ¢ existiert mit [p(g;) teilt Ip(g;). Die verbleibenden Elemente teile man durch le(g;).
Nach Satz 2.20 (ii) erhélt man auf diese Weise wieder eine Grobner-Basis. Diese ist minimal.
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Beweis. Aus dem Hilbert’schen Basis-Satz folgt, dass Lt(I) endlich erzeugt ist. Man
kann annehmen, dass Lt(I) die Form Lt(I) = (lt(¢1), ..., lt(g;)) mit g, € I hat. Sei
G:={g,...,9:}. Dann ist Lt(G) = Lt(I). Also ist G eine Grobner-Basis fur /. [

Satz 2.24. Sei G := {g1,...,9:} € k[z1,...,2,]. Dann ist G genau dann eine
Grobner-Basis fir das Ideal I = (g1, ..., q:), wenn fir jedes f € klxy,...,x,]| der
Rest von f beziiglich G eindeutig ist.

Beweis. Die Richtung ,,= ist schnell zu sehen: Es gelte f iur ry und f inr r9,
wobei r; und 7o reduziert sind beziiglich G. Aus Gleichung (2.36) folgt f —r € [
und f — 71y € I. Also ist 7 — ro € I und nach Satz 2.20 (iii) gilt 1 — 7o inr 0.
Ferner ist r; — ry reduziert, d.h. kein Monom aus r; — r9 ist durch ein Ip(g;) teilbar.
Deshalb gibt es eine Sequenz der Form ry — ro ﬁur 0 nur, wenn r, — ro = 0 ist.

Die Richtung ,,<=* ist komplizierter und ist in [AdLo96|, Theorem 1.6.7, S.34/35, zu
finden. O

Quasi-Homogenisierung von Idealen

Es sei p = (p1,...,pn) € N" ein Gewichtungsvektor. Fiir den Polynomring
klxy,...,z,] betrachte man die gewichtete (grad-verfeinernde) lexikographische Mo-
nomialordnung w-deg-lex, fiir k[x] betrachte man als Monomialordnung den Grad
von Monomen, und fiir k[xy, ..., z,, zo] betrachte man die induzierte eli-Ordnung,
so dass x1,...,x, der Variablen x, iibergeordnet sind.

Fiir f € k[zy,...,z,] sei d der mit p gewichtete Totalgrad von f und es sei

f* = xgl fl=rs > =) € klan, .. 20, 1) (2.37)
T Lo

die Quasi-Homogenisierung von f beziiglich der Variablen xq (es ist f* somit quasi-
homogen beziiglich des Gewichtungsvektors (p,1) € N**1. Fiir (quasi-homogenes)
F € k[, ..., 2y, x0] sei

F,:=F(xy,...,x,,1) € klxy,..., 2]

die Dehomogenisierung von F'.
Fiir ein Ideal I C k[xq,...,x,] sel I* := (f*| f € I) C k[z1,...,x,, 7] die Quasi-
Homogenisierung von I beziiglich zq. Ist I = (g1, ..., g;) endlich erzeugt, so gilt

P2 g ).

Ist {g1,...,q:} eine Grobner-Basis von I, so folgt aus dem néchsten Satz (zusammen
mit Korollar 2.22) sogar die Gleichheit I* = (g¢7,..., g;).
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Satz 2.25. Sei I C klxy,...,x,| ein Ideal und G = {qg1,...,9:} eine Gribner-
Basis von I beziiglich der (gewichteten) grad-verfeinernden lexikographischen Ord-
nung ,<* (beziiglich eines Gewichtungsvektors p € N"). Es sei G" := {gf,..., 97} C
klxy, ..., xn, 0] und I* C klxy,..., 2., x0] die Quasi-Homogenisierung von I
beziiglich xo. Dann ist G" eine Grébner-Basis von I* beziiglich der induzierten eli-
Ordnung ,<.“, welche die z;-Variablen (i # 0) der xq-Variable iberordnet.
Insbesondere gilt: (g%, ...,g7) = I*.

Beweis. Beziiglich der Monomialordnungen < (bzw. <.) bezeichne lt. (bzw. lt. )
den jeweiligen ,leading term® eines Polynoms. Zunéchst stellt man folgende Dinge
fest:

(i) Fiir ein Polynom f € k[zy,...,x,] sind die Terme lt-(f) und It (f*) identisch
(wenn man k|xy,...,z,| als Unterring von k[xy, ..., z,, zo] auffasst). Dies folgt aus
der Wahl der Monomialordnungen und der Homogenisierungsvorschrift f — f*.

(i) Ist F' € I*, so gilt: F, € I, denn per Definition von I* gibt es Funktionen
¢ € k[z1,...,xp, 0] und f; € I, s0 dass =7, ¢; - fr. Es ist also

v v

F, = Z (G5 17), =D _(@)e - ()= (¢5)u- f

j=1 j=1
ein Element aus I (das erste Gleichheitszeichen ist trivial und die beiden anderen

folgen aus einem Analogon zu Lemma 2.2 fiir den (einfachen) quasi-homogenen Fall).

Mit diesen Vorbereitungen kann der Satz nun schnell bewiesen werden. Gezeigt wird:

Lt (I") = (lt<.(g7), - -, lt<.(g7))-

Die Inklusion D ist offensichtlich, denn aus g; € I folgt g7 € I* und weiter
lt- (gr) € Lt (I*). Fiir die Inklusion ,C*“ geniigt es zu zeigen, dass

lie (F) € (lt<.(g7), -, lt<.(97))

gilt, wobei ohne Einschrinkung F' € [I* als quasi-homogen angenommen werden
kann. Aus einem Analogon zu Lemma 2.2 schliefit man, dass es eine natiirliche Zahl
a gibt mit F' = z§(Fy)*. Nach Voraussetzung und Vorbemerkung (ii) findet man
Polynome ¢y, ..., ¢; € k1, ...,2,], so dass gilt: It (F,) = St_, ¢ilt(g;). Nun gilt

li<, (F)

= |l
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und somit ist [t (F') in dem von It (g7), ..., It (g7) erzeugten Ideal enthalten. [

Grobner-Basen in Polynomringen iiber Ringen

Ersetzt man den bisherigen Kérper k£ durch einen noetherschen Ring R, so ist
zundchst festzustellen, dass der Begriff des Reduzierens zu modifizieren ist. Ein
einfaches Beispiel zeigt die Problematik:

Sei R=7Z, A= Rlz,yl mity <z und f =10zy —y, fi =4r+yund fo =3z +1
aus A. Es sei F:= {f1, fo} (Anmerkung: F' ist keine Grobner-Basis im nachfolgend
definierten Sinne).

Ist R ein Korper (etwa R = Q) und reduziert man f beziiglich F' gemif} der bishe-
rigen Definition, so gilt:

3 13
f i>+ 1,2 mit 7y = —§y2 —yund ry, = —?%

d.h. man erhilt f = gyfl + 1y bzw. f = 13—0yf2 + 1. Ist R = Z ein Ring, so funktio-
niert die Reduktion auf Grund der fehlenden Division auf diese Weise nicht.

Im ,Ringfall* reduziert man f modulo F' = {fi,..., f;} ,in einem Schritt*, in-
dem von f Linearkombinationen abgezogen werden, um den ,leading term® lt(f)
verschwinden zu lassen, etwa

r=f—(aX"fi+ - +aXMf)
mit ¢; € R, A; € N, X = (z4,...,z,) und

Ip(f) = X%ip(f;) fiir alle i mit ¢; # 0 und
It(f) = a, XM(f) + - + o XMt f).

Das mehrschrittige Reduzieren ist wie in Definition 2.19 b) definiert. Im obigen
Beispiel gilt etwa r = f — (4y - fi — 2y - fo) = —4 - y* + y, so dass man erhilt:
f=4fh—2yfo+r.

Es sei angemerkt, dass es im Ringfall ein Analogon zum multivariablen Divisions-
Algorithmus des Korperfalls gibt (s. [AdLo96], Algorithm 4.1.1, S.207). Mit der
Anderung des Reduktionsbegriffes gilt die Aquivalenz der Eigenschaften (i), (iii)
und (iv) aus Satz 2.20 auch im Ringfall, so dass durch diese Bedingungen Grobner-
Basen in Polynomringen iiber Ringen definiert werden. Mit Ausnahme von Satz
2.24 und der Bemerkungen iiber minimale/reduzierte Grobner-Basen gelten die
bisherigen Ergebnisse. Insbesondere bleibt Satz 2.25 giiltig, wenn man den Koérper
k durch einen Ring R ersetzt.”

"Das vierte Kapitel von [AdLo96], S. 201 ff., setzt sich detailliert mit Grébner-Basen iiber
Ringen auseinander.



54 Kapitel 2. Kompaktifizierung des Parameterraums

Wie in den vorherigen Kapiteln gesehen beschréankt sich das Problem, eine affine Va-
rietiit [ C CR+Hm+N iy PE x IP’Z“LN abzuschliefen, auf das Bi-Quasi-Homogenisieren
des Ideals Z(I') C Clay,...,ag,bi,..., b, 5] in Clag,a1,...,ar,bo,b1,...,0, 5]
beziiglich der jeweiligen Homogenisierungsvariablen ag bzw. by.

Es sei also I ein Ideal in Clay,...,ag,b1,...,b,,, 5]. Man hat den kanonischen Iso-
morphismus von Ringen

R = C[al,...,aR,bl,...,bm+N]:(C[bl,...,bm+N])[a1,...,aR] = Rb

Das Ideal [ ist als Ideal in R}, auffassbar und im Ring (C[by, ..., b,,, 5])lao, a1, ..., ag]
beziiglich ay quasi-homogenisierbar. Hierzu wird eine Grobner-Basis von I in R,
(beziiglich der entsprechend gewichteten, grad-verfeinernden lexikographischen Ord-
nung w-deg-lex der a-Monome) berechnet. Vermoge Satz 2.25, welcher, wie erwihnt,
auch im Falle von Polynomringen iiber Ringen giiltig bleibt, erhilt man die Quasi-
Homogenisierung von [ beziiglich der a-Variablen. Das so entstehende Ideal kann
mittels des kanonischen Isomorphismus

(C[bl, N ,bm+N])[a0,a1, N ,(IR] >~ ((C[Clo,al, ce ,&R])[bl, ce 7bm+]\7] = Ra

als Ideal in R, aufgefasst werden. Sodann werde in diesem Ring (beziiglich der
entsprechenden gewichteten grad-verfeinernden lexikographischen Ordnung w-deg-
lex der b-Monome) eine Grobner-Basis von diesem Ideal berechnet. AnschlieBend
erhdlt man durch Satz 2.25 die Quasi-Homogenisierung nach den b-Variablen
im Ring (Clag, a1, ...,ag])[bo,b1,...,b,,, 5] und somit insgesamt die Bi-Quasi-
Homogenisierung von I in Clag, ay,...,ag, by, b1, ..., b, 5l

Bei der praktischen Umsetzung dieses Verfahrens mittels des Computeralgebra-
Programms SINGULAR ergibt sich das folgende Problem: SINGULAR stellt nur Algo-
rithmen zur Bestimmung von Grobner-Basen in Polynomringen iiber Kérpern bereit.
Benotigt werden jedoch Grobner-Basen in Polynomringen iiber Ringen.® Aus die-
sem Grund miissen Grébner-Basen von Idealen in Polynomringen iiber Ringen auf
andere (indirekte) Art und Weise bestimmt werden. Der folgende Satz — eine Ver-
allgemeinerung von [AdL096], Theorem 4.1.18, S. 209f. — besagt, dass in der obigen

8Natiirlich ist es nicht méglich, im Rahmen der obigen Betrachtungen den Ring R, durch den
Ring Ry := (C(by, ..., b, m))lai, ..., ag] zu ersetzen. Beziiglich der Inklusion i : R — Ry, triigt
i(I) nicht die Struktur eines Ideals in Ry. Sind fi,-.., fr Erzeugende von I in Ry, so enthélt das von
i(f1),...,i(fr) in Ry, erzeugte Ideal das Bild i(I) des Ideals I als echte Teilmenge. Ist beispielsweise
I =(b—a,b—a?) ein Ideal in (C[b])[a], so ist das von b — a und b — a? in (C(b))[a] erzeugte Ideal
gleich (C(b))[a], denn es ist

- (b2117a+1)11> (b—a)— <b21b> (b—a?).
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Situation eine Grébner-Basis im Polynomring Clay, ..., ag,b1,...,b,, 5] iiber dem
Korper C (beziiglich einer Eliminationsordnung) eine Grobner-Basis im Polynom-
ring (C[by,...,b,, . x])a1,...,ag] iiber dem Ring Clby,...,b,, , 5] induziert:

Satz 2.26. Es sei k ein Korper, I C k[z1,...,2n,y1,...,Ym] ein Ideal. Mit <, sei
die gewichtete lexikographische Ordnung von Monomen in den x-Variablen (beziiglich
eines Gewichtungsvektors p € N"), mit <, die gewichtete lexikographische Ord-
nung von Monomen in den y-Variablen bezeichnet (beziiglich eines Gewichtungs-
vektors q € N™). Es sei < die induzierte eli-Ordnung, welche die x-Variablen
den y-Variablen tberordnet. Ist G = {g1,...,9:} C k[z1,. ., Zn,Y1,...,Ym] €ine
Grobner-Basis (Korperfall) fir I beziiglich <, so ist G, aufgefasst als Menge in
(kly1, -, Ym))[x1, - - -, 20, eine Grébner-Basis (Ringfall) beziiglich <, fir I, aufge-
fasst als Ideal in (k[y1, ..., Ym))[T1, ..\ 20l

Beweis. Mit lt,,lp,,lc,, Lt, (bzw. lt,, lp,,lc,, Lt, bzw. It Ip,lc, Lt) sind ,leading
term*, ,leading power product®, ,leading coefficient und ,leading term ideal
beziiglich der Monomialordnung <, (bzw. <, bzw. <) in den entsprechenden Ringen

gemeint (BSP-3 fi= $1y% + 112 € C[5E17917y2]> p = (an = (17 1) = lpa:(f) = T,
leo(f) =yt + 2 € kly1,92)).
Es wird gezeigt: (lt.(g1),-..,t.(g:)) = Lt,(I).

Da g; € I, ist lt,(g;) € Lt,(I), also gilt ,C*.

Zur Inklusion D¢ Sei F € Lt,([). Dann gibt es Polynome ¢; €
(Clyr, - s YmD)[w1, - wn] und fj € I, s0 dass F'= 37" ¢; - lt,(f;) ist. Es geniigt
also fiir f € I zu zeigen, dass lt,(f) eine Linearkombination der lt,(g;) ist.

Es sei also f € I. Da GG eine Grobner-Basis fiir das Ideal I beziiglich der Ordnung <
ist, liefert der multivariable Divisions-Algorithmus eine Darstellung von f der Form

f :chAlYBlgi1 + 62XA2YB2gZ-2 + ...+ cNXANYBNgiN (2.38)
mit
(XY Pg,) > Ip(X42YP2g,,) > . > Ip(XAVYPrg,, ) (2-39)

(vgl. Korollar A.2 im Anhang A.1).

Dabei ist N € N, i, 6{1,...,t}, A, e N B, e N, Ck%Ofﬂrk:L...,N. Da >
die Eliminationsordnung bezeichnet, welche die Monomialordnung der x-Variablen
der Monomialordnung der y-Variablen iiberordnet, folgt:

lpx(XAlYBlgil) > lpx(XAQYBQgiQ) > L. zlpx(XANYBNgiN)

bzw.
XMp,(g:,) > XUp,(gi,) > ... > X (giy)-
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Es sei kg > 1 die grofite ganze Zahl mit

XAllpx(gh) == XAkOlpI(giko) > XAk0+1lpx(giko+1) .2 XANlpx(giN)'
(2.40)

Als Néchstes schreibe man g; in der Form
g = lt.(g;) + kleinere z-Terme.

Dabei ist It,(g;) =: a;- X% mit a; € k[yy, ..., Y] und X% = Ip,(g;). Die Zeile (2.40)
schreibt sich mit dieser Notation in der Form

XA X0 — = XA X% > XAkt XCkott > > XAN XCin

k
Falls Zoj e Y Pra; # 0, gilt:
k=1

N
It.(f) = I, (Z ckXAkYBkgik)

k=1
S B Ay C

= | > Y Pray | XX
k=1

ko
In der Tat gilt > cxYPra;, # 0, denn aus (2.40) und (2.39) folgt
k=1

YPUp,(a;,) > YIp,(a;,) > ... > YB’“Olpy(aikO),

so dass sich in der obigen Summe die Summanden nicht gegenseitig annullieren
kénnen.

SchlieB3lich folgt

k‘o kO

ito(f) = Y P X Ma;, X =N e X WY Pt (g;, )
k=1 k=1
und die Behauptung ist gezeigt. O]

Abschliefend soll das beschriebene Verfahren zur Ermittlung der Bi-Quasi-
Homogenisierung eines Ideals I an einem Beispiel dargestellt werden:
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Anwendungsbeispiel

Das Beispiel 2.6 aus Kapitel 2.2.1 und 2.3.1 aufgreifend soll die Bi-Quasi-
Homogenisierung des Ideals (2.20)

I :I(F) = <b1 + ay, b2 — Ay, b3 + 201, b4 - CL3> C C[a17a27a37b17b27b37b4]

mit Hilfe von Grobner-Basen errechnet werden. Die Gewichtungsvektoren fiir Mo-
nome aus Clag, a1, as,a3] bzw. Clbg, b1, bs, b3, by] sind p = (1,1,1,2) bzw. q =
(1,1,2,2,2). Die gewichteten lexikographischen Ordnungen werden mit <, bzw. <,
bezeichnet. Die Eliminationsordnung, welche die Monomialordnung <, der Monomi-
alordnung < iiberordnet, wird mit <, bezeichnet. Die Eliminationsordnung, welche
die Monomialordnung <, der Monomialordnung <, iiberordnet, wird mit <, be-
zeichnet.

Die jeweiligen Berechnungen sind mit SINGULAR [GrPf02b] vorgenommen worden.
Ein kommentiertes Protokoll der Berechnungen findet sich im Anhang B.

Zunichst ermittelt man eine Grobner-Basis beziiglich der Eliminationsordnung <,
etwa

G = {blbg — bg, a9 — b2, a; + bl, as — b4}

Satz 2.26 besagt nun, dass G, aufgefasst als Menge in (C[by, be, b3, bs])[a1, as, asl,
ebenso eine Grobner-Basis beziiglich der Ordnung <, fiir I, aufgefasst als Ideal
in (C[by, b, b, by])[a1, as, asl, ist. Die Quasi-Homogenisierung der Elemente von G
beziiglich der Homogenisierungsvariable ag und dem Gewichtungsvektor p

Gh = {b1by — b3, as — beag, a1 + brag, as — b4a3}

ergibt nach Satz 2.25 ein Erzeugendensystem fiir die Quasi-Homogenisierung
des Ideals I in (C[by, bo, bs, ba))[ag, a1, az, as] beziiglich ao (Satz 2.25 behilt —wie
erwahnt— im Fall von Polynomringen iiber Ringen seine Richtigkeit).

Von  dieser  Quasi-Homogenisierung ~ (G"),  aufgefasst als Ideal in
Clag, a1, as, as, by, ba, bs, by], wird eine Grobner-Basis H beziiglich der Elimina-
tionsordnung <;, berechnet, etwa

H = { b1a0 + ay, b4ag — as, b4a1a0 + b1a3,
bzag — bras, bsas + biayas, baag — as
b2a1 + blag, bgag — b4a2a0, b%ag + b3a1
blag — bsa?,  biby — b3 1.

Wird H als Menge in (Clag, ai, as, ag])[b1, b, bs] aufgefasst, so besagt Satz 2.26, dass
H eine Grobner-Basis fiir (G"), aufgefasst als Ideal in (Clag, a1, as, az])[b1, by, b3, by,
beziiglich der Ordnung <, ist. Die Quasi-Homogenisierung der Elemente von H
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beziiglich der Homogenisierungsvariable by und dem Gewichtungsvektor q ergibt
nach Satz 2.25 die Quasi-Homogenisierung des Ideals (G") beziiglich by, also die
Bi-Quasi-Homogenisierung von [:

I = < a1bg + a0b1, —agb% + a%b4, a1agbs + asbibg
—agblbo + aobg, a1a2b4 + (13(?3, —agbg + a062
CL1b2 + agblbg, —a2a0b4 + CL3b2, albg + azb%,
—a%b4 + CL{J,b%7 b1b2 - bgbo >

In der Tat stimmt dieses Ideal mit dem Ideal (2.21) iiberein.

2.4 Berechnung der Projektion von I' nach Py

2.4.1 Projektion und Elimination

Es bezeichne P} den n-dimensionalen, gewichtet-komplex-projektiven Raum?, des-
sen Koordinaten wie bisher mit (ag : ... : a,) bezeichnet werden. Ferner bezeichnen
b1, ..., bm die Koordinaten des C™. Es sei Z C P, x C™ eine beziiglich der Pro-
dukttopologie abgeschlossene Untervarietit, d.h. es ist Z = V(I) mit einem Ideal
I C Clag,...,an,b1,...,by], welches quasi-homogen in den a-Variablen und belie-
big in den b-Variablen ist. Ziel der Betrachtung ist es, das Bild von Z unter der
Projektion 7, : P x C™ — C™ zu beschreiben. Satz 2.28 besagt, dass m,(Z) als
gemeinsame Nullstellenmenge von Gleichungen gewonnen werden kann.

Proposition 2.27 (Der gewichtet-projektive Nullstellensatz). Es sei I C
Clag, - . .,an] ein quasi-homogenes Ideal und V(I) C Py sein Verschwindungsort.
Dann gilt:

1L.VI)=0 < (ag,...,a,) Crad(l)

2.VI)#£0 = ZI(V))=rad).

Beweis. Die Aussagen lassen sich &hnlich beweisen wie der gewohnliche projekti-
ve Nullstellensatz. Dazu wird der (verallgemeinerte) ,Kegel® V,/(I) C C"! iiber
V(I) betrachtet und der gewthnliche Nullstellensatz angewendet (vgl. [GrPf02al,
Theorem A.4.6, S. 434f.). O

9Die Aussagen dieses Kapitels behalten ihre Giiltigkeit, wenn der Kérper C durch einen belie-
bigen, algebraisch abgeschlossenen Korper k ersetzt wird.
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Satz 2.28 (Hauptsatz der Eliminationstheorie'® fiir den gewichtet-projek-
tiven Raum). Ist Y eine offene Teilmenge einer projektiven Varietit und bezeich-
net m:IP3 x Y — Y die Projektion, so ist = abgeschlossen. Insbesondere ist my(Z)
Zariski-abgeschlossen in C™.

Beweis. Es geniigt, die Behauptung fir ¥ = C™ zu zeigen. Sei Z C Pj x C™
abgeschlossen, etwa Z = V(fi,..., fx). Es bezeichne Cla], C Clay,...,a,] den
C-Vektorraum der quasi-homogenen Polynome vom (gewichteten) Grad d. Es ist
Cla]q ®c C[by, ..., by] ein freier Clby,...,by,]-Modul vom endlichen Rang. Mit d;
werde der gewichtete Grad von f; beziiglich der a-Variablen bezeichnet. Fiir jedes
d > 0 hat man einen Morphismus A, von freien Moduln (dabei ist C[a]; := 0 fur
i <0):

(@lec[a]d_dj) ®¢c Clby, ..., bpn] —2 Claly ®c Clb, - . ., b

l !

@?:1 Clalg—q, — Clalg.

Dabei ist A, definiert durch

k
(g1(ag, ... an), ..., gr(ag,...,a,)) @1+ Zgj(ao,...,an)fj(ao,...,an,bl,...,bm).
j=1

Durch den Einsetzungshomomorphismus wird fiir jedes b := (by,...,b,) € C™ ein
C-Vektorraumhomomorphismus Ay(b) induziert. Beziiglich fester Basen der jewei-
ligen C-Vektorraume ist A4(b) darstellbar durch eine Matrix mit komplexen Ein-
trigen. Fiir die weiteren Uberlegungen werde fiir jedes d die folgende Basis von C[a]y
fixiert:

By :={al .. .a%| dopo+ ...+ dupn = d}.

Dabei ist p = (po, - . ., pn) der Gewichtungsvektor des P7. Es sei
Sa:=A{(b1,...,bm) € C"| rang (Aq(by,...,by)) < dimcCla]y — 1}.

Sy ist Zariski-abgeschlossen in C™, denn Sy ist gleichzeitige Nullstellenmenge von
gewissen Unterdeterminanten von A,. Die Behauptung ist nun, dass 7(2) = (2, Sq
ist:

Esist b:= (by,...,b,) ¢ 7(Z) genau dann, wenn

V(f1<a07"'7an7b>7"'7fk(a07"'>an7b)) :(Z)

Tn der analytischen Kategorie ist durch den Remmert’schen Abbildungssatz (vgl. [KaKa83],
Theorem 45.17, S.170.) eine #hnliche Aussage gegeben.
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in P7. Nach dem gewichtet-projektiven Nullstellensatz (Proposition 2.27) ist dies
dquivalent zu

rad({fi(ag,...,an,b), ..., fu(ag,...,an, b)) D (ag,...,an). (2.41)

Gezeigt wird nun, dass diese dquivalenten Bedingungen genau dann erfiillt sind,
wenn es eine natiirliche Zahl r gibt, so dass die Abbildung Ap(b) mit D := r-py-.. .-p,
surjektiv ist (also vollen Rang hat). Dann ist b ¢ Sp, also b ¢ (2, S4, und der
Satz ist gezeigt.

Es gelte (2.41). Dann gibt es fir ¢ = 1,...,n natiirliche Zahlen v; mit ;" € J,
wobei mit J das Ideal (fi(ag,...,a,,b),..., fe(ao,...,a,, b)) in Clag,...,a,] ge-
meint ist. Es existiert nun ein r € N, so dass alle fixierten Basen B, mit
1’ > r aus Monomen af’...a"" bestehen, derart dass zu jedem Basiselement ein
i = 1,...,n existiert mit p; > v;. Diese Eigenschaft gilt somit insbesondere fiir
die Basis Bp mit D :=7r-pg-...-p,. Fiir h € C[a]p folgt dann, dass jeder Sum-
mand von h in J liegt. Also gilt h € J, d.h. es gibt g1,...,9x € Clag,...,a,] mit
h = 2521 gj(ao, ..., an)fj(ao, ..., an,b). Notwendigerweise kommt g; aus Cla]p_g;.
Es werden also g, ..., gr durch Ap(b) auf h abgebildet. Also ist Ap(b) surjektiv.

Umgekehrt setze man voraus, dass Ap(b) surjektiv ist fir D:=7-py-...  py.
Daraus folgt, dass D von jedem p; geteilt wird. Fiir jedes ¢ gibt es also natiirli-
che Zahlen o; mit D = o;p;. Deshalb treten in der Basis Bp von Cla|p Ele-
mente der Form a]° auf. Nach Voraussetzung ist a;’ Linearkombination von
fi(ag,...,an,b), ..., fr(ag,...,a,,b), und somit insbesondere in J enthalten. Al-
so ist a; € rad(J). O

Lemma 2.29. Es gilt: m(Z) =V (ﬂ I|g,=1 NClby, ... ,bm]).
i=0

Beweis. Dies ist eine Folge aus dem obigen Satz 2.28 und [GrP{02a], S. 420, Lemma
A.2.18. Dieses Lemma besagt das Folgende: Es sei f : X — Y ein Morphis-
mus affiner algebraischer Mengen X C A”™ und Y C A™. Dieser wird induziert
von einem Morphismus f = (fi,..., fm) : A" — A™ Essei I C Klzy,...,x,]

ein beliebiges Ideal mit V(I) = X und es sei H := (I,y1 — fi,-- -, Ym — fm) C
Klzy, ... T, Y1y« Ym). Dann gilt: f(X) =V(H N Ky1, ..., Yml)-
In der Situation des Lemmas 2.29 seien nun Karten definiert: U; = {a; # 0} =~

C"x C™ c Py x C™. Dann gilt:

n n

m(Z) = m((J(ZnU)) M EE m(J(Zn0y) = owb(z nu;,) ccm™

i=0 =0

Nun wende man das oben zitierte Lemma A.2.18 auf diese Situation an, um
m(Z NU;) zu berechnen: Der Morphismus f ist durch die Projektion f = =, :
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C" x C™ — C™ gegeben. Die affine algebraische Menge X ist gegeben durch
Z N U;. Fir jedes i betrachte man das dehomogenisierte Ideal I|,,—;. Setzt man
ai:l,O,...,O) :[

dementsprechend H := (/ a;=1, erhdlt man die Aussage:

oW Z N0 = V(I

et NCbr, .. b))

Also ist

7Tb<Z) = U?Tb(Z N Uz) == OV(I‘aizlﬂ(C[bl, oo ,bm]) == V (ﬁ I|ai:1 ﬂ(C[bl, Ce ,bm]> .

]

Sind I, J Ideale in einem Ring R, so wird mit I : J = {r € R|rJ C I} das
Quotientenideal von I beziiglich J bezeichnet. Es ist

I:J*° ={reR|IneN:rJ"CI}
die Saturierung von I beziiglich J.

Lemma 2.30. In der obigen Situation gilt weiterhin:

(o=t N Clbr,- . ba] = (I : ao, .., an)*) NClby, ..., by).
=0

Beweis. Es sei angemerkt, dass I : (ag, ..., a,)° = Uyl : (a3, ..., al) ist.

L2 Sei fe(I:{ag,...,a,)°)NClby,...,by]. Dann gibt es ein d € N, so dass fiir
jedes i =0,...,ngilt: f-a? €. Alsoist f=(f-a?)|a=1 € I|q,=1 fiir jedes i.

,C“: Sei zunéchst f nur aus ();_y I|e,=1. Dann gibt es zu jedem i ein F; € I mit
f = Fjla,=1- Da I ein in den a-Variablen quasi-homogenes Ideal ist, liegt jeder
a-quasi-homogene Bestandteil von F; in I. Ohne Einschrinkung ist F; bereits a-
quasi-homogen. Es gibt also d; € N, so dass F; = af"' - f* ist, wobei f* die Quasi-
Homogenisierung von f beziiglich der Homogenisierungsvariablen a; ist. Ist nun

zusatzlich f € Clby,..., by, so ist f trivialerweise a-quasi-homogen. Deshalb ist
a%i . fr =q% . f €I fiir alle 3. Fiir d = maz{do, . .., d,} gilt somit: (ad,... al)-f €
I. ]

Man betrachte nun die folgende modifizierte Situation: Es sei Z C P} X Py eine
bi-gewichtet-projektive Untervarietit Z = V(I) mit einem bi-quasi-homogenen Ide-
al I C Clag,...,an,bo,...,bn). Essei m : Py x Pyt — P die Projektion. Der
Hauptsatz der Eliminationstheorie besagt, dass m,(Z) C Py abgeschlossen ist. Man
hat nun die beiden Funktoren V und V,;, und man kann Z jeweils auffassen als:

7 V(I) C Py x PY bzw.
vl © P2 x C™*  affiner Kegel bzgl. der b-Variablen.
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Ebenso kann man m,(V,e(1)) € C™*! als affinen Kegel auffassen, dessen zugehorige
gewichtet-projektive Varietét mit m,(V(I)) = m(Z) iibereinstimmt. Die Lemmata
2.29 und 2.30 liefern:

Ty (Var(1)) = Vae (I = {ag, ..., a,)®°) N Clby, ..., by]) C C™,

also

mw(Z) =V ((1I:{ag,...,a,)*)NClby,...,by]) CPr| (2.42)

q

2.4.2 Elimination mit Hilfe von Grobner-Basen

Die bequeme Berechnung von Erzeugenden des Ideals
(I:{ag,...,a,)>)NClby,...,bn]
wird durch den folgenden Satz gewéahrleistet (s. [AdLo96], S.69, Theorem 2.3.4):

Satz 2.31. Es sei < die eli-Ordnung, bei welcher die Monomialordnung der a-
Variablen derjenigen der b-Variablen iibergeordnet ist. Es sei G = {g1,...,0:}
eine Grobner-Basis fir ein Ideal I C Clag,...,an, bo, ..., by] beziglich <. Dann
ist G N Clby, ..., by| eine Grébner-Basis fir I N Clby, ..., by,| beziglich der ent-
sprechenden Monomialordnung der b-Variablen und erzeugt insbesondere das Ideal
INClbo, ..., bmnl.

Beweis. Zunichst ist klar: G N Clby, ..., by,] C I NClby,...,by) (wegen G C I).

Es wird gezeigt: Zu jedem f £ 0 € INClby, ..., by gibt es ein g; € GNClby, . . ., by,
so dass gilt: Ipy(g;) teilt Ipy(f) (Ipy sei das ,leading power product® beziiglich der
totalen Ordnung der Monome in Clby, . .., by]).

Es seialso f € INC[by, . ..,by|, f # 0. Da G eine Grobner-Basis von [ beziiglich der
Eliminationsordnung ist, gibt es ein i mit Ip(g;) teilt Ip(f) (hierbei ist Ip beziiglich
der eli-Ordnung zu verstehen). Da in f nur b-Variablen auftreten, treten auch in
Ip(g;) nur b-Variablen auf. Auf Grund der Eliminationsordnung gilt nun, dass auch
in den kleineren Termen von g; (also nicht nur in l¢(g;)) ausschlieBlich b-Variablen
auftreten. Es ist also g; € Clby, . . ., by, NG und beziiglich der entsprechenden totalen
Ordnung der Monome in Clby, . .., b)) gilt: Ipy(g:) teilt Ipy(f). O

Satz 2.31 besagt somit insbesondere, dass zur Berechnung eines Erzeugendensystems
des Ideals (1 : {(ag,...,a,)*)NClby, ..., b,] lediglich eine Grobnerbasis G des Ideals
(I : {ag,...,a,)®) (beziiglich der entsprechenden Eliminationsordnung) ermittelt
werden muss. Sodann erhélt man wegen der zu Grunde gelegten Eliminationsord-
nung;:

GNClby,...,bn) ={9€ G| Ip(g) € Clby,...,bn]} (2.43)
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Anwendungsbeispiel

Betrachtet werde das Ideal I*|,,—¢ := I*+ (ag) C Clag, a1, as, as, by, by, ba, bz, by] (mit
I* =Z(I')* aus (2.21)):

Iag=0 = { a1bo, azboby, asbg,
agbobl, a1a2b4 + a3b3, a1b2 + azbgbl,
agbg, agbg, a1b3 + (lgb%,
—a%b4 + agb%, —bobg + blbg, ago >

Beziiglich der Projektion m, : P% xPg — Pg mit p = (1,1,1,2) und q = (1,1,2,2,2)
soll das Bild von V(I*|4,—0) in P§ berechnet werden. Dazu berechnet man zunéichst
die Saturierung

(I*‘aozo : <a07 ai, az, a3>oo)'

Hierzu kann man in SINGULAR das Kommando sat aus der Programmbibliothek
,elim.lib®“ benutzen. Man erhélt:

(I*|ag=0 : {ao, a1, as,a3)®) = { b, b bo, b1by — bsby,
ap, aby, aibs + azbi,
a1bs, azbs, azbsby,
azbiby — azbi, ayasby + asbs, aiby —azb? ).

(2.44)
Nach (2.42) ist

Wb(V([*’aO:O)) =V ((I*|a0=0 : <<lo, ay,as, a3>oo) N C[bo, 517 by, bs, 54]) .

Um Erzeuger des Ideals (I*|q=0 : (a0, a1, ag, az)®) N Clbo, by, b, bs, by] zu erhalten,
betrachtet man eine Grobner-Basis des Ideals I*|,,—o : (ag, a1, a2, a3)> beziiglich
der Eliminationsordnung, welche die gewichtete lexikographische Monomialordnung
der a-Variablen derjenigen der b-Variablen iiberordnet. Die in (2.44) angegebenen
Erzeuger des Ideals sind bereits so berechnet, dass sie eine derartige Grobner-Basis
bilden. Satz 2.31 (bzw. Gleichung (2.43)) besagt daher, dass

{05, Dob1, biby — bsbo} (2.45)

eine Grobner-Basis — und damit insbesondere ein Erzeugendensystem — fiir das Ide-
al (I*|sp=0 : (@0, a1, az,as)>) N Clbg, by, ba, b, by ist. Beziiglich dieses Beispiels sei
nochmals auf Anhang B verwiesen, wo die Berechnung mittels SINGULAR erldutert
wird.



64

Kapitel 2. Kompaktifizierung des Parameterraums




Kapitel 3

Fortsetzung von Familien
Fuchs’scher
Differenzialgleichungen

3.1 Die Fortsetzung hypergeometrischer Diffe-

renzialgleichungen

Auf die zu dem Diagramm

0 1 00
u=P 0 0 a
1—0,3 as3 — a; — Qs Q9

gehorige hypergeometrische Differenzialgleichung (vgl. Kapitel 1.1.5)

, (a1 +as+1)x—as , a1as

z(z —1) " x(x—l)uzo

werde fiir as # 0 die lineare Transformation z = asxr angewendet. Man erhélt in
Analogie zu Lemma 1.8 die zu dem Diagramm

0 ao 00
w=P 0 0 a, 2
1—oas as — a; — a p)
gehorige Differenzialgleichung
1)z —
s (a1 +as+ 1)z —asas ma o (3.1)
2(z — ag) z(z — ap)

65
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Thr Parameterraum ist gegeben durch C*\{ay = 0}. Die Fortsetzung der Differenzial-
gleichung iiber die Hyperebene {ay = 0} ergibt die Fuchs’sche Differenzialgleichung

1+6L1
V4

w” + w' = 0.

In z = oo ist diese Differenzialgleichung genau dann regular, wenn a; = 1 ist.

In Kapitel 1.2.1 wurde der Abschluss des Parameterraums in C x P{. x C betrachtet,
dessen unendlich ferner Teil zur konfluenten hypergeometrischen Differenzialglei-

chung
e BTy By =0
z z

fithrt, deren Singularitéten in 0 reguldr und in oo irregulér sind.

Im Folgenden wird der Parameterraum nach der in Kapitel 2.2.1 beschriebenen
Methode erweitert und die einzelnen Differenzialgleichungen der Familie als Punkte
eines Graphen aufgefasst: Hierzu wird die Gleichung (3.1) mit der Gleichung

ng + b3 b4
w" + w/_|_ W —
224+ b1z 224+ bz

identifiziert (die Koeffizienten von (3.1) sind bereits nennergleich, daher ist es nicht
notwendig, die Koeffizienten zu erweitern). Diese Identifizierung liefert den Morphis-
mus affiner Varietéiten C* — C*,

(CLl, ag, a3) — (_a27 1 + ay + Az, —a20a3, CLlCLQ).

Dessen Graph ist gegeben als Nullstellenmenge des (radikalen) Ideals
I:= <b1 + a2, b2 —-1- ay — Go, b3 + ao0as3, b4 - a1a2> S C[ah G2, as, b17 b27 b37 b4];

so dass jeder Punkt von I' = V(I) C C® x C* einer Differenzialgleichung der
obigen Form entspricht, indem man auf die b-Koordinaten (oder auch auf die a-
Koordinaten) projiziert. Die affine Varietéit I' wird nun beziiglich der Topologie T°
aus Kapitel 2.1.1 in P2 x P% abgeschlossen. Die homogenisierte Form von (3.1) lautet

" ap(a; + as + ag)z — aza3 ayas — (3.2)
apz(apz — az) apz(apz — az)
Ein Punkt (ag:...:as, by :...:by) €T entspricht der Differenzialgleichung
b b b
gy 228 =0 (3.3)

_— W =
b022 + blzw b022 + blz

Nach Satz 2.4 ist ' die Nullstellenmenge der Bi-Homogenisierung I* von I in
P2 x PL. Die Bi-Homogenisierung von [ lisst sich entweder durch Pimérzerlegung
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eines geeigneten Ideals (Kapitel 2.3.1) oder durch Berechnung geeigneter Grobner-
Basen (Kapitel 2.3.2) und Homogenisierung von deren Elementen realisieren.

Eine Rechnung mit SINGULAR [GrPf02b] ergibt:

I* = < b% + b1by — b1bg + babo, aszby — agbs,
agb4b0 + a0b1b3 + aonbg - aobgbo, agbo + aobl,
agby + agsba + apby — agby, a1bg + asby — agbs + agbo,
a1bs + azby, arby + azby + az2bs + agby,

asaszby + asapbs + azagby — azapby,
arasbs + ajapby — aragby — a%bl — agbg — asapby ).

Die hier aufgefiihrten Erzeuger von I* sind bereits so berechnet worden, dass
sie eine Grobner-Basis von I* beziiglich der Eliminationsordnung der Monome
von Clay, ag, as, ag, by, be, bs, by, by] bilden, welche die deg-lex-Ordnung der Mono-
me in den a-Variablen der deg-lex-Ordnung der Monome in den b-Variablen
iiberordnet. Eine weitere Rechnung mit SINGULAR ergibt, dass die Saturierung
(I* : {ag, a1, as,az)*™) mit I* identisch ist. Bezeichnet m, : P x P& — P& die
Projektion auf die b-Koordinaten, so gilt nach (2.42)

7Tb<F) = V(I* N (C[bo, RN ,b4]> - Pé,
und aus Satz 2.31 (bzw. Gleichung (2.43)) folgt

Wb(F> = {(bo . b1 . bg . bg . b4) € ]Pé | b% + blbg - blbo + b4b0 = 0}

Als néchstes soll die Frage beantwortet werden, welche Differenzialgleichungen
dem unendlich fernen Teil des Parameterraums zugeordnet werden koénnen. Die-
se ,neuen”“ Differenzialgleichungen entsprechen der Nullstellenmenge des Ideals

I*|ag=0 = I* + {ag) in P& x P{. Dabei ist

I|go=0 = { b% + b1by — b1by + babo, asb;

azbsbo, azbo,

asby + asbs, a1by + asbg,

a1bs + asby, a1by 4+ asby + asbs,

asasbs, aiasby — a3by — asbs,

ao >
= { 0?4 biby — byby + byby,  asby,

asby, azby + asbsy,

a1by + asbg, a1bs + asby,

a1by + axby + asbe, ag ).
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Wie eben berechnet man die Saturierung (I*|,,—o : {ao, a1, as, a3)>). Diesmal erhélt
man das Ideal

(I*|ag=0 : {ag, a1, as,a3)®) = { byby, b1bg b2 + bybo,
Qo, aszby, azbo,
agby + agby, a1by + azby, aibz + asby,
a1bq, aoasbs, a1 asby ).

Auch hier sind die aufgefithrten Erzeuger bereits so gewéhlt, dass sie eine
Grobner-Basis des Ideals beziiglich der Eliminationsordnung der Monome von
Clay, ag, as, ag, by, ba, bs, by, by] bilden, welche die deg-lex-Ordnung der Monome in
den a-Variablen der deg-lex-Ordnung der Monome in den b-Variablen iiberordnet.
Also folgt aus (2.42) zusammen mit Satz 2.31 bzw. Gleichung (2.43):

Ty (V(I*|ag=0)) = {(bo : by : by : b3 : by) € PE| babg =0, bibg =0, b]+ byby = 0}.
(3.4)

Somit sind die {iber dem unendlich fernen Teil des Parameterraums hinzukommen-
den Differenzialgleichungen durch die Gleichung (3.3) gegeben, wenn die Parameter
aus der Menge m,(V(I*|40=0)) stammen. Es folgt eine Untersuchung dieser Differen-
zialgleichungen in den Karten des P¢:

Der Fall by # 0:
Schneidet man 7,(V(I*|4,—0)) mit der Karte {by = 1} erhilt man die Untervarietét

{(1:0:b2:l)3:0)€(C4| bz,ng(C}.

Dem entsprechen Differenzialgleichungen der Form

baz + b
w4 = 5 Jw' =0,
z
bei denen offenbar nur eine endliche Singularitét in z = 0 vorliegt. Man sieht,

dass fiir b3 # 0 diese Singularitét irreguldr ist. Ist b3 = 0, erhélt man Fuchs’sche
Differenzialgleichungen der Form w” + bfw’ =0.

Der Fall by = 0:

Die Punkte aus (3.4), welche im Schnitt mit der Hyperebene {by = 0} des P liegen,
bilden die Untervarietét

{(Oibl 2 by 1 b3 Zb4) E]P)?a b%—{—ble:O}
Im Schnitt mit der Karte {b; = 1} sind dies die Punkte, welche by = —1 erfiillen.
Diesen Punkten entsprechen die Differenzialgleichungen

by — 2 b
w4+ 22w+ 2w =0,
z z



3.2. Die Fortsetzung der Riemann’schen Differenzialgleichungen 69

Dies sind ausnahmslos konfluente, hypergeometrische Differenzialgleichungen mit
einer irreguldren Singularitit in z = oo.
Ist auch b; = 0, erhélt man Differenzialgleichungen mit Parametern aus

{(0:0:by:b3:by) €PLY.

Man sieht, dass der Nenner byz? + bz der Koeffizienten der Differenzialgleichung

(3.3), die zu diesen Punkten gehoren, Null wird. Die entarteten Differenzialglei-
b
bzzj—bg
Parameter by, b3 oder by nicht 0 ist. Ist by = 1, so sind die Differenzialgleichungen

chungen, die hieraus entstehen, haben die Form w’ + w = 0, wobei einer der
Fuchs’sch mit einer reguldren Singularitéit in z = —b3 und in z = oo (falls by # 0,
sonst gibt es keine endliche Singularitét). Ist b = 0 und b3 = 1, so liegt eine
Differenzialgleichung mit konstantem Koeffizienten vor. Diese hat in z = oo eine
irreguldre Singularitdt (falls by # 0) bzw. eine reguldre Stelle (falls by = 0). Ist
b, = bs = 0 und by = 1, entartet die Differenzialgleichung erneut, man erhélt die
,,Differenzialgleichung 0-ten Grades” w = 0.

3.2 Die Fortsetzung der Riemann’schen Differen-
zialgleichungen

Gegeben sei eine Familie Fuchs’scher Differenzialgleichungen zweiter Ordnung mit
zwei endlichen Singularitdten ai, as € C, a; # ay. Diese hat nach einer Erweiterung
des ersten Koeffizienten die Gestalt

s (azz+ag)(z —a1)(z —as) asz% + agz + ar

G- " (GoaG-a)

bzw.

3 o 2 _
o azz® + (ag — (a1 + az)az)z” + (a1asa3 — (a1 + ag)ay)z + a1a2a4w,+

(22 — (a1 + a2)z + aya,)°

a522 “+ agz + ay

(22 = (a1 + ag)z + aras)’

w = 0.

Der Parameterraum C” \ {a; = ay} wird nun als erweiterter Parameterraum (bzw.

,Graph®) im C” x C? aufgefasst, indem die Differenzialgleichung mit der allgemeinen
Form

w" 6323 + b422 + b5Z + b6w/ b722 + ng + bg

(224 b1z + by)? (22 4+ b1z + by)?

w =0 (3.5)
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identifiziert wird. Man erhélt auf diese Weise einen Morphismus affiner Varietdten
C7 — (397

(a1,...,a7) —

(—ay — ag, ajas, as, ag — (ay + az)as, ajasaz — (a1 + az)ay, ajasay, as, ag, ar).

Dessen Graph I' ist gemeinsame Nullstellenmenge des folgenden (radikalen) Ideals

in C[al,...,a7,b1,...,b9]:
I'={( b +a +ao, by — ajas, by — as,
by — ay + (a1 + az)as, bs — ajasas + (a1 + as)ay, bg — ajasay,
by — as, bs — ag, by — ar >

Jeder Punkt aus I' = V(I) C C” x C? mit a; # a kann eindeutig einer Fuchs’schen
Differenzialgleichung zweiter Ordnung mit zwei endlichen Singularitdten zugeordnet
werden und alle solche Differenzialgleichungen sind beziiglich dieser Identifikation
in V(I) enthalten.

Es seien nun p = (1,1,1,2,2,4,4,4) und q = (1,1,1,2,2,2,2,2,2,2) Gewich-
tungsvektoren in N® bzw. N'. Die affine Varietét I' wird abgeschlossen in P}, x PJ.
Zu ermitteln ist nach Satz 2.4 somit die Bi-Quasi-Homogenisierung [* des Ideals
I beziiglich der Homogenisierungsvariablen ay bzw. by. Eine Grobner-Basis des so
entstehenden Ideals beziiglich einer Eliminationsordnung, bei welcher die gewichtete
deg-lex-Ordnung der a-Variablen der gewichteten deg-lex-Ordnung der b-Variablen
iibergeordnet ist, ist in Anhang C angegeben (sie besteht aus 195 Polynomen).

Es bezeichne m, : P7 x P) — P9 die Projektion auf die b-Koordinaten. Eine Rech-
nung mit SINGULAR ergibt, dass die Saturierung (I* : (ao, . .., a7)*) mit I* identisch
ist. Nach (2.42) gilt also

m(L) = V(I NClby, ..., bl),

und aus Satz 2.31 bzw. Gleichung (2.43) folgt

m(T) = {(bo : ..., bg) | bibgbo + b3bs — bybsby = 0,
bibabs — bababg + bsbs = 0,
b2bg — bibobs + biby — babgby = 0,
b2by — bybyby — babsby + bsb? = 0,
b3b3 — babsbsbg + babsbgbi — babs = 0}.

Dabei stellt sich heraus, dass die letzte Gleichung tiberfliissig ist, denn das zugehorige
Polynom reduziert modulo der anderen vier Polynome zu 0.

Um die iiber dem unendlich fernen Teil des Parameterraums neu hinzukommenden
Differenzialgleichungen zu erhalten, muss zunéchst das Ideal I*|,,—o := I* + (ay),
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und anschlielend die Saturierung

(I*’aozo . <a0, e ,CL7>OO>
berechnet werden. Eine Grobner-Basis dieses Ideals ist in Anhang C angegeben.

Es folgt aus (2.42) zusammen mit Satz 2.31 bzw. Gleichung (2.43):

ﬂb(V(I*|a0:0)) = {(bo Lot bg) S ]P)g| b% =0, baby = 0,
bibgp =0, b2bs — babsby = 0,
b1bsbs — bobabo = O, b2bs = 0,
b2b — bybabs + b2by = 0 }
:{(Olbl L. Zbg) EP?1| b%bgzo, b1b2bs = 0,
b%bg =0, b%bﬁ — bi1bobs + b%b4 =0 }

(3.6)

Die zum unendlich fernen Teil des Parameterraums gehoérenden Differenzialgleichun-
gen haben also die Form

I b323 + b422 + b52 + wa/ i b722 + ng + bg
(b022 + bl,Z + b2)2 (6022 + blz + b2)2

w =0, (3.7)

wobei die Parameter aus m,(V(1*|,,—0)) zu wéhlen sind. Es folgt eine Untersuchung
dieser Familie in den Karten des ]P’g.

Der Fall b; # 0:

Schneidet man m,(V(I*|qy=0)) mit der Karte {b; = 1}, erhédlt man die Untervarietét
{(bo, b2, b3, ba, bs, b, br, bs, bg) € C°| by = 0, by = 0, bg = babs — b3ba}.

Damit korrespondieren Differenzialgleichungen der Form

w,, b4Z2 + b5Z + bgb5 — b%b4 / b72’2 + ng + bg

(2 + by)? v CES 0

Der Zahler des ersten Koeflizienten faktorisiert zu
b42’2 + b5Z + b2b5 — b%b4 = (b4Z + b5 — b2b4)(2’ + bg),

so dass der erste Koeffizient gekiirzt werden kann. Man erhélt die Differenzialglei-
chung
w" 4 b4Z + b5 — b2b4 / b722 + ng + bg

=0.
z + by v (2 +b)? v
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Diese ist genau dann fuchssch, wenn by = by = bg = 0 ist (dabei ist z = oo eine
regulire Stelle, falls by = 0 und b5 = 2 ist).

Anderenfalls hat die Differenzialgleichung in z = oo eine irregulédre Singularitat. In
dieser Familie sind einige bekannte Differenzialgleichungen enthalten. Zum Beispiel
findet man fiir by = by = b; = 0 sdmtliche konfluenten, hypergeometrischen Diffe-
renzialgleichungen w” + @w’ + %Sw = 0 wieder. Fiir by = b5 = b7 =0, by = 1,
bs = k und by = ;11 —m? (mit k,m € C) hat man konfluente, hypergeometrische Dif-
ferenzialgleichungen in der Form, wie sie bei WHITTAKER & WATSON beschrieben
werden! (vgl. [WhWa63], §16.1, S. 337ff.):

E L —m?
W’ +w' + (——|—4—2>w20.
z z
Die abhéingige Variable dieser Gleichung wird bei WHITTAKER & WATSON durch
w = e~ 2" Wy () transformiert, so dass man die Differenzialgleichung

1 k +-m?
Wéﬁm+(—1+;+47) ijm:O

erhélt. Die Untervarietét, die diesen Gleichungen entspricht, ist gegeben durch by =
bi=1bs=0,b; =—1, bs =k und by = 1 —m? (mit k,m € C).

Es lésst sich noch eine andere bekannte Familie von Differenzialgleichungen mit einer
irreguldren Singularitdt in z = oo finden: Fiir by = by = bg = 0, b5 = by = 1 und
by = —n? (mit n € C) erhilt man Differenzialgleichungen der Form

, 1, 22—-n?
w4~ +
z

w=>0
22 ’

'Bei WHITTAKER & WATSON geht diese Form der konfluenten hypergeometrischen Differenzi-
algleichung aus dem P-Symbol

0 c 00
w=PFP % +m c—k —c =z
% -m k 0
durch den Grenziibergang ¢ — oo hervor. Nach Lemma 1.8 bzw. [Rai64], Theorem 28, S.157, gilt

die Transformationsformel

0 c 00 0 c 00
Pl 34m c—k —c =z :z%+m(z—c)C7kP 0 0 a oz
i-m k 0 -y y—a—-p

Dabei ist a = % +m—-k, (= % +m +c—k und v = 1 + 2m. Fiithrt man noch die gebrochen-
lineare Transformation z = %(% + m + ¢ — k)z durch, geht nach Lemma 1.8 das P-Symbol der
rechten Seite iiber in das P-Symbol aus (1.23). Der Grenziibergang ¢ — oo ist gleichwertig zum
Grenziibergang 8 — oo. Die bei [WhWa63] angegebene Form der konfluenten hypergeometrischen
Differenzialgleichung ist nach den angegebenen Transformationen also gleich der aus Kapitel 1.2.1
bekannten konfluenten hypergeometrischen Differenzialgleichung.
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bzw.

2w’ + 2w’ + (22 — n®)w = 0.

Dies ist die Familie der Bessel’schen Differenzialgleichungen.
Der Fall b; =0, by # 0:
Betrachtet man man m,(V([*|4y=0)) N {b1 = 0} in der Karte {by = 1}, erhélt man
die Untervarietét
{(bo, by, b3, by, bs, bg, by, bg, bg) € C?| by = by = bg = by = 0}.
Mit diesen Punkten korrespondieren Differenzialgleichungen der Form

w” 4 (bsz + be)w’ + (b2% + bgz + bg)w = 0.

Diese Differenzialgleichungen besitzen keine endlichen Singularititen. Die einzi-
ge Fuchs’sche Differenzialgleichung, welche keine endliche Singularitét besitzt, ist
w” = 0. Sind also b5 = bg = by = bg = by = 0, so ist die Differenzialgleichung vom
Fuchs’schen Typ. Mit allen anderen Punkten korrespondieren Differenzialgleichun-
gen, die in z = oo eine irregulédre Singularitét besitzen.

Der Fall b; = by =0:

Es ist offensichtlich, dass hierfiir in allen Karten {b; = 1}, i = 3,...,9 die Differen-
zialgleichung (3.7) entartet, da die Nenner der Koeffizienten Null werden. Aus (3.6)
liest man ab:

To(V(I*|ag=0)) N{b1 = by =0} ={(0:0:0:b3:...:by) € Py}.
Die entartete Differenzialgleichung in ihrer homogenen Form lautet
(b32® 4 by2? + bsz 4 bg)w' + (by2* + bgz + bg)w = 0.

Fiir (b3, by, b5, b6) # (0,0,0,0) kann man durch den Koeffizienten von w’ dividieren
und man erhélt:
’ b7Z2 + ng + bg

=0.
b323 —|— b422 —f- b5Z —|— b6w

w

Es entstehen also maximal drei neue Singularitidten. Es gilt (vgl. Tabelle aus Kapitel
1.1.1):

e In der Karte {b3 = 1} sind die Differenzialgleichungen stets vom Fuchs’schen
Typ mit drei endlichen Singularititen, wenn das Nennerpolynom in unter-
schiedliche Linearfaktoren zerfillt.
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e Im Schnitt vom Komplement dieser Karte (also fur b3 = 0) mit der Kar-
te {bsy = 1} haben die Differenzialgleichungen zwei endliche Singularitéiten
(vorausgesetzt, das Nennerpolynom zerfillt in unterschiedliche Linearfakto-
ren) und sind demnach genau dann Fuchs’sch, wenn b; = 0 ist. Ist by # 0, liegt
in z = oo eine irreguldre Singularitt.

e Fiir b3 = by = 0 und b5 = 1 haben die Differenzialgleichungen genau eine
endliche Singularitét. Sie sind genau dann Fuchs’sch, falls b; = by = 0 ist
(ansonsten ist z = oo irregulér).

e Ist schliellich b3 = by = b5 = 0 und bg = 1, so liegen keine endlichen Sin-
gularitdten vor. Also erhdlt man nur fiir b; = by = by = 0 eine Fuchs’sche
Differenzialgleichung.

Fiir b3 = by = b5 = bg = 0 entartet die Differenzialgleichung (in jeder der Karten
{b; =1}, {bs = 1} und {by = 1}) erneut zur Gleichung:

w = 0.

3.3 Ausblick

Im letzten Abschnitt dieser Arbeit mochte ich auf einige weiterfithrende Fragestel-
lungen hinweisen, die sich im Zusammenhang mit den hier ermittelten Ergebnissen
stellen, und deren genaue Beantwortung noch aussteht. Es sollen jedoch einige
Vermutungen angestellt werden, die als Denkanstol fiir weitere Untersuchungen
dienen kénnen und deren Uberpriifung sicherlich zu interessanten Erkenntnissen
fiihrt.

Andere Kompaktifizierungen

Die in dieser Arbeit beschriebene Methode der Fortsetzung von Differenzialgleichun-
gen resultiert aus dem Abschluss des erweiterten Parameterraums im kartesischen
Produkt zweier gewichtet-projektiver Rdume. Man kann sich die Frage stellen, ob
die fortgesetzten Differenzialgleichungen in gewisser Weise unabhéngig von der Kom-
paktifizierung sind (ein Teil der Antwort ist bereits durch Lemma 2.7 gegeben).

Exemplarisch betrachte man noch einmal Beispiel 2.6. Die Differenzialgleichung,
welche dort fortgesetzt wurde, lautet

" Aoz — ag2a1 as

(z—ay)? W (z—ay)?
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Anstatt sie mit der Gleichung w” + (bjj;b)% w' + G fgl)Qw = 0 zu identifizieren und den

zugehorigen Graphen in Pi’, X IP’4q abzuschlieflen, identifiziere man sie mit

ny beztbs w' + “ w =
(z+ b1)? (z 4+ c1)?

und schliefle den zugehorigen Graphen I in Pg X Pg x P2 mit p = (1,1,1,2), q =
(1,1,2,2) und r = (1,1,2) ab. Zunéchst ist I' Nullstellenmenge des Ideals

I'=( bi+ay, by—az, b3+ aay,
C1 + ay, C2—as > C C[a’la a27a37blyb27 b3761762]'

Annahme: Fir die folgenden Uberleqgungen wird angenommen, dass die bis-
her gezeigten Ergebnisse (Kompaktifizierung durch Bi-Quasi-Homogenisierung, das
Grobner-Basen-Verfahren zur Berechnung der Bi-Quasi-Homogenisierung, die Eli-
mination mit Hilfe von Grobner-Basen) sich fir den ,tri-gewichtet-projektiven® Fall
verallgemeinern lassen.

Unter dieser Voraussetzung wiirde sich die Tri-Quasi-Homogenisierung (beziiglich
der Gewichtungsvektoren p, q, r und den Homogenisierungsvariablen ag, by und ¢y)
des Ideals I berechnen zu

I* = < bobg — blbg, albg -+ agb%, albg + CLQbobl,
a01)1 -+ albo, a0b3 + albz, CLng — agbg,
boc1 — bico, bac1 — bsco, apC1 + a1Co,
a%bob?CQ - a3b§cocl, a%bgb%@ — agbgbgcgcl, a%bgblcg — agb%COCl,
azbgcs — azbacy, azbibacy — azbdcoer,  ayasbobics + asbscocy,
a1a2b302 + angCOCl, a%bQCQ - &3[)16061, a[)angCQ — nggcg,
apa1Cy + ascoci, agcy — ascl, —ajcy + azc? ).

Bemerkenswerterweise erhilt man dieses Ideal sowohl durch das Primérzerlegungs-
als auch durch das Grobner-Basen-Verfahren, was auf die Richtigkeit der oben ge-
machten Annahme deutet.

Die Nullstellenmenge dieses Ideals entspricht den homogenisierten Differenzialglei-

chungen
gz — Q201 as
w” + 5 w sw=0
(apz — ay) (apz — ay)
und
" bQZ + b3 , (&)

= 0.
(bQZ + bl)zw (C()Z + Cl)2w

Der unendlich ferne Teil, also T' N {ag = 0}, ist durch das Ideal I*|, = := I* + {ag)
gegeben. Um das Bild von I' N {ag = 0} unter der Projektion

. 3 3 2 3 2
Tpe : Py X Py X PY — Py x P
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zu erhalten, wird — wie oben erwahnt — angenommen, dass man analog zu Kapitel
2.4.1 und 2.4.2 die Saturierung (I*|,,—0 : (ag, a1, az, az)®) mit C[bg, by, ba, b3, co, c1, 2]
zu schneiden hat, um an das zugehorige Ideal des Bildes zu gelangen. Durch noch-
malige Berechnung einer geeigneten Grobner-Basis erhélt man so das Ideal

(I*|ag=0 : {ao, a1, az, az)®>) N Clbo, by, ba, bs, co, c1, c2] =

< boci — bico, bacy — bscy, 5%0061;
b%c%, boblcg, bgcg,
bobs — bybs )-

In den jeweiligen Karten ist m,.(T N {ag = 0}) = V((I*|ag=0 : (a0, a1, as,az)>) N
Clbo, by, ba, b3, co, c1, c2]) gleich den Punkten (bzw. den korrespondierenden Differen-
zialgleichungen):

{(1:by:by:byby, 0:0:1)} — w=0 Entartung

U {(0:1:0:b3,0:1:¢9)} — w4+ byw' + cow =0 konst. Koeffizienten

U {(0:1:0:b3,0:0:1)} — w=0 Entartung
U {(0:0:1:b3,1:b3:¢)} — w' =0 Entartung
U {(0:0:1:53,0:0:1)} — 0=0 Entartung
U {(0:0:0:1,0:1:¢9)} — w' =0 Entartung
U {(0:0:0:1,0:0:1)} — 0=0 Entartung.

Die einzigen nicht-entartenden Differenzialgleichungen sind Differenzialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten der Form w” + bsw’ + cow = 0. Dies sind genau die
nicht-entartenden Differenzialgleichungen, die bei der urspriinglichen Kompaktifi-
zierung in Beispiel 2.6 (Seite 33ff.) auftreten. Der Verdacht liegt nahe, dass die
nicht-entartenden Differenzialgleichungen unabhéngig vom kompakten Raum sind,
in welchem der Graph der Differenzialgleichung abgeschlossen wird.



Anhang A

Divisions- und
Buchberger-Algorithmus

Im Jahre 1965 fithrte BRUNO BUCHBERGER, ein Student WOLFGANG GROBNERS,
den Begriff der Grobner-Basis ein. Ist &k ein Korper, so ist jedes Ideal I C k[z] ein
Hauptideal der Form (d) mit d € k[z]. Ein beliebiges Polynom f € k[z] gehort genau
dann zu I, wenn der Rest der Division von f durch d gleich Null ist. Wenn man
Polynomringe in mehreren Variablen R := k[xy,...,z,]| zu Grunde legt, so ist ein
Ideal I auf Grund des Hilbert’schen Basissatzes stets von endlich vielen Polynomen
fi,..., fs erzeugt. In diesem Fall gibt es ein Aquivalent zur Polynomdivision im
Ein-Variablen-Fall: Zu jedem Polynom f € R gibt es Polynome uy,...,us € R mit
f=wfi+ ... +usfs +r und Ip(f) = max(max;<;<s(Ip(w;)lp(fi)), lp(r)), wobei
eine solche Darstellung von f im Allgemeinen nicht eindeutig ist. Ist in einer dieser
Darstellungen r = 0, so gehort f offensichtlich zu I. Ist umgekehrt f ein Element
von I und hat man eine Dartstellung von f der obigen Art ermittelt (etwa mittels
des unten beschriebenen multivariablen Divisionsalgorithmus), ist hingegen nicht
notwendigerweise r = 0. Die Aquivalenz

fel <« r=0in allen Darstellungen der obigen Form

gilt aber unter einer gewissen Zusatzvoraussetzung, die an die Polynome fi,..., fs
gestellt werden muss: Die Menge der Polynome f1, ..., fs muss eine Grobner-Basis
fiir das Ideal I bilden. Unter dieser Voraussetzung ist der Rest r einer der obigen
Darstellungen von f stets eindeutig (vgl. Satz 2.24). Die Frage, ob ein Polynom
in einem Ideal liegt, ist in der Literatur als ,ideal membership problem* bekannt
und wird somit unter Zuhilfenahme von Grébner-Basen auf sehr pragmatische Weise
gelost.

Im Folgenden werden der multivariable Divisionsalgorithmus und der Buchberger-
Algorithmus zur Berechnung von Grébner-Basen angegeben. Dabei orientieren sich

77



78 Kapitel A. Divisions- und Buchberger-Algorithmus

die Ausfithrungen zu den angegebenen Algorithmen an [AdLo96], § 1.5, S.25ff, und
§ 1.7, S. 39ff. (Algorithm 1.5.1 und 1.7.1). Die verwendeten Bezeichnungen sind
allesamt in Kapitel 2.3.2 erldutert. Der Beweis von Satz A.1 und Korollar A.2 wird
ausfithrlich behandelt, da die Aussagen essenzielle Bestandteile des Beweises von
Satz 2.26 aus Kapitel 2.3.2 sind.

A.1 Der multivariable Divisions-Algorithmus

Es sei k ein Korper und R := k[z1,...,x,] der Polynomring iiber k in n Variablen.
Ferner seien fi,.. ., fs und f Elemente von R mit f; # 0. Der multivariable Divisions-
Algorithmus schreibt sich wie folgt:

Eingabe: f, f1,..., fs € k1, ..., z,),dd. f; 0 (i=1,...,s)
Ausgabe: uy, ..., us,r € klxy,...,x,],s0dass f =wuf1+ ... usfs+ 1
und r ist reduziert beztiglich {f,..., fs}
und Ip(f) = max(maxi<;<s(Ip(w;)p(f;)), Ip(r))
Initialisierung: u; :=0, ..., us:=0,r:=0, h:= f

While h # 0 do
Falls es ein i gibt mit Ip(f;) teilt Ip(h),
so wihle das kleinste 7, das diese Eigenschaft erfiillt.

— 1t(h)

. 1t(h)
h:=h— mfi
Falls es kein derartiges ¢ gibt, so setze man
r:=r+1t(h)
h:=h —lt(h)

Satz A.1. In der obigen Situation liefert der multivariable Divisionsalgorithmus
Polynome uy, ... ,us,7 € R, so dass

Fmufi b unfo b mit Zp<f>=max(maxapmiﬂp(fi)),Zp<r>).

1<i<s

Beweis. Bei jedem Durchgang der While-Schleife wird vom Polynom A sein ,lea-
ding term* [t(h) subtrahiert. Bezeichnet h; das Polynom h zu Beginn des j-ten
Schleifendurchlaufs, erhélt man eine Folge (hy = f), ha, hs, ... von Polynomen mit

Ip(hy) > Ip(hs) > Ip(hs) > ... (A1)
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Es existiert somit ein N € N, so dass hy = 0 ist. Der Algorithmus bricht also nach
N Schleifendurchléufen ab.

Dass nach Abbruch des Algorithmus f = wuyf; + ... usfs + r gilt, ist leicht einzu-
sehen: Bezeichnen uy j,...,u,;,r; die Polynome wy,...,us,r zu Beginn des j-ten
Schleifendurchlaufs, so hat man zu Beginn des ersten Schleifendurchlaufs auf Grund
der Initialisierung die Gleichheit

f = hl -+ (uLlfl —+ ... us,lfs + 7”1>. (A2)
Teilt etwa [p(f1) das Monom Ip(hy), so ist die obere Zeile (A.2) dquivalent zu
lt(hy) lt(hl)
pumy h _— oo
f 1 lt(fl)f lt(fl)fl (wipfi+ .. usafs+11)
bzw.
1t(hy) ) <( lt(h1)> >
= | h— + U1 + +u +.usifs T
F= (3 ) (o ) At e
bzw.
f=ho+ (uiafi + .. usafs +12).
Teilt kein Ip(f;) das Monom Ip(hy) (i = 1,...,s), so ist (A.2) dquivalent zu
f = h1 — lt(hl) + lt(hl) + (Ul,lfl + ... us,lfs + Tl)
bzw.

f = (hl — lt(hl)) + (U171f1 —+ ... U3’1f5 + (7"1 + lt(hl))) = hg — (ULQfl +... Usygfs + 7"2).

Die Eigenschaft Ip(f) = max(maxi<;<s(Ip(w;)ip(f;)),Ip(r)) ist ebenfalls leicht ein-

zusechen: Jedes wu; ist eine Summe von Termen der Form u; = Zk 1 lt(';f’“), wobei
Ni,...,Nyund 1 < ;1 < ... < ptip < N durch den Algorithmus bestimmt sind.
Wegen (A.1) gilt somit Ip(u;) = lpl(h(‘}l = und daher Ip(w;)Ip(fi) = Ip(hy,,) < lp(h) =
Ip(f). AuBerdem gilt: r ist eine Summe von Termen der Form [t(h,), so dass auch

hier aus (A.1) die Beziehung Ip(f) < Ip(r) folgt. O

Aus dem letzten Satz bzw. dessen Beweis folgt das folgende Korollar, welches in den
Beweis von Satz 2.26 eingeht:

Korollar A.2. Ist G ={g1,...,9s} eine Grobner-Basis von I und f € I, so liefert
der multivariable Divisions-Algorithmus eine Darstellung von f der Form
f=aXMg, + X%, + ...+ X g,
wobei
Ip(XMgi,) > Ip(X™2g;,) > ... > Ip(X*Vg,.).

Dabei ist N € N und i; € {1,...,s}, ¢; € k, X = (x1,...,2,), 4; € N fir
j=1,....N.
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Beweis. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis des letzten Satzes gilt, dass jedes
hj fir j =1,..., N ein Element des Ideals I ist: h; = f ist per Voraussetzung aus
I und da G eine Grobner-Basis von [ ist, existiert per Definition ein i € {1,..., s},
so dass Ip(hy) von Ip(g;) geteilt wird. Beim ersten Durchlauf der Schleife wird also

hg :=hy — lzi((zl)) g; gesetzt und man sieht, dass auch hs in I liegt. Induktiv folgt, dass
jedes h; in I liegt. Des Weiteren sieht man auf diese Weise, dass r = 0 ist.

Es bezeichne u;, jenes Polynom aus der Menge {uy, ..., u,}, zu welchem im j-ten
Durchlauf der Schleife ein Term der Form %) —: ¢. X4 addiert wird. Dann gilt

It(gi;) J
firj=1,...,N

lt(h;)
lt(gz’j)

so dass mit (A.1) die Behauptung folgt. O

(XY g,) = X Ip(g,) = Ip ( ) In(g,) = Ip(hy),

A.2 Der Buchberger-Algorithmus

In Lemma 2.23 wird die Existenz von Grobner-Basen konstatiert. In diesem Ab-
schnitt soll Buchbergers Algorithmus beschrieben werden, mit welchem konstruktiv
Grobner-Basen von vorgegebenen Idealen berechnet werden kénnen (der Einsatz von
Computer-Algebra-Systemen ist allerdings wegen des sehr hohen Rechenaufwandes
zu empfehlen).

Es sei k ein Korper und I = (f1,..., f.) C klz1,...,z,]| ein Ideal. Man fixiere eine
totale Ordnung ,,<*“ auf der Menge der Monome von k[xy, ..., x,].

Definition A.3. Es seien f,g € klxy,...,z,], f,g # 0. Weiter sei L das kleinste
gemeinsame Vielfache von Ip(f) und Ip(g), L := kgV (Ip(f),Ipg(g)). Das Polynom

L L

S(f,9) = Wf— w!]

wird als S-Polynom von f und g bezeichnet.

Proposition A.4. FEs seien fi,...,fs € klxy,...,x,] derart, dass es ein A =
(1,...,0p) € N2 gibt und fir alle i = 1,...,s gilt: Ip(f;) = X* # 0. Sei f =
oo eifi mite; € k. Fallslp(f) < X4, soist f eine Linearkombination von S(fi, f;)
(1 <i<j<s)mit Koeffizienten in k.

Beweis. Es seien a; die Leitkoeffizienten a; = le(f;) der f;. Ist nun f = >0 ¢ f;
und Ip(f) < X4, so folgt >0, cia; = 0. Da lp(f;) = Ip(f;) (fiir i # j) ist, gilt
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S(fia fj) = alfz - aijfj. Damit ist

[ = Zcifi = ZCiGi (aifz‘)

i=1 i=1
1 1 1 1
= (_fl - —f2) + (c1a1 + coaz) (—f2 - —fs) +...
a1 a9 az as
1 1 1
cet (clal + ..+ cs,las,l) 4 fs,1 — a—fs -+ (clal + ...+ CSCLS)—fs
s—1 S s

= i <Z Cjaj) S(fis fiv)-

i=1 \j=1
]

Satz A.5. Fs sei G = {g1,...,q:} eine Menge von Polynomen in klxy, ..., z,],
gi 0 firi=1,...,t. Dann ist G genau dann eine Grébner-Basis fir das Ideal
I Cklxy, ..., x|, wenn fir alle i # j

G
S(giagj) —4 0

gilt (s. Definition 2.19).

Beweis. Es sei G eine Grébner-Basis fiir 1. Da S(g;, g;) € I, gilt wegen Satz 2.20
S(9i,95) iur 0.

Umgekehrt gelte fir alle ¢ # j: S(gi, /) iq 0. Sei f € I. Dann kann man
Polynome h; € k[zy,...,2,] wihlen mit f = >/ hig;, so dass das Monom
XA = max;<;j<¢(Ip(h;)Ip(g;)) kleinstméglich ist (beziiglich anderen denkbaren Line-
arkombinationen von f). Angenommen, Ip(f) < X*. Es sei

S = {i| Ip(hy)lp(g;) = X}

und es sei ¢; = lc(h;) und X4 := Ip(h;). Man betrachte das Polynom g :=
Y ics ciX4ig;. Es ist Ip(X#Aig;) = XA fiir alle i, aber Ip(g) < X“. Nach Proposi-
tion A.4 gibt es also d;; € k, so dass

9= Z dij - S(X g, XY g;).
1,JES, i#£]
Da kgV (X4ig;, XAig;) = X4, gilt:
XA XA
(X))
XA XA XA
=<0 — =0 = S5(9:> 95)-
Wo" ~ Wa)? = RV () )

S(XAig;, X%ig;) = X4g;




82 Kapitel A. Divisions- und Buchberger-Algorithmus

Zusammen mit der Voraussetzung folgt S(X4ig;, X%ig,) inr 0. Das bedeutet (s.
(2.36)), dass es Polynome h;j; gibt, so dass gilt

t
S(XMgi, XYg;) =Y hijign
k=1

mit

max (Ip(hijr)Ip(gr)) = Ip(S(X M gi, XY g;)) < max(Ip(X*g;), Ip(X Y g;)) = X

1<k<t

Substituiert man dies in g und g in f, erhdlt man f als Linearkombination
f =30 higi mit max;<i<;(Ip(h))Ip(g:)) < X#, was ein Widerspruch zur Wahl

der Darstellung von f ist. Es ist also Ip(f) = X4. Damit ist die Eigenschaft (iv) aus
Satz 2.20 gezeigt und G ist eine Grébner-Basis. m

Mit den bisherigen Notationen schreibt sich der Buchberger-Algorithmus wie folgt:

Eingabe: F' = {f,..., fs} Cklz1,...,2,),dd. fi #0 (i=1,...,s)
Ausgabe: Grobner-Basis G = {g1,..., ¢} des Ideals (fi,..., f)
Initialisierung: G :=F, G := {{fi, f;} | fi # f; € G}

While G # () do
Wiihle beliebiges {f, g} € G

G:=6—-{{f9}}
S(f,9) iur h, wobei h reduziert ist beziiglich G
If h # 0 then
G:=GU{{u,h}| YueGqG}
G:=GU{h}

Satz A.6. Sei ' = {f1,...,fs} C klx1,...,z,), dd. f; #0 (i =1,...,s). Dann
liefert der Buchberger-Algorithmus eine Grobner-Basis des Ideals I := (f1,..., f).

Beweis. Angenommen, der Algorithmus wiirde nicht abbrechen. Dann erhielte man
eine echt aufsteigende Folge von Mengen

F:GlgGggGgg

Dabei besteht G;y1 aus G; und einem Polynom h € I, h # 0, welches ein Rest
beziiglich G; eines S-Polynomes (von zwei Elementen aus G;) ist. Insbesondere ist h
reduziert beziiglich G;, d.h. kein Monom von A ist durch ein Ip(g) mit g € G, teilbar.
Also ist lt(h) ¢ Lt(G;). Somit hat man eine echt aufsteigende Folge von Idealen

LH(G1) G Lt(Go) G L(Gy) G . ...
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Da k[xq,...,x,] noethersch ist, kann es eine derartige Folge nicht geben und man
erhélt einen Widerspruch, d.h. der Algorithmus bricht nach endlich vielen Schleifen-
durchgéngen ab.

Wie gesehen geht GG aus I’ durch Hinzunahme endlich vieler Polynome aus I hervor,
d.h. man hat I = (f1,..., fs) € {(g1,...,9:) C I und somit ist I = (g1,...,q;). Fiir
zwel Polynome g; und g; aus G gilt per Konstruktion: S(g;, g;) inr 0. Aus Satz
A.5 folgt dann, dass G eine Grobner-Basis fiir I ist. O
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Anhang B

Berechnungsbeispiel mit Singular

In Kapitel 2.3.2 wurde gezeigt, wie man die Bi-Quasi-Homogenisierung eines Ideals
I mit Hilfe von Grébner-Basen berechnen kann. Als Anwendung ist die Bi-Quasi-
Homogenisierung des Ideals aus (2.20) ermittelt worden. Die zugehérigen Rechnun-
gen wurden mit dem Computer-Algebra-Programm SINGULAR durchgefiihrt. Un-
tenstehend findet sich ein Durchfiithrungsprotokoll dieser Rechnungen.

SINGULAR /
A Computer Algebra System for Polynomial Computations /  version 2-0-3
0<
by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \  January 2002

FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \

// *x executing /USR/LOCAL/SINGULAR/2-0-3/LIB/.singularrc

> ring R1=0, (al,a2,a3,a0,bl,b2,b3,b4,b0), (Wp(1,1,2,1),Wp(1,2,2,2,1));
> ring R2=0, (b1,b2,b3,b4,b0,al,a2,a3,a0), (Wp(1,2,2,2,1),Wp(1,1,2,1));
> ring Ra=(0,al,a2,a3,a0), (b1,b2,b3,b4,b0),Wp(1,2,2,2,1);

> ring Rb=(0,b1,b2,b3,b4,b0), (al,a2,a3,a0),Wp(1,1,2,1);

Hier sind die Polynomringe mit den Monomialordnungen deklariert worden. Die
Ringe R1 und R2 entsprechen Clag, a1, as, as, by, by, bz, b3, by] mit den Eliminations-
ordnungen <., bzw. <;,. Der Ring Ra ist der Polynomring in den b-Variablen iiber
dem Korper C(ag, a1, as, az) mit der gewichteten lexikographischen Ordnung <, und
dem Gewichtungsvektor (1,1,2,2,2). Der Ring Rb ist als Polynomring in den a-
Variablen analog definiert. Die Ringe Ra und Rb werden im Weiteren nur zum
Quasi-Homogenisieren von Polynomen aus R1 bzw. R2 eingesetzt.

> setring R1;

> ideal I=bl+al,b2-a2,b3+a2+*al,bd-a3;

> ideal G=std(I); G;

G[1]1=b1*b2-b3 G[2]=a2-b2 G[3]=al+bl G[4]=a3-b4d
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Mit ,,std“ werden Grobner-Basen von Idealen berechnet. In diesem Fall ist G eine
Grobner-Basis von [ im Ring R1 (also beziiglich der Eliminationsordnung <,;).

> setring Rb;

> ideal Gh=homog(imap(R1,G),a0) ;Gh;
Gh[1]=(b1*b2-b3) Gh[2]=a2+(-b2)*a0 Gh[3]=al+(b1l)*al
Gh[4]=a3+(-b4)*a0"2

Der Befehl ,imap(R1,G)“ kopiert die Elemente der Menge G C R1 in den
Ring Rb (beziiglich der Inklusion R1 = Clag, ay, as,as, b, by, ba, b3, by] — Rb =
(C(bo, b1, ba, b3, by))|ag, a1, as, as)). Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass nicht
mit der Idealstruktur von (G) im Ring Rb gearbeitet wird (auch wenn durch die Be-
fehlszeile ,,ideal Gh=homog(imap(R1,G),a0);* der Anschein erweckt wird). Es wer-
den lediglich die Erzeugenden von GG in R1 als Polynome in Rb, also als Polynome
in den a-Variablen, aufgefasst. Das (Quasi-)Homogenisierungskommando ,,homog*
arbeitet nicht auf Idealen, sondern nur auf den angegebenen Erzeugenden dieser
Ideale. Aus diesem Grund werden die Elemente der Grobner-Basis GG, welche das
Ideal I in R1 erzeugen, in Richtung der a-Variablen quasihomogenisiert (beziiglich
der Gewichtung (1,1,1,2) und der Homogenisierungsvariablen ag). Als Ergebnis
erhilt man die in den a-Variablen quasi-homogenen Polynome Gh[1],. .., Gh[4].

Das bisherige Vorgehen — Grobner-Basis-Bildung bzw. Quasi-Homogenisierung —
wird nun im Ring R2 (mit der Eliminationsordnung <;,) bzw. im Ring Ra (Quasi-
Homogenisierung mit der Gewichtung (1, 1,2, 2, 2) beziiglich by) wiederholt.

> setring R2;

> ideal H=std(imap(Rb,Gh)); H;

H[1]=b1x*al0+al H[2]=b4*a0"2-a3 H[3]=bd*al*alO+bl*a3 H[4]=b3*al0-blx*a2
H[5]=b3*a3+b4*al*a2 H[6]=b2*a0-a2 H[7]=b2*al+bl*a2
H[8]=b2*a3-b4*a2+a0 H[9]=bl"2*a2+b3*al H[10]=b1"2*a3-bd*al"2
H[11]=b1*b2-b3

> setring Ra;

> ideal Hh=homog(imap(R2,H),b0); Hh;

Hh[1]=(a0)*b1+(al)*b0 Hh[2]=(a0"2)*b4+(-a3)*b0"2

Hh[3]=(a3) *b1*b0+(al*a0)*b4 Hh[4]=(-a2)*b1xb0+(a0) *b3
Hh[5]=(a3) *b3+(al*a2)*b4 Hh[6]=(a0)*b2+(-a2)*b0"2

Hh[7]=(a2) *b1xb0+(al) *b2 Hh[8]=(a3)*b2+(-a2x*a0) *bd
Hh[9]=(a2)*b1~2+(al)*b3 Hh[10]=(a3)*bl1~2+(-al1"2)*b4d
Hh[11]=b1*b2-b3*b0
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SchlieBlich schreibt sich das von den Polynomen Hh[1],..., Hh[11] im Ring R1 er-
zeugte Ideal, welches die Bi-Quasi-Homogenisierung von [ ist, in der folgenden Form
(es fehlen im Gegensatz zu eben die Klammern um ay, . . . , ay, was bedeutet, dass die
a-Variablen nicht mehr als Parmeter, sondern als tatséchliche Variablen angesehen
werden):

> setring R1; ideal Hh=imap(Ra,Hh); Hh;

Hh[1]=a1*b0+a0*bl Hh[2]=-a3%b0"2+a0"2%b4 Hh[3]=al*aOxb4d+a3*bl*b0
Hh[4]=-a2*b1*b0+a0*b3 Hh[5]=al*a2*bd+a3*b3 Hh[6]=-a2*b0"2+a0*b2
Hh[7]=al*b2+a2*b1*b0 Hh[8]=-a2*a0*b4+a3*b2 Hh[9]=al*b3+a2*bl1"2
Hh[10]=-al1"2*bd+a3*b1~2 Hh[11]=b1*b2-b3*b0

Als néchstes soll die zugehorige Varietit dieses Ideals mit der Hyperebene {ag = 0}
geschnitten werden. Diese Varietdt wird beschrieben durch das bi-quasi-homogene
Ideal Hhu:

> ideal Hhu=Hh; Hhu[12]=a0;

Die Saturierung dieses Ideals beziiglich des Ideals ¢ = (ag, a1, as, az) berechnet sich
wie folgt:

> LIB"elim.1lib";
// ** loaded /USR/LOCAL/SINGULAR/2-0-3/LIB/elim.lib (1.14.2.2,2002/02/20)
// ** loaded /USR/LOCAL/SINGULAR/2-0-3/LIB/poly.lib (1.33.2.5,2002/04/09)
// *x loaded /USR/LOCAL/SINGULAR/2-0-3/LIB/ring.lib (1.17.2.1,2002/02/20)
// *x loaded /USR/LOCAL/SINGULAR/2-0-3/LIB/general.lib (1.38.2.7,2002/04/12)
// ** loaded /USR/LOCAL/SINGULAR/2-0-3/LIB/matrix.lib (1.26.2.1,2002/02/20)
// ** loaded /USR/LOCAL/SINGULAR/2-0-3/LIB/random.lib (1.16.2.1,2002/02/20)
// ** loaded /USR/LOCAL/SINGULAR/2-0-3/LIB/inout.lib (1.21.2.3,2002/02/20)
> ideal g=a0,al,a2,a3; sat(Hhu,q);
[1]:

_[11=b0"2

_[2]=b1xb0

_[3]=b1*b2-b3*b0

_[4]=a0

_[5]=a1*b0

_[6]=a1%b3+a2xb1"2

_[7]=a1%b2

_[8]=a3+*b2

_[91=a3%b3*b0

_[10]=a2"2%b1~2*%b4-a3*%b3"2



88 Kapitel B. Berechnungsbeispiel mit SINGULAR

_[11]=a1*a2xb4+a3*b3

_[12]=a1"2%bd-a3*b1"2
[2]:

1

Die Polynome, die unter [1] aufgefithrt sind, erzeugen dabei die Saturierung
und die unter [2] stehende natiirliche Zahl ist der Saturierungsexponent (da
Clag, - - ., a3, b, . .., by noethersch ist, existiert fiir zwei Ideale I und J stets eine
natiirliche Zahl r» mit (I : J*°) =1 : J", diese Zahl heiit Saturierungsexponent).
Will man schlieflich die Nullstellenmenge des Ideals Hhu auf die b-Koordinaten
projizieren, so ergibt sich gemafl Kapitel 2.4 eine gewichtet-projektive Varietit in
IP’4q, die durch die ersten drei Polynome des folgenden Erzeugendensystems fiir die
gerade berechnete Saturierung beschrieben wird (die Bildung der Standardbasis fin-
det dabei im Ring R1 statt, so dass Satz 2.31 (bzw. Gleichung (2.43)) angewendet
werden kann).

> std(sat(Hhu,q) [11);

_[1]1=b0"2 _[2]=b1*b0 _[3]=b1*b2-b3*b0 _[4]=a0 _[5]=al*b0
_[6]=a1*b3+a2xb1”2 _[7]=al*b2 _[8]=a3*b2 _[9]=a3*b3*b0
_[10]=a2"2%b1"2*b4-a3%b3"2 _[11]=al*a2*bd+a3*b3
_[12]=a1"2*b4-a3*b1"2

Das Ideal, welches die Projektion der Nullstellenmenge des bi-quasi-homogenen
Ideals Hhu auf die b-Koordinaten beschreibt, wird im Ring Clby, .. ., bs] somit er-
zeugt von den Polynomen bg, b1by und biby — bsby.

Abschlieflend sei noch einmal angemerkt, dass unterschiedliche, den gewichteten
Grad verfeinernde Monomialordnungen zu unterschiedlichen Erzeugendensystemen
der berechneten Ideale fithren kénnen. Bei der hier durchgefiihrten Berechnung gilt
im Ring R1 (in welchem Grébner-Basen gebildet werden) beziiglich der Teilordnung
der a-Variablen a; > ag > as > ag. Wahlt man durch ag > a; > as > a3 eine
andere totale Ordnung der a-Variablen (die den gewichteten Grad verfeinert) und
fiihrt die beschriebenen Rechnungen durch, erhidlt man ein Ideal in Clby, ..., b4],
welches von den Polynomen byby, b2, bobs — biby und b2, erzeugt wird. Natiirlich
sind dieses und das oben berechnete Ideal identisch (denn b?by reduziert modulo
{2, bibg, biby — b3bo} zu 0, ist also im Ideal (b3, bibgy, biby — bsby) enthalten').

U 12by = by - bybg + by - (bybs — b3bo)



Anhang C

Berechnungsergebnisse fiir die
Riemann’sche
Differenzialgleichung

In Kapitel 3.2 ist die allgemeine Fuchs’sche Differenzialgleichung mit 2 endlichen
Singularitiaten (die Riemann’sche Differenzialgleichung) fortgesetzt worden. Unten-
stehend findet sich eine Grobner-Basis G = {g1, ..., g195} des bi-quasi-homogenen
Ideals I* beziiglich der Eliminationsordnung, bei welcher die mit p gewichtete deg-
lex Ordnung der Monome in ay, as, as, a4, as, ag, a7, ag die mit q gewichtete deg-lex-
Ordnung der Monome in by, by, b3, by, bs, bg, b7, bg, by, by dominiert. ,, Lexikographisch*
ist dabei in Bezug auf die angegebene Reihenfolge der Variablen zu verstehen. Alle
Berechnungen sind mit SINGULAR durchgefiihrt worden.

g1 = b1bgbo + bbs — babsbo

g2 = bibabs — babybg + bsb]

g3 = bbg — bibabs + b3bs — babgbo

g4 = b3bs — bybaby — babsbg + bsb]

g5 = b3b3 — b3b3bsbo + bababgbd — bZb3
g6 = aibg + azbg + agbs

g7 = a1babz + asbabs + agbabs — aobsbo
gs = a1b1bs + azb1bs + agbiby + agbabs — agbsbg
g9 = asbaby — adbe
gi0 = a,4b8 + a%blbg — agb4b0
g11 = agbib? + albobs — absby
g1z = asbiby — aZbibs + albaby — albebo

gi13 = (l4b§b3 + a%blbg — agbzbg)b(;
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914 = asby — agbs

915 = asbaby + asbiby — adbs

g16 = azbiby + asbi — ab,

g17 = azbgbo — asbabs

g1s = azbabs + asbibs — asbabs

919 = azbabs — azbsbo + asb1bs

g20 = a3zbib — asbaby + asbebo

g21 = azbi1bs — azbaby — asbiby + asbsbo

g22 = azb1bs — azbabo + asbsbo

go3 = a%bo + agagby + agbg

g24 = 6@9253 + agapbaby — azapbsby — G(Q)blbﬁ + a(Q)beE)
925 = a3b1bs + azagbibs + azagbabs — azaobsbo + agbabs — agbsbo
926 = araobg + azapbs + a4b1bs

927 = araobs + azaobs + asbibs + asbi

928 = araobs + azagby + azbi + asbibo

920 = aragbs + azaobs — asbg + agby

930 = arazbr + arapbs + azapbz

931 = arazbg — asb3

g32 = arazbs — asbi — asb1by

933 = arazby — agbiby — agbe

931 = arazbs + asbiby — adbs

g3s = a%bg + a§b3 - agb% — 2a4b1bg + 2agb5

936 = asagbg + azasbiby + asagbs

g37 = a3aobs + asazbibs + asasbi + azaghs + asagbibs
g3s = a3apby + agazb? + asashiby + azaobibe + adbe
g39 = a%aobg — a2a4bg + a2a3b4 — aqapb1bg + agbg,
Jao = a‘;’bg — agagbf — asagbrby + a2a3b5 — asapbyby
ga1 = arazbs + azasbs + azapbs — asagbs

gaa = arbg — agbg

ga3 = arb3bsbo + agbibeby — agbabsby

gaa = agbi — agbs

9a5 = agbg — arbs

946 = a6b§b360 + agblbebg - aébzbsbs

gar = asbg — agbr

gas = asbg — azby

ga9 = asbg — agbr

g50 = asbgbfzbo + agblef)? - Clébzbsb7

951 = asagboby + arbibs — arbyby

gs2 = asaibgby + agb1bs — agbsby

gs3 = aqaibrby + asbibs — asbabo



954 = agagbaby — arbgby

955 = asagbabs — agbsbo

gs6 = asagbebr — asbeby

g57 = asagbiby + arbabs — azbsby

958 = asagbibs + agbabs — agbsbo

959 = asagbibr + asbabs — asbsby

goo = a3bsbg — azbg

ge1 = aibibg — agh?

ge2 = azbsbr — asbg

963 = azbiboby — asadbsby + arbsbe

go1 = aibibgby — asaibsbs + agbsbs

ge5 = azbibrby — asagbsbr + asbsbe

966 = azbibaby — arbibsbg + azbabsbs — arbbo

gor = a3bibabs — agbibsbe + agbababs — agbgbo

gos = a3bibabr — asbibsbe + asbababs — asbaby

geo = ajbiby + arbibibg — azbibi + azbabsbe + arbabibs — 2azbsbebo
gro = aibibs + agbibybs — agb1bz + agbabsbs + agbababs — 2aabsbsbo
gr1 = ajbiby + asbibibs — asbibz + asbabsbe + asbabibs — 2azbsbebo
gr2 = azagby — azbs

gr3 = azagbs — agbs

gra = azaib; — asbs

grs = (Zga(Q)b6 + aiblbg — a4a3b5

g76 = azasbaby + aibibabg — a7bsbg

g7 = azasb3bs + azbibabs — agbsbs

grs = azasb3br + aibibaby — asbsbs

gr9 = azasbibaby + asadbsby — arbsbe

gso = a3asbibabs + asaibsbs — agbabs

gs1 = azasbibobr + asadbsbr — asbabs

gsa = azasbiby — azbibsbs — arbibybs — azbabsbs + arbabi — azbabebo + azb2bo
gss = azasbibsg — agbibsbs — aghibsbs — agbabsbs + agbabi — agbabebo + agb2bo
gs4 = azagbiby — asbibsbg — asbibsbs — asbabsbs + asbabi — asbabeby + asbiby
gss = a3bibg + albiby — 2a4a2beby + 2arbsbs — arb?

g6 = a3bbg + a3bibg — 2a4albebs + 2asbsbs — agh?

gsr = a3b3by + a3b2by — 2a4albeby + 2a5bsbs — asb?

gss = a§b1b2b9 + azagb?by + a4a3b5b9 — a7bybs

gso = a3b1babs + azasbibs + asagbsbs — aghsbs

goo = a3bibabr + azasbibs + asadbsbr — asbybs

go1 = a3biby — ajboby + 2asadbsby — azbi

Jo2 = agb%bg — aibgbg + 2a4a§b4b8 — agbZ

go3 = a%b%lh — aib7b(2) + 2@4&%()4[)7 — a5bi
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g4 = a%agbg + asazagby — asagagbs + agagbg, + aibg — a4a§b4
gos = a1agbg + azagby + azbibo
gos = aragbs + asaibs + agbiby
gor = a1aiby + asaiby + asbiby
gos = a1a4a0baby + azasapbaby + arbibg
G99 = a1a4a0babg + azasapbabs + agbibg
g100 = a1a4a0bab7 + agasaobabr 4 asbibg
g101 = a1a4a0b1bg + aza4a9b1bg + a7b1bs — arzbaby + azbebo
g102 = aia4aob1bg + azasagbibs + agb1bs — agbabs + agbebo
9103 = a1a4a0b1b7 + azasagbibr + asbibs — asbaby + asbeboy
G104 = arazagby + asazaoby — asaiby + azby
gi05 = a1azaogbs + azazagbs — asagbs + agbs
gi06 = a1azagbs + azazaoby — asagbs + azbs
gio7 = arazagby — azbaby
G108 = ajasaibs — agbaby
gi09 = arazagbr — azbaby
g110 = a1a2a4bg — arbg
g111 = aiazasbg — agbg
g112 = aiaza4b7 — asbg
g113 = aiaza3bg — ajasapby — azasapby — arbs
g114 = arazasbg — ajasapby — asasapbs — agbs
g115 = aiazaszby — ajasapbr — azasapby — asbs
Ji116 = a?a%bg =+ a%a%bg — a7bf + 2a7bobg
gi117 = a?a%bg + a%a%bg — agb? + 2agbabg
giis = a%a%ln + a%a%lh — a5bf + 2asbobg
gi19 = ajazagby + aia3agby + azbibs
g120 = afawobs + alagaobs + agb1b2
G121 = atasagby + ayaiaobr + asbiby
g122 = aiagbg - a7b§
gi123 = a%a%bg — agbg

2 2 2
gi124 = a1a2b7 — a5b2

gi2s = a3a3bg + azazbiby + aragbaby

9126 = a§a3b8 + azagb1bg + agagbaby

9127 = a3adbr + azasbiby + asagbabo

g12s = a3a4aobaby + azarbibs + aragbabg

G120 = azasagbabs + asaghibg + agaobabs

g130 = a§a4a0b2b7 + aza5b1b6 + asaobabe

9131 = a3a4a0b1by + azarbibs — azarbaby + azazbgbo + azagbibe
G132 = a3agab1bs + asaghibs — azaghaby 4 azagbsby + agagbibg

G133 = a3asaob1by + azasbibs — azasbaby + azasbeby + asagbibe
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g134 =

gi135
gi36
gi37

g138

gi3g =

g140
g141
9142
g143
9144

9145

g146 =

9147
9148
g149

g150

9151 =

g152
9153
g154
g155
g156

gis7

g158 =

gi59
gi60
gie1

gi162

gies =

J164
g165
g166
gie7
g168
g169
gi70
giri
a172

g173

a%agaobgbg + a2a7b2b4 — a2a7b6b0 — a7a0b1b6 + a7a0b2b5

= a%agaobgbg + a2a662b4 — a2a6b6b0 — QGGoble + a6a0b2b5
= a3azagbabr + azasbaby — azasbeby — asagbibs + asagbabs
= a3azagbiby + azazbiby + azazbabs — azarbsby + aragbabs — azagbsbo

= a%agaoblbg + a2a6b1b4 + a2a6b2b3 — a2a6b5b0 + a6a0b2b4 — agaobgbo

a§a3a061b7 + a2a5blb4 + a2a5b2b3 — a2a5b5b0 + a5a0b2b4 - a5a0bﬁbo

3 2 2

= a2a0b9 — a2a7b1 + a2a7b2b0 - a7aob1b2
3 2 2

= a2a0b8 — a2a6b1 + agagbaby — agagbiba

3 2 2
= a2a0b7 — a2a5b1 + a2a5b2b0 — a5a0b1b2

0,1(17()3 + a2a7bg - a4agbg + a7aob4

= ajagb3z + azagbs — a4a8b8 + agagba

3
= ajasbs + asasbs — a4a0b7 + asagby

a1a4a3b9 + a%agaobg + asarby 4+ aragbs

2 2
= a1a4aobg + a2a3a0b8 + a2a6b4 + a6a0b5
2 2
= ajasagby + azazagbr + azasby + asagbs
2 2 2
= a1a4b3 + a2a4b3 — a3a0b6 + azasagpbs

2 2 2 2 2
= a1a3bs — ar1azasbs + arajbs + azazbs — asazasbs 4 asaibs — asasapbs + azapbs

3 2
a1a2a069 + CL26L7b1b2 + a7a062

3 2
= aya5a9bg + asaghibs + agagbs
3 2
= a1a2a0b7 + asasbibs + a5a0b2

= a3a7b(23 + aiblbgbg — asarbsbg

a3a7b5b6 + aib%bg — aia%bf;bg + a4a7b4b6 - a4a7b§

= asarbsbg — aibgbg + aiagb4bg — agar7bsbs

= agagbg + aiblbgbg — aqagbsbg

a3a6b5b6 + aib%bg — aia%b(;bg + a4a6b4bG — a4a6b§

= a3a6b3b6 — aibgb% + aia3b4b8 — a4a663b5
= &3&5()2 + aib1b2b7 - C(,4Cl5b5b6
= aszasbsbg + aib%b7 — aia%b6b7 + agasbsbg — a4a5b§

= azasbzbs — a3brba + azadbsby — asasbsbs

agaib%bg + a3a7b4b6 + aia3b5b9 — a4a7b366 - a4a7b4b5

= agaib?bg + a3a6b4bﬁ + aiagbg;bg - a4a6b3b6 — a4a6b4b5
= agaib?ln + azasbsbg + aiagb5b7 — agasbsbg — agasbabs

3 2 2 3
= a3bs — azasbs + asazbs — aybs

2 3 2
a2a7b3 — a2a4a0b9 + a2a7agb4 — a4a7b1bo + a7a0b5

= &%afgbg — a2a4agbg + asagagbs — agagbibg + a6agb5
= a§a5b3 — a2a4agb7 + asasagby — agasbibg + a5agb5
2 2 2 3 2.2
= a2a4b3 — agaga()b(; + a2a3a4a0b5 — a4b1b0 + a4a0b5
= a%agbg — a§a3a4b5 + CL%CLEIM — 0@0,3(14&01)6 + a2a2a0b5 + aiagb(;

3 2 2
= a2a3a0bg + a2a7b4 + asaragbs + a7a0b6

3 2 2
a2a3a0bg + a2a6b4 + asagagbs + agaobg
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gi7a = a§a3a0b7 + a§a5b4 + asasagbs + a5a%b6
9175 = a1ajaoby + asajaoby — azarbg + asazbs
9176 = a1a3aobs + azajagbs — azagbe + asagbs
gi77 = a1aiagbr + azajagby — azasbe + asasbs
gi7s = a3ajaoby — asasazbe + azasarbs + asaragbs
gi79 = a3ajagbs — azazagbe + azasashs + asagaobs
gis0 = a3aiaobr — asasasbg + asasasbs + asasaobs
gis1 = a3azasaoby — asajagby + asasazbs + asazaobe
gi182 = a§a3a4a0b8 — agaiagbg —+ a2a4a6b4 + aga(;aobﬁ
gis3 = a3azasaoby — asajaiby + asasasbs + azasagbe
g184 = a%a%aobg + a2a3a7b4 — a2a4a7bg + a3a7a0b5 + aiagbg — a4a7a0b4
g185 = a%a%aobg + asasagbs — asagagbs + asagagbs + aia%bg — aqa6a0by
186 = a§a§a0b7 + asasasby — asagasbs + asasagbs + aia3b7 — a4as5a0by
gi187 = a4a8bg —+ a%blbgbo — (17&%1)41)9

giss = asadbgbg + agarbibsby — azagbsbs

g189 = a4aSb§ + Cbgb1b3bo — a6a3b4b8

9190 = asabrby + asazbibsby — aragbsbs

9191 = asabrbs + asagbibsby — agagbsbs

g192 = a4a8b§ 4+ agblbgbo — a5a§b4b7

g193 = a§a7b6 — agaqarbs — aia%bg + aia7b4

J194 = a§a6b6 — aszagaghs — aia%bg + aia6b4

2 3.2 2
gi195 = a3a5b6 — a3a4a5b5 — a4a0b7 + a4a5b4

Beziiglich der gleichen Monomialordnung ist eine Grobner-Basis H = {hy,..., hg1}
des Ideals (I*|4,=0 : (ao, ..., a7)*) gegeben durch die folgenden Polynome:

hy =b%
hy =babg
hy =b1bg

hg =b3bs — babsbg

hs =b1babs — babybg

he =b3bs — bibabs + b3bs
h7 =bibs

hs =aq

hg =a1bg + a2bg

hip =a1b3 + azbs

h11 =a4b1bs

his =aub}

hi3 =asbiby

h14 :agblbg + a4b%
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his =asb?

hie =azbgbo — asbabs

hi7 =a3babg + asbibg — asbabs
his =agbabs — azbsbo + asbibs
hig9 =azbi1bg — asbaby + asbsbg
hao =azb1bs — azbaby — asbiby + asbsbg
ho1 =asbi1bs — azbsbo + asbsbg
hao =aszb3bs + asbibs + asbibaby — asbabsby
has =a3bo

has =a3bs

has =aiazby

hog =aq1a2bg — a4b§

har =ayazbs — asb3

hos =aasby + asbi

hag =azby

hso =azbs

hs1 =az7b1by

hss =arb?

h3s =azbgbo

h3a =azbsbo

h3s =a7b1bs

hse =azb1bs

h37 =agbg — azbs

hss =agba

hsg =agbs

hao =agb1ba

ha1 =agh?

haa =agbebo

has =agbsbo

hia =agb1bg

has =agb1bs

hae =asbg — azby

ha7 =asbg — agbr

has =asbs

hag =asbs

hso =asb1ba

hs1 =asbi

hs2 =asbsbo

hs3 =asbsbo

hs4 =asb1bg
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hss =asb1bs

hse =a3bi

h57 :aibgbg — a7b§

h53 :aibgbg — a6b%

hso =a3b3b; — asb?

heo =azb3bs

he1 =asasbsby — azbsbg
h62 :a3a4b§b8 — a6b5b6
hes =azasbby — asbsbg
h64 :agbgbg — a7b§

h65 :agbgbs — a6b§

h66 :a§b§b7 — a5b§

her =ajazasby — arbg
heg =aiazasbg — agbe
heg =aiazasbr; — asbeg
h7o =aiaza3bg — azbs
h71 =aiaza3bg — agbs
h7a =ajazaszbr — asbs
hrs =afa3bg — azbs

h74 :a%agbg — (l@b%

h7s :a%a§b7 — a5b§

h76 :alagbﬁ — a1a3a4b5 + alaib4 + G,Qagbﬁ — a2a3a4b5 + a2a3b4
hq77 =azarbs — asazbs
h7s =azagbs — asagbs
h79 =azasbs — asasbs
hgo :agbﬁ — a§a4b5 + a3a2b4 — aibg

2 2 2 2 2
hg1 :a2a3b6 — a2a3a4b5 + a2a4b4
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Zusammenfassung

Gegenstand der Betrachtungen sind Familien gewohnlicher, linearer, komplexer Dif-
ferenzialgleichungen der Fuchs’schen Klasse. Diese sind stets von der Form

d™w hi(z d" " w ho, (2
+ = 1(2) ...+m#w:0, (C.1)
den L2 (2 = i)t dz! [[Z:(z = s)"
wobei h; ein Polynom in z hochstens vom Grade j(m — 1) ist. Die Koeffizienten
der Polynome h; sowie die Singularitéten si,..., s, seien polynomial in ay,...,ar
parametrisiert.

Ziel der Uberlegungen ist es, den Parameterraum

S :=CH\ (U{sl(al, coyag) —si(ar, ..., ag) = 0})
i#]
einer vorgegebenen Familie Fuchs’scher Differenzialgleichungen in einem Kompak-
tum abzuschlieBen und die Familie fortzusetzen. Es kénnen die Koeffizienten der Dif-
ferenzialgleichung als rationale Funktionen in (C[z])(a4,...,ar) angesehen werden.
Die Fortsetzung der Differenzialgleichung iiber dem Abschluss des Parameterraums
in einem komplex-projektiven Raum kann moglicherweise nicht eindeutig sein, da
die fortgesetzten, rationalen Funktionen Unbestimmtheitsstellen aufweisen kénnen.
Um die Zuordnung einer Differenzialgleichung zu einem Parameter eindeutig wer-
den zu lassen, wird der Parameterraum erweitert und der Begriff des ,,Graphen
einer rationalen Funktion“ verallgemeinert: Die Koeffizienten der vorgegebenen Dif-
ferenzialgleichung werden nennergleich gemacht und diese Differenzialgleichung im
Anschluss mit der allgemeinen Form
d"w Z?:(L)_l b1 iZi d"tw

PO (zm + bizm 1+ 4 byy)" dzn ! L

N 2licy | bni?'
(zm + brzm= L+ 4 b))

w=0, (C.2)
identifiziert. Dadurch erhélt man einen Morphismus affiner Varietéten
G ~ 1
ct — cNtm, N = n2m—|—n—§n(n—|—1),

dessen Graph I' C CR+N+m i kartesischen Produks ]P’ff X IP’é’ tm zweier gewichtet-
projektiver Rdume abgeschlossen werden kann (beziiglich der durch die jewei-
ligen Zariski-Topologien induzierten Topologie). Es entspricht jeder Punkt von



I' ¢ CPHV+m cindeutig einer Differenzialgleichung der Form (C.1) bzw. (C.2). Die
tiber dem unendlich fernen Teil des Parameterraums entstehenden Differenzialglei-
chungen erhiilt man, indem der Schnitt von T’ mit {ay = 0} auf Py projiziert wird.

Der Abschluss von T in Pf x PQN tm wird durch die Bi-Quasi-
Homogenisierung des Ideals Z(I') erreicht. Dazu sind zwei Vorgehensweisen
erarbeitet worden: Zum Einen kann durch eine Primé&rzerlegung eines geeigneten
Kandidaten fiir die Bi-Quasi-Homogenisierung von Z(I') auf die tatséichliche
Bi-Quasi-Homogenisierung geschlossen werden. Zum Anderen ist es moglich, die
Bi-Quasi-Homogenisierung unter Zuhilfenahme von Grobner-Basen zu berechnen.
Letzteres ist ebenso ein hilfreiches Instrument bei der Bestimmung der Projektion
des unendlich fernen Teils des Graphen (Elimination).

Die beschriebene Vorgehensweise wird unter Einsatz des Computer-Algebra-
Programmes SINGULAR angewendet auf (a) die Familie der hypergeometrischen
Differenzialgleichungen und (b) die (gréBere) Familie der Riemann’schen Differenzi-
algleichungen. In beiden Fillen wird untersucht, welche der Differenzialgleichungen,
die iiber dem unendlich fernen Teil des Parameterraumes liegen, zur Fuchs’schen
Klasse gehoren bzw. irreguldre Singularitdten aufweisen. Im Fall (a) treten unter
anderem sédmtliche konfluenten hypergeometrischen Differenzialgleichungen auf, die
aus der klassischen Literatur bekannt sind und aus einer anderen Kompaktifizierung
hervorgehen (vgl. WHITTAKER & WATSON, A Course Of Modern Analysis,
Chapter XVI, S. 337ff). Im Fall (b) erhélt man beispielsweise die Bessel’sche
Differenzialgleichung.

In beiden Féllen treten entartete Differenzialgleichungen auf (in dem Sinne, dass
durch Multiplikation mit dem Nenner eines Koeffizienten eine Differenzialgleichung
niederer Ordnung entsteht, wenn dieser als Funktion von z identisch verschwin-
det). Die Kompaktifizierung des erweiterten Parameterraums ist derart gewéhlt,
dass eine , Differenzialgleichung* der Art 0 = 0 nicht entstehen kann. Es sei
angemerkt, dass auf diese Weise zwar die Familie Fuchs’scher Differenzialglei-
chungen {iiber derartige Entartungsstellen fortgesetzt werden kann. Die zugehorige
Familie lokaler Systeme lésst sich hingegen nicht geeignet in diese Punkte fortsetzen.





















