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Einleitung

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist eine holomorphe Abbildung f : X — C auf einem
schwach normalen zweidimensionalen komplexen Raum X mit einem isolierten kriti-
schen Punkt im stratifizierten Sinn bei z € X und f(z) = 0. Die Monodromie dieser
Singularitét soll zunéchst topologisch und anschlieffend mittels Differentialformen und

relativer de Rham-Kohomologie analytisch beschrieben werden.

Milnor begann die topologische Untersuchung isolierter Hyperflichensingularitéten und
definierte eine lokale Picard-Lefschetz-Monodromie, vgl. [Mil68]. Geht man von einem
Keim f: (C"™1,0) — (C,0) einer isolierten Hyperfliichensingularitiit aus, so erhilt man
nach Milnor fiir ¢ < ¢ ein differenzierbares lokal triviales Faserbiindel f': X’ — S’ §' =
{teC:|t|<ep\{0}, X' ={zeC:|z| <d}n fHI).

Die Kohomologiegruppen HP(X;,C), X; = f~(t), t € S’, p > 0, sind Fasern eines
komplexen Vektorbiindels iiber S’. Die Garbe der lokal konstanten Schnitte ist durch
H = RP fICx: gegeben, die der holomorphen Schnitte ergibt sich durch Tensorieren:

I = Rpf;(CX/ ®CS’ Ogr.

Auf dieser Garbe ist nun ein kanonischer Zusammenhang definiert, der auch als topo-
logischer Gauss-Manin-Zusammenhang bezeichnet wird. Andererseits definiert H eine
Operation der Fundamentalgruppe auf der Faser HP(X;,C), t € S’. Damit wird durch

die Schleife um Null in der Basis S’ eine lineare Transformation
Hp(Xtv (C) - Hp(Xtv (C)

definiert, die sogenannte lokale Picard-Lefschetz-Monodromietransformation.

Diese kann nun algebraisch mit Hilfe des sogenannten Gauss-Manin-Zusammenhangs
beschrieben werden. Urspriinglich wurde er fiir Familien von Mannigfaltigkeiten einge-
fiihrt. Die Familie Xy, ¢t € S’, entartet jedoch in der singuldren Faser X, = f~1(0).
Brieskorn definiert in [Bri70| einen verallgemeinerten Zusammenhang, den singulédren
Gauss-Manin-Zusammenhang mit einer reguldren Singularitit bei Null. Dazu beweist er

zunéchst das relative Poincaré-Lemma, welches besagt, dass der Komplex

0 — f’—lﬁsl — QX’/S’
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exakt ist. Damit kann ¢ mittels relativer Differentialformen beschrieben werden. Da
zusiitzlich f’ steinsch ist, gilt
RP fil(Qxrys0) = A7 (FiQx0/s0)-

Diese Garbe stimmt auf S’ mit % {iberein und lasst sich nun durch %p(f*QX/S) leicht
nach ganz S = {t € C : |t| < ¢} fortsetzen, wobei f jetzt als Funktion auf X = {z €
Cntl ozl < 6} N f7Y(S) verstanden wird. Brieskorn beweist, dass diese Fortsetzung
kohirent ist. Er zeigt, dass f als Einschrinkung einer eigentlichen Abbildung f:Y — S
aufgefasst werden kann, wendet den Grauertschen Kohédrenzsatz an und kann dann auf
die Kohirenz der c%”p(f*Q'X/S), p > 0, schliefen.

Anschliefsend wird auf der fortgesetzten Garbe auf analytischem Weg ein regulér sin-
guldrer Zusammenhang definiert, der auf J# mit dem oben definierten topologischen

Gauss-Manin-Zusammenhang iibereinstimmt.

Als Verallgemeinerung dieser Uberlegungen wird in der vorliegenden Arbeit eine holo-
morphe Funktion f : X — C mit einem isolierten kritischen Punkt z € X im stratifizier-
ten Sinn mit f(z) = 0 auf einem zweidimensionalen schwach normalen komplexen Raum

X betrachtet. Dieser Raum kann nun zusétzlich nichtisolierte Singularititen aufweisen.

Ausgangspunkt fiir die topologische Beschreibung der Monodromie ist das lokal triviale
Faserbiindel f’ : X’ — S’ welches sich nach Einschrinkung von f auf eine geeigne-
te Teilmenge X’ des Urbildes f~1(S’) einer punktierten Nullumgebung ergibt. Dieses
topologische Faserbiindel existiert schon fiir einen isolierten kritischen Punkt im strati-
fizierten Sinn auf einem beliebigen zweidimensionalen komplexen Raum. Damit erhilt
man die lokal freie Garbe % = RP f{Cx/ ®cg, Og und den topologischen Gauss-Manin-

Zusammenhang.

Fiir die analytische Beschreibung der Monodromie werden charakteristische Eigenschaf-
ten zweidimensionaler schwach normaler komplexer Rdume hergeleitet und verwendet.
Geht man von einem beliebigen zweidimensionalen komplexen Raum aus, so erhélt man
seine schwache Normalisierung durch Erweiterung der Strukturgarbe um die schwach
holomorphen stetigen Funktionen. Insbesondere bleibt hierbei die topologische Struktur
erhalten. Will man die Topologie eines isolierten kritischen Punktes einer holomorphen
Funktion auf einem beliebigen komplexen Raum beschreiben, kann somit der induzierte

kritische Punkt auf der schwachen Normalisierung betrachtet werden.

Die Riemannschen Hebbarkeitssitze gelten auf komplexen RAumen im Allgemeinen
nicht. Schwach normale Rdume zeichnen sich jedoch gerade dadurch aus, dass auf ihnen

der Riemannsche Hebbarkeitssatz in der schwachen Version gilt: Jede stetige Funktion,
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die aufserhalb einer diinnen analytischen Teilmenge holomorph ist, besitzt eine holomor-
phe Fortsetzung auf den ganzen Raum.

,Prototypen” fiir reduzierte eindimensionale schwach normale Rdume sind Koordinaten-
kreuze, also die Mengen Y, = {(21,...,2,) € C"|Ji e {1,...,7}: 2, =0 Vj #i},r € N.
Ein reduzierter zweidimensionaler schwach normaler komplexer Raum X lisst sich nun
mittels dieser Koordinatenkreuze lokal beschreiben: Bis auf isolierte Punkte ist (X, ) fiir
ein r € Ny isomorph zu (C x Y;.,0), vgl. Satz 2.2.1. Bemerkenswert ist, dass das r allein
durch die Topologie des Raumkeimes Xy bestimmt ist und damit schon die analytische
Struktur festlegt.

Wir erhalten zudem eine kanonische Whitney-Stratifizierung, eine geeignete Zerlegung
in glatte Mannigfaltigkeiten, von X. Eine holomorphe Funktion auf X entspricht dann
in den nichtkritischen Punkten in geeigneten lokalen Koordinaten gerade der Projekti-
on C x Y, — C auf die erste Komponente fiir ein r € Ny, siehe Satz 2.3.1. Die lokale
analytische Gestalt dieser Abbildung in den nichtkritischen Punkten wird also ebenfalls

allein durch die topologische Grofe r festgelegt.

Diese explizite Kenntnis iiber die lokale Gestalt von X und f erméglicht es, die holomor-
phen Differentialformen Q?{’y, p €N, y € X, bis auf die durch die nulldimensionalen
Strata gegebenen Punkte zu beschreiben (Sétze 3.2.1, 3.2.2 und 3.2.3). Schlieflich kann
das relative Poincaré-Lemma in den nichtkritischen Punkten nachgerechnet werden (Satz
3.3.2). Damit kann die Garbe . mittels de Rham-Kohomologie beschrieben und fort-
gesetzt werden.

Als Hilfsmittel fiir den weiteren Kohédrenzbeweis der fortgesetzten Garbe J#(X/S), der
ahnlich wie bei [Bri70] gefithrt wird, werden die Fasern von f durch eine Linearform ab-
geschnitten und anschliefend durch Einkleben von Kreisscheiben kompaktifiziert. Eine
geeignete Einschrankung f|x : X — S kann somit als Einschriankung einer eigentlichen
Funktion f : Y — S aufgefasst werden, die zudem so konstruiert wird, dass ﬂY\X ein
lokal triviales differenzierbares Faserbiindel ist, vgl. Satz 4.1.1. Auch dieser Satz bleibt
unter der allgemeineren Voraussetzung einer Funktion auf einem beliebigen zweidimen-
sionalen Whitney-stratifizierten Raum giiltig.

Abschliefsend wird unter Verwendung der expliziten Darstellungen der Differentialfor-
men der topologisch definierte Gauss-Manin-Zusammenhang auf analytischem Weg als
verbindender Homomorphismus beschrieben und zu einem singuldren Zusammenhang

fortgesetzt.

Im ersten Kapitel werden die Grundlagen fiir die folgenden Uberlegungen eingefiihrt.

Dazu zahlen die Definition (schwach) normaler und stratifizierter komplexer Rdume
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mit wichtigen Eigenschaften sowie einige Tatsachen aus der Garbenkohomologie und als
Verallgemeinerung der Hyperkohomologie. Den Abschluss bildet ein Teilkapitel iiber Dif-
ferentialformen auf komplexen Réumen, das (relative) Poincaré-Lemma und die daraus
folgende (relative) de Rham-Kohomologie.

Die Untersuchung zweidimensionaler schwach normaler komplexer Rdume ist Gegen-
stand des zweiten Kapitels. Die schwache Normalitdt von Koordinatenkreuzen wird
bewiesen und darauf aufbauend werden schwach normale zweidimensionale komplexe
Réaume sowie Abbildungen darauf lokal beschrieben.

Das dritte Kapitel widmet sich der expliziten Beschreibung der Differentialformen auf
zweidimensionalen schwach normalen komplexen Raumen. Hieraus wird das relative
Poincaré-Lemma fiir die nichtkritischen Punkte einer Abbildung auf einem solchen Raum
abgeleitet.

Im vierten Kapitel wird die Monodromie fiir eine holomorphe Funktion f : X — C
auf einem schwach normalen zweidimensionalen Raum X mit topologischen und ana-
lytischen Methoden untersucht. Die Garbe J# wird durch das topologische Faserbiin-
del f’ definiert, analytisch beschrieben und fortgesetzt. Die Kohédrenz der Fortsetzung
wird nachgewiesen. Der zuvor topologisch definierte Gauss-Manin-Zusammenhang wird
ebenfalls analytisch beschrieben und fortgesetzt. Die Meromorphie der Fortsetzung wird

gezeigt und bildet den Abschluss der vorliegenden Arbeit.



1 Grundlagen

1.1 Normale und schwach normale komplexe Raume

Ein komplexer Raum (X, Ox) ist ein geringter Hausdorffraum, der lokal der Nullstellen-
menge -als C-geringter Raum- endlich vieler holomorpher Funktionen auf einem Gebiet
G C C"™ entspricht. Lokal ist (X, Ox)damit isomorph zu (Y, (0g|Y/.#)), wobei . eine
Idealgarbe von endlichem Typ in Og und Y :=supp(Og/ S ) ={2€ G : .7, # 0,} das
Nullstellengebilde von .# ist, welches auch mit N(.#) bezeichnet wird. Wir wollen im
Folgenden nur reduzierte komplexe Rdume betrachten, d.h. Rdume, in denen jeder Halm
Ox ., v € X, der Strukturgarbe &y reduziert ist, also keine von Null verschiedenen nil-
potenten Elemente enthéilt. Ein Punkt x € X eines komplexen Raumes heifst singulér,
wenn keine Umgebung von x komplexe Mannigfaltigkeit ist. Die Menge der singuldren
Punkte wird mit S(X) bezeichnet. Fiir die Garbe der holomorphen Funktionskeime auf
X = C" schreiben wir 0,, statt Ocn.

Auf komplexen Rdumen gilt der Riemannsche Hebbarkeitssatz im Allgemeinen nicht.
Dieser besagt, dass jede Funktion, die auferhalb einer diinnen analytischen Teilmenge
holomorph und in einer Umgebung dieser beschrinkt ist, schon Einschrinkung einer
holomorphen Funktion auf dem ganzen Raum X ist. In der abgeschwéichten Version
wird zusitzlich die Stetigkeit der Funktion auf ganz X vorausgesetzt. Die Frage, wann
diese Sédtze gelten, fithrt zu normalen bzw. schwach normalen Riumen, die in diesem
Kapitel definiert und mit grundlegenden Eigenschaften vorgestellt werden sollen (vgl.
dazu [KK83, §71 und §72|).

Definition 1.1.1. (Schwach holomorphe Funktionen)

Sei X ein reduzierter komplexer Raum. Eine schwach holomorphe Funktion auf einer
offenen Menge U C X st eine holomorphe Funktion f: U\ A — C, wobei A C U eine
diinne analytische Menge ist und die Funktion f ldngs A lokal beschrinkt ist.

Damit kann der @y (U)-Modul &x(U) der schwach holomorphen Funktionen auf U de-

finiert werden und schliefslich auch die Garbe ﬁx der schwach holomorphen Funktionen.

Definition 1.1.2. (Normale Riume)
Ein reduzierter komplexer Raum X heifit normal in a € X, wenn é’Xﬂ = Ox,q gilt. Ein

Raum X heifit normal, wenn er in jedem Punkt a € X normal ist.
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Bemerkung 1.1.3. (JKK83, 71.1])
(a) é’Xﬂ = Ox,q gilt genau dann, wenn Ox , ein normaler Ring ist.

(b) Ein Raum ist genau dann normal, wenn der Riemannsche Hebbarkeitssatz (in der

starken Version) gilt.

Definition 1.1.4. (Normalisierung)

Eine endliche holomorphe Abbildung w : X—X heifst Normalisierung von X, falls
(i) X normal ist und
(ii) es eine dinne analytische Teilmenge A C X mit folgenden Eigenschaften gibt:

o 7w Y(A) ist diinn in X und

o m: X\ 7 HA) = X\ A ist biholomorph.

Aquivalent zu (i) ist die Bedingung &’y = m(0).

Satz 1.1.5. (Normalisierungstheorem, [KK83, 71.4])
Jeder reduzierte komplexe Raum besitzt eine (bis auf Isomorphie eindeutige) Normalisie-
TUNY. é’X ist ein kohdrenter Ox-Modul und das analytische Spektrum specan 5))( — Ox

1st die Normalisierung.

Die Singularitdtenmenge eines normalen Raumes hat mindestens Kodimension 2. Es gilt

folgender

Satz 1.1.6. ([KK83, 74.3])
Sei X, ein normaler komplezer Raumkeim. Dann gilt fir die Kodimension der Singula-

ritatenmenge
codimy, S(X,) > 2.

Wihrend die topologische Struktur des komplexen Raumes X durch eine Normalisierung
evtl. verdndert wird, bleibt sie bei der sogenannten schwachen Normalisierung erhalten.
Ein Raum ist schwach normal, wenn der schwache Riemannsche Hebbarkeitssatz gilt,

d.h. es ergibt sich folgende

Definition 1.1.7. (Schwach normaler Raum)
Ein reduzierter komplezer Raum X heifit schwach normal in a € X, wenn €x qN @A)X@ =

Ox.q gilt und schwach normal, wenn er in jedem Punkt a € X schwach normal ist.

Zu einem reduzierten komplexen Raum (X, &x ) kann der geringte Raum X := (X, OxnN

€x) gebildet werden. Dass dies einen komplexen Raum definiert, der dann natiirlich
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schwach normal ist, ist die Aussage des folgenden Satzes. Wir erhalten also einen Mor-
phismus X - X, die schwache Normalisierung von X, welcher als Morphismus von
topologischen Raumen die Identitdt beschreibt.

Fiir die explizite Beschreibung schwach normaler zweidimensionaler komplexer Rdume
im 2. Kapitel werden einige Aussagen aus dem Beweis benotigt, weshalb er an dieser

Stelle ebenfalls aufgefiihrt wird.

Satz 1.1.8. (Schwache Normalisierung, [KK83, 72.3])
Sei X = (X, 0x) ein reduzierter komplezer Raum. Dann ist X = (X,0x N €x) ein

schwach normaler komplexer Raum.

Beweis. Um diesen Satz zu beweisen, wird gezeigt, dass X dem Quotientenraum X/RW
entspricht, wobei 7 : X — X die Normalisierung von X ist und R, die durch z ~ y &
7(z) = 7(y) definierte Aquivalenzrelation.

Fiir den Beweis werden zunéchst einige Definitionen bendotigt.

Definition 1.1.9. (Quotientenraum)

Sei (T, /) ein geringter Raum, R C T x T eine Aquivalenzrelation auf T .
Pr; .
7j (R, GR) — (T x T, Grxr) —> (T, %) 2 (T, , j=1,2

seien die kanonischen Projektionen. Dann wird

(T, /)R = (T, ) = coker —=

2

definiert.

Mit Red wird hierbei die allgemeine Reduktionsabbildung der Garbe lokaler Algebren
&/ in die Garbe der stetigen Funktionen 4 bezeichnet, welche im Fall der reduzierten

R&ume der Inklusion entspricht.

Es sei kurz an die Definition des Kokerns eines Morphismenpaares erinnert.

Definition 1.1.10. (Kokern eines Morphismenpaares)
Sei & eine Kategorie, f,g : S — T ein Paar von Morphismen. Ein Morphismus p :
T — T heifst Kokern von f und g in ¢, falls

(a) po f=pog gilt und

(b) zu jedem Morphismus h in & mit ho f = hog genau ein Morphismus h' existiert,

derart dass

/
/
hl / h
¥

Z
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kommutiert.

Wenn der Kokern eines Morphismenpaares existiert, so ist er bis auf (kanonische) Iso-
morphie eindeutig. Zu einem Morphismenpaar von Mengen oder topologischen Rdumen

existiert immer ein Kokern, T ist gegeben durch T/(f(s)wg(s)).

Auch in der Kategorie der geringten Rdume existieren immer Kokerne. Hier muss zu-
sitzlich die Strukturgarbe </ von T definiert werden. Sei also f, g : (S,.275) — (T, o/r)
ein Paar von Morphismen geringter Rdume und p : T — T der topologische Kokern von
f und g, aufgefasst als Morphismen topologischer Rdume. Die Strukturgarbe o7 ist fiir

einen reduzierten geringten Raum (7, o71) durch

d(V) = {p:V—=Cripopedr(p(V))} (1.1)

gegeben. Mit dieser Definition ist (T',.27) dann wiederum ein geringter Raum.

Fasst man einen komplexen Raum als geringten Raum auf und bildet wie oben den
Kokern, so ist dieser nicht notwendigerweise ein komplexer Raum, da Quotientenriume

im Allgemeinen keine komplexen Rdume sind.

Bemerkung 1.1.11. (|[KK83, 49A.15])

Sei R eine endliche Aquivalenzrelation auf dem komplezen Raum X. Dann gilt
X = X/R ist komplexer Raum < X ist lokal O — separabel.

Da diese Bedingungen aber in unserem Fall erfiillt sind -R,; ist endlich und X ist holo-
morph separabel- wird durch X /R ein komplexer Raum definiert, der als topologischer

Raum mit X bzw. X iibereinstimmt.

Die Strukturgarbe ﬁf(/Rw ist nun wie folgt durch die Aquivalenzrelation R, gegeben:
Fiir eine offene Menge U C X erhélt man mit Gleichung (1.1)

ﬁX/R,r(U) ={fe ﬁX(W_l(U)), f ist R; — invariant }. (1.2)

Andererseits sind die holomorphen Funktionen auf X fiir eine offene Menge U C X
durch

ozU)=  Ox(U) nex(U) (13)

~——
=0 (m=H(U))

definiert. Eine Funktion f € Oy (7 '(U)) représentiert also genau dann einen Keim
in der Strukturgarbe 0z (U), wenn sie Ry -invariant ist. Damit stimmen die komplexen
Riume X und X /R, iiberein. O
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Im Fall eines lokal irreduziblen Raumes stimmen Normalisierung und schwache Norma-

lisierung iiberein, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 1.1.12. ([KK83, 71.9])

Fiir einen Punkt a € X sind dquivalent:

(a) Jede schwach holomorphe Funktion, reprasentiert durch einen Keim f € 5’@, 1st
stetig in a, d.h. é’a C C,.

(b) X, ist irreduzibel.

Insbesondere ist die Normalisierungsabbildung 7 in diesem Fall ein Hom6omorphismus.

1.2 Stratifizierte Raume

Untersucht man komplexe Riume, so kann es sinnvoll sein, diese auf geeignete Weise
in Mannigfaltigkeiten zu zerlegen. Eine iibersichtliche und anschauliche Einfiihrung in
die Theorie der stratifizierten Rdume findet sich in [GMS88, I,1]. Wir benétigen nur die

Definitionen sowie das Thomsche Isotopielemma, welche hier eingefiihrt werden sollen.

Definition 1.2.1. (-Zerlegung)

Sei & eine partiell geordnete Menge. Eine .#-Zerlequng eines topologischen Raumes Z
ist eine lokal endliche Familie disjunkter lokal abgeschlossener Teilmengen S; C Z, i €
<, derart dass

(i) U Si=2Z und
1€
(i) SiNS; #0 & S; CS;ei=joderi<j.

Definition 1.2.2. (Whitney-Stratifizierung)

Sei Z eine abgeschlossene Teilmenge einer glatten Mannigfaltigkeit M und

z=JS
(1S3 %
eine .S -Zerlequng von 7. Diese Zerlequng heiffit Whitney-Stratifizierung, falls jedes S;
eine lokal abgeschlossene glatte Untermanmnigfaltigkeit von M ist und die beiden Whitney-
Bedingungen fiir jedes Paar S, < Sg erfiillt sind.
Sei (z;)ien eine Folge von Punkten aus Sg, die gegen einen Grenzwert y € So kon-
vergiert, (y;) eine Folge aus Sy, die ebenfalls gegen y konvergiert. Des Weiteren sollen
die Sekanten l; = T;y; gegen eine Grenzgerade | konvergieren und die Tangentenebenen

T,;S3 gegen eine Grenzebene 7. Dann verlangen die Whitney-Bedingungen.:

(a) TySq C T
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(b) L C.
Bemerkung 1.2.3. Aus (b) folgt (a).

Anschaulich gewdhrleisten die Whitney-Bedingungen, dass die Topologie der Singulari-

taten des Raumes entlang eines Stratums lokal konstant ist.

Bemerkung 1.2.4. Die Definitionen 1.2.1 und 1.2.2 werden zundchst im reellen Zu-
sammenhang fiir die Situation eines eingebetteten Raumes aufgestellt.

Im komplezx analytischen Kontezt fordern wir, dass jedes Stratum S; eine komplexe Man-
nigfaltigkeit ist. Man kann mit dem Fortsetzungssatz von Remmert und Stein, vgl. [GR84,
Chapter 9, §4.2] zeigen, dass dann der Abschluss jedes Stratums wiederum komplex ana-
lytisch ist.

Da wir an der lokalen Beschreibung eines reduzierten kompleren Raumes interessiert

sind, ist es ausreichend, die eingebetiete Situation zu betrachten.

Definition 1.2.5. (Kritischer Punkt)

Sei Z Teilmenge einer glatten Mannigfaltigkeit M mit einer gegebenen Whitney-Strati-
fizierung. Durch f : Z — R, (bzw. f: Z — C) sei eine Funktion gegeben, die sich als
Einschrinkung einer differenzierbaren Funktion f : M — R (bzw. f : M — C) ergibt.
Nun heifit z € Z kritischer Punkt von f, falls df|Tps(z) =0, wobei S C Z das Stratum
ist, welches p enthdlt. Das Element v = f(z) heiffit dann kritischer Wert.

Ein z € Z heifit isolierter kritischer Punkt, wenn es eine Umgebung U von z in Z gibt,
derart dass f|y keine weiteren kritischen Punkte besitzt. Der zugehirige Wert v = f(z)
heifit dann isoliert, wenn es eine Umgebung W von v gibt, derart dass f auf f=*(W)

keine weiteren kritischen Punkte enthdlt.

Bemerkung 1.2.6. Insbesondere sind die 0-dimensionalen Strata nach dieser Definition

kritische Punkte jeder Funktion f, die auf dem stratifizierten Raum definiert ist.

Definition 1.2.7. (Stratifizierte Submersion)

Sei Z eine Whitney-stratifizierte Teilmenge einer glatten Mannigfaltigkeit M und f :
M — N eine €*°-Abbildung, d.h. beliebig oft reell differenzierbar. Die Einschrinkung
flz heifst (eigentliche) stratifizierte Submersion, falls

(a) flz eigentlich ist und
(b) fiir jedes Stratum S von Z die eingeschrinkte Abbildung f|s submersiv ist.

Satz 1.2.8. (1. Thomsches Isotopielemma)
Sei f 1 Z — R™ eine eigentliche stratifizierte Submersion. Dann ¢ibt es einen stratum-

erhaltenden Homdoomorphismus

h:Z —R"x (f71(0)n 2),
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der auf jedem Stratum glatt ist und mit der Projektion nach R™ kommutiert. Insbesondere
sind die Fasern von f|z homdéomorph durch einen stratumerhaltenden Homdomorphis-

mus.

1.3 Bildgarben

An dieser Stelle werden nun kurz die wichtigsten Definitionen und Sétze aus dem Bereich
der Garbenkohomologie, die in den folgenden Kapiteln benotigt werden, zusammenge-
stellt.

Sei f: X — Y eine stetige Abbildung von topologischen Raumen.

Definition 1.3.1.
(1) Sei .7 eine Garbe auf X. Durch

U f.7U) = Z(f1U)), UCY offen,

wird eine Garbe f.. auf Y definiert.
(ii) Seien X und Y zusdatzlich lokal kompakt. Dann wird durch

U (FU):={secL(fHU)): f:]s| = U eigentlich }, U CY offen,

wobei |s| den Trager von s bezeichne, eine Untergarbe von f.. definiert, das direkte
Bild mit kompaktem Trdger.
(1ii) Sei G eine Garbe auf Y. Dann wird die zu der Prigarbe

Vi lim ¥Y{U), VCX offen,

r~Ywyov

assoziierte Garbe =19 als topologische Urbildgarbe bezeichnet.

Bemerkung 1.3.2. Die Funktoren f, und fy sind Verallgemeinerungen der Schniti-
funktoren T und T'. und als solche linksexakt. Fir den Spezialfall a : X — {pt} gilt
I'Y =a,. und'e. = a).7.

Bemerkung 1.3.3. Es gilt (f~'9), = Y(x) und damit definiert f~1 einen exakten
Funktor. Fiira : X — {pt} und einen R-Modul M bezeichnet Mx = a='M die konstante
Garbe.

Da die Kategorie der Garben auf X geniigend viele Injektive besitzt, existieren die
Rechtsableitungen der linksexakten Funktoren fy, fi,I' und T..

Durch HP(X,.) := RPT.¥ fiir p € N wird die Kohomologie mit Werten in . defi-
niert, durch HY(X,.%) := RPT.¥ die Kohomologie mit kompaktem Triger; RPf..”
und RP f.¥ werden als héhere Bildgarben bezeichnet.
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Seien nun eine stetige Abbildung f : X — Y, eine Garbe von Ringen % auf Y und
Garben .# und ¢ von %Z- bzw. f~1%-Moduln gegeben. Dann gibt es fiir p € N kanonische
Homomorphismen (vgl. [KS90, 2.6.6])

(RPf%) @5 F — RPA(F @515 | F). (1.4)

Dass diese Homomorphismen in bestimmten Fé#llen Isomorphismen sind, ergibt sich aus

den folgenden beiden Sétzen.

Satz 1.3.4. (Basiswechseltheorem, vgl. [KS90, 2.6.7])

Sei das kommutative Diagramm

XXSS/:X/L)X

o)

S/T>S

gegeben. Fir eine Garbe 9 (abelscher Gruppen) auf X gibt es dann fir jedes p > 0 einen

Isomorphismus

g (RP[Y) = RPfl(d7'9).
Korollar 1.3.5. Fiir jedes t € S gilt (RPfi9); = HE(X;,9), wobei Xy = f~1(t) ist.
Beweis. Dies ist lediglich der Spezialfall S" = {t}, g : {t} — S. O

Satz 1.3.6. (Universelles Koeffiziententheorem, vgl. [Bre97, S. 109, 15.3|)
Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum, 4 ein Rx-Modul und F ein Modul tiber dem

Hauptidealring R mit 4 xg F = 0. Dann existiert eine natirliche exakte Sequenz
0— HE(X,9)@r F — HE(X,9 ®py Fx) — HIY (X, 9) g F — 0, (1.5)
wobet mit x das Torsionsprodukt bezeichnet wird.

Korollar 1.3.7. Sei R ein Ring und F ein flacher R-Modul. & sei eine Garbe von

Rx-Moduln. Dann gibt es einen naturlichen Isomorphismus
Hg(X7g) QrF = Hg(X,% @Ry FX)

Korollar 1.3.8. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung, Z eine Garbe von Ringen auf
Y, .7 und G seien Garben von Z- bzw. f~'%-Moduln. Ist F flach iiber &, so ist (1.4)
fiir jedes p € N ein Isomorphismus. Insbesondere gilt fiir jede Garbe % von C-Moduln

RPfiCx @, F = RPA(fTIF).
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Beweis. Der Homomorphismus
RPfG Ry F — RPfI(G @14 [ F)

induziert Homomorphismen auf den Halmen, die sich nach Korollar 1.3.5 mit den Koho-
mologiegruppen mit kompaktem Trager identifizieren lassen. Wir erhalten also Homo-

morphismen
Hf(Xy,%) Xz, egzy - Hf(Xy’ 2 Q-1 f—lj)b(y) = Hf(Xy,% Sz, cgy)
fiir y € Y und X, = f~!(y). Korollar 1.3.7 liefert nun die gesuchte Isomorphie.
Insbesondere gilt
H{(Xy,C) @c Fyy = HY(Xy, Fy),
da .#, als C-Modul flach ist. O

Fiir den Kohérenzbeweis in Kapitel 4.3 wird die Mayer-Vietoris-Sequenz fiir hohere

Bildgarben benétigt, eine Verallgemeinerung von [AG62, S. 236].

Satz 1.3.9.

Seien X1 und Xo offene Teilmengen von X mit X1 U Xy = X, X0 = X1 N Xy, .S
eine Garbe auf X und f: X — Y eine stetige Abbildung. Dann ¢ibt es eine lange exakte
Sequenz der Bildgarben

) _’Rpf*(Xﬂsﬂ) _>Rpf*(Xl’y|X1)@Rpf*(X27y|X2)
— RPf.(X12," |xy5) — ---. (1.6)

Beweis. Sei
0—.% ¢ ¢t — ..

eine welke Auflésung von ..
Da die Garben %P welk sind und durch €?|x, welke Auflosungen von .%|x, fiir i = 1,2
gegeben sind, erhilt man fiir jedes p € N und jede offene Teilmenge U C X kurze exakte

Sequenzen

0—T(fHU),€") = T(fTHU) N X1, 67) T (f1(U) N X2,67)
DN U) N Xg, 6P) — 0,
wobei die Abbildungen « und 8 durch
a(s) = slx; ©slx,

B(s1®s2) = 51|x1, — S2|x10

gegeben sind.
Die Injektivitdt von « folgt aus der Eindeutigkeit der Schnitte von Garben (vgl. [Kul70,
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Satz 4.7|), die Gleichheit von im v und ker § aus der Existenz von Schnitten bei Garben
(vgl. [Kul70, Satz 4.8]). Die Surjektivitit der Beschrinkungsabbildungen, also insbeson-

dere die Surjektivitdt von 3, ist gerade die charakteristische Eigenschaft welker Garben.

Damit gibt es jetzt eine kurze exakte Sequenz der Komplexe von Prégarben

0—=T(f(U),¢) =T U)NX1,¢)@T(fT(U) N X2,6")

LT U) N X2, 6) — 0
und damit eine lange exakte Sequenz der Kohomologiegruppen dieser Komplexe von
Prigarben sowie der Komplexe der assoziierten Garben, die per Definition mit den ho-
heren direkten Bildern iibereinstimmen. Wir erhalten also die lange exakte Sequenz

(1.6). O

1.4 Hyperdirekte Bilder

Ein wichtiges Hilfsmittel wird im Folgenden die Hyperkohomologie der Funktoren f,
und f, eine Verallgemeinerung der gewohnlichen Garbenkohomologie, sein (vgl. hier-
zu z.B. [EGA III, 0, §11.4/12.4]). Betrachtet wird in diesem Fall ein Garbenkomplex
P

Eine injektive Auflosung, genauer eine Cartan-Eilenberg-Auflosung, entspricht dann
einem Doppelkomplex £ zusammen mit einem Augmentationshomomorphismus ¢ :

S — F9% 5o dass die entstehenden Komplexe
0— 91— 71
sowie die induzierten Komplexe

0— Z9) — "Z9(F), Z9(S")=ker d"C.S™, " 79I )=Z (P
0— BYY") — "B(¥), BI()=imdr—lC.o™, "B a(F)=BI(IP)
0— HYY) — "HY(I"), HY(7)=Z29(")/BI(#"), "H1(F " )=H1(IP")

fiir alle ¢ € N injektive Auflésungen sind. Damit kann nun die Hyperkohomologie von
I', T., f« und fi definiert werden.

Definition 1.4.1. (Hyperkohomologie)

Sei " ein Komplex von Garben auf einem topologischen Raum X, 7 eine Cartan-
Eilenberg- Auflésung. Die Hyperkohomologie eines linksexakten Funktors F' ist definiert
als Kohomologie des Totalkomplexes von F'.7 ", d.h.

RPF(.7") = HP(Tot(F.7")).
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Definition 1.4.2. (Hyperdirekte Bilder)

Fiir die Funktoren f. und f, erhdlt man das hyperdirekte Bild RPf.(") des Garben-
komplexes & bzw. das hyperdirekte Bild RP fi(7") mit kompaktem Trager.

Die Spezialfille, also die Hyperkohomologie der Funktoren I und I';, werden mit HP (X, ")
bzw. HE(X,.7") bezeichnet und Hyperkohomologie von . bzw. Hyperkohomologie mit

kompaktem Trdager von " genannt.

Bemerkung 1.4.3. In der Situation von oben haben wir zwei Spektralsequenzen,

B} = (RF)(A(5) — BT =RPYF(),
"EDY = HP(RIF)()) = "EPTY=RPHE(S),

1.5 Das Lemma von Poincaré und die de

Rham-Kohomologie

Zum Abschluss dieses Kapitels wird noch eine Anwendung der obigen Theorie betrach-
tet, die die Grundlage der folgenden Kapitel bildet.

Fiir komplexe Mannigfaltigkeiten gilt das Lemma von Poincaré, d.h. der folgende

Satz 1.5.1. (Lemma von Poincaré fiir holomorphe Differentialformen, vgl.
[KK83, 58.1])
Der Komplex der holomorphen Differentialformen €1, auf einer n-dimensionalen Man-

nigfaltigkeit M bildet eine Auflésung der konstanten Garbe Cy; auf M. Die Sequenz
0—=Cy— Oy —Qy— - — QY —0 (1.7)
15t also exakt.

Um den obigen Satz auf spezielle komplexe Riume verallgemeinern zu kdnnen, muss
zunédchst definiert werden, was unter einer Differentialform auf einem (reduzierten) kom-

plexen Raum zu verstehen ist.

Definition 1.5.2. (Holomorphe Differentialformen auf analytischen Mengen)
Sei A analytische Teilmenge eines Gebietes G in C", 7 das zugehdrige Nullstellenideal.
Dann heifit der kohdarente € s-Modul

OF = Q2 /(% AN dI + IO,
Garbe der Keime holomorpher Differentialformen vom Grad p auf A.

Diese Definition ist unabhéngig von der Einbettung (|GK64, Satz 1.2]) und somit kén-

nen auf diesem Wege holomorphe Differentialformen auf komplexen Riumen definiert
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werden. In den nichtkritischen Punkten entspricht diese Definition der von Keimen von

Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten.

Wir erhalten zudem eine wohldefinierte Ableitung d? : QF — QX' die ebenfalls un-
abhingig von der Einbettung ist und somit gibt es fiir jeden komplexen Raum X und

x € X eine Sequenz
0—>C—>ﬁX7x—>Q§(7x—>~~~—>Q§7x—>0,

wobei n die Einbettungsdimension von X in x ist.

Fiir einen beliebigen komplexen Raum ist diese Sequenz im Allgemeinen nicht mehr
exakt, Gegenbeispiele sind in [Rei67, §3| zu finden. Hinreichend fiir die Exaktheit ist
die Bedingung der holomorphen Kontrahierbarkeit. Sie besagt, dass zu jedem Punkt
x eines komplexen Raumes X und jeder geniigend kleinen Umgebung U C X von z
Umgebungen V von z in U und S von [0,1] in C sowie eine holomorphe Abbildung
©:SxV =U (\v)— pr(v) mit po(V) = {2} und ¢ = idy existieren (|Rei67]).

In diesem Fall kann die Kohomologie von X mit Werten in C mittels de Rham-Kohomo-
logie berechnet werden, wie man leicht mit Hilfe der entsprechenden Spektralsequenzen
erkennt.

Gilt das Poincaré-Lemma, so ist die Inklusion des trivialen Komplexes C', der nur an
der ersten Stelle von Null verschieden ist, in den Differentialformenkomplex {2y ein

Quasiisomorphismus. Deshalb stimmen dann die Hyperkohomologien
H(X,C) = H(X,Qy)
iiberein.
Wir haben fiir QY die Spektralsequenzen
By = HY(X, Q) = HTUX, Q)
"ES = HP (HY(X,Qy)) = HPTI(X, Q)
und analog fiir den trivialen Komplex C'. Fiir die erste Spektralsequenz gilt hier
e — { HP(X,C) fiir g =0
0 sonst

und damit H?(X,C) = HP(X,C"). Die Kohomologie mit komplexen Koeffizienten lésst
sich also durch die de Rham-Kohomologie H(X, ") ausdriicken.

Zusétzlich gilt fiir steinsche Réume H?(X,Qy) = 0 Vg > 1, da die &x-Moduln Q%

kohédrent sind. Damit folgt fiir die zweite Spektralsequenz

ngoa _ ) HP(D(X, Q) fiir ¢ =0
2 0 sonst
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also HP(I'(X,Qy)) = HP(X, Q). Insgesamt haben wir folgenden Satz bewiesen:

Satz 1.5.3. (Satz von de Rham)
Sei X ein komplexer Raum, der das Poincaré-Lemma erfillt. Dann kann die Kohomo-

logie mit Koeffizienten in X mittels de Rham-Kohomologie berechnet werden. Es gilt
HP(X,C) =HP(X,QYy).

Ist X steinsch, so gilt zudem
H?(X,C) = HP(I'(X, QY)).

Als Verallgemeinerung dieses Ansatzes kdnnen nun relative Differentialformen betrach-
tet werden. Sei f : X — S eine holomorphe Abbildung von komplexen Riumen. Die
relativen Differentialformen werden wie folgt definiert (vgl. [EGA IV, §16.6]):

Definition 1.5.4. (Komplex der relativen Differentialformen)

Fiir eine holomorphe Abbildung f : X — S wird durch Oy, g = {QAZ;(/S,dp} mit

O g == 5/ (df AOET)

der Komplex der relativen Differentialformen definiert.

QX/S ist ein Komplex von f~!@g-Moduln. Analog zum Poincaré-Lemma kann nun die

Frage nach der Exaktheit der Sequenz
O—>f_1@)s—>ﬁx—>§2§</s—>... (1.8)

gestellt werden.
In [Bri70, 1.1] wird der folgende Hilfssatz fiir Abbildungen auf glatten Mannigfaltigkeiten
gezeigt.

Lemma 1.5.5. (Relatives Poincaré-Lemma)
Sei f: X — S eine glatte holomorphe Abbildung von komplezen Mannigfaltigkeiten, d.h.

eine holomorphe Abbildung, die keine kritischen Punkte besitzt. Dann ist der Komplex
0— f10s — Ox — Qx5 — ...

exakt. Der Komplex der relativen Differentialformen QX/S 1st also eine Auflosung der

Garbe f~10g.

Deligne zeigt in [Del70, I, 2.23] die Giiltigkeit des relativen Poincaré-Lemmas fiir den
allgemeineren Fall einer lokal-trivialen Abbildung von singuldren komplexen R&umen,

deren Fasern glatt sind.
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Wir kénnen die Hyperkohomologie des Funktors f. betrachten und erhalten fiir /s

die Spektralsequenzen

"B} = RPf((Qx)) = RTIX,Qy),

"EY! = HP(R'f.Qx)) = RTIX, Q).
Aus Lemma 1.5.5 folgt, dass f~1(0s) — QX/S ein Quasiisomorphismus ist und somit
die Hyperkohomologien iibereinstimmen. Es gilt also RPf.(f~1(0s)) = ]Rpf*Q'X/S. Die
hyperdirekten Bilder qu*QZ;(/S

Kohomologie von X modulo S bezeichnet.

sind dabei &g-Moduln und werden als relative de Rham-

Es folgt also analog zu Satz 1.5.3 folgender

Satz 1.5.6. Fliir eine glatte holomorphe Abbildung f : X — S von komplexen Mannig-
faltigkeiten gilt

RPf(f7105) = RP fu(Qy ).
Ist f steinsch, so gilt zudem

Rpf*(f_lﬁS) = Hp(f*QX/S)'

Bemerkung 1.5.7. Fir f : X — {pt} erhalten wir wiederum den absoluten Fall.

In den folgenden Kapiteln wird nun unter anderem das relative Poincaré-Lemma fiir
eine holomorphe Abbildung f : X — C auf einem schwach normalen zweidimensionalen
komplexen Raum X, die keine kritischen Punkte im stratifizierten Sinn besitzt, nach-
gewiesen. Insbesondere konnen die Fasern von f singuldr sein. Dazu wird zunéchst die
lokale Gestalt von X beschrieben und nachgewiesen, dass sich f lokal als Projektion auf-
fassen lasst. Anschliefsend kénnen die Differentialformen und damit das Poincaré-Lemma

fiir diesen speziellen Fall explizit nachgerechnet werden.



2 Schwache Normalisierung

zweidimensionaler komplexer Raume

2.1 Schwache Normalitat von Koordinatenkreuzen

Zweidimensionale schwach normale Rdume kénnen bis auf isolierte Punkte lokal als Pro-
dukt von C mit einem Koordinatenkreuz beschrieben werden. Bevor diese Beschreibung
hergeleitet wird, sollen die Koordinatenkreuze zunéchst genau definiert und auf ihre

schwache Normalitat untersucht werden.

Definition 2.1.1. (r-dimensionales Koordinatenkreuz)
Unter einem r-dimensionalen Koordinatenkreuz, r € N, wird im Folgenden ein Raum
der Gestalt

Y, ={(z1,...,2) €C'|Fe{l,...,r}: zj=0Vj#i} CC"

verstanden.
Fiir r = 0 definieren wir Yy = {0}.

Bemerkung 2.1.2. FEs gilt Y1 = C. Fir r > 2 wird das zugehorige Nullstellenideal &
von den (y) Funktionen fi; : C" — C, f(z1,...,2) = 22, © < j erzeugt, d.h.

Y, = N((z 2 ,i < 7). (2.1)

Beweis. Offensichtlich gilt einerseits f;;(21,...,2,) = 0 fiir alle (21,...,2,) €Y, r > 2.
Andererseits folgt aus fi;(z1,...,2.) = 2z 2z; = 0 fiir alle 4,7 mit ¢ < j, dass ein k €

{1,...,r} existiert, so dass z; = O fiir alle ¢ # k. Es liegt somit (z1,...,2,) in Y. O
Fiir Koordinatenkreuze gilt der folgende
Satz 2.1.3. Die Rdume Y,, r € Ny sind schwach normal und fir r > 1 gilt

Oyv.o = G0N0y,
{(fi,.. fr) € Olg: f1(0) = = [(0)}.

1%



16 2 Schwache Normalisierung zweidimensionaler komplexer Riume

Beweis. Fiir r = 0,1 ist die schwache Normalitét klar. Die Garbe Oy, o ist die Garbe
der Keime holomorpher Funktionen auf C.
Sei nun r > 2. Mit Bemerkung 2.1.2 ist Oy, g = 0, 9/# und mit

[e.e]
Oro= {f Cf(zr, e, z) = Z @iy, 210 e zf;’“ € (C{zl,...,zr}}
11500t =0
folgt
R .
Ov,0 = {[f]: f(z1, 2) =ao.0+ D ai0..0% +. ..

i1=1

0o
+ Z ao,...,0,ir Z,Zf S (C{Zl, ... ,zr}} , da z; Zj ~ 0

ir=1
Cf(z, . z) = a0+ filz) + o+ fr(z),
ag €C, f; € (C{ZZ},fZ(O) =0,1= 1...,7“}.

1
~=
=

Jeder Keim [f] € Oy, o hat damit einen Reprisentanten f(z1,...,2,) = ao + fi(z1) +
-+ fr(z), welcher durch die Zusatzforderung f;(0) = 0 Vi eindeutig ist. Damit kann
eine Abbildung

D : ﬁyﬁo — (6)170)7“
f = (a0+f17"'7a0+fr)

definiert werden. 07 1= (O1)" ist kein lokaler Ring und entspricht in der geometri-
schen Anschauung dem Ring der holomorphen Funktionen auf einer disjunkten Verei-
nigung von 7 komplexen Ebenen C. Wir haben somit eine Multiplikation (f1,..., f,) -
(915---,97) = (f191,---, fr gr). Dann definiert ® einen injektiven Ringhomomorphismus,
denn fiir f =ao+ fi+---+ frund g=0bo+ g1 +--- + g, gilt in Oy, o

f-g ~ aobo+apgr +bof1+ frg1+--+aogr +bofr+ fron

und somit ®(f - g) = ®(f) (g).

Das Bild im® besteht gerade aus den Tupeln (f1,..., f;) mit f1(0) =--- = £,.(0). Damit
ist Oy, o isomorph zu
{(fo ) €010 1(0) =--- = £,(0)}. (2.2)

Um zu zeigen, dass Y, schwach normal ist, muss nun Oy, g = 6y, 0N é)Y,«,O nachgerechnet
werden:

@A)ymo beschreibt per Definition die Funktionskeime, deren Reprisentanten in einer punk-
tierten Umgebung von 0 holomorph und beschriankt sind. Sei nun f Reprisentant eines

Keimes aus Oy, .
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Insbesondere ist f also aukerhalb der 0 holomorph. Damit ist auch f|x,, X; = {0}~! U
CuU {0}, fiir jedes i € {1,...,7} auRerhalb der Null holomorph und in einer Umgebung
beschrankt und l&sst sich nach dem klassischen Riemannschen Hebbarkeitssatz um Null
in eine Potenzreihe entwickeln.

[ kann also eindeutig ein Tupel (f1,..., fr) € 07, 7ugeordnet werden, d.h. wir haben

einen injektiven Ringhomomorphismus ® : 0y, ¢ — 07 . Da durch

fi(z1) 21 #0
flzi,oy20) = :
fr(zr) Zr 7&0

fiir jedes Tupel (f1,...,fr) € 07 ein Funktionskeim in é)y“o definiert wird, welcher
durch ® wiederum auf (f1,..., f.) abgebildet wird, ist ® surjektiv und somit ein Iso-
morphismus.

Fiir eine stetige schwach holomorphe Funktion existiert f(0) := lin%)f(z) und somit
z—

leiglofl(zl) =...= lim f,(2).

Zp—>
Insbesondere gilt also
Ov,0NCv0 = {(fio-- ) €Oy f1(0)=... = £(0)}
= ﬁyﬂo.

Da Y, fiir r > 2 auferhalb der Null glatt ist, gilt hier schon Oy, o = é)yho und damit ist

der Satz bewiesen. O

2.2 Lokale Gestalt schwach normaler zweidimensionaler

Raume

In diesem Kapitel wird die lokale Gestalt schwach normaler zweidimensionaler komplexer

R&aume untersucht.

Satz 2.2.1. Sei X ein (reduzierter) komplexer Raum, x € X ein Punkt, so dass der
Raumkeim von X in x zweidimensional ist. Dann gibt es eine Umgebung U C X wvon x
und zu jedem y € U\{z} ein r € Ny, derart dass die schwache Normalisierung X von
X iny e X lokal die Gestalt

(X,y) =2 (CxY,,0)
hat.

Bemerkung 2.2.2. Fir x gilt dieses im Allgemeinen nicht. Lokal haben schwach nor-

male zweidimensionale Riume also nur bis auf isolierte Punkte obige Gestalt.
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Bevor dieser Satz bewiesen wird, werden hier zunéchst die Rdume CxY,., r > 2, genauer

untersucht.

Bemerkung 2.2.3. Fir r > 2 gilt C x Y, = N(&) C C't!, wobei & das von
fii(z0, 21, ..., 20) = 2zi 25, 4,5 € {1,...,r}, i < j erzeugte Ideal ist.

Der Beweis ist natiirlich dquivalent zu dem von Bemerkung 2.1.2.

Satz 2.2.4. (Beschreibung der holomorphen Funktionen auf C x Y;)
Firr > 2 gilt

Ocxy,o0 = Ory10/%
= {(f1,.-» fr) € Ong: filexqoy = -+ = frlexqoy -

Beweis. Sei r > 2. Die Potenzreihe

o
i i
flzoy.euy2) = Z Qig,...in 20 """ 2z € C{z0y...,2r}
10;.-5r=0
reprisentiert einen Keim aus 0,41 9. Wegen z; z; ~ 0 fiir alle 4,5 € {1,...,r} mit ¢ # j

ist sie in Ocxy; 0 dquivalent zu der Potenzreihe

o0 o0 o0 o0
Y tig0..0% + D < Y igin 0,020 A D Wig0,0,, Y ZJ)

10=0 i0=0 “i1=1 tr=1
r
= fo(z0) + > _ foi(z0, %)
j=1

o0 o0 o0
fir fo = Z ig,0,..0 20 € C{zo} und fo; = Z Zaio,o,...,ij,...,o 2 2] € Clzo, 2}

i0=0 i0=0i;=1
Jeder holomorphe Funktionskeim auf C x Y, in Null besitzt also genau einen Reprisen-

tanten der obigen Gestalt. Wir erhalten, wie im Beweis von Satz 2.1.3, einen injektiven
Ringhomomorphismus
¢ Ocxy,0 — (020)
fo= (fo+ for,--- o+ for)

nach (O0)" =: 03, wobei die Addition und Multiplikation zweier Elemente aus 7

analog zu Kapitel 2.1 komponentenweise definiert sind.

Das Bild im ® besteht hier aus den Tupeln (fi,..., f;) fir die f1(20,0) =--- = f(20,0)
fiir alle 29 € C gilt und deshalb
Ocxyv,o = {(f1,--- fr) € O30 filexqoy =+ = frlex{o} }-
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Mit dieser Beschreibung holomorpher Funktionskeime auf C x Y, kann nun Satz 2.2.1

bewiesen werden.

Beweis. Sei X = U;c#5; eine Stratifizierung von X, die die Whitney-Bedingungen
erfiillt. Diese existiert immer nach [Whi65]. Die nulldimensionalen Strata entsprechen
damit isolierten Punkten und es kann eine Umgebung U C X von z so gewéhlt werden,

dass alle y € U\{z} in einem mindestens eindimensionalen Stratum enthalten sind.

Sei nun zunéchst y € U\{x} ein nichtsinguldrer Punkt von X. Dann gilt entweder

(X.y) = (X,y) = (C,0) = (C x ¥p,0) oder (X,y) = (X,y) = (C%,0) = (C x ¥1,0).

Nun sei y ein singuldrer Punkt. Damit ist nach den obigen Voraussetzungen y schon in ei-
nem eindimensionalen Stratum enthalten, welches im Abschluss eines zweidimensionalen
Stratums liegt. Der Raumkeim X, wird in irreduzible zweidimensionale Komponenten
Xy = Xy1U...UXy ., r > 1, zerlegt. Fiir » > 2 gibt es Représentanten X = X;U...UX,,
derart dass der Schnitt S = X7 N...N X, eine eindimensionale Mannigfaltigkeit ist.
Sei z1 nun eine lokale Koordinate auf S. Wir betrachten die Normalisierungen 7; : XZ —
X;,1=1,...,r, der einzelnen Komponenten und bezeichnen das Urbild Tri_l(S) c X;
mit ;. Die X; sind zweidimensionale normale Riume und somit glatt bis auf isolierte
Singularitéten (vgl. Satz 1.1.6), die S; sind eindimensionale Unterrdume und ebenfalls
bis auf eventuelle isolierte Punkte glatt. Damit sind die eingeschrinkten Abbildungen
mils, + Si — S -wiederum bis auf isolierte Punkte- lokal biholomorph.

Die Umgebung U von x € X und anschliefend der Reprasentant X = X7 N---N X, des
Raumkeimes X, konnen also so klein gewidhlt werden, dass alle X; und alle S; glatt sind
und jedes m;|s, biholomorph ist.

Dann ist durch z;; = 7TZ-_1(21) eine komplexe Koordinate auf S; gegeben. Die Abbildung
z;1 kann zu einer Submersion auf ganz XZ ausgedehnt werden und somit kann zu einer
Koordinate (z;1, z;2) auf X; erweitert werden, so dass S; = {(z;1,0)} gilt. Die Raumkeime
der Xj iiber y sind damit isomorph zu (C2,0) und die Normalisierung X entspricht ihrer
disjunkten Vereinigung.

Fiir » = 1 stimmen Normalisierung und schwache Normalisierung {iberein und der Satz
ist an dieser Stelle bewiesen.

Fiir 7 > 2 erhiilt man die schwache Normalisierung X nun aus X durch Aquivalenz-
bildung mittels der ;. Es gilt X = X/R,r, wobei R, die folgende Aquivalenzrelation

bezeichnet:
si €S~ sj € 8j e m(si) =7i(s)).

Unter Verwendung der oben eingefiihrten Koordinaten sind s; = (21, 0) und s; = (z;1,0)

also genau dann dquivalent, wenn z;; = z;1. Als topologischer Raum ist der Raumkeim
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(X,y) damit dquivalent zu

(U (@2’0)/N> ~ (C x }.,0).

T

Zur Definition des Quotientenraumes X als komplexen Raum wird nun noch die Struk-
turgarbe €'y bestimmt. Die Gleichungen (1.2) und (1.3) aus dem ersten Kapitel besagen,
dass die holomorphen Funktionen f € &g (W) fiir eine Umgebung W C X von y den
Funktionen aus O (r~1(W)) = Ox (W), die invariant unter der Aquivalenzrelation R,

sind, entsprechen.

Die Menge 7~ (W) C X ist disjunkte Vereinigung der Urbilder der 7, '(W) c X,
d.h. in obigen Koordinaten disjunkte Vereinigung offener Nullumgebungen des C2. Ein
Funktionskeim f € é)X,y entspricht dann einem Tupel (f1,..., fr) € 05, und die R,-
Invarianz ist gleichbedeutend mit der Bedingung filcxqoy = -+ = frlcxqo}-

Es ergibt sich also

Ogy ZA(f1s s fr) € O30 filexqoy = - = frlexqoy }

und damit sind (X, ) und (C x ¥;.,0) als komplexe Raumkeime isomorph. O

Korollar 2.2.5. (Kanonische Whitney-Stratifizierung)
Jeder schwach normale zweidimensionale kompleze Raum X besitzt eine kanonische

Whitney-Stratifizierung. Das zweidimensionale Stratum ist durch
So = {y eX:(X,y) = ((C2,0)}
gegeben, das eindimensionale durch
S; = {y € X :es gibt ein v € Ng \ {1} : (X,y) = (C x Yr,O)}.

Die Punkte y € X, die weder in S1 noch in Sy liegen, bilden das nulldimensionale
Stratum Sy.

Beweis. Die Punkte aus Sp sind nach dem vorigen Satz 2.2.1 isoliert. Die Whitney-
Bedingungen sind damit nach [Whi65] in den nulldimensionalen Strata und damit ins-

gesamt fiir die obige Stratifizierung erfiillt. O

Bemerkung 2.2.6. Satz 2.2.1 sagt aus, dass die analytische Struktur eines zweidimen-
sionalen schwach normalen Raumkeimes bis auf isolierte Punkte allein durch die Anzahl
r der irreduziblen Komponenten des Raumkeimes, also eine topologische Grofe, festgelegt

15t.
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2.3 Abbildungen auf zweidimensionalen schwach normalen

Raumen

Ausgangspunkt ist nun eine holomorphe Abbildung von einem zweidimensionalen schwach
normalen Raum X nach C. Durch die lokale Beschreibung von X in den ein- und zwei-
dimensionalen Strata kann f nun aufierhalb der kritischen Punkte lokal als Projektion
C x Y, — C aufgefasst werden. Damit ist f in den nichtkritischen Punkten schon analy-
tisch lokal trivial und die Fasern sind durch die Anzahl r der irreduziblen Komponenten

des Raumkeimes festgelegt.

Satz 2.3.1. Sei f : X — C eine holomorphe Funktion auf einem schwach normalen
zwetdimensionalen komplezen Raum X. Der Punkt © € X sei nicht kritisch im strati-
fizierten Sinn. Dann gibt es ein v € Ny und eine Umgebung V. C X wvon x sowie eine
biholomorphe Abbildung ¢ : U — V auf einer offenen Umgebung U von 0 € C x Y,., so

dass
fop: U—C, (20,21,-..,2r) — 20
die Projektion auf die erste Komponente ist.

Beweis. Da z kein kritischer Punkt von f ist, ist er in einem mindestens eindimensio-
nalen Stratum enthalten. Fiir den Fall, dass (X, z) = (C2,0) oder (X,z) = (C,0) gilt,
kann der Rangsatz (vgl. z.B. [Ebe01, Satz 2.34|) angewendet werden.

Damit bleibt der Fall (X, z) = (C x Y;,0) zu untersuchen. Wir kénnen also in einer
Umgebung V' von z eine Koordinate ¢ : C' x Y, D W — V wihlen, so dass = der
Null entspricht. Weiter sei ohne Einschrankung der Allgemeinheit in diesen Koordinaten
f(0) = 0 angenommen. Zudem gibt es, nach evtl. Verkleinerung von W, eine offene
Umgebung W/ C C"*! von W und eine holomorphe Funktion F : W/ — C mit F|y =

fod.

Die kanonische Stratifizierung von W ist durch
S1=(Cx{0}")NW und Sy = (Cx (Y;\{0}))nW

gegeben und damit gilt, da f keine kritischen Werte im stratifizierten Sinn hat,

F
DF‘51#0<:>—8 750.
aZO

Nun kann eine Funktion
g: w' - Ccrtl

(zo,...,z,n) — (F(zo,...,zr),zl,...,zr)
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definiert werden, deren Funktionalmatrix

g—i(m) g—fl(m) gf: ()
0 1 0
Dg(x) =
0 0 1

in einer Umgebung von Null invertierbar ist. Wir kénnen W’ also so verkleinern, dass
eine Umkehrfunktion g~ : U’ — W', U’ = g~ 1(W’) von g existiert.
Da U := g(W) C C x Y, gilt, kénnen g und g~! als lokale Koordinatentransformationen

W — U bzw. U — W verstanden werden. Damit gibt es ein kommutatives Diagramm

(20, - fo)(z0,...,2r) =wg €C
\ /
Zo,..., Zl,...,
= wO)wl GU
Es gilt also fiir p =1 og~!
fop: U — C
(200 -y 2r) — 20

und die Behauptung ist bewiesen. O



3 Das relative Poincaré-Lemma fur
zweldimensionale schwach normale

Raume

Sei f : X — C wieder eine holomorphe Funktion auf einem schwach normalen zwei-
dimensionalen komplexen Raum mit isoliertem kritischen Punkt im stratifizierten Sinn

bei z € X. In diesem Kapitel wird die Exaktheit der Sequenz

0— (f_lﬁ(C)y - Q.X/Qy

in den nichtkritischen Punkten y von f gezeigt.

Aus Kapitel 2.2 kennen wir die lokale Gestalt zweidimensionaler schwach normaler
R&ume in den nichtsinguldren Punkten. Es geniigt nun, vgl. Kapitel 2.3, das relative
Poincaré-Lemma fiir die Projektion C x Y, — C nachzuweisen. Da die Fasern hier den
Koordinatenkreuzen entsprechen, ist es sinnvoll, zundchst das Poincaré-Lemma fiir die-

sen Fall nachzuweisen und dann entsprechend zu verallgemeinern.

3.1 Differentialformen und Poincaré-Lemma fiir

Koordinatenkreuze

Zunichst werden die Differentialformen auf den R&umen Y, berechnet.

Satz 3.1.1. (Differentialformen auf Y;)
Die Keime von Differentialformen erster Ordnung auf Y., r > 2, im Punkt O lassen sich

wie folgt charakterisieren:
T
Q%/T,O = {[w] Tw = Z (fz(zz) + Zaijzj)dzi, fz € ﬁl,aij S (C}
i=1 J>i
Fiir die Keime von Differentialformen p-ter Ordnung, p > 2, in 0 gilt
o = {lliw= 3 (et X args)iz )
[|=p J>ip

I=(i1,...,ip), 1<y < <ip <vr, dZr =dz; N+ Ndz,, cr, aI,jE(C},
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Insbesondere ergibt sich firp =1
ngr,oz {[W] tw=cdz AN---Ndz, ce(C} ~ .

Beweis. Zunichst werden die Differentialformen erster Ordnung betrachtet. Das Ideal
(d,ﬂ + JQ,%)O wird als &, g-Modul erzeugt durch

(zizjdzy, zidzj + zjdz , i, 5,k € {1,...,r}, i < j).

Ein beliebiger Keim einer Differentialform w =", fi(z1,...,2,)dz in Qi’o, wobei die
fi holomorphe Funktionskeime seien, représentiert wiederum einen Keim in Q%,T o- Hier

gilt

w = Zfl(zl) 7zr)dzi
=1

T

~ Z (ci + ifij(zj)zj)dzi

1=1 j=1
fiir C; = fZ(O, ,0) und fij(zj)zj = fZ(O, ,O,zj,O,... ,0) — G,

da z; zjdz, ~ 0
T

= Z (fz'(zz') + Z fz'j(Zj)Zj)dZi
- fiir ];ZZZ) = ¢ + fii(zi) i
~ Zr: (fz'(zz‘) + Z aéjzj)dzi
. ﬁn(éj;aﬁﬂo)7dazfd%’“(—?j%)d%““o

T

~ E (fl(zz) + E aijZ])dZi
i=1 j>i
. ! /
fiir a;; = Q;; — aj; yda zjdz; ~ —z;dz;

und damit besitzt jede Differentialform aus Q%/r o €inen Reprasentanten der obigen Form.

Analog zum Fall der Differentialformen 1. Ordnung wird (Qg_l ANdSI + fﬁﬁ)o als 0y -
Modul durch
(ZZ' Zj dzy, , (ZZ de + 25 dZZ) NdZyr,
i,je{l,...,r}, i<y,
L= (ll,...,lp), 1<l <--- <lp§7“, dZy, = dz, /\---/\dzlp,

L=, ), 1<t <<l < Uy # i), dZp = dzjy A Adzj, )

erzeugt.
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Sei nun w = 1(21,...,2-)dZ; Repriasentant eines beliebigen Keimes einer
g

[I|=p
1<iy <...<ip<r

Differentialform aus Q?O. Dann gilt in Q&,O

w = S fila, oz dZy

I|=p
1<y <...<ip<r

~ Z <01+§T:f17j(zj)zj)dZ1

[I|=p j=1

1<ig<...<ip<r
fir cr = f1(0,...,0), fr;(z)z; = f1(0,...,2,...,0) —cr,

da z;z;dZp ~ 0

~ Y (at Y d)azr,

11=p i1 e

1<iy <...<ip<r
da zjdZ; ~ 0V j € {ir, ..., ip}

~ Z (CI+ Z a’Isz)dZ[

\1]=p T
1<iy <..<ip<r P

fiir a7 ; = f1,;(0), da 23 dZ; ~ 0

~ Z <01 + Z ar; zj)dZI ,

[I|=p J>ip
1<ig <...<ip<r

.. o . / . q-
fiir a;, .., = E mgn(a)aal(j71)7___70p+1(j71), wobei die

g
Summe iiber alle Permutationen o = (01,...,0p4+1)
von (J,i1,...,%) mit o < 03 < -+ < opyq lauft,

da (zjdzyy N~ Ndzi,) ~ (=2 dzj Ndzig N--- Ndzg,) ~ ...
U

Mit dieser expliziten Beschreibung der Differentialformen ldsst sich nun das Poincaré-

Lemma direkt nachrechnen.

Satz 3.1.2. (Poincaré-Lemma fiir Koordinatenkreuze)
Sei Y, C C", r > 2, das r-dimensionale Koordinatenkreuz. Dann bildet der Komplex der

holomorphen Differentialformen (Qy..,d) eine Auflosung

0——>Cy, —= Oy, — 45 Qy, , L ... (3.2)

der konstanten Garbe Cy,.
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Beweis. Es soll nun die Exaktheit der Sequenz (3.2) nachgewiesen werden. Auferhalb
der Null ist dies klar, da Y,. hier glatt ist und somit die Keime von Differentialformen in
Qy, , fiir  # 0 denen auf einer eindimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit entspre-

chen. In diesen Punkten kann also Satz 1.5.1 angewendet werden.

Im Folgenden werden die Halme in 0 betrachtet.

(i) Exaktheit bei Oy, o:

Sei f ein Funktionskeim aus kerd C Oy, o, d.h. es gibt f; € 01 mit f;(0) = 0, 7 €
{1,...,7}, so dass

_C+Zfl z) und df = Zaf@ (zi)dz; = 0.

Es folgt g—Z = 0 fiir alle ¢. Die f; sind also konstant und somit auch f.

(ii) Exaktheit bei 3, g
Sei w € kerd C Q%@,o: d.h.

= zr: (fz(zz) + Zaiij)dzi mit dw = zr: Z —aijdzi A\ de =0.

i=1 j>i i=1 j>i

Es folgt a;; = 0 Vi, j und somit w =Y, fi(z)dz;.

Seien nun Stammfunktionen F; mit F;(0) = 0 und ?92 = f; gegeben. Diese existieren,
da f; € Oy fiir alle i. Dann reprasentiert F'(zq,...,2,) = > ;4 F;(%;) einen Keim in
Oy, o mit
r
dF:Z Zflzl dzi = w.

=1

(ili) Exaktheit bei QF, 0P
Sei w € kerd C QY,«,Oﬁ d.h.

w = Z (C[ + Z aszj)dZ[ mit dw = Z Z(—l)pa[,j dZr N\ dzj =0.

[I]=p J>ip [I]=p J>1p
1<iy <. <ip<r 1<iy <. <ip<r

Es folgt also ay ; = 0 VI, j und somit w = Z crdZy.

[I|=p
1<iq <...<ip<r

n = Z (—1)p_1012¢pdzi1 N Nz,

I|=p
1<iy <...<ip<r



3.1 Differentialformen und Poincaré-Lemma fiir Koordinatenkreuze 27

reprisentiert nun einen Keim in QI;/:%. Dann folgt fiir die Ableitung

dn = Z (=1 ep dzg) Adziy Ao A dzi,

[I|=p
1<4] <...<ip<r

= Z cr dzig N+ Ndzg, | Ndzg,

[I|=p
1<iy <...<ip<r

= Ww.

Damit ist die Sequenz (3.2) exakt. O

Fiir die spéitere Verallgemeinerung ist es zweckméfig, den hier zu Grunde liegenden

Homotopieoperator I : Q. ; — QZ;,:%) zu definieren:

Definition 3.1.3.
Firw=>3%_, (fz(zz) + Zj>l- aijzj)dzi € Q%@,o setze:

T
) OF;
Tw = ;E(zi) mit Fy(0) = 0 und azz = f; (3.3)
und fiir w = Z (C[ + Z aszj)dZ[ € for 0D =2
[I|=p J>ip
1<iq <...<ip<r
Tw:= Z (—1)p_1clzz-pdzil N Nz, (3.4)

[I|=p
1<iq <...<ip<r

Bemerkung 3.1.4. Mit den obigen Definitionen gilt dI + Id = id.
Beweis. Zunichst ist fiir w =) ;_; (fz(zz) + Ej>ia¢jzj)dzi € Q%/T

T

dlw + Idw = ngldzl—l-I(ZT: Z—aijdzi/\dzj)
i=1 " i=1 j>i
= Z fidz; + Z Z(—l)(z_l) (—aij)zj dz;
i=1 i=1 j>i
= Z (fi+ Z aijzj)dz;

i=1 j>i
= w.
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Des Weiteren kann fiir w = Z (cz + Z ar; Zj)dZI € Qﬁ)fr yp =2

dlw + Idw

I|=p §>ip
1<iq <...<ip<r

Z (=1)Pecrdz;, Ndziy N--- Ndz,_,

[I|=p
1<iq <...<ip<r

(> Y (-Vargdzndz)
1T|=p J>ip
1<ip<...<ip<r
Z crdzy N+ Ndzi,_, Ndz;,

[I|=p
1<iq <...<ip<r

+ ) D (CVP(=1)Pay ;2 dZy

IT|=p F>ip
1<iq <...<ip<r

Z (01 + Z ar,j zj)dZI

\I|=p J>ip
1<i1 <...<ip<r

w

nachgerechnet werden und damit ist die Bemerkung bewiesen.

3.2 Differentialformen auf zweidimensionalen schwach

normalen Raumen

Sei nun X ein schwach normaler zweidimensionaler komplexer Raum. Wir haben gezeigt,

dass X bis auf isolierte Punkte glatt oder lokal isomorph zu (CxY,,0) fiir ein r € Ny ist.

Damit kénnen die Differentialformen bis auf isolierte Punkte durch Q%XYT 0 beschrieben

werden. Fiir den zweiten Fall sollen in diesem Kapitel zunéchst die Differentialformen

berechnet werden.

Satz 3.2.1. (Differentialformen erster Ordnung auf C x Y;)
Fiir die Differentialformen erster Ordnung auf C X Y., r > 2, 4n 0 gilt

1
Q(C><Y,ﬂ,0

{[W] fw= (fOO(ZO) + i:ij(Zo,Zj)Zj) dzo
=1

1=

+ZT: (fii('zO» zi) + Z fij(zo)zj) dzz-}.

i=1 j>i

Beweis. Das Ideal (df + JQ%)O wird als €,41,0-Modul von

(zizjdzy, zidzj + zjdz;, 0,5 € {1,...,r},i<j,ke{0,...,r})
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erzeugt. Sei nun w = Y. fi(20,...,2n)dz; ein beliebiger Représentant eines Keimes

aus Q,{H o- In Q<1C><Yr o gelten damit folgende Aquivalenzen:

wo o~ Z (in(ZO) + Zf{j(zo,zj) Zj) dz;
=0 j=1
fir in(ZO) = fl'(Z0,0, . ,0) und fz-,j(ZO, Zj) Zj = fi(ZO, 0, . ,Zj, . ,0) — fi07

da Zi Zj dzk ~ 0

~ (foo(zo) + i:ij(Zo, 25)%; >dZ0 + i (fz‘z‘(zo, 2i) + Z fij(zo)zj) dz;
=1

=1 i
fiir foj(20,25) = fo;(20,2;), fii(20,2) = fio(z0) + fii (20, 2i) 2
und fl](ZO) = f{]('ano) - f‘y{i('ano)a Zaj > 07 j > i7

da zj2 dz; ~ —zjzdz; ~ 0 und zj dz; ~ —z;dz; gilt.

Satz 3.2.2. (Differentialformen zweiter Ordnung auf C x Y})
Auf C x Yy, r > 2, gilt fiir die Keime holomorpher Differentialformen in 0

Q%XYT,O = Q%+1,0/(dj A Q71«+1,0 + /Q?H,o)

= {M FwW= Z (ijj(ZOazj) + Zijk(ZO)Zk) dzo N dz;

j=1 k>j
+> ) (fz’jO(ZO) +) fijk(zo)zk) dzi N dzj}-
i=1 j>i k>j

Beweis. Fiir den 0,41,0-Modul (d. A Q). + jQ%H)o kénnen wir wiederum die Er-

zeugenden angeben. Wir haben

(d,ﬂAQiH +jQ72"+1)0 = <zi zjdzp Ndzy, zidzj \Ndzy, + zjdz; N\ dzy, ,
i,je{l,...r},i<j, k1e{0,1,...,r})
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und somit gilt

ZZfZ] (20,...,2 dzz/\dz]

=0 j>1i
r

~ Z (fOJO(Zo) + Z fosi (20, Zk)zk) dzo N dz;j

J=1 k=1
T Z Z (fZJO (20) Z fijk(207 Zk)2k> dz; N\ dz;
k=

i=1 j>i
mit fij0(20) = fij(20,0,...,0)
und f]k(zo,zk)zk = fij(20,0,..., 2%, ...,0) — fijo(20), k >0,
da z zjdz, Ndz ~ 0 fiir i, 5 € {1,...7r}, 1 < j, k,1 €{0,1,...,r}

T

Z (foﬂ (20, 2) + Z Jojr( Zo)zk> dzo N dz;

7=1 k>j
+ZZ (fijo(zo) + Z fijk(zo)zk> dz Ndz;
i=1 j>i k>3
mit fo;;(20,2) = fojo(20) + fo;; (20, 25) % fojr(20) = fojx(20,0) — for;(20,0)
und fie(20) = fijx(20,0) = fir;(20,0) + firi(20,0),
da z2dz; Ndzj ~ 0, fir ke {1,...,r},i,j € {0,1,...r},
zjdzo Ndzy ~ —zpdzo Ndz; fiir j, ke {1,...,r}
und z; dz; Adzy, ~ —zjdzi Ndzg ~ zpdz Ndz; firi < j <ke{l,...,r}

Satz 3.2.3. (Differentialformen héherer Ordnung auf C x Y;)
Firr>2und2<p<r+1 glt

Wrv,0 = Qi1o/dI A Qr—l—l 0ot IV, 0

= {Wliw= 3 (frole0) + X frslz0)z ) dZi .

I=(iy,..., ip) J>1p
0<iy <...<ip<r

Insbesondere st fir p=r+1
Qg;lyn = {[w] tw= folzo)dzg A+ A dzr}.
Beweis. Wir haben fiir die Erzeugenden von (df A Qr+1 + er-H)

<Zide/\dZL/+Zdei/\dZL/, ZZ'ZdeL,
i,je{l,...r},i<j, L=(1,...50,),0< L <...l, <,

L'=(,...;0, ), 0<h <.l <r)
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und somit

w = S filzo, ) dZn €

I|=p
0<iq <+ <ip<r

~ Z <fIO(ZO) +Zf}j(207zj)zj> A

I|=p j=1
0<iq <+ <ip<r

fﬁI‘ f[o(ZO) = f[(Z0,0, e ,0)
und f}j(zo,zj)zj = f1(20,0,...,%25,...,0) — fro(2o),

da z;2;dZr ~ 0

~ > (fIO(ZO) + > f1j(20) Zj) dZp ,

[I|=p 7>l
0<iq <--<ip<r P

fiir fr;(20) = fiy,..0,5(20,0) = fiy i1 (20,0) + oo
da z; dZr ~ 0 gilt, falls j = [,,, fir ein m € {1,...,k}
23 dZp ~ 0V, 1

und z;dz; A dZp ~ —zdz; NdZp.

3.3 Relative Differentialformen und Poincaré-Lemma

Nach Satz 2.3.1 entspricht eine holomorphe Funktion f: X — C auf einem zweidimen-
sionalen schwach normalen Raum in einem nichtkritischen Punkt lokal einer Projektion
CxY, —C,reN.

Fiir r = 0,1, also fiir den Fall, dass die Fasern von f glatt sind, gilt das relative Poincareé-
Lemma nach Satz 1.5.5. Der Fall » > 2 soll hier betrachtet werden.

Satz 3.3.1. Sei X ein zweidimensionaler schwach normaler komplezer Raum mit kano-
nischer Whitney-Stratifizierung, f : X — C habe in y € X einen nichtkritischen Punkt
im stratifizierten Sinn, derart dass (X,y) = (C x Y;.,0) fiir ein r > 2 gilt. Dann haben

die Garben der relativen Differentialformen in y folgende Gestalt:

Vescy = {[w] fw= ; (in(Zo) + fiilz0, 2i) % + ;fij(zo)zj) dZi} 7
Ql;(/(C,y = {[w] W= Z (fIO(ZO) + Z ij(ZO)Zj) dZ[} fiir 2 <p <,

1]=p J>ip
1<iy < <ip<r

Q?(/(Cy = 0 firp>r+1.
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Beweis. Nach Satz 2.3.1 gibt es eine Koordinatentransformation ¢ : CxY, DU — V C

'4
CxY;/C,0

von f o4 fiir jedes p € N isomorph zu Q?(/(Cy' Aus den Sétzen 3.2.1, 3.2.2 und 3.2.3

folgt dann die Behauptung. O

X, so dass fo ¥(z0y-..,2r) = z0. Damit sind die relativen Differentialformen

Die relativen Differentialformen Q%/C,y in einem nichtkritischen Punkt entsprechen, wie
wir explizit nachgerechnet haben, gerade den Differentialformen auf dem zugehorigen
Koordinatenkreuz Q@no mit einem zuséatzlichen Parameter zj.

Die Tatsache, dass sich die relativen Differentialformen beziiglich einer Projektion als
Differentialformen auf den Fasern mit zusétzlichen Parametern auffassen lassen, gilt
auch im allgemeineren Kontext, da die Bildung relativer Differentialformen vertréglich
mit Basiswechseln ist, vgl. [EGA 1V, 0,16.4].

Mit diesen Uberlegungen kann nun leicht das relative Poincaré-Lemma fiir diesen Fall

gezeigt werden.

Satz 3.3.2. (Relatives Poincaré-Lemma fiir Abbildungen auf zweidimensiona-
len schwach normalen Riumen)

Sei f : X — C eine holomorphe Funktion auf einem schwach normalen zweidimen-
stonalen komplexen Raum X mit kanonischer Whitney-Stratifizierung. Fiir einen im

stratifizierten Sinn nichtkritischen Punkt y von f ist die Sequenz

0— (f_lﬁc)y—>ﬁ)~(7y—>ﬂ}(/c7y—>....

exakt.

Beweis. Es gilt

(f7'oc), = Oco
O%y = {[f]if:f(ZO)Jeri(zo,zi)}.
=1

Jetzt kann der Vorgehensweise bei Brieskorn ([Bri70, 1.1]) gefolgt werden: Man wendet
den Homotopieoperator aus Kapitel 3.1, Gleichungen (3.3) und (3.4) auf die Koordinaten
Z1,..., 2 an und erhdlt Abbildungen

. OP p—1
I: Q(CXYT,O - Q(CXYT,O

mit Id + d' I = id, wobei d’ die Ableitung von Differentialformen beziiglich z1,..., z,
ist.

Fiir [w] € Qcxy,,0 mit d[w] = 0 gibt es nach Satz 3.3.1 einen Représentanten w € Qcxy;,
mit dw = 0, d.h. d'Jw = w. Damit gilt aber auch d[Iw] = [w] und somit ist das relative

Poincaré-Lemma bewiesen. O



4 Topologische und analytische

Beschreibung der Monodromie

In diesem Kapitel wird nun eine holomorphe Abbildung f : X — C auf einem zweidi-
mensionalen schwach normalen Raum X mit einem isolierten kritischen Punkt im strati-
fizierten Sinn bei z € X mit f(z) = 0 betrachtet. Die Nachbarfasern f~1(t),0 < |t| < n

haben dabei im Allgemeinen singuldre Punkte.

Fiir die topologische Beschreibung der Monodromie konnen die Voraussetzungen zu-
néchst allgemeiner gewihlt werden: Fiir jede Abbildung f : Z — C auf einem zweidi-
mensionalen Whitney-stratifizierten komplexen Raum Z mit isoliertem kritischen Punkt
in einem z € Z mit f(z) = 0, erhélt man ein lokal triviales topologisches Faserbiindel
f': X' — 8" wobei S’ C C eine punktierte Umgebung der Null und X’ C f~1(5’) eine
geeignete Teilmenge von Z ist.

Geht man von den Fasern X; = f~1(t) N X',t € §', zu ihrer Kohomologie HP(X;,C)
iiber, so erhilt man eine lokal konstante Garbe bzw. ein flaches Vektorbiindel H iiber S’.
Auf der Garbe der holomorphen Schnitte . ist dann ein kanonischer Zusammenhang
gegeben, der topologische Gauss-Manin-Zusammenhang.

Um diesen auch analytisch beschreiben zu kénnen, wird J unter Verwendung des rela-
tiven Poincaré-Lemmas mit der relativen de Rham-Kohomologie .7 (X’/S’) identifiziert.
Der Gauss-Manin-Zusammenhang kann hier mit dem verbindenden Homomorphismus
einer langen exakten Hyperkohomologiesequenz identifiziert werden.

Fiir die Fortsetzung des Zusammenhangs in den singuldren Punkt ist die Kohérenz der
auf ganz S = S U {0} fortgesetzten Garbe ' (X/S) zu zeigen. Anschliefend kann
der Gauss-Manin-Zusammenhang unter Verwendung der expliziten Darstellung der Dif-
ferentialformen aus Kapitel 3.2 iiber ganz S mit einer polartigen Singularitdt in Null

fortgesetzt werden.

4.1 Kompaktifizierung der Fasern

Fiir den Nachweis der Kohédrenz der relativen de Rham-Kohomologie ist es wichtig, dass
sich f : X — C in einer Umgebung X C X des kritischen Punktes als Einschrinkung
einer eigentlichen Abbildung f : Y — S, X C Y, auffassen lisst, so dass f|Y\X ein
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lokal triviales Faserbiindel ist. Dazu werden die Fasern von f|y durch Einkleben von
Kreisscheiben kompaktifiziert. Da wir im Folgenden nur die eingeschrinkte Funktion
flx : X — S betrachten wollen, stellen wir die Kompaktifizierung der Fasern den fol-

genden Uberlegungen voran.

Fiir den Beweis wird die schwache Normalitit von X nicht benétigt, weshalb wir den

folgenden Satz in einem allgemeineren Kontext aufstellen konnen.

Satz 4.1.1. (Kompaktifizierung von f)

Sei Z ein reduzierter zweidimensionaler komplexer Raum mit einer gegebenen Whitney-
Stratifizierung, f 1 Z — C eine holomorphe Abbildung mit einem isolierten kritischen
Punkt im stratifizierten Sinn bei x € Z und mit f(x) = 0.

Dann gibt es eine Umgebung S C C von 0 und dazu eine geeignete Umgebung X C
f71(S) von x sowie eine eigentliche holomorphe Abbildung f : Y — S, so dass X C Y

eine offene Teilmenge ist und folgende Figenschaften erfullt sind:

(i) Das Diagramm

X— >V
N
S

kommutiert.

(i1) ﬂY\X besitzt keine kritischen Punkte und definiert ein lokal triviales Faserbiindel
tiber S, X sei dabei der Abschluss von X inY.

Beweis. Da f einen isolierten kritischen Punkt im stratifizierten Sinn besitzt, ist f~1(0)
hochstens eindimensional. Wir kénnen Z in einer Umgebung von z in einen C™ einbetten
und erhalten damit fiir eine hinreichend klein gew#hlte Umgebung U von x Koordinaten
21, ..., 2n, der Punkt x entspreche in diesen Koordinaten dem Nullpunkt. Die Koordinate
z = (z1,...,2,) auf U sei nun so gewiihlt, dass fiir y € £~1(0)\{0}NU die 2;-Komponente
nicht verschwindet.

Wir betrachten nun die lineare Funktion [ : U — C, (21...,2,) — 21 und dazu die

zusammengesetzte Funktion

d=(,f):U—CxC.

Zunichst zeigen wir, dass es 6 > 0 und e, < ¢ gibt, derart dass die eingeschréinkte
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Abbildung

®|xs: X2, — Sex Sy, mit X7 =XNB;N® (S x 5y),
Se={teC:|t|<e}, Sy={teC:|t| <n}und
Bs={yeX:|yl<d}

eigentlich ist.

Da (0, 0) ein isolierter Punkt der Faser ®~1(0) ist, hat das Bild ®(X NdBs) fiir geniigend
kleines § > 0 einen positiven Abstand d von (0,0).

Damit gilt fiir e, < d/2

(X NOB;) N (S x Sp) =0

und es folgt die Eigentlichkeit von (I)|X§n'

Nach eventueller Verkleinerung von € kann man nun davon ausgehen, dass sich die Fasern
I74(t"), ¢ € S.\ {0} und f~1(0) transversal schneiden und dass die punktierte singuliire
Faser f=1(0) \ {0} glatt ist.

Denn aus der Annahme, dass kein € mit dieser Eigenschaft existiert, folgt mit dem
Kurvenauswahllemma, vgl. [Ebe01, 3.6], dass es eine analytische Kurve v : [0,£) —
F710), € > 0 gibt mit v(0) = 0 und so, dass (¢) fiir alle ¢ € (0, ) kritischer Punkt von
U 10y ist.

Damit gilt (I o) = 0, die Abbildung [ o 7 ist also konstant und wegen ~(0) = 0 folgt
loy = 0. Wegen [71(0) = 0 ist dann schon v(0) = 0, was ein Widerspruch zu der
Annahme ist, dass 7(t) fiir alle ¢t € (0,0) kritischer Punkt von I] ;-1 (g ist.

Da es sich bei der Transversalitdt der Fasern um eine offene Eigenschaft handelt, kann
zu jedem festen 0 < €’ < ¢ so verkleinert werden, dass sich die Fasern f~1(¢) und [=1(#)
firt € S, und ' € R = {t € C: €’ < |t| < e} transversal schneiden.

Unter diesen Voraussetzungen ist die Abbildung

@|X61 :Xél

ele
e em ) 7"7

—>R€’,e X 5177 X6 :XmBéml_l(Re’,s)mf_l(Sﬂ)

/
€5,6,M

eigentlich und unverzweigt und damit eine lokal biholomorphe unverzweigte unbegrenzte
Uberlagerung, vgl. [For77, Satz 4.22].

Sei nun Xg,sn als zusammenhéngend angenommen und b die Blédtterzahl von ®. An-
dernfalls kénnen die folgenden Uberlegungen auf jede Zusammenhangskomponente an-

gewendet werden.
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Durch
. 1/b
p: Re,’E XSy, — Ra.x8,
At — (A1)

ist ebenfalls eine b-blittrige lokal biholomorphe unverzweigte unbegrenzte Uberlagerung

gegeben, wobei R;,/l; ={teC:¢ < |t|) <e}.
’ 1/b
ele

Da die Fundamentalgruppe m1(R. . x S,) isomorph zu Z ist und R__ x S, eine zu-
sammenhiingende komplexe Mannigfaltigkeit ist, sind die beiden Uberlagerungsriume

isomorph, vgl. [For77, Satz 5.9]. Es existiert also eine biholomorphe Abbildung ®, derart

dass
X2 d Ri/ﬂ; X Sy
R. o x Sy
kommutiert.
Da Ri,/’l; C B;,/b(oo) fiir B;/b ={t e C:é < |t} kann Xgn lings Xg,’em mittels

d mit Bgl,/ b(oo) x S, verklebt werden. Die so entstandene Mannigfaltigkeit werde mit
Y bezeichnet. Auf B;,/b(oo) x S, kann die Abbildung f|Xén durch Projektion auf den

zweiten Faktor fortgesetzt werden.

Nun kénnen zunichst &’ und anschlieRend ¢ und 7 so klein gewahlt werden, dass

(a) X5, C Xy c X2, wobei X} =X N Bynf(5,) und
Xgl =X N By N f1(S,) und

b) die Fasern f~1(¢t) N Bs aukerhalb von B} glatt sind.
( 5 8

Der erste Teil des Satzes (i) folgt nun sofort fiir S = S, und X = Xg.

Die lokale Trivialitiit von f ‘Y\ X3 kann nun mit Hilfe des Ehresmannschen Faserungssat-
zes fiir berandete Mannigfaltigkeiten gezeigt werden, der analog zu [Ebe01, Theorem 4.1]
bewiesen wird. Offensichtlich ist fy\Xg eine eigentliche Submersion. Dass f auch auf dem
Rand submersiv ist, d.h. dass sich f~1(¢),t € S, und 9Bj fiir hinreichend kleines ¢ und 7
transversal schneiden, folgt mit dem Kurvenauswahllemma in einer analogen Argumenta-
tion wie im obigen Beweis, vgl. auch [Ebe01, Lemma 3.5]. Unter diesen Voraussetzungen
erhalten wir also eine lokal triviale differenzierbare Faserung f|Y\Xg Y\ )Eg — Sy
Da S, einfach zusammenhéngend ist, ist sie sogar global trivial und damit ist auch der
zweite Teil des Satzes gezeigt.

O
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4.2 Topologische Beschreibung der Monodromie

Zu einer isolierten Hyperflichensingularitit f : (C"*1,0) — C gibt es nach [Mil68§]
0 < n < d,derart dass f/: X' — §' mit S = {|t| < §}\{0} und X’ = {|z| < n}nf~(S")
ein differenzierbares lokaltriviales Faserbiindel definiert.

Wir betrachten hier den allgemeineren Fall einer holomorphen Abbildung auf einem
zweidimensionalen komplexen Raum mit einer isolierten Singularitdt im stratifizierten
Sinn. Mit Hilfe des Thomschen Isotopielemmas 1.2.8 erhilt man ein topologisches Fa-
serbiindel, welches Ausgangspunkt der topologischen Beschreibung der Monodromie ist.

Wir zeigen also zunéchst

Satz 4.2.1. Sei Z ein reduzierter zweidimensionaler komplezer Raum mit einer gegebe-
nen Whitney-Stratifizierung, f : Z — C eine holomorphe Abbildung mit einem isolierten
kritischen Punkt im stratifizierten Sinn bei x € Z und mit f(x) = 0. Dann gibt es eine

Umgebung S C C von 0 und dazu eine geeignete Umgebung X C f~(S) von z, so dass
fla i X — 8, 8 =8\{0}, X' =X\ f71(0)
eimn lokal triviales topologisches Faserbiindel ist.

Beweis. Es seien X = Xg und S = S, wie im Beweis von Satz 4.1.1 gewdhlt.

Man erhiilt eine reelle Stratifizierung auf X’ = X’U0X’ mit X’ = 0BsNf~1(S'), indem
man den Rand X' als reell-dreidimensionales Stratum zu der gegebenen Stratifizierung
auf X’ hinzufiigt. Diese erfiillt die Whitney-Bedingungen, da 6 und 7 in 4.1.1 so gewihlt
wurden, dass sich 9Bs und die Fasern f=1(t), t € S, transversal schneiden.

Die Abbildung f|g, : X’ — S’ hat keine kritischen Punkte und es gilt S’ C C. Damit hat
Df|s fiir jedes Stratum S vollen Rang und f| ¢, eine eigentliche stratifizierte Submersion.
Das Thomsche Isotopielemma (Satz 1.2.8) liefert nun ein topologisches Faserbiindel
ﬂX' : X' — 8, dessen Fasern homdomorph durch einen stratumerhaltenden Homdo-

morphismus sind. Damit ist aber auch f’: X’ — S’ ein topologisches Faserbiindel. [

Bemerkung 4.2.2. Der obige Satz gilt allgemeiner auch in héheren Dimensionen, vgl.

[GM88, II, Chapter 2.4] oder [Lé92].

Notation. Im Folgenden sei mit f immer die Abbildung f|x : X — S gemeint, f :
Y — S bezeichne die zugehérige eigentliche Abbildung. Des Weiteren definieren wir
X; = fYt)NX, teS sowie X fiir den Abschluss von X in Y. Die glatte Abbildung
flxr + X' — S, wobei wie oben S := S\ {0} und X' := X \ X¢ seien, werde mit f’

bezeichnet.

Durch das Faserbiindel f’ wird fiir p € N eine lokal konstante Garbe H = RP f.Cx mit

Halmen HP?(X;,C) definiert. Durch Tensorieren erhélt man dann iiber S’ die lokal freie
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Garbe
H = R"f,Cx: ®cg, Os

der holomorphen Schnitte in H.

Auf 57 ist nun durch das lokale System H auf kanonische Weise ein Zusammenhang
gegeben, wie im Folgenden gezeigt wird.

Ein Zusammenhang auf einer endlich erzeugten lokal freien Garbe & von €@s-Moduln
iiber einer komplexen Mannigfaltigkeit S vergleicht in der urspriinglichen Idee Nachbar-
fasern von & miteinander und besteht aus Isomorphismen der Fasern &(z) — &(y) iiber
benachbarten Punkten z und y in S. Dies fiihrt (vgl. [Del70]) zu folgender

Definition 4.2.3. (Zusammenhang)
Sei & eine lokal freie Garbe von Og-Moduln vom Rang n auf einer komplezen Mannig-

faltigkeit S. Fin C-linearer Homomorphismus
ViE - QRps &

heif$t Zusammenhang auf &, wenn er die Leibnizidentitdt
Vi(gs) =dg ® s+ gV(s)

erfillt.

Ein Vektorfeld w auf S ist definiert durch einen Schnitt in der Garbe J#omg, (Q, Os).
Dann ist fiir einen lokalen Schnitt s in der Garbe & die kovariante Ableitung von s ldngs

w durch
Viu(s) = (Vs,w)

gegeben, wobei (, ) der durch Q} x #ome, (2, Os) — Oy induzierte Homomorphismus

ist. Die Abbildung V,, ist also ein C-linearer Homomorphismus
Vy:8— &,
der die Leibnizidentitét V., (gs) = w(g)s + gV (s) erfiillt, wobei w nun als Derivation

aufgefasst wird.

Umgekehrt ist ein Zusammenhang auf einer lokal freien Garbe & durch einen &g-linearen

Homomorphismus

Homgy (s, Os) —  Ende(6),

w =V,
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wobei V,, fiir jedes w die Leibnizidentitit erfiillt, definiert.

Ist S eindimensional und % ein Basisvektorfeld auf S, dann wird durch einen Operator

0, =Va : & — &, der die Leibnizidentitét erfiillt, eindeutig ein Zusammenhang V auf
dt

& definiert.

Eine lokal freie Garbe E auf S heifst lokales System auf S, wenn sie lokal konstant, also
lokal isomorph zu einer konstanten Garbe C™ ist. Sei nun F ein lokales System auf einer
komplexen Mannigfaltigkeit S. Durch & = 0s ®c E wird dann die lokal freie Garbe der
holomorphen Schnitte in E definiert und es gibt auf & einen kanonischen Zusammen-
hang V, fiir den die Garbe der horizontalen Schnitte mit E iibereinstimmt. Wir haben
V(gs) = dg ® s fiir Schnitte s in F und g in 0.

Diese allgemeinen Uberlegungen sollen jetzt auf unsere Ausgangssituation angewendet
werden. Sei also f': X’ — S” wieder das obige topologische Faserbiindel. Dann ist durch
H ein lokales System auf S’ gegeben und somit kann ein kanonischer Zusammenhang
auf 72 definiert werden.

Definition 4.2.4. (Topologischer Gauss-Manin-Zusammenhang)
Sei '+ X' — S’ ein topologisches Faserbiindel und t die kanonische Koordinate auf S'.

Dann wird durch

Vi @ H®c, Oy — H®cy, Os
dt
dh

h _
9 99y

fiir Schnitte g in H = R"f.Cx+ und h in Os: der Zusammenhang auf 7 = H®c,, Og

definiert, welcher mit dem durch das lokale System H gegebenen tibereinstimmid.

Durch Va kann nun die Picard-Lefschetz-Monodromie der Singularitit wie folgt be-
dt

schrieben werden (vgl. z.B. [Kul98]): Die Fundamentalgruppe 71 (S’,t) = Z operiert fiir

jedes t € S” auf der Faser HP(X;,C). Wir erhalten also eine Darstellung

(S, t) — AutHP (X, C).
Damit konnen wir definieren:

Definition 4.2.5. (Komplexe Picard-Lefschetz-Monodromie)
Sei [y] € m1(S',t) der kanonische Erzeugende der Fundamentalgruppe, der durch einen
Zyklus ~v im mathematisch positiven Sinn um 0 reprisentiert wird. Der entsprechende

Automorphismus

T = h* : HP(X,,C) — H(X,,C)
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wird als komplexe Picard-Lefschetz-Monodromie bezeichnet.

Der lokal freien Garbe .7 entspricht nun ein holomorphes Vektorbiindel iiber S’. Da S’
eine nicht kompakte Riemannsche Fléiche ist, ist das Vektorbiindel trivial (vgl. [For77,
Satz 30.4]) und damit gibt es globale Schnitte ¢1,...,¢;, die fiir jedes ¢ eine Basis von
HP(X,,C) ergeben. Dann lésst sich auch V% (¢4) als Linearkombination von @1, ..., ¢,
ausdriicken. Es gibt also eine Matrix I' = (I';;) € M(r x r, Og/(S’)) mit

T
V%(SOJ) :_z;rijSOia j=1,...,r
1=

Ein beliebiger lokaler Schnitt ¢ = Z§=1 bj p; ist also genau dann horizontal, d.h.
V.a(p) =0, wenn
dt

db; & o ,
E:Zszb] Vie{l,...,r} ist. (4.1)
=1

Der Losungsraum dieses Differentialgleichungssystems wird also durch den Zusammen-
hang definiert. Sei Y (¢) Fundamentalmatrix der Losungen des Systems (4.1) von Diffe-
rentialgleichungen in der Umgebung eines Punktes ¢ty € S’. Eine Umrundung der Null
im mathematisch positiven Sinn entspricht nun einer linearen Transformation von Y (t)
im Losungsraum von (4.1). Diese wird durch den Monodromieoperator 7' beschrieben,
d.h. nach einer Umrundung der Null geht Y'(¢) in Y (¢)T" iiber. Da T invertierbar ist,
gibt es eine Matrix R mit T = e?™®. Die Matrixfunktion ¢t = PNt hat ebenfalls die
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Monodromiematrix 7', da die Matrix t? fiir ¢ — ¢ e?™ in t® T iibergeht. Insgesamt hat

die Fundamentalmatrix also die Form

wobei Z(t) eine Matrix von holomorphen Funktionen auf S’ ist, die unabhingig von

2miR

der Monodromie ist. Die Monodromiematrix 7' = e entspricht der Picard-Lefschetz-

Monodromie.

Der hier eingefiihrte Zusammenhang kann unter der zusitzlichen Voraussetzung, dass das
relative Poincaré-Lemma gilt, auch auf analytischem Wege mittels relativer de Rham-
Kohomologie definiert und anschliefend fortgesetzt werden. Dazu wird in den folgenden
beiden Abschnitten die Garbe 5 durch die relative de Rham-Kohomologie ausgedriickt
und anschliefend kohérent fortgesetzt. Auf dieser Fortsetzung kann dann ein Zusammen-
hang definiert werden, der iiber S’ mit dem hier definierten Gauss-Manin-Zusammenhang

iibereinstimmt und in 0 eine polartige Singularitdt besitzt.
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4.3 Relative de Rham-Kohomologie

Analog zur Vorgehensweise in [Bri70] werden in diesem Abschnitt mittels de Rham-
Kohomologie Garben J#P(X/S) auf S definiert, die iiber S" mit RPf.Cx: ®c, Og
iibereinstimmen.

Wir bezeichnen die relative de Rham-Kohomologie von X modulo S mit

HP(X)S) = R £o(Qy ).
Dann gilt der folgende
Satz 4.3.1. (Relative de Rham-Kohomologie)
Sei X ein zweidimensionaler schwach normaler komplezer Raum mit der kanonischen
Whitney-Stratifizierung, f : X — S sei Finschrinkung einer holomorphen Funktion auf
X mit einem isolierten kritischen Punkt im stratifizierten Sinn bei v € X, derart dass

Satz 4.1.1 gilt. Dann stimmt die Garbe S (X/S) auf S" mit A = RPf,Cx» ®c,, O

tuberein.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass

RPf.(f1Os|x) = RPf.(f 71 O) (4.2)
und analog
RPf,Cg = RPf,.Cx (4.3)

gilt.

Nach Kapitel 4.1 gilt X = BsNf~1(S,), S, = {t € C: |t| < n}. Da X\ {0} sigularitéiten-
frei ist, gibt es ein € < §, derart dass (nach evtl. Verkleinerung von 1) X; N (Bs \ Bs_c)
fiir alle t € 5, glatt ist. Wir definieren fiir diesen Fall:

Xo = Bs-nf'(Sy)
Xy = X\X(g).
X und Xy sind also offene Teilmengen von X, deren Vereinigung X ergibt. Nun gibt
es Hom&omorphismen
Xy — 0X x[0,1)
XphpnNX — 90X x(0,1), 90X =X\X,
derart dass fiir jedes t € Sy: f71(t) N X(qy = (f~H(t) N9X) x [0,1). X(3) und X3y N X
lassen sich also beide fasertreu auf einen gemeinsamen Deformationsretrakt, der homéo-

morph zu 90X ist, zusammenziehen. Damit sind die Bilder der auf X(;) und X(;) N X

eingeschriinkten Garben f~'@g und C g isomorph, wir erhalten

~

RPf(f0s|X0)) — RPf(f'0s|X1)NX) und (4.4)
RPf.(Cx,,) —  RPf.(Cxynx)- (4.5)
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Nun wird die Mayer-Vietoris-Sequenz (vgl. 1.3.9) von (X, X, X (1)) fiir die Garben f~los
und Cyx aufgestellt. Man erhélt die exakte Sequenz

— RPf(f'Os|X) — RPf.(f10s|1X) & RPf.(f10s| X))
— RPf(fOs|XpyNX) — ...

Mit dem Isomorphismus (4.4) folgt RP f, (f_1ﬁ3|X) =~ RPf, (f_lﬁs|X).
Analog folgt RPf,Cx = RPf,Cx aus der Exaktheit von

— RPf(Cx) — RPf(Cx) @ RP£.(Cx,)

~ RPL(Cxpox) — .-

und dem Isomorphismus (4.5).

Mit diesen Voriiberlegungen kann nun Satz 4.3.1 bewiesen werden:
Das relative Poincaré-Lemma (Satz 3.3.2) liefert eine Auflésung der Garbe f'~'@g, d.h.
die Inklusion von Komplexen f’_lﬁé, — QX,/S, ist ein Quasiisomorphismus und die

Hyperkohomologien stimmen iiberein. Wir erhalten also
RP fL(Qx1/s) & RPFU(f 1 Os) = RPF(f 1 05| X).
Korollar 1.3.8 liefert nun
RPf(f109|X") = RRA(f109|X') 2 RPiCx @ O = RPf.Cxr ®, O
und damit die Behauptung. U
Bemerkung 4.3.2. Falls f steinsch ist, gilt P(X/S) = ]Rpf*(Q'X/S) = %p(f*QX/S).

Die Garbe J# := RP f[Cx/ ®c,, O kann also mittels der de Rham-Kohomologie durch
HAP(X/S) auf ganz S fortgesetzt werden. Im néchsten Kapitel soll die Kohérenz dieser

Fortsetzung gezeigt werden.

4.4 Kohdrenz der Fortsetzung
Wir zeigen den folgenden

Satz 4.4.1. Sei f : X — S geeignete Einschrankung einer holomorphen Funktion auf
einem zweidimensionalen schwach normalen komplezen Raum gemdfl Satz 4.1.1 mit ei-
nem isolierten kritischen Punkt im stratifizierten Sinn bei x € X. Dann ist #AP(X/S) =
Rpf*(Q'X/S) kohdrent fiir alle p € N.
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Zu diesem Zweck werden wie bei |[Bri70| Garben s##P(Y/S) und H#¥(Z/S), Z =Y \ X
definiert. Anschliefend kann die Kohdrenz von sP(X/S) aus der von #P(Y/S) und
HE(Z]S) gefolgert werden.

Fiir eine bessere Ubersichtlichkeit schreiben wir hier f statt f, f|x und f|z. Welcher
Definitionsbereich gemeint ist, ergibt sich jeweils aus dem Zusammenhang. Mit Q'X/S,
P /s und Q, /s sind die Komplexe relativer Differentialformen beziiglich der entspre-

chenden Einschrinkung von f gemeint.

Definition 4.4.2. Wir definieren
HVY)S) = RIL (D ).
Lemma 4.4.3. 5¢P(Y/S) ist kohdrent.

Beweis. Fiir jedes ¢ ist Q()]//S ein kohdrenter 0y-Modul. Mit dem Grauertschen End-
lichkeitssatz (vgl. [FKT71]) folgt wegen der Eigentlichkeit von f sofort die Kohdrenz der
Rpf*(Qg,/S). Da die Abbildungen in dem Komplex QY/S aber lediglich Homomorphis-
men von f~!0g-Moduln sind, sind die Abbildungen in Rpf*(Q'Y/S) zundchst Homomor-
phismen von f,f '0s-Moduln. Wegen Og — f,f '0g erhalten wir insgesamt einen
Komplex kohérenter &'g-Moduln.

Fiir die erste Spektralsequenz gilt
/Eg,q — j‘fp(qu* (QY/S)) _ Rp—i—Qf* (QY/S)'

Die Kohomologiegruppen eines Komplexes kohdrenter Garben sind wiederum kohérent.
Zudem wird die Spektralsequenz nach endlich vielen Schritten stationir, da die EX'? nur
fiir bestimmte 0 < p < pmaer und g > 0 von Null verschieden sind. Deshalb besteht
auch die Filtrierung zur Berechnung von E2'? aus endlich vielen Schritten und somit
ist Rpf*(Q'Y/S) fiir alle p kohérent. O

Definition 4.4.4. Wir definieren
HE(Z]5) = RPfi(Qy/s)-
Lemma 4.4.5. 7 (Z/8) ist kohdrent.

Beweis. Da f : Z — S keine kritischen Punkte hat, gilt das relative Poincaré-Lemma
(3.3.2) und man hat eine Auflssung 0 — f~10g — QZ/S' Analog zu Satz 1.5.6 folgt
R? f1(Qy)5) = RPfi(f~1Os)) = R fi( f~1 O5))

und mit Lemma 1.3.8 ergibt sich

RPfi(f710s)) = RPfi(Cy) ®cy Os.
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Da f : Z — S nach Konstruktion in Satz 4.1.1 ein lokal triviales und damit global
triviales Faserbiindel ist, sind die Bildgarben RP fj(Cz) der konstanten Garbe Cz eben-
falls konstant. Die Halme dieser Garben entsprechen dann den Kohomologiegruppen
H?(Z,,C) und somit ist R?fi(Cz) Q¢4 Os frei von endlichem Typ und damit natiirlich

insbesondere kohéarent. O

Satz 4.4.6. Mit den obigen Definitionen ¢ibt es eine aufsteigende exakte Sequenz
= HPTHXYS) = HE(Z]S) — HP(YS) — HP(X)S) — APTHZ/S) — ...
Beweis. Q'Y/S ist, wie oben schon erwihnt, ein Komplex von f~'@g-Moduln. Da Z =
Y\ X gilt, gibt es eine exakte Sequenz von Komplexen
0—=Qs 7= Qyys— Qyg x =0,

wobei QY/S z und QY/S X die trivialen Fortsetzungen der Beschrinkungen auf Z und

X sind (vgl. [Kul70, §11]).
Wir erhalten eine lange exakte Hyperkohomologiesequenz
S Rpf!(ﬂ'y/s ,Z) — Rpfl(Q'y/S) — Rpf!(ﬂ'y/s ,X) — ...
Da f:Y — Sund f: X — S eigentlich sind, stimmen die Funktoren f, und f; iiberein
und wir erhalten eine Sequenz
Npp— Rpf!(ﬂ'y/s 7Z) — Rpf*(ﬂ'y/s) — Rpf*(ﬂ'y/s ,X) — ..

Da ]Rpf!(Q'Y/S 7) = AP (Z/S) und ]Rpf*(Q'y/S) >~ P(Y/S) gilt, bleibt nur noch

RPfe(Qy g 5) =R fu(Qy)g x) (4.6)
ZU zeigen.
Durch die Beschrinkung von X auf X wird ein Homomorphismus auf den Elementen

der zweiten Spektralsequenz der Hyperkohomologie induziert. Das heifit, wir erhalten
fiir p, ¢ € N Homomorphismen

R”f*(Hq(Q'X/S)) — RPf.(HY(Qy/s))-
Wegen des relativen Poincaré-Lemmas (3.3.2) sind Hq(Q'X/S) und Hq(Q'X/S) fiir ¢ > 0
auf x konzentriert und somit ist der Homomorphismus hier ein Isomorphismus. Der

Beschrénkungshomomorphismus
RPf.(f10s|X) — RPfu(f7105|X)
ist ein [somorphismus, vgl. Lemma 4.2. Insgesamt sind damit die zwei Spektralsequenzen
RPf, (Hq(Q}Z/S)) = R'f*(Q'X/S)a
RPf(H' Qxys)) = Rfu(Qys)

isomorph und damit ist (4.6) gezeigt. O
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Wir haben also die lange exakte Sequenz
= HVTHXYS) = AP(Z)S) — AP(Y]S) — AP(X)S) — APTHZ)S) — ...

konstruiert, in der die Garben J#”(Z/S) und 5#?(Y/S) kohirent sind. Somit ist auch
AP(X/S) kohérent und Satz 4.4.1 bewiesen.

Bemerkung 4.4.7. Die Sdtze 4.3.1 und 4.4.1 gelten auch fiir die geeignete Einschrin-
kung einer holomorphen Abbildung gemdfl Satz 4.1.1 auf einem beliebigen Whitney-strati-
fizierten zweidimensionalen komplexen Raum, fiir die zusdtzlich das relative Poincaré-
Lemma auflerhalb des kritischen Punktes erfillt ist.

Fiir die nun folgende analytische Beschreibung des Gauss-Manin-Zusammenhangs gilt

diese Verallgemeinerung nicht.

4.5 Analytische Beschreibung des

Gauss-Manin-Zusammenhangs

Der in Definition 4.2.4 durch
Vi I — A
dt

rein topologisch definierte Zusammenhang soll nun analytisch beschrieben und dann
meromorph auf ganz J#(X/S) fortgesetzt werden. Zu diesem Zweck soll zunéchst der
Komplex

(g, dfA): 0— 0x — QL Y802 YN L on Ay (4.7)

untersucht werden, r sei dabei die Einbettungsdimension von X.

Fiir eine komplexe n-dimensionale Mannigfaltigkeit X und einen Punkt y € X entspricht
(4.7) dem kohomologischen Koszulkomplex des Ringes Ox , und der Sequenz fi,... f;,
der partiellen Ableitungen von f. Dieser ist in den nichtkritischen Punkten von f exakt.
Fiir isolierte kritische Punkte folgt die Exaktheit (bis auf die letzte Stelle) aus dem Divi-
sionslemma von de Rham [dR54], da die gemeinsame Nullstellenmenge der Ableitungen
fi,..., fn nur aus dem singuldren Punkt besteht und die Sequenz somit regulér ist. Wir
haben (vgl. [Kul98, I, 4.3]) folgenden

Satz 4.5.1. Sei f : X — S C C eine holomorphe Abbildung auf einer komplexen n-
dimensionalen Mannigfaltigkeit X mat einem isolierten kritischen Punkt in x € X. Dann
gibt es eine exakte Sequenz

O—>ﬁx—>§2§(ﬂ...—>§2§<_lﬂ x — V% — 0.

Insbesondere ist (¥, df \) in den nichtkritischen Punkten ezakt.
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Der Komplex (4.7) ist fiir eine holomorphe Abbildung auf einem komplexen Raum
wohldefiniert. Dies ergibt sich aus der Tatsache, dass fiir w = ZZ (gi vy +dh; N\ B;) €
(P +ds AQE™Y) mit g;, hi € 5, o € W, 3 € Q871

df ANw = D gi(df Aei)+ dhi A (—df A B)
€ (I +ds0p)

gilt.

Es ist aber zun#chst nicht klar, ob der Komplex (4.7) in den reguldren Punkten ei-
ner Abbildung auf einem komplexen Raum X exakt ist. Fiir isolierte kritische Punkte
im stratifizierten Sinn einer Abbildung f auf einem komplexen Raum ist eine analoge

Aussage zu Satz 4.5.1 jedenfalls nicht moglich, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 4.5.2. Wir betrachten das Koordinatenkreuz Yo C C2 mit der Stratifizierung
So=1{0}, ] = {(21,22) €C%: 21 #0, 20 =0}, SY ={(21,22) € C?: 21 = 0, 25 # 0}.
Dann besitzt die Funktion f : Ya — C, (21,22) — (21 + 22)% ~ 22 + 22 einen isolierten
kritischen Punkt im stratifizierten Sinn ber 0, da die Einschrinkungen f‘si und f‘si/
keine kritischen Punkte haben.

Es gilt df = 2(z1 + 22)(dz1 + dz2) ~ 221 dz1 + 229 dzg und damit ist der Komplex

df A
0 — Oy 0 — Qipo — D0 — Ny — 0
nicht ezakt. Die Differentialform w1 = dz1 + dzs € Q%,z o liegt im Kern der Abbildung
df A, nicht aber im Bild.

Wir erhalten fiir den hier betrachteten Fall einer Abbildung auf schwach normalen zwei-

dimensionalen komplexen Raumen das folgende

Lemma 4.5.3. Sei f : X — S die Finschrinkung einer holomorphen Funktion f auf
einem schwach normalen zweidimensionalen komplexen Raum mit isoliertem kritischen
Punkt im stratifizierten Sinn bei x € X, f(x) =0, beziiglich der kanonischen Stratifizie-

rung gemdafl Satz 4.1.1. Dann ist der Komplez

df A df A
Oﬁﬁx,yﬂﬂk’yLQggyLm..%

aufSerhalb des kritischen Wertes von f exakt.

Beweis. Die Funktion f entspricht in geeigneten Koordinaten in einer Umgebung eines
nichtkritischen Punktes y fiir ein r € Ny der Projektion C x Y, — C. Fiir r = 0, 1 ist die
Exaktheit der Sequenz klar, fiir r > 2 kann sie explizit mit Hilfe der Sitze 3.2.1, 3.2.2
und 3.2.3 nachgerechnet werden. O
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Nun wird ein Zusammenhang auf J7(X/S) = RPf. Qx5 definiert, der bei 0 singuldr
ist und auferhalb der Null mit dem topologisch definierten Zusammenhang Va4 iiber-
dt

einstimmt. Wir haben allgemein eine exakte Sequenz von Komplexen
0— df A" - Qx 5 Qy g — 0. (4.8)
Die Abbildungen

dfn Qg{/keralfA — df N

sind offensichtlich fiir jedes p Isomorphismen. Wegen d(df Aw) = —df A dw erhalten wir

also einen Isomorphismus von Komplexen

(¢ Jxer dn) ) = (df A Q. ).

Wegen der Exaktheit von (2, df'A) gilt

(% /xer aprn) = xi/ gprp) = Vo0
Die Sequenz (4.8) enspricht damit fiir die Einschrinkung f’ der kurzen exakten Sequenz

0— Qg —d) 50 2 Qg — 0.

Auf diese kurze exakte Sequenz kann nun der Funktor Rf. angewendet werden, so dass
eine lange exakte Sequenz der hyperdirekten Bilder entsteht. Da f steinsch ist, entspricht
dies der Anwendung des hier exakten Bildfunktors f, und anschliefender Bildung der

langen exakten Kohomologiesequenz
L= ALy B AL Qs
s AT LOG,  — AT — L (49)
Wir erhalten also einen verbindenden Homomorphismus
. : 1 —1 :
§: AP, S A, Oxye = Hf, Qg

Die Abbildung ¢ stimmt nach folgender Uberlegung analog zu [Ham74, I1.2] mit dem

topologisch definierten Zusammenhang V% iiberein.
Lemma 4.5.4. Der Verbindungshomomorphismus
5 HPf! QX’/S’ — P! Q'X//S,
stimmt mit dem topologisch definierten Zusammenhang
Va : R"fiCx ®c,y, Oy — R"fi.Cxs ®cy O

tiberein.
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Beweis. Offensichtlich ist 6 C-linear. Um zu zeigen, dass ¢ einen Zusammenhang defi-
niert, ist noch die Leibnizidentitit nachzuweisen. Wir wéhlen nun einen Représentan-
ten w einer Kohomologieklasse aus P (X'/S") = AP f! Yy /- Damit ist dw = 0 in
ﬁQ@%ﬂmdmﬂzdﬂAnh1ﬁm§PW@mnamo:—@ﬂAdnzoumnmmma453
gibt es ein o, fiir das dn = df’ A o gilt und damit definiert 5 eine Kohomologieklasse in
HPfL 50

Nach der Konstruktion des Verbindungshomomorphismus einer langen exakten Koho-

mologiesequenz (vgl. z.B. [GM99, 1.1.5]) gilt nun

Dann folgt fiir jedes g € Og/

dg
d(gw) = dg Aw + gdw = df’ A(@w—i- gn)
dg

= 0(gw) = i

,w+gm

wobei f” als lokale Koordinate auf S” aufgefasst wird und damit dg = d Idf’ gilt. Die
Abbildung ¢ erfiillt also die Leibnizidentitét.
Um die Aquivalenz von V’ und 6 zu zeigen, reicht es nachzuweisen, dass die Kerne iiber-

einstimmen.

Wir haben das kommutative Diagramm

(CX/ QX’

| |

f/—lﬁS, N QX’/S"

Fasst man Cxs und Q%, nun wiederum als Komplexe auf, die nur an der ersten Stelle
von Null verschieden sind, und wendet die hyperdirekten Bilder an, so erhilt man ein

kommutatives Diagramm

RPfICx ————= AP fiS)y,

] A

RPfICxr ®cy, Osi —= RPfL(f'~ Og) —= A7 [y 0

Nun gilt ker Vd = im i, und ker §|gs = im p, wegen der Exaktheit der langen exakten
Sequenz (4.9). Damlt stimmen die Kerne oder mit anderen Worten die horizontalen

Schnitte beider Zusammenhinge iiberein. O
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Der auf diesem Weg definierte Zusammenhang ¢ = Vd soll nun auf die singulére Faser
fortgesetzt werden. Dazu wenden wir die hyperdlrek‘ren Bilder auf (4.8) an und erhalten

die lange exakte Sequenz
s AL U I P Qg D AP (A N — (4.10)

Der Verbindungshomomorphismus § setzt nun gerade den topologisch definierten Zu-

sammenhang Va4 fort. Wir erhalten einen Zusammenhang in einem allgemeineren Sinn
dt
(vgl. [Kul98, 4.4]): Fiir zwei Og-Moduln E C F' wird eine C-lineare Abbildung F — F,

die die Leibnizidentitét erfiillt, Zusammenhang auf dem Paar (F, F') genannt.

Definition und Satz 4.5.5. (Fortsetzung des Gauss-Manin-Zusammenhangs)

Der Verbindungshomomorphismus der langen exakten Sequenz (4.10)
0 I, QX/S — JOPf (df N Qx)

definiert einen singuldren Zusammenhang V auf dem Paar (ffpf* Q'X/S, JOP fi (df N

QX)), der iiber S’ mit dem topologisch definierten Zusammenhang Va4 auf € iiberein-
dt

stimmg.

Des Weiteren ¢ibt es ein k € N, derart dass
oV P (X)S) — #P(X)S).
Damit besitzt V in 0 eine polartige Singularitdt.

Beweis. Dass der Zusammenhang V iiber S’ mit V4 iibereinstimmt, ergibt sich direkt
dt

aus der Definition und Lemma 4.5.4.
Um den Rest zu beweisen, soll V nun im Punkt 0 explizit beschrieben werden.
Fiir den kritischen Punkt € X der Funktion f und 0 = f(x) € S gilt

(AP(X/S))o = (R”f.(Qx/s))o-

Wir haben eine Spektralsequenz

//qu Rpf*(%q(QX/S))O = (RPTI(f,0 X/S))

mit
(1A e firp=0,020
"EPT = ¢ RPf(HO(Q X/S))O fiirp>0,g=0
0 sonst,

da %q(QX/S) fiir ¢ > 0 auf = konzentriert ist. Auferhalb von z ist Q'X/S exakt (vgl.
dazu Satz 3.3.2). Damit verschwindet RPf,(7#(y g)) fiir p >0 und ¢ > 0.
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Wir zeigen nun, dass Rpf*(%O(QX/S))O fiir p > 0 ebenfalls verschwindet: Wegen des
relativen Poincaré-Lemmas (Satz 3.3.2) ist

i fTY(05) — A (Qx)s)

auferhalb von x bijektiv. Da X ein reduzierter komplexer Raum ist, folgt aus Stetig-

keitsgriinden die Injektivitdt auch in x. Damit gibt es eine kurze exakte Sequenz
0— f1(0s) — %O(QX/S) — coker (i) — 0,
wobei coker(i) auf x konzentriert ist. Wir erhalten eine lange exakte Sequenz
0— fuf YOs) — f*e%”O(Q'X/S) — fecoker(i) — ...
— RPf.fY(O5) — Rpf*e%”O(Q'X/S) — RPf, coker(i) — ...,
in der die RP f, coker(i) fiir p > 0 verschwinden.

Weiter gilt RPf.(f10s)o = (RPf.Cx)o ®c Os,. Nach Gleichung (4.3) und Korollar
1.3.5 gilt

(R? f.Cx)o = (RPf.Cx)o = (R fiCx)o = HF(Xo,C) = H?(X,,C), Xo = f1(0)NX,

was wegen der Kontrahierbarkeit der singuldren Faser, vgl. Satz 4.1.1, fiir p > 0 ver-
schwindet. Damit verschwindet auch RPf,f '(0s)o und somit Rpf*%o(QX/S)O fiir
p > 0.

Der Halm (.##7(X/S))o kann daher mit (f*%p(QX/S))O = (%p(gk/s))r = HP(Q'X/S@)

identifiziert werden.

Sei w € O _ nun Reprisentant einer Kohomologieklasse aus Hn(QX/Sx)' Dann gibt es

in Q%w eine Differentialform n mit
dw =df A n.

Aus der Definition des verbindenden Homomorphismus ergibt sich wiederum
Vw =n.

Nun definiert 7 aber nicht notwendigerweise eine Restklasse in H”(Q'X/Sx), da fiir dn
lediglich df A dn = 0 gilt, dn also Kozykel des Komplexes (4.7) in Null ist. Im Allgemei-
nen folgt also nicht, dass ein £ mit dnp = df A £ existiert.

Wir kénnen aber zeigen, dass es ein k € N gibt, derart dass f* - v fiir jeden Kozykel v
Korand ist. Dazu definieren wir die Garben #P(f) := ker{df : Q% — Q%'}/df A Q5"
Diese sind als Quotient von Kern und Bild einer Abbildung von kohérenten Garben wie-

derum kohérent. Wegen Lemma 4.5.3 verschwinden diese Garben auf X’ und somit gilt



4.5 Analytische Beschreibung des Gauss-Manin-Zusammenhangs ol

flsupp #»(ry = 0. Nach dem Riickertschen Nullstellensatz (z.B. [GR84, Chapter 3,§2]),
gibt es dann zu jedem z € X eine offene Umgebung U und eine natiirliche Zahl k derart,

dass f*>P(f)y = 0. Damit gilt f*(ker{df : Q% — Q%}) c df A Q% .

Es gibt also ein £ € Qgc,x mit f*dn = df A €. Nun gilt
d(fn) = d(f*) An+ frdn = kfrdf An+df A€
= df A (kfFn+9).

Damit definiert f*n eine Kohomologieklasse in HH(QX/Sx) und wir erhalten eine Ab-
bildung

IV (AP(X)8))o — (HP(X/9))o,

womit die Meromorphie des Zusammenhangs gezeigt ist.
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