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Kapitel 1

Einleitung

Systeme wie die Hydrodynamik, oder auch die Magnetohydrodynamik, sind von grofer Bedeu-
tung fiir eine Vielzahl technischer Anwendungen. Es verwundert also nicht, dass vor allem die
Hydrodynamik seit langem intensiv studiert wurde. Betrachtet man dabei Fliissigkeiten, die ver-
haltnisméafkig langsam stromen (laminarer Fluss, kleine Reynolds-Zahlen), so ist das Verhalten
flir gewohnlich gut verstanden, und wird durch die Navier-Stokes-Gleichung gut beschrieben.
Anders verhalt es sich, wenn man ein schnell fliefendes Medium in ansonsten unveréanderten Be-
dingungen betrachtet: der Fluss geht iiber in eine ungeordnete Form, die chaotisch und somit im
Detail nicht vorhersagbar ist (Turbulenz, grofe Reynolds-Zahlen). In turbulenten Strémungen
spielt die Dissipation von Energie durch innere Reibung eine grofie Rolle, und man ist sehr daran
interessiert, die vorgehenden Prozesse zu verstehen.

Da die bereits genannte Navier-Stokes-Gleichung nur aus einfachen Symmetrieiiberlegungen (Im-
pulserhaltung) folgt, geht man davon aus, dass auch der turbulente Zustand einer Fliissigkeit
durch sie beschrieben wird. Der detaillierte Nachweis fehlt jedoch bislang.

Aufgrund der sehr hohen Anzahl beteiligter Freiheitsgrade ist man auf die statistische Analyse
der Turbulenz angewiesen. Geeignete Grofen, fiir die man sich interessiert, sind dabei die soge-
nannten Strukturfunktionen, die im Wesentlichen die Momente der Geschwindigkeitsverteilung
darstellen. Die zweite Strukturfunktion ist von besonderem Interesse, weil sie mit der Energie-
dissipation verkniipft ist.

Eine erste, statistische Theorie der Turbulenz stammt von Kolmogorov aus dem Jahr 1941 (K41)?.
Unter der Annahme, dass turbulente Strémungen selbstdhnlich sind, d.h. die darin ablaufenden
Prozesse mit der Langenskala, auf der man sie betrachtet, skalieren, berechnete er das Skalie-
rungsverhalten der Strukturfunktionen. Die vorhergesagten Skalierungsexponenten folgen dabei
einem linearen Zusammenhang mit der Ordnung der Strukturfunktion. Leider stimmen die expe-
rimentell zugénglichen Exponenten damit nicht {iberein. Dieses Phénomen, oder besser gesagt:
die géingige Erklarung dieses Phdnomens tiber singulére Strukturen in der Fliissigkeit, wird auch
als Intermittenz bezeichnet. Erklaren ldsst sich die Abweichung, wenn man annimmt, dass Fluk-
tuationen in der Fliissigkeit eine eigene, intrinsische Langenskala ,mitbringen”, eine Ansicht,
die auf Landau zuriickgeht. Letztendlich sind also die intermittenten Exponenten unvertréglich
mit der postulierten, trivialen Selbstdhnlichkeit der Turbulenz. Spéater aufgestellte Theorien ver-
suchten, dem Rechnung zu tragen. Von der trivialen Selbstdhnlichkeit ging man einerseits zu
nichttrivialem Scaling, andererseits zu dem Konzept der ,erweiterten Selbstdhnlichkeit” (ESS,
wextended self-similarity”) iiber, das besagt, dass die Prozesse in der turbulenten Fliissigkeit zwar
in Form einer Skalierung von der Léngenskala abhingen, aber die Skalierung selbst nicht fiir alle
Langenskalen gleich ist.

Hieraus hat sich ein intensives Forschungsgebiet entwickelt. Zum Beispiel war die Frage nach

Kol 41]



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

der Natur der Geschwindigkeitsverteilungsfunktionen, die Multiskalenverhalten zeigen, Ausloser
fiir das mathematische Konzept der Multifraktalitdt. Alle spateren Theorien standen allerdings
vor dem Problem, dass sie entweder zwar heuristisch auf die richtigen Skalierungsexponenten
fiihrten, aber diese nicht mit der Navier-Stokes-Gleichung verbanden, oder aber nur die expe-
rimentell widerlegten K41-Exponenten reproduzierten. Eine Verbindung zwischen Intermittenz
und Navier-Stokes-Gleichung ist auf theoretischem Wege noch nicht gegliickt.

Schon sehr bald begann man, auch mit den damals noch recht jungen Methoden der Renormie-
rungsgruppe (RG), die Turbulenz anzugehen. Die RG, in ihrer statistischen Version von Wilson
19712 verdffentlicht, ist dabei ein naheliegendes Hilfsmittel, weil sie konstruiert wurde, um (an-
niahernd) selbstdhnliche Phanomene wie insbesondere Phaseniibergidnge von Ferromagneten zu
beschreiben. Es gibt sie in verschiedenen Varianten, dabei hat man die aus der Quantenfeldtheorie
stammende, auf Arbeiten von Gell-Mann und Low zuriickgehende Version® (auch als feldtheore-
tische RG bezeichnet), die in wesentlichen Punkten auf Stérungstheorie und Feynman-Graphen
zuriickgreift, von der exakten RG nach Wilson zu unterscheiden. Man hat bereits versucht, beide
Versionen auf die Turbulenz anzuwenden, jedoch ohne grofe Erfolge. Besondere Schwierigkeiten
sind bei der feldtheoretischen RG, dass man nur einen sehr begrenzten Teilraum des Raumes
aller Wirkungen betrachten kann, im Einzelfall also davon ausgeht, dass nur einzelne Grofen
(wie die Viskositét) ein Skalierungsverhalten zeigen. Letztlich handelt es sich dabei sozusagen
um eine Entwicklung der Turbulenz um den laminaren Fall. Die exakte RG zeigt diese Ein-
schrinkung nicht. Sie erlaubt im Prinzip die gleichzeitige Betrachtung einer grofsen Zahl von
Kopplungen, und das Skalierungsverhalten, das man findet, muss nicht in der N&he der freien
bzw. laminaren Theorie liegen. Allerdings hat man hier als Einschréinkung, dass die Anwendung
von Gleichungen des Wilson-Typs das vorherige Aufstellen eines Wirkungsfunktionals erfordert.
Dieses Aufstellen ist aber in der Literatur nur mit Méngeln erfolgt; so hat man zum Beispiel
bislang immer die zusétzliche Randbedingung, dass die zu betrachtenden Fliissigkeiten inkom-
pressibel sein sollen, unter den Tisch fallen lassen. Gerade die Inkompressibilitat sorgt aber fiir
nichtlokale Wechselwirkungen, die nach Meinung vieler in der Turbulenz téatiger Wissenschaftler
gerade das Charakteristische der Verteilungen ausmachen.

Es tritt somit eine Verschiebung der Problematik auf, wenn man die Turbulenz nicht mehr von
der Seite der nichtlinearen dynamischen Systeme, sondern aus dem Blickwinkel der Feldtheorie
betrachtet: die nichtlinearen Terme, die fiir die chaotische Bewegung verantwortlich sind, stellen
nicht mehr die grofite Schwierigkeit dar, denn im Prinzip beschéftigt sich die Feldtheorie fast
ausschlieflich mit nichtlinearen Theorien. Die groferen Probleme stellen nun die nichtlokalen
Wechselwirkungen, die sonst nicht in der Form in den Vordergrund treten.

Dieser Fragenkomplex wird in der vorliegenden Arbeit untersucht. Wesentliche Ziele sind dabei,
das bisherige Scheitern der RG-Theorie in der Anwendung auf die hydrodynamische Turbulenz
zu analysieren, eine Methodik zur Arbeit mit nichtlokalen Theorien zu entwickeln und Wege
aufzuzeigen, wie die RG-Theorie, liber die Analyse einfacher Fixpunkte hinaus, beitragen kann
zum Verstandnis komplexer Systeme.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert:

e Kapitel 1: Zu Beginn wird die géngige Theorie zur Renormierungsgruppe und ihrer An-
wendung auf kritische Phdnomene zusammengefasst. Die Moglichkeit eines nichttrivialen
Skalierens wird diskutiert. Insbesondere die Konzepte des Skaleninvarianz, des Multiska-
lenverhaltens und der Skalenkovarianz werden besprochen. Im zweiten Abschnitt erklére
ich in &hnlicher, wenn auch sehr viel knapperer Art die Theorie der hydrodynamischen
Turbulenz, insofern sie wie fiir meine Arbeit eine Rolle gespielt hat. Es wird auferdem
auf bisherige Arbeiten, welche die Renormierungsgruppe auf die Turbulenz anzuwenden

2[Wil 71], [Wil 71a]
3|GL 54]



versucht haben, und auf ihren Erfolg eingegangen.

Kapitel 2: Im zweiten Kapitel wird die RG-Gleichung hergeleitet, die spater auf die Theo-
rie der Turbulenz anzuwenden ist. Sie ist vom Typ der Wilson-Polchinski-Gleichung, und
hinreichend allgemein, um mit ihr eine sehr grofse Klasse physikalischer Theorien zu ana-
lysieren. Die Herleitung ist in zwei Versuchen formuliert, von denen der erste scheitert; die
Griinde dieses Scheiterns werden analysiert. Es wird gezeigt, dass die hergeleitete Gleichung
aquivalent zur Wilson-Gleichung ist, wenn man sie auf die skalare Theorie anwendet.

Kapitel 3: Hier wird ein erzeugendes Funktional hergeleitet, das sowohl der Navier-Stokes-
Gleichung, als auch der Inkompressibilitdt Rechnung tréagt. Verschiedene Moglichkeiten
werden diskutiert. Die nichtlokalen Terme der Wirkung werden zu lokalen umgeformt, das
Resultat auf eine Ableitungsentwicklung vorbereitet.

Kapitel 4: Die in Kapitel 2 eingefiihrte RG-Geichung wird auf die Turbulenz-Modelle aus
Kapitel 3 angewandt. Dafiir werden die kanonischen Dimensionen berechnet. Es wird ge-
zeigt, dass diese so wahlbar sind, dass der triviale Fixpunkt geméafs der K41-Vorhersage
skaliert.

Kapitel 5: In diesem Kapitel wird gezeigt, dass eine gleichzeitige Entwicklung der RG-
Gleichung nach Ordnungen der Ableitungen und der Felder méglich ist. Die auftretenden,
zumeist formalen Schwierigkeiten werden diskutiert. Die Ableitungsentwicklung wird bis
zur ersten Ordnung in den Ableitungen hergeleitet.

Kapitel 6: Im sechsten Kapitel wird gezeigt, wie die nach Potenzen der Ableitungen und
der Felder approximierten RG-Gleichungen numerisch integriert werden kénnen. Auf eini-
ge Besonderheiten der Programmierung und die fiir die Bedienung der fiir die vorliegende
Arbeit geschriebenen Programme wichtigen Informationen wird hingewiesen. Es werden
verschiedene Systeme (teils unphysikalisch) und mogliche Methoden zu deren Analyse de-
monstriert. Die entwickelte Methodik wird auf Modelle der Turbulenz angewendet, die
Resultate interpretiert.

Kapitel 7: Hier werden die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst, und
erldutert, in welche Richtung zukiinftige Arbeiten meiner Meinung nach erfolgversprechend
verlaufen konnen.
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Kapitel 2

Renormierungsgruppe, Skalenverhalten
und Turbulenz

In diesem Kapitel wird ein kurzer Uberblick iiber die Theorie der Renormierungsgruppe und der
Turbulenz prasentiert. Die vorliegende Arbeit beschriankt sich hier auf einen Abriss, der ausrei-
chend ist, den Hintergrund fiir die spéteren Kapitel zu bilden; fiir detailliertere Beschreibungen
wird auf die Standardliteratur verwiesen.!

2.1 Renormierungsgruppe (RG)

Mit dem Begriff ,Renormierungsgruppe” (RG) bezeichnet man heute zwei unterschiedliche Me-
thoden, eine physikalische Theorie auf verschiedenen Skalen zu betrachten: Die sog. ,feldtheore-
tische RG”, die auch mit den Namen Callan und Symanzik in Verbindung gebracht wird, und
die ,exakte RG”, die urspriinglich von Wilson entwickelt wurde. Beide Methoden sind eng mit-
einander verwandt - man liest in der Literatur, je nach Autor, dass jeweils eine Methode der
anderen Uberlegen sei. In dieser Arbeit wird, nachdem beide Methoden kurz vorgestellt wurden,
die Frage nach der Aquivalenz kurz diskutiert.

Zuvor sei erwahnt, dass beide Namen irrefiihrend sind. Es wird spéater kurz erklédrt, dass die
RG in brauchbaren Anwendungen keine Gruppe ist; die Evolutionsoperatoren bilden vielmehr
eine Halbgruppe. Nur in der unapproximierten (und daher unlésbaren) Version beider Metho-
den macht die Bezeichnung ,Gruppe” Sinn. Aufierdem klingt die Bezeichnung ,feldtheoretisch”
unzutreffenderweise so, als sei die Wilsonsche Formulierung nicht feldtheoretisch, und ,exakt”
sind ebenfalls entweder beide Methoden oder gar keine, je nach Perspektive. Die Bezeichnungen
sind historischer Natur - die feldtheoretische RG hat sich aus der a priori unexakten Stérungs-
theorie der Quantenfeldtheorie entwickelt, wahrend Wilson seine RG-Gleichung zunéchst exakt
formuliert und vor allem auf Probleme der statistischen Physik angewandt hat. Letzten Endes
kann man beide Methoden exakt und auf diese Weise unbrauchbar hinschreiben, zur Losbarkeit
gehort in beiden Féllen eine Approximation.

1Zum Thema Renormierungsgruppe sind dabei vor allem die Einfiihrungen von Benfatto und Gallavotti
[BG 95], von Creswick, Farach und Poole [CFP 92] und von Salmhofer [Sal 99] zu empfehlen. Eine gute Ubersicht
iiber die Philosophie der RG bietet der Artikel von Fisher [Fis 98]. Auferdem enthalten die meisten Biicher zur
Feldtheorie (wie zum Beispiel [Col 84], [Kug 97], [PS 95], [Zin 02]) zumindest Darstellungen der feldtheoretischen
RG. Ferner wiren die Artikel von Wilson und Kogut [WK 74] und Brézin [Bré 75| zu erwdhnen.
Beziiglich der Turbulenz gibt es die sehr ausfiihrlichen Biicher von Monin und Yaglom [MY 65] und Pope [Pop 00].
Einen guten Einstieg in die Materie gibt Frisch [Fri 95], neuere Entwicklungen werden in der Sammlung von Ober-
lack und Busse [OB 02] beschrieben. McComb schliefllich legt besonderes Augenmerk auf Renormierungs- und
RG-Methoden in der Turbulenz [McC 90].
Gut fiir die Motivation ist auch immer ein Blick auf die Aufnahmen im Album von Van Dyke [vDy 82].
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2.1.1 Exakte Renormierungsgruppe

Eine RG-Transformation ist eine Transformation des erzeugenden Funktionals und der zugeho-
rigen Wirkung einer physikalischen Theorie. Es wird daher hier kurz auf erzeugende Funktionale
eingegangen, dann die RG-Transformation am Kadanoff-Bild ausfiihrlich demonstriert (weil die
einzelnen Schritte fiir den Rest der Arbeit von grundlegender Bedeutung sind), und schlieflich
erklart, wie man die Wilson-Gleichung herleiten kann. Diese Rechnung wird an dieser Stelle je-
doch nicht im Detail ausgefiihrt; sie ist als Spezialfall in der in Kapitel 2 gezeigten Herleitung
enthalten.

Erzeugendes Funktional und Wirkung

Aus der Wahrscheinlichkeitstheorie ist bekannt, dass alle Informationen iiber eine Wahrscheinlich-
keitsfunktion in ihrer erzeugenden Funktion enthalten sind. Dabei ist die erzeugende Funktion
die Fourier-Laplace-Transformierte der Wahrscheinlichkeitsverteilung selbst; durch Bilden von
Ableitungen erhélt man die Momente und Kumulanten der Verteilung.

In der Physik, insbesondere in der Quantenfeldtheorie, geht man &hnlich vor. Auch hier ist es
moglich, eine solche Grofe zu definieren, aus der man durch Ableiten die Mehrpunktfunktionen
der Verteilung (in der Quantenfeldtheorie: Propagatoren und Vertizes) gewinnen kann. Da im
Allgemeinen eine funktionale Anhéngigkeit von Orts- oder Impulskoordinaten {ibrigbleibt, bend-
tigt man hier ein erzeugendes Funktional, statt einer erzeugenden Funktion.?

Als Beispiel diene die skalare Feldtheorie. Das freie Feld gentige der Klein-Gordon-Gleichung,

(0% 4+ m?)¢p =0. (2.1)

Dann kann man zeigen, dass das erzeugende Funktional Z[.J] wie folgt aussieht:
Z[J] = /D¢€ifd4x[§(a¢)2_ém2¢2_v(¢)+J¢]' (2.2)

V(¢) ist ein (beliebiger) Wechselwirkungsterm. Entwickelt man diesen, beispielsweise nach Ord-
nungen der Felder, dann nenne ich die Koeffizienten Kopplungen, und bezeichne sie mit A, also
zum Beispiel:

V(g) = Z i (p(x))" (2.3)

J wird auch als Quellenterm bezeichnet, er kann sowohl eine physikalische Quelle bezeichnen, als
auch rein formal fiir die nun folgende Berechnung der Mehrpunktfunktionen dienen. Es sollte klar
sein, dass es sich bei J und ¢ um Funktionen der Variable x handeln; somit die Ableitungen, die
man bildet, um Mehrpunktfunktionen zu berechnen, Funktionalableitungen sind. Es gilt ndmlich
zum Beispiel fir die Zweipunktfunktion:

s = 2 () Gt

Im Prinzip reicht die Kenntnis des Funktionals aus, um daraus alles Wissenswerte zu extrahieren.
Das Problem liegt in der Ausfiithrung des Funktionalintegrals: Diese kann nur in seltenen Féllen
geschehen; so lassen sich direkt nur die Momente und Kumulanten berechnen, wenn das Argu-
ment der Exponentialfunktion im erzeugenden Funktional quadratisch in den Feldern ist. Die
verbleibende Integration wird dann aufgrund der Analogie zur Gaufsglocke als Gauf-Integration

(2.4)

J=0

2Mit dem zweibéindigen Werk von Chaichian und Demichev [CD 01] gibt es eine sehr gelungene Ubersicht iiber
Pfadintegral- und Funktionalintegralmethoden in der Physik, von stochastischen Prozessen bis zur Quantenfeld-
theorie.
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bezeichnet.3

Die Storungsreihe der Quantenfeldtheorie, zusammen mit der perturbativen Renormierung, kann
als ein Versuch betrachtet werden, das Funktional ndherungsweise zu integrieren. Hier wird die
Exponentialfunktion des Wechselwirkungsterms unter der Annahme, dass die Wechselwirkung
klein ist, als Potenzreihe entwickelt. Zusammen mit dem Satz von Wick zur Berechnung der
Momente von Gauf-Integralen ergibt das die berithmten Feynman-Regeln.

Statt das Integral als Ganzes zu berechnen, kann man auch auf die Idee kommen, es sozusagen
,scheibchenweise” {iber nur einzelne Impulsbereiche auszufiihren. Dies ist die Herangehensweise
der exakten RG.

Es sei noch kurz erwihnt, dass nicht nur Z[J], sondern auch W[J] = log Z[J] und die Legendre-
Transformierte von W, I'[¢], erzeugende Funktionale darstellen, fiir jeweils leicht abgewandelte
Grofen. W kennt man aus der Wahrscheinlichkeitstheorie als Kumulantenerzeugende, in der
Quantenfeldtheorie erzeugt sie die zusammenhidngenden Feynman-Diagramme. I' erzeugt die
1-Teilchen-irreduziblen Graphen, und hat meines Wissens kein wahrscheinlichkeitstheoretisches
Analogon. RG-Gleichungen gibt es fiir jedes dieser Funktionale, ich werde in meiner Arbeit jedoch
ausschlieflich mit dem Funktional Z[.J] arbeiten.

Blockspin-RG

Die prinzipielle Vorgehensweise bei RG-Analysen ist besonders in der Arbeit von Kadanoff* zu
erkennen, auch wenn hier noch nicht vom erzeugenden Funktional oder gar einer Flussgleichung
die Rede ist. Ich halte Kadanoffs Bild dennoch fiir besonders instruktiv, und werde nachher dar-
auf eingehen, wie sich das Gesagte auf erzeugende Funktionale {ibertragen lasst.
Ausgangspunkt ist in der Arbeit von Kadanoff eine physikalische Theorie, die auf einem Gitter
definiert ist. Die Theorie sei zunéchst lokal in dem Sinne, dass sie nur Wechselwirkungen néch-
ster Nachbarn enthalte. Die spezielle Form des Gitters und die genaue Theorie spielt fiir das
Folgende keine Rolle, der Einfachheit halber stelle man sich zum Beispiel ein Ising-Modell auf
einem 2-dimensionalen, kartesischen Gitter vor. Diese Theorie soll nun statistisch analysiert wer-
den, man interessiert sich fiir das Verhalten auf grofen Langenskalen. Um analog zur klassischen
Thermodynamik vorzugehen, miisste man die Zustandssumme Z (die dem erzeugenden Funktio-
nal entspricht) berechnen; also eine Summe tiber alle Zustande, die sich auf diesem unendlichen
Gitter realisieren lassen, jeweils gewichtet mit dem Boltzmann-Faktor:

Z[h] = Z e~ (i) 5183 Jig+2; sihi (2.5)
{si}

Hier moge s den Spin auf dem Gitterplatz k bezeichnen, ) (55} sei die Summe iiber alle mog-
lichen Spinkonfigurationen, Z@m soll heissen, dass iiber ndchste Nachbarn ¢ und j summiert
wird. Weiter stellt J;; die Wechselwirkungsenergie zwischen den Spins auf den Gitterplédtzen 4
und j dar. Die einfachste Wahl ist, J;; = Jy konstant zu wéhlen. Jy > 0 bedeutet dann, dass es
energetisch giinstig ist, wenn sich die Spins parallel ausrichten, auf diese Weise lésst sich ein Fer-
romagnet gut modellieren. Letztlich enthéalt die obige Zustandssumme auch noch eine Kopplung
an ein aufleres Feld h;. Wie bereits gesehen, ist dies schon nétig, um aus der Zustandssumme
ein erzeugendes Funktional zu machen; es lédsst sich aber auch als physikalisches, dufseres Feld
deuten. Auch hier ist die einfachste Wahl die eines homogenen Feldes, h; = hy.

Nur fiir die wenigsten Modelle wird die Zustandssumme exakt zu berechnen sein. Die Idee, die
sich zunéchst hinter dem Kadanoff-Bild verbirgt, von dem man aber nachtréglich abstrahieren
wird, ist die Summe iiber alle Zustdnde ,in Etappen” durchzufiihren.

3Die Ergebnisse der Gauf-Integration verschiedener Felder, reell, komplex oder grassmannwertig, entnimmt
man dem einfiihrenden Kapitel von Zinn-Justin, [Zin 02].
4[Kad 66]
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Abbildung 2.1: Exemplarischer Zustand eines zweidimensionalen Ising-Gitters; die Spin-Zusténde
seinen mit ,+” und ,-’ gekennzeichnet. Die Punkte mogen andeuten, dass hier nur ein kleiner
Ausschnitt aus einem sehr viel grofferen System zu sehen ist.

Dafiir nehme man sich exemplarisch einen realisierbaren Zustand vor, wie zum Beispiel in
Abb.(2.1) zu sehen.

Statt nun alle Gitterplitze gleichzeitig zu betrachten, zerlege man es in 3x3-Blocke (Abb.
2.2). Die Zustandssumme fiir einen einzelnen Block zu berechnen, ist eine einfache Angelegen-
heit, die man allerdings fiir jeden Block wiederholen muss. Der Block wird dann ersetzt durch
einen einzelnen, neuen Spin s, beispielsweise den Spin, der auf den neun Gitterplatzen des Blocks
dominiert (Abb. 2.3):°

i€ Block k i (2.6)
|2 e Block k il

Das urspriingliche Gitter wird so ersetzt, das neue Gitter hat nur noch ein Neuntel der Git-
terplitze®, aber den dreifachen Gitterabstand. Aus je neun alten Gitterplidtzen wird ein neuer;
iiber die Wechselwirkungen innerhalb eines Neunerblocks wurde dabei schon summiert. Was noch
fehlt, ist also die Summe iiber die neuen Gitterplatze und deren Wechselwirkungen. Wie diese
Wechselwirkungen aussehen, ist allerdings erstmal unklar - sie werden jedenfalls im Allgemeinen
nicht mit den Termen der urspriinglichen Theorie identisch sein:

Jij — Jz{j' (2.7)

Sp =

Dies versteht sich leicht: Zu den Werten, durch die zwei benachbarte Blocke ersetzt wurden,
trugen auch Gitterplétze bei, die nicht benachbart waren, aber nun Anteile zur Wechselwirkung
liefern. Diese neuen Wechselwirkungen gilt es, zu berechnen; man kann schon an einfachen Bei-
spielen leicht sehen, dass Néchste-Nachbar-Wechselwirkungen und Zwei-Spin-Wechselwirkungen
dafiir nicht ausreichen miissen. Die neuen Wechselwirkungen ergeben sich aus der Bedingung,
dass die Statistik als Ganzes (die Zustandssumme) sich nicht dndert,

2] = 3 e Tos A S kGl i g 28)
{s;}

5Zwingend ist diese Wahl nicht; jede Wahl ist prinzipiell méglich, wenn man nur konsistent weiterarbeitet.
SWenn das Gitter endlich grok war, versteht sich.
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Abbildung 2.2: Obiger Zustand, in 3x3-Blocke unterteilt.

+

Abbildung 2.3: Jeder einzelne Block ist ,aussummiert” (nicht dargestellt) und durch einen neuen,
einzelnen Spin ersetzt.
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Abbildung 2.4: Das neue Gitter nach Reskalieren der Gitterkonstanten. Durch die Transformation
ist klar, dass es in jeder Richtung nur noch ein Drittel der Lange des urspriinglichen Gitters 2.1
besitzt.

und dass die Kopplung der Konfiguration an eine dufsere Quelle fiir jede Realisierung erhalten

bleibt:
Z S;hi = Z Sihi. (2.9)

In beiden Formeln beziehen sich die Summen immer auf alle Spins des Gitters. Der erste Punkt
ist klar, denn die Zustandssumme soll ja berechnet werden. Der zweite Punkt, die Kopplung
jeder einzelnen Realisierung an eine dufsere Quelle, leuchtet genauso ein, denn jene Kopplung ist
eine makroskopische Grofe, insbesondere eine messbare. Ich weise so deutlich auf die Wichtigkeit
dieser Erhaltungsgrofse hin, da sie zwar im Artikel von Kadanoff durchaus vorkommt, dann aber
in spéteren Jahren, insbesondere nach der Verdffentlichung von Wegner und Hougthon,” nicht
mehr beriicksichtigt wurde. Bervillier® hat schlieklich in einem Artikel 2004 auf die Wichtigkeit
der dufseren Quelle hingewiesen; viele Arbeiten iiber die RG sind diesbeziiglich auf ihre Korrekt-
heit zu iiberpriifen.

Als letzter Punkt bleibt die Reskalierung des Gitters, der Gitterabstand wird in unserem Beispiel
auf ein Drittel reduziert. Es ist zu beachten, dass sich die Starken der Wechselwirkungen und
auch die Feldstédrken daran skalierend anpassen miissen (Abb. 2.4).

Ausgehend von der urspriinglichen Theorie hat man nun eine neue, effektive Theorie erhalten,
die auf einer groferen Skala definiert ist, aber makroskopisch dieselben Eigenschaften aufweist.
Ich mo6chte die wichtigen Schritte des Vorgehens nochmal zusammenfassen, weil hier bereits alle
Zutaten der RG-Theorie enthalten sind:

e Summieren/Integrieren eines (kleinen) Anteils der im System vorhandenen, im Grenzfall
unendlich vielen Freiheitsgrade

e Berechnung der neuen Wechselwirkungsterme unter der Voraussetzung, dass die Zustands-
summe und die Kopplung jedes einzelnen Zustands an eine duftere Quelle, also kurz gesagt
die makroskopischen Eigenschaften des Systems, unveréndert bleiben

e Reskalieren des kleinsten Abstands (hier Gitterabstands) und damit auch der Kopplungen
und Feldstarken

Zum wiederholten Durchfiihren des RG-Schritts ist noch anzumerken, dass die Wechselwirkun-
gen zur Beschreibung der Theorie immer komplizierter und in héherem Mafie nichtlokal werden,

"[WH 73]
8[Ber 04]
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und immer mehr Kopplungen einbeziehen. In der Praxis hat man sich irgendwann auf eine (meist
endliche) Untermenge an Kopplungen zu beschriinken?; schon auf dieser Ebene wird der Bedarf
einer Approximation klar.

Um das Ganze etwas formaler zu fassen: Eine Theorie sei gegeben durch ihr Wirkungsfunk-
tional S oder eine dazu dquivalente Grofe (z.B. eine Lagrange- oder Hamilton-Dichte). Genauer
sollte man sagen, dass das Wirkungsfunktional fiir eine Theorie mit einem kleinsten Abstand a
definiert sei. Der RG-Schritt werde reprasentiert durch einen Operator R, der, angewandt auf
Sa, ein neues Wirkungsfunktional auf der grofseren Skala b gibt. Es ist gar nicht klar, dass der
Operator selbst nicht von der Skala, sondern nur der Differenz der Skalen abhéngen soll; da es
einem in der klassischen RG-Theorie jedoch zumeist um Fragen der Selbstéhnlichkeit geht, in
denen alle Skalen gleich behandelt werden, wird dies stillschweigend vorausgesetzt:

Rip—a(Sa) = Sh; (2.10)
unter dieser Voraussetzung weifs man, dass RG-Operatoren eine Halbgruppe bilden:
Reb* Ro—g = Re—a- (2.11)

Einen inversen Operator R~! kann man aber auf dieser Ebene fiir den RG-Operator nicht kon-
struieren, weil durch jede Summierung im Kadanoff-Bild die detaillierten Informationen {iber die
Konfiguration eines Neunerblocks verloren gehen; dies ist solange allgemein richtig, wie man es
mit diskreten RG-Operationen zu tun hat. Renormierungsgruppe ist somit an dieser Stelle nicht
korrekt.

Der RG-Fluss entspricht einer Bewegung im Raum aller physikalischen Theorien; da wir hier
angenommen haben, dass eine Theorie durch ihr Wirkungsfunktional definiert wird, handelt es
sich um eine Bewegung im Raum der Wirkungsfunktionale, oder auch im Raum der Kopplungs-
konstanten {\}, da wir annehmen, dass diese wiederum die Wirkung eindeutig festlegen. Dieser
letzten Sprechweise méchte ich mich anschlieffen, weil hier am deutlichsten wird, dass der zugrun-
de liegende Raum unendlich dimensional ist, aber dann (durch Beschrdnkung auf eine endliche
Zahl von Kopplungen) approximiert wird:

Ro—a({Aa}) = { N} (2.12)

,Bewegung” setzt eine Zeit voraus; bisher konnte man als RG-Zeit die Anzahl der durchgefiihrten
RG-Schritte annehmen. Das Konzept der RG-Zeit wird in der Wilsonschen Formulierung deut-
licher werden.

Wenn das urspriingliche System unendlich grof ist, dann ist scheinbar nichts gewonnen. Das neue
System ist immer noch unendlich grof, nur die Wechselwirkungen haben sich geindert (und sind
im Regelfall komplizierter geworden). Tatséachlich ist dies der Moment, von der urspriinglichen
Absicht, die Zustandssumme zu berechnen, abzuriicken. Das Resultat kann aus einer anderen
Perspektive betrachtet werden: Zunédchst arbeitet man mit einer Theorie, die beschreibt, wie die
Physik auf einer kleinsten Langenskala, der Gitterkonstante, aussieht. Nach dem Durchlaufen der
beschriebenen Prozedur (eines ,RG-Schrittes”) ist nun eine andere Theorie gegeben, die dasselbe
physikalische System beschreibt, aber auf einer neuen, grofferen Langenskala. Iteriert man den
RG-Schritt nun, so erhélt man mit jedem Schritt Informationen iiber die Physik des Systems
auf einer noch grofseren Skala. Auf diese Weise ist es so, als wiirde man mit einem Mikroskop
die Physik auf einer kleinsten Léngenskala betrachten, und dann schrittweise ,herauszoomen”,

9Die Ableitungsentwicklung hingegen erlaubt im Prinzip das gleichzeitige Betrachten unendlich vieler Kopp-
lungen.
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immer kleinere Vergrofferungen wéhlen.
Dann kann man sich fiir die selbstédhnlichen Theorien, in denen

Rp—a(Sa) = Sp = S, (2.13)

gilt, interessieren; diese sehen auf allen Léngenskalen gleich aus. Um sie zu finden, geniigt die
Kenntnis eines einzigen RG-Schrittes. Auf die physikalische Interpretation der selbstdhnlichen
Theorien wird noch eingegangen werden.

Der diskrete Charakter der RG im Kadanoff-Bild stellt einen vor grofe Schwierigkeiten. Es scheint
nicht mdoglich, eine immer giiltige Vorgehensweise zu finden, mit der man die skalenabhéngigen
Kopplungen berechnen kann; im Kadanoff-Bild kann dieser Aufwand sogar bei zwei aufeinander-
folgenden RG-Schritten sehr unterschiedlich sein. Ein Ubergang zu einer infinitesimalen Trans-
formation ist wiinschenswert, weil man so zu einer Differentialgleichung gelangen kann, fiir deren
Behandlung einem ganz andere Methoden zur Verfiigung stehen. Dieser Ubergang zu einer kon-
tinuierlichen RG ist der entscheidende Schritt, der vom Kadanoff-Bild zur exakten RG fiihrt.

Exakte RG nach Wilson

Wie zuvor beim Kadanoff-Bild schliefe ich mich in der Darstellung dem urspriinglichen Artikel'°
zu diesem Thema an.!! Ausgangspunkt sei eine skalaren Theorie, die man als kontinuierliche
Version des Ising-Modelles ansehen kann. Die genaue Form der Wechselwirkung spielt dabei hier
keine Rolle.

Typischerweise formuliert man die Theorie nach einer Fourier-Transformation in den Ortskoor-
dinaten, erzwungen ist dies in keiner Weise.

Erstreckt sich die Ortsabhéngigkeit iiber den ganzen Raum, so hingt die Theorie a priori auch
von allen Wellenvektoren ab. Aus dem Kadanoff-Bild ist klar, dass man eine kleinste Skala a im
Ortsraum benétigt, dies entspricht einem ultravioletten (UV) Cutoff A der Theorie im Wellen-
vektorraum. Grofenordnungsméfig gilt dann:

1
Ao —. 2.14
x (214)

Wir sind nun in der Lage, die drei Phasen, die zu einer RG-Transformation gehéren, auf das
zugehorige erzeugende Funktional anzuwenden.
Der erste Schritt ist die Ausintegration eines Teils der Freiheitsgrade. Dafiir fithrt man unterhalb
des urspriinglichen Cutoffs einen zweiten, intermediiren Cutoff A’ ein, dessen funktionale Form
man im Prinzip frei wihlen kann.'? Die Freiheitsgrade zwischen den beiden Cutoffs werden nun
ausintegriert, so dass die neue Theorie wieder nur einen Cutoff, A’, besitzt. Dann hat man die
Kopplungen unter Beachtung derselben Regeln wie beim Kadanoff-Bild an das Ausintegrieren
yanzupassen”, die Verdnderungen in den Kopplungen lassen sich dabei unterschiedlich herleiten.
Als dritter Schritt werden alle Grofen reskaliert, bis der intermedidre Cutoff dort liegt, wo zuvor
der UV-Cutoff lag:

A — A (2.15)

1O[wil 71], [Wil 71a]

HGute Einfithrungen in die exakte Renormierungsgruppe bieten zum Beispiel der Artikel von Bagnuls und
Bervillier [BB 01], oder auch der von Berges, Tetradis und Wetterich [BTW 02]. Auch die Artikel von Morris,
zum Beispiel [Mor 97] und [Mor 98], vermitteln insbesondere die Zusammenhénge zwischen den verschiedenen
RG-Gleichungen. Die umfassendste Darstellung allerdings gibt nach wie vor der Standardartikel von Wilson und
Kogut, [WK 74].

2Hierin unterscheiden sich die Ansitze von Wegner/Houghton [WH 73], Wilson [Wil 71] und Polchinski
[Pol 83]; Wegner und Houghton verwenden einen scharfen Cutoff, wihrend Wilson einen exponentiellen Cutoff ver-
wendet. In der vorliegenden Arbeit wird, dhnlich wie bei Polchinski, der Cutoff nur insofern explizit angegeben, als
das absolut notwendig ist. So erhélt man eine sehr allgemeine RG-Gleichung, aus der man die Wegner-Houghton-
Gleichung sowie die Wilson-Gleichung als Grenzfille erhilt.
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Fiir die Details verweise ich auf ein spéteres Kapitel, in dem ich selbst eine RG-Gleichung her-
leite.

Zu einer Differentialgleichung gelangt man, wenn man den intermediiren Cutoff A’ in infinitesi-
malem Abstand zum urspriinglichen UV-Cutoff A wahlt:

A = A —dA. (2.16)

Durch Vergleich der erzeugenden Funktionale vor und nach dem RG-Schritt ergibt sich so eine
Differentialgleichung fiir den Exponenten des Boltzmann-Faktors.'® Wilson erhélt fiir die Wir-
kung der Theorie eines skalaren Feldes ¢ die folgende Gleichung:

P N 52\ [ 005 0505 45
5 = /p<1 2+2p>{5¢5¢ 5¢5¢+5¢}

D 08 0 08
B[ fr(3)

Hier sei 7 die anomale Dimension des Feldes, zu der spéter noch einiges gesagt wird. D ist die
Dimension des Raumes.
Die RG-Zeit t ist dabei definiert {iber

(98 _ 08

= A = . 2.1
S OA ot (2.18)
Sie hingt iiber ihre Definition eng mit der beobachteten Skala, sowohl im Orts- wie auch im

Wellenvektorraum, zuammen:

l A

—)=—In(-—). 2.19
)=~ (219)

Die Wirkung S, die die physikalische Theorie eindeutig beschreibt, wird so also skalenabhéngig.
Sind bereits Freiheitsgrade ausintegriert, die Theorie auf diese Weise nicht mehr fundamental,
spricht man von einer effektiven Feldtheorie, und in diesem Zug auch von einer effektiven Wir-
kung Seg. Auch wenn in einer Theorie, die verschiedene Felder enthélt, ein oder mehrere Felder
ausintegriert werden, spricht man von einer effektiven Feldtheorie; so kann zum Beispiel die
Fermi-Theorie der schwachen Wechselwirkung als effektive Theorie verstanden werden, die man
erhalt, wenn man in der elektroschwachen Theorie die W- und Z-Bosonen ausintegriert.

Die Wegner-Houghton-Gleichung fiir die skalare Theorie lautet, ohne die Reskalierungs- und Re-
normierungsterme:

t =In(

: OPH\ O0HOH [ 0*°H\ '
e /pl“ <a¢a¢> 96 06 <8¢8¢> ' (2:20)

Die Wegner-Houghton-Gleichung ist fiir den Hamiltonian H definiert. Wie gesagt, der wesentliche
Unterschied liegt in der speziellen Wahl der Form des Cutoffs; der scharfe Cutoff fiihrt zu dem
charakteristischen Logarithmus, auf den besonders hinzuweisen ist, weil er sich in praktischen
Rechnungen oft als sehr storend erweist.

130b dieser im einzelnen durch die Wirkung S (Wilson, [Wil 71]), den Hamiltonian H (Wegner/Houghton,
[WH 73]) oder die Lagrange-Dichte L (Polchinski [Pol 83|) verkdrpert werden soll, spielt eine untergeordnete
Rolle. Auch RG-Gleichungen fiir das Funktional I" (z.B. Morris, [Mor 98|) oder das effektive Potential (z.B.
Wetterich, [Wet 93], [TW 94]) sind méglich.
Das Funktional I wird in der Literatur als ,effektive Wirkung” bezeichnet; dieser Name ist ungliicklich, da auch
die skalenabhéngige Wirkung Seg als effektiv bezeichnet werden muss, da bereits Freiheitsgrade ausintegriert
sind. Um keine Verwirrung zu verbreiten, werde ich mit ,effektiver Wirkung” stets Ses meinen, und ansonsten
vom I'-Funktional sprechen.
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Bei der exakten RG-Gleichung handelt es sich also um eine Funktionaldifferentialgleichung zwei-
ter Ordnung in den Feldern, noch dazu eine nichtlineare. Die aus der Mathematik zur Verfiigung
stehenden Methoden zur Bearbeitung solcher Gleichungen sind dufierst diirftig, an eine exakte
Losung ist gar nicht zu denken. Man kann dies auch in der Art verstehen: Das Wirkungsfunktional
S kann im Prinzip dargestellt werden durch die unendlich grofe Familie der Kopplungskonstan-
ten {\}; die RG-Gleichung also als eine Differentialgleichung fiir alle Kopplungskonstanten, also
unendlich viele Freiheitsgrade, gleichzeitig. Um iiberhaupt eine Chance zu haben, mit numeri-
schen Methoden nach einer Losung, z.B. Fixpunkten, zu suchen, muss die Wirkung auf jeden
Fall geeignet approximiert werden. Dies gelingt zum Beispiel dadurch, nur eine endliche Anzahl
von Kopplungen zuzulassen, und alle anderen zu verwerfen; die RG-Gleichung 16st sich dann auf
in einen Satz (gewohnlicher oder partieller, je nach zu Grunde liegender Theorie und Approxi-
mation), gekoppelter Differentialgleichungen zweiter Ordnung in den Feldern.

Dariiber hinaus ist die RG-Gleichung, egal ob fiir das gesamte Wirkungsfunktional oder fiir ein-
zelne Kopplungen, eine Differentialgleichung erster Ordnung in der RG-Zeit, und als solche im
Prinzip invertierbar.!* Daraus entsteht der Eindruck, der RG-Operator der ERG habe hier, an-
ders als im Kadanoff-Bild, ein Inverses, und es handle sich somit tatsédchlich um eine Gruppe.
Dies ist auch so lange korrekt, wie man die Wirkung nicht approximiert. Schréankt man sie auf
nur einige Kopplungen ein, dann erzeugt die RG (bei normaler Zeitrichtung) auch Beitrége fiir
verworfene Terme, die man einfach ignoriert. Kehrt man die Zeitrichtung um, dann miissten diese
Beitréage, quasi ,aus dem Nichts”, wieder in die akzeptierten Kopplungen zuriickfliefsen. Die In-
vertierbarkeit scheitert also an der praktischen Handhabung der Funktionaldifferentialgleichung.
Da die RG-Gleichung eine Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit ist, reicht die Angabe
der Kopplungskonstanten auf einer kleinsten Langenskala aus, um den RG-Fluss eindeutig zu
bestimmen. Jedem Punkt des Kopplungskonstantenraums ist eindeutig der Tangentialvektor an
den Fluss durch diesen Punkt zuzuordnen. Das Feld der Tangentialvektoren will ich als ,RG-
Flussfeld” bezeichnen.

Zu erwahnen bleibt, dass man den Reskalierungsschritt umgehen kann, indem man alle Grofien
dimensionslos wahlt, also durch eine geeignete Potenz einer Energieskala (des Cutoffs) eicht. Dies
wird in aller Ausfiihrlichkeit zum Beispiel in den Artikeln von Morris'® erklirt. Man sollte dabei
nicht vergessen, dass gerade in dem richtigen Skalieren der Felder und Kopplungen wichtige In-
formationen tiber den RG-Fluss versteckt sind. Es macht jedoch Sinn, dies exemplarisch fiir die
Wilson-Gleichung einmal zu tun, um die Gleichung besser zu verstehen; ohne Skalierungsterme

lautet die Wilson-Gleichung;:
. 0 65 6508
Soc/(c+2p2){—}. (2.21)
p 0pd¢ 09 o9

Dies ist jedoch mit Hilfe von Feynman-Graphen gut zu verstehen, die Anderung der Wirkung
beruht auf zwei unterschiedlichen Prozessen: Der erste Term ist zu verstehen als die Integration
iiber zwei duflere Enden eines Vertex, die mit einem Propagator verbunden sind; der zweite
fusioniert zwei einzelne Vertices durch die Integration iiber den dazwischen liegenden Propagator.

Unter Zuhilfenahme der RG-Operatoren kann man die differentielle RG-Gleichung auch so

1Djes kann man sich so vor Augen fiihren: Die RG-Transformation kann als Abbildung verstanden werden, die
jedem Punkt des Kopplungskonstantenraums einen Tangentialvektor zuordnet. Diese Zuordnung ist eineindeutig,
da es sich um eine Differentialgleichung erster Ordnung in der RG-Zeit handelt. So lange einem Punkt ein Tan-
gentenvektor V' zugeordnet wird, kann man ihm durch eine inverse Abbildung auch den gespiegelten Vektor —V
zuordnen. Besonders wichtig ist hier die Tatsache, dass es sich um eine Differentialgleichung erster Ordnung in
der RG-Zeit handelt; wire dies nicht der Fall, kdnnten sich Trajektorien im Kopplungskonstantenraum schneiden,
und an den Schnittpunkten wére ein Inverses nicht eindeutig bestimmt. Dies ist jedoch nicht mdglich, auch nicht
bei Senken, in die die Trajektorien aus verschiedenen Richtungen hineinlaufen, weil aus dem genannten Grund
die Senke selbst von den Trajektorien in endlicher RG-Zeit nicht erreicht werden kann.

5[Mor 97], [Mor 98]
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schreiben: _
S =R(S). (2.22)

Der Operator R héangt natiirlich, wie im Kadanoff-Bild, nicht selbst von der Skala A (der RG-Zeit
t) ab; dadurch, dass der Limes gebildet wurde, auch nicht von der Skalendifferenz dA.

Reparametrisierungsinvarianz

Die RG-Gleichungen der ERG sind invariant unter einer Reparametrisierung der Felder!®, kombi-
niert mit einer Umdefinition ihrer anomalen Dimension. Im Kapitel 2, in dem eine RG-Gleichung
herleitet wird, wird dies ganz deutlich zu sehen sein, und es wird sich ganz bewusst dieser Inva-
rianz bedient, um eine moglichst universelle Gleichung herzuleiten.

Praktisch hat die Invarianz die Bedeutung, dass die anomale Dimension zwar als Parameter in
die Gleichung eingeht, aber die Ergebnisse der Analysen nicht betrifft. Sie ist frei wahlbar, da
man die Felder immer passend umdefinieren kann. Ein Fixpunkt ist dann fiir jeden Wert der an-
omalen Dimension zu finden, statt eines Fixpunkts hat man eine durch die anomale Dimension
des Feldes parametrisierte Linie von Fixpunkten.

Als Beispiel diene hier wieder die Theorie eines skalaren Feldes ¢. Definiert man den kinetischen
Term in kanonischer Weise als

Skin = / o(p)p°d(—p), (2:23)

so skalieren die Felder wie %, wobei D die Dimension des Raumes und 1 die anomale

Dimension ist. Nun parametrisiert man die Felder um, und betrachtet stattdessen das Feld

¢ = po. (2.24)
Der kinetische Term lautet dann:
Stan = [ 9016 (- (225)
P
und das neue Feld skaliert wie — ;”7. Mochte man, trotz der Reparametrisierung, dieselben

physikalischen Felder beschreiben, so hat man
n=2+n (2.26)

zu definieren.

Um dennoch sagen zu kénnen, welcher dieser Fixpunkte der physikalische ist, muss man zusétz-
liche Informationen haben, zum Beispiel die kanonische Dimension der Felder kennen, und diese
flir den trivialen Fixpunkt zu fordern.

Es bleibt zu erwdhnen, dass die Reparametrisierungsinvarianz im Allgemeinen gebrochen wird,
wenn man die Wirkung approximiert.

2.1.2 Feldtheoretische Renormierungsgruppe

Die Urspriinge der feldtheoretischen RG liegen in der perturbativen Renormierung der Quan-
tenfeldtheorie. Es ist bekannt, dass die Schleifenentwicklung der Feynman-Graphen einer Feld-
theorie auf divergente Terme fiihrt, die mit Hilfe der Renormierung beseitigt werden miissen.
Dies geschieht durch eine Regularisierung der divergenten Integrale, gefolgt vom Einfiigen ge-
eigneter Gegenterme in die Lagrange-Dichte, die zwar divergent sind, aber die Divergenz der
Feynman-Graphen gerade aufheben. Ob dies fiir eine gegebene Theorie moglich ist, die Theorie

1671 detaillierten Informationen zur Reparametrisierungsinvarianz vergleiche zum Beispiel [Com 93].
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also ,renormierbar” ist, ist eine nichttriviale Frage; darauf und auf die Details mochte ich an
dieser Stelle jedoch nicht eingehen. Wichtig ist mir an dieser Stelle, darauf hinzuweisen, dass die
nackte Kopplung, die man urspriinglich in die Theorie geschrieben hatte, zusammen mit dem
Gegenterm, zu einer neuen, einer ,renormierten” Kopplung zusammenzufassen ist.”

In dieser Prozedur liegt einiges an Beliebigkeit. Statt nur den divergierenden Teil der regula-
risierten Graphen als Gegenterm zu verwenden, kann man auch jeden zusétzlichen endlichen
Gegenterm anfiigen, und die Divergenzen verschwinden dennoch. Um dieser Beliebigkeit Herr zu
werden, ben6tigt man eine Renormierungsvorschrift: Die renormierte Kopplung muss auf einer
(beliebigen) Skala bekannt sein. Beispielsweise konnte man den Infrarotwert einer Kopplung, also
bei unendlichem Abstand, angeben. Die Renormierungsvorschrift legt fest, wie der Gegenterm im
Detail auszusehen hat. Die renormierte Kopplung, deren Wert man auf einer Skala vorgegeben
hat, wird dann im Allgemeinen auf anderen Skalen auch andere Werte annehmen, sie ist ska-
lenabhéngig geworden. Die Abhéngigkeit der Kopplung A von der Renormierungsskala M kann
man durch folgende Differentialgleichung ausdriicken:

0
A) =M —\ . 2.27
B =M g (2:27)
Hier taucht die beriihmt gewordene (-Funktion auf; sie legt fest, wie sich eine Kopplung &n-
dert, wenn ihre (nicht variierte) nackte Kopplung A¢ auf einer anderen Skala M definiert sei;
der Cutoff A werde dabei auch konstant gehalten. Praktisch ist sie, wie bereits erklart, aus der
perturbativen Renormierung der betreffenden Kopplung zu berechnen.
Nicht nur Kopplungen werden renormiert, sondern auch Feldstérken. Dies und der Umstand,
dass es beliebig ist, auf welcher Skala ich die Renormierungsvorschrift angebe, ermdglicht es,
eine Differentialgleichung aufzustellen, die das Verhalten verschiedener skalenabhéngiger Gros-
sen einer Theorie miteinander in Beziehung setzt. Die Idee: Fiir eine renormierte Theorie sei die
Renormierungsvorschrift auf einer Skala M gegeben. Nun verschiebt man diese Skala um ein infi-
nitesimales Stiick. Um die gleiche Theorie zu erhalten, muss man dann auch die vorgeschriebenen
Werte, die die renormierten Kopplungen, Feldstéarken etc. annehmen sollen, mitveréndern. Um
wieviel sich eine renormierte Kopplung aber von einer Skala zu einer anderen dndert, wird gera-
de durch ihre S-Funktion angegeben. Man setzt also das Skalenverhalten aller skalenabhingigen
(d.i. dimensionsbehafteten) Grofen zusammen und erhilt die sog. Callan-Symanzik-Gleichung
fiir einen renormierten n-Punkt-Vertex der skalaren Theorie:

Mo+ 8100 g0+ Ba0) g o+ in (D) | GO (kM) =0, (229
Hier bezeichnen die A\; die Kopplungen der Theorie, v das Skalieren der Felder und M die Re-
normierungsskala. Man kann die Callan-Symanzik-Gleichung auch so lesen, dass sie fiir einen
bekannten Vertex die g-Funktionen zueinander in Beziehung setzt. Je nachdem, mit was fiir ei-
ner Theorie man arbeitet, und bis zu welcher Genauigkeit die G-Funktionen bekannt sind, ist es
mitunter moglich, die Callan-Symanzik-Gleichung direkt zu integrieren, und so die vollstéandige
Skalenabhingigkeit auch komplizierter Prozesse zu bestimmen.!'®

2.1.3 Approximationsmethoden

Sowohl die exakte wie auch die feldtheoretische RG kénnen nicht exakt gelost werden, fiir beide
Ansétze sind geeignete Approximationen der Wirkung gefragt. Einige der hier beschriebenen

"Das Gebiet der perturbativen Renormierung ist viel zu umfangreich, um es hier angemessen darzustellen. Fiir
eine detaillierte Ausfiihrung sei vor allem auf Collins [Col 84] und den Artikel von Delamotte [Del 04] verwiesen.
8Vergleiche dazu zum Beispiel [PS 95].
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Néherungen sind fiir beide Arten der RG mdglich, andere nur fiir die exakte RG. Hier wird
versucht, eine kurze Ubersicht iiber gingige Ansitze zu geben.

Entwicklung der Wirkungsterme nach Potenzen der Felder

Bei der vermutlich géngigsten Methode, eine gendherte Wirkung einzufiihren, werden die Wech-
selwirkungsterme aufsteigend nach der Zahl der in ihnen vorkommenden Felder sortiert, und bei
festzulegender Potenz abgebrochen. Im Beispiel einer skaleren und Zs-symmetrischen Theorie
koénnte dies so aussehen:

S = Skin + M /(¢)4 + X6 /(¢>)6 + Ag /(¢)8. (2.29)

p p

In der feldtheoretischen RG wird dieser Weg per Definition immer angewandt, denn fiir jede
Kopplung A; der Wirkung ist eine -Funktion aufzustellen und zu integrieren; unendlich viele
sind nicht praktisch anwendbar. Aber auch in der exakten RG, wie im weiteren Verlauf dieser
Arbeit zu sehen sein wird, ist eine Entwicklung nach Potenzen der Felder manchmal unumgéng-
lich, dies insbesondere in Féllen, in denen Grassmann-Felder in der Theorie vorkommen.

Ableitungsentwicklung

Diese Form der Approximation einer Wirkung ist schon seit langem bekannt, aber immer wieder
neu ,entdeckt” worden; eine gute Behandlung des Themas findet sich bei Hasenfratz und Hasen-
fratz.'® Bei der Ableitungsentwicklung handelt es sich um eine Entwicklung um das konstante
Feld, und nicht, wie im Fall der Entwicklung nach Potenzen der Felder, um eine Theorie von
schwachen Feldern. Man sortiert die Terme in der Wirkung nach der Ordnung der Ortsablei-
tungen (nach Fourier-Transformation: nach der Ordnung der Wellenvektoren). Fiir die skalare
Theorie wiederum sieht das wie folgt aus:

S / V(g)+ %(aé)QK(qS) + oM. (2.30)

Im Vergleich zur Entwicklung nach Feldpotenzen kann man hier im Prinzip unendlich viele
Terme berechnen - alle Terme, die in der Entwicklung nach Feldpotenzen keine explizite Im-
pulsabhéngigkeit besitzen, lassen sich zum Beispiel zu einem einzigen zusammenfassen - dem
sogenannten lokalen Potential. Im Fall der skalaren Theorie wire der nichste Term von der Ord-
nung zwei in den Ableitungen. Aus den Feldableitungen der RG-Gleichungen werden partielle
Ableitungen nach den konstanten Feldern, um die man entwickelt; beschrankt man sich auf die
Lokale-Potentialapproximation, in der nur der Term ohne Ableitungen (hier V') variiert wird,’
erhélt man eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, die wie folgt aussieht:

5 T3 (2.31)
V' ist hier als Funktion des konstanten Feldes ¢y und der RG-Zeit ¢ zu sehen.

Bei einigen Systemen hat die Ableitungsentwicklung bereits sehr gute Dienste geleistet. Es bleibt
allerdings zweifelhaft, wie sie sich bei Systemen bewéhrt, in denen Singularititen auftreten, wie
zum Beispiel der Turbulenz nach Burger, einer Schockwellenturbulenz. Das Burger-Feld ist sicher
nicht eines, das man als ,nah am konstanten Feld” bezeichnen wiirde.

oV 1 oV 0%V
& D=2 DV =t (1422,
(D =Dogs “( a¢oa¢o)

Y9[HH 86
20Zuerst in [NCS 74].
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Die e-Entwicklung

Beriihmt geworden ist die, ebenfalls von Wilson entwickelte, e-Entwicklung.?! Diese mutet bei
erstem Kennenlernen recht abstrakt an, hat aber sehr praktische Auswirkungen auf die Arbeit
mit der RG.

Der physikalischen Theorie, mit der man arbeitet, liegt immer eine bestimmte Raum- (oder
Raumzeit-) dimension zugrunde. Bei statistischen Theorien ist man meistens an Theorien in drei
Raumdimensionen interessiert, wihrend Quantenfeldtheorie gewohnlich auf einer vierdimensio-
nalen Raumzeit stattfindet. In diesen Dimensionen ist man zumeist auf der Suche nach (nicht-
trivialen) Fixpunkten. A priori weiff man jedoch nicht, wo sich diese befinden kénnten und ob
es liberhaupt welche gibt, und sucht nach Moglichkeiten, das Aufspiiren von Fixpunkten zu ver-
einfachen. Dabei kommt einem zugute, dass man oft Aussagen iiber die Fixpunkte in anderen
Dimensionen treffen kann; jedenfalls kann es einfacher sein, mit derselben Theorie in einem ganz
anderen Raum zu arbeiten.

Wilsons Idee bezog sich zunéchst auf die skalare Theorie. Er war interessiert an der Theorie in
drei Dimensionen; in vier Dimensionen war der einzige Fixpunkt (der triviale) bekannt. Wilson
betrachtete dann die Theorie in 4 — € Dimensionen, mit einem kleinen Parameter e. Fiir kleine e
verhdlt sich die Theorie noch sehr &hnlich der Theorie in vier Dimensionen. Bei einer Entwicklung
um den bekannten Fixpunkt findet man den neuen, nichttrivialen Fixpunkt. Seine Skalierungsex-
ponenten sind Funktionen von €, und den Punkt in drei Dimensionen erhélt man durch Einsetzen
von € = 1. Der so gefundene Fixpunkt der skalaren ¢*-Theorie in drei Dimensionen trigt auch
den Namen ,Wilson-Fisher-Fixpunkt”.

In der feldtheoretischen RG kommt die e-Entwicklung in sehr natiirlicher Weise vor. Wie bereits
erklart, liegt den S-Funktionen der feldtheoretischen RG eine Schleifenrenormierung zugrunde.
Wihlt man fiir diese Renormierungsprozedur eine dimensionelle Regularisierung, dann hiangen
die B-Funktionen bereits vom Parameter € ab.

Die Verlasslichkeit der e-Entwicklung ist allerdings nicht immer gegeben, aus zwei Griinden. Zum
einen ist das Vorgehen in sich mitunter zweifelhaft - eine Entwicklung in einem kleinen Para-
meter muss keine sinnvollen Ergebnisse geben, wenn man an dem Fall, dass der Parameter von
der Grokenordnung 1 ist, interessiert ist.?? Auf der anderen Seite miissen neue Fixpunkte mit
wachsendem € nicht zwingend aus einem alten Fixpunkt entstehen; es ist genauso denkbar, dass
fern jedes alten Fixpunkts zwei neue am selben Ort entstehen und dann auseinander laufen.?? In
einem solchen Fall wird man neue Fixpunkte mit Hilfe der e-Entwicklung nicht finden koénnen.

Eigenzeit-Renormierungsgruppe

Weniger als ein selbstédndiger Ansatz zur Renormierungsgruppe, handelt es sich bei der Eigenzeit-
RG24 um eine Approximation des in der Wegner-Houghton-Gleichung auftretenden Logarithmus.
In der Wilson-Gleichung taucht dieser nicht auf, weil der Cutoff nicht scharf, sondern exponen-
tiell aufgeweicht ist; im Prinzip passiert in der Eigenzeit-RG etwas Ahnliches. Der Logarithmus
wird ersetzt durch seine Schwinger-Figenzeit-Darstellung:

T‘I‘(lnM — lnMO) = —/ %'I‘r (e—tM _ e—tMo) ) (2.32)
0

Der divergente Teil wird abgeschnitten, auf diese Weise also der Cutoff riickwirkend aufgeweicht.

21Bereits enthalten in den ersten Artikeln, [Wil 71] und [Wil 71a].

22Wie im Buch von Adzhemyan, Antonov und Vasiliev [AAV 99| erkliart wird, setzt man im Fall der 3D-
Turbulenz sogar € = 2.

23Einzelne Fixpunkte kénnen nicht einfach irgendwo auftauchen, da sie die Topologie des Flusses fundamental
verdndern; der Fluss ist aber analytisch in e.

#Vergleiche dazu die Artikel von Bonanno und Zappala, [BZ 01] und [Zap 02].
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2.1.4 RG, Phaseniiberginge und Fixpunkte

Bisher ist noch nicht klar, wie man mit Hilfe der RG makroskopische Observablen konkret aus-
rechnen kann, nicht einmal, was fiir Observable dafiir iiberhaupt in Frage kommen. Dariiber
hinaus scheint es so, als sei der Arbeitsaufwand, um zu einer makroskopischen Theorie zu gelan-
gen, weiterhin unendlich grof. In besonderen Fillen lassen sich allerdings sehr wohl experimentell
tiberpriifbare Aussagen treffen, und dies betrifft vor allem das grofse Gebiet der Phaseniibergén-
ge, der kritischen Phidnomene, auf die die RG auch zuerst und mit groffem Erfolg angewandt
wurde. Darauf soll an dieser Stelle kurz eingegangen werden.
Gegeben sei ein System in der Ndhe eines kritischen Punktes, eines kontinuierlichen Phaseniiber-
ganges. Auf mikroskopischer Ebene sei die Physik bekannt, sie sei gegeben durch die Wirkung.
Geht man nun durch statistische Methoden zur makroskopischen Physik iiber, so nimmt man
zunachst an, dass sich Details der mikroskopischen Welt ,herausmitteln”. Ein typisches Bei-
spiel: Man definiert die mikroskopische Theorie nicht im Kontinuum, sondern auf einem Gitter
- beispielsweise einem Kristallgitter, wenn man sich fiir Phénomene wie den Ferromagnetismus
interessiert. Dann soll die makroskopische Theorie keine Informationen mehr iiber die spezielle
Wahl des Gitters enthalten; sie soll das zugrunde liegende Gitter sozusagen vergessen. Wie all-
gemein bekannt ist, divergiert an einem kritischen Punkt die Korrelationsldnge der Theorie, also
der Abstand, {iber den die physikalischen Felder miteinander korreliert bleiben. Verschwénde die
Information iiber die mikroskopische Skala, auf der die Theorie definiert wurde, dann wéren dem
System keine Lingenskalen mehr inhérent; die Theorie muss dann selbstéhnlich sein! Ubersetzt
in die Sprache der RG heisst das: Die Physik sieht auf allen Skalen exakt gleich aus, durch einen
RG-Schritt wird eine Wirkung auf sich selbst abgebildet. Dies ist eine wichtige Erkenntnis: Fin
kritischer Punkt der statistischen Physik entspricht einem Fixpunkt im Raum der Kopplungen
unter RG-Transformationen.
Wie ich in einem spéteren Abschnitt erkldre, hdngen makroskopische Gréfsen am kritischen Punkt
in Form von Potenzgesetzen von der Skala [, auf der das System betrachtet wird, ab. Sei O solch
ein Operator, dann gilt:

O(1) o 1™ (2.33)

Die Observablen, die man mit Hilfe der RG bestimmen kann, sind dann die Exponenten 7. Die
sehr erfolgreiche Anwendung der RG-Theorie auf den Bereich der kritischen Phénomene beruht
darauf, dass fiir eine gegebene, mikroskopische Theorie nach Fixpunkten des RG-Flusses gesucht
wird.

Universalitat

Schon an dieser Darstellung ist klar, dass Details der Modellierung (genaue Form des Gitters,
urspriinglicher Gitterabstand) fiir die Fixpunkte keine Rolle spielen. Einzig und allein ausschlag-
gebend sind die Symmetrien und die Dimensionalitdt der Grofen, die die Physik reprasentieren
sollen - des Ordnungsparameters, in der Sprache der Landau-Theorie. Fiir die oben beschrie-
benen Skalierungsexponenten gilt dasselbe, auch diese hingen nur von den Eigenschaften des
Ordnungsparameters ab. Dieses Verhalten tragt den Namen ,Universalitat”, und die kritischen
Phénomene teilen sich ein in verschiedene Universalitdtsklassen. Eine solche Klasse ist festgelegt
durch den Ordnungsparameter und die Symmetrien des Systems und legt ihrerseits die Skalie-
rungsexponenten eindeutig fest; praktisch bedeutet das, dass die Zahl der zu untersuchenden
Systeme sehr beschrénkt ist, und sich phdnomenologisch sehr unterschiedliche Systeme am kri-
tischen Punkt hinsichtlich der universellen Eigenschaften identisch verhalten.?’

25Hierzu sei erwahnt, dass es durchaus méglich ist, auch nichtuniverselle Gréfen iiber den RG-Fluss zu verfolgen,
den detaillierten Verlauf der skalenabhingigen Kopplungen zum Beispiel. In dieser Arbeit geschieht das durch die
Darstellung des Flusses ganz natiirlich.
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Was die Eigenschaften der moglichen Fixpunkte und die Methoden, diese Fixpunkte aufzuspii-
ren, angeht, so ist hier alles anwendbar, was einem aus der Theorie der dynamischen Systeme
bekannt ist.

2.1.5 Fixpunkte und Methodik der RG

Fixpunkte zu finden, ihre kritischen Exponenten zu bestimmen und auch die Fliisse in unmittel-
barer Ndhe eines Fixpunkts zu untersuchen, sind Hauptaufgaben der klassischen RG-Theorie. In
diesem Abschnitt soll erklart werden, was fiir Fixpunkte (und andere Strukturen) man im Raum
der Kopplungen finden kann, wie man aus den Fliissen Informationen iiber die Skalierungsexpo-
nenten gewinnt und letztlich, ganz praktisch, auf welche Weise man einen Fixpunkt {iberhaupt
erst entdecken kann.

Strukturen im Raum der Kopplungskonstanten

Man studiert Bewegungen im Raum der physikalischen Theorien, dargestellt durch den Raum
der Kopplungskonstanten. Die Zeit, in der sich die Bewegung abspielt, ist die symbolische RG-
Zeit, die, wie bereits gesehen, angibt, auf welcher Gréfsenordnung wir das physikalische System
betrachten.

Das denkbar einfachste Verhalten, das ein Fluss zeigen kann, ist natiirlich der Fixpunkt, al-
so gar keine Bewegung. Mindestens ein solcher Fixpunkt existiert immer, namlich der triviale:
Im Raum der Kopplungskonstanten ist dies der Koordinatenursprung. Wenn alle Kopplungen
verschwinden, sieht man direkt, dass die rechte Seite der exakten RG-Gleichung verschwindet.
Der triviale Fixpunkt entspricht einer freien, masselosen Theorie aller beteiligten Felder; das
erzeugende Funktional hat das Aussehen einer Gaufi-Verteilung:

Zo[J] = / Detf '2[300)*+79] (2.34)

Es sind dariiber hinaus auch alle anderen Sorten von Fixpunkten denkbar. Zu Fixpunkten kon-
nen sowohl positive wie negative Skalierungsexponenten gehéren, korrespondierend zu attrakti-
ven und repulsiven Richtungen im Kopplungsraum. Auch komplexe Skalierungsexponenten sind
moglich, wie sie vor allem von Sornette untersucht und auf Systeme der Finanzmathematik an-
gewendet wurden;?® im Kopplungsraum sieht man dann eine um einen Fixpunkt zirkulierende
Trajektorie. Hat der Exponent sowohl einen nicht verschwinden Real- wie Imaginérteil, so sieht
man eine spiralformige Trajektorie, die in den Fixpunkt hinein- oder aus dem Fixpunkt heraus-
lduft; in diesem Fall spricht man von einem Fokusfixpunkt. Im Prinzip sind noch kompliziertere
Gebilde, wie Lorenz-Attraktoren, denkbar.

Da der Kopplungsraum hochdimensional ist, sind dariiber hinaus auch Fixkurven und kritische
Hyperflichen denkbar und auch bereits gefunden worden.

Exemplarisch sei der einfache Fall eines Fixpunktes in zwei Kopplungen besprochen, der eine
attraktive und eine repulsive Richtung habe. Im Diagramm sind einige Trajektorien dargestellt,
die sich in der Néhe eines solchen Fixpunktes bewegen. Entlang der Eigenrichtungen des Fix-
punktes erwartet man ein eindeutiges Skalieren, die Skalierungsexponenten sind einfach aus den
Daten der Trajektorien zu extrahieren.

An diesem Beispiel ist die Interpretation eines Phaseniibergangs der statistischen Physik gut zu
erkliren. Wie man deutlich erkennt, kann eine kleine Anderung der Startwerte (= mikroskopische

2671 den komplexen Skalierungsexponenten empfehle ich den Artikel [Sor 98]. Die Anwendung auf Borsendaten
findet sich in dem Artikel von Sornette und Johansen, [SJ 98].
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Abbildung 2.5: Beispiel eines typischen Fixpunkts

Kopplungen) eine vollig andere makroskopische Theorie ergeben - wenn man mit den Startwerten
die Seite der Separatrix, d.i. die Eigenrichtung des Fixpunkts, wechselt.

Allgemeine Eigenschaften

Die Frage nach der Existenz unbekannter Fixpunkte ist im Allgemeinen nicht-trivial. Die Existenz
héngt dabei nicht nur von der Art der Theorie, sondern, wie im Bezug auf die e-Entwicklung
bereits beschrieben, auch von der Dimensionalitédt des physikalischen Raumes ab; ein Fixpunkt,
den man zum Beispiel bei Dimension D = 3 finden kann, muss bei D = 4 nicht existieren. Das
berithmteste Beispiel dazu ist sicherlich der Wilson-Fisher-Fixpunkt der ¢*-Theorie in D < 4-
Dimensionen, der fiir D = 4 mit dem trivialen zusammenfallt.

Eine besondere Rolle spielen die ,upper critical dimension” und ,lower critical dimension” eines
Fixpunktes.

e Upper Critical Dimension: Die Upper Critical Dimension ist die Dimension, oberhalb der
ein Fixpunkt nicht mehr existieren kann. Um dies zu verstehen, ist es gilinstig, sich zu
iiberlegen, wie sich das RG-Flussfeld verdndern kann, wenn man die Dimension des physi-
kalischen Raumes (aufgefasst als justierbaren Parameter) verdndert. Da die RG-Gleichung
in einfacher Weise von der Dimension abhéngt, erwartet man, dass auch das RG-Flussfeld
analytisch in D sein sollte. Dies bedeutet aber, dass durch ein sich kontinuierlich veran-
derndes D kein einzelner Fixpunkt irgendwo ,auftauchen” kann - man sieht leicht ein, dass
sich dadurch die Topologie des Flussfeldes in nichtanalytischer Weise &ndern wiirde. Es ist
jedoch denkbar, dass ein Fixpunkt bei sinkendem D aus einem bereits vorher existieren-
den Fixpunkt herauslauft. Der Wilson-Fisher-Fixpunkt beispielsweise entsteht so aus dem
trivialen Fixpunkt. Da klassisch hauptséchlich schwach gekoppelte Systeme (also Theori-
en in der Néhe der freien Theorie) betrachtet werden, scheint dies die einzige Moglichkeit
zu sein, durch die ein Fixpunkt zustande kommen kann. Voraussetzung dafiir ist, dass
(mindestens) ein Skalierungsexponent des trivialen Fixpunkts das Vorzeichen wechselt; an
der Upper Critical Dimension verschwindet der Exponent gerade, der zugehorige Operator
(zum Beispiel ¢* bei D = 4) ist also marginal.

Es spricht allerdings auch nichts dagegen, dass nicht einer, sondern zwei Fixpunkte ir-
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gendwo gemeinsam entstehen. Auch dafiir &ndert sich die Topologie nicht sprunghaft; es
entsteht ebenfalls ein marginaler Operator. Die Aussage, die Upper Critial Dimension lasse
sich an der Existenz eines marginalen Operators ablesen, ist meiner Ansicht nach aber den-
noch nicht richtig, weil es denkbar ist, das mit weiter sinkendem D zwei Fixpunkte wieder
ineinander laufen. Das bekannte ,power counting” scheint dem zwar zu widersprechen, ist
aber mit Vorsicht zu genieffen, da es wiederum Theorien in der Nahe der freien Theorie
voraussetzt. A priori ist nicht klar, dass die gesuchte Theorie dieses Kriterium erfiillt.

e Lower Critical Dimension: Die Lower Critical Dimension spielt nur eine Rolle bei Systemen
mit kontinuierlichen Symmetrien, die beim Phaseniibergang spontan gebrochen werden,
z.B. eine O(3)-Symmetrie im Fall des physikalischen Ferromagneten. Durch die spontane
Symmetriebrechung entstehen in der Theorie bekannterweise Goldstone-Bosonen, die bei
Dimensionen unterhalb der Lower Critical Dimension die Dynamik im makroskopischen
Bereich dominieren; ein Phaseniibergang ist dann nicht mehr zu beobachten.

Shooting method

Um Fixpunkte zu finden, ist es am einfachsten, RG-Fliisse mit verschiedenen Startwerten zu
simulieren, und an der Form der Bewegung die Anwesenheit und die Arten der Fixpunkte abzu-
lesen. Diese Methode ist als ,shooting method” bekannt, und wird im Kapitel iiber die numerische
Auswertung meine Arbeit genauer erkliart und mit selbst erstellten und auf eigenen Rechnungen
basierenden Graphen veranschaulicht. Hier sei nur erwéhnt, dass das Aufspiiren eines Fixpunktes,
insbesondere in hochdimensionalen Rdumen, eine nichttriviale Angelegenheit ist. Man sucht da-
her nach Trajektorien, die zum Beispiel durch scharfe Kurven, oder hohe Aufenthaltsdauern, die
Présenz eines Fixpunktes andeuten; durch Feinjustieren der Anfangswerte versucht man dann,
sich dem Fixpunkt immer weiter anzunahern.

2.1.6 Mathematische Sicht auf die RG

Fern davon, die RG hier in aller mathematischen Stringenz zu begriinden, soll hier dennoch die
RG mit dem zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitstheorie in Verbindung gebracht
werden.

Der zentrale Grenzwertsatz besagt, dass, unter sehr schwachen Voraussetzungen, die Verteilung
einer Summe unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen im Limes unendlich vieler Sum-
manden gegen eine unendlich teilbare Verteilung konvergiert. Oft liest man diesen Satz in der
viel schwécheren Formulierung, dass unter einer zusétzlichen Annahme iiber die Verteilung der
Summanden die Verteilung der Summe gegen eine Normalverteilung konvergiert. Dies ist deutlich
nur ein Spezialfall der ersten, allgemeineren Formulierung, da die Normalverteilung eine spezielle
unendlich teilbare Verteilung ist. Die unendlich teilbaren Verteilungen werden in der Physik auch
manchmal als ,Lévy-Verteilungen” bezeichnet.

So gesehen beobachtet man mit der RG, wie die Verteilung der Summe identisch verteilter Zu-
fallsvariablen (mikroskopischer Systeme) gegen eine unendlich teilbare Verteilung konvergiert.
Dabei ist die Theorie auf mikroskopischen Skalen gleichzusetzen mit der Verteilung eines ein-
zelnen Summanden; die Summe (ndmlich die Zustandsumme) wird schrittweise berechnet. Im
makroskopischen Limes findet man eine Grenzverteilung, die entweder auf eine von zwei Weisen
trivial (die Bulkphase, also die Phase konstanten Feldes, entspricht einer diskreten Verteilung,
der triviale Fixpunkt entspricht der Gaukverteilung; beides fithrt zu normalem Scaling), oder
an einem Fixpunkt endet. Der nichttriviale Fixpunkt entspricht also der Konvergenz gegen eine
nichtgaufische, unendlich oft teilbare Verteilung, und impliziert anomales Scaling.

Man sieht deutlich, mit was fiir einem {iberzeugenden Werkzeug man es mit der RG zu tun hat.
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Die Mathematik ldsst nur Aussagen iiber die makroskopischen Verteilungen zu; die RG erlaubt
es einem, diese Konvergenz im Detail zu beobachten, und auch Aussagen iiber intermediére Ver-
teilungen zu machen.

2.2 Skaleninvarianz, Multiskalenverhalten und Skalenkovarianz

An dieser Stelle soll es darum gehen, drei Begriffe zu erkléaren, und deutlich voneinander ab-
zugrenzen: Skaleninvarianz, Multiskalenverhalten, und Skalenkovarianz. RG wurde bisher nur
mit der Skaleninvarianz erfolgreich in Verbindung gebracht; das Potential zu einer Ubertragung
auf Multiskalenverhalten und Skalenkovarianz ist, wie diese Arbeit auch zeigen mochte, aber

vorhanden.%”

2.2.1 Skaleninvarianz

Aus der Selbstdhnlichkeit eines Systems folgt schon die funktionale Abhéngigkeit der makrosko-
pischen Grofsen. Betrachten wir zum Beispiel den Betrag der Magnetisierung m eines Ferroma-
gneten in der Néhe der Curie-Temperatur T.. Dann kann man, nach Art der Landau-Theorie,
die Wirkung in Potenzen der (kleinen) Grofe T, — T entwickeln. Je ndher T' an T, liegt, desto
ndher kommt der RG-Fluss dem Fixpunkt, der den kritischen Punkt beschreibt. Wenn T, — T'
klein genug ist, kann man die RG-Gleichung linearisieren und die Eigenrdume bestimmen, man
erhélt dann letztlich:

m o (T, — T)*. (2.35)

Dieses Verhalten wird auch als Skalieren bezeichnet. Die universellen Grofen, die man mit Hilfe
der RG berechnen kann, sind die Skalierungsexponenten A.

Dabei findet man zunéchst, dass alle beteiligten Gréfen mit der Skala, auf der die Theorie defi-
niert ist, skalieren; das ist auch leicht einzusehen. Wenn an einem kritischen Punkt das System
selbstédhnlich ist, dann auch alle messbaren Grofen. Diese kénnen dann nur iiber Potenzgesetze
mit der RG-Skala zusammenhéngen, weil Potenzgesetze die einzigen exakt selbstdhnlichen Funk-
tionen sind.

Nun kann man auf folgenden Gedanken kommen: Wenn das System alle Informationen iiber
die kleinste Léngenskala vergisst, aber auch keine andere kennt (weil die Korrelationslédnge di-
vergiert), dann kann man das Skalieren einer Funktion, die von Feldwerten an verschiedenen
Orten abhéngt, durch dimensionelle Analyse ermitteln; die einzige Gréfe, die dann noch von
der Dimension einer Lange ist, ist dann ndmlich der Abstand zwischen den Punkten, an denen
z.B. die Mehrpunktfunktion betrachtet wird. In der Regel stimmt dies aber nicht. Die Details
der kleinsten Langenskala (des Gitters) haben durchaus einen Einfluss auf die Fluktuationen auf
eben jener kleinsten Skala. Da aber die Korrelationsldnge divergiert, und die Fluktuationen auf
allen Langen von der gleichen Form sind, ist es dann doch mdglich, dass trotz Mittelung die
Details der mikroskopischen Theorie das Skalieren auf den makroskopischen Skalen bestimmen.
Dies wird auch als ,,anomales Skalieren” bezeichnet.

Befindet sich ein System nicht exakt am kritischen Punkt, dann findet man im Allgemeinen Kor-
rekturen zum reinen Skalieren. Die reine Potenzfunktion wird dann, in erster Naherung durch
einen in der Skala linearen Faktor, korrigiert; dies entspricht einer additiven Korrektur des Ex-
ponenten durch einen logarithmischen Summanden.

Flisse in der Ndhe von Fixpunkten sind natiirlich nicht das typische Verhalten, das die Renor-
mierungsgruppe zu Tage fordert. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fluss einen Fixpunkt nahe

?"Eine gute Gesamtdarstellung iiber unterschiedliches Skalenverhalten findet man zum Beispiel in [DGS 97].
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passiert, ist sehr gering, und als kritisches Phénomen im Allgemeinen auf makroskopischer Ebe-
ne direkt erkennbar. In jedem Fall steht die Uberlegung an, was fiir ein Verhalten ein RG-Fluss
iiber einen einzelnen Fixpunkt hinaus zeigen kann, und wie dies im Sinne der Turbulenz zu in-
terpretieren ware. In der Literatur stofst man auf zwei Begriffe, die ich dazu erlautern méchte:
Multiskalenverhalten und Skalenkovarianz.

Die logarithmischen Korrekturen kann man als Ubergang von Skaleninvarianz zu Multiskalen-
verhalten betrachten.

2.2.2 Multiskalenverhalten

Es ist an der Zeit, zwei Konzepte, auf welche Weisen die Physik explizit von verschiedenen in-
termedidren Skalen abhéngt, begrifflich sauber voneinander zu trennen. Zum einen kénnen alle
Skalen zwar a priori gleichberechtigt sein, aber durch den RG-Fluss, so dieser nicht ausschliefilich
an einem Fixpunkt verharrt, voneinander getrennt werden. Zum Beispiel kénnte der RG-Fluss
bei einer mikroskopischen Theorie starten, dann zunéchst an einem Fixpunkt vorbeilaufen (erste
intermediére Skala mit scheinbar selbstdhnlicher Physik), dann sich von dem Fixpunkt entfernen
und zu einem zweiten laufen (zweite intermediére Skala). Diese Skalen sind sozusagen der Physik
inhédrent, sie werden vom Fluss selbst generiert. Etwas vollig anderes erhélt man, wenn man schon
in der RG-Gleichung Skalen unterschiedlich behandelt. Ein Beispiel wére ein System mit einer
groften Langenskala, bei dem man postuliert, dass der RG-Fluss in der Nahe dieser Grenzskala
unendlich langsam werden muss. Den ersten Fall, den der Physik eigenen Skalen, moéchte ich
mit ,Multiskalenverhalten” bezeichnen, den der kiinstlich erzwungenen Skalenabhingigkeit als
Skalenkovarianz”. Damit halte ich mich nicht genau an in der Literatur iibliche Definitionen;
dort bezeichnet ,Multiskalenverhalten” jede Form eines skalenabhéngigen Skalierens, wahrend
,Skalenkovarianz” nur den recht speziellen Fall einer nicht mittransformierten Skala (Grenzska-
la) meint. Ich nehme mir diese Freiheit, die Begriffe in meinem Sinne zu gebrauchen, weil aus
der Sicht der RG beide Szenarien gut unterschieden werden miissen. Zudem spielt es hier keine
besondere Rolle, in welcher Form die Skalenabhéingigkeit bei der Skalenkovarianz vorliegt.

In diesem Abschnitt gehe ich kurz auf Multiskalenverhalten, im folgenden auf Skalenkovarianz
ein.

Multiskalenverhalten sei eine Art Skalieren, wobei die Skalierungsexponenten selbst von der Skala
abhéngen, auf der man das System gerade betrachtet. Das bedeutet aber nun gleichzeitig alles
wie gar nichts. Stelle man sich eine beliebige Trajektorie im Raum der physikalischen Theorien
vor?8, fiir den eine beliebige Basis von Operatoren ebenfalls gegeben sei. Dann ist es immer mog-
lich, lokal Skalierungsexponenten, die selbst wieder skalenabhéngig sind, zu definieren, die den
Fluss geniigend kennzeichnen.?® Insofern ist das praktisch, als es numerisch einfach wird, diesen
laufenden Exponenten zu messen, aber was besagt das Konzept des Multiskalenverhaltens dann?
Im allgemeinsten Fall kann man nur aussagen, dass die verschiedenen Operatoren mit skalenab-
hangigen Exponenten skalieren, die zunédchst mal nicht miteinander im Zusammenhang stehen:

Ui(l) = Weih®),
Uy(l) = WelteW, (2.36)

,Nicht zusammenhéngen” meint dabei, dass die Funktionen A nicht auf offensichtliche Weise aus-
einander zu berechnen sind, sie hingen allerdings auf komplizierte Weise sehr wohl, ndmlich tiber
die RG-Gleichung, zusammen.

28Berechnet innerhalb der klassischen RG-Theorie, versteht sich!
29Vorausgesetzt, man lisst komplexe Exponenten zu.
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Im Zusammenhang mit der klassischen RG-Theorie wurde auf die RG-Operatoren eingegangen.
Deren Konzept ist fiir den Bereich des Multiskalenverhaltens identisch zu iibernehmen, weil ich
darunter ein Verhalten verstehe, das die Skalen, auf denen sich die Physik unterscheidet, vom
klassischen RG-Fluss selbst erzeugt, die RG-Methodik wird davon nicht beriihrt. Das macht den
fundamentalen Unterschied zur spéter zu diskutierenden Skalenkovarianz aus.

Es sind durchaus einige Szenarien denkbar, die untersuchenswert sind, und die man unter den
Oberbegriff des Multiskalenverhaltens fassen kénnte. Hier wird auf zwei ausgesuchte Beispiele
eingegangen, um zu zeigen, wie vielfiltig die Moglichkeiten sind, und wie schnell ein System
kompliziert aussehen kann, auch wenn keine besondere, physikalische, Zusatzannahme einflieft.

Fall 1: ,Schlechte” Koordinatenwahl

Schon eine ungilinstige Wahl der Perspektive, soll heiffen: eine ungeschickte Definition der zu
betrachtenden Operatoren, kann ein Skalieren so sehr verschleiern, dass man es in der Analyse
nicht erkennt. Dafiir betrachte man den einfachsten Fall, den eines einzelnen Fixpunktes und
eines in dessen Nahe skalierenden Operators W. Im Folgenden wird angenommen, dass der Fluss
sich bereits so nahe am Fixpunkt befindet, dass er linearisiert werden kann; der Fixpunkt sei
anziehend, der Wert von ¥ am Fixpunkt heifse W,.

Welche Grosse skaliert dann eigentlich? Es ist der Abstand des Operators von seinem Fixpunkt-
wert, also

U — Wy =[P, (2.37)

Man konnte sagen, ¥ wird aus der Perspektive von ¥, gemessen. Man kénnte genauso gut von
einer anderen Perspektive aus messen, soll heiften, den zu betrachtenden Operator ,ungeschickt”
definieren. Wahle also irgendeinen anderen Wert W, und betrachte

Wy — 30 (2.38)

und messe dies in Einheiten von Wy — Vo, = AVW. Die Skala, auf der ¥y angenommen wird, heifte
lp; die Grofe % bezeichne ich mit [. Wir setzen fiir das Verhalten dieses Operators Multiskalen-
verhalten an, und sind in der Lage, den Skalierungsexponenten zu berechnen.

Uy — W Ty — Woo — (U — Ty)
AT AT
= =41 (2.39)
L)

Beidseitiges Logarithmieren der letzten Gleichung liefert dann direkt:

- n ] Ao
h(l) = l(llnl“) (2.40)

Diese Formel ist allerdings mit Vorsicht zu geniefsen. Insbesondere macht die Formel fiir [ = Iy
keinen Sinn, was auch verstédndlich ist, denn aus der ,ungeschickten” Perspektive heraus ver-
schwindet der Operator, der aber trotzdem skalieren soll. Dieser Widerspruch kann nur zu einem
divergenten Skalierungsexponenten fithren, der immerhin im Limes das richtige Skalieren liefert.

39Der Einfachheit halber setze ich ¥o > ¥ > ¥, denn dies ist der Fall, der mich auch nachher beim Crossover
interessieren wird.
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Fall 2: Crossover

Das sicherlich bekannteste, liber einen einzelnen Fixpunkt hinausgehende Szenario, ist das Cross-
over-Phénomen zwischen zwei Fixpunkten: Ein Fluss startet in der Nédhe eines Fixpunkts, und
lauft aus dessen Bereich zu einem anderen Fixpunkt.
Der Fluss verbindet also zwei Skalierungsbereiche. Da die Fixpunkte aber an unterschiedlichen
Stellen liegen, wird spétestens hier klar, weshalb ich mich im vorhergehenden Punkt mit der
sungeschickten” Wahl des Koordinatensystems beschéftigt habe - man kann eben nur einen Ko-
ordinatenursprung, bzw. eine Definition des skalierenden Operators, vorlegen. Legt man die Per-
spektive in den ersten, den repulsiven Fixpunkt, so ist diese ungeschickt im Hinblick auf den
zweiten, den attraktiven, und anders herum!
Beispielhaft soll gezeigt werden, wie in diesem Fall ein Multiskalenverhalten méglicherweise aus-
sehen konnte. Dazu betrachte man ein sehr spezielles System, in dem die repulsive Eigenrichtung
des einen Fixpunkts einer attraktiven Richtung des zweiten Fixpunkts entspricht. Ich definiere
den Operator aus der Perspektive des ersten, abstoffenden Fixpunktes. In der Ndhe dieses ersten
Fixpunktes gilt:

Uy — U(]) =[P, (2.41)

In der Nédhe des anziehenden Fixpunktes gilt nach obiger Rechnung:
Wy — W(l) = "0, (2.42)

wobei h durch Gleichung (2.40) gegeben ist.

Wie der Fluss zwischen diesen beiden besonderen Regionen aussieht, ist a priori nicht bekannt,
und fiir einen ganz allgemeinen RG-Fluss in einer beliebig komplizierten Theorie wohl auch nicht
aus einfachen Argumenten anzugeben. Als Ansatz schlage ich eine Interpolation zwischen beiden

Skalierungsverhalten vor, dazu fiihre ich eine Funktion f(I) ein mit der Eigenschaft:

f(z) =1 fir —0, (2.43)

f(z) =0 fir = — oo.

Ich mache also den Ansatz:

o — (1) = FDro+A=FUDRD) (2.44)

Viel mehr lésst sich dariiber nicht aussagen. Den genauen Verlauf von f muss man durch nume-
rische Integration der RG-Gleichung bestimmen. aufterdem sei darauf hingewiesen, dass es sich
hier um den denkbar einfachsten Fall handelt, der {iberhaupt vorliegen kann - die Eigenrdume
der zwei Fixpunkt miissen ja nicht paarweise identisch sein.

Eine mogliche Realisierung von f gebe ich dennoch an. Sie ist deswegen zu beachten, weil sie
symmetrisch ist unter Umkehr der RG-Zeit. Dies fiihrt direkt auf die Bedingung:

1 -
FG) =1- 500 (2.45)

Definiere ich weiterhin g(t) = —f(et) + %, so gelten als Bestimmungsregeln:
g(t) = —g(-t) (2.46)

1
g(—o0) = —5 (2.47)
Die einfachste Losung dafiir ist
1

g(t) = —arctan(t), (2.48)
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und daraus ergibt sich dann

f(l) = 5 — — axctan(In(D)). (2.49)

Meine Beschéftigung mit dem Crossover erkléart sich dadurch, dass viele Messungen in der hy-
drodynamischen Turbulenz auf genau dieses Szenario hindeuten, insbesondere der Ubergang von
nichttrivialen Lévy-Verteilungen zu Gaufs-Glocken in den Wahrscheinlichkeitsverteilungen der
Geschwindigkeitsinkremente.!

2.2.3 Skalenkovarianz

Ein Artikel von Dubrulle, sowie personliche Gespréche, die ich auf einem Workshop zur Turbu-
lenz gefiihrt habe, haben mich auf das Prinzip der ,Skalenkovarianz” aufmerksam gemacht.?? Es
soll sich namentlich abheben von der iiblichen Skaleninvarianz, die den Ausgangspunkt bildet
fiir alle Fixpunktuntersuchungen der RG. Statt einer wirklichen Invarianz (also einem Skalieren
aller messbaren Systemgrofen mit festen Skalierungsexponenten) wird hier zugelassen, dass un-
terschiedliche Skalen im System auch unterschiedlich behandelt werden. Es ist besonders wichtig,
dass hier die Skalen a priori unterschiedlich behandelt werden. Der Name Kovarianz ist insofern
gerechtfertigt, als dieser Form des Skalierens eine besondere Skala zugrunde liegen kann, die
iiberhaupt nicht transformiert wird; also eine Transformation ganz dhnlich der Addition von Ge-
schwindigkeiten in der Relativitdtstheorie, bei der die Lichtgeschwindigkeit die Skala darstellt,
die nicht mittransformiert wird.

Das Problem, auf das hingewiesen werden soll, wird deutlicher, wenn man sich iiberlegt, was
ein Fixpunkt der RG eigentlich bedeutet. Genau genommen setzt man dabei namlich zweierlei
voraus:

e Die Transformation verlduft im Ortsraum auf allen Skalen genau gleich, es gibt also insbe-
sondere keine kleinste, nichttriviale Skala, auf der die Transformation endet.

e Aus dem gleichen Grund gibt es auch keine grofite Skala.

Beide Punkte sind Annahmen, die nicht berechtigt sein miissen. Sie bedeuten letztlich, dass man
mit einer Kontinuumstheorie arbeitet, die ihren Charakter auch auf kleinsten Langenskalen nicht
dndert; und dass es sich um ein unendlich ausgedehntes System handelt. Nun ist es aber seit
der K41-Theorie gingige Meinung, dass es tatséchlich eine kleinste Skala (die Kolmogorov-Skala)
gibt, unter der sich die Physik grundlegend #ndert (insbesondere Reibungseffekte dominierend
werden). Und unendlich ausgedehnte Systeme hat man in der Realitét nie vorliegen.

Als Beispiel: Befinde sich eine turbulente Fliissigkeit in einer Art Aquarium. Fiihrt man nun einen
Schritt der Wilson-RG durch, so skaliert man das ganze System mit denselben Exponenten, es
ist gleich auf welcher Skala. Insbesondere also auf der grofiten Léngenskala, sie entspricht der
Grofe des Aquariums; nach einem RG-Schritt ist das Aquarium kleiner als zuvor. Kann man
unter diesem Gesichtspunkt von einem Fixpunkt sprechen? Wiederhole ich den Schritt sehr oft,
betrachte ich das System letztlich auf einer Léngenskala, die grofser ist als das Aquarium - was
keinen Sinn macht.

Tatséchlich ist es nicht erzwungen, dass in der RG-Transformation alle Skalen gleich behandelt
werden, soll heifen, dass die RG-Zeit und die Skala durch eine einfache Beziehung wie

I = lpe! (2.50)

zusammenhéngen sollen, ist Definitionssache. Diese Wahl ist natiirlich dann sinnvoll, wenn man
nach exakter Selbstdhnlichkeit sucht, wie bei kritischen Phidnomenen. Wir sind allerdings frei,

31Vergleiche dazu zum Beispiel den Artikel von Friedrich, [Fri 03].
32|Dub 94], aber auch [DGS 97]
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eine andere Definition zu wéhlen, in der Art
I =), (2.51)

unter Wahrung von
U, = Upeit 33 (2.52)

Den Faktor 7(1) bezeichne ich der Analogie wegen als Zeitdilatation. Zusammenfassen kann man
beide Gleichungen in der Néhe eines Fixpunkts durch Eliminieren von ¢ zu

l Aif ()
U, = ¥ <l0> . (2.53)

Hier ist auf eines hingewiesen, um den Unterschied zum allgemeinen Multiskalenverhalten zu ver-

deutlichen: Die Skalenabhéngigkeit der Exponenten f(I) ist fiir alle Operatoren gleich. Natiirlich

andert sich dies auch hier, wenn man von einem einzelnen Fixpunkt abriickt; solche Szenarien

fasse ich aber nicht unter den Begriff Skalenkovarianz.

Sieht man die Prozedur wie oben beschrieben, ist klar: die RG-Gleichung wird vom Ubergang zur

Skalenkovarianz nicht beriihrt. Fiir die Operatoren kann man in gewohnter Weise nach Fixpunk-

ten und anderen Szenarien suchen; nur die Interpretation ist eine andere: Die Skalenabhéngigkeit

der Exponenten ist zu berechnen, dafiir muss man das obige 7(l) kennen.

Statt fiir die Skala im Ortsraum kann man die Zeitdilatation auch fiir den Cutoff im k-Raum A

entwickeln.

Ausgedriickt durch die RG-Operatoren sieht man den Unterschied zur Skaleninvarianz ganz deut-

lich: )

— 8 =R(9). (2.54)
(1)

Der RG-Operator wird durch den Ubergang zur Skalenkovarianz nicht verdindert, wohl aber die

Zeitableitung. Technisch bedeutet dies, dass, wenn man sich nur fiir Fixpunkte interessiert, man

praktisch keinen Unterschied zur klassischen RG-Theorie hat, die Fixpunkte stimmen {iberein.

Die Interpretationen unterscheiden sich allerdings.

33Man kann genauso gut den Operator nichtkanonisch skalieren lassen, und die Ortsskala wie iiblich; im End-
effekt lauft dies auf dasselbe hinaus.
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2.3 Hydrodynamische Turbulenz

In der theoretischen Physik nimmt der Themenkreis ,,Turbulente Fliissigkeiten” eine besondere
Stellung ein. Zu kaum einem anderen Thema wurde iiber die Jahrhunderte hinweg so viel ge-
forscht, ohne dass man bis heute zu einer befriedigenden Theorie, also einer Theorie mit einer
gewissen Vorhersagekraft, gelangt wire. Dabei ist die Phdnomenologie jedem bekannt: Turbulen-
te Fluide begegnen uns jederzeit in unserem Alltag, und auch einem Nicht-Physiker ist intuitiv
sofort klar, worum es sich dabei handelt: Eine schnell stromende, sich dabei chaotisch verwir-
belnde Fliissigkeit; und im Wesentlichen ist dies auch tatséchlich die Definition, mit der wir zu
arbeiten haben, wobei die einzelnen Begriffe (,schnell stromend”, ,Fluid” etc.) noch genauer fest-
zulegen sein werden.

Das Problem ist also keineswegs ein Neues; aus Zeichnungen ist bekannt, dass sich auch schon
da Vinci mit der Turbulenz beschéftigt hat. Es handelt sich zudem um ein Thema, das eindeutig
der klassischen Physik zuzurechnen ist - weder mit relativistischen noch mit Quanteneffekten ist
a priori zu rechnen, und auch die bestimmende Gleichung ist seit langem bekannt. Was macht
aber dann die Schwierigkeit aus?

Eine allgemeine Einfithrung in die Turbulenz, oder gar eine Ubersicht iiber die in der Forschung
untersuchten Ansétze hierzu wiederzugeben, sprengt nicht nur den Rahmen dieser Arbeit, son-
dern wiirde auch den Fokus zu weit in Richtung Hydrodynamik verschieben. Die vorliegende
Arbeit versteht sich als eine, die sich hauptsichlich mit der RG-Theorie auseinander setzt; die
hydrodynamische Turbulenz wird eher als eine interessante Anwendung gesehen. Daher wird sich
dieser Uberblick auch auf jene Aspekte beschrinken, die direkt mit den untersuchten Fragestel-
lungen zusammenhéngen.

2.3.1 Grundlegendes

Die Gleichung, die laminare Fliisse sehr gut beschreibt, und von der man annimmt, dass sie auch
allen Phanomenen der Turbulenz Rechnung trégt, ist die Navier-Stokes-Gleichung,

O + (TV)7 = —Vp + vV27. (2.55)

Man erhélt sie, wenn man fir ein infinitesimales Flissigkeitsvolumen Impulserhaltung ansetzt;
U ist dabei das Geschwindigkeitsfeld, p das Druckfeld und v die (kinematische) Viskositét. Um
die Gleichung eindeutig l6sen zu kénnen, fehlt noch eine Bestimmung des Drucks aus dem Ge-
schwindigkeitsfeld; dafiir setzt man gewohnlich an, dass die Fliissigkeit inkompressibel sei:

Vi = 0. (2.56)

Zwei interessante Terme fallen ins Auge - der nichtlineare Konvektionsterm (9V)¢, und der
Diffusionsterm »V?#. Je nachdem, wie hoch die typische Stromungsgeschwindigkeit des Fluids ist,
konkurrieren diese beiden Terme; sei V' eine solche typische Geschwindigkeit, und L eine typische
Léangenskala (zum Beispiel die Abmessung des Experiments), dann gilt grofenordnungsméfig:

) IV _
vV2¢y v

R wird als Reynoldszahl bezeichnet. Ein grofes R bedeutet also, dass der nichtlineare Term
den Diffusionsterm dominiert; dass nichtlineare Differentialgleichungen aber zu chaotischer Dy-
namik fithren konnen, ist bekannt. Ist R jedoch klein, dann dominiert der Diffusionsterm; hohe
Geschwindigkeitsdifferenzen nivellieren sich dann durch Dissipation. In diesem Fall ist keine chao-
tische, sondern laminare Dynamik zu erwarten.

Das Problem, das die theoretische Bearbeitung der Turbulenz so schwierig macht, teilt sich also
in drei Aspekte:

R, (2.57)
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o Nichtlinearitdt: Der Konvektionsterm macht die Gleichung (2.55) zu einer nichtlinearen,
partiellen Differentialgleichung. Die mathematische Theorie dazu ist nicht so weit fortge-
schritten, dass sie viel Hilfe leisten konnte; sie ist aber im Blickfeld intensiver Forschungen.
Zur Zeit ist jedoch noch nicht bewiesen, dass Gleichung (2.55) in drei Dimensionen nicht-
triviale Losungen hat.

e Nichtlokalitdt: Eliminiert man den Druckterm unter Berticksichtigung der Inkompressibi-
litdt, dann sieht man, dass die verbleibende Theorie nichtlokal ist. Dies wird in Kapitel 3
explizit vorgefiihrt. Nichtlokale Theorien kommen aber in der Physik selten vor, weil man
im Allgemeinen Kausalitédt fordert; und die Methoden der Feldtheorie wie der Hydrody-
namik sind nur fiir lokale Theorien einsetzbar. Es wird spéter allerdings gezeigt, dass man
die Gleichung (2.55) als Bestimmungsgleichung fiir eine effektive Theorie betrachten kann,
wobei die zugrunde liegende Theorie durchaus lokal ist.

e Hohe Zahl an Freiheitsgraden: Direkt einleuchtend ist, dass nur eine statistische Beschrei-
bung der Turbulenz moglich ist. Schon durch Betrachten eines turbulenten Flusses wird
einem klar, dass eine Theorie ein solch komplexes ,,Durcheinander” nicht im Detail beschrei-
begn kénnen wird; die Zahl der Freiheitsgrade, kann man zeigen, skaliert ndherungsweise mit
R<«. Man mochte also hoffen, dass eine Beschreibung analog der statistischen Theorie der
Thermodynamik méglich ist. Darauf soll im néchsten Abschnitt ndher eingegangen werden.

2.3.2 Statistische Beschreibung und K41-Theorie

Versucht man sich an einer statistischen Theorie der Turbulenz, stét man auf ein erstes Problem
- die Thermodynamik nach Boltzmann bzw. Gibbs verbindet makroskopisch messbare Grofen,
wie Druck, Volumen, Temperatur auf statistische Weise mit Ensembles mikroskopischer Systeme.
Auch wenn eine exakte Beschreibung der mikroskopischen Physik, wegen zu vieler Freiheitsgrade
und der Unkenntnis beziiglich der Anfangs- und Randbedingungen, nicht méglich ist, so lassen
sich doch die makroskopischen Grossen sehr exakt vorhersagen - der zentrale Grenzwertsatz der
Wahscheinlichkeitstheorie ldsst die Unsicherheiten marginal werden. Die Frage, die zunéchst zu
kldren ist, ist daher: Was sind die makroskopischen, messbaren Grofen, die in der Theorie der
Turbulenz den zentralen Platz einnehmen kénnen, den beispielsweise Temperatur und Druck in
der klassischen Thermodynamik besetzen?

In der ersten ernstzunehmenden Theorie der Turbulenz, die Kolmogorov 1941 prisentierte (K41),34
wird auf diese Frage eine Antwort vorgeschlagen. Kolmogorov fiihrt die sogenannten Struktur-
funktionen ein, die sich aus den rdumlichen Korrelationsfunktionen des Geschwindigkeitsfeldes
ableiten:

S, (z) = <[(17(F+ zlo) — §(7)) * fo]p> . (2.58)

Gemittelt wird iiber alle Orte 7, ZB ist ein beliebiger Einheitsvektor. Voraussetzung dafiir, dass
diese Mittelung Sinn macht, ist die Hypothese, dass Turbulenz statistisch homogen und iso-
trop ist. Das meint, dass nicht eine einzelne Momentaufnahme, wohl aber ein zeitliches (oder
Ensemble-) Mittel der Realisierungen diese Eigenschaften hat. Die Strukturfunktionen bringen
die Geschwindigkeit der Fliissigkeit an einem Ort mit der Geschwindigkeit an einem davon ent-
fernten Punkt in Zusammenhang, es handelt sich also um nichtlokale Grofen.

Damit stellt sich die Frage, in welcher Art die Strukturfunktionen vom Abstand abhédngen. In
K41 wird ein erster Ansatz ohne viel Mathematik, basierend auf ein paar einfachen Grundan-
nahmen, versucht. Man kann den Gedankengang folgendermafien zusammenfassen:

Neben der Selbstéhnlichkeitshypothese postuliert Kolmogorov, dass es auf mikroskopischen Léan-
genskalen eine nicht verschwindende Energiedissipation e gibt. Dann gibt es aber fiir die Turbu-

34|Kol 41], eine gute Darstellung findet sich auch in [Fri 95].
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lenz drei relevante Grofenskalen. Es gibt die makroskopische, sozusagen die ,,grofite” Langenskala
L, auf der das System mit Energie versorgt wird. Dariiber hinaus gibt es die intermedidre Lan-
genskala, auf der die Strukturfunktionen untersucht werden, mit obiger Bezeichnung ist das x.
aufserdem lésst sich aus den in der Theorie enthaltenen Konstanten eine mikroskopische Léange

zusammensetzen, ndmlich
1
3\ 2
n= <”> . (2.59)
€

Mikroskopisch ist diese Léangenskala, weil der Fall sehr kleiner, wenn auch endlicher Viskositét
interessiert.

Nun argumentiert Komogorov, dass es einen intermediéaren Bereich, den sog. Inertialbereich, ge-
ben sollte, in dem z weit genug von der groften, wie auch der kleinsten Langenskala entfernt
liegt, so dass es von beiden nicht beeinflusst wird. In diesem Bereich sollen die Strukturfunktionen
also weder von 7, noch von L abhéngen; also ist die einzige Langenskala, von der eine Struk-
turfunktion noch abhéngen kann, der Abstand selbst. Aufserdem bleibt noch eine Abhéngigkeit
von der Energiedissipation € moglich. Diese Zutaten reichen fiir eine dimensionelle Analyse der
Strukturfunktionen aus; Kolmogorov leitet daraus das folgende Skalenverhalten ab:

Sp(z) = Cpesas. (2.60)

Die Konstanten C), sind dimensionslos. Die funktionelle Gestalt in Form von Potenzgesetzen
verwundert nicht. Die Aussage, dass eine turbulente Strémung keine intrinsische Léngenskala
besitzt, ist dquivalent dazu zu sagen, dass das Geschwindigkeitsfeld statistisch selbstahnlich ist.
In einem fritheren Abschnitt habe waurde aber bereits argumentiert, dass dann nur ein Po-
tenzgesetz librigbleiben kann, denn Potenzfunktionen sind die einzigen exakt selbstdhnlichen
Funktionen.

Die Forderung nach Selbstahnlichkeit ist natiirlich heuristisch, und von physikalischer Intuiti-
on motiviert. Die von K41 vorhergesagten Exponenten kénnen experimentell in den Grenzen
der Messgenauigkeit nicht bestétigt werden, insbesondere bei Strukturfunktionen héherer Ord-
nung ist eine Abweichung vom K41-Verhalten messbar. Allein das Skalieren der Strukturfunktion
zweiter Ordnung,

So(l) o 13, (2.61)

ist allgemein akzeptiert. Aus dem Verhalten von Ss kann man das Skalieren der Energie im
Wellenvektorraum herleiten, es gilt dann:

E(k) x e3k3. (2.62)

Die Energie verteilt sich von groften Langenskalen, auf denen das System getrieben wird, hin zu
kleineren Skalen (Energickaskade).

Anschaulich ist dies als ,Richardson-Kaskade” bekannt. Man stellt sich vor, dass das System von
aufen Energie auf einer grofsen Langenskala zugefiihrt bekommt, zum Beispiel durch Riihren. Auf
dieser grofsten Léngenskala entstehen Wirbel, die zerfallen; die immer kleineren Wirbel, die sich
daraus ergeben, iibernehmen dabei die Energie des urspriinglichen Wirbels. So flieft die Energie
zu immer kleineren Skalen, bis sie schliefslich auf der Dissipationsskala in Warme {ibergeht, und
so das System sozusagen wieder ,yverlésst”.

2.3.3 Landaus Fulinote

Es ist a priori nicht klar - oder besser, war 1941 nicht klar - wie ein anderes Skalieren als das
obige in Abwesenheit einer weiteren Léngenskala zustande kommen soll. Aus heutiger Sicht, vor
allem vor dem Hintergrund der Theorie kritischer Phanomene, ist uns eine mogliche Erklarung
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bekannt; im Abschnitt {iber die RG bin ich bereits darauf eingegangen, wie anomales Skalieren
entstehen kann. Fluktuationen iiber alle Langenskalen hinweg tragen die Informationen iiber die
Physik auf der mikroskopischen zur makroskopischen Skala. Die RG ist das Mittel der Wahl, um
die exakte Form des Skalierens zu bestimmen.

Mit Bezug auf die Turbulenz im Allgemeinen und K41 im Besonderen ist dieser Gedanke zuerst
von Landau in seiner mittlerweile beriihmt gewordenen Fufinote®> zur Sprache gebracht worden.
Dies entbehrt insofern nicht einer gewissen Komik, als der Einwand, Fluktuationen auf allen
Skalen konnen das normale Scaling verdndern, den Standardeinwand gegen die Landau-Theorie
der kritischen Phdnomene darstellt.

2.3.4 Erweiterte Modelle ohne RG

Es handelt sich hier nur um eine kleine Auswahl an Modellen, die fiir die Turbulenz im Ge-
sprach waren und sind, und ich habe mich hier auch ausschlieklich auf feldtheoretische Ansétze
beschréankt. Samtlichen Ansétzen ist gemein, dass keiner zu allgemein akzeptierten Resultaten
beziiglich des Skalierens gelangt ist.

Hinge die Viskositét selbst von der betrachteten Léangenskala ab, wiirde dies natiirlich zu Kor-
rekturen am K41-Skalieren fiihren; es ist bis hierhin allerdings unklar, woher die Abhéngigkeit
stammen soll, und wie man sie berechnet. Ein géngiger Ansatz ist die perturbative Renormie-
rung, die wie die RG aus der Quantenfeldtheorie stammt. Je nachdem, bis zu welcher Ordnung
man diese Storungstheorie betreibt, ist es moglich, ein korrigiertes Skalieren zu erhalten, oder
eine funktionale Abhéngigkeit, die z.B. durch logarithmische Exponenten den Bereich wirkli-
chen Skalieren, also der Selbstéhnlichkeit, verlassen. Perturbative Renormierung ist jedoch mit
Vorsicht zu behandeln - eine Storungsentwicklung ist immer eine Entwicklung um einen Ent-
wicklungspunkt, in diesem Fall die freie Feldtheorie. Dass sich die tatsédchliche Theorie in der
Néhe der freien Theorie befindet, ist jedoch eine Annahme, die man zusétzlich ben6tigt, und die
a priori durch nichts gerechtfertigt wird.

Eine weitere Moglichkeit, sich der Turbulenz zu nahern, ist das Aufstellen und Losen der Dyson-
Schwinger-Gleichungen, die ebenfalls zuerst in der Quantenfeldtheorie Verwendung fanden. Im
Prinzip ist das Losen dieser Gleichungen dquivalent zur vollstdndigen Integration des erzeugen-
den Funktionals, aber dhnlich undurchfiihrbar. In der Turbulenz fiihren die Dyson-Schwinger-
Gleichungen auf eine Kaskade von Gleichungen fiir die Mehrpunktfunktionen, die nicht geschlos-
sen ist: Die Gleichung fiir die Funktion n-ter Ordnung benétigt bereits die Losung der Gleichung
(n+1)-ter Ordnung. Diese mit dem Begriff ,closure problem” verbundene Kaskade erhélt man
sehr leicht und direkt aus der Navier-Stokes-Gleichung; géngige Ansétze brechen die Kaskade bei
einer bestimmten Ordnung ab und approximieren, um so zu einem geschlossen l6sbaren System
gekoppelter Differentialgleichungen zu gelangen. Dem Ansatz, sich der Turbulenz iiber Dyson-
Schwinger-Gleichungen zu néhern, ist eine besondere Eleganz eigen, denn der Ansatz als solcher
kommt ohne Zusatzannahmen aus. Natiirlich liegt eine gewisse Willkiir in der Art der Approxi-
mation, die man zwangsldufig an irgendeiner Stelle einfithren muss, aber ganz ohne dies wird es
wohl nicht gehen.

Dariiber hinaus gibt es noch sehr viel mehr Ideen, die verfolgt werden, mit unterschiedlichem Er-
folg. Diese Methoden reichen von stochastischen Prozessen iiber Variationen der Fokker-Planck-
Gleichung bis zu direkten numerischen Simulationen (DNS) oder der auf konformer Feldtheorie
beruhenden Schramm-Loewner-Evolution. Da sich die vorliegende Arbeit als eine feldtheoreti-
sche versteht, liegt das Augenmerk hier natiirlich hauptséchlich auf verwandten Vorgehensweisen;
fiir die ein oder andere Motivation wird aber auch auf Ergebnisse der anderen Arbeiten noch
eingehen.

35LL 91]
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2.3.5 RG und hydrodynamische Turbulenz - frithere Arbeiten

Seit inzwischen dreiftig Jahren ist immer wieder versucht worden, die RG auf die Turbulenz anzu-
wenden, bisher mit schlechtem Erfolg.?® Dabei sollte man meinen, dass inzwischen alles versucht
wurde, was die RG-Theorie an Methoden zu bieten hat, sowohl von der Seite der exakten, wie
auch der feldtheoretischen RG.

Wie auch McComb in seinem Buch?” erklirt, ist die Situation der RG der der perturbativen
Renormierung entgegengesetzt - zwar hat man die Vorgehensweise mathematisch sehr viel besser
unter Kontrolle als die divergenten (und bestenfalls asymptotischen) Reihen der Schleifenrenor-
mierung, dafiir kann man bisher keine Ergebnisse présentieren, die den experimentellen entspre-
chen.

Da sich diese Arbeit an die exakte RG haélt, wird sie sich im Bezug auf die feldtheoretische RG
auf eine kurze Darstellung der ersten Arbeit, die auf Forster, Nelson und Stephen3® zuriickgeht,
beschranken. Diese ist aukerdem die erste RG-Behandlung der Turbulenz {iberhaupt, und die
spezifischen Probleme der feldtheoretischen RG werden hier bereits sichtbar.3”

Die exakte RG nimmt in der Turbulenz ihren Anfang bei der Arbeit von DeDominicis und Mar-
tin??, die die Forster-Nelson-Stephen-Theorie explizit mit Methoden der Feldtheorie untersucht
haben. Weiterentwicklungen gibt es bis in die jiingste Zeit. Neben der feldtheoretischen und der
exakten RG haben sich in der Theorie der Turbulenz noch andere Ansétze entwickelt, die sich als
RG bezeichnen; namentlich die iterative Mittelung von McComb?*!', sowie die ,numerische RG”
von Sire und Chavanis?2. Der Interessierte sei auch hier auf die entsprechenden Originalarbeiten
verwiesen.

Forster, Nelson und Stephen

Mit als erste versuchten Forster, Nelson und Stephen 1977 eine RG-Untersuchung der Turbu-
lenz.%3 Die vorliegende Arbeit baut nicht auf ihrer Theorie auf, die sich der feldtheoretischen RG
bedient; dennoch geht sie an dieser Stelle kurz auf ihren Gedankengang ein, um auf die typischen
Probleme der feldtheoretischen RG, die sich hier zeigen, eingehen zu koénnen.

Zunichst sei festgestellt, dass sich die Navier-Stokes-Gleichung nach Fouriertransfomation in der
Form

(iw 4+ ok®)T = f+ Mo M (F) /d3j / dQ v(F, Qv(k — j,w — Q) (2.63)

schreiben ldsst, mit einem geeigneten Operator M*, der ,nackten” Viskositéit v und einer kiinst-
lichen, ebenfalls nackten Wechselwirkung Ag = 1, in der die Stérungsreihe entwickelt wird. Au-
ferdem kommt hier bereits die Zufallskraft f zum Zuge, die bei der Herleitung des erzeugenden
Funktionals ausfiihrlich erkléren wird.

36Zur Motivation, und insbesondere fiir einen Vergleich der Turbulenz mit kritischen Phiinomenen, vergleiche
man den Artikel von Eyink und Goldenfeld, [EG 94].
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39Fiir eine ausfiihrliche Darstellung der feldtheoretischen RG in der Turbulenz, insbesondere, was die e-
Entwicklung angeht, verweise ich auf das Buch von Adzhemyan, Antonov und Vasiliev, [AAV 99].

“0DM 79
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“Vergleiche dazu spitere Teile dieser Arbeit, oder McComb, [McC 90].
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Sowohl das Geschwindigkeits- wie auch das Zufallskraftfeld werden in ihre Komponenten ho-
her und niedriger Wellenzahlen, getrennt durch einen Cutoff Ae™!, zerlegt; die niedrigen Moden
lauten dann:

=1l

) fir 0<k<Ae™, (2.64)
) fir 0<k < Ae;

(

) = T
(k,w) = f=(
und die hohen Moden entsprechend. Die Navier-Stokes-Gleichung zerlegt man in eine Gleichung

fiir die hohen, und eine fiir die niedrigen Moden, die natiirlich gekoppelt sind. Es ist nun moglich,
die hohen Moden nach Potenzen der ,Wechselwirkung” A\g zu entwickeln:

k,w k,w
k,w k,w

—

77 (k) = 507 (k) + Xovi” (k) + Mooz~ (k) + . .. (2.65)

Durch Mittelung iiber die hohen Moden erhélt man so zuerst eine Gleichung fiir die niedrigen
Moden allein, und aus Vergleich mit der Navier-Stokes-Gleichung eine, der laufenden Kopplung
aus der feldtheoretischen RG der Quantenfeldtheorie dquivalente, laufende Viskositdt v und eine
laufende ,Wechselwirkung” A. Die Viskositdt nimmt dabei den Stellenwert der Masse ein.

Die gute Nachricht - man findet einen Fixpunkt, den man analysieren kann. Durch Fixpunkt-
analyse gelangt man an Informationen iiber Skalierungsexponenten, insbesondere des Energie-
spektrums.

Der schlechten Nachrichten gibt es gleich mehrere. Zum einen hangen die Vorhersagen der Theo-
rie davon ab, wie man die (unbekannte) Zufallskraft f modelliert. Nimmt man nédmlich an, dass
die Korrelation der Zufallskraft algebraisch mit k7Y abfillt, dann skaliert das Energiespektrum
mit:

B(k) o k™ 3T2d=0)/3, (2.66)

Aus Konsistenzgriinden weiff man weiterhin, dass nur Modelle mit —1 < y < 3 zuléssig sind; in
d = 3 Dimensionen ist also das experimentell bestatigte K41-Energiespektrum,

B(k) o k™3, (2.67)

gar nicht realisierbar. Der Fall y = d = 3 entspricht ndmlich der Situation, dass ein Operator,
den die Forster-Nelson-Stephen-Theorie als irrelevant erkennt, marginal wird, und nicht mehr so
einfach vernachlassigt werden kann.

Auflerdem ist das Energiespektrum, und damit die Zweipunktfunktion der Geschwindigkeitsver-
teilung, die einzige messbare Grofe, iiber die die Forster-Nelson-Stephen-Theorie Voraussagen
macht. Ubrigens eine Eigenschaft, die sie mit allen mir bekannten RG-Ansétzen zur Turbulenz
teilt, und das ist natiirlich sehr ungiinstig, weil iiber das Skalieren des Energiespektrums zwischen
Experiment und der K41-Theorie ohnehin Einigkeit besteht.

Dariiber hinaus besteht ein prinzipielles Problem, das aus der perturbativen Renormierung, die
der Forster-Nelson-Stephen-Theorie ja zugrunde liegt, erwéichst: Die Storungsreihe macht im
Prinzip nur Sinn, wenn die Grofe, in der entwickelt wird, geniigend klein ist. Dafiir schréankt
die Forster-Nelson-Stephen-Theorie ihren Geltungsbereich auf sehr kleine Wellenzahlen ein und
schlieft damit Kaskadeneffekte aus. Wie McComb® feststellt, behandelt sie also gar nicht im
Eigentlichen die Turbulenz, zeigt aber eindrucksvoll, wie die Navier-Stokes-Gleichung sich unter
RG-Transformationen zu einer Langevin-Gleichung fiir & — 0 reduziert.

Weiterhin bleibt zu erwadhnen, dass spiatere Arbeiten durch Umkehren der RG-Prozedur Aussa-
gen iiber die hohen Wellenzahlen fiir & — oo machen. Auch in diesen Theorien sind Aussagen
iiber intermediére Skalen nicht moglich, und ihr Geltungsbereich ist genauso eingeschrankt auf
Situationen, die nicht dem Crossover-Fall, also dem K41-Spektrum, entsprechen.

45 McC 90]
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Es sei darauf hingewiesen, dass bei Forster, Nelson und Stephen die Inkompressibilitat der Fliis-
sigkeit zwar im Operator M verborgen ist, aber in der weiteren Theorie nicht mehr explizit
gefordert wird; auch dieses Problem teilt sie mit den spédteren Theorien der feldtheoretischen
und exakten RG.

DeDominicis und Martin

DeDominicis und Martin® seien hier, da sie als erste die exakte RG auf die Turbulenz ange-
wendet haben, beispielhaft fiir eine ganze Reihe von spéteren Arbeiten, die in dieser Richtung
nach Fortschritten suchten, genannt. Die wesentlichen Ziige der exakten RG wurden bereits er-
klart, Detailfragen werden in der vorliegenden Arbeit behandelt, so dass es keinen grofen Gewinn
bringt, viele Arbeiten zur exakten RG ndher zu erldutern. Es ist ausreichend, auf ein paar grund-
sitzliche Probleme, die sich hier und in spéteren Veroffentlichungen finden, einzugehen.

Zum einen sei festgestellt, dass die exakten RG es nicht geschafft hat, ihre Vorteile gegeniiber
der feldtheoretischen RG zur Geltung zu bringen. Dies liegt wohl vor allem an der bislang eher
beschrankten Rechenleistung der zur Verfiigung stehenden Computer - in den 70er oder 80er
Jahren war nicht daran zu denken, viele Operatoren entlang eines RG-Flusses numerisch zu
verfolgen. Daher untersuchen die meisten Verdffentlichungen auch nur eine Kopplung (die renor-
mierte Viskositét), unter Beriicksichtigung einer Wechselwirkung, genau wie die Forster-Nelson-
Stephen-Theorie. Dabei ist es der exakten RG, wie gezeigt werden wird, leicht mdéglich, eine grofe
Zahl von Kopplungen zu beriicksichtigen, und so das Skalieren der Mehrpunktfunktionen auch
in hoherer Ordnung zu bestimmen; vorausgesetzt natiirlich, man hat die entsprechenden elek-
tronischen Hilfsmittel zur Verfiigung. Aus gleichem Grunde war es bislang nicht méglich, Fliisse
explizit zu verfolgen, also auch nichtuniverselle Grofsen zu berechnen. Man war also, dhnlich wie
die feldtheoretische RG, auf Umgebungen von Fixpunkten eingeschrankt.

Sowohl in der feldtheoretischen, als auch der exakten RG, ist auch die e-Entwicklung versucht
worden. Wie Adzhemyan, Antonov und Vasiliev?” ausfiihren, ist diese in der Anwendung auf die
Turbulenz aber fragwiirdig, denn die Differenz zwischen der physikalischen Dimension und der
Upper Critical Dimension, die man am Schluss der Rechnungen fiir den ,kleinen” Entwicklungs-
parameter € einzusetzen hat, betrigt 2, ist also nicht klein gegen 1. Damit ist die Giiltigkeit der
Entwicklung insgesamt in Frage gestellt; es wird bemerkt, dass man die Ergebnisse der Rechnun-
gen bestenfalls als Tendenzen, die auf den Wert € = 2 interpoliert werden, betrachten darf.

2.4 Schlussfolgerung und Zielsetzung dieser Arbeit

Es bleibt festzuhalten, dass zwar viele Arbeiten zur RG, auch angewandt auf die hydrodynami-
sche Turbulenz, vorliegen; deren Potential aber bislang in keinster Weise erschopft ist. Einige
Baustellen sollten im vorangegangenen Text aufgezeigt werden. Diese Arbeit soll zeigen, wie sie
behoben, oder umgangen werden kénnen.

Feldtheoretische oder exakte RG?

Durch die Erlduterungen sollte klar sein, warum ich die exakte eindeutig der feldtheoretischen RG
vorziehe. Zum einen ist man um einiges flexibler, bereits in der Herleitung der RG-Gleichungen.
Besonders bei der Wahl der Polchinski-RG hat man grofse Freiheit, was die Wahl des Cutoffs
angeht - dazu wird im zugehorigen Kapitel noch einiges gesagt und gezeigt werden.

Weitere Flexibilitdt gewahrt einem die exakte RG in der Approximation der Wirkung. Zwar

“6|DM 79
1TIAAV 99
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ist es auch in der feldtheoretischen RG im Prinzip mdglich, die Wirkung bis zu beliebig hoher
Ordnung zu betrachten; allerdings muss man dann miihselig auch alle Schleifenkorrekturen der
Kopplungen bis zu dieser Ordnung ausrechnen. Auf der anderen Seite ist es in der exakten RG,
wie auch in dieser Arbeit vorgefiihrt wird, sehr einfach moglich, die RG-Gleichung in Ratenglei-
chungen umzuwandeln, und so die Berechnung der laufenden Kopplungen zu automatisieren. Als
Beispiel: Es ist ohne weiteres moglich, mehrere hundert Kopplungen unter der exakten RG zu
beobachten; die Schleifenbeitrdge dafiir per Hand auszurechnen, wére ungleich mehr Aufwand.
Davon abgesehen verschenkt man nichts, wenn man zur exakten RG greift; alle Approximatio-
nen, die in der feldtheoretischen RG anwendbar sind, insbesondere die e-Entwicklung, stehen
einem auch hier zur Verfiigung.

Ein prinzipielles Problem hat die feldtheoretische RG, und das wurde im Bezug auf die Forster-
Nelson-Stephen-Theorie bereits angesprochen: Die Schleifenentwicklung der perturbativen Re-
normierung ist eine Potenzreihenentwicklung in den Kopplungen, und nur dann zuléssig, wenn
die Wechselwirkungen klein sind im Vergleich zum kinetischen Teil der Wirkung. Gerade dadurch
ist die Forster-Nelson-Stephen-Theorie auf Wellenzahlbereiche eingeschriankt, die nicht dem phy-
sikalisch interessanten Gebiet entsprechen. Die exakte RG unterliegt diesem Problem nicht; im
Prinzip diirfen die Wechselwirkungen hier beliebig grofs sein.

e-Entwicklung oder Ableitungsentwicklung?

Die Probleme der e-Entwicklung, wenn man sie auf die Turbulenz anwendet, wurden bereits be-
schrieben. Es sind in dieser Richtung auch schon geniigend Versuche gemacht worden, der Weg
ist aus meiner Sicht nicht besonders vielversprechend.

Andererseits weisen Arbeiten, die iberhaupt nicht auf RG zuriickgreifen, wie zum Beispiel die
Arbeiten zu modifizierten Fokker-Planck-Gleichungen, darauf hin, dass eine Entwicklung der
Navier-Stokes-Gleichung, insbesondere der nichtlokalen Anteile, nach Potenzen der Ableitungen
zu sehr vielversprechenden Ergebnissen fiihren kann.

Dariiber hinaus hat die Ableitungsentwicklung an einfacheren Systemen bereits bewiesen, dass
sie durchaus in der Lage ist, Ergebnisse zu reproduzieren, die sich an Genauigkeit mit denen der
e-Entwicklung messen kénnen. Insbesondere die einfachste Ordnung, die Lokale Potentialappro-
ximation, ist erstaunlich erfolgreich. Es sei allerdings auch nicht verschwiegen, dass das Kon-
vergenzverhalten der Ableitungsentwicklung mit steigender Ordnung bislang im Wesentlichen
unverstanden ist; in mancher Hinsicht scheint sich die Qualitdt der Ergebnisse zu verringern,
wenn man die Ordnung der Ableitungen in der Wirkung immer weiter erhoht. Dies ist sicher
unbefriedigend und legt eine intensivere Beschéftigung mit dieser Frage nahe.

Fixpunkt oder nicht Fixpunkt?

An dieser Stelle ist es zu friih, eine Zielsetzung vorzugeben, oder gar eine vorlaufige Antwort zu
geben. Viele experimentelle und theoretische Befunde sprechen in der Tat fiir das Vorhanden-
sein eines Fixpunkts, der die Skalierungsexponenten der Turbulenz bestimmt, nicht zuletzt deren
Universalitdt. Andere Befunde, und dort vor allem das zu beobachtende Crossover der Vertei-
lungsfunktionen von unendlich teilbaren zu Normalverteilungen, sprechen aus meiner Sicht eher
dagegen.

Es ist Ziel dieser Arbeit, zu zeigen, dass man RG-Fliisse auch dann untersuchen kann, wenn
man keinen Anhalt fiir Fixpunkte hat, und diese unter Umstédnden auch gar nicht existieren.
Dies ist nur moglich durch die Unterstiitzung durch numerische Hilfsmittel, mit denen man die
Gleichungen schrittweise integrieren, und die Fliisse dabei im Detail beobachten kann. Ist man
dazu in der Lage, so braucht man sich nicht vorschnell auf die Analyse von Fixpunkten und deren
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Umgebungen zu versteifen.*®

Ziele und Aufbau dieser Arbeit

Durch die obigen Erlduterungen ist der Aufbau und Verlauf der vorliegenden Dissertationsarbeit
motiviert. Aufbauend auf die Navier-Stokes-Gleichung wird eine RG-Analyse der Turbulenz ver-
sucht. Es wird gezeigt, wie man in der Lage ist, ein erzeugendes Funktional fiir die Turbulenz
aufzustellen, das die Inkompressibilitat der Fliissigkeit exakt beriicksichtigt. Dieses ist nichtlokal,
wird aber in ein lokales umgeformt. Zur Analyse wird die Methodik der exakten RG nach Wil-
son/Polchinski verwendet; eine geeignete RG-Gleichung wird hergeleitet. Diese wird mit Hilfe
einer Ableitungsentwicklung der Wirkung in numerisch handhabbare Ratengleichungen umge-
wandelt. Zur Integration werden selbstentwickelte C+-+-Programme verwendet, und mit denen
zunéichst gezeigt, wie typische Szenarien der RG-Theorien aussehen und wie man sie analysiert.
Die Anwendung auf die hydrodynamische Turbulenz wird zeigen, dass die K41-Vorhersage als
trivialer Grenzfall in der RG-Analyse enthalten ist. Die Frage nach der Universalitéit bei ver-
schiedenen Szenarien, zum Beispiel Crossover-Situationen, wird besprochen.

Auf diese Weise ist es moglich zu zeigen, dass die RG noch sehr viel mehr Potential hat, als man
bisher mit der Suche nach Fixpunkten und deren Analyse ausgeschépft hat.

“8Liao und Polonyi argumentieren in ihrem Artikel [LP 95|, dass Universalitit sehr wohl ausschlieflich eine
Eigenschaft von Fixpunkten darstellt. Auch aus dieser Sicht ist die Suche nach einem Crossover zwischen zwei
Fixpunkten vielversprechend.
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Kapitel 3

Herleitung der RG-Gleichung

Grundlage jeder RG-Untersuchung muss natiirlich eine adiquate RG-Gleichung sein. ,Addquat”
meint hier, dass die Gleichung zur zu untersuchenden Theorie passen muss - die Form der Glei-
chung ist abhéngig von den in der Theorie vorhandenen Feldern und deren kanonischen Di-
mensionen. Eine besondere Schwierigkeit bieten Theorien mit grassmannwertigen Feldern (wie
Fermionen); durch die Vorgehensweise, die nachher gewéhlt wird, um das erzeugende Funktional
fiir die Turbulenz aufzustellen, werden antikommutierende Felder auch in dieser Arbeit vor-
kommen. Auferdem kann man eine RG-Gleichung nicht nur fiir das erzeugende Funktional Z,
sondern, wie im vorhergehenden Kapitel bereits erklart, auch fiir die verwandten Funktionale
W und I sowie fiir das effektive Potential aufstellen. Eine Wahlfreiheit besteht weiterhin in der
Form des Cutoffs, den man in der exakten RG zwangslaufig einbauen muss, hier unterscheiden
sich die Ansiitze von Wegner/Houghton® (scharfer Cutoff), Wilson? (exponentieller Cutoff) und
Polchinski® (allgemeiner Ansatz ohne Spezifizierung der Cutoff-Form).

Die Wahl und Herleitung der richtigen RG-Gleichung ist also von fundamentaler Bedeutung. Die
RG-Gleichung, die hergeleitet wird, ist sehr allgemein, und sollte fiir eine grofse Klasse von physi-
kalischen Systemen anwendbar sein; insbesondere triagt sie grassmannwertigen Feldern Rechnung.
Dariiber hinaus wird die Gleichung fiir das erzeugende Funktional Z, oder, abgeleitet, fiir die
Wirkung S zu formulieren sein. Das Funktional Z erzeugt die Mehrpunktfunktionen ohne zu-
satzliche Einschrankungen, also zum Beispiel nicht nur die 1-Teilchen-irreduziblen, und an den
ganz allgemeinen Mehrpunktfunktionen ist man im Fall der Turbulenz interessiert.

Was die Wahl des Cutoffs angeht, so ist die Version von Polchinski eindeutig jeder anderen
vorzuziechen. Wenn man den Cutoff so allgemein wie nur moglich ldsst, so erreicht man damit
grofse Flexibilitdt, sowohl was die Herleitung einer Gleichung, als auch die spétere Arbeit mit
ihr angeht, und man verliert dadurch nichts, denn aus der Polchinski-Gleichung erhélt man
durch Einschriankung die Wilson-Gleichung, und aus dieser wiederum im Grenzfall die Wegner-
Houghton-Gleichung.

Die verwendete Gleichung wird in diesem Kapitel auf zwei verschiedene Weisen hergeleitet. Dies
sieht zunédchst umstandlich aus; man koénnte meinen, den ersten Versuch (der fiir grassmann-
wertige Felder nicht zum Erfolg fiihrt) brauche man nicht zu dokumentieren. Tatséchlich geht
es an dieser Stelle darum zu zeigen, wie stark eingeschrankt man durch die Cutoff~-Wahl von
Wegner und Houghton bereits bei der Herleitung einer Gleichung ist, und damit die Wahl der
Polchinski-Version, die auf den ersten Blick abstrakter und umsténdlicher wirkt, zu motivieren.
Die Gegeniiberstellung beider Herleitungsversuche erlaubt es dariiber hinaus, die beiden géngi-
gen Herleitungswege zu demonstrieren; der erste Versuch wird mittels einer Gauf-Integration

HWH 73]
2 Wil 71]
3[Pol 83]
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in den Feldern unternommen (wie man das im Detail auch im Originalartikel von Wegner und
Houghton findet), den zweiten durch Mittelung iiber eine Feldableitung (zu finden zum Beispiel
im Artikel von Ball und Thorne?).

3.1 Herleitung einer RG-Gleichung, mit Wegner-Houghton-Cutoff

Die Probleme einer Gleichung, die mit scharfem Cutoff arbeitet, werden dann sichtbar, wenn man
mit einer Theorie arbeitet, die grassmannwertige Felder enthélt, und auch dann nur in ausgewie-
senen Spezialfillen. Da es in diesem Abschnitt ausschliefslich darum geht, jene Schwierigkeiten
zu demonstrieren, beschrénke ich mich auf den Fall einer Theorie, die nur ein Grassmannfeld
und das dazu konjugierte, 1) und ¥*, enthalten soll. Charakterisiert sei die Theorie durch ihre
Wirkung S = [ H, die Zustandssumme lautet dann

Z—/e_s. (3.1)

Das System sei mit einem oberen Cutoff A versehen. Ein Teil der Freiheitsgrade, gekennzeichnet
durch einen Strich (zum Beispiel am Integral: [ /) wird nun ausintegriert. Das Ergebnis des Inte-
grals hangt dann natiirlich nicht mehr von den gestrichenen Freiheitsgraden ab, wohl aber noch
von allen anderen. Es wird daher als Korrektur zur Wirkung aufgefasst, die als neue, effektive
Wirkung mit oberem Cutoff A — AA gesehen wird. Betrachtet wird dann der Grenziibergang
AA — 0, was zu einer Funktionaldifferentialgleichung fiir die Wirkung fiihrt.

Die Korrektur zur Wirkung durch das Ausintegrieren ist dann von der Form:

6_5SZ/ID7,/)*D¢exp{— //H}. (3.2)

Der Exponent auf der rechten Seite wird nun nach Potenzen der Felder entwickelt. Wie Wegner
und Houghton im Appendix A ihres Artikels® zeigen, tragen nur Terme bis zur Ordnung 2 in
den Feldableitungen bei. Man erhélt dann folgendes:

! /
et = [ DurDpesp(~ [0 Hy + 6y + 0 Hpgl)
Hierbei ist folgendes zu beachten:

e Der Ubersichtlichkeit halber habe ich die Funktionalableitungen verkiirzt geschrieben, zum
Beispiel:
0H 0 0H
5 s 51 S *y (3.3)
Alle Ableitungen sind als linksseitige Ableitungen zu verstehen. Es sei darauf hinweisen,
dass im zweiten Term die Reihenfolge der Ableitungen nicht beliebig ist, sondern ein Ver-
tauschen gerade ein Vorzeichen ergibt.

e Die Felder ¥ und ¢* sind Grassmann-Felder. Daher sind offensichtlich auch alle ersten
Ableitungen nach v oder 9* grassmannwertig, die zweiten Ableitungen hingegen nicht.

Y[BT 94]
5[WH 73]
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Um die Gauk-Integration durchzufiihren, formt man den Integranden des Exponenten folgender-
mafsen um:

% * * H H * -
O Hye + pHy + " Hyeytp = ( - H¢> Hywy (1# + H¢> + Hy(Hyey) ™ Hye.
vy v

Da ¢* und 1 nur formal komplex konjugiert sind, also unabhéngige Integrationsvariablen, macht
es nichts, dass sie um unterschiedliche Terme verschoben werden. Die Gauf-Integration ist also
auch durchfiihrbar; fir Grassmann-Felder gilt:

/ "D D exp{—(.. VHypep(. )} = det/ Hype. (3.4)

Ich schreibe die Determinaten nun um mittels der Beziehung:

(det A)* = exp{aIndet A} = exp{aTrln A}. (3.5)
Man erhalt damit sofort:
dS , ' 1

mit A = e T Ay.

Dies ist die gesuchte RG-Gleichung, wobei Renormierung und Reskalierung noch fehlen. Man
sieht deutlich die Verwandschaft mit der Wegner-Houghton-Gleichung. Die Vorzeichen bei den
Termen, die die Grassmann-Felder enthalten, sind den Vorzeichen der bekannten Wegner-Houghton-
Gleichung fiir skalare Felder gerade entgegengesetzt. Man koénnte diesen Missstand beseitigen,
indem man

0 0H
—— =t Hy~«
S* 59 *y
definiert. Ich tue dies nicht, um die hergeleitete Formel mit der aus dem néchsten Abschnitt ver-

gleichen zu kénnen, fiir einen Term der Form [ ¢* Py in der Wirkung gilt nach der verwendeten
Konvention ndmlich:

(3.7)

Hyey = P. (3.8)

Alles scheint funktioniert zu haben. Eine RG-Gleichung fiir grassmannwertige Felder ist herge-
leitet, und die Ahnlichkeit mit der Wegner-Houghton-Gleichung (2.20) ist iiberzeugend.

Das Problem ist, dass ich hier stillschweigend vorausgesetzt habe, dass obige Entwicklung der
Wirkung in Potenzen der Felder nicht auch Terme zum Beispiel der Art ¢ H,1) enthalten kann.
So lange man es mit einkomponentigen Grassmannfeldern zu tun hat, ist dies klar; fiir antikom-
mutierende Felder gilt trivialerweise

Yy = 0.

Allerdings werde ich bei der Herleitung des Wirkungsfunktionals fiir die hydrodynamische Tur-
bulenz auf den einen Ansatz zuriickgreifen, durch den ich mehrkomponentige Grassmannfelder in
die Theorie bekomme. Von vornherein ist dann nicht klar, ob nicht auch ein Term wie ¢; Hy,.,1;
flir ¢ # j vorkommen kann. Anders ausgedriickt, die Komponenten der Grassmannfelder kénnten
beliebig mischen, und miissen nicht in zwei zueinander konjugierte Familien zerfallen, was aber
die Voraussetzung fiir die Giiltigkeit von Gleichung (3.4) ist. Fiir beliebig mischende Grassmann-
felder gilt allgemein die Formel:
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/ [[DWi exp{—¥;H,;;¥;} = PE(H), (3.9)
wobei fiir die Pfaffsche Pf die Bezichung

(Pf)? = det (3.10)

gilt. Leider sagt dies nichts iiber das Vorzeichen der Pfaffschen aus, welches tatsédchlich noch von
den bis dahin noch nicht ausintegrierten Feldern abhédngen kann. Eine einfache Auflésung dieses
Problems ist mir nicht bekannt.

Die Pfaffsche ist dabei eher ein Problem, dass durch den Herleitungsweg - die Gaufs-Integration
- induziert wird, als durch den besonderen Cutoff. Dadurch, dass die Wirkung nach Potenzen
der Felder entwickelt wird, hat man keine Freiheit, Teile des quadratischen Terms zum Wechsel-
wirkungsterm zu erkléren. Bei der zweiten Herleitung, die sich gleich anschlieftt, wird das anders
sein. Der Nachteil der Wegner-Houghton-Gleichung wird hier ganz deutlich. Der scharfe Cutoff
lasst es nicht zu, flexibel mit den in der Theorie vorkommenden Termen zu arbeiten. Insbeson-
dere enthalt die Wegner-Houghton-Gleichung den fiir sie charakteristischen Logarithmus, der in
der Praxis sehr unbequem ist. Géngig ist hier die Approximation durch die Schwinger-Eigenzeit-
Darstellung.

Im néchsten Abschnitt wird die RG-Gleichung unter Verwendung des Polchinski-Cutoffs herge-
leitet. Auch wenn man dort zunéchst auf ein dhnliches Problem stofien kann, ist es dann, wie zu
sehen sein wird, moglich, den Cutoff auf Terme zu beschrinken, in denen die Grassmannfelder
in konjugierte Familien zerfallen. So ist es moglich, die Pfaffsche zu umgehen. Dies liegt nicht
zuletzt daran, dass die Herleitung keine explizite Gaufs-Integration enthélt.

Am Rande sei erwdhnt, dass ein vergleichbares Problem mit der Pfaffschen auch bei anderen
Methoden der QFT auftritt, beispielsweise bei Monte-Carlo-Rechnungen. Hier ist es dann, weil
detaillierte Informationen iiber die Feldkonfigurationen vorliegen, oft moglich, das Vorzeichen der
Pfaffschen anzugeben; dazu setzt man es fiir eine Konfiguration, und iiberlegt sich, wann sich
das Vorzeichen dndern wiirde. Dies ist hier nicht moéglich, weil iiber die Realisierung des Feldes
nichts bekannt ist, und auch keine Konfigurationen miteinander verglichen werden kénnen.
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3.2 Herleitung einer RG-Gleichung, mit Polchinski-Cutoff

Nachdem bei der Herleitung der RG-Gleichung unter Verwendung der Methode, wie man sie
auch im Artikel von Wegner und Houghton findet, das angesprochene Vorzeichenproblem mit
der Pfaffschen aufgetreten ist, wird nun einer alternativen Herleitung gefolgt. Sie findet sich fiir
das skalare Feld im Artikel von Polchinski®, eleganter in einem Artikel von Ball und Thorne’, au-
ferdem findet man RG-Gleichungen fiir rein fermionische Theorien in den Artikeln von Comellas,
Kubyshin und Moreno® sowie in einem von Comellas allein”. Der hier zu behandelnde Fall ist eine
Theorie fiir ein N-komponentiges Vektorfeld und zwei M-komponentige Grassmann-Felder, die zu
einander konjugiert sind. Anders als in der QFT ist es hier denkbar, dass ein quadratischer Term
in der Wirkung sowohl v; als auch 1); fiir ¢ # j enthélt (das hat ja zur Vorzeichenunstimmigkeit
bei der anderen Herleitung gefiihrt). Der Einfachheit halber fiihre ich die folgende Bezeichnung
ein:

{U}:={v" v} (3.11)

Damit lasst sich das erzeugende Funktional in der folgenden Form schreiben:

exp{—W{J}]} = / DuDW exp(—S5) (3.12)
— /DvD\If exp {—;(Ui,P;_jlvj) - %(qfu,ququ/y)
~(Jui Qo v5) — (Ju,, Qg W0)
—Sint[v, ¥, A] — So[J, A]}. (3.13)

Hierbei wurde die Wirkung nach dem kinetischen Teil, den Quellenfeldern (die vermittels der Ma-
trizen @ an die Felder koppeln), dem Wechselwirkungsterm und einem feldunabhéngigen Term
sortiert. Griechische Indizes laufen von 1 bis 2M, arabische von 1 bis N. Unter dem Skalarprodukt
(v, P~1v) verstehe ich im Ortsraum [ dPx v(z)P~1(9,)v(z), oder im Wellenvektorraum entspre-
chend dessen Fouriertransformation. Es wird angenommen, dass nur die P und @ explizit von
der Skala A abhéngen, d.h. dass alle Grofen zunéchst noch nicht als dimensionslos angenommen
werden.

Ausintegration eines Teils der Freiheitsgrade

Beziiglich des ersten Schrittes der Renormierungsgruppe, des Ausintegrierens von Freiheitsgra-
den, sagt man nun, dass das erzeugende Funktional Z, und somit auch W unabhéngig von der
Skala A sein muss, also dass gilt:

5[Pol 83]

"IBT 94|

8[CKM 97] Zu diesem Artikel ist zu sagen, dass ich die Rechnungen mehrfach iiberpriift habe, und zu dem
Schluss gekommen bin, dass die Gleichungen der genannten Autoren mehrere Fehler enthalten. Herr Dr. Moreno
hat mir dies inzwischen bestatigt.

9[Com 96]
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. oW 1 . 1 -
—W = AaT = <2(v“PU11UJ)+2(\IJN7P\I/:V\IJV)
N—1
(J’Uzan” ) (J‘I’H7Q\IIHV\IIV)
+Sint + 50>
= 0. (3.14)
Dabei soll die Mittelung so verstanden werden:

(X)=e" / DvDUXe™®, (3.15)

Sollte X Differentialoperatoren enthalten, so gehe man davon aus, dass diese auf alles wirken, was
folgt, insbesondere also auf die Exponentialfunktion. Abweichungen werden durch geschwungene
Klammern unter den Termen verdeutlicht; die Ableitung wirke dann nur auf Terme, die inner-
halb dieser Klammer stehen.

Um an eine Evolutionsgleichung fiir Siys zu gelangen, sind die kinetischen Terme und die Quel-
lenterme aus dieser Gleichung zu eliminieren.

Der Ansatz, den man nun wahlt (und aus dem man auch die Schwinger-Dyson-Gleichungen her-
leiten kann), ist, dass das Funktionalintegral tiber eine Feldableitung verschwindet, wenn man
in iiblicher Weise einen ,Boltzmann-Faktor” im Integral hat.!® Begonnen wird mit dem Feld v,
danach wird dann ¥ diskutiert. Es ist klar, dass man davon ausgehen kann, dass P, symmetrisch
in den Indizes ist. Aus dem Gesagten folgt:

o - 10
= (2p, P, ;
0 <5vj <25 FPu+Q J)>
J - 1 1 1 -1 1 551nt
N <5Uj Py, <_4P'Uzj Yj 4PUJ i P”ij v 2 bv; 7QU” Qv” UJ) >

1 S 196 - S 1__ - 0Sin
= <2TI' (P’UPU 1) 5(0) — = —P,.. L (—P Loy — =Pty — ! —Qv” U7,>

2 (S’Uj vii 5vi 2 Vi 2 Vi
%,_/

. 1 —1 1 5Sint —1
*P’Uji <2PUZJ ] 2 5’UZ - 7Q'U]z C+ Qvij J”U]'

= <;Tr(PUPv1)5(0) Lo p 9%m | 0Pyl Py, Py oy — 10 p, P, Ly,

260, U ou 2 R 2 by U
N——’
1 0t | 108t ;, 0Sin

qul v Po Po v + Svi P L P : ! :

2T Sy T2 vy T Gy

4S; 1 _ 17 _
0v; ol §UiP’Uik kalQUjl Ju; = vinu:kalQ”lal' o

+= Jvz Qul Py,

168t - OSint . .
2 5 Uszv]kJUJ 6% kak Jv] + - JszvaUszvﬂ Jv
J'Uz szi P”kl Q’l}l] > : (316)

Bis hierher wurden nur die Funktionalableitungen ausgewertet, und von der Symmetrie von P
Gebrauch gemacht. Man mache nun einen Ansatz fiir Q); ich setze:

"Bewiesen wird das in allen Ordnungen der Stérungstheorie in Faddeev und Slavnov, [FS 80].
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Qv” = v”(h}, (3.17)

wobei ¢ eine skalare Funktion sei, die erstmal unbestimmt bleibt. Sie hidngt, wie spéter gezeigt
wird, mit der Feldrenormierung zusammen, spielt aber keine Rolle, da alle Terme, die von g
abhéngen, nur zu einer Multiplikation des erzeugenden Funktionals mit einer Konstanten fiihren.
Es ist daher klar, dass auch ), symmetrisch in den Indizes ist. Damit, und unter Ausnutzung
der Identitat

0=26;; = ( W}kal) =P P, +P'P,, (3.18)

die es einem erlaubt, den Punkt vom P zum P~! zu schieben, ergeben sich grofie Vereinfachungen.
Man findet dann:

2 5Uj vii 5Ui 2 (S’Uj vii (51}1'

0 = <;Tr (PUPU_l) 5(0) — Lo p 05um 105 p, 0
———

1 . 1
+§vipvijlvj - 5‘]111'@ levllj”U] - Jsz 'Ukl vllvj> (3'19>

Aufserdem liefert einem der Ansatz noch die folgenden zwei Identitéten:

(TQui PoaPilvy) = = (1 Q5lvs ) (3.20)
<Jlevlinlew] > - < 2P, > (3.21)

Wenn man diese Gleichungen ausnutzt, und alles iiber p integriert, erhélt man das erste Zwi-
schenergebnis:

(o o) )+ { (2o @ales)) = =3 /p<6§@ pvjiéijt_;}jpvﬁéijt>
&

_% /p <Tr (Pvpzz_l) 5(0) + ¢, 2 Ju Py >(3.22)

DN | =

Die Rechnung fiir die Grassmann-Felder geht im Prinzip ganz genauso, man hat jedoch ein paar
Subtilitdten zu beachten. Zum einen gibt natiirlich die Vertauschung von zwei Grassmann-Feldern
ein Vorzeichen, und man darf nicht vergessen, dass auch die Quellenfelder Jy grassmannwertig
sind. Im Gegensatz zu P, muss man Py (und damit auch Qy) als antisymmetrisch in den Indizes
annehmen. Die gewlinschte Beziehung folgt dann aus der Gleichung

6 - 16
0=(—Py, (= Pl w o 3.23
<5‘I/u Vi (2 5o, T, Vet Qu, ‘Px>> (3.23)
wobei alle Ableitungen als linksseitige definiert seien. Auch das Ergebnis dhnelt dem fiir den
skalaren Fall, jedoch mit einigen anderen Vorzeichen:

(el w)y o {(unitn)) = 3 [ (i, S - 2, ) 020
po s,

1 I
+3 / Pq,P 5(0) — 432 Tu, Py J%> .
p
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Sammelt man die Zwischenergebnisse zusammen, um alle kinetischen und Quellenterme aus
Gleichung (3.14) zu entfernen, erhélt man folgende RG-Gleichung:

S" . 1 mt 5Smt . i - 5Sint
int — 2 sz 57}1 5Uj Vji 5Ui
1/ 5Smt 5Smt . 1) P (5Sint
2/, s, 6w, oY,
1 . _1
+2/p{ )3(0) = Tx (P Py ) 6(0)} (3.25)

Auflerdem findet man fiir den feldunabhéngigen Term:

1 A
SolT;A] = 2/ dA/{ 2o B+ 0y e, By J@} (3.26)
p

Insgesamt gilt Q = ¢P, sowie 4,5 =1,... , N; u,v=1,...,2M.
Man kehre nun von der Betrachtung von Sj,¢ zur vollen Wirkung S = Siyt + Skin zuriick. Dies
geschieht durch drei einfache Beziehungen, die sich leicht nachrechnen lassen:

S Py = g S 2R R Py b (3.27)
_55% 'uij((;)i - _(;; oty 5{;5;? _ (;;Pviqu;;”k

- _%ij% —Tr <P Py 1) 4(0), (3.28)

;55 Pvsz’Ukj = (S(il;thikak 2v1P U (3.29)

Man kann diese drei Gleichungen zur folgenden zusammenfassen:

0S8 . 08 o - oS5 oS -

<~ L, — Vi -2 P, P_l. j
ov; ¥ 5’Uj ov; (5Uj ov; ik vk]U]
5Sint . 5Sint d - 6Sint . -1 5—1
= Wit p 09t 0 p 0%t gy (p pe1) Prly (3.3
Sui U Bu; oy U du; (PP ) 8(0) + 0By oy (330)

Fiir die Grassmann-Felder findet man ganz analog:

08 08 o - 08 08

P - P, —2— Py P;' U
o0, e, oW, e, Taw, T T e
6S1nt 5Smt o 5Sint : —1 5—1
Py —Tr (PyP — U, P, (3.31
T 5w, sy, s, e ow, (Pury*) 5(0) w,, Y (3:31)

Dies setzt man in die Differentialgleichung fiir Siy; ein und erhélt eine vorlaufige Renormierungs-
gruppengleichung:
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. ) 1 . 1 .
S = Sint+§UiP1;j1Uj+§\I/#P\IT:V\I/V (3.32)

_ 1/{‘”pvji“_5p%‘ss}
2 P (5’Uj (S’UZ' (51}]' 51}2‘
1 58 . 48 § . 68
_2/1){5%13‘1“"“ ov, wypq“”w%}

S . 58 .
_ / {5” Py Py loj MP%P\P;\IJV}. (3.33)
P (2

Vorldufig ist diese Gleichung, weil sowohl der Renormierung, als auch dem Reskalieren noch
Rechnung getragen werden muss. An dieser Stelle wurden die Terme, die die Spuren beinhalten,
weggelassen. Damit bleibt zwar Z nicht langer invariant, aber es dndert sich auch nur um eine
feldunabhéngige Konstante, die aus dem Funktionalintegral herausgezogen werden kann und sich
nachher bei der Mittelbildung heraushebt.

Gleichung (3.33) ist in der Tat eine sehr allgemeine Renormierungsgruppengleichung, obwohl es
zunéchst so aussieht, als sei sie auf den (sehr speziellen Fall) einer Theorie begrenzt, die nur
ein N-komponentiges Vektorfeld und zwei M-komponentige Grassmann-Felder beinhaltet. Die
Begriindung ist wie folgt: Angenommen, eine Theorie enthédlt mehrere nicht-grassmannartige
Felder, z.B. f, u, ¢, ..., die nicht unbedingt alle dieselbe Anzahl von Komponenten haben miissen.
Dann definiert man:

v={fu,o,..}, (3.34)

und die obige Herleitung funktioniert wie gehabt. Ahnliches gilt bei mehreren Grassmann-
Feldern. Um die verschiedenen Felder nachher wieder voneinander zu trennen, geniigt eine pas-
sende Wahl der Tensoren P.

Renormierung der Felder

Bisher wurde, von allgemeinen Symmetrieeigenschaften abgesehen, noch nichts iiber die Funktio-
nen P ausgesagt. Es ist allgemein iiblich, sie in den {iblichen Propagator und eine Cutoff-Funktion
K zu unterteilen. Sowohl fiir den Propagator, als auch den Cutoff, hat man eine groffe Wahlmog-
lichkeit, denn im Prinzip kann man jeden Term, der quadratisch in den Feldern ist, wahlweise
zum kinetischen Term erkléren, oder zu einer Wechselwirkung, so lange nur iiberhaupt ein ki-
netischer Term tiibrig bleibt. Ich werde mich zunéchst an die kanonischen Definitionen halten,
schon allein um eine gute Vergleichbarkeit mit anderen Arbeiten zu gewéhrleisten.

Deswegen lege ich fiir P! fest:

2
- . -1/P
P} = p"o K Gzl (3.35)
Fiir Py, ! hingegen setze ich:
2
Py, =t MuuKil(%, ), (3.36)

mit der Matrix
0 1
M_<—1 0), (3.37)

in der jeder Eintrag fiir eine M x M-Matrix steht, und [ = AAO' Die Matrix M trennt - im Propa-
gator - die Komponenten der Grassmannfelder in zwei konjugierte Familien. Dies ist moglich, weil
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man hier die Wahl hat, welche quadratischen Terme man zum Propagator, und welche man zum
Wechselwirkungsterm zéhlt. So wird also festgelegt, dass alle Terme, die der obigen Konvention
nicht geniigen, als Wechselwirkungen zu behandeln sind. Dies stellt insofern keine Einschréankung
dar, als an keiner Stelle darauf zuriickgegriffen wird, dass die Wechselwirkungen klein gegen den
Propagator sein sollen, wie man das in der renormierten Storungstheorie der QF T zum Beispiel
annimmt.

Mit der Wahl k,; = ky, = 2 sieht der kinetische Term gerade so aus, wie man das zum Beispiel
von der skalaren Theorie gewohnt ist, multipliziert mit dem Cutoff K:!!

1 2 P 2 P
Sin =y [0t G+ [ vtk 0. (3.39)
Die Abhéngigkeit des Cutoff von [ stammt daher, dass man als zweiten Schritt, nach dem Aus-
integrieren von Freiheitsgraden, die Felder renormieren muss. Dies hat folgenden Grund: Bislang
wurde nur gefordert, dass die Statistik, also das erzeugende Funktional als Ganzes, invariant
unter RG-Transformationen bleibt. Dariiber soll aber auch gelten, dass auch physikalische Gro-
Ken wie die Gesamtkopplung des Systems an die Quellen fiir jede einzelne Konfiguration erhalten
bleiben. Dies ist ein Punkt, der schon in der grundlegenden Arbeit von Kadanoff'? beriicksichtigt
wird, aber seit der Verdffentlichung der Wegner-Houghton-Arbeit!'3 in Vergessenheit geriet'*. Es
ist also ein Feld zu renormieren nach

v; = Cy, (D). (3.39)

Groéfsen mit einem Strich sollen in diesem Abschnitt renormierte Gréfen bezeichnen, zum Beispiel
v' das renormierte v-Feld, oder S’ die vollstandig renormierte Wirkung.
Dann ist klar, dass der renormierte Propagator von der Gestalt
—1,—1p-1

C’Ui Cv]' P’Uij (340)
ist. Am einfachsten beriicksichtigt man die Feldrenormierung, indem man die Felder und den
Propagator direkt durch ihre renormierten Pendants ersetzt; in der Praxis ist also () zu be-
stimmen, und direkt einzubauen. Die richtige Form fiir die Funktionen ¢ findet man, wenn man
sich das Skalierungsverhalten der Zweipunktfunktionen ansieht. Skaliert das Feld ndmlich mit
der kanonischen Dimension D,,, so siecht man direkt:

Gl'j(p, S) =< v > (p) = C'L)inUj < ’UZ{U; > (p) (3.41)
= Go (DG, (122177 < v > (Ip) (3.42)
= Co(D)Co, DI PP Gy(Ip, S). (3.43)

An einem Fixpunkt gilt S = S’. Andererseits ist aber das Skalieren der Zweipunktfunktionen
bekannt, es gilt namlich:
Gij(p, S) = 1Gij(Ip, S) (3.44)

. . Nv ;
mit 0 = —D,, — D,, — 17;1 — =%, also:

G (1) = 1%, (3.45)

"Von nun an soll gelten, dass Indizes an den grassmannwertigen Gréfen von 1 bis M laufen, und alle anderen
von 1 bis N.

12|[Kad 66]

13[WH 73]

1ch berufe mich hier auf die Artikel von Bervillier, [Ber 04], dessen Darstellung ich auch teilweise iibernehme,
und Golner, [Gol 00].
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Ein direkter Vergleich liefert aufierdem w = —2. Damit ist aber aus dimensionellen Griinden die
Abhéangigkeit des Cutoffs von [ auch geklart, es muss gelten:

2 2

—Wy; —Wy, p
5=t KNP, (3.46)

—1
KU»L' ( v A2

denn der urspriingliche Propagator lasst sich wie folgt umformen:

VPR = ()¢ PTIC()Y (3.47)
= P M, (3.48)

mit P! = ka_2(l)I~(_1(A2) = pFInK—1( z) Beim Auswerten der Ableitung in der RG-Gleichung
findet man also einen Extraterm, der von der direkten [-Abhéangigkeit kommt. Offensichtlich gilt
M~! = —M, womit man schlieflich die Gleichung (3.33) in dimensionslosen Grofen auch so
schreiben kann:

S = /p’“”i (i ?) +p2ffé(p2)) x

P
{55 0S 6 08 <

(%

Sv; dv;  Ow; vy K, 51}1 }
w2 [t (G0 + B RGP + PR )
P
35S

2 2
X{éSéS 6 35, kw()<

SF O OPF S

e 51/%) } . (3.49)

oY; OV

Reskalierung aller Grofsen

Was nun noch fehlt, ist der Reskalierungsschritt. Um das richtige Skalierungsverhalten zu finden,
schreibt man zunéachst:
A= Age™ . (3.50)

Dann ist nimlich X = %—f, 7 ist der Parameter, der im einfithrenden Kapitel bereits als ,,RG-

Zeit” eingefiihrt wurde. Weiterhin mache man sich klar, dass dimensionslose Grofien, also solche,
die durch die korrekte Potenz von A geteilt werden, sich beim Reskalieren nicht &ndern. Die
reskalierten Impulse lauten:

p
S 51
=7 (3.51)

und die renormierten und reskalierten Felder
T T P (3.52)

fiir die Grassmann-Felder entsprechend. Der erste Faktor [=“~P» wurde oben bereits hergeleitet,
der Faktor Ay w=Dv ist eher kosmetisch, und sorgt dafiir, dass v' auch wirklich dimensionslos ist
(ohne sonst einen Effekt zu haben). Damit sieht man:

p = -p (3.53)

Ui = _(Dvi,kan_n;)i)via (354)
T\

Ui = ~(Dypan — 55U, (3.55)

%‘ = _(Dw;,kan_ w)@/}z (356)
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Hier wurde zwischen den kanonischen und den anomalen Dimensionen unterschieden. Beide han-
gen jeweils noch vom Index ¢ ab.

Dazu ist zu sagen, dass unterschiedliche Feldkomponenten hier durchaus unterschiedliche Di-
mensionen haben konnen, schliefslich ist v hier die Bezeichnung fiir einen Vektor, der aus allen
in der Theorie vorkommenden, kommutierenden Feldern besteht. Bezeichnet jetzt das ¢ nur ver-
schiedene Raumrichtungen, sollten die Dimensionen aus Isotropiegriinden sich allerdings nicht
unterscheiden. Fiir die Grassmannfelder ist dies etwas komplizierter. Im Allgemeinen kénnen die
kanonischen Dimensionen von ¥* und 1 unterschiedlich sein. In der QFT ist das nicht mdoglich,
weil man mit Wahrscheinlichkeitsamplituden arbeitet und Hermitezitat des Hamiltonians fordern
muss. Da hier direkt mit Wahrscheinlichkeitsdichten gearbeitet wird, besteht kein Grund, Her-
mitezitit irgendeines Operators zu fordern. Da man aber die Dimensionen von der kanonischen
zur anomalen und zuriick frei verschieben kann, reicht es haufig aus, wenn man annimmt, die
kanonischen Dimensionen von %* und v seien gleich, aber dafiir unterscheiden sich die anomalen
Dimensionen (was sie im Allgemeinen auch tun werden).

Nun lassen sich die verschiedenen Beitrige zum Skalierungsverhalten zusammentragen. Eine In-
tegration skaliert offensichtlich wie folgt!®:

/de — D/de. (3.57)

Die Anzahl der Integrationen entspricht der Anzahl der Felder in einem Term der Wirkung,
vermindert um eins durch die Deltafunktion. Dabei wird davon ausgegangen, dass mit einer
lokalen Theorie gearbeitet wird, in der jeder Term der Wirkung eine Delta-Funktion iiber die
p-Werte enthélt, wie zum Beispiel:

/WMM%WM@WWMMmeﬁm+m+m+m) (3.58)

Den lokalen Charakter dieser Terme sieht man direkt nach Fourier-Transformation.
Der Beitrag durch die Integrationen lautet also:

Anz. der Integrale x S = /pvzgs + /w: ;{; + /%55 -1 (3.59)

—>+DS—D<p /w’&/f" / ;5) (3.60)

Wie jedes einzelne Feld skaliert, wurde bereits erklért; dieser Beitrag ist wiederum mit der Anzahl
der vorhandenen Felder zu multiplizieren:

N 5 : 0
Az der Felder — (Do an ') pszSi—(Dwzvkan—@) /p vi 55

—(D¢i,kan nwl)/wz 5¢1

(3.61)
Der letzte Beitrag stammt aus der Anzahl der Potenzen von p in einem Term und berechnet sich
S0:

d 68 d S 9 68
R o R
Hierbei bedeuten die Striche an den Ableitungen, dass sie sich nicht auf die in den Termen ent-
haltenen Delta-Funktionen beziehen.

Damit hat man nun alle Zutaten zusammen, um die vollstandige Renormierungsgruppenglei-
chung hinzuschreiben, hierbei ist zu erwéhnen, dass man nun auch die Reskalierungsterme in
dimensionslosen Grofen schreibt:

Anz. der Ableitungen — — /Uip (3.62)
P

5Der Pfeil sollte dabei gelesen werden als ,,gibt einen Beitrag von”.
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S = /p‘k“i (%ffu(pQ) +p2f({,(p2)> x
P

0535 _ 58S,k pi 208
(51)1 (51}1 ov; Ov; K, (5Uzvz
B 1 1y, s |~
kq;i - b i 2 1!
+2/pp (2(2+2)K( )+ 2R ( >
0S5 6S 6 oS S )
X — +p i
v~ iz 7 e (i + N)}
_ _77111 ﬁ _777/’*
(D+Dvi,kan )/ 5 (D—f—Dw Jkan /% 6¢*
T,
(D + Dy 1y — 22 ;
(D + Dy, xan 2)/})1/}5%
el [l B ]S
P opsu ),V P apsyr P o 5
+DS (3.63)

Indizes an Grofen, die nicht grassmannartig sind, laufen von 1 bis N, diejenigen Indizes an grass-
mannartigen Grofen laufen von 1 bis M.

Diese Gleichung lésst sich weiter vereinfachen, indem man zulésst, dass die Ableitungen in der
vorletzten Zeile doch auf die Delta-Funktionen wirken, was genau den Term D.S ausgleicht. Da-
nach kann man die Terme, die von der Anzahl der Potenzen von p stammen, partiell integrieren;
aufserdem ist durch die Form des Propagators Dy,, = —% bekannt:

S = /p"““i (%ffu(pg) +p2f({,(p2)) X
P
3S 58 5 68 ko, 12105
{(51}1 Sv;  ov; vy 2p K, (p )(51)1-%}

- Lony | Ty >
w2 b (G0 + RGP + PR G )
p

5S 88 6 65 o~y 5 [0S . 08
X{éw* S w* 5p, P K @) <5w*wi +6M’Z>}

+D+kvz+77vz D+k\y +W/w

(. 15w*
+D + k\p + Ny,

5
J

5
S )l o

Diese Gleichung ist noch unhandlich, denkt man an eine Verwendung mit Hilfe der Ablei-
tungsentwicklung. Grund sind die Faktoren p—*, die man aber los wird, wenn man den Propagator
anders definiert, weswegen ich eine Alternative diskutieren mochte:
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3.2.1 Alternativer Propagator

Ich schlage folgende Propagatoren vor:'6

2

Pl = miARis K (AQ,Z), (3.35)
2
Pyl =mj AR ML, K (AQ,l) (3.36")

Dies ist dquivalent zur Neudefinition der Felder unter Ausnutzung der Reparametrisierungsinva-
rianz nach

k

vpz — v, (3.65)

unter der Nebenbedingung, dass die Zweipunktfunktion der neuen Felder genauso skaliert wie
die der alten Felder. Den kinetischen Term muss man dann folgendermafen umformen:

opfol K (L l) = RN (P z) (3.66)

mit f(‘l(%, )= l_kl"f(_l(%z). Dies fiihrt direkt zur folgenden RG-Gleichung:

. _kv' v o o~
5:/ (Z;n‘mff(u(pz) +p2mv2KL(p2)> x
p

05 S 0 0S8 )
{5%5% 57}1571—2 Kv (p )Mvz}

i ni* - —2
vz f (z(—kww L >mW2Kw<p2>+p2mJK@<p2)) :
p

2 "2
65 65 58S | 4y 4 s
* {(W T M R (&p*wl w%)}

S D — kxp + D = kw, + nyr /
Vi (0
(5112

/
+D k\I/ +Wl/p¢l5¢z o
LG s [ s [r ) s o

oder, in der Version von Gleichung (3.63), in der wir sie spater bei der Ableitungsentwicklung
bendtigen werden:

D — k‘ D — kv, + 1,

57

16Tm Fall der skalaren Theorie entspricht dies, wie spéter gezeigt wird, wenn man zusétzlich den Cutoff expo-
nentiell wahlt, der Definition von Wilson.
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S 2/ <Wm52ffv(p2) +p2m52ffé(p2)> x
p

{5555 — iﬁ —omlK1 (p )(SSUZ}

ov; dv;  Ov; dv; v

2 2

55 65 5 85 5 -, 55
X{WMWM+mK (p )<5¢*7Jh ﬂh)}

i Ty =27 “2K
w2 [ (Gloko o+ 4 R 7) + P Ry 7))
p

-D — kvl + M, /U 55 =D — kg, + ny: /¢
» 15111 2 o)
» 5% 8A
i /wm_ [l 5 [aal 8
» " Op dv; » | Op oYy b Ap o1,
+ DS. (3.63")

Man beachte, dass k nach wie vor die Potenz der Impulse bei der kanonischen Wahl des Propa-
gators darstellt.
Neu hinzugekommen sind hier die Terme von der Gestalt

oS

— o5

die berticksichtigen, dass es nun Anteile der Wirkung gibt, die explizit von der RG-Skala A

abhéngen, ndmlich die kinetischen. Die neuen Terme in der RG-Gleichung sorgen dafiir, dass die
Zweipunktfunktionen in einfachster Ndaherung weiterhin kanonisch skalieren.

(3.67)

3.2.2 Aquivalenz zur Wilson-Gleichung im Fall der skalaren Theorie

Es soll nun gezeigt werden, dass diese Gleichung, die ja eine Verallgemeinerung der Polchinski-
Gleichung darstellt, fiir die skalare Theorie dquivalent zur Wilson-Gleichung ist. In der skalaren
Theorie fallen die Grassmannfelder natiirlich weg, und es bleibt nur eine Komponente des Feldes
v, die konventionell ¢ genannt wird. Es ist aufserdem
D+2
Dd),kan = - (2> )

also ks = 2, und ich setze m? = 1. Man findet somit die Gleichung (9) aus dem Artikel von
Bervillier'”

S = /((1—727)K(p2)_p2f(/(p2)){6(;(;2_(;222_’_213 o )§z¢}

() [ ()8

Wie bereits Bervillier'® und Golner! erkliren, erhilt man daraus die Wilsonsche Renormie-
rungsgruppengleichung (2.17)

(3.68)

[Ber 04]
¥[Ber 04]
19Gol 00]
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. W[ 805 0565 09
5 = /p(c”p){ém 5¢5¢+5¢¢}

D 08 0 08
B[ ()%

K(p*) ="

wenn man

(3.71)
wahlt und auBerdem das Feld durch

R (3.72)
ersetzt. Dann gilt offensichtlich ¢ =1 — 2.
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3.3 Fazit

Im vorangegangenen Kapitel wurden RG-Gleichungen hergeleitet, die so allgemein formuliert
sind, dass sie fiir eine grofte Zahl physikalischer Systeme anwendbar sind. Insbesondere sollte
gezeigt werden, wie man die Flexibilitdt, die man beziiglich der Definition von Propagator und
Cutoff in der Polchinski-Gleichung besitzt, ausnutzt, um die RG-Gleichung den Anforderungen
anzupassen, die spitere Rechnungen, oder zum Beispiel die numerische Implementierung, mit
sich bringen.

Ein besonderer Schwerpunkt wurde auf die verschiedenen Anteile der RG-Transformation, also
Ausintegration, Renormierung und Reskalierung, gelegt, da diese in der Literatur oft nicht gut
getrennt werden. Speziell ist hier der Renormierungsschritt, der laut Bervillier?® und Golner?!
in den meisten Veroffentlichungen fehlt, explizit beriicksichtigt worden.

Ich glaube, es ist durch die Gegeniiberstellung beider Herleitungsversuche deutlich zu erkennen,
wie sehr die Polchinski-Version der RG-Gleichung derjenigen von Wegner und Houghton einer-
seits, derjenigen von Wilson auf der anderen Seite, {iberlegen ist. Die Flexibilitéit, die man durch
die nicht néher spezifizierte Form des Cutoffs gewinnt, zeigt ihren Effekt schon bei der Herleitung
einer Gleichung. Doch auch im zentralen Ergebnis dieses Abschnitts, Gleichung (3.63'), ist der
Cutoff noch nicht in letzter Konsequenz festgelegt; man hat weiterhin noch Méglichkeiten, ihn
den Erfordernissen der noch folgenden Rechnungen anzupassen. Beispielsweise werden in einem
spateren Kapitel die Konstanten k in einer Weise festgelegt, dass das Geschwindigkeitsfeld am
trivialen Punkt ein bestimmtes Skalieren aufweist.

Dariiber hinaus bleibt festzuhalten, dass man durch die Wahl des Polchinski-Cutoffs auch nichts
einbiifst, denn durch spezielle Wahlen kann man immer noch die Wilson-Gleichung reproduzie-
ren, wie oben gezeigt wurde; andererseits ist seit langem bekannt (und wird zum Beispiel von
Morris?? ausgefiihrt), dass sich die Wegner-Houghton-Gleichung in einem Limes aus der Wilson-
Gleichung ergibt. Man kann also zu beiden Gleichungen zuriick gelangen, wenn sich das im Laufe
einer Rechnung als vorteilhaft erweisen sollte.

20|Ber 04]
21 Gol 00]
22| Mor 97]
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Kapitel 4

Erzeugendes Funktional und Wirkung

Wie bereits im einfithrenden Kapitel erklart wurde, setzt die exakte RG immer ein erzeugendes
Funktional, beziehungsweise ein Wirkungsfunktional voraus. In diesem Teil werde ich solch ein
Funktional herleiten, und zwar auf eine Weise, die sowohl der Navier-Stokes-Gleichung, als auch
der Inkompressibilitdt Rechnung trégt.

Eine Wirkung S, und damit wegen S = | H eine Hamiltonfunktion, fiir ein dissipatives System
aufzustellen, ist im Prinzip kein Problem. Man erhélt es als funktionale Fouriertransformierte
der Bewegungsgleichung. Dieses Vorgehen wird mit den Namen Martin, Siggia und Rose! in
Verbindung gebracht. Bemerkenswerterweise findet sich in deren urspriinglichem Artikel keine
Erwahnung eines Funktionals, umso mehr aber eine Interpretation des neuen, unphysikalischen
Feldes, das durch die Fouriertransformation entsteht: Es handelt sich bei diesem Feld um ein
,Buchhaltungsfeld”, das die Dynamik der zu Grunde liegenden Gleichung erzwingt. Zum Beispiel
nimmt es die Energie auf, die durch dissipative Effekte ansonsten das System verlassen wiirde.?
Diese Interpretation wurde an anderen Stellen dieser Arbeit (insbesondere in Kapitel 4.2) aus-
geweitet, um weitere, unphysikalische Felder in die Wirkung einzubauen. Jedes dieser Felder
erfiillt Funktionen, die damit dem Geschwindigkeitsfeld als einzigem physikalischen Feld ent-
zogen werden. Beispielsweise werden nichtlokale Wechselwirkungen des Geschwindigkeitsfeldes
ersetzt durch zwei lokale Wechselwirkungen des Geschwindigkeitsfeldes mit einem unphysikali-
schen Feld und einen dazwischen liegenden Propagator. Im Prinzip geschehen diese Schritte also
in der Motivation der Martin-Siggia-Rose-Arbeit.

Ein besonderes Problem entsteht dadurch, dass zwei unabhéngige Gleichungen die Dynamik
der turbulenten Fliissigkeiten bestimmen: Die Navier-Stokes-Gleichung, und die Inkompressibi-
litdtsbedingung. Gerade die Inkompressibilitdt, die ja eng mit dem Druckterm zusammenhéngt,
wird in bisherigen Arbeiten stiefmiitterlich behandelt. Meist wird sie bis zu einem bestimmten
Moment beriicksichtigt, findet dann aber keine Aufnahme in das Funktionalintegral; Procaccia®
zum Beispiel verschiebt die Inkompressibilitat in das Integralmaf (das er dann aber als eines an-
nimmt, unter dem die bekannten Regeln der Gauk-Integration weiterhin gelten sollen). Man liest
auch die Begriindung, man koénne die Imkompressibilitdt weglassen, wenn man eine Zufallskraft
einfithrt, die selbst nur inkompressible Beitrige liefert, denn dann wiirden (durch die Dissipati-
on) die kompressiblen Teile des Geschwindigkeitsfeldes abklingen, und nur die inkompressiblen
getrieben. Das ist soweit wohl richtig, aber das Funktionalintegral umfasst alle Zeiten, also auch

IMSR 73]

2Eine gute Darstellung, wie Funktionale fiir stochastische Differentialgleichungen aufzustellen sind, entnehme
man dem Artikel [HMPPMV 99].
Aufserdem soll hier kurz darauf hingewiesen werden, dass es eine sehr elegante Moglichkeit gibt, Systemen, die
iiber eine Mastergleichung definiert sind, ein erzeugendes Funktional zuzuordnen; man geht dabei den Weg iiber
eine Gleichung vom Typ der Schrédinger-Gleichung, verbunden mit der zweiten Quantisierung. Hierzu sind die
Artikel von Doi, [Doi 76|, und Peliti, [Pel 85], zu empfehlen.

3[LP 94]

o7
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die, die unendlich weit zuriickliegen; kehrt man das obige Argument um, so wachst der kompres-
sible Anteil des Geschwindigkeitsfeldes in diese Richtung. Auch Modelle, in denen man sowohl
den Druckterm, als auch die Inkompressibilitdt, weglasst (Burger-Turbulenz, auch ,Burgulence”
genannt), werden untersucht.

Dabei wird im néchsten Abschnitt gezeigt, wie man einfach und exakt beide Gleichungen be-
riicksichtigen kann. Dieses Vorgehen ist allgemein genug, um im Prinzip immer zu funktionieren,
wenn mehrere Gleichungen zusammen ein physikalisches System beschreiben, wenn auch die de-
taillierte Rechnung unter Umstédnden sehr viel komplizierter werden kann als im vorliegenden
Fall.

4.1 Herleitung eines erzeugenden Funktionals

Ausgehend von der Navier-Stokes-Gleichung in drei Dimensionen

1
OV + 1803V — vV, + =0,p =0, * (4.1)
p
die unter der Nebenbedingung der Inkompressibilitit

M(v) := OqVq =0 (4.2)

zu 16sen ist, wird nun zuerst ein erzeugendes Funktional fiir die Momente der Wahrscheinlichkeits-
verteilung fiir die Geschwindigkeit ¢ hergeleitet, aus dem dann das Wirkungsfunktional abgelesen
werden kann. Zunéchst wird eine stochastische Kraft f, in die Navier-Stokes-Gleichung eingefiigt,
die modellieren soll, wie durch die grofskaligen Bewegungen Energie in die Strémung gelangt.
Diese Kraft wird als gaufssches Rauschen modelliert, das in der Zeit é-Korreliert ist:

1
OV + 30304 — vV, + ;8ap = fa. (4.3)

Unter Ausnutzung von 4.2 wird nun der Druckterm aus der Navier-Stokes-Gleichung eliminiert.
Dafiir wird 4.3 von links mit d, multipliziert. Indizes, iiber die (nach Einstein-Konvention) sum-
miert wird, werden passend umbenannt, und man erhalt:

1

;Vzp = 03fp — 03(vy0vp). (4.4)
Dies lasst sich formal losen:

1 85 ag

;P = ﬁfﬁ - ﬁ(”ﬂ/avvﬁ)v (4.5)

wobei man den Term % zum Beispiel als Fourier-Riicktransformierte von k—IQ verstehen kann. Im

Ortsraum bedeutet dies )
o2 f(z) x / dPx’

Der nichtlokale Charakter der Theorie wird hier direkt sichtbar, das obige Faltungsintegral ver-
kniipft Feldwerte an verschiedenen Orten.

Die Umkehrung des Laplace-Operators ist an dieser Stelle eindeutig. Das sieht man, wenn man
sich zwei Losungen p und p’ der Gleichung (4.4) ansieht. Diese konnen sich nur um eine harmo-
nische Funktion p = p — p/ unterscheiden, also

f()). (4.6)

| — a'|

Vi =0. (4.7)

4Alle GroRen sind Funktionen von & und ¢, was der Einfachheit halber weggelassen wurde.



4.1. HERLEITUNG EINES ERZEUGENDEN FUNKTIONALS 99

Aus der Theorie der harmonischen Funktionen ist aber bekannt, dass p dann entweder mit wach-
sendem Betrag des Arguments unbeschrankt wéchst, was als unphysikalisch zu verwerfen ist - der
Druck sollte eher gegen ein konstantes Feld konvergieren. Oder aber p ist selbst schon konstant.
Einen konstanten Druck kann man aber immer zu einem gegebenen Druckfeld hinzuaddieren,
ohne die Physik zu veréindern, da physikalisch nur Druckdifferenzen von Interesse sind. Also kann
man 0.B.d.A. p = 0 annehmen.

Multipliziert man obige Gleichung nochmals von links mit d,, erhdlt man einen Ausdruck fiir
den Druckterm der Navier-Stokes-Gleichung:

1 0,0 0,0
“Dap = oy f — gz (20y08). (48)
und Einsetzen in 4.3 liefert:
0n0 0,0
Orve — V00 + (&w - vf) (vy0y05) = (M - v2ﬁ> fs. (4.9)

Der Ausdruck in Klammern ist der (aus der Elektrodynamik bekannte) Projektor auf die transver-
salen Feldanteile, und er soll von nun an mit P,g bezeichnet werden. Das erste Zwischenergebnis
lautet also:

e — VV?Vs + Pop(v,0,03) = Pagfs, (4.10)

und 4.2 gilt weiterhin als Nebenbedingung.
Das erzeugende Funktional soll in zwei unterschiedlichen Weisen hergeleitet werden, die sich von
nun an unterscheiden.

4.1.1 Ansatz 1: Faddeev-Popov-Methode

Wegen der Inkompressibilitit ist es erlaubt, vor jeder Geschwindigkeitskomponente in (4.10)
einen transversalen Projektor einzufiigen, denn:

040
va = Papug + %26 vg = Papug, (4.11)

da schon dgvg = 0 gilt. Man erhilt also:

N(¥) = 04 Pagvp — VV? Pogvg + Pap(Pys5050,Pgeve) = Pag fa. (4.12)

Dabei soll hier und von nun an gelten, dass Ableitungen immer auf die néchste ableitbare Grofe
wirken sollen. Die Gleichung (4.12) mag auf den ersten Blick schwieriger aussehen als (4.10),
aber sie hat einen entscheidenden Vorteil: sie ist invariant unter einer Transformation der Ge-
schwindigkeitsfelder, die in infinitesimaler Form wie folgt aussieht:

Vo — Vo + O A(Z) =: U(v), (4.13)

wobei A eine skalare Funktion ist. Die Invarianz von 4.12 ist offensichtlich, da bereits P,gvg
invariant ist:

8,135 \V&:
VQ aﬂA = (%A - 3aﬁ
und v immer nur in Kombinationen mit P auftritt. Es handelt sich um das Analogon zur Eich-
invarianz der Elektrodynamik, weshalb hier auch von Eichinvarianz gesprochen wird. Der ent-
scheidende Unterschied liegt darin, dass (4.2) als Zusatzbedingung gilt, die nicht eichinvariant

Sap0sh — A=0, (4.14)
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ist; man kann (4.2) aber als Eichbedingung interpretieren, wenn das erzeugende Funktional auf-
gestellt wird. Dazu jedoch spéter.

Nach diesen Voriiberlegungen kann das erzeugende Funktional nun hergeleitet werden. Wie be-
reits erwdhnt, konnen multiplikative Konstanten weggelassen werden, wovon nun mehrfach Ge-
brauch gemacht werden wird. Die Zustandssumme erhalten wir als Summe {iber die Mittelung
der feinkoérnigen Verteilung:

Z = /Dv (6(v = N"H(Pf))). ® (4.15)
Hierzu gibt es zweierlei zu sagen:

e Die spitzen Klammern sind zu verstehen als Mittelung iiber alle moglichen Realisierungen
der Zufallskraft f.

e Der Operator N ist nicht invertierbar. N~! ist daher so zu verstehen, daf die Dirac-
Funktion einen Beitrag liefert von jedem v, das die Navier-Stokes-Gleichung 16st.

Die Mittelung iiber alle Zufallskrafte ist einfach einzubauen, wenn man deren gaufssche Verteilung
einsetzt:

z = [Dv[Drow-N@n) (116)
x /Dv/Df S(v — N"H(Pf))e 2 dwdt [FS (4.17)
Als néchstes wird die Dirac-Funktion in eine brauchbare Form gebracht:

0Na(v)(z)

L dBxdt fF
= 7 /m/pf S(N() - ppet S earrs| Tl (4.18)
Die Dirac-Funktion erhilt man als funktionale Fourier-Transformation:
S(N(v) — Pf) o / Duy ¢t/ Pxdtu(N(0)=Pf) (4.19)

o /DU eifdsit dt [uaatpagl)g—UQVVQPQQ'UB—"-UQPQB(ngvgaypﬁe’ue)—uapaﬁfg].

(4.20)

Nun zur Determinante. Zunéchst berechne man die Funktionalableitung:

N, (v)(x)

dusly) 3(2—y) 0 Pap—v0(x—y) V2 Papt+6(2—Y) Pag(Py500 Pocve) +0(x—y) Pag (P55, Poge),

(4.21)
wobei der Punkt als Platzhalter dient; auf eine hier eingesetzte Funktion wirken die direkt voran-
stehenden Ableitungen (auch die im Projektor verborgenen). Die Determinante berechnet man
nun durch Einfiihren von Grassmann-Variablen; eine Determinante ldsst sich dann als Gaufs-
Integration schreiben:

SHier wird die Notation von L’vov und Procaccia, [LP 94], verwendet.
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léNa(v)(ﬂc)
v (y)

& /Dw*pw e~ J dPadydt [U5(2)8(z =)0 Pagthp (1)~ (@)5(@—yw V2 Pagp )] . (4.22)

we— J Pxd®ydt [} (2)8(x—y) Pas (Pyst(y)0y Pocve (y)) T4 ()8 (2 —y) Pas (P55 (4)0y Posos (v))]
x / DY*Dyp e~ Podt [V50 Pastoa—varV Papis] (4.23)

ve S d3adt [} Pop(Pysths0y Pacve)+1b% Pos(Pysvs Oy Paetbe) | )

Was die Wahl der Funktion F' angeht, die die Korrelation der stochastischen Kraft angibt, so
ist man frei, diese beliebig zu wahlen. Nun ist man aber, will man dreidimensionale Turbulenz
modellieren, hauptséchlich an einer langreichweitig korrelierten Kraft interessiert, da man eine
Energiekaskade von grofen zu kleinen Léngenskalen erwartet. Ich schlage deshalb vor:

F=—p V% (4.24)

mit einem positiven Justierungsparameter p%. Der Parameter p ist dabei nicht mit der Dichte zu
verwechseln, die weiter oben genauso benannt wurde; da die Dichte aber aus allen Gleichungen
eliminiert ist, und sie fiir die folgenden Kapitel keine Rolle mehr spielt, ist eine Verwechslung
ausgeschlossen.

Damit erhélt man die langreichweitige Korrelation:

< f(z1,t1), f(w2,t2) >= pd(t1 — ta) * L ! (4.25)

* —
A |xy — 29|

Der Parameter p ist zum Beispiel zu interpretieren als das Verhéltnis einer Korrelationsldnge zu
einer typischen Linge des Systems.

An diesem Punkt wird es Zeit, sich wieder an die Eichbedingung (4.2) zu erinnern. Dass die
Wirkung tatséchlich eichinvariant ist, sieht man leicht ein, wenn man erkennt, dass auch hier v
immer zusammen mit P auftritt.

Die Prozedur, mit der die Inkompressibilitit hier explizit in die Wirkung eingebaut werden soll,
ist die, die man als Faddeev-Popov-Ansatz aus der QFT kennt. Es wird sofort der allgemeinere
Fall 0,vo = c¢ betrachtet, der dann anschliefend passend eingeschrinkt wird. Dazu wird das
obige Funktional mit einer 1 multipliziert:

|- / DUS(U(v) — M~(e)) (4.26)

M(U(v)) ' |

SO (4.27)

- / DUSIM(U(v)) — ¢)

U ist hier die Eichtransformation, die in Gleichung (4.13) definiert wurde.
Die Determinante ist schnell berechnet, wenn man sie in ein Integral {iber Grassmann-Felder
umwandelt:

5Das Vorzeichen ist durchaus wichtig, denn wie zum Beispiel im Lehrbuch von Zinn-Justin [Zin 02] ausgefiihrt
wird, muss bei der Gauf-Integration eines Terms der Form

/D& e P49

der Operator A symmetrisch und positiv sein. Dies trifft fiir A = —V? zu, wovon man sich zum Beispiel durch
Fourier-Transformation iiberzeugen kann.
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MO _ | MO o)
_ ‘5(8“(“63;{ %u))| _ V2| (4.29)
B /DnDn* e~/ iV, (4.30)

was wieder eine feldunabhéngige Grofe ist, die weggelassen wird. Also gilt zunéchst:
7 / DUDuDvDYDY*Df ¢ v S s(M(U (v)) — ¢), (4.31)

wobei S’ alle bisher hergeleiteten Terme enthélt. Die Integration iiber U faktorisiert, denn zu
jedem gegebenen v gibt es genau ein U, so dass U(v) die Eichbedingung 16st. Sie gibt uns also
nichts als eine (unendliche) Konstante, die wiederum weggelassen wird. Der gleicher Trick wird
nun in umgekehrter Richtung benutzt: Man multipiliziert obiges Z mit einem Faktor, der nicht
von den Feldern abhéngt, namlich mit

e*i fdzaa:dt027 (432)

und dann wird zusétzlich iiber ¢ integriert. Dies ist mdéglich, da die vorlaufige Wirkung eichinva-
riant ist, also insbesondere fiir jedes ¢ denselben Wert gibt. Man findet:

Z / DeDuDVDYDY* Df =5 v fl§(M(v) — ¢)e~ 2w J d*wdic?, (4.33)
Die Dirac-Funktion wird durch die Integration iiber ¢ ausgewertet, und man findet so:
7 / DuDvDYDY* D f e~ Slwv ™Sl (4.34)
mit
Sh [u, v, Y, 7f] = /d?’xdt |:2K;(8ava)2 - ’Luaatpaﬁvﬁ + Zual/vgpaﬁvﬁ - ’Luapaﬁ(P’MUéa’YPﬁ(Ue)
+itta Pagf3 + V01 Pagthp — V30NV Pagthg + U} Pog(Pysts0y Paeve)
1
+¢2Paﬁ(P'yévéa’yPﬁe¢e) - %fav2foc . (4‘35)

Damit Z wirklich zu einem erzeugenden Funktional der verschiedenen Momente der Wahrschein-
lichkeitsverteilung werden kann, miissen noch Quellenfelder eingefiihrt werden; und vergisst man
die unwichtige Proportionalitdtskonstante, erhélt man endlich das erste zentrale Ergebnis dieses
Abschnittes:

7 [77, 7,6, &5, C] _ /'DU'DU'DUJ'DLZ)*'Df 6—51[U7U7¢,¢*7f]+f d3xdt [mo+Tut+Ep+" P +Cf] (4.36)

4.1.2 Ansatz 2: Direkte Einbindung der Inkompressibilitidt mittels /-Distribution

In einem zweiten Ansatz, dessen Starken und Schwéchen noch zu diskutieren sein werden, wird
die Inkompressibilitat direkt iiber eine Dirac-Funktion erzwungen:

8(Bava) = / DY /00ava (4.37)
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Im Ubrigen funktioniert die Herleitung fast genauso wie in Ansatz 1, ist aber einfacher, da hier
keine Projektoren storen. Ich gebe sofort das Ergebnis an:

Salu, v, 9, 0%, f,0] = /d3xdt [—iuaatva + iugr Vv, — iUq Pog(v404v8)
+iuapa/6fﬁ + ¢Zatwa - ¢ZVV2¢a + ¢;Paﬂ(w’ya’yvﬁ)
1
10 Pog(v4041058) — % fa V2 fo —i00ava| (4.38)

mit dem erzeugenden Funktional

Zali, €, €, Co ] = / DUDYDEDY* DDt ¢Sl S+ P [yt okl €07+C )],
(4.39)

4.1.3 Vergleich der beiden Ansatze zur Einbindung der Inkompressibilitat

Auf den ersten Blick sieht zweifelsfrei Ansatz 2 sehr viel eleganter und einfacher aus. Die Herlei-
tung ist weniger aufwandig, und, vor allem, die Theorie enthélt keine Grassmannfelder, die sich
bei spéateren Rechenschritten noch als storend erweisen kénnten.

Gerade die Rigiditét des Einbindens mittels 6-Distribution birgt allerdings auch Risiken. Die Ein-
bindung der Inkompressibilitat mit einer §-Distribution geschieht auf allen Skalen gleichzeitig, der
Faddeev-Popov-Ansatz nur auf der kleinsten Skala. Die Inkompressibilitdtsbedingung veréndert
sich also unter Ansatz 1, genau wie die Navier-Stokes-Gleichung, unter dem RG-Fluss, wahrend
sie bei Ansatz 2 unverdndert bleibt. Dadurch, dass der Fluss approximiert werden muss, kann
es aber vorkommen, dass die Losungsmannigfaltigkeit von der Inkompressibilitdt weggetrieben
wird - bei Ansatz 1 ist man dennoch in der Lage, diesem Fluss zu folgen, wihrend die Losungen
unter Ansatz 2 nur noch die trivialen wéren.

Es gibt noch eine weitere Gefahr. Es ist denkbar, dass bei einer Theorie mit zwei Gleichungen
der Losungsraum einer Gleichung ein Teilraum des Losungsraum der anderen Gleichung ist; zum
anderen ist moglich, dass der Schnitt beider Losungsraume leer ist. Diese Gefahr besteht gleicher-
mafen mit beiden Ansétzen; im Bezug auf die Faddeev-Popov-Prozedur ist sie in der Literatur
auch als ,Gribov-Problem” bekannt.

Ob eines dieser Szenarien im Fall der Turbulenz eintritt, ist eine interessante Frage; damit dieser
nachgegangen werden kann, gebe ich die ndchsten Schritte fiir jeweils beide Ansétze an. Ein Punkt
beziiglich der oben berechneten Funktionaldeterminanten sei hier noch erwahnt: In der Literatur
findet man haufig, dass diese weggelassen werden. Dies hat zum Hintergrund, dass es verschiede-
ne Moglichkeiten gibt, stochastische Differentialgleichungen zu betrachten; diese Moglichkeiten
unterscheiden sich darin, wie man die Ableitungen diskretisiert. Eine solche Diskretisierung liegt
jedem Funktionalintegral zu Grunde. Ohne zu weit ins Detail gehen zu wollen, sei hier nur er-
wahnt, dass die symmetrische Definition, die nach Stratonovich benannt ist, gewéhlt wurde. Eine
sehr spezielle Wahl ist die Ito-Konvention, an denen die Ableitungen sehr unsymmetrisch gewéhlt
werden; unter dieser Konvention, so kann man zeigen, verschwinden die Funktionaldeterminan-
ten. Allerdings biift man damit die Reparametrisierungsinvarianz der Felder ein, die in dieser
Arbeit spiter noch benétigt werden, daher wird dieser Weg hier nicht gewshlt.”

"Zu Details und Beweisen sei auf [HMPPMV 99] verwiesen.
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4.2 Umformen der nichtlokalen Terme

Die Wirkungen, die bislang hergeleitet wurden, sind noch nicht lokal. Dies fallt vielleicht auf
den ersten Blick nicht sofort auf, aber wird deutlich, wenn man sich daran erinnert, dass sich in
dem Symbol P der Ausdruck % verbirgt, der zu verstehen ist als Integration zur Losung der
Poisson-Gleichung. Diese ist aber von der Form wie die Korrelation der stochastischen Kraft,
also nichtlokal.

Fiir eine Entwicklung der Wirkung nach Potenzen der Ableitungen bzw. der Impulse ist es jedoch
unumganglich, mit einer lokalen Wirkung zu arbeiten. Insgesamt werden hier drei verschiedene
Modelle betrachtet. Zwei Modelle, 1a und 1b, werden aus der ersten hergeleiteten Wirkung, und
Modell 2 aus der zweiten gewonnen. 1a und 1b unterscheiden sich in der Vorgehensweise, mit der
die Nichtlokalitdten beseitigt werden: Wahrend bei Modell 1a zuerst einige Felder umdefiniert,
und dann zusétzliche Felder eingefiigt werden, wird bei Modell 1b auf die Neudefinition der
Felder verzichtet. Dies dient vor allem, um zu untersuchen, inwieweit sich das Umdefinieren der
Felder auf das Verhalten der Ableitungsentwicklung auswirkt, weil es Terme niedriger Ordnung
in den Ableitungen in Terme héherer Ordnung verwandelt. Da das Umdefinieren der Felder im
Modell zwei keine Vereinfachung bringt, wird es nicht weiter untersucht.

Die Rechenwege sollen hier exemplarisch am ersten Ansatz vorgefiihrt werden, die Rechnungen
fiir die anderen beiden Ansétze verlaufen analog. Dazu wird obiges Funktional S7 nun in zwei
Schritten umgeschrieben:

e Umdefinition der Felder: (Nur Modell 1a)
Bis auf v sind alle Felder in der Wirkung nicht physikalisch, sondern nur mathematisch
motiviert. Ich kann sie also umdefinieren, und mache das wie folgt:

v — Vi, (4.40)
v — V2, (4.41)
P - VA (4.42)

Die Transformationsdeterminante ist dabei feldunabhéngig, und kann daher weggelassen
werden. Nach mehrfacher partieller Integration und der Definition Q. := V25a5 — 0003
lassen sich die Wirkungsterme dann wie folgt schreiben:

—iug0y Pogva + ’iUgVV2Pa5Ua —  ugQas(0r — vV?)vq, (4.43)
UnOiPagths — VR0V Qapibs, (4.44)

— eV Pagthy — —UarV*Qapilp, (4.45)

WoPopgfs — ifaQapus. (4.46)

Die neuen Terme sind nun lokal. Bei den Termen, bei denen der Projektor auf das Feld v
wirkt, ist das jedoch anders. Sie transformieren sich zunéchst wie folgt:

—iUa Pog(Pysv50y Paeve) —  —iQagUa0yPaeve Pysvs, (4.47)
Vo Pops(Pysts0yPcve) —  —05Qary¥aQpetbe Pysvs, (4.48)
w;Pa,B(P'yzsU&awPBewe) - QaﬁwzanﬁewepfyévS- (4~49)

Die verbliebenen Nichtlokalitdten beseitige man durch das

e Hinzufiigen zusétzlicher Felder: Es mag exotisch klingen, durch das Einfiigen zunéchst
abstrakter Felder in die Wirkung einer Theorie zu versuchen, nichtlokale in lokale Wechsel-
wirkungen zu verwandeln. Dies ist jedoch etwas, was in der Physik oft geschieht, auch wenn
man es sich vielleicht nicht so explizit vor Augen fiihrt. Als Beispiel diene fiir einen Moment
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die Magnetostatik: Ein Magnet auf der einen Seite eines Tisches lenkt die Kompassnadel
auf der anderen Seite des Tisches ab. Eine nichtlokale Wechselwirkung. Um diese theore-
tisch zu beschreiben, kann man ein zusétzliches Feld einfiigen, das Magnetfeld. Dieses soll
lokal an den Magneten koppeln, dann (sehr schnell) zur Kompassnadel propagieren und
dort wieder lokal an diese koppeln. Auf diese Weise wurde eine nichtlokale Wechselwirkung
durch zwei lokale Wechselwirkungen und eine dazwischen liegende Propagation ersetzt.
Man kann sagen, dass diese Methode der Ausgangspunkt der Feldtheorie iiberhaupt ist.
Die Vorgehensweise in diesem Abschnitt entbpricht genau dieser Philosophie.
Angenommen, es gibt einen Term der Form K 7L in der Wirkung, der zu beseitigen ist.
Dazu definiere ich ein neues Feld M, und benenne weiterhin:

1 1 1
M:=M+XNT"—K+ A= 4.
+ o2 + 2V2 (4.50)
Dann sieht man aber:
1 1 1
2 257 1 2 2
—MV M+Kv2L——MV — 2 "MK — DML — )\~ KVQK——)\ LVQL (4.51)

Der Parameter A ist nicht dimensionslos, er wurde eingefiihrt, damit M eine wohldefinierte
Einheit bekommt, genau wie ein wohldefiniertes Skalierungsverhalten. Die Dimension von
A ist spater mit Riicksicht auf die Selbstkonsistenz der erhaltenen Wirkung zu bestimmen.
Andererseits ist die Integration iiber M auf der linken Seite nun gaufisch, trigt also nur eine
feldunabhéngige Konstante zum erzeugenden Funktional bei und darf daher immer in die
Wirkung eingefiigt werden. Damit ldsst sich der zu ersetzende Term durch die rechte Seite
obiger Gleichung ersetzen. Man konnte einwenden, dass neue Nichtlokalitdten auftreten,
aber sie lassen sich in gleicher Weise beseitigen, z.B. durch

~NV2N AQLWL = —NV2N —iANL, (4.52)
mit

N: =N+ 2)\2 V2 (4.53)
Dabei treten nun keine neuen nichtlokalen Terme auf.
Durch wiederholtes Anwenden dieses Rechentricks findet man, dass die Terme (4.47)-(4.49)

auf folgende Art zu ersetzen sind:

6
(447) - (449) — = "V — X190 0ava — M1 Data — X260 Oava — iX20%0avs

k=1
—2X51¢%0,C0 — 21071 ¢°0aCy + Ba(va + 207100’ + 200 ' 00¢?)
—iQapUa(vs + 201 1050" + 20N 1050%)Osvp. (4.54)
Zur Vereinfachung wurden hierbei zwei Abkiirzungen eingefiihrt:
B, = _aﬂQ&lngﬂewe + Q&ﬁwgaaQBe¢e> (455)
Co = iQspus05(va + 20 00t + 2iA] 100 d?). (4.56)

Es miissen also insgesamt 6 neue, einkomponentige Felder ¢! bis ¢5 eingefithrt werden.
Fithrt man die Rechung auf andere Weise durch, kommt man auch auf andere Zahlen von
notigen Feldern, die auch mehr Komponenten haben kénnen; nach allen Versuchen ist aber
die hier vorgestellte Umformung das mir bekannte Optimum.

Bei Ansatz 2 entfillt zwar das Neudefinieren der Felder, also Schritt 1, aber dafiir hat man
bei Schritt 2 auch neue Grassmann-Felder einzufiigen. Insgesamt ben6tigt man hier drei
einkomponentige kommutierende und zwei einkomponentige antikommutierende Felder, um
zu einer Theorie zu gelangen, die nur lokale Terme enthélt.
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4.3 Sortieren der Terme nach Ordnung der Ableitung

In der oben hergeleiteten Wirkung werden nun alle Terme ausmultipiziert, und alle vereinfachen-
den Benennungen riickgéngig gemacht. Was {ibrigbleibt, wird nach Ordnung der Ableitungen
sortiert, um die Ableitungsentwicklung vorzubereiten. Die Rechnung ist etwas ldnglich und fithrt
bei der Problemlésung nicht weiter, also werden nur die Endergebnisse fiir die verschiedenen
Modelle angegeben:

4.3.1 Ansatz la

Sla = /dDJJdt {Ol[’U, ¢17 ¢37 ¢47 ¢6] + 02[¢1 - ¢67f)v7u] + Og[’U,U]
+04[v,u, ¢, ¢, ¢*, 8%, %, Y] + Os[v, u, @', 8%, ¢*, ¢°, ", 9] + Oglo", %, v, ¢},

mit:

Ol = - )‘1¢180/Ua - i)\1¢38ava - A2¢4804U04 - iA2¢680/U047

6 -1
1
Oy =— > ¢Fv2gh - LQ FaV2 o — 5-Uadad305 — ifadadgup + i £ V2,
k=1

— iuaVQ&gva + iuaaaagatvg,
O3 =— inuavﬁagva + iaaaguav565vg,

O4 =iug V*vy — iuad0aV20vs + iV 0be — ViV 00050105
+ 200 'V?u,050' 05va — 20] V2000000 + 200 1 000uadsd 0svs
— 20 1000510 050% 0505 + 2105 'V ua050  0avg — 20Ny 1 00051005 Dpvs
— 2A51V2ua85¢53a05 + 2A§18a8ﬁua85¢585v5,

O5 =4iX3V?1000050' 050" — 4X3V 210000502 050"* — 4iA30005ua05050 050"
+ 4300051003050 05¢* — AN3V 1000050 058° — 4iX3 V100 050° 0t
+ 403000510 03050" 050° + 4iA30005ua05050* 05 + V21105V Yavs
— 00k 0s V2 gvs — V210205000510 505 + 0001 05050e0evs
— 0o V25V Uavg + 030205105V Ygvs + 0o V10500031 gvs
— 0500051 3,050ccvs,
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O =A1 ' (V29505 V2 a0sd! + 21V 505V Padsd” — 2000510505V 13050
— 2000050705 VY305 d* — 2V} 05000:0e05 0" — 2V}, 05000050
+ 20,0507 0505005 + 200005105 05050305 d*
— 205 V25 V205" — 2105V 25 V30507 + 20005051075V 4505 "
+ 210005050V *1h305% + 205V 205050005 + 2005V 2505010 D5 °
—20,050507050:0 050" — 2000030505010 05 %)
—YEVO s + V10,0501,

wobei A3 = A7 '\, ! definiert wurde.

4.3.2 Ansatz 1b

Slb - /dedt {00[1}7u7 f] + Ol[U,’U,, f7 ¢1 - ¢47 ¢6 - ¢87¢*7¢7 01*7017 02*]
+0Os[alle Felder] + Os[v, ¢', ¢* — ¢°, 9, 0, 0]
+ O4lo", 6% — ¢°,0",¢%, 0,071},

mit:

Oy = — 1Ua0iva + iUq fa,

01 = — 1ua03vav8 + QiAl_ld)laaua — 2)\1_1¢28aua
— M0 00ava + M0 Oafo — iA10*010ava
+ M3 0n fo + Oathiot — 1 010atha
— X000 — iM% 0V — A3 Onva

. 8 2
- Z>\3¢ OaVq — 0 ¥ o Wa,

. . 1
Oy = — Z V3 + %(OQUQ)Q + iU V20,
— 1UuaVOadpvs — VUV g + Ev0a051s
1
-3 Fa V2 fo + MO 0a0avs + iX1050°va00vs

— V2ol 4+ 2i)\2_1¢48ﬂua85va - 2A2_1¢565ua85va
+ 2i0 1 M V0 — 205 100U Vi, — 02 V202,
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O3 = — 205 ¢ \10' V20,00 — 205 16" M50 050000 — 2005 6" M1 0P V2 0nvy
— 200y 1" M3 05000 — 2005 LGN V2 Dnva — 20Ny T 6PN 1050 D500 va
+ 205 10 M PP V2000 + 205 1P N1050° 050000 — 405 19100 V21,
+ 405 1910001 000515 — 410y 17000 V2 1bg + 4iN; 1§07 000 0n 0515
— 2051000 M 030  0avs — 2105 1 00d* M3d? Oavs — 2i0; 1 00d’ M50  Oavs
+ 2A;18a¢5A13g¢36avg + 28g8a01*8aU502 + 20,0 V2,02
+ 28a01*8a85vg02 + 20 V20,0002,

O4 = — AN "N V2000 N1000" — 4iX3 NS V200" 100!
— 4iX3 0N V2000 N1 009 + 405 0N V200 d® N\ 100 d®
_ 4>\§1¢7)\51V2¢4)\1V2¢)1 _ 4Z->\51¢7)\51v2¢5)\1v2¢1
_ 4iA§1¢7A;1V2¢4A1V2¢3 + 4>\§1¢7)\51V2¢5)\1V2¢3
— 4NN 100050 MO0 05" — 4iX3 1 TNS 100050 N100 0"
— 4iX5 1 0"A; 100030 M100030° + 4051 9T N; 1 00050° M1 000"
— AN TN 000 M V2000 — 4iX3 10N 000’ M1V 0n !
— 4iX3 1N 000 M V2000 + 405 07N 100 d® M1 V200 d?
— 4iX3 1 NI V2000 " N0t + 4NN V200" N 100!
F 42516905 1 V20,0 N1 006 + 4iX5 1IN V20000 M1 000
. 4i)\§1¢9/\2_1V2¢4)\1V2¢1 + 4/\§1<Z>9)\2_1V2¢5)\1V2¢1
+ 4/\51¢9)\2_1V2¢4)\1V2¢3 + 42‘/\§1¢9)\2_1V2q§5)\1v2¢3
— 40 09N 100050 N 100050 + 40519705 100050 M10a 00"
+ 403 1705100050 N 100050° + 4iX3 1 ¢IN; 100 050° X100050°
— 4iX3 1 NS 00 N V2000 + 405 0N 00d® N1 V200!
+ 40510005 100 M V200 % 4 4i05 1005 LD N1 V2D, 0
+ 425 10,056 0050 0% + 85 10,6 V2 D0 * 0
+ 4i0; 1 0005000050 02 + 8iX; ' 00° VDo o
+ 40, 1V o? + 4iNy 18P Ve o2
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4.3.3 Ansatz 2

SQ = /deL‘dt {O()[’U,U, f,lb*,l/J] + Ol[¢1 - ¢37favau7¢*)¢70-7 9]
+02[¢1 - ¢37favau7¢70'*70-]} )

mit:
Oy = —iugOwg + iug fo + Vh0a,
O1 = —iuqv3dpva + 22 10 0ntia + iXG Oy fo — 20N 9% D0 ua
—)xd)3aafa + 1#21&5851)& + w;;vgaglﬁa + Ok
—100, V¢,

3
0y = viugVivg — Z ¢kv2¢k
k=1
+iX0a 0 150500 — MNad V50500 + 0¥ V30
-1
+8aa*@bg85va + 8a0*v,gagwa — %fQVZfa
AV

Hier ist zu erwahnen, dass darauf verzichtet wurde, beim Einfligen der Felder ¢* und o einen
weiteren Parameter mit in die Rechnung zu nehmen. Dies hat zur Konsequenz, dass die neuen
Grassmann-Felder unterschiedlich skalieren, was aber in der RG-Gleichung sowieso vorgesehen
ist.
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4.4 Fourier-Transformation der Wirkungen

Auch werden die Ergebnisse nur angegeben, weil die Rechnung keine neuen Einsichten bringt.
Die neuen Koordinaten nenne ich p, ¢, r, und verwende das folgende Symbol:

/ <(;i:)%)n5(z Pn)- (4.57)

Dieses Symbol ist nicht im engeren Sinne als Integrationsmafs zu verstehen, sondern als Symbol,
das sich auf jeden einzelnen der folgenden Terme bezieht; fiir jeden Term bezeichnet n die Anzahl
der Felder, und die Delta-Funktion sorgt dafiir, dass in jedem einzelnen Term die Summe der
Impulse verschwindet.

Fiir spatere Rechnungen benotigt man nur die Wirkungen nach der Umdefinition der Felder (falls
man eine solche vornimmt), aber vor dem Einfiigen unphysikalischer Hilfsfelder; sowie die fiir die
Ableitungsentwicklung vorbereiteten Endversionen.

Es sei zunéchst definiert:

Qas(p) = p25a§—papﬁ, (4.58)
Pos(p) = p*Qas(p). (4.59)

Die noch nichtlokalen Wirkungen sehen dann wie folgt aus:

4.4.1 Ansatz la, nichtlokal

Sialu, v, 9, 0%, f] = /< ) O pn) dt{ 5.-Pava(P)dava(9)

+iug(p )Qaﬁ( )(0: + vq*)va(q) — Qap(P)ua(P)ay Pac(q)ve(q) Pys(r)vs(r)
—ifa(p)Qap(@)us(q) + ¥4 (0 + va*)* Qup(@)¥s(q)

—ippQuany (D)5 (P) Qe (0) e (@) Pys (r)vs(r)

+iQas(P) V4 (P) 47 Qpe(9) e (q) Pys(r)vs(r)

+21pfa(p)q2fa(fJ)} , (4.60)

4.4.2 Ansatz 1b, nichtlokal

D n
Sulwvof) = [ (Gl ) A it {—;ipava@)qava(q)—z’ua@)atﬁaa(q)vﬁ(q)

—iuq(p )Vq Paﬁvﬁ( )+Ua(p> s(p )( s(q)vs(q )Tvpﬁe(r>l)6(7"))
btk () Pas () a) + V4 (0)0 Pos(a) 5 (a) N
+05 (P)va” Pap(9)¥5(q) + 1005 (p) Pas (p) (Pys(0)5(q)r Poe(r)ve(r))

i (0) P (0) (o (@) (@) P ()0 <>>+2pfa<p>q2fa<q>}, (4.61)
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4.4.3 Ansatz 2, nichtlokal

Sou.vi 1,64 = | (ﬁ)nazmmdt{z’ua<p>atva<q>z’ua<p>uq%a

+Pap(p)ua(p)vy (9)7r5(r) + itta (p) Pas(a) F5(0) + ¥ (p) Detbala)
+05 D)V Va(q) + i Pap(p)h (p) by (q)ryvs(r)

i (p) U (p)tr (9105 (r) + 21pfa(p)q2fa(Q)

+e<p>qava<q>}. (4.62)

Fiir die lokalen Wirkungen findet man letztendlich:

4.4.4 Ansatz la, lokal

g / dPp nd(z dt{o L g3 4 48] 4 Oolo! — b 0
1 = (27T)D pn) { 1[U7¢ 7¢ 7¢ 7¢]+ 2[¢ qs ’favau]+ 3[U,U]
+04[v,u, ¢, ¢, ¢*, 8%, %, Y] + Os[v, u, @', 8%, ¢*, ¢°, ", 9] + Og[o", %, v, ¢},

mit:

O1 = — iM6" (p)qava(q) + M1 (P)dava(q) — iA20" (P)dava(q) + A20°(P)davalq),

6 -1

0 =Y ¢"(p)d*¢" () + %fa(p)QQfa(Q) + iva(p)QaQﬁ”ﬁ(Q)
k=1
+ifa(P)dadsus(q) — i fa(p)d*ua(q) +iua(p)a*dpva(q)
— ua(P)4aqsiivs(q),

O3 = — p2ua (p)vﬂ (Q)Tﬁva (T) + PaPsla (p)vé(Q)Tﬁvﬁ (T))

O4 =ita(p)q*vva(q) — iua(p)gsqaq’vus(q) + Vi (p)q Oba(q)
— V(D)0 4aq30i05(q) + 20N P ua(p)qsd’ (9)rava(r)
— 207 PP ua(p)asd” (q)rava(r) + 20 Papsua(p)asd’ (q)rsvs(r)
— 2] 'papptia(p)asd* (Q)rsvs(r) + 200y ' pPua(p)ase’ (a)ravs(r)
— 2iA; ' pappia(p)asd’ () ravs(r) — 223 ' P*ua(p)asd’ (q)ravs(r)
+ 25 ' papstia(p)asd’ (q)ravs(r),
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O5 = — 403p*ua(p)4atpd’ (Q)rad (1) — 4idsp*ua(p)qaqsd” (q)rpd* (r)
+ 4A3pappua(p)qaesd' (¢)rsd* (r) + 4idspappuia (p)qsase” (q)rse* (r)
— 4iX3p*ua(p)4aqsd’ (@)rpd’ (1) + 4X3p*ua(p)dadsd® (9)rsd° (r)
+ 4iX3papsua (p)qsasd' (Q)rsd° (r) — 4Aspapsa(p)apasd” (q)rsd’ (r)
+ip*5 (0)asd" Vo (Q)va(r) — ipapsth(p)asa*s(q)vs(q)
— ip* Y} (0)2590q503(Q)vs (1) + iPapaty (D) 2539 (q)vs (7)
— ipap? V5 (D) (q)va(r) + ipspapsihs (p)*Ys(q)vs(r)
+ ipap’ V5 (P)4aqs¥s(q)s(r) — ipspapstbn(P)asaete(q)vs(r),

O =A1 ' [—20°Y%(p)asq*Pa(@)rsd' (r) — 2ip* V() asa*a(@)rsd® (1)
+ 200t (P) 4507V 3(Q) 50" (1) + 2ipapstn(p)asa* Vs (q)rsd” (r)
+ 20%05 (D) 4590 ee ()75 () + 2ip° V% (D) 4540 g e (@)r5% (r)
— 2Dappta (D) 45439V (@)T59" () = 2ipapstri (p)dsq59c e (@) 597 (1)
+ 2pp° Y5 (0)* V3 (@)rs0" (1) + 2ipp* V5 (0)¢*Ya(@)rsd* (r)
— 2papppsti (P)0*Vs(Q)rs¢’ (r) — 2ipapspsis(p)d*s(q)rsd® (r)
— 2pap° U5 (p)qpaebe(@)rs9" () — 2ipsp®s (p)asqetbe (q)rsd (r)
+2papapstn (P)asactbe (@)rsd' (r) + 2ipapspst (p)asaete(q)rsd® (r)]
+ U5 (0)d°vibs(q) — ¥ (P)q* daasris(q).-

4.4.5 Ansatz 1b, lokal

Sy = /((jﬂp> andt{Oovuf+01[qu¢—¢ o = 650,01, 0 0]

+0s[alle Felder] + Oslv, ¢, ¢® — ¢°, 1, o'*, 0]
+ O4[¢", 6% — ¢°, 0", 6%, 0™, 5%},

mit:

Op = — iua(p)0rva(q) + ita(p) fa(q),

O1 =ta(p)qsva(q)vs(r) — 227 ¢ (D)gatia(q) — 207 ¢ (P)gatia(q)
— iM6" (9)0iqava(q) + iM1¢" (P)gafalq )+A1¢3( )01ava(q)
— M6° (0)dafa(q) + ipatis(p)o (q) — i () Drgatbal(q)
— iA2¢*(p)qavalq )+>\2¢>6( )4ava(q) — iA30" (P)gava(q)
+ A3¢°(p)dava(q) — i0”* (p)gatbalq);
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0 =36 6 (0) — 5 Pava(P)tntals) — iap)ve*vels)

+zua( Waaq5v5(q) + Vi(P)VE*Valq) — V5 (P)Veaqss(q)
+ ;pfa(p)qua(Q) = Appdt (0)va(@)ravs(r) — iMpsd® (0)va(g)ravs(r)

+0(p)0 ! (@) — 2005 6" (P)gpual@)rsva(r) + 223 10°(p )q,@ua( )rpva(r)

= 2i0; 10" (P)ua(@)r*va(r) + 2051 6° (D)ua(a)r*va(r) + o> (p)a?0(q),
O3 2i)\71¢4( JA19 ( )TQTaUa(T) + 2iA;1¢4(p)A1Q5¢1(Q)TﬁTaUa(r)

= 20519 (P)M¢* (@)r?rava(r) — 20510 (P)Masd® (9)rsrava(r)

= 20519° (D)9 (@)r?rava(r) — 2051 0° (D) Masd' (9)rsrava(r)

— 210\, Lo (p 3(q)r TaUa(T) — 2iA51¢5 (p)A1q5¢3(q)rﬁrava(r)

+ 4005 0 (9)da0 ()Y (r) — 4iX; 16 (P)dac (@)rarpip(r)

)JA1

)da
— 40510 (P) a0 (Q)r?a (1) + 405 0" (D) a0 (Q)rar s (r)
+ 2005 Pt (0)Masd" (@)ravs(r) — 205 pad’ (D) M14s¢° (@)ravs(r)
= 2X5 'Pad’ (P)M1gsd" (9)ravs(r) — 2iA5 ' Pad® (D) M1gsd’ (g)ravs(r)
— 2ipppac’ (p)qavs(9)0*(r) — 2ipac* (p)g*va(q)o? (r)
— 2ipac(p)gaqpvs(q)o” (1) — 20" (p)q°Gava(q)o™(r),

Os = — 40507 (D) A P qad (D Mirad! (1) — 4iX5" 0" (D) A ' Pead® (@) Mrad' (7)
—4iX3 0T (D) A et (D) MTad® () + 405 6T (D) A P00’ () Mirad’ (1)
— 40519 (P)Ay ' PN (@ Mr? el (r) — 4irg 19" (p)Ay ' P (@) Mr?e (1)
—4iX3" 0T (DA P (@) MrP 3 (r) + 4X5 16T ()AL P % () PP (r)
— 40510 (D)AS  qaqsd (@ MTarsd (1) — 4iX57 0T (P)AS 140’ (@) MiTarsd’ (r)
— 4031 0T (D)AS 1 00 as (@ AiTars0’ (1) + 405107 (D)A5 1 4agsd® (@) MiTarsd> (1)
— 40510 (DA 40t (@) MirPrad! (r) — 4iX5 0T (P)AS 48’ ()M rad ()
— 4iX; 8T (P)A et (@M rad® () + 4X5 107 (D)AS 1qa¢>5( A7 rad®(r)
—4iX3" 0" (DA P aad (@ Mrad (7) + 405107 (0) A 00 d’ () Mirad’ (7)
+ 405107 (DA P g0t () Mrad® (1) + 4iX57 07 () A7 000’ (@ Mrad® (r)
—4iX3" 0" (DA P (@Mt (r) + 4X5 160 ()AL P () AP ()
+4X051 Y (D) AL ' P (Mr? P (r) + 4ixg 1 6 () Ay TP () Mar? P (r)
— 4i05' 07 (D)A;  4aqpd (@ MTarsd’ (r) + 405167 (D) A}  4aqsd” (@) MaTarsd’ (r)
+ 4057 (D)A; 40t (@) Airarsd® (r) + 4iX5 1 6% (D) A5 1 00qsd® (@) Mrar o’ (7)
— 44X (P)A; ' 4ad (DM rPrad! (1) + 40507 (D) A5 408’ () A1 rad ()
+4X51 07 (D)X a8 (M7 rad® (1) + 4iX5 107 (D) Ay 40 d® (@) MarPrad® (r)
+ 425 'Pappd’ (p)agso ™ (9)* (1) + 8X5 ' Pad’ (P)¢*qac ™ (q)0” (1)
+4iX5  pappd’ (p)4aqso ™ (@)0” (1) + 8iA; ' pad 1> qac ™ (q)a* (r)
+ 4)\2_1¢4(p)q401*(q)02(7“) + 4@')\2_1(155 (p)q401*(q)02(7”).
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4.4.6 Ansatz 2, lokal

D n
Sz = /((;lﬂ > an dt{Oo’U U, f zp ¢]+01[¢ ¢37fav,u,¢*,w,a,0]
2[¢1 ¢37f,1),U,”(b70' ,o']}7
mit:

O = — 1ua(p)0sva(q) + ita(p) fa(q) + V5 (p)0sba(q),

O1 =ua(p)v(q)rsva(r) + 2IA" ¢! (p)gaua(q) — Nﬁl( )dafalq)
+ 2067 () datta (@) — iAD (P)dafa(q) + 10k (p)V3(q)T5Va(T)
—I—Z'Y,ZJZ(]?)UQ((])T’/mﬁa(T)+ipa¢a( ) (Q) 9( ) oﬂ}a(Q)

02 = — vita(p)¢*valg +Z¢k (p)d*¢"(q)

k=1
— iApad' (p)vs(@)T5va(T) + APad® (P)va(Q)rava(r) — o*(p)d*a(q)

-1
— pa0* (P)V3(Q)78va(r) — Pac™ (P)vp(@)rtalr) + %fa (p)¢* fa(q)
+ 95 (P)va*alq).



4.5. FAZIT 75

4.5 Fazit

In diesem Kapitel wurden Wirkungen, und damit auch erzeugende Funktionale, fiir die hydro-
dynamische Turbulenz hergeleitet. Diese Herleitung folgt grob der Prozedur, wie sie fiir stocha-
stische Differentialgleichungen im bereits zitierten Artikel von Hochberg und anderen® aufge-
flihrt ist. Dariiber hinaus konnte gezeigt werden, dass es, unter Verwendung des Faddeev-Popov-
Ansatzes der Quantenfeldtheorie, moglich ist, die Inkompressibilitdtsbedingung in die Wirkung
aufzunehmen.

Weiter wurde eine Methode demonstriert, wie man durch Einfiigen abstrakter Felder in die Wir-
kung aus einer nichtlokalen Theorie eine lokale machen kann. An dieser Stelle wurde ausgenutzt,
dass die Navier-Stokes-Gleichung eine klassische Theorie beschreibt, und die neuen Felder damit
auch unendlich schnell propagieren koénnen. Man kann diese Prozedur auch aus einer anderen
Perspektive betrachten, und sagen, dass die Navier-Stokes-Gleichung eine effektive Theorie be-
schreibt, die man erhélt, wenn man aus der fundamentalen Theorie die Felder ausintegriert, die
in diesem Kapitel neu eingefiihrt wurden. Dazu ist zu sagen, dass die Art des Einfiigens neuer
Felder keinesfalls eindeutig ist, und den Hilfsfeldern deshalb auch an dieser Stelle keine physika-
lische Realitat zuzusprechen ist.

Die hergeleiteten Wirkungen wurden dann fiir die RG-Analyse, speziell die Ableitungsentwick-
lung, vorbereitet.

S[HMPPMV 99|
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Kapitel 5

RG-Gleichungen fur die Turbulenz

Nach den geleisteten Voriiberlegungen ist man nun in der Lage, die RG-Gleichungen fiir die zu
betrachtenden Modelle aufzustellen, und auch die Ableitungsentwicklung vorzubereiten.

5.1 Letzte Voriiberlegungen

Zum Aufstellen der exakten Gleichungen nach dem Modell der Gleichung (3.63') fehlen die In-
formationen iiber die kanonischen Dimensionen der vorkommenden Groéfsen, sowie iiber die Ex-
ponenten k in den Propagatoren, wie sie oben definiert wurden.

5.1.1 Die kanonischen Dimensionen

Aus den Fourier-Transformierten der Wirkungen kann man die Dimensionen der beteiligten Gro-
fen ablesen. Die Dimensionen der physikalisch bedeutungsvollen Grofen entimmt man der K41-
Theorie, mit folgender Argumentation: Womit auch immer numerisch die Turbulenz identifiziert
werden soll, die K41-Theorie stellt immerhin eine mégliche Losung dar. Sie zeichnet sich durch
die zwei Kolmogorov’schen Hypothesen aus: Zum einen sei die Theorie auf allen Skalen selbst-
ghnlich, zum anderen nehme die Energiedissipation auf kleinsten Skalen einen festen Wert € an.
Das heifst: K41 entspricht einem Fixpunkt des RG-Flusses, und zwar dem Gaufs’schen (denn nur
beim Gauf’schen FP lassen sich die gradzahligen Mehrpunktfunktion einfach auf die Zweipunkt-
funktion zuriickfithren, was einer dimensionellen Analyse gleichkommt). Dariiber hinaus gilt fiir
den Energiefluss II' nach K41:!
@20

11 T Xe (5.1)

Aus der Selbstiahnlichkeit folgt dann sofort /(v2(1)) o 15.2 Somit gilt aber im k-Raum:
2 4
-2 W == (5.2)
1

[v]=—D—z. (5.3)

Die Dimensionen der neu eingefiigten Felder erhdlt man aus der vollstdndig umgeformten Wir-
kung. Man findet so:

0]

vgl. dazu zum Beispiel das Buch von Frisch, [Fri 95]

2 Abweichungen vom K41-Verhalten, wonach ja eigentlich gesucht wird, zeichnen sich durch ein skalenabhén-
giges €(l) aus; das obige Argument ist dann nicht mehr giiltig. Man geht aber zunéichst einmal davon aus, dass €
konstant ist, und betrachtet die Skalenabhéngigkeit als anomales Verhalten, das zum Beispiel in der N&dhe eines
anderen Fixpunktes zu finden sein kénnte.

7
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e Ansatz la:

fl=-D+3  ll=—g,
W=-D+3  ll=-D+3,
Wl=W=-2 -1 [#=-2-1
[A] = [Ao] = g + %7 [A3] = =D — %;
e Ansatz 1b:
N=-D+3  =-3
W=-D+3  ld=-D+3,
q_ g D1 4 D
W]-W]——E—g» [Cﬂ——;—l Vi,
M=F -5  Pal=Pal=2 g,
] _ _ D 4 ot D 2
M=l =25 =l*=-2-%
e Ansatz 2:
N=-D+3, Wl =3,
Pl=-D+3  Wl=Wl=-3-3
M=2 -3 o=,
.. D 4 D 2
o =-5 -3 o= -2 -2,
(6] =2 1 vi

5.1.2 Die Exponenten k

Die noch fehlenden Exponenten k£ erhélt man aus der Beziehung
k= —2Dyn — D.

Fiir alle Modelle gilt

2 )
kv:D+§, k¢z:2 v’é,
2
k=D — =
f 3’
fir die anderen Felder findet man:
e Ansatz la:
14 14
k,=-D+ — ky = —;
U + 3 ) ) 3 )

(5.13)
(5.14)
(5.15)
(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)
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e Ansatz 1b:

e Ansatz 2:

2
ky=—D+ =,
+3
o=
2
ku:_D Py
+3
ka_%a
3
4
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(5.22)

(5.23)

(5.24)
(5.25)

(5.26)

Bevor nun die exakten RG-Gleichungen aufgestellt werden, fiihre ich noch ein Symbol ein. Der

Operator

o5

wuird als ,,Zéhloperator” verwendet, der in diesem Fall zahlt, wie oft das Feld ¢ in einem Term
vorkommt. In gleicher Weise braucht man einen Operator, der zdhlt, wie viele Zeitableitungen
ein Term enthélt, da 0; wie eine skalierende Grofte behandelt wird. Rein formal werde ich dafiir

das Symbol

0
O 3o

verwenden; dies ist jedoch auf keinen Fall als Ableitung im mathematischen Sinne zu verstehen.
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5.2 Die exakten RG-Gleichungen

Damit sind nun alle Informationen zusammengetragen, die zum Aufstellen der exakten RG-
Gleichungen benétigt werden. Das Ergebnis lautet:

5.2.1 Ansatz la

5585 6 65 -\ 548
{5%5%—5%5%—2[(@ (p )vz}

D+ 2 _ -
+/ (WKf(pz)JrﬁK}(pQ)) x
p
58S 58S -1, 505,
{am “onen K@ ><sfif2}
D_4 4, ~,
+/p (WKu(pQ) +p2Ku(p2)) X

0S8 68 6 48 08
X{5uz5uz 67“1671%_21{ ( )ul}

241y ~,
+Z/ (2%K¢(p2)+p2K¢(p2)> x
5 685 -, .65 .
Nogao ~ sgrae ~ 2K 0550 )

+2/p (1 - 2)+p2f<’m(p2)> X

0S 68 d 08 -1
{w*ém sor s T e ><¢z5¢*+¢z¢>}

L ey [ 05 sy /
( ‘D 3 2)/pvlévi ( D+ + f’L(sz
7T M 0S -D 2+77¢z ;
+(_§+7) S +Z/¢5¢z
+77\1/
(/ e / m)
_/A3'55 /fafas/ﬁ'(ss
Y50 50, Ponst ) “Papsu
la'(ss /*8’65 /Aa'(ss

20— — =+ DS. (5.27)

X
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5.2.2 Ansatz 1b

. -D—2+4m, - N
Sz/ (;Kv(pZ)er?KL(pQ)) X
p
{5353 605 - p)és }

Sode  Fuide Ko W5,

D424 ~
+/ (23 fo(p2)+p2K}(p2)> x
p

0S8 &S J 08 - oS
{5J""z5fz_5f¢5f¢_2Kf v )5fzf}

D—z+n, - -
+/ (;Ku(p2)+p2f<’£(p2)> X
p

08 4S5 o 08
EEE_SE&Z_J(( )

2+ . i
e g )+P2K</¢>(P2)> X

P
d 68 - oS
x{ (W “saisa e )Wb}

v2 [ (56 -mketo )+ PR
5S 88 58S i 5 (.08 &S
X{W&m_w(wﬁ% “”(“’” sgr TV ¢>}
+2Z/( 1) R + PR ) ) %
0S 68 d 0S8 ~ .08 .08
: {w’* Soi o o7 +ES W <"M5 +"150i>}

+ (- fo 77”/ D+ +”f /fléfz

]_ nu _D_2+77¢1 i
+(= 3+2) “5u1+z /(bégin

T _D"MW </””5¢* / wz)

X

i
1.2
2

-p-8 _p-4
3+mf/au&i+ dte [ 08
2 » oo » dol
+—D—§+ng /02* §S —D-— 3+ngz/ 2 08
So2* » dol

_/ & 68 /f & 68 / 958
Pap v Poapsr ) “Popou

. 968 9 89 9 68
R R T A

o) 0 08 . 9 68
_Z/ Pop sois Z;/p”apaai
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20— — — 4 DS. (5.28)

5.2.3 Ansatz 2

) -D—2+41, - .
5= (;*”m(ﬁ) +p2f<;<p2>> x
p

0S8 6S d 68 - 0S5
X{am AT >5}

—D+:+nr -~ ~
+/ (23 fo(p2)+p2K}(p2)> X
p

5SS 6 0S -, 568,
{MM—MM—QK,I (p )fz}

D—24mn - .
+/ (‘;Ku(ﬁHpQKL(pQ)) X
p

4S 5S d 48 - 5S

D — 4 + Ny ~ ~
+/<32’K9(p2)+p2Ké(p2) X
p

0568 6 68 - )
{5959‘5959‘2K€ (v )509}

+Z/< 20 g )+p2f<<’¢,(p2)> X

5565 58S -y .85
{WW T agise e )w‘b}

X

35~ MR GP) + PRy ) x

0S 68 6 08 . oS
_ 09 =12 Z
Gr e Suroun ““(w sor TV w>}

{;
1 . .
+2/ (2(2 — 1) Ko (p%) +p2Ké(p2)) x
p
5S6S 58S -, o [ .08 &S
X{&J*(Scf_éo*%+K” (p)< 5o 50)}
p_Ltymy [, 05 77f/
+(-=D 3+ )pvz(S (D+ + fl&fl
1 55 - —2+77¢> i
t(3+3) “%Jr . /%m

+<_§+m)>/p ?g+_D_+W </¢’5¢* / ¢)

3 + na' / _D - a9 + 7]0’ 55
o—
p 50* 2 o
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005 /f 9 05 /.3'55
P op v, Ponst ) "Papsu

Za’as . 0 68 / o 58

9‘9'55_/*8'55_ o0 95
Popso — )7 Popoo — ),V op oo
2 55 05

—3%55, ~an TP
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5.3 Fazit

In diesem Kapitel wurden die Ergebnisse der beiden vorangegangen Kapitel kombiniert. Die
hergeleitete RG-Gleichung (3.63’) wurde an die Wirkungsmodelle der Turbulenz angepasst, das
heifst insbesondere fiir alle vorkommenden Felder formuliert. Die fiir das endgiiltige Aufstellen
der Gleichungen notigen Konstanten wurden zum Teil der K41-Theorie, zum Teil den Fourier-
transformierten der Wirkungen aus dem vorherigen Kapitel entnommen. Dabei wurde die Re-
parametrisierungsinvarianz der Felder in der Art ausgenutzt, dass eine beliebige Definition der
kanonischen Dimension eines Feldes moglich ist - ich habe mich, zweckméfigerweise, fiir die
Definition entschieden, die dazu fiihrt, dass die Mehrpunktfunktionen der Theorie in der N&he
des trivialen Fixpunkts geméafs der K41-Vorhersage skalieren. Dieser Punkt wird analytisch und
numerisch in den néchsten Kapiteln iiberpriift, und bestatigt.

Die RG-Gleichungen, die in diesem Kapitel vorgestellt werden, sehen sehr kompliziert aus, sind
es aber bei ndherem Hinsehen nicht. Man kann die verschiedenen Beitrége der einzelnen Felder
gut voneinander unterscheiden; jeder Beitrag fiir sich zeigt die Ndhe zur Polchinski-Gleichung.
Die Gleichungen (5.27), (5.28) und (5.29) stehen dariiber hinaus in einer Form zur Verfiigung,
die eine Ableitungsentwicklung bereits erleichtert.



Kapitel 6

Die Ableitungsentwicklung

Die im vorangegangenen Kapitel hergeleiteten RG-Gleichungen sind in der exakten Form nicht
handhabbar. Letztlich beschreiben sie als Funktionaldifferentialgleichungen unendlich viele Frei-
heitsgrade zugleich. Da exakte Losungswege fehlen, ist man darauf angewiesen, die Gleichungen
zu approximieren. Eine bewdhrte Methode ist die Ableitungsentwicklung.

6.1 Einige Erlauterungen zur Aufstellung der Ableitungsentwick-
lung

Bei dieser Art der Approximation der Wirkung werden die Terme sortiert nach der Anzahl von
Ortsableitungen, die auf die Felder wirken, beziehungsweise nach Potenzen von p nach Fourier-
transformation. Die Terme werden dann so zusammengefasst, dass man genau einen Term erhélt,
der gar keine Ableitungen enthélt. Bei allen anderen Termen sorgt man durch partielle Integra-
tionen dafiir, dass keine Terme mehr auftreten, die ineinander umgeformt werden kénnen (die
Entwicklung soll also eindeutig sein). Beispielsweise sieht das fiir die skalare Theorie so aus:

5 / V(6) + 5(00)°K(9) + 0(0"). (6.1)

Dann nahert man so viele Felder wie moglich als konstant an: Bei dem Term, der keine Ableitun-
gen enthélt, also alle (wodurch eine divergente Konstante auftaucht, die aber endlich ist, wenn
man die Physik auf ein endliches Volumen begrenzt); Felder, die abgeleitet werden, darf man
natiirlich nicht als konstant annehmen. Auflerdem gilt, dass wenn ein Feld nicht als konstant
angenommen wird, mindestens noch ein zweites nicht so approximiert werden darf, weil sonst
der Term durch die Deltafunktion in den Impulsen trivial wird.

Die entstandene Wirkung setzt man nun in die RG-Gleichung ein und vergleicht, welcher Term
auf der rechten Seite der RG-Gleichung zu welchem auf der linken Seite einen Beitrag liefert.
Die Ableitungsentwicklung funktioniert bei der skalaren Feldtheorie recht gut. Sie fiihrt auf ein
System gekoppelter Differentialgleichungen, die man mit Hilfe der Numerik zu lésen versucht.!
Eine Ableitungsentwicklung der hergeleiteten Wirkungen ist nicht so gradlinig und einfach, wie
das fiir die skalare Theorie der Fall ist. Man sieht sich mehreren Problemen ausgesetzt: Zum
einen enthélt die Theorie Grassmann-Felder, zum anderen Felder, die vektorartig sind, und mit
denen eine Ableitung kontrahieren kann (zum Beispiel zu einer Divergenz). Als drittes ist zu
bertiicksichtigen, dass sowohl Zeit- als auch Ortsableitungen in der Theorie vorkommen, und da
hier nichtrelativistisch gearbeitet wird, miissen beide Ableitungsarten getrennt voneinander be-
trachtet werden.

!Nachlesen ldsst sich dies zum Beispiel in den Artikeln von Comellas, [Com 98], und Hasenfratz/Hasenfratz,
[HH 86].
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Bei Feldtheorien, die Grassmann-Felder enthalten, reicht eine Ableitungsentwicklung allein nicht
aus, man hat auch nach den Potenzen der Grassmann-Felder zu entwickeln. Dies liegt letztlich
daran, dass man nur eine endliche Anzahl von unabhingigen Grassmann-Variablen am selben
Ort zur Verfiigung hat, und das Produkt von zwei gleichen Grassmann-Feldern am selben Ort
Null geben muss. Ein Beispiel: Die RG-Gleichung erzeuge als Beitrag fiir einen Term das Produkt
der Terme A(t),9*) und B(1,9¥*). In welcher Form hdngen A und B von den Grassmann-Feldern
ab? Enthélt das Produkt dann zwei gleiche Grassmann-Felder am selben Ort, so verschwindet
der Beitrag; das Produkt der Koeffizienten wird das im Allgemeinen nicht.

Man kann also nicht einfach, wie im skalaren Fall, die Koeffizienten vor den verschiedenen Ablei-
tungstermen verrechnen, weil sie im Allgemeinen eine Anzahl von Grassmann-Feldern enthalten.
Man muss genau buchhalten, welche Felder sich wo verbergen. Dies fiihrt letztlich dazu, dass die
Wirkung nicht nur nach den verschiedenen Ableitungstermen sortiert, sondern auch eine Ent-
wicklung in den verschiedenen moglichen Kombinationen der Grassmann-Felder vorgenommen
habe.

Nun tritt als nachstes Problem auf, dass einige Felder vektorartig sind, also noch mit verschiede-
nen anderen Feldern kontrahieren konnen. Damit die Entwicklung letztlich eindeutig wird und
alle Eventualitidten umfasst, bleibt einem nichts anderes iibrig, als auch die Abhéingigkeit von
allen anderen vektorartigen Feldern und wie diese kontrahieren explizit aus den Koeffizienten
herauszuziehen. Der Vollstandigkeit halber entwickelt man auch nach Potenzen der iibbrigen
Felder.

Genau genommen macht man dann sogar zwei Ableitungsentwicklungen: Fiir die Orts- wie fiir
die Zeitableitungen. In der Quantenfeldtheorie ist dies natiirlich nicht nétig, da man kovariant
arbeitet; hier allerdings gibt es erstmal keinen Zusammenhang zwischen Ort und Zeit.

Damit werden aus den Koeffizienten der Wirkung normale Zahlen, die in gewohnter Weise mit-
einander verrechnet werden konnen.

Ein weiterer Vorteil dieses Vorgehens liegt darin, dass die RG-Gleichung aufbricht in ein (un-
endliches) Set von gekoppelten, algebraischen Gleichungen. Die Schreibweise ldsst es aber zu, all
diese unendlich vielen Gleichungen in einer Art Tensorschreibweise als eine einzige (wenn auch
komplizierte) Gleichung pro Term in der Ableitungsentwicklung zu schreiben. Das Gesagte wird
an den detaillierten Ausfiihrungen der néchste Abschnitte deutlicher.
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6.2 Die Wirkungen

Um zu zeigen, dass eine Ableitungsentwicklung in der oben beschriebenen Art mdoglich ist, wurde
das Modell 1a bis zur ersten Ordnung in den Ableitungen entwickelt. Fiir die Modelle 1b und
2 werden nur die Ratengleichungen der nullten Ordnung angegeben, da diese Modelle nicht
numerisch untersucht wurden. Durch Vergleich mit dem Modell 1a ist aber eine dquivalente
Herleitung der einzelnen Beitrége ohne Zweifel leicht moglich.

6.2.1 Die Lokale Potentialapproximation (LPA)

In der lokalen Potentialapproximation hat man es nur mit dem Term zu tun, der keine Ab-
leitungen enthélt, sowie dem kinetischen Teil, der aber nicht mitvariiert wird und somit auch
nicht betrachtet werden muss. Wie bereits erklart wurde, sind die Terme nach Potenzen der
Grassmann-Felder zu entwickeln, und zusétzlich aus Feldkombinationen zusammenzusetzen, die
invariant unter O(3)-Transformationen sind. Deswegen entwickelt man den Potentialterm wie
folgt:

e Modell 1a:

V — Z qV(Al,AQ,...A(;)

(z1,22,...w6) ~ (r1,72,...76)
x?/r.’q7A

X (00) M (wu) 2 (f )12 (ou) 4 (0 )12 (uf) e (6.2)
X (o)™ (o)™ (up™) " (uap) ™ (f4p™)" (f1) " (™)
X (o)™ (6772 (%)™ (6) 7 (7)™ (%),

e Modell 1b:

V — Z qV(A17A27---A6)

(z1,22,...w9) ~ (T1,72,...76)(51,52,...54)
x7r787q7A

x (00) M (uw) A2 (f £)23 (vu) 24 (v f)* (uf) e (6.3)
X (vgp*) (i)™ (wnp™)"S (uh) "™ (f4*)"2 (f)"0 (b 1))
x (0)*1 (1) (6)% (0%)% (¢")™ ... (¢7)",

e Modell 2:

V — Z qV(Al,AQ,...AG)

(z1,22,23,24) * (r1,72,...76)(51,52)
w?/r’s’q7A

X (vo) 1 ()2 (£ £)4 (ou) b (0 )42 (10 f) 49 (6.4)
X ()™ (i) (ua* )™ () (F) (f) ™ (")
X (07" (0) ()7 ... (6°)7 (6)".

Einzige Ausnahme dieser Konvention bilden die Propagatoren, da diese, zum Beispiel fiir das
Feld v, wie folgt definiert wurden:

1

Skin = §K_1mg(v,v). (6.5)
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Der Vorfaktor %K’ ~1ist in den Rechnungen zu beriicksichtigen, da er explizit in die Herleitung
der RG-Gleichung eingeflossen ist.
Die RG-Gleichungen verwandeln sich damit in Ratengleichungen fiir die Groften

e Modell 1a:
ranis) Vi (6.6)
e Modell 1b:
(xl,xz,...mg)q‘/(%;jf}gﬁi)l,52,...34)v (6.7)
e Modell 2:

q 1 r(A1,As,... Ag)
(z1,22,23,24) * (r1,72,...76)(51,52)" (6'8)

Fiir die Parameter gilt offensichtlich:

e Modell 1a:
x; € No, Az S N(), (69)
r; € {0,1}, qe{0,...D—ry —r3—rs5}, (6.10)
r1+Tr3+ 15 =T2+ T4+ 76, (6.11)

e Modell 1b:
x; € N, A; € No, (612)
ri,s; € {0,1}, qef{0,...D—ry —r3—15}, (6.13)
T +7r3+715+ 81+ 83 =19+ 14+ 716+ S92+ 54, (6.14)

o Modell 2:

x; € No, Az S No, (615)
Ti,S; € {0,1}, S {0,...D—T1 —7'3—T5}, (616)
r+r3+rs+s1 =12+ 714+ 716+ S2. (6.17)

Ich lege fest, dass die definierten Symbole Null sein sollen fiir jede Kombination der Indizes, die
obige Relationen nicht erfiillen.

6.2.2 Erste Ordnung der Ableitungsentwicklung

Hier sind die Gréfen, mit denen gearbeitet werden muss, noch komplizierter. Die Koeffizienten

sind von der Gestalt:
4742 86) (G bia) 5y, o). (6.18)

(z1,x2,...w6) T (r1,r2,...76)
Die Erklarung fiir die Indizes, die um das Z herum verteilt sind, ist dieselbe wie in der LPA
fiir V', die Terme in der Klammer kommen auf andere Art zustande. Wie bereits gesagt, haben
die in der ersten Ordnung der Ableitungsentwicklung neu hinzukommenden Terme einen Anteil,
der aus einem Integral iiber zwei Felder und einer Ableitung besteht. Stellt man sich kurz die
Terme vor, in denen die Felder noch nicht als konstant angendhert sind, so haben zwei Felder
eine Sonderrolle: Zum einen das Feld, das von 0; abgeleitet wird, und das vektorartige Feld, das

mit 0; kontrahiert, zum Beispiel
vl(@u]) (619)
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Durch partielle Integration kann man immer dafiir sorgen, dass es sich dabei nicht um ein und
dasselbe Feld handelt. Ich lege fest, dass diese beiden Felder jene sein sollen, die als einzige
nicht als konstant angenéhert werden und also im Integral stehen. @ kodiere dann das Feld, das
abgeleitet wird, und b das Feld, das mit p kontrahiert. Dabei kodiere ich wie folgt:

1w, 2eu, 3 f (6.20)
4oy, 5o, 6...11 o ¢ 45 (6.21)

Damit ist klar: @ € {1,...,11} und b € {1,...,5}. Das nichste Feld, das eine Sonderrolle spielt,
ist das Feld, mit dem dasjenige kontrahiert, das abgeleitet wird, wenn dieses ein vektorartiges ist.
Dies werde mit ¢ und o kodiert, wobei gilt: ¢ € {0,4,5} und © € {0,1,2,3}, wobei natiirlich die
Null heifsen soll, dass kein solches Feld vorliegt. Im Prinzip ist die Notation hier umfangreicher
als sie sein miisste, da man die Information aus +) und @ auch in eine einzige Variable kodieren
konnte. Ich habe mich fiir zwei Variablen entschieden, weil mir das half, die Ubersicht in den
doch recht umfangreichen Termen der Ratengleichungen nicht zu verlieren.
Schlieflich ist es erwiinscht, dass die Koeffizienten normale Zahlen darstellen, also insbesondere
Skalare, die miteinander vertauschen. Um das zu erreichen, muss ich eventuell in @, b oder
1) kodierte Grassmann-Felder wieder ausgleichen, indem ich explizit Kontraktionen der jeweils
konjugierten Grassmann-Felder mit "normalen” Feldern aus dem restlichen Term herausziehe.
p1 und po konnen also die Werte 0,77 ...rg annehmen, wobei hier z.B. r; als Symbol gemeint
ist, und nicht als Variable. Natiirlich konnte man die Terme auch in der in der LPA definierten
Entwicklung stehen lassen, aber diese Handhabung erleichtert die Rechung. Auferdem sei darauf
hingewiesen, dass nur p; besetzt wird, wenn nur ein Ausgleichsterm benétigt wird.
Fiir die um Z verteilten Indizes gelten natiirlich die gleichen Einschrankungen wie in der lokalen
Potentialapproximation. Fiir die Variablen in der Klammer gelten etwas kompliziertere Regeln,
die sich aber aus ihrer Bedeutung leicht erschlieffen lassen. Es sei auf die zusétzliche Regel
hingewiesen:

r, =0 fir py=1r; oder py=r;. (6.22)

Wie auch in der lokalen Potentialapproximation gelte hier, dass alle Koeffizienten Null ergeben
sollen, deren Indizes und Variablen keine ,zulassige” Kombination darstellen.

6.2.3 Die Zeitableitungen

Sowohl der Potentialterm, als auch die Terme mit einer Ableitung nach dem Ort werden natiirlich
noch nach Ordnung der Ableitungen nach der Zeit entwickelt, und zwar bis zur Ordnung zwei.
Deswegen erhélt jeder Term noch zusétzlich die Abhéngigkeit:

['[Der, K1, L1, K2, Lo}, (6.23)

wobei Der angibt, wieviele Zeitableitungen der Term enthélt, K; und Ko zeigen an, in welchen
Untertermen sich die Ableitungen verbergen (zum Beispiel A1, pary), und letztlich sagen L; und
Lo aus, welche Felder nach der Zeit abgeleitet werden, also zum Beispiel v, f.
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6.3 Die Ratengleichungen

Um nicht unnétig viele Indizes notieren zu miissen, werden im Folgenden nur die Indizes ange-
geben, die von einer Konvention abweichen, die ich fiir die einzelnen Terme setze. So sollen fiir
Terme, in denen zwei Koeffizienten I, © vorkommen (die jeweils fiir V' und Z stehen kénnen),
folgende Konvention gelten:

p (mi,ma,...me) q—p (A1—mi1,A2—ma,...Ag—mg)
I'e " (w1, wa,ewe)  (l,l2,...l6) (T1—w1,22—w2,..x6—we) = (r1—l1,r2—12,...T6—lg) ) (6.24)

und bei nur einem Koeflizienten I':

q 1(A1,A2,...Ag)
(x1,22,...w6) = (r1,72,...76)

T~ (6.25)
Um Abweichungen von diesen Konventionen deutlich zu machen, gehe ich wie folgt vor. Wird ein
Index zum Beispiel um 1, verglichen mit dem konventionellen Wert, erhoht, schreibe ich VAs+!,
wird ein Index durch eine andere Grofse (hier auch eine 1) ersetzt, verwende ich dafiir das Symbol
70", also zum Beispiel V. ¢y1.

Die Gleichungen sollen nur gelten fiir Grofen, deren Indizes und Variablen eine zuldssige Kom-
bination ergeben. Die hier neu auftretenden Symbole werden im Anhang definiert.

Dort treten als zusétzliche Variablen zur Indizierung der Zeitableitungen die Groken E und E’
auf. Damit ist gemeint, dass die Zeitableitung an dem vektorartigen Feld steht, das {ibrig bleibt,
wenn man das jeweils andere Feld eines Skalarproduktes durch Feldableitung ,yerliert”. Es taucht
nur in Zwischenrechnungen auf, da es am FEnde der Rechnung mit einem anderen Feld kontrahiert
wird.

Auferdem soll auf eine ,Propagatorkorrektur” (PK) hingewiesen werden. Diese trégt der expli-
ziten Abhéngigkeit des von mir eingefiihrten Propagators von der Cutoffskala A Rechnung, ist
also nur dann noétig, wenn die Grofke V, die gerade untersucht wird, zum kinetischen Teil der
Wirkung gehort. Zum Beispiel betragt die Korrektur fiir den kinetischen Term der v-Felder im
Modell 1a:

(D — % + )+ V. (6.26)

Fiir die Propagatoren der anderen Felder und die in den anderen Modellen geht das analog.
Alle anderen Terme sollten selbsterklarend sein.

6.3.1 Gleichungen nullter Ordnung der Ableitungsentwicklung
e Modell 1a:

o (o) =2 g 0 <<<V’V>>Uo_<<v>>vo>
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e Modell 1b:

q
dt

(

q v,(A4)
@) Vr)(s)

)=t ((11))

1 v
+{<3_772> (2A1+A4+A5+T‘1+T2)

7T M
+ (—D+3—772> (2A2+A4+A6+7’3+T4)
>(2A3+A5+A6+7’5+7‘6)

—) (r1 472 + 13+ 7ra + 75 + 16 + 29)

6
D Ni 2
+Z —5—4—1— ;>xi—3Der+D+PK}

1 v
+{<_77> (2A1+A4+A5+7’1+7‘2)

1
+(—D+3—772u>(2A2+A4+A6+T3+T4)
1
+(—3—7g>(2A3+A5+A6+T5+T6)
D 1 ng
Tl T35 ) (et rad s e+ 2q)
D 4 nn D 2 na
+(—2+3‘2>81+<—2 3‘2>32
D 2 7, D 4 n,e
+( >3 2>83+< 27379 )™
9
D 77¢i 2
+;<—2+1— 2>xi—3Der—|—D+PK}
x 4y
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o Modell 2:
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1 u
+ <—D+—n> (2A2+A4+A6+T’3+7‘4)

3 2
1
+(—3—772J£>(2A3+A5+A6+T5+7“6)
D 1
‘|‘<—2‘|‘3—n2\1]>(7°1+T2+7‘3+T4+7°5+7“6+2‘I)
D 4 n, D 2 74
+< 273 2>51+< 273 2>52

6.3.2 Lokale Potentialapproximation (LPA)

Beschrankt man sich ausschlieflich auf Terme nullter Ordnung in den Ableitungen, und sieht
diese nicht als Teil einer hoheren Ordnung an, so ist es vorteilhaft, eine RG-Gleichung vom Typ
(3.64"), statt wie angegeben vom Typ (3.63'), zu verwenden, da die Felder hier zunéchst mit den
kanonischen Dimensionen skalieren, was im anderen Fall durch das Skalieren der Ableitungen
verschleiert wird. Fiir Modell 1a erhélt man so:
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e Modell 1a:

£ () A,

1 .
+{<D+3—772) (2A1+A4+A5+T1+7’2)

7
+ (3—77;) (242 + Ag + Ag + 13 +14)
Ly
+ D_g—? (2A3+A5+A6+T5+T6)
D 7
+ <2+3—772‘P) (r1+ 72+ 73+ 74+ 75 + 76 + 20)

6
D Nei 2
+Z 5%—1— ¢>xi—3Der+PK}

6.3.3 Gleichungen erster Ordnung der Ableitungsentwicklung, Modell 1a

Die Gleichung fiir V' ist mit der nullter Ordnung identisch, es kommt neu hinzu:
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-y ({(va) +{(w2)), (7)),

1
+ <_3 - 772f> (2A3 + A5+ As + 15+ 16 + 5;0277‘5 + 5;02,1”6 + 5;01,1“5 + 6171,7“5 + 65:3 + 5@:3 + 613,3)
D 7 ny
+ —54-5—7 (7‘1+T2+T3+T4+T5+T6+2q+(1—5p2,0)+(1—5p1,0)+(5d‘}74+5@,4+(5574)
6
D N gi 2
+ Z; <—2+1— ; )(xi+557i+5)—3Der+D—1}
1=

X o Ziry (@, b3, 05 p1, p2)
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6.4 Kanonisches Skalieren in der LPA und der Faktor K(0)

Besonderes Augenmerk legt man bei RG-Untersuchungen auf das kanonische Skalieren der Mehr-
punktfunktionen in der Nahe des trivialen Fixpunkts. Es ist instruktiv, sich zu verdeutlichen, wie
sich dieses Skalieren ergibt, man erkennt darin viel von der Wirkungsweise der RG-Gleichung.
Deswegen soll hier, beispielhaft an zwei Operatoren (nédmlich (vv) und (vvvv)), vorgerechnet wer-
den, welche Terme der RG-Gleichung Beitréage liefern. Gleichzeitig wird so nachgewiesen, dass
obige Festlegungen tatséchlich auf ein kanonisches Skalieren fiithren, das der K41-Voraussage ent-
spricht.

Der Einfachheit halber werden in dieser Rechnung zunéchst nur Terme beriicksichtigt, die aus-
schlieklich v-Felder enthalten, und nachher kurz auf den allgemeineren Fall, der alle Felder ein-
schlie’t, eingegangen.

6.4.1 Skalieren des Terms (vv) im Modell la

Aus der Ratengleichung fiir die lokale Potentialapproximation entnehmen wir:

<<<vv>,<vv>>>v10 _ %* ;1*<w>*%*f(;1*<w>*4 (6.27)

= K; 2% (w0)?, (6.28)
<<<vv> >> . = 12 (vovv); (6.29)
und damit:
d 2 -5 (vvovv)
7 (vvy = -3 * (vv) + 44 % Kg * W, (6.30)

wie man unter Verwendung von D = 3 und n = 0 sieht.

6.4.2 Skalieren des Terms (vvvv) im Modell 1la

Genauso findet man das Skalieren des Terms vierter Ordnung in den v-Feldern. Zunéchst ergibt
sich:

<<<vvvv),<vvvv>>>v0 - %f(;l*@v)*mw)*sm (6.31)

)

= 8% K, !« (vv) * (vovv) (6.32)
<<<vvvv>>>v0 = 30 % (vovooy), (6.33)

)

und damit dann
(vvvvvw)

o (6.34)

d 4 -
7 (vovv) = —3* (vvvv) + 55 * K, *

6.4.3 Interpretation des Skalierens

Obige Rechnungen lassen sich im Prinzip fiir alle denkbaren Mehrpunktfunktionen durchfiihren,
auch solche, die andere als das v-Feld enthalten. Sie verlaufen dann vollig analog.

Worauf es hier ankommt, ist zu zeigen, dass das Skalieren dem der K41-Theorie entspricht,
korrigiert durch einen Term, der mindestens der Ordnung O(K) entspricht. Dies bleibt auch
richtig, wenn man nicht das v-Feld, sondern andere Felder ausintegriert. Entscheidend sind hier
zwei Punkte:



96 KAPITEL 6. DIE ABLEITUNGSENTWICKLUNG

e In der Nahe des trivialen Fixpunktes skalieren die Operatoren so, wie es die K41-Theorie
vorhersagt, und zwar unabhdngig von der speziellen Wahl von K (0).

e Die Grosse K (0) legt fest, wie grof pro Rechenschritt der Anteil der Terme ist, die durch
Ausintegration von Freiheitsgraden entstehen, gemessen an den Reskalierungs- und Re-
normierungstermen. Anders gesagt: Die Wahl von K (0) legt fest, was ,in der Nihe des
trivialen Fixpunkts” bedeutet.

Die Unabhéngigkeit des Skalierens von K (0) konnte numerisch iiberpriift und bestétigt werden.
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6.5 Fazit

Wie unzweifelhaft zu erkennen ist, ist das Aufstellen der Ratengleichungen, die sich aus der Ab-
leitungsentwicklung der Wirkung und der RG-Gleichung ergeben, eine Frage der Buchhaltung.
Wirklich komplizierte Probleme trifft man hier nicht an, die Rechnungen sind allesamt sehr
elementar. Allerdings ist hier besondere Sorgfalt geboten, um die verschiedenen Moglichkeiten,
Terme zu kontrahieren oder abzuleiten, auch alle zu berticksichtigen. Wie die Terme im Anhang
eindrucksvoll dokumentieren, steigt der Arbeitsaufwand, der zu bewéltigen ist, mit der Ordnung
der Ableitungsentwicklung sehr schnell an.

Andererseits bleibt festzuhalten, dass eine Entwicklung, wie sie hier vorgenommen wurde, offen-
sichtlich zwar mit hohem Aufwand verbunden, aber auf jeden Fall méglich ist. Die Ratenglei-
chungen haben die schone Eigenschaft, gut numerisch implementiert werden zu kénnen, und so
eine detaillierte Verfolgung des RG-Flusses vieler Kopplungen zu ermoglichen. Die numerische
Vorgehensweise wird im néchsten Kapitel dokumentiert.

Ein erstes Ergebnis, das den Ratengleichungen fiir die lokale Potentialapproximation entnom-
men ist, konnte auch schon présentiert werden: Es wurde gezeigt, dass in niedrigster Naherung
in den Cutoff-Funktionen K die RG-Fliisse in der Néhe des trivialen Fixpunktes geméfs der
K41-Vorhersage skalieren, und zwar in jeder Ordnung der Mehrpunktfunktionen. Dieses Ergeb-
nis ist nicht zu unterschitzen, besagt es doch, dass die K41-Theorie als Fixpunkt, ndmlich als
trivialer, in der RG-Analyse enthalten ist. Wie bereits gesagt, weisen experimentelle und nume-
rische Ergebnisse darauf hin, dass die Statistik der Turbulenz von einem Crossover-Phidnomen
zwischen zwei Fixpunkten bestimmt wird, von denen der makroskopische Fixpunkt der K41-
Theorie entspricht. Dieses Szenario ist also auch in dieser RG-Analyse moglich, gesucht wird
dafiir ein Fixpunkt, von dem die Trajektorien in den trivialen Fixpunkt geleitet werden.
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Kapitel 7

Numerische Verfolgung des RG-Flusses

Die oben hergeleiteten Ratengleichungen, zu unhandlich, um ihnen auf analytischem Weg noch
Informationen zu entziehen, werden mithilfe eines dafiir geschriebenen C++-Programmes in-
tegriert. Es handelt sich um Differentialgleichungen erster Ordnung in der Zeit in einem sehr
hochdimensionalen Raum, dessen kanonische Basis die der Kopplungskonstanten ist. Gerade die
hohe Dimension dieses Raumes stellt einen vor einige Probleme, auf die nicht im Detail ein-
gegangen werden kann. Auch eine vollstdndige Dokumentation des Programms wird hier nicht
wiedergegeben; diese findet sich jedoch auf der CD im Anhang.

7.1 Besonderheiten der Programme

Bei der numerischen Implementierung der Ratengleichungen wird schnell klar, welchen grofien
Nutzen die Tensorschreibweise hat, die im vorhergehenden Kapitel eingefithrt wurde. In sehr
effizienter Art ist es moglich, diese fast identisch fiir die Programmierung zu verwenden. Dies
bedeutet, dass sehr viele Terme durch eine iibersichtliche Anzahl von nicht zu langen Unterpro-
grammen berechnet werden kénnen. So werden alle Terme, die keine Ableitungen enthalten, egal
wie viele und welche Felder darin enthalten sind, von im Wesentlichen einer Funktion integriert;
eine weitere Funktion integriert die Terme mit einer Zeitableitung, aber ohne Ortsableitung, und
so weiter.

Auf einige Besonderheiten, die sich als wichtig herausgestellt haben, oder die fiir die Verwendung
der Programme direkt unabdingbar sind, soll an dieser Stelle hingewiesen werden.

7.1.1 Integrationsverfahren

In das Programm sind verschiedene Integrationsverfahren eingebaut; es stehen zur Wahl das

e Priadiktor-Korrektor-Verfahren 0. bis 2. Stufe
sowie der

e Runge-Kutta-Algorithmus.

Statt nur eines der Verfahren zu implementieren, habe ich mich dazu entschlossen, die Verfah-
ren auf ihre Leistung (Rechengenauigkeit gegen Rechenzeit) zu vergleichen. Die Praktikabilitét
eines Integrationsverfahrens ist dabei stark eingeschréankt, wenn die Rechenzeit nicht in hand-
habbaren Grenzen bleibt; ein Pradiktor-Korrektor-Verfahren 2. Stufe benotigt ein Vielfaches der
Zeit, die die direkte Integration (entspricht der 0. Stufe) benétigen wiirde; andererseits will man
sich auch vor Rechenfehlern schiitzen, die sich bei der direkten Integration unkorrigiert summie-
ren konnen.

99
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Als praktikable Losung, die sowohl von der Rechengenauigkeit wie auch vom Aufwand vertret-
bar ist, hat sich eine Kombination verschiedener Verfahren herausgestellt: Beginnend mit der
direkten Integration ist schnell ein Uberblick iiber das Flussfeld zu gewinnen, zum Beispiel um
Fixpunkte aufzuspiiren. Die genaue Lage, die Exponenten - alles, wofiir exakte Rechnungen
gefragt sind - lasst sich danach mit einem genaueren (wenn auch langsameren) Integrationsver-
fahren (Pradiktor-Korrektor hoherer Stufe, Runge-Kutta) untersuchen.

Auf den ersten Blick scheint die Gefahr zu bestehen, dass man mit einem groben Integrationsver-
fahren ganze Fixpunkte verpasst, also nicht findet, weil die Rechenfehler sich zu stark summieren.
Bei genauerer Betrachtung relativiert sich diese Gefahr - ein Fixpunkt ist mehr als nur ein Punkt,
er beeinflusst die Topologie des Flussfeldes insgesamt. So lange die direkte Integration {iberhaupt
ein konsistent aussehendes Flussfeld ergibt (und das hat sich in allen durchgefiihrten Rechnungen
so gezeigt), wird man auch Informationen iiber vorhandene Fixpunkte bekommen.

7.1.2 Die ,linked list”

Wie in der Herleitung erklért wird, ist jede Kopplungskonstante eindeutig iiber die Kombination
an Indizes zu erkennen, die fiir deren Beschreibung eingefiihrt wurden. Nun ist nicht jede Kombi-
nation verniinftig, im Gegenteil gehdrt zu den allermeisten Indexkombinationen keine korrespon-
dierende Kopplungskonstante. Die Numerik muss also in der Lage sein, sinnvolle von sinnlosen
Indizes zu unterscheiden. Aus dem gleichen Grund macht es keinen Sinn, zur Beschreibung der
Kopplungen ein hochdimensionales Array anzulegen, und die Indizes die Position der jeweiligen
Kopplung in diesem Array beschreiben zu lassen - damit handelt man sich eine gewaltige Zahl von
unsinnigen Arrayeintrigen ein. Schon bei einem sehr einfachen Modell, dass nur das Geschwin-
digkeitsfeld v bis zur 4. Ordnung selbst zulésst, sprengt das benotigte Array den Speicherplatz
des verwendeten Desktop-PCs. Deshalb habe ich mich fiir die Programmierung einer ,linked list”
entschieden; also einer Liste von Strukturen, wobei der letzte Eintrag der Struktur einen Pointer
auf den Speicherplatz der nédchsten Struktur enthélt. Auch wenn dies zunéchst schwieriger zu
programmieren ist, spart es dennoch sowohl Speicherplatz, wie auch Rechenzeit, da die Liste nur
physikalisch sinnvolle Eintrage enthélt. Die Verwendung der ,linked list” hat sich schon in den
ersten Testldufen als sehr hilfreich erwiesen.

7.1.3 ,Scheduler”’-Funktion

Weiter hat es sich als wertvoll erwiesen, als zentralen Bestandteil des Programms eine ,,Scheduler”-
Funktion einzubauen, die selbst zwar keinen eigensténdigen Inhalt hat, aber die Funktionsaufrufe
an andere Funktionen weiterleitet. Auch wenn der Scheduler zunéchst so wirkt, als sei er tiberfliis-
sig und erhohe nur den Arbeitsaufwand des Programmierers und Speicher- wie Rechenzeitbedarf
des Programmes, so hat er sich doch als hilfreich herausgestellt. Zum einen erlaubt er, durch die
in C++ mogliche Mehrfachdefinition einer Funktion, eine sehr platzsparende Programmierung;
wichtiger ist jedoch, dass der Scheduler eine grofte Hilfe beim Debuggen darstellt. Um nicht den
Uberblick iiber die vielen, zum Teil rekursiven, Programmaufrufe zu verlieren, reicht es aus, den
Scheduler zu debuggen, also sich von ihm Zwischenergebnisse anzeigen zu lassen, zusammen mit
der Information, wer dieses Ergebnis an wen zuriickgibt; so ist der ,Schuldige” im Falle unsinniger
Ergebnisse schnell gefunden. Zur besseren Lesbarkeit tragt ein Scheduler allerdings nicht bei.

7.1.4 Programmaufrufe

Nicht nur das Hauptprogramm will aufgerufen werden, auch hat sich wahrend der ersten Er-
probung herausgestellt, dass eine Reihe von Hilfsprogrammen niitzlich sind, die neben ihren
Aufrufen auch kurz beschrieben werden sollen. Allen Programmen ist gemein, dass sie fiir den
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Einsatz auf UNIX-Rechnern geschrieben wurden; eine Umstellung auf andere Betriebssysteme
sollte allerdings problemlos moglich sein.

Die meisten Programme speichern alle Zwischenergebnisse in einem File mit der Endung .dat.
Diese Dateien sind so aufgebaut, dass in einer Zeile immer die Werte aller Operatoren zu einem
bestimmten Zeitpunkt der RG-Zeit aufgefiihrt sind und zwar in der Reihenfolge, die sich aus der
Kodierung der Indizes ergibt, die in das Hauptprogramm implementiert ist.! Der erste Wert in
jeder Zeile ist dabei die Zeitvariable selbst.

Eine Ausnahme bildet das Hauptprogramm selbst. Die Datenflut ist zu groff, um sie unkommen-
tiert abzuspeichern; die Datei, die die Ergebnisse einer RG-Analyse enthiélt, heisst ergebnis.dat.
Statt in einer Zeile sind alle Werte untereinander gespeichert, mit den nétigen Informationen,
um die Werte zuordnen zu konnen. Insbesondere die Zeitvariable ist besonders gekennzeichnet.

Tabelle 7.1: Programme zur Verfolgung von RG-Fliissen

Programmaufruf | Beschreibung Ausgabedateien
./turbo-rg Das Hauptprogramm berechnet genau einen RG-Fluss. | ergebnis.dat,
ITER X_START Die Startwerte sind, mit Ausnahme der drei, die | zumplot.dat,
Y_START Z_START | iiber die Kommandozeile iibergeben werden, im File | graph.eps,
-plot/noplot turbo-rg.c einzustellen, bevor kompiliert wird. Das | graph.pdf

hat sich so bewéhrt; der Raum ist zu hochdimensional,
als dass man alle Startwerte {iber die Kommandozeile
iibergeben miisste; andererseits reichen auch die drei,
da man ohnehin nicht alle gleichzeitig variiert. Fiir die
,shooting method” ist die Variation von drei Startwer-
ten im Regelfall ausreichend. 2

./viereck Es hat sich als miihselig herausgestellt, zu versuchen, | viereck.dat,
ITER X_MITTE per Hand mittels des Hauptprogramms einen Uber- | viereck.eps,
Y_MITTE RAND blick iiber das RG-Flussfeld als Ganzes zu gewinnen. | viereck.pdf
-plot/noplot Das Programm viereck ist nicht viel mehr als ein

Script, das das Hauptprogramm los insgesamt 16 mal
aufruft; die Startwerte sind dabei in einem Viereck um
den angegebenen Mittelpunkt angeordnet. Indem man
den Ursprung als Mittelpunkt wahlt, und die Kan-
tenlédnge des Vierecks immer grofier werden lésst, er-
h&lt man schnell einen Eindruck von der Topologie des
Flusses. Aber auch um anfénglich eine Vorstellung vom
Verhalten eines Fixpunktes zu gewinnen, leistet das
Programm gute Dienste.

'Fiir genauere Informationen vergleiche die auskommentierte Version des Programms auf der beigefiigten CD.

2 Alternativ wire zu iiberlegen, die Startwerte aller Kopplungen in einem Datenfile zu speichern, und dann
beim Programmstart auszulesen. Auch kénnte man dort festlegen, wie die Werte fiir den Cutoff und die anomalen
Dimensionen zu wahlen wéren, und welche Werte grafisch auszuwerten sind. Auch wenn dies die komfortabelste
Losung wére, war sie bisher in keiner Weise notwendig.
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Tabelle 7.1: Programme zur Verfolgung von RG-Fliissen

Programmaufruf | Beschreibung Ausgabedateien
./ausschnitt Manchmal ist es schwierig, die Anzahl der zu berech- | ausschnitt.dat,
DATEINAME nenden Iterationen so einzustellen, dass man genau in | ausschnitt.eps,

X_UNTEN X_OBEN | dem Bereich rechnet, der interessiert; besonders, wenn | ausschnitt.pdf
Y_UNTEN Y_OBEN sich der Fluss in der Nihe eines Fixpunktes aufhalt.
-plot/noplot Dort verlduft der Fluss sehr langsam (,critical slowing
down”), wihrend die Bewegung entlang der Eigenrich-
tungen recht schnell verlauft. Im Allgemeinen erhélt
man also meist Rechnungen, bei denen beispielsweise
zu viel von der repulsiven Richtung berechnet wird;
oder bei der der Fluss in unmittelbarer Ndhe des Fix-
punktes abbricht. Im zweiten Fall wird man die Rech-
nung wiederholen miissen; fiir den ersten Fall habe ich
das Programm ausschnitt beigefiigt, das aus einem
.dat-File genau die Werte heraussucht, die sich inner-
halb eines vorgeschriebenen Rechtecks befinden. Da-
mit kann man sich, im Rahmen der Genauigkeit der
Rechnung, in einen bereits berechneten Graphen ,hin-

einzoomen”.
./fusion Manchmal ist es fiir die Anschauung forderlich, die | fusion.dat,
DATEI1 DATEI2 Ergebnisse mehrerer Rechnungen in einen Ausgabefi- | fusion.eps,
. DATEIn le zusammenzufiithren. Beispielsweise ist ein Fixpunkt | fusion.pdf
-plot/noplot dann besonders gut sichtbar, wenn man fiir jeden

der vier Quadranten, die von den Separatrizen gebil-
det werden, eine Trajektorie zusammen in einem Dia-
gramm auftrégt. Daflir dient das Programm fusion,
das aus .dat-Dateien die Werte nimmt, in der Datei
fusion.dat zusammenfiihrt und als fusion.pdf an-
zeigt, wenn dies gewiinscht ist.

./ExpPlot Relativ zu einem angegebenen Fixpunkt wird einem | ExpPlot.dat,
DATEINAME Datensatz der laufende Skalierungsexponent abgewon- | ExpPlot.eps,
FP_X FP_Y nen. Den bestimmt das Programm aus je zwei benach- | ExpPlot.pdf
-plot/noplot barten Datenpunkten und den zugehdrigen RG-Zeiten.

,Den” Exponenten meint dabei den Exponenten des
Operators, der den euklidischen Abstand des Daten-
punktes vom Fixpunkt bezeichnet. Im Allgemeinen ist
dies kein skalierender Operator, es sollte dariiber hin-
aus in der Nahe des Fixpunkts schliefslich mehrere, mit
unterschiedlichen Exponenten skalierende Operatoren
geben. Der Vorteil dieses Programms wird dann sicht-
bar, wenn man es auf eine Trajektorie anwendet, die
sich einem Fixpunkt entlang einer attraktiven Rich-
tung annihert und, nach einer Ubergangszeit, sich ent-
lang einer repulsiven Richtung entfernt. ExpPlot zeich-
net dann namlich sowohl den Exponenten der repulsi-
ven, als auch den der attraktiven Richtung.
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Tabelle 7.1: Programme zur Verfolgung von RG-Fliissen
Programmaufruf | Beschreibung Ausgabedateien
. /MeanExp Dieses Programm berechnet aus einer Datei, in der | Keine Ausgabe-
DATEINAME VON laufende Exponenten gespeichert sind, den Mittelwert | datei,  Ausgabe

BIS

nebst Standardabweichung dieses Exponenten. Dabei
kann man angeben, welche Iterationen man in die Be-
rechnung einfliefen lassen mochte und welche nicht;
dies ist dann erforderlich, wenn eine Datenreihe in ei-
nem bestimmten Bereich ein eindeutiges Scaling zeigt,
in anderen Bereichen vielleicht ein anderes Scaling,
oder gar keines.

erfolgt am Bild-
schirm

./vuextract
DATEINAME
TERMZAHL
X_UNTEN X_OBEN
Y_UNTEN Y_OBEN

Aus der Flut von Daten, die das Hauptprogramm
produziert, extrahiert dieses Hilfsprogramm alle Da-
ten von Termen, die entweder ausschlieflich das Feld
v, oder maximal ein Feld u enthalten, sowie den u-
Propagator. Wie an spéterer Stelle erklart wird, wer-
den diese Daten bendotigt, um das Skalieren der Mehr-
punktfunktionen zu bestimmen.

vuterme.dat

./vuexpextract
DATEINAME

Dieses Programm nimmt die Ergebnisse
vuextract, und berechnet daraus die laufenden
Skalierungsexponenten der Strukturfunktionen, ge-
messen am trivialen Fixpunkt. Diese werden in
einzelnen Dateien abgelegt. Die Mittelwerte lassen

sich mit MeanExp berechnen.

von

u2exp.dat,
viexp.dat -
v7exp.dat
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Tabelle 7.2: Parameter der oben beschriebenen Programme

Parameter Beschreibung

ITER Anzahl der zu berechnenden Iterationen (= Zeitschrit-
te)

X_START Anfangswert der auf der x-Achse aufzutragenden Gro-
e, z.B. vv

Y_START Anfangswert der auf der y-Achse aufzutragenden Gro-
Le, z.B. vvvv

Z_START Anfangswert der dritten festzulegenden Grofe, z.B.
VVVVVY

-plot/noplot Schalter, der festlegt, ob ein PDF des Flusses angezeigt
werden soll (Acrobat Reader benétigt)

X_MITTE X-Wert des Mittelpunkts des Vierecks

Y_MITTE Y-Wert des Mittelpunkts des Vierecks

RAND halbe Kantenldnge des Vierecks

DATEINAME Name des .dat-Files, das fiir die Programmausfiihrung
ge6ffnet werden soll. Im Fall eines Aufrufs von MeanExp
ist daran zu denken, dass DATEINAME von ExpPlot er-
stellt worden sein muss.

X_UNTEN Untere Grenze der X-Werte fiir den zu berechnenden
Ausschnitt

X_OBEN Obere Grenze der X-Werte fiir den zu berechnenden
Ausschnitt

Y_UNTEN Untere Grenze der Y-Werte fiir den zu berechnenden
Ausschnitt

Y_OBEN Obere Grenze der Y-Werte fiir den zu berechnenden
Ausschnitt

DATEI1 ... die .dat-Dateien, die fusioniert werden sollen

DATEIn

FP_X vermutlicher X-Wert des Fixpunkts

FP_Y vermutlicher Y-Wert des Fixpunkts

VON Erste Datensatznummer, ab der gemittelt wird

BIS Letzte Datensatznummer, bis zu der gemittelt wird

TERMZAHL Zahl der Terme, die pro Iteration berechnet wurden
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7.2 FErste Versuche

Die Erprobungsphase der Programme begann mit einigen sehr einfachen Modellen, die zwar
unphysikalisch waren - in Bezug auf die RG-Gleichung war das Skalieren nicht irgendeinem be-
kannten System entsprechend - jedoch viele fiir die Entwicklung der Methodik wichtige Szenarien
bereithielten. Schon bei den ersten Versuchen war so gleich ein nichttrivialer Fixpunkt zu fin-
den, der allerdings einer physikalisch nicht sinnvollen Theorie entsprach. Der triviale Fixpunkt
konnte in unterschiedlichen Modellen untersucht werden, er war entweder ausschlieflich repulsiv
(n < 1,5), oder er besaf eine repulsive und eine attraktive Richtung (n > 1,5). Der Grenzfall
eines Fixpunkts mit marginalem Operator (n = 1,5) konnte ebenfalls studiert werden. Auferdem
zeigte ein Modell auch einen Fokusfixpunkt (nur fiir n > 1,5). Somit boten sich an diesen - ver-
héltnismékig einfachen - Modellen schon alle Chancen, die Methodik zur Analyse verschiedener
Strukturen zu entwickeln und zu erproben.

Alle untersuchten, unphysikalischen Modelle hatten gemein, dass sie ausschliefllich das Feld v ent-
hielten, und das auch nur bis zur Ordnung 4. Das hat zum Vorteil, dass Rechnungen sehr schnell
gehen, und die Plots, die zu sehen sein werden, schon den kompletten Phasenraum zeigen. Als
glinstiges Modell fiir die Turbulenz sollen diese Hilfsmodelle ausdriicklich nicht verstanden sein,
sie dienten nur zur Erprobung und Erweiterung der Hilfsprogramme.

7.2.1 Suche nach Strukturen im RG-Flussfeld

Die ersten Rechnungen begannen mit willkiirlichen Startwerten fiir die beteiligten Operatoren;
die anomale Dimension des Feldes wurde auf Null gesetzt. Schnell wurde deutlich, dass auf die-
se Weise kein systematisches Bild der Topologie des RG-Flusses zu erhalten ist, weswegen das
bereits beschriebene Programm viereck hinzugefiigt wurde, mit dem ein allgemeiner Eindruck
sehr viel schneller zu bekommen ist. Ich ging dabei in der Art vor, dass ich, mit wachsender
Seitenldnge des Vierecks, immer grofere Boxen um den Ursprung legte, und von dort aus relativ
kurze Rechnungen (100 Iterationen) machen liefs, was ausreicht, um die Flussrichtungen zu erken-
nen. So findet man Regionen, in denen sich der Fluss ,,unerwartet” verhélt, zum Beispiel in eine
Richtung abbiegt, die sich von den Richtungen benachbarter Fliisse unterscheidet. Ein Beispiel
ist in Abbildung (7.1) zu sehen, wo die Fliisse in der unteren rechten Ecke auseinanderlaufen.

Findet man eine solche Region, so kann man (zunéchst wieder unter Verwendung des Program-
mes viereck) dort hineinzoomen, und den Ort, an dem sich die Topologie des Flusses nichttrivial
verhélt, genauer eingrenzen. In Abbildung (7.2) sieht man zum Beispiel eine Detailansicht der
unteren rechten Ecke des Plots (7.1).

Es wird klar, dass sich hier ein Fixpunkt mit einer repulsiven und einer attraktiven Richtung
verbergen muss. Ahnlich sieht man, dass auch der Punkt, an dem sich die attraktive Richtung des
gerade entdeckten FP mit der X-Achse schneidet, von Interesse sein diirfte, weil dort das Verhal-
ten des Flussfeldes nicht intuitiv klar ist. Eine Untersuchung liefert auch hier einen nichttrivialen
Fixpunkt.

7.2.2 Genaue Lokalisierung eines Fixpunkts - ,shooting method”

Hat man einen Fixpunkt schon einmal grob eingegrenzt, dann ist die ,shooting method” eine
einfache (und schnelle) Methode, seine Position genauer zu bestimmen. Dazu versucht man, den
Startwert einer Rechnung moglichst genau auf die attraktive Richtung des Fixpunkts zu platzie-
ren. Man geht dabei iterativ vor. Stellt man fest, dass die berechnete Trajektorie zum Beispiel
links am Fixpunkt vorbeilduft (zu erkennen an der Kriimmung), dann ist der néchste Startwert
ein Stiick weiter rechts zu wihlen. Durch Intervallhalbierung nahert man sich schnell an den
Fixpunkt an. Aus vier Trajektorien, die in der unmittelbaren Nédhe der attraktiven Richtungen
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Abbildung 7.1: Hinweis auf einen versteckten Fixpunkt (unphysikalisches System)
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Abbildung 7.2: Zoom in die obige Struktur aus (7.1) (unphysikalisches System)
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Abbildung 7.3: Mittels ,shooting method” aufgespiirter Fixpunkt (unphysikalisches System)

starten, setzt man in der folgenden Art ein Bild zusammen, dass in jedem der von den Separatri-
zen aufgespannten Quadranten genau eine Trajektorie verldauft. Die Position des Fixpunktes ist
dann gut zu bestimmen, wenn die Trajektorien so erscheinen, als hétten sie zwar einen Knick,
seien sonst aber ungekriimmt. Aufser der Position des Fixpunkts kann man dann auch die Ei-
genrichtungen gut ablesen. Ein solcher Fixpunkt sieht zum Beispiel so aus wie der in Abbildung
(7.3), bei dem es sich um den gleichen handelt, der schon in der vorhergehenden Abbildungen
zu erahnen ist.

Einen vergleichbaren Fixpunkt fand man auch in einem anderen, sehr einfachen Modell fiir
n > 1,5, der in Abb. 7.4 zu sehen ist; es handelt sich dabei um den trivialen Fixpunkt im Ko-
ordinatenursprung. Fr ist nicht ganz so deutlich zu erkennen, weil eine Eigenrichtung mit einer
der Koordinatenachsen (der Masseachse des vv-Operators) zusammenfallt.

Natiirlich ldsst sich auf dhnliche Weise auch die Position eines Fixpunktes bestimmen, der zwei
attraktive oder zwei repulsive Richtungen besitzt. Der erste Fall ist denkbar einfach - bereits
eine einzelne Trajektorie, iiber einen geniigend langen Zeitraum betrachtet, konvergiert gegen
den Fixpunkt. Die Eigenrichtungen zu bestimmen ist schon schwieriger - dazu verteile man,
wenn man nicht schon durch andere Uberlegungen eine oder mehrere Eigenrichtungen kennt,
Startwerte rund um dem Fixpunkt. Die Eigenrichtungen erkennt man graphisch daran, dass ei-
ne Trajektorie sich auf ihr ungekrimmt dem Fixpunkt ndhert. Den Fall des in jede Richtung
repulsiven Fixpunkts fithrt man auf den vorher besprochenen Fall des attraktiven Fixpunkts zu-
riick, indem man im Programm die Zeitrichtung umkehrt; sonst tut man sich unter Umstdnden
schon mit dem Aufspiiren schwer. Auch hierzu seien zwei Beispiele mit den Abbildungen 7.5 und
7.6gegeben.

Das Gesagte iibertriagt sich in einfacher Weise auch auf Fokusfixpunkte. Der grofte Unter-
schied ist allerdings, dass bei einem Fokusfixpunkt Eigenrichtungen nur dann zu definieren sind,
wenn man die zweidimensionale Projektion, in der der Fixpunkt sichtbar ist, auf die komplexe
Zahlenebene abbildet, und dort nach komplexen Skalierungsexponenten sucht. Auch einen Fo-
kusfixpunkt konnten meine Rechnungen zeigen; man sieht ihn in Abbildung (7.7). Die ,drehende”
Eigenschaft des Fixpunkts ist zu erahnen. Sie wird deutlicher, wenn man die Details vergrofert
(Abb. 7.8).

Die ,shooting method” zu automatisieren, indem man ein zuséatzliches Programm schreibt, lohnt
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Abbildung 7.4: Mittels ,shooting method” aufgespiirter (trivialer) Fixpunkt, im Text beschrie-
benes System fiir n > 1,5, unphysikalisch.
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Abbildung 7.5: Gaufscher, nichttrivialer Fixpunkt, vollstdndig attraktiv, unphysikalisches Sy-
stem
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repulsiv, unphysikalisches System
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Abbildung 7.8: Fokusfixpunkt im Detail

sich meiner Meinung nach nicht. Dazu ist der Aufwand fiir einen gewohnlichen Fixpunkt nicht
grok genug, und die unterschiedlichen Typen von Fixpunkten machen auch ein angepasstes Vor-
gehen beim Suchen notwendig.

7.2.3 Bestimmung der Exponenten

Um die Skalierungsexponenten eines Fixpunktes mit einer attraktiven und einer repulsiven Rich-
tung zu finden, wird folgendes Vorgehen vorgeschlagen: Man wihle eine Trajektorie aus, die sich
entlang einer attraktiven Richtung anndhert, und dann entlang einer repulsiven Richtung ent-
fernt. Je ndher die Trajektorie dabei an die Eigenrichtungen herankommt, desto genauer wird
die Berechnung der Exponenten. Auf den Datenfile dieser Trajektorie wende man das Programm
ExpPlot an, das den laufenden Skalierungsexponenten bestimmt. Als Beispiel sei es auf den Fix-
punkt aus Abb. (7.4) angewendet, man erhilt so diesen Verlauf in Abb. 7.9. Man sieht deutlich
zwei Plateaus; das erste gehort zur attraktiven Richtung des Fixpunkts, das zweite zur repulsiven
Richtung. Die Mittelwerte fiir die Plateaus berechnet das Programm MeanExp. In der folgenden
Tabelle werden die Skalierungsexponenten der Fixpunkte (7.4) - (7.6) aufgetragen:

Tabelle 7.3: Exponenten der Fixpunkte aus Abb. (7.4) - (7.6)

Diagramm | Exponent Eigenrichtung
7.4 —0,494 4+ 0,001 attraktiv, nicht entlang einer Koor-
dinatenachse
0,991 £+ 0,001 repulsiv, entlang der vv-Achse
7.5 —1,138 0,005 attraktiv, nicht entlang einer Koor-
dinatenachse
—0,997 £ 0,026 attraktiv, entlang der vv-Achse
7.6 3,192 £ 0,002 repulsiv, nicht entlang einer Koordi-
natenachse
2,002 £ 0,001 repulsiv, entlang der vv-Achse
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Abbildung 7.9: Laufender Exponent des FP aus Abb. (7.4)

Es sei erwahnt, dass die Bestimmung der Exponenten nicht immer ganz einfach ist. Ein wenig
Fingerspitzengefiihl ist gefragt, wenn man den Abstand der Trajektorie vom Fixpunkt auswahlt.
Analysiert man namlich eine Trajektorie, die zu weit vom Fixpunkt entfernt verlauft, dann kann
man nicht hoffen, dass man sich in dem Bereich befindet, in dem sich die Flussgleichung line-
ar approximieren ldsst; man findet also keine Plateaus &hnlich denen in Abb. (7.9). Befindet
man sich mit der Analyse aber zu nahe am Fixpunkt, dann bewegt sich die Trajektorie dort so
langsam (,critical slowing down” durch die automatische Schrittweitenanpassung des Integrati-
onsverfahrens), dass man Probleme mit der numerischen Auflésung des Flusses bekommt - dann
findet man nicht nur keine Plateaus, sondern {iberhaupt nichts, was einem wohldefinierten Wert
ghnelt. Durch einiges Probieren war es mir aber bislang immer moglich, den Bereich des Skalie-
rens ausfindig zu machen.

7.2.4 Ideale Trajektorien und Flusstopologie

Hat man die Fixpunkte bestimmt, kann man nach ,idealen” Trajektorien suchen, die diese Fix-
punkte verbinden. Das macht Sinn, weil man dadurch manchmal bereits einen sehr guten Uber-
blick iiber die Topologie eines RG-Flussfelds bekommt. Als Beispiel seien hier die idealen Trajek-
torien des obigen Systems bein > 1.5 (Abb. 7.10) gezeigt, es wurden einige typische Trajektorien
hinzugefiigt, um die Topologie zu verdeutlichen.
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Abbildung 7.11: Topologie des RG-Flusses fiir obiges System bei n > 1,5. Die Trajektorien in
der oberen Halbebene drehen sich mit dem Uhrzeigersinn um den Fokusfixpunkt, und von dort
zum unphysikalischen Fixpunkt bei (0,5; 0).
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Abbildung 7.10: Topologie des RG-Flusses fiir obiges System bei nn < 1,5. Die Trajektorien in
der oberen Halbebene drehen sich mit dem Uhrzeigersinn, die auf der unteren Halbebene laufen
von rechts nach links.

AuRerdem sei in Abb. 7.11 die Topologie des Flussfelds fiir n < 1,5 (Abb. 7.11)demonstriert;
die Wichtigkeit des Fokusfixpunkts ist im Vergleich deutlich erkennbar.

7.2.5 Der Wert 7 = 1,5 und die Anderung der Topologie

In den Erklarungen zur Upper Critical Dimension wurde bereits darauf eingegangen, dass sich
die Topologie des Flussfelds nicht plotzlich und ,unstetig” durch Variation eines Parameters (in
dem Fall der Dimension der Theorie) &ndern sollte. Insbesondere sollten Fixpunkte nicht einzeln
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Abbildung 7.12: vv-Koordinate des wandernden Fixpunkts, aufgetragen gegen n

irgendwo auftauchen, nur weil man den Parameter infinitesimal &ndert - ein Auftauchen als Paar,
oder ein ,Herauslaufen” aus einem anderen Fixpunkt sind jedoch denkbar.

Das Gesagte gilt, in leicht abgewandelter Form, auch fiir die anomale Dimension 7. Betrach-
tet man nur die exakte RG-Gleichungen, dann sollte sich die Topologie des Flussfelds mit 7
iiberhaupt nicht dndern, weil die Gleichungen reparametrisierungsinvariant sind. Diese Invarianz
wird aber durch die Approximation der Gleichung zerstért. Dann sollte aber die Abhéngigkeit
der Topologie von 71 in einer gewissen Weise ,stetig” sein.

Das Auftauchen eines neuen Fixpunkts durch Justieren von n setzt in jedem Fall einen margina-
len Operator voraus. Deswegen ist der Wert nn = 1,5 von besonderer Bedeutung; 1,5 ist ndmlich
genau der Skalierungsexponent des vvvv-Operators des trivialen Fixpunkts. Bei n = 1,5 wird
dieser Operator marginal, erhoht man 7 dariiber hinaus, 16st sich der Fokusfixpunkt aus dem
trivialen Fixpunkt und wandert von diesem weg. Dieses Wandern wurde untersucht, indem der
Ort des Fixpunkts fiir verschiedene 1 bestimmt wurde. Trégt man die Werte fiir vv (vovv) gegen
7 auf, so siecht man eine nidherungsweise lineare Trennung der Fixpunkte (Abb. 7.12 und 7.13).
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Abbildung 7.13: vvvv-Koordinate des wandernden Fixpunkts, aufgetragen gegen n

7.3 Analyse der Lokalen Potentialapproximation, Modell 1a

Die RG-Analyse eines so komplexen Systems, wie es von einer der Wirkungen aus Kapitel 4
erzeugt wird, ist schwer durchzufiihren, und fiithrt weniger schnell auf leicht interpretierbare
Strukturen. Es ist leicht zu sehen, warum dies der Fall ist: Schon wenn man sich nur auf die in
allen Fallen vorkommenden Felder u, v und f beschriankt, dabei die v-Felder bis zur sechsten,
und die beiden anderen jeweils bis zur zweiten Ordnung in den Feldpotenzen beriicksichtigt,
hat man damit bereits 128 Terme zu berechnen. Der Kopplungskonstantenraum ist also 128-
dimensional, und dort nach Fixpunkten, Grenzzyklen, oder anderem universellen Verhalten zu
suchen, hochgradig nichttrivial. Auch wenn erste Erfolge bereits erzielt sind, kann die Arbeit in
diesem Punkt noch nicht als beendet angesehen werden; fiir eine systematische Untersuchung
der Flusstopologie in einem so hochdimensionalen Raum war die fiir diese Arbeit zur Verfligung
stehende Zeit nicht ausreichend.

7.3.1 Das Skalieren des trivialen Fixpunkts

Den trivialen Fixpunkt muss man nicht erst suchen, und ihn zu analysieren, ist somit immer
moglich. Dafiir hat man einen Fluss in die unmittelbare Néhe des Koordinatenursprungs zu
platzieren, und seine Bewegung auf ein mogliches Skalieren, zum Beispiel unter Zuhilfenahme
der dafiir geschriebenen Skripte, zu untersuchen.

Wie bereits in Kapitel 6 erlautert wurde, ist dabei der Ausdruck ,jin unmittelbarer Néhe” nicht
wohldefiniert, sondern hingt vor allem von den Relikten der Cutoff-Funktion, K (0), fir die
diversen Felder ab. Die einfachste Moglichkeit ist, den Einzugsbereich des trivialen Fixpunktes
dadurch sehr grof zu machen, dass man die Konstanten K (0) sehr klein wéhlt. Wie gezeigt,
sollte der Fluss dann das von der K41-Theorie vorhergesagte Skalieren der Mehrpunktfunktionen
zeigen.

Dies ist auch numerisch einwandfrei zu zeigen. So findet man fiir das Skalieren am trivialen
Fixpunkt bei K,(0) = K,(0) = K;(0) = 0.0001 fiir die Exponenten der zweiten, vierten und
sechsten Strukturfunktion direkt:
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Tabelle 7.4: Skalierungsexponenten fiir Modell 1a am trivialen

Fixpunkt
Ordnung der | Skalierungsexponent
Strukturfunktion
2 —0,666 £ 0,017
4 —1,338 £0,035
6 —1,999 + 0,052

Die Genauigkeit ist hierbei im Wesentlichen durch die Anzahl der berechneten Iterationen im
Einzugsbereich des trivialen Fixpunkts beschrankt, und daher im Prinzip beliebig zu verbessern.
Obige Ergebnisse sind unabhiingig von der speziellen Wahl der Konstanten K (0), so lange diese
klein genug sind, damit der triviale Fixpunkt einen geniigend grofien Einflussbereich hat.

Wie man sieht, entspricht das Skalieren der geraden Strukturfunktionen, das sich direkt aus den
Datenpunkten ermitteln lasst, der K41-Vorhersage. An die Exponenten der ungeraden Struktur-
funktionen gelangt man nur mit einem Umweg, da diese fiir sich keine in der Wirkung vorkom-
menden Operatoren bilden. Wohl aber findet man die Kombinationen uv, uvvv, uvvvv. Mittelt
man hier iiber den Effekt, den das u-Feld zum Skalieren beitréagt, so erhélt man einen Schétzer
fiir das Skalieren der (verbleibenden) v-Felder.

Um das Skalieren eines einzelnen wu-Feldes ndherungsweise zu bestimmen, schlage ich vor, die
u-Zweipunktfunktion zu betrachten, und deren Skalieren zu ,halbieren”, also den Exponenten
auf die zwei beteiligten u-Felder aufzuteilen. Auf diese Weise findet man:

Tabelle 7.5: Skalierungsexponenten fiir Modell 1a am trivialen

Fixpunkt
Ordnung der | Skalierungsexponent
Strukturfunktion
1 —0,3334 £ 0,0018
3 —1,0004 + 0,0012
5 —1,6681 £+ 0,0012
7 —2,3348 £ 0,0012

7.3.2 Reelle oder komplexe Koeffizienten?

Die Herleitung der Wirkungen bedingt es, dass die Koeffizienten teilweise reell, teilweise ima-
gindr sind. Es reicht aber aus, mit rellen Koeffizienten zu rechnen, wenn man sich folgendes
iiberlegt: Die Faktoren ¢ treten immer in Verbindung mit bestimmten Feldern auf, und anders
herum! Zum Beispiel ist das fiir die Wirkung (4.35) das Feld u, das durch die funktionale Fourier-
Transformation in die Wirkung gelangt. Man kann mit reellen Koeffizienten rechnen, wenn man
nur daran denkt, dass zu Koeffizienten, die vor einer ungeraden Potenz von Feldern u stehen,
ein Faktor ¢ hinzuzudenken ist. Der einzige Moment, in dem dies eine Rolle spielt, ist, wenn man
das Produkt zweier Koeflizienten berechnet, die beide imagindr zu denken sind; dann ist das
Ergebnis mit einem Faktor —1 zu versehen.

Was wie ein Detail aussieht, erweist sich bei ndherem Hinsehen als sehr interessant. Im fertigen
Programm war es ein Leichtes, die obige Rechenregel zu implementieren; es hat mich aber in-
teressiert, wie groft deren Effekt ist, und Rechnungen auch ohne sie versucht. Dabei stellt sich
heraus, dass Rechnungen, in denen man ausschlieflich mit reellen Koeffizienten arbeitet und
auch die eben erkldrte Regel nicht beachtet, sehr instabil verlaufen, und die Tendenz haben,
in Richtung irgendeines Koeffizienten auszubrechen. Nach Einbau der Regel hingegen sind die
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Rechnungen sehr stabil, streben schon nach wenigen Iterationen zu Werten der Koeffizienten,
die sich danach nur noch in kleinen Schritten &ndern, zeigen mehr Strukturen, und brechen auch
sehr viel seltener aus.

Es sind also tatséchlich die imagindren Koeffizienten, die die Rechnung stabilisieren. Dies ent-
spricht einer Beobachtung, die, wie ich aus einer Besprechung erfahren habe, andere in dhnlicher
Weise gemacht haben, die sich mit Monte-Carlo-Rechnungen in der Burger-Turbulenz versuch-
ten. Burgers Gleichung entspricht der Navier-Stokes-Gleichung, aber ohne Druckterm, und ohne
Inkompressibilitdt. Auch bei diesen Arbeiten wurde versucht, nach analytischer Vervollstandi-
gung der Wirkung mit reellen Koeffizienten zu rechnen. Dabei stellte man fest, dass die Wirkung
dann nicht nach unten begrenzt ist, was aber fiir Monte-Carlo-Rechnungen zwingend notig ist
(ganz abgesehen von der physikalischen Motivation eines existierenden Vakuums der Theorie).
Auch hier scheinen die imaginédren Koeffizienten fiir die Rechnungen und die Physik entscheidend
Zu sein.

An dieser Stelle handelt es sich dabei nur um eine Beobachtung, der allerdings nachgegangen
werden sollte. Moglicherweise ist die Wichtigkeit der imagindren Vorfaktoren damit zu erkléren,
dass die Theorie nichttriviale Propagatoren enthélt. Eine analytische Fortsetzung der u-Felder
entspricht einer Wick-Rotation, wie man sie aus der Quantenfeldtheorie kennt. Rotiert man die
Theorie dabei iiber vorhandene Singularitdten in der komplexen Zeitebene, also Propagatoren,
hinweg, so dndert man sie natiirlich fundamental. Aber das ist reine Spekulation, und sollte
genau tiberpriift werden.
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7.4 Fazit

In diesem Kapitel wurde demonstriert, dass die Ratengleichungen des vorangegangenen Kapitels
numerisch integriert werden kénnen, und der Fluss im Detail verfolgt werden kann.

Dabei wurde zunéchst das Hauptprogramm, das die Integration der Ratengleichungen vornimmt,
vorgestellt, einige Besonderheiten wurden erklart. Insbesondere wurde kurz die ,linked list” vor-
gestellt, die das zentrale Element des Programms darstellt. Man stellt bei RG-Simulationen sonst
némlich sehr schnell fest, dass man an die Grenzen gerit, die einem die moderne Rechnerleistung
heute setzt, sowohl was den zur Verfiigung stehenden Speicher, als auch die Rechenleistung an-
geht. Basierend auf der ,linked list” halte ich den verwendeten Code schon fiir sehr effektiv;
einzelne Optimierungen sind sicher noch moglich.

Anhand einfacher Beispielsysteme wurden die gédngigsten Szenarien der RG-Theorie vorgefiihrt,
und Ansédtze zu deren Analyse présentiert. Dabei wird schnell klar, dass weitere Programme
wiinschenswert und hilfreich sind, um die Suche nach Strukturen im Kopplungskonstantenraum
zumindest teilweise zu automatisieren, und gefundene Ergebnisse analysieren zu kénnen. Die von
mir zu diesem Zweck dem Hauptprogramm hinzugefiigten Hilfsprogramme wurden hier ebenfalls
kurz dargestellt.

Zu den vorgefithrten Szenarien, die in teilweise unphysikalischen Testsystemen gefunden und
zum Zweck des Erlernens der Methodik untersucht wurden, gehoren repulsive und attraktive
Fixpunkte, Fokusfixpunkte, die Abhangigkeit der Topologie von dufieren Parametern sowie das
Wandern eines Fixpunkts unter Variation der anomalen Dimension.

Bezogen auf die Turbulenzmodelle der vorangegangenen Kapitel konnen zwei Ergebnisse préa-
sentiert werden. Das eine ist nur eine Beobachtung, die weitere Aufmerksamkeit verdient: Die
numerischen Rechnungen zur RG-Analyse werden instabil, wenn man alle Koeffizienten in den
Wirkungen, nach analytischer Fortsetzung der Felder, reell wahlt. Dies ist kein Kinzelergebnis,
sondern wird &hnlich von anderen Gruppen, die zum Beispiel mit Monte-Carlo-Methoden arbei-
ten, bestétigt. Eine iiber eine Hypothese hinausgehende Erklarung ist mir dafiir nicht bekannt;
diesen Punkt sollte man weiter untersuchen.

Das zentrale Ergebnis dieses Kapitels ist aber das Skalieren der Strukturfunktionen in der Néhe
des trivialen Fixpunkts. Wie gezeigt wurde, entsprechen die gemessenen Exponenten in sehr gu-
ter Genauigkeit den Vorhersagen der K41-Theorie, und zwar in allen untersuchten Ordnungen.
Dies ist insofern bemerkenswert, als hier die Strukturfunktionen bis zur Ordnung 7 simuliert
wurden; dies ist zu vergleichen mit anderen Arbeiten zur RG-Theorie, in denen maximal die
zweite Strukturfunktion und die laufende Viskositidt berechnet werden kénnen. Dariiber hinaus
sei darauf hingewiesen, dass die Ordnung, bis zu der die Strukturfunktionen simuliert werden,
nur von der Rechenzeit begrenzt wird, die man dafiir aufzuwenden hat; es sind theoretisch noch
beliebig viele Exponenten ohne groffen Mehraufwand zu berechnen. Wie sinnvoll das ist, sei al-
lerdings dahingestellt, denn die Genauigkeit, mit denen die Skalierungsexponenten experimentell
bekannt sind, nimmt mit steigender Ordnung sehr schnell ab.

Bleibt festzuhalten, dass, vorbereitet durch eine Ableitungsentwicklung, eine RG-Analyse sehr
vieler Operatoren gleichzeitig mit der exakten RG leicht moglich ist. Die Tensorschreibweise der
Ratengleichungen ist direkt in den Code implementierbar; dadurch kénnen ohne Schwierigkeiten
mehrere hundert Operatoren zugleich betrachtet werden. Mit den Mitteln der feldtheoretischen
RG ist dies so nicht moglich.

Schon wére es sicher gewesen, {iber den trivialen Fixpunkt hinaus weitere Strukturen fiir die
Turbulenzmodelle zu finden, seien es zum Beispiel Fixpunkte, oder Crossover-Phénomene zwi-
schen Fixpunkten. Dies ist leider bislang nicht gelungen. Das liegt vor allem daran, dass der zu
untersuchende Raum schon bei wenigen zugelassenen Feldern sehr hochdimensional wird, und
in ihm die Suche nach Strukturen entsprechend zeitaufwéndig. Weitere Untersuchungen sollten
hier durchgefiihrt werden.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit ist gezeigt worden, dass die Methodik der Renormierungs-
gruppe noch viel bislang unerschopftes Potential besitzt, um statistische Analysen, zum Beispiel
von nichtlinearen dynamischen Systemen wie der Turbulenz, zu erméglichen.

Es konnte eine RG-Gleichung hergeleitet werden, die fiir die Arbeit an einer grofsen Zahl physi-
kalischer Systeme geeignet ist. Verschiedene Versionen der Gleichung, insbesondere der Propaga-
tordefinition, wurden diskutiert, und Standpunkt untermauert, dass die Polchinski-Version der
Propagatordefinition anderen Versionen an Flexibilitiit {iberlegen ist. Die Aquivalenz der herge-
leiteten Gleichung zur Wilson-Gleichung wurde in einem Spezialfall demonstriert.

Bezogen auf die Turbulenz wurde zunéchst gezeigt, wie ein erzeugendes Funktional (oder ein
Wirkungsfunktional) aufgestellt werden kann, das die statistischen Eigenschaften des zu unter-
suchenden Systems verkorpert. Insbesondere konnte gezeigt werden, dass mit der Faddeev-Popov-
Methode eine Moglichkeit besteht, Systeme zu analysieren, die durch mehrere unabhéngige Glei-
chungen beschrieben werden. Weiterhin wurde demonstriert, wie man nichtlokale Terme in der
Wirkung systematisch zu Gunsten lokaler Wechselwirkungen und Geisterfelder eliminieren kann.
Die Méglichkeit einer Ableitungsentwicklung, kombiniert mit einer Ableitung in den Feldpoten-
zen, konnte gezeigt werden. Diese Entwicklung ist explizit bis zur ersten Ordnung in den Ablei-
tung vorgefiihrt worden. Es wurde gezeigt, dass diese Entwicklung vorteilhaft fiir die RG-Analyse
ist, da sie die Funktionaldifferentialgleichung in ein System von Ratengleichungen aufbricht.
Weiterhin wurde demonstriert, dass man die Reparametrisierungsinvarianz der RG-Gleichung in
einer Art ausnutzen kann, dass der triviale Fixpunkt ein bestimmtes Skalieren, in diesem Fall das
von der K41-Theorie vorhergesagte, vorweist. Diese Eigenschaft des trivialen Fixpunkts wurde
analytisch gezeigt.

Auflerdem ist es gelungen, das System aus Ratengleichungen in leicht zu verallgemeinernder Weise
numerisch umzusetzen. Die Gleichungen konnten integriert werden, verschiedene Integrationsver-
fahren wurden verglichen. Anhand speziell konstruierter, unphysikalischer Systeme wurde eine
Reihe von Analyseprogrammen entwickelt, um die gewiinschten Informationen aus den Daten-
sitzen zu extrahieren. Verschiedene Strukturen wurden gefunden, und es wurde demonstriert,
wie diese zu analysieren sind.

Bezogen auf die RG-Analyse der hydrodynamischen Turbulenz konnte gezeigt werden, dass K41-
Skalieren sémtlicher Strukturfunktionen als der triviale Fixpunkt des RG-Flusses gefunden wer-
den kann. Die Exponenten wurden bis zur Ordnung 7 berechnet, und sind in sehr guter Uber-
einstimmung mit der K41-Voraussage.

Weiter konnte festgestellt werden, dass die Stabilitdt der numerischen Rechnungen stark davon
abhéngt, ob die imagindren Koeffizienten in der Wirkung als solche beriicksichtigt werden, oder
durch Wick-Rotation zu reellen Koeffizienten umgewandelt werden. Im zweiten Fall wird die Nu-
merik instabil, in dem Sinne, dass einzelne Koeffizienten schnell und unbegrenzt wachsen. Eine
mogliche Deutung, die noch zu untersuchen wére, wurde vorgeschlagen.

119
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Weiter wurde argumentiert, dass Szenarien, die sich nicht auf Fixpunkte beschranken, das in-
termittente Skalieren der Turbulenz erklaren kénnten, insbesondere Crossover-Szenarien wurden
vorgeschlagen.

Und letztlich ist wohl die Uberlegenheit der exakten Renormierungsgruppe, verglichen mit der
feldtheoretischen, deutlich geworden. Hier hat man die Moglichkeit, eine grofse Zahl an Opera-
toren gleichzeitig zu verfolgen, und auch Fliisse fern von jedem Fixpunkt zu untersuchen. Durch
die grafische Darstellbarkeit der Ergebnisse sind Szenarien leicht zu erkennen, und zu analysieren.

In aufbauenden Arbeiten sollte zunéchst weiter nach deutlichen Strukturen gesucht werden,
die die intermittenten Exponenten erklaren konnen, insbesondere ein Crossover wére zu untersu-
chen. Dabei ist zu kldren, wie dieses Crossover universelle Observablen produzieren kann. Unter
Umstidnden miissen dafiir Fliisse mit noch mehr Feldern simuliert werden.

Dariiber hinaus ist die erste Ordnung der Ableitungsentwicklung in die Numerik zu implemen-
tieren. Wenn moglich, sollte dies auch fiir die Modelle 1b und 2 geschehen, um die Aussagekraft
der Modelle zu vergleichen.

Eine Entwicklung bis zur Ordnung 2 in den Ableitungen wiére ebenfalls wiinschenswert, um die
Propagatoren einerseits, die Laplace-Operatoren andererseits angemessen in der Theorie vertre-
ten zu sehen.

Bei all diesen Vorschldgen ist zu beriicksichtigen, dass man schnell an die Grenzen der Rechen-
kapazitdt eines normalen Desktopcomputers gelangt, schon mit der in der vorliegenden Arbeit
verwendeten nullten Ordnung der Ableitungsentwicklung. Die Aktualisierung der Operatorwerte
sollte aber gut zu parallelisieren sein, wenn man diesen Weg einzuschlagen gedenkt.

Aufserdem ist die in dieser Arbeit vorgestellte Vorgehensweise auf andere Modelle anzuwenden,
insbesondere auf die als ,,Burgulence” bezeichnete Turbulenz der Burger-Gleichung. Hier wére die
Anwendbarkeit der Ableitungsentwicklung zu iiberpriifen, da es sich bei der Burger-Turbulenz
um eine Schockwellenturbulenz handelt.

Auch iiber eine Ubertragbarkeit auf Systeme der Magnetohydrodynamik wére nachzudenken.



Anhang A

Terme der Ableitungsentwicklung

A.1 Die Ableitungsentwicklung, Modell 1

A.1.1 Nullte Ordnung in den Ableitungen

In diesem Abschnitt wurden alle Terme gesammelt, die entweder fiir die Gleichungen nullter Ord-
nung in den Ableitungen (inklusive der LPA) bendtigt werden, oder sowohl fiir die Gleichungen
nullter wie erster Ordnung. Daher tauchen hier mitunter Symbole auf, die nur fiir die Gleichungen
erster Ordnung Sinn machen; aufgefasst als Symbol fiir Gleichungen nullter Ordnung ist dieser
Term dann einfach wegzulassen.
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v0 Aw Ew Agqv As v
A A Agv 4o Agv
+25"‘171 @ FT100+257‘2,1 @ 1—‘7'2@0"_ @ 1—‘ 2 +2 @ F 6
1,V T2,V Aqv As,v
, Aq,v , Agq,v
+2(=1)"6r,,00r510 © Dryoo +2(=1)"6p,,00,1 © Tryoo
71,0 7o,V
As,v As,v
+ © FA3_1 +2(_1)TQ+T3+T457‘1705T571 © I‘7“500
As,v 1,V
r3+rq+r As,v
+2(*1) s 557"27057"671 © FTGOO
ro,v
LU
+267’1,067’2,0 © T
ro,U
°
Asu Asu Az Azu
<<r>> = BTA 1L ET+2 8 Tl 427 F et
w0 A2u Eu Agu Ag,u
Agu Agu Aqu A1 Agu A1
+2(5,«371 ® FT300+2(57«4’1 ® FT4OO+ I " 4+2 @ I'®
73U T4, Agqu Ag,u

- Agyu , Agu
+2(-1) 2073,00r,1 © I'pjoo + 2(-1) 0ry,00r1 © Dryeo
73, T4,U

Ag,u

Agu Az—1 T4
+ or +2(_1) 6?"3,057"5,1 © I_‘7‘500
Ag,u T3,u

- Ag,u
+ 2(_1) 551"4,051"6,1 © FTGOO
74,U

T3
+25T‘3,057‘4,0 © a I

r4,U
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°
As, As,f As,f As,f
<<F>> =8 pas1 T o pa1 4o T pas
f0  Asf E.f As,f As,f
As,f As,f As,f As,f
+ 201 @ T 4200610 © Dpgoo+ @ DAL 42 @ pAst
s, f 76, 5,f Ae, f
A57f A57f
2(=1) 08,1 G D+ 21 081 6 T
5, 6,
A67f AG’f
+ O FA2_1+2(_1) 57‘5 057‘371 © FTSOO
Ag, f 5, f
A, f
+2(=1)"0p4,0004,1 ®f Lryo0
5)f
+257"5,057"6, © 'T
T6,
°
o 4 a9
r = 0o " Tr-or
\I/,O q”‘b* E/d)*
7’[!}
+ 01 @ Lrioo+0m1 © Iigeo
TMZ) r3,*
T2,
+5r5,1 @ Fr500+5r21 C?/}* FT’QOO
ﬂﬁ Gaw
+ 0ry1 612 L0 + Org 1 @ Lr00
q’ *
T2 A1—1 1+ro+rs rap Ag—1
+(_1)5T1,06’r‘2,0 © I +(_1) 57‘1,057"4,0 O) r
171/}* T17w*
T2,
+(_1)57’17057’67 FA _1+5T2705T370 © I
7”1, r3,*
T4, Ag—1 1+r1+re 76,Y Ag—1
+(*1)6r3,061”4,0 o I +(*1) 57”37057"67 © I
T3,p* r3,*
r3ry r2,% As—1 T4, Ag—1
+(_1) 57"2,067‘5,0 O] r +5T‘4,05T5,0 ® r
T5,* r5,*
67711 A 1
+ (=1)dr5,06r6,0 s
T5,¢*
°

z5,¢"
D),
1,0 Ti,9!

Bei diesem und den vier vorhergehenden Termen gilt die Konvention:

(A1,Az,...
(z1,@2,...w6) = (r1,r2,..

T 9 Der, Ky, Ly, Ks, L).
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R1,51
r o 9[D6r7 Kla L17 K27 LQ]
R2,S2

= 0Der,0 < (r1,5:3To(T[0]) {RQ,SQ}TO(G{OD>

+ 6Der,1 <{R1,51}T1(F[1a K1, L1]) {Ry,5:1T0(©[0])

+ {Rl,Sl}TO(F[OD {RQ,Sz}Tl (Q[L Ky, Ll])
Ry

+ (53 T1(T[L, B, ST]) {RQ,SQ}TO(9[0])5%%#(}?2, Ky)

R
+ (0,5} T0(TIO0]) Ry 5 11 (O[L, B, 22108,k (R, Kl))

52 1, So

+ 5Der:2 ( {R1,51}TO(F[O]) {RQ,SQ}T2(@[27 Kla Lla KQ, LQ])

+ {R1,51}T2(F[27 Ky, L1, Ky, L)) {RQ,SQ}To(@[O])
R
+ (r,sy 12(T[2, Ky, Lo, B, Sfll]){RQ,SZ}TO(@[O])%Q%M(Rz,K2)
1
Ry

+ (ri,s1112(T[2, Ko, Lo, E, 571“ {RQ,SQ}TO(6[0])6L1,%M(R25 Ky)

Ry
+ {Rl,sl}TO(F[OD {R2752}T2(@[27 Ky, Ly, E, ?2])6[/27%:“(1%1’ KQ)

Ry
+ (r1,53T0(L[0]) {Ry,51 T2(O[2, K2, L2, E, ?2])5%%#(31, K1)

(

+ (ry,sy T1(C[L, Ky, L) (R, T1(O[1, K2, Lo])

+ (ry,5y T1(D[1, K2, Lo]) (Ry,5,3 T1(O[1, K1, L1])
( o

+ {Rlvsl}Tl F[l’ K, Ll]) {Rz,SQ}Tl(G[L E, 572])5[/27%,“(1%1, K2)

Ry
+ {R1,S1}T1 (P[L Ko, LQ]) {RQ,SQ}T1(9[17 E, E])éLl,%u(Rl’ Kl)
Ry

+ {R1,S1}T1 (F[lv E, Sil]) {RQ,SQ}Tl (9[17 K, Ll])éLQV%H(RQa KQ)

R
+ (ry,syT1(C[L B, STI]){RQ,SQ}Tl(@[LKQ,L2])5LI%M(R2,K1)

Ry

Ry
+ {Rl,sl}Tl(F[LE? 572]) {RQ,SQ}T1<9[17 E7 572])6[(17&*&6[/ ﬁéKz,lsz,O

51 8y sy
Ry
+ (r,sy12(T[2, E, r
Ry

+ (r1,53T0(T'[0]) (R,,5,1T2(O[2, E, 5

,1,1]) {RQ,SQ}TO(@[0])5L1’%5K2,15L2,1M(R27 K1)
1

1 1])5111’%6[(2,16[/2,1#(1%17 Kl))
2
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mit der Bezeichnung

WRi, Kj) =6, my ry (1= 0R,5)(1 — R, 3)(1 — O, a)(1 — Op, 5)

75175y

+ 0K;,r: (OR,,5 + O, 5 + ORia + OR, 5)

R1,51
I' ® O[Der, K1, L1, K, L]
R2,S

= {(5R2,p27’z + (_1)1_51)2’053271717’1) (_5R1,T1 511,0651,1) + (_1)l3+l4+l5+l65R1,T25l2705517ﬂ
+ (_1)l4+l5+165R1,T3513,05517u + (_1)l5+l65R1,7’46l4705517u

+ (=1)'6 R, 015,008, 7 + 5R1,r6516,0551,f> fiir alle x
+ (632,1161/) 2(=1)°Pr0F00 4 5, G 4 (—1) 00 000 L5 o5 4(—1)5”’0+6p2'0+6w’0_5a’4_6a’5_1)

X <_6R1,7“1 511,0551,v + (_1)l4+l5+l65R1,7’35l370551,u + (_1)165R1,T551570551,f)

+ (532,1,51/;75(—1)5P1v0+51’2v0 + 5R2,a(5a,5(—1)5P1’0+6p2’0+5‘5’0_1 + 5R2’l—)5l—)75(_1)6p1,0+6p2,O+61;’0_5a,4_(5a,5_1>
I3+14+15+1 I5+1
X <(_1) sttt 65R1,7“25l2,05517v + (_1) 5F 66R1,7’4514,05517u + 6R17T6516705517f)

+ (5R2,p27‘;c + (_1)1_6132'05324)1%) (5R1,T15l1,05517¢* + (_1)l3+l4+l5+l65R1,T2512705517¢
+ (_1)l1+l25R1,1“3513,0651,7&* + (_1)l5+165R1,T4514,0651,1/J

(1) tltlstlag  S1s00s, e + 5R1,r65ze,0551,w> fiir alle z

+ 5R2ﬂz(71)6p1!0+6p2!0 <5R1’T1 5;1’0551@*5@1 + (71)13+l4+l5+l66R1,r25l270551,¢51’1,1
+ (=D)"26R, 1,015,008, =052 + (—1)5T0R, 1,01, 005, 05,2

(=)t tlag 61008, w0 05,3 + ORy g 516,0551,¢5v,3>

+ Oy a(—1) P10 o2 00001 (531 100,008, = 0a1 + (1) TEH 5, 61,008, 4041
+ (1)1 H285, 81 008, w002 + (—1)5H06 R, 181, 00, w052

(=)t tlas 61008, 40 0a,3 + ORy e 016,008, ,w5a,3>

1) 1 65 0—9%,4—0%a,5—1 3 la+la+1s5+1 -~
+ 5R27I;(_1) P1.0¥ 092,005,000 47 0a,5 (5R1J’1611,0551,¢*5b,1 + <_1) st 65R1,T2612,0581,w5b,1

+ (_1)l1+l25R1,7“3513,0551,¢*5E,2 + (_1)l5+l65R1,T45l4705517¢5572

1 +1lo+13+14 R1,51
+ (—1) (531’%6[570(5517#)* (55’3 + 631’7"65[670551@(55,3 %(F ® G[Der, Ky, L1, Ko, LQ])

R2,S2
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R1,51
© T'[Der, K1, L1, K3, Lo]
R2,S2

= 5Der,0 < {R1,S1}To( {RQ,SQ}Té(F[O]))>

+ 5Der,1 ( {R1,51}T1( {RQ,SQ}TI,(F[L Kla Ll]))

Ry

+ {R1,S1}T1( {RQ,SQ}T{(F[:l? E, E]))6L17%M(R2’Kl)

R
+ {R1,51}T1( {RQ,S2}T1/(F[17 El: ?j]))éLl’%u(Rlv Kl))

+ 6Der,2 ( {Rl,Sl}TQ( {RQ,SQ}TQ,(F[27 Ky, Ly, K, LQ]))

R

+ (resy 2((Rosy (U2, By o Ko, Lal)) (1 = 01, 1)8, m p(Ra, J61)
1
R
=+ {Rl,Sl}TQ( {Rz,Sz}TZI(F[Qv E, 57117 K, Ll]))(l - 5}(171)(5[/27%#(1‘22, KQ)
1
R
+ {R1,51}T2( {RQ,SQ}TQI(F[27 Elv 5722a Ko, LQ]))(l - 5K271)5L17%M(R17 Kl)
2
Ry
sy (s T (P2, B, oo Ky L)) (1 = 0x00 )0, g (B, K)
2
Ry
=+ {R1,31}T2( {RQ,SQ}TQI(F[27 E, 5717 L, 1]))5[(1’%*%5L171;7115K2,15L2,1
Ry
+ {R1,5’1}T2( {R2,SQ}T2,(F[27 E/v Si2a 1, 1]))5K171§—11*1;—§5L1,%5K2715L271
Ry _, Re
+ (rs T2 ((Roy50) T2 (T2, E, 5 &]))51(1,1;;*1;5%171;115K2,15L2,0>
R1,51
& @[DGI‘, Kl,Ll,KQ,LQ]
R2,S2
. R1,51
= genau wie I' ® O[Der, K1, L1, Ko, Lo],
R2,S5

nur dass jedes [ durch ein r ersetzt werden muss.
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{13 To(T'[0])

= 0k, 4,01,0(2A1 + 2)I‘A1+1[0] + analog:  0p 4y, Ok, A,

+ 0k, 4,010 (Ag + DTAT0] + analog: 0k 4,01, Ok Ass Ok A

+ O ry 01,007, 01'r, 1[0] 4 analog alle anderen 6y, ,,

+ 0k g0y (q + 1) 9TIT[0] + analog: 0k 4014

+ Ok, 01,01 (¥1 + 1) 2, 111[0] + analog alle anderen 0y 4,

+ Ok pyr1 0100 (p1 O 71)[0] + analog alle anderen g p, 7, , Ok por;
+ 6k,501,,1'(0 © 1)[0] + analog alle anderen 0 5, 8y, 5, Ok.as O ps

ey To(T[0]) = ey To(T[0]) + 6, £L[0]

ey T (D[1, Ky, La])
= O, 000 [—20 ML, Ay, 00k, 4,00, 0 — UTMTHL A o] + (247 + 2)T4 1, K, Ly
+ analog: 0 Ay, Ok A5
+ 61 A4 [(Ag + DT Ky, Ly] — T4, Ay, 0]0k,,4,00,,0 — DAL, Ag, uldre, 4,01, 4
—UTMHL, Ay, o) = T4 L Ay 0]ok, 560, 0 + T4 [Ag, u)0k, B0L, )
+ analog: 0 A,01,us Ok, A5, Ok, Ag
+ 01 01,00r 0 [—UT o1 [1, 71, 0] + (T 11, 71,07 = Tryon [1, 71, )0k, EOL, 0+
+T on[1, K1, L1]]
+ analog alle anderen 0y,
+ OkgOue [— L 4910k ,g010 e — TTTIL, 4, 9]0k, 0L,
(=TT, ¢, 9" + T, ¢, 9))0k, 501, — UL, ¢, %] + (¢ + 1) M1, K, Ly))
+analog: g 01,y
+ 0ka1 09 [—U oy 1T 21, 0" + (21 + D)(1 = 0k, 0y) 2y 12 T[1, K1, L]
+ analog alle anderen 9y 4,
+ Ok prr 010 [L(P1 O 71)[1, p171, ¥ |0kc) 0Ly e — UL (p1 O 11)[1, p171, 0]
+ T(p1 O m)[L, p17r1,v]0K,  EO Ly e + T(p1 O 71)[1, K1, Li)(1 — 05y i )]
+ analog alle anderen 9y, p, 7, Ok por
+ 0k0010 D0 O 1)1, K1, L1](1 = 0k, 5) — UT'(0 O 1)[1,9,0]]
+ analog alle anderen 5, (5k7¢;, Ok,a» Ok s

{kJ}Tl,(F[l,KlaLl]) = {k,l}TO(F[O]) mit El statt
+ 5k,E [—U]._‘[]., E’ l] + F[]-a K17 Ll](l - 5K17E)]
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ey T2(T[2, K1, Ly, K2, Lo])
= 0,4, 000 (T2, Av, v, 1,00 {0k, 4,011,600 k5,10 10,0 — 2U 8K, 5O Ly 0 — 201y, 5Ly 00K 10151 }
+ T2 Ay 0, 1, 1) {0k, 41010 00 K,10101 + 2U b1, 20100
+20K,,E50L, w0k,5,10L,,1 + Ua}
+ T2, Ay v, A1, 0] {0k, 4,00, 00Ky, 41O Lo — 2U 0K, 4,000

_25K1,A15L1,U5K2,16L2,1 - 25K1,A16L1,’U6K2,15L2,0}
+ (1 —6ka,)(1— 5K,1)({A1,U}T1(F[2, 0,0, K, L])0x, K0L,,1.

+ T2 Ay 0, K, Lok, k(=010 10K510L0,1 + 0Ky K01y, L — 01, 10K5,1015,0))
+ (1= 0ky,a0) (1 = Okeyoay) (241 + 2)T4 T2, Ky, Ly, Ko, Lo]]
+ analog: 0 A,, 0k, A,
+ 61 a3010 D472, Ay, v, 1,1) {Aub K, 4,01, 00K10001 + Us + 2U8K, 501w
+20K,, 5011 u0K5,100,,1}
+ T2, Ay u, 1, 1) {As0k, 4401, ,00K5,10L0,1 + 0Ky BOLy uOK5,1005,1 )
+ T2, Ay, 0,1, 0] {Asdk,, 4,000 ,00K5,10L5,0 — USky EO Ly
—0k1,B0L; u0K5,100,,1}
+ T2, Ay, v, A, 0] {(Ag + 1)0k,,4,01, 00K, 440150 — 2US Ky 4,015.0
+ 20K,,44001 v0K2,440 Ly — 20K,,440L, w0, EO Ly u
—20K,,440L1,00K5,10L5,0 — 20K, 44011 wOK,10L5,1}
+ DAY Ay u, Agyu] {(Ag — 1)0K, 4,010 w0k, Aa0Lu + 20K, A4OL1 w0k EOLy u}
+ A2, Ay v, Ay, u] {Asdrey 4,01, 00Ky 430001 — USKy A40Ls u
+ 0K,,440L, wOKy, EOLyu + Ok, 4400, 00Ky A40Lo v
— 0Ky, 44001 uOKy, EOLyu — Ok, A40Ly 00K5,10L,5.0

—0K1, 44001 w0K,,10L0,1}
+ (1= 0r,a)(1 = 0x1) (A, T1(T(2, 0,0, K, L]) +1a, 0y T1(T[2, B, u, K, L]))0K,, K011

+ T2, Ay, 0, K, Lok, k(=010 10K5,1000,1 + Oy K010, L — 010, 10K3,1015,0))
+ (1= 6xya0) (1 = 0ky ) (As + )IHTH2 K Ly, Ko, Lo
+ analog: 0 A,01,us Ok, A5, Ok, A+ Ok q
+ Ok 1 01,007 ,0 [Dri01(2, 71,0, 1, 1] {Us + 2U 0Ky EO Ly o+ + 20K, EOLy p* 0K, 10L0,1 }
+ 1o [2, ri, Y"1, 1]5K1,E5L1,1/1*5K2,16L2,1
+o1[2,71,0, 1,0/ {=Udk,, B0, 4+ — 0Ky, EOL, 4 OF,,1000,1}
+ (1 =0, ) (1 = 0k,1) (((r,y T1(D[2, 0,0, K, L]) 47y 0y T1(T(2, B, 9", K, L)) 05y 100L,,1
~~ =~
+ Tryon[2, 71,0, K, L0k, ik (=01, 10Ks,1010,0 + Ok, k0La,L — 0Ly,L0K,,1015,0))
+ (1 =0k, ) (L = Oy ry ) Ty 001[2, K1, L1, Ko, L]
+ analog alle anderen 9y,
+ kw01 [21+10(2, 21,01, 1, 1) {2105, 2061, 41 0k,10001 + Us }
+ w12, 21, 0", 21, 0] { (21 + 1)6K, 0101, 610Ka,01 01,61 — 2U0K 0,01, 41
—20K, 2,00, $10K2,1000,1 }
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+ (1= 6x, ) (1 = 0k,1) ({21,613 1012, 0,0, K, L))d gy k0L,

+ 21 +10[2, 21, 0", K, L0re, k(=011 10K5,1005,1 + 0K, KOLs,L — 0Ly LOK2,10L5,0))
4 (1= bky0) (1 — Opy) oy +10[2, K1, L1, Ko, L]
+ analog alle anderen 0y 4,
+ Ok prr Lo [L(p1 O 1) (2,171, v, 1, 1] {U2 + 2U bk, EO Ly, + 20K, EOL, 0+ OFK5,1015,1}
+T(p1 O r1)[2,p171, 9", 1,1]0K, ,EOL, 44+ 0Ks,1010 1
+T(p1 © r1)[2, Pir1,v,1,0] {=Udk, B0, 4+ — 0K, EOL, 4p*O0K,1005,1}
+ (1= 0xpiry ) (1 = 5K71)(({p1T1,U}T1(1“[2,&’(_)} K, L) +{prraoy T2, B, 47 K L))k, 1601,

+T(p1 © r1)[2, p1r1,v, K, Lok, K (—01,,00K5,1010,1 + 0Ky, K060, — OL1,00K5,1015,0))
+ (1 - 6K1,p17"1)(1 - 5K2,p17”1)r(p1 O Tl)[27 Kl: L17 K2? LQH
+ analog alle anderen 0y .1, Ok por,
+ 0k5010 [['(0 O 1)[2,0,v,1,1]Us
+ (1 — 5K,1‘;)(1 — 5K’1)<{@,U}T1(F[2’&B’ K, L])(SKQ,KéLz,L
+T(v 0 1)[2,0,v, K, L0k, k(—0L,,L0K2,10L5,1 + OKo,KOLo,L — 011, L0K2,10L5,0))

+ (1= 0k,,5)(1 = 0ko,0)L'(0 O 1)[2, K1, L1, K3, Lo
+ analog alle anderen Oy, 0y, 5 Ok,a: O 5

ey To(T[2, K1, Ly, K3, L))
= unT2(T[2, K1, Ly, K2, Lo]) mit E' statt E
+0pp [~U(1 = 05,1 )T[2, E, 1, Ky, Ly) — U(1 — 0g, 1)T[2, B, I, K1, L1]
+ULT[2, B, 1,1,1] + (1 — 0k, 2)(1 — 6k, 2)T[2, K1, L1, Ko, La]]
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A.1.2 Erste Ordnung in den Ableitungen

(Nur neu hinzukommende Terme)

(), - E v

’ m7l7p7

Ajw
{52027"1V @ Z( 200) 5172,7’2‘/1)@ Z(ngO)
272,V

,U

Al, A1v
+op VO Z(p; OO)+5P1,T2V © Z(p1 ©0)
p17r1,v pir2,v
A4)
5172 rsV O Z(pQ O 0) 5172 T4V @ Z(p2 O O)
p2ri,v p2r2,v
OV 210 0) 40,V B Z(py 0 0)
piri,v p1T2,v
As,v As,v
+ 6172,?"5‘/ © Z(pg O 0) + 5172,T6V © Z(pQ O O)
pa2ri,v par2,v
As,v As,v
+5p1ﬂ"5v © Z(pl OO)+6P1,T6V © Z(pl OO)
piri,v pir2,v
Azv Agqv

051V O 20009 00)+ 852V O 2000, 00)

A7
+ 653V é Z(5 0 0,9 O 0)

) Ay As v
+ 81V ,é Z(a® 0) + 6a2V é Z(a® 0) + 623V ,é Z(a®0)

A?
+ 65,V @ Z(b O 0) + 65,V @ Z(b O 0) + 655V é Z(b 0)

’U

par1,v piri,v

+9(q—p—6){V =y Z(ps O0)+V & Z(p1 ©0)

1,0 71,0
+V ® Zp200)+V ® Z(plOO)}

p2ra,v p2r2,v
TV fg% Z(5 00,8 00)+V Eé Z(5 00,4 O 0)
71,V

TV 8 2@00)+V & Z@oo)

(IU

Ve z000)+V'E Z(bOO)}
bv b,v

() g
u71 mvlvpzw
Azu Az,u
6P2,T3V © Z(p2 O O) + 5:0277“4‘/ © Z(p2 O 0)
p2r3,u D2T4,U
Azu A2,u
+0p sV O Z(p1 ©0) + OprraV. O Z(p1 ©0)
pirs,u p1T4,U

Agu Agu
+ 5:02,T1V é Z<p2 O 0) + 5P2,T2V é Z(pg O O)

pa2r3,u parg,u
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Agu
+ 5P1,7’1 Vv ©

pirs,u

Z(p1 ©0)

Ag,u
+ Opo,rs V. g) Z(p2 ©0)

p273,u

Ag,u
0,0V & Z(pLO0)

piT3,u
A47

Agu
+ Opy VO Z(p1 ©0)

pira,u

Ag,u
FOpnV ® Z(py 00)

p2r4a,u

Ag,u
FOpaV ® Z(pr00)

piT4,u
A27

+ 051V @ Z(6 00,9 O0)+ 652V @ Z(® 0,9 ©0)

Aﬁ, _

+ 05,3V _@ Z(v 00,9 O0)

133

Ag,u
+ 621V @ Z(@®0) + 622V @ Z(@®0) + dasV é Z(@o 0)
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+ 651V @f Z(© 00,1 O0) + 552V @f Z(v © 0,9 ©0)
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+ 05,3V @f Z(v 00,1 00)
As,f As.f _ Az, f
+0a1V Qf Z(@ O 0)+ a2V Q Z(a®0)+ a3V ¢ )
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As,f Ag,f As,f
+ 5,V 3 ZB00) + 5,V S ZB00)+ 85V S Z(b00)
b.f b.f b.f
r6,f r6,.f
—l—H(q—p—e){V ® Z(p2 ©0)+V ® Z(p1 ©0)

pars, f P1T5,

T‘7f T?f
+V 8 ZpO0)+V Z(plo())}

276, f p27‘67f

+V ® Z(B 00,9 00)+V @}Z( 500,90 0)

5 f 76,

+V ® Z@o0)+V & Z(aoo)

a?f a?f

rvf = T,f —
YV E Z000)+V & Z(bOO)}
b7f b?f

<<V, Z>>¢i’1— 3 (—1)Fx {m (v Zéf Z(a o 0))

m’l7p7w

@, ¢
+ 0w 06p05l 05m oV © m(Z(d O O)) }
a,pt

(45, - E v

m7l7p7w

2
r1,0* r1,0* r1,0*
{Z <V © ZMTIp O 0) 4V & ZM T 004V © 2% (p 0 0)

i—1 pir2; pir4,Y pire;Y
711}* 7/111* 7’¢J*
LV 7’3® ZA4_m4_1(pi O 0) v T3® ZAQ_mg—l(pi o 0) v T3® ZAﬁ—mﬁ—l(pi o 0)
DiT2,Y PiT4,%) PiT6,Y
T5117Z]* As—ms—1 7‘5771[)* As—me—1 7‘5(4’* Az—ma—1
+V @ ZBTTHpi00)+V ® ZTMTHp, 0 0)+V @ Z7TT T (p; ©0)
DiT2,Y PiT4,% piT6,Y
W W R
VB M 00—V B ZAT T p 00 —V B 24T (p 0 0)
i1, i3, piTs,P*
’w 71Z)* 7w
v 7“4(18 ZA4_m4_1(p7; O 0) v T4® ZA2_m2_1(pi O O) Vv 7’!(18 ZA6_m6_1(pi o 0)
i1, i3, piTs,P*
7¢ 7w 7w
VG 200~V Bz, 00) -~V 6 24Tl (0 0>)
piT1 Y% piT3,h* PiTs,p*
r1,0* _ — r3,0* _ — 75, _ -
+V @ Zoo0,py00)+V ® Z@O0O0,py00)+V ® Z(vO0,9 00)
b b w,w
/r ”l?Z) - ?
V'S 2600000+ V 8 ZE00,000+V & 25 00,9 0 0)
Wy b b
r1,* _ 73,9 T5,* _ ro,
+V @ Z@o0)+V ® Z(a O )+V ® Z@a00)+V ® Z(a®O0)
R a, a2y a,p*
rap ret) rLYt r3 Pt
—i—V%Z(aOO)—l—V%Z(aOO)—}-V ® Zbo0)+V ® Z(bOO)
ap* a,p* b b

5,9 rop rap rep  _
YV ZOO0O+V & ZOO0)+V & ZBO0)+V & Z(BoO0)
b,y p* b,p* b,y*
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+ %4 @ ZpiO0)+V @ Z(pi©0)+V @ Z(p; OO0
ZZ; < DPiT2,% ( ) DiT4,Y ( ) DiT6,% ( )

7,‘Z} 7’¢} 7,‘Z}
VO Zp;o0)+V E Zmo0+V © Z(pz-oo))

piT1,* pir3,* PiTs,*

R _ W* _
Vv 2000300+ VE Z@E 00,4 00)

R b
q,y _ a9 a9

+V_% Z(a©0)+V® Z(a OO)+V®Z(bOO)+V®Z(bOO)}
a,p* a,y b,ap* b,y

2
A )
= Z < é Z(pz O O)épl,rl + @ Z(pl O O)(szﬂ"Q

i—1 piT1,v piT2,v
A4’

+ O Z(pl O 0)51'1,7"3 + @ Z(pl O 0)61)1,7’4
pir1,v pir2,v
A5’

+ @ Z(pl O 0)5[)“7'5 + @ Z(pZ O 0)5[)“7'6
pir1,v piT2,v
r1,V g—1 T2,V g—1

+ ® Zpi00)+ ® Z(pi ©0)
piT2,v piT1,v

Aiw _ A1,v _
+ 651 é Z( © 0,50 0) + 6, _é Z(b 0 0))

A47 A47
+ 2 O Z() 00,50 0) + &4 @ Z(b ©0))

A57 A57
+ 953 @ Z( ©0,000)+ 63 @ Z(b ©0))

+§Z(&©0,@©0)+@Z(¢@0,@©0)

U,V 0,V
1,0

2000+ & Z(b00)
b,v bv

+5p2,0{ %41)21, Z(h © 0,00 0;p2 ©0) — %5;}2@2, Z(h © 0,0 O 0;p2 O 0)

U,V
p271,v - p2r2,v

=04 © Z(bO0p2 O0) =5 9 Z(b© 0;p2 O 0)

2,V

+5w4p,®h Z(1 © 0,00 0;p1 ©0,py OP1)+6¢5 @

pir 27
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Z( © 0,90 0;p1 ©0,p2 O p1)

+ (—1)6”1’056,4 ,@’ Z(b O 0;p1 ©0,p2 O p1) + (—1)%105; 5 Z(b O 0;p1 ©0,p2 O p1)}

T),v

~N(Z(@aob,bo ;9 00,50 1))
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W,

Bl

A ’
:Z< 5" 2001 0 s + 6 Z(pi © 0o,

i—1 DpiT3,u piT4,u
Ag,u Aq,u

+ © Z(pi O O)épi,ﬁ + © Z(pi O 0)61%7”2
piT3,u piT4,u

Ag,u Ag,u
+ © Z(pi O 0)5;01',7“5 + © Z(pi O 0)6101',7“6

pir3,u piT4,U
T3,U q—1 T4,U g—1

+ ® Zpi ©0)+ ® T'Z(p; ©0)
piTa,u piT3,u

Agyu - Agu _
+ 05,1 @ Z( ©0,000)+ b, @ Z(b©0))

Azu Az,
+ 05,2 @ Z(i/JOO”UOO)—l-ébQ @ Z(bOO))

Ag,u Ae,
+5v3 @ Z(1/JC)0”UOO)+(5b3 @ Z(bOO))

'f‘

(wOOUOO) (¢©OUOO)
U,u U,u
r3,U rau
+ ®ZObO0)+ ® Z(bOO0)
b,u b,u
P23, P2r4,U
+(5p2’0{ 5¢4 ( (1#001}@0]?2@0)—(%5 @ Z(wOOUOOPQOO)

273,U

iy O ZBO0p00) =85 O ZB00pr 0 0)

4,U

+5¢4p@5’ Z($ 00,00 0:p1 O 0,p2 Op1)+ 355 @ Z(h 00,50 0;p1 O0,ps O pr)

p1ir 37 - p1ir 4,

+ (=105, © Z(bO0ipr O 0,p2 O p1) + (—1)%71085; 5 ¢ (EOO;mOO’p?OPl)}

v,u v,u

—N(Z@ob,bO 29 00,00 2))

W),

2
Z( é pz@o‘sﬂs"‘ @ Z(pZOO)(Sp“Tﬁ

i=1 pz"'ﬁaf

+ @ Z(pz O 0)5101,1"1 + @ Z(pz O 0)5171,7*2

piTs5,f PiT6,f
As, f As, f

+ © Z(pi O 0)5171',7“3 + O Z(pi O 0)5pi,7"4
pirs,f pire,f

T?f T7f
8 Tz o0+ 8 qu(piOO))
Pﬂ"&f piT5,f

+ 05,1 @f Z(¢©0v©0)+6b1 @ Z(b ©0))
b.f
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Ag, A67f

+d02 & Z( ©0,500)+ 8, & Z(bO0)
b.f
Az, f As,f
+008 & Z@O0,000) +85, S Z(00)
b.f
—i-(E@fZ(wOOUOO) (wOOUOO)
rs.f
L2600+ 'E 2600
b,f b,f
par 57f — _ P2 sz — _
+5p2,0{ 0pa © ZWO0,000p O0) =655 © © Z(% © 0,00 0;p2 O0)
v, v,

pars,f pere,f
—_ 2@f Z(b© 0;ps ©0) — 855 2@ Z(b © 0;ps O 0)

p1r 57 - B 176, f - _
+054 © Z(YO0,000;p1 O0,p2 Op1)+dy5 Qf Z( © 0,00 0;p1 ©0,p2 O p1)

v,
pirs,f pire,f _
+ (—1)°r05; 1—5]« Z(b O 0;p1 ©0,p2 O pr) + (—1)%108; 5 15} Z(b O 0;p1 ©0,p2 Op1)}
v, v,

—N(Z(@a O b,bO 359 ©0,00 3))

(€0,

pzr R T4, DiT6,Y
= Z ( S A7 0 0) 4 ® A1z, 00) + © A1 Z(p 0 0)
i1 r1,9* r1,% r1,*
T2, T4, DiT6,Y
+ e ATz, 0 0) + ® A=lzp; 00)+ ® A7 Z(p; ©0)
r3,)* T3,*
pz"’Qv"/}A -1 piT 7¢A -1 pirﬁva 1
+ @ B Zpo0)+ ® M Zpo0)+ © BTZ(p00)
r5,0* r5,* r5,0*
7271/) A—1 T2"¢) As—1 7’2,#) As—1
+ ® "TZPio0)+ ® M Zpio0)+ ® BTHZ(p 00)
piT1,%* piT3,Y* PiT5,*
rap 4 Y g LY A1
® M Zpio0)+ ® PTZ(pio0)+ @ T Z(p;00)
piT1,p* piT3,P* piTs, P
T6,% T6,% 76,
+ ® BZpo0)+ ® BTZpio0)+ © BT1Z(p00)
pir1p* piT3,* DiT5,*
q,¥ q, q,
+ © Z(spzvrl + @ ZapurS © Z(spiﬂ"s
piT1,* pir3,* piTs,Y*
DiT2, DiTa,P PiT6,
- © Z 072 © Zo 074 4 i >
qP* o q,¥* o q,P* puoro
7‘ 7¢ 77w r 7w i?w
50| © Z@00)+ ® Z@OO0) | +850( © Z@00)+ © Z(©00)
IR 1 T\ X
7" 7¢ 7711) r 7’Ll] 7’¢} -
+o50| ® Zwo0)+ & Z(wo0) B Zb0O0)+ & Z(b00)
dJ:O -
1117111* T5’17Z}* :1;[}* Tlﬂl)*

7“71# b - 6, blﬁ
+<4 Z(b o 0) + ®Z(b©0)>+<%§>2(b©0)+ ] (bOO))
7’111* 5,9"
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par2, RV
+ 5p2705dj 0051 <— 27 ] Z(bo0)+ © Z(wo0)
’ P ¥ p2r1P*
pira R
+ 15 Z(O0pt O0,ppOp1)— © Z(0O0;p1 O0,p2 Op1)>
P,h* p171,p*
para, RV
+ 5;;210(512} 0(57772 <— 27 ) Z(T) O 0) + © Z(’T) O 0)
’ P ¥ p2r3,P*
pira R
+ ié Z(O0pr O0,p2Op1)— © Z(0O0;p1 O0,p2 Op1)>
P> p1T3,*
pare, RV
+ 852,00, 000,3 (— O Z@o0+ © Z(m00)
’ IR pars,P*
p176 R
+ 1,5 ZOO0p1O0,p2 Op1)— © Z(©O0;p1 OO0,p2 Op1)>
P> p1T5,*
parep b,y _
+ 0p5,005.1 < fé Zboo)— © Z(boo)
’ b,* par1,*
s pirap 5 b, _
—(=1)°10" © Z(bO0;p1 O0,p2 Op1)+ (1)1 ©  Z(bO0;p1 O0,p2 O p1)
b,ap* p17T1,Y*
paray b,y _
+ 0p5,005.9 < fé Zboo)— © Z(boo)
’ b,* par3,P*
s pirayy 5 b, _
—(=1)°10" © Z(bO0;p1 O0,p2 Op1)+ (1)1 ©  Z(bO0;p1 O0,p2 O p1)
b,ap* p17T3,%*
pare,y b,y _
+ 0ps.,005 3 < f@G Zboo)— © Zboo)
’ b,* pars,*

5 P76, _ 5 b, _
—(=1)%0 & Z(bO0;p1 ©0,p2 O p1)+ (—1)°r10 Qw Z(bO0;p1 ©0,p2 O p1)
b,w* p175,0*

+ (—1)%r 0020 (N(Z(@ © b,b O 49 © 5,5 O 0)) = N(Z(a O b,b O B¢ O 4,50 0)))

NVZ)=bap (xl)Ql;Z( w441V Z)
+08,7021.,0 (22)An( 211V Z)
+ 08,8021,0025,0 (25)An( 2341V Z)
+ 08,9021,0025,0023.,0 (2)Un( 2441V Z)
+ 08,10021,0025,0023,0024,0 (25) A1 ( 2511V Z)
+ 0a,11021,0025,0025,0024,0025.,0 (26)An ( 2641V Z)
+ 02,105,102,0 (a2 (V™ Z)
+02,200,202,00m1,0 (4 2,V Z)
+ 62,305,302,00m1,00ms,0 (A45) AV Z)
+ 63,165,202,00m1,00m5,00ms,0 (40 A, (VT 2)
+ 62,105,302,00m1,00m5,00m3,00m4,0 (A5) A5 (VT Z)
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+ 03,205,302,00m,1,00m2,00m3,00ma4,00ms,0 (A6)Ql;l(Vm6+1Z)

(1) oSttt tos, oS 06 0B (90 (Viyen Z))
+ (—1)Prr0 o0 tlatlstoss )50 46, 00m,001,0B( (r) A (Viso1 Z))
+ (—1)5”1’°+5”2'0+lﬁ5@,351;,4540%,0511,0513,0‘3( ()2 (Vis012))

+ 03,505 402,00m,001,0 ()24 (PTV Z)

N(Z) = ba6 (2)A (2111 2)
+ 0a,7021,0 (22) A (2211 7)
+ 0a,8021,0025.,0 (25) A (23+12Z)
+ 08,9021,0022,0025,0 (20) 2 (24112)
+ 08,10021,002,0025,0024,0 (25) A1 (25117Z)
+ 0a,1102,,0025,0023,0024,0025,0 (26)2h ( 26+12Z)
+ 0a,105,100,0 (A Ap( ZH1HY)
+ 0a,205,202,004,,0 (45) 2 ( zA2+h
+ 04,305,302,004,,00 42,0 (ag) U, ( 24T
+ 02,105,202,004,,0042,00 45,0 (4 A, ( Z44TT)

+ 0a,105,302,0041,0045,00 45,00 45,0 (45) 21 ( ZzAs+)

+ 56,2617,3(5:570514170(5,42705143706‘44705145’0 (AS)Ql;l( ZA6+1)

+ (_1)5,,1,0+5p2,o+r2+r3+r4+r5+r65&715&745%05&0%( (Tl)%t(zmm))
+ (1) 0O 0TSO S 1 80.004,00r1,0B( () A (Zrs01))
+ (1) P02 0FT0 G 56 180 004,00r1,0075,0B( (ra) Ap (Zrsor))

+ 04,505 402,004,00r.0 ()21 ( a1 7)

+ 0.5,402,004,00r,004,00p5 0 <5a,1(— par) 20 (Z(p2 O 1)) + 01,0 (prr)) 2 (Z (1 O 71)))
+ da2(— (p2T3)9[;1(Z(p2 O13)) + 0py0 (p1r3)Ql;z(Z(p1 O r3)))

+ 0a,3(— (pors) A (Z (P2 O 75)) 4 0p1.0 (prrs) A (Z(p1 O 7‘5))))

+ 05,502,004,007,004,00p5,0 (56,1(— (p2r2) W (Z (P2 O 12)) + 0py 0 () AR (Z(P1 O 72)))
+ 0a,2(— (par) AR (Z (P2 O 74)) + Gp1.0 (orr) A1 (Z (1 O 74)))

+ 6a,3(— (pare) Ah(Z (P2 O 76)) 4 0p1.0 (prre) A (Z(p1 O 7“6))))

Ry,51
BT © O)= 51170(—1)’2+l3+l4+l5”65p2,r1 {p2,7'1}mh(rllol R®s O(p2 ©0))
2,02

R1,51
+ 5l1’1(_1)12+l3+l4+l5+l65p270 {p%ﬁ}izlr(l“lloo R®S @(pg O 7”1))
27

2
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X R1,51
+ 51270(_1)l3+l4+l5+l65p2712 {p27r2}glh(1—‘12@1 R®S @(pQ O 0))
2,52

) B} Rq,51
+ 51271(_1)13+l4+l0+l65p270 {pzﬂnz}glr (FZQOO R®S @(pQ O ?”2))
2,52

R1,51
+ 55370(—1)l4+l5+l65p27l3 {p2,r3}9lh(r‘l3©1 R®S ®(p2 O 0))

2,52
Rq,51

+ 55371(—1)l4+l5+l66p2:0 {pz,r3}9l7“(rl3©0 R®S ®(p2 O 7"3))
2,52

I5+l6 RS
+ 5l470(_1) 5p2,l4 {pz,m}mh(rhﬂ)l RQS 9(102 O 0))

2,02
Is+lg RS
+ 61,1 (1) 8p5 0 {pg,ra} Ar (Tiyc0 ol O(p2 O r4))
2

2

R1,51

+ 015,0(=1)"% 8y 15 025} An(Tis00n 2O O(p2 O 0))

2,52
I R1,51
+6151(—1)"6p,.0 {p27T5}Q[T(FZ5OO R@S O(p2 Ors))

25

2

R1,51
+ 016,00p2,16 {pa,re)} An(Lis01 ok O(p2 ©0))
25

2

Ry,51
+ 016,10p2,0 {pa.r6} Ar (Lig00 o) O(p2 O 16))
2,

2

+ (_1)1—5@,0 x dasselbe mit p; statt po,

B( © O) entsprechend, mit r statt [ und zum Beispiel

R1,51

R1,51
{p277’6}§2lh( © @leOl (p2 O 0)) statt {pg,rg}mh(rleﬂ)l © @(pQ O 0))
R2,52 R3,S

2

(per; 320 (T)

=TI (6per,0 + ODer,1 (1 = 0K, p;) + ODer,2(1 — 0xcy p, ) (1 — 0K ;)
1,75, L1]6K, p,

2,75, L1, Ko, Lo](1 — 8Ky ;) (1 — 0Ky 1)0Kc, ps

2,K1,L1,7j, La](1 — 6k, ;) (1 — Ok, 1)0Kcy s

2,75, L1,1, La)d K, p, 0Ky 1

(i} 2 (D)

=T (0per,0 + Oper,1 (1 — 05, ;) + ODer,2(1 — 0k, ) (1 = Ok ;)
+I‘[1,pi,L1]5K1,Tj

+ T2, pi Ly, Ko, Lo](1 — 616y, ) (1 = 01y 1)0561 0,

+ (2, K1, L1, pi, L2](1 = 6k ;) (1 = Ok1,1) 0Ky )
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+T[2,pi, L1, 1, L]0k, ;051

[ ]
25, (T)
=T (6per,0 + Oper,1 (1 = 0k, ) (1 = g, ) (1 — Ok, a)
+0per2(1 = 0rc,.0) (1 = 05,,0) (1 = 05, 5)(1 = O, ) (1 = 05y ,a) (1 — 0Ky.0))
LT[R, Liv(1)
+T[2, R, L, K2, La](1 = 05c.a) (1 = Oy,0) (1 = O, ) (1 = O, 1)V(1)
+ T2, Ky, Ly, B, La)(1 = 05, ) (1= 05, ) (1 — 05, 5)(1 = 8, 1)v(2)
+T[2,R',L1,1,0] (6g,r (Or,A, 0K, a0K,5 + analog alle anderen A,
+ 5R,r15K1,z‘15K2,J; + analog r3, 75
+ 5R,q5K1,a5K2’1[))
5R,p27“15R’,p25K17&5K2,1Z + analog alle anderen p;ry, pgrm) ,
mit:

V(i) = dp' R (OR2;0K:,a + OrR,A, 0K, 5 + analog: A, A3
+6Rr, 4,01, 00K, .a + OR 4,01, u0K, 5 + analog: As,Ag
+ 0Rr0L,wOK; @ + ORm 0L, w0, ; + analog: rs,rs
+ 0RgOL, w0k, § + OR¢OL, wOK, a)

+ 63/7}72 5R,P27"1 0L, wOK;a + 5R’»P2 6R,P27"1 5LMP* 6[(}-,;[3 +

analog alle anderen pir;, pars
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