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Zusammenfassung

Das Deformationsbild der Baum-Connes-Vermutung wird in der vorliegenden Ar-
beit auf den Fall fast zusammenhéngender Lie-Gruppen und beliebiger Koeflizi-
entenalgebren erweitert.

Zu einer fast zusammenhéngenden Lie-Gruppe G mit maximal kompakter Un-
tergruppe K wird ein stetiges Gruppenbiindel (gt)te[o,l] konstruiert, welches tri-
vial auBlerhalb Null und dessen Nullfaser das semidirekte Produkt von K mit
dem Tangentialraum T,k (G/K) der Quotientenmannigfaltigkeit ist. Fiir eine G-
Algebra B ist (B X, Gi)ic[o,1) ein oberhalb stetiges Feld von C*-Algebren, und
durch Auswertung in den Punkten Null und Eins kann das Deformationsbild der
Assembly-Abbildung mit Koeffizienten in B definiert werden.

Fiir fast zusammenhéngende Lie-Gruppen lé8t sich die Assembly-Abbildung
als Kasparov-Produkt mit dem Dirac-Element der Gruppe beschreiben. Unter
Ausnutzung der Tatsache, daf§ die Assembly-Abbildung fiir mittelbare Gruppen
ein Isomorphismus ist, wird die Deformationsabbildung mithilfe einer stetigen Fa-
milie von Dirac-Elementen fiir (G¢);e[o,1) mit der Assembly-Abbildung identifiziert.
Zur Konstruktion dieser Familie wird LeGalls dquivariante Kasparov-Theorie und
die Theorie von Pseudodifferentialoperatoren auf geblitterten Mannigfaltigkeiten
genutzt.

Schliellich wird noch gezeigt, daf fiir jede fast zusammenhéngende Gruppe die
K-Theorie der reduzierten Gruppen-C*-Algebra K.(C;(G)) eine freie Gruppe in
hochstens abzahlbar vielen Erzeugern ist.
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Einleitung

Die Baum-Connes-Vermutung liefert eine Strategie, die K-Theorie reduzierter ver-
schriankter Produkte der Form B x, G zu berechnen. Dabei ist G eine lokal-
kompakte Gruppe, und B ist eine G-Algebra, d.h. eine C*-Algebra, die mit einer
stark stetigen Wirkung der Gruppe G versehen ist.

In [BCH94] wird von Baum, Connes und Higson die sog. topologische K-
Theorie K*P(G; B) von G (mit Werten in der G-Algebra B) und eine Assembly-
Abbildung

pe.p : K*P(G; B) — K. (B %, G)

konstruiert. Die Baum-Connes-Vermutung (mit Koeffizienten) besagt dann, daf
die Assembly-Abbildung uq, g fiir jede G-Algebra B ein Isomorphismus ist.

Eine positive Beantwortung der Baum-Connes-Vermutung (mit trivialen Ko-
effizienten) hat wichtige Konsequenzen in vielen Bereichen der Mathematik, etwa
in der Topologie und der Geometrie: So folgt aus der Baum-Connes-Vermutung
z.B. die Novikov- und die Kadison-Vermutung. Auch in der harmonischen Analysis
gibt es Anwendungen bei der Untersuchung quadrat-integrierbarer Darstellungen.

Kasparov und Skandalis haben in [KS03] gezeigt, dafl die Assembly-Abbildung
sich mit Methoden aus der G-dquivarianten KK-Theorie beschreiben 148t; sie
ist gegeben als Komposition des reduzierten Descent-Homomorphismus mit ei-
ner durch ein Kasparov-Produkt definierten Abbildung. Fiir jede eigentliche G-
Algebra B ist die Assembly-Abbildung nach [CEMO1] ein Isomorphismus.

Mittlerweile ist die Baum-Connes-Vermutung fiir eine grofle Anzahl von Grup-
pen verifiziert worden: So zeigen z.B. Higson und Kasparov in [HKO01], daf die
Assembly-Abbildung fiir jede mittelbare Gruppe und beliebige Koeffizientenalge-
bren ein Isomorphismus ist. In seiner Doktorarbeit beweist V. Lafforgue u.a., dafl
jede halbeinfache Lie-Gruppe mit endlichem Zentrum die Vermutung mit trivialen
Koeffizienten erfiillt.

Hierauf aufbauend konnte von Chabert, Echterhoff und Nest in [CEN03] ge-
zeigt werden, daf} letztere Aussage fiir jede fast zusammenhéingende Gruppe gilt.
Ist G eine fast zusammenhéngende Gruppe mit maximal kompakter Untergruppe
K, so besitzt der homogene Raum G/ K die Struktur einer vollstéandigen Riemann-
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schen Mannigfaltigkeit, und G/K ist ein Modell fiir den universellen eigentlichen
G-Raum £G. Hiermit 1i8t sich zeigen, da8 die topologische K-Theorie K'°P(G; B)
mit Werten in der G-Algebra B sich mit der K-Theorie K, (B x (V' x K)) identi-
fizieren 1d8t. Dabei ist V' x K das semidirekte Produkt der maximal kompakten
Untergruppe mit dem Tangentialraum V = T,k (G/K) des homogenen Raums.

Die oben erwdhnten Resultate beruhen auf der sog. Dirac-Dual-Dirac-Methode,
welche auf Kasparov zuriickgeht. Fiir eine eigentliche G-Algebra A werden Ele-
mente D € KK%(A,C) und n € KK%(C, A) konstruiert, so daf das Element
y:=n®4D e KK%C,C) die Bedingung

p'(7) = lea € RKK(EG; Co(EG), Co(EG))

erfiillt. Besitzt die lokal-kompakte Gruppe G ein solches ~-Element, so ist die
Assembly-Abbildung fiir jede G-Algebra injektiv, und sie &t sich mit einer Ab-
bildung identifizieren, welche durch das Kasparov-Produkt mit dem Descent des
Dirac-Elements D gegeben ist.

Nicht fiir jede Gruppe ist die Dirac-Dual-Dirac-Methode anwendbar; Kas-
parov hat in [Kas88] aber gezeigt, daf jede fast zusammenhéngende Gruppe ein
v-Element besitzt. In dieser Situation erfiillen das Dirac- und das Dual-Dirac-
Element die Identitit D ®c n = 14. In Anhang A der vorliegenden Arbeit wer-
den die Konstruktion der Assembly-Abbildung und die Dirac-Dual-Dirac-Methode
ausfiihrlicher beschrieben.

In dem grundlegenden Artikel [BCH94] wird von Baum, Connes und Higson
erwihnt, daf sich fiir eine zusammenhéngende Lie-Gruppe G mit maximal kom-
pakter Untergruppe K durch eine Deformation direkt eine Abbildung zwischen
der K-Theorie K, (T.x(G/K) x K) des semidirekten Produkts und der K-Theorie
der reduzierten Gruppen-C*-Algebra K, (C}(G)) angeben 148t, welche dquivalent
zur Assembly-Abbildung fiir G mit trivialen Koeffizienten ist. Dieses Deforma-
tionsbild der Baum-Connes-Vermutung wird in der vorliegenden Arbeit genauer
studiert und auf den Fall fast zusammenhéngender Lie-Gruppen und beliebiger
Koeffizienten-Algebren erweitert.

Ist G eine reelle Lie-Gruppe mit endlich vielen Zusammenhangskomponenten
und K eine maximal kompakte Untergruppe von G, so wird ein stetiges Grup-
penbiindel GO = (glo’l])te[oyl] konstruiert, welches auflerhalb Null trivial mit
Faser G ist, und dessen Nullfaser das semidirekte Produkt V x K der maximal
kompakten Untergruppe mit dem Tangentialraum V = T.x(G/K) der Quoti-
entenmannigfaltigkeit ist. Das Gruppenbiindel 148t sich insbesondere als lokal-
kompakter Gruppoid auffassen.

Ist B eine G-Algebra, so wird gezeigt, dafi die Algebra B = C[0,1] ® B in
natiirlicher Weise eine stetige Gl%U-Wirkung besitzt, so daB das verschriinkte Pro-
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dukt B x, Gl gebildet werden kann. Es definiert ein oberhalb stetiges Feld von
C*-Algebren iiber dem Intervall [0, 1].
Da das Biindel GI%! trivial auierhalb Null und die Nullfaser eine mittelbare

Gruppe ist, existiert eine kurze exakte Sequenz der Form
0 — Co((0,1]) @ (B, G) — (C[0,1]® B) x, GO L% B (V x K) — 0.

Hieraus folgt, dafl die Auswertungsabbildung in Null einen Isomorphismus in der
K-Theorie definiert.

Zusammen mit der Auswertung in Eins ¢; : (C[0,1]® B) %, G0 —~ B x, G
kann dann das Deformationsbild der Assembly-Abbildung definiert werden: Die
Deformationsabbildung ist gegeben durch die Komposition

Q1.0 Qpy : Ki(B X (V2 K)) — K.(B %, G).

Ist gezeigt, dafl diese Abbildung dquivalent zur Assembly-Abbildung ist, so erhélt
man ein weiteres Kriterium, mit welchem man die Baum-Connes-Vermutung iiber-
priifen kann: Fiir eine fast zusammenhéngende Lie-Gruppe ist die Vermutung mit
Koeffizienten in B genau dann erfiillt, wenn die durch die Auswertung in Eins
induzierte Abbildung ein Epimorphismus in der K-Theorie ist.

Zum Nachweis, daf} die beiden Abbildungen identifiziert werden kénnen, wird
ausgenutzt, dafl jede fast zusammenhéngende Lie-Gruppe ein vy-Element besitzt
und die Assembly-Abbildung im wesentlichen durch das Dirac-Element gegeben
ist.

In Anlehnung an Kasparovs Beschreibung des Dirac-Elements fiir fast zusam-
menhéngende Lie-Gruppen aus [Kas95] und [Kas88] wird eine Familie von Dirac-
Elementen fiir die Deformation konstruiert. Das von Kasparov definierte Dirac-
Element einer fast zusammenhéngenden (Lie-)Gruppe G mit maximal kompakter
Untergruppe K wird repréasentiert von dem Zykel

d+d*
1+ (d+d*)?

Dabei bezeichnet L?(G/K, A*(G/K)) den Hilbertraum der quadrat-integrierbaren
komplexwertigen Differentialformen, C-(G/K) ist die Algebra der im Unendlichen

[(L*(G/K.A*(G/K)), )] € KKE(C,(G/K), ©).

verschwindenden Schnitte ins Clifford-Biindel, und der Operator ist durch die
deRham-Ableitung d und den (formal) adjungierten Operator d* gegeben.

Aus technischen Griinden ist es zweckmiiBig, Gl zu einem glatten Grup-
penbiindel G iiber R zu erweitern, welches trivial aulerhalb von Null mit Faser G
ist.

Die kompakte Gruppe K wirkt faserweise auf G, und der Quotient M = G/K
ist eine geblétterte Mannigfaltigkeit. Auf dieser konnen vertikale Vektorbiindel,
d.h. solche Biindel, die tangential zu den Blédttern liegen, betrachtet werden.
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Das vertikale Tangentialbiindel von M besitzt eine glatte G-Wirkung. Hier-
durch kann auf M eine vertikale Riemannsche Metrik und eine vertikale Orien-
tierung konstruiert werden; dazu werden fiir Lie-Gruppen bekannte Resultate auf
den Fall des Gruppenbiindels G erweitert.

Mithilfe der Metrik konnen dann das vertikale Clifford-Biindel, der Hilbert-
modul der quadrat-integrierbaren vertikalen Differentialformen und der vertikale
Dirac-Operator gebildet werden. Es wird gezeigt, dafl letzterer ein Pseudodifferen-
tialoperator von Ordnung Null ist. Unter Verwendung eines Resultats iiber glatte
Familien von Pseudodifferentialoperatoren kann dann gezeigt werden, daf3 diese
Konstruktionen ein Element in LeGalls Gruppoid-dquivarianter KK-Theorie defi-
nieren. Blattweise stimmt das Dirac-Element der Deformation mit den von Kas-
parov beschriebenen Dirac-Elementen iiberein. Zusétzlich liefert die Theorie der
Pseudodifferentialoperatoren eine alternative Moglichkeit um nachzuweisen, dafl
der Operator in Kasparovs Dirac-Element die Bedingungen fiir ein KK-Element
erfiillt.

Die Identifikation der Deformations- mit der Assembly-Abbildung folgt dann
aus den funktoriellen Eigenschaften der KK-Theorie und unter Verwendung der
Tatsache, dafl mittelbare Gruppen die Baum-Connes-Vermutung mit beliebigen
Koeffizienten erfiillen.

Zu Beginn wurde erwdhnt, da die Baum-Connes-Vermutung eine Strategie
liefert, die K-Theorie reduzierter verschrankter Produkte zu berechnen. Als An-
wendung wird gezeigt, dal K, (C}(G)) fiir jede fast zusammenhéngende Gruppe
G eine freie Gruppe in hochstens abzihlbar vielen Erzeugern ist. Dieses Resultat
wurde bisher in der Literatur nur unter einer zusétzlichen Orientierungsvorausset-
zung beschrieben.

Aufbau der Arbeit

Im einzelnen ist die Arbeit wie folgt gegliedert:

In den ersten beiden Kapiteln wird das technische Fundament fiir die spéteren
Konstruktionen gelegt. So werden zunéchst (lokal-kompakte bzw. glatte) Gruppoi-
de sowie ihre verschrinkten Produkte eingefiihrt und die Grundlagen von LeGalls
Gruppoid-dquivarianter KK-Theorie wiederholt. Fiir die spéteren Anwendungen
ist insbesondere der Fall lokal-kompakter bzw. glatter Gruppenbiindel von Interes-
se; die exakten Sequenzen aus 1.3.6 sind von zentraler Bedeutung fiir die Definition
des Deformationsbildes der Assembly-Abbildung.

Im zweiten Kapitel werden geblitterte Mannigfaltigkeiten und Familien von



Pseudodifferentialoperatoren eingefiithrt. Das Hauptaugenmerk liegt auf Bléitte-
rungen, welche durch surjektive Submersionen (mit zusammenhéngenden Fasern)
gegeben sind. Dies ist die Situation, die bei der Konstruktion der Familie von
Dirac-Elementen vorliegen wird. Unter Verwendung der Morita-Aquivalenz von
Gruppoid-Algebren mit Werten in Fell-Biindeln aus dem ersten Kapitel wird ge-
zeigt, dafl im Fall einer surjektiven Submersion die C*-Algebra der Blitterung
isomorph zur Algebra der kompakten Operatoren auf einem Hilbertmodul ist.
Zusammen mit der exakten Sequenz 2.2.9 fiir Pseudodifferentialoperatoren von
Ordnung Null kann dann gezeigt werden, dafl ein solcher Operator kompakt ist,
wenn alle Einschrinkungen auf die Blatter kompakte Operatoren sind.

Der eigentliche Deformationsprozef3 wird in Kapitel 3 beschrieben; die De-
formation von Lie-Algebren dient dabei als Motivation fiir die Konstruktion auf
dem Gruppenniveau. Nachdem die benétigten Resultate iiber Lie-Gruppen be-
reitgestellt sind, wird im dritten Abschnitt fiir eine fast zusammenhingende Lie-
Gruppe G mit maximal kompakter Untergruppe K die Deformation durch Kon-
struktion eines glatten Gruppenbiindels G iiber R beschrieben. Die Definition der
glatten Struktur und der Nachweis, dafl die Strukturabbildungen differenzierbar
sind, beruhen wesentlich auf der analytischen Struktur von G und dem Campbell-
Hausdorff-Theorem fiir Lie-Gruppen.

Als glatter Gruppoid besitzt G ein Haarsystem, und durch Einschréinkung
erhiilt man einen lokal-kompakten Gruppoiden iiber dem Intervall [0,1]. Ist B
eine G-Algebra, so 1d8t sich in kanonischer Weise eine stetige Wirkung des Grup-
penbiindels auf der Algebra C[0,1] ® B definieren, und unter Verwendung des
Resultats 1.3.6 kann das Deformationsbild der Assembly-Abbildung mit Koeffizi-
enten in B beschrieben werden.

Um die Deformationsabbildung mit der Assembly-Abbildung zu identifizieren,
wird im vierten Kapitel eine Familie von Dirac-Elementen fiir die Deformation
konstruiert. Der homogene Raum G/ K besitzt die Struktur einer vertikal orientier-
baren und Riemannschen geblitterten Mannigfaltigkeit, und es wird gezeigt, dafl
die aus dem vertikalen Tangentialbiindel konstruierten vertikalen Vektorbiindel in
natiirlicher Weise eine G-Wirkung besitzen.

Zusammen mit den allgemeinen Resultaten aus Kapitel 2 kann im zweiten Ab-
schnitt dann das Dirac-Element der Deformation definiert werden, welches faser-
weise mit den Dirac-Elementen der Lie-Gruppen G, iibereinstimmt. Unter Ausnut-
zung der Tatsache, dafl mittelbare Gruppen die Baum-Connes-Vermutung mit be-
liebigen Koeffizienten erfiillen, erhédlt man dann aus den funktoriellen Eigenschaf-
ten von Kasparovs (R) KK-Theorie die Identifikation der Assembly-Abbildung mit
dem Deformationsbild.

Kapitel 5 enthélt zunichst einen kurzen Ausblick, welche der Konstruktio-
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nen sich auf den Fall fast zusammenhéngender Gruppen iibertragen lassen und
welche Probleme fiir die Beschreibung des Deformationsbildes in dieser Situation
noch zu losen sind. Im zweiten Abschnitt wird dann gezeigt, dafl fiir jede fast
zusammenhéingende Gruppe G die K-Theorie K. (C(G)) stets eine freie Gruppe
in h6chstens abzahlbar vielen Erzeugern ist.

In Anhang A wird die Konstruktion der Assembly-Abbildung und die Dirac-
Dual-Dirac-Methode beschrieben; dabei wird insbesondere auf den Fall fast zusam-
menhingender Gruppen eingegangen. Anhang B enthilt schliellich einen kurzen
Abrifl der bendstigten Resultate iiber (komplexe) Clifford-Algebren.

Es wird davon ausgegangen, dafl der Leser mit der Theorie von C*-Algebren und
verschriankten Produkten lokal-kompakter Gruppen sowie Kasparovs dquivarian-
ter KK-Theorie vertraut ist. Desweiteren werden grundlegende Kenntnisse iiber
glatte Mannigfaltigkeiten vorausgesetzt.
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Konventionen

Im folgenden werden C*-Algebren stets als separabel vorausgesetzt, sofern es sich
natiirlich nicht um Multiplikatoralgebren handelt. Mit A ® B wird das minimale
Tensorprodukt zweier C*-Algebren A und B bezeichnet. Sind die C*-Algebren
7./27-graduiert, so ist in der Regel auch das graduierte Tensorprodukt gemeint.
Zur Verdeutlichung wird hierfiir zum Teil auch die Notation A®B verwendet. Ist
G eine lokal-kompakte Gruppe, so ist unter einer G-Algebra eine C*-Algebra zu
verstehen, die mit einer stark stetigen Wirkung von G versehen ist.

Fiir einen Hilbertmodul & bezeichnet £(€) die Algebra der adjungierbaren
Operatoren, und () bezeichnet das Ideal der kompakten Operatoren.

Soweit nichts anderes gesagt wird, sind lokal-kompakte Rdume auch Haus-
dorffsch und erfiillen das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom.

Fiir ein Biindel (oder Feld) E iiber einem Raum X ist I'(X, E) die Menge der
Schnitte auf M mit Werten in E. Ist das Biindel E stetig oder glatt, so seien auch
die Schnitte stetig bzw. glatt. In analoger Weise seien die im Unendlichen ver-
schwindenden Schnitte, die Schnitte mit kompaktem Triger bzw. die beschrink-
ten Schnitte mit I'g(X, E), I'o(X, E) bzw. I'y(X, E) bezeichnet. Mit £(FE) wird das
Biindel (bzw. Feld) bezeichnet, dessen Faser in € X aus den linearen Abbildun-
gen Hom(FE,, E,) besteht.

Ein Banach-Biindel £ —— X wird oberhalb stetig genannt, falls die Norm-
funktion von oben halbstetig ist in dem Sinn, daf fiir alle r € R die Menge
{e € E| |le]| < r} offen in F ist. Analog sind oberhalb stetige Felder zu verstehen.

Fiir zwei Abbildungen p: X —— Zund ¢: Y —— Z ist

XxzY={(z,y) € X xY [ f(x) = g(y)}

das Faserprodukt von X und Y iiber Z; hierfiir wird zum Teil auch die Notation
X x Y verwendet.






Kapitel 1

Gruppoid-Algebren

In diesem Kapitel sollen die grundlegenden Begriffe und Konstruktionen fiir Grup-
poide, ihre verschrankten Produkte und die Gruppoid-dquivariante Kasparov-
Theorie wiederholt werden. Fiir die weitere Arbeit ist insbesondere der Fall von
Gruppenbiindeln von Interesse. Das Resultat 1.3.6 wird spéter zur Definition
des Deformationsbildes der Assembly-Abbildung genutzt. Der Begriff der Morita-
Aquivalenz von Gruppoid-C*-Algebren mit Werten in Fell-Biindeln wird im fol-
genden Kapitel bendtigt, um spéter eine stetige Familie von Dirac-Elementen fiir
die Deformation konstruieren zu kénnen.

Die in diesem Kapitel angegebenen Beispiele finden im weiteren Verlauf der
Arbeit Verwendung.

1.1 Lokal-kompakte und differenzierbare Gruppoide

Ein Gruppoid ist eine kleine Kategorie mit Inversen. Diese Definition ist jedoch
ziemlich unhandlich. Etwas ausfiihrlicher 148t sich sagen:

Definition 1.1.1. Ein Gruppoid besteht aus zwei Mengen G und X = Q(O) mit
Abbildungen 7, s : G — G sowie den folgenden Strukturabbildungen:

e ciner Multiplikation
m:G® ={(v,n) €GxG|s(v) =r()} —G, (y.0)—7-1
e ciner involutiven Abbildung (genannt Inversion)
i:G—G, v
e der Einsabbildung

uw:GO o G, zr—u(x)=:e,.



2 KAPITEL 1. GRUPPOID-ALGEBREN

Diese geniigen den folgenden algebraischen Bedingungen:

r(y-m)=r(), sty-n) = sm), (yn)-&=v-0-8),
r(u(@) = z = s(u(2)),
v (u(s() = v =ulr() 7,
r(y) =s(v), sty = r(y) wnd vy =u(r(y))

Sind G und G© lokal-kompakte topologische (Hausdorff-)Rdume, so heifit der
Gruppoid G lokal-kompakt, falls alle Strukturabbildungen stetig sind.

Sind G und G glatte Mannigfaltigkeiten, alle Strukturabbildungen glatt,
Source- und Range-Abbildung Submersionen, und ist G0 via u eine Unterman-
nigfaltigkeit von G, so heifit G ein differenzierbarer oder glatter Gruppoid.

Die Abbildungen r und s werden als Range- und Source-Abbildungen bezeich-
net. In der Literatur findet sich fiir differenzierbare Gruppoide zum Teil auch die
Bezeichnung Lie-Gruppoid.

Es sei angemerkt, daf} ein Teil der Bedingungen in obiger Definition redundant
ist. So folgt z.B. die Bedingung s(y~!) = r(y) aus den iibrigen Axiomen; im Fall
eines glatten Gruppoiden geniigt es zu fordern, dal die Source- oder die Range-
Abbildung eine Submersion ist, und die Glattheit der Inversion 148t sich aus der
Glattheit der iibrigen Strukturabbildungen folgern.

Fiir Teilmengen U,V C GY setze man
Gy = sfl(U)7 gV = ril(V) und gg =Gy ngY.

Fir z € X besitzt die Menge G die Struktur einer Gruppe; diese wird als Isotro-
piegruppe von G in x bezeichnet.

Bemerkung 1.1.2. In der Literatur wird im Fall eines lokal-kompakten bzw.
glatten Gruppoiden meist nur verlangt, daB die Basis G(© ein Hausdorfl-Raum
ist. Fiir die vorliegende Arbeit sind (fast) ausschlielich Gruppoide von Interesse,
bei denen auch der Raum G Hausdorffsch ist, weshalb dies zu einem Teil der
Definition gemacht wurde.

Aus den algebraischen Bedingungen ergeben sich gewisse topologische Kon-
sequenzen. So liaft sich z.B. die Basis G eines lokal-kompakten bzw. glatten
Gruppoiden immer als Unterraum bzw. Untermannigfaltigkeit von G auffassen.

Im Fall eines glatten Gruppoiden sind Source- und Range-Abbildung Submer-
sionen. Daher besitzt G?) in natiirlicher Weise die Struktur einer glatten Mannig-
faltigkeit: Es gilt

G® = (r,s)"(A) C G x G,
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wobei A = {(z,2) | z € GO} C GO x GO die durch die Diagonale gegebene
abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von G(© x G bezeichnet.

Submersionen sind lokal Projektionen. Zu jedem Punkt aus G gibt es daher
eine offene Kartenumgebung V' C G, so dafl durch die Kartenabbildung ein Diffeo-
morphismus ¢ : V — (V) xW C G x RAmG—dim G {31 ine offene Teilmenge
W C Rdimg—dimg(® gegeben ist. Ein solches Paar (V1) heifit r-faserweises Pro-
dukt.

Fiir x € (V) bezeichne v, : (V Nr~!(z)) — W den durch Einschrinkung
erhaltenen Diffeomorphismus.

Auf die speziellen Eigenschaften (surjektiver) Submersionen wird im n#chsten
Kapitel noch genauer eingegangen.

Beispiele 1.1.3. (1) Jede Gruppe G ist ein Gruppoid, dessen Basis gerade aus
dem Eins-Element der Gruppe besteht. Lokal-kompakte bzw. Lie-Gruppen
liefern Beispiele fiir lokal-kompakte bzw. glatte Gruppoide.

(2) Stimmen fiir einen Gruppoiden die Source- und Range-Abbildung iiberein, so
heifit G auch ein Gruppenbiindel iiber G ) In diesem Fall wird die Projektion
auf die Basismit p:=r=s5:G — Q(O) bezeichnet.

(3) Ist p : M —— B eine surjektive Submersion glatter Mannigfaltigkeiten,
so ist das Faserprodukt M xp M := {(z,y) € M x M | p(z) = p(y)} eine
glatte Mannigfaltigkeit, welche sich in natiirlicher Weise als glatter Gruppoid
mit Basis M auffassen l&t. Die Strukturabbildungen sind dabei gegeben
durch s(z,y) =y, r(z,y) = =, (z,y) - (v,2) = (2,2), (z,9)""
u(x) = (z,x).

= (y,z) und

Definition 1.1.4. Ist G ein lokal-kompakter Gruppoid mit Basis X, Z ein (lokal-
kompakter) topologischer Raum und p : Z —— X eine offene, stetige Abbildung,
so ist eine Linkswirkung von G auf Z gegeben durch eine stetige Abbildung

GxZ={(v,2)eGxZ|s(v)=p(2)} — Z, (v;2) =72,
welche die Bedingungen
o p(v-z)=r(y) fir alle (y,2) €e G+ Z,
o u(z)-z=zfiir alle z € Z und z € G mit p(z) = z, und
e (F-79)-z=7-(y-2) fiir alle (3,7) € G® und z € Z mit p(z) = s(7)

erfiillt. Das Faserprodukt G x Z besitzt die Struktur eines lokal-kompakten Grup-
poiden mit Basis (G * Z)(®) = Z unter den Strukturabbildungen
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o rz(v,2) =7v-zund sz(7,2) = z,
e (7,7-2)-(%:2) = (v 7,2),

o (1.2)7"=(v"v-2) und

o uz(z) = (u(p(2)), 2).

Ein Gruppoid der Form G x Z heifit Transformationsgruppoid. In analoger Weise
sind Rechtswirkungen bzw. Wirkungen glatter Gruppoide auf glatten Mannigfal-
tigkeiten definiert. Eine (Links-)Wirkung G x Z —— Z heifit eigentlich, falls die
Abbildung

GxZ —ZxZ, (v,2)— (v-2,%)

eigentlich ist.

Insbesondere 148t sich auf diese Weise auch G2 als lokal-kompakter Gruppoid
auffassen, indem man G auf sich selbst von rechts oder links durch Multiplikation
wirken l4f3t.

Es ist bekannt, dafl jede lokal-kompakte Gruppe ein Haarmafl besitzt. Im Falle
eines lokal-kompakten Gruppoiden ist dieses zu ersetzen durch eine Familie von
Mafen. Zunéchst seien daher einige niitzliche Bezeichnungen festgelegt. Unter ei-
nem Mafl auf einem topologischen Raum ist im folgenden immer ein reguléres
positives Borel-Maf} zu verstehen.

Definition 1.1.5. Esseiq: Y —— X eine offene und surjektive stetige Abbildung
lokal-kompakter topologischer Rdume. Eine Familie von Maflen fiir ¢ ist gegeben
durch eine Familie p = (u*),ex von Maflen auf Y, so daf fiir alle z € X

supp u” C ¢~ (z) = Y7

gilt. Die Familie heifit treu, falls supp u* = Y* gilt; sie heifit stetig, falls fiir alle
¢ € C.(Y) die Abbildung

H@) s X — € u(e)@)i= [ o)
yey'®
ein Element von C,.(X) ist.
Ist ¢ : Y —— X eine surjektive Submersion glatter Mannigfaltigkeiten, so ist
in analoger Weise eine glatte Familie von Maflen zu verstehen.

Ist p : Z —— X eine weitere offene und surjektive stetige Abbildung lokal-
kompakter Rdume und p eine Familie von Maflen fiir ¢ : ¥ —— X, so 1afit
sich diese zu einer Familie p*(u) von Maflen fiir p : Z x x Y —— Z zuriickziehen:
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Identifiziert man fiir z € Z die Faser (Z xxY)?* ={(z,y) € ZxxY | p(2) =q(y)}
mit ¢~ (p(z)) = YP®), so ist p*(u)? = pP*) gerade das BildmaB unter dieser
Identifikation.

Ist 1 eine treue bzw. stetige (oder glatte) Familie von Maflen, so gilt dasselbe
auch fiir die Familie p*(u).

Definition 1.1.6. Ein (linkes) Haarsystem auf einem lokal-kompakten Gruppoi-
den G ist eine Familie {\"} g regulérer positiver Borel-Mafe auf G, welche die
folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) Fiir alle x € GO gilt supp(\*) = G* = r~1(2).

(2) Fiir alle p € C.(G) ist die Abbildung
Aep): 60— G xH/ P(7)dA"(7)
vE€G*

ein Element von C.(G()).

(3) Fiir alle ¥ € G und ¢ € C.(G) gilt
/ o) dX () = / () d XD (y).
,.Yegs('y) ,yegr('y)

Analog ist ein rechtes Haarsystem definiert durch eine Familie regulérer positiver
Borel-Mafe {p;},cg auf den Fasern beziiglich der Source-Abbildung, welche die
analogen Bedingungen (1), (2) und

erfiillt.

Ein (linkes) Haarsystem ist somit eine treue und stetige Familie fiir die Range-
Abbildung, welche zusétzlich die Bedingung der Linksinvarianz erfiillt.

Im Gegensatz zu lokal-kompakten Gruppen besitzt nicht jeder lokal-kompakte
Gruppoid ein Haarsystem; im Fall der Existenz sind Range- und Source-Abbildung
notwendigerweise offene Abbildungen.

Ist A = (A\") g ein linkes Haarsystem, so definiert die Familie von Bildmafien
unter der Inversenbildung des Gruppoiden A~! := (A2)peg = (()\I)_l)xegm) ein
rechtes Haarsystem fiir G. Umgekehrt definiert jedes rechte in kanonischer Weise
ein linkes Haarsystem fiir G.

Im Fall eines glatten Gruppoiden scheint die Definition eines Haarsystems zunéchst
von unterschiedlicher Natur zu sein:
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Definition 1.1.7. Ist G ein glatter Gruppoid, so heifit eine Familie A = (A*)_ g0
von Maflen ein glattes linkes Haarsystem, falls die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

(i) Ist (V, ) ein r-faserweises Produkt von G mit (V) = r(V) x W C GO x R?
und bezeichnet Ay die Einschrinkung des Lebesgue-Mafles des R? auf die
Teilmenge W, so ist fiir alle € 7(V) das MaB A\” o ¢! dquivalent zu Ay,
und die Radon-Nikodym-Ableitung definiert durch

d(A\* o 1pt)

(@.0) = S )

eine strikt positive, glatte Funktion in C*°(r(V) x W).

(ii) Fiir alle 4 € G und ¢ € C°(G) gilt

[ eandxOm = [ e ®).
~eGs(¥)

fyegr(’_Y)

Natiirlich definiert wieder jedes glatte linke ein glattes rechtes Haarsystem und
umgekehrt. Desweiteren kann man zeigen, daf3 jedes glatte Haarsystem ein steti-
ges Haarsystem im Sinne der vorigen Definition ist; man vergleiche etwa [Pat99,
Prop. 2.3.1].

Die folgenden Resultate sichern in gewissen Situationen die Existenz eines Haar-
systems:

Satz 1.1.8. Jeder differenzierbare Gruppoid besitzt ein (glattes) Haarsystem.

Beweis. [Pat99, Thm. 2.3.1]. O

Ein lokal-kompaktes Gruppenbiindel G heifit l.c.c. (fiir locally conditionally com-
pact), falls jeder Punkt aus G eine Umgebung C besitzt, so daf$ fiir jede kompakte
Menge L € G auch C' N p~'(L) kompakt ist. Es gilt:

Satz 1.1.9. Ist G ein l.c.c. Gruppenbiindel, so gilt: G besitzt ein Haarsystem genau
dann, wenn die Projektion p:G — G0 offen ist.

Beweis. [Ren91, Lemma 1.3]. O
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Beispiele 1.1.10. (1) Fiir jede lokal-kompakte Gruppe ist das Haarmafl ein

(2)

stetiges Haarsystem.

Aufgrund der in 1.1.1 getroffenen Konvention ist fiir jedes lokal-kompakte
Gruppenbiindel der Raum G lokal-kompakt und Hausdorffsch. Somit besitzt
jeder Punkt eine kompakte Umgebung in G, und das Gruppenbiindel besitzt
genau dann ein stetiges Haarsystem, falls die Projektion p : G —— G(©
offen ist.

Fiir ein solches linkes Haarsystem A = (A¥) g ist A” ein Haarmaf} auf der
lokal-kompakten Gruppe G* = p~!(z). Aus der Eindeutigkeit des Haarmafes
lokal-kompakter Gruppen und Bedingung (2) aus 1.1.6 folgt, dafl ein stetiges
Haarsystem auf einem lokal-kompakten Gruppenbiindel G eindeutig bis auf
Multiplikation mit einer stetigen, strikt positiven Funktion auf der Basis G (0)
bestimmt ist.

Ist p : M —— B eine surjektive Submersion glatter Mannigfaltigkeiten und
p = (tz)zex eine stetige und treue Familie von Maflen fiir p, so rechnet man
sofort nach, dafl p*(u) ein stetiges linkes Haarsystem fiir den lokal-kompakten
Gruppoiden M x g M ist.

Ist die Familie p glatt in dem Sinne, daf} beziiglich p-faserweiser Produkte die
MaBe lokal dquivalent zum Lebesgue-Maf auf RImM—dimB ginq g0 bildet

die Familie p*(u) ein glattes linkes Haarsystem fiir den Gruppoiden M x g M.

Ist (A*),cg ein Haarsystem fiir G und wirkt G von links auf Z, so lassen
sich die Fasern via GP?) —— (G Z)?, v +— (7,7~ - 2) identifizieren, und die
Familie (\(*)),c ist ein stetiges linkes Haarsystem fiir G + Z. Analog zeigt
man im Fall einer Rechtswirkung, da$ die Familie (A\?(*)),c ein Haarsystem
fiir den Transformationsgruppoiden Z @G ist. Insbesondere 13t sich dies auf
g2 =g Xgw G anwenden, und man erkennt, daf fiir ¢ € CC(Q(Q)) die
Funktion

v / e(7,7) d A7)
FeGs()

ein Element von C.(G) ist.

Besitzt ein lokal-kompakter Gruppoid ein stetiges Haarsystem, so kann #hnlich

wie im Fall lokal-kompakter Gruppen eine Modularfunktion definiert werden. Die-

se ist allerdings abhéingig von der Wahl eines (quasi-invarianten) Mafles auf der

Basis des Gruppoiden.
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Ein (positives Borel-)Maf} i auf G () heiBit quasi-invariant, falls die von und dem
linken bzw. rechten Haarsystem definierten regulédren positiven Borel-Mafle

v= / A d p(x) und vl= / A d p(x)
GO G

dquivalent sind, also dieselben Nullmengen haben.
Fiir ein solches quasi-invariantes Mafl auf der Basis definiert man die Modu-

larfunktion D als Radon-Nikodym-Ableitung D := dg’il. Diese erfiillt

D(y Y = D(y)™! v-fast iiberall sowie D(v-y') = D(v)-D(y) v?-fast iiberall;

fiir Details vergleiche man etwa [Pat99, 3.1].

Im Fall eines lokal-kompakten Gruppenbiindels p : G —— X ist A" ein Haarmaf
auf G* = G, und als solches dquivalent zu A\, = ()\x)_l. Somit gilt fiir jedes Mafl
p auf GO und jede Borel-mefibare Menge E C G

v(E) =0 < MXY(E)=0 fir u-fast alle z € X
& A(FE) =0 fiir p-fast alle z € X < v~ 1(E) = 0;

fiir ein Gruppenbiindel ist also jedes positive BorelmaB auf G(9) quasi-invariant.

Ist in dieser Situation A, : G* —— R™ die Modularfunktion der lokal-kompakten
Gruppe G* = G, fiir z € (¥, so gilt fiir jede Borel-meBbare Funktion f auf G

Lrav = [ /Wegzﬂw X" (7) dpu(a)
= /xex /Vegz F(Y) - Az(y) dAs(y) dp(z)

= /f~Ady1,
g

wobei die zweite Identitét aus den Eigenschaften der Modularfunktion A, folgt.

Die Modularfunktion D (beziiglich eines quasi-invarianten MaBes auf G(©) ist im

allgemeinen nur bis auf v-Nullmengen eindeutig bestimmt; obige Rechnung zeigt,

daB im Fall eines Gruppenbiindels D = dgzl = A gewihlt werden kann. Es gilt:

Satz 1.1.11. Fir ein lokal-kompaktes Gruppenbiindel ist die Abbildung
A:QHR—’U ’Y'_)Ap(w)(ly)

ein stetiger Homomorphismus lokal-kompakter Gruppoide.
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Beweis. Da die Verkniipfungen auf dem Gruppenbiindel G faserweise definiert
sind, ist die Homomorphismus-Eigenschaft klar, und es bleibt nur die Stetigkeit
von A zu zeigen.

Zu v9 € G wiahle man eine kompakte Umgebung V' C G. Das Pullback-
Diagramm

G GxxV

p 2

plv

X Vv

kommutiert; Zuriickziehen der Familie (A%),cx liefert somit eine stetige Familie
von Maflen (;¥)ycy auf G xx V mit ¥ = M) und es gilt

/ L, S0ty w) = / 6(7,v) AN ()
(vw)emy ~(v)

VEDp(v)

fiir alle ¢ € C.(G xx V). Es sei nun ¢ € C.(G)" mit
MO = [ e w5 >0
YEGp(v)

fir alle v € V gewdhlt. Eine solche Funktion existiert nach dem Lemma von
Urysohn: Die Abbildung

VAL X GO g v u(pv) = ey

ist stetig, also u(p(V')) eine kompakte Teilmenge von G, und man kann ¢ € C.(G)"
mit p(e,(,)) = 1 wihlen.
Aufgrund der Eigenschaften eines Haarsystems ist die Abbildung

V—=C, v Ae)(pv))
ein Element von C.(V)*. Da die Abbildung
m:GxxG—=GxxG, (v.n)— (v-n,m)

eigentlich ist, ist ¢ : Gx x V' —— C, definiert durch ¢(vy, w) = ¢(v-w), ein Element
von C.(G xx V), denn der Triger supp(¢) = m~!(supp(p) xx V) ist kompakt
in G xx V. Da (u")yey eine stetige Familie von Maflen auf G x x V ist, ist die
Abbildung

v (@) (v) = / o w)dpt(y,w) = / o(v - v) d APV ()
(v,w)€my 1( ) 'yegp(v)
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ein Element von C.(V)*. Das MaB M(*) ist ein linkes Haarma$ auf der lokal-
kompakten Gruppe G,,; unter Verwendung der Modularfunktion erhélt man so-
mit
() (V) = By (v) - / P(7) ANV (7) = A(v) - M) (p(v)),
VEGp(v)
und die Abbildung
0o A) = O
A(@)(p(v))

ist als Verkniipfung stetiger Funktionen stetig in o, was zu zeigen war. O

Bemerkung 1.1.12. Ist das Gruppenbiindel G —— X sogar differenzierbar, also
ein Biindel von Lie-Gruppen, versehen mit einem glatten linken Haarsystem, so
zeigt exakt derselbe Beweis, dal die Modularfunktion des Gruppenbiindels glatt
ist.

Schlieflich sei noch an den Begriff der (Morita-)Aquivalenz von Gruppoiden erin-
nert:

Definition 1.1.13. Es seien G und H zwei lokal-kompakte Gruppoide und X
ein (lokal-kompakter) topologischer Raum, versehen mit offenen und surjektiven
stetigen Abbildungen p: X — G© und ¢ : X —— HO),

Sind durch G%, X — X und X xH — X zwei freie, eigentliche und mitein-
ander kommutierende Wirkungen gegeben, so daf3 die durch p bzw. o induzierten
Abbildungen den Orbitraum G\ X homéomorph auf HO und X /H homdomorph
auf G0 abbilden, so heifit X eine (Morita)—Aquivalenz von G und H.

Aquivalente Gruppoide haben Morita-dquivalente Gruppoid-C*-Algebren. Der
Gruppoid G ist in natiirlicher Weise isomorph zu (X, X°PP)/H, und G\ (X PP, X)
ist isomorph zu H, wobei jeweils die diagonale Wirkung der Gruppoide auf dem
Faserprodukt von X und X°PP zu betrachten ist; man vergleiche etwa [MRW87].

1.2 Cy(X)-Algebren

Mochte man verschrinkte Produkte lokal-kompakter Gruppoide definieren, so ist
zuniichst zu kliaren, was unter stetigen G-Algebren zu verstehen ist. Die richtige
Wahl sind Felder von C*-Algebren iiber der Basis X des Gruppoiden, oder —
in anderer Sichtweise — Cp(X)-Algebren. In diesem Abschnitt werden zunéchst
einige der benotigten Definitionen und Eigenschaften von Cjy(X)-Algebren und
Hilbertmoduln iiber Cy(X)-Algebren rekapituliert.
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Zunichst werden diese Objekte ungraduiert eingefiihrt. In der Gruppoid-aqui-
varianten KK-Theorie werden Z/2Z-graduierte Cy(X)-Algebren und Hilbertmo-
duln benétigt, so dafl in einigen Formeln dann die passenden Vorzeichen zu wihlen
sind.

Im folgenden seien X,Y lokal-kompakte topologische Rédume und p : ¥ —— X
eine stetige Abbildung.

Definition 1.2.1. Eine Cy(X)-Algebra ist eine C*-Algebra A, welche mit einem
nicht-entarteten *-Homomorphismus

¥ : Co(X) — ZM(A)
ins Zentrum der Multiplikatoralgebra von A versehen ist.

Insbesondere wird durch ¢ eine Cy(X)-Bimodul-Struktur auf A definiert. Der
Homomorphismus 9 ist in dem Sinne nicht-entartet, dafi Co(X) - A = A gilt.

Beispiele 1.2.2. o Ist p: Y —— X stetig, so ist Cp(Y) eine Cy(X)-Algebra
via

p*:Co(X) — Cp(Y), fr fop.

o Ist D eine C*-Algebra, so ist das Tensorprodukt Cp(X) @ D eine Cp(X)-
Algebra; eine solche Cp(X)-Algebra wird auch als triviale Cp(X)-Algebra
bezeichnet.

Definition 1.2.3. Es seien A und B Cj(X)-Algebren.
(1) Fiir jede abgeschlossene Teilmenge F' C X ist
Ir:={f e Cy(X)| f(z) =0 fir alle z € F}

ein Ideal in Cy(X). Die Einschrénkung Ap := A/IrA von A auf F ist eine
Co(F)-Algebra; fiir F' = {z} nennt man A, = Ay, die Faser von A in
reX.

(2) Das maximale Tensorprodukt A ®max B ist eine Cy(X x X)-Algebra. Be-
zeichnet A := {(z,z) € X x X | z € X} die durch die Diagonale definierte
abgeschlossene Teilmenge von X x X, so ist

A ®Co(X) B:= (-/4 Qmax B)A

eine Cy(X)-Algebra, genannt das Cy(X )-Tensorprodukt von A und B. Fiir
die Fasern gilt insbesondere

(A ®cy(x) B)z = Az @max Bx-
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Alternativ 148t sich A ®¢,(x) B als Quotient von A ®max B nach dem von
{a-p@b—a®¢p-blac AbeB,¢e Cy(X)}

erzeugten zweiseitigen Ideal beschreiben; vgl. dazu etwa [EW98, Def. 2.3 und
Lemma 2.4].

(3) Fiir eine stetige Abbildung p : Y —— X besitzt das Pullback
prA = ~A®CO(X) CQ(Y) = (.A® C()(Y))A

fiir A := {(p(y),y) € X xY | y € Y} die Struktur einer Cy(Y)-Algebra, und
es gilt (p*A), = Ay, sowie p*(A @c,(x) B) =p" A ®cyv) p*B.

Bezeichnet m : A ® Cy(Y) —— p*A den Quotienten-Homomorphismus, so
besitzt dieser eine Fortsetzung auf die Multiplikator-Algebren, und A wirkt
auf p*A iiber die Komposition

A—— M(AQCH(Y)) — M(p*A); a— m(a®1).

Proposition 1.2.4. Ist A eine Co(X)-Algebra, so besitzt A* = (Ay)pex die Struk-
tur eines (oberhalb) stetigen Feldes von C*-Algebren. Bezeichnet To(X, A*) die Al-
gebra der stetigen Schnitte, welche im Unendlichen verschwinden, so sind A und
Lo(X, AY) als Co(X)-Algebren isomorph.

Istp: Y —— X eine stetige Abbildung, so gilt p*(A) =Ty (Y, p* Ab).

Beweis. [LeG94, 2.1.3 und 7.1.2] bzw. [DG83]. O

Bemerkung 1.2.5. Ist A" — X ein oberhalb stetiges Biindel von C*-Algebren,
so liBt sich Af natiirlich auch als oberhalb stetiges Feld von C*-Algebren iiber X
auffassen und definiert als solches eine Cp(X)-Algebra.

Umgekehrt existiert zu jeder Co(X)-Algebra A genau eine lokal-kompakte To-
pologie auf A = [[ .y Az, so dal A —— X ein oberhalb stetiges Biindel von
C*-Algebren mit I'g(X, A) = A ist; man vergleiche z.B. [Wil06, Thm. C.25].

Fiir Anwendungen haben diese drei verschiedenen Standpunkte unterschiedli-
che Vorteile; sie werden im folgenden je nach Bedarf genutzt.

Als niitzlich fiir spéitere Rechnungen erweisen sich die beiden folgenden Kriterien:

Proposition 1.2.6 (Fells Kriterium). Es sei A —— X ein (oberhalb) stetiges
Biindel von C*-Algebren und I' C To(X, A) ein Unterraum, so dajs

(a) - f €T firalle f €T und p € Co(X) gilt, und

(b) fir alle x € X die Menge {f(x) | f € I'} dicht in Ay liegt.
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Dann ist T' eine dichte Teilmenge von I'o(X, A).

Beweis. Vgl. [Wil06, Prop. C.24]. O

Aufgrund von 1.2.5 héitte man die obige Aussage genauso gut fiir oberhalb stetige
Felder von C*-Algebren formulieren kénnen. Der Beweis nutzt nur die Struktur
eines oberhalb stetigen Feldes von Banachriumen; im Fall oberhalb stetiger Felder
von Hilbertmoduln {iber oberhalb stetigen Feldern von C*-Algebren gilt daher die
analoge Aussage. Das obige Resultat wird im folgenden kurz als Fells Kriterium
bezeichnet.

Proposition 1.2.7. Es sei p : A —— X ein oberhalb stetiges Biindel von C*-
Algebren und (a;) ein Netz in A mit limp(a;) = p(a) fir ein a € A. Falls fir alle
e > 0 ein Netz (u;) in A und ein Element u € A existiert, so daff die Bedingungen

(a) u; — w in A,

(b) p(ui) = p(a;) fir alle i,

(c) lla—ul| <e und

(d) ||a;i — w;|| < e fiir grofie i
erfillt sind, so konvergiert (a;) gegen a € A.
Beweis. Vgl. [Wil06, Prop. C.20] bzw. [FD88, Prop. 11.13.12]. O
Auch dieses Kriterium gilt analog fiir oberhalb stetige Felder von Hilbertmoduln.

Definition 1.2.8. Ein #-Homomorphismus ¢ : A —— B zweier Cy(X)-Algebren
A und B, welcher zugleich ein Cy(X)-Modul-Homomorphismus ist, heifit ein Ho-
momorphismus von Cp(X)-Algebren.

Jeder Homomorphismus von Cy(X)-Algebren ¢ : A — B induziert durch Uber-
gang auf die Fasern *-Homomorphismen ¢, : A, — B,. Es gilt:

Proposition 1.2.9. Ist ¢ : A —— B ein Homomorphismus von Cy(X)-Algebren,
so gilt:

(i) ¢ ist injektiv genau dann, wenn @, fir alle x € X injektiv ist.

(ii) Ist X parakompakt, so ist @ surjektiv genau dann, wenn p, fir alle z € X
surjektiv ist.

Beweis. [LeG99, Prop. 3.1] bzw. [Bla96, Prop. 2.8]. O
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Lemma 1.2.10. Ist A eine Cy(X)-Algebra, so gilt fir a € A:
a>0 < a; >0 fir alle z € X.

Beweis. Nach [Bla96, Prop. 2.8] ist die kanonische Abbildung A — @,y Az
ein injektiver *-Homomorphismus; die Cy(X )-Algebra A la8t sich also als Unter-
algebra von @, y A, auffassen. Somit gilt fiir a € A

a > 0 < (a:r:)xGX > 07
und letzteres ist genau dann der Fall, wenn a, > 0 fiir alle z € X ist. ]

Lemma 1.2.11. Ist A eine Cy(X)-Algebra und D = Cy(X) ® D eine triviale
Co(X)-Algebra, so definiert
T:A@CO(X)D — A®D
a® (f®d) — a-f®d

einen Isomorphismus, und fir x € X kommutiert das Diagramm

-A®CO(X)D47—’ A® D

(A ®Co(X) D)aﬁ - Ax ® -Dv

Tx

wobei die vertikalen Abbildungen die Quotientenabbildungen auf die Faser sind
und 7, den Isomorphismus der Fasern bezeichnet.

Beweis. Die Tatsache, dafl 7 ein Isomorphismus ist, findet sich bei [Kas88, 1.6]. Der
Homomorphismus 7, ist gerade die Komposition des kanonischen Isomorphismus
(A ®cy(x) D)z = Az @ D, mit der Identifikation D, —— D, (fed)y+— f(x)-d.

Nach Cohens Faktorisierungssatz 148t sich jedes Element von A in der Form
a = g-a’ mit g € Cyp(X) und a’ € Aschreiben. Fiir f € Co(X) gilt (f—f(2))-g € L,

und man erkennt
Q:r(f'a) :f’a+Izv4:f($)'a+(f_f($))'g'a/+IxAZQx(a'f(m))'

Durch direktes Nachrechnen folgt hiermit die Kommutativitdt des obigen Dia-

gramms. O

Fiir die Definition verschrankter Produkte von Gruppoiden mufl noch die Wirkung
eines Gruppoiden auf einer Cy(X)-Algebra bzw. einem (oberhalb) stetigen Feld
von C*-Algebren definiert werden. Diese ist wie folgt erklart:



1.2. Cy(X)-ALGEBREN 15

Definition 1.2.12. Essei A eine Cy(X )-Algebra und G ein lokal-kompakter Grup-
poid mit Basis X. Eine stetige G-Wirkung auf A* (bzw. auf A) ist ein Isomorphis-
mus «a : s*A —— r*A von Cy(G)-Algebren, welcher die Bedingung o, = oy o i)
fiir alle (y,n) € G erfiillt. Dabei bezeichnet ., : As(y
Ubergang auf die Fasern definierten Isomorphismus von C*-Algebren.

Eine Cp(X)-Algebra mit einer stetigen G-Wirkung wird auch als G-Algebra
bezeichnet.

y — A,(y) den durch

SchlieBlich soll als Vorbereitung fiir die weiteren Kapitel noch auf Hilbertmoduln
iiber Cy(X)-Algebren eingegangen werden.

Es sei im folgenden E ein Hilbertmodul iiber einer Cp(X)-Algebra B. Wie fir
jeden Hilbertmodul gilt F ®@g B=F, und unter dieser Identifikation 1a8t sich £
als (rechter) Cp(X)-Banachmodul auffassen. Es existiert ein *-Homomorphismus
Co(X) — ZL(FE), und die kompakten Operatoren IC(E) besitzen die Struktur
einer Cy(X)-Algebra.

Ist A eine weitere Cp(X)-Algebra, so ist eine Cy(X)-Darstellung von A auf E
definiert als eine #-Darstellung 7 : A —— L(F), welche die Bedingung

w(a- f)(§) =n(a)-f) firalleaec A, £ € Eund f € Cy(X)

erfiillt.

Ist wieder p: Y —— X eine stetige Abbildung, so &3t sich der Hilbert-B-Modul
E zu einem Hilbert-p*B-Modul p*E zuriickziehen: Wie in 1.2.3 (3) wirkt B von
links auf p*B, und

p'E:=E®ppB

kann als internes Tensorprodukt von Hilbertmoduln definiert werden.

Fir € X ist die Faser von F in x € X definiert durch F, := F Qp B,. Wie
im Fall der Algebren sieht man, da8 (p*E), = E,,) gilt, und E* = (By)zex laBt
sich als oberhalb stetiges Feld von Hilbertmoduln iiber dem oberhalb stetigen Feld
Bf = (B,)zex auffassen; man vergleiche z.B. [Laf06, Prop. 1.1.22].

Proposition 1.2.13. Ist D eine weitere Co(X)-Algebra, F' ein Hilbert-D-Modul
und ¢ : B—— L(F) ein x-Homomorphismus, so gilt

P'E®yppF = p(E®gF).

Beweis. [LeG99, Prop. 4.2]. O
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Das néchste Resultat findet sich im Beweis von [Kas88, 2.19]:

Lemma 1.2.14. Ist D eine Cy(X)-Algebra, so gilt
K(E ®p (B®cy(x) D)) = K(E) ®cy(x) D-

Insbesondere folgt hieraus K(p*E) = p*K(E) und K(Ey) =K(E),.

Definition 1.2.15. (i) Es sei G ein lokal-kompakter Gruppoid mit Basis X,
B eine G-Algebra und F ein Hilbert-B-Modul. Eine stetige G-Wirkung auf
E ist gegeben durch ein unitéires Element V € L(s*E,r*E), welches die
Bedingung V,, o Vs = V.. fiir alle (v,7) € G erfillt.
Dabei ist zu beachten, dal r*FE unter der Wirkung 3 : s*B —— r*B als
Hilbert-s*B-Modul aufzufassen ist.

(ii) Ist .A eine weitere G-Algebra, so heiit eine Cy(X )-Darstellung 7: 4 —L(E)
G-aquivariant, falls fiir alle v € G und alle a € As(v)

Vimsn @)V = mr(p) (@5 (a)

gilt.

1.3 Gruppoid-C*-Algebren

In diesem Abschnitt wird die Konstruktion verschrankter Produkte von Grup-
poiden mit Cy(X)-Algebren wiederholt. Im Fall von Gruppenbiindeln lassen sich
die verschrinkten Produkte als oberhalb stetige Felder iiber der Basis auffassen,
und mithilfe des Resultats 1.3.6 kann spéter das Deformationsbild der Assembly-
Abbildung fiir fast zusammenhéngende Lie-Gruppen definiert werden.

Die allgemeinere Konstruktion von Gruppoid-C*-Algebren mit Werten in Fell-
Biindeln sowie die Morita-Aquivalenz solcher Algebren werden im folgenden Ka-
pitel benotigt, um spéter eine stetige Familie von Dirac-Elementen fiir die Defor-
mation konstruieren zu kénnen.

1.3.1 Verschrinkte Produkte

Generelle Referenz fiir die im folgenden beschriebene Konstruktion verschrinkter
Produkte von Gruppoiden ist die Doktorarbeit von LeGall.

Ist G ein lokal-kompakter Gruppoid mit Basis G(*) = X und A eine Co(X )-Algebra
mit Gruppoid-Wirkung « : s*A —— r*A, so existiert ein (oberhalb) stetiges
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Feld von C*-Algebren A* = (A)zex, so daB A sich mit den stetigen Schnitten
To(X,.A*) identifizieren l:#Bt. Das (volle und reduzierte) verschréinkte Produkt ist
wie folgt definiert:

Auf der Menge aller Schnitte mit kompaktem Triger T'.(G,7*A") definiere man
eine Involution durch

() = ay(fO7H))

sowie eine Multiplikation durch Faltung beziiglich des linken Haarsystems
froe)= [ s anlotrt ).
negr)

Die Operationen sind stetig beziiglich der induktiven Limes-Topologie. Mit der

Norm

£y == max{| 1, | f*]1},

wobei

fli= sup / _Ir@ldx)
.

z€G )

gilt, wird T'.(G, r*.A") zu einer normierten *-Algebra. Die Vervollstindigung beziig-
lich der Norm || - ||; ist eine involutive Banach-Algebra, welche mit L(G,.A) be-
zeichnet wird.

Das volle verschrankte Produkt A x G ist dann als die universelle einhiillen-
de C*-Algebra von L'(G, A) definiert, und C*(G) := Co(X) x G bezeichnet die
(volle) Gruppoid-C*-Algebra. Alternativ wird das verschrinkte Produkt auch mit
C*(G, A) bezeichnet.

Die reduzierten verschrankten Produkte kénnen durch konkrete Darstellung auf

einem Hilbertmodul gewonnen werden:
Auf T(G, r* A*) definiere man eine Struktur als rechter I'o(X, Af)-Modul durch

(€-0)(7) = &) - ay(e(s(7)))

und ein inneres Produkt mit Werten in A = I'o(X, A*) durch

(€. (@) = / o) nl (o).

Die Funktion unter dem Integral ist ein stetiger Schnitt mit kompaktem Triger
auf G mit Werten in s* A%, und Integration nach dem rechten Haarsystem (\;)zex
liefert somit ein Element in T'.(X, A%) C A.
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Man rechnet nach, daf (-,-) ein Skalarprodukt auf T'.(G,r*A%) ist. Die Kom-
plettierung beziiglich dieses Skalarprodukts wird mit L?(G, r* A%, A\~1) bezeichnet.

Das Maf3 \; ist gerade das Bildmafl von A* unter der Inversenbildung des Grup-
poiden. Somit gilt

€@ = [ a6 )

- /Egz () - ay(n(y™" - 2) dAT(y)
= (& xn)(2),

wobei X via der Eins-Abbildung v als Teilmenge von G aufgefafit und die Ein-
schrinkung von r*A? auf X mit A? identifiziert wird; es gilt also

(&m) = (" *n)lgo-

Aufgrund der Assoziativitit der Faltung und der Vertréiglichkeit mit der Invo-
lution erkennt man an dieser Beschreibung des Skalarprodukts sofort, daf3 durch
7(f)(g) := fxgfiir g € To(G,r* A" C L*(G,r* A", \~1) eine injektive *-Darstellung

7 De(G, 1 AP — L(L2(G,r* AP A7),

definiert wird, welche stetig beziiglich der induktiven Limes-Topologie ist.

Die reduzierte C*-Norm || - ||, ist dann durch die Operatornorm ||7(-)|| gegeben,
und das reduzierte verschrénkte Produkt A x,.G wird als Abschlufl von I'.(G, T*Aﬁ)
in L(L?(G,r* A", A1) definiert. Das verschrinkte Produkt Co(X) x, G =: C#(G)
wird als reduzierte Gruppoid-C*-Algebra von G bezeichnet.

Schriinkt man die durch Faltung definierte Darstellung von T'.(G, r*A%) fiir z € X
zu einer Darstellung 7, auf L?(G,,7*Af|g,, ;) ein, so gilt

1 llr = sup [[m(f)]]-
zeX

Im folgenden seien die Darstellungen der Form 7, fiir x € X auch als linksreguléire
Darstellungen bezeichnet; diese bilden eine treue Familie von Darstellungen.

Fiir z € G 148t sich L?(G,, 7*Af|g, , \z) kanonisch mit dem Hilbert- A,-Modul
L?(Gy, \z) ® A, identifizieren: Die Abbildung

Ce(Gr) ® Ay — To(Go, 7" AYg,),  f@ar [y— f(7) - ay(a)]

hat dichtes Bild und ist isometrisch beziiglich der inneren Produkte. Sie 1483t sich
somit zu einem isometrischen Isomorphismus L?(G,, \p) @Ay = L*(Gy, 7* A¥|g, , A2
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fortsetzen. Fiir Details der Konstruktion der vollen und reduzierten verschrankten
Produkte vergleiche man [Ren80] - [Ren91], [LeG94] - [LeG99] und [Par07].

Nach Renaults Resultat iiber die (Des)Integration von Darstellungen geniigt es
zur Beschreibung der vollen und reduzierten C*-Norm, die integrierte Form von
kovarianten Darstellungen des Paars (G, A*) zu betrachten:

Ist p ein quasi-invariantes Maf auf der Basis X = G des Gruppoiden und
H = (Hy)zex ein meBbares Biindel von Hilbertrdumen, so ist die Struktur eines
G-Biindels auf ‘H durch unitére Elemente U, € L(H,(,), H,(4)) fiir 7 € G gegeben,
so daf} die folgenden Bedingungen gelten:

o Uy = id fiir alle z € GO,
o Uyy =UyoUy v2-fast iiberall,

o Uy = U;l v-fast iberall, und

o fiir alle &, € L*(G), 1, 1) ist die Funktion ~ +— (U, ((€ 0 5)(7)), (no7)(7))

v-mef3bar.

Das MaB 2 auf G ist dabei definiert durch

V2 — ! T ()
D= o Lo |, £ N AN G dte)
fiir f € C.(G?).

Definition 1.3.1. Eine (kovariante) Darstellung des Paars (G, A*) besteht aus
einem Tripel (7, H, 1), wobei p ein quasi-invariantes Maf auf G(0), H = (He)pego)
ein meBbares G-Biindel von Hilbertrdumen und 7 : A* — £(H) eine *-Darstellung
des Feldes A" ist, welche die Bedingung

Uy -7(a) - Uy = n(as(a))

fiir v-fast alle v € G und a € Ay, erfiillt. Hierbei bezeichnet a : s*A —— 1*A
wieder die stetige Wirkung auf der G-Algebra A.

Ist (m,H, 1) eine kovariante Darstellung des Paars (G, A*), so wird durch die For-
mel

(02 (f)61,E2) = / ((w(F(3)) 0 U)(E(s()) s &2(r(1) ) dvol()

v€G
eine *-Darstellung

@
o Do(G,r* A% — c(/ H,du)
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definiert, welche stetig beziiglich der induktiven Limes-Topologie auf I'.(G,r*.A%)
und der schwachen Operatortopologie auf £( [ “H,d () ist.

Dabei ist v = [ g0 A" dp(z), D = d‘iﬁl die Radon-Nikodym-Ableitung, und
das MaB vy wird durch D~1/2y definiert. Die Darstellung o, heiBt die integrierte

Form von (7, H, ). Im folgenden wird in der Notation kein Unterschied zwischen

7 und o, gemacht.

Ist H separabel und die Darstellung von A" auf H nicht-entartet, so ist auch
die integrierte Form der Darstellung nicht-entartet.

Im Unterschied zum Fall lokal-kompakter Gruppen ist in der Formel fiir die
integrierte Form einer kovarianten Darstellung (7, H, 1) das symmetrisierte Maf}
v anstelle von v zu benutzen, damit o, eine x-Darstellung wird. Im Gruppenfall
ist die Involution ndmlich unter Verwendung der Modularfunktion definiert, wel-
che fiir Gruppoide nicht zur Verfligung steht.

Jeder kovariante Darstellung des Paars (G, A*) definiert somit eine stetige Dar-
stellung von T'o(G, r*Af). Umgekehrt sind die Darstellungen der Faltungsalgebra
(3G, T*Aﬁ) unter gewissen Voraussetzungen dquivalent zur integrierten Form ko-
varianter Darstellungen von (G, Aﬁ), wie Renaults Desintegrationssatz zeigt:

Theorem 1.3.2. Jede nichi-entartete stetige x-Darstellung von Fc(g,r*Aﬁ) auf
einem separablen Hilbertraum H ist dquivalent zur integrierten Form einer kova-
rianten Darstellung von (G, A).

Beweis. [Ren87, Thm. 4.1]. O

Bemerkung 1.3.3. Ist x ein quasi-invariantes Maf auf der Basis G(© des Grup-
poiden, so kann in der Definition einer kovarianten Darstellung alternativ auch
gefordert werden, dafl das mefibare Biindel von Hilbertrdumen nur auf einer Borel-
Menge von G(© definiert ist, deren G-Saturierung eine p-Konullmenge ist; man
vergleiche z.B. [Ren87, Def. 3.4].

Nach diesen allgemeinen Konstruktionen fiir lokal-kompakte Gruppoide soll nun
wieder die spezielle Situation von Gruppenbiindeln betrachtet werden. Man sieht
leicht:

Proposition 1.3.4. Ist G ein lokal-kompaktes Gruppenbiindel mit Haarsystem A
und A eine G-Algebra, so sind die vollen und reduzierten verschrdankten Produkte
Co(GO)-Algebren.

Beweis. Ist ¢ € Cy(G?)), so wird durch
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fir a € T'c(G, p*Aﬁ) ein doppelter Zentralisator definiert, denn es gilt

((a- )% )(7) = (ax* (¢ b)(7)-

Die linksreguliren Darstellungen 7, fiir z € G(? sind durch Faltung definiert. Man
rechnet direkt nach, dafl

T2(p - a) = o(z) - mp(a)  fiir alle ¢ € G und a € T'.(G, p* A¥)
gilt. Hieraus folgt ||¢-al|, < ||¢l/co-]l@l|r, und man erhilt einen *-Homomorphismus
Co(G)) —+ ZM(A %, G).

Dieser ist nicht-entartet, denn fiir jedes a € T'.(G, p*Af) existiert ein ¢ € Cy(G?)
mit ¢ = 1 auf p(suppa). Somit gilt T'.(G, p*Af) C Co(G) - I'o(G, p*Af), und
erstere Menge liegt bereits dicht in A %, G.

Im Fall des vollen verschrankten Produkts sei eine stetige, nicht-entartete *-
Darstellung L von I'.(G, p* A*) auf einem separablen Hilbertraum H gegeben. Wie
in [Ren87, Lemme 4.6] folgt, daB es genau eine Darstellung py, von Co(G(?) auf
H gibt, so dafl

L(g-a) = pr(p) - L(a) fiir alle ¢ € G und a € (G, p* A%
gilt. Da #-Darstellungen normverkleinernd sind, folgt

LG - a)ll < llpL(P)I] - [I1L(a) [} < ll#lloc - [[L(a)]

und somit auch ||¢-al| < ||¢]lco - ||a|| fiir die volle C*-Norm. Wie oben erhélt man
dann einen nicht-entarteten *-Homomorphismus

Co(G) —~ ZM(A % G).
O

Als Co(g (0))—A1gebren lassen sich A x G und A x,-G somit auch als oberhalb stetige
Felder iiber der Basis G ©) des Gruppenbiindels auffassen. Die Fasern dieser Felder
werden im Anschlufl an 1.3.6 ndher beschrieben.

Die Konstruktion der vollen und reduzierten verschrinkten Produkte ist ange-
lehnt an den Gruppenfall - mit dem Unterschied, daf3 in den Formeln nicht die
Modularfunktion auftaucht.

Wie im ersten Abschnitt angegeben, hingt die Modularfunktion eines lokal-
kompakten Gruppoiden im allgemeinen ab von der Wahl eines quasi-invarianten
Mafes auf der Basis, und sie ist nur bis auf Nullmengen eindeutig bestimmt.
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Im Fall eines Gruppenbiindels p : G —— X kann die Modularfunktion aber
durch die faserweisen Modularfunktionen der Isotropiegruppen definiert werden.
Mit dieser (kanonischen) Wahl der Modularfunktion kann die Definition der ver-

schrankten Produkte wie folgt modifiziert werden:

Auf T.(G, p* A?) sei die Multiplikation genau wie oben durch Faltung definiert; die
Involution definiere man durch

Man rechnet sofort nach, dafl auch mit diesen Strukturabbildungen die stetigen
Schnitte in p* A% mit kompaktem Triiger eine x-Algebra bilden, welche im folgenden
mit ['c (G, p*Aﬁ) bezeichnet sei.

Die Abbildung

X DenlG p* AY) —To(G,p" AN, fr=x(f): (v = AY2(y) - f(7))

ist dann ein Isomorphismus von #-Algebren (mit Inversem x~!(g) := A~1/2 . g),
denn es gilt

X)) = an((HOTH)) = AV ay (7))
A2 () (AT oy (F(THN) = x (L) ()

sowie

xX(f)*x(g)(v) = / o x(f)(n) - an(x(g)(n* 7)) d/\p(,y)(n)
ne Py
- /g @ ) f(n) - AP ) - ag(g(n ) AP ()
negr(y

= AV)- [ ) alol ) AX O )
negr(y

= x(f*9)(7),

wobei in den Rechnungen ausgenutzt wurde, dafi die Modularfunktion A ein Ho-
momorphismus ist.

Definiert man den Hilbert-T'o(X, .A%)-Modul L?(G, p* A%, \) als Komplettierung
von T'(G, p* A*) beziiglich des Skalarprodukts

(em@) = [ ara (€@ n() dN (),
C%

wobei die I'g(X, A*)-Modulstruktur wieder durch (£ - ¢)(v) = &(2) - ay(0(p(7)))

gegeben ist, so erhédlt man durch Faltung eine s-Darstellung

p:Ten(G,pr AP —= L(LP(G,p" A%, ).
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Diese ist auf den Fasern genau die aus dem Gruppenfall bekannte Konstruktion
der reduzierten verschréinkten Produkte, und wieder gilt ((£,n)) = (£« *1)|x.

Die letzte Identitét ergibt sich dabei wie folgt: Da bei einem Gruppenbiindel
G® = G, gilt, kann im Integral die Substitution v +— 7~ durchgefiihrt werden,
welches unter Beibehaltung des linken Haarmafes durch ein Auftreten der Modu-
larfunktion zu kompensieren ist. Letztere taucht jedoch bei der Definition von &,
auf. Genauer gilt:

@ = el amlax)

T /eg oy €0y (v D] d Ae ()
,Y x

IS AT el G AN )
YEG®
= [ e0) ann T maxe)
= G

Im letzten Schritt wurde dabei wieder das Element z € X = G© mit u(x) € G
identifiziert.
Die Abbildung x setzt sich zu einem unitdren Isomorphismus

U: L*(G,p* AF \) — LG, p* AF A1)
fort, denn es gilt

UE©,Um) = (A7) % (AYn))|x = ((AY2&) = (AY?n)|x
= (AY2(6xn)lx = Exn)lx = (&),
wobei im vorletzten Schritt ausgenutzt wird, dafl die Modularfunktion A trivial

auf X = GO ist.
Andererseits folgt aus der Vertréglichkeit der Faltung mit der Abbildung x

T(X(F)UE) = (AYV2f)x (AYV2e) = AV2(fx€) = U(p(f)(€))

und somit

HX(f)HT = ||7T(X(f))|| = ”p(f)H = Her,Gruppea

und x 148t sich zu einem Isomorphismus von C*-Algebren auf die Vervollstandi-
gungen fortsetzen. Dieser ist vertriglich mit der jeweiligen Cj(X)-Modulstruktur.
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Im Fall eines Gruppenbiindels kann man also die reduzierten verschréankten
Produkte mit denselben algebraischen Operationen wie im Gruppenfall definie-
ren; die so erhaltene Komplettierung sei im folgenden mit C; (G, .A) bezeichnet.

Fiir die vollen verschrinkten Produkte nutzt man aus, dafl Renaults Desintegra-
tionssatz auch fiir die *-Algebra I'..(G,p* A*) gilt. Ist (7, H, ) eine kovariante
Darstellung von (G, .A%), so wird durch

(ox(f)E1,€2) =/ ((w(f (7)) 0 Uy)(€1(s(7))), &2(r(7))) dv(v)

vEG

eine *-Darstellung

52}
Or FC,*(gap*Aﬁ) - ‘C(/ Hydp)
definiert. Aufgrund der Definition der Mafle v und vqg gilt

(G ()€1, &2) = (or(X(f))E1,&2)

und somit

sup |[o=(f)ll = sup [lox(x())ll
(mH,p) (7 H,p)
fiir alle f € T..(G,p*A*). Das Supremum wird dabei jeweils iiber alle kovarian-
ten Darstellungen von (G,.A%) gebildet. Der erste Ausdruck beschreibt die volle
C*-Norm von C,(G, A), der zweite die volle C*-Norm von C*(G,.A), und die Ab-
bildung x : T¢4(G, p* A*) — T(G, p* A%) 1Bt sich auch zu einem Isomorphismus
der vollen verschrankten Produkte fortsetzen.

Obige Uberlegungen lassen sich wie folgt zusammenfassen:

Proposition 1.3.5. Ist G ein lokal-kompaktes Gruppen-Biindel und A eine G-
Algebra, so sind Ax,G und Cy (G, A) als CO(Q(O))—Algebren isomorph. Die analoge

Aussage gilt fiir die vollen verschrinkten Produkte.

Schliefflich soll noch ein Resultat fiir verschréinkte Produkte von Gruppoiden ge-
zeigt werden, welches die Verallgemeinerung des Falls von Gruppoid-C*-Algebren
ist. Ein Beweis dieses Spezialfalls wurde in [Ram98, 2.4.2] gegeben; die Aussage
iiber die vollen Gruppoid-C*-Algebren findet sich auch in [HS87]. Zunéchst seien
die folgenden Bezeichnungen eingefiihrt:

Eine Teilmenge C' C G heifit invariant, falls fiir alle v € G aus s(v) € C auch
r(v) € C folgt; mit C' C G ist auch GO\ C eine invariante Teilmenge von G(©).
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Ist C eine lokal-kompakte invariante Teilmenge von G () 50 ist die Einschriin-
kung Go(= G¢ = gg) ein lokal-kompakter Gruppoid mit Basis C, und durch
Einschrénken erhédlt man aus einem stetigen Haarsystem A = (A*), cqo fiir G ein
stetiges Haarsystem Ao = (A\"),¢cc fiir Ge.

Bezeichnet 7, wieder die linksregulére Darstellung fiir ein Element « € C' und
ist f € T'.(G,r*A"), so folgt aus der Formel fiir die Faltung, daB 7, (f) nur von der
Einschriankung von f auf Go abhéngt. Ist ndmlich v € G, C G¢, so folgt aus der
Invarianz von C' auch r(y) € Go. Fiir g € To(Ge, 7* Aflg,) C L*(Ga, 7" Allg,, M2
héngt das durch die Faltung definierte Element 7, (f)(g) = f * g nur von f|g, ab.

Ist U C GO eine offene invariante Teilmenge, so ist Ay := Co(U) - A eine Co(U)-
Algebra, welche in natiirlicher Weise mit einer Gy-Wirkung versehen ist.

Ist F C GO eine abgeschlossene invariante Teilmenge, so ist Ap = A/IrA
eine Cy(F)-Algebra, auf welcher eine stetige Wirkung von Gp definiert ist. Am
besten sieht man dieses unter dem Standpunkt (oberhalb) stetiger Felder.

Es gibt eine natiirliche Einbettung ¢ : T'.(Gy, r(*]Aj?J) —— T'.(G,r* A", indem
man die Schnitte auflerhalb von U durch Null fortsetzt; durch Einschrankung der
Schnitte auf die abgeschlossene Teilmenge Gr C G erhélt man andererseits eine
Quotientenabbildung q : Te(G, 7* A*) — T'.(Gp, T}AﬁF).

Theorem 1.3.6. Fiir einen lokal-kompakten Gruppoiden G mit Haarsystem X\ sei
F C GO eine abgeschlossene Teilmenge, U = G0 \ F invariant und A eine
G-Algebra. Dann gilt:

(i) Die Sequenz
00— Ay xGy — AxG — Ap xGpr — 0
ist exakt.
(i) Falls Gp mittelbar ist, so ist auch die Sequenz
0— Ay %, Gy —> Ax, G — Ap %, Gp — 0
exakt.

Beweis. Da Gy eine offene Teilmenge von G ist, ist die Abbildung

wohldefiniert. Versieht man den lokal-kompakten Gruppoiden Gy mit dem steti-
gen Haarsystem Ay, so ist ¢ ein injektiver Homomorphismus von *-Algebren. Um
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diesen auf die vollen verschrankten Produkte fortsetzen zu kénnen, ist zu zeigen,
da [l(£)]| < ||I] fiir alle f € To(Gur, 75.AL) gilt.

Die volle C*-Norm auf T'.(G,7*A") ist gegeben als Supremum der Opera-
tornorm beziiglich nicht-entarteter stetiger Darstellungen auf separablen Hilber-
traumen. Nach Renaults Desintegrationssatz 1.3.2 ist jede solche Darstellung aber
aquivalent zur integrierten Form einer kovarianten Darstellung (L, H, 1), wobei H
ein Biindel von Hilbertriumen iiber G(©) und p ein quasi-invariantes Ma8 auf G(©)
ist.

Durch Einschrénken definiert p ein quasi-invariantes Mafl uy auf der Basis
U von Gy; genauso 18t sich H zu einem Biindel von Hilbertraumen Hy tiber U
einschrianken. Hierdurch erhilt man eine kovariante Darstellung (uy7, Hy, Ly) von
(Gur, A).

Fiir einen meBbaren Schnitt & : G© — H bezeichne &y : U —— Hy
die Einschrankung auf U. Fiir alle f € FC(QU,TEA%> erfiillen die integrierten
Darstellungen L und Ly die Gleichung

(L((f)&sm) = (Lu(f)év,nu)-

Somit gilt ||L(:(f))| < |1Lu(£)] < |If]l, und im Ubergang zum Supremum folgt
fiir die vollen C*-Normen ||¢(f)|| < ||f]|- Die Abbildung ¢ 148t sich daher zu einem
x-Homomorphismus ¢ : Ay ¥ Gy —— A x G fortsetzen, dessen Bild ein Ideal in
A % G ist.

Fiir den Nachweis der Injektivitédt sei bemerkt, dafl jede kovariante Darstel-
lung (py, Hy, Ly ) von (QU,AT?]) eine kovariante Darstellung (1, H, L) von (G,.A)
definiert, indem man das quasi-invariante Mafl und das mefibare Biindel von Hil-
bertraumen auflerhalb von U durch Null fortsetzt; man vergleiche auch 1.3.3. Die
intergrierten Formen dieser Darstellungen erfiillen dann

Lo (NI = TLEHI < eI

fiir alle f € FC(QU,T;‘]A%). Somit gilt auch || f|| < [|¢«(f)]], und hieraus folgt die
Injektivitat von ¢.

Da Gr eine abgeschlossene Teilmenge des normalen Raums G ist, ist die durch
Einschriinkung definierte Abbildung ¢ : T'(G, r*A*) — T.(Gp, T}Aﬁ};) ein wohl-
definierter und surjektiver x-Homomorphismus; die Faltung auf I'.(GF, T}AﬁF) ist
dabei beziiglich des durch Einschriankung gegebenen Haarsystems Ap definiert.

Um ¢ zu einem Homomorphismus der vollen verschrinkten Produkte fortsetzen
zu konnen, ist zu zeigen, daB ||q(f)| < ||f|| fiir alle f € To(G,7*A") gilt.

Jede stetige x-Darstellung von I'.(GF, r*FAiﬂ) ist nach Renaults Desintegrations-
satz dquivalent zur integrierten Form einer kovarianten Darstellung (L, Hp, ur)
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von (Gr, Aiv) Das Maf} pup 148t sich zu einem quasi-invarianten Maf auf G ©) fort-
setzen. Ebenso 148t sich Hr zu einem mefibaren Biindel von Hilbertrdumen iiber
GO fortsetzen, indem man H, = 0 fiir z € U setzt, und man erhilt eine kovari-
ante Darstellung (L, H, i) von (G,.A%). Jeder meBbare Schnitt &7 mit Werten in
Hp kann zu einem meBbaren Schnitt € : G©) —+ H fortgesetzt werden. Nach
Definition der Darstellung L gilt dann

(Lr(a(f)Er nr) = (L()E )

fiir alle f € To(G,r*A*) und somit ||Lr(q(f))|| < IIL(f)|] < ||If|l. Hieraus folgt
dann ||g(f)|| < ||f]], und die Abbildung ¢ 148t sich zu einem *-Homomorphismus
q: AxG — Ap x Gp fortsetzen. Das Bild von ¢ ist abgeschlossen und enthélt
die dichte Teilmenge I'.(Gp, r}'}Aiﬁ). Also ist ¢ ein Epimorphismus.

Nach Konstruktion gilt go¢ = 0. Fiir den Nachweis, dafl die Sequenz (i) exakt
ist, ist daher nur noch die Inklusion ker(q) C «(Ay % Gy) zu zeigen.

Hierfiir geniigt es zu zeigen, dafl die Inklusion ker(q) C ker(L) fiir jede nicht-
entartete Darstellung L von A x G auf einem separablen Hilbertraum gilt, welche
die Bedingung L(:(Ay x Gy)) = 0 erfiillt.

Ist L eine solche Darstellung, so kann nach Renaults Desintegrationssatz wieder
angenommen werden, dafl L die integrierte Form einer kovarianten Darstellung
(L,H, ) von (G, A%) ist. Fiir f € Fc(gp,r}AﬁF) und ¢ € T(G, r* A%) mit q(p) = f
setze man

Lp(f) = L(y).

Diese Zuordnung ist wohldefiniert: Sind némlich ¢y, @9 € Te(G, r* A?) mit ¢(p1) =
f = q(p2), so gilt 1 — o = 0 auf der abgeschlossenen Teilmenge Gr C G.
Die Funktion ¢ — ¢y l&48t sich daher in der induktiven Limes-Topologie von
I'.(G,r* A%) durch stetige Schnitte approximieren, deren Triiger in Gy liegen. Auf
(Te(Gu, 7"{[./4?])) gilt aber L = 0, und es folgt L(p1 — ¢2) = 0. Die Zuordnung Lp
ist somit wohldefiniert, und es gilt L = Ly o q auf T'.(G, r*A").

Da «(Ay x Gy) C ker(q) und L(¢(Ay x Gy)) = 0 gilt, liegt der Tréger des
quasi-invarianten MaBes 1 in der abgeschlossenen Menge F C G(9). Die kovariante
Darstellung (L, H, ) a8t sich somit zu einer kovarianten Darstellung von (Gp, Aiﬂ)
einschrénken, und Ly ist gerade die integrierte Form dieser Einschrankung. Somit
definiert Lp eine stetige Darstellung von I'.(Gp, T}Aiﬁ).

Insbesondere gilt dann ||Lg(f)|| < || f|| fiir alle f € FC(QF,T}Ag;), und Ly 148t
sich zu einer Darstellung von Ap X Gg fortsetzen. Auch auf A x G gilt die Identitét
L = L o g und somit ker(q) C ker(L). Dies schliet den Nachweis ab, dafi durch
(i) eine exakte Sequenz gegeben ist.

Fiir den Nachweis der zweiten Aussage sei angemerkt, dafl die reduzierte C*-
Norm mithilfe der links-reguléren Darstellungen m, fiir x € G (0) herechnet werden
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kann. Die Teilmengen U bzw. F von G sind invariant. Ist fe Fc(g,r*Aﬁ) und
x € U, so hangt m,(f) nur von der Einschrankung von f auf Gy ab; analog héingt

7 (f) fir £ € F nur von der Einschrinkung von f auf Gr ab.
Ist f e I’C(QU,T[*].A%), so gilt 7, (¢(f)) = 0 fiir alle z € F = G(© \ U und somit

[e(H)llr = sup [[mz(u(H)] :ilelgHﬂx(f)H = (171

zeG(©)

Die Abbildung ¢ : To(Gyr, 7. AL ) —— Te(G,r* A?) 188t sich daher zu einem injek-
tiven *-Homomorphismus ¢, : Ay %, Gy — A X, G fortsetzen.
Ist f € T(G,r*A"), so gilt

lg(H)lr = sup [|m(g(f)I] = sup [[r(HI < sup |lwe (O = £l

el el 2eG(0)

daher 1Bt sich ¢ : To(G, r* A%) —r Fc(gp,r}AﬁF) zu einem *-Homomorphismus
¢ : AX,. G—— Ap X, Gp mit dichtem Bild, d.h. zu einem Epimorphismus,
fortsetzen. Fiir diese Fortsetzungen gilt ¢, o ¢, = 0.

Es bleibt zu zeigen, dafl die Inklusion ker(g,) C «(Ay X, Gy) erfiillt ist. Dazu
sei wieder eine nicht-entartete Darstellung L von A x, G auf einem separablen
Hilbertraum mit L(.,(Ay X, Gy)) = 0 gegeben; es ist zu zeigen, dafl ker(g,) C
ker(L) gilt. Insbesondere definiert L eine Darstellung auf T'.(G,r*A"), und wie
oben folgt unter Verwendung von Renaults Desintegrationssatz, daf§i durch Lg
eine stetige Darstellung von FC(QF,T}AﬁF) gegeben ist, welche L = Lp o g auf
To(G,* A und || Le(f)|| < || ] fiir alle f € To(Gr, riA%L) erfiillt.

Da der Gruppoid Gp in (ii) als mittelbar vorausgesetzt ist, folgt aus [AROO,
Prop. 6.1.10], da die volle C*-Norm || - || auf T(Gr, r5.A*) mit der reduzierten
Norm || - ||, ibereinstimmt. Somit gilt ||Lg(f)]| < ||f|l» fiir alle f € FC(QF,T}A%),
und Lp laft sich zu einer Darstellung von Ap X, Gr fortsetzen. Fiir diese gilt
L=Lpog. auf Ax,G.

Auch in diesem Fall ist daher ker(g,) C ker(L). Dies zeigt, daf auch die Sequenz
(ii) exakt ist. O

Bemerkung 1.3.7. Der obige Beweis zeigt, dafl die Mittelbarkeit von G nur
benutzt wird, um die Exaktheit der Sequenz (ii) in der Mitte zu zeigen; auch ohne
diese Voraussetzung ist durch ¢, : Ay %, Gy — A X,. G ein injektiver und durch
qr : A X G —— Ap X, G ein surjektiver *-Homomorphimus gegeben.

Der Begriff der Mittelbarkeit von Gruppoiden ist ausfiihrlich in [AR00] erklért.
Es sei an dieser Stelle nur folgendes angemerkt: Ist G ein Gruppenbiindel, so ist jede
Teilmenge der Basis G (0) invariant. Besteht die invariante Teilmenge F' C G aus
genau einem Punkt x, so ist G genau dann mittelbar, wenn die Isotropiegruppe
G* eine mittelbare lokal-kompakte Gruppe ist.
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Das obige Resultat wird in Kapitel 3 dazu genutzt werden, das Deformationsbild
der Assembly-Abbildung fiir fast zusammenhéngende Lie-Gruppen G zu definie-
ren.

Desweiteren kann man mit 1.3.6 die Fasern verschriankter Produkte von Grup-
penbiindeln n&her beschreiben. Ist G ein lokal-kompaktes Gruppenbiindel iiber
X mit stetigem Haarsystem A\ = (A\%),cx und A eine stetige G-Algebra, so sind
die vollen und reduzierten verschrinkten Produkte A x G und A X, G nach 1.3.4
Co(X)-Algebren. Fiir die Fasern dieser Algebren gilt:

Satz 1.3.8. Firt € X ist die Faser (A x G); des vollen verschrinkten Produkts
isomorph zum verschrdnkten Produkt der Fasern A; x Gy.

Im Fall des reduzierten verschrinkten Produkts ist Ay X, Gy ein Quotient der
Faser (A %, G);. Ist die Gruppe Gy mittelbar, so ist die Quotientenabbildung ein
Isomorphismus.

Beweis. Fiir t € X ist die offene Teilmenge U := X \ {¢} von X invariant. Die
Menge

I = {p € Co(X) [p(x) = 0}
ist ein abgeschlossenes Ideal in Cp(X), welches sich mit Co(U) identifizieren 1a8t.

Mit ¢ und ¢ seien wieder die Abbildungen aus 1.3.6 bezeichnet.
Da Co(U) - Te(Gu, p* Afy) = Le(Gu, p* Af)) gilt, folgt

(Te(Gu,p"AY)) € L -Te(G,p" AY).
Umgekehrt 1iBt sich jeder Schnitt der Form -a fiir ¢ € Co(U) und a € T'o(G, p* Af)
als Element von I'.(Gy, p*Aj?J) auffassen, und somit gilt
(Te(Gu,p"AY)) = L Te(G,p" AY).

Wie in 1.3.6 gezeigt wurde, ist die Abbildung ¢ stetig beziiglich der vollen und
reduzierten C*-Normen, und sie 148t sich zu einem Monomorphismus der vollen
bzw. reduzierten verschriankten Produkte fortsetzen. Auch fiir diese Fortsetzungen
erhalt man

L(r)(.AU N(r) QU) = It : (.A ><I(7n) g)

Aus der Exaktheit der Sequenz (i) in 1.3.6 folgt somit fiir die Faser des vollen
verschrénkten Produkts

A %G = (AxG)/(Au @ Gu) = (A% G)/(I;- (A G)) = (AX G

Im Fall der reduzierten verschrinkten Produkte ist die Sequenz (ii) nicht not-
wendig exakt in der Mitte. Allerdings gilt Ay %, Gy C ker(g,). Somit faktorisiert
die Quotientenabbildung ¢, : A x,, G — A; X, G; {iber einen Epimorphismus

qr : (-A Ay g)/(AU Ay gU) — A X, Gy
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Unter der Identifikation von Ay x, Gy mit I; - (A X, G) erhélt man somit einen
Epimorphismus der Faser

(A G)e = (A G) /(I - (A Xy G)) — Ap X Gr.

Ist G; mittelbar, so ist die Sequenz (ii) exakt. Dann gilt Ay %, Gy = ker(g¢,),
und der oben angegebene Epimorphismus ist ein Isomorphismus von (A x, G);
und A; %, G;. O

Beispiel 1.3.9. Es sei G eine lokal-kompakte Gruppe, X ein lokal-kompakter
Raum und G := G x X das triviale lokal-kompakte Gruppenbiindel mit der kano-
nischen Projektion p: G —— X.

Ist A eine G-Algebra, so wird die triviale Cp(X)-Algebra A := Cp(X) ® A
zu einer stetigen G-Algebra unter faserweiser Wirkung der Gruppe G. In dieser
Situation it sich die *-Algebra I'.(G,p*A%) mit C.(G x X, A) identifizieren.

Fiir ein (fixiertes) linkes Haarmafl \° auf G ist die konstante Familie von Mafien
A= (A%)zex ein stetiges Haarsystem auf G. Ist A = (\%),cx ein weiteres stetiges
Haarsystem, so gibt es nach 1.1.10 (2) eine stetige Funktion g : X —— R>0
mit A* = p(x) - \°. Wie im Fall der Modularfunktion rechnet man nach, daf$ die
Abbildung

X : Fc(g,p*Aﬁ, )‘) - Fc(g,p*Aﬁ, 5‘)
foo= el m) - f()]

sich zu einem Co(X)- Isomorphismus der vollen und reduzierten verschrankten Pro-
dukte A >4 g und A >4 g fortsetzen 1a3t.

Fafit man die Gruppe G als lokal-kompakten Gruppoiden mit Haarsystem \°
auf, so 143t sich die kanonische Abbildung

Co(X) © Cu(G,A) — Co(G x X, A) = T(G,p*" A%

zu einem Cj(X)-Isomorphismus

C[)(X) ® (A ><I(T) G) — A Xlg\r) g

fortsetzen. Das verschrinkte Produkt eines trivialen Gruppenbiindels mit einer
trivialen Cp(X)-Algebra ist somit insbesondere ein stetiges Feld von C*-Algebren,
dessen Faser (A X () G)¢ sich mit Ay Xy Qt A X () G identifizieren 1a8t.
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1.3.2 Gruppoid-Algebren mit Werten in Fell-Biindeln

Um die Konstruktion des Dirac-Elements auf den Fall eines Gruppenbiindels zu
verallgemeinern, wird ein Resultat iiber Familien von Pseudodifferentialoperato-
ren bendtigt. Hierfiir wird im folgenden Kapitel die Morita-Aquivalenz gewisser
Gruppoid-C*-Algebren mit Werten in Fell-Biindeln genutzt.

Diese Algebren wurden unter anderem von A. Kumjian und S. Yamagami
betrachtet. Die Definitionen und die Aussage iiber die Aquivalenz der Gruppoid-
C*-Algebren wurden dem Artikel [MuhO1] entnommen.

Im folgenden sei ein lokal-kompakter Gruppoid G mit stetigem Haarsystem A
fixiert.

Definition 1.3.10. Ein Fell-Biindel iiber G ist ein Banach-Biindel B . g,
welches das zweite Abzahlbarkeitsaxiom erfiillt, so daf die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

(1) Fiir alle z € G ist die Faser B, eine C*-Algebra, und fiir alle v € G ist
B, eine B, (,), B S(V)—Morita—Aquivalenz.

(2) Fiir alle (y,n) € @ existiert ein isometrischer Isomorphismus von Hilbert-
Bimoduln Uj : B, OB, B, — B,,.,, so daf durch

by e by := Ul (b ® by)
ein assoziatives und bilineares Produkt auf
2= {(b1,02) € B x B | (p(b1),p(b2)) € G}
definiert wird.
(3) Auf B existiert eine involutive Abbildung b+ b (d.h. es gilt (6°)” = b) mit

p(0*) = p(0) ™,

(a)

(b) b b ist antilinear,

(c) (by @by)’” =0} eb} und
)

(d) fiir b1, by € B, gilt b} @ by = (b1, ba)ss, ., und by @ by = g, (b1, ba).
(4) Multiplikation und Involution sind stetig.

Das Biindel B2 besitzt in natiirlicher Weise die Struktur eines Banach-Biindels
iiber G®. Fiir v € G ist das Bild von B, unter der Involution isomorph zu dem
wy = IIDll3s, sowie b’ e >0
in B,(,). Aus Bedingung (2) der Definition folgt, daf} ein Fell-Biindel saturiert im

inversen Imprimitivititsbimodul, und es gilt [|b” ® b

Sinne von [Kum98] ist.
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Beispiele 1.3.11. (1) Tst A = [o(G(®, A%) eine G-Algebra, so ist das zuriick-
gezogene Feld B = r* At —? . G ein Fell-Biindel iiber G. Ist die G-Wirkung
durch « : s*A —— r*A gegeben, so sind Multiplikation und Involution
definiert durch by @ by = b1 - ap(p,)(b2) und v = ap(p)-1(0%).

(2) Ist m: M —— B eine surjektive Submersion glatter Mannigfaltigkeiten und
E —— M ein glattes hermitesches Vektorbiindel (von endlichem Rang), so
definiert 8 := End(F) := " E ® s*(E*) —— M xp M ein Banach-Biindel
iiber dem Gruppoiden M xpg M.

Dabei bezeichnet E* das duale Biindel zu E. Ist v = (z,y) € M xp M, so
gilt fiir die Faser End(E), = Hom(E,, E,).

Fir (b1, b2) € B2 ist die Multiplikation by @ by = by o by als Komposition
von Abbildungen gegeben; das Bild von b € B, ) = Hom(Ey, E;) unter der
Involution ist durch den adjungierte Operator beziiglich der hermiteschen
Struktur & = b* € Hom(FE,, E,) definiert.

Fiir ein Fell-Biindel B — G sei die Algebra I'.(G,B) der stetigen Schnitte mit
kompaktem Trager versehen mit der induktiven Limes-Topologie. Definiert man
Faltung und Involution durch

frgly) = / F(n) o g1y AN ()
r(m=r(v)

und
o) =ra,
so wird T'.(G,B) zu einer topologischen x-Algebra.

Im ersten Beispiel sieht man sofort, daB die *-Algebrenstruktur von I'.(G,r*Af)
mit der im vorigen Abschnitt definierten iibereinstimmt.

einem Tripel (7, H, 1), wobei p ein quasi-invariantes Maf auf G0, H = (Hz)peg)

Definition 1.3.12. Eine (kovariante) Darstellung des Paars (G,B) besteht aus
) ein mefibarer

ein mefbares Biindel von Hilbertrdumen und 7 : 8 —— End(
s-Funktor ist.

Letzteres bedeutet, dafl m(b) € Hom(H,(,), H,(,)) fiir alle b € B., gilt und die
Bedingungen 7(b°) = 7(b)* sowie m(by)m(by) = m(by ®by) fast iiberall beziiglich des
MaBes v = [ o0 A" x Ay d p(x) erfiillt sind.

Ist (m,H, ) eine Darstellung des Paars (G,), so wird durch die Formel

(on(f)&1,62) = / (m(f(M))&(s(7)), &a(r(v))) dwo(v)

veEG
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eine *-Darstellung
52}
o To(G,B) —r c(/ Hydp)

definiert, welche stetig beziiglich der induktiven Limes-Topologie auf I'.(G, 8) und
der schwachen Operatortopologie auf L( [ ®H,d ) ist.

Dabei ist wie im vorigen Abschnitt v = [ ;0 A dpu(z), D = d?jﬁl die Radon-
Nikodym-Ableitung, und das Ma8 v wird durch D~'/2v definiert. Die Darstellung

or heifit die integrierte Form von (7, H, ).

Das Analogon von Renaults Desintegrationssatz wurde in [Yam87] bewiesen; man
vergleiche auch [MuhO1, Thm. 9]:

Theorem 1.3.13. Es sei H ein Hilbertraum, Hy C H ein dichter linearer Unter-
raum und o : T.(G,B) — L(Hy) eine stetige x-Darstellung, welche die folgenden
Bedingungen erfillt:

(1) Fiir alle &1,&2 € Hy ist die Abbildung f — (&1,0(f)&) stetig beziiglich der
induktiven Limes-Topologie auf T'.(G,*B).

(2) Es gilt (€1,0(f)&) = (a(f*)&1, &) fir alle &1,& € Hy.

(3) Die Darstellung o ist nicht-entartet in dem Sinn, daf$ der von allen Vektoren
der Form o(f)¢ fir f € To(G,B) und & € Hy erzeugte Unterraum dicht in
H liegt.

Dann ezistiert eine kovariante Darstellung (w,H, ) von (G,B) und ein Isomor-
phimus U : [© H, d u(z) — H von Hilbertriumen, so daf Uor(f)U~" = o(f)
fir alle f € T'c(G,B) gilt. Dabei ist o, die integrierte Form der Darstellung
(m, H, ).

Aus 1.3.13 folgt, dal der Ausdruck sup ||o(f)]| fiir jedes f € T'(G,B) (wobei das
Supremum iiber alle stetigen Darstellungen von I'.(G, B) gebildet wird, welche die
Voraussetzungen des Theorems erfiillen) endlich ist. Hierdurch wird eine C*-Norm
auf I'.(G, B) definiert; die Vervollstdndigung beziiglich dieser Norm heif}t die (vol-
le) Gruppoid-C*-Algebra des Fell-Biindels 9B. Sie wird mit C*(G,B) bezeichnet.

Beispiel 1.3.14. Ist B = r* A% wie in 1.3.11 (1), so gilt C*(G,B) = A x G.

Es seien nun G und H zwei (Morita-)dquivalente lokal-kompakte Gruppoide mit
stetigen Haarsystemen, wobei die Aquivalenz durch den Raum X = g X3 gegeben
seiund p: X — GO bzw. 0 : X — H© die jeweilige Projektion auf die Basis
der Gruppoide bezeichnen. Der Gruppoid G ist in natiirlicher Weise isomorph zu
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X %5 X°PP/H, und es bezeichne qg : X *, X°PP —— G die Projektion. Analog ist
G\ X°PPx, X isomorph zu H; die Projektion sei in diesem Fall mit gy bezeichnet.

AuBerdem sei fiir i = 1,2 mit m; : X x5 XPP —— X (bzw. XPP %, X — X)
die Projektion auf die jeweilige Komponente bezeichnet. (Da schon genug Nota-
tionen auftauchen und aus dem Zusammenhang klar werden sollte, auf welchem
Raum die Projektionen definiert sind, wird auf eine unterschiedliche Bezeichnung
verzichtet.)

Desweiteren seien Fell-Biindel 2 —— G und 8 —— H gegeben.

Definition 1.3.15. Eine (G, ), (H, B)-Aquivalenz ist ein Paar (X, ¢), bestehend
aus einer G, H-Aquivalenz X und einem Banach-Biindel ¢ ELENS ¢ , so daB} die
folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

(I) Fiir alle € X ist die Faser €, = p~!(z) eine Morita-Aquivalenz der C*-
Algebren ;) und B, ().

(IT) Fiir alle (y,z) € Gx X ={(n,y) € G x X | s(y) = p(z)} ist ein normverklei-
nernder Homomorphismus 2, ®s1, ) €& — €,.p von Hilbert-2(,.(y), By (2)-
Bimoduln gegeben, und durch diese Homomorphismen wird eine stetige Wir-
kung von 2 auf € definiert.

In analoger Weise existiert eine (Rechts-)Wirkung von 9B auf &, so dafl die
beiden Wirkungen kommutieren.

(III) Es gibt stetige Biindel-Abbildungen [[-, -]}y : 7f(€) ® 75(E*) —— 2A und
[ ] = 7 (€*) @ m5(€) —— B iiber gg bzw. gy, so daB [[-, -|]u faserweise
einen Isomorphismus der 2y, 2A,opp(,) —Imprimitivitdtsbimoduln 2A
und &, @B, () ¢,

mus der B ,opp(z), B, (y) —Imprimitivitdtsbimoduln B

a6 (z,y)
induziert, wihrend [[-,-]]ss faserweise einen Isomorphis-

und € Rg €&

ar(z,y) p(y) Y

induziert. Die Paarungen erfiillen die Bedingung

& mllac- ¢ =&+ [[n, (]

Dabei bezeichnet ¢* das Banach-Biindel, welches faserweise aus den inversen
Morita-Aquivalenzen zu & besteht.

Alternativ lassen sich die Bedingungen fiir die Aquivalenz von Fell-Biindeln mit

= (e 3)
XoPP

ausdriicken. Bezeichnet (nach dem Ansatz von Kumjian) £ —— L das Banach-
Biindel, welches durch £|g =, £/} = B, £|x = € und £|xerr = E* gegeben ist,
so bedeuten die Bedingungen (I) bis (III), dafi das Biindel £ natiirliche Operatio-
nen besitzt, welche es zu einem Fell-Biindel iiber L machen.

Hilfe des Linking-Gruppoiden
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Beispiel 1.3.16. In der Situation einer surjektiven Submersion glatter Mannig-
faltigkeiten p : M —— B und eines hermiteschen Vektorbiindels £ —— M sei
nun weiter angenommen, daf} es eine Einbettung v : B —— M mit pou = id gibt
und B eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von M ist.

Die Mannigfaltigkeit B kann als trivialer Gruppoid mit Basis B aufgefafit
werden; sie 1483t sich mit B x g B identifizieren. Identifiziert man desweiteren M
mit M xp B, so kénnen sowohl M als auch B als Untermannigfaltigkeiten von
M xp M aufgefafit werden.

Versehen mit den kanonischen Projektionen auf M bzw. B ist das Faserprodukt
X := M xg B=M eine Morita-Aquivalenz der Gruppoide M x g M und B.

Setzt man A = End(E), B = End(F)|px 55 und € = End(F)|x, so sind 2 und
B Fell-Biindel iiber den Gruppoiden M x g M bzw. B, und das Paar (X, €) ist eine
(M x g M,)-(B,%B)-Aquivalenz im Sinne der obigen Definition. Die Operationen
werden dabei in natiirlicher Weise durch die Verkniipfung von Homomorphismen
bzw. durch die adjungierten Operatoren beziiglich der hermiteschen Struktur auf
FE gegeben.

Ist (X, &) eine (G,A), (H,B)-Aquivalenz und bezeichnen \g bzw. Ay die (linken)
Haarsysteme der lokal-kompakten Gruppoide G bzw. H, so seien die folgenden
Operationen fiir £,£1,& € I'o(X, €), ¢ € ['o(G,A) und ¢ € T'.(H,B) definiert:

(0 @) = /() o) £t ) AN ()

=p(z)

€ 9)=) = /( )=o( )£($'”)'¢(n‘1) X5 ()
g6 &)(y) = /( - )[[51(’7'3?'77),52(77_1 ) AT ()
(&, £2>C’C(H,‘B) (n) = /( ) [[€1(y - ), 52(7_1 Y- n)]]‘Bd)\g(y) ()

Dabei ist folgendes zu beachten:
In der dritten Formel ist z € X ein (beliebiges) Element mit p(z) = s(v) fur
v € G. Ist n € H mit r(n) = o(z), so macht das Argument von ; keine Probleme.
Fiir das Argument von & ist x als Element von X°PP aufzufassen. Der Gruppoid
H wirkt von links auf X°PP. Ist n € H mit r(n) = o(z), so gilt s(n~!) = r(n) =
o(z) = p°PP(z). Somit ist (n~!,z) € H xpeer X, und die Verkniipfung n~*
definiert.

Desweiteren ist &3 in der dritten Formel als Element von I'.(X°PP, &*) aufzufas-

- x ist

sen, indem man X mit X°PP und das Biindel & faserweise mit der jeweils inversen
Morita-Aquivalenz identifiziert.
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Analog ist die vierte Formel zu interpretieren, wobei dort ein Element y € X
mit o(y) = r(n) gewéhlt wird.

Folgendes Theorem geht ebenfalls auf Yamagami zuriick; man vergleiche auch
[Muh01, Thm. 11]:

Theorem 1.3.17. Mit den oben definierten Operationen besitzt X9 = I'c(X, €) die
Struktur eines T'o(G,A),T'o(H,B)-Pri-Aquivalenzbimoduls, welcher sich zu einer
Morita-Aquivalenz von C*(G, ) und C*(H,B) vervollstindigen lift.

Bemerkung 1.3.18. Yamagamis Beweis in [Yam87] wird analog zum Beweis
fir die Morita-Aquivalenz der Gruppoid-C*-Algebren gefithrt. Wie im Fall tri-
vialer Fell-Biindel (vgl. etwa [MRW8T7]) besitzen sowohl Ay = I'.(G,%A) als auch
By = I'.(H,®B) eine approximative Eins, deren Elemente endliche Summen von
Ausdriicken der Form 4,(&;, &) bzw. (&, &) B, mit & € Xp sind. Dann ist nur noch
zu zeigen, dafl fiir ¢ € Ag, ¥ € By und £ € Xy die Bedingungen

und

(€, &-¥)p < |[¥]%- alé,€)

gelten.

In bestimmten Situationen (z.B. fiir Gruppenbiindel, wo die (reduzierte) C*-
Norm faserweise definiert ist) kann man die Morita-Aquivalenz auch fiir die redu-
zierten verschrinkten Produkte zeigen, indem man z.B. faserweise Greens Impri-
mitivitédtssatz anwendet.

Beispiel 1.3.19. Die Morita-Aquivalenz fiir Gruppoid-C*-Algebren mit Werten
in Fell-Biindeln erinnert stark an Greens Imprimitivitétssatz fiir lokal-kompakte
Gruppen, wie er sich z.B. in [Wil06, Cor. 4.17] findet:

Es sei G eine lokal-kompakte Gruppe, H C G eine abgeschlossene Untergrup-
pe und B eine H-Algebra; die Wirkung von H auf A sei mit a bezeichnet. Die
induzierte Algebra

gH—0
—_—

Ind A ={f € C,(G,A)| f(gh) =h"-f(g) fir alle g € G,h € H, || f(g)] 0}

ist eine G-Algebra unter Linkstranslation im Argument.
Setzt man Fy = C.(G,Ind A), Xy = C.(G, A) und By = C.(H, A), so werden
Modulwirkungen von Ejy und By auf Xy sowie innere Produkte auf Xy mit Werten
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in Ey bzw. By durch die folgenden Formeln definiert:
e-x(s) = / e(t,s) - x(t™'s) - Ag(t)/? dt
teG
z-b(s) = / an(z(sh) -b(h™Y)) - Ag(h)™? dh
heH
ool (s,8) = AG(S)—V?-/ an(2(th) - y(s~th)*) dh
heH

(@, 9) By (h)

B2 [ () anl(e ) e
teG

Dabei sind e € Fy, z,y € Xy sowie b € By, und Ag bzw. Apg bezeichnen die

Modularfunktionen von G und H.

Greens Imprimitivitétssatz besagt, dal die obigen Operationen Xy zu einem
Pra-Imprimitivitdtsbimodul der Algebren Fy und By machen, der zu einer Morita-
Aquivalenz der (vollen und reduzierten) verschrinkten Produkte Ind A X () G und
A Xy H vervollsténdigt werden kann.

Ist A eine G-Algebra und die Wirkung von H auf A durch Einschrinkung der
G-Wirkung definiert, so ist die Abbildung

®:IndA — Co(G/H,A), O(f)(sH) = as(f(s))

ein G-dquivarianter Isomorphimus, wenn man auf Cyo(G/H,A)=Co(G/H) ® A
die diagonale G-Wirkung betrachtet. Die Menge C.(G/H x G, A) 1a8t sich in
kanonischer Weise als dichte Teilmenge von Ey = C.(G,Ind A) auffassen.

Nach 1.1.4 und 1.1.10 (4) ist G/H x G ein lokal-kompakter Gruppoid, welcher
ein stetiges Haarsystem besitzt, und A definiert ein Fell-Biindel iiber G/H x G.

Ebenso 148t sich H als lokal-kompakter Gruppoid auffassen, dessen Basis gera-
de aus dem neutralen Element der Gruppe besteht, und A definiert ein Fell-Biindel
iiber H. Dann ist G mit den offensichtlichen Operationen eine (Morita-)Aquiva-
lenz der Gruppoide G/H x G und H. Unter der Identifikation von C.(G/H x G, A)
mit einer dichten Teilmenge von C.(G,Ind A) und unter Verwendung der Isomor-
phismen 1.3.5 stimmen die obigen Formeln mit den Formeln im Gruppoid-Fall
iiberein.

Diese Aussage 148t sich auch auf Gruppenbiindel verallgemeinern.

Die Arbeit [Yam87] von Yamagami ist leider nie veroffentlicht worden. Interessant
wiire es, die Morita-Aquivalenz in der Situation reduzierter C*-Algebren lokal-
kompakter Gruppoide mit Werten in Fell-Biindeln zu untersuchen.

Ist A —— G ein Fell-Biindel iiber einem lokal-kompakten Gruppoid G, so ist

(0

die Einschréinkung 2©) := /g0 auf die Basis von G ein Biindel von C*-Algebren.
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Besitzt G ein stetiges Haarsystem, so kann wie im Fall der verschrankten Pro-
dukte auf der Menge I'.(G,2() der stetigen Schnitte mit kompaktem Tréger durch

(€ n)(x) = (& en)(z) fiir z € GO

ein inneres Produkt mit Werten in T'.(G(®), (%)) definiert werden, und T'»(G, )
wirkt auf der Vervollstdndigung durch Faltung von links. Hierdurch sollte auch
eine reduzierte Gruppoid-C*-Algebra von G mit Werten in 2 definiert werden
konnen, fiir welche das analoge Resultat zu 1.3.17 zu erwarten ist.

1.4 Gruppoid-adquivariante KK-Theorie

In seiner Doktorarbeit [LeG94] hat LeGall Kasparovs Definition dquivarianter KK-
Theorie auf den Fall von Gruppoiden erweitert.

Ist G ein Gruppoid und sind A, B Z/2Z-graduierte G-Algebren, so ist ein G-dquiva-
rianter Hilbert-.4, B-Bimodul definiert als ein Z/2Z-graduierter Hilbert-B-Modul
€ mit G-Wirkung (d.h. einem unitéren Element V' € L(s*E,7*E) ), auf dem A von
links durch eine G-dquivariante Darstellung 7 : A —— L£(&) wirkt.

Definition 1.4.1. Fiir zwei G-Algebren A und B ist ein G-dquivarianter Kasparov-
Zykel gegeben durch ein Tripel (£, 7, F'), wobei (£, 7) ein G-dquivarianter Hilbert-
A, B-Bimodul und F' € £(£) ein homogener Operator vom Grad 1 ist, so daf fiir
alle a € A und alle @’ € r* A die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

o a(F — F*) € K(€)

e a(F?2—-1) e K(€)

o [a,F] € K(€)

o d(Vs*FV* —r*F) € r*K(E)

Die Menge aller G-iquivarianten Kasparov-A, B-Zykel sei mit EY (A, B) bezeichnet.
Eine Homotopie in EY(A, B) ist ein Element von E9(A, B[0,1]), und KKY(A, B)
ist definiert als Menge der Aquivalenzklassen von EY(A, B) modulo Homotopie.

Wie im Fall von Gruppen ist KKg(.A, B) eine abelsche Gruppe, und es existiert
ein bilineares (Kasparov-)Produkt

®p : KKY(A, D) x KKY(D, B) — KKY9(A, B).
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Definition 1.4.2. Sind A, B und D G-Algebren fiir einen Gruppoiden G mit Basis
X, so bezeichne

p : KK9(A, B) — KKY(A®¢,(x) D, B®cy(x) D)
den natiirlichen Homomorphismus, welcher auf Kasparov-Zykeln durch
(&, m,T) = (€ @cy(x),ext DT @1, T ®1)
gegeben ist.

Das externe Tensorprodukt iiber Cy(X) zweier Hilbertmoduln £ bzw. F {iber
Co(X)-Algebren B bzw. D ist dabei durch

ERCy(x)ext = (€ Omax F) @B&maxD (B ®cy(x) D)

definiert.

Mit 1.4.2 148t sich auch die allgemeine Form
®
KKY (A1, By Ry (X) D) x KKY (D®CO(X) Ag, Ba) —P, KKY (Ax Ry (x)A2, B1®cy(x) Bs),
(.’E, y) = TA, (x) ®81®CO(X)D®CO(X)A2 B, (y)

des Kasparov-Produkts definieren.

Ein (strikter) Morphismus ¢ : H —— G zweier (lokal-kompakter) Gruppoide be-
steht aus zwei (stetigen) Abbildungen ¢ : H — G und ¢ : H(©) — GO welche
mit allen Strukturabbildungen vertréglich sind.

Die Gruppoid-dquivariante KK-Theorie ist funktoriell beziiglich strikter Morphis-
men:

Proposition 1.4.3. Ist ¢ : H —— G ein strikter Morphismus von Gruppoiden,
so existiert eine nattrliche Abbildung

¢* : KK9(A, B) — KK"(p* A4, ¢*B),
welche auf Kasparov-Zykeln durch
o E,m,T)= (T 1, T®1)
gegeben ist.

Beweis. [LeG94, 6.1.2]. O
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Auch in der Gruppoid-dquivarianten KK-Theorie existieren natiirliche Descent-

Homomorphismen
Jg,(ry : KK9(A, B) — KK(Ax () G, B %) G),

welche mit dem Kasparov-Produkt vertriglich sind. Wird ein KK9-Element durch
den Kasparov-Zykel (€, ,T) reprisentiert, so gilt

jg,r([€7¢vT]) = [5 B (B Ay g),fr,T@ 1}'

Bezeichnet (r*&). den von Elementen der Form ¢ @b fiir € € € und b € (G, 7*B)
erzeugten Vektorraum, so stellt dieser eine dichte Teilmenge von £ ®p (B X, G)
dar.

Ist die G-Wirkung auf £ durch das unitére Element W € L(s*E,r*E) definiert,
so ist die Darstellung 7, fiir a € T'o(G, 7" A%) und ¢ € (r*E). gegeben durch

F@©O)0) = @) = [ aln) Wyl ') Wy AN,
negriy

Die Wirkung von B auf B x,) G ist dabei wie folgt definiert:
Ist b€ B=Ty(G, B und sind f,g € T(G,r*B), so werden durch

LO)()(v) = (b F)(v) = b(r(7) - f(7)

und

RO)(f)(v) := (f-D)(7) == f(7) - By(b(s5(7)))
Elemente b- f, f - b € T'o(G,r*B*) definiert. Mit der Formel fiir die Faltung rechnet
man nach, dafl die Identitét (f-b) xg = f* (b- g) gilt; desweiteren gilt

16 Fllry < lblloo - 1 fllry  sowie  [[f - bllry < 1blloo - [1.fllry-

Somit setzen sich L(b) und R(b) zu Abbildungen von B x(.y G fort. Das Paar
(L(b), R(b)) ist daher ein doppelter Zentralisator fiir B x(,) G; es definiert also ein
Element der Multiplikatoralgebra. Hierdurch ist die (Links)Wirkung von B auf
B %y G definiert.

Die Details dieser Konstruktion findet man in [LeG94, Chap. 7.2].

Bemerkung 1.4.4. Im Falle eines Gruppenbiindels (oder spezieller, einer Grup-
pe) stimmt diese Definition mit der gewohnlichen Descent-Abbildung von Kas-
parov iiberein.

Im Gruppenfall, also fiir G(°) = {e}, setzt sich die Abbildung

E®pC.(G,B) — C.(G,E), & fr— (s+—x-f(s))
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zu einem unitéren Isomorphismus E®p (B X () G) = E X () G fort. Dabei ist in der
Formel fiir das innere Produkt zu beachten, dafl in der Formel fiir die Involution
die Modularfunktion der Gruppe G auftaucht, welche die Eigenschaft

A(s™) - f(sh)ds = f(s)ds
seG seG

fiir alle f € C.(G) hat.

Fiir Cp(X)-Algebren definiert Kasparov in [Kas88, 2.19] eine modifizierte Version
der KK-Gruppen, welche zusitzlich die Informationen iiber die Cy(X)-Struktur
enthalt:

Sind A, B Cy(X)-Algebren, so ist die Gruppe R KK(X; A, B) definiert als Men-
ge der Aquivalenzklassen beziiglich Homotopie von Kasparov-Zykeln (E,T) €
E(A, B) mit der zusétzlichen Bedingung, daf§ fiir alle f € Cyp(X),a € A, b e B
und e € E die Gleichung (f-a)-e-b=a-e-(b- f) in E erfiillt ist.

Fiir Gruppenbiindel sieht man leicht:

Proposition 1.4.5. Ist G ein lokal-kompaktes Gruppenbiindel iber GO mit einem
stetigem Haarsystem, so nehmen die Descent-Homomorphismen jg .y Werte in

RKK(Q(O)’ A N(T) Q,B N(r) g) an.

Beweis. Nach 1.3.4 sind die verschrinkten Produkte A x, G und B x, G Cy(G)-
Algebren, und fiir alle ¢ € C5(G), a € Ax, G, beBx,Gunde € EQp(Bx,G)
gilt

(p-a)-e-b=a-e-(p-b),
wie man sofort auf den dichten Teilmengen T'.(G, p*A*), (G, p*B*) und (p*&).
nachrechnet.

Genauso sieht man in dieser Situation, dal auch das Bild des vollen Descents
jg in REKK(G©; A x G, B x G) liegt. O






Kapitel 2

Pseudodifferentialoperatoren
auf geblatterten
Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel werden einige Strukturen fiir geblédtterte Mannigfaltigkeiten
und Familien von (Pseudo)Differentialoperatoren entlang der Blétter beschrieben,
welche spéter zur Konstruktion des Dirac-Elements der Deformation genutzt wer-
den. Hierfiir sind insbesondere Blétterungsstrukturen von Interesse, welche durch
surjektive Submersionen gegeben sind.

Viele Konstruktionen dieses Kapitels kénnen auch in einem allgemeineren Rah-
men durchgefiihrt werden, z.B. fiir geblétterte Rdume im Sinne von [MS06].

2.1 Gebliatterte Mannigfaltigkeiten

Definition 2.1.1. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension m = r+gq.
Ein glatter Atlas

Ar ={(U,¢)|U C M offen, ¢ : U — R™ Homdoomorphismus auf ¢(U)}

heifit Bliatterungsatlas auf M, falls fiir je zwei Karten (U, ¢) und (V, 1) in 2z mit
UNV # ) der Kartenwechsel 1) o =1 : o(UNV) — (U N V) lokal von der
Form

(W o ) (z,y) = (9(x,y), h(y)) (1)
fir z € R", y € R? ist.
Eine Karte in 20z heifit Bliatterungskarte. Die Mannigfaltigkeit M (bzw. das
Paar (M, 20r)) heiit eine geblitterte Mannigfaltigkeit der Kodimension ¢, falls 2z
ein maximaler Atlas ist, dessen Kartenwechsel die Eigenschaft (1) haben.

43
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Eine Platte in M ist eine Zusammenhangskomponente der Untermannigfaltig-
keit p~H(R" x {c}) fiir eine Karte (U, ¢) aus einem maximalen Blitterungsatlas.
Ein Weg von Platten ist eine Familie P, ..., Py von Platten mit P; N P11 # 0.
Zwei Elemente z,y € M heiflen dquivalent, falls ein Weg von Platten Py,..., Py
mit z € P, und y € Pj, existiert. Die Aquivalenzklassen beziiglich dieser Relation
werden Bléatter genannt.

Zu jedem Blatterungsatlas 2r von M existiert natiirlich genau ein maximaler
Blétterungsatlas, welcher 2+ enthélt.

Ist (M, r) eine glatte geblitterte Mannigfaltigkeit, so kann ohne Einschréin-
kung angenommen werden, dafl 2[r von einem Blatterungsatlas erzeugt wird, des-
sen Karten (U, ¢) die Bedingung

o(U) =U; x Ug, Uy, U, offen(e Bille) in R" bzw. RY (1)

erfiillen, und dessen Kartenwechsel global von der Form (}) sind.

Jedes Blatt L ist eine Vereinigung von Platten. Die Einschrankung der Blétte-
rungskarten dieser Platten definiert eine glatte Struktur auf L, welche das Blatt
zu einer r-dimensionalen glatten Mannigfaltigkeit machen. Die kanonische Abbil-
dung L —— M ist eine injektive Immersion, und L ist eine glatte Untermannig-
faltigkeit von M genau dann, wenn diese Immersion eine Einbettung ist.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten der Definition einer Blatterungsstruktur. Diese
finden sich zum Beispiel in [MMO03, 1.2]. Eine dieser alternativen Charakterisie-
rungen ist die folgende:

Satz 2.1.2. FEine glatte Mannigfaltigkeit M der Dimension n = r + q besitzt ge-
nau dann eine Bldtterungsstruktur der Kodimension q, wenn es ein integrierbares
(glattes) Unterbiindel F C T M vom Rang r gibt.

Integrierbar bedeutet dabei, daf$ fiir je zwei Vektorfelder X,Y auf M mit Wer-
ten in F auch das durch die Lie-Klammer gegebene Vektorfeld [X,Y]| Werte in F
hat.

Beweis. Ist (U, ¢) eine Blétterungskarte fiir M, so ist das Unterbiindel F lokal auf
U gegeben durch F|y = ker T'(prrq o), und F ist eindeutig bestimmt durch den
Blétterungsatlas: F besteht gerade aus den Elementen von T'M, welche tangential
zu den Bléattern liegen.

Umgekehrt folgt aus der Integrierbarkeit von F mit dem Satz von Frobenius,
daf} zu jedem Punkt = € M eine offene Umgebung U von x und ein Diffeomorphis-
mus ¢ : U — R” x R? existiert mit F|y = ker T'(prgq op). Diese Diffeomorphis-
men bilden den Blétterungsatlas. Fiir Details vergleiche man [MMO03, 1.2]. O
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Aus dem Beweis folgt, dafl die Blatterungsstrukturen von M in eineindeutiger
Weise den integrierbaren Unterbiindeln von T'M entsprechen. Im folgenden wird
fiir eine geblatterte Mannigfaltigkeit die Notation (M, F) verwendet, wobei F das
durch die Blatterungsstruktur eindeutig bestimmte integrierbare Unterbiindel ist.
Dieses wird im folgenden auch als vertikales Tangentialbiindel bezeichnet.

Desweiteren folgt aus dem Beweis des obigen Satzes, dafl Blétterungskarten ins-
besondere lokale Trivialisierungen fiir das vertikale Tangentialbiindel F liefern: Ist
(U, ¢) eine Blétterungskarte, so gilt F|y = ker(T'(prgq op)), und unter dem Vek-
torbiindel-Isomorphismus T'(¢)|y : T(M)|y —— T(R" x R?) 148t sich F|U mit
dem trivialen Biindel ker T'(prg,) identifizieren.

Beispiele 2.1.3. (i) Jede glatte Mannigfaltigkeit besitzt eine (triviale) Blétte-
rungsstruktur der Kodimension Null; die Blétter sind dann gerade die Zu-
sammenhangskomponenten der Mannigfaltigkeit. Alle Aussagen iiber Blétte-
rungen lassen sich somit auch auf gew6hnliche Mannigfaltigkeiten iibertra-
gen.

(ii) Eine glatte (surjektive) Submersion p : M™ —— N9 definiert eine Blétterung
(M, F) mit F = ker (TM %% TN).
Es ist leicht zu sehen, dafl F integrierbar ist: Sind X,Y Vektorfelder mit
Werten in F, so sind X und Y per Definition p-adaptiert zum Nullvektorfeld,
d.h. es gilt T'(p) - X =0 =T(p) - Y. Nach [Hel78, Chapter I, Prop. 3.3] gilt

dann jedoch
T(p) : [X7 Y] = [T(p) : X,T(p) ) Y] = [070] =0,

also [X,Y](x) € ker T'(p), fiir alle z € M.

Fiir spiatere Anwendungen sei jedoch auch direkt eine Moglichkeit angege-
ben, den Blatterungsatlas in dieser Situation zu bestimmen:

Aufgrund der lokalen Form von Submersionen gibt es zu jedem Punkt x € M
mit y := p(z) € N Karten (U, ¢) um z in M und (V,9) um y in N, so dafl
o(U) =Up x Uy CR" x R? und (V) = Vo D Uy gilt, und so dafl die
Abbildung ¢ o po ¢! : Uy x Uy —— Vo mit der Projektion (z,y) — y
iibereinstimmt.

Diese lokalen Karten (U, ¢) fiir M bilden dann einen glatten Blédtterungs-
atlas. Sind nimlich mit (U, ) und (U, @) wie oben Karten fiir M gegeben,
und sind zu m € U N U die entsprechenden Karten (V) und (V%) um
p(m) € N gewihlt (wobei ggf. zu einer Verkleinerung von U bzw U iiberge-
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gangen werden muB), so gilt fiir (z,y) € ¢(U) mit (Z,7) := (po o 1) (z,y):

y = opo@ ) (&,7)
( “loy)opodto(goph))(x,y)
Ho(popop ™)) (z,y)

)()

Somit sieht man, dafl der Kartenwechsel % o ¢! lokal von der Form (f) ist,

(o
(%o '
((
%

was zu zeigen war.

Im Fall einer surjektiven Submersion sind die Blétter gerade die Zusammen-
hangskomponenten von M. = p~!(c) fiir ¢ € N, und die durch den Blitte-
rungsatlas definierte glatte Struktur auf jedem Blatt stimmt mit der glatten
Struktur als Untermannigfaltigkeit von M iiberein. Die Einschréinkung des
Unterbiindels F auf ein Blatt L 148t sich mit dem Tangentialbiindel von L
identifizieren.

Spezielle Beispiele fiir Blatterungen, die durch eine Submersion gegeben sind,
werden der in spéateren Kapiteln konstruierte Deformationsgruppoid G, der
zugehorige homogene Raum G /K sowie das Faserprodukt G x G/K sein.

Definition 2.1.4. Ist die Blitterung (M, F) durch eine surjektive Submersion
M —— B (mit zusammenhéngenden Fasern) gegeben, so wird der glatte Grup-
poid

Hol(M,F) =M xp M
aus 1.1.3 (3) als Holonomie-Gruppoid von (M, F) bezeichnet.

Bemerkung 2.1.5. Die ad-hoc-Definition des Holonomie-Gruppoiden in der obi-
gen Situation ist alles, was im weiteren Verlauf der Arbeit verwendet wird. Es sei
angemerkt, dafi zu jeder beliebigen Blitterung (M, F) der Holonomie-Gruppoid
konstruiert werden kann. Ist die Bliatterung aber wie in obiger Situation durch ei-
ne surjektive Submersion (mit zusammenhéngenden Fasern) gegeben, so liefert die
allgemeine Konstruktion gerade den Gruppoiden M x g M, da solche Blatterungen
triviale Holonomie haben. Man vergleiche z.B. [MMO03, 5.8 (1)].

Im allgemeinen ist der Holonomie-Gruppoid einer Bléatterung ein glatter Grup-
poid, dessen Totalraum nicht Hausdorffsch sein muf}. Fiir eine surjektive Submer-
sion M —— B ist das Faserprodukt M xp M jedoch immer eine Hausdorff-
Mannigfaltigkeit.

Die universellen Konstruktionen der linearen Algebra lassen sich insbesondere auf
das vertikale Tangentialbiindel F einer geblétterten Mannigfaltigkeit (M,F) an-
wenden:
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Das duale Biindel F* zu F sei als vertikales Kotangentialbiindel bezeichnet, das
durch das k-fache duBere Produkt hieraus entstehende Biindel A*F* als Biindel
der alternierenden vertikalen k-Formen und A*F* := @) _, A*F* als vertikales
auferes Biindel (wobei r = rk F ist).

Eine (glatte) reellwertige vertikale Differentialform auf M ist ein glatter Schnitt
w: M — A"F*.

Analog seien vertikale k-Formen auf M definiert; die Menge aller vertikalen Dif-

ferentialformen (bzw. k-Formen) sei mit Q*(M,F) (bzw. QF(M, F)) bezeichnet.
Unter punktweisem Dachprodukt ist Q*(M, F) eine Algebra.

Genauso lassen sich auch andere Konzepte der Geometrie auf geblédtterte Mannig-
faltigkeiten iibertragen:

Besitzt F eine Riemannsche Struktur, d.h. ist F ein euklidisches Vektorbiindel, so
a8t sich F kanonisch mit dem vertikalen Kotangentialbiindel identifizieren, und
letzteres erhilt unter dieser Identifikation ebenfalls eine Riemannsche Struktur.

Eine Riemannsche Struktur ermoglicht ebenfalls eine Identifikation des Biindels
AR F* mit dem dualen Biindel (A*F*)* und es 18t sich eine Riemannsche Struktur
auf A* F* und somit auch auf A*F* definieren. Ist e, . . . , e, eine Orthonormalbasis
von F, so bilden die Elemente e;; A ... ANe; fiir 1 < i3 < ... < i < r eine
Orthonormalbasis von AFF#, und A*F; = @)—, A¥F} ist als orthogonale Summe
euklidischer Vektorraume ebenfalls ein euklidischer Vektorraum.

Hierdurch wird ein inneres Produkt auf den vertikalen Differentialformen mit
Werten in den glatten Funktionen auf M definiert.

Die Riemannschen Strukturen definieren in kanonischer Weise auf den Komple-
xifizierungen der oben beschriebenen vertikalen Biindel die Struktur von glatten
hermiteschen Vektorbiindeln.

Bezeichnet ¢ — £* die komplexe Konjugation auf 7* ® C, so definiert die hermi-
tesche Struktur eine quadratische Form auf 7* ® C durch

Q(§) = (£",8)-

Zu dieser quadratischen Form kann das assoziierte Clifford-Biindel C/(F*) gebildet
werden; faserweise ist C/(F*), die Clifford-Algebra zu F; @ C.

Wie in Anhang B beschrieben, wird die Clifford-Algebra beziiglich der Relation
£-&=Q(&) -1 gebildet; dies ist die Konvention, wie sie in den Arbeiten von Kas-
parov verwendet wird. (Es sei angemerkt, dafl in der Literatur Clifford-Algebren
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zum Teil auch durch die Relation & - £ = —Q(&) - 1 definiert werden. Im Fall eines
komplexen Vektorraums setzt sich die Abbildung v — iv zu einem Isomorphismus
der unterschiedlich definierten Clifford-Algebren fort.)

Proposition 2.1.6. Das vertikale Clifford-Biindel C{(F*) ist ein Biindel von C*-
Algebren iiber M.

Beweis. Die Struktur als Biindel von C*-Algebren ist durch eine Darstellung auf
dem (vertikalen) duferen Biindel A*F* @ C wie folgt definiert: Fiir £ € F; ® C
bezeichne

A :NF,9C— ANF;®C,

den durch A\¢(w) := £ Aw gegebenen Operator, und )\2 sei der adjungierte Operator
zu \¢ beziiglich des Skalarprodukts auf der dufleren Algebra.
Sind wy, ..., w, € F; ® C, so gilt

k

A(wi AL Awg) = (=1 wi) s wn Ay A wg
=1

inbesondere ist die Zuordnung £ — )\2 antilinear. Es gilt )\g =0= ()\Z)Q und

(e + M) = Q(E) - id.

Letzteres sieht man wie folgt: Ist ey, ..., e, eine Orthonormalbasis von F; ® C mit
ej = ej,sogilt fiir { = 7% aj-e; und £ = Y77, @;-¢; zunéichst Nex = > et ajAy,

aufgrund der Antilinearitét von A*, und es folgt

e+ A5 = AAE + A0 e = D ajar - (A, Al + A5 Ae)-
gk=1

Durch Nachrechnen auf der Orthonormalbasis e;; A ... Ae;, fiir i; <... <4, und
0 <p<rvon A*F; ® C erkennt man, dafl

AejAe, tAgAe; =0 fiir j#k und A AL + A2 Ae; =id

€j ek €j’te;

gilt. Somit ergibt sich

T

Ae+ A= _ad)-id=Q(¢) -id.
j=1
Aufgrund der universellen Eigenschaft von Clifford-Algebren setzt sich die Abbil-

dung
Fr@C—— LINF; ®C), & A+ N
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zu einem Algebrenhomomorphismus
CUF;) — LIN'F;®C)

fort. Mit der durch diese Darstellung gegebenen Norm und Involution ist CL(F})
eine C*-Algebra, und C/(F*) wird zu einem Biindel von C*-Algebren iiber M. [

Bemerkung 2.1.7. Genau wie oben kann man auch berechnen, dafl die Identitét
Ma — A2 =—-Q(8)-id  fir alle a € Ff ® C

gilt. Desweiteren kann man zeigen, dafl fiir alle £ € F; und a € F* @ C die
Operatoren \;¢ — )‘EE)* und A, + A}. antikommutieren:

Dazu sei wieder eq,...,e, eine Orthonormalbasis von F; ® C mit €] = e;
gewihlt; da (i€)* = —i& gilt, kann ohne Einschriankung angenommen werden, dafl
i§ = c- e fiir c=ill¢]] € Cgilt. Ist a = >""_, a; - e; und somit a* =Y %_, a; - e,
so folgt

Mo+ X =Y aj - (Ae; +A5) und Nig — Ny = ¢+ ey — AZ)
j=1

aus der Tatsache, dal die Zuordnung a — A, linear und a — A} antilinear ist. Es
geniigt daher zu zeigen, dafl die Operatoren (A, + A7) und (Ae, — A7) fiir alle
7 =1,...,r antikommutieren.

Fiir j = 1 folgt dies durch direktes Nachrechnen unter Ausnutzung von )\21 =
0 = (M) Ist j # 1, so sieht man durch Anwenden der Operatoren auf die
Orthonormalbasis e;; A ... Ae;, fiir i3 < ... < ip und 0 < p < r, dafl sowohl
AeiAe; = —AejAey als auch Aey Ao = —AZ Ae; gilt. Fiir die adjungierten Operatoren
gilt dann ebenfalls AJ Al = —AZ AL und A Ag, = —AL Ae;, und es folgt wie
behauptet

(Nie — >(kz‘§)*>()‘a + ) = —(Aa + A% ) (Nie — X(kig)*).

Diese Identitédten werden spéter zur Berechnung der Symbole gewisser Pseudodif-
ferentialoperatoren genutzt.

Allgemein gilt fiir ein hermitesches Vektorbiindel iiber (M, F):

Satz 2.1.8. Es sei p: M —— B eine glatte surjektive Submersion (mit zusam-
menhdngenden Fasern) und (u)icp eine glatte Familie von Mafen auf M. Ist
E —— M ein glattes hermitesches Vektorbiindel, so besitzt der Raum T'.(M, E)
der glatten Schnitte mit kompaktem Trager die Struktur eines Prd-Hilbert-C2°(B)-
Moduls. Dieser lift sich zu einem Hilbert-Co(B)-Modul L*(M, E) vervollstindi-
gen.
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Beweis. Fiir ¢ € C2°(B) definiert ¢ o p eine glatte beschriankte Funktion auf M,
und durch punktweise Multiplikation

I'e(M,E) x C(B) — T'e(M, E), (§¢) —¢&-(pop)

wird I'.(M, E) zu einem rechten C2°(B)-Modul.
Es bezeichne (-,-)g, das hermitesche Produkt auf E, fir z € M. Fiir zwei
glatte Schnitte mit kompaktem Triger {,n € T'.(M, E) definiert die Zuordnung

z = ({(2),n(2)) B,

eine glatte Funktion auf M mit kompaktem Trager. Integration nach der glatten
Familie von MaBlen (u¢):cp liefert eine glatte Funktion mit kompaktem Triiger
(€,m) € C(B), wobei

(Em)(t) = / @) @) dpla)

gilt. Hierdurch wird ein inneres Produkt auf I'.(M, E) definiert, welches linear in
der zweiten Komponente ist und die Bedingungen

En-0)=&m -0, (&m* =g sowie (£&) >0 inCo(B)

erfiilllt. Da C°(B) C Cp(B) eine dichte *-Unteralgebra ist, zeigen Standard-
Argumente (man vgl. etwa [RW98, Lemma 2.16]), daf sich I'.(M, E) zu einem
Hilbert-Co(B)-Modul L?(M, E) komplettieren lift. O

Bemerkung 2.1.9. Der Hilbert-Cy(B)-Modul L?(M, E) 1i8t sich auch als (ober-
halb) stetiges Feld von Hilbertrdumen iiber B auffassen. Bezeichnet M; das durch
p~1(t) definierte Blatt von (M, F), so 1t sich die Faser dieses Feldes in t € B
mit L2(My, E|pr,, pe) identifizieren.

Es sei fiir den Moment angenommen, dafi es zu der surjektiven Submersion mit
zusammenhingenden Fasern p : M —— B einen Spalt (d.h. eine glatte Abbildung
w : B—— M mit pou = id) gibt, so da} sich B mit einer abgeschlossenen
Untermannigfaltigkeit von M identifizieren 148t.

Nach 1.3.16 ist X := M = M xp B eine Aquivalenz der glatten Gruppoide
M xp M und B=DB xp B. Bezeichnet (u¢)icp wieder eine glatte Familie von
Mafen fiir die Submersion M —2—~ B, so definiert A = (Hp(y) Jyem ein glattes
linkes Haarsystem auf M xpg M. Die Familie von Punktmafien auf B=B xg B
ist ein glattes linkes Haarsystem des Gruppoiden B.

Setzt man 2 := End(E), B := End(F)|pxzp und € := End(F)|x, so sind A
und B Fell-Biindel iiber den Gruppoiden M x g M bzw. B, und das Paar (X, €) ist
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eine (M xp M,)-(B,%B)-Aquivalenz im Sinne von 1.3.15. Die Operationen auf
dem Pra-Imprimitivitdtsbimodul Xy := T'.(X, &) aus 1.3.17 sind dann gegeben
durch

(9@t = [ fewob(wo) @) duw)
yeMy
(ﬁg)(w,t) = f(x,t)Og(t>
2z y) = (@) (y,p®)) © n(y,p)* = &z, py)) oy, py))*
Emmi = | gt o) dpu(a)

fir fel(M xp M,2A)=:2, g€ Te(B,B) =:Bound &,n € (X, E).
Unter Ausnutzung der Morita- Aquivalenz aus 1.3.17 kann man in dieser Situation
zeigen:

Satz 2.1.10. Die Gruppoid-C*-Algebra C*(M xp M,End(FE)) ist isomorph zur
Algebra der kompakten Operatoren auf L?>(M, E).

Beweis. Fir f € To.(M xp M,End(E)) und g € T'.(M, E) setze man
((f)@)(@) == (frg)(x) = / FOH(g(r()) dAa()
YEMXBM)qs
= / f(@,y)(9(v)) d i) (y) € Es.
My ()

Dann ist 7(f)(g) ein Element von I'.(M, E), denn die Abbildung

MxpM — S'EQr*E*Qr*E — s*F,
(y, ) > f(z,y) ®g(y) = f(z,y)(9(v)

ist ein glatter Schnitt. Durch Integration nach dem (rechten) Haarsystems erhélt
man somit einen glatten Schnitt von M mit Werten in E, dessen Trager kompakt
in M ist. Man rechnet direkt nach, dafl durch

@ :To(M xg M,End(E)) — L(L*(M,E)), f+ o(f)

eine stetige *-Darstellung definiert wird.
Fiir f1, fo € To.(M, E) ist fo ® f1, definiert durch

(f2© f)(2,y) = fa(x) - (1), )

ein Element von I'.(M xp M,End(E)), und die Elemente dieser Form erzeugen
einen dichten Unterraum beziiglich der induktiven Limes-Topologie.
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Ist g € L?(M, E), so folgt aus der Definition von ¢ und der Beschreibung des
Skalarprodukts auf L?(M, E)

(20 f)(9)(x) = fax)- (f1,9)(pr(z))
= (f2-(f1,9))(2)
= ﬁf2,f1(g)(x)'

Das Bild von ¢ liegt daher (dicht) in den kompakten Operatoren auf L*(M, E).
Wiihlt man eine treue Darstellung K(L?(M, E)) — L(H) auf einem (separablen)
Hilbertraum, so folgt aus dem Desintegrationssatz 1.3.13, dal die Operatornorm
lo(+)]| durch die C*-Norm auf C*(M xp M,End(FE)) majorisiert wird. Die Dar-
stellung ¢ 148t sich daher zu einer x-Darstellung

@ : C*(M xg M,End(E)) — L(L*(M, E))

fortsetzen, deren Bild gerade die kompakten Operatoren KC(L?(M, E)) sind.

Es bleibt die Injektivitit dieser Fortsetzung zu zeigen. Hierzu nutzt man die
Tatsache, dal C*(M xp M,End(E)) = C*(M xp M,2) nach 1.3.17 Morita-aqui-
valent zu C*(B,End(F)|p) = C*(B,*B) ist.

Da der Gruppoid B trivial und die Einschrinkung End(F) ein Biindel von C*-
Algebren iiber B ist, gilt C*(B,End(F)|g) = Co(B,End(F)|p). Die Abbildung

0: Co(B,End(E)|p) — L(L*(B,E|p)), o(h)(g)(t) = h(t)(9())

ist eine treue *-Darstellung. Bezeichnet ¥ die Morita-Aquivalenz aus 1.3.17, so
geniigt es zu zeigen, dafl die Darstellung ¢ unitér dquivalent zur induzierten Dar-
stellung X — Ind p ist, denn mit g ist dann auch ¢ injektiv.

Die Abbildung

D FC(X7 QE) ®FC(B,%) Pc(BvE‘B) - Fc(Mv E)v (I)(f b2 h)('r) = f(l’,t)(h(t))

erhélt die inneren Produkte, denn fiir 1,& € T'o(X, &), hi,he € T'o(B, E|p) und
t € B gilt
(&1 ® h1,62 @ ha)(t) = (P(& @ h1), P(§2 ® ha) ) (1),

wie man mithilfe der Formeln fiir die Operationen auf Xy = I'.(X, €) nachrechnet.
AuBerdem ist das Bild von & faserweise dicht und invariant unter Multiplikation
mit Funktionen aus Cy(B); nach Fells Kriterium 1.2.6 liegt das Bild von ® al-
so dicht in L?(M, E). Die Abbildung ® liBt sich daher zu einem isometrischen
Isomorphismus

®: X ®c(pw) L*(B, E|lg) — L*(M,E)

von Hilbert-Cy(B)-Moduln auf die Vervollstandigungen fortsetzen.
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Nach Definition der induzierten Darstellung gilt dann fiir f € I'.(M x g M, ),
el (X,€) und h € T'.(B,E|p)

(X~ Indo) (NE@ M) = B((f &) @ h)(x)
= (O x<w>
- /E o (5 1))(h(1)) d ()

My

Y

_ /’ (€ © 1) (y)] d ju(y)
ye M,

= (p())(@(E © ) ().

o~

Unter dem Isomorphimus ® ist daher X — Ind ¢ unitér dquivalent zu ¢, was noch
ZU zeigen war. ]

Fiir die Konstruktion des Dirac-Elements ist insbesondere der Hilbertmodul der
quadrat-integrierbaren Differentialformen einer geblatterten Mannigfaltigkeit von
Interesse. In der Situation von 2.1.8 gilt:

Satz 2.1.11. Besitzt das durch die Submersion definierte Unterbindel F eine
Riemannsche Struktur, so wirkt die Algebra der im Unendlichen verschwindenden
stetigen Schnitte I'o(M, CL(F*)) durch adjungierbare Operatoren auf dem Hilbert-
modul L?>(M,\*F* ® C) der quadrat-integrierbaren vertikalen Differentialformen.

Beweis. Ist £ : M —— T*F* ® C ein glattes komplexwertiges Kovektorfeld, so
wirkt £ punktweise durch A¢+A¢. auf I'e(M, A*F*®C). Die Zuordnung ist C5°(M)-
linear, und aufgrund der universellen Clifford-Eigenschaft 148t sie sich auf die
Algebra der glatten Schnitte von CL(F*) fortsetzen.

Ist x ein solcher Schnitt und sind w,n glatte vertikale Differentialformen mit
kompaktem Trager, so gilt

Ix(@)* = Sup/ Xz (W(2)), Xa(w())) d iz ()
€M,

teB

teB
< IiE - wll?

< sup/;h[HXHV@Kw%wC@>dudw)

sowie (x(w),n) = (w, x*(n)), da CL(F*) faserweise auf A*F* @ C durch adjungier-
bare Operatoren wirkt. Die glatten Schnitte mit kompaktem Trager ins vertikale
Clifford-Biindel wirken also durch adjungierbare Operatoren auf L*(M, A* F*®C).

Da I'°(M,CL(F*)) beziiglich der Supremumsnorm dicht in I'o(M,Cl(F*))
liegt, 148t sich sich diese Darstellung auf T'g(M, CL(F*)) fortsetzen. O
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Es stellt sich natiirlich die Frage, unter welchen Voraussetzungen eine glatte Fa-
milie von Maflen auf M existiert. In der klassischen Situation einer glatten Man-
nigfaltigkeit kann das Integral glatter Funktionen (mit kompaktem Tréiger) iiber
eine Volumenform bzw. mithilfe einer Riemannschen Struktur definiert werden.
Ist die Mannigfaltigkeit orientierbar und Riemannsch, so liefern beide Definitio-
nen dasselbe Integral; vgl. [War83, 4.10].

Definition 2.1.12. Es sei (M, F) eine geblétterte Mannigfaltigkeit mit rk F = r.
Ein nirgends-verschwindender glatter Schnitt

w: M — ANTF*

heifit eine vertikale Volumenform auf (M, F). Die Blatterung (M, F) heifit (verti-
kal) orientierbar, falls eine vertikale Volumenform existiert.

Ist (U, ¢) eine Blétterungskarte der vertikal orientierten geblétterten Mannigfal-
tigkeit (M, F) mit Koordinatenfunktionen (z',...,2",y',...,%9), so bilden die
(vertikalen) Vektorfelder %, el % einen lokalen Rahmen fiir F|y. Die Karte
heifit positiv (orientiert), falls in jedem Punkt p € U die durch diesen Rahmen
gegebene Basis von F), positiv orientiert ist.

Ist eine weitere Blétterungskarte (U , 45) gegeben, deren Koordinatenfunktionen

mit (F!,... ,i:f"ﬂl, ..., 9J?) bezeichnet seien, so folgt aus der speziellen Gestalt der
Blétterungskarten, dafl ggﬁ = 0 und somit
a . " Ox? 0
97" = 2 oa " gl

fiir alle p € UNU gilt. Ist ((7, ) ebenfalls positiv, so gilt det(gg-) >0aufUNT.
Beziiglich der positiven Karte (U, ¢) ldfit sich die vertikale Volumenform w
lokal in der Form

wy =hy-dzt AL Ada”

mit einer strikt positiven, glatten Funktion hy auf U schreiben.

Besitzt das vertikale Tangentialbiindel F eine Riemannsche Metrik, so sind fiir eine
Blitterungskarte (U, ¢) mit Koordinatenfunktionen wie oben die Komponenten
der Riemannschen Metrik definiert durch

0 0
Gijlp = <%|p, @\p%;

diese sind glatte Funktionen auf U mit g;; > 0. Setzt man G := det(g;;), so ist
dies ebenfalls eine glatte Funktion auf U, und es gilt G > 0, da die Matrix (g;;)
positiv und symmetrisch ist.
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Satz 2.1.13. Ist (M, F) vertikal orientiert und besitzt F eine Riemannsche Struk-
tur, so kann eine vertikale Volumenform w auf M dadurch definiert werden, dafs

fiir jede positive Blitterungskarte (U, ¢)
wy =G2dz' AL A da"

gilt, wobei (x',... 2", y*, ..., y%) die Koordinatenfunktionen von (U, $) sind. Die
durch w definierte Orientierung von (M, F) stimmt mit der urspriinglich gegebenen

iberein.

Beweis. Nach den oben angestellten Uberlegungen ist nur noch zu zeigen, daf die
lokale Definition von w vertriglich mit Kartenwechseln ist.
Sind (U, ¢) und (U, ¢) zwei positive Blitterungskarten mit Koordinatenfunk-

tionen (x17'” ’xr’y17""yq) bzw. ({tlw“ 7‘%T7g17"')gq)7 SO gllt auf UﬂU
0 = ox? oz’ . 0 o
ozt oxt'? 9xi'?
7j=1
und somit
i = ( o 0 - L YO Y 8 "ok ox
95 = \ozi> 97! ~ = 07 OF 8:1:“ 8xl o 97 oag Ikl

Hieraus folgt

8afi 2 81’1
0 )7 - det(gi) = [det(ai,j

G = det(3i5) = [det( V-G

gg;) > 0. Somit ergibt

Da beide Blitterungskarten positiv orientiert sind, ist det(
sich (G)Y/? = det(az ) - G2 und es folgt
wyng = (GV2dE AL Add
ox’
G'/?. det (5 ) di' A AdE

= GY2da'A...Ad2",

wobei die letzte Identitit sich aus dem Transformationsverhalten von Differenti-
alformen unter Kartenwechsel ergibt. O

Im folgenden sei die Blitterung (M, F) wieder durch eine surjektive Submersion
p: M —— B mit zusammenhingenden Fasern gegeben. Die Einschrinkung von
F auf die Faser M; = p~!(t) 1a8t sich mit dem Tangentialbiindel der Faser iden-
tifizieren.
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Ist w eine vertikale Volumenform auf (M, F), so definiert sie eine Orientierung
auf dem Biindel F, und die Einschrankung w; = w|yy, ist eine Volumenform auf
der r-dimensionalen Mannigfaltigkeit M; (wobei wieder r = rk F sei).

Fiir eine glatte Funktion mit kompaktem Triger f € C°(M) ist f - w; eine
glatte r-Form mit kompaktem Trager auf M;, und die Zuordnung

m(/Mfw)(t):: [t

ist eine wohldefinierte Abbildung auf B. Insbesondere ist f — | 2, - we eine nicht-
triviale positive Linearform. Somit definiert eine vertikale Volumenform eine treue
Familie von Maflen (u;)iep auf M mit supp pe = M. Es gilt:

Satz 2.1.14. Die durch eine vertikale Volumenform w : M —— AFF* definierte

Familie von Maflen fiir M —2, B st glatt. Lokal sind die Mafle dquivalent zum
Lebesgue-Maf$ auf R".

Beweis. Es sei (U, ¢) eine (positiv orientierte) Blétterungskarte vom Typ (1) mit
#(U) = Uy x Uy C R” x RY und Koordinatenfunktionen z',..., 2", y%, ..., yo.
Desweiteren sei (V1) eine Karte fiir B mit V' 2 p(U), so daf das Diagramm

U U1 X UQ
p Pro
(0
4 (V)

kommutiert. Es existiert eine glatte Funktion h > 0 auf U, so da8 fiir die Ein-
schrinkung der vertikalen Volumenform

wlp=h-dz' A Ada”
gilt. Ist f € C°(M) mit supp(f) C U, so gilt fiir alle t € p(U)
f'wt—/ (foo ™) - (hogp ™ Hdal A...Ada".
My Uy
Die Funktion
Uy Xp(U) — (C,

(1, zpt)  —  (food ™ (hod ™ V)(a1,...,z, (1))

ist glatt, und als ein von einem Parameter abhéngiges Integral ist dann auch die
Abbildung ¢ — | v, f - we glatt fiir alle ¢ € p(U). Durch Wahl einer geeigneten
offenen Uberdeckung von M durch Blétterungskarten mit einer untergeordneten
Partition der Eins folgt dann die Aussage des Satzes. O
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Ist (M,F) eine vertikal orientierte gebldtterte Mannigfaltigkeit und (eq,... e;)
eine orientierte Orthonormalbasis von F; im Punkte x € M beziiglich einer Rie-
mannschen Struktur auf F, so bildet die Familie der Dachprodukte e;; A... Ae;,
fir 1 <i4; < ... <1, <r eine Orthonormalbasis von APF;. Durch

*(eil /\.../\eip) =e€j /\.../\ejrfp,

wobei {i1,...,0p, j1,-- -, Jr—p} = {1,...,r} gilt und e;; A... Aej, Aejy Ao Nej
positiv orientiert ist, wird eine lineare Abbildung

i \PFF — NP

definiert. Die faserweise definierten Homomorphismen sind unabhéngig von der
Wahl der orientierten Orthonormalbasis. Die lokal beziiglich eines (positiv ori-
entierten) orthonormalen Rahmens gegebenen Abbildungen verkleben daher zu
einem Vektorbiindelhomomorphismus x : APF* —— A""PF*,

Definition 2.1.15. Der Vektorbiindelhomomorphismus x definiert fiir alle 0 <
p < r einen C°°(M)-linearen glatten Homomorphismus

K QP(M,F) — Q"P(M,F), (Fw)(z):=*(w(x)).

Der Operator
= P (M, F) — Q" (M, F)
p=0

auf den glatten vertikalen Differentialformen von (M,F) heiit der (vertikale)
Hodge-*-Operator auf (M, F).

Der vertikale Hodge-x-Operator hat die gewohnten Eigenschaften; so gilt z.B.
K TP oxP = (—1)P0P) L id

Nichstes Ziel ist es, die deRham-Ableitung vertikaler Differentialformen auf einer
geblatterten Mannigfaltigkeit zu definieren. Dazu sei zunéchst die lokale Situation
betrachtet:

Auf einer offenen Teilmenge U = Uy x Us von R” x RY sei eine Blédtterung durch
die Projektion pry : R” x R? —— R? auf die zweite Komponente definiert. Das
vertikale Tangentialbiindel F von U a8t sich mit dem trivialen Biindel U x R"
identifizieren. Jede glatte vertikale Differentialform auf U ist von der Form

w= Y frday,

Jg{lv'"vr}
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wobei f; eine glatte Funktion auf U und dz; = dxj;, A... Adx;, fir die Teilmen-
ge J ={j1 < ... <jr} CA{1,...,r} ist. In diesem einfachen Fall 1483t sich jede
vertikale Differentialform insbesondere auch als gewohnliche Differentialform auf
U auffassen. Jede glatte vertikale p-Form ist eindeutig bestimmt durch ihre Werte
auf glatten vertikalen Vektorfeldern.

Durch
0
R SIS dexjAde
JCA{1,...,r} 5=1

wird ein linearer Operator
dv QO (U, F) — Q*(U, F)

definiert; dieser wird als vertikale deRham-Ableitung bezeichnet.

Die vertikale deRham-Ableitung erfiillt wie das gewthnliche deRham-Differential
die folgenden Eigenschaften, wodurch der Operator d¥ eindeutig charakterisiert

wird:
(i) d¥Qr(U, F) C QPYY(U, F) fiir p > 0.

(i) Ist f € QOU, F) = C=(U), so ist d¥ f die vertikale 1-Form, welche durch
dY f(X) = X f fiir jedes vertikale Vektorfeld X auf U gegeben ist.

(iii) dYod” = 0.

(iv) d¥(w1 Aws) = (A¥wi) Aws + (=1)P - wy A (dY wo) fiir wy € QP(U, F) und
wy € XU, F).

Es ist klar, daB8 der Operator d¥ vertikale Differentialformen mit kompaktem
Tréger in ebensolche iiberfiihrt.

Wie bereits oben erwéhnt, ist jede vertikale p-Form eindeutig durch die Werte
auf vertikalen Vektorfeldern bestimmt. Ist w eine vertikale p-Form auf U und sind
X1,... Xpq1 vertikale Vektorfelder, so gilt

p+1
(p+1)-d’w(X1,... Xp11) = Z(— VX w(X, . X X 1)

A~

+Z H']w XZ,X]Xl,...,Xi,...,Xj,...,Xp+1).
1<J

Dabei ist X; - w(Xq,... X, Xpt1) die glatte Funktion auf U, welche durch
Richtungsableitung der Funktlon w(X1,..ny X, ..., Xp+1) nach dem vertikalen
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Vektorfeld X; gegeben ist, und im zweiten Summanden wird ausgenutzt, daf die
Lie-Klammer zweier vertikaler Vektorfelder ebenfalls ein vertikales Vektorfeld ist.
Die Aussagen sind bekannt aus der Theorie glatter Mannigfaltigkeiten.

Um zu zeigen, daB die lokale Beschreibung von dY einen wohldefinierten Operator
auf einer geblitterten Mannigfaltigkeit (M, F) definiert, ist das Verhalten unter
dem Kartenwechsel beziiglich Blatterungskarten zu untersuchen:

Lemma 2.1.16. Sind U = Uy x Uy sowie V. = Vi x Vu offene Teilmengen von
R" x R? und ist u : U —— V ein Diffeomorphismus, welcher von der Form
w(z,y) = (g(x,y),h(y)) ist, so ist das vertikale deRham-Differential vertriglich
mit der Abbildung i, d.h. es gilt p*(d¥ w) = dY(u*w) fir jede vertikale Differenti-
alform w auf V.

Beweis. Unter der Identifikation T(U) = T'(Uy) & T(Us) gilt
Fu={(X,0)eT(U) | X e T(Uh)}.

Die Ableitung von p in einem Punkt (z,y) € U ist dann von der Form

0, 0
dps = [ #lew aylen |
o 0 Flew

Es folgt, daf die Einschriankung von d p auf die vertikalen Tangentialbiindel einen
Vektorbiindelmorphismus d p : Fiy — Fy und das Zuriickziehen einer vertikalen
Differentialform auf V' mit p eine vertikale Differentialform auf U definiert.

Da p ein Diffeomorphismus ist, ist fiir ein vertikales Vektorfeld X auf U auch
Y =dp- X, definiert durch

Yy = Ay (X)),

ein vertikales Vektorfeld auf V. Zwei Vektorfelder X und Y, welche diese Bedin-
gung erfiillen, heifilen p-adaptiert. Aquivalent zu obiger Bedingung ist, daf die
Identitét

Yflop=X(fop) firalle feC®(V)

gilt. Sind X7, Xo vertikale Vektorfelder auf U und ist V; = dpu - X; das zu X;
p-adaptierte Vektorfeld, so sind auch [X7, Xs] und [Y7,Ys] p-adaptiert, d.h. es
gilt [Y7,Y2] =dp- [X1, X3]. Da die vertikalen Tangentialbiindel integrierbar sind,
sind die Lie-Klammern definitionsgeméf vertikale Vektorfelder auf U bzw. V. Fiir
Details iiber adaptierte Vektorfelder vergleiche man z.B. [Hel78, Chapter I, Prop.
3.3]. Da p ein Diffeomorphismus ist, ist jedes vertikale Vektorfeld auf V' u-adaptiert
zu einem vertikalen Vektorfeld auf U.
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Ist w eine vertikale p-Form auf V', so ist ihr Pullback als vertikale p-Form fest-
gelegt durch die Werte auf vertikalen Vektorfeldern. Sind X; und Y; p-adaptierte
(vertikale) Vektorfelder auf U bzw. V, so gilt

:U‘*w(Xla"'?Xp) :w(YVl"_.’YVp)o‘u,

Andererseits ist das deRham-Differential gegeben durch

p+1
(p+ 1) : de(Yla s 71/})—0—1) - Z(_ )H—ly 'w(}/ia s 7)/;7 s 7Y20+1)

+Z D[V, Y], Vi, Y, Y, Yg).

1<J
Somit gilt fiir das Pullback
p“*(de)(Xlw"?Xp+l) = de(yvlv-“ayvarl)O/«L
1 p+1 ‘
= (YT e V) o
i=1

-I—Z 1)Hw(] Vi, Y], Yl,...,ﬁ,...,n,...,Yl,+1)o,u).
1<J

Berechnet man nun das deRham-Differential von p*w, so erhélt man

. 1 . )
AV w) (X1, Xpr1) = P+l <Z(_1)H—1Xi C(w) (X, Xy X )
i=1
+> (1) (u [XZ,X]Xl,...,Xi,...,Xj,...,Xerl))
1<J
1 p+1 ‘
- ]m ' (Z(_l)H—le ' (w(Ylv s 7}/;57 s 7}/p+1) O:u)
=1

+Z H—Jw Vi, Y5, Yl,...,}A/i,...,Yj,...,Y'erl)ou).
1<j

Dabei wird im letzten Schritt ausgenutzt, dafl auch die durch die Lie-Klammern
[X;, X;] und [Y;, Y]] definierten vertikalen Vektorfelder p-adaptiert sind. Fiir alle
i1=1,....,p+ 1 gilt

fi ::w(Yl,...,}A/Z',..., p+1)€(] (V)

Da X; und Y; p-adaptiert sind, folgt X; - (f; o u) = (Y; - f;) o u. Dies zeigt die
Identitét p*(dY w) = dY(p*w) und somit die Aussage des Lemmas. O

Mit diesen Vorbereitungen erhilt man sofort:
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Satz 2.1.17. Ist (M,F) eine glatte geblitterte Mannigfaltigkeit, so liefert das
lokal in Blitterungskarten der Form (1) definierte deRham-Differential eine wohl-
definierte Abbildung

v V(M) — QY(M).
Die Einschrinkung von d¥ auf ein Blatt L entspricht dem gewéhnlichen deRham-
Differential dy, auf L, d.h. fiir eine vertikale Differentialform w € Q*(M,F) gilt

(d¥w)| = dp(wlp).

Beweis. Die Blitterung (M, F) besitzt eine Uberdeckung durch Blitterungskarten
der Form (f). Nach dem vorausgehenden Lemma ist das lokal definierte deRham-
Differential vertikaler Differentialformen fiir je zwei solche Karten vertréaglich mit
den auftretenden Kartenwechseln. Die lokalen Operatoren verkleben somit zu ei-
nem wohldefinierten Operator

v QV(M, F) — Q“Y(M, F).

Die Mannigfaltigkeitsstruktur eines Blattes L C M ist iiber die Platten in L
definiert. Ist (U, ¢) eine Blétterungskarte der Form (1), also ¢(U) = Uy x Uy, und
P die durch ¢~(Uy x {c}) definierte Platte, so hiingt die Einschrinkung

)
(d¥w)|p = Z Za—fjd:rj/\de

— Jz;
Jg{l,...,’f’} ]:1

fir w = EJQ{L..‘,T} frdxy, gegeben in lokalen Koordinaten, nur von den Ein-
schrankungen f7|p = fs(-,¢), also nur von der Einschrinkung von w|p ab, und
aus obiger Beschreibung folgt, daf (dV w)|r = dpw|r gerade dem gewdhnlichen
deRham-Differential der durch Einschrénkung erhaltenen Differentialform w/|, ent-
spricht. O

Es ist klar, dal das vertikale deRham-Differential vertikale Differentialformen mit
kompaktem Triger in ebensolche iiberfiihrt; an der lokalen Form erkennt man, dafl

supp(d” w) C suppw
gilt.

Bemerkung 2.1.18. Ist die Blitterung (M,F) gegeben durch eine surjektive
Submersion p : M —— B mit zusammenhéngenden Fasern, so sind die Blétter
M; = p~'(t) abgeschlossene Untermannigfaltigkeiten von M. Nach Wahl einer ge-
eigneten lokal endlichen Uberdeckung von M durch Blitterungskarten (mit einer
untergeordneten Partition der Eins) und durch Ubergang zu lokalen Trivialisierun-
gen des vertikalen dufleren Biindels 148t sich jede Differentialform mit kompaktem
Trager auf einer Faser M; zu einer vertikalen Differentialform auf M mit kompak-
tem Trager fortsetzen.
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Definition 2.1.19. Ist (M, F) eine vertikal orientierte Riemannsche geblétterte
Mannigfaltigkeit mit r» = rk F, so definiert d¥*? = (—=1)"®*D+1 x 6dY o % einen
Operator auf den glatten vertikalen p-Formen QP(M, F) mit Werten QP~1(M, F).
Der Operator

dV* = P dver V(M) — Q°Y(M)
p=0

heifit der formal adjungierte Operator zum vertikalen deRham-Differential dY .

Es sei kurz an die Definition von Differentialoperatoren auf glatten Mannigfaltig-
keiten erinnert. Ist X eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n, und sind E£
bzw. F' glatte (komplexe) Vektorbiindel iiber X, so heifit eine lineare Abbildung
P:T(X,E) — I'(X, F) ein glatter Differentialoperator von Ordnung m auf X,
falls folgendes gilt:

Jeder Punkt aus X besitzt eine Umgebung U mit Koordinatenfunktionen
(z1,...,x,) und lokalen Trivialisierungen E|y — U x CP sowie F|y — U xCY,
so dafl P auf U in der Form

P= Z Ao‘(w)@
aeN", |a|<m ot
geschrieben werden kann. Dabei ist jedes A%(x) eine ¢ x p -Matrix glatter kom-
plexwertiger Funktionen auf U, und es gilt A%(z) # 0 fiir mindestens ein o € N"
mit |a| =m.

Fiir einen solchen Differentialoperator der Ordnung m ist sein Hauptsymbol
als Schnitt o(P) € T'(X, (Q™ TX) ® Hom(E, F)) wie folgt definiert:

Fiir einen Vektorraum W ist das m-fache Tensorprodukt @™ W kanonisch
isomorph zum Raum der homogenen Polynomfunktionen vom Grad m auf dem
Dualraum W*. Fiir jeden Kotangentialvektor £ € T X liefert das Hauptsymbol,
welches in den obigen lokalen Koordinaten und Trivialisierungen durch

n
oz, &P)=i" > A%x) & fir =) &day
la)|=m k=1
definiert ist, einen Homomorphismus
o(x,&; P): E, — F,.

Durch die lokalen Beschreibungen ist o(P) eindeutig bestimmt. Lokal 148t sich
auch das totale Symbol von P durch

S ey ¢

laj<m
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definieren; die lokal definierten totalen Symbole verkleben aber im allgemeinen
nicht zu einem globalen Element auf der Mannigfaltigkeit X.

Ferner gilt: Sind P,P' : T'(X,E) — I'(X, F) und Q : I'(X, F) — I'(X, F')
Differentialoperatoren auf X (wobei P und P’ von gleicher Ordnung seien), so gilt
fir allez € X, £ € T X und t,t' € R

o(x,&tP+t'P) =t -o(z,&P)+t - o(x, & P)

und
o(z,§;Qo P)=o(x,§;Q) oo (x,&; P).

Gleiches 1d8t sich natiirlich auch fiir reelle Vektorbiindel £ und F' definieren;
die obigen Aussagen finden sich etwa in [LM89, ITI.1].

Zuriick zur Situation geblatterter Mannigfaltigkeiten:
Per Definition ist F ein Unterbiindel von TM; im Ubergang zu den dualen Biindeln
erhilt man somit einen kanonischen Epimorphismus von Vektorbiindeln

T*M — F*, &€V,

Ist die Blétterung (M, F) Riemannsch, so lassen sich die Riemannschen Strukturen
auf F bzw. F* und den &ufleren Biindeln in kanonischer Weise zu hermiteschen
Strukturen auf die Komplexifizierungen der Biindel fortsetzen; ebenso lassen sich
die Operatoren d¥ und d¥* auf die komplexwertigen vertikalen Differentialformen
fortsetzen. Sowohl im reellen wie auch im komplexen Fall gilt:

Proposition 2.1.20. Das vertikale deRham-Differential d¥ und sein formal ad-
jungierter Operator d¥"* sind Differentialoperatoren von Ordnung 1. Die Haupt-
symbole hingen nur von den Einschrinkungen der Operatoren auf die Blatter und
den Elementen des vertikalen Kotangentialbiindels F* von M ab, d.h. es gilt

o(z,&dY) = o(x,;d” |1,)

und
O-(x,g;d]}’*) = J(mvgv; dV7* |Lz)?

wobei L, das Blatt von M sei, welches x enthdlt.

Beweis. Per Definition ist das vertikale deRham-Differential lokal definiert auf
Blatterungskarten der Form (). Ist (U, ¢) eine solche Karte mit ¢p(U) = Uy x Uy C
R" x RY mit lokalen Koordinaten (x1,...,z,) fir Uy und (yi,...y,) fiir Uz, so
trivialisiert ¢ die Einschrdnkungen der Biindel F, 7* und der daraus konstruierten
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dufleren Biindel. In den lokalen Koordinaten ist eine vertikale Differentialform
w € (M, F) gegeben durch

wly = frdzy,
JC{1,...,r}
wobei f; eine glatte Funktion auf Uy x Uy und dz; = dxj A ... Adxj, fiir
J={h<...<jgr} C{1,...,r} ist.
Das vertikale deRham-Differential ist lokal gegeben durch

)
(de)|U1><U2: Z Zﬁdx]‘/\dmt]

0x;
JC{l,..ry =1 Y

und somit definitionsgemif ein Differentialoperator der Ordnung 1 auf M, dessen
Hauptsymbol mit dem totalen Symbol iibereinstimmt.

Da F ein Untervektorbiindel des Tangentialbiindels von M ist, hat man ka-
nonisch einen Epimorphismus der dualen Biindel T*M —— F*; beziiglich der
lokalen Koordinaten ist dieser gegeben durch die Projektion

T q T
= &daj+ > Mdyp Y &day =&V
j=1 k=1

J=1

Aus der lokalen Beschreibung von d folgt, dafi der Wert des Hauptsymbols nur
von &1,. .., & und somit nur von &Y € F* abhéngt.

Der x-Operator ist durch Vektorbiindelmorphismen AP(F*) —— A"7P(F¥)
gegeben; die Operatoren xP : QP(M,F) —— Q"P(M,F) sind daher Differen-
tialoperatoren der Ordnung Null. Fiir solche stimmen Hauptsymbol und totales
Symbol iiberein. Die Symbole hidngen nur von den Punkten x € M, nicht aber
von den Elementen des Kotangentialraums 7y M ab. Aufgrund der Vertréglich-
keit mit Summation und Komposition von Differentialoperatoren hingt somit das
Hauptsymbol des formal adjungierten Operators

Qv = i(_l)T(p-H)-i-l P 5 Y oxP
p=0
nur von den Elementen des vertikalen Kotangentialbiindels von M ab.

Anhand der Beschreibung des vertikalen deRham-Differentials und des Hodge-
*x-Operators sicht man, daf die Einschrinkung von d¥ und dY* auf ein Blatt
L C M Differentialoperatoren auf den glatten Schnitten von L mit Werten in
A*(M, F)|r sind, und aus der lokalen Darstellung dieser Operatoren folgt sofort,
daB fiir x € L und § € T; M die Formeln

o(z,&;dY) =o(z,£V;dY L) wnd o(z,&dY) =o(z,£Y;dV" L)

gelten. O
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Es sei nun wieder (M, F) eine vertikal orientierte Riemannsche Bléitterung, welche
durch eine surjektive Submersion p : M — B (mit zusammenhéingenden Fasern)
gegeben ist. Die Riemannsche Struktur auf F definiert eine hermitesche Struktur
auf der Komplexifizierung Az F* := A*F* ® C, und es bezeichne (1 )ep die glatte
Familie von Maflen, welche durch die vertikale Volumenform 2.1.13 gegeben ist.
In dieser Situation gilt:

Satz 2.1.21. Beziiglich des in 2.1.8 definierten inneren Produktes auf den glatten
vertikalen Differentialformen T'o(M, ALF*) ist dV* der adjungierte Operator zum
vertikalen deRham-Differential dY.

Sind die Blitter von (M, F) vollstindige Mannigfaltigkeiten, so ist D := d¥ +d""*
ein regulirer Operator auf dem Hilbert-Co(B)-Modul L?(M,ALF*), und —2=

V1+D?2
definiert einen adjungierbaren Operator auf L?(M, ALF).

Beweis. Das vertikale deRham-Differential und sein formal adjungierter Operator
wirken blattweise auf den glatten Differentialformen mit kompaktem Tréger, und
die Einschrinkungen auf ein Blatt L. C M entsprechen dem gewthnlichen deRham-
Differential und seinem formal adjungierten Operator auf L.

Ist die Orientierung und die glatte Familie von Maflen gegeben durch die ver-
tikale Volumenform aus 2.1.13, so erhélt man durch Einschréinkung eine Volu-
menform auf jedem Blatt M, fiir t € B, und das Skalarprodukt von zwei glatten
Differentialformen auf M; ist gegeben durch Integration nach dieser Volumenform.

In dieser Situation ist aber aus der Theorie orientierter Riemannscher Man-
nigfaltigkeiten bekannt, dal dV* |y, der adjungierte Operator zu dY |y, ist; man
vergleiche z.B. [War83, Prop. 6.2]. Da das Skalarprodukt auf I'.(M, A F*) durch
blattweise Integration erklért ist, folgt die erste Aussage.

Die Bliitter von (M, F) sind vollsténdige und orientierte Riemannsche Mannig-
faltigkeiten. Aus [Wol73, Thm. 5.1 bzw. Lemma 6.6] folgt, dafl die Einschréankung
D; von D auf ein Blatt M; ein im wesentlichen selbstadjungierter Operator ist
und 1+ D? dichtes Bild in der jeweiligen Faser von L?(M, ALF*) hat. Diese Ar-
gumentation wird von Kasparov in [Kas88, 4.2] verwendet.

Desweiteren ist das Bild von D und somit auch das Bild von 1 + D? abge-
schlossen unter Multiplikation mit Funktionen aus C§°(B), denn fiir ein Element
¢ € L*(M, ALF*) und eine Funktion ¢ € C§°(B) gilt

(v DE)(x) = ¢(p(x)) - (DE)(x) = Dlay, (0(p(2)) - €ln, () ) (@) = Dlp - (),

wobei M,,;) das Blatt durch x € M ist. Nach dem Kriterium von Fell liegt das
Bild von 1 + D? also dicht in L?(M,ALF*), aufgefaBt als oberhalb stetiges Feld
von Hilbertrdumen iiber B.
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Somit ist D ein dicht definierter regulédrer Operator mit dicht definiertem Ad-

jungierten, und \/% definiert einen adjungierbaren Operator auf dem Hilbert-
modul L?(M,ALF*); man vgl. etwa [Bla98, 13.3]. O

Bemerkung 2.1.22. Die Einschrinkung des Operators D; auf das Blatt M; =
p~1(t) ist nach [LM89, Thm. I1.5.12] der Dirac-Operator fiir M;; laut [LMS9,
Lemma 1.5.1] sind die Symbole von D; und D? in & € T M; gegeben durch

o(x,6 D) =i-€ baw. o(z,&Dy) = €17 - id;

das Symbol von D, wirkt auf dem &dufleren Biindel durch sogenannte Clifford-
Multiplikation. An dieser Stelle ist jedoch Vorsicht geboten, da fiir einen Vektor-
raum V' mit quadratischer Form @ die Clifford-Algebra in [LM89] beziiglich der
Relation v?2 = —Q(v) -1 (und nicht durch v? = Q(v) - 1 wie bei Kasparov) gegeben
ist.

Allerdings 148t sich das Symbol auch wie folgt beschreiben: Es bezeichne A¢
fir £ € T;M; den durch das Dachprodukt A¢(w) = £ A w definierten Operator
und A¢ den adjungierten Operator beziiglich des Skalarprodukts auf ANTXM, @ C.
Die Zuordnung & — /\Z ist nur komplex-konjugiert linear, und nach [LM89, Prop.
1.3.9] gilt

(2,8 Dy) = i(Ae = Af) = Aig + g = Aie — Afjg)»-

Wie in 2.1.7 gezeigt, folgt dann

(Nie = Nigy)? = —Q(i€) -id = [|¢]* - id

und somit die Formel fiir das Symbol von D?, da fiir Elemente des (reellen) Ko-
tangentialbiindels £* = ¢ und Q(&) = ||¢||* gilt. Insbesondere folgt, dafl die Ope-
ratornorm von o(z,&; D;) den Wert [|£]] hat.

2.2 (Familien von) Pseudodifferentialoperatoren

Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, daB der in 2.1.21 definierte Operator ——2—

V1+D?
ein Pseudodifferentialoperator der Ordnung Null auf der gebliatterten Mannigfal-
tigkeit (M, F) ist. Das Resultat 2.2.9 fiir Familien von Pseudodifferentialopera-
toren kann dann spéter zum Nachweis genutzt werden, dal der Operator des zu
konstruierenden Dirac-Elements die Bedingungen fiir ein KKY-Element erfiillt.

Dazu werden zunéchst ohne (vollstéindige) Beweise, aber mit zusétzlichen An-
merkungen, einige Resultate iiber Pseudodifferentialoperatoren auf geblétterten
Mannigfaltigkeiten bereitgestellt, wie sie sich im Anhang von [HS87] finden; Ver-

weise auf diesen Anhang werden in eckigen Klammern angegeben.
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Es sei angemerkt, dafl im folgenden stets nur Symbole und Pseudodifferential-
operatoren (kurz: PDOs) vom Typ (p,d) = (1,0) betrachtet und (im Gegensatz
zur Arbeit von Hilsum und Skandalis) gleich schon die Formeln fiir Symbole und
PDOs mit Werten in einem hermiteschen Vektorbiindel gegeben werden. Die No-
tationen in der erwidhnten Arbeit werden (leicht) modifiziert.

Definition 2.2.1 ([HS87, A.1]). Es sei X eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion n, T ein glattes reelles Vektorbiindel iiber X vom Rang r und F ein glattes
hermitesches Vektorbiindel iiber X.

Eine glatte Funktion a : T'—— L(E) iiber X, definiert als Funktion auf dem
Totalraum von T mit Werten in den Endomorphismen des Biindels F, heifit Sym-
bol der Ordnung m (mit Werten in E), falls eine der beiden folgenden équivalenten
Bedingungen erfiillt ist:

(i) Fiir jede trivialisierende Karte ¢ : Q x R" —— T (mit @ C R" offen und ¢
faserweise ein Isomorphismus), jede kompakte Teilmenge K C  und jedes
Paar von Multi-Indices p € N und g € N" existiert eine Konstante C > 0,
so dafl

”8‘9;;;(@ 0 )(,€)]| < C(1+ )™ i alle z € K und € € R
gilt.
(ii) X besitzt eine Uberdeckung durch Karten, welche die Bedingung (i) erfiillen.
Der Triager supp(a) des Symbols a ist definiert als Abschlufi der Menge
{reX |3§eT,: a(x,§) #0}.

Es bezeichne 8™ = S™(X,T; L(E)) den Raum aller Symbole von Ordnung m mit
kompaktem Triger.

Fiir m = 0 ist S° eine involutive Unteralgebra der beschrinkten stetigen Funk-
tionen (iber X) auf dem Totalraum von 7" mit Werten in £(E), und es bezeichne
SY den Abschluf von 8% in Cy(T; L(E)).

Es gilt C(T; L(E)) € 8° und somit Co(T; L(E)) C S°. Man setze

Cx(T5 £(E)) = {a € Cy(T: £(E)) | a6 € Co(T; £(E)) ¥6 € Co(X)},
Sk = SX(X,T; L(E)) := {a € Cy(T; L(E)) | a € S°(X, T3 L(E)) Y¢ € Co(X)}
sowie

Yo(X,T; L(E)) :=8°/Co(T; L(E)) und X(X,T;L(E)) :=8%/Cx(T;L(E)).

Letztere sind als Algebren der Hauptsymbole (von Ordnung Null) anzusehen.
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Um Pseudodifferentialoperatoren auf geblatterten Mannigfaltigkeiten zu definie-
ren, wird zunéchst die lokale Situation betrachtet:

Es sei dazu Y eine Mannigfaltigkeit (ggf. mit Rand), & C R™ x Y eine offene
Teilmenge und E ein (triviales) hermitesches Vektorbiindel iiber Q. (Es sei kurz
angemerkt, dafl man die gewohnliche Theorie von PDOs auf Mannigfaltigkeiten
erhilt, indem man Y = {pt} wéhlt.) Man setze

0= 0 xy Q
={(z,2",y) e R" xR" x Y |r(z,2,y) = (x,y) € Q, s(z,2',y) = (z',y) € Q},

wobei 7,5 : Q@ —— Q die Projektionen auf die erste bzw. zweite Komponente
des Faserprodukts € xy €2 bezeichnen. Das Endomorphismenbiindel von F iiber
Q®) ist definiert durch

End(FE) :=r"F ® s"E™;

fiir die Fasern dieses Biindels gilt
End(E)(J:,w’,y) = E(az,y) X E&,7y) = HOIH(E(xIVy), E(zﬂ/))

Fafit man die kanonische Projektion @ —— Y als surjektive Submersion auf, so
ist 2 xy € der in den Beispielen von Abschnitt 1.3 behandelte glatte Gruppoid
mit assozilertem Fell-Biindel End(E). Wie dort beschrieben, existiert auf End(FE)
eine Involution, die ein Element F' € Hom(E(, ), E(,,)) auf den adjungierten
Operator F* € Hom(Ey, ), E(,r ) beziiglich der inneren Produkte abbildet. Da
E als triviales Biindel vorausgesetzt war, a8t sich End(E) mit einem Biindel von
Matrixalgebren identifizieren.

Durch eine leichte Modifikation kénnen auch Symbole der Ordnung m auf Q%)
mit Werten in End(E) definiert werden. Ist T ein reelles Vektorbiindel iiber €2,
so ist ein Symbol a € S™(Q®), T; End(E)) gegeben durch eine glatte Abbildung
a : r*T —— End(E) iiber Q? (mit kompaktem Triger auf Q®)), welche die
Bedingungen aus Definition 2.2.1 erfiillt.

Funktionen dieser Art werden in der Literatur zum Teil auch als Amplituden
bezeichnet; vgl. etwa [GES94, 1.1.2]. Diese Bezeichnung wird im folgenden eben-
falls verwendet.

Durch Auswertung auf der Diagonalen hat man kanonische Abbildungen
AT SMQD, T; End(E)) — S™Q,T5L(E)),  A™(a)(@,9,€) = alw, 2, ,€)
und somit insbesondere eine kanonische Abbildung

7: 8 (QP), T End(E)) — S0(Q, T; L(E)),
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welche a auf die Klasse von A%(a) in $o(Q, T; L(E)) abbildet.

In dieser Situation gilt:
Satz 2.2.2 ([HS87, A.4.1 - A.4.4]). Ist a € S™(Q?) (R")*;End(E)), so definiert
fiir f € T°(Q, E) die Formel

(Puf)o) = G [ [ e 9ato o . (' ) da'de

einen Operator
P, :T*(QE) —T°(Q, E).

Dieser hat die folgenden FEigenschaften:

(1.) Gilt a(z,x,y,&) = 0 fir alle (x,y) € Q und alle £ € (R™)*, so existiert ein
be S™1(Q® (R")*;End(E)) mit P, = P,.

(2.) Sind a € 8™ und o' € 8™, so existiert eine Amplitude & € S™" | so dafs
P,Py = P; und A™(a) - A™ (d') — A™™ (@) € S -HQ, (RY)*; L(E))
gilt.

(3.) Es gilt Py» = (P,)*, wobei a*(x,2',y,&) = a(2!,x,y,&)* ist

(4.) Ist ¢ : QO —— Q ein Diffeomorphismus der Form ¢(xz,y) = (¢1(z,y), d2(y))
und a € S™MQYP (R")*; End(¢*E)), so gilt

¢*Pu(¢*) = Py + By

fiir eine Amplitude b € S™1(Q?) (R")*; End(E)), wobei a®(x, ', y,€&) =
a(1(z,y), 81(2, 1), 2(y), ((F2) (4)) TH(E)) gilt.

Hierzu sind wahrscheinlich einige Anmerkungen angebracht:

e Der Operator P, wird durch zweifache Integration nach dem Lebesgue-
Mafl auf dem R"™ definiert; die Integration erstreckt sich dabei iiber alle
£e (R"M*=R" und alle 2’ € Q, = {z € R"|(z,y) € Q}.

e Die Abbildung r : Q@ —— Q, (x,2',y) — (x,y) ist stetig, und somit ist
r(supp(a)) eine kompakte Teilmenge von €. Ist (z,y) ¢ r(supp(a)), so gilt
a(z,z’',y,&) =0, und es folgt

supp (P f) C r(supp(a)).
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Sind die Amplituden a und @’ aus (2.) skalarwertig, so existiert eine Ampli-
tude b € S™t™' =1 mit PPy = Poy + Pb.

Haben die Amplituden Werte in den Endomorphismen eines Vektorbiindels,
so macht das (punktweise) Produkt von Amplituden keinen Sinn. Wie in der
gewohnlichen Theorie der PDOs gilt aber fiir ihre “Hauptsymbole” die in
(2.) angegebene Relation; man vgl. z.B. [GES94, Sect. I.1.2 und 1.1.3].

Der Diffeomorphismus ¢ : Q' —— Q aus (4.) definiert einen Diffeomorphis-
mus @ : Q'? —— Q@ durch ®(z,2",y) = (¢1(z,y), 1(2', ), d2(y)), und
man rechnet nach, da ®*(End(E)) = End(¢*E) gilt.

Desweiteren induziert ¢ durch ¢*(f)(x,y) := f(é(z,y)) einen Isomorphis-
mus ¢* : T'°(Q, E) — I'™(Q, ¢*E).

Die Abbildung ¢ : @ —— Q 18t sich als Diffeomorphismus geblitterter
Mannigfaltigkeiten auffassen, wobei die Blatterungsstruktur jeweils durch
die Projektion auf die zweite Komponente (z,y) — y gegeben ist; das verti-
kale Tangentialbiindel F ist das triviale Biindel mit Faser R™. Die Ableitung
von ¢ definiert einen Vektorbiindelisomorphismus d ¢ : Fgr —— Fq; faser-
weise ist dieser gegeben durch

091
(%)(Jz,y) : (fﬂ’)(x,y) - (fQ)qﬁ(az,y)'

Im Ubergang zu den dualen Biindeln erhilt man einen Isomorphismus von
F¢ und F§,, welcher auf den Fasern durch

8¢1 * *
t(%)(z,y) : (fQ)¢(:(:,y) > (}—Q’)(w,y)

gegeben ist. In der Formel fiir a® in (4.) ist £ € (R™)* als Element von
(F&) @) = (7" F) (w7 ) aufzufassen.

Beispiel 2.2.3. Ist E —— R" x R? ein glattes, hermitesches (triviales) Vek-
torbiindel und D ein Differentialoperator (der Ordnung m) von der Form

D= Z Ay(z,y) - 88330‘ fir (z,y) € R" x R?

a€eNT |a|l<m

mit Werten in F, so ist das totale Symbol durch

a(z,y,&) = > il*l Ay(z,y)- £ fiir (z,y) ER” x RY, L€ R

la|<m
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gegeben. Ist u € CG°(R"), v € C§°(R?) und u die Fourier-Transformierte zu u, so
gilt
1

(D(u-))(zy) = ()7 /&Rr ¢ a(z,y,€) - a(8) - v(y)d¢

= G [ g ) v da de
217 Jeerr Jurerr
Sind ¢, 1) € C°(R"xR?), so zeigt dies, dafl der Operator ¢ D1 ein PDO auf R" xRY
von Ordnung m ist, dessen Amplitude kompakten Triger hat; die Amplitude ist
dabei gegeben durch a(z,z’,y,&) = o(x,y) - a(x,y, &) - Y (2, y).

Insbesondere ist D ein sog. klassischer PDO im Sine von [GES94, Section
1.1.2], da das (totale) Symbol von D sich in der Form » 22 a; schreiben l&ft,
wobei a; € §™7/ positiv homogen in { vom Grad m — j ist; gleiches gilt fiir den
Operator D1 und seine Amplitude.

Der adjungierte Operator (P,)* aus 2.2.2 (3.) ist beziiglich des folgenden Skalar-
produkts zu verstehen; man vergleiche hierzu auch 2.1.8:

Proposition 2.2.4 ([HS87, A.4.5 - A.4.6]). Fir f,g € TX(Q, E) definiert die
Zuordnung

() () = / @), 9@, v) s, de

€8y
ein Skalarprodukt mit Werten in Cy(Y). Die Vervollstindigung von T'>°(Q, E)
beziiglich dieses Skalarprodukts ist ein Hilbert-Co(Y)-Modul L?(2, E).
Ist a € SY(Q?) (R™)*; End(FE)), so definiert P, einen adjungierbaren Operator
auf L*(Q, E), d.h. es gilt P, € L(L*(Q, E)).
Gilt a € S™(Q?), (R")*; End(E)) mit m < 0, so ist der Operator P, kompakt,
d.h. es gilt P, € K(L*(Q, E)).

Die obige Proposition soll natiirlich die lokale Situation einer gebldtterten Man-
nigfaltigkeit beschreiben. Im allgemeinen ist das Skalarprodukt dabei lokal durch
Integration nach einem Mafl gegeben, welches nur dquivalent zum Lebesgue-Mafl
auf R" ist. Die Eigenschaft eines Operators, lokal ein PDO der Form P, zu sein,
hiingt jedoch nicht vom Ubergang zu einem #quivalenten Maf ab:

Satz 2.2.5. Fs sei Q) eine offene Teilmenge des R™ x R4, E —— § ein glattes,
hermitesches, triviales Vektorbiindel, T —— § das (triviale) vertikale Kotangen-
tialbiindel der durch Q@ —— Y gegebenen Blitterung und p € C>®(Q)" eine strikt

positive glatte Funktion.
Auf T(Q, E) sei ein inneres Produkt durch

(fig))’(y) = / (f(z,9),9(z,9))E,, - plr,y) dx

xeQy
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definiert; die Komplettierung zu einem Hilbert-Co(R?)-Modul sei mit L%(Q, E) be-
zeichnet.

Fiir a € S™(Q?) T;End(E)) definiert der Operator P, aus 2.2.2 ein Element
von E(L%(Q,E)); der adjungierte Operator P € E(Lg(Q,E)) ist von der Form
Py firat = (p~tor)-a*- (pos) € S™(Q?,T,End(E)).

Die Abbildung

U:TE(QE) —TX(QE), frep'/?f

setzt sich zu einem isometrischen Isomorphismus von Lg(Q, E) und L*(Q, E) fort,
wobei L?(Q, E) beziiglich des Standardskalarprodukts gebildet wird.

Ist b € S™(Q®) T;End(E)) eine Amplitude, so definiert U—'PyU einen PDO
der Ordnung m auf L%(Q,E), und es gilt U'PU = By, fir die Amplitude
bu(z, ', y,&) = p~ 2 (z,y) - b(x, 2/, y,€) - p/2 (2, y).

Umgekehrt definiert jeder PDO der Form Py, auf L,%(Q, E) in analoger Weise
einen PDO auf L*(Q, E).

Beweis. Die Tatsache, daf8 sich ['e°(Q, E) zu einem Hilbertmodul L2(Q, E) ver-
vollstandigen 148t, folgt aus 2.1.8. Bezeichnet ((-,-)) das Standardskalarprodukt
aus 2.2.4, so gilt fir a € S™(Q®), T;End(E)) und &, € TX(Q, F)

(Pa(f), 9))F = ((Pa(€),p-m)) = ({f, Par(p - 9))) = ({f. 07" - (Par(p- 9))))"-

Somit ist auch fiir dieses innere Produkt P, ein adjungierbarer Operator mit ad-
jungiertem Operator Pl = p 1P, p; fiir letzteren gilt jedoch

PiN@) = ()" [ [ €795 a0’ €) (o' )£’ ) d' d

Setzt man af(z,2',y, &) := p~Hx,y)-a*(x, 2", y, &) p(a’,y), so ist mit a und a* auch
af € §™(Q®, T;End(E)), und es ist P = P,; ebenfalls ein PDO der Ordnung m
auf €.

Die Abbildung U : T®(Q, E) — I'°(Q, E), f — p'/2 - f erhilt die inne-
ren Produkte und hat dichtes Bild; sie 148t sich somit zu einem isometrischen
Isomorphismus auf die Komplettierungen fortsetzen.

Ist b € S™(Q®), T; End(E)), so wird der Operator U ' P,U auf T'.(Q2, E) durch

@) = (o) [ [ 907 R ) bl (00 - 1) '
m
gegeben. Es gilt also U1 P,U = Py, mit
by =(p~Y20r) b (p/?0s) e (O, T;End(E)).

Genauso zeigt man, daf jeder PDO der Form P, auf L/%(Q, E) durch UP,U~! einen
PDO auf L?(§2, E) definiert. O
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Definition 2.2.6. Die Algebra ¥§(€2, R"; End(E)) der Pseudodifferentialoperato-
ren von Ordnung Null auf der (geblétterten) Mannigfaltigkeit (€2, R™) ist definiert
als die von den Operatoren der Form P, fiir a € S°(Q®), (R")*; End(E)) erzeugte
abgeschlossene Unteralgebra von £(L?(, E)).

Ist k € T°(Q®), End(F)), so definiert die Faltung

(ef)(a) = [ ke ) () da’
'€y

einen kompakten Operator auf L?(Q, E), und der Abschlufl der Menge dieser Ope-

ratoren ist gerade K(L?(2, F)).

Ist T = Qx (R™)* das triviale Biindel iiber 2 und identifiziert man Q) mit dem
Bild des Nullschnitts in 7*7T', so liBt sich jede Funktion k € I'S°(Q(?) End(E)) als
gleichméBiger Limes von Funktionen in Cg°(r*T; End(FE)) schreiben. Die Algebra
C°(r*T; End(E)) der glatten Funktionen iiber Q?) mit kompaktem Triger ist
enthalten in SO(Q®), T; End(E)).

Aufgrund der gleichméfigen Konvergenz lassen sich Integration und Limes-
Bildung vertauschen. Daher ist der durch k& definierte Operator ein Element von
Ui (Q, R End(E)); die kompakten Operatoren auf L?(Q, E) bilden ein Ideal in
den Pseudodifferentialoperatoren von Ordnung Null.

Setzt man fiir einen PDO P, mit a € S°(Q?), (R™)*; End(E))
0(Fa) :=m(a) € 3o(2, (R")"; L(E)),

wobei wie oben 7(a) die durch A%(a) definierte Restklasse bezeichnet, so 148t sich
diese Abbildung zu einem surjektiven x-Homomorphismus

o : Wp(Q2, (R")"; End(E)) — (2, (R")"; L(E)),
fortsetzen. Es gilt:
Proposition 2.2.7 ([HS87, A.4.9]). Die Sequenz

0 — K(L*(Q, E)) — U5(Q, R End(E)) —— $o(Q, (R")*; L(E)) — 0
ist exakt.

Nach diesen Uberlegungen fiir die lokale Situation &8t sich nun die Algebra der
PDOs (von Ordnung Null) auf einer glatten geblédtterten Mannigfaltigkeit (M, F)
definieren.

Zur Vereinfachung sei dabei stets angenommen, dafl die Blétterung durch
eine surjektive Submersion glatter Mannigfaltigkeiten M —— B mit zusam-
menhéingenden Fasern gegeben ist. Desweiteren sei (M, F) vertikal orientierbar
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und Riemannsch, und auf M sei die Volumenform (und die dadurch definierte
glatte Familie von Maflen) wie in 2.1.13 gewé#hlt. Nur diese spezielle Situation
wird in der vorliegenden Arbeit Verwendung finden. In der allgemeinen Situa-
tion wére der glatte Gruppoid M xpg M durch den Holonomie-Gruppoiden der
Blatterung zu ersetzen.

Pseudodifferentialoperatoren auf (M,F) kénnen nun lokal beziiglich Blétte-
rungskarten definiert werden; die Eigenschaft, lokal ein PDO zu sein, ist invariant
unter Blitterungskartenwechseln, wie Punkt (4.) aus 2.2.2 zeigt.

Zunichst sei folgendes bemerkt: Es bezeichne H = Hol(M,F) = M xg M den
Holonomiegruppoiden der durch die Submersion gegebenen Blétterung (M, F).
Dieser ist ein differenzierbarer Gruppoid mit Basis M. Als solcher besitzt er ein
(glattes) linkes Haarsystem A = (A%)zenr, welches durch die vertikale Volumenform
auf M bestimmt ist.

Die (volle) C*-Algebra der Blitterung (M,F) mit Werten in den Endomor-
phismen eines hermiteschen Vektorbiindels E {iber M ist dann wie in Kapitel 1.3
durch

C*(M,F;End(F)) := C*(H,End(F))

definiert. Es sei zusétzlich vorausgesetzt, dafl B als abgeschlossene Untermannig-
faltigkeit in M eingebettet werden kann. Nach 2.1.10 gilt dann

C*(M, F;End(FE)) = K(L*(M, E)).

Die Multiplikatoralgebra der C*-Algebra der Blitterung (M, F) kann daher mit
der Algebra L£(L*(M, E)) der adjungierbaren Operatoren auf dem Hilbertmodul
L?(M, E) identifiziert werden.

Es sei nun ¢ : U —— Q C R" x R? eine Blétterungskarte von (M, F). Fiir das
mit ¢! zuriickgezogene Biindel iiber Q sei E ——  eine Trivialisierung, und es
sei a € SO(Q?), (R")*; End E) eine Amplitude der Ordnung Null.

Fiir £ € T.(M, E) ist die Einschrinkung &y ein glatter Schnitt auf U, welcher
sich zu einem glatten Schnitt (¢p—1)*¢y € T'(Q, E‘) zuriickziehen 148t. Anwendung
des PDO P, liefert einen glatten Schnitt P,((¢~')*¢y) € T'e(Q, E) mit kompaktem
Tréager, so dafl

(¢* oP,0 (¢_1)*)(£U) € FC(U?E|U) - Fc(Mv E)

einen glatten Schnitt ins Biindel £ mit kompaktem Triger in M definiert. Durch
¢* o P, o (¢~ 1)* wird so ein Element von L£(L?(M, E)) definiert, und man rech-
net nach, dafl diese Definition vertréglich mit Blatterungskartenwechseln und un-
abhingig von der Wahl der Trivialisierung von (¢~1)*(E|y) ist.
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Ebenso wird fiir jedes Element k& € I'.(M xp M,End(E)) durch Faltung ein sog.
regularisierender Operator auf C* (M, F; End(F)) und somit ebenfalls ein Element
der Multiplikatoralgebra definiert.

Definition 2.2.8 ([HS87, A.5]). In M(C*(M, F;End(F))) betrachte man die
Operatoren der Form Z;Of Pj + k, wobei P; lokal in einer Blétterungskarte ein
PDO der Ordnung Null ist und durch k € I'.(M xp M,End(F)) ein regularisie-
render Operator gegeben ist.

Die von diesen Operatoren erzeugte abgeschlossene Unteralgebra heifit die Al-
gebra der Pseudodifferentialoperatoren von Ordnung Null auf (M, F). Sie wird
mit W§(M, F; End(E)) bezeichnet.

Zuriickziehen von Funktionen aus ¢ € C§°(M) vermdge der Range- bzw. Source-
Abbildung von M xpg M liefert glatte beschrinkte Funktionen r*¢ und s*¢ auf
M x g M, und Multiplikation von links bzw. rechts mit diesen Funktionen definiert
einen doppelten Zentralisator von C*(M, F;End(E)).

Da C§°(M) dicht in Cy(M) liegt, 1dB8t sich jede Funktion aus Cy(M) somit als
ein Element von M(C*(M, F;End(E))) auffassen. Identifiziert man die Multipli-
katoralgebra wieder mit £(L?(M, E)), so sieht man natiirlich viel einfacher, daf
Multiplikation mit einer Funktion aus Cy(M) einen adjungierbaren Operator auf
L?(M, E) definiert. Setzt man

Cy (M, F;End(E)) := {T € M(C*(M,F;End(E))) |
©T, T € C*(M,F;End(E))Vp € Co(M)}

sowie

{T € M(C*(M,F;End(F))) |
oI, T € Vi(M,F;End(E)) Ve € Co(M)}

Wh 0y (M, F;End(E))
und bezeichnet Xp/(M,F*; L(E)) die Algebra der Hauptsymbole von Ordnung
Null aus 2.2.1, so gilt:

Proposition 2.2.9 ([HS87, A.5]). Die Sequenz
00— Cy(M, F;End(E)) —¥q 5, (M, F; End(E)) ——Xp (M, F*; L(E))—0

ist eine kurze exakte Sequenz von C*-Algebren.
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Ubersetzt in die vorliegende Situation heifit dies natiirlich, daf die Sequenz
0—— Kar(L*(M, E)) — U4 (M, F; End(E)) — Sag (M, F*; L(E)) — 0
exakt ist, wobei
Kum(L*(M, E)) := {T € L(L*(M, E)) | ¢T,Tp € K(L*(M, E)) ¥y € Co(M)}
gesetzt ist.
Der Nachweis, dafl der vertikale Dirac-Operator T = LD? einer geblédtterten
Mannigfaltigkeit (M, F) aus 2.1.21 ein Element von ¥ ), (M, F; End(A*F* @ C))
ist, beruht im wesentlichen auf folgenden Schritten:

Fiir alle ¢ € Cy(M) ist zu zeigen, daf die Operatoren ¢T und T'¢ (bis auf regu-
larisierende Operatoren) in £(L?(M, A* F*®C)) durch endliche Summen von Ope-
ratoren der Form P, approximiert werden kénnen, wobei P, lokal beziiglich einer
Blatterungskarte ein PDO der Ordnung Null ist. Dabei kann ohne Einschrénkung
der Allgemeinheit angenommen werden, dafl ¢ eine glatte Funktion ist.

Nach Wahl einer Uberdeckung von M durch Blitterungskarten und einer un-
tergeordneten Partition der Eins geniigt es zu zeigen, dafl 1719 von der Form
P, ist, wobei 11,19 € C°(M) glatte Funktionen sind, deren Triger in derselben
Blétterungskarte enthalten sind.

Lokal entspricht der Operator T' dem vertikalen Dirac-Operator auf der ge-
blitterten Mannigfaltigkeit R” x RY. Durch Ubergang zu Trivialisierungen der
Biindel und unter Verwendung von 2.2.5 geniigt es dann zu zeigen, daf (blattwei-

se) der gewohnliche Dirac-Operator auf R”, versehen mit dem Standardskalarpro-
dukt, ein PDO von Ordnung Null ist.

Satz 2.2.10. Der Operator % € L(L>(M,A*F*®C)) aus 2.1.21 ist ein PDO

der Ordnung Null auf (M, F).

Beweis. Die Blétterung (M, F) ist gegeben durch eine surjektive Submersion mit
zusammenhiingenden Fasern; in diesem Fall gilt C*(M, F; End(E)) = K(L*(M, E))
und somit M(C*(M, F; End(E))) = L(L*(M, E)), wobei E = A*F* ® C das kom-
plexifizierte duflere Biindel des vertikalen Kotangentialbiindels bezeichnet.

Der Operator T := \/1{::? € L(L*(M, E)) erfiillt supp(Tf) C supp(f) fiir alle

f € T'o(M, E), da der Differentialoperator D = d¥ +d""* diese Eigenschaft hat.
Es ist zu zeigen, daB fiir jede Funktion ¢ € C§°(M) die Operatoren ¢T" und T'¢ in
Norm durch Elemente von U§(M, F; End(E)) approximiert werden kénnen.

Dazu sei eine (lokal endliche) offene Uberdeckung (V;);cr von M durch (orien-
tierte) Blitterungskarten gewihlt, so daB fiir alle i € I der Abschlufl V; kompakt
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ist und eine offene Umgebung U; 2 V; besitzt, auf der eine (orientierte) Blitte-
rungskarte der Form (1) definiert ist. Desweiteren sei (;);cs eine der Uberdeckung
(Vi)ier untergeordnete glatte Partition der Eins. Es kann angenommen werden,
daf} das Biindel E tiber V; und U; trivialisierbar ist.

Es sei e > 0 beliebig, C' C M kompakt mit |¢(x)| < € fiir alle x € M\ C und L
eine kompakte Teilmenge von M, deren Inneres L°die Menge C enthilt. Fiir alle
€ € T,(M, E) mit supp(¢) C M\ C° gilt dann ¢ - €] < - [l]|.

Da die Partition der Eins lokal endlich, ist die Menge J = {i € I |V; N L # 0}
endlich. Man setze o 1=}, ; ;. Dann sind @ und 1 — o glatte Funktionen auf
M mit Werten in [0, 1], nach Definition der Menge J ist supp(l — ) C M \ L°,
und es gilt

T—aTa=(1-a)T+aT(1l-a)=T(1—-a)+ (1 —a)Ta.

Es sei nun ein beliebiges Element f € I'°®(M, E) mit || f|| < 1 gewéhlt. Es gilt
supp(l —a) € M\ L° € M\ C, und der Operator T verkleinert den Tréger einer
Funktion nur. Somit folgt

supp (1 — a)T(f) € M\ L° sowie supp oT(1—a)(f) € M\ L°,
und man erhélt die Abschédtzung

[6(T = aTa)(NIl < ot =a)T(N)+l¢aT - a)(f)
< e-[L=all-ITI- 1A +e- el - [T 11 = el - 1]
<

2e |7

Andererseits gilt [|(1 —a)o(f)[| = l¢(1 —a)(f)|| <&, dasupp((1—a)f) S M\ L°
ist. Wahlt man x € C*°(M) mit 0 < x <1, x|c = 1 und x|pp 1 = 0 und schreibt
man f = xf + (1 — x)f, so gilt supp(xf) € L und somit (1 — a)Tax(f) = 0,
da (1 — a) auf L die Nullfunktion ist. Da supp(l — x) C M \ C° gilt, ergibt sich
llo(1 — x) f]| <e. Zusammen erhélt man

(T —aTa)p(f)Il < ITA=a)o(H)+ (1 -a)Tad(x+ (1 —=x)
< T =a)o(H + (1= )T adx ()
(1 =a)T e (1 =x)(fl
< e T+ 0+ [t =all - IT] - lledl - []o(1 =) (]
< 2e-||T].

Fiir den Nachweis, dafl T' € \I/E“LM(M, F;End(E)) gilt, ist zu zeigen, daf sich die
Elemente ¢T" und T'¢ in Operatornorm durch PDOs der Ordnung Null approxi-
mieren lassen. Aufgrund der obigen Abschitzungen geniigt es daher zu zeigen, dafl
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sich ¢(aT'a) und (aT'a)¢p durch endliche Summen von Operatoren der Form P,
darstellen lassen.

Nun gilt T o = Zl jeg o Tag, und die Summe ist endlich. Aus der Eigenschaft,
dafl der Operator 1" den Tréger eines Schnitts verkleinert, folgt, dal o;T'a; = 0
gilt, falls supp (o) N supp (a;) = 0 ist (also insbesondere fir V; N V; = 0).

Gilt supp (o) Nsupp () # 0, so wéhle man eine Funktion x; € C°°(M) mit
0 <xj <1, x; =1 auf supp(a;) Nsupp(a;) und x; = 0 auf M \ Vj; der Tréger von
x; ist also in der kompakten Menge V; enthalten. Da x; auf dem Durchschnitt der
Trager von o; und «; konstant mit Wert 1 ist, gilt

OijOLi == Xj OéjTOéi.

Nach Wahl der Uberdeckung ist eine orientierte Blitterungskarte auf der offenen
Umgebung U; von V; definiert; die Triiger der Funktionen xja; und o; sind in U;
enthalten. Analog argumentiert man fiir die Operatoren ¢a;T'o; bzw. a;T ;.
Fiir den Nachweis, dafl der Operator 1" ein PDO von Ordnung Null auf M ist,
ist somit nur noch das folgende Lemma zu zeigen. O

Lemma 2.2.11. Es sei ¢ : U —— Q = U} x Us C R" x R? eine orientierte
Blitterungskarte fir (M,F), so daf$ die Bindel F und E = AN*F* @ C dber
trivial sind. Sind 1,1y € C°(M) mit supp(v;) C U, so gilt v1Te = P, fiir ein
a € 8OO (R")*, Eq).

Beweis. Es sei iiber U ein orientierter vertikaler orthonormaler Rahmen gewihlt,
d.h. vertikale Vektorfelder Xi,...,X,, welche die Bedingung (Xj|p, Xj|p)p = dsj
erfiillen. (Ein solcher kann aus einem Rahmen, welcher zum Beispiel durch die
Koordinatenfunktionen gegeben ist, mithilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens kon-
struiert werden.) Die Abbildung

f‘U — QX Rrv (pvz)‘iXi|p) = (¢(p)7 ()‘1’ .. '7)‘7“))

ist dann ein glatter Isomorphismus von Vektorbiindeln, welcher die Riemannsche
Struktur von F mit der kanonischen Riemannschen Struktur auf R™ und die Ori-
entierung auf F mit der Standard-Orientierung auf R" identifiziert. In analoger
Weise erhélt man eine Trivialisierung des vertikalen dufleren Biindels.

Unter dieser Identifikation stimmt die Einschréinkung von 7" auf U mit dem
vertikalen Dirac-Operator auf €2 iiberein; letzterer sei mit T bezeichnet. Wie in
2.1.17 gezeigt, ist ndmlich die vertikale deRham-Ableitung in lokalen Koordina-
ten definiert, und unter dem trivialisierenden Vektorbiindelmorphismus wird eine
orientierte Orthonormalbasis der Fasern des vertikalen dufleren Biindels auf die
Standardbasis von A*(R")* @ C abgebildet. Der vertikale Hodge-x-Operator ent-
spricht dann gerade dem gewohnlichen Hodge-x-Operator des R".
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Fiir den Nachweis, dal ¢1T%9 ein PDO von Ordnung Null ist, reicht es nach
2.2.5 aus, das Standardskalarprodukt vertikaler Differentialformen auf €2 zu ver-
wenden. Unter diesen Identifikationen entspricht T der konstanten Familie von
Dirac-Operatoren auf dem R".

Bezeichnet D = d+d* den (unbeschriankten) Dirac-Operator auf R”, so ist
dieser als Differentialoperator der Ordnung 1 auch ein klassischer PDO der Ord-
nung 1 (dessen Symbol nicht notwendigerweise kompakten Triiger hat). Somit ist
der Operator 1 4 D? ein klassischer (Pseudo)Differentialoperator der Ordnung 2.
Die Funktion s hat kompakten Triger; es geniigt daher, den Operator 1 + D?
auf Schnitten zu betrachten, deren Tréger in einer festen kompakten Teilmenge
C1 C R" enthalten sind.

Da D im wesentlichen selbstadjungiert ist, ist der Operator 1 + D? positiv
und selbstadjungiert. Wie in [GES94, Section I1.1.7] beschrieben, kénnen dann
die (komplexen) Potenzen von 1 + D? als PDOs definiert werden, welche mit
den durch Funktionalkalkiil definierten Potenzen {ibereinstimmen. Insbesondere
ist (1 + D?)~1/2 ein PDO von Ordnung -1.

Mit D verkleinert auch (14 D?)~'/2 den Triiger einer Funktion héchstens. Gilt
supp(¢2) C Cy x Cy C Uy x U fiir kompakte Mengen C; C Uy und Cy C Us,
so wéhle man eine glatte Funktion mit kompaktem Triger x € C°(U; x Usz) mit
x = 1 auf C; x Cy. Unter der Identifikation von T = Dgo(1 + D3)~'/2 mit der
konstanten Familie von Dirac-Operatoren auf U; x Us erhélt man die Zerlegung

U1 To 2 = (¥1-Da-x)o (x - (L+Dg)™2 ).

Somit kann Tq als Komposition eines PDO von Ordnung 1 und eines PDO von
Ordnung -1 geschrieben werden, deren Amplituden beide kompakten Triger ha-
ben. Aus 2.2.2 (2.) folgt dann, dafl T ein PDO von Ordnung Null ist, dessen
Amplitude einen kompakten Triger hat. Dies war zu zeigen. O

Insbesondere folgt aus dieser Beschreibung des vertikalen Dirac-Operators auf
(M, F), daB sein (Haupt)Symbol (bis auf Symbole von Ordnung kleiner als Null)

durch D 1

gegeben ist; man vgl. 2.1.22.

o(z,&;

Bemerkung 2.2.12. Die Details von Shubins Konstruktion komplexer Potenzen
von PDOs aus [GES94, Section 1.1.7] im einzelnen anzugeben, wiirde den Rahmen
der bisher beschriebenen Resultate weit {iberschreiten. Fiir die im Beweis von
2.2.11 vorliegende Situation sollen daher nur die wesentlichen Ideen kurz skizziert

werden:
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Es sei d das deRham-Differential auf R", d* der adjungierte Operator und
D :=d +d*. Als Differentialoperator der Ordnung 2 ist A := 1+ D? ein klassischer
PDO der Ordnung 2 (man vgl. etwa 2.2.3), dessen Symbol durch a(z,£) = 1+]£]|2
fir z € R” und & € (R™)* gegeben ist; fiir das Hauptsymbol gilt as(z,¢) = ||£]|%.

Da A ein positiver Operator ist, gilt die folgende Elliptizitdtsbedingung (mit
einem Parameter \):

az(z,§) —A#0 firallex e R", £ € (R")*\ {0} und A <0.

Daher kann zu A — X - id eine Parametrix B = B(\) konstruiert werden, d.h. ein
PDO von Ordnung -2, so daf3

B(\)o(A—X-id) =id+Ri(A) und (A—X-id)o B(\) = id+Ry()\)

gilt, wobei Ry und Ro Operatoren mit glattem Kern sind. Fiir die Resolvente von
A — X-id gilt dann

(A=X-id)™' =B\ +T(\);
dabei ist T' ein Operator mit glattem Kern, welcher fiir A — oo mit Ordnung |\| =2

abféllt. Wihlt man p > 0, so da8 {\ € C | |\| < p} N Spec A = 0 gilt, und ist
I'=T7Ul'yUTI3 der Weg, welcher durch

I = {AeC| —co<A<p},
Iy = {p-e¥eClr>¢p>—7},
I's = {AeC|p>A>—o0}

gegeben ist, so konvergiert fiir z € C mit Re z < 0 das Integral
1
A7 = — [ N(A—X-id)"Td A
5 [ A4 -aia)

Fiir z € C und k € Z mit k > Re z setze man A% := AF o A,_. Hierdurch werden
die komplexen Potenzen von A definiert, welche klassische PDOs der Ordnung 2z
mit Hauptsymbol (az2)? sind.

Durch Auswerten auf einem vollstdndigen Orthonormalsystem fiir A folgt, dafl
die Operatoren A* mit den durch Funktionalkalkiil definierten Potenzen iiberein-

stimmen.



Kapitel 3

Deformation von Lie-Gruppen
und -Algebren

In diesem Kapitel kann nun das Deformationsbild der Assembly-Abbildung fiir
fast zusammenhéngende Lie-Gruppen definiert werden.

Als Motivation fiir die folgenden Konstruktionen wird zunéchst die Deforma-
tion von Lie-Algebren beschrieben. Im zweiten Abschnitt werden die benttigten
Resultate fiir (fast zusammenhéngende) Lie-Gruppen bereitgestellt, so dafl im An-
schluf} die Deformation auf dem Gruppenniveau durchgefithrt werden kann.

Ist G eine fast zusammenhéngende Lie-Gruppe mit maximal kompakter Un-
tergruppe K, so wird die Deformation durch ein glattes Gruppenbiindel G iiber
R beschrieben, welches aulerhalb Null trivial mit Faser G ist, und dessen Null-
faser durch das semidirekte Produkt von K mit dem Tangentialraum T.x(G/K)
der Quotientenmannigfaltigkeit gegeben ist. Informell gesprochen beschreibt die
Deformation einen Prozef}, im Verlaufe dessen die Lie-Gruppe in einer Richtung
flach gezogen wird, ohne die (geometrische) Struktur in der anderen Richtung zu
dndern.

Die Betrachtung der glatten Kategorie und des Untergruppenbiindels der Zu-
sammenhangskomponenten von G erfolgt aus technischen Griinden, um im folgen-
den Kapitel bei der Konstruktion der Familie von Dirac-Elementen der Deforma-
tion die Resultate aus Kapitel 2 nutzen zu konnen.

Nach diesen Vorbereitungen kann unter Verwendung des Resultats 1.3.6 das
Deformationsbild der Assembly-Abbildung definiert werden: Ist B eine G-Algebra,
so erhélt man ein oberhalb stetiges Feld von C*-Algebren iiber dem Intervall [0, 1],
welches trivial aulerhalb von Null mit Faser B x,.G ist, und dessen Nullfaser durch
B x (T.x(G/K) x K) gegeben ist. Die Auswertungsabbildungen in Null und Eins

81
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definieren dann eine Abbildung
Ki(Bx (Tex (G/K) x K)) — K.(B %, G).

Hierdurch ist das Deformationsbild der Assembly-Abbildung gegeben, wobei die
linke Seite (wie in Anhang A beschrieben) mit der topologischen K-Theorie von
G mit Koeffizienten in B zu identifizieren ist.

3.1 Deformation von Lie-Algebren

Zunéchst sollen Deformationen von Lie-Algebren betrachtet werden, wie sie zu-
erst in [IW53] studiert wurden. In der Literatur werden Deformationen von die-
sem Typ auch als Kontraktionen bezeichnet. Im folgenden sei stets (g, [, ]) eine
endlich-dimensionale reelle Lie-Algebra mit n := dim g < oc.

Proposition 3.1.1. Ist U : g —— g eine invertierbare lineare Abbildung, so
definiert

eine Lie-Klammer auf g, und
U: (9, ['7 ]U) - (9, [" ])
ist ein Isomorphismus von Lie-Algebren.

Beweis. Da U und U~! lineare Abbildungen sind und die Lie-Klammer [-,-] li-
near in beiden Komponenten ist, ist auch [-,-];; in beiden Komponenten linear.

Desweiteren gilt
(X, Y]y = U UX),U(Y)] = -U[U(Y),U(X)] = -V, X]u
and [X, [Y, Zlu]u = U-LU(X), [U(Y),U(2)]] fiir alle X, Y, Z € g, und es folgt
(X [Y, Zlolo + Y, [Z, Xu]u + [Z,[X, Y]ulu =0

aus der Jacobi-Identiét der Lie-Klammer [-, -], angewandt auf die Elemente U(X),
U(Y) und U(Z). Somit definiert auch [, ];; eine Lie-Klammer auf g.
Schliefllich gilt fir X, Y € g

U(X,Y]y) =UU[UX),UY))) = [UX),UY).

Die Abbildung U : (g, [, ];;) — (g, [:,-]) respektiert die Lie-Multiplikation und
ist somit ein Isomorphismus von Lie-Algebren. O
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Bemerkungen 3.1.2. (i) Fixiert man eine Basis Xi,..., X, von g, so existie-
ren eindeutig bestimmte Koeflizienten ¢j; € R, so daB

X5, X5 = X,
r=1

gilt, und die Lie-Multiplikation ist eindeutig durch die sogenannten Struk-
turkonstanten ¢j; bestimmt.

Umgekehrt definiert jeder Satz von Konstanten a;;, welcher die Bedingungen

(1) aj; = —aj; und

(2) Yohy afjap, + dyap; + ajag; = 0
fur alle 4, 5,1, = 1,...,n erfiillt, in eindeutiger Weise eine Lie-Multiplikation
auf g (welche von der gewéhlten Basis abhéngt).

(ii) Sind in der Situation des obigen Satzes die linearen Abbildungen U und U1
beziiglich der gewahlten Basis durch die Matrizen (u;;) und (v,s) gegeben,
so berechnen sich die Strukturkonstanten von [-,-];; aus denen von [-, -] wie
folgt:

n

ci;(U) = Z Uy Ui UL Chy -

r.k,l,m=1

Satz 3.1.3. Es sei g = p®t eine Zerlegung der Lie-Algebra in eine direkte Summe
von Untervektorrdumen. Fir alle t # 0 sei eine lineare Abbildung von g auf sich
selbst gegeben durch

Ui =t-id, @ide,

und es sei
[y e = [ Ju, = U HUKC), Ui ()]

Ist £ eine Unteralgebra von g, so existiert

[o = }g% [ Le
und definiert eine Lie-Multiplikation auf g mit folgenden Figenschaften:
(i) g ist ein abelsches Ideal in (g, [-,-],)-
(i1) Die Lie-Multiplikation [-, -], stimmt auf € x € mit der urspringlichen tiberein.

(i1i) Sind X, X' € p, Y)Y €t mit [ X,Y]=X"+Y’, soist [X,Y]p=X".

Die Lie-Algebra (g, [+, -],) ist somit das semidirekte Produkt von @ und €.
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Beweis. Nach der obigen Bemerkung geniigt es, die Aussagen fiir die Strukturkon-
stanten nach Wahl einer Basis von g zu zeigen. Es seien dazu Basen X7, ... X} von
t und Xgyq,..., X, von p gewdhlt. Fiir ¢t # 0 ist die Abbildung U; invertierbar,
und nach Teil (ii) der Bemerkung gilt fiir die Strukturkonstanten von Uy:

r

cii(t) = vrrusiugjcy;
mit
1 : 1<k q 1 cor<k
uy = un U =
i t o 1>k " 1 1>k

Damit lassen sich die neuen Strukturkonstanten explizit angeben:

1,5, 71 <k

L,r<k, j>k
75,r<k, i>k
7>k r<k
1,7 <k, r>k
1<k, j,r>k
i<k, i,r>k
i, 7,1 > k.

<3

<

—
@Q HO @Q @ﬁ HQ @Q @Q (@)
SISISISISISIS

~~

\

Ist € eine Unteralgebra von g, so gilt ¢;; = 0 fiir 4,7 < k und r > k. Also existiert
in allen Féllen
ai; = c;:(0) :== lim ¢} (t);

ij ij e )
genauer gilt
c; + 4,3,r<k
- cgj 1<k, gjr>k
a. [ pe—
” c; i<k dr>k
0 : sonst
Da die Strukturkonstanten Cij die Bedingungen iy = —¢% und die Jacobi-Identitét

erfiillen, gilt dies auch fiir die a;;. Erstere Bedingung ist klar, und fiir letztere
berechnet man
n n
k k k : k k k
Z ajjap + ajag; + agpag; = %21(1] Z Vkk Wi UV Urr U1 (€5 Cl + C1Chi + CiChr)
k=1 k=1
= [)7

da der Ausdruck in der Klammer identisch 0 ist. Also definieren die Strukturkon-
stanten in der Tat eine Lie-Klammer [, ], auf g, deren geforderte Eigenschaften
sich direkt aus den Werten der Strukturkonstanten ergeben. O
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Bezeichnet g; := (g, [-,],) fir ¢ € R die beziiglich U; deformierte Lie-Algebra, so
1aBt sich das Feld (g¢)ier als sog. Lie-Algebroid mit trivialem Anker auffassen,
dessen Fasern auflerhalb 0 isomorph zueinander sind. Genauer gilt:

Proposition 3.1.4. Man betrachte A := g x R als Vektorraumbiindel iber R,
und es bezeichne I'(A) die Algebra der glatten Schnitte. Setzt man [f,g](t) =
[f(t),g(t)]:, so definiert die Abbildung

[]:T(A) xT'(A) —— T'(A)
(frg) = [f.4g),

eine Lie-Multiplikation auf T'(A).

Beweis. Es ist nur zu zeigen, daf mit f,g € I'(A) auch [f,g] differenzierbar ist.
Dies sieht man aber sofort, wenn man eine Basis X1,...,X,, von g wie in obigem
Beweis wéhlt:

Gilt f(t) =32 Mi(t) - X; und g(t) = -0, py(t) - X mit glatten Funktionen
Air bt R —— R, so gilt

[Foal() = > Xi(t) - py(t) - e (8) - X,

ijr=1

und die Glattheit folgt aus der Tatsache, daf auch die Funktionen ¢j; glatt sind,

wie an der expliziten Darstellung im vorigen Beweis zu sehen ist. O

Ein Lie-Algebroid ist im allgemeinen nicht integrierbar, d.h. es mufl keinen Lie-
Gruppoid geben, dessen zugehoriger Lie-Algebroid mit dem gegebenen iiberein-
stimmt. Mit anderen Worten: Es gibt keine Aussage, die dem dritten Theorem
von Lie entsprechen wiirde.

Im folgenden Abschnitt wird der Deformationsprozel daher durch direkte Kon-
struktion eines Biindels von Lie-Gruppen beschrieben. Die Konstruktion ist durch
folgende Uberlegungen motiviert:

Ist G eine endlich-dimensionale reelle Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und H
eine abgeschlossene Untergruppe von G, so besitzt H selbst die Struktur einer
Lie-Gruppe, und die zugehorige Lie-Algebra h ist in natiirlicher Weise eine Unter-
algebra von g.

In der Nullfaser des zu konstruierenden Biindels von Lie-Gruppen ist die Unter-
gruppe H unverindert zu lassen und der Rest “flach” zu machen; genauer gesagt,
wird die Lie-Gruppe G zum semidirekten Produkt von H mit dem Tangentialraum
der Quotientenmannigfaltigkeit G/H deformiert.
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Fiir t # 0 ist die deformierte Lie-Algebra g; isomorph zu g = g;. Also sollen
auch die korrespondierenden Lie-Gruppen Gy lokal isomorph zu G sein. Aus der
Theorie der Lie-Gruppen ist bekannt, dafl die Exponentialfunktion eine Umgebung
der Null in g diffeomorph auf eine Umgebung der Eins in G abbildet, und die
Multiplikation wird dort beschrieben durch die Campbell-Hausdorff-Formel; man
vgl. etwa [Tit83, III, 4.2 - 4.3].

Es bezeichne im folgenden Hy(-,-) die Campbell-Hausdorff-Reihe fiir g;, und
man setze H := H;. Sind ¢1,92 € G mit g; = exp(Z;), so dal die Campbell-
Hausdorfl-Reihe Hy(Z, Z3) (beziiglich einer geeignet gewihlten Norm) konver-
giert, so definiere man ¢; % g2 := exp(H¢(Z1, Z2)). Mit dieser Verkniipfung ist
Gt := (G, *;) eine “lokale Gruppe” zur Lie-Algebra g; mit Exponentialfunktion
exp; = exp.

Die Summanden der Campbell-Hausdorff-Reihe sind iterierte Kommutatoren.
Per vollstandiger Induktion zeigt man leicht fiir die Deformationsabbildungen Uy:

Proposition 3.1.5.
Ue([ - [ X1, Xole, Xsley - ooy Xile) = [+ [Ue(X1), U(X2)], U(X3)], . . ., U (Xk)]
Hieraus ergibt sich sofort:

Korollar 3.1.6. Sind Z1,7Z5 € g, so daf$ die auftretenden Campbell-Hausdorff-
Reihen konvergieren, so gilt Uy(Hy(Z1,Z2)) = H(U(Z1),U(Z2)).

Damit erhalt man:

Satz 3.1.7. Fir g = exp,(Z) € Gy setze man ®4(g) := exp(Us(Z)) € G. Dann
ist ¢r + Gy — G ein lokaler Isomorphismus, fir den das folgende Diagramm
kommutiert:

U

gt

exp; exp

Dy

Gy G.

Beweis. Die Kommutativitdt des Diagramms ist klar nach Definition der Abbil-
dungen. Sind g; = exp,(Z;) € Gy fiir i = 1,2, so gilt unter Verwendung des obigen
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Korollars

Qi(g1 %1 g2) = Py(exp(Hy(Z1, 22

d.h. ®; ist ein lokaler Homomorphismus. Dieser ist sogar ein lokaler Isomorphis-
mus, da die korrespondierende Abbildung auf dem Niveau der Lie-Algebren ein
Isomorphismus ist. O

3.2 Fast zusammenhingende Lie-Gruppen

Um die im vorigen Abschnitt beschriebene Deformation auf fast zusammenhéngen-
de Lie-Gruppen iibertragen zu kénnen, werden zunéchst die benotigten Resultate
aus der Theorie der Lie-Gruppen bereitgestellt; Lie-Gruppen sind dabei stets als
reell-analytische Mannigfaltigkeiten zu verstehen.

Im folgenden sei G eine reelle Lie-Gruppe endlicher Dimension mit Lie-Algebra g,
H C @G eine abgeschlossene Untergruppe mit Lie-Algebra §h und m ein Vektorraum-
komplement von h in g. Desweiteren bezeichne ¢ : G —— G/H die kanonische
Quotientenabbildung, wobei G/H mit der Quotiententopologie versehen sei.

Theorem 3.2.1. Es gibt genau eine analytische Struktur auf G/H, so daf$ G eine
Lie-Transformationsgruppe fir G/H ist; insbesondere ist G/H eine analytische
Mannigfaltigkeit.

Genauer gesagt: Fs existiert eine Umgebung Vi von 0 in m, so dafi die Ein-
schrinkung der Exponentialfunktion Vo homdomorph auf ihr Bild in G und die
Quotientenabbildung das Bild exp(Vy) homdomorph auf q(exp(Vp)) in G/H abbil-
det. Die analytische Struktur ist so definiert, dafl die Abbildung

Exp:=qoexply, : o — Exp(Wp) CG/H

ein Diffeomorphismus ist. Da dexp |o = id ist, lifst sich m mit dem Tangentialraum
von G/H in q(e) = eH identifizieren.

Beweis. [Hel78, 11.4.1 und 11.4.2]. O
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Satz 3.2.2. Fiir jedes g € G ist die Konjugation I, : G —— G, v+ grg~! ein

analytischer Diffeomorphismus mit I4(e) = e und induziert daher einen Isomor-

phismus
Ad(g) :=dyle : g — g.

Die Abbildung Ad : G —— Gl(g) ist ein analytischer Homomorphismus, und es
gilt

Ly(exp(X)) = g exp(X) - g~ = exp(Ad(g)(X))
fir alle g € G und X € g.

Beweis. Folgt aus [Hel78, 11.1.12]. O
Satz 3.2.3. Fiir g € G ist die Linksmultiplikation
L,:G/H— G/H, zHw— gzH

ein analytischer Diffeomorphismus. Ist h € H, so gilt Lp(eH) = eH, und Ly
induziert einen Isomorphismus

Thi=dLpleg : V —V,

wobei V := Tey(G/H) den Tangentialraum von G/H in q(e) = eH bezeichne. Es
gilt Tpp = Th © Th, und die Abbildung

T:HXxV —V, (h,X)— m(X)

ist analytisch. Daher ist das semidirekte Produkt V x H eine Lie-Gruppe. Deswei-
teren kommutieren fiir h € H die folgenden Diagramme:

¢ g
q q
G/H G/H
. Ad(h) .
dqle dgle
1% 1%

Th
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Gilt zusdtzlich Ad(h)(m) C m, so kommutiert auch das Diagramm
Ad(h
w2

Th
wobei o = (dqle)|m! dst.

Beweis. Nach 3.2.1 ist GG eine Lie-Transformationgruppe fiir den homogenen Raum
G/H. Insbesondere ist die Abbildung

GxG/H— G/H, (g,zH)w— gzH

analytisch, und fiir alle g € G ist die Linkstranslation L, ein Diffeomorphismus
mit Inversem L,-1. Durch Ubergang zu den Differentialen der Linkstranslationen
erhélt man durch

GxT(G/H)— T(G/H), (9,(zH, X)) (9zH,dLy(X))

eine glatte G-Wirkung auf dem Tangentialbiindel T'(G/H).

Fiir alle h € H ist dLp : V —— V ein Isomorphismus. Einschranken der
obigen Wirkung auf die abgeschlossene Teilmenge H x V definiert somit eine
glatte Wirkung

T:HXV —V,

und das semidirekte Produkt V x H ist eine analytische Lie-Gruppe. Die Ver-
kniipfungen sind dabei gegeben durch

(X,h)- (Y1) = (X 4+7,(Y),hl) und (X,h)"' = (—7,-1(X),h7}).

Die Kommutativitdt des ersten Diagramms rechnet man sofort nach; hieraus folgt
dann die Kommutativitit der anderen beiden Diagramme durch Ubergang zu den
Differentialen. O

Bemerkung 3.2.4. Die Lie-Unteralgebra h C g der Untergruppe H C G ist
invariant unter der Einschrinkung der adjungierten Darstellung auf H. Ist H
sogar kompakt, so ist H vollstdndig reduzibel. Da b ein H-invarianter Teilraum
von g fiir die Darstellung

Ady : H — Aut(g)

ist, folgt insbesondere, daf} fiir H C G kompakt ein H-invariantes Komplement
von b in g existiert. Fiir kompakte Untergruppen sei der Unterraum m C g stets
so gewihlt, dal Ad(H)(m) C m gilt.
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Satz 3.2.5. Es existieren beschrdnkte, offene Nullumgebungen Ug C g, Uy € m
und Uy C B, so daf$ die Abbildungen

Y : Uy — G, Z — exp(Z)
und
¢:UnxUy— G, (X,Y)—expX -exp(Y)

analytische Diffeomorphismen auf eine offene Umgebung des neutralen Elements
in G sind. Da H eine (abgeschlossene) Untergruppe von G ist, kann Uy so gewdhit
werden, daf$ Wy := exp(Uy) eine offene Umgebung von e in H ist, und auch die
Abbildung

¢:Upnx Wy — G, (X,h) —exp(X)-h

ist dann ein analytischer Diffeomorphismus auf thr Bild.
Beweis. Folgt aus [Hel78, I1.1.6 und II.2.4]. O

AD jetzt sei die Lie-Algebra g mit einer Norm || - || versehen, welche die Bedingung

I Y < IX - (Y] fiir alle X, Y € g

!/

erfiillt. Eine solche Norm existiert immer: Ist ndamlich || - ||” eine beliebige Norm

auf g, so existiert aufgrund der Stetigkeit der Lie-Klammer eine Konstante C' > 0
mit [, < C-|[- - |||/ und || - || := C - || - || liefert das Gewiinschte.

Satz 3.2.6. Es bezeichne H(T1,T») die Campbell-Hausdorff-Reihe in den Varia-
blen T1,T,. Diese ist absolut konvergent auf der Menge

O ={(21,2:) eax |21 + | 2] < log2}

und gleichmdfig konvergent auf kompakten Teilmengen von O. Fir (Zy,Zs) € O
gilt

exp(H(Z1,Z3)) = exp(Z1) - exp(Z2).
Insbesondere folgt: Sind Uy,Us beschrdnkte Teilmengen von g, so existiert ein

€ > 0, so dafl die Abbildung

Uy x Uz x (—e,¢)  —— g,
(Z1,Z2,t) = H(t-Z1,t- Zs)

wohldefiniert und analytisch ist.

Beweis. Vgl. [Bou98b, II, §7.2, Prop. 1] bzw. [Tit83, III, §3.5]. Die Campbell-
Hausdorff-Reihe stellt auf O eine analytische Abbildung dar, welche als absolut
konvergente Reihe auf kompakten Teilmengen von O gleichméflig konvergiert. [
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Die Campbell-Hausdorff-Reihe 148t sich in der Form H(Z1, Z2) = > o2 | Hn(Z1, Z5)
schreiben, wobei die homogenen Anteile H, Linearkombinationen n-facher Lie-
Klammern sind. Fiir die ersten drei Terme gilt etwa Hi(Z1,2Z2) = Z1 + Zo,
HQ(Zl,ZQ) = %[Zl, ZQ] und Hg(Zl, ZQ) = %[Zl, [Zl, ZQH — %[ZQ, {Zl, ZQ”

Zu einer lokal-kompakten Gruppe G bezeichne G die Zusammenhangskomponen-
te der Eins. Diese ist ein abgeschlossener Normalteiler in GG, und die Gruppe der
Zusammenhangskomponenten G /Gy ist total unzusammenhéngend.

Definition 3.2.7. Eine lokal-kompakte Gruppe G heifit fast zusammenh#ngend,
falls die Gruppe G/Gg der Zusammenhangskomponenten kompakt ist.

Bemerkung 3.2.8. Ist G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g, so ist dafl Bild
exp(g) der Exponentialfunktion in G enthalten. Somit enthilt Gy eine wegzu-
sammenhéngende Umgebung der Eins; daher ist Gy auch offen in G, und die
Topologie auf G/G ist diskret.

Eine Lie-Gruppe G ist somit genau dann fast zusammenh#ngend, wenn G nur
endlich viele Zusammenhangskomponenten besitzt.

Fiir fast zusammenhéngende Lie-Gruppen hat man den folgenden Struktursatz:

Theorem 3.2.9. Es sei G eine fast zusammenhdngende Lie-Gruppe mit Lie-
Algebra g. Dann gibt es eine kompakte Untergruppe K C G und endlich viele
Unterriume Si,..., Sk C g, deren Summe direkt ist, so daf fir E; := exp(S;) und
E = F| X ...x Ey die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) Fir allex € K und allei=1,...,k gilt z- E; -2~ = Ej.

(i) Die durch Multiplikation gegebene Abbildung E x K —— G st ein Diffeo-
morphismus analytischer Mannigfaltigkeiten.

(iii) Zu jeder kompakten Untergruppe L C G existiert ein Element x € E mit
z-L-x 1 CK.

Insbesondere ist K eine mazximal kompakte Untergruppe in G.

Beweis. Man vergleiche [Hoc68, XV, Thm. 3.1]. Die Tatsache, da} K maximal
kompakt in G ist, folgt leicht: Ist ndmlich M C G eine kompakte Untergrup-
pe, welche K enthilt, so folgt aus Bedingung (iii), dafl ein Element x € G mit
cKez ! C zMz™ ! C K gibt. Somit miissen M und K die gleiche Dimension
und die gleiche Anzahl von Zusammenhangskomponenten haben, woraus M = K
folgt. O
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Nach Aussage (iii) des Theorems ist klar, dafl die maximal kompakte Untergrup-
pe einer fast zusammenhéngenden Lie-Gruppe eindeutig bis auf Konjugation be-
stimmt ist. Als weitere Folgerung erhélt man:

Korollar 3.2.10. Ist G eine fast zusammenhdngende Lie-Gruppe mit mazimal
kompakter Untergruppe K, so ist der homogene Raum G/K zusammenhingend,
K NGy ist eine mazimal kompakte Untergruppe von Gq, und Ko = K N Gy ist
die Zusammenhangskomponente der Fins in K. Die homogenen Riume G /K und
Go/ Ky sind in kanonischer Weise diffeomorph.

Beweis. Wie im Beweis von 3.2.9 sieht man, daf§i K N Gy maximal kompakt in G
und somit nach 3.2.9 (ii), angewandt auf G, zusammenhéngend ist. Die restlichen
Aussagen folgen dann sofort. O

Bemerkung 3.2.11. Als zusammenhéngende Lie-Gruppe wirkt G orientierungs-
erhaltend auf dem homogenen Raum G/K.

Ist A ein Haarmaf} der fast zusammenhéngenden Lie-Gruppe G, so definiert
die Einschrankung auf die offene Untergruppe Gg ein Haarmafl Ag auf Gj.

Die kanonischen Abbildungen ¢ : G — G/K und ¢y : Gy — G/K sind
eigentlich. Ist N € N die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von G, so gibt
es nach 3.2.9 Elemente k1,...,ky € K, so dafl G die disjunkte Vereinigung der
Mengen Go-k1,...,Go-ky ist. Ist f € C.(G/K), so gilt (foq)(g-ki) = (foqo)(g)
fir alle g € Gound ¢ = 1,..., N, und es folgt

/foqd)\:N~ foqodX.
G Go

Fiir eine kompakte Untergruppe ist nach 3.2.4 aus abstrakten Griinden klar, dafl
ein K-invariantes Vektorraumkomplement m von ¢ C g existiert. Im folgenden
Beispiel kann ein solches konkret beschrieben werden:

Beispiel 3.2.12. Es sei G eine halbeinfache und zusammenhéngende Lie-Gruppe.
Ist die zugehorige Lie-Algebra g von kompaktem Typ, so ist nach dem Satz von
Weyl (vgl. [HN91, I11.5.13]) die Gruppe G kompakt. Fiir K = G und ¢ = g ist
m = 0 trivialerweise ein K-invariantes Vektorraumkomplement.

Ist die Lie-Algebra g nicht von kompaktem Typ, so betrachte man eine Cartan-
Zerlegung g = p @ ¢, und es bezeichne K := (exp ) die von exp ¢ erzeugte analy-
tische Untergruppe in G. Da fiir X € £ auch (exp X)™! = exp(—X) € expt liegt,
besteht K gerade aus endlichen Produkten von Elementen aus exp &.

Die Cartan-Zerlegung hat die Eigenschaft, da8 fiir die Lie-Klammer die Bezie-
hungen

eece  [6p]Cp und [p,p] CE
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gelten. Ist X € tund Y € p, so gilt also
ad(X)(Y) = [X,Y] € g,
und per vollstiandiger Induktion erkennt man, daf fiir alle n € N auch
(ad(X))"(Y) € p
gilt. Andererseits gilt in einer Lie-Gruppe die Beziehung

Ad(exp X) = exp(ad(X)) = Y (adn)f sy
n=0 ’

Da p als endlich-dimensionaler Unterraum in g abgeschlossen ist, folgt also fiir
alle X € ¢ die Bezichung Ad(exp X)(p) C p. Andererseits ist Ad eine Darstellung
von G, d.h. es gilt Ad(k1ks) = Ad(k1) Ad(k2). Da die Untergruppe K von exp ¢
erzeugt wird, folgt also Ad(k)(p) C g fiir alle k € K.

Ist das Zentrum von G endlich, so ist nach [Hel78, VI.1.1(i)] K eine maximal
kompakte Untergruppe von G, und die Cartan-Zerlegung (mit m := ) liefert das
Gewiinschte.

Auch in dem Fall, dal G unendliches Zentrum besitzt, ist (G, K) ein Riem-
mansches symmetrisches Paar im Sinne von [Hel78|, und — ausgehend von der
Cartan-Zerlegung der Lie-Algebra g — kann die maximal kompakte Untergruppe
wie im Beweis von [Hel78, VI.2.2] gewahlt werden:

Ist Z(G) nicht endlich, so ist K = (expt) nicht kompakt; es existiert eine
Zerlegung £ = ¢, & £,, wobei £, eine abelsche Unteralgebra ist. Es bezeichnen K
und K, die analytische Untergruppen von K, welche zu £ und &, korrespondieren.
Die Untergruppe K, besitzt eine Zerlegung in ein direktes Produkt analytischer
Untergruppen K, = T x E, wobei T ein Torus und E analytisch isomorph zu
einem euklidischen Raum ist. Dann ist

K:=KJT={kt|kecK,teT}
eine maximal kompakte Untergruppe; ihre Elemente kommutieren mit denen aus
E. Aus K, =T x E folgt ¢, = tr @ g, und man setze m := tg & p.
Da K C K gilt, folgt wie oben Ad(k)(p) C g fiir alle k¥ € K. Anderer-
seits gilt I, |z = idg fiir alle k € K, und daher folgt mit Ad(k) = (dIj). auch
Ad(k)|e, = idg,, also insgesamt Ad(k)(m) C m, was zu zeigen war.

3.3 Deformation von Lie-Gruppen

In diesem Abschnitt wird nun die Deformation von fast zusammenhéngenden Lie-
Gruppen durch Konstruktion eines glatten Gruppenbiindels G iiber R beschrieben.
Die Konstruktion des Gruppenbiindels ist motiviert durch [Con94, I1.10.5].
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Desweiteren wird das Untergruppenbiindel der Zusammenhangskomponenten
von G eingefiihrt. Dieses wird im folgenden Kapitel bei der Konstruktion des Dirac-
Elements zur Definition einer Orientierung benétigt, um wie in 2.1.21 das Resultat
von Wolf fiir die Definition des vertikalen Dirac-Operators nutzen zu kénnen.

Im folgenden sei stets G eine (endlich-dimensionale, reelle) fast zusammenhéngen-
de Lie-Gruppe mit zugehoriger Lie-Algebra g.
Auf der Lie-Algebra sei — wie im vorigen Abschnitt angegeben — eine Norm
fixiert, welche die Bedingung [|[X,Y]|| < || X|| - ||Y|| fiir alle X,Y € g erfiillt.
Desweiteren sei K C G eine maximal kompakte Untergruppe von G mit Lie-
Algebra £ und m ein Vektorraumkomplement von ¢ in g, so da§ Ad(k)(m) C m fur
alle k € K gilt.

Zur Vereinfachung der Schreibweise werden folgende Notationen eingefiihrt:

Es bezeiche V := Tog(G/K) den Tangentialraum an G/K im Punkt eK;
dieser wird nach 3.2.1 mit dem K-invarianten Unterraum m der Lie-Algebra g
identifiziert, so dal g = V @ ¢ gilt. Die Einschréinkung der Norm auf g definiert
eine Norm auf V.

Die maximal kompakte Untergruppe K wirkt auf V wie in 3.2.3, und es be-
zeichne V' x K das semidirekte Produkt. Unter der Identifikation von V' mit dem
Unterraum m C g gilt fiir die Wirkung 7 = Ad.

Desweiteren seien offene und zusammenhédngende Umgebungen Vi von 0 € V
und Wy von e € K wie in 3.2.5 fixiert, so daf§ die Einschrénkung der Abbildung

p: VxK—G, (X,k)—exp(X)- k

auf Vy x Wy ein Diffeomorphismus auf das Bild ¢(Vy x Wy) C G ist. Da die
Multiplikation von G analytisch ist, ist fiir jedes k € K die Abbildung

Vo x Wok —— G, (X, hk) — exp(X)hk

ebenfalls ein Diffeomorphismus auf ihr Bild. Im folgenden werden die Notationen
R* =R\ {0}, R = {z > 0} und R~ = {z < 0} verwendet.

Man betrachte die disjunkte Vereinigung
G:=(VxKx{0}) U (GxR)

mit der kanonischen Projektion p : G —— R. Unter faserweisen Operationen ist
G ein Biindel von Gruppen iiber R.
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Fiir eine Teilmenge A C R setze man G4 := p_l(A) und insbesondere G; := Q{t}
fiir t € R. Ist ¢ # 0, so 1a8t sich G; mit G identifizieren; ebenso kann Gy mit V' x K
identifiziert werden.

Satz 3.3.1. Als Biindel von Gruppen ist G ein Gruppoid beziiglich der folgenden
Strukturabbildungen:

o Source- und Target-Abbildung:
kanonische Projektion p:G —— R

o Eins-Abbildung:

(0,e,0) firt=0

u:R—0, tH{ (e,t) firt#0

o [nversion:

z’:Q—»Q, (éat)’_)(gilvt)
e partielle Multiplikation:

m: g(2) - g) ((élat)7 (52775)) = (51 : 52’t)’
wobei G2 =@ xr G ={((,n) € GxG|p(C)=pn)} ist.
Beweis. Klar. ]

Ein erstes Ziel ist es, G mit der Struktur eines glatten Gruppenbiindels zu versehen.
Als glatter Gruppoid besitzt G dann ein glattes Haarsystem, wie im ersten Kapitel
beschrieben wurde. Dazu betrachte man auf G die folgende Topologie:

Definition 3.3.2. Es sei
P:VxKxR—G

definiert durch
(X,k,0) fiirt=0

(X, by t) = { (exp(tX)k,t) fiir t 2 0.

Es bezeichne ¥ die Topologie auf G, welche von den Mengen des folgenden Typs
erzeugt wird:

(I) O C G x R* offen,

(IT) ®(U x Wk x (—e€,¢€)) fiir e > 0, U offen (und beschriankt) in V mit tU C
fiir alle |t| < €, k € K und W offene Umgebung von e € K mit W C Wj.
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Dabei bezeichnen Vy bzw. W die fixierten offenen und zusammenhéngenden Um-
gebungen des neutralen Elements in V' bzw. K.

Motiviert ist die Definition der Topologie auf G durch den im ersten Abschnitt
beschriebenen Deformationsproze fiir Lie-Algebren; man vergleiche insbesondere
3.1.7.

Bemerkung 3.3.3. Nach Wahl der Umgebungen bildet
0: VxK— G (X, k)—exp(X)- k

die Menge Vj x Wy diffeomorph auf ihr Bild in G ab. Da die Rechtsmultiplikation
mit Elementen aus G ebenfalls ein Diffeomorphismus ist, ist die oben definierte
Abbildung ® auf jeder Menge des Typs (II) injektiv.

Die Mengen des Typs (II), welche als typische Umgebungen von Elementen der
Nullfaser von G anzusehen sind, besitzen die folgende Durchschnittseigenschaft:

Lemma 3.3.4. Firi = 1,2 seien M; = Uy x Wik; x (—¢;,¢;) €V x K xR gegeben,
so dafs ®(M;) eine offene Menge vom Typ (1) in G ist. Dann existiert zu jedem
Punkt in ®(M;) N ®(M2) NGy eine offene Umgebung M = U x Wk x (—¢,€) in
V x K xR, so daff (M) vom Typ (II) ist und ®(M) C &(M;) N P(Ma) gilt.
Die Mengen des Typs (II) bilden somit eine Umgebungsbasis der Punkte in Gy.

Beweis. Fiir (X,k,0) € ®(My) N ®(My) ist Uy N Us =: U eine offene (und be-
schriankte) Umgebung von X in V. Mit € := min(ep, €2) gilt dann tU C Vj fur
alle |t| < e. Desweiteren ist Wik N Waky eine offene Umgebung von k in K.
Setzt man W := (Wik; N Wako)k™1 N Wy, so ist M = U x Wk x (—¢,¢€) offen
in Vx K xR, und es gilt M C M; N Ms. Daher ist (M) vom Typ (II) mit
B(M) C B(My) N D(My). O

Satz 3.3.5. Die Topologie T von G besitzt folgende Eigenschaften:

(i) Die Einschrinkungen T|g, bzw. T|g,, definieren die Standard-Topologie von
g() bzw. ng =G x R*.

(i) T ist Hausdorffsch.
(iii) T erfillt das zweite Abzihlbarkeitsaxiom.
(iv) ¥ ist lokal-kompakt.

Beweis. Es ist klar, dafl die Einschréinkungen von Mengen des Typs (I) (bzw. des
Typs (II)) die gewohnliche Topologie von G x R* (bzw. von Gy) erzeugen. Fiir den
Nachweis von (i) ist daher nur zu zeigen, daf§ die Einschrinkung von Mengen des
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Typs (II) auf Grx offen in G x R* ist. Nun gilt aber fiir eine solche basis-offene
Menge

QU x Wk x (—€,€))NGrx = P(U x Wk x (0,6)) UP(U x Wk x (—¢,0)).
Die Abbildung
p:Vx KXR —Vx KxR*, (X, kt)— (tX,k,t)

ist ein analytischer Diffeomorphismus, und die Einschrinkung der Abbildung &
auf U x Wk x (0,¢) ist gerade gegeben als Komposition der Abbildungen

U x Wk x (0,€) —"~ (U x Wk x (0,¢)) 255 @ x R*.

Dies zeigt, daf3 die Einschrinkung von ® ein Diffeomorphismus auf ihr Bild ist,
und somit ist ®(U x Wk x (0,€)) N Gr+ = ®(U x Wk x (0,€)) offen in G x R*;
analog argumentiert man fir ®(U x Wk x (—¢,€)) N Gp-.

Nach Definition der Topologie ist klar, dafl je zwei Punkte aus Grx und Punkte
aus Gp von Punkten aus Ggrx durch offene Umgebungen in G getrennt werden
konnen.

Es seien also zwei Punkte (X1, k1,0) und (X2, k2,0) der Nullfaser Gy gegeben.
Gilt k1 # ko, so gibt es eine offene, zusammenhingende Nullumgebung V C
in V und eine offene Umgebung W C W, des Einselements in K, so da fiir die
offene Umgebung o(V x W) = exp(V) - W des Einselements in G

QO(VXVNV)'k‘lﬂ(p(‘N/XW)'kQ =0

gilt. Wahlt man nun offene, beschriankte Umgebungen U; von X; in V und € > 0,
so daB ¢t-U; C V fiir alle 0 < |t| < € gilt, so trennen die offenen Umgebungen
®(U, x Wky x (—€,€)) und ®(Us x Wky x (—¢,€)) die Punkte (X1,k;,0) und
(X2, k2,0).

Gilt dagegen k1 = ko =: k und X; # Xo, so gibt es offene und beschrinkte
Umgebungen U, Us C V von X; bzw. X9 mit trivialem Durchschnitt. Ist € > 0
so gewéhlt, dal t - U; C V} fiir alle 0 < |t| < € gilt, so gilt auch ¢t - Uy Nt-Uy =0
fiir alle 0 < |t| < €, und die offenen Umgebungen ®(U; x Wok X (—¢,€)) und
®(Uy x Wok x (—¢,€)) trennen die Punkte (X1, k,0) und (Xs, k,0). Somit ist auch
Aussage (ii) gezeigt.

Die Aussage (iii) ist klar, da sowohl V' x K x R als auch G x R* das zwei-
te Abz#hlbarkeitsaxiom erfiillen und daher eine abzéhlbare Basis der Topologie
besitzen. Gleiches gilt nach Definition der Topologie ¥ dann auch fiir G.

Es bleibt die Aussage (iv) zu zeigen. Da G x R* lokal-kompakt ist, besitzt
jeder Punkt aus Gpx eine kompakte Umgebung. Gleiches ist auch fiir die Punkte
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¢ = (X,k,0) € Gy zu zeigen. Da auch V' x K x R lokal-kompakt ist, jede offene
Umgebung eines Punktes also eine kompakte Umgebung enthilt, geniigt es, fol-
gende Aussage zu zeigen: Ist ®(M) eine basis-offene Umgebung des Typs (II) von
€ mit M = UXxWkx (—¢,e€), so ist die Einschrénkung ®5; := ®|ps : M —— G von
® auf M stetig. Es geniigt dabei, die Stetigkeit auf Erzeugern der Topologie ¥ zu
testen. Man setze M* := U x Wk x ((—e,€) \ {0}), welches eine offene Teilmenge
von M ist.

Ist O C G x R* offen, so ist nach (i) auch O N ®(M) = O N (M *) offen in
G x R*. Da &) injektiv ist, gilt <I>]_V[1(O) C M*. Wie im Beweis von der Aussage
(i) siecht man, da die Einschrankung von ®,; auf M* sich als Verkniipfung von
Diffeomorphismen schreiben 148t und somit einen Diffeomorphismus auf ihr Bild
induziert. Daher ist ®;/(0) = ®,/(ON®(M~)) C M~ offen, insbesondere also
auch offen in M.

Ist andererseits ®(M;) eine offene Menge vom Typ (II) in G gegeben, so gilt
O, (D(My)) = O3/ (®(M;)N®(M)). Man setze T := ®(M;)N®(M), T := TNGo
und T := T N Ggx. Aufgrund des vorigen Falls ist ®,; (T*) offen in M. Nach
3.3.4 existiert zu jedem & € Ty eine offene Umgebung ®(M¢) des Typs (II) von £
mit Mg € M und (M) C T es gilt also T =T U Jger, ®(Me) und somit

$1T) = 2 (1)U | 83 (@(Me) = 311 U | Me
§€To ety

aufgrund der Injektivitéit von ®;;. Als Vereinigung offener Mengen ist daher auch
&,/ (®(My)) = &,/ (T) offen in M, woraus die Stetigkeit von @, folgt. O

Satz 3.3.6. Das Gruppenbiindel G besitzt eine analytische Struktur, welche von
Produktkarten auf den Erzeugern der Topologie vom Typ (I) und (II) erzeugt wird.

Beweis. Sowohl G x R* als auch V' x K x R sind analytische Mannigfaltigkeiten.
Betrachtet man Produktkarten von G x R* und Produktkarten von V x K x R,
welche auf Mengen des Typs (II) definiert sind, so ist nur zu zeigen, daf die auf-
tretenden Kartenwechsel glatt sind. Diese Karten erzeugen dann eine analytische
Struktur auf G.

Der Kartenwechsel zweier Karten von G x R* ist glatt. Sind zwei offene Men-
gen ®(M;) und ®(Msz) vom Typ (II) mit M; = U; x Wik; x (—¢€;,¢;) und zwei
Produktkarten von V' x K x R auf M; und Ms gegeben, so geniigt es zu zeigen,
dafl zu jedem Punkt aus ®(M;) N ®(M;) eine Umgebung existiert, so dafl die
Einschrinkung des Kartenwechsels auf diese Umgebung glatt ist.

Ist (&,t) € ®(My) N P(My) mit t = 0, so enthidlt ®(M;) N &(Mz) nach 3.3.4
eine Umgebung ®(M) von (£,0) vom Typ (II) mit M C M; N My, und die Ein-
schriankung des Kartenwechsels auf M ist glatt.
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Ist t > 0, so geniigt es, die Abbildung & auf Mf = U; x Wik; x (0,¢;) zu
betrachten. Dort 148t sich ® als Komposition der folgenden (lokalen) Diffeomor-
phismen schreiben:

Ui X Wiki X (0, Ei) — Vb X Wki X (0,62'), (X,/{?,t) — (tX,k,t),
Vo x Wk; x (0,e;) —— G x(0,¢), (X,k,t)— (exp(X)-k,t)

Als Komposition lokaler Diffeomorphismen ist auch in dieser Situation der Kar-
tenwechsel glatt. Analog argumentiert man fiir ¢t < 0.

Es bleibt der Kartenwechsel fiir eine Karte vom Typ (I) und eine Karte vom
Typ (IT) zu betrachten. Ist eine Produktkarte auf der Umgebung U X Wk x (—e, €)
gegeben, so gilt

(U x Wk x (—€,€)) NGrx = ®(U x Wk x ((—e,e) NR™)),
und wie oben 148t sich die Einschrinkung von ® als Komposition der Abbildungen

UXxWkx ((—€,6) NR*) —— Vo x Wk x ((—e,¢) NR®), (X,1,t) — (tX,1,1t),
Vo x Wk x ((—e,e) NR*) —— G X ((—e,e) NRX), (X,1,t) — (exp(X) - 1,t)

beschreiben. Die einzelnen Abbildungen sind analytische Diffeomorphismen auf
ihr Bild; somit ist auch der Kartenwechsel mit einer Karte vom Typ (I) (lokal) ein
analytischer Diffeomorphismus. O

Mit dieser analytischen Struktur ist das Gruppenbiindel G eine analytische (und
somit insbesondere eine glatte) Mannigfaltigkeit. Fiir den Nachweis, dal G ein
glatter Gruppoid ist, mufl noch die Glattheit der Strukturabbildungen gezeigt
werden.

Lemma 3.3.7. Die kanonische Projektion p : G —— R ist eine Submersion.

Beweis. Lokal beziiglich Produktkarten von GXR* bzw. VXK xRistp: G — R
gerade die Projektion auf den letzten Faktor, und eine Abbildung ist genau dann
eine Submersion, wenn sie lokal eine Projektion ist. O

Lemma 3.3.8. Die Fins-Abbildung u : R —— G ist analytisch, und das Bild
u(R) ist eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von G.

Beweis. Lokal ist die Abbildung u als kartesisches Produkt einer konstanten Ab-
bildung mit der Identitdt auf R gegeben und somit glatt. Anhand der Definition
der analytischen Struktur auf G sieht man sofort, dal u(R) eine abgeschlossene
Untermannigfaltigkeit ist. O
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Satz 3.3.9. Die Inversion i : G —— G ist analytisch.

Beweis. Auf der offenen Teilmenge Grx = G x R* von G ist die Inversion i gerade
durch i¢ X idgx gegeben, wobei i : G —— G die Inversenbildung der Lie-Gruppe
G bezeichnet. Daher ist i|g,, analytisch.

Fiir den Nachweis der Analytizitit in der Nullfaser ist zunéchst zu zeigen, daf3
die Inversenbildung beziiglich passend gewéhlter Kartenumgebungen beschrieben
werden kann. Zu (X, k,0) € Gy sei ®(U x Wk~! x (—¢,¢€)) eine Kartenumgebung
vom Typ (II) von i(X, k,0) = (1,-1(—X),k~%,0), wobei U als offene Kugel um
Null in V' (beziiglich der fixierten Norm) gewihlt werden kann.

Die Inversenbildung in der Nullfaser

iy : VXK —VxK, (Y1)~ (ra(=Y),1""

ist analytisch, also insbesondere stetig. Daher existiert eine offene, beschrinkte
Umgebung Ux von X in V sowie eine offene Umgebung Wx des Einselementes
von K mit Wx C Wy, so daB ig,(Ux x Wxk) CU x Wk~! gilt.

Aufgrund der Beschrianktheit der Menge Ux existiert 0 < ex < emit t-Ux C Vj
fiir alle 0 < |t] < ex. Ist (Y,I,t) € Ux x Wxk x (—ex, ex) mit ¢ # 0, so gilt

i(®(Y,1,t) = ilexp(tY)-1,t)
= (ITlexp(—tY)-1-171¢)
= (exp(t-m-1(=Y)) - 17", 1)
= O(r-1(=Y),174t) €U x Wkt x (=€)

unter Verwendung von 3.2.2 und 3.2.3.

Dies zeigt, daf3 die Inversenbildung lokal auf passend gewéhlten Kartenumge-
bungen beschrieben werden kann. Auf diesen Umgebungen ist die Abbildung 14
jedoch gegeben durch

Ux x Wxk x (—ex,ex) —— UxWE™ x (—¢,¢),
(K l>t) = (Tl—l(_Y)al_lat) = (igo(K l)7t)7

woraus die Analytizitdt von 7 folgt. O

Schliefflich ist noch zu zeigen, daf} die partielle Multiplikation auf G analytisch ist.
Dazu sei zunéchst in zwei Bemerkungen an bekannte Tatsachen aus der Theorie
der Lie-Gruppen und -Algebren erinnert, deren eher technische Folgerungen im
anschlieBenden Beweis genutzt werden.
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Bemerkung 3.3.10. Fiir die Lie-Gruppe G und die Zerlegung g = V @ ¢ ihrer
Lie-Algebra seien die kanonischen Projektionen auf die beiden Unterrdume mit
my g — V und 7 : g — € bezeichnet. Nach 3.2.5 sind die Abbildungen

a:Vet — G, (X,Y) — exp(X) -exp(Y) und
g:Vet — G, (X,Y)—exp(X+Y)

lokal in einer Umgebung von Null analytische Diffeomorphismen. Es gibt somit
offene Nullumgebungen O, und Og in g = V @ ¢, so dafl atof: O — Oq
ein analytischer Diffeomorphismus ist; fiir alle Z € Og gilt

(Oz_1 ofB)(Z)=my o (a_l oB)(Z)+meo (a_l o B)(Z).

Ist Z1,...Z, eine Basis von V| Z,11,...Z, s eine Basis von ¢, so wird (indem
man ggf. zu einer Verkleinerung von Op iibergeht) die Abbildung 7y o (o™ o 3)
auf Op durch konvergente Potenzreihen f; € R[[(1,. .., (+s]] gegeben, d.h. es gilt

r+s

mvo(a oD a;Z) =) filar, .. arss) - Zj.
j=1 j=1

Fir Z € g lassen sich die Koeffizientenabbildungen Z +— a;(Z) als Projektionen
von g nach R auffassen; diese sind als lineare Abbildungen insbesondere analytisch,
und fir j > r gilt a;(Z) = a;(me(2)).

Da «(0,0) = e = 5(0,0) gilt, ist auch f;(0) = 0 fiir alle j; der konstante Term
aller Potenzreihen f; ist somit Null.

Jede Potenzreihe in den Variablen (i, ..., (.4 ld8t sich eindeutig schreiben als
Summe zweier Potenzreihen, wobei die erste eine Potenzreihe in den ersten r Va-
riablen (1, ..., (, und die zweite ein Element des von den Elementen (;11, ..., G+s
erzeugten Ideals ist.

Fiir 1 < j < r besitzen die Potenzreihen f; somit eine eindeutige Zerlegung

fi = gj + hj mit g; € R[[C1,...,¢]] und hy € (Grg1,- - Gras) S R[[C,- -0, Gras]],
dem von (r41,...(r4s erzeugten Ideal. Letztere lassen sich daher in der Form

hj = Z Cr—i-l : ;Lgl)
=1

)

schreiben, wobei ﬁgl eine Potenzreihe in R[[(1,...,(+s]] ist, welche das gleiche
Konvergenzverhalten wie h; aufweist.
Da «a(X,0) = B(X,0) fiir alle (X,0) € O,NOg gilt, folgt aus dem Identitétssatz

fiir Potenzreihen g; = (; fiir alle 1 < j <.
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7+

Insgesamt ergibt sich also fiir alle Z = j=10jZj € Og:

r4+s

v oB) D a;Z) = Y filar,. . arts) - 7
Jj=1 J=1

r

= Z(gj + hj)(at,. .., arys) - Z;
j=1

r r
= Zaij + Zhj(al, e 7ar+s) - Zj
Jj=1 Jj=1

= mv(2)+ ZzarJrl ) By)(ala S 7ar+s) - Zj.
j=11=1

Desweiteren gilt a(0,Y) = £(0,Y) fiir alle (0,Y’) € O, N Og. Hieraus ergibt sich
(@710 B3)(0,Y) =0+ Y und somit my o (a=! o 3)(0,Y) = 0.

Ist Z = Y1*° | a; - Z; ein Element von (O, N Og) N ¢, so folgt aus obiger
Darstellung insbesondere

s

AU
Zar—i-l'h§)(0>'"701a7‘+1>"'7a7’+s) =0
=1

fir alle 7 = 1,...,r. Wahlt man speziell Z = a,4;- Z,; fir l € {1,..., s}, so folgt

l
ar-‘rl'hg)(oa"'>O>ar+l707"'70):0

und damit
E;l)(()’.“’O’QT_H,O,...,O) =0.

Die Potenzreihen ﬁy) haben daher den konstanten Term Null.

Potenzreihen konvergieren absolut und gleichméfig auf kompakten Teilmengen
ihres Konvergenzbereiches. Diese Tatsache wird spéter genutzt, um die Multipli-
kation im Gruppenbiindel lokal beschreiben zu kénnen. Schliellich sei noch an eine
Aussage iiber die analytische Fortsetzbarkeit von Potenzreihen erinnert:

Ist f € R[[C1,-..,(4,t]] eine Potenzreihe in d 4+ 1 Variablen, welche auf einem
offenen Quader Q1 x Q2 C R? x R um Null konvergiert, und konvergiert t=1- f(-, )
fir t — 0 gleichmiBig auf @ gegen Null, so lifit sich t=!-f in ¢t = 0 zu einer
analytischen Funktion mit dem Wert Null fortsetzen.

Schreibt man nédmlich f =t - g + h mit zwei Potenzreihen g € R[[(1, ..., (4, t]]
und h € R[[(1,...,(4]], welche auf Q1 x Q2 konvergieren, so folgt h = 0 und
g(z,0) = 0 fiir alle x € Q1 aus der Tatsache, daf limy o ¢t~ f(z,t) = 0 gilt.
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Bemerkung 3.3.11. Ist — wie weiter oben bereits erwidhnt — die Lie-Algebra g
mit einer Norm versehen, welche ||[X,Y]|| < [|X|| - ||Y|| erfiillt, so konvergiert die
Campbell-Hausdorff-Reihe absolut und gleichméfig auf kompakten Teilmengen
von

O={(X,Y)egxgl||X[+][Y] <log2}.

Nach 3.2.6 stellt sie dort eine analytische Funktion dar, fiir welche
exp(H(X,Y)) = exp(X) exp(Y')

gilt. Ist H = Y °° | H,, die Zerlegung der Campbell-Hausdorff-Reihe in ihre ho-
mogenen Bestandteile, so sind die einzelnen H, Linearkombinationen n-facher
iterierter Kommutatoren in X und Y'; insbesondere gilt also

H,(tX,tY) =t"H,(X,Y) firteR, X,Y €g.

Der erste Summand ist dabei gegeben durch H;(X,Y) =X + Y.
Da V ein abgeschlossener Teilraum von g ist, konvergiert die Einschrinkung
der Campbell-Hausdorff-Reihe auf kompakten Teilmengen von

Oy ={(X,Y) eV xVI]|X|+][Y] < log2}

ebenfalls absolut und gleichméflig und stellt auch dort eine analytische Funktion
dar. Fiir X,Y € V ergibt sich insbesondere m¢(H (X,Y)) = me(> ne o Ho(X,Y)),
da Hi(X,Y) =X +Y ein Element von V ist.

Zu jeder beschriinkten Teilmenge C' C g x g existiert 0 < € < 1, so daB t'/3 - C
fiir alle 0 < |t|] < € in einer (fest gewdhlten) kompakten Nullumgebung in O
enthalten ist; dasselbe gilt fiir ¢ - C, da € < 1 vorausgesetzt ist.

Ist (X,Y) € C, so konvergieren die Reihen H(tX,tY) und H(t'/3X,t/3Y)
absolut, und beide Ausdriicke konvergieren gleichméBig fiir ¢ — 0 gegen Null. Es
gilt die Abschitzung

G IS HGX Y = ISP E X, )|

n=2 n=2

oo
16733 6557 By (13 X, 1Y)
n=2

< BN HL(EPX EBY).

n=2

Nach diesen Vorbereitungen kann nun gezeigt werden:
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Satz 3.3.12. Die partielle Multiplikation m : 9(2) —— G ist analytisch.

Beweis. Die offene Teilmenge G« Xg Ggx von G 148t sich mit G x G x R* iden-
tifizieren, und die Multiplikation ist (faserweise) gegeben durch die Multiplikation
in G. Somit ist m dort analytisch.

Fiir den Nachweis der Analytizitéit in der Nullfaser ist zu zeigen, dafl die Mul-
tiplikation in passend gewéhlten Kartenumgebungen als Komposition analytischer
Abbildungen geschrieben werden kann.

Zué = (Xl, kl,O) und & = (XQ,kQ,O) in Gy mit

§ = (Xv k,O) = m(§17§2) = (Xl + Tk (X2)7k1k270)

seien offene beschrinkte Umgebungen U und Uy von X in V mit Uy C U so-
wie eine offene Umgebung W des neutralen Elements in K mit W - W C Wy
gewihlt. Hierbei ist Wy wieder die bei der Definition der Topologie fixierte offene
Nullumgebung des Einselements in K. Aufgrund der Stetigkeit der Multiplikation
in Gg = V x K existieren offene beschrankte Umgebungen U; von X; in V sowie
offene Umgebungen W; des neutralen Elements in K mit W; C Wy, so dafl

(lewl'kl)'(UQXWQ'kiz) - U0><W-/~:§ UxW-W-k

gilt. Desweiteren sei 0 < € < 1 gew#hlt, so daf einerseits ®(U; x W;-k; X (—¢, €)) und
O(U x W -W -k x (—¢,€)) offene Umgebungen vom Typ (II) sind und andererseits
die Norm der Elemente /3 - ¥; und /3 - 7, (Y2) fur alle Y; € U; und I} € W - ky
kleiner als %log 2 ist.

Nach 3.3.11 konvergieren die Campbell-Hausdorff-Reihen H (tY1, t7;,(Y2)) und
H(t'/3Y1, Y37, (Y)) dann fiir alle [t| < € absolut, und auf den gewiihlten Umge-
bungen konvergieren die Reihen gleichméfig fiir t — 0 gegen Null.

Ist Y; € Ui, I; € Wk und 0 < |t| < ¢, so ist das Produkt wieder durch die
Campbell-Hausdorff-Formel gegeben:

m(‘I’(Yl,ll,t),(I)()/Q,lg,t)) = (exp(tYl)lleXp(th)lg,t)
(exp(tY1)ly exp(tYa)l] H1la, t)

= (exp(tYl)exp(tTll(Yg))lllg,t)
(exp(

exXp H(tYl, tTll (YQ)))leQ, t).

Der Nachweis, dafl hierdurch auf Kartenumgebungen eine analytische Abbildung
gegeben ist, beruht im wesentlichen auf folgender Idee: Unter Ausnutzung des
Kartenwechsels a~! o 3 aus 3.3.10 ist zu zeigen, dafl

exp(H (tY1,t7,(Y2))) = exp(t - A1) - exp(A2)
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mit A; € U und Ay € € geschrieben werden kann. Ist exp(Ag) € W, so gilt
exp(Ag)-ly-loeW -W -k
und somit
m(®(Y1,l,t), 2(Yo,lo,t) € P(U X W - W -k x (—€,€)),

und an der genauen Gestalt von A und Ay ist die Analytizitdt abzulesen. Es ist
dann zu zeigen, dal die Abbildungen

Ay

Ul X Wlkil X U2 X WQk‘Q X (—6,6) —_— U
Yi+7 (Yg) :t=0
Y1, 01, Ys, 1ot !
( 1,01, 12,02, ) = { Al(Yl,ll,YQ,lQ,t) : t#o
und
Up x Wiki x Us X Waks X (—e,¢)  —2e W.W -k

l1l2 1 t=0

Yi,l1, Y500, t
( 15°1, 22,42 ) H { eXp(AQ(}/l7lla}/2al27t))lll2 : t#o

analytisch sind.

Wie in 3.3.10 sei Og eine offene Nullumgebung in g = V @ ¢, so daf der
Kartenwechsel x := o~ ! o 3 auf Og definiert ist und einen Diffeomorphismus auf
das Bild x(Og) darstellt.

Durch Ubergang zu kleinerem € kann angenommen werden, da8 fiir alle Y; € U;,
l; € Wkiund 0 < |t| < e

H(tyi’ tTy, (Yé)) € 05

gilt, der Basiswechsel x also definiert ist. Dann gilt
Ay = (ﬂ'g o X) (H(tyl, t7, (Yg))),

und durch Ubergang zu einem kleineren € kann angenommen werden, daf exp(As)
in W liegt. Nun ist der Ausdruck (meox)(H (tY1, ¢, (Y2))) auch fiir ¢ = 0 definiert
und nimmt dort den Wert Null an. Hieraus folgt

AQ(YI, l1,Ys, lg,t) = exp ((WE o X) (H(tYl,tTll (Yi)))) A1+l

fiir alle (Y1,11,Ys,l0,t) € Uy x Wiky x Uy x Wake X (—¢,€), und als Verkniipfung
analytischer Funktionen ist auch Ay analytisch.

Es bleibt die Analytizitdt von A; zu verifizieren. Dazu sei 21y ... Zyss €ine
Basis von g =V @ &, so daf§ der Kartenwechsel y durch die in 3.3.10 angegebenen
Potenzreihen beschrieben wird. Es gilt

A =t71 - (my o X) (H(tY1,tm, (Ya))) fiir t # 0.
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Nach 3.3.10 gilt mit aj; = a;(H (tY1,t7, (Y2))) und unter Verwendung der Zerlegung
H =% | H, der Campbell-Hausdorff-Reihe:

(v o X) (H (tY1, 17, (Y2))) =

s S

TV (H(ﬂ/ly i, (Y2))) + Z Z Qr+v - ﬁgy) (H(t}/lv tTy, (YQ))) Zj =
j=1lv=1

ave (H1 (tYl, tTy, (Yg))) + Wv(z Hn(tyl, tTy, (Yg)))

n=2

+ Z Z Ar4yp * iLgy) (H(tYl, tTll (YQ))) . Zj.
j=1lv=1

Aufgrund der Wahl der Umgebungen U; bzw. Wi gilt
v (Hi(tY1,t7, (Y2))) = 7y (Y1 + t1, (Y2)) =t - (Y1 + 7, (Y2)) € t- U,

und aus der Abschéitzung () aus 3.3.11 folgt, dafl der Ausdruck

=y (D Ho (Y1, b7, (Y2)))

n=2

beschriankt ist und fiir ¢ — 0 gleichméBig gegen Null konvergiert. Er 148t sich
also insbesondere in ¢t = 0 durch den Wert Null zu einer analytischen Funktion
fortsetzen.

Fiir die Summanden des dritten Terms gilt nach 3.3.10: Die Funktionen AW

J
sind analytisch mit ﬁgy)(O) = 0. Die Funktionen a,, sind linear, und es gilt

ar4+,(Z) =0 fiir alle Z € V. Somit folgt

ar 1y (H(tY1, 17, (V2))) = arp (HL(tY1, 87, (Y2))) + arn (D Ha(tV1,t7,(Y2)))

n=2

= 4 (Y Ha(tV1, 17, (V2))),

n=2

da Hi(tY1,tm,(Ya)) =t - (Y1 + 7,(Y2)) ein Element in V ist. Unter Verwendung
der Abschétzung (x) aus 3.3.11 folgt, daf die Ausdriicke

t_l cQr4p ( Z Hn(tYh i, (YQ)))

n=2

fiir t — 0 gleichméBig gegen Null konvergieren und sich in ¢ = 0 zu einer analyti-
schen Funktion mit dem Wert Null fortsetzen lassen.
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Nach Wahl der Umgebungen gilt Uy C U. Insbesondere kann € so klein gewhlt
werden, daf§ fiir alle (Y1,1;, Ya,la,t) € Uy x Wiky x Uy x Waks X (—€,€) mit ¢t # 0

A1 (Y1, 11, Yo, lo, t) =t - (v 0 x) (H (Y1, t7, (Y2)))
ein Element von U ist und sich sich die Funktion A; in ¢ = 0 durch
A1(Y1,101,Y2,12,0) = Y1 + 7, (Y2)

zu einer analytischen Funktion fortsetzen lafit. Diese Fortsetzung stimmt aber
gerade mit A; iiberein, was den Nachweis der Glattheit der Multiplikation ab-
schlief3t. O

Zusammenfassend 148t sich sagen:

Theorem 3.3.13. Das oben konstruierte Gruppenbiindel G P+ R st ein glatter
Gruppoid. Dieser wird im folgenden als Deformationsgruppoid zum Paar (G, K)
bezeichnet.

Als glatter Gruppoid besitzt G ein glattes (linkes) Haarsystem; man vergleiche
1.1.8. Ein solches Haarsystem auf G sei im weiteren fixiert.

Ist Gy die Zusammenhangskomponente der Eins in G und Ky = K N Gy die
Zusammenhangskomponente der Eins in K, so ist

GO = (V x Ko x {0}) 0 Gy x R

ein Untergruppenbiindel von G. Dieses wird im folgenden auch als Biindel der
Zusammenhangskomponenten von G bezeichnet. Es gilt:

Satz 3.3.14. Das Biindel der Zusammenhangskomponenten G ist offen und
abgeschlossen in G. Insbesondere ist G ein glatter Gruppoid, und durch Ein-
schrinken des Haarsystems von G erhdlt man ein glattes Haarsystem fir G".

Beweis. Da Gy offen in G ist, ist die Teilmenge Gg%* offen in G, und jede offene

Umgebung vom Typ (II) eines Punktes in der Nullfaser G§°" ist nach Definition
der Topologie von G bereits in G°" enthalten. Somit ist G offen in G.

Zum Nachweis der Abgeschlossenheit kann das Folgenkriterium genutzt wer-
den. Von Interesse ist dabei nur der folgende Fall: Es sei (7y)nen eine Folge in
Ogx', welche gegen einen Punkt in Gy konvergiert.

Nach Definition der Topologie kann dabei ohne Einschrinkung angenommen
werden, dafl v, = (exp(tn - Xy) - kn, tn) gilt, wobei (X,)nen eine konvergente Folge

in V, (kn)nen eine konvergente Folge in K und (¢,),en eine Nullfolge in R ist.
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Da exp(V) C Gy gilt, folgt aus =, € Go auch k, € exp(—t, - X,,) - Go C Gy,
und aus der Abgeschlossenheit von K NGy = Ky in K ergibt sich lim k,, € K und
somit lim -y, € G;°", was zu zeigen war.

Die Einschréinkung der analytischen Struktur von G macht G" zu einem glat-

ten Gruppoiden, und aus der Offenheit folgt die Aussage iiber das Haarsystem. [

3.4 Deformationsbild der Assembly-Abbildung

Mithilfe des im vorigen Abschnitt konstruierten Deformationsgruppoiden G einer
fast zusammenhéngenden Lie-Gruppe G mit maximal kompakter Untergruppe K
kann nun das Deformationsbild der Assembly-Abbildung definiert werden.

Es bezeichne Gjg ;) die Einschrénkung von G auf die (invariante) Teilmenge
[0,1] € R. Der Gruppoid Gpo,1) ist lokal-kompakt, und die Einschrénkung des
(glatten) Haarsystems von G ist ein stetiges Haarsystem auf 9lo,1-

Proposition 3.4.1. Ist B eine G-Algebra, so besitzt die triviale C[0,1]-Algebra
B = C[0,1] ® B in natiirlicher Weise die Struktur einer Gy 11-Algebra.

Beweis. Es bezeichne 3 : G —— Aut(B) die (stark stetige) Wirkung von G auf
der C*-Algebra B; die Einschrinkung der Wirkung auf die maximal kompakte
Untergruppe macht B zu einer K-Algebra.

Bezeichnet B := C[0,1] ® B die triviale C[0,1]-Algebra, so ist B die Algebra
der stetigen Schnitte auf [0, 1] mit Werten im trivialen Biindel mit Faser B. Setzt
man fiir v € Gpg

(b) = Bq(D), falls v = (g,t) € G x (0,1]
YT Bu),  falls 4 = (X, k,0), € Go

so definiert « eine stetige Gjo 1-Wirkung auf B. Die Bedingung .., = ay o ay ist
trivialerweise erfiillt, da 8y, = B4 o B, fiir alle g, h € G gilt. Es bleibt also nur zu
zeigen, dal mit F' € p*B auch «o(F') ein stetiger Schnitt in p*B ist.

Gilt F'= f @b fiir f € Cy(Gp,1)) und b € B, so ist

a(F)(7) = f(v) @ ay(b)

stetig auf Gg,1) = G x (0, 1], und es bleibt noch die Stetigkeit in Gy zu zeigen.
Ist (X, k,0) € Go und (75 )nen eine Folge in G 1), welche gegen (X, k, 0) konver-
giert, so kann aufgrund der Definition der Topologie von Gjg 1 ohne Einschréinkung
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angenommen werden, dafl v, = (exp(t, Xy )kn, t,) fur t, # 0 gilt mit lim X,, = X,
limk,, = k und lim ¢, = 0. Die Wirkung ( ist stark stetig; insbesondere gilt also

lim /Bexp(tan)kn (b) = ﬂk(b)

n—oo
und somit

n—oo

a(F)('Yn) = F('Yn) ® ﬁcxp(tan)kn (b) - F(X’ k, 0) b2y ﬁk(b) = O‘(F)(Xv k70)'

Ist andererseits (v, )nen eine Folge in Gy, welche gegen (X, k,0) konvergiert, gilt
also v, = (Xp,kn,0) € G fur alle n € N mit lim (X,,,k,) = (X, k), so folgt
lim oy, (b) = lim By, (b) = Bk (b) wieder aufgrund der Tatsache, dal 3 eine stark
stetige Wirkung ist. Dies zeigt, daBl a(F) = a(f ® b) ein Element von p*B ist.
Die Elemente der Form f ® b erzeugen einen dichten Unterraum von p*B =
Co(Gjo,1]) ® B, und es folgt, da8 o : p*B —— p*B eine stetige Gy 1-Wirkung
ist. O

Bemerkung 3.4.2. Das reduzierte verschrinkte Produkt B x;, Gjg 1 ist nach
1.3.4 eine C]0,1]-Algebra und definiert somit ein (oberhalb) stetiges Feld von
C*-Algebren. Da die Nullfaser Gg = V x K des Gruppenbiindels eine mittelbare
Gruppe ist, folgt aus 1.3.8, daf} die Faser von B X, Gjg 1] in Null mit B x (V' x K)
identifiziert werden kann.

Auflerhalb von Null ist das Gruppenbiindel G 1) jedoch trivial mit Faser G,
und auch die Einschrénkung B ) ist trivial. Nach 1.3.9 ist die Einschrénkung
(B »r Gpo,1))(0,1) ein stetiges Feld von C*-Algebren iiber (0,1]. Daher lassen die
Fasern von B %, Gy 1) in t € (0, 1] sich mit B x, G identifizieren.

Aufgrund von 1.3.5 kénnen die gewShnlichen Formeln aus dem Gruppenfall
(d.h. unter Verwendung der Modularfunktion von G) benutzt werden.

Ist B eine G-Algebra, so 143t sich — wie in Anhang A beschrieben — die topologische
K-Theorie von G mit Koeffizienten in B mit K.(B x (V x K)) = K.(B x Go)
identifizieren.

Wendet man das Theorem 1.3.6 auf den Deformations-Gruppoiden Gy 1) und
die triviale C0,1]-Algebra B = C10,1] ® B mit der oben beschriebenen Wir-
kung des Gruppoiden Gjo ) an, so erhélt man fiir ' := {t} C [0, 1] surjektive
*-Homomorphismen ¢; : C}(G1], B) — C; (G, B), welche eine Abbildung in
der K-Theorie induzieren.

Ist t =0, so gilt Q(O,l] =G X (0, 1], und C:(g(()’l], B(O,l]) = C()((O, 1]) ®C:(G, B)
ist zusammenziehbar. Daher gilt K.(C; (G015, B(o,1)) = 0
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Die Nullfaser Go=V x K des Gruppoiden ist eine mittelbare Gruppe. Nach
1.3.6 ist somit die Sequenz

OHCO((O71])®C:(G7B) HBNTgﬂ’BO X Gg — 0

exakt, und aus der exakten 6-Term-Sequenz in K-Theorie folgt, dafl die Abbildung
o, ein Isomorphismus in der K-Theorie ist.

Unter den Identifizierungen C}(Go,By) = C*(V x K,B) = B x (V x K) und
Cy(G1,B1) = Ci(G,B) = B x, G gilt:

Definition 3.4.3. Die Abbildung
G1,. © Gy Ku(C*(V % K, B)) — K.(C(G, B))
heifit die Deformationsabbildung fiir G mit Koeffizienten in der G-Algebra B.

Ziel der Arbeit ist es zu zeigen, dafl sich diese Deformationsabbildung mit der
Assembly-Abbildung fiir G (wie sie in Anhang A beschrieben wird) identifizieren
1&8t. Als niitzlich wird sich dabei die folgende einfache Beobachtung erweisen:

Beispiel 3.4.4. Es sei H = (V x K) x [0, 1] das triviale Gruppenbiindel mit der
kanonischen Struktur als lokal-kompakter Gruppoid und konstantem Haarsystem.
Jede K-Algebra B lafit sich als V' x K-Algebra (mit trivialer Wirkung von V)
auffassen, und das reduzierte verschrinkte Produkt (C[0,1] ® B) x, H 148t sich
nach 1.3.9 mit C[0,1] ® C*(V x K, B) identifizieren.

Per Definition liefert die identische Abbildung

id: (C[0,1] ® B) x, H — C[0,1] ® C*(V % K, B)

eine Homotopie zwischen den Evaluationsabbildungen gg und ¢;. In dieser Situa-
tion ist die Deformationsabbildung ¢, , o g, i fiir H also gerade die Identitét in der
K-Theorie.



Kapitel 4

Dirac-Element fiir
Deformationsgruppoide

In diesem Kapitel soll Kasparovs Konstruktion des Dirac-Elements einer fast zu-
sammenhéngenden Gruppe auf den Fall des Deformationsgruppoiden iibertragen
werden. Wie im Anhang beschrieben, ist die Assembly-Abbildung fiir fast zusam-
menhéngende Gruppen dquivalent zu der Abbildung, die durch Kasparov-Produkt
mit dem Dirac-Element definiert wird. Fait man das Dirac-Element fiir den Grup-
poiden als stetige Familie von KK-Elementen auf und benutzt man die Tatsache,
dafl die Assembly-Abbildung fiir mittelbare Gruppen ein Isomorphismus ist, so
kann schliellich die Deformations- mit der Assembly-Abbildung identifiziert wer-
den.

Zunéchst sei kurz an Kasparovs Konstruktion aus [Kas95] bzw. [Kas88] erin-
nert. Ist G eine fast zusammenhéngende Gruppe mit maximal kompakter Unter-
gruppe K, so besitzt der homogene Raum M = G/K die Struktur einer (orientier-
baren) vollstdndigen Riemannschen Mannigfaltigkeit, und es kann der Hilbertraum
der quadrat-integrierbaren (komplexwertigen) Differentialformen L?(M, A* M) ge-
bildet werden.

Die Algebra I'g(M, Cl(M)) der Schnitte ins assoziierte Clifford-Biindel des Ko-
tangentialbiindels wirkt auf L?(M, A*M) wie im Kapitel iiber geblitterte Man-

nigfaltigkeiten beschrieben. Bezeichnet d das deRham-Differential von Differenti-
d+d*

1+(d+d*)2

adjungierbarer Operator, und das Paar [(L?(M,A*M),T)] definiert ein Element

in KK (I'g(M,Ct(M)),C). Dieses Element ist das Dirac-Element fiir G.

Es bezeichne im folgenden G wieder den Deformationsgruppoiden zum Paar

alformen und d* den formal adjungierten Operator, so ist T := ein

(G, K), wobei G eine fast zusammenhéngende reelle Lie-Gruppe endlicher Dimen-
sion und K eine maximal kompakte Untergruppe von G ist.

111
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4.1 Der homogene Raum G/K

In diesem Abschnitt wird zunédchst der homogene Raum G/K konstruiert. Die-
ser ist eine gebldtterte Mannigfaltigkeit, wobei die Bléatterungsstruktur durch eine
surjektive Submersion G/K —— R gegeben ist und R als abgeschlossene Unter-
mannigfaltigkeit in G/K eingebettet werden kann.

Die Multiplikation des Deformationsgruppoiden definiert in natiirlicher Weise
eine G-Wirkung auf dem homogenen Raum, und auch die vertikalen Vektorbiindel
aus dem zweiten Kapitel konnen mit einer glatten G-Wirkung versehen werden.

Mithilfe dieser Wirkungen kann eine G-invariante Riemannsche Struktur und
eine vertikale Orientierung auf dem homogenen Raum definiert werden. Dazu
werden zwei fiir Lie-Gruppen bekannte Resultate iiber die Fortsetzbarkeit von
Vektorbiindelmorphismen bzw. von dquivarianten Schnitten auf die Situation des
Deformationsgruppoiden erweitert.

Satz 4.1.1. Die kompakte Lie-Gruppe K wirkt frei und analytisch auf der Man-
nigfaltigkeit G durch faserweise Rechtsmultiplikation

3:GxK—G, ((g,t)J)H{ (gl,1), falls (9,t) € G x R* = Gpx.

Der Quotient M := G/K besitzt die Struktur einer analytischen Mannigfaltigkeit,
und die kanonische Surjektion m : G —— M st eine (offene und eigentliche)
analytische Submersion.

Beweis. Offenbar definiert 3 eine freie Wirkung von K auf G. Fait man K := K xR
als abgeschlossenen Untergruppoiden von G auf, so 1d8t sich G x K mit dem Fa-
serprodukt G xg K identifizieren, und die Analytizitit von G ergibt sich aus der
Analytizitéit der Multiplikation von G, eingeschriankt auf die Untermannigfaltigkeit
G xg K CG®.

Die Tatsache, dal auf M eine analytische Struktur existiert, so dafl 7 eine
(offene) analytische Submersion ist, folgt dann aus [Var84, Cor. 2.9.11], und die
Eigentlichkeit ist eine Konsequenz der Kompaktheit von K. O

Da K faserweise auf G wirkt, hat man eine natiirliche Projektion pr : M —— R,
welche mit der Projektion p : G —— R vertréglich ist, d.h. es gilt p = prow. Im
folgenden wird die Nullfaser My = pr=!(0) mit V, fiir ¢ > 0 die Faser M; mit G/K
und Mpx mit G/K x R* identifiziert.

Faserweise gilt M; = G;/K; nach 3.2.10 sind somit die Fasern von M zusam-
menhéngend, und M &8t sich als Quotient G°"/K( des Untergruppoiden der
Zusammenhangskomponenten beschreiben.
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Bezeichnet ¢ : G —— G/K die kanonische Projektion, so ist die Abbildung
Exp:=gqoexply :V — G/K

nach 3.2.1 lokal in einer Umgebung von 0 ein Diffeomorphismus auf ihr Bild.
Definiert man die Abbildung

(X,0) firt=0

P:VxR— M, (X,t
. ’ (’)H{(Exp(tX),t) fiir ¢ # 0,

so wird wie bei der Definition der Karten fiir G die analytische Struktur von M
durch Kartenumgebungen folgenden Typs erzeugt:

I) Ox1Ifir O©OC G/K offen, I CR* offen
ey ; :

(IT) ®(U x (—e,¢€)) fiir € > 0, U C V offen und beschrinkt mit Exp |, ist
Diffeomorphismus auf Exp(tU) C G/K fiir alle 0 < |t| < e.

Aus dieser Beschreibung der analaytischen Struktur folgt, dafl die natiirliche Ab-
bildung pr : M —— R lokal eine Projektion und somit eine Submersion ist. Des-
weiteren ist die Abbildung @ : R —— M, welche als Komposition &« = 7o u
gegeben ist, glatt. Man setze M? := @(R). Aus der Beschreibung der analytischen
Struktur folgt sofort:

Proposition 4.1.2. Die Abbildung pr : M —— R ist eine surjektive Submersion,
und MY ist eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von M. Insbesondere wird
durch pr auf M die Struktur einer geblitterten Mannigfaltigkeit definiert, deren
Blitter My = pr—1(t) zusammenhdngend sind.

Die beiden Abbildungen p : G —— R und pr: M —— R sind surjektive Submer-
sionen. Hieraus folgt, dafl

pXpr:Gx M — RxR
transversal zur Diagonalen A C R x R ist; das Pullback
G xr M = (pxpr) (D) ={(v,2) € G x M | p(y) = pr(z)}

ist daher eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von G x M.

Wie im Gruppenfall wirkt der Deformationsgruppoid durch Multiplikation von
links auf dem Quotienten G/K:
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Satz 4.1.3. Die Multiplikation auf G definiert kanonisch eine analytische Links-
wirkung

a:Gxg M —— M, (’Y,LL')'—)’YIE,

und die induzierte Abbildung
(ﬂ-g’a):gXRMHgXRMa (’Y,IE)H(’Y,O[(’)/,CC))
ist ein Diffeomorphismus.

Beweis. Es ist klar, dal durch « eine Linkswirkung gegeben ist. Die Analytizitét
von « folgt aus der Existenz lokaler Schnitte fiir die Submersion 7 : G —— M
und der Kommutativitéit des Diagramms

mTom

g xr§ M

idg*ﬂ'

g XRM.

Die inverse Abbildung zu (7g, a) ist gegeben durch (i xids) o (mg, @) o (i xidps),
wobei i : G —— G die Inversenbildung in G ist. O

Genauso wirkt G°" von links durch Multiplikation auf M; beide Wirkungen sind
faserweise transitiv.

Da pr: M — R eine surjektive Submersion ist, wird hierdurch eine Blatterungs-
struktur auf M gegeben, und wie in Kapitel 2 kann man definieren:

Definition 4.1.4. Das vertikale Tangentialbiindel von M ist definiert als
TV (M) := ker(T(M) — pr* T(R)).

Die Einschrankung des vertikalen Vektorbiindels auf eine Faser M; von M ent-
spricht, wie in Kapitel 2 beschrieben, dem Tangentialbiindel der Faser. Desweiteren
18t sich die Einschrinkung von TV (M) auf die abgeschlossene Untermannigfal-
tigkeit M° mit dem trivialen Biindel M° x V identifizieren. Da M°=R zusam-
menziehbar ist, ist jedes Vektorbiindel iiber MY trivialisierbar.

Im weiteren Verlauf wird benotigt, dal der Deformationsgruppoid G glatt auf dem
vertikalen Tangentialbiindel operiert. Dazu sei zunéchst folgendes iiberlegt:
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Es sei E AN M ein glattes Vektorbiindel; als solches ist es lokal trivial, und
f ist insbesondere eine surjektive Submersion. Somit ist auch die Komposition
f:=fopr: E ——~ M —— R lokal eine Projektion, insbesondere also auch eine
(surjektive) Submersion.

Das Faserprodukt G xg E = {(7,e) € G x E | p(y) = f(e)} ist daher eine
abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von G x E, und eine Wirkung des glatten
Gruppoiden G auf dem Totalraum von E (als glatte Mannigfaltigkeit) ist definiert
wie in 1.1.4.

Definition 4.1.5. Ein glattes Vektorbiindel f : E —— M heif3t G-Vektorbiindel,
falls eine glatte Wirkung oy : G xg £ —— E existiert, die mit o vertréglich ist
in dem Sinn, daf} das Diagramm

af

gXRE E

idg xf f

QXRM%O( M

kommutiert, und so daf fiir alle (y,z) € G xg M die induzierte Abbildung der
Fasern « Fiyz) E, — E, ., ein Homomorphismus ist.

Aus den algebraischen Bedingungen einer Wirkung wie in 1.1.4 folgt dann, dafl
Qg (v fiir alle (y,2) € G xg M ein linearer Isomorphismus ist.

Bemerkung 4.1.6. Genau wie in 4.1.3 zeigt man, daf fiir eine glatte Wirkung
ay die Abbildung (g, a ) ein Diffeomorphismus iiber (7g, o) ist.

Bezeichnet 7y : Gxp M — M, 7pr(7y, ) := z die Projektion auf den zweiten
Faktor, so 143t sich

GxpE = {(7,(x,€) € G X E|[p(y) = (fopr)(z,e) =pr(z)}
= {((v2),e) [ (v,2) € G xm M, e € E,}
= my(E)
mit dem Pullback von E mittels 7, identifizieren.
Hieraus folgt sofort:

Proposition 4.1.7. Ist af : G xg E —— E eine Abbildung, welche die algebrai-
schen Bedingungen einer Gruppoid-Wirkung aus 1.1.4 erfillt, so definiert ay auf
FE die Struktur eines G- Vektorbiindels genau dann, wenn die Abbildung

Yoy Ty (E) — 7y (E), ((1,2),€) = (1,7 2), g 4,0)(€))

eine glatter Vektorbindel-Homomorphismus tber (g, o) ist.
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Bemerkung 4.1.8. Die Abbildung v, : m},(FE) — 7},(FE) ist genau dann
ein glatter Vektorbiindelmorphismus, falls fiir alle (yo,z9) € G xg M eine offene
Umgebung U von (g, zg) existiert, so dafi die Einschrénkungen 7},(E)|g =U x W
und 7y (E)|(rgwa) () = (g x @) (U) X W trivialisierbar sind und die Abbildung

U —— Hom(W, W), (v, ) — A, (v,2)
glatt ist.
Aus 4.1.7 und 4.1.8 ergibt sich:

Proposition 4.1.9. Ist E ein G-Vektorbiindel iber M und T ein glatter Vektor-
funktor von Isomorphismen (im Sinne von [Bou67, 7.6.6]), so ist auch T(E) ein

G-Vektorbiindel.

Beweis. Klar mit abstract nonsense. O

Diese Uberlegungen sollen nun zum Nachweis genutzt werden, da das vertikale
Tangentialbiindel von M die Struktur eines G-Vektorbiindels besitzt. Die Wirkung
ist dabei folgendermaflen gegeben:

Der Deformationsgruppoid G wirkt faserweise auf dem Quotienten M durch
Linksmultiplikation; fiir v € G; ist die Abbildung

Ly:My — My, -7
ein Diffeomorphismus, induziert also einen Isomorphismus der Tangentialriume
T(Ly) : To (M) — Typ(My),

wobei die Tangentialrdume der Faser mit den jeweiligen vertikalen Tangential-
rdumen von M identifiziert werden kénnen.

Um zu zeigen, da TV(M) ein G-Vektorbiindel ist, miissen zunichst einige
Uberlegungen zu den auftretenden vertikalen Tangentialbiindeln angestellt wer-
den:

Bemerkung 4.1.10. Es bezeichnen pg : G x M —— Gund ppy : G XM — M
die kanonischen Projektionen. Unter dem Isomorphismus

T(G x M) — T(G) x T(M), Z  (T(pg)(Z),T(par)(2))

1Bt sich TV(G) x TY (M) := p(T¥(G)) & p};(TV(M)) als Untervektorbiindel von
T(G x M) auffassen.

Das Tangentialbiindel der Untermannigfaltigkeit G xg M von G x M besitzt
die Beschreibung

T(G xr M) ={(X,Y) € T(G x M) [ T(p)(X) = T(pr)(Y)}.
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Da p und pr surjektive Submersionen sind, ihre Differentiale also surjektive Homo-
morphismen der jeweiligen Tangentialbiindel liefern, folgt aus obiger Beschreibung
von T'(G xgr M), dal auch die Einschrénkungen mg = pg|gxxmr und mps = par|gsa
surjektive Submersionen sind.

Ist (X,Y) € T(G xg M), so gilt T(mg)(X,Y) = X; ist (X,Y) € kerT(ng),
so folgt X = 0 und damit T(pr)(Y) = T(p)(0) = 0, d.h. es gilt Y € TY(M).
Das vertikale Tangentialbiindel ker T'(7wg) der durch ng : G xg M —— G defi-
nierten Blatterung 148t sich daher mit dem zuriickgezogenen Biindel WX/ITV(M )
identifizieren.

Desweiteren kommutiert das Diagramm

QXRMLM M

TG pr

p

g R

)

und pg := pomg = promy ist eine surjektive Submersion. Ist (X,Y) € T(G xg M),
so gilt T'(po)(X,Y) = T(p)(X) = T(pr)(Y). Fiir das durch py definierte vertikale
Tangentialbiindel erhédlt man somit

TV(G xg M) = ker (T(G xz M) ~%°L T(R))
= {(X,)Y)eT(G xg M)|T(p)(X)=0=T(pr)(Y)}
= 75(TY(G)) & my (TY (M)).

Proposition 4.1.11. Es sei a : G Xxg M —— M die Wirkung aus 4.1.3 durch
faserweise Linksmultiplikation. Die Einschrinkung ihres Differentials auf die ver-
tikalen Tangentialbiindel definiert eine glatte Abbildung

T(a) : TV(G xg M) — TV (M).
Ist (y,7) € (G xg M)y und (X,Y) € TV (G xr M), so gilt
T(a)(X,Y) = T(Ra)y(X) + T(Ly)2(Y),

wobei Ry : Gt —— My, v — 5 -x und Ly : My —— My, & — v -T faserweise
durch Multiplikation gegeben sind.

Beweis. Fiir den ersten Teil der Aussage ist nur zu zeigen, daf3 die Ableitung von
« vertikale Tangentialvektoren in vertikale Tangentialvektoren iiberfithrt. Dies ist
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aber klar aufgrund der Definition der vertikalen Tangentialbiindel, da das Dia-
gramm

QXRM;X M

pr
%

R

kommutiert und somit T'(a)(TY(G xg M)) C ker T'(pr) = TY (M) gilt.
Ist (X,Y) e T(‘fy w)(g xr M), so gilt (X,Y) = (X,0)+ (0,Y). Die Abbildung

ngtH(ngM)tL'ngMa ’7'—>(’7,IL‘)

ist eine abgeschlossene Immersion. Ist 4 = (g,t) € G, so gilt unter der Identifika-
tion T%}(g) = T4(G;) fur ihr Differential T'(¢)(X) = (X,0). Desweiteren l&8t sich
die Komposition « ot mit R, : G —— M; —— M identifizieren. Daher folgt

T(a)(3,2)(X,0) = T(@) (3,2) (T(1)5(X)) = T(a 0 )3 (X) = T(Rz)(X).
Analog zeigt man T'(a)(y,2)(0,Y) = T(L,)(Y). O
Lemma 4.1.12. Die Einschrinkung des Differentials der Abbildung

G:=(mg,a) :Gxp M —— G xgr M, (v,2) — (7,7 )
definiert eine glatte Abbildung
T(&) : TY(G xg M) — TY(G xp M),
und fiir (X,Y) € TV(G xg M) gilt:
T(a)(X,Y) = (X, T()(X,Y)).

Beweis. Die Tatsache, dal T'(&) eine glatte Abbildung auf dem vertikalen Tan-
gentialbiindel definiert, folgt wie im vorigen Beweis aus der Kommutativitéit des
Diagramms

Gxp M -2 Gxp M
{50 Po

R.
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Ist (X,Y) € TY(G xgr M), so folgt

T(a)(X,Y) = (T(ng o &)(X,Y), T(my 0 &)(X,Y)) = (X,T(a)(X,Y)),
da mg o & = mg und 7y 0 & = « gilt. O
Nach diesen Vorbereitungen kann man nun zeigen:

Satz 4.1.13. Das vertikale Tangentialbiindel TY (M) ist ein G- Vektorbiindel.

Beweis. Bezeichnet wieder L, : My —— M, die Linksmultiplikation mit v € G;,
so ist die Abbildung

a:GxgTV(M) — TV (M), (v, (2,Y)) — (v-2,T(Ly)(Y))

eine Wirkung iiber o : G xg M —— M durch lineare Isomorphismen. Nach 4.1.7
ist also nur noch zu zeigen, dafl die Abbildung

vemy(TV(M))  —  my(TY(M)),
glatt ist. Nach 4.1.10 gilt T¥(G xg M) =75(TY(G)) & 7}, (T¥(M)). Daher sind
v (TY(M)) — TY(G xg M), Y — (0,Y)
und
q:TY(G xp M) — w3 (TYV(M)), (X,Y)—Y

glatte Morphismen von Vektorbiindeln, und aus 4.1.11 und 4.1.12 folgt, daf} ¢ sich
als Komposition ¢ = goT'(&) ot schreiben 148t. Somit ist ¢ insbesondere glatt. [

Mit 4.1.9 folgt:

Korollar 4.1.14. Das vertikale Kotangentialbiindel, das vertikale dufere Biindel
und die jeweiligen Komplezifizierungen sind glatte G- Vektorbindel.

Die Existenz einer G-invarianten Riemannschen Metrik auf dem vertikalen Tan-
gentialbiindel von M 148t sich &hnlich wie im Fall von Lie-Gruppen zeigen. Da-
zu werden die folgenden zwei Resultate benotigt, welche Modifikationen der ent-
sprechenden Aussagen fiir Lie-Gruppen sind. Letztere finden sich zum Beispiel in
[Bou98b, III, §1.8].

Im folgenden wird wieder mit M? die durch die Einbettung R <+ M definierte
abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von M aus 4.1.2 bezeichnet und X = K xR
als (abgeschlossener) Untergruppoid von G aufgefaft.

Der Gruppoid K wirkt glatt auf M°, und die Einschrinkung eines glatten
G-Vektorbiindels E —— M auf M ist ein glattes K-Vektorbiindel.
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Satz 4.1.15. Es seien E und F' glatte G- Vektorbiindel iiber M. Desweiteren sei ein
glatter, K-dquivarianter Morphismus ®° : E|yj0 — F|y0 der Einschrinkungen
der Vektorbiindel auf M° gegeben; fiir alle (k,v) € K xg E|p0 gilt also

POk -v) = k- 0%).

Dann existiert genau eine Fortsetzung ® : E —— F von ®° zu einem glatten G-
dquivarianten Morphismus von G-Vektorbiindeln, so daf also ®(y-w) =y - ®(w)
fiir alle (y,w) € G xg E gilt.

Beweis. Da M? =R zusammenziehbar ist, sind die Einschrinkungen E|,;0 und
F|po trivialisierbar mit Faser E° bzw. FY. Der Gruppoid G wirkt faserweise tran-
sitiv auf M, und E ist ein G-Vektorbiindel; daher ist die Abbildung

gXRE|MO4'Ea (77”)'_)7'”

surjektiv. Ist w € E und (y,v) € G xg E|p0 mit v-v = w, so gilt fiir eine
Gg-dquivariante Fortsetzung

O(w) = (y-v) =7 0(v) =7-2(v).

Dies zeigt die Eindeutigkeitsaussage.

Ist w=~-v=7-0firv,5% € Gund v,0 € E|po, so mu p(y) = p(7)
und v,7 € E, fiir + = a(p(y)) € MY gelten. Dann ist v -2 = 4 - z, und aus
vl Az =2 MO folgt v 1 -4 € K= K x R. Aufgrund der K-Aquivarianz von

0 ergibt sich dann
v- @) =7 (v 7 0) =575 (D) =7 - 2°(d).

Durch ®(v - v) := 7 - ®°(v) fiir (v,v) € G xg E|p0 wird also eine wohldefinierte
G-dquivariante Fortsetzung ® : E —— F von ®° definiert. Es bleibt zu zeigen,
daf} diese Abbildung ein glatter Vektorbiindelmorphismus ist.

Ist € M mit & = 7, -uy fiir (Y, uz) € G xg MY, so kommutiert das Diagramm

®
E, * . F,
e v
(I)O

und nach Ubergang zu lokalen Trivialisierungen der Biindel ist zu zeigen, daff die
Zuordnung z +— ®, =, 0 égm o, ! glatt ist.
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Dagzu sei g € M fixiert. Die Abbildung 7 : G —— M ist eine Submersion. Da-
her existiert eine offene Umgebung U von g € M und eine Untermannigfaltigkeit
U von G, so daB8 die Einschriinkung

H:ZW]U:UHU

ein Diffeomorphismus ist. Durch Ubergang zu einer Verkleinerung von U bzw. U
kann folgendes angenommen werden:

(1) Die Einschréinkungen E|y bzw. F|y sind trivial mit Faser N bzw. N.

(2) Fiir v € G und uy := a(p(7y)) € M° bezeichne ¢, : E,, — E,.,,, den durch
v — v - v gegebenen Isomorphismus. Identifiziert man unter der Trivialisie-
rung E|y0 = M° x E° die Fasern E,., mit E°, so sind die Abbildungen

U — Hom(E°,N), v+, und U — Hom(N,E"), szp;l
glatt. Analoge Aussagen gelten fiir das Biindel F' mit Abbildungen 1[17.

Die erste Aussage folgt aus der Tatsache, dafl Vektorbiindel per Definition lokal
trivial sind. Die zweite Aussage ergibt sich aus folgenden Uberlegungen:

Es sei 79 = 0 Y (xo) € U und ug = @(p(10)) € M, also 29 = 7o - ug. Die
G-Wirkung auf F definiert nach 4.1.7 einen Vektorbiindelautomorphismus von
73 (E). Nach 4.1.8 ist dieser lokal auf einer offenen Umgebung Wy von (v, ug) in
G Xr M gegeben durch eine glatte Abbildung

Wy — Iso(E",N), (y,2)~ Vi )-

Die Abbildung tg : G ©—— G xg M, definiert durch tg(7) = (7, @(p(7))), ist glatt,
und auf Lg L) en‘Espricht Y.5(v) gerade der Abbildung v, aus Punkt (2). )

Mit U ist auch U Mg 1(Wpy) eine Untermannigfaltigkeit von G, und der Uber-
gang zu dieser Verkleinerung liefert die gewiinschten Eigenschaften aus (2) fiir das
Biindel E. In analoger Weise erhélt man die Aussage (2) auch fir das Biindel F'.

Ist &, : N —— N die Einschriinkung von ® auf die Fasern in z € U, und ist
ug := a(pr(z)) € MY, so ist ®, gegeben als Komposition

—1 ~
N Yo—1(0) 70 o0, 70 Yo—1(x) N

?

hierbei wurde ausgenutzt, daf die Einschrankungen der Biindel E und F auf M°
trivialisierbar mit Faser E° und F? sind. Fat man ®° als glatten Morphismus der
Trivialisierungen auf, so folgt aus obiger Beschreibung, dafl die Abbildung

U — Hom(N,N), z+— &,

als Verkniipfung glatter Abbildungen wieder glatt ist. Dies zeigt, dal & : £ —— F
ein glatter Morphismus von Vektorbiindeln ist. O
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Korollar 4.1.16. FEs sei E ein glattes G-Vektorbiindel iber M, so dafl die Ein-
schrankung E|po (K x R)-dquivariant mit dem trivialen Biindel mit Faser E°
identifiziert werden kann. Desweiteren sei ein glatter Schnitt 0° : M® —— E| 0
gegeben, so dafi die Wirkung von K x R auf 0°(MY) trivial ist, d.h. es gelte

o%k-z)=0%2)=k-o%x) fir alle (k,z) € (K x R) xp M°.

Dann besitzt 0¥ eine eindeutige Fortsetzung zu einem glatten G-dquivarianten
Schnitt o : M —— FE.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist wie oben wieder klar: Ist ¢ : M —— E eine G-
dquivariante Fortsetzung von ¢, so gibt es zu jedem x € M Elemente v € G und
Uy € MO mit x = v - uy. Aufgrund der G-Aquivarianz von o gilt dann

o(x) =0(y-uz) =7 0(ug) =7 0°(ug).

0 existiert.

Dies zeigt, dafl hochstens eine G-dquivariante Fortsetzung von o

Andererseits 148t sich durch obige Gleichung eine Fortsetzung zu einem G-
dquivarianten Schnitt o : M —— E definieren. Ist némlich 2 = v-u, = ¥ - u5 fiir
v,¥ € G und uy,uy € MP, so gilt wieder U, = uz und 714 e K xR, und aus

der (K x R)-Invarianz von ¢ folgt

v uy) =70 (VT us) =T A0 (uy) = A 00 (us).
Somit ist durch o (7 - x) := 7 - 0(x) fiir (,2) € G xg M ein wohldefinierter und
G-iquivarianter Schnitt o : M —— E gegeben, welcher o° fortsetzt.

Es bleibt die Glattheit von o zu zeigen. Dazu sei eine (K x R)-dquivariante
Trivialisierung E| ;0 = M?x E? gewihlt. Es bezeichne F das triviale Vektorbiindel
auf M, dessen Faser aus dem Unterraum der K-invarianten Elemente von E°
besteht. Versehen mit der trivialen G-Wirkung ist F' ein G-Vektorbiindel iiber M.

Die Einschrinkung von F auf M° Liit sich als Untervektorbiindel von E| 0
auffassen. Die Einbettung ®° : F|y;0 — E|y0 ist insbesondere (K x R)-dqui-
variant; nach 4.1.15 148t sie sich zu einem G-dquivarianten glatten Vektorbiindel-
morphismus @ : I’ —— E fortsetzen.

Da k- o%(z) = o%(x) fiir alle (k,z) € (K x R) xg M? gilt, 148t sich o¥ als
(K x R)-dquivarianter Schnitt MY — F|;,0 auffassen. Das Biindel F ist trivial
mit trivialer G-Wirkung. Daher definiert

G:M—F, z+ (z,0%ug))

einen glatten, G-Aquivarianten Schnitt, wobei u, := @ o pr(z) glatt von x abhéingt.
Aus der G-Aquivarianz von ® folgt dann fiir z = - u, (mit v € G)

o(z) =7 0%(us) = 7 - 2°(0%(us)) = By - 0°(ua)) = (6 (2));
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die letzte Identitit ergibt sich aufgrund der G-Aquivarianz von &, wobei in den
vorletzten beiden Termen o als Schnitt M? —— F|;,0 aufzufassen ist. Als
Verkniipfung glatter Abbildungen ist somit auch o glatt, was den Beweis ab-
schlief3t. O

Beispiel 4.1.17. Die Einschriinkung des vertikalen Tangentialbiindels 7 (M)
auf die Untermannigfaltigkeit M° 148t sich (K x R)-fiquivariant mit dem trivialen
Biindel M° x V identifizieren, wobei V wieder den Tangentialraum T,k (G/K)
bezeichnet. Dies sieht man wie folgt:

Nach Definition der analytischen Struktur auf M ist die Abbildung

(X,0) firt =0

P:VXR— M, (X,t)'—>{ (Exp(tX),t) fiirt+#0

lokal in einer Umgebung von (0,0) € V' x R ein Diffeomorphismus auf ihr Bild.
Das Tangentialbiindel von V' x R 1&8t sich mit (V' x R) x (V' x R) identifizieren;
fiir das vertikale Tangentialbiindel gilt dann 7% (V x R) = (V x R) x (V x {0}).
Auf V x R* ist die Abbildung ® als Komposition ® = (Exp x id) o u gegeben,
wobei
p: VR — VxR, (X,t) — (tX,1)

ein Diffeomorphismus ist. Fiir einen Tangentialvektor (v, ) € T(x4)(V x R) gilt
dann T'(u) (x4 (v,A) = (t- v+ A+ X, A). Insbesondere folgt (fiir A = 0), daf8 die
Ableitung von p vertikale Tangentialvektoren auf vertikale Tangentialvektoren ab-
bildet.

Fiir (v,0) € T(‘évt)(V x R*), d.h. fiir t # 0, ergibt sich aus T'(Exp)o = id dann
T(®)(0,4)(v,0) = (t-v,0). Unter der Identifizierung von M® mit {0} x RC V x R
folgt, dafi die Abbildung

(0,v) fir t =0

MOxV — TY(M t
- ADlare- (’U)H{(t,t-u) fiir t # 0

eine Trivialisierung der Einschriinkung T (M)| 0 des vertikalen Tangentialbiindels
ist. Diese ist (K x R)-dquivariant, da die Gruppe K linear auf V' wirkt.

Genauso lassen sich die aus dem vertikalen Tangentialbiindel konstruierten
Vektorbiindel (wie z.B. das vertikale Kotangentialbiindel, die daraus gewonnen
duBeren Biindel und die jeweiligen Komplexifizierungen) iiber M? (K x R)-dqui-
variant trivialisieren. Fiir das vertikale Kotangentialbiindel ist etwa die Abbildung

(t,w) fir t =0

MO x V¥ —— TV*(M)|y0, (4,
% (M) aro (w)'_){(t,tlw) fiir ¢ £ 0

eine (K x R)-dquivariante Trivialisierung.
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Als Anwendung von 4.1.16 ergibt sich:

Satz 4.1.18. Das vertikale Tangentialbiindel TY (M) besitzt eine G-invariante
Riemannsche Metrik.

Beweis. Da die Gruppe K kompakt ist, existiert auf V = T.x(G/K) ein K-
invariantes Skalarprodukt (-, -)g. Setzt man fiir X,Y € Tyx(G/K)

(X,Y)grc = (T(Lg) ™ (X), T(Lg) " (¥))o,

so wird hierdurch eine G-invariante Riemannsche Metrik auf dem homogenen
Raum G/K definiert.

Unter der Identifizierung von (TV*(M)®TY"*(M))|p0 mit dem trivialen Biin-
del 148t sich der konstante Schnitt

MO;'MOX(V*(@V*)’ ZL‘F—><','>0
nach 4.1.16 zu einem G-invarianten Skalarprodukt auf 7V (M) fortsetzen. O

Die G-invariante Riemannsche Metrik auf dem vertikalen Tangentialbiindel von
M definiert in kanonischer Weise auf dem vertikalen Kotangentialbiindel und dem
vertikalen dufleren Biindel (bzw. den jeweiligen Komplexifizierungen) G-invariante
euklidische (bzw. hermitesche) Metriken.

Beispiel 4.1.19. Wie eben bemerkt, existiert auf dem komplexifizierten vertikalen
Kotangentialbiindel T V’*(M ) ® C eine G-invariante hermitesche Metrik, und es
bezeichne () die assoziierte quadratische Form. Diese ist ebenfalls invariant unter
der Wirkung von G, und wie im zweiten Kapitel beschrieben kann das assoziierte
vertikale Clifford-Biindel C¢¥ (M) gebildet werden.
Fiir (v,z) € G xg M erfiillt die kanonische Abbildung
Uyt TV (M) ® C —+ TV3 (M) @ C — CE¥ (M)

xT

die Relation

L(’y,m)(&) ’ L('y,m)(&) = Q'y~z(7 ’ f) 1= Qx(f) -1,

wobei die letzte Identitéit aus der G-Invarianz der quadratischen Form folgt.
Aufgrund der universellen Eigenschaft von Clifford-Algebren setzt sich ¢, .

daher zu einem Isomorphismus C£Y (M) — (CZKQC(M ) fort. Hierdurch wird auf

dem vertikalen Clifford-Biindel die Struktur eines glatten G-Vektorbiindels defi-

niert.
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Bemerkung 4.1.20. Es bezeichne G°°" wieder das Untergruppenbiindel der Zu-
sammenhangskomponenten von G aus 3.3.14. Durch Einschriankung der Wirkung
besitzt jedes glatte G-Vektorbiindel auf M in natiirlicher Weise die Struktur eines
glatten G°°"-Vektorbiindels, und die Riemannsche Struktur aus 4.1.18 ist ebenfalls
g invariant.

Die Resultate 4.1.15 und 4.1.16 gelten genauso, wenn man G durch G°°" und
K x R durch Ky x R ersetzt.

Als weitere Folgerung von 4.1.16 erhélt man dann:

Satz 4.1.21. Auf M existiert eine vertikale Volumenform, d.h. ein nirgends ver-
schwindender glatter Schnitt

w: M — AM(TV*(M)),

wobei n = dim G/ K ist. Hierdurch wird insbesondere eine Orientierung auf den
Fasern My definiert.

Beweis. Ist vi,...,v, eine Orthonormalbasis von V*, so folgt aufgrund der Ky-
Invarianz des Skalarprodukts auf A™(V*) fur alle k € K

k- (vi Ao Avp)|] =l Ao Aoy

und somit k- (v1 A ... Avy) = £v1 A ... Av,. Da Ky als zusammenhéngende
Lie-Gruppe orientierungserhaltend wirkt, folgt k- (v1 A...Av,) =v1 A... Av, fiir
alle k € Kj.

Unter Identifizierung der Einschrinkung von A™(TY*(M)) auf M° mit dem
trivialen Biindel mit Faser A™(V*) 1d8t sich die konstante Abbildung

M® —— MY x A"(V*), z+— v A...Av,

nach 4.1.16 zu einem nirgends verschwindenden G°"-dquivarianten Schnitt auf M
fortsetzen. 0

Die im obigen Beweis konstruierte vertikale Volumenform ist per Definition links-
invariant unter der Wirkung von G°", d.h. es gilt w(vy - x) = v - w(z) fir alle
(v,x) € G xgr M.

Die Submersion M —— R definiert eine Blétterungsstruktur auf M; aus der Exi-
stenz der oben konstruierten vertikalen Volumenform folgt somit, dafl M vertikal
orientierbar ist. Andererseits besitzt das vertikale Tangentialbiindel eine (kon-
struktionsgeméf linksinvariante) Riemannsche Metrik. In dieser Situation wurde
bereits im zweiten Kapitel eine Volumenform konstruiert. Aufgrund der Links-
invarianz der Riemannschen Metrik gilt:
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Satz 4.1.22. Die in 2.1.13 definierte vertikale Volumenform auf M, welche in
positiv orientierten lokalen Koordinaten ', ..., ", t durch

9 9
Oxt’ OxJ

gegeben wird, ist linksinvariant unter der Wirkung von G°".

w=g"?dz' A Ada™ = (det( NWY2dat AL A da”

Beweis. Fiir v € Gi°" bezeichne L, : My —— M;, x + 7 -x den durch Links-
multiplikation gegebenen Diffeomorphismus. Es ist zu zeigen, dafl Li‘y(wt) = wy
gilt, wobei wy die Einschrankung der vertikalen Volumenform ist, welche durch die
Riemannsche Metrik gegeben wird. Es geniigt, die Aussage lokal auf Kartenum-
gebungen zu zeigen.

Dazu sei p € My und (U, ¢) eine positiv orientierte Bliatterungskarte fiir M mit
L., (p) € U. Die Koordinatenfunktionen der Karte seien mit zb, ..., x", t bezeich-
net. Dann existiert eine Bldtterungskarte (V, 1) um p € M mit Koordinatenfunk-
tionen y',...,y", t, so daB V. N M; = L,—+(U N M) und y' = a0 L, auf VN M,
gilt. Diese Karte ist ebenfalls positiv orientiert, da Gf°" als zusammenhéngende
Lie-Gruppe orientierungserhaltend auf M; = G,/ K wirkt.

Fiir diese speziellen Koordinatenumgebungen gilt aufgrund der Definition des

Differentials der Abbildung L,

0 0

T(Lv)m(@|m) = @Hm

fiir alle m € V' N M;. Aus der Linksinvarianz der Riemannschen Metrik folgt dann

0 0
g5(Ly(m) = (5 [ms g7 vem)

= (T s Tty gy

0 0
Y )
_ v
= gij(m)
und somit auch
§#(L(m)) = det (g8, (Ly(m))) = det (g22(m)) = g*(m).
Auf U N M; ist die vertikale Volumenform gegeben durch
wi = (g")V? - dxt AL Ad2",
Fiir die zuriickgezogene Form L7 (w;) auf V' N M; gilt dann
Li(we) = [(gd))l/2 o Ly]- d(a' o Ly) A ... Ad(z" o Ly)
(Y2 dyt AL Ady™
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Letzteres entspricht aber genau der lokalen Beschreibung von w; beziiglich der
Karte (V,1)). O

Bemerkung 4.1.23. Nach 4.1.1 ist die Abbildung 7 : G — M eigentlich;
gleiches gilt fiir die kanonische Abbildung 7 : G" —» M. Fiir alle f € C.(M)
ist daher 7*f = f o 7 ein Element von C.(G) und 7*f = f o 7 ein Element von
Cc(gcon)'

Ist A = (A)er ein glattes Haarsystem fiir G und bezeichnet X das durch
Einschrinkung gewonnene glatte Haarsystem von G" so definiert die Familie
von BildmaBien (7(\))icr eine glatte und treue Familie von MaBen auf M; fiir
diese Familie von Maflen gilt

/ F() A7 (W) (x) = / (f o F)(7) X ().
xe My

Andererseits definiert die linksinvariante vertikale Volumenform ebenfalls eine
glatte und treue Familie von Maflen auf M, und beide Familien stimmen bis auf
Multiplikation mit einer strikt positiven glatten Funktion auf R iiberein. Dies sieht
man folgendermafien:

Durch faserweise Integration nach der vertikalen Volumenform wird eine (nicht-
triviale) linksinvariante positive Linearformen auf C.(M;) definiert. Es gilt M; =
Gi/K = Gf°" / Ky, als kompakte Gruppe ist Ky unimodular, und die Einschrinkung

con

der Modularfunktion von Gf°" auf Ky ist die konstante Funktion mit Wert Eins.
Fixiert man auf Kj ein HaarmaB mit | Ko dk =1, so ist die Abbildung

Cel(Gi") —= Ce(My), [ (f":7Ko v F(yk) dk)
keKo
surjektiv, und es gilt (g o 7)° = g fiir alle g € Co(M,).

Nach dem Satz von Weyl (vgl. etwa [Els96, Kapitel VIII, §3.5]) stimmt die
durch Integration nach der Volumenform gewonnene Linearform bis auf einen
positiven Faktor mit derjenigen Linearform auf C.(M;) iiberein, welche durch
g — fggon go7 dA gegeben wird, und wie in Beispiel 1.1.10 (ii) sieht man, da8
die Faktoren eine glatte Funktion auf R definieren.

Durch Multiplikation des Haarsystems von G (und G) mit einer Funktion aus
C>(R)™" kann daher ohne Einschriinkung der Allgemeinheit angenommen werden,
daf} beide Konstruktionen dieselbe Familie von Maflen auf M liefern, welche lokal
in den Fasern dquivalent zum Lebesgue-Mafl auf dem R" sind.

Ist N die Anzahl der Zusammenhangskomponenten der fast zusammenhéngen-
den Lie-Gruppe G, so gilt unter Verwendung von 3.2.11

~ 1
frw = fordAN = = [ fomd\
My ggon N Jg,
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fiir alle f € C.(M). Im folgenden sei das Haarsystem auf G stets so normiert, dafl

die Familie von BildmaSlen 7(\) auf M mit der durch die vertikale Volumenform
aus 4.1.22 definierten Familie von Maflen auf M {iibereinstimmt.

4.2 Konstruktion des Dirac-Elements

In diesem Abschnitt kann nun in Analogie zu [Kas88, 4.2] die Familie von Dirac-
Elementen fiir den Deformationsgruppoiden G konstruiert werden.

Unter Verwendung der im vorigen Abschnitt konstruierten G-Wirkungen auf
den vertikalen Vektorbiindeln wird eine Wirkung des Gruppoiden auf der Al-
gebra T'o(M,C¢Y(M)) der im Unendlichen verschwindenden Schnitte ins verti-
kale Clifford-Biindel sowie auf dem Hilbertmodul L?(M, A?‘C’V(M )) der quadrat-
integrierbaren vertikalen Differentialformen konstruiert, so dafl eine G-édquivariante
Darstellung von I'o(M,C¢Y (M)) auf L?(M, AZ:’V(M)) existiert.

Ist F' der vertikale Dirac-Operator aus 2.1.21, so kann unter Verwendung der
Resultate iiber Familien von Pseudodifferentialoperatoren gezeigt werden, dafl das
Paar [(L?(M, A(E’V(M )), )] ein Element in der G-dquivarianten KK-Theorie defi-
niert.

Zusitzlich wird in 4.2.6 eine Morita-Aquivalenz fiir das reduzierte verschrinkte
Produkt von T'g(M,C¢Y(M)) und G konstruiert, welche im folgenden Abschnitt
zur Identifikation der Assembly-Abbildung mit der Deformationsabbildung ge-
nutzt wird.

Es sei angemerkt, dafl sowohl das vertikale Clifford-Biindel als auch das verti-
kale duBlere Biindel eine natiirliche Z/2Z-Graduierung besitzen, welche von der
G-Wirkung respektiert wird.

Proposition 4.2.1. Die Algebra A := T'o(M,ClY(M)) der im Unendlichen ver-
schwindenden stetigen Schnitte ins vertikale Clifford-Biindel von M ist eine Z/27.-
graduierte Cy(R)-Algebra.

Beweis. Jede Clifford-Algebra ist eine Z/2Z-graduierte C*-Algebra. Da C¢Y (M)
ein stetiges Biindel von C*-Algebren iiber M ist, ist A eine Cy(M )-Algebra unter
punktweiser Multiplikation, und durch

(p-a)(x) =@(pr(z))-a(z) firee Cy(R) und a € A

wird auf A die Struktur einer Cp(R)-Algebra definiert. O]
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Die G-Wirkung auf der Algebra I'g(M,C¢Y(M)) 148t sich unter Verwendung der
G-Wirkung auf dem vertikalen Clifford-Biindel definieren, welche im vorigen Ab-
schnitt beschrieben wurde. Um dies zu formalisieren, werden zunéchst einige Zwi-

schenschritte benotigt.

Im folgenden seien wieder mit mg und s die Projektionen von G xg M auf G
bzw. M bezeichnet.

Lemma 4.2.2. Die Abbildung

P To(M,ClV(M)) @ Co(G) —— To(G xg M, 7}, Ce¥(M)),
s@f = [(v,2) = f(7) - s(@)]

ist ein graduierungserhaltender Co(G)-Homomorphismus.

Beweis. Fiir f € Cy(G), s € To(M,C¢Y(M)) und (v,x) € G xg M ist

U(s® f)(v,2) = f(7) - s(z) € CLI(M) = (3, CE(M))(r)-

Daher definiert ¥(s @ f) einen Schnitt auf G xg M mit Werten in 773,C¢Y(M).

Mit f und s verschwindet auch ¢(s® f) im Unendlichen: Ist € > 0, so existieren
kompakte Teilmengen C' C G und L C M, so daf3 f bzw. s aulerhalb von C' bzw.
M in Norm kleiner als € sind. Dann ist C' xg L eine kompakte Teilmenge von
G xr M, und fiir alle (y,z) € (G xg M) \ (C xg L) gilt

1£(7) - s(@)]| < € max{][floo, lIs]loo}-

Fiir den Nachweis, dafl ¢(s® f) stetig ist, sei ein Netz (v;, x;) in G Xxgr M gegeben,
welches gegen (9, zo) konvergiert. Es ist zu zeigen, dafl das Netz (f(v;) - s(z;)) in
7t (COY (M) gegen f(vo) - s(xo) konvergiert.

Mit C/Y(M) — M ist auch 73,C¢Y(M) —— G xg M ein stetiges Biindel
von C*-Algebren. Man setze

a; == f(7i) - s(z),  wi == f(y0)-s(z:) und a:=wu:= f(0) - s(zo)

mit a;,u; € (73;CO(M))(y,0) und a = u € (75,C(M)) (10 20)
Stetigkeit von s und f konvergiert (u;) gegen u und (a; — u;) gegen Null, und aus
1.2.7 folgt die Stetigkeit von (s @ f).

Auf Cy(G), To(M,CeY(M)) und T'o(G xg M, 75,C¢Y(M)) sind die +-Algebren-
strukturen jeweils punktweise definiert. Daher ist klar, dafl ¢/ einen *-Homomor-
phismus auf dem algebraischen Tensorprodukt I'g(M,C¢Y(M)) ® Co(G) definiert,
welcher sich auf To(M, C¢Y(M)) ® Co(G) fortsetzen l:ft.

. Aufgrund der
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Die Cp(G)-Modulstruktur auf I'o(G xg M, 7%, C¢Y(M)) ist durch punktwei-
se Multiplikation nach Zuriickziehen von Funktionen via der stetigen Abbildung
g : G Xg M —— G definiert, und man rechnet sofort nach, dafi ¢ ein Cy(G)-
Modulhomomorphismus ist, welcher die Z/2Z-Graduierung respektiert. O

Lemma 4.2.3. Die Abbildung v aus 4.2.2 faktorisiert tiber
p*To(M,Ce¥ (M)) = To(M,C” (M) @cy(r) Co(9)
zu einem graduierungserhaltenden Cy(G)-Isomorphismus
& pTo(M,CEY (M)) — To(G xr M, 7%, CE¥(M)).

Beweis. Es gilt ¥(s-¢® f) = ¢¥(s@ ¢ - f) fiir alle f € Co(G), s € To(M,CeY(M))
und ¢ € Cp(R) Nach 1.2.3 (2) faktorisiert 1 iiber p*I'o(M,C¢Y(M)), und man
erhélt einen Z/2Z-graduierten *-Homomorphismus

§: p*To(M,ClY(M)) — To(G xr M, 73,C¥ (M)),

welcher mit den Cy(G)-Modulstrukturen vertréglich ist.

Fiir den Nachweis, daf 1) ein Isomorphismus ist, geniigt es nach 1.2.9 zu zeigen,
daf} die induzierten Abbildungen auf den Fasern bijektiv sind. Fiir die Fasern in
v € G gilt jedoch

(Do(M,ClY (M) @cym) Co(G))y = To(M,CLY(M)),y) = To(My(y), CUMyps))),

(5 ® f)’y = f(V) * Sp(y) f(ly) ’ 5|MP(W)

und
(Fo(g XR M? F&CKV(M)))'Y = FO(Mp(7)7C€(Mp(7)))7
F = F|{7}XMP(’Y)'
Der Homomorphismus 1/_17 der Fasern in v € G ist dann gegeben durch
v «
(Lo(M,Cl¥(M)) ®cym) Co(9))y  —+  (To(G xr M, w3, CLY(M)))s,
f(fY) ’ S’Mp(w = (S ® f)’Y = [(5/7 ‘T) = f(:}/) ’ S(x)”{’y}XMp(,y)'

Unter den obigen Identifikationen ist QZ’Y die Identitét auf der Faser und somit
bijektiv. Dies zeigt, da8 1) ein (graduierter) Isomorphismus von Cp(G)-Algebren
ist. O
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Die G-Wirkungen auf M und C¢Y (M) definieren nach 4.1.3 und 4.1.6 Diffeomor-
phismen o : G xg M —— G xg M und & : G xXp (CEV(M) —— G XRr (CEV(M), SO
dafl das Diagramm

G xr CLY (M) a G xr COY(M)

G xg M G xgp M

kommutiert. Unter der Identifikation 75,C¢Y (M) =G xg C£¥(M) aus 4.1.6 gilt:

Satz 4.2.4. Die Abbildung

Lo(G xg M, 75,ClY(M)) —— To(G xpr M, n5,CtY(M)),
F — doFoa™!

ist ein Isomorphismus von Cy(G)-Algebren; dieser definiert unter dem Isomorphis-
mus ¢ = p*To(M,CY(M)) —— To(G xg M, 75,CY(M)) aus 4.2.3 eine stetige
G-Wirkung

¢ : p*To(M,CLY(M)) — p*To(M,Cl¥(M))

auf To(M,CeY(M)), welche die 7./27-Graduierung respektiert.

Beweis. Fiir F € To(GxrM,7},ClY(M)) folgt aus der Kommutativitit des obigen
Diagramms, dafl auch & o F o a~! ein stetiger Schnitt auf G xg M mit Werten in
7t CY (M) ist, welcher wie F im Unendlichen verschwindet.

Genauso ist auch @' o F o a ein Element von I'o(G xg M, 75,C¢Y(M)); die
Abbildung

Fo(g XR M, 77}‘\4(C£V(M)) —_— Fo(g XR ]\47 ﬂ_}k\/[(ch(M))’ F— CNVOF’OOéi1

ist daher bijektiv, und man rechnet direkt nach, daf} sie ein graduierungserhalten-
der Cy(G)-Homomorphismus ist.

Unter dem Isomorphismus von p*To(M, C¢Y(M)) und To(G xg M, 75, CLY (M))
aus 4.2.3 erhélt man somit einen graduierungserhaltenden Isomorphismus von
Co(G)-Algebren

¢ : p*To(M,ClY(M)) — p*To(M,CL¥(M)).

Fiir den Nachweis, daf durch ¢ eine G-Wirkung auf T'o(M, C¢Y(M)) definiert wird,
ist noch die Bedingung ¢~.5 = ¢~ 0 @ fiir alle (v,%) € G?) zu zeigen.
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Jedes Element der Faser ['o(G xg M, w5,C¢Y(M))., 1iBt sich als Einschréinkung
Fl{yyxm,,, eines Schnitts F' € I'o(G Xr M, 7t CY(M)) schreiben. Das Bild unter
der induzierten Abbildung der Fasern ist dann gegeben durch

Fligy ity > (@0 F 0 0)liypnry -

Identifiziert man die Faser in v € G, wieder mit I'g(M;, C(M;)), so ist die Abbil-
dung der Faser gegeben durch
¢y To(My, Cl(My))  ——  To(My, CL(M)),
foom e fa)

Ist nun %4 ein weiteres Element von G, so gilt

Pr(es (M) =793 2) =73 FG 77 2) = oy (f)(2).

Es gilt also ¢y 0 95 = @45 fiir alle (v,7) € G®?). Somit definiert ¢ eine stetige
Wirkung von G auf ['o(M, C¢Y (M)). O

Faserweise ist hierdurch die Wirkung der Gruppe G, auf T'g(M;, C4(M;)) gegeben,
wie sie in den Arbeiten von Kasparov auftaucht.

Bemerkung 4.2.5. Die Algebra A = T'g(M, C¢Y(M)) 148t sich auch als induzierte
Algebra des Untergruppenbiindels X = K x R C G auffassen.

Es bezeichne C¢¥Y(M?) die Einschréinkung des vertikalen Clifford-Biindels auf
die Untermannigfaltigkeit M? C M = G/K, wobei sich M° wieder mit R identi-
fizieren 1aBt. Ist B = To(M?,C¢Y(MP)) die Algebra der stetigen Schnitte in das
Biindel C#Y(MY), so ist A als Cp(R)-Algebra isomorph zur induzierten Algebra

Ind B = {f € Ty(G, " CLY(M®)) | f(y-k)=k~1- f(y) fiir (1,k) € G xg K
und || £(v&) | X222 o).

Unter der Identifikation von M mit R kann dabei das Biindel C¢Y(M?) vermoge
der Projektion p : G —— R zu einem glatten Biindel von C*-Algebren iiber G
zuriickgezogen werden.

Der Isomorphismus ist gegeben durch

®:IndB—— A, O(f)(K) ==~ f(7)-

Fafit man A und Ind B als (oberhalb) stetige Felder von C*-Algebren iiber R auf,
so wird auf Ind B eine G-Wirkung definiert durch

(- £)m) = f(v"-m)
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fir f € (IndB); und v,n € G;. Es gilt

O(v- @) =n-[(v-H =v-7"n- f(7m) =7 S(F) (v nkK).
Somit ist ® ein G-Aquivarianter Isomorphismus.

Bezeichnet V = T, (G/K) wieder den Tangentialraum der Quotientenmannigfal-
tigkeit, so a8t sich das Biindel C£¥ (M) (K x R)-iquivariant mit dem trivialen
Biindel M° x C¢(V*) identifizieren, da die Untermannigfaltigkeit M° =R von M
zusammenziehbar ist. Das verschriankte Produkt To(M°, C¢Y(M?)) x,. (K x R) ist
somit als Cy(R)-Algebra isomorph zu Cy(R) @ (CL(V*) x K).

Das folgende Resultat wird im néchsten Abschnitt zur Modifikation der durch
das Dirac-Element definierten Assembly-Abbildung genutzt:

Satz 4.2.6. Die Cy(R)-Algebren T'o(M,CtY (M)) x, G und Co(R) @ (CL(V*) x K)
sind Morita-dquivalent.

Beweis. Man setze A = To(M,C¢Y(M)) und B = To(R,C¢Y(MY)), wobei M°
mit R identifiziert wird. Nach den vorausgehenden Bemerkungen und nach 1.3.5
geniigt es zu zeigen, dafl die Algebren A := C, (G, A) und B := C, (K x R, B)
Morita-dquivalent sind.

Wie in 4.2.5 148t sich fiir alle ¢ € R die Faser A; mit der induzierten Algebra
Ind% B; identifizieren. Die Algebra B ist eine (K x R)-Algebra. Als kompakte
Gruppe ist K unimodular, und auf K sei ein Haarmaf p mit p(K) = 1 fixiert.
Fiir £ := K x R bezeichne ¢ : X —— R die kanonische Projektion.

Setzt man 2Ag := (G, p* A?), By := ['.(K x R,¢*BY) und %o := T'(G,p*B),
so sind dies Cp(R)-Moduln unter faserweise Multiplikation, und 24y bzw. B¢ sind
dichte *-Unteralgebren von 2 bzw. 5.

Fiir a € ™y, b € B und z,y € Xy definiere man die folgenden Operationen:

a-2(y) = / a(m ) -2t 7) - Ay ()2 AN ()
N€Gp(y)

oby) = /k@c (- k) - b(k~Y) ) d pu(h)

p(7)

% (T, y)(v,m) = Apm(v)‘””/ke}c ap(z(n-k)-y(y - n-k)*) du(k)

p(7)

(5w (K) = / T ey R) X )
VE€EYq(k)

Dabei bezeichnet A; die Modularfunktion der Isotropiegruppe G, « ist die Wir-
kung von G auf A, und faserweise wird A; mit der induzierten Algebra von B
identifiziert.
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Die obigen Operationen sind faserweise definiert, also insbesondere mit den
Co(R)-Modulstrukturen vertriglich, und sie sind stetig beziiglich der induktiven
Limes-Topologien. Faserweise entsprechen die Operationen denen aus Greens Im-
primitivitédtssatz; man vergleiche auch 1.3.19.

Mit den obigen Operationen ist Xg ein Pra-Hilbert-2y, 9B¢-Bimodul, und es
geniigt zu zeigen, dal X( ein Pra-Imprimitivitdtsbimodul im Sinne von [RW9S,
Def. 3.9] ist. Dies folgt durch faserweise Anwendung von Greens Imprimitivitéts-
satz: Zunéchst gilt o, (z,y) -z = z-(y, 2)m,, da die Operationen faserweise definiert
sind.

Nach Green liegt das Bild der inneren Produkte g (X0, Xo) und (Xo, X0)m,
faserweise dicht in 2 bzw. 9B. Da es auflerdem invariant unter Multiplikation mit
Funktionen aus Cp(R) ist, folgt aus Fells Kriterium 1.2.6, daf§ das Bild der inneren
Produkte dicht in 2 bzw. 9B liegt.

Ebenfalls nach Green gilt fiir z € Xy und alle t € R

(%<x,x>)t = (%)t@t@t) >0 in ;.

Nach 1.2.10 ist dann g (z,z) > 0 in 2, und genauso sicht man, da8 (z,z)g, > 0
in B ist. Es bleibt zu zeigen, daf fiir alle a € g, b € Bg und = € Xy

(a-w,a-)p, < laf?- (@.2)m, wnd gulz-ba-b) < [b]?- apf,2)
ist. Nach Green gilt fiir alle t € R faserweise

((a T T, Q- x>%0)t = <at * Tty Ot - xt)(%o)t < HatH2 : <xt7$t>(%o)t = ||atH2 : (<x7$>%0)t'

Mit |ja¢| < ||a|| folgt aus 1.2.10 dann {(a - z,a - z)sp, < ||la]|? - (z,x)ms,, und analog
ergibt sich die zweite Ungleichung.

Somit ist Xy ein Pra-Imprimitivitdtsbimodul, welcher sich zu einer Morita-
Aquivalenz von 2 und B vervollstindigen l:ifit. O

Zuriick zur Konstruktion des Dirac-Elements:

Bezeichnet AV*(M) das (komplexifizierte) vertikale #ufiere Biindel auf M, so be-
sitzt dieses nach den Uberlegungen aus dem zweiten eine glatte hermitesche Struk-
tur.

Unter Verwendung der glatten Familie von Maflen, welche durch die linksinva-
riante vertikale Volumenform 4.1.22 definiert wird, kann wie in 2.1.8 der Hilbert-
Co(R)-Modul L?(M) := L?>(M,AY"*(M)) konstruiert werden; er liBt sich als ober-
halb stetiges Feld von Hilbert-Riumen iiber R auffassen. Die Faser L?(M), ist
gerade die Komplettierung von T'.(M;, A*(My)), also L%(My).
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Nach 2.1.11 wirkt A = T'o(M,C¢Y(M)) durch adjungierbare Operatoren auf
L?(M), und man sieht sofort, da8 diese Darstellung x : A — L(L?(M)) ein
graduierungserhaltender Cy(R)-Homomorphismus ist.

Es bleibt eine G-Wirkung auf L?(M) zu konstruieren und nachzuweisen, daf} die
Darstellung x G-dquivariant ist. Zur Definition der Wirkung wird wieder ausge-
nutzt, dal das vertikale duflere Biindel ein G-Vektorbiindel ist.
Definitionsgeméf gilt fiir den via der Projektion p : G —— R zuriickgezogenen
Hilbertmodul
p*L*(M) = L*(M) ®c,m) p"Co(R).

Unter dem Isomorphismus p*Cy(R) = Co(G) @¢yw) Co(R) = Cp(G) 1aBt sich dann
p*L*(M) als internes Tensorprodukt L?(M)®¢,r)Co(G) beschreiben, wobei Co(R)
wieder durch

p*: Co(R) — Cp(G) = M(Co(G)), ¢ pop

auf Co(G) wirkt. Die Menge I'.(M, AY*(M)) Ocy(r) Ce(G) ist ein dichter Teilraum
von p*L?(M); fiir die Fasern in v € G; gilt

(Ce(M, AV (M) Ocom) Ce(G))y  —  Te(Me, A*(My)),
(5@ f)y = VAGOREI VA
Lemma 4.2.7. Die Abbildung
¥ Te(M,AV*(M)) Ocy®) Ce(G)  ——  Te(G xr M, w3, (AY*(M)))
sof = [(vz) = f(y) - s(e)]
laft sich zu einem isometrischen Isomorphismus von Hilbert-Co(G)-Moduln
W p"LA(M) —— L*(G xg M, w3 (AV*(M)))
auf die Komplettierungen fortsetzen.

Beweis. Nach 4.1.10 ist die Abbildung ng : G xg M

Submersion, deren Fasern (G xgr M), = M,

(t)ter die durch die vertikale Volumenform gegebene glatte Familie von Maflen

M eine surjektive
(v) zusammenhéngend sind. Bezeichnet

fir pr : M —— R, so 148t sie sich zu einer glatten Familie von Maflen fiir die
Abbildung 7g : G xg M —— G zuriickziehen; man vergleiche auch die Bemer-
kung im AnschluB an 1.1.5. Nach 2.1.8 besitzt I'c(G xg M, 7}, (AY*(M))) daher
die Struktur eines Pri-Hilbertmoduls, welcher sich zu einem Hilbert-Cj(G)-Modul
vervollstandigen 148t.
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Sind s € T'o(M,AY*(M)) und f € C.(G), so wird durch (s ® f) ein Schnitt
ins Biindel 7%, (AY*(M)) definiert, und der Triiger von (s ® f) ist enthalten in
der kompakten Menge

(supp(f) x supp(s)) NG xgr M.

Ahnlich wie in 4.2.2 folgt aus dem Kriterium 1.2.7, da8 ¢)(s® f) ein stetiger Schnitt
ist, und man rechnet direkt nach, dafl die Abbildung v ein Cy(G)-Modulhomomor-
phismus ist. Auflerdem erhélt ¢ die inneren Produkte: Sind s1® f1, so® fo Elemente
von Le(M, AY*(M)) ®¢cyr) Ce(G) und ist v € G mit p(y) =, so gilt

W1 ® )02 B)G) = [ () 01@). o) 5a(@) d )
= R0 ([ i@ se)eduta) - £20)

= (51® f1.52® f2)(7)-

Das Bild von ¢ liegt dicht in T'e(G xg M, 7}, (AV"*(M))). Somit setzt sich ¢ zu
einem isometrischen Isomorphismus fort. O

Bemerkung 4.2.8. Identifiziert man die Fasern von T'e(M, AY*(M)) O ¢, r) Ce(G)
bzw. To(G xg M, wh (AY*(M))) in v € Gy mit Te(My, A*(My)), so ist die induzierte
Abbildung 1, : L>(M;) — L?(M;) der Fasern gerade die Identitiit.

Nach 4.1.6 kann das zuriickgezogene Biindel m3,(AY*(M)) mit G xg AV*(M)
identifiziert werden. Die G-Wirkungen auf AY*(M) und M definieren Diffeomor-
phismen

a:g XRAV’*(M) — G XRAV’*(M) und a:Gxpg M — G xp M,

so dafl das Diagramm

G xg AV (M) % G xg AV*(M)

G xg M g xp M

kommutiert. Wie im Fall der Algebren kann so eine G-Wirkung auf L?(M) definiert

werden:
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Satz 4.2.9. Die Abbildung

U:Te(Gxp M,G xg AV*(M)) —— T(G xg M,G xg AYV*(M));
F - doFoa™!

setzt sich zu einem unitdren Operator auf die Komplettierung fort. Unter dem

Isomorphismus v aus 4.2.7 definiert U eine Wirkung auf L*(M), welche mit der

7./27.-Graduierung vertriglich ist, und die Linkswirkung von To(M,Ce€Y(M)) auf

L?(M) ist G-dquivariant.

Beweis. Wie in 4.2.4 sieht man, dafl U ein Cy(G)-linearer Isomorphismus ist und
die inverse Abbildung durch U~!(F) = @' o F o a gegeben ist.
Fiir F,G € To(G xg M,G xg AYV*(M)) und (y,z) € G xg M schreibe man

U(F)(y,2) =v-F(y,y ' 2) und UG)(v,z) =7 -Gy, ).

Die Funktion x +— (U(F)(7,2),U(G)(7,2))z ist ein Element von Cc(M (). Be-
zeichnet (ut)iecr die durch die vertikale Volumenform gegebene glatte Familie von
MafBen fiir pr : M — R, (A)4er das glatte Haarsystem fiir G, und ist N die An-
zahl der Zusammenhangskomponenten der fast zusammenhéngenden Lie-Gruppe
G = G1, so gilt nach 4.1.23 fiir v € G;

{UF),U(G)() = ]];ffeg (UE)(r, 7(1)), U(G) (17 (7))s) AN ()

- / (v F (™ m(3)),7-G sy (7)) gy AN ()
FEGt

N
1 - _ - L~
L N[yegt (F(v,y ™" m(3)), GOy ™ - m(3)))y 15 AN (F)
D [ (R, G m3))a) AN G)
¥E€Gt
= (R.G)().

Die Identitit (1) folgt aus der G-Invarianz der Metrik auf AY*(M), und (}) folgt

aus der Linksinvarianz des Haarsystems sowie der Tatsache, dafl v~! - 7(§) =
Ty~ 7) gilt.

Somit 1i8t sich U zu einem adjungierbaren Operator mit U* = U~! auf die
Komplettierung fortsetzen. Unter dem Isomorphismus aus 4.2.7 definiert U ein
unitéires Element in £(p*L?*(M)). Dieses erhiilt die Graduierung auf L?(M), da G
graduierungserhaltend auf AY* (M) wirkt.

Fiir den Nachweis, dafl durch U eine stetige Wirkung auf L?(M) definiert wird,

bleibt die Bedingung U..5 = U, o Us fiir alle (7,7) € G?) zu zeigen.
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Ist F €T(G xg M,G xg AV*(M)) und v € G;, so gilt fiir z € M;

U(F)(y,2) =v-F(v,y ")

Unter der Identifizierung der Faser (p*L?(M)). mit L?(M;) ist die von U induzierte
Abbildung der Fasern gegeben durch

Uy : (M) — L*(My);  f =[xy f(y7 - 2)).

Wie im Beweis von 4.2.4 folgt dann U,.5 = U, o Us fiir alle (v,%) € G?). Somit
definiert U eine stetige Wirkung von G auf L?(M); die Wirkung auf den Fasern
entspricht dabei wieder der von Kasparov betrachteten Wirkung der Gruppe G;.

Fiir die G-Aquivarianz der Darstellung von y : To(M, CY(M)) — L(L*(M))
ist zu zeigen, daf fiir alle v € G und a € A

UsXp(1) (@p(1) U = Xp(y) (@7 (ap(y)))

gilt. Da die Konstruktion faserweise mit der von Kasparov iibereinstimmt, folgt
dies aus [Kas88, 4.2]. Man argumentiert wie folgt: Die Algebra der Schnitte ins
vertikale Clifford-Biindel wird von vertikalen Kovektorfeldern erzeugt. Ist v € G,
wy € L*(My, A*My) und a; € To(My, CL(M;)) ein Kovektorfeld, so gilt fiir den
durch das Dachprodukt gegebenen Operator

Y Aap(wi) = v (@ Awe) = (v-a) Ay wr) = Aya, (7 - wr).

Aufgrund der G-Invarianz der Metrik gilt auch - (A7, (wt)) = AJ.,, (7 - wt), und da
x(at) = Aa, + AZ;; ist, folgt die G-Aquivarianz der Darstellung . O

Bemerkung 4.2.10. Ist v € G; und bezeichnet Ly-v: My —— My, x— ’y_l T
den durch Linkstranslation gegebenen Diffeomorphismus, so entspricht U, (w) fiir
w € L*(My) gerade der zuriickgezogenen Differentialform (L. -1)*(w).

Nach 4.1.1 und 4.1.10 sind pr : M — R und 7g : G xg M —— G surjektive
Submersionen. Sie definieren auf M und G xg M die Struktur gebldtterter Man-
nigfaltigkeiten.

Im ersten Fall gilt fiir das vertikale Tangentialbiindel F = TY(M), und im
zweiten Fall 148t sich Fg = ker(T(Gxgr M) — T(G)) nach 4.1.10 mit 75, (TY (M))
identifizieren.

Im folgenden bezeichne F' := 15 =5 € L(L?*(M)) den vertikalen Dirac-Operator
aus 2.1.21 fiir M.
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Lemma 4.2.11. Unter dem Isomorphismus

¢ p L (M) = L*(M) ®cym) Co(G)  ——  L*(G xg M, w3 (AY*(M))),
s@f = [(v,2) = f(7) - s(@)]

aus 4.2.7 entspricht F ® 1 dem vertikalen Dirac-Operator fiir G xg M. Die durch
Einschrinkung erhaltenen Operatoren (F © 1)y = Fy,y auf L*(M,)) sind gerade
die Operatoren aus Kasparovs Dirac-Element der Isotropiegruppe Gi. Nach 2.2.10
sind alle diese Operatoren PDOs von Ordnung Null.

Beweis. Da Fg = mi,(TY(M)) gilt, 148t sich auch das vertikale #uBere Biindel
A*(F5®C) mit 4 (AY*(M)) identifizieren. Ist dY¥; die vertikale deRham-Ableitung
und *s der vertikale Hodge-x-Operator von M, so ist nach Konstruktion des ver-
tikalen Dirac-Operators nur zu zeigen, dafl unter dem Isomorphismus % die Ope-
ratoren dY; ®1 und xj; ® 1 der vertikalen deRham-Ableitung bzw. dem vertikalen
Hodge-x-Operator auf G xg M entsprechen.

Es sei n := rk (TY(M)). Ist die vertikale Orientierung auf M gegeben durch
die vertikale Volumenform volys : M — A™(TV*(M)), so ist durch

volgugnr : G X M —— why (A"(TV*(M))) = A"F§, (v, ) — voly(x)

eine vertikale Volumenform auf G xg M gegeben. Diese definiert auf den Fa-
sern (Fg)(y,z) = TV(M), dieselbe Orientierung wie volys. Der vertikale Hodge-
*-Operator hingt jedoch nur von der Orientierung auf den Fasern ab. Dies zeigt,
dafl unter dem Isomorphismus v der Operator x3; ® 1 dem vertikalen Hodge-x-
Operator von G xg M entspricht.

Die vertikale deRham-Ableitung ist lokal auf Koordinatenumgebungen defi-
niert. Jeder Punkt (79,z9) € G Xxg M besitzt eine offene Umgebung der Form
U=UgxUpy xImit Ug C G, Uy € My und I CR fiir t = p(y0) = pr(zo). In
lokalen Koordinaten sieht man sofort, dafl

Y((dy @1 (s @ f)) = dGuum(W(s ® f))

fiir alle s € T°(M, AY*(M)®C) und f € C$°(G) gilt, und die Elemente der Form
¥(s ® f) erzeugen einen dichten Unterraum von L?*(G xg M, w5, (AY*(M))). Der
Operator dK/[ ®1 entspricht also der vertikalen deRham-Ableitung von G xg M,
und zusammen mit obigen Uberlegungen fiir den vertikalen Hodge-x-Operator
folgt, daf3 der Operator F'® 1 sich mit dem vertikalen Dirac-Operator auf G xg M
identifizieren 14a8t.

Analoge Uberlegungen zeigen, da die Einschrinkung der Operatoren F bzw.
F®1 den Operatoren aus Kasparovs Dirac-Element der jeweiligen Isotropiegruppe

entsprechen. Fafit man die Fasern M; von M und (GxgrM), = M,y von Gxg M als
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trivial geblétterte Mannigfaltigkeiten auf, so folgt aus 2.2.10, daf3 die Operatoren
F, FF®1 und alle durch Einschriankung erhaltenen Operatoren der Fasern PDOs
von Ordnung Null sind. O

Vermoge der Abbildung

Ug:gi’gX]RMUL’gXRMv 7'_)(7’2?(7))

158t sich G mit einer abgeschlossenen Untermannigfaltigkeit von G xg M identifi-
zieren, und es gilt mg o ug = id.

Bezeichnet E = A*F* @ C = AV*(M) das komplexe vertikale #uBlere Biindel
von M, so ist die Einschrinkung E| o trivialisierbar, da M? = R zusammenziehbar
ist. Die Einschrinkung 73, E|, g) 1a8t sich mit dem zuriickgezogenen Biindel E| o
identifizieren und ist somit ebenfalls trivialisierbar.

Unter Verwendung von 2.1.10 sieht man, daf} die volle C*-Algebra der Blétte-
rung mit Werten in den Endomorphismen des vertikalen &ufleren Biindels isomorph
zur Algebra der kompakten Operatoren auf dem entsprechenden L2-Hilbertmodul
ist, d.h. es gilt sowohl

C*(M, F;End(E)) = K(L*(M))

als auch
C*(G xgr M, Fg; End(r},E)) = K(L*(G xg M, 7}, E)).

Nach 2.2.9 erhilt man fiir die geblidtterte Mannigfaltigkeit (M, F) eine kurze ex-
akte Sequenz

0 —— Ky(L*(M, E)) — i(M, F; End(E)) —» Sy (M, F*; L(E)) — 0.

Genauso erhélt man fiir die geblédtterte Mannigfaltigkeit (G xgr M, Fg) und die
Fasern von M bzw. G xg M (welche als trivial gebléitterte Mannigfaltigkeiten auf-
gefafit werden konnen) die entsprechenden kurzen exakten Sequenzen.

Es folgt, dafl ein PDO der Ordnung Null auf M genau dann (faserweise) kompakt
(bis auf Multiplikation mit einer im Unendlichen verschwindenden Funktion) ist,
falls sein Symbol (faserweise) Null ist. Das Symbol eines PDO von Ordnung Null
auf M ist jedoch genau dann Null, wenn die Einschriankung auf jede Faser M,
Null ist; mit dem Symbol eines PDO von Ordnung Null ist dabei das Bild unter
der Abbildung o gemeint.

Somit ist ein PDO von Ordnung Null auf M kompakt (bis auf Multiplikation
mit einer im Unendlichen verschwindenden Funktion), wenn die Einschrinkung
des Operators auf jede Faser kompakt (bis auf Mulitiplikation mit einer im Un-
endlichen verschwindenden Funktion) ist. Die gleichen Uberlegungen gelten fiir
PDOs der Ordnung Null auf G xg M.
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Satz 4.2.12. Das Tripel £ = (L*(M),x,F) definiert einen G-dquivarianten
Kasparov-T'o(M,CtY(M)), Co(R)-Zykel und somit ein Element in der G-dquiva-
rianten Kasparov-Gruppe KK9(To(M, CY (M)), Co(R)).

Beweis. Aufgrund der vorausgehenden Resultate dieses Abschnitts ist klar, dafl
L?(M) ein G-#quivarianter Hilbert-T'o(M, C¢Y(M)), Co(R)-Bimodul ist.

Die vertikale deRham-Ableitung und der formal adjungierte Operator sind
homogen vom Grad 1 auf glatten vertikalen Differentialformen mit kompaktem

Trager. Somit ist auch F' = ein homogener Operator vom Grad 1. Nach

D
V1+D?
1.4.1 bleiben noch die folgenden Bedingungen zu zeigen:

Fiir alle a € To(M,C¢Y(M)) und a' € p*To(M,CeY(M)) gilt
(i) a(F - F*) € K(L*(M)),
(i) a(F?—1) € K(L*(M)),
(iii) [F,a] € K(L*(M)) und
(iv) d(UF @ 1)U* — (F @ 1)) € K(p*(L*(M))).

Hierbei bezeichnet U die G-Wirkung auf L?(M) aus 4.2.9. Im vorliegenden Fall
eines Gruppenbiindels vereinfacht sich Bedingung (iv), da die Source- und Range-
Abbildung iibereinstimmen. Desweiteren wurde der Isomorphismus 1.2.14 von
p*(K(L*(M))) und K(p*(L?(M))) genutzt.

Da der Operator F' selbstadjungiert ist, ergibt sich Bedingung (i) sofort. Die
Elemente aus T'o(M, C¢Y(M)) wirken auf L?(M) durch Clifford-Multiplikation wie
in 2.1.11; diese ist gegeben durch das Dachprodukt und Kontraktion mit vertikalen
Differentialformen. Die durch Clifford-Multiplikation gegebenen Operatoren sind
also Differentialoperatoren der Ordnung O.

Als solche hédngt ihr Symbol nur von den Punkten z € M und nicht von
den Elementen der Kotangentialrdume 7 M ab: Die Symbole der Operatoren
aus (i) bis (iii) hdngen somit nach 2.1.20 nur von den Elementen des vertikalen
Kotangentialbiindels 7¥*M ab, und ihre Werte stimmen mit den Werten der
Symbole iiberein, die man durch Einschréinkung auf die Fasern erhélt.

Nach [Kas88, 4.2] sind die Einschrinkungen der Operatoren aus (ii) und (iii)
kompakte Operatoren auf der jeweiligen Faser von L?(M), und diese haben nach
2.2.9 Symbol Null. Nach den oben angestellten Uberlegungen ist dann auch das
Symbol der Operatoren a(F? — 1) und [F, a] identisch Null, und somit folgt aus
2.2.9, daf} sie Elemente von Ky (L?(M, E)) sind.

Fiir ¢ € Co(M) und a € To(M,ClY(M)) gilt daher -a-(F%—1) € K(L*(M)).
Da nach Cohens Faktorisierungssatz Co(M) - To(M,C¢Y(M)) = T'o(M,CeY(M))
gilt, folgt Bedingung (ii).
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Fiir Aussage (iii) kann man ohne Einschrinkung annehmen, dafl a = a; - ag
ist, wobei a; € To(M,C¢Y(M)) homogene Elemente sind. In diesem Fall gilt fiir
den Kommutator

[F,a] = [F,a1)ag + (=1)°" a1 [F, ay).

Benutzt man wieder, da8 Co(M)-T'o(M,C¢Y (M)) dicht in T (M, C€Y(M)) liegt, so
erkennt man, dafl die beiden Summanden kompakte Operatoren sind, und somit
auch [F,a] in KC(L?(M)) liegt.

Fiir den Nachweis von (iv) sei zunéchst an folgende Resultate erinnert: Der
zuriickgezogene Hilbertmodul p*L?(M) 148t sich mit L*(G xg M, 7}, (E)) identi-
fizieren; dabei bezeichnet E wieder das vertikale (komplexifizierte) duflere Biindel
auf M und mps : GXg M —— M die Projektion auf die zweite Komponente. Unter
dieser Identifikation entspricht /' ® 1 nach 4.2.11 dem vertikalen Dirac-Operator
auf G xg M, welcher ein PDO von Ordnung Null ist.

Um nun &hnlich wie fiir Bedingung (ii) und (iii) argumentieren zu konnen, ist
zu zeigen, dafl auch die Operatoren U und U* aus 4.2.9 PDOs von Ordnung Null
sind, deren Symbol nur von den vertikalen Kotangentialvektoren auf M und der
Einschriankung der Operatoren auf die G-Fasern von G xg M abhéngt.

Die unitédren Elemente aus 4.2.9 werden definiert durch die G-Wirkung auf der
Mannigfaltigkeit M und dem Vektorbiindel F; letztere ist gegeben durch lineare
Isomorphismen der Fasern von E. Somit sind U und U* Differentialoperatoren der
Ordnung Null, und als solche ist ihr Symbol unabhéngig von den Kotangential-
vektoren von T%(G xg M).

Es sei zunichst angenommen, da8 @/ = a ® ¢ fiir a € To(M,C¢Y(M)) und
¢ € Cop(G) gilt. Identifiziert man die Faser von L*(G xg M,7},F) in v € G¢ mit
L?(M;), so ist die Einschrinkung des Operators aus (iv) gegeben durch

al, - (UyRUS — Fy) = o(v) - alrz, - (Y Fy ™' = Fy).

Nach [Kas88, 4.2] sind diese Operatoren kompakt; sie haben somit Symbol Null.
Dann ist auch das Symbol von ¢/ (U(F®1)U* — (F®1)) identisch Null, und aus der
kurzen exakten Sequenz 2.2.9 fiir die gebléitterte Mannigfaltigkeit G xg M folgt,
daB der Operator o/(U(F ® 1)U* — (F ® 1)) kompakt bis auf Multiplikation mit
einer im Unendlichen verschwindenden Funktion auf G xg M ist.

Da die Elemente der Form a ® ¢ einen dichten Unterraum von p*L?(M) er-
zeugen, gilt dies fiir alle Elemente o’ € p*L?(M). Eine weitere Anwendung von
Cohens Faktorisierungssatz zeigt dann, dafl auch Bedingung (iv) erfiillt ist. Somit
sind die definierenden Eigenschaften fiir einen Kasparov-Zykel gezeigt. O
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Bemerkung 4.2.13. Unter Verwendung von 2.1.22 kann man auch direkt nach-
rechnen, dafl die Symbole der Operatoren in (i) - (iv) (faserweise) Null sind.
Dies liefert eine alternative Moglichkeit, die Operator-Bedingungen von Kasparovs
Dirac-Element aus [Kas88, 4.2] nachzuweisen.

Nach 2.1.22 gilt fiir die (Haupt)Symbole von D; bzw. D?

o(2,& Dr) = Nig = Njeyr bzw. o(z,& D7) = [|€]%;

dabei bezeichnet \;¢ wieder den durch das Dachprodukt gegebenen Operator auf
dem #&uferen Biindel. Bis auf Terme von Ordnung kleiner als Null ist das Symbol
des klassischen PDO F; dann durch

1
gegeben; man vergleiche auch 2.2.12.

Als Algebra wird T'o(My, CL(M;)) erzeugt von Cy(M;) und Kovektorfeldern,
welche im Unendlichen verschwinden. Es geniigt daher fiir Erzeuger b € Co(M;)
und a € To(M, T* (M) ® C) zu zeigen, dafi das Symbol der Operatoren (i) - (iv)
faserweise Null ist.

0(‘7:75;Ft) =

Das Kovektorfeld a wirkt auf den Differentialformen punktweise durch Clifford-
Multiplikation. Aus 2.1.6 folgt somit, dal das (Haupt)Symbol in einem Punkt
§ € Ty (M) durch o(z,&5a) = Agz) + Ala(z))~ gegeben ist.

Da F; selbstadjungiert ist, gilt o(a(F; — F;*)) = 0 und o(b(F; — F}')) = 0. Nach

2.1.22 gilt (bis auf Symbole von Ordnung kleiner als Null)
el 1

E2 1) — —l= -

Somit ist o(a(F? —1)) durch eine stetige Funktion auf dem Totalraum des Kotan-

gentialsbiindels 7*(M;) mit Werten in £(E|ys,) gegeben, welche im Unendlichen

verschwindet, d.h. durch ein Element von Ciy, (7% M; L(E|nr,)). Nach 2.2.1 ist

dann o(a(F? —1)) = 0 in Xy, (M, T* My; L(E|p,)); ebenso gilt o(b(FZ — 1)) = 0.
Fiir £ € T (M;) gilt nach 2.1.7 fiir den graduierten Kommutator

[(Nie = Aligy)s (Ma@) + Aagap-)] = 0.

Somit ist [Dy, a] ein PDO der Ordnung Null; man vergleiche auch 2.2.2. Der Ope-
rator (14 D?)~1/2 ist ein PDO von Ordnung -1. Sein Symbol ist gegeben durch
die skalare Funktion & — (1 + [|€]|?)~1/2; diese kommutiert mit o(a). Daher ist
la, (1 + D?)~'/?] ein PDO von Ordnung -2, und es folgt o([F}, a]) = 0, da

[Fy.a) = [Dya] - (14 D7) ™2 + Dy - [a, (1 + DF) 717

ein PDO von Ordnung -1 ist. Analog zeigt man o([Fy,b]) = 0.
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Schliefflich ist der Operator F} invariant unter der Wirkung von G;: Nach 4.2.10
ist die Wirkung von v € G; auf glatten Differentialformen gegeben durch Zuriick-
ziehen via der Linkstranslation L.-1. Aus der Theorie glatter Mannigfaltigkeiten
ist bekannt, dafl die deRham-Ableitung mit dem Pullback via glatter Abbildungen
vertauscht, d.h. es gilt d; U, = U, d;; dies zeigt man wie im Beweis von 2.1.16. Da
G unitér auf L?(M,) wirkt, kommutiert auch der adjungierte Operator d; mit U,,.
Hieraus folgt dann U, FiU,-1 — F; = 0, und somit haben auch die Operatoren aus
(iv) faserweise Symbol Null.

Aus der exakten Sequenz 2.2.9 fiir die Fasern M; folgt mit Cohens Faktorisie-
rungssatz, daf§ die Operatoren aus (i) - (iv) faserweise kompakt sind. Somit kann
man auch auf diese Weise zeigen, dafl der Operator aus Kasparovs Dirac-Element
[Kas88, 4.2] die Bedingungen fiir ein KK-Element erfiillt.

Da G ein Gruppenbiindel ist, ist jede Teilmenge der Basis G(®) = R invariant. Be-
trachtet man speziell die abgeschlossene Teilmenge [0, 1], so ist die Einschrinkung
Jlo,1) ein lokal-kompakter Gruppoid. Durch Einschrinkung des Haarsystems von
G erhilt man ein stetiges Haarsystem auf Gy}, und die kanonische Abbildung
¢ : Gp1) — G ist ein strikter Morphismus lokal-kompakter Gruppoide.

Bezeichnet ¢ : [0,1] — R die kanonische Einbettung, so induziert der strikte
Morphismus (¢, ¢) nach 1.4.3 eine Abbildung

¢* : KK9(T'o(M,C”(M)), Co(R)) — KK (o*(To(M, CL¥(M))), C[0,1]).

Definition 4.2.14. Ist [£] := [(L*(M), x, F)] € KKY(I'o(M,CtY(M)), Co(R)) das
Element aus 4.2.12, so heifit

[Dg] := ¢*([€]) € KK (p*(To(M, CLY(M))), C[0,1])
das Dirac-Element der Deformation.

Faserweise stimmt das Dirac-Element des Deformationsgruppoiden mit den von
Kasparov in [Kas88, 4.2] definierten Dirac-Elementen der Isotropiegruppen iibe-
rein.

4.3 Assembly-Abbildung via Deformation

Nachdem das Dirac-Element der Deformation im vorigen Abschnitt konstruiert
wurde, kann nun gezeigt werden, daf fiir eine fast zusammenhingende Lie-Gruppe
G die Assembly-Abbildung (mit beliebigen Koeffizienten) mit der Deformations-
abbildung 3.4.3 identifiziert werden kann. Dabei wird ausgenutzt, dafl mittelbare
Gruppen — also insbesondere auch die Nullfaser V' x K des Deformationsgruppoi-
den — die Baum-Connes-Vermutung erfiillen.
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Wie am Ende von Anhang A beschrieben, wird die topologische K-Theorie
von G mit Koeffizienten in der G-Algebra B mit K, (B x (V x K)) identifiziert
und die Assembly-Abbildung durch das Kasparov-Produkt mit dem modifizierten
Dirac-Element von G beschrieben; man vgl. A.9.

Auch fiir das Dirac-Element der Deformation aus 4.2.14 miissen die entspre-
chenden Modifikationen durchgefiithrt werden. Insbesondere wird hier die Morita-
Aquivalenz aus 4.2.6 genutzt.

Zunéchst sei noch einmal an Kasparovs Definition der R KK-Gruppen erinnert:

Definition 4.3.1. Es seien A und B Cy(X)-Algebren. Ahnlich wie KK (A, B) ist
die Gruppe RKK(X; A, B) definiert als Menge der Aquivalenzklassen (beziiglich
Homotopie) von Kasparov-Zykeln (E,T) € E(A,B) mit der zusitzlichen Be-
dingung, daf§ fiir alle f € Cy(X), a € A, b € B und e € E die Gleichung
(fa)eb = ae(bf) in E erfiillt ist.

Man hat einen natiirlichen Vergi-Funktor
F:RKK(X; A B) — KK(A,B),
und auch in der R KK-Theorie ist das Kasparov-Produkt definiert.

Proposition 4.3.2. Ist D eine o-unitale Co(X)-Algebra, so existiert ein natiirli-
cher Homomorphismus

oxXD: REKK(X;A,B) — RKK(X; A X (X) D, B X (X) D),
welcher mit dem Kasparov-Produkt vertrdglich ist.

Beweis. Der Beweis findet sich in [Kas88, 2.19 und 2.21]. Ist n = [E,«,T] ein
Element in R KK(X; A, B), so gilt

oxp(n) =[E®ps (B®c,x) D), T ®1] € RKK(X; A®c,(x) D, B®cyx) D),
wobei die Wirkung & gegeben ist durch
(a®d)(e®b®d) = (~1)24F P e @ b © dd;
firac A, beB,ec Eund d,d; € D. O

Als Folgerung erhélt man:

Korollar 4.3.3. Es sei D = Co(X) @ D eine triviale Cy(X)-Algebra. Unter den
Isomorphismen A®cyx) P =A® D bzw. BRcyx)DP=B® D definieren ox p(n)
und op(n) fir n € RKK(X; A, B) dasselbe Element in KK(A® D,B® D).
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Definition 4.3.4. Sind A, B Cy(X)-Algebren, so bezeichne fiir eine stetige Ab-
bildung p: Y — X

IX,Cp(Y)
- >

P RKK(X; A, B) RKK(X;p* A, p*B) —+ KK(p* A, p*B)

den durch p*(§) := F(ox,cy(v)(§)) definierten Homomorphismus abelscher Grup-
pen. Hierbei ist F wieder der Vergif}-Funktor.

Speziell wird die folgende Situation betrachtet werden:

Es sei X = [0,1], Y = {t} C X, und es bezeichne ¢ : Y —— X die kanonische
Einbettung. Fiir eine C[0, 1]-Algebra B gilt dann (*B = B;, und ist E ein Hilbert-
B-Modul, so gilt analog t*F = E;. Die Abbildung

: RKK([0,1]; 4, B) — KK(Ay, By)

aus 4.3.4 wird in dieser Situtuation auch als Einschrankungshomomorphismus auf
die Faser in t € [0, 1] bezeichnet.

Mithilfe von folgendem Lemma wird gezeigt werden, dal die Deformations- und
die Baum-Connes-Assembly-Abbildung identifiziert werden kénnen; die Idee, diese
Methode zu nutzen, geht auf eine Anregung von G. Skandalis zurtick.

Lemma 4.3.5. FEs seien A, B C[0,1]-Algebren, t € [0,1], und es sei ein Element
n € RKK([0,1]; A, B) gegeben. Bezeichnet v : {t} —— [0, 1] die kanonische Ein-
bettung, so kommutiert das Diagramm

AN

K. (A) K.(B)
Qt,* 7at,*
K, (A) 2oAC0) )

Beweis. Die Quotientenabbildung ¢; : A —— A; ist unter der Identifikation von
A mit * A durch a — a ® 1 gegeben; gleiches gilt fiir r; : B —— B;. Es geniigt
zu zeigen, dafl

q; (" () = re(n) € KK(A, *B)

gilt. Aufgrund der funktoriellen Eigenschaften des Kasparov-Produkts (man vgl.
etwa [Bla98, 18.7.1]) folgt dann némlich fiir £ € KK(D, A)

Gt (&) @a, " (n) = £@aq¢ ((n))
= (@At (n)
= rx(E@an)

)
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d.h. fiir jede separable C*-Algebra D kommutiert das Diagramm
@an

KK(D, A) KK(D, B)
qt,* Tt x
KK(D, A) 224 gy (p, By,

Wahlt man D = C, so erhélt man die Aussage des Lemmas fiir Ko, und fiir
D = Cy(R) folgt die Aussage fiir Kj.
Wird 7 von dem Zykel [E, ¢, T| € RKK(|0, 1]; A, B) reprisentiert, so gilt

() =[E®p "B, gzNS,T ® 1] und somit ¢;(:"(n)) = [E @B "B, gZ) oq, T ®1].

Andererseits gilt
ria(n) =[E®p B¢ 21, T @1].

Die Linkswirkung von B auf /*B ist dabei jeweils durch den Quotientenhomomor-
phismus r; : B —— B; = 1*B gegeben.

Fiir die Identitét ¢; (¢*(n)) = r¢«(n) ist also nur zu zeigen, dafl die Wirkungen
von A iibereinstimmen. Nach Definition der Wirkung ¢ aus 4.3.2 gilt fiir a € A,
beB,eec Eund \,u € C

Pla@N)(ex@b®u) =¢la)(e) bR A\

und somit
(og)(a)(e@b@p) = pla®1)(e@bu) = ¢(a)(e) @b p = (¢ 1)(a)(e@bR p).
Dies zeigt c;NSO ¢ = ¢ ® 1, was den Beweis abschlief3t. O

Es sei nun B eine G-Algebra und B := C[0,1] ® B die G|y ;j-Algebra aus 3.4.1.
Man setze To(M, CEY(M))jo,1) := Lo(M,ClY(M)) ®c, ) C[0, 1]; insbesondere gilt
dann To(M,CeY (M))(0.1]®cio,1] B = To(M, ClY(M))[p1)® B. Nach 1.4.2 und 1.4.5
ist klar:

Proposition 4.3.6. Ist [Dg] das Dirac-Element der Deformation fir (G, K) aus
4.2.14, so definiert

[Dg,B] = jgy 4. (T8([Dg]))
ein Element von RKK ([0, 1]; (To(M, CEV(M))[OJ] ® B) % Gjo11, B X 9[071]). Es
wird als Dirac-Element der Deformation fiir die Koeffizienten-Algebra B bezeich-
net.
Unter den Isomorphismen 1.3.5 verschrdinkter Produkte von Gruppenbiindeln ent-
spricht die Einschrinkung von [Dg ] auf eine Faser in t € [0, 1] dem reduzierten
Descent von Kasparovs Dirac-Element der Gruppe Gy.
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Ahnlich wie im Anhang A.9 kann nun das Dirac-Element [Dg ] folgendermafen
modifiziert werden: Es bezeichne

o 0 =0cp(0) € KKK (C[0,1]® Co(V), C[0, 1] @ CL(V*)) die KKF 1]
Aquivalenz, welche aus der KKX-Aquivalenz § € KK (Co(V),Cl(V*)) aus
Kasparovs Bott-Periodizitétssatz [Kas81, §5, Thm.7| gewonnen wird,

e [Xp] die durch 4.2.6 gegebene Morita- Aquivalenz der verschrinkten Produk-
te C[0,1] ® ((CAV*) ® B) x K) und (To(M,C¥(M))j,1) ® B) xr Gio 15

e U:C[0,1]®(Bx(VxK)) — C[0,1]®((B®Cy(V)) x K) den Isomorphis-
mus, welcher durch den Isomorphismus B x (VX K) — (B@C*(V)) x K
fiir semidirekte Produkte von Gruppen und den K-&quivarianten Isomor-
phismus B ® C*(V) =B ® Cy(V) gegeben ist. Unter der Identifikation aus
3.4.4 1483t sich ¥ als Isomorphismus vom verschrankten Produkt des trivia-
len Gruppenbiindels B x ((V x K) x [0,1]) auf C[0,1] ® ((B® Co(V)) x K)
auffassen.

Unter Verwendung des Kasparov-Produkts in der R K K-Theorie setze man dann

D] := [Dgs] = [¥]® jrx1(m8(0)) ® [Xx] ® [Dg 5]
€ RKK([0,1;C[0,1] ® (Bx (V x K)), Bx,G).

Der Einschrinkungshomomorphismus ¢f aus 4.3.4 fiir ¢; : {t} =< [0, 1] ist ver-
triglich mit dem Kasparov-Produkt. Die R KK-Elemente [¥] und jg «[o,1](75())
sind trivial iiber [0, 1]; insbesondere gilt

(T x10,11(78(6))) = 11 (T x(011(78(5))) = jr(oB(F))
in KK ((B® Co(V)) x K, (B®C{V*)) x K) und

([P]) = 3([¥]) = [Y] € KK (B x (V% K), (B®Co(V)) % K),

wobei ¢ den Isomorphismus B x (V x K) — (B ® Cp(V')) x K bezeichnet.

Unter den Isomorphismen aus 1.3.5 entsprechen die durch Einschrénkung er-
haltenen Elemente ¢} ([X5]) gerade den Morita-Aquivalenzen aus Greens Imprimi-
tivitdtssatz; man vergleiche auch 1.3.19 und 4.2.6. Insbesondere sind die durch das
Kasparov-Produkt mit diesen Elementen definierten Abbildungen Isomorphismen
in der KK-Theorie.

Bezeichnet Dy i Kasparovs Dirac-Element der mittelbaren Gruppe V x K, so
entspricht das Element ¢f([Dg g]) gerade jy i (0B(Dyxk)), und das Kasparov-
Produkt mit letzterem ist ein Isomorphismus in der KK-Theorie, da mittelbare
Gruppen die Baum-Connes-Vermutung fiir beliebige Koeffizienten erfiillen. Dies
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folgt aus der in Anhang A beschriebenen Dirac-Dual-Dirac-Methode, da fiir mit-
telbare Gruppen das Dirac- und das Dual-Dirac-Element zueinander inverse KK-
Aquivalenzen sind. Mit 4.3.5 it sich nun zeigen:

Theorem 4.3.7. Fiir jede G-Algebra B lifit sich die Deformationsabbildung 3.4.3
mit der Baum-Connes-Assembly-Abbildung A.9 identifizieren.

Beweis. Man betrachte A = C[0,1] @ (B x (V x K)) und B x4, Gjo 1) fiir die Gyg y)-
Algebra B = C|0,1] ® B. Es bezeichne ¢; : {t} —— [0, 1] wieder die kanonische
Einbettung fiir ¢ € [0,1], und es sei [D] € RKK([0,1]; A, B x, Gjo,1) das (modifi-
zierte) Dirac-Element fiir G ;) mit Koeffizienten in der Gy ;)-Algebra B.

Mit g; : A —— Ay und 74 : B x4, Gjg 1) — (B %, Gjg17)¢ seien die kanonischen
Quotientenabbildungen bezeichnet. Dabei kann die Faser (B x, Gjo 11)1 mit B <, G
und (B> Gjgq))o mit B x (V x K) identifiziert werden; analog lassen sich die Fasern
Ap und A; mit B x (V x K) identifizieren.

Nach 4.3.5 kommutiert fiir alle ¢ € [0, 1] das Diagramm

®4[D]

K*(A) > K*(B Ay g[(],l])

qt,* T't,x

K*((B A g[O,l})t)-

Wie in Kapitel 3.3 beschrieben, induzieren gy und r¢ Isomorphismen in K-Theorie;
also kommutiert auch das Diagramm

K. () 25Dy (8, Go)
Q1% 1

Ko 4) 24Pl s Gio))
o To
k.0 2500 s, Go1)o)-

Dabei entspricht die obere horizontale Abbildung gerade der Assembly-Abbildung
A.9 fiir G mit Koeffizienten in B, und die durch Kasparov-Produkt mit ¢%([D])
gegebene untere horizontale Abbildung ist die Assembly-Abbildung fiir die mittel-

bare Gruppe V x K mit Koeffizienten in B. Das v-Element von V x K ist jedoch
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das Einselement in KKY >/ (C, C). Daher ist die untere horizontale Abbildung ein
Isomorphismus von K, (B x (V x K)).

Da A eine triviale C[0, 1]-Algebra ist, ist die Abbildung ¢, , o q&i nach 3.4.4
gerade die Identitdt, wéhrend ry, o rg ! die in 3.4.3 definierte Deformations-
Abbildung ist.

Das obige kommutative Diagramm wird damit zu

K.(Bx (VxK) "2 K,.(Bx, Q)

id deform

K.(B x (V x K)) — K.(B x (V x K)),

und unter dem durch die untere horizontale Abbildung gegebenen Isomorphis-
mus 148t sich die Deformationsabbildung 3.4.3 mit der Assembly-Abbildung A.9
identifizieren. O
Bemerkung 4.3.8. Nach den Bemerkungen vor 4.3.7 gilt (f(¥) = ¢j(¥) und
15K x[0,1] (18(8))) = (T x[0,1) (78(8))). Aus dem letzten Diagramm im obigen
Beweis erhélt man somit das kommutative Diagramm

©derlosDe)) i ¢ B x, @)

KK, (C,(B®Ty(G/K,Cl{(G/K))) x, G)
@3 (XE)

KK, (C, (B ®éz(v*)) sty K)

@ ([ Xs)) id

KK, (C, (B ® (Co(V) ® CLV*))) x (V xK))

- ® jvur (0B(Dyxk))

' def
KK.(C, B x (V x K)) T KK.(C, B x, G).

Dabei ist X3 die inverse Morita-Aquivalenz zu Xz, es bezeichnen D¢ bzw. Dy i
Kasparovs Dirac-Elemente fiir die Gruppen G = G; bzw. V x K = Gy, und die
untere horizontale Abbildung ist die Deformationsabbildung.

Identifiziert man (wie in Anhang A beschrieben) die topologische K-Theorie
K{P(G; B) mit KK.(C, (B ® I'o(G/K,ClG/K))) %, G), so entspricht die obere
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horizontale Abbildung der Assembly-Abbildung up. Die vertikalen Abbildungen
auf der linken Seite sind Isomorphismen.

Die Identifikation der Assembly-Abbildung pp mit der Deformationsabbildung
ist daher bis auf Morita- Aquivalenz durch die dritte vertikale Abbildung gegeben.
Diese entspricht der Assembly-Abbildung der Gruppe V x K mit Koeflizienten in
B, wobei die Untergruppe V trivial auf B wirkt. Die Abbildung ist gegeben durch
Multiplikation mit dem Dirac-Element

d+d*

D = [LA(V,A*(V*® C), — ———
VXK [ ( ( ) l(d—i-d*)Q]

e KKK (Cy(V) @ CL(V*),C).

Dieses ist eine KK-Aquivalenz; das inverse Element ist gegeben durch das Dual-
Dirac-Element

nvuk = [Co(V) @ CUV*),F] € KKY*(C,Co(V) ® CL(V*)).
Unter der Identifikation von V' mit V* ist der Operator F' definiert durch punkt-
weise (Clifford-)Multiplikation mit der beschrénkten Funktion
v

VIl

Die mittelbare Gruppe V x K ist ein semidirektes Produkt. Es existiert ein par-
tieller Descent-Funktor Jy : KKV X — + KKX | fiir den jywx = ji o Jv gilt.
Dieser wurde von Jéréme Chabert in [Cha00] konstruiert.

Da V trivial auf C/(V*) wirkt, gilt

FiV e V' CUVY), v

(Co(V)Y @ CLV*)) x V = (Co(V) x V) @ CUV*) = K(LA(V)) @ CLV),

und wie bereits bemerkt, 148t sich C* (V') K-dquivariant mit Cy(V') identifizieren.
Somit 148t sich Jy (Dy xx) als Element von

KKE(K(L2(V)) @ CoV*),C*(V)) = KKE(CoV*),Co(V))

auffassen. Es wére interessant, dieses Element genauer zu beschreiben und z.B. zu
untersuchen, ob es Kasparovs K-idquivarianter Bott-Periodizitit aus [Kas81, §5,
Thm.7] entspricht.

Fiir eine fast zusammenhéngende Lie-Gruppe G und eine G-Algebra B ergibt sich
aus 4.3.7 eine weitere Moglichkeit zu zeigen, ob G die Baum-Connes-Vermutung
mit Koeffizienten in B erfiillt:

Bezeichnet B = C[0, 1]® B die triviale C'[0, 1]-Algebra mit der Wirkung des De-
formationsgruppoiden G, so folgt aus der Beschreibung der Deformationsabbildung
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3.4.3 und obigem Theorem, dal die Assembly-Abbildung fiir G mit Koeffizienten
in B genau dann ein Isomorphismus ist, wenn der durch Evaluation in 1 gegebene
Homomorphismus

¢ : B %, Gpo1 —> Bx, G

einen Isomorphismus in der K-Theorie induziert.

Jede fast zusammenhingende Lie-Gruppe besitzt ein y-Element; wie im Anhang
beschrieben, folgt aus dem Satz von Tu (vgl. [Tu99, Prop. 5.23]), daf die Assembly-
Abbildung fiir jede Koeffizientenalgebra B injektiv ist. Diese Tatsache ergibt sich
schon aus Kasparovs Arbeiten [Kas95] bzw. [Kas88].

Zum Nachweis der Baum-Connes-Vermutung mit Koeffizienten in der G-Algebra
B geniigt es daher aufgrund von 4.3.7 zu zeigen, dafl die von ¢; induzierte Abbil-
dung in der K-Theorie surjektiv ist.



Kapitel 5

Fast zusammenhingende
Gruppen

Méchte man versuchen, das Deformationsbild der Assembly-Abbildung auf eine
groflere Klasse von Gruppen zu erweitern, so liegt es nahe, als néchstes fast zu-
sammenhéngende Gruppen zu betrachten.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird unter Verwendung bekannter Struk-
turresultate fiir fast zusammenhingende Gruppen ein kurzer Ausblick gegeben,
welche Schritte noch unternommen werden miissen, um das Deformationsbild der
Assembly-Abbildung auch in dieser Situation definieren zu kénnen.

Nach [CENO3| erfiillt jede fast zusammenhéngende Gruppe die Baum-Connes-
Vermutung mit trivialen Koeffizienten. Im zweiten Abschnitt wird gezeigt, daf
die K-Theorie der reduzierten Gruppen-C*-Algebra in dieser Situation eine freie
Gruppe in hochstens abzédhlbar vielen Erzeugern ist. Dieses Resultat wurde in
der Literatur bisher nur unter einer zuséitzlichen Orientierungsvoraussetzung be-
schrieben. Insbesondere gilt die Aussage natiirlich fiir die in den vorigen Kapiteln
betrachteten fast zusammenhéngenden Lie-Gruppen.

5.1 Fast zusammenhingende Gruppen und Deforma-
tion

Es sei zunéchst an die Definition 3.2.7 erinnert:

Ist G eine lokal-kompakte Gruppe, so ist die Zusammenhangskomponente des
neutralen Elements G ein abgeschlossener Normalteiler in G. Die Gruppe G heif3t
fast zusammenhéngend, falls die Gruppe der Zusammenhangskomponenten G/G
kompakt ist.

153
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Die folgenden Aussagen iiber fast zusammenhéingende Gruppen finden sich im
Anhang des Artikels [Abe75] von Abels:

Jede fast zusammenhéngende Gruppe G besitzt eine maximal kompakte Unter-
gruppe K, und letztere ist eindeutig (bis auf Konjugation mit Elementen in G)
bestimmt. Der homogene Raum G/K ist eine vollstindige Riemannsche Man-
nigfaltigkeit, auf der eine stetige Wirkung der Gruppe durch Linksmultiplikation
definiert ist.

Es bezeichne L(G) die Menge aller stetigen Homomorphismen von der additi-
ven Gruppe R nach G, versehen mit der kompakt-offenen Topologie (welche mit
der Topologie iibereinstimmt, die durch gleichméflige Konvergenz auf kompakten
Mengen gegeben ist).

Sind X,Y € L(G), so konvergiert die Folge ((X(s/n) - Y(s/n))")pen in G
gegen einen Wert (X + Y)(s). Die hierdurch definierte Addition und die skalare
Multiplikation, welche durch (r - X)(s) = X (r - s) gegeben ist, sind stetig, und
nach Abels ist L(G) ein vollstindiger lokal-konvexer topologischer R-Vektorraum.

Die adjungierte Darstellung Ad : G x L(G) — L(G), definiert durch

Ad,(X)(s) ==z - X(s) - 21,
ist stetig. Desweiteren gibt es eine stetige Abbildung
exp: L(G) — G, exp(X) = X(1),

welche der Exponentialabbildung einer Lie-Gruppe entspricht; insbesondere gilt
exp(X)~! = exp(—X). Aufgrund der Definitionen ist klar, daf

z-exp(X) - 27 = exp(Ad, (X))

fiir alle z € G und X € L(G) gilt.
Abels bemerkt, daf auf L(G) eine stetige Lie-Algebrenstruktur definiert wer-
den kann, so dafl das Campbell-Hausdorff-Theorem gilt.

Fiir fast zusammenhéngende Gruppen hat man den folgenden Struktursatz, wel-
cher das Analogon des Resultats 3.2.9 fiir Lie-Gruppen ist:

Theorem 5.1.1. Ist G eine fast zusammenhdngende Gruppe und K C G eine
mazimal kompakte Untergruppe, so existiert eine Teilmenge E von G, so dafl die
folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) Firalexz € K gilt x-E-x71 = E.

(ii) Die Multiplikation E x K —— G ist ein Homdomorphismus.
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(iii) Zu jeder kompakten Untergruppe L C G existiert ein Element x € E mit
x-L-x 1 CK.

(iv) Betrachtet man L(G) als K-Modul unter Finschrinkung der adjungierten
Darstellung auf K, so gibt es endlich-dimensionale Unterrdume Vi, ...V,

von L(G), deren Summe V := Vi + ...+ V, direkt ist, so dafi die Abbildung
coVig...eV, — G, o(x1,...,2;) :=exp(x1) - ... exp(x,)

ein Homdéomorphismus auf E ist, und so daf fir alle 1 < i <r die Mengen
E; := exp(V;) invariant unter der Wirkung von K sind.

Desweiteren gilt L(G) = V & L(K), und die Abbildungen o : V —— E sowie
m|lg: E — G/K sind K -iquivariante Isomorphismen.

Beweis. [Abe75, Theorem A.5 und Korollar A.6]. O

Insbesondere folgt hieraus, dal der homogene Raum G/ K zusammenhéingend ist.

Der endlich-dimensionale Unterraum V' C L(G) und die Unterrdume Vi,...,V,
von V sind invariant unter der adjungierten Wirkung von K. Also kann das semi-
direkte Produkt V' x K gebildet und das Gruppenbiindel

G:=(VxK)x{0} U Gx(01]
betrachtet werden. Nach (ii) und (iv) ist die Abbildung
0 VxK—G, (k)—oW)- k
ein Hom6éomorphismus. Setzt man

(v,k,0) : t=0
(o(t-v)-k,t) = t#0,

so kann dhnlich wie in 3.3.2 auf G die Topologie betrachtet werden, welche von

¢:V x K x|[0,1] — G, (U,k:,if)r—»{

den Mengen des Typs
(I) O C G x (0,1] offen und
(IT) ®(U x W x [0,¢)) fiir 0 < e < 1, U offen in V, W offen in K

erzeugt wird. Da die Abbildung ¢ ein Homéomorphismus ist, kann man wie in
Kapitel 3.3 zeigen, dafl G mit der von diesen Mengen erzeugten Topologie ein
lokal-kompakter Hausdorfl-Raum ist, der das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt,
dal die Einschrinkung der Topologie auf Gy bzw. G x (0,1] der gewdhnlichen
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Topologie entspricht, und daf§ die natiirliche Projektion G —~ [0, 1] eine offene
und stetige Abbildung ist. Desweiteren ist die Einsabbildung [0, 1] —— G stetig.

Mit einer analogen Argumentation wie im Beweis von [Abe75, A.5] kann man
auch zeigen, dal die Einschrdnkung von exp einen lokalen Homoéomorphismus
V —— FE liefert. Aus 5.1.1 (ii) folgt dann, dafl

VK —G, (vk)—exp)-k

eine offene Umgebung des neutralen Elements in V x K homdéomorph auf eine
offene Umgebung der Eins in G abbildet, und es kann exakt dieselbe Definition
der Topologie wie in Kapitel 3.3 gewéhlt werden.

Fiir alle X € L(G) ist exp(—X) = exp(X)~!. Ist dann v € V und k € K, so gilt
(exp(v) - k)™t = k7! exp(—v) = exp(Adj—1(—v))- kL.

Aufgrund der Stetigkeit der adjungierten Darstellung kann man genau wie in 3.3.9
zeigen, daf} die faserweise Inversenbildung eine stetige Abbildung auf G ist.

Bei der Multiplikation ergibt sich allerdings ein Problem: Im Fall einer fast zu-
sammenhéingenden Lie-Gruppe wurden in 3.3.10 und 3.3.11 die Analytizitéit der
Multiplikation und die Konvergenzeigenschaften der Campbell-Hausdorff-Reihe
ausgenutzt.

Nach [Abe75, A.6] gilt L(G) = V & L(K). Mochte man die Beweisstrategie auf
den Fall fast zusammenhéngender Gruppen iibertragen, so ist zu zeigen, dafl die
Abbildungen

LG) — G, X —exp(X) und VLK) — G, (v,Y)—exp(v)-exp(Y)

eine offene Nullumgebung in L(G) homdomorph auf eine offene Umgebung der
Eins in G abbilden. Die Gestalt des durch diese beiden Abbildungen gegebenen
“Kartenwechsels” ist zu untersuchen, und es ist ein Ersatz fiir die Abschitzung
in 3.3.11 zu zeigen, um den Beweis der Stetigkeit der Multiplikation aus dem Lie-
Gruppenfall zu iibertragen.

Ist die Stetigkeit der Multiplikation gezeigt, so folgt, dal G — [0, 1] ein lokal-
kompaktes Gruppenbiindel mit offener Projektion auf die Basis ist; G besitzt daher
ein stetiges Haarsystem, und wie in Kapitel 3.4 kann fiir jede G-Algebra B das
Deformationsbild der Assembly-Abbildung definiert werden.

Zur Identifikation der Deformations- mit der Assembly-Abbildung wurde im Lie-
Gruppenfall eine stetige Familie von Dirac-Elementen konstruiert. Zur Ubertra-
gung dieser Konstruktion kann das folgende Resultat verwendet werden:
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Theorem 5.1.2. Es set G eine fast zusammenhdngende Gruppe. Dann enthdlt
jede Umgebung des Finselements von G einen kompakten Normalteiler N, so daf
G/N eine Lie-Gruppe ist.

Beweis. [MZ55, 4.6]. O

Ist K eine maximal kompakte Untergruppe von G (welche bis auf Konjugation
eindeutig bestimmt ist), so ist der kompakte Normalteiler N in K enthalten, und
K/N ist eine maximal kompakte Untergruppe von G/N. Der Normalteiler N wirkt
trivial auf dem homogenen Raum G/K, denn fiir g € G gilt

N-g-K=g-N-K=g-K,

und es ist G/K=(G/N)/(K/N). Die Lie-Gruppe G/N ist mit G fast zusam-
menhingend, und die Wirkung von G auf G/K faktorisiert iiber G — G/N.

Insbesondere erhélt man das Dirac-Element von G als Bild des Dirac-Elements
von G/N unter dem kanonischen Homomorphismus

KK“N(Cr(G/K),C) — KK%(C-(G/K),C),

wobei C-(G/K) wie in Anhang A die Algebra der im Unendlichen verschwinden-
den stetigen Schnitte mit Werten im Clifford-Biindel von G/K bezeichnet. Wie
im dritten und vierten Kapitel kann der Deformationsgruppoid G und das Dirac-
Element der Deformation fiir G/N konstruiert werden.

Ist G[O,l] die Einschréinkung zu einem stetigen Gruppenbiindel iiber [0, 1], so hat
man einen kanonischen Homomorphismus von Gruppenbiindeln gn : G — Gjg qj,
welcher stetig ist beziiglich der oben definierten Topologie auf G.

Wenn gezeigt ist, dal G mit dieser Topologie ein lokal-kompakter Gruppoid ist
(d.h. falls der Nachweis der Stetigkeit der Multiplikation gelungen ist), dann ist
die Abbildung ¢y ein strikter Morphismus. Das Dirac-Element fiir g~[0,1} 148t sich
dann zu einer stetigen Familie von Dirac-Elementen fiir G zuriickziehen, und genau
wie in Kapitel 4.3 zeigt man, dafl die Deformationsabbildung mit der Assembly-
Abbildung iibereinstimmt.

Somit ist zumindest eine Strategie gegeben, wie man versuchen kann, das De-
formationsbild der Assembly-Abbildung auf fast zusammenh#ngende Gruppen zu
iibertragen. Im Detail steckt hier natiirlich noch Arbeit.
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5.2 Topologische K-Theorie mit trivialen Koeffizienten

Zentrales Resultat der Arbeit [CENO03] ist die Aussage, daB fiir jede fast zusam-
menhingende Gruppe G (also insbesondere auch fiir jede fast zusammenhéngende
Lie-Gruppe) die Assembly-Abbildung mit trivialen Koeffizienten ein Isomorphis-
mus ist. Zur Bestimmung der K-Gruppen K. (C;(G)) geniigt es in dieser Situation
daher, die topologische K-Theorie Ki°P(@) zu berechnen.

Ist wieder K C G eine maximal kompakte Untergruppe und V = T,k (G/K)
der Tangentialraum der Quotientenmannigfaltigkeit, so 148t sich die topologische
K-Theorie von G (wie in Anhang A beschrieben) mit

K. (Co(V) x K) = KK, (C,Cl(V*) x K)

identifizieren. Dabei ist C4(V™*) die (Z/2Z-graduierte) assoziierte Clifford-Algebra
des Kotangentialraums V* der Mannigfaltigkeit G/K im Punkt eK.

In der oben erwéhnten Arbeit wird unter der Voraussetzung, dafi die Wirkung
von K eine auf V' gegebene Orientierung erhilt, bewiesen, daf} die auftretenden
K-Gruppen frei sind. Dieses Resultat gilt jedoch auch ohne die Orientierungsvor-
aussetzung, wie in diesem Abschnitt gezeigt wird.

Das folgende Resultat ist wohlbekannt:

Proposition 5.2.1. Fir jede lokal-kompakte Gruppe G ist C}(G x R) isomorph
2u CHG) @ Co(R), und somit gilt K.(CH(G x R)) = Kuy1(CH(G)).

Anwenden 148t es sich insbesondere auf eine fast zusammenhingende Gruppe G
mit maximal kompakter Untergruppe K. Mit G ist auch G x R eine fast zusam-
menhingende Gruppe, deren maximal kompakte Untergruppe sich mit K identi-
fizieren 148t. Fiir den Tangentialraum der Quotientenmannigfaltigkeit (G x R)/K
im Punkt eK gilt dann

TeK(G X R/K) ;TeK(G/K) x R.

Zur Berechnung von K, (C;(G)) geniigt es also unter Verwendung des obigen Re-
sultats, den Fall zu betrachten, da§ dim G/K = dim T, (G/K) gerade ist.

Im folgenden sei fiir & € N mit M = M (C) die Algebra der komplexwertigen
k x k-Matrizen bezeichnet.

Lemma 5.2.2. Auf der Matrizalgebra My, sei eine Z/27-Graduierung durch einen
Automophismus € : M, — M;, mit €2 = id gegeben. Dann ist (Mg, €) Morita-
dquivalent zu My mit der trivialen Wirkung.
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Beweis. Fiir jeden separablen Hilbertraum H ist die Sequenz

1T UH) 2% Aut(K(H)) — 1
exakt; man vergleiche z.B. [RW98, Chapter 1]. Daher gilt ¢ = Ad,, fiir ein unitéres
Element v € M}, mit u?> = 1. Die Abbildung U : M), — M), definiert durch
x> u-z, erfiillt U? = id, und (M, U) ist eine Morita-Aquivalenz der graduierten
Algebren (My,€) und (M, id). O

Fiir die K-Theorie K, (C}(G)) einer fast zusammenhéngende Gruppe G a8t sich
nun zeigen:

Theorem 5.2.3. Ist G eine fast zusammenhdingende Gruppe, so ist K. (C}(G))
eine freie Gruppe in hochstens abzihlbar vielen Erzeugern.

Beweis. Es sei wieder V' = T.x(G/K) der Tangentialraum der Quotientenman-
nigfaltigkeit, wobei K eine maximal kompakte Untergruppe von G ist. Nach 5.2.1
geniigt es den Fall zu betrachten, dafl dim V' = 2k gerade ist. Die kompakte Grup-
pe K wirkt auf dem euklidischen Raum V' (und dem Dualraum V*) durch lineare
Isometrien. Die Z/27Z-Graduierung der Clifford-Algebra, die durch den Homomor-
phismus

Vi — V e ClUV"), v— —v

gegeben ist, kommutiert mit der K-Wirkung auf C/(V*).

Nach [CENO03] ist die Assembly-Abbildung mit trivialen Koeffizienten fiir eine
fast zusammenhéngende Gruppe ein Isomorphismus. Wie in Anhang A beschrie-
ben, gilt somit

K.(C}(G)) = KiP(G) = KK.(C,CUV™) x K),

wobei C/(V*) die Z/2Z-graduierte Clifford-Algebra ist.

Unter Verwendung des Isomorphismus B.6 von C/(V*) und My, kann eine
K-Wirkung und Z/2Z-Graduierung auf der Matrixalgebra M,x definiert werden.
Dann sind auch die verschrénkten Produkte C/(V*) x K und Myx x K isomorph,
wobei letztere Algebra eine Z/27Z-Graduierung trégt, und es gilt

K, (C*(G)) = KK.(C, My x K).

Nach einem Resultat von Mackey, Takesaki und Green ist das verschrinkte Pro-
dukt Myr x K isomorph zu Moy, @ C*(K,w) (vgl. [Ech96, 1.14.15]), wobei C* (K, w)
die getwistete Gruppen-C*-Algebra von K fiir einen (Borel-)Kozykel w € H?(K,T)
ist.

Die getwistete Gruppen-C*-Algebra C*(K,w) ist ein Quotient der gewthnli-
chen Gruppen-C*-Algebra C*(K X, T) der zentralen Erweiterung K x, T (vgl.
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[Ech96, 1.1 und 1.1.4]). Mit K und T ist auch die Erweiterung K x,, T kompakt;
somit ist C* (K x,,T) isomorph zu einer direkten Summe von (hoéchstens abzéhlbar
vielen) Matrixalgebren. Selbiges gilt dann auch fiir den Quotienten C*(K,w), da
Matrixalgebren einfach sind.

Ist C*(K,w)= @,;c; My, so gilt

My 3 K = Mye @ C*(K,w) = My @ (@ My,) = @D (Mo @ My,) = D Moy,
i€l el el

Somit ist My X K isomorph zu einer (hochstens abzihlbaren) direkten Summe
von Matrixalgebren @je ;7 Mj, und unter diesem Isomorphismus ist auf @ e M
eine 7 /27Z-Graduierung durch einen Automorphismus e mit €2 = 1 definiert.

Matrixalgebren sind einfach, und fiir alle jo € J ist mit M}, auch e(Mj,) ein
Ideal in D¢ ; M;. Es folgt, daB es genau einen Index ji € J mit €(Mj,) = M;,
gibt. Somit gilt

~ 0 1
My x K= (@D M) o (@ W enY)),
jeN keJa

wobei M; und N,go) = N,gl) Matrixalgebren mit e(M;) = M; und e(ngO)) = Nél)
sind.

Der Funktor B — KK, (C, B) ist vertriglich mit endlichen direkten Summen.
Hieraus folgt

K.(C}(G)) = KK.(C, Mgs x K) = KK, (C, @D M)) & KK.(C, P V" e N D)),
jeJ1 keJa

und fiir den Nachweis, da§ K.(C}(G)) eine freie Gruppe in hochstens abzéhlbar
vielen Erzeugern ist, geniigt es zu zeigen, daf dies fiir die beiden Summanden auf
der rechten Seite gilt.

Ist j € Jp, so definiert € eine Graduierung auf der Matrixalgebra M;. Nach 5.2.2
ist (M, e) Morita-dquivalent zu (M;,id). Somit ist auch (P, ;, M;,€) Morita-

aquivalent zu e, Mj mit der trivialen Graduierung, und es folgt

KK.(C, @ M;) = K.(EP M) = P K.(M;)

jeJ1 JjeS1 Jjeh

aufgrund der Stetigkeit der K-Theorie. Fiir Matrixalgebren gilt jedoch Ko (M;) =Z
und Ki(M;) = 0, und es ist gezeigt, daf KK.(C, D, ;, M;) eine freie Gruppe in
hochstens abzahlbar vielen Erzeugern ist.

Es bleibt KK.(C, Dycy, (ngo) @ N,gl))) zu betrachten. Fiir k € Jy setze man

N::Néo):ngl),f::moeoq und g ;=m0 €o 1, wobei t; : N —— N® N
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die kanonische Einbettung und m; : N @ N — N den kanonischen Quotienten-
homomorphismus bezeichne.

Aus €2 = id folgt, daB f und ¢ zueinander inverse Morphismen sind. Fiir die
Einschrénkung von € auf N & N gilt dann

e=Fo(f,f ):NON—NaoN, (a,b) — (f '), f(a)).

Hierbei bezeichnet F den durch F(a,b) = (b,a) definierten Isomorphismus von
N @& N. Die Abbildung

h:=(f,id): N® N — N@®N, (a,b)— (f(a),b)
ist ein Isomorphismus. Fiir diesen gilt

(hoe)(a,b) = h(f~1(b), f(a)) = (b, f(a) = (F o h)(a,b),

und somit ist h ein graduierungserhaltender Isomorphimus von (N @ N,¢€) und
(N@® N, F). Identifiziert man die Clifford-Algebra C¢; wie in B.3 mit C&C (wobei
der Graduierungsoperator auf C & C durch a(A, ) = (i, \) gegeben ist), so ist
(N @ N, F) isomorph zum graduierten Tensorprodukt N& C/;. Die Matrixalgebra
N im letzten Ausdruck ist dabei trivial graduiert.

Im Ubergang zur direkten Summe erhiilt man einen Isomorphismus

P enD) = Pwacn) = (P Nach
keJz ke k€ Js

graduierter C*-Algebren, wobei €, Jo N}go) im letzten Term mit der trivialen
Graduierung versehen ist. Wieder unter Ausnutzung der Stetigkeit der K-Theorie
folgt

1k

KK.(C, PV & N KK, (C, (D N")& )

keJa ke
~ 0 ~ 0
= KK.1(C, P N = P Kea(V).
keJs keJa

Fir die (trivial graduierte) Matrix-Algebra IV, ,EO) gilt aber

0 fir*=20

0)\ ~
K*H(N’E )= { 7 fir * = 1.

Somit ist gezeigt, daf auch KK*(C,@keJQ(NIEO) @ N,gl))) eine freie Gruppe in
hochstens abzéhlbar vielen Erzeugern ist. O



162 KAPITEL 5. FAST ZUSAMMENHANGENDE GRUPPEN

Ist speziell V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum, auf dem eine kom-
pakte Gruppe K wirkt, so ist das semidirekte Produkt G := V x K eine fast
zusammenhédngende Gruppe; diese ist insbesondere mittelbar. Nach Wahl eines
K-invarianten Skalarprodukts 148t sich V' K-dquivariant mit der dualen Gruppe
V identifizieren, und es gilt

C*(VxK)=C"(V)x K =Cy(V) x K.

Nach dem Green-Julg-Theorem gilt KX (Cy(V)) = K,.(Co(V) x K). Als Folgerung
aus obigem Resultat ergibt sich somit:

Korollar 5.2.4. Ist V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum mit steti-
ger Wirkung einer kompakten Gruppe K, so ist KE(Cy(V)) eine freie Gruppe in
hochstens abzdihlbar vielen Erzeugern.

Fiir den Fall, daf§ die kompakte Gruppe K endlich ist, wurde letzteres Ergebnis
mit anderen Methoden in [Kar02] bewiesen. Desweiteren zeigt Karoubi, dafi sich
in dieser Situation der Rang der K-Gruppen durch die Anzahl gewisser Konjuga-
tionsklassen der endlichen Gruppe K beschreiben 14t.

Wirkt die maximal kompakte Untergruppe K der fast zusammenhéingenden Grup-
pe G orientierungserhaltend auf dem Tangentialraum V = T x(G/K), so laft
sich das Resultat 5.2.3 noch verfeinern, wie in [CENO03, §7] gezeigt wurde: Ist
n =dimG/K, so ist Ko, (C;(G)) eine freie Gruppe in hochstens abzéhlbar vie-
len Erzeugern, und es gilt K;4,(C}(G)) = 0.

Insbesondere gilt dieses Resultat fiir jede zusammenhéngende Lie-Gruppe. In
diesem Fall ist auch die maximal kompakte Untergruppe K zusammenhéngend,
und K wirkt orientierungserhaltend auf V = T,k (G/K).



Anhang A

Die Assembly-Abbildung

Die Beschreibung der Baum-Connes-Assembly-Abbildung, wie sie in diesem An-
hang gegeben wird, folgt im wesentlichen der Arbeit [KS03].

Desweiteren wird auf die Dirac-Dual-Dirac-Methode eingegangen. Dieser Zu-
gang zur Untersuchung der Baum-Connes-Vermutung basiert auf Ideen, die Kas-
parov in [Kas95] und [Kas88| beschrieben hat; er wurde u.a. von Tu weiterent-
wickelt.

Jede fast zusammenhéngende Gruppe besitzt ein «-Element. In dieser Situa-
tion kann die Assembly-Abbildung im wesentlichen durch das Kasparov-Produkt
mit dem Dirac-Element der Gruppe beschrieben werden. Diese Darstellung der
Assembly-Abbildung (wie sie sich in A.9 findet) wird im Rest der vorliegenden
Arbeit benutzt.

Definition A.1. Der universelle eigentliche G-Raum einer lokal-kompakten Grup-
pe G ist ein eigentlicher metrisierbarer G-Raum £G, welcher die folgenden Bedin-
gungen erfiillt:

Der Quotientenraum £G/G ist parakompakt, und zu jedem eigentlichen metri-
sierbaren G-Raum X mit X /G parakompakt existiert eine (bis auf G-dquivariante
Homotopie) eindeutig bestimmte G-dquivariante Abbildung X — £G.

Zu jeder lokal-kompakten Gruppe G existiert ein Modell fiir den universellen ei-
gentlichen G-Raum £G. Dieses ist bis auf G-dquivariante Homotopie eindeutig
bestimmt.

Beispiel A.2. Es sei G eine fast zusammenhéingende Gruppe, d.h. eine lokal-
kompakte Gruppe, so dafi der Quotient G/Gy kompakt ist. Hierbei bezeichnet G
die Zusammenhangskomponente des neutralen Elements in G.

Jede fast zusammenhingende Gruppe besitzt eine maximal kompakte Unter-
gruppe K C G. Diese ist bis auf Konjugation eindeutig bestimmt. Nach [Abe75]
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ist der Quotient G/K ein Modell fiir £G, und G/K besitzt die Struktur einer
vollstdndigen Riemannschen Mannigfaltigkeit, welche K-dquivariant diffeomorph
zum Tangentialraum T i (G/K) ist; man vergleiche auch [Kas88, 5.6].

Definition A.3. Fiir eine G-C*-Algebra B definiert man die topologische K-
Theorie von G mit Werten in der G-Algebra B durch

KiOP(GJ B) = limKK*G(CO(X)’B)’

wobei der induktive Limes iiber das gerichtete System aller G-kompakten Teil-
mengen X C £G zu bilden ist.

Ist X ein eigentlicher G-Raum, so ist Cy(X) eine eigentliche G-Algebra, und das
volle verschrénkte Produkt von Cy(X) mit G stimmt mit dem reduzierten tiberein.
Wie folgt lésst sich ein Hilbert-Cp(X) x G-Modul Ax ¢ konstruieren:

Auf C.(X) ist eine rechte Wirkung von C.(G, Cy(X)) C Cp(X) x G durch

€5 = [ s©-s(7) 85 (5)ds
seG
und ein C.(G, Cy(X))-wertiges inneres Produkt durch

(€,6)1) =521 & - H&)

definiert. Die G-Wirkung auf C.(X) ist dabei gegeben durch (s(€))(x) = £(s™1x).

Eine cut-off-Funktion fiir X ist eine stetige, positive Funktion ¢ : X —— R,
so daf} fiir jede kompakte Teilmenge C' C X auch suppcN G - C kompakt ist, und
fiir die die Bedingung

/ c(s'z)ds=1 firallexec X
seCG

gilt. Eine solche cut-off-Funktion existiert, und
11 Col(X) — Co(G,Co(X)),  0l€)(s) = Ag"2(s) - /2 5(¢)

definiert eine Einbettung von C.(X) in den Pra-Hilbertmodul C.(G,Cy(X)) C
Co(X) x G. Das oben definierte innere Produkt ist positiv, und C.(X) 148t sich
zu einem Hilbert-Cy(X) x G-Modul Ax ¢ vervollstéindigen.

Ebenso wie die obige Aussage wird in [KS03| gezeigt, dal die Algebra der
kompakten Operatoren K(Ax ) isomorph zu Cy(G\ X) ist, wobei letztere auf
C.(X) durch punktweise Multiplikation wirkt.

Zusammen mit dem Null-Operator definiert der oben konstruierte Hilbertmo-
dul somit ein Element [Ax ] € KK(Cy(G\X), Co(X) x G).
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Ist X G-kompakt, der Raum G\ X also kompakt, so ist Cp(G\X) unital. Somit
existiert ein kanonischer Homomorphismus v : C —— Cp(G \ X), und durch
Ax.c = u*([Axg]) wird ein Element von KK(C, Cy(X) x G)=Ko(Co(X) x G)
definiert.

Definition A.4. Ist X eine G-kompakte Teilmenge von £G, so ist die Assembly-
Abbildung pp[X] auf dem Niveau von X mit Koeffizienten in der G-Algebra B
definiert als Komposition

KKS(Co(x), B) — 12K,

KK.(C, B %, G)

jG,'r

KK, (Co(X) % G, B %, G).

Die vertikale Abbildung ist dabei Kasparovs Descent-Homomorphismus. (Man be-
achte, dafi die Algebra Cy(X) eigentlich ist und somit Cp(X) x G=Ch(X) %, G
gilt.) Die durch Ubergang zum induktiven Limes erhaltene Abbildung

pp : KI°P(G; B) — K (B %, G)

heifit die Assembly-Abbildung fiir G mit Koeffizienten in der G-Algebra B.

In einem abstrakten Rahmen wird in [MNO6] gezeigt, dal die Assembly-Abbil-
dung in natiirlicher Weise isomorph ist zu einer Abbildung, welche durch einen
sog. Dirac-Morphismus gegeben ist. Besitzt die lokal-kompakte Gruppe G ein -
Element, so 148t sich diese Variante aber auch konkreter beschreiben.

Definition A.5. Ein Element v = ¢ € KK%(C,C) heifit y-Element fiir die
lokal-kompakte Gruppe G, falls die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:

(1) Es gibt eine eigentliche G-Algebra A und Elemente D € KKY(A,C) sowie
n € KKY(C, A), so daB vg = n ®4 D gilt. Die Elemente D bzw. 1 heiBen
das Dirac- bzw. das Dual-Dirac-Element von G.

(2) Es gilt pi(ve) = 1z € RKKY(Z;Co(Z),Co(Z)) fiir jeden eigentlichen G-
Raum Z, wobei pz die kanonische Abbildung von Z auf die einpunktige
Menge {pt} ist.

Eine G-Algebra A ist eigentlich, falls A eine Cjy(X)-Algebra fiir einen eigentlichen
G-Raum X mit G-dquivarianter Strukturabbildung Cy(X) — ZM(A) ist.
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Aufgrund der universellen Eigenschaft von £G ist Bedingung (2) dquivalent zu der
Bedingung, dafl

Pic(16) = lec € RKKY(EG; Co(EG), Co(EG))

gilt. Das y-Element ist ein Idempotent und eindeutig bestimmt, falls es existiert.
Ist H eine abgeschlossene Untergruppe von G, so ist vy := resg('yg) das v-Element
fir H.

Aus Bedingung (2) der Definition eines y-Elements folgt, da8 fiir jeden eigentlichen
G-Raum X und jede G-C*-Algebra B das Kasparov-Produkt iiber C mit ~ die
Identitit auf KK&(Cy(X), B) ist. Bezeichnet niimlich

Fy : RKKS(X; Co(X), Cy(X)) —~ KKE(Col(X), Co(X))
den VergiB3-Funktor, so gilt
Fx(lx) = 1CO(X) sowie FX Op} = UC@(X)?

und aus der Kommutativitit des Kasparov-Produkts iiber C folgt

TRcY = Y0ct = 0cy(x) (V) B x) = Fx (pX (7)) ®cy(x) 2 = Log(x)Ocp(x)T = T
fiir alle z € KKY(Co(X), B). Insbesondere folgt hieraus, daff die Abbildung
-@c 1 : KK{(Co(X), B) — KK (Co(X),A® B), = a®cn=z8p0p(0)

ein injektiver Homomorphismus ist. Das gleiche gilt im Ubergang zum induktiven
Limes, also fiir K{°°(G; B).

Beispiel A.6. Kasparov hat in [Kas88| gezeigt, daB jede fast zusammenhéngende
lokal-kompakte Gruppe G ein y-Element besitzt.

Wirkt eine solche Gruppe G eigentlich und isometrisch auf einer vollstandigen
Riemannschen Mannigfaltigkeit M, so ist das Dirac-Element wie in [Kas88, 4.2] ein
Element in KK¢(C, (M), C), wobei C, (M) die Algebra der stetigen Schnitte ins
assoziierte Clifford-Biindel des (komplexifizierten) Kotangentialbiindels bezeich-
net, welche im Unendlichen verschwinden.

Ist L2(M, A*M) der Hilbertraum der (komplexen) quadrat-integrierbaren Dif-
ferentialformen auf M, d die deRham-Ableitung und d* der (formal) adjungierte
Operator zu d, so gilt fiir das Dirac-Element

d+d*

NiEaCET R

D = [L}(M,A*M), ] € KK¢(C(M),C).
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Kovektorfelder wirken dabei auf den Differentialformen durch punktweises Dach-
produkt und Kontraktion; aufgrund der universellen Clifford-Eigenschaft erh&lt
man eine Linkswirkung der Algebra C, (M) auf dem Hilbertraum L?(M, A*M).

Ist K eine maximal kompakte Untergruppe von G, so kann M = G/K als Mo-
dell fiir den universellen eigentlichen G-Raum £G gewahlt werden. In Kasparovs
Notation ist G/K eine spezielle G-Mannigfaltigkeit, und es gilt

D ®&cn=1lc,(c/K);

daher sind - ®c n und - ®¢, (q/K) D zueinander inverse Isomorphismen zwischen
KP(G; B) und K{°°(G, C,(G/K) ® B). Man vergleiche [Kas88, 5.1, 5.6 und 5.7].

Ist die fast zusammenhingende Gruppe mittelbar, so sind D und 7 zueinander
inverse KK“-Aquivalenzen, d.h. es gilt auch

Y6 =nQc,c/x) D =1c.

Gilt speziell G =V x K fiir einen euklidischen Vektorraum V', auf dem die kom-
pakte Gruppe K durch lineare Isometrien wirkt, so ist C-(V x K /K) isomorph zu
Co(V) ® CL(V*), und das Dual-Dirac-Element ist durch

n=[Co(V)®CUV*), F] € KKV*E(C,Co(V) @ CLV*))

gegeben. Unter der kanonischen Identifikation von V' mit V* ist der Operator F
dabei durch die beschrénkte Funktion

v

F:V— V" CUVY), v ————
1+ vl

definiert, welche durch punktweise Clifford-Multiplikation auf Cy(V) @ C(V™)
wirkt.

Die Aussage wird von Kasparov in [Kas81, §5, Thm. 7] in der K-dquivarian-
ten KK-Theorie gezeigt. Betrachtet man die Wirkung von V' auf Cy(V) durch
Translation im Argument und versieht man C/(V*) mit der trivialen Wirkung
von V, so definiert 1 auch ein Element in der V' x K-dquivarianten KK-Theorie,
und die Aussage iiber das Produkt folgt aus der Tatsache, daf fiir mittelbare (fast
zusammenhéingende) Gruppen die Restriktionsabbildung ein Isomorphismus ist;
man vergleiche auch [Kas88, 5.9].

Proposition A.7 (Tu). Besitzt G ein y-Element, so ist fir jede G-Algebra B die
Assembly-Abbildung pp mit Koeffizienten in B injektiv.

Beweis. [Tu99, Prop. 5.23]. O
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Theorem A.8. Fiir jede eigentliche G-Algebra A ist die Assembly-Abbildung pa
mit Koeffizienten in A bijektiv.

Beweis. [CEMO01, Thm. 2.2]. O

Ist A eine eigentliche und B eine beliebige G-Algebra, so ist auch die G-Algebra
A ® B eigentlich.

Ist v = n®4 D ein v-Element der lokal-kompakten Gruppe G mit D € KK%(A, C)
und 1 € KK%(C, A) fiir eine eigentliche G-Algebra A, so ist nach den weiter oben
angestellten Uberlegungen die durch das Kaparov-Produkt mit dem Dual-Dirac-
Element gegebene Abbildung auf der topologischen K-Theorie injektiv. Zusammen
mit A.8 folgt, daB Ki°°(G; B) mit paep(KP(G; B) ®c n) identifiziert werden
kann.

Das Kasparov-Produkt ist assoziativ und mit dem Descent vertraglich. Somit
kommutiert das Diagramm

. @4 D
KLP(G: B) —— L KIP(G5A® B) PAZ e KI(GB)
1B = |rAsB KB
- ® Jar 1 . iar(D®1
Ko(B s, @) 26 MOL8) 1 4By w, ) (29GP EE) Bl )

Unter dem Isomorphismus Ki°P(G; B) = paep( KiP(G; B) ®c 1) entspricht die
Assembly-Abbildung pp daher dem Kasparov-Produkt mit jg (D ® 1p).

Nach A.7 ist die Assembly-Abbildung up injektiv; da die Assembly-Abbildung
fiir eigentliche Algebren ein Isomorphismus ist, folgt aus der Kommutativitit des
rechten Quadrats, dal pup genau dann surjektiv (und somit ein Isomorphismus)
ist, wenn die durch das Produkt mit jg,(D ® 1p) gegebene Abbildung surjektiv
ist.

Da die durch Multiplikation mit dem ~-Element gegebene obere horizontale
Abbildung die Identitét auf KiOP(G; B) ist, ist up genau dann ein Isomorphismus,
wenn die Abbildung

- ®Bx,.G jG,r('Y ® lB) : K*(B Ay G) — K*(B A G)

die Identitét auf K.(B x, G) ist. Letztere Bedingung ist insbesondere fiir alle
Gruppen erfiillt, fiir die y¢ = 1 gilt.

Ist G wieder eine fast zusammenhéngende Gruppe, so gilt D ®c n = 1l¢,(q/K)-
In diesem Fall liefern die Kasparov-Produkte mit dem Dirac- bzw. Dual-Dirac-
Element zueinander inverse Isomorphismen der topologischen K-Theorie KiOp(G ; B)
mit K{°°(G; C-(G/K) ® B).
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Desweiteren ist fiir eine fast zusammenhéngende Gruppe G mit maximal kom-
pakter Untergruppe K der universelle eigentliche G-Raum £G = G/K bereits
G-kompakt. Fiir jede G-Algebra B gilt daher

KIP(G; B) = KKS(Co(G/K), B).
Da in diesem Fall G\ £EG = {pt} gilt, folgt
Aa/k.c = Mayk,q € KK(C,Co(G/K) x G),

und die Assembly-Abbildung mit Koeffizienten in der G-Algebra B ist gegeben
als Komposition

KK (Co(G/K), B) —E KK, (C, B %, Q)

jG,r

KK, (Co(X) x G, B %, G).

Wie oben bemerkt wurde, ist die Multiplikation mit dem ~-Element die Identitét
auf KK (Cy(G/K), B), und nach [Kas88, Cor. zu Thm. 5.7] ist die Restriktions-
abbildung

ri : KKY (Co(G/K), B) — KKI(Co(G/K), B)

ein Isomorphismus. Unter Verwendung des K-dquivarianten Diffeomorphismus
V=T (G/K)=G/K erhilt man somit die Identifikation

K!°?(G; B) = KK (Cy(G/K), B) = KKX (Cy(G/K), B) = KK (Cy(V), B).

Wie in [CEO1b, Lemma 7.7] sieht man, dafl Tensorieren mit Cyp(V') einen natiirli-

chen Isomorphismus
ocywv) : KKE(Co(V), B) — KK (Co(V) ® Co(V), B® Co(V))

liefert. Aus Kasparovs Bott-Periodizitétssatz [Kas81, §5, Thm.7] folgt jedoch, daf
die Algebra Cy(V) ® Co(V) KKE-squivalent zu C ist, und man erhilt die Identi-
fikationen
TCy(V)
KK (Co(V),B) = KK (Co(V) @ Co(V),Co(V) @ B)

=  KKE(C,Co(V)® B) =’ K.((B® Cy(V)) x K),

—~

wobei der letzte Isomorphismus aus dem Green-Julg-Theorem folgt.
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Als euklidischer Vektorraum mit linearer K-Wirkung ist V' in kanonischer Wei-
se K-dquivariant isomorph zu V* = V. Fiir abelsche Gruppen gilt C’O(V) =C*(V);
somit &8t sich Co(V) K-aquivariant mit C*(V') identifizieren. Unter der trivialen
Wirkung von V auf B gilt B® C*(V)=DB x V, und es folgt

BCy(V))xK=(BC*(V))x K=(BxV)xK=Bx (VxK).

Abelsche und kompakte Gruppen sind mittelbar. Somit ist auch das semidirekte
Produkt V' x K eine mittelbare Gruppe, und fiir mittelbare Gruppen stimmen die
vollen und reduzierten verschrankten Produkte iiberein.

Somit 148t sich fiir eine fast zusammenhédngende Gruppe G die topologische
K-Theorie K{°°(G; B) von G mit Koeffizienten in B mit K, (B x (V x K)) identi-
fizieren.

Die topologische K-Theorie mit Werten in der G-Algebra B a8t sich auch noch
auf eine andere Weise mit K, (B x (V x K)) identifizieren:

Der homogene Raum G/ K besitzt die Struktur einer vollstdndigen Riemannschen
Mannigfaltigkeit, auf der die Gruppe G via Linkstranslation durch Isometrien
wirkt. Bezeichnet wieder V' den Tangentialraum der Mannigfaltigkeit G/K im
Punkt ek, so a8t sich C;(G/K) mit der induzierten Algebra

IndG(CUV*)) = {f € Co(G,CUV™)) | flgh)=k™" fl9)VgE€G ke K
und || f(g)]| 2= 0}

identifizieren, wobei der G-dquivariante Isomorphismus durch
Id§ (CUV*)) — C-(G/K); [ (9K — g~ f(g))
gegeben wird. Nach [Kas95, §5, Lemma 1 (2)] ist die Abbildung

Ind%(Ce(V*)) @ B —» Ind$(C6(V*) @ B), Zfz yobi— Y filg)@g ' b

fiir jede G-Algebra B ein G-dquivarianter Isomorphismus.

Somit sind nach Greens Imprimitivitétssatz C/(V*) x K und C;(G/K) x, G
Morita-iquivalent; ebenso hat man eine Morita-Aquivalenz von (C£(V*)® B) x K
und Ind%(C6(V*) ® B) x, G=(C-(G/K) ® B) %, G.

Nach Kasparovs Bott-Periodizititssatz [Kas81, §5, Thm.7] sind die Algebren
Co(V) und C/(V*) KKX-squivalent; Tensorieren mit B liefert somit eine KK-
Aquivalenz der Algebren Cy(V) ® B und C¢(V*) ® B.

Aus der Vertraglichkeit der Descent-Abbildung mit dem Kasparov-Produkt
und der Tatsache, dafi der Descent das Einselement auf das Einselement abbildet,
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folgt daher die KK-Aquivalenz von (C/(V*) ® B) x K und (Co(V) ® B) x K.
Letztere Algebra ist wie oben beschrieben isomorph zu B x (V x K).

Somit erhilt man Isomorphismen

KK,(C,Bx (VxK)) = KK.(C,(Co(V)®B)xK)
= KK, (C,(C{V*)® B) x K)
= KK.(C,(C,(G/K)® B) %, G);

der zweite Isomorphismus folgt dabei aus Kasparovs Bott-Periodizitéit, der dritte
aus der Morita-Aquivalenz aus Greens Imprimitivitétssatz.

Nach A.6 ist die Abbildung K'?(G; B) -2% K'P(G; C-(G/K) ® B) ein Iso-
morphismus; gleiches gilt fiir die Assembly-Abbildung mit Koeffizienten in der
eigentlichen G-Algebra C,(G/K) ® B, d.h. es gilt

K.(B x (V x K)) = KK.(C, (C.(G/K) ® B) x, G) = K!°°(G; B).
Diese zweite Identifikation mufl nicht mit der vorigen iibereinstimmen.

Anwenden lassen sich letztere Uberlegungen natiirlich insbesondere auf den Fall
einer fast zusammenhéngenden Lie-Gruppe G mit maximal kompakter Untergrup-
pe K. Zusammenfassend 1483t sich folgendes festhalten:

Ist G eine fast zusammenhéngende (Lie-)Gruppe mit maximal kompakter Unter-
gruppe K, so bezeichne V' = T, (G/K) den Tangentialraum der Mannigfaltigkeit
G/K im Punkt eK und V* den Dualraum zu V', welcher mit dem Pontrjagin-Dual
V identifiziert werden kann. Fiir eine G-Algebra B sei

e [Dg] € KKY(C-(G/K),C) Kasparovs Dirac-Element,

o § € KKE(Cy(V),CL(V*)) die KKE-Aquivalenz aus Kasparovs Bott-Periodi-
zitatssatz,

o Xp] € KK(C/(V*)® B) x K, (C;(G/K) ® B) x, G) das durch die Morita-
Aquivalenz gegebene KK-Element und

e p:Bx(VxK)— (B®CyV))x K der Isomorphismus, welcher durch
den K-dquivarianten Isomorphismus B @ C*(V)= B ® Cy(V') und den Iso-
morphismus B X (V x K) — (B® C*(V)) x K fiir semidirekte Produkte
von Gruppen gegeben ist.
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Definition A.9. Das Element
[Dg.B] =[] ®jk(0®1p) ® [Xs] @ jc,([Da]®1p) € KK(Bx(VxK),Bx,G)

heifit das Dirac-Element zum Paar (G, K) fiir die Koeffizientenalgebra B.
Unter den oben gemachten Identifikationen wird die Assembly-Abbildung mit
Koeffizienten in B

e KIP(G;B)= Ko(Bx (VxK)) —— Ki(Bx,G),

x — z ® [Dg,B]

dann durch das Kasparov-Produkt mit dem Dirac-Element fiir (G, K) gegeben.



Anhang B

Clifford-Algebren

An dieser Stelle sollen kurz einige Resultate aus der Theorie der Clifford-Algebren
bereitgestellt werden, welche im Verlauf der Arbeit beno6tigt werden. Im allgemei-
nen konnen Clifford-Algebren fiir (endlich-dimensionale) Vektorrdume {iber einem
beliebigen Korper k& definiert werden, wobei an einigen Stellen vorausgesetzt wer-
den muf}, daf3 die Charakteristik von k ungleich 2 ist. Fiir die vorliegende Arbeit
sind aber nur Clifford-Algebren {iber reellen oder komplexen Vektorrdumen von
Interesse. Deshalb sei im folgenden stets k£ = R oder k£ = C.

Referenzen fiir die Theorie von Clifford-Algebren sind z.B. der Artikel [ABS64],
die Biicher [Cru90] und [Kar78], sowie die Arbeiten [Kas81] und [Kas88]. Im Ge-
gensatz zu den iibrigen erwéhnten Autoren verwendet Kasparov eine abweichende
Vorzeichenkonvention. Zumindest im Fall komplexer Clifford-Algebren sind die
unterschiedlich definierten Strukturen zueinander isomorph.

Die folgende Definition verwendet die Konvention von Kasparov:

Definition B.1. Es sei V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum mit einer qua-
dratischen Form (). In der Tensoralgebra

[e.9]

(V) :=ver

n=0

(wobei V&0 = [ gilt und V®" das n-fache Tensorprodukt von V bezeichnet) sei
I(Q) das von der Menge

{vev—QWw)-1|veV}
erzeugte zweiseitige Ideal. Der Quotient
CLUV) :==CUV,Q) :=T(V)/1(Q)
heiBt die Clifford-Algebra von V' (bzw. zum Paar (V,Q)).

173
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Die Tensoralgebra T'(V') besitzt in natiirlicher Weise eine Z/2Z-Graduierung mit
TV)O = @22, Ve und T(V)M = @2, VE+l, Das Ideal I(Q) wird von
homogenen Elementen erzeugt, und diese Zerlegung definiert auch eine Z/2Z-
Graduierung auf C£(V').

Als Algebra wird C¢(V') von k und V unter der Relation v -v = Q(v) - 1 fiir
alle v € V erzeugt; es gibt eine kanonische Einbettung ¢ : V. —— C{(V).

Die Clifford-Algebra erfiillt die folgende universelle Eigenschaft:

Satz B.2. Es sei V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum mit einer quadrati-
schen Form @, A eine unitale k-Algebra und ¢ : V. —— A ein Homomorphismus,
welcher die Bedingung ¢(v) - ¢(v) = Q(v) - 1 fiir alle v € V' erfillt.

Dann ezistiert genau ein Algebrenhomomorphismus ¢ : CL(V) — A, so daf
das folgende Diagramm kommutiert:

cuv)

Beweis. Da C{(V') als Algebra von k und V' erzeugt wird, gibt es hochstens einen
Algebrenhomomorphismus ¢, welcher ¢ fortsetzt.

Aufgrund der universellen Eigenschaft der Tensoralgebra 148t sich die Abbil-
dung ¢ zu einem Algebrenhomomorphismus ¢ : (V) — A fortsetzen. Aus der
Bedingung ¢(v) - ¢(v) = Q(v) -1 folgt, daB das Ideal I(Q) im Kern von ¢ enthalten
ist. Somit faktorisiert ¢ iiber einen Homomorphismus ¢ : C4(V) — A. O

Die universelle Eigenschaft charakterisiert die Clifford-Algebra zum Paar (V, Q)
eindeutig bis auf Isomorphie.

Die Z/2Z-Graduierung auf C/(V') wird durch den Isomorphismus der Clifford-
Algebra gegeben, welcher von dem Homomorphismus V —— C{(V),v — —v
induziert wird.

Ist die quadratische Form nicht-entartet, so erhdlt man durch Polarisierung
ein Skalarprodukt auf V. Umgekehrt definiert jedes Skalarprodukt in kanonischer
Weise eine quadratische Form auf V.

Wirkt eine lokal-kompakte Gruppe G (stark stetig) durch lineare Isometrien
auf einem euklidischen (oder hermiteschen) Vektorraum V', so ist die quadratische
Form @ invariant unter dieser Wirkung, und aufgrund der universellen Eigenschaft
setzt sich die Wirkung in kanonischer Weise zu einer G-Wirkung auf C¢(V') fort.
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Ist eq, ... e, eine Orthonormalbasis von V beziiglich @), so erfiillen diese Elemente
die Relationen

ei-e; =1 sowie e;-e;j=—e;j-¢ fiiri#j,
und die Elemente der Form e; = ¢;, -...-¢;, fir I ={iy <...<i.} C{1,...,n}
(wobei ey = 1 zu setzen ist) bilden eine k-Basis von C/(V'). Die Clifford-Algebra

ist somit eine k-Algebra der Dimension 24™ V.

Gilt £ = R, so 148t sich die quadratische Form auf V' in kanonischer Weise zu einer
quadratischen Form die Komplexifizierung V' ® C fortsetzen, und es gilt

CUV ®@C) = CUV) ® C.

In dieser Situation wird auch die suggestive Notation C/(V') fiir die komplexe
Clifford-Algebra eines reellen Vektorraums verwendet.

Beispiel B.3. Gilt dimV = 1 und ist v € V ein Element mit Q(v) = 1, so
ist {1,v} eine Basis von C¢(V). Die Elemente e; = (1 + v) und e; = (1 — v)
bilden ebenfalls eine Basis von Cl(V'), welche die Bedingungen e; - ¢; = ¢; und
e1- ey = 0 = ey - e; erfiillen. Durch e; — (1,0) und ez — (0,1) wird somit ein
Algebrenisomorphismus C¢(V) — k @ k definiert. Unter diesem Isomorphismus
wird die Z/2Z-Graduierung auf k& k durch den Automorphismus F(\, u) = (i, A)
gegeben.

Ist dagegen V ein reeller euklidischer Vektorraum mit dim V' = 2, so ist die
(komplexe) Clifford-Algebra C¢(V') isomorph zur Algebra der 2 x 2-Matrizen mit
Werten in C.

Fiir eine Orthonormalbasis {e;, ea} von V' wird nédmlich durch

L (ro (o1 o [0
o1/ P l1o0) P o0) TN 0 g

ein Isomorphismus Cly —— M(C) definiert. Unter diesem Isomorphismus gilt
fiir die Z/2Z-Graduierung auf M(C)

A0

0 )|A,ue«:} und M2<<C><”={<° !
7!

My (C)) = {< 40

) | A, € C}.

Proposition B.4. Fiir zwei endlich-dimensionale k-Vektorrdume V und W mit
quadratischen Formen Qv und Qw gilt

CUV & W) = CL(V)& CUW).



176 ANHANG B. CLIFFORD-ALGEBREN

Dabei ist VW die orthogonale direkte Summe der beiden Vektorrdume, versehen
mit der quadratischen Form Qv ® Qw , und auf der rechten Seite bezeichnet @ das
graduierte Tensorprodukt der beiden Clifford-Algebren.

Beweis. Aufgrund der Eigenschaften des graduierten Tensorpodukts erfiillt die
lineare Abbildung

[ VOW — C(WV)QCLW), (v,w)—v®l+ 1&w

die Bedingung

<

flo,w) - flo,w) = (v-v)R1 + (V1) - (1QwW) + (1Qw) - (V1) + 1S (w - w)
= (v V)R +v&w — VW + 1&(w - w)

1
21
= (Qv(v) + Qw(w)) - (1&1).

<

Aus der universellen Eigenschaft der Clifford-Algebren folgt, dafl f sich zu einem
Algebrenhomomorphismus

FiCUV & W) — CUV)E CUW)

fortsetzen lifit. Da f(V ®0) = V®1 und f(0® W) = 1QW gilt, ist die Abbildung
f surjektiv. Aus Dimensionsgriinden ist f ein Isomorphismus. O

Proposition B.5. Sind V und W zwei (endlich-dimensionale) reelle Vektorrdiume
mit quadratischen Formen Qv bzw. Qw und ist dimV = 2k gerade, so existiert
ein Isomorphismus

CUV & W) ZCUV) ® CUW),

wobei auf der rechten Seite das ungraduierte Tensorprodukt verwendet wird und
V @& W die orthogonale direkte Summe der beiden Vektorrdume bezeichnet.

Beweis. Ist eq,...,eo eine Orthonormalbasis von V, so erfiillt € := iejes die
Bedingungen €2 = 1, €* := —jege; = e und - v = —v - ¢ fiir alle v € V. Setzt man

fo,w)=v@14+ew firveV und weW,
so gilt
fo,w) - f(v,w) = (v-0) @1 +1® (w-w) = (Qv(v) + Qw(w)) - (1 1),

und aufgrund der universellen Eigenschaft setzt sich die Abbildung zu einem Al-
gebrenhomomorphismus

FiCUV &W) — CUV) @ CUW)
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fort. Fiir v € V und w € W gilt f(v,0) = v ® 1 sowie f(0,w) = ¢ ® w. Die
(komplexen) Vielfachen dieser Elemente erzeugen C/(V) ® C¢(WW) als Algebra.
Somit ist die Abbildung f surjektiv und daher ein Isomorphismus, da C/(V & W)
und C{(V) @ C{(W) endlich-dimensionale Vektorrdume von gleicher Dimension
sind. O

Bezeichnet a den Isomorphismus von C¢(V'), welcher die Z/27Z-Graduierung defi-
niert (also den durch a(v) = —v fiir v € V' gegebenen Isomorphismus der Clifford-
Algebra C/(V)), und § den Graduierungsoperator von C¢(W), so wird unter dem
Isomorphismus f auch C/(V) ® C¢(W) zu einer Z/2Z-graduierten Algebra, wobei
der Graduierungsoperator durch den Automorphismus («, 3) gegeben wird.

Unter Ausnutzung des Isomorphismus M (C) ® M;(C) = Mj,;(C) fiir Matrixalge-
bren folgt aus B.5 per Induktion:

Satz B.6. Es sei V ein reeller Vektorraum mit quadratischer Form Q. Istdim'V =
2k gerade, so gilt CL(W') = My (C).

Es sei nun wieder V ein euklidischer Vektorraum mit dimV = n < oo; das Ska-
larprodukt und die assoziierte quadratische Form seien in kanonischer Weise auf
die Komplexifizierung fortgesetzt. Es bezeichne A*V @ C = @, _ A"V @ C die
(komplexifizierte) assoziierte duflere Algebra.

Der durch das Skalarprodukt gegebene kanonische Isomorphismus V =V* de-
finiert fiir alle 1 < r <n einen Isomorphismus (A"V @ C)* =A"(V ® C)*; auf der
duBeren Algebra kann somit ein Skalarprodukt definiert werden, so dafl A*V ® C
ein komplexer Hilbertraum ist.

Durch eine Einbettung der Clifford-Algebra C¢(V') in die beschrinkten Operatoren
dieses Hilbertraums wird auf C¢(V') die Struktur einer C*-Algebra definiert. Diese
Konstruktion wurde im zweiten Kapitel bereits beschrieben. Der Vollstandigkeit
halber wird sie an dieser Stelle noch einmal wiederholt:

Fiir ¢ € V ® C bezeichne £* das durch komplexe Konjugation erhaltene Element,
A AV @C— AV ®C

den durch A¢(w) := £ Aw definierten Operator, und /\2 den adjungierten Operator
beziiglich des Skalarprodukts der &ufleren Algebra.
Sind wy,...,wg € V& C, so gilt

k

A(wi A Awg) =D (=17  wy) s wy ALy A wgs
j=1
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insbesondere ist die Zuordnung { — Af antilinear. Es gilt )\g =0= ()\2)2 und
(e + Ae)? = Q(E) -id.

Letzteres sieht man wie folgt: Ist ej,...,e, eine (komplexe) Orthonormalbasis
von V @ C mit ef = e;, so gilt fiir £ = 377, a;-e; und £ = Y77, @; - e; unter
Ausnutzung der Antilinearitét von £ — Ag

e+ A5 =AML+ AEA e = D ajar - (A, Al + A0 Ae)-
g.k=1

Durch Nachrechnen auf der Orthonormalbasis e;; A ... Ae;, fiir ip <... <17, und
0 <p<nvon A*V ® C erkennt man, dafl
Ae; A, T AgAe; =0 fiir j# &k und A, A7 —I—)\Zj)\ej =id

€j ey €j e

gilt. Somit ergibt sich

n

Ae+ A2 = (O _af)-id=Q(¢)-id.

j=1

Aufgrund der universellen Eigenschaft von Clifford-Algebren setzt sich die Abbil-
dung
VeC— LNV®C), &= A+

zu einem Algebrenhomomorphismus
ClUV) — LIN'V ®C)

fort. Mit der von dieser Darstellung gegebenen Operatornorm und Involution wird
CL(V) zu einer C*-Algebra; alle weiter oben angegebenen Strukturen und Isomor-
phismen der Clifford-Algebra sind mit dieser Struktur als C*-Algebra vertraglich.

Ist M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, so 1it sich das Tangentialbiindel von
M in kanonischer Weise mit dem Kotangentialbiindel identifizieren. Auf der Kom-
plexifizierung des Kotangentialbiindels ist dann eine hermitesche Metrik definiert,
beziiglich derer das assoziierte Clifford-Biindel gebildet werden kann. Dieses ist
ein Biindel von C*-Algebren iiber der Mannigfaltigkeit M, da sich die oben be-
trachtete faserweise Konstruktion auf das Biindel iibertragen 1aft.
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