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Zusammenfassung

Verschréankte Produkte sind ein unentbehrliches Hilfsmittel beim Studium C*-dynamisch-
er Systeme. Sie treten in zwei Varianten auf: ein volles verschrianktes Produkt mit univer-
seller Eigenschaft und ein konkret dargestelltes reduziertes verschréanktes Produkt. In der
aquivarianten K K-Theorie entsprechen verschrinkte Produkte dem &quivarianten Ab-
stieg.

Wir konstruieren das volle verschrinkte Produkt bzw. den vollen Abstieg fiir Hopf-C*-
Algebren in einer sehr allgemeinen Situation, sowohl auf C*-algebraischer Ebene als auch
auf dem Niveau der dquivarianten K K-Theorie. Fiir Quantengruppen erhalten wir das
reduzierte verschrankte Produkt bzw. den reduzierten Abstieg als Komposition der vollen
Variante mit einem Normalisierungs-Funktor. Dies erlaubt eine konzeptionelle Herange-
hensweise an Sétze iiber reduzierte bzw. maximale Dualitét.

Die Frage nach maximaler Dualitét fithrt bei C*-Algebren zu dem Konzept der Maxima-
lisierung, welche in dieser Arbeit durch eine universelle Eigenschaft beschrieben werden
kann. Auf diese Weise zeigen wir die Funktorialitdt der Maximalisierung. Daneben ergibt
sich eine Charakterisierung fiir Maximalisierbarkeit, und es folgen daraus viele Beispiele:
Alle mittelbaren oder ko-mittelbaren reguliren Quantengruppen besitzen Maximalisie-
rungen. Wir geben zudem ein Beispiel einer reguldren Quantengruppe an, welche Maxi-
malisierungen besitzt, ohne mittelbar oder ko-mittelbar zu sein.

In der dquivarianten K K-Theorie erhalten wir Beispiele, fiir die der volle &quivariante Ab-
stieg nicht bijektiv sein kann. Es besteht bei Gruppen vielmehr ein enger Zusammenhang
mit der K-Mittelbarkeit: Fiir eine Gruppe mit dieser Eigenschaft ist der volle dquivariante
Abstieg stets ein Isomorphismus.
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Einleitung

Quantengruppen

Die Theorie der ,,Quantengruppen‘ beginnt mit der Idee von Kac [24] (vgl. auch [25, 26]),
einen abstrakten Rahmen zu finden, innerhalb dessen sich Gruppen und ihre Duale als
gleichwertige Objekte behandeln lassen, so dafl die Pontrjagin-Dualitét auch fiir nicht-
abelsche, nichtkompakte Gruppen greifbar wird. Aufbauend auf Ergebnissen von Tannaka,
Krein und Stinespring [63, 32, 33, 61] konnte Kac durch Einfithrung von ,,Ring-Gruppen*
diese Zielsetzung fiir unimodulare Gruppen erreichen. Die Theorie wurde iiber die Jahre
sukzessive erweitert und miindete schliellich in dem Begriff der , Kac-Algebren®, welcher
von Kac und Vainerman [27] sowie davon unabhéngig von Enock und Schwartz [17]
entwickelt wurde. Diese von Neumann-algebraische Theorie umfafit schliellich beliebige
lokalkompakte Gruppen und ist unter Pontrjagin-Dualitédt abgeschlossen.

Ende der achtziger Jahre konstruierte Woronowicz ,, kompakte Matrix-Pseudogruppen*
[67, 68]: Es handelt sich hierbei um Hopf-C*-Algebren, die so viele darstellungstheoreti-
sche Gemeinsamkeiten mit kompakten Gruppen besitzen, dafl fiir sie die Bezeichnung
»,Quantengruppe” nahezuliegen scheint. Insbesondere existiert auf kompakten Matrix-
Pseudogruppen das Analogon eines invarianten Haar-Mafles. Des weiteren erfiillen sie
eine Dualitét im Sinne von Tannaka-Krein, vgl. [69]. Im Unterschied zu Kac-Algebren ist
bei den kompakten Matrix-Pseudogruppen die Antipode nur auf einer dichten Unteralge-
bra definiert und nicht notwendigerweise involutiv. Es schien daher angebracht zu sein,
die Theorie der Kac-Algebren zu erweitern.

In [4] stellen Baaj und Skandalis regulidre multiplikative Unitére in den Vordergrund. Dies
fithrt auf die Axiomatik des ,,Kac-Systems“ und verallgemeinert gleichzeitig die kom-
pakten Matrix-Pseudogruppen sowie Kac-Algebren. Von einem Kac-System ausgehend
konstruieren Baaj und Skandalis ein Paar zueinander dualer Quantengruppen, welches
analoge abstrakte Eigenschaften wie die Funktionenalgebra zusammen mit der reduzier-
ten C*-Algebra einer lokalkompakten Gruppe besitzt. Daher liegt die Bezeichnung als
yreduzierte Quantengruppen® der multiplikativen Unitdren nahe. Insbesondere wird fiir
Kac-Systeme in [4] ein Dualitétssatz bewiesen, der die Sdtze von Imai und Takai [21]
sowie von Katayama [31] umfaft.

AuBlerdem betrachten Baaj und Skandalis in [4] die unitdre Darstellungstheorie der
reduzierten Quantengruppen. In diesem Zusammenhang konstruieren sie die zugehorigen
vollen Quantengruppen, welche eine Verallgemeinerung der vollen Gruppen-C*-Algebren
sind: Sie besitzen die universelle Eigenschaft in Bezug auf unitdre Darstellungen. Daher
stehen sie in demselben Verhéltnis zu den reduzierten Quantengruppen wie im Grup-
penfall die volle zur reduzierten Gruppen-C*-Algebra. Insbesondere sind die reduzierten
Quantengruppen als Hopf-C*-Algebren Quotienten der zugehorigen vollen Variante.

Die Entwicklung blieb bei Kac-Systemen nicht stehen: In [70] konstruierte Woronowicz
ein interessantes Beispiel einer Quantengruppe mit multiplikativer Unitérer, die Quanten-
E(2)-Gruppe. Saad Baaj griff in [1, 2] das Beispiel zur genaueren Analyse auf und be-
schrieb insbesondere das links- bzw. das rechts-invariante Haar-Maf3. Er entdeckte, dafl die
Quanten- F(2)-Gruppe eine nicht-regulére multiplikative Unitére besitzt und daher nicht
von einem Kac-System kommen kann: Sie ist vielmehr ,semi-reguliar®. Reguldre multi-
plikative Unitdre kénnen also nicht alle Beispiele erfassen, die man als Quantengruppen
bezeichnen mochte.



v EINLEITUNG

Dies fiithrte Woronowicz auf den Begriff der ,handlichen“ (manageable) multiplikativen
Unitéren [71]. Die technischen Voraussetzungen unterscheiden sich wesentlich von denen
eines Kac-Systems; insbesondere gehen sie nicht auseinander hervor. Zudem scheint es
nicht klar zu sein, wie man aus der Axiomatik der handlichen multiplikativen Unitéren
die vollen (universellen) Versionen der Quantengruppen gewinnt.

Der Zugang durch multiplikative Unitédre hat jedoch noch ein prinzipielles Problem:
Man konstruiert stets die Quantengruppe und ihr Dual gleichzeitig. Die Pontrjagin-Du-
alitdt ist also quasi ,eingebaut“. Es ist jedoch wiinschenswert, wie bei Gruppen zuerst
eine ,,Quantengruppe® zu definieren und das duale Objekt daraus zu konstruieren.

Diesem Ziel widmen sich Masuda und Nakagami in [42] im von Neumann-algebraischen
Rahmen. Zusammen mit Woronowicz erarbeiten sie einen C*-algebraischen Ansatz, der
in [43] einen Abschlu zu finden scheint. Einen alternativen Zugang bieten Kustermans
und Vaes in [35, 36]: Sie geben in [35] eine einfache Definition einer (reduzierten) ,lokal-
kompakten Quantengruppe“. Sie beruht in [35] auf einer Hopf-C*-Algebra zusammen mit
einem links- und einem rechts-invarianten Gewicht, welches ein Ersatz fiir das Haar-Mafl
ist. Kustermans und Vaes konstruieren aus den Gewichten eine multiplikative Unitére
mittels derer sie die duale Quantengruppe erhalten. Diese ist wieder ,,lokalkompakt“ im
Sinne von [35]. Die Kategorie der lokalkompakten Quantengruppen scheint bisher der
allgemeinste C*-algebraische Rahmen zu sein, der alle bekannten Beispiele erfafit und un-
ter Dualitédt abgeschlossen ist. Des weiteren besitzen lokalkompakte Quantengruppen eine
sehr schone Strukturtheorie.

In [34] konstruiert Kustermans die ,,universellen Partner® von lokalkompakten Quan-
tengruppen. Dies sind die vollen Versionen der reduzierten Quantengruppen in [35]. Daher
ist es wie bei Kac-Systemen auch im Rahmen lokalkompakter Quantengruppen (in ihrer
C*-algebraischen Variante) moglich, mit universellen Eigenschaften zu arbeiten.

Verschrinkte Produkte und Dualititssitze

Verschréankte Produkte wurden zuerst fiir C*-Algebren mit einer Gruppenwirkung durch
*-Automorphismen definiert. Ist G eine lokalkompakte Gruppe und A eine C*-Algebra
mit einer stark stetigen Wirkung von G durch *-Automorphismen « : G — Aut(A), so
bezeichnet man das Tripel (A, G, «) als C*-dynamisches System. Fiir solch ein System
kann man das verschrankte Produkt A x, G bilden, welches aus mehreren Griinden von
Bedeutung ist: Auf diese Art entstehen beispielsweise viele interessante C*-Algebren, und
auferdem kodiert das verschridnkte Produkt die kovarianten Darstellungen des Systems.

Ist G abelsch, so besitzt A x, G eine duale Wirkung a der dualen Gruppe G. Der
Dualitétssatz von Takai [62] stellt in diesem Fall eine Art Pontrjagin-Dualitét fiir C*-dy-
namische Systeme dar: A x, G X3 G A® IC, wobei K die kompakten Operatoren auf
L?*(G) sind. Dieses Ergebnis hat sich als wichtiges Mittel zum Studium verschrinkter
Produkte bei abelschen Gruppen erwiesen, daher war eine Verallgemeinerung dieses Satzes
fiir nicht-abelsche Gruppen wiinschenswert.

Fiir eine evtl. nicht-abelsche lokalkompakte Gruppe G dient die Gruppen-C*-Algebra
mit ihrer kanonischen Struktur einer Hopf-C*-Algebra als Ersatz fiir die duale Grup-
pe. Wirkungen der dualen Gruppe werden dabei entsprechend durch , Kowirkungen® der
Gruppen-C*-Algebra ersetzt.

Allerdings hat man im nicht-abelschen Fall die reduzierte bzw. die volle Gruppen-
C*-Algebra C}(G) bzw. C*(G) zur Verfigung. Erstere ist konkret durch die linksre-



gulidre G-Darstellung auf L?(G) definiert, wihrend die zweite universell bzgl. unitéirer
G-Darstellungen ist. Dementsprechend gibt es Kowirkungen von C(G) bzw. C*(G), wel-
che man als reduzierte bzw. volle G-Kowirkungen bezeichnet. Fiir beide Varianten existie-
ren verschrinkte Produkte (vgl. [57] oder [21, 52]) mit dualen G-Wirkungen. Allgemei-
ner unterscheidet man fiir ein C*-dynamisches System (A, G, «) das reduzierte bzw. volle
verschrinkte Produkt A x,, G bzw. A x, G, welches eine reduzierte bzw. volle duale
G-Kowirkung besitzt.

Der iibergreifende Rahmen fiir G-Wirkungen und G-Kowirkungen sind Kowirkungen
von Hopf-C*-Algebren und insbesondere Kowirkungen von Quantengruppen. Fiir diese
wurden verschrinkte Produkte bereits an mehreren Stellen studiert ([4, 45, 46, 48, 50,
66)), sowohl in der reduzierten Variante als auch in sehr abstrakten Zusammenhéngen.
Wie bei Gruppen unterscheidet man bei Quantengruppen Kowirkungen der reduzierten
bzw. vollen Variante und bezeichnet sie ebenso als reduzierte bzw. volle Kowirkungen.

Zunéchst scheinen die reduzierten Versionen fiir Dualitédtstheorie besser geeignet zu sein:
In [21] gelingt es Imai und Takai, mittels reduzierter verschréankter Produkte und G-Ko-
wirkungen den Dualitéitssatz von Takai [62] auf C*-dynamische Systeme (A, G, ) nicht-
abelscher Gruppen zu erweitern: A x,, G X5 G~ A® K. Weitere Resultate zur Dualitét
nicht-abelscher Gruppen mithilfe von reduzierten Kowirkungen finden sich bei Landstad
[38] und Quigg [52], um nur einige zu nennen.

In [31] beginnt Katayama mit reduzierten G-Kowirkungen (B, d) und beweist einen
entsprechenden Dualitétssatz.

Den Vorteil des abstrakten Zugangs durch Quantengruppen demonstriert der oben
erwiahnte Dualitétssatz von Baaj und Skandalis [4] auf wirkungsvolle Weise: Er vereinigt
die reduzierten Dualitétssitze von Imai-Takai und Katayama wieder zu einem einzigen
Satz.

Das volle verschrankte Produkt mit seiner universellen Eigenschaft scheint zuerst von Rae-
burn systematisch ausgenutzt worden zu sein, welcher auf dieser Grundlage in [56] einen
eleganten Beweis der Takai-Dualitdt angibt. Des weiteren baut Raeburn diese Technik in
[55] aus, um eine volle Variante des Dualitdtssatzes von Imai und Takai zu gewinnen:
Ax, G xg G = A ® K. Im Hinblick auf reduzierte Dualitéit erscheint dieses Ergebnis
zunéchst iiberraschend, wird von Raeburn aber als ein deutlicher Hinweis auf die Ko-
Mittelbarkeit von Gruppen gewertet (vgl. die Einleitung in [55]).

Der néchste logische Schritt war die Anwendung des Ansatzes von Raeburn auf volle
G-Kowirkungen in [53]. Quigg konnte dort die Frage nach einer vollen Version der Kata-
yama-Dualitidt durch ein Gegenbeispiel klidren: Er zeigt, da8 C(G) x GxG C*(G)®K
ist, und die rechte Seite unterscheidet sich im allgemeinen von C*(G) ® K. Allerdings war
es ihm in [53] moglich, die volle Dualitét fir volle duale Kowirkungen zu beweisen, indem
er das Ergebnis von Raeburn [55] iiber volle Imai-Takai-Dualitit einsetzte.

Schliefllich griff Nilsen in [51] die Methodik der universellen Eigenschaft von Rae-
burn auf. Sie definiert kanonische Surjektionen sowohl fiir G-Wirkungen als auch fiir
G-Kowirkungen und leitet daraus die Dualitétssétze von Imai und Takai, von Katayama
sowie von Raeburn ab.

Durch die Ergebnisse von Raeburn und Nilsen erscheint der Einsatz voller Kowirkungen,
voller verschriankter Produkte und universeller Eigenschaften in der Dualitétstheorie auch
fiir allgemeine Quantengruppen niitzlich.
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Normalisierung und Maximalisierung

Im allgemeinen erfiillen volle G-Kowirkungen weder die reduzierte noch die volle Dualitét.
Sie liegen aber stets ,,zwischen® zwei eindeutig bestimmten Kowirkungen, der ,, Normali-
sierung“ und der ,,Maximalisierung“, wovon die erste der reduzierten und die zweite der
vollen Version der Katayama-Dualitit geniigt.

Normalisierungen entstehen im Zuge der Arbeit von Quigg [54] tiber den Zusammen-
hang voller und reduzierter Kowirkungen von Gruppen. Er stellt dort fest, dafl die redu-
zierten Kowirkungen (d.h. C}(G)-Kowirkungen) zu einer bestimmten Klasse von vollen
Kowirkungen (d.h. C*(G)-Kowirkungen) korrespondieren, die er ,normale* Kowirkungen
nennt. Normale Kowirkungen sind dadurch charakterisiert, dafl sie die Dualitét fiir redu-
zierte verschriankte Produkte erfiillen. Quigg zeigt in [54], dafl jede volle Kowirkung eine
,Normalisierung“ besitzt: Es handelt sich um eine normale Quotienten-Kowirkung mit
demselben verschréankten Produkt.

,Maximale“ Kowirkungen sind genau jene, welche die Dualitat fiir volle verschrinkte
Produkte erfiillen. Insbesondere sind duale Kowirkungen maximal. Echterhoff, Kalizewski
und Quigg geben in [14] eine Konstruktion an, die jeder vollen Kowirkung ihre ,, Maxi-
malisierung” zuordnet: Dies ist eine maximale Kowirkung mit identischem verschrinktem
Produkt.

Aquivariante K K-Theorie

Die bivariante K K-Theorie fiir C*-Algebren wurde von Kasparov in [28, 29, 30| ent-
wickelt. Sie umfaflt gleichzeitig die K-Theorie und die K-Homologie und behandelt auch
C*-Algebren mit Wirkungen lokalkompakter Gruppen. Eine wesentliche Neuheit der K K-
Theorie ist das Kasparov-Produkt (oder Schnittprodukt), welches die Komposition von
Morphismen sowie Produkte der topologischen K-Theorie als Spezialfille enthélt. Des
weiteren verwandelt das Produkt die K K-Theorie in eine Kategorie.

Kasparov definiert im Zusammenhang seiner Untersuchung der Novikov-Vermutung
[30] auBerdem zwei Versionen eines Abstiegsfunktors

jGy  KK9(A,B) — KK(A () G, B x4 G)

von der dquivarianten in die gewohnliche K K-Theorie.

In [3] definieren Baaj und Skandalis die dquivariante K K-Theorie fiir allgemeine Hopf-
C*-Algebren. Sie beweisen, dafl der reduzierte Abstieg von Kasparov iiber einen Isomor-
phismus, den dquivarianten reduzierten Abstieg,

Jor: KKC(A, B) — KKgy(a)(A %, G, B %, G)

faktorisiert. Sie konstruieren zu diesem Zweck einen dualen dquivarianten Abstieg fiir re-
duzierte Kowirkungen und benutzen die reduzierten Dualitédtssédtze von Imai-Takai und
Katayama. Dieses Ergebnis wird von denselben Autoren in [4] unter Ausnutzung ihres
reduzierten Dualitdtssatzes auf Kac-Systeme verallgemeinert, so daf§ sich der reduzier-
te Abstieg und der reduzierte duale Abstieg im Gruppenfall als Spezialfélle derselben
Konstruktion ergeben: des reduzierten dquivarianten Abstiegs fiir Quantengruppen.
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Die Konstruktionen der dquivarianten reduzierten Abstiege benutzen das reduzierte ver-
schrankte Produkt und ist daher von konkreten Konstruktionen abhéngig. Eine K K-theo-
retische Version des Ansatzes von Nilsen [51] ist die folgende Frage: Kann man den vollen
Abstieg von Kasparov in einem &dquivarianten Zusammenhang fiir Quantengruppen kon-
struieren und ggf. den reduzierten Abstieg sowie das Ergebnis von Baaj und Skandalis
daraus zuriickgewinnen?

Inhalt

Unter anderem ist die letzte Frage der Ausgangspunkt dieser Arbeit. Es werden volle
Quantengruppen, volle Kowirkungen und konsequent universelle Eigenschaften benutzt.
Diese sind hierbei in noch gréoflierem Mafle als bei Gruppen niitzlich: Man mufl beispielswei-
se fiir die Angabe von Morphismen lediglich abstrakte Eigenschaften nachweisen. Es bleibt
einem folglich weitgehend erspart, konkrete Konstruktionen einzusetzen. Diese kénnen bei
Quantengruppen wesentlich komplizierter und uniibersichtlicher als im Gruppen-Fall sein.

Wir konstruieren und studieren volle verschréankte Produkte fiir Hilbert-Bimoduln in
dem sehr allgemeinen Rahmen der Hopf-C*-Algebren. Daneben betrachten wir dquiva-
riante Morita-Kategorien sowohl als Hilfsmittel als auch Prototyp fiir die dquivariante
K K-Theorie. In diesen Zusammenhéngen fassen wir die Normalisierung und das volle
verschrankte Produkt als universelle Konstruktionen auf.

Bei Quantengruppen, analog wie bei Gruppen-Kowirkungen, kann das reduzierte ver-
schriankte Produkt als Normalisierung der vollen Variante gewonnen werden und somit als
Komposition zweier universeller Konstruktionen aufgefafit werden. Wir weiten das Ergeb-
nis von Quigg iiber die Korrespondenz voller und reduzierter Kowirkungen auf Quanten-
gruppen aus. Der Einsatz neuer Techniken vereinfacht einerseits den Beweis und erlaubt
gleichzeitig die Verallgemeinerung der Korrespondenz auf bestimmte nicht-reguliare Quan-
tengruppen, die wir ,symmetrisch“ nennen. Insbesondere steht sie fiir die lokalkompakten
Quantengruppen im Sinne von [35] zur Verfiigung. Folgt man dem originalen Beweis von
Quigg [54], so ist das zunéchst ein wenig tiberraschend, zeigt aber, daf§ die Normalisierung
fiir Quantengruppen ein sinnvoller Begriff ist.

Wir folgen dem Ansatz von Raeburn und Nilsen [55, 51] und konstruieren fiir jede volle S-
Kowirkung (B, d) einer reguldren Quantengruppe (.S, A) mittels universeller Eigenschaften
die , kanonische“ Surjektion

O5: B x5S x5 — BaK.

Hierbei ist S die zu S duale Quantengruppe, und K bezeichnet die Algebra der kompakten
Operatoren. Analog zu [14] bezeichnen wir (B,d) als mazimal, falls ®s bijektiv ist. Wir
orientieren uns weiter an einer Idee in [14] und setzen die Technik der Normalisierung
ein, um mithilfe der kanonischen Surjektion einen einfachen Beweis des Satzes iiber redu-
zierte Dualitdt von Baaj und Skandalis [4] zu erhalten. Gleichzeitig ergibt sich, da§ das
verschriankte Produkt der kanonischen Surjektion

D53 S:(BxSxS) xS — (BRK)xS

ein Isomorphismus ist. Durch einen Vergleich mit der kanonischen Surjektion der dualen

-~

S-Kowirkung (B x S, ),
EI\)SNS:(BNS\)NSN§—>BN§®K,
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gelingt es nachzuweisen, dafl die duale Kowirkung stets maximal ist. Eine Mittelbarkeits-
Voraussetzung an S ist also unnotig.

Diese Erkenntnis hat Auswirkungen auf die Maximalisierungs-Konstruktion: In dieser
Arbeit konnen Beispiele reguldrer Quantengruppen angegeben werden, die weder mittel-
bar noch ko-mittelbar sind, deren volle Kowirkungen sich aber dennoch ,,maximalisieren®
lassen. Zu diesem Zweck geben wir die folgende Charakterisierung an: Eine reguldare Quan-
tengruppe lafit genau dann Maximalisierungen fiir jede volle Kowirkung zu, wenn es eine
Maximalisierung der trivialen Kowirkung auf C gibt. Wir verwenden hierbei dieselbe Be-
weisidee wie Echterhoff, Kalizewski und Quigg in [14], l6sen uns aber durch den Einsatz
von ,relativen Kommutanten® von der konkreten Konstruktion. Daneben wird die in [14]
aufgeworfene Frage nach der Natiirlichkeit von Maximalisierungen (positiv) beantwortet.

Die parallele Betrachtung von Morita-Kategorien ist nicht nur ein Hilfsmittel, sondern
gibt auch Aufschlufl dariiber, wie man in der dquivarianten K K-Theorie vorgehen sollte.
Wir benutzen die Definition von Baaj und Skandalis [3] und konstruieren in einer sehr
allgemeinen Situation einen dquivarianten vollen Abstieg

Js: KKg(A,B) — KKg(Ax S,Bx S).

Wir orientieren uns zwar prinzipiell an der Idee von Baaj und Skandalis, die Konstruk-
tion ist durch den Einsatz universeller Eigenschaften fiir den vollen Abstieg jedoch we-
sentlich durchsichtiger. Die Ideen zur Normalisierung lassen sich ebenfalls problemlos auf
die dquivariante K K-Theorie {ibertragen. Damit ist es moglich, bei Quantengruppen den
reduzierten Abstieg von Baaj und Skandalis als Komposition von vollem Abstieg und
Normalisierung zu definieren.

Ganz allgemein kénnen wir zeigen, dafl der volle Abstieg Jg ein Isomorphismus ist,
sobald A eine maximale oder B eine normale Kowirkung ist. Dieses Ergebnis beinhaltet
den Dualitéitssatz von Baaj und Skandalis iiber reduzierte Dualitdt in der dquivarianten
K K-Theorie.

Es stellt sich natiirlich sofort die Frage, unter welchen Bedingungen der volle Abstieg
fiir eine gegebene Quantengruppe immer ein Isomorphismus ist. Fiir eine diskrete Gruppe
(genauer fiir die Quantengruppe C*(G)) stellt sich heraus, dal dies dquivalent zu der
von Cuntz in [12] definierten K-Mittelbarkeit von G ist. Fiir allgemeine lokalkompakte
Gruppen ist die K-Mittelbarkeit im allgemeinen stédrker und impliziert die Bijektivitét
des vollen Abstiegs fiir alle vollen G-Kowirkungen A und B.

Aufbau

Im Hinblick auf dquivariante K K-Theorie ist es notig, die Theorie der verschrankten
Produkte auf Hilbert-Bimoduln zu erweitern.

Das erste Kapitel wiederholt die grundlegenden Begriffe. Insbesondere skizzieren wir die
Theorien der Hilbert-Bimoduln und der Hopf-C*-Algebren. Auflerdem besprechen wir
Quantengruppen, wobei wir den Zugang iiber multiplikative Unitédre benutzen. Wir erin-
nern an die Definition der Kowirkungen einer Hopf-C*-Algebra fiir C*-Algebren und all-
gemeiner fiir Hilbert-Bimoduln. In diesem Zusammenhang wird die dquivariante Morita-
Kategorie eingefiihrt.

Im zweiten Kapitel wird ausfiihrlich die Theorie der verschrankten Produkte fiir Hilbert-
Bimoduln mit Kowirkungen einer Hopf-C*-Algebra besprochen. Wir diskutieren unter
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anderem die universelle Eigenschaft verschrankter Produkte und die duale Kowirkung. Es
werden bekannte Ergebnisse bei C*-Algebren auf Hilbert-Bimoduln iibertragen. Insbeson-
dere wird die Theorie der normalen Kowirkungen auf Hopf-C*-Algebren verallgemeinert
und in diesem Zusammenhang weitere Ergebnisse zu normalen Kowirkungen besprochen.
Wir beschreiben hierbei Normalisierungen durch eine universelle Eigenschaft.

Das Hauptergebnis des dritten Kapitels ist die Verallgemeinerung des Satzes von Quigg
iiber die Aquivalenz reduzierter und normaler Kowirkungen auf Quantengruppen. Wir
definieren symmetrische multiplikative Unitére, um gleichzeitig die Kac-Systeme von Baaj
und Skandalis sowie lokalkompakte Quantengruppen im Sinne von Kustermans und Vaes
zu behandeln. Fiir Quantengruppen mit symmetrischer multiplikativer Unitérer definieren
wir reduzierte verschrinkte Produkte und identifizieren sie mit der Normalisierung der
(vollen) verschrankten Produkte des zweiten Kapitels. Anschliefend beweisen wir den
Satz von Quigg fiir diesen Typ von Quantengruppen.

Im vierten Kapitel besprechen wir Dualitéitstheorie fiir Quantengruppen mit symmetri-
scher multiplikativer Unitérer, welche auflerdem regulér sind. Fiir solche definieren wir zu
jeder vollen Kowirkung die kanonische Surjektion. Anschliefend geben wir mit ihrer Hil-
fe einen konzeptionellen Beweis fiir die reduzierte Dualitdt an. Wir definieren maximale
Kowirkungen durch eine universelle Eigenschaft und stellen die Beziehung zu der Defini-
tion von Echterhoff, Kalizewski und Quigg her. Fiir mittelbare reguldre Quantengruppen
beweisen wir die Verallgemeinerung des Satzes von Raeburn iiber volle Dualitét. Schlief3-
lich geben wir die Maximalisierungs-Konstruktion an und erhalten interessante Beispiele
reguldrer Quantengruppen mit Maximalisierungen.

Die Ergebnisse der vorangehenden drei Kapitel werden im fiinften auf die dquivariante
K K-Theorie angewandt. Der erste Abschnitt erinnert an die Definition der dquivarianten
K K-Theorie von Baaj und Skandalis. Wir definieren im zweiten Abschnitt den vollen
Abstieg und einen Normalisierungs-Funktor fiir die dquivariante K K-Theorie, indem wir
auf die Ergebnisse des zweiten Kapitels zuriickgreifen. Fiir Quantengruppen definieren
wir anschliefend den reduzierten Abstieg und identifizieren ihn mit dem reduzierten Ab-
stieg von Baaj und Skandalis. Danach geben wir die allgemeinen Ergebnisse zur Duali-
tdt in der dquivarianten K K-Theorie an. Schlieflich werden diese im Fall von Gruppen-
Kowirkungen benutzt, um den vollen Abstieg mit der K-Mittelbarkeit in Zusammenhang
zu bringen.
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1.KAPITEL: Grundlagen und Notationen

§ 1.0 Generelle Notationen

1.0.1 Banachriaume. Seien A, X und Z Banachriume und f : A x X — Z eine
bilineare Funktion. Fiir Teilmengen M C A und N C X bezeichnen wir mit f(M, N) den
Unterraum

f(M,N) := Span{ f(m,n) € Z | me M, ne N }.

Ist z.B. X = Z ein Banachraum mit Links-Wirkung einer Banachalgebra A, so bezeichnen
wir M - N den Unterraum von X, der von Elementen der Form mn mit m € M undn € N
aufgespannt wird.

1.0.2 Lineare Funktionale auf C*-Algebren. Sei A eine C*-Algebra. Mit A’ be-
zeichnen wir den Raum der stetigen linearen Funktionale auf A. Durch die Wirkungen
(f-b)(a) = (a- f)(b) = f(ba) fir a,b € Aund f € A" wird A" zu einem A-Banach-
Bimodul. Die Wirkungen sind nichtentartet, da A eine approximative Eins besitzt. Eine
Teilmenge § C A’ heiit A-invariant, falls A-F,§-A C Fist. Ist F C A’ ein abgeschlossener
A-invarianter Teilraum, so wirkt A ebenfalls nichtentartet auf § (benutze die approxima-
tive Eins). Jedes Element f € § 1afit sich nach dem Zerlegungssatz von Cohen-Hewitt
(vgl. [20, Theorem (32.22)]) folglich in der Form f = f; - a; = ay - fo mit geeigneten
fi,fo € § und ay,ao € A schreiben. In der Notation 1.0.1 bedeutet dies insbesondere
F=A-F=3 A o

Fiir ein stetiges lineares Funktional f € A’ setzen wir f(a) := f(a*) und erhalten das
Funktional f. Dies liefert eine antilineare und selbstinverse Bijektion (.) : A’ — A’. Mit
M ist auch M eine A-invariante Teilmenge.

1.0.3 Tensorprodukte. Soweit nicht explizit anderweitig vermerkt, benutzen wir fiir
Tensorprodukte die folgenden Konventionen: fiir zwei C*-Algebren A und B ist A® B stets
das minimale Tensorprodukt zweier C*-Algebren. Fiir das algebraische Tensorprodukt
benutzen wir das Symbol ©.

1.0.4 Positions-Notation. Fiir Elemente m in Multiplikator-Algebren von Tensor-
produkten (vgl. 1.1.2) benutzen wir die Positions-Notation, wenn wir sie in Multiplikator-
Algebren von Tensorprodukten einbetten, in denen die gleichen Tensorfaktoren vorkom-
men (vgl. [4, S. 478]). Man deutet hierbei durch die Position von Indizes an, da§ der zu
der Position gehorige Tensorfaktor von m an der zum Index gehdrigen Stelle des Ten-
sorprodukts stehen soll. Beispielsweise notieren wir fir m € M(A ® B) durch m;, das
Element m® 1¢ € M(A® B® ('), durch ms3 das Element 10 @ m € M(C ® A® B) und
durch my3 das Element (idy ® 0)(m®1¢) € M(A®C® B), wobei o die Vertauschung ist.
Ahnlich gehen wir vor, wenn mehr Tensorfaktoren vorkommen. In dieser Notation laft
sich auch die Vertauschung durch my; = o(m) € M (B ® A) einfach notieren.

1.0.5 . Seien C,C’, D und D’ jeweils C*-Algebren und m € M(C'® D) ein Multiplikator
des Tensorprodukts (vgl. 1.1.2). Sind ¢ : C — M(C") und ¢ : D — M (D’) nichtentartete
Morphismen, so bezeichnen wir mit

?m = (p ®idp)(m) bzw. m? := (ide ®)(m) bzw. m¥ := (¢ ®1)(m)
die Multiplikatoren in M (C’ ® D) bzw. M (C ® D') bzw. M(C' @ D").
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§ 1.1 Hilbert-Bimoduln

Hilbert-Bimoduln wurden von Rieffel [59] benutzt, um eine generelle Theorie von induzier-
ten Darstellungen von C*-Algebren zu entwickeln. Als generelle Referenz fiir die Theorie
der Hilbertmoduln dient [37]. Fiir Hilbert-Bimoduln benutzen wir die Notationen und
Ergebnisse aus dem ersten Kapitel von [15].

1.1.1 Rechts-Hilbertmoduln. Sei B eine C*-Algebra. Ein Rechts-Hilbert- B-Modul
ist ein Rechts- B-Modul X g mit B-wertigem Skalarprodukt (, )5 : X x X — B, das bilinear
ist, die Eigenschaften (x,2’) ; = (2/,2) und (@, 2b) ; = (x,2’) zb fir z,2’ € X und b € B
erfiillt und positiv definit ist. Das bedeutet, da8 (z, z) 5 > 0 als Element von B ist, welches
nur dann verschwindet, wenn x = 0 ist. Durch ||z|| := ||(:1€,x>B||}3/2 wird eine Norm auf
X erklart, beziiglich der X vollstandig sein soll (ansonsten sprechen wir von einem prd-
Hilbertmodul). Wir nennen Xp abkiirzend einen Hilbertmodul, die Tatsache, da8 es ein
Rechtsmodul ist, sowie die C*-Algebra B verstehen sich in dieser Notation von selbst.
Das Skalarprodukt (,) 5 heifit voll, wenn (X, X) 5 eine dichte Teilmenge B ist. In diesem
Fall ist Xg ein wvoller Rechts-Hilbertmodul. Beispielsweise ist Bp als Rechtsmodul iiber
sich selbst mit dem Skalarprodukt (b,0'), := b*V’ ein Rechts-Hilbert-B-Modul, dessen
Skalarprodukt offensichtlich voll ist.

1.1.2 Adjungierbare Operatoren. Seien Xp und Yy Hilbertmoduln. Mit L5(X,Y)
bezeichnen wir die adjungierbaren Operatoren, das sind diejenigen Abbildungen F : X —
Y, fur die es eine adjungierte Abbildung F* : Y — X gibt, so dal (Fz,y) 5 = (z, [*y) 5
fir alle x € X und y € Y gilt. Dann ist F' automatisch B-linear und normstetig (bzgl.
der oben definierten Normen). Insbesondere ist L5(X) := Lg(X, X) eine C*-Algebra. Ein
wichtiger Spezialfall ist die Multiplikator-Algebra M (B) := L(Bp) von B.

Die kompakten Operatoren Kg(X,Y) von X nach Y sind der Abschluf§ von Linear-
kombinationen von Operatoren der Form 9,, =y - (z,—)p € Lp(X,Y), wobei z € X
und y € Y. Das Adjungierte ist 9, , € Lp(Y,X). Mit der obigen Notation 1.0.1 ist also
Kp(X,Y) =Y - (X, —). Die kompakten Operatoren K(Xg) := Kp(X,X) sind ein Ide-
al in Lp(X) und allgemein gilt L5(X) = M(K(Xg)). Fiir den speziellen Hilbertmodul
Bp identifiziert sich B durch Wirkung als Linksmultiplikatoren mit C(Bg). Insbesondere
kann man B als Ideal in M (B) auffassen. Sei A eine weitere C*-Algebra, dann heifit ein
*-Morphismus ¢ : A — M(B) nichtentartet, falls p(A) - B dicht in B liegt.

1.1.3 Rechts-Hilbert-Bimoduln. Ein Rechts-Hilbert-A-B-Bimodul ist ein Hilbert-
modul X g mit einer nichtentarteten A-Wirkung durch adjungierbare Operatoren. Das be-
deutet, daf es einen nichtentarteten *-Homomorphismus 14 : A — M(K(Xg)) = Lp(X)
gibt. Wir verwenden die Schreibweise 4 Xp und sprechen von einem (Rechts-)Hilbert-
Bimodul, wobei wir in der Regel die Wirkung ¢4 unterdriicken und stattdessen die No-
tation t4(a)(b) = a - x = ax verwenden. In diesem Fall ist die Nichtentartetheit von ¢4
aquivalent dazu, dal A- X dicht in X liegt. Nach dem Zerlegungssatz von Cohen-Hewitt
([20, Theorem (32.22)]) 1laBt sich jedes Element x in X dann in der Form = = az’ schrei-
ben, mit @ in A und 2’ in X. In diesem Fall sind A bzw. B die (Links- bzw. Rechts-)
Koeffizienten-Algebren des Hilbert-Bimoduls 4 Xpg. Jeder Rechts-Hilbertmodul Xp ist in
kanonischer Weise ein IC(Xp)-B-Hilbert-Bimodul, also iibertragen sich Resultate iiber
Hilbert-Bimoduln sofort auf Hilbertmoduln.
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1.1.4 Strikte Topologie. Sei 4 X5 ein Rechts-Hilbert-Bimodul. Durch die Familie von
Halbnormen = — ||kz|| und x +— [|2b|| fir k € K(Xg) und b € B definiert man die strikte
Topologie auf X . Offenbar ist die strikte Topologie nur von dem Rechts-Hilbertmodul Xz
abhéngig und hat nichts mit der linken Koeffizienten-Algebra A zu tun. Als Spezialfall
gewinnt man die strikte Topologie fiir eine C*-Algebra B als die strikte Topologie des
Hilbert-Bimoduls Bg.

1.1.5 Multiplikator-Bimoduln. Es gibt eine Verallgemeinerung der Multiplikator-
Algebra: Seien Xp und Yz Rechts-Hilbertmoduln. Dann ist L5(X,Y") ein Rechts-Hilbert-
Lp(Y)-Lp(X)-Bimodul durch die offensichtlichen Wirkungen und mit £g(X)-wertigem
Skalarprodukt (F,G). () = I o G. Analog ist Kp(X,Y) ein K(Yp)-K(Xp)-Hilbert-
Bimodul. Der Multiplikator-Bimodul eines Rechts-Hilbert-Bimoduls 4 X g ist der Rechts-
Hilbert-M (A)-M (B)-Bimodul M(X) := Lg(Bp, Xp) mit den offensichtlichen Wirkun-
gen und dem obigen M (B)-wertigen Skalarprodukt. Fiir z € X definiert b — xb ein
Element von Lg(Bg, Xp). Auf diese Weise identifiziert sich X isometrisch mit dem Un-
terraum KC(Bp, Xp) C Lp(B,X) = M(X), vgl. [15, Definition 1.14 und Remark 1.15].
Nach [15, Proposition 1.27] ist M (X) die strikte Vervollstindigung von X. Ist 4 Xp ein
Rechts-Hilbert-Bimodul, induziert die nichtentartete Wirkung ¢4 : A — Lp(X) eine nicht-
entartete (sogar unitale) M (A)-Wirkung auf M (X), wodurch pa)M (X)) zu einem
Rechts-Hilbert-M (A)-M (B)-Modul wird, den wir abkiirzend mit M(4Xp) bezeichnen.
Wiederum nach [15, Proposition 1.27] sind alle natiirlichen Operationen komponenten-
weise strikt stetig.

1.1.6 Imprimitivitats-Bimoduln. Ein Imprimitivitits-A-B-Bimodul (vgl. [59, De-
finition 6.10] oder [15, Definition 1.5]) ist ein Rechts-Hilbert-Bimodul 4Xp mit vollem
Skalarprodukt (,) 5, so dafl die Links-Wirkung ¢4 einen Isomorphismus A = IC(Xp) in-
duziert. Das ist dquivalent dazu, dafi es ein A-wertiges, linkes volles Skalarprodukt (,)
gibt (mit spiegelsymmetrischen Eigenschaften wie fiir rechte Skalarprodukte), d.h. 4X ist
zusétzlich ein voller Links-Hilbert- A-Modul, so dafl die beiden Skalarprodukte vertraglich
sind. Das bedeutet, es gilt 4(z,y) - 2 = x - (y, 2) g fiir alle z, y, z € X. Fiir Imprimitivitats-
Bimoduln gibt es nach [13] eine alternative (und symmetrische) Beschreibung von M (X)
durch Multiplikatoren (vgl. [13, Definition 1.1]). Es gibt natiirlich auch A-adjungierbare
Operatoren L4 fiir Links-Hilbert-A-Moduln und man kann nach [13, Proposition 1.3]
M(X) = Lp(B,Xp) = La(A, 4X) kanonisch identifizieren. Gibt es einen Imprimiti-
vitats-Bimodul 4 Xp, so heiflen A und B stark Morita-dquivalent, vgl. [8]. Wir nennen
daher auch 4 Xp eine starke Mom'ta—/[quivalenz zwischen A und B.

1.1.7 Rieffel-Korrespondenz. Ist 4 Xp ein Imprimitivitdts-Bimodul wie oben, so
gibt die Rieffel-Korrespondenz eine natiirliche Bijektion zwischen Darstellungen von A
und B (vgl. [59, Theorem 6.23]). Wir verwenden die Variante [15, Proposition 1.8]:

Sei 4 X g ein Imprimitivitdts-Bimodul. Es gibt inklusions-erhaltende nattirliche Bijektionen
zwischen den abgeschlossenen Idealen von B, den abgeschlossenen A-B-Untermoduln von
X und den abgeschlossenen Idealen von A. Ist I C B ein abgeschlossenes Ideal, so ist
der zugehérige Untermodul von X gleich X - I und das zugehdérige Ideal von A gleich
A X1, X-1).
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1.1.8 Konjugierte Moduln. Ist Xp ein Rechts-Hilbertmodul, so ist Kg(X, B) ein
Rechts-Hilbert-KC(Xp)-Modul. Fassen wir ein Element x € X mittels der obigen Ein-
bettung als einen Operator x € Kp(B, X) auf, so bezeichnen wir mit z* den entspre-
chenden Operator in Kp(X, B). Er ist offenbar durch z*(z') = (z,2’)5 gegeben. Die
Abbildung x — z* ist eine anti-lineare bijektive Abbildung. Daher bezeichnen wir mit
X ,’g( x) = Ks(X, B)kx) den zu X konjugierten Rechts-Hilbertmodul, denn die Beschrei-
bung durch kompakte Operatoren ist dquivalent zu der in [15, Example 1.6(3)]. Das
K(X)-wertige Skalarprodukt (z*,y")xx) = 2y" = Uy, ist offenbar voll (vgl. 1.1.3). Die
kanonische Links-Wirkung von B erweitert X* zu einem Rechts-Hilbert- B-XC(X)-Bimodul
und offenbar ist K(Xg y)) = (X, X) . Ist Xp voll (vgl. 1.1.3), d.h. x(x) X ist ein Imprimi-
tivitats-Bimodul, so ist B = K(X X X)) und p Xy v ebenfalls ein Imprimitivitéts-Bimodul.
In diesem Fall identifiziert sich M(X*) mit L5(X, B), vgl. 1.1.6.

1.1.9 Morphismen. Seien X und Yp Rechts-Hilbertmoduln. Ein Morphismus von
Rechts-Hilbertmoduln ist ein Paar von Abbildungen ® : X — M(Y) und ¢ : B — M(D),
wobei ¢ ein Morphismus von C*-Algebren ist, so daf§ die Vertréglichkeits-Bedingung
(®(x), ©(2)) pr(p) = p({@, @) p) flir 7, 2" € X gilt. Dann ist ® nach [15, Remark 1.17] auto-
matisch B-linear und normstetig, sogar eine Kontraktion. Wir verwenden die Schreibweise
O, : Xg — M(Yp). Der Morphismus @, heiit nichtentartet, falls ¢ nichtentartet ist
und der Unterraum ®(X) - D C Y dicht in Y liegt. Er heiit beidseitig nichtentartet, falls
zuséatzlich der Teilraum KC(Y) - ®(X) C Y ebenfalls dicht in Y ist. Das ist automatisch der
Fall, wenn Xp voll ist: (V) - ®(X) =Y - Y*O(X) =Y - DP(X)*®(X) =Y - Dp(B) =
Y. Ist @, nichtentartet, so gibt es einen unitdren Operator ®, : (X ®, D)p — Yp (vgl
den ersten Teil von 1.1.11), der durch z ® d — ®(x)d mit x € X und d € D definiert ist.
Fiir nichtentartetes ®,, sind Yp und X ®,, D also unitér isomorphe Hilbertmoduln (vgl.
1.1.19).

1.1.10 Bimodul-Morphismen. Sind 4 Xg und ¢Yp Rechts-Hilbert-Bimoduln, so ist
ein Morphismus von Rechts-Hilbert-Bimoduln zwischen ihnen ein Morphismus @, wie
oben zusammen mit einem *-Morphismus ¢ : A — M(C'), so daf die zusitzliche Ver-
traglichkeits-Bedingung ®(az) = ¢(a)®(x) erfiillt ist. Wir verwenden die Notation

11’(1)50 . AXB — M(CYD)

und bezeichnen ¢ bzw. ¢ als (Links- bzw. Rechts-) Koeffizienten-Homomorphismen. Ein
Morphismus ,®, von Rechts-Hilbert-Bimoduln heiit (beidseitig) nichtentartet, falls 1
nichtentartet und @, (beidseitig) nichtentartet ist. In diesem Fall ist ® nach [15, Theo-
rem 1.30] strikt stetig und besitzt eine eindeutige strikt stetige Fortsetzung zu einem
Morphismus von Rechts-Hilbert-Bimoduln EEE : M(aXB) = myM(X)mm) — M(cYp),
den wir meist einfach wieder mit ,®, bezeichnen. Indem man diese Fortsetzung benutzt,
lassen sich nichtentartete Morphismen von Rechts-Hilbert-Bimoduln verkniipfen. Die No-
tation ,®, macht deutlich, daf die Koeffizienten-Morphismen als Teil des Rechts-Hilbert-
Bimodul-Morphismus aufgefaflt werden. Insbesondere sind zwei Morphismen von Rechts-
Hilbert-Bimoduln nur dann identisch, wenn auch ihre Koeffizienten-Abbildungen jeweils
ibereinstimmen. AuBlerdem nennen wir 4®, injektiv, wenn 1, ¢ und ® injektive Abbil-
dungen sind. In diesem Fall ist ® automatisch eine Isometrie. Der Morphismus ®,, ist
surjektiv, wenn die Bilder von ¢, ¢ und ® jeweils gleich C; D und Y sind . Er heif}t ein
Isomorphismus, wenn er gleichzeitig injektiv und surjektiv ist und induziert folglich einen
isometrischen Isomorphismus s Xg = ¢Yp.
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1.1.11 Tensorprodukte. ([37, Chapter 4]) Wir betrachten Rechts-Hilbertmoduln X g
und Yp. Dann kann man auf dem algebraischen Tensorprodukt X ®Y ein B ® D-wertiges
Skalarprodukt durch (z ®y,2' @ ') g = (z,2") 5 ® (y,¥y), definieren. Dessen Ver-
vollstandigung ist ein Rechts-Hilbert-B ® D-Modul, den wir als das duffere Tensorprodukt
bezeichnen und mit X ® Y notieren.

Hat man in der obigen Situation einen *-Homomorphismus ¢ : B — Lp(Y), so kann
man das sogenannte balancierte oder auch innere Tensorprodukt bilden: Hierzu betrachtet
man auf X ©Y das D-wertige Pré-Skalarprodukt (z ® y, 2’ ® y/) , :== (y, o((z,2") 5)(¥)) p
und vervollstdndigt X ® Y modulo den Nullraum zu einem Rechts-Hilbert-D-Modul
X ®, Y. Wir bezeichnen ihn auch mit X ®p Y, wenn der Morphismus ¢ sich von selbst
versteht, da es eine C*-algebraische Version des algebraischen Skalarprodukts ® g iiber B
ist. Sind 4P, : 4 Xp — M(LZgr) und 'y : pYe — M(gWp) Morphismen von Rechts-
Hilbert-Bimoduln, so dafi die Koeffizienten-Daten (B, ) und ¢ in der angegebenen Weise
tibereinstimmen. Dann kann man nach [15, Proposition 1.34] auf dem inneren Tensor-
produkt einen Morphismus von Rechts-Hilbert-Bimoduln ,(® ®p1I'), : 4(X ®pY)c —
M((Z®Rg)p) definieren. Auf Elementen z € X undy € Y gilt d@pI'(z®y) = &(2)1'(y)
in M(Z) @mmy M(W) C M(Y @z W) (vgl. [15, Lemma 1.32]). Er ist (beidseitig) nich-
tentartet, wenn ® und I' (beidseitig) nichtentartet sind.

1.1.12 Adjunktion nichtentarteter Morphismen. Seien Xz und Yy Hilbertmo-
duln. Fiir F € Lp(X,Y) betrachten wir die Abbildung F : k — F ok, mit k in
K(X). F definiert offenbar eine K (X )-adjungierbare Abbildung von X(X) nach Kz(X,Y)
und folglich ein Element in M(Kp(X,Y)k(x)). Auf diese Weise erhélt man eine isome-
trische Einbettung Lp(X,Y) C M(Kp(X,Y)) von Hilbert-Bimoduln mit Identitidten
ide vy und idg,(x) als Koeffizienten-Abbildungen. Seien zudem @, : Xp — M (Wp)
und ¥, : Y — M(Zp) nichtentartete Morphismen von Rechts-Hilbertmoduln mit der-
selben linken Koeffizienten-Abbildung ¢. Unter Benutzung der kanonischen Isomorphis-
men ¢, : X ®,D =2Y und V¥V : Y ®,D = Z aus 1.1.9 kann man eine Abbildung
Ad(W,®) : L(X,Y) — Lp(W,Z) durch F —— ¥, 0 (F ®,1p) o ¥, ! definieren. Fiir x
in X, din D und F in L5(X,Y) bedeutet das offenbar [Ad(V, ®)(F)|(P(x)d) = V(Fx)d.
Dadurch ist Ad(¥, ®) eindeutig festgelegt, da ®,, nichtentartet ist. Analog definieren wir
Ad(D) := Ad(P,®) : Lp(X) — Lp(W) und Ad(V) := Ad(V, V) : Lg(Y) — Lp(Z). Wir
betrachten Lp(W, Z) C M (Kp(W, Z)) und erhalten:

Mit den Bezeichnungen wie oben ist die Einschrinkung auf kompakte Operatoren
Ad(0)Ad(Y, @) aq@) : k)X, Y )k(x) — M(k(2yKp (W, Z)kw))

ein Morphismus von Rechts-Hilbert-Bimoduln. Fiir Elemente m € M(X) und n € M(Y')
gilt Ad(¥, ®)(nm*) = ¥(n)®(m)*. Ist Y - (X, X) 5 dicht in Y oder ®,, beidseitig nichtent-
artet, so ist Ad(V, ®) nichtentartet. Insbesondere sind die Koeffizienten-Homomorphismen
Ad(¥) und Ad(®) stets nichtentartete *-Morphismen. Sind sowohl ®,, als auch ¥, beid-
seitig nichtentartet, so ist es auch Ad(V, ®).

Beweis. Fast alle Behauptungen sind nach Definition klar, wir zeigen nur die Nichtentar-
tetheit unter den Zusatzbedingungen: Ist Y (X, X)), =Y, so folgt

Kp(W,2)=Z-W+*=U(Y)D-D®(X)* = U(Y (X, X)) DD®(X)*
= V(Y)B(X)®(X)DDP(X)* = U (Y)(X)" - WV
= Ad(¥, ) (K(X,Y)) - K(W).
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Diese Bedingung ist fiir Y = X stets erfiillt. Ist andererseits ®,, beidseitig nichtentartet, so
folgt Ad(V, ®)(K(X,Y)) - K(W) =¥(Y) - P(X)*- K(W) = ¥(Y) - W*. Der letzte Term
ist gleich ¥(Y)-D-W* = Z-W* = Kp(W, Z). Die letzte Behauptung wird genauso
bewiesen. O

Insbesondere konnen wir einen nichtentarteten Morphismus von Rechts-Hilbertmoduln
®,, durch den rechten Koeffizienten-Morphismus Ad(®) zu einem nichtentarteten Morphis-
mus von Rechts-Hilbert-Bimoduln ergénzen. Das folgt direkt aus der Proposition, wenn
man X bzw. W mit Kg(B, X) bzw. Kp(D, W) identifiziert.

1.1.13 Adjunktion und Bimodul-Morphismen. Wir erhalten zudem die folgen-
de Charakterisierung fiir die Vertraglichkeit der rechten Koeffizienten-Abbildung eines
Hilbert-Bimodul-Homomorphismus: Sei ,®, : 4Xp — M(cYp) ein nichtentarteter Mor-
phismus von Hilbert-Bimoduln. Dann ist die Vertréiglichkeit von ® mit 1 dquivalent zu der
Gleichung tc 01 = Ad(P)ora, denn es gilt Ad(P)(c(a))(P(x)d) = P(ax)d = YP(a)P(z)d =
to(¥(a))(@(z)d).

1.1.14 Adjunktion und Komposition. Man sieht leicht ein, dafl Adjunktion mit
Komposition vertréglich ist: Sind in der Situation von 1.1.12 weitere nichtentartete Mor-
phismen von Hilbertmoduln &;, : Wp — M(Wp,) und ¥, : Zp — M(Z},) gegeben, so
gilt Ad(W' o U, @' o @) = Ad(V', ®’') o Ad(¥, ®). Die Verkniipfung der beiden Funktionen
Ad(V', @) und Ad(V, ®) macht in jedem Fall Sinn, da das Bild von Ad(V, ®) in Lp(W, Z)
enthalten ist. Diese triviale Beobachtung erlaubt es, Eigenschaften der Bimodul-Abbil-
dungen ® und ¥ auf Ad(¥, ®) zu iibertragen.

1.1.15 Konjugierte Morphismen. Sei &, : Xz — M(Y)p) ein nichtentarteter Mor-
phismus von Rechts-Hilbertmoduln, den wir gemé&fl 1.1.12 durch die linke Koeffizienten-
Abbildung Ad(®) : K(X) — M(K(Y)) zu einem Morphismus von Rechts-Hilbert-Bimo-
duln erweitern. Unter Verwendung des Ergebnisses Lp(Y, D) C Li)(K(Y),Kp(Y, D)) =
M (YE(Y)) und den Bezeichungen aus 1.1.12 und 1.1.8 definieren wir durch

Pya) = Ad(p, @) 1 X* = Kp(X, B) — M(Y{(y,))

einen Morphismus von Rechts-Hilbert-Bimoduln. Er vertrédgt sich mit der linken Koeffi-
zienten-Abbildung ¢ : B — M(D) und setzt sich folglich zu einem Morphismus ,®% d(®)
von Rechts-Hilbert-Bimoduln fort. Wir nennen (@7 4y : 5 Xx(x) — M(DY,&Y)) den zu @,
konjugierten Morphismus. Er ist offenbar genau dann nichtentartet, falls der Unterraum
K(Y)-@(X) dicht in Y liegt. Insbesondere ist mit ®,, auch ,®7 4, beidseitig nichtentartet
(vgl. 1.1.10).

1.1.16 C*-Algebren als Quelle. Wir zeigen als Anwendung der Adjunktions-Tech-
nik, daf} jeder nichtentartete Hilbertmodul-Homomorphismus mit einer C*-Algebra Bp als
Quelle im wesentlichen ein nichtentarteter *-Morphismus ist. Sei dazu @, : Bg — M (Yp)

ein nichtentarteter Morphismus von Hilbertmoduln. Insbesondere kann man nach [15,
Theorem 1.30] ® auf M (B) fortsetzen und das Element ®(15) in Lp(Dp, Yp) betrachten.

1. Die Abbildung ®(1p) in Lp(D,Y) ist eine Unitére (vgl. 1.1.19) und daher Yp als
Hilbert-D-Modul unitir dquivalent zu Dp.
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2. Mit dieser Identifizierung ®(1p) : Dp = Yp stimmen die Abbildungen ¢ und ®
iiberein. Genauer gesagt gilt & = (1) o .

Beweis. Fiir den ersten Teil miissen wir zeigen, dafl die Abbildungen ®(15) € Lp(D,Y)
und ®(15)* € Lp(Y, D) zueinander invers sind. Zum einen folgt aus der Definition eines
Hilbertmodul-Homomorphismus, ®(15)* - ®(15) = ¢(15-1%) = ¢(1g) = 1p = idp, wobei
die komponentenweise strikte Stetigkeit eingeht. Zum anderen gilt mit der Adjunktions-
Technik aus 1.1.12 die Beziehung ®(1p) - ®(15)* = Ad(P)(1p-1%) = Ad(P)(1p) =
liv) = idy, da Ad(®) ein nichtentarteter *-Morphismus ist. Der zweite Teil ®(15)-¢(b) =
O(1p - b) = ®(b) folgt einfach aus der Vertriglichkeit der Abbildungen ® und ¢ und der
strikten Stetigkeit von .. O

1.1.17 Die Linking-Algebra. Die Linking-Algebra wurde urspriinglich in [8, S. 350]
fiir Imprimitivitdts-Bimoduln definiert, vgl. auch [58, Lemma 3.20]. Fiir Rechts-Hilbert-
(Bi)Moduln finden sich Definitionen in [15, § 1.5] und implizit auch in [3]. Sie erlaubt es
einem, viele Resultate fiir C*-Algebren auf Rechts-Hilbert-Bimoduln zu verallgemeinern.
Sei Xp ein Hilbertmodul. Die Linking-Algebra L(X) von X ist die Menge der Block-

matrizen (mké Ibl), wobei k in K(X), z1,22 in X und b in B, mit der offensichtlichen

Multiplikation (vgl. 1.1.8). Sie ist eine C*-Algebra bzgl. einer geeigneten Norm und mit

Involution (rer Ibl) — (51 ’;3). Ist ®, : Xp — M(Yp) ein nichtentarteter Homomor-

phismus von Hilbertmoduln, so gibt es einen eindeutigen nichtentarteten *-Morphismus
L(®) : L(X) - M(L(Y)) 2 LM(Y), der durch (k Il) — (Ad(cp)(k) <M“)) definiert

w3 b O(2)* ¢(b)
ist. L(-) wird somit zu einem Funktor der Kategorie der Rechts-Hilbertmoduln in die
Kategorie der C*-Algebren.

1.1.18 Abgeschlossene Bilder. Da Bilder von *~Homomorphismen zwischen C*-Al-
gebren stets abgeschlossene Unteralgebren sind, gilt dies auch fiir Hilbertmoduln.

Sei @, : Xp — M(Yp) ein nichtentarteter Homomorphismus von Rechts-Hilbertmoduln.
Dann ist das Bild ®(X) C M(Yp) norm-abgeschlossen.

Beweis. Wir benutzen die Linking-Algebren L(X) bzw. L(Y) von X bzw. Y und be-
trachten den induzierten *-Algebren-Homomorphismus L(®) : L(X) — ML(Y) dessen
Bild L(®)(L(X)) abgeschlossen in M(L(Y)) ist. Sei nun (®(z;)) — m € M(Y) eine
norm-konvergente Folge. Dann ist auch (8 ‘I’(g’i)) — (97) eine konvergente Folge in
M(L(Y)) und folglich (§7) € L(®)(L(X)). Es gibt also ein Element (% %) € L(X)

mit L(®)(( k%)) = (Ai(ggﬁk) igf))) = (9m), folglich erhélt man ®(x) = m und somit ist

das Bild von ® abgeschlossen. O

1.1.19 Unitéare. Ein unitdrer Operator oder auch eine Unitdre zwischen Rechts-Hil-
bert-(Bi-)Moduln (4)Yp und (4)Yp ist ein bijektiver Operator U in Lp(X,Y), so daB
(Uz,Uz') g gleich (z,2'), ist fiir alle z,2’ in X (und ggf. (a) = Ad(U)(v5(a)) =
Uik (a)U* fiir alle a in A, wobei ¢ und ¢ die jeweiligen Links-A-Wirkungen sind). Exis-
tiert ein solcher, so heiflen (4) X und (4)Yp unitdr dquivalent. Das folgende Ergebnis zeigt,
daf} unitdre Operatoren stets als Hilbert-Bimodul-Morphismen aufgefafit werden kénnen:
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Die Unitéren in Lg(X,Y') sind genau die nichtentarteten Morphismen von Hilbert-(Bi)-
Moduln der Form (;qy®iq : ()X — M(a)Ys) mit Identititen als Koeffizienten-Homo-
morphismen.

Beweis. Das Bild von & ist wegen ®(X) = &(X - B) = &(X)-B C Y und 1.1.18
eine abgeschlossene Teilmenge von Y, die mit Y iibereinstimmt, da ® nichtentartet ist.
Zudem folgt aus der Definition von Hilbert-Bimodul-Homomorphismen (®(x), ®(2')) 5 =
idp((x,2') 5) = (x,2') 5. In diesem Fall ist also ® € Lp(X,Y) eine Unitdre und es gilt die
Identitdt ®* o ® = idy und ®* o ® = idy. Daraus folgt fiir a € A sofort /Y (a)(®(x)) =
Plax) = (O -a-0*)0(z) = Ad(P)(tX (a))(®(x)), also 1Y} = Ad(U) o 1. Die umgekehrte
Richtung ist klar. O

1.1.20 Ein Kriterium fiir Isomorphie. Fiir zwei Morphismen von Rechts-Hilbert-
Bimoduln #(I)@ : AXB — M(C’YD) und V\Ilw . CYD — M(AXB) gllt

Sind die Kompositionen ¥ o ® bzw. ® o ¥ als Morphismen von Rechts-Hilbert-Bimoduln
gleich den Inklusionen X C M(X) bzw. Y C M(Y), so sind ,®, und , ¥, bereits gegen-
seitig inverse Isomorphismen s Xg = ¢Yp im Sinne von 1.1.10.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dafl ® und ¥ im Sinne von 1.1.10 surjektiv sind. Wegen
der strikten Stetigkeit lassen sich die Bimodul-Morphismen ® und ¥ auf die jeweiligen
Multiplikator-Moduln fortsetzen. Dann sind wegen der Voraussetzung @ : M(X) — M(Y)
und ¥ : M(Y) — M (X) zueinander inverse Morphismen von Hilbert-Bimoduln, denn die
Inklusionen X € M (X) bzw. Y C M(Y') besitzen die eindeutigen Fortsetzungen idys(x)
bzw. idy(yy, vgl. 1.1.5. Insbesondere sind ® und ¥ injektiv und daher isometrisch und es

gilt p(M(B)) = M(D) und (M(D)) = M(B). Folglich erhalten wir Y = &(X)-D C
O(X) - M(D) = ®(X)p(M(B)) = &(X-M(B)) = ¢(X), da X - M(B) = X und das
Bild ®(X) nach 1.1.18 abgeschlossen ist. Wendet man ¥ auf diese Inklusion an, so folgt
U(Y) € UP(X) = X. Aus Symmetriegriinden gilt wie oben X C ¥(Y). Insgesamt
ist U(Y) = X und analog ®(X) = Y. Genauso folgert man die Behauptung fiir die
Koeffizienten- Abbildungen. O

1.1.21 Idealisatoren. Die Technik der Linking-Algebra erlaubt eine &hnliche Charak-
terisierung der Multiplikator-(Bi)-Moduln als , Idealisator®, vgl. [37, Proposition 2.3].

Sei ®, : Xp — M(Yp) eine nichtentartete Isometrie von Hilbertmoduln. Dann ist die
Fortsetzung ® : M(Xpg) — M(Yp) eine Isometrie und das Bild ®(M (X)) stimmt iiberein
mit der Teilmenge M = {m € M(Y)|m - ¢(B) U Ad(®)(K(X)) -m C (X) }

Beweis. Man benutzt wieder Linking-Algebren. Mit @, ist auch die assoziierte Abbildung
L(®) : L(X) — M(L(Y)) der Linking-Algebren eine Isometrie. Also kann man nach [37,
Proposition 2.3] die Multiplikator-Algebra M (L(X)) = L(®)(M (X)) mit dem Idealisator
{me M(L(Y))| L(®)(L(X))-mUm-L(®)(L(X)) C L(®)(L(X))} identifizieren. Unter
dem Isomorphismus L(M(Y)) = L(M(Y')) entspricht diese Teilmenge offensichtlich der
Menge M der Elemente ( " %) in L(M(Y)) mit

Ya

ko) | ((Ad@KX) | SX) ) | A@)KX)) | OX) ) ( k v1) — (AdD)K(X)) | D(X)
Yz d o(X)" T#(B) 2(X)" T»(B) yz d ) = e(X) TeB) )~
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Also stimmt das Bild ®(M (X)) mit den Elementen in M (Y') iiberein, die als rechte obere

Ecke eines Elements in M auftauchen. Das ist aber genau die Menge M aus dem Lemma,
denn ist m € M C M(Y'), so gilt

—

. *)
(375) - (AAPEPDL0) — (moger meger) ¢ (dsgsen o) g

(Ad(cp)(/C(X))[@(X)) S(9m) = <o Ad(®)(K(X m) (é) (Ad(@)()C(X))[cp(X))
1 o(B) 00 0 o(X)rm = (X)) |eB) )"

Die Inklusionen (x) folgen hierbei aus X* = X* - (X)) und der Bedingung an m. Also liegt

(9m) € M und somit m € ®(M(X)). Ist umgekehrt m € ®(M (X)), so gilt offensichtlich
m € M. O

1.1.22 C-Multiplikator-Bimoduln. (vgl. [15, Abschnitt 1.4]) Sei 4 Xp ein Rechts-
Hilbert-Bimodul und C' eine C*-Algebra. Mit Mo (X ® C') bezeichnen wir die Teilmenge
{MmeMXC)m-(1pC)+ (14 C) -m C X ® C}. Die C-strikte Topologie auf
Mc(X ® C) ist die von den Halbnormen m +— ||m(1 ® ¢)||, m — ||(1 ® ¢)m]|, ¢ € C,
erzeugte lokalkonvexe Topologie. Die C-strikte Topologie auf Mq(X ®C) ist stirker als die
Einschrinkung der strikten Topologie. Offensichtlich ist X ® C' C M (X ® C') und nach
[15, Lemma 1.40] ist Mo (X ® C) die C-strikte Vervollstindigung von X @ C. Mo (X @ C)
ist ein Rechts-unter-Hilbert-Mq(A® C)-Ma(B ® C)-Bimodul von M (X ® C'), den wir als
C'-Multiplikator-Bimodul von X ® C bezeichnen. Wir nennen Mo(B ® C) C M(B ® C)
die C'-Multiplikator-Algebra von B.

Ist 4@, : aXp — M(LZg) ein Morphismus von Rechts-Hilbert-Bimoduln, so kann
man den Morphismus ® ® ide : X ® C' — M(Z ® C') nach [15, Proposition 1.42] stets auf
den C-Multiplikator-Bimodul M (X ® C') fortsetzen. Dies ist auch dann mdoglich, wenn
+®, entartet ist.

1.1.23 (-Idealisatoren. Seien 5 Xpg, ;Zr Rechts-Hilbert-Bimoduln, C' eine C*-Alge-
bra und 4@, : 4 Xp — M(;Zg) eine nichtentartete Isometrie. Wie in 1.1.21 gibt es eine
Charakterisierung des C-Multiplikator-Bimoduls als Idealisator.

Unter der Isometrie ® ® idc : M(X @ C') — M(Z ® C) identifiziert sich Mqo(X ® C) =
(P®ide)(Mc(X ®C)) mit der Menge Mg :={m € M(Z®@C)m-(1C)U(1xC)-m C
O(X)®C} von M(Z ® C).

Beweis. Nach 1.1.21 wissen wir, dafl M(X ®C) = (P®ido)(M (X ®C)) gleich der Menge
M:={meM(Z®C)|(AdP)(L(X))@C) - mUm- (p(B)®@C) C ®(X)xC}

ist, wobei wir die Identifizierung L(Z ® C') = L(Z) ® C benutzen, vgl. [15, Remark 1.50].
Also besteht (¢ ® ide)(Me(X ® C)) aus denjenigen Elementen m in M, die zusétzlich
(1C)m C ¢(X)®C und m(1®C) C (X )®C erfiillen. Da aber trivialerweise Mc C M
ist, folgt die Behauptung. O

§ 1.2 Hopf-C*-Algebren und Duale

Wir geben zunéchst die Definition einer Hopf-Algebra. Dies ist das rein algebraische Ana-
logon einer Quantengruppe (und wird mancherorts auch so genannt). Die Entwicklung
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der algebraischen Hopf-Algebren verlduft parallel zu den Quantengruppen. Es gibt viele
Beriihrungspunkte der Hopf-Algebren mit der topologischen Theorie der Quantengrup-
pen, und die beiden Theorien haben sich gegenseitig stark beeinfluit, worauf wir hier aber
nicht eingehen werden. Standart-Referenzen fiir die generelle Theorie von Hopfalgebren
sind [60] und [44].

1.2.1 Hopf-Algebren. Eine Bialgebra ist eine unitale Algebra A (iiber einem be-
liebigen Korper k), zusammen mit Algebren-Homomorphismen A : A — A ® A und
e: A —k, soda die Koassoziativitit (A @ id)A = (id ® A)A und Koeins-Bedingungen
(e®id)o A =idy = (id®¢e) o A gelten. Man benutzt hierbei das algebraische Tensor-
produkt iiber k. Diese Gesetze sind dual zur Assoziativitdt und Eins der Multiplikation.
Daher nennt man A das Koprodukt und e die Koeins. Eine Hopfalgebra ist eine Bialgebra
(A, A e) zusammen mit einer Antipode, d.h. einer k-linearen Abbildung S : A — A, so
daB myo(S®id)o A =14 =mao (id® S) o A gilt, wobei my die Multiplikation
bezeichnet.

Ein wichtiges Beispiel ist der Gruppenring k[G] einer Gruppe G. Das Koprodukt und
die Koeins sind auf der Basis G durch A(g) = ¢g® g und £(g) = 1; gegeben. Die Antipode
ist dann die Fortsetzung der Inversbildung S(g) := ¢!, und die Antipoden-Gleichungen
oben spiegeln die Gesetze des Inversen abstrakt wider. Ist G endlich, so kann man auch auf
der Funktionenalgebra k% der k-wertigen Funktionen auf G eine Hopfalgebren-Struktur
finden: Das Koprodukt ist hierbei durch Dualisieren der Multiplikation auf G gegeben,
wobei man die Isomorphie (k(G*@))* = (k¢ @ k%) = (k)" ® (k%)* ausnutzt. In der
zweiten Isomorphie geht ein, dafl G endlich ist. Die Koeins ist fiir f € k% durch f — f(1g)
gegeben.

Ist allgemeiner eine Hopfalgebra A endlich-dimensional, so erhélt man durch Duali-
sieren aller Abbildungen wieder eine Hopfalgebra A* = Hom(A, k) mit Multiplikation
A* und Koprodukt m?*. Dies ist die zu A duale Hopfalgebra. Die triviale Tatsache, dafl
A** = A isomorph als Hopfalgebren sind, ist eine Verallgemeinerung der Pontrjagin-
Dualitéat endlicher abelscher Gruppen.

1.2.2 Hopf-C*-Algebren. Ein abstrakter Rahmen fiir eine Verallgemeinerung der
Pontrjagin-Dualitét fiir abelsche lokalkompakte Gruppen findet sich in [64, Definition
1.1.1] (vgl. auch [4] und [3]).

Definition. Fiir eine C*-Algebra S bezeichnen wir im Unterschied zu [3] mit M (S®9)
die Unteralgebra {m € M(S®@ S)|[[(S®@ 1)+ (1@ S)m+m[(S® 1)+ (1®5)] CS® S}
von M(S ® S) und definieren:

1. Eine Hopf-C*-Algebra ist ein Paar (S,A), bestehend aus einer C*-Algebra S und
einem nichtentarteten injektiven *~-Homomorphismus A : S — M (S®9), so dal
die Koassoziativitits-Gleichung (A ® idg)A = (ids ® A)A erfiillt ist. Wir nennen
A das Koprodukt. Das Koprodukt A ist beidseitig nichtentartet, falls die Teilrdume
A(S)-(1®S) und A(S) - (S ®1) dicht in S ® S liegen.

2. Seien (S, A) und (5, A") Hopf-C*-Algebren. Ein Morphismus von Hopf-C*-Algebren
ist ein nichtentarteter *~-Morphismus ¢ : S — M (S) mit A’ oy = (¢ ® ) o A.

3. Eine Koeins auf (S, A) ist ein nichtentarteter *-Morphismus € : S — C, der dieselben
Gleichungen (¢ ® idg)A = ids = (ids ® €)A wie im algebraischen Fall 1.2.1 erfiillt.
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1.2.3 Unitire Kodarstellungen. Sei (S, A) eine Hopf-C*-Algebra und A eine C*-
Algebra. Eine unitire Kodarstellung von S auf A ist eine Unitére u € UM (A @ S) mit
(1da @ A)(u) = uppu1s E UM(A®S®S), vgl. [4, Définition 0.3], wobei wir die Positions-
Notation 1.0.4 benutzen). Unitidre Kodarstellungen sind eine direkte Verallgemeinerung
von unitédren Darstellungen lokalkompakter Gruppen, vgl. 1.2.6.

1.2.4 Universelles Dual. Ein universelles Dual einer Hopf-C*-Algebra (S, A) ist ein
Paar (§ ,u), bestehend aus einer C*-Algebra S , Zusammen mit einer universellen unitaren
Kodarstellung u € Z/{M(§® S), derart, dafl das Paar die universelle Figenschaft in Bezug
auf unitiare Kodarstellungen von S hat. Damit ist gemeint, dafl es zu jeder unitidren Kodar-
stellung v € UM (A® S) genau einen nichtentarteten *~Homomorphismus i, : S — M(A)
gibt mit (u, ®idg)(u) = u. Also kodieren die Darstellungen von S mittels der universellen
Kodarstellung u simtliche Kodarstellungen von S. Wir bezeichnen (S, A) als dualisierbar,
falls ein universelles Dual (§, u) existiert. Universelle Duale wurden zuerst im Rahmen
multiplikativer Unitérer in [4, Appendice] konstruiert, vgl. auch [50] und [48].

Sei (S, A) dualisierbar. Das universelle Dual (S, u) ist bis auf kanonische Isomorphie ein-
deutig bestimmt.

Beweis. Sei (f, v) ein weiteres universelles Dual von (.S, A), so gibt es wegen der jeweiligen
universellen Eigenschaft nichtentartete *-Morphismen ¢ : S — M (f) bzw. ) : T — M(S )
mit (¢ ® id)(u) = v bzw. (¢ ® id)(v) = u. Wegen der Eindeutigkeit in der universellen
Eigenschaft sind die Verkniipfungen v o ¢ bzw. ¢ o % gleich den Inklusionen SCcM (§ )
bzw. T'C M(T), und die Behauptung folgt aus dem Kriterium 1.1.20. O

Unter der Benutzung der Notation 1.0.4 rechnet man einfach nach, daf die Unitédren
Uslley EUM((S®9)®S) baw. 1g e UM (S) = UM (C® S) unitare Kodarstellungen von
S auf S® S bzw. auf C sind. Die universelle Eigenschaft von (S, u) garantiert die Existenz
von eindeutigen nichtentarteten *-Morphismen A : § — M(5 ® S) bzw. £: § — C mit
(A ®idg) (1) = uj3us3 bzw. (F® ids)(u) = 1g. Wegen

ist nach der universellen Eigenschaft A koassoziativ (vgl. 1.2.2). Ebenso rechnet man
nach, dafl £ die Gleichungen einer Koeins erfiillt.

1.2.5 Stark dualisierbare Hopf-C*-Algebren. Unter einer zusétzlichen Voraussetz-
ung kann man garantieren, dafl ein universelles Dual (S, u) mit dem Koprodukt A aus
1.2.4 automatisch eine Hopf-C*-Algebra ist, vgl. [4, Corollaire A.6] und auch [48].

Sei (S, A) dualisierbar mit universellem Dual (§ ,u). Es gebe zusétzlich einen S-invarianten
abgeschlossenen Teilraum § C S (vgl. 1.0.2), so daB der Unterraum (idg ® §)(u) C S

norm-dicht in S liegt. Dann ist (§ , ﬁ) eine beidseitig nichtentartete Hopf~-C*-Algebra mit
Koeins €.

Beweis. Wir benutzen hierbei freiziigig Notationen dhnlich derer in 1.0.1 fiir Unterréume,
wie z.B. (idg ® §)(u). Wir miissen nur noch zeigen, daf die Teilrdume A(S) - (1 ® S) und
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o~ o~

A(S)-(S®1) dicht in S ® S liegen. Wegen der S-Invarianz von § (vgl. 1.0.2) und der
Definition von A ( vgl. 1.2.4) gilt

A([(idg @ )W) - (1® 5) = (idg ® idg @ S - F)(u1su93(1 © S @ 1))
(idg @ idg @ S - F)(ursua3(1 ® S @ )
(idg ®idg @ S - F)(us(1© S ® S))
(
(

idg ®idg ® §)(ui3) - (1 ® §)
[(id ® F)(w)] © 5) .

Analog zeigt man A([(idg@F) (w)])-(S©1) = (S2[(idg®F)(u)]). Also folgt die Behauptung

) @

aus der Dichtheit von (idg ® §)(u) C S. O
Die Hopf-C*-Algebra (S, A) heift stark dualisierbar, falls es ein universelles Dual (S, u)
und eine S-invariante Teilmenge § C S’ wie oben gibt. In diesem Fall nennen wir (S, u)

ein starkes universelles Dual von (S, A).

1.2.6 Beispiele.

1. Die Funktionen-Algebra Cy(G) einer lokalkompakten Gruppe G ist ein Beipiel fiir ei-
ne beidseitig nichtentartete Hopf-C*-Algebra, vgl. [37, Chapter 8]: Durch Dualisier-
en des Produkts erhdlt man einen C*-Homomorphismus Ag : Co(G) — Cp(G x G),
der durch Ag(f)((s,t)) := f(st) definiert ist. Identifiziert man die beschrankten
stetigen Funktionen Cy(G x G) mit der Multiplikator-Algebra M (Cy(G) ® Co(G)), so
erhélt man ein Koprodukt. Dieses ist beidseitig nichtentartet, denn fiir f,g € Co(G)
ist [(f ® id)Agz(g9)l(s,t) = f(s)g(st) = (f x g)(s,st). Elemente dieser Form liegen
dicht in Co(G x G) = Co(G) ® Co(G), da die Abbildung (s,t) — (s,st), s,t € G,
einen Hom6omorphismus von GG x G in sich definiert. Wie im algebraischen Fall hat
Co(G) durch Auswertung an 1¢ eine Koeins. Cy(G) ist jedoch nur dann unital, wenn
G eine kompakte Gruppe ist. AuBlerdem kann die Inversbildung der Gruppe nur auf
Funktionen mit kompaktem Tréager ausgedehnt werden. Daher ist das Analogon der
Antipode nur auf einer dichten Unteralgebra von Cy(G) definiert.

Sei A eine C*-Algebra, dann ist ein Element u € UM (A @ Cy(G)) nichts anderes als
eine strikt stetige Abbildung u : G — UM (A). Denn M(A®Cy(G)) identifiziert sich
kanonisch mit Cy(G, M*(A)), wobei wir M (A) mit der strikten Topologie ausstatten,
vgl. den Beweis von [64, Ex. 0.2.14]. Die Bedingung an die unitére Cy(G)-Kowirkung
u bedeutet genau, dafl die Abbildung w multiplikativ ist.

2. Ein weiteres Beispiel ist die Gruppen-C*-Algebra C*(G), welche definitionsgeméaf
die universelle unitére G-Darstellung i¢ : G — UM (C*(G)) trigt (vgl. [56, Defini-
tion 1] mit A = C). Die entsprechende unitire Cy(G)-Kodarstellung bezeichnen wir
mit vg € UM(C*(G) ® Co(G)), vgl. [51]. Das Paar (C*(G),i¢) ist universell bzgl.
unitdrer Darstellungen von G. Man kann daher ein Koprodukt auf C*(G) durch die
unitdre G-Darstellung Ag @ s — ig(s) @ ig(s) € UM(C*(G) @ C*(G)) mit s € G
definieren, vgl. [15, S. 113]. C*(G) besitzt eine Koeins, die durch die triviale Darstel-
lung eg(s) = 1 € C fiir s € G bestimmt ist. In der Sprache der Hopf-C*-Algebren
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bedeutet die universelle Eigenschaft von C*(G) bzgl. unitiarer G-Darstellungen ein-
fach, daB8 das Paar (C*(G), v¢) ein universelles Dual von (Co(G), Ag) ist. Es ist sogar
ein starkes universelles Dual mit § = C.(G) C LY(G), wobei wir £'-Funktionen in
der gewohnten Weise durch Integrieren als lineare Funktionale auf Co(G) auffassen.
Umgekehrt ist mit tog := o(vg) das Paar (Co(G), o) ein starkes universelles Dual
von (C*(G), Ag), vgl. [57, Theorem 4.1] oder [15, Theorem A.41].

3. Ein Hopf-C*-Algebren-Quotient von (C*(G), Ag) ist die reduzierte Gruppen-C*-
Algebra C*(G), das ist der Abschlu8 A\(C.(G)) C L(L?*(G)), wobei A die linksregulire
Darstellung von G auf L?(G) ist, vgl. [15, S. 110]. C#(G) besitzt genau dann eine
Koeins, wenn die Gruppe G mittelbar ist. Das Paar (Co(G), (A ® id)(w0)) ist ein
starkes universelles Dual von C(G).

4. Sei (S,A) eine Hopf-C*-Algebra. Wir betrachten den Morphismus A% := g o A :
S — M(S®S), wobei ¢ die Vertauschung ist. Dieser ist offenbar ebenfalls koas-
soziativ und (S, A%) ist wieder eine Hopf-C*-Algebra. Wir nennen A% das zu A
entgegengesetzte Koprodukt.

§ 1.3 Quantengruppen

Die wichtigsten Beispiele von Hopf-C*-Algebren entstehen im Zusammenhang mit multi-
plikativen Unitéren. Dieser Begriff wurde von S. Baaj und G. Skandalis in [4] entwickelt.
Die zugehorigen Hopf-C*-Algebren treten definitionsgeméaf als duale Paare auf und ver-
allgemeinern die Dualitét von C,)(G) und Co(G) bei Gruppen. Deshalb sprechen wir von
dualen Paaren von Quantengruppen, um die spezielle Situation von allgemeineren Hopf-
C*-Algebren abzugrenzen.

1.3.1 Multiplikative Unitére. (vgl. [4]) Sei H ein Hilbertraum. Eine multiplikative
Unitire auf H ist eine Unitdre V € UM(H ® H) mit VisVi3Vos = VagVig. Mit L(H), =
K(H)" bezeichnen wir das Pradual von L£(H). Wir definieren den Teilraum

CV) ={(idow)(XV)|lw e L(H).}
[4, Lemme 3.2, wobel ¥ : H ® H — H ® H der Vertauschungsoperator ist.

Definition. Seien Ky bzw. Ky weitere Hilbertraume. Eine Darstellung (bzw. Kodarstel-
lung) von V ist eine Unitire X € U(Ky @ H) (bzw. Y € U(H @ Ky)) mit X5 X3Vo3 =
Va3 X12 (bZW- Vi2Y13Yas = 3/23‘/12)-

Insbesondere ist V' gleichzeitig eine Darstellung und Kodarstellung tiber sich selbst.
Wir definieren Sy = {(id @ w)(X)|w € L(H).} bzw. Sy = {(w®id)(Y)|lw € L(H).},
wobei X bzw. Y wie in der Definition sind. Dann ist S v bzw. Sy eine nichtentartete
Unteralgebra von £L(Kx) bzw. L(Ky) (vgl. [4, Définition 1.3 und Proposition A.3]), aber
nicht notwendigerweise *-invariant. Aulerdem setzen wir im Zusammenhang mit einer
multiplikativen Unitéren V' € U(H ® H) stets K := KC(H) fiir die kompakten Operatoren
auf H.

1.3.2 (C*-algebraische multiplikative Unitédre. Die Theorie wird sinnvoll, wenn
man erreichen kann, daf§ die obigen Algebren invariant unter der Involution und damit
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C*-Algebren sind. Eine multiplikative Unitédre V € U(H @ H) heiBBt C*-algebraisch (vgl.
[46, Definition 2.1]), wenn fiir jede Darstellung X € U(Ky ® H) bzw. Kodarstellung
Y € U(H ® Ky) die Algebren Sx bzw. Sy invariant unter der Involution sind (es reicht,
dies fir X =Y =V zu priifen, da z.B. Sx = (id ® L(H).)(X (1 ® Sy)X*) ist, vgl. [66,
[.2.2]) und zusétzlich X € UM(@X ® K) bzw. Y e UM(K ® Sy) gilt (wobei K = K(H),
vgl. 1.3.1). Insbesondere sind dann Sy bzw. Sy C*-Unteralgebren von £(H). Wie in [4,
Théoreme 3.8] beweist man:

Sei V€ U(H® H) eine C*-algebraische multiplikative Unitére. Mit den obigen Notationen
ist X € LIM(§X ®Sy) und Y € L{M(gv ® Sy). Fiir x € Sy bzw. y € §v definieren die
Formeln A(z) := V(z ® 1)V bzw. A(y) := V*(1 ® y)V jeweils beidseitig nichtentartete
Koprodukte (vgl. 1.2.2) auf Sy bzw. Sy. Wir nennen (§V, Sy) das zu V gehérige duale
Paar reduzierter Quantengruppen.

Trotz der suggestiven Notation ist (§V, ﬁ) in diesem Fall nicht notwendigerweise ein
universelles Dual von (S, A). Fiir unitire Kodarstellungen von (Sy,A) (vgl. 1.2.3) auf
einer C*-Algebra C' treffen wir die folgende Konvention: Wir betrachten sie mittels der
Vertauschung als Elemente u := o, g (u) in UM (Sy ® C). Die definierende Bedingung
iibersetzt sich dann in die Gleichung (£®idc)(ﬁ) = Up3lsa3 in UM(§V®§V®C'). Mit dieser
Konvention und der Definition der Koprodukte A bzw. A erkennt man: Eine Darstellung
X in U(Kx ® H) bzw. eine Kodarstellung Y € U(H ® Ky) von V ist dasselbe wie
cine unitéire Kodarstellung X € UM (Sy ® Sy) von (Sy,A) auf Sx bzw. ecine unitéire
Kodarstellung Y € UM (Sy @ Sy) von (Sy, A) auf Sy

1.3.3 Beispiele. Die Definition einer C*-algebraischen multiplikativen Unitéren ist
technischer Natur und soll dazu dienen, die existierenden Beispielklassen zusammenzu-
fassen. Weitaus schwieriger ist es, die Eigenschaft ,,C*-algebraisch®“ einer multiplikativen
Unitéren V aus greifbaren Bedingungen abzuleiten. Fiir regulires V (d.h. C(V') = K, vgl.
[4, Proposition 3.2]) wird dies von S. Baaj und G. Skandalis in [4] bewiesen. Diese Beding-
ung wird von S. Baaj in [2] zu semi-reguldr (d.h. I C C(V')) abgeschwécht. Eine weitere
grofle Beispielklasse sind die der , handlichen* (manageable) multiplikativen Unitdren von
S. Woronowicz [71].

1.3.4 Die universellen Partner. Ist V € U(H ® H) eine C*-algebraische multiplika-
tive Unitére, so gibt es starke universelle Duale (vgl. 1.2.5) von (Sy, A) und (Sy, A). Die
Konstruktion ist identisch mit der aus [4, Corollaire A.6]; wir werden sie der Vollstandig-
keit halber in mehreren Schritten skizzieren, um den Zusammenhang mit der Noation in
§ 1.2 herzustellen:

1. Da Sy und Sy nichtentartete *-Unteralgebren von £(H) sind, ist das Pradual £(H),

invariant unter Sy und Sy, d.h. es gilt Sy - L(H).-Sy=L(H),= Sy - L(H), - Sy
(vel. 1.0.2).

2. Fur wy,wy in L(H), und = in L£(H) werden, wie in [4, Définition A.4], durch die
Formeln wixws () := (w1 Qws) (V(x@1)V*) bzw. wyxws(z) = (w1 Quws) (V*(1@x)V)
jeweils Multiplikationen auf dem Priadual £(H), definiert. Man erhélt die Algebren
(L(H)y,*) bzw. (L(H),,*).
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3. Fiir jede Darstellung X € UM (Sx ® Sy) bzw. Kodarstellung Y € UM (Sy @ Sy)
(vgl. 1.3.2) wird durch die Formel jix(w) := (id®@w)(X) bzw. uy (w) := (w®1id)(Y)

(w € L(H),) eine Darstellung fix : (L(H).«, %) — Sx bzw. uy : (L(H)s,*) — Sy
mit dichtem Bild definiert.

4. Weiter werden mit obigen Notationen wie in [4, Définition A.4] durch |jw||z =
sup{||7x (w)||g; } bzw. |[w||u = sup{[|my (w)l|s, } die universellen C*-Seminormen
auf (L(H).,*) bzw. (L(H).,*) definiert, wobei X bzw. Y die Darstellungen bzw.
Kodarstellungen von V' durchlauft. Es handelt sich tatsédchlich um C*-Seminormen,
da |[.||g, bzw. ||.||s, C*-Normen sind. Die Vervollstandigungen S, = (E(_FI)*,;?)Mﬁ

bzw. S, = (L(H )*,*)H'”u bzgl. dieser universellen Seminormen sind folglich C*-

Algebren. Definitionsgemif setzt sich jede Darstellung der Form fix bzw. uy zu

einem surjektiven *-Morphismus jix : S, — Sx bzw. uy : S, — Sy fort. Summiert

man geniigend viele Darstellungen bzw. Kodarstellungen von V' auf, so erhilt man

treue Darstellungen von S, bzw. S,:

Difix, = foixs) © Ou = L(@Kx,)  bzw. Bj ty; = H@;vy) + Su — L(B;Ky;).

Wir identifizieren §u bzw. S, mit diesen Einbettungen und erhalten unitére Kodar-
stellungen u = &;X; € UM (S, ® Sy) bzw. u = @;Y; € UM (Sy ® S,,) im Sinne von
1.2.3, vgl. auch 1.3.2.

Sei V € U(H @ H) eine C*-algebraische multiplikative Unitére. Die Paare (S,,u) bzw.
(S, 1) sind starke universelle Duale von (Sy, A) bzw. (Sy, A) (vgl. 1.2.5). Die kanonischen
Koprodukte (vgl. 1.2.4) bezeichnen wir mit ﬁu bzw. A, und die Koeinsen mit €, bzw.
€y. Die *~-Morphismen 7 := [iy : §u — §V bzw. m := uy : S, — Sy definieren surjektive
Morphismen von Hopf-C*-Algebren (vgl. 1.2.2(2)) mit (7 ® id)(u) =V = (id @ 7)(u).

Beweis. Wir zeigen nur die Behauptung fiir (Sy, A), die andere Seite geht analog. Anstatt
allgemeine unitdre Kodarstellungen von (Sy,A) zu betrachten, reicht es aus, sich auf
Darstellungen X € UM (Sy ® Sy') von V zu beschréinken, vgl. die Technik im Beweis von
Lemma 2.9. Fiir solche ist die universelle Eigenschaft klar: Nach Definition von u gilt fiir
w € L(H). die Beziehung (idg ® w)(u) = w (aufgefat als Element von S, ). Daher folgt
fiir jede Darstellung X die Beziehung (id®@w)((kix ®@id)(uv)) = pix((id@w)(u)) = fix(w) =
(id @ w)(X). Da L(H), Punkte von Sy trennt, ist folglich (fix ® id)(u) = X. Umgekehrt
gilt aufgrund der obigen Beziehung fiir eine nichtentartete Darstellung s : S, — L(K) auf
einem Hilbertraum K und die zugehorige Darstellung X, := (1 ® id)(u) von V offenbar
die Gleichung jix, = p. Damit ist (5,u) ein universelles Dual von (Sy, A).

Wir fassen £(H ), durch Einschrankung als Sy-invarianten Teilraum des linearen Duals
von Sy auf (vgl. den (1.) Schritt). Dann liefert die obige Beziehung, da8 (id®@ L(H).)(u) =
L(H), C S, (vgl. Noation 1.0.1) eine dichte Teilmenge von S, ist, daher sind mit
§ = L(H), die Bedingungen fiir ein starkes universelles Dual erfiillt. Die restlichen Be-
hauptungen sind klar oder folgen mit der bereits bewiesenen universellen Eigenschaft von
(Su,u) und der definierenden Gleichung fiir V' (vgl. 1.3.1). O

1.3.5 Dichte multiplikative Unitére und die universelle Bi-Darstellung. Es
stellt sich die Frage, ob S, und S, gegenseitig universelle Duale sind. Unter einer zusétz-
lichen Voraussetzung ist dies der Fall: Eine C*-algebraische multiplikative Unitére V' in
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U(H ® H) heifit dicht, wenn die Menge C(V') (vgl. 1.3.1) o-schwach dicht in £(H) ist.
In diesem Fall liefert dieselbe Argumentation wie in [46, Lemma 2.5 und Proposition
2.6], vgl. auch [34, Proposition 3.8], die Existenz einer Unitéren v € UM (S, ® S,) mit
013 = U,y - Uoz - Uy -ﬁgg, aufgefafit als Unitére in L[M(§u ®RK®S,), vgl. 1.0.4. Aufgrund
der Existenz dieser Unitédren v kann man dieselbe Argumentation wie in [34, Proposition
(3.8) - Proposition (3.13)] durchfithren und erhilt:

Das Paar (§u, v) ist ein starkes universelles Dual von (S,, A,). Es gelten die Beziehungen
(id§u®7r)(n) = u und (3u®idsu)(n) = v13-093. Insbesondere ist das Koprodukt ﬁu und die
Koeins €, von S, unabhéngig davon, ob man S, als universelles Dual von (Sy, A) oder von
(Su, Ay) betrachtet. Analog ist (mit der Konvention aus 1.3.2) das Paar (S, v) ein starkes
universelles Dual von (S,, A,) und es gilt (7 ® id)(b) = u sowie (id ® A,)(v) = b1 - 013.

Beweis. Das folgt fast génzlich aus dem Beweis von [34, Proposition 3.8|, [34, Corollary
3.9], [34, Result 3.11] und den Propositionen [34, 3.12 und 3.13], wenn man die folgen-
den Unterschiede in der Notation beachtet: Die hier mit V', (Sy, A), (Su, Au), (§V, ﬁ),
(§u,£u), 7, T, u, U bzw. v bezeichneten Objekte werden in [34] durch W, (ﬁ, KOZ’),
(ﬁu, ﬁzp), (A, A), (Ay, Ay), T, m, V, Y baw. U notiert. Hierbei deutet ﬁ?ﬁ) an, daf in [34]
auf g(u) das entgegengesetzte Koprodukt A® = g o A benutzt wird (o ist die Vertau-
schung), wodurch sich die Formeln ein wenig verindern. Wir zeigen nur noch, da$ (S, v)
ein starkes universelles Dual ist. Betrachte hierfir £(H). durch Vorschalten von 7 als
Teilmenge L(H).m des linearen Duals von S,. Dann ist £(H).7 invariant unter S, (vgl.
1.0.2), und es ist (id @ L(H).m)(v) = (id @ L(H).)(u) eine dichte Teilmenge von S, (vgl.
den Beweis der Behauptung in 1.3.4). Damit folgt die Behauptung mit § = L(H ).7 (vgl.
1.2.5). O

Wie in [4, Corollaire A.6] und [34] bemerkt, haben folglich (Sy,A) und (S, A,)
dquivalente , Kodarstellungs-Theorien®, denn beide sind &quivalent zu den nichtentarteten
*-Morphismen von S,,. Das bedeutet: Zu jeder unitdren Kodarstellung uw € UM (C' ® Sy)
existiert genau eine unitédre Kodarstellung v € UM (C ® S,) mit (ide @ m)(v') = u.

Definition. Mit den obigen Notationen nennen wir (§u, S,) das zu V' gehorige universelle
duale Paar von Quantengruppen, v € UM (S, ® S,) die beidseitig universelle unitire
Bi-Darstellung und benutzen die suggestive Abkiirzung als Tripel (S, 0,.S,).

1.3.6 Lokalkompakte Quantengruppen. Fiir die Definition reduzierter lokalkom-
pakter Quantengrppen verweisen wir auf [35, § 4]. Grob gesagt ist eine lokalkompakte
Quantengruppe eine beidseitig nichtentartete Hopf-C*-Algebra (A, A) mit jeweils einem
links- bzw. einem rechts-invarianten treuen approximativen KMS-Gewicht (vgl. [35, De-
finition 4.1]), welchem bei Gruppen das links- bzw. rechts-invariante Integral entspricht.
Auf dem Hilberttraum H der GNS-Darstellung der Gewichte 1&8t sich eine multiplikative
Unitdare W definieren [35, Proposition 3.17], die nach [35, Proposition 6.10] ,,handlich“
(manageable) im Sinne von [71] und daher insbesondere C*-algebraisch ist. Die Hopf-C*-
Algebren (Sy, Aw) (vgl. 1.3.2) und (A, A) stimmen {iberein und man kann das reduzierte
Dual von (A, A) durch (A, A) := (Sw, A%) definieren (wobei in [35] eine andere Konven-
tion benutzt und anstatt Ay, das entgegengesetzte Koprodukt AJ) = o o Ay, betrachtet
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wird, vgl. auch den Beweis der Behauptung in 1.3.5). Das reduzierte Dual ist ebenfalls
eine lokalkompakte Quantengruppe, vgl. [35, Theorem 8.20]. Nach einer Argumentation
in [40] ist W dicht: Denn der schwache Abschluf} einer lokalkompakten Quantengruppe ist
eine von Neumann-algebraische lokalkompakte Quantengruppe [36, Definition 1.1], wel-
che einen Quantengruppen-Rahmen [40, Definition 3.4] induziert, vgl. [40, Proposition
3.16]. Insbesondere ist C(W') nach [40, Proposition 3.13] o-schwach dicht in L(H).

1.3.7 Beispiele fiir lokalkompakte Quantengruppen. Bisher fallen alle bekannten
Beispiele fiir Quantengruppen in diese Kategorie. Einige spezielle Beispiele sind:

1. Die Funktionenalgebra Cy(G) einer lokalkompakten Gruppe G. Dies sind zugleich
alle Beispiele kommutativer lokalkompakter Quantengruppen, vgl. [4, § 2]. Ihr (re-
duziertes) Dual ist die volle (reduzierte) Gruppen-C*-Algebra (C7,(G), Ag,r))-

2. Kompakte Quantengruppen, d.h. unitale, beidseitig nichtentartete Hopf-C*-Alge-
bren. Solche wurden zuerst von Woronowicz [68] betrachtet, vgl. [68, § 1]. Das links-
invariante Gewicht ist in diesem Fall ein Funktional (das Haar-Maf}) und beidseitig
invariant, vgl. [68, § 4]. Fiir beliebige unitale Hopf-C*-Algebren wurde die Existenz
des Haar-Mafles in [65] bewiesen. Es gibt hier eine (unproblematische) technische
Feinheit: Das Haar-Maf ist hierbei im allgemeinen kein treues Funktional, man
muf} die kompakte Quantengruppe zuerst reduzieren, also das Bild in der GNS-
Darstellung des Haar-Mafles betrachten, um eine lokalkompakte Quantengruppe
im Sinne von [35] zu erhalten. Das Dual einer kompakten Quantengruppe nennt
man in Anlehnung an den Gruppen-Fall eine diskrete Quantengruppe. Sie ist als
Algebra eine direkte Summe von (endlichdimensionalen) Matrixalgebren (vgl. [41,
§ 8], hierbei insbesondere Definition 8.2).

3. Bicrossed-Produkte (vgl. [4, Remarques 8.20.c] und [5]), die man einer Zerlegung
einer lokalkompakten Gruppe als Produkt zweier Untergruppen G = G1G5 zuord-
nen kann: Man identifiziert G; bzw. G kanonisch mit G/Gs bzw. G1\G und erhélt
eine Links-Wirkung 8 von Go auf G; = GG/G; und eine Rechts-Wirkung o von G
auf Gy = G1\G, die einfach durch Translation erklart sind, vgl. [4, S. 473]. Baaj
und Skandalis konstruieren daraus eine multiplikative Unitédre V auf L*(G) (vgl. [4,
Remarques 8.20(c)]). Nach [4, Proposition 8.22] ist die zugehorige reduzierte Quan-
tengruppe Sy gleich Gy X, Co(G2). Die entsprechende universelle Quantengruppe
ist das entprechende volle verschriankte Produkt S, = G x, Cyo(G2), vgl. [5, Propo-
sition 3.7]. Zudem ist die kanonische Projektion 7 einfach die kanonische Abbildung
in das reduzierte verschriankte Produkt. Die Duale sind §V = Co(Gy) Xg, Go und
Su = Co(G1) x5 Gs.

1.3.8 Mittelbare Quantengruppen. Analog wie in [4, Remarques A.13.c] heifit eine
dichte C*-algebraische multiplikative Unitdre V' € U(H @ H) mittelbar bzw. ko-mittelbar,
falls die Surjektion 7 : §u — §v bzw. © : S, — Sy ein Isomorphismus ist. Wir werden
die Notation oft ein wenig mifibrauchen und verkiirzend sagen: S sei mittelbar, wenn 7 :
S, — Sy ein Isomorphismus ist (analog heifit S mittelbar, wenn 7 ein Isomorphismus ist).
In diesem Fall gibt es natiirlich keinen Unterschied zwischen reduzierter und universeller
Quantengruppe und wir setzen S := Sy = .9,.
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1.3.9 Beispiele mittelbarer Quantengruppen.

1. Fir eine lokalkompakte Gruppe G ist die Funktionenalgebra Cy(G) stets mittelbar,
denn 7 entspricht der durch punktweise Multiplikation definierten Darstellung M :
Co(G) — L(L*(G)), und diese ist stets treu. Die Quantengruppe C(G) ist genau
dann mittelbar, wenn G eine mittelbare Gruppe ist.

2. Diskrete Quantengruppen (vgl. 1.3.7(2.)) sind stets mittelbar, denn als direkte Sum-
me von Matrixalgebren gibt es genau eine C*-Norm auf ihnen und deshalb stimmen
reduzierte und universelle Vervollstandigung iiberein (vgl. [41, Section §]).

3. Betrachte das Beispiel s1.3.7(3.). Hier ist Sy = G X, Co(G2) mittelbar, falls G,
eine mittelbare Gruppe ist, vgl. [5, Proposition 3.7].

§ 1.4 Kowirkungen

1.4.1 Kowirkungen auf C*-Algebren. Sei (S, A) eine Hopf-C*-Algebra, vgl. 1.2.2,
und A eine C*-Algebra. Eine Rechts-S-Kowirkung auf A ist ein injektiver nichtentarteter
C*-Morphismus « : A — Mg(A ® S) in die S-Multiplikator-Algebra, vgl. 1.1.22, der
die Koassoziativitits-Gleichung (o ® idg)a = (ida ® A)a erfiillt. Wir bezeichnen auch
abkiirzend das Paar (A, «) als eine S-dquivariante C*-Algebra oder einfach nur als S-
Kowirkung. Besitzt (S, A) eine Koeins ¢, so ist die Injektivitdt von a dquivalent zum
Koeins-Gesetz (ids ® €)a = id 4, weshalb wir Injektivitat oben fordern.

Die S-Kowirkung (A, «) heifit nichtentartet (als Kowirkung), falls unter Verwendung
der Notation 1.0.1 die Teilmenge a(A) - (14 ® §) C A® S dicht in A ® S liegt.

1.4.2 Kowirkungen auf Rechts-Hilbert-(Bi)-Moduln. Sei (S, A) wie oben. In [3,
Abschnitt 2] wurde der Begriff einer S-Kowirkung auf Hilbertmoduln verallgemeinert,
vgl. auch [9, Definition 2.7], [47] oder [15, § 2.3]. In der Sprache der S-Multiplikator-
Bimoduln (vgl. 1.1.22) iibersetzt sich die Definition aus [3] wie folgt, wobei wir gleichzeitig
den Fall von Rechts-Hilbertmoduln und Rechts-Hilbert-Bimoduln behandeln und dies mit
Klammern kennzeichnen:

Definition. Sei (4)Xp ein Rechts-Hilbert-(Bi)-Modul. Eine S-Kowirkung auf X ist ein
injektiver nichtentarteter Morphismus (/&g : (1) X5 — Ms(X ®YS5) in den S-Multiplikator-
(Bi)-Modul, so da8 die Koassoziativitits-Gleichung (£ ® idg)E = (idx ® A)E als Gleichung
von Rechts-Hilbert-(Bi)-Moduln (vgl. die Konvention in 1.1.10) erfiillt ist. Wir bezeichnen
abkiirzend das Paar ((4)Xp, @)&s) als S-dquivarianten Rechts-Hilbert-(Bi)-Modul oder
auch einfach als eine S-Kowirkung und schreiben (X, ¢), wenn Miflverstdndnisse bzgl. der
Koeffizienten-Daten ausgeschlossen sind.

Offensichtlich sind die Koeffizienten-Morphismen o und § S-Kowirkungen von Al-
gebren im Sinne von 1.4.1. Wir bezeichnen (A, «) und (B, ) als die Koeffizienten-Ko-
wirkungen von (X, §). Insofern sind S-Kowirkungen auf C*-Algebren ein Spezialfall der
obigen Definition.

Definition. Die Kowirkung ((4)Xg, a)&s) heiBt nichtentartet (als Kowirkung), falls die
Koeffizienten-Kowirkungen (A, «) und (B, ) nichtentartet im Sinne von 1.4.1 sind und
der Teilraum (1x(x) ® S) - £(X) dicht in X ® S liegt. Insbesondere ist £ in diesem Fall als
Morphismus von Rechts-Hilbert-(Bi)-Moduln beidseitig nichtentartet (vgl. 1.1.10).
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Die obigen Definitionen sind identisch mit [15, Definition 2.10], wenn man S = C*(G)
setzt. Dasselbe Argument wie in [15, Remark 2.11] zeigt, daf§ fiir eine (nichtentartete)
Kowirkung ¢ der Unterraum &(X) - (1 ® S) eine (dichte) Teilmenge von X ® S ist. Ist
(S, A) beidseitig nichtentartet (vgl. 1.2.2), so gelten sinngemifl die meisten Ergebnisse
aus [15, Chapter 2].

1.4.3 Adjunktion und Kowirkungen. Sei S eine C*-Algebra, sowie &, : Xp —
M(Wp®S)und ¥, : Y — M(Zp ® S) nichtentartete Morphismen von Rechts-Hilbert-
moduln. Dann benutzen wir den kanonischen Isomorphismus Kpgs(Wp ® S, Zp @ S) =
Kp(W, Z)®S und betrachten die Adjunktion Ad(¥, ®) (vgl. 1.1.12) als Morphimus

Ad(W, @) : Kp(X,Y) — M(Kp(W,Z)® S)

mit Koeffizienten-Morphismen Ad(¥) : K(Y) — M(K(Z) @ S) und Ad(®) : £K(X) —
M((K(W)®S). Sei nun (S, A) eine Hopf-C*-Algebra, Wp = X, Zp = Ypund Y- (X, X) 5
dicht in Y (vgl. 1.1.12).

Sind die nichtentarteten Morphismen ®, : Xp — M(X ® S) und ¥, : Yp — M(Y ® 5)
koassoziativ (vgl. 1.4.2), so auch Ad(V,®) : Kp(X,Y) — M(Kp(X,Y)®S). Sind ¢, und
U, zusétzlich (nichtentartete) S-Kowirkungen, dann ist auch Ad(V, ®) eine (nichtentar-
tete) Kowirkung.

Beweis. Wegen 1.1.14 gilt mit den offensichtlichen Identifikationen wie oben die Gleichung
(Ad(V, D) ®R1ds)Ad(V, ) = Ad((VY ®ids)V, (P®ids)P) = Ad((idy @A)V, (idx A)P) =
(td(x,y)®A)Ad(¥, @). Sind @, und ¥, (nichtentartete) S-Kowirkungen, so ist mit 1.1.12
und Notation 1.0.1

(1®8)-Ad(V,®)(Kp(X,Y)=(1®9)-¥(Y) - d(X)*=(Y ®9) - &(X)*
=Y X*@SCKp(X,Y)®S,

mit Gleichheit, wenn ® und ¥ nichtentartete S-Kowirkungen sind. Analoges gilt fiir die
Koeffizienten-Morphismen Ad(¥) und Ad(®). O

Insbesondere kann man eine (nichtentartete) S-Kowirkung (Xp,£3) auf einem Hil-
bertmodul stets durch Ad(§) : K(X) — M(K(X) ® S) zu einer (nichtentarteten) Rechts-
Hilbert-Bimodul-S-Kowirkung (x(x)Xg, ad¢)és) fortgesetzt werden. Insofern sind S-Ko-
wirkungen von Hilbertmoduln spezielle Hilbert-Bimodul-Kowirkungen.

1.4.4 Aquivariante Morphismen. Sei (S, A) eine Hopf-C*-Algebra. Fiir S-dquiva-
riante Rechts-Hilbert-Bimoduln (4 X g, o£3) sowie (¢Yp, 1(s), vgl. 1.4.2, heifit ein Morphis-
mus 4P, : 4 Xp — M(cYp) zwischen ihnen -C-dquivariant, falls das folgende Diagramm
kommutiert:

AXB e, M(cYD)
agﬁl J/'y(&
Ms(X ® S) 224, My @ S).

Man beachte, dafl der untere Morphismus ® ®idg nach 1.1.22 auch wohldefiniert ist, wenn
O entartet ist. Wir benutzen @, : (4 X5, aés) — M(cYp,,(s) und &hnliche abkiirzende



20 1 GRUNDLAGEN UND NOTATIONEN

Notationen, falls sich die Koeffizienten-Daten von selbst verstehen. Analog bezeichnen wir
O X — M(Y) als dquivariant, falls es keine Mifiverstdndnisse bzgl. der Kowirkungen £
und ¢ gibt. Fiir den Spezialfall von C*-Algebren-S-Kowirkungen (B, #) und (D, d) erhilt
man den Begriff eines (3-9-)dquivarianten *-Morphismus ¢ : (B, 3) — M (D, ).

1.4.5 Aquivariante Tensorprodukte. Seien (4Xp,.¢35) und (Yo, 5¢,) S-dquiva-
riante Rechts-Hilbert-Bimoduln. Wie in [15, Proposition 2.13] (vgl. auch Proposition
2.28) kann man auf dem inneren Tensorprodukt 4(X ®pY)e eine S-Kowirkung £ #5(
definieren.

Sind @, 1 (X,&) — M(LZg,\n,) und LIy : (Y,() — M(rWp,,Xs) S-dquivariante
Morphismen von Rechts-Hilbert-Bimoduln, so ist das Tensorprodukt ® @ g T" (vel. 1.1.11)
automatisch £ fp( - nfigx-Aquivariant. Das folgt aus den offensichtlichen Eigenschaften
des Morphismus © (vgl. [15, Lemma 2.12] oder auch Lemma 2.27).

1.4.6 Aquivariante Operatoren. Seien (Xp,&3) und (Y3, (3) Rechts-Hilbertmodul-
S-Kowirkungen mit denselben Koeffizienten-Daten. Ein Operator F'in Lp(X,Y") heifit S-
invariant , wenn ((F(x)) = (F ®idg) o&(x) fiir alle z € X gilt. Das ist unter Verwendung
der Notationen aus 1.1.12 dquivalent zu der Gleichung Ad((,&)(F) = F ® 1g (weil idg =
lg € M(S) ist); daher riihrt auch die Bezeichnung.

1.4.7 Aquivariante Unitére. Seien (aXB,a€s) und (4Yp, o&s) zwel S-Aquivariante
Rechts-Hilbert-Bimoduln mit denselben Koeffizienten-Kowirkungen. Sie heiflen S-dquiva-
riant unitdr dquivalent, wenn es eine S-invariante Unitdre zwischen ihnen gibt. Das be-
deutet (vgl. 1.1.19), daB es einen nichtentarteten S-dquivarianten Morphimus von Rechts-
Hilbert-Bimoduln zwischen ihnen gibt, welcher Identitéiten als Koeffizienten-Morphismen
hat. Wir benutzen [(4Xp, o£5)] als Schreibweise fiir unitire Aquivalenzklassen.

1.4.8 Konjugierte Kowirkungen. Sei (Xp,&3) eine S-Kowirkung, so dafl £ beid-
seitig nichtentartet als Morphismus von Rechts-Hilbert-Bimoduln ist 1.1.10. Das ist ins-
besondere dann der Fall, wenn Xp voll oder beidseitig nichtentartet ist. Unter Verwen-
dung der Konventionen aus 1.1.12 und 1.1.15 definiert der zu £ adjungierte Morphismus
& X)) — M((X ®5)7) = M(Xgy) ®S) eine S-Kowirkung auf pX§. y), denn er
ist koassoziativ nach 1.1.14. Wir nennen (5 Xy x, s&440)) die zu (Xp, {s) adjungierte Ko-
wirkung bzw. den adjungierten dquivarianten Rechts-Hilbertmodul. Das Tensorprodukt
(k) (X @B X*)k(x), § BET) ist dquivariant unitér isomorph zu (K(X), Ad(§)). Der ver-
bindende Morphismus X @ X* — (X)) ist durch x ® y* — xy* gegeben (vgl. den Beweis
von [15, Remark 2.17]).

1.4.9 Aquivariante Imprimitivitits-Bimoduln. Unter einer Imprimitivitits-S-Ko-
wirkung verstehen wir eine S-Kowirkung auf einem Imprimitivitats-Bimodul 4 Xp (vgl.
1.1.6). Dann ist automatisch die A-Wirkung ¢4 auf X dquivariant und identifiziert (A, a)
mit (K(X), Ad(€)). Wir sagen, (4 Xp,.&p) ist ein dquivarianter Imprimitivitits- Bimodul
oder auch (A, «) und (B, ) sind S-dquivariant Morita-dquivalent. Die konjugierte Ko-
wirkung (X%, &%), vgl. 1.4.8, ist dann natiirlich ebenfalls ein &quivarianter Imprimiti-
vitdts-Bimodul. In diesem Fall ist das Tensorprodukt (4(X ®p X*)a, (£ 85%)a) dquiva-
riant unitér dquivalent zu (A, @) und genauso (p(X* ®4 X)p, s(* 148)s) dquivalent zu
(B, 3), vgl. [15, Remark 2.17].
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1.4.10 Beispiele. Sei (S, A) eine Hopf-C*-Algebra.
1. Das Paar (S, A) ist selbst eine Rechts-S-Kowirkung.

2. Ist A eine beliebige C*-Algebra, so existiert stets die triviale S-Kowirkung 6% auf A,
welche fiir a € A durch 6% (a) ;== a® 1g € Mg(A® S) definiert ist. Analog definiert
man fiir einen Rechts-Hilbert-Bimodul 4 Xz die triviale Kowirkung st oY ir - 4Xp —
Mg(X ®S).

3. Ist G eine lokalkompakte Gruppe und (S,A) = (Co(G), Ag) wie in 1.2.6(1.), so
sind Cy(G)-Kowirkungen auf Hilbertmoduln dasselbe wie G-Wirkungen auf Hilbert-
moduln im Sinne von [30]. Fiir den Zusammenhang zwischen G-Wirkungen und
Co(G)-Kowirkungen auf C*-Algebren siehe auch [15, § A.3].

4. Fir S = C existieren nur triviale Kowirkungen, die keine weitere Struktur bein-
halten. Die C-dquivarianten Hilbert-Bimoduln sind folglich gewohnliche Hilbert-
Bimoduln.

1.4.11 Invariante Ideale. Sei (S, A) eine Hopf-C*-Algebra und (B, 3) eine Algebren-
S-Kowirkung. Sei I C B ein Ideal in B. Nach [15, Lemma 1.46] kann man S-Multiplika-
toren Mg(I®S) als C-Idealisator M = {m € Mg(B®S)|(1®S)mUm(1®S) C I® S} in
Mg(B ® S) einbetten. Das Ideal I C B heifit G-invariant, falls unter dieser Identifikation
M = Mg(I ® S) das Bild g(I) € Mg(I ® S) ist. Dann ist die Einschrinkung 5; := |,
eine S-Kowirkung auf /. Ist § nichtentartet, so ist es offenbar auch ;.

1.4.12 Links-Kowirkungen. Wir haben bis jetzt ausschlieSlich Rechts-S-Kowirkung-
en betrachtet. Symmetrisch zu Rechts-Kowirkungen ist eine Links-S-Kowirkungen auf ei-
ner C*-Algebra A eine injektive Abbildungen o : A — M (S® A) mit den spiegelbildlichen
Bedingungen. Dann ist a” :=oga0a: A — M(A® S) eine Rechts-(S, A?)-Kowirkung
(vgl. 1.2.6(4.)). Durch diese Konstruktion identifizieren sich die Links-(S, A)-Kowirkungen
mit den Rechts-(.S, A%)-Kowirkungen. Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir Kowirkung-
en auf Hilbert-Bimoduln.

§ 1.5 Kategorien

1.5.1 Kategorien von Rechts-Hilbert-Bimoduln. Wir benutzen die folgenden Ka-
tegorien von Rechts-Hilbert-Bimoduln:

Definition. Ist (S, A) eine Hopf-C*-Algebra, so bezeichnen wir mit HBMg die Katego-
rie der S-dquivarianten Hilbert-Bimoduln: Objekte sind S-Kowirkungen (4 Xp,.&s) von
Hilbert-Bimoduln (vgl. 1.4.2) und Morphismen sind {-(-dquivariante nichtentartete Mor-
phismen von Rechts-Hilbert-Bimoduln, vgl. 1.4.4. Fiir die Menge der HBM g-Morphismen
zwischen (X, ¢) und (Y, ¢) verwenden wir die Notation HBM((X, ), (Y, ()). Mit HBM
bezeichnen wir die volle Unterkategorie mit nichtentarteten Rechts-Hilbert-Bimodul-S-
Kowirkungen als Objekten. Ist S = C, so erhalten wir die Kategorie der Rechts-Hilbert-
Bimoduln mit nichtentarteten Morphismen (ohne Kowirkungsstruktur) und schreiben

HBM statt HBMc.
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Man kann die Kategorie der C*-Algebren als Unterkategorie von HBM auffassen, in-
dem man nur Objekte der Form 4A,4 und Morphismen der Form ,p, : 444 — M (pBg)
zuldflt, wobei A und B zwei C*-Algebren sind und ¢ ein nichtentarteter *-Morphsmus ist.
Genauso a8t sich die Kategorie der Rechts-Hilbertmoduln mit nichtentarteten Morphis-
men als Unterkategorie von HBM auffassen, indem man nur Objekte bzw. Morphismen
der Form x(x)Xp bzw. aq@)®, betrachtet (Vgl 1.1.3 und 1.1.12). Analoges gilt fiir die
S- aqulvarlanten Kategorien. Samthche Ergebnisse fiir Hilbert-Bimoduln lassen sich daher
auf die Algebren-Kategorien und Rechts-Hilbertmodul-Kategorien einschréinken.

1.5.2 Morita-Kategorien. Sei (5, A) eine Hopf-C™-Algebra. Die folgende ,, Kategorie®
ist eine bequeme Art, Konstruktionen zu studieren, die mit S-iquivarianten Morita-Aqui-
valenzen und Tensorprodukten vertriaglich sind. Sie ist die offensichtliche Verallgemeine-
rung der Kategorien A(G) ([15, Theorem 2.8]) und C(G) ([15, Theorem 2.15]) in [15,
Chapter 2.

Wir betrachten die folgende Konstruktion: Wir fassen die unitéire Aquivalenzklasse
[(4XB, o&p)] einer Rechts-Hilbert-Bimodul-S-Kowirkung (vgl. 1.4.2) als Morphismus von
(A, ) nach (B, ) auf und schreiben [(X, £)], falls sich die Koeffizienten-Daten von selbst
verstehen. Die Verkniipfung von Morphismen ist das innere Tensorprodukt: Ist [( X, £)] ein
Morphismus von (A, «) nach (B, ) und [(Y, ()] ein Morphimus von (B, ) nach (C,~),
so ist [(X,8)] - [(Y,Q)] := [(X ®p Y,&8pC)] (vgl. 1.4.5) ein Morphismus von (A, a) nach
(C,~). Dieses Produkt ist wohldefiniert, denn sind ® : (X,¢) — (X', &) und ¥ : (Y, () —
(Y',¢') unitdre Aquivalenzen, so ist das Tensorprodukt ® @5 ¥ : (X ®@p Y, E85¢) —
(X'®pY' £ #5(¢") ebenfalls eine unitire Aquivalenz (vgl. 1.4.7). Das Produkt ist offenbar
assoziativ.

Definition. Die S-dquivariante Morita-Kategorie Mg hat die C*-Algebren-S-Kowirkung-
en als Objekte und die obigen Morphismen mit obigem Produkt. Wir sagen, [(X,&)] sei
ein Mg-Morphismus von (A, a) nach (B, 3), und schreiben [(X,&)] € Ms((A, o), (B, 3)).
Die Koeffizienten-Daten verstehen sich dann von selbst, und die M g-Identitét von (A, «)
ist [(A, a)]. Mit 9% bezeichnen wir die Unterkategorie, deren Objekte bzw. Morphismen
durch nichtentartete Kowirkungen definiert werden. Ist ¢ : (A4, a) — M (B, 3) ein dqui-
varianter *-Morphismus, so bezeichnen wir mit [¢] := [(4Bg,«05)] in Ms((A4, @), (B, 3))
den induzierten Mg-Morphismus (die Links-Wirkung von A auf Bg ist durch ¢ gegeben).

Diese Definition liefert strenggenommen keine Kategorie, denn die 9tg-Morphismen
sind keine Mengen. Mg reflektiert aber die algebraischen Eigenschaften einer Kategorie
und kann leicht in eine Kategorie verwandelt werden, wenn man die Kardinalitét der
Hilbert-Bimoduln absolut beschrinkt. Insbesondere kann man fordern, dafl in der Defi-
nition alle C*-Algebren separabel und alle Hilbertmoduln abzéhlbar erzeugt sein sollen.
Dann ist die entstehende Morita-Kategorie wirklich eine Kategorie.

Setzt man S = C mit dem trivialen Koprodukt, so erhélt man die Morita-Kategorie
MM = M ,ohne” Kowirkungen. Wir lassen in diesem Fall die redundanten Kowirkungs-
Informationen (und den Index C) weg. Man kann natiirlich die S-aquivarianten Strukturen
vergessen und erhélt den Vergifi-Funktor Mg — IN.

1.5.3 Mg-Inverse und Mg-rechts-Inverse. Die Mg-Isomorphismen werden genau
von den dquivarianten Morita-Aquivalenzen reprisentiert (vgl. [15, Remark 2.17]). Wir
brauchen spéter eine verwandte Aussage, die auch direkt aus dem Beweis von [15, Remark
2.17] folgt:
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Sei [(X,&)] in Ms((A, ), (B, ) und existiere ein Rechts-Inverses in 9, d.h. ein M-
Morphismus [Y] in (B, A) mit [X] - [Y] = [A] = 14. Dann ist die Links-Wirkung
ta: A— Lp(X) injektiv.

Beweis. Sei jq,Piq, : X ®p Y — A eine unitére Aquivalenz (vgl. 1.1.19). Dann ist we-
gen der Vertréglichkeit der linken Koeffizienten-Abbildung (vgl. 1.1.13) idy = Ad(®) o
(ta ®p idy) und deshalb ¢4 injektiv. O
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2.KAPITEL: Verschriankte Produkte von Kowirkungen

§ 2.1 (*-Algebren-Kowirkungen

Es sei (S, A) eine Hopf-C*-Algebra wie in 1.2.2. Man kann den Begriff der kovarianten
Darstellungen, wie er fiir Algebren mit G-Wirkung bzw. G-Kowirkung exisitert, vgl. [15,
§ A.2 und § A.6], auf Algebren-S-Kowirkungen (vgl. 1.4.1) ausweiten (vgl. [45, Definition
2.8] und [50]):

2.1 Definition. Ein kovarianter Homomorphismus von (A, «) in eine C*-Algebra B ist
ein Paar (7, u), bestehend aus einem *-Homomorphismus 7 : A — M (B), zusammen mit
einer unitaren S-Kodarstellung u € UM (B ® S) auf D (vgl. 1.2.3), so dafl die Kovarianz-
Gleichung Ad(u) o (m ® 1g) = (7 ® idg)a erfiillt ist. Ein kovarianter Homomorphismus
(7, u) heiBt nichtentartet, falls m nichtentartet ist. Ist B = K(H) fiir einen Hilbertraum
H, so sprechen wir von einer kovarianten Darstellung auf H.

Ebenso lassen sich verschrénkte Produkte auf C*-Algebren mit S-Kowirkung (A, «)
verallgemeinern, vgl. die Definitionen [56, Def. 1], [57, Def. 2.8], [50, § 5], [45, Def. 2.11(b)]
und [48, Def. 2.9(b)]:

2.2 Definition. Es sei (A, a) eine S-Kowirkung. Ein verschrinktes Produkt von (A, «)
ist ein Tripel (C, ja, U,), bestehend aus einer C*-Algebra C' zusammen mit einem nicht-
entarteten kovarianten Homomorphismus (ja, ) von (A, ) nach C, das die universelle
Figenschaft bzgl. kovarianter Homomorphismen von (A, «) besitzt. Damit ist gemeint,
dafl zu jedem nichtentarteten kovarianten Homomorphismus (7, u) von (A, «) auf einer
C*-Algebra B genau ein nichtentarteter *~-Homomorphismus 7 x v : ¢ — M (B) mit
(m X u)oj,=mund (7 X u®idg)(u,) = u existiert.

2.3 Bemerkung. 1. Ist (S,A) dualisierbar wie in 1.2.4, so ist das universelle Dual
(S, ¢,u) ein verschriinktes Produkt der trivialen S-Kowirkung (C, ") auf C, wobei
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t:C — M(S) die Einbettung als Skalare bezeichnet.

2. Ist ¢ : C'— M(B) mit den Notationen in Definition 2.2 ein nichtentarteter *-Mor-
phismus, so ist (¢ 0 ja, (p ®ids)(u,)) offenbar ein nichtentarteter kovarianter Homo-
morphismus von (A4, a) nach B und ¢ = (pj.) X (¢ ®idg)(u,). Die nichtentarteten
*-Morphismen von C' kodieren also exakt die nichtentarteten kovarianten Homomor-
phismen von (4, a).

3. Da man jede C*-Algebra treu auf einem Hilbertraum darstellen kann, reicht es,
die universelle Eigenschaft von (C, ja,u,) fiir alle nichtentarteten kovarianten Dar-

stellungen auf einem Hilbertraum H zu fordern (vgl. auch den Beweis von Lemma
2.9).

Wie das universelle Dual von (S, A) brauchen verschrinkte Produkte in dieser Allge-
meinheit nicht zu existieren. Wir werden spéter sehen (Lemma 2.11), dafl aus der Existenz
eines starken universellen Duals (§ ,u) (vgl. 1.2.5) mit einer milden Zusatzbedingung au-
tomatisch die Existenz von verschrankten Produkten folgt. Es gibt bis auf Isomorphie
jedoch hochstens ein verschrénktes Produkt von (A, «), vgl. [45, Remark 2.12(a)] und
50, Thm 5.2)):
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2.4 Lemma. Es sei (A, «) eine Algebren-S-Kowirkung. Sind (C, ja,us) und (D, iy, 04)
verschrankte Produkte von (A, «), so gibt es genau einen Isomorphismus ¢ : C'— D mit
00 jo =lo und (¢ ®idg)(uy) = 0,.

Beweis. Wegen der jeweiligen universellen Eigenschaften gibt es nichtentartete *-Mor-
phismen ¢ :=i, X v, : C — M(D) und ¢ := j, X U, : D — M(C) mit den Eigenschaften
aus der Definition 2.2. Aus der Eindeutigkeit in den jeweiligen universellen Eigenschaften
folgt, dafl die Verkniipfungen ¢ o ¢ bzw. ¢ o ¢ gleich den Inklusionen C' C M (C) bzw.
D C M(D) sind. Also folgt die Behauptung aus 1.1.20. O

2.5 Notation. Aufgrund der Eindeutigkeit werden wir das verschrinkte Produkte von
(A, ) mit (A X, S, Ja» Ua) bezeichnen. Besteht keine Verwechslungsgefahr, so schreiben
wir auch einfach A x S. Wir verwenden die Notation (m,u) : (A, S) — M(B) als Notation
fiir kovariante Homomorphismen (auch wenn kein universelles Dual im Sinne von 1.2.4
existiert).

2.6 Bemerkung. Es sei (S, A) eine dualisierbare Hopf C*-Algebra mit universellem Dual
(S,u) (vgl. 1.2.4) und (A, a) eine Algebren-S-Kowirkung wie in 1.4.1.

1. Unitére Kodarstellungen u € UM (B®S) korrespondieren definitionsgeméf zu nicht-
entarteten *-Morphismen y : S — M (B) durch die Beziehung (u®idg)(u) = u. Wir
sagen u gehort zu u und umgekehrt und betrachten p und u als véllig gleichwer-
tig. Ist (A X, S , Jas Uq) das verschriankte Produkt aus 2.2, so bezeichnen wir mit
Jg S — M(A %, §) den zu u, gehorigen *-Morphismus.

2. Mit den Konventionen des ersten Teils lassen sich kovariante Homomorphismen von
(A, «) nach B als Paare (7, u) : (A, S) — M(B) von *-Morphismen auffassen, wobei

i : S — M(B) nichtentartet ist und die Kovarianz-Gleichung Ad((u ® id)(u)) o
(mr® 1g) = (7 ® idg)a erfiillt ist. Wir verwenden dementsprechend die Notation
TXp =axu:AxaS — M(B). Es gilt dann (7 x p) o j§ = p wegen der
Gleichung ((m x p)j§ ® ids)(u) = (7 X u ® ids)(ua) = u = (4 ® ids)(u) und der

universellen Eigenschaft von (5, u).

3. Die universelle Eigenschaft tibersetzt sich in der Schreibweise (A X, S, jas jg) wie

folgt: Zu jedem nichtentarteten kovarianten Homomorphismus (7, u) : (A,:S'\) —
M (B) existiert genau ein nichtentarteter *-Morphismus © X p : A 3, S — M(B)
mit (7 X @) 0 jo =7 und (7 X p) o Jg = p- Das ist eine iiblichere Formulierung der

universellen Eigenschaft, vgl. [56, Definition 1].

In diesem Zusammenhang 148t sich fiir stark dualisierbares (S, A) (vgl. 1.2.5) charak-

terisieren, wann zwei *-Homomorphismen 7 : A — M (B) und p : S— M (B) kommutie-
rende Bilder haben:

2.7 Lemma. Die *-Morphismen m und p wie oben haben genau dann kommutierende
Bilder, wenn (m,u) : (A,S,) — M(B) kovariant beziiglich der trivialen S-Kowirkung
auf A ist, d.h. wenn die zu p gehorige unitire Kodarstellung w mit Elementen der Form
m(a) ® 1g fiir a € A vertauscht.
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Beweis. Wir benutzen die Bezeichnung § C S’ wie in 1.2.5 und verwenden die zu u
gehorige unitdre Kodarstellung u. Man muf aus der Kovarianzgleichung die Kommu-
tativitdt m(a)u(s) = wp(s)m(a) nur fir alle @ in A und fiir Elemente 5 in S der Form
5= (id® f)(u) mit f € § nachweisen. Dies folgt aus 7(a)u(s) = (id® f)((7(a) ®1g)-u) =
(1d®@ f)(u- (r(a) ® 1g)) = u(s)m(a). Die umgekehrte Richtung ist trivial. O

Insbesondere ist in diesem Fall der AbschluB 7(A)u(S,) = pu(S,)w(A) € M(B) eine
C*-Unteralgebra von M (B). Allgemeiner gilt fiir kovariante Homomorphismen das fol-
gende Lemma, vgl. [56, Beweis von Proposition 3(2)], [50, Lemma 5.1] und [15, Proposi-
tion A.36]. Es kann genau wie die entsprechende Aussage fiir Hilbert-Bimoduln (Lemma
2.25) bewiesen werden.

2.8 Lemma. Fir eine stark dualisierbare (S, A) Hopf-C*-Algebra wie in 1.2.5 und eine
Algebren-S-Kowirkung (A, «) gilt:

1. Ist (m, 1) : (A,8) — M(B) ein kovarianter Homomorphismus im Sinne von 2.6,

so ist C*(m,p) = w(A)- u(S) = w(S)-7(A) € M(B) eine C*-Unteralgebra von
M(B).

2. Ist (A Xy S, ju, j jg) das verschrimkte Produkt von (A,«) (vgl. Bemerkung 2.6), so
ist C*(Ja, Jg) = A o S und insbesondere j,(A) - S(S) dicht in A x, S. O

Die Beschriankung auf nichtentartete kovariante Homomorphismen in der Definition
2.2 von verschrankten Produkten vereinfacht den Umgang mit der universellen Eigenschaft
erheblich. Aber natiirlich erhdlt man auch die folgende universelle Eigenschaft fiir evtl.
entartete kovariante Homomorphismen (vgl. [56, Definition 1] und [15, Theorem A.41]):

2.9 Lemma. Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.8 gibt es zu jedem (evtl. entarte-
ten) kovarianten Homomorphismus (1) : (A, S) — M(B) von (A, ) einen eindeutigen
(evtl. entarteten) *-Homomorphismus m X i : A X S — M(B) mit m X p(ja(a)jg(s)) =
m(a)u(3) fir allea € A und s € S.

Beweis. Wegen Lemma 2.8 ist m X p eindeutig bestimmt, und wir miissen nur noch die
Existenz zeigen. Wir wihlen eine treue, nichtentartete Darstellung p : B — L(H) von
B auf einem Hilbertraum H und setzen H, := pm(A) - H. Dann ist H, ein S-invarianter
Teilraum von H, denn wegen Lemma 2.8 gilt

wobei auflerdem ausgenutzt wird, daf die Darstellung po u von S auf H nichtentartet ist.
Also ist auch H ein S-invarianter Teilraum. Die Darstellungen pm bzw. pu von A bzw. S

auf H besitzen also beziiglich der Zerlegung H = H, & H+ die Form pm = (p“l]Hw 0) und

Pl = (pMOH’* ol L) Die obige Rechnung zeigt weiterhin, da8 (pr |p_, pp |1, ) : (4, §u) —

L(H,) eine nichtentartete kovariante Darstellung auf H, ist. Nach der universellen FEi-
genschaft des verschrankten Produkts gibt es daher genau eine nichtentartete Darstellung
¢ Axq S — L(Hy) mit g o jo = pr |y, und p o jg = pu |u,. Wir fassen sie durch
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triviale Fortsetzung ¢ : z — (“”gz) g) als (evtl. entartete) Darstellung von A x, S auf
H = H,® H} auf. Die Darstellung ¢ faktorisiert iiber M (B), denn mit z = Ja(a)jg(s) in

~ " (a 5 - a |H, () 0 ~
ANQS ist S0(2) — (P ( )Plg( ) Hr 8) = (P ‘1'6#( )8) . <p,u;6 (§)> — pﬂ'(@)pu(s) =

Pl gL
p(m(a))u(s)) ein Element in p(M(B)). Man erhélt deshalb einen *-Homomorphismus
TXp:AXy, S — M(B), der wegen po (1 x p) = @ offenbar die geforderte Eigenschaft
erfiillt. O

2.10 Bemerkung. Die Lemmata 2.8 und 2.9 zeigen, daf§ fiir stark dualisierbares (.S, A)
die offensichtliche Verallgemeinerung der Definition (2.1) in [56] mit der Definition 2.2
ibereinstimmt.

Der Rest dieses Abschnitts soll dazu dienen, das verschriankte Produkt von (A, «)
unter der Voraussetzung zu konstruieren, dafl (S, A) stark dualisierbar wie in 1.2.5 ist
und es iiberhaupt einen nichtentarteten kovarianten Homomorphismus von (A, ) gibt.

Wir folgen dabei einer Beweisidee von Ng, welcher in [48, Theorem 2.12] versucht, das
verschrankte Produkt A X, S als Quotient des freien Produkts A S 7u realisieren. Der
dort angegebene Bewelis ist jedoch unvollsténdig, da er nur fiir den Fall unitaler Algebren
A und S anwendbar ist. Aus der Beweisfithrung in [48, Theorem 2.12] wiirde sonst folgen,

daf die Homomorphismen j, : A — M(A x4 S) und Jg S — M(A %, S) schon Werte
in A x, S selbst annehmen, was im allgemeinen (schon bei Gruppen) nicht korrekt ist.

Das Problem besteht darin, dafl die kanonischen Abbildungen von A und S in das freie
Produkt i.a. entartet sind.

2.11 Satz. Es sei (S,A) stark dualisierbar und (A, «) eine Algebren-S-Kowirkung (vgl.
1.4.1). Es gibt genau dann ein verschrinktes Produkt fir (A,«), wenn es einen nicht-
entarteten kovarianten Homomorphismus von (A, a) gibt.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dafl die Bedingung hinreichend fiir die Existenz ver-

-~

schrankter Produkte ist. Wir betrachten das freie Produkt M (A) * M (S) mit kanonischen

-~ -~ -~

Abbildungen 7 : M(A) — M(A)* M(S) und 7 : M(S) — M(A)* M(S). Diese sind
unital, insbesondere also nichtentartet. Jeder nichtentartete kovariante Homomorphismus
(m,p) = (A, S) — M(B) definiert mittels der universellen Eigenschaft des freien Produkts

einen (unitalen) *-Homomorphismus 7 # i : M(A) « M(S) — M(B) mit (7 i) o7 = 7
und (7 * i) o 75 = fi. Wir benutzen hierbei Querstriche, um die Fortsetzungen der *-
Homomorphismen auf die Multiplikator-Algebren zu verdeutlichen. Wir bezeichnen mit [

-~

die folgende Teilmenge von M (A) * M(S):

I:={ze M(A) =« M(S'\) | T« p(x) = 0 fiir alle nichtentarteten kovarianten
Homomorphismen (7, u) von (A, «) }.

-~

Offenbar ist I ein abgeschlossenes Ideal von M (A) x M (S). Es ist ein echtes Ideal, da nach
Voraussetzung mindestens ein nichtentarteter kovarianter Homomorphismus existiert und

-~

deshalb 1 ¢ I ist. Wir bezeichnen die Quotientenabbildung mit ¢ : M(A) x M(S) —
M(A) * M(S)/I und den Quotienten mit D. Man erhélt *-Homomorphismen
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die nichtentartet sind. Das Paar (4, ¢g) ist im Sinne von Bemerkung 2.6 kovariant: Dazu
miissen wir fiir a € A die Gleichung Ad((¢g ® idg)(u))(pala) ® 1g) = (pa @ ids)((a))
zeigen. Nach Definition von ¢4 und ¢g ist diese Gleichung édquivalent dazu, dafi die
Differenz m = Ad(m, ® ids)(u))(11(a) ® 1g) — (11 ® idg)(a(a)) im Kern von ¢ ® idg :
M(M(A) * M(§) ®S) — M(D ® S) liegt. Wir betrachten dazu einen nichtentarteten
kovarianten Homomorphismus (7, i) : (A,5) — M(B). Dann ist wegen der Kovarianz
von (7, i) das Element (7 * 1 ® idg)(m) gleich

[Ad(((T * p) 72 @ ids) (W) (T * )71 (a) ® 1s)] — (T * )71 @ ids)((a))
= Ad((p ®@ids)(u))(m(a) @ 15) — (7 @ ids)(a(a)) = 0.

Fiir jedes beschrénkte lineare Funktional f in S” (vgl. 1.0.2) gilt demnach
7 ji((id® f)(m)) = (id® f)((7 * i ® idg)(m)) = 0.

Also ist (id ® f)(m) € I, da die kovariante Darstellung (r, pt) beliebig war. Somit ist fiir
jedes f € S’ das Element (id ® f)((¢ ® ids)(m)) = q((id ® f)(m)) = 0, weshalb nach
einem Lemma iiber , Abschneiden* mit linearen Funktionalen [15, Lemma A.30] bereits
(¢ ®idg)(m) = 0 folgt. Damit ist die Kovarianz von (¢4, ¢g) bewiesen.

Wir werden zeigen, da8 C' := C*(¢a,¢g) € D, vgl. Lemma 2.8, zusammen mit den
Morphismen ¢4 und ¢z ein verschrénktes Produkt (C, ¢4, ¢g) von (4, a) ist: Wegen C' =

—~ —~

©a(A) - 5(S) = p5(S) - pa(A) kann man ¢4 bzw. ¢z als nichtentartete *-Morphismen

von A bzw. S nach M(C) auffassen. Der kovariante Homomorphismus (.4, @g) ist univer-
sell, denn fiir jeden nichtentarteten kovarianten Homomorphismus (7, i) : (A, S) — M (B)
faktorisiert 7+ nach Konstruktion iiber D, d.h. es gibt einen Morphismus ¢ : D — M (B)
mit ¢ o ¢ = 7 * ji. Die Einschrankung auf C' ergibt einen unitalen *-Homomorphismus
X =1 |c: C — M(D) und ist wegen m x u(C) - B = w(A) - u(C) - B = B nichtent-
artet (denn 7 und p sind nichtentartet). Es folgen die Gleichungen

(mXp)opsa=1oqomory=(Txf)orory=m und
(mx p)opg=toqomorg=(T*[i)oT0Tg =t
mit der universellen Eigenschaft des freien Produkts (hierbei bezeichnen 74 und 75 die

Einbettungen in die Multiplikator-Algebren). Also ist (C, ¢4, g) ein verschrénktes Pro-
dukt von (A, a). O

Die Bedingung des Satzes ist sehr schwach, denn durch Induzieren eines kovarianten
Homomorphismus der Hopf-C*-Algebra (S, A) selbst (vgl. 1.4.10) erhélt jede C*-Algebra
mit S-Kowirkung (A, «) einen kovarianten Homomorphismus:

2.12 Lemma. Es sei (A, ) eine Algebren-S-Kowirkung. Ist (z,u) : (S,S) — M(B) ein
kovarianter Homomorphismus nach B, so ist das von (7, u) induzierte Paar
((idy ® T)a, 14 ®u) : (A,5) — M(A® B)
ein kovarianter Homomorphismus von (A, a) auf A® B.
Die Kovarianz-Bedingung von (id4 &), 14 ® u) folgt sofort aus derjenigen von (m, u).

2.13 Korollar. Es sei (S,A) eine stark dualisierbare Hopf-C*-Algebra (vgl. 1.2.5), die
einen kovarianten Homomorphismus (w, ) : (S,S) — M(B) besitzt. Dann existiert das
verschrankte Produkt (A X, S,ja,jg) fir jede Algebren-S-Kowirkung (A, a).
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§ 2.2 Rechts-triviale Kowirkungen

Es sei (S, A) eine Hopf-C*-Algebra wie in 1.2.2. Um die Konstruktionen aus Abschnitt
§ 2.1 auf Rechts-Hilbert-Bimoduln zu verallgemeinern ist es zweckméfig, den Begriff der
unitdren Kodarstellung in 1.2.3 umzuformulieren: Wir erhalten eine groflere Flexibilitat.

2.14 Definition. Es sei Zi ein Rechts-Hilbertmodul. Eine rechts-triviale S-Kowirkung
auf Zp ist ein nichtentarteter Morphimus von Hilbertmoduln 6% : Zp — M (Zg ® S) mit
der trivialen Kowirkung 6% auf R als rechter Koeffizienten-Abbildung (vgl. 1.4.10), so daf}
0% koassoziativ ist, vgl. 1.4.2.

2.15 Beispiel. Triviale S-Kowirkungen 0% : Zr — M(Z ® S) (vgl. 1.4.10) sind rechts-
trivial. Allgemeiner sei u € UM (K(Z) ® S) eine unitire Kodarstellung von S auf K(Z).
Dann ist 0% :=uody : Zp — M(Z ® S) eine rechts-triviale S-Kowirkung, denn es gilt

U - U A . tr - tr _ (- (s tr _ (. U
Z .
(0% ®idg)dy = w1z - w3 - (0 ®idg)dy = (id @ A)(u) - (id @ A)dy = (id @ A)dY

2.16 Lemma. Mit den Bezeichnungen wie in Definition 2.14 und Beispiel 2.15 ist je-
de rechts-triviale S-Kowirkung 6% : Z — M(Z ® S) von der Form 0% = 0% mit u =
Ad(0%,0%7)(Lie(z))-

Beweis. Die Adjunktion Ad(6%,0%) : Kr(Z) — M(Kgr(Z) ® S) (vgl. 1.1.12) ist mit den
Konventionen aus 1.4.3 ein nichtentarteter Morphismus von Rechts-Hilbert-Bimoduln und
das Element u := Ad(0%, 0% )(1x(z)) wegen 1.1.16 eine Unitére in UM (K(Z) ® S). Fiir ein
z in Z folgt die Gleichung % (2) = 0% (1x(z) - 2) = Ad(0%,0%)(1k(z)) - 0% (2) = (u-6%)(2),
wobei wir in der zweiten Identitét die Definition von Ad(5§,5t’”) in 1.1.12 und strikte
Stetigkeit verwendet haben. Wegen 1.4.3 ist Ad(d%,0%) koassoziativ (vgl. 1.4.2) und u
daher eine unitédre Kodarstellung:

(idicox) ® A)(u) = (id @ A)(Ad(0y,07)(1)) = (Ad(d3, 07) @ id)(Ad(d3, 67)(1))
= (Ad(0%,07) ® ids)(u)

= (Ad(67,07) ® ids)(Li(z) @ Ls) - (Ad(d7) @ ids)(u)

Uiy - w3 EUMK(Z) @ S ® S).

Die letzte Identitit folgt dabei mit der offensichtlichen Beziehung Ad(6%) = dy - 0

2.17 Bemerkung. 1. Mit den obigen Notationen definieren die Zuordnungen 6% —
u = Ad(6%,0%)(1) und u — &% eine Korrespondenz zwischen rechts-trivialen S-
Kowirkungen auf Zg und unitdren Kodarstellungen von S auf I(Z). Wir sagen
0%, gehdre zu uw und umgekehrt. Ist (S, A) zusétzlich dualisierbar (siche 1.2.4), so
bezeichnen wir 8%, uw und p : S — M(K(Z)) (vgl. Bemerkung 2.6) als einander
zugehdrig und betrachten sie als gleichwertige Beschreibungen.

2. Es sei zusétzlich ¢f : L — M(K(Z)) eine Links-Wirkung auf Zr und ,Zg somit ein
Rechts-Hilbert- L- R-Bimodul. Die C*-Algebra L besitze eine S-Kowirkung A : L —
M(L ® S). Dann ist 6% genau dann zu einem Rechts-Hilbert-Bimodul-Morphismus
mit linker Koeffizienten-Abbildung A fortsetzbar, wenn das Paar (tz,u) : (L, S) —
M(K(Z)) kovariant ist, denn mit den Konventionen aus 1.4.3 ist die Vertriglich-
keit fiir die linke Koeffizienten-Abbildung nach 1.1.13 dquivalent zu (1 ® idg)\ =
Ad(6%) oty = Ad(u) (e ® 1g).
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§ 2.3 Rechts-Hilbert-Bimodul-Kowirkungen

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die Theorie verschrankter Produkte auf Hilbert-
Bimoduln und erhalten dieselben Resultate wie in [47]. Der hier vorgefiihrte Zugang
entstand unabhéngig von [47] und beruht wesentlich auf den Ergebnissen iiber Hilbert-
Bimoduln in [15]. Fiir den gesamten Abschnitt sei (S, A) eine Hopf-C*-Algebra, vgl. 1.2.2.

2.18 Definition. Es sei (4 X5, .€3) eine S-Kowirkung (vgl. 1.4.2). Ein kovarianter Ho-
momorphismus von X in einen Bimodul ;Zg ist ein Tripel (y9II,,u,v), bestehend aus
einem nichtentarteten Homomorphismus von Hilbert-Bimoduln ¢II, : 4 X5 — M(.ZR)
und unitdren S-Kodarstellungen u € UM (L ® S) bzw. v € UM (R ® S) auf L bzw. R,
so dafl die Kovarianz-Gleichung Ad(u,v) o (I ® 15) = (Il ® idg)¢ von Rechts-Hilbert-
Bimodul-Homomorphismen erfiillt ist.

2.19 Bemerkung. 1. Nach unserer Konvention 1.1.10 fiir die Identitdt von Mor-
phismen von Rechts-Hilbert-Bimoduln gelten insbesondere auch die Koeffizienten-
Gleichungen Ad(u) o (Y ® 1g) = (¥ ® idg)a bzw. Ad(v) o (v ® 1g) = (v ® idg)p.
Die Paare (9, u) : (A,S) — M(L) bzw. (v, v) : (B,S) — M (R) sind also kovariante
Homomorphismen im Sinne von Definition 2.1.

2. Tatséchlich ist die Definition kovarianter Homomorphismen fiir C*-Algebren mit S-
Kowirkung ein Spezialfall der Definition 2.18, vgl. auch 1.5.1: Ein Morphismus von
Hilbert-Bimoduln mit einer S-dquivarianten C*-Algebra (B, 3) als Quelle ist (bis
auf eine unitire Aquivalenz) bereits ein Morphismus von C*-Algebren (vgl. 1.1.16).
Also stimmen kovariante Homomorphismen von (B, 3) , aufgefait als Hilbertmodul,
mit denen als C*-Algebra iiberein.

3. Sind 67 bzw. %, die zu u bzw. v gehorigen rechts-trivialen S-Kowirkungen (vgl.
2.17), so ist die Kovarianz-Gleichung aquivalent zu Ad(d3,0%) o Il = (II ® ids)E,
wobei wir 07 auf kanonische Weise als rechts-triviale S-Kowirkung auf Z auffassen.

2.20 Notation. Wie bei C*-Algebren (vgl. 2.5) verwenden wir die Notation (yIL,, u,v) :
((aXB,03),5) = M(Zp) fiir kovariante Homomorphismen von (X, ¢), selbst wenn das

universelle Dual (S, u) nicht existiert. Gelegentlich kiirzen wir zu (IL u,v) : (X, 5) —
M (Z) ab, falls sich die Koeffizienten-Daten und Kowirkungen von selbst verstehen.

2.21 Definition. Es sei (4 X5, o&p) eine S-Kowirkung auf einem Rechts-Hilbert-Bimodul.
Ein verschranktes Produkt von (4Xp,&s) ist ein Tupel (¢Yp,j, jgjﬁ,ua,ug), bestehend

~

aus einem kovarianten Homomorphismus (;, Jejy» Yo ug) : (aXp,S) — M(cYp) in einen
Rechts-Hilbert-Bimodul ¢Yp, welcher die universelle Figenschaft bzgl. kovarianter Homo-
morphismen von (X, &) besitzt. Damit ist gemeint, dafl es zu jedem kovarianten Homo-

morphismus (11, u,v) : (X, § ) — M (. ZR) genau einen nichtentarteten Morphismus von
Rechts-Hilbert-Bimoduln

19><u[H X (U, U)]I/X’U . CYD E— M(LZR)

mit [IT X (u,v)] o je = Il und ([¥ X u] ® idg)(u,) = u bzw. ([v x v] ® idg)(uz) = v gibt.
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2.22 Bemerkung. Wir benutzen dieselben Bezeichnungen wie in Definition 2.21.

1. Die Notation des verschriankten Produkts deutet an, daf§ die Koeffizienten-Algebren
(Cyjasus) und (D, jg,uz) automatisch verschrinkte Produkte der C*-Algebren-
Kowirkungen (A, @) und (B, ) im Sinne von Definition 2.2 sind. Wir werden das
in einer spateren Konstruktion (vgl. Satz 2.31) sehen.

2. Wie bei C*-Algebren (Bemerkung 2.3) kodiert das verschriankte Produkt Y genau
die kovarianten Homomorphismen von (X, ). Denn ist ,®, : ¢Yp — M(Zg) ein
nichtentarteter Morphismus, so ist mit Yu, := (¢ ® id) (1) und “usz := (¢ @ id)(ug)
das Tripel (® o jg, Yy, “ug) kovariant und ® = (P o j¢) x (Yuq, “ug).

3. Ist (S,A) dualisierbar (vgl. 1.2.4) und sind u, bzw. p, die zu u bzw. v gehori-
gen *-Morphismen (vgl. Bemerkung 2.6), so verwenden wir auch die Schreibweise
(10, fhus o) = (X, S) — M(Z) fiir kovariante Homomorphismen von (X, &) sowie
T X (ftu, pty) fiir den zugehorigen Morphismus des verschriankten Produkts. In diesem
Kontext iibersetzen sich die Gleichungen der Definition 2.21 zu II X (jiy, pty) 0 je = 11
und 9 X 0 Jg = lu bzw. v X p, ojg = v (vgl. Bemerkung 2.6).

Wie bei C*-Algebren gibt es bis auf [somorphie hochstens ein verschrinktes Produkt.
Das folgt genau wie Lemma 2.4 aus den jeweiligen universellen Eigenschaften und der
Charakterisierung 1.1.20 fiir Isomorphismen.

2.23 Lemma. Es seien (CYD,jajng,ua,ug) und (C'Yf)'aiaifiﬂanmnﬁ) verschrdnkte Pro-
dukte von (4 Xp,a&s). Dann gibt es genau einen Isomorphismus 4@, : ¢Yp — oY}, von
Rechts-Hilbert- Bimoduln mit ® o je = ix und (¢ ® idg)(uy) = v, bzw. (¢ @idg)(ug) = vg.

2.24 Beispiel. Ist G eine lokalkompakte Gruppe und X ein Hilbertmodul mit G-Wirkung
(vgl. Beispiel 1.4.10), so entsteht das verschriankte Produkt eines Hilbert-Bimoduls X
mit G-Wirkung durch Vervollstindigung des Préa-Hilbertmoduls C.(G, X)) mit diversen
Strukturabbildungen und Einbettung durch konstante Funktionen (vgl. [30, Definition
3.8] oder [15, Proposition 3.2]).

Das folgende Ergebnis verallgemeinert Lemma 2.8 auf Hilbert-Bimoduln:

2.25 Lemma. Es sei (S,A) eine stark dualisierbare Hopf-C*-Algebra, vgl. 1.2.5, und
(aXB,a€p) eine S-Kowirkung. Unter Verwendung der Notation 1.0.1 gilt:

-~

1. Ist (11, u,v) : (aXp,S) — M(pLZgr) ein kovarianter Homomorphismus und be-
zeichnen pup bzw. pgr die zu u bzw. v gehdrigen *-Morphismen (vgl. 2.6), so stimmen

die Normabschliisse ju (S)II(X) = II(X)ugr(S) als Teilmengen von M(Z) iiberein.

2. Ist (¢YDp, Je, Ua, ug) €in verschrinktes Produkt von (X,§), so gilt Y = uc(:g\)jg(X) =

—~

Je(X)up(S), wobet e bzw. pp die zu u, bzw. ug gehirigen *-Morphismen sind.

Beweis. Wir erinnern an den S-invarianten Teilraum § C S" aus 1.2.5. Fiir (1.) reicht

—~

es, p(M(z) € W(X)ur(S) und (x)pur(s) € pu(SI(X) fir alle z in X und 5 in
S zu zeigen. Es geniigt, 5 von der Form § = (id ® f)(u) oder § = (id ® f)(u*) (vgl.
1.0.2) mit f € § anzunehmen, denn wegen (id ® f)(u)* = (id ® f)(u*) ist mit den
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Voraussetzungen an § € $' auch (id ® §)(u*) in S dicht. Fiir § = (id ® f)(u) erhalten wir
wegen ju.(5) = (id @ f)((pr @ id)(w)) = (id @ f)(w):

pr(3)(z) = (id @ f)(u) - l(z) = (id @ f)(u- (I(z) ® 1s))
= (id® f)((II ®idg)(&(x)) - v).

Die letzte Identitét folgt dabei aus der Kovarianz. Im folgenden deuten wir durch das
Symbol ~ an, daf ein Limesiibergang stattfindet. Die Notation (14 ® s)§(x) ~ > . ; ® s;
weist etwa darauf hin, daf sich (14 ® s)¢(z) als Norm-Grenzwert von Elementen der Form
> % @ s, mit x; in X und s; in S, schreiben 148t. Wegen der S-Invarianz von § kann
man im letzten Term oben f = f’s schreiben und erhélt

(id® f) (I @ids)((1s @ $)E(x)) - v) ~ Z(id ® f)((M(z;) ® s:) - v)
= Z II(z;)(id @ f's;)(v)
= > @ un((id © f'5)(w) € X )nr(S).

wobei in der letzten Gleichung die S-Invarianz von § erneut eingeht. Aufgrund der

Normstetigkeit aller beteiligten Abbildungen ist also pr(s)II(z) in II(X )uur(S) enthal-
ten. Auf die gleiche Art und Weise beweist man fiir s = (id ® f)(u*) die Bezichung

() pn(3) € po(S)I(X). I

Fiir den zweiten Teil definiere Y := jg(X)uD(g) uc(g)jg(X) und C = ja(A)pc(S)
bzw. D := jz(B)up(S). Dann sind C bzw. D nach dem ersten Teil C*-Unteralgebren von
M(C) bzw. M(D) und Y ein Unter-Hilbert-C-D-Bimodul von M (Yp). Die Inklusion
iTj = (5175 C M(cYp)) ist nichtentartet und je nimmt offenbar Werte in M(Y) C M(Y)
an (vgl. 1.1.21). Genauso liegen u,, bzw. ug in UM(C®S) C M(C®S) bzw. UM(D®S) C
M(D ® S). Das bedeutet, es gibt ,,Faktorisierungen® je = 70 J¢, uq = (1 ® ids)(u,) und
ug = (j X st)(ﬁﬁ), wobei

(5 )7, o ) : (4X 5, S) — M(5Y5)

ein kovarianter Homomorphismus ist. Nach der universellen Eigenschaft existiert ein nicht-
entarteter Morphimus

Goxiia [Jg X (U, Ug)]55xu, - YD — M(5Yp)

mit [Je X (U, Ug)] 0 je = Je und ([Jo X o] @ids) () = Ua bzw. ([J5 X Up] @ids)(ug) = Us.
Wendet man 7 auf diese Gleichungen an, so erkennt man aufgrund der Eindeutigkeit in
der universellen Eigenschaft, daf die Komposition 7 o [j¢ X (Ua, ug)] gleich der Inklusion
Y C M(Y) ist. Trivialerweise ist die umgekehrte Komposition [7¢ X (uq,ug)] o 7 gleich
der Inklusion Y € M(Y). Also sind [J¢ X (@, %g)] und 7 nach 1.1.20 zueinander inverse
[somorphismen ¢Yp = 5175 von Rechts-Hilbert-Bimoduln. Insbesondere ist 7 surjektiv

(im Sinne von 1.1.10) und 5375 sogar gleich ¢Yp. O

Es gibt eine niitzliche Charakterisierung von verschréankten Produkten von Hilbert-
Bimoduln, indem man verschrinkte Produkte von C*-Algebren (Definition 2.2) benutzt.
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2.26 Proposition. Es seien (4 Xp,o&3) eine S-Kowirkung, (C,ja,us) bzw. (D, jsz,ug)
verschrankte Produkte von (A, «) bzw. (B, ) sowie ® : 4 Xp — M(pYe) ein nichtent-
arteter Morphismus von Rechts-Hilbert-Bimoduln mit Koeffizienten-Abbildungen jo bzw.
ja. Ist das Tripel (;,®;,,ua,ug) : (4 XB,S) — M(cYp) ein kovarianter Homomorphismus
von (X,§), dann ist (Y, ®,u,,ug) bereits ein verschrinktes Produkt von (X,§).

Beweis. Wir miissen die universelle Eigenschaft von (¢Yp, ®,u,,ug) zeigen. Sei dazu
(oI, u,v) : (4 X B,g) — M(Zg) ein kovarianter Homomorphismus. Es gibt nach Vor-
aussetzung eindeutig bestimmte *-Homomorphismen ¥ x u : C' — M(L)und v x v : D —
M (R) mit den Eigenschaften ¥ x uo j, = ¥ und (¥ X u®idg)(u,) = v baw. v X vojg =v
und (v x v ®idg)(ug) = v. Wir definieren einen nichtentarteten Morphismus von Rechts-
Hilbertmoduln

H®B(V><’U)

\IIIIX'U YD—X®BD M(Z®RR)gM(ZR)7

wobei wir die Identifikation Yp & X ®p D aus 1.1.9 verwenden. Er ist wohldefiniert, da II,,
und , (v x v) vertriglich sind. Auf Elementen x in X und d in D bedeutet dies U (®(z)d) =
II(z) - (v x v(d)). Offenbar gilt dann W o & = II, und ¥ ist dadurch eindeutig bestimmt.
Wir miissen also nur noch die Vertréglichkeit von ¥ mit der linken Koeffizientenabbildung
¥ X u zeigen. Nach 1.1.13 ist dies gleichwertig zu der Identitét

Ad(W)owe =10 (U xu):C— M(Kr(2))=Lr(2)

von *-Homomorphismen (mit ¢ notieren wir jeweils die Wirkungen). Dazu benutzen wir
die universelle Eigenschaft von (C, j,, u,): Erstens gilt mit 1.1.13 und 1.1.14

Ad(V) o1 0 jo = Ad(¥) o Ad(P) o1y = Ad(V o P) o1y = Ad(TT) o 14
=0 =1p0(0 X V)0 j,.

Zweitens erhdlt man fiir x in X, d in D und s in S (unter Verwendung der kanonischen
Identifizierungen aus 1.4.3) die Beziehung

(Ad(P) 0 1o ®idg)(ue)[(¥ ® idg)(P(2)d ® s)]
= (VU ®idg)(ug - (P(r)d ® s))

Y0 @ ide) (@ ® ids) (E(x)) - us - (d® 5))
( (€(x)) -

2 (M@ ids) (v x v @idg)(us - (d® 5)))
— (M@ ids)(E(x)) - (v x v @ ids)(ug) - (v x v(d) @ 5))
= (I ®ids)(&(x)) v (vxv(d)®s)

Dy () ©1s) - (v x v(d) @ 5)
)

= (10 (¥ X u) ®idg)(uy) (¥ @ idg)(P(z)d ® s)].

—~

Hierbei wurden in (1) sowie (3) Kovarianz-Gleichungen (vgl. Definition 2.18) ausgenutzt
und in (2) sowie (4) die Eigenschaft W® = II verwendet. Da ® nichtentartet ist und ®(X)D
in Y dicht liegt, gilt aus Stetigkeitsgriinden (Ad(®)oic®idg)(uy) = (tro(V X u)Rids)(Uy).
Folglich sind nach der universellen Eigenschaft von (C, ja, u,) die Abbildungen Ad(¥)oc
und ¢z, o (¢ X u) identisch. O
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Die folgenden Ergebnisse benotigen wir fiir den Nachweis der Existenz verschréankter
Produkte (unter denselben schwachen Voraussetzungen wie bei C*-Algebren). Fiir Ten-
sorprodukte von Hilbert-Bimodul-Homomorphismen verweisen wir auf [15, Proposition
1.34] und [15, Proposition 1.38]. Es gilt das folgende Lemma ([15, Lemma 2.12]):

2.27 Lemma. Sind s Xp und gYco Rechts-Hilbert-Bimoduln und D eine C*-Algebra, so
existiert ein Isomorphismus von Hilbert-Bimoduln

o

©:(X®D)®pgp (Y ®D) — (X®pY)®D
mit O(z®@d)® (yod)) =(r@y)®dd. O

Mithilfe von © erhilt man eine Moglichkeit, S-Kowirkungen auf Hilbert-Bimoduln zu
tensorieren. Wir brauchen im Hinblick auf rechts-triviale Kowirkungen eine etwas allge-
meinere Aussage als in [15, Propositon 2.13], die aber genauso bewiesen wird.

2.28 Proposition. Es sei (S,A) eine Hopf-C*-Algebra, (4 Xp, &) eine S-Kowirkung
und Yo ein Rechts-Hilbert-Bimodul sowie 3, @ pYe — M(Y ® S) ein nichtentarteter
koassoziativer (vgl. 1.4.2) Morphismus von Rechts-Hilbert-Bimoduln. Dann ist

£ :=00((®p(): aAX ®pYe = M(4uX ®pYe ®S)

ebenfalls ein koassoziativer Morphismus von Rechts-Hilbert-Bimoduln mit Koeffizienten-
Abbildungen o und . Insbesonder erhalten wir die Spezialfille:

1. Ist 3¢y zudem eine (nichtentartete) S-Kowirkung (vgl. 1.4.2), so auch §15(.

2. Ist (¢,y) = (0%,8") eine rechts-triviale Kowirkung auf Yo (vgl. Definition 2.14), so
ist auch € 4oy rechts-trivial.

Beweis. Der allgemeine Teil wird wie in [15, Prop. 2.13] bewiesen. Zum Beweis der dort
mit (3) bezeichneten Gleichung

(O®id)oOo ((id®A) Rpgs (1dR@ A)) o (§®p()=(Id® A)oBo ({®5()

schreibt man fiir s, € S die Elemente A(s) bzw. A(s’) als strikte Limiten A(s) ~g,
> 5i @t und A(s') ~gr D585 @1 in M(S ® S). Dann folgt die Behauptung genauso
wie in [15, Proposition 2.13] aus der strikten Stetigkeit aller beteiligten Abbildungen. Der
zweite Spezialfall folgt direkt aus dem allgemeinen Teil, wéhrend der erste einfach der
Rest der Aussage in [15, Proposition 2.13] ist. O

Das folgende Lemma ist der Schliissel zur Konstruktion verschrankter Produkte von
Rechts-Hilbert-Bimodul-Kowirkungen (4 X g, #{3). Die Hauptschwierigkeit besteht darin,

~

auf dem natiirlichen Kandidaten X ® 5 (B x5 S) fiir das verschrinkte Produkt als Rechts-
(B x5 S)-Hilbertmodul eine vertriagliche Wirkung von A x, S zu finden. Dafiir braucht
man eine geeignete rechts-triviale Kowirkung, die bei Gruppen-Wirkungen der diagonalen

-~

Wirkung auf X ®@p (B x5 S) entspricht, vgl. Beispiel 2.30.

2.29 Lemma. Es sei (S,A) eine Hopf-C*-Algebra, (4 Xp,ap) eine S-Kowirkung (vgl.
1.4.2) und 14 : A — Lp(X) die A-Wirkung auf Xp. Es existiere das verschrinkte Pro-
dukt (A xq S,ua) von (A, ). Ist (v,v) : (B,S) — M (R) ein nichtentarteter kovarianter
*-Morphismus (vgl. Definition 2.1) und 0%, die zu v gehérige rechts-triviale Kowirkung
(vgl. Bemerkung 2.19), so gilt:
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1. Aus der Kovarianz-Bedingung fiir (v,v) folgt die Ezistenz der rechts-trivialen Ko-
wirkung §4p0% : X @ R — M((X ®@p R)® S) auf X ®p R.

2. Ist Etpv die zu E450Y, gehorige unitare Kodarstellung, so ist (14 @ 1gr,€8pv) kova-
riant. Deshlb kann man einen nichtentarteten *-Homomorphismus

Lig = (1a®1g) X (Etpv) : Ax § — M(K(X ®5 R))
definieren, so daf$ 4., 5(X ®p R)g 2u einem Rechts-Hilbert-Bimodul wird.

3. Wir definieren die Abbildung ® : X — M(X ®p R) durch ®(x)(r) := x @p r fir
x in X und r in R. Dann ist (j, Py, uq,v) @ (aXp,S) = M(,,5(X @5 R)r) ein
nichtentarteter kovarianter Homomorphismus von (aXp, o&p)-

Beweis. Fiir die erste Behauptung mufl man die Vertriglichkeit von 3 und 4% zeigen.
Diese ist aber genau durch die Kovarianz-Bedingung Ad(6%,) o v = (v ® idg) o 3 gegeben
(vgl. die Bemerkungen 2.17 und 2.19), denn B bzw. B® S wirken auf R bzw. R® S durch
v bzw. v ® idg. Also existiert  §pdy nach Proposition 2.28.

Der zweite Teil folgt mit z € X, a € A und r € R aus der Rechnung

[Ad( 880%) (tala) ®p 1R)|(§ #p0R(x @ 1)) = E4p0R(ax @ 1) = O(§(ax) ©pgs OR(r))

= O(a(a)§(x) @ras OR(r))

= ((ta ® 1r) @ ids)(a(a)) - O(§(x) Rras Ox(r))
((ta ® 1r) @ ids)(a(a)) - (§4pOR(z © 7).

Die mit (x) gekennzeichnete Identitét ergibt sich aus folgender Uberlegung: Fiir Elemente
S1, 82,83 in S ist

O 0 [(1a(a) ® 51) @ras (idr @ ids)]((z ® 52) @ (1 @ s3))
= @((ax ® 5152) ® (r ® s3))

= (ax ® 1) ® 515253

= [((ca ® 1r) ®ids)(a @ 51)] 0 O((x @ 52) ® (1 ® s3)),

woraus [((ta ® 1g) ®ids)(a® s1)]0© = O o[(ta(a) ® s1) ®prgs (idg ®idg)] fir allea € A
und s; € S folgt. Wegen der Normstetigkeit und der stritken Stetigkeit von ¢4 ist diese
Gleichung fiir alle Elemente in M (A ® S) giiltig, insbesondere auch fir a(a).

Wir kommen zum Beweis des dritten Teils. Offensichtlich ist ®(x) € M(X ®p R)
(denn ®(x) hat ein Adjungiertes ®(x)*(z' ®p r) = v((z,2')p)(r)) und die Abbildung ®
ist ja-v-vertréaglich:

®(axb)(r) = azb @p 1 = (ta ®p 1r)(a)(z @p v(0)(r)) = 1 4,,5(Ja(a)(B(2) (v (b)r)).

Nach Definition von & ist aulerdem ®(z)*®(z') = &(2)*(x ®p 1g) = v({(z,2’)p) und
folglich ;,®, : 4 Xp — M(,,5(X ®p R)r) ein nichtentarteter Hilbert-Bimodul-Homo-
morphismus. Es bleibt nur noch die Kovarianz-Identitét

Ad(05, 0%)(®(2)) = (P @1ids)(£(x))

zu zeigen, wobei 62 die zu u,, gehorige rechts-triviale Kowirkung ist (vgl. Bemerkung 2.19).
Wir beobachten zunéchst, dafl nach Definition von ¢, 5 die Gleichung (¢, s ® id) 0 65, =
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Etponouy gilt (dabei wird £ 503, als rechts-triviale Kowirkung auf (X ® g R) aufgefafit).
Fir r,r" € R, x € X und s € S gilt deshalb die Identitét

Ad(07, 07)(®(x)) - [0R(r)(r' @ )] = 53(D(2)r)(r' @ 5)
={pop(z@pT)(r @ s)
= O(§(7) ®pos Ox(r)(r' @ s)
2 (@@ ids)(§()) - FR((0' @ 9)]
wobei die Gleichung () aus

O((z ® 51) ®pgs (T®s2)) = (xQpT) R s150 = (P Rids)(r® s1) - (1@ 82)

und strikter Stetigkeit folgt. Da Summen von Elementen der Form 0%(r)(r’ ® s) dicht in
R ® S liegen, folgt die Behauptung. O

2.30 Beispiel. Fiir S = Cy(G) entspricht der rechts-trivialen Kowirkung & §50%, der dia-
gonalen G-Wirkung ¢t - (r ®p d) := (t-x) ®p (t - d) auf dem Hilbertmodul X ®p5 D, wobei
te G, vl [3, S. 706].

Mit diesen Vorbereitungen ist es einfach, die Existenz des verschrankten Produktes fiir
Hilbert-Bimoduln aus der Existenz verschrankter Produkte von C*-Algebren abzuleiten:

2.31 Satz. Es sei (4Xp,a&) eine Hilbert-Bimodul-S-Kowirkung, fir welche die ver-

schrinkten Produkte (A Xq S, jo,us) bzw. (B X g S, Jg,ug) im Sinne der Definition 2.2
existieren. Dann gibt es eine Realisierung (4,,gY 5.5, Jes UasUg) des verschrinkten Pro-

dukts von (X, &) mit (A x4 S, ju, us) bew. (B X g S, Jg,ug) als Koeffizienten-Tripeln.

-~

Beweis. Wir betrachten den Hilbertmodul Yy, g := (X ®p B x3.5). Dieser trigt nach
Lemma 2.29 eine A X, §—Wirkung

[’A><1§ = (LA ® 1B><1§) X (5 ﬂBuﬂ> P A Ho ‘§ - M(’CBm@(Y))

und wir bekommen den Hilbert-Bimodul ,, sYy, s Nach dem dritten Teil des Lemmas
2.29 definiert fiir x € X und d € B xg S die Abbildung

Je: X — M(Yp,5)  Je(r)(d) ==z @pd

einen Morphismus von Rechts-Hilbert-Bimoduln, der mit den Koeffizienten-Abbildungen
Jo und jg vertréglich ist. Proposition 2.26 beweist, daBl (,,3Y5.3, Je, Ua, Ug) ein ver-
schrénktes Produkt von (4 Xpg, o&g) ist. O

2.32 Korollar. Es sei (S,A) eine stark dualisierbare Hopf-C*-Algebra (vgl. 1.2.5), so
daf es einen kovarianten Homomorphismus (w,u) : (S,5) — M(R) gibt. Dann existiert
das verschrinkte Produkt (¢Yp, je, Ua, ug) fiir jede S-Kowirkung (4 Xp,op). Zudem sind

die Koeffizienten-Tripel (C, jo, Ua) bzw. (D, jz,ug) automatisch verschrinkte Produkte der
Koeffizienten-Kowirkungen (A, ) bzw. (B, [3).

Beweis. Das folgt sofort aus dem Satz 2.31 zusammen mit Korollar 2.13. O
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Hat man einen S-dquivarianten Hilbertmodul (Xpg,&s), so kann man die Theorie
von kovarianten Homomorphismen und verschrinkten Produkten auf den Bimodul-Fall
zuriickfithren:

2.33 Bemerkung. Es sei (Xp,&s) ein Rechts-Hilbertmodul mit einer S-Kowirkung. Die-
sen erweitern wir zu einem S-aquivarianten Hilbert-Bimodul (x(x)Xg, aa)§s), vgl. 1.4.3.

~

Wir bezeichnen mit (,C( X)x X X¢ Sp.5 Je, Mad(e), ug) dessen verschrinktes Produkt. Ein
kovarianter Homomorphismus von (Xp, £g) auf dem Hilbertmodul ist ein kovarianter Ho-
momorphismus (g, u,v) : ((xx)XB, 4de)$s), §) — M (x(2)Zr) im Sinne von Defini-
tion 2.18. Es reicht, daf die Kovarianz-Gleichung Ad(u,v) o (II, ® 1g) = (II, ® idg)&p als
Gleichung von Rechts-Hilbertmoduln erfiillt ist, (Ad(IT), u) : (K(X),S) — M(K(Z)) ist
dann automatisch kovariant. Wir definieren die unitidre Kodarstellung

-~

U 1= (LIC(X)>4§ ®ids)<uAd(£)) € UM(/C(X X¢ S) ® S)a

wobel ¢4 y),,5 die Wirkung von K(X) X aq() S auf X Xe S ist.

Die Definition in Bemerkung 2.33 ist selbstversténdlich konsistent mit der Definition
fiir Hilbert-Bimoduln:

2.34 Bemerkung. Mit den Voraussetzungen und Notationen der Bemerkung 2.33 sei
(4XB,a€p) zusitzlich ein S-dquivarianter Hilbert-Bimodul. Es bezeichne ¢4 die A-Wir-
kung auf X sowie (A X, S, u,) das verschriinkte Produkt von (A, «). Dann ist der Mor-
phismus (Ad(je) o ta,ue) : (A, S) — M(K(X X¢ S)) kovariant (vgl. Definition 2.2) und
definiert daher eine nichtentartete Links-Wirkung ¢, s = (Ad(je)ta) X ue : A x4 S —
M(K(X x¢ §)), die X ¢ S 7u einem Rechts-Hilbert-(A %, §)—(B X g §)—Bimodul erwei-
tert. Nach Definition gilt ¢ 4., 50 jo = Ad(j¢) 0 L4 und daher ist wegen 1.1.13 der Morphis-
mus j, eine vertrégliche linke Koeffizienten-Abbildung fiir je. Offenbar ist (;, jgjﬂ,ua, ug)
dann ein kovarianter Homomorphismus von Rechts-Hilbert-Bimoduln. Mit der Charakte-

~

risierung aus Proposition 2.26 ist folglich ( ,,,gX X¢ Sp.. 35, ju Je 0 Yoo ug) das verschriankte
Produkt von (4 X5, «&s)-

2.35 Notation. Der Satz 2.31, zusammen mit der Eindeutigkeits-Aussage in Lemma 2.23,
rechtfertigt die Notation (,, sX ¢ Sp.5,ja Je 0 Yoo ug) oder abkiirzend X x S fiir das

verschriankte Produkt von (4 X g, »€3). Denn es gibt keine Kollision mit den Notationen der

~

verschrinkten Produkte fiir die Koeffizienten-Kowirkungen. Der Hilbertmodul X x¢ S, 5
ist zudem nach Bemerkung 2.34 von der linken Koeffizienten-Kowirkung unabhingig.
Ist (Xp, &) ein S-aquivarianter Hilbertmodul, so benutzen wir die Notation (IL,,u,v) :
((XB,&5), §) — M(Zg) fur kovariante Morphismen, vgl. Bemerkung 2.33. In diesem Fall
bezeichnen wir auflerdem mit (X x¢ S , Je, ug, ug) das verschrénkte Produkt und mit jg
den zu ug gehérigen *-Morphismus (vgl. Bemerkung 2.6).

2.36 Bemerkung. Verschrinkte Produkte sind mit S-dquivarianten Morphismen ver-
traglich. Sei dazu @, : (4 XB,aés) — M(cYp,,(s) ein S-dquivarianter Morphismus (vgl.
1.4.4) von S-Hilbert-Bimodul-S-Kowirkungen. Mit den obigen Notationen ist das Tri-
pel (je o @, u,,us) @ (X, S) — MY X¢ S) kovariant und induziert einen nichtentarteten
Morphismus R R R

P xS = (jeo®) x (uy,u5) : X ¢ — M(Y % 5)
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mit Koeffizienten-Morphismen ¢ x S = (jyo ) xuy) und ¢ x S := (js 0 ) x us). Denn
aus der Aquivarianz von ® folgt Ad(u,,us)(jeo®®1g) = (jc Rids)o(o® = (jooP®ids)C.

Diese Konstruktion ist offenbar mit der Komposition dquivarianter Morphismen und
Identitéiten in HBMg (vgl. 1.5.1) vertraglich. Das folgt sofort aus der universellen Eigen-
schaft des verschrankten Produkts.

§ 2.4 Duale Kowirkungen und kategorielle Beschreibung

Es sei in diesem Abschnitt (S, A) eine Hopf-C*-Algebra, fiir die verschrinkte Produkte
existieren. Wir erinnern an stark dualisierbare Hopf-C*-Algebren (S, A): In diesem Fall
ist nach 1.2.5 und 1.2.4 das universelle Dual (§ ,u) eine beidseitig nichtentartete Hopf-
C*-Algebra mit Koprodukt A und Koeins 2. Auf verschrinkten Produkten existiert dann
eine kanonische S-Kowirkung.

2.37 Definition. Neben den generellen Voraussetzungen dieses Abschnitts sei (S, A)
zusitzlich stark dualisierbar ( vgl. 1.2.4 und 1.2.5) und (4 Xp,«&p) ein S-dquivarianter
Rechts-Hilbert-Bimodul. Mit den Konventionen der Bemerkungen 2.6 und 2.22 ist

((je ® 13), (j& @ idg) A, (j2 ® idg DA): (X,8) — M(X xS 9)

cin kovarianter Homomorphismus. Wir definieren £ := (Je®1g) % ((jg®id§)£, (jg@)idg)ﬁ)
mit & 1= (jo @ 1g) x ((J§ ®idg)A) bzw. 8 := (jz ® 15) X ((jg ®idg)A) als Koeffizienten-
Abbildungen. Dann ist (,,,5.X ¢ S Byl ag}) eine nichtentartete Rechts-Hilbert-Bimodul-
S-Kowirkung (vgl. 1.4.2). Diese nennen wir die zu (X, §) duale S-Kowirkunyg.

Beweis der Behauptungen in Definition 2.37. Unter Verwendung der Positions-No-
tation 1.0.4 sind u, 13 - g3 bzw. ug 3 - Ugg die zu (jg ®idg)A bzw. (]g ® idg)A gehorigen
unitdren S-Kodarstellungen (vgl. Bemerkung 2.6). Dann folgt aus

Ad(tt 151423, 43 151025) © (e © 15) © 1) = (Ad(ta, 15) © (e ® 1)1 = ((je ® 1) @ ids)¢

die Kovarianz, wobei in (*) die Kovarianz des universellen Tripels (Je, Uq, ug) verwendet

wird. Folglich ist 5 wohldefiniert. Die S-Koassoziativitit von f (vgl. 1.4.2) folgt sofort aus
der universellen Eigenschaft des verschrinkten Produkts. Von den verbleibenden Behaup-

tung zeigen wir lediglich die Gleichung (1 ® ) g(X Xg §) = X ¢ S® §, die anderen
folgen analog. Wir benutzen X X S = jg(X)jg(:S’\) (vgl. Lemma 2.25) und erhalten

o~

15)(j3 ® idg) (A(S))

Je(X) ®
3)ig ®idg)((15® 5) - A(S))

wobei in (x) eingeht, daB (5, A) beidseitig nichtentartet ist. O
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Das verschriankte Produkt ist mit vielen natiirlichen Konstruktionen auf Rechts-Hil-
bert-Bimoduln vertraglich (vgl. [15, Theorem 3.7 und 3.13]):

2.38 Satz. Es sei (S,A) eine stark dualisierbare Hopf-C*-Algebra, fir die verschrinkte
Produkte existieren. Dann induziert das verschrinkte Produkt Funktoren der folgenden
Kategorien (vgl. Abschnitt § 1.5):

1. ()% S:HBMg — HBMY

2. (.)>4§:fmg—>9ﬁ%6
Beweis. Fiir den ersten Teil mufl man wegen Bemerkung 2.36 nur noch verifizieren, dafl
fiir einen S-dquivarianten nichtentarteten Morphismus ® : (X,£) — M(Y,() das ver-
schrankte Produkt d xS (vgl. Bemerkung 2.36) S- daquivariant bzgl der dualen Kowir-
kungen 5 bzw. C ist. Das folgt sofort aus den Definitionen von 5 C und ® x S sowie der
universellen Eigenschaft des verschrankten Produkts.
) Aus dem ersten Teil folgt sofort, dafl das verschriankte Produkt dquivariante unitére
Aquivalenzen (vgl. 1.4.7) erhélt, denn es ist j, X Jg =1d 5 und jg X jg = idg, 5. Also ist
die Abbildung (.) x S : Mg (4, @), (B, §)) — M ((A xq S,a), (B X g S, B)) wohldefiniert
und erhélt offenbar die 9Mg-Identitdten. Man mufl fiir den zweiten Teil also nur noch die

Vertriglichkeit mit dem Produkt, d.h. fiir [(X,&)] in Ms((A, a), (B,3)) und [(Y,{)] in
Ms((B,5),(C,v)) die Gleichung

(X, )] [(V,O)) % § 2 [(X % §,8)] - [(V ¢ 5,0)]

zeigen. Betrachte dazu das Tensorprodukt je ®pjc : X ®pY — M (X ¢ §®BN§Y X §)
(vgl. 1.1.11) mit Koeffizienten-Morphismen j, und j.,. Dann ist (je ® g j¢, Ua, u,) kovariant
in Bezug auf die Kowirkung & £5¢ (vgl. [15, Lemma 2.12 und Proposition 2.13] oder auch
Lemma 2.27 und Proposition 2.28): Fiir x € X und y € Y gilt

Uo((Je @5 Jc)(x ®py) @ 1s) - u]
= o - [O((Je(z) ® 1g) O\ (BxS®S) Ue(y) ® 1s))] -]
= O[(uq - (Je(z) ® 15)) O r(BxSS) ((Je(y) ® 1s) Uy

wobei wir die offensichtlichen Eigenschaften von © benutzt haben. Unter Verwendung der
Kovarianzen ist dieses Element gleich

O[(Je @ 1ds)(§(x)) - up R py(puges) (Uc(y) @ Ls) - 1]
= 0[(Je @ ids)(§(7)) O pypusas) bs - (Uec(y) @ 1s) - W]
= 0[(Je @ ids)(§(7)) @ pypusss) (U @ ids)(C(Y))]
= (e ®p J¢) ® ids)[O((z) On(Bos) ((¥))]
= ((Je ®p J¢) ® ids)(§ EpC(T ®p Y)).

Der zugehdrige Morphismus (je ®p jc) X (Uq,u,) ist nichtentartet mit den Identitéten
als Koeffizienten-Abbildungen. Man verifiziert unter Benutzung der Definitionen und der

universellen Eigenschaft leicht seine (f/ﬁB\Q )- (E 5y §E )-Aquivarianz. Nach 1.4.7 induziert
er folglich eine S-unitire Aquivalenz der §—Kowirkungen (4 5(X ®BY) Mgy S O f/ﬁB\C )
und (4,,5(X x¢ §®BN§ Y ¢ §)CN§, gﬁBx§Z)' Damit ist die Gleichung (!) gezeigt. O
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Da nach 1.5.3 die 9Mg- bzw. Mg-Isomorphismen genau durch dquivariante Morita-
Aquivalenzen reprasentiert werden und ein Funktor Isomormphismen erhélt folgt sofort:

2.39 Korollar. Mit den Voraussetzungen aus Satz 2.38 sei (AXB,aé’g) eine [mprzmztz—
vitdts-S-Kowirkung (vgl. 1.4.9). Das verschrinkte Produkt ( 4, g X ¢ SBxs:afﬁ) ist dann

ein S -dquivarianter Imprimitivitdts- Bimodul.

Als Folgerung aus dem Beweis von Satz 2.38 erhilt man die Vertraglichkeit des ver-
schréankten Produkts mit inneren Tensorprodukten, vgl. [30, Lemma 3.10]:

2.40 Korollar. Es sei (S,A) eine Hopf-C*-Algebra, fir die verschrankte Produkte exi-
stieren sowie 9Py, @ (aXB,als) — M (Wi, s5x0) und ,Vy 1 (8Yc, 3Cy) — M(LZg, \\,)
nichtentartete S-dquivariante Morphismen von Rechts-Hilbert-Bimoduln. Dann kommu-
tiert mit Notationen analog wie im Beweis von 2.38 das Diagramm

(Je®BIc) X (Ua,uy)

o

(X @pY) xexe 8 X %S ®p,5Y xS
(@@B\P)ﬂl l¢x§®3>1§\11>4§

M((W @, Z) x,4a S)

1R

MW x, S®,, g7 x5 5)

(Ix®Lin)x (us,up)

mit den offensichtlichen Koeffizienten-Daten. Die horizontalen Abbildungen sind unitdre
Aquivalenzen. Ist (S,A) zusdtzlich stark dualisierbar, so sind die Abbildungen S-dquiva-

riant bzgl. der dualen S-Kowirkungen (bzw. deren Tensorprodukten).

Beweis. Der wesentliche Teil folgt direkt aus der Argumentation im Beweis von Satz
2.38. Diese ist auch unter den abgeschwéchten Voraussetzungen noch moglich. Der Rest
folgt unmittelbar aus der universellen Eigenschaft des verschrinkten Produkts und den
Definitionen der jeweils beteiligten dualen Kowirkungen. O

Fiir spétere Zwecke benttigen wir das folgende Ergebnis:

2.41 Lemma. Mit den Voraussetzungen des Satzes 2.38 seien (aXp, o€3) und (aYn, o(p)
zwei S-dquivariante Hilbert-Bimoduln mit denselben Koeffizienten-Daten. Die Teilmenge

Ad(je, je)(Lp(X,Y)) C L,,5(X % S,Y x¢ S)

besteht aus S-invarianten Operatoren (vgl. 1.4.4). Insbesondere ist fir F € Lp(X) der
Operator Ad(je)(F) € Ly, 5(X x¢ S) invariant unter der dualen S-Kowirkung.

Beweis. Sei F' € L5(X,Y). Dann gilt fir 2 € X und d € B x S die Bezichung

~

(Ad(je, jo)(F) @ idg) (E(je(x)d)) = (Ad(jc, je)(F) @ idg)((je(w) @ 1s) - B(d))
= (je(Fz) ® 15) - B(d)

= C(Adjc, o) (F) (je())) - B(d)

= C(Ad(jc, o) (F) (e (x)d) ).

Da Linearkombinationen von Elementen der Form j¢(z)d dicht in X ¢ 5 sind, gilt die
Gleichung aus Stetigkeitsgriinden fiir ganz X x¢ S, und somit folgt die Behauptung. O
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§ 2.5 Vertraglichkeit mit kompakten Operatoren

In diesem Abschnitt sei (S, A) eine Hopf-C*-Algebra, fiir die verschrinkte Produkte exi-
stieren. Ist (Xp, &) eine nichtentartete S-Kowirkung auf einem Rechts-Hilbertmodul, so

bezeichne (X ¢ S, Je, ug, ug) das verschrinkte Produkt (vgl. Bemerkung 2.35). Ziel dieses
Abschnitts ist es zu zeigen, dafl sich das verschréinkte Produkt K(X) x aq() S mittels der

Links-Wirkung Lic(x) %8 kanonisch mit den kompakten Operatoren KC(X x¢ S) identifizie-
ren lafit. Das folgt nicht automatisch aus Satz 2.38, denn Xp wird nicht als rechts-voll
vorausgesetzt (vgl. 1.1.3).

2.42 Lemma. Mit den obigen Bezeichnungen ist v x5 gleich Ad(je) x ug. Ist (S, A)

zusdtzlich stark dualisierbar (vgl. 1.2.5), so ist K(X ¢ S) = Ad(jg)(lC(X))jg(:S’\), wobei
jg den zu ug gehdrigen *-Morphismus bezeichnet (vgl. Bemerkung 2.6). Insbesondere ist
in diesem Fall v vy ,5 0 K(X) Xaqe) S — K(X Mg S) surjektiv.

Beweis. Es ist Lic(x)%§ © JAdg) = Ad(je), weil jaqe eine linke Koeffizienten-Abbildung
fiir je ist, vgl. auch 1.1.13. Nach Definition gilt ue = (tx(x),g @ ids)(uage)). Wegen der
Eindeutigkeit in der universellen Eigenschaft folgt daher die Behauptung.

Ist (S,u) ein starkes Dual wie in 1.2.5, so ist nach Lemma 2.25 und den Konven-

tionen aus Bemerkung 2.6(1.) IC(X) X aq(e) S = Jaae)(K(X)) -j?d(é)(:g\) und X Xg S =

—~ —~

J&(S) - je(X) = je(X) ]E(S) Folglich ist ¢y, surjektiv wegen der Gleichungen

-~ —~ —~ ﬂ

K(X % 8) = X x¢ S+ (X x¢ §)* = je(X) - (2(S) - je(X)") - 55(5)
= Je(X)je(X)* - J4(S) = Ad(Ge) (K (X)) - 55(5)

mnd L x5 (K(X) ¥ aae) ) = Ad(je) x ue(K(X) ¥ aae) ) = Ad(je)(K(X)) - 55(S). O

Mit dieser Vorbereitung bekommen wir das folgende Ergebnis (vgl. [3, Proposition
6.9], [66, Lemme 5.2] und im Gruppenfall [15, Lemma 3.3 und Lemma 3.10]):

2.43 Satz. Es sei (S,A) eine stark dualisierbare Hopf-C*-Algebra wie in 1.2.5, fir die
verschrinkte Produkte existieren sowie (Xpg,&g) ein S-dquivarianter Rechts-Hilbertmodul
und & als Morphismus von recht-Hilbertmoduln beidseitig nichtentartet (vgl. 1.1.10). Be-

~

zeichnet (X X¢ Sp. 5, Je, Ue, Ug) das verschrinkte Produkt, dann ist die kanonische Koeffi-
zienten-Abbildung vy x5 = Ad(je) X ug : K(X) Xaqe) S — K(X X¢ S) aus Lemma 2.42

ein S-dquivarianter Isomorphismus. Insbesondere ist das Tripel (JC(X Xe §),Ad(j§),u5)
ein verschranktes Produkt von (K(X), Ad(§)).

Beweis. Wegen Lemma 2.42 mufl man nur noch die Injektivitdt von LK (X)%8 zeigen.
Wir benutzen die Notationen aus Abschnitt § 1.5. Die Kowirkung (X&) definiert einen
M s-Morphismus [(X, &)] € Ms((L(X), Ad(€)), (B, 3)). Nach 1.4.8 definiert die adjungier-
te Kowirkung (5Xg ), 88ha()) ein Ms-Element [(X*, )] in M ((B, B), (K(X), Ad(E))),
welches Mg-rechts-invers zu [(X, )] ist. Da Funktoren Rechts-Inverse erhalten, ist also
nach Satz 2.38 [(X* X¢- §,§‘)] ein Mg-rechts-Inverses von [(X ¢ s, E)] Nach 1.5.3 ist
also die Links-Wirkung LK (X) %8 injektiv. O
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Auflerdem ist Li(x)x§ Wit kovarianten Morphismen vertréglich:

2.44 Lemma. Wir benutzen dieselben Voraussetzungen wie in Satz 2.435.

-~

1. Ist (Il,u,v) : ((XB,&3),S) — M(Zg) ein kovarianter Homomorphismus, vgl. Be-
merkung 2.33, so gilt Ad(IT) x u = Ad(II x (u,v)) © Lk (x)u5-

2. Ist &, : (Xp, &) — M(Yp,(s) ein dquivarianter nichtentarteter Morphismus, vgl.
1.4.4, so kommutiert das Diagramm

~  Ad(®)xS ~
K(X) ¥ ager S 222 MK(Y) % S)

LK(X)N@J/ l%(ym@

KX % 8) 225 Ny xae S)).

Beweis. Nach Definition ist Ad(®) x u eine vertrégliche linke Koeffizienten-Abbildung fiir
® x (u,v). Daher folgt der erste Teil aus 1.1.13. Der zweite Teil folgt nach Definition von
O xS = (joP) x (uc,u5) (vgl. Notation 2.35 und Bemerkung 2.36) direkt aus dem ersten

Teil: Ad(® % S) oty xyg = Ad(Jc®) X uc = (Ad(jc) 0 Ad(P)) X ue = 1y, 50 Ad(P) X uc.
Die letzte Identitat folgt hierbei leicht aus der Definition von Lk (v) - O

§ 2.6 AuBere Aquivalenz von Kowirkungen

Sei (S, A) eine Hopf-C*-Algebra. Da das verschrankte Produkt eine funktorielle Konstruk-
tion ist (vgl. Bemerkung 2.36), ergeben dquivariant isomorphe Rechts-Hilbert-Bimoduln
(vgl. 1.4.4 und 1.1.10) natiirlich auch isomorphe verschrinkte Produkte. Wir werden in
diesem Abschnitt den etwas allgemeineren Fall der &uferen Aquivalenz besprechen.

Wir werden zunéchst nur Rechts-Hilbertmoduln (Xpg, £5) mit S-Kowirkung ohne eine
zusitzliche Bimodulstruktur betrachten. Zur Definition von duflerer Aquivalenz brauchen
wir die folgende Aquivalenzrelation auf der Menge der S-Kowirkungen auf X mit fixierter
Koeffizienten-Kowirkung 2.

2.45 Definition. Sei Xp ein Rechts-Hilbertmodul und : B — M (B ® S) eine Kowir-
kung auf B. Zwei S-Kowirkungen {5 und &j auf X (vgl. 1.4.2) mit derselben Koeffizienten-
Kowirkung 3 heiflen stark duflerlich dquivalent, wenn es eine Unitére u € UM (K(X)® S)
mit &'(z) = u - &(x) fir alle z € X gibt.

Offenbar ist starke #uBere Aquivalenz eine Aquivalenzrelation auf der Menge der S-
Kowirkungen auf Xz mit Koeffizienten-Kowirkung 3. Es stellt sich natiirlich die Frage,
welche Bedingungen die Unitére u € UM (K(X)®.S) erfiillen muB. In Lemma 2.48 werden
wir sehen, dafl dies genau die Kozykel-Bedingungen fiir u sind.

2.46 Definition. Es sei (X5, ) eine S-Kowirkung. Ein Element u in den unitéren Ope-
ratoren UM (K(X) ® S) heiit ein Kozykel fir £, falls mit den Notationen aus 1.0.1 und
1.0.4 die Gleichung (idi(x)y ® A)(u) = w2 - (Ad(§) @idg)(w) in UM (K(X) ® S ®S) erfiillt
ist und zusétzlich die Inklusion (1 ® S)-u-&(X) C X ®@ S gilt.

Die hier gegebene Definition ist stérker als [39, 2.7 Definition] und [4, Définition 0.4],
aber im Zusammenhang mit Rechts-Hilbert-Bimoduln besser geeignet, vgl. Lemma 2.48.
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2.47 Beispiel. 1. Die Identitdt 1 = 1x(x)gs ist ein Kozykel fiir jede S-Kowirkung.

2. Die stark duBerliche Aquivalenzklasse der trivialen Kowirkung 6" (z) = = ® lg
umfaBlt genau die rechts-trivialen Kowirkungen 0% (vgl. Definition 2.14) auf X mit
der analytischen Zusatzbedingung (1®.5)-0%(X) € X ®S. Die zugehorigen Kozykel
sind daher nach Lemma 2.16 die unitiren Kodarstellungen u in UM (K(X)® S) mit
der zusétzlichen Bedingung (1 ® S)u(X ® 1) C X ® S.

3. Im Falle einer Wirkung einer Gruppe G auf dem Rechts-Hilbertmodul Xz entspre-
chen die Kozykel gerade den strikt stetigen Abbildungen v : G — UL(X) mit
s +— ug, fiir welche die Gleichung ug = us - Ad(§)s(uy) fiir s,t € G gilt. Die analyti-
sche Bedingung ist wegen der Kommutativitéit von Co(G) immer erfiillt.

2.48 Lemma. Fs sei (Xp,&3) eine S-Kowirkung und v € UM (K(X)®S). Die Abbildung
uf X - M(X ®S), wobei u€(x) := u-&(x) fir x € X, definiert genau dann eine S-
Kowirkung auf Xg, wenn u ein Kozykel fir & ist. Die rechte Koeffizienten-Abbildung fiir
ué ist dann ebenfalls (3.

Beweis. Man rechnet unter Verwendung der Positions-Notation 1.0.4 einfach die beiden
Seiten fiir die Kowirkungsidentitéit aus und erhélt

(u€ @ id)ug(z) = w1z - (§ @ id)(u - §(x)) = u12(Ad(§) @ id)(u) - (£ ® id)(§(x))  sowie
(id © A)(ug(x)) = (idix) @ A)(u) - (id @ A)(E(x)) = (id @ A)(u) - (§ @ id)(§(2)).

Da (£ ® id)¢ als Morphismus nichtentartet ist, sind beide Seiten genau dann identisch,
wenn u ein Kozykel fiir £ ist. Die restlichen Aussagen sind klar. O

Analog wie in Lemma 2.48 zeigt man:

2.49 Lemma. FEs seien (4 Xp,.€3) ein S-dquivarianter Hilbert-Bimodul (vgl. 1.4.2) und
u€eEUM(A®S) bzw. v e UM (B®S) Kozykel fir o bzw. 3 im Sinne der Definition 2.46.
Der Morphismus

Ad(w)aAd(u, v)€adwys : aXp — M(X ® S)

(vgl. 1.1.12) ist eine Rechts-Hilbert-Bimodul-S-Kowirkung auf 4 Xp.

Nimmt man v = 1 an, so erhélt man als Spezialfall die eine Richtung des vorangehen-
den Lemmas 2.48 zuriick. Wir kénnen jetzt die &ulere Aquivalenz von Hilbert-Bimodul-
Kowirkungen definieren.

2.50 Definition. Es seien (4Xp,.&s) eine S-Kowirkung und v € UM(A ® S) bzw.
v € UM(B ® S) Kozykel fiir a bzw. §. Mit denselben Notationen wie in Lemma 2.49
heifit eine Kowirkung der Form Ad(u,v){ duflerlich dquivalent zu &.

2.51 Bemerkung. 1. Auflere Aquivale?z ist eine Aquivalenzrelation. Das folgt sofort
aus der Tatsache, dafl starke duflere Aquivalenz eine solche ist.

2. Ist die obige Kowirkung ,&s nichtentartet und sind (1 ® S) - u-a(4) C A® S
bzw. (1® S)-v-3(B) C B® S dicht in A® S bzw. B® S, so ist auch Ad(u,v){
nichtentartet.



§ 2.6 AuBere Aquivalenz von Kowirkungen 45

3. Sei wie oben (A, ) eine S-Kowirkung und u € UM (A ® S) ein a-Kozykel. Dann ist
(A, Ad(u)a) dquivariant Morita-dquivalent (vgl. 1.4.9) zu (A, ). Der verbindende
Imprimitivitdts-Bimodul ist (A, u«), denn es gilt offensichtlich Ad(ua) = Ad(u)a.

Auserlich dquivalente Kowirkungen haben isomorphe verschriinkte Produkte. Das wird
in der folgenden Proposition prézisiert.

2.52 Proposition. Mit denselben Notationen wie in Lemma 2.49 sei Ad(u,v)é dufler-
lich dquivalent zu der Rechts-Hilbert-Bimodul-Kowirkung (4 Xp,«&s). Dann ist mit den
Notationen aus 2.35

(Je, (Ja @ id)(u) - U, (jg ®id)(v) - ug) : ((X, Ad(u, v)f),g) — M (X x¢ §)
kovariant und induziert einen Isomorphismus
AY, = e X (o ® id)(W)ttas (jy @ id)(0)u43) : X X aduare § — X 3¢ §

mit Koeffizienten-Morphismen A2 := j, X (jo®id)(u)u, und A\B := jsx (jz®id)(v)ug. Falls
(S, A) ein starkes universelles Dual S besitzt, so ist AX

ww it den dualen S-Kowirkungen
(vgl. Lemma 2.37) vertraglich.

Beweis. Die Unitére (j, ® id)(u)u, ist eine unitdre Kodarstellung:

(id 4 5 @ A)((Jo ® id)(u)te) = (Jo ® id @ id) (ur2( @ id)(w)) - (Ua)12(Ua)13
= (Jo @ id) ()12 - [((ja ® id)a @ id)(u) - U 12] - U3

Y (o @ id) (W12 - etz - (o ® 1 @ ids) ()] - tas

= [(Jo @id)(wtta)r2 - [(Jo @ id)(w)ta]13,

wobei die Kovarianz von (ja,Us) in (%) eingeht. Genauso ist (jg ® id)(v)ug eine unitére
Kodarstellung. Wir zeigen die Ad(u,v)¢-Kovarianz des Tripels in Proposition 2.52:

(o @ ) ()t (e ® ) - w3 @ i) (v*) 2 (e @ i) () - (e @ i) - (g © i) (")

= (Je @ id) o Ad(u, )¢,
wobel wir in (%) natiirlich die Kovarianz des universellen kovarianten Homomorphismus
(Je, ua, ug) verwenden. Zunéchst werden wir die Bijektivitit der Koeffizienten-Abbildung-

en A2 und A\ zeigen. Dazu betrachten wir als Spezialfall der Proposition (B, 3) selbst als
Hilbert-Bimodul mit den Kozykel v und 1 = 155g. Der zugehorige Morphismus

Aﬁl = jIB X ((]ﬂ ® Zd)(v)uﬁ7u/8) : BNAd(v)ﬁg(B Nvﬁ S)BX]@@ - M(BXQS'\(B NB S)BX]QS\)

hat A als linke und idp, 5 als rechte Koeffizienten-Abbildung. Deshalb ist A7, eine Iso-
metrie mit Bild

AP (B x,58) = AP, (jus(B) - B3 S) = js(B) - BxsS =B x5,

also ein Isomorphismus A}, : B X4 S — B x 3 S von Rechts-Hilbertmoduln. Unter dem
kanonischen Isomorphismus (vgl. Satz 2.43)

]C(B Nvg §) = ’C(BB) NAd(vﬁ) § =B NAd(fu)ﬁ §
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geht Ad(AJ,) in AJ iiber, folglich ist die Koeffizienten-Abbildung A} : B X a4()s S -

X
wo also

eine Isometrie nach

B xp S ein [somorphismus. Betrachten wir wieder den allgemeinen Fall, so hat A
Isomorphismen als Koeffizienten-Abbildungen, insbesondere ist AuX,U
[15, Lemma 1.20]. Das Bild von A, ist

A (X R aauae S) = Ay (adtuwe(X) - B Xagwys 8) = je(X) - NB(B X aqw)s S)
— je(X)-BxzS =X xS

Die Vertréglichkeit mit den dualen Kowirkungen folgt direkt aus den Definitionen und
der universellen Eigenschaft. O

2.53 Bemerkung. Insbesondere gewinnt man aus der Proposition, dafl eine Kowirkung
auf einer C*-Algebra A der Form (A, Ad(u)«a), wobei u ein a-Kozykel im Sinne der Defi-
nition 2.46 ist, dasselbe verschriankte Produkt hat wie (A, «), vgl. auch [39, 2.9 Theorem)].

Die Isomorphismen der Form Afﬁv wie in der Proposition 2.52 sind natiirlich:

2.54 Lemma. Es seien (4Xp,a€3) und (¢Yp,,(s) S-dquivariante Rechts-Hilbert- Bimo-
duln sowie ,®,, : (X,&) — M(Y,() ein nichtentarteter S-diquivarianter Morphismus von
Hilbert-Bimoduln (vgl. 1.4.4). Dann sind Yu := (Y ®@id)(u) bzw. ¥v := (¢ ®id)(v) Kozykel
fiir vy bzw. 6. Mit den analogen Bezeichnungen wie in Proposition 2.52 ist 4@, dquivariant
bzgl. der Kowirkungen Ad(u,v)¢ und Ad(Yu,%v)C. Zudem ist das Diagramm

X X Ad(u,w)é S R M(Y X Ad(Yu,#v)¢ S)

Y
Affwlg %J/A("Z’u),(‘p'u)

-~ %8 =5

X xS —— MY % S)

kommutativ, wobei wir die Bezeichungen aus Bemerkung 2.36 verwenden.

Beweis. Die erste Behauptung rechnen wir stellvertretend fiir v nach:
(id @ A)(*u) = (Y ®id)(u)1z - (¢ ®id) 0 @) @ id)(u) = (Yu)1z - (v ® id)(Yu),

wobei wir die Aquivarianz (1 ®id)oa = yo1) benutzen. Offensichtlich ist dann ® ebenfalls
dquivariant fiir die Kowirkungen Ad(u,v)¢ bzw. Ad(Yu,¥v)¢ auf X bzw. Y. Zur besseren
Unterscheidung bezeichnen wir den oberen Pfeil des Diagrams mit ® x,, S und seine

Koeffizienten-Morphismen mit v X, S und © Xy S. Die Kommutativitit priift man mittels
der universellen Eigenschaft: Zunéchst gilt

A?Z)/uyv od ><]u7v So jAd(u,v)§ = A}ZJ/U,LPU o jAd(wu,‘/’B)C od = .]C od=PxSo jAd(u,v)f 5
und man mufl nur noch die Bedingungen

(XS, 0 ¢ %y S) @ id) (Wagquya) = (10 X S 0 AY) @ id) (Wagquye) sOWie
(V2,09 %, 8) @ id) (waawys) = ((p % S 0 AF) @ id) (aaqw)s)
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nachweisen. Die Gleichungen rechnet man durch Einsetzen der Definitionen von ¢ X, S ,
A$, ete. einfach nach:

(AT, 09 %, §) @ id) (agquya) = (AT, © id) (Waqqon)s)

= (jy @id)(Yu) - w,

= (jy o ®id)(u) - (¥ % S @ id)(ua)
= (¢ % S @ id)((jo ® id)(u)uy)

= (

(¢ > So Ao ® id)(Mad(uya)-

Ebenso folgt die entsprechende Gleichung fiir die linke Koeffizienten-Abbildung. O

§ 2.7 Tensorprodukte mit trivialen Kowirkungen

Es sei (S,A) eine Hopf-C*-Algebra, fiir die verschrinkte Produkte existieren. Wir be-
trachten einen Hilbert-Bimodul (4 X g, o§3) mit S-Kowirkung und einen Hilbert-Bimodul
cYp, den wir mit der trivialen S-Kowirkung 0¥ ausstatten (vgl. 1.4.10). Auf dem Ten-
sorprodukt (vgl. 1.1.11) gibt es eine natiirliche S-Kowirkung. Wir benétigen dazu die
Vertauschung

o=0ys: Y ®S —I5RY y®sr— sy,

mit den Koeffizienten-Morphismen o¢ s und op g, welche eine Isomorphie zwischen Hil-
bert-Bimoduln ist.

2.55 Definition. Mit den Bezeichnungen wie oben ist durch
ERyidy == (idx ®0) o ((®idy) : X QY — M((X®Y)®Y9)

eine S-Kowirkung auf dem Rechts-Hilbert-Bimodul sgc(X ® Y)pgp gegeben. Die Ko-
effizienten-Kowirkungen sind a ®. ide = (ida ® ocg) o (@ ® idg) und [ ®, idp =
(idp ® op,s) o (B ®@idp).

Man kann das Tensorprodukt aus dem verschréankten Produkt , herausziehen®. Da im
allgemeinen das minimale C*-Tensorprodukt nicht universell ist, kann man nur im Fall
nuklearer Koeffizienten-Algebren eine Isomorphie erwarten:

2.56 Lemma. Es sei (S,A) eine stark dualisierbare Hopf-C*-Algebra wie in 1.2.5. Mit
den Bezeichnungen von oben und den Notationen 2.35 und 1.0.4 existiert eine kovarianter
Morphismus (je ®idy,un13,u813) 1 (X QY, R, idy),S) = M(X x¢ S®Y). Er induziert
eine (§@y)—(g®* idy )-dquivariante Surjektion

(jg ®Zdy) X (ua713,u[3713) . (X & Y) N, id § — X N¢ §®Y

Sind die Koeffizienten-Algebren C' und D von Y nuklear, so ist die Surjektion ein Iso-
morphismus.

Beweis. Die ¢ ®, id-Kovarianz des Tripels fiir folgt offensichtlich sofort aus der £-Kova-
rianz des kanonischen Tripels (je, uq, tg). Wir bezeichnen mit Jg bzw. jg die zu u, bzw. ug
gehorigen *-Morphismen (vgl. Bemerkung 2.6), dann sind die zu u,,13 bzw. ug 13 gehorigen
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*-Morphismen offensichtlich gleich Jg ®le bzw. jg ® 1p. Der resultierende Morphismus
hat dann nach Lemma 2.25 das Bild

(e ® idy) x ((ta) 13, (43)19)]eonia(X © ) - 12(8)) = (je(X) @ V) - (1 ® 1) (3)

und ist folglich surjektiv. Die §—Aquivarianz folgt direkt aus der Definition.

Fiir die letzte Behauptung mufl man also aus der Nuklearitéit von C' und D nur noch
die Isomorphie der Koeffizienten-Abbildungen (j, ® idc) X Uq13 und (jg ® idp) X ugis
ableiten. Wir betrachten die *~-Homomorphismen

(jﬁ@;id e} (ZdB (29 1D)) X uﬁ®*id - B Ng § — M((B X D) >45®*2'd ;/S\) und
Jpe.iao (1 ®idp) : D — M((B ® D) %gg.ia S).

Diese haben kommutierende Bilder: jgg,iq0 (15 ®idp) vertauscht einerseits trivialerweise
mit jgg.id© (idg ® 1p). Andererseits kommutiert jgg, 40 (15 ®idp) nach Lemma 2.7 auch

mit dem zu ugg,iq gehorigen *-Morphismus j§®*id vertauscht, denn es ist

Ad(upg,id) © ((Jsg.iac (1 ®idp)) @ 1g) = (Jpe.id ® ids) o (8 @ idp) o (1 ®@idp)
= (jpg.ia© (1p ®idp)) ® 1g.

Also gibt es nach der universellen Eigenschaft des mazimalen C*-Tensorprodukts einen
eindeutig bestimmten *-Homomorphismus (B X3 S) @uex D — M((B ® D) Xgg,id S),
dessen Einschrankungen auf die Tensorkomponenten die beiden obigen Morphismen er-
gibt. Da D nuklear ist, stimmen maximales und minimales Tensorprodukt iiberein und
man macht sich (z.B. mittels universeller Eigenschaften) leicht klar, da der eben kon-
struierte *-Morphismus das Inverse von (jg ® idp) X (uq13,Us13) ist. Analog folgt die
Isomorphie der linken Koeffizienten-Abbildung fiir nukleares C. O

Kombiniert man dieses Ergebnis mit der Proposition 2.52, so ergibt sich eine Verallge-
meinerung von Lemma 2.56 fiir Tensorprodukte mit Kowirkungen, die &uflerlich dquivalent
zur trivialen sind. Wir brauchen dafiir die folgenden Konventionen.

2.57 Bemerkung. Sei (4 Xp,.&s) eine S-Kowirkung und ¢Yp ein Rechts-Hilbert-Bimo-
dul. Wir betrachten zusétzlich Kozykel v € UM(C ® S) und v € UM (D ® S) fiir die
trivialen Kowirkungen, d.h. u und v sind unitire Kodarstellungen (vgl. 1.2.3) mit der
zusatzlichen analytischen Bedingung (1® S)-u- (C®1s) CC® S und (1® 5) - v -
(D®1g) € D® S aus 2.47. Mit 1, : S — M(C) baw. p, : S — M(D) bezeichnen
wir die zu u bzw. v gehorigen nichtentarteten *-Morphismen (vgl. Bemerkung 2.6). Mit
t:C— M(A) bzw. ¢ : C — M(B) notieren wir die Einbettungen durch Skalare. Dann ist
(1 ®idc) S-Aquivariant bzgl. der trivialen Kowirkung auf C' und der Kowirkung o ®, id¢
auf A® C, analog ist (1t ®idp) S-aquivariant. Wegen Lemma 2.54 sind dann insbesondere
la®@u=((t®ide) ®idg)(u) bzw. 1p ® v = ((t ® idp) ® idg)(v) Kozykel fiir a ®, ide
bzw. 8 ®, idp und folglich ist

Ei(u,v) = Ad(1a@u, 1 ®v)o (£R,idy): (X QY) — M(X®Y)®S)

eine S-Kowirkung auf X ® Y. Die Koeffizienten-Kowirkungen bezeichnen wir dementspre-
chend mit afu und Sho.
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Wir erhalten eine Verallgemeinerung von Lemma 2.56:

2.58 Lemma. Es sei (S,A) wie in Lemma 2.56 und (S, A) das starke universelle Dual
mit Koprodukt A (vgl. 1.2.5). Es bezeichne A := o o A das entgegengesetzte Koprodukt

auf S (vgl. 1.2.6). Mit den Bezeichungen aus Bemerkung 2.57 gibt es einen kovarianten
Homomorphismus

(e ® idy, (j§ ® ) A%, (3 ® 1)AP)) : (X © Y, €4(u,v)), 8) — M((X %¢ S) ®Y)
(in der Schreibweise aus Bemerkung 2.22), der einen surjektiven Morphismus

ww (U, V)u@) T (X OY) Xgyup S — (X X 5) @Y

von Hilbert-Bimoduln induziert. Dieser ist (fm))—(g(&*idy)—dquivariant. Weiterhin gilt
die folgende Identitdt von Morphismen von Hilbert-Bimoduln,

Qu,v) = [(Je @ idy) X (a3, 45,13)] © AL 160):

wobei wir die Notationen aus Proposition 2.52 und Lemma 2.56 benutzen. Insbesondere
ist Q(u,v) ein Isomorphismus falls die Koeffizienten-Algebren C' und D nuklear sind.

Wir benutzen hierbei parallel die Konventionen aus den Bemerkung 2.6 und 2.22.
Beweis. Wir miissen nach Bemerkung 2.22 nur zeigen, dafl die Verkniipfung
[(Gx @ idy) % (a5, u515)] © A 00+ (X ®Y) Mgy § — X 2 SOV

durch Vorschalten der kanonischen Abbildungen jegu.v), jgu“ und jgh” das Tripel

(Je ®idy, (]g & Mu)zo‘p; (]g ® NU)AOP)

ergibt. Dieses ist dann automatisch kovariant bzgl. der Kowirkung £ij(u, v) und die rest-
lichen Behauptungen sind mit Proposition 2.52 und Lemma 2.56 klar. Man setzt die
Definitionen ein und erhélt fiir die erste Komponente des Tripels

[(Je ®id) X (Uq,13, Ug,13)] OAggf),u@v) 0 Jen(uw) = [(Je ®id) X (Ua13, U5,13)] © Jiew.ia = Je ®idy.

Fiir die zweite Komponente mufl man die Gleichung [(jo ® idc) X Ua,13] © Mor © jg““ =

(jg ® ,uu)ﬁof’ zeigen. Es geniigt, dafl beide Seiten dasselbe Ergebnis liefern, wenn sie auf

den linken Tensoranden der universellen Kowirkung u € UM (§ ® S) angewendet werden
(vgl. 1.2.4): Man setzt die Definitionen der beteiligten Morphismen ein und erhélt auf der
einen Seite

(([(Ja ® ide) X tta 13] 0 ME 0 j2*) ® ids) ()

(([(ja ® ide) X ugs] 0 Ag) @ ids) (tagu)

([(Jo ® idc) X ua,13] @ ids)((Jag.ia @ ids)(1a @ u) - Uae,id)
((Jo ®ide) @ ids)(1a @ u) - Ug 3
(

Axg @ U) - Uq 13
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Auf der anderen Seite ergibt sich nach Definition des dualen Koprodukts A (vgl. 1.2.4)

(72 ® pa) A @ ids) (u) = ((j& @ pra) ® ids)((0 @ ids)((A ® idg)(u)))
((Jj§ ® pu) ®ids)((0 @ ids)(u13 - uz3)
= (J§ ® pu ® ids)(uz3 - U13)

= (14,5 ® ) - Uq13.

Folglich sind belde Seiten identisch. Eine analoge Rechung zeigt, daB fiir die rechte Seite
(s @ idp) x (2 @ 1p)] 0 AP 0 j2V = (j2 @ py ) A% gilt. u

§ 2.8 Normalisierung von Kowirkungen

In diesem Abschnitt sei (S, A) eine Hopf-C*-Algebra fiir die verschrinkte Produkte exi-
stieren. R

Im allgemeinen wird die Strukturabbildung je : X — M(X x¢ S) eines S-dquiva-
rianten Rechts-Hilbert-Bimoduls (4 X5, &) nicht injektiv sein, und man kann X deshalb
nicht kanonisch als Unter-Bimodul von M (X ¢ S) realisieren. Wir betrachten in diesem
Abschnitt die Klasse der S-Kowirkungen, die diese Eigenschaft besitzen, die sog. normalen
Kowirkungen. Diese wurden zuerst im Fall von G-Kowirkungen auf C*-Algebren in [54]
betrachtet.

2.59 Definition. 1. Eine S-Kowirkung (4 Xp,.&s) heiit normal, falls die Struktur-
abbildung ;. je; : AXp — M(,,5X %e Sp,5) (vel. Definition 2.21) injektiv als
Morphismus von Rechts-Hilbert-Bimoduln ist (vgl. 1.1.10).

2. Mit HBME" baw. 95" sei die volle Unterkategorie von HBM T bzw. 9
(vgl. § 1.5) bezeichnet, deren Objekte bzw. Objekte und Morphismen normale (nicht-
entartete) S—Kowirkungen sind.

2.60 Beispiel. Bezeichne , X X § 55 das verschrinkte Produkt einer (nichtentarte-
ter) S-Kowirkung (4 X5, o&s) und (je, ta, ug) den universellem kovarianten Homomorphis-
mus. Seien d; bzw. 65 die zu u, bzw. uz gehdrigen unitdren Kowirkungen (vgl. Bemer-
kung 2.17). ;. 4)J¢(X), ,(p) ist ein Unter-rechts-Hilbert-Bimodul von M(4,,5X ¢ §B>q§)7
den wir im folgenden auch mit j¢(X) bezeichnen. Dann ist wegen der Kovarianz-Identitét
Ad(65,,03) 0 je = (Je ®@ids)E (vgl. Bemerkung 2.19(3.)) die Einschrénkung der Adjunktion
§" 1= Ad(63,05)jex) eine (nichtentartete) S-Kowirkung auf j¢(X) mit Koeffizienten-
Kowirkungen o” := Ad(d3) und 8" = Ad(d3), so daB je : (X,§) — (je(X),€") eine
S-aquivariante Surjektion ist. Man verifiziert deshalb leicht, da8 die Inklusion ¢ : j¢(X) C
M(X ¢ S) zusammen mit den unitiren Kodarstellungen u, und ug ein universeller ko-
varianter Homomorphismus fiir (j¢(X),£") ist. Folglich ist (4, g X ¢ S\Bxs’ L, Ug, Ug) ein
verschrénktes Produkt der Kowirkung (j¢(X), "), die deshalb normal ist.

Abstrakt ausgedriickt ist ¢ X (uq, ug) @ je(X) Xgn S — X x ¢ S ein Isomorphimus mit
Inverser je X S (man benutze das Kriterium 1.1.20 fiir Isomorphie).

2.61 Bemerkung. Wegen ker(j¢) = X - ker(js) (vgl. [15, Lemma 1.20]) ist eine Kowir-
kung (4 X5, «€p) genau dann normal, wenn die beiden Koeffizienten-Kowirkungen (A, a)
und (B, #) normal sind.
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Das folgende Lemma charakterisiert normale Kowirkungen und ist eine Verallgemei-
nerung von [54, Lemma 2.2|. Es wird auch genauso bewiesen.

2.62 Lemma. Eine Rechts-Hilbert-Bimodul-S-Kowirkung (4 Xp, o&p) ist genau dann nor-
mal, wenn es einen kovarianten Homomorphismus (I1,u,v) : (X,S) — M(cYp) mit in-
jektivem 11 gibt. O

Es ist zwar nicht jede Kowirkung normal, aber sie besitzt zumindest einen eindeutig
bestimmten , gréfften” normalen Quotienten. Diesen nennen wir die Normalisierung:

2.63 Definition. Es sei (4Xp, gés) ein S-dquivarianter Rechts-Hilbert-Bimodul. Eine
Normalisierung von (X, ) ist ein normaler S-aquivarianter Quotient von (X, §) mit Quo-
tientenabbildung

ey, (4XBa€s) — (X" 5, 3]

der die universelle Figenschaft bzgl. dquivarianter Morphismen in normale Kowirkungen
besitzt. Damit ist gemeint, dafl jeder nichtentartete S-dquivariante Morphimus ,®,
(X,€) — M(cYp,4(s) in eine normale Kowirkung (Y, ¢) iiber 7, faktorisiert. Diese Fakto-
risierung ist eindeutig, da 7 surjektiv ist. Wir nennen 7 die Normalisierungs-Abbildung
oder kurz Normalisierung.

Dieser Begriff wire natiirlich nutzlos, wenn man nicht die Existenz von Normalisie-
rungen zeigen konnte. Die folgende Konstruktion ist die naheliegende Verallgemeinerung
von [54, Proposition 2.3] und stellt die urspriingliche Definition der Normalisierung in
[54, Definition 2.4] dar.

2.64 Lemma. Mit den Bezeichnungen aus Beispiel 2.60 ist je : (X, &) — (je(X), &™) eine
Normalisierung.

Beweis. Wir unterdriicken die Koeffizienten-Daten. Es sei (Y, () eine normale S-Kowir-
kung und @ : (X, &) — M (Y, () dquivariant und nichtentartet. Dann gibt es nach Bemer-
kung 2.36 einen Morphismus & x S der verschrinkten Produkte mit Jeo® =P x So Je-
Da j¢ nach Voraussetzung injektiv ist, faktorisiert ® also iiber je. O

Man kann die Normalisierung von Hilbertmoduln auch konkret konstruieren, sobald
man die Normalisierung von C*-Algebren zur Verfiigung hat.

2.65 Bemerkung. 1. Die Konstruktion der Normalisierung von (4 Xp, o&g) zeigt ins-
besondere, daf§ die Koeffizienten-Algebren der Normalisierung mit den Normalisie-
rungen der Koeffizienten-Abbildungen identisch sind, denn sie stimmen beide mit

jg(B) bzw. j,(A) iiberein.

2. Aus dem ersten Teil folgt, dal die Normalisierung von (4 Xpg,.&s) als B"-Hilbert-

modul isomorph zu X ®p B" ist: X ®p B" =, X"pn mit x @p b — ne(z)b fir «
in X und b in B".

Die folgende Proposition kléirt die funktorielle Eigenschaft der Normalisierung und
zeigt insbesondere, daf§ Normalisierungen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt sind.
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2.66 Proposition. FEs sei (S,A) eine Hopf-C*-Algebra fir die verschrinkte Produkte
existieren. Die Normalisierung definiert Funktoren der folgenden Kategorien (vgl. § 1.5):

1. ()" HBMEY = HBMG™
2. ()" Sﬁgne) — m’;"”@

Die Normalisierungs-Abbildungen definieren in beiden Fallen eine naturhche Transfor-
mation 1e bzw. [ns) : Id — ()" vom Identititsfunktor auf HBMY® bzw. ME in
den Normalisierungs-Funktor. Dieser ist daher eine Retraktion des Inklusions-Funktors

HBM;’(TLG) C HBMfgne) bzw. Sﬁg’("e) - imgne) (das bedeutet, er fiziert normale Kowir-
kungen bis auf kanonische Isomorphie).

Beweis. Normalisierungen existieren nach Lemma 2.64. Fiir den ersten Fall sei ¢ :
(X,€) — M(Y,() ein S-dquivarianter Morphismus. Dann gibt es nach der universellen
Eigenschaft in Definition 2.63 einen eindeutig bestimmten Morphismus ®" : (X" ") —
M(Y™ (") mit n; o ® = ®" o . Es folgt gleichzeitig die Funktorialitdt und Natiirlichkeit
von 7,. Die restlichen Behauptungen fiir (1.) sind klar. Der zweite Teil wird auf S. 53
bewiesen. O

Die folgenden Aussagen sind eine direkte Folgerung der universellen Eigenschaft ei-
ner Normalisierung (Definition 2.63) und der Eindeutigkeits-Aussage im ersten Teil der
Proposition 2.66.

2.67 Korollar. Es seien (X,§) und (Y, () S-Kowirkungen, so daf die Normalisierung ne
tiber surjektive und dquivariante Morphismen A und ' faktorisiert:

(X,8) —— (X&)
| |
(V,¢) —— (X" €.

Dann ist T': (Y, () — (X™, &™) eine Normalisierung. Ist insbesondere (Y, () eine normale
Kowirkung, so ist I' ein Isomorphismus und A eine Normalisierung.

Es gibt die folgende niitzliche Charakterisierung der Normalisierung, welche mit der
Definition in [14, Section 2] iibereinstimmt.

2.68 Proposition. Es sei (X, ) eine S-Kowirkung und 77 : (X,€) — (X, €) ein surjek-
twer dquivarianter Morphismus, wobes ()? E) eine normale S-Kowirkung ist. Dieser ist
genau dann eine Normalisierung im Sinne von Definition 2.63, wenn sein verschrinktes
Produkt 1 » S:X Mg S— X Xg S ein Isomorphismus von Rechts-Hilbert- Bimoduln ist.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung folgt aus Lemma 2.64, der Bijektivitdt von
Je X S (vgl. Beispiel 2.60) und der Emdeutlgkelt der Normalisierung (vgl. Proposition
2.66(1.)). Ist umgekehrt 77 x S:X Mg S— X Xz S ein Isomorphimus, so betrachte einen
dquivarianten nichtentarteten Morphismus & : (X §) — M(Y,¢ ) in eine normale Kowir-
kung (Y, (). Dann gilt joo ® = @ x S 0je = O x So (7 S) on, und ¢ faktorisiert
wegen der Injektivitét von j. iiber 7. O
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Beweis des zweiten Teils von Proposition 2.66. Nach dem ersten Teil erhélt der
Normalisierungs-Funktor dquivariante unitire Aquivalenzen (vgl. 1.4.7). Folglich ist die
Zuordnung [(X,&)] — [(X™ &™)] eine wohldefinierte Abbildung Ms((A, ), (B, ) —
ML((A™, ™), (B™, 8")), die offenbar mit den IMg-Identititen vertréglich ist. Es bleibt zu
zeigen, daf die Normalisierung das Mg-Produkt erhélt. Seien (4Xp,.&3) und (sYe, g¢,y)
Rechts-Hilbert-Bimodul-S-Kowirkungen. Dann ist das Tensorprodukt (vgl. 1.4.5) der Nor-
malisierungen e @pn: : (X ®@pY,E85(0) — (X" @pn Y, " 52(") ein surjektiver S-dqui-
varianter Morphimus in eine (wegen Bemerkung 2.61) normale S-Kowirkung. Benutzt man
die Vertraglichkeit von verschrankten Produkten mit inneren Tensorprodukten (Korollar
2.40), so folgt, daBl (ne ®p 1) S ein Isomorphismus ist. Also ist nach Proposition 2.68
die Abbildung 7 ®p e : X ®p Y — X" @pn Y eine Normalisierung. Die Normalisie-
rung ist daher mit dem inneren Tensorprodukt vertréglich. Die induzierte Abbildung auf
M s-Niveau erhilt also Produkte. Man beachte, daf die Familie [n,] durch die Abbildung-
en [0 = [Ma] in Ms((A, o), (A", ")) gegeben ist. Die Natiirlichkeit folgt somit aus
Bemerkung 2.65. Die restlichen Aussagen sind klar. O

Da 9Ms-Isomorphismen genau durch dquivariante Imprimitivitdts-Bimoduln gegeben
sind (vgl. 1.5.3), folgt sofort:

2.69 Korollar. Unter den Voraussetzungen von Proposition 2.72 sei (4 Xp, &) eine
dquivariante Morita-A quivalenz. Dann ist auch die Normalisierung (4n X" Bn, an&" gn) eine
Mom'ta—/fquivalenz und die kanonische Surjektion ne : A Xp — anX"pn ein Morphismus
von Imprimitivitdts- Bimoduln.

Man kann auch adjungierbare Operatoren zwischen Hilbertmoduln normalisieren. Die-
se werden durch Adjungieren mit den Normalisierungs-Abbildungen konstruiert.

2.70 Lemma. Es seien (4 Xp, o&p) und (cYn,~(g) S-dquivariante Hilbert-Bimoduln iber
(B, 3). Die Adjunktion (-)" := Ad(ne,ne) : L5(Xp,Ys) — Lpn(X"pn,Y"pn) (vgl. 1.1.12)
ist natirlich: Fir F in Lp(X,Y) gilt F" one = ne o F. Weiterhin induziert sie eine
Surjektion ()" : Kg(X,Y) — Kpga(X"™,Y™). Insbesondere haben wir einen surjektiven
Homomorphismus Ad(ne) : K(X) — IC(X™) von C*-Algebren.

Beweis. Die Morphismen 7, und 7 sind surjektiv und insbesondere nichtentartet. Also
kann man 1.1.12 anwenden und erhélt die Adjunktions-Abbildung Ad(n,, n¢), welche alle
geforderten Eigenschaften erfiillt. Jeder Rang-Fins-Operator in (X", Y™) ist von der
Form 9, () (@) = Ad(1¢, e ) (Vy,2), woraus die letzte Behauptung folgt. O

Wir werden nun auf eine weitere Vertriaglichkeit der Normalisierung mit dquivarianten
Morita-Aquivalenzen (vgl. 1.4.9) hinarbeiten. Der wichtigste Schritt ist:

2.71 Lemma. Es sei (4Xp,a&p) ein Hilbert-Bimodul mit S-Kowirkung und normaler
Koeffizienten-Kowirkung (B, 3). Dann ist die Normalisierung durch ,, (idx),;. : aXp —
AnXp gegeben.

idp

Beweis. Wegen ker(j¢) = X - ker(jg) (vgl. [15, Lemma 1.20]) ist auch die Abbildung j.
injektiv. Das Bild des Struktur-Homomorphismus j, (4)je(X);,(3) identifiziert sich folglich
mit ;, 4)Xp. Also muB man nur noch die linke Koeffizienten-Kowirkung normalisieren. O
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Dieselbe Technik zeigt sofort, dal Normalitét unter starker Morita-Aquivalenz inva-
riant ist.

2.72 Proposition. Es sei (S, A) eine stark dualisierbare Hopf-C*-Algebra (vgl. 1.2.5) fiir
welche verschrinkte Produkte existieren und (4 Xp, o&g) ein dquivarianter Imprimitivitits-
Bimodul (vgl. 1.4.9). Dann ist (A, «) genau dann normal, wenn (B, 3) normal ist.

Beweis. Wir benutzen die Realisierung (K(X x¢ S ) Ad(je), J ) des verschriankten Pro-
dukts von (K(X), Ad(§)) = (A, ) (vgl. Satz 2.43). Dann 1dent1ﬁ21ert sich j, mit Ad(je).
Somit ist genau dann eine der Abbildungen j,, je und jg injektiv, wenn alle drei gleich-
zeitig injektiv sind. O

Es gibt einen natiirlichen Kandidaten fiir die Normalisierung von (IC(X), Ad(€)):

2.73 Lemma. Unter den Voraussetzungen von Proposition 2.72 an (S, A) sei (4Xp, o&p)
eine S-Kowirkung, wobei & als Morphismus beidseitig nichtentartet ist (vgl. 1.1.10). Dann
ist der surjektive *-Homomorphismus Ad(ne) : K(X) — K(X") eine Normalisierung.

Beweis. Eine dhnliche Argumentation wie im Beweis von Proposition 2.72 zeigt, dafl
(K(X™), Ad(£")) eine normale Kowirkung ist. Offenbar ist Ad(ng) dquivariant. Aus dem
Lemma 2.44(2.) folgt die Vertréglichkeit ¢ yny 50 (Ad(ne) » S) = Ad(ne x S) o LX) -

Daher ist mit 7e x S auch Ad(ne) x S ein Isomorphismus. Damit ist nach Proposition
2.68 Ad(n¢) eine Normalisierung. O



3.KAPITEL: Duale Paare von Quantengruppen

Wir verwenden die Bezeichnungen aus § 1.3. In diesem Abschnitt sei V € U(H ® H)
eine dichte multiplikative Unitére und (Sy, Sy) bzw. (S,, v, S,) das zugehérige reduzierte
bzw. universelle Paar von Quantengruppen mit beidseitig universeller Bi-Darstellung v
(vgl. 1.3.5). Mit K seien wie in 1.3.1 die kompakten Operatoren auf H bezeichnet. Wir
benutzen auflerdem die folgenden Sprechweisen und Notationen:

3.1 Notation. Unter einer vollen bzw. reduzierten S-Kowirkung verstehen wir eine Ko-
wirkung der Hopf-C*-Algebra (S, A,) bzw. (Syv,A) im Sinne von § 1.4. Eine analoge
Sprechweise verwenden wir auch fiir das Dual S von S.

Fiir S notieren wir auerdem verschrinkte Produkte einer vollen oder reduzierten S-
Kowirkung (4 X5, «§3) naheliegenderweise mit (45X X¢ S, g, Je, Ua, Uz) und verwenden
7% bzw. jo fiir die zu U, bzw. Uiz gehorigen *~Morphismen (vgl. Bemerkung 2.6).

Fiir Kowirkungen einer lokalkompakten Gruppe G (d.h. falls S = C*(G) bzw. S =
C*(G) ist) sprechen wir von reduzierten bzw. vollen G-Kowirkungen.

Ist (X&) ein Hilbertmodul mit Cy(G)-Kowirkung (d.h. mit einer G-Wirkung), so ver-
wenden wir die {ibliche Notation X x¢ G fiir das verschrankte Produkt. Entsprechend
verwenden wir in Anlehnung an den abelschen Fall fiir das verschrénkte Produkt einer
(reduzierten oder vollen) G-Kowirkung (X, &) die Bezeichnung X ¢ G.

§ 3.1 Symmetrische multiplikative Unitére

Wir werden zunéchst einige Kovarianz-Gleichungen herleiten.

3.2 Lemma. Es seien V € U(H ® H) und (S,,v,5,) wie oben. Fiir ein Paar von nicht-
entarteten *-Morphismen v : S, — M(C) und p : S, — M(C) die folgenden Aussagen
sind dquivalent (man beachte die Notationen 1.0.4 und 1.0.5):

1. Das Paar (v, 1) : (S, S.) — M(C) ist kovariant im Sinne von Definition 2.1 bzw.
Bemerkung 2.6.

2. Es gilt die Gleichung o3 = ()% - ("0)a3 - ()12 - (“0)34 in UM(S, ® C ® S.,).
3. Es gilt die Kovarianz-Identitit Ad(v") o (id @ p) o A, = lg ® p.

Beweis. Nach Definition ist (1.) die Identitat Ad(*v)o(r®1g,) = (¥ ®id) o A,. Wendet
man diese Gleichung auf den zweiten Tensoranden von v an, so folgt nach Umsortieren
(2.). Aus der universellen Eigenschaft von (S,, v) folgt demnach, da8 (1.) und (2.) dquiva-
lent sind. Analog zeigt man die Aquivalenz von (2.) und (3.), indem man die universelle
Eigenschaft von (S, 0) (mit der Konvention aus 1.3.2) benutzt. O

3.3 Bemerkung. Eine dem zweiten Teil sehr verwandte Gleichung wurde in [4, (3)
auf S. 482] als Definition fiir Kovarianz benutzt. Man erhélt sie durch Anwenden von
(T ® idc @ m) auf die Gleichung in (2.) und Umsortieren.

Man hat nach Konstruktion von v in 1.3.5 die Gleichung des zweiten Teils mit v = 7
und g = 7 zur Verfiigung, denn es ist u = o™ und ¥ = ™v. Insbesondere folgt aus dem
Lemma 3.2:
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3.4 Korollar. Mit den Notationen aus Lemma 3.2 ist (7,7) : (Sy, Su) — M(K) kova-
riant, und dies ist dquivalent zu der Kovarianz-Identitit Ad(v™)o (id®@7)o A, = 15 ®T.

Aus dem Korollar liest man sofort ab, dafl ker((7 ® id) o A,) = ker(m) und genauso
ker((id ® 7) o A,) = ker(7) ist. Also hat man Faktorisierungen:

3.5 Korollar. Es sei V € U(H® H) wie oben. Es gibt einen eindeutigen injektiven nicht-
entarteten *-Morphismus A, : Sy — M(Sy ® S,) mit A,pom = (1 ®id) o A,. Dieser ist
eine nichtentartete Rechts-S,-Kowirkung. Analog gibl es eine eindeutig bestimmte nicht-
entartete Links- S -Kowirkung frA SV — M(S ®Sv) aufSV mit fTAow = (zd®7r)oA

Da §u bzw. S, gegenseitige starke universelle Duale sind (vgl. 1.3.5), kann man den
Existenzsatz 2.13 anwenden und sieht, daf§ verschrinkte Produkte von C*-Algebren mit
Rechts-S,-Kowirkung existieren. Die Situation ist aber in dem Sinne unsymmetrisch, daf3
es keine , kanonische® kovariante Darstellung des Paares (§u, S.) gibt. Man hat zwar die
Kovarianz-Gleichung 3.2(2.), aber das liefert kein kovariantes Paar (7,7) : (Sy,S.) —
M(K), sondern garantiert lediglich die Existenz von verschriankten Produkten von C*-
Algebren mit Lmks—gu—Kowirkung. Man muf also eine zusétzliche Symmetriebedingung
an die multiplikative Unitére V stellen:

3.6 Definition. Unter Verwendung der Begriffe aus § 1.3 heifit eine C*-algebraische dichte
multiplikative Unitdre V' € U(H ® H) symmetrisch, wenn es einen unitdren Operator
U eU(H) mit U?> € C- 1 gibt, so dafl die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. Das Paar (Ad(U) o7, 7) : (gu,Su) — M(K) ist kovariant. Das bedeutet, es gilt
Ad("o(v))o(Ad(U)T®1g ) = (Ad(U)7®id)oA, (vgl. Definition 2.2 bzw. Bemerkung
2.6 und die Behauptung in 1.3.5).

2. Die Bilder von Ad(U)7m und 7 sowie von Ad(U)7 und 7 kommutieren jeweils.

Hierbei ist v die beidseitig universelle Darstellung zu V' (vgl. die Definition in 1.3.5), und
o(v) e UM (S, ® S,) bezeichnet die zu v ,geflippte” Unitére (vgl. 1.0.4). Wir setzen zur
Abkiirzung 7y := Ad(U)m und 71y := Ad(U)7.

3.7 Bemerkung. Da U bis auf einen nichttrivialen Skalar mit seinem Adjungierten U*
iibereinstimmt, ist es egal, ob man mit U oder mit U* konjugiert. Insbesondere sind
also Ad(U) = Ad(U*) : L(H) — L(H) dieselben *-Automorphismen, und folglich ist
Ad(U)?* = idgm). Durch Reskalieren kann man natiirlich immer erreichen, da U? = 1
ist. Aus dem zweiten Teil und der Definition 3.6 folgt sofort die Kovarianz-Identitét
Ad(™o(v)) o (T ® 15 ) = (7 ® id) o A,, vgl. 1.0.5. Zur Abkiirzung bezeichnen wir
als symmetrische multiplikative Unitdre eine multiplikative Unitéare, die der Definition
3.6 geniigt. Insbesondere existieren in dieser Situation also auch verschridnkte Produk-
te von C*-Algebren mit Rechts-S,-Kowirkungen (und auch verschrankte Produkte von
C*-Algebren mit Links-S,-Kowirkungen, vgl. das folgende Korollar 3.12).

3.8 Bemerkung. Die Definition 3.6 dient dazu, die verschiedenen existierenden Beispiel-
Klassen zusammenzufassen und ihre Figenschaften abstrakt zu formulieren. Daher ist
die Axiomatik der Definition 3.6 sehr dhnlich der eines schwachen Kac-Systems in [66,
1.2.2]. Denn aus der Kovarianz von (7, m) oben folgt analog wie in Lemma 3.2(2.) die
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Gleichung ( ( )7Ar )12 : (0)13 (WU(U))Q:), = (WO'(U))Qg : (U(U)%U)lg n Z/{M<Su QKR §u)
(vgl. auch Korollar 3.12(1.)). Wendet man darauf (7 ® idx ® 7y) an, so erhdlt man mit
V = (r®@7y)(c(v)) € U(H® H) eine mulitplikative Unitére, welche sich in die Axiomatik
eines schwachen Kac-Systems fiigt. Offensichtlich gilt Sy = Ad(U )(§V) und §‘7 = Sy.

3.9 Beispiel. Beispiele fiir symmetrische multiplikative Unitére sind etwa Kac-Systeme
(H,V,U), vgl. [4, Définition 6.4], und insbesondere die zu lokalkompakten Gruppen geho-
renden multiplikativen Unitdren. Wir geben zum besseren Vergleich die korrespondieren-
den Bezeichnungen an, sofern sie nicht schon mit den hier verwendeten iibereinstimmen:

Kac-System (H,V,U) | symmetrisches V

Sp, Sp Sus Su
L,p T,
R,)\ 7TU,5T\U

VIV w

Daneben ist eine multiplikative Unitédre W, die zu einer lokalkompakten Quantengruppe
nach Kustermans und Vaes ([35] und [36], vgl. auch 1.3.6) symmetrisch: Man benutzt
die modulare Konjugation J des links-invarianten Gewichts (und ebenso J fiir das Dual),
welche ein selbstinverser anti-unitédrer Operator auf der GNS-Darstellung H ist, vgl. die
Einleitung von [36]. Das Produkt U := J.J ist ein unitéirer Operator mit U? € C - 1 [40,
Proposition 3.13 und 3.14], wodurch W nach [40, Definition 3.4(4) und Lemma 3.7] eine
symmetrische multiplikative Unitére wird.

3.10 Bemerkung. Fiir lokalkompakte Quantengruppen nach Kustermans und Vaes (vgl.
1.3.6) erhélt man eine starke Beziehung zwischen den vollen (reduzierten) verschrankten
Produkten S ¢, S und S X () S: Die modularen Konjugationen erlauben die Definition
einer unitdren Antzpode R. Dles ist ein Anti-Automorphismus von Sy, (man beachte die
Unterschiede in der Notation) mit R? = id, vgl. [35, Proposition 5.20], der zudem das
Koprodukt A auf Sy in das entgegengesetzte Koprodukt A% (vgl. 1.2.6(4.)) tiberfiihrt:
AoR = (R®R)oA. Sie ist fiir die Definition der Antipode wichtig, vgl. Definition (5.22)
und Proposition (5.22) in [35]. Die unitire Antipode R 148t sich auf das Niveau der univer-
sellen Quantengruppen heben (vgl. [34, § 6]), und man erhélt einen Anti-Automorphismus
R, von S, mit analogen Eigenschaften. Ebenso erhélt man eine duale unitdre Antipode
R, fiir S,. R

Aufgrund der Eigenschaften von R, und R, ergibt sich der folgende Zusammenhang
von kovarianten Homomorphismen: Ein Paar (v, ) : (Sy, Su) — M(D) von Morphismen
in eine C*- Algebra D ist _genau dann kovariant (bzgl. der S, Kow1rkung A,), wenn das
Paar (o Ry,v o Ry) : (S4,58,) — M(D®) kovariant (bzgl. der S,-Kowirkung A,) ist,
vgl. die Notation 2.5 und Bemerkung 2.6. Wir erhalten eine natiirliche Bijektion von
kovarianten Morphismen. Aus der universellen Eigenschaft folgt insbesondere S, x .S =
(S. x S)°. Eine analoge Aussage folgt sofort fiir die reduzierten verschriankten Produkte.

3.11 Bemerkung. Ist V € U(H ® H) eine symmetrische multiplikative Unitére (vgl.
Bemerkung 3.7), so hat das Tripel (S,,o(v), gu) vollig analoge abstrakte Eigenschaften
wie das universelle duale Paar (S,,v,3,) (vgl. die Definition in 1.3.5). Man erhélt daher
fiir (S,, A,) analoge Ergebnisse wie fiir (S,, A,), wenn man konsequent v durch o(v) und
das kovariante Paar (7,7) : (S, S,) — L(H) durch (7y,7) : (Su, S.) — L(H) ersetzt,
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Man erhélt analog wie in Lemma 3.2 und den Korollaren 3.4 sowie 3.5:

3.12 Korollar. Ist V € U(H ® H) eine symmetrische multiplikative Unitire (vgl. Defi-
nition 3.6), so folgt:

1. Es gilt die Kovarianzgleichung Ad(co(v)™)
dqiuvalent zu der Gleichung o(v)13 = (o(v)

UM(S, @ K®85,).

(ild@m)o A, =1g, @ 7, und diese ist
U)iy - (Fo(0))as - (0(0) )12+ (o (b))35 in

o
TU

2. Es gibt eine nichtentartete S, -Kowirkung Arf Sy — M(Sv ® S W) aufé\v, die durch
A o= (T®id)o A, eindeutig bestimmt ist.

3. Man hat eine Links-S,-Kowirkung A : Sy — M(S, ® Sv) auf Sy, die nichtentar-
tet und durch die Beziehung ;A om = (id ® m) o A, eindeutig bestimmt ist.

§ 3.2 Reduzierte verschrinkte Produkte

Wir haben fiir dichte multiplikative Unitére (vgl. 1.3.5) die Theorie der universellen ver-
schrénkten Produkte zur Verfiigung. Die konkret konstruierten (reduzierten) verschrénk-
ten Produkte aus [4, § 7] kann man als Quotient von universellen verschriankten Produkten
wiedergewinnen. Wir brauchen zunéchst folgendes Ergebnis:

3.13 Lemma. Es sei V € U(H @ H) eine dichte C*-algebraische mutliplikative Unitire
(vgl. 1.3.5). Wir betrachten eine volle bzw. reduzierte S-Kowirkung (aXp,o€s) (vgl. No-
tation 3.1). Dann ist mit den Notationen aus § 1.3 das Tripel

(id@m)& 14 @7, 1R T) bzw. (147, 1pRT)

ein kovarianter Homomorphismus (X, §u) — M(X ® K), vgl. Bemerkung 2.6. Hierbei

fassen wir §u gemdf 1.3.4 als starkes universelles Dual von (Sy, A,) bzw. (Sy,A) und
Sy als C*-Unteralgebra von M(K) = L(H) auf.

Beweis. Die Paare (m,7) : (S, 5,) — M(K) bzw. (ids,,T) - (Sy,S,) — M(K) sind
kovariant. Man erhélt die obigen kovarianten Tripel analog wie in Lemma 2.12 auch fiir
Hilbert-Bimoduln. O

3.14 Korollar. Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.13 ist eine volle S-Kowirkung
(X,&) genau dann normal (im Sinne von Definition 2.59), wenn (id ® )& injektiv (vgl.
1.1.10) ist. Jede reduzierte S-Kowirkung ist bereits normal.

Beweis. Der grofite Teil der Behauptungen folgt aus der Charakterisierung normaler
Kowirkungen in Lemma 2.62. Wir miissen nur noch zeigen, dafl fiir eine normale volle
S-Kowirkung (4 X5, o£s3) die Komposition (id @ 7)¢ injektiv ist. Wegen der Kovarianz des
universellen Tripels (jg, uq, ug) (vgl. Notation 2.35) folgt ganz allgemein die Beziehung
(Je @ m)€ = (idy .5 ® 7) 0 Ad(uq, up) 0 (Je ® 1g,) = Ad(uf, uf) o (je ® 1g ), wobei wir die
Notation 1.0.5 verwenden. Ist (X, £) normal, also je¢ injektiv, so ist es auch (id @ 7)¢. O

Die folgende Definition ergibt im Fall reduzierter S-Kowirkungen genau die Definition
reduzierter verschrankter Produkte aus [4, § 7] und verallgemeinert auf naheliegende Weise
die Konstruktion bei Gruppen (vgl. etwa [15, Appendix]):
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3.15 Definition. Mit denselben Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in Lemma 3.13
betrachten wir eine volle bzw. reduzierte S-Kowirkung (X, £). Wir setzen je, = (id ® m)¢&
bzw. je, = £ (mit den offensichtlichen Notationen fiir die Koeffizienten-Morphismen),
sowie jg" = (14 ® T) und jg’r = (1p ® 7). Weiter sei

e o= Jer X (737, 527) : X %¢ S — M(X © K)

der zugehorige Morphismus von Rechts-Hilbert-Bimoduln (vgl. Bemerkung 2.22). Das
reduzierte verschrinkte Produkt von (X&) ist der das Bild von ’7?5 als Unter- Hilbert—

Bimodul Im(7¢) € M(X ® K). Wir bezeichen es als Tupel (X x¢, S Jgr,]s ,j ") oder

einfach nur mit X x, S , wenn die Kowirkung sich von selbst versteht.

Auf den reduzierten verschrénkten Produkten existiert fiir symmetrisches V' eine volle
und eine reduzierte duale S-Kowirkung:

3.16 Proposition. Es sei V € U(H®H) symmetrisch (Definition 3.6) und (4 Xp, «&p) €i-
ne volle bzw. reduzierte S-Kowirkung (vgl. Notation 3.1). Sei (X ¢ S, E) das verschrdnkte
Produkt mit dualer §U—K0wirkung (vgl. § 2.4). Mit den Bezeichnungen aus § 1.3 und De-
finition 3.15 gilt:

~

1. Das Tripel (T¢, 14 @ my, 1 ® my) ist ein kovarianter Morphismus von (X ¢ S, £)
auf X ® IC und induziert einen Morphismus

(I)f Z:%\gx(1A®7TU,1B®7TU)ZXN§§N55—>M<X®IC)

von Rechts-Hilbert-Bimoduln mit entsprechend bezeichneten Koeffizienten-Abbild-
ungen.

2. Auf dem reduzierten verschrinkten Produkt X ¢, S ezistiert jeweils eine volle und
eine reduzierte duale S-Kowirkung

af X ><]§7T§—>M(X Ner §®§u) und ET : X N§7T§—>M(X N§7T§®SV)7

welche als Kowirkungen nichtentartet sind. Der Morphzsmus 5 Te 1st f §Tf dquiva-

riant ist (vgl. § 1.4), und es gilt die Bezzehung fr = (id® W)frf Die Koeffizienten-
Kowirkungen bezeichnen wir analog mit a,¢, &, etc. .

Beweis. Wir miissen die Gleichung (idx ® Ad(™ o (v)))o(Te®1g ) = (%5®id§u)ogzeigen.
Wegen der universellen Eigenschaft von X S reicht es (vgl. Bemerkung 2.22(3.)), die
Gleichung nach Verkniipfung mit je. und die zugehdrigen Identitdten der Koeffizienten-
Abbildungen nach Verkniipfung mit Jg und jg Zu zeigen:

(idx ® Ad(™ o (v))) o (7e ® 15,) 0 je = (idx ® Ad(" 0 (v))) o (jer ® 15,)

Y (e, @ 15)

=(7TX®Zd§U)O§AOj§>
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wobei wir in (1) benutzt haben, daf je,, Werte in M (X ® 7(S,)) annimmt und die Bilder
von mpy und 7 kommutieren. Fiir die rechten (genauso fiir die linken) Koeffizienten gilt
die Gleichung

(idsa ® Ad(™ 0(0))) 0 (T ® 13) 0jg=1a® (Ad(™o (b)) o (r® 13 )

D14 (r®id)a

— (Fa @id)ao j2,

wobei man in (2) die Kovarianzgleichung der Bemerkung 3.7 elnsetzen muf. Die oblge
Kovarianzgleichung impliziert, daf8 die Verkniipfungen (7¢ ® idg ) o ¢ und (Te ®7) 0 3
beide injektiv iiber das reduzierte verschrinkte Produkt X x, § faktorisieren. Also folgt

der zweite Teil direkt aus dem ersten, da 5 eine nichtentartete §U—K0Wirkung ist (vgl.
Definition 2.37). O

Da insbesondere folgt, da (id ® WU)gnf = (id ® Ad(U))ET injektiv ist, kann man das
Analogon zu Korollar 3.14 fiir S anwenden und erhlt:

3.17 Korollar. Unter denselben Voraussetzungen wie in Proposition 3.10 ist das redu-
zierte verschrankte Produkt (X ¢, S fo) stets eine normale volle S- Kowirkung.

Die Abbildungen 7 sind in folgendem Sinne natiirlich:

3.18 Lemma. Unter denselben Voraussetzungen wie in der Proposition 3.16 sei ein dqui-
varianter nichtentarteter Morphismus @, : (4 Xp,a€s) = M(aXp, o 5/’6,) von Rechts-
Hilbert-Bimoduln mat voller bzw. reduzierter S-Kowirkung gegeben. Dann existiert ein
cindeutig bestimmter Morphismus ® x, S : X Mg S — M(X' Xty S) mit ® %, S o Te =

Ter 0D % S. Der Morphismus ® X, S ist offenbar nichtentartet und dquivariant bzgl. der
vollen bzw. reduzierten S-Kowirkungen &y und &',.; bzw. & und &',

Beweis. Wir miissen zeigen, dafl die Verkniipfung 7g o ® % S iiber das reduzierte ver-
schrankte Produkt X X, S faktorisiert. Dazu rechnet man einfach die Gleichungen

T o (D % 8) 0 je = je, 0@ 2 (B @idy) 0 je, = (@ idy) o Te 0 e
wnd R0 (9% 8) 0 j3 = (Ly s ©F) = (¥ @ ide) 0T 0
bzw. T o (o X §)Oj§ = (¢ ®idk) oTs ojg

nach, wobei in () die S-Aquivarianz von ® benutzt wurde. Also ist 7e o (@ x S) =
(P®idy)ome (vgl. Bemerkung 2.22(3.)). Deshalb kénnen wir fiir & x, S die Einschrankung
(P ®id)y, g X X, S — M(X' Xg . S) setzen. Die restlichen Aussagen sind klar. O

Wir werden zeigen, da8 der Morphismus 7 wie in Korollar 3.17 bereits eine Norma-
lisierung im Sinne von Definition 2.63 ist. Als Vorbereitung brauchen wir das folgende
Ergebnis (vgl. [66, Lemme 4.6] im Fall reduzierter S-Kowirkungen):

3.19 Lemma. Unter den Voraussetzungen der Proposition 3.16 sei (4 Xp,o&p) eine volle
oder reduzierte S-Kowirkung. Dann gilt die Identitit (je ® id)me = Ad(uf, uf)(id @ 7)§
(vgl. Definition 3.15) in HBM(X ¢ S, X Xe S®K) (vgl. 1.5.1).
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Ist (X&) eine normale S-Kowirkung, vgl. Deﬁmtzon 2.59, so exmistiert ein myektwer
nichtentarteter Morphzsmus von Hilbert-Bimoduln frfr X Xg, S — M(X Mg S ® SV)
mit (idy, g @ T) o £ = Srfr o Te. Es folgt automatisch (Tx ® id) o & fr = g .

Beweis. Wir betrachten die zu u, bzw. ug gehorigen *-Homomorphismen Jg bzw. j@ Mit
6
der Notation 1.0.5 ist dann u, = 7$p™ und uj = “s0™. Zunéchst gelten die Gleichungen
(idxug @T)E 0 Jg = (idy s @T) 0 (Je © 15,) = Je ® 13,

(id g @) 0 jg = (Jg © T) Ay

(und eine analoge Gleichung fiir die rechte Koeffizienten-Abbildung). Wegen der Kovarianz
des universellen Tripels (J, J% jg) erhélt man nach Konjugieren

Ad(807,%507) o (je ® 1g,) = (je @ id) 0 je, = (je @ id) o Fe 0 e und
Ad(’s07) o (JS®7T)3

*

v

(14,5 ©T) = (je ®id) 0 j5" = (je @ id) 0 Tg 0 j2
S

wobei man im Fall einer reduzierten S-Kowirkung (X,¢) die Beziehung v™ = u aus
1.3.5 benutzt. Die Gleichung (x) folgt aus der Kovarianz-Identitit in Lemma 3.2(3.) mit
(v,p) = (m,7); es gilt natiirlich eine analoge Bezichung fiir B. Also folgt die Identitét in
Lemma 3.19 aus der universellen Eigenschaft des verschriankten Produkts, vgl. Bemerkung
2.22(3.).

Ist die S-Kowirkung (X, &) zusétzlich normal (was bei reduzierter S-Kowirkung auto-
matisch der Fall ist, vgl. Korollar 3.14), so ist j¢ injektiv, und man erhélt die gewiinschte
Faktorisierung. Diese hat offensichtlich die geforderten Eigenschaften. O

Mit diesen Vorbereitungen erhélt man:

3.20 Proposition. Unter den Voraussetzungen von Proposition 5.16 ist fiir eine redu-
zierte oder volle S-Kowirkung (X,€) die Surjektion 7e : (X X¢ S, 5) (X Xg,p S, §rf)
eine Normalisierung im Sinne von Definition 2.635.

Beweis. Sei A € HBMg ((X x¢ S, g), (c¢YDp,~(s)) ein S,-fquivarianter Morphismus (vgl.

1.5.1), wobei (Y, () eine normale volle S-Kowirkung ist. Sei (Y x¢ S, je,uy, us) das ver-
schriankte Produkt von (Y, () (vgl. Bemerkung 2.35). Fiir die universelle Eigenschaft der
Normalisierung (Definition 2.63) miissen wir zeigen, dafi A iiber 7, faktorisiert.

Wir nehmen zunéchst an, dafi (X, ¢) normal ist. Dann gilt nach Definition des ver-
schriinkten Produkts A x S = (je o A) X (i, us) (vgl. Bemerkung 2.36) die Gleichung

(idy xs ® 7) 0 Ad(iL,, 1s) 0 (je ® 15 ) o A = (JA® ) o 3
— (Ax S®idk) o (je @ 7)C
Y (A% S®@idg) o &gy o7

wobei wir in (x) das Lemma 3.19 einsetzen. Da nach Voraussetzung j injektiv ist, fakto-
risiert A tiber 7.
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Sei nun (X, §) beliebig und 7 : (X,€&) — (X", ") die zugehorige Normalisierung
(vgl. Definition 2. 63) Man beachte, dal nach der Charakterisierung 2.68 der Morphis-

mus 7e X S X x ¢ S~ X" x en S ein Isomorphismus ist. Damit erhalten wir wegen der
Natiirlichkeits-Aussage in Lemma 3.18 ein kommutatives Diagramm

(X 25,8 2% (Xn e 5,60 20y ¢)

e |
. o i
(X e 8,6p) S5 (X" Men, §,60,,)  — M(Y,0)

von S aquwarlanten Morphismen, wobei die obere Komposition gleich A ist. Die Fak-
torisierung Ao Ten =No (e xS ) wurde bereits im oberen Teil bewiesen. Man erhélt

insgesamt die Faktorisierung A = Ao (ne X S) o e und somit die Behauptung. O

Wegen Proposition 3.20 und dem Diagramm Im Beweis ist 7er 0 (1 X S ) eine Norma-
lisierungs-Abbildung. Mit Korollar 2.67 folgt daher:

3.21 Korollar. Unter denselben Voraussetzungen wie in Proposition 3.16 sei (X, &) eine
reduzierte oder volle S-Kowirkung mit Normalisierung ne : (X,€&) — (X™,£"). Dann ist
das reduzierte verschrinkte Produkt ne X, S : X X¢, S — X" Xen, S ein Isomorphismus.

Die Konstruktion des reduzierten verschrankte Produkts ist funktoriell und mit Ten-
sorprodukten vertraglich. Wir fassen dies im folgenden zusammen:

3.22 Proposition. Mit den Voraussetzungen und Bezeichungen von Proposition 3.16

induziert das reduzierte verschrinkte Produkt Funktoren der folgenden Kategorien (vgl.
§ 1.5 und Definition 2.59):

L ()%, 5: HBMs — HBMZ"™
2. (+) x §;9ﬁs_>§)ﬁg"e,

wobet man fiir S sowohl SV als auch S, einsetzen darf. Wir haben eine natiirliche Aqui-
valenz (.) X, S = ((1) > §) von Funktoren (vgl. Satz 2.38 und Proposition 2.66). Insbe-
sondere induzieren die Morphismen Te : X x¢ S — X x¢, S im (1) bzw. (2.) Full eine
natirliche Transformation von Funktoren T, bzw. [Te| : (.) X S — () %, S der entspre-
chenden Kategorien.

3.23 Bemerkung. Fiir Morphismen ® in HBMg((X,¢), (X', ¢)) (vgl. 1.5.1) ist das
reduzierte verschrinkte Produkt durch den Morphismus ¢ X S aus Lemma 3.18 gegeben.
Die abkiirzende Notation 7, bzw. [7,] ist folgendermafien zu verstehen: Im ersten Fall
besteht Ty : (-) x S — () %, S aus den Morphismen et X >4§§ — X >4§,T§ selbst,
wobei (X, ) ein Objekt in HBMg ist. Im zweiten Fall ist die natiirliche Transformation
[7e] wie folgt definiert: Fiir ein Objekt (A, ) € Mg ist der zugehorige Morphimus gleich
[Ta] € Mg ((AXa S,d), (A Xq, S,a,y)), vel. die Definition in 1.5.2.
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Beweis von Proposition 3.22. Wir wissen nach Proposition 3.20 bereits, dal 7 eine
Normalisierungs-Abbildung. Benutzt man fiir ein & € HBMg((X,§), (X', ¢')) die Nor-
malisierungen 7 und 7, so gilt wegen Lemma 3.18 die Beziehung (® x g)n = x, S,
vgl. auch den Beweis von Proposmon 2.66. Also haben wir einen natiirlichen Isomorphis-
mus X X, S (X Mg S) Dieser induziert die natiirliche Aquivalenz von Funktoren
()%, 5= (()x S ) in beiden Fillen. Alle restlichen Aussagen sind dann eine Kombina-
tion der Ergebnisse in Satz 2.38 und Proposition 2.66. O

3.24 Bemerkung. Ist V € U(H ® H) eine symmetrische multiplikative Unitére, so
gelten analoge Ergebnisse auch fiir §—Kowirkungen (vgl. Bemerkung 3.11). Denn in diesem
Fall hat man ein Analogon zu Lemma 3.13 fiir §—K0wirkungen zur Verfiigung: Fiir eine
volle bzw. reduzierte S-Kowirkung (Y, () ist das Tripel ((id ® 7y)(,1 ® 7,1 ® 7) bzw.
((1d®Ad(U))¢, 1®@7, 1®7) ein kovarianter Homomorphismus (Y, S,) — M (Y ®K). Daher
lassen sich wie in Definition 3.15 reduzierte verschréankte Produkte fiir §—Kowirkungen
definieren. Naheliegenderweise verwenden wir die Bezeichungen j¢, := (id ® 7y)( bzw.
Jer = (id®Ad(U))C, j3" = (lc®@m) und %’T = (1p®@m) sowie m¢ 1= Jer X (ﬂr,j“sr) Das
reduzierte Verschrankte Produkt Y X, S von (Y, () ist dann gleich dem Blld Im(ﬂg) C
M(Y ® K). Entsprechent gibt es eine volle bzw. eine reduzierte S-Kowirkung QA} ¢ bzw. a
auf Y x¢, S und wir setzen </ISC =7 X (1®7,1®T7), vgl. Proposition 3.16.

§ 3.3 Aquivalenz normaler und reduzierter Kowirkungen

In diesem Abschnitt werden wir auf die Beziehung zwischen vollen und reduzierten S-Ko-
wirkungen eingehen (vgl. die Notation 3.1). Im gesamten Abschnitt betrachten wir aus-
schlieflich nichtentartete (volle oder reduzierte) Kowirkungen, vgl. (§ 1.4).

3.25 Bemerkung. Ist in der Situation von Korollar 3.14 eine normale volle S-Kowirkung
(X, &) gegeben, so ist der Morphismus ¢ := (id ® )¢ injektiv und induziert daher eine
reduzierte S-Kowirkung auf X.

Also kann man aus jeder normalen vollen S-Kowirkung durch Nachschalten der ka-
nonischen Projektion 7 eine reduzierte Kowirkung erhalten (vgl. [57, Lemma 3.1]). Es
ist bemerkenswert, dafl jede reduzierte Kowirkung von dieser Art ist. Fiir Gruppen-
Kowirkungen ist dieses Resultat der Gegenstand der Untersuchung in [54]. Die folgende
Proposition ist eine Verallgemeinerung von [54, Theorem 4.7]. Interessanterweise verein-
facht die Verwendung der Terminologie von Quantengruppen den Beweis.

3.26 Proposition. Fir ein symmetrisches V. € U(H ® H) (Definition 3.6) und eine
nichtentartete reduzierte S-Kowirkung (4 Xg,«&p) gibt es genau eine nichtentartete volle
S-Kowirkung os& g5+ aXp — M(X ® S,) auf X mit (§)" = (idx @ m) 0 &5 = &, wgl.
Korollar 3.5 fiir A,s. Diese ist automatisch normal und durch die Beziehung (£ ®idg, )¢/ =
(tdx ® Ayy)€ eindeutig festgelegt.

Die Idee des Beweises ist relativ einfach. Wesentlich hierbei ist, dafl nach Definition
Kowirkungen stets injektiv und sie folglich isometrische Einbettungen sind: Man bettet
X = £(X) als Unter-rechts-Hilbert-Bimodul in M (X ® Sy) ein. Auf X ® Sy hat man
durch id ® A,y : X ® Sy — M((X ® Sy) ® S,) eine nichtentartete volle S-Kowirkung.
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Der Kandidat fiir die volle Kowirkung auf X = £(X) ist die Einschrénkung der Kowir-
kung (idx ® Ayf) |ex) auf £(X). Deshalb benotigt man fiir den Beweis eine technische
Hilfsaussage iiber die Einschrinkung voller Kowirkungen auf Unter-Hilbert-Bimoduln:

3.27 Lemma. Unter den Voraussetzungen der Proposition 3.26 sei (¢Yp,(s) eine nicht-
entartete volle S-Kowirkung und s Xp C M(Y') ein nichtentarteter Unter-rechts-Hilbert-
Bimodul. Die Finschrinkung & = (|x induziert genau dann eine nichtentartete volle S-
Kowirkung auf X, falls die Mengen (idx @m)(¢(X))-(1®Sy) und (1®Sy)-(idx@m)(¢(X))
norm-dicht in X ® Sy € M(Y ® Sy) liegen.

Beweis. Nach der Charakterisierung des C-Multiplikators (vgl. 1.1.22) in 1.1.23 mufl man
nur noch
C(X)<1 ® Su) =X ®S5, = (1 ® Su)C(X)

in M(Y ® S,) und die analoge Aussage fiir die Koeffizienten-Algebren verifizieren, denn
die Kowirkungseigenschaft und die Injektivitéit sind klar. Der wesentliche Trick besteht
darin, X in X = (idy ® L(H).)(X ® 1x) = (idy ® L(H).)(X ® Sy) umzuschreiben (vgl.
1.0.1), wobei die Sy-Invarianz von L(H), (vgl. 1.3.4(1.)) und L(H).(1x) = C eingehen.
Wir geben zunichst ein paar Zwischenrechnungen an: Wegen der Vorausetzung erhélt
man X ® Sy = (id @ 7)((1 ® S,)¢(X)) und folglich gilt mit (id ® m)A, = A onw (vgl
Korollar 3.12) die Gleichung

(( ®ids, )(X ® Sy)

idygs, @ T)((( ®id)((1® S,)((X))

idygs, @m)(1©1©5,) - (¢ ®id)(((X)))

idygs, @m)(1©1© S,) - (idy @ Ay)(((X)))

1®1®5y) - (idy @ pA)((id © m)(¢(X))).

Diese kann man in der folgenden Rechnung einsetzen und bekommt

1©5 1) ((®id)(X ©Sy)) =(185,8S5y) (id® rA)((idr)(((X)))
2 1@ (18 5),A05)) (W@ ;M@ n(((X)
= (1910 5)- (id® A)((1® Sy) - (id®@7)(C(X)))
=(1@1®5y)-((ild® A) (X ® Sy))
U X®8,0S CMY @S, ® Sy

In (*) benutzen wir jeweis, dafl (S, A,) beidseitig nichtentartet ist (vgl. 1.2.2) und deshalb

S, ® Sy = (id@7)(Sy ® S,) = (id @ 7) (1 ® Su)Au(S,)) = (1® Sy) ;rA(Sy)

gilt. Insgesamt erhdlt man mit den Zwischenrechnungen und der Sy-Invarianz von L(H ).,
das gewiinschte Resultat:

(1®9,)¢(X) = (1@ Su) - C((idy @ L(H).)(X @ Sv))
= (idy ® ids, ® L(H),)(1® S, ® 1) - (( ® id)(X & Sy)))

(
— (idy ® ids, ® L(H).)(X ® S, ® Sv)

= (
= (
= (
= (

)
)

Der Beweis von ((X)(1® S,) = X ® S, laBt sich &hnlich bewerkstelligen, ebenso wie die
Rechnungen fiir die Koeffizienten-Algebren. O
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Beweis der Proposition 3.26. Wie vorausgesetzt sei (X, &) eine nichtentartete redu-
zierte S-Kowirkung. Wir betrachten die volle S-Kowirkung (vgl. Korollar 3.5)

C:=>Gd®A;): X®Sy — M((X ®Sy)®S,)

auf dem Hilbert-Bimodul sgs, (X ® Sv)pgs, und fassen X als Unter-Hilbert-Bimodul
von M(X ® Sy) mittels der Isometrie £ : X = £(X) C M(X ® Sy) auf. Es gilt

(tdxgs, @ m) o0& = (idx ® (id@m)Ayp) 0§ = (idx ® Ay) 0 & = ({®id)E,

weil offenbar (id ® 7)A,; = A ist. Folglich ist die Einschrankung (id ® 7)( |¢(x) eine

nichtentartete reduzierte Kowirkung auf £(X), so da & : (X, &) — (£(X), (id®7)¢ lex))
ein Sy-dquivarianter Isomorphismus ist. Insbesondere 143t sich das Lemma 3.27 anwenden,
und

Clecn= (id @ Ary) Jexy: €(X) — M(E(X) @ Su)

definiert eine nichtentartete volle S-Kowirkung auf £(X'), welche nach Korollar 3.14 nor-
mal ist. Mit der Isometrie £ lafit sich diese Kowirkung zu einer normalen vollen Ko-
wirkung §f X — M(X ® S,) zuriickziehen und erfiillt per Definition die Gleichung

(E®id) off (id®A,p)o&. Dadurch ist &/ eindeutig bestimmt. Wendet man (idxgs, @)
auf die Gleichung (*) an, so folgt

(§@ids,)ol(id@m) o] = (id® A) o€ = (®ids,) o€ ,
und wegen der Injektivitit von € ® id ist daher (id ®@ m)¢/ = &". O

3.28 Bemerkung. In diesem Zusammenhang taucht das folgende Problem auf: Unter den
Voraussetzungen der Proposition 3.26 sei dazu (4 Xp, &) eine normale volle S-Kowirkung
auf einem Hilbert-Bimodul und ¢ = (id ® 7)¢ die zugehorige reduzierte Kowirkung (Be-
merkung 3.25). Da S das universelle Dual von Sy bzw. von S, ist, hat man a priori zwei
Mboglichkeiten verschréankte Produkte zu bilden: X X S sow1e X Xgr S mit universellen
kovarianten Homomorphismen (jg,js,]s) bzw. (jgr,js ,jS ), wobel man (Su, o) als uni-

verselles Dual von S, bzw. (S,,u) als universelles Dual von Sy auffaBt (vgl. § 1.3). Wegen
u=(id®m)(v) ist (jg,jg,jg) (X, €7),8) = M(X x¢S) ein kovarianter Homomorphis-
mus und induziert einen kanonischen Homomorphismus X x¢r S — X x ¢ S , der wegen
Lemma 2.25 surjektiv ist.

Wir werden zeigen, dafl dies nur scheinbar eine Zweideutigkeit ist, denn der kanonische
Morphismus der Bemerkung 3.28 ist bereits ein Isomorphismus. Mit anderen Worten:
(X X¢ S ,Je Jg Jg ) ist auch ein verschranktes Produkt von (X, ¢").

3.29 Lemma. Es sei V' wie in Proposition 3.26. Mit den Bezeichungen der Bemerkung
3.28 sei (Ayu,v) @ ((X,€7),S.) — M(pZg) ein kovarianter Homomorphismus der re-
duzierten S-Kowirkung (X,&"). Seien v € UM(C ® S,) und v' € UM(D ® S,) die
zugehorigen unitiren S,-Kowirkungen (vgl. 1.3.5). Dann ist

(A,u,,’Ul> : ((Xa 6)7 S\u) - M(LZR)

ein kovarianter Homomorphismus der vollen S-Kowirkung (X,§). Diese Konstruktion
induziert eine Bijektion der kovarianten Homomorphismen von (X, ") und (X, €). Insbe-
sondere ist der kanonische Homomorphismus X Xg S — X x¢ S ein Isomorphismus.
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Beweis. Da (A, u,v) kovariant ist, gilt die Gleichung Ad(u,v)o(A®1s,) = (A®idg,, )o&".
Auf diese Identitdt wenden wir (idx ® fA) an (vgl. Korollar 3.12) und erhalten fiir die
linke Seite

(ZdX X fTA) o Ad(u, ’U) o (A X 1Sv) (;) Ad(u’12 - U3, U12 . 1)13) o (A ®1lg, ® 1Sv)
= Ad(us,v}5) 0 (A® 1g, ®ids, )0 &"
= [(Ad(v',v") o (A ® 15,)) ® ids, [¢"

wobei wir die Positions-Notation 1.0.4 verwenden und in (%) die Beziehung
(id @ 1 A)(u) = (id @ pAm)(u') = (id ® id @ m)(id @ A,)(u)
= (id ® id ® m)(ujpus) = uipus
benutzen (vgl. Korollar 3.12(3.)). Fiir die rechte Seite ergibt sich

(idx @ prA) o (A®ids, )" = (A ® prAT)E
= (A®ids, @ m)(tdx @ A,)E
= [(A®1ds,)§) ®ids, €

Insgesamt gilt also [(Ad(u/,v")o(A®1g,)) ®ids, ]¢" = [(A®ids, )¢) ®ids, )¢ Firz € X,
w € L(H), und s € Sy erhalten wir deshalb

[Ad(u',v") o (A ® 1s,)]((id @ w)(§"(z)(1 ® 5)))
= (idx ®idg, @w - 5)(((Ad(v',v") o (A ® 1g,)) ® ids, )& ()
— (idy ® ids, @ - 5)(((A @ ids, )€) @ ids, )¢ ()
= [(A @idg,)¢]((1ld @ w)(£"(x)(1 © 5))).
Da die Sy-Kowirkung " nichtentartet ist, liegen die Elemente der Form £"(z)(1®s) dicht
in X ® Sy und folglich die Elemente der Form (id ® w)({"(x)(1 ® s)) dicht in X. Also
gilt die Kovarianzgleichung Ad(u',v") o (A ® 1g,) = (A ® idg, )¢. Diese Konstruktion ist
offenbar bijektiv mit Inversem (A, u’,v") — (A, (id ® 7)(v'), (id ® m)(v)). Sie iiberfiihrt
einen kovarianten Homomorphismus von (X, ¢) in einen kovarianten Homomorphismus

von (X, &"). Folglich besitzt (X x¢ S, je, j¢, jg ) die universelle Eigenschaft fiir das ver-
schriankte Produkt von (X, "), und der kanonische Homomorphismus ist bijektiv. O

Die Korrespondenz von normalen vollen und reduzierten S-Kowirkungen ist natiirlich:

3.30 Satz. Ist V € U(H ® H) symmetrisch (Definition 3.6), so gibt es mit den Be-
zeichnungen aus Definition 2.59, § 1.3 sowie § 1.5 zueinander inverse Aquivalenzen der
folgenden Kategorien:

1. ()" : HBMG" — HBMY, mit Inversem — (-)/ : HBME — HBME™

2 () mit Inversem —(-)7 : M, — MY

3.31 Bemerkung. Die Funktoren veréindern lediglich Kowirkungen. Im ersten Fall be-
deutet das: Fiir (X&) in HBMG"™ bzw. in (X, ) € HBMYE ist (X, &) := (X, &) baw.
(X,6) = (X, ¢&7) (vgl. Bemerkung 3.25 und Proposition 3.26). Aquivariante Morphismen
in werden nicht verdndert.

Im zweiten Fall modifiziert man zudem Morphismen [(X,§)] in 9™ ((A, a), (B, 3))
bzw. [(X,€)] in M (A, a), (B, B)) zu [(X, §)]" == [(X,¢7)] € M, (A, "), (B, 7)) bzw.
(X, O = [(X,¢)] € Mg((A, ), (B, 57)).
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Beweis von Satz 3.30. Fiir den ersten Teil sei ® € HBMG"((X,€), (Y,()). Dann ist ®
offensichtlich auch £"-("-dquivariant, und (-)" setzt sich zu einem Funktor fort. Ist umge-
kehrt @ € HBM: ((X,§), (Y, ()), so gilt unter mehrfacher Anwendung von Proposition
3.26 die Beziehung

(C@id)(T® = (id® A)CP = (B © Ay = (86 @ id)E! = (¢ @ id)(® © id)€’.

Wegen der Injektivitit von ¢ folgt die £/-¢f-Aquivarianz von ®, daher ist (-)7 ein Funktor.
Ist (X, &) € HBME ,soist (§7)" = €. Ist umgekehrt (X, £) € HBMG™, so hat man wegen
Proposition 3.26 die Gleichung

<§T ® ld) (fr)f = (Zd ® Arf)fr = (ld ® Arfﬂ—)g

Y idon ®id)(€ ®id)E = (€ ®id)E |
wobei in (*) die Identitiit aus Korollar 3.5 eingeht. Die Injektivitit von £ liefert (€7) = &.
Also sind die beiden Funktoren zueinander invers.

Um den zweiten Teil zu beweisen, beachte man, dafl wegen des ersten Teils die Kon-
struktionen mit dquivariant unitiren Aquivalenzklassen von Rechts-Hilbert-Bimoduln ver-
tréglich sind. Sie induzieren daher wohldefinierte Abbildungen auf den Morphismen der
Morita-Kategorien, die offenbar die Einselemente erhalten. Fiir die Vertraglichkeit mit
dem Produkt seien [(X, )] € M ((4, «), (B, 3)) und [(Y, ()] € M (B, B), (C,7v)). Wir
miissen nur die Kowirkungen auf dem Tensorprodukt iiberpriifen (vgl. Proposition 2.28).
Dazu rechnet man die Gleichung

(id @ m) (& $5¢7) = O o ([(id @ T)€7] @pgs, [(id @ m)¢T]) = O 0 (€ @pas, ¢) = B¢

nach, woraus nach dem ersten Teil die &/ $5¢/ = (£45()” folgt. Also ist (-)7 mit Tensor-
produkten vertraglich und induziert einen Funktor der Morita-Kategorien. Analog zeigt
man die Vertraglichkeit von (-)" mit Tensorprodukten. Wie im ersten Teil sind die beiden
Funktoren dann offensichtlich zueinander invers. O

3.32 Bemerkung. Der Satz 3.30 erlaubt es, reduzierte Kowirkungen als einen speziellen
Typ von vollen Kowirkungen aufzufassen. Man kann die Kategorie der reduzierten Ko-
wirkungen mit derjenigen vollen normalen Kowirkungen identifizieren und ausschliellich
in der Kategorie der vollen Kowirkungen arbeiten. AnschlieBend kann man durch Nor-
malisieren wieder in die Kategorie der reduzierten Kowirkungen , absteigen®. Das Lemma
3.29 garantiert einem hierbei, dafl es keine Rolle spielt, ob man das universelle verschrank-
te Produkt beziiglich der reduzierten Kowirkung oder der zugehorigen vollen normalen
Kowirkung bildet.
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4.KAPITEL: Doppelt verschrinkte Produkte und Dualitét

In diesem Abschnitt soll fiir eine S-Kowirkung (A, ) die Frage untersucht werden, wel-
che Beziehung zwischen dem doppelt verschrinkte Produkt A x, S Xa(r) S und dem
Tensorprodukt A ® K besteht. Insbesondere werden wir den Duahtatssatz

Amwgma,rS%A@K

von Baaj und Skandalis [4, Théoréme 7.5] beweisen, der die reduzierte Imai-Takai-Dualitét
[21, Proposition 3.4] und die reduzierte Katayama-Dualitét [31, Theorem 8] verallgemei-
nert.

Man kann den Dualitétssatz (mittels einer natiirlichen Abbildung) nur dann erwar-
ten, wenn die multiplikative Unitare V € U(H ® H) zusétzlich zu den bereits geforder-
ten Eigenschaften regulér ist (vgl. [4, 3.3 Définition], [4, 3.2 Proposition] und [4, 3.10
Définition]).

4.1 Definition. Eine multiplikative Unitdre V € U(H ® H) heifit reguldr, falls C(V) = K
ist (vegl. 1.3.1). Wir sagen V ist bireguldr, falls V' reguliar und zusétzlich die Menge von
Operatoren {(w ®id)(XV) |w € L(H),} norm-dicht in K ist.

4.2 Lemma. IstV € U(H®@ H) symmetrisch (Definition 3.6) und regulir, so ist V genau
dann biregulir wenn V' aus Bemerkung 3.8 requldr ist. In diesem Fall ist V ebenfalls
symmetrisch und bireguldr.

Beweis. Ist ¥ € U(H @ H) die Vertauschung, so gilt V=>10U)2VS(1®U) und daher
C(V)=(id® L(H),)(SV) = U - (L(H), ® id)(SV). Daraus folgt die Behauptung. 0

4.3 Beispiel. 1. Kac-Systeme (H,V,U) sind bireguldr, vgl. [4, Définition 6.4] und
nach [4, Proposition 6.9] gilt 7y () - 7(S.) = K = 7(S,) - 7(S,.).

2. Eine multiplikative Unitdre W, die zu einer lokalkompakten Quantengruppe im
Sinne von Kustermans und Vaes gehort (vgl. 1.3.6), erfiillt viele der Eigenschaf-
ten eines Kac-Systems (vgl. hierzu [40, Proposition 3.13] und Beispiel 3.9). Ist
W zusitzlich regulér, so ist sie auch automatisch biregulér, denn mit [4, Propo-

sition 6.3] gilt Sy - Sy = K. Es folgt fiir U := J.J (vgl. Beispiel 3.9), da$ auch
7u(S,) - 7(S,) = JJSWJJSW = JSwSwJ = K gilt, da wegen [40, Lemma 3.7]
JSwJ = Sy und J SWJ SW ist (Man beachte dle Unterschiede in der Notation,
vgl. 1.3.6). Also ist nach [4, Proposition 6.9] auch W regular und daher W biregular.

4.4 Definition. Motiviert durch die Beispiele nennen wir eine symmetrische multipli-
kative Unitdre V € U(H ® H) stark bireguldr, falls W(Su)%\(gu) = K = w(Sy) - ﬁU(S\u)
gilt.

4.5 Bemerkung. Eine stark biregulére symmetrische multiplikative Unitére V' ist auto-
matisch biregulér: Da V' symmetrisch ist, folgt aus 7(S,)7(S,) = K nach [4, Proposition
6.9] die Regularitit von V. Das Argument trifft auch auf 1% zu, also gilt mit Lemma 4.2 die
Behauptung. Fiir Kac-Systeme ist Biregularitéit also dquivalent zu starker Biregularitét.
Eine multiplikative Unitére W wie in Beispiel 4.3(2.) ist genau dann stark bireguldr, wenn
sie regulér ist.
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Da biduale Kowirkungen nach Definition 2.37 stets nichtentartet sind, ist Dualitéts-
Theorie nur fiir nichtentartete Kowirkungen sinnvoll. Wir werden daher sdmtliche Kowir-
kungen als nichtentartet voraussetzen.

§ 4.1 Die kanonischen Surjektionen

Wir folgen einer Idee von Nilsen [51], welche die Dualitétstheorie auf der Existenz von
abstrakt definierten kanonischen Surjektionen (A x5 G) X; G — A® K(L*(G)) aufgebaut
wird (vgl. den ersten Paragraphen des 2. Abschnitts in [51]). Die Definition dieser Sur-
jektionen 148t sich auf Quantengruppen iibertragen. Sie sind dquivariant, wenn man eine
geeignete natiirliche Kowirkung auf A ® K betrachtet. Wesentlich fiir deren Existenz ist
die Regularitdt von V. Als Vorbereitung benotigen wir das folgende Lemma

4.6 Lemma. Es sei V € U(H @ H) eine dichte C*-algebraische multiplikative Unitdire.
Mit (Sy,u) bzw. (S,,u) seien die starken universellen Duale von (Sy, A) bzw. (Sy, A) und
mit v die zugehdrige beidseitig universelle Kodarstellung (vgl. 1.3.5) bezeichnet. Dann gilt:

1.V st genau dann regulir, wenn (S, ®1)-v-(1®S,) = 8, ® S, gilt.

2. Ist V symmetrisch (Definition 3.6), so gilt (1®5,) v- (S, ®1) =S5, ® S, genau
dann, wenn V' requldr ist, vgl. Bemerkung 3.8.

Beweis. Die Regularitit von V ist dquivalent zu (K@ 1)V(1®@K) = K@ K (vgl. [4,
Proposition 3.2]). Die Bedingung in (1.) ist dann offenbar hinreichend, da 7 und 7 nich-
tentartet sind. Ist umgekehrt V' regulér, so folgt nach [4, Proposition 3.6] die Gleichung

Sy @ V(1@ Sy) ® Sy ® Sy. Wir benutzen die Abbildungen frﬁ und A, s aus Korollar
3.5, welche die Beziehungen

(1®K)- pASy) =8y 9K =, A(Sy)- (1®K) und
K1) A (Sv) =K@ Sy =A,4(Sy)- (K@ 1),

erfiillen; dies folgt aus der Tatsache, daf3 ﬁu sowie A, als Kowirkungen beidseitig nicht-
entartet (vgl. 1.2.5) und 7 sowie 7 als Morphismen nichtentartet sind. Wendet man die
Abbildung (;,A ® A, ) auf die Gleichung (*) an, so erhélt man

(#+ASY)©101) - (AR AH)V) - 1018 Ay(Sv)) = (+A(Sv) ® A(Sv)).

Mit den Eigenschaften der Abbildungen frﬁ und A, ¢ (vgl. Korollar 3.5) und den Bezie-
hungen zwischen V', u, it und v (vgl. 1.3.5) ergibt sich (fr3®A,,f)(V) = U3~ Vag - 01y - Uoy,
wobei wir die Positions-Notation aus 1.0.4 verwenden. Setzt man das in die letzte Glei-
chung ein und multipliziert von links und von rechts mit (1 ® K @ K ® 1), so ergibt sich
mit den obigen Beziehungen fiir den linken Term

(§U®IC®/C®1)(u13V23014ﬁg4)(1®/C®IC®SU)
— (5, 0K®K®1) -0, - 18KaK®S,)
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und fiir den rechten Term (§u ® K ®K®S,). Schneidet man die resultierenden Terme
mit Funktionalen der Form (id ® L(H). ® L(H). ® id) ab, so ergibt sich insgesamt

(5, ®1)-b-(1®S,)=25,®5S,,
und es folgt die erste Behauptung. R
Fiir den zweiten Teil beachte man, dafl V = (id ® Ad(U))(XV'X) nach [4, Proposition
3.6] genau dann regulér ist, wenn (§‘7 @1V ® Sp) = :S’\f, ® Sy gilt . Wegen :S’\f, =Sy
und Sy = Ad(U)(Sy) (vgl. Bemerkung 3.8) ist diese Gleichung zu (1 ® Sy)V(Sy @ 1) =

Sy ® Sy dquivalent. Man kann nun den Trick des ersten Teils mit den Abbildungen ﬁT f
und ;A aus Korollar 3.12 wiederholen. O

4.7 Korollar. Ist V' symmetrisch und birequldr und C eine C*-Algebra, erfillt jede volle
unitire S-Kodarstellung u € UM (C ® S,,) die analytische Bedingung (1 ® S,)u(C @ 1) =
C ® S, aus Beispiel 2.47(3.). Daher ist u ein Kozykel fiir die triviale Kowirkung 6% auf
C. Insbesondere ist Ad(u) o 6% : C — M(C'®S,) eine nichtentartete volle S-Kowirkung
auf C, die wir auch einfach mit Ad(u) bezeichnen.

~

Beweis. Der zu u gehorige nichtentartete *~-Homomorphismus sei mit ue : S, — M(C)
bezeichnet. Dann liefert die Identitét

o~

(1®Su) u- (C®1s) =(1®8) - (ke ®ids)(v) - (1c(Su) - C ® 1s)
= (jc ®ids)((15 ® 8.,)0(9, ® 1g)) - (C ® 1g)

(;) (#C(S’\u) ® Su) : (C® 15) =C®5,

das gewtiinschte Resultat, wobei in (%) das Lemma 4.6 benutzt wird. 0

Ist (4X 5, a€s) ein Hilbert-Bimodul mit nichtentarteter voller S-Kowirkung, so gibt es
eine natiirliche Kowirkung auf X ® K, fiir welche die Abbildung ®, aus Proposition 3.16
adquivariant ist.

4.8 Definition. Es sei V € U(H ® H) symmetrisch und stark biregulir (vgl. die Defi-
nitionen 3.6 und 4.4). Mit den Bezeichnungen aus § 1.3 betrachten wir die volle unitére
S-Kodarstellung vy := (Ty ®idg, )(v) in UM (K ® S,). Ist (4 XB,«&s) € HBMS (vgl. die
Definition in 1.5.1), so gilt:

1. Durch die Adjunktion mit vy (vgl. Bemerkung 2.57) wird durch
§hoy = oy, op) = Ad(14a @by, 1p®@0p)(§@.idk) : X QK — M((X®K)®S,)
eine nichtentartete volle S-Kowirkungen auf X ® /C definiert.
2. Die kanonische Surjektion ist definiert durch den Hilbert-Bimodul-Morphismus
Qe =T x (ly@my, lp@my) : X >4£§>4£AS—>X®IC

(vgl. die Notation 3.1 und Proposition 3.16). Sie ist surjektiv und E-(g oy )-dquiva-
riant.
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Analog definiert man die S,-Kodarstellung by = (my ® id)(c(v)). Fiir eine volle nicht-
entartete S-Kowirkung (Y, ¢) ist Choy = (f(by,by) dann eine nichtentartete volle S-
Kowirkung auf Y ® K. Die entsprechende kanonische Surjektion ist der Morphismus (T)C
aus Proposition 3.16.

Beweis der Behauptungen in Definition 4.8. Wegen Lemma 4.7 folgt der erste Teil
aus der Diskussion in § 2.6 und § 2.7. Insbesondere ist die Kowirkung wegen Bemerkung
2.51(2.) nichtentartet.

Fiir den zweiten Teil beachte man , dafl & = (idx ® 7)€ x (1@ 7) x (1 ® (7y)) gilt,
wobei wir die Notation in der offensichtlichen Weise abkiirzen. Die Surjektivitat folgt aus
Lemma 2.25 und der Rechnung

Im(®¢) = (id © 7)((X))(1 @ 7(S,) - (10 ()

*

(
= (o m)(E(X)) (1K)
(id @ m)(§(X))(1 @ 7(Su)K)
= (id@m)(EX)(1®5,))(1eK)
=X®K.

N>

Hierbei folgt die Gleichung () aus 7(S,) - mu(S,) = Ad(U)@y(S,) - 7(S.)) = K, weil V
stark biregulér ist. Auflerdem ist in der letzten Identitdt wesentlich, dafl wir nichtentartete
Kowirkungen betrachten.

Die Vertréglichkeit mit den Kowirkungen, (@, ® id) o E O Ehoy o B, zeigt man mittels
der universellen Eigenschaft des verschréankten Produkts: Fiir die linke Seite erhalten wir
durch Vorschalten der kanonischen Abbildungen

(D¢ @ id)S 0 jg 0 je = (id @ T)E ® 1,
(<I>a®id)5ojaoj§ =147 ®1;,
und (P, ® id)é 012 =1, ® [(my ®id)A,).
Wir miissen zeigen, daf die entsprechenden Terme fiir § 1oy o ®e mit den jeweiligen rechten

Seiten iibereinstimmen, dann folgt die zu zeigende Aquivarianz. Zunéchst macht man sich
klar, dafl man &hoy als Komposition

Ehoy = (idx ® Ad(vy)) o (id® o) o (E®idk) = (idx ® o) o (idx ® Ad(o(by))) o (€ ® idy)
schreiben kann, wobei ¢ die Vertauschung ist. Unter Verwendung der Notation 1.0.5 folgt
(idx ® 0) o (id @ Ad(o(by))) o (§ ® T)§

= (idx ® 0) o (idx ® Ad(o(vy))) o (idx ® (id @ T)A,) 0 &

(idx ® 0) o (idx @ [Ad(o(0)™) o (id ® T)A,]) 0 €

Y (id@ o) o (idy ® [ls, @ 7]) 0 &
= (id® 1) lsg,,

£hUU o (Zd® 7T)£
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wobei in (x) die Kovarianz-Gleichung aus Korollar 3.12(1.) eingesetzt wird. Die verblei-
benden Gleichungen

OéhUUO(lA@;T\):lA@;T\@lSu und
OJHUUO (1A®7TU) = 1A®(7TU®id)Au

sind sogar noch einfacher: Fiir die erste benutzt man, dal 7y und 7 vertauschen, und
die zweite ist im wesentlichen die Kovarianz von (m, 7). Also ist nach der universellen

Eigenschaft die Gleichung (®¢ ® id) o E = oy o O erfiillt, d.h. O, ist dquivariant. O

Zum Abschluf dieses Abschnitts wollen wir noch erwéhnen, dafl die kanonischen Sur-
jektionen natiirlich sind, was man durch eine offensichtliche Anwendung der universellen
Eigenschaft des verschrinkten Produkts leicht beweisen kann:

4.9 Lemma. Fs sei V wie in Definition 4.8 und A : (X,§) — M(X', &) ein Morphismus
in HBM (vgl. 1.5.1). Dann gilt e o (A x S % S) = (A®idc) o Pe. O

§ 4.2 Reduzierte Dualitét

Ziel dieses Abschnitts ist der Satz von Baaj-Skandalis [4, Théoreme 7.5] iiber reduzier-
te Dualitat. Auf dem Weg dorthin werden wir jedoch Ergebnisse erhalten, die eine ei-
genstandige Bedeutung haben und ihre Anwendung bei der maximalen Dualitét finden.

4.10 Proposition. Ist V € U(H ® H) symmetrisch (Definition 3.6) und stark birequldr
(Definition 4.4) sowie (4 Xp, a&p) € HBMY (vgl. 1.5.1), dann gibt es einen dquivarianten
Isomorphismus ®¢ ¢,, der das folgende kommutative Diagramm vervollstindigt:

= D¢

(X NéS\NES, ) E— (X®’C7£hUU)

e l 1775 ®idx

(X ¢ § %z, $,6,) —— (X" ® K, "oy).
&.fr
Beweis. Wir fassen X x¢ S Mg, S und X" @ K = je(X) ® K in der offensichtlichen

Art und Weise als Unteralgebren von M (X X¢ S® K) auf (vgl. die Definition von g
in Bemerkung 3.24 und Lemma 2.64). Aulerdem benutzen wir die Notation 1.0.5. Dann

leistet die Einschrankung der Adjunktion Ad(uf, uf) : M (X x¢ SoK) S M(X Xe S@K)

das Gewiinschte, da

Ad(uT %) o mz 0 Je = Ad(uT, %) o (idy, g ® F) o &
= (Je ®1id) o T¢
= (Je ®id) 0 B¢ 0 Jg
gilt, wie wir bereits aus Lemma 3.19 wissen. Die Gleichung fiir die linken Koeffizien,
Ad(u}) o Py 0ja = Ad(u}) o (1,,5Qmy) = (jo ® mv), folgt, weil my und 7 kommutieren.

Genauso zeigt man die entsprechende Gleichung fiir die rechten Koeffizienten. Also ist
Ad(uy, uf) o g = (je ®id) o P¢, und die Behauptung folgt. O
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4.11 Bemerkung. Bei Gruppen-Kowirkungen stimmen reduzierte und volle verschréankte
Produkte tiberein (Co(G) ist mittelbar). Die Proposition 4.10 verallgemeinert daher den
reduzierten Dualitdtssatz von Katayama (vgl. [31, Theorem 8], [51, Corollary 2.6] oder
[15, Theorem A.69]).

Die Proposition 4.10 hat zwei wesentliche Konsequenzen: Zum einen erhélt man aus
ihr den Satz iiber reduzierte Dualitit von Baaj und Skandalis [4, Théoreme 7.5] (vgl. Satz
4.12).

Zum anderen kann man daraus folgern, dafl das verschrinkte Produkt

P, X S:(X >4,5§>4§S) NEAS—> (X ®K) Xepo, S

ein Isomorphismus ist. Die zweite Konsequenz wird in § 4.3 wesentlich sein und soll deshalb
erst dort bewiesen werden.

4.12 Satz. Ist V wie in Proposition 4.10 und (X,&) eine volle nichtentartete S-Kowir-
kung, so emistiert ein eindeutig bestimmter dquivarianter Isomorphismus P¢,, der das
Diagramm

~

(X >4§§>4§S,A) e, (X ® K, &oy)

’Ql lﬁg@id

—_

~ o~ cI)&T

(X X S X S, (grf)rf) T (Xn R K,fnﬂUU)
kommutativ vervollstindigt. Hierbei ist I =g, © (Te X S) = (Te X, S)o Te.
Inbesondere ist fiir eine nichtentartete reduzierte S-Kowirkung (X, ) der Morphismus

o~
~

@5,7" = (I)ﬁf,r : (X Nfﬂ" § x]g,r S’ ( )T> i (X ® ICa éh(UV))

ein dquivarianter Isomomorphismus, wobei ¢V = (Ad(U) ® id)(V) € UM (K ® Sy) und
(V) ==&V, V) sind (vgl. Bemerkung 2.57 und fiir &/ die Proposition 3.26).

Beweis. Da 7¢ nach Proposition 3.20 eine Normalisierung ist, mufl nach Korollar 3.21 die
Abbildung 7¢ x, S ein Isomorphismus sein. Folglich erhélt man aus Proposition 4.10 den
Isomorphismus @ ,. := P¢ p.0(7 %, S) 7!, der das Diagramm kommutativ vervollstandigt.
Die Natiirlichkeit mg o (Te X S) = (Te X, S)o 7¢ ist dabei aus Lemma 3.18 bekannt.
Eine reduzierte S-Kowirkung (X, ¢) kann man nach Satz 3.30 als volle normale S-
Kowirkung (X,¢7) auffassen. Dann ist &g, := ®¢ry, auch dquivariant beziiglich der

entsprechenden reduzierten Kowirkungen (g, f), bzw. (¢/hoy)". Aufgrund der Definitionen
von vy und ¢V ist klar, daf (/foy)" = (id @ 7) o (/hoy) = Eh(pV) gilt. O

§ 4.3 Maximale Kowirkungen

Im Hinblick auf reduzierte Dualitét ist eine natiirliche Frage, fiir welche vollen S-Ko-
wirkungen (X, ¢) die kanonische Surjektion ®¢ : X x¢ S ><1§S — X ® K selbst ein Iso-
morphismus ist. Das ist im allgemeinen sicher nicht der Fall, da bereits bei Gruppen-
Kowirkungen Gegenbeispiele existieren. So ist z.B. fiir eine Gruppe G das doppelt ver-
schrinkte Produkt der reduzierten Gruppen-C*-Algebra isomorph zum Tensorprodukt der
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vollen Gruppen-C*-Algebra mit den kompakten Operatoren auf L*(G) (vgl. [53, Example
2.12]): C*(G) x G x G = C*(G) ® K(L*(G)). Im allgemeinen sind fiir nicht-mittelbare
Gruppen die Algebren C#(G) @ K(L?(G)) und C*(G) @ K(L*(G)) jedoch nicht isomorph.

In Anlehnung an [14, Definition 3.1] definieren wir deshalb maximale Kowirkungen:

4.13 Definition. Ist V € U(H ® H) symmetrisch (Definition 3.6) und stark biregulér
(Definition 4.4), so definieren wir:

1. Eine nichtentartete volle S-Kowirkung (4 Xpg, &) heifit mazimal, wenn die kanoni-
sche Surjektion ®¢ : X xS x ES — X ® K ein Isomorphismus ist.

2. Mit HBMY bzw. MM bezeichnen wir die volle Unterkategorie von HBM bzw.
M (vgl. § 1.5), deren Objekte maximale Kowirkungen sind.

Analog definieren wir maximale :S'\—Kowirkungen mit der entsprechenden kanonischen Sur-
jektion @, aus Definition 4.8.

Man fragt sich natiirlich sofort, ob es iiberhaupt maximale Kowirkungen gibt. Das
Hauptresultat dieses Abschnitts ist Satz 4.16, nach dem duale Kowirkungen (X x¢ S, ¢)
stets maximal sind. Das ist eine Verallgemeinerung des Ergebnisses fiir Gruppen-Ko-
wirkungen (vgl. [53, Theorem 3.7] oder [14, Proposition 3.4]). Die dort angegebenen
Beweise benutzen die volle Imai-Takai-Dualitét (siehe z.B. [57, Theorem 5.1][15, Theorem
A.67]) fiir Algebren mit Gruppen-Wirkung aus. Tatséchlich kann man darauf verzichten
und das Ergebnis ganz allgemein fiir reguldre Quantengruppen (genauer stark biregulére
symmetrische multiplikative Unitére) erhalten. Folgende Idee liegt dem Beweis zugrunde:
Zunichst zeigt man, daf fiir eine volle nichtentartete S-Kowirkung (X, £) das verschrinkte
Produkt der kanonischen Surjektion

®§><1§:(X>4§>45)>4§—>(X®IC)><1§

ein Isomorphismus ist, wie schon im vorangehenden Abschnitt § 4.2 angedeutet wurde.
Unabhéngig davon ergibt sich eine Beziehung zwischen den kanonischen Surjektionen @
und @z (vgl. Definition 4.8), welche sicherstellt, daf§

65:(X>4§)>45>4§—>X>4§®/C

genau dann ein Isomorphismus ist, wenn T S einer iit.ABeide Ergebnisse zusammen
ergeben die Maximalitdt der dualen S-Kowirkung (X x S, ).

4.14 Proposition. Ist V € U(H ® H) symmelrisch und stark birequlir sowie (X,§)
eine nichtentartete volle S/:Kowirkun;q, 80 1st das verschmzzkte Produkt der kanonischen
Surjektion ¢ x S : (X xS x5) NES — (X @ K) Xego, S ein Isomorphismus.

Beweis. Wir benutzen das Diagramm aus Proposition 4.10. Nach Proposition 3.20 ist
bekannt, dafl der linke vertikale Pfeil Tg eine Normalisierung ist. Mit Korollar 2.67 kann
man schliefen, dal auch der rechte Pfeil ne ® idx eine Normalisierung ist. Wendet man
das verschrinkte Produkt an, so erhélt man ein kommutatives Diagramm

XxSxsxsg 2 (X®K)x S

ng%g %l(n&@id)x@

X xS x, S>4§(§f—T>(X"®IC)NS
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in dem die vertikalen Morphismen (vgl. Proposition 2.68) und der untere Morphismus
Isomorphismen sind. Also ist auch ®¢ x S ein Isomorphismus. O

Fiir den zweiten Beweisschritt brauchen wir die Ergebnisse und Notationen aus § 2.6
sowie § 2.7 und hierbei insbesondere das Lemma 2.58 mit der Definition von Qx (u,v). Die
oben erwihnte Beziehung zwischen ®¢ und ®; ist die folgende (beachte vy = (Ty ®id)(v)):

4.15 Proposition. Es sei V € U(H ® H) symmetrisch und stark birequldr. Fir eine
nichtentartete volle S-Kowirkung (aXp, o&3) kommutiert das Diagramm

~ ~ 3
XNSNSN?S—>XNS®K
¢5>Q§J(g gJ{Ad(ug,ug)o(idXN§®Ad(U))
=~ Qe(vy)
(X ®K) Xego, S ——— X Sek,

wobei Qe (vy) = Qe (v, 0y) ist (vgl. Lemma 2.58).

Hierbei benutzen wir die Bezeichnungen aus Deﬁn/i\tion 3.6. AuBlerdem ist u, = 50
die universelle unitire S,-Kodarstellung in UM (A %, S ® S,,) und u}, = (id 4, g ® 7)(Ua)-
Analog ist uj definiert. Wegen Lemma 2.58 und der Nuklearitit von K ist Q¢(vy) ein

Isomorphismus. Also folgt aus dem Diagramm, daf @5 genau dann ein Isomorphismus

ist, wenn ®¢ x S ein [somorphismus ist. Dies ist aber wegen Proposition 4.14 unter den
Voraussetzungen immer der Fall. Als Folgerung erhélt man daher sofort das Hauptergebnis
diese Abschnitts:

4.16 Satz. Es sei V € U(H ® H) symmetrisch und stark biregulir (vgl. die Definitio-
nen 3.6 und 4.4). Fir jede nichtentartete volle S-Kowirkung (X, &) ist die volle duale

Kowirkung & auf dem verschrinkten Produkt X x¢ S mazimal. O

Beweis der Proposition 4.15. Wir verwenden die universelle Eigenschaft des iterierten
verschriinkten Produkts X x S x S x S und werden zeigen, dafl die beiden Wege des
Diagramms auf den einzelnen , Komponenten® iibereinstimmen. Definitionsgeméf gilt fiir
die kanonische Surjektion <I>g = ((id® 7TU)§) (1®7) x (1®7), wobei wir die Notation
in der offensichtlichen Weise abgekiirzt haben. Man rechnet einfach

(idy g @ Fv)E = (je ® L) x (7S ® Fr)Au), (72 @ Fr)Ay)

nach und erhalt folglich &\)g = (Je ® 1) % ((jg ®%U)3u) X (1®@m) x (1®7) als Zerlegung
von (/ISE in ,, Komponenten®“. Hierbei verwenden wir in naheliegender Weise die suggestive
Notation jg anstelle des Tupels (jgf,jg). Fiir den unteren Weg Q¢(vy) o (®¢ X §) des

Diagramms betrachten wir zunéchst die Zerlegungen von &, x S und Q¢(vy), wobei wir
eine dhnliche Notation wie oben benutzen:

(I)g XS = (jfﬂUU [e) (I)g) X .]ghnU

= (Jesuy © (idx ©)E) X (Jeswy © (1@ F)) X (e, © (1@ 7)) x jE™  und
Qe(ov) = (je ® idk) x ((j5 ® F)AP).
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Diese folgen leicht aus den Definitionen; man beachte, dafl vy = (7Ty ® idg)(v) und somit
der zugehorige *-Morphismus gleich 7 ist, vgl. Bemerkung 2.6. Fiir die Verkniipfung
ergibt sich deshalb die Zerlegung

Qe(or) o (P x §) = [((je @ M)8) x (1@ 7F) x (1@ )] x (7 ® Fur)AP).
Insgesamt erhélt man
(idy 5 ® Ad(U)) 0 &z = (je @ 1) x (5 ® F)A,) x (1@ 1) x (1@7y) und
Qe(v0) 0 (B¢ % §) = ((Je @ m)¢) x (1 F) x (1@ 70) X ((j§ @ Fv)AP).

Um die Kommutativitidt des Diagramms zu zeigen, miissen wir nur noch verifizieren, dafs
das Nachschalten von Ad(uj,uj) auf jeder Komponente von (id ® Ad(U))®; die ent-

sprechende Komponente von Q¢(vy) o (g % S ) ergibt.

Fiir die erste Komponente ist das einfach die Kovarianz von (jg,uq,ug) und fiir die
dritte Komponente folgt das aus der Tatsache, dafl die Bilder von 7y und m kommutieren.
Fiir die zweite Komponente benutzt man die Kovarianz-Identitat aus Korollar 3.4. Die
Identitét fiir die letzte Komponente folgt aus einer Umformulierung der Kovarianz von
(Ty, ), denn durch Anwenden der Vertauschung o auf diese Kovarianz-Gleichung (vgl.
Definition 3.6) erhilt man Ad(v™) o (15 ® 7iy) = (id @ 7y)AP. O

Schliellich soll die Vertréglichkeit von maximalen Kowirkungen mit starken Morita-
Aquivalenzen besprochen werden. Der wichtigste Schritt ist die folgende Proposition.

4.17 Proposition. Es sei V' wie in Proposition 4.15 sowie (Xp,&g) eine nichtentar-
tete volle S-Kowirkung und die Koeffizienten-Kowirkung (B, (3) mazimal. Dann ist die
zugehorige adjungierte Kowirkung Ad(§) : KK(X) — M(K(X) ® S) (vgl. 1.4.3) ebenfalls
maximal.

Beweis. Wir wissen nach Satz 2.43 bereits, dafl (X x SxS ) isomorph zum doppelten
verschriankten Produkt von (KC(X), Ad(§)) ist. Mit den natiirlichen Isomorphismen (Lem-
ma 2.44) verifiziert man leicht Ad(P¢)o (1 x4 5)s) 0 (Lx g X S) = Pad(e). Nach Definition

ist die zu (B, ) gehorige kanonische Surjektion @5 : B g S X5 S — B ® K ein Isomor-
phismus. Deshalb ist nach 1.1.7 auch die kanonische Surjektion ®, : X ¢ S Mg S — XK
fiir (X, €) ein Isomorphismus, denn sie hat ®4 als rechte Koeffizienten-Abbildung. Folglich
ist ihr Adjungiertes Ad(®¢) : (X xS x S) — K(X ® K) ebenfalls ein Isomorphismus,
also auch @ 44(¢). O

Mit derselben Beweistechnik kann man sofort einige Folgerungen angeben. Da das Ideal

Bx := (X, X)p C B gleich den kompakten Operatoren des adjungierten Hilbertmoduls
X ,*C( X) ist (vgl. 1.4.8), hat man durch Adjungieren von & d(e) eine volle S-Kowirkung

Bx = Ad(€lae) : Bx — M(Bx ® 8.),

die mit der Einschrankung f |p, iibereinstimmt. Folglich ist Bx C B ein f-invariantes
Ideal (vgl. 1.4.11). Ein zweifaches Anwenden der Proposition 4.17 zeigt, dafl mit (B, [3)
auch (Byx, fx) maximal ist. Insbesondere kann man auf die Vertréglichkeit der Maxima-
litdt mit starken Morita-Aquivalenzen (vgl. [14, Proposition 3.5]), duBerer Aquivalenz
(vgl. Definition 2.50) und invarianten Idealen schliefen.
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4.18 Korollar. Ist V' wie in Proposition 4.15 und (4 Xg,.€3) ein dquivarianter Impri-
mitivitdts-Bimodul (1.4.9) mit nichtentarteter voller S-Kowirkung, so gilt:

1. (A, «a) ist genau dann mazimal, wenn (B, 3) mazimal ist.

2. Sindu e UM(A® S,) bzw. v e UM(B ® S,) Kozykel fiir o bzw. [3, so ist die zu
aufserlich dquivalente S-Kowirkung Ad(u,v)¢ ebenfalls mazimal.

3. Ist (B, 3) eine mazimale Kowirkung und I C B ein (3-invariantes Ideal (1.4.11), so
ist auch die Einschrinkung O; : I — M(I ® S,) eine mazimale Kowirkung.

Beweis. Der erste Teil folgt direkt aus der Proposition 4.17 und der obigen Diskussion.
Fiir den zweiten Teil reicht es, dafl die Koeffizienten-Kowirkungen Ad(u)a und Ad(v)3 der
Kowirkung Ad(u,v)¢ maximal sind. Das folgt direkt aus (1.), da nach Bemerkung 2.51(3.)
Ad(u)a bzw. Ad(v) Morita-dquivalent zu « bzw. (§ sind. Fiir die dritte Behauptung
fassen wir das f-invariante Ideal I als dquivarianten Rechts-Hilbert-B-Modul (Ig, (8|1)s)
mit nichtentarteter voller S-Kowirkung auf. Wie wir bereits vor dem Korollar gesehen
haben, ist mit (B, §) dann auch (I, 5|;) = (By, ) maximal. 0

§ 4.4 Mittelbarkeit und volle Dualitat

Wir werden in diesem Abschnitt auf mittelbare Quantengruppen eingehen, vgl. 1.3.8.
Diese erfiillen stets eine , einseitige volle Dualitéit (in diesem Fall gibt es natiirlich keinen
Unterschied zwischen vollen und reduzierten S-Kowirkungen). Zur Motivation sei an die
volle Imai-Takai-Dualitdt bei Gruppen erinnert: Ist (A, G, «) eine C*-Algebra mit G-
Wirkung (d.h. mit einer Cy(G)-Kowirkung), so ist

Yi=(id@M )ax (10N x (1@ M): Axg G xg G — A0 K(L(G))

ein Isomorphismus, vgl. [51, Corollary 2.12]. Der Morphismus 1 ist hier nichts anderes
also die kanonische Surjektion im Fall einer Cy(G)-Kowirkung.

Wir haben jedoch bereits im letzten Abschnitt § 4.3 ein Beispiel gesehen (und zwar
bei C*(G)-Kowirkungen), welches volle Dualitét nicht erfiillt. Die Besonderheit der Quan-
tengruppe Co(G), die zur vollen Dualitét fiihrt ist ihre Mittelbarkeit, d.h. die Injektivitét
der kanonischen Darstellung M : Co(G) — L(L*(G)), die durch M;(z)(s) = f(s)z(s)
fir f € Co(G) und = € L*(G@) definiert ist und welche in der abstrakten Situation der
Darstellung 7 : S, — Sy C L(H) entspricht. Wie bei der Mittelbarkeit von Gruppen gibt
es eine Charakterisierung mittels der trivialen Wirkung, welche der Koeinheit ¢ : 5, — C
entspricht. Etwas allgemeiner ist S genau dann mittelbar, wenn es eine nichttriviale ein-
dimensionale Darstellung p, : Sy — C gibt.

4.19 Lemma. Es sei V € U(H ® H) eine dichte C*-algebraische multiplikative Unitdre
(vgl. 1.8.5). Bezeichnen (Sy, Sy) bzw. (Sy,0,5,) die reduzierten bzw. universellen dualen
Paare von Quantengruppen, dann sind dquivalent:

1. S ist mittelbar (1.3.8), d.h. w: S, — Sy ist ein Isomorphismus.
2. Die Koeinheit € faktorisiert iber w, d.h. es gibt ein €, : Sy — C mite = ¢, om.

3. Es existiert eine nichttriviale eindimensionale Darstellung p, : Sy — C.
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4.20 Bemerkung. Die Aquivalenz von (1.) und (2.) wurde bereits in [4, Remarques
A.13.c] bemerkt. Die Idee der Charakterisierung in (3.) ist der Theorie der (algebraischen)
Hopfalgebren entnommen. Ein Beweis fiir die Gleichwertigkeit von (2.) und (3.) mit der-
selben zugrundeliegenden Idee findet sich bereits in [49], aber mit den Konstruktionen
aus Kapitel 3 wird der Beweis durchsichtiger und liegt wesentlich ndher am algebraischen
Fall.

Beweis von Lemma 4.19. Wir zeigen (2.) = (1.) und (3.) = (2.), die umgekehrten
Implikationen sind trivial. Es gebe eine Faktorisierung ¢ = ¢,om. Dann ist (&, ®idg, )0 A, ¢
(vgl. Korollar 3.5) das Inverse von 7, denn das Diagramm

Sy 2 M(S,®S)) =24 M(S,)

|l |
Sy —s M(Sy ®S,) =24 M(S,)

kommutiert und die obere Komposition (¢ ® id)A, ist die Identitét, vgl. 1.2.2.

Sei andererseits p, eine eindimensionale Darstellung von Sy. Wir miissen daraus eine
Faktorisierung € = ¢, o ableiten. Dazu setzen wir p := p,.o7 : S, — C und betrachten die
zu p gehdrige unitére Kodarstellung u € UM (S, ® C) (vgl. die Konvention in 1.3.2). Mit
der Identifizierung S, ® C = S, gilt A «(1) = u ® u, also ist u ein sog. gruppendhnliches
Element. Dasselbe trifft dann natiirlich auch auf das adjungierte Element v* in UM (§u) =
UM (§u ® C) zu. Deshalb ist u* ebenfalls eine unitire Kodarstellung, und wir erhalten
eine entsprechende Darstellung p* : S, — C mit (id ® p*)(v) = u*. Diese vervollstandigt
das kommutative Diagramm

S, 2 M(S, ® S,) TN

T

Sy 2 M(Sy @ S.) 227 .

Es bleibt nur noch zu zeigen, dafl die obere Zeile die triviale Darstellung ¢ ist. Dazu
wendet man sie auf den rechten Tensoranden von v € UM (S, ® S,) (vgl. 1.3.5) an und
erhélt

(id ® ((p @ p")Au))(0) = (id ® p® p*) (012 - 013)
= (id ® p)(v) - (id @ p*)(v)
=u-u" =idg = (idg ®¢c)(v).

Da Darstellungen von S, nach der universellen Eigenschaft durch die zugehorigen unitéren
Kodarstellungen eindeutig bestimmt sind, folgt (p ® p*) o A, = e. O

Wie bei Gruppen existiert eine weitere Charakterisierung fiir Mittelbarkeit:

4.21 Proposition. Es sei V € U(H ® H) symmetrisch (Definition 3.6). Die zugehorige
Quantengruppe S ist genau dann mittelbar, wenn fir jede volle S-Kowirkung (Y, () die
kanonische Abbildung ¢ :Y xS —Y x¢, S ein Isomorphismus ist.
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Beweis. Wegen 7 = ms:r, wobel 0% die triviale volle §—K0Wirkung auf C bezeichnet, ist die
Bedingung jedenfalls hinreichend fiir die Mittelbarkeit von S. Umgekehrt wissen wir nach
Proposition 3.20, dafl 7 eine Normalisierung ist. Da fiir mittelbares S jede Kowirkung
normal ist (vgl. Korollar 3.14), sind in diesem Fall alle Normalisierungen notwendigerweise
Isomorphismen. O

Ein dhnliches Ergebnis in dieser Richtung sagt aus, dafl fiir mittelbare Quantengruppen
stets die volle Dualitét erfiillt ist. Als Spezialfall erhalten wir insbesondere die volle Imai-
Takai-Dualitét fiir Wirkungen einer lokalkompakten Gruppe G, denn Cy(G) ist mittelbar:

4.22 Satz. Es sei1 V € U(H ® H) symmetrisch und stark biregulir (vgl. die Definitionen
3.6 und 4.4). Ist S mittelbar, so ist jede nichtentartete S-Kowirkung (X, &) mazimal, d.h.

die kanonische Surjektion ®¢ : X x¢ S NES — X ® K ist ein Isomorphismus.

Beweis. Nach Proposition 4.10 haben wir das kommutative Diagramm

-~

(X>45§>4§S,A) N (X ®@ K, &hoy)

e l l ne®idic

(X % § 2, .&p,) —— (X" @K, €"00).
& fr
zur Verfiigung, wobei ®¢ ¢, ein Isomorphismus und die beiden vertikalen Pfeile Normali-
sierungen sind. Also sind wegen der Mittelbarkeit von S nach Korollar 3.14 die vertikalen
Pfeile Isomorphismen und somit auch . O

§ 4.5 Maximalisierung von Kowirkungen

In diesem Abschnitt wollen wir die Maximalisierungs-Konstruktion von [14] auf Quan-
tengruppen verallgemeinern. Hierbei ordnen wir jeder vollen S-Kowirkung auf kanonische
Art und Weise eine maximale S-Kowirkung zu, so daf} die verschréinkten Produkte iiber-
einstimmen.

Die Maximalisierung einer G-Kowirkung aus [14, Definition 3.1] (vgl. auch Lemma
4.28) besitzt eine universelle Eigenschaft, die wir hier als Definition benutzen:

4.23 Definition. Es sei V € U(H ® H) symmetrisch und stark bireguldr (vgl. die De-
finitionen 3.6 und 4.4) sowie (X,¢) eine nichtentartete volle S-Kowirkung. Eine Mawi-
malisierung von (X, ) ist eine maximale S-Kowirkung (X™, &™) zusammen mit einem
surjektiven dquivarianten Morphismus ¢ : (X™, &™) — (X, §) derart, daBl die folgende
universelle Eigenschaft gilt: Jeder Morphismus A : (Z,x) — M(X,§) in HBMgS (vgl.
1.5.1) mit einer maximalen Kowirkung (Z, x) faktorisiert eindeutig iiber v, d.h. es gibt
genau einen Morphismus A™ € HBMsg, ((Z,x), (X™, ™)) mit A = A™ o 9. Abkiirzend

nennen wir auch den Morphismus v, eine Mazimalisierung.
Aus der universellen Eigenschaft folgt sofort, dafi die Maximalisierung funktoriell ist:

4.24 Satz. Fs sei V eine multiplikative Unitdire wie in Definition 4.23, fir die jede nicht-
entartete volle S-Kowirkung (X, ) eine Mazimalisierung besitzt. Dann induziert die Ma-
zimalisierung einen Funktor ()™ : HBMG, — HBMY . Die Familie der Morphismen
e+ (X, ™) — (X, §) ist eine natirliche Transformation v, : ()™ — Zd von Funktoren.
Zudem ist die Mazimalisierung v¢ genau dann ein Isomorphismus, wenn (X, &) mazimal
151.
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Beweis. Sei @ : (X,{) — (Y,() ein Morphismus in HBM. Dann faktorisiert ® o )
eindeutig iiber die Maximalisierung v¢¢. Das bedeutet, es existiert genau ein Homomor-
phismus @7 : (X", ") — (Y™, (™) mit ¢ 0 @™ = & o 1).. Wegen der Eindeutigkeits-
Bedingung ist die Zuordnung ® +— ®™ funktoriell, und die Gleichung zeigt, dafl ¥, eine
natiirliche Transformation ist. Die letzte Behauptung ist klar. O

Die universelle Eigenschaft impliziert insbesondere, dafl ,,zwischen* einer Kowirkung
und ihrer Maximalisierung keine weitere maximale Kowirkung liegt.

4.25 Lemma. Es sei V wie in Definition 4.23. Wir betrachten surjektive Morphismen
T: (X)) = (Y,Q) und I' - (Y,() — (X,§) in HBMSS und nehmen (X', &) sowie
(Y, () als maximal an. Ist dann die Komposition T' oY eine Mazimalisierung, so ist T ein
Isomorphismus und insbesondere ist I' eine Maximalisierung.

Beweis. Wegen der Maximalitdt von (Y, () gibt es nach Voraussetzung genau einen Mor-
phismus I' : (Y, () — (X', &) mit (ToY)ol"™ =T. Es folgt (ToY)o(I'"oY)=T0o7T =
(' o T) oidy:. Aufgrund der Eindeutigkeit mufl (I'" o T) = idys gelten und folglich T
injektiv sein. Also ist T ein Isomorphismus. O

4.26 Definition. Es sei V € U(H ® H) symmetrisch und stark bireguldr. Die volle
Unterkategorie von HBMg, (K) (vgl. Definition A.8), deren Objekte nichtentartete volle
S-Kowirkungen sind, bezeichnen wir mit HBM (K). Analog werden die vollen Unter-
kategorien HBMY (K) und HBMY (KC) definiert (vgl. die Definitionen 4.13 und 2.59).

4.27 Notation. Der Ubersichtlichkeit halber benutzen wir fiir einen dquivarianten Hil-
bert-Bimodul (4 X5, o{s) € HBMY und einen dquivarianten Morphismus , T, gelegent-
lich die Notationen

-~

(X,6) = (X >4§§><1§AS,A) md T:=TxSxS.

Wir verwenden diese Abkiirzungen vor allem in Beweisen und Diagrammen. Weiter sei
die Einbettung von C durch Skalare in Multiplikator-Algebren stets mit ¢ bezeichnet:
Aus dem Zusammenhang wird klar werden, in welche Algebra eingebettet wird. Folglich
notieren wir auch die Einbettung

Z:Lx§>4S:@:§><1AHS—>M(A>40§>%S):M(Z)

immer mit 7, unabhéngig von der Algebra A. Die kanonische Surjektion der trivialen
Kowirkung auf C kiirzen wir mit ¢ := q)(;g ab und betrachten sie als Abbildung

$:=Psr :SxSZCxSxS—CRK=K.

Bevor wir ein Kriterium fiir die Existenz von Maximalisierungen beweisen, wollen wir
zunéchst einsehen, daf die Definition [14, 3.1] die universelle Eigenschaft von Definition
4.23 impliziert.

4.28 Lemma. Es sei V' wie in der Definition 4.23. Wir betrachten einen surjektiven
Morphismus T : (X', £') — (X, &) in HBMY mit einer mazimalen S-Kowirkung (X', £').
Ist das verschrinkte Produkt ¥ x S ein Isomorphismus, so ist T eine Mazximalisierung
(im Sinne von Definition 4.23).
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Beweis. Wegen der Voraussetzung ist auch T x SxS=Tein [somorphimus, wobei wir
hier und im folgenden die Notationen aus 4.27 benutzen. Sei A : (Z,x) — M(X,£) ein
Morphismus in HBM und (Z, x) maximal. Dann gibt es ein kommutatives Diagramm

Zx = (X9 (X7, )

@XJ/% J/(I)g %l‘bfl

(Z @K, xtor) 24 (X @ K, Ehoy) 2 (X' @ K, &oy),

‘-

in dem die duBeren vertikalen Pfeile und T Isomorphismen sind. Folglich kann man die
Abbildung A := &g o T 'oho o ! definieren. Wegen der Natiirlichkeit von Kozykeln

(vgl. Lemma 2.54) ist A auch aquivariant bzgl. der Kowirkungen y ®, i¢d und £’ ®, id.
Seine Koeflizienten-Morphismen fixieren offenbar punktweise die kompakten Operatoren,
d.h. A ist ein Morphimus in HBMY: (K) (vgl. Definition A.8). Nach Proposition A.17 ist

A also von der Form A = A™ ® idic, wobei A™ 1 (Z,x) — M(X',¢{') dquivariant ist. Es
gilt nach dem Diagramm die Beziehung (T o A™) ® idx = A ® idx, und mit derselben
Proposition folgt T o A™ = A. Durch diese Beziehung ist A™ auch eindeutig bestimmt,
denn ist A’ ein weiterer Morphimus mit T o A’ = A, so vervollstandigt A’ ® idx ebenfalls
das Diagramm. Daher ist A’ ® idx = P oT 'oAo 613;1 = A" ® idx und somit A’ = A™.
Also erfiillt T die universelle Eigenschaft aus Definition 4.23. O

Als Konsequenz kann man sofort Beispiele von Maximalisierungen angeben:

4.29 Korollar. Ist V' wie in Definition 4.23 und (X, &) € HBM. , so gilt:

~

1. Die kanonische Surjektion ®¢ : (X, &) — (X ® K, &fvy) ist eine Mazimalisierung.
X

2. Die kanonische Abbildung Te : (X X S, £) — X Xg, S, g,f) ist eine Maximalisier-

ung (in RBM ).

Beweis. In beiden Fillen wissen wir nach Satz 4.16, daf§ die linken Seiten maximale
Kowirkungen sind. Die verschrinkten Produkte der Morphismen sind in beiden Fillen
Isomorphismen: Fiir ®¢ x S folgt das nach Proposition 4.14, wiahrend der zweite Mor-
phismus eine Normalisierung ist (vgl. Proposition 3.20) und die Behauptung aus der
Charakterisierung in Proposition 2.68 folgt. O

In [14, Theorem 3.3] wird die Existenz und Eindeutigkeit von Maximalisierungen fiir
Gruppen-Kowirkungen auf C*-Algebren gezeigt. Die Idee des Beweises von [14] ist folgen-
de: Man betrachtet eine Algebra A mit nichtentarteter G-Kowirkung ¢ und identifiziert
sie mit der Unteralgebra AQ P C A®K, wobei P € K eine eindimensionalg\ Projektion ist.
Die daraus erhaltene Projektion p := (ke(q) X ka)((M x p) 71 (P)) in A x G x G (vgl. den
Beweis von [14, Theorem 3.3]) liefert eine Unteralgebra p(A x G G)p C Ax G % G,
welche durch die kanonische Surjektion ®s auf A® P abgebildet wird. Die biduale Kowir-
kung wird durch einen Kozykel zu einer Kowirkung § abgedndert, fiir die §(p) = p ® 1¢
gilt. Folglich schrankt sich die Kowirkung § zu einer Kowirkung 6™ auf p(A x G G)p
ein. Damit ist

(q)é) |p(A>4@>4G)p: (p(A X @ X G)p7 6m) - (A ® Pué X ZdlC) = (A75>



§ 4.5 Maximalisierung von Kowirkungen 83

eine Maximalisierung im Sinne von [14, Definition 3.1].

Anstatt eine Projektion zu verwenden, werden wir hier die Technik der relativen Kom-
mutanten (vgl. Anhang A) benutzen, um ein Kriterium fiir die Existenz von Maximali-
sierungen im Sinne der Definition 4.23 zu beweisen.

4.30 Satz. Ist V € U(H @ H) symmetrisch und stark birequlir (vgl. die Definitionen 3.6
und 4.4), so sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Jede S-Kowirkung (X,§) € HBMY: besitzt eine Mazimalisierung im Sinne von [14,
Definition 3.1], vgl. Lemma 4.28.

2. Jede S-Kowirkung (X,§) € HBMY besitzt eine Maximalisierung im Sinne von
Definition 4.23.

3. Die triviale S-Kowirkung 6¢ : C — M(C ® S,,) besitzt eine Mazimalisierung.

4. Die kanonische Projektion ¢ = st (5 Xz S, A,) — (K, Ad(vy)) besitzt einen
dquivarianten Schnitt < : (IC, Ad(oy)) — M(S x S, A,) in HBME:, d.h. pog = idy.

Beweis. Wir werden des oOfteren auf die Notation 4.27 zuriickgreifen. Die Implikation
(1.) = (2.) ist Lemma 4.28 und (2.) = (3.) ist trivial. Ist andererseits ¢ : (C,7) — (C, %)
eine Maximalisierung, dann definiert die Komposition

—1

(IC, Ad(oy)) 2 M(C @ K. 7hop) “ M(C,7) 5 M(8 x5, S.A,)

einen dquivarianten Morphismus, der wegen der Natiirlichkeit von ®, ein Schnitt fiir ¢
ist. Es bleibt (4.) = (1.) zu zeigen. Sei dazu (4 X3, &) eine S-Kowirkung in HBMY:.
Mittels des Schnitts ¢ kann man erstens K = 7(¢(K)) als nichtentartete Unteralgebra der
Koeffizienten-Algebren A und B auffassen. Zweitens kann der Kozykel vy* (vgl. Definition
4.8) fiir die Kowirkung (K, Ad(vy)) in Kozykel u := (Tos®idg, )(0y*) € UM(A®S,,) bzw.
vi=(Tos®idg,)(vop*) € UM (B ® S,) fiir die biduale Kowirkung @ bzw. 3 transportiert
werden. Folglich erhilt man eine zu € duflerlich dquivalente Kowirkung agg = Ad(u,v) o0&

(vgl. Definition 2.50). Die Kowirkung (X, €) ist wegen Korollar 4.18 ebenfalls maximal.
Wegen der Natiirlichkeit von Kozykeln (vgl. Lemma 2.54) und ¢ o ¢ = idy sind fiir die
Koeffizienten-Abbildungen die Diagramme

(A,a) -2 (A0 K, a®,idy) (B,3) —2 (BeK,B®. idy)
ZogT TL@id;c und ZogT TL@id;c

kommuativ. Also ist @, ist ein Morphismus in HBM® (K), vgl. die Definitionen 4.26 und
A.8. Wir kénnen daher

(X™,€m) = (Ce(X), €k (€)) und g := Cc(Py)
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setzen, vgl. Anhang A. Nach Proposition A.17 ist ¢ : (X™, ™) — (X, ) surjektiv und
vervollstandigt das kommutative Diagramm

(X% Sx8,8 2. (X®KE®,idg)
(*) Lxm-(Z§)T% H

id,
(X" ® X, @, ide) “2% (X © K, €@, idy),

wobei wir durch die Notation ¢xm - (z¢) andeuten, wie K in die Koeffizienten-Algebren von
X x S x S eingebettet wird. Die Kowirkung (X™, &™) ist maximal: Dazu muff man nur die
Maximalitéit der Koeffizienten-Kowirkungen (A™, a™) und (B™, ™) zeigen. (A™, a™) ist
Morita-iquivalent zu der maximalen Kowirkung (A"®K, a™®.idx) = (A, &), und ist nach
Korollar 4.18 daher bereits selbst maximal. Analoges gilt fiir (B™, ™). Wir miissen nur
noch zeigen, dafl das verschrénkte Produkt ¢ x S ein Isomorphismus ist. Dies folgt aus

der Bijektivitat von @, x S (Proposition 4.14) in mehreren Schritten: Zunéichst erhalten
wir aus der Natiirlichkeit von Kozykeln (Lemma 2.54) das kommutative Diagramm

-~ q>§><1§
—_—

X x5 (X ®K) Xepy S

| |

ngg e, (X ®K) %¢o.ia S.

~

)

1%

Anschlieflend wendet man das verschriankte Produkt auf das Diagramm () an und erhélt
den oberen Teil des kommutativen Diagramms

YN%“S\ ﬂ (X@}C) N{(X)*idg

(X & IC) ><|§®*id S\

=~ (’LP{@id}c) xS
_

(Xm X IC) ><|§m®*id S
~ S)®id ~

(X7 xen S) @ Ly S @ K.
Fiir den unteren Teil des Diagramms benutzt man die (offensichtlich natiirlichen) Iso-
morphismen aus Lemma 2.56. Setzt man die Diagramme zusammen und beachtet, daf
samtliche vertikalen Pfeile Isomorphismen sind, so folgt aus der Bijektivitdt von ®¢ x S

auch die von (1 §) ® tdi. Insbesondere ist 1) X S bijektiv. O

Als unmittelbare Folgerung ergibt sich, da} die Kategorien der nichtentarteten nor-
malen vollen S-Kowirkungen und die der maximalen S-Kowirkungen &dquivalent sind.

4.31 Korollar. Es sei V € U(H ® H) eine symmetrische und stark bireguldre multiplika-
tive Unitdre, fir welche eine (und damit alle) der vier Bedingungen von Satz 4.30 erfillt
i1st. Dann induzieren der Mazimalisierungs-Funktor und der Normalisierungs-Funktor zu-
einander inverse Kategorien—zéiquivalenzen

()™ : HBMG" — HBMYE, und ()" : HBMY, — HBMG"™

zwischen den normalen und maximalen nichtentarteten S-Kowirkungen. O
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4.32 Bemerkung. Man kann sich die maximalen bzw. normalen Kowirkungen als zwei
extremale Situationen vorstellen: Jede nichtentartete volle S-Kowirkung (X, &) liegt ,,zwi-
schen® ihrer Maximalisierung und ihrer Normalisierung

(X em) 25 (X, 6) 5 (X7, gm),

Es kann mehrere Kowirkungen dazwischen geben, aber jeweils nur ein extremales ,,Ende*
(X™, &™) bzw. (X™, &), welches die volle bzw. die reduzierte Dualitét erfiillt.

4.33 Korollar. Ist V €e U(H ® H) eine symmetrische und stark biregulire multiplikative

Unitdre und ist S xS isomorph zu K, dann sind insbesondere die dquivalenten Beding-
ungen aus Satz 4.30 erfillt, und daher existieren Maximalisierungen.

Beweis. Die C*-Algebra Sx S = K ist einfach und o : Sx S — K daher injektiv,
also ein Isomorphismus. Also ist (C, ) bereits maximal und besitzt daher sich selbst als
Maximalisierung. O

Diese triviale Beobachung kann man benutzen um Beispiele fiir Paare von Quanten-
gruppen (S,.5) zu finden, fiir die Maximalisierungen existieren:

4.34 Beispiel. Fiir die folgenden Quantengruppen-Paare gilt S x S = K. Wir schreiben
S xS, analog S x S, weil nach den Propositionen 2.68 und 3.20 Sy, und .S,, dasselbe volle
verschrinkte Produkt haben.

1. Fiir eine lokalkompakte Gruppe G gilt stets Co(G) x G = K(L*(G)), vgl. Notation
3.1.

2. Allgemeiner folgt dies fiir ein Paar (§W, Sw) lokalkompakter Quantengruppen im
Sinne von Kustermans und Vaes (vgl. 1.3.6), fiir welche die zugehorige multiplikative
Unitére W regulér und eine der beiden Seiten mittelbar ist (vgl. § 4.4). Ist z.B. S
mittelbar, so gilt S x S = K nach Satz 4.22. Fiir Quantengruppen nach Kustermans
und Vaes gilt zudem allgemein Sx8 (S S )°P, vgl. Bemerkung 3.10. Insbesondere
ist in unserer Situation S x S = K.

3. Ein Spezialfall des zweiten Teils sind kompakte bzw. diskrete Quantengruppen, vgl.
Beispiel 1.3.9(2.).

4.35 Beispiel. Die in diesem Zusammenhang wohl interessantesten Beispiele sind Bicros-
sed-Produkte (vgl. Beispiel 1.3.7(3.)) einer Zerlegung G = G1G5. Hier ergeben sich nach
[5, Proposition 3.8] die vollen (reduzierten) Quantengruppen zu Sy, vy = G1 X () Co(G2)
und §u,(v) = Co(G1) X () G- Es gilt nach derselben Proposition

S xS (Gy x Gy) x Co(G).

Da in unserer Situation G5 x G; = G als G-Raum ist, folgt, dafi S x 5 isomorph zu
(Gy x Gy) X Co(Gy x Gy) = K(L*(Gy x Gy)) ist. Analoges gilt auch fiir S x S. Sind G
und G2 beide nicht mittelbare Gruppen, so ist fiir das Bicrossed-Produkt weder S noch
S mittelbar. Trotzdem funktioniert die Maximalisierungs-Konstruktion.
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5.KAPITEL: Aquivariante Kasparov-Theorie

In diesem Abschnitt wird ein dquivarianter voller Abstieg fiir beliebige stark dualisierbare
Hopf-C*-Algebren (die den Einschrankungen unten gehorchen) definiert. Fiir Quanten-
gruppen kann der dquivariante reduzierte Abstieg aus der vollen Version abgeleitet werden.
Dazu werden die Techniken und Ergebnisse der letzten Kapitel verwendet, insbesondere
Normalisierung und Dualitét.

5.1 Bemerkung. Zur Definition von Kasparov-Zykeln werden Hilbertmoduln (Xg, &5)
mit einer evtl. entarteten Linkswirkung ¢ : (A,a) — M(K(X), Ad(§)) benutzt, die wir
ebenfalls als Hilbert-Bimoduln bezeichnen wollen. Mit dieser erweiterten Definition las-
sen sich dennoch alle Konstruktionen wie verschranktes Produkt und Normalisierung
aus den letzten Abschnitten durchfithren. Man betrachtet zundchst den Hilbert-Bimodul
(k(x)X B> ad(e)ép) und fithrt damit die Konstruktionen durch. Anschliefend kann man mit-
hilfe von Lemma 2.9 und der universellen Eigenschaft der Normalisierung (Definition 2.63)
die (evtl. entartete) Linkswirkung von A x S oder A" etc. nachtriglich definieren. Man
erhélt wieder einen Hilbert-Bimodul in der erweiterten Definition. Fiir innere Tensor-
produkte ergibt sich kein Problem. Wir werden daher im folgenden stillschweigend die
Ergebnisse der vorangehenden Abschnitte auch fiir die erweiterte Definition von Hilbert-
Bimoduln verwenden.

Fiir den gesamten Abschnitt betrachten wir ausschliefilich beidseitig nichtentartete
Hopf-C*-Algebren (S, A), die zusétzlich noch separabel sein sollen. Fiir Paare von Quan-
tengruppen (§V, Sy) wie in § 1.3 werden wir daher annehmen, dafl der zugrundeliegende
Hilbertraum H separabel ist. Auflerdem sollen alle vorkommenden Kowirkungen auf Hil-
bertmoduln und C*-Algebren nichtentartet sein (vgl. 1.4.2). Der Einfachheit halber wer-
den wir auch annehmen, dafl alle C*-Algebren separabel sind, obwohl man das Kasparov-
Produkt auch fiir etwas allgemeinere Situationen konstruieren kann.

§ 5.1 Aquivariante K K-Gruppen und Kasparov-Produkt

In diesem Abschnitt erinnern wir an die Definitionen in [3, § 3 und § 5] unter Einbezichung
der Definitionen der vorangehenden Kapitel. Zunéchst braucht man den Begriff einer
Graduierung:

5.2 Definition. Unter Beachtung der generellen Voraussetzungen dieses Kapitels sei
(S, A) eine Hopf-C*-Algebra, (A, a) eine S-dquivariante C*-Algebra und (Xp, &) ein S-
dquivarianter Rechts-Hilbertmodul (vgl. § 1.4). Wir fassen S stets als trivial Z,-graduierte
Algebra auf.

1. (A, «) heifit graduiert, falls A eine Zy-graduierte C*-Algebra ist, fiir die « ein gra-
duierter Morphismus ist. Wir nennen in diesem Fall (A, «) abkiirzend eine graduiert
S-dquivariante C*-Algebra oder eine graduierte S-Kowirkung.

2. Die S-Kowirkung (Xp, £3) heifit graduiert, falls (B, (3) graduiert im Sinne von (1.) ist
und X eine Zy-Graduierung trégt, fiir die das Skalarprodukt, die Rechts- B-Wirkung
und ¢ graduiert sind. Wir benutzen analoge abkiirzende Bezeichnungen wie in (1.).

3. Ein S-dquivarianter Hilbert-Bimodul (4 Xp, »&s) heilt graduiert , falls (A, o) bzw.
(X5, &p) graduiert im Sinne von (1.) bzw. (2.) sind und die A-Wirkung ¢4 auf X
zusatzlich graduiert ist.
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5.3 Bemerkung. Ist (Xp,&s) ein graduiert S-dquivarianter Hilbertmodul, so ist auto-
matisch die S-Kowirkung (K(X), Ad(§)) (vgl. 1.4.3) eine graduiert S-dquivariante C*-Al-
gebra im Sinne von Definition 5.2(1.). Ist (Y¢, () ein weiterer graduiert S-dquivarianter
Hilbertmodul und ¢ : B — M (K(Y), Ad(()) eine (evtl. entartete) graduiert dquivariante
Wirkung von B auf Y, so besitzt das innere Tensorprodukt eine kanonische graduiert
dquivariante Struktur, die wir mit einem Dach in der Notation (X®3zY, € #5¢) andeuten.

Im folgenden bezeichnen wir mit C[0, 1] die C*-Algebra der komplexwertigen stetigen
Funktionen auf dem Einheitsintervall und fassen sie als trivial Zs-graduierte C*-Algebra
auf.

5.4 Definition. Es sei (A, a) eine graduierte S-Kowirkung wie in Definition 5.2. Mit
(A0, 1], [0,1]) := (A @ C[0, 1], o @x iddepo 1))

(vgl. Definition 2.55) bezeichnen wir die Algebra der stetigen Funktionen des Einheitsin-
tervalls nach A. Sie trégt eine kanonische Z,-Graduierung und wird auf diese Weise eine
aquivariant graduierte C*-Algebra. Die Auswertungsabbildungen

evy : (A[0, 1], [0,1]) — (4, ) , a® fr— f(t)a
wobei t € [0, 1] ist, sind offenbar graduiert S-dquivariant und surjektiv.

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir S-dquivariante Kasparov-Zykel definieren (vgl.
[3, 3.1 Définition]):

5.5 Definition. Unter Beachtung der generellen Voraussetzungen (vgl. Bemerkung 5.1)
sei (S, A) eine Hopf-C*-Algebra und (A, ) sowie (B, 3) graduiert S-dquivariante C*-Al-
gebren. Ein S-dquivarianter Kasparov-(A, B)-Zykel ist ein graduiert S-dquivarianter Hil-
bertmodul (Xpg,£3) mit einer (evtl. entarteten) graduiert S-dquivarianten A-Wirkung
v (A a) > M(K(X),Ad(§)) und einem Operator F' € L5(X) vom Grad 1, fiir welche
die folgenden Bedingungen gelten:

(a) Das Tripel (X, ¢, F) ist ein Kasparov-Zykel, d.h. die Mengen [p(A), F], ¢(A)(F?*—1)
und @(A)(F — F*) sind in den kompakten Operatoren K(X) enthalten. Hierbei
bezeichnet [,] den graduierten Kommutator.

(b) Die Menge (p(A) ® S)(F ® 1g — Ad(&)(F)) ist in K(X) ® S enthalten. Wir sagen:
Der Operator F' ist wesentlich S-dquivariant.

Wir kiirzen S-dquivariante Zykel als Tripel ((X,€),, F') ab und verwenden die Kurz-
schreibweise (X, F'), wenn die Kowirkungsdaten und ¢ sich von selbst verstehen. Der
Zykel ((X,€), ¢, F') heifit degeneriert oder entartet, falls die Mengen in (a) und (b) iden-
tisch verschwinden. Wir bezeichnen die ,Menge“ der S-dquivarianten Kasparov-Zykel mit
Es((A,«),(B,)) und die , Teilmenge“ der degenerierten Zykel mit Dg((A4, @), (B, 3)).
Verstehen sich die Kowirkungen von selbst, so werden die ,Mengen* auch mit Eg(A, B)
und Dg(A, B) abgekiirzt.
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5.6 Definition. Es seien (S, A), (A, «) und (B, 3) wie in Definition 5.5.

1. Zwei S-aquivariante Kasparov-Zykel ((X, ), ¢, F') und (X', &), ¢, F') in Eg(A, B)
heiflen wunitdr dquivalent, falls es eine S-Aquivariante graduierungserhaltende Uni-

tare U @ (X,€) — (X', &) (vgl. 1.4.7) mit ¢' = Ad(U) o ¢ und F' = Ad(U)(F)
gibt.

2. Eine S-dquivariante Homotopie zwischen zwei Kasparov-Zykeln ((Xo,&o), o, Fo)
und ((X1,&1),¢1, F1) in Eg(A, B) ist ein S-dquivarianter Zykel ((X,¢), ¢, F) in
Es((A, a), (B[0,1], 5[0,1])), fiir welchen der Zykel

((X Dev B75ﬁ3[071}ﬁ)7@®evt 1B7F Dev, 1B) S ]ES((A7Q)7 (B’ﬁ»

(vgl. 1.1.11) fur die Definition von X ®,,, B) dquivariant unitér dquivalent zu (X, F})
ist, wobei fir t = 0 bzw. ¢ = 1 ist. (X, Fp) und (X, Fy) heiflen in diesem Fall
S-dquivariant homotop.

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir die dquivarianten Kasparov-Gruppen definieren
(vel. [3, 3.2 Définition]):

5.7 Definition. Mit den Bezeichnungen aus Definition 5.5 sei KKg((4, a),(B,3)) die
Menge der Aquivalenzklassen in Eg((A,a), (B, 3)) unter Homotopie im Sinne von Defi-
nition 5.6. Wir verwenden auch die Abkiirzung K Kg(A, B), falls Mifiversténdnisse bzgl.
der Kowirkungen ausgeschlossen sind. Fiir ((X, €), ¢, F') in Eg(A, B) ist [(X, &), ¢, F], oder
kiirzer [X, F], seine Homotopie-Klasse in K Kg(A, B). Nicht néher bestimmte Elemente
x in KKg(A, B) notieren wir mit fettgedruckten kleinen rémischen Buchstaben.

Die folgende Bemerkung fafit die wichtigsten grundlegenden Eigenschaften der Mengen
KKs(A, B) zusammen, vgl. [3, § 3 (3.3)-(3.5)]:

5.8 Bemerkung. Mit den Bezeichungen der Definition 5.7 ist K Kg(A, B) eine abelsche
Gruppe, wobei das Nullelement von den entarteten Zykeln Dg(A, B) reprisentiert wird.
Die Zuordnung

((A7 a)? (B, ﬁ)) — KKS((Av a)> (B, 6))

ist ein homotopieinvarianter Bifunktor von der Kategorie der separablen graduiert S-équi-
varianten C”*-Algebren in die abelschen Gruppen. Er ist kontravariant im ersten und
kovariant im zweiten Argument. Weiter gilt: Ist (4 X5, .&3) ein graduiert S-dquivariant-
er Hilbert-Bimodul (Definition 5.2), wobei die A-Wirkung ¢4 evtl. entartet sein darf,
mit 14 (A) C K£(X), dann definiert ((X,€),ta,0) einen S-dquivarianten Kasparov-(A, B)-
Zykel Wir erhalten folglich ein Element [(X,&),t4,0] in KKg(A, B), welches wir auch
mit [(X, )] oder einfach mit [X] abkiirzen. Ist speziell ¢ : (A,a) — (B, [3) ein gradu-
iert S-dquivarianter *-Morphismus, so definiert [p] := [4Bp| ein Element in K Kg(A, B).
Insbesondere kann man fiir jede graduiert dquivariante S-Kowirkung (A, «) eine ausge-
zeichnete Klasse 14 := [ida] in KKg(A, A) definieren.

5.9 Beispiel. Fiir eine lokalkompakte Gruppe G, fiir die das zweite Abzahlbarkeitsaxiom
erfiillt ist, seien (A, ) und (B, ) separable C*-Algebren mit G-Wirkung. Dann sind
fir (S,A) = (Co(G),Ag) (vgl. 1.2.6(1.)) die Gruppen KK¢(A, B) und KKey)(A, B)
identisch (vgl. [3, 3.4 Remarques|), wobeli K K;(A, B) die G-dquivariante K K-Theorie
nach Kasparov [29], [30] ist.
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Wie im Fall lokalkompakter Gruppen (vgl. [29], [30]) gibt es auch fiir die S-dquivarian-
te Theorie ein Kasparov-Produkt. Als Vorbereitung brauchen wir den folgenden Begriff
einer Konnexion (vgl. [11, Definition A1] oder auch [3, S. 700]):

5.10 Bemerkung. Es seien Xp und Yc graduierte Hilbertmoduln und ¢ : B — Lo(Y)
eine graduierte Links-Wirkung von B auf Y. Fiir x in X sei T, € Lo(Y, X®,Y) durch
To(y) := 2 ® y definiert. Wir setzen T}, := (7% T) € LA(XByY)BY). Sei Fy € Lo(Y).
Ein Operator F € Lo((X®,Y) @Y) heift Fy-Konnewion fir X, falls fiir jedes x € X der
graduierte Kommutator [Tx, (& 8 )] kompakt ist, d.h. in K(X®,Y)@Y) liegt.

Die folgende Definition vereinfacht die Konstruktion des Kasparov-Produkts (vgl. [3,
5.2 Définition] ):

5.11 Definition. Es seien (S, A) eine Hopf-C*-Algebra und (A, «), (B, 3) sowie (C,7)
graduiert dquivariante C*-Algebren (unter Beachtung der generellen Voraussetzungen die-
ses Kapitels). Wir betrachten Zykel ((X, &), ¢1, F1) in KKg(A, B) sowie ((Y,(), 1, F3)) in
KKg(B,C) und setzen ¢ = ¢; ®, 1 als die kanonische A-Wirkung auf X®¢Y. Mit
Fi#gF; sei die Menge der Operatoren F' in Lo (X @x\)wY) bezeichnet, welche die folgenden
Eigenschaften erfiillen:

(a) (X®,Y,E850), ¢, F) ist ein Zykel in Eg(A, C).
(b) F ist eine Fy-Konnexion fiir X.

(c) Fiir jedes a € A ist das Bild des Operators ¢(a)[F ®y 1, Flp(a)* in der Quotienten-
C*-Algebra Lo(X®,Y)/K(X®,Y) ein positives Element.

Mit dieser Begriffsbildung kann man die Existenz des Kasparov-Produkts fiir die
S-dquivariante Theorie beweisen (vgl. [3, 5.3 Théoreme]):

5.12 Satz. Mit den Notationen aus Definition 5.11 betrachten wir die Menge F\#sF5.
Diese ist nicht leer, und zudem ist die Klasse [X®,Y, F] in KKg(A, C) unabhingig von

der Auswahl des Elements F in Fi#sFy sowie den Reprdisentanten der Klassen [X, Fi|
bzw. [Y, Fy] in KKg(A, B) bzw. KKg(B,C).

5.13 Bemerkung. Mit den Bezeichnungen der Definition 5.11 setze & := [X, F}] in
KKgs(A,B) und y := [Y, Fy] in KKg(B,C). Das Kasparov-Produkt von x und y ist
die Klasse [X®,Y, F] in KKg(A,C) und wird mit £ ®p y bezeichnet. Das Kasparov-
Produkt ist bilinear, assoziativ, kontravariant in A, kovariant in C' und natiirlich in der
Variablen B. Fiir *-Morphismen ¢ : (A,a) — (4, &) bzw. ¢ : (B, ) — (B',3’) besteht
auBerdem der folgende Zusammenhang mit der Funktorialitdt von K Kg(—, —): Es sind
0" = [p]®@a () bzw. ¥, = (-)®@p[¢)] identisch als Abbildungen K Kg(A’, B) — KKg(A, B)
bzw. KKs(A, B) — KKg(A, B'). Insbesondere gilt 14 @4 ¢ = ¢ = x ®@p 1 fiir alle
r e KKg(A, B) (vgl. [3, § 5 (5.4)-(5.8)]), und K Kg(A, A) ist ein Ring mit Eins 14.

5.14 Bemerkung. Nach der vorangehenden Bemerkung 5.13 148t sich jedes Element
x=[(X,8),p, F]in KKg(A, B) in der Form & = 1 ® 4 « schreiben. Insbesondere kann
x also durch einen Zykel ((A®,X,afaf),ids ®, 1,F) in Eg(A, B) reprisentiert wer-
den, wobei Fin 0#g I ist. Der Hilbertmodul A@)@X ist isomorph zu ¢(A) X, daher ist die
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Links- A-Wirkung nichtentartet. Also kann jedes Element @ in K Kg(A, B) durch einen Zy-
kel repréasentiert werden, dessen Hilbertmodul ein S-aquivarianter Rechts-Hilbert-(A, B)-
Bimodul im (strengen) Sinne von 1.1.3 und 1.4.2 ist. Wir werden diese Bemerkung vor
allem in Beweisen stillschweigend anwenden und die Links-Wirkung als nichtentartet an-
nehmen, wo es vonnoten ist.

5.15 Bemerkung. Wir betrachten unter Benutzung der Notationen aus Definition 5.11
die folgenden Spezialfille etwas genauer:

1. Ist B eine separable C*-Algebra mit trivialer S-Kowirkung 6% und ((X,¢), ¢, F) in
Es(A, B), so ist £ eine rechts-triviale Kowirkung (vgl. § 2.2). Nach Beispiel 2.47 ist
¢ daher durch eine unitdre S-Kodarstellung u € UM (K(X) ® S) (vgl. 1.2.3) mit
der analytischen Zusatzbedingung (1 ® S) - u- (X ® 1lg) € X ® S gegeben. Die
wesentliche S-Invarianz von F' in Definition 5.5(b) {ibersetzt sich in die Bedingung,
daB (p(A)®S) - (F®1lsg—u-(F®1lg) -u*) in L(X)® S liegt. Dies ist gleichwertig
2w (p(A)®S) - [Flgu CKX)®S.

2. Sperziell fiir A = C besteht ein Zykel in Eg(C, B) aus einem graduierten Hilbert-B-
Modul E = Ep, einer graduierten unitdren S-Kodarstellung u € UM (K(E) ® S)
mit (1®95)-u-(F®1)C EF®S und einem ungeraden Operator F' € Lg(FE). Wir
kénnen annehmen, dafl die Links-C-Wirkung auf F nichtentartet und damit gleich
der Einbettung durch Skalare ist. Daher kann man sie vernachléssigen. Wir notieren
in diesem Fall daher Zykel als Tripel (E, u, F') mit den verbleibenden Bedingungen:

(a’) Die Operatoren F? —1 und F' — F* sind in K(E).
(b’) Die Menge (1® S) - [F' ® 1g,u| liegt in I(F) ® S.

5.16 Definition. Es sei (S, A) eine separable Hopf-C*-Algebra. Mit K K¢ bezeichnen
wir die folgende additive Kategorie: Die Objekte sind graduiert S-dquivariante separable
C*-Algebren, und die Menge der Morphismen von Objekten (A, «) nach (B, ) ist die
Kasparov-Gruppe K Kg((A, a), (B, 3)). Die Verkniipfung ist das Kasparov-Produkt, und
das Einselement von (A, «) ist durch 14 = [id4] in KKg(A, A) gegeben.

5.17 Bemerkung. Fiir eine separable Hopf-C*-Algebra (S, A) wie oben sei 9" die
Unterkategorie von ¢ (vgl. 1.5.1), deren Objekte separable (nichtentartete) S-dqui-
variante C*-Algebren sind und deren Morphismen [(X, )] € MG"((4, «), (B, 3)) durch
solche Hilbert-Bimoduln représentiert sind, fiir welche die Bilder der Links- A-Wirkung ¢ 4
auf X kompakte Operatoren sind, d.h. es gilt 14(A) C K(X) (vgl. Bemerkung 5.8). Dann
wird durch die Zuordnung

M ((4, ), (B, ) 3 [(X, )] — [(X,£), 14, 0] = [(X, §)] € KKs(A, B)

ein Funktor MM3" — K K definiert. Sind (A, ) und (B, §) Mg-dquivalent, so betrachte
einen Mg-Isomorphismus [(X, )] in Mg(A, B). Dann ist (4 Xp,.€s) eine S-aquivariante
Morita-Aquivalenz (vgl. 1.5.3), also liegt [(X,¢)] automatisch in MMZ (A, B),x und die
Klasse [(X,¢)] in KKg(A, B) ist eine K Kg-Aquivalenz. Insbesondere sind (A, ) und
(B, 8) isomorph in der Kategorie K Kg.
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§ 5.2 Voller Abstieg und Normalisierung

In diesem Abschnitt wird eine universelle Version des Abstiegsfunktors fiir stark duali-
sierbare Hopf-C*-Algebren konstruiert. Er ist eine Verallgemeinerung des vollen Abstiegs
/¢ in [30, 3.11 Theorem]. AnschlieBend werden wir die Normalisierungs-Konstruktion
auf dem Niveau der dquivarianten K K-Theorie besprechen. Der Ubersichtlichkeit halber
verwenden wir die folgende Notation:

5.18 Notation. Es sei ®, : Xp — M(Y)p) ein nichtentarteter Morphismus von Rechts-
Hilbertmoduln (vgl. 1.1.10) und F € Lp(X). Wir benutzen ®(F) := Ad(P)(F) als
abkiirzende suggestive Notation fiir die Adjunktion von ®, angewandt auf F', sofern die
Gefahr von Miflverstdndnissen nicht besteht. Da sich Adjunktion mit Komposition ver-
tragt (vgl. 1.1.13), macht diese Abkiirzung auch bei Kompositionen von Morphismen
Sinn.

Es sei (S, A) eine separable beidseitig nichtentartete und stark dualisierbare Hopf-C*-
Algebra (vgl. 1.2.2 und 1.2.5) und (A, a) sowie (B, ) graduiert S-dquivariante C*-Alge-
bren (unter Beachtung der generellen Voraussetzungen). Die Idee fiir den vollen Abstieg
ist dieselbe wie in [30] und [3]: Ist ((X,£), ¢, F) in Eg(A, B) ein Zykel, so betrachtet man
das Tripel (X x S,€), 0 x S , Jje(F')) und zeigt, daf es in Eg((A x 5,a),(B x S, 3)) liegt.
Dann beweist man, dafl die Abbildung

Js: KKg(A,B) — KKg(Ax S,BxS), [X,F]—[X xS, je(F)

wohldefiniert ist. Dies geschieht in den beiden folgenden Lemmata. Insgesamt ist Jg ein
additiver Funktor von K Kg nach KKz (Satz 5.22).

5.19 Lemma. (X x §,jE(F)) wie oben ist ein Zykel in KKg(A X S,Bx S).

Beweis. Wir miissen die Bedingungen (a) und (b) der Definition 5.5 verifizieren. Wegen
der S-Invarianz von Je(F') (vgl. Lemma 2.41) ist g(jg(F)) = (Je(F)®1g) und (b) trivialer-
weise erfiillt. In (a) bereitet lediglich die Bedingung an Kommutatoren Schwierigkeiten,
Die Ubrigen folgen aus K(X » ) = j5(9)j¢(K(X)) = je(K(X))75(S) (vgl. Lemma 2.25,
wobei wir Notation 2.35) verwenden, der Vertriglichkeit der Wirkung ¢ mit & (vgl. 1.1.13)
und der Tatsache, dafl (X, F') ein Zykel in Eg(A, B) ist. Fiir Kommutatoren erhélt man

[e(F), 0 (A % 5)] € [e(F), e ip(A))55(S)]
C Je([F, p(ANI5(S) £ delp (AN e (F), 75(S)].

Der erste Summandentyp ist wegen [F, p(A)] © K(X) offensichtlich in K(X x S). Fiir
den zweiten Typ reicht es, § € S von der Form § = (id ® f)(u) fiir f € § anzunchmen
(vgl. 1.2.5). Dann gilt ]S( 5) = (id ® f)(ue) (vgl. Notation 2.35) und folglich

jE(F)jg(S\) = (id® f)((je(F) ® 1g) - ug) sowie
G5(3)je(F) = (id @ f)(ue - (je(F) © 1s)) Y (id ® f) (e © ids)(E(F)) - ue),
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wobei in (x) die Kovarianz von (jg, ue) eingeht. Wegen der S-Invarianz der Menge § findet
man eine Faktorisierung f = f; - s mit geeigneten f; € § und s € S. Insgesamt erhéalt
man mit a € A die Inklusion

Je(w(a))lje(F), j5(3)] = (id ® [){(je ® ids)((p(a) @ 1s)(F @ 1s — £(F)) - ug)}
(M®fﬂﬂk®M@KM@@wﬂF®ls—ﬂF»ww}

(M®ﬁﬂ(((XD®$'%)

(id ® §)((je(K(X)) @ 1s) - ug)
C Je(K(X)) - j5(S) S K(X % S),

M=

IN=

wobei in (1) die wesentliche S-Invarianz von F' (vgl. Definition 5.5(b)) und in (2) die
S-Invarianz von § eingeht. O

5.20 Lemma. Mit den Notationen wie oben seien ((Xy, &), i, Fy), firt = 0,1, homoto-
pe Zykel in Es(A, B) und ((X,§), ¢, F) in Es(A, B[0,1]) eine Homotopie zwischen ihnen.
Dann ist der Zykel (X x S §) oxS Je(F)) in EA(A xS, B[0,1] x S) unter Verwen-
dung der kanonischen Isomorphie B[0,1] x S 2 B x S[O, 1] (Lemma 2.56) eine Homoto-
pie zwischen den Zykeln (Xo % §,j50(F0)) und (X, x S, Je, (F1)) in Eg(A S,Bx S).

Beweis. Fiir die Dauer des Beweises seien mit I : B[0, 1] x S—BxS [0, 1] der kano-
nische Isomorphismus und mit U; : X ®evtB Xy, firt =0 bzw t = 1, die unitaren
Aquivalenzen bezeichnet. Man erhélt eine Kette von graduiert S-unitiren Aqulvalenzen

PN ~ ~ ~ AUtNS
(X X S)®epjors B xS =(Xx9)® evfoB S (X®ep,B) @ S = Xy x S.

Unter diesen Isomorphismen iibersetzen sich die Links-(A % S )-Wirkung und der lineare
Operator fiir t = 0,1 in

90><1§®evt0131290>4§®ev>4§1'—>(90®evt1)>4§'—>90t>4§ und

jf(F) Qevyolg 1= ]f(F) ®eq}t>qs l— jfﬁevtﬁ(F e 1) = jft(F)

Damit folgt die Behauptung. O

5.21 Korollar. Mit den obigen Notationen ist die Abbildung

-~

Js: KKs((A,q), (B,8)) — KKg((Ax S,a),(Bx8,5))
(X,€),0, F] — [(X % S,€),0 % S, je(F)]

ein wohldefinierter Homomorphismus abelscher Gruppen. Ist ¢ : (A,a) — (B,[) ein
graduiert S-dquivarianter Morphismus, so gilt Js([¢]) = [¢ x S].

Beweis. Die Wohldefiniertheit folgt aus den vorangehenden Lemmata 5.19 und 5.20.
Die Vertriglichkeit mit der Addition ist offensichtlich, da das verschrénkte Produkt mit
direkten Summen vertauscht. Der Rest ist klar. O
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Die Abbildung Jg ist auch mit dem Kasparov-Produkt vertriglich, genauer gilt das
vorhin angedeutete Ergebnis:

5.22 Satz. Ist (S,A) eine separable und stark dualisierbare Hopf-C*-Algebra, dann setzt
sich Js aus Korollar 5.21 zu einem Funktor Js : KKs — KKg fort, indem man fiir

Objekte Jg((A, @) := (A x S, Q) definiert. Jg heit der volle Abstiegs-Funktor oder voller
Abstieg.

Beweis. Wegen Jg(14) = Js([ida]) = [ids x S] = 1,,.5 ist der Abstieg mit den Eins-
elementen vertraglich. Fiir die Vertréaglichkeit mit dem Kasparov-Produkt betrachte Ob-
jekte (A, a), (B,) und (C,v) in KKg und « = [(X,£),p, F1] bzw. y = [(Y,(), v, Fy]
in K Ks(A, B) baw. KKs(B,C). Mit F € Fy#sF, (vgl. Definition 5.11) ist Js(z @5 y)
gleich [(X®pY) x S, Jetpc(F)] und wird wegen Korollar 2.40 durch den Zykel (£, F) re-
prisentiert, wobei wir das Symbol € bzw. F als Abkiirzung fiir (X x )& Byg(Y X S)
bzw. (je @p je)(F) benutzen. Man muB also nur noch zeigen, daf F in Je(F1)#gjc(Fh)
liegt, dann folgt mit Satz 5.12 Jg(x ®p y) = Js(x) ®p,5 Js(y). Die Bedingung (a)
in Definition 5.11 ist klar. Es reicht, die Bedingung (b) fiir Elemente z := j¢(z) - d in
X xS mit d € BxS und z in X zu priifen. Es gilt dann 7, = Tje@) © (¢ > 5(d)),
wobei Tj (z) in L(Y x S,&) durch Tg(x)(@ = je(r) @y € £ firy € Y x S defi-
niert ist. Man verifiziert Tj, ) = Ad(je ®p jc, jc)(Te) (vgl. 1.1.12) und erhilt insgesamt
Tie(wya = ¥, - d, wobei Wir hier und im folgenden die Notation abkiirzen und d statt
W X §( d) sowie U, statt Ad(je ®p je, jc)(T,) verwenden. Folglich ist T.= (s 9) - (39,
wobei 7, = ((Je ®B Jc) ® jc)(Tx) (vgl. Bemerkung 5.10 und Notation 5.18). Wir deuten
durch ,,_;c“ an, dafl zwei Operatoren eine kompakte Differenz haben und erhalten

[Tvz, (f?jg(%))] = [(é *)5x ) ((1)2)7 (53@8%))] (E)’C :i:( c?*) ) [590’ ({?J'((%z))] ' (
D (09 (e ®n o) @ J)(Ter (5 8- (59),

Dabei folgt (1) aus [¢) X §(d),j<(F2)] C K(Y % S) (vgl. den Beweis von Lemma 5.19), und
in (2) werden einfach die Definitionen von ¥, und F eingesetzt. Da F' eine Fy-Konnexion
fiir X ist, liegt der letzte Term in

a)

&o
O
O

1 0 . . . 0 K(Y,X®pY) 1 0
(OB>4§)((]§ ®B']C)EB‘]C>(<’C(Y,X®BY) 0 o ))'(OBNS’\)

(i) < 0 R Bx5-(je®pic)(X®BY)-je (Y)* >
Je(V)-(je®Bic)(X®pY)*-BxS 0

4 & ~
(C) ( 0 R IC(Y><1$,5)) C ’C(g@ (Y «q S)),

= \ K(,Yx5) 0

und somit ist F' eine Je(Fy)-Konnexion fiir X x S. Hierbei gilt die Gleichung (3) nach
1.1.12. Die Inklusion (4) folgt aus der Tatsache, dafl

Bx 8- (je@pj)(X @pY) C je((B)) - 55(5) - (e ®5 jc) (X ®@pY) CE,

wobei wir unter Verwendung der Notation 2.35 das Lemma 2.25 und die Vertraglichkeit des
verschriankten Produkts mit Tensorprodukten (Korollar 2.40) benutzen. Die verbleibende
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Bedingung (c) ist noch einfacher: Hierfiir kann man ein Element a € A x S von der Form
a=j§(s) - ja(a) fiir s € S und a € A annehmen. Nach Voraussetzung ist

pla)[Fr @y 1, Flp(a)” = P+ K,

wobei P € Lo(X®pY) positiv und K € K(X®gY) ist. Unter Benutzung derselben
Ergebnisse wie im Beweis von (b) erhdlt man

~

(p % 8(@))[je(F1) @5 1, F] - (02 @)
= j£(8)je(¢(a) - (e @5 Jo) ([F1 @y 1, F) - je((a)) 55(3)"
$(5) - (e @5 Jo) (p(a) [Py @y 1, Flp(a)*) - j5(3)°
£(5) - (e @8 1) (P) - 55(3)" + 35(5) - (e ®5 40) (K) - 55(3)" ,
wobei der erste Summand positiv und der zweite nach Lemma 2.25 kompakt ist. O

Wie fiir die Morita-Kategorie 9ts (vgl. Proposition 2.66) gibt es auch fiir K Kg einen
Normalisierungs-Funktor. Zunéchst definieren wir die Unterkategorie der normalen K K-
Objekte:

5.23 Definition. Mit S wie oben bezeichne K Kg die volle Unterkategorie von K Kg,
deren Objekte normale S-dquivariante C*-Algebren sind (vgl. Definition 2.59).

5.24 Bemerkung. Wegen Bemerkung 2.61 kommen fiir Objekte (A, «) und (B, ) in
KKY auch in den Zykeln ((X, &), ¢, F') in Eg(A, B) nur normale S-Kowirkungen (X, ¢)
vor.

5.25 Lemma. Mit S wie oben seien (A,«) und (B, [3) Objekte in KKg. Dann ist mit
den Notationen aus § 2.8 die Abbildung

()" : KKs((A @), (B, ) — KK§((A"a"), (B", "))
[(X,8), @, F]— [(X™, "), ", F""]

ein wohldefinierter Morphismus abelscher Gruppen. Hierbei bezeichnet F™ := Ad(ne)(F)
die Normalisierung von F', vgl. Lemma 2.70.

Beweis. Man muf} zunéchst die Zykel-Bedingungen fiir (X", F*) nachrechnen. Diese fol-
gen sofort aus den Zykel-Bedingungen fiir (X, F') und der Surjektivitat von n, : A — A"
und Ad(ne) : K(X) — K(X™). Wegen (B0, 1], 3[0,1])" = (B"[0, 1], 5[0, 1]) und der Ver-
triaglichkeit von Normalisierungen mit Tensorprodukten (vgl. den Beweis von Proposition
2.66) werden bei dieser Konstruktion Homotopien in Homotopien iiberfiihrt. Daraus folgt
die Behauptung, denn die Vertraglichkeit mit direkten Summen ist klar. O

Diese Konstruktion setzt sich zu einem Normalisierungs-Funktor fort:

5.26 Proposition. Mit den Notationen aus Lemma 5.25 setzt sich (+)" zu einem Funktor
()" : KKg — KKZ fort, indem man auf Objekten (A, )" = (A", a™) setzt. Zudem
ist (+)" eine Retraktion fir den Inklusionsfunktor KK% C KKg, d.h. er lifit normale
Kowirkungen bis auf kanonische Isomorphie unverdindert.
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Beweis. Offenbar erhélt die Normalisierung Einselemente in K Kg. Man muf$ nur noch die
Vertriglichkeit mit dem Kasparov-Produkt zeigen. Dazu seien (A, «), (B, ) und (C,~)
Objekte in K Kg und ((X,€), ¢, F1) in Eg(A, B) sowie ((Y,(), 9, F3) in Eg(B, C). Zudem
sei F'in Fi#gF». Da die Normalisierung Tensorprodukte erhélt (vgl. Proposition 2.66(2.)),
mufl wegen Satz 5.12 nur noch F" € F['#gF} verifiziert werden. Die Bedingungen
(a)-(c) der Definition 5.11 folgen mit dhnlichen Argumenten wie im Beweis von Satz 5.22
aus den entsprechenden Bedingungen fiir F' und der Surjektivitdt der Normalisierungs-
Abbildungen. Wir zeigen exemplarisch (b): Es gilt T, ;) = Ad(ne ®p 1¢,n¢)(T:) und

deshalb fng(x) =((ne ®pnc) ® ng)(i;) Es folgt (beachte Notation 5.18)

Toewys (55 A )] = (e @5 0¢) @ ne)([Tey (5 2)]) € (e @5 1¢) @ ne)(K(XSpY @ Y)),

und die letzte Menge ist gleich /(X "Qpn Y™ B Y™) wegen der Surjektivitdt der Normali-
sierungen. Die letzte Behauptung ist mit Bemerkung 5.24 ebenfalls klar. O

Eine erste Anwendung von Lemma 5.26 ist das folgende Ergebnis:

5.27 Korollar. Fir S wie oben sei (A, «) ein Objekt in K Kg sowie (B, 3) in KK eine
normale S-Kowirkung. Dann ist (-)" : KKg(A,B) — KKZ(A", B) ein Isomorphismus
mit Inversem 0’ : KKZ(A", B) — KKg(A, B) (vgl. Definition 2.63).

Beweis. Die Bijektion besteht bereits auf Zykel-Niveau: Ist ((X, &), ¢, F') ein Kasparov-
Zykel in Eg(A, B), so ist (Xp,&s) nach Lemma 2.71 bereits eine normale Kowirkung.
Daher faktorisiert ¢ iiber die Normalisierung, d.h. ¢ = ¢™ on,. Das Tripel ((X, &), ¢", F)
ist ein Zykel in Eg(A", B). Diese Konstruktion ist offenbar eine Bijektion der (A, B)-
Zykeln mit den (A", B)-Zykeln und liefert den angegebenen Isomorphismus auf K K-
Niveau. O

Um Miflverstdndnissen vorzubeugen benutzen wir im folgenden gelegentlich auch eine
genauere Bezeichnung:

5.28 Notation. Fiir S wie oben seien (A, a) und (B, 5) Objekte in K Kg. Wir setzen

Js(A,B) == Js: KKs(A,B) — KKg (Ax5,Bx5) und
()(A,B) == ()" : KKg(A, B) — KK(A", B"),

um genauer zu spezifizieren, welche K Kg-Gruppe die Quelle ist. Genauso verfahren wir
mit anderen Funktoren.

§ 5.3 Der reduzierte Abstieg

In diesem Abschnitt werden wir den reduzierten Abstiegsfunktor (vgl. [30, 3.11 Theorem|
und [3, 6.19 Théoreme|) konstruieren, indem wir den vollen Abstieg mit der Normalisie-
rung aus § 2.8 kombinieren.

Fiir den gesamten Abschnitt ei V € U(H ® H) eine symmetrische multiplikative
Unitére (vgl. Definition 3.6), wobei wir geméf den generellen Voraussetzungen dieses Ka-
pitels H als separabel annehmen. Zunéchst miissen wir die Sy -adquivariante K K-Theorie
mit der K K-Theorie fiir normale S,-Kowirkungen K K identifizieren, vgl. die Aquiva-
lenz von normalen und reduzierten Kowirkungen in § 3.3 und Definition 5.23.
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5.29 Proposition. Ist V wie oben, und sind (A, ) sowie (B, ) normale volle S-Kowir-
kungen (unter Beachtung der generellen Voraussetzungen), dann ist mit den Notationen
aus Bemerkung 3.25 die Abbildung

KKs, (A, ), (B, 3)) — KK, ((A,0"),(B, 7)), [(X,8),¢, F] = [(X,£), ¢, F]

ein wohldefinierter Isomorphismus abelscher Gruppen. Er setzt sich fort zu einer Aquiva-
lenz KK — KKg, von additiven Kategorien.

Beweis. Mit der Koeffizienten-Algebra (B, 3) ist nach Bemerkung 2.61 auch die Hilbert-
modul-S-Kowirkung (X, £) normal. Also ist " = (id ® 7)¢{ eine reduzierte S-Kowirkung
(vgl. Korollar 3.14). Da (A, a) normal und 7 surjektiv ist, folgen die Zykel-Bedingungen
aus Definition 5.5 fiir ((X,£"), ¢, F')) aus denen fiir ((X,¢), ¢, F)). Da man das Verfahren
auch fiir Homotopien durchfiithren kann (und mit (B, 3) auch (B]0, 1], 5[0, 1]) normal ist),
folgt die Wohldefiniertheit. Die Vertréglichkeit mit Einselementen und dem Skalarprodukt
sowie die Additivitat ist mit Satz 3.30 klar, da ¢ und F' nicht verdndert werden und 7
surjektiv ist. Fir die Umkehrabbildung mufl man nur einsehen, da8 fir ((X,¢), ¢, F) in
Es, ((A,a"), (B, ")) das Tripel ((X,&7), ¢, F) ein Zykel in Eg, ((4, @), (B, 3)) ist, wobei
wir die Notationen aus Proposition 3.26 verwenden. Lediglich Bedingung (b) in Definition
5.5 nicht trivial. Wegen der Sy-Invarianz von L(H), ist (p(A) ® S,) - (F ® 1g, — &1 (F))
gleich

(id®id @ L(H).){(p(A) ® S, ® Sv) - (F ® 15, ® s, — (§f ®@ids, )(F ® 1s,))}
L d®ide L)) (P(A) @ S Sv) - (F &1, ® ls, — (& ® ids, ) €F))]}

Qideide LH))I®1s, © ) - (i[d® 5, A)[(p(A) © Sy) - (F © Ls, — EE))])
é (id®id® L(H)){(1® 15, @ Sy) - (id ® ;,A)[K(X) @ Sy]}

— (id@id® L) )KX) @ (L@ Sv) nAG))T 2 K(X) ® S,

—~
=

(wobei wir mit ,=x“ andeuten, daf sich die beiden Mengen nur durch kompakte Ope-
ratoren unterscheiden). Die folgenden Uberlegungen fithren auf die noch zu beweisenden
Beziehungen (1)-(4): Fiir a € A, s € S, und r € Sy gilt

(p@id)(1®s)a (a))®1)- (' @id)(F®1s,) = (10s®1)-(§/ @id)((p(a) @7)(F @ 1s,)).

Wegen (X, F) € Es, ((A, ), (B, ") gilt (p(a) ©r) - (F®ls,) = (pla) @7) - E(F)
und zusammen mit der Tatsache, dafi o/ eine nichtentartete S,-Kowirkung ist, folgt (1).
Betrachte weiter die Identitét

(¢f @ids, )6 = (§/ @ ! = (idx ® (id @ M)A, = (idx ® (5 Am)))E" = (idx @ (A,

die sich aus Korollar 3.12 und Proposition 3.26 ableitet. Dann folgt (2) zusammen mit der
Gleichung (1 ® Sy) - +A(Sv) = S, ® Sy, die auch direkt (4) impliziert. Fiir (3) setzt man
schlieBlich erneut ein, daf§ ((X, &), ¢, F) ein Zykel in Eg, ((A,a"), (B, (")) ist, und daher
(p(A)@SY)(F®lg, —&(F)) in K(X)® Sy liegt. Da jede (nichtentartete) Sy-dquivariante
C*-Algebra von der Form (A, ") ist, erhilt man eine Aquivalenz von Kategorien. O

Wir definieren den reduzierten Abstieg unter Benutzung von Proposition 3.20:
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5.30 Definition. Es sei V' eine symmetrische multiplikative Unitédre wie oben. Der redu-
zierte Abstiegs-Funktor ist durch die Verkniipfung

Jop = ()"0 Js: KK§ — KK2, (Aa)w— (AxS5,8)" = (Ax,S,ay)
des vollen Abstiegs mit der Normalisierung erklért.

5.31 Bemerkung. Identifiziert man die Kategorien K Kg bzw. K K% mit den reduziert
dquivarianten Kategorien K Kg,, bzw. KK g, Wie in Proposition 5.29, so erhdlt man den
reduzierten Abstieg von Baaj und Skandalis [3, 6.19 Théoreme]: Fiir Objekte (A, o) sowie
(B,) in KK und einen Zykel (X, F) in Eg(A, B) ist Jg,([X, F]) = [X X, §,j§r(F)],
wobei wir benutzen, dafl 7¢ @ X X S X X S nach Proposition 3.20 eine Normalisierung
und Ad(T) ojg = (Igx)®@m) = jgr ist (vgl. Definition 3.15). Bereits auf Zykel-Niveau ist
fiir eine lokalkompakte Gruppe G und S, = C*(G) der reduzierte Abstieg Jo« (¢, modulo
die Isomorphie also genau dasselbe wie die Abbildung Jg in [3, 6.19 Théoreme].

Nach Definition besteht der folgende Zusammenhang mit dem vollen Abstieg:

5.32 Bemerkung. Ist V' eine symmetrische multiplikative Unitére wie oben und sind
(A, ) und (B, 3) in KKg,, so kommutiert das Diagramm

Js >

KKs,((A, ), (B, ) KKg (Ax 8,a),(BxS,5)))

(')"l l(')"

KK (A", "), (B", ") —=" KK2 (Ax, 5.8, (B %, 8. 5,1)).

Da V' symmetrisch ist, haben wir natiirlich auch einen vollen bzw. reduzierten Abstiegs-
Funktor fiir S, den wir mit Jg bzw. Jg . bezeichnen.

§ 5.4 Dualitét

In diesem Abschnitt werden wir die Resultate iiber Dualitéit in Kapitel 4 auf die dquiva-
riante K K-Theorie anwenden. Fiir den gesamten Abschnitt sei H ein separabler Hilber-
traum und V € U(H ® H) stets eine symmetrische und stark bireguldre multiplikative
Unitére (vgl. Definitionen 3.6 und 4.4). Zur Abkiirzung benutzen wir die folgende Nota-
tion.

5.33 Definition. Mit V' wie oben sei (A, ) ein Objekt in K Kg,. Unter Benutzung der
Notationen aus § 4.1 und § 2.7 definieren wir

1. my,:=[(A® H,at(vy,1))] € KKg,(A® K, afoy), (A,«)) und
2. o= [Po] ®ask Mo € KKs, (4, ), (4,a)),

wobei wir wie in Notation 4.27 die Abkiirzung (A4, @) := (A x S %8, 5) verwenden.

5.34 Bemerkung. Da (A® H, afi(vy, 1)) nach Bemerkung 5.17 eine dquivariante Morita-
Aquivalenz zwischen (A ® K, agoy) und (A, @) ist, mu m, ein Isomorphismus in K Kg,
sein. Offensichtlich wird das Element =, durch den Zykel ((A ® H, ag(vy,1)), P4, 0) in
Es, (A ® K, A) reprisentiert. Ist (A, o) eine maximale S-Kowirkung (vgl. Definition 4.13),
so ist @, : (A,@) — (A ® K, afvy) ein Isomorphismus von S-dquivarianten C*-Algebren
und in diesem Fall zo,, ein K Kg, -Isomorphismus.
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Das entscheidende Ergebnis fiir die Dualitdt ist die folgende Proposition. Thr Beweis
ist eine Adaption des Beweises von [3, 6.19 Théoreme] auf volle S-Kowirkungen und volle
verschriankte Produkte.

5.35 Proposition. Ist V' eine multiplikative Unitire wie oben, und sind (A, «) sowie
(B, B) Objekte in K Kg,, so betrachte man ein Element x = [(X,§), ¢, F| in KKg,(A, B).
Unter Benutzung der Notation 4.27 und der Bezeichnungen in § 2.7 und § 4.1 gilt:

1. Das Element Jg(Js(z)) @5 ws in KKg,((A,@), (B, 3)) wird reprdsentiert durch
den Zykel

(X @ H,&4(00, 1)), (¢ @ idic) Po, (id @ T)(E(F))) € Es, (4, B).

2. Das Element w, @4 x in KKg, (A, B) wird reprisentiert durch den Zykel

(X ® H,&5(0p, 1)), (¢ ®idi) Py, F @ 1x) € Es, (A, B).

3. Es gilt J3(Js(x)) @5 wp = wa ®a x. Folglich bilden die K Kg,-Morphismen @,
eine natirliche Transformation von Funktoren w, : Jgo Js — Ldkk;, -

Beweis. Man beachte, dafl nach Definition Jg(Js(x)) ®5 ws durch den Zykel
(X®q,(B®@ H),Et5(8100)), ? @ay Laax, Jz(Je(F)) @, 1aax)

repréasentiert wird, wobei wir ¢ X S x S mit p abkiirzen. Wir betrachten die offensichtlich
unitéire Abbildung 7@)% (B&H) > X®H, die durch 2@ (b@h) — Q¢ (z)- (b®@h) erklart
ist, wobei z € X, b € B und h € H sind. Mittels dieser dquivarianten Unitéren geht die
Wirkung $®q, 1 in (¢ ®idc) P, und der Operator jg(je(F)) ®a, 1 in (id@m)(E(F)) tiber.
Also folgt der erste Teil.

Das Element zo, ®4 « im zweiten Teil wird von einem Zykel reprisentiert, dessen
Hilbertmodul gleich ((A® H)®,X, (ah(vy, 1)) £4€) ist und auf dem A mittels &, ®,,1 wirkt

(vgl. Bemerkung 5.34). Man betrachte die #quivariante Unitéire (A ® H)®,X S XoH,
die durch (e ® h) ® x — p(a)xr ® h, fir a € A, h € H und x € X definiert ist. Unter
dieser Unitéren geht die Wirkung ®, ®,, 1 in (¢ @ idx)®, iiber. Die Operatoren der Form
Toen € L(X, (A® H)®,X), vgl. Bemerkung 5.10, verkniipft mit der Unitéiren ergeben
Operatoren T}, € Lp(X,X ® H), wobei T, (x) = ¢(a)r ® h ist. Es bleibt also nur
noch zu zeigen, dafl F' ® 1x unter Benutzung der Unitédren ein Element in 0#g, F' ist.
Die Bedingung (c) in Definition 5.11 ist trivial, und (b) ist gleichwertig dazu, daf fir alle
a € Aund h € H die Operatoren der Form

(Fe1)oTly,— (—D)IT. 0o F in K(X,X®H) und
(Togn) 0 (F®1) = (-D)FFo (Toen)” in K(X®H,X)

liegen, wobei |a| den Grad von a bezeichnet (0.E. kann a natiirlich als homogen angenom-
men werden). Der erste Term liefert den Operator x +— [p(a), F](x) ® h, wobei z € X,
und ist nach Voraussetzung in K(X) ® H C (X, X ® H). Genauso verifiziert man, dafl
der zweite Term den Operator x @ b’ — [p(a*), F|(z) - (h, ') ergibt, wobei z € X und
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R’ € H. Dieser liegt aber nach Voraussetzung in (X)® H* C (X ® H, X). Also ist (b)
erfiillt. Wir zeigen nun Bedingung (a) und den dritten Teil gleichzeitig: Es ist

(p®T)0a(A) (F@1c— (id@m)(E(F))) = 1K) (id®7)((p(A) @ Su) (F & 1s, —&(F))).

Die letzte Menge ist wegen Definition 5.5(b) in (X ® H) enthalten. Daher ist F' ® 1k
eine kompakte Stérung von (id @ 7)(£(F)). Das Tripel in (1.) ist ein Zykel in Eg, (4, B),
also auch das Tripel in (2.) und beide definieren dasselbe Element in K Kg, (A, B), da sie
insbesondere operatorhomotop sind (vgl. [3, 5.1 Remarques(2)]). Also folgen gleichzeitig
Bedingung (a) und Teil (3) der Behauptung. O

5.36 Korollar. Mit V wie oben seien (A,«) und (B, [3) Objekte in KKg,. Sind sie als
volle S-Kowirkungen glezchzeztzg mazximal (vgl. Definition 4.13), dann ist der volle Abstieg
Js: KKs,(A,B) = KKg (A x S,B x S) ein Isomorphismus.

Beweis. Nach Bemerkung 5.34 sind =, und wgs Isomorphismen in K Kg,. Folglich ist
wegen der Proposition 5.35(3.) die Abbildung Jg o Js : KKg,(A,B) — KKg,(A,B)
bijektiv. Also ist Jg(A, B) injektiv und Jg(A x 5, A x S) surjektiv, wobei wir die No-
tation 5.28 verwenden. Da nach Satz 4.16 die dualen S, -Kowirkungen (A x S, a) und

(B s, ﬁ) maximal sind, ist analog wie eben Jg(A x S,B x S) ebenfalls injektiv, also
ein Isomorphismus. Folglich ist Jg(A, B) ein Isomorphismus. O

Eine weitere Folgerung der Proposition 5.35 ist [3, 6.19 Théoreme]: Der reduzierte
Abstieg ist eine Aquivalenz von Kategorien. Wir formulieren dieses Ergebnis (Korollar
5.38) mit der dquivalenten Kategorie K Kg , vgl. Proposition 5.29. Vorher benétigen wir
die folgende Beoachtung:

5.37 Bemerkung. Mit den Voraussetzungen aus Proposition 5.35 sei zudem ¢ : (A, a) —
(B, 3) ein aquivarianter *-Morphismus. Die Normalisierung von [p] in K K, (A, B) ist
dann durch [¢]" = [¢"] gegeben. Ebenso ist m," = mn in K Kg, (A" @ K, A™). Daher gilt
w," = ([Po] ®ask Ma)" = [P"] @angk Man = [Py fr] @angic Man, Wobel wir benutzen,
daB der Isomorphismus ®, s, : A % S X, S — A" ® K aus Proposition 4.10 gleich ®," ist
Also ist wo," ein K K, -Isomorphimus fiir alle K Kg, -Objekte (A, «).

5.38 Korollar. Fir V wie oben seien (A, a) sowie (B, 3) Objekte in KKg , d.h. insbe-
sondere normale S,-Kowirkungen. Dann sind die Abbildungen

Jsr(A,B): KK% (A, B) — KK2 (A%, 5,Bx,S) und
Js(A, B) : KK% (A,B) — KKg(Ax 5,B x 8)
Isomorphismen abelscher Gruppen (wir benutzen die Notation 5.28).

Beweis. Wir verwenden im Beweis des ofteren die Notation 4.27. Man betrachte das
kommutative Diagramm

KKz (A,B) "~ KKg(AxS§,Bx5) — KKg,(4,B)

H (~)”l (~)"l

Tg
KKS(AB)—>KK”(A><1 S,B x, S)—>KKS(A>4$>4 S,Bx S %, 5),
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wobei wir die Isomorphismen A x, S %, S =2 Ax 8 x, S und A x, S x § = A (analog
fiir B) vernachléssigen. Es gilt fiir £ € KK§g (A, B) nach Proposition 5.35 die Beziehung
T (Jss () @0 5" = (J5(Js(@)) @5 )" = wa" ®r
weil " = x ist. Da w," und ws" Isomorphismen in K Kg, sind, kann man mit derselben
Technik wie im Beweis von Korollar 5.36 schlieBen, daf§ Jg,(A, B) ein Isomorphismus
ist, dessen Inverser im wesentlichen Jg (A %, S Bx, S ) ist. Fiir die zweite Abbildung
Js(A, B) beachte, da8 Jg,.(A, B) = [() (Ax S, Bx5)] o Js(A, B) ist, folglich ist nach
dem eben Gezeigten Js(A, B) injektiv und (-)"(A x S, B x S) surjektiv. Nach Korollar
5.36 ist o o o
Js(Ax S, BxS)=J5(Ax, S, Bx,S)o[(-)"(AxS,Bx5)
ein Isomorphismus. Deshalb ist ()" (A x S , B x S ) zusétzlich injektiv, also bijektiv. Ins-
gesamt ist Js(A, B) ein Isomorphismus. O

Aus den speziellen Situationen in den Korollaren 5.36 und 5.38 kann man das folgende
allgemeinere Ergebnis ableiten:

5.39 Satz. Mit V wie oben seien (A, «) sowie (B,[3) Objekte in KKg,, fir die (A, )
mazimal oder (B, ) normal ist. Der volle Abstieg

Js(A,B) : KKs,(A,B) — KKg (A% S,Bx 5)
st dann ein Isomorphismus.

Beweis. Ist (B, /) normal, so folgt die Behauptung aus den Korollaren 5.27 und 5.38.
Ist alternativ (A, a) eine maximale S-Kowirkung, so ist zo, ein K Kg, -Isomorphismus
ist (vgl. Bemerkung 5.38. Aus Proposition 5.35(3.) folgt die Injektivitdt von Js(A, B).
Andererseits kommutiert das Diagramm

KKg, (A, B) L KKg (A

N
®§wﬁl l®m§=’s(wﬂ)

KKs,(A,B) —— KKg (AxS,Bx5),

Js

wobei Js(A, B) nach Korollar 5.36 ein Isomorphismus ist. Zudem ist das Element
Js(wg) = [Ps X 5] ®peicyus Js(ms)

K Kg -invertierbar, da ®5 x S nach Proposition 4.14 ein Isomorphismus von C*-Algebren
ist. Aus dem Diagramm folgt daher die noch fehlende Surjektivitit von Jg(A, B) und
insgesamt die Behauptung. O

5.40 Korollar. Mit V wie oben sowie den Notationen aus dem Satz 5.39 sei (A, «)
mazimal und (B, 3) normal sowie * € KKg, (A, B). Ist Js(x) in KKg (A x S,Bx S
invertierbar und das K Kg-Inverse Jg(x)~' m Bild von Jg enthalten, so ist © ein KKg, -
Isomorphimsus und Js(B, A) bijektiv.

Beweis. Wir setzen g := Jg(x)~!. Dann gibt es nach Voraussetzung ein y in K Kg, (B, A)
mit Js(y) = y. Es folgt Js(y®@ax) =y ®,,52 = 1,5 = Js(1p), und analog gilt die
Gleichung Js(x®py) = Js(14). Da nach dem Satz (bzw. den vorangehenden Korollaren)
Js(A, A) und Js(B, B) bijektiv sind, folgt y ®4 @ = 15 und y ®p = 14. Insbesondere
sind A und B in K Kg, isomorph und daher Jgs(B, A) bijektiv. O
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8§ 5.5 Voller Abstieg und K-Mittelbarkeit

In diesem Abschnitt gehen wir auf die Beziehung zwischen vollem Abstieg und K-Mit-
telbarkeit ein. Dieser Begriff wurde fiir diskrete Gruppen von Cuntz [12] definiert und
von Julg und Valette in [22, 23| auf lokalkompakte Gruppen ausgedehnt, vgl. unten.
Fiir eine kurze Ubersicht iiber K-Mittelbarkeit bei Gruppen verweisen wir auf (6, Ab-
schnitt 20.9]. Die Definition in [22, 23] kann man ohne Probleme auf Quantengruppen
tibertragen (vgl. [66, 11.5.4]). Wir werden uns auf den Fall einer lokalkompakten Gruppe
G beschrianken, da die meisten Aussagen dieses Abschnitts sich (zumindest auf diese Art)
im allgemeinen nicht beweisen lassen. An den problematischen Stellen werden wir die
Schwierigkeiten mit allgemeinen Quantengruppen genauer besprechen. Damit die gene-
rellen Voraussetzungen dieses Kapitels erfiillt sind (vgl. Bemerkung 5.1) nehmen wir fir
den gesamten Abschnitt zusédtzlich an, dafi die vorkommenden lokalkompakten Gruppen
das zweite Abzihlbarkeits-Axiom erfiillen.

5.41 Bemerkung. Fiir eine geeignete Wahl der multiplikativen Unitédren V' kann bei
einer lokalkompakten Gruppe G die folgende Situation erreicht werden: Die reduzierte
duale Quantengruppe (5, A) ist gleich (Co(G), Ag), welche mittelbar ist, vgl. 1.3.8. Die
volle bzw. reduzierte Quantengruppe (S,, A,) bzw. (Sy, A) ist gleich der vollen bzw. redu-
zierten Gruppen-C*-Algebra (C*(G), Ag) bzw. (CH(G), Ag,r) (vgl. 1.2.6). Die kanonische
Projektion 7 ist dabei mit der linksreguléren Darstellung A : C*(G) — C}(G) identisch.
Wir verwenden daher fiir eine C*-Algebra mit G-Wirkung (A, «) auch die iiblichere No-
tation A\, : A%, G — A X,, G anstelle von 7, (vgl. Definition 3.15 und Bemerkung
3.24).

Wir gleichen uns des weiteren den Notationen in [3] an und benutzen KK statt
K Key ) fiir Kasparovs G-équivariante K K-Theorie (vgl. Beispiel 5.9) sowie K K statt
K K¢+ (). Dementsprechend wird Jg () bzw. J@(T) als Symbol fiir den vollen (reduzier-
ten) Abstieg Jey),o) : KKa — KKg bzw. Jo«),o) + KKgz — KKg verwendet. Eine
(nichtentartete) volle bzw. reduzierte C*(G)-Kowirkung (D, ¢) bezeichnen wir als (nicht-
entartete) volle bzw. reduzierte G-Kowirkung. Wegen der Mittelbarkeit von Co(G) stimmt
das volle verschriankte Produkt von (D, d) mit dem reduzierten iiberein (vgl. Proposition
4.21) und wird entsprechend mit D x5 G bezeichnet.

Zunéchst erinneren wir an den Begriff der K-Mittelbarkeit fiir diskrete Gruppen [12],
um ein Beispiel zu erhalten, bei dem der volle Abstieg kein Isomorphismus ist.

5.42 Bemerkung. Ist G eine abzihlbare diskrete Gruppe, so sind nach [12, 2.1 Theorem]
die folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) Das Element [A] in KK (C*(G),C}(G)) ist K K-invertierbar.

(b) Fiir jede separable C*-Algebra mit G-Wirkung (A, «) ist [A\,] invertierbar als Ele-
ment von KK (A x, G, A X, G).

(c¢) Das Einselement 1¢ € KK;(C,C) wird durch einen Zykel (E,u, F') représentiert
(vgl. Bemerkung 5.15(2.)) fiir den der zugehorige *-Homomorphismus p,, : C*(G) —
M(K(E)) iiber A faktorisiert, d.h. fiir den ein p,, : C(G) — M(K(E)) mit p, =

[y, © A existiert.

Die Gruppe G heifit K -mittelbar, falls sie eine der dquivalenten Bedingungen (a)-(c) erfiillt.
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5.43 Beispiel. Es gibt Beispiele fiir Gruppen, die nicht K-mittelbar sind: Ist etwa G
eine abzihlbare nichtkompakte diskrete Gruppe mit Kazhdans Eigenschaft (T"), wie z.B.
G = Sl3(Z), dann besitzt C*(G) einen direkten Summanden C, der unter A annuliert wird
(vgl. [6, Abschnitt 20.9]). Folglich hat A, : K(C*(G)) — K(C!(G)) einen nichttrivialen
Kern und G ist nach der Charakterisierung in Bemerkung 5.42 nicht K-mittelbar.

Das folgende Beispiel illustriert bei diskreten Gruppen den Zusammenhang zwischen
der Bijektivitdat des vollen Abstiegs und der K-Mittelbarkeit:

5.44 Beispiel. Sei G eine abzdhlbare diskrete Gruppe. Dann ist nach Korollar 5.40 der
volle Abstieg

Jg: KK4(CH(@),CH@)) — KKg(C* (@) x G,C(G) x G)

(beachte Bemerkung 5.41) genau dann ein Isomorphismus, wenn es ein Element y in
KKg(C*(G),CHG)) mit Ja(y) = [(A x G)~!] gibt. y ist dann automatisch ein KKgIn-
verses fiir [A]. Insbesondere kann die Abbildung J4(C*(G),C;(G)) (vgl. Notation 5.28)
nicht surjektiv sein, falls G nicht K-mittelbar ist. Umgekehrt werden wir sehen, dafl
aus der K-Mittelbarkeit von G die Existenz des Elements y folgt, vgl. Lemma 5.49. Eine
diskrete Gruppe G wie oben ist also genau dann K-mittelbar, wenn Jz ein Isomorphismus
ist, vgl. auch Satz 5.46.

Fiir eine lokalkompakte Gruppe G gilt (unter den Voraussetzungen der Bemerkung
5.41) stets die Implikation (¢)=-(b)=-(a) der Bedingungen in Bemerkung 5.42, vgl. [23,
S. 291]. Daher benutzen Julg und Valette in [22, 23] im allgemeinen die stérkste Eigen-
schaft als Definition.

5.45 Definition. Eine lokalkompakte Gruppe G wie in Bemerkung 5.41 heifit K-mittel-
bar, falls sie die Bedingung (c) in Bemerkung 5.42 erfiillt.

Das Beispiel 5.44 zeigt einen Zusammenhang zwischen K-Mittelbarkeit und der Bijek-
tivitdt von Jg auf. Insbesondere ist demnach das folgende Hauptergebnis dieses Abschnitts
eine nichttriviale Aussage:

5.46 Satz. Fiir eine K-mittelbare lokalkompakte Gruppe G sind die vollen Abstiegs-Funk-
toren Jg : KKg — KKg und Jg : KKg — KKg zueinander inverse Aquivalenzen
additiver Kategorien.

Zunéchst brauchen wir das folgende Ergebnis, was ganz allgemein fiir lokalkompakte
Gruppen gilt:

5.47 Lemma. Mit den Finschrinkungen und den Notationen der Bemerkung 5.41 sei G
eine lokalkompakte Gruppe, (A, «) eine separable C*-Algebra mit G-Wirkung und (D, )
eine separable C*-Algebra mit voller G-Kowirkung. Dann sind die Abbildungen

1. KK¢(C,C) — KKz(AxG,AxG)

[E,u, F] — [(Ax G ® E,a ®,1id), (id ® p1,)Q, Laxeg @ F|  bzw.
2. KKq(C,C) — KKz((D® K, d0p), (D@ K,d501))

[E,u, F] — [(D® K ® E, oy Q. id), (id @ j1,)0000, 1L pgx @ F|

wohldefinierte Morphismen abelscher Gruppen und bilden das Finselement 1¢c auf 15
bzw. 1D®IC ab.
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5.48 Bemerkung. In dem Lemma 5.47 verwenden wir die kanonische G-Kowirkung dfv;
aus Definition 4.8(1.). Wir benutzen auBerdem die Notation in Bemerkung 5.15(2.) fur
Zykel in Eg(C,C) und bezeichnen mit pu, die zu u gehorige *-Darstellung von C*(G)
auf E. In der Definition der Abbildungen oben erkennt man bereits ein Problem bei
allgemeinen Quantengruppen: Die Wirkungen (id® 1, )& bzw. (id® pu,, oo von C*(G) auf
den entsprechenden Hilbertmoduln sind nur deshalb dquivariant, weil die Quantengruppe
C*(G@) kokommutativ ist (d.h. A” = A). Ist fiir Paar von Quantengruppen (Sy,Sy)
die C*-Algebra Sy kokommutativ, so muf3 §V kommutativ sein, und somit ist §V die
Funktionenalgebra einer lokalkompakten Gruppe, vgl. Beispiel 1.3.7. Man kann folglich
gleich von einer Gruppe ausgehen.

Beweis von Lemma 5.47. Fiir den ersten Teil benutzen wir das auflere Produkt von
Kasparov (vgl. [30, 2.5 Definition])

gA ' KKg((C,C) E— KKg(A,A)
[E>U7F] — [(A®E,ah(u, 1))7ZdA® 1>1A®F]

und verkniipfen es mit dem vollen Abstieg Ji. Das Element Jg(o4([E, u, F])) wird durch
den Zykel

(A ® B) %agun) G 0w, 1)), (ida © 1) % G, Ad(jusun))(La © F))
reprasentiert. Unter dem Isomorphismus
w2t 1)ia : (A® E) Xage, G, aidy) — (Ax G® E,a ®, id)

aus Lemma 2.58 geht der Operator Ad(jageu,1))(1a ® F) offenbar in 1446 ® F iiber. Die
Links-Wirkung iibersetzt sich in
w(u) o ((ida ©1) % G) = (o @ Lx(s) X (18- @ m)AZ) 2 (idane ® ) 0,

wobel (%) wegen der Kokommutativitit Ag = AZ von (C*(G), Ag) folgt. Also ist die
erste Abbildung wohldefiniert und erhélt offensichtlich die Addition.

Wir beweisen nun, daf die zweite A_bbildung wohldefiniert ist: Ist (E,u, F) ein Zykel
in Eq(C, C), so ist das Tripel (D ® E, 0 ®.id), (id5 ® 1,)0, 15 ® F') nach dem Beweis des
ersten Teils ein Zykel in E5(D, D), wobei (D, ) abkiirzend fiir das doppelt verschrénkte

Prodliit_(D x G x G,;S\) steht. Auf dieses Tripel wenden wir die kanonische Surjektion
O5: (D, ) — (D ® K, dhvy) aus § 4.1 an. Wir erhalten, dafi auch das Tripel
(D® K ® E, oy ®, id), (id @ p,)0000, 1 pex @ F)

die Zykel-Eigenschaften besitzt und daher ein Element in KK4(D ® K, D ® K) definiert.
Seien nun (Ey, ug, Fy) und (Ey, uq, F1) in Eg¢(C, C) homotop und (F, u, F) in E¢(C, C|0, 1])
eine Homotopie zwischen ihnen. Man kann die Konstruktion der ersten Abbildung fiir
KK¢g(C,C|0,1]) wiederholen und mit einem analogen Trick wie oben einsehen, daf§

(D@ Ko E, iy ®,id), (idpex ® pa)diou, Lpex @ F) € Eg(D ® K, (D ® K)[0,1])

ein Zykel ist (der rechte Eintrag C|0, 1] bereitet keine Probleme). Er ist eine Homotopie
zwischen (D @ K ® Ey, (id ® piy,)080y,1 @ Fpy) und (D @ K ® B, (id ® p,, ooy, 1 @ F):
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Durch Tensorieren mit den Auswertungsabbildungen ev;, fiir ¢ = 0 sowie ¢ = 1, erhélt
man Zykel, die offenbar dquivalent zu

((D & K ® (E ®€’Ut (C)u 5hUU Qs Zd)7 (idD®/C & (:uu ®€Uf, 1))5hUU7 1D®’C ® (F ®evt 1))

sind. Bezeichnen des weiteren f; : £ ®,,, C 5 E,, fir t = 0 und t = 1, die unitédren
Aquivalenzen in der Definition der Homotopie, so sind (idpgx ® f;) unitire Aquivalenzen
zwischen (D @K ® (E ey, C), 1@ (F Qey, 1)) und (D@ KL ® E;, 1® Fy). Also ist die zweite
Abbildung wohldefiniert und offenbar mit der Addition vertriglich. Fiir die Behauptung
iiber die Einselemente realisieren wir 1¢ durch den Zykel (C, 1,0). Die zum Einselement
1 € UM(C ® Cy(G)) gehorige Darstellung ist die Koeins pu; = ¢ : C*(G) — C, d.h.
die triviale G-Darstellung. Folglich wird das Bild von 1¢ im ersten Fall durch den Zy-
kel (A x G, (id ® e¢)a, 0) reprisentiert. Wegen (idaxe ® e¢)a = idaxc ist dieser gleich
(A % G,id,0) und reprasentiert daher 14,g. Dieselbe Argumentation gilt auch fiir die
zweite Abbildung. O

Der wichtigste Schritt fiir den Beweis von Satz 5.46 ist eine Verschérfung der Impli-
kation (c¢)=-(b), vgl. Bemerkung 5.42, fiir lokalkompakte Gruppen:

5.49 Lemma. Es sei G eine lokalkompakte Gruppe, die K-mittelbar ist. Fiir jede sepa-
rable C*-Algebra mit G-Wirkung (A, o) ist [Aa] in KKg(A xo G, A Xo, G) dann sogar
dquivariant invertierbar, d.h. es gibt ein KKg-Inverses y, von [A,].

Beweis. Der erste Teil des Beweises orientiert sich am Beweis von [66, Théoreme 5.14]:
Ist (F,u, F) in Eg(C,C) ein Repriasentant von 1¢ wie in (c¢) aus Bemerkung 5.42, so gilt
f, = fur © Ao Mit den Bezeichnungen aus Lemma 3.19 ergibt sich

(idAxG X Mu)a = (idAxG ® ,uu,r‘) © (Zd ® )‘)a = (idAXG ® :uuﬂ“)arf?” ° Aas

denn (A, a) ist wegen der Mittelbarkeit von Cy(G) normal. Die erste Abbildung in Lemma
5.47 liefert

]-A><1G = [(A X G® E,a®* ’Ld), (id@uu’r)&rfr (@) )\a, 1® F]

Das Tripel (A x GRF, a®.id), (1d®fu,, )0y fr, 1O F) besitzt wegen der Surjektivitit von A,
offenbar die Zykel-Eigenschaften und definiert ein Element y, in KK5(A %, G, A x G), so
daB 1awg = Ni(y,) = [Ma] ®ax,.¢ Y, gilt. Wir nutzen nun im Unterschied zum Beweis von
[66, Théoreme 5.14] aus, dafl y,, ein dquivariantes K K-Element ist. Insbesondere ist y,, ein
K K g-Rechtsinverses von [\,], also gilt zwangslaufig J5(y,) = [Aa ¥ Gl =M x G)7Y).
Mit Korollar 5.40 folgt die Behauptung. O

Beweis von Satz 5.46. Zunichst zeigen wir den einfachen Teil, der nur die Mittelbar-
keit der Quantengruppe Co(G) benutzt. Demnach ist jede C*-Algebra mit G-Wirkung als
Co(G)-Kowirkung maximal. Daher ist die natiirliche Transformation

‘l/ﬂ\. : Jé o JG — IdKKG

von Funktoren eine natiirliche Aquivalenz (vgl. Definition 5.33, Proposition 5.35(3.) und
Bemerkung 5.37), wobei ©o andeutet, dafl wir die duale Quantengruppe Co(G) = S be-
trachten.
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Wir werden nun unter der Voraussetzung der K-Mittelbarkeit von G zeigen, dafl auch
die ,,duale” natiirliche Transformation =, : Jg o J5 — Zdkr, eine natiirliche Aquivalenz
ist. Es reicht zu beweisen, daf [®;] in KK5((D,0),(D ® K,dtoy)) fiir jede separable
C*-Algebra (D, §) mit voller G-Kowirkung ein K K z-Isomorphimus ist, wobei wir wieder

(D x G x G, 25\) durch (D, §) abkiirzen. Wir haben nach Proposition 4.10 das kommutative
Diagramm

-~
)

(D x5 G x5 G,0) —2 (D®K, 5y

)\SJ, J%@idm
X

5. G 0rp) —— (D" ® K, 0"0y).

D5 ¢
Da [A;] unter der Voraussetzung der K-Mittelbarkeit nach Lemma 5.49 ein K K s-Inverses
Y5 besitzt, ist auch [®;] @pei [ns @ idc] = [N\5] ®p gy [Pss] in KKg invertierbar.
Insbesondere gilt 15 = [®5] @ pei 25 mit z5 1= [(I)(;}r o (15 ®idx)] ®pax, ¢ Ys- Offenbar
wird das Element z5; in KKz(D ® K, D), wegen der expliziten Form von y; (vgl. den
Beweis von Lemma 5.49), durch den Zykel

(D & E, (idyy @ ftoy)drfy © Oy 0 (N ®idi), 15 ® F)
reprasentiert, wobei (E, u, F') in E¢(C, C) ein Reprisentant fiir 1¢ wie in Bedingung (c)
der Bemerkung 5.42 ist. Fiir die umgekehrte Komposition zs @7 [®s] erhdlt man mit der

Abkiirzung ¢ := (idp ® uw)&ﬁ o @g}r o (ns ® id) den Reprisentanten

(D®E) ®a; (D®K), s, 1,(15@ F) @a; 1)

Dieser ist unitér dquivalent zu (D @ K @ E, (®s ® id) o ¢, 1 pgx @ F'). Wir berechnen die
Wirkung (®s5 ® id) o ¢: Da ®; surjektiv ist, kann jedes Element in D ® K in der Form
®5(d) mit d € D geschrieben werden. Es ergibt sich

-~

~
~ i

D5 @ flur)Orfr © )‘S) (d)

o~
~

cI)zS ® ,uu,r o )‘)5)(60
idpgk @ )00y (Ps(d)),

I

O

— o~
= =2 =

wobei wir in (1) das obige kommutative Diagramm, in (2) das Lemma 3.19 und in (3)
die Vertréglichkeit von ®; mit den Kowirkungen (und natiirlich p,, = .- © A) benut-
zen. Insgesamt ist (Ps ® id) o p = (idper @ iy )00y, und der obige Zykel reprisentiert
nach Lemma 5.47 das Einselement 1pgx. Also ist z5 ein K Kg-Inverses von [®;], und die
Behauptung folgt. O



A Relative Kommutanten von

In diesem Abschnitt bezeichnet K := KC(H) stets die kompakten Operatoren eines fi-
xierten separablen Hilbertraums H. Wir studieren die Struktur von C*-Algebren, de-
ren Multiplikator-Algebra die kompakten Operatoren als nichtentartete C*-Unteralgebra
enthéalt. Wir werden in Proposition A.4 sehen, daf sich die C*-Algebra dann kanonisch als
Tensorprodukt von I mit der relativen Kommutante (siehe Definition A.1) schreiben lafit.
Im folgenden sei D eine C*-Algebra und R C M (D) eine nichtentartete C*-Unteralgebra.

A.1 Definition. Die relative Kommutante von R beziiglich D ist die C*-Unteralgebra
Cr(D):={meM(D) | [mR =0 und m-RC D}
der Multiplikator-Algebra M (D).

Offensichtlich gilt dann auch R-m C D fiir alle m € €g(D), da m mit allen Elementen
von R kommutiert. Deshalb sprechen wir von der relativen Kommutante beziiglich D. Im
Fall R = K ist die relative Kommutante eine nichtentartete C*-Unteralgebra von M (D).

A.2 Lemma. Ist D eine C*-Algebra und IC C M (D) nichtentartet, dann gilt €c(D) - K =
K- € (D) = D. Insbesondere ist die relative Kommutante € (D)) C M(D) eine nich-
tentartete Unteralgebra von M (D).

Die Beweisidee ist einfach: Wir konstruieren eine geeignete Unteralgebra von M (D®K)
und schneiden diese mit linearen Funktionalen von I nach M (D) herunter. Die resultie-
rende Teilmenge von M (D) wird in der relativen Kommutante liegen und bereits geniigend
grof} sein, um die Behauptung des Lemmas zu zeigen.

Beweis. Wir betrachten die Vertauschung ¥ : H @ H — H ® H mit 2(E ®@n) :=n® &
fir £&,m in H, welche eine selbstinverse Unitére in U(H ® H) ist. Offenbar induziert die
Adjunktion mit 3 die Vertauschung 0 = Ad(X) : K@K - K@K auf CQK, o(k) ®ky) =
ko ® k1 und daher gilt ¥+ (k®1)-X = 1®k fiir alle k in K. Wir betten L& K C M(D®K)
auf die kanonische Weise als nichtentartete C*-Unteralgebra ein und bezeichnen das Bild
von ¥ unter dieser Einbettung ebenfalls mit ¥ € UM (D ®@ K). Fiir d € D und k € K gilt
dann

YAdR1)X - (k1) =2do1)(10 k)X =2(d® kS
— (k®1c) - S(d® L)X
Insbesondere kommutieren die Elemente der Unteralgebren C' := Ad(2)(D ® 1x) und

K®1x von M(D®K) und auBerdem liegt C- (K ®1,) dicht in D® K. Durch Abschneiden
mit Funktionalen aus dem Priadual £(H), = K* erhélt man die Teilmenge

C :=Span{(id®w)(@) | e C, weL(H),} < M(D)

der Multiplikator-Algebra von D. Wegen der Eigenschaften von C' vertauschen Elemente
von C'und K: (id®w)(¢)-k = (idow) (¢ (k®1k)) = (idew)((k®1k)-¢) = k- (id®w)(?).
Zudem liegt die Teilmenge C' - IC liegt wegen

C-K=(ido LH))C - (K®1c) = (Gd® LH))(D®K)=D

dicht in D. Daraus folgt erstens, dafl C' eine Teilmenge der relativen Kommutante € (D)
ist, und zweitens wegen der Inklusionskette D = C'- K C € (D) - K C D auch direkt die
Behauptung. O
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Da nach Konstruktion der relativen Kommutante die Elemente der Unteralgebren
Cr(D) und K kommutieren (und da C nuklear ist), haben wir einen kanonischen *-Ho-
momorphismus te(p) - tx : Cx(D) @ K — D mit ¢ ® k — ck, wobei wir die universelle
Eigenschaft des maximalen Tensorprodukts ausnutzen. Nach Lemma A.2 ist dieser Mor-
phismus surjektiv. Wir wollen im folgenden beweisen, dafl er sogar ein Isomorphismus ist.
Dazu benotigen wir zunéchst eine Aussage iiber die Struktur von Idealen des Tensorpro-
dukts.

A.3 Lemma. Sei C eine C*-Algebra und ¢ : C — M(D) ein nichtentarteter *-Homo-
morphismus mit [¢(c), K] = 0 fir alle c € C.

1. Jedes Ideal J < (C ® K) hat die Form J =1 & K fir ein Ideal I < C.
2. Der Kern der kanonischen Abbildung
p- e CRK — M(D), cRkvr— o)k

ist durch ker(yp - 1) = ker(p) ® K gegeben.

Beweis. Der erste Teil ist eine einfache Anwendung der Rieffel-Korrespondenz (vgl. 1.1.7)
fiir den Imprimitivitéts-Bimodul ¢gx(C ® H)c. Demnach gibt es eine Bijektion zwischen
den Idealen J von C' ® K und den Idealen [ von C| die durch die Beziehung

J=cex((C®H)-1,(C®H)-I)

gegeben ist. Die rechte Seite der Gleichung ist aber offenbar gleich I ® IC.

Fiir den zweiten Teil miissen wir nur ker(p - ¢x) C ker(p) ® K zeigen, denn die andere
Inklusion ist trivial. Sei dazu I <C' ein Ideal mit ker(¢- i) = I ® K. Wir miissen nur noch
I C ker(p) nachweisen. Man betrachte ein Element ¢ in /. Fiir ein Element d in D haben
wir eine Faktorisierung d = k- d mit k € K und ¥ € D. Da K C M(D) nichtentartet
ist. Dann folgt die Gleichung ¢(c) - d = p(c)ic(k) -d' = (¢ - 1x)(c® k) - d = 0, denn das
Element ¢ ® k liegt in I ® K = ker(¢ - ). Da dies fiir alle d € D gilt, ist folglich ¢(c) =0
als Multiplikator in M (D). Also liegt ¢ in ker(yp). O

Da die Einbettung te.(py injektiv ist, erhdlt man als unmittelbare Konsequenz des
zweiten Teils ker(te(p) - tk) = 0. Zusammen mit den obigen Betrachtungen folgt:

A.4 Proposition. Ist D eine C*-Algebra mit IC C M (D) als nichtentartete C*-Unteral-
gebra, so ist die kanonische Abbildung te.py -tk : Cx(D) @K — D, c®@k — c-k, ein
Isomorphismus. O

Die weiteren Ergebnisse wie Funktorialitdt oder eine Charakterisierung der relativen
Kommutante als abgeschlossener Unterraum werden wir allgemeiner fiir S-dquivariante
Hilbert-Bimoduln besprechen.

Man betrachte eine Hopf-C*-Algebra (S, A) (vgl. 1.2.2) und einen S-dquivarianten
Hilbert-Bimoduln (4 X5, &), vgl. 1.4.2). Ist R eine C*-Algebra, die nichtentartet in M (A)
und M (B) eingebettet und deren induzierte Wirkung auf X nichtentartet, so definieren
wir:
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A.5 Definition. Die relative Kommutante von R in X ist die Teilmenge
Cr(X)={meMX)|r-m=m-rfiraller e R undm-RC X }
des Multiplikator-Bimoduls M (X).

Offenbar ist €x(X) C M(X) ein normabgeschlossener Unterraum. Fiir R = K hat
man analog wie in A.2:

A.6 Lemma. Es sei K C M(A) sowie K C M(B) als nichtentartete Unteralgebra
enthalten, fir welche die induzierte Wirkung von K auf X nichtentartet ist. Dann gilt
Cr(X) - K = K- C€(X) = X. Die relative Kommutante €xc(X) ist ein nichtentarteter
Unter-Hilbert-Cx (A)-Cx(B)-Bimodul von npayM (X)) (s)-

Beweis. Den ersten Teil beweist man genau wie bei A.2. Man betrachtet hierzu die
Teilmenge Cy = Y4 - (X ® 1g) - ¥p von M (X ® K), wobei X4 € UM(A @ K) bzw.
Y € UM(B®K) das Bild des Vertauschungsoperators ¥ € UM (KQK) in M(ARK) bzw.
M(B ® K) ist. Fiir den zweiten Teil macht man sich zunéchst klar, dal mit m € €x(X)
auch m* € L(X, B) mit kompakten Operatoren k in IC vertauscht: m* -k = k- m*. Sind
nun m, m’ Elemente von € (X), so gilt deshalb

(m,m Yy -k=m"-m'-k=k-m*-m'=k-(m,m) s
und  (m,m )y - k=m"-m'-kem*(X) C B.

Also ist (m,m/)a(p) ein Element von €x(B). Folglich ist €x(X)g, p) ein nichtentarte-
ter Unter-Hilbertmodul von M (X)) p). Die Einschréankung der Wirkung von M (A) auf
M (X) ergibt offenbar eine €x(A)-Wirkung auf €x(X). O

A.7 Bemerkung. Sei (S,A) eine Hopf-C*-Algebra. Wir statten K mit der trivialen
S-Kowirkung 6% aus (vgl. 1.4.10) und betrachten die folgende Kategorie: Die Objekte
sind S-dquivariante Rechts-Hilbert-Bimoduln (4 X5, &), derart da8

(a) die kompakten Operatoren (I, 8) € M (A, ) und (K, 8) € M (B, ) als nichtent-
artete S-dquivariante Unteralgebra enthalten sind und

(b) die induzierte Wirkung von IC auf X nichtentartet ist.

Die Morphismen 4@, : (4Xp,aés) — M(cYp,,(s) sind S-dquivariante nichtentartete
Morphismen solcher Rechts-Hilbert-Bimoduln, welche die kompakten Operatoren fizieren.
Das soll bedeuten, dafl die Diagramme

M(A,a) —2— M(C,~) M(B,3) —2— M(D,?)
| [ omd ] |

kommutieren, wobei die vertikalen Pfeile die Inklusionen in (a) sind.

A.8 Definition. Ist (5, A) eine Hopf-C*-Algebra, so bezeichnen wir mit HBMg(K) die
in Bemerkung A.7 definierte Unterkategorie von HBMg (vgl. 1.5.1). Fiir S = C schreiben
wir HBM(K).
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A.9 Bemerkung. Ein Rechts-Hilbert-Bimodul (4 X5, o&s) € HBMg ist also genau dann
in HBMg(K), wenn a(k) = k ® 1g und B(k) = k ® 1g fiir alle k € K C M(A) sowie
k € K C M(B) gilt. Das bedeutet, die Kowirkung ,&g ist ein Morphismus in HBM (K),
wenn man die kompakten Operatoren auf natiirliche Art und Weise K =2 K ® 15 C

M(A® S) sowie K =2 K® 1lg € M(B ® S) in die Multiplikatoren der Koeflizienten-
Algebren von X ® S einbettet.

Zunichst diskutieren wir die FEigenschaften der relativen Kommutante von K der
Objekte in HBMg(K), ohne die Kowirkungen zu beachten. Spéter werden wir, unter
Benutzung der nichtdquivarianten Aussagen, Kowirkungen auf relativen Kommutanten
konstruieren. Mit diesen Kowirkungen gelten dann auch die dquivarianten Analoga der
Aussagen.

Das folgende Ergebnis verallgemeinert Proposition A.4:

A.10 Proposition. Ist (S, A) eine Hopf-C*-Algebra und (4 Xp, «&s) ein Hilbert-Bimodul
in HBMs(K), so gibt es einen kanonischen Isomorphismus von Rechts-Hilbert-Bimoduln

Lee(x) -tk ee()ek(€c(X) @ K)ewmer — 4Xs, c®kck,
mit Koeffizienten-Morphismen e (a -tk bzw. te(By - Lk wie in Proposition A.4.
Beweis. Wir miissen zunéchst zeigen, dafl sich die lineare Abbildung
tee(x) bkt Ce(X) O K — X, c®k—c-k

des algebraischen Tensorprodukts auf die Vervollstandigung € (X) @ K fortsetzt: Seien
dazu z ==}, ¢; ® k; und 2" ==}, ¢} ® k} Elemente von € (X) ® K. Dann gilt wegen der
Isometrie von te, (p) - tk (vgl. Proposition A.4) die Gleichung

(2, ecmran = (tees) - ) (2, ) eemon) = > (¢, i am kK,

ij

- Z ciki, ki) s = ((tex(x) - 1) (2), (b - i) (2)) 5

wobei wir in (*) ausgenutzt haben, daf k; mit ¢; und ¢; vertauscht. Insbesondere ist die
Abbildung te, (x) - tic stetig und setzt sich zu einer Isometrie auf Cx(X) ® K fort. Wegen
Lemma A.2 hat sie ein dichtes Bild in X. Die obige Rechnung zeigt weiterhin, dafl t¢, (x)-tx
ein Morphismus von Rechts-Hilbertmoduln ist. Wegen der Abgeschlossenheit des Bildes
(vgl. 1.1.18) ist er surjektiv. Die Vertriglichkeit mit der linken Koeffizienten-Abbildung
ist offensichtlich. O

Die Proposition liefert uns insbesondere eine niitzliche Antwort auf die Frage, wann
abgeschlossene Teilraume von €x(X) bereits mit € (X) tibereinstimmen.

A.11 Lemma. Mit den Bezeichnungen wie in Proposition A.10 sei (X,§) in HBMg(K)
sowie Z C M(X) ein abgeschlossener Unterraum mit [z, k] = 0 fir alle z in Z und k in
K. Ist zusdtzlich Z - K = Span{z -k | z € Z, k € K } dicht in X, so stimmt Z mit der
relativen Kommutante € (X) bereits iberein.
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Beweis. Offensichtlich ist nach Voraussetzung Z C €x(X). Wegen der Proposition A.10
und der Voraussetzung ist das algebraische Tensorprodukt Z®X eine dichte Teilmenge von
Cx(X) ® K. Wir wihlen ein beliebiges nichttriviales Element k € K und dazu ein lineares
Funktional w € L(H), mit w(k) = 1. Fiir ¢ € €(X) ist das Element c® k € €(X) @ K
dann Grenzwert eines Netzes (y;)ic; € Z ® K. Durch Anwenden von (id ® w) erhélt man,
daf} das resultierende Netz

(ld@w)(y;) — ([dRw)(c®k)=c

gegen das Element ¢ € € (X) konvergiert. Da die Elemente (id ® w)(y;) fiir alle ¢ € [ in
7 liegen, ist wegen der Abgeschlossenheit auch ¢ ein Element von Z. O

Wir erhalten die beiden Folgerungen:

A.12 Korollar. Sei (S,A) eine Hopf-C*-Algebra und (4 Xp,ap) in HBMs(K). Dann
ist die Wirkung von Cx(A) auf € (X) aus Lemma A.6 ebenfalls nichtentartet.

Beweis. Es gilt €x(A) - €(X) - K = €¢(A) - X = X da nach Lemma A.2 mit A auch
Cxc(A) nichtentartet auf X wirkt. Mit Lemma A.11 folgt €x(A) - Cx(X) = Cx(X). O

A .13 Korollar. Fir eine Hopf-C*-Algebra (S, A) und einen S-dquivarianten Hilbert-Bi-
modul (1,Zg, \\\,) setze man'Y = [ Zp @ K. Betten wir die kompakten Operatoren in der
offensichtlichen Weise als Unteralgebra K = (1 ® K) von M(L ® K) sowie M(R ® K)
ein, so ist (Z @ KK, A @, idx) (vgl. Definition 2.55) ein Objekt in HBMg(KC). Die relative
Kommutante Cigxc(Y) ist als Teilmenge von M(Y') gleich 1g1(Z @ 1) re1 und identifiziert
sich kanonisch mit [ Zg.

Beweis. Wendet man das Lemma A.11 zuerst auf die Koeffizientenalgebren an, so erhélt
man Cig(L®K) = L ® 1 und ein analoges Ergebnis fiir R. Wendet man jetzt das
Lemma auf Y = Z ® K an, so folgt €14 (Y) = Z ® 1x und somit die Behauptung. O

Wir wollen nun sehen, daf§ die Konstruktion der relativen Kommutante ein Funktor
ist. Dazu miissen wir zunéchst den Multiplikator-Bimodul der relativen Kommutante
als Teilmenge des Multiplikator-Bimoduls des urspriinglichen Rechts-Hilbert-Bimoduls
realisieren (dies rechtfertigt iibrigens auch die Bezeichnung ,relative“ Kommutante):

A.14 Lemma. Mit den Bezeichnungen aus Proposition A.10 sei (X, &) in HBMs(K).
Der Multiplikator-Bimodul der relativen Kommutante €xc(X) identifiziert sich mit der
Kommutante € (M (X)) :=={m € M(X)|[m,K] =0} von K in M(X).

Beweis. Nach 1.1.23 kann man M (€ (X)) kanonisch mit dem Idealisator
{m e M(X)m - € (X) U &e(X) -m C (X))}

identifizieren. Man verifiziert sofort, daf diese Teilmenge mit der Kommutante € (M (X))
iibereinstimmt. O

A.15 Lemma. Ist (S, A) eine Hopf-C*-Algebra und 4@, : (4 Xp,a&s) = M(cYD,(s) €in
Morphismus von Rechts-Hilbert-Bimoduln in HBMgs(K), so induziert die Finschrinkung
von P, einen nichtentarteten Morphismus

Cic(P) := Pl () Ce(X) — M(€k(Y))
mit Koeffizienten-Abbildungen () := ¢ | ¢ (a) und Cx(p) == ¢ ec(n)-
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Beweis. Fiir ¢ in €¢(X) kommutiert ®(c¢) mit allen Elementen k£ in K: ®(c) - k =
O(c)p(k) = P(ck) = ®(ke) = Y(k)P(c) = k- P(c). Deshalb ist p(Cx (X)) eine Teilmenge
von € (M(Y)) = M(€x(Y)), vgl. Lemma A.14. Also ist die Einschriankung wohldefiniert.
Sie ist aber auch nichtentartet, da

BT (X)) - C(Y) K = D(E(X)) K-V = B(X) ¥ =Y

gilt. Folglich ist ®(€x (X)) - €x(Y) = €x(Y) nach Lemma A.11 und Analoges gilt auch
fiir die Koeffizienten-Morphismen. O

Mit diesen Vorbereitungen erhédlt man durch Einschrinkung eine Kowirkung auf der
relativen Kommutante:

A.16 Lemma. Ist (S,A) eine Hopf-C*-Algebra und (4 Xp,.&p) in HBMgs(K) ein Hil-
bert-Bimodul, so ist Cc(X)®S = Cxgi4(X @ 5), als Teilmenge von M (X ®S) betrachtet.
Die FEinschrinkung der Kowirkung & (vgl. Lemma A.15)

Cic(§) = €l ep(x) + Ce(X) — M (a1 (X ® 5)) = M(€x(X) @ S)

induziert eine S-Kowirkung auf € (X) mit Koeffizienten-Morphismen Cx(a) = | ¢ (a)
und €k () = Blec(m). Mit & ist auch (&) nichtentartet.

Die Bezeichnung €xe1 (X ® S) aus Definition A.5 erinnert dabei daran, wie K in die
Koeffizienten-Algebren M(A ® S) und M (B ® S) eingebettet wird.

Beweis. Die Voraussetzung an die Koeffizienten-Kowirkungen (vgl. die Bemerkungen
A.7 und A.9) besagt genau, dafl diese die kompakten Operatoren fixieren. Das erlaubt
uns die Anwendung von Lemma A.15 (mit S = C), und die Einschrinkung ergibt den
nichtentarteten Morphismus von Hilbert-Bimoduln

Cic(€) = Elexx): Cue(X) — M(Cen (X ® 5)).

Wir betrachten €(X) ® S als Teilmenge von M (X ® S), die offenbar in der relativen
Kommutante €xg1(X ® S) enthalten ist. Wegen

(Ce(X)®89)- (K®1ls) =(C(X)-K)@S=X®S

folgt €c(X) ® S = Cxe1(X ®S) aus der Charakterisierung A.11, analoge Gleichungen
gelten fiir die Koeffizienten-Algebren. Die Kowirkungs-Identitét ist klar, da es sich um eine
Einschrédnkung handelt. Wir miissen nur noch die analytische Bedingung fiir Kowirkungen
testen und betrachten deshalb den abgeschlossenen Unterraum Z := (1® S) - £(Cx (X))
von M (X ® S). Da sich nach Bemerkung A.7 die Abbildungen « und (3 zu den trivialen
Kowirkungen auf K einschrianken, rechnet man leicht nach, daf§ die Elemente von Z mit
denen in £ ® 1g kommutieren. Die Rechnung

Z-(K®ls) = (1®5) £(€(X))-B(K) = (1®5)-£(€(X) - K)

— 088 {0 CXes

zeigt, daB Z in €1 (X ® S) = € (X) ® S enthalten ist. Ist zudem ¢ nichtentartet, d.h.
ist X ® S gleich (1® S)-£(X), so gilt in (%) die Gleichheit. Folglich gilt nach Lemma
A.11 die Identitét Z = €(X) ® S, und € (&) ist als Kowirkung nichtentartet. O
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Die Aussagen A.10-A.15 gelten auch im dquivarianten Zusammenhang, wenn man die
kanonischen Kowirkungen auf den Objekten benutzt: Wir statten relative Kommutanten
von K stets mit den Kowirkungen aus Lemma A.16 aus und versehen Tensorprodukte
der Form Z ® IC stets mit der natiirlichen Kowirkung aus Definition 2.55. Wir sammeln
die vorangehenden Aussagen in der folgenden Proposition A.17, auf die wir im Haupttext
zuriickgreifen werden:

A.17 Proposition. Ist (S,A) eine Hopf-C*-Algebra, so gelten fiir Objekte (4 Xp,a&p)
sowie (¢Yp,~Cs) und Morphismen @, : (4XB,a€s) — M(cYDp,,(s5) in HBMg(K) die
folgenden Aussagen:

1. Die Zuordnungen (X, &) — (€c(X), € () und & — E(P) definieren einen Funk-
tor

Cl() s HBMg(K) — HBMs.

Mit ® . (X,&) — (Y,Q) ist auch Cc(P) : (€ (X),Cc (&) — (€(Y),€x(C)) ein
surjektiver Morphismus von Hilbert-Bimoduln.

2. Das Diagramm von S-dquivarianten Hilbert-Bimodul-Homomorphismen

(X,€) —2 M(Y, )

LCK(X)'LICT% %TLQK(Y)'LIC

(€e(X) @ K, € () @, ide) ZDZE V(e (V) @ K, Exc(C) @, idy)

kommutiert, und die vertikalen Pfeile sind Isomorphismen. Insbesondere ist ® genau
dann injektiv (bijektiv), wenn C(P) injektiv (bijektiv) ist.

3. Ist (Y,¢) = (Z ® K, A ®, idx) wie in Korollar A.13 sowie ¥(k) = 1, @ k und
@(k) =1r ®k fir alle k € IC, so laf§t sich € (P) als dquivarianter Morphismus

auffassen. Ist insbesondere ® : (X,£) — (Z @ K, A ®, idx) surjektiv, so ist es auch
der Morphismus €ic(P) : (€x(X), € (€)) — (Z,().

Hierbei verwenden wir die Konventionen aus 1.1.10 fiir surjektive bzw. injektive Mor-
phismen.

Beweis. Die meisten Aussagen sind klar oder bereits bewiesen. Da €x(®) als die Ein-
schrinkung €x(P) = @ [¢(x) definiert ist, folgt die Funktorialitét trivialerweise. Wir
zeigen lediglich noch die Aussagen iiber Surjektivitit und die Aquivarianz. Aus der Sur-
jektivitat von & folgt

Cic(®)(Cx (X)) - K = B(€c(X))p(K) = &(€c(X) - K) = &(X) =Y,

also liegt ®(Cx(X)) in Cx(Y). Mit Lemma A.11 folgt die Surjektivitit von Cx(P). Im
zweiten Teil folgt durch einfaches Nachrechnen die Kommutativitdat des Diagramms aus
der Definition von € (®) als Einschrénkung; die vertikalen Pfeile sind nach A.10 Isomor-
phismen. Der dritte Teil ist einfach nur Korollar A.13 zusammen mit der Surjektivitéts-
Aussage des ersten Teils. Wir werden fiir die Aussagen zur Aquivarianz nur zeigen, daf
der kanonische Isomorphismus

Lee(x) -t (Ee(X) @ K, €k (§) ®sidi) — (X, )
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aquivariant ist, denn die restlichen lassen sich mit Lemma A.16 beweisen: Dazu betrachten
wir Elemente ¢ € € (X) sowie k € K und schreiben € (&)(c) als strikten Limes

Q:]C(f) (C> = f(C) ~str Z Ci X S;.

Wir nutzen aus, dafl alle auftretenden Abbildungen norm- und strikt-stetig sind und
berechnen

(tee(x) - e @ idg)((Cx(§) @y idic)(c @ k)) ~ Z(Lm ¥ - e ®idg)((id ® o)(c; ® s, @ k)

= ®S’L

:ZCZ@)SZ (k® 1)

i

~ &) (k®1g)
éf( k) = &((teex) - i) (c @ k))

wobei wir in (x) verwenden, dafl (k) = k® 1g ist. Also ist der kanonische Isomorphismus
Cr(X)® K = X dquivariant. O

Q



Ausblick

Wir wollen nun auf mogliche weitergehende Untersuchungen eingehen. Es bieten sich dazu
die folgenden beiden Ansétze an:

Erstens zeigen die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit eine starke Parallele zwischen den
reduzierten und den maximalen Kowirkungen auf. Es ist daher zu erwarten, daf sich je-
weils Ergebnisse der reduzierten sowie der maximalen Theorie mittels der Maschinerie von
Normalisierung und Maximalisierung ineinander iiberfithren lassen. Wir denken dabei ins-
besondere daran, diese Technik auf die Resultate von Echterhoff, Kalizewski, Quigg und
Raeburn zur Natiirlichkeit von Imprimitivititssitzen [15] anzuwenden. Diese Resultate
existieren sowohl in vollen als auch in reduzierten Versionen, deren Beweise sehr &hn-
lich sind, aber getrennt voneinander gefiihrt werden miissen. Die Maximalisierung konnte
helfen, die maximale Variante direkt aus der reduzierten abzuleiten.

Zweitens ist es im Zusammenhang mit der dquivarianten K K-Theorie naheliegend, den
partiellen Abstieg von Chabert und Echterhoff [10] in einen dquivarianten Zusammenhang
zu stellen und fiir allgemeine Quantengruppen zu studieren.

Eine Voraussetzung fiir beide Ansétze wire idealerweise eine gute C*-algebraische Theo-
rie fiir Erweiterungen von Quantengruppen. Eine solche steht bisher leider nur auf dem
Niveau der von Neumann-Algebren zur Verfiigung.

Eine moglicher Zwischenschritt ist jedoch die Betrachtung von reguldren Bicrossed-Pro-
dukten: Fiir diese besteht die Hoffnung, Ergebnisse in der angedeuteten Weise erhalten
zu konnen, ohne eine allgemeine Erweiterungstheorie fiir Quantengruppen entwickeln zu
miissen, da Bicrossed-Produkte aus lokalkompakten Gruppen zusammengesetzt sind.
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