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Einleitung

Fiir eine galoissche Erweiterung K /k endlichen Grades gilt H (G, K*) = 1, wenn
die Galoisgruppe G der Erweiterung zyklisch ist. Dies besagt Satz 90 von Hilbert,
der sich in Hilberts Zahlbericht von 1897 ([H]) befindet und in der Zahlentheorie eine
bedeutsame Rolle spielt. Wie in einer Arbeit von F. Lorenz ([L]) thematisiert, bleibt
diese Aussage fiir allgemeineres G nicht linger richtig. Ziel der vorliegenden Arbeit
ist es nun, die Gruppe H _1(G, K™) insbesondere im Falle biquadratischer Erwei-
terungen algebraischer Zahlkorper genauer zu untersuchen. Einerseits werden wir
mit elemenaren Methoden zeigen, dass H _1(G , ) fiir gewisse biquadratische Er-
weiterungen von Q nicht-trivial ist (durch explizite Angabe von Cozyklen, die keine
Corinder sind), andererseits werden wir H~1(G, K*) mit Hilfe der kohomologischen
Fassung der Klassenkorpertheorie nach Tate fiir biquadratische Zahlkorpererweite-
rungen genau bestimmen.

Im Folgenden bezeichne K/k stets eine galoissche Korpererweiterung endlichen
Grades, mit Galoisgruppe G. Fiir die Operation von G auf der multiplikativen
Gruppe K* des Korpers K (oder allgemeiner auf einem G-Modul A) sei in Ex-

ponentenschreibweise

a’ :=o(a)

fiir a € K* und o € G. Die zugehorige Operation des ganzzahligen Gruppenringes
ZG werde entsprechend notiert. Insbesondere ist also

al=% =a/a’.

Die Erweiterung K/k heifit zyklisch, wenn ihre Galoisgruppe G = G(K/k) zyklisch
ist; bezeichnet dann o einen Erzeuger von G, so présentiert sich die Normabbildung
N = Nk, : K* — K* wie folgt:

N(z) = Zl+a+cr2+---+cr”*1

fir z € K*; dabei bezeichnet n die Ordnung von G (allgemeiner wird iiber alle
Elemente einer endlichen Gruppe G summiert).

“Satz 90 von Hilbert*“. Sei K/k zyklisch und o ein Erzeuger von G. Fiir z € K *
gelte Ni i (z) = 1. Dann ist z darstellbar in der Form

z=a
mit einem a € K*.

Dieser Satz lisst sich kiirzer auch folgendermaflen formulieren.
“Satz 90 von Hilbert*“. Fiir zyklisches K/k ist H=1(G, K*) = 1.

Dabei bezeichnet H~1(G, K*) die Tate-Kohomologie der endlichen Gruppe G mit
Koeffizienten in der mulitiplikativen Gruppe K* des Korpers K, mit der natiirlichen
Operation der Galoisgruppe G auf K* (vgl. [AW], [B], [Ws] fiir Definition und
Eigenschaften der Tate-Kohomologie). Fiir einen beliebigen G-Modul A bezeichne
A'~% die von den Elementen der Form '~ mit o € G erzeugte Untergruppe von
A. Wegen N(a”) = N(a) gilt dann

A=Y c Kern(N)

und weiter
H (G, A) = Kern(N)/A*¢

(“Cozyklen modulo Corénder*).



Eine Einfithrung in den Satz 90 von Hilbert, andere Formulierungen sowie Verall-
gemeinerungen finden sich in einem Artikel von F. Lorenz ([L]), der Grundlage und
Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit ist. Insbesondere wird in diesem Artikel
die Frage thematisiert, ob und inwieweit der Satz 90 von Hilbert fiir nicht-zyklische
Gruppen richtig bleibt. Angeregt durch diese Fragestellung ist das zentrale Thema
der vorliegenden Arbeit die Untersuchung der Gruppe H (G, K*) fiir biquadra-
tische Erweiterungen von Zahlkérpern (d. h. mit Galoisgruppe G' ~ (Z/2)?). Im
lokalen Fall, also fiir Erweiterungen lokaler Korper, wird in [L] zumindest im nicht-
dyadischen Fall (wenn die Charakteristik der Resklassenkérper von 2 verschieden
ist) mit elementaren Methoden der algebraischen Zahlentheorie nachgewiesen, dass
H~Y(G,K*) fiir biquadratische Erweiterungen lokaler Korper nicht-trivial ist. Im
globalen Fall, und genauer gesagt im Fall algebraischer Zahlkorper, wird dies dann
unter Heranziehung der kohomologischen Fassung der Klassenkorpertheorie nach
Tate gezeigt ([L, S. 356]). Eine der Zielsetzungen der vorliegenden Arbeit war es,
im Falle von Erweiterungen algebraischer Zahlkorper, also im globalen Fall, einen
elementaren Beweis zu geben, dass H~1(G, K*) nicht-trivial ausfallen kann fiir
nicht-zyklische Galoisgruppen G. Dies geschieht in Kapitel 1, wo fiir biquadrati-
sche Erweiterungen K/Q explizit Cozklen angegeben werden, die keine Corédnder
sind und daher nicht-triviale Elemente von H (G, K*) repriisentieren; in einigen
Fillen gelingt es, die Gruppen H (G, K*) vollstindig zu bestimmen (vgl. Kapi-
tel 2).

Wihrend im lokalen Fall H=1(G, K*) nur von der Gruppe G abhingt, wird in
[L] gezeigt, dass dies im globalen Fall nicht ldnger richtig bleibt; dazu werden fiir
Beispiele biquadratischer Erweiterungen algebraischer Zahlkorper mit Hilfe der ko-
homologischen Fassung der Klassenkorpertheorie nach Tate einige der Gruppen
H7Y(G,K*) bestimmt. In Kapitel 3 der vorliegenden Arbeit wird eine Charak-
terisierung der Gruppen H (G, K*) im Falle biquadratischer Erweiterungen alge-
braischer Zahlkorper gegeben; nach einigen Vorbereitungen wird dies in Kapitel 4
dann angewandt zur expliziten Bestimmung von H~1(G, K*) fiir biquadratische
Erweiterungen Q(y/a, v/b) mit quadratfreien a,b € Z.

In Kapitel 3 wird folgendes Theorem bewiesen.

3.1 Theorem. Sei K/k eine biquadratische Erweiterung algebraischer Zahlkorper,
mit Galoisgruppe G ~ (Z/2)?. Dann ist H~(G, K*) bis auf Isomorphie vollstandig
bestimmt durch die Anzahl n der Stellen p von k mit lokaler Galoisgruppe G, = G.
Genauer gilt fiir allen > 0

H™YG,K*) = (z/2)" ",

wobei (Z/2)~1 = 0 zu lesen ist im Falle n = 0. Jede Zahl n > 0 ldsst sich fiir eine
biquadratische Erweiterung K /Q realisieren.

Der Beweis von Theorem 3.1 erfolgt unter Heranziehung der kohomologischen Fas-
sung der Klassenkorpertheorie nach Tate (in Kapitel 1 werden wir hingegen mit
elementaren Methoden zeigen, dass H (G, K ¥) nicht-trivial ist fiir biquadratische
Erweiterungen Q(y/a, vb)/Q in den Féllen mit n > 2 fiir a,b prim oder gleich —1).

Die eigentliche Schwierigkeit im Beweis von Theorem 3.1 stellt der Fall n = 0 dar.
Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die exakte Sequenz von G-Moduln

1-K* -5 Ix - Cg—1

mit der Idelgruppe I des Korpers K und der Idelklassengruppe Cx von K. Zu
dieser kurzen exakten Sequanz von Koeflizientenmoduln gehort die lange exakte
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Kohomologiesequenz
— H7YG,Ix) - H 4G, Cx) - H(G,K*) — H'(G,Ix) — H(G,Ck) —

der Tate-Kohomologiegruppen der endlichen Gruppe G. Wie man mit Hilfe der
kohomologischen Fassung der Klassenkorpertheorie nach Tate zeigen kann, zerfillt
diese fiir n > 0 in die kurzen exakten Sequenzen

1— HY(G,K*) — HY(G,Ix) — H(G,Cg) — 1.
Fiir n = 0 hat man hingegen die kurze exakte Sequenz
H™2(G,Ix) % H?(G,Cx) - HYG,K*) — 1,

so dass es also den Cokern der Abbildung g zu bestimmen gilt. Durch Heranziehung
der kohomologischen Fassung der Klassenkorpertheorie nach Tate ergibt sich, dass
sich das Problem auf eine rein gruppenkohomologische Fragestellung zuriickfithren
lisst. Es seien G1, G2, Gz die drei Untergruppen der Ordnung 2 von G =~ (Z/2)?.
Dann geht es genauer gesagt darum, ob der Cokern der Abbildung

3
P Hs(G:) — Hs(G),

i=1
die durch die Vorgabe
(Zi)’i — Z Corgi (ZZ)

definiert ist, isomorph zu (Z/2)? oder zu (Z/2)3 ist (einer dieser beiden Fille tritt
mit Sicherheit ein). Im ersten Fall wire fiir n = 0 die Gruppe H (G, K*) stets
isomorph zu Z/2, im zweiten Fall hingegen stets trivial. Es geniigte also, die Grup-
pe H™Y(G, K*) fiir eine einzige Erweiterung, fiir die der Fall n = 0 vorliegt, zu
kennen, um die Frage allgemein zu beantworten. Daher bieten sich verschiedene
Méglichkeiten, das Problem anzugehen: einmal auf zahlentheortischem Wege durch
Betrachtung einer speziellen Erweiterung, die den Fall n = 0 realisiert, und anson-
sten auf gruppenkohomologischem Wege, indem man die Corestriktionsabbildungen
zu verstehen sucht. Tatséchlich werden wir sogar drei Beweise liefern, ndmlich neben
dem zahlentheoretischen noch zwei gruppentheoretische. In einem Beweis werden
wir mit allgemeinen kohomologischen Mitteln arbeiten, wiahren wir in einem weite-
ren die Corestriktionsabbildungen ganz explizit berechnen werden.

Wir wollen noch bemerken, dass fiir einen biquadratischen Erweiterungskoérper
K = Q(y/a,vb) von Q, mit quadratfreien a,b € Z, die Anzahl n der Stellen p mit
Gp = G leicht berechnet werden kann (vgl. Kapitel 4). Insbesondere kann G, = G
nur fiir Primteiler p von a oder b gelten sowie fiir p = 2.

4.2 Satz. Es sei Q(v/a,/b)/Q eine biquadratische Erweiterung, mit quadratfreien
a,b € Z. Fiir eine Primzahl p gilt G, = G' genau in den Féllen

)p#2, pla, pth, (2)=-1

i)p#2, pta, p|b, (&) =-1

i) p#2, pla, plb (P25 =-1

iv) p=2, a,b,(ab)o Z1 (8).

Dabei bezeichnet (%) das Legendresymbol und dg den quadratfreien Kern von d.
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Berechnung der Legendresymbole ergibt

Bemerkung. Der Fall n = 0 liegt vor z. B. fiir (a,b) = (-1,17), (2,17), (13,17),
(2,-7), (5,-11), (-3,13) und (5,29).

Es besteht die folgende Charakterisierung des Falles n = 0.

Bemerkung. Der Fall n = 0 liegt genau dann vor, wenn fiir die Erweiterung K /k
nicht der Hassesche Normensatz gilt, oder mit anderen Worten, wenn der Scholzsche
Zahlknoten Ok ), nicht-trivial ist.

In Kapitel 4 wird H~1(G, K*) fiir verschiedene Moglichkeiten von a, b berechnet,
z. B. gilt

4.10 Satz. Es sei Q(v/—1, VPL---Pm)/Q eine biquadratische Erweiterung, mit
paarweise verschiedenen Primzahlen pa,...,p, und Galoisgruppe G. Es sei mj
die Anzahl der p; mit p;, = 3,7 (8). Dann liegt der Fall n = 0 vor fiir my = 0,
p1...pm = £1 (8). Andernfalls gilt

HYG,K*)~ (Z/2)™ " fallsmy >0, p1...pm = £1 (8);
HYG,K*) ~ (Z/2)™ falls p1 ...pm # £1 (8).
Im Falln =0 gilt H7Y(G, K*) = 1.

Fiir grundlegende Begriffe aus der Algebra und algebraischen Zahlentheorie ver-
weisen wir auf die Lehrbiicher [A1],[A2] und [AZ] von F. Lorenz.
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1. Nicht-triviale Cozyklen in H~1(G, K*) fiir biquadratische Ereiterungen
von Q

Sei K/k eine endliche galoissche Erweiterung mit Gruppe G. Dann setzt man
C G, K*)={z € K*: Ngjx =1},
B YG,K*) = <ﬂ o0 €G,x € KX>.
x

Die Elemente von C~1(G, K*) werden (—1)-Cozykel genannt, die Elemente von
B~1(G, K*) hingegen (—1)-Cordnder. Die Faktorgruppe

HYG,K*)=Cc G, K*)/BX(G,K*)

wird (—1)-te Kohomologiegruppe der Erweiterung K/k genannt. Weiter heifit es, fiir
die Erweiterung K/k gelte Hilberts Satz 90, wenn die (—1)-te Kohomologiegruppe
H~Y(G,K*) trivial ist. Mehr dariiber ist in dem Lehrbuch [A1] und in dem Artikel
[L] zu erfahren.

Wir sprechen von einem nicht-trivialen (—1)-Cozykel, wenn derselbe kein (—1)-
Corand ist. In diesem Kapitel werden wir fiir biquadratische Erweiterungen von Q
und von Qp nicht-triviale (—1)-Cozyklen explizit angeben. Dabei wird sich heraus-
stellen, dass es unendlich viele biquadratische Erweiterungen von Q und von Q,
gibt, fiir die H~1(G, K*) nicht-trivial ausfllt.

1.i Quadratische Formen und Hilbertsymbole

Sei k = Q oder k = Q, mit einer Primzahl p. Im Folgenden wird sich die Frage
stellen, wann die quadratische Form

X2 —aX3? - bX3

fiir a, b € k isotrop ist. Im Falle k = Q gibt hier ein Satz von LEGENDRE Aufschluss,
den wir ohne Beweis zitieren werden, vgl. [A2, S. 275ff]. Was hingegen die p-adischen
Korper betrifft, so hingt die Fragestellung eng mit dem Begriff des Hilbertsymbols
zusammen. Die fiir uns wichtigen Sétze zur Berechnung von Hilbertsymbolen werden
wir angeben, vgl. [AZ, S. 244]. Als erstes formulieren wir den grundlegenden

1.1 Satz. Sei k ein Kérper mit char k # 2. Dann sind fiir a,b € k die folgenden
Aussagen dquivalent:

i) b ist bei der Erweiterung Q(1/a)/Q eine Norm;

i) a ist bei der Erweiterung Q(v/b)/Q eine Norm:;

iii) die quadratische Form X? — aX2 — bX?% ist iiber k isotrop;

iv) die quadratische Form X? — aX% — bX% + abX?Z ist iiber k isotrop.

Wenn k ein lokaler Korper und p das Bewertungsideal von k ist, so lautet eine
weitere dquivalente Aussage:

.. . Wb : bY
v) fiir das Hilbertsymbol (“T) gilt (“T) =1.
Beweis: Wenn «a in k ein Quadrat ist, so gilt jede der Aussagen i)-iv). Im folgenden
sei a kein Quadrat in k. Aus Symmetriegriinden kann Aussage ii) aufler acht gelassen
werden.



i) = iii) Wenn b bei der Erweiterung Q(y/a)/Q eine Norm ist, so gilt
b= 2% — ay?
flir gewisse z,y € k und damit ist fiir z = 1 die Gleichung
22 —ay? — b2 =0
erfiillt.
iii) = iv) Diese Implikation ist klar.
iv) & 1) Es gebe z,y,2,t € k mit
22 — ay? — b2% + abt?® = 0,
die nicht alle gleich 0 sind. Dann gilt
2% — ay? = b(2? — at?)

und es ist 22 — at? # 0, denn weil a in k kein Quadrat ist, ergiibe sich andernfalls
x =y = z=t=0. Die Gleichung kann also durch 22 — at? geteilt werden und man

erhalt
% — ay? T+ yva
b:Z27at2:Nk(\/E)/k z—i—t\/ﬁ ’
womit wir eine Darstellung von b als Norm bei der Erweiterung k(/a)/k haben.

Was die Aquivalenz i) < v) im Falle eines lokalen Korpers betrifft, so verweisen wir
auf [AZ, S. 240]. O

Ob die ersten vier dquivalenten Bedingungen von Satz 1.1 eintreten, ldsst sich im
Falle k = Q stets beantworten.

1.2 Theorem (Legendre 1798). Es seien r,s,t € Z paarweise teilerfremde und
quadratfreie ganze Zahlen, die nicht alle dasselbe Vorzeichen haben. Genau dann
ist die Gleichung

rX? 4+ sXZ+tX2=0

iiber Z nicht-trivial I6sbar, wenn jede der Kongruenzen
X2 = —st(r), Y?=—rt(s), Z°>=—rs(t)
in 7Z eine Losung besitzt.

Beweis: Zum Beweis verweisen wir auf [A2, S. 275{f]. O

1.3 Korollar. Sei p eine Primzahl. Dann gelten folgende Aquivalenzen:
p Norm bei Q(i)/Q <= —1 Norm bei Q(,/p)/Q

(1) <~ X?+ X7 - pX?Z =0 iiber Z nicht-trivial lésbar
<= p=2oderp=1(4).

p Norm bei Q(v/2)/Q <= 2 Norm bei Q(/p)/Q

<= —p Norm bei Q(v/2)/Q <= 2 Norm bei Q(+/—p)/Q
(2) — X?_-2X2_pX2 =0 iiber Z nicht-trivial Issbar

< X? - 2XZ+pX2 =0 iiber Z nicht-trivial Iosbar

<= p=2oder p=1(8) oder p=17(8).

p Norm bei Q(v—2)/Q <= —2 Norm bei Q(,/p)/Q
(3) < X?+2X%—pX2 =0 iiber Z nicht-trivial I6sbar
<= p=2 oder p=1(8) oder p = 3(8).



1.4 Korollar. Seien p und q voneinander verschiedene ungerade Primzahlen. Dann
bestehen die folgenden Aquivalenzen:

g Norm bei Q(\/p)/Q <= p Norm bei Q(\/q)/Q
(4) — X2 _pX2_— qX2 =0 iiber Q nicht-trivial lésbar

= (-0

—q Norm bei Q(,/p)/Q <= p Norm bei Q(/—¢q)/Q
(5) — X2 _pX2 4 qX2 =0 iiber Q nicht-trivial lésbar

= (-0

Auch fiir k£ = Q, mit einer Primzahl p lésst sich die Frage beatworten, ob die fiinf
dquaivalenten Bedingungen von Satz 1.1 eintreten. Sei p eine beliebige Primzahl.
Wenn Z, den Bewertungsring von Q, bezeichnet, so ist pZ, das Bewertungsideal
von Q. Das Hilbertsymbol zu Q, schreibt sich deshalb (?) Ist p ungerade, so
handelt es sich um ein zahmes Hilbertsymbol und es gilt

1.5 Satz. Es sei p eine ungerade Primzahl. Fiir alle a,b € Z, gelten dann die

G]ejch ungen
( , ) ( : ) ( )
p ’ p p

(&)

All dies lédsst sich durch die Gleichung

(5o ()

fiir a,b € Z; und «, 3 € 7 zusammenfassen.

und weiter ist

Beweis: Wir verweisen auf [AZ, S. 244]. O

Fiirp = 2 ist (;) hingegen ein wildes Hilbertsymbol. Es ist ebenfalls der Berechnung
zuganglich.

1.6 Satz. Fiir alle a,b € Z; gelten die Gleichungen

(%b) - (T (2—;) .

und desweiteren ist
(%)
— ) =1.
2

All diese Formeln lassen sich durch die Gleichung

<2aa,2ﬁb> _ (71)%ﬂ+ -1, a-1b-1
2

fiir a,b € Z5 und «, 8 € Z zusammenfassen.

Beweis: Siehe [AZ, S. 244]. O



1.ii Allgemeines iiber biquadratische Erweiterungen

In diesem Abschnitt werden wir ein Kriterium dafiir angeben, wann bei einer
biquadratischen Erweiterung ein (—1)-Cozykel ein (—1)-Corand ist. Den Einstieg
ermoglicht der folgende

1.7 Satz. Seien K/k eine endliche galoissche Erweiterung mit der Gruppe G und F
ein Zwischenkorper von K /k. Fiir die Erweiterung K/ F gelte Hilberts Satz 90. Sei «
ein Element von K> mit der Norm 1 iiber k und N p(a) = 7. Genau dann liegt o
in der trivialen Klasse B~Y(G, K*) von H=1(G, K*), wenn es ein 3 € B~1(G,K*)
mit Ng/p(B) = gibt.

Beweis: Im Falle o € B_l(G, K*) ist v = Nk, a die Norm eines Elementes von
B7Y(G,K*) iiber F. Gibt es umgekehrt ein 3 € B~1(G, K*) mit Ng/p B =7,
so folgt Ng/p(a 1) =1 und a1 ist ein (—1)-Corand 6§ € B~*(G(K/F),K*),
denn fiir die Erweiterung K/F gilt Hilberts Satz 90. Da B~}(G(K/F),K*) eine
Untergruppe von B~(G, K*) ist, liegt auch a = 36 in B~1(G, K*). O

Fiir uns relevant ist der Fall einer biquadratischen Erweiterung K/k mit Gruppe
G ~ Z/2 x Z/2 und quadratischem Zwischenkoérper k(y/a). Nach Satz 1.7 bestimmt
jedes a € K, das iiber k die Norm 1 hat, genau dann ein nicht-triviales Element
der Gruppe H~Y(G, K*), wenn es keinen (—1)-Corand 3 € B~1(G, K*) gibt, der
iiber k(y/a) dieselbe Norm wie o hat. Damit stellt sich die Frage, wann ein Element
von k(y/a) die Norm eines (—1)-Corandes ist. Die Antwort liefert

1.8 Satz. Es seien k ein Kérper mit char k # 2 und K/k eine biquadratische
Erweiterung mit Gruppe G, und zwar sei K = k(y/a,V/b). Jedes v # 1 aus k(y/a),
das iiber k die Norm 1 hat, besitzt fiir ein bestimmtes ¢ € k die Darstellung

_c+ Va

= e
Genau dann gibt es einen Corand 3 € B~Y(G, K*) mit Norm ~ iiber k(/a), wenn
die Gleichung

(6) X2 4 (a—cA)X2-bX5=0
iiber k eine nicht-triviale Losung besitzt.

Beweis: Sei k(y/a) Fixkorper des Automorphismus 7 € G und k(v/b) Fixkorper des
Automorphismus o € G. Jeder Corand § € B~1(G, K*) ist von der Gestalt

§=at-ogt-T
mit a, 8 € K* und hat iiber k(y/a) die Norm
N,§ =N, (al_”) =l (al_”)T e
=al a7 = (aof)lfa.
Es gilt o = 21 + 22V/b fiir eindeutig bestimmte z1, 25 € k(y/a); einsetzen ergibt

N,6 = (:L'% — b:c%)lfg = (:c% — b:c%) ((zf)z — b(:c‘zf)z)fl.



Fiir i = 1,2 sei z; = s; + t;+/a mit s;,t; € k. Damit erhélt man

N(S*(Slthl\/_) 7b(52+t2\/_)
(81 —t1v/a)? — b(sz — t21/a)?
5% + at? — bs3 — abt3 + 2(s1t1 — bsatz)\/a

8% +at? — bsh — abt3 — 2(s1t1 — bsata)v/a

Es sei nun ein von 1 verschiedenes v € k(y/a) mit der Norm 1 {iber k gegeben. Nach
Hilberts Satz 90 besteht fiir gewisse r, s € k die Darstellung

:7“—1—5\/5:7“/3—}—\/5
r—sya r/s—a’

wobei s wegen v # 1 von 0 verschieden ist. Wir setzen ¢ = r/s. Genau dann ist die
Norm von § iiber k(y/a) gleich ~, wenn

53 + atf — bsg — abt3 + 2(s1t1 — bsat2)\/Ja  c++/a

52 + at? — bs3 — abts — 2(s1t1 — bsata)v/a  c—+/a

gilt, was zu
(s2 + at] — bss — abts + 2(s1t1 — bsatz)v/a) (c — va)
:(si + at? — bs3 — abts — 2(s1t1 — bsotz)v/a) (c+ va).
umgeformt werden kann. Ausmultiplizieren ergibt, dass dies zu
c(sl + at2 — b32 — abt2 — 2a(s1t1 — bsata)
—((s§ + at? — bs5 — abt3) — 2c(s1t1 — bsatz))Va
(Sltl — sztz)

2¢(s1t1 — bsztz)) Va

dquivalent ist. Aufgrund der Eindeutigkeit der Darstellung der Elemente von k(v/a)
bzgl. der Basis (1,+/a) ist letzteres genau dann der Fall, wenn

=c(s2 4 at? — bs3 — abt3

)
2)
2) —
+((sf + at? — bs3 — abt3) —

5% 4 ats — bss — abt — 2c(syt1 — bsaty)
7((55 + at? — bs3 — abt3) — 2c(s1t1 — bsatz))

gilt. Weil die Charakteristik von k nicht 2 ist, bedeutet dies

5% 4 at? — bss — abt3 — 2c(s1t1 — bsaty) = 0.
Nochmaliges Umformen liefert die Gleichung
(7) (51— ct1)? + (a — )5 — b(sy — ctz)? — bla — c2)t5 = 0.

Zusammengefasst ist 7 genau dann gleich der Norm eines Corandes § iiber k(y/a),
wenn Gleichung (7) iiber k eine nicht-triviale Losung si,t1, S2,t2 besitzt. Weil die
lineare Transformation

r =81 —clq y=1

z = Sy —clo t=1t>

einen Isomorphismus des des k-Vektoraumes k% darstellt, ist eine weitere dquivalente
Aussage, dass die Gleichung

22+ (a — A)y? —bz? —bla— )2 =0



iiber k eine nicht-triviale Losung z, y, z, t besitzt. Das aber trifft nach Satz 1.1 genau
dann zu, wenn
22+ (a—cA)y? —b2=0

iiber k nicht-trivial 16sbar ist. O

1.9 Korollar. Es seien k ein Kérper mit char k # 2 und K/k eine biquadratische
Erweiterung mit Gruppe G, und zwar sei K = k(\/a, \/l_)) Genau dann ist —1 die
Norm eines Corandes 3 € B~1(G, K*) iiber k(y/a), wenn die Gleichung

(8) X2+ aX2 - bX3=0

iiber k eine nicht-triviale Losung besitzt. Einen Corand 3 € B~Y(G, K*) mit der
Norm —1 iiber k(v/ab) gibt es genau dann, wenn die Gleichung

(9) X? —aX2 - bX3=0
tiber k nicht-trivial Iosbar ist.

Beweis: Es handelt sich um Satz 1.8 im Fall ¢ = 0. Die erste Aussage folgt aus
Satz 1.8, indem dieser auf das Zahlpaar (a,b) angewandt wird. Zum Beweis der
zweiten Aussage wird Satz 1.8 auf (ab, a) angewandt. Demnach ist —1 genau dann
die Norm eines Corandes iiber k(v/ab), wenn die Gleichung

X2+ abX2 —aX2=0

itber k eine nicht-triviale Losung besitzt. Aquivalent dazu ist, dass es iiber k eine
nicht-triviale Losung der Gleichung

aX? +b(aX2)? — (aX3)> =0
gibt, und letzteres ist genau dann der Fall, wenn
aX?+bX2 - X2=0

iiber k nicht-trivial 16sbar ist. Damit folgt die Behauptung. O

1.iii Biquadratische Erweiterungen von Q und Q,

In diesem Abschnitt werden wir fiir biquadratische Erweiterungen von Q und von p-
adischen Kérpern Q,, explizit (—1)-Cozyklen angeben, die keine (—1)-Corénder sind.
Wir werden unendliche Serien von Erweiterungen vorstellen, fiir die H—(G, K*)
nicht-trivial ausféllt. Zudem werden wir feststellen, dass man in gewissen Féllen
(—1)-Cozykel angeben kann, die nicht-trivial sind und in verschiedenen Klassen von
H7Y(G, K*) liegen. Auf diese Weise werden wir eine unendliche Reihe von Kérpern
angeben konnen, fiir die H~1(G, K*) nicht einmal zyklisch ist.

1.10.1 Satz. Ist p eine Primzahl und p = 3(8), so gilt Hilberts Satz 90 nicht fiir

die Erweiterung
Q(vp:1)/Q.
Sei K = Q(,/p, 1) und bezeichne G die Galoisgruppe von K /Q. Es gilt p = a® +2b2
fiir gewisse a,b € Z, und fiir derartige a und b ist
a+./p
10
(10) b(1+1)

ein Element von K der Norm —1 iiber Q(,/p1), das nicht in der Gruppe B7YG,K*)
der (—1)-Corénder liegt.




1.10.2 Zusatz. Seien p wie in Satz 1.10.1 und a,b € Z, so dass p = a?® + 2b%. Dann
sind unter den lokalen Erweiterungen genau

QZ(\/Z_jai)/@Za QP(\/E)7Z)/QP

ebenfalls biquadratisch und das Element (10) von Q(,/p, i) hat auch dort die Norm 1.
Wie bei der globalen Erweiterung gehért es nicht zu den (—1)-Corédndern.

Beweis von Satz 1.10.1: Zuerst zeigen wir, dass ein Element von K mit der
Norm —1 iiber Q nicht in der Gruppe B~1(G, K*) der (—1)-Coriinder liegt. Wir
wenden den zweiten Teil von Korollar 1.9 auf die Erweiterung K/Q an, wobei K =
Q(va,vb) mit « = —1 und b = p gilt. Genau dann gibt es einen Corand 3 €
B~}(G, K*) mit Norm —1 iiber Q(\/pi), wenn die Gleichung

X;-(-1)X5-pX5=0

iiber Q eine nicht-triviale Losung besitzt. Aufgrund der Voraussetzung p = 3(8) ist
dies nicht der Fall, vgl. Korollar 1.3. Wenn wir zeigen konnen, dafl es ein o € K
mit Norm —1 iiber Q(,/pi) gibt, ist die Behauptung bewiesen.

Wir wollen jetzt nachweisen, dass —2 bei der Erweiterung Q(,/p)/Q eine Norm ist.
Die Diskriminante von Q(y/—2) ist —8, vgl. [AZ, S. 49/50]. Sie ist nicht durch p
teilbar und p damit in Q(v/—2) nicht verzweigt. Der Zerlegungstyp von p in Q(y/—2)
ist am Wert des Legendresymbols (%8) zu erkennen; wegen

2)-6)-()) -

ist p in Q(v/—2) voll zerlegt, d. h. das Ideal (p) des Ganzheitsringes von Q(v/—2) ist
das Produkt zweier verschiedener zueinander konjugierter Primideale ([AZ, S. 113]
sowie [AZ, S. 103]). Nach [AZ, S.49/50] ist Z[v/—2] der Ganzheitsring von Q(v/—2),
denn die Diskriminante —8 von Q(y/—2) ist nicht zu 1 modulo 4 kongruent. Weil
Q(v/—2) die Klassenzahl 1 hat (vgl. [AZ, S. 114]), ist der Ganzheitsring Z[v/—2]
ein Hauptidealring! (vgl. [AZ, S. 45]) und als solcher faktoriell. Es gibt daher ein
Primelement 7 von Z[v/—2], so dass

(p) = (m)(m),

was gleichbedeutend ist mit
p = Tm.

Durch Anwendung der Normabbildung N = Ng(, /=) /Q erhélt man
p? = NnNT,

und weil die Normen bei imagindrquadratischen Zahlkorpern nur nicht-negative
Werte annehmen, folgt schliefilich

Nm = N7 =p.
Damit ist gezeigt, dass es ein z = a + by/—2 aus Z[v/—2] mit
p=Nz=a?+2b

gibt. Insbesondere ist p Norm bei der Erweiterung Q(v/—2)/Q, was im iibrigen
auch aus Korollar 1.3 folgt, da nach Voraussetzung p = 3(8) gilt. Nach Satz 1.1 ist

1Der Ring Z[y/—2] ist sogar euklidisch.



dann auch —2 Norm bei der Erweiterung Q(,/p)/Q, so dass es ein a € Q(,/p) mit
Nk/o(/pi)(a) = —2 gibt. Ein « dieser Art kann anhand der Darstellung von p als
Norm bei Q(1/—2)/Q sofort angegeben werden, ndmlich

_atvp
T

Andererseits gilt Nx/o(,/p9)(1 + i) = 2, so dass zusammen

a+./p
NK/@(@»(@) =-1

folgt. Nach dem oben Gesagten ist (a 4 /p)/(b(1 + i)) ein Element von K* der
Norm 1 iiber Q, das nicht in der Gruppe B~1(G, K*) der (—1)-Corinder liegt. O

Beweis des Zusatzes 1.10.2: Wie aus Satz 4.2 (siche Einleitung) unmittelbar
folgt, sind unter den lokalen Erweiterungen nur Qz(,/p,%)/Q2 und Q,(/p,%)/Q, bi-
quadratisch. Durch Berechnung zweier Hilbertsymbole kann weiter sofort verifiziert
werden, dass die Gleichung

X2 4+ X2 -pX2=0

unter der Voraussetzung p = 3(8) auch iiber Q, und Q, keine nicht-triviale Losung
besitzt. Dabei ist das Hilbertsymbol iiber Q2 ein wildes, das iiber @, hingegen zahm.
Beide sind jedoch der Berechnung zugénglich (Satz 1.5, Satz 1.6), und zwar gilt

-1 —1-1p-—1
( 2’p>:(_1) 2 2 =1,

-1 -1
(57)=(7)=
p p
Also ist der im Satz angegebene (—1)-Cozykel mit der Norm —1 iiber Q(/pi) nach

Korollar 1.9 auch bei den lokalen Erweiterungen Q2(y/p,)/Q2 und Q,(/p,1)/Qy
kein (—1)-Corand. O




1.10.3 Beispiele.?

| Erweiterung | Element der Norm 1, das kein Corand ist |

MER 11++\é§
Q(V1L,1)/Q 31;;/11_1
Q(VI9,)/Q %oder%
QVIB,i)/Q | S5 oger 22V
Q(E9,1)/Q %oderw
QT )/Q | TV oger LT
Q(V83,1)/Q %

2Wenn mehrere (—1)-Cozyklen angegeben sind, so unterscheiden sich diese wenn nicht anders
gesagt nur um Corénder.



1.11.1 Satz. Es sei p eine Primzahl, und zwar sei p = 3(8) oder p = 5(8). Dann
gilt Hilberts Satz 90 nicht fiir die Erweiterung

Q(V2, vp)/Q.
Sei K = Q(v/2, V/P) und bezeichne G die Galoisgruppe von K/Q. Das Element

1+v2

von K hat iiber Q(\/p) die Norm —1 und liegt nicht in der Gruppe B~1(G,K*)
der (—1)-Corénder.

1.11.2 Satz. Ist p eine Primzahl und p = 5(8), so gibt es a,b € Z mit p = a® + b,
und fiir derartige a und b ist

(11) %

ein Element von K = Q(v/2,/p), das iiber Q(v/2) die Norm —1 hat und nicht in
der Gruppe B~Y(G, K*) der (—1)-Corénder liegt (G = G(K/Q)), da es sich von
14+ v/2 nur um einen Corand unterscheidet.

1.11.3 Zusatz. Fiir p wie in Satz 1.11.1 sind unter den lokalen Erweiterungen
genau

Q2(V2,vD)/Q2,  Qu(V2,D)/Q,

ebenfalls biquadratisch und das Element 1 + /2 von Q(\/i, \/P) ist auch dort ein
Element der Norm 1, das nicht zu den (—1)-Coréndern gehért. Fiir p = 5(8) gibt
es a,b € Z mit p = a® + b?, und dann ist das Element (11) von Q(v/2, /p) auch bei
den beiden lokalen Erweiterungen ein Element der Norm 1, das in derselben Klasse
wie 14 /2 liegt und deshalb kein Corand ist.

Beweis von Satz 1.11.1: Offenbar ist —1 die Norm von 1 + /2 beziiglich der
Erweiterung K/Q(,/p). Mit Korollar 1.9 wollen wir uns davon iiberzeugen, dass ein
Element von K der Norm —1 iiber Q(,/p) kein Corand ist. Dazu haben wir die
quadratische Form

X? +pX2 - 2X2

zu betrachten. Sie ist nach Korollar 1.3 nicht isotrop, weshalb Elemente von K mit
Norm —1 bei K/Q(,/p) wie behauptet keine Cordnder sind. O

Beweis von Satz 1.11.2: Aufgrund der Kongruenz p = 1(4) gibt es a,b € Z
mit p = a® + %, vgl. [N,S. 1]. Das Element (11) von K hat wie 1 + v/2 die Norm
—1 iiber Q(v/2p). Nach Satz 90 von Hilbert unterscheiden sie sich deshalb nur um
einen Corand voneinander, doch 14-1/2 liegt nach Satz 1.11.1 in einer nicht-trivialen
Klasse von H~ (G, K*). O

Beweis von Zusatz 1.11.3: Wie sich aus Satz 4.2 (siehe Einleitung) ergibt, sind
unter den lokalen Erweiterungen nur Q2(v/2, /p)/Q2 und Q,(v/2, /p)/Q, biqua-
dratisch. Beziiglich Q2(v/2, \/p)/Q2(v/2p) und Q,(v'2, \/p)/Qp(v/2p) haben 1+ /2

und das Element (11) von K die Norm —1. Ob es sich um Corénder handelt, ist
nach Korollar 1.9 an der quadratischen Form

X2 _2Xx2 - px?2

10



zu erkennen. Sie ist {iber Q2 und @Q,, nicht isotrop, wie man durch Berchnung zweier
Hilbertsymbole erkennt (vgl. Satz 1.5, Satz 1.6). Genauer gesagt gilt

() 0 -

2~ ()

Also haben wir mit Elementen der Norm 1 zu tun, die keine Corénder sind. O

1.11.4 Beispiele.?

| Erweiterung | Element der Norm 1, das kein Corand ist
QV2.v3)/Q | 1+V2
3

QW2 V5)/Q | 142 oder 1+2\/3 oder 2+ /5 = <1+2‘/5>
Q(V2,VI1)/Q | 14 V2

3
Q(V2,v13)/Q | 1+ 2 oder BEVIS er 184 53 = (%)
Q(V2,V19)/Q | 1+V2

3
Q(v2,v29)/Q | 1 + /2 oder 5%@ oder 704 13v/29 = (5—’—27\/@)
Q(v2,v37)/Q | 1+ 2 oder 6+ V37
Q(v2,V43)/Q | 14 V2
3

Q(v2,v53)/Q | 1 + /2 oder 7%@ oder 182 4 25/53 = (7—’—7\/@)
Q(v2,v59)/Q | 1+v2
Qv VBT)/Q | 1+ 2 oder 20 +5‘/6_1
Q(V2,V67)/Q | 14 V2
Q(v2,V83)/Q | 1+ V2

2Wenn mehrere (—1)-Cozyklen angegeben sind, so unterscheiden sich diese wenn nicht anders
gesagt nur um Corénder.
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1.12.1 Satz. Seip eine Primzahl und p = 5(12), d. h. p sei modulo 24 zu einer der
Zahlen 5, 17 kongruent. Dann gilt Hilberts Satz 90 nicht fiir die Erweiterung

Q(V3,vp)/Q.

Sei K = Q(v/3, /P) und bezeichne G die Galoisgruppe von K /Q. Es gilt p = a?+b?
fiir gewisse a,b € Z, und fiir derartige a und b ist

(12) arvp +b‘/7_)

ein Element von K = Q(v/3, \/p) der Norm —1 iiber Q(v/3), das nicht in der Gruppe
B~Y(G,K*) der (—1)-Corénder liegt.

1.12.2 Zusatz. Seien p wie in Satz 1.12.1 und a,b € Z, so dass p = a® + b. Dann
sind unter den lokalen Erweiterungen

Qs(V3,vP)/Qs, Q,(V3,vp)/Q,

ebenfalls biquadratisch und das Element (12) von Q(v/3,,/p) hat auch dort die
Norm 1, gehort jedoch nicht zu den (—1)-Coréndern. Die lokale Erweiterung

Q2(V3, /p)/Q2

ist fiir p = 5(24) biquadratisch, fiir p = 17(24) hingegen nur quadratisch. Dies sind
sdmtliche biquadratischen lokalen Erweiterungen. Gilt p = 5(24), so ist das Element

(12) von Q(v/3, \/p) bei Q2(v/3,/p)/Q2 ein Corand.

Beweis von Satz 1.12.1: Wegen p = 1(4) gibt es a,b € Z mit p = a? + b?, vgl.
[N, S. 1]. Das Element (12) von K hat die Norm —1 iiber Q(v/3). Wir zeigen jetzt,
dass ein Element von K der Norm —1 iiber Q(v/3) kein Corand ist. Nach Korollar 1.9
sind Elemente von K mit Norm —1 bei K/Q(+/3) genau dann Corinder, wenn die

quadratische Form
X2 +3X2 - pX?

isotrop ist. Das ist wegen (§) = —1 nicht der Fall, denn die Kongruenz X2 = p(3)
ist damit in Z nicht 16sbar, vgl. Theorem 1.2. Also ist das Element (11) von K wie
behauptet kein Corand. O

Beweis von Zusatz 1.12.2: Man erhilt durch Anwendung von Satz 4.2 (siehe

Einleitung), dass die lokalen Erweiterungen Q3(v/3,/p)/Qs und Q,(v/3,/p)/Q,
biquadratisch sind. Wenn die quadratische Form

X2 -3X2 - pX?

nicht isotrop ist, sind Elemente mit der Norm —1 bei Q3(v/3,/p)/Qs3(v/3p) oder
Q,(V3, V/P)/Qyp(+/3p) nach Korollar 1.9 keine Corénder. Sie ist nicht isotrop, denn

-6
-3

Daher ist das Element (12) von K in Q3(v/3, /p) und Q,(v/3, \/p) kein Corand. Dass
Q2(v/3, v/P)/Q2 fiir p = 5(24) biquadratisch, fiir p = 17(24) hingegen quadratisch

12



ist, erkennt man wiederum mit Satz 4.2. Im Falle p = 5(24) ist die quadratische
Form
X2 +3X3 - pX?

iiber Q2 isotrop, denn nach Satz 1.6 gilt

— —3—-1p-1
(%) —(-1)"Z 7T =1

Das Element (12) von K wird deshalb in Q2(v/3, ,/p) zum Corand. O

1.12.3 Beispiele.?

| Erweiterung | Element der Norm 1, das kein Corand ist |
14+ Vb
Q(v3,v5)/Q 2\/_ oder 2+ V5

Q(V3,V/17)/Q 1+T\/1_7 oder 4 ++/17

Q(V3,v29)/Q 5%/@ oder 70+ 13v/29

Q(V3,V/41)/Q 5+T\/H oder 32 + 5v41

Q(v3,v53)/Q 7%@ oder 182 + 25v/53

8+ 89

- oder 500 + 53v/89

Q(v3,v389)/Q

2Wenn mehrere (—1)-Cozyklen angegeben sind, so unterscheiden sich diese wenn nicht anders
gesagt nur um Corénder.
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1.13.1 Satz. Sei p eine Primzahl, die einer der Konruenzen p = 5,7,11(12) und
dariiber hinaus noch p = +£1(8) geniigt, d. h. p sei modulo 24 zu einer der Zahlen
7, 17, 23 kongruent. Dann gilt Hilberts Satz 90 nicht fiir die Erweiterung

Q(V3,vp)/Q.

Sei K = Q(v/3, /P) und bezeichne G die Galoisgruppe von K/Q. Es gilt p = a? —2?
fiir gewisse a,b € 7, und fiir derartige a und b ist

a+./p
(13) b(1+V/3)

ein Element von K = Q(v/3, \/P) der Norm —1 iiber Q(/3p), das nicht in der
Gruppe B~Y(G, K*) der (—1)-Corénder liegt. Fiir p = 17(24) unterscheidet es sich
von einem Element der Norm 1 wie in Satz 1.12.1 nur um einen Corand.

1.13.2 Zusatz. Seien p wie in Satz 1.13.1 und a,b € Z, so dass p = a®> — 2b?. Fiir
p = 7(24) sind unter den lokalen Erweiterungen nur

QZ(\/gv \/1_7)/@27 Qp(\/gv \/1_7)/(@10
ebenfalls biquadratisch, fiir p = 17(24) sind es nur

Q3(\/§7 \/1_7)/@37 Qp(\/gv \/1_7)/(@10
und fiir p = 23(24) sind es die Erweiterungen

Q2(V3,v/p)/Q2, Q3(V3,/p)/Qs.

In jedem der genannten Fille ist das Element (13) von Q(v/3,/p) auch dort ein
Element der Norm 1, das nicht zu den (—1)-Coréndern gehort.

Beweis von Satz 1.13.1: Diesen Satz beweist man mit Hilfe von Korollar 1.9.
Zur Begriindung der letzten Behauptung beachte man, dass beide Elemente iiber

Q(+/3p) die Norm —1 haben. O

Beweis von Zusatz 1.13.2: Der Beweis erfolgt unter Heranziehung von Satz 4.2,
Korollar 1.9 und der Sétze 1.5, 1.6. O

14



1.13.3 Beispiele.?

| Erweiterung | Element der Norm 1, das kein Corand ist |
Q3. V7)/Q fig

QW3 VT7)/Q %

Q(3,V3)/Q 511“\/?

Q(V3,v31)/Q ;%/j_%) oder %
Q(/3,va)/Q %

o v/ | T

QW3 vT1)/Q % oder 59117%7_1

9+ /79
Q(V3,V79)/Q Y

11+ /89
Q(V3,v89)/Q L V3)

2Wenn mehrere (—1)-Cozyklen angegeben sind, so unterscheiden sich diese wenn nicht anders
gesagt nur um Corénder.
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1.14.1 Satz. Es sei p eine Primzahl, die den Kongruenzen p = 5(12) und p = +3(8)
geniigt, d. h. es gelte p = 5(24). Bei der Erweiterung

Q(V3,p)/Q

mit der Galoisgruppe G ~ Z/2 x Z./2 erweist sich die (—1)-te Kohomologiegruppe
Hil(G,Q(\/g, \/ﬁ)x) dann als nicht-zyklisch. Genauer gibt es a,b,c,d,e € Z, so
dass die Gleichungen

a4+ —p =0

14
(14) 2¢% +3d? — pe? =0

erfiillt sind, und fiir derartige a, b, c,d, e sind

a+p 3d+dV3+ep+ey/3p
b 2¢
Elemente von K = Q(v/3, \/p) mit der Norm —1 iiber Q(v/3) bzw. iiber Q(\/p), die

nicht in der Gruppe B~Y(G, K*) der (—1)-Corénder liegen und sich auch nicht um
einen Corand unterscheiden.

(15)

1.14.2 Zusatz. Seien p wie in Satz 1.14.1 und a,b,c,d,e € Z, die (14) geniigen.
Nach dem Zusatz 1.12.2 zu Satz 1.12.1 sind unter den lokalen Erweiterungen genau

QZ(\/§7 \/I_))/sz Q3(\/§a \/]_7)/@37 QP(\/§7 \/I_))/QP
ebenfalls biquadratisch und das erste der Elemente (15) von Q(v/3, \/p) ist bei

Q?:(\/gv \/2_7)/@37 Qp(\/gv ﬁ)/@p
auch weiterhin ein Element der Norm 1, das nicht zu den (—1)-Coréndern gehirt,
wihrend es bei Q2(v/3, \/p)/Q2 ein Corand wird. Das zweite der Elemente (15) wird
bei Q3(v/3, v/P)/Qz ein Corand, bei

Q2(V3,vp)/Q2,  Qu(V3,\/p)/Qy

hingegen nicht. In Q,(v/3, \/p) erzeugen die Elemente (15) von Q(v/3, \/p) dieselbe
nicht-triviale Klasse.

Beweis von Satz 1.14.1: Die Losbarkeit der ersten der Gleichungen (14) ergibt
sich aus dem Zerlegungsverhalten von p in Q(i), vgl. [N, S. 1]. Zur Losbarkeit der
zweiten der Gleichungen (14) ist Theorem 1.2 von LEGENDRE heranzuziehen. Fiir
das zweite der Elemente (15) gilt

3d+dV3+e/p+ey/3p\  (3d+eyp)? —3(d+ ey/p)?
Nk /ja(ym % - 42

9d? + pe? — 3d? — 3pe? + 2(3de — 3de)\/p  6d? —2pe®  —4c?
N 4c? N 4c?  4c?

Die Behauptung ergibt sich mit Korollar 1.9. Um zu zeigen, dass die angegebenen
(—1)-Cozyklen sich nicht um einen (—1)-Corand unterscheiden, betrachte man die
Situation bei einer der lokalen Erweiterungen Qj(v/3, v/P)/Q2 und Qz(V3, VP)/Qa.
Dort wird eines der Elemente «, 3 zum Corand, das andere hingegen nicht. Da sich
«a und g bei der lokalen Erweiterung nicht um einen Corand unterscheiden, ist dies
um so weniger bei der globalen Erweiterung der Fall. O

=-1.

Beweis von Zusatz 1.14.2: Der Beweis des Zusatzes erfolgt unter Heranziehung
von Satz 4.2, Korollar 1.9 und der Satze 1.5, 1.6. O

16



1.14.3 Beispiele.®

Erweiterung 1. Element der Norm 1, | 2. Element der Norm 1, das
das kein Corand ist kein Corand ist (es liegt in
einer anderen Klasse)
14++/5 3+V3++V5+ V15
i vaR | 2 oo RS LAREE
2+V5
2 2
Q(v3,v29)/Q @ oder 9+3V3 +2\/_9+\/§ oder
2
70+ 13v/29 9+ﬁ+f+3m
7 5 V1
Q(v3,v53)/Q *Tﬁ’ oder 3+V3+ f* )
182 + 25v/53

3Wenn innerhalb einer Spalte mehrere (—1)-Cozyklen angegeben sind, so unterscheiden sich
diese nur um Corénder.
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1.15.1 Satz. Sind p und q ungerade Primzahlen mit p = 1(4) und (%) = —1, so
gilt Hilberts Satz 90 nicht fiir die Erweiterung

QP Va)/Q.

Sei K = Q(y/p,+/q) und bezeichne G die Galoisgruppe von K/Q. Es gibt a,b € Z
mit p = a® + b?, und fiir derartige a und b ist

a+./p
b

ein Element von K = Q(,/p, \/q) mit der Norm —1 iiber Q(,/q), das nicht in der
Gruppe B~Y(G, K*) der (—1)-Corénder liegt.

(16)

1.15.2 Zusatz. Seien p und q wie in Satz 1.15.1 und a,b € Z mit p = a® + b°.
Unter den lokalen Erweiterungen sind dann

QP VD / @, Qu(VP, V) /Qq

ebenfalls biquadratisch und das Element (16) von Q(,/p,/q) hat auch dort die
Norm 1. Wie bei der globalen Erweiterung gehért es nicht zu den (—1)-Coréndern.

1.15.3 Bemerkung. Unter den Voraussetzungen von Zusatz 1.15.2 ist in gewissen
Fillen auch die lokale Erweiterung Q2 (,/p, /q)/Q2 biquadratisch.

Beweis von Satz 1.15.1: Man diesen Satz beweist mit Hilfe von Korollar 1.9. O

Beweis von Zusatz 1.15.2: Der Beweis erfolgt unter Heranziehung von Satz 4.2,
Korollar 1.9 und der Sétze 1.5, 1.6. O
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1.15.3 Beispiele.?

Erweiterungen

Element der Norm 1, das
kein Corand ist

Q(V37,V17)/Q, Q(v37,V19)/Q,
Q(V37,v23)/Q, Q(v37,v29)/Q,
Q(V37,v31)/Q, Q(v37,V43)/Q

VAV, QWEVI/Q, | T oder 2415
QB VIT/Q, Q(V5,v33)/Q,

QB V3T)/Q, Q(VE,VE3)/Q,

Q(VE, VAT)/Q

Q(13,v5)/Q, Q(VI3,V7)/Q, 3+2“ﬁ oder 18 + 5V13
QB VID)/Q, Q(VT3,VID)/Q.

QW V3D)/Q, Q(VT3,v37)/Q,

QT3 VT)/Q, QT VIT)/Q

QVTT.VE/Q, TRV, | T oder 44 VT
QT VIT)/Q, QW/T7, VE)/Q.

QVIT, v3)/Q, Q/T7, V3T)/Q.

QWTT, V37)/Q, QWTT, VIT)/Q

QVBVTD/Q, QB NVT/Q. | 2 oder 70+ 13V
QW V9)/Q, Q(VE, V3T)/Q.

QW V3T)/Q, Q(VE, VT)/Q,

QI VE3)/Q, QI VIT)/Q

QW37,v5)/Q, Q(V37,V13)/Q, 1+6¢ﬁ oder 6+ V37

2Wenn mehrere (—1)-Cozyklen angegeben sind, so unterscheiden sich diese wenn nicht anders

gesagt nur um Corénder.
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1.15.3 Beispiele (Fortsetzung).

Erweiterungen Element der Norm 1, das
kein Corand ist

QVILVA/Q, WAL VIR, | T oger 3245V

Q(V4L,v13)/Q, Q(vV41,V17)/Q,
Q(V4L,V19)/Q, Q(v41,v29)/Q,
Q(V41,V47)/Q
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1.16.1 Satz. Es seien p und q Primzahlen, und zwar sei p = 3(8) und q = 7(8).
Dann gilt Hilberts Satz 90 nicht fiir die Erweiterung

QP Va)/Q.

Sei K = Q(/p, \/q) und bezeichne G die Galoisgruppe von K/Q. Es gibt Elemente
a,b,c,d € Z, so dass die Gleichungen

p=a2+262

17
(7 qg=c —2d°

erfiillt sind, und fiir derartige a, b, c,d ist
_ d(a+/p)

a+./p
b

c+q  ble+/q)
d

ein Element von K = Q(,/p, /q) mit der Norm —1 iiber Q(,/pq), das nicht in der
Gruppe B~Y(G, K*) der (—1)-Corénder liegt.

(18)

1.16.2 Zusatz. Seien p und g wie in Satz 1.16.1 und a,b,c,d € Z, fiir die (17)
erfiillt ist. Wenn (1) = —1 gilt, so sind unter den lokalen Erweiterungen genau

@2(\/1_77 \/6)/@27 QP(\/Z_jv \/a)/QP

ebenfalls biquadratisch, und gilt (%) =1, so sind es die Erweiterungen

Q2(vP:va)/ Q2. Qq(v/P, va)/Qq-

In beiden Faéllen bleibt das Element (18) von Q(y/p, \/q) auch dort ein Element der
Norm 1, das nicht zu den (—1)-Corédndern gehort.

Beweis von Satz 1.16.1: Ber Beweis erfolgt mit Hilfe von Korollar 1.9. O

Beweis von Zusatz 1.16.2: Diesen Zusatz beweist man unter Heranziehung von
Satz 4.2, Korollar 1.9 und der Sétze 1.5, 1.6. O
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1.16.3 Beispiele.?

| Erweiterung | Element der Norm 1, das kein Corand ist

iV | 2L

A/ | A i

A/ | P i

Q(v23,V11)/Q 2Iﬁ

Q3. V19)/Q 3(15:g) oder 121;/5_:;’—9

QW VI)/Q 3(55:\/{133_3) oder 53151’—3

Q3L VIL/Q 3(731\/;_%) oter 5 0F

QAT VD | YR 3(1731%) D e B
QAT VE3)/Q ;Ig73(579++g@’3(359:;§ ! oder SN
QI VTG | TEYE

QWAT, VI9)/Q 3(17jg) oder 1;1;/5:—9

QWAT, VE3)/Q 3(57jg) oder 5;:)/51—3

2Wenn mehrere (—1)-Cozyklen angegeben sind, so unterscheiden sich diese wenn nicht anders
gesagt nur um Corénder.
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1.17.1 Satz. Es seien p und q Primzahlen, die den Kongruenzen p = 5(8), ¢ = 3(4)
gentigen und fiir die (1) = —1 gilt. Bei der Erweiterung

Q(vp,Va)/Q

mit der Galoisgruppe G ~ Z/2 x Z/2 erweist sich die (—1)-te Kohomologiegruppe
dann als nicht-zyklisch. Genauer gibt es Elemente o und 3 von K = Q(\/p, \/q), s0
dass die Gleichungen

NK a=-1
(19) . /Q(\/@)ﬁ_ ,
K/Q(vp) P~

gelten, doch wenn «, 3 € K von dieser Art sind, so handelt es sich um Elemente
der Norm 1 iiber Q, die nicht in der Gruppe B~Y(G, K*) der (—1)-Corénder liegen
und die zudem unterschiedliche nicht-triviale Klassen von H=1(G, K*) erzeugen.

1.17.2 Zusatz. Seien p und g wie in Satz 1.17.1 und o, § € K mit (19). Nach dem
Zusatz 1.15.2 zu Satz 1.15.1 sind dann unter den lokalen Erweiterungen genau

QZ(\/ﬁ’ \/6)/@% @p(\/ﬁ’ \/a)/@pv Qq(\/f_j’ ﬁ)/@q
ebenfalls biquadratisch und das Element o von Q(y/p, \/q) ist bei

(VP V) /Qp, Qu(vP: V) /Qq

auch weiterhin ein Element der Norm 1, das nicht zu den (—1)-Coréndern gehirt,
wihrend es bei Q2(y/p,\/q)/Q2 ein Corand wird. Das Element ( von Q(\/p,/q)
wird bei Qq(\/P, /4)/Qq ein Corand, bei

Q2(vP:va)/Q2, - Qu(v/P, vVa@)/Qyp

hingegen nicht. In Q,(/p, \/q) liegen a und (3 in derselben nicht-trivialen Klasse.

Beweis von Satz 1.17.1: Aufgrund der Voraussetzung p = 1(4) gibt es d, e € Z,
so dass p = d? + €2 (vgl. [N, S. 1]). Damit ist

d
oo VP

€

ein Element von K mit der Norm —1 iiber Q(/q). Auf der anderen Seite gibt es
a,b,c € Z, fir die
2ga® — b*> — pc? =0

zutrifft. Dies zeigt man mit Theorem 1.2 von LEGENDRE, denn es gilt

(%) - (123) (5)=Cnn=1,
(%p) - (%1) (S) =(-1)-(-1)=1

Liegen a, b, ¢ dieser Art vor, so ist

5= qa® + bc\/p + ab\/q + ac\/pq
= 2
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ein Element von K mit der Norm —1 iiber Q(,/p), denn man verifiziert

N qa® + bey/p + ab\/q + ac\/pq B (ga® + bey/p)? — q(ab+ ac\/p)?
K/Q(v/p) B2 - (qa? — b2)?

B q?a* + pb*c? — qa?b? — pgac? + 2(qa?be — qazbc)\/]_)

- (qa? — 2

B ¢?a* + v?(2qa® — b?) — qa?b® — qa®(2qa® — b?)

- (qa? — 12

_¢Pa® 4 2qa?b? — b* — qa®b? — 2¢%a* + qaPb®  —qPa® + 2qa®b? — bt )

B (qa? — b?)? G

Mit Hilfe von Korollar 1.9 zeigt man, dass « und 3 keine Corénder sind: Aufgrund
der Voraussetzung (%) = —1 ist die quadratische Form

X7 +qX7 - pX3
nicht isotrop, und es folgt, dass a kein Corand ist. Wegen (%) = —1ist
XP+pXT —qX3

nicht isotrop und g kein Corand. Es bleibt zu zeigen, dass o/ oder o5 kein Corand
ist. Die Norm von « iiber Q(,/p) hat die Gestalt

m +n./p
mfn\/]_j

mit m,n € Z. Hierbei ist n # 0, weil « kein Corand ist; weiter kann man o. E.
davon ausgehen, dass m und n teilerfremd seien. Die quadratische Form

X+ (- (5)) 2 o3
ist nach Satz 1.8 nicht isotrop, oder dquivalent dazu ist
(20) X? — (m® - pn®) X3 — ¢X3
nicht isotrop. Die Norm von o/ (und «3) iiber Q(,/p) ist

_m—l—n\/]_)_pn—i—m\/ﬁ
m—nyp pn—mp’

so dass a/f3 nach Satz 1.8 genau dann Corand ist, wenn die quadratische Form
nA 2
X2+ (p- (%) ) X2 - g3

isotrop ist. Das ist genau dann der Fall, wenn

(21) X2+ p(m? — pn?) X2 — ¢X3

isotrop ist. Weil die quadratische Form (20) nicht isotrop ist und weiter (=£) =1
gilt, kann man sich nun mit Theorem 1.2 von LEGENDRE iiberlegen, dass auch
die quadratische Form (21) nicht isotrop ist. Dabei wird benétigt, dass m? — pn?
nicht durch ¢ teilbar ist. Angenommen, das Gegenteil sei der Fall. Weil m und
n prim zueinander sind, sind sie dann auch jeweils prim zu ¢q. Dann wére aber p
ein quadratsicher Rest modulo ¢ im Widerspruch zur Voraussetzung (%) = —1.

Demnach sind a8 und a/( wie behauptet keine Corénder. O
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Beweis von Zusatz 1.17.2: Der Beweis erfolgt durch Anwendung von Satz 4.2,
Korollar 1.9 und der Sétze 1.5, 1.6. Wir wollen nur kurz eine Begriindung dafiir
geben, warum a und § in Q,(y/p, /q) zur selben nicht-trivialen Klasse gehoren. Da
a bei der Erweiterung Q,(,/p, /q)/Qp kein Corand ist, folgt mit Satz 1.8 dass die
quadratische Form (20) tiber Q, nicht isotrop ist. Nach Satz 1.1 gilt also

(M) _
p

Andererseits ist «/3 nach Satz 1.8 genau dann ein Corand bei Q,(\/p,/q)/Qp,
wenn die quadratische Form (20) tiber Q, isotrop ist. Dies ist der Fall, denn es gilt

(_p(mz —pnz),q) _ <_p,q)<m2 _pnz,q) _ (—p,Q) (=1)

p p p p

_ (M) (1) = (€> (=) = (=1) - (-1) = L.

p

Anders als im globalen Fall liegen die (—1)-Cozyklen o und 3 hier also in derselben
nicht-trivialen Klasse. O
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1.17.3 Beispiele.®

Erweiterung 1. Element der Norm 1, | 2. Element der Norm 1, das
das kein Corand ist kein Corand ist (es liegt in
einer anderen Klasse)
Q5.0 1+2\/57 - 7+3\/5+23ﬁ+\/£
(V5. VI)/Q 1+2\/57 - 23+5\/5+2\/ﬁ+\/ﬁ’
23 4+ 3v/5 + V23 + 3V115
22
Q5. V)0 1+2\/57 - 43+9¢5+§8¢E+M
avEvI/e | 1 i vs AT 210 ¢ TV 4 37255
QT30 3+2\/ﬁ,18+5\/ﬁ 7+\f7+%/ﬁ+\/9_1
QB VI | 2 1y sy | LI SVIS: VIES
O(VT3./T9)/0 3+2\/ﬁ7 184+ 5VI3 19+5\/ﬁ+§\/ﬁ+\/ﬁ
i va/e | Y sy | BLETVIRE TV VDS
QT3 /O 3+2\/ﬁ7 184 5VT3 47+9\/ﬁ+33\/4_7+\/m
QB VTT/Q | 2 10413y | LEBVILEIVED £ VDD
QB VT)/Q | Y q04 13y | LIV EIVED L VRN
Q(v29,V31)/Q 5+2‘/E, 70 +13v/29 31+7\/E+67¢3_1+\/@
O/ v/I5) /O 5+2¢E7 70 4 1339 43+13@+i;¢4T3+W
Q(v29,V47)/Q 5+2‘/E, 70+ 13v/29 47+7\/E+2\/E+\/W

3Wenn innerhalb einer Spalte mehrere (—1)-Cozyklen angegeben sind, so unterscheiden sich
diese nur um Corénder.
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1.17.3 Beispiele (Fortsetzung).

Erweiterung

1. Element der Norm 1,
das kein Corand ist

2. Element der Norm 1, das
kein Corand ist (es liegt in
einer anderen Klasse)

Q(v37,V19)/Q

Q(v/37,v23)/Q

Q(v37,V31)/Q

Q(v/37,V43)/Q

1
+6\/3_7, 6+ /37

1
+6\/3_7, 6+ /37

1
+6\/3_7, 6+ /37

1
+6\/3_7, 6+ V37

19 + V19 4+ /37 + /703
18

23 + 3v/23 + 3v/37 + /851
14

31 4 5v/31 + 5v/37 + /1147
6

43 + T/37 + 7+/43 + /1591
6
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2. Berechnung von H (G, K*) in einigen expliziten Féllen

Sei K /k eine endliche galoissche Erweiterung mit Gruppe G. Im vorangegangenen
Kapitel haben wir festgestellt, dass die Gruppe H ! (G, K*) fiir k = Q oder k = Q,
mit einer Primzahl p in vielen Féllen nicht-trivial ausfillt, wenn G ~ Z/2 X Z/2 gilt.
Desweiteren konnten wir zeigen, dass unter gewissen Voraussetzungen die Gruppe
H=1(G, K*) bei biquadratischen Erweiterungen iiber Q nicht einmal zyklisch ist.
In diesem Kapitel werden wir die Gruppe H (G, K*) in einigen Fillen explizit
berechnen. Auf jeden Fall ist H (G, K*) fiir Erweiterungen globaler Korper stets
endlich. Beim Beweis spielt eine Rolle, dass die erste Homologiegruppe H; (G, €k )
der Divisorenklassengruppe €x endlich ist. Wenn K ein algebraischer Zahlkorper
der Klassenzahl 1 ist, so ist €x = 1 und damit auch H;(G,Ck) trivial. Unter
dieser Voraussetzung aber wird jede Klasse von H (G, K*) durch ein Element
der Einheitengruppe Ei reprisentiert. Diese Tatsache wird in gewissen Féllen die
vollstindige Bestimmung der Gruppe H (G, K*) ermoglichen.

2.i Zur Endlichkeit von H~ (G, K*) im Falle globaler Kérper

Bei dem Beweis, dass H (G, K*) fiir galoissche Erweiterungen globaler Kérper
endlich ist, werden wir von der Fundamentalsequenz der algebraischen Zahlentheorie

1l —FEy — K" —Jg —Cx —1

ausgehen (vgl. [AZ, S. 13]). Wir werden die Endlichkeit von H (G, K*) auf die
Endlichkeit der Gruppen H (G, Ex), H ?(G,€x) und H (G, k) zuriickfiihren.
Zur spiteren expliziten Berechnung von H (G, K*) benétigen wir jedoch eine
starkere Aussage, die wir bereits an dieser Stelle formulieren wollen.

2.1 Satz. Fiir jede galoissche Erweiterung K /k globaler Zahlkérper mit der Gruppe
G = G(K/k) ist die (—1)-te Kohomologiegruppe

Hklﬂle)
der Divisorengruppe Jx von K trivial.
Dieser Satz wird gew6hnlich unter Heranziehung des Lemmas von Shapiro bewiesen.
Hierauf wollen wir an dieser Stelle verzichten, um stattdessen einen anderen Beweis

fiir algebraische Zahlkorper anzugeben. Es ist der Zahkorperfall, der uns im weiteren
Verlauf des Kapitels noch interessieren wird.

Beweis von Satz 2.1: Es sei a € I ein Divisor mit der G-Norm 1 und fiir diesen
gelte a =p1...p, (q1...95) ! mit Primidealen p; und q; von K. Dann folgt

1:H<p1...pr)0: pzpz
geq N1+ s ceg 915
und Multiplikation mit den Nennern qf ...q7 fiir 0 € G ergibt
(1) IIwt-- I w7=11a7 - I
ceG ceG ceG ceG

Aufgrund der eindeutigen Primidealzerlegung von Idealen des Ganzheitsringes O
(vgl. [AZ, S. 41/42]) gilt r = s; nach eventueller Umnummerierung der g; kann o. E.
von py = q7* fiir ein 07 € G ausgegangen werden. Bildung der G-Norm liefert

117 =115

oceG ceG
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so dass sich diese beiden Faktoren in Gleichung (1) gegenseitig aufheben. Induktiv
folgt p;, = q;* fiir gewisse 0; € G (i = 2,...,n) bei geeigneter Nummerierung der
q:- Also gilt

Propr qit...q2"

q1...9s q1..-qr

und H~1(G, ) ist wie behauptet trivial. O

a=

Wir kommen jetzt zu einer Hilfsbehauptung, die wir bei dem Beweis verwenden
werden, dass die Gruppe H !(G, Ex) endlich ist.

2.2 Lemma. Jede Untergruppe B einer endlich erzeugten abelschen Gruppe A ist
endlich erzeugt. Fiir die Minimalzahlen r(A) bzw. r(B) von Erzeugendensystemen
von A bzw. B gilt r(B) < r(A).

Beweis: Sei r = r(A). Dann gibt es einen Epimorphismus
p:F— A,

wobei F' ein freier Z-Modul in r Erzeugenden ist. Sei F’ das Urbild von B unter p.
Nun ist F’ als Untergruppe von F' ebenfalls endlich erzeugt mit

r(F') <r(F) <,

denn jede Untergruppe von Z" ist isomorph zu Z% mit einem d < r, vgl. [A1, S. 198].}
Als homomorphes Bild von F’ ist also auch B endlich erzeugt, und es gilt

r(B) < r(F").
Zusammen mit der ersten Ungleichung folgt
r(B) <7 =r(A),
was zu zeigen war. O

Um die Endlichkeit von H~2(G, €x) zu zeigen, werden wir die folgende Aussage
benotigen.

2.3 Lemma. Sei G eine endliche Gruppe. Fiir einen endlich erzeugten G-Modul
M sind die Homologiegruppen Hy,(G, M) fiir alle p > 0 endlich.

Beweis: Ist E ein Erzeugendensystem von M iiber ZG, so stellt
{gm|g € G,m € E}
ein Erzeugendensystem von M iiber Z dar. Also ist M eine endlich erzeugte abelsche
Gruppe. Die Gruppen H,(G, M) erhélt man wie folgt. Eine projektive Auflésung
von Z iiber ZG ist eine exakte G-Sequenz
N S SLE N AN NI/ )

wobei alle F; projektive ZG-Moduln sind. Der G-Komplex

F: - B2 p %R

1Genauer ist in der zweiten Ungleichung r(F) = r, aber darauf kommt es hier nicht an.
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ergibt mit M iiber ZG tensoriert den Komplex
FegM: - - > FcM — F Qc M — Fy g M
von abelschen Gruppen. Fiir alle p > 0 ist
Hy(G, M) = Hy(F ®¢ M),

vgl. [B, S. 56]. Eine mégliche Wahl von F' ist die Standardauflésung von Z iiber ZG
(s. [B, S. 18]), bei der F,, die von den (go,...,g,) € GPT! erzeugte freie abelsche
Gruppe mit der Operation g(go,---,9p) = (990;---,99gp) ist. Die Randabbildung
Op : F, — F,_1 hat die Gestalt 9, = > 1_,(—1)"9; mit

81'(90)"'791)) = (907"'7‘&1'7"'791));

hierbei bedeutet §;, dass die Komponente g; ausgelassen wird. Die Augmentation
€ : Fy — Zist durch (1) = 1 gegeben. Jedes Element von Fj, ®¢ M ist Summe von
Produkten vom Typ

(g(Jagla"'agp) XKm = (1agalg1a' "7galgp) & (gom)

mit (go, g1,---,9p) € GP™H und m € M. Es gibt endlich viele mq,...,m, € M, die
M iiber Z erzeugen. Damit wird F}, ®g M als abelsche Gruppe von den

(1790_191)' .- 7go_lgn) K m;

erzeugt und das sind n? - r Elemente, wenn n die Ordnung von G bezeichnet. Als
Untergruppe von F, ®g M ist nach Lemma 2.2 dann auch C,(F ® M) endlich
erzeugt. Es folgt die Endlichkeit von

Hp(Gv M) = Cp(F ® M)/Bp(F ® M)7
denn H,(G, M) ist eine Gruppe vom Exponenten n, s. [Ws, S. 89]. O

Wie bereits angedeutet kommen wir nun zu

2.4 Lemma. Fiir jede galoissche Erweiterung K /k globaler Kérper mit der Gruppe
G = G(K/k) ist die (—1)-te Kohomologiegruppe H (G, Ex ) der Einheitengruppe
Fi endlich.

Beweis: Zuerst der Zahlkorperfall. Es bezeichne r die Anzahl der reellen und s die
Anzahl der komplexen Stellen von K. Nach dem Dirichletschen Einheitensatz (vgl.
[AZ, S. 63/64]) gilt

Ex ~ u(K) x 2751

mit der Gruppe p(K) der Einheitswurzeln in K. Da H~ (G, Ex) den Exponenten
n=K:k=r+2shat (vgl. [AW, S. 105], [AZ, S. 73/74]), liefert Anwendung von
Lemma 2.2 fiir die Ordnung von H (G, Ex) die Abschéitzung

|H (G, Ex)| <n-n" 571 =n"*s,
Im Funktionenkorperfall bezeichne x den Konstantenkorper von K. Es gilt
EK =K

und £ ist endlich, so dass auch H (G, E) endlich ist. O
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Im folgenden benétigen wir die Endlichkeit von H2(G, €k). Allgemeiner zeigen
wir

2.5 Lemma. Fiir jede galoissche Erweiterung K /k globaler Koérper mit der Gruppe
G = G(K/k) sind die Homologiegruppen H,(G, €k ) der Divisorenklassengruppe €k
fiir alle p > 0 endlich.

Beweis: Im Zahlkorperfall ist €5 die Klassengruppe von K; diese ist endlich (vgl.
[AZ, S. 12/13]) und mit Lemma 2.3 folgt, dass auch die Gruppen Hy,(G, €k ) endlich
sind.

Im Funktionenkorperfall ist € unendlich, die Gruppe $x der Hauptdivisoren ist
in der Gruppe 3% der Divisoren vom Grad 0 enthalten und die Klassengruppe

e =3%/9x

ist endlich (vgl. [AZ, S. 13/14], [AZ, S. 16]). Wegen der Inklusion Hx C J% wird
durch die surjektive Gradabbildung Jx — Z (vgl. [AZ, S. 166]) ein surjektiver
Homomorphismus €5 — Z bestimmt. Die kurze exakte G-Sequenz

0 —¢€% —Cx —7Z—0
vermittelt die exakte Sequenz der Homologiegruppen
H,y(G, ) — Hy(G,Cx) — Hy(G,Z),
vgl. [B, S. 71]. An dieser ist zu erkennen, dass
[Hy (G, Cx)| < [Hp(G, €% )| - [Hy (G, Z)]

gilt. Weil hierbei €% endlich und Z endlich erzeugt ist, folgt mit Lemma 2.3, dass die
Homologiegruppen H,(G, €Y% ) und H, (G, Z) endlich sind. Also ist auch H,(G,Ck)
endlich. O

Nach den vorbereitenden Aussagen iiber die Endlichkeit von H (G, Ex ) sowie der
Homologie von €k koénnen wir den folgenden Satz formulieren.

2.6 Satz. Fiir jede galoissche Erweiterung K /k globaler Kérper mit der Gruppe
G = G(K/k) ist die (—1)-te Kohomologiegruppe H (G, K*) endlich.

Beweis: Die kurze exakte G-Sequenz

1— Ex — K* —>KX/EK—>1
vermittelt die exakte Sequenz der Kohomologiegruppen
(2) H YG,Bg) — H ' G,K*) — H (G, K*/Ek),

vgl. [AW, S. 102] oder [B, S. 136]. Dabei ist H (G, Ex) nach Lemma 2.4 endlich;
weiter erweist sich auch H (G, K* /Eg) als endlich. Dazu betrachte man die kurze
exakte G-Sequenz

1— K*/Ex — Jg — Cxg — 1,

vgl. [AZ, S. 13]. Ein Stiick der zugehérigen langen exakten Kohomologiesequenz
(vgl. [AW, S. 102] oder [B, S. 136]) ist die Sequenz

H?(G,¢g) — H '(G,K*/Eg) — H™ (G, 3k).
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Geméf Lemma 2.5 ist die Gruppe H ?(G,€k) = Hi(G,€k) endlich und nach
Satz 2.1 gilt H=Y(G,Jk) = 1; es folgt

|H™H(G. K> /Ex)| < [H*(G, k).
Aufgrund der exakten Sequenz (2) erhilt man die Ungeleichung
|HY(G,K™)| < |H (G, Ex)| - |[H (G, K" |EKk)|,
woraus sich die Abschétzung
G K| < [HG B [12(Gex)
ergibt. Insbesondere ist H~!(G, K*) endlich. O

Fiir die spétere explizite Berechnung von H (G, K*) benétigen wir den folgenden
Satz.

2.7 Satz. Sei K/k eine galoissche Erweiterung algebraischer Zahlkérper mit der
Gruppe G = G(K/k). Der durch die Inklusion Exx C K* der Einheitengruppe Ex
vermittelte Homomorphismus

H YG,Ex) — H YG,K*)

ist surjektiv, wenn K die Klassenzahl 1 hat.
Beweis: Zu K gehort die kanonische exakte G-Sequenz

1l —FEx —K* —Jg —Cx —1
(vgl. [AZ, S. 13]); weil €x = 1 ist, erhélt man die kurze exakte G-Sequenz

1 —FEx — K~ —Jg — 1.
Es folgt die Exaktheit der Sequenz der Kohomologiegruppen
H YG,Ex) — H YG,K*) — H (G, k)

(vgl. [AW, S. 102] oder [B, S. 136]), und nach Satz 2.1 gilt H=1(G,Jk) = 1.0

Eine dquivalente Formulierung dieses Satzes lautet, dass jeder (—1)-Cozykel sich
nur um einen (—1)-Corand von einer Einheit von K unterscheidet, wenn K die
Klassenzahl 1 hat.

2.ii Minkowski-Schranken biquadratischer Erweiterungskérper von Q

Fiir einen algebraischen Zahlkérper K bezeichne dx die Diskriminante von K. Es
sei s die Anzahl der komplexen Stellen von K und n = K : k. Dann ist

die Minkowski-Schranke von K, vgl. [AZ, S. 87]. Dabei ist die Diskriminante dy per
Definition die Diskriminante einer Ganzheitsbasis von K, vgl. [AZ, S. 49]. Wir wollen
in diesem Abschnitt die Minkowski-Schranken biquadratischer Erweiterungskorper
von Q berechnen, indem wir Ganzheitsbasen angeben und deren Diskriminanten
ermitteln.
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2.8 Satz. Es seien a und b quadratfreie und teilerfremde ganze Zahlen, wobei
a=1(4),a# 1 und b # 1(4). Dann ist die Erweiterung Q(/a, vb)/Q biquadratisch
und

1

)

1++a 1+ a
2 . Vb, 2 Vb

ist eine Ganzheitsbasis des algebraischen Zahlkorpers K = Q(y/a, v/b), wobei v/a
und /b Wurzeln von a bzw. b bezeichnen. Weiter ist

dg = (4-a-b)?
die Diskriminante von K.

Beweis: Die angegeben Basiselemente sind ganz, vgl. [AZ, S. 49/50]. Sei nun

=2z +yva+z2Vb+ tVab

mit rationalen Zahlen z,v, z,t ein beliebiges ganzes Element von K, wobei vab
eine Wurzel von ab bezeichne. Die Spur von « iiber jedem der Zwischenkorper von
K/Q ist ebenfalls ganz, weil die Konjugierten von « sowie Summen von ganzen
Elementen ganz sind, vgl. [AZ, S.17/18]. Also liegen die Spuren

SK/Q(\/E)O‘ = 2x -+ 2y\/5
Sk jo(van® = 22+ 2tVab

von « iiber Q(v/a) und Q(vab) im Ganzheitsring des jeweils betrachteten Zwi-
schenkorpers, was umgeformt die Inklusionen

+2\/a € Z+Zil+2\/a

27 + 2tvVab € 7+ ZVab

1
20 — 2y + 4y

liefert, vgl. [AZ, S.49/50]. Aus ihnen folgt
2r -2y €, 2x€l, 2te€Z

und weiter
2y = 2x — (22 — 2y) € Z.

Es sei jetzt
1 1
a:;gfﬂ/%ﬁ +Z'\/5+t/+T\/a\/5

mit x’, 1/, 2, t’ € Q die Darstellung von « bzgl. der obigen Basis, die als Ganzheits-
basis von K zu erweisen ist. Zu zeigen ist, dass die Koeffizienten z’, v/, 2/, t' bereits
in Z liegen. Wir formen die Gleichung zu

y/ y/ v +
o= (IL’I+§> +§\/a+ (ZI+§>\/I_)+ 5\/5\/1_)

um. Auf die oben beschriebene Art erhilt man dann

y/ tl
2.V cz, 2. ¢z
2 2
und aus y',t’ € Z folgt, dass
1 1
y/ +2\/E th/ +2\/5\/5
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ein ganzes Element von K ist. Damit ist auch

¢ 42 Vhb=a- (y'1+2\/a+t'1+2\/a\/5)

ganz, was genau dann der Fall ist, wenn 2’ und 2’ in Z liegen. Also liegt jeder der
Koeffizienten 2,4/, 2.t in Z. Der Ganzheitsring Ox von K = Q(y/a, v/b) ist also
in

Z+ZLQ‘/E+Z\/E+Z¥\@

enthalten. Die umgekehrte Inklusion ist klar, da die vier Basiselemente wie gesagt
ganz sind.
Die Diskriminante von K kann fiir jede Ganzheitsbasis (1, 02, 03, 84 von K mittels
der Formel

di = det (SK/Q(ﬂiﬂj))i,j=1,...,4

berechnet werden, vgl. [AZ, S. 47ff]. Einsetzen der obigen Basis liefert

1 s (157) S (Vb) S (2L Vh)
s(9%)  s((99)) s(atv) s () )

e S (vVB) S (M2 Vh) Sb s (2520)
s(=E) s((=9)N) () ()

S1 S(#) S (Vb) S(L*fﬁ)
S (1+2\/6) s <1+a-!1-2\/5) s (\/5-‘1-\2/5\/5) S ((1+a)\/l_74+2\/5\/l_7)
) S (Vb) S(L”fﬁ) Sb S(#)
S (\/5-{-\2/5\/5) S ((1+a)\/54+2\/5\/6) S (%) g ((1+a)b4+2bﬁ)

4 2 0 0
2 14+a O 0 4 2 4b 2b

0 0 4b 2 2 1+al| |20 (1+a)b

0 0 2 (1+a)

= (41 +a) —4) - (46*(1 + a) — 4b°)
= (4(1+a)—4)* - 0* = (4-a-b)?,

womit die Behauptung bewiesen ist. O
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2.9 Satz. Es seien a und b quadratfreie, teilerfremde und von 1 verschiedene ganze
Zahlen, wobei a = 1(4) und b = 1(4). Dann ist die Erweiterung Q(v/a, vb)/Q
biquadratisch und

1+va 1+vb  1+al+Vb

1
’ 2 2 2 2

ist eine Ganzheitsbasis des algebraischen Zahlkérpers K = Q(v/a, \/5), wobei \/a
und Vb Wurzeln von a bzw. b bezeichnen. Weiter ist
dK = (a . b)2

die Diskriminante von K.

Beweis: Die angegeben Basiselemente sind ganz, vgl. [AZ, S. 49/50]. Sei nun

=2z +yva+z2Vb+ tVab

mit rationalen Zahlen x, vy, z, t ein beliebiges ganzes Element von K, wobei v/ ab eine
Waurzel von ab bezeichne. Die Spuren von « iiber den Zwischenkérpern Q(y/a) und

Q(v/ab) von K/Q sind

Sk /a(vme = 2¢+ 2yVa

SK/Q(\/%)OZ =2z +2tVab
und liegen im Ganzheitsring des jeweils betrachteten Zwischenkorpers, da die Kon-
jugierten von « sowie Summen von ganzen Elementen ganz sind, vgl. [AZ, S.17/18].

Diese Ganzheitsringe sind bekannt, vgl. [AZ, S.49/50], so dass man umgeformt die
Inklusionen

1
20 — 2y + 4y

+2\/a € Z+ZL2\/5

1 1
2x—2t+4t%% c Z+Z+T\/%

erhélt. Aus ihnen folgt
20 —2y €L, 2x—2€Z, 4eEZ

und weiter
2y — 2t = (2z — 2t) — (2z — 2y) € Z.

Es sei jetzt

Jl+va 14V 1+Va1+vb
Y 5 + z 5 +1 5 5

a=1+
mit x’, 1/, 2, t’ € Q die Darstellung von « bzgl. der obigen Basis, die als Ganzheits-

basis von K zu erweisen ist. Zu zeigen ist, dass die Koeffizienten z’, v/, 2/, t' bereits
in Z liegen. Wir formen die Gleichung zu

! !/ !/ ! !/ ! / /
P z t Y t z t t
= LR LI Z 4 )b+ —vavh
a (x+2+2+4)+(2+4)\/5+(2+4)\f+4\/5f

um. Auf die oben beschriebene Art erhilt man dann
y/ t/ t/ t/
2 < 5 + 4) 2 1 €z, 4 1 S/
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und aus y',t’ € Z folgt, dass

y,1+\/a+t,1+ﬁ1+ﬁ

2 2 2

ein ganzes Element von K ist. Damit ist auch

1 1 1 1
o +\/5:a_(y, +2\/E+t, +Va +\/E)

/
T 2 2 2

ganz, was genau dann der Fall ist, wenn 2’ und 2z’ in Z liegen. Also liegt jeder der
Koeffizienten 2,4/, 2, ¢’ in Z. Der Ganzheitsring Ox von K = Q(y/a, v/b) ist also

m

enthalten. Die umgekehrte Inklusion ist klar, da die vier Basiselemente wie gesagt
ganz sind.

7+ Z

Die Diskriminante von K kann fiir jede Ganzheitsbasis (1, 02, O3, 84 von K mittels
der Formel

dic = det (Sk/0(B:5;))

berechnet werden, vgl. [AZ, S. 47f]. Einsetzen der obigen Basis liefert

ij=1,...,4

1+ Vb 1+ Vb
51 5 Hye S 1 § e 14
2 2
g 1+2\/a g <1+2¢5) S 1+2¢5 1+2\/E s (1+2¢E) 1+2\/E
dK = 2 2
S 1+2\/5 S 1+2\/E 1+2\/5 S (1+2\/5) S 1+2\/5(1+2\/5)
2 2 2 2
g 1+2\/a 1+2\/E S <1+2¢a) 1+2\/E S 1+2\/a<1+2\/5) s (1+2¢6) <1+2\/E)
S1 S 1+2\/5 S 1+2\/l_7 S 1+\/5+A\1/5+\/%
S 1+2\/E g 1+a12\/5 IS 1+\/E+4¢E+\/% g (1+a+2¢85)(1+¢5)
S 1+2\/E S 1+\/5+;/E+\/% S 1+bJ£2\/E S (1+\/E)(§+b+2\/5)
glbvatvbivab  g(+et2va)(4vh)  gA+va)(1+b+2vh) g (1+Vat+vbtVab)®
4 8 8 16

2 14a 1 1ia

2 1 1+b P

1 1+a 14+b (14+a)(1+4b)
2 2 4
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1+a 1 Ita 2 1 Ita

2 2
=4-| 1 1+4b L2 —2.02 1+b
lta 146 (+a)(A+D) 1 kb (+a)(+b)
2 2 4 2 4
2 1+a L5 2 1+a 1
+2.]2 1 1b -2 1 1+
1 Lta (Ha)(1+b) 1 Lta  1b
2 4 2 2

ab + a?b + ab? + a?b? ab + ab? —ab —a?b
=4 1 —2 5 +2 5

- (a ’ b)Qa
womit die Behauptung bewiesen ist. O

2.10 Satz. Es seien a und b quadratfreie und teilerfremde ganze Zahlen, wobei
a = 3(4) sowie b = 3(4). Dann ist die Erweiterung Q(v/a, v/b)/Q biquadratisch und

1+vab  a+ Vb
2 2

1) \/a)

ist eine Ganzheitsbasis des algebraischen Zahlkérpers K = Q(+/a, \/5), wobei \/a,
Vb und vab Wurzeln von a, b bzw. ab bezeichnen. Weiter ist

dK = (4 Q- b)2
die Diskriminante von K.

Beweis: Zunichst einmal sind die angegebenen Basiselemente von K ganz, was
fiir die ersten drei unmittelbar aus [AZ, S.49/50] folgt. Das letzte Basiselement ist
ganz, weil sein Quadrat

Va+vb\® a+b+2Vab a+b—-2 1+ Vab
2 - 4 =1 Tt

wegen a + b — 2 = 0(4) ein ganzes Element von Q(v/ab) ist, vgl. [AZ, S. 49/50] und
[AZ, S. 18]. Sei nun K = Q(y/a, v/b) und

=2z +yva+z2Vb+ tVab
mit rationalen Zahlen z,y, z,¢ ein ganzes Element von K, wobei vVab eine Wurzel
von ab bezeichne. Die Spuren von « iiber den Zwischenkérpern Q(v/0) und Q(v/ab)
von K/Q sind

SK/Q(\/E)a =27+ 22Vb
SK/Q(\/E)O[ =2z + 2t\/%
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und liegen im Ganzheitsring des jeweils betrachteten Zwischenkorpers, da die Kon-
jugierten von « sowie Summen von ganzen Elementen ganz sind, vgl. [AZ, S.17/18].
Diese Ganzheitsringe sind bekannt, vgl. [AZ, S.49/50], so dass man die Inklusionen

20 +2:Vb € Z+7ZVb

1+ ab 1+ ab
2x—2t+4t%a_ c Z—i—ZJrT\/a_

erhélt. Aus ihnen folgt
20 €2, 2:€7, 2x—2tc€Z

und weiter
2t = 2x — (22 — 2t) € Z.

Es sei jetzt

+\/_ g Va+ Vb
2

mit 2’1y, 2, t' € Q die Darstellung von « bzgl. der obigen Basis, die als Ganzheits-
basis von K zu erweisen ist. Zu zeigen ist, dass die Koeffizienten 2’, v/, 2/, t' bereits
in Z liegen. Wir formen die Gleichung zu

Z t t Z
o= (l‘l+§) + (y'+§)\/5+ 5\/1_7+ 5\/&\/1_)

a=a +y\a+?

um. Auf die oben beschriebene Art erhalt man dann
t 2

=€, 2-—€lZ
2 2

und aus 2’,t' € Z folgt, dass

gLlEvab  Vat Vb
2 2

ein ganzes Element von K ist. Damit ist auch

( 1+\/_ ,f+\f)

¥4y Va=a-

ganz, was genau dann der Fall ist, wenn 2’ und 3’ in Z liegen. Also liegt jeder
der Koeffizienten z’/,y/, 2/, in Z. Der Ganzheitsring Ox von K = Q(y/a, vb) ist

demnach in
1—|—\/ab \/E—i-\/g
—  TI5

enthalten. Die umgekehrte Inklusion ist klar, weil wie gesagt die vier Basiselemente
ganz sind.

Z + Za + Z

Die Diskriminante von K kann fiir jede Ganzheitsbasis (1, 02, O3, 84 von K mittels
der Formel

dgc = det (SK/Q(ﬁiﬁj))i,]:l,...A
berechnet werden, vgl. [AZ, S. 47ff].
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Einsetzen der obigen Basis liefert

51 S (va) § (e

* (
8 ) o

s1 s(va) 5 (L)
S0 se s(epn)

g (1+ab1:2x/%)

2
S (x/E;m/E) g (a+ﬁ) S ((1+b)\/51(1+a)\/5)
0

S ((1+b)\/5+(1+a)\/5>
4

s <a+bz2\/%)

2a

4 2 0
4a 0 2a
0 4a 0 2a
= =4-1 0 14ab
2 0 14ab 0
2a 0 a+b
0 2a 0 a+b

0 +2-12 0 0

0 2a¢ a+bd

= 4(4a(1 + ab)(a + b) — 2a(1 + ab)2a) +2(2a-2-2a — (a +b) - 2 - 4a)

=4-4a(l +ab)b+2(—b-2-4a) = (4-a-b)?,

womit die Behauptung bewiesen ist. O

2.11 Satz. Es seien a und b quadratfreie und teilerfremde ganze Zahlen, wobei

a =2(4) und b= 3(4). Dann ist die Erweiterung Q(y/a, vb)/Q biquadratisch und

L

)

ist eine Ganzheitsbasis des algebraischen Zahlkérpers K = Q(+/a, \/5), wobei \/a,

Vb und vab Wurzeln von a, b bzw. ab bezeichnen. Weiter ist

dx = (8-a-b)?

die Diskriminante von K.

Beweis: Als erstes sei angemerkt, dass die angegebenen Basiselemente von K ganz
sind. Fiir die ersten drei folgt das unmittelbar aus [AZ, S.49/50], wihrend das letzte

Basiselement ganz ist, weil sein Quadrat

2 4 4

()
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wegen ab — a = 0(4) ein ganzes Element von Q(v/b) ist, vgl. [AZ, S. 49/50] und
[AZ, S. 18]. Sei nun K = Q(y/a, v/b) und

o=z +yva+z2Vb+tVab

mit rationalen Zahlen x,y, z,t ein ganzes Element von K, wobei vab eine Wurzel
von ab bezeichne. Die Spur von « iiber dem Zwischenkérper Q(vab) von K/Q ist

SK/Q(\/%)O‘ =2z + 2t\/%

und liegt im Ganzheitsring von Q(vab), da die Konjugierten von « sowie Sum-
men von ganzen Elementen ganz sind, vgl. [AZ, S.17/18]. Dieser Ganzheitsring ist
bekannt, vgl. [AZ, S.49/50], so dass man die Inklusion

22+ 2tVab € Z+7ZVab

erhélt. Aus ihr folgt
2t € Z.

Dabher sei als nachstes

B=z+ysa+z2vb

mit rationalen Zahlen z,y, z ein ganzes Element von K. Die Normen von [ iiber
den verschiedenen Zwischenkdrpern von K sind ganz, weil alle Konjugierten von 3
sowie Produkte von ganzen Elementen ganz sind, vgl. [AZ, S.17/18]. Die Normen

Nijo(ya)b = z? + ay® — bz% + 2zy/a
NK/Q(\/E)B =224+ b2% —ay® + 2x2Vb

von 3 iiber Q(y/a) und Q(v/b) liegen also im jeweiligen Ganzheitsring, woraus sich
die Inklusionen

22 +ay? — b2+ 2zyvJa € Z+7Zva
:E2+b227ay2+2:c2\/5 € Z+7ZVb

ergeben, vgl. [AZ, S.49/50]. Betrachtet man nur die Komponenten zum Basiselement
1, so erhélt man

2 +ay?—b2 el
24022 —ay’ € Z
und durch Addition folgt
222 € 7,

doch damit ist bereits
T € 7.

Es sei jetzt

a:x’-}-yl\/a_kzl\/g_kt/\/a%\/%

mit 2,1/, 2', € Q die Darstellung von « bzgl. der obigen Basis, die als Ganzheits-
basis von K zu erweisen ist. Zu zeigen ist, dass die Koeffizienten z’, v/, 2/, t' bereits
in Z liegen. Wir formen die Gleichung zu

t t
a=1+ <y’+5>\/5+z’\/5+ 5\/5\/5
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um. Auf die oben beschriebene Art erhalt man dann

t/
2-—€Z
5 S
und aus t’ € Z folgt, dass
y vat+vab
2
ein ganzes Element von K ist. Damit ist auch
Vab
x’—l—y’\/a—l—z’\/gza—t’@

ganz, woraus wie oben gezeigt =’ € Z folgt. Weiter ist dann
yVa+ Vb
ganz und mithin auch

va- (y’\/EJrz’\/B) = ay' + 2'\/aVb.

Weil (1,+/av/b) eine Ganheitsbasis von Q(v/ab) ist, ergibt sich 2’ € Z. Auf analoge
Weise liefert Multiplikation mit v/b, dass 3/ € Z. Also liegt jeder der Koeffizienten

2y, 2, t' in Z. Der Ganzheitsring O von K = Q(y/a, V/b) ist demnach in

Z+ Zva + ZVb + L ﬁ%‘/%
enthalten. Die umgekehrte Inklusion ist klar, weil wie gesagt die vier Basiselemente
ganz sind.
Die Diskriminante von K kann fiir jede Ganzheitsbasis (1, 02, O3, 84 von K mittels
der Formel
dgc = det (SK/Q(ﬁiﬁj))i,]:l,...A
berechnet werden, vgl. [AZ, S. 47f]. Einsetzen der obigen Basis liefert
a+Vab
51 5 (va) S(VB) s ()
S(va)  S(va-va)  S(va-vb) s (vavesen)
dg = Jatab
S(VB)  S(Va-vh)  S(VB-vB) s (VhaERYeL)
2
S(=5) s (i) s () s ((45))
a++vab
S1 S(va)  S(Vh) s
S6E) sa SaE) s (ah)
N atvab
S(VB)  S(va-vB)  Sb 5 (BLpdet)
S (ﬁg@) S (a+(21\/5> g (bﬁ;r\/E) S (a+ab1—2a\/§>
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4 0 0 0
0 4a 0 2a
0 0 4b 0

2a 0 a-+ab
0 2a 0 a-+ab

=4(4a-4b- (a + ab) — 2a - 4b- 2a)
=4(4-4-abla+ab) —4-4-aba) = (8-a-b)?

womit die Behauptung bewiesen ist. O

2.12 Bemerkung. Die Sitze 2.8 und 2.9 folgen unmittelbar aus Satz 88 in Hilberts
Zahlbericht ([H]). Bevor wir diesen formulieren, soll kurz etwas zum Begriff der
linearen Disjunktheit gesagt werden. Seien K /k, Ko/k endliche Erweiterungen und
K = K1 K5 das Kompositum von K; und Ks. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

1. K1 /k und K> /k sind linear disjunkt.
2. K1 k=K K2

3. Ist {a;} eine Basis von K iiber k und {b;} eine Basis von K> iiber k, so ist die
Menge {a;b;} eine Basis von K iiber k.

4. Das Kompositum K kann mit K ®; K5 kanonisch identifiziert werden.

Falls K;/k galoissch ist oder die Grade von Kj/k und Ks/k teilerfremd sind, so
lautet eine weitere dquivalente Bedingung:

5. KiNKy =k

“Satz 88 von Hilbert“. Seien K|, Ko zwei Zahlkérper der Grade ny und no
mit den zueinander primen Diskriminanten di, do. Dann sind K, und K linear
disjunkt, fiir den Ganzheitsring O des Kompositums K = K1 Ky gilt

Ok = Ok, @7 Ok,
und fiir die Diskriminante d von K gilt

d=dp2dg.

Mit den Resultaten 2.8-2.11 kénnen wir nun die Minkowski-Schranken der dort
vorkommenden Korper berechnen. Desweiteren benotigen wir

2.13 Lemma. Sei K/Q eine endliche galoissche Erweiterung. Besitzt K/Q eine
reelle Stelle, so ist K/Q total reell. Besitzt K/Q eine komplexe Stelle, so ist K total
imagindr.

Beweis: Da K/Q normal ist, wird K unter jeder Einbettung in C auf sich selbst

abgebildet. Im Falle K C R ist jede dieser Einbettungen reell, sonst ist jede dieser
Einbettungen komplex. O
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2.14 Satz. Es sei a > 2 eine quadratfreie ganze Zahl. Dann ist fiir K = Q(/a,1)
die Erweiterung K/Q biquadratisch. Fiir die Minkowski-Schranke my von K gilt

mg = B}

s a sonst.

2-3-d . 2a fiir gerades a
mit d=

Beweis: Allgemein ist die Minkowski-Schranke eines algebraischen Zahlkorpers K
durch

®) mic = (3) Dl

gegeben, wobei s die Anzahl der komplexen Stellen von K, n den Grad K : k und
dg die Diskriminante von K bezeichnet, vgl. [AZ, S. 87]. Zwischen s und n besteht
der Zusammenhang

n=r+2s

mit r als der Anzahl der reellen Stellen von K, vgl. [AZ, S. 74] oder [N, S. 32].
Da K = Q(+/a,i) den imaginirquadratischen Kérper Q(z) enthiilt, ist nach Lemma
2.13 hier » = 0 und s = 2. Auch die Diskriminante dx von K = Q(y/a,i) kann
sofort angegeben werden. Im Falle a = 2(4) ist Satz 2.11 anwendbar und es folgt

dig = (8@)2.

Fiir ungerades a ist hingegen a = 1(4) oder —a = 1(4). Anwendung von Satz 2.8
liefert
di = (4@)2.

Damit liegt alles bereit und wir erhalten

4N\24! 1 424.3-.2
mic= () @il = 5=t

2

s a sonst

-2 2a fallsa=2(4
_3-2-d mit d{a alls a = 2(4)
als Formel fiir die Minkowski-Schranke. O
2.15 Satz. Es seien a,b > 2 quadratfreie, teilerfremde ganze Zahlen. Dann ist

fir K = Q(v/a,/b) die Erweiterung K/Q biquadratisch. Es bezeichne my die
Minkowski-Schranke von K.

i) Ist a = 1(4) und b = 1(4), so gilt

3
myg = 3—2ab.

ii) Ist a = 1(4) oder ab = 1(4), aber b # 1(4), so gilt

3
myg = gab.

iii) Ist a = 2(4) und b = 3(4), so gilt

3
myg = Zab.
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Beweis: Fiir die Minkowski-Schranke von K gilt Formel (3) aus dem Beweis von
Satz 2.14. Nach Lemma 2.13 ist hierbei r = 4 und s = 0, denn K ist rein reell. Die
Diskriminante dx liefert einer der Sétze 2.8-2.11; es gilt

ab  falls a,b=1(4)
di|? = { dab falls a = 1(4) oder ab= 1(4),b # 1(4)
8ab falls a =2(3),b=3(4).

Durch Einsetzen in der Formel (3) erhalten wir
404! 1 4-3-2 1 3 1
mic = (=) g3 ldil? = == ldx| = = ldic|?
=ab falls a,b=1(4)
=q2ab falls a=1(4) oder ab=1(4),b # 1(4)
3ab  falls a =2(3),b=3(4)

als Wert der Minkowski-Schranke. O

2.iii Biquadratische Erweiterungskérper von QQ der Klassenzahl 1

In diesem Abschnitt werden wir fiir einige biquadratische Erweiterungen K/Q die
Gruppe H (G, K*) explizit berechnen. Dabei werden wir verwenden, dass der
Korper K die Klassenzahl 1 hat. Unter dieser Voraussetzung ist nach Satz 2.7 der
natiirliche Homomorphismus

HYG,Ex) — H YG,K*)

surjektiv, oder anders gesagt wird jede Klasse aus H (G, K*) durch eine Einheit
von K représentiert. Es geniigt daher, die von den Einheiten der Norm 1 erzeugten
Klassen von H~ (G, K*) zu untersuchen. Bevor wir damit beginnen, muss der
Nachweis erbracht werden, dass die betrachteten Korper tatsidchlich die Klassenzahl
1 haben. Zur Vorbereitung beginnen wir mit

2.16 Lemma. Seien K ein algebraischer Zahlkérper und p eine Stelle von K. Genau
dann ist das Primideal p ein Hauptideal, wenn es im Ganzheitsring Ok ein Element
« mit derselben Absolutnorm wie p gibt, d. h. ein o mit

[Nijq af = Np.

Beweis: Fiir jedes a € K ist der Betrag von Ng g « gleich der Absolutnorm des
von « erzeugten Ideals, kurz

‘NK/Qa| = N(Oé),

vgl. [AZ, S. 52]. Demnach gibt es genau dann ein a@ € Ok mit Absolutnorm Ap,
wenn es ein Hauptideal (o) C O mit

(4) N(a) =Np

gibt. Wenn p selbst ein Hauptideal ist, so wird (4) von (a) = p erfiillt. Es werde
nun umgekehrt vorausgesetzt, das Hauptideal (o) C O geniige (4). Sei

(@) =p1...prq1-..4s
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die Zerlegung des Ideals («) als Produkt von Primidealen, wobei p und alle p; iiber
derselben Primzahl p liegen, wihrend die q; Teiler von Primzahlen ¢; # p sind. Die
Normen aller iiber p liegenden Stellen p’ sind gleich derselben Potenz von p, denn
Ny’ ist die Elementezahl des Restklassenkérpers Ok /p’ (vgl. [AZ, S. 4]), doch alle
p’ haben denselben Restklassengrad iiber p (vgl. [AZ, S. 103/104] oder [N, S. 58]).
Damit folgt

Na= (Np)r./\/ql ... Nys,

wobei jedes Nq; Potenz einer von p verschiedenen Primzahl ist. Es folgt, dafi » = 1
und s = 0 sein muf, weil () und alle iiber p liegenden Stellen dieselbe Norm haben.
Da alle iiber p liegenden Stellen konjugiert sind (vgl. [AZ, S. 103]), ist p; ein zu p
konjugiertes Hauptideal und p demzufolge selbst ein Hauptideal. O

Wir haben jetzt ein Kriterium, um zu bestimmen, wann ein Primideal von K ein
Hauptideal ist. Mit diesem gelangt man zu dem folgenden Resultat.

2.17 Satz. Die algebraischen Zahlkorper

Q(v2,4), Q(W3,i), Q(V2,v3), Q(W?2,V1T7),
Q(V3,v5), Q(W3,V7), Q(V13,V17)

haben die Klassenzahl 1.

Beweis: Zu zeigen ist, dass in jedem der genannten Korper K alle gebrochenen
Ideale Hauptideale sind. Dabei geniigt es die ganzen Ideale zu betrachten, deren
Absolutnorm die Minkowski — Schranke mp nicht iiberschreitet, denn in jeder
Idealklasse von K liegt ein Ideal dieser Art, vgl. [AZ, S. 86/87]. Unter allen ganzen
Idealen a von K mit Absolutnorm Ma < my braucht man desweiteren nur die
Primideale zu betrachten, wie jetzt gezeigt werden soll. Es sei a ein ganzes Ideal
von K und

a=p1r...pr

die Zerlegung von a als Produkt von Primidealen, vgl. [AZ, S. 41]. Dann gilt fiir die
Absolutnorm AMa von a die Gleichung

J\/'a:Npl...Npr,

vgl. [AZ, S. 15] oder [N, S. 36/37]. Hieran ist insbesondere zu erkennen, dass die
Absolutnormen der p; die Absolutnorm von a teilen. Wenn Na nicht gréfier als die
Minkowski-Schranke ist, so gilt dasselbe also auch fiir die Absolutnormen der p;.
Sind nun alle p; Hauptideale, so ist a als Produkt von Hauptidealen ebenfalls ein
Hauptideal.

Nach Lemma 2.16 ist schliellich bekannt, dal ein Primideal p von K genau dann
ein Hauptideal ist, wenn es ein Element o von O gibt, das dieselbe Absolutnorm
wie das Ideal p hat, wobei mit ” Absolutnorm” der Betrag der Norm von « gemeint
ist.

Nachdem wir beschrieben haben, wie vorzugehen ist, wollen wir jetzt die Korper
K im einzelnen betrachten. Zunéchst einmal liegen die Minkowski-Schranken nach
den Satzen 2.14, 2.15 in den folgenden Intervallen.
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| Korper | Minkowski-Schranke | Intervall |

awvzi) | 25E=E 23]
oz | 250 - 1 2]
WIAVET 451
awavn | 2= [12,13]
aws Ve | 22D 5.61
QW3 Ve |23 T_% 78]
8 8
QBT | 22 =08 o

Im folgenden werden wir fiir jeden der Kérper K alle Primzahlen p betrachten, die
unterhalb der Minkowski-Schranke liegen. Fiir die Primideale p von K, die iiber
p liegen, gilt dann méglicherweise N'p < myg. Anhand des Zerlegungsverhaltens
von p in K (vgl. [AZ, S. 113] oder Abschnitt 4.2) ist zu erkennen, welchen Wert
Np annimmt (es ist derselbe fiir alle p|p). Nachdem dieser bestimmt ist, wird ein
ganzes Element von K angegeben, das dieselbe Absolutnorm hat, womit der Beweis
erbracht ist, dafl es sich um ein Hauptideal handelt.

1. Bs sei K = Q(V/2,4). Dann ist mg € [2,3[ und es gilt

(2)=p* in O, Np=2
1+ (s € Ok,
Ny (1=C) = (1=¢s)(1=Gs) = 1+GsG — (G +(s) =2—2Re(s =212

2. Es sei K = Q(v/3,i). Dann ist mx € [1,2].
3. Es sei K = Q(v/2,/3). Dann ist mg € [4, 5[ und es gilt

(2)=p* in Og, Np=2

2+\/§+\/§\/§:1+\/§+\/§\/§€OK

2 2 ’
N 2+v2+v2V3 7(2+\/§)272~374+2—6+4\/§7\/§
K/Q(v2) 2 - 4 - 4 -

(3)=p? in Ok, Np=32
4. Bs sei K = Q(v/2,v/17). Dann ist mg € [12,13] und es gilt

(2) =p?p3 in O, Np1=Npy=2
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1+2v2+ V17 1+ V17
=2
5 \/_+ 5 € Ok,
N 14224 V17T (14+2v2)2—17  148-17+42
K/Q(v2) 2 - 4 - 4
=-2+V2

(3) =pip2 in Ok, Npi =Npy =32
2+3\/§+\/§\/ﬁ71+\/§+\/§+;/§\/ﬁ€

5 =

Ok,

N 24+3vV2+V2VIT\  (2+3v2)2—-2-17 4+18-34+12V2
K/Q(V2) 2 - 4 - 4

= —3+3V2
(5) = p1p2 in Og, Npi =Npy =52
(7) =pip2 in Ok, Npi =Npy=T7>
(11) = pips in O, Np1 = Npy =117
5. Es sei K = Q(v/3,/5). Dann ist mg € [5,6[ und es gilt

(2) =p? in Og, Np=22
1+V3 €0k, Nguml+v3)=-2
(3) =p? in Ok, Np=32
(5) =p? in Ok, Np=5>
6. Es sei K = Q(\/g, V7). Dann ist my € [7,8] und es gilt
(2) =p? in O, Np =22
1+v3 €0k, Ny jgm(l+V3)=-2

(3) =pip3 in Ok, Np1=Npy=3
1+V3+VT €0k, Nygjguum(1l+V3+VT) =(1++3)2-7
=143-7+4+2/3=-3+2V3

(5) =pip2 in O, Np1 = Npy =5
(7)=p? in O, Np=T7>
7. Es sei K = Q(v/13,4/17). Dann ist my € [20,21[ und es gilt

(2) = pip2 in O, Npp = Npy =22
3+VIT 1+ V1T

1

5 + 5 € Ok,
34+17 9—17

NK/@(@)( 9 > = 4 =2
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(3) = pip2 in O, Npp = Npy =3
4+ V13 € O, Ny o4+ V13) =3

(5) =p1p2 in Ok, Npi =Npy =52
(7) =p1p2 in Og, Npi=Npy =72
(11) = p1p2 in O, Npp =Npa =112

(13) = pip3 in Ox, Np1=Npy=13
2+\/ﬁ+\/ﬁ_1+\/ﬁ+1+\/ﬁe

2 2 2 Ox;
N 2+ VI3+VIT\  (2+V13)2—-17 4+13—17+4V13
K/Q(V13) 2 B 4 B 4

VT3

(17) = pip3 in Ok, Np1=Npy =17

1+2\/ﬁ+2\/ﬁ60K,

Ny oy (1 H2V13+2V17) = (1+2V17)° —4-13 = 1 +4-17-4-13+4V17
=17+ 417

(19) = p1p2 in Og, Npy =Npy =192

Damit ist der Beweis erbracht, dass jeder der genannten Korper die Klassenzahl 1
hat. O

Der nun kommende Satz soll auf sehr direkte Weise bewiesen werden.

2.18 Satz. Fiir die im folgenden auftretenden Korper K bezeichne G ~ Z/2 x Z/2
die Galoisgruppe der biquadratischen Erweiterung K/k. Dann gilt

H NG, Q(V2,i)*) =1,

H (G, Q(V2,V17)*) =1,

H'(G, QW13 V1T)) = 15

andererseits sind die Gruppen in den folgenden Féllen nicht-trivial, und genauer
gilt:

H™ (G, Q(V3,i)*) ~ Z/2,
H™Y(G, Q(V2,v3)*) ~ Z/2,
H™N(G, Q(v3,V5)") ~ (Z,/2)?,
H™N(G, QV3,V7)*) = Z/2.

Beweis: Sei zuerst K = Q(v/2,i) oder K = Q(v/3,i). Weil K die Klassenzahl 1
hat, wird nach Satz 2.7 jede Klasse von H!(G, K*) durch eine Einheit von K
reprasentiert. Da die G-Konjugierten einer Einheit von K ebenfalls Einheiten von
K sind, ist die Norm einer Einheit von K iiber Q(7) als Produkt von Einheiten von

48



K eine Einheit von Q(¢). Der Ganzheitsring von Q(4) ist Z[i] (vgl. [AZ, S. 49/50])
und seine Einheitengruppe ist {£1,+i} (vgl. [N, S. 3]). Dabei ist —1 Norm eines
Corandes iiber Q(7), denn es gilt

1+
.2 .
—1=1i"= Ng/ou) ¢ = Nk/oa) (—1 - Z)

Es bleibt zu kldren, was mit Einheiten von K ist, die iiber Q(¢) die Norm ¢ oder
—i haben. Beginnen wir mit K = Q(+/2,). Ob i bei Q(v/2,4)/Q(i) die Norm eines
Corandes ist, erkennt man nach Satz 1.8 an der quadratischen Form

X2 4 (-1 -1%)X2 - 2X2.

Wie man sofort bemerkt, ist diese isotrop und ¢ demzufolge Norm eines Corandes
itber Q(i). Weil auch —1 Norm eines Corandes iiber Q(i) ist, sind in K = Q(v/2,14)
also alle Einheiten Coréinder und mit Satz 2.7 folgt, dass H (G, K*) in diesem
Fall trivial ist. Kommen wir nun zu K = Q(\/g,i). Um zu erkennen, ob ¢ bei
Q(v/3,4)/Q(i) die Norm eines Corandes ist, haben wir wiederum nach Satz 1.8 die
quadratische Form

X2+ (-1-1%)X3 - 3X7

zu betrachten. Sie ist nicht isotrop, weil die Kongruenz X? = 2(3) wegen (%) = —1
in Z nicht 1osbar ist, vgl. Korollar 1.3. Es folgt, dass ¢ nicht Norm eines Corandes
iiber Q(¢) ist. Wenn man ein Element von K angeben kann, das iiber Q(¢) die Norm
1 hat, so ist dieses kein Corand und gehort damit einer nicht-trivialen Klasse von
H=Y(G, K*) an. Tatséchlich gilt

1+2i+\/§i) C(1+2)2-3-(-1) 1-4+3+4 .
B 4 B 4 ’

Nrk/at) ( 3

womit nachgewiesen ist, dass die Norm i bei K/Q(i) wirklich auftritt. Die von
(14-2i4+/3i) /2 erzeugte Klasse aus H ! (G, K ) ist die einzige nicht-triviale Klasse,
denn ansonsten kommt nur die Norm —i iiber Q(7) fiir Einheiten aus nicht-trivialen
Klassen von H (G, K*) in Frage, doch

14+2i++v3i 144
2 11—

ist ein Element von K mit der Norm —i iiber Q(:i) und unterscheidet sich von
(1 4+ 2i + v/3i)/2 nur um einen Corand. Ein weiterer Erzeuger der nicht-trivialen
Klasse von H~ (G, K*) ist

1+V3

141

)

vgl. Satz 1.10.1.

Als nichstes betrachten wir K = Q(v/2,v/3) und K = Q(v/2,v/17). Auch hier gilt
nach Satz 2.7: Weil K die Klassenzahl 1 hat, wird jede Klasse von H (G, K*)
durch eine Einheit von K représentiert. Die Norm einer Einheit von K iiber Q(ﬂ)
ist eine Einheit von Q(v/2). Die Einheitengruppe von Q(v/2) ist

Egys = {F1}x <1+v2>
(vel. [AZ, S. 63/64]), denn die Grundeinheit von Q(v/2) ist 1++/2 (vgl. [N, S. 45/46]).
Die Grundeinheit selbst kommt als Norm iiber Q(v/2) von Elementen der Norm 1

iiber Q nicht in Frage, weil sie iiber Q die Norm —1 hat. Die Gruppe der Einheiten
mit Norm 1 iiber Q ist die Untergruppe {£1}x < (1 +v/2)? > von Eg(yvz)- Im
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Folgenden gilt es zu bestimmen, ob es in K Cordnder mit den Normen —1 oder
+(1+ \/5)2 iiber Q(ﬂ) gibt. Fangen wir mit K = Q(\/i7 \/§) an. Korollar 1.9
liefert, dass —1 genau dann bei Q(v/2,v/3)/Q(v/2) die Norm eines Corandes ist,
wenn die quadratische Form

X7 +2X3 - 3X73

isotrop ist. Dies trifft zu, denn die Kongruenz X2 = —2(3) ist in Z losbar, vgl. auch
Korollar 1.3. Nach Satz 1.8 ist andererseits das Element

(1+\/§)2§+g

von Eg /5 genau dann bei Q(v/2,v/3)/Q(+/2) die Norm eines Corandes, wenn die
quadratische Form

X2+ (2-2%)X2 -3X2

eine nicht-triviale Nullstelle besitzt. Das ist nicht der Fall, denn die Kongruenz
X2 = 2(3) ist in Z nicht lésbar, s. o. oder vgl. Korollar 1.3. Demzufolge gibt es
keinen Corand mit der Norm (1 + /2)? iiber Q(v/2). Jedes Element von K mit
der Norm (1 + v/2)? iiber Q(v/2) ist demnach kein Corand und liegt somit in einer
nicht-trivialen Klasse von H~'(G, K*). Offenbar ist 1 + v/2 ein solches. Die von
ihm erzeugte Klasse ist das einzige nicht-triviale Element von H~1(G, K*), wie
wir uns jetzt kurz iiberlegen wollen. Da die Gruppe H (G, K*) den Index 2 hat,
sind (1 + v/2)* und iiberhaupt alle geraden Potenzen von (1 + v/2)?> Normen von
Coréndern. Ebenso ist nach dem oben Gezeigten —1 Norm eines Corandes. Daher
unterscheidet sich jedes Element der Gruppe {+1}x < (1 + v/2)? > um die Norm
eines Corandes von 1 oder von (1 + v/2)? und es folgt dass 1 und 1 + /2 die
beiden einzigen Klassen von H~!(G, K*) ausmachen. Um zu K = Q(v/2,/17) zu
kommen, nach Korollar 1.9 ist —1 genau dann bei Q(v/2,v/17)/Q(v/2) die Norm
eines Corandes, wenn die quadratische Form

X2 42X7 - 17X2

isotrop ist. Da wegen (1—72) = 1 die Kongruenz X? = 2(17) in Z losbar ist, gibt es
eine nicht-triviale Nullstelle, vgl. Korollar 1.3. Ob (1+4+/2)? bei Q(v/2,/17)/Q(v/2)
die Norm eines Corandes ist, kann man nach Satz 1.8 an der quadratischen Form

X2+ (2-2H)X2 - 17X2

erkennen. Auch sie ist isotrop, denn wegen () = 1 ist die Kongruenz X? = 2(17)
in Z l6sbar, vgl. auch Korollar 1.3. Damit ist gezeigt, dass im Falle K = Q(\/ﬁ, \/ﬁ)
alle Elemente von K mit der Norm 1 iiber Q bereits Corénder sind. Dieses Ergebnis
wird in einem spéteren Kapitel von Bedeutung sein.

Wir wenden uns nun K = Q(\/g, \/5) und K = Q(\/g, \/7) zu. Weil auch hier K
die Klassenzahl 1 hat, wird nach Satz 2.7 jede Klasse von H (G, K*) durch eine
Einheit von K reprisentiert. Die Norm einer Einheit von K iiber Q(v/3) ist eine
Einheit von Q(v/3), liegt also in der Einheitengruppe

Byyz = {£1}x <2+v3>

von Q(v/3), vgl. [AZ, S. 63/64]. Dabei ist 2 + /3 die Grundeinheit von Q(v/3), vgl.
[N, S. 45/46]. Es stellt sich die Frage, ob es in K Corénder mit den Normen —1
oder +(2 4 +/3) iiber Q(v/3) gibt. Betrachten wir als erstes K = Q(+/3,v/5). Um zu
bestimmen, ob —1 bei Q(v/3,1/5)/Q(+/3) die Norm eines Corandes ist, ziehen wir
gemif Korollar 1.9 die quadratische Form

X?4+3X2 -5X2
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heran. Sie ist nicht isotrop, denn wegen (3) = —1 ist die Kongruenz X? = 5(3) in

Z nicht l6sbar, vgl. Theorem 1.2. Ob die Grundeinheit

_3+V3
2+\/§*3,\/§

von Q(v/3) bei Q(v/3,/5)/Q(v/3) die Norm eines Corandes ist, ist nach Satz 1.8
an der quadratischen Form

X2+ (3-3%)X2 -5X2

zu erkennen. Sie ist ebenfalls nicht isotrop, weil wie gesagt die Kongruenz X2 = 5(3)
wegen (2) = —1 in Z nicht l6sbar ist, vgl. Theorem 1.2. Nach Satz 1.8 ist schlieBlich

3
das Element

1+V3
1-V3

von Eg /3 genau dann bei Q(v/3,v/5)/Q(+/3) die Norm eines Corandes, wenn die
quadratische Form

—(2+V3) =

X2 4+ (3-1%)X3 —5X3

isotrop ist. Auch dieser Fall tritt nicht ein (vgl. Korollar 1.3), denn wegen (Z2) = —1
ist die Kongruenz X? = —2(5) in Z nicht lésbar. Im Ergebnis ist also weder —1 noch
2 + /3 noch —(2 + /3) die Norm eines Corandes iiber Q(v/3). Wir konnen jedoch
sofort Elemente von K angeben, die iiber (@(\/5) gerade diese Normen haben. Es
gilt

Nicjq(v) (2 +V5) = -1

sowie

1+2vV3+5 (1+2v3)?2 -5 1+12-5+4V3
NK/Q(ﬁ)( 5 )Z 4 - 1 =2+v3

und weiter hat man

34+ V3+V5+VI5\  (3+V3)2—5(1+V3)?
NK/@(\/§)< 2 > 4
_ 9+3—5—154—|—(6—10)\/§:7(2+\/§).

Es handelt sich um Elemente von K der Norm 1 iiber Q, die Vertreter nicht-trivialer
Klassen von H (G, K*) sind. Genauer gesagt liegen

142 1
o4 vE LE \/2§+\/37 3+\/§+2\/3+\/_5

nach Satz 1.7 in paarweise verschiedenen nicht-trivialen Klassen von H (G, K*),
denn auch ihre Quotienten haben iiber Q(v/3) die Normen —1 und #(2+ v/3), und
diese Einheiten von Q(v/3) sind nicht Normen von Coréindern. Weitere nicht-triviale
Klassen aus H (G, K*) gibt es nicht, wie wir kurz zeigen wollen. Da H~(G, K*)
den Index 2 hat, sind alle geraden Potenzen von 2 + v/3 Normen von Corindern.
Jedes Element der Einheitengruppe von Q(\/g) unterscheidet sich also um die Norm
eines Corandes von —1 oder 4(2++/3), so dass sich jedes Element von K mit Norm
1 tiber @ um einen Corand von 1 oder einem der oben genannten Elemente von K
unterscheidet. Fiir K = Q(v/3,1/5) erhalten wir demnach H~(G, K*) ~ (Z/2)?.
Kommen wir nun zu K = Q(\/g, V7). Um die Frage zu beantworten, ob —1 bei

o1



Q(v/3,v7)/Q(+/3) die Norm eines Corandes ist, betrachten wir gem#8 Korollar 1.9
die quadratische Form
X?43X37 - 7X3.

Sie ist nach Theorem 1.2 isotrop, denn es gilt (=2) = (Z) = 1 und somit sind die

Kongruenzen X2 = —3(7) und X? = 7(3) in Z losbar. Also ist —1 die Norm eines
Corandes iiber Q(+/3). Um zu erkennen, ob 2+ +/3 bei Q(v/3,v/7)/Q(+/3) die Norm

eines Corandes ist, ziehen wir die quadratische Form
X2 4 (3-3%)X3 - 7X3

heran. Diese ist nach Theorem 1.2 nicht isotrop, weil (g) = —1 gilt und daher die
Kongruenz X? = 6(7) in Z nicht 16sbar ist. Wenn man ein Element von K angheben
kann, das iiber Q(\/g) die Norm 2 + v/3 hat, so liegt dieses in einer nicht-trivialen
Klasse von H (G, K*). Tatséchlich gilt

<3+3\f+\f+\/_>(3+3\/§)2—7(1+\/§)2
4

9+27—-7-214+ (18 —14)v3
_ + 4+( )\/_224—\/5,

K/@(f)

womit ein Element aus einer nicht-trivialen Klasse von H (G, K*) gefunden ist.

Genauer wird von
3+3V3+VT++21
2
die einzige nicht-triviale Klasse von H~1(G, K*) erzeugt, denn H (G, K*) hat
den Index 2, so dass alle geraden Potenzen von 2 + v/3 Normen von Coréndern
sind. Jedes Element der Einheitengruppe von Q(\/g) unterscheidet sich demzufolge

um die Norm eines Corandes von 1 oder von 2 + /3. Ein weiterer Verteter der
nicht-trivialen Klasse von H (G, K*) ist

1++3
3+ VT

vgl. Satz 1.16.1.

Als letztes bleibt K = Q(+/13,4/17) zu betrachten. Auch in diesem Fall hat K
die Klassenzahl 1, so dass nach Satz 2.7 jede Klasse von H (G, K*) durch eine
Einheit von K reprisentiert wird. Die Norm einer Einheit von K iiber Q(+/13) ist
eine Einheit von Q(1/13). Die Einheitengruppe von Q(1/13) ist

3+V13
Eg(vis) = {#1} % <T>

(vgl. [AZ, S. 63/64]), denn die Grundeinheit von Q(v/13) ist (3 4+ v/13)/2 (vgl.
[N, S. 45/46]). Die Grundeinheit (3 + /13)/2 hat iiber Q die Norm —1 und kann
daher nicht Norm von Elementen von K der Norm 1 iiber Q sein. Die Gruppe der
Einheiten von Q(v/13) mit Norm 1 iiber Q ist

e (257

Es gilt zu kldren, was mit Elementen von K der Norm —1 oder £((3 + 1/13)/2)?
iiber Q(v/13) ist. Zunéchst wollen wir priifen, ob —1 bei Q(v/13,v/17)/Q(Vv/13) die
Norm eines Corandes ist. Nach Korollar 1.9 ist dies genau dann der Fall, wenn die

quadratische Form
X2 4+13X2 - 17X2
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isotrop ist. Das ist sie (vgl. Theorem 1.2), denn wegen (5i2) = (1Z) = 1 sind die

Kongruenzen X? = —13(17) und X? = 17(13) iiber Z losbar. Ob

<3+\/ﬁ)2 13 + 313
2 13— 313

bei Q(v/13,v/17)/Q(v/13) die Norm eines Corandes ist, ist nach Satz 1.8 an der
quadratischen Form

2 13\2) £ 9 2

X2+ (13— (3) ) X2~ 17X2

zu erkennen. Genauso kann man auch die quadratische Form
X2+ (13-3% - 133 X3 - 17X2

und in einem zweiten Schritt

X —13X2 - 17X2

betrachten. Diese Formen sind ebenfalls isotrop, denn wegen (12) = (12) = 1 sind
die Kongruenzen X2 = 13(17) und X2 = 17(13) iiber Z lésbar, vgl. Theorem 1.2.
Es folgt, dass die Gruppe H~ (G, K*) fir K = Q(v/13,4/17) trivial ist. Dieses
Resultat wird wie das im Fall K = Q(+/2,/17) an spiterer Stelle von Bedeutung

sein. O

Im Beweis von Satz 2.18 haben wir explizit Corénder angegeben, welche die nicht-
trivialen Klassen von H (G, K*) erzeugen. Das halten wir in einer Tabelle fest:

Korper H-1(G,K*) | erzeugende Elemente
von H™1 (G, K*)

Q(v2,1) 0

-
&

QR |22 —

Q(WV2,Vv3) | zZ/2 1++2
Q(V2,v17) |0

[\

3+Vv3+v5+V15
24 VB, +vV3+V5+

QWEVE) | (Z/2) >

34+V7
Q(V3,V7) Z/2 T+ 3

Q(vV13,v17) | 0

Durch die Betrachtung weiterer Korper der Klassenzahl 1 erhilt man noch eine
Reihe von Beispielen, in denen die Berechnung von H (G, K*) auf eine relativ
elementare Art moglich ist. Die Ergebnisse sind auf den folgenden Seiten in Tabellen
wiedergegeben.
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Korper H-1(G,K*) | erzeugendes Element
von H™1(G, K*)
Q(v2,i) |0
1 3
Q3.0 | 2/2 1++\i_
Q5.9 |0
QW74 |0
QVILY | 272 sl
Q(V13,i) | 0
19 13 4+ 3v19
Q(W19,4) | Z/2 ;(—EXL_) oder jJr\L/_
Q(V37,i) | 0
43 59 4+ 9v/43
Q(V43,i) | Z/2 z(—;:{; oder jJr\L/_
7 67 221 + 27/67
Q(/67,4) | /2 3;;5 oder L i\/_
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Korper H (G, K*) | erzeugendes Element
von H (G, K*)
Q(V2,V3) | z/2 1++2
QW2,v5) | Z/2 142 oder 2+ /5
Q(v2,v7) |0
Q(v2,v1l) | Z/2 1+v2
Q2 VI3) | /2 14+vZ oder > +2¢ﬁ oder 18 + 5v/13
Q(v2,v17) | 0
Q(V2,v19) | 72 1+v2
Q(v2,v23) | 0
Q(V2,v29) | 72 1+ V2 oder 5+2‘/E oder 70 + 13v/29
Q(v2,v31) | 0
Q(V2,V37) | Z/2 1+ /2 oder 64 /37
Q(V2,v43) | 72 1+v2
Q(v2,v47) | 0
Q(V2,V53) | Z/2 142 oder © +2‘/ﬁ oder 182+ 25/53
Q(V2,v59) | Z/2 1++2
QW2 VBT) | Z/2 1+v2 oder 6+5m
Q(v2,V67) | Z/2 1+v2
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Korper H-T(G, KX | erzeugende Elemente

von H™1(G, K*)
Q(W3.V5) | (2/2)? ”2‘/5 oder 2+ V5, 2 ﬁ*f* V15
QW3,V7) | Z/2 ?Ig
Q(V3,V11) | 0
Q(V3,V13) | 0
QW3 VIT) | Z/2 1+4‘/ﬁ oder 4+ V17 oder 2‘?1:\/\1;;)
Q(v3,v19) | 0
Q(V3,v23) | Z/2 511\/\/2?
Q3. V) | (Z/2)? 5+2\@ oder 70+ 13v/29),

9+ 3v3 4+ V29 + V87

2

Q(V3,V3T) | 2/2 % oder 22 72”_1
Q(V3,v37) | 0
Q(V3, Vi) | Z/2 ot 4‘/H oder 32+ 5V41 oder 27(11‘/4;;)
Q(v3,v43) | 0
QW3 VA7) | Z/2 711\/\/42
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Korper H-1(G,K*) | erzeugende Elemente

von H-Y(G, K*)
s | @22 1+2\/5 oder 24 V5, 7+3\/5+23ﬁ+\/ﬁ
Q(v5,V11) | 0
Q(V5,V13) | Z/2 ! +2ﬁ oder 245

oder +2\/ﬁ oder 18+ 5V/13
QW5,V17) | Z/2 ! +2ﬁ oder 245

oder * +4\/ﬁ oder 4+ V17
Q(V5,v19) | 0
Q5T | @2 1+2\/5 oder 24 5, 23+5\/5+Z\/ﬁ+\/ﬁ
Q(v5,v/31) | 0
Q(V5,V37) | Z/2 1+2\/5 oder 245

oder Hf oder 6+ V37
Q(V5,v41) | 0
Q(5,Va3) | (2/2)? ! +2‘/‘F’ oder 2+ /5,

43 +15v/5 + 5v/43 + 3v/215

6
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Korper H-1(G,K*) | erzeugende Elemente
von H™1(G, K*)
3+V7
QW7,V11) | Z/2 VT
Q(W7,V13) | (Z./2)? 3+2\/ﬁ oder 18 + 5v/13, 7+ﬁ+g/ﬁ+\/9_1
QWT7,V17) | Z/2 1+T\/ﬁ oder 4 + /17
Q(V7,V19) | Z/2 31(3++\/\{_Z> oder 133:3\/\/_71_9
Q(V7,v23) | 0
Q(V7,v29) | 0
Q(W7,v31) | 0
Q(W7,v37) | 0
Q(W7,v41) | Z/2 % oder 32 + 5v41
33+ V7) 3+VT
Q(W7,V43) | Z)2 T oder 59+ 0VE
QWT,vV47) | 0
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Korper H-1(G,K*) | erzeugende Elemente
von H™Y(G,K*)
QWL VI3) | (2/2)? 3 +2‘/ﬁ oder 18 + 5v/13,
11+ 311 4 313 + /143
2
QWITL,VIT) | 2/2 1+4\/ﬁ oder 4+ V17
Q(V11,v19) | 0
3+ V11
QWIT,V39) | (2/2) > +2@ oder 70 + 13v/29,
11+ 3v/11 4 3v/29 + /319
6
33+ V11) 3+4V11
QVIL V3D) | 2/2 T3l 0 394731
Q(W1L,Vv37) | 0
QW/IT, Vi) | Z/2 5+4¢H oder 32 + 5v/41
3+ V11
Q(WV11,v47) | Z/2 o
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Korper H-1(G,K*) | erzeugende Elemente
von H™Y(G,K*)
Q(V13,V17) | 0
1
Q(v13,V19) | (Z/2)? 5 +2\/_3 oder 18 + 5V/13,
19 + 513 + 5v/19 + /247
6
Q(V13,v23) | 0
Q(V13,v29) | 0
1
Q(V13,v31) | (Z/2)? 3+ V13 oder 18 4 5V/13,
31+ 713 + 7v/31 + /403
18
1
Q(W13,V37) | 72 5 +2\/_3 oder 18 +5V/13
1
oder +6m oder 6+ /37
1
QI3 vaD) | Z/2 3+2ﬁ oder 18 + 513
11
oder > +4\/_ oder 32 + 5v41
1
Q(vV13,V47) | (Z/2)? > +2ﬁ oder 18 + 513,
47 + 913 + 947 + /611

34

60




Korper H-1(G,K*) | erzeugende Elemente

von H™Y(G,K*)
Q(W17,v23) | Z/2 1+4\/ﬁ oder 4+ /17
Q(W17,v29) | Z/2 1+4\/ﬁ oder 4+ /17

oder 5+2\/E oder 70+ 13v/29
Q(V17,V31) | Z/2 1+4\/ﬁ oder 4+ /17
Q(W17,V37) | Z/2 1+4\/ﬁ oder 4+ /17

oder 1+6\/ﬁ oder 6+ /37
QBT | 72 S oder 1D
Q(V19,v29) | (Z/2)* 5+2‘/E oder 70+ 13v/29,

19+ 3v/19 + 3v/29 4 V551

10

Q(V19,V37) | (z/2) ! +6\/3_7 oder 6 + V37,

19 4 v/19 + /37 + /703

18

Q(V19,V47) | 7/2 3(171\\//1_%) oder 1iif/\£_i_9
Q(v29,v37) | Z/2 5+2@ oder 70 + 13v/29

oder 1+6\/ﬁ oder 6 + /37
Q(v29,v41) | Z/2 5+2\/E oder 70 + 13v/29

oder 5+4\/H oder 324 5v41
Q(V37,v/41) | 0
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3. Zur Bestimmung von H (G, K*) fiir galoissche Erweiterungen
algebraischer Zahlkérper

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, wie die Gruppe H (G, K*) im Falle einer
biquadratischen Erweiterung K/k algebraischer Zahlkorper mit der Galoisgruppe
G =~ (Z/2)? unter Anwendung der kohomologischen Fassung der Klassenkorpertheo-
rie nach Tate bestimmt werden kann. Wir formulieren sogleich das zentrale

3.1 Theorem. Sei K/k eine biquadratische Erweiterung algebraischer Zahlkérper,
mit Galoisgruppe G ~ (Z/2)?. Dann ist H~'(G, K*) bis auf Isomorphie vollstindig
bestimmt durch die Anzahl n der Stellen p von k mit lokaler Galoisgruppe G, = G.
Genauer gilt fiir allen > 0

H™Y(G,K*) = (z/2)" ",

wobei (Z/2)~! = 0 im Falle n = 0 zu lesen ist. Jede Zahl n > 0 Idsst sich fiir eine
biquadratische Erweiterung K /Q realisieren.

Der Beweis von Theorem 3.1 wird sich iiber das gesamte Kapitel und einen Teil
des folgenden Kapitels erstrecken. In diesem Kapitel werden wir die Gleichung
H YG,K*) ~ (Z/2)""! beweisen, wobei der Fall n = 0 die eigentliche Schwie-
rigkeit darstellen wird. Wie in der Einleitung bereits n&dher ausgefithrt werden wir
das Problem auf zwei verschiedene Weisen angehen: einmal soweit wie moglich mit
klassisch-zahlentheoretischen Mitteln, wobei wir auf Resultate von Kapitel 2 zuriick-
greifen, zum anderen auf rein kohomologischem Wege. In Kapitel 4 schliefSlich wer-
den wir zeigen, dass sich jedes n > 0 fiir eine biquadratische Erweiterung K/Q
realisieren lédsst und dass jede der zweielementigen Untergruppen von G als lokale
Galoisgruppe auftritt (dies werden wir im Fall n = 0 bendtigen).

3.i Zur kohomologischen Fassung der Klassenkorpertheorie nach Tate

Es sei K/k eine galoissche Erweiterung algebraischer Zahlkérper mit Galoisgruppe
G. Anders als bei der Betrachtung lokaler Korper wird in dieser Situation nicht
direkt mit der multiplikativen Gruppe K * von K gearbeitet, sondern es wird mit der
Idelgruppe I von K ein weiterer G-Modul in das Geschehen einbezogen. Bezeichnet
P(K) die Menge aller Stellen (Aquivalenzklassen von Absolutbetriigen) von K, so
gilt nach Definition

Ix = {(ap), € H KPX : ap € Uy, fiir fast alle Stellen p},
pPEP(K)

wobei K, die Komplettierung von K bzgl. p und U, die Elemente vom Betrag 1
bezeichnet. Da jedes a € K* eine Einheit fiir fast alle Stellen p von K ist, besteht
eine natiirliche Inklusion K* — Ig, a — (op)p, mit ap = a fiir alle p, und man
erhélt eine kurze exakte Sequenz von G-Moduln

1-K* —=Igx —-Cg—1

Die Faktorgruppe Cx = I /K> ist die Idelklassengruppe von K, vgl. [AZ, S. 58].
Zu dieser kurzen exakten Sequenz von Koeffizientenmoduln gehort die lange exakte
Kohomologiesequenz der Tate-Kohomologiegruppen der endlichen Gruppe G

— H'"YG,Ix) = H™(G,Cx) — H'(G,K*) — H'(G,Ix) - H'(G,Cx) —
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(siehe etwa [CF, S. 102]). An dieser Stelle kommt nun die kohomologische Fassung
der Klassenkorpertheorie nach Tate hinzu, nach der fiir alle ¢ € Z kanonische Iso-
morphismen

HY(G,Ck) ~ H"2(G,Z)
bestehen, siehe [CF, S. 197]. Aulerdem gilt fiir alle i € Z
(G Ix)~ @@ H'(Gp K)S)~ @ H*Gy,2Z)
peP(k) peP(k)

auch dies kanonisch ([CF, S. 177]). Die Summe erstreckt sich jeweils iiber alle
p € P(k), und mit G, wird fiir jede Stelle p des Grundkorpers k die Zerlegungs-
gruppe von P in Bezug auf die Erweiterung K/k bezeichnet, wobei 8 eine der iiber
p liegenden Stellen von K ist; dann ist G|, eine Untergruppe von G, die mit der
lokalen Galoisgruppe G(Kwy/ky) identifiziert werden kann ([AZ, S. 105]; vgl. auch
Kapitel 4). Genauer gesagt unterscheiden sich die Gruppen Gy fiir die p teilenden
Stellen B von K voneinander um kanonische Isomorphismen; im Falle einer abel-
schen Erweiterung K/k sind sie alle gleich, vgl. Abschnitt 4.i. Im zweiten Schritt
wurde verwendet, dass wiederum nach Tate im Falle einer galoisschen Erweiterung
lokaler Kérper L/E stets H(G(L/E),L*) ~ H~2*(G(L/E),Z) gilt.

Unter Verwendung dieser Isomorphismen prisentieren sich die Abbildungen

g:H' (G, Ix) — H'(G,Ck)
in der langen exakten Kohomologiesequenz nun als Abbildungen
P H *(Gy,2) - H(G,Z)
peP(k)
und nach [CF, S. 198] gilt
> corg’ (),
peP(k)

mit den Corestriktionsabbildungen

P HT3(GYy, Z) — H73(G, Z).
Wir sind interessiert an der Gruppe H ~1(G, K*). Nach dem Vorangegangenen gibt

es eine exakte Sequenz

D H*Gy.2)—» H*G.2)— H (G.K*)—
peEP(K)

&P H*Gy.2)— H PG, 2)
peP(k)

Nun stimmen die Tate-Kohomologiegruppen H %(G,M) einer endlichen
Gruppe G in Dimensionen —g < —1 mit den (gewthnlichen) Homologiegruppen
H,_1(G,M) von G iiberein, und die Corestriktionsabbildung

cord - H-9(U,M) — H™9(G, M)

fiir eine Untergruppe i : U — G von G ist gleich der induzierten (funktoriellen)
Abbildung
i*ZHq_l(U,M)—) q_l(G,M)
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([CF, S. 104], [B, S. 80, 130]). Es ergibt sich daher die folgende exakte Sequenz (die
Homologiegruppen haben Koeffizienten in Z, mit trivialer Gruppenoperation)

P Hs(Gy) — Hs(G) — H G, K*) = P HaGy) — Ha(G),
pEP(k) peEP(K)

und die duflersten linken und rechten Abbildungen sind die Summe der von den
Inklusionen ¢ : Gy — G induzierten Abbildungen.

Bemerkung. Nach dem Vorangegangenen gilt fiir eine galoissche Erweiterung L/E
lokaler Kérper H-1(G(L/E), L*) ~ H-3(G(L/E),Z) ~ Hy(G(L/E),Z), insbeson-
dere hingt der Isomorphietyp der Gruppe H(G(L/E), L*) nur von der Gruppe
G(E/L) ab und nicht von der Korpererweiterung (die Gruppe Hz(G,Z) wird auch
als Schur-Multiplikator der Gruppe G bezeichnet). Wie sich zeigen wird, bleibt dies
nicht mehr richtig fiir galoissche Erweiterungen algebraischer Zahlkérper (globaler
Korper).

3.ii Biquadratische Erweiterungen

Die Ergebnisse von Abschnitt 3.1 sollen nun auf biquadratische Erweiterungen
K /k algebraischer Zahlkérper, mit Galoisgruppe G' = (Z/2)?, angewandt werden,
mit dem Ziel der Bestimmung der Gruppe H (G, K*). Wir beginnen mit einigen
Kommentaren zur Berechnung der Homologiegruppen in der exakten Sequenz am
Ende von Abschnitt 3.i.

Nach der Kiinneth-Formel fiir die Homologie von Gruppen gibt es eine spaltende
exakte Sequenz ([B, S. 120],[HS, S .223])

0~ €D Hi(Z/2) ® Hy(Z/2) — Hu(Z/2)) —
i+j=n

D Tor(Hi(z/2),H(Z/2)) - 0,
itj=n—1
insbesondere ist H,((Z/2)?) isomorph zur direkten Summe der beiden #ufBeren
Gruppen. Zur Berechnung dieser Gruppen machen wir die folgenden Bemerkun-
gen.

Fiir eine zyklische Gruppe Z/n der Ordnung n ist Ho(Z/n) ~ Z, H;(Z/n) ~ Z/n
fiir ungerades ¢ und H;(Z/n) = 0 in allen anderen Féllen (vgl. [B, S. 35]).

Der Torsionsfunktor Tor = Tor’ hat folgende Eigenschaften (vgl. [SZ, S. 260]).

1. Ist A eine freie abelsche Gruppe und B eine beliebige abelsche Gruppe, so gilt
Tor(A, B) = 0.

2. Sei G eine beliebige abelsche Gruppe. Fiir alle n € N ist Tor(Z/n,G) =
{g € G|ng=0}

3. Aus 2. folgt, dass Tor(Z/n, A) = 0 fiir jedes n € N und jede torsionsfreie abelsche
Gruppe A.

4. Aus 2. folgt, dass Tor(Z/m,Z/n) ~ Z/d, fiir m,n € N mit dem groéBten gemein-
samen Teiler d.

Andererseits gilt fiir das Tensorprodukt abelscher Gruppen

1. Fiir jede abelsche Gruppe Aist AR Z~7Z ® A~ A.
2. Fiir m,n € N mit grofftem gemeinsamen Teiler d ist Z/m ® Z/n ~ Z/d.
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Unter Verwendung dieser Eigenschaften ergibt sich nun aus der Kiinneth Formel

Hs((2/2)%)

~ Hyo(Z/2) ® H3(Z/2) @& Hs(Z/2)® Ho(Z/2) & Tor(H\(Z/2),H1(Z/2))
~ZQRLI2 © Z/2QZL & Tor(Z/2,7/2);

~Z20Z2®Z)2=(Z/2)%

Hy((2/2)?) ~ Hy(Z)2) ® H1(Z)2) ~ Z,)2.

Wir wenden uns nun wieder der exakten Homologiesequenz aus Abschnitt 3.i zu:

P Hi(Gy) — Hs(G) —» H (G, K*) — @ Ha(Gy) — Ha(G);
peP (k) peP (k)

wie in Abschnitt 3.1 bemerkt, werden die Abbildungen i, : Hy(Gp) — Hy(G) von
den Inklusionen i : G — G induziert.

Die lokalen Galoisgruppen G, sind zyklisch oder isomorph zu G = (Z/2)?. Bei
der Bestimmung von H (G, K*) kénnen nun zwei verschiedene Fille auftreten, je
nachdem ob eine der lokalen Galoisgruppen G, isomorph zu G = (Z/2)? ist oder
nicht, wobei der erste der einfachere ist und im folgenden der nicht-singulédre Fall
genannt wird.

Im nicht-singuléren Fall ist die Abbildung @, Hs(G,) — H3(G) offensichtlich surjek-
tiv, und HY(G,K*) ist daher isomorph zum Kern der Abbildung
@pHo(Gy) — H2(G). Nun ist H2(Z/2) trivial und H2(Z/2)?) ~ Z/2. Bezeichnet
n > 1 die Anzahl der Stellen p von k mit Gy ~ (Z/2)?, so gilt daher &, H2(Gy) ~
(Z/2)", und es folgt H (G, K*) ~ (Z/2)"~! (eine Untergruppe vom Index zwei
in ®,H2(Gy)). Die Aufgabe besteht demnach darin, die Anzahl der Stellen p mit
G, = G anzugeben. Sie ist stets endlich, kann jeden beliebigen Wert von n anneh-
men und ohne Schwierigkeiten fiir jede biquadratische Erweiterung iiber Q bestimmt
werden (vgl. Kapitel 4). Insbesondere gilt Hilberts Satz 90 im nicht-singuléren Fall
genau dann, wenn genau eine der lokalen Galoisgruppen isomorph zu (Z/2)? ist.

Soviel zum nicht-singulédren Fall; nun soll der singulére Fall behandelt werden, der
dann vorliegt, wenn keine der lokalen Galoisgruppen isomorph zu (Z/2)? ist. In
dieser Situation ist jedes G}, entweder trivial oder isomorph zu Z/2. Dann ist
@®pH2(Gy) trivial und H— (G, K*) folglich isomorph zum Cokern der Abbildung
@pH;g(Gp) — H3(G) ~ (2/2)3

Wir bemerken zunéchst, dass die von einer Inklusionen i : G, — G induzierte
Abbildung i, : H3(Gy) — H3(G) injektiv ist fiir jede der lokalen Galoisgruppen
Gy ~ 7Z/2. Dazu betrachte man eine Projektion p : G — Gy, mit poi = idg,. Aus
der Funktorialitdt der gewohnlichen Homologie von Gruppen ergibt sich dann fiir
die induzierten Abbildungen der Homologiegruppen (p 0 i), = py 0 i. = (idg, )« =
idp,(a,)- Daher ist i, injektiv.

Es stellt sich daher die Frage, wie H3(G,) fiir eine lokale Galoisgruppe G, ~ Z/2
in die Gruppe H3(G) =~ (Z/2)® abgebildet wird. Es seien Uy, Uy und Us die drei
Untergruppen der Ordnung zwei von G =~ U; x Us. Nach der Kiinneth-Formel ist

H3(U1XU2)2H3(U1)®HQ(U2) (&) HO(U1)®H3(U2) (&) TOI‘(Hl(Ul),Hl(Ug)).

Nach [B, S. 120] wird H5(U;) auf den Summanden H3(U;) ® Ho(Us) ~ Z/2 abge-
bildet, H3(Uz) auf den Summanden Hy(U;) ® H3(Usz) ~ Z/2 (oder man verwende
die Natiirlichkeit der Kiinneth-Formel, angewandt auf die kanonischen Inklusionen
Ui X0 <— Uy x Uz und 0 x Uy — U x Uz). Wir werden in Kapitel 4 zeigen, dass
jede der drei Untergruppen U;, Us und Us als lokale Galoisgruppe vorkommt. Das
Bild der Abbildung &, Hs(G,) — H3(G) enthélt daher die Untergruppe
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Hg(U1)®HQ(U2) D HO(U1)®H3(U2);

isomorph zu (Z/2)2, von H3(G) ~ (Z/2), und der Cokern dieser Abbildung ist
daher entweder trivial oder isomorph zu Z/2. Es stellt sich die Frage, wie H3(Us)
nach H3(G) abgebildet wird, oder genauer, ob das Bild von H3(Us) nicht-trivial auf
den Summmanden Tor(H;,(Uy), H1(Uz2)) von H3(G) projeziert. Diese Frage werden
wir spéter auf zwei verschiedene Arten direkt beantworten.

Es sei noch angemerkt, dass man das Ergebnis
Hy(Z/2) =0, Ha((Z/2)*) = 1Z/2,
H3(Z/2) =~ Z/2, H3((Z/2)%) = (Z/2)°
auch in der Form
H*(Z/2,Q/Z) =0, H*((Z/2)*,Q/Z) ~Z/2,
H®(Z/2,Q/2) ~ Z/2, H*((Z/2)*,Q/Z)~ (Z/2)®
schreiben kann. Dies werden wir in Abschnitt 3.iv gebrauchen. Zur Begriindung sei
erwahnt, dass fiir endliche Gruppen G und alle p € Z aufgrund des in Abschnitt 3.iv
formulierten Dualitétstheorems 3.3 (s. [AW],[B, S. 144ff]) Isomorphien
H?(G,Z) ~ H ?(G,Z)

bestehen, dass weiter fiir alle p > 2 per Definition die Gleichung

H™(G,Z) = Hp-1(G)
gilt (s. [B, S. 128]) und dass aufgrund der exakten Sequenz

von G-Moduln wegen HP(G,Q) = 0 fiir alle p € Z die Gleichungen

H?(G,7) = HP'(G,Q/Z)
folgen, p € Z.

3.iii Der zahlentheoretische Beweis

Nach den Betrachtungen des letzten Abschnittes wissen wir, dass im singuléiren
Fall n = 0 entweder stets H (G, K*) = 1 oder stets H (G, K*) ~ Z/2 ist (un-
abhiingig von der Erweiterung K/k). Es geniigt daher, die Gruppe H (G, K*)
im singuldren Fall fiir eine spezielle Erweiterung zu kennen, um die Frage all-
gemein zu beantworten. Hier helfen uns nun die Ergebnisse von Kapitel 2, denn
nach Satz 2.18 wissen wir, dass die Gruppe H (G, K*) der Erweiterung K/Q fiir
K = Q(v2,V/17) und K = Q(+/13,V/17) trivial ist. Hier liegt jeweils der singulire
Fall vor, genauso wie fiir K = Q(v/5,v/41), K = Q(+/13,v/29) (s. die Tabellen in
Kapitel 2). Wir kénnen also schlieen, dass die Gruppe H (G, K*) im singuliiren
Fall stets trivial ist.

3.iv Ein Beweis per Funktorialitét

In diesem Abschnitt soll der folgende Satz unter Verwendung allgemeiner kohomo-
logischer Methoden bewiesen werden.
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3.2 Satz. Sei G = Z/2 x Z/2 und seien G1, G2, G5 die drei Untergruppen der
Ordnung 2 von G. Dann ist die Abbildung

3
g:[[H *(Gi,2) — H G, ),

i=1
die fiir Y, zi € [[>_, H*(G;,Z) durch
o(X5) = S
i i
gegeben ist, ein Isomorphismus.

Zu Satz 3.2 sei als erstes angemerkt, dass alle darin vorkommenden Kohomologie-
gruppen endliche Gruppen sind. Desweiteren sind sie, wie wir bereits gesehen haben,
alle der Berechnung zugénglich: nach dem in Abschnitt 3.ii Gezeigten gilt

H*G;,Z) = H3(G;,Z) ~ 7./2
H*G,Z) = H3(G,Z) ~ (Z/2)?

und demzufolge hat man

3
[[H *Gi.2)~ B *G,2) ~ (2/2).

i=1

Aus diesem Grund geniigt es, die Surjektivitdt von g zu zeigen, d. h.

3
(1) Coker<HH4(Gi,Z) = H4(G,Z)> =0.

Diese Aussage kann mithilfe eines fundamentalen Dualitdtssatzes der Kohomologie
von endlichen Gruppen wie folgt umgewandelt werden. Der Dualitdtssatz lautet
(s. [AW],[B, S. 144ff])

3.3 Theorem. Sei A eine endliche Gruppe der Ordnung n. Dann ist fiir jedesp € Z
das cup-Produkt

HP(A,Z) x HP(A,Z) — H°(A,Z) ~ Z/nZ
eine nicht-ausgeartete Paarung.

Insbesondere gilt nach diesem Satz, dass fiir alle p € Z die Gruppen HP(A,Z) und
H~?(A,Z) zueinander dual sind, wenn A eine endliche Gruppe ist. Dariiber hinaus
gilt fiir jede Untergruppe A’ C A, dass die Restriktion

res4, : HP(A,7Z) — HP(A',7)
dual ist zur Corestriktion
cord : HP(A',Z) — HP(A, 7).

Bezeichnet man die Inklusion A’ < A mit ¢, so heifit das fiir p > 2 anders gesagt,
dass die funktorielle Abbildung

J*+ HP(A,Z) — HP(A',Z)
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der Kohomologiegruppen zur funktoriellen Abbildung
Ly @ prl(A/,Z) — pfl(A,Z)

der dualen Homologiegruppen dual ist. Weiter ist bekannt, dass die zu einer direkten
Summe duale Gruppe das direkte Produkt der dualen Gruppen ist:

(L[Ai)A:]:[AQ.

Die Aussage (1) ist aus Dualitéitsgriinden also gleichbedeutend mit der Aussage

3
(2) ker <H4(G, z) == HH4(Gi,Z)> =0,

i=1

vgl. [T, S. 198], wie durch Anwendung des folgenden Lemmas zu erkennen ist.

3.4 Lemma. Es seien A und B endliche abelsche Gruppen und ¢ : A — B ein
Gruppenhomomorphismus. Fiir den zu ¢ dualen Homomorphismus ¢ : B — A"
gilt dann

ker(p) =~ coker(¢)”" =~ coker(¢p),

wobei die zweite Isomorphie nicht kanonisch ist.
Beweis: Nach Definition sind die dualen Gruppen durch
A" = Hom(A,Q/Z), B”" =Hom(B,Q/Z)

gegeben und die auf B definierte duale Abbildung ¢ durch

o(x)(a) = x(p(a)), a€A

fiir y € B”. Fiir den Kern von ¢ gilt damit

ker(p) = {x € B"[x o ¢ = 0} = {x € Hom(B, Q/Z)|X]im, = 0},
ker() ~ Hom(B/imy, Q/Z) = coker(p)",

womit die erste Isomorphie gezeigt ist. Fiir jede endliche abelsche Gruppe besteht
eine nicht kanonische Isomorphie zur dualen Gruppe; dies liefert angewandt auf
coker(p) die zweite Aussage des Lemmas. O

Im folgenden geht es darum, die Aussage (2) zu beweisen. Dazu soll diese noch
einmal anders formuliert werden, indem wir zu Koeflizienten in Q/Z iibergehen.

Zunichst stellen wir fest

3.5 Lemma. Fiir alle p € Z bestehen kommutative Diagramme

HPY(G,Q/2) —=— I}, H"~(G;,Q/Z)

51 la
H(G,Z) —=— I, HP(G,,Z)

mit natiirlichen Isomorphismen 9.

Beweis: Fiir A = G und A = G1, G2, G3 gehen wir von der kurzen exakten Sequenz

0-Z—-Q—-Q/Z—0
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von A-Moduln aus, wobei Z, Q und Q/Z jeweils mit der trivialen A-Modulstruktur
versehen seien. Ein Stiick der zugehorigen langen exakten Kohomologiesequenz lau-
tet

HP"Y(A,Q) — H? Y(A,Q/Z) > HP(A,Z) — H(A,Q)
mit der (p — 1)-ten Randabbildung § = §P~1. Wir wollen uns kurz iiberlegen, dass
hierbei

HP"Y(A,Q) = HP(A,Q) =0

gilt, weil die Ordnung n von A in Q invertierbar ist. Die Multiplikation mit n stellt
einen Isomorphismus der abelschen Gruppe Q dar, dessen Umkehrabbildung durch
die Multiplikation mit 1/n gegeben ist. Anwendung der Funktoren HP~1(A, ) und
HP(A,-) auf n=n-id liefert daher Isomorphismen von H?~1(A, Q) bzw. H?(4,Q),
wobei es sich wegen der Additivitdt von H in der zweiten Komponente wiederum
um n= n-id, die Multiplikation mit n, handelt. Andererseits werden jedoch beide
Gruppen durch n annulliert:

n-HP71(A,Q) =0, n-HP(A Q) =0,

vgl. [B,S. 84], so dass HP~1(A, Q) und HP(A,Q) wie behauptet verschwinden. Es
bezeichne ¢; die Inklusion G; <— G. Aufgrund der Natiirlichkeit aller vorkommenden
Abbildungen erhalten wir fiir ¢ = 1,2, 3 kommutative Diagramme

0 — HPY(G,Q/Z) — H(G,Z) —= 0

0 —= HP~1(G;,Q/Z) >— HP(G;,Z) — 0

und weil es sich bei den funktoriellen Abbildungen ¢! gerade um die Restriktionen

res& handelt, vgl. [B, S. 80], folgt insgesamt die Behauptung. O

Nach Lemma 3.5 ist die Aussage (2) zu

3
(3) ker <H3(G, Q/z) == [[ #*(@G. @/Z)) =0

i=1
dquivalent. Die Idee ist nun, zunéchst Koeffizienten in Fy zu betrachten und den
Kern der Abbildung
3
H3(G,Fy) = [[ H*(G:, Fa)

i=1
zu bestimmen, um dann anschliefend einen Vergleich mit der zu untersuchenden
Abbildung anzustellen. Den Zusammenhang liefert das folgende

3.6 Lemma. Fir A=72/2 und A =7/2 x Z/2 bestehen natiirliche kurze exakte
Sequenzen
0 — H3(A,Q/2) — HY(A,F;) — HY(4,Q/Z) — 0

Beweis: Man betrachte die kurze exakte Sequenz
0—Fy — Q/Z 25 Q/Z — 0.

Versieht man Fy und Q/Z jeweils mit der trivialen A-Modulstruktur, so handelt es
sich um eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln. Diese vermittelt eine lange exakte
Kohomologiesequenz (s. [AW] oder [B]); insbesondere erhiilt man die Teilsequenz

H?(A,Q/Z) % H*(A,Q/Z) — H*(A,F2) — H*(A,Q/Z) > H*(A,Q/Z).
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Hierzu sei angemerkt, dass der Funktor H in der zweiten Komponente additiv ist,
weshalb die Abbildung 2 =id + id von Q/Z fiir alle p € Z unter HP(A,-) auf die
Abbildung 2=id +id von H?(A, Q/Z) abgebildet wird. Nach dem in Abschnitt 3.ii
Gezeigten gilt fiir die erste Gruppe der Sequenz

0 fir A=7/2

H?*(A,Q/Z) ~ {2/2 fir A=72/2x7Z/2

und damit hat sie den Exponenten 2, so dass die Abbildung 2=id + id die Nullab-
bildung von H?(A,Q/Z) ist. Man erhiilt also die exakte Sequenz
0 — H?*(A,Q/Z) — H?(A,Fs) — H*(A,Q/Z)3 — 0

mit
HY(A,Q/Z): = {a € H*(A,Q/Z)[2a = 0}.
Nach dem in Abschnitt 3.ii Gezeigten gilt

Z/2 fir A=7/2

H*(A,Q/Z) ~ {(Z/Q)B’ fiir A=17/2 x 7./2

und daher hat auch H?(A,Q/Z) den Exponenten 2, woraus nun schliefllich die
Gleichheit H3(A,Q/Z)y = H3(A,Q/Z) folgt. O

Das Lemma 3.6 stellt wie gesagt die Verbindung zu Koeffizienten in Fo her. Bevor
wir mit dem Beweis von Satz 3.2 beginnen, formulieren wir

3.7 Satz. Sei G = Z/2 x Z/2 und seien G1, G2, G3 die drei Untergruppen der
Ordnung 2 von G. Dann gilt

3
ker <H3(G,]F2) 5 HH3(G¢,F2)> ~ 7/2.

i=1

Den Beweis verschieben wir auf spater. Mit dem soeben vorgefiihrten Satz 3.7 liegt
alles bereit und wir widmen uns nunmehr dem

Beweis von Satz 3.2: Im folgenden geht es um Kohomologiegruppen von U = Z/2
und G = U x U mit verschiedenen Koeffizienten. Es bezeichne ¢; die Inklusion
U=G; — G (@ =1,2,3). Fiir die trivialen G-Moduln M = Fy und M = Q/Z
betrachte man die funktorielle Abbildung

H3(G,M) M H3(U,M)3

und fiir M = Q/Z auch noch die Abbildung

H(G,0/2) 25 H(U,0/2)"
Es handelt sich bei ¢} um die Restriktion
resgi : HP(G,M) — H?(G;, M),

vgl. hierzu [AW, S. 99] oder [B, S. 80]. Desweiteren betrachte man fiir A = G und
A = (G1, G5, G3 die natiirliche exakte Sequenz

0— H?*(A,Q/Z) — H3(A,Fy) — H3*(A,Q/Z) — 0,
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die nach Lemma 3.6 vorliegt. Per Funktorialitdt erhédlt man so die kommutativen
Diagramme

H?*(G,Q/Z) — H3(G,Fy) — H?*(G,Q/Z)
und als deren Zusammensetzung schliefflich mit
H?(G,Q/Z) —— H3(G,Fy) — H3(G,Q/Z)
H2(Ua Q/Z)B — HB(Ua FQ)B - H3(U, Q/Z)B
ein einziges Diagramm. Nach dem in Abschnitt 3.ii Gezeigten gilt hierbei
H*(U,Q/Z) = H*(Z/2,7) = Hx(Z/2,7) = 0.

Wir betrachten jetzt die Kerne der vertikalen Abbildungen, die in dem erweiterten
kommutativen Diagramm

0 0 0

*

0

H*(G,Q/Z)

Kern. Kernt* —=0

0 — H*(G,Q/Z) — H*(G,F2) — H*(G,Q/Z) —=0

=0 L* L*

ihren Platz finden. Nach Lemma 3.6 sind die unteren beiden Zeilen exakt. Per
Diagrammjagd folgt das auch fiir die obere Zeile, vgl. das folgende Lemma 3.8. In
dieser ersten Zeile ist nach dem in Abschnitt 3.ii Gezeigten nun

H*(G,Q/Z) = H*(G,Z) = H2(G,Z) ~Z/2
und wie in Satz 3.7 festgestellt gilt fiir den mittleren Kern
.3
ker <H3(G,]F2) LN HH3(G¢,F2)> ~ 7/2.
i=1
Also ist der dritte Kern gleich 0, oder anders gesagt folgt
3
ker <H3(G, Q/Z) = HH%G&-@/Z)) =0,
i=1

denn bekanntlich ist res =[], res& hier gleich der funktoriellen Abbildung ¢*. O
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Der Vollsténdigkeit halber sei jetzt noch die Diagrammjagd nachgetragen.

3.8 Lemma. In einem kommutativen Diagramm

() oo S Al s Sy [ > AN e >0

0 B’ B B” 0
0 c’ C c”
0

von Gruppen und Gruppenhomomorphismen, in dem die Zeilen und Spalten mit
durchgezogenen Pfeilen exakt sind, ist auch die Sequenz in der ersten Zeile exakt.

Beweis: Zu zeigen ist:

a) die Abbildung A" — A ist injektiv;
b) im(A" — A) = ker(A — A");

¢) die Abbildung A — A” ist surjektiv.

Zu a): Das Element x von A’ werde unter A’ — A auf 0 abgebildet. Dann wird
es unter A — A — B auf 0 abgebildet und wegen der Kommutativitit des
Diagramms auch unter A’ — B’ — B. Weil B’ — B injektiv ist, ist bereits das
Bild von z unter A” — B’ gleich 0, und weil A’ — B’ ebenfalls injektiv ist, folgt
z=0.

Zu b): Die Verkniipfung B — B — B” ist aufgrund der Exaktheit der Sequenz
die Nullabbildung. Also ist A” — B’ — B — B’ die Nullabbildung und wegen
der Kommutativitit des Diagramms auch A’ — A — A” — B”. Dabeli ist
A" — B injektiv, so dass bereits A’ — A — A" die Nullabbildung ist. Es folgt
im(A" — A) C ker(A — A”).

Sei nun x € ker(A — A”). Dann wird z unter A — A” — B"=A — B — B”
auf 0 abgebildet, d. h. das Bild y von x unter A — B liegt im Kern von B — B”’.
Aufgrund der Exaktheit der Sequenz B' — B — B" ist y das Bild eines z € B’.
Weil auch die Sequenz A — B — (' exakt ist, wird y als Bild von x unter
A — B durch B — C ebenfalls auf 0 abgebildet. Damit liegt z im Kern von
B — B — (C=B — C'" — C, doch der Kern von B’ — ' — C ist
wegen der Injektivitit von C’ — C gleich dem von B’ — (’. Die Exaktheit
der Sequenz A’ — B’ — (" liefert schliefllich, dass z das Bild eines t € A’ ist.
Dieses t € A’ wird unter A’ — A auf x abgebildet, denn das Bild von ¢ unter
A — A— B=A"— B’ — B ist gleich dem Bild z von x unter A — B und
A — B ist injektiv.

Zu c): Sei x € A”. Weil die Sequenz A" — B” — C” exakt ist, wird das
Bild y von = unter A” — B” durch B” — C" auf 0 abgebildet. Wegen der
Surjektivitit der Abbildung besitzt y bzgl. B — B’ ein Urbild z € B, das unter
B — B" — C”" =B — C — (" auf 0 abgebildet wird. Das Bild s von z
unter B — C liegt also im Kern von C — C”, der aufgrund der Exaktheit von
C'" — C — (" mit dem Bild von ¢! — C iibereinstimmt. Sei s das Bild von
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t € C'. Wegen der Surjektivitit von B’ — (' ist ¢ das Bild eines u € B’, welches
unter B’ — ¢’ — C =B’ — B — C auf s abgebildet wird. Da das Bild v von
u unter B’ — B und z durch B — C jeweils auf s abgebildet werden, liegt z — v
im Kern von B — C. Doch die Sequenz A — B — C ist exakt, weshalb z — v
im Bild von A — B liegt. Sei z — v das Bild von w € A. Dann ist das Bild von w
unter A — A” — B”"=A — B — B, also das Bild von z — v unter B — B”,
gleich y — 0 =y. Doch auch x wird unter A” — B” auf y abgebildet, so dass x
aufgrund der Injektivitit von A” — B’” mit dem Bild von w unter A — A"
iibereinstimmt. O

Der Beweis von Satz 3.2 erfolgte durch Ubergang zu Koeffizienten in Fo. Hier ist
alles iibersichtlicher, wie das nachstehende Resultat auf eindrucksvolle Weise belegt
(vgl. [AM, S. 69]).

3.9 Theorem. Fiir alle n > 0 ist der Kohomologiering
H*((Z/Q)naFQ) = FQ[ID T 7xn]
eine Polynomalgebra in n eindimensionalen Erzeugern.

Das Theorem hat mit der Kiinneth-Formel zu tun, die bei Koeffizienten in einem
Korper eine einfachere Gestalt annimmt, weil die Torsionsanteile verschwinden. Das
wollen wir uns jetzt fiir n = 2 genauer ansehen, und zwar mit

3.10 Satz. Seien m; und my die beiden Projektionen Z/2 x Z/2 — Z/2, nédmlich
(01,09) +— o1 und (01,02) — o3. Dann wird durch die Kiinneth-Formel fiir die
Kohomologiegruppen H"(Z/2 x Z/2,F3) (n > 0) ein Fy-Algebrenisomorphismus

H*(Z)2,F2) @5, H*(Z/2,Fs) — H*(Z/2 x Z,/2,F5)

Fa[z] ®F, Falz]

vermittelt, der fiir die Erzeuger f ® g von H*(Z/2,Fs) ®p, H*(Z/2,F5) durch
f@g—mi(f) - m3(g) = 71 (f) Ums(g)
gegeben ist, wobei U das cup-Produkt bezeichnet.

Beweis: Sind G eine Gruppe und k ein mit der trivialen G-Operation versehener
kommutativer Ring, so ist der Kohomologiering

H*(G.k) = @ H?(G, k)

p=0
mit Multiplikation durch das cup-Produkt U sowie
1€ HY (G, k) =k

eine graduierte anti-kommutative k-Algebra, vgl. [B, S. 112]. Dabei bedeutet anti-
kommutativ, dass fiir v € HP(G, k), v € H1(G, k) die Gleichung

uUv=(—1)PvUu

in HP149(G, k) erfiillt ist. Sei jetzt G = Z/2 x Z/2 und U = Z/2. In unserem Fall
liegt der Ring k& = Fy vor und nach Theorem 3.9 wissen wir, dass

H*(U,F2) = Fa[z]
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Polynomalgebra in z ist mit einem x € H(U,Fy); fiir jedes p > 0 besteht also die
Gleichung
HP(U,Fq) = Fou?.

Hierbei ist & das nicht-triviale Element von
H'(U,Fy) = Hom(U, Fy),

vgl. [AW, S. 97] oder [Ws, S. 29]. Wir betrachten nun die beiden Projektionen
m; G — U (i = 1,2). Sie vermitteln die funktoriellen Abbildungen

m + H(U,F2) — H*(G,F2),

bei denen es sich um Homomorphismen von graduierten Fo-Algebren handelt, vgl.
[B, S. 112]. Desweiteren sind die 7} injektiv, denn bezeichnet ¢; die zu m; gehorige
Injektion U — G, so hat man

vimy = (m)" = idy; = idg- ().

Folglich erhalten wir, dass
wf (H* (U, F2)) = w5 (Faa]) = Fofr!a] = Fafa]

Polynomalgebra in x; ist, wenn wir z; = 7}« setzen. Genauer ist z; das durch

zi((01,02)) = x(mi(01, 02)) = x(03)
definierte Element von H'(G,Fs). Es gilt

H'(G,Fy) = Hom(G, Fy) = Fax; + Faxo,

vgl. nochmals [AW, S. 97] bzw. [Ws, S. 29]. Schliefilich gibt das Diagramm

Fa[2] > Foz,|—> H*(G,F)

7

von Fo-Algebren Anlass zu dem Fy-Algebrenhomomorphismus

Fg [I]C—W;>> FQ [$2]

IE‘2[3'31] ®]F2 FQ[:LQ] —U»' FQ[thQ] C H*(Ga]FQ)a

/%

Fa[z] ®F, Falz]

wobei Fa[zy,z3] die von 271 und x5 erzeugte Teilalgebra von H*(G,F3) ist. Wir
wollen im folgenden zeigen, dass dieser durch die Kiinneth-Formel vermittelt wird
und einen Isomorphismus darstellt. Genauer gesagt heifit letzteres, dass

H*(G,F2) = Fafz1, 22]

gilt und dies eine Polynomalgebra in den Erzeugern x; und xy ist. Ziehen wir also
die Kiinneth-Formel fiir die Kohomologiegruppen H™(U x U, F2) heran: nach dieser
bestehen fiir alle n > 0 exakte Sequenzen

0— @B HP(U.F2)®r, HI(U,Fy) == H"(U x U,Fy)
ptg=n
— P Tor*(HP(U,F,), H(U,Fs)) — 0
ptg=n+l
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mit dem Kohomologie-Kreuzprodukt x, vgl. [Wb,S. 166]; hierbei gilt
@ Torl*(HP(U,Fo), HI(U,F2)) =0,
p+g=n+1
weil Fy ein Korper ist. Indem man die Fo-linearen Abbildungen
P H(U,F2) @r, HY(U,Fs) = H"(G,Fs)
ptg=n

fir n > 0 addiert, erhélt man einen Fy-Algebrenhomomorphismus
H*(U,F2) @, H'(U,F2) = H*(G,F2),

vgl. [B,S. 120/121]. Dieser erweist sich nach Kiinneth-Formel als Isomorphismus,
weil fiir jede der direkten Komponenten von

H*(U, IFQ) Ry H*(U, IFQ) = @ ( @ Fox? (2 Fgl‘q>

n>0 “ptqg=n

mit dem Kreuzprodukt X eine exakte Sequenz

0— P Faa? ®r, Foax? = H"(G,F2) — 0

ptq=n
vorliegt. Auf der linken Seite steht hier eine direkte Summe von Teilvektorrdumen
der Fo-Algebra Fa[z] ®p, Faox]; es gilt
@ Fox? ®p, Fax? = @ Fo(z® 1)P(1 @ x)9.
ptg=n ptg=n

Unter dem Kreuzprodukt x wird diese Summe von Teilrdumen von Fy[z] ®p, Fa[z]
auf

P Falw x 1)P(1 x 2)! = H"(G,Fy)
ptg=n

abgebildet. Wie wir zuletzt zeigen werden, folgt aus der Natiirlichkeit der Kiinneth-
Formel
rX1l=x, 1Xx=29

und man hat demnach fiir alle n > 0 exakte Sequenzen
0— @ Foa? @p, Foz? - @ Foxlad — 0,
ptg=n p+q=n

bei denen auf der rechten Seite der Fy-Raum

P Faabal = H"(G.Fa)
ptg=n

als Bildbereich auftritt. Auf diese Weise haben wir den durch die Kiinneth-Formel
vermittelten Fo-Algebrenhomomorphismus

Folz] ®F, Folz] = H*(G,Fy)

genau beschrieben, da wir die Isomorphismen zwischen den direkten Komponenten
explizit angegeben haben. Als letztes bleiben unter Verwendung der Natiirlichkeit
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der Kiinneth-Formel die Bilder von x ® 1 und 1 ® x zu bestimmen. Fiir alle n > 0
bestehen kommutative Diagramme

0 —— @p«i»q:n HP(U, FQ) ®F2 Hq(U7 F2) $ HT‘L(U X U7 FQ) —_— O
T@,,H_n idy; @try; T(idu xtry)”
0 ——— ®p+q:n Hp(U7 F2) ®]F2 Hq(l,FQ) % Hn(U X 17F2) e O
Hn(UaFQ)

mit der trivialen Abbildung try : U — 1, oder etwas anders formuliert sind die
Diagramme

®p+q:n Hp(U7 ]FQ) ®]F2 Hq(U7 ]FQ) iﬁ Hn (G, ]FQ)

idy; ®try; wy

X

H"(U,Fs) ®r, H(1,F2)

H"(U,Fs)

~

fir alle n > 0 kommutativ. Sei y = 2™ das nicht-triviale Element von H"(U,F5).
Dann wird das nicht-triviale Element y ® 1 von H"(U,F3) ®p, H°(1,F2) unter der
vertikalen Abbildung

idy; @ try, : H"(U,Fo) @, H°(1,Fy) — H™(U,Fs) @, H*(U, Fs)
auf das nicht-triviale Element y ® 1 von H"(U,Fz) ®p, H°(U, F3) abgebildet, weil
ld*U = idH"(U,]Fg)a tI'*U = id]F2

gilt. Anwendung der horizontalen vom Kreuzprodukt vermittelten Abbildung auf
y ® 1 liefert hingegen das nicht-triviale Element y von H™(U,Fs). Insgesamt ergibt
sich das Diagramm

yR1—>yx1=nly

id;}@trEI Iﬂ'f

y®1nx—>y

und es gilt also in H"(G,Fs) die Gleichung
y x 1=miy,
was im Fall n = 1 wie behauptet
rxX1l=niz=u1
mit sich zieht. Auf analoge Weise zeigt man
1 xx=mnyzx =,

indem man ganz entsprechend fiir die zweite Projektion argumentiert. Doch auch
fiir den Fo-Algebrenhomomorphismus 7f ® 75 gilt

z®1l— iz -ml =7z

* * %
1@z +— 7l -mox =7z
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und weil die Fo-Algebra
Fylz] ®F, Falz] = @ ( @ Fo(z ® 1)P(1® x)q>
n>0 “ptq=n

von x® 1 und 1®x erzeugt wird, folgt dass der von der Kiinneth-Formel vermittelte
Fay-Algebrenisomorphismus x mit 77 ® 75 iibereinstimmt. O

Wie wir gleich sehen werden, kann Satz 3.10 noch etwas anders formuliert werden.
Das Tensorprodukt H*(Z/2,F3) ®p, H*(Z/2,F3) ist aufgrund der Isomorphieen

]FQ[I'] X, IFQ[:L'] ~ ]FQ[Xl] X, IFQ[XQ] ~ FQ[Xl,XQ]

eine Polynomalgebra in zwei unabhéngigen Variablen X; und X5. Auf ihm ist der
Fa-Algebrenhomomorphismus

7t @k HY(Z)2,Fy) @5, H*(Z)2,F3) — H*(Z/2 x 7/2,F>)

definiert, der nach Satz 3.10 von der Kiinneth-Formel kommt und ein Isomorphismus
ist. Auf den direkten Komponenten HP(Z/2,F3) ®r, H1(Z/2,F3) ist 77 @ 75 also
durch das Kreuzprodukt

x : HP(Z/2,F3) ®@p, H1(Z/2,F3) — HPTYZ/2 x 7./2,TF5)

gegeben. Das Kreuzprodukt wird bilinear auf ganz H*(Z/2,F3) fortgesetzt, indem
die Homomorphismen x auf den direkten Komponenten addiert werden. Fiir alle
f.g € H*(Z/2,F,) gilt damit

i fUmsg=fxg

(Zusammenhang zwischen cup-Produkt und Kreuzprodukt der Kiinneth-Formel).
Die zweite Aussage von Satz 3.10 lautet folgendermafien. Der durch die Vorgaben

r®1+— X5 — 7z

1@z — Xy — myx
definierte Einsetzungshomomorphismus
H*(Z)2,F3) @, H(Z/2,F3) — Fa[X1, Xa] — H*(Z/2 x Z/2,TF3)

ist ein Isomorphismus, oder anders formuliert weiff man iiber den Kohomologiering
H*(Z/2 x Z/2,F,), dass

H*(Z/2 x Z)2,F3) = Fy[nix, 73]
eine Polynomalgebra in den eindimensionalen Erzeugern nfz und 73z ist.

Im folgenden sei stets G = U x U mit U = Z/2; weiter seien G1, G2, G5 der Reihe
nach die drei von (1,0), (0,1) und (1, 1) erzeugten zweielementigen Untergruppen
von G. Es seien

t1:G1 =G, 13:Gy—G, 13:G3—G
die drei Inklusionen U — G und
m:G=G1 x Gy — Gy, m:G=G xGy— Gy

die beiden Projektionen G = U x U — U. Damit ist alles bereit und wir formulieren
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3.11 Lemma. Seien = das nicht-triviale Element von H'(U,Fs) und z1, z2 die
Bilder von z in H*(G,F3) unter den funktoriellen Abbildungen

7y, ma s H*(U,Fy) — H*(G,Fq).

Dann sind die zu den Inklusionen t1, t2, 13 gehorigen funktoriellen Abbildungen
Gyt s HY(G,Fy) — HY(U,Fy)

gegeben durch die Homomorphismen

F2[$1, IQ] — FQ[I], F2[$1, IQ] — FQ[I], F2[$1,$2] — FQ[I],
f(x1,22) = f(x,0) f(@1,22) — f(0,2) [z, 22) = [z, ).

Beweis: Fiir die Erzeuger x1 und a2 von H*(G,F3) = Fa[x1, 2] hat man

(1) = (riz) = (mu)*e =idje = idgy )z =
*

i (x2) = 1] (mox) = (Mo 11)"w = trjpx = try ()2 = 0
mit der trivialen Abbildung try : U — U. Hierbei ist die funktorielle Abbildung
trf; : H*(U,Fo) — H*(U,F3)

gleich dem Einsetzungshomomorphismus x — 0 von H *(U, Fg) =T, [ac], weil das

kommutative Diagramm
tr
) \ U/ :
1

Anlass gibt zu kommutativen Diagrammen

U F2 trU

und HP?(1,F,) fiir p > 1 trivial ist. Ganz entsprechend erhélt man

P(U,Fy)

5(x1) =0, 5(x2) =z
Was schliellich die diagonale Einbettung t3 = A betrifft, so gilt
A*(x;) = A¥(mjz) = (m A)*x = idjz = idg up,)r =
fiir ¢ = 1,2. Also sind ¢}, ¢5 und A* gleich den oben angegebenen Abbildungen. O

Jetzt sind wir in der Lage, den Beweis von Satz 3.7 nachzutragen (den wir weiter
oben zur Begriindung unseres Hauptresultates 3.2 bereits herangezogen hatten).

Beweis von Satz 3.7: Es seien * € H'(U,F3) der Erzeuger von H*(U,F3) und
x1,m2 € HY(G,F3) Erzeugende von H*(G,Fs) wie in Lemma 3.11. Zu bestimmen
ist der Kern der funktoriellen Abbildung

(e1543:43)

L H3(G, ) H3(U,Fy) x H3(U,Fy) x H3(U,Fy).
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Sie ist Einschrankung der funktoriellen Abbildung

(t7,03,03)

v« H*(G,Fy) H*(U,Fy) x H*(U,Fy) x H*(U,Fy)

mit den Komponenten

(5 H*(G,Fy) — H*(U,F3) def. durch (j(z1) =z, ¢j(z2) =0
vy H*(G,Fy) — H*(U,F3) def. durch ¢5(z1) =0, t5(z2) =
v H*(G,Fy) — H*(U,F3) def. durch (5(z1) =2, t3(x2) =2

auf den direkten Summenden H?(G,Fy) von H*(G,Fs). Es handelt sich also um
den Fs-Algebrenhomomorphismus

H*(G,Fy) — H*(U,Fs) x H*(U,Fs) x H*(U,Fy)
d. h. FQ[Il,IQ] — Fg[x] X FQ[I] X Fg[x],
far, 22) — (f(,0), £(0, z), f(z, )

und seine Einschrinkung auf den Teilraum
H3(G7 Fq) = ngi’ + ng%.fg + nglxg + ngg,
wobei wir es hier mit einer direkten Summe zu tun haben. Fiir den Kern von ¢* gilt
ker t* = ker ] Nker ey Nker .
Nach Definition von ¢} und ¢} (s. auch Lemma 3.11) sind die Bilder eines Elementes
v = ax? + batre + crixl + dod
von H3(G,Fy) unter diesen Abbildungen durch
() = a2’ i5(y) =da’
gegeben und man erhélt deshalb
ker v} = {y = ax’ + baizy + cx122 4 dad aus H3(G,Fy) mit a = 0}
= ngfxg + nglxg + ngg,
ker s = {y = ax} + baiwy + cr123 + doy aus H*(G,Fy) mit d = 0}
= ngf + ng%xg + nglxg.
Hieraus folgt

ker} Nker iy = {y = bx?xy + cxi23 aus H3(G,Fy)}
= FQI%%Q + nglIg.

Fiir b, ¢ € Fy wird das Element bx2z2+cz123 von ker 1§ Nker ¢ unter ¢ auf ba® +cx3

abgebildet und es gilt
bl +ecP=0eb=c

darum hat man

ker i Nker iy Nker iy = {y = b(xizy + x123) aus H*(G,F2)}

= FQ(I’%QCQ —+ 1'11'3) ~ FQ,

so dass ker * ~ [Fy ist. O
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3.v Ein dritter Beweis von Theorem 3.1

Es sei G = < t > eine zyklische Gruppe der Ordnung n. In diesem Abschnitt sollen
die von den Inklusionen

11:G— G x G, und 12:G— G x G,
9—(9,1) g— (1,9)
sowie die von der diagonalen Einbettung
A:G— GxG,
9+—(9.9)

vermittelten Inklusionen Hs(G,Z) — Hs(G x G, Z) untersucht werden. Der folgende
Satz wird auf sehr direktem Wege unter Riickgriff auf die Definition der Kohomo-
logiegruppen und Morphismen seinen Beweis finden.

Satz 3.12 Sei G = < t > eine zyklische Gruppe der Ordnung n. Desweiteren seien
G1, Go, G3 die von (t,1), (1,t) und (¢,t) erzeugten zu G isomorphen Untergruppen
von G X G. Dann ist die Abbildung

3
g: [ H3(Gi,Z) — Hs3(G x G, Z0),
i=1
die fiir ), z; € ]_[?:1 Hs(G;,7Z) durch
g<Zzz> = Z Corg*szi

gegeben ist, ein Isomorphismus.

Die in Satz 3.2 vorkommenden Kohomologiegruppen sind endlich, wie sich im Ver-
lauf des Abschnitts noch herausstellen wird. Es bezeichne ¢3 die diagonale Einbet-
tung A : G3 — G x G. Dann ist die Coresriktionsabbildung

corli o 1 H3(Gy,Z) — H3(G x G, Z)
fur i = 1,2, 3 gleich der funktoriellen Abbildung
(ti)« : H3(G;,Z) — Hs(G x G,Z).
Diese drei Inklusionen gilt es zu explizieren.

Projektive Auflésungen von Z

Wir beginnen mit der Betrachtung projektiver Auflésungen von Z iiber Z[G] und
iiber Z[G x G]. Ist allgemeiner G eine beliebige Gruppe, so nennt man fiir einen
G-Modul M eine exakte Sequenz

B ERS M —0
von G-Moduln eine Auflésung von M, vgl. [B, S. 10], und spricht von einer pro-

jektiven Auflosung, wenn alle F; projektive Z[G]-Moduln sind. Versieht man Z mit
der trivialen Operation, so ist Z ein G-Modul. Man definiert die Augmentation
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¢ : Z|G] — Z als den durch 1 — 1 definierten G-Modulhomomorphismus; die Aug-
mentation ist also die Abbildung

e : ZIG] — Z,
Z Ngg — Z Ng.
geG geG
Dazu sei angemerkt, dass fiir jeden G-Modul M die Isomorphie
Homg (Z[G], M) — M,
o (1)

besteht; ein Element von Homg(Z[G], M) anzugeben bedeutet also nichts anderes
als das Bild von 1 € Z[G] zu nennen. Weiter wird durch N = 1+t+---+t""1 € Z|G]
die Norm definiert. Nachdem diese Begriffe eingefiihrt sind, formulieren wir (siehe
B, S. 35))

3.13 Lemma. Fiir eine endliche zyklische Gruppe G mit erzeugendem Element t
stellt die Sequenz

(4) ~Ezig L zie) 2 zie) =z — 0
eine projektive Auflssung von Z iiber Z[G] dar.

Beweis: Zunichst einmal ist mit ¢ — 1 der G-Homomorphismus Z[G] — Z[G] ge-
meint, unter dem 1 auf ¢ — 1 abgebildet wird, und ganz entsprechend ist die Norm-
abbildung N definiert, d. h. es handelt sich um die Z[G]-linearen Abbildungen

7[G] 2 z[q),
Z Ngg — Z ngg(t —1)
geG geG

(Z%g)(tl)
geqG

und
N
Z|G] — zZ[G],
angHangN an <Zn9>
9eG 9eG geG geG

(X

Wir wollen uns kurz von der Exaktheit der Sequenz (4) iiberzeugen. Dass die Aug-
mentation e surjektiv ist, ist offensichtlich. Ihr Kern ist das Augmentationsideal

lo = Z[G](t = 1),

denn wenn fiir ein Element x = > nxt* von Z[G] die Augmentation e(z) = > ny
verschwindet, so gilt

:U—antk an—an ~1) anZti(t—n
()i
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und umgekehrt wird jedes Element vom Typ

(S mas )t 1) = S mpate - 1)

geG geG

unter der Augmentation auf 0 abgebildet, weil ¢ — 1 im Kern liegt und es sich
um einen G-Homomorphismus handelt. Soviel zur Exaktheit an den letzten beiden
Stellen. Weiter bestehen fiir jedes x = Y_ nyt* aus Z[G] die Aquivalenzen

n—1 n—1 n—1
d(t—1)=0 e <antk)(t1)0 = S Y it =0
k=0 k=0 k=0

n n—1
= an—ltk — Z nktk =0
k=1 k=0

— Vke{l,...,n—1} np_1 =ng
n—1

= = Znotk =ngN,
k=0

woraus ker(t — 1) = Z[G]N folgt, und fiir jedes x = > nyg aus Z[G] gilt

N =0 <:>an5]]\7: (ang)N:O
@»anNz (an)N=0 @an:o,

was ker N = I = Z[G|(t — 1) zur Folge hat. Die Sequenz (4) ist demnach exakt
und damit ist nachgewiesen, dafl € : F' — Z mit dem Komplex

r: 2700 L zic) 2 zjq),

also ' = ((Fz)z, (81 : Fz — Fifl)i) wobei

t—1 fiir ungerades i > 0

F,=Z[|G] firi >0 und 0;= ,
N fiir gerades i > 0,

eine projektive Auflosung von Z durch freie, also insbesondere projektive Z[G]-
Moduln darstellt. O

Wir betrachten jetzt das Tensorprodukt F' ® F' des Komplexes F' mit sich selbst
iiber dem Ring Z. Fiir jedes m > 0 ist die Gruppe (F ® F),, per Definition durch
die direkte Summe

(FeF)n= @ FoF,
ptg=m

gegeben und desweiteren ist fiir jedes m > 0 die Randabbildung D,,, auf der direkten
Komponente F, ® F, von (F & F),, durch

Dp(z®@y) = (Op2) @y + (—1)’2 @ (94 )
definiert, vgl. [B, S. 7]. Die Gruppen F), ® F, werden durch die Operation
(g:1) - (z @ y) = (g92) @ (hy)

zu (G x G)-Moduln, so dass auch die direkten Summen (F' ® F'),, mit komponen-
tenweiser Operation (G x G)-Moduln sind. Mit den wie oben definierten Randab-
bildungen D,,, ist F ® F also ein Komplex von (G x G)-Moduln, denn wie man kann
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leicht nachrechnen kann gilt fiir alle m > 1 die Gleichung D,,_1 o D,, = 0. Der
Isomorphismus

Z[G)  Z[G] — Z[G x G,
gh +— (g,h)

von (G x G)-Moduln zeigt, dass alle F,@ F, = Z|G]|QZ|G] freie und damit projektive
Z|G x G]-Moduln sind. Als direkte Summen projektiver Z[G x G]-Moduln sind dann
auch die (F®F),, projektive Z[G x G]-Moduln. Wenn wir mit e®e die Augmentation

Z[G] & Z[G] — 7,
gh +—1

von (F®F)o = Fy® Fy = Z[G]®Z[G] in den trivialen (G x G)-Modul Z bezeichnen,
so gilt weiter: Die projektive Auflssung ¢ : F — Z von Z iiber Z[G] liefert mit
e®e: F®F — Z eine projektive Auflésung von Z iiber Z[G x G], vgl. [B, S. 107].

Bestimmung von Hs3(G,Z)

Mit dem Ziel der Bestimmung von Hs(G, Z) betrachten wir die projektive Auflsung
e: F — 7Z von Z iiber Z[G], bei der F ein Komplex von Z[G]-Linksmoduln ist. Mit
der trivialen Operation von G versehen wird Z zu einem Z[G]-Rechtsmodul, und
Tensorieren mit F' iiber Z[G] liefert den Komplex

Fo: - 2% Z20ua P 22 Zeyq Fi 22 Zoyq R

von abelschen Gruppen. Fiir alle ¢ ist dabei
Z®Z[G] F;, = Z®Z[G] Z[G] ~ 7,
denn der Homomorphismus

1®e - Z ®Z[G] Z[G] — Z,

m@(ang) —m Y ng

geG geqG

ist ein Isomorphismus mit der Umkehrabbildung m — m® 1. Fiir ungerades i ist die
Randabbildung 1 ® 9; des Komplexes F gleich 1 ® (¢ — 1) und bildet das Element
1® 1 von Z[G] auf

1(t—-1)=10t-101=181-1®1=0
ab, fiir gerades i ist sie gleich 1 ® N und 1 ® 1 wird auf
1®N=1®(Zg) =Y 1eg=) lel=nel
geG geG geG
abgebildet. Also ist Fz der Komplex

LI/ AN ARUN/A

Per Definition sind fiir alle ¢ > 0 die Homologiegruppen durch

H;(G,Z) = H;(Fg)
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gegeben, vgl. [B, S. 35], und es folgt

Z firi =0
H;i(G,Z) ~ { Z/n fiir ungerades i > 0
0 fiir gerades i > 0.

Der Komplex Z ®zjaxq) (F ® F)

Wir kehren jetzt zur projektiven Auflosung e®e : F® F — Z von Z iiber Z[G x G
zuriick, um anhand dieser die Gruppe H3(G X G, Z) zu bestimmen. Mit der trivialen
Operation von G x G wird Z zu einem Z[G x G]-Rechtsmodul und F' ® F ist ein
Komplex von Z[G x GJ-Linksmoduln, so dass man durch Tensorisation von Z mit
F ® F iiber Z|G x G] den Komplex

1®D: 18Dy
. ®—’3Z®Z[GXG] (F®F)2 —’ Z®Z[G><G] (F®F)1 ®—) Z®Z[GXG] (F®F)

von abelschen Gruppen erhilt. Dabei ist fiir alle m nach Definition von (F ® F),

Z®Z[G><G](F®F)mZ®ZG><G]< @ F, ®F>
p+g=m

und es bestehen die Isomorphien

Z®ZG><G]< @ F, ®F>2 @ Z®Z[G><G] (Fp®Fq)

pt+g=m p+qg=m
@ 7 ®Z[G><G G X G @ 7
ptg=m ptg=m

von abelschen Gruppen. Beim ersten Isomorphismus wird ein Element vom Typ
M@ (Tpg)p,q auf (M ® xpg)p.q abgebildet, wihrend der zweite durch die Isomorphie
der (G x G)-Moduln F, ® F, und Z[G x G| vermittelt wird. Fiir alle m gilt also

Z®Z[G><G] (F®F @ Z@zgxg] (F ®F) ZZm+17
ptrq=m

und um Hs(G x G,Z) zu bestimmen hat man die Randabbildungen

(5) @ Z @ziaxa) (Fp @ Fy) — @ Z ®zicxa) (Fp ® Fy)
pt+g=4 p+q=3
@ Z @ziaxa) (Fp @ Fy)
p+q=2

zu betrachten. Um diese zu verstehen, schauen wir zunéchst die Randabbildungen

@F@F @F@F @F@F

p+q=4 p+q=3 p+q=2

des Komplexes F' ® F an, also die Homomorphismen von Z[G x G]-Moduln, aus
denen durch Tensorieren mit Z iiber Z[G x G] die Randabbildungen (5) hervorgehen.

Die Randabbildungen von F ® F

Da die Z®zigxq (Fp ®Fq) isomorph zu Z sind und jeweils vom Element 1® (1®1)
erzeugt werden, wollen wir sehen, wohin die Elemente 1 ® 1 aus den einzelnen
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direkten Summanden F,, ® Fj, unter Dy und D3 abgebildet werden. Betrachten
wir als erstes die Einschriankungen von D, auf die einzelnen direkten Summanden
F, ® F,. Ausrechnen ergibt

ReF — (Flhek) e (RiloRk)e (Rek)e (F3eR),

1®1 — (deG]-@ga 07 07 0)

FeF;— (o) e (leokh) e (Rek)o(Fe k),
11 — (t®l-1®1, -1®t+1®1, 0, 0)

RoFR— (Fhek) e (Rok) e (Reh)® (Fe k),
1®1 }—>(0’ degg®17 deG]-@ga 0)

R — (o) e (o) e (ReR)o (Fe k),
191 +— (0, 0, t®1-101, -1®t+1®1)

FeoF — (o) e (o) e (ReR)o (Fe k),

191 — (0, 0, 0, Y cq9®1)
Betrachtung der Einschrankungen von D3 auf die einzelnen direkten Summanden
F, ® Fy liefert hingegen folgendes Ergebnis:

F0®F3 — (FO@FQ) D (F1®F1) D (F2®FO);

11 —(1®t—1®1, 0, 0)

FeF— (lhekh) e (FleoR)e (Re k),
191 — (t®1-1®1, —Y ;1®g, 0)

BeFR — (Flhek) e (FloR)e (e k),
1@l — (0, Y cq9®l, 1®0t-1®1)

FBoF — (FRhoF) o (Fiok)e (e k),
191 — (0, 0, to1-1®1)

Die Randabbildungen von Z ®zigxq) (F ® F)

Nachdem geklért ist, was mit den Elementen 1 ® 1 der direkten Summanden von
D, g=sFp ® Fy und B, ,_3 I, ® Fy unter den Randabbildungen Dy bzw. Ds
geschieht, soll jetzt etwas zu den Bildern der Elemente 1® (1 ® 1) aus den direkten
Summanden von @p+q=4 Z ®z(cxq) (Fp ® Fq) und @p+q:3 Z ®ziaxq) (Fp ® Fq)
unter den Abbildungen der Sequenz (5) gesagt werden. Man kann die 1 ® (1 ® 1)
auch als Elemente von

Z@Z[Gxg]( EB Fp®Fq) bzw. Z@Z[Gxg]( EB Fp®Fq)
p+q=4 p+q=3

auffassen. Da die auf diesen Gruppen definierten Randabbildungen nichts anderes
sind als D4 und D3 von links mit der Identitidt von Z tensoriert, erhélt man die
Bilder der 1 ® (1® 1) ganz einfach indem man die Bilder der 1 ® 1 unter Dy und D3
von links mit der 1 von Z tensoriert, und bei der Sequenz (5) wird sie in die einzelnen
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Komponenetn gezogen. Zur expliziten Berechnung der Bilder der 1 ® (1®1) ist nur
noch zu sagen, dass fiir alle p, g und g, h € G im Tensorprodukt Z®zaxq) (F,,@Fq)
die Gleichung

I1®(@oh)=12((g,h) - 1@1)=(1-(¢,h)2(1x]) =12 (1®1),

erfiillt ist, d. h. die 1 von Z ergibt mit einem Element von F}, ® F, vom Typ g ® h
tensoriert das erzeugende Element von Z ®ziaxqy (Fp ® Fq). Es bleibt jetzt nichts
weiter zu tun, als die oben angegebenen Bilder der 1 ® 1 komponenentenweise von
links mit 1 zu tensorieren, wobei die folgende Tensorprodukte vorkommen:

19t-121)=12(1®t) -1 (1®1)=0
te1-191)=19(tel)-10(1®1)=0
(Ypeal®g) =2 ,ccl@(l@g) =Y, clolel)=n2(1a1)
1® (Yead®@l) =2 cel®@@e) = lelel)=n2(1e1)

Weil die Z ®@zigxa (Fp ® Fq) isomorph zu Z sind mit 1 ® (1 ® 1) als erzeugendem
Element, handelt es sich bei der Sequenz (5) um eine Sequenz

1®(
1®(
1®

75— 7t — 73,

und die Einschrinkungen der in ihr vorkommenden Homomorphismen auf die ein-
zelnen direkten Summanden von Z® und Z* sind uns bekannt, da wir die Bilder der
1® (1®1) unter den Abbildungen von Sequenz (5) angeben kénnen, die aus den
bereits angegebenen Bildern der 1® 1 unter D, und D3 resultieren, indem man kom-
ponentenweise von links mit 1 tensoriert. In derselben Reihenfolge wie oben ergeben
sich also aus den Einschrankungen von D4 und D3 auf die direkten Summanden
F,®F, von @p+q:4 F,®F, bzw. @ 3 Fp @ Fy auf den Z®zigxq (Fp®Fq) ~7
die folgenden Abbildungen:

Einschrinkungen der Abbildung Z° — Z*
7 —7Z®LBLSDL,
1+——(n, 0, 0, 0)
7 —7Z®LSLSDL,
1+—(0, 0, 0, 0)
7 —Z7Z®LOLSDL,
1+— (0, n, n, 0)
7 —7Z®LELSDL,
1+—(0, 0, 0, 0)

77073787,
1}—)(07 0’ 0’ n)

p+q=

Bestimmung von H3(G x G,Z)

Zusammenfassend haben wir es demnach mit der Abbildung
2OLOLDLDTL — ZPLHLDZ,
(p1, p2, p3, pa, ps)— (Pr-7m, pP3-n, p3-n, ps-n)
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zu tun und ihr Bild ist Z(n, 0, 0, 0) + Z(0, n, n, 0) + Z(0, 0, 0, n).
Einschrinkungen der Abbildung Z* — Z3

7. —7ZDLDYL,

1+— (0, 0, 0)

7 —7ZDLDYL,

1+— (0, —n, 0)

7 —7Z@SLBL,

1+— (0, n, 0)
7-—76LeT,
1+—(0, 0, 0)

Hier haben wir es mit der Abbildung

LOSLELS®L — LSLSDIL,

(pla b2, Ps, p4) — (Oa (pS 7p2) - n, 0)
tu tun, deren Kern Z(1, 0, 0, 0) +Z(0, 1, 1, 0) + Z(0, 0, 0, 1) ist.
Die Bestimmung von H3(G x G,Z) erfolgt iiber die Sequenz (5) bzw. iiber die
zuleltzt betrachtete Sequenz Z° — Z* — Z3. Quotientenbildung ergibt
Z(1, 0, 0, 0) + Z(0, 1, 1, 0) + Z(0, 0, 0, 1)
Z(n, 0, 0, 0) + Z(0, n, n, 0) + Z(0, 0, 0, n)

H3(G x G,Z) ~ ~ (Z/n)®.

Die funktoriellen Abbildungen

Nachdem die Gruppen H3(G,Z) und H3(G x G,Z) bestimmt sind, wollen wir im
folgenden die von ¢1, t und A vermittelten Abbildungen Hs(G,Z) — Hs(G x G,Z)
untersuchen. Dazu betrachten wir wieder die projektiven Auflosungen ¢ : F' — Z
von Z iiber Z|Gl und e ® ¢ : F ® F — Z von Z iiber Z|G x G, also

Hzia A z[g)

L7627 —0

und

PP FReRE P ROF SRR —0
p+q=2 p+g=1

Letztere Sequenz kann mittels ¢1, t2 und A ebenfalls als exakte Sequenz von G-
Moduln und -Homomorphismen aufgefafit werden, indem fir = € (F ® F),, und
ged

g-x=uv(9) -z, g-x=12(9)-x bzw. g-z=A(g9) x
gesetzt wird. Weil alle F; = Z[G] projektive Z[G]-Moduln sind und die Sequenz
e®e: F®F — Z azyklisch ist, gibt es eine G-Kettenabbildung 7, die das Diagramm

Rt I Z|G) LN Z|G) = o7l6) —— 7

! I [ A

. Ds p+q=2Fp®Fq&) Fp®FqL>F0®FOL®E>Z

p+g=1

kommutativ macht, vgl. [B, S. 22 u. S. 48]. Indem man die in der oberen Reihe
stehende Sequenz F' von links mit Z iiber Z[G] tensoriert, erhélt man die Sequenz
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zur Bestimmung der H,(G,Z), und entsprechend erhélt man die Sequenz zur Be-
stimmung der H,(G x G,Z), indem man die in der unteren Reihe stehende Sequenz
F ® F von links mit Z iiber Z|G x G| tensoriert. Da die Sequenz F' ® F mittels ¢1,
t2 und A auch eine Sequenz von G-Moduln ist, kénnen die vertikalen Abbildungen
Tp ebenfalls von links iiber Z[G] mit der Identitdt von Z tensoriert werden. Dabei
ist zu beachten, dafl Z als G- wie als (G x G)-Modul mit der trivialen Operation
gedacht ist. Nach Tensorisation von links mit Z erhélt man also das kommutative
Diagramm

1®N 1®(t—1)
_—

Z ®z[a) Z|G] e / ®z[aG] Z|G]

| [10m | 187

1D 1Dy
A et N 7 ®Z[G><G] (@PJF‘ZZI Fp X Fq) — % 7 ®Z[G><G] (FO X Fo)
Die Abbildung H, (i1, Z), Hy(t2,Z) bzw. Hy(A,Z) von H,(G,Z) nach H,(G x G, Z)
ist dann nichts anderes als die durch dieses Diagramm vermittelte Abbildung

Hy(1®7): Hy(Fg) — Hp((F®F)G><G);

vgl. [B, S. 48].
Wir wollen als néichstes den Komplex F' ® F' der Reihe nach mittels ¢1, 15 und A
als Komplex von G-Moduln und -Homomorphismen auffassen und jeweils eine G-

Kettenabbildung 7 : FF — F ® F angeben, welche die Bestimmung der von ¢1, to
bzw. A vermittelten Abbildung H3(G,Z) — H3(G x G, Z) erméglicht.

Die Kettenabbildung zu ¢
Wir fassen als erstes F'® F' mittels ¢ als Komplex von G-Moduln auf. Dann wird

der (G x G)-Modul (F ® F).,, = @ F, ® F, durch die komponentenweise
skalare Multiplikation

p+g=m

Gx (F,®F,) — F,® F,
(9, z®y) +—(92) @y

zum G-Modul, und es sei

Tm : Fm — (Fm®F0)69(Fm_1®F1)@"'@(F0®Fm),
1 — (1l®1, 0, ... , 0),
ang S ang(1®1, 0, ..., 0)

geG geG

:an(g®17 0, ..., 0

geqG

<<§:nﬂ>®1,m ”.,o)

geqG

der G-Homomorphismus F;,, — (F ® F),,, der z € F,,, auf das Elemsent z ® 1 des
direkten Summanden F,, ® Fy von (F' ® F),,, abbildet. Es ist sofort zu erkennen,
dass auf diese Weise ein G-Kettenabbildung 7 : F' — F ® F definiert wird, denn fiir
allem >0und x € FF® F gilt

DiTmx = Dp(z ®1,0,...,0) = ((8m:£) ®1,0,.. .,0) = Tr—10m .
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Zuletzt ist noch zu iiberpriifen, dass (¢ ® )79 = € gilt, d. h. die Vertriglichkeit mit
den Augmentationen. Tatséchlich ist (¢ ® )7y gleich der Abbildung

Fy — I ®F —  Z,

1 — 11 — 1,
dongg Y omglg®l) Yo,
geG geG geqG

womit nachgewiesen ist, dass die wie oben definierte G-Kettenabbildung 7 das
Gewdlinschte leistet.

Die Kettenabbildung zu i

Wenn wir jetzt F'® F mittels ¢ als Komplex von G-Moduln auffassen, so wird der
(G x G)-Modul (F® F),, =D F, ® Fy durch die komponentenweise skalare
Multiplikation

p+q=m

Gx (F,® F;) — F, ® F,
(9, z®y) — 2z (gy)
zum G-Modul, und in diesem Fall sei
Tm : P — (Fm®Fo)@(me1®F1)@"'@(FO®Fm);
1 — (1l®1, 0, ... , 0),
D ngg — D ngg(1®1, 0, ..., 0)

geG geG

:an(1®g, 0, ..., 0)

geqG

(1o (X mas). 0. v 0)

geaG

der G-Homomorphismus F,,, — (F ® F),, der « € F,,, auf das Elemsent 1 ® « des
direkten Summanden Fy ® F,,, von (F ® F'),,, abbildet. Es wird dann auf diese Weise
ein G-Kettenkomplex 7 : F' — F' ® F definiert, denn fiir alle m >0 und z € F ® F
gilt

D@ = Dp(1® ,0,...,0) = (1® (0m2),0,...,0) = Tp_10pm.
Auch hier bleibt die Vertraglichkeit mit den Augmentationen zu iiberpriifen, d. h.
dafl (e ® )79 = € gilt. Sie ist gegeben, denn (e ® £)79 ist gleich der Abbildung

FO — FQ®F0 — Z,

1 — 11 — 1,
Shg o Tmlleg — Yo,
geG geG geqG

womit verifiziert ist, dass die zu to definierte G-Kettenabbildung 7 das Gewiinschte
leistet.

Die Kettenabbildung zu A

Es sei schliefllich F ® F' durch die diagonale Einbettung A ein Komplex von G-
Moduln. In diesem Fall wird der (G x G)-Modul (F @ F'),, = @ F, ® F,
durch die komponentenweise skalare Multiplikation

G x (F, ® F)) — F, ® Fy,
(9, ®@y) +— (97) @ (g9v)

ptg=m
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zum G-Modul, und wir definieren die G-Kettenabbildung 7 wie folgt. Fiir ungerades
m seien die Komponenten 7,, : F,,, — F, ® F, von 7,,, : I}, — @qum F,® F,
durch
Fn — F,® Fy,
1®1 falls p gerade ist
—
1®t falls p ungerade ist
gegeben und fiir gerades m durch
F,, — F,® Fy,
1®1 falls p gerade ist
1+— ) .
ZO§i<j§m—1 t' ®t? falls p ungerade ist,

vgl. [B, S. 108]. Wir wollen uns davon iiberzeugen, daf 7 : F' — F' ® F tatséchlich
eine Kettenabbildung ist und desweiteren mit den Augmentationen vertréiglich, d.h.
(e ® e)To = e. Um mit der Vertréglichkeit mit den Augmentationen zu beginnen,
(e ® €)1 ist der G-Homomorphismus

Fy — Fo® Fy — Z,

1 — 1®1 — 1,
Z”gg — an(g@@g) — ana
9€G el 9€G

und stimmt also mit € {iberein. Was die Behauptung betrifft, 7 sei eine Kettenab-
bildung, so sind Fille zu unterscheiden. Es geht darum, die Kommutativitdt des

Diagramms

Om
me 1

Tvnl J(Tm—l
D,
@;H»q:m Fp ® Fq - ®p+q:m71 Fp ® Fq

fiir alle m > 0 nachzuweisen, was anders gesagt heif3t fiir alle p,q mit p+q¢=m—1
die Kommutativitdt des Disgramms

Om
Fm ? m—1

Tml l"'pq

(Fpt1® Fy) @ (Fp @ Fyya) o F, 0 F,

zu zeigen. Dabel ist mit 7, : Fiy, — (Fp41 ® Fy) @ (Fp ® Fyq1) unter Missbrauch der
Bezeichnung die Abbildung gemeint, die aus 7, : F,, — @p gem Fp ® Iy entsteht,
wenn die Projektion auf (Fp4+1 ® F,) & (F), ® Fy11) hinterhergeschaltet wird, und
ebenso ist Dy, : (Fpp1 @ Fy) @ (Fp, ® Fypq) — F, @ F,, die Abbildung, die aus D,,
eingeschrinkt auf (Fp11 ® F,) ® (F), ® Fy11) entsteht, wenn anschlieBend auf F, ® F,,
projiziert wird. Beginnen wir mit dem Fall, dal p 4+ ¢ = m — 1 gerade ist. Dann gilt

TpgOml = Tpg(t = 1) =t - Tpgl — Tpgl

t-(1el)—-1®1 falls p, g gerade
)t (Zogiqgmq ' ® tj) — D 0<i<j<m_1 t'®t?  falls p, g ungerade
_Jtet-1®1 falls p, g gerade

Do<iciema T @ =3 it @t falls p,q ungerade
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und Umformen des letzten Ausdruckes liefert

Z @it — Z @t = Z Rt — Z et

0<i<j<m—1 0<i<j<m—1 1<i<j<m 0<i<j<m—1
m—1 m—1 m—1 m—1
=Y tel-> letf=Y tel-> 1t =N®1l-1aN;
i=1 j=1 i=0 j=0
zusammengefasst hat man also

o1 tRt—1®1 falls p, q gerade
T, =
pam N®t—1® N falls p,q ungerade.

Auf der anderen Seite gilt

Fn ™ (Fpi1 ® Fy) @ (Fp @ Fyp1),
(I1®t, 1®1) fallsp,q gerade
(1®1, 1®t) fallsp,q ungerade

und Hinterherschalten von D, ergibt

DT 2 Frp —F, ® Fy,

) t—-1)@t+1®(t—1) falls p,q gerade
—
Nt—1® N falls p, ¢ ungerade

_Jtet—-1et+1®t—-1®1 falls p,q gerade
- |Net—1@N falls p, ¢ ungerade;

demnach stimmt die Verkniipfung D,, 7, : Fy, — Fp ® Fy mit 7,40, tiberein, was
zu zeigen war. Sei nun die Summe p + ¢ = m — 1 ungerade. In diesem Fall ist

m—1

TpgOm1l = TpgN = Z tt - Tpgl
i=0

- Zﬁgl t'-(1®1) falls p gerade, ¢ ungerade
N 22161 t'-(1®t) falls p ungerade, q gerade

Z?lgl et falls p gerade, ¢ ungerade
My @ itl falls p ungerade, g gerade;
=0

andererseits gilt

Fmﬂ’ (Fp+1®Fq)@(Fp®Fq+l)a

(ZO§i<j§m—1 t'@t/, 1®1) falls p gerade, ¢ ungerade
(1®1, Y o<ici<cm_1t ® /) falls p ungerade, g gerade
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und Hinterherschalten von D,,, liefert

Fp —F, ® F,

Zogz‘qgm—l tit—1)®@t/ +1®@ N falls p gerade, q ungerade
N®L=30cicicm1 ti@t/(t—1) falls p ungerade, q gerade

_ Zogmg‘gmq ttl @ti — Zogiq’gm—l @t/ +1@ N falls p gerade
N®1-— 20§i<j§m71 @It + 20§i<j§m71 t'®t7  falls p ungerade

D o<icm1t @l =3 0cicicm 1 E O+ i @

_ {Z1§igm—1 R = ciem1 1O+ i 1 1O

_ {20<i§j§m—1 ER = ociciemo1t O + 2 0cjcm 1 10

Zogigm—1 t ®1— Zogigm—Q t ®1+ Zogigm—Q t ® it
Iyttt
St et

so dass Dy, T : Fy — Fp ® Fy und 740,, wie behauptet tibereinstimmen. Damit
ist gezeigt, dafl fiir alle m > 0 die Abbildung D,, 7, : Frn — @p-l-q:m—l F, ® I,
gleich 7,10, ist, d. h. 7 ist eine Kettenabbildung.

Die mit Z tensorierten Kettenabbildungen

Unser Ziel ist es, fiir eine zyklische Gruppe G der Ordnung n die von den Inklu-
sionen t1,t2 : G — G X G und von der diagonalen Einbettung A : G — G x G
vermittelten Inklusionen Hs(G,Z) — H3(G x G,Z) genauer zu beschreiben. Dazu
betrachten wir die projektiven Auflésungen e : F — Z und e ® ¢ : F ® F — Z von
Z iiber Z[G] bzw. iiber Z|G x G], wobei F' der Komplex

t—1 t—1

27160 - zi6) B z(g)
mit der Norm N =14+¢+ - +¢"!ist und F ® F der Komplex

PP ReRE P ReoF BReR
p+q=2 p+q=1

Mittels der Inklusionen ¢q, to und A wird F ® F auf drei verschiedene Arten zu
einem Komplex von G-Moduln, denn ist ¢ : G — G X G ein Homomorphismus, so
wird fir g € Gund z € (F @ F)in = D,y o Fp ® Fy

g-r=0(g) =

gesetzt. Weil alle F; projektive Z[G]-Moduln sind und der Komplex F'® F azyklisch
ist, gibt es G-Kettenabbildungen 7 : FF — F® F, die mit den Augmentationen € und
€ ® e vertraglich sind. Fiir die Homomorphismen ¢1, ¢t und A haben wir derartige
Kettenabbildungen explizit angegeben. Um ausgehend von diesen Kettenabbildun-
gen die Abbildungen H3(G,Z) — H3(G X G, Z) zu bestimmen, betrachten wir jeweils
das kommutative Diagramm



und tensorieren von links mit Z, und zwar in der oberen Reihe iiber Z[G], in der
unteren iiber Z[G x G|, wihrend alle im Diagramm vorkommenden Abbildungen
von links mit der Identitat von Z tensoriert werden. Wegen der Isomorphien

Z Qz/q Z|G) ~ Z
Z ®ziGxa) ( P F ®F> ~ P zZogoxa (F,® Fy) ~2™"!
ptg=m ptg=m
und der in Z ®z(g) Z[G] giiltigen Gleichungen

IeN=Y log=>» 18l=n®1
geG geG

1ot-1)=10t-191=101-101=0

erhalten wir ein kommutatives Diagramm

7 n 7 A
VA 74 73.

Das Bild des erzeugenden Elements 1 ® 1 von Z ®z¢) Z[G] ~ Z unter 1 ® 7y, ist fiir
jedes m

l®Tm(l) € Z®ZG><G]( @ F, ®F)

ptg=m
Z ®ziGxc) (Fp ® Fy) entspricht, das aus

P FeF,

ptg=m

welchem ein Element aus @, ,_,,

entsteht, indem jede direkte Komponente von links mit 1 tensoriert wird. Da wir
Tm (1) explizit angeben konnen, erhalten wir auf diese Weise sofort das Bild von
1 ® 1 unter der durch 7, vermittelten Abbildung

17, 1 Z ®Z[G] Z[G] — @ Z ®Z[G><G] (Fp ® Fq)
ptg=m

und damit auch das Bild der 1 unter der Abbildung Z — Z™*!. Wir wollen jetzt
konkret die zu ¢1, t2 und A gehorigen Abbildungen 73 ansehen. Es handelt sich um
die G-Homomorphisman

F3 — (ReR)e(Rok)e(RokR)o (F;e ),
— (0, 0, 0, 1®1) (zuu)
— (1®1, 0, 0, 0) (zut2)
—(1®1, 1®t, 101, 1®t) (zul),

so dass Tensorisation mit der Identitdt von Z die Gruppenhomomorphismen
Z ®ziq) F3 —>(Z @ziexa) (Fo ® F3)> ® (Z @ziexa) (F1 ® Fz))

® (Z Rziaxa) (F2 ® F1)> ® (Z Rziaxa) (F3 ® Fo)>,

191 (0,0, 0, 19(1®1)) (zuu)
11 —(1®(1®1), 0, 0, 0) (zutq)
191 +—(1e(lel), lo(lst), 18(1e1), 10(101) (uA)
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liefert, wobei
Ie(let)=1(L,t)-1e1)=(1-(1,)e(1lel)=1(1x®1)

das erzeugende Element von Z ®zjcx ¢ (Z|G] ® Z[G]) ~ Z ist. Man erhilt also die
Homomorphismen

7 —7070L07,

1— (0, 0, 0, 1) (zut)

1— (1, 0, 0, 0) (zut2)

1— (1, 1, 1, 1) (zu Q)
als mittlere vertikale Abbildungen in den Diagrammen

Z _ Z _ Z

von T4J( von 'rgl von TQJ(

Z2OLOLDOLDL — 2OLOLOL — VASYAYA
4 3

Bestimmung der Bilder von H3(G,Z) in H3(G x G,Z)

Wie wir bereits gezeigt haben, sind Kern bzw. Bild der von den Randabbildungen
D3 und D4 vermittelten Homomorphismen d3 und d4 durch
kerds =< (1, 0, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 0, O, 1) >
imdy =< (n, 0, 0, 0), (0, n, n, 0), (0, 0, 0, n) >

gegeben, deren Quotient die Gruppe H3(G x G,Z) liefert. Offenbar gilt auch
kerds =< (1, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1), (0, 0, 0, 1) >
imdy =< (n, 0,0, 0), (n, n, n, n), (0,0, 0, n) >,

woraus sich die Isomorphien

Z(1, 0,0, 0)+ Z(1, 1, 1, 1) + Z(0, 0, 0, 1)

Hs(G x G,7Z) ~
3(GxG.Z) Z(n, 0, 0, 0) + Z(n, n, n, n) + Z(0, 0, 0, n)

~ (Z/n)®

ergeben. Die Bilder der von t1, to und A vermittelten Abbildungen
(Ll)*v (LQ)*a Ay HB(sz) - HS(G X GaZ)
entsprechen hierbei den von (1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1) und (1, 1, 1, 1) erzeugten

Restklassen, wie die Betrachtung der vertikalen Abbildungen Z - Z ®Z S Z & Z
zu den 73 ergab, und daraus folgt schlieflich

Hs(G X sz) = (Ll)*(H3(sz)) D (LQ)*(H3(GaZ)) D A*(H3(sz))

Jeder der drei direkten Summanden ist wie auch H3(G,Z) isomorph zu Z/n.
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4. Explizite Berechnung von H (G, K*) fiir biquadratische
Erweiterungen von Q

Gegeben sei eine biquadratische Erweiterung K/Q mit der Galoisgruppe G,
und zwar sei K = Q(v/a, vb) mit quadratfreien a,b € Z. Wie in Kapitel 3
gezeigt wurde, hiingt der Isomorphietyp von H (G, K*) von den lokalen Ga-
loisgruppen G, ab. Gibt es Stellen p von Q mit G, = G, so geniigt es, deren
Anzahl zu kennen. In jedem Fall soll gezeigt werden, dass jede der zweielementi-
gen Untergruppen von G fir ein geeignetes p gleich der lokalen Galoisgruppe
Gy ist.

4.i Komplettierungen und lokale Galoisgruppen

In diesem Abschnitt werden wir den Begriff der Zerlegungsgruppe und der
lokalen Galoisgruppe behandeln. Sei K/k eine galoissche Erweiterung alge-
braischer Zahlkorper mit der Galoisgruppe G; desweiteren sei p eine endliche
Stelle von k. Fiir jede Stelle 3 von K, die tiber p liegt, heifdt

Gp={oecG|oP =P}
die Zerlegungsgruppe von 9 in Bezug auf die Erweiterung K/k. Sie hangt bei
abelscher Gruppe G nicht von der Wahl der {iber p liegenden Stelle 8 von K ab
und wird dann auch mit G, bezeichnet. Allgemein gilt namlich fiir jedes 0 € G
die Gleichung

Gaqg = O'(Gsp)d_l,

und die Galoisgruppe G operiert transitiv auf der Menge tiber p liegenden Stellen
von K (vgl. [N, S. 56-57]).

Sei nun Ky eine Komplettierung von K bzgl. der Stelle B und k, eine Kom-
plettierung von k bzgl. der Stelle p. Bezeichnet weiter kg die in K enthaltene
Komplettierung von k bzgl. p, so besteht ein kanonischer Isomorphismus von
k, nach kg. Deshalb ist es sinnvoll, von der Erweiterung Ky /k, zu sprechen.
Jedes o € G'yp kann als betragserhaltender k-Homomorphismus von K nach K
augefasst werden ([AZ, S. 103]) und besitzt somit eine eindeutige Fortsetzung zu
einem Endomorphismus von K, der k, elementweise festhélt ([A2, S .65]). Auf-
grund der Eindeutigkeit sind diese Fortsetzungen ebenfalls Automorphismen, so
dass man einen natiirlichen Homomorphismus von Gy nach G(Kg/ky) erhélt.
Dieser ist sogar ein Isomorphismus, weil man umgekehrt jedem Element von
G(Kg/kp) seine Einschrankung auf K zuordnen kann und einen betragserhal-
tenden k-Automorphismus von K erhélt (da die Erweiterung K/k normal ist).
Ein betragserhaltender Automorphismus aus G ist aber offensichtlich ein Ele-
ment von Gy. Die Gruppen Gy und G(Kg/ky) werden wegen ihrer natiirlichen
Isomorphie meist identifiziert. Im {ibrigen gilt Ky = Kk,, was aufgrund des
Translationssatzes der Galoistheorie die Gleichung Gy = G(K/KNk,) zur Folge
hat, so dass man insgesamt
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Gyp = G(K/K Nky) = G(Ky/ky)
erhalt, vgl. [AZ, S. 105].

Die Zerlegungsgruppe Gsgz der iiber p liegenden Stelle 9 von K hat mit dem
Zerlegungsverhalten von p in K zu tun. Die Anzahl g, der iiber p liegenden
Stellen von K ist gleich dem Index von G in G. Ist

p = (%1 .. .‘pgp)ev
die Zerlegung von p in K, mit e, als dem gemeinsamen Verzweigungsindex der
B iiber p, so besteht mit dem Grad n = K : k der Erweiterung K/k und mit

dem gemeinsamen Restklassengrad f,, der P; folgender Zusammenhang ([AZ,
S. 70/71)):

n=epfogp-
Als letztes sei noch erwahnt, dass fiir einen biquadratischen Erweiterungskorper
K = Q(v/a, vb) von Q und jede Primzahl p der Korper Q,(1/a, vb) eine Kom-
plettierung von K bzgl. einer der iiber p liegenden Stellen von K ist. Fiir jede
Primzahl p ist die Gruppe G, also gerade die Galoisgruppe der Erweiterung
Qo (Va, vb)/ Qp, welche sich ohne Schwierigkeiten bestimmen lasst.

4.ii Quadratische Erweiterungen

Als néchstes sollen nun einige Ergebnisse iiber quadratische Erweiterungen
Q(\/E) mit quadratfreiem d € Z angegeben werden, die iiber den Zerlegungstyp
jeder endlichen Stelle p von Q Aufschluss geben. In dieser speziellen Situation
ist eine der Zahlen ey, f, und g, gleich 2, wahrend die restlichen den Wert 1
annehmen. Fiir eine Primzahl p sind in L = Q(v/d) demnach drei verschiedene
Zerlegungstypen moglich:

p verzweigt: e, =2, (p)=P2, G,=G;
ptge f,=2, )=%, G,=G;
p voll zerlegt: g, = 2, (p) = P1B2, PB1 # Po. G, =1.

Die Diskriminante dj, von L ist gegeben durch d;, = d falls d = 1(4), und
dr, = 4d sonst ([AZ, S. 50]). Ihre Primteiler sind gerade diejenigen Primzahlen,
die in L verzweigt sind.

Fiir alle Primzahlen p # 2 gelten die folgenden Aquivalenzen ([AZ, S. 113]):
p verzweigt in L & p|d

ptragein L < ptdund (%) =-1
p voll zerlegt in L < ptdund (%) =1
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Im Falle p = 2 gilt hingegen

2 verzweigt in L < d#1,5(8)
2trdgein L & d=5(8)
2 voll zerlegtin L < d=1(8)

Mit Hilfe dieser Resultate kann die Frage beantwortet werden, ob d fiir eine
gegebene Primzahl p ein Quadrat in Q, ist, oder anders ausgedriickt ermdglichen
sie es, den Grad n, der lokalen Erweiterung Qp(\/g) /Q, anzugeben. Weil
sich Restklassengrad und Verzweigungsindex bei Ubergang zu den Komplet-
tierungen nicht indern ([A2, S. 90]), und weil dariiber hinaus Q, und Q,(v/d)
lokale Korper sind ([A2, S. 114/115]), geniigt der lokale Grad n, der Gleichung
np = epfp ([A2, S. 94]). Die Werte von e, und f, sind jedoch durch den Zer-
legungstyp von p festgelegt; genau dann ist der lokale Grad n, gleich 1, wenn
Verzweigungsindex e, und Tragheitsgrad f, beide den Wert 1 annehmen. Die
lokale Erweiterung Qp(\/g) /Q, ist demnach nur fiir in L = Q(V/d) voll zerlegtes

p trivial.

4.iii Biquadratische Erweiterungen

Nachdem der Fall quadratischer Erweiterungen Q(v/d)/Q geklért ist, kann auch
der lokale Grad der biquadratischen Erweiterung Q(y/a, v/b) /Q fiir eine beliebige
Primzahl p ermittelt werden, indem der Zerlegungstyp von p in Q(v/a), Q(v/b)
und Q(v/ab) unter Anwendung der oben genannten Resultate bestimmt wird
(eventuell miissen fiir p # 2 einige der Legendre-Symbole (%), (%) und (%’) unter
Anwendung des quadratischen Reziprozitdtsgesetzes und der beiden Zuséitze
ausgewertet werden). Fiir jede Primzahl p ist der Grad n, der Erweiterung

Q,(v/a, vb)/Q, gleich 1, 2 oder 4.

Cenau dann ist n, = 1, wenn sowohl Q,(v/a)/Q, als auch Q,(v/b)/Q, den Grad
1 haben, d. h. wenn p in Q(y/a) und Q(v/b) voll zerlegt ist.

Cenau dann ist n, = 4, wenn der Grad von Q,(y/a) und von Q,(v/b) iiber Q,
jeweils gleich 2 ist und auBerdem Q,(v/a) # Q,(Vb) gilt; letztere Bedingung ist
dquivalent dazu, dass a und b sich nicht um ein Quadrat in @Q,, unterscheiden
([A1, S. 281]). Anders ausgedriickt ist n, genau dann gleich 4, wenn die Er-
weiterungen Q,(v/a), Q,(vd) und Q,(v/ab) jeweils den Grad 2 iiber Q, haben,
bzw. wenn p in keinem der Korper Q,(v/a), Qp(\/g) und Qp(\/%) voll zerlegt
ist.

Wenn der Grad von Q,(v/a, Vb)/ Qp hingegen gleich 2 ist, so konnen drei Fille
unterschieden werden, je nachdem ob +/a, Vb oder Vab in Qp liegt. Diese
drei Félle schlieBen sich gegenseitig aus, denn nur einer der Korper Q,(v/a),

Q,(vb) und Q,(v/ab) hat den Grad 1 iiber Q, (weil Q,(/a, v/b) das Komposi-

tum von zwei beliebigen unter den drei Kérpern ist). Betrachtet man statt
der lokalen Galoisgruppe G(Q,(v/a, vb)/Q,) zu Q(v/a,vb)/Q die Zerlegungs-
gruppe G(Q(v/a, vb)/Q(v/a,vb) N Q,) von p, so ist G, durch den zugehorigen
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Fixkorper F' = Q(v/a, vb) NQ, in Q(/a,Vb) gekennzeichnet. Wenn der lokale
Crad n,, gleich 2 ist, hat F den Grad 2 iiber Q. Genauer ist F = Q(v/d) mit
dem eindeutigen d € {a, b, ab}, so dass v/d in Q, liegt.

Die Zerlegungsgruppe G), lédsst sich nun fiir jede Primzahl p bestimmen. Nur
wenn p in Q(v/a, Vb) verzweigt ist (d. h. wenn der gemeinsame Verzweigungsin-
dex der iiber p liegenden Stellen von Q(+/a, v/b) nicht 1 ist), kann dabei Gp=G
herauskommen: fiir unverzweigtes p ist die lokale Erweiterung Q,(v/a, \/B) /Qp
zyklisch, da sich der Verzweigungsindex bei Ubergang zu den Komplettierungen
nicht dndert und unverzweigte Erweiterungen lokaler Korper zyklisch sind ([A2,
S. 97)).

Auch an der Stelle p = oo ist die lokale Galoisgruppe G, zyklisch, denn die
Komplettierung von Q bzgl. | |« ist R, und die Komplettierung von Q(/a, v/b)
bzgl. einer Fortsetzung von | | ist ebenfalls R, wenn v/a,vb € R, und an-
sonsten C. Um die Anzahl der Stellen p mit G, = G herauszufinden, braucht
man deshalb nur die endlichen Stellen p zu betrachten, fiir die p in einem der
Korper Q(v/a), Q(vb) verzweigt ist. Es handelt sich um endlich viele Stellen,
némlich um die zu den Primteilern der Diskriminanten von Q(y/a) und Q(v/b).
Zusammen mit Abschnitt 4.ii ergibt sich nun

4.1 Satz. Es sei K = Q(v/a, \/5) eine biquadratische Erweiterung von Q, mit
quadratfreien a,b € Z.
Fiir eine Primzahl p gilt G, = G genau in den Féllen
(p verzweigt in Q,(v/a) und Q,(Vab), p trige in Q,(V/D));
11)[)7&2’ p+a7 p|b7 (%) =-1
(p verzweigt in Q,(vb) und Q,(vab), p trige in Q,( /a));
2
lll)p#2a p|aa p|ba (%):71
(p verzweigt in Q,(v/a), Q,(Vb) und p trige in Q,(vab));

iv) p=2, a,b,(ab)g £ 1 (8)
(2 nicht voll zerlegt in Q,(v/a), Q,(vb) und Q,(v/ab)).

Hierbei bezeichnet (ab)y den quadratfreien Kern von ab.

Es ist G), = 1 genau in den Féllen

p#2, pta, pth, (=Y =1
(p voll zerlegt in Q,(v/a), Qp(vb) und Q,(Vab));

ii)p=2, a,b=1(8)
(2 voll zerlegt in Q,(v/a), Q,(v/b) und Q,(vab)).
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4.2 Beispiel. (vgl. auch Abschnitte 4.x und 4.xi)

a) Es sei a = 2 und b = p;...ppm, mit paarweise verschiedenen Primzahlen
p; = 3 (8). Dann ist (pi) = —1, und nach Satz 4.1 gilt G, = G genau fiir die
Primzahlen pq,...,pnm, falls m gerade ist, und zusétzlich fiir die Primzahl 2,
falls m ungerade ist. Nach Theorem 3.1 ist H (G, K*) gleich (Z/2)™"! (m

gerade) bzw. gleich (Z/2)™ (m ungerade).

b) Es sei a = —1 und b = p; ...p,, mit paarweise verschiedenen Primzahlen
p; = —1 (8). Wieder ist (pi) = —1, und in jedem Fall gilt nun G, = G genau fiir

die n Primzahlen py,. .., py,. Nach Theorem 3.1 gilt H=1(G, K*) ~ (Z/2)™ L.
c) Fir a =2, b =17 sowie a = —1, b = 17 gilt G}, # G fir alle Primzahlen p.

4.iv Realisierung der Untergruppen der Galoisgruppe als Zerlegungs-
gruppen

Es soll der folgende Satz gezeigt werden.

4.3 Satz. Es sei K = Q(v/a, \/(;) eine biquadratische Erweiterung von Q, mit
quadratfreien a,b € Z und Galoisgruppe G = (Z/2)?. Dann ist jede der drei
zweielementigen Untergruppen von G fiir unendlich viele Primzahlen p gleich
der Zerlegungsgruppe G,.

Fiir jede Stelle p von Q und jede iiber p liegende Stelle p von K = Q(v/a, V)
wird, wie bereits gesagt, die Zerlegungsgruppe G, = G, mit der lokalen Galois-
gruppe G(K,/Q,) identifiziert, womit also

Gy = Gy = G(Q(a, Vh)/Q(va, Vb N Q,) = G(Q,(Va, Vb)/Qp)

gilt. Die Gruppe G, hat genau dann die Ordnung 2, wenn ihr Index in G gleich
2 ist; nach dem Hauptsatz der Galoistheorie ist dies dquivalent dazu, dass ihr
Fixkérper Q(v/a,vb) N Q, den Grad 2 iiber Q hat. Demnach ist G, genau
dann gleich einer der zweielementigen Untergruppen von GG, wenn nur eine der
Wurzeln /a, Vb, Vab in Qp liegt, und das heifit auf den Zerlegungstyp von
p bezogen, dass p in genau einem der Korper Q(v/a), Q(vb) und Q(vab) voll
zerlegt ist. Fiir p # 2 ist Letzteres schlie3lich gleichbedeutend damit, dass genau
eines der Legendre-Symbole (%), (%) und (%’) den Wert 1 annimmt. Wir setzen
ab jetzt stets p # 2 voraus. Folgende drei Falle konnen bei zweielementigem G,
auftreten:

1. Es gilt (%) =1 und (%) = —1. Dann ist auch (%’) = —1, folglich liegt
nur y/a in Q,. Identifiziert man wie gewohnlich Zerlegungsgruppe und lokale
Galoisgruppe an der Stelle p, so hat man

Gy = G(Q(Va, V) /Q(va)) = G(Q,(V)/Q,) = G(Q,(Vab) /Qy).
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2. Es gilt (%) = —1 und (%) = 1. Daraus folgt weiter (%’) = —1, so dass nur Vb
in Q, enthalten ist. Fiir die Gruppe G, gelten dann die Gleichungen

Gp = G(Q(\/E, \/5)/(@(\/5)) = G(Qp(\/a)/(@p) = G(Qp(\/%)/(@p)-

3. Es gilt (%) = (%) = —1, woraus (%’) =1 folgt. Nur v/ab liegt demnach in Qp,
und

Gy = G(Q(Va, V1) /Q(Vab)) = G(Q,(Va)/Qy) = G(Qp(VD)/Qyp).

Es soll nun gezeigt werden, dass jeder der genannten Fille flir unendlich viele
Primzahlen p eintritt. Seien d,,d, € {1, —1} nicht beide gleich 1. Behauptet
wird, dass es unendlich viele Primzahlen p gibt mit (%) = 0, und (%) = 0. Es
sei @ = a’d und b = b'd, mit d € N als dem grofiten gemeinsamen Teiler von
a und b. Fiir alle Primzahlen p gilt (%) = (%) (%) und (%) = (%) (%), wobei
a’, V' und d quadratfrei und daher auch paarweise teilerfremd sind. Deshalb
liegt es nahe, die Frage zu stellen, ob es unendlich viele Primzahlen p gibt mit
(%) = 0q, (%) = §p und (%) = 1. Der Ubersichtlichkeit halber werden bei der
Beantwortung der Frage zwei Fille unterschieden. Im ersten Fall haben o’ und v’
beide mindestens einen Primfaktor, wahrend im zweiten b = —1 ist und a = o’
weiterhin mindestens einen Primfaktor besitzt. Diese beiden Félle geniigen,
weil die restlichen darauf zuriickgefithrt werden konnen: im Falle a/,b = %1
gilt Q(v/a,vb) = Q(vVd,v—d) = Q(+/d,/—1); ist hingegen nur ¥’ = +1, so
kann a durch den Quotienten a/b = a’/b’ = +a’ # +1 ersetzt werden und dann
haben +a’ und b = &/ = +d beide mindestens einen Primfaktoren oder es ist
b =-1.

Es liege nun der erste Fall vor, und zwar sei

d=1y. .0, >0
a =egpi...ps, €a =21, 5>0
b =epqr...q, cp=%1,t>0

mit paarweise verschiedenen Primzahlen Iy ...l.,p1...ps,q1...q. Wir werden
zunachst zeigen, dass es unendlich viele Primzahlenp # 1y ... 0., p1 ... ps,q1 - - - G
gibt, welche den folgenden Bedingungen geniigen.

1. p = 1(4), aquivalent zu (_71) =1;

fiir die ungeraden Primzahlen unter den l;, p;, ¢ moge gelten:

2. (%) = (lﬂ) = 1 (die erste Gleichung fogt aus dem quadratischen Reziprozitéts-
gesetz) (z. B. sei p = 1(1;));

= (&) =1firalle j > 1;

pPj
4. (%) = (;;1) = Gy, (%k) = (&) =1 fir alle & > 1.
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Wir bemerken, dass hochstens eine der Primzahlen [;,p;, gr gleich 2 ist; im
folgenden kann dann p = 1(8) oder p = 5(8) gewihlt werden, je nachdem ob
(%) =1 oder (%) = —1 erforderlich ist.

Fiir jede Primzahl p, die die Bedingungen 1.-4. erfiillt, gilt
G)=G)6)-G)-G)G)- ()=
p p)\p p) \p/\p) \p) "
() =GIE)-6)-()6)-6)
—l=(=){-)=(=).--(=){=]).-. | =) = b,
p p)\p p p/\p p

Fiir jede ungerade Primzahl [ hingt der Wert +1 von (%) = (%) nur von der

Restklasse von p modulo [ ab: nach Definition gilt (?) = 1 genau dann, wenn p
ein Quadrat modulo [ ist. Fiir jede ganze Zahl lin {4,1;...0,,p1 ... Dsyq1 ... qt}
wahle man nun eine Restklasse modulo [, so dass alle Bedingungen 1.-4. bzw.
die entsprechenden Kongruenzen erfiillt sind. Nach dem Chinesischen Restsatz
gibt es dann genau eine Restklasse modulo 41y ...[,p1 ...psq1 - .. q:, deren Ver-
treter diesen Kongruenzen geniigen, und nach dem Primzahlsatz von Dirichlet
(vgl. [N, S. 490]) liegen unendlich viele Primzahlen in dieser Restklasse (da jeder
Vertreter der Restklasse nach Wahl der Kongruenzen prim ist zu allen ;, p;, g
sowie 2).

Damit ist der erste Fall abgeschlossen, und nun soll auf den zweiten eingegangen
werden. Es ist nun

a=€py...Ps, €q =£1, s >0, b=—1,
mit paarweise verschiedenen Primzahlen p;. Wir haben die Existenz unendlich
vieler Primzahlen p zu zeigen mit (%) = §, und (%1) = 0 (in der Notation
des ersten Falles). Ist d, = 1, so ergibt sich die Behauptung mit p = 1(4)
wie im ersten Fall. Ist d, = —1, so sei p = 3(4); nach dem quadratischen

Reziprozitatsgesetz gilt fiir ungerades p;

(5)-()

Die Behauptung ergibt sich nun ebenfalls wie im ersten Fall (ist eines der p;

gleich 2, so gilt (2) =1 fir p = —~1(8), und (}) = —1 fir p = 3(8)).

Damit ist der Beweis von Satz 4.3 beendet.
4.v Anwendung des Dichtigkeitssatzes von Tschebotarev

Aus dem Dichtigkeitssatz von Tschebotarev ergibt sich die folgende Verallge-
meinerung von Satz 4.3.
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4.4 Satz. Es sei K/k eine galoissche Erweiterung algebraischer Zahlkorper mit
abelscher Galoisgruppe G. Dann ist jede der zyklischen Untergruppen von G
fiir unendlich viele Stellen p von k gleich der Zerlegungsgruppe G,.

Es sei p eine endliche Stelle von k, die in K unverzweigt ist, d.h. der gemein-
same Verzweigungsindex der iiber p liegenden Stellen 3 von K sei gleich 1.
Die lokalen Erweiterungen Ky /k, sind dann alle unverzweigt, da die globale
Erweiterung K/k an den p teilenden Stellen B von K unverzweigt ist. Uber
unverzweigte Erweiterungen lokaler Korper ist bekannt, dass sie zyklisch sind
mit dem sog. Frobeniusautomorphismus als kanonischem Erzeugenden; dieser
ist dadurch charakterisiert, dass er auf der Erweiterung der Restklassenkorper
den zugehorigen Frobeniusautomorphismus vermittelt, vgl. [A2; S. 97]. Da die
Restklassenkorper von k bzw. K fiir jedes B/p mit denen von k, bzw. Ky iden-
tifiziert werden kénnen ([A2, S. 66]), gibt es also fiir jedes J3/p einen kanonis-
chen Erzeuger der Zerlegungsgruppe Gz, némlich den, der auf der Erweiterung
Ky /ky den Frobeniusautomorphismus induziert. Er wird Frobeniusautomor-
phismus zu P bzgl. der Erweiterung K /k genannt und mit

_ (K/k
»= (%)
bezeichnet, vgl. [AZ, S. 123]. Fir alle 0 € G(K/k) gilt
() =)
vgl. [AZ, S. 124]. Wenn die Erweiterung K/k abelsch ist, hingt der Frobe-

niusautomorphismus (K—/k) deshalb nicht mehr von der iiber p liegenden Stelle
P von K ab. So kann in diesem Fall jeder in K unverzweigten Stelle p von k

das Artinsymbol
oy = [ —L=
P (p
K/k

von p bzgl. der abelschen Erweiterung K/k zugeordnet werden, mit (—) =

p
(%), wenn P eine p teilende Stelle in K bezeichnet.

Aus dem Dichtigkeitssatz von Tschebotarev folgt fiir abelsches K/k, dass es zu
jedem o € G unendlich viele in K unverzweigte endliche Stellen p von k gibt,

so dass
(2
p

der Frobeniusautomorphismus zu jeder der iiber p liegenden Stellen 8 von K
ist (vgl. [AZ, S. 290]). Fiir jedes solche p ist dann

Gp =<0 >,
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da der Frobeniusautomorphismus (K—/k) der iiber p liegenden Stellen von K die

Zerlegungsgruppe G, erzeugt. Demnach ist jede der zyklischen Untergruppen
von G(K/k) fir unendlich viele Stellen p gleich der Zerlegungsgruppe Gy.

Wir kommen nun zum zweiten Teil dieses Kapitels, in dem wir die Struktur
der Gruppe H (G, K*) fiir gewisse Serien biquadratischer Erweiterungen K/Q
explizit bestimmen wollen. Insbesondere wird dadurch gezeigt, dass alle Werte
von n (vgl. Theorem 3.1) vorkommen konnen.

Im folgenden sei also K/Q eine biquadratische Erweiterung von Q mit Galois-
gruppe G. Nach Theorem 3.1 ist H (G, K*) durch die Anzahl n der endlichen
Stellen p von Q mit G, = G vollstdndig bestimmt. Zur Bestimmung von n
geniigt es nach Abschnitt 4.iii, die Gruppen G|, fiir alle Primteiler p der Diskrim-
inanten der quadratischen Teilkérper von K zu berechnen. Es sollen nun zuerst
fiir biquadratische Erweiterungen K/Q, bei denen K aus Q durch Adjunktion
der Wurzeln +/a, Vb zweier ungerader Primzahlen entsteht, alle Falle klassi-
fiziert werden, die bei derartigen Erweiterungen auftreten kénnen, und spéter
auch fiir einige andere Werte von a, b.

4.vi Essei K = Q(/a, \/E), mit ungeraden Primzahlen a # b. Die Erweiterung
ist dann biquadratisch, weil Q(v/a) # Q(v/b) gilt (vgl. [A1, S. 281]). Bei der
Bestimmung der lokalen Galoisgruppen G, sind folgende Falle zu unterscheiden.

1. p # 2,a,b. Da p die Diskriminanten von Q(v/a), Q(v/b) nicht teilt, ist p
in jedem dieser Korper trage oder voll zerlegt. Die Erweiterungen Q,(y/a)/Q,
und Qp(\/l_)) /Qp sind damit unverzweigt, so dass folglich auch die Erweiterung
Q,(v/a,Vb)/Q, unverzweigt ist und demnach hichstens den Grad 2 hat. Genau
dann ist der Grad von Q,(+/a, v/b)/Q, gleich 1, wenn p sowohl in Q(,/a) als auch
in Q(v/b) voll zerlegt ist. Es folgt
Gp=1falls (%) = (Y =1
Gp ~ 7Z/2 sonst.

2. Es sei p = a. Dann teilt p die Diskriminante von Q(y/a), die von Q(v/b)
hingegen nicht. Anders ausgedriickt ist p nur in Q(y/a) verzweigt, so dass die Er-
weiterung Q,(y/a)/Q, rein verzweigt ist vom Grade 2, wihrend die Erweiterung
Q,(Vb)/Q, unverzweigt ist. Deshalb gilt Q,(v/a) # Q,(vb), und das Komposi-
tum hat den Grad 4 iiber Q genau dann, wenn wenn nicht (@p(\/l_)) = Qp gilt.
Dabei ist Qp(\/g) = Q, aquivalent dazu, dass p in Q(Vb) voll zerlegt ist. Also

hat man

Go = Z/2falls (2) =1
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Go =G falls () = —1.
3. Im Falle p = b gilt entsprechend

Gy ~ 7/2 falls (%) =1
Gy = G falls (%) = —1.

4. Es sei p = 2. Der Grad der Erweiterung Q(y/a, vb)/Qs ist genau dann
gleich 4, wenn die Teilerweiterungen Qs (v/a)/Q2, Qa2(v/b)/Qo und Qo(v/ab)/Qs
alle den Grad 2 haben; das wiederum ist dquivalent dazu, dass die Primzahl 2
in keinem der Korper Q(y/a), Q(v/0) und Q(v/ab) voll zerlegt ist. Die Primzahl
2 ist in einem quadratischen Teilkérper Q(v/d) genau dann voll zerlegt, wenn
d =1 (8) gilt. Dabei ist ab =1 (8) dquivalent zu a = b (8), denn in der Einheit-
engruppe von Z/8 ist jedes Element zu sich selbst invers. Weiter ist der Grad der
Erweiterung Qo(+/a, vb)/Q2 genau dann gleich 1, wenn die Teilerweiterungen
Q2(+v/a)/Qq und Q2(v0)/Qy beide den Grad 1 haben, d.h. wenn die Primzahl
2 in Q(v/a) und Q(v/b) voll zerlegt ist. Zusammenfassend gilt

Ge=1fallsa,b=1(8)
Go =G fallsa,b#£1(8), a #b (8).
Go ~ 7,/2 sonst.

Fiir eine beliebige Primzahl p kann die lokale Galoisgruppe G/}, also leicht bes-
timmt werden, wobei fiir p # 2 mindestens eines der Legendre-Symbole (%) oder
(%) sinnvoll ist und ausgewertet werden muss, was aber Dank dem quadratis-
chen Reziprozitatsgesetz und der Erganzungssétze keine Schwierigkeit darstellt.
Ist man jedoch nur an H~!(G, K*) interessiert, so geniigt es wie gesagt, die
Anzahl der endlichen Stellen p von Q mit G, = G zu kennen. Dies ist nun
flir Primzahlen p moglich, die Primteiler von einer der Diskriminanten der
Korper Q(y/a) und Q(v/b) sind. Es geniigt deshalb, die Zerlegungsgruppen
Go, G, und Gy zu betrachten. Der Ubersichtlichkeit halber soll kurz festgehal-
ten werden, wann genau eine jede unter diesen Gruppen mit der Galoisgruppe
G {ibereinstimmt. Die vorangegangenen Uberlegungen haben gezeigt, dass fol-
gendes gilt.

Go=G & (Y

G=G = ()
Go=G & a,b£1(8), a£b(8).

-1

-1

Die Fiille, die fiir ein Primzahlpaar (a,b) auftreten kdnnen, lassen sich nun wie
folgt klassifizieren.
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4.5 Satz. Essei K = Q(\/a, \/l_)), mit ungeraden Primzahlen a # b, und es sei
G die Galoisgruppe der biquadratischen Erweiterung K/Q. Dann gilt

H YG,K*) ~(Z/2)? in den Fillen

1)a=3(4), b=5 (8) oder umgekehrt, ($) = (2) = -1 (G, =G, =G3 =G);
Beispiele: (a,b) = (3,5), (7,5);

HYG,K*) ~17/2 in den Fillen

2)a=1(8) oderb=1(8) odera=b(8), (%) =(&) =-1 (Go=G,=0G,
Gy #G)
Beispiele: (a,b) = (3,17), (5,17), (7,17), (41,17), (5,13);

3)a,b=3(4),a#b(8),d h.a=3(8),b=7(8) oder umgekehrt, (G, =
G, Gy ~ Z/2 oder umgekehrt, G, = G)
Beispiele: (a,b) = (3,7), (3,23);

H=Y(G,K*) =1 in den Fillen

4) a=3(4), b=5(8) oder umgekehrt, (%) = (£) =1 (Go =Gy, ~7Z/2, G2 =
G)

Beispiele: (a,b) = (3,13), (7,

5)a,b=3(4),a=b(8),d h.a
Z/2 oder umgekehrt, Gy ~7/2)
Beispiele: (a,b) = (3,11), (7,23);

11,5), (31,5);

29), (11,5
, 3 (8) oder a,b=7(8) (G,=G, Gy~

(
b

der singuldre Fall G\, # G fiir alle p hingegen liegt vor falls
6)a=1(8)oderb=1(8) odera=0b(8), (¢ =& =1 (Go =Gy ~
Z]/2, Go ~7/2 oder G3 = 1)

Beispiele: (a,b) = (3,73), (5,41), (7,113), (13,17), (19,17), (31,17), (89,17),
(5,29);

im singuliren Fall gilt ebenfalls H=*(G, K*) = 1.

Dies sind samtliche Fille, die bei einer Erweiterung vom Typ Q(+/a, \/5) /Q mit
voneinander verschiedenen, ungeraden Primzahlen a, b vorkommen konnen.

4.vii Es sei nun a = 2, d.h. K = (@(\/§7 \/5), wobei b weiterhin eine ungerade
Primzahl bezeichnet.

1. Es sei p # 2,b. Dann ist p kein Teiler der Diskriminanten von Q(\/i) und
Q(\/l_)), so dass p in diesen Korpern nicht verzweigt, d. h. tridge oder voll zerlegt
ist. Die lokalen Erweiterungen Q,(v/2)/Q, und Q,(v/b)/Q, sind demnach un-

verzweigt, weshalb auch das Kompositum Qp(\/ﬁ, Vb)/ Qp unverzweigt ist und
somit hochstens den Grad 2 hat. Genauer gilt

G, =1 falls (%) = (%) =1

105



Gp ~ 7Z/2 sonst.

2. Es sei p = b. Da p die Diskriminante von Q(v/b) teilt, die von Q(v/2)
hingegen nicht, ist p in Q(v/b) verzweigt und in Q(v/2) trige oder voll zerlegt.
Die Erweiterung Q,(v/0)/Q, ist rein verzweigt ist vom Gerade 2, wihrend die
Erweiterung Q,(v/2)/Q, unverzweigt ist. Man erhilt

Gy ~ 7Z/2 falls (%) =1
Gy, = G falls (%) =-1.

3. Es sei p = 2. Dann ist p Teiler der Diskriminante 8 von Q(v/2), oder an-
ders gesagt ist p in Q(v/2) verzweigt, d. h. die Erweiterung Q2 (v/2)/Qs ist rein
verzweigt vom Grade 2. Die Erweiterung QQ(\/E) /Q2 kann hingegen von be-
liebigem Typus sein, denn bekanntlich hangt der Zerlegungstyp von 2 in Q(\/Z_))
nur von der Restklasse von b modulo 8 ab. Weil p = 2 Teiler von 2b ist, kann
jedenfalls gesagt werden, dass 2 in Q(\/ﬁ)) verzweigt ist. Es stellt sich somit
die Frage, wann 2 in Q(v/b) voll zerlegt ist und demzufolge Q(v/2) = Q(v/2b)
ist, oder wann andererseits 2 in Q(v/b) nicht voll zerlegt ist und damit alle drei
Erweiterungen Q(v/2), Q(v/b) und Q(v/2b) voneinander verschieden sind. Es
ergibt sich

Ge ~7Z/2 falls b=1 (8)
Go =G falls b#£1 (8).

Nach 2. und 3. gilt daher

Gy=G & (%)2—1

Go=G & b#1(8)
und man erhélt den folgenden

4.6 Satz. Es sei K = Q(v/2,Vb), mit einer ungeraden Primzahl b, und G
die Galoisgruppe der biquadratischen Erweiterung K/Q. Dann gilt im nicht-
singularen Fall

H Y G, K*)~7Z/2 fallsb=43 (8) (G, =G2=0G)
Beispiele: (a,b) = (2,3), (2,5);

H Y G,KX)=1fallsb=7(8) (G, ~Z/2, G2=GQ)
Beispiele: (a,b) = (2,7), (2,23);

der singuldre Fall liegt vor fir b=1(8) (Gp =Ga2~17Z/2)
Beispiele: (a,b) = (2,17), (2,41);

im singuliren Fall gilt H=1(G, K*) = 1.
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4.viii Es sei nun @ = —1, d.h. K = Q(v/—1,vb), mit beliebiger Primzahl b.
Die Situation ist wie folgt.

1. Es sei p # 2,b. Weil p in Q(v/—1) und Q(v/b) nicht verzweigt ist, sind die
Erweiterungen Q(v/—1)/Q und Q(v/0)/Q und damit auch die Erweiterungen
Q,(vV—1)/Qp, Q,(Vb)/Q, unverzweigt. Folglich ist auch Q,(v/—1,v/b)/Q, un-

verzweigt, weshalb der Grad nur 1 oder 2 sein kann. Genau dann ist der Grad

gleich 1, wenn p sowohl in Q(v/—1) als auch in Q(v/b) voll zerlegt ist, d.h. wenn

(’TQ.)R: (%) = 1 gilt. Hierbei ist (’71) = 1 aquivalent zu p = 1 (4), so dass man
erha

Gp=1fallsp=1(4) und (%) =1
Gy, ~ Z3 sonst.

2. Essei p # 2 und p = b. Bekanntlich ist p in Q(,/p) verzweigt, wihrend p
in Q(+v/—1) nur trége oder voll zerlegt sein kann. Nur dann stimmt G, mit G
iiberein, wenn p in Q(y/—1) trage ist, d.h. wenn (%1) = —1 gilt. Demnach hat
man

Gy ~7Z/2fallsb=1 (4)

Gy =G falls b= 3 (4).

3. Essei p =2 Nunist 2 in Q(v/—1) verzweigt, doch in Q(v/b) sind alle
Zerlegungstypen moglich. Die Aussage Go = G ist dquivalent dazu, dass 2
weder in Q(v/b) noch in Q(v/=b) voll zerlegt ist. Dabei ist 2 genau dann in
Q(Vb) voll zerlegt, wenn b = 1 (8) ist, und in Q(v/—b) ist 2 genau dann voll
zerlegt, wenn —b = 1 (8) ist. Zusammenfassend heisst das

Go ~7/2 falls b= £1 (8)

Go = G falls b= £3 (8).

Damit erhalt man

Gy=G & bE3(4),
Gy=G & bEig(S)

sowie den folgenden
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4.7 Satz. Es sei K = Q(v/—1,v/b), mit einer beliebigen Primzahl b, und G
die Galoisgruppe der biquadratischen Erweiterung K/Q. Dann gilt im nicht-
singularen Fall

H Y G, K*)~7/2 fallsb=3 (8) (Gp=G2=G)
Beispiele: (a,b) = (—1,3), (—1,11);

H Y G,K*)=1fallsb=5,7(8) (Gp~7Z/2, Go = G oder umgekehrt),
oder fallsb=2 (G2 =G)
Beispiele: (a,b) = (—1,5), (—=1,7), (—1,2);

der singuldre Fall liegt vor fir b=1(8) (Gp=Ga2~17Z/2)
Beispiele: (a,b) = (—1,17), (—1,41);
im singuliren Fall gilt H=*(G, K*) =1

4.ix Essei K = Q(v/3,Vb), b # 2,3 prim (dies ist ein Spezialfall der in Satz 4.5
betrachteten Situation).

Es ist 2 verzweigt in Q(v/3), voll zerlegt in Q(\/E) genau fiir b =1 (8), und voll
zerlegt in Q(v/3b) genau fiir 3b = 1 (8) bzw. b = 3 (8). Es folgt
Gy ~7Z/2 falls b=1,3 (8)
G2 ~ (Z/2)? falls b= 5,7 (8).

Weiter ist 3 verzweigt in Q(v/3), voll zerlegt in Q(v/b) fiir (%) =1 und tréige in

Q(V/b) fiir (%) = —1. Daher gilt

Gs ~Z/2 falls b=1 (3)
G3 ~ (Z/2)? falls b = —1 (3).

SchlieBlich ist b voll zerlegt in Q(v/3) fiir (§) = 1, d.h. fiir b = £1 (12), und

trige in Q(v/3) fiir (2) = —1 baw. b= £5 (12), und daher

Gy ~7Z/2 falls b = £+1 (12)

Gy =~ (Z/2)? falls b = £5 (12).
Damit ergibt sich
4.8 Satz. Es sei Q(v/3,vb)/Q eine biquadratische Erweiterung, mit p # 2,3
prim und Galoisgruppe G. Dann gilt im nicht-singularen Fall
HYG,K*) ~ (Z/2)? fiir b= 5 (24)
H YG,K*)~7/2 fir b=17,17,23 (24)
H YG,K*) =1 fiir b=11,13,19 (24)

wéhrend der singuldre Fall fiir b = 1 (24) vorliegt; im singuldren Fall gilt eben-
falls H-1(G, K*) = 1.
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4.x Es sei K = @(ﬁ,‘/pl . -Dm), it paarweise verschiedenen, ungeraden
Primzahlen pq,...,pm.

Es ist 2 verzweigt in Q(v/2) und Q(v/2p1-...pm), und 2 ist voll zerlegt in
Q(\/P1---Pm) genau fir py ...p, =1 (8). Daher gilt
Go~7Z/2 falls p1...pm =1 (8)
G2 ~ (Z/2)? sonst.
Weiter ist p; voll zerlegt in Q(v/2) falls (p%) = 1, triige in Q(v/2) falls (%) = -1,
und in jedem Fall verzweigt in Q(,/p1 - - . pm). Es folgt
Gp, ~ Z/2 falls p; = £1 (8)
Gp, ~ (Z/2)* falls p; = £3 (8).

Damit erhalt man

4.9 Satz. Es sei Q(\/2,\/p1-..bm)/Q eine biquadratische Erweiterung, mit
paarweise verschiedenen, ungeraden Primzahlen pi,...,p, und Galoisgruppe
G. Es sei my die Anzahl der p; mit p; = +3 (8). Dann liegt der singulére Fall
vor fiir my =0, p1...pm = 1 (8). Im nicht-singuldren Fall gilt

H Y G, K*)~ (z/2)™ ! fallsmi >0, p1...pm =1 (8);

H YG, K*)~(Z/2)™ fallspy ...pm £ 1 (8).

Im singuliren Fall gilt H=Y(G,K*) =1

4.xi SchlieBlich sei K = Q(v/—1, \/p1 - - - Pm ), mit paarweise verschiedenen Prim-
zahlen p1,...,pm.

Es ist 2 verzweigt in Q(v/—1). Flirpy ...pm = £1 (8) ist 2in Q(y/p1 - - - Pm) bzw.
in Q(v/=p1---pm) voll zerlegt, fiir p1...pm = £3 (8) ist 2 in Q(v/=p1 .- -Dm)
bzw. in Q(\/p1 - - - Pm) trage. Firpy ...pym = +2,3,—1(8) ist 2in Q(\/p1 - - - Pm)

verzweigt und fir py...pm = F2,-3,1 (8) ist 2 in Q(\/—p1 ... pm) verzweigt.
Es folgt
Go ~Z/2 fir py...pm = £1 (8)
G2 ~ (Z/2)? sonst.

Fiir p; # 2 ist p; voll zerlegt in Q(y/—1) falls (_p—ll) =1bzw. p; =1 (4), und

trige in Q(v/~1) falls (37) = —1 bzw. p; = 3 (4). In jedem Fall ist p; verzweigt
in Q(vEp1 - pm).

Gp, ~Z/2 falls p; =1 (4)
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Gp: ~ (Z/2)? falls p; = 3 (4).
Damit ergibt sich

4.10 Satz. Essei Q(v/—1, V/P1---Pm)/Q eine biquadratische Erweiterung, mit
paarweise verschiedenen Primzahlen pi,...,p, und Galoisgruppe G. Es sei
my die Anzahl der p; mit p; = 3,7 (8). Dann liegt der singuldre Fall vor fiir
m1 =0, p1...pm = £1 (8). Im nicht-singuldren Fall gilt

H Y G, K*) ~ (z/2)™ 7 falls my >0, p1...pm = £1 (8);
H YG, K*) ~ (Z/2)™ falls py ...pm Z 1 (8).
Im singuléren Fall gilt H= (G, K*) =1
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