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Einleitung

Die Darstellungstheorie p-adischer reduktiver Gruppen iiber einem p-adi-
schen Korper K zerfillt in einander sehr unéhnliche Bereiche. Es stehen
sich dabei in erster Linie die algebraischen (endlich dimensionalen) und die
glatten Darstellungen gegeniiber. Wéahrend bei ersteren alle Orbitabbildun-
gen durch Polynome gegeben sind, sind diese bei letzteren lokal konstant.
Diese unterschiedlichen Welten in einer handhabbaren Kategorie zu verei-
nigen ist das Ziel einer Reihe von Arbeiten — [ST0la] bis [ST02d] —, die
P. SCHNEIDER und J. TEITELBAUM in jiingster Zeit vercffentlicht haben.

Die Kategorie aller, oder auch nur aller topologischen Darstellungen auf
lokal konvexen K-Vektorrdumen ist dafiir zu groff und weist zu viele Patho-
logien auf. Eine besser fassbare Kategorie erhilt man, wenn man sich auf
solche Darstellungen beschriankt, welche lokal durch konvergente Potenzrei-
hen beschreibbar sind. Solche Darstellungen nennen wir lokal analytisch.
Die Vektorrdume, die man in diesem Zusammenhang zu Grunde legt, sind
aber im allgemeinen keine Banachrdume, denn solche habe funktionalana-
lytisch ungiinstige Eigenschaften, in erster Linie sind sie fast nie reflexiv.
Fiir allgemeinere lokal konvexe Vektorrdume ist nun aber zunéchst nicht
klar, was unter einer konvergenten Potenzreihe iiberhaupt verstanden wer-
den soll, wenn der betrachtete Vektorraum V nicht schon ein Banachraum
ist. C. FEAUX behandelt in [Féa99] diese Fragen und gibt in diesem Rahmen
die genaue Definition einer lokal analytischen Darstellung.

In [ST02¢| werden nun Schritte unternommen, eine geeignete Unterkate-
gorie der lokal analytischen Darstellungen zu algebraisieren. Ausgangspunkt
hierfiir ist die Algebra der Distributionen D(G, K') auf einer Liegruppe G .
Diese ist gegeben als der Dualraum der lokal analytischen Funktionen auf
G und wird mit der Struktur einer topologischen K-Algebra versehen, wel-
che von der Gruppenmultiplikation auf G induziert wird. Durch Ubergang
zum Dualraum kann man nun jeder lokal analytischen Darstellung einen to-
pologischen D(G, K)-Modul zuordnen. Beschréinkt man sich dabei auf eine
spezielle Klasse topologischer Vektorrdume mit guten Eigenschaften, so ist
dies sogar eine Aquivalenz.

Der in [ST02c] entwickelte Rahmen wird an gleicher Stelle zur Unter-
suchung einer wichtigen Klasse von Darstellungen herangezogen, der lokal
analytischen Hauptreihe der Standard-Iwahorigruppe

G = {g € Glz(Zp) | g ist eine untere Dreiecksmatrix mod p}

von Gla(Qp). Seien T', B, bzw. U die Menge aller ¢ € G, welche Dia-
gonalmatrizen, obere Dreiecksmatrizen bzw. streng untere Dreiecksmatri-
zen sind. Sei p ein lokal analytischer Charakter von T'. Dieser kann {iber
die Projektion B — T zu einem solchen von B ausgedehnt werden. Die
zu p gehorende Hauptreihendarstellung ist nun der entsprechende von B
nach G lokal analytisch induzierte Modul Ind%(p) . In [ST02c] wird gezeigt,



dass die Hauptreihe generisch aus topologisch irreduziblen Moduln besteht.
Tatséichlich lisst sich Genaueres sagen. Es enthilt nimlich der zu Ind%(p)
duale D(G, K)-Modul M(p) eine Darstellung m(p) der Liealgebra g von G'.
Diese entsteht als Indg(p’ ), indem man also die duale Darstellung p’ von
p als Liealgebrendarstellung induziert. Solche Darstellungen heiflen Verma-
moduln und sind gut untersucht. Der Satz von Bernstein-Gelfand-Gelfand
gibt hier explizit Auskunft iiber Irreduzibilitéit. Es zeigt sich, dass M(p) als
D(G, K)-Modul irreduzibel ist, wenn fiir m(p) selbiges als U(g)-Modul der
Fall ist. Diese Tatsache ist bemerkenswert und ausschliefllich der speziel-
len Situation geschuldet, denn die Liealgebra ist im nichtarchimedischen im
Gegensatz zum reellen oder komplexen Fall weit davon entfernt, die lokal
analytische Darstellungstheorie einer Liegruppe zu bestimmen.

In der vorliegenden Arbeit soll eine analoge Aussage in einer allgemei-
neren Situation gezeigt werden. Wir betrachten eine zerfallende reduktive
Gruppe & und eine parabolische Untergruppe ‘B, die wir festhalten. Mit
Hilfe des Bruhat-Tits-Geb#dudes kann dann eine kompakte Untergruppe G
konstruiert werden, welche in dem Fall, dass P8 eine Borelgruppe ist, mit der
entsprechenden Iwahoriuntergruppe iibereinstimmt. Wir ersetzen ferner den
Charakter p durch eine endlich dimensionale Darstellung von P = 8 N G.

Erneut ergibt sich, dass der entsprechende Modul M(p) = (Indg(p)), als

D(G, K)-Modul irreduzibel ist, wenn der entsprechende verallgemeinerte
Vermamodul m(p) als U(g)-Modul irreduzibel ist.

Wir benutzen fiir den Beweis indes Methoden, die sich von den in [ST02c]
angewandten stark unterscheiden. Die Argumentation in loc. cit. basiert
wesentlich darauf, dass G/P = G/B in der dort betrachteten Situation
isomorph zu Z,, ist. Daher ist D(G/B, K) = M(p) vermdége der sog. Fourier-
transformation isomorph zu D(Zy, K), ein Ring, welcher kommutativ ist
und einen Divisorenkalkiil zulésst. Beides ist in der allgemeinen Situation
nicht mehr der Fall.

Der hier eingeschlagene Weg ist der folgende. Sei U = G/ P . Es lésst sich
D(U, K) als ein projektiver Limes von Banachalgebren D, (U, K') schreiben,
auf welchen g stetig operiert. Wenn nun die in diesem Zusammenhang auf-
tretenden projektiven Systeme die Mittag-Leffler-Bedingung erfiillen, kann
man sich auf die Betrachtung dieser Banachalgebren zuriickziehen. Diese ha-
ben die hilfreiche Eigenschaft, dass der Abschluss der universell Einhiillen-
den U(u) der Liealgebra u von U endlichen Index in jedem der D, (U, K)
hat. Diese Tatsache ermdglicht es, Fragen iiber die Irreduzibilitét von M(p)
als D(G, K)-Modul auf die topologische Trreduzibilitiit von m(p) als U(g)-
Modul zuriickzufiihren. Da m(p) ein diagonalisierbarer Modul im Sinne von
[Féa99] ist, gelingt weiter die Reduktion der Frage auf die nach der abstrak-
ten Irreduzibilitit von m(p) als U(g)-Modul.

Technisch ergibt sich dabei eine Schwierigkeit. In der Form, in welcher wir
die D, (U, K) einfithren, haben diese kein Pendant ,,D, (G, K)“. Ein solches



ist aber fiir die Arbeit mit der Mittag-Leffler-Bedingung in den projekti-
ven Systemen erforderlich. Wir behelfen uns damit, eine weitere Klasse von
Ringen Dy (G, K) bzw. Dy (U, K) einzufiihren, wobei H bzw. N geeignet
angepasste offene Normalteiler von G bzw. U sind. Es schreibt sich D(G, K)
auch als projektiver Limes tiber die Dy (G, K) sowie D(U, K) als projektiver
Limes iiber die Dy (U, K) . Es liegen daher die D, (U, K) und die Dy (U, K)
kofinal. Die Dy (U, K) sind zwar als Algebren schwer zu handhaben, ihre
natiirliche Norm z. B. ist nicht multiplikativ, und W hat unendlichen In-
dex darin, sie erméglichen aber die bequeme Handhabung der auftretenden
projektiven Limiten. Im Zusammenspiel der D, (U, K) und der Dy (U, K)
gelingt schlieBlich die oben angedeutete Reduktion.

Die genannte Schwierigkeit lasst sich vermeiden, wenn man SCHNEIDER
und TEITELBAUM in [ST02a] folgt. In loc. cit. werden die Ringe D, (U, K)
in abgewandelter Form aufgegriffen und verallgemeinert. Mit ihrer Hilfe
kann auf die Ringe Dy (G, K) und Dy (U, K) weitgehend, wenn auch nicht
vollstédndig, verzichtet werden. Wir benutzen in dieser Arbeit die entspre-
chende Theorie, skizzieren aber in einem abschliefenden Abschnitt, wie sich
der Beweis ohne erhebliche Anderungen auch nur unter Verwendung der in
dieser Arbeit entwickelten Objekte fithren lasst.

Einige Worte des Dankes an diejenigen, die zum Gelingen dieser Arbeit
beigetragen haben. Hier ist mein Betreuer Herr Prof. Dr. P. Schneider an er-
ster Stelle zu nennen. Er hat mein Interesse auf das hier behandelte Problem
gelenkt, schon das Hauptresultat der vorliegenden Arbeit war zun#chst eine
von ihm geduBerte Vermutung. Fiir seine Unterstiitzung und den fruchtbaren
Gedankenaustausch bin ich ihm zu besonderem Dank verpflichtet.

Ich danke auch meinen Kollegen Dr. E. Grofie Klénne, Dr. M. Strauch
und Dr. M. Kisin fiir hilfreichen mathematischen Austausch sowie N. Nau-
mann, Dr. S. Gille und Dr. C. Serpé fiir ihre Hilfe bei der Abfertigung des
Manuskripts.
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Wir stellen an dieser Stelle die in dieser Arbeit geltenden Bezeichnungen
und Konventionen zusammen. Es sind

N, N*
4,

Q, Qp
C,

R
L
wr
Wp
K
\%4
V*
V/

die natiirlichen Zahlen (bzw. ohne 0),

die ganzen Zahlen,

die rationalen und die p-adischen Zahlen,

die Vervollstindigung des algebraischen Abschlusses von @, ,
die reellen Zahlen,

eine endliche Erweiterung von @, ,

die diskrete Bewertung auf L, normiert auf wy (L — {0}) = 7Z,
Wp = W@y »

eine sphérisch vollstédndige Erweiterung von L,

ein K-Vektorraum,

der abstrakte Dualraum von V',

der stetige Dualraum von V', falls V' eine Topologie trigt,
eine kompakte L-analytische Gruppe der Dimension d,
L-analytische Untergruppen von G,

eine lokal analytische Darstellung von P auf V',

die universell Einhiillende einer Liealgebra g,

r > 0 eine positive reelle Zahl,

Die Tangentialabbildung einer differenzierbaren Abbildung

f an der Stelle z,

der Kommutator ghg~'h~! zweier Gruppenelemente g und h.



1 Die Moduln M(p) und verschiedene Ringe

1.1 Lokal analytische Darstellungen

Seien Q, € L C K Korpererweiterungen, wobei L/Q, endlich und K als
sphérisch vollstdndig vorausgesetzt sei. Es seien ox und oy, die entsprechen-
den Ganzheitsringe sowie p die gemeinsame Restklassencharakteristik. Mit
wr, : L — QU {oco} bezeichnen wir die diskrete Bewertung von L, normiert
auf wr, (L —{0}) = 7Z. Sei V ein lokal konvexer separierter K-Vektorraum
(zur Theorie der nichtarchimedischen lokal konvexen Vektorrdume verweisen
wir auf [Sch01]). Desweiteren sei M eine L-analytische Mannigfaltigkeit. Als
eine solche verstehen wir eine lokal endlich dimensionale L-analytische Man-
nigfaltigkeit im Sinne von [BouT71, 5.1.5], welche zusiitzlich separiert und
streng parakompakt ist. Letzteres bedeutet, dass jede offene Uberdeckung
der Mannigfaltigkeit eine disjunkte Verfeinerung besitzt, wie dies etwa fiir
L-analytische Gruppen der Fall ist [Féa99].

Fiir jede Karte 0¢ = U C M bezeichnen wir mit O(U, K) die Tatealgebra
der auf U = odL definierten rigiden Funktionen

OU,K) = { > asX® |as € K, |as| —>0} :

SeNd

Diese nennen wir auch vereinfacht die auf U definierten analytischen K-
wertigen Funktionen, falls keine Missverstdndnisse {iber die betrachtete Kar-
te zu befiirchten sind.

Eine lokal analytische K-wertige Funktion auf M ist nun eine Funkti-
on auf M, fiir welche eine Uberdeckung von M mit Karten (U;);er exi-
stiert, so dass fiy, € O(U;, K) fiir alle i € I gilt. In [Féa99, 2.1.7] wer-
den in #dhnlicher Manier allgemeiner fiir jeden separierten lokal konvexen
K-Vektorraum V' die Rdume O(U, V) der auf U analytischen V-wertigen
Funktionen und C**(M,V) der lokal analytischen V-wertigen Funktionen
definiert sowie letzterer mit einer lokal konvexen Topologie versehen [Féa99,
2.1.10]. Sei D(M, V') der Dualraum von C**(M, V') , versehen mit der starken
Topologie. Falls V' endlich dimensional ist, so ist die natiirliche Abbildung

D(M,K)®V' — D(M,V)
k k
A@p (Zfi@uiHZ)\(fi)'N(”i)>
=1 =1

ein Isomorphismus.

Sei G eine kompakte L-analytische Gruppe. Dann trigt D(G, K) das
durch die Gruppenmultiplikation induzierte stetige Faltungsprodukt x geméf
[ST02¢c, Abschnitt 2]. Die Liealgebra g von G operiert auf C**(G, K) vermoge

t —
g SRR =

t—0 t
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fiir jedes ¢ € g. Dies definiert eine Einbettung der universell Einhiillenden
U(g) von g in D(G, K) durch

3(f) = (())A)

fiir jedes 3 € U(g) und jedes f € C**(G, K) . Hier bezeichnet 3 — 3 den ein-
deutig bestimmten Antiautomorphismus von U(g), welcher die Abbildung
r — —r auf g fortsetzt.

FEine lokal analytische Darstellung von G ist eine Darstellung p von G,
welche auf einem separierten und tonnelierten lokal konvexen K-Vektorraum
V' durch stetige Endomorphismen wirkt, und welche die Eigenschaft hat,
dass alle Orbitabbildungen p, fiir v € V lokal analytisch sind. Dies entspricht
bis auf die Forderung der Tonneliertheit dem Begriff der schwach analyti-
schen Darstellung in [Féa99, 3.1.5] und ist die in [ST02c, Abschnitt 3] ver-
wendete Bezeichnungsweise. In dieser Situation ist die Abbildung (g, v) +— gv
stetig, ebenso wie die Operation der Liealgebra durch

d
= aexp(tx)vu:o-

Es besteht die Antifiquivalenz von Kategorien [ST02c, 3./]

lokal analytische G-Darstel-

lungen auf Vektorrdumen

vom kompakten Typ mit —
stetigen G-linearen Abbil-
dungen

topologische D(G, K)-Mo-
duln auf nuklearen Fré-

chetraumen mit stetigen
D(G, K)-Homomorphismen

\% — V.

Hier bezeichnet V; den Dualraum von V', versehen mit der starken Topo-
logie. Insbesondere ist jede lokal analytische Darstellung auf einem Vektor-
raum vom kompakten Typ vermoge der Einbettung U(g) — D(G, K) auch
eine g-Darstellung.

Sei nun P eine abgeschlossene L-analytische Untergruppe von G . Des-
weiteren sei p : P — GI(V) eine lokal analytische Darstellung von P auf V.
Dann ist

md@(p) = {f € C™(G, V) | f(gp) = p(p™")f(g) fiix alle g € G,p € P|

eine G-Darstellung vermoge Linkstranslation. Diese ist nach [Féa99, 4.1.5]
schwach analytisch.

1.1.1 Definition: Fine L-analytische Untergruppe U von G heiffit komple-
mentér zu P, falls zwei lokal analytische Projektoren my und wp von G nach
U bzw. P mit der Figenschaft, dass fiir alle g € G gilt

g=mu(g) 7r(g),

existieren.
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Sei U komplementir zu P. Es gilt U NP = {1}, denn aus g € UN P
folgt g = 7 (g) - mp(g9) = g2 und damit g = 1. Es folgt ferner

flg) = p(rp(9)™") f(xu(g))

fiir alle f € Ind$(p). AuBerdem ist auch U abgeschlossen. Falls V ein
Banachraum ist, so ist vermége dieser Formel Ind%(p) nach [Féa99, 4.3.1]
als topologischer Vektorraum isomorph zu C**(U, V') . Dies zeigt auch, dass
Ind%(p) tonneliert und damit eine lokal analytische Darstellung ist.

Sei V weiterhin ein Banachraum. Wir setzen M(p) = Ind%(p)} . Es sind
sowohl Ind%(p) wie auch M(p) topologische D(G, K)-Moduln [ST02c, Ab-
schnitt 3]. Die unter der Identifikation M(p) = D(U,V) vermoge obiger
Formel gewonnene Operation von D(G, K) auf D(U, V') bezeichnen wir mit
*,. Es ist dabei M(p) als D(U, K)-Modul isomorph zu D(U,V) mit der
gewOhnlichen Linksmultiplikation als Operation.

1.2 Fouriertransformation

Die eingefiithrten Algebren D(G, K) lassen sich im Fall G = Zg und K C
C, explizit angeben. Das hier zur Anwendung kommende Mittel ist die
Fouriertransformation, wie sie in [Ami64] entwickelt ist. Eine detaillierte
Darstellung findet sich in [Sch], eine Verallgemeinerung fiir den Fall G' = 0%
in [STO1al.

Wir betrachten die Menge ig der lokal analytischen K-wertigen Cha-
raktere von Zg. Ein jeder solcher hat die Form

d

&(x) = H(l + 2;)%

i=1
mit z € K% und ‘zl‘ < 1. Der Exponent ist hier durch die Mahlerentwicklung
sy =X ()
n>0

definiert. Diese Reihe konvergiert fiir alle x; € 7Z, . Seien nun X der K-rigid
analytische offene Einheitsball der Dimension d und A&, der entsprechende
abgeschlossene Ball von Radius 7. Ihre rationalen Punkte sind

X(K) ={ze K| |s| <1}

bzw.
XT(K):{zeKd\ 2| Sr} .

Die Charaktere von Zg werden also durch die K-wertigen Punkte auf X
parametrisiert. Es sei

O(X,K) =) O(X,,K).
r<l
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Zu jedem X\ € D(G, K) definiere man

Fr:7d=X(K) — K
z o A&

Die Fouriertransformation ist nun die Abbildung

D(G,K) — O(X,K)
A — F/\.

1.2.1 Proposition: Sei K C C, . Die Fouriertransformation ist dann wohl-
definiert und ein topologischer Isomorphismus von Ringen.

Wir wollen diese Aussage hier nicht beweisen, aber fiir spéter einige
Fakten festhalten, welche im Beweis eine Rolle spielen. Wir tun dies der
Einfachheit halber nur im Fall d = 1 und halten uns notationell an [Sch]. Es
sei (’)b’p_]- fir j € N und b € Zp/pj Zy der Raum der auf der Kreisscheibe
vom Radius p™7 um b analytischen K-wertigen Funktionen. Dann gilt

C(Zy, K) = lim H Opp-i -
J00 beZyp /P Tip

Es bezeichne [r] den ganzzahligen Anteil einer reellen Zahl r. Es kann nun
Der Raum D; = [lyez, /piz, O mit dem Banachraum der K-wertigen
Folgen

/ .
b,p~—7

{(ao,al,ag,...) | sup ‘an L%H < oo}

n>0
identifiziert werden. Die Abbildung (a;) — > a;Z" identifiziert diese deswei-
teren mit einer Algebra von Potenzreihen. Fiir » < 1 hinreichend nahe bei
1 gilt unter dieser Identifikation

D; COX,, K).

Dabei liegen die D; und die O(&,, K) kofinal. Der hoher dimensionale Fall
ergibt sich aus dem eindimensionalen durch d-faches Tensorieren, denn es
gilt D(7Z4, K) = ®‘Z~1:1D(Zp, K) auf Grund der universellen Eigenschaft des
vollstdndigen Tensorprodukts.

1.2.2 Bemerkung: Fs folgt aus dem Vorstehenden, dass fiir j < j' die

Abbildung D?id — D(j&d iiber einen Raum, in welchem D(Zg, K)=2O(X,K)
dicht liegt, faktorisiert. Die Aussage ist zundchst fiir K C C,, richtig. Da aber
die auftretenden Rdume schon tber @, definiert sind, folgt die Behauptung
durch Basiswechsel.
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1.3 Die Ringe Dy (G, K)

1.3.1 Definition: Sei H eine offene L-analytische Untergruppe von G zu-
sammen mit einer Karte H = 0o} . Wir nennen H zusammen mit dieser
Karte analytisch angepasst, falls H ein Normalteiler in G ist und die fol-
gende Bedingung erfillt ist.

Fiir jeden separierten lokal konvexen K-Vektorraum V sind die Abbil-

dungen

O(H,V) — O(H x H,V)
fo— foupu

sowie

O(H,V) — O(H,V)
[ — fou,
[+ [foAdy

fir alle g € G wohldefiniert und stetig, wobei p : H x H — H die Mul-
tiplikation, « + H — H die Inversion und Ady : H — H die Konjugation
h — ghg™" bezeichnen.

In Situationen, in denen fiir eine Abbildung f : U — U’ die von f in-
duzierte Abbildung O(U’, V) — O(U, V) wohldefiniert und stetig ist, sagen
wir im Folgenden auch, dass f konvergente Potenzreihen auf U’ respektiert.

Sei H eine analytisch angepasste Untergruppe von G . Wir denken uns
also eine entsprechende Karte auf H fixiert. Jede Nebenklasse gH von H
ist nun vermittels Linksverschiebung H — gH mit einer Karte ¢, versehen.
Der Kartenwechsel zwischen ¢, und ¢y ist durch Linksmultiplikation mit
g 'g’ € H gegeben. Daher stimmt O(gH, V) mit O(¢g’H, V) iiberein. Dies
rechtfertigt die folgende Definition. Sei

C3(G,V) = {f e ™G, V) | Die Einschrankung von f auf jede der} ‘

Mengen gH liegt in O(gH,V).

Diesen Raum versehen wir mit der Produkttopologie der (endlich vielen)
O(gH,V).

1.3.2 Lemma: Sei H eine L-analytisch angepasste Untergruppe von G .
Dann ist die Abbildung

Caﬁl(Gav) - CEHHXH(GXG7V)
[ foupu

wohldefiniert und stetig.
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Beweis: Es ist zu zeigen, dass die endlich vielen Abbildungen auf den
Nebenklassen p: g1 H X goH — g1goH konvergente Potenzreihen respektie-
ren. Es gilt u(g1H x goH) = g1HgoH = g1g2H . Die Abbildung u ist daher

beztiglich der Karten ¢4, ,) und ¢g,4, gegeben durch

(hl, hg) — M(Adgglhly hg) .

Die Aussage folgt damit direkt aus der analytischen Angepasstheit von H .
|

Sei H weiterhin analytisch angepasst. Man definiere Dy (G, K) als den
Dualraum des Banachraums C%'(G, K), versehen mit der entsprechenden
Norm. Es seien X = (x1,...,24) und z; die Koordinatenfunktionen auf
0¢ . Fiir jedes I € N liefert dies die Funktion X! = z! ---ajff c0d — L.
Vermittels der fixierten Karte auf H kénnen die X' auch als Funktionen
auf den gH aufgefasst werden. Ebenso definiert man fiir I, J € N? die L-
wertige Funktion XY auf (g1, g2)H x H . Seien nun A;, s € Dy (G, K)
und f € C¥ (G x G, K) . Auf (g1,92)H x H ist f gegeben durch

(91,92) v IxJ
> a7 Xy
1,JeNd

mit ‘a(lg}]’”)‘ — 0 koendlich. Wir schreiben im Folgenden Funktionen f €
C#'(G, K) in der Form (ﬁgH)geg/H, d. h. hier

f= > axTy?
(91,92)€

I,J
GxG/HxH
Sei nun also
Mx ()= S Y al e (x ).
(91,92)¢ I,J
GxG/HxH

Dann gilt \; x Ao € DHXH(GX G, K) . Durch \; x )\Q(fl X fg) =\ (fl))\g(fg)
ist A1 X A9 eindeutig festgelegt, hidngt daher nicht von der Wahl der Karte
ab. Es sei fiir f € C3(G, K)

)\1 * /\Q(f) = )\1 X )\Q(f o U) .

Es definiert % auf Dy (G, K) die Struktur einer topologischen K-Algebra.
Fir f € C3 (G, K) gilt nun auf Grund der Assoziativitdt von G

Atk (A2 x A3)(f) = A x A x A3(fopo(id x u))
= )\1X)\2X)\3(fouo(u><id))
= (ArxA2) = A3(f),

es ist also Dy (G, K) mit der so definierten Multiplikation * assoziativ.
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1.3.3 Definition: Wir sagen, es habe G geniigend analytisch angepasste
Untergruppen, falls eine Umgebungsbasis der 1 von analytisch angepassten
Untergruppen existiert, so dass fiir alle H C H aus dieser Umgebungsbasis
die Restriktionsabbildung

O(H,K) — O(H',K)
wohldefiniert und stetig ist.

1.3.4 Bemerkung: Man beachte, dass dies eine echte Bedingung ist, da H
und H' mit voneinander unabhingig gewdihlten Karten versehen sind. Falls
G geniigend analytisch angepasste Untergruppen hat, so gilt nach [ST02c,
2.1]
D(G,K) = lim Dy (G, K).
H

Sei P eine abgeschlossene lokal analytische Untergruppe von G und U
eine zu P komplementédre Untergruppe. Es gelte

H=(HNU)-(HNP).
Dann gilt fiir alle g € G und u = 7y (g) sowie p = wp(g)
gH = upH = uHp =u(HNU)p(HNP).
Die dadurch definierte Abbildung gH — u(H NU) x p(H N P) ist

ag:gH — w(HNU)xp(HNP)
uph +—— (u-7y(Adyh),p- Ad,-1(mp(Adyh)).

1.3.5 Definition: Das Paar (P,U) heif$t H-angepasst, falls
(i)
H=HnNU)-(HNP)
gilt, und
(ii) HNU und HN P unter H = 0% den Teilrdumen
o X -+ xoxX0x---x0
—_——
dim(U) mal

beziehungsweise
Ox--+x0xopX---Xog
~—_——
dim(P) mal

entsprechen, sowie
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(iii) fiir jeden separierten lokal konvexen K -Vektorraum V und alle g € G
die Abbildung

OwHNU)xp(HNP),V) — O(gH,V)
f — foaqy
wohldefiniert und ein topologischer Isomorphismus ist.

Falls (P,U) nur die ersten beiden Bedingungen erfillt, so sprechen wir von
einem fast H-angepassten Paar.

1.3.6 Bemerkung: In ecinem H-angepassten Paar sind H U und H N P
vermdge Teils (ii) der Definition mit globalen Karten versehen. Teil (iii) der
Definition ist mit diesen Karten zu verstehen. Zusammen mit diesen sind
HNU und HN P in U bzw. in P analytisch angepasst. Dies folgt aus der
Tatsache, dass jedes f € O(HNU, V) bzw. O(HNP, V') Einschrinkung eines
'€ O(H,V) ist.

Sei f € CH(G,V) . Dann gilt fiy € Cy (U, V) und fip € Crp(PV).
Ersteres ist mit Teil (i1) unmittelbar klar, letzteres folgt aus Teil (ii) und
(iii), da f o al;1|1><p(HﬁP) gerade die Einschrinkung von f nach p(H N P)
in Karten beschreibt.

Aus Teil (iii) folgt auch, dass my und wp konvergente Potenzreihen auf
u(HNU) bzw. p(H N P) respektieren.

1.3.7 Definition: Sei (P,U) ein H-angepasstes Paar. Eine lokal analytische
Darstellung p von P auf einem endlich dimensionalen K-Vektorraum V
heifst H-angepasst, falls fiir simtliche v € V die Orbitabbildungen p, in
Hnp (P, V) liegen. Dies ist dquivalent zu p € Ciinp(P,End(V)).
Es sei (P,U) ein H-angepasstes Paar und p eine H-angepasste Darstel-
lung von P . Es sei

TInd%(p) = C(G, V) N nd§(p)

mit der Teilraumtopologie von C3}(G, V).

Sei E : C3'(G,End(V)) x C3(G, V) — C¥(G, V) die durch punktweise
vorgenommene Anwendung definierte natiirliche Abbildung. Da V' endlich
dimensional ist, ist £ wohldefiniert und stetig. Da 7y und 7p konvergen-
te Potenzreihen auf den Nebenklassen von H respektieren, ist zudem die
Abbildung

aoo (U V) — CR(G,V)
f — f=E({poromp, fomy)

wohldefiniert und stetig. Fiir jedes f € In~dg(p) ist nun geméfl Bemerkung
1.3.6 fiy € CHny(U, V), umgekehrt ist f fiir jedes f € CH, (U, V) die
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rechtshomogene Fortsetzung von f, also f e HInd%(p), und es definiert die
Abbildung f — f einen topologischen Isomorphismus zwischen C%~;; (U, V)
und #1nd%(p).

Sei nun f € #Ind%(p). Dann ist fou € HXHInd?ﬁfP(l x p) . Daher hat
f o p eine Darstellung

fO,u: (ZXI]CI(Q)>
I geG/H

(9)

mit f;” € #Ind%(p) . Diese ergibt sich, wenn man in der Darstellung

fou= (Z afy e Xy’

I,J (91,92)€
GxG/HxH

fiir jedes I setzt

fI(g) _ (Z agg:]g’)yJ> '
7 g'€G/H

Seien nun A € Dy (G, K) und F € Dynp(U, V) = (FInd%(p))’. Die obige
Darstellung erlaubt dann die Definition von

Ak, F(f) = AxF(fop)
= 3 D) -F().

geG/H 1

Da A x F auf HXHInd?SSP(l x p) durch A\ x F(f1 x fa) = A f1) - F(f2)
festgelegt ist, hangt A x, F' von keiner Wahl ab. Dadurch erhélt D gy (U, V)
die Struktur eines Dy (G, K)-Moduls, welche die D(G, K)-Modulstruktur

auf D(U, V) = M(p) fortsetzt. Wir fassen das Gezeigte zusammen.

1.3.8 Proposition: Sei H eine L-analytisch angepasste Untergruppe von G .

Dann ist Dy (G, K) wohldefiniert und tréigt die Struktur einer assoziativen
K -Banachalgebra, welche das Faltungsprodukt auf D(G, K) fortsetzt.

Sei (P,U) ein H-angepasstes Paar und p eine H-angepasste Darstel-
lung von P auf einem endlich dimensionalen K-Vektorraum V . Dann ist
Dyry (U, V) definiert und es operiert Dy (G, K) auf (FInd$(p))’, welches
mit Dgny (U, V) identifiziert werden kann, die Operation von D(G, K) auf
M(p) = D(U,V) fortsetzend.

Wir wollen nun ein Kriterium geben, unter welchem ein Normalteiler in
G analytisch angepasst ist. Wir benotigen dazu das folgende Lemma.
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1.3.9 Lemma: Sei (r);en eine Nullfolge von Radien rg > r; > 0, deswei-
teren f : B(rg) — B(rg) eine Abbildung zwischen Billen in L* bzw. LY
vom Radius rog, welche durch konvergente Potenzreihen gegeben ist. Dies
bedeutet, dass fiir alle v € B(rg) gilt

= Z asms,

SeNd

wobei die ag in LY liegen und die ‘as‘ [Ti<j<a rgj koendlich gegen Null
konvergieren. Es beschrinke sich f fir jedes | € N zu einer Abbildung
f : B(r) — B(r;). Dann gilt HTOfH < 1 und es ezistiert ein N € N,
so dass fiir alle I > N und alle separierten lokal konvexen K -Vektorrdume
V' die Abbildung

OB(r),V) — OB(r),V)
g — gof
wohldefiniert und stetig ist.

Beweis: Zunichst gilt f(0) = 0. Damit gilt fiir alle x € B(rg), da f
differenzierbar ist,

f(x) =Tof(z) + R(x)

mit

Daher gilt fiir alle z # 0
@] _ Ioft@) + R

] [l

und fiir alle hinreichend kleinen =, die To f(z) # 0 erfiillen, weiter

HTof N

Golte nun HTofH > 1, so gébe es ein z € B(rg), fiir welches letzterer Aus-
druck > 1 wére. Dann golte aber fiir alle hinreichend kleinen y € or2 auch
Hf(y)H > HyH . Sei 1 so gewéhlt, dass alle y € oz N B(r;) diese Eigenschaft
haben. Es sei y € opxNB(r;) mit maximaler Norm gewihlt. Dann hat y auch
maximale Norm in B(r;) . Es gilt nun Hf(y)H > HyH und daher f(y) & B(r)
im Widerspruch zur Voraussetzung, dass f die Bélle B(r;) respektiert.

Seien f; = Y ga;sX S die Komponentenabbildungen von f. In der No-
tation von [Féa99, Kapitel 2] und nach [Féa99, 2.1.5] gilt die Behauptung,
falls fiir alle 1 < 4 < d’ und hinreichend grofie [ gilt

max ‘als‘ﬁ = maX‘a’LS‘ H 7ﬁl - HfZHOTZ_ "
1<5<d
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(beachte f(0) = 0). Fiir hinreichend grofle I, d.h. hinreichend kleine r;,
ist die Ungleichung ‘ai,s‘rls < 7 fir alle nichtlinearen Terme erfiillt. Die
linearen Terme definieren aber gerade T f, daher gilt die Ungleichung auch
fiir die linearen Terme. 0O

Sei nun --- C G1 C Gy C G eine Umgebungsbasis der Eins, bestehend

~

aus offenen kompakten Normalteilern derart, dass eine Karte Gy = 0f exi-
stiert, so dass fiir alle [ € N* gilt G; = 7'0¢ , wobei 7 ein uniformisierendes

Element von L ist.

1.3.10 Lemma: Fiir hinreichend grofles  ist G; eine L-analytisch angepas-
ste Untergruppe von G .

Beweis: Aus Lemma 1.3.9 folgt sofort, dass ein [ existiert, so dass fiir
alle [ > [ die Multiplikation 1 konvergente Potenzreihen auf G; respektiert.
Fir die zweite Bedingung der Definition analytischer Angepasstheit folgt
aus Lemma 1.3.9 zunéchst, weil die G; Normalteiler sind, dass es fiir jedes
g € Gein l(g) > [ gibt, so dass Ad, konvergente Potenzreihen auf G fiir
alle I > [(g) respektiert. Dann werden diese konvergenten Potenzreihen auf
Grund des ersten Teils aber auch von Ady fiir alle ¢’ € gG;, einer offenen
Umgebung von g respektiert. Aus der Kompaktheit von G folgt dann die
Behauptung. 0

1.3.11 Lemma: Sei (P,U) ein fast Gi-angepasstes Paar fiir alle . Dann ist
(P,U) sogar Gi-angepasst fir alle hinreichend grof$en 1.

Beweis: Die Behauptung folgt aus der Tatsache, dass auf die ay und
ihre Inversen das Lemma 1.3.9 anwendbar ist, da diese aus Multiplikationen
und Konjugationen sowie den Projektionen komponiert sind, sowie einem
Kompaktheitsargument, dhnlich dem im Beweis des vorstehenden Lemmas.

O

1.4 Projektive Limiten iiber Dy (G, K)

Es gelten die Bezeichnungen aus Abschnitt 1.3. FEs habe G geniigend ana-
lytisch angepasste Untergruppen. Wir bezeichnen mit H C G eine analy-
tisch angepasste Untergruppe, mit (P,U) ein H-angepasstes Paar und mit
p eine H-angepasste Darstellung von P auf dem endlich dimensionalen K-
Vektorraum V . Es ses N =HNU .

Sei F' € D(U, V). Die Multiplikationsabbildung

A Ax, F
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sei als surjektiv vorausgesetzt. Sei v], ..., v eine Basis von V’. Dann exi-
stieren A1,..., Ay € D (G, K) mit \; %, F = 1®u} fir alle i =1,...,k. Sei
die Abbildung ¢p definiert durch

u:Zui®vZ’- — Zuz*)\z
i i
Es ist ¢ stetig und es gilt

or(u) s, F=> uix X\ F =Y u®uvj=u,
i %

da Dy (U, K) C Dy (G, K) auf Dy (U, V') vermoge Linkstranslation operiert.
Damit ist ¢ g ein stetiger Schnitt der Abbildung *,F", entsprechend existiert
eine stetige Projektion ¢ i auf den Annullator Anngy (F) von Fin Dy (G, K) .

Es erfiille nun H' C H ebenfalls die an H gestellten Bedingungen. Kon-
struiert man dann ¢y mit Hilfe derselben \; € D/ (G, K) C Dy (G, K), so
sind die Abbildungen g und ¥ g kompatibel.

1.4.1 Lemma: Sei L = Q. Sei P eine analytische Untergruppe von G
und U komplementdir zu P. FEs existiere eine Umgebungsbasis der Eins
von Untergruppen H wvon G wie in Definition 1.3.3, so dass (P,U) und
p je H-angepasst sind, und fiir welche die Multiplikationsabbildung *,F :
Dy(G,K) — Dn(U,V) surjektiv ist. Dann erfillt das projektive System
(Anng (F)) die Mittag-Leffler-Bedingung aus [GD63, 0.13.2.4]

Beweis: Es gilt C3 (G, K) = ©¢g/pCh (H, K). Aus dieser Tatsache folgt
Dy (G, K) = &q/pDu(H, K) weil G/H endlich ist. Entsprechend ist

Dy/(G,K) = ®q/uDu(H, K) .

Nach Bemerkung 1.2.2 faktorisiert nun allerdings fiir hinreichend kleine H’
die natiirliche Abbildung i, : Dy (H, K) — Dy (H, K) iiber einen Raum,
in welchem D(H, K) dicht liegt. Fiir die Summe {iber G/H folgt daraus,
dass fiir hinreichend kleine H' auch das Bild der natiirlichen Abbildung
i, : Dy(G,K) — Dy(G,K) die Menge D(G, K) als dichte Teilmenge
enthédlt. Man wahle eine abzdhlbare absteigende kofinale Folge von H,, so
aus, dass H,, und H, 1 miteinander je diese Eigenschaft haben (und damit
auch H, und H,, fir alle m >n +1).

Man betrachte nun kompatible Projektionen v, ,1, 11 und ), mit m >
n+1, so wie oben konstruiert (in Indizes wird im Folgenden stets n anstelle
von H,, geschrieben). Nach Konstruktion liegt dann

dicht in
Z.z+1 (Annn-i-l(F)) = i2+1 (Yn+1(Dpy1 (G, K))) )
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denn beide enthalten ¢, (D(G, K)) als dichte Teilmenge. Dies ist aber genau
die geforderte Mittag-Leffler-Bedingung. 0O

Aus diesem Lemma folgt mit [GD63, 0.13.2./], dass der projektive Limes
iiber das projektive System exakter Sequenzen

0 — Annyg(F) — Dy(G,K) — Dy(U,V) — 0
ebenfalls exakt, d.h. die Sequenz
0 — Ann(F) - D(G,K) - D(U,V) =0
exakt ist. Dies ist gleichbedeutend mit

1.4.2 Proposition: Es mogen die Voraussetzungen aus Lemma 1.4.1 gelten.
Dann ist x,F : D(G, K) — D(U,V) surjektiv.

1.5 Reduktive Gruppen und einige Notationen

In diesem Abschnitt ist L ein beliebiger Kdrper.

Wir rufen an dieser Stelle wesentliche Fakten aus der Theorie der zer-
fallenden reduktiven Gruppen in Erinnerung, welche im weiteren Verlauf
bendttigt werden, und legen dabei die erforderliche Notation fest. Die De-
tails dieser Theorie sind etwa in [Bor91] dargestellt.

Sei My, bzw. Ay, die multiplikative bzw. additive Gruppe iiber L , definiert
durch A (S) =T'(S,0s) bzw. M (S) = I'(S, Os)* fiir alle L-Schemata 5.
Sei & eine zusammenhingende reduktive Gruppe iiber L der Dimension d.
Die Gruppe & werde als split oder zerfallend vorausgesetzt, d. h. es existiere
ein maximaler L-Torus ¥ von &, welcher seinerseits zerfiillt, welcher also
iiber L zu MY fiir ein n € N isomorph ist. Dies trifft etwa auf die allgemeine
bzw. spezielle lineare Gruppe iiber L, bezeichnet durch &I, ; bzw. &L, 1,
zu.

Wir fixieren einen solchen zerfallenden maximalen Torus ¥ und setzen
G = 6(L) und T = T(L). Ferner seien € das Zentrum von & und &’ =
® /¢ sowie D& die Kommutatoruntergruppe von & . Beide Gruppen sind
zerfallend halbeinfach mit maximalem Torus ¥’ = ¥/€ bzw. (D& N T)°,
der Einskomponente von (9% N ¥). Seien C = ¢€(L),G' = &'(L),T' =
(L) sowie DG = DB(L). Sei g bzw. t die Liealgebra von & bzw. ¥. Die
Konjugation definiert eine Operation von & auf sich selbst, welche ihrerseits
eine Operation von & auf g induziert.

Sei X*(T) die Menge der algebraischen Charaktere von ¥ . Weil T zerfillt,
sind alle a € X*(%¥) iiber L definiert und jede algebraische Operation von T
auf einem endlich dimensionalen L-Vektorraum ist diagonalisierbar. Seien

P={0#acX*(T)|30£rcgVteT:tr=alt)}
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und fir alle o« € ®
gao={re€g|VteT: tr=at)}.

Es zerlegt sich dann g als

g=1tx Hga.

Die a € ® heiflen die Wurzeln von & beziiglich ¥, die g, fiir o € ® die
Wurzelrdume. Fiir jedes a € @ gilt dim(g,) = 1. Desweiteren gibt es zu
jedem a € ® eine eindeutig bestimmte abgeschlossene und iiber L definierte
T-invariante zusammenhéngende Untergruppe i, von & mit Liealgebra g, .
Diese heift die zu a gehirige Wurzelgruppe . Sei U, = Uy (L) . Da & zusam-
menhéngend ist, wird & von den i, fiir « € ® und T erzeugt. Fiir jedes
a € @ ist [ga, §—a) eindimensional und es existiert genau ein H, € [gqa, §—a]
mit a(H,) = 2.

Es seien 91 der Normalisator von ¥ in & und N = 9(L) . Es gilt T =N°,
ferner ist 20 = /T das konstante Gruppenschema zur endlichen abstrakten
Gruppe W = N/T . Diese heifit die Weylgruppe von (&, %) . Die Operation
von N auf g respektiert die Wurzelrdume und damit die Wurzelgruppen. Dies
definiert eine Operation von W auf ® . In dem von ® C X*(T)® R erzeugten
Untervektorraum ist ® ein reduziertes Wurzelsystem mit Weylgruppe W im
Sinne von [Bou68]. Es haben &’ und ©& die gleichen Wurzelrdume und die
gleiche Weylgruppe wie & .

Es sei A eine Basis von ® . Diese definiert eine Partition von ® in posi-
tive und negative Wurzeln ® = ®+*U®~ . Eine Teilmenge ¥ von ® heifit
abgeschlossen, falls fir alle o, € ¥ mit a + 3 € ® auch a+ 0 € ¥
gilt. Sei ¥ positiv (d.h. ¥ C ®1) und abgeschlossen (i.e. special i.S.v.
[Bor91, 14.5]). Dann spannen die 4, mit o« € ¥ in beliebiger Reihenfolge
eine T-invariante nilpotente algebraische Untergruppe gy von & auf, deren
Liealgebra uy = [[ ey 9o ist. Sei Uy = Uy(L).

Sei T eine Teilmenge von A und

Ty = (ﬂ ker 04) .
aeY

Sei ferner [Y] die Menge der o € @, welche ganzzahlige Linearkombination
von Elementen in Y sind. Sei 3y der Zentralisator von Ty in & . Dies ist eine
zerfallende reduktive Gruppe mit maximalem Torus ¥ und Wurzelsystem
[Y], deren Weylgruppe Wy durch die Reflexionen (r4)aer € W erzeugt
wird. Es ist Ty die Einskomponente des Zentrums von 3~y . Sei Ry die
Kommutatorgruppe von 3~ . Diese ist halbeinfach und erzeugt zusammen
mit Ty die algebraische Gruppe 3y . Sei ®(T)" die Menge der Wurzeln
a € &1, welche eine Darstellung

a:Z%ﬁ

BeA
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mit cg > 0 fiir ein 3 € Y haben. Es gilt T = &(T)"U(®T N[Y]) und (1) "
ist abgeschlossen. Sei ®(T)~ = —®(Y)" . Es normalisiert 3y die Gruppen
Uy = Upy)- und 5J¥ = HUg(r)+, die von 3y und Ugyy+ aufgespannte
Gruppe ‘P ist eine parabolische Untergruppe vom Typ Y. Seien Py =
Br(L),Zy = 3v(L),Ry = Ry (L), Ty = Ty(L),Uf = 5 (L) und Uy =
Uy (L) sowie py,37,ty, ty ,uJ{ und uy die entsprechenden Liealgebren. Es
seien 61 = %Zae[ﬁrﬁ aund 6y =62 — 6T . Esgilt pr =ty @ tr @ uJ{ .

Sei fiir den Rest des Abschnittes & halbeinfach. Es existiert dann fiir
jedes a € ® ein Isomorphismus algebraischer Gruppen z, : ., — 2 mit
zo(tut™) = a(t)ze(u) fir alle t € T und u € U, . Die Wahl eines sol-
chen Isomorphismus’ entspricht der Wahl eines 0 # ., € g . Diese Wahlen
kénnen so getroffen werden, dass

(i) fiir jedes & € ® ein Epimorphismus ¢, von &l 1, auf die von 4, und
i, erzeugte algebraische Gruppe existiert, der

()
=6 (o 1))

fiir alle u € U_,, erfiillt, und

fiir alle u € U, und

(ii) fiir alle o, 8 € ® mit o # —F und u € U, sowie v € Ug

(u,v) = H Wea+dp

ca+dpBed
c,deIN*

mit Weatdg € Ucatds und

mco¢+dﬁ(wca+d,ﬁ) = Ca,ﬂ;c,dxa(u)c$ﬁ<v)d

gilt, wobei die Koeffizienten C, g..4 ganze Zahlen sind und das Pro-
dukt in beliebiger festgelegter Reihenfolge zu verstehen ist.

Fiir die Existenz eines solchen Systems, das auch als Chevalleybasis oder
épinglage bezeichnet wird, vgl. [BT72, 6.1.3 b)].

1.6 Reduktive Gruppen iiber lokalen Kérpern

In diesem Abschnitt sind L eine endliche Erweiterung von Q, und & eine
zusammenhdngende zerfallende reduktive Gruppe iber L .

Die Gruppen G, T, T+, U~ ,U'{ ,Zy ,R~y , und P~ sind je die L-ratio-
nalen Punkte glatter Varietédten und tragen als solche je die Struktur einer
L-analytischen Mannigfaltigkeit.
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Man fixiere fiir & eine Chevalleybasis und definiere fiir alle u € U,
‘u‘ = ‘xa(u)‘ bzw. va(u) = wr(xo(u)).

Die Funktion H definiert dieselbe Topologie auf U, wie diejenige, die durch
die Struktur als L-analytische Mannigfaltigkeit auf U, bereits vorliegt. Die
(pq) bilden ihrerseits eine Bewertung der Wurzelgruppen (donnée radicielle
valuée in [BT72]), wie dies in [BT72, 6.2.3 b)] ausgefiihrt ist.

Seien nun

T={teT|wr(x(t) =0 fir alle y € X*(%)}
und
H={teT |wr(alt)) =0 fir alle « € }

sowie fiir [ € N*
Ty = {t €T |wr(x(t)—1)>1fiir alle y € X*(%)},

Hpy ={te H|wr(a(t)—1) > fir alle a € &}

und Hg) = H sowie T(gy = T' [BT72, 6.4.16 b)]. Sei fiir alle h € H bzw.
teT
¢o(h) =max{l € N |h € Hy)}

bzw.
Po(t) = max{l € N | h € Ty} -

Die (pq) fiir € ® U {0} bilden eine Erweiterung der Bewertung (prolonge-
ment de la valuation) () geméafl [BT72, 6.4.38].
Weiterhin sei fiir jedes | € Z und jedes o € ®

Usg ={u € Uy | pa(u) > 1} .

Eine Funktion f: ® — R (bzw. f: ® U {0} — R) heifit konkav [BT72,
6.4.3], falls fir alle aq,...,ap € ® (bzw. ® U {0}), fiir welche Y}, a; € ®
(bzw. ®U{0}) gilt, immer f (3> ;) < > f(ay) erfiillt ist. Sei f eine konkave
Funktion. Dann bezeichnen Uy die von den U, 7o (bzw. Uy, f(o) und T{#(0)))
erzeugte Untergruppe von G und Ty = Uy N'T'. Entsprechend bezeichnen
U}' die von den U, f(q) (bzw. Uy, #() und H(f(o))) erzeugte Untergruppe von
G und Hy =U;NH.

1.6.1 Proposition: Sei f : ® U {0} — R eine konkave Funktion. Es gelte
f(0) > 0. Dann ist die Produktabbildung

Hpo)) % I Unpa) — Uj
acd

in jeder Reihenfolge bijektiv.
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Beweis: Es enthélt dann nach [BT72, 6.4.42] H () die Gruppe Hyg . Nun
normalisiert H alle U, fiir | € Z . Es ist daher Hy = Hyg-H(5(0)) = H(f(0)) -
Ferner ist gem&f [BT72, 6.4.9 (i)] in der dort benutzten Notation U, ¢(o) =
Ut - Dies zeigt, dass alle Voraussetzungen von [BT72, 6.4.48] erfiillt sind,
wenn man dort g = f setzt. 0

1.6.2 Korollar: Sei f: ® U {0} — R eine konkave Funktion mit f(0) > 0.
Dann ist die Produktabbildung

Ty % 1] Uapie) — Uy
acd

in jeder Reihenfolge bijektiv.

Beweis: Es sei m: & — &' die Projektion. Seien t € Tr(0)) und ug € Ugq f(a)
mit ¢ - [Jue = 1. Dann ist 1 = 7(t) - [[7(uq), also 7(uy) = w(t) = 1 fiir
alle o € ® nach obiger Proposition, daher u, = 1 fiir alle @ und damit auch
t = 1. Dies zeigt die Injektivitét.

Fiir die Surjektivitét geniigt es zu zeigen, dass die linke Seite eine Grup-
pe ist. Dazu betrachte man die Komposition D& — & — &’ mit endlichem
Kern. Man kann annehmen, dass die Chevalleybasis auf &’ von einer solchen
auf D& induziert wird. Seien DH ;) die den H(;y entsprechenden Untergrup-
pen von DG . Es wird Ty von DHy und T(;) N C erzeugt [Bor91, 14.2].
Es gilt nun U, f(o) € DG und DH )y € DG. Da die Aussage fiir das
halbeinfache D& bereits gezeigt ist, und T{y)) N C zentral ist, ist die linke
Seite in der Tat eine Gruppe. Dies zeigt die Behauptung. 0

Seien speziell f; fiir [ € N* definiert durch f(«) =1 fiir alle « € ® U {0}
und G; = Uy, .

Sei desweiteren fy : ® U {0} — R definiert durch fy(a) = 1 falls o €
®(T)* und fy(a) = 0 sonst. Sei Gy = Uy, . Die Gy heifien die Standard-
Parahorigruppen, speziell G4 heifit die Standard-Iwahorigruppe.

1.6.3 Proposition: Die G; fir | € N* sind Normalteiler in Gy .
Beweis: [BT72, 6.4.43] 0

Es SeienTT:TTﬂGT,UY:UTOGY,U;«F:U¥QGT,ZT=ZYQ
Gv,Ry = Ry NGy, sowie Pr = Py NGr~.

1.6.4 Proposition: FEs existieren eindeutig bestimmte lokal analytische Pro-
jektoren my, : Gy — Uy und wp, : Gy — Py mit g = my,(9) - mp.(g) fiir
alle g € G~y . Diese schrinken sich zu Projektoren von Gy nach GyNUy bzw.
G;N Py ein.
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Beweis: Es gilt Uy N Py = {0}, es geniigt also fiir die erste Behauptung zu
zeigen, dass Uy - Py eine Gruppe ist. Hierzu geniigt es, zu zeigen, dass es von
Links invariant unter H und U, t, (o) fiir alle a € ® ist. Dies ist fiir H und
U, fr(a) mit a € ®(T)~ trivial. Desweiteren wird iy von 3y normalisiert,
daher auch Uy von den U, f(q) mit o € [Y]. Zu zeigen bleibt die Ugp(y)+-
Invarianz. Es gilt aber f(a) = 1 fiir alle a € ®(Y)". Sei g(a) = 0 fiir
o € ®(T)” und g(a) = 1 sonst. Die von den U, f(4) fiir « € ®(T)TUS(T)~
erzeugte Gruppe liegt dann in Uy, auf welche 1.6.2 anwendbar ist. Die letzte
Behauptung folgt ebenfalls aus Korollar 1.6.2. 0

Wir fixieren ein T und unterdriicken im Folgenden dessen Notation,
schreiben also beispielsweise G' anstelle von G~ , bei den Gruppen Gy, Uy,
U? , Ry, Py und Zy sowie deren Liealgebren, falls keine Verwechslungen
zu befiirchten sind. Man beachte, dass allerdings 1" und T+ sowie t und ty je
Unterschiedliches bezeichnen. Zuletzt setzen wir Uy = Ua NG = Uq 1 (a) -

1.6.5 Korollar: Fiir hinreichend grofies | ist Gy eine L-analytisch angepas-
ste Untergruppe von G, fir welche (P,U) ein Gi-angepasstes Paar ist.

Beweis: Zunichst zeigt Lemma 1.3.10, dass Gy fiir hinreichend grofe [
analytisch angepasst ist. Ferner zeigt Proposition 1.6.4 in Verbindung mit
Lemma 1.6.2, dass (P,U) ein fast Gj-angepasstes Paar ist. Damit folgt die
Behauptung schliellich aus Lemma 1.3.11. 0

1.7 Verallgemeinerte Verma-Moduln

Die Liealgebra g ist zerfallend reduktiv mit Cartanalgebra t [Dix74, 1.10.1]
und es ist p eine parabolische Unteralgebra von g vom Typ T, welche t
enthiilt. Es gilt p = 3 ®u™ und 3 = v @ ty. Seien o eine Darstellung von t
und A € t} . Man erweitere die Definition von o auf p durch rv = A(r)v und
utv = 0 fiir alle ¢ € ty und v aus dem o zu Grunde liegenden Darstellungs-
raum V. Dann definiert man den werallgemeinerten Vermamodul zu o und
A (Generalized Verma Module oder GVM) als

mp(A,0) = Indjo = U(g) ®yp) 0 -

Fiir diese Begriffsbildung und wesentliche Eigenschaften verweisen wir auf
[Maz00]. Wir bemerken zunéchst, dass GVMs Hochstgewichtsmoduln sind
[Maz00, 3.2.1]. Fiir unsere Zwecke wird sich die Frage als bedeutsam heraus-
stellen, ob ein GVM mp (A, o) einfach ist, wenn o eine einfache p-Darstellung
ist. Diese Frage ist im allgemeinen zum gegenwértigen Zeitpunkt noch nicht
umfassend geklért.

Zunéchst betrachten wir den Fall, in welchem T = ¢ die leere Menge ist.
In diesem Fall gilt t = 0, so dass ¢ nur ein eindimensionaler Vektorraum ist.
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Wir schreiben hier mp, (\) anstelle von mp, (A, o) . Es ist p,, eine Borelalgebra
von g [Dix74, 1.10.14] und man spricht von einem Vermamodul schlechthin.
Es gilt

1.7.1 Proposition: (Bernstein-Gelfand-Gelfand)
Es ist mp,(\) genau dann einfach, wenn (X + d6¢)(Ho) & N* fiir alle
a € dT gilt.

Die Theorie der Vermamoduln ist ausfiihrlich in [Dix74, ch. 7] darge-
stellt, insbesondere ist obige Proposition gerade [Dix74, 7.6.24]. Man be-
achte, dass dort eine durch J,4 normalisierte Induktion verwendet wird.

Wenden wir uns dem allgemeinen Fall zu. Sei mp(A, o) ein GVM mit
einer einfachen Darstellung o. Es hat o einen zentralen Charakter y, als
t-Modul. Sei b = pg N t. Dies ist eine Borelalgebra von tv. Nach [Dix74,
7.4.8] existiert ein u € (tNt)* derart, dass der Vermamodul my(u — §7)
von t denselben zentralen Charakter y, hat. Unter diesen existiert ein y in
der antidominanten Weylkammer beziiglich [Y]* [Dix74, ch. 7], fiir welchen
damit mp(u — 07) einfach ist. Sei f(\, o) = mp, (A © p—dg) -

1.7.2 Proposition: Falls f(\,0) einfach ist, so ist auch mp(\ — dy,0) ein-
fach.

Diese Aussage wird von KHOMENKO und MAZORCHUK zunéchst ver-
mutet [KM99, cony. 1]. In der spéteren Arbeit [KMO01] weisen die Autoren
auf eine Bemerkung von SOERGEL hin, nach welcher [KM99, conj. 1] schon
aus [KM99, thm. 1] folgt. Der Beweis liegt uns jedoch nicht vor. Man be-
achte auch hier, dass an den angegebenen Orten eine normierte Induktion
verwendet wird. Es sei zudem betont, dass die Proposition lediglich ein hin-
reichendes Kriterium gibt.

In dem Fall, dass o ein t-Hochstgewichtsmodul mit Hochstgewicht \' €
(tNt)* ist, kann man p konkret angeben. Es existiert ndmlich nach [Dix74,
7.1.8] ein nichttrivialer Homomorphismus von U(t)-Moduln mp(\) — 0.
Dies zeigt, dass die zentralen Charaktere von mp()\’) und o iibereinstimmen.
Es ist dann also p = w)\ fiir dasjenige w € Wr, fiir welches w)’ in der
antidominanten Weylkammer liegt.

Da fiir alle a € [Y]T gilt

N w\N)(Hy) = wN (H,) ¢ N*,
folgt aus den beiden vorstehenden Propositionen

1.7.3 Proposition: FEs seien A\ € t} und o ein v-Hdochstgewichtsmodul mit
Héchstgewicht X' € (tNt)*. Es sei w € W dasjenige Element, fiir welches
wX in der antidominanten [X|T-Weylkammer liegt. Falls (A ® w\')(H,) &
N* fiir alle o € ®(Y)* gilt, so ist der GVM mp(\ — dy,0) einfach.
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Interessiert man sich nur fiir endlich dimensionale Darstellungen o, so
ergibt sich eine weitere Vereinfachung daraus, dass einfache endlich dimen-
sionale t-Moduln nach [Dix74, 7.2.2] bereits durch ihr Hochstgewicht \
bestimmt sind. Zudem ist A’ € (tNt)* immer ganzzahlig dominant, d.h. es
erfiillt \'(H,) € N fiir alle « € [Y]". Sei nun

737}— ={Aet' | \(Hy) € N fiir alle a € [T]+} .

Dann parametrisiert die Menge P? solche GVMs, welche von einer einfachen
endlich dimensionalen Darstellung o herrithren. In diesem Fall ist w leicht
auszumachen: Es ist das Element grofiter Lange in W beziiglich T und in
diesem Fall ist w)’ das niedrigste Gewicht von o, durch welches o ebenfalls
bestimmt ist.

Sei weiterhin V' endlich dimensional und p eine lokal analytische Dar-
stellung von P auf V', versehen mit seiner eindeutigen lokal konvexen Haus-
dorfftopologie. Es operiere Ty C P iiber einen Charakter, die Operation des
unipotenten Radikals U™ sei die triviale. Die Gesamtheit der so entstehen-
den Darstellungen nennen wir die lokal analytische Hauptreihe von G vom
Typ Y. Sei p’ die zu p gehorige duale Darstellung von P, d. h. die Darstellung
auf dem Dualraum V' von V, welche durch

(0 (P)A)(v) = A(p(p~ "))

gegeben ist. Da V lokal analytisch ist, ist V'’ auch ein U(p)-Modul, welchen
wir ebenfalls mit p’ bezeichnen. Sei o bzw. X die auf v bzw. ty eingeschriinkte
Darstellung p’ . Es sei

m(p) = mp(A, o) = IndJp’.

Es gilt C*(M,V) = C*(M,K) ® V fiir jede L-analytische Mannigfal-
tigkeit M, denn V' ist endlich dimensional. Damit gilt auch D(M,V) =
D(M,K)® V', d.h. die natiirliche Abbildung

DM, K)®V' — D(M,V)
FoX — (foue— F(f) Av))
ist ein topologischer Isomorphismus. Betrachte desweiteren die Sequenz
Indg(p) — C*(G,V) — C*(U,V) — Indg(p),

welche durch Einbettung, Restriktion und P-dquivariante Ausdehnung ge-
geben ist (vgl. hierzu die Ausfithrungen nach Definition 1.1.1). Die Kom-
position aller drei Abbildungen ist die Identitét, es hat also die Inklusion
Ind%(p) € C*(G, V) einen stetigen Schnitt, weswegen die von ihr induzierte
Abbildung «, : D(G,V) — M(p) surjektiv ist. Die Komposition

kpoul: D(G,K) x V! — M(p)
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ist nun D(P, K)-balanciert, wenn man D(P, K) auf D(G, K) durch Rechts-
multiplikation wirken ldsst. Dies induziert seinerseits eine surjektive Abbil-
dung

D(G, K) @ppr) V' — M(p) .

Die Inklusionen U(g) € D(G, K), U(p) C D(P,K) und U(u) C D(U, K)

induzieren zusammen mit dieser eine Abbildung
m(p) — M(p),

von U(g)-Moduln. Tatsdchlich ist diese injektiv, da m(p) als Vektorraum
isomorph zu U(u) ® V' und M(p) isomorph zu D(U,V) = D(U,K) @ V'
ist.

1.8 Die Ringe D, (U, K)

In diesem Abschnitt sind L = Q) und K C C,.
Sei k: ®(YT)” — N* so gewihlt, dass

Kla+pB) > k(a)+ k() fallsa+pe d(Y)" .

Es sei ein fiir alle mal eine Totalordnung auf ®(Y)~ fixiert, fiir welche &
ordnungserhaltend ist. In dieser Ordnung gilt also a+/3 > max{«a, 3}, sobald
a+ (in ®(T)~ liegt. Es ist, wie in Abschnitt 1.5 erwéihnt, die Abbildung

W H Uy — U
acd(T)~

(Ua) — Hauom

wobei hier das Produkt in aufsteigender Reihenfolge zu verstehen ist, ein Iso-
morphismus von lokal analytischen Mannigfaltigkeiten. Die getroffene Wahl
einer Chevalleybasis definiert desweiteren einen Isomorphismus von Grup-
pen
x: H Uso — Zg(Tr
acd(T)~
(ua) — (zalua)).

L zwischen

Unter Koordinaten wird im Folgenden der Isomorphismus z o u~
U und Zg’ () verstanden. Eingeschrinkt auf die U, stimmt er mit den z,,
iiberein. Wir setzen daher fiir alle uw € U auch z,(u) als die Projektion von

x o u~!(u) auf die a-Komponente.

1.8.1 Definition: Fin K-wertiger Pseudocharakter auf U beziiglich der fi-
xierten Ordnung ist eine K-wertige lokal analytische Funktion f auf U, fiir
welche fopox™! ein Charakter, d. h. ein lokal analytischer Homomorphis-

mus von fom* nach K* | ist.
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Jeder Pseudocharakter f hat die Form

gc(u) _ H(l + Ca)xa(U)

o

mit ¢ € K®™M" und |ca| <1 fiir alle o € ®(Y) ™.

Sei X der offene dim (U )-dimensionale offene Einheitsball in K . Die Fou-
riertransformation aus Abschnitt 1.2 liefert vermoge der Koordinaten einen
Isomorphismus

DU, K)— O(X).
Im Folgenden wird, falls daraus kein Missversténdnis zu befiirchten ist, diese
Identifikation durchgéngig vorgenommen.
Sei u € U, und ¢, die entsprechende Dirac-Distribution. Dann gilt (No-
tation wie in Abschnitt 1.2)
Fs (Z) = (1 + 24)%®.

u

Sei ferner g, € g das Element der Liealgebra von U, , das unter z, der 1
in der Liealgebra von 7Z, entspricht. Dann gilt

Fo(Z2) = —ra (14 20)"™)ju=0
— lm exp(—tta)(1 + za)™ — (1 4 24)™
t—0 t |u=0
t_
~ lim (14 24)—1
t—0 t
= log(1+z,).

Fiir die letzte Gleichheit vgl. [Rob00, 4.3, Proposition].
Jedes F' € D(U, K) hat in Koordinaten eine Darstellung der Form

F(Z)=> fsZ°
5

mit S = (s,) € N®(M7™ und Z = (2,) sowie fg € K . Sei k(S) = 3, sar(a).
Fiir jedes r > 0 sei im Folgenden

Fiir 0 < r < 1 sei ferner
D, (U,K) = {Z fs2° | lim [fs|r® = o} :
S

Es ist D, (U, K) mit der Norm

IS5 7525, =mx sl
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ein K-Banachraum und es gilt

D(U,K) = () D:(U,K).
r<l

Wir wollen zeigen, dass das Faltungsprodukt * auch beziiglich HHT stetig
ist. In diesem Fall induziert es, weil D(U, K) in D, (U, K) dicht liegt, ein ste-
tiges Produkt, welches wir ebenfalls mit % bezeichnen. Es ist dann D, (U, K)
zusammen mit diesem Produkt eine topologische K-Algebra. Die geforderte
Stetigkeit wird dabei durch Vergleich mit der gewdhnlichen kommutativen
Multiplikation - auf D,.(U, K), fiir welche HHT multiplikativ ist, gezeigt, ge-
nauer gilt das folgende

1.8.2 Lemma: Fir alle F,G € D(U, K) gilt
|[Frc-F-cf, <r-|£l,- 6],

sowte

|F=cl, =1#1,- e, -

Fiir den Beweis miissen zunéchst einige Hilfsmittel bereitgestellt werden.
Seien

M= {(ala"'7an) | ne N7ai € (I)(T)_} )

i : M — M fiir ¢ € N definiert durch
(a1, .. ) i >n oder o < @t
l’i(ala'--,an) = (alv'")ai—laﬂh"'7ﬁk7ai+17ai)ai+27"‘7an)
1< N,y > Qg -

Hier durchléuft 3; alle ca; +dovi1 , welche in ()~ liegen, in aufsteigender
Reihenfolge, jedes ca; + da;y1 genau Cy, o,y ,,c,a mal hintereinander. Sei L
der von den [; erzeugte Monoid von Abbildungen. Fiir o = (o) € I sei

min o = min q;
J

beziiglich der fixierten Ordnung auf ®(Y)~ . Es heifle « geordnet, falls fiir
alle 1 <j<ngilto; <ajiq.

1.8.3 Lemma: Fiir alle o € I existiert ein | € L, fiir welches la geordnet
15t.

Beweis: Die Behauptung ist trivial fiir mina = max®(Y)~ . Sei sie
gezeigt fiir alle & mit mina > ag. Falls ag = min®(Y)~, so ist bereits
das Lemma gezeigt. Es habe also ag einen Vorginger §. Seien @ € 9 mit
mina = [ und

M(a) =#{j e N|a; =5},
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Falls M(«) > 1, so existiert ein Anfangsstiick o/ von « mit min(a/) =
min(a) und M(a’) = 1. Per Induktion iiber M («) existiert dann also ein [ €
L mit geordnetem lo/, insbesondere of = 3 und die Induktionsvoraussetzung
ist nun auf o’ = (a4, af...) anwendbar. Es existiert daher ein I’ € L mit
geordnetem I’a’ . Nach einer geeigneten Indexverschiebung erhilt man ein
" € L, fiir welches "« geordnet ist. Es kann also M («) = 1 angenommen
werden. Sei y(a) der zweitkleinste Eintrag von «. Falls ein solcher nicht
existiert, so ist « konstant und damit geordnet. Sei die Behauptung fiir alle
a mit y(a) > v gezeigt.

Sei j(ar) dasjenige j mit o;j = . Falls j(a) = 1, so ist die Induktionsvor-
aussetzung auf das Teilstiick o/ = (ag,as,...a,) anwendbar, denn es gilt
min o > min « . Dies zeigt die Behauptung in diesem Fall. Sei also j(a) > 1
und sei

o =lja)-1(a).
Sei o das Teilstiick (f1,- .., Bk, @j)) von o . Auf o’ ist wegen y(a') >
Beaitdair > Qja)—1 = V(@) die Induktionsvoraussetzung anwendbar. Es
existiert also ein [ € L, fiir welches I geordnet ist. Durch geeignete Index-
verschiebung erhélt man daraus ein I’ € L mit j(I'(c)) < j(«) . Dies macht
die Induktionsvoraussetzung anwendbar und zeigt die Behauptung. 0O

1.8.4 Definition: Fiir o € M sei

Ao = mkin{EIil, coyig | iy 0o+ ol;, o ist geordnet} .
Zu jedem « seien solche i1, ..., 1 fiziert. Damit seien
La = (041,...,Oéik_t,_l,(lik,...,an),
lao = ;o

1.8.5 Lemma: Sei A\a # 0. Dann gilt
(i) Mla) < A

(ii) MLa) < A\

(ili) AMoa,..., 05, ...,0n) < A

Beweis: (i) ist evident, (ii) folgt aus (i) und (iii). Teil (iii) wird per

Induktion iiber Aa bewiesen. Die Aussage ist auch fiir Aa = 0 sinnvoll
und in diesem Fall trivial. Sei o/ = la. Es gilt Ao/ < Aa. Ferner geht
li(aa,...,4; ,...,0p) fur ein geeignetes i € N aus o’ durch Auslassen eines

oder mehrerer Elemente hervor (ggf. auch i > n, d.h. [; = id). Daher gilt
nach Induktionsvoraussetzung fiir o

)\(li(al,.. . ,dj,...,an)) < Ao < .
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Dies impliziert aber wegen A([;3) > A3 — 1 fiir alle § € 9 die Behauptung.
|

Die Wahl der Chevalleybasis liefert Elemente u, € U, fiir alle « € (1)~
mit
25(ta) = a5
und es gilt
0 v # ca+df

Pl u5)) _{ Cosied 7= co+ dB

Fiir jedes u € U sei 6, € D(U, K) die entsprechende Dirac-Distribution.
Es gilt fiir alle w € U

F6 = *(1 + za)xa(u) s
(6%

u

wenn man das Produkt in aufsteigender Reihenfolge auffasst. Man setze

Zawg = cajidﬁ (]- + an-l—dﬁ)caﬁ;c’d - 1.
€a(1)-

Dann folgt fiir o, 5 € ®(Y)~
Za* 23— 28% 20 = Zapg* (1 +28) % (14 24) .

Sei
B T(U7 K)
— %z

7j=1

we IM
a

o -

1.8.6 Lemma: Fir alle o € M gilt

n
Hoe — H Zaj <r
Jj=1

T

n
H Fa
Jj=1

r

und

n
[uell, = 11 Izl
Jj=1

Beweis: Die zweite Aussage folgt wegen r < 1 aus der ersten auf Grund
der starken Dreiecksungleichung. Die erste Aussage wird per Induktion iiber

n
Ao gezeigt. Falls Aa = 0, so ist « geordnet, also pa = H Za; - Sei also

P
Aa > 0. Es gilt
I B k—1 n
po — pla = jil Za; * (Zag * Zag1 — Zapsr * Zay) *j:leZ"‘j

— n
TR Zagarpr * (L zagyy) * (L4 za,) * jokya
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Man betrachte nun die Monome, die man erhilt, wenn man den letzten Aus-
druck ausmultipliziert. Der Vergleich mit der Definition von la zeigt, dass
diese von der Form pg sind, wobei 8 aus la durch eine ggf. vorzunehmende
Streichung von Eintrédgen hervorgeht. Nach 1.8.5 ist daher die Induktions-
voraussetzung auf diese Summanden anwendbar. Falls Z, o,,, = 0 gilt,
falls also z,, und z,,,, vertauschen, gilt pa = pLo. Ansonsten enthélt
jedes Monom mindesten einen Faktor zcq, 4day, » SO dass gilt

Iwo—ntel, < A1 leesll, - x| e aonal
o ca(r)"
< ID leasll, 7o Dzl - leancall,
j<k
j>k+1

letzteres auf Grund der Ungleichung x(a + ) > x(«) + x(0) fiir alle o, § €
®(T)” und

_ k(cog+dogyq) Cebklak) | e(ogy)
HzcakerakHHr =r <r-r T .

Da ebenfalls wegen 1.8.5 die Induktionsvoraussetzung auch auf Lo anwend-
bar ist, folgt
T}

n
po 11 =,
Jj=1

IN

n
pwLo — H Zoy
j=1

max { Huoz — ,uLozHT,
n
r 11 e,
j=1
n
H Faj
j=1

T

IN

= T

T

O

Beweis: (von Lemma 1.8.2) Seien 0 # F = > ¢ fsZ5 und 0 # G =
S5 9sZ° gegeben. Es gilt

HF * GHT = HZ fsgs: 2%« 25

r )

daher auf Grund des vorstehenden Lemmas

|F«G-F-G|| < max |fsgs VARYANEY ARV A R
< wmax|fsgs| - [25- 27,
= r |76l =17l - e,

Vermoge der starken Dreiecksungleichung folgt hieraus auch HF * GHT =
|#-¢l, =¥l - &, - 0
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1.8.7 Korollar: (D, (U, K),*)* = (D,(U, K),-)*, d. h. die Einheiten beziig-
lich * stimmen mit denen beziiglich - iiberein. Ferner sind alle Links- bzw.
Rechtseinheiten beziiglich x zweiseitige Einheiten. Selbiges gilt fiir D(U, K)
anstelle von D, (U, K) .

Beweis: Sei F'- G = 1. Dann gilt HF*G— 1HT = HF*G—F-GHT <
THF . GHT = r < 1. Damit ist F' * G eine Einheit beziiglich * und wegen
G- F =1 ebenso G * F und daher auch G und F'. Ist umgekehrt F'«G =1,
so sieht man auf analoge Weise ein, dass F'-G = G- F eine Einheit bzgl. - ist.
Daher sind dies auch F und G . Erneute Anwendung der ersten Richtung
ergibt dann, dass auch G * F' eine Einheit beziiglich * ist, und daher sind F
und G auch Einheiten beziiglich *. Die Aussage fiir D(U, K) folgt aus dem
bereits Bewiesenen. 0

1.9 Noethersche Eigenschaft

Es seien in diesem Abschnitt r; > 0 (nicht aber notwendig r; < 1) fiir
i=1,...,k gewdhlt. Sei Z = (%;)i=1,. k und

k
A= Z asZ® | lim ‘as‘ Hrf’ = .
SEN* - i=1
Auf A ist die natiirliche Norm HZ asZ% H = max ‘ag‘ Hle ;" definiert. Es
liegt HA — {O}H in der von ‘K *‘ sowie den 7; erzeugten Untergruppe von
R*. Falls K eine endliche Erweiterung von @, ist und r; € ‘F*‘ fir alle ¢

gilt, so ist diese in einer Gruppe der Form C?% fiir ein C € ‘F*‘ enthalten.
Es sei auf A neben der gewohnlichen kommutativen Multiplikation, welche
mit - bezeichnet sei, noch eine weitere, mit * bezeichnete, assoziative, nicht
aber notwendig kommutative Ringstruktur definiert. Es gebe ein C' < 1, so
dass fiir alle F,G € A ein £ € A mit

FxG=F -G+¢

und HfH <C- HFH . HGH existiert. Falls K/Q, endlich ist, ldsst sich C so
wéhlen, dass HA - {O}H C C7 gilt. Betrachte die durch

a={F || <)

fiir [ € Z definierte Filtrierung auf A. Die A; mit [ > 0 sind Ideale in Ag
beziiglich - und *, ferner ist der zugehorige graduierte Ring grad(A) in beiden
Fallen gleich, insbesondere kommutativ.

1.9.1 Lemma: FEs sei K/Q, endlich und es gelte r; € ‘f*‘ fir alle © sowie
HA - {O}H C C%. Dann ist grad(A) noethersch.
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~ Beweis: Sei K der Restklassenkérper von K . Dann wird grad(A) als
K-Vektorraum von den Monomen agZ° erzeugt. Hier ist agZ° € A, JA1+1
mit HaSZSH = C' zu verstehen. Die Abbildung
grad(K) @ K[T] — grad(A)
as®@T% — agZ®

ist daher ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Da aber die von * auf
grad(A) induzierte Multiplikation mit der von - induzierten iibereinstimmt,
ist sie sogar ein Isomorphismus von Ringen. Es ist aber grad(K') isomorph
zur Algebra der Laurentpolynome iiber K , also noethersch, und damit ist
auch grad(A) noethersch. 0O

1.9.2 Proposition: Falls K/Q, endlich ist und r; € ‘F*‘ fir alle i gilt, so
ist (A, *) ein noetherscher Ring.

Beweis: Man wihle C' wie in 1.9.1. Es ist A beziiglich der Filtrierung
(4;) vollstindig und die Filtrierung ist ausschopfend. Ferner ist grad(A)
noethersch. Die Behauptung folgt daher aus [Bou89, I11.2.9, Korollar 1 zu
Proposition 12]. 0

1.9.3 Korollar: Seien L = Q,, K/Q, endlich und r € ‘f*‘ . Dann ist
D, (U, K) ein noetherscher Ring.

2 Die Irreduzibilitiat von M(p)

Es sind in diesem Kapitel L = Q, und K/Q, endlich. Es ist G eine kom-
pakte lokal analytische Gruppe mit komplementdren Untergruppen U und P
sowie einer lokal analytischen Darstellung p von P auf dem endlich dimen-
stonalen K-Vektorraum V . Es ist 0 < r < 1 eine reelle Zahl mit r € ‘?*‘ .

2.1 Die Ringe D, (G, K)

Die im ersten Kapitel bereitgestellten Objekte D, (U, K),Dy(G, K) und
Dy (U, K) sind ausreichend, um das Hauptresultat dieser Arbeit zu zeigen.
Dabei machen sich allerdings technische Schwierigkeiten bemerkbar, welche
im Wesentlichen darauf beruhen, dass ,,D,(G, K)“ als Pendant zu D, (U, K)
in diesem Rahmen nicht definiert wurde. Das hat zur Folge, dass Aussagen,
welche analog zu denen in Abschnitt 1.4 wéren, fiir D,.(U, K) nicht vorhan-
den sind. Dies erfordert die Einfithrung der Ringe Dy (G, K), welche aller-
dings recht schwierig zu handhaben sind, u. a. die unangenehme Eigenschaft
haben, dass D(G, K) nicht dicht in ihnen liegt. Wiinschenswert ist also die
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Einfithrung eines Ringes D, (G, K), welcher auf D, (U, K) operiert, fiir wel-
chen D(G, K) = N, D, (G, K) gilt und der die Eigenschaften aus Abschnitt
1.4 hat.

Tatsdchlich ldsst sich dieses Programm durchfiithren. In [ST02a] grei-
fen SCHNEIDER und TEITELBAUM die D, (U, K) in abgewandelter Form auf
und verallgemeinern ihre Definition auf beliebige kompakte lokal analyti-
sche Gruppen G. Diese Theorie soll hier in ihren Ergebnissen, soweit sie
fiir diese Arbeit relevant sind, kurz referiert werden. Sie sind den Aussa-
gen des ersten Kapitels dieser Arbeit weitgehend verwandt. Innerhalb dieses
Rahmens gestaltet sich der Beweis letztendlich iibersichtlicher, wenn auch
nicht grundsétzlich anders. Die Ringe Dy (G, K) bleiben aber fiir Teile des
Beweises von Bedeutung. Da sich bestimmte Rechnungen in ihnen bequem
vornehmen lassen, wird von ihnen im Abschnitt {iber Gewichtsvektoren (2.4)
weiterhin Gebrauch gemacht.

Seien zunéchst H und G beliebige kompakte lokal Q),-analytische Grup-
pen. Eine p-Bewertung von H ist eine Abbildung w: H — {1} — (1%’ 00)
mit den Eigenschaften

(i) w(gh™) > min(w(g),w(h))
(i) w((g,h)) > w(g) +w(h)
(iil) w(g”) =w(g) +1

fiir alle g, h € H . Eine geordnete Basis von (H,w) ist ein Tupel (hq, ..., hq)
mit h; € H fiir alle ¢ derart, dass

(U Zg — H
(a;l,...,xd) — hgfl'”hgd
eine globale Karte fiir H ist, welche

w(hi' -+~ hg') = min(w(hi) + wp(zi))

erfiillt. Es besitze H eine p-Bewertung mit einer geordneten Basis, welche
man fixiere.
Wie im ersten Kapitel erhélt man vermoge Fouriertransformation eine
Identifikation
D(H,K) = D(ZI, K) = O(X),
wobei hier X' den d-dimensionalen offenen Einheitsball in K bezeichnet. Fiir
S € N definiere man

und setze fiir jedes 0 < r < 1

DT(H7K) = {ZfSZS | ‘fS‘TR(S) - 0} .
S
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Auf D, (H, K) existiert die natiirliche Norm
S|l — S
| fs25), = max {| fs|r=9} .
Es erfiille die p-Bewertung zusétzlich die folgende Bedingung.

(i) w(hy) +w(hj) > ]% firalle 1 <i<j<d,

(HYP) (i) (H,w) ist p-saturiert, d.h. w(g) > -£; impliziert,

p—1
dass g eine p-Potenz ist.

Es gilt nun die folgende Proposition aus [ST02a]

2.1.1 Proposition: Se: % < r < 1. Dann ist das Faltungsprodukt x von

D(H, K) stetig beziiglich HHT . Mit dem vermdoge Stetigkeit fortgesetzten Pro-
dukt = ist D, (H, K) eine noethersche Banachalgebra,

. H . st multiplikativ.

Sei nun H ein kompakter offener Normalteiler von GG, welcher p-bewertet
ist und eine geordnete Basis hat, welche (HYP) erfiillt. Sei g1,...,gx ein
vollsténdiges System von Nebenklassenrepriasentanten fiir H . Es ist dann
D(G, K) frei von endlichem Rang iiber D(H, K), und zwar gilt

k k
D(G,K) =) 64, *D(H,K) =Y D(H,K)x 0, .
=1 =1

Dies ermdglicht fiir D(G, K) 3 F =} d4, * F; die Definition

|71, = max |73
T 1 T

Diese Norm ist ihrerseits multiplikativ. Sei D, (G, K) die Vervollstindigung
von D(G, K) beztiglich dieser Norm. Dies ist ebenfalls eine noethersche Ba-
nachalgebra (vgl. [ST02a]). Wie in Abschnitt 1.9 sieht man, dass ein C, < 1
mit HDT(G7 K) — {O}HT C C,7 existiert.

Wir kommen nun auf die Bezeichnungsweise des ersten Kapitels zuriick,
es seien also G, P,U etc. wie in Abschnitt 1.6 definiert. Fiir [ € IN* hat
G, gerade die geforderte Eigenschaft, denn nach 1.6.3 sind diese in der Tat
Normalteiler, fiir welche die Produktabbildung nach 1.6.2

T(l) X H Ua,l — Gl
acd
in jeder Reihenfolge eine globale Karte definiert. Wir wollen nun auf Go die
folgende p-Bewertung einfiihren:

w(g) = min{g € Gi}.

Zu zeigen sind die Eigenschaften einer p-Bewertung. Die erste ist trivia-
lerweise erfiillt. Die zweite Eigenschaft folgt aus [BT72, 6.4.44]. Zur dritten
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Eigenschaft. Sei w(g) = [. Fiir g € Uy, und g € T{; ist die Behauptung klar,
da es sich hierbei um die iibliche Bewertung von Z, bzw. den Kongruenz-
untergruppen in @ handelt. Sei g = hy - -~ hq. Dann gilt g? = b} ---hj; - ¢,
wobei ¢’ ein Produkt aus Kommutatoren von Elementen aus G; ist. Diese
liegen nach [BT72, 6.4.44] sogar in Go;. Da die h alle in G4 liegen folgt
wegen 20 > [ + 1 insgesamt w(gP) = w(g) + 1.

Sei nun [ > 2 fixiert. Man wéhle zu jedem U,; einen topologischen
Erzeuger, dazu dim(T') viele Elemente, die eine topologische Basis von T{;
sind. Diese Elemente bilden dann in jeder Reihenfolge eine geordnete Basis
fir Gy .

Betrachte nun die Einschriankung von w auf ein G;. Setzt man w; =
w—(—=1)furp#2und w; = w — (I — 2) fiir p = 2, so ist auch w; eine
p-Bewertung von Gj, welche zusétzlich die Elemente der geordneten Basis
mit 1 (bzw. 2 fiir p = 2) bewertet. Es ist damit zunéchst der erste Teil von
(HYP) fiir w; erfiillt. Fiir die Saturiertheit betrachte man die p-Potenzierung
G — G. Thre Tangentialabbildung an der Stelle 1 ist die Multiplikation mit
p. Da dies ein Isomorphismus ist, ist die p-Potenzierung lokal umkehrbar,
d. h. fiir hinreichend grofles [ ist jedes g € G; eine p-te Potenz. Dies zeigt
dass fiir solche [ die p-Bewertung w; auch saturiert ist. Ein solches [ halte
man fest.

Man wihle nun die Reihenfolge bei der Multiplikation der U, ; und der
T{;y so, dass links zuerst alle U, mit o € ®(T)~ stehen. Mit diesen Fest-
legungen definiere man nun die Ringe D, (G, K),D, (P, K) sowie D, (U, K)
gemifl des oben angegebenen Verfahrens. Man beachte, dass diese Definiti-
on von D, (U, K) nicht mit der im ersten Kapitel gegebenen iibereinstimmt.
Tatséchlich kann aber die dortige Definition von D,.(U, K) der hiesigen sub-
sumiert werden, indem man némlich feststellt, dass

w(u) = aomin r(@) + wp(a(u))
(hier auch x wie in Abschnitt 1.8) eine p-Bewertung ist. Dieses sieht man
ahnlich wie oben, benutzt aber k(a+ 3) > k(a)+ k() zusitzlich zu [BT72,
6.4.44]. Es ldsst sich allerdings @ nicht auf G fortsetzen.

2.1.2 Proposition: Seien G,U, P etc. wie in Abschnitt 1.6 definiert. Sei p
eine lokal analytische Darstellung von P auf einem endlich dimensionalen
K -Vektorraum V . Die stetige Operation von D(G,K) auf D(U,K) @ V' =
M(p) dehnt sich fiir r hinreichend nahe bei 1 zu einer solchen von D, (G, K)
auf D, (U, K) @ V' aus.

Beweis: Seien U; = G;NU und P, = G;N P. Es operiert D(P, K) stetig auf
V' und auf Grund der Endlichdimensionalitit von V' dehnt sich diese zu
einer solchen von D, (P, K) fiir r hinreichend nahe bei 1 aus. Man betrachte
die natiirliche Abbildung

DT(U7 K) V' — DT(Ga K) ®D,-(P,K) V/7
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welche die Potenzreihen iiber U; in diejenigen {iber G, einbettet. Zunéchst
sieht man leicht ein, dass diese Abbildung bijektiv ist. Man versehe nun
D, (G, K) ®p,(p,x) V' mit der kanonischen Topologie gemifl [ST02a, 2.1].
Dies ist z. B. die Quotiententopologie beziiglich einer beliebigen Surjektion

Dr(Ga K)m - DT(G7K> ®DT(P7K) V,

von D, (G, K)-Moduln. Man sieht damit, dass die oben genannte Abbildung
auch stetig, und also auf Grund des Satzes von der offenen Abbildung ein
Homoomorphismus ist. Diese Abbildung erlaubt es, auf D,.(U, K) @ V' die
Struktur eines D, (G, K)-Banachmoduls zu definieren. 0

2.1.3 Proposition: Es seien G,U, P wie in Abschnitt 1.6 definiert. Es sei
zu jedem 0 # F € D(U,V) und eine kofinale Familie von r die Multi-
plikationsabbildung *,F : D,(G,K) — D,(U,V) surjektiv. Dann ist auch
x,F - D(G, K) — D(U, V) surjektiv.

Beweis: Der Beweis kann wie in 1.4.2 gefiihrt werden und ist in diesem Fall
sogar einfacher. Die Aussage folgt aber auch aus Theorem A in [ST02a].

2.2 Orthogonalbasen

Es ist in diesem Abschnitt H C G ein offener Normalteiler mit p- Bewertung
w und geordneter Basis hi,...,hq, welche (HYP) erfillt. Es ist h = g ihre
gemeinsame Liealgebra.

Sei V' ein normierter K-Vektorraum. Ein System (v;);er heifit orthogonal,
falls es den Nullvektor nicht enthélt und fiir jedes System (¢;);er mit ¢; € K

derart, dass
vV = Z C; Uy
el
summierbar ist, gilt

Joll = mae e [l
iel

In diesem Fall sind die ¢; eindeutig bestimmt. Wenn V' ein Banachraum ist,
so heifit das System (v;);er eine Orthogonalbasis, falls es orthogonal ist und
es zu jedem v € V eine Familie (¢;)ier mit v = ;<7 civ; gibt.

Die Ringe D,.(H, K) mit der Norm HHT haben eine natiirliche Orthogo-
nalbasis, namlich

(Z%)gene

mit Z = (zg)1<a<d- Im Folgenden sollen weitere Orthogonalbasen fiir die
Norm HHT aufgezeigt werden.



2.2 Orthogonalbasen 39

2.2.1 Lemma: Sei 0 ¢ F C D,.(H, K) und sei zu jedem F =Y feZ° € F
ein Sp € N? so gewdhlt, dass HFHT = ‘fSF‘rSF gilt. Es existiere ferner fiir
alle paarweise verschiedenen

FoF =Y fis2°

mit i =1,...,m stets ein 1 <k <m, so dass fir alle i # k gilt (S, = Sk, )
[Fisi| e < ||Fi-

Dann ist F orthogonal.

Beweis: Sei F' = > \iF;. Zu zeigen ist HFHT = max; ‘/\z‘ HFZHT Der
Fall m = 1 ist trivial. Seien m > 1 und k wie oben. Falls ‘/\k‘ HFkHr <
max;L£ ‘)\z‘ HFZHT’ SO gilt

[F]l, = i AiFi], = max Aif |1 £5],

nach Induktionsvoraussetzung und auf Grund der strengen Dreiecksunglei-
chung. Falls ‘)\k‘ HF"CHT > maxXxk ‘)\Z‘ HFiHr’ so gilt, ebenfalls wegen der
strengen Dreiecksungleichung,

171, = el |1Fll, = masx |xif 125,

Sei also ‘)\k‘ HFkHr = max;£j ‘)\,‘ HF,HT Es gilt
m
F=Y"YN \NfisZz®
S i=1
und fiir alle ¢ # k nach Voraussetzung
Pifisilr® < ILIE], < DB, = Pefesy[r
Damit folgt erneut wegen der starken Dreiecksungleichung
171, = (22 Nifisi 7™ = P lr™ = [l [, = max [ni] £
Die Ungleichung HFHT < max; ‘)\Z‘ HFZHr ist trivial. Dies zeigt die Behaup-
tung. O
Man ordne nun N¢ auf eine solche Weise total an, dass die Abbildung
N - N
(si) +— Z S

ordnungserhaltend ist. In einer solchen Ordnung gibt es zu jedem S nur
endlich viele S’ mit S’ < S'.
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2.2.2 Lemma: Seien F und (Sp)pcr wie in (2.2.1). Fiir jedes F € F gelte
e = mgx {|Fl, = |7s}}

Ferner gebe es zu jedem S € N¢ ein F € F mit S = Sp. Dann ist F eine
Orthogonalbasis.

Beweis: Sei 0 # Q => gqsZ S Zu zeigen ist nur, dass Q im Abschluss des
von F aufgespannten Vektorraumes liegt. Seien

§' = mc{ @], = [as|r*}
und F € F mit Sp = S5’ etwa F =Y fsZ° . Seien

Q = Q—fF > qsz°

r

Sl

und S” = maXS{HQ’HT = ‘q’s‘rs}. Es gilt HQ’H HQH denn H]qczi
HQHT Falls HQ’HT = HQHT, so gilt aber S” < S’ denn ‘qs‘r < lgg/|r
fir S > 5" und ¢ = 0. Daher gelangt man in endlich vielen Schritten zu
einem Element Q' mit HQ’HT < HQHT und damit auch

|1, < & lel,

vergleiche hierzu die Ausfiihrungen nach Proposition 2.1.1. Wiederholte An-
wendung dieses Verfahrens zeigt dann, dass ) tatsdchlich im Abschluss des
von F aufgespannten Vektorraumes liegt. 0

Die beiden vorstehenden Lemmata sollen nun auf konkrete Elemente von
D,(H, K) angewandt werden. Sei hierzu fiir jedes 1 <a <d

F, =1log (14 z,) Z alz
leEN

Diese Elemente sind von besonderem Interesse, da sie unter der Fourier-
transformation einer Basis von h entsprechen und also U(h) erzeugen (vgl.
Abschnitt 1.8). Es seien

to = mpc (], = [0}
und mit diesen Bezeichnungen
F = {Zj*agngna | M,J e N0 < j, < za} .

Hier ist, wie schon zuvor, das Produkt in aufsteigender Reihenfolge zu ver-
stehen. Desweiteren definiere man Sp = (mgl, + j,) - Nach Konstruktion ist
die Abbildung F' — S injektiv.
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2.2.3 Lemma: FEs erfillt F die Bedingungen von Lemma 2.2.1 und 2.2.2.

Beweis: Zunichst gilt I, # 0 fiir alle a, da der Logarithmus keinen konstan-
ten Term hat. Sei F' =Y fsZ° € F mit F' = Z/ x+e_| F"a . Sei

l
F(;n“ = Zba,l'za'
l

Es gilt F =[], zj* - F;" + & mit |[¢]| < ||[F|| [ST02a, 4.2 und 4.3). Auf
Grund der Multiplikativitéit der Norm ist nun zunéchst die erste Bedingung
erfiillt, ndmlich
[Fll, = |fselr™
Weiterhin ist
F= 3% (H bavsa—ja> 75 +¢,
a

S .
saZJa

171, =TT fpama
a

Fiir alle S, fiir welche ein 1 < @ < d existiert mit sz > mglsg + jg gilt

11 [Basaie 11 [basa—sa
a a#a
und damit ‘fs‘?"s < HFHT Daher gilt fiir alle S’ mit HFHT = ‘fg/ 5" not-
wendigerweise s/, < mgyl, + jq fiir alle a, und daher S = Sp oder §' < Sp.
Sei nun S = (Mmgly + jo) mit 0 < j, < I, vorgegeben. Dann gilt fiir
F =27« *gzl E"e gerade Sp = 5. Dies zeigt, dass die Bedingungen aus
Lemma 2.2.2 erfiillt sind.
Seien nun paarweise verschiedene F; = f; 57 S fir 1 < i < m gegeben.
Falls nun ein 1 < k < m existiert, so dass fiir jedes i # k ein a existiert mit

also
roF

r? < |F],

T’S < ‘b&,mala

Ska = Mgalka + Jra > Mialia + Jiag = Sia

(Doppelindices hier in der naheliegenden Bedeutung), so liefert obiges, an-
gewandt auf S = Sy = Sk, und F = F; wegen Sy = (Mg alia + Jka)i<a<d
gerade

[Fisil % < |E], -
Zu zeigen ist also die Existenz eines solchen k. Hierzu beginne man mit
W ={1,...,m}. Seien zunichst a = 1 und

W' =<ieW|siq=maxsy, -
’ vew

Falls W/ nur aus einem Element besteht, so ist dies das gesuchte k , ansonsten
wiederhole man das Verfahren mit a + 1 und W’ anstelle von @ und W . Da
die S; paarweise verschieden sind, erhélt man nach endlich vielen Schritten
eine einelementige Menge, deren Element das gesuchte k ist. 0
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2.2.4 Korollar: Sei F' = (Fy)1<a<d. Dann gilt fir den topologischen Ab-
schluss von U(h) in D, (H, K)

0) = {3 anF™ | Jand 1], — 0}

Dieses ist ein abgeschlossener Unterring von D,(H, K). Hierbei sind die
Monome FM beziiglich * in aufsteigender Reihenfolge zu bilden.

Beweis: Die '™ sind (unter der Fouriertransformation) eine Basis von
U(h) und nach Obigem orthogonal. Dies zeigt die Formel fiir den Abschluss.

Da die Multiplikation stetig ist und U(h) ein Unterring ist, gilt dies dann
auch fiir den Abschluss. 0

2.2.5 Bemerkung: Das Lemma 2.2.3 gilt ebenso fiir
F':{zF&”“*ZJ | } )
der Beweis hierzu ist nahezu wortlich derselbe.

2.2.6 Korollar: D, (G, K) ist als Rechts- und als Linksmodul endlich und
frei dber U(h) .

Beweis: Da D, (G, K) endlich frei iiber D, (H, K) ist, kann G = H an-
genommen werden. Sei also Q € D,(H,K). Dann hat @ eine eindeutige
Darstellung

Q=> auF" 27 =>" (ZaLMFM) x 77

J M J \M

mit ‘a J, M‘ HF My 77 HT — 0 koendlich. Damit konvergieren fiir jedes J die
Sy asmFM e Uh) und es ist

{2710< o <lu}

ein freies Erzeugendensystem von links, ebenso sieht man, dass es auch eines
von rechts ist. 0O

2.2.7 Korollar: Es ist U(h) noethersch.

Beweis: Es ist D,.(H, K) eine treuflache noethersche U (h)-Algebra. 0
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2.2.8 Korollar: Jedes 0 # Q € D, (G, K) erfillt eine Gleichung

m .
Z aiQZ =0,
1=0

in welcher a; € U(g) und ag # 0 gelten.

Beweis: Falls ) iiberhaupt eine nichttriviale Gleichung erfiillt, so erfiillt
es auch eine mit ap # 0, da D, (G, K) ein Integritétsbereich ist. Gébe es
nun keine nichttriviale Gleichung fiir @, so wire (Q%);en Basis eines freien
U(g)-Moduls L von unendlichem Rang, enthalten in L' = D,(G, K), einem
freien Modul von endlichem Rang. Dies widerspricht der Tatsache, dass U(g)
ein noetherscher Ring ist. 0

2.2.9 Korollar: Jedes nichttriviale Links- oder Rechtsideal I von D, (G, K)
hat einen nichttrivialen Schnitt mit U(g) .

Beweis: Sei 0 # Q € I C D, (G, K). Dann gilt in der vorangegangenen
Notation
m
0+#ag= —ZaiQi GIOW.
i=1
Dies zeigt die Behauptung fiir Linksideale, die fiir Rechtsideale zeigt sich
ebenso. 0

2.3 Diagonalisierbarkeit

In diesem Abschnitt sind G, P,U etc. wie in Abschnitt 1.6 definiert.

Fiir r nahe bei 1 operiert, wie wir in Proposition 2.1.2 gesehen haben,
U(t) durch Einschrinkung der Operation von D, (G, K) stetig auf m(p) =
U(u) ® V' und damit auch auf dessen Abschluss in D, (U, K) @ V.

Fiir A € t* sei

m(p), = {v € m(p) | v = A()v fiir alle y € t}

der Gewichtsraum zu A. Es gilt

2.3.1 Lemma: Alle m(p), sind endlich dimensional.

Beweis: Wir haben gesehen, dass die FM fiir M € N®)™ eine Ortho-
gonalbasis von U (u) bilden. Sei v}, ... , v}, nun eine Orthogonalbasis von V.
Dann bilden die F™ @v] eine Orthogonalbasis von m(p) . Seien die v} zudem
als Gewichtsvektoren fiir t gewéhlt. Eine solche Basis existiert nach [Dix74,

7.2.1]. Dann sind die FM ® v/ zusitzlich Gewichtsvektoren [Dix74, 7.1.6
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(#)]. Es ist also jedes v € m(p) in eindeutiger Weise als Summe von Ge-
wichtsvektoren darstellbar, welche Teil einer Orthogonalbasis sind. Daher
gilt m(p), = (m(p),) fiir alle A. Die Réume m(p), sind allerdings sémt-
lich endlich dimensional, da GVMs als Hochstgewichtsmoduln immer diese
Eigenschaft haben [Maz00, 3.2.1 und 2.2.1]. 0

Es soll im Folgenden gezeigt werden, dass ein abgeschlossener U (t)-
Modul 0 # N C m(p) immer einen nichttrivialen Schnitt mit m(p) hat.
Hierzu wird die Theorie der U (t)-diagonalisierbaren Moduln nach [Féa99]
herangezogen. Diese ist in loc. cit. in grofler Allgemeinheit dargestellt, was
eine Reihe technischer Schwierigkeiten aufwirft, welche zu betrachten sich in
der hier vorliegenden Situation eriibrigt. Es sollen daher die entscheidenden
Resultate in vereinfachter Weise referiert werden.

Wir verlassen dafiir die sonstige Notation und bezeichnen mit V' einen
beliebigen K-Banachraum. Sei H eine endlich erzeugte kommutative K-
Algebra stetiger Endomorphismen von V' und A eine Menge von Gewichten,
d. h. eine Teilmenge der Menge der K-Algebrenhomomorphismen H — K*.
Ein Vektor v € V heifit ein Gewichtsvektor zum Gewicht A € A, falls
h(v) = A(h)v fiir alle h € H gilt. Mit V) bezeichnen wir den Raum der
Gewichtsvektoren zum Gewicht A .

Es erfiillt V' die Basisbedingung bzgl. A [Féa99, 1.5.10], falls jedes v € V'
eine Darstellung > . v) mit summierbaren vy € V) hat. Es erfiillt V' die
Zerlegungsbedingung bzgl. A [Féa99, S. 10], falls fiir jedes h € H die (auf
Grund der Stetigkeit der Operation beschrinkte) Menge A(h) C K von
endlich vielen Nebenklassen einer kompakten additiven Untergruppe C von
K iiberdeckt wird. Dies ist in unserer Situation allerdings immer erfiillt,
da K lokal kompakt ist. Es erfiillt nun V die Projektionsbedingung bzgl. A
[Féa99, S. 13], falls

e endlich viele hq,...,h; € H existieren, so dass fiir alle \, \' € A aus
A(h;) = N(h;) fiir alle ¢ schon A\ = X folgt, und dass

e eine kompakte additive Untergruppe C' C K existiert, so dass die
Menge (A(hi),...,A(hy)) € K* in einer einzelnen Nebenklasse von
C* enthalten ist.

Die Projektionsbedingung ist in unserer Situation ebenfalls immer erfiillt; in
ihrem ersten Teil, da H endlich erzeugt ist, in ihrem zweiten Teil, wie schon
zuvor, da K lokal kompakt ist.

2.3.2 Proposition: [Féa99, 1.3.12] Sei V' ein K-Banachraum und H eine
endlich erzeugte Algebra stetiger Endomorphismen von' V' . Sei A eine Menge
von Gewichten und es erfille V' die Basisbedingung beziiglich A . Dann gilt

e Die Darstellung als Reihe von Gewichtsvektoren ist eindeutig, die Pro-
jektion Py auf die A\-Komponente fiir jedes N € A ein stetiger H-
Modulhomomorphismus.
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e H hat aufler den Gewichten in A keine weiteren.

o Jeder H-invariante abgeschlossene Untervektorraum enthdlt auch alle
Gewichtskomponenten seiner Elemente.

o Es sei co(Vaep) der Raum der Abbildungen A — V mit HU)\H — 0
koendlich. Dann sind die Abbildungen (vy)aea — Y. v und und v —
(P\(v))aen zueinander inverse Isomorphismen zwischen co(Viea) und
V' . Das Bild eines abgeschlossenen H-Untermoduls U C V ist dabei
co(Uxen) -

E's seien zusdtzlich alle V, endlich dimensional. Sei Vo der von allen Ge-
wichtsvektoren aufgespannte abstrakte Untervektorraum von V . Dann be-
steht eine Inklusionen erhaltende Bijektion

{Abgeschlossene H—invam’ante} o {Abstmkte ‘H-invariante Un—}

Unterrdume von V terraume von Vg
U UnVg

—

w w

Da jedes F' € m(p) als Reihe von Gewichtsvektoren fiir U(t) darstellbar
ist, m(p) also die Basisbedingung erfiillt, liefert die vorstehende Proposition,

angewandt auf H = U(t), in dieser Situation:

2.3.3 Korollar: Sei 0 # N C m(p) ein abgeschlossener U (t)-invarianter
Vektorraum. Dann gilt N N"m(p) # 0.

2.4 Gewichtsvektoren in D, (U, K)

In diesem Abschnitt sind G, U, P etc. wie in Abschnitt 1.6 definiert. Es ope-
riert Ty auf V' durch p diber einen Charakter.

Sei vf,..., v}, eine Basis von Gewichtsvektoren von V fiir die Operation
von t. In Abschnitt 2.3 haben wir gesehen, dass mit der Bezeichnungsweise
von Korollar 2.2.4 die Monome FM®uv! in U(u)®V’ Gewichtsvektoren fiir die
Operation von t sind und eine Orthogonalbasis von U (u)®V” bilden. Sie sind
allerdings auch im Wesentlichen die einzigen Gewichtsvektoren iiberhaupt.
Dies soll in diesem Abschnitt gezeigt werden.

Sei | € N*. Dann normalisiert 7(;) die Gruppe U . Da die Produktab-
bildung auf U sogar algebraisch eine Karte ist, ist sie auch fiir U eine glo-
bale Karte. Daher ist die Gruppe UT(; als Varietét isomorph zu 7Zj fiir
e = dim(UT{;)) . Wir wollen fiir hinreichend grofie / die Definition des Rin-
ges Dy, (UT), K) rechtfertigen, miissen also die analytische Angepasstheit
nachweisen. Zunéchst entnimmt man Abschnitt 1.5, dass beziiglich der Che-
valleybasis die Multiplikation auf U durch Polynome mit ganzen Koeffizien-
ten gegeben ist. Fiir hinreichend grofle [ respektiert zudem die Multiplikation
auf T(;) nach Lemma 1.3.10 konvergente Potenzreihen auf T{;) , ebenso wie
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die Konjugation mit Elementen in T{;) konvergente Potenzreihen auf UT{;) .
Dies zeigt die erste Bedingung von Definition 1.3.1 (mit G = H = UTy in
der dortigen Notation). Da UT;) nur eine Nebenklasse hat, ist die zweite
Bedingung trivial.

Es operiert T auf U durch Konjugation, und damit D(7, K') auf D(U, K)
(dies entspricht der Induktion des trivialen Charakters von T nach TU). Es
existieren nun lokal analytische Projektoren 7y und 71, von UT(y nach U
bzw. T(;) mit der Eigenschaft, dass fiir alle g € UT{;) gilt

g=rmu(g) - 7TT(z)(g) .

Da die beiden Projektoren 7y und 7, offensichtlich konvergente Potenz-
reihen respektieren, ebenso wie Multiplikationen mit Elementen aus UT|;),
ist (T(l),U ) ein UT, (n-angepasstes Paar. Desweiteren ist die triviale Dar-
stellung trivialerweise ebenfalls UT|;)-angepasst, wodurch gesichert ist, dass
Dy, (UTyy, K) auf Dy (U, K) operiert.

2.4.1 Proposition: Fir hinreichend grofie r liegt jeder U (t)-Gewichtsvektor
Q von D (U K)@ V" inU(u)V'.

Beweis: Man kann annehmen, dass ) sogar ein 7(;)-Gewichtsvektor ist,
indem man die Taylorentwicklung der Operation betrachtet und ggf. | ver-
groflert. Ebenso kann angenommen werden, dass V' fiir T(;) diagonalisierbar
ist, denn V ist Ty-diagonalisierbar nach Voraussetzung und t N r-diagonali-
sierbar, weil V' ein endlich dimensionaler t-Modul ist. Daher kann ange-
nommen werden, dass V' eindimensional, mithin p ein Charakter ist. Die
Aussage ist nun von p nicht abhingig, so dass weiterhin p = 1 angenom-
men werden kann. Es operiert dann also D,.(T(;), K') auf D, (U, K) vermoge
Konjugation. Es sei  so gro8 gewéhlt, dass D, (G, K) nach D¢, (G, K) ein-
bettet. Dies ist auf Grund der Kofinalitét der D¢, (G, K') und der Injektivitét
der Abbildungen D, (G, K) — D, (G, K) moglich. Wir betrachten deswei-
teren die Abbildung von Dg,ny (U, K) nach Dy (U, K). Diese ist injektiv,
da C3'(U, K) dicht in C&~; (U, K) liegt. Nach dem oben Gesagten operiert
Dy, (UTpy, K) auf Dy (U, K) . Alle betrachteten Abbildungen sind 7{;)-
dquivariant, es geniigt daher zu zeigen, dass Dy (U, K) aufler den genannten
keine weiteren T(;)-Gewichtsvektoren hat.

Die Operation von T(;) hat in dieser Situation jedoch eine einfache Ge-
stalt. Wir verwenden nicht die Fouriertransformation, sondern betrachten
die Operation auf C3#(U, K) direkt. Sei f € C3*(U, K) mit f = Y gagX?
fiir S € N®™™ und ‘as‘ — 0. Sei t € T(;). Dann gilt

tf(X) = ZGSHa(t_l)s“XS.
S «

Wir fithren die Bezeichnung A(S,t) = [[, a(t)®* ein. Sei F' € Dy (U, K) ein
Gewichtsvektor, etwa zum Gewicht . Es hat I die Form F = Y. ¢bsZ°
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mit beschrankten Koeffizienten bg und ZS(XS/) = dg,5 . Seien nun S, 5’
mit A(S,-) # A(S’,-) und bg, bgs # 0. Es gilt

bs—by = F(X5—x%)
= MO TLUF(A(S, XS — A, ) X))
= A1) H(bgA(S, ) — bsr A(S, 1))

fiir alle ¢, also
bs — by = bsA(t)"LA(S, ) — b M(t) TTA(S' 1)

Es folgt, falls bg — bgr = 0 gilt, wegen der linearen Unabhéngigkeit von
Charakteren schon bg = bgr = 0 im Widerspruch zur Annahme, und falls
bg —bgs # 0 nach Division der Gleichung durch bg — bgs aus gleichem Grund
A A(S,)) = 1 oder A7t A(S',-) = 1. Sei etwa letzteres der Fall. Dies
bedingt dann

bg = bsA 1. A(S, ")

und dies wegen bg # 0 ebenfalls A= - A(S,-) = 1, erneut im Widerspruch
zur Annahme.

Es existieren aber zu gegebenem S nur endlich viele S’ mit A(S,-) =
A(S’,-) . Es bezeichne némlich [(«) die Linge einer Wurzel « beziiglich A .
Dann folgt in dieser Situation

Z Sal(a) = Z shl(a)

da A eine freie Gruppe von vollem Rang in X*(¥) erzeugt. Diese Bedingung
ldsst aber nur endliche viele s, zu. Damit ist gezeigt, dass

F= Y gz
A(S/v'):-A(Sv')
fiir ein S gilt. Dies ist aber genau die Behauptung. 0

2.4.2 Proposition: Firr hinreichend nahe bei 1 hat jeder nichttriviale U (t)-
invariante D, (U, K)-Untermodul (und damit jeder D, (TU, K )-Untermodul)
von D, (U, K) ® V' einen nichttrivialen Schnitt mit U(u) @ V' .

Beweis: Sei v],...,v; eine Basis aus Gewichtsvektoren fir U(t). Jeder
der Rédume D, (U, K) ® v} ist ein U (t)-invarianter D, (U, K )-Untermodul und
die Projektionen

pr; : D, (U,K)® V' — D, (U, K) ® v,

sind U(t)- und D, (U, K)-Modulhomomorphismen. Sei 0 # M C D, (U, K) ®
V'. Setze M; = pr;(M). Falls M; # 0 fiir ein 1 < i < k gilt, so folgt
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aus Korollar 2.2.9 zunichst M; N (U(u) ® v}) # 0 und nach Korollar 2.3.3
sogar M; N (U(u) ® v}) # 0. Damit enthélt M; einen von Null verschiedenen
Gewichtsvektor in U(u) @ V.
Man setze
M® = ﬂ ker(pr;) N M
k<1

und betrachte die Filtrierung 0 = M*+t) € ... ¢ M = MM Sei 1 <
i < k so gewiihlt, dass 0 = M) C MG £ 0 gilt. Es gibt dann also ein
F € M® derart, dass pr;(F) # 0 ein Gewichtsvektor in U(u) ® v} ist, etwa
A, pry(F) = Cypr;(F) fiir alle A € U(t). Golte nun pr;(F) ¢ U(u) @ vj
fiir ein ¢ < j < k, so gédbe es nach Proposition 2.4.1 ein A € U(t), fur
welches A x, pr;(F) kein skalares Vielfaches von pr;(F') ist. Dann gilt aber
0% (A—Cy) %, F € M0+ =0, ein Widerspruch. 0O

2.5 Hauptsatz

In diesem Abschnitt sind G,U, P etc. wie in Abschnitt 1.6 definiert. Fiir die
endlich dimensionale Darstellung p von P gilt, dass Ty tber einen Charakter
und U™ trivial operiert.

Unter den gemachten Voraussetzungen sind M(p) ein D(G, K)-Modul
(Abschnitt 1.1), m(p) € M(p) ein U(g)-Modul (Abschnitt 1.7) und diese
sind mit der Einbettung U(g) — D(G, K) vertriglich. Es gilt nun

2.5.1 Lemma: FEs sei m(p) ein einfacher U(g)-Modul. Dann ist fir r hin-
reichend nahe bei 1 der D,.(G, K)-Modul D,.(U, K) @ V' einfach.

Beweis: Sei 0 # M, C D, (U, K) ® V' ein (automatisch abgeschlossener)
D, (G, K)-Modul. Nach Proposition 2.4.2 gilt dann M, N (U(u) @ V') # 0
und nach 2.3.3 weiter M, N (U(u) @ V') # 0. Da m(p) einfach ist, folgt
m(p) € M, . Linksmultiplikation mit D, (U, K) liefert M, =D, (U, K) @ V'.
U

Damit und mit Proposition 2.1.3 folgt nun sofort der folgende

2.5.2 Satz: Es sei m(p) ein einfacher U(g)-Modul. Dann ist M(p) ein ein-
facher D(G, K)-Modul.

Die Bedingung, dass m(p) einfach ist, ist nun in der Tat generisch erfiillt,
man vergleiche hierzu die Propositionen 1.7.1 bzw. 1.7.3.
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2.6 Ein alternativer Beweis

In diesem Abschnitt soll, wie oben angedeutet, skizziert werden, wie der
Beweis des Hauptsatzes auch nur unter Verwendung der in der vorliegenden
Arbeit eingefithrten Mittel gefiihrt werden kann, also ohne Verwendung der
Ringe D, (G, K) . Wir kehren dafiir auch zu der in Abschnitt 1.8 gegebenen
Definition von D, (U, K) zuriick.

Der Abschnitt iiber Orthogonalbasen (2.2) bleibt unveréndert mit der
Ausnahme, dass die allgemeinen Gruppen G bzw. H durch die spezielle
Gruppe U ersetzt werden muss.

Der Abschnitt iiber Diagonalisierbarkeit kann ebenfalls erhalten bleiben,
wenn man zeigt, dass die Operation von t auf u® V"’ stetig ist. Dies soll unten
geschehen. Man beachte nun, dass fiir den Beweis von Lemma 2.4.1 ohnehin
nach dem ersten Schritt auf D, (T, K') bzw. D, (G, K) verzichtet wird.

Damit sind die Vorbereitungen abgeschlossen. Der Hauptsatz beweist
sich dann folgendermaflen.

Beweis: Sei 0 # F' € M(p) . Fiir ein geeignetes r hinreichend nahe bei
1 bettet D, (U, K) @ V' nach Dy(U, K) ® V' ein, auf dem Dy (G, K) ope-
riert. Sei M, der von F erzeugte U (t)-invariante D, (U, K)-Untermodul von
D,(U,K) ® V'. Als Untermodul eines endlich erzeugten Moduls iiber einer
noetherschen Banachalgebra ist dieser abgeschlossen. Es gilt daher

M, NU@W V' #£0.
Wie zuvor gilt auch hier wegen der t-Diagonalisierbarkeit
M, N (U)o V') #0.

Damit folgt, weil m(p) als U(g)-Modul einfach ist, dass der von F erzeugte
Dy (G, K)-Untermodul von Dy (U, K) ® V' schon m(p) enthélt und daher
mit Dy (U, K) ® V' iibereinstimmt. Fiir H — 0 kann nun Proposition 1.4.2
zur Anwendung kommen. Damit ist dann der Beweis vollsténdig gefiihrt.

Es bleibt die Stetigkeit der Operation von t auf U(u)®@V’ C D, (U, K)@V’
unabhéngig von der Existenz von D, (G, K) zu zeigen.

Sei [ € N*. Es gilt G; = Zg vermoge einer Karte, welche die Wur-
zeluntergruppen und 7{;y respektiert. Sei ®' eine Menge mit dim(7") vielen
Elementen. Es seien r, € u, fir a € ® bzw. z, € t fiir « € ® diejenigen
Elemente, welche unter der Karte der 1 der Liealgebra von Z, entsprechen.

Falls a € ®(T)~ gilt, so entspricht unter der Fouriertransformation g,
gerade F,, . Fiir alle [ <1’ € N* ldsst sich auf die Abbildung

Ad: Gl X Gl/ — Gl/
(9.:h) +—— ghg™
das Lemma 1.3.9 anwenden. Insbesondere gilt

[E+11 = ITaAd) <1
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2.6.1 Lemma: Seir hinreichend nahe bei 1 und

L = max {aerg?%()_ {HFCVHT} ’aeér(r%}iué’ { HP’(?a)H }} .

Dann gilt fir alle o und alle G € m(p)
[ea o G, < LGl

Insbesondere ist die Operation *, von U(g) auf m(p) stetig beziglich HHT

und dehnt sich daher zu einer solchen auf m(p) aus.

Beweis: Es geniigt, die Behauptung fiir Monome FM @' € U(u) @ V'
zu zeigen. Falls M = 0, so gilt

F,®v fallsa e ®(T)”

FM / —
fa xp (F7 @ V) { 1® p'(xa)v" sonst

Dies zeigt die Behauptung in diesem Fall. Sei also FM = Fg * FM' und die
Behauptung fir FM' @ v/ gezeigt. Dann gilt

La *p (FM @) = ([ta, Fg] + Fg * ta) *, FM 4.
Es gilt nach Obigem

a-totrp fallsa+pe ®(Y)

[ta, Fg] = [ta 28] = { Z Aqla Sonst
aed’

mit a,a, € K und ‘a‘, ‘aa‘ < 1. Es folgt vermoge Induktionsvoraussetzung
und der Multiplikativitit von

H;a x, (FM ® v’)HT = H[;a,;g] 1 FM' @0 + Fgxre %, FM @ U/HT
ma {L|FY & o] LRy, 7 0] )
=< LHFM®U/H7"

IN

letzteres, wenn man r mit 7507 > ‘p‘ = % wiahlt, da dann HFﬁHr > 1 gilt.
O
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