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Notationen

Wir bezeichnen mit K stets einen lokalen Koérper, womit wir einen vollstandig,
diskret und nicht archimedisch bewerteten Korper meinen. Es sei stets O der
zugehorige diskrete Bewertungsring und 7 sei ein uniformisierendes Element aus
dessen maximalen Ideal m. Wir setzen j : Spec K —— Spec O fiir die kano-
nische offene Immersion. SchlieRlich sei & := Oy /m der Restklassenkdrper von
Ok und i : Spec k —— Spec O die entsprechende abgeschlossene Immersion.
Im Fall, dass der Restklassenkorper k nicht perfekt ist, ist dessen Charakteristik
char(k) positiv und sei mit p bezeichnet.

Mit K™ bezeichnen wir die maximale unverzweigte Erweiterung von K in

einem festgewahlten separablen Abschluss K*? von K. K™ ist wieder ein loka-
ler Kérper und sein diskreter Bewertungsring Oenr ist eine strikte Henselisierung
von Of, weshalb wir diesen mit O3 bezeichnen werden.
Wenn wir fiir abelsche Garben auf dem étalen Situs iiber Spec Ox die Halme
betrachten, verwenden wir die Bezeichnungen 7 fiir einen geometrischen Punkt
tiber Spec K und 5 fiir einen geometrischen Punkt iiber Spec k& und identifizieren
den Limes der étalen Umgebungen von 77 mit Spec K*°°? und den Limes der étalen
Umgebungen von 5 mit Spec O3

Fiir eine endliche, separable Erweiterung L/K, welche stets als Teilerweite-
rung von K*?/K angenommen sei, ist L wieder ein lokaler Kérper in obigem
Sinn. Die maximale unverzweigte Teilerweiterung von L/K bezeichnen wir mit
K,,.. Fiir L betrachten wir das Kompositum L™ von L mit K™ . Dieses Kompo-
situm ist der maximale unverzweigte Abschluss von L in K*°". Die Inertiagruppe
(synonym: Tragheitsgruppe) von Gal (L/K) bezeichnen wir mit I x. Sie ist
der Kern der kanonischen Abbildung Gal (L/K) — Aut,(l). Die Inertiagrup-
pe von Gal (K*/K) wird mit I bezeichnet. Wenn keine Verwechselungen zu
befiirchten sind, schreiben fiir Ix auch nur I.

Fiir ein Schema S bezeichnen wir die Faser eines S-Schemas 7' in einem
Punkt s € S mit T,. Einen Basiswechsel eines Schemas T iiber einer affinen



Basis Spec R mit einem affinen R-Schema Spec R’ schreiben wir aber meist als
Tensorprodukt T'®pr R'. Fiir ein Spec Og-Schema T bezeichnen wir die generi-
sche und die spezielle Faser als Tx resp. 7. Analog wird ein Basiswechsel von
Spec K nach Spec L meist nur mit dem Index -7 angedeutet und wir schreiben
fiir die Weil-Restriktion von Spec R' nach Spec R nur R /g (+).

Wie iiblich bezeichnet G,y die multiplikative Gruppe iiber dem Schema U.
Ist U affin, etwa Spec R, so schreiben wir nur G, r. Fiir einen algebraischen
K-Torus T' bezeichnen wir die Charaktergruppe Hom sco_crp (Tcscr, Gy reser )
mit X (7). Diese ist ein stetiger Gal (K*®/K)-Modul. Fassen wir die Charak-
tergruppe als abelsche Garbe auf, so schreiben wir dafiir X (7). Diese Garbe ist
genauer die Garbe der rationalen Charaktere.

Garben sind in dieser Arbeit stets abelsche Garben. Mit dem étalen Situs
meinen wir den kleinen étalen Situs wie in [M] Il §1 definiert. Der glatte Situs
iiber einem Schema X besteht aus der Kategorie der glatten X-Schemata mit
surjektiven Familien von glatten Morphismen als Uberdeckungen.

Néron-Modelle werden wir mit kalligraphischen Buchstaben bezeichnen. Ist
also S ein Dedekind-Schema und 7 das Schema der generischen Fasern von S,
dann wird das Néron-Modell einer glatten, separierten algebraischen 7-Gruppe
G, mit G bezeichnet. Fiir einen Punkt s € S wird die Komponentengruppe des
glatten s = Spec k(s)-Schemas G, mit ®(G;) bezeichnet.

Wenn G, sogar kommutativ ist, kénnen wir das Néron-Modell auch als abelsche
Garbe auf dem glatten oder étalen Situs iiber S betrachten. Diese Garbe |3sst
sich kanonisch mit j,.G), identifizieren, wobei j : ) —— S die kanonische offene
Immersion ist.

Fir einen algebraischen K-Torus T' werden wir jedoch fiir die Komponentengrup-
pe ®(7y) der speziellen Faser des Néron-Modells abkiirzend ®(T") schreiben. Dies
sollte zu keinen Verwirrungen fiihren konnen, da ein K-Torus als Schema iiber
K stets zusammenhangend ist.



Einleitung

Sei K ein lokaler Korper, womit wir einen diskret und nicht archimedisch be-
werteten vollstindigen Korper meinen. ! In dieser Arbeit werden (Ift-)Néron-
Modelle von algebraischen K-Tori iiber Spec O untersucht, insbesondere soll
deren Komponentengruppe beschrieben werden. Da Komponentengruppen fa-
sernweise definiert werden und unter Komplettierung invariant sind, dehnen sich
unsere Beschreibungen auch auf globale Néron-Modelle aus, da wir keine Ein-
schrankung an den Restklassenkdrper machen.

Unser Interesse an diesem Problem beruht darauf, dass Néron-Modelle von al-
gebraischen Tori zu den Grundbausteinen von Néron-Modellen im Allgemeinen
gehoren, denn jedes kommutative algebraische K-Gruppenschema lasst sich als
sukzessive Extension von Gruppenschemata schreiben, welche abelsche Varieta-
ten, unipotente Gruppenschemata oder Gruppenschemata von multiplikativem
Typ sind. Weiterhin tauchen algebraische Tori bei der rigid-analytischen Uni-
formisierung von abelschen Varietaten auf, weshalb Néron-Modelle von algebrai-
schen Tori auch bei der Beschreibung von Néron-Modellen von abelschen Varie-
titen hilfreich sein kdnnen (s. z.B. [B-X] §5 ).

Sei also T ein algebraischer K-Torus. Ein Néron-Modell 7 von T iiber Ok
existiert immer und ® sei die Komponentengruppe der speziellen Faser 7;. Unter
der Voraussetzung, dass k perfekt ist, konnte Xavier Xarles in seiner Arbeit [X]
eine Beschreibung von ® angeben. Er zeigte in [X] Thm. 2.1 und [X] Thm. 3.1
natiirliche Isomorphismen

Homy (®,7) = H%(I, X)

Exty(®,7Z) = H'(I, X)
® =< coker (Homy (X", Z) — Homy, (M, 7)) :

Yn der algebraischen Zahlentheorie und der arithmetrischen Geometrie wird ein lokaler
Koérper im Allgemeinen restriktiver definiert: Dort wird gefordert, dass der Restklassenkdrper
k von O perfekt oder sogar endlich ist. Uns interessiert allerdings gerade der Fall, dass k
nicht perfekt ist.
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wobei X die Charaktergruppe von T ist, I die Inertiagruppe von Gal (K*?/K)
und M und X' lassen sich aus einer I-azyklischen und torsionsfreien Auflésung
von X bestimmen (s. loc. cit.).

Diese Beschreibung, die Ergebnisse von L. Bégueri ([Be] Thm. 7.2.1 und 7.2.2)
verallgemeinert, beweist Xarles mit kohomologischen Methoden. Er fasst das
Néron-Modell als Garbe j, T auf dem étalen und dem glatten Situs iiber O
auf und zeigt, dass R'j,T als étale Garbe trivial ist und als glatte Garbe im
Fall multiplikativer Reduktion trivial ist. Dadurch erhalt er aus einer kurzen
exakten Sequenz von algebraischen Tori eine kurze exakte Sequenz von deren
Néron-Modellen. Auf die Sequenz der Néron-Modelle wendet er den Funktor
Hom(-,4,7Z) an.

Nun gibt es fiir ¢ = 0 in der étalen Topologie und fiir i = 0,1 in der glatten
Topologie einen natiirlichen Isomorphismus

R'Hom(T,i,Z) = R'Hom 7 (®,Z) .

So erhdlt Xarles insgesamt eine lange exakte Sequenz mit den freien Anteilen
Homz (®, Z) und den Torsionsanteilen Exty,(®, Z) der Komponentengruppen der
betrachteten Tori. Mit solchen Sequenzen kann er seine Beschreibung durch Zu-

riickfiihrung auf den Fall eines Torus 7' mit multiplikativer Reduktion sowie auf
dem Fall ' = R 1/ (G 1) beweisen.

Die obige Beschreibung ist fiir nicht perfekten Restklassenkérper im Allgemei-
nen nicht mehr giiltig. Dies spiegelt sich im Beweisweg von Xarles darin wider,
dass fiir nicht perfekten Restklassenkdrper R'j, T in der étalen Topologie nicht
mehr trivial sein muss.

Wir werden in der allgemeinen Situation folgende Aussagen zeigen: Die Beschrei-
bung nach [X] Thm. 3.1 iibertragt sich auf algebraische Tori, welche nach einer
zahm verzweigten Erweiterung zerfallen. Die Giiltigkeit der Beschreibung gemaR
[X] Thm. 3.1 ist vertraglich mit der Bildung von Weil-Restriktionen beziiglich
endlicher separabler Erweiterungen von K. Die Beschreibung des freien Anteils
gemalB [X] Thm. 2.1 bleibt giiltig fiir algebraische Tori, welcher nach einer nicht
residuell verzweigten Erweiterung zerfallen. Fiir diese Tori ist die Beschreibung
des freien Anteils auch natiirlich, sprich mit Homomorphismen vertraglich. Der
zu p prime Anteil der Komponentengruppe |3Rt sich allgemein mit [X] Thm. 3.1
beschreiben, d.h. der dort angegebene Isomorphismus gilt in der Kategorie der
stetigen Z[p!|[G x]-Moduln.

Man kann algebraische Tori konstruieren, die erst nach einer residuell verzweigten
Erweiterung zerfallen und Gegenbeispiele zu den Behauptungen von [X] Thm 2.1
liefern. Im Allgemeinen I&Bt sich der freie Anteil als eine Extension einer endlichen
p-Gruppe mit X (T')" beschreiben. Der Torsionsanteil der Komponentengruppe
wird stets von der Ordnung der Tragheitsgruppe einer Zerféllungserweiterung
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annulliert. Dieselbe Abschitzung gilt auch fiir H' (1, X(T)). Fiir Norm-Tori
beziiglich endlicher, zyklischer galoisscher Erweiterungen wird der Torsionsanteil
hdchstens kleiner.

Unsere Untersuchungen der Néron-Modelle algebraischer Tori sind wie folgt
strukturiert:
Im Kapitel 0 behandeln wir einige Grundlagen. Wir erlautern lokale und globale
Néron-Modelle. Wir zeigen, dass man fiir ein Schema S und ein glattes, kommu-
tatives S-Gruppenschema G die Komponentengruppe einer Faser G, mit s € S
schon durch die von G und von der Einskomponente G° dargestellten Garben
auf dem glatten resp. étalen Situs iiber S bestimmen kann.
Ferner wiederholen wir Definitionen und Eigenschaften von diagonalisierbaren
Gruppenschemata und von Gruppenschemata von multiplikativen Typ. Wir be-
trachten die Cartier-Dualitdt, mit der wir Weil-Restriktionen von algebraischen
Tori auf den Charaktergruppen als Induktion von Galoismoduln beschreiben kén-
nen. Wir beweisen auch, dass die Cartier-Dualitat kurze exakte Sequenzen von
torsionsfreien Charaktergruppen in kurze exakte Sequenzen beziiglich der glatten
resp. étalen Topologie iiberfiihrt. AbschlieRend erldutern wir noch mal ausfiihr-
licher den Beweisgang von Xarles [X].
Im Kapitel 1 betrachten wir spezielle algebraische Tori, fiir die wir die Néron-
Modelle ziemlich explizit bestimmen kdnnen: Algebraische Tori mit multiplika-
tiver Reduktion lassen sich mit Galois-Descent auf die Konstruktion des Néron-
Modells der G,, i zuriickfiihren. Fiir Weil-Restriktionen von algebraischen Tori
zeigen wir, dass die Weil-Restriktion mit der Bildung der Einskomponente des
Néron-Modells vertraglich ist, so dass das gleiche fiir die Komponentengruppe
gilt. SchlieRlich konstruieren wir die spezielle Faser des Néron-Modells eines
Norm-Torus beziiglich einer zyklischen, galoisschen Erweiterung von Primzahl-
grad. Dies verallgemeinert eine Rechnung aus [L-L] §5 und liefert erste Gegen-
beispiele zu einer Verallgemeinerung der Beschreibung aus [X].
Im Kapitel 2 gehen wir zuriick in die allgemeine Situation und zeigen, dass die
Komponentengruppe eines lokalen Néron-Modells G einer kommutativen glatten
algebraischen K-Gruppe Gk endlich erzeugt ist. Dies beantwortet eine Frage
von Lorenzini ([L-L] 1.3). Hierzu zeigen wir, dass wir einer kurzen (in der glatten
Topologie iiber Spec Ok ) exakten Sequenz

0 - G1 - Go - G3 -0
von Néron-Modellen eine kurze exakte Sequenz
0 - d > O((G2),) — ©((G3),) — 0

der Komponentengruppen zuordnen kdnnen, wobei ® ein Quotient von ®((G,),)
ist. Die Aussage der endlichen Erzeugtheit bekommt man dadurch, dass man die
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kurze exakte Sequenz zur Einbettung des maximalen Torus mit multiplikativer
Reduktion in GG betrachtet. Diese induziert eine kurze exakte Sequenz der [ ft-
Néron-Modelle. Mit dem Argument oben ist dann ®(Gy,) eine Extension einer
endlichen Gruppe mit einer endlich erzeugten torisonsfreien Gruppe, also endlich
erzeugt. Mit der Konstruktion des Néron-Modells einer Untergruppe sehen wir,
dass in obiger Situation ® ein Quotient nach einer endlichen Untergruppe von
®((G1),,) sein muss.

In Kapitel 3 befassen wir uns mit integralen Modellen von algebraischen Tori.
Dies seien Ox-Modelle von K-Tori, welche flache, separierte Oy-Gruppen sind.
Hierunter fillt das ft-Néron-Modell von Chai und Yu ([ChYu]), aber auch das
Standard-Modell, welches von Moroz, Voskresenskii, Kunyavskii und Popov be-
trachtet wird. Um diese Literatur nutzbar zu machen, ordnen wir diese Modelle
in die Theorie der Néron-Modelle ein.

Da der Torsionsanteil der Komponentengruppe ®(Gy) der speziellen Faser eines
[ ft- Néron-Modells G einer kommutativen glatten algebraischen K-Gruppe end-
lich ist, finden wir eine offene glatte Untergruppe G/* von endlichem Typ iiber
Ok in G, welche in der speziellen Faser genau die Zusammenhangskomponenten
enthalt, die den Torsionsanteil der Komponentengruppe induzieren.

Diese Untergruppe definieren wir als ft-Néron-Modell und zeigen, dass dieses
Modell eine Liftungseigenschaft fiir gewisse étale Punkte besitzt, eine Abbildungs-
eigenschaft dhnlich der Néronschen Abbildungseigenschaft hat und mit étalem
Basiswechsel und der Bildung der Weil-Restriktion vertraglich ist. Fiir algebrai-
sche Tori stimmt unsere Definition selbstverstandlich mit der Definition von Chai
und Yu iberein.

Das Standard-Modell eines Torus 1" wird von Voskresenskii et. al. mit dem
schematischer Abschluss von 1" unter der Einbettung

T— Rk (TL) 2Rk (Gd ,L) — Ro, 0k (ng,oL)

m

fur eine Zerfallungserweiterung L/K von T identifiziert ([V-K-M] §5 Prop. 6).
Somit ist dessen Glattung gleich dem ft-Néron-Modell. Mit einer Idee aus [Edi]
konnen wir hieraus ein Kriterium dafiir ableiten, wann ein Monomorphismus al-
gebraischer Tori eine abgeschlossene Immersion der Néron-Modelle induziert.
Fir einen algebraischen Torus T kdnnen wir das ft-Néron-Modell mit der étalen
Garbe Hom(j. X(T'), G0, ) identifizieren, wodurch wir ein tieferes Verstandnis
der Xarlesschen Beschreibung der Tori mit multiplikativer Reduktion erhalten.
Zusammenfassend konnen wir feststellen, dass die ft-Néron-Modelle schon die
Einskomponente und den Torsionsanteil des [ f¢-Néron-Modells beschreiben und
somit wegen ihrer prinzipiell leichteren Berechenbarkeit von Nutzen sind.

Nach diesem Exkurs analysieren wir in Kapitel 4 die Garbe R'j,T in der étalen
und glatten Topologie. Diese Garbe ist stets eine p = char(k)-Torsionsgarbe.
Zerfillt T nach einer zahm verzweigten Erweiterung, so gilt R'j,7 = 0. Als



Erginzung beschreiben wir die Funktoren j, und R'j, fiir étale Gruppen.
Im Kapitel 5 verallgemeinern wir Ansatze aus [X], [B-X] und [L-L]. Wir zeigen,
dass fiir = 0,1 in der glatten Topologie

R'Hom(T,i,C) = R'Hom 7 (®, C)

gilt, wenn C' eine konstante, torsionsfreie abelsche Garbe ist. In Analogie zu [X]
untersuchen wir den torsionsfreien Anteil der Komponentengruppe, den wir nur
noch mit einer exakten Sequenz

0 X(T)' — Homy (®,Z) —— E(T) 0
beschreiben konnen, wobei E(T) ein endlich erzeugter p-Torsionsmodul ist, den
wir als den Storterm bezeichnen.

Der Stérterm l3sst sich als Komponentengruppe einer Untergarbe von R'j, T" fiir
einen geeigneten Torus T" schreiben. Als abelsche Gruppen bleiben Hom 7 (®,Z)
und X (T)! isomorph, kénnen aber nicht isomorphe Galoismodulstrukturen tra-
gen. Somit sind auch die von Homomorphismen algebraischer Tori induzierten
Abbildungen der freien Anteile der Komponentengruppen nur noch iiber die obi-
gen Sequenzen beschreibbar.

Wir betrachten auch die Moglichkeiten, aus einer exakten Sequenz von Néron-
Modellen von algebraischen Tori exakte Sequenzen von Komponentengruppen zu
konstruieren. Durch Verfeinerung der Resultate aus dem zweiten Kapitel erhal-
ten wir eine Verallgemeinerung der Beweisidee aus [X] 3.1 und kdnnen sowohl
die Komponentengruppe von Norm-Tori weiter beschreiben als auch zeigen, dass
Storterme fiir algebraische Tori, welche nach einer nicht residuell verzweigten
Erweiterung zerfallen, trivial sind.

Im letzten Kapitel liefern wir soweit moglich eine Beschreibung der Komponen-
tengruppe. Fiir algebraische Tori T, welche nach einer zahm verzweigten Er-
weiterung zerfallen, kdnnen wir wegen R'j, T = 0 in der glatten Topologie die
Resultate aus [X] tibertragen. Fiir algebraische Tori, welche nach einer nicht resi-
duell verzweigten Erweiterung trivialisieren, gilt noch die Beschreibung des freien
Anteils. Da in diesem Fall aber das Néron-Modell kein exakter Funktor mehr ist,
konnen wir bislang den endlichen Anteil nur als eine Extension

0 —— H'(I, X(T)) — Exty(®(T),Z) — Exty(®(R'j,1"),7Z)

(mit einem geeigneten K-Torus T") schreiben.

Da R'j,T und E(T) stets p-Torsionsgarben sind, liegt es nahe zu vermuten, dass
sich der zu p prime Anteil der Komponentengruppe nicht dndert. Tatsachlich kén-
nen wir die Beschreibung aus [X] Thm. 3.1 im Allgemeinen in der Kategorie der
Zlp~')[Gk]-Moduln beweisen, indem wir den Beweis von Xarles mit dem Funktor



Hom(-,i.Z[p™"]) durchfiihren.

Allerdings wird in der Kategorie der Z[p~'][Gk]-Moduln nicht nur die p-Torsion
von ® annulliert; auch die Isomorphieklassen der Galoisstrukturen werden gréRer,
da nunmehr Isomorphismen mit Koeffizienten aus Z[p!] erlaubt sind.

Mit Hilfe von Norm-Tori geben wir explizite Beispiele von algebraischen Tori an,
bei denen der freie Anteil und X (T')! nicht isomorphe Galoismodulstrukturen
tragen.

Fiir eine vollstandige Beschreibung der Komponentengruppe fehlen uns noch
Aussagen {iber den p-Torsionsanteil. Analog zu der Situation bei Néron-Modellen
von abelschen Varietdten (s. [ELL] Thm. 1) kdnnen wir leider nur zeigen, dass
der p-Torsionsanteil von ® von der p-Ordnung von I,k fiir eine Zerfallungs-
erweiterung L/K von T annulliert wird. Dieselbe Abschitzung gilt auch fiir
H'(I, X(T)). In allen Beispielen, die wir kennen, wird der Torsionsanteil héch-
stens kleiner.

Dem Autor erscheint folgende Vermutung plausibel: Der Torsionsanteil von &
wird hdchstens kleiner, d.h. er ist isomorph zu H' (I, X(T)))/E', wobei E' ein p-
Torsionsmodul ist. Insbesondere treten Gegenbeispiele zu der Beschreibung aus
[X] 3.1 nur bei residueller Verzweigung auf.

Diese Vermutung wére analog zu Beobachtungen von Dino Lorenzini im Fall von
Komponentengruppen von Néron-Modellen von Jakobischen Varietaten.

AbschlieBend mochte ich mich bei all denen bedanken, durch deren Zutun

und Unterstiitzung diese Arbeit gefdrdert oder erst moglich wurde. Vor allem
gilt mein Dank Herrn Professor Dr. Siegfried Bosch, der meine Arbeit betreute
und mir stets aufmunternd und beratend zur Seite stand. Seiner Wertschatzung
meiner Arbeit gegeniiber verdanke ich es, dass ich meine Arbeit als Angestellter
des Sonderforschungsbereiches 478, ,,Geometrische Strukturen in der Mathema-
tik" anfertigen konnte. Der deutschen Forschungsgemeinschaft und der Westfa-
lischen Wilhelms-Universitdt danke ich die ausgezeichneten Arbeitsbedingungen
am Sonderforschungsbereich.
Weiterhin méchte ich mich bei meinem Kollegen und langjdhrigen Freund, Herrn
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Kapitel O

Grundlagen

In diesem Kapitel werden einige Begriffe und Konstruktionen erlutert, die zur
Beschreibung des Néron-Modells eines algebraischen Torus und dessen Kom-
ponentengruppe bendtigt werden. Wir definieren Néron-Modelle und erldutern
die Zusammenhange zwischen globalen und lokalen Néron-Modellen. Ferner er-
wahnen wir die wichtigsten Existenzaussagen fiir Néron-Modelle und [ f¢-Néron-
Modelle.

Wir skizzieren die Konstruktion der Komponentengruppe eines glatten Gruppen-
schemas. Dabei betrachten wir die Komponentengruppe als Schema und, im Fall
eines kommutativen Gruppenschemas, auch als glatte und étale Garbe.

Wir definieren Gruppenschemata von multiplikativem Typ, insbesondere also al-
gebraische Tori, und zitieren wichtige Eigenschaften dieser Gruppenschemata.
Wir betrachten hier insbesondere die sogenannte Cartier-Dualitdt: Fiir ein zu-
sammenhangendes, normales und lokal noethersches Schema S mit einem geo-
metrischen Punkt s induziert die Cartier-Dualitat eine Antidquivalenz zwischen
der Kategorie der algebraischen S-Tori und den stetigen, endlich erzeugten und
torsionsfreien (.S, 5)-Moduln.

Fiir den Fall, dass die Basis S das Spektrum eines Korpers ist, zeigen wir, dass
durch Cartier-Dualitat der Funktor der Weil-Restriktion in die Induktion von -
Moduln iberfiihrt wird. Mit Hilfe der Cartier-Dualitdt konstruieren wir in der
glatten und étalen Topologie exakte Sequenzen von algebraischen Tori, die spa-
ter bei der Bestimmung der Komponentengruppe bendtigt werden.
AbschlieRend geben wir einen Uberblick iiber die Arbeit [X], in der die Kompo-
nentengruppe des Néron-Modells eines algebraischen Torus im Fall eines lokalen
Korpers mit perfektem Restklassenkdrper beschrieben wird.
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0.1 Néron-Modelle

Sei S ein Dedekind-Schema, das heillt, ein noethersches, normales Schema der
Dimension < 1. Die lokalen Ringe von S sind Korper oder diskrete Bewertungs-
ringe. Wenn S selbst ein lokales Schema, also das Spektrum eines lokalen Ringes
ist, so sprechen wir vom lokalen Fall, ansonsten sprechen wir vom globalen Fall.
S zerféllt in endlich viele irreduzible Komponenten S;, deren generische Punk-
te mit 7; bezeichnet seien. Wir nennen n := Spec (®k(n;)) das Schema der
generischen Punkte von S. Nach Definition haben wir eine offene Immersion
j :n—— S. Mit diesen Notationen kdnnen wir ein [ft-Néron-Modell definie-
ren:

0.1.1 Definition. Sei G,, ein glattes, separiertes n-Schema von endlichem Typ.
Ein Néron-Modell von G, ist ein S-Modell G von G, das glatt, separiert und
von endlichem Typ ist und die folgende Eigenschaft, genannt Néronsche Abbil-
dungseigenschaft, erfiillt:

Fiir alle glatten S-Schemata Y und jeden n-Morphismus ¢, : Y, — G, gibt
es genau einen S-Morphismus ¢ : Y —— G, welcher ¢, fortsetzt.

Ein S-Modell G von G, das die Néronsche Abbildungseigenschaft erfiillt, sepa-
riert und glatt (also nur lokal von endlichem Typ) ist, heilt [ ft-Néron-Modell
von Gy.

Ein Néron-Modell im lokalen Fall werden wir auch als lokales Néron-Modell
bezeichnen. Analog sprechen wir im globalen Fall von globalen Néron-Modellen.
Mit [BLR] Prop. 1.2.4 folgt, dass sich globale Néron-Modelle aus lokalen Néron-
Modellen zusammensetzen. Genauer ist fiir jeden abgeschlossenen Punkt s € S
das Og s-Schema G x sSpec Og , ein Néron-Modell seiner generischen Faser. Zum
anderen besagt [BLR] Prop. 1.4.1, dass genau dann ein globales Néron-Modell
existiert, wenn fiir ein offenes, dichtes Unterschema S’ C S ein (globales) Néron-
Modell existiert und fiir die endlich vielen abgeschlossenen Punkte aus S — S’ die
(lokalen) Néron-Modelle existieren. Durch Verkleben dieser Modelle erhalt man
dann das Néron-Modell iiber S.

Im Fall eines 1-Gruppenschemas G, ist wegen der Eindeutigkeit der Liftung das
Néron-Modell ein S-Gruppenschema. Ein glattes, kommutatives Gruppenschema
Gy lasst sich als Garbe auf dem glatten und dem étalen Situs iiber 1 auffassen und
dessen Néron-Modell stellt, sofern es existiert, die Garbe j.G, auf dem glatten
und dem étalen Situs iiber S dar. Im Fall des glatten Situs ist das Néron-Modell
als Schema eindeutig durch diese Garbe bestimmt, da das Néron-Modell als glat-
tes Schema im Situs enthalten ist.

Wir werden uns in dieser Arbeit auf lokale [ ft-Néron-Modelle beschranken, ge-
nauer betrachten wir den Fall, dass n = Spec K ist fiir einen lokalen Korper K
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und fassen 7 als die generische Faser von S := Spec Ok auf. Im lokalen Fall ist
bekannt, unter welchen Bedingungen Néron-Modelle existieren.

0.1.2 Theorem. ([BLR] Thm.1.3.1) Sei R ein diskreter Bewertungsring mit
Quotientenkérper K und strikter Henselisierung R°". Sei K™ der Quotien-
tenkérper von R*". Sei G ein glattes Spec K-Gruppenschema von endlichem
Typ. Dann existiert ein Néron-Modell G von G i iiber Spec R genau dann, wenn
Gk (K™) beschrankt in G ist.

Somit existieren Néron-Modelle stets fiir glatte K-Gruppenschemata, die ei-
gentlich sind, also z.B. fiir abelsche Varietdten. Bei diesem Theorem ist die Ein-
schrankung auf Modelle von endlichem Typ sehr wichtig. Fiir [ f¢-Néron-Modelle
ist eine umfassende Ldsung der Existenzfrage bisher nur fiir kommutative Grup-
penschemata gelungen:

Man kann ein [ ft-Néron-Modell fiir die multiplikative Gruppe G,,, x explizit kon-
struieren (vgl. [BLR] Exp. 10.1.5) und zeigen, dass die additive Gruppe G, i
kein Néron-Modell haben kann ([BLR] Prop. 10.1.8). Mit Descent und einer ex-
pliziten Betrachtung von anisotropen Tori und gewundenen unipotenten Gruppen
siecht man dann, dass ein glattes, kommutatives K-Gruppenschema G i von end-
lichem Typ genau dann ein [ ft-Néron-Modell iiber O besitzt, wenn G g @ K™
keine Untergruppe der Form G, gnr besitzt ([BLR] Thm. 10.2.2). Dieses Ift-
Néron-Modell ist von endlichem Typ, also ein Néron-Modell, falls Gx @7 K™
zusatzlich keine Untergruppe der Form Gy, g~ besitzt ([BLR] Thm. 10.2.1).
Hierbei ist eine Untergruppe U von Gk stets eine abgeschlossene Untergruppe,
denn eine Untergruppe ist als Unterschema ein offener Teil in einem abgeschlos-
senen Unterschema. Somit ist U auch ein offener Teil in seinem Abschluss U.
Dieser ist wieder eine Untergruppe von G'x. Nun ist aber iiber einem Korper eine
offene Untergruppe schon abgeschlossen, so dass U = U folgt.

0.2 Die Einskomponente und die Komponen-
tengruppe eines glatten Schemas

In [SGA 3] Exp. Vla und VIb wird die Einskomponente eines glatten Gruppen-

schemas definiert. Sei dazu S ein Schema und G ein S-Gruppenschema. Die

Einskomponente von G wird mit [SGA 3] Exp. VIb Def. 3.1 als Untergruppen-
funktor

U/S ~ GUU):={ue GU)Ns e S u,U,) c G}

definiert, wobei G? die Einskomponente von G := G X Speck(s) als k(s)-
Gruppenschema ist (vgl. [SGA 3] Exp. Vla §2).
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Falls G ein glattes S-Gruppenschema ist, folgt mit [SGA 3] Exp. VIb Thm.
3.10, dass G von einer offenen und glatten Untergruppe dargestellt wird. Diese
ist die Vereinigung der Einskomponenten der Fasern und ist von endlichem Typ
tiber S (s. loc. cit. 3.4 - 3.6). Die Einskomponente ist fasernweise geometrisch
irreduzibel ([SGA 3] Exp. Vla Prop. 2.4), d.h. alle Fasern G? sind geometrisch
irreduzibel.

Sei nun s € S ein Punkt. In der Faser iiber s existiert die Komponentengrup-
pe von G, also der Quotient ®(G,) := G,/G°. ®(G,) wird von einem étalen
k(s)-Schema dargestellt ([SGA 3] Exp. Vla 5.5). Der zugehdrige Morphismus
Gs — ®(Gy) ist flach und surjektiv ([SGA 3] Exp. Vla Thm. 3.2).

Dieser Quotient l3sst sich schon in der glatten und der étalen Topologie beschrei-
ben, sofern wir kommutative Gruppenschemata G betrachten:

Ist G kommutativ, so kann man auf dem glatten Situs iiber S eine exakte Sequenz

0 - G° -G - ®(G) -0 0.2

von abelschen Garben betrachten. Fiir einen Punkt i : s —— S ist ¢* ein exakter
Funktor, da im glatten Situs Differenzkerne existieren (vgl. [M] Il 1.13 und 2.6).
Mit [M] 11 3.1 d) werden i*G° und 7*G von G? resp. G, dargestellt, da G° und
G glatte Gruppenschemata sind. Somit erhalten wir eine exakte Sequenz

0 - GY - G, - i ®(G) 0.

In der fpqc-Topologie wird der Quotient G,/G° von dem étalen Gruppensche-
ma ®(G;) dargestellt. Die Einschrankung von der fpgc-Topologie auf die glatte
Topologie ist linksexakt, so dass i*®(G) eine Untergarbe von ®(Gj) ist. Ande-
rerseits ist G ein glattes Schema, so dass der Morphismus G, —— ®(Gy) in
der glatten Topologie surjektiv ist. Damit folgt ®(Gs) = i*®(G).

Wir betrachten nun die Sequenz 0.2 iiber dem étalen Situs. Genau wie im glatten
Fall ist i* exakt. Wir faktorisieren i in s < Spec Oy, “—— S. Mit [M] Il 3.1
d) haben wir eine kanonische Abbildung 4G —— Gy _, die von der Abbildung

D N
ZS’G GOS,S

(f,9)=(feGU),g:U =U)r fgeGU') =Go,, (U

induziert wird, wobei U’'/Og, und U/S endliche étale Morphismen seien.

Fiir einen Schnitt f : U —— Go,, gibt es mit [EGA IV] 8.8.2 (0. [BLR]
1.2.5) eine offene Umgebung S’ C S von s auf der eine Liftung f : U — G
von f mit UU/S' étale existiert. Umgekehrt muss fiir ein Paar (f € G(U), g :
U ——U) mit fg =0 € Gog, (U') schon eine offene Umgebung S’ C S von
s existieren, so dass f|s = 0 gilt. Damit wird i§G von Go,, und analog i5G°
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von G, dargestellt.
Mit dem kanonischen Morphismus aus [M] Il 3.1 d) erhalten wir ein kommutatives
Diagramm

0 Gy, — iiGos, — i'®(G) 0
(6] ﬂ :
1

0 G? G, d(Gy) 0.

Die untere Zeile ist als Einschrankung einer fpqc-exakten Sequenz linksexakt.
Die Surjektivitdt von Gy — ®(G,) kann man auf dem Halm in 5 testen. Fiir
eine Garbe, die von einem k(s)-Gruppenschema von endlichem Typ dargestellt
wird, entspricht mit [M] 11 2.9 d) der Halm in 5 den k(s)**P-wertigen Punkten
dieses Schemas. Das Bild eines Punktes x € ®(G;)(k(s)*?P) in ®(G;) hat ein
offenes Urbild U, in Gy, das nicht leer ist, da Gy —— ®(G) surjektiv ist.

Da U, glatt iiber k(s) ist, ist U, (k(s)*?) dicht in U, ([BLR] 2.2.13) und damit
ist U, (k*“?) nicht leer. Da wir nach endlichem étalem Basiswechsel annehmen
konnen, dass das Bild von z in G, geometrisch zusammenhangend ist, muss es
in U, (k*%) ein Urbild von x geben.

Mit [M] Il Thm. 3.2 gilt fiir die Halme in s:

Gs = G(ngfs) = (i*G);s und G? = G°(O% ") = (i3G)s .

Mit [BLR] 2.3.5 sind die Morphismen G(O%) = Gosh (0F) — G(k(s)*?)
und G°(0%,) = Gosh (0F) — GU(k(s )se”) surjektiv, womit in obigem Dia-

gramm die Abblldungen « und [ surjektiv sind.

Somit existiert eine Abbildung i*®(G) —— ®(G) und diese ist surjektiv wegen
der Surjektivitdt von 3 und injektiv wegen der Surjektivitdt von . Damit gilt
also ®(G;) = i*®(G).

Zusammenfassend erhalten wir den Satz:

0.2.1 Satz. Sei S ein Dedekind-Schema und G ein kommutatives, glattes S-
Gruppenschema. Sei i : s —— S ein Punkt, dann stellt das Gruppenschema
®(G) der Komponenten von G die Garbe i*(G/G") auf dem glatten und dem
étalen Situs iber k(s) dar und ist durch diese Garben eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Darstellungsaussage haben wir oben gezeigt. Es bleibt noch zu
zeigen, dass die Komponentengruppe durch die Garbe eindeutig bestimmt ist.

In der glatten Topologie ist dies klar, weil ®(Gs) im glatten Situs tber k(s)
enthalten ist. ®(Gy) ist im Allgemeinen aber nicht endlich, so dass ®(G;) im



6 0.2. DIE EINSKOMPONENTE UND DIE KOMPONENTENGRUPPE EINES GLATTEN SCHEMAS

Allgemeinen nicht im étalen Situs liber k(s) liegt. Als étales Schema ist ®(Gj)
aber eineindeutig durch den Gal (k(s)*?/k(s))-Modul ®(G)(k(s)*P) bestimmt
und dieser ist mit [M] Il Thm. 1.9 eineindeutig durch die von ®(G) dargestellte
étale Garbe bestimmt. O

In dieser Arbeit werden wir eine Komponentengruppe zumeist als Galoismo-

dul auffassen. Fiir unsere Untersuchungen miissen wir die Komponentengruppe
in einen Torsionsanteil und einen torsionsfreien Anteil zerlegen. Da wir spater
sehen werden, dass die Komponentengruppen von Néron-Modellen stets endlich
erzeugte Moduln sind, geniigen die folgenden Uberlegungen:
Sei also I' eine kompakte, proendliche topologische Gruppe und @ ein endlich er-
zeugter ['-Modul. Wenn man @ in einen torsionsfreien Anteil und einen Torsions-
anteil zerlegen mochte, so muss dies unter Beriicksichtigung der I'-Modulstruktur
erfolgen. Dazu kann man wie Xarles den Funktor Hom 7 (-, Z) benutzen und den
torsionsfreien Anteil mit Homy (®,7Z) und den Torsionsanteil mit Exty(®,Z)
identifizieren. Dabei tragt Z natiirlich die triviale I'-Modulstruktur und fiir zwei
['-Moduln A und B ist auf Homy (A, B) die I'-Modulstruktur durch

o f=pn(@)ofopalc)

erklart, wobei o € T und f € Homy (A, B) seien und p. die I'-Operation als
Darstellung p. : ' —— Auty/(-) bezeichnet.

Die Operation auf Exty,(®, Z) erklart sich analog, da man Ext iiber eine injektive
Auflgsung von Z berechnen kann. Da ® endlich erzeugt ist, sind die so konstru-
ierten Moduln wieder endlich erzeugt und stetig.

Wie Xarles in [X] Lem. 2.17 zeigt, kann man diese Anteile nochmals Dualisieren
und findet eine exakte Sequenz

0 — Ext}(Ext}(®,2),7) X ~ Homz (Homz (®,7),Z) —— 0.

Diese Sequenz kann man auch so verstehen, dass man den Torsionsanteil Tors(®)
von ® als abelscher Gruppe betrachtet. Dieser ist schon ein I'-Untermodul, denn
die Automorphismen, mit denen I' operiert, miissen sich zu Automorphismen des
Torsionsanteils einschranken. Definiert man den Torsionsanteil so, dann kann
man den torsionsfreien Anteil als den Quotienten von ® nach seinem Torsions-
anteil definieren.
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0.3 Algebraische Tori

Sei S ein Schema und G ein S-Gruppenfunktor von der Kategorie der Schemata
iber S in die Kategorie der Mengen. Man betrachte den kontravarianten Funktor

D : (S — Gruppenfunktoren) ~»  (kommutative S — Gruppenfunktoren)
G ~ D(G) = HO—mS—Grp(Ga Gm,S')'

D(G) wird als das Dual (oder Cartier-Dual) von G bezeichnet und fiir ein S-
Schema Y gilt per Definition D(G)(Y) := Homy_grp (Gy, Gpy) . Das Dual
ist vertraglich mit Basiswechsel mit Schemamorphismen S’ — S.

Fiir eine beliebige Gruppe M und ein beliebiges S-Schema X sei Mx das kon-
stante X-Gruppenschema zu M. Dieses ist als Schema gleich 11,5/ X,, mit
Kopien (X)men von X. Fiir ein X-Schema Y ist Hom x (Y, Mx) gleich der
Menge der lokalkonstanten Abbildungen von Y nach M. Wenn M eine abelsche
Gruppe ist, wird der Funktor D(Mg) von einem S-Gruppenschema dargestellt.

0.3.1 Definition ([SGA 3] Exp. VIII Def. 1.1). Ein S-Gruppenschema G
heit diagonalisierbar, wenn es eine abelsche Gruppe M gibt, so dass G isomorph
zu dem Schema D(Mg) = Homg ¢,, (Mg, Gy, 5) ist.

Fiir ein diagonalisierbares Schema berechnen sich die Punkte mit Werten in
einem S-Schema Y als

D(Ms)(Y) = Hom 5 (Y, D(Ms)) = Hom s (Y, Homg_¢,,(Ms, Gp.s))
= Homy, (M,Homg (Y, G,y )) -

0.3.2 Theorem ([SGA 3] Exp. VIIl Thm 1.2, Kor. 1.3 und Kor. 1.4).
Sei M eine abelsche Gruppe und S ein Schema.

Der kanonische Morphismus Mg — D(D(Myg)) ist ein Isomorphismus und jeder
Charakter x : D(Ms) — Gy, s entspricht eineindeutig einer lokalkonstanten
Abbildung S — M.

Ist N eine weitere abelsche Gruppe, dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus

Homs_ G, (D(Mg), D(Ns)) = Homs_ Gy, (Ns, Ms) .
Falls N endlich erzeugt ist, dann ist die natiirliche Injektion
(Homz (N, M))s < Homs_,,(Ns, Ms)
ebenfalls ein Isomorphismus und damit gilt

(HomZ(N7 M))S = MS—Grp(D(Z\/VS)a D(MS)) :
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0.3.3 Satz (vgl. [SGA 3] Exp. VIII Prop. 2.1). Sei M eine beliebige
abelsche Gruppe, dann gelten :

1. Das Schema D(Mg) ist stets treuflach und affin iber S, genauer gilt
D(Mg) = Spec Og[M].

2. D(Msy) ist von endlicher Prisentation < D(Mg) ist von endlichem Typ
< M ist endlich erzeugt.

3. D(Msy) ist endlich < M ist endlich.
4. M =0 < D(Ms) ist die triviale Gruppe.

5. D(Ms) ist ein glattes S-Schema < M st endlich erzeugt und alle Cha-
rakteristiken der Kérper k(s) fiir Punkte s € S sind prim zu der Ordnung
des Torsionsanteils von M.

Der Funktor D(-g) lberfiihrt direkte Summen in Faserprodukte iiber S und
es gilt D(Zs) = Gy,,5 sowie D((Z/nZ)s) = pin,s, also ist jede diagonalisierbare
Gruppe von endlicher Prasentation ein Faserprodukt aus Kopien der multiplika-
tiven Gruppe und Kopien von Gruppen von Einheitswurzeln.

0.3.4 Theorem ([SGA 3] Exp. VIIlI 3.1). Sei S ein Schema und

0 M— oy 0

eine exakte Sequenz von abelschen Gruppen, dann ist das Dual dieser Sequenz
exakt in dem Sinne, dass fiir die transponierte Sequenz

! !

0 D(MY) —— D(Ms) ——~ D(M}) —— 0

gilt, dass u' treuflach und quasikompakt ist und v' einen Isomorphismus von
D(MZ) mit dem Kern von ' induziert.

Mit Hilfe der Descent-Theorie kann man die Kategorie der diagonalisierbaren
Gruppenschemata zu der Kategorie der Gruppenschemata von multiplikativem
Typ erweitern. Dies sind die Gruppenschemata, welche durch treuflachen, quasi-
kompakten Descent aus einem diagonalisierbaren Gruppenschema hervorgehen.

0.3.5 Definition (vgl. [SGA 3] Exp. IX 1.1). Sei S ein Schema und G
ein S-Gruppenschema, dann heiBt G Gruppenschema von multiplikativem Typ,
falls G in der treuflachen, quasikompakten Topologie lokal diagonalisierbar ist,
d.h. fiir jedes s € S existiert eine offene Umgebung U in S und ein treuflacher,
quasikompakter S—Morphismus U' — U, so dass Gy ein diagonalisierbares
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U'-Schema ist.

G heiBt quasi-isotrivial, falls man sogar U' — U étale und surjektiv verlangen
kann. Existiert sogar ein étaler, surjektiver und endlicher Morphismus S" — S,
so dass G g diagonalisierbar ist, dann heilt G isotrivial von multiplikativem Typ.

0.3.6 Definition (vgl. [SGA 3] Exp. IX 1.3). Sei S ein Schema. Ein S-
Torus T ist ein S-Gruppenschema, das lokal in der treuflachen, quasikompakten
Topologie isomorph zu Gruppen der Form G|, mit r € N ist.

Unter einem algebraischen S-Torus T" werden wir stets einen isotrivialen (1)
Torus von endlichem Typ iiber der Basis verstehen. Da wir als Basis S nur
Korper oder diskrete Bewertungsringe betrachten werden, ist die Isotrivialitat
keine (echte) Einschrankung:

0.3.7 Satz ([SGA 3] Exp. X 5.16). Sei S ein normales, lokal noethersches
Schema. Dann ist jede Gruppe von multiplikativem Typ und von endlichem Typ
iiber S schon isotrivial.

Die isotrivialen Gruppenschemata von multiplikativem Typ lassen sich mit der
Theorie des Galois-Descent beschreiben. Dazu definieren wir zunachst, was ein
galoisscher Morphismus sein soll.

0.3.8 Definition ([M] | §5 ). Sei G eine endliche Gruppe und Y und X zu-
sammenhingende Schemata. Es bezeichne Gy das konstante Y -Gruppenschema
zu G. Ein Schemamorphismus Y —— X heiBt galoissch mit Galoisgruppe G,
wenn er endlich und treuflach ist und G auf Y —— X mit trivialer Operation
auf X operiert und dabei einen Isomorphismus

w:Gy:H(,e(;Y(,—>Y><XY
Yy, =y —— (y,0y)

induziert. Mit anderen Worten ist dann'Y ein G-Torsor iiber X und der Mor-
phismus Y —— X ist notwendigerweise étale.

Fiir ein zusammenhingendes Schema S mit einem geometrischen Punkt
§ — S kann man die Fundamentalgruppe 7 (S, 5) konstruieren. Sie ist eine
kompakte topologische Gruppe, die projektiver Limes endlicher diskreter Grup-
pen ist. Die Fundamentalgruppe ldsst sich dadurch charakterisieren, dass sie
eine Aquivalenz zwischen der Kategorie der endlichen, étalen S-Schemata und
der Kategorie der endlichen stetigen 7 (S, 5)-Moduln induziert ([M] | §5, insb
Thm. 5.3).

0.3.9 Satz ([SGA 3] Exp. X 1.2). Sei S ein zusammenhingendes Schema
und § — S ein geometrischer Punkt von S. Dann ist die Kategorie der isotrivia-
len S-Gruppenschemata von multiplikativem Typ antidquivalent zu der Kategorie
der stetigen (S, 5)-Moduln.
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Bei dieser Antidquivalenz wird einem isotrivialen Gruppenschema vom multi-
plikativem Typ seine Charaktergruppe zugeordnet:

0.3.10 Definition (Charaktergruppe). Sei S ein zusammenhangendes Sche-
ma und s ein geometrischer Punkt von S. Sei'l" ein isotriviales S— Gruppenschema
von multiplikativem Typ und von endlichem Typ. Dann heiBt der 7 (S, 5)-Modul
X;5(T) := Hom;_cyp, (T5, Gy, 5) die Charaktergruppe von T

Weiterhin bezeichnet man fiir einen Schemamorphismus S’ — S die Gruppe
Hom g _cyp (Tsr, Gy g0) als die S'-rationalen Charaktere von T, sowie X (T) :=
Homg_,,(T', Gy, 5) als die Garbe der rationalen Charaktere.

Die Charaktergruppe eines algebraischen Torus ist ein endlich erzeugter, torsi-
onsfreier und stetiger (S, 5)-Modul. Da auch die Gruppenstruktur auf 7" durch
Galois-Descent entsteht, gilt X (7)(S") = X5(T)™ ('), insbesondere ist also
die Garbe der rationalen Charaktere tatsichlich eine Garbe auf dem étalen Situs
iiber S.

Ist T ein isotriviales S-Gruppenschema von multiplikativem Typ, so heillt eine
galoissche Erweiterung S’ — S, nach der T diagonalisierbar ist, eine Zerfal-
lungserweiterung von T.

Wir wollen nun mit Hilfe der Charaktergruppe Sequenzen von algebraischen Tori
konstruieren, die als Sequenzen von Garben auf dem étalen resp. glatten Situs
exakt sind.

0.3.11 Satz. Sei S ein zusammenhangendes Schema mit einem geometrischem
Punkt 5 und (T;);—1 25 seien isotriviale S-Gruppenschemata von multiplikativem
Typ. Wenn eine kurze exakte Sequenz

0

0 X(T3) —— Xs(To) —— X4(Th)

der Charaktergruppen als (S, 5)-Moduln existiert und X3(T3) endlich erzeugt
und torsionsfrei ist, dann ist die davon induzierte Sequenz

0 ‘TI ‘TQ ‘Tg ‘0

eine kurze exakte Sequenz abelscher Garben auf dem glatten und auf dem étalen
Situs iiber S.

Beweis. Wegen der Antidquivalenz induzieren die Abbildungen der Charakter-
gruppen Gruppenschemahomomorphismen 77 — T5 und T, —— T3 und diese
induzieren Morphismen der zugehdrigen étalen resp. glatten Garben.

Wegen der Isotrivialitdt gibt es eine endliche, étale und surjektive Abbildung
S —— S, so dass alle T; xg S" diagonalisierbare Gruppenschemata sind. Ohne
Einschrankung sei dabei S’ zusammenhdngend.
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Auch nach dem Basiswechsel werden die Abbildungen T; xg S" —— T; ;1 X5 S’
von den Charaktergruppen (als m;(S’, §')-Moduln mit trivialer Operation) be-
schrieben. Mit dem Satz [SGA 3] Exp. VIII 3.1 folgt, dass die Sequenz

0 0

T1 Xssl—>T2XSS,—>T3 XSSI

exakt in fpgc-Topologie iiber S’ ist. Somit ist sie in der glatten und der éta-
len Topologie zumindest linksexakt. Wegen der Voraussetzungen, dass X;(7})
endlich erzeugt und torsionsfrei ist, ist 77 ein glattes S’-Schema, weshalb die
Abbildung T, —— T3 in der glatten Topologie surjektiv ist.

In der étalen Topologie rechnen wir die Surjektivitat auf den Halmen nach. Sei
also s’ € S’ ein Punkt und § ein geometrischer Punkt, der tber s faktorisiert.
Nun sei Og 5 = O, der Limes aller étalen Umgebungen von §'. Dann ist die
Sequenz der Halme in §' mit [M] I 2.9 d) isomorph zu der Sequenz

0

Tl(OS’,g') - T2(OS',§’) - T3(OS',§')
und diese ist mit Cartier-Dualitdt isomorph zu der Sequenz
0 — HOmZ(Xg(Tl),Ogl’gl) — HOmZ(Xg(TQ),Ogr’gl) — HomZ(Xg(Tg),(’)g,,E,) .

Da die Sequenz der Charaktergruppen exakt war und Xy (T}) torsionsfrei ist,
ist Exty, (X (T}), O% ) = 0 und damit ist die Sequenz der Halme surjektiv bei
T3(OSI,§/). }

Da S’ —— S in der étalen und in der glatten Topologie eine Uberdeckung ist,
ist die Sequenz

0 > T1 > TQ > T3 > 0
auch auf den entsprechenden Siten tiber S exakt. O

0.3.12 Satz. Sei S ein zusammenhdngendes Schema mit einem geometrischen
Punkt s. Sei T ein isotrivialer algebraischer S-Torus, dann gilt auf dem étalen
Situs iiber S':

Homs (-, T) = Hom(X(T), Gy s) ,

wobei X (T') die Garbe der rationalen Charaktere von T ist.

Beweis. Ohne Einschrankung kdonnen wir annehmen, dass 7' nach Erweiterung
mit einem galoisschen Morphismus S’ —— S diagonalisierbar ist. Wir kénnen
die Isomorphie lokal nachrechnen, also sei U = Spec A affin und U —— S
endlich und étale. Ferner sei U’ eine Zusammenhangskomponente von U xg 5.
Wir kénnen U’ als affin (U" = Spec B) und galoissch iiber U annehmen.

Nun ist 7" iber U’ diagonalisierbar, so dass Ty = Spec B[X;(T')] gilt und Ty geht



12 0.4. WEIL-RESTRIKTIONEN VON ALGEBRAISCHEN TORI

aus Ty durch Galois-Descent beziiglich der endlichen Gruppe Gal (U'/U) hervor.
Genauer operiert Gal (U’/U) auf der Algebra B[X;(T)] mit der kanonischen
Operation auf B und der induzierten Operation auf X;(7"). Dazu beachte man,
dass Gal (U'/U) ein Quotient von Gal (S’/S) ist.

Somit gilt

T(U) = Ty(U) = Ty (U') S 70)
= Hom 5 (BIX(T)], B)* /") = Hom  (X;(T), B*) /7).

Umgekehrt gilt Hom(X (T), G,,.5)(U’) = Homy (X5(T), B*), da fiir jede Garbe
F die Identitdt Hom(Z, F) = F gilt, wobei Z fiir die konstante Garbe Z stehe.
Da U’ —— U eine galoissche Uberdeckung ist, folgt aus der Garbenbedingung,
also der Exaktheit der Sequenz

Hom(X(T), G,s)(U) — Hom(X(T'), Gp,5)(U') == Hom(X(T), Gpy,5)(U' x17 U'),

die Isomorphie Hom(X(T'), G,,.5)(U) = Homy (X5(T), B*)%(V'/U)
Nach Definition der diagonalisierbaren Gruppenschemata sind diese Isomorphis-
men funktoriell in U’ und demnach auch funktoriell in U. O

Die umgekehrte Dualitat gilt Gibrigens nicht: Man betrachte dazu einen per-
fekten lokalen Korper K der Charakteristik p. Nun wird mit [M] Ill 1.7 ¢) die
Garbe Hom(Gy,, i , Gy, k) auf dem étalen Situs iiber K von dem Modul

M = U Hom g (K*P*, K*P*)
0

dargestellt, wobei H alle offenen Normalteiler von Gal (K**?/K) durchlauft.
Wiirde die umgekehrte Dualitdt gelten, so miisste M = Z folgen. Wegen der
Perfektheit von K und der Charakteristik von K, gibt es zu jedem z € K*%*
genau eine p-te Wurzel und die Abbildung z —— 2'/? ist ein Isomorphismus.
Somit haben wir fiir alle offenen Normalteiler H C Gal (K*?/K)

Z[pfl] c HomH (Ksep*, Ksep*)

n n
— > (r——z?")
pT'

und damit ist Z[p '] C M .

0.4 Weil-Restriktionen von algebraischen Tori

Als nichstes wollen wir die Weil-Restriktion von algebraischen Tori beschreiben.
Zur Vereinfachung beschranken wir uns auf Tori liber lokalen Kérpern. Da wir
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mit einem festgewahlten separablen Abschluss von K arbeiten, verzichten wir bei
der Fundamentalgruppe auf die explizite Angabe eines geometrischen Punktes 5,
da dieser iiber den Morphismus Spec K*®» —— Spec K faktorsieren muss. Fiir
einen Korper K ist m (Spec K) = Gal (K**?/K) (s. [M] 1 5.2 a) ).

Wir erinnern kurz an die Definition der Weil-Restriktion eines Schemas:

0.4.1 Definition. Sei S’ —— S ein Morphismus von Schemata und
X'": (Schemata/S") — (Mengen)
ein kontravarianter Funktor. Dann heiBt der kontravariante Funktor

Rgr/s (X) : (Schemata/S) — (Mengen)
YV — X'(V x5 9"

die Weil-Restriktion von X' beziiglich S —— S.

Ist X' ein darstellbarer Funktor, so bezeichnen wir das darstellende S’-Schema
ebenfalls mit X’. Falls S —— S ein endlicher, lokalfreier und treuflacher Mor-
phismus ist, so ist die Weil-Restriktion eines darstellbaren Funktors wieder dar-
stellbar ([BLR] Thm 7.6.4). In diesem Fall bezeichnet R g /g (X’) auch das
darstellende S-Schema. Fiir weitere Eigenschaften der Weil-Restriktion sei auf
[BLR] 7.6 verwiesen.

Fiir die Beschreibung der Charaktergruppe der Weil-Restriktion eines Torus be-
notigen wir den Begriff der Induktion.

0.4.2 Definition. Sei G ein Gruppe und H ein Untergruppe. Sei weiter M ein
H-Modul. Dann heiBt der G-Modul Ind M := M ®;;1 Z[G) die Induktion von
M beziiglich G D H. Ein Modul der Form Z[G] ®z; M heibt ein induzierter
G-Modul.

Der G-Modul Coindgy M := Homym (Z[G), M) heiRt die Coinduktion von M
beziiglich G D H. Ein Modul der Form Homz (Z|G)], M) heiBt ein coinduzierter
Modul.

Shapiros Lemma (z.B. [Br] Ill Prop 6.2) besagt, dass H"(G, Coinds M) =
H"(H, M) und H,(G,Ind2 M) = H,(H, M) gelten. Falls [G': H] endlich ist,
so sind Induktion und Coinduktion isomorph zueinander (z.B. [S] VII §1 S. 110).
Ist H C G eine Untergruppe, so ist ein induzierter G-Modul auch ein induzierter
H-Modul. Ist G eine endliche Gruppe, dann ist ein induzierter G-Modul M ko-

homologisch trivial, in dem Sinne, dass alle Tate-Kohomologiegruppe Hk(H, M)
mit k € Z und H Untergruppe von G verschwinden.
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0.4.3 Satz. Sei L/K eine endliche separable Erweiterung lokaler Kérper vom
Grad n = [L : K| und T}, ein Torus iiber L. Es seien Gk := Gal (K*®/K) und
Gp, = Gal(K*/L).

Dann ist die Weil-Restriktion R 1, /x (T1,) ein Torus iiber K mit der Charakter-
gruppe: X(Rp/k (11)) = IndgiX(TL) :

Beweis. Wir zeigen die Behauptung, indem wir fiir den Torus zu der angegeben
Charaktergruppe die definierende Eigenschaft der Weil-Restriktion nachrechnen:
Sei also M/L eine endliche, galoissche Erweiterung, so dass T}, iiber M zerfillt.
Somit gilt 7, ®;, M = Spec M[X(T;)] und mit Galois-Descent folgt 7;, =
Spec M[X (T,)]%(M/L) | Fiir ein affines K-Schema Y = Spec B gilt

TL(Y ®K L) = HomL (Y ®K L,TL) = HomM (Y ®K L ®L M)Géﬂ(M/L)
= Hom p;_ 41y (M[X(T1)], B®K L ®, ]\/[)Gal(M/L)
= Homy, (X (T7), (B ®x M)*)®M/1)

Es sei d der Rang von X (7}) und ey, ..,e, eine Z-Basis von X (7). Die Ele-
mente aus Gal (M/L) seien mit (7j)g—1,.n bezeichnet, wobei m = [M : L]
sei. Die Operation von 7 auf X (77) sei durch die Matrix (¢(k); ;) € GL(d,Z)
beschrieben.

Dann entspricht ein Element aus Homy (X (T%), (B ®x M)*)% (M/L) der Vor-
gabe von Elementen b; € (B ®x M)* fiir j =1, ..,d, so dass die Relationen

d
— TT '™

gelten, wobei 75, auf B ® x M durch die kanonische Operation auf dem Faktor
M operiert.

Auch M/K ist eine endliche, galoissche Erweiterung und per Definition zerfallt
der Torus R zu der Charaktergruppe Indgf(X(TL) iiber M. Insbesondere kdnnen
wir G, als Gal (M/L) und G als Gal (M/K) neu definieren, ohne dass sich die
Gal (K*%? / K')-Operation auf Indgf(X(TL) andert.

Es seien oy,..,0, € Gal(M/K) Reprasentanten fiir die G-Nebenklassen in
Gk. Damit haben wir fiir Indgf(X(TL) eine Z-Basis (e;;) mit j =1,..,d und
[=1,.,n

Ein Element £ € G permutiert die G -Nebenklassen, d.h. es gibt eine Permu-
tation ¢ von {1,..,n}, derart dass £0,G'r, = 0y, ;)G gilt. Ferner gibt es zu &
und jedem Index [ jeweils einen Index k(&,1) € {1,..,m}, so dass

o= Oape (1) Th(g,1)
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gilt mit 7;,¢;y € G, wie oben. Damit kdnnen wir die G'x-Operation auf der Basis

e;, durch
d

Eeji = Tie) Cjety = D t(R(E D)) i)

=1

definieren mit den ¢(-); ; wie oben.
Nun gilt R & Spec M[Indg: X (T7,)]* (/%) und fiir ein affines K-Schema V" =
Spec B gilt mit Galois-Descent

Hom g (Y, R) = Hom (Y ®x M, R Qx M)GaI(M/K)
= Hom y/ (Y ® M, Spec M[Indg:: X (T7,)]) % (M/5)
= Hom asazy (M[Ind3: X (T1)], B @5 M)%2 M/5)
= HomZ(Indgf(X(TL), (B ®x M)*)GaI(M/K) ‘

Ein Morphismus 3 € Hom (Y, R) entspricht also der Vorgabe von Elementen
bj. € (B Qg M)*, derart dass fiir alle £ € G die Relationen

d
£ =11 (bi,wg(z))t(k(g’l)i’j (0.4.3.1)

=1

gelten.
Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, dass der Reprasentant o; das Eins-
element von Gk ist. Damit folgt

7i(bia) = T (i)™

also liefert ein Morphismus 3 ein Element aus T, (Y ® i L) reprasentiert durch die
Vorgabe der Elemente (b;;);=1, .4 aus (B®&x M)*. Diese Zuordnung ist offenbar
funktoriell in Y und mit dem Gruppengesetz auf R und auf T}, vertraglich.
Umgekehrt setzen wir einem Punkt (b;1) € T,(Y ®k L) durch b;; := 0y(b;1)
fort. Seien nun j € {1,..,d}, £ € Gk und [ € {1,..,n} beliebig, dann gilt

£(bja) = Eou(by, nTr(en) (bj,1)

d
£,9)i k(&)
] H 7¢§ ! .

||;:]&v

= U¢§

Also gelten alle Relationen der Form 0.4.3.1. Insgesamt haben wir einen Isomor-
phismus R(Y) =2 T(Y ®k L) fir affine K-Schemata Y. Nach Konstruktion
ist dieser Isomorphismus aber funktoriell in Y, so dass R = R,k (T7,) folgen
muss. ]
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Mit Hilfe dieser expliziten Beschreibung der Charaktergruppe einer Weil-
Restriktion kdnnen wir interessante Aussagen erhalten.

0.4.4 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und T ein algebraischer K-Torus. Sei
ferner L/ K eine endliche, separable Erweiterung. Dann gibt es in der glatten
und in der étalen Topologie eine exakte Sequenz

0 T Rk (Tr) T 0

von algebraischen K -Tori.

Beweis. Es sei d der Rang von X (T') und X(T) habe als Z-Modul eine Ba-
sis (€j)j=1,.a- Es sei M/L eine endliche, galoissche Erweiterung vom Grad
m = [M : L], so dass T iiber M trivialisiert und o7, .., 0, € Gal (M/K) seien
Reprasentanten der G, := Gal (M/L)-Nebenklassen von G := Gal (M/K).
SchlieRlich seien die Elemente von GG, wieder in eindeutiger Weise mit 71, .., 7,
bezeichnet.

Wir definieren nun eine Z-lineare Abbildung

L X(T) — IndG: X (Ty) = @, 03X (T1)

v (Jfl(v), ot (v), a_l(v)) )

5 Um

Diese Abbildung ist offenbar injektiv. Sie ist auch mit der Operation von G
vertraglich, denn seien wie oben () und k(&, 1) durch die Gleichungen { o, =
Tye(t) Thie,y IN G gegeben, dann haben wir fiir beliebiges v € X (7)

Uwg(lflfv = Tk(g,l) ol

Sei nun ¢¢ := wgl die Umkehrfunktion, dann folgt:
t(&v) = (071(€v), -y 07 1 (E0), . 0,1 (€0))

= (k6 Tgetn) (V)5 > Th(es0e )T (1) (E0)s s Thlespem) T o) (€0)) -

Dies ist nun aber nichts anderes als £u(v), denn die [ = ¢(¢¢(l))-te Komponente
von &u(v) ist Tr(e, (1)) angewandt auf die ¢¢(7)-te Komponente von 1(v).
Das Bild von ¢ ist saturiert in Z%Gal (L/K)], denn wenn man ein r € N und
Gleichungen

rv; = o; H(v)
firi =1,..,n mit v € X(T) und v; € Z¢ hat, dann muss v schon in rX(T)
liegen, weil die o; Isomorphismen sind.
Somit haben wir eine kurze exakte Sequenz

0 X(T) — Z%[Gal (L/K)] X' 0

mit stetigen, torsionsfreien Gal (L/K)-Moduln, so dass mit dem Satz 0.3.11 die
Behauptung folgt. O
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Wegen der universellen Eigenschaft der Weil-Restriktion existiert auch eine
Abbildung T —— R,k (T1,), die von der Identitdt auf 77, induziert wird. Diese
Abbildung ist eine abgeschlossene Immersion, da T separiert ist und ein Grup-
penschemahomomorphismus. Mit den Notationen wie oben entspricht dieser auf
den Charaktergruppen der Abbildung

Indgt X (Ty,) — X(T)
(V1 0, V) éai(vi) )

0.4.5 Satz. Sei L/K eine endliche, galoissche Erweiterung lokaler Kérper mit
Galoisgruppe G. Dann besitzt ein torsionsfreier und endlich erzeugter G-Modul
X eine G-azyklische Auflésung

X - M - M

mit torsionsfreien, endlich erzeugten G-Moduln.

Beweis. Es sei d der Rang von X und wir betrachten zu X die Einbettung
11 X —— Z9G], wie sie im Beweis zu 0.4.4 konstruiert wurde. Da die Grup-
pe G endlich ist, ist der induzierte G-Modul Z%|G] auch coinduziert, also (ko-
homologisch) G-azyklisch. Also setze man M := Z9[G] mit der Einbettung
L: X — M.

Der Quotient M/.(X) ist, wie oben gezeigt, torsionsfrei und endlich erzeugt als
Quotient eines endlich erzeugten Moduls. Also kénnen wir mit der gleichen Kon-
struktion den Quotienten in einen torsionsfreien, endlich erzeugten G-azyklischen
Modul M' einbetten. Eine induktive Fortsetzung dieser Konstruktion liefert die
Behauptung. O

Wir wollen nun die sogenannten Norm-Tori definieren.

0.4.6 Definition. Es sei L /K eine endliche separable Erweiterung lokaler Kér-
per. Dann heilt der Torus T aus der exakten Sequenz

0 Ty Ri/k (Cmi) — Gnx

0,

die wie in 0.4.4 zu T := Gy,  konstruiert sei, der Norm-Torus zu der Erweiterung
L/K.

Mit dem Satz 0.4.4 ist die Existenz klar und wir sehen, dass

X (Ty) = coker (Z — IndeZ)

ist, wobei die Abbildung Z — Indgf(Z der Diagonaleinbettung k —— (k, .., k)
entspricht.
Der Name Norm-Torus rechtfertigt sich durch die folgende Beobachtung.



18 0.5. NERON-MODELLE ALGEBRAISCHER TORI

0.4.7 Satz. Sei Y = SpecB afhn und L/K eine endliche, separable Erweite-
rung lokaler Kérper. Es sei ferner G := Homg (L, K*°"), dann entspricht die
Abbildung

Rk (Gn)(Y) — Gpi (Y)

aus der Definition des Norm-Torus der Norm-Abbildung

(B®gk L) — B*
r— [[(id®o)(z) € (Box L) = B.

ceG

Beweis. Sei M /L eine endliche galoissche Erweiterung und n := [L : K|. Es
seien ferner oy, .., 0, Reprasentanten der G, := Gal (M /L)-Nebenklassen von
Gk := Gal(M/K). Ein Element 3 € R k (Gn,1,) entspricht der Vorgabe von
Elementen (b;);=1,.n aus B @k M, derart dass fiir alle £ € Gal (M/K) die
Relationen

£(bj) = Tr(e,i) (bye ()

gelten, wobei die Elemente durch die Gleichung {o; = oy, () Tk(e j) Mit Ti(e,j) €
G, eindeutig bestimmt sind.

Die Relationen implizieren, dass Gy, auf den b; trivial operiert, also stammen die
b; schon aus B ®f L. Ferner gilt b; = 0;(b;), wenn man ohne Einschrankung
o1 = e annimmt. Die Abbildung der Charaktergruppen ist die Diagonalein-
bettung, so dass der Punkt zu (b;) auf das Produkt []}_, b; € B* abgebildet
wird. O

0.5 Neéron-Modelle algebraischer Tori

Sei S ein Dedekind-Schema und 7 das Schema der generischen Fasern von S.
In [BLR] 10.1.6 wird gezeigt, dass jeder algebraische n-Torus ein [ft-Néron-
Modell iiber S besitzt. Der Satz [BLR] 1.2.4 tbertragt sich sinngemaR auch
auf [ ft-Néron-Modelle, d.h. ein globales [ f¢-Néron-Modell setzt sich aus lokalen
[ ft-Néron-Modellen zusammen. Da man die Komponentengruppe nur fasernwei-
se definiert, reicht es, die Komponentengruppe im lokalen Fall zu untersuchen.
Algebraische Tori sind zusammenhangend, so dass man sich trivialer Weise nur
fiir die Komponentengruppe der speziellen Faser interessiert. Da Néron-Modelle
mit Komplettierung vertdglich sind und eine Komplettierung ein Isomorphismus
auf der speziellen Faser ist, reicht es, den Fall eines lokalen Kérpers zu betrachten.

Von nun an betrachten wir nur noch algebraische Tori iiber einem lokalen
Korper K. Das [ ft-Néron-Modell G der Gy,  ldsst sich explizit konstruieren (s.
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[BLR] 10.1.5) und lasst sich durch eine exakte Sequenz
0 Gm,0x -G Y/ -0

beschreiben (vgl. auch [SGA 7] Exp VIII §6).

Eine endliche, unverzweigte, galoissche Erweiterung L/ K lokaler Kérper induziert
eine étale, treuflache und sogar galoissche Erweiterung der zugehdrigen diskreten
Bewertungsringe. Also lasst sich das Néron-Modell eines algebraischen K-Torus
T, welcher iiber L zerfillt, durch Galois-Descent aus dem Néron-Modell von
Ty, = G, ; konstruieren.

Solche Tori heilen algebraische Tori mit multiplikativer Reduktion und haben die
folgenden Eigenschaften:

0.5.1 Definition. ([N-X] 1.2) Sei K ein lokaler Kérper. Ein algebraischer
K-Torus T' hat multiplikative Reduktion, falls eine der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist:

1. X(T)" = X(T), d.h. die Inertiagruppe operiert trivial auf der Charakter-
gruppe X (T)).

T zerfillt nach einer unverzweigten Erweiterung von K
Es gibt einen Torus T° iiber Spec O, derart dass T2 =T gilt.

Die Einskomponente des Néron-Modells von T ist ein Torus iiber Spec Ok .

A N

Die Reduktion T;? der Einskomponente des Néron-Modells ist ein Spec k-
Torus.

Wir nutzen nun den Satz 0.3.11, um spezielle exakte Sequenzen von K-Tori
zu definieren.

0.5.2 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und T ein algebraischer K-Torus. Dann
gibt es in kanonischer Weise einen maximalen Quotienten T' von T, der ein
Torus mit multiplikative Reduktion ist. Wir haben in der glatten und in der
étalen Topologie eine kurze exakte Sequenz

0 - T - T - T -0

von algebraischen K-Tori. Ist ¢ : Ty —— T, ein Homomorphismus von K -Tori,
so induziert dieser ein kommutatives Diagramm

0 ‘T'I ‘Tl ‘TII ‘0
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Beweis. Es sei X (T') die Charaktergruppe von T. Ein Quotient T’ von T, der
ein Torus ist, entspricht eineindeutig einem Gal (K*°?/ K')-Untermodul von X (T').
Mit der Definition 0.5.1 gibt es einen maximalen Quotienten mit multiplikativer
Reduktion und der entspricht dem Torus zu der Charaktergruppe X (7')!. Dieser
Untermodul ist saturiert, d.h. der Quotient X (T")/X (T')" ist ein torsionsfreier,
stetiger Gal (K*?/K)-Modul X (7). Damit haben wir eine exakte Sequenz

0 0

X(T)! —— X(T) X(T)
von stetigen, torsionsfreien Gal (K*® /K )-Moduln. Ein Morphismus ¢ : Ty — T,
entspricht einem Galoismodulhomomorphismus D(¢) : X (T3) —— X (T}), der
offenbar ein kommutatives Diagramm

0 X(T)! X(Ty) —— X(Tb) 0
D(®)|x(r,)r D(¢)
0 X(T)! X(T)) —— X(Tv) 0
induziert. Mit dem Satz 0.3.11 folgt damit die Behauptung. O

0.5.3 Satz (vgl. [X] 2.13). Sei K ein lokaler Kérper und T ein algebraischer
K-Torus. Dann gibt es in der glatten und in der étalen Topologie eine exakte
Sequenz

0 M R T 0

von algebraischen K-Tori, so dass M ein Torus mit multiplikativer Reduktion
ist und fiir den Torus R gilt H'(I, X (R)) = 0, wobei I die Inertiagruppe von
Gal (K*?/K) sei.

Beweis. Es reicht, eine entsprechende Sequenz von Charaktergruppen zu kon-
struieren. Dazu beginnen wir mit der im vorherigen Satz konstruierten Sequenz

0

X(T) — Z%Gal (L/K)] - X' -0

und betrachten das Urbild X von (X")! in Z%Gal (L/K)]. Xy ist ein torsions-
freier, saturierter Gal (L/K)-Untermodul und wir haben eine Sequenz

0 0.

X(T) - Xk - (X!

Nach Definition ist diese Sequenz exakt bis auf (mdglicherweise) die Stelle bei
Xpg. Esist nur noch zu zeigen, dass jedes Element aus dem Kern der Abbildung
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Xr —— (X")! schon ein Urbild in X(T) hat. Dies ist aber klar, da die Aus-
gangssequenz exakt war.
Nach Definition haben wir eine exakte Sequenz

0 Xp 2Gal (L/K)] — X' [ (X)) ——0. 05

Da die Galoisoperation auf X tiber Gal (L/K) faktorisiert und Xy torsionsfrei
ist, gilt H' (G, Xz) = 0. Mit [S] VII §6 Prop. 5 und der Exaktheit des direkten
Limes folgt also

HY(I, Xg) = H' Ik, XR)

wobei I, die Inertiagruppe der Erweiterung L/K sei.
Da H (11w, X'/(X")") = 0 und H' (11, Z4Gal (L/K)]) = 0 gelten, folgt aus
der langen exakten I /x-Kohomologiesequenz zu der Sequenz 0.5

H' (Ir/x, Xr) =0 .
O

Nun kénnen wir die Beschreibung der Komponentengruppe des Néron-Modells

eines algebraischen Torus, welche Xavier Xarles in dem Artikel [X] gegeben hat,
erlautern. Diese Beschreibung setzt voraus, dass der Restklassenkdrper perfekt
Ist.
Es sei also K ein lokaler Korper mit perfektem Restklassenkorper und T ein al-
gebraischer K-Torus mit Charaktergruppe X (7'). Es sei 7 das Néron-Modell
von T iiber Spec O und & := ®(7;) sei die Komponentengruppe der speziellen
Faser des Néron-Modells. Diese wird stets als G}, := Gal (k**?/k)-Modul aufge-
fasst. SchlieRlich sei I := Gal (K*®?/K™") die Inertiagruppe von Gal (K*"/K).
Wie wir im Satz 0.2.1 gesehen haben, kann man die Komponentengruppe der
speziellen Faser des Néron-Modells eines algebraischen Torus 7" in der étalen To-
pologie bestimmen. Diesen Ansatz macht Xarles auch. Das Theorem [X] 1.1
besagt, dass ® = Homy (X(T),Z) gilt, falls T multiplikative Reduktion hat.
Xarles beweist dies durch eine explizite Bestimmung der Sequenz

0 7O T i, P 0.

Im Theorem [X] 2.1 zeigt Xarles, dass es fiir einen beliebigen K-Torus T' natiir-
liche Isomorphismen

Homz (®,Z) = X (T)" = H (I, X(T)) (0.5.3.1)
Exty(®,7Z) = H'(I, X (T)) (0.5.3.2)

gibt. Fiir den Beweis dieser beiden Aussagen bendtigt Xarles zwei grundlegende
Hilfsmittel. Zum einen benutzt er, dass in der étalen Topologie die Bildung des
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Néron-Modells fiir algebraische Tori exakt ist, also R'j, 7 = 0 gilt ([X] Lem.
2.3). Damit erhalt Xarles aus kurzen exakten Sequenzen algebraischer Tori kurze
exakte Sequenzen von deren Néron-Modellen.

Zum anderen identifiziert Xarles die Garben

Hom(7,4.Z) = Hom(i,®,i,Z) = i,Homz (&, Z)

in der glatten und der étalen Topologie sowie in der glatten Topologie die Garben
Ext!'(T,i.Z) = Ext' (i,®,i,Z) = i,Exty, (P, Z) .

Diese Identifikationen werden in [X] Lem. 2.2, Lem. 2.12 sowie im Beweis von
Prop. 2.14 hergestellt. Mit diesen Hilfsmitteln erhilt er die Aussage 0.5.3.1 aus
der Sequenz

0 T T T! 0

durch Anwenden der Funktoren j, und Hom(-,.7Z) in der étalen Topologie.
Die Aussage 0.5.3.2 erhilt er aus der Sequenz

0 - M - R - T -0

durch Anwenden der Funktoren j, und Hom(-,i,Z) in der glatten Topologie.
Dafiir benétigt er die Hilfsresultate, dass R'j, 7 in der glatten Topologie fiir Tori
mit multiplikativer Reduktion verschwindet ([X] Lem. 2.11) und dass algebrai-
sche Tori 7' mit H' (1, X(T')) = 0 eine torsionsfreie Komponentengruppe haben
([X] Prop. 2.7), so dass Ext'(j.R,i.Z) = 0 folgt. Die Aussage [X] Prop. 2.7
basiert im Wesentlichen auf Eigenschaften der Weil-Restriktion ([X] Lem. 2.6).
Das Hauptresultat von Xarles ist [X] Thm. 3.1. Hier wahlt Xarles eine I-
azyklische Auflésung

X(T) - M - M - M"

der Charaktergruppe mit Z-freien stetigen Gal (K*®?/K)-Moduln. Er definiert
X' = ker(M’ — M”). Damit erhédlt er die Aussage

0.5.4 Theorem ([X] Thm. 3.1). Es gibt eine exakte Sequenz

0 Homz (X', Z) — Homz (M',Z) - ® - 0

von G,-Moduln.
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Dieses Resultat beweist Xarles, indem er aus der kurzen exakten Sequenz

0

X(T) M X' 0

mit Cartier-Dualitdt eine kurze exakte Sequenz

0 T' T T 0

von algebraischen Tori bildet und zeigt, dass die zugehorige kurze exakte Sequenz
von Néron-Modellen eine kurze exakte Sequenz

0

((D/)\/\/

Dyr - @ -0

von Komponentengruppen induziert. Dabei steht -V fiir das Dual Homy (-, Z).

Zum Verstandnis der Beweise aus [X] sind einige Anmerkungen notwendig:
Xarles benutzt, dass die Isomorphie ® =2 Hom 7 (X (T'),Z) aus [X] 1.1 mit Homo-
morphismen von algebraischen Tori vertraglich ist, ohne dies explizit zu zeigen.
Diese Vertraglichkeit impliziert, dass auch die Isomorphismen aus [X] 2.1 natiir-
lich sind, also mit Homomorphismen vertraglich sind. Dies wird implizit auch bei
der Berechnung von ® im Theorem [X] 3.1 benétigt.

Weiterhin formuliert Xarles seine Resultate, ohne eine endliche Zerfillungserwei-
terung von T vorzugeben. Dies fiihrt bei dem Theorem 3.1 zu einem Problem:
Der I-azyklische Modul A kann nicht endlich erzeugt sein ([Br] VI Thm. 8.7(v)),
da I eine unendliche proendliche Gruppe ist, und damit ist das Cartier-Dual von
M kein algebraischer Torus.

Um dieses Problem zu umgehen, bietet es sich an, die Beschreibungen relativ
zu einer endlichen, galoisschen Zerfillungserweiterung L/K von T zu formu-
lieren. Dazu prazisieren wir unsere Notationen: [y sei die Inertiagruppe von
Gal (K*?/K), I, sei die Inertiagruppe von Gal (K*®/L) und Ik sei die In-
ertiagruppe von Gal (L/K). Da L/K galoissch ist, ist I;, ein Normalteiler in
Ik und es gilt Ik = Ix/I;,. Da die Operation von Gal (K**/K) iiber den
Quotienten Gal (L/K) faktorisiert, folgt X (T)'x = X (T)'t/x. Mit der kanoni-
schen exakten Sequenz zu Restriktion und Inflation ([S] VII §6 Prop. 5) und der
Exaktheit des direkten Limes erhalten wir eine exakte Sequenz

0

H' (I, X(T)) — H'(Ix, X (T)) — H'(I1, X(T)) .

Da I, proendlich ist und trivial auf der torsionsfreien Gruppe X (7') operiert,
muss H'(I,, X(T)) = 0 gelten. Somit kdnnen wir auch H' relativ berechnen.
Insbesondere ist auch die durch Gal (k*?/k) —~ Gal (I/k) induzierte Galois-
struktur auf den H'(Ir/x, X(T)) gleich der kanonischen Galoisstruktur auf den
H (Ix, X(T)) (fir i =0,1).
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Analog ist auch eine I-azyklische Auflosung als Ir/x-azyklische Auflosung mit
stetigen Gal (L/K)-Moduln zu verstehen. Diese werden wieder durch die Pro-
jektion Gal (K*?/K) —~ Gal (L/K) zu stetigen Gal (K*°?/K)-Moduln.

Wie schon in der Einleitung erwahnt, lassen sich die Resultate [X] 2.1 und
3.1 nicht auf beliebige lokale Korper iibertragen. Der Grund dafiir ist, dass die
Bildung des Néron-Modells im Allgemeinen nicht mehr exakt ist, da die Brauer-
gruppe von K™ nicht mehr trivial ist, wenn k nicht mehr perfekt ist.

Aus der allgemeineren Perspektive ergeben sich auch neue Interpretationen der
Beweismittel aus [X]: Die von Xarles im Beweis von [X] Thm 1.1 benutzte Se-
quenz ist fiir beliebige Tori definierbar und hat dann die Form

0 T T i.H(I, X(T)) —— -+,

wobei 77/t das in Theorem 3.1.3 definierte ft-Néron-Modell von T ist.
Die Uberlegungen aus dem Beweis von [X] 3.1 lassen sich allgemeiner fiihren.
Man kann zu einer beliebigen kurzen exakten Sequenz

0 Nl Nz NS 0

von Néron-Modellen eine kurze exakte Sequenz

0

&’(N1) —— O(Ny) —— ®(N3) ——— 0

der Komponentengruppen definieren, wobei ® (A7) ein Quotient von ®(A;) nach
einer geeigneten Torsionsuntergruppe ist. Mit diesem Ergebnis kann man [X]
3.1 aus der Beschreibung 0.5.3.1 mit Hilfe von [X] Prop. 2.7 herleiten. Die
Beschreibung 0.5.3.2 folgt dann als Korollar zu [X] Thm. 3.1. Diesen Beweisweg
werden wir z.B. im Theorem 6.1.1 gehen.



Kapitel 1

Néron-Modelle spezieller
algebraischer Tori

Es sei K ein lokaler Kérper und T ein algebraischer K-Torus. Das [ ft-Néron-
Modell 7 von T existiert und wir bezeichnen - wie in den Notationen definiert
- mit ®(T) := ®(7;) die Komponentengruppe der speziellen Faser des Néron-
Modells. Da wir algebraische Tori betrachten, sind in diesem Kapitel Néron-
Modell stets als [ ft-Néron-Modelle zu verstehen.

Als erstes betrachten wir einen algebraischen Torus 7" mit multiplikativer Reduk-
tion. Ausgehend von der expliziten Konstruktion des Néron-Modells der G,, x
konnen wir 7" in diesem Fall durch Galois-Descent beschreiben. Dabei kdnnen wir
die Einskomponente 7° mit dem Og-Torus Hom(X(T), G0, ) identifizieren.
Damit erhalten wir einen Isomorphismus ®(T") = Hom 7 (X(T),Z), welcher mit
Homomorphismen von Tori mit multiplikativer Reduktion vertraglich ist.

Als nachstes betrachten wir den Fall, dass 7' = Rk (T1) gilt, wobei L/K ei-
ne endliche separable Erweiterung lokaler Korper und Ty, ein L-Torus ist. Es
sei 7 das Néron-Modell von T7. Somit ist Ro, 0, (7) das Néron-Modell
von T und wir zeigen, dass dessen Einskomponente gleich Ro, /0, (T7) ist.
Wegen der Exaktheit der Weil-Restriktion in der étalen Topologie folgt dann
Ro,jor (6 P(T1)) = 1:9(T).

Umgekehrt entspricht die Weil-Restriktion auf den Charaktergruppen der Induk-
tion von Galoismoduln. Somit gilt [X] Thm 3.1 fiir ®(T") genau dann, wenn dies
fur ®(T}) gilt.

Nach diesen erfolgreichen Ubertragungen wollen wir eine erste Familie von Ge-
genbeispielen angeben. Dazu verallgemeinern wir die Berechnung der Reduktion
des Néron-Modells fiir Norm-Tori beziiglich einer zyklischen, rein verzweigten Er-
weiterung L/K vom Grad p = char(k) aus [L-L] §5.

Fiir diese Tori wiirde [X] Thm. 3.1 eine Komponentengruppe der Form Z/pZ
voraussagen. Falls L/K eine triviale Erweiterung der Restklassenkdrper indu-
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ziert, bleibt dies auch im Allgemeinen giiltig. Unsere Berechnungen zeigen aber
Gegenbeispiele, sofern residuelle Verzweigung vorliegt. Konkret ergibt sich dann,
dass die Komponentengruppe trivial ist.

Diese Beispiele liefern auch ein Gegenbeispiel zu einer Verallgemeinerung des
Satzes [N-X] Prop. 3.2, da wir im Fall residueller Verzweigung als Reduktion der
Einskomponente eine gewundene unipotente Gruppe anstatt von Gﬁfkl finden.

1.1 Neéron-Modelle von algebraischen Tori mit
multiplikativer Reduktion

Es sei T ein algebraischer K-Torus mit multiplikativer Reduktion und 7 das
Néron-Modell von T'. Dann existiert eine endliche, unverzweigte und galoissche
Erweiterung L von K, so dass der Torus T iber L trivialisiert, d.h. es gilt
Ty, = G}, ;, = Spec L[X(T')], wobei d = dim(T') sei. Da die Bildung von Néron-
Modellen mit étalem Basiswechsel vertraglich ist ([BLR] 10.1.3), kann man das
Néron-Modell 7~ mit Galois-Descent aus dem Néron-Modell der G, ; iiber Oy
konstruieren.

Das Néron-Modell G¢, der G, | iiber Spec Oy, lasst sich durch Verkleben von
Kopien 77 G0, X0, 12 Gm,0, X0, - X0, 71 Cmo, = Gl o, mitvy,.,vg € Z
entlang der generischen Faser konstruieren.

Auf der generischen Faser liefert die Trivialisierung G¢, | = Spec L[X (T)] ein ef-
fektives Descent-Datum in Gestalt einer Operation der Galoisgruppe Gal (L/K)
auf Spec L[ X (T')]: Diese Operation ist auf der Algebra L[ X (T')] definiert durch
die simultane Operation auf den Charakteren (als Gal (L/K)-Modul, da nach
Voraussetzung Gal (K*% /L) auf X (T') trivial operiert) und der kanonischen Ope-
ration auf den Skalaren aus L. Die Effektivitat ist klar, da die operierende Gruppe
endlich ist.

Wegen der Néronschen Abbildungseigenschaft dehnt sich die Operation zu ei-
ner Operation auf dem Néron-Modell Q%L aus und liefert ebenfalls ein effektives
Descent-Datum.

Der Isomophismus G¢

m. = Spec L[ X (T')] setzt sich zu einem Isomorphismus

(G5.)" = G . = Spec OL[X(T))]

fort. Die Galoisgruppe Gal (L/K) operiert auf L[X (T)] mit K-Automorphismen
und diese schranken sich offenbar zu Og-Automorphismen von O[X (T)] ein.
Damit ist die Einskomponente von ggL stabil unter dem Descent-Datum und
geht in den Ok-Torus Ty := Spec OL[X (T)]% (©r/Ox) (definiert durch X (T')
als Gal (03! /Ox)-Modul) iiber. Also gilt 7° = Tp.
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Wir wollen nun die kurze exakte Sequenz

0 - T° - T - i, ®(T) 0

bestimmen. Wir benutzen dabei wiederholt den Zerlegungssatz (s. [M] Il Exp
3.12), der besagt, dass es eine Kategorienaquivalenz zwischen den abelschen Gar-
be auf dem étalen Situs iiber Spec Ok und der Kategorie von Tripeln (M, Ny, ¢)
gibt, wobei M ein stetiger Gal (K*°?/K)-Modul, Ny ein stetiger Gal (k*?/k)-
Modul ist und ¢ : N, — M ein Gal (k*%? /k)-Modulhomomorphismus ist. Fiir
eine étale Garbe F ist unter der Aquivalenz My der darstellende Modul von j*F
auf dem étalen Situs iiber Spec K, N;, der darstellende Modul von i*F auf dem
étalen Situs tiber Spec k und ¢ entspricht dem Morphismus i*F —— i*j,j*F.
Morphismen von Garben entsprechen dabei Paaren von stetigen Homomorphis-
men der Galoismoduln, welche mit den Abbildungen ¢ kommutieren.

1.1.1 Satz. Sei T ein algebraischer K -Torus mit multiplikativer Reduktion und
T sein Néron-Modell iiber O . Dann gibt es in der étalen Topologie ein kom-
mutatives Diagramm

TP < s T

~) ~)

M(]*X(T); Gm,OK) — M(]*X(T); ]*Gm,K) )

wobei die Inklusion in der oberen Zeile von der kanonischen offenen Immer-
sion der Einskomponente und in der der unteren Zeile von der Inklusion 1 :
Gm,0, — Gk aus der kurzen exakten Sequenz zum Néron-Modell der G,, i
induziert wird.

Beweis. Wir zeigen zunachst die Isomorphismen. Wegen der Cartier-Dualitat gilt
T = Hom(X(T), Gy, k). Damit folgt

T = 5.1 = j.Hom (X(T), G, K) = Hom(]*l(T)v ]*Gm,K) J

)

weil X(T') = j*5.X(T) gilt.

Wegen der multiplikativen Reduktion kann man X (7') als Garbe iiber O auffas-
sen, indem man X (7') mit dem Tripel (X (T'), X(T), id) = j.X(T) identifiziert.
Mit Cartier-Dualitit folgt dann 7° = Ty = Hom(X(T), G0, ) -

Um die Kommutativitidt zu testen, reicht es, sich auf Testschemata der Form
U = Spec L' fiir eine endliche, separable Kérpererweiterung L'/K sowie der
Form U = Spec Oy, fiir eine endliche, unverzweigte Kérpererweiterung L'/ K zu
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beschrinken. Im ersten Fall gilt in der oberen Zeile 7°(Spec L') = T(L') sowie
T (Spec L') = T(L') und die Inklusion 7° < T ist auf der generischen Faser
die Abbildung id : T'—— T'. Fir die untere Zeile finden wir

Hom(j. X (), G0, )(U) = Homy (X(T)|yr, Grr)  und
Ho_mw*X(T)a]*Gm,K)(U) = HomU (X(T)|U7]*Gm,K|U) .

Da beim Ubergang auf den Situs iiber U aus G,, 0, “ j.Gy, ic die Identitit
auf G,y wird, sind mit Cartier-Dualitdt beide Zeilen isomorph.

Wir betrachten nun Testschemata U der Form U = Spec Oy, fiir eine endliche,
unverzweigte Erweiterung L'/K. Ohne Einschrankung nehmen wir an, dass die
Zerfallungserweiterung L so groB gewahlt war, dass L D I’ gilt.

In der oberen Zeile kénnen wir die U = Spec Op/-wertigen Punkte als die
Gal (L/L')-invarianten Spec Oy -wertigen Punkte bestimmen, wobei sich die Ga-
loisoperation aus der Trivialisierung herleitet:

T°(U) = Hom o, (Spec OL,G;IH,OL)G;:I(L/L') = Hom (X (T), OZ)Gal(L/L')
T(U) = Hom o, (Spec OL,g(dQL)GaI(L/L') = Hom, (X (T), L*)GaI(L/L’) ‘
Nun induziert die Trivialisierung auf Tj, = Spec L[ X (T')] die Trivialisierung auf
To, = Spec O [ X (T)]. Also muss die Inklusion O; —— L* auch die Abbildung
T(U) = Hom 4 (X (T), Oz)GaI(L/L') o HOmZ(X(T),L*)GaI(L/L’) = T(U)

induzieren. Betrachten wir also nun die untere Zeile :

Ein ¢ € Homy (7.X(T)|v, Gmv) = Hom(5. X(T), G0, ) (U) entspricht nach
dem Zerlegungsatz einem Paar (1), 15) mit einem Gal (K**®/L')— Modulhomo-
morphismus 1, : X(T) —— K*®* und einem Gal (K""/L')- Modulhomomor-
phismus v, : X(T) —— O3}" sowie einer Vertriglichkeitsbedingung, nimlich
dass 1), auf den I-Invarianten mit ¢, iibereinstimmt. Da X(T)! = X(T) gilt,
miissen damit ¢, und 15 schon gleich sein. Damit ist ¢ also schon eineindeutig
durch 1), bestimmt. Wir erhalten

Homyr (. X(T) |7, Gmir) = Hom gai icnr /1) (X(T), OF)
= Homy (X (T'), O3h")Gal (K™ /L)
und analog wegen (7.Gyx)s = K™
Hom(j,. X(T), j.Gpm,ik )(U) = Homy (. X(T)|v, j: G,k |v)
= Hom gai (ke /1r) (X (T), K™*) = Hom 7 (X (T), K"*) S (K™/10)
Da T iiber L trivialisiert, kdnnen wir in diesen Beschreibungen stets Gal (K" /L")
durch Gal (L/L') ersetzen. Auf den Halmen iiber 5 entspricht die Abbildung

Gm,0x > j«Gy x der kanonischen Inklusion Oh" - K"™*, womit die
Kommutativitdt gezeigt ist. O
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Damit erhalten wir zwei wichtige Resultate:

1.1.2 Theorem (vgl. [X] 1.1). Sei K ein lokaler Kérper und T ein K-Torus
mit multiplikativer Reduktion. Sei X (T') die Charaktergruppe von T. Dann ist
die Sequenz

0

Hom(j.X(T),Gm,0,) — Hom(j.X(T),G) — Hom(j.X(T),i.Z) — 0,

die durch Anwenden von Hom(j.X(T),-) auf die kurze exakte Sequenz zum
Néron-Modell der G, x entsteht, exakt und isomorph zu der Sequenz

0

3, T° 5.7 i, ®(T) 0,
insbesondere gilt ®(T) = Homy (X (T),Z) fiir die Komponentengruppe als
Gal (k*°? /k)—Modul.

Beweis. Mit dem Satz 1.1.1 ist die Isomorphie der Sequenzen gezeigt, falls die
erste Sequenz exakt ist, wofiir wir Ext' (5, X (T), Gm,0, ) = 0 zeigen.

Da T multiplikative Reduktion hat, gibt es eine endliche, unverzweigte und galois-
sche Erweiterung L/K, so dass T iiber L trivialisiert. Damit ist j,X(T)|spec o,
gleich der konstanten Garbe Z4, wobei d = dim T gelte.

Fiir einen étalen Morphismus U —— Spec Oy, gilt also

Exty, (7. X(T) |, Gmox [v) = H' (U, G .

Da diese Kohomologiegruppen lokal verschwinden, muss ml(j*X(T), Gm,0) als
Garbifizierung der Prigarbe V + Exty (7.X (T)|v, Gm.o, |v/) verschwinden.

SchlieBlich ist die Garbe Hom(j,.X (T), i.Z) eine Wolkenkratzergarbe und deren
Urbild im étalen Situs iiber Spec k wird von Homyz (X (7),Z) (als Gal (k*?/k)-
Modul) dargestellt (vgl. [M] Ill Ex. 1.7 c)). O

Zweitens ist diese Beschreibung sogar , funktoriell”, womit genauer folgendes
gemeint ist:

1.1.3 Theorem. Sei ¢ : Ty —— T, ein Morphismus zweier algebraischer K -
Tori mit multiplikativer Reduktion und D(¢) : X (Ty) — X (1) die zugehérige
Abbildung der Charaktergruppen.

Dann induziert die Abbildung j.¢ : T, — T der Néron-Modelle eine Abbildung
®(Ty) — ®(T3) der Komponentengruppen, die mit obiger Identifikation gleich
der dualen Abbildung D(¢)" : Homy (X (T3),Z) — Homy (X (Ty),Z) ist.

Beweis. D(¢) induziert einen Garbenhomomorphismus j.X (Ty) — 7.X(T1)
und somit einen Morphismus Hom(5,. X (7}),-) — Hom(.X (75), ) von Funk-



30 1.2. NERON-MODELLE VON WEIL-RESTRIKTIONEN

toren. Dieser Morphismus von Funktoren induziert ein kommutatives Diagramm

HOm(j*X(TI), Gm,OK) — Ho_m(]*X(Tl), g) Inae HO_m(]*X(Tl), Z*Z)
U (0 o

Hom (7. X (T3), G0y, ) < Hom(j. X (T3), G) —- Hom(j, X (T3), i, )

étaler Garben, und wir behaupten, dass dieses Diagramm isomorph zu dem Dia-
gramm

0 (. T3)° - 7.1y - 1, D (1)) 0

ist. Dabei beachte man, dass das die Einskomponente 7, unter dem Gruppen-
homomorphismus j.¢ in die Einskomponente 70 abgebildet wird, womit dieses
Diagramm wohldefiniert ist.

Es reicht offenbar, die Gleichheit der ersten beiden vertikalen Abbildungen zu
zeigen: Mit der Argumentation aus dem Satz 1.1.1 sieht man, dass die Abbil-
dungen 1 und )° bereits durch ihre ,generischen Fasern” 1, resp. ¢ eindeutig
bestimmt sind. Diese entsprechen aber mit Cartier-Dualitat iiber X' dem Mor-
phismus ¢ : Ty —— T5.

Umgekrt sind auch die Morphismen j,¢ und j,¢" wegen der Néronschen Abbil-
dungseigenschaft bzw. wegen der Cartier-Dualitdt eindeutig durch ihre generi-
schen Fasern bestimmt. O

1.2 Neéron-Modelle von Weil-Restriktionen

1.2.1 Theorem. Sei K ein lokaler Kérper, T ein algebraischer K -Torus, und
L/K eine endliche, separable Erweiterung. Es sei ferner angenommen, dass es
einen L-Torus Ty, gibt, derart dass T = Rk (T1) gilt.

Dann gilt die Beschreibung aus [X] Thm. 3.1 fiir ®(T},) genau dann, wenn [X]
Thm. 3.1 fiir (T) gilt.

Bevor wir dieses Theorem zeigen, beweisen wir noch zwei Lemmata. Zunichst
verallgemeinern wir [N-X] Prop. 2.4:



1.2. NERON-MODELLE VON WEIL-RESTRIKTIONEN 31

1.2.2 Lemma. Sei L/ K eine endliche, separable Erweiterung lokaler Kérper und
T ein affines, glattes Spec Or,-Gruppenschema mit zusammenhingenden Fasern,
dh. T, =T ®o, L und T, :== T ®p, | sind zusammenhingend. Dann hat auch
Ro, ok (T) zusammenhingende Fasern.

Beweis. In der generischen Faser erhalten wir
mOL/OK (T) ®OK K= mL/K (T®OL L) = ERL/K (TL) ,

so dass zu zeigen ist, dass eine Weil-Restriktion eines affinen, glatten und zusam-
menhdngenden Gruppenschemas iiber einem Korper beziiglich einer separablen
Erweiterung wieder zusammenhingend ist. Es sei K ein algebraischer Abschluss
von K und Gy := Hom g (L, K) sei die Gruppe der K-Einbettungen von L in
diesen Abschluss. Nach Tensorieren mit K ergibt sich :

R/ (Tr) ®x K 2R, 77 (1L ©r L ®k K)
>~ R = Te) 2 x Rem (T
HGL/K K/K( H K) i K/K( K)

Gr/K
= x Tf
Gr/K

Hierbei bedeutet x T4 ein Faserprodukt iiber K von Kopien von T%, die mit
Gr/x
den Elementen aus G/ indiziert seien.

Mit [SGA 3] Exp. Vla Lem 2.1.2 folgt, dass 7% und damit auch o~ T3 zusam-
L/K

menhdngend sind. Damit ist die generische Faser geometrisch zusammenhan-
gend, also a fortiori zusammenhangend.

Da EROL/OK (T) ®@K k & %OL@)OK/C//C (T ®@L OL ®(9K k) gilt, ist zunachst
O ®o, k zu bestimmen. Wegen der Vertraglichkeit der Weil-Restriktion mit
Teilerweiterungen reicht es, die Spezialfélle L/ K unverzweigt und L/K rein ver-
zweigt zu betrachten.

Im ersten Fall gilt O ®o,. k = [ und [/k ist eine separable Korpererweiterung.
Dies entspricht der Situation in der generischen Faser. Sei also L/K rein ver-
zweigt, dann ist O, Qp,. k =2 [[X]/(X*) eine radizielle Erweiterung von k. Mit
[SGA 3] Exp. Vla Lem 2.1.2 ist

T ®o, (O ®o, k) = T @ [ X]/(X°)
ein glattes, affines und zusammenhangendes k-Gruppenschema. Mit [SGA 3]

Exp. XVII App. Il Prop 5.1 folgt, dass die Weil-Restriktion hiervon zusammen-
hiangend ist, da {[X]/(X*) eine radizielle Erweiterung von k ist. O
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1.2.3 Lemma. Sei L/K eine endliche, separable Erweiterung lokaler Kérper
und L/ L eine endliche, galoissche Erweiterung. Sei X (T},) ein endlich erzeugter,
stetiger Gal (K*% / L)-Modul, auf dem Gal (K¢ /L) trivial operiert. Sei weiterhin
I, die Inertiagruppe von G, := Gal(L/L) und analog I« die Inertiagruppe von
Gal(L/K). Nun sei

0 X (Ty) M? M} M?

eine Auflésung von X (Ty) mit endlich erzeugten, stetigen Gal (K*?/L)-Moduln,
welche torsionsfrei und I1-azyklisch sind. Ferner sei X} := ker M| —— M3}
und man setze (wie in [X] Thm. 3.1)

O, := coker(Homz (X}, Z) —— Homz (M°™*, 7))
Dann ist fiir X := Ind@t X (Ty) und M* := Ind3 M} mit G = Gal (L/K)

0 X M° M! M?

eine Aufldsung von X mit endlich erzeugten stetigen Gal (K**? / K')- Moduln, auf
denen Gal (K¢ /L) trivial operiert. Ferner sind die M" torsionsfrei, Iy -azyklisch
und es gilt

wobei analoger Weise X' := ker M'' —— M? sei und K, fiir den unverzweigten
Abschluss von K in L steht.

Beweis. Dass die M torsionsfrei sind, ist klar. Da L/ K eine endliche Erweiterung
ist, sind Induktion und Coinduktion beziiglich der Inklusion G;, C G isomorph.
Wir konnen nun die Korpererweiterung L/K in eine Kette L D K, D K
zerlegen, wobei K, der unverzweigte Abschluss von K in L sei. Fiir einen
endlich erzeugten, stetigen G';,-Modul N gilt dann

GL ~ GK GL
Indi; N = Ind;" IndGy. N,

wobei natiirlich G, = Gal (L/K,,) sei.
Offensichtlich ist I, in I eine Untergruppe von endlichem Index und die Indukti-
on Indgé N ist nach Einschrankung auf die Kategorie der Ix-Moduln isomorph

zur Induktion Ind%{N. Daraus folgt fiir j € N (als Ix-Moduln):

H (I, IndGE N) = HI (I, Indg<m Indg. )
=~ Indg S H (I, Indj2 N) = Indg S H (I, N)
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wobei im letzten Schritt das Lemma von Shapiro angewandt wurde. Damit ist
klar, dass die M* wieder Ix-azyklisch sind.
Da die Induktion ein exakter Funktor ist, ergibt sich

X' = ker (IndgiMi — Indgf(Mg) = |ndgf<XlL

und damit folgt nach Zerlegung der Induktion und Anwenden des Lemmas von
Shapiro X' = In dGK’”X’ & ynd MO™% = In dGK MO™ " Nun gilt fiir einen
beliebigen, endlich erzeugten stetigen GKM—Modul N der Isomorphismus

HomZ(Indg?” N,Z) = Indg?”“HomZ(N, 7).

Da die Induktion ein exakter Funktor ist, folgt damit insgesamt & 2 Indg?”‘ Op.
U

Beweis des Theorems. Die Bildung von Néron-Modellen ist vertraglich mit der
Weil-Restriktion: wenn also 7; das Néron-Modell von T}, iiber Spec Oy ist,
dann ist 7 := R, o, (Tr) das Néron-Modell von T'. Weiterhin ist die Weil-
Restriktion beziiglich eines endlichen Morphismus ein exakter Funktor auf dem
étalen Situs. Damit erhalten wir aus der exakten Sequenz

0 77 Tz i, ®(Ty) 0
eine exakte Sequenz
0 ——— Ro, /0, (T7) -T > Rop 0k (1:2(T1)) —— 0.

Wir definieren 7° := R, /o, (T7) und zeigen, dass dies tatsichlich die Eins-
komponente von 7 ist. Die Einskomponente 7 ist eine glatte, affine und offene
Untergruppe des Néron-Modells 7;,. Da die Weil-Restriktion eines Gruppensche-
mas wieder ein Gruppenschema ist und die Weil-Restriktion auch mit offenen
Immersionen vertriglich ist (z.B. [BLR] 7.6), ist 7" eine glatte und offene Un-
tergruppe des Néron-Modells 7.

Mit [SGA 3] Exp. VIb Lem 3.10.1 muss also die Einskomponente von T in 7°
enthalten sein und gleich der Einskomponente dieses Gruppenschemas sein. Da
mit dem Lemma oben 7° zusammenhingende Fasern hat, ist 7° bereits die
Einskomponente von 7.

Insgesamt muss damit ® := R, /0, (1.P(1},)) die Komponentengruppe von 7
sein. Da man die Weil-Restriktion sukzessive iiber Teilerweiterungen berechnen
kann, zerlegen wir zunichst die Erweiterung L/K in eine Kette L D K,,, D K,
wobei L/K,, rein verzweigt und K,,./K unverzweigt sei. Die rein verzweigte
Erweiterung ist auflésbar, sie lasst sich demnach in Teilerweiterungen zerlegen,
welche entweder rein verzweigt mit trivialer Erweiterung der Restklassenkorper
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oder rein residuell verzweigt sind. Da wir die Weil-Restriktion nur als étale Garbe
bestimmen miissen, reicht es, den Gal (£*??/k)- Modul

(k") = Roy jox (1:2(T1)) (F*F) = S(TL) (k*P @ (OL oy F))

zu bestimmen. Wir betrachten zunichst den Spezialfall, dass L/ K eine unver-
zweigte Erweiterung ist, also eine separable Erweiterung [/k der Restklassenkdr-
per induziert. Wir definieren G/, := Hom, ([, k°?). Damit sieht man, dass

L5eP R (OL ®OK k) — [sep Rk = H 5ep

G/

als [-Algebra gilt.

Wir betrachten nun, welche Abbildung ein Morphismus o € Gal (k*?/k) =
Auty (k*¢P) auf ®(k°¢?) induziert. Dazu sei x € [ ein primitives Element fiir [/k
und man schreibe [ = k[X ]/ f(X) mit dem Minimalpolynom f(X) von x. Dann
gilt k°? @ 1 =2 k*P[X]/f(X) und iber k% zerlegt sich f(X) = I[(X — 7j(x))
fiir geeignete Reprdsentanten 7; € Gal (k*?/k) von Gy

Ein Galoismorphismus o € Gal (k°? /k) induziert nun eine Permutation der Null-
stellen 7;(x), genauer wird also die Komponente einer Nullstelle 7;(z) auf die
Komponenten der Nullstelle o(7;(x)) =: 7j:(x) abgebildet unter Festlassen von
[, also mit dem [-Morphismus 7']71 o 0 o 1j. Damit ergibt sich

B() = [T (T, (1) = L0 0T, ().

G/

Der Fall, dass L/K rein verzweigt mit trivialer Erweiterung der Restklassen-
korper ist, wird in [X] 2.6 behandelt. In diesem Fall gilt als Galoismoduln
® = O(Ty). Falls L/K rein verzweigt ist und eine rein inseparable Erweite-
rung [/k der Restklassenkdrper induziert, haben wir zum einen einen Isomorphis-
mus Gal (k*? /k) =2 Gal (I**? /1), da [*P = [*? ®, [ gilt. Desweiteren sei ohne
Einschrankung [L : K| = [l : k], so dass Of ®o, k = [ gilt. Damit folgt
O (ksP) =2 O(T)(15P).

Somit folgt insgesamt fiir eine beliebige, endliche und separable Erweiterung L/ K
lokaler Korper

~ 1 1Gal (L /L
¢ = I"dG:|EKM//13)(I)(TL) .

Nun haben wir einen Isomorphismus Gal (K" /K,,,) = Gal (L""/L), so dass mit
dem Lemma 1.2.3 die Aquivalenz der Giiltigkeit von [X] Thm. 3.1 fiir die beiden
Komponentengruppen folgt. O
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1.3 Der Norm-Torus einer zyklischen Erweite-
rung von Primzahlgrad

In dem Artikel [L-L] wird fiir einen lokalen Kérper K mit algebraisch abgeschlosse-
nem Restklassenkdrper der Norm-Torus beziiglich einer zyklischen, rein verzweig-
ten galoisschen Erweiterung L/K vom Grad p =char(k) betrachtet. Analog zu
Liu und Lorenzini setzen wir also in diesem Abschnitt £ = k£*¢” und p > 0 voraus.
In loc.cit. 5.5 und 5.6 wird die Reduktion des Néron-Modells eines solchen Norm-
Torus explizit beschrieben. Wir zeigen, dass diese Beschreibung auch fiir nicht
perfekten Restklassenkorper gilt, sofern keine residuelle Verzweigung vorliegt.

1.3.1 Satz. Sei L/ K eine rein verzweigte galoissche Erweiterung lokaler Kérper
vom Grad p =char(k) und die induzierte Restklassenkorpererweiterung sei sepa-
rabel, also notwendiger Weise trivial.

Dann hat der Norm-Torus Ty zu L/K ein Néron-Modell, das isomorph zu

SPGCOK[X[), ey prl]/(G(XO; ey prl))

ist mit einem Polynom G(Xy, .., X,—1) € Ok[Xo, .., Xp—1], welches modulo =
kongruent zu XP — uX,, ist mit geeigneten u € O} und m € {0,1,..,p — 1}.

Beweis. Der Beweis in [L-L] erstreckt sich iiber die Lemmata 5.3 und 5.4, sowie
die Satze 5.5. und 5.6. Hierbei werden folgende Aussagen iiber die Erweiterung
L/K vorausgesetzt (s. [L-L] 5.2):

1. Die Erweiterung ist vom Eisensteintyp, d.h. sie hat die Form
L=K[H/(t"—sit" 1 + ...+ (=1)"s,),

wobei die s; Elemente aus 7Ok sind und s, die Bewertung vi(s,) =1
hat. Ferner ist die Restklasse von ¢ ein uniformisierendes Element in O;,.

2. Die Restklassen von 1,t,..,#?~! bilden eine Ganzheitsbasis von Oy, iiber
Ok.

3. Die Differente berechnet sich als

vi(Dyyx) = min {prr(si) +p—1—i} = (p—~Drelot) —1),

wobei sg := p sei und o ein beliebiger, aber fest gewahlter Erzeuger von
Gal (L/K) ist.
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Im Fall eines nicht perfekten Restklassenkérpers folgt aus L/K rein verzweigt
und [/k trivial immer noch, dass die Erweiterung vom Eisensteintyp ist, s. [5]
| Prop. 18. Als Eisensteinerweiterung ist damit klar, dass (1,¢,..,#*7!) eine
Ganzheitsbasis ist.

Mit [S] HI Kor. 2 zu Prop. 11 folgt, dass sich fiir jede monogene Erweiterung
B = A[X]/f(X) eines vollstandigen diskreten Bewertungsringes A die Differente
als v,(Dyr k) = v(f'(x)) berechnet mit x gleich der Restklasse von X in B.
Die Restklasse von ¢ bleibt weiterhin ein uniformisierendes Element und es gilt
vi(z) = pvk(x) fir alle z € K. Damit folgt in dieser Situation, dass

vi,(Dr/x) = 1<92271{VL(ptp_1)a v ((p —i)s,_it? "' 7"}

= omin {pv(sy—i) +p— 11}
gilt (mit so := p.). Damit folgt die erste Formel fiir die Differente. Die zweite
Formel folgt aus demselben Korollar, wenn man beachtet, dass

fX)= J] X-o(t) alsof(t)= II T(t) —t

s€Gal (L/K) reGal (L) K)\{id}

gilt und ausnutzt, dass die Ordnung [L : K] prim ist, weshalb v (7(t) — t) =
vr(o(t) —t) fir alle 7 # id gilt.

Somit kann im Beweis die Voraussetzung eines algebraisch abgeschlossenen Rest-
klassenkorpers durch die Voraussetzung einer trivialen Restklassenkdrpererweite-
rung (bei separabel abgeschlossenem Restklassenkorper) ersetzt werden und der
weitere Beweisgang bleibt ohne Anderungen giiltig. O

Im Fall einer rein verzweigten Erweiterung L/ K mit nichttrivialer inseparabler
Restklassenkorpererweiterung kann man auf dhnliche Weise wie in [L-L] vorgehen.
Sei also L/ K eine galoissche Erweiterung lokaler Kérper vom Grad p, welche eine
rein inseparable Erweiterung vom Grad p auf den Restklassenkdrpern induziert.
Es gilt

L=K[H/(t" —sit" 1 + 59t 2+ ..+ (=1)’s,)

mit s; € K geeignet. Da die zugehdrige Erweiterung der diskreten Bewertungs-
ringe monogen ist, kann ohne Einschrankung

OL = OK[t]/(tp - Sltp_l —+ SQtp_Q —+ ..+ (—1)p8p),

also s; € O angenommen werden. Die Erweiterung der Restklassenkdrper muss
die Form [ = k[t]/(t? —5,) haben, das heilit, es gilt s, € O} aber s; € T Ok
firi=1,.,p—1.

Die Erweiterung hat Verzweigungsindex Eins, d.h. es gilt vy (z) = v (z) fir alle
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x € K. Im Weiteren identifizieren wir ¢ mit seinem Bild in L. Im Gegensatz zu
oben ist ¢ nun ein Element aus O . Aufgrund der Gestalt der Erweiterung kann
man analog zu oben die Differente iiber das Minimalpolynom f von t bestimmen:

p—1

vi(Drk) = vi(f' (1) =v(Q_(p — )" 's;) = _min_ {v(p), vi(si)} .

i=0 ¢

Hierbei beachte man, dass die Restklassen der ¢’ eine Basis von [/k bilden,
so dass eine beliebige Summe $7-) a;t* mit a; € O% U {0} in O liegt, sofern
mindestens ein o; # 0 ist. Deshalb kann v, (D) nicht kleiner als das Minimum
der vy (o) sein.

v,(Dy/k) muss auch wieder gleich (p — 1)(v(o(t) —t)) sein. Wir setzen also
Vpm = vr(Dr/k) und 1 := z%' Offenbar gilt stets r > 1.

1.3.2 Satz. Sei L/ K eine rein verzweigte, galoissche Erweiterung lokaler Kérper
vom Grad p mit nichttrivialer, rein inseparabler Erweiterung der Restklassenkér-
per. Dann hat das Néron-Modell von T die Gestalt

SPGCOK[X[), ey prl]/(G(X[), ey prl))

mit einem Polynom G(Xy,..,X,—1) € Ok[Xo, .., Xp—1], welches modulo 7k
kongruent zu

p—1 S tJ
Z S;X;p + Z pL/+m()Xj
i=0 (>0, v(s)=vm}

ist, wobei hier sy := p gelte.

Beweis. Wie in der Situation in [L-L] gilt das

1.3.3 Lemma ([L-L] 5.3). Sei A = ZlIsu, .., Sp, Yo, .-, Yp—1] €in Polynomring in
2p Variablen. Sei B = Alu]/(u? — syuP™" + .. + (—1)Ps,). Sei t das Bild von u
in B und N := Ng/s(yo + t1t + .. + yp—1t* ). Dann gelten:

1. N ist homogen vom Grad p in den Variablen vy, y1, .., Yp—1.

2. Sei0 < j < p—1. Dann ist der Koeffizient von y% in N gleich s,” und fiir
j # 0 ist der Koeffizient von y5 "y, gleich Sppa(t’).

3. Die Koeffizienten von y()\o..y;ﬁ}l in N liegen in dem Ideal (ps,, s1, .., Sp—1),

sofern \g < p — 2 ist.

Wir zeigen zunichst das
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1.3.4 Lemma (Analogon zu [L-L] 5.4). Sei
b= (1+4+ap)+ait+.+a, "' €L
mit a; € K und Ny (b) = 1. Dann gilt fiir0 <i <p—1
v(a;) > .

Beweis. Da die Norm von b in Oy liegt, gilt b € Oy. Da die Potenzen von ¢
eine Ganzheitsbasis bilden, liegen alle a; in Ok . Somit gilt mit Lemma 1.3.3

1=Np/k(b) = (1+ao)”+spal +..+ 52 'a, 1P + Term aus I.J
mit den Idealen I := (p, sy, .., sp—1) und J := (ay,..,a,_1). Also folgt

v((L+aof’ —14spaf .45y 'ap) = | min {v(si),v(p)}+ min {v(a;)}.

Nach Definition ist das erste Minimum gleich v, und es sei 1 < jo, < p—1
gewahlt, so dass das zweite Minimum gleich v(aj,) ist. Nun gilt

pv(aj,) > v((1+ao)’ — 1+ spaf + ..+ sb tap_y) > v + v(aj,),

denn die Restklassen von l,sp,..,sg_1 bilden eine k-Basis von [. Damit gilt
v(aj,) > = =r. Daher gilt fiir 1 < j <p — 1 allgemein:

pv(a;) > v((L4ag)? =1+ spal + ..+ s7"ab ) > v +v(aj,) > vim + 7.

Also ergibt sich v(a;) > ”mp+’" = (”*1;”’" =

Es bleibt noch v(ag) zu betrachten. Sei dazu ¢’ := (—f Es gilt nach Definition
von v, dass e’ > r = z% gilt. Somit ist im Fall v(ay) > €' nichts zu zeigen.

Sonst ist aber (p — 1)v(ag) < v(p) und wegen p|(k) r1<k<p-1folgt:

() = tan) <o} ) o) = v + vt

Damit gilt v((1+ag)? —1) = v(ag+ > j— ( )a’g) pv(ag) . Somit folgt analog
zu oben

pv(ag) > v((L+ag)? — 1+ spal + ..+ s a) ) > v + 1

und damit auch v(ag) > r. O
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In der Darstellung T = Spec K[z, .., zp1]/(Np/x (1 —i—Zf;()l t'x;) — 1) sub-
stituieren wir nun z; := 7" X; und betrachten also
p—1 ,
F(Xo,.. Xpo1) = Np/gr(L+ > 7"t X;) — 1.
j=0
Mit 1.3.3 folgt unter Einsetzen von iy := 1+ 2 = 1 + 7" X, sowie y; := x; =
7" X;, dass

p—1

p-l i
F(Xo, .., Xp1) =1+ kz: <Z> T XE AP XE -1+ 231 s, XY
=1 1=

p—1 )
+ Z SPL/K(tZ)(]. + WrXo)p_lﬂ'rXi

1

p—1
+ Z aAOrwApfl (]' + 71-7")(0)A0 H WrAleAl

i=1
gilt, wobei in der letzten Summe die Indizes \; > 0 die Bedingungen \g < p —2
und 3, , 1 A; = p erfiillen und die ay,, . ,_, geeignet gewdhlt seien. Bei
genauerer Betrachtung sieht man, dass die Koeffizienten der Monome von F
stets eine Bewertung von mindestens pr haben:
Da v(s,) = 0 gilt, ist v(s,7”") = pr und somit haben alle Monome der Form
X? einen Koeffizienten mit Bewertung pr.
Es gilt v(p) > v = (p—1)r, weshalb y((i)ﬂk’") > pr+ (k— 1)r folgt. Deshalb
haben die mittleren Terme in der ersten Zeile eine Bewertung groBer als pr, mit
Ausnahme von pr" X, im Fall, dass v(p) = v, ist.
Es gilt fir 1 < j <p—1 (s. Beweis zu [L-L] 5.5) die Identitdt

SpL/K(tj) + (_1)jj3j = Z (_1)l+13lSPL/K(tj_l) .
1<1<j—1

Damit sieht man, dass stets v/(Sp;,/x(t')) > v, gilt. Genauer gilt die Gleichheit
genau dann, wenn v(s;) = vy, gilt. Dies gilt auch im Fall i = 0, wenn man

s0:=p = Spy /(1) setzt.
Nach Ausmultiplizieren erhalt man in der dritten Zeile Terme der Form

-1 )
( L )SpL/K(tl)w”’"XgXi.

Die Koeffizienten dieser Terme haben also minimale Bewertung fir £ = 0 und
v(s;) = v, und diese Bewertung ist v, +r = pr.
Die Terme in der letzten Zeile haben Koeffizienten

Ao A
a)\o,..)\p1<k WkrﬂrZISigp_l Y
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wobei 0 < k < A gilt und 35, ;, 1 A; mindestens 2 ist. Ferner stammen nach
1.3.3 die Faktoren ay,,.»,_, aus dem Ideal (p, 51, .., 5,_1), haben also mindestens

I3}

Bewertung v,,. Daher glbt es hier nur Koeffizienten mit Bewertung groRergleich
Um +2r =pr+r > pr.

Damit ist G(Xo, .., Xp—1) =7 " F(Xy, .., Xp—1) € Ox[Xo, .., Xp—1] modulo 7w
kongruent zu

p—1 S tI
Z S;Xf’ n Z PL/Z( )Xj ’
i=0 Glv(s)=vm} T

wobei hier sy = p definiert wird.

Diese Substitution lasst sich wie folgt interpretieren: Wenn wir von Ty zu
dem Ok —Modell

T = Spec OK[!L'(), ..,l‘p_l]/(NL/K(l + o + t!L‘l + ..+ tp_ll‘p_l) — 1)

tibergehen und dieses r-mal im Einsschnitt (zp = 1,71y = .. = x,_1 = 0) der
speziellen Faser aufblasen, dann erhalten wir als Dilatation das Schema

T = Spec OK[X(), ey Xp_l]/(G(Xo, ey Xp—l)) .

Hierbei beachte man, dass 7 ein Ox—Gruppenschema ist, denn auf Ty erhalt
man die Multiplikationsabbildung, indem man im Polynomring

LIXP, ., X2 e, LIXP, .., xP)
das Produkt
M= (X + X 4+ X)) (X X2 X))

bestimmt und in der Form
M = Zfz X62 p laX(gg 3—)1)#

mit Polynomen f; aus K[X{?,.
Multiplikation

X7 1,X33 p,l] schreibt. Dann ist die

KX, xO/ (v, xO))
W

KX, ., X2/ (NP, ., X)) @k KIXP, ., X /(NXP, ., X))

p
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durch XV — f;(X§?,. X, 1,X63 3) 1) gegeben. Da das Minimalpolynom
von t nur Koeffmenten aus O hat, haben die Polynome f; nur Koeffizienten in
O und somit lasst sich das Gruppengesetz auf Ty zu einem Gruppengesetz auf
T ausdehnen. Analog lassen sich auch der Einsschnitt und das Inversenbilden
auf T ausdehnen, da diese iiber O definiert sind; fiir letzteres beachte man

(Xo+tX, +..+7'X, ) ' = 1T T(Xo+tX) + .. +t77'X, ).
r€Gal (L/K)\{id}

Also ist wegen [BLR] 3.2.2d 7°™ := Spec Ok[Xy, .., X,_1]/(G(Xo, .., Xp_1))
wieder ein Gruppenschema. Es ist ein integrales Modell von Ty, da es separiert
und flach ist. Letzteres gilt, weil 7 kein Teiler von G(Xo, .., X,_1) ist.

Mit 1.3.4 sieht man, dass wegen der Vorausetzung Ox = O3 die kanonische
Abbildung T5™(O3h) —— Tx(K™) surjektiv ist. Mit [BLR] 7.1.1 folgt, dass
T°*™ das Néron-Modell von Ty ist, sofern es glatt ist. Dies folgt mit dem Jacobi-
Kriterium, weil

S t/
o=y Py
lsp=rmy 7T
mit Sp;/ffn € Oy fir alle j mit v(s;) = v, gilt. O

Mit Hilfe dieser Darstellung zeigt sich folgendes

1.3.5 Korollar. Sei L/K eine zyklische, rein verzweigte Erweiterung lokaler
Kérper vom Grad p =char(k). Die Erweiterung der Restklassenkérper sei rein
inseparabel vom Grad p und Ty der Norm-Torus beziiglich L/ K .

Dann ist die Komponentengruppe des Néron-Modells von Ty trivial und die
Reduktion der Einskomponente ist eine gewundene unipotente Gruppe.

Beweis. Die spezielle Faser des Néron-Modells hat die Gestalt

Te™ = Spec kX, . X, 1)/ (@Ko, X, 1))

wobei G = Y7 sl sSXP 4 Y Spir/ffn( )Xf’o offenbar ein p-Polynom ist.
v(8i)=vm

Das Gruppengesetz iiber Ok ergibt sich (nach der Aufblasung) aus folgender

Rechnung:

1+ X +tr" X2 + .+ X)) @
1+ 7" X +tn" X + .+ tp_lﬂrXI(,?i)l)

p—1
—1+7" Y #(1eX® + XD ©1) + 7 T(XP, .., X))
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mit geeignetem ['(X{?, "7X;1(7?:)1) € Ok[X?, ..,XIEQ,)I](X)OK[XS”, ..,XIE?’,)I] Nach
Aufspalten nach Potenzen von t und Kiirzen mit #" ergibt sich also modulo 7
das Gesetz X2 5 10 Xt¥ + XP @1 fir 0 <4 <p-—1.

Also ist die spezielle Faser eine Untergruppe der G, .

Der Hauptteil von G hat keine nichttriviale rationale Nullstelle: Nach Wahl der
Erweiterung L/K gilt s, =t in L.

Eine Nullstelle des Hauptteils entspricht nun einer Gleichung

svap + .. +sb tab_; =0 mit a; € k

Diese Gleichung ldsst sich auch in [ lesen als
(t%ap)? + .. + (" ap_1)? = (t%ag + .. + *7a,_1 )P =0 .

Da [ ein Kérper ist, bedeutet dies schon agt® + .. + a, =" = 0 und damit
miissen alle a; = 0 sein, denn die Potenzen von ¢ sind eine Basis von [/k. Also
existiert nur die triviale rationale Nullstelle.

Damit folgt die Behauptung aus dem Satz A.1, sofern fiir ein iqg € {0,..,n}
der lineare Term zu X, trivial ist. Sei also L = K[t] mit v(p) = v(s1) = .. =
v(sp_1), so dass alle linearen Terme auftauchen. Insbesondere ist also char(K) =
0. Da aber T nicht von der speziellen Wahl von ¢ € L abhangt, kénnen wir ¢
durch das ebenfalls erzeugende Element ¢/ := ¢ — *L ersetzen. Hierbei beachte
man, dass 2 € Oj gilt, also ¢’ ganz ist. Wenn nun x(X) = X7 — s1 XP1 4
..+ (—1)?s, das Minimalpolynom von ¢ ist, dann ist das Minimalpolynom von
¢t — % gleich

XX+ ) = (X4 P —sa(X o+ (1),

S :
= X? + XP"'(p=L — 5) + weitere Terme .
p

Fithrt man also die Konstruktion mit ¢’ aus, so ergibt sich ein Polynom G’, das
keinen linearen Term mit X; enthalt. O

AbschlieRend skizzieren wir den (wohlbekannten) zahm verzweigten Fall: Es
sei L/K eine endliche, rein und zahm verzweigte Erweiterung lokaler Korper
vom Grad ¢. Die Erweiterung ist ebenfalls eine Eisensteinerweiterung L =
K[t]] L, sit" mit s, =1, 50, .., 8,1 € (7x) und vg(sp) = 1. Da k = k*P vor-
ausgesetzt wurde, kdnnen wir wegen des Henselschen Lemmas annehmen, dass
es ein uniformisierendes Element 7, € Oy, gibt, so dass 7§ € Ok gilt. Damit
kénnen wir die Eisensteingleichung ohne Einschrankung von der Form t? — 7y
voraussetzen.
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Damit gilt fiir a, ..,a,-1 € Ok die Gleichung
q—1 )
Npyx(D_ ait') = af mod (mg)
i=0
und wir finden fiir Ty das glatte Ox-Modell
q—1

SpeC OK[X(), ey qul]/(NL/K(Z Xltz) — 1)
=0

mit spezieller Faser Spec k[ Xy, .., X;—1]/(X{ — 1). Somit ist die Komponenten-
gruppe gleich Z/qZ.



Kapitel 2

Komponentengruppen von
Néron-Modellen

In diesem Kapitel werden wir die Komponentengruppe der speziellen Faser eines
(lokalen) [ ft-Néron-Modells einer kommutativen glatten algebraischen K-Gruppe
untersuchen. Unser erstes Hauptresultat ist, dass die Komponentengruppe ein
endlich erzeugter Modul (Thm. 2.3.2) ist. Dies beantwortet eine Frage von
Lorenzini [L-L] Rem. 1.3.

Dafiir zeigen wir, dass es zu einer kommutativen glatten algebraischen K-Gruppe
Gk eine exakte Sequenz

0 17 Gk G 0

von kommutativen glatten algebraischen K-Gruppen gibt, so dass 7 ein Torus
mit multiplikativer Reduktion ist und G’ ® ¢ K™ keine Untergruppe der Form
Gy, ke enthalt. Ferner enthdlt Gx @ K™ genau dann keine Untergruppe der
Form G, knr, wenn dies auch fiir G' @ x K™ gilt. Wenn nun Gk ein [ ft-Néron-
Modell besitzt, erhalten wir damit in der glatten Topologie eine kurze exakte
Sequenz

0 - T -G - g’ -0

der zugehorigen [ ft-Néron-Modelle. Nun definieren wir wie in [B-X] §4 den Funk-
tor der Einskomponente auf den glatten Garben iiber Spec Of. Genauer stellt
dieser Funktor nach Einschrankung auf die spezielle Faser die Einskomponente
dort dar. Dieser Funktor ist wie in der formellen Situation rechtsexakt, so dass
wir eine kurze exakte Sequenz

0 i) ®(Gr) — (G;)

der Komponentengruppen erhalten, wobei ® fiir einen geeigneten Quotienten von
®((Tr),) steht. Dies liefert dann mit unserer Beschreibung der Néron-Modelle

0

44
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von algebraischen Tori mit multiplikativer Reduktion und dem Theorem [BLR]
10.2.1 das erste Hauptresultat.

Unser zweites Hauptresultat ist, dass ein Homomorphismus Gy —— G5 kom-

mutativer glatter algebraischer K-Gruppenschemata, welcher eine abgeschlosse-
ne Immersion ist, auf den Komponentengruppen der [ ft-Néron-Modelle (sofern
diese Modelle existieren) einen Homomorphismus ®((G;),) —— ®((G2),) mit
einem endlichen Kern induziert.
Dies beruht darauf, dass der induzierte Homomorphismus G; —— G, der [ ft-
Néron-Modelle quasikompakt ist, weil eine Dilatation ein quasikompakter Mor-
phismus ist. Mit der Endlichkeit des Kerns werden wir spater die exakte Sequenz
der Komponentengruppen im Fall von [ ft-Néron-Modellen von algebraischen Tori
konkreter beschreiben.

2.1 Maximale Untertori mit multiplikativer Re-
duktion

Es sei S ein Schema und G ein algebraisches S-Gruppenschema. Dann kdnnen
wir einen maximalen (Unter-)Torus von G wie folgt definieren:

2.1.1 Definition ([SGA 3] Exp. Xll Def. 1.3). Sei S ein Schema und G
ein S-Gruppenschema von endlichem Typ. Ein Untergruppenschema T von G
heit ein maximaler Torus von G , wenn die folgenden Eigenschaften gelten:

1. T ist ein Torus.

2. Fiir jeden Punkt s € S bezeichne § das Spektrum eines algebraischen
Abschlusses von k(s) und es ist T ein maximaler Torus von G, also
eine algebraische Untergruppe, welche ein Torus ist und maximal beziiglich
dieser Eigenschaft ist.

Maximale Tori existieren fiir glatte algebraische Gruppen iiber einem Korper:

2.1.2 Theorem ([SGA 3] Exp. XIV Thm. 1.1). Sei K ein Kérper und G
eine glatte algebraische K-Gruppe. Dann hat G einen maximalen Torus T' und
damit eine Cartan’sche Untergruppe C = Zentrg(T).

[SGA 3] Exp. XII Cor. 1.15 besagt, dass ein kommutatives Gruppenschema
hochstens einen maximalen Torus haben kann.

2.1.3 Lemma. Sei K ein lokaler Kérper und T ein K-Torus mit Charakter-
gruppe X (T). Dann existiert in T ein maximaler Untertorus Ty —— T mit
multiplikativer Reduktion. Die Bildung von T ist mit unverzweigten Erweiterun-
gen vertraglich.



46 2.1. MAXIMALE UNTERTORI MIT MULTIPLIKATIVER REDUKTION

Beweis. Sei L/ K eine endliche, galoissche Erweiterung, so dass T iiber L zerfillt.
Sei I,/ die Inertiagruppe zu L/K. Wir suchen nun einen maximalen torsions-

freien Quotienten von X (7) mit trivialer I, x-Operation. Dazu betrachten wir
die Abbildung

Sp;: X(T) — X(T)' = X(T)'x z+— Y 72

TEIL/K

Die Wohldefiniertheit ist klar und da Ir,/x ein Normalteiler in Gal (L/K) ist, ist
diese Abbildung ein Gal (K*%?/K)-Modulhomomorphismus. Wir erhalten eine
kurze exakte Sequenz

0 —— ker(Sp;) —— X(T') — im(Sp;) =: X (17) 0

von stetigen, endlich erzeugten Gal (K**?/K)-Moduln. Als Untermoduln von
torsionsfreien Moduln sind ker(Sp;) und im(Sp;) torsionsfrei. Nach Definition
operiert I1,/k trivial auf X (T7). Wir zeigen nun, das X (77) maximal mit dieser
Eigenschaft ist.

Sei ¢ : X(T) — X' ein Gal (L/K)-Modulhomomorphismus und X" sei torsi-
onsfrei mit trivialer I,/ -Operation. Dann gilt 1)(Sp;(x)) = ni¢(x), wobei n die
Machtigkeit von Ik sei. Also gilt ker(Sp;) C ker(¢)) wegen der Torsionsfreiheit
von X' und wir haben einen Homomorphismus X (77) — X' .

X(T) — X(T7) entspricht mit [SGA 3] Exp. VIII Prop. 3.2 und [SGA 1] Exp
VIII Cor. 5.5 einem Homomorphismus T; —— T algebraischer Tori, der eine
abgeschlossene Immersion ist.

Da eine unverzweigte Erweiterung die Operation der Inertiagruppe nicht dndert,
ist klar, dass die Bildung von T mit solchen Erweiterungen vertraglich ist. [

2.1.4 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und G i ein kommutatives glattes alge-
braisches K -Gruppenschema. Dann besitzt G i einen maximalen Torus T; mit
multiplikativer Reduktion und der Quotient G' := G /T; existiert und ist eine
kommutative glatte algebraische K -Gruppe.

Ferner hat G' ®x K™ keine Untergruppe der Form G, gnr. G' @ K™ hat
genau dann eine Untergruppe der Form G, g, wenn G @k K™ eine solche
Untergruppe hat.

Beweis. G i hat einen eindeutigen maximalen Torus 7T'. Dieser ist ein Untersche-
ma, so dass der Homomorphismus 7' —— G i eine abgeschlossene Immersion
sein muss. Mit dem Lemma oben haben wir einen maximalen Untertorus 7 von
T mit multiplikativer Reduktion und dieser ist ein Untertorus von G .

Mit dem Theorem aus [SGA 3] Exp. Vla §5.4 bilden die kommutativen alge-
braischen K-Gruppenschemata eine abelsche Kategorie, d.h. wir haben eine
(fpgc)-exakte Sequenz

0 - 17 - Gk - G’ - 0.
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T; ist glatt und treuflach iiber K und nach Basiswechsel mit 7} sind G, und G’
isomorph. Also ist mit Descent auch G’ glatt liber K.

Wir betrachten nun diese Sequenz nach Basiswechsel mit K™". Das Urbild einer
abgeschlossenen Untergruppe U von G’ ®j K" ist eine abgeschlossene Unter-
gruppe von G x®x K™ und auch eine Extension von U mit T7Q 5 K" =2 G icnr -
Angenommen, G' @ x K™ habe eine Untergruppe der Form Gy, x~-. Dann hat
Gk ®kx K™ eine Untergruppe , die eine Extension von Gy, gnr mit G;ﬁn’KM ist.
Mit [SGA 3] Exp XVII Prop 7.1.1 ist diese Extension ein Gruppenschema von
multiplikativem Typ. Die Extension entspricht also mit Cartier-Dualitdt einer
Extension von Z mit Z" als I = Gal (K*®/K")-Moduln. Da Ext;(Z",Z) =
HI(I, Z)" = 0 gilt, ist diese Extension trivial. Also hat Gx ® K™ eine Un-
tergruppe der Form G”mJ“}(n Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass T; der
maximale Untertorus mit multiplikativer Reduktion von T ist.

Wenn Gk ® x K™ eine Untergruppe der Form G, gn- hat, dann gilt dies auch fiir
G' ®k K", weil alle Homomorphismen von Gy, x»r nach G, gnr trivial sind, so
dass die Quotientenabbildung auf einer solchen Untergruppe ein Isomorphismus
Ist.

Habe umgekehrt G' @k K" eine Untergruppe der Form G, g~-. Dann hat
Gk ®kx K™ eine Untergruppe, die eine Extension von G, gx»r mit Gy, gonr ISt
Mit [SGA 3] Exp XVII Thm 6.1.1 A (ii) ist eine solche Extension aber trivial und
wir finden eine Untergruppe der Form G, xnr in G @ K. O

2.2 Die Einskomponente einer glatten Garbe

Analog zu [B-X] 4.7 definieren wir fiir abelsche Garben auf dem glatten Situs iiber
dem Spektrum eines henselschen diskreten Bewertungsringes R eine Untergarbe,
die wir in gewisser Weise als , Einskomponente” auffassen kdnnen. Diese Defini-
tion macht dbrigens nur in der glatten Topologie Sinn, da eine analog definierte
étale Garbe in der speziellen Faser trivial ware.

In diesem Abschnitt sei K der Quotientenkorper von R und k der Restklassen-
korper von R.

2.2.1 Definition. Sei S = Spec R das Spektrum eines henselschen diskreten
Bewertungsringes und F eine abelsche Garbe auf dem glatten Situs iiber S. Dann
sei F° die Untergarbe, die jedem glatten S-Schema T die Schnitte f € F(T)
zuordnet, fiir die gilt: Fiir jeden étalen Punkt u : Spec A —— T gibt es

1. einen Bewertungsring R', der étale iiber A (also auch étale iiber R) ist,

2. ein fasernweise geometrisch zusammenhangendes glattes S-Schema T mit
einem Schnitt g € F(T") und
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3. R'-wertige Punkte ug, v, : Spec R —— T", derart dass gl., = 0 gilt und
9lu, durch f|, faktorisiert.

2.2.2 Satz. Fiir eine glatte Garbe F (iber einem henselschen diskreten Bewer-
tungsring R ist F° tatsichlich eine Untergarbe. Es gilt j*F = j*F°, wobei
j: Spec K = SpecQQ(R) —— Spec R die kanonische offene Immersion ist.
Falls F von einem glatten R-Gruppenschema F' dargestellt wird, gilt fiir die
abgeschlossene Immersion i : Speck —— Spec R der speziellen Faser

i*.7:0 — Z*(FO) ,
falls F' sogar eine zusammenhingende generische Faser hat, gilt
Fo=F.

Beweis. Sei T ein glattes R-Schema. Falls T = Ty gilt, so hat T keine éta-
len Punkte, so dass F°(T) = F(T) gilt. Damit gilt j*F = j*F°. Sei nun T
allgemein. Wir bezeichnen fiir einen Morphismus ) : U —— T den Restrikti-
onsmorphismus der Garbe F mit py,.

Es gilt 0 € F°(T), denn fiir einen étalen Punkt u : Spec A —— T ist p,(0) =0
und dies ist gleich p,/(0) fiir v’ : Spec A —— Spec R. Da R geometrisch zu-
sammenhangend ist, sind also die Bedingungen der Definition erfiillt.

Ist nun 7 : Ty —— T ein Morphismus in der Kategorie der glatten R-Schemata.
Dann induziert jeder étale Punkt von T} einen étalen Punkt von 75 und damit
gilt o, FO(T3) C FO(Ty).

Somit ist F° eine Unterpriagarbe von Mengen. Seien nun f,g € F°(T). Dann
siecht man, wie in [B-X] nach der Def. 4.7 ausgefiihrt, dass auch f — g € F°(T)
gilt. Damit ist F° eine Untergarbe.

Sei nun F eine Garbe, die von einem glatten Gruppenschema dargestellt wird.
Wir zeigen, dass ein Schnitt f € F°(T) genau einem Morphismus T — F ent-
spricht, so dass in der speziellen Faser eine Faktorisierung Ty —— F{ — F},
existiert.

Ein Schnitt f € F°(T) entspricht einem Morphismus f : T —— F und fiir
jeden étalen Punkt u : Spec A —— T gibt es ein geometrisch zusammenhéan-
gendes glattes Schema 7", einen Morphismus ¢g : 7" —— G und étale Punkte
ug, uy : Spec R —— T", so dass g o uy, iiber den Einssschnitt von G faktorisiert
und fowuo (Spec R —— Spec A) gleich gou/ ist. Damit faktorisiert f o u iiber
F°. Da die étalen Punkte ein dichtes Bild in der speziellen Faser von T haben,
muss demnach schon fj, : T, —— F}, iiber F? faktorisieren.

Fiir einen Schnitt f : T — F mit Faktorisierung f; : Ty, — F} und einen éta-
len Punkt u : Spec A —— T nehme man das geometrisch zusammenhangende
Schema T" := F°®px A und als étale Punkte den Einsschnitt uj : Spec A —— T
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sowie den von u induzierten Punkt u} : Spec A —— T", womit nach Definition
f e FOgilt.

Wenn die generische Faser von F' zusammenhangend ist, ist die Existenz einer
Faktorisierung T}, —— F} 3quivalent zu einer Faktorisierung T —— F. Also
gilt dann F° = FY.

Im Allgemeinen haben wir eine Inklusion *F° = i*(F%)? —— * 7% Dabei
meint (F°)° die Garbe der Einskomponente (wie oben definiert) von der Garbe,
die von F° dargestellt wird. Umgekehrt kénnen wir alle Schnitte aus i*F° aus
Schnitten T —— F' konstruieren, fiir die T" keine Zusammenhangskomponente
ohne étalen Punkt hat. Somit kénnen wir i* auf der Untergarbe F° berechnen
und *F° —— ¢*FO ist somit surjektiv. O

Also konnen wir mit dieser Untergarbe die Einskomponente eines Néron-
Modells in der speziellen Faser untersuchen. Fiir algebraische Tori stellt diese
Garbe auch iiber O, die Einskomponente des Néron-Modells dar. Wir untersu-
chen nun, wie sich diese Untergarbe mit Morphismen glatter Garben vertragt.

2.2.3 Satz. Sei ) : F —— G ein Morphismus abelscher Garben auf dem glatten
Situs tiber S = Spec R fiir einen henselschen diskreten Bewertungsring R. Dann
induziert dieser Morphismus einen Morphismus 1° = |z : F* —— G° und

einen Morphismus ) : ®(F) := F/F° —— ®(G) := G/G°.

Beweis. Die erste Aussage ist klar, da ¢) ein Morphismus von Funktoren in die Ka-
tegorie der abelschen Gruppen ist, so dass fiir einen Schnitt f € F°(T') mit einem
fasernweise geometrisch zusammenhdngenden Schema 7" und étalen Punkten
u, ug, uy wie in der Definition gefordert das Bild unter 1) wieder den Bedingun-
gen der Definition entspricht.

Damit induziert 1) eine Abbildung F/F° —— G/G° (als Prigarben). Da die
Garbifizierung ein (exakter) Funktor von der Kategorie der Pragarben in die Ka-
tegorie der Garben ist, folgt die zweite Behauptung. O

Fiir diesen Funktor F ~ FO gilt:

2.2.4 Satz ([B-X]4.8). Sei ¢ : F' — F ein Epimorphismus abelscher Garben
auf dem glatten Situs iiber S. Dann ist der induzierte Morphismus (F')° — F°
ebenfalls ein Epimorphismus.

Beweis. Der Beweis von [B-X] 4.8 iibertragt sich wortlich auf unsere Situation,
da nur auf der speziellen Faser etwas zu zeigen ist. O
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2.3 Die Sequenz der Komponentengruppen

Sei h : Gy —— (G ein Homomorphismus glatter Gruppenschemata iiber ei-
nem beliebigen Basisschema S. Dieser induziert einen Homomorphismus h° :
GY% —— 9 der Einskomponenten. Deswegen induziert 4 auch einen Homomor-
phismus der Komponentengruppen. Diesen kdnnen wir global als Morphismus
h : ®(G;) — ®(Gy) von glatten oder étalen Garben verstehen oder lokal
fiir s € S als Homomorphismus A, : ®((G})s) — ®((G2)s) von étalen k(s)-
Gruppen. Wir wollen nun untersuchen, wie sich diese Abbildung mit kurzen
exakten Sequenzen vertragt.

2.3.1 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und

0 G, G G 0

eine kurze exakte Sequenz von kommutativen glatten algebraischen K -Gruppen,
deren [ ft-Néron-Modelle G; iiber Spec Oy existieren. Sei ferner die induzierte
Sequenz

L

0 - G1 - G - G3 -0

der Néron-Modelle exakt in der glatten Topologie. Dann gibt es eine kurze exakte
Sequenz

0 —— G/t '(Gy) — ®(G2) —— B(Gs) 0

von Garbenquotienten ®(G;) := G;/G?, wobei hier G fiir die Untergarbe aus
Def. 2.2.1 steht.
Ferner gibt es eine exakte Sequenz

0 ® ®((G2)) — ©((Gs);,) 0

von stetigen Gal (k*?? /k)-Moduln, wobei die ®((G;),) die Komponentengruppen
der k-Gruppen (G;), sind und ® ein Quotient des Moduls ®((G),,) ist .

Beweis. Wir erhalten (in der glatten Topologie) ein kommutatives Diagramm

0 mH(GY) - G3 - G3 - 0

0 Gi G2 Gs 0
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mit exakten Zeilen. Genauer folgt die Kommutativitit aus dem Satz 2.2.3. Dabei
ist die erste Zeile bei :7'(G9) exakt, weil das Urbild einer Untergarbe schon eine
Untergarbe ist (vgl. [M] Il 2.12 c)). Wegen des Satzes 2.2.4 ist die erste Zeile
bei G exakt. Die Exaktheit in der Mitte folgt daraus, dass die zweite Zeile eine
exakte Sequenz ist. Somit liefert das Schlangenlemma eine kurze exakte Sequenz
der Cokerne, welche der behaupteten Sequenz

00— Gi1/17'(G3) — ®(Ga) —— ®(Gs)

entspricht.

Die Einschrankung i* dieser Sequenz auf den glatten Situs iiber s := Speck ist
exakt. Insbesondere werden die Quotienten @ in die (echten) Komponentengrup-
pen iberfiihrt, da i*G? von (G)), dargestellt wird.

Die Einschrankung auf den étalen Situs iiber Spec k ist exakt ([M] 1l Prop. 3.3).
Mit dem Satz 0.2.1 entspricht diese Einschrankung einer exakten Sequenz

0 - & - ©((G2),) — @((F3)) —— 0
von stetigen Gal (°?/k)-Moduln. Wegen der Exaktheit der Einschrdnkung ist
¢ ein Quotient von ®((G1),). O

2.3.2 Theorem. Sei K ein lokaler Kérper, und G sei ein kommutatives glat-
tes und separiertes Spec Oy -Gruppenschema, das ein [ ft-Néron-Modell seiner
generischen Faser G ist. Insbesondere ist also G’y eine kommutative glatte
algebraische K -Gruppe.
Dann ist die Komponentengruppe ®(Gy) der speziellen Faser von G (als Galois-
modul) endlich erzeugt.

Beweis. Mit dem Satz 2.1.4 und [BLR] Thm 10.2.2 haben wir eine exakte Se-
quenz

0 ~T7 - Gk - G’ -0

von kommutativen glatten algebraischen K-Gruppen, so dass 77 ein Torus mit
multiplikativer Reduktion ist und G' @ K™ keine Untergruppe der Form G,,, xnr
oder G, xnr enthdlt. Mit [X] Lem 2.11 ist R'j. T = 0, so dass wir den Satz
2.3.1 anwenden kdnnen und eine exakte Sequenz

0 i) ®(Gr) — (G

erhalten, wobei ® ein Quotient der Garbe ®(7;) ist. Mit [BLR] Thm. 10.2.1
ist das Néron-Modell von G’ quasikompakt, so dass ®(G;,) von einem endlichen
Gal (k*¢? /k)-Modul dargestellt wird. Mit dem Thm. 1.1.2 wird ® von einem
endlich erzeugten Gal (£*??/k)-Modul dargestellt. Damit wird auch ®(Gy) von
einem endlich erzeugten Gal (£**?/k)-Modul dargestellt. O

0
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Ein Morphismus f : X —— Y von Schemata heilit quasikompakt, wenn es
eine offene affine Uberdeckung (V;);c;r von Y gibt, so dass die Urbilder f=*(V})
in X quasikompakt sind.

2.3.3 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und G eine glatte algebraische K-Gruppe
mit einem [ ft-Néron-Modell G, iiber Spec Ok . Sei G eine glatte Untergruppe
von Gy.

Dann existiert das [ ft-Néron-Modell G, von G, und die Abbildung G — G,
die von der Inklusion auf der generischen Faser induziert wird, ist quasikompakt.

Beweis. Mit [BLR] Prop. 10.1.4 existiert das [ f¢-Néron-Modell von G und kann
als Gruppengldttung des schematischen Abschlusses von Gy in Gy konstruiert
werden. Wir haben also eine Abbildung

F1EDR—

§(n)
G =g g G, — Gy,

bei der die §() Dilatationen geeigneter abgeschlossener Untergruppen der spe-
ziellen Faser sind. Dies folgt mit [BLR] Lem. 7.1.4, da es (nach evt. étalem
Basiswechsel) reicht, die Gruppenglattung auf G| N GY zu konstruieren.

Nach [BLR] §3.2 kann eine Dilatation eines Schemas lokal konstruiert werden
und die Dilatation eines affinen Schemas ist affin. Damit ist eine Dilatation qua-
sikompakt. Eine endliche Verkniipfung quasikompakter Morphismen ist ebenfalls
quasikompakt.

Nach Konstruktion haben wir damit eine quasikompakte Abbildung G; — Gs,
die auf der generischen Faser der Inklusion G| C G entspricht, also folgt die
Behauptung mit der Néronschen Abbildungseigenschaft. O

Wir kdnnen nun zeigen, dass in der Situation von Satz 2.3.1 der Quotient
®((G1),) — @ einen endlichen Kern besitzt.

2.3.4 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und G5 eine glatte algebraische K-Gruppe
mit [ ft-Néron-Modell G, iiber Spec Ok. Sei G ein glatte (abgeschlossene)
Untergruppe von G,.

Dann induziert die zugehérige Abbildung der Néron-Modelle eine Abbildung

®((G1)) — @((G1),)

der Komponentengruppen (als Gal (k*®/k)-Moduln), deren Kern ein endlicher
Untermodul ist.

Beweis. Mit G; —— G, ist auch ¢ : (Gy), — (G2), ein quasikompakter Mor-
phismus. Da die Einskomponente (GJ), von endlichem Typ iiber £ ist, ist sie qua-
sikompakt und damit ist ihr Urbild quasikompakt. Somit kénnen wir .='((G3),)
mit endlich vielen Zusammenhangskomponenten von (G,), iiberdecken. Da je-
de Zusammenhangskomponente iiber k5 in endlich viele Translate von (GY),
zerfallt, kdnnen nur endlich viele Elemente von ®((G;),) im Kern liegen. O



Kapitel 3

Integrale Modelle

In diesem Kapitel betrachten wir Fortsetzungen eines glatten, kommutativen
K-Gruppenschemas G'i von endlichem Typ zu einem integralen Modell, sprich
einem separierten, flachen O -Gruppenschema. Dies ist dadurch motiviert, dass
in der Literatur integrale Modelle algebraischer Tori betrachtet werden, die keine
Néron-Modelle sind. In [ChYu] §4 wird fiir algebraische Tori 7' ein sogenann-
tes ft-Néron-Modell definiert, welches ein glattes integrales Modell 7/¢ ist, fiir
das T/t(O3h) der maximalen beschrinkten Untergruppe von T'(K™") entspricht.
Voskresenskii et. al. (s. [V-K-M], [P],[PV]) definieren ein Standard-Modell, das
ein integrales Modell mit dhnlichen Eigenschaften wie das f¢-Néron-Modell ist.
Wir zeigen, dass es im [ft-Néron-Modell eine eindeutig bestimmte offene Un-
tergruppe gibt, die den Torsionsanteil der Komponentengruppe induziert. Diese
Untergruppe werden wir als f¢-Néron-Modell definieren.

Wir zeigen fiir glatte kommutative K-Gruppenschemata G i von endlichem Typ,
dass genau dann eine maximale beschrankte Untergruppe von G i (K™") existiert,
wenn Gk keine Untergruppe der Form G, x enthdlt, also ein [ ft-Néron-Modell
G besitzt. Dabei identifizieren wir die maximale beschriankte Untergruppe mit
dem Bild der Punkte aus G(O$), welche in der Komponentengruppe auf Torsi-
onselemente abgebildet werden.

Somit ist unsere Definition fiir algebraische Tori dquivalent zu der von Chai und
Yu und ein ft-Néron-Modell existiert genau dann, wenn ein [ f¢-Néron-Modell
existiert. Wir zeigen, dass das ft-Néron-Modell durch die Liftungseigenschaft
fir die étalen Punkte aus der maximalen beschrankten Untergruppe der K™"-
wertigen Punkte ausgezeichnet ist und auch eine Fortsetzungseigenschaft, analog
zur Néronschen-Abbildungseigenschaft, besitzt.

Wir zeigen, dass auch ft-Néron-Modelle mit étalem Basiswechsel und Weil-
Restriktion vertraglich sind. Der Nutzen des ft-Néron-Modells liegt in seiner ein-
facheren Berechenbarkeit. Fiir einen algebraischen Torus T ist es affin und kann
als Gruppenglattung des schematischen Abschlusses von 7" in Ro, 0, (G}, 0, )
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bestimmt werden, wobei n = Dim(T’) sei und L eine Zerfallungserweiterung von
T sei.

Dieser schematische Abschluss, welcher selbst ein integrales Modell von T ist,
entspricht dem Standard-Modell von Voskresenskii et. al. Mit einer ldee aus
[Edi] kénnen wir ein Kriterium dafiir angeben, wann ein Monomorphismus alge-
braischer K-Tori eine abgeschlossene Immersion der Néron-Modelle induziert.
Wir zeigen, dass auf dem étalen und dem glatten Situs das f¢-Néron-Modell
ein linksexakter Funktor ist. Wir definieren einen Betrag auf den K™ -wertigen
Punkten eines Torus und identifizieren die Punkte mit Abbildungen der Charakter-
gruppe in die Einheiten einer Zerfillungserweiterung L/ K™ von Tinr. Ein Punkt
gehort genau dann zu der maximalen beschrankten Untergruppe von T'(K™),
wenn er als Abbildung nur Werte in O hat. Dies ist schon der Fall, falls er
eingeschrinkt auf X (T')" nur Werte aus O} hat. Deshalb gilt als étale Garbe
Tft - HO_m(j*X(T), Gm,OK)-

Damit ist die von Xarles im Beweis zu [X] Thm. 1.1 konstruierte Sequenz ein
Spezialfall der kanonischen Sequenz

0 T T Hom(j. X (T), 1.7, .

Im Anhang B befassen wir uns mit der Rechtsexaktheit des f¢-Néron-Modells.

3.1 Integrale Modelle und Néron-Modelle

Es sei K ein lokaler Kérper und Gi ein glattes K-Gruppenschema von endli-
chem Typ. Unter einem integralen Modell von G verstehen wir ein flaches,
separiertes Qg -Gruppenschema G, dessen generische Faser als Gruppenschema
isomorph zu G ist.

Die wohl fruchtbarste Art von integralen Modellen sind die Ift-Néron-Modelle:
Fiir algebraische Tori existiert in unserer Situation stets das Néron-Modell, man
kann sogar eine explizite Konstruktion angeben (vgl. [BLR] Prop. 10.1.4): Ist
namlich T ein algebraischer K-Torus, so existiert eine endliche, galoissche Er-
weiterung L/K, so dass T'®x L = G}, ; gilt. Damit gibt es eine abgeschlos-
sene Immersion T'—— Rk (G}, ), durch die T zu einer Untergruppe von
Ri/k (G, ) wird. Nun existiert das [ft-Néron-Modell der Gy, ; und somit
auch ein [ ft-Néron-Modell R von Rk (G}, ;). Dann ist die Gruppenglattung
des schematischen Abschlusses von T in R ein [ ft-Néron-Modell von T.

Bei dieser Konstruktion ist wichtig, dass der schematische Abschluss ein integra-
les Modell von T ist, wozu wir folgendes Resultat zitieren mochten:

3.1.1 Lemma ([SGA 3] Exp. VIl 7.1). Sei R ein diskreter Bewertungsring
mit Quotientenkérper K und S := Spec R. Ist G ein S-Schema und H ein abge-
schlossenes Unterschema von G (so dass also H ein Unterschema von G ist),
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dann existiert der schematische Abschluss H von H in G. Dieser ist ein flaches
S-Schema mit generischer Faser Hyi = H und ist das einzige abgeschlossene
Unterschema von G mit diesen beiden Eigenschaften.

Diese Konstruktion ist funktoriell beziiglich solcher Paare (H,G) und vertauscht
mit Faserprodukten, insb. ist H eine S-Untergruppe von G, falls G ein S-
Gruppenschema ist und H eine Spec K -Untergruppe von Gk ist.

Da das Schema R nicht mehr quasikompakt ist und auch das [ft-Néron-
Modell eines Torus 1" im Allgemeinen weder affin noch quasikompakt ist, ist diese
Konstruktion fiir explizite Berechnungen eher unhandlich. Deshalb betrachten
z.B. Ching-Li Chai und Jui-Kang Yu in [ChYu] §3 ein sogenanntes ft-Néron-
Modell. Sie definieren dieses als ein glattes integrales Modell 7/¢ von T, welches
TIHO38) = T(K™ )" erfiillt. Dabei bezeichnen sie mit T'(K™")* die maximale
beschrankte Untergruppe von T'(K™"). Sie geben an, dass sich dieses Modell als
Gruppenglattung des schematischen Abschlusses von T' unter der Einbettung

T— %L/K (TL) = %L/K (Gn ) — %OL/OK (Gnm,OL)

m,L

konstruieren l3dsst. Diese Konstruktion entspricht der Konstruktion des [ft-
Néron-Modells, bis auf den Umstand, dass das Néron-Modell R durch seine
Einskomponente R o, 0, (G, o, ) ersetzt wird (vgl. [N-X] 2.4 ).

Wir wollen das ft-Néron-Modell allgemein definieren, seine Eigenschaften
bestimmen und es mit dem [ f¢-Néron-Modell vergleichen. Natiirlicherweise wol-
len wir in dem Fall, dass ein Néron-Modell von endlichem Typ existiert, dieses
auch als ft-Néron-Modell verstehen. Somit untersuchen wir, in Analogie zu
den Betrachtungen aus [BLR] 10.2, den Fall von kommutativen, glatten K-
Gruppenschemata von endlichem Typ.

3.1.2 Satz. Sei G i ein kommutatives, glattes K -Gruppenschema von endlichem
Typ. Es gibt genau dann eine maximale beschrinkte Untergruppe von G (K™"),
wenn G keine Untergruppe der Form G, i besitzt.

Eine maximale beschrinkte Untergruppe G (K™ )" existiert also genau dann,
wenn ein [ ft-Néron-Modell G von G existiert. Sie entspricht dem Urbild des
Torsionsanteils der Komponentengruppe ®(Gy) des Néron-Modells G unter der
kanonischen Surjektion

Gre(K™) = GO) —» Gulk™?) — B(Ge) (k)
und fiir jede beschrinkte Untergruppe C von G (K™) gilt C C Gy (K")".

Beweis. Es sei ohne Einschrankung K = K™, denn Gx hat genau dann keine
Untergruppe der Form G, x, wenn Gk ®@x K™ keine Untergruppe der Form
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G xnr hat.  Wir nehmen an, dass eine maximale beschrinkte Untergruppe
B C Gk(K) existiert. Angenommen es gabe eine Untergruppe Ux —— Gk
der Form G, x. Da wir K-Gruppenschemata betrachten, ist Uy eine abge-
schlossene Untergruppe. Damit ist B N Ux(K) eine beschrankte Untergruppe
von Ug(K) = K:

Wegen der Beschrinktheit von B gibt es nimlich eine endliche Uberdeckung
(Vi)ier von G mit offenen affinen Unterschemata, abgeschlossene Immersionen
V; —— A% und eine Zerlegung B = U;¢; Bi, so dass B; C V;(K) gilt und die B;
beschrankten Teilmengen von A% (K) entsprechen. Damit ist (Ux NV;);er eine
offene, affine Uberdeckung von Uy, welche zeigt, dass B N Uk (K) beschrankt
in UK ist.

Die Multiplikation p auf G induziert durch Einschrankung einen Gruppenho-
momorphismus Uy X x Gx — G. Alle Untergruppen 'Ok C K = Ug(K)
mit [ € Z sind beschrankt, Uy (K') selbst ist aber unbeschrankt. Also gibt es ein
| € Z, so dass 'Oy echt groRer als B\ Uk (K) ist. Nun ist aber 'Oy x B
eine beschrankte Untergruppe von Uy X Gk, so dass mit [BLR](1.1.4) das
Bild hiervon unter p eine beschrankte Untergruppe von G'i(K™) sein muss, im
Widerspruch zur Maximalitdt von B.

Sei nun angenommen, dass G i keine Untergruppe der Form G, x besitzt. Damit
existiert ein [ ft-Néron-Modell G von G . Dieses hat eine als abelsche Gruppe
endlich erzeugte Komponentengruppe ®(Gy). Deren Torsionsanteil ist demnach
eine endliche Untergruppe. Da G glatt ist und O henselsch ist, ist die Abbildung

Gr(K™) = G(OF) — Gp(k*?) —— B(Gy) (k")

ein Epimorphismus abelscher Gruppen. Betrachte in G (K) das Urbild B des
Torsionsanteils von ®(Gy). Dieses Urbild ist gleich den Ox-wertigen Punkten
des Unterschemas G/* von G, welches aus der generischen Faser und allen Zu-
sammenhangskomponenten von G besteht, welche auf ein Torsionselement von
®(Gy.) abgebildet werden. Da ®(Gy) nach einer endlichen separablen Erweiterung
von k konstant wird, gibt es eine endliche galoissche Erweiterung O, —— Oy,
so dass G/ ®p,. O}, eine Vereinigung aus der generischen Faser und endlich vie-
len Translaten der Einskomponente von G ®p,. Oy, ist. Da die Einskomponente
ein quasikompaktes, offenes Unterschema ist, muss demnach auch schon G/* ein
offenes, quasikompaktes Unterschema von G sein. Insbesondere ist G/* also von
endlichem Typ. Mit [BLR] 1.1.7 muss daher B eine beschrankte Untergruppe
von G (K) sein.

Angenommen C' ist eine beschrankte Untergruppe von Gk (K'). Mit [BLR] 1.17
und 3.1.4 gibt es ein glattes Og-Schema H von endlichem Typ mit generischer
Faser Gk, so dass C' C im(H(Ok) —— Hg(K)) gilt. Mit der Néronschen-
Abbildungseigenschaft erhalten wir einen Morphismus H —— G und eine lden-
tifikation von C' mit einer Teilmenge der O —wertigen Punkten des Bildes von
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H. Das Bild von H in G, ist aber quasikompakt und deshalb lasst es sich von
endlich vielen Zusammenhangskomponenten von Gy, iiberdecken. Da jede Zusam-
menhangskomponente iiber ©@$? in endlich viele Translate der Einskomponente
zerfallt, ist das Bild von C' in ®(G;)(k*?) endlich. Nach Voraussetzung ist es
aber auch eine Untergruppe. Somit muss C' C B gelten, weshalb B die maximale
beschrankte Untergruppe von Gg(K) ist. O

Als nachstes identifizieren wir das ft-Néron-Modell mit einer offenen Unter-
gruppe des [ ft-Néron-Modells und zeigen, dass sich ein ft-Néron-Modell iiber
eine Liftungseigenschaft fiir gewisse étale Punkte charakterisieren lasst und eine
Abbildungseigenschaft, analog zur Néronschen Abbildungseigenschaft, besitzt.

3.1.3 Theorem. Sei G ein kommutatives, glattes K -Gruppenschema von end-
lichem Typ und es enthalte G'i keine Untergruppe vom Typ G, . Sei weiter G
das [ ft-Néron-Modell von G und ®(Gy) die Komponentengruppe von Gy. Fiir
ein glattes, integrales Modell G/* von Gk von endlichem Typ sind dquivalent

1. Es gilt G''(O3h) = Gr(K™)", wobei Gi (K™ )" die maximale be-
schrankte Untergruppe von G (K™) sei.

2. Sei 7 ein glattes Oy -Schema und ug : Zx — G und K-Morphismus,
der eine Abbildung 7 (K™) — G (K™ )" induziert, dann existiert eine
eindeutige Fortsetzung u : 7 — G’ zu einem Og-Schemamorphismus.

3. Gt st isomorph zu der offenen Untergruppe G von G mit generischer
Faser G und der speziellen Faser bestehend aus den Zusammenhangs-
komponenten von Gy, deren Bild unter G, —~ ®(Gy) im Torsionsanteil
liegen.

Ein solches integrales Modell heiBe ft-Néron-Modell von G . Es existiert unter
den Voraussetzungen des Theorems immer und ohne die Voraussetzungen ware
keine der angegebenen Beschreibungen sinnvoll.

Beweis. Anhand der Beschreibung (3) zeigen wir zundchst den Zusatz. Mit
[BLR] Thm. 10.2.2 existiert unter den Vorsaussetzungen stets ein [ ft-Néron-
Modell von Gk, und seine Komponentengruppe ®(Gy) ist als abelsche Gruppe
endlich erzeugt, weshalb der Torsionsanteil von ®(Gy) endlich ist. Wie wir im
Beweis zum Satz 3.1.2 gesehen haben, ist die oben definierte Teilmenge G/*
von G tatsachlich ein offenes Unterschema von endlichem Typ. Der Einsschnitt
faktorisiert trivialerweise durch G. Das Inversenbilden auf G muss ein Isomorphis-
mus von G/! sein, da der Torsionsanteil von ®(G},) ein Untergruppenschema von
®(Gy) ist. In analoger Weise muss auch die Multiplikation iiber G7t faktorisieren.
Falls umgekehrt G eine Untergruppe der Form G, x besitzt, so gibt es weder ein
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[ ft-Néron-Modell noch eine maximale beschrankte Untergruppe von G (K™).
Wir zeigen nun die Aquivalenz der drei Beschreibungen:

(1) = (2): Dies folgt mit der Beweisidee zu [BLR] 3.5.3. Sei also Z ein glat-
tes Ox-Schema und uy, : Zx —— G4¢ ein K-Morphismus mit Zx(K™) C
GIE(K™)b - Ohne Einschrankung sei Z von endlichem Typ. Sei nun T der sche-
matische Abschluss des Graphen von ug in Z x G/t. Es sei ferner p : ' C
Z x G'" —— 7 die Projektion auf Z.

Da Z und G/t von endlichem Typ sind und O noethersch ist, ist I" von endlicher
Prasentation. Mit Chevalleys Theorem folgt, dass das Bild von p; : I'y —— Z,
konstruierbar ist. Wegen (1) enthilt das Bild die dichte Teilmenge aller Punk-
te 2, € Zy(k*P), welche zu einem Punkt 2z € Z(O3) liften. Also muss fiir
jede irreduzible Komponente von 7. auch deren generischer Punkt im Bild von
p liegen. Damit hat ein solcher generischer Punkt 7 ein Urbild & € T' und der
lokale Ring Or ¢ dominiert den diskreten Bewertungsring O,. Da p auf der
generischen Faser ein Isomorphismus ist und I" flach ist, miissen die zugehdrigen
Lokalisierungen nach 7 isomorph sein, und es gilt schon Or¢ = O,. Damit
ist p in einer offenen Umgebung von 7 ein Isomorphismus, so dass wir insgesamt
eine Ok-rationale Abbildung Z ——+ G/ erhalten.

Da G/! ein glattes, separiertes Gruppenschema ist, folgt mit dem Weilschen
Ausdehnungssatz ([BLR] Thm.4.4.1) die Existenz eines Ox-Morphismus u :
Z —— G't, welcher uy fortsetzt. Dieser ist eindeutig, weil er auf der dich-
ten Teilmenge der Punkte z, € Zj(k), welche zu Punkten z € Z(Ok) liften,
schon bestimmt ist ([EGA V] 11.10).

(2) = (3): Mit der universellen Eigenschaft des [ ft-Néron-Modells G existiert
eine Abbildung G'* —— G, welche die Identitit auf G i fortsetzt. Da G/t qua-
sikompakt ist, ist auch das Bild von G/* quasikompakt und l3sst sich also mit
endlich vielen Translaten der Einskomponente iiberdecken. Da diese Abbildung
wegen der Néronschen Abbildungseigenschaft sogar ein Gruppenschemamorphis-
mus sein muss, faktorisiert sie iiber G/f —— G.

Mit dem Satz 3.1.2 sind die O3*-wertigen Punkte von G/* gleich der maximalen
beschrankten Untergruppe von Gx. Damit liftet wegen (2) die Identitat auf G
zu einer Abbildung G/t —— G/*. Wegen der Eindeutigkeit dieser Abbildungen
muss G/t = G/t gelten.

(3) = (1): Diese Implikation ist klar mit dem Satz 3.1.2. O

Um das ft-Néron-Modell fiir algebraische Tori zu untersuchen, bietet es sich
an, zunichst die maximale beschrankte Untergruppe der K" —wertigen Punkte
zu beschreiben. Dazu wollen wir in geeigneter Weise einen Betrag definieren.
Sei also T ein algebraischer K-Torus mit Charaktergruppe X (7') und L sei eine
endliche, separable Erweiterung von K™, iiber der T' zerfillt. Dann gilt wegen
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Cartier-Dualitat

T(L) = Homy, (X (T), K*#*)% **/1) = Hom y, (X (T'), L¥)
T(K"™) = Homgy (X (T), K*P*) S K"K — Hom gai /oy (X(T), 1Y)

Da T iiber L zerfillt, existiert eine Trivialisierung 17, & G”

m. = Spec LIX(T)].
Mit einer Z-Basis (x1, -, Xn) von X (T') kdnnen wir

LIX(T) = LIX1, ., Xp, Z) (X1 - oo - Xp - Z — 1)

mit Variablen X; fiir jedes x; schreiben. Dadurch wird ein Punkt x € T(L) =
Homyz (X (T), L*) mit einem Morphismus

2 LIX(T)] — L X; v a(x) € L*

identifiziert.

Um den Betrag eines Punktes x € T'(K™) zu bestimmen, reicht es mit [BLR]
Prop. 1.1.5, den Betrag von x als Punkt aus 77, (L) zu kennen. Bei dieser
|dentifizierung wird ein z € Hom 7, (X (T'), L*)% (“/K™) mit der o zugrunde lie-
genden Abbildung X (T') —— L* von abelschen Gruppen identifiziert. Gemal
der Definition [BLR] 1.1.2 betrachten wir die abgeschlossene Immersion

Ty, —— AP L[Xy, ., X, Z) — L[X1, ., X0, Z) /(X1 - X - Z — 1)

und kdnnen x den Betrag

1
|| P r(Xi)

zuordnen. Wir schreiben das Gruppengesetz auf einem Torus multiplikativ. Nach
der Trivialisierung wird die Multipliktion auf T zu der komponentenweisen Mul-
tiplikation der Gy, ;. Damit sieht man, dass fiir [ € N und z,y € T(L) die
Beziehungen

I}

[z == max{|z(x1)l, - [2(xa)l |

'] = Nl
1
== 17 = min{|z ()] - 20 |51}
" Hi:l,..,nx(Xi)
lzyll < [l Iyl

gelten. Also ist die von einem Element z erzeugte Untergruppe genau dann
beschrankt, wenn alle 2:(;) den Betrag Eins haben. Wegen der komponenten-
weisen Multiplikation erzeugen zwei solche Elemente wieder eine beschrinkte
Untergruppe. Somit gilt

T(K™)" =Homy (X (T), Of) % /K, (3.1.3.1)
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Anhand der ersten Beschreibung aus dem Theorem 3.1.3 sieht man, dass man
das ft-Néron-Modell analog zum normalen Néron-Modell als Gruppenglattung
eines integralen Modells konstruieren kann, welches T'(K™)% liftet. Im Fall von
algebraischen Tori kann man ein solches integrales Modell explizit angeben.

3.1.4 Satz. Das ft-Néron-Modell der G, k ist G, 0, . Ist L/K eine endli-
che, separable Erweiterung lokaler Kérper und G, ein kommutative glatte al-
gebraische L-Gruppe mit ft-Néron-Modell G/t, dann hat auch Rk (Gr) ein
ft-Néron-Modell und dies ist isomorph zu R o, 0, (G'*). Das ft-Néron-Modell
ist vertraglich mit étalem Basiswechsel.

Beweis. Nach der Konstruktion des [ ft-Néron-Modells der G, x ist klar, dass
das ft-Néron-Modell der G, i gleich Gy, 0, ist.

Sei nun G, wie behauptet. Das [ft-Néron-Modell G existiert und enthilt G/*
als eine offene, quasikompakte Untergruppe. Die Weil-Restriktion ist mit offe-
nen Immersionen vertraglich und respektiert Gruppenschemastrukturen. Somit
ist Ro, /0, (G'') eine offene Untergruppe des [ ft-Néron-Modells Ro, /0, (G)
von Rk (Gr). Die Weil-Restriktion ist, da O noethersch ist, auch mit Qua-
sikompaktheit vertraglich, so dass diese Untergruppe auch von endlichem Typ
ist. SchlieRlich ist Ro, /o0, (G'') trivialerweise glatt.

Nun haben wir eine exakte Sequenz

0 G/t g i ®(Gs)"" 0

auf dem étalen Situs iiber O;. Wegen der Exaktheit der Weil-Restriktion impli-
ziert dies eine exakte Sequenz

0

mOL/OK (gft) - 9%OL/OK (g) - mOL/OK (Z-*q)(gs)VV) —0

iiber O. Nun ist ®(G,)"" torsionsfrei und die Weil-Restriktion hiervon ist eine
Induktion von ®(G,)¥" wie wir im Beweis des Theorems 1.2.1 gesehen hatten.
Somit ist diese wieder torsionsfrei, so dass das Bild von R, /o, (G7)(O52) in
der Komponentengruppe von Ro, /0, (G) ®o, k den Torsionsanteil enthalt. Das
Bild kann wegen der Quasikompaktheit aber nicht groRer als der Torsionsanteil
sein, womit wir insgesamt

Rix (GL)(K™)" = Ro, 0, (G7)(OF)

gezeigt haben. Nun folgt die Behauptung aus dem Theorem 3.1.3.

Da Beschrankheit mit endlichem, separablem Basiswechsel vertraglich ist, kann
man die Argumentation von [BLR] 1.2.2 ¢) auch auf f#-Néron-Modelle anwenden;
diese sind also mit étalem Basiswechsel vertraglich. O
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3.1.5 Satz. Sei T ein algebraischer K-Torus mit einer endlichen, galoisschen
Zerfallungserweiterung L. Betrachte die Kette

Tc—— ERL/K (TL) = ERL/K (Gn

m,L) — mOL/OK (GZz,OL)

von Inklusionen. Es sei T der schematische Abschluss vonT inR o, jo, (G 0, )-
T ist ein affines integrales Modell von T und unabhéngig von der speziellen Wahl
von L. Beziiglich der Wahl von T ist es vertriglich mit étalem Basiswechsel.
Ferner gilt T(O3F) = T (K" )",

Beweis. Die abgeschlossene Immersion T —— R, /k (17,) ist ein Homomorphis-
mus von Gruppenschemata, so dass T'(K"")* in R/ (G, ;) (K™ )" abgebildet
wird. Diese Punkte liften zu Oj!-wertigen Punkten von Ro, /o, (G, o, ). Da-
mit liften alle Punkte aus T(K™")% zu O3t—wertigen Punkten von T. Nach
Konstruktion ist dieser Abschluss ein affines Schema von endlichem Typ, denn
Ro, 0k (G}, 0, ) und T sind affine Schemata. Mit [SGA 3] Exp. VIII Lem 7.1
ist klar, dass T ein integrales Modell von T ist. Damit kénnen keine anderen
Punkte aus T'(K™) zu O%!-wertigen Punkten von T liften, denn diese Punkte
wiirden unbeschrankte Untergruppen induzieren.

Fiir die Unabhangigkeit von der Wahl von L betrachte man eine endliche Erweite-
rung M /L. Dann faktorisiert die Einbettung 7" —— Ro,, /0, (G}, »,, ) liber die

abgeschlossene Immersion Ro, 0, (G}, o, ) — Ro,, 0k (G, 0,,) induziert
von der abgeschlossenen Immersion G}, , ~—— Ro,, 0, (G}, 0, ) Sei schlieR-

lich K'/K eine unverzweigte Erweiterung. Da der schematische Abschluss mit
flachem Basiswechsel vertriglich ist, ist T ®o,. Ox+ der schematische Abschluss
von T in %OL/OK (GZz,OL) Qo Ok = %OL®OKOKI/OKI (Gm,OL ®OKOKI)'

Da K'/K unverzweigt ist, gilt O ®o, Ox' = Tljpnkr.x) Orr, wobei L' das
Kompositum von K’ mit L sei. Analog gilt (vgl [N-X] Prop. 2.2)

Ropjox (G?n,(’?L) ®ox Oxr = [Lﬂ?l;K]moL’/ow (Gnm’oy)

und die Einbettung von Tk hierin faktorisiert iiber die Diagonaleinbettung

A EROL’/OK’ (Gnmyoy) - [Lﬁ?’:K] %OL,/OK, (Gnm,OL/ )

Da die betrachteten Schemata separiert sind, ist die Diagonaleinbettung eine
abgeschlossene Immersion, womit auch der schematische Abschluss iiber A fak-
torisiert. O
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3.2 Neéron-Modelle und abgeschlossene Immer-
sionen

3.2.1 Satz. Das ft-Néron-Modell eines algebraischen K -Torus T ist gleich der
Gruppenglittung des schematischen Abschlusses T von T unter der Immersion
T —— Rk (T) =Rk (G ) = Royjox (Cho, )-

Es sind dquivalent:

1. T ist glatt.

2. Die kanonische Abbildung T'" —— R, o, (Gl », ) ist eine abgeschlos-
sene Immersion.

3. Die kanonische Abbildung T —— Ro, 0, (Gp,) ist eine abgeschlossene
Immersion. Dabei sei G, das | ft-Néron-Modell von Gy, ; iiber Of,.

Beweis. (1) = (2): Da T ein integrales Modell von endlichem Typ ist, ist klar,
dass die Gruppenglittung 7/* von T existiert. Mit dem Satz oben ist 7/* ein
ft-Néron-Modell von T'. Ist T schon glatt, dann ist keine Glittung mehr nétig
und die kanonische Abbildung 77" —— R0, jo, (G0, ) entspricht der abge-
schlossenen Immersion T —— R o, j0, (G}, », )-

(2) = (3): Analogerweise ist 7 die Gruppenglattung des schematischen Ab-
schlusses von 1" in Mo, o, (Gp,). Da dieser schematische Abschluss ein O-
Gruppenschema ist, ist er bereits glatt, wenn er in einer Umgebung der Eins glatt
ist. Dies kann man schon auf der offenen Untergruppe Ro, /0, (G, 0, ) testen.
Wegen der Eindeutigkeitsaussage aus [SGA 3] Exp. VIII Lem 7.1 ist mit (2) der
schematische Abschluss in einer Umgebung der Eins gleich der kanonischen Ab-
bildung T/ —— Ro, jo, (G0, ). also glatt. Damit war keine Glattung nétig
und der kanonische Morphismus ist eine abgeschlossene Immersion.

(3) = (1) Wieder mit [SGA 3] Exp VIII Lem 7.1 ist der schematische Abschluss
von T in Ro, o, (G, ) glatt. Da der schematische Abschluss lokal bestimm-
bar ist, ist T ein offenes Unterschema von diesem schematischen Abschluss, also
insbesondere glatt. O

In [V-K-M] 85 Prop. 6 wird der eben betrachtete schematische Abschluss T
mit dem sogenannten Standard-Modell (s. loc. cit, [PV], [P]) identifiziert. Mit
dem Beweis der letzten beiden Satze ist klar, dass die Gruppenglattung dieses
Abschlusses dem ft-Néron-Modell entspricht (vgl. [P] §10 Prop. 8 und [V-K-M]
§5 Prop. 7). Edixhoven definiert in [Edi] Const. 2.3 und 2.4 fiir eine endli-
che galoissche Erweiterung S" —— S und ein S-Schema X eine Operation von
G = Gal(5'/S) auf X' := Rg/g(X xg S'). Er betrachtet nun den Funktor
der G-invarianten Punkte (s. [Edi] §3) von X' und zeigt, dass dieser fiir ein
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separiertes X von einem abgeschlossenen Unterschema dargestellt wird. Aus der
expliziten Konstruktion erkennt man, dass die kanonische abgeschlossene Immer-
sion X —— R gr/g (X xg5") mit der Immersion X'% < X' des darstellenden
Schemas der G-invarianten Punkte {ibereinstimmt.

Ist nun 7" ein algebraischer K-Torus mit einer endlichen, galoisschen Zerfallungs-
erweiterung L, dann haben wir auf Rk (T1) = Rk (GL, ;) eine dquivarian-
te G := Gal (L/K)-Operation, so dass 7" dem Unterschema der G-invarianten
Punkte entspricht. Diese Operation setzt sich wegen der Aquivarianz kanonisch
fort zu einer Operation auf Ro, /0, (G2 0, )-

Das abgeschlossene Unterschema der G-invarianten Punkte von R, /0, (G, 00, )
ist ein Og-Modell von T" und mit [Edi] Prop.3.4 sieht man, dass dieses Modell
glatt ist, falls L/K zahm verzweigt ist. Mit [SGA 3] Exp. VIII Lem. 7.1 muss
dies Modell schon der schematische Abschluss von T sein. Insbesondere ist dann
das Standard-Modell gleich dem ft-Néron-Modell.

Wir erhalten als Anwendung den folgenden Satz:

3.2.2 Satz (vgl. [BLR] Thm 7.5.4, [Edi] Thm. 6.1). Sei v : T} — Ty
ein Monomorphismus algebraischer K -Tori und T, zerfalle nach einer zahm ver-
zweigten Erweiterung von K.

Dann ist die induzierte Abbildung T, —— T5 der Néron-Modelle eine abgeschlos-
sene Immersion.

Beweis. Sei L/K eine gemeinsame Zerfillungserweiterung von T} und T,. Dann
haben wir ein kommutatives Diagramm

T1 C >T2

Ry (T)r) — Reyx (T2)1)

in dem alle Abbildungen abgeschlossene Immersionen sind: Fiir ¢ nutze man, dass
Monomorphismen von diagonalisierbaren Gruppenschemata immer abgeschlosse-
ne Immersionen sind. Abgeschlossene Immersionen sind aber mit Descent ver-
traglich. Die vertikalen Abbildungen sind die kanonischen Einbettungen, die
wegen der Separiertheit der Tori T; abgeschlossene Immersionen sind. In der
unteren Zeile nutze man die Vertraglichkeit der Weil-Restriktion mit abgeschlos-
senen Immersionen.

Es sei R das Néron-Modell von 91, /k ((12)1,). Nach Voraussetzung ist der sche-
matische Abschluss von T} in R glatt und gleich dem Néron-Modell von T.
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Diese Einbettung faktorisiert nun iiber die von ¢ induzierte Abbildung j,.

Jxl

Th T>

R

der Néron-Modelle. Damit muss j,. eine abgeschlossene Immersion sein, da
To —— R separiert ist ([H] Il Ex 4.8 u. Cor 4.6 e). O

3.3 Das ft-Néron-Modell eines algebraischen
Torus als Garbe

Die Bildung des Néron-Modells entspricht auf dem étalen und dem glatten Situs
iiber Spec K dem linksexakten Funktor j,. In diesem Sinn induziert eine kurze
exakte Sequenz von kommutativen K -Gruppenschema eine linksexakte Sequenz
von Néron-Modellen auf dem entsprechenden Situs iiber Spec Ok. Wir zeigen,
dass dies auch fiir die ft-Néron-Modelle gilt.

3.3.1 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und

0 - G4 - Gy - (s -0

eine kurze exakte Sequenz kommutativer glatter algebraischer K -Gruppen von
endlichem Typ, fiir die | ft-Néron-Modelle existieren. Dann induziert diese auf
dem étalen und dem glatten Situs iiber O eine linksexakte Sequenz

t t t
0 ! ) {

der ft-Néron-Modelle, wobei die Abbildungen der Garben von den Gruppensche-
mamorphismen induziert werden, welche mit der universellen Eigenschaft des
ft—Néron-Modells von den K — Gruppenschemamorphismen auf der generischen
Faser induziert worden sind.

Beweis. Aus der kanonischen Inklusion der f¢-Néron-Modelle in die [ f¢-Néron-
Modelle erhalten wir eine Sequenz

t t t
0 ‘g{ ‘g ‘?{7
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von étalen Garben, denn fiir ein glattes O -Schema Z und einen O -Morphismus
ult + 7 —— Qift ist die Liftung der Abbildung uy : Zx —— G; zu einem
Morphismus u : Z —— G, genau die Verkniipfung von u/* mit der Inklusion
Qift c—— G. Ferner induziert ein Morphismus uy : Zx — G; mit einer Liftung
J — gift einen K-Morphismus Zx —— G;,1 mit einer Liftung 7 —— gifjl,
denn das Bild einer beschrankten Teilmenge ist wieder beschrankt und der Mor-
phismus G; — G, ist ein Gruppenhomomorphismus.

Um die Exaktheit dieser Sequenz im Etalen zu untersuchen, reicht es die Halme
zu betrachten; der Halm in der generischen Faser ist nach Voraussetzung exakt
und der Halm in der speziellen Faser entspricht der Sequenz

0

Gl(Knr)bd _O[» GQ(Knr)bd _ﬂ> G?’(Knr)bd

mit den kanonischen Abbildungen. Dass die Sequenz bei G (K™ )% exakt ist,
ist klar. Fiir die Exaktheit bei Go(K™)* ist nur noch im o O ker (3 zu zeigen.
Wegen der Linksexaktheit der Sequenz der [ ft-Néron-Modelle hat ein = € ker 3
ein Urbild 2 € G{(K™). Da aber {z!|l € Z} C Go(K™) nach Voraussetzung
beschrankt ist und G; —— G, eine abgeschlossene Immersion ist, muss auch
dessen Urbild {2!|l € Z} beschrinkt in G sein und damit gilt z € G (K™)%.,
Im Glatten ist ebenfalls nur noch im a O ker § zu zeigen. Sei also Z ein
glattes Ox-Schema und fo : Z —— GI' ein Morphismus, der verkniipft mit
J* —+ GI* trivial ist. Wegen der Linksexaktheit der Sequenz der [ ft-Néron-
Modelle faktorisiert f, als Schnitt von G, glatt-lokal iiber G;. Das Bild dieser
Faktorisierungen kann aber nur Komponenten von (G ) treffen, die im Torsi-
onsanteil von ®((G),) liegen, denn genau diese Komponenten gehen unter dem
quasikompakten Gruppenhomomorphismus (G; ), — (G2)x in den Torsionsan-
teil von ®((Gs),). O

Im Anhang B werden wir uns mit der Frage der Rechtsexaktheit (im Fall
algebraischer K-Tori) befassen.

Wir wollen nun fiir einen algebraischer K-Torus T' die étale Garbe darge-
stellt von ft-Néron-Modell n3dher untersuchen. Bis hierhin haben wir die Be-
schranktheit einer Menge von Punkten aus T(K™") auf der gesamten Charak-
tergruppe getestet. Die Beschreibung des freien Anteils nach Xarles zeigt aber,
dass (zumindest fiir perfekten Restklassenkorper) die Beschranktheit schon auf
X(T)! = Homz (®,Z) zu testen sein miisste. Tatsichlich gilt:

3.3.2 Satz. Sei T ein algebraischer K -Torus mit Charaktergruppe X (T). Sei
L/K" eine endliche, galoissche Zerfillungerweiterung von T @y K™ mit Ga-
loisgruppe I = Gal (L/K™). Dann gilt

T(K™) = {f € Homy (X (T),L*)" | f(x) € O fiir z € X(T)'},
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d.h. die maximale beschrinkte Untergruppe besteht aus genau den Punkten,
welche unter der kanonischen Abbildung T —— T auf einen Punkt gehen, der
in T'(K™) eine beschrinkte Untergruppe erzeugt.

Beweis. Betrachte zu X (7T') die kurze exakte Sequenz

0 X(T)) —— X(T) — X/X(T)" =: X'(T) 0

von stetigen, torsionsfreien Galoismoduln. Diese induziert mit Cartier-Dualitat
eine kurze exakte Sequenz

0 T T T! 0

von algebraischen K-Tori. Die K" —wertigen Punkte dieser Gruppenschemata
bilden eine linksexakte Sequenz, welche mit Cartier-Dualitdt die Form

0

Hom ; (X'(T), L*) — Hom; (X (T), L*) — Homy (X(T)!, (K™)*)

hat. Da X (7))’ ein saturierter Untermodul von X (T) ist, gibt es eine Z-Basis
(X1, Xn) von X(T), so dass (x1, .., xq) eine Z-Basis von X (T')! bildet. Ein
Punkt x € T(K™) = Homy (X (T),L*)" gehort genau dann zur maximalen
beschrankten Untergruppe von T(K™), wenn alle z(x;) in O; liegen. So-
mit ist zu zeigen, dass fiir einen Punkt = mit z(x1),..,2(x4) € O; schon

T(Xdt1), -, (xn) € OF folgt.

Wegen der Vertraglichkeit des Betrages mit Potenzierung reicht es, dies fiir
x' = a" zu zeigen, wobei r = [L : K" gleich der Machtigkeit von I sei.
x' entspricht der Abbildung, die von der Zuordnung x; — z! induziert wird.
Weiterhin folgt 21,..,z4 € O3*", da  ein I-Morphismus ist und die x1, .., xa
I-invariant sind.

Man betrachte die Abbildung y € Homz (X (T),L*) = T(L), die von der Zu-
ordnung

X1 21, -y Xd B Tdy Xd+1 F> 17 vy Xn 2 1

induziert wird. Die Abbildung 3" := [I,c; 0 o ¥ ist invariant unter der Operati-
onvon I, d.h. vy € T(K™). Fir die I-invarianten Charaktere (x;);—1, 4 gilt
ooy(xi) = o(y(o™ (xi))) = o(y(xi)). Insgesamt gilt also y'(x;) = Ny renr (2;)
fiir i = 1,..,d. Da aber z; € Q3" gilt, gilt sogar y'(x;) = 2} firi = 1,...d.
Die iibrigen Charaktere (x;);j=d+1,...n werden offenbar auf Produkte von Potenzen
von Elementen der Form o(z;) mit o € I und i = 1, .., d abgebildet. Da die z;
in O3 liegen, miissen auch diese Charaktere Bilder in O3*" haben.

Die Abbildung T'(K"") — T'(K™) ist die Einschrankung auf X (T')’, so dass
2’ [y’ im Kern dieser Abbildung liegt. Wegen der Linksexaktheit der Schnitte
iber K™ muss demnach 2'/y’ im Bild von T"(K"") liegen.
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Nun ist 7" ® K™ ein anisotroper Torus, so dass mit [BLR] Thm. 10.2.1
T'(K™) = Homy (X(T)/X(T)", L*)" beschrinkt ist. Damit miissen alle Abbil-
dungen aus Hom 7 (X (T")/ X (T)", L*)' von Zuordnungen

Xd+1 = Td+1, -y Xn = Tn

mit Werten z4.1, .., x, € O; induziert werden.
Die Abbildung T"(K"") —— T(K™) entspricht der Fortsetzung durch die Zu-
ordnung x1,..,xa — 1. Fir i =d +1,..,n folgt insgesamt:

z; =2'(xi) =y (xi) - (@' () /v (i) € O
womit x; € O] gewesen sein muss. O
Damit konnen wir das ft-Néron-Modell als étale Garbe beschreiben.

3.3.3 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und T ein algebraischer K-Torus mit
Charaktergruppe X (T'). Dann wird Hom(j. X (T),G,, 0, ) als Garbe auf dem
étalen Situs tiber Ok von dem ft-Néron-Modell von T' dargestellt.

Beweis. Es reicht, die Aussage fiir zusammenhangende, étale Og-Schemata U
zu priifen. Falls U = Spec K’ fiir eine endliche, separable Korpererweiterung K’
von K ist, gibt es wegen der Cartier-Dualitdt einen natiirlichen Isomorphismus

Ho_m(]*X(T), Gm,OK)(U) = Hom g (X(T% GM,K') = T(K,)

Das ft-Néron-Modell 77/t hat als generische Faser den Torus T selbst, also gilt
die Behauptung auf der generischen Faser.
Falls U = Spec O~ fiir eine endliche, unverzweigte Erweiterung K'/K ist, dann
ist

Hom (5, X (T'), G0, ) (U) = Homo, (7.X(T), Gp.0,.. )-

Wir untersuchen mit Hilfe des Zerlegungssatzes ([M] Il Thm. 3.10) die rechte
Seite dieser Gleichung: Ein Morphismus ) von j,X(T) nach G, 0,, entspricht

einem Paar

Yy X(T) — K0

s X(T) —— O3b"
von Morphismen, wobei ¢; ein Gk = Gal (K**/K')-Morphismus ist und 15 ein
Gy = Gal (k*°? /k") Morphismus ist. AuBerdem muss das Diagramm

Vs

X (1) O’
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kommutieren. Dies besagt aber, dass Hom(j, X (T'), G,,0,.)(U) genau aus Paa-
ren (Y5, Vgl x(ryr) besteht, fiir die gilt, dass ¢;|x () Werte aus O" annimmt.
Die Einschrankung eines Morphismus 1), muss man dabei als das Bild unter dem
Morphismus

Homy (X (T), K**)9x" —— Homy (X (T), K>*)“x’
= Homz (X (T)", K"*)%x

induziert von der Inklusion X (T')! —— X (T') verstehen.

Also entsprechen die Elemente von Hom(j, X (T), Gy,0,.,)(U) genau den Punk-
ten aus T(K') = Homyz (X (T), K*%*)%’, die auf Charakteren aus X (T)! nur
Werte aus 03" annehmen. Dies sind aber genau die Punkte der maximalen be-
schrankten Untergruppe von T'(K'), also gleich 7/¢(U). Mit der Cartier-Dualitit
auf der generischen Faser sieht man, dass diese Identifikation natiirlich ist, also
einen Garbenisomorphismus induziert. O



Kapitel 4

Exaktheitseigenschaften des
Néron-Modells

Untersucht man das Néron-Modell eines algebraischen Torus 7" mit kohomolo-
gischen Methoden, wie es etwa Xavier Xarles in seiner Arbeit [X] macht, so ist
es wichtig zu wissen, unter welchen Bedingungen die Bildung des Néron-Modells
ein exakter Funktor ist, m.a.W. wann le*T =0 gilt.

Wir betrachten dieses Problem zun&chst in der étalen Topologie. Da j, auf der
generischen Faser die Identitdt ist, ist R'j,7 eine Wolkenkratzergarbe, so dass
man die Trivialitit von R'j, T in dem Halm in 5 testen kann. Mit Hilfe eines Ba-
siswechselsatzes und Hilbert 90 sehen wir, dass sich dieser Halm relativ zu einer
Zerfillungserweiterung L/K™ von Ty als H'(Gal (L/K™), Hom 7 (X (T), L*))
bestimmen lasst. Als Kohomologiegruppe beziiglich einer endlichen Gruppe ist
(R'j,T); eine Torsionsgruppe.

Im Fall eines perfekten Restklassenkorpers oder im Fall, dass L/ K™ zahm ver-
zweigt ist, ist die Normrestgruppe von L/K™ trivial, so dass L* ein kohomo-
logisch trivialer Gal (L/K™")-Modul ist. Da X (T') torsionsfrei ist, gilt dann das
gleiche fiir Hom (X (T'), L*), weshalb R'j,T = 0 folgt. Mit einem Spektral-
sequenzargument folgt, dass sich die Eigenschaft R'j,7 = 0 auch auf Weil-
Restriktionen von T {ibertragt.

Fiir beliebige Tori kdnnen wir die Zerfallungserweiterung L/K™ in einen Anteil
von p-Ordnung und einen zahm verzweigten Anteil zerlegen. Damit sehen wir,
dass sowohl die Normrestgruppe einer endlichen, separablen Erweiterung von K™
als auch (R'5,T); p-Torsionsgruppen sind.

AbschlieRend zeigen wir, dass (R'j,Tw); fiir einen Norm-Torus Ty einer Erwei-
terung L/K™ gleich der Normrestgruppe dieser Erweiterung ist. Wir zeigen
anhand von Beispielen, dass Normrestgruppen im Allgemeinen unendlich sind
und auch bei nicht residueller Verzweigung nichttrivial sein kdnnen.

Als nichstes befassen wir uns mit R'5,7" in der glatten Topologie. Dies ist no-
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tig, da man den Torsionsanteil der Komponentengruppe mit den Methoden von
Xarles nur in der glatten Topologie bestimmen kann. Auch die Existenz einer
kurzen exakten Sequenz der Komponentengruppen in der étalen Topologie be-
notigt das Verschwinden einer gewissen glatten Garbe R'j, 7.

Wir zeigen, dass R'j, fiir die multiplikative Gruppe und fiir Weil-Restriktionen
der multiplikativen Gruppe verschwindet. Dabei benutzen wir im ersten Fall die
Definition von R'j,G,, x als Garbifizierung gewisser Kohomologiegruppen, wel-
che wir als Picardgruppen auffassen kdnnen. Den zweiten Fall fiihren wir mit
einem Spektralsequenzargument auf den ersten zuriick. Mit der Hochschild-
Serre-Spektralsequenz kdnnen wir R'j,T fiir beliebige Tori 7' mit R'j,G,, xc in
Beziehung setzen und zeigen, dass R'j,T eine [L : K™ |-Torsionsgarbe ist, falls
L eine Zerfallungserweiterung von Txnr ist.

Um zu sehen, dass R'j,T sogar eine p-Torsionsgarbe ist, zeigen wir, dass die
glatte Garbe R'j, T eingeschrinkt auf den étalen Situs gleich der étalen Garbe
le*T ist, da diese Einschrankung exakt ist und wir le* stets als den Cokern
eines Homomorphismus von Néron-Modellen schreiben kénnen. Da die Einskom-
ponente eines glatten Gruppenschemas eine [-divisible Garbe fiir jedes | € N mit
p 1 [ ist, miisste ein nicht p-Torsionsanteil von R'j,T iiber die Komponenten-
gruppen faktorisieren und demnach étale zu berechnen sein. Somit ist le*T,
wie im Etalen, eine p-Torsionsgarbe.

Dies impliziert auch R*j,7" = 0, falls 7" nach einer zahm verzweigten Erweiterung
trivialisiert. Ferner sehen wir, dass in der glatten Topologie Ho_m(le*T, iwZ) =0
und Ext'(R',T,,Z[p~']) = 0 gelten.

Wir geben ein explizites Bespiel dafiir, dass le*T # 0 sein kann, selbst wenn
der Restklassenkorper perfekt ist, aber T erst nach einer wild verzweigten Er-
weiterung trivialisiert. Als Ergdnzung geben wir im letzten Abschnitt eine kurze
Beschreibung der Funktoren j, und R'j, angewandt auf étale Gruppenschemata
an.

4.1 R'j.T als étale Garbe

4.1.1 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und T ein algebraischer K-Torus mit
Charaktergruppe X (T). Sei ferner L/ K™ eine endliche, galoissche Erweiterung,
derart dass Ty, zerfallt, und es sei I := Gal (L/K"").

Dann ist in der étalen Topologie R'j. T eine Wolkenkratzergarbe und es gilt
(R'5.T)s = H'(I, Homz (X (T), L*)).

Beweis. Dass le*T eine Wolkenkratzergarbe ist, ist klar. Den Halm in der
speziellen Faser kann man mit [M] Il Thm. 1.15 bestimmen. Man erhilt

(R'j,T)s = H'(Gal (K*®? /K™, T (K*%)).
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Sei also L/K™ eine endliche, galoissche Erweiterung mit I := Gal (L/K™"),
so dass T' iiber L zerfillt. Dann liefert die kanonische Inflations-Restriktions-
Sequenz wegen der Exaktheit des direkten Limes eine exakte Sequenz

0 Hl([,T(Ksep)GL) — HI(GKM,T(Ksep)) ., HI(GL,T(Ksep)) ’

wobei G, := Gal (K*? /L) und Ggnr := Gal (K*?/K"") seien. Mit Cartier-
Dualitdt folgt T'(K*%) = Homyz (X(T'), K***). Da Gy, trivial auf X(T') ope-
riert, gilt

HY(GL, T(K*?)) = H(Gy, K*P*)* = 0

mit Hilbert 90, wobei d der Rang von X (T') sei. O

Wir erhalten sofort einige interessante Korollare

4.1.2 Korollar. In der étalen Topologie ist (R'j,T)s mit étalem Basiswechsel
vertraglich. Fiir Produkte algebraischer Tori gilt

(R, Th xg Th)s = (R'j.Th)s ® (R'5.Ty)s

Beweis. Da ein étaler Basiswechsel die Gal (K*%/K"")-Modulstruktur auf der
Charaktergruppe nicht verandert, ist die erste Behauptung ist klar. Die zweite
Behauptung folgt daraus, dass X (7} xx T») = X (1) ® X (T3) (in der Kategorie
der Galoismoduln) gilt und sowohl Homy (-, L*) als auch H'(I,-) mit endlichen
Summen vertraglich sind. O

4.1.3 Korollar. In der étalen Topologie ist R'j,T eine Torsionsgarbe. Insbeson-
dere gilt Hom(R'j, T, i,7Z) = 0

Beweis. Da (R'j,T); eine Kohomologiegruppe beziiglich einer endlichen Grup-
pe I ist, muss die Multiplikation mit der Machtigkeit von I jedes Element aus
(R'7.T)s annullieren. Dies gilt dann auch fiir jeden Schnitt der Wolkenkrat-
zergarbe R'j.T. O

Mit [S] IX §5 Thm. 9 gilt fiir eine endliche Gruppe G und zwei G-Moduln A
und B, dass Homz (A, B) ein kohomologisch trivialer G-Modul ist, falls A oder
B ein kohomologisch trivialer G-Modul ist und Ext}, (A, B) = 0 gilt. Da die Cha-
raktergruppe eines algebraischen Torus torsionsfrei ist, gilt Exty,(X (7', L*) = 0.
Damit sieht man, dass fiir beliebige algebraische Tori T" iiber einem lokalen Kérper
mit perfektem Restklassenkdrper R*j,T = 0 gilt, denn fiir jede endliche, sepa-
rable Erweiterung L/K™ ist L* kohomologisch trivial als Gal (L/K"™")-Modul.
Dies folgt daraus, dass die absolute Brauergruppe von K™ trivial ist. Bei einem
beliebigen Restklassenkdrper gilt dies nicht mehr, man erhdlt aber noch:
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4.1.4 Lemma. Sei L/K eine endliche, zahm verzweigte und galoissche Erweite-
rung eines diskret und nicht archimedisch bewerteten, strikt henselschen Kérpers.
Dann ist die Normrestgruppe K* /Ny, L* trivial. Insbesondere ist also L* ein
kohomologisch trivialer Gal (L/K)-Modul.

Beweis. Fiir die Norm-Abbildung haben wir ein kommutatives Diagramm :

0 . OF Lt Ly . 0
NL/K NL/K NL/K
Vk

0 - O - K* -7 - 0

mit exakten Zeilen. Aufgrund der reinen und zahmen Verzweigung ist Ny, (77,)
ein uniformisierendes Element in Ox. Damit ist die Norm-Abbildung auf den
Wertegruppen bijektiv und das Schlangenlemma liefert eine Isomorphie

K*/NyxL* 2 O /Ny k05

Somit reicht es zu zeigen, dass die Norm auf den Einheiten der ganzen Zahlen
surjektiv ist. Eingeschrankt auf Elemente aus Oy ist die Normabbildung die
Potenzierung mit e := [L : K|. Nach Voraussetzung gilt p 1 e, so dass fiir belie-
biges = € O3, das Polynom X°¢ — z ein primitives und separables Polynom ist.
Modulo 7 zerfallt diese Polynom in Linearfaktoren, weil nach Voraussetzung &
separabel abgeschlossen ist und Z # 0 gilt. Mit dem Henselschen Lemma muss
dann X°¢ — z schon in O in Linearfaktoren zerfallen. Damit gibt es zu = sogar
in Ok ein Urbild unter der Normabbildung.

Somit ist fiir L* die nullte (Tate-)Kohomologiegruppe beziiglich Gal (L/K) tri-
vial, weshalb L* mit Hilbert 90 und [S] IX §5 Thm. 8 kohomologisch trivial
ist. O

4.1.5 Korollar. Sei L/ K eine endliche, separable und zahm verzweigte Erwei-
terung lokaler Kérper und T ein algebraischer K -Torus, der iiber L zerfillt.
Dann gilt R*j, T = 0 in der étalen Topologie.

Beweis. Ohne Einschrankung gelte K = K™ und damit ist L/ K sogar galoissch.
Mit [S] IX §5 Thm. 9 und der Erlauterung oben, reicht es zu sehen, dass L* ein
kohomologisch trivialer I := Gal (L/K)-Modul ist. Dies ist aber die Aussage des
Lemmas oben. O

Die Eigenschaft, dass R'j, T = 0 gilt, ist vertriglich mit Weil-Restriktionen
beziiglich endlicher, separabler Erweiterungen von lokalen Kérpern. Dies zeigen
wir mit einer ldee aus dem Beweis von [B-X] 4.2:
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4.1.6 Satz. Sei L/ K eine endliche, separable und zahm verzweigte Erweiterung
lokaler Kérper und T}, ein algebraischer L-Torus, so dass R'j, T, = 0 in der
étalen Topologie iiber Oy, gilt.

Dann gilt le*iﬁL/K (T1,) = 0 in der étalen Topologie iiber O .

Beweis. Wir betrachten das kommutative Diagramm

Spec L & Spec Oy,

PK p

Spec K Lj—> Spec Ok

und fassen R, /k (17,) als die étale Garbe (pr ). 77, auf. Wegen des Diagramms
gilt auf den étalen Siten p, o (j.)« = j« o (px)«. Weiterhin sind welke Garben
azyklisch fiir direkte Bilder und das direkte Bild einer welken Garbe ist wieder
welk ([M] 111 1.14,1.19). Somit kdnnnen wir Leray-Spektralsequenzen ([M] Il
Thm. 1.18) betrachten:

Mit [M] Il Prop. 3.6 ist die Weil-Restriktion als Funktor h, fiir einen endlichen
Schemamorphismus h exakt in der étalen Topologie. Insbesondere sind also p,
und (pk ). exakte Funktoren.

Also erhalten wir aus der Leray-Spektralsequenz zu p, o (jr). die exakte Sequenz

0 (R'p.)(jr) T, — R*(ps o (jr.)«)Tr, — p<R'(jr): 11,

der Anfangsterme. Da p, exakt ist, verschwindet der erste Term dieser Sequenz.
Nach der Voraussetzung an 77, muss auch der dritte Term verschwinden. Insge-
samt gilt also

Rl(j* o (px)«)Tr = RI(P* o (jr)«)TL = 0.
Aus der Leray-Spektralsequenz zu j, o (pg ). ergibt sich die exakte Sequenz

0 (RYj)(pr )< Ty — R (ju © (px):)Te =0

der Anfangsterme, womit die Behauptung gezeigt ist. O

Um weitergehende Resultate zu bekommen, untersuchen wir, wie sich Erwei-
terungen lokaler Korper zerlegen lassen.

4.1.7 Satz. Sei L/ K eine endliche, galoissche Erweiterung lokaler Kérper. Dann
findet man nach eventueller endlicher, separabler Erweiterung von L eine Kér-
perkette K C Ky, C Ki,s C K, C L, derart dass
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e alle Erweiterungen endlich und separabel sind
e K,./K unverzweigt (und galoissch) ist

e das uniformisierende Element in K auch uniformisierend in K, ist und die
Erweiterung K,/ Ky, rein verzweigt mit rein inseparabler Restklassenkér-
pererweiterung ist (also residuell verzweigt ist)

o K/ Kins rein verzweigt von p-Ordnung ist mit trivialer Erweiterung der
Restklassenkérper

o L/Ky rein und zahm verzweigt ist.

Bei der Zerlegung ist eine Erweiterung von L héchstens dann nétig, wenn die
Erweiterung der Restklassenkérper einen inseparablen Anteil hat.

Beweis. Allgemein bekannt ist die Existenz der Erweiterung K C K,,,.. Mit dem
Kor. 2 aus dem Anhang von [A-S] folgt, dass man eine endliche Erweiterung
Ki,s von K, findet, so dass die zugehorige Erweiterung der Restklassenkdrper
rein inseparabel ist und dass ein uniformisierendes Element aus K,,, auch unifor-
misierend in K, ist. Allerdings ist K, a priori nur Unterkdrper einer endlichen
separablen Erweiterung L' von L, jedoch ist die Erweiterung K;,; C L' nicht
residuell verzweigt.

Nun ersetzen wir L durch die normale Hiille von L'. Die Erweiterung K;,s C L in-
duziert auf den Restklassenkorpern hdchstens eine separable Erweiterung. Durch
entsprechendes Vergrolern von K, und Kj,, ist dann Kj,, C L rein verzweigt
und galoissch mit trivialer Erweiterung der Restklassenkdper.

Mit [S] IV §2 Kor 4 existiert in G := Gal (L/Kj,s) eine zyklische Untergruppe
Z von Ordnung prim zu p = char(k) sowie ein Normalteiler N von p-Ordnung,
derart dass G = N x Z gilt. Dies bedeutet aber nichts anderes, als dass es
einen Zwischenkdrper K;,, C L7 C L gibt, so dass Gal (L/L%) gleich Z ist,
also rein aber zahm verzweigt ist und K;,; C LZ ist rein und wild verzweigt von
p-Ordnung, jedoch im Allgemeinen nur separabel. Setzt man K, := L%, so
folgt die Behauptung. O

4.1.8 Korollar. Sei K ein strikt henselscher lokaler Kérper und L eine end-
liche, galoissche Erweiterung. Dann ist die Normrestgruppe K* /Ny /xL* eine
p-Gruppe.

Beweis. Ohne Einschrankung kénnen wir L soweit vergroBern, dass es eine Zer-
legung von L/ K wie im Satz 4.1.7 gibt, denn durch so eine Erweiterung wird die
Normrestgruppe hochstens groRer.

Die Normrestgruppe der zahm verzweigten Erweiterung K,y C L ist trivial und
damit gilt K*/Np/(L*) C K*/Nk, /k(K,). Da K = K" gilt, ist dies



4.1. R'J.T ALS ETALE GARBE 75

eine Erweiterung von p-Ordnung und die Normrestgruppe muss eine p-Gruppe
sein. O

4.1.9 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und T ein algebraischer K -Torus. Sei p =
char(k). Dann ist R*j,T in der étalen Topologie iiber Oy eine p-Torsionsgarbe,
genauer gibt es eine Potenz p” mit r € N, so dass auf R'j, T die Multiplikation
mit p" die Nullabbildung ist.

Beweis. Ohne Einschrankung sei K = K™ angenommen. Sei L/K eine endli-
che, galoissche Zerfillungserweiterung von T'. Mit obigem Satz iiber die Struk-
tur von Erweiterungen von lokalen Kérpern sei K ;) ein Zwischenkdrper, so dass
K/ K eine Erweiterung von p-Grad ist und L/K, zahm verzweigt ist. Wir
setzen G := Gal (L/K), H := Gal (L/K,)) und M := Homgy (X (T), L*).

Nun gelten (R',T)s = H'(G, M) und H'(H, M) = 0, denn L* ist ein kohomo-
logisch trivialer H-Modul. Ferner ist die Verkniipfung

H'(G, M) "=~ H'(H, M) <"~ H'(G, M)

von Restriktion und Corestriktrion gleich der Multiplikation mit (G : H) = p" :=
[Kp) : K] (s. [S] VIl §7 Prop. 6). Da aber die Kohomologiegruppe beziiglich H
trivial war, muss diese Abbildung die Nullabbildung sein. O

4.1.10 Korollar. Sei K ein lokaler Kérper und T ein algebraischer K-Torus.
Es sei L/K"™ eine endliche, galoissche Zerfallungserweiterung von Tynr. Sei
I := Gal(L/K™) und I, die p-Sylow-Gruppe von I. Dann gilt R'j.T; =
H"(I,, Homz (X (T), L*)) 1/%.

Beweis. I, ist ein Normalteiler in I (vgl. [S] IV §2 Kor. 4) und der Quotient
H := I/I, hat eine Ordnung prim zu p. Sei M := Homy (X(T'),L*). Nun
existiert eine exakte Sequenz (vgl. [S] VIl §6 Remark am Ende)
1 N T B g 7 o2 I
0 —— H' (H,M"*) —H (I,M) — (H(I,, M))" — H*(H, M) .

H'(H, M™) und H?>(H, M'») sind Torsionsgruppen, welche von der Ordnung h
von H annulliert werden. Umgekehrt sind (R'j,T); = H'(I, M) und (H'(I,,, M))™
Torsionsgruppen, welche von einer Potenz von p annulliert werden. Wegen der

Teilerfremdheit von p und h miissen die Morphismen « und ~ die Nullabbildung
sein, d.h wir haben einen Isomorphismus H' (I, M) = (H'(I,,, M))"/!». O

Wir betrachten nun R'j,T am Beispiel von Norm-Tori.

4.1.11 Satz. Sei L/ K eine endliche, galoissche Erweiterung lokaler Korper. Sei
T ein K-Torus, der iiber L zerfillt. Dann induziert die kanonische kurze exakte
Sequenz

0 ‘T ‘%L/K(TL) ‘TI ‘0
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einen Isomorphismus
(R'.T)s = coker(R 1 (T1)) (K™") — T'(K™)) .

Beweis. Da T, zerfillt, gilt le*iﬁL/K (Tr,) = 0. Damit liefert die lange exakte
Sequenz der Néron-Modelle zu obiger Sequenz den Isomorphismus

R'j.T = coker(j.R 1,k (T1) — j.T").

Da die Halmbildung exakt ist, folgt daraus die Behauptung, denn mit der Néron-
schen Abbildungseigenschaft gilt (7.7")s = j.T"(O3%) = T'(K™) und analog
(7:Ro/k (T1))s = Ry (To) (K™). O

Mit diesem Satz sieht man sofort, dass (R'j, T )s fiir den Norm-Torus Ty
einer endlichen, galoisschen Erweiterung L/K gleich der Normrestgruppe dieser
Erweiterung ist. Jede Erweiterung lokaler Korper mit einer nichttrivialen insepa-
rablen Erweiterung der Restklassenkorper ergibt also ein Beispiel fiir einen Torus
mit nichttrivialem le*T. Wenn L/K rein verzweigt ist, dann sei er/k der Ver-
zweigungsindex, d.h. die eindeutig bestimmte natiirliche Zahl ey, x, derart dass

€L/K [L:K]

;" =mk mod 7y, gilt, und § := P

Nun gilt als abelsche Gruppen

da die Einheiten eines lokalen Korpers die direkte Summe aus den Einheiten des
zugehdrigen Bewertungsringes und dem Schnitt 7% der Wertegruppe sind.

Mit Hilfe von Norm-Tori kénnen wir aber auch Beispiele fiir R'j, Ty # 0
finden, bei denen keine inseparable Erweiterung der Restklassenkorper auftritt.

4.1.12 Lemma. Sei K ein strikt henselscher lokaler Kérper und L/K eine
endliche, separable Erweiterung, welche eine triviale Erweiterung der Restklas-
senkérper induziert. Sei k der Restklassenkérper, und p” die héchste Potenz von
p, welche den Grad [L : K] teilt. Dann gibt es eine Surjektion

K* /Ny Lt — k*J(k")" .

Beweis. Da die Normabbildung auf den Wertegruppen nach Voraussetzung sur-
jektiv ist, muss die Normrestgruppe gleich der Normrestgruppe der Erweiterung
der Bewertungsringe sein. Wir schreiben U! fiir die Einseinheiten. Dann folgt
die Behauptung mit dem Schlangenlemma aus dem Diagramm

0 -U; - O} - k* -0

Nik Ni/x No

0 Uk O3 k* 0
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unter Beachtung der Tatsache, dass die Normabbildung auf dem Restklassenkor-
per die Potenzierung mit [L : K] induziert. Wegen der separablen Abgeschlos-
senheit von k ist der Cokern der Potenzierung mit [L : K] gleich dem Cokern
der Potenzierung mit p". O

Ist nun & kein perfekter Korper, so ist k D kP" eine nichtriviale Kérpererwei-
terung, also ist auch der Quotient k*/(kP")* nicht trivial. Damit ist die Norm-
restgruppe eine unendliche Gruppe, weil das Urbild von k* — (kP")* unter der
kanonischen Projektion O —> k nicht in N, (L*) liegen kann:

Mit [S] Il §4 Prop 5 kann man alle Elemente aus Ok eineindeutig als Potenz-
reihen 3°2°, s,k schreiben, wobei die s; aus einem Reprisentantensystem fiir &
in Ok stammen. Damit kdnnen alle Potenzreihen, fiir die sy nach Reduktion in
k* — k" liegt, nicht im Bild der Norm liegen.

Am Beispiel solcher Norm-Tori sieht man leicht, dass le*T i. Allg. keine kon-
stante Garbe ist. Denn sei Ty ein Norm-Torus beziiglich einer rein verzweigten
Erweiterung L/K vom Grad p = 2 = char(k) mit e /g = [L : K.

Wir nehmen an, dass der Restklassenkdrper k weder perfekt noch separabel ab-
geschlossen sei. Genauer es gebe ein Element T € k, derart dass VT & k5P gilt
und dass es irreduzibles und separables Polynom Y2 + @Y + X in k[Y] gebe.
Es sei T ein Urbild zu 7 in K™. Dann gilt T & Ny x(L™)*. Sei nun T eine
Nullstelle des Polynoms Y2 +aY + T, wobei a € O% ein Urbild von @ sei. Dieses
Polynom induziert eine unverzweigte Erweiterung, d.h. T € K™ Ist nun o ein

Element aus Gal (K™ /K), welches T nicht fest lasst, dann gilt @ = %

Da auf K™ die Normabbildung zu L/ K Quadrieren ist, folgt # ¢ N (L"),
d.h. die Bilder von T und o(T) in der Normrestgruppe sind nicht gleich.
Spater werden wir allerdings sehen, dass fiir die Struktur des Néron-Modells nur
die Komponentengruppe von R'j,T wirklich relevant ist. Diese entspricht bei
einem Norm-Torus dem Quotienten der Wertegruppen, so dass die Galoisgruppe
trivial operiert.

4.2 le*T als glatte Garbe

Zunichst zeigen wir ein schon bekanntes (z.B. [X] 2.14) Resultat. Wir geben
trotzdem einen Beweis an, da wir einige Uberlegungen aus dem Beweis fiir spitere
Beweise bendtigen werden.

4.2.1 Satz. Sei K ein lokaler Kérper. Dann gilt R'j,.G,, x = 0 in der glatten
Topologie iiber Spec Oy .

Beweis. Wir zeigen, dass R'j.G, (Y) = 0 fiir alle glatten Ox-Schemata Y
gilt. Da R'j,G,, x die glatte Garbe assoziiert zu der Prigarbe V + Pic(V)
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ist, reicht es zu zeigen, dass die étale Garbe assoziiert zu V' +— Pic(Vk) auf
dem étalen Situs iiber Y verschwindet. Dies wiederum gilt, sofern diese Garbe
»Zariski-lokal” verschwindet. Wir zeigen also: ist Y —— Spec O ein glatter
Morphismus und y € Y ein Punkt sowie Y’ := Spec Oy, dann ist Pic(Y7) = 0.
Dazu zeigen wir, dass der affine Ring zu Y7, also Oy,y[ﬁfl], integer und faktoriell
ist. Wegen integer folgt dann, dass Pic(Y},) gleich der Divisorenklassengruppe
von Y}, ist. Letztere ist dann aber trivial, weil Oy, [7~"] faktoriell ist.

Da Ok als diskreter Bewertungsring regular ist, ist Y’ als Schema eines lokalen
Ringes eines glatten O —Schemas wieder reguldr. Ein regularer lokaler Ring ist
integer und faktoriell, also ist auch Oy, ®p, K = Oy, [7 '] ein Integrititsring.
Sei m das maximale Ideal des lokalen Rings Oy,,. Wenn 7 nicht in m liegt, so ist
Oy,[m7'] = Oy, und die Behauptung ist klar. Sei also 7 € m. Da das Schema
Y glatt ist, liegt 7 nicht in m®. Damit ist aber Oy, [7~"] faktoriell (vgl. [BIV]
Beweis zu Satz 14.33), womit insgesamt Pic(Y7,;) = 0 folgt. O

4.2.2 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und L eine endliche, separable Erweiterung
von K, dann gilt in der glatten Topologie le*iﬁL/K (Gr,) = 0.

Beweis. Der Beweis vom Satz 4.1.6 iibertragt sich wértlich mit 7}, := Gy, 1,
sobald klar ist, dass die Weil-Restriktion beziiglich eines endlichen Schemamor-
phismus ein exakter Funktor in der glatten Topologie ist.

Sei also h : X' —— X ein endlicher Morphismus von Schemata. Es bezeichne
[« resp. fl die Einschrankung von dem glatten Situs (sm)/X (resp. (sm)/X")
auf den étalen Situs (ét)/X (resp. (¢ét)/X'). Dann haben wir ein kommutatives
Diagramm

sm

(sm)/ X" T (s x

fx f

ét

@ty x5 (eny/x

von Morphismen von Siten. Es sei F eine glatte Garbe {iber X'. Mit der Leray-
Spektralsequenz ([M] 11l Thm 1.18) und der Exaktheit von f. ([M] Il Prop. 3.3)
ergibt sich fiir die Sequenzen der Anfangsterme zum einen:

0

RUA(f1F) —= RY(h" o ) F —= hE'R'fIF .
Da nun h% ein exakter Funktor auf den étalen Siten ist, folgt daraus:

R'(fuo hi™MF =R (h o f)F =0.
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Damit liefert die andere Sequenz der Anfangsterme:
0=R(f, o hi™)F — f,RW™F — R2f, (KX F) =0.

Also verschwindet die Einschrinkung von R'h™ auf den étalen Situs iiber X .
Sei nun m : U —— X ein glatter Morphismus. Dann ist die Einschrankung
7w : (sm)/X —— (sm)/U ein exakter Funktor, der welke Garben auf welke
Garben abbildet. Analog kdnnen wir auch die Einschrankung zu dem Morphismus
' U = U xx X' — X' betrachten. Auch (7')* ist exakt und bildet welke
Garben auf welke Garben ab.

Betrachtet man analog zu oben das Diagramm

(sm)/X'ﬂ» (sm) /U’

h, (htr)«

*

(sm)/X —— (sm)/U,

so erhilt man 7*R'h, F = (R'(hy).) (7')*F .
Damit folgt aber th*]-"(U) = 0, indem man oben A : X’ —— X durch den
Morphismus hy : U —— U ersetzt. Also gilt RA,F =0. O

Dieses Resultat gibt uns die Moglichkeit, die glatte Garbe R'j, 7" mit der
étalen Garbe R'j, T zu vergleichen.

4.2.3 Satz. Sei f : (sm)/Ox — (ét)/Ok die Restriktion vom glatten auf
den étalen Situs. Dann gilt fiir jeden algebraischen K-Torus T

fR'G.T =R, T .

Beweis. Mit [M] Il 3.3 ist f, ein exakter Funktor. Man bette T" in die Sequenz

0 T Rk (T1) T 0

von glatten Garben ein. Diese induziert eine lange exakte Sequenz

0 - 5. T - 1Rk (Tt) - 51" - R'j,. T 0.
Anwenden von f, ergibt eine exakte Sequenz
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von étalen Garben. Da die Néron-Modelle darstellbare Garben sind, ist diese
Sequenz isomorph zu der Sequenz

0 0.

]*T - ]*mL/K (TL) ]*TI f*le*T

Nun ist aber der (étale) Cokern der Abbildung j.9R/k (17,) —— j.1" gleich
dem étalen le*T. I

Somit ist das étale le*T trivial, falls das glatte le*T trivial war. Wie das
Beispiel am Ende dieses Abschnittes zeigt, kann das étale R'j, T trivial sein, ohne
dass das glatte R'j, T trivial wire.

4.2.4 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und T ein algebraischer K-Torus. Sei
weiterhin L/ K eine endliche, galoissche Zerfillungserweiterung und e = [L :
K, der Verzweigungsgrad von L/K . Dann ist R*j,T eine e-Torsionsgarbe.

Beweis. Da R'j,T eine Garbe ist und Spec Ok, —— Ok eine étale Uber-
deckung ist, reicht es die e-Torsion auf dem glatten Situs iiber O, nachzu-
prifen. Weil auBerdem die Bildung des Néron-Modells mit étalem Basiswech-
sel vertdglich ist, kénnen wir L/K als rein verzweigt annehmen und es sei
G := Gal (L/K). Sei weiter U — Spec Ok ein glatter Morphismus. Dann ist
der Morphismus

piULI:U®(')KOL®@LL:U®OKK®KL—>U®@KK23UK

galoissch, da L/ K galoissch ist.
Deshalb liefert die Hochschild-Serre-Spektralsequenz ([M] Il Thm 2.20) eine
exakte Sequenz

0 HY(G,H (UL, T)) — H'(Ug, T) — (H (U, T)).

R'j,T ist die Garbe assoziiert zu der glatten Prigarbe U + H'(Ug, T'). Fiir ein
glattes 1V — Spec Ok und einen Schnitt s € R'j,T(V) lasst sich also eine glat-
te Uberdeckung (U;)ic; von V finden, derart dass s die Verklebung von Schnitten
a(s;) ist, wobei a die Garbifizierungsabbildung ist und die s; € H'((U;)x, T)) sind.
Der Schnitt s ist ein e-Torsionselement, falls alle s; e-Torsionselemente sind.
Betrachte also zu U; die exakte Sequenz induziert von der Hochschild-Serre-
Spektralsequenz. Da die Gruppenordnung e alle Elemente aus H' (G, T'((U;)1))
annulliert, reicht es zu zeigen, dass die s; in H'((U;)r,, T) Null sind.

T zerfillt iiber L , so dass H'((U;)1, T) = Pic((U;)1)? gilt, wobei d die Dimen-
sion von T sei. Sei y € U; ein Punkt und Oy, , sein lokaler Ring. Dann ist
Ou, y @0, O, eine endliche Ringerweiterung. Da endliche Algebren iiber einem
henselschen lokalen Ring in ein Produkt von lokalen Ringen zerfallen, zerfillt
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auch Oy, , ®o, Oy, nach étaler Erweiterung von Uj; in ein Produkt von lokalen
Ringen. Da Pic mit endlichen Produkten vertauscht, kénnen wir Oy, ®0, Oy, als
reguliren, lokalen Ring annehmen. Wie wir im Beweis zu R'j,G,, x = 0 gesehen
haben, gilt dann aber Pic(Oy, ®o, Or[r']) = 0. Insgesamt kdnnen wir also
nach entsprechender Verfeinerung annehmen, dass s; = 0 in H'((U;);, T) gilt,
womit die Behauptung folgt. O

Andererseits ist auch das glatte R'j, T eine p-Torsionsgarbe:

4.2.5 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und T ein algebraischer K-Torus. Dann
ist die glatte Garbe R'j,T eine p-Torsionsgarbe.

Beweis. Sei L/K eine endliche Zerfallungserweiterung. Wir betrachten zu T die
exakte Sequenz

0 - 7.1 - Rk (T1) - 5. 1" - R'T 0

glatter Garben. Da R'j,T eine abelsche Garbe ist, lasst sich diese Garbe eindeutig
in eine Summe
RU/T=R,®R

aus einem p-Torsionsanteil R, und einem prim-zu-p-Torsionsanteil R’ zerlegen.
Wir betten das Néron-Modell j,7" in die exakte Sequenz

0 5.1"° G - i - 0

zu Einskomponente und Komponentengruppe ein und zeigen, dass der Morphis-
mus

6451 —RYT — R
iiber i,¢' faktorisiert, mit anderen Worten, dass j, 7'° — R’ die Nullabbildung
Ist:
Mit dem Satz (4.2.4) gibt es ein [ € N relativ prim zu p, so dass die Multiplikation
mit [ die Nullabbildung auf R’ ist. Da 5, 7" ein glattes, zusammenhingendes
abelsches Gruppenschema ist, ist die Multiplikation mit [ étale und surjektiv.
Sei also U —— Spec Ok ein glatter Morphismus und s € Hom o, (U, j*T’O) ein
Schnitt. Nach Voraussetzung ist die Multiplikation mit [ eine (étale) Uberdeckung
j*T’O — j*T’O, also haben wir ein kartesisches Diagramm

UI — U Xj*T’O j*T/O Sl—> j*TIO
Pu -l
U 3. T"°
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mit einer (étalen) Uberdeckung pyr : U" —— U. Nach Definition gilt
resyrp(s) =sopy =15

das heiBt, die Einschrankung von s auf U’ ist die [-fache Summe des Schnittes
s; € Hom o, (U, 5,T"°). Somit erhalten wir ein kommutatives Diagramm

5
1) R(U")

A

l'Sl|—>l'5(Sl):0
res res

§ F———— 0(s)

J.TO) ’ R(U)

Da nun U’ —— U eine Uberdeckung ist, ist die zugehdrige Restriktion injektiv,
weshalb bereits §(s) = 0 folgt.

Um die Behauptung dieses Satzes zu zeigen, reicht es nun, fiir einen beliebigen
glatten Morphismus U —— Spec Ok zu zeigen, dass R'(U) = 0 gilt.

Sei also ein Schnitt s € R'(U) gegeben. Wegen der Surjektivitat gibt es eine glat-
te Uberdeckung (U;)scr von U und Schnitte s; € 7.7"(U;), so dass 6(s;) = s|y,
gilt.

Wie oben gesehen sind die 57 € 7.9’ (U;) = Hom o, (U;,i.®’) Urbilder der s|y,
unter der Faktorisierung i, & —— R’. Nun ist 5; : U; — 1, P’ ein Morphismus
in der Kategorie der glatten Og-Schemata und fiir die zugehérige Restriktions-
abbildung gilt

ress: Homo, (,®',4,®") —— Hom o, (U;,i,®") [+ foT;.

Damit gilt fiir die entsprechende Restriktionsabbildung auf R'j, T die Beziehung
ress(0(Idg)) = d(s;). Da aber i,®' ein étales Og-Schema ist und die Ein-
schrinkung des glatten R'j, T gleich dem étalen R'j, T ist, ist §(Ids) ein p-
Torsionselement. Somit muss R'(U) = 0 gelten. O

Damit finden wir sofort die Korollare:

4.2.6 Korollar. Sei K ein lokaler Kérper und T ein algebraischer K-Torus,
welcher nach einer zahm verzweigten Erweiterung zerfillt. Dann gilt R*j,.T = 0
in der glatten Topologie.
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Beweis. Dies ist klar mit den beiden vorangehenden Satzen, denn eine abelsche
Gruppe, welche Torsion beziiglich zweier teilerfrender Zahlen ist, muss schon
trivial sein. O

4.2.7 Korollar. Sei K ein lokaler Kérper und T ein K-Torus und K eine Un-
tergarbe der glatten Garbe R'j,T. Dann gilt

Hom(K,i,Z) =0
P Ext'(K,i,Z) =0
Ext'(KC,i.Z[p7']) =0

in der glatten Topologie iiber Ok mit einem geeigneten r € N und fiir alle i € N.

Beweis. Die erste Aussage ist klar, da R'j.T" eine Torsionsgarbe ist. Wenn r
gleich der p-Ordnung des Grades von L/K,, fiir eine Zerfallungserweiterung L
von T ist, so ist die Multiplikation mit p" die Nullabbildung auf le*T und
damit auch auf K. Nun ist mi(lC,i*Z) ein Quotient einer Untergarbe von
Hom(KC,Z) fiir eine geeignete injektive Garbe Z und die Multiplikation mit p"
auf Hom(/C, Z) induziert die Multiplikation mit p” auf mi(lc,i*Z). Sei U ein
glattes Ok-Schema. Dann ist Hom(/C,Z)(U) = Hom(K|y,Z|y) und ein Ele-
ment [ hieraus ist eine Familie fy : K(V) —— Z(V) von Homomorphismen
von abelschen Gruppen fiir alle glatten U-Schemata V. Fiir ein z € K(V) ist
also (p7 - f)(z) = ' f(x) = f(p'x) = £(0) = 0.

Fiir die dritte Gleichung beachte man, dass die Multiplikation mit p” einen Isomor-
phismus Z[p~] — Z[p~!] induziert. Damit induziert sie einen Isomorphismus
Ext'(K,i,Z[p ') — Ext'(K,i.Z[p"']). Da man Ext'(K,i.Z[p']) mit einer
injektiven Aufldsung bestimmen kann und Morphismen von solchen Auflgsun-
gen bis auf Homotopie eindeutig sind, induziert die Multiplikation mit p" ohne
Einschrankung auf der gewahlten injektiven Auflésung die Multiplikation mit p”,
wodurch auch auf den Ext’(K,,Z[p']) die Multiplikation mit p" induziert wird.
Da die Argumentation fiir die zweite Gleichung auch fiir Ext’ (K, i, Z[p"']) giiltig
ist, muss die Multiplikation mit p” aber die Nullabbildung sein. O

Anhand eines Beispiels zeigen wir, dass R'j,T" # 0 gelten kann, auch wenn
der Restklassenkorper perfekt ist. Sei K ein strikt henselscher lokaler Kdrper
mit perfektem Restklassenkorper k. Sei L/K eine endliche galoissche Erweite-
rung und Ty der Norm-Torus zu dieser Erweiterung. Betrachte in der glatten
Topologie die zugehdrige lange exakte Sequenz

0 ]*TN - j*%L/K (Gm,L) - ]*Gm,K - le*TN

Sei U := Ay, = Spec O[T die affine Gerade iiber Ok. Dann ist die Ein-
schrankung der obigen Sequenz zu einer Sequenz in der étalen Topologie iiber
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U wieder exakt (vgl. [M] lll Thm 3.3). Betrachte die Halme dieser Sequenz in
einem geometrischen Punkt zu dem generischen Punkt 7, der speziellen Faser
Uy. Der generische Punkt entspricht dem Ring Ok[T](r), ist also eine Erwei-
terung von Ok vom Verzweigungsindex Eins, jedoch ist dieser Ring nicht mehr
vollstandig. Der Restklassenkorper ist k(7'), also nicht mehr perfekt.

Somit ergibt sich fiir ' = G, x resp. T =R k (Gm,1):

(7Dl enw (Ofy) = (1T X0, Ou)(OF,) -

Da Néron-Modelle mit Basiswechsel vom Verzweigungsindex Eins vertraglich
sind, gilt also

(j:T) X0, Oun(OF) = j=(T X0, Ouy)(OFF) .

Fir T = Gy, x ist dies gleich (K(T)")*, fir T = Rk (Gn,1) ist dies gleich
(L(T)™)*. Somit bekommen wir in den Halmen die exakte Sequenz

. Nk
e (i

(K(T)")" — (R'jTnlenw)g — 0.
Sind nun aber [L : K] und p:=char(k) nicht teilerfremd, so zeigt das letzte
Beispiel aus dem vorangehenden Abschnitt, dass die Normrestgruppe nicht mehr
trivial sein kann. Also kann R'j, Ty als glatte Garbe nicht trivial gewesen sein.

4.3 j, und R!j, fiir étale Gruppen

Das Néron-Modell einer étalen K-Gruppe F' ist eine étale Ox-Gruppe. Damit
reicht es, das Néron-Modell in der étalen Topologie zu bestimmen. Die étale
Garbe dargestellt von F entspricht dem stetigen Gal (K*?/K)-Modul Mp :=
F(KsP).

Mit dem Zerlegungssatz ist j, F' gleich dem Tripel (Mp, ML, ME —— ML) be-
stehend aus dem Modul selbst, seinen I-Invarianten und der ldentitit auf den
Invarianten.

Dies lasst sich folgendermallen verstehen: Als Schema ist F' eine disjunkte Ver-
einigung von Schemata U; := Spec K;, wobei die K; endliche, separable Er-
weiterungen von K sind. Nun ist die Bildung des Néron-Modells (als Schema)
vertraglich mit disjunkten Vereinigungen. Ein U;, fiir das K;/ K eine unverzweig-
te Erweiterung ist, hat das Néron-Modell j,.U; = Spec Ok,. Ein Uj;, welches von
einer nicht unverzweigten Erweiterung kommt, hat keine K" -wertigen Punkte,
so dass es selbst sein Néron-Modell ist.

Mit dem Zerlegungssatz ist klar, dass das Néron-Modell einer konstanten Grup-
pe wieder die gleiche konstante Gruppe (nur iiber Oy ) ist. Fiir die Gruppen der
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Einheitswurzeln gilt j.iq x = piq.0,, falls ¢ relativ prim zur p = char(k) ist.
Falls ¢ relativ prim zur Charakteristik von K ist, aber nicht prim zu p ist, muss
man den absoluten Verzweigungsindex von K betrachten. Ist dieser Eins, so
liegen die p-ten Einheitswurzeln nicht in O3* und dann ist z.B. j.ju, x gleich
ftp. i verklebt mit Spec Ok langs des Einsschnittes Spec XK' —— pu, k. Falls der
absolute Verzweigungsindex groRer ist, wird 1, x nach étalem Basiswechsel iso-
morph zu der konstanten Gruppe Z/pZ und j,. /i, i ist eine Form der konstanten
Gruppe Z/pZ.

Um (R'j,F)s = H'(Gal (K*?/K™), F(K*®")) zu betrachten, miissen wir

~

Gal (K*?/K™") verstehen. Wir definieren Z ) := lim Z/nZ. Jede zahm
—ne(N—pN)

verzweigte Erweiterung L/K™" lasst sich auf die Form L = K" [X]/(X® — 7k)
normieren und diese Normierungen sind vertriglich, da K™ fiir jedes x € O3"
auch die e-ten Wurzeln von  mit e € N — pN enthalt. Damit ist die maximale
zahm verzweigte Erweiterung von K™ in K* galoissch mit Galoisgruppe Z(p).
Damit erhalten wir eine exakte Sequenz

0 - N ~ Gal (K*P/K™) - Ly - 0

mit einem abgeschlossenen Normalteiler N, dessen endliche Quotienten nur p-
Gruppen sind. Falls nun Mg ein endlich erzeugter, stetiger Gal (K*/K"")-
Modul mit trivialer Operation ist, gilt

Hl(Gal (Ksep/Km"), MF) = Hom stetig (Gal (Ksep/Knr), MF)
= Tors(,-1)(Mp) + p — Torsion

wobei Tors(,-1)(MF) den zu p primen Torsionsanteil von My bezeichnet.

Wenn My kein trivialer Modul ist, gibt es eine endliche, galoissche Erweiterung
L/K", so dass Gal (K**?/L) trivial auf My operiert. Mit der exakten Sequenz
zu Inflation und Restriktion erhalten wir die exakte Sequenz

H'(Gal (L/K™), Mp) “ H'(Gal (K* /K™, M) — H'(Gal (K*?/L), M) ,

so dass wir den Halm von R'j,F in 5 als eine Extension einer Untergruppe von
Hom sseig (Gal (K*°? /L), My) mit H'(Gal (L/K™), M) beschreiben kdnnen.
Als Beispiel sei die ji, x mit ¢ relativ prim zur Charakteristik von K betrachtet:
Die kurze exakte Kummersequenz

()1

Gm,K - Gm,K

0

Hq,K

induziert eine lange exakte Sequenz

0

g0 — ]*Gm,K - j*G’m,K - le*,uq,K — 0.
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Diese induziert auf den Komponentengruppen die Sequenz

0 — Abb :
WALy 7 —1 iz B(R ], 10 x0) 0.

Im Fall, dass ¢ relativ prim zu der Charakteristik von £ ist, entspricht die Sequenz
der Einskomponenten der exakten Kummersequenz
()1

Hq,0x m,Ok m,O 0

0

iber Og. Mit einer analogen Argumentation wie im Beweis von Thm. 5.3.4
ist damit die Sequenz der Komponentengruppen exakt, so dass R'j,u,x =
i.7./qZ folgt. Falls ¢ nicht prim zu char(k) ist, muss R'j,u,x den Cokern
der p*»(9)-Potenzierung auf 032" enthalten. Dieser ist genau dann nichttrivial,
wenn der Restklassenkdrper nicht perfekt ist und in diesem Fall eine unendliche
p-Torsionsgruppe. Falls der Restklassenkorper perfekt ist, ist die Kummerse-
quenz iiber Ok exakt (denn O3 ist ein vollstindiger diskreter Bewertungsring,
weshalb O3% ein multiplikatives Reprasentantensystem von k*%? enthilt), so dass
wir R'j. 11, x = Z/qZ erhalten.
Zusammenfassend konnen wir sagen:

4.3.1 Satz. Sei F ein étales K-Gruppenschema und L/K™ eine endliche, ga-
loissche Erweiterung, so dass Gal (K*® /L) trivial auf F(K*%) operiert. Es sei
I := Gal(L/K"). Ferner sei F(K*?) als abelsche Gruppe endlich erzeugt.
Dann gibt es eine kurze exakte Sequenz

0 H (I, F(K*?)) — (R'j,F)s — E(F)

E(F) ist Null, falls F'(K*°P) torsionsfrei ist.
Falls L = K™, also H'(I, F(K*®)) = 0 gilt, ist (R'j,F)s = E(F) eine Exten-
sion einer p-Gruppe mit dem zu p primen Torsionsanteil von F(K*%).

Falls der Restklassenkorper perfekt ist und die Charakteristik von K gleich
der von k ist, kann man mit Hilfe der Strukturtheorie vollstindiger, diskreter
Bewertungsringe sehen, dass Gal (K /K™") = Z gilt (vgl [S] Il §4 Excercise).
Fiir eine étale K-Gruppe F' mit trivialer Gal (K*?/ K"")-Operation und endlich
erzeugtem My gilt dann (R'j,F); = Tors(F(K*%)).



Kapitel 5

Kohomologische Methoden zur
Bestimmung der
Komponentengruppe

In diesem Kapitel untersuchen wir Methoden zur Bestimmung der Komponenten-
gruppe des Néron-Modells eines algebraischen K-Torus T. Zunichst betrachten
wir einen Ansatz aus [X]. Dieser Ansatz von Xarles besteht darin, von kurz-
en exakten Sequenzen von algebraischen K-Tori zu den (in seinem Fall kurzen)
exakten Sequenzen der Néron-Modelle iiberzugehen und von diesen die lange ex-
akte Sequenz zum Funktor Hom(-,,Z) zu betrachten.

Um damit Aussagen iiber die Komponentengruppen zu gewinnen, muss man dies
in der glatten Topologie machen und dort ausnutzen, dass es fiir i = 0,1 eine
kanonische Identifikation

R'Hom(5,T,i,Z) = R'"Hom(i,®(T), i,Z)
>~ j,R'Hom(®(T), Z) = i,R"Hom 7 (®(T), Z)

gibt. Dabei sind in den ersten drei Termen die glatten Garben iiber O resp. k
gemeint. Im letzten Term sind hingegen ® und Z die Gal (k**?/k)-Moduln, die
zu den entsprechenden étalen Garben gehdren. Wir beweisen diese Identifikation
in allgemeinerer Fassung, so dass wir spater anstatt von Hom(-,i,Z) auch den
Funktor Hom(-, 7, Z[p™']) betrachten kdnnen.

Mit dem Ansatz von Xarles kénnen wir dann den freien Anteil der Komponen-
tengruppe durch eine Extension

0

0 X(T)" — Homy (®,Z) — E(T)

beschreiben, wobei E(T') ein endlich erzeugter p-Torsionsmodul ist und als Stér-
term bezeichnet wird. Die Existenz eines solchen Stortermes ist eine direkte



88 5.1. DER FREIE ANTEIL DER KOMPONENTENGRUPPE

Konsequenz der Nichtexaktheit des Néron-Modells.

Danach beschreiben wir die Abbildung, die ein Homomorphismus von algebrai-
schen Tori auf dem freien Anteil der Komponentengruppen induziert. Diese kdn-
nen wir, unter Ausnutzung der Resultate fiir Tori mit multiplikativer Reduktion,
durch ein kommutatives Diagramm beschreiben.

Wir analysieren auch noch den Fall einer kurzen exakten Sequenz von algebrai-
schen Tori. In diesem Fall kdnnen wir ein kommutatives Diagramm aufstellen,
das allerdings nicht mehr exakt ist und in dem im Allgemeinen nicht mehr alle
Torsionsanteile der betrachteten Komponentengruppen auftauchen.

Als zweiten Ansatz greifen wir die ldee aus dem Satz 2.3.1 wieder auf und ver-
allgemeinern damit [L-L| Prop. 4.2 a):

Wir betrachten den Fall einer Sequenz

0 -7 - R - T -0

von algebraischen Tori, derart dass die Torsionsanteile von ®(7") und ®(R)
teilerfremde Ordnungen haben. Falls in der glatten Topologie R'j,T" = 0 gilt,
erhalten wir daraus eine exakte Sequenz

0 o(T")" o(R) ®(T) 0.

Ansonsten definieren wir K := ker(le*T’ — le*R) und erhalten eine Se-
quenz

0 O(T")"Y —— O(R)

die bis auf die Stelle bei ®(R) exakt ist.

Wir geben Bedingungen fiir die Exaktheit dort an und beschreiben den Morphis-
mus ®(7")VY —— ®(R). Dieser lasst sich iiber die Abbildung der freien Anteile
beschreiben.

AbschlieRend nutzen wir dies und die kanonische Surjektion

T(K™) = j.T(0) —= i.®(T)(O}) ,

®(T) ®(K) 0,

um gewisse Komponentengruppen auszurechnen. Da wir die Storterme als Kom-
ponentengruppen auffassen kdnnen, erhalten wir eine Abschatzung fiir deren Gro-
Re. Diese Abschatzung zeigt, dass die Stérterme fiir Tori, welche nach einer nicht
residuell verzweigten Erweiterung zerfallen, trivial sind.

5.1 Der freie Anteil der Komponentengruppe

Wir betrachten zunichst die Funktoren Hom und Ext! auf dem glatten resp.
étalen Situs iiber Ok. Zur Unterscheidung kennzeichnen wir mit den Indizes sm
resp. ét, auf welchem Situs wir den Funktor betrachten.
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5.1.1 Satz (vgl. [X], 2.2 4 2.12). Sei T ein glattes Spec Ok -Gruppenschema
mit zusammenhangenden Fasern und C' eine konstante, torsionsfreie abelsche
Garbe auf dem étalen resp. glatten Situs iiber Speck. In der étalen Situation
enthalte C zusétzlich fiir ein | € N relativ prim zu p := char(k) keinen [-divisiblen
Anteil 1. Dann gelten

Hom,, (T ,i.C') =0 Hom,,.(T,i.C) =0
@im(fra i\wC) =0,

wohingegen im Allgemeinen Extl, (T ,i.C) # 0 gilt.
Beweis. Wir beginnen mit den Aussagen in der étalen Topologie. Da
Hom(7,i.C) = i*Hom(i* T, C)

gilt, reicht es Hom(:*7,C') = 0 zu zeigen. Nun ist der étale Situs iiber Speck
dquivalent zur Kategorie der stetigen Gal (kP /k)-Moduln und dabei entspricht
i*T dem Galoismodul 7(O%%) und C dem trivialen Galoismodul C'.

Man betrachte nun das vorgegebene [ € N. Da [ relativ prim zur Charakteri-
stik von £ ist, ist nach [BLR] 7.3.2 die [-Multiplikation auf 7 étale. Damit ist
(vgl. [M] 1l 2.19) der Halm 7; = T(O3%) eine [-divisible Gruppe. Da ein zu-
sammenhadngendes, étales k-Schema U das Spektrum einer endlichen, separablen
Erweiterung &' von k ist und

Homy (*T |, Cly) C HomZ(T(O%L),C)Gal(kSep/k/)

gilt, muss also Hom(i*7,C) = 0 gelten, denn ein Homomorphismus von einer
[-divisiblen Gruppe nach C' muss trivial sein.
Als Beispiel fiir den Zusatz iiber die étale Ext'-Gruppe betrachte man die Garbe
Ext'(G,, 0 ,i,Z), welche nach dem Satz 5.1.2 im Allgemeinen nicht verschwin-
det.
Seien nun die glatten Garben betrachtet. Sei U ein beliebiges Schema und G,
und G5 zwei glatte U-Gruppenschemata. Mit einem Yoneda-Argument sieht man
ein, dass

Hom U—Grp (Gla GZ) = Hom (sm)/U (Gla G2)

gilt, mit anderen Worten: die Homomorphismen der glatten Garben iiber U, dar-
gestellt von den G; sind genau die U-Gruppenschemamorphismen von G nach
Go.

Es gilt nun Hom(7,i.C) = *Hom(¢*7,C') und auf dem glatten Situs iiber &k
wird die Garbe i*T von T ®p,. k dargestellt, weil T glatt ist. Nun ist fiir jedes

!Das heift: Ve € C\{0} Ir e NVz € C : "z # c.




90 5.1. DER FREIE ANTEIL DER KOMPONENTENGRUPPE

zusammenhingende, glatte k-Schema U das Gruppenschema 7, x;, U wieder
zusammenhidngend. Jeder Gruppenhomomorphismus von einem zusammenhan-
gendem k-Gruppenschema in ein étales k-Gruppenschema faktorisiert iiber die
Einskomponente, ist also trivial. Damit ist Hom ¢ (7%|v, Cly) = 0 und somit
auch Hom(7,C) = 0.

Mit [SGA 7]VIII1 5.7 wird i,C' von einem étalen Og-Gruppenschema Z := Co,.
dargestellt, welches durch Verkleben von Kopien S; von Spec O fiir jedes i € C
entlang der generischen Faser n = Spec K entsteht. Man beachte, dass diese
Konstruktion mit Basiswechsel vertraglich ist.

Fiir ein glattes Spec Ok-Schema U ist eine Extension von 7 mit Z als abelsche
fppf-Garben iiber U eine Extension von U-Gruppen im Sinne von [SGA 7] VIII.
Eine solche Extension trivialisiert (als 7z, -Torseur) aber bereits iiber einer glat-
ten Uberdeckung, weil T glatt iiber Spec O ist. Deshalb ist die Gruppe der
Isomorphieklassen solcher Extensionen gleich der Gruppe der Isomorphieklassen
von Extensionen als glatte, abelsche Garben iiber U.

Mit [SGA 7] VIII 5.9 entsprechen die Extensionen von 7y mit Z; den Extensionen
von Ty, mit Cy, als Up-Gruppen in der fppf-Topologie, also, wie oben gesehen,
den Extensionen von glatten abelschen Garben iiber Uy. Es sei angenommen,
dass Uy irreduzibel sei und der generische Punkt von Uy sei n genannt. Da Uy
ein glattes k-Schema ist, ist es geometrisch einzweigig. Somit entsprechen mit
[SGA 7] VIII 5.2 die Extensionen von 7T, mit Cp, den Extensionen von 7, mit
C,. Dies sind nun aber Extensionen von Gruppen iiber dem Korper k(1) und mit
[SGA 7] VIII 5.5 sind diese Extensionen alle trivial, denn 7, ist zusammenhan-
gend. Damit folgt insgesamt Ext;;(7y,i,.Cy) = 0.

Nun ist Ext'(77,4,C) die Garbifizierung der Prigarbe U — Exty, (T, Zi), womit
die Behauptung folgt. O

5.1.2 Satz. Sei K ein lokaler Kérper mit perfektem Restklassenkérper. In der
étalen Topologie iiber Spec Ok gilt: Ext' (G, 0, ,1:7Z) # 0

Beweis. Nach Definition ist ml(Gm,@K,i*Z) die Garbifizierung der Pragarbe
U+ ExtlU(Gm,@U,i*Z|U). Da Hom(Gy, 0, » i<Z) = 0 gilt, reicht es wegen der
lokal-global-Spektralsequenz fiir Ext ([M] Il Thm. 1.22) Exty (G0, i«Z|1r) #
0 fiir ein geeignetes U zu zeigen.

Sei nun n € N relativ prim zu p = char(k) und U = Spec Ok fiir eine un-
verzweigte Erweiterung K'/K, welche die n-ten Einheitswurzeln enthilt. Der
Restklassenkorper von K’ sei mit k' bezeichnet. Aus der exakten Sequenz

0 7 Q Q/Z 0

von konstanten Garben auf dem étalen Situs liber O erhalten wir eine exakte
Sequenz

Hom U (Gm,(’)U ) Z*Q|U) — Hom U (Gm,OU ) Z*Q/Z|U) - Ethlj(Gm,OU ) Z*Z|U) .




5.1. DER FREIE ANTEIL DER KOMPONENTENGRUPPE 91

Nun gilt
Homy (G0, , ixQ/Z|v) = Homg,, (O3, Q/Z) = Hom7 (O3 )e,,, Q/Z) ,

wobei G := Gal (k*? /E') sei und (-)g,, fiir die G-Coinvarianten stehe.

Da Q/Z divisibel, also Z-injektiv ist, lassen sich Abbildungen von Z/nZ =
11, (O32) nach Q/Z zu Abbildungen (O$")¢,, — Q/Z ausdehnen. Nun gibt
es genau n verschiedene Abbildungen Z/nZ —— Q/Z und deren Ausdehnun-
gen konnen nur dann eine Einschrankung einer Abbildung (O%*)Gk, — Q sein,
wenn sie die triviale Abbildung auf j1,(O%) induzieren.

Daher muss wegen der langen exakten Sequenz Ext; (G0, , i< Z|r) eine Unter-
gruppe der Form Z/nZ besitzen. O

Ist nun K ein lokaler Kérper und T ein algebraischer K-Torus, dann induziert
die kurze exakte Sequenz

(5. T)°

zu Einskomponente und Komponentengruppe in der glatten wie in der étalen
Topologie einen Isomorphismus

0 0

5.T i, ®(T)

Hom(j.T,i.Z) = Hom(i,.®, i, Z). (5.1.2.1)

In der glatten Topologie gilt sogar
Ext'(5.T,i.7) = Ext' (i,®,i,7). (5.1.2.2)

Wir wollen dies weiter vereinfachen. Dazu bestimmen wir zunidchst die Funk-
toren Hom und Ext' auf dem étalen Situs in Termen von Galoismoduln. Da die
Komponentengruppe ® ein étales Gruppenschema ist und der zugehdrige Galois-
modul ®(k*%?) endlich erzeugt ist, kdnnen wir den folgenden Satz verwenden.

5.1.3 Satz. Sei F' eine Garbe auf dem étalen Situs iiber Speck, so dass der
stetige Gal (k*%?/k)-Modul My zu dieser Garbe endlich erzeugt ist. Dann indu-
ziert die Kategoriendquivalenz zwischen den étalen Garben iiber Speck und den
stetigen Gal (k*®?/k)— Moduln eine Isomorphie

R Hom(F,G) «~ R'Homy (Mp, M)
von 0-Funktoren (im zweiten Argument).

Beweis. Mit [M] 11l Beispiel 1.7 gilt unter diesen Voraussetzungen an F', dass
unter der Kategoriendquivalenz Hom(F, &) auf den Modul Homy (Mp, M)
abgebildet wird. Unter der Kategoriendquivalenz von étalen Garben und ste-
tigen Galoismoduln entsprechen injektive Garben den injektiven Galoismoduln.
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R'Hom(F,-) wird mit injektiven Auflssungen bestimmt und zu jedem stetigen
Galoismodul gibt es eine injektive Auflésung mit Galoismoduln, die auch als
abelsche Gruppen injektiv sind. Da der Vergissfunktor exakt ist, erhalten wir
daraus eine injektive Aufldsung abelscher Gruppen, womit die Behauptung klar
ist. O

5.1.4 Satz. Sei k ein Kérper und ® ein kommutatives étales und C' ein kommu-
tatives konstantes k-Gruppenschema. Weiterhin sei ®(k*°?) als abelsche Gruppe
endlich erzeugt.

Dann gibt es ein étales k-Gruppenschema Hom(®, C'), das Hom(®, C') als glatte
und étale Garbe darstellt. Ferner gibt es ein étales k-Gruppenschema Ext' (®,7),
das Ext' (®,7) als glatte und étale Garbe darstellt.

Beweis. Allgemein bekannt ist, dass es in der Situation des Satzes ein k-Gruppen-
schema Hom(®, C') gibt, das den Gruppenfunktor T — Homr_g,, (Pr, Cr)
darstellt. Dieses Schema muss dann auch Hom(®,C') in der glatten und der
étalen Topologie darstellen.

Da @ étale ist und ®(k*?) endlich erzeugt ist, ist ® nach étalem Basiswechsel
isomorph zu einem konstanten Gruppenschema. Fiir konstante Gruppenschemata
C1, Cy entspricht der Funktor Hom(C', C5) dem konstanten Gruppenschema zu
der Gruppe Hom g, (C1, Cy). Damit wird Hom(®, C') nach étalem (und, da die
Basis ein Korper ist, surjektivem) Basiswechsel étale, ist also schon étale. Fiir
die Garbe Ext'(®,Z) betrachte man die lange exakte Sequenz

0 ——— Hom(®, Z) — Hom(®,Q) — Hom(®,Q/Z). — Ext'(®,Z)

Mit dem Satz 5.1.3 sieht man, dass Ext'(®, Q) = 0 in der étalen Topologie gilt.
Da die Hom(®, -)-Garben von étalen Gruppenschemata dargestellt werden, wird
die Abbildung Hom(®, Q) —— Hom(®,Q/Z) von einem Gruppenschemamor-
phismus dargestellt. Wegen der Kommutativitat ist das Bild dieses Morphismus
ein Normalteiler in dem Gruppenschema Hom(®, Q/Z) und auch abgeschlossen,
denn die Topologie auf Hom(®,Q/Z) ist diskret. Damit existiert der Cokern
dieses Homomorphismus als étales Gruppenschema. Dieser Cokern stellt dann
die Garbe Ext'(®,Z) dar. Offenbar gilt dies auch in der glatten Topologie.

U

Damit sieht man, dass sich die Galoismoduln Homy, (®,7Z) und Exty,(®,Z)
iber die glatten Garben Hom(j.T,i,Z) bzw. ml(j*T, i.Z) bestimmen lassen.
Dies gilt allerdings nicht mehr fiir die hoheren Ext’e, wie folgendes Beispiel zeigt:

5.1.5 Satz. In der glatten Topologie iiber Spec Oy gilt Ext®(G,, 0, ,i.Z) # 0.
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Beweis. Sei n € N relativ prim zu p. Dann induziert die Kummersequenz eine
lange exakte Sequenz fiir den Funktor Hom(+,i,Z):

— 0= ml (Gm,OK ) i*Z) - ml (Mna i*Z) - MQ(GWL,OK ) i*Z)

Wie wir gesehen haben, kann man fiir das étale Gruppenschema p,, das glatte
Ext' schon étale berechnen und dies entspricht (im Halm iber der speziellen
Faser) dem nichttrivialen Galoismodul Exty,(Z/nZ, 7). O

Nach diesen Vorarbeiten wollen wir den freien Anteil der Komponentengruppe
analysieren.

5.1.6 Theorem. Sei K ein lokaler Kérper und T' ein algebraischer K -Torus mit
Charaktergruppe X (T'). Sei L/K eine endliche, galoissche Zerfillungserweite-
rung fiir T mit Inertiagruppe I := Gal(L/K,,).

Dann ist der freie Anteil Homyz (®,7) der Komponentengruppe ® des Néron-
Modells von T eine Extension von einer p = char(k)-Torsiongruppe mit X (T)" .
Genauer existiert eine exakte Sequenz

0 X(T)" — Homy (®,Z) — E(T) 0

von Gal (k**?/k)-Moduln und E(T) stellt die Einschrankung der glatten Garbe
E_xtl(ker(le*f — le*T), Z) auf den étalen Situs iiber Speck dar, wobei der
Torus T mit Cartier-Dualitdt zu dem Modul X (T)/X (T)" gehdrt.

Wir nennen E(T) den Stérterm zu T.

Beweis. Aus der kanonischen kurzen exakten Sequenz

0 T T T! 0

erhalten wir nach Bildung des Néron-Modells in der glatten Topologie die exakte
Sequenz

0 3.T 3T 3. T! K 0

mit K := ker(leJN’—> le*T). Diese Sequenz kdnnen wir in zwei kurze
exakte Sequenzen spalten, und zwar:

0 5T

]*T ‘N ‘0

0 N 3. TT K 0.

Anwenden von Hom(+,i.Z) induziert die exakten Sequenzen

0 — Hom (N, i,Z) — Hom(j,T,i,Z) — Hom(j,T,i,Z) = 0
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0 = Hom(K,4,7Z) — Hom(j,T",i,7Z) — Hom(N/,i,Z) —~ E

mit E := ml(ker(le*T — le*T),i*Z). In der ersten Sequenz wurde aus-
genutzt, dass das Néron-Modell von T von endlichem Typ ist, also eine endliche
Komponentengruppe hat. Fiir die zweite Sequenz wurde benutzt, das R'j,T eine
Torsionsgarbe ist und dass 7,77 eine torsionsfreie Komponentengruppe hat, so
dass in der glatten Topologie Ext'(j,77,i,Z) = 0 gilt.

Durch Einsetzen der Isomorphie aus der ersten Sequenz erhalten wir eine exakte
Sequenz

0 — Hom(j,77,i,7Z) — Hom(;,T,i,7) E 0.

Die Einschrankung dieser Sequenz auf den étalen Situs iiber Spec £ bleibt exakt
und mit E ist auch die Einschrinkung von E eine p-Torsionsgarbe. Die étale
Sequenz liefert dann mit dem Satz (5.1.3) und der Beschreibung der Komponen-
tengruppe im Fall multiplikativer Reduktion die gewiinschte exakte Sequenz von
Galoismoduln. O

Mit diesem Theorem lassen sich weitere Aussagen iiber die Ubertragbarkeit
der Aussagen von Xarles auf die Situation eines beliebigen Restklassenkdrpers
machen:

5.1.7 Korollar. Sei T wie oben ein algebraischer K-Torus. Wenn T nach einer
zahm verzweigten Erweiterung zerfillt, gilt fiir die Komponentengruppe ®(T)
des Néron-Modells: Homz (®(T),7Z) = X (T)".

Beweis. Man betrachte wie im Theorem oben die kurze exakte Sequenz

0 T T T! 0.

Da die Charaktergruppe von T ein Quotient von X(T) ist, zerfallt auch T nach
einer zahm verzweigten Erweiterung. Damit ist R'j, T trivial, so dass in der
Notation des Beweises oben K = 0 und damit £ = 0 folgt. Damit folgt
Hom 7 (®(T),Z) = Homz (®(T7),Z) = X (T)". O

5.2 Die induzierte Abbildung auf den freien
Anteilen
Um die bisher erzielten Resultate fiir eine weitergehende Bestimmung der Kom-

ponentengruppe einzusetzen, muss man die Frage stellen, welche Abbildung der
Funktor Hom(j., i.Z) einem Homomorphismus von algebraischen Tori zuordnet.
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5.2.1 Satz. Sei vy : Ty —— T, ein Homomorphismus algebraischer K -Tori und
D(vy) : X(Ty) — X (1) der zugehérige Homomorphismus der Charaktergrup-
pen. Dann induzieren die Beschreibungen aus Thm. 5.1.6 und Thm. 1.1.3 ein
kommutatives Diagramm

[a¥)

X(To)" — Homz (®(T)), Z) < Homz (®(Tp), Z) —» E(T3)
D()! W

~JS

X(T))" — Homy(®(T!), Z) — Homy, (®(T}), Z) — E(T}),
wobei ) := i,Hom(j.1),i.Z) (auf i* Hom(j, Ty, i.Z) = Homy (®(T3),Z)) ist.

Beweis. Da D(v) ein Galoismodulhomomorphismus ist, haben wir ein kommu-
tatives Diagramm

0 X(T) —— X(Th) —— X(T5) 0
D()! D(y)
0 X(T1)I — X(T) —— X(Tl) 0.

Mit Cartier-Dualitdt erhdlt man daraus ein kommutatives Diagramm algebrai-
scher Tori mit exakten Zeilen. Da j, und Hom(-,4,Z) Funktoren sind, erhalt
man mit der Technik aus dem Beweis zum Thm. 5.1.6 ein kommutatives Dia-
gramm

Homy (®(TY), Z) = Homy (®(T3), Z) —~ E(T)

(0

Homy (®(T}), Z) = Homy (®(Ty),Z) —~ E(T}) .

Mit Thm. 1.1.3 lasst sich dann der Morphismus in der ersten Zeile mit den
Charaktergruppen beschreiben. O

Fiir spatere Anwendungen miissen wir noch Hom(j,-,7.Z) angewandt auf
eine kurze exakte Sequenz algebraischer Tori beschreiben.

5.2.2 Theorem. Sei K ein lokaler Kérper und
0 > T1 > T2 > T3 > 0
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eine kurze exakte Sequenz algebraischer K-Tori. Dann erhalten wir ein kommu-
tatives Diagramm

E(Ts) E(Ty) E(Ty)

A
A

Homy (®(T3),Z) ~ Homy (®(T3),Z) — Homgy (®(Ty),Z) — ---

U ) U

X(T3) —— X(T)! x(T)! - M

von Gal (k*? [ k)-Moduln mit exakten Spalten, wobei wir folgende Bezeichnungen

verwenden:

ker(R'j, Ty — R'j.T))
(T3 — K)
t
1

K:
N
M :

HI(I X(T3)) - Hl([ X(T2))

ke
ke
Ext (N, i, )| oy o —— Extl(®(Ty), Z) .

Damit ist die untere Zeile exakt und die mittlere Zeile ist eine Sequenz und exakt
bis auf die Stelle bei Homz (®(13),Z).

Falls E_xtl(IC, i.Z) = 0 gilt, ist die mittlere Zeile insgesamt exakt. In diesem Fall
haben wir eine Inklusion Ext'(®(T3),4.7) — Ext' (N, i, 7))k

Falls zusatzlich Ext*(K,i,7) = 0 gilt, ist dies sogar ein Isomorphismus.

Beweis. Die kurze exakte Sequenz der Tori entspricht einer kurzen exakten Se-
quenz von Charaktergruppen und diese induziert mit obiger Wahl von M ein
kommutatives und exaktes Diagramm

X(Ty) X(Ty) X(Th)

A
A

0 X(13) —— X(Tr) —— X(Th) 0
0 X(%:a) —’XUJE) —’X(%l) M 0
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Mit Cartier-Dualitat erhalten wir daraus ein kommutatives, exaktes Diagramm

T T, Ty
0 T T, Ts 0
0 D(M) - T - T, - Ty - 0.

Wir wenden hierauf in der glatten Topologie die Funktoren j, und Hom(-,i,7Z)
an. Setzt man 7; := 5, T; so liefert j, in der mittleren Zeile

0 - Ti - T; - T - K -0

mit IC := ker(le*Tl — le*TQ). Zum Anwenden von Hom(+,7,7Z) spalten wir
diese Sequenz in die Sequenz

0 T T> N 0 (5.2.2.1)

und die Sequenz

0 N T K 0.  (5.2.2.2)

Dabei setzen wir ' := ker(73; — K). Aus der langen exakten Sequenz zu
(5.2.2.1) ergibt sich die Sequenz

Hom(73,i.7%) = Hom(T3,i.%) — Hom(T;,i.Z) — Ext'(N,i.Z) — Ext'(T5,i.7),

wenn man die Inklusion Hom(73,i.Z) —— Hom(\, i,Z) aus der langen exakten
Sequenz zu (5.2.2.2) einsetzt. Nach Konstruktion ist die abgednderte Sequenz
eine Sequenz und exakt bis auf die Stelle bei Hom(7s, i.Z).

Nach Einschrianken auf den étalen Situs iiber & und Ubergang zu den darstel-
lenden Galoismoduln (mit (5.1.2.2) und (5.1.2.1)) erhalten wir die mittlere Zeile
aus dem Diagramm in der Behauptung. Mit dem Satz (5.2.1) kann man diese
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Zeile zu einem kommutatives Diagramm

E(Ts) E(Ty) E(Th)

A

Homz (®(T3),Z) < Homy (®(T%),Z) — Homy (®(Ty),Z) — - --

U ) U

X(Ts)" X (1) X(1)'

ergdnzen, wobei - -+ fiir Ext' (N, i.Z)| () — Exty,(®(T%),Z) (als Morphis-
mus der darstellenden Galoismoduln) steht.

Mit dem Satz (5.2.1) entsprechen die Abbildungen in der unteren Zeile den kano-
nischen Abbildungen der I-Invarianten der Charaktergruppen. Deshalb muss die
untere Zeile exakt sein und X (73)" —— X (T3)’ ist eine Inklusion. AuRerdem
muss M = coker(X(Tg)I — X(Tl)l) gelten.

Die lange exakte Sequenz zu der Sequenz (5.2.2.2) liefert (in der glatten Topo-
logie) die behaupteten Beziehungen zwischen RiHo_m(/\/’, i+Z) und

R'Hom(73,i,Z) = R*Hom(i,®(T3), i,Z) = i,Hom(®(T3), Z).

5.2.3 Theorem. Sei K ein lokaler Kérper und

0 Ty T, 15 0

eine kurze exakte Sequenz von K -Tori. Ferner gelte, dass die Tori T; nach einer
endlichen, galoisschen und zahm verzweigten Erweiterung L/K zerfallen oder
dass der Restklassenkérper perfekt sei.

Dann ist die Beschreibung des freien Anteils funktoriell, insb. erhalten wir ein
kommutatives Diagramm

0

Homz (®(T3),Z) — Homz (8(Ty),Z) — Homz (B(T1),Z) — Extl(®(Ts),Z)

X(T)"

0 X(Ts)! X(T)'
von Gal (k*°P /k)-Moduln mit exakten Zeilen, wobei die Abbildung in der oberen
Zeile von den Abbildungen auf den Néron-Modellen induziert werden, wohingegen

die Abbildungen in der unteren Zeile von den Abbildungen der Charaktergruppen
induziert werden.
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Beweis. Wenn der Restklassenkdrper perfekt ist oder die Tori nach zahmer Ver-
zweigung zerfallen, sind alle Storterme trivial. Dann liefert das Theorem oben
eine Isomorphismus der beiden unteren Zeilen. Insbesondere muss dann die
Sequenz der freien Anteile exakt sein. Da unter den Voraussetzungen auch
R'j. 7% = 0 gilt, muss L = 0 folgen, so dass ml(/\/, VAR ml(ﬁ,,i*Z)
gilt. O

5.3 Exakte Sequenzen von Komponentengrup-
pen von Tori

Wir greifen nun die Idee aus dem Satz 2.3.1 wieder auf und betrachten den Fall
exakter Sequenzen algebraischer Tori. Dies ergibt eine zweite Mdglichkeit, Infor-
mationen {iber die Komponentengruppe des Néron-Modells zu gewinnen.

In diesem Abschnitt werden wir den Torsionsanteil einer Komponentengruppe
®(T) als Untermodul Tors(®(7")) verstehen und dementsprechend den torsions-
freien Anteil als

®(T)" := Homyz (Homz (®(T),Z),Z) = ®(T)/Tors(®(T))
definieren.

5.3.1 Satz (vgl.[L-L] 4.3 a) ). Sei K ein lokaler Kérper und

0 Ty T, 15 0

eine kurze exakte Sequenz von algebraischen K-Tori mit R, T, = 0 in der
glatten Topologie, dann induziert die kurze exakte Sequenz

0 0

j*Tl

j*TQ

j*TS

eine kurze exakte Sequenz

0 3T (G T ey e — (To) ——— @(T3)

von Komponentengruppen.
Dabei gilt stets j, T? C v 1 (5.T9) C (5.T1)'". Insbesondere gilt

3T/ (5. TY) = o(T)YY

falls die Torsionsanteile von ® (1) und von ®(T5) teilerfremde Ordnungen haben.
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Beweis. Mit dem Satz 2.3.1 bleiben nur noch die Zusdtze zu zeigen. Die Ab-
schatzung 7,70 C 7 '(5.19) C (5. Ty)'" ist klar, da ®(T}) — ®(T3) einen
endlichen Kern hat (2.3.4) und das f¢-Néron-Modell genau dem Torsionsanteil
der Komponentengruppe entspricht, welcher die groBte endliche Untergruppe der
Komponentengruppe ist.

In der étalen Topologie kdnnen wir die Garbenhomomorphismen mit den entspre-
chenden Gal (k°¢? / k)-Modulhomomorphismus identifizieren. Falls die Ordnungen
der Torsionsanteile von ®(7})(k*?) und ®(T3)(k*P) teilerfremd sind, muss das
Bild des Torsionsanteils von ®(T})(k*??) trivial sein, so dass mit der Abschatzung
oben die Abbildung ®(77) —— ®(T3) injektiv iiber den Quotienten ®(77)"" fak-
torisiert. O

Im Allgemeinen ist nicht zu erwarten, dass die Sequenz der Néron-Modelle
rechtsexakt ist. Deshalb wollen wir die ,Komponentengruppe” <I>(R1j*T) be-
trachten. Diese sei nichts anderes als der (Garben-) Quotient von R'j.T nach
RYj,T° gemiR obiger Definition.

5.3.2 Satz. Sei G —~ F ein Epimorphismus von Garben auf dem glatten Situs
iiber Spec O, wobei G von einem glatten Gruppenschema dargestellt wird. Dann
gelten

Hom(F°,i,Z) = 0
Ext'(F,i.7) = Ext'(®(F),i,Z) .

Beweis. Mit 2.2.4 gibt es eine kurze exakte Sequenz

0 K g° FO 0.

Mit Hom(G°,i,Z) = 0 folgt die erste Behauptung. Nun ist G° eine [-divisible
Garbe fiir jede natiirliche Zahl [, die nicht von p = char(k) geteilt wird. Damit ist
der Kern « ebenfalls eine [-divisible Garbe, so dass Hom(k, i,Z) = 0 gelten muss,
denn jeder Homomorphismus von einer [-divisiblen Gruppe nach Z ist trivial.
Damit liefert die lange exakte Sequenz zum Funktor Hom(-,i.Z) in der glatten
Topologie

0 = Hom(k,4,7Z) — Ext'(F°,i,Z) — Ext'(G°,i,7Z) = 0.

Deshalb folgt aus der Sequenz

0 - F° - F - O(F)

ein Isomorphismus Ext'(®(F),i,.Z) = Ext' (F,i.7Z) O
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5.3.3 Satz. Sei F eine Garbe auf dem glatten Situs iiber Spec O und i :
G1 —— G ein Morphismus zwei kommutativer glatter Ok -Gruppenschemata.
Gilt F =2 coker(Gy —— G+) als glatte Garben, so wird ®(F') von einem étalen
Gruppenschema dargestellt.

Gilt zusatzlich, dass die Einschrinkung von F auf den étalen Situs trivial ist, so
muss ®(F) trivial sein.

Beweis. Offenbar gilt als ®(F) = coker(®(G1) — ®(G3)) als glatte Garben
und mit einem Yoneda-Argument sieht man, dass der Morphismus der Kompo-
nentengruppen von einem Homomorphismus der étalen Gruppenschemata indu-
ziert wird. Das Bild von ®(G;) unter diesesm Homomorphismus muss ein abge-
schlossener Normalteiler sein, weil die Gruppen abelsch sind und die Topologie
auf den étalen Gruppen diskret ist. Somit existiert der Cokern als Gruppensche-
ma, ist étale und stellt a fortiori den Cokern als glatte Garbe dar.

Der Epimorphismus F —— ®(F) ist auch nach Einschrankung auf den étalen
Situs surjektiv, so dass ®(F) = 0 als étale Garbe gilt. Da ®(F) ein étales
Schema ist, folgt aber aus ®(k*”) = 0 schon ® = 0. O

5.3.4 Theorem. Sei K ein lokaler Kérper und

0 - T - R - T -0

eine kurze exakte Sequenz algebraischer K-Tori und es gelte, dass die Torsi-
onsanteile der Komponentengruppen ®(R) und ®(T") teilerfremde Ordnungen
haben. Dann induziert die zugehérige lange exakte Sequenz

0 - T R - T - K -0

der Néron-Modelle (mit K := ker(R'j,T" — R'j,R) ) eine Sequenz

0

(T — (R)

o(T)

o(K)

die bis auf die Stelle bei ®(R) exakt ist.
Falls die Sequenz R® —— T° —— K° exakt ist, ist sie auch dort exakt.

Beweis. Wir erhalten in der glatten Topologie ein kommutatives Diagramm
T’ K° 0
-T

0 L H(RY) RO
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mit einer exakten unteren Zeile und einer bis auf die Stellen bei R? und 77°
exakten oberen Zeile.

Wir schranken dieses Diagramm auf den étalen Situs iiber Speck ein. Dabei
bleibt die Exaktheit erhalten. Insbesondere fassen wir die Garben nunmehr (ohne
eine Unterscheidung in der Notation!) als stetige Gal (£*®?/k)-Modul auf.

Das Diagramm induziert also eine Sequenz

0

(1) —— @(R)

o(T)

o(K)

0,

der Komponentengruppen, die trivialerweise bei ®(K) exakt ist. Wegen 2.2.4 ist
sie exakt bei ®(7T'). Die Exaktheit bei ®(T")V" ist klar wegen der Voraussetzung
an die Ordnungen der Torsionsanteile.

Sei also die Exaktheit der Einskomponenten bei j,7° gegeben. Es bleibt also
noch zu zeigen, dass die Sequenz bei ®(R) exakt ist.

Dazu muss nur noch gezeigt werden, dass ein Element Z € ®(R) welches in
®(T) auf Null abgebildet wird, schon ein Urbild in ®(T")¥" besitzt. Sei dazu
ein Urbild x € i*R gewahlt: dessen Bild z unter i*R —— i*T liegt offenbar
schon in #*7°. Das Bild von z in i*/C ist Null, so dass wir mit der Exaktheit
der Sequenz *R? —— i*T? —— i*le*T’O schon ein Urbild zq € i*RY zu 2
finden. Insgesamt erhalten wir einen Schnitt x — xy € i*R, der ein Urbild zu &
ist und ein Urbild in *7" hat. Dessen Bild in der Komponentengruppe ®(7")
muss offenbar ein Urbild zu T sein. O

5.3.5 Satz. In der Situation des Theorems 5.3.4 haben wir ein kommutatives
Diagramm

0 ®(T")Y — Homy (X(T")!,Z) — E(T')" 0
o B
!
0 ®(R) —— Homz(X(R)',Z) — E(R)"* 0,

wobei der Morphismus 3 von der Abbildung der Néron-Modelle induziert wird
und der Morphismus « gleich der dualen Abbildung zu der gegebenen Abbildung
X(R) —~ X(T") der Charaktergruppen eingeschrankt auf die I-Invarianten ist.
SchlieBlich bezeichnet (-)P* das Pontryagin-Dual.

Beweis. Die Behauptung entspricht der Behauptung des Satzes (5.2.1) ange-
wandt auf den Morphismus 7" —— R und dualisiert mit Homyz(-,Z). Da die
Stérterme als abelsche Gruppen endliche Torsionsgruppen sind, entspricht dort
der Funktor Ext(,Z) dem Pontryagin-Dual. O
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Wir nutzen nun die hergeleiteten Sequenzen, um gewisse Komponentengrup-
pen zu berechnen.

5.3.6 Satz. Sei L/ K eine endliche, separable Erweiterung lokaler Kérper, welche
nach Komposition mit K™ eine galoissche Erweiterung induziert und Ty der
zugehérige Norm-Torus. Dann ist (als abelsche Gruppe)

(R4 Ty) = (Z/p'z)F K]

ViL(jr - =1 k™™ gleich dem inseparablen Grad der Erweiterung der

Restklassenkérper ist.

wobei p* 1=

Beweis. Wir schreiben L™ fiir das Kompositum von L mit K. Nach Basis-
wechsel zu K™ hat die Sequenz der Charaktergruppen, welche Ty definiert die
Form

[Knr:K]
(6% Gal se nr
0 7 D |ndG:IE§se§ﬁm’)Z — X(Ty)

i=1

Da « die Diagonaleinbettung ist, ist X (7%) als Cokern ebenfalls eine Summe
und jeder Summand ist isomorph zu der Charaktergruppe des Norm-Torus zu der
Erweiterung L™ /K™ . Damit reicht es, den Fall K = K™ und L = L™ zu
betrachten:

Aus der definierenden Sequenz des Norm-Torus erhalten wir mit dem obigen Satz
eine exakte Sequenz

d(R) ®(G) — ®(R'j, Ty) — 0,

wobei R := j.R 1)k (G,) und G := j,G,, i seien. Da die Komponentengrup-
pen étale Gruppen sind, kdnnen wir diese Sequenz o.E. in der étalen Topologie
betrachten und die Terme der Sequenz als Galoismoduln auffassen. Wir erhalten

N
= ROx) 5 gog) = K*
vy, 14 7¢

\4

L*/0: = ®(R)

®(G) =K*/0} — ®(R'j,Ty) —— 0.

Somit induziert die Abbildung der Néron-Modelle auf den Komponentengruppen
die Abbildung 1 = v, (71,) —— vk (Ny/k(71)) = vic(mh) = pt. O
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Die obigen Uberlegungen liefern uns eine weitergehende Interpretation des
Storterm, den wir bei der Untersuchung des freien Anteils gefunden haben. Es
ergibt sich auch eine einfache Abschitzungsmoglichkeit.

5.3.7 Lemma. Sei T ein algebraischer K-Torus. Sei die kanonische Sequenz

0 T T T! 0

betrachtet. Sei K := ker (le,j’ — le*T). Dann bestimmt sich der Stérterm
als B(T) = Ext" (K, i.Z) |y = Ext' (®(K),Z), wobei sich die Komponenten-
gruppe aus dem Diagramm

T(Knr) - TI(Knr) — (Knr*)dI

v A\

®(T) O(T") = 74 - ®(K) - 0

bestimmen [3sst.

Beweis. Die Beschreibung der Ext'-Terme haben wir schon oben hergeleitet. Mit
der Beweisidee zum Thm. 5.3.4 liefert die Sequenz

0 3T 3.T 3. TT K 0

eine exakte Sequenz

®(T) O(T") —— @(K)

0,

die man offensichtlich in der étale Topologie bestimmen kann. Das Diagramm in
der Behauptung entsteht durch Ubergang von den étalen Garben zu den darstel-
lenden Galoismoduln (in der speziellen Faser) und aus der expliziten Beschreibung
der Néron-Modelle von algebraischen Tori mit multiplikativer Reduktion. O

Damit erhalten wir einen wichtigen Satz:

5.3.8 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und T ein algebraischer K-Torus, der

nach einer endlichen, galoisschen Erweiterung L/K zerfillt. Sei weiter d :=

Rang(X (T)"), wobei I = Gal(L/K,,) die Inertiagruppe von Gal(L/K) sei.
d

Dann ist der Stérterm E(T) ein Quotient von (Z/ psZ) , wobei p° der Inse-

parabilititsgrad der Erweiterung der Restklassenkérper ist. Insbesondere ist der
Stérterm trivial, falls T' nach einer nicht residuell verzweigten Erweiterung zertfallt.
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Beweis. Mit dem Lemma oben reicht es, den Cokern der kanonischen Abbildung
T(K™) — ®(T") abzuschitzen. Es gilt ®(T') = Z? und zu einem Element
a=(ay,.,,aq) € ®(T") kann man in T'(K™) ein Urbild @ = (a, .., ag,) mit
Elementen «o; € K™ mit v («;) = a; konstruieren.

Nach Wahl einer Trivialisierung kann man T7(K"") = Homgz (X (T1), K™*)
schreiben, so dass man nach Wahl einer Z-Basis (x;)i—1..a4, von X (T') den
Punkt @ mit der Abbildung induziert von y; —— «; identifizieren kann.

Es sei nun L™ das Kompositum von L mit K™". Dann gilt fir ein uniformisie-
rendes Element 77nr in Opar

Vi (Npnr pgene (e ) = 0"
Nun gilt T(K™) = Homgy (X (T), L7*)C (X" /K™) ynd wir kénnen die Basis
(xi) von X(T)! durch Elemente (¢;) zu einer Z-Basis von X (T') ergénzen. Fiir
ein b = (by, .., by) € Z* sei nun der Homomorphismus 3 aus Homz (X (T'), L")
betrachtet, welcher von der Zuordnung x; —— 7o, §; — 1 induziert wird.
Die Norm ' := ZTeGa|(Lm/Km)T(5) definiert ein Element aus T(K™"). Dieses
Element bildet offenbar die x; auf 3; := Npnr/gnr (wb..) ab. Das Bild dieses
Elementes in T7(K™) ist also ein Urbild von p* - b, da Vi (Npnr e (87)) = p°b;
ilt.
gomit finden wir mit obiger Konstruktion in ®(77) = Z<¢ Urbilder zu p°Z?,
so dass E(T) ein Quotient von Z%/p*Z? sein muss. Im Fall einer nicht residuell
verzweigten Zerfallungserweiterung ist p* = 1, womit E(T) trivial sein muss. [



Kapitel 6

Hauptresultate

Im letzten Kapitel fassen wir zusammen, was wir iiber die Komponentengrup-
pe in der allgemeinen Situation aussagen kdnnen. Als erstes iibertragen wir die
Beschreibung aus [X] Thm. 3.1 auf algebraische Tori, welche nach einer zahm
verzweigten Erweiterung zerfallen. Da fiir diese Tori auch die Storterme trivi-
al sind, ist die Beschreibung sogar vertraglich mit Homomorphismen. Aus der
Ubertragung fiir diese Tori folgt sofort, dass die Resultate von Xarles auch fiir
Weil-Restriktionen von solchen Tori gelten, dann allerdings nicht mehr vertrag-
lich mit Homomorphismen sein brauchen.

Als nadchstes betrachten wir algebraische Tori T', welche nach einer nicht resi-
duell verzweigten Erweiterung zerfallen. Fiir diese kdnnen wir zeigen, dass die
Beschreibung des freien Anteils giiltig bleibt. Den Torsionsanteil kdnnen wir nur
als eine Extension der Komponentengruppe ®(R';j,T") (fiir einen geeigneten To-
rus T") mit H' (I, X (T')) schreiben.

Da die Stérterme und R'j, T immer p-Torsionsgarben sind, geben wir eine Be-
schreibung der Komponentengruppe als Z[p~!][G)]—Modul. In dieser Situation
gelingt eine Ubertragung der Beschreibung von Xarles in die allgemeine Situation.
Die Beschreibung als Z[p!][G]-Moduln erfasst allerdings bei dem Torsionsanteil
nur den prim-zu-p-Anteil und die Isomorphieklassen der Moduln werden groRer.

Danach bestimmen wir die Komponentengruppe des Néron-Modells von Norm-
Tori Ty beziiglich zyklischer, galoischer und rein verzweigter Erweiterungen L/ K
von lokalen Korpern. Fiir diese ist der Torsionsanteil der Komponentengruppe im-
mer ein Quotient aus H' (7, X (Tw)) und Z/p°Z wobei p* der Inseparabilititsgrad
der Restklassenkorpererweiterung zu L/K ist. Aus einem solchen Gegenbeispiel
konstruieren wir einen Torus T, fiir den der freie Anteil der Komponentengruppe
nicht isomorph zu X (T')7 ist.

AbschlieBend gehen wir auf den p-Torsionsanteil ein: Wir zeigen, dass der
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p-Torsionsanteil von der Multiplikation mit p* annulliert wird, wenn es ein Zer-
fallungserweiterung gibt, so dass p°® die hochste p-Potenz in der Ordnung der
Inertiagruppe dieser Erweiterung ist. Eine allgemeine Beschreibung des p-Anteils
ist noch nicht gelungen, wir vermuten aber, dass der p-Anteil hochstens kleiner
wird. Diese Vermutung wiirde implizieren, dass sich die Resultate aus Xarles
auf algebraische Tori tibertragen, welche nach einer nicht residuell verzweigten
Erweiterung zerfallen.

6.1 Néron-Modelle und zahme Verzweigung

Nun wollen wir die Resultate von Xarles auf algebraische K-Tori iibertragen,
welche nach einer zahm verzweigten Erweiterung zerfallen. Dass sich das Resultat
fir den freien Anteil auf algebraische Tori, welche nach einer zahm verzweigten
Erweiterung zerfallen, iibertragt, hatten wir schon oben gesehen.

6.1.1 Theorem. Sei K ein lokaler Kérper und T ein algebraischer K-Torus
mit Charaktergruppe X (T'), welcher nach einer endlichen, galoisschen und zahm
verzweigten Erweiterung LK zerfillt. Es sei ferner Gk := Gal(L/K) und I die
Inertiagruppe von G . Ist nun

0

X(T) M, M, M,

eine Auflésung von X (T') mit torsionsfreien, I-azyklischen G x-Moduln, dann
gilt fiir die Komponentengruppe des Néron-Modells von T

®(T) = coker (HomZ((X')I,Z) — HomZ(MOI,Z))
als Gy, := G /I-Moduln, wobei X' := ker (M, —— M) sei .
Beweis. Wir betrachten wie Xarles die kurze exakte Sequenz

0 T' R T 0

von algebraischen K-Tori, welche mit Cartier-Dualitdt aus der Sequenz

0

X(T) - My - X' -0

entsteht. Wir kdnnen ohne Einschrankung annehmen, dass M, ein induzierter
Gal (L/K)-Modul ist, also der Torus R eine Weil-Restriktion eines Produktes
von multiplikativen Gruppen ist. Damit ist die Komponentengruppe des Néron-
Modells von R torsionsfrei. Da ferner mit dieser Wahl mit 1" auch die Tori R und
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T'" nach der zahm verzweigten Erweiterung L zerfallen, erhalten wir eine kurze
exakte Sequenz

0 - T - R - T -0

der Néron-Modelle. Diese induziert mit den Satzen 5.3.1 und 5.3.5, da die Stor-
terme wegen der zahmen Verzweigung trivial sind, ein kommutatives Diagramm

O @(TI)V\/

Hom, (X"), Z) % Homy (M!,Z) ,

wobei a das Dual zur Einschrankung des Morphismus My —— X’ auf die I-
Invarianten ist. Da die obere Zeile exakt ist, folgt schon die Behauptung. O

6.1.2 Korollar. Sei wie oben T ein algebraischer K -Torus, welcher nach einer
zahm verzweigten Erweiterung L/ K zerfillt. Sei X (T') die Charaktergruppe von
T. Dann gilt als G}, = G /I-Moduln H'(I, X (T)) = Exty,(®(T), Z).

Beweis. Mit dem Theorem 6.1.1 haben wir eine kurze exakte Sequenz

0 Homy (X")!,Z) — Homy (M],Z) — &(T)

Durch Anwenden von Hom (-, Z) erhalten wir die exakte Sequenz

0.

M (XY —— Ext;,(®(T),7Z)

Hierbei wurde benutzt, dass X' und M, torsionsfrei sind. Nun gilt wegen der
Linksexaktheit des Invariantenfunktors, dass (X')! = ker(M] — M) gilt. So-
mit gilt Ext},(®(T), Z) == coker (M{ —— ker(M{ — M})) . Da die M; aber
eine T—azyklische Auflésung von X (T') bildeten, muss dies schon H'(1, X (T))
sein. O

Mit dem Thm 1.2.1 erhalten wir auerdem sofort den Satz:

6.1.3 Satz. Sei L/K eine endliche, separable Erweiterung lokaler Kérper und
Ty, ein algebraischer L-Torus, welcher nach einer zahm verzweigten Erweiterung
zerfallt. Dann gilt fiir die Komponentengruppe des Néron-Modells des Torus
T :=R /K (T1,) die Beschreibung aus [X] Thm. 3.1
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6.2 Neéron-Modelle und nicht residuelle Ver-
zweigung

Aus dem Satz 5.3.8 folgt mit Thm 5.1.6 sofort der Satz:

6.2.1 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und T' ein algebraischer K -Torus, welcher
nach einer endlichen, galoisschen, nicht residuell verzweigten Erweiterung LK
zerfillt. Dann gilt Homz (®(T),7Z) = X (T)" als Gal (k*®/k)—Moduln.

Da wir in diesem Fall allerdings die Komponentengruppe von R'j,T noch
nicht beschreiben kdnnen, lasst sich der Torsionsanteil der Komponentengruppe
nur als Extension angeben:

6.2.2 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und T ein algebraischer K-Torus mit
Charaktergruppe X (T'), der nach einer endlichen, galoisschen, nicht residuell
verzweigten Erweiterung L/K zerfillt. Es sei I die Inertiagruppe von G :=
Gal(L/K). Dann existiert eine Extension

0

H' (I, X(T)) — Exty(®(T),Z) — Exty,(®(R';,T"),Z)

von Gal (k*¢? /k)-Moduln, wobei T" ein geeigneter Torus ist.

Beweis. Wir betrachten zunichst den Fall, dass H'(I, X (7)) = 0 gilt. Dann
induziert die kanonische Sequenz

0 TI R = ERL/K(TL) T 0
mit dem Theorem 5.2.2 ein kommutatives Diagramm

Homz (®(T),Z) — Homz (®(R), Z) — Homz (®(T"),Z) —» Ext' (N, i.Z)| (s
| | I

X(T) —— X(R)! X (! 0,

wobei entsprechend den Notationen des Theorems N = ker(7 —— R';,T")
gelte. Die letzte Abbildung in der oberen Zeile ist surjektiv, da ®(R) torsionsfrei
ist. Da mit dem Satz 5.3.8 die Storterme verschwinden, haben wir vertikal
Isomorphismen. Wegen der Exaktheit der unteren Zeile muss auch die obere
Zeile bei Hom(R,i.Z) exakt sein. Damit ist in der langen exakten Sequenz

0 — Hom(T,i.Z) —+ Hom(N, i.Z) — Ext'(K,i,Z)
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der Morphismus « nach Einschrankung auf den étalen Situs iiber k ein Isomor-
phismus. Aus dem Diagramm liest man ab, dass ml(./\/', i*Z)|(ét)/k = 0 gelten
muss. Damit ergibt sich

Ext}(B(R'1.T"), Z) = Exts(d(T), Z),

was in diesem Fall zu zeigen war.
Sei nun T ein beliebiger Torus, der nach einer nicht residuell verzweigten Erwei-
terung L/K zerfdllt. Mit [X] 2.13 existiert eine kurze exakte Sequenz

0 M R T 0

von algebraischen K-Tori, die iiber L zerfallen, so dass M multiplikative Reduk-
tion hat und H'(7, X(R)) = 0 gilt. Damit liefert wiederum das Theorem 5.2.2
ein kommutatives Diagramm

Homy, (8(T)), Z) < Hom , (®(R), Z) — Hom(®(M),Z)

X(T) e—— X(R)! X(M) ——= HY(I, X(T))

mit exakten Zeilen, wobei - fiir Exty(®(T),Z) —~ Exty,(®(R),Z) steht.
Wegen der Exaktheit und der Kommutativitat folgt sofort die Existenz einer
kurzen exakten Sequenz

0 —— HY(I, X(T)) — Exty(®(T),Z) — Ext'(®(R),Z) — 0.

Da wir oben Ext}(®(R),Z) = Exty(®(R'j, T"),Z) gesehen hatten, folgt die
Behauptung. O

6.3 Der zu p prime Antaell

Im Weiteren meint der Zusatz [p~'] stets die Lokalisierung nach dem multiplika-
tiven System {1,p, p?, ..}. Mit G} wird die absolute Galoisgruppe Gal (k*?/k)
des Restklassenkdrpers bezeichnet.

Wir wollen nun die Komponentengruppe als Z[p~'][Gal (£**? /k)]-Modul auffas-
sen, indem wir ® durch die Lokalisierung ®[p~'| & & ®7 Z[p!| ersetzen. Dabei
sei die Operation der Galoisgruppe die kanonische induzierte Operation. Durch
die Lokalisierung wird beim Torsionsanteil der p-Torsionsanteil annulliert. Es
verandern sich aber auch die Isomorphieklassen, da nunmehr Galoismodulhomo-
morphismen mit Koeffizienten aus Z[p~!] anstatt nur aus Z zugelassen sind. Wie
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wir zeigen werden, lassen sich in dieser gréberen Sichtweise die Resultate aus [X]
in die allgemeine Situation iibertragen.

Wir untersuchen zunichst, wie sich die Lokalisierung mit den Ableitungen des
Funktors Hom (-, Z) vertrigt.

6.3.1 Lemma. Sei ® ein endlich erzeugter, stetiger G-Modul. Dann gilt als
Zlp'[Gr]-Moduln

Homz -1y (®[p ], Z[p ']) = Homz (@, Z[p ']) = Homz (2, Z)[p ]
Exty, (2[p'], Z[p™"]) = Exty(®,Z[p™"]) = Exty(®,Z)[p'] .

Beweis. In [Wei] (Prop 3.3.10 und Lem. 3.3.8) wird gezeigt, dass Hom (A, B)
und Ext} (A, B) fir einen noetherschen Ring R und einen endlich erzeugten R-
Modul A mit Lokalisierung vertraglich sind.

Damit folgt, dass in der Behauptung jeweils der erste und der dritte Term der
beiden Zeilen als abelsche Gruppen isomorph sind. Diese Isomorphismen sind mit
der Operation von G}, vertraglich, da die Operation auf kanonische Weise von
der Operation auf ® (bei trivialer Operation auf Z resp. Z[p~']) induziert wird.
Der Isomorphismus Homy (®,Z[p™']) = Homy (®,Z)[p~"] ist klar. Fiir den
Isomorphismus Exty,(®, Z[p~']) = Ext,(®, Z)[p~'] benutze man, dass fiir Z die
Z-injektive Auflésung

0 -7 - Q - Q/Z 0
durch Tensorieren mit dem flachen Z-Modul Z[p™'] eine Z-injektive Aufldsung
0 Zlp ] Q Q/Z @, Z[p] 0

induziert, denn Quotienten von divisiblen abelschen Gruppen sind wieder divisibel.
Somit erhalten wir

Ext},(®, Z)[p™"] = (Homz (®,Q/Z)/Homz (®,Q)) @7 Z[p~]
= Hom (®,Q/Z) @z Zp '] / Homy (®,Q) @z Z[p ]
= Homz (®, (Q/2Z) @7 Z[p™"]) / Homz (®,Q @2 Z[p™"))
= Ext%(q),Z[p_l]) )
]

Somit kénnen wir & mit den Funktoren R'Hom (-, Z[p~"]) (fiir i = 0,1) als
Z[p~'][Gk]-Modul bestimmen. Es sei nun T ein algebraischer K-Torus. Mit dem
Satz 5.1.1 sieht man, dass die kurze exakte Sequenz

0 3,10

T

i,®(T)
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in der glatten wie in der étalen Topologie einen Isomorphismus

Hom (5.7, i.Z[p™"]) & Hom(i,®(T), i.Z[p™"])

und in der glatten Topologie auch noch einen Isomorphismus
Ext' (4. T, Z[p™"]) = Ext' (i,®(T), i, Z[p~'])
induziert. Mit den S&tzen 5.1.3 und 5.1.4 folgen die Gleichungen
Hom(i.®(T),.Z[p™"]) = i.Homz (®(T), Z[p~"))
Ext! (L, ®(T), i, Z[p 1)) = i, ExtL(®(T), Z[p 1)

wobei auf der rechten Seite jeweils die abelschen Garben dargestellt von dem
étalen Gruppenschema zu dem jeweiligen Galoismodul gemeint sind.

Fir einen endlich erzeugten, stetigen GGy-Modul ® hat man eine kanonische kurze
exakte Sequenz

Exty,(Exty,(®,7Z),7) < > Homy (Homy (®,7),7) ,

welche der Zerlegung von @ in einen Torsionsanteil (als Untermodul) und einen
freien Anteil (als Quotient nach dem Torsionsanteil) entspricht. Wie oben gese-
hen, wird diese Sequenz nach Tensorieren mit Z[p~'] isomorph zur Sequenz

Exty (Extz(®, Z[p™ ")), Z[p™"]) = ®[p~'] —>> Homz (Homz (2,Z[p~"]), Z[p™"])

und diese entspricht offenbar der Zerlegung von ®[p~'] in einen Torsionsanteil
und einen freien Anteil in der Kategorie der Z[p'][G]-Moduln.

6.3.2 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und T' ein algebraischer K -Torus mit Cha-
raktergruppe X (T'). Sei L/K eine endliche, galoissche Zerfillungserweiterung
fir T und I die Inertiagruppe von Gal(L/K'). Dann gilt fiir die Komponenten-
gruppe ©(T)

Homy (®(T), Zlp~']) = X (T)" @2 Z[p']
in der Kategorie der stetigen Z[p—'||Gy]-Moduln. Diese Beschreibung ist ver-
traglich mit Homomorphismen algebraischer Tori.

Beweis. Wir betrachten zu T die kurze exakte Sequenz

0 T T T! 0

Diese induziert eine lange exakte Sequenz der Néron-Modelle, aus der wir eine
exakte Sequenz

0 - . T - 5. T - 5,17 - K -0
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mit I := ker(le*f —— RY,T) bilden. Wenn wir diese wie in 5.1.6 in zwei
kurze exakte Sequenzen zerlegen und darauf den Funktor Hom(-,,Z[p™']) an-
wenden, so erhalten wir analog

0 Hom(N, i, Z[p™"]) —— Hom(j, T, i.Z[p])

— Hom(;,T,i,Z[p~']) =0
und
0 = Hom(K,i.Z[p™"])

Hom(j, 1", i,Z[p™"]) — Hom(N/,i,Z[p~"])

Ext!(K, i Z[p™")).
Mit dem Satz 4.2.7 folgt Ext' (K, i, Z[p~']) = 0. Damit folgt insgesamt
Hom(j.T",i.Z[p™"]) = Hom(j, T, i.Z[p""]) = Hom(i,®(T), i.Z[p™']) -

Betrachtet man dies in der étalen Topologie liber k, so induziert dies einen
Isomorphismus X (T')! @7 Z[p '] = Hom 7 (®(T'), Z[p~']) der darstellenden Ga-
loismoduln.

Sei nun ¢ : Ty —— T5 ein Homomorphismus algebraischer Tori. Dieser ent-
spricht einem Homomorphismus D(v) : X (T3) — X (7}) der Charaktergrup-
pen. Nun existiert ein kommutatives Diagram

0 T T T! 0
(0
0 - Ty - T - T - 0.

Daraus erhalten wir auf gleiche Weise wie oben ein kommutatives Diagramm

[a¥)

Hom(.]*Tlla Z*Z[p_l]) - Hom(]*Tla Z*Z[p_l])

[

Hom(j, T}, i, Z[p ']) — Hom(j, Ty, i.Z[p ])

und mit der Beschreibung der Komponentengruppe im Fall multiplikativer Re-
duktion sehen wir, dass die senkrechten Abbildungen, nach Einschranken auf den
étalen Situs iiber £ und Ubergang zu den darstellenden Galoismoduln, genau
dem Morphismus D(¢))! @2 Z[p™"] : X(13)" @2 Z[p™"] — X(T1)' @2 Z[p™']
entspricht. O
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Wir zeigen nun, dass auch die Beschreibung des Torsionsanteils in der Kate-
gorie der stetigen Z[p~'|[G]-Moduln giiltig bleibt:

6.3.3 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und T ein algebraischer K -Torus mit Cha-
raktergruppe X (T'). Sei L/K eine endliche, galoissche Zerfillungserweiterung
fir T und I die Inertiagruppe von Gal(L/K). Dann gilt fiir die Komponenten-

gruppe (T
Exty,((T), Zlp™']) = H'(1, X(T) @z Z[p™']
in der Kategorie der stetigen Z[p~'][G}]-Moduln.

Beweis. Wir betten den Torus in die kanonische exakte Sequenz

0 ‘TI - R = %L/K(TL) - T >0

ein, wobei L/K eine endliche, galoissche Zerfallungerweiterung fiir 7' sei. Aus
dieser Sequenz erhalten wir durch Ubergang zu den Néron-Modellen eine exakte
Sequenz

0.

0 T’ R T R T’
Wenn wir diese in zwei kurze exakte Sequenzen spalten und Hom(-,i.Z[p'])
darauf anwenden, erhalten wir (vgl. Beweis zu Thm. 5.2.2) durch Einsetzen eine
exakte Sequenz

Hom(7,i.Z[p™"]) = Hom(R,i.Z[p~"]) — Hom(7",i.Z[p~"]) -~ Ext"(T,i.Z[p™"]),

weil mit Kor. 4.2.7 Ext'(R'j,T",i,Z[p~"]) = 0 fiir i = 1,2 gilt.

Wenn wir diese Sequenz auf den étalen Situs iiber k£ einschranken und von den
Néron-Modellen zu deren Komponentengruppen iibergehen, so ergibt sich mit
dem Satz 6.3.2 ein kommutatives Diagramm

Homyz (®(T), Z[p~']) = Homyz (®(R),Z[p~']) — Homyz (®(T"),Z) — E

X(T)Y ®@,Z)p7 | —— X(R)! @ Z[p7Y ] — X(T) @3 Z)p~"] — H

von Gal (k*?/k)-Moduln mit exakten Zeilen, wobei E fiir Exty,(®(T), Z[p ')
und H fiir H' (I, X (T)) ®z Z[p '] steht. Aus diesem Diagramm folgt unmittelbar
die Behauptung. O

Wir zeigen nun die entsprechende Verallgemeinerung von [X] 3.1.
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6.3.4 Theorem. Sei K ein lokaler Kérper und T' ein algebraischer K -Torus mit
Charaktergruppe X (T). Es sei L/K eine endliche, galoissche Erweiterung, so
dass T (liber L zerfillt. Es sei terner I die Inertiagruppe von G := Gal(L/K)
und

0 X(T) M, M, M,

eine Auflésung von X (T') mit torsionsfreien, I-azyklischen G -Moduln. Dann
gilt fiir die Komponentengruppe des Néron-Modells von T

®(T) @ Z[p~"] 2 coker (Homy, ((X')!, Z) — Homz (M}, Z)) @7 Z[p~"]
wobei X' := ker (M; — M>) sei.
Beweis. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz

0 - T - R - T -0

von algebraischen K-Tori, welche mit Cartier-Dualitdt aus der Sequenz

0

X(T) M, X' 0

entsteht. Wir kdénnen ohne Einschrankung annehmen, dass M ein induzierter
Gal (L/K)-Modul ist, also der Torus R eine Weil-Restriktion eines Produktes
von multiplikativen Gruppen ist. Damit ist die Komponentengruppe des Néron-
Modells von R torsionsfrei und wir haben R'j,R = 0. Wir erhalten also eine
lange exakte Sequenz

0 - T - R - T - R';,T' 0.
Diese induziert mit dem Theorem 5.3.4 eine Sequenz
0 (1) —— ®(R) ®(T) — d(R'5.T) 0

von Komponentengruppen, die bei ®(T") exakt ist. Nach Tensorieren mit dem
flachen Z-Modul Z[p '] ist R'j, 17" ®7 Z[p '] = 0 und wir erhalten mit Satz 5.3.5
ein kommutatives Diagramm

(") @5 Zlp ) —————— O(R) @7, Zp ] g.. ®(T) @z Zlp~']
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Da die Storterme als p-Torsionsgruppen nach der Lokalisierung trivial werden,
werden die vertikalen Abbildungen aus dem Satz 5.3.5 hier zu Isomorphismen.
Da die obere Sequenz a priori bei ®(R) ®7 Z[p~'] nicht exakt sein braucht,
betrachten wir den Isomorphismus

®(T) @7 Z[p~'] 2®(R) /ker(3) @z Z[p~"]

=(@(R)/im(a) / ker(B)/im(a)) @z Z[p ']

Aus Ranggriinden kann ker(3)/im(«) nur eine Torsionsgruppe sein. Nun sind
aber die Torsionsanteile von ®(T) ®z Z[p~'| und von ®(R)/im(a) nach Kon-
struktion von a mit dem Satz 6.3.3 isomorph. Da die Torsionsanteile endlich
erzeugt, also endlich sind, muss demnach (ker(ﬂ)/im(a)) ®z Zp~'] = 0 sein
und damit folgt die Behauptung. O

—

6.4 Die Komponentengruppe fiir Norm-Tori

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Komponentengruppe der speziellen Faser
des Néron-Modells eines Norm-Torus mittels exakter Sequenzen der Komponen-
tengruppen.

6.4.1 Satz. Sei Ty ein Norm-Torus beziiglich einer endlichen, separablen Erwei-
terung L/ K von lokalen Kérpern, welche nach Kompositum mit K™ eine zykli-
sche galoissche Erweiterung induziert. Sei ey, := vi(mx) der Verzweigungsin-
dex von L/ K, I := Gal(L/K) die Inertiagruppe und f := [K,, : K| der Separa-
bilitdtsgrad der Erweiterung der Restklassenkérper. AuBerdem sei p® der Insepar-
bilitdtsgrad der Erweiterung der Restklassenkdrper, so dass [L™ : K™'| = p’er/k
gilt.

Dann gelten ®(Ty) = (Z/eL/KZ)f und H'(I, X (Ty)) = (Z/pseL/KZ)f. Als
abelsche Gruppen haben wir eine exakte Sequenz

0 ®(Ty) — H'(I, X (Ty)) — ®(R'j. Ty) — 0.

Beweis. Wie im Satz 5.3.6 gesehen, wird T nach Basiswechsel mit K™ iso-
morph zu dem f-fachen Produkt des Norm-Torus 73" zu L™ /K™ . Da Kompo-
nentengruppen und Kohomologie mit Faserprodukten resp. Summen vertraglich
sind, reicht es den Fall K = K™ zu betrachten. Da die Erweiterung L™/ K™"
zyklisch ist, ist mit [L-L] Lem 4.1 der Norm-Torus T isomorph zum Torus S mit
der Charaktergruppe Homy (X (T),Z) und damit kdnnen wir ihn in die exakte
Sequenz

0 GmyKnr — %Lnr/Knr (Gm,Lnr) > TN > O
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einbetten. Diese liefert eine exakte Sequenz von Néron-Modellen, welche wie-
derum mit dem Satz 5.3.1 eine exakte Sequenz

¢>(Gm,KM) - qs(%L”T/KW (Gm,Lm)) - ¢(TN)

der zugehodrigen Komponentengruppen induziert, welche isomorph zu

0

0 -7 -7 - ®(Ty) 0

ist. Die Abbildung Gy, gnr —— R pnrjgnr (G o) induziert auf den K™ —
wertigen Punkten die Inklusion K™™* —— L™ Wie aber gesehen, werden die
Komponentengruppen von ®(Gy, gnr) und ®(R o jgnr (Gyn,rnr ) von den Bil-
dern der uniformisierenden Elemente erzeugt, so dass ®(Ty) = Z/e; xZ gelten
muss.

Die betrachtete exakte Sequenz algebraischer Tori entspricht der exakten Sequenz

A
0 ue

X(Ty) Z1 Z 0,

von Charaktergruppen, das heilt Ty hat als Charaktergruppe den Kern der Aug-
mentationsabbildung. Die zugehdrige lange exakte Sequenz der I-Kohomologie
ergibt die exakte Sequenz

Aug

71" 7 H'(I, X (Ty)) — H'Y(I,Z[I]) = 0.

Nun sind die I-invarianten Elemente von Z[I] von der Form >, ; ke, mit k € Z,
so dass H'(I, X (Tw)) = Z/p*er, x Z folgt.
Nun gibt es ein kommutatives Diagramm

j*TN
n
0 j*Gm,K’” j*iRLT”’/KT”“ (Gm,L"T ) > ]*TN > 0
I
(.)PSCL/K v
Gm,KW Gm,KW

RY.Tw .
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Dabei entspricht die lange Spalte der langen exakten Sequenz der Néron-Modelle
zu der kanonischen Sequenz des Norm-Torus. Die obere Zeile ist die Sequenz der
Néron-Modelle zu der hierzu dualen Sequenz. Da die Norm-Abbildung auf K"
der Potenzierung mit p’er x entspricht, ist das Diagramm kommutativ. Nach
Ubergang zu den Komponentengruppen erhalten wir damit ein kommutatives
Diagramm

&
0 .z g - O(Ty) 0
I P
‘pier/K v
0 - 7 -7 ‘Z/pS6L/KZ 0
®(R'j,Ty)

mit exakten Zeilen. Die gestrichelte Abbildung existiert wegen der Kommuta-
tivitdt und dem Isomorphismus in der linken Spalte. Mit dem Schlangenlemma
folgt nun die Behauptung, wenn man beachtet, dass die Abbildung

O(Ty) — Z/p'er/k L = HI(I,X(TN))
injektiv sein muss. H

Im Allgemeinen besteht aber keine Beziehung zwischen H'(7, X(T)) und
®(R'5,T). Dazu betrachten wir den Kérper K :=F5(X)((7))™ und die Erwei-
terung L = K[Y]/(Y? + 27Y + X). Diese Erweiterung ist offenbar separabel
und induziert eine inseparable Erweiterung der Restklassenkdrper. Wenn 7, € L
eine Lésung der Gleichung ist, dann sind auch 7, := 7, ++/7 und 7, := 7, + 2/
Losungen, da /77 + 27/ = 3y/mm = 0 gilt. Somit ist die Erweiterung nicht
galoissch und die normale Hiille L™°" entsteht durch Adjunktion einer Wurzel
aus dem unifomisierenden Element. Insbesondere ist L"°" /K rein verzweigt. Da
ein Vertauschen der beiden Wurzeln von 7 auch ein Vertauschen der Nullstellen
von Y? 4+ 27Y — X induziert, muss Gal (L""/K) = S; gelten. Mit [L-L] Prop.
4.17. c) folgt, dass H'(S3, X (Tw)) = 0 fiir den Norm-Torus Ty der Erweiterung
L/K gilt. Andererseits folgt mit dem Satz 5.3.6, dass ®(R'j,Tv) = Z/37 gilt.
Somit kann die Komponentengruppe von R'j. T nichttrivial sein, selbst wenn
H'(I, X (Ty)) = 0 gilt.
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6.5 Ein Beispiel fiir den freien Anteil

Wir konstruieren nun aus unseren Berechnung fiir Norm-Tori beziiglich galois-
scher, rein verzweigter Erweiterungen vom Grad p eine Familie von Beispielen
dafiir, dass im Allgemeinen der freie Anteil nicht mehr isomorph zu X (T)" ist.
Es sei also p = char(k) eine Primzahl und wir betrachten einen p+1-dimensionalen
Torus T', welcher nach einer Erweiterung L/K mit Galoisgruppe Gal (L/K) =
Z/27 x Z/pZ zerfdllt. Genauer bezeichne o einen Erzeuger des ersten Faktors
und 7 einen Erzeuger des zweiten Faktors. Ohne Einschrankung sei von der Er-
weiterung L/K vorausgesetzt, dass der zweite Faktor < 7 > der Inertiagruppe
von L/K entspricht.

Wir lassen nun Gal (L/K) auf X(T') = ZP"! mit den Matrizen

0 0

Mo— - Ep MT = Z
0 0
1 1 -1 0 01

operieren, wobei £, die p x p-Einheitsmatrix ist und Z die p x p-Matrix zum
zyklischen Vertauschen der Basisvektoren ey, .., e, ist. Man rechnet nach, dass
MP und M? jeweils die Einheitsmatrix ist und dass M, M, = M, M, gilt. Also
ist so eine Operation der Galoisgruppe auf X (7') definiert. Man betrachte nun
die Sequenz

D

0 — (1 — Id)X(T) — X(T) X(T), 0. (6.5)

Das Bild von 7 — Id ist ein Untermodul, weil 7 und ¢ kommutieren. Dieser Un-
termodul hat den Rang p—1, was man aus der expliziten Gestalt der zugehdrigen
Matrix leicht abliest. Wir definieren die lineare Abbildung

P
V:X(T)—Z° (a1,..,ap,ap11) —— O ai,ap11)" .
i—1
Da 7 nur die ersten p-Komponenten permutiert, gilt ) o 7 = 1), also (7 —

Id)(X(T)) C ker(v) gilt. Umgekehrt sei ein @ := (ay, .., a,11)" € ker(v)) gege-
ben. Somit muss a,; = 0 und 37, a; = 0 gelten. Fiir den Vektor

. 1 2 p—1 p
b= (br,.,bp1)" = (— Zal, — Zai yery — Zai, — Zai, 0)*
i=1 i=1 i=1 i=1

gilt 7(b) —b = (b — by, by — by, .., by_y — by, 0) = (ay, .., ap_1, a,,0)" = @ Damit
entspricht ¢ der Projektion X (7)) —— X (T');. Die Operation von ¢ auf X (7T')
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induziert die Operation auf X (7");, so dass gilt

OX(T) P
(ala Az, -5 Ap, ap+l)t S (afla ag, -, p, Z a; — ap+1)t
=1

(0 14
(Z i, ap+1)t XM (Z ag, Zai - ap+1)t
i=1 ; ~

Die 7-Invarianten von X (T') sind ebenfalls isomorph zu Z? und entsprechen dem
Spann < (1,..,1,0)%,(0,..,0,1)" >. Wir nehmen diese Vektoren als Basis. Die
Operation von o auf X (T) induziert auf X (T')! die Operation

(a,b)" = a(1,..,1,0)" +b(0,..,0,1)"
——a(1,..,1,0)" + (pa — b)(0,..,0,1)" = (a,pa — b)" .

Im Einklang damit ist die lange exakte I-Kohomologiesequenz zu obiger Sequenz
(6.5) gleich

0 - 0 - X(T)! i» X(T); 0

Z/pZ
und ¢! ist in den eben gewidhlten Koordinaten die Abbildung
(a,0)" ——¥((a, .., a,b)") = (pa, b).

Nun entsprechen die Operationen von o den Matrizen

1 0 1 0
Moy = <p _1> Mo iry,y = (1 _1>

und diese Matrizen sind iiber GLLy(Z) nicht konjugiert, da eine konjugierende

Matrix die Gestalt
a 0
¢ pla+c)

haben miisste, also eine in Z nicht invertierbare Determinante hat. Damit sind
X(T)" und X(T); als Z[< o >]-Moduln nicht isomorph.
Wir betrachten nun die kurze exakte Sequenz

0 17 T T' 0

von algebraischen Tori, die mit Cartier-Dualitdt der Sequenz (6.5) entspricht.
Mit dem Thm 5.3.1 liefert diese eine exakte Sequenz

0

Homyz (X(T);,Z) — ®(T)

o(T")
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Der Torus 7" ist nach Basiswechsel mit K, isomorph zum Norm-Torus der
Erweiterung L/K,,., was man an den Charaktergruppen ablesen kann: Der
Norm-Torus einer zyklischen Erweiterung vom Grad p hat die Charaktergrup-
pe X(Ty) = ZP/Z(5, + .. + 6,), wobei dy,..,0, eine Basis von Z? sei. Die
Galoisgruppe Z/pZ =< 1 > operiert durch 7(;) = d;31 fir 1 <i<p—1 und
7(0,) = d; auf der Basis von Z” und diese Operation induziert die Operation auf
X(Ty).

Nun haben wir fiir (7 — Id)(X(T)) C X(T) = ZP*" eine Basis (;)i=1,.p 1 mit
€; := e; — €,. Die Zuordung

51|—>él
So=7(01) ——71(€1) =T(e1 —ey) =€3 —e1 =€ — €

(5327(52)|—>T(ég—él):ég—él—é2+é1:ég—ég

6p—1 = T((Sp_g) — ép—l — ép_g

5]7 = T((Spfl) — 7'(6:,,,1 —€, — €, 2+ ep) =€y — €1 = —€p_1

induziert eine lineare Abbildung Z? —— (7 — Id)(X(T)), die surjektiv ist,
was man an der darstellenden Matrix ablesen kann. Weiterhin wird ein Vek-
tor >-F , a;0; genau dann auf Null abgebildet, wenn alle a; gleich sind. Nach
Konstruktion ist diese Abbildung vertriglich mit der Operation von Gal (L/K,,),
so dass wir insgesamt einen Galoismodulisomorphismus

X(Tn) = (1 = 1d)(X(T)) = X(T")

erhalten.

Wie wir aber bei der expliziten Berechnung des Néron-Modells von Norm-Tori
beziiglich galoisscher, rein verzweigter Erweiterungen vom Grad p gesehen ha-
ben, hat 7" eine triviale Komponentengruppe, falls L/K,, eine rein inseparable
Erweiterung der Restklassenkérper vom Grad p induziert. In diesem Fall muss
Hom 7 (®(T),Z) = X (T); sein und ist damit nicht isomorph zu X (7).

6.6 Der p-Torsionsanteil und offene Fragen

Mit den bisherigen Ergebnissen ist leider noch keine umfassende Beschreibung der
Komponentengruppe des Néron-Modells in der allgemeinen Situation moglich, da
wir noch zu wenig {iber den p-Torsionsanteil wissen. Wir kdnnen allerdings die
Ordnung der Elemente des p-Anteils abschatzen.
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Wenn sich die Komponentengruppe ®(T) eines algebraischen Torus 7' mit den
Resultaten von Xarles beschreiben lisst, dann gilt Ext}(®,Z) = H (I, X(T))
fir die Inertiagruppe I einer Zerfallungserweiterung von 7. Damit wird jedes
Element des Torsionsanteils von ®(7") von der Multiplikation mit der Ordnung
von I annulliert ([S] VIII §2 Cor. 2). Der p-Torsionsanteil wird insbesondere
von der héchsten p-Potenz, welche die Ordnung von T teilt, annulliert. Diese
Abschatzung kénnen wir auch unabhingig von der Giiltigkeit der Beschreibung
aus [X] zeigen:

6.6.1 Satz. Sei T ein algebraischer K-Torus und L/K"™ eine endliche, galois-
sche Zerfillungserweiterung von Tynr. Sein die Ordnung von I := Gal (L/K™").
Dann wird der Torsionsanteil von ®(T) von n annulliert. Insbesondere wird der
der p-Torsionsanteil von der Ordnung des p-Anteils von I annulliert.

Beweis. Es reicht den Torus Tx»r zu betrachten. Es sei also K = K™. Wir
definieren R := QR x (T7,) und betrachten die kanonische Immersion ' —— R.
Wir setzen G := Gal (K**?/K) und G, := Gal (K**/L) und bezeichnen mit
o1, ..,0, ein Reprasentantensystem fiir die G7-Nebenklassen von G.

Die Abbildung T —— R hat auf den Charaktergruppen die Form

IndSE X (7)) — X(T) (x4, ..,2,) — > oi(z) .
i=1
Umgekehrt kdnnen wir eine kanonische Abbildung R —— T definieren, die auf
den Charaktergruppen die Form (Satz 0.4.4)
X(T) — Indg* X (T) o —— (07 (2), .., 0, (7))

AR n

hat. Die Verkniipfung 7' —— R —— T induziert also auf den Charaktergruppen
die Multiplikation mit n, so dass die zugehdrige Abbildung der Tori ebenfalls die
n-Multiplikation (bei additiver Schreibweise des Gruppengesetzes auf T') ist.
Mit der Néronschen Abbildungseigenschaft erhalten wir Morphismen der Néron-
Modelle und diese induzieren Morphismen

o(T) o(R) o(T)

der Komponentengruppen. Nun entnimmt man dem Beweis zum Theorem 1.2.1,
dass ®(R) = IndZ"®(T}) gilt. Da T}, zerfillt, kann ®(T}) keine Torsion haben.
Also hat auch ®(R) keine Torsion.

Damit liegt der Torsionsanteil von ®(7") a fortiori im Kern der Abbildung

(1) — ®(R) — @(T)

und diese ist die Multiplikation mit n.
Die Aussage iiber den p-Torsionsanteil ist elementar. O
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Diese Resultat ist ein Analogon von [ELL] Thm. 1, welches nach unserem
Wissen das einzige allgemeine Resultat zum p-Torsionsanteil von Komponenten-
gruppen von Néron-Modellen von abelschen Varietaten ist.

AbschlieBend méchten noch zu einigen naheliegenden offenen Fragen die von

uns vermuteten Losungen als Hypothesen formulieren und Querbeziehungen und
Konsequenzen dieser Vermutungen aufzeigen.
Das erste wichtige ungeldste Problem ist die Frage, ob der Torsionsanteil der
Komponentengruppe, so wie es in den Beispielen mit den Norm-Tori der Fall
ist, immer hochstens kleiner wird. Einen Ansatz, dies zu priifen, liefert folgende
Vermutung:

6.6.2 Vermutung (Verallgemeinerung von [X] 2.7). Sei K ein lokaler Kér-
per und T ein algebraischer K -Torus, fiir dessen Charaktergruppe H' (I, X (T)) =
0 gelte. Dann ist ®(T) torsionsfrei.

Diese Vermutung wiirde eine Beschreibung des Torsionsanteiles der Kompo-
nentengruppe wie in [X] 2.14 ermdglichen:

6.6.3 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und T ein algebraischer K-Torus. Sei
ferner angenommen, dass die Vermutung (6.6.2) richtig ist. Dann lasst sich der
Torsionsanteil der Komponentengruppe des Néron-Modells von T' als Quotient

Ext,(®(T),Z) = H'(I, X (T))/E

schreiben, wobei E eine geeignete p-Gruppe ist. Ferner ist E trivial, falls T nach
einer nicht residuell verzweigten Erweiterung zerfallt.

Beweis. Mit [X] 2.13 kénnen wir den Torus 7" in eine kurze exakte Sequenz

0 M R T 0

einbetten, wobei M ein Torus mit multiplikativer Reduktion ist und R ein Torus
ist, fiir den H'(I, X (R)) = 0 gilt. Wegen R'j, M = 0 ergibt sich mit Thm. 5.2.2
ein kommutatives Diagramm

E(T) E(R) 0

0 ——— Hom (®(T'), Z) — Hom(®(R), Z) — Hom(®(M), Z) — Exts(®(T), Z)




124 6.6. DER P-TORSIONSANTEIL UND OFFENE FRAGEN

von Gi-Moduln. Dabei folgt die Surjektivitait am Ende der mittleren Zeile aus der
Vermutung. Die Surjektivitit am Ende der untere Zeile folgt aus H' (I, X (R)) =
0. Wegen der Kommutativitat lasst sich das Diagramm offenbar kommutativ mit
einer Abbildung E(R) —— 0 in der ersten Zeile ergénzen.

Man wende nun das Schlangenlemma auf die beiden mittleren Spalten an. Damit
erhdlt man eine exakte Sequenz

E(R) — H'(I, X(T)) — Ext"(®(T),i,Z) —— 0.

Da E(R) als Storterm zu R eine p-Gruppe ist, folgt die Aussage. Der Zusatz ist
klar, da in diesem Fall auch R nach einer nicht residuell verzweigten Erweiterung
zerfallt, wodurch E(R) = 0 folgt. O

Ein Gegenbeispiel zu der Vermutung (6.6.2) liefert natiirlich auch ein Gegen-
beispiel zu der Folgerung aus diesem Satz. Eventuell kdnnte man eine Antwort
auf diese Vermutung durch weiteres Studium der expliziten Konstruktion von
Néron-Modellen finden.

Aus der Vermutung oben lasst sich leicht die folgende schwachere Vermutung
ableiten:

6.6.4 Vermutung. Sei K ein lokaler Kérper und T ein algebraischer K -Torus,
welcher nach einer endlichen, galoisschen, nicht residuell verzweigten Erweiterung
L/K zerfillt. Dann ist R*j,T zusammenhangend.

Die Giiltigkeit dieser Vermutung wiirde implizieren, dass Abweichungen von
der Beschreibung von Xarles nur auftreten kdnnen, wenn der betrachtete Torus
erst nach einer residuell verzweigten Korpererweiterung zerfallt.

6.6.5 Satz. Sei angenommen, dass die Vermutung (6.6.4) gilt. Sei K ein
lokaler Kérper und T ein algebraischer K -Torus, welcher nach einer endlichen,
galoisschen, nicht residuell verzweigten Erweiterung L/K zerfdllt. Dann gelten
fir T' die Resultate von Xarles.

Beweis. In dem Satz 6.2.1 wurde bereits Hom 7 (®(T'),Z) = X (T)! gezeigt. Mit
der Vermutung folgt aus dem Satz (6.2.2), dass Ext),(®(T),Z) = H' (1, X (T))
gilt, also die Beschreibung des Torsionsanteils giiltig bleibt. Fiir die Ubertragung
von [X] Thm. 3.1 betrachten wir zu T' die Sequenz

0 ‘TI ‘R:Z%L/K(TL) T ‘0,
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die aus der Auf|6sung X(T) _— |ndGa|L/KZ — » ... entsteht. Es entsteht
mit dem Theorem (5.3.4) und dem Satz (5.3.5) ein kommutatives Diagramm

oIV e— % L §(R) b

- ®(T) - ®(R'7.T") =0

Homy (X (T")!,Z) = Homz (X (R), Z).

Dabei sind wegen des Verschwindens der Storterme die vertikalen Abbildungen
Isomorphismen. A priori ist die obere Zeile exakt bis auf die Stelle bei ®(R),
d.h. wir haben nur einen Isomorphismus

O(T) = ®(R)/ker () = [®(R)/im(a)]/[ker(3) /im(a)]

Nun stimmen aber, wie oben gesehen, der freie und der endliche Anteil von ®(T)
mit dem freien und dem endlichen Anteil von ®(R)/im(«) iiberein. Aus Rang-
griinden muss also ker(/)/im(«) eine Torsionsgruppe sein. Da alle betrachteten
Gruppen endlich erzeugt sind, miissen die Torsionsanteile endlich sein und we-
gen der Gleichheit der Torsionsanteile als abelsche Gruppen muss der Quotient
ker()/im(«) schon trivial gewesen sein. Damit haben wir einen Isomorphismus

®(T) =2 coker (Homyz (X (T")",Z) — Homz (X (R)',Z))

wie in der Darstellung aus [X] Thm. 3.1 O



Anhang

A Gewundene unipotente Gruppen

Es sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Dann nennen wir eine zusammen-
hangende, unipotente K-Gruppe G eine gewundene unipotente Gruppe, wenn
jeder Homomorphismus G, x —— G trivial ist.

In dem Fall, dass G zusatzlich kommutativ und glatt ist und die Multiplikation
mit p = char(K) die Nullabbildung ist, kann man G als eine abgeschlossene
Untergruppe der G %! mit n = dim(G) auffassen (s. [BLR] Prop. 10.2.10
und [T] Il §3). Genauer hat G' die Form Spec K[Ty, .., T,/ (F (1¢, ..., T,)) mit
F(Ty, ..., T,) = Xio X ci; T und der Hauptteil 37 ¢;m, T hat keine
nichttriviale K-rationale Nullstelle. Hierbei ist die speziele Gestalt von F' not-
wendig, damit F' mit dem Gruppengesetz der GZJ}(I vertraglich ist.

Wir benétigen die Umkehrung dieser Aussage:

A.1 Satz. (vgl. [T]Ill 3.3.6) Sei G := K[Ty,..,T,]/(F(Ty,..,T,)) eine Unter-
gruppe der G} ', wobei F = Y27 37 ¢; ;T% ein p-Polynom ist.

G ist glatt, falls ¢;, o # 0 fiir ein iy € {0,..,n} gilt. G ist zusammenhéngend,
falls fiir ein iy € {1,..,n} genau eines der c¢;, ; # 0 ist. In diesem Fall ist G ge-
wunden, falls der Hauptteil von F' keine nichttriviale rationale Nullstelle in A}+*
hat.

Beweis. Nach Definition ist klar, dass GG als Untergruppe einer unipotenten Grup-
pe unipotent ist. Wir zeigen die Glattheit mit dem Jacobi-Kriterium (s. [BLR]
Prop. 2.2.7): G wird als abgeschlossenes Unterschema des glatten Schemas
Gl iiberall von der Idealgarbe (F') erzeugt und es gilt dF = 3 ¢; 0 dT;. Sei

z € G ein Punkt und z € G} sein Bild. Der Halm von Q(IG;"J;(I/K in 2 hat die
Basis (dT;)i—o,.n- Wenn es ein ig € {1,..,n} mit ¢;;o # 0 gai,bt, dann ist auch
((dT3),_g. 7. ar dF) eine Basis.

Sei nun fiir ein 39 € {1,..,n} genau ein ¢;,; # 0 und f € K[Tp,..,T,]/(F) ein
idempotentes Element. Wir zeigen, dass G zusammenhangt, also f schon 0 oder

126
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1 sein muss. Wir fassen f als Restklasse eines Polynoms fe KTy, ..,T,] auf.
Wegen der Idempotenz gilt f# = f mod F. Nun kénnen wir f?’ als Element des
Unterringes K[Ty, .., T ,..,T,]/(F) C K[Ty,..,T,]/(F) auffassen. Dieser Un-

ST,
terring ist aber wegen der Voraussetzung an F' isomorph zu KT, ..,7/};, T,
enthdlt also nur 0 und 1 als Idempotente. Also muss f auch schon 0 oder 1
gewesen sein.

Angenommen, es gibt eine nichtkonstante Abbildung G, —— G. Dies ent-
spricht einem Algebrenhomomorphismus

k[T, o Tol/(F) —— K[T] T) — ¢;(T) = ais,T% + ... + azo € k[T]

wobei mindestens eines der Polynome ¢; nichttrivial sein muss. Aufgrund der
Wohldefiniertheit muss

n m;

F(9o(T), -, ¢u(T)) = 33 ciji(T)” =0 € K[T]
i=0 j=0
gelten. Sei N := max s;p™. Dies ist offenbar die hochste Potenz von T', die

1=0,..,n
in F(¢po(T),..,¢,(T)) auftaucht. Setze b, = a; 4, falls s;p™ = N gilt und Null
sonst. Damit ist der Koeffizient von TV gleich

n

pi
Z bi" " Cim;

1=0

Dies ist aber der Hauptteil von F', ausgewertet an der Stelle (7; = b;);—p,..n. Da
der Hauptteil aber nur die triviale k-rationale Nullstelle hat, miissten alle b; Null
sein, im Widerspruch zu ihrer Wahl. O

B Zur Rechtsexaktheit des ft-Néron-Modelles

In diesem Abschnitt steht G fiir das [ ft-Néron-Modell der G, x. Aus der De-
finition des ft-Néron-Modells und unserer Beschreibung der zugehdrigen étalen
Garbe erhdlt man fiir einen algebraischen K-Torus T eine lange exakte Sequenz

0 —— Hom(j. X(T'), Gin, 05 ) — Hom(j. X(T),G) — Hom(j.X(T),1.7)

- ml(j*X(T)aGm,oK) - ml(]*X(T),g) - ml(]*X(T),Z*Z) )
deren Anfang sich kanonisch mit der Sequenz

0 (7:T)"

g T
identifiziert, so dass man eine Inklusion

coker((j*T)flt — . T) =i, ®(T)" — Hom(X(T)?,i,Z) = i,Hom 4 (X(T), Z)
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erhalt. Wir wollen nun die oben auftretenden Ext'-Terme niher untersuchen.
7+ X (T) wird von einem étalen Gruppenschema dargestellt. Mit dem Satz 5.1.3
folgt

Ext' (7.X(T),i.2) = i.Ext;(X(T)",Z) = 0,

denn X (T)! ist torsionsfrei. Als nichstes wollen wir ml(j*X(T),g) untersu-
chen.

B.1 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und T' ein algebraischer K -Torus. Dann gilt
in der étalen Topologie Ext'(j,X(T),G) = R'j,T.

Beweis. Da der Torus T' nach einer endlichen, galoisschen Erweiterung L/K
zerfillt, ist Ext'(j.X(T),G) eine Wolkenkratzergarbe, denn fiir alle étalen Mor-
phismen U —— Spec L gilt

EXtU(]* ( )|U7g| ) - EXtIIJ(Zda Gm,U) = Hl(Uv Gm,U)d =0 )

wobei d die Dimension von T ist.

Sei U = Spec O — Spec Ok ein étaler Morphismus, wobei K'/K eine
endliche unverzweigte Erweiterung sei. Dann entspricht Exty (5. X (T)|v, Glv)
der Gruppe der Isomorphieklassen von Extensionen

0 Gl E 7:X(T)|vr 0

von Garben auf dem étalen Situs iiber U. Diese kénnen wir mit [M] Il Exp. 3.12
als Extension

Knr* Eg X(T)I
00— Ksep® — Ej — X(T) — 0
K g ¢ : By — Bf X(T)T 8 x(1)!

von Tripel schreiben. Dies bedeutet, dass die obere und die mittlere Zeile exakte
Sequenzen von stetigen Gal (K" /K')-Moduln bzw. Gal (K**?/K')-Moduln sind
und dass die obere Zeile mit der Sequenz der I-Invarianten der mittleren Zeile
ein kommutatives Diagramm (mit den Morphismen aus der unteren Zeile) bildet.
Mit der lokal-global-Spektralsequenz fiir Ext' auf dem étalen Situs iiber Uy :=
Spec K’ erhalt man eine exakte Sequenz

0

H (UKvHom(]* ( )|UK7g|UK)_'EXtUK(]* ( )|UK7 )|UK)

HY Uk, Ext! (5. X (T) vy, Gl ) -

Wie oben gesehen, muss der letzte Term trivial sein, so dass wir mit Cartier-
Dualitat einen funktoriellen Isomorphismus

H (U, T) = Extyy, (5:X(T) v, G)lvsc) = Extea (sesen sy (X (T), K*77)
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erhalten.

Mit [M] 1l 1.13 ist die Garbifizierung der Prigarbe U —— H'(Ug, T) gleich
R'j.T und die Garbifizierung der Prigarbe U —— Exty (7, X(T)|v, Gly) ist
gleich ml(j*X(T), G). Also miissen wir zeigen, dass in funktorieller Weise

Ey = Exty (. X(T) v, Glv) = Exty, (1. X(T)lv, G)lvi) =t Eu,e

gilt, also die Isomorphieklassen von Extensionen von Tripeln den Isomorphieklas-
sen von Extensionen von X (7)) mit K*%* als Gal (K*%/K')-Moduln entspre-
chen.

Wir definieren hierzu eine Abbildung F', die eine Extension von Tripeln auf de-
ren mittlere Zeile als Extension von X (7') mit K** abbildet. Diese Zuord-
nung ist offenbar vertraglich mit Isomorphismen, so dass wir eine Abbildung
F : Ey — Ey,. auf den Ext-Gruppen erhalten.

Eine Extension von X (T') mit K** (als Gal (K*®/K')-Moduln) induziert mit
Hilbert 90 ein kommutatives Diagramm

0

nr* I I
K - B! -~ X(T)

0

Ker* E; X(T)

mit exakten Zeilen. Damit erhalten wir eine Abbildung G : Ey,, —— Ey, da
die Konstuktion mit Isomorphismen von Extensionen vertraglich ist.

Man sieht sofort, dass F o G = id gilt. Umgekehrt ist eine Extension E von
Tripeln eindeutig durch die mittlere Zeile und den Isomorphismus E; = ET{I
bestimmt und dieser Isomorphismus induziert einen Isomorphismus zwischen der
Extension E und deren Bild unter G o F.

Ein étaler und surjektiver O -Morphismus U’ —— U mit zusammenhdngendem
U’ entspricht einer unverzweigten Korpererweiterung K' C K", so dass U’ &
Spec Ok gilt.

Die Restriktion einer Garbe beziiglich U" —— U entspricht auf der Ebene der
Galoismoduln der Restriktion zur Inklusion Gal (K*?/K") —— Gal (K*?/K"),
so dass By = Ey,. funktoriell in U ist. O

B.2 Lemma. Sei K ein lokaler Kérper und T' ein algebraischer K-Torus mit
Charaktergruppe X (T)).

Dann gilt coker(Hom(j, X (T),G) —— Hom(j.X(T),i.Z)) 2 E(T)", wobei
genauer E(T)P* die vom Pontryagin-Dual des Stérterms induzierte étale Garbe
meint.
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Beweis. Wir betrachten zu dem Torus T in der glatten Topologie die kanonische
exakte Sequenz

0 T T T! 0.

Diese induziert eine exakte Sequenz

0 - 5.1 - 5. T - 5,17 - KC

Mit dem Satz 3.3.1 kénnen wir diese Sequenz mit den entsprechenden f¢-Néron-
Modellen zu einem kommutativen Diagramm

s

0 = JT - .17 G0

0 §.T 3. T 71! K
4 (04 ;
0 ®(T)"Y - Hom(5, X (T)",i,7)

mit exakten Zeilen und Spalten ergdnzen. Hierbei sei d gleich dem Rang von
X (T)!. Wegen der Kommutativitit erhalten wir eine Abbildung

a:®" —— Hom(j, X (T)!,i.Z) .

Dies ist eine Abbildung von Garben, welche von étalen Gruppenschemata darge-
stellt werden. Somit kdnnen wir o nach Einschrankung auf die étale Topologie
bestimmen: Dort haben wir ein kommutatives Diagramm

~)

Hom(j. X(T),.Z) — Hom(j*X(TI), VA

da die Inklusion X (T7) = X(T)! —— X(T) nach Anwenden von i* o j, zu

einem Isomorphismus wird. Also entspricht « der Inklusion

im("k)—m(j*l(T), G) — Hom(j,. X (T), i*Z)) < Hom(j, X(T),i.Z) .
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Mit dem Schlangenlemma erhalten wir eine kurze exakte Sequenz

0 —— coker(f3) K coker(c) 0.

Wenden wir hierauf in der glatten Topologie den Funktor Hom(-,,Z) an, so
erhalten wir eine lange exakte Sequenz

Hom (coker(8), i+ Z) — Ext!(coker(a),i,Z) — Ext'(K,i,Z) — Ext'(coker(3),i.Z)

Nun sind Hom(G,,.0 ,.Z), Ext' (G0 ,iZ) und Hom(j, T/ i,7Z) trivial, so
dass Hom(coker(f3),i.Z) = 0 und Ext'(coker(3),%.Z) = 0 folgen. Nach Defini-
tion wird die Einschrankung von QI(IC, i.Z) auf den étalen Situs vom Storterm
E(T) dargestellt. Somit folgt durch Einschranken auf den étalen Situs und noch-
maliges Dualisieren mit dem Satz 5.1.3 die Behautung, denn coker(«) wird von
einem étalen Gruppenschema dargestellt. O

Damit erhalten wir sofort den Satz

B.3 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und T ein algebraischer K -Torus mit Cha-
raktergruppe X (T'). Dann gibt es eine exakte Sequenz

0 -~ B(T) — Ext'(j.X(T),Gpno, ) — R'j.T

0,

insbesondere ist Ext' (j, X (T), G, 0, ) trivial, falls der Restklassenkdrper perfekt
ist oder T' nach einer zahm verzweigten Erweiterung zerfillt. Im Allgemeinen ist
diese Garbe eine p-Torsionsgarbe.

Mit diesen Uberlegungen sieht man, dass man den freien Anteil prinzipiell
auch iiber die Inklusion 5,7/t —— j, T bestimmen kdnnte. Dann wiirde man
den Storterm als E(T) := ker(ml(j*X(T),GmpK) e le*T) definieren.
Diese Definition ist jedoch schwieriger zu berechnen als unsere Definition.
Ausgehend von einer exakten Sequenz von Charaktergruppen erhalt man durch
Anwenden des Funktors Hom(j,-, G, 0, ) zwar die zugehdrige Sequenz der ft-
Néron-Modelle, allerdings ist im Allgemeinen nur schwer zu beschreiben, womit
man diese Sequenz hinter dem letzten f¢-Néron-Modell fortsetzen muss. Falls
j» auf den Charaktergruppen exakt ist, ergibt sich eine einfache Ldsung.

B.4 Satz. Sei K ein lokaler Kérper und

0 ‘Tl ‘TQ ‘T3 ‘0

eine kurze exakte Sequenz von K -Tori.
Falls fiir die zugehérigen Charaktergruppen

ker(H' (I, X (T3)) — H'(I, X(T3))) = 0
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gilt, dann ist die lange exakte Sequenz der ft-Néron-Modelle isomorph zu der
Sequenz

0

M(]*X(Tl); Gm,OK) - M(]*X(Tﬂ; Gm,OK)

Hom(j: X(T3), G0, ) — Ext' (j:X(T1), G0, ) —— =

Beweis. Die zugehorige kurze exakte Sequenz der Charaktergruppen induziert
unter den Voraussetzungen eine exakte Sequenz

0 ——— ]*X(TS) - ]*X(T2) - ]*X(Tl) 0.

Durch Anwenden des Funktors Hom(-, G,,,.0,. ) ergibt sich hieraus eine lange ex-
akte Sequenz, deren Anfang genau der Sequenz der f¢-Néron-Modelle entspricht.
Genauer sind mit Satz 3.3.3 die Hom(j,X(T;), Gy, 0, )-Terme isomorph zu den
entsprechenden ft-Néron-Modellen und ein Homomorphismus zwischen diesen
als Garbe ist bereits auf die generische Faser eindeutig bestimmt. Dort ist die
Isomorphie nach Definition der Sequenzen klar. O

Mit den Notationen wie in dem letzten Satz gilt also: Fiir eine exakte Sequenz
von algebraischen K-Tori mit ker(Hl([,X(Tg)) —_— HI(I,X(TQ))) = 0 ist die
Sequenz der ft-Néron-Modelle genau dann exakt, wenn

€ = ker(Ext' (j.X(T1), G0y ) — Ext! (j.X(T2), G ))) = 0

gilt. Falls zusitzlich ®(T;) keine p-Torsion hat und H'(I, X (T3)) = 0 gilt, dann
gilt ®(T3) = ®(£). Dies kann man als Verallgemeinerung des Satzes 6.2.2 im
Fall H'(I, X (T)) = 0 ansehen.



LITERATURVERZEICHNIS 133

L iteraturverzeichnis

[A-S]

[Be]

[BLR]

[Bo]

[B-X]

[Br]

[BIV]

[ChYu]

[Edi]

[ELL]

[EGA IV]

[H]

A. Abbes, T. Saito, Ramification of local fields with imperfect residue field
I, Preprint, Univ. Paris XIII Sud (2000)

L. Bégueri, Dualité sur un corps local a corps résiduel algébriquement clos,
Mem. Soc. Math. Fr. 108, fasc. 4 (1980)

S. Bosch, W. Liitkebohmert, M. Raynaud, Néron-Modells, Ergebnisse der
Math., 3. Folge, Bd. 21 Springer, Berlin - Heidelberg - New York (1990)

S. Bosch, Algebra, Springer, Berlin - Heidelberg - New York (1993)

S. Bosch. X. Xarles, Component groups of Néron models via rigid unifor-
mization, Math. Ann. 306 , 459-486 (1996)

K.S. Brown, Cohomology of groups, Springer, Berlin - Heidelberg - New
York (1994)

R. Briiske, F. Ischebeck, F. Vogel, Kommutative Algebra, BI-
Wissenschaftlicher Verlag (1989)

C.-L. Chai, J.-K. Yu, Congurences of Néron models for tori and the Artin
conductor, Annals of Math., Vol. 154, 347-382 (2001)

B. Edixhoven, Néron models and tame ramification, Composition Mathe-
matica 81, 291-306 (1992)

B. Edixhoven, Q. Liu, D. Lorenzini, The p-part of the group of components
of a Néron model, J. Algebraic Geometry 5, 801-813 (1996)

A. Grothendieck et al., Etude local des schémas et des morphismes de
schémas, Publ. Math IHES, 20, 24, 28, 32, Paris (1964-1967)

R. Hartshorne, Algebraic Geometry, Graduate texts in mathematics 52,
Springer, Berlin-Heidelberg-New York (1993)



134

LITERATURVERZEICHNIS

[L-1]

[M]
[V-K-M]

[N]

[N-X]

[P]

[PV]

[S]
[SGA 1]

[SGA 3]

[SGA 7]

[T]
[Wei]

[X]

Qing Liu, Dino Lorenzini, Special fibres of Néron models and wild ramifi-
cation, Journal f. reine u. angewandte Mathematik 532, 179-222 (2001)

J.S. Milne, Etale Cohomology, Princeton University Press (1980)

V. E. Voskresenskii, B. E. Kunyavskii, B. Z. Moroz, On integral models of
algebraic tori, St. Petersburg Math. J. Vol. 14, No. 1, 35-52 (2002)

J. Neukirch, Algebraische Zahlentheorie, Springer, Berlin-Heidelberg-New
York (1992)

E. Nart, X. Xarles, Additive Reduction of Algebraic Tori, Arch. Math. 57,
460-466 (1991)

S. Yu. Popov, Standard integral models and Néron Models, Preprint SFB
478 Geometrische Strukturen in der Mathematik, Miinster (2003)

S. Yu. Popov, V.E. Voskresenskii, Galois Lattices and reductions of alge-
braic tori, Communications in Algebra N29(9) (2001)

J.-P. Serre, Local fields, Springer, New York, Heidelberg-Berlin (1979)

A. Grothendieck et al., Revétements etales et groupe fondamental, Lect.
Notes Math. 224, Springer, Berlin-Heidelberg-New York (1971)

M. Demazure, A. Grothendieck et. al., Schema en Groupe |1 Ill , Lect.
Notes Math. 151,152,153, Springer, Berlin-Heidelberg-New York (1970)

A. Grothendieck, Groupes de Monodromie en Geometrie Algebrique, Lect.
Notes Math. 288,340, Springer, Berlin-Heidelberg-New York (1972-1973)

J. Tits, Lectures on algebraic groups, Yale University, New Haven (1967)

C.A. Weibel, An introduction to homological algebra, Cambride studies in
advanced mathmatics 38, Cambridge University Press (1994)

X. Xarles, The scheme of connected components of the Néron model of an
algebraic torus, Journal f. reine u. angewandte Mathematik 437, 167-179
(1993)



