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1 Einleitung

Die Grundlagen zur Theorie zufalliger Graphen legte Paul Erdos mit seinen Ar-
beiten [Erd47] und [Erd57]. In diesen Arbeiten wurde diese Theorie zunéchst nur
zum Beweis der Existenz von Graphen mit bestimmten Ramsey-Eigenschaften
verwendet. Angestoflen von weiterer Forschung von Erdoés zusammen mit Alfréd
Rényi (z.B. [ER59], [ER60]) hat sie sich seitdem zu einem eigenstéandigen und
aktiven Forschungsfeld entwickelt. Einen detaillierten Uberblick iiber das Gebiet
bieten [Bol85] und, darauf autbauend, [JLROO].

Zwei Modelle fiir eine zufallsabhangige Wahl eines Graphen auf einer festen
Anzahl n von Knoten haben in der Literatur besondere Aufmerksamkeit erfahren.
Unter der Bezeichnung G(n, M) fithrten Erdés und Rény in [ER59] ein Modell
zufalliger Graphen ein, in dem ein Graph gleichverteilt aus der Menge der
Graphen auf n Knoten mit genau M Kanten gewahlt wird. Die vorliegende
Arbeit beschéftigt sich hauptsachlich mit dem in [Gil59] zuerst untersuchten
Modell G(n,p), bei dem jede Kante unabhéngig von den anderen Kanten mit

Wahrscheinlichkeit p realisiert wird.

In [ER60] beobachteten Erdés und Rényi, dass die Eintrittswahrscheinlichkeit
monotoner Ereignisse mit wachsender Grofle des Graphen entweder verschwindet
oder gegen 1 strebt und zwar abhéangig davon, ob der dem Modell zu Grunde
liegende Parameter unterhalb oder oberhalb eines bestimmten Schwellenwertes

liegt. So geht zum Beispiel die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein gemaf G(n, M)
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gewahlter Graph verbunden ist, gegen 1, wenn M schneller als linear mit n
wéchst, ansonsten gegen 0 (vgl. [Bol85]). Ein solches Phaseniibergang genanntes
Verhalten stellten die Autoren in [ER60] und [ER61] bei der Untersuchung der
Grofle der groBten Komponente in einem geméafl G(n, M) gewahlten Graphen

ebenfalls fest: Wachst M mit n wesentlich langsamer als 5, so ist die grofite

Komponente fiir grole n von der Ordnung Inn, falls aber M wesentlich schneller

mit n wachst als §, so nimmt sie einen signifikanten Teil des Graphen ein.
Diese Arbeit prasentiert in Kapitel 3 dhnliche Ergebnisse tiber G(n,p), um die
mathematischen Grundlagen und eine thematische Einordnung des Prinzips
moderater Abweichungen fiir die Grofie der groffiten Komponente zu schaffen.

Als Grundlage fur viele der vorgestellten Aussagen diente [Hof09].

Anschliefend an diese Einleitung widmet sich Kapitel 2 dieser Arbeit der
Darstellung der benotigten mathematischen Grundlagen. Zunachst werden in
Abschnitt 2.1 beide oben vorgestellten Modelle zufilliger Graphen mathema-
tisch prazisiert und ein einfacher Mechanismus zur Erforschung von Teilen eines
Graphen vorgestellt. Dieser Explorationsprozess genannte Mechanismus arbeitet
wie folgt: Startend in einer beliebigen Anzahl Knoten werden schrittweise alle
mit diesen Knoten verbundenen Knoten erforscht, was dann iterativ mit den
neuen Knoten wiederholt wird. Als Resultat dieses Prozesses erhéilt man den
kleinsten Teilgraphen, der die gewahlten Startknoten enthélt. Kenntnisse iiber
einen solchen Teilgraphen bieten eine Moglichkeit, Aussagen iiber die grofite
Komponente des Graphen zu gewinnen. Insbesondere im sogenannten superkriti-
schen Parameterbereich, in dem man viele Knoten in der grofiten Komponente
erwartet, ist es wahrscheinlich, dass die grofite Komponente Teil des auf diese
Weise erforschten Teilgraphen ist, wenn nur die Anzahl der Startknoten hinrei-
chend grof} ist. Umgekehrt wird sich in Abschnitt 3.2.1 zeigen, dass die kleineren
Komponenten im Gegensatz zur grofiten Komponente nur von der Groflenord-

nung Inn sind, so dass sich der Fehler, wenn man statt der groffiten Komponente



diesen Teilgraphen betrachtet, leicht kontrollieren lasst.

Diese Zusammenhange rechtfertigen eine genauere Untersuchung des Explorati-
onsprozesses. Legt man das Modell G(n, p) zu Grunde, so ldsst sich die Verteilung
des Explorationsprozesses zu jedem Zeitpunkt exakt bestimmen (s. Abschnitt

2.1.4), was im Verlauf dieser Arbeit weitreichende Schliisse erméglicht.

Eine weitere Beobachtung, die zu einem besseren Verstandnis des Explorations-
prozesses fithrt, ist die Ahnlichkeit des Prozesses mit einem klassischen Galton-
Watson-Prozess. Damit lassen sich einige aus der Literatur bekannte Resultate
iiber Galton-Watson-Prozesse zu Aussagen tiber den Explorationsprozess iiber-
tragen. Deswegen wird in Abschnitt 2.2 eine Einfithrung in die Theorie der
Galton-Watson-Prozesse auf Basis von [Als02] gegeben und die Verbindung zum

Explorationsprozess hergestellt.

Das Kapitel 2 schliet mit einer Zusammenfassung von Ergebnissen tiber die Tails
der Verteilung der Grofie der ersten Komponente eines geméf G(n, p) verteilten

Graphen, die im folgenden Kapitel Verwendung finden.

In Kapitel 3 wird an Hand schwacher Gesetze der grofien Zahlen fiir die Grofie
der groBiten Komponente der oben angesprochene Phaseniibergang im Modell
G(n,p) dargestellt und zugleich die Grundlage fiir wichtige Beweisschritte in
den Kapiteln 4 und 5 gelegt.

Um einen Zugang zur Verteilung der grofiten Komponente eines Graphen zu
bekommen, untersucht man hier die Anzahl Z-; der Knoten in Komponenten
mit mehr als k& Knoten. Diese Zufallsgrofle ist eng mit der Grofle der grofiten
Komponente verwandt, da fiir jedes k das Ereignis |Cpax| > k bereits impliziert,

dass Z-; > k. Umgekehrt folgt natiirlich aus Z~; > k auch |Chax| > k. So ist es
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natiirlich, fiir den Beweis der schwachen Gesetze in diesem Kapitel,
E 7. = nPA(\C(1)| > ]C)
zu betrachten, was die Untersuchung dieser Tails in Abschnitt 2.3 rechtfertigt.

Das Resultat unterscheidet sich je nach Verhalten des Modellparameters p fiir
wachsendes n erheblich. Der in diesem Modell kritische Wert von p ist % Fallt p
mit n deutlich schneller als %, also pn — A < 1, so ist die groffite Komponente
von der Ordnung Inn. Ist hingegen pn — A > 1, so ist sie von der Ordnung n.
Abschnitt 3.3 beschaftigt sich schliellich mit dem Fall pn — 1. In diesem Fall ist
kein triviales schwaches Gesetz der grofien Zahlen mehr wahr (vgl. [Ald97]), aber
man kann mit den selben Mitteln, die zu den schwachen Gesetzen in den anderen
Fallen gefiihrt haben, zeigen, dass sich die Grofle der groffiten Komponente mit

positiver Wahrscheinlichkeit im Bereich ns bewegt.

Kapitel 4 beschaftigt sich mit dem Hauptthema dieser Arbeit, einem Beweis
fiir ein Prinzip moderater Abweichungen fiir die Gréfle der groiten Komponente
eines zufalligen Graphen. Um den Begriff eines Prinzips moderater Abweichungen
erlautern zu konnen, ist der Begriff eines Prinzips grofler Abweichungen von
Noten.

Eine Folge (1)neny von Maflen auf (R,*B) geniigt einem Prinzip grofler Ab-
weichungen, wenn es eine Skala (a,),eny und eine Ratenfunktion I gibt, so
dass

liminfiln pn(U) > — inf I(x)

neN Qp, zelU

und

1
: 1 -
111:;16?\}@ o~ In p,(A) < %Ielfl](x)

fir alle offenen Mengen U und abgeschlossenen Mengen A (vgl. [ElI85]). Oft findet

man ein Prinzip grofler Abweichungen auf der Skala der fiir das Modell geltenden



Gesetze der groflen Zahlen. Im Fall von unabhéngigen, identisch verteilten
reellwertigen ZufallsgroBlen X, zeigt [Var85] ein Prinzip grofler Abweichungen

auf der Skala n fir die normierten Partialsummen
S, =1y x
n — n = 7

Auch die in dieser Arbeit untersuchten Grofle der grofiten Komponente eines
zufilligen Graphen geniigt im kritischen Fall, normiert mit n~!, einem Prinzip
grofler Abweichungen mit Skala n (vgl. [O’C98]).

Man spricht dann von einem Prinzip moderater Abweichungen, wenn die gewéhlte
Skala zwischen der eines Gesetzes der groflen Zahlen und der eines zentralen
Grenzwertsatzes fiir das untersuchte Modell liegt. Die Arbeit [EL03] behandelt
ein Prinzip moderater Abweichungen fiir unabhéangige, zentrierte, identisch
verteilte Zufallsgroflen. Dort findet sich, dass fiir a € (%, 1) die mit n~ ¢ skalierten

Partialsummen
1 n
Y, = " ZEIXZ-

einem Prinzip moderater Abweichungen auf der Skala n?*~! geniigen. Ist 02 € R*
so gewahlt, dass er Zentrale Grenzwertsatz fiir dieses Modell (z. B. [Als00]) den
Schluss
nll zn: Xi—MN (O, 02) in Verteilung
2 =1

erlaubt, so ist die Ratenfunktion im Prinzip moderater Abweichungen schon

durch
2

" 202

gegeben. Diese Ratenfunktion héngt hier also nicht wie im Satz von Cramér (vgl.

I(x)

[E1185]) von der genauen Verteilung der betrachteten Zufallsgrofien ab, was fiir ein
Prinzip moderater Abweichungen typisch ist. Die Grofle der grofiten Komponente
eines zufélligen Graphen zeigt ein analoges Verhalten, wie in Kapitel 4 gezeigt

wird.
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Kernidee des Beweises in Kapitel 4 ist es, an Stelle der schwerer zu fassenden
groBten Komponente des Graphen den von den ersten k,, Knoten aufgespannten
Teilgraphen zu untersuchen. Dieser ist mit den in Kapitel 2 vorgestellten Metho-
den besser zugéinglich. Wenn £,, dann passend gewahlt wird, kann sichergestellt
werden, dass dieser Teilgraph sich nicht zu sehr von der grofiten Komponente
unterscheidet, so dass das zunéachst fiir die Grofle dieses Teilgraphen gezeig-
te Prinzip moderater Abweichungen auf die Grofle der grofiten Komponente

iibertragbar ist.

AnschlieSend wird in Abschnitt 4.5 dieses Ergebnis, welches fiir das Modell
G(n,p) hergeleitet wurde, noch mit Hilfe der in Abschnitt 2.1.2 vorgestellten

Zusammenhéange zwischen den Modellen auf G(n, M) ibertragen.

Ein Zentraler Grenzwertsatz fiir die Grofie der grofiten Komponente wurde von
Pittel [Pit90] gefunden. Alternative Beweise entstanden unter anderem in [ML9S]
und [BBV00]. Da der Beweis den Prinzips moderater Abweichungen in dieser
Arbeit von dem elementaren Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes aus [Hof09]

inspiriert wurde, wird dieser schliefllich in Kapitel 5 vorgestellt.



2 Vorbereitungen

In diesem Kapitel wird zunéchst das Konzept eines Graphen mathematisch model-
liert. Anschlieend werden zwei Modelle fir die zufallige Wahl eines Graphen mit
einer festen Anzahl von Knoten eingefiihrt. Das wichtigste Hilfsmittel zur Erfor-
schung der Grofie einer Komponente eines Graphen, der Explorationsprozess, so-
wie seine Vergleichbarkeit mit klassischen Galton-Watson-Verzweigungsprozessen
sind Thema der folgenden Abschnitte.

2.1 Graphen

2.1.1 Ein Modell fiir Graphen

Wie tblich (vgl. [Die06]) wird ein Graph G durch seine Knoten V(G) und seine
Kanten E(G) reprasentiert. In dieser Arbeit werden ausschliefllich endliche,
ungerichtete Graphen betrachtet. Auflerdem ist hier eine spezielle Bezeichnung

der Knoten nicht von Bedeutung, so dass sich das vorgestellte Modell auf
V(G) C N beschrénkt.

Definition 2.1. Sei n € N. Ein Tupel G = (V(G), E(G)) mit Knoten V(G) =
{1,...,n} und Kanten E(G) C {{i,j} : i,j € V(G),i # j} heifit Graph G auf
n Knoten. Zwei Knoten i, j € V(G) heiflen verbunden — man schreibt i <+ j —
wenn {i,j} € E(G).



2 Vorbereitungen

Ausgehend von dieser Struktur lassen sich Konzepte, die in den Gebieten, die
Graphen zur Modellierung benutzen, von Bedeutung sind, wiederfinden. Im Rah-
men von Netzwerken zum Beispiel ist es weniger wichtig, ob zwei Knoten direkt
miteinander verbunden sind, als ob sie, notfalls iiber Umwege, kommunizieren

konnen.

Definition 2.2. Zwei Knoten i, j eines Graphen G' kommunizieren, geschrieben
i e~ j, genau dann, wenn es ein k € N und Knoten i1, ..., i € V(G) gibt, mit
11 = 1,1 = j und i, <> i1 fur alle 1 < m < k. Der Graph G heif3t verbunden,

wenn je zwei Knoten von G kommunizieren.

Die in dieser Arbeit behandelten Graphen werden im Allgemeinen nicht verbun-
den sein, zerfallen also in voneinander getrennte Bereiche, innerhalb derer alle

Knoten miteinander kommunizieren.

Definition 2.3. Ein Teilgraph G’ von G ist ein Graph, fir den V(G') C V(G)
und E(G') C {{i,j} € E(G) : i,5 € V(G')}.

Der Schwerpunkt in dieser Arbeit wird auf die Grole solcher Teilgraphen gelegt
und nicht auf ihre Struktur, deshalb wird im Folgenden immer E(G") = {{i,j} €
E(G)|i,j € V(G'")} angenommen.

Definition 2.4. Eine Komponente C' eines Graphen G ist ein verbundener
Teilgraph von G, so dass fir alle Knoten i € V/(C) und j € V(G) \ V(C) gilt:

145 7.

Bemerkung 2.5. Da Kommunikation wie in Definition 2.2 definiert eine Aqui-
valenzrelation auf der Menge V(G) darstellt, und die Komponenten des Graphen
gerade die Aquivalenzklassen beziiglich dieser Relation darstellen, zerfillt jeder

Graph eindeutig in untereinander nicht verbundene Komponenten. Die grofite

Komponente des Graphen bezeichnet man als Cyax(G).
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Definition 2.6. Fiir einen Knoten i € V(G) bezeichnet C;)(G) die Komponente
mit ¢ € C(;)(G) und fir k € {1,...,n} ist C<x(G) = UL, C;(G) der von den
ersten k Knoten aufgespannte Teilgraph.

Der Ubersichtlichkeit halber wird im Folgenden bei allen hier eingefiihrten
Groflen der zu Grunde liegende Graph, falls keine Verwechslungsgefahr besteht,

nicht genannt.

2.1.2 Zufidllige Graphen

Es gibt in der Literatur mehrere Ansatze zur Einfiihrung einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf der Menge aller Graphen auf n Knoten. Die beiden am

héufigsten verwendeten werden hier vorgestellt.

Ein Ansatz, eingefithrt von Erdos und Rényi in [ER59] als G(n, M), ist es, fiir eine
gegebene Anzahl M € N von Kanten einen Graphen nach der Gleichverteilung
auf der Menge aller Graphen mit genau M Kanten zu wéhlen. Nennt man dieses

Wahrscheinlichkeitsmafl P, 5r, so ist

0 fur |EF(G M
Poicy = 1", RO
) fur |E(G)| = M.

Das in dieser Arbeit hauptsichlich betrachtete stochastische Modell auf Graphen
mit n Knoten wurde kurze Zeit spater in [Gil59] als G(n,p) vorgestellt. Die
GroBe p € (0, 1) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, dass eine Kante — unabhéngig
von den anderen — realisiert wird. In dieser Arbeit wird nur das Verhalten des

Graphen fiir n — oo und p € O (n™!) untersucht. Sei also p = % fur A > 0, so
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bezeichne

Pu({G}) = <A> e 1- A) (-1

n n

Diese beiden Modelle stehen in enger Beziehung zueinander. So ist die Anzahl der

Kanten in einem gemafl P, ) verteilten Graphen verteilt wie B ..
2

1) A, Weswegen
n

sich P, \ durch P, s wie folgt darstellen lasst:

n(n—1)
2

Pur(d) = 3= Pu(A]IE(@)] = M)PA(E(G)| = M)

- Z By a1 (A)B aiony 2 (M).

Diese Eigenschaft wird in Abschnitt 3.2.1 verwendet, um das Prinzip moderater

Abweichungen von P, ) auf P, j; zu iibertragen.

Der Index n wird im Folgenden nur genannt, wenn ansonsten Mehrdeutigkeiten

entstehen wirden.

2.1.3 Das Dualitatsprinzip

Eine Frage, die sich dann bei der Untersuchung des Graphen stellt, ist, wie
sich der Rest des Graphen verhélt, wenn man eine Komponente nicht mehr
beriicksichtigt. Eine Antwort darauf ist fiir die Beweise in Abschnitt 3.2 und den
Kapiteln 4 und 5 unerlasslich.

Lemma 2.7. Sei G ein gemdf$ P, ) verteilter Graph und G \ C(yy dieser Graph,

aus dem die erste Komponente entfernt wurde. Dann ist fir jedes k € {0,...,n}

G\Ca) ‘ |Cayl=k
Fox - Pn—k,AnT*k'

10
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Beweis: Ist |C(y)| = k, so sind Kanten in G'\ C{;) unabhéngig von der Struktur

n—k
n(n—k)

realisiert. Da weiterhin n — k Knoten in G \ Cy) sind, folgt die Behauptung. [

von C(1y weiterhin unabhéngig voneinander mit Wahrscheinlichkeit % =\

In Abschnitt 3.2 wird gezeigt, dass fiir A > 1 und wachsendes n eine Komponente
eines geméfl P, ) verteilten Graphen eine Anzahl von Knoten der Ordnung n
beinhaltet und damit wesentlich grofler wird als die anderen. Eine dem obigen
Lemma édhnliche Aussage erlaubt es, auch das Grenzverhalten der Grofle der
zweitgroBiten Komponente anzugeben, was in Abschnitt 3.2.1 geschieht. Die
Uberlegungen, die zu dieser Aussage fiihren, sind in [AS00, Abschnitt 10.5]
dargelegt.

Bemerkung 2.8. Seien py < 1 < A konjugiert, d. h.
e ™ = pye M

und sei G ein geméfl P, \ verteilter Graph. Dann ist

G Cmax
PO = Py +0 (1)

2.1.4 Der Explorationsprozess

Die Verteilung der Grofle eines Teilgraphen eines zufalligen Graphen ist nicht
leicht zuganglich. Deswegen bendtigt man einen leichter zu fassenden Mechanis-
mus, der Aussagen iiber die zu untersuchenden Zufallsgroflen gestattet. Dafiir
wird in diesem Abschnitt ein Prozess vorgestellt, der ausgehend von k Startknoten

den von diesen Knoten aufgespannten Teilgraphen erforscht.

Zu Beginn des Prozesses, der im folgenden FExplorationsprozess genannt wird,

ist jeder der k Startknoten aktiv; alle anderen Knoten starten neutral. In jedem

11
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Schritt des Prozesses wird ein zufalliger aktiver Knoten ausgewahlt und inaktiv
gesetzt. Zusatzlich werden alle mit diesem Knoten verbundenen neutralen Knoten
aktiviert. Der Prozess stoppt, wenn kein aktiver Knoten mehr vorhanden ist. Am
Ende des Prozesses sind offenbar alle Knoten von C<j inaktiv und alle anderen
Knoten neutral. Es bezeichne S; die Anzahl der aktiven Knoten nach dem ¢-ten

Schritt des Prozesses.

Bemerkung 2.9. Da in jedem Schritt ein inaktiver Knoten hinzukommt, gilt
|C§k| = mm{t eN : 5 = 0}

Bemerkung 2.10. Nach Konstruktion ist klar, dass Sy = k ist und fiir jedes ¢

mit S;_1 > 0, wenn also noch mindestens ein aktiver Knoten vorhanden ist,
St:St_l—i—Xt—l

gilt. Dabei ist X; die Anzahl der neutralen Knoten ist, die im ¢-ten Schritt des

Prozesses aktiviert werden und .S; = 0, falls S;_; = 0.

Bemerkung 2.11. Im Rahmen der Untersuchung der Verteilung von S; unter
P, stellt man zunéchst fest, dass fiir jedes ¢ € N im t-ten Schritt mit s aktiven,
t inaktiven und n — t — s neutralen Knoten jeder neutrale Knoten unabhangig
von den anderen mit Wahrscheinlichkeit 2 mit dem aktuell zu erforschenden

n

Knoten verbunden ist und somit aktiviert wird. Daraus folgt

Xt|St_1=S o
P)\ — %nf(t—l)fs A

n

In Bemerkung 2.9 wird klar, dass vor allem der erste Zeitpunkt, an dem S; = 0
gilt, eine Rolle spielt. Um die Verteilung von S; besser handhabbar zu machen,

wird daher ein leicht abgeanderter Prozess betrachtet, fiir den

St:St_1+Xt—1

12
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fir alle t € N gilt. Offenbar ist dieser Prozess bis zum ersten Nulldurchlauf mit
dem Originalprozess identisch, weswegen sich alle fiir diese Arbeit wesentlichen
Aussagen iibertragen lassen. Im Folgenden wird mit dem Explorationsprozess S;

dieser abgeanderte Prozess bezeichnet.

Fiir die Untersuchung des Explorationsprozesses werden in den folgenden Ab-
schnitten zwei verschiedene Herangehensweisen vorgestellt. Zum einen ist es
moglich, genaue Aussagen iiber die Verteilung des Prozesses zu machen, zum
anderen lasst sich der Prozess gut mit den bekannten Galton-Watson-Prozessen

vergleichen.

Die Verteilung des Explorationsprozesses

In diesem Abschnitt wird [Hof09, Proposition 4.26] folgend die Verteilung von
S; hergeleitet.

Lemma 2.12. Fir allet € {1,...,n} ist
St ‘|— t - k ~ %n—k‘,l—(l—é)t'

Ist zusdtzlich s < t, so gilt

Si+(t—s)—Ss|Ss=j __
Py - %nfsfj,lf(lf%)tfs'

Fir den Beweis wird eine elementare Eigenschaft der Binomialverteilung benétigt,
um von den in Bemerkung 2.11 angesprochenen bedingten Verteilungen der
Zuwachse des Prozesses auf die Verteilung des Gesamtprozesses schlieen zu

konnen.
Lemma 2.13. Sei X ~ B, , und P(Y € -|X =2x) ~B,, firp,q € [0,1], so
qgilt

Y ~ B,

13



2 Vorbereitungen

Beweis: Es wird gezeigt, dass die Zahldichte von Y die geforderte Form hat.
Sei dazu y € {0,...,n}. Dann ist

=:;y ';j)qy(l —q) y(Z)px(l —p)"
_ Y1 n—yn_y n a:—l—y p(l _Q)
= (pg)’(1 = p) :ﬁ0$+y) y )(1_p>
_[(n Y1 n—yniy n—y p(l_Q) !
= y(m)ﬂ p) g%(x )(1_p)
= ZOmVﬂ—pW” 1+pf:;n
= Z (pg)’(1 — pg)"™,
was zu beweisen war. O]

Beweis von Lemma 2.12: Es ist tibersichtlicher, fiir den Beweis die Anzahl

N; der neutralen Knoten zu betrachten. Offenbar gilt

Ny=n—1t—25;
:TL—t—St_l—Xt—f—l
= Ni-1 — Xy
und
Xt Nf_lzm Xt St_l—nf t—1)—m
pX _ pi (t-1)

14



2.2 Galton-Watson-Prozesse

Damit ist

PA(Nt = z|Ni—1 = y) = P\(y — Xt = 2[ N1 = y)
= P\(Xi =y — [N = y)
8, ({y o)
%, (o))

Mit Hilfe von Lemma 2.13 lasst sich nun rekursiv die Verteilung von N; bestim-

men. Fir s <t ist demnach
P)\(Nt = ZlNS = m) = %m,(lf%)hs({i}%
woraus die zweite zu beweisende Aussage folgt:

Py(Si+ (t —s) = S5 = ilSs = j)
=Pi(n—t=Ni+(t=s) = (n—s—N) =iln—s = N, = j)
=P\(N, = N, —i|Ny, =n — s — j)
=B, ja-ayp-({n—s—i—3})
=B 1y {3

Die erste Aussage folgt aus Sy = k mit s = 0. l

2.2 Galton-Watson-Prozesse

Betrachtet man die Verteilung der Zuwéchse des Explorationsprozesses

Xt|St_1:s o
P)\ - %n—(t—l)—s,%7

15



2 Vorbereitungen

so fillt auf, dass sich diese insbesondere fur kleine s und ¢ durch %, » appro-
ximieren liele. Auch wenn s und t nicht klein gegeniiber n sind, so gilt doch
immer

%n—(t—l)—s,% = %n,% )

so dass sich in jedem Fall ein sinnvoller Vergleich ergibt:

P/iXt _ Z P;(t|5t—1=8P(St_1 _ S)

s€Ny

= > B, aP(Si1=3)

s€Ny

=B, ..

Insbesondere ist B, » unabhéngig von s und ¢, so dass diese Uberlegungen
einen Vergleich des Explorationsprozesses mit Galton-Watson-Prozessen mit
binomiellen Zuwachsen nahelegen. In diesem Abschnitt werden die verwendeten

Schreibweisen und Resultate vorgestellt.

Bemerkung 2.14. Die iibliche Definition eines Galton-Watson-Prozesses (z. B.
[Als00]) modelliert die Situation, dass im jedem Schritt des Prozesses alle Indivi-
duen unabhangig voneinander geméaf einer gemeinsamen Verteilung Nachkommen
bekommen und dann sterben. Der Wert des Prozesses zur Zeit t stellt damit
die Grofle der t-ten Generation dar. Sei £ € N und v ein Mafl auf Ny, so ist
der Galton-Watson-Prozess Z' mit Start in & und Reproduktionsverteilung v

gegeben durch:
Z6 =k
Z
t/+1 - ZlXt,i
1=

wobei (Xi;i)i)en2 eine Familie unabhangiger, geméf v verteilter ZufallsgroBen
ist. In dieser Schreibweise ist es leicht zu sehen, dass die Nachkommenschaften
jedes Individuums der ersten Generation unabhéngig sind und wieder einen

Galton-Watson-Prozess bilden, was im Beweis von Lemma 2.25 ausgenutzt wird.

16



2.2 Galton-Watson-Prozesse

Der so definierte Galton-Watson-Prozess ist dem Explorationsprozess aus Ab-
schnitt 2.1.4 wegen der Generationenstruktur nicht sehr d&hnlich. Deswegen wird
im Folgenden unter dem Begriff Galton-Watson-Prozess meist ein anderer Prozess
verstanden, in dem in jedem Schritt nur ein einzelnes Individuum Nachkommen
bekommt und stirbt.

Definition 2.15. Ein Prozess (Z;)ieny wird Galton- Watson-Prozess mit Start in

k und Reproduktionsverteilung v genannt, wenn
Zo =k

Zt—f—Xt—l fU_I'Zt>O
Zt—|—1:

0 far Zt:O

gilt fiir £ € N, v(Ny) = 1 und eine Familie von unabhéngigen, geméaf v verteilten
ZufallsgroBen (Xi)ien. Die Grofle X; wird als die Anzahl der Nachkommen des ¢-
ten Individuums interpretiert und auch als Zuwachs des Prozesses zum Zeitpunkt

t bezeichnet.

In dieser Definition wird durch einen Vergleich mit Bemerkung 2.10 die Ahn-
lichkeit des Explorationsprozesses mit einem geeigneten Galton-Watson-Prozess
deutlich.

Bemerkung 2.16. Sei (S;)en, der Explorationsprozess mit Start in den ersten
k Knoten auf einem geméafl P, ) verteilten Graphen und (Z;)en, ein Galton-
Watson-Prozess mit Start in k£ und Reproduktionsverteilung 8, . Da, wie in
der Einleitung des Abschnittes hergeleitet, die Zuwachse von (St)ze N, von den

Zuwéchsen von (Z;):en, stochastisch dominiert werden, gilt auch fir jedes t € N

St 2 Zy.

Diese Ahnlichkeit iibertragt sich auch auf die GréBe des von k Knoten aufge-

spannten Teilgraphen, die mit der Gesamtpopulation des Verzweigungsprozesses

17



2 Vorbereitungen

korrespondiert, was sich aus Bemerkung 2.9 zusammen mit folgender Definition

ergibt:

Definition 2.17. Ist (Z;);eny eine Galton-Watson-Prozesses, so bezeichnet man
T=inf{te N : Z, =0},

mit der Konvention inf () = oo, als Gesamtpopulation von (Z;)en.

Bemerkung 2.18. Ist T' die Gesamtpopulation eines Galton-Watson-Prozesses
mit Reproduktionsverteilung 9, » und Start in & und Cj, der von den ersten k
Knoten aufgespannte Teilgraph gines nach P, ) verteilten Graphen, so erkennt
man an Definition 2.17 zusammen mit Bemerkung 2.9, dass |C<;| <X T, also fiir
alle m € N

P(|C<i] > m) < P(T > m).

Einen so einfachen Vergleich kann man fiir eine untere Schranke nicht erwarten.
Dennoch lésst sich eine niitzliche Abschatzung finden, die besser wird, je kleiner

die betrachteten Teilgraphen werden.

Lemma 2.19. Ist T}, die Gesamtpopulation eines Galton- Watson-Prozesses mit

Reproduktionsverteilung B, » und Start in k, so gilt

P(|C<| >m) > P(T,,—, > m).

Beweis: Diese Ungleichung ist leicht zu sehen, wenn man eine leicht abgewandel-
te Version des in Abschnitt 2.1.4 vorgestellten Explorationsprozesses betrachtet.
Wie in Abschnitt 2.1.4 ist zu Beginn der Exploration jeder der k£ Startknoten
aktiv. Zusitzlich bezeichnet man m — k nicht aktive Knoten mit verboten, die
iibrigen Knoten starten neutral. Wenn jetzt in einem Schritt des Prozesses ein

zufalliger aktiver Knoten ausgewéhlt wird und den Status inaktiv bekommt,

18



2.2 Galton-Watson-Prozesse

aktiviert man nur alle mit diesem Knoten verbundenen neutralen, nicht verbo-
tenen Knoten. Fiir jeden auf diese Weise aktivierten Knoten setzt man einen
verbotenen Knoten auf neutral, so dass zu jedem Zeitpunkt des Prozesses die
Summe aus aktiven, inaktiven und verbotenen Knoten genau m ergibt. Der Pro-
zess stoppt, wenn keine aktiven oder keine verbotenen Knoten mehr verbleiben.
Da zu jedem Zeitpunkt n — m neutrale, nicht verbotene Knoten existieren, ist
die Anzahl der neu aktivierten Knoten in jedem Schritt binomialverteilt mit
Parametern n — m und p, so dass die Anzahl der aktiven Knoten ein Galton-

Watson-Prozess mit Start in & und Reproduktionsverteilung B, x ist. O

Mit Hilfe dieser Schranken lassen sich jetzt Aussagen tiber die Gesamtpopulation
eines Galton-Watson-Prozesses auf die in dieser Arbeit behandelten Fragestel-
lungen tibertragen. Dwass hat in [Dwa69] die Verteilung der Gesamtpopulation

untersucht und eine alternative Darstellung gefunden.

Satz 2.20 ([Dwa69, Theorem 1]). Bezeichne Py die Verteilung eines Galton-
Watson-Prozesses (Zy,)nen mit Reproduktionsverteilung v und Start in k und sei
(Xn)nen die Familie der Zuwdchse von (Z,)neny wie in Definition 2.15. Dann

gilt fir die Gesamtpopulation T von (Z,)nen:

k
Pk(T:n):ﬁP(XrI—---—i-Xn:n—k).

Beweis: Der Beweis, der hier gegeben wird, ist angelehnt an den Beweis von
[Hof09, Theorem 3.19] und erfolgt iiber vollstandige Induktion iiber n. Fir n = 1
sind beide Seiten der Gleichung nur fiir £ = 1 nicht 0 und

P(T'=1)=P(Z =0)=v({0}) = P(X1 =0).
Gelte die Aussage nun fiir n — 1, so betrachtet man

Po(T = n) = ipk(T — X1 = $)P(X) = s).

19



2 Vorbereitungen

Der Prozess (Z,)nen ist ein Markow-Prozess, so dass
P(T =n|X1=5)=Pers1(T=n—-1),

was zZu

PAT = n) = f;opm_l(T —n— 1)P(X; = 5)

fithrt. Bezeichnet man S, := >7_; X; und wendet die die Induktionsvoraussetzung

an, so ergibt sich

k—1+s

P(S, 1 =n—k—
S (Spo1=n—k—ys)

Pk—!—s—l(T =n— 1) =

und unter der Verwendung der Markow-FEigenschaft des Prozesses (S,)nen

(0.9]

(n—1)P(T =n) = Zo(k —14+s)P(Sp-1=n—k—s)P(X; =5s)
= 3 (k= 1+ 8)P(Sy = n — X\ = 5)P(X; = 5)
— S (k=14 8)P(X1 = 8|S, = n— k)P(Sn = 1 — k)

s=0

(S, =1 — k) ((k—1)+§sp(xlzs\sn:n—k)>

P
= P(Sy=n—k)((k—1)+E(X1|Sy =n — k).

Da der Wert von .5, unabhangig ist von Permutationen der Summanden, ist

1n
E(X1|Sy =n—k) =~ Y E(Xu|S, = n—k)
=1
1n
=~ Y E(Xi|S, = n— k)
T =1
1
= “E(S,| Sy =n — k)
n—=k

Y

n

20



2.2 Galton-Watson-Prozesse

so dass
n—k
PUT =n) = (k=14 2)P(S,=n—k)
k
=—P(S,=n—k),
PS5y =n—k)
was zu zeigen war. ]

In Abschnitt 3 wird eine Abschéatzung der erwarteten Gesamtpopulation von
bestimmten Galton-Watson-Prozessen benotigt, die hier abschliefend hergeleitet
werden soll. Mit Hilfe der Bemerkung 2.14 lasst sich die Gesamtpopulation
T des Prozesses einfacher darstellen als die Summe der Grofien der einzelnen
Generationen:
T=> 7.
t=0
Diese Darstellung erlaubt eine Abschatzung des Erwartungswertes von 7.

Lemma 2.21. Sei (Z])ien ein Galton- Watson-Prozess im Sinne von Bemerkung
2.14, p der Erwartungswert der Reproduktionsverteilung von (Z))ien und Zj = k.
Fir p <1 gilt
ET = k:L
I —p
Beweis: Der Erwartungswert von Z; lasst sich rekursiv angeben, da die Unab-

héngigkeit von X;;;,; von Z] folgende Umformungen erlaubt:

IEZL{-‘v-l =E (E(Z£+1‘Z£))
=E ZOE(ZIZH\Zé - s)ﬂ{z;—s})

=E|Y E (Z Xi1ilZi = 3) ﬂ{Zés})
=1

S:O =

=E|(> Slﬂl{zgs})
s=0

= uEZ,.
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2 Vorbereitungen

Es folgt also mit Z) = k

Damit ist

2.2.1 Galton-Watson-Prozesse mit poissonverteilten Zuwachsen

Zur Vereinfachung der Untersuchung von Galton-Watson-Prozessen mit bino-
miellen Zuwéachsen bietet es sich auf Grund des Poissonschen Grenzwertsatzes

(. B. [Als00])

B, » — Poi) in totaler Variation

an, poissonverteilte Zuwachse an Stelle der binomiellen zu betrachten.

In diesem Abschnitt werden daher Fehlerabschatzungen fiir diese Approximation
sowie fir diese Arbeit wichtige Aussagen tuber Galton-Watson-Prozesse mit

poissonverteilten Zuwéachsen vorgestellt.

Lemma 2.22. Sei X ~ ‘B, , undY ~ Poiy mit A\ = np, so gibt es eine Kopplung
(X", Y") von X und Y, so dass

PX'#Y") <

)\2
n

22



2.2 Galton-Watson-Prozesse

Beweis: Es geniigt, fir X ~ 9;, und Y ~ Poi, eine Kopplung (X', Y’)
anzugeben, in der P(X’ # Y’) < p? gilt, denn seien (X;);cnx und (Y;);cny Familien
von unabhangigen, identisch verteilten Zufallsgrofien mit X; ~ B; , und Y] ~
Poiy, so dass ¥ X; ~ B, , und X", Y; ~ Poiy, und seien die individuellen
Kopplungen (X!, Y/) unabhéngig voneinander gewéhlt, so ist (X7, X/, >, Y/)

eine Kopplung von X7 ; X; und 7' ; Y;, und es gilt

P(ixg¢i1@’) sp( U {X#Y/})

1<i<n
< S P(X] £ Y))
i=1

2
2 _ N
n

< np

Eine passende Kopplung von X und Y ist die maximale Kopplung (s. [Tho00,
Kapitel 1.4]); sie hat folgende Form:

1—p firz =0,y =0
0 firz =0,y >0
P(X/:l',Y/:y): ur r 7y
e?—(1—-p) fire=1y=0
Ble=P firz=1,y >0
y:

Es ist leicht nachzurechnen, dass diese Definition von (X', Y") tatséchlich eine

Kopplung von X und Y ist. Aulerdem gilt

PX'4Y)=1-PX =Y
=1-(1-p)—(pe?)
=p(l—e™)
< p

was den Beweis abschlief3t. O
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2 Vorbereitungen

Dieses Lemma hilft, folgende wichtige Aussage zu beweisen:

Lemma 2.23. Seien T und T die Gesamtpopulationen von Galton-Watson-
Prozessen (Zn)nen und (Z))nen mit Reproduktionsverteilung B, (fir T ) be-
ziehungsweise Poiy (fir T*) mit A\ = np und sei Zy = Z;. Dann gilt fir jedes
mée N

P(T >m)=P(T" > m) + rp.,

mit )
2\ m—1
T < — > P(T" > s).
n =1

Beweis: Kern des Beweises ist es, eine geeignete Abhéangigkeit der beiden
auftretenden Prozesse zu wéahlen. Dafiir betrachtet man in gewissem Sinne die
Versionen der Zuwéchse mit der hochsten Abhéngigkeit, die auch im Beweis
von Lemma 2.22 gewahlt wurde und tiibertragt das dort gewonnene Resultat auf
den gesamten Prozess. Seien (X;);eny und (X);en die Zuwéchse von (Z,,)nen
und (Z))nen, also X; ~ B, ,, und X, ~ Poiy fir alle ¢ € N und zusétzlich so

gewahlt, dass
)\2
n
was Lemma 2.22 erlaubt. Betrachtet man

P(T >m) = P(

P(T* ; m) = P(

>m, T

1"

T>m, T">m)+ P(T >m, T" <m)
T>m,T">m)+ P(T">m, T <m)

Vv

und bildet die Differenz dieser Gleichungen, so ergibt sich
\P(T'>m)—P(T*>m)|< P(T*">m, T <m)+ P(T>m, T" <m).

Tritt eines der Ereignisse auf der rechten Seite dieser Ungleichung ein, so kann

das nur dadurch zu Stande kommen, dass in einem Schritt vor m die Zuwéchse
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2.2 Galton-Watson-Prozesse

der beiden Prozesse nicht identisch waren, also

PIT'>m,T"<m)<PEl<s<m-1: X;=XVi<s X;# X, T >m)

m—1

<Y P(Xi=X[Vi<s, X, # X, T>s)

A\
e,

(X; = XF Vi< s, X, X5T > s)
< Y P(X,#X:T > s)

= > P(Xs # X)P(T" = s)

Das andere Ereignis lasst sich analog behandeln; insgesamt folgt die Behauptung.
]

Um die recht umfangreiche Berechnung des Restterms in einigen einfachen Fallen

spater abzukiirzen, stellt man fest:

Korollar 2.24. In der Situation von Lemma 2.23 ist

P(TZm):P(T*Zm)JrO(?:).

Beweis: Zum Beweis geniigt hier die einfache Abschatzung

oAZml
[rmal < o 2—:1 P(T" = s)

S%Q(W—Uw(m).

n
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2 Vorbereitungen

Im Verlauf der Untersuchung der Grofle der grofiten Komponente eines zufalligen
Graphen korrespondiert im Fall A > 1 das Auftreten der grofiten Komponente
mit dem Uberleben der Population in dem zum Vergleich herangezogenen Ver-
zweigungsprozess. So wird der Explorationsprozess, der in zuféllig gewahlten
Knoten des Graphen startet, etwa mit der Wahrscheinlichkeit des Uberlebens
der Population des Verzweigungsprozesses die grofite Komponente des Graphen

erforschen. Dieses Ergebnis kommt zum Beispiel in Satz 3.6 zum Ausdruck.

Lemma 2.25. Sei (, die Uberlebenswahrscheinlichkeit eines Galton- Watson-
Prozesses (Zt)ien mit Reproduktionsverteilung Poiyx, A > 1 und Zy = 1. Dann

qilt

1-C = e A,

Beweis: Sei X; die Anzahl der Nachkommen des ersten Individuums. Jeder
dieser Nachkommen starte dann einen eigenen, von den anderen unabhangigen
Galton-Watson-Prozess mit Gesamtpopulation T;, 1 < ¢ < X;, wie es die
Darstellung aus Bemerkung 2.14 erlaubt. Dann lasst sich die Gesamtpopulation

des Gesamtprozesses darstellen als

X1
T=1+)T,
=1
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2.2 Galton-Watson-Prozesse

woraus sich folgern lasst

1 — ¢ = P(T < )
— P37 < )
=1

1=

I
8

J
P(YT; < oo | X1 = j)P(Xy = j)
i=1

<.
I
o

Il
8

P(V1<i<j: T, <o0)P(X;=j)

j=0
= > (1 -G
=0 J:
— e 210
_ G
was zu zeigen war. L]

Um Aussagen iiber einen typischen Verlauf des Prozesses machen zu konnen, steht
das folgende Lemma zur Verfiigung, das die Wahrscheinlichkeit eines Aussterbens
einer groflen Population durch eine exponentiell in der Grofle fallende Schranke

begrenzt.

Lemma 2.26. Bezeichne T' die Gesamtpopulation eines Galton- Watson-Prozes-
ses (Zi)ien mit Reproduktionsverteilung Poiy fir A > 1 und Start in k. Dann
gibt es C' > 0 und I > 0, so dass fiir alle m € N

Pm < T <o0) <Ce ™,

Beweis: Nach Definition der Gesamtpopulation 7T ist T = n aquivalent zu
Zn=0N Z; >0 fir alle : < n. In diesem Fall ist 0 = Z,, = Zyp — n + X" | X;.
Der Satz von Cramér (z. B. [OV05, Theorem 1.1]) liefert dann fiir ein geeignetes
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2 Vorbereitungen

I >0 wegen EX; =\ > 1:

P(m < T < o0) = gmp(:r )
< Emp(ixi —n—k)
< ngém P(zn:lXi <n)
< S o
- 6_mll —1ef’
was das Lemma beweist. U

Zum Schluss der allgemeinen Untersuchungen von Galton-Watson-Prozessen
mit poissonverteilten Zuwachsen erhéalt man durch die Anwendung von Satz
2.20 eine Abschatzung der Verteilung der Gesamtpopulation im kritischen und
subkritischen Fall.

Lemma 2.27. Sei 0 < A < 1 und T* die Gesamtpopulation eines Galton-

Watson-Prozesses mit Reproduktionsverteilung Poiy. Dann gilt

1 1
e Tene I <P(TF=1t) < e I

M\ 27t3 W 2nt3

mit
Lh=X—1—-1InA\.

Beweis: Satz 2.20 erlaubt die Umformung

PUT" = 1) = 1130%@ )
LAy,

Tt

1tt —t _—1I)t

:;Ee e

28



2.3 Tailabschéitzungen der Gréfe der ersten Komponente

Die Stirling-Formel liefert

t\?! t\t .
V27t () <t < V2rt () ez,
e

€

was die Behauptung zeigt. ]

2.3 Tailabschatzungen der GroBe der ersten Komponente

Eine bedeutende Hilfsgrofle, die in den Beweisen in Kapitel 3 verwendet wird,

ist die Anzahl der Knoten in groffen Komponenten
Ly o = #{U eV : ‘C(U)‘ > k}
= ;::1 L{i0( >k}

da sie einen leichteren Zugang zur Grofle der grofiten Komponente ermoglicht.
Fiir alle & < |Chax| ist Z=g > [Chiax| und fiir & > |Chax| gilt Zop = 0, so dass

|Chax| > k<= Zop > k<= Z-; > 0.

Die erwartete Anzahl der Knoten in groflen Komponenten [E),Z-; liefert einen

guten Ansatz, um das Verhalten von Z-, zu verstehen, und wegen
n
ExZsr =Ex > Lycy 5k
v=1

= nPA(‘C(1)| > k),

ist eine Untersuchung der Tails der Grofie der ersten Komponente, also des
Verhaltens von Py\(|C(y)| > k), fiir groBe £ hilfreich. Diese wird im folgenden
Abschnitt durchgefiihrt.
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2 Vorbereitungen

2.3.1 Der superkritische Fall: \ > 1

Lemma 2.28. Set A > 1 und k, = K Inn fir ein hinreichend groffes K, dann
15t

P(|Cy| > kn) =G+ O (%) :

Beweis: Der Beweis ergibt sich aus dem im vorigen Abschnitt behandelten
Vergleich der Grofle der Zusammenhangskomponenten in einem zufalligen Gra-
phen mit der Gesamtpopulation eines Galton-Watson-Prozesses mit geeigneter
Reproduktionsverteilung. Sei also T} die Gesamtpopulation eines Galton-Watson-

Prozesses mit Reproduktion gemaf einer Poissonverteilung mit Parameter .

Fur die obere Schranke liefert Lemma 2.23 zusammen mit Lemma 2.26 fur
Ly=X—1—1In\
und K > I, %
kn
P(|ICny| > kn) < P(T\ > k,) + O <n>
kn
:P(TA:OO)+P(kn<T)\<OO)+O<n>
kn
<aro(hn) o)
n
kn
arolt)
n
wie gewiinscht.

Fiir die untere Schranke betrachtet man analog fiir A, = A\(1 — )

kn
P(|Cy)| > ky) = P(Ty, > k,) + O ()

n
kn
=@, +0 () :
n
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2.3 Tailabschéitzungen der Gréfe der ersten Komponente

Lemma 2.25 hat gezeigt, dass ¢, die Gleichung F'(\, () := 1\ — e = 0 16st.
Die Ableitung dieses Ausdruckes nach der zweiten Komponente verschwindet an
keiner Stelle (A, () fiir A > 1, denn

d

—F (), =X M —1
dy ( y)'y—CA ‘y—CA
=A1-¢)—1
und mit Hilfe von Lemma 2.25
1
M1=C)=1=0&G=1-1
1
= X = 61_)\
=1 =N

Weil el 225 1 und
d

a)\el_A = (1-X)el™ <0

ist diese Gleichung aber fiir kein A > 1 erfiillt. Der Satz tiber implizite Funktionen
[Heu00, Satze 169.11f] liefert unter dieser Voraussetzung die Differenzierbarkeit
der Funktion A — () und damit ¢, = (\ + O (%") O

2.3.2 Der subkritische Fall: \ < 1

Uber den Vergleich mit dem im Abschnitt 2.1.4 hergeleiteten Explorationsprozess
lassen sich gute untere und obere Schranken fiir die Tails der Verteilung der

Grofle der ersten Komponente im subkritischen Fall angeben.

Korollar 2.29. Fir \ < 1 ist fiir jedes k € N die Ungleichung
1
P(Coy| > K) < et

erfillt, mit [y =X —1In X — 1.
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2 Vorbereitungen

Im Kapitel 4 wird eine leichte Verallgemeinerung dieses Korollars fiir eine
Abschéitzung benotigt, die an Stelle der vorhergehenden Aussage hier bewiesen

wird.
Lemma 2.30. Fir \ <1 ist fiir alle k,m € N mit m < k
P)\(‘Cgml > kﬁ) < e—k:],\—mln)\

mitIA:)\—ln)\—l.

Beweis: Ruft man sich in Erinnerung, dass die Grofle des von den ersten m
Knoten aufgespannten Teilgraphen gerade die Zeit des ersten Nulldurchgangs
des Explorationsprozesses mit Start in m ist (Bemerkung 2.9) und verwendet
die abkiirzende Schreibweise p = %, so kann man mit Hilfe von Lemma 2.12

folgende Abschétzung vornehmen:

P\(|C<m| > k) < PA(S), > 0)

<P
< P(B(n—m, (1= (1=p)*) >k—m),

wenn B(n,p) eine unter P wie ‘B, , verteilte Zufallsgrofle ist. Wegen

1— (1—p)k‘ = 0 und pk‘ =0,
p=0 p=0
sowie
La—a—ph=k1-p
dp D = p
d
<k=—(k
< dp( D)

ist 1 — (1 — p)* < kp fiir alle p € (0,1) und k € N, so dass

P(B(n—m,(1— (1 —p)*) >k —m)< P(B(n,kp) >k —m).
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2.3 Tailabschéitzungen der Gréfe der ersten Komponente

An dieser Stelle benutzt man die exponentielle Markow-Ungleichung und die

einfache Ungleichung

14+x<e”

um zu zeigen:

>k < min e (k—m)t tB(n,kp)\"
P(B(n,kp) > k—m) < min e (Ee )

— . —(k—m)t 1 — t\"
min e ( kp + kpe )

< mip o~ (k=) (1 _ £\
< mine (1 kp+kpe)

. —(k— t_
< min e (k m)tenkp(e 1)
teR+

. P— -_— t_
— min e k(t—M\(e 1))+mt.
teR*

Insbesondere ist damit fiir t = —In A > 0

P(|Capm| > k) < e HEmA=Me A1) —mIn X

_ e—kzb\—mln)\

9

was das Lemma beweist. L]

Fiir die untere Schranke steht mit Lemma 2.19 ein nicht ganz so starkes Hilfsmittel
fir die Abschitzung bereit. Dementsprechend erhélt man fir diese nur eine

Aussage fiir grofle k.

Lemma 2.31. Fir jedes € > 0 gibt es ein K € N, so dass fiir alle k > K

—(I,+e)k L
‘ +O () ,

1
)\7”1 — e~ (I, te) n

B(IC)| > k) 2

mit \, = )\”T’k.
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2 Vorbereitungen

Beweis: Sei hier T} unter P verteilt wie die Gesamtpopulation eines Galton-
Watson-Prozesses mit Reproduktionverteilung Poiy, so liefert Lemma 2.19 zu-

sammen mit Korollar 2.24

k
P(Cyl > ) = P(T3, > 1) +0 ().
Uber das Lemma 2.27 lésst sich eine untere Schranke fiir diese Wahrscheinlichkeit

angeben:

P(Iy > k)= > P(I} =1i)
" i=k+1 "
1 & 1

> — —e
A\ i:%l V273

Da i 2 langsamer als exponentiell fallt, gibt es fiir jedes € > 0 ein K € N, so

dass fur alle 1 > K

1 —E&l
v 213 =
Fur k£ > K ist dann
1] = 1 I >
i e_ An? > e (I)\n+5)7’
An i:%l V23 An izzk;i-l

was zu zeigen war. O

SchlieBlich wird hier noch eine obere Schranke fiir die erwartete Grofle der ersten
Komponente angegeben.

Korollar 2.32. Fir A < 1 ist

E < —.
AWl =1
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2.3 Tailabschéitzungen der Gréfe der ersten Komponente

Beweis: Sei T' die Gesamtpopulation eines Galton-Watson-Prozesses mit Start
in 1 und Reproduktionsverteilung B, ». Das Lemma 2.18 ermdéglicht zusammen

mit Lemma 2.21 die Abschéitzung

E <ET=-——.
AC| < T

2.3.3 Der kritische Fall: \ =1

Lemma 2.33. Fir A\ =1 ¢ibt es Konstanten cy,co > 0, so dass

c
=< Pi(|Cyl = k) <

vk NG

Beweis: Fir den Beweis der oberen Schranke vergleicht man wie oben erlautert
die Grofe der ersten Komponente des zuféilligen Graphen mit der Gesamtpo-
pulation eines Galton-Watson-Prozesses mit Reproduktionsverteilung Poi; und
Start in 1. Die Abschatzungen in Bemerkung 2.18 und Lemma 2.23 liefern
P(|Cy| =2 k) < P(T* > k) + T,

mit

9 k

71 < - S P(T" > s).
s=1

Um die gewtiinschte Schranke zu erreichen, betrachtet man zunéachst mit Hilfe
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2 Vorbereitungen

von Lemma 2.27

Pl(T* > S) = ZPI(T* = t)
t=s
© 1
<
_t;s 273
1 joo 1
< — dt
= 27T/s (t—1)3

—_

w
ﬂ b
3
V)
|
—_

2

IA

@0

fiir ein geeignetes C' > 0. Fiir die Abschitzung des Restterms fithrt dies zu

M=
BS

[P i| < (T > )

VA
Il
—_

IN
NI 3
Nk

1
Tsla

IN
Q
.
—_
o
V)

[
i =~
\Q3\<33

ol

|

H

|
>

da k < n. Ingesamt ist mit co = 5C' die Ungleichung

Co
P (|Ch| > k) < —
1([Cry| > )_\/E

erfullt.

Fir den Beweis der unteren Schranke wird Lemma 2.19 zusammen mit Lemma

2.23 und der gerade hergeleiteten Abschatzung von |r, ;| herangezogen, um fir
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2.3 Tailabschéitzungen der Gréfe der ersten Komponente

k <rn3 und A, = 1 — rn~3 die Abschétzung

zu erhalten. Verwendet man wieder Satz 2.20 fiir eine Umformung des ersten

Summanden, so ergibt sich

P (T" 2 k)= > P, (T" =)

t=k

== Z *POZ.t)\n(t — 1)
t=k
f: E(Ant)t_l At
izt (t—1)!
<1 ¢t

— - At_l —(A\n—1)t
Lo e
1 L -1y

=Y —Poiy(t —1)—e VM
i An

>N P(TF = t)e Bt
t=k
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2 Vorbereitungen

mit [y = A —In A — 1. Anwendung des Lemmas 2.27 fithrt dann zu

% 1
P (T*>k) > ;Pl(T* = t)e It

n

t=Fk
00 1 1
> > e e Dl
= 2mts
t=k T
2k
1 L It

Wegen

fir 0 <z <1ist

I =M\ —1—In(1—(1—\,))

1—X\,)?
SN TPEPE LY
1 2
= —/]“27’2/757
2

so dass fiir k < rni die Ungleichung

1
> _
— 8" \/mVEk
und
1 1 4C\r
P|Cy| > k) > _
1(ICw| = )—Ser?’ﬁ L ol
c1
>77
T Vk
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2.3 Tailabschéitzungen der Gréfe der ersten Komponente

mltClzﬁ—ZlC\/F U]

Lemma 2.34. Es gibt ein K > 0, so dass

Beweis: Die im Fall A # 1 erfolgreiche Abschatzung iiber die stochastische
Dominiertheit durch einen Galton-Watson-Prozess mit binomieller Reproduk-
tionsverteilung liefert fir A = 1 die Schranke E;|C(y)| € O (y/n), ist hier also

nicht stark genug. Deswegen betrachtet man Umformung

Xn(A) = EXCy|

- E/\ Z ﬂ{vwl}
v=1

= P/\(U<—> 1)-|—1
v=2

=(n—1D71,(\) +1

mit
Tn(A) := Py(1 e~ 2).

Ziel der folgenden Ausfiihrungen ist die Herleitung einer hinreichend scharfen

oberen Schranke fiir 7,,(1). Fur ihre Herleitung stellt man zunéchst fest, dass

A A -l
) (=3)
EC{(i,j)e{l,..,n}? : i<j} \TV n

T(A) = >
ein Polynom von Grad kleiner als n? in \ ist und deswegen differenzierbar.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erlaubt deswegen eine

Darstellung von 7, (1) der Form

To(1) = 1o(N) + /)\1 7 (a)da
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2 Vorbereitungen

fir jedes A € (0,1). Das folgende Lemma 2.35 zeigt fiir die Ableitung von 7, fiir
jedes a € (0,1) die Ungleichung

2 C 1

() < andxa(1) + ZnF to () |

a n

Mit dieser Abschétzung ergibt sich mit Hilfe der Umformung

Xn(A) = (n — 1D)1(X) + 1
a(A) —1
& () = e -1
n—1
und Korollar 2.32 die Abschétzung
1
(1) = (N + [, Th(@)da
1 s C 1
< 1,(N) +/)\ an” 3x(1) + —nito (n) do
A 2 C . 1
< 1—A e —n"3 —1].
_(n—l)(l—)\)+( )(an X(l)-l—an +(9< >>

n

Wihlt man A =1 —n"3 und a = %, so wird dies fiir ein geeignetes C’ > 0 zu

l—n3 1

(1) < —+ —n" My, (1) +2Cn "3 ()
T()_(n_l)n3—|—2n Xn(1) +2Cn +o
» 1 1
<Ot a7 (n = Dm(1) +1) +o ()
n

1 1

<On iy ln1)+ — (

C'n™3 + T()+2n+(’) -

Diese Ungleichung ist schliellich aquivalent zu

2 1 1
(1) <2C'n75 + — 4o () :
4n n

Dies ist fiir den Abschluss des Beweises scharf genug, denn
Xn(A) = (n—1)1,(N\) + 1

1
<20'n5 + 1 +o(1).
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2.3 Tailabschéitzungen der Gréfe der ersten Komponente

Wiéhlt man K grofl genug, so folgt die Behauptung. ]

Lemma 2.35. Fir A < 1 gibt es ein C > 0, so dass fir jedes a € (0,1)

ot ) 10 2

W=

qgilt.

Beweis: Nach Definition ist

() = lig AT E) Z ()
e—0 £

Sei G\ ~ P, . Wéhlt man P als die Kopplung der Graphen (G, )ac(0,1], in
der fir jede Kante (s,t) eine auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsgroie Uy existiert,

unter der
st (s,t) € E(Gpy)
A
-~ Ust < )
n

so erkennt man, dass 7, in A monoton wachsend ist. Im Folgenden wird 2 <+, 2
geschrieben, wenn die Knoten ¢ und j im Graphen G, \ verbunden sind und

analog ¢ «~) 7, wenn sie in G,, » kommunizieren. Damit ist

Tn()\ + E) — Tn(>\> = P(1 MG 2) — P(l sy 2)
= P(1 evoyge 2,1 ¢y 2).

Da dieses Ereignis nur eintritt, wenn eine Kante (s,t), die die Verbindung

zwischen 1 und 2 komplettiert, zwischen A und A + ¢ entsteht, gilt
P(1 evsyge 2,1 «yfoy 2)
SP(HS,tE{l,...,n} : 1MAS,twA2,SHA+5t,1%)\2)

< Y Pl ey 8,8 ey 2,8 6oppe t, 1 sy 2).

s<t=1
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2 Vorbereitungen

Fiir eine solche Kante (s, 1) gilt

P(l ey S, T ey 2,8 e t,l 9\7@)\ 2)
:P(l I I AR SN IR SN A | %)\2 ‘ 8%/\ t)P(S <7§)\ t).

Unter der Bedingung s <4, t hingt dann s <»),. t nicht mehr von den {ibrigen

Ereignissen ab, so dass

P(l w8, T ey 2,S<—>)\+€t,1%)\2‘S%At)P(S%)\t)
ZP(S <—>)\+5t‘8%)\ t)P(S <7§)\ t)
X P(1 ey 8,1 ey 2,8 40aqe t, 1 ooy 2| 5 45 ¢)

A -1
:i (1—) P(l e S,tw)\Q,S(—)/\+5t,1%)\2).

n n

Daraus lasst sich schliefien:

1 N oo
TZL(A):<1—> Yo Pyl e 5,8 ens 2,1 «ybs 2)

n n s<t=1
1 AN\

< — (1 — ) > k) (1{1ws}1{tw2}1{1%2})
n n s<t=1
1 A\ !

<- (1 - =) Ex(ICulICe)| 1)

Kennt man nun die Grofle der ersten Komponente, so liefert Bemerkung 2.8

fiir zufallige Graphen eine Verteilung des Graphen ohne diese Komponente, so
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2.3 Tailabschéitzungen der Gréfe der ersten Komponente

dass

CoyllCra|L1opay)

(Z IC<2>\1{1«7@2}1{0<1>|=1})
z

Ex (Bx (ICo) L aoray Lc = L pesar Loy -1))

M= 1L m M:

LBy (Lieoy Loy =y B (1C@) L pasey Licy =)

N
I
_

n—1
LE (Lapy Lic =) Xnt(A——)

n—I

IPA(IC)| = Dxn (M)

I
M=

T
I

[\
Mz

N
|
—_

Zur Abschatzung dieser Summe unterscheidet man zwischen den kleinen und den
grofien Werten von [. Dazu wahlt man ein a € (0, 1) und betrachtet zunéchst die

Summe mit Indizes kleiner als a®n3. Fiir solche [ ist der Fehler der Abschétzung

vergleichsweise klein, so dass man hoffen kann, in diesem Teil der Summe nicht
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2 Vorbereitungen

zu grofle Fehler zu begehen:

IS}

3

TS
S

|
o~

IS

3

[SS1N

1 n I—

— ()Y SR =)

o~

— ()Y SR =)

An dieser Stelle liefert Lemma 2.33 zusammen mit dem oben bereits verwendeten

Integralvergleich die Existenz einer Konstante C' > 0, so dass

2

2 an

W)Y BICH 2D < um Y O

1=1 1=1 i

3
[SS1N
o

C ja®n3 1 .
<X(1)2/0 —=di

7
= Xn(l)Ccm?,

[SS1N]

was einen der in der Behauptung geforderten Terme darstellt.

Fiir Indizes die nicht kleiner als a®n3 sind, erlaubt Korollar 2.32 zusammen mit

1 n n
— < —
1—)\"7_[ (1—)\)n+)\l_l
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2.3 Tailabschéitzungen der Gréfe der ersten Komponente

folgende Umformungen:

n n—1 n n—1
Y. IP(|Cw| = l)Xn—zO\T) < Y IR(Cw = l)Xn(AT)
l:aQn% l:a2n%
n 1
< IP\(|Ciiy| =1
2yl =0
<n > DP(Cyl=1)
lzaQn%

Hier folgert man analog zur obigen Argumentation mit Hilfe von Lemma 2.33

)

win

nPy(|Cipy| > a*n3) < nPy(|Cipy| > a®n

Damit ergibt sich die Behauptung. [
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3 Das Erscheinen der groBten Komponente

Ein bemerkenswertes Phanomen beim Betrachten des G(n, p)-Modells zufélliger
Graphen ist die abrupte Veranderung der asymptotischen Grofle der grofiten

Komponente des Graphen, wenn A = np um 1 herum variiert.

Ist A < 1, so sind die grofen Komponenten des Graphen klein gegen seine
Gesamtgrofle. Satz 3.1 zeigt hier eine Groflenordnung von Inn. Fir A = 1
wachst die grofite Komponente mit positiver Wahrscheinlichkeit deutlich schneller,
namlich so wie n%, wie in Satz 3.13 gezeigt wird. Erst im Fall A > 1 nimmt die
grofite Komponente einen signifikanten Anteil der Gesamtgrofie des Graphen
ein. Setzt man das Auftreten einer Komponente mit Groflenordnung n mit
dem Uberleben eines dhnlichen Galton-Watson-Prozesses mit poissonverteilten
Zuwachsen gleich, so erbt dieses Modell also in gewissem Sinne damit iiber
die in Abschnitt 2.2.1 beschriebenen Mechanismen das bekannte (z. B. [Als02])
Verhalten dieses Verzweigungsprozesses nur im superkritischen Fall eine positive

Uberlebenswahrscheinlichkeit zu haben.

Dieses Verhalten von zufélligen Graphen wurde erstmals in [ER60] und [ER61]
untersucht. In diesem Kapitel soll dieses Phdnomen an Hand schwacher Gesetze
der groflen Zahlen im Fall A # 1 dargestellt werden. Fiir A = 1 gilt kein solches
Gesetz; stattdessen wird eine Abschitzung der Wahrscheinlichkeit einer Grofie
der grofiten Komponente im Bereich ns gezeigt. Die Beweise sind an das Vorgehen
in [Hof09] angelehnt.
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3 Das Erscheinen der gréfiten Komponente

3.1 Der subkritische Fall: \ < 1

Wie man durch den Vergleich mit den oben genannten Verzweigungsprozessen

erwartet, gilt fiir die grofite Komponente eines zufalligen Graphen im Fall A < 1

| Cnax|

n

— 0.

Tatsachlich liefert erst eine Skalierung mit Inn einen nicht trivialen Grenzwert.

Satz 3.1. Fur A<l und Iy =X—1—1In\ gilt
| Crnax|

Inn

— I;Y stochastisch.

Wesentlicher Bestandteil des Beweises hier und im Rest des Kapitels in die
Untersuchung der Anzahl der Knoten in grofen Komponenten Z.;. Wie bereits

in der Einleitung zu Abschnitt 2.3 erwéihnt, erlaubt die Aquivalenz
|Chax| > k<= Z-1, >0

einen leichteren Zugang zu der schwerer zu untersuchenden Groflie |Chax|. Um
Aussagen tiber Z-; herzuleiten, verwendet man die leichte Darstellbarkeit von

[E)Z~) durch die Tails der Grofle der ersten Komponente via
E\Zsp = nPA(\C(1)| > k),

die in Abschnitt 2.3 mit Hilfe der Methoden aus Kapitel 2 untersucht wurden.
Technisch zerféllt der Beweis des schwachen Gesetzes der grolen Zahlen in diesem

Fall in die beiden Lemmata.

Lemma 3.2. Fiir jedes a > I, " ist

lim P\ (|Chyax| > alnn) =0.

n—oo
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3.1 Der subkritische Fall: A < 1

Beweis:

Die Ungleichung von Markow zusammen mit der Abschatzung aus Korollar 2.29

liefert fur k = alnn

P\(|Crax| > alnn) = P\(Z=qn > 0)
S ]E)\Z>alnn
=nP\(|Cy > alnn)

e—ab\ Inn

<

> =

e—(ahfl) lnny

>l 3

was wegen a > I, ' und somit aly — 1 > 0 gegen 0 strebt. O

Lemma 3.3. Fiir jedes a < I, ' ist

Jim Py(|Chax| < alnn) = 0.

Die Abschétzung der Wahrscheinlichkeit Py(|Cpax| < alnn) in diesem Lemma er-
folgt mit Hilfe der Ungleichung von Tschebyschow tiber eine Varianzabschéatzung

fir die Zufallsgroe Z-j. Diese Abschatzung wird hier vorgezogen.

Lemma 3.4. Flir jedes € > 0 gibt es ein K € N, so dass fur jedes k > K

1 e—(b\—s)k
Var )\Z>k S nxm

Da ein Zwischenschritt aus dem Beweis dieses Lemmas im spéiteren Abschnitt

3.3 noch einmal Verwendung findet, zeigt man zunéchst:

Lemma 3.5. Fir jedes A > 0 gilt

Var )\Z>k < n]E/\‘C(l)M{\C(l)bk}-
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3 Das Erscheinen der gréfiten Komponente

Beweis: Nach Definition ist
Var Z. = Var > Liic, >k}
v=1

= > P\(|Cu| >k, |Cy| > k) — PA(|Cy)| > E)PA(|C 5| > k)

1,7=1

= > P(|Cu| >k, |Cj)|l > k) — PA(|Ciy| > k)PA(|Cy| > k)

i.j=1

= > P\(|Cu)| >k, |Cjy| > k,i ot §) = PA(|Ci)| > E)PA(|Cj| > k)

ij=1
+ 'Zl P)\(|C(i)| > k, |C(j)‘ > k1 e j)
i,j=
Um die Abhéngigkeit der Ereignisse {|C(;)| > k} und {|C(;)| > k} in den Griff zu
bekommen, verwendet man im Fall ¢ «4 j das Dualitatsprinzip aus Bemerkung

2.8, so dass

Py(|Cw)| > K, |Cjy| > ki« g)

> BCyl >k | Cwl =L e H)PA(ICG] = 1,i e j)
=k+

< Ek:lPA(\C(j)\ > k)P\(|ICi| =1)
_|_

= P\(ICp)| > £, |Cyl > k).

o~

Damit ist

Var Z-;. < Z P)\(‘C(i)‘ > k, ‘C(j)| > ]{1)

ij=1

= 2 BllCl >k, € Cp)
1,]=

= L Ealgcgion 2 Lieci)
1= =

= ;]EA\C@)W{|C(”|>/€}

= nEx|ColLycy >4
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3.1 Der subkritische Fall: A < 1

]

Beweis von Lemma 3.4: Ausgehend von der vorhergehenden Aussage ergibt

sich
Var Zs, < nEx|CyylL{icy k)

=n > IP(Cyl=1)
I=k+1

<n) (I+1)P\(Cu| >1)
i=k

n 1

<nS(I+1)ce D
I=k A

wegen Korollar 2.29. Fiir jedes € > 0 gibt es dann ein K € N, so dass fiir alle

[ > K
1

)\(l +1) < e,
Damit gilt
1 Z(l + 1)€_I)\l S Z 6—(1)\—5)1
A=k I=k
6_(I>\_€)k
T 1 _ (e

Beweis von Lemma 3.3: Der Beweis dieses Lemmas verwendet die Unglei-

chung von Tschebyschow fiir die Abschatzung von

P)\(lcmax’ < alnn) = P)\(Z>alnn = 0)

S P/\(‘Z>alnn - ]E)\Z>alnn| < ]E)\Z>alnn)
< Var)\Z>alnn
- E§Z>alnn
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3 Das Erscheinen der gréfiten Komponente

Sei nun € > 0. Korollar 2.29 und Lemma 3.4 liefert die Existenz eines N € N so,
dass fir alle n > N

e—([,\—a)alnn

Var Z- giun < nm
und ExZsamn = nPr(|Cyy| > alnn)

1 e—(],\+e)alnn

Mit Hilfe dieser Ungleichungen folgt

Var y\Zsamn _ A2 e"(hmejalnn 1 o=(lite)

E§\Z>alnn — n e 2(te)alnn 1 _ o—(Ii—¢)

_ 7([)\+6)
_ 21 € e(I,\+3s—1)alnn

"1 — e (Ih—e)

+o (1)

Wahlt man ¢ klein genug, um
(])\ + 38)@ <1

sicherzustellen, was wegen a < I, ' moglich ist, so strebt dieser Ausdruck mit

wachsendem n gegen 0. O]

Beweis von Satz 3.1: Der Beweis ist mit den Lemmata 3.2 und 3.3 erbracht,

. 1 _
7”}1—%10 Py (|1nn‘cmax| — 1 > 5)
< Jim Py(|Cax| < (1" =€) Inn) + lim Py(|Crax| > (I + ) Inn)

=0,

denn fiir jedes € > 0 ist

was zu zeigen war. [l
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3.2 Der superkritische Fall: A > 1

3.2 Der superkritische Fall: A > 1

In diesem Abschnitt wird der superkritische Fall untersucht. Der Galton-Watson-
Prozess mit Poi) hat eine positive Wahrscheinlichkeit () nicht auszusterben,
was ebenfalls — nicht {iberraschend — die relative Anzahl Knoten in der grofiten

Komponente ist.

Satz 3.6. Sei A\ > 1 und {, die Uberlebenswahrscheinlichkeit eines Galton-

Watson-Prozesses mit Poiy-verteilten Zuwdchsen. Dann gilt fiir jedes € > 0

_ 1
nhﬁrgo P)\ ('n|cmax‘ - C)\

>5>=O.

Statt diesen Satz direkt fir |Cpax| zu zeigen, wird wie im subkritischen Fall

zunachst die Anzahl der Knoten in groflen Komponenten

n
Zsp, = 21 L4000 >kt
V=

untersucht und das Gesetz der groflen Zahlen fir Z.; klassisch iiber eine

Varianzabschatzung und die Ungleichung von Tschebyschow bewiesen.

Um aus einem schwachen Gesetz der groflen Zahlen fiir Z-; auf ein solches fiir
|Cinax| schliefen zu konnen, ist es notig zu zeigen, dass sich Z~; und |Ciax| nur
mit kleiner Wahrscheinlichkeit voneinander unterscheiden. Falls es mehrere grofle
Komponenten im Graphen gébe, so ware Z-;, wenn k klein genug ist um die
groBen Komponenten zu erfassen, wesentlich groBer als |Cpax|. Um diesen Fall
auszuschlieBen, zeigen die folgenden zwei Aussagen, dass es nur mit exponentiell

kleiner Wahrscheinlichkeit zwei Komponenten der Grofienordnung n gibt.

Lemma 3.7. Sei A > 1 und lim,, . k, = 00. Dann existieren fiir jedes av < ()

ein C' >0 und ein J >0, so dass

Py(k, < |Cyl < an) < Ce a7,
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3 Das Erscheinen der gréfiten Komponente

Im Beweis verwendet man die Darstellung von |C(;)| durch den Explorationspro-
zess S; aus Abschnitt 2.1.4. Weiter benotigt man eine Aussage iiber S, die in
leicht allgemeinerer Form im Kapitel 4 noch einmal verwendet wird. Sie wird

deswegen hier vorgezogen.

Lemma 3.8. Fiir A > 1 und a < () gibt es ein 6 > 0, so dass fiir den

Ezplorationsprozess (Si)ieny mit Start in m Knoten fir alle t < an

P\(S; = 0) < e (tHmis.

Beweis: Fiir ¢t < an stellt man zunéchst Py(S; = 0) mit Hilfe von Lemma 2.12
dar:

P\ (S, =0)="8 )t+m(t+m)

n—m,l—(l—%

SP)\(XSt—i—m),

fiir eine Zufallsgrofe X ~ B, ;. 24, Um hier eine obere Schranke mit
Hilfe der Chernoff-Schranke (z. B. [Hof09, Theorem 2.18]) angeben zu koénnen,
benotigt man eine Abschitzung von EX. Fir jedes o < ( gibt es ein § > 0, so

dass

l-da<e™<1l—(1+0)ea
Es folgt

EX :n(l —e-W”)
t+m

<n(l—(1-A
<n(l—(1-A—

)

= At +m)
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3.2 Der superkritische Fall: A > 1

und

EX =n (1 - e—W’”>

t
> (14 5) "
n

= (14 9)(t+m).
Damit liefert die Chernoff-Schranke die Abschatzung

P\(S;=0) < Py (X <t+m)
< P (X <EX —6§(t+m))

1
S exp <_52(t ‘|‘ m)2m>

52(t—l—m)>

= exp <_ 3

was zu beweisen war. (]

Beweis von Lemma 3.7: Es gilt |Cy)| = min{t € N : S; = 0} und damit

PA(k, <|Cyl <an) = > BP\(|Cu|=1)
t=kn+1

< % PA(S: = 0).

t=k,
Lemma 3.8 liefert mit m = 1 dann

52

P)\(St S 0) S 67ﬁ7

25



3 Das Erscheinen der gréfiten Komponente

flir ein kleines 6 > 0. Abschlieflend ist, wenn J = % > (0 gewahlt wird,

P)\(kn < ‘C(l)’ < cm) < Z P)\(St = O)

t=k,

was zu zeigen war. [l

Korollar 3.9. Fir a < (), und k, = KInn mit hinreichend grofiem K gibt es

ein 0 > 0, so dass

P)\(HU ok, < |C(v)‘ < om) eO (n_5> )

Beweis: Die Markow-Ungleichung liefert

Py\(Fv : Kk, <|Cu)| < an) = P\(Zsk, — Zsan > 1)
< E(Zsk, — Z>an)
= nP\(k, < |Cpyy| < an)
<nCe ™ c® (n_‘s) ,

fiir K grof} genug. [

Lemma 3.10. Fir jedesn € N und 1 < k <n ist

Var (Z-;) < (Mk + 1)nk.

Beweis: Zunéachst stellt man fest, dass fiir

<k = 21 L <k
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3.2 Der superkritische Fall: A > 1

gilt Z<p = n — Z-; und deswegen
Var (Z<i) = Var (Z=p).
Die Betrachtung von Z<; ergibt in dieser Situation eine leichtere Abschétzung.

Schreibt man die Varianz aus und teilt die Summe dann auf nach verbundenen

und nicht verbundenen Knoten, so erhalt man

Var (Z<;) = Var (2:1 L, l<ky)

= > P\(|Cu»| <k [CHl < k)= P(|Ch| < k)P(CH)| < k)

1,7=1
= 32 P(IC1 < k[l < ki o ) = BCu] < HA(CH < F)
1,]=
foWQMSKMM§hmMﬁ
i,j=

Fir ¢ «~ j ist natiirlich C;) = C;), so dass der letzte Term leicht zugénglich

ist:

n

> Py(ICu| <k [Ciyl < ki o ) = 30 P(IC(] < kyi oo )

1,j=1 i,5=1

:aEmmwmﬁhmﬂ
1= j=

= ;E(]l{|0(i)|<k}|0(i)|)

= nk.

Da alle auftretenden Wahrscheinlichkeiten positiv sind, kann man zur Betrach-

tung des ersten Terms die Summanden mit Hilfe der Definition bedingter Wahr-
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3 Das Erscheinen der gréfiten Komponente

scheinlichkeiten umschreiben zu
PA(ICw)| < k,|CG)l < ki o j)
:IEP)\(‘C(M =1L |Cpl < ki j)
:IZZ_J (PA(]C(Z-)\ =) Pu(i o~ 5 | |Ciy| = DPA(ICp| = 1)
(i o j | 10| = DPA(ICH | < K [1Cw] = 1,i 5 j)

k—1
< l_zl P\(|Cx| = DPA(ICy| < k| |Cayl =11« j).

Die Verteilung der letzten Faktoren ist mit der Bemerkung 2.8 zugéinglich. So
1st
Par(|Ciyl S k| |Ciyl = 1i s j)

=P, )\ (|Cy| < k)
=P x(|[Coyl £ k) = Pia(ICny| < k) + Pa(|Coy| < k).

P, ) lasst sich nun auf folgende Weise darstellen: Startend mit F,_; , fiigt man
die fehlenden [ Knoten hinzu und jede hinzugefiigte Kante wird unabhangig von
den anderen realisiert mit Wahrscheinlichkeit % Bezeichne Cfy die Zusammen-
hangskomponente des Knotens 1, eingeschrankt auf die ersten n — [ Knoten, so

ergibt sich

Pon([Cyl < k) = Paa(|Cy| < k) = PA(ICH)| < k) = PA(|ICw)| < k)
= P\(IC)| <k, 1Cy| = k).

Dieses Ereignis kann mit der obigen Konstruktion nur auftreten, wenn einer der
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3.2 Der superkritische Fall: A > 1

[ hinzugefiigten Knoten mit einem Knoten aus C'(*l) verbunden wird, was mit

klA

einer Wahrscheinlichkeit kleiner als auftritt, so dass

kI
PA(ICp| < k[ |C| = Li o j) < —=+ P(ICp)| < k).

Zusammengesetzt ergibt sich

> PGy < k1 [Cyy| < ki o 3) = Pu(ICio| < FIA(C(y| < )
1,j=
n k-1
= ‘Z” ) PA(|ICo| = LICy| < ki e j) = PA(|Cp)| < k)PA(IC)| < k)
1,7=1 l=
n k-1 kI
< > T R(C| =D (55 + PCH] < B) - PG| < HIA(CH] <K
1,j=1 1=
n k-1 kI k—1
= ,Z” ) —BCal =10+ ZZI P(|ICx| = DRA(Cy)| < k)
1,7=1 1= =

— P\(|Cy| < k)PA(|Cp| < k)

Wzlz S P(IC) = 1)

=1 1,5=1
=kAj Z IP\([C | =1)
=1

=kAnk

und damit

Var Z<, < (Ak + 1)nk,

was den Beweis abschliefit. O

Beweis von Satz 3.6: Zunachst wird, wie angekiindigt, ein schwaches Gesetz

der groflen Zahlen fir Z.; gezeigt. Sei also ¢ > 0 und k, = Klnn fiir ein
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3 Das Erscheinen der gréfiten Komponente

hinreichend grofles K. Lemma 2.28 liefert, wenn n so grofl gewahlt wird, dass

%" < g, mit Hilfe der Tschebyschow-Ungleichung und Lemma 3.10:

1 1
PA(E\ZMH — G| >2¢) < PA(E|Z>kn —EZ.;,| > ¢)

1
< TV&I’ Z>kn
n-e

1
< —(Mkp + Dk,
ne
was fiir n gegen oo wie gewiinscht gegen 0 strebt.

Lésst sich jetzt zeigen, dass lim,, o P\(Z>k, # |Cmax|) = 0 gilt, so ergibt sich

wegen

PA(|ICiax| > €) = PA(ICuuas| > €, Zok, # |Conax]) + PA(Zor, > &, Zo, = |Clna])
< Py(Zsk, # |Cinas]) + PA(Zs, > ¢)

bereits die P-stochastische Konvergenz von |Ch.x| gegen (y, die hier bewiesen

werden soll. Dafiir betrachtet man fiir ein kleines € > 0

1
P/\(Z>kzn 7£ |Cmax‘) S P)\(Z>k‘n 7é ‘Cmax|7 %‘Z>k’n - C)\l S 5) +0(1) .

Auf der Menge {1|Zy, — ()| < e} ist Zoy, sicher gréBer als &, und deswegen

ist hier |Cax| < Zt,, was die Umformung

1 1
P/\(Z>k;n 7£ |CmaX’7 E|Z>kn - C)\| S 5) — P)\(Z>kn > ‘Cmaxla ﬁ‘Z>k‘n - C/\l S 5)
erlaubt. Damit |Ciax| < Zsp, gelten kann, muss es mindestens zwei Kompo-

nenten mit Grofle iiber £, geben. Da durch Korollar 3.9 gesichert ist, dass es

mit hoher Wahrscheinlichkeit keine Zusammenhangskomponenten der Grofle
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3.2 Der superkritische Fall: A > 1

zwischen k, und an fir ein a < (), 2a > () + € gibt, gilt
1
PA\(Z>k, > [Cuaxl, E|Z>kn — Q] <e)
1
= DPA(Zok, > 2an, | Zop, — G <€) +o(1)

1
< Py\(Zsp, > O+, ﬁ|Z>kn — Q| <e)+o(1)
=0(1)
und damit

P)\(Z>kn # ‘CmaxD =0 (1) )

was zu zeigen war. L]

3.2.1 Die GroBe der zweitgroBBten Komponente

Das Dualitétsprinzip (Abschnitt 2.1.3) erlaubt es jetzt zusammen mit den
Resultaten der beiden vorhergehenden Abschnitte das Verhalten der zweitgrofiten
Komponente im superkritischen Fall zu untersuchen. Entfernt man néamlich die
grofite Komponente aus dem Graphen, so ist der Rest ahnlich wie ein subkritischer

Graph mit Parameter A(1 — () verteilt und dementsprechend gilt:

Satz 3.11. Bezeichne C' die zweitgrofste Komponente eines zufilligen Graphen
und set A > 1. Dann ist

LS .
wn Ia—¢,) stochastisch.

Zunéchst ist zu klaren, dass A\(1 — () tatséchlich einen subkritischen Graphen
beschreibt.

Lemma 3.12. Fur A > 1 ist

)\(1 — C)\) < 1.
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3 Das Erscheinen der gréfiten Komponente

Beweis: Sei
ft)=xe ™M —1.

Wegen 1 — ¢, = e ist
f(Q)=A1-¢) - L
Es ist also nur zu zeigen, dass f((y) < 0. Dafiir stellt man fest, dass
j)\f(t) = (1-=M)eM<o0firallet € Rund A > 1.

Da weiterhin lim)_.; f(¢)) = 0 wegen lim)_; () = 0, ist A(1 — ()) < 1 fur alle
A> 1. [

Beweis von Satz 3.11: Die zweitgrofite Komponente C’ ist im Graphen, aus
dem C\.x entfernt wurde, offenbar die grofite Komponente. Eine Aussage tiber C’
erlaubt dann das Dualitatsprinzip (Bemerkung 2.8) zusammen mit den bislang

in diesem Kapitel gemachten Aussagen. Sei py = A(1 — (). Fiir alle g,&" > 0 gilt

=

dann
cl
P, — 1
A (|lnn H

2 CmaX _
= % P ([Tl - 2> ) PGl = 0 0 1)
1=0 " nn
(Ote)n |Cinax |
<y P nz( wex| 1 >g) Pos(| G| = 1)
I=((—e)n N Inn "

+ Po(||Cmax| — Gan| > en) +o0(1).

Der letzte Term verschwindet fiir wachsendes n nach Satz 3.6. Da die grofite
Komponente mit einer wachsenden Anzahl von Knoten oder Kanten hochstens

grofier wird, ist fiir I € [((\ — €')n, (O +€')]

( ‘ Cmax | ‘ C1rnax |

Inn

P,n_l’)\n—l

n

e Ih> 5) < Pol— e A1-Gote) ( — I > E)

62



3.3 Der kritische Fall: A = 1

und

Cmax — - —
Pn—l,)\”*l <_‘ | + Ilul < 5) < Pn(l—CA—E'),A(l—C,\—él) ( + 1< 8) .

n Inn Inn Hx
Die Funktion Iy = In A — A+ 1 ist stetig in A, also kann man ¢’ so wahlen, dass
’IM/\ — I/\(lfCA:te’) < €.

Wegen Lemma 3.12 zeigt Satz 3.1 dann, dass die beiden rechten Seiten der

obenstehenden Ungleichungen mit wachsendem n gegen 0 streben. Insgesamt ist

dann
L
Pn’)\ ( on — [,u,\ > €
(Ca+e)n |Cmax‘ .
< Z Pn7>\(‘0max| - l) Pn(l—CmLE’),)\(l—()\—f—s/) ( 1 - [)\(1_4)\_,_6/) > 28)
I=((—¢')n nn

_|Cmax‘ _
+ P’rL(]._C)\_E/),)\(].—C)\—E/) (hl/n, + ])‘(%-_C)\_E/) < 25
+ Pn,)\(HCmax| - C/\TL‘ > 67’L) +0 (1)

— 0,

was zu zeigen war. O

3.3 Der kritische Fall: \ =1

Zum Schluss dieses Kapitels wird das Verhalten der Grofle der grofiten Kompo-
nente noch fiir A = 1 untersucht. Interessanterweise unterscheidet sich dieses
Verhalten signifikant vom dem in den anderen Fallen. Tatséachlich ist hier kein
nicht triviales schwachen Gesetz der groen Zahlen beweisbar ([Ald97]), so dass
an dieser Stelle nur eine fiir A # 1 nicht auftretende, positive Wahrscheinlichkeit

fiir eine Grofle der Groflenordnung ns gezeigt wird.
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3 Das Erscheinen der gréfiten Komponente

Satz 3.13. Es gibt eine Konstante ¢ > 0, so dass, falls n grof§ genug ist, fur
jedes a > 1 gilt:

Pi(a™'n5 < |Chax| < ans) > 1 — Z.
Beweis: Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich auf die in Abschnitt 2.3.3 behan-
delten Abschatzungen. Analog zum Beweis des Lemmas 3.2 verwendet man hier
die Aussage, dass

|Crnax| > k <= Z-p > k.

Zunachst liefert die Markow-Ungleichung zusammen mit Lemma 2.33

Py(|Chax| > an3) = Pi(Z 3> an’)

>a
-1 -2
<a n3E1Z 2

>an3

= a_ln_%npl(]C’(lﬂ > an%)

mit co > 0. Die zweite notige Abschéatzung ist

Pi([Cul < a”0d) = PA(Z, 3 = 0)
= P1(|Z>a71n% N E1Z>a*1n%‘ = ElZ>a*1n%)
Var 1Z 1.2
< >a""n3
B E%Z>a*1n%

Ausgehend hiervon sieht man mit Hilfe von Lemma 2.33, dass

E\Z__, 2 =nP(|Cu| > a 'nb)

>a~!n3
2
> c1/an’
fir ein ¢; > 0, und Lemma 3.5 zusammen mit Lemma 2.34 liefern

Var1Z_ _, 2 < nk|Cyll

-1 {IC|>a1nf)
< nkj ’C(l)|

gKn%
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3.3 Der kritische Fall: A = 1

flir ein K > 0, so dass

[| =

Py(|Crax| < a”'n3) <

Zusammen ergibt sich mit ¢ > ¢y + 052 die gewilinschte Abschatzung tiber
1

Pi(a™'n5 < |Chax| < ani) > 1= Pi(a™'n5 > |Coax|) — Pi(|Cinax| = an?)

& K
1o K

a2 acy

C
>1——.

a
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4 Ein Prinzip moderater Abweichungen

Ziel dieses Kapitels ist die Herleitung eines Prinzips moderater Abweichungen
fiir die grofite Komponente eines zufalligen Graphen unter der Wahrscheinlich-
keitsverteilung Py fiir A > 1. Der hier gefiithrte Beweis verwendet Methoden
dhnlich denen im Beweis des zentralen Grenzwertsatzes aus [Hof09] (vergleiche
Kapitel 5).

Satz 4.1. Sei A > 1 und Chx die gréfite Komponente eines zufilligen Graphen
mit Verteilung Py. Dann geniigt |Cpmax| einem Prinzip moderater Abweichungen
der Form
2’(1 = A1 —Q))?

200(1 =G\

A e

In Py (||Ciax| — &n| > 2n®) = —

fiir alle o € (%, 1) und mit {, =1 — e 9,

Kernidee des Beweises ist die Verwendung der Grofle des von den ersten k,
Knoten aufgespannten Teilgraphen C'<j, an Stelle von |Chax|. Fiir eine geeignete

Einstellung von k, kann sichergestellt werden, dass
|C§kn| > |CmaX‘ > |C§kn| —Tn

fiir einen gegen n® verschwindenden Restterm 7, und im Sinne des Prinzips
moderater Abweichungen mit hinreichend groflier Wahrscheinlichkeit. Das ist
nicht tberraschend, da, wie in Abschnitt 3.2 gezeigt, die grofite Komponente

einen wesentlichen Teil des Graphen einnimmt, also mit hoher Wahrscheinlichkeit
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4 FEin Prinzip moderater Abweichungen

mindestens einen der k,, ersten Knoten enthéalt. Andererseits sind die durch die
iibrigen Knoten aufgespannten Komponenten, wie in Abschnitt 3.2.1 gezeigt,
im Vergleich nur von der Ordnung Inn, liefern also auf einer n®-Skala keinen

Beitrag.

4.1 Ein Prinzip moderater Abweichungen fiir

Binomialverteilungen

Mit diesem Ansatz und dem bereits in Abschnitt 2.1.4 erarbeiteten Zusammen-
hang zwischen |C<;| und dem Explorationsprozess Sy, sowie den Verteilungsaussa-
gen zu S; lasst sich ein Prinzip moderater Abweichungen fiir Binomialverteilungen

auf |Cpax| tibertragen.

Satz 4.2. Seien (X,,)nen eine Folge von unter P binomialverteilten Zufallsgréfien
mit Parametern (a,,p,) fir die lim, . a, = 0o und lim, (1 — p,)p, = ¢ €
(0,1) gelten, o € (3,1) und

Xn—anpn
o = P
Dann geniigt die Folge (jin)nen einem Prinzip grofler Abweichungen mit Rate
a?*~! und Ratenfunktion ‘;—Z, das heifit, es gilt

n

lim inf — o 1, (U) > — inf v
im in o2 n fi, ;161[] 5
fur jede offene Menge U C R und
1 7
< —inf =
P g e (4) < —fnf o

fur jede abgeschlossene Menge A C R.
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4.1 Ein Prinzip moderater Abweichungen fiir Binomialverteilungen

Der Beweis dieses Prinzips moderater Abweichungen erfolgt mit Hilfe des Gart-
ner-Ellis-Theorems. Hier wird eine Version dieses Theorems gegeben, deren

Voraussetzungen an die vorliegende Situation angepasst sind.

Satz 4.3 (Gértner-Ellis-Theorem, [OV05, Theorem 3.4]). Sei (p4n)nen €ine Folge
von Wahrscheinlichkeitsmajfen und habe u, die momentenerzeugende Funktion
Y. Sei weiter (a,)nen €ine wachsende divergente Folge, so dass fiir jedes t € R

der Grenzwert

Y(t) ;= lim iln o(ant)

n—o0 an
existiert und die Funktion 1 differenzierbar ist. Mit der Bezeichnung

V() := sup{at — ¥(t)}

teR

gilt dann
o1 o
hggggf%lnun(U) > — inf ¢ (x)

fur jede offene Menge U C R und

lim sup 1 In p,(A) < — inf " (z)

n—00" Ay, zcA

fur jede abgeschlossene Menge A C R.

Beweis von Satz 4.2: Fir die Anwendung des Géartner-Ellis-Theorems ist die

Untersuchung der momentenerzeugenden Funktion ¢, der Zufallsgrofie

a, (X, — anpy)

n

notwendig. So ist eine der Voraussetzungen des Theorems die Existenz des

Ausdruckes

U(t) 1= Jlim @, " gy (ta2e )
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4 FEin Prinzip moderater Abweichungen

Ist dafiir Y,, eine Bernoulli-Variable mit Erfolgswahrscheinlichkeit p,, mit mo-

mentenerzeugender Funktion ¢y , so ist

@n(aia_lo = Eexp(tag_l(Xn - anpn))
— (IE exp(ta® (Y, — pn)))a"
= (¢, (tag™"))"™"
Erinnert man sich daran, dass die Ableitungen der momentenerzeugenden Funk-
tion tber die Momente der zugrundeliegenden Verteilung angegeben werden

kénnen (z. B. [Als00, Kapitel 40]), so fithrt eine Taylorentwicklung um ¢t = 0

zZu

Al g (121 =a2 oy, (a7

n

:a2—2a SO/Yn(tag_l) taoz—l
O e e
| er(tay” e, ( ap ') = (py,(tay™))*|  tPay*?
vy, (tag~1) 2

t=0

+ O (Pa}?) )

_ VarY,
2

_pn(l—pn) 2 3 a-1
=T+ O(PayT).

Also ergibt sich ¢(t) = §¢*. Damit ergibt sich die Ratenfunktion zu

2

* = su xt——t2 = —
¢ (w) = suplat — £} =

*+ O (tPant)

n

und ist stetig und auf ganz R definiert, so dass die Behauptung dieses Satzes

aus dem Gartner-Ellis-Theorem folgt. O

Im Beweis von Satz 4.1 wird dieser Satz nur fiir Mengen von spezieller Form

benotigt.
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4.2 Weitere Untersuchungen des Explorationsprozesses S;

Korollar 4.4. Insbesondere ist fiir jedes v € R*

- ! : 1 22
nlggo a%oz—l In P(Xn — ApPn > agx) = nlggo a721a—1 In P(Xn — QpPn Z aggg) — _276
und fiir jedes x € R~

_ 1 N _ 1 . 72
nlgglo a%oz—l In P(Xn — pPp < anx) = nhﬁnolo a%a—l In P(Xn — QpPn < an;y) — _%_

Beweis: Dieses Korollar folgt direkt aus Satz 4.2 mit der Beobachtung, dass
fir jede offene Menge U, deren Abschluss hier mit U bezeichnet wird, die

Ungleichungskette
2 X —
—inf © < liminf lnP(n—anpn el)
zelU 2c¢ n—00 a%afl CL%
X, — _
< liminf In P(n—anpn el)
n—00 a%a—l a%
1 Xn - Unfn -
< limsup —— lnP(# e U)
n—oo ArT CL%
2
< —inf
zel 2¢
2
— _inf ©
reU 2c¢

wahr ist, wenn man U als (z, 00) beziehungsweise (—oo, z) wahlt und die Mono-

tonieeigenschaften der Funktion x — 2 beachtet. ]

4.2 Weitere Untersuchungen des Explorationsprozesses S;

Abschnitt 3.2 hat gezeigt, das sich die Grofle der grofiten Komponente Chpax

fir A > 1 asymptotisch wie (yn verhalt, der Explorationsprozess .S; also beim
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4 FEin Prinzip moderater Abweichungen

Erforschen von C,. nach etwa (yn Schritten stoppt. Um den Prozess S; fiir
Zeiten um (n fiir 5 € (0, 1) mit Hilfe des Prinzips moderater Abweichungen fir
Binomialverteilungen zu untersuchen, werden die asymptotischen ersten und
zweiten Momente verwendet, die in diesem Abschnitt hergeleitet werden sollen.
Im Folgenden startet der Explorationsprozess immer in den ersten k,, Knoten,
wobei die Werte der Folge (k,)n,eny im Laufe der néchsten Abschnitte passend

gewahlt werden.

4.2.1 Die Konvergenzgeschwindigkeit der Folge (1 + %)”

Erinnert man sich an die in Abschnitt 2.1.4 gezeigte Verteilung des Explorati-

onsprozesses

S+t —k~ %n—hl—(l—)\n*l)ta

so liegt es nahe, die Erfolgswahrscheinlichkeit der Binomialverteilung mit der

<1+x> — e’
n

abzuschatzen. Um sicherzustellen, dass der dabei auftretende Fehler auf der

Approximation

Skala des Prinzips moderater Abweichungen verschwindet, benttigt man die

Geschwindigkeit dieser Konvergenz.

Lemma 4.5. Sei x € R und lim,,_,o b,, = 0co. Dann ist

x g m__lei -2
<1+bn> —e' = 26xbn+0(bn).

72



4.2 Weitere Untersuchungen des Explorationsprozesses S;

Beweis:
bn
(1 X 95) o — hnln(l4E) _ o
bn
_ ebn(i—%—s—(?(b;?’)) e
— 6.23 (egljz+0(b"2) 1
2 9

=e'|——+ O (b,

was zu zeigen war. Il

Lemma 4.6. Sei lim,,_.o a,, = 0 und lim,,_,o b,, = 00. Dann ist

an\
<1+n> —lzan+(’)<ai).

by,
Beweis:
(1 n Zn>b” L] = haln(gm)
' _ o t0(a}) _q
=a,+ 0 (ai) :
was zu zeigen war. [l

4.2.2 Asymptotische Momente von 53,

Lemma 4.7. Der asymptotische Erwartungswert von S|g, | ist
ESLBnJ =nug + @ (kn)

mit pg =1— 3 —e .
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4 FEin Prinzip moderater Abweichungen

Beweis: Mit Hilfe der Lemmata 4.5 und 4.6 ergibt sich

)\ \_ﬁnj-i-kn—l
]Esmnj_n,ut:(n_kn) (1_<1_n> )_LBnJ_kn"_l_th

B VG [6n] )\% Fn =1
n(1_<1_ﬂn> (1_]{71—1) —t—Mt ‘I‘O(lﬂn)

n (e—A _ (1 _ ?;i) o (1 +0 (%))) + O (k)

= O (kn),

wie zu zeigen war. [l

Lemma 4.8. Die asymptotische Varianz von S|, ist
Var San =nvg+ O (kn)

mit vg = e~ (1 — e_w).

Beweis: Analog zum Beweis des Lemmas 4.7 ergibt sich

| 5] | 6]

=(n—ky)(1l— e M1 O (nil))(e*w + O (nil))
=nvg+ O (k).

Spezielle Werte fiir fn, die in den folgenden Ausfithrungen Verwendung finden,

sind

Mg+ = [+ a2n®| und m,- = [(\n — an®|.
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4.3 Das Prinzip moderater Abweichungen fiir |C<y, |

Korollar 4.9. Es gilt

ES, ., =+ (A (1—-0)—1)n"2+ O (k, +n°* 7).

Beweis: Schreibt man ES,, . = ES)| ¢, +ne] mit Hilfe des Resultats aus Lemma

4.7 aus und entwickelt fi¢,44p0-1 dann um x = 0, so folgt

]Esmwi = NG tgpe—1t T+ @ (kn)
=n (e, £ peen® + O (n*7?)) + O (ky)
= njug, + pxn® + O (nZa_l + kn) .

Nun ist ¢, definiert durch die Gleichung ¢, = 1 — e %, so dass ¢, = 0 und

fie, = =1+ e O
= )\(1 — C:)\) —1,

womit die Behauptung folgt. [l

4.3 Das Prinzip moderater Abweichungen fiir |C;, |

Lemma 4.10. Fir A > 1 und k, = K Inn fir ein geeignetes K > 0 ist

2*(1 = A1 = ())?
20\(1 = ¢n)

BALE1

In Py (||C<k, | — nCy| > 2n®) = —

fir alle a € (3,1).

Dieser Abschnitt verwendet den in Bemerkung 2.9 festgehaltenen Zusammen-
hang
|Csr,| = ming Sy = 0},

75



4 FEin Prinzip moderater Abweichungen

um mit Hilfe der aquivalenten Darstellung
|IC<t, | > 1 <= S, > 0 fiir alle m <1

und den Aussagen zur Verteilung von S; in Abschnitt 2.1.4 ein Prinzip moderater
Abweichungen von Satz 4.2 auf |C< | zu ubertragen. Daftir betrachtet man
die Abweichungen nach oben und nach unten separat, was eine einfachere

Verwendung dieser Darstellung erlaubt. Der dabei entstehende Fehler

Py ([|Cp,| = nCx| > 2n®)
— (P\(|C<k, | > nC\ + an®) + P\ (|C<g, | < nCy — xn®))

verschwindet auf der Skala der moderaten Abweichungen.

Die oberen Schranken

Lemma 4.11. In der Situation von Lemma 4.10 gilt fir alle o € (%, 1)
)2

232(1 — )\(1 — C/\)
20\(1 = G))

A e

In P\ (|C<g, | > nCy +an®) < —

Beweis: Mit der oben vorgestellten Darstellung von |C'<y, | gilt fiir alle [ € N

P)\(‘Cgkn| > l) = P,\(Vm <I: Sm > 0).

Erinnert man sich an das in Abschnitt 4.2.2 definierte m,+, so erhalt man

m _E m E m
:PA<S . —ES., _ ES )
ne ne
Sm, —ES,, .
:pA< - >:1:(1—)\(1—Q))+0(1)>
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4.3 Das Prinzip moderater Abweichungen fiir |C<y, |

Fiir die letzte Umformung fand dabei Korollar 4.9 Verwendung. Die Verteilung

von Sy, . ist bekannt, und Satz 4.2 zusammen mit Lemma 4.8 liefern

2*(1 =M1 —())?
20\(1 —¢y)

) 1
lim 5ol

Py (SmI+ > O) = —

Lemma 4.12. In der Situation von Lemma 4.10 gilt

2(1 — _ 2
In Py (|Ca, | < Gy — an®) < =7 <12<)\(>1(1— CSA))

B!

Fir diese Abschatzung muss zunéchst festgehalten werden, dass die Wahrschein-
lichkeit fiir einen Nulldurchgang des Explorationsprozesses deutlich vor n() auf
der Skala der moderaten Abweichungen verschwindet, um die Untersuchung auf

eine kleine Umgebung von n(, beschranken zu kénnen.

Korollar 4.13. Fiir jedes € > 0 st
lim In P\(Im < (G —¢e)n: Sy, =0) =0.

Beweis: Diese Aussage folgt aus Lemma 3.8, mit o = ( — ¢, wenn k,, mindestens

wie Inn wachst. L]

Beweis von Lemma 4.12: Analog zum Vorgehen im vorhergehenden Beweis

findet man

P)\(|C§kn| < mx—) = P,\(Elm < My— S = 0)

< ﬂ% PA(Sm:O)+PA(3m<(Q—s)n:Sm:O)

m=({y—¢)n
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4 FEin Prinzip moderater Abweichungen

fiir jedes € > 0. Der zweite Term fallt wegen Korollar 4.13 schnell genug, um

keinen Beitrag zum Resultat zu liefern. Bezeichnet man
my = [n(Cy — 6) — an”],

so lasst sich fir jeden Summanden S, des ersten Terms ein § € [0, €] finden mit
m = mys. Korollar 4.9 untersucht [E,.S,,, fir 6 = 0. Der Beweis des Korollars
lasst aber auch eine Untersuchung fiir § > 0 zu. Dazu bemerkt man, dass wegen
Lemma 3.12

d

- — e M 1
dt'ut’tQ c

:A(l—CA)—1<O.
Zusammen mit g, = 0 kann man € so wéhlen, dass fiir alle 0 < < ¢ gilt
picy—s > 0,

woraus man fiir diese ¢ ablesen kann, dass

1
nOé

Mit Satz 4.2 ergibt sich dann fiir 6 > 0
1

Aim, n2a—1 In Py(Sm; = 0)
. 1 Sm - ]E)\Sm E)\Sm
:nhﬁrglo n2a—1 In PA( : no t=— no 6)
. Sm - ]E)\Sm
< Jirg, o I Py (P22 < a1 - (1 - ) o (1)
(1 =M1 =¢))
B 20(1=¢)

Deswegen kann man folgern

22(1 - M1 - ()2
In Py(|Cep,| < my-) < — 20(1—C)

was den Beweis dieser Schranke abschlief}t. U]

AL
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4.3 Das Prinzip moderater Abweichungen fiir |C<y, |

Die unteren Schranken

Lemma 4.14. Es gilt

22(1 = M1 -)))?
200 (1 = Cy)

Jim e In Py (|C<, | > nCy +2n®) > —

Analog zur oberen Schranke in diesem Fall, wird eine Untersuchung der Verteilung
des Explorationsprozesses durch einen Vergleich mit einer Binomialverteilung

mit passenden Parametern vereinfacht. Dafiir ist folgende Bemerkung hilfreich.
Bemerkung 4.15. Sei 0 < a <1 und b > 1, dann ist

1—(1—a)b§ab.

Beweis: Diese Ungleichung gilt fiir a = 0 und b = 1 und aulerdem ist

jaab—(l—(l—a)b):b—b(l—a)bZO

und

d by b
%ab_(l—(l—a))—a—k(l—a) In(1 - a)

>a+(1—a)ln(l —a).

Nach de L’Hospital gilt
(llii%aJr(l —a)In(l —a) =0
und schliefllich ist

jaa—l—(l—a)ln(l—a):—ln(l—a) > 0.
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4 FEin Prinzip moderater Abweichungen

Damit folgt die Ungleichung fiir alle 0 < a <1 und b > 1. O]

Beweis von Lemma 4.14: Wie fur die obere Schranke betrachtet man hier

P)\(|C§kn| > mx) = P (Vm <mg:S, > 0)
> P\ (Ym <m, : S, >0,S, >en%)
= P\ (S, >en®) — P\ (Sy,, >en® Im <m,: S, =0)

fiir ein spater gewahltes kleines ¢ > 0 und erhélt fiir den vorderen Term mit
Hilfe von Lemma 2.12 und Korollar 4.4

, 1 22(1 = M1 —¢)) +¢)?
] P\ (S, > en®) = — .
W8 p2a—1" A (Sm, > en®) 26 (1 — ()

Zu zeigen bleibt also nur, dass

"' Py (Spm, >en® Im <m, : S, =0)

<™ 'S Py (Sp, = 0,8, >en®) % 0.
m=0

Dies geschieht mit Hilfe einer Unterscheidung in zwei Falle. Sei dazu g = () — e.
Fiir den Fall m < Bn ist die notige Aussage bereits in Korollar 4.13 gezeigt. Sei

also m > Bn, dann liefert Lemma 2.12

P\ (S, =0,5,, >en®) < P\ (S, >en”| S, =0)
= P, (X > (m, —m) +en®),

mit X ~B(n—(m+k,—1),(1—(1— %)mm’m)) Eine Abschitzung des Erwar-
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4.3 Das Prinzip moderater Abweichungen fiir |C<y, |

tungswertes von X mit Hilfe der Bemerkung 4.15 ergibt

EX = (n— (m+ kp — 1)) (1 - (1 - A)mxm)

< (= (m+ k= 1)) (g —m)
:(mm_m))\@_”w];”_l)

< (my =m)A(1 = (G =€)

In Lemma 3.12 wurde gezeigt, dass A(1 — () < 1, also gibt es ein ¢, so dass

ML= (G—e) <1—-c.

Sei € von nun an mit dieser Eigenschaft gewahlt. Es folgt

EX < (1—¢)(m; —m)

und damit

P\(S; = 0,8, >en®) < Py (X > (mz —m) +en®)
< P(X >EX + (my —m) +e((my —m) +n%)).

Die Abschatzung von Chernoff wiederum (z. B. [Hof09, Theorem 2.18]) liefert
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4 FEin Prinzip moderater Abweichungen

dann

P\(Sy =0,5,, >en) < Py (X > EX 4 (m, —m) + e((my; —m) +n%))

g (mm m + n®)’
<
S ( (1—¢) m) + s<mx—m+n@>>
3
2 . 2

< exp £% (my m+nn1)

2( )
< exp —E(m m+n))

g2 a)
< exp —En ,

was wegen n®n~ 21 = pl=® 2% 5 hinreichend schnell fallt.

Lemma 4.16. In der Situation von Lemma 4.10 gilt

o 22(1 = M1 —))?
1 . ay > .
A ey I P (O < nGy—an) > == 3

Beweis: Man betrachtet

P\ (|C<k,| < nly —an®) = P\(Im < my- : S, = 0)

Z P)\(Smw_ S 0)

—E E
_ P)\(Smw_ )\Sml_ S o /\Smx_)'

nOé

Korollar 4.9 zusammen mit Korollar 4.4 liefern hier

—E E
lim ! In Py (S% 2Sm, < - ASmﬂ”)
n—00 n2a—1 no no
1 Sm - ]E)\Sm —
_nh—g)lo a1 ]nP)\< z s — < —$(1—)\(1—C)\) -l—(’)(l))
(=M1 =)
20(1=¢)
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4.4 Das Prinzip moderater Abweichungen fiir |C\ax|

was zu zeigen war. Il

Beweis von Lemma 4.10: Der Beweis dieses Lemmas ist mit den vier Un-

gleichungen aus den Lemmata 4.11 bis 4.16 erbracht. [

4.4 Das Prinzip moderater Abweichungen fiir |C,,..|

SchlieBflich gilt es zu beweisen, dass aus dem vorher gezeigten Prinzip modera-
ter Abweichungen fiir die Grofle der Komponente C<j, ein Prinzip moderater
Abweichungen fir die grofite Komponente Cl.x folgt. Um zu schlieflen, dass
C<p, mit Ciax im Wesentlichen iibereinstimmt, sind genaue Aussagen iiber die
Konvergenzgeschwindigkeit der Konvergenz

| Cinax|

— G\
notig.
Bemerkung 4.17. O’Connel zeigt in [O’C98] fur diese Situation ein Prinzip
grofler Abweichungen, welches es gestattet fiir jedes ¢ > 0 ein K. > 0 anzugeben
mit

Py(||Crnax| — nCy| > en) < e ke,

Zunachst ist Ciax nur dann grofer als C<y, , wenn keiner der ersten k,, Knoten des
Graphen in der grofiten Komponente liegt, was mit wachsendem £, zunehmend

unwahrscheinlicher wird.

Lemma 4.18. Es gibt ein C' > 0, so dass

Py (|Cnax| > |Cs,|) < e
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4 FEin Prinzip moderater Abweichungen

Beweis: Einfache Umformungen ergeben

PA(|CmaX‘ > |C§kn‘)
—P(V1<i<ky : i€ Cruax)
:P/\(l QZ CmaX)P)\(Z ¢ Cmax ‘ 1 Q Cmax) e P)\(kn ¢ Cmax ’ 17 ceey kn —1 ¢ Cmax)-

Da die Grofle der grofiten Komponente invariant gegeniiber Umbenennung der

Knoten ist, ist fiir jedes € > 0

O—e

Py(1 ¢ Ciay) < 1 — + e K

P/\(jgcmaxl17---7j_1¢0max) SP/\(l Q/Cmax);

und damit gibt es ein C' > 0, so dass

n
Ck,

)

— kn
P)\(‘Cmax| > ’CSknD S (1 — C)\ < + e—nK5>
o

IA

wobei die Aussage aus Bemerkung 4.17 Verwendung findet. [l

Fir die Abschatzung in die andere Richtung nutzt man aus, dass, wie in Satz
3.11 angedeutet wurde, die Komponenten, die C<y, zusatzlich zur grofiten Kom-
ponente enthéalt, deutlich zu klein sind, um auf der Skala n® einen wesentlichen

Beitrag zur Gesamtgrofie zu liefern.
Lemma 4.19. Es gibt einen Rest r, € 0 (\/ﬁ) und ein C' > 0, so dass

P\(|Crax| + 70 < |C<i ) < e Ckn.

Beweis: Man teilt das Ereignis {|Cpax| + 7 < |C<g,|} nach der Anzahl j der

Knoten in den ersten k,,, die nicht in der groiten Komponente liegen. Benennt
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4.4 Das Prinzip moderater Abweichungen fiir |C\ax|

man diese Knoten mit 1,..., 7, so ergibt sich

P/\(’OmaX| + Ty < ‘Cékn

)

kn kn
S Z (] )P)\(lcmax‘ +r, < |Cmax‘ + ’CSj‘a 17 7] Q Cmax;j + 1; <. -;kn € Cmax)
7=0

kr,
Sek" Z P)\(|Cmax‘ + 1y < ‘CmaX| + ‘C§j|7 17 7] Q Cmax)
i=0

kn
zek” Z P/\(|C§]‘ > T'n, 17 7] g Cmax)
j=0

Wie im Beweis von Satz 3.11 wird jetzt Gebrauch vom Prinzip grofler Abwei-
chungen fir die groite Komponente (Bemerkung 4.17) gemacht, um mit Hilfe
des Dualitatsprinzips eine Abschéatzung dieser Summanden zu bekommen. Das
Prinzip grofler Abweichungen gewahrleistet eine relativ prazise Kontrolle der

Abweichung von |Ciax| zu (\n. So gibt es fir jedes e > 0 ein K > 0, so dass

Pr(|Crnax| < (G — €)n) < e

Daher ist

P)\(|C§j‘ > T, 17 7] ¢ Cmax)
SP)\(|C§j’ > T'n, 17 7] ¢ Cmax; ‘Omax| > (CA - 5)”) + P)x(lcmax’ S (C)\ — 6)71)
<P\(|C<j| > Ty 1, .., j & Crases |Crnax| > (G — €)n) + e~ 5

fur ein K > 0. Betrachtet man

P\(C<j > rp, 1,7 & Chaxs Cinax > (O — €)n)
= P\(C<j > rn | 1,5 € Cinaxs Cinax > (G — €)n)
X Py(1,..., 5 & Cmax, Cmax > ((\ — €)n)
< PA(Csj > 70 | 1,7 & Cinas Conax > (G — £)10),
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4 FEin Prinzip moderater Abweichungen

so ergibt sich wie angekiindigt eine Abschatzung mit Hilfe des Dualitatsprin-

Z1ps:

P)\(‘ng‘ > Ty ‘ 1; 7] ¢ Cmaxa ‘Cmax| > (C)\ — 5)”)
<Pra—qe (0] > 7a)
<Py1-¢o+e) (|Cc, | > 7).

Da wegen Lemma 3.12 der Ausdruck A(1 — () kleiner als 1 ist, lasst sich auch
ein ¢ finden mit A(1 — {, +¢) < 1. Das Lemma 2.30 liefert dann die erforderliche
Abschétzung:

Pty (Cetyt] > 1) < -it-onsa =1y na
und deswegen
PA(|Cuax| + 10 < |C<i, |) < (kn + 1)€kn(eirnIA(l_Cﬁg)i(knil)log)\ + eiKn)-
Die Restfolge r, kann wegen k, € O (Inn) jetzt wie erforderlich so gewéhlt

werden, dass k, € o(r,) und r, € o (n). O

Mit diesen Hilfsmitteln lasst sich nun der Beweis des Prinzips moderater Abwei-

chungen fir |Cpax| zusammensetzen:

Beweis von Theorem 4.1: Man betrachtet fiir die Folge r,, aus Lemma 4.19

und ein geeignetes C' > 0

Py (|| Cinax| — nGy| > an®)
=Py (||Crax| = nGa > 2n®, |[Crnax| — [C<p, || < 70)

+ Py (I|Crax| = nGy| > 2n®, [|Cunax| — [C<i, || > 70)
<P, (||C<s, | = nCy| > 2n® +0 (n%)) 4+ e~ .
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4.5 Ubertragung auf B,

Damit lasst sich mit dem Prinzip moderater Abweichungen von C<j, eine obere

Schranke herleiten, wenn k, = K Inn mit CK > 2a — 1 gewéhlt ist:

| . 2?(1 =M1 =)
lnPA(HOmax| —nQ| > n ) S - 26/\(1—6\)

AL

Analog gilt natiirlich

Py (I[C<k, | = nCy| > xn?)
=Py (||Csr, | = nGi| > 20, [[Crnax| = [C<, | < 70)

+ P (|[Cuax| = nQi| > 2n®, [|Crax| = [C<i, || > 70)
<P (||Crax| — nCy| > 2n® +0 (n®)) + e

und damit
22(1 - M1 -())?
20:(1 =G\

Damit ist der Beweis des Prinzips moderater Abweichungen fiir die grofite

AL

In Py (||Crnax| — n¢y| > xn®) > —

Komponente eines Erdos-Rény-Zufallsgraphen im superkritischen Fall vollstandig.
O]

4.5 Ubertragung auf P, y,

Satz 4.20. Sei (M,),en eine Folge natirlicher Zahlen mit

2M,
n

fiir A > 1. Dann gilt fiir alle o € (%, 1)

— A

2?(1 = X1 —(y))?
20(1—=¢\)

. 1 .
dm 5 Py, (1G] = Gy > an®) = —

wenn (\ =1 — e,
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4 FEin Prinzip moderater Abweichungen

Beweis: Zum Beweis dieses Satzes verwendet man die in Abschnitt 2.1.2 vor-
gestellten Beziehungen zwischen dem bereits in Satz 4.1 untersuchten Modell
G(n,p) und G(n, M). So lasst sich die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis A

unter P, ) darstellen durch

n(n—1)
2

Eaa(A) = > Poar(A)Buwn s ({M}).

’ M=0

Fir a, €0 (exp(n)) und b;, > 0 gilt wegen

1. & 1
—In) b, > —1In max b;,

n i—1 n 1<i<a,,
1, & 1
und —anbm < -Ina, max bin
(- n 1<i<
Ina, 1
< + —In max b;,
n n 1<i<a,

so lange %ln maxj<j<g, bin in R* konvergiert,

a n

—anme nlnllgax bin

(Prinzip des groBiten Terms).Deswegen gentigt es, sich bei der Untersuchung
der rechten Summe auf den maximalen Summanden zu beschranken. Weiterhin
erwartet man, dass das maximale Element bei M ~ %n liegt. Eine Umindizierung

der Summe ergibt dann

n(n—1)
1 . 1 -
Jim, e I Pus(4) = Jim gt Pu(4)B s (1)
. 1
= st I X Puea(A)Bun s ({en})
cE]RJr,cne{O,...,"("2 1)}
1

= lim In max P, Cn(A)%n(n by a({en}).

= n?a 1 ceR+ ,n

Um festzustellen, fiir welches ¢ dieser Ausdruck maximal wird, bietet sich zunéchst
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4.5 Ubertragung auf B,

fiir beliebiges ¢ € R* eine Untersuchung des Terms

) 1
lim 5ol
n—oo n oa—

1 n(n—1) cn
(5 (-2
n—00 n2a—1 cn n n

an. Verwendet man die Stirling-Approximation Inn! = nlnn—n+ O (Inn) sowie

In iBn(n2—1)’A ({cn})

—Ccn

n(n—1)
2

die Taylor-Entwicklung des natiirlichen Logarithmus In(1+ z) =z + O (2?) und
die daraus folgende Beobachtung n*In(n — ¢) = n?Inn — cn + O (1), so folgt

n(n—1) 1 1
In ( Cil ) = ln(n(n2))! — In(cn)! — m(n(nz) —cn)!
n? n? n?
S P .
5 n 5 5 cnincn + cn
n? n? n? -
—(E—cn)ln(?—cn)nL?—cn#—O(n )
2
=n’lnn —n’In2 —cnlnen — ?;ln(g(n —c))
n 2a—-1
+cn ln(§(n —¢)) +o (n**71)
2 2
=n’lnn —n?In2 —cnlnen — Zlnn+21n2

2

— T; In(n —c) +cenlnn+cnln2 — enln(n — ¢) +o (R**71)

= —cn(lnc+1n2 —Inn — 1) 4o (n2*71),

In <A> =cnln A —cnlnn
n

und
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4 FEin Prinzip moderater Abweichungen

Insgesamt ergibt sich

In B n(n2—1) } ({cn})

= —cn(lnc+In2—-Inn—1)+cenlnA—cnlnn — )\Z +o (n**71),

woraus sich fiir den Grenziibergang folgern lasst

D[ >~

1 0 fir c =
ln%n(n;l)’é({cn}) =

lim
n—oo nQa—l
—00 sonst.

Damit ist

: 1 o
lim i In Py 5 (||Crax| — Q0| > 2n®)

= s

In Pn7L%nJ(HCmaX| — G| > an®),

was die Behauptung zeigt.
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5 Ein Zentraler Grenzwertsatz

Dieses Kapitel beschaftigt sich mit dem Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes
fiir die Groe der grofiten Komponente eines zufilligen Graphen aus [Hof09,
Kapitel 4.5], der den Beweis des Prinzips moderater Abweichungen in Kapitel 4

inspiriert hat.

Satz 5.1. Fiur A > 1 ist

‘Cmax| - 'RC)\ C)\(l - C)\)
Vo %m(o’ (DY

) in Verteilung.

Analog zum Beweis von Satz 4.1 wird zunachst ein Zentraler Grenzwertsatz fiir
allgemeinere Folgen von binomialverteilten ZufallsgroBen angegeben. Uber die
Darstellung der Verteilung des Explorationsprozesses durch eine Folge von solchen
Binomialverteilungen in Lemma 2.12 lasst sich dann ein Zentraler Grenzwertsatz
fiir verschiedene Teilfolgen des Explorationsprozesses zeigen. Ausgehend davon
wird dann ein Zentraler Grenzwertsatz fir die Grofle des von den ersten k,, Knoten
aufgespannten Teilgraphen gezeigt und auf die Grofie der grofiten Komponente

iiber den Vergleich dieser Grofien aus Abschnitt 4.4 iibertragen.
Lemma 5.2. Sei (X,,)nen eine Folge unabhdngiger Zufallsgrofien mit
Xy ~ B, p,

und a,pp(1 — p,) — oo. Dann gilt
Xy — anpp
Vanpa (1 — py)

—MN(0,1) in Verteilung.
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5 Fin Zentraler Grenzwertsatz

Beweis: Diese Aussage wird genau wie der bekannte Zentrale Grenzwertsatz fiir
Summen unabhangiger, identisch verteilter Zufallsgroffen aus dem Stetigkeitssatz
fiir Fouriertransformierte (z. B. [Als00, S. 45.2]) hergeleitet. Dafiir sei (Y;,,)ien

fir jedes n € N eine Folge unabhéngiger, ‘B ,, -verteilter Zufallsgrofien, so dass

Xn — zn: Y;,n-
=1

Damit ist
it—Xn—anpn
O xXn-anp_(t) = Ee Venrn(-rn)
Vanpn(1—pn)
an it Yin TP
= [[ Ee Venrnl-pn)
i=1
i — A 2 an
\/anpn(l — Dn) 2a,pn(1 — pp)
2 an
2a., ’
woraus die Behauptung mit Hilfe des Stetigkeitssatzes folgt. ]

Aus diesem Lemma lasst sich jetzt zunachst fir jedes ¢ € R ein Zentraler

Grenzwertsatz fir den Prozess S|, herleiten.

Lemma 5.3. Fir den Ezplorationsprozess (Si)ieny mit Start in k, €0 (\/ﬁ) qgilt
fiir jedes t € Rt

Sintl —
Plat] 7 Mo (0,1) in Verteilung.
nvy

Beweis: Es gilt

Sint| — e | Var Sipg) Sint) — ES|ne) | Spney — i

/Ny o  Var S| \/ Var S| '
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Da der fithrende Faktor wegen Lemma 4.8 gegen 1 und der letzte Summand
wegen Lemma 4.7 gegen 0 konvergieren, liefert der Satz von Slutzky (z. B. [Als00,
Satz 36.12]) zusammen mit dem zuvor gezeigten Zentralen Grenzwertsatz fiir

Binomialverteilungen (Lemma 5.2) die Behauptung. O]

Lemma 5.4. Sei k, = Inn. Dann gilt

C<r, | — QA1
NG

— N (0, O’i) in Verteilung

mit
(1 =¢Cn)
(1—=X—=¢(\)?%

oy =

Beweis: Hier benotigt man obere und untere Schranken fiir die Wahrscheinlich-
keit

P, (|C§k7:|/ﬁ— Can > x)

=P\(|C<k, | > my)

mit m, = [n(\ + zy/n]. Fir die obere Schranke sieht man analog zum Beweis

von Lemma 4.11

P\(|C<k,| > my) < Pr(Sp, > 0)
_p (Smm — E)Sp, E\Sp, ) |

v Var \Sy,. ~ _\/Var ASm,

In Lemma 4.7 wurde

ExSm, = A1 —=¢\) — 1)vnx
gezeigt und da v; in t differenzierbar ist, ist

I/C,\—i-a:n_% = Vg, 10 <1)

93



5 Fin Zentraler Grenzwertsatz

und damit mit Hilfe von Lemma 4.8
Var \S,, = nye, +0(n),

so dass

> I
v var xSy, Var \Sp,,
S — E\S,, A1 —=0¢) — Dz
=P o > — +o(1)].
A ( v var \Sy,. vey (1)

P, (smm _E\S,. ExS,, )

Da die ZufallsgrofSe auf der linken Seite nach Lemma 5.3 in Verteilung gegen

eine standardnormalverteilte Zufallsgrofle konvergiert, ist schliellich

|Cet, | — CQn
i

lim P)\

n—oo

> :L‘) < P(Z > x),
mit Z ~ 91(0,03).

Fiir die untere Schranke greift man auf die im Beweis von Lemma 4.14 geleistete

Vorarbeit zurtick und erhalt fiir jedes € > 0 ein v < ¢, und 6 > 0, so dass

P\(|C<r. | > my) > P\(Sp, > ev/n) — Py(Sp, >evn,Im <m, : S, =0)

I 2 (mtkn—1) My 2
> P\(Sp, >evn)— Y e — Y e 2V
m=0 m=yn

Wie im Fall der moderaten Abweichungen sind die Restterme hinreichend klein,

wenn k, = K Inn mit hinreichend grolem K, denn

_2%(m+KInn-1) _ %K 1
e 23 <n 2 Eo(n )

und e*§\/R €0 (nil)

und somit
n _ 62(m+kn—1) Mg _ ﬁ
YSe o + Y e 2V en(1).
m=0 m=yn

94



Analog zu den Schritten, die zu der oberen Schranke gefithrt haben, sieht man,

)

dass

lim P\(S,, >evn) =P (Z > x +
Deswegen ist
Am Py(|Ccg, | > my)

. I Pmtkg-y Tz 2o
> lim lim | PA(Sw, > ev/n) = X e = 3 e

m=0 m=yn

= P(Z > x),

was die Behauptung zeigt. ]

Beweis von Satz 5.1: Der Beweis des zentralen Grenzwertsatzes fur die Grofie

der groffiten Komponente ergibt sich jetzt aus Lemma 5.4 mit Hilfe von Lemma
4.18, denn

Pr(|Crnax| > my) = Pr(|Crnax| — |C§kn| + ‘Cékn‘ > My).
< P)\(‘Cmax| - ‘Céknl + ‘Cékn‘ > My, |CmaX‘ < |C§kn|) ""0(1)
< P(‘Cgkn‘ > mx) +0 (1) .

Eine Schranke der selben Art nach unten wird durch eine analoge Rechnung und

Anwendung von Lemma 4.19 bewiesen. Insgesamt ist

A Pr(|Cnax| > ma) = A P(|Cp,| > ma)

=N (07 Ug\) ((337 OO))7

was zu zeigen war. [
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