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Abstract

In this thesis, fluids resting on a flat substrate being subject to a periodic driving
motion are investigated theoretically. Considering the fluid as being contained in an
annular vibratory conveyor, the liquid sheet can undergo either vertical or horizontal
sinusoidal oscillations. Additionally, both types of accelerations may be combined
arbitrarily. Neglecting sidewall effects and assuming a quasi one-dimensional geome-
try of the conveyor, the fluid is modeled as a two-dimensional system whose lateral
extension is much greater than the local fluid height. Two different kinds of fluids are
described in detail: the first problem considers a viscous Newtonian liquid modeled
by the Navier-Stokes equations while the second consists of a viscoelastic fluid which
is described by the upper-convected Jeffrey model, the so-called Oldroyd-B model.

Using periodic boundary conditions in the lateral direction and assuming a flat
fluid layer with constant fluid height, the problem can be solved analytically if the
fluid variables are functions of the vertical coordinate and time only. In the case of
vertical sinusoidal driving of the substrate this results in a resting fluid layer with a
hydrostatic pressure multiplied by a time dependent gravitational acceleration.

Considering only horizontal movement of the trough, the pressure is hydrostatic
and on the one hand, the vertical fluid velocity remains zero for all times. On the
other hand, the horizontal velocity is periodic in time and shows a complex depen-
dence on the vertical coordinate. This solution is representable by an infinite sum
over spatial basis functions with time-dependent coefficients for the transient and
periodic parts of the solution. The latter can also be written as a suitable combina-
tion of trigonometric and hyperbolic functions representing the spatial dependence
multiplied with time-dependent sine and cosine functions. The solutions for both
Newtonian and viscoelastic fluids are compared in detail. Additionally, the evolu-
tion equations for the stress tensor variables which depend in a nonlinear way on
the horizontal fluid velocity are solved and discussed. If the fluid is subject to a
combination of vertical and horizontal periodic driving it can be shown that the
entire solution can be written as a superposition of the vertical and horizontal single
solutions.

Experiments give rise to harmonic or subharmonic surface wave patterns if the



fluid is subject to a periodic external driving. Therefore, linear stability analyses
of the analytical solutions are performed for all types of driving, i.e. vertical, hori-
zontal, and a combination thereof. The obtained linear equation systems are solved
numerically and result in generalized eigenvalue problems whose smallest real eigen-
values constitute the neutral stability curve. In the vertical case, the critical driving
amplitudes and wavenumbers are discussed for subharmonic and harmonic instabi-
lities and dependencies on all fluid parameters in detail. Considering horizontally
oscillated Newtonian fluids, only harmonic instabilities are found and analyzed tho-
roughly. Using a combination of vertical and horizontal periodic driving, no solutions
regarding standing harmonic or subharmonic surface waves could be recovered for
Newtonian fluids within our linear model. Additionally, the linear stability problem
in the Oldroyd-B model is setup assuming only horizontal vibrations.
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1. Einleitung

Die alltdgliche Beobachtung von Kapillar- und Rippelmustern auf der Oberfléiche
eines Glas Wassers, welches durch die dufleren Vibrationen des Tisches bzw. des
Bodens hervorgerufen werden, ist sicherlich eine der elementarsten Realisierungen
eines periodisch oszillierten Fluids. Deutlich spektakuldrer ist dagegen die Vibrati-
on eines sogenannten Nicht-Newtonschen Fluids z.B. aus Maismehlstérke auf einer
Lautsprecherunterlage (siehe z.B. [1] bzw. Videos zu ,,Cornstarch* auf 6ffentlichen
Videoplattformen). Diese Art Fliissigkeit hat stark unterschiedliche Eigenschaften
hinsichtlich des Schermoduls fiir unterschiedliche Anregungsfrequenzen, so dass sich
durch deren Variation einerseits periodische Muster, andererseits fingerartige Struk-
turen fiir hohere Anregungsmoden ausbilden. Dies liegt an der Dilatanz-Eigenschaft,
d.h. es wirkt scherverdickend bei steigenden Scherkriiften.

Die beiden oberen Beispiele zeigen das Paradigma der Strukturbildung, weil nur
dann spontan auftretende Strukturen beobachtet werden, wenn das betrachtete Sy-
stem mittels duflerer Krifte aus dem Gleichgewichtszustand getrieben wird (siehe
z.B. [2]). Fiir fluide Systeme, die wir in dieser Arbeit beschreiben werden, ldsst sich
diese Einfuhr von Energie in das System von auflen im Wesentlichen durch drei Ar-
ten erreichen: Erstens mit Hilfe von thermischer Energie, d.h. durch Heizen oder
Abkiihlen. Zweitens durch Verwendung von Fluiden unterschiedlicher Konzentrati-
on bzw. Anlegung von Konzentrationsgradienten. Und drittens durch mechanische
Energie, z.B. durch duflere Driicke oder, den Fall den wir in dieser Arbeit betrach-
ten wollen, durch vertikale, horizontale, oder kombiniert vertikale und horizontale
Vibration des Fluidsystems.

Die ersten physikalischen Experimente gehen dabei zuriick auf Michael Faraday
[3] im Jahr 1831, wobei er neben granularer Materie auf einer flachen, in senk-
rechter Richtung parallel zur Erdbeschleunigung oszillierten Oberflache auch Fluide
untersuchte. Diese zeigten hauptséchlich oszillierende, quadratische Strukturen, die
subharmonisch schwingen, d.h. mit der Hélfte der Anregungsfrequenz des dufleren
Antriebs. Matthiessen [4, 5] konnte zudem harmonische Antworten der schwingenden
Fluidschicht finden und Lord Rayleigh [6, 7] konnte die Beobachtungen von Faraday
hinsichtlich der subharmonischen Oberflichenwellen bestétigen.



1. Einleitung

Die elementare experimentelle Durchfiithrbarkeit fiir rein vertikale Vibrationen ist
prinzipiell auch fiir rein horizontale Schwingungen gegeben. Allerdings mit der Ein-
schrinkung, dass die lateralen Seitenwéinde einen groffen unerwiinschten Einfluss
besitzen konnen (siche z.B. [8]). Daher waren die ersten Veroffentlichungen zu die-
sem Thema von Stokes [9] 1851 sowie von Lord Rayleigh [10] 1911 Anndherungen
von der theoretischen Seite. Dabei zeigt sich, dass im Fall rein horizontaler Vibration
der duflere Antrieb iiber die horizontale Geschwindigkeit u in das System einkoppelt,
wéhrend beim rein vertikalen Fall das Fluid ruht und die externe Ostzillation {iber
den Druck p eingeht.

Die Berechnung der gerade angesprochenen elementaren Referenzlésungen zei-
gen den Ansatzpunkt, warum periodisch vibrierte Fluide hinsichtlich theoretischer
Untersuchungen sehr interessant sind. Da fiir Fluide unterschiedlichster Eigenschaf-
ten Bilanzgleichungen fiir Massen-, Impuls- und Energiedichten vorliegen (z.B. die
Euler-Gleichungen fiir reibungsfreie Fluide sowie die Navier-Stokes-Gleichungen fiir
viskose Fliissigkeiten; im Gegensatz zur granularer Materie, die durch Faraday [3]
auch untersucht wurde), ist es moglich, unter Ausnutzung moglichst elementarer
Symmetrien diese Bilanzgleichungen bei dufleren zeitabhéngigen Antrieben zu 16sen.

Das Verhalten von granularer Materie fiir einen kombiniert horizontal und ver-
tikal vibrierten Antrieb wurde schon mit Hilfe eines Schwingférderers untersucht
(siehe z.B. [11-13]). Der in diesem Fall verwendete annulare Ring bietet den Vorteil,
dass periodische Randbedingungen automatisch erfiillt sind. Dabei konnen Effekte,
welche durch die Kriimmung der (im querschnitt gesehen rechteckigen) Rinne her-
vorgerufen werden, i. Allg. dann vernachléssigt werden, wenn die Breite der Rinne
klein gegeniiber deren Radius ist. Dadurch lésst sich das System als rechteckiges
Gefdfl approximieren, wenn sich die annulare Rinne der Linge L durchgeschnitten
und auf eine Ebene projiziert gedacht wird. Aufgrund der geringen Breite gegeniiber
der Lénge L des Systems, lidsst sich dieses zweidimensionale System als quasi 1d-
System approximieren, welches nur noch von der horizontalen Linge abhéngt. Somit
kann effektiv das dreidimensionale Gesamtsystem auf zwei Dimensionen vereinfacht
werden.

Fiir die hdufig untersuchten viskosen Newtonschen Fluide sind elementare Losun-
gen gut bekannt (siehe z.B. [9, 10, 14-18]). Fiir viskoelastische fluiddynamische Mo-
delle, z.B. das Maxwell-Modell [19] sowie das sogenannte Oldroyd-B-Modell oder
» Upper convected Jeffrey model“ [20, 21], wurden elementare Losungen zu horizontal
angetriebenen Fluiden in den vergangenen Jahren berechnet und weiterentwickelt,



z.B. von Hayat et al. [22-25] bzw. Fetecau et al. [26-29].

Das Maxwellsche Modell beschreibt ein viskoelastisches Fluid, welches auf tangen-
tiale Scherspannungen nicht instantan reagiert wie Newtonsche viskose Fliissigkeiten,
sondern {iber eine sogenannte viskoelastische Relaxationszeit 7 die volle Scherrate
aufbaut (fiir eine Einfiihrung siehe z.B. Oswald [30]). Laut Oswald kénnen New-
tonsche viskose Fliissigkeiten als Grenzfall Maxwellscher Fluide betrachtet werden,
wobei z.B. 7 ~ 10712 s fiir Wasser ist. Fiir reale Maxwellsche Fluide wie z.B. spezi-
fische Ole ist 7 dann im Bereich der GroBenordnung einer Sekunde.

Im oben angesprochenen Oldroyd-B-Modell lassen sich z.B. Mischungen defor-
mierbarer Partikel in Newtonschen Fluiden (Polymerketten und nicht mischbare
kleine Tropfen in Suspensionen) beschreiben (siehe [30]). Dabei verhélt sich das
Losungsmittel wie eine viskose Fliissigkeit mit konstanter Viskositdt ns und die
gelosten Partikel erhalten eine Viskositdt 1, und Relaxationszeit 7, entsprechend
dem Maxwellschen Modell. Durch Betrachten der Gleichungen der Spannungs- und
Deformationstensoren beider Komponenten lésst sich eine Relation fiir den daraus
folgenden Konformationstensor S herleiten, der als Spannungstensor beider Kom-
ponenten betrachtet werden kann. Die konstituierende Gleichung fiir S erhélt die
Beziehung zum Deformationstensor iiber drei Konstanten, ndmlich die Gesamtvis-
kositét n = ns + 1,, die Relaxationszeit 7, der Polymere sowie die sogenannte Re-
tardationszeit 7, = 7, 1s/Mo-

Das Oldroyd-B-Modell hat die Vorziige, dass damit Polymerlésungen in anderen
Fluiden beschrieben werden konnen. Im Experiment kénnen, beispielsweise durch
Zugabe von Polymeren oder anderen Zusétzen wie Lipiden, wichtige Parameter wie
die Oberflichenspannung oder die Viskositéit gezielt beeinflusst werden. Umgekehrt
lassen sich mit Hilfe geeigneter Theorien und damit verbundener Aussagen zu Stabi-
litdtsbereichen, z.B. durch Messungen der Stabilitédten, Riickschliisse auf Parameter
wie z.B. den Oberflichenspannungskoeffizienten schlieen. Daher ist die theoreti-
sche Untersuchung, zum einen von analytischen Losungen dieses Modells hinsichtlich
periodischer Vibrationen, zum anderen der Stabilitdt dieser Losungen, ein wichti-
ger Beitrag zum Verstédndnis viskoelastischen Verhaltens. Ein weiterer Aspekt des
Oldroyd-B-Modells ist es, dass darin die Maxwellschen Fluide (7, = 0) sowie die
Newtonschen viskosen Fluide (7, = 7. = 0) als Spezialfélle enthalten sind.

Diese Arbeit ist folgendermaflen gegliedert: In Kapitel 2 geben wir eine
Ubersicht zum Stand von vertikal und horizontal vibrierten Fluiden auf flachen Ober-
flichen. Der Hauptteil der beschriebenen Arbeiten besteht dabei aus Beschreibungen
Newtonscher Fluide. Im weiteren Verlauf gehen wir auf analytische Lésungen in vis-



1. Einleitung

koelastischen Fluidmodellen bei kombiniert horizontaler und vertikaler Vibration ein
und betrachten im Wesentlichen theoretische Arbeiten dazu. Im folgenden Kapitel 3
wird die theoretische Problemstellung erlédutert, wobei wir diese einerseits unter dem
Gesichtspunkt der Navier-Stokes-Gleichungen, andererseits fiir ein viskoelastisches
Fluid im Oldroyd-B-Modell vorstellen wollen.

In Kapitel 4 stellen wir die analytische Losung einer vertikal oszillierenden Ober-
flichenschicht im Oldroyd-B-Modell vor und im darauffolgenden Kapitel 5 gehen
wir detailliert auf die Herleitung der horizontalen analytischen Losungen ein. Zu-
dem trennen wir dabei zum besseren Verstéindnis Newtonsche und viskoelastische
Gleichungen voneinander. Fiir die in diesen beiden Kapiteln erhaltenen Losungen
werden wir eine lineare Stabilitdtsanalyse in den Kapiteln 6 bis 8 durchfiihren bzw.
die Gleichungssysteme und den numerischen Algorithmus dafiir vorstellen. Dabei
beginnen wir in Kapitel 6 mit der Faraday-Instabilitéit bei vertikaler Oszillation fiir
viskoelastische Fluide. In den folgenden Kapiteln 7 und 8 werden wir die Stabilitéts-
analyse fiir den horizontalen Fall separat fiir Newtonsche und viskoelastische Fluide
betrachten und die Resultate einiger Stabilitdtsbereiche vorstellen. Daran anschlie-
Bend folgt eine Zusammenfassung mit den wesentlichen Resultaten dieser Arbeit
sowie im Anhang einige Details zu numerischen Verfahren und aufwendigeren Rech-
nungen, fiir die die Betrachtung in den einzelnen Kapiteln zu umfangreich geworden

ware.



2. Grundlagen und experimentelle
Befunde

Diese Arbeit handelt allgemein von der theoretischen Beschreibung periodisch vi-
brierter Fluide bzgl. der vertikal nach unten wirkenden Erdbeschleunigung. Dabei
kann einerseits zwischen Vibration in horizontaler und vertikaler Richtung unter-
schieden werden; es lisst sich auch die Uberlagerung beider Schwingungsformen
realisieren. Andererseits lassen sich zudem die Fluide und deren Eigenschaften be-
liebig wihlen. Dies gilt nicht nur fiir den experimentellen Aufbau, sondern trifft
insbesondere auf die theoretische Beschreibung zu, z.B. bei der Unterscheidung zwi-
schen Modellgleichungen von idealen, viskosen Newtonschen und viskoelastischen
Fluiden.

Wir werden daher im ersten Unterkapitel zunéchst den im weitesten Sinne un-
ter dem Namen Faraday-Instabilitit bzw. - Wellen bekannt gewordenen Effekt, bei
denen Oberflichenstrukturen aus einer in vertikaler Richtung oszillierten, zunéchst
flachen Fluidschicht resultieren, sowohl hinsichtlich der Experimente als auch der
theoretischen Beschreibung erldutern. Im Vergleich dazu werden wir auf die theore-
tischen und experimentellen Unterschiede und Gemeinsamkeiten zum Fall der Flui-
de eingehen, welche in horizontaler Richtung periodisch angetrieben werden. Die
theoretische Grundlage zur Beschreibung von Fluiden sind die makroskopischen Bi-
lanzgleichungen fiir Massen-, Impuls- sowie Energiedichte, wobei zusétzlich mate-
rialtypische Gleichungen sowie Rand- und Anfangsbedingungen hinzukommen. Die
Losung dieser i. Allg. gekoppelten, nichtlinearen Gleichungssysteme kann oftmals
ausschliefllich numerisch erfolgen. Fiir den Fall von Fluiden auf periodisch bewegten
Platten lassen sich analytisch berechenbare Losungen finden, wobei wir in Unterka-
pitel 2.3 die bisher bekannten Losungen insbesondere auf viskose und viskoelastische
Fluidmodelle hin vorstellen werden.



2. Grundlagen und experimentelle Befunde

2.1. Faraday-Instabilitidt: Experimente und Theorie

Durch seine Veroffentlichung [3] zu vertikal vibrierter granularer Materie im Jahr
1831, in der er zusétzlich regulidre Strukturen eines Fluids auf einer oszillierten Un-
terlage beschreibt, wurde Faraday Namensgeber zum Effekt stehender Wellen, die
sich an der Oberfliche bei vertikaler Vibration einstellen. Faradays beobachtete Mu-
ster schwingen dabei subharmonisch, d.h. mit der Hélfte der Antriebsfrequenz. Dies
wurde in Experimenten von Lord Rayleigh [6, 7] im 19. Jahrhundert bestétigt, wobei
auch von Matthiessen [4, 5] harmonische Oberflichenwellen gefunden wurden. Eine
erste wesentliche theoretische Erkenntnis brachten Benjamin und Ursell [31], indem
sie die lineare Stabilitét der zunédchst flachen Oberfliche auf eine Mathieu-Gleichung
(siche z.B. [32]) zuriickfithren. Daraus ergeben sich damit sowohl subharmonische
als auch harmonische Stabilitdtsbereiche, wobei die Schicht schon bei infinitesima-
len Antriebsamplituden instabil werden kann. Fiir viskose Fluide haben Kumar und
Tuckerman [33] 1994 sowie Kumar [34] 1996 gezeigt, dass die neutrale Stabilitidt bei
endlichen Werten einer kritischen Amplitude A, liegt. Zudem konnte dabei theore-
tisch berechnet werden, dass, falls die Dicke der Grenzschicht vergleichbar mit der
Hohe der Fluidschicht ist, sich die Stabilitdtsbereiche der harmonischen und subhar-
monischen Moden verschieben. Daraus folgt, dass in diesem Fall zunéchst die flache
Oberfliche hin zu harmonischen Oberflichenwellen instabil wird und nicht zu der
sonst bevorzugten subharmonischen Antwort des Systems.

In den Achtziger und Neunziger Jahren des vergangenen Jahrhunderts wurden
dabei viele Experimente durchgefiihrt und theoretische Erklarungen fiir die beob-
achteten Effekte und fiir die reguléren Strukturen veroffentlicht. Die experimentell
gefundenen Muster sind dabei vielfiiltig [35-44|, z.B. Hexagone, Streifen, Quadrate,
Dreieckstrukturen sowie raumzeitlich chaotische Bereiche. Durch Anregung mittels
zweier oder mehrerer verschiedener Antriebsfrequenzen kénnen damit auch Gitter-
bzw. Quasikristallstrukturen mit acht-, zehn- oder zwolffacher Symmetrie erzeugt
werden. Von der theoretischen Seite wurde zum einen iiber Amplitudengleichun-
gen versucht, die gefundenen Strukturen zu modellieren [45-50]. Dazu gibt es noch
weitere theoretische Modelle, z.B. Potentialgleichungen sowie modifizierte Mathieu-
Gleichungen fiir die Grenzfélle starker viskoser Démpfungen (siche z.B. [50-53]).
Gute Ubersichten auf diesem Gebiet sind dabei in den Artikeln von Miles und Hen-
derson [45] von 1990 sowie von Westra, Binks und van de Water [49] aus dem Jahr
2003 zu finden.

Die obigen Experimente und Analysen wurden am Ende der Neunziger Jahre auf
viskoelastische Fluide und theoretische Modelle erweitert. Ein experimenteller Ver-



2.2. Horizontal periodisch vibrierte Fluidschichten

gleich fiir Nicht-Newtonsche Fluide zum Newtonschen Fall wurden dabei von Ray-
nal et al. [54] hinsichtlich Stabilitétsgrenzen und Dispersionrelationen angestellt.
Von Wagner et al. [55] wurde dabei die Dominanz der harmonischen gegeniiber den
subharmonischen Moden untersucht. Diese ist bestitigt durch die ersten theoreti-
schen Modelle zu viskoelastischen Fluiden, welche von Miiller und Zimmermann [56]
sowie von S. Kumar und Matar [57, 58] stammen und Maxwell-Fluide behandeln.
Diese zeigen auf einer charakteristischen Zeitskala 7 elastisches Verhalten und neh-
men danach viskose Eigenschaften an, falls eine Scherspannung wirkt (siehe z.B.
[19, 30, 59]). Neuere Untersuchungen, sowohl theoretischer als auch experimenteller
Natur [60-62], zielen insbesondere auf die Oberfliacheneffekte, welche durch Zugabe
von sogenannten , Surfactants® erreicht wird. Dabei wird die Oberflichenspannung
gezielt mit Polymerzugaben oder Emulsionen beeinflusst und deren Einfluss auf die
Faraday-Instabilitdt untersucht.

In dieser Arbeit werden wir die Instabilitdtsgrenzen eines vertikal periodisch oszil-
lierten, sogenannten Oldroyd-B-Fluids (siehe z.B. [20, 21, 24, 30]) untersuchen (die-
ses Modell ist auch als ,, Upper convected Jeffrey-Model“ bekannt). Die Eigenschaf-
ten dieses Fluids stellen eine Generalisierung der Maxwell-Fluide dar, wobei dieses
fluiddynamische Modell zwei charakteristische Zeitskalen hinsichtlich der Antwort
des Fluids auf eine Scherspannung besitzt. Dieses Modell ist hinsichtlich theoreti-
scher Untersuchungen in neuerer Zeit beliebt, siche dazu auch Kapitel 2.3. Bei den
Stabilitdtsuntersuchungen orientieren wir uns an den Verfahren von [31, 33, 34, 56—

58].

2.2. Horizontal periodisch vibrierte Fluidschichten

Die Losung der Navier-Stokes-Gleichungen fiir ein Fluid, welches sich auf einer ebe-
nen Platte befindet, wenn diese in lateraler Richtung bewegt bzw. oszilliert wird,
wird von Schlichting [17] als Stokessches erstes bzw. zweites Problem bezeichnet.
Dieser Name ist angelehnt an die Arbeiten von Stokes [9] aus dem Jahre 1851 so-
wie denen von Lord Rayleigh [10] von 1911 und beide Probleme sind auch in den
Lehrbiichern von Lamb [14] sowie Landau und Lifshitz [15] beschrieben. Dabei wird
die vertikale Geschwindigkeitskomponente des Fluids zu Null angenommen und die
horizontale Komponente hangt nur von der vertikalen Koordinate und der Zeit ab.
Daraus folgt fiir diese eine zeitlich periodisch getriebene Wérmeleitungsgleichung,
welche analytisch gelost werden kann. In diesem Fall wird von einer flachen Fluid-
schicht ausgegangen, deren Hohe sich zeitlich nicht #ndert. Diese Schicht wird als
lateral unendlich ausgedehnt angenommen, damit in dieser Richtung keine Rand-
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bedingungen erfiillt sein miissen und damit Wechselwirkungen mit diesen Réndern
vernachléssigt werden kénnen.

Von der experimentellen Seite ist der Aufbau im Wesentlichen dhnlich wie in den
vertikalen Faraday-Experimenten aus dem vorherigen Kapitel 2.1, jedoch mit dem
Unterschied, dass in diesem Fall in horizontaler Richtung vibriert wird. Das Pro-
blem sind jeweils die seitliche Wande bzw. Begrenzungen, durch die eine zusétzliche
ungewollte Dynamik und Wechselwirkung mit der Fluidschicht induziert wird. Die
Experimente von Gonzélez-Vifias und Salan [8] vernachlissigen die Seiteneinfliisse
und Meniskuseffekte aufgrund von niedriger Viskositédt und geringer Oberflichen-
spannung und es werden die kritische Amplituden hin zu stehenden Mustern er-
halten. Andere experimentelle Untersuchungen [63, 64] konzentrieren sich auf zwei
iibereinaner liegende Fluide und bestimmen die Stabilisierung von Rayleigh-Taylor-
sowie Kevin-Helmholtz-Instabilitéiten (siche dazu z.B. [65, 66]). In neuen Experimen-
ten [67—-69] werden sogenannte , Frozen-Waves“ untersucht. Diese Oberfléichenwellen
sind in dem Sinne eingefroren, als dass sie im Referenzsystem statisch erscheinen, d.h.
im zeitlichen Mittel unabhéngig vom lateralen Antrieb stationér sind. Um Seiten-
effekte zu minimieren bzw. auszuschlieen, kénnte die Versuchsanordnung auf eine
annulare Geometrie iibertragen werden. Dies wurde schon erfolgreich fiir granulare
Schichten auf vibrierten Oberflichen durchgefiihrt (siche z.B. [11-13]). Dabei wur-
den experimentell viele verschiedene Effekte gefunden, wie z.B. Transport und auch
Transportumkehr der granularen Schicht in Abhéngigkeit der Antriebsstirke sowie
subharmonisch oszillierende Oberflichenwellen und weitere regelméflige Strukturen.

Hinsichtlich der theoretischen Beschreibung sind die Arbeiten von Yih et al. [70—
72] zu nennen, in denen die Orr-Sommerfeld-Gleichungen mit Hilfe einer Entwick-
lung fiir grofle Wellenlédngen und damit kleiner Wellenzahlen k approximativ gelost
werden konnten. Dabei wurde unter anderem die Problemstellung von Fluiden auf
geneigten Ebenen, die harmonisch oszillieren, diskutiert, wie z.B. auch in den Ar-
beiten von Lin und Woods [73, 74]. Weitere Arbeiten sind die von Davis und von
Kerczek [75, 76] sowie von Smith [77] iber den Mechanismus der Instabilitit bei
groflen Wellenléngen.

Ein bedeutender Forschungsgegenstand der theoretischen Arbeiten ist die gegen-
seitige Scherung zweier nicht-mischbarer Fluide iibereinander, welche einer periodi-
schen Bewegung ausgesetzt sind. Die fiihrt zu Scherungen und Instabilitdten an der
Grenzfliche beider Fluide (Kevin-Helmholtz-Instabilitdt und auch Rayleigh-Taylor-
Instabilitét, fiir eine Definition siehe z.B. [65, 66]). Zu diesen sind die Arbeiten von
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Khenner, Lyubimov, sowie anderen zu nennen [63, 78-83] und insbesondere aus
dem Jahr 2007 jene von Talib et al. [69, 84], welche ihre Resultate mit denen von
Lyubimov und Cherepanov [79] vergleichen.

Die Besonderheit an den beobachteten Strukturen ist, im Gegensatz zu den im
vorherigen Kapitel besprochenen Fall des vertikalen Antriebs mit Faraday-Wellen,
dass experimentell keine subharmonischen Antworten des Systems beobachtet wer-
den, sondern nur harmonische. Or [85] hat 1997 gezeigt, dass die Floquet-Analyse
der linearen Gleichungen, welche sich bei horizontalen Scherproblemen ergeben, kei-
ne subharmonischen Losungen zulassen. Da das Problem bestimmten Symmetri-
en (,,Conjugate-Translation-Symmetry“) geniigt, wurde dieses Resultat von Schulze
[86] bestitigt, der zeigen konnte, dass subharmonische Losungen bei dieser Pro-
blemstellung nur stark lokalisiert im Parameterraum auftreten kénnen. Ein weite-
rer interessanter Ansatz ist derjenige von Shklyaev et al. [87], welche eine Diinn-
schichtapproximation fiir eine sehr diinne Schicht auf einer horizontal vibrierten
Oberfliche entwickelt haben, wobei dann auch Van-der-Waals-Krifte beriicksichtigt
werden miissen. Bezugnehmend auf diese Diinnschichtgleichungen haben Benilov
und Chuganova [88] im Jahr 2010 gezeigt, dass unter dieser Gleichung periodische
und solitdre Wellen maximal metastabil sind.

Wir wollen, anlehnend an den Stabilitétsalgorithmus von Or [85] bzw. Talib et al.
[69, 84], diesen fiir den Fall eines Newtonschen Fluids entwickeln und zeigen, dass
dieser sich zudem auf gleichzeitige horizontale und vertikale Vibration verallgemei-
nern l&sst.

2.3. Analytische L6sungen in viskoelastischen
Fluidmodellen

Der Ausgangspunkt fiir die theoretischen Berechnungen der Instabilititen in den
beiden vorherigen Unterkapiteln 2.1 und 2.2 ist die Kenntnis des Zustands, wel-
cher instabil wird. Dieser ldsst sich bei vertikaler Vibration auf elementare Weise
berechnen zu einem hydrostatischen Druck multipliziert mit einer zeitabhingigen
Gravitationsbeschleunigung, in die damit die vertikale Antriebsfunktion eingeht. Bei
horizontaler Vibration sind seit den Berechnungen durch Stokes [9] bzw. Lord Ray-
leigh [10] die periodischen horizontalen Geschwindigkeitslosungen bekannt und deren
Stabilitdt wurde theoretisch und experimentell vielfach untersucht. Dennoch wurde
z.B. auf die sich auch ergebende, transiente Losung bis zur Untersuchung von Erdo-
gan [18] nicht in der Literatur eingegangen. Da es nur wenige elementare, analytisch
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losbare Fille der Navier-Stokes-Gleichungen gibt (siehe z.B. [17]), lassen sich die
Problemstellungen horizontal und vertikal oszillierter Fluide auf andere Fluidsorten
mit abweichenden Eigenschaften {ibertragen, z.B. auf Maxwell-Fluide, welche nicht
instantan auf eine Scherspannung reagieren sowie weitere viskoelastische Fluide wie
dem sogenannten Jeffrey-Fluid und eine Erweiterung davon: das Oldroyd-B-Fluid
20, 21] (fiir eine Ubersicht siehe z.B. Oswald [30] und Bird et al. [59]).

In den letzten Jahren waren die Untersuchungen zu analytischen Losungen in un-
terschiedlichen fluiddynamischen Modellen sehr umfangreich. Die Gruppe um Raja-
gopal [89-91] hat in den Achtziger Jahren des vergangenen Jahrhunderts die Stokes-
schen Probleme auf viskoelastische Fluide erweitert und z.B. im Oldroyd-B-Modell
berechnet. Hayat et al. [22-25] haben insbesondere die Geschwindigkeitsfelder fiir
viskoelastische Fluide auf periodisch bzw. konstant bewegten Platten berechnet.
Dazu haben diese insbesondere fiir ein Oldroyd-B-Fluid mit Hilfe von Sinustrans-
formationen die periodische horizontale Geschwindigkeit berechnet. Fiir verschiede-
ne viskoelastische Fluidmodelle haben auch Fetecau et al. [26-29] z.B. das zweite
Stokessche Problem fiir ein Oldroyd-B-Fluid mit Hilfe einer Sinus-Transformation
gelost. Zudem gehen diese auf den transienten Teil der Losung ein. Andere Beitriage
stammen noch von Waters und King [92] sowie von Anjum et al. [93].

Tan und Masuoka [94] leiten mit Hilfe einer modifizierten Darcy-Gleichung und
den Feldgleichungen des Oldroyd-B-Modells die Losung fiir das erste Stokessche
Problem in einem portsen Halbraum her. Die Losung wird auch hier durch eine
Sinus-Transformationen erhalten. Zudem leiten sie einen kritischen Parameter ab,
der Bereiche mit stirker ausgeprigten viskosen Eigenschaften von denen vorwiegend
viskoelastischer Kennzeichen voneinander trennt. Die Arbeit von Cruz und Pinho
[95] leitet das zweite Stokessche Problem fiir Einstromungen aus bzw. Einsaugungen
in die Bodenplatte her, wobei diese Arbeit eine der wenigen ist, in der explizit die
Komponenten des Konformationstensors S berechnet worden sind.

Wir werden in dieser Arbeit das Problem eines Oldroyd-B-Fluids auf einer be-
wegten Platte analytisch zum einen mit Hilfe einer Reihenentwicklung in Sinus-
Funktionen fiir das gesamte Anfangs- und Randwertproblem losen. Zum anderen
werden wir die rein periodische Losung als Kombination von trigonometrischen und
hyperbolischen Funktionen berechnen.
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3. Hydrodynamische
Grundgleichungen

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Sachverhalte, die fiir die Problemstel-
lung in dieser Arbeit relevant sein werden, beschrieben. Dazu werden wir zunéchst
den schematischen Aufbau einer diinnen Fluidschicht auf einer beweglichen Unter-
lage skizzieren und darauffolgend die Gleichungen erldutern und diskutieren, mit
denen die physikalischen Eigenschaften theoretisch beschrieben werden.

Die Navier-Stokes-Gleichungen im Zusammenspiel mit Randbedingungen an fe-
sten und freien Oberflichen bilden die Bewegungsgleichungen fiir ein Newtonsches,
viskoses Fluid. Diese werden ausfiihrlich vorgestellt. Im weiteren Verlauf wird dann
der Ubergang zu viskoelastischen Fluiden hergestellt, wobei wir diese mit Hilfe des
sogenannten Oldroyd-B-Modells (siehe auch Kapitel 2) theoretisch modellieren wer-
den.

3.1. Schematischer Aufbau

Der schematische Aufbau ist in Abbildung (3.1) dargestellt. In dieser Graphik ist eine
Fliissigkeitsschicht auf einer flachen, festen Unterlage dargestellt, welche sich zeitlich
in horizontaler Richtung (F;(t)) oder in vertikaler Richtung (F,(t)) i. Allg. periodisch
bewegen kann, wobei diese Bewegung im erdfesten Bezugssystem (gekennzeichnet
durch die dufleren Achsen (X,Y’)) gemessen wird.

Ein zweites Koordinatensystem, dessen z-Achse durch den oberen Rand der Un-
terlage gegeben ist und dessen y-Achse sich oberhalb des Bodens erstreckt, bewege
sich mit der Fluidschicht. Dieses Bezugssystem wird fiir die weitere theoretische
Modellierung verwendet. Durch den Ubergang vom erdfesten in das mitbewegte Sy-
stem gehen die relativen Geschwindigkeiten der Antriebe Fj(t) sowie Fy(t) nicht
mehr iiber die Randbedingungen sondern mittels dufleren Kriften in die Impulsbi-
lanzen ein, wie wir in den folgenden Unterkapiteln sehen werden. Zudem wirke von

m
auflen noch die konstante Gravitationsbeschleunigung § = —9.81— €.
s

Die Fliissigkeitsschicht habe eine laterale Ausdehnung der Liange L, werde unten

11



3. Hydrodynamische Grundgleichungen

Abbildung 3.1.: Schematische Darstellung des Fluids auf einer bewegten Unterlage. Erd-
festes (X,Y) sowie mitbewegtes Koordinatensystem (z,y), dessen Ur-
sprung sich auf der linken unteren Seite befindet.

durch die Bodenplatte begrenzt und an den Seiten bei x = 0 bzw. x = L wollen
wir periodische Randbedingungen annehmen. Die obere Begrenzung sei eine freie
Oberfldche, welche durch die Funktion h(z,t) charakterisiert werde und bestimm-
te Regularitéitseigenschaften erfiille (z.B.: Differenzierbarkeit, Eindeutigkeit, etc.).
Mit Hilfe dieser Voraussetzungen kann zudem eindeutig ein nach auflen zeigender
Normaleneinheitsvektor 7 und damit ein lokales Koordinatensystem, mit Achsen be-
stehend aus Normal- und Tangentialeinheitsvektor (7, ), an jedem Punkt (z, h(z, 1))
der Oberfliche definiert werden (sieche Abb. 3.1).

Wie durch die Koordinatensysteme in Abb. 3.1 angedeutet, beschrinken wir uns
auf ein rdumlich zweidimensionales System, d.h. eine dritte Raumkomponente, bzw.
Abhingigkeiten davon, werden in dieser Arbeit vernachlissigt. Das bedeutet, dass
die fluide Schicht als infinitesimal klein in z-Richtung ausgedehnt angenommen wer-
den kann. Zudem betrachten wir i. Allg. diinne Schichten, d.h. die laterale Ausdeh-
nung (Lénge L) wird sehr viel groBer als die mittlere Hohe hg der Fliissigkeitsschicht
angenommen, wobei

EO:/OLh(x,t:O) dz . (3.1)

Damit ist das sogenannte Aspekt-Verhéltnis €, ndmlich der Quotient aus vertikaler
und horizontaler Ausdehnung, viel kleiner als Eins:

ho
= — 1. 2
¢=7 < (3.2)

12



3.2. Grundgleichungen fiir Newtonsche Fluide

Des Weiteren wollen wir periodische Randbedingungen fiir die abhéngigen Va-
riablen (Geschwindigkeits-, Druck- und Hohenfelder, siehe folgende Kapitel) anneh-
men. Dies lésst sich experimentell ndherungsweise realisieren, indem sich das Fluid
in annularen Rinnen befindet und durch diese in Bewegung versetzt wird (siehe
z.B. [11, 12]). Da die Lénge der Rinne bzw. deren Innenradius grof§ gegeniiber der
Breite des Fluids ist, werden zur einfacheren Beschreibung Kriimmungseffekte ver-

nachléssigt und die diinne Fluidschicht wird idealisiert als 2d-System angenommen.

3.2. Grundgleichungen fiir Newtonsche Fluide

In diesem und dem folgenden Unterkapitel werden die grundlegenden hydrodynami-
schen Gleichungen vorgestellt, die fiir die von uns zu untersuchenden Problemstel-
lung relevant sein werden. Diese sind die Erhaltungsgleichungen fiir Massen- sowie
Impulsdichten und die Evolutionsgleichungen der freien Oberfliche h(x,t). Fiir die
Losbarkeit dieser partiellen Differentialgleichungen sind noch Anfangs- bzw. Rand-
bedingungen erforderlich.

Eine umfassende Ubersicht zu den hydrodynamischen Gleichungen viskoser Fluide
sind diversen Lehrbiichern sowie Standard-Werken zu entnehmen, siehe z.B. [14-
16]. Zunéchst werden die zwei wichtigsten Bilanzgleichungen viskoser Fluide in der
allgemeinen Form vorgestellt, ndmlich die Erhaltungsgleichungen fiir Massen- und

Impulsdichte:

Op+ V- (p) = 0 (3.3)
poii+ (V)i = Vg4 pF, (3.4)
mit der Dichte p, dem Geschwindigkeitsfeld # = (u,v), dem Spannungstensor g und
dem Vektor K , welcher duflere Korperkréfte beinhaltet, wie z.B. die Gravitations-
kraft und Kréfte durch Bewegungen der Platte (sieche Abb. 3.1 auf Seite 12). Diese
Variablen seien generell abhingig von der Zeit (¢) und den rdumlichen Koordina-
ten (x,y). Die partiellen Ableitungen werden durch das 0-Symbol mit jeweiligen
Subskript bzw. mittels des Nabla-Operators (?) charakterisiert.
Die Dichte p werden wir in der gesamten Arbeit als konstant annehmen, d.h.
p(7,t) = po = const. Damit reduziert sich Gl. (3.3) auf die sogenannte
Inkompressibilitdtsbedingung:

V.i=0= Opu + Oyv. (3.5)

13
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Es ist zu bemerken, dass obige Gleichung (3.5) auch dann in guter N#herung fiir
kompressible Fluide (Fliissigkeiten mit nicht-konstanter Dichte) erfiillt ist, wenn die
im System betrachteten Geschwindigkeiten klein gegen die Schallgeschwindigkeit des
Fluides sind (,,Grenzfall kleiner Mach-Zahlen“). Fiir eine ausfiihrliche Diskussion
siehe z.B. [15].

Die zweite Bilanzgleichung 3.4 beschreibt die zeitliche Evolution des Geschwindig-
keitsfeldes. Die gesamten Anderungen in der Geschwindigkeit auf der linken Seite der
Gleichung (zeitliche Ableitung und Konvektion) werden getrieben durch die duflere
Kraft ,0]2 und die Divergenz des Spannungstensors g. Dieser kann fiir inkompressible
Fluide in folgender Form geschrieben werden:

_mn+ug:—m1+u<?ﬁ+(?@T>

—p 0 20,1 Ozv + Oyu
= . 3.6
< 0 —p ) G < O0zv + Oyu 20,v (36)

a

IS}
I

In obiger Relation (3.6) ist der sogenannte ,, Vektorgradient“ auf einen Vektor

(ag, ay)T folgendermaBen definiert:

A A e I L (3.7)

ay Opay  Oyay
In Gl (3.6) ist p = p(x,y,t) die Druckvariable und der konstante Koeffizient p wird
dynamische Viskositidt genannt. Durch Ausschreiben der Gleichung (3.4) zusammen

mit dem Spannungstensor g in Gl. (3.6) erhalten wir die Navier-Stokes-Gleichungen

fiir w und v:
1
Oru+ (u0y +v0y)u = - D+ vAu + K, (3.8)

1
O + (u0y +v0y)v = —; yp +vAv + Ky | (3.9)

wobei der Koeffizient v = ¥ die sogenannte kinematische Viskositéat darstellt und
A=02+0

Die Komponenten K, sowie K, der dufleren Beschleunigung K konnen iiber die
Bewegungen der Platte (sieche Abb. 3.1 auf Seite 12) in Beziehung gebracht werden.

Durch den Ubergang ins mitbewegte Bezugssystem gehen die negativen Beschleuni-
gungen der Plattenbewegung als Antriebsterme K in die N avier-Stokes-Gleichungen

14
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ein. Zudem wirkt in der y-Komponente die Gravitationsbeschleunigung g = g €,:

K, = —I,(t) (3.10)
K, = —F,t)—g. (3.11)

Damit es moglich ist, das obere Gleichungssystem vollstindig zu bearbeiten, sind
zusétzlich zur Periodizitdt der Variablen an den seitlichen Réndern bei z = 0, L
noch Randbedingungen am Boden (d.h. y = 0) sowie an der oberen freien Ober-
fliche notig. Dazu ist noch eine Relation erforderlich, welche die Oberflichenauslen-
kung h(z,t) in Bezug zum Geschwindigkeitsfeld @ setzt. Mit Hilfe der kinematischen
Hohenbedingung folgt fiir die Evolutionsgleichung der Hohe h(z,t) (siche dazu z.B.
[14], §9):

O h(z,t) + u)

Oh (z,1)) = v| (3.12)

y=h(z,t) ( y=h(z,t)

Obige Formel (3.12) besagt, dass die freie Oberfliche durch das Fluid advektiv
transportiert wird und koppelt damit H6hen- und Geschwindigkeitsfelder. Weite-
re implizite Kopplungen ergeben sich aus den Bedingungen fiir die tangentialen und
normalen Spannungen an der freien Oberfliche:

t(c-it) = 0 (3.13)
i (o ) = 0Ok, (3.14)

wobei 8 den Oberflichenspannungskoeffizienten darstellt. 7 und ¢ sind die Normal-
bzw. Tangentialvektoren an der Oberfliche (siehe Abb. 3.1 auf Seite 12) und der
Term k steht fiir die Kriimmung der Oberflache:

1 — o 1 —
() e () e
1+ (9, h)° 14 (@, h)2 \ O

2
K= O:h : (3.16)

(1 + (9, h(z, t))2>g

Die Gleichung (3.13) besagt, dass die tangentialen Spannungen an der Oberflédche

verschwinden miissen. Aufgrund der Orthonormalitit von Normal- und Tangential-
vektoren lésst sich zeigen, dass zudem der Druckterm in dieser Gleichung verschwin-
det. Die Normalrandbedingung (3.14) besagt, dass die Normalkomponente der Span-
nungen (im Wesentlichen der Druck p an der Oberfliche) durch die Oberflichenspan-
nung gegeben ist. Diese ist proportional zur Kriimmung « (siche Gl. (3.16)) und zum
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3. Hydrodynamische Grundgleichungen

Oberflichenspannungskoeffizienten 6.

Zusammen mit der kinematischen Hohenbedingung (3.12) koppeln demnach Héhen-
und Geschwindigkeitsvariablen auf komplexe Weise miteinander. Die Randbedin-
gung am festen unteren Rand nimmt eine einfachere Form an. Dort ist die sogenannte
No-Slip-Randbedingung fiir viskose Fluide eine gute Approximation:

—

u|y:0 =0« u‘yzo = v‘y:O =0. (3.17)
Obige Gleichung bedeutet, dass die Geschwindigkeit an einem festen Rand ver-
schwindet. Zusammen mit der Inkompressibilitéitseigenschaft (3.5) folgt unmittelbar,
dass

(0 ) |y:0 =0 = (ayv)|y:0 =0. (3.18)
Die Normalableitung an festen Réndern verschwindet ebenso.

Unser gesamtes dynamisches System besteht demnach aus den Evolutionsglei-
chungen fiir Hohen-, Druck- und Geschwindigkeitsfeldern (3.5, 3.8, 3.9, 3.12) so-
wie den Randbedingungen (3.13, 3.14, 3.17, 3.18). Bevor wir das gesamte partielle
Differentialgleichungssystem noch einmal detailliert aufschreiben, wird mittels cha-
rakteristischer Lingen- und Zeitskalen das System in eine dimensionslose Form ge-
bracht. Da in dieser Arbeit i. Allg. das System mit einer flachen Oberfliche der Hohe
ho = const. gestartet wird, wird diese Hohe als typische Langenskala verwendet. Da
die dufleren horizontalen wie vertikalen Antriebe oft periodische Antriebe mit Fre-
quenz f sind, werden wir als Zeitskala das Inverse der Kreisfrequenz w™! = ﬁ ver-
wenden. Als Referenzgrofle fiir die Geschwindigkeit dient der Quotient aus Lingen-
und Zeitskala V = why. Als Skala fiir den Druck dient py = pV? = ph3w?. Alle
abhéngigen wie unabhéngigen Variablen gehen damit iiber in dimensionslose Gréfien,

die nachfolgend durch ein Tilde-Zeichen (~) gekennzeichnet sind:

1

T — hoZ = 0 —
ho

1 1.
Op i y—=hof =0y = 1=05; y— —t=0—>wd (319)
0

w— whoti; v—whot; h—hoh; p— ph%wQﬁ . (3.20)
Mit Hilfe der Relationen (3.19, 3.20) kénnen wir die gesamte Problemstellung folgen-
dermaflen formulieren, wobei die kurz zuvor eingefiihrten Tilden iiber den Variablen
zur Vereinfachung entfernt worden sind. Zu diesen neuen Variablen werden auch
Parameter wie die Dichte p, die kinematische Viskositit v, der Oberflichenspan-
nungskoeffizient § sowie die Gravitationsbeschleunigung ¢ in neue, zusammenge-
setzte Konstanten und Parameter iiberfiihrt. Diese werden nach den entdimensiona-
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3.2. Grundgleichungen fiir Newtonsche Fluide

lisierten Gleichungen und Randbedingungen néher erldutert:

Opu+0yv = 0 (3.21)
1

Ou+ (udy +vd)u = — ggp—i—EAu—ngaffgg(t) (3.22)
1

v+ (udy +vdy))v = —8yp+EAv—§(1+Fy8t2fy(t)) (3.23)

Och+ul, iy Och = v - (3.24)

Dazu kommen die Randbedingungen, zunéchst am unteren Boden:

ﬁ\yzo =0 (3.25)
(6mu)‘y:0 =0 (3.26)
Oyv) |,y = 0, (3.27)

sowie an der freien Oberflache:

2(9p h) (Opu—0yv) |

y:h(l‘,t)
+ (@) =1) (Oev =0y )|,y =0 (3.28)
2 2
— (14 @) pl iy +2 (@) = 1) @) |y
o*02h
~2(0:1) (000 + 0y )|y, = s - (3.29)
(148, h)

Die in den Gl. (3.21-3.29) neu auftretenden Parameter sind folgendermaflen definiert:

hiw
Reynolds-Zahl R : R=——  (3.30)
v
dimensionslose Gravitationsbeschleunigung g : Q:% (3.31)
ow
0
dimensionsloser Oberflichenspannungskoeffizient o™ : o= 133 (3.32)
phyw
. . . . . Ayw?
dimensionslose horizontale Antriebsamplitude T, : r,= (3.33)
9
L : : . Ayw®
dimensionslose vertikale Antriebsamplitude T’ : ry= . (3.34)
g

Waéhrend die Reynolds-Zahl R in der Literatur bzw. Theorie der Hydrodynamik seit
langer Zeit (siehe z.B. [14-16]) bekannt ist und als Abschéitzung der Groéflenord-
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3. Hydrodynamische Grundgleichungen

nungen von Tragheits- zu viskosen Kréften dient, sind die iibrigen dimensionslosen
Parameter im Wesentlichen durch die Wahl der Skalen (siche 3.19, 3.20) bestimmt.
Die Wahl der Koeffizienten I';; und I'y ist durch Ahnlichkeitsbetrachtungen zu Arbei-
ten mit granularer Materie motiviert, bei denen statt einer Fluidschicht eine diinne
Lage eines Granulats periodisch angetrieben wird (siehe [11, 12]). Der Parameter
Iy beschreibt z.B. den Quotienten aus maximaler vertikaler Beschleunigung durch
den Antrieb und Gravitationsbeschleunigung g. Falls Iy > 1 ist, konnen Teile des
Granulats die Bodenplatte verlassen und ballistische Bewegungen ausfiihren.

Die Losung des in den Gl. (3.21-3.29) zusammengefassten nichtlinearen Problems
ist sehr komplex und ohne numerische Hilfsmittel fiir den allgemeinen Fall nicht
moglich. Wir werden uns daher in den folgenden Kapiteln 4 sowie 5 an Problem-
stellungen versuchen, die bestimmte Symmetrien der Variablen bzw. des dufleren
Antriebs erfiillen.

Zunéchst werden wir dhnlich zu diesem Unterkapitel im nachfolgenden die Eigen-
schaften viskoelastischer Fluide vorstellen. Zur theoretischen Beschreibung dieser
Art von Fluiden wurden in den vergangenen Jahrzehnten bzw. -hunderten zahlrei-
che Modelle entworfen bzw. hergeleitet (siche z.B. [19, 30, 59]). Das 1950 vorgestellte
sogenannte Oldroyd-B-Modell ([20, 21]) hat in den letzten Jahren einige Aufmerk-
samkeit erfahren, da es das Modell eines Newtonschen Fluids sowie weitere Modelle
zur Beschreibung viskoelastischer Fliissigkeiten (wie z.B. das Mazwell- und auch das
sogenannte Jeffrey-Modell, siehe auch [30]) als Spezialfiille enthélt.

3.3. Grundgleichungen fiir viskoelastische Fluide:
Oldroyd-B-Modell

In diesem Unterkapitel wollen wir, ankniipfend an die Vorstellung und Diskussion ei-
nes Newtonschen Fluids auf einer bewegten Platte, dieses durch ein viskoelastisches
Fluid ersetzen. Laut Maxwell ([19], siche auch [30, S. 17]) haben alle Fliissigkeiten
viskoelastische Eigenschaften. Damit ist gemeint, dass auf (jeweils fluidspezifischen)
kurzen Zeitskalen diese sich wie ein elastischer Festkorper verformen, falls duflere
Scherspannungen oder Driicke auf diese wirken, aber sich auf jeweils ldngeren Zeits-
kalen wie viskose Fluide verhalten. Die Zeitspanne, welche diese beiden Zeitskalen
voneinander trennt, wird wviskoelastische Relaxationszeit genannt und kann fiir un-
terschiedliche Fluide um sehr viele Groflenordnungen voneinander abweichen (z.B.
liegt diese im Pikosekundenbereich fiir Wasser und im Bereich von Jahrhunderten,
wenn z.B. die Strome im Erdmantel als Fluide betrachtet werden, siehe [30]).
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3.3. Grundgleichungen fiir viskoelastische Fluide: Oldroyd-B-Modell

Auf die Rheologie, Eigenschaften und die Herleitung sémtlicher Details von vis-
koelastischen Fluiden kann in dieser Arbeit nicht eingegangen werden. Dazu sei auf
umfassende Einfiihrungen und darin vorgestellte Modelle bzw. Modellgleichungen
verwiesen (z.B.: [30, 59]). Wir wollen die im vorherigen Kapitel diskutierten Glei-
chungen (3.21-3.29) so erweitern, dass diese den bestimmenden Differentialgleichun-
gen eines Oldroyd-B-Fluids geniigen. Dazu gehen wir analog zum vorherigen Kapitel
3.2 vor und vergleichen die dort erhalten Bedingungen mit denen des Oldroyd-B-
Modells:

Die Bilanzgleichung (3.3) fiir die Massendichte, welche in die Inkompressibilitéts-
bed. (3.5 bzw. 3.21) iibergegangen ist, bleibt auch fiir das Oldroyd-B-Fluid erhal-
ten. Diese Annahme mag iiberraschen, jedoch ist die Inkompressibilitit ein gute
Approximation, falls die betrachteten Geschwindigkeiten im System klein gegen die
Schallgeschwindigkeit sind (siche auch Seite 13f).

Die Gleichungen (3.4, 3.6, 3.8, 3.9) werden im Oldroyd-B-Modell so modifiziert,
dass der Spannungstensor p ' durch den sogenannten Konformations- bzw. Poly-
merspannungstensor S ersetzt wird. Das bedeutet, dass

B =-pl+5. (3.35)

Mit Hilfe von Uberlegungen auf mikroskopischer Ebene und Annahmen spezieller Ei-
genschaften polymerer Teilchen lassen sich die Komponenten des Spannungstensors
T und des Konformationstensors S durch eine konstitutive Gleichung miteinander
in Relation setzen:

§+AD%§ZM [1+A,,D%]g —p [HATD%] <?ﬁ+<?ﬁ)T> . (3.36)

In obiger Gleichung ist p wie vorher die dynamische Viskositdt und die Parameter A
sowie A\, sind als Relaxations- bzw. Retardationszeiten bekannt. Dabei beschrinken
wir uns auf die Annahme, dass A\ > A, > 0. Der Operator D/Dt beschreibt die
sogenannte konvektive Zeitableitung (,upper convected time derivative*) und wirkt
auf beliebige Tensoren, z.B. A, folgendermafien:

b :%éJr(ﬁﬁ)é—é(%)—(%)TA. (3.:37)

Dt

[l

Die in den Gleichungen (3.36, 3.37) eingefiihrten Groflen des Konformationstensors
S erhshen nicht nur die Anzahl der abhéngigen Variablen des gesamten Problems.
Sondern durch die zusétzliche zeitliche Ableitung in der konstitutiven Gleichung
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3. Hydrodynamische Grundgleichungen

(3.36) éndert sich zudem der Grad des partiellen DGL-Systems, so dass zusétzliche
Rand- und Anfangsbedingungen notwendig werden. Es sind noch zwei Spezialfille
zu bemerken:

Falls A = A, = 0 sind, so gilt in diesem Fall fiir den Konfomationstensor S =
pT und somit spiegelt diese spezielle Parameterwahl den Fall des Newtonschen
Fluids wider, der im vorherigen Kapitel 3.2 ausfiihrlich beschrieben worden ist. Im
Hinblick auf die in den né#chsten beiden Kapiteln 4 und 5 vorgestellten Losungen
dieses Systems ist jedoch in der Hinsicht Vorsicht angebracht, als dass Loésungen
im Oldroyd-B-Modell bei der Wahl A, A\, — 0 nicht unbedingt in die Losungen des
Newtonschen Modells iibergehen, sondern auch divergieren kénnen, da sich durch
die spezielle Parameterwahl der Grad des partiellen DGL-Systems &éndert. Dies kann
analog zum Ubergang von Newtonschen Fluiden zu idealen Fluiden (kinematische
Viskositdt v — 0) betrachtet werden. Hierbei sind z.B. die Randbedingungen an
festen Wénden nicht miteinander vertréiglich (,,no-slip“-RB: 4 = 0, gegeniiber ,,free-
slip“-RB: 1 - ¥ @ = 0. Fiir eine Diskussion siehe z.B. [16, S. 148f]).

Ein zweiter Spezialfall ist die Wahl A\, = 0. Hierbei gehen die Bestimmungsglei-
chungen {iber in diejenigen eines sogenannten Mazwell-Fluids. Dabei gibt es in die-
ser Sorte Fliissigkeiten nur eine charakteristische Zeitskala A\, welche beschreibt, mit
welcher Geschwindigkeit die elastischen Eigenschaften in die Eigenschaften des rein
viskosen Regimes relaxieren (siehe auch [19, 30]). Beispiele fiir Maxwellsche Fluide
sind demnach Silikon-Ole und auch einige Polykristalle bei sehr hohen Temperatu-
ren.

Um analog zum vorherigen Kapitel zu den Bestimmungsgleichungen des gesamten
Systems zu gelangen (siehe Gln. (3.21)-(3.29) auf Seite 17), wird der Spannungsten-

OB ersetzt. Dieses geschieht in den

sor g durch den neuen Extraspannungstensor o
Navier-Stokes-Gleichungen (3.8, 3.9) bzw. den Randbedingungen an der freien Ober-
fliche (3.13, 3.14). Die kinematische Hohenbedingung (3.12) und die Bedingungen
an die Geschwindigkeiten am unteren festen Rand (3.17 sowie 3.18) &ndern sich
nicht. Da die Einheiten der dimensionsbehafteten Grofien des Konformationstensors
S denjenigen des Spannungstensors g entsprechen, kénnen wir auf gleiche Weise di-
mensionslose Variablen einfithren wie schon in Kapitel 3.2, siehe Formeln (3.19) und

(3.20) auf Seite 16.

Damit erhalten wir analog zu den bestimmenden Gleichungen eines Newtonschen
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3.3. Grundgleichungen fiir viskoelastische Fluide: Oldroyd-B-Modell

Fluids (3.21-3.34) diejenigen, welche das Oldroyd-B-Modell charakterisieren:

Opu+dyv = 0 (3.38)

Oru+ (u0y +v0y)u = —0yp+ 0y Sex + 0y Sey — Gl (9t2 fa(t) (3.39)
Qv+ (udy +v0y)v = —0yp+ 0y Sya+ 0y Syy — G (1 + Ty 07 f,(t)) (3.40)
(3.41)

O h + u‘y:h(x,t) Ih = v‘y:h(x,t) ’

Dabei sind in den Gleichungen (3.39) und (3.40) Sy, ..., Sy, die vier Komponenten
des (nun entdimensionalisierten) Tensors S. Die Randbedingungen am Boden sind
identisch zum Newtonschen Fall:

ﬁ\yzo =0 (3.42)
(aggu)\yzo =0 (3.43)
Oyv) |,y = 0. (3.44)

Fiir die Randbedingungen an der freien Oberfliche gibt sich unter Beriicksichtigung
des Extraspannungstensors S:

O S = S s
_S:vy|y=h(r7t) + <(ax h)2> Syx‘y:h(m,t) =0 (345)

= (1 @) bl oy + (©0)°) Sl o

o*02h
(02 h) (Say + Sya) ‘y:h(x,t) + Syy‘y:h(m,t) -

Tavan 9

Dazu kommen fiir den Fall des Oldroyd-B-Fluids noch die vier Gleichungen, welche
die Komponenten des Konformationstensors S in Beziehung zu den Geschwindigkei-
ten u und v setzen, und zwar in der entdimensionalisierten Form:

§+X%§ = % [1+Xr%] <?ﬁ+<?ﬁ>T> . (3.47)

Zusitzlich zu den dimensionslosen Parametern aus dem Newtonschen Modell (siehe
Gln. (3.30)-(3.34) auf Seite 17) kommen noch die dimensionslosen Versionen der
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3. Hydrodynamische Grundgleichungen

Relaxationszeit A — X und der Retardationszeit A\, — A, hinzu:

dimensionslose Relaxationszeit A : A=A\w (3.48)

dimensionslose Retardationszeit \, : A=\ w . (3.49)

Somit bestimmen die Gleichungen 3.38 bis 3.47 zusammen mit den Werten der Para-
meter (3.48, 3.49 sowie 3.30-3.34) das Problem vollstindig bis auf eine Eigenschaft,
auf die wir bisher nicht eingegangen sind: Die Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt
t=0.

Im folgenden Kapitel wollen wir Losungen fiir beiden Sorten Fluide betrachten
(Newtonsche und viskoelastische), wobei wir i. Allg. speziell den periodischen An-
teil davon diskutieren werden. Falls dabei auch der transiente Teil betrachtet wird,
wollen wir, wenn nichts anderes angemerkt ist, zu Beginn ruhende Fluidschichten
betrachten, d.h.:

i(z,y)|,_,=0. (3.50)

Im Oldroyd-B-Modell (siche Diskussion auf Seite 20) ist noch eine zweite Anfangs-
bedingung notwendig, wobei auch die zeitliche Ableitung der Geschwindigkeit zum
Zeitpunkt ¢ = 0 verschwinden soll:

(O ti(z,y)) |,_, =0 (3.51)

In diesem Kapitel haben wir die Gleichungssysteme beschrieben, welche eine (peri-
odisch) angetriebene Fluidschicht auf einer festen Platte innerhalb zweier Modelle
beschreiben. Zum einen fiir ein Newtonsches Fluid mit konstanter Viskositét, zum
anderen fiir ein viskoelastisches Fluid, welches im sogenannten Oldroyd-B-Modell
behandelt wird. Im nichsten Kapitel werden wir Losungen dieser Feldgleichungen,
welche sich mit elementaren und analytischen Mitteln bestimmen lassen sowie aus-
gewihlten Symmetrien geniigen, diskutieren.
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4. Analytische Losungen vertikal
periodisch angetriebener Fluide

Nachdem wir im vorherigen Kapitel allgemein die theoretische Problemstellung in-
nerhalb zweier Modelle (Newton- und viskoelastisches Fluid) erdrtert haben, werden
wir in diesem Kapitel auf die spezielle Losungen dieser Gleichungen eingehen, die
sich durch rein vertikale und rein horizontale externe Antriebe ergeben. Diese werden
wir vorstellen und insbesondere auf die Unterschiede aber auch Gemeinsamkeiten
der hydrodynamischen Modelle eingehen.

Den Versuch, die in den Untersuchungen von Michael Faraday zu vertikal vibrier-
ten Fluiden ([3]) im Jahre 1831 von ihm beobachteten Oberflachenwellen theoretisch
zu modellieren, unternahmen zunichst Benjamin und Ursell 1954 ([31]) fiir ideale
Fluide, dann K. Kumar und viele andere fiir viskose Fluide (siehe z.B. [33, 34, 41, 45,
52, 96]) sowie S. Kumar fiir viskoelastische Fluide ([53, 57, 58]). In deren Analysen
wird i. Allg. von einer flachen, statischen Schicht ausgegangen, wobei der vertikale
Antriebsterm zusammen mit der konstanten Gravitationsbeschleunigung nur tiber
den Druck p eingeht, so dass sich ein lineares Druckfeld mit zeitabhéngigem Vorfak-
tor einstellt (,,hydrostatischer Druck mit zeitabhingigem Gravitationsterm*). Dieses
Feld kann dann instabil gegen subharmonische und harmonische Oberflichenwellen
werden. Da wir die Stabilitdtsuntersuchung fiir den Fall eines Oldroyd-B-Fluides in
Kapitel 6 untersuchen wollen, werden wir die Referenzlésung im folgenden Kapitel
4.1 noch einmal kurz skizzieren.

Die als Stokes erstes und zweites Problem (,,Stokes’ first and second problems®)
bekannten hydrodynamischen Fragestellungen, wobei ein Fluid mittels einer unend-
lich ausgedehnten flachen Platte spontan in Bewegung versetzt wird, ist seit 1851 von
Stokes ([9]) tiber Rayleigh ([10]) und Schlichting ([17]) und vielen weiteren Forschern
gut untersucht. Unter anderem fiir sowohl viskose Newtonsche als auch viskoelasti-
sche Fluide. Dabei sind in den letzten 15 Jahren neben den transienten Losungen
([18]) im Newtonschen Fall auch insbesondere die exakten Losungen fiir ein Oldroyd-
B-Fluid ein aktueller Gegenstand der Forschung ([26, 93, 94]).

Wir werden als neuem Beitrag dazu die exakten Losungen auf zwei Wegen bestim-
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4. Analytische Losungen vertikal periodisch angetriebener Fluide

men: Zum einen mittels Separation der horizontalen Geschwindigkeit u in rdumliche
Basisfunktionen, welche die Randbedingungen erfiillen, und einer zeitlichen Funk-
tion, um sowohl die periodischen als auch die transienten Teile der Lésung bei be-
liebigem Antrieb zu bestimmen. Zum anderen gibt es fiir den Fall harmonischer
Antriebe (d.h. sinus- bzw. kosinusartig) eine Losungsmoglichkeit, die bisher in der
Literatur unseres Wissens nach nicht beschrieben worden ist. Im Fall des Oldroyd-
B-Fluids ergeben sich zusétzlich zu l6sende Differentialgleichungen fiir die Elemente
des Konformationstensors S (sieche Gl. (3.47) auf Seite 21). Da diese Terme nichtli-
near von den Geschwindigkeiten abhéngen, werden die Resultate dieser Terme in der
bisherigen Literatur bisher wenig aufgefithrt. Um die Stabilitdtsanalyse in Kapitel 8
durchfiihren zu kénnen, werden wir diese im Kapitel 5.2 detailliert diskutieren.

4.1. Analytische Losung

Wir konzentrieren uns auf die Bestimmungsgleichungen (3.38-3.47, Seite 21f) im
Oldroyd-B-Modell. Der Losungsweg fiir das Newtonsche Fluid verlduft analog und
wird hier nicht gesondert diskutiert. Als vertikaler Antrieb kann eine allgemein belie-
bige Funktion f,(t) in Gleichung (3.40) gewihlt werden, was an der folgenden Rech-
nung kaum etwas dndert. Wir beschrinken uns auf eine harmonischen Vibration, d.h.
fy(t) = sin (t + ¢,) und f,(t) = 0, wobei ¢, ein beliebig wihlbarer Phasenwinkel ist.

Wir setzen das Geschwindigkeitsprofil als stationdr sowie die Hohe als flach an
und der Druck soll nur von der Zeit und der vertikalen Koordinate y abhéngen. Das
bedeutet:

h=1; u=v=0; p=py,t). (4.1)

Durch obige Gleichung sind die Gleichungen (3.38) und (3.41) sowie die unteren
Randbedingungen (3.42-3.44) automatisch erfiillt. Die konstitutive Gleichung des
Konformationstensors S (3.47) reduziert sich damit zu:

S+ X0,

([

~0. (4.2)

Mit der Einschrénkung, dass die einzelne Elemente (§ )Z _mit ¢, = 1,2 nicht weiter

von x und y (genauso wie die Geschwindigkeiten u und v) abhéngen sollen, ergibt
sich als allg. Losung von Gl. (4.2):

S(t) =S expx . (4.3)
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4.1. Analytische Losung

Mit der Anfangsbedingung éo = 0 (siehe z.B. [93]) folgt, dass S = 0 fiir alle Zeiten .
Somit sind Gl. (3.47) und zusétzlich (3.39) erfiillt. Bei den Randbedingungen (3.45,
3.46) bleibt mit den Normal- und Tangentialvektoren 7 = (0,1) sowie £ = (—1,0)
nur die Normalenrandbedingung iibrig, so dass noch folgendes DGL-System gelost
werden muss:

—=Oyp(y,t) + g (=1 +Tysin(t +¢,)) = 0 (4.4)
p‘y:l = 0.

Dieses System wird gelost durch die vertikale Referenzlosung fiir den Druck p2:

py(y,t) =g(1 —Tysin(t+ ) (1 —y) = G(t) (1 —y) . (4.6)

Aus der obigen Gleichung ist zu erkennen, dass die Referenzlésung derjenigen eines
hydrostatischen Drucks entspricht, wobei die Gravitationskonstante g bzw. g in eine
zeitabhéngige Gravitationsbeschleunigung G(t) iibergeht. Fiir einen verschwinden-
den vertikalen Antrieb ergibt sich der gewohnte, in der vertikalen Koordinate lineare
hydrostatische Druck.

Wir bemerken noch, dass eine konstante horizontale Geschwindigkeit u = ¢ =
const. die Feldgleichungen (3.38-3.46) erfiillt, bis auf die Randbedingung am Bo-
den (3.42). Diese sorgt dafiir, dass das Fluid unter den elementaren Annahmen auf
der Platte ruht. AbschlieBend fiir dieses Kapitel wollen wir noch einmal die Refe-
renzlosungen aller Variablen fiir den rein vertikalen Antrieb auffithren, um damit
in Kapitel 6 deren Stabilitédt gegen subharmonische und harmonische Oberflichen-
strukturen zu untersuchen. Diese Referenzlosung wird jeweils mit oberem Index 0
und unterem Index v gekennzeichnet:

po(y,t) = §(1 =Ty sin (t + ¢y)) (1 —y) (4.7)

SO _ ( SS,J:J: Sg,xy ) _ < 00 )
= 0 0 - :
Sv,xy vayy 0 0
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5. Horizontale periodische Antriebe

Nachdem wir im vorherigen Kapitel die elementare Lésung bei einem rein vertikalen
Antrieb vorgestellt haben, werden wir im Folgenden den Fall fiir horizontale Antrie-
be detailliert diskutieren. Der Beginn der theoretischen Untersuchungen zu diesem
Thema geht mindestens zuriick bis ins 19. Jahrhundert und eine der ersten Beschrei-
bungen wird Stokes im Jahr 1851 zugeschrieben ([9]), daher auch die Bezeichnung
,Stokes’ first problem“. Uber die Arbeiten von Lord Rayleigh 1911 ([10]) und denen
von Schlichting ([17]) wurde im 20. Jahrhundert insbesondere die Stabilitét der pe-
riodischen Losungen hin zu harmonischen Oberflichwellen untersucht, z.B. von Yih
([71, 72]), Or ([85], Talib und Juel ([84]) und einigen weiteren. In diesen Arbeiten
wurden i. Allg. die vollstdndig eingeschwungenen Lésungen des periodischen harmo-
nischen Antriebs betrachtet, wobei im Jahr 2000 Erdogan auch die Eigenschaften
des transienten Anteils untersucht hat ([18]).

Die Grundlage der oben genannten Untersuchungen waren i. Allg. die Navier-
Stokes-Gleichungen der viskosen Fluide. Fiir viskoelastische Fluide und deren ver-
schiedenen konstitutiven Gleichungen wurden auch viele Losungen in den letzten
beiden Jahrzehnten veroffentlicht, z.B. von Fetecau ([26, 29]), Hayat ([24]) sowie
Tan und Masuoka ([94]) und vielen anderen. In diesen Veroffentlichungen geht es
insbesondere um die exakten analytischen Losungen mittels der konstitutiven Glei-
chungen des Oldroyd-B-Fluids unter harmonischer Plattenbewegung und dem dar-
aus resultierenden Geschwindigkeitsfeld.

Wir wollen in diesem Kapitel folgendermaflen vorgehen: Beginnend bei den New-
tonschen Fluiden mit den Bestimmungsgleichungen (3.21-3.29, siche Seite 17f) wer-
den wir das bekannte Problem auf zwei Arten 16sen: Zum einen mittels Entwick-
lung in rdumliche Eigenfunktionen, die den Randbedingungen geniigen, so dass sich
die horizontale Geschwindigkeit als unendliche Summe dieser Basisfunktionen mit
zeitabhéngigen Koeffizienten darstellen ldsst. Durch diese Vorgehensweise kénnen
wir auch die transienten Anteile der Losung erfassen und werden deren interessante
Eigenschaften naher erliutern. Zum anderen kann bei harmonischen Antrieben ein
zweiter Losungsweg gewahlt werden, der direkt analytisch herleitbar ist und fiir den
periodischen Teil dquivalent zur Losung des ersten Teils ist.
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5.1. Horizontal oszillierte Newtonsche Fluide

Darauf aufbauend werden wir in Unterkapitel 5.2 beide Ansétze so modifizieren,
dass diese auch fiir die komplizierten Gleichungen des Oldroyd-B-Modells die Losun-
gen liefern und dabei auch auf andere als harmonische Antriebe eingehen. Zudem
werden wir die Lésungen zu den HilfsgréBen des Tensors S (siehe beispielsweise
Gl. (3.47) auf Seite 21) diskutieren, da diese einerseits fiir die Stabilitdtsanalyse in
Kapitel 8 bendétigt werden, andererseits in der bisherigen Literatur kaum beachtet
wurden.

5.1. Horizontal oszillierte Newtonsche Fluide

Analog zum Vorgehen in Kapitel 4.1 auf Seite 24 suchen wir nach moglichst elemen-
taren Losungen fiir einen harmonischen horizontalen Antrieb f, (t) = sin (¢ + ¢5) in
z-Richtung sowie fy(t) = 0, wobei ¢}, dhnlich wie ¢, einen konstanten Phasenwinkel
darstellt (siehe Kapitel 4.1 auf Seite 24). Die weiteren Annahmen zur Losung des
Gesamtgleichungssystems (3.21-3.29, Seite 17f) seien:

u = u(y,t) (5.1)
v = 0

h =1

p = p-

Mit den obigen Annahmen (5.1) und ohne vertikalen Antrieb, d.h. 'y = 0, kénnen
wir das Ergebnis fiir p0 (y,t) (siehe Gl. 4.7, Seite 25) {ibernehmen, so dass sich der
allgemein bekannte hydrostatische Druck ausbildet. Die restlichen Bedingungen, die
sich aus den Annahmen (5.1) ergeben, sofern diese nicht automatisch erfiillt sind,
erhalten wir zu:

atu(y,t)—%(?;u(y,t) _ GT, sin (t+ 6n) (5.20)
u{yzo =0 (5.2b)
@yu)|,_, = 0. (5.2¢)

Damit reduziert sich das Problem auf die Losung der inhomogenen Warmeleitungs-
gleichung (5.2) fiir die horizontale Geschwindigkeit u. Im Folgenden werden wir zwei
Losungswege skizzieren:
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5. Horizontale periodische Antriebe

Avo =sin(g) —
in (°3")
.l (%y) ........
0 (73)
0.6
Y
02 |

(2n+1)m
712 y)

0
v, = sin (

Abbildung 5.1.: Basisfunktionen v,, = sin (w, y) als Funktion der Variable y, welche auf
der senkrechten Achse aufgetragen ist. Dargestellt sind n = 0 (rot), n =1
(griin), n = 2 (blau) sowie n = 3 (lila).

5.1.1. Loésung mittels Basisfunktionen sin (w,, y)

Um das DGL-System (5.2) zu losen, benutzen wir den klassischen Separationsansatz
fiir die unabhéngigen Variablen y und ¢, d.h. wir setzen die Losung in der Form
u(y,t) = v(y) - g(t) an. Damit erhalten wir:

SO0 )

g@) vy ’

wobei K konstant sein muss. Die rdumliche DGL wird gelést durch v (y) = sin (y)
bzw vs (y) = cos (y). Mit Hilfe der Randbedingungen (5.2b) und (5.2¢) lésst sich
zeigen, dass nur die Sinus-Losungen bestehen bleiben und zusétzlich gelten muss:

(5.3)

2n+1) 7w
2

K = =: Wy , (5.4)

(2n+1)

wobei n = 0,1,2,... Diese Funktionen v, (y) = sin( y) haben die Eigen-

schaft, dass sie fiir unterschiedliche n zueinander orthogonal sind (mit dem {iblichen
integralen Skalarprodukt fiir Funktionen) und das sich beliebige (quadrat-integrable)
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5.1. Horizontal oszillierte Newtonsche Fluide

Funktionen im offenen Intervall (0, 1) danach entwickeln lassen:

1
(2 1 2 1 1
e = o () (BT i
0

1 = Zw—n i (2”%1)”@ y € (0,1). (5.5b)

n=0

Die ersten vier Basisfunktionen v, (y) sind in Abb. 5.1 gezeigt. Jede dieser Basis-

funktionen v, hat neben der Nullstelle bei y = 0 jeweils noch n weitere Nullstellen
2m

,m
2n +1

im Inneren des Intervalls, und zwar an den Stellen y,, = =1,...,n.

Mit Hilfe der so gewonnenen Losung des raumlichen Teils konnen wir den zeitlichen
Anteil g (t) aus Gl (5.3) bestimmen zu:
w2
gn (t) = exp <—§" ) =:exp (—ynt) . (5.6)

Die Losung des homogenen Teils von Gl. (5.2a) kénnen wir durch Superposition aller
Funktionen v, (y) - g, (t) darstellen. Die spezielle Losung g, (t) bekommen wir aus
den Relationen (5.5) in Verbindung mit Gl.(5.2a):

2
e gn” () + 1 g’ (8) = =gl sin (t + én) , (5.7)

und somit deren Loésung:

gP(t) = gl (fyn sin (¢t + ¢p) — cos (t + (bh)) . (5.8)

wy (72 + 1)

Mit Hilfe der obigen speziellen Losung (5.8) ergibt sich fiir die allgemeine Losung
der horizontalen Geschwindigkeit u aus DGL-System (5.2) zusammen mit der An-
fangsbedingung einer stationéren Fluidschicht (siche (3.50) auf Seite 22):

281n w .
(y,t) = gls Z "y {(—%sm%+costh)exp(—%t)

+ Y sin (t + ¢p) — cos (t + ¢h)} . (5.9)

Die Referenzlgsung uf) (y,t) besteht aus einem transienten Anteil (erste Zeile von Gl
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5. Horizontale periodische Antriebe
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Abbildung 5.2.: Diagramm der Geschwindigkeit U’(})L,tru,ns fir R = 5 (links) bzw. R = 50
(rechts) zu zunehmenden Zeiten ¢t in Abhéngigkeit der vertikalen Achse
y. Die schwarze Linie stellt jeweils die Situation bei ¢ = 0 dar. Nach links
hin mit unterschiedlichen Farben sind die transienten Geschwindigkeiten
zu weiteren Zeitpunkten t = nmw, n € N gezeichnet. Weitere Parameter:

gla =1, ¢n =0.

(5.9)) sowie dem periodischen Anteil (zweite Zeile). Neben der konstanten multipli-

2
n

kativen Amplitude gI'; hingt diese bei konstantem Winkel ¢;, iiber die v, = T
nur noch von der Reynoldszahl R ab. Wir werden zunéchst den transienten Teil

0
h,trans

ist fiir die Reynoldszahlen R = 5 sowie R = 50 im linken bzw. rechten Teil des

U diskutieren, der die obere Zeile von Gl. (5.9) ausfiillt. Dieser Teil der Losung
Diagramms 5.2 skizziert, und zwar zu anwachsenden Zeitpunkten ¢, wobei die Diffe-
renz zwischen zwei aufeinanderfolgenden Graphen jeweils At = 7 betrigt. Es ist zu
erkennen, dass diese Losungen vom Start weg (gekennzeichnet durch die schwarzen
Linien) kontinuierliche abnehmen, wobei dieser Vorgang bei kleineren Werten von
R deutlich schneller vonstatten geht. Dabei ist weiterhin zu erkennen, dass hin zu
grofleren Werten von R ab einer bestimmten Schwelle die transiente Geschwindigkeit
im Innern ein Maximum ausbildet und sich am oberen Rand (y — 1) auf einen Wert
von 1 konzentriert, was in diesem Fall genau gI', entspricht.

FEin interessanter Aspekt dieser transienten Geschwindigkeitskomponente ist, dass
durch sie eine Nettogeschwindigkeit in eine Richtung induziert wird, obwohl der
Antrieb insgesamt periodisch wirkt. Dies wollen wir im Folgenden erldutern, indem
wir zunéchst die mittlere Geschwindigkeit @ einfiihren:

1
u(t) = /dy u) (y,t) . (5.10)
0
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5.1. Horizontal oszillierte Newtonsche Fluide

Mit Definition (5.10) ergibt sich fiir die mittlere Geschwindigkeit %) () der horizon-

1
2
talen Referenzlosung (durch Ausnutzen von: / dy sin (w,y) = —):
0 Wn

_ N 4 .
ay (t) = gLy Z m{(—'yn sin ¢p, + cos ¢p,) exp (—yn t)
n=0 "M

+ Y sin (t + ¢p) — cos (t—i—(bh)}. (5.11)

In obiger Gleichung fiir die y-Durchschnittsgeschwindigkeit wurden Integral- und
Summenbildung vertauscht. Im Vergleich zu u% (y,t) geht die y-Abhéngigkeit iiber
in die Anderung des Vorfaktors in der Summe, wobei jeweils die zeitliche Abhingig-
keiten innerhalb der Summe erhalten bleiben. Falls wir noch die Mittelung dieser
durchschnittlichen Geschwindigkeiten innerhalb einer Antriebsperiode betrachten,
so heben sich die periodischen Anteile heraus:

T

_ % dra(t) . (5.12)

T—27

(@) (7) :

Damit ergibt die gerade definierte ,,Nettogeschwindigkeit* fiir die berechnete durch-

schnittliche Geschwindigkeit aus Gl. (5.11):

oo .

Z 4 (—~yp sin ¢p, + cos ¢p)
Wi Y (v + 1)

@) (r) = L=

27 (eXp (= (1= 27)) —exp (=M T)) .

(5.13)

n=0

Obige Gleichung (5.13) beschreibt demnach die Drift der gesamten Fluidschicht
in horizontaler Richtung zu einem Zeitpunkt 7, wobei zeitlich {iber eine Antriebspe-
riode (Periodendauer T' = 27) gemittelt wird. Die Resultate dieser Gleichung sind in
den beiden Diagrammen von Abbildung 5.3 gezeigt. In diesen sind jeweils die Net-
togeschwindigkeiten (@) () aufgetragen. Im linken Diagramm ist zu erkennen, dass
fiir kleine Reynoldszahlen R die Nettogeschwindigkeit sehr schnell auf Null abfillt,
wéhrend fiir zunehmende R diese Abnahme deutlich langsamer ist.

Im rechten Diagramm von Abb. 5.3 ist die Geschwindigkeit <ﬂ2> auf einer loga-
rithmischen Skala aufgetragen, wobei der Zeitbereich der Variable 7 auf der Abszisse
gegeniiber dem linken Diagramm fiinfmal grofler ist. Es ist zu erkennen, dass sich fiir
die drei exemplarischen Werte von R eine lineare Abnahme andeutet, d.h. fiir grofe
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5. Horizontale periodische Antriebe
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Abbildung 5.3.: Diagramme der Nettogeschwindigkeit (u?) () in Abhéngigkeit von der
Zeit 7 fiir verschiedene Werte von R (siche jeweiliges Diagramm). Im
rechten Bild ist die vertikale Achse logarithmisch aufgetragen. Die schwarz

gestrichelten Plots verdeutlichen das asymptotische Verhalten der Netto-
2

geschwindigkeiten mit f; (R;, 7) = exp (_4Lm 7‘) mit ¢ = 1, 2. Weitere
Parameter: gI', =1, ¢, = 0.

Zeiten T scheinen sich die Nettogeschwindigkeiten (7)) o exp (—87) zu verhalten,
wobei 3 eine Konstante ist. Diese Abhéngigkeit kann folgendermafien mit Hilfe von

Gl. (5.13) begriindet werden:

7T2T

Fiir hinreichend grofle Zeiten 7 gegeniiber der Reynoldszahl R, d.h. iR ~ 1,
spielt der dufere rechte Term in der Summe von Gl. (5.13) die entscheidende Rolle
und verhélt sich proportional zu exp (—7,, 7), weil der linke Bruchterm nur monoton
mit wachsendem n proportional zu n~* abnimmt, wobei k eine positive natiirli-
che Zahl ist. Durch Betrachten der niedrigsten Ordnungen von n hinsichtlich des

Exponentialterms ergibt sich:

n = 0: A —— e_ﬂ4RT
97r27' 7r27' 9
n = 1: e Nt = e 1R = (64R> (5.14)
2572 1 2 %
n = 2: e 12T = e 4R =<e_4R> X
Aus obiger Tabelle (5.14) ergibt sich, dass der Exponentialterm der ersten Ordnung
(n = 1) schon um die neunte Potenz gegeniiber der fithrenden nullten Ordnung

abgenommen hat, falls die Zeit 7 hinreichend grof} ist. Analog ist die Argumentation
bei n = 2. Daher ist fiir die asymptotische Entwicklung der Nettogeschwindigkeit nur
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5.1. Horizontal oszillierte Newtonsche Fluide

2
die nullte Ordnung <ﬂ2> entscheidend und es ergibt sich g = I_R Die asymptotische

Entwicklung mit dem Exponenten ( ist im rechten Diagramm von Abb. 5.3 fiir
zwei Werte von R skizziert und die gute asymptotische Ubereinstimmung mit den
jeweiligen Nettogeschwindigkeiten ist zu erkennen.

Nachdem wir den transienten Teil von Gl. (5.9) diskutiert haben, werden wir uns
dem zeitlich periodischen Teil zuwenden. Dieser Teil der Losung ist in den acht
Diagrammen von Abbildung 5.4 fiir vier verschiedene Werte der Reynoldszahl R
skizziert. Dabei ist die periodischen Losung iiber die zeitliche Periode T" = 27 in
jeweils Abstinde At = 7 unterteilt, beginnend links oben bei ¢ = 0. Die weitere
Reihenfolge ist dann jeweils links nach rechts sowie oben nach unten.

Es ist zu erkennen, dass fiir die niedrigste skizzierte Reynoldszahl Ry = 0.5 die
maximale Amplitude deutlich geringer ist als fiir die grofieren R, deren Maximalaus-
lenkung um u%per ~ 1 liegt, bei der speziellen Wahl der Amplitude gI';, = 1 und
dem Phasenwinkel ¢, = 0. Fiir grole Werte von R bildet sich zudem mindestens ein
Maximum aus, welches mit zunehmenden R weiter gegen y = 0 verschoben ist. Da
die unmittelbaren Eigenschaften des periodischen Teils von uf (y,t) nicht unbedingt
aus der unendlichen Summe ersichtlich wird (siche Gl. (5.9) auf Seite 29), werden
wir im néichsten Unterkapitel versuchen, diese Summe aufzulésen und die Losung in
eine kompaktere Form zu bringen.

5.1.2. Kompakte periodische Losung

Das Betrachten des periodischen Teils der Summe in Gl. (5.9) auf Seite 29 suggeriert
fiir den periodischen Teil der Losung von Gl. (5.2a) (siehe Seite 27) einen Ansatz
der Form:

u) (y,t) = v (y) sin (t) + w (y) cos (t) . (5.15)

Durch Einsetzen dieses Ansatzes in die partielle DGL (5.2a) und durch Ausnutzen
der Orthogonalitdt von Sinus- und Kosinusfunktionen erhalten wir das gekoppelte
DGL-System:

v(y) — »w’ (y) = gly sin(¢n) (5.16a)

—5v"(y) = w(y) =3gls cos(on) - (5.16b)
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Abbildung 5.4.: Periodischer Anteil uj, ., (y,t) der horizontalen Geschwindigkeit uj (y,t)

34

zu acht verschiedenen Zeiten ¢ wihrend einer Zeitperiode T' = 27 (jeweils
von links nach rechts und dann von oben nach unten). Dargestellt sind
die Losungen fiir vier Reynoldszahlen (sowie ¢p = 0): rot: R = 0.5;
blau: R = 5; griin: R = 50; lila: R = 500. Die schwarze Strichpunktlinie
kennzeichnet u (y) = 0.



5.1. Horizontal oszillierte Newtonsche Fluide

Das obige DGL-System (5.16) ldsst sich entkoppeln und wir erhalten die Bestim-
mungsgleichung der Variable v:

iz v (y) + v (y) = GTa sin (o) (5.17)

R

wobei v(iv) (y) die vierte Ableitung von v nach y bedeutet. Diese DGL ldsst sich mit
Hilfe eines Exponentialansatzes 16sen, woraufhin die einzelnen linear unabhéngigen
Funktionen komplexe Exponenten haben. Durch die Verwendung von Kombinatio-
nen aus Sinus-, Kosinus und den entsprechenden Hyperbelfunktionen lésst sich ein
reelles Fundamentalsystem der homogenen DGL finden. Dazu sei insbesondere auf
Anhang A auf Seite 129 verwiesen. Die Linearkombination der dort definierten Funk-
tionen v; (y) - v4 (y) bildet die homogene Losung der Gleichung (5.17) fiir v (y). Die
spezielle Losung des inhomogenen Teils lédsst sich leicht bestimmen und mit Hilfe
der Relationen (A.2) bzw. (A.3) auf Seite 129 des Anhang zudem die entsprechen-
de Losung fiir w (y) als Kombination der vy, ..., vs. Insgesamt konnen wir dies in
folgender Form aufschreiben:

(Z((ZD - (_v;) e (Zi) tes <_v22> +ea (Zj) +T (_S:;j;J . (5.18)

Die Koeffizienten c¢y,...,cq4 konnen mit Hilfe der Randbedingungen (5.2b) sowie
(5.2¢) auf Seite 27 bestimmt werden, da die Funktionen v (y) und w (y) diese rdum-
lichen Randbedingungen genau wie u (y) erfiillen miissen. Damit bleiben vier Bestim-
mungsgleichungen fiir die vier Unbekannten ¢; bis ¢4 und wir erhalten insgesamt:

c1 = —gI'y cosoy (5.192)
o = il cos (¢p) sin (A) cos (214) + Sin.(ﬁzh) sinh (A) cosh (A) (5.19b)
cosh” (A) — sin” (A)
o = cos (¢p) sinh (A) Coszh (A) - S.if;(qﬁh) sin (A) cos (A) (5.19¢)
cosh® (A) — sin® (A)
T (5.19d)
wobei A = 3 ist. Damit haben wir die periodische Losung u%per (y,t) in etwas

kompakterer Form als eine unendliche Summe berechnet (vgl. Gl. (5.9), Seite 29).
Mit Hilfe sehr léanglicher Mathematik und Formeln fiir unendliche Reihen sowie sym-
bolischer Computeralgebrasysteme (z.B. MAPLE [97]) kann gezeigt werden, dass beide
Formulierungen &quivalent sind. Um die Analyse zu vereinfachen und den Umfang
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5. Horizontale periodische Antriebe
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Abbildung 5.5.: Darstellung der Funktionen v (y) und w (y) aus Gl. (5.20b) bzw. (5.20¢)
fiir verschiedene Werte von R (siehe Farbzuordnung rechts). Dabei sind
die Koordinate y auf der vertikalen Achse und die Funktionswerte auf
der horizontalen Achse aufgetragen. Im Diagramm links ist zur besseren
Lesbarkeit die Linie v = 0 gestrichelt in schwarz dargestellt.

der Losungsterme zu begrenzen, wihlen wie schon in den vorherigen Abbildungen
(z.B. Diagramm 5.4) die Parameter gI';, = 1 sowie ¢, = 0 (rein sinusférmiger hori-
zontaler Antrieb). Damit kénnen wir die periodische Losung mit Hilfe der Relationen
(5.18) sowie (5.19) folgendermafien aufschreiben:

uY (y,t) = v (y) sin (t) + w (y) cos (t) (5.20a)
v (y) = —sinh (Ay) sin (Ay) 4 ¢4 sinh (Ay) cos (Ay)
+c4 cosh (Ay)sin (Ay) (5.20b)
w(y) = cosh (Ay)cos (Ay) + ¢4 cosh (Ay)sin (Ay)
—c4'sinh (Ay)cos (Ay) — 1, (5.20¢)
wobei ¢4 = Sl;l (4) COS.(/;) und c? = Sml; (4) COS? (ZA) die konstanten Ko-
cosh® (A) — sin” (A) cosh” (A) — sin” (A)

R
effizienten aus Gl. (5.19b) und (5.19¢) sind und A = 4/ 5 Fiir grofie Werte der
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5.1. Horizontal oszillierte Newtonsche Fluide

Reynoldszahl R und damit der Variablen A streben die Variablen c‘24 gegen Null
bzw. cf? gegen Eins. Dennoch kénnen auch in diesem Fall die Terme mit dem cgl—
Koeffizienten in der Funktion nicht vernachlissigt werden, da diese im Zusammen-
spiel mit den anderen Termen einen endlichen Wert ergeben. Die Funktionen v (y)
und w (y) sind in der Abbildung 5.5 auf der linken bzw. rechten Seite dargestellt.
Es ist zu erkennen, dass v (y) fiir kleine R und dann ansteigend zunéchst eine
monotone Funktion der Variablen y ist, wihrend die Kurven fiir grélere Werte von
R scheinbar nach unten ,,gestaucht* werden, so dass sich die maximale Auslenkung
in der Ndhe des Bodens ausbildet und sich hin zur freien Oberfliche bei y = 1 die
Geschwindigkeit um v = 0 einpendelt. Qualitativ dhnlich sieht es bei der Betrach-
tung der Funktion w (y) aus, wobei sich hier, nach ansteigender Maximalamplitude
fiir kleine Werte von R, die Funktionen nach Erreichen des minimalen Wertes bei
Winin (y) < —1 fiir y — 1 um w (y) ~ —1 einpendelt. Bei genauerer Analyse von z.B.
v (y) lésst sich zeigen, dass sich fiir zunehmende Reynoldszahlen R Minima und Ma-

xima um die v = 0-Achse konzentrieren. Dabei tritt jeweils ein neues Extremum im

(2n +1)* 72

Graph von v (y) auf, falls R Werte von Ryt = mit n € N {iberschreitet.

Der Bereich am Boden bei y = 0 ist derjenige mit den gréften Anderungen in der
Dynamik. Der obere Bereich bis hin zur freien Oberfliche hingegen bewegt sich fiir
grofle Reynoldszahlen R phasenverschoben zur Antriebsschwingung, d.h. bei vorlie-
gendem sinusformigen Antrieb ist v (y =1) ~ 0 und w (y = 1) & —1. Damit ist die
Geschwindigkeit u in der Nédhe der Oberfliche ungefihr kosinusférmig. Dies kann
dadurch untermauert werden, dass die Funktionen v und w nur vom Parameter
A = /R/2 abhingen. Nach Schlichting [17] ist die Dicke § der Grenzschicht auf
einer mit Frequenz w bewegten Platte proportional zu:

v v h? ho ho
0 o —:U—O:—:>Ao<vRo<—. 5.21
\/; wh% VR 1) ( )

Durch die Beziehung der Grenzschichtdicke § mit der Reynoldszahl R kénnen wir
argumentieren, dass fiir kleine Reynoldszahlen die Schichtdicke hg des Fluids in der
gleichen Groéflenordnung wie die Grenzschichtdicke ¢ ist, d.h. die bewegte Schicht
entspricht demnach der Grenzschicht. Fiir steigende Reynoldszahlen wird die Brei-
te der Grenzschicht relativ zur Fluidhohe hg kleiner, so dass nur noch der Bereich
in der Ndhe der Bodenplatte aus der Grenzschicht besteht. Dagegen besteht der
obere Bereich im Wesentlichen aus einem nahezu rdumlich homogenen Geschwin-
digkeitsprofil.

Damit werden wir die Diskussion der horizontalen Geschwindigkeitslésung ab-
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5. Horizontale periodische Antriebe

schlieflen und im Folgenden die Relationen herleiten, die sich fiir horizontal ange-
triebene viskoelastische Fluide mit den konstitutiven Gleichungen des Oldroyd-B-
Modells ergeben.

5.2. Horizontal vibrierte viskoelastische Fluide

Nachdem wir im letzten Kapitel eine Losung der Navier-Stokes-Gleichungen herge-
leitet haben, die bei periodischen Antrieben nur von der vertikalen Koordinate y
und der Zeit ¢t abhéngt, werden wir dieses Prinzip auch fiir viskoelastische Fluide im
Oldroyd-B-Modell anwenden. Dazu werden wir zunéichst die Gleichungen herleiten,
die sich unter diesen elementaren Uberlegungen und Annahmen aus dem komplexen
Gleichungssystem (3.38) bis (3.47) auf Seite 21f ergeben. Die Losungsstrategie wird
dhnlich wie in den vorherigen Kapiteln 4.1 und 5.1 aussehen, wobei wir insbesondere
die Gemeinsamkeiten und Unterschiede bei horizontaler Vibration herausarbeiten.
Die vertikale Referenzlosung haben wir bereits in Kapitel 4.1 ab Seite 24 diskutiert.
Es zeigte sich, dass in der vertikalen Komponente der Geschwindigkeitsgleichung
der hydrostatische Druck p die externe Gravitationsbeschleunigung kompensiert, da
sich aufgrund der Anfangsbedingungen die S,,~-Komponente zu Null ergibt. Damit
reduziert sich die Randbedingung der Normalspannungen an der Oberfliche auf die
bekannte Form von Gl. (4.5) auf Seite 25. Dadurch entkoppelt der Druck wie vorher
von der restlichen Berechnung und nimmt die Form von Gl. (4.6) mit I'y = 0 an,
demnach:

pay,t) =g(1—y) . (5.22)

Analog zur Berechnung der exakten Losung im Fall des Newtonschen Fluides
werden wir eine spezielle, vereinfachte Abhéngigkeit einzelner Variablen annehmen
(siche dazu auch die Gln. (4.1) auf Seite 24 sowie Gln. (5.1) auf Seite 27). In diesem
Modell gehen wir wie vorher von einer ebenen Fluidschicht mit konstanter Hohe
ho = 1 aus, wobei die vertikale Geschwindigkeit v {iberall den Wert Null annimmt.
Die weiteren abhéngigen Variablen seien nur Verénderliche der vertikalen Koordi-
nate y sowie der Zeit ¢, so dass die fiir alle Variablen angenommenen periodischen
Randbedingungen in horizontaler x-Richtung automatisch erfiillt sind. Damit sind
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5.2. Horizontal vibrierte viskoelastische Fluide

die nachfolgenden Relationen Grundlage der Berechnungen:

u = u(y,t)
v = 0
p = g(l-y) (5.23)

h =1
(S),; = 9,1 .

Durch die obigen Annahmen vereinfachen sich die Bestimmungsgleichungen aus dem
gesamten DGL-System (3.38)-(3.47), insbesondere die obere konvektive Ableitung
(siche Def. (3.37) auf S. 19) nimmt damit folgende Gestalt an, wenn diese auf einen
beliebigen Tensor A (y,t) wirkt:

2 Ags Amy o i Ags Axy . Az Amy 0 ayu
Dt \Aype Ay ) 0t \ Ay Ay Ay Ay ) 00
T
(0 Oyu) [Ase Agy ‘ (5.24)
0 0 Aye Ay

Die Inkompressibilitidtsbedingung (3.38) und auch die Héhengleichung (3.41) sind
direkt erfiillt und damit ergibt sich das zu lésende partielle DGL-System zu:

Oru(y,t) = 0OySuy(y,t) + 9l fo (1) - (5.25)

mit den konstitutiven Gleichungen der S;;-Variablen:

Ar

(L4+X0;) Soz—AX (Szy + Sya) (Oyu) = ~25 (9y u)? (5.26a)
_ _ 1 _

(1+X0;) Say —ASyy (Byu) = - (1+X0) (Oyuw) (5.26b)
_ _ 1 _

(L+X0) Sya —ASyy (Byu) = Vi (1+X0) (Oyuw) (5.26¢)

(14 X3%) Syy =0. (5.26d)

Zu den Evolutionsgleichungen (5.25) und (5.26) werden noch Rand- bzw. Anfangs-
bedingungen der Felder bendttigt. Die geschwindigkeitsbezogene Randbedingung am
Boden (siehe Gl. (5.2b) auf Seite 27) ist identisch zum Fall des viskosen Fluids,
wéhrend sich die Relation der Tangentialspannung leicht veréndert hat. Insgesamt
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5. Horizontale periodische Antriebe

erhalten wir:

u‘yzo = 0 (5.27a)
Seyl,—y = 0. (5.27b)

Neben den obigen rdumlichen Randbedingungen werden dadurch, dass mit den kon-
stitutiven Gleichungen (5.26) eine hohere zeitliche Ableitung in das Gesamtsystem
im Vergleich zum Newtonschen Fall eingefiihrt wird, weitere Anfangsbedingungen
notwendig. Wie im Kapitel 3.3 auf Seite 22f beschrieben, benutzen wir dazu die
Anfangsbedingungen (3.50) bzw. (3.51) fiir die horizontale Geschwindigkeit u sowie
fiir den Tensor S { o =0, wie es auf Seite 24 erldutert worden ist.

5.3. Symmetrie und Entkopplung

Die bestimmenden Gleichungen (5.25) sowie (5.26) sind nichtlinear in ihren abhéngi-
gen Variablen gekoppelt. Dadurch wird eine Lésung deutlich komplexer als im New-
tonschen Fall, in dem die Variable u entkoppelt war (vgl. Gl. (5.2a) auf Seite 27)
und insgesamt lediglich ein lineares DGL-System zu losen war. Indem wir schritt-
weise die Gleichungen analysieren und die einzelnen Abhéngigkeiten der Variablen
reduzieren, resultiert daraus schliellich eine lineare partielle DGL fiir die horizontale
Geschwindigkeit u.
Wir bemerken zunéchst, dass Gl. (5.26d) direkt gelost wird durch:

1 !
Syy (y,t) = Sg(/)y exXp <—§ t> ) Syy‘tzo =0
= Syy (y,t) =0. (5.28)

Obiges, fiir den vertikalen Fall bereits diskutiertes Resultat (in Kapitel 4.1 auf Seite
24) fithrt die nichtlinear gekoppelten partiellen DGLn (5.26b) sowie (5.26¢) iiber in
lineare. Zudem sind beide Gleichungen dhnlich und mit Hilfe der Bestimmungsglei-
chung (3.36) fiir S auf Seite 19 ldsst sich dessen Symmetrie zeigen, d.h.:

Smy = Sy:z: > (529)

so dass Gleichungen (5.26b) und (5.26¢) &dquivalent und die Variablen gleich sind. Mit
Hilfe dieser Ergebnisse kann damit eine entkoppelte partielle DGL fiir v gefunden
werden. Dazu differenzieren wir Gleichung (5.26b) partiell nach y und durch das
Einsetzen von GI. (5.25) erhalten wir die bestimmende Relation fiir die horizontale
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Geschwindigkeit u:

(14300) (@) = 35 (14+%,0) (83 w) = 9T (1430,) £ (1) (5.30)

Diese Gleichung (5.30) ist die Bewegungsgleichung fiir « im Oldroyd-B-Modell ana-
log zu Gleichung (5.2a) des Newtonfluids auf Seite 27. Die Form der rdumlichen
Ableitungen ist identisch, allerdings kommen noch die zusétzlichen zeitlichen Ablei-
tungen und Koeffizienten X bzw. A, in Spiel, so dass sich der Grad der partiellen
DGL erhoht. Fiir den Spezialfall A = X, = 0 gehen beide Gleichungen ineinander
iiber.

Falls die Losung obiger Gleichung fiir v gelingt, kann daraufthin diese in Gleichung
(5.26b) eingesetzt werden und die Hilfsgrofle S;,, aus dieser linearen partiellen DGL
bestimmt werden. Das Verfahren fiir die letzte Unbekannte S,, aus Relation (5.26a)
ist dann das gleiche wie zuvor, aufler dass in diesem Fall die in den Variablen v und
Sy nichtlineare partielle DGL gelost werden muss.

In der bisherigen Literatur zur Untersuchung von exakten Lésungen von pe-
riodisch bewegten viskoelastischen Fluiden werden die Losungen der Hilfsgrofien
des Konformationstensors S kaum angegeben bzw. explizit ausgerechnet (siche z.B.
[26, 29, 91, 93]). Wir werden im Rahmen dieser Arbeit zunéchst ebenso die Losung
fiir u herausarbeiten und diese detailliert diskutieren. Allerdings wollen wir auch ex-
plizit die einzelnen Felder von S berechnen, d.h. die Gleichungen (5.26a) und (5.26b)
explizit 16sen. Dies ist notwendig, damit in Kapitel 8 die Stabilitdtsanalyse der ge-
samten Referenzlosung eines horizontal vibrierten viskoelastischen Fluids hergeleitet
werden kann.

Um die Bestimmungsgleichung (5.30) allgemein 16sen zu kénnen, wird noch eine
zweite rdumliche Randbedingung an u aufler Gleichung (5.27a) bendtigt. Aus der
Tangentialbedingung (5.27b) und Gleichung (5.26b) versuchen wir zu argumentie-
ren, welche weitere Randbedingung fiir « sinnvoll ist. Durch Betrachten letzterer
Gleichung (5.26b) an der Oberfliche (d.h. bei y = 1) erhalten wir:

Sl + (R0 S|,y = 5 0y ) |, + (%at (@, u)> L 6

Der erste Term auf der linken Seite von Gleichung (5.31) ist mit der Randbedingung
(5.27b) fiir alle Orte  und alle Zeiten ¢ an der Oberfldche Null. Damit wird auch die
zeitliche Anderung der Variable Szy an der Oberfliche verschwinden, so dass damit
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5. Horizontale periodische Antriebe

fiir den zweiten Term auf der linken Seite folgt:
(0¢ Szy)|,—y =0, (5.32)

so dass die linke Seite von Gl. (5.31) zu Null resultiert. Die analoge Argumentati-
on gilt dann fiir die rechte Seite der Gleichung, wobei in diesem Fall die vertikale
Ableitung der horizontalen Geschwindigkeit J, u die Rolle der Verénderlichen S,
einnimmt. Somit bleibt schliellich die Annahme:

(0, ) |y:1 =0. (5.33)

Damit sind die Randbedingungen an die horizontale Geschwindigkeit u im Newton-
schen Modell mit denen des Oldroyd-B-Fluids identisch.

Zur Losung der Gleichung (5.30) werden wir damit analog zum Kapitel 5.1 ver-
fahren, indem wir zum einen die Entwicklung nach rdumlichen Eigenfunktionen des
Systems betrachten und zum anderen die speziellen periodischen Losungen fiir sinus-
und kosinusartige Antriebe entwickeln.

5.3.1. Separation in Basisfunktionen

Zur Losung der horizontalen Impulsbilanzgleichung (5.30) auf Seite 41 nutzen wir
die in Kapitel 5.1.1 ab Seite 28 erarbeiteten Resultate, da wir identische rdumliche
Randbedingungen an u im Oldroyd-B-Modell benutzen wie im Newtonschen Fall.
Damit setzen wir die Losungen analog zum Newtonschen Fluid als Produkte von
zeitlichen Funktionen gy, (¢) und den raumlichen Basisfunktionen v, (y) = sin (w,y)
an und summieren dann iiber alle n € Np:

i (1) = Y gn (1) sin (wny) (5.342)
n=0
=3 (b (1) + 6 (1)) sim (wny) | (5.31D)
n=0
hom

wobei jeweils ¢,°™ (¢) bzw. ¢giP (¢) die homogene bzw. spezielle Losung des zeitlichen
Teils darstellen. Durch Einsetzen des Ansatzes (5.34a) in Gl. (5.30) erhalten wir als
DGL fiir den zeitverénderlichen Teil:

— — 2 —
Adn + (1 + >\r7n) Gn + Yn gn = o (1 + Aat) fa (t) (5.35)

n
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2n +1 2
mit w, = M und v, = Un wie im vorherigen Kapitel 5.1.1 auch. Die

Punkte iiber den Variablen g, stellen zeitliche Ableitungen dar. Damit haben wir
eine inhomogene DGL zweiter Ordnung in ¢ hergeleitet. Im Folgenden werden wir
zunéchst die Losung des homogenen Teils erldutern, um danach mittels Variation
der Konstanten die Losung des inhomogenen Teils zu berechnen und damit auf
die gesamte Losung zu schlieflen. Zur Losung des homogenen Teils der DGL (5.35)
setzen wir g™ = exp (Bt) an, so dass daraus folgende Bestimmungsgleichung fiir 3

resultiert:
1 Yn
= +==0 5.36
#2542 (5363
1 TL_T‘ 2
= fra=——=(1+m\) £ Qtd)” I (5.36b)
2\ 4N
—
::Di
2
— _0 0" _In
30+ <ﬁn> =, (5.36¢)

Durch die obigen Losungen fiir 8; 2 in Gl. (5.36b) haben wir zwei linear unabhéngige
Losungen g (t) = exp (B1t) sowie g2 (t) = exp (Bat), die, sofern die Diskriminante D;
positiv ist, reelle Losungen sind. Fiir D; < 0 sind die Losungen imaginér und treten
in komplex konjugierten Paaren auf. Im Spezialfall D; = 0 existiert nur eine Losung,
so dass noch eine zweite linear unabhéngige Losung gefunden werden muss. Diese
ergibt sich zu ggof)] _o = texp (52 t). Insgesamt ist das Problem #hnlich dem eines
geddmpften harmonischen Oszillators. Daher kénnen wir die Fallunterscheidungen

zusammenfassend schreiben:

Falla: D;>0: g, (t)= Cha e(Butdn)t | Ch.2 e(=Pn—dn)t (5.37a)
Fallb: D;=0: g°(t)= die Pt b e Pt (5.37b)
Falle: D;<0: gy (t)=cpy e Pntsin (ant) +cpqe —fnt cos (apt) (5.37c)

Dabei ist in obiger Gleichung d,, = +/D;, falls D; positiv ist sowie o, = /—D; =

- (ﬁ2)2 bei negativem D;. Die Koeffizienten ch (mit j = a,b,c und i = 1,2)
sind noch zu bestimmende Konstanten, die sich aus den Anfangsbedingungen fiir u
ergeben, z.B. aus den Gleichungen (3.50) sowie (3.51) auf Seite 22. Wir bemerken
noch, dass beide Exponenten in Formel (5.37a) negativ sind, d.h. mit Hilfe von
Gleichung (5.36b) lisst sich direkt zeigen, dass v/D; immer betragsmiiflig kleiner als
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hom

Y ist. Die gesamte homogene Losung gt

. ergibt sich damit zu:

g () falls (89)° >,
ghem =0 gh(t)  falls (82)° =, (5.38)
95 (1) falls (ﬁ2)2 < Yn

Mit den jeweils zwei linear unabhéngigen Losungen kann damit eine spezielle Losung
der inhomogenen Gleichung (5.35) gefunden werden. Dazu eignen sich Losungswege
mittels Greenscher Funktionen oder das in vielen Textbiichern beschriebene Verfah-
ren der Variation der Konstanten (siehe z.B. [98, 99]). Dabei sind in der folgenden
Relation die Funktionen pf, (¢) und ¢/, (t) die jeweils linke bzw. rechte Funktion aus
den Formeln (5.37) fiir die Félle ¢ = a, b, c. Damit ergibt mit der gleichen Fallunter-
scheidung wie in Gleichung (5.38) fiir die inhomogenen Losungen:

inh (7) — 2 /p%(S)(J%(t)—q,’;(S) n (t)

P
gn - 5 ; o =
Awn . Pl (8)dh (s) — qb (5) Py (8)
0

( Fo(8) + Mo (s)> ds.  (5.39)

In obiger Formel (5.39) stellt der Punkt iiber den Variablen jeweils die Ableitung
nach der Integrationsvariablen s dar. Mit dieser Relation lisst sich die inhomoge-
ne Losung fiir beliebige horizontale Antriebsfunktionen f, (¢) berechnen. Die Be-
rechnung dieser Integrale ist z.B. mit numerischen Computeralgebrasystem wie z.B.
MAPLE [97] moglich. Die Berechnungen werden aber oftmals sehr lang und die Aus-
driicke kénnen sehr kompliziert werden. Falls die Losung mit Hilfe der Relation
(5.39) berechnet wird, so miissen die Koeffizienten des homogenen Teils (siche Gl.

inh

(5.37)) nicht mehr bestimmt werden, da die inhomogene Losung g,

(t) automatisch
die Anfangsbedingungen erfiillt, so dass die einzelnen Koeffizienten CZL,i (Gln. (5.37))

zu Null verschwinden.

Bevor wir die Losungen fiir einige Antriebsfunktionen skizzieren, wollen wir noch
bemerken, dass die obigen Losungen fiir A = A, = 0 nicht direkt in die Gleichungen
des Newtonschen Fluids aus den vorherigen Kapiteln iibergehen. Das liegt insbeson-
dere daran, dass durch die Grenzwertbildung A\ — 0 aus einer DGL zweiter Ordnung
fiir die zeitlichen Funktionen g, (t) eine erster Ordnung wird. Dabei geht der Para-
meter A im Nenner der Bestimmungsgleichungen fiir den Exponenten 3 ein (siche
Gl. (5.36)), so dass diese bei der Grenzwertbetrachtung divergieren. Es ist zudem zu
bemerken, dass zur Bestimmung der inhomogenen Ldsung zu einem Zeitpunkt ¢ die
Antriebsfunktion f, (¢) und deren Ableitung mit der homogenen Losung von Start-
zeitpunkt ¢y bis ¢ integriert werden muss (siehe Gl. (5.39)). D.h., fiir grofie Zeiten ¢
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Xpg(t)
o Vpg(t)

_XO e i IIIIIIII:—‘/O

T 3T om T 91
0§7T—27T7.37T—47T—57T
Zeit t
Abbildung 5.6.: Darstellung der horizontalen Antriebsbewegung einer Dreiecksschwin-
gung im ortsfesten Koordinatensystem X. Schwarze durchgezogene Li-

nie: Position Xpg (t) des Plattenursprungs; Schwarze gestrichelte Linien:
Geschwindigkeit Vpg (t) der Platte; Schwarz gepunktet: Ursprungslinie.

wird die Berechnung dann linger, falls diese numerisch bestimmt werden muss. Es
sei denn, die Antriebsfunktion ist periodisch mit einer Periodendauer T' (durch die
Normierung i. Allg. "= 27). Dann miissen die obigen Integrale aus Relation (5.39)
nur noch innerhalb einer Periode T ausgewertet werden, so dass sich die allgemei-
ne zeitliche inhomogene Lésung in einen sich periodisch wiederholenden Anteil und
einen transienten, exponentiell mit ¢ zerfallenden Anteil umformulieren lisst. Die
niheren Details und die gesamte Rechnung dazu sind im Anhang B ab Seite 130
erldutert.

5.3.2. Dreiecksschwingung im Oldroyd-B-Modell

Mit Hilfe der Relationen aus dem Anhang B wollen wir die Fluidbewegung auf einer
im ortsfesten System zwischen zwei Punkten konstant bewegten Platte studieren.
Die Position und die Geschwindigkeit im ruhenden Bezugssystem sind dazu in Ab-
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5. Horizontale periodische Antriebe

bildung 5.6 gezeigt. Die Platte bewegt dabei zwischen den Endpunkten — Xy und
Xo mit der Geschwindigkeit V[, wobei jeweils genau die Zeitdauer % = 7 vergeht.
Sobald die Platte an einem der Umkehrpunkte bei +Xy angekommen ist, wechselt
diese instantan die Richtung und die Geschwindigkeit ,,springt“ betragsméflig um
|AV| = 2Vj. Ansonsten bewegt sich der Boden unter dem Fluid mit einer kon-
stanten Geschwindigkeit. Die Platte vollzieht demnach die Bewegung einer peri-
odischen Dreiecksschwingung im Laborsystem. Bei der Transformation ins mitbe-
wegte Bezugssystem und damit in die Gleichungen des Oldroyd-B-Modells geht die
Beschleunigung der antreibenden Platte ein (siehe z.B. Gleichung (3.10) auf Seite
15). Aufgrund der Spriinge der Geschwindigkeit Vpg (¢) an den Umkehrpunkten ist
die Ableitung dort nicht definiert. Um dennoch diese Art des Antriebs modellieren
zu konnen, benutzen wir die Diracsche Delta-Distribution an diesen Sprungstellen.
Denn fiir die Bestimmung der inhomogenen Losung (5.39) werden die zeitlichen In-
tegrale iiber die Delta-Distribution gebildet, welche wiederum wohldefiniert sind.
Durch die zeitliche Integration ergeben sich dennoch Sprungstellen in der Losung
fiir die Geschwindigkeit u.

Den periodischen Antrieb einer Dreiecksschwingung transformiert ins mitbewegte
Bezugssystem setzen wir folgendermaflen an:

_vmz5< 4”+1) >—6<t—@>. (5.40)

Dabei ist 6 (t — a) die sogenannte Diracsche Delta-, Funktion®, welche nur an der
Stelle t = a einen Beitrag liefert (fiir weitere Erlduterungen und Rechenregeln siehe
z.B. [100]). Obige Antriebsfunktion f; (¢) ist ab dem Startzeitpunkt ¢ = 0 eine zeit-
lich periodische Funktion mit Periodendauer T' = 27. Das bedeutet, dass die Rela-
tionen hinsichtlich periodischer Funktionen, die in Anhang B ab Seite 130 eingéngig
beschrieben sind, auf diese Problemstellung anwendbar sind. Dazu definieren wir die
in Gl. (5.40) beschriebene Antriebsfunktion f, (t) auf das Intervall [0,27] um und
die Inhomogenitét aus Gleichung (5.35) auf Seite 42 ldsst sich beschreiben durch:

FPS (1) = 2% (14 %)) <5<t—§)—5<t—3§>>:2ﬂﬁm(). (5.41)

Wn Wn

Die vier im Anhang B auf Seite 132 in den Formeln B.5 beschriebenen Integralfunk-
tionen kénnen wir mit obiger Funktion 7O (t) auswerten, wobei auch Ableitungen
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der Delta-Funktionen eingehen. Insgesamt ergibt sich:

t

Ips (B,t) /eﬁSF s)ds —(1 — )\ﬁ) { <t — g) ezh (5.42a)

Ips (8,t) / sP TP (5) ds=e3” (g ~X(1+ gﬁ) O(t—7)  (542b)
0
smg (3 3T 3T
<2 (53 (e 50))e (- F)
t
I3 (B, a,t)::/ cos (as) € FP° (s)ds (5.42¢)
0

:egﬁ{(l ~38) cos <%> + dasin (%)}@ (t— g)
_e%ﬂ{(l_xﬁ) cos <?"TTO‘> + Aasin <?an@ }@ (t— %ﬂ)

I3 (B, a,t) :/ sin (as) BSF (s)ds (5.42d)

=]

Dabei ist die Funktion O (...) die sogenannte Heaviside Sprungfunktion, welche
fiir negative Argumente Null und fiir positive Argumente Eins ergibt. Durch Einset-
zen der Integralfunktionen kénnen die periodischen Losungen g2 (t') bis ¢< (¢') (siehe
Anhang B auf Seite 130, Gleichungen (B.6) bis (B.8)) der zeitlichen Differentialglei-
chung bestimmt werden. Die Summe der Produkte aus diesen zeitlichen Lésungen
mit den rdumlichen Basisfunktionen ergibt damit die horizontale Geschwindigkeit

per S (y,t) eines periodischen Dreiecksantriebs. Die vollstéindige lingliche Formel fiir
die gesamte Summe wollen wir hier nicht angeben. Es ist jedoch zu erwarten, dass
durch die in den Integralfunktionen auftretenden ©-Funktionen an den Umkehr-

punkten t, = 7 sowie t_ = 37” Unstetigkeiten in der Geschwindigkeitslosung auf-
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treten werden.

Dazu ist in Abbildung 5.7 der periodische Teil der Geschwindigkeitslosung ugi (y,t)
zu ausgewihlten Zeitpunkten ¢ aufgetragen, wobei die zeitliche Abfolge beginnend
oben links zeilenweise von links nach rechts und dann abwirts verlauft. Jedes Ein-
zeldiagramm der Abbildung enthélt vier Graphen, die sich jeweils hinsichtlich des
Koeffizienten ), unterscheiden. Die weitere Parameter, nimlich die Reynoldszahl
R = 20 und die Koeffizienten v, = 1 sowie A = 3 bleiben jeweils konstant. Das linke
obere Diagramm zeigt die Situation sehr kurz vor einem Impuls, welcher sich zum
Zeitpunkt ¢t = § ereignet (siche Antriebsfunktion (5.40)). Da die einzelnen Graphen
die eingeschwungenen periodischen Geschwindigkeiten zeigen (d.h. die transienten
Anteile sind nicht erfasst), sind diese auch ungleich Null. Es ist erkennbar, dass mit
abnehmendem Koeffizienten A, (rot iiber griin dann blau zu lila) diese Graphen
eine prignantere Form aufweisen, wobei bei A\, = 0.01 die Kurve mehrere Extre-
ma hat und aufgrund der gepulsten Antriebsfunktion kantenidhnliche Eigenschaften
ausbildet. Die anderen Graphen mit gréBerem A, weisen eine Halbperiode nach dem

letzten Antriebspuls deutlich glattere Eigenschaften auf.

In der rechten oberen Abbildung ist der Verlauf der Geschwindigkeiten dann sehr
kurz nach dem Antriebspuls gezeigt. Es fillt auf, dass die Form der Graphen ge-
geniiber dem Zeitpunkt kurz vor dem Delta-Impuls nahezu erhalten bleibt und die
Geschwindigkeitskurven insgesamt jeweils um den Betrag Eins nach rechts verscho-
ben sind, jedoch mit Ausnahme eines sehr schmalen Grenzbereichs bei y = 0, da dort
die Geschwindigkeit durch die Randbedingung verschwinden muss. Durch Betrach-
tung der Integralfunktionen (5.42) sowie den damit verbundenen Losungsfunktionen
(B.6) - (B.8)) des zeitlichen Anteils zu einem Zeitpunkt einmal kurz vor und nach

einem Puls ldsst sich zeigen, dass diese sich jeweils um den Summanden — v, un-
w

terscheiden. Die Addition dieser Summanden mit den raumlichen Funktionen (siehe
Formel (5.5b) auf Seite 29) ergibt gerade v,, was in diesem Fall zu Eins gewahlt wur-
de. Durch den zeitlich unstetigen Antriebspuls wird damit zudem der raumliche Teil
im Grenzbereich bei y = 0 unstetig. Damit erfidhrt die horizontale Geschwindigkeit
mit Ausnahme des Bodenpunktes einen Sprung um v,.

In den Diagrammen der zweiten oberen Reihe von Abbildung 5.7 ist der Zustand
der horizontalen Geschwindigkeit jeweils im zeitlichen Abstand § nach den vorheri-
gen dargestellt. Die einzelnen Graphen relaxieren kontinuierlich zu Null in der Ndhe
des Bodens und bilden dort wieder stetige Kurven in den Ursprung, wobei die Rela-
xation fiir groBere Werte von ), schneller vonstattengeht. Die Form dieser Kurven
dhnelt denjenigen aus den vergangenen Zeitpunkten, wobei jedoch die maximale
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Amplitude ein wenig abnimmt und das Feld sich in Richtung freier Oberflache, d.h.
y = 1, zu verschieben scheint.

Die Plots in der dritten Reihe von Abb. 5.7 geben die Situation jeweils im Abstand
von einem Achtel der Gesamtperiode zu den vorherigen Diagrammen wider. Es ist
festzustellen, dass, insbesondere bei den Kurven mit niedrigem )., die Bereiche mit
vormals geringer Geschwindigkeit durch die darunter liegenden Bereiche auf hohere
Geschwindigkeiten gebracht werden. Durch Betrachtung der Geschwindigkeitsfelder
mit deutlich mehr Zeitschritten als Filmsequenz wirkt es, als ob sich die horizontale
Geschwindigkeit schlingelnd und abhiingig vom Parameterwert A, mehr oder weni-
ger stark oszillierend nach oben bewegt. Dabei werden mit gréflerem Verhéltnis von
A/ die Geschwindigkeitsprofile deutlich markanter.

Die untere Reihe des Gesamtdiagramms 5.7 zeigt analog zum Vorgang in der obe-
ren Reihe die Situation kurz vor (Diagramm links) bzw. nach (rechts) dem zweiten
Antriebspuls in der Periode. Es ist zu sehen, dass sich die Geschwindigkeitsfelder
nach dem ersten Impuls fiir alle Parameterwerte ), so entwickelt haben, dass diese
der invertierten Situation kurz vor dem ersten Impuls gleicht. D.h.:

DS T DS 3T
Uper <y,t =5 e) = —Uper <y,t =5~ e> . (5.43)
Das obige Argument gilt entsprechend fiir die Situation nach dem zweiten Impuls.
Durch diesen werden die Geschwindigkeitsfelder um —wv, = —1 verschoben, so dass
obige Relation (5.43) auch jeweils nach dem Antriebspuls gilt. Insgesamt gilt infolge
der Symmetrie der Felder und des Antriebs insgesamt:

ube (y,t) = —ups (y,t +7) . (5.44)

Nach dem zweiten Puls beginnt die entsprechende Entwicklung wie nach dem ersten
Impuls, nur mit dem umgekehrten Vorzeichen der Geschwindigkeiten. Daher haben
wir uns hier auf die Darstellung einer Halbperiode beschréinkt.

Falls die Reynoldszahl R erhcht wird, wobei die weiteren Parameter so gew&hlt
werden wie in Abbildung 5.7, so zeigt sich, dass es mit zunehmendem R mehr Ex-
tremstellen in den Geschwindigkeitslosungen gibt. Dies ist in Abbildung 5.8 zu se-
hen. Diese ist qualitativ die gleiche wie Abb. 5.7 und zeigt die stroboskopischen
Aufnahmen in einer Halbperiode bei einer mit einem Dreieckssignal schwingenden
Platte. Dazu féllt mit groBlerer Reynoldszahl auf, dass hin zur freien Oberfliche die
Geschwindigkeit in der Nihe von 40.5 oszilliert.
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Abbildung 5.7.: Darstellung der periodischen Losung up;, (y,t) zu zunehmenden Zeit-
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punkten ¢ (siehe Inlet) aus dem Intervall [Z — ¢, 2T + €] (von links oben
zeilenweise nach rechts unten) fiir verschiedene Werte von ), mit ¢ < 1.
Die Koeffizienten R = 20, v, = 1 sowie A = 3 bleiben konstant. Rot:
A = 3; Griin: A\, = 0.5; Blaw: A\, = 0.1; Lila: \, = 0.01.
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punkten ¢ (siche Inlet) aus dem Intervall [3 — ¢, 2F + €| (von links oben

Abbildung 5.8.: Darstellung der periodischen Losung up> (y,t) zu zunehmenden Zeit-

zeilenweise nach rechts unten) fiir verschiedene Werte von Ar mit e < 1.
Die Koeffizienten R = 120, v, = 1 sowie A = 3 bleiben konstant. Rot:
Ar = 3; Griin: A\, = 0.5; Blau: A\, = 0.1; Lila: A, = 0.01.
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5.3.3. Harmonisch oszillierende Plattenbewegung

Fiir periodische sinusférmige Antriebe kann Gleichung (5.35) auf Seite 42 direkt
gelost werden, da die Differentialgleichung in diejenige eines harmonischen gedampf-
ten Oszillators mit duflerem periodischen Antrieb {ibergeht (siche z.B. einfithrende
Textbiicher [101]. Da die DGL linear ist, kann diese fiir die auf der rechten Sei-
te von Gl. (5.35) auftauchenden Antriebsterme separat gelost und die Losungen
dann superponiert werden. Fiir den auch schon im Kapitel der Newtonschen Fluide
gewihlten harmonischen horizontalen Antrieb f, (t) = sin (¢ + ¢5) (siehe Seite 27)
ergibt die aus der Gleichung (5.35) zu bestimmende inhomogene Losung;:

:ff"
inh 2 grm {
In (H)=———= — (5.45)
Wn (1 + )\7’777/)2 + (771 - )\)2

[cos ¢ — Asin ¢h] {(’yn — X) sint — (1 + Xr’yn) CoS t}

—i—[sin bn, + \cos ¢h] {(1 + X,qn) sint + ('Yn — X) cos t}} .

Die obige inhomogene Losung g™ () beschreibt den periodischen Anteil der zeit-
lichen Losung im Oldroyd-B-Modell. Im Unterschied zu den homogenen zeitlichen
Losungen (5.37) auf Seite 43 ist hierbei keine Fallunterscheidung nétig und im Grenz-
fall A = A, = 0 geht die Losung in die spezielle zeitliche Losung beim Newtonschen

Fluid tiber (vergleiche dazu Formel (5.8) auf Seite 29). Die vollstéindige Losung des

a

zeitlichen Problems erfordert noch die Bestimmung der Integrationskonstanten cf, 4

bis ¢, 5 aus den homogenen Losungen (5.37) auf Seite 43 fiir alle drei zu unterschei-
denden Félle. Diese ergeben sich aus der Annahme eines zu Beginn ruhenden und
unbeschleunigten Fluids. Das bedeutet, wir nehmen analog zum Newtonschen Fluid
als Anfangsbedingungen fiir die gesamte zeitliche Funktion g%“g (t) an:

alls (4 — 0) = ghom (t = 0) 4+ g™ (t = 0) = 0 (5.46a)

n n

-?Lllg (t=0)= ggom (t=0)+ ginnh (t=0)=0. (5.46b)

Damit lassen sich die jeweiligen Koeffizienten allgemein bestimmen. Wir werden
diese fiir den Fall ¢5, = 0 angeben, da dieser in der nachfolgenden Diskussion niher
untersucht wird. Der Fall eines beliebigen, aber konstanten Winkels ¢, ergibt sich
analog. Somit erhalten wir mit der Abkiirzung des Vorfaktors K, aus Gleichung
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5.3. Symmetrie und Entkopplung

(5.45) die Koeffizienten aller drei zu unterscheidenden Fille:

= —2% {(ﬁﬂ + dn) [fyn (x=X) - (1 v Xz)} o (14 XXT)} (5.47a)
¢y = % (8 —dn) [y K= %) = (14 %)] + 70 (143X} (5.470)
i =K {m (A=%) = (1+X)} (5.47c)
by =K, {% (1+3%) + 8 [% x-X) - (1 + XZ)]} (5.47d)
=" {% (1+AX) +8° [% x-X) - (1 + XZ)]} (5.47¢)
o= —EKn{m (A=%) = (14X} . (5.47F)

Mit Hilfe der obigen Koeffizienten ldsst sich einerseits die gesamte horizontale Ge-
schwindigkeitsentwicklung ab dem Zeitpunkt ¢ = 0 diskutieren. Andererseits kann
zudem separat der transiente Teil der Losung betrachtet werden, um die Unter-
schiede zum Newtonschen Fall (siche Seiten 30ff) herauszuarbeiten. Dazu ist in
Abbildung 5.9 analog zu Abb. 5.2 die zeitliche geddmpfte homogene horizontale
Geschindigkeitslosung fiir fiinf verschiedene Werte des Koeffizienten A, in sechs Ein-
zeldiagrammen zu zunehmenden Zeitpunkten ¢ dargestellt.

Es ist im linken oberen Diagramm zum Zeitpunkt ¢ = 0 zu erkennen, dass sich fiir
niedrige Werte von ), die Kurven einen oszillatorischen Verlauf nehmen, wihrend bei
zunehmenden Werten von A, in Richtung des Koeffizienten X bis hin zur Gleichheit
die Graphen deutlich glatter sind. Zu spéteren Zeitpunkten relaxieren die transienten
Geschwindigkeiten hin zur stationédren Losung ug = 0. Dieses Verhalten deutet sich
in den darauffolgenden Einzeldiagrammen zu spéteren Zeitpunkten an. Dabei ist
es jedoch interessant festzustellen, dass das Verhiltnis der Koeffizienten ), und A
bestimmt, auf welche Weise die Relaxation vonstatten geht. Falls ), klein gegeniiber
A ist, so kann die transiente Geschwindigkeit u!,, . (y,t) stirker oszillieren. Dabei
relaxieren die Geschwindigkeiten am Boden in der N#dhe von y = 0 schneller zu
Null, wéhrend der oszillierende Anteil mit abnehmender Amplitude in Richtung
freie Oberfliche verschoben wird.

Falls A und ), ungefihr von einer GroBenordnung sind, so ist das oszillierende
Verhalten deutlich schwiicher ausgeprigt. Bei dem in lila markierten Graph (A, /A =
0.5) ist die Oszillation schon sehr schwach ausgeprigt, wihrend bei Gleichheit beider
Koeffizienten die Abnahme monoton wie beim Newtonschen Fall erfolgt.
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5. Horizontale periodische Antriebe

Durch Untersuchung der homogenen Losung (5.37) von Seite 43 zusammen mit
den Koeffizienten in den Gleichungen (5.47) ldsst sich berechnen, dass, falls beide
Koeffizienten identisch sind (A = X\, # 0), bei der Fallunterscheidung nur der Fall
"a’ relevant wird und die Losung in diejenige des Newtonschen Fluids iibergeht (ver-
gleiche dazu die erste Zeile von Gleichung (5.9) auf Seite 29). Falls das Fluid z.B. als
verdiinnte Polymerlosung betrachtet wird, so heben sich bei Gleichheit der Koeffizi-
enten A und )\, die viskoelastischen Eigenschaften beider Konstituenten gegenseitig
auf, so dass nur das viskose Verhalten eines rein Newtonschen Fluids iibrig bleibt.

Falls der Relaxationskoeff. X viel grofier als der Retardationskoeff. A, ist, so domi-
niert in der Fallunterscheidung i. Allg. Fall ¢’ fiir niedrige bis mittlere Ordnungen
von n (siche Gl. (5.36b) auf Seite 43). Nur falls A, = 0 ist, so geht im Grenzfall
grofler Werte von n die Fallunterscheidung nicht auf Fall ’a’ iiber. Damit ist nur
noch der Exponent —39 = —% fiir die Dampfung der Geschwindigkeitslosung ver-

antwortlich. Das bedeutet, dass die Relaxation der horizontalen Geschwindigkeit

0
Utrans

die Reynoldszahl R reprisentiert werden. Zudem geben die homogenen Funktionen

(y,t) unabhingig von den viskosen Eigenschaften des Fluids ist, welche durch

des Falls ’c’, welche Kombinationen aus Expontial- und Sinus- bzw Kosinusfunktio-
nen sind (siche Gl. (5.37¢) auf Seite 43), einen Anhaltspunkt, warum die transienten
Losungen fiir kleine Werte von \, stirker oszillieren als diejenigen, bei denen die
Koeffizienten ungefihr die gleiche Groéflenordnung besitzen.

Analog zum Vorgehen bei den Newtonschen Fluiden in Kapitel 5.1.1 liefe sich auch
im Oldroyd-B-Modell eine mittlere Geschwindigkeit @ (¢) und eine ,, Nettogeschwin-
digkeit“ (w) () (sieche Diskussion ab Seite 30ff) definieren und diese diskutieren. Wir
werden diese Geschwindigkeiten nicht eingehend diskutieren, da sich wie im New-
tonschen Fall eine exponentielle Abnahme ergibt. Da im Fall eines Oldroyd-B-Fluids
zusétzlich zur unendliche Summe iiber alle n noch die Fallunterscheidung erforder-
lich ist, wollen wir hier nur die wesentlichen Resultate ansprechen. Einerseits gelten,
bei identischen Parametern A und )., die Ergebnisse vom Newtonschen Fall, wie
es oben angesprochen wurde. Damit lassen sich in diesem Spezialfall die Formeln
(5.10) fiir die mittlere Geschwindigkeit @ sowie (5.12) fiir die Nettogeschwindigkeit
(w) uneingeschrénkt anwenden. Andererseits relaxieren diese gemittelten Geschwin-
digkeiten fiir grofle Zeiten t o< exp (—ﬁgt), falls der Retardationskoeff. \, = 0 ist und
das Fluid den Eigenschaften eines Maxwell-Fluids entspricht. Fiir beliebige Kombi-
nationen der beiden Koeffizienten XA und X, und auch der Reynoldszahl R ergeben
sich durch die vorzunehmende Fallunterscheidung andere Raten der exponentiellen

Abnahme.
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Abbildung 5.9.: Darstellung der transienten Geschwindigkeitslosung ul,, . (y,t) zu zuneh-
menden Zeitpunkten ¢ (siehe Inlet) aus dem Intervall [0,57n] (von links
oben zeilenweise nach rechts unten) fiir verschiedene Werte von ). Die
Koeffizienten R = 20, § T, = 1 sowie A\ = 3 bleiben konstant. Rot: A, = 0;
Griin: A, = 0.03; Blau: A\, = 0.3; Lila: A, = 1.5; Cyan: A\, = 3.
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5. Horizontale periodische Antriebe

5.3.4. Periodische Losung im Oldroyd-B-Modell

Bevor wir die Eigenschaften der periodischen Losung diskutieren, werden wir analog
zum Newtonschen Fluid eine dquivalente, kompakte Form herleiten. Dazu werden wir
die periodische Losung von Gleichung (5.30) auf Seite 41 mit einem sinusférmigen
Antrieb herleiten, so dass sich zusammen mit den rdumlichen Randbedingungen
folgendes Gesamtproblem ergibt:

(1+28) (B u) — % (L+X0) (82 u) = gl (14 A0;) sin (t + ¢,) (5.48a)
u|y:0 =0 (5.48b)
(0, u) |y:1 =0. (5.48¢)

Analog zur Vorgehensweise im Newtonschen Fall l4sst sich folgender Ansatz fiir die
periodische Losung udg (y,t) wihlen:

udp (y,1) = v (y) sin () +w (y) cos (1) . (5.49)
FEine inhomogene Loésung uglg kann durch eine rein zeitabhéingige Funktion gefun-
den werden. Damit bleibt als Forderung an die inhomogene Funktion u&% (t) bei

genauerer Betrachtung der DGL (5.48a):

Oy uly (t) = gl sin (t+ ¢p) (5.50)
= ulll (t) = —gT, cos (t + ¢p) = GT'y (sin ¢y sin t — cos ¢p cos t) . (5.51)

Durch Einsetzen von Gl. (5.49) und mit Hilfe der Funktionen und den Relationen
aus dem Anhang A auf Seite 129 kann der homogene Teil der DGL (5.48a) gelost
werden. Dadurch erhalten wir wiederum eine Kombination aus den vier Funktionen
v1 (y) bis vy (y) jeweils fiir v (y) sowie w (y), so dass zur Losung des Gesamtproblems
noch die Integrationskonstanten ¢; bis ¢4 aus den Randbedingungen (5.48b) sowie
(5.48¢) bestimmt werden miissen:

() - (2) a2 o) o) an(22)- o

Die obigen Koeffizienten ergeben sich damit aus dem Verschwinden zum einen der
horizontalen Geschwindigkeit ui&g am Boden bei y = 0 sowie deren rdumlicher

Ableitung an der Oberflache bei y = 1. Somit erhalten die obigen Konstanten die
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Form:
c1=—gI'; cos ¢y (5.53a)
S cos (¢p,) sin (B) cos (QB) + sin'((zh) sinh (A) cosh (A) (5.53b)
cosh” (A) — sin® (B)
s aT, cos (¢p,) sinh (A) COS; (A) — 51112(¢h) sin (B) cos (B) (5.53¢)
cosh® (A) — sin” (A)
ca=—3gl'; sin ¢y, , (5.53d)
wobei die Konstanten A und B wie folgt aussehen:
R 1 1+ AN,
A= |2 i i (5.54a)

G T T9))

B= §1+1X§ <(X—Xr) + \/(1+X2) (1 +Xf)>§ . (5.54b)

Mit den Koeffizienten ¢; bis ¢4 sowie den Parametern A und B ist die Problemstel-

lung (5.48) geldst, zumindest fiir den periodischen, nicht-transienten Teil. Wie schon
in Kapitel 5.1.2 werden wir i. Allg. eine rein sinusférmige Antriebsfunktion betrach-
ten, d.h. ¢;, = 0 wihlen, sowie zur Vereinfachung die Antriebsamplitude gI', =
Fiir diese speziellen Annahmen resultiert damit die gesamte Losung fiir U%B (y,t)
analog zur Losung im Newtonschen Fall (siche Gl. (5.20) auf Seite 36):

udg (y,t) = vO8 (y) sin (t) + wOB (y) cos (t) (5.55a)

OB (y) = — smh (Ay)sin (By) + 2B sinh (Ay) cos (By)
(

B cosh (Ay)sin (By) (5.55b)
wOB (y) = + cosh (Ay)cos (By) + 9B cosh (Ay)sin (By)
—c9B sinh (Ay)cos (By) — 1, (5.55¢)
wobei B = sin (B) cos (B) und ¢§B sinh (A) cosh (A) die konstanten

~ cosh? (4) —sin? (B) ~ cosh? (A) —sin? (B)
Koeffizienten aus Gl. (5.53b) und (5.53c) sind und A sowie B aus den beiden Glei-
chungen (5.54) zu entnehmen sind. Es kann, wie schon im Kapitel der Newtonschen
Fluide angesprochen worden ist, gezeigt werden, dass diese Losung mit derjenigen
aus Gleichung (5.45) auf Seite 52 iibereinstimmt, wobei letztere natiirlich noch mit
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Abbildung 5.10.: Darstellung der Funktionen w©®P (y) (Diagramme links) und vOB (y)
(rechts) als Funktion der vertikalen Koordinate y. Dabei ist A = 3 kon-
stant fiir alle Graphen. Die Koeffizienten R und A, variieren je nach
Kurve bzw. Graphik.

den entsprechenden raumlichen Funktionen multipliziert und dann aufsummiert wer-

den muss.

In Abbildung 5.10 sind die von der vertikalen Koordinate y abhiéngenden raum-

lichen TeilgroBen wO® (y) und v°P (y) aus den Gleichungen (5.55) fiir verschiedene

Parameterkombinationen skizziert. Der Relaxationskoeffizient A = 3 gilt fiir alle

OB (y)

Einzelgraphiken. Die Diagramme auf der linken Seite stellen jeweils w fiir ver-

schiedene Reynoldszahlen R dar, wobei im oberen Bild A, = 3 = X ist und im

OB (
y)
auf den rechten Einzelabbildungen. Die oberen beiden Diagramme bei Gleichheit

unteren gilt A, = 0.1. Dementsprechend ist die Situation die gleiche fiir v

von Relaxationskoeff. X und Retardationskoeff. A, reprisentieren die uns bekannte
Situation aus dem Newtonschen Fall, welche schon im vorherigen Kapitel 5.1.2 in
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5.3. Symmetrie und Entkopplung

Abbildung 5.5 auf Seite 36 gezeichnet wurde. Fiir iibereinstimmende Werte von R
sind entsprechende Kurven identisch. Wie vorhin bei der Diskussion der transienten
Losung schon diskutiert, geht auch in diesem Fall bei gleichen Koeffizienten A = \,
die Losung in diejenige des Newtonschen Fluids iiber. Das bedeutet explizit, dass
die Konstanten A und B aus Gl. (5.54) in diesem Fall identisch sind und fiir die
horizontalen Geschwindigkeiten gilt weiter:

udp (y:t) = uj, (y,t) - (5.56)

In den beiden unteren Diagrammen von Abb. 5.10 ist der Retardationskoeff. A, = 0.1
und damit deutlich kleiner als der Relaxationskoeff. A = 3. Im Vergleich zu den
oberen Skizzen ist zu erkennen, dass hier die maximalen Amplituden deutlich gréfer
sind und das oszillatorische Verhalten wesentlich stérker ausgepréigt ist. Fiir hohe
Reynoldszahlen R oszillieren die beiden Geschwindigkeitsfunktionen w©® und v°B
jeweils in Richtung der freien Oberfliche (y — 1) mit kleineren Amplituden um die
Werte wy; = —1 bzw. v; = 0. Fiir mittlere Reynoldszahlen R, z.B. R = 20 (griine
Kurve) bzw. R = 50 (blau), sind die Schwankungen um diese Positionen und die

dazugehorigen Amplituden deutlich grofier.

Eine ausfiihrliche Diskussion der Eigenschaften von w®® und v©P erfordert das
grundlegende Versténdnis der zusammengesetzten trigonometrischen und hyperbo-
lischen Funktionen in den Gleichungen (5.55). Zudem sind im Vergleich zur Losung
fiir Newtonsche Fluide die Parameter A und B aus Gl. (5.54), welche die Gene-
ralisierung des Parameters ANY = \/R—/Q bei den Newtonschen Fluiden darstellen
(siche Seite 36), deutlich komplexer. Um diese Koeffizienten eingehender zu unter-
suchen, sind in Abbildung 5.11 in zwei Diagrammen die Koeffizienten A und B
dargestellt, und zwar in Abhiingigkeit von X bei jeweils fest gehaltenem Verhiltnis
¢ = \r/X. Daher sind sowohl die Funktionen A (X, cX) als auch B (X, cX) in diesen
Diagrammen aufgetragen. Da jeweils das Verhéltnis zum urspriinglichen Parameter
ANF — \/R—/Q untersucht werden soll, legen wir die Reynoldszahl R = 2 fest, da
damit der Vorfaktor \/R/2 = 1 ergibt.

Im oberen Diagramm von Abb. 5.11 ist zu erkennen, dass fiir kleine Werte von
X die Funktion A (X) zunichst beim Wert A = 1 beginnt und dann, falls ¢ # 1 ist,
abnimmt. Je gréBer der Wert von c ist, desto kleiner sind die Werte von A, bei denen
die Funktion den Wert A = 1 {iberschreitet. Fiir hohe Werte von X ist, sofern ¢ # 0
bzw. ¢ # 1, grofler als 1 und asymptotisch nahern sich die Funktionen der Kurve

1 2¢c—-11

Ao (M) = 72— R

(5.57)
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Abbildung 5.11.: Darstellung der Koeffizienten A und B aus Relation (5.54) in Abhéngig-
keit von A fiir verschiedene Verhéltnisse ¢ = A,/ fiir R = 2.

_ — 1
Oberes Diagramm: A ()\) mit Hilfsfunktion f; (/\) =\

Unteres Diagramm: B (X) mit Hilfsfunktion fs (X) = \/ﬁ

an. Obige Funktion ist im Diagramm nicht eingezeichnet, da sich diese nur fiir
sehr groBe Werte von A der Funktion A (X) asymptotisch ndhert. Der Spezialfall
c =1 (entspricht A\ = \,) wurde weiter oben schon diskutiert und ergibt sowohl fiir
den Parameter A als auch fiir B jeweils 1 bzw. \/R/2 im allgemeinen Fall. Wird der
andere Grenzfall, ndmlich ¢ = 0, gew#hlt (siehe rote Kurven in Abb. 5.11), so nimmt
A stetig ab und n#hert sich asymptotisch dem schwarz gestrichelten Graphen von
f (X) = \/g . In diesem Fall, welcher dem eines Maxwell-Fluids entspricht, lédsst
sich zeigen, dass sich die Koeffizienten A und B invers zueinander verhalten, d.h. es
gilt dann:

AXc=0)-B(Ac=0)=+. (5.58)
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Da mit obiger Relation im Gegenzug B bei ¢ = 0 monoton steigt und B jeweils
in den trigonometrischen Funktionen vorkommt, bedeutet dies, dass dadurch das

OB und v9B erklirt werden kann. Wie

oszillatorische Verhalten der Funktionen w
im unteren Diagramm der Abb. 5.11 zu erkennen ist, wichst fiir ¢ = 0 der Koeffi-
zient B am stirksten und zwar asymptotisch wie die Funktion fo (X) = V2. Fiir
zunehmende Werte von ¢ wichst B mit steigender Variable A fiir kleine Werte am
schnellsten und scheint dann fiir hohere Werte von X ein Plateau zu erreichen. Es
ldsst sich analog zur Formel (5.57) fiir A, das Langzeitverhalten von B bestimmen

zu:

Bo (N, ) = \% <1 1 - C%) . (5.59)

Im Grenzfall ¢ — 1 wird das Plateau schon fiir kleinere Werte von X erreicht und
das oszillatorische Verhalten ist nicht so ausgepréigt wie fiir kleinere c. Bei ¢ = 1 ist,
wie vorher schon angesprochen, der Limes des Newtonschen Fluids erfiillt. Fiir das
Verhalten der Funktionen w®PB und vOP ist festzuhalten, dass es wesentlich durch

das Verhiltnis ¢ = A, /A und durch die Gréfie der Reynoldszahl R bestimmt wird.

Im Folgenden wollen wir uns noch die Dynamik der gesamten horizontalen Ge-

schwindigkeit uQp (y,t) als Kombination der Funktionen wOB und vOPB iiber eine

volle Periode T' = 27 in Abstinden At = § ansehen (siche Gl. (5.55a) auf Seite 57),
die dazu in acht Einzeldiagrammen in Abbildung 5.12 aufgetragen ist. Die Parameter
und die unterschiedlichen Reynoldszahlen R der Graphen entsprechen exakt denen
der beiden unteren Diagramme aus Abbildung 5.10 auf Seite 58. Die Dynamik, die
in diesen Einzelbildern gezeichnet ist, erscheint deutlich komplexer und vielfiltiger
als jene, die in Newtonschen Fluiden auftritt (vgl. dazu die entsprechende Abb. 5.4
auf Seite 34). Es ist im Wesentlichen in den einzelnen Bildern zu erkennen, dass die
Form der Graphen iiber die volle zeitliche Periode in groben Ziigen erhalten bleibt,
wobei die groften Anderungen in der Nihe des Boden bei y = 0 passieren. Dabei
ist das Fluidfeld uOOB (y,t) bei t = m aufgrund der Symmetrien gerade das an der
y-Achse gespiegelte Feld zum Zeitpunkt ¢ = 0.

Die deutlich ausgeprégten gegenldufigen Bewegungen (besonders bei R = 500, lila
Kurven) sind dadurch erkldrbar, dass das gesamte Fluid in begrenzten Schichten
einteilbar ist, die sich lokal, jeweils relativ gesehen, entgegengesetzt zu den beiden
Schichten iiber bzw. unter ihr bewegen. Dieser Effekt war schon bei den Newton-
schen Fluiden zu erkennen, jedoch weniger stark ausgeprigt, da die horizontalen
Geschwindigkeitsunterschiede Scherspannungen durch die Viskositéit antiproportio-
nal zur Reynoldszahl R hervorrufen, so dass die gegenldufigen Bewegungen schnel-
ler geddmpft werden. Bei den viskoelastischen Fluiden setzt diese Scherspannung
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verzogert ein, weil der Relaxationskoeff. A beschreibt, wie lange es dauert, bis die
volle Scherspannung (diejenige des Newtonschen Grenzfalls) aufgebaut ist. Fiir grofie
Parameter )\ ist diese Zeitspanne grofier und die Oszillationen damit von viel hoherer
Amplitude als beim Newtonschen Fluid. Der Retardationskoeff. )\, wirkt dagegen
dampfend auf das Oszillieren, denn dieser Parameter beschreibt beispielsweise die
Wirkung der elastischen Partikel, die im Gesamtfluid gel6st sind und damit zusétzli-
che Scherkréfte hinzufiigen. Die Anzahl der sich gegeneinander bewegende Schichten
wird durch die Reynoldszahl R bestimmt. Dabei scheint im Gegensatz zum New-
tonschen Fluid die Einteilung, zum einen in eine Grenzschichtzone in der Nihe des
Bodens und zum anderen in eine nahezu periodisch schwingenden Schicht dariiber,
nicht mehr sinnvoll, da fiir mittlere Reynoldszahlen die relativen Amplituden der
Schichten nicht sehr viel kleiner sind als die maximale Geschwindigkeit in der Néhe
des Bodens.

Zusammenfassend fiir die durch die in kompakter Form beschriebene horizontale
Geschwindigkeit udp (y,t) ist festzuhalten, dass durch das Hinzunehmen der vis-
koelastischen Eigenschaften, ausdriickbar mittels der Koeff. X und \,, sowohl die
Komplexitéit der Losung als auch die Vielfalt der Resultate gegeniiber dem Modell
des Newtonschen Fluids deutlich zugenommen hat.

Am Ende dieses Unterkapitels wollen wir noch bemerken, dass die DGL (5.48a)
auf Seite 56 auch fiir allgemeine periodische Antriebe

FPer (¢) = FP¥ (¢ 4 271) (5.60a)
= FPU (t) =co + Z cp cos(nt) + spsin(nt) . (5.60b)
n=1

l6sbar ist. Denn diese DGL ist linear und die periodische Antriebsfunktion FP*
kann in eine Fourierreihe entwickelt werden, so dass diese Funktion zunéchst in eine
beliebige Anzahl an Fouriermoden entwickelt werden kann. Die DGL (5.48a) kann
dann separat fiir alle Moden gelost und die Losung am Schluss mittels Superposi-
tionsprinzip zusammengesetzt werden. Die zu bestimmenden Parameter A und B
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(vgl. Gln. (5.54)) verallgemeinern sich dann zu:

—
A = /%R 1 = L+ n7AA, (5.61a)
1 o — . 2
A (n()\—)\r) + \/(1+n2)\2> (1+n2Af)>
Bo= [ (n B R) 4 (14 wR) (140R) ) G
2 14 n2x,

Die Integrationskonstanten c¢; bis ¢4 aus den Relationen (5.53) konnen durch Wahl

-

=

des Winkels ¢, den Sinus- bzw. Kosinusfunktionen aus den Antriebsfunktionen der
einzelnen Summanden aus Gl. (5.60b) angepasst werden (¢;, = 75: Kosinus-Terme,
¢p, = 0: Sinus-Terme), wobei zusétzlich damit A durch A,, sowie B durch B,, ersetzt
wird. Somit gibt es noch eine weitere Moglichkeit, eine Losung fiir eine allgemeine
periodische Antriebsfunktion zu bestimmen, ergéinzend zu derjenigen, die im Anhang
B ab Seite 130 beschrieben wird.
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5. Horizontale periodische Antriebe
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Abbildung 5.12.: Darstellung der Funktionen uQp (y,t) an zunechmenden Zeitpunkten ¢
(siehe Inlet) aus dem Intervall [0, 27] (von links oben zeilenweise nach
rechts unten) fiir verschiedene Werte von R. Die Koeffizienten ), = 0.1,
gT, = 1 sowie A = 3 bleiben konstant.
Rot: R = 5; Griin: R = 20; Blau: R = 50; Lila: R = 500.
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5.3. Symmetrie und Entkopplung

Periodische Lésung fiir Variablen des Konformationstensors S

Fir die gesamte Losung des periodischen horizontalen Problems fehlen noch die
abhéngigen Variablen des Konformationstensors S, welche durch die DGLn (5.26)
auf Seite 39 beschrieben werden. In der Literatur zu elementaren periodisch ge-
triebenen Losungen wird im Wesentlichen die horizontale Geschwindigkeit u (y,t)
beschrieben, die von den Variablen des Konformationstensors entkoppelt werden
kann (siehe dazu auch Gl (5.30) auf Seite 41), so dass die Losung der physikalisch
nicht direkt messbaren Variablen von S vernachléssigt wird. Wir werden im Rahmen
dieser Arbeit die Evolutionsgleichungen (5.26) 16sen, da diese in Kapitel 8 fiir die
lineare Stabilitdtsanalyse der horizontalen Geschwindigkeit erforderlich ist.

Beginnend mit Gleichung (5.26d) fiir Sy, deren Losung bereits auf Seite 40 in den
Relationen (5.28) diskutiert worden ist, folgt mit der Symmetriebedingung Sy, = Sy
(vgl. (5.29)) der Nebendiagonalelemente fiir die Evolutionsgleichung (5.26b):

1

(1+ X)) Say (y,1) = =

R (1 + Xr 815) (ay U%B (y7 t)) ’ (562)

wobei die réumliche Ableitung von S;, an der Oberfliche verschwinden muss, d.h.

Sayl,—y = 0. (5.63)

Wir schreiben die horizontale Geschwindigkeit ud g (y,t) in einer dhnlichen Form wie

in Gl. (5.55a) auf Seite 57, wobei wir die Vorfaktoren §T', aus den Funktionen v©P

und w8 herausziehen:

udp (y,t) = vOB (y) sin (t) + w°B (y) cos (t) (5.64a)
=g, {ug sin (t) + ul cos )} . (5.64b)

Damit setzen wir fiir die Losung von Gl. (5.62) an

Sy (ynf):'BO (v, ) (5.652)
BY = { "(y) fs (sint,cost) +ul (y) f.(sint,cost)}  (5.65b)
; gT, {BY (y)sint + BY (y) cost} . (5.65¢)

Durch direktes Einsetzen von B° (y,t) und uQg (y,t) in Gleichung (5.62) konnen
damit die gesuchten Funktionen BY sowie BY durch Ordnen der Terme gefunden
werden. Die Randbedingung (5.63) ist damit automatisch erfiillt, da die rdaumliche

0

Ableitung der Funktionen u? sowie u am Rand bei y = 1 verschwindet. Wir erhalten
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5. Horizontale periodische Antriebe
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Abbildung 5.13.: Darstellung der Funktionen B?(y) (Diagramme links) und B (y)
(rechts) als Funktion der vertikalen Koordinate 3. Dabei ist A = 3 kon-
stant fiir alle Graphen. Die Koeffizienten R und A, variieren je nach
Kurve bzw. Graphik.

somit:
Bl (y) = %ﬁ{ (1+AN) () + (A= X,) u?’ (y)} (5.66a)
B (y) = %ﬁ{— (X=X )ud’ () +(1+ AN )ud’ (y)} . (5.66b)

0r
c

In diesen beiden Formeln stellen die Striche von u2’ (y) sowie u?’ (y) die Ableitung
nach der Variablen y dar. Durch die obigen beiden rdumlichen Funktionen und die
dazugehorige Kombination mit den zeitlichen trigonometrischen Funktionen ist die
Losung fiir die Nebendiagonalvariablen S, gefunden. Es bleibt damit noch die DGL

(5.26a) von Seite 39 fiir die Variable S, zu losen:

(1 + Xat) Smm = QXBO (ya t) (83/ U%B (y’ t)) - 2% (ay uOOB (ya t))2 : (567)
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5.3. Symmetrie und Entkopplung

Wie in obiger DGL (5.67) zu sehen ist, wird die zeitliche Entwicklung von S,
einerseits vom Produkt aus B° und der raumlichen Ableitung von u%B sowie ande-
rerseits vom Quadrat dieser Ableitung getrieben. Durch Einsetzen der Funktionen
BY (Gln. (5.65¢), (5.66)) sowie udy (Gl (5.64b)) in die DGL (5.67) erhalten wir
auf der rechten Seite Produkte der Form sin? (t), cos? () sowie sint cost zusammen

mit den raumlichen Funktionen u®’ (y) sowie u?’

(y). Die Produkte der trigonome-
trischen Funktionen lassen sich aufteilen zum einen in eine konstante Komponente,
zum anderen in Anteile, die zeitlich doppelt so schnell oszillieren, also mit der dimen-
sionslosen Kreisfrequenz 2. Damit setzen wir fiir die Losung von Gleichung (5.67)

Saw (y:1) =5 A° (3,8) = (GT2)° [AD () + AL (y) cos (2t) + AL (y) sin (20)] . (5.68)

Durch Ausmultiplizieren aller Terme und weiteren Vereinfachungen kann damit die
Losung der einzelnen Funktionen A; erhalten werden. Daraus ergibt sich nach etwas
léingerer Rechnung;:

1X—XT N2 N2
AD (y) = Iy [(ug) + (ul) ] (5.69a)

A(c] (y) = %§;§5T2X2 [(1 o QXQ) {(u(c)/)2 B (u(s)/)Z}

— 6 (u?') - (uo')] (5.69b)

A=\ 1 - 2 2
A== [3)\ ul’)” — (ud’
W) =g g P ) - @)

+2(1-2) (1) (ugl)} C (5600)

Dadurch lassen sich die Komponenten des Konformationstensors S, ausgedriickt

durch A° (y,t) sowie B (y, ) als Funktionen der horizontalen Geschwindigkeitsantei-

0r
S

le v’ sowie u?’, aufschreiben. Zur Verdeutlichung sind die rdumlichen Komponenten
von B°(y,t) in Abbildung 5.13 aufgetragen. Im oberen linken Diagramm ist zu er-
kennen, dass die Kurven BY (y) bei gleichen Koeffizienten A = \, = 3 (Grenzfall des
Newtonschen Fluids) als glatt erscheinen, wobei fiir zunehmende Reynoldszahlen R
die maximalen Auslenkung bei y = 0 abnimmt. Da die GréSe BY mit dem Inver-

sen der Reynoldszahl R skaliert, ist die Abnahme insgesamt nicht verwunderlich,
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5. Horizontale periodische Antriebe

da die in B? enthalten Ableitungen der horizontalen Geschwindigkeitskomponenten

0/ 0/
c s

insgesamt mit dem R~ skalieren. Fiir die Graphen der Variablen BY (y) in rechten

uy’ sowie u;’ mit der Wurzel der Reynoldszahl zunehmen, so dass die Amplituden

oberen Diagramm von Abb. 5.13 gelten im Wesentlichen die gleichen Aussagen wie
fiir die entsprechenden Kurven von B?

c
nicht verschwinden, wie es bei BY (y = 0) der Fall ist.

auler dass hier die Ableitungen bei y = 0

In den unteren Diagrammen der Abb. 5.13 ist die Situation mit Werten der Koeffi-
zienten von A = 3 sowie A, = 0.1 dargestellt. Im Vergleich zu den dariiber liegenden
Skizzen ist einmal mehr das stiarker ausgeprigte oszillatorische Verhalten zu erken-
nen. Diese Eigenschaft nimmt mit ansteigender Reynoldszahl R zu. Da die Graphen
beider Variablen BY und auch BY jeweils um Null oszillieren, untermauert dies die
in den Geschwindigkeitsdiagrammen (vgl. die Abb. 5.10 und 5.12 auf den Seiten
58 bzw. 64) auftretenden Min- und Maxima. Alle Graphen verschwinden an der
Oberflédche zu Null, wie es die Randbedingung (5.63) vorgibt.

Die zeitliche periodische Dynamik von B (y,t) wihrend einer vollen Periode T' =
27 ist in Abbildung 5.15 auf Seite 71 zu sehen. Im Unterschied zu den strobos-
kopischen Aufnahmen der Geschwindigkeitslosung uQp (y,t) in Abb. 5.12 auf Seite
64 scheinen die Rollen von Boden und freier Oberfliche vertauscht, d.h. in diesem
Fall bleiben die Graphen bei y = 1 fest und verschieben sich mit immer grofier
werdenden Amplituden nach unten, so dass die maximale Auslenkung bei y = 0
erreicht wird.

Demgegeniiber steht die zeitliche Entwicklung der GroBe A (y, t), welche withrend
einer vollen Periode T' = 7 in Einzelbildern der Abb. 5.16 auf Seite 72 dargestellt
ist, und zwar mit Werten von A\ = 3 sowie A\, = 1 fiir vier verschiedene Reynolds-
zahlen R. Die Graphen sind #hnlich denen der Variablen B° (y,t) bei y = 1 auf den
Wert Null festgelegt und oszillieren dann zeitlich fiir niedrigere Werte von y. Dies
allerdings nicht um den Wert Null, sondern um die rdumliche Funktion A9 (y), die
fiir diese Parameterwerte im unteren rechten Diagramm von Abb. 5.14 auf Seite 70
aufgetragen ist. Dabei ist zu erkennen, dass es fiir niedrige Reynoldszahlen R weni-
ge, dafiir aber stark ausgepriagte Extrema gibt, wihrend fiir steigende R die Anzahl
der Extrema zunimmt, deren Amplitude jedoch nachlésst. Fiir grole Werte von R
erscheint die Kurve sehr geglittet. Am Boden erreichen die Funktionen A° () Werte
in der gleichen GréBenordnung, was dadurch erklirt werden kann, dass A° () von

0/

den Quadraten von 10’ sowie u}’ abhiingt. Diese Funktionen verhalten sich, wie wir

C
vorher schon angesprochen haben, proportional zu v/ R, wodurch sich insgesamt die

R-Abhéngigkeit in Formel (5.69a) auf Seite 67 heraushebt.
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5.3. Symmetrie und Entkopplung

Die riumlichen Funktionen A% (y) und A? (y), welche oben rechts bzw. darunter
in Abb. 5.14 zu sehen sind, oszillieren im Gegensatz A{ (y) deutlich stéirker. Diese
Oszillationen nehmen, ausgehend von der Oberfliche bei y = 1 in Richtung Boden
deutlich zu, wobei die Amplituden der Oszillationen jeweils kleiner sind als die maxi-
male Auslenkung von A{ (y). Die Anzahl der Oszillationen nimmt wiederum mit der
Reynoldszahl R zu. Wir wollen noch anmerken, dass das Auftreten von A° (y,t) allein
aus den viskoelastischen Eigenschaften des Fluids resultiert. Denn sobald die Koeffi-
zienten \ = X, gleich sind, verschwindet die Losung fiir A%, AY sowie Ag, was durch
Betrachten der Formeln (5.69) ersichtlich wird. Denn bei den Newtonschen Fluiden
verschwindet die linke obere Komponente des Spannungstensors A,,, wihrend bei
viskoelastischen Fluiden diese bei den vorlegenden Symmetrien vom Quadrat der
Ortsableitung der Geschwindigkeit abhéngt. Durch Vergleich der jeweiligen Einzel-
diagramme in Abb. 5.14 fiir die verschiedenen Werte von A = 1 auf der linken und
A = 0.1 auf der rechten Seite ist zu erkennen: je groBer der Unterschied zwischen
A und )\, desto ausgeprigter ist zudem der oszillatorische Charakter der jeweiligen
Funktionen. Das bedeutet, im Grenzfall des Maxwellschen Fluids (A, = 0) tritt die-
ser Effekt am stérksten auf, wiahrend hin zu den Eigenschaften des Newtonschen
Fluids (\. — )) diese Eigenschaft verschwindet.

Zum Ende dieses Unterkapitels wollen wir noch bemerken, dass die Antriebsam-
plitude T, in der GroBe A° (y,t) quadratisch eingeht (vgl. Gln. (5.68) und (5.69)),
und zudem, dass A (y,t) zeitlich doppelt so schnell schwingt wie der #ufiere Antrieb
sowie die Geschwindigkeit uOOB (y,t). Beide Details werden in Kapitel 8 von Bedeu-
tung sein, da dort die lineare Stabilitdtsanalyse der in diesem Kapitel gefundenen
Losung hergeleitet wird.
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Abbildung 5.14.: Darstellung der Funktionen AY (y) (Diagramme oben), A? (y) (Mitte)
und AY (y) (unten) als Funktion der vertikalen Koordinate y. Dabei ist
X = 3 konstant fiir alle Graphen. Die Parameter R und ), variieren je
nach Kurve bzw. Graphik (siehe Inlet).
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: Darstellung der Funktionen B°(y,t) an zunehmenden Zeitpunkten ¢

(siehe Inlet) aus dem Intervall [0,27] (von links oben zeilenweise nach
rechts unten) fiir verschiedene Werte von R. Die Koeffizienten ), = 0.1,
gT, = 1 sowie A = 3 bleiben konstant.

Rot: R = 5; Griin: R = 20; Blau: R = 120; Lila: R = 200.
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Abbildung 5.16.: Darstellung der Funktionen A° (y,t) an zunehmenden Zeitpunkten ¢

72

(siehe Inlet) aus dem Intervall [0, 7] (von links oben zeilenweise nach
rechts unten) fiir verschiedene Werte von R. Die Koeffizienten ), = 0.1,
GT, =1 sowie A = 3 bleiben konstant.

Rot: R = 5; Griin: R = 20; Blau: R = 120; Lila: R = 200.



5.4. Kombiniert horizontal und vertikal bewegte Fluide

5.4. Kombiniert horizontal und vertikal bewegte Fluide

Wie wir im vorherigen Kapitel 4.1 sowie im bisherigen Kapitel 5 gezeigt haben,
lassen sich Losungen der allgemeinen hydrodynamischen Gleichungen der Newton-
schen Fluide (vgl. Gln. (3.21)-(3.29), S. 17) bzw. der viskoelastischen Fluide (vgl.
Gln. (3.39)-(3.47), S. 21) unter Annahme bestimmter Symmetrien bei Anwesenheit
duflerer Antriebe analytisch 16sen. Dabei koppeln Antriebe in vertikaler Richtung
in beiden Fluidmodellen nur an den Druck p (y,¢) und das Fluid bleibt ruhend auf
der Platte. Falls die Platte in horizontaler Richtung extern getrieben wird, so re-
sultiert dies in einer komplexen horizontalen Geschwindigkeit u (y,t) sowie einem
hydrostatischen Druck p (y), der in diesem Fall jedoch zeitunabhéingig bleibt.

Damit stellt sich die Frage, was bei gleichzeitigem Antrieb sowohl in vertikaler
als auch in horizontaler Richtung passiert? Experimentell ldsst sich dies in guter
Néherung durch einen annularen Schwingférderer realisieren und wurde fiir den
Fall von periodisch bewegter granularer Materie schon eingehend untersucht (siehe
z.B. [11-13]). Dabei lassen sich drei allgemeine Antriebsformen untersuchen: Falls
die Phasenwinkel ¢}, sowie ¢, libereinstimmen, so resultiert dies in einer linearen
Schwingung in der X-Y-Ebene, wobei die maximalen Amplituden I'; bzw. I', betra-
gen. Falls die Antriebsamplituden identisch sind, d.h. I'; = I, und fiir die Differenz
der Phasenwinkel ¢, — ¢, = £5 gilt, so beschreibt ein Punkt auf der Bodenplatte
einen Kreis und es wird von einem zirkularen Antrieb gesprochen. Beliebige Kom-
binationen von Werten der Amplituden bzw. Phasenwinkeln resultieren in einem
elliptischen Antrieb, d.h. die Bewegungsform der antreibenden Platte ist eine El-
lipse, deren Orientierung und Linge der Halbachsen durch die Antriebsamplituden
und Phasenwinkel bestimmt ist.

Vom Standpunkt der hier berechneten Losungen lassen sich die vorher angespro-
chenen linearen, zirkularen und elliptischen Antriebsformen jeweils in die horizon-
talen und vertikalen Anteile zerlegen, so dass die Losungen getrennt berechnet und
am Ende superponiert werden kénnen. Das heifit, dass die Kopplung beider An-
triebsformen fiir die Losungen die Superposition eines raumzeitlich verdnderlichen
Druckterms, der aus der vertikalen Komponente des Antriebs resultiert, mit der
lateralen komplexen Geschwindigkeitslosung darstellt, die durch den horizontalen
Anteil des Antriebs hervorgerufen wird.
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6. Stabilitit vertikal vibrierter
Oldroyd-B-Fluide

In den beiden vorherigen Kapiteln 4 sowie 5 haben wir moglichst elementare Losun-
gen der Grundgleichungen viskoelastischer und auch Newtonscher Fluide, die von
aufen parametrisch in vertikaler bzw. horizontaler Richtung angetrieben werden,
berechnet. Fiir den Fall eines rein vertikalen harmonisch vibrierten Fluids kann die
vormals flache Oberfliiche bei Uberschreiten einer kritischen Antriebsamplitude ste-
hende Oberflichenwellen ausbilden, welche entweder subharmonisch (ungerade Viel-
fache der halben Antriebsfrequenz %) bzw. harmonisch (gerade Vielfache von %) auf
den dufleren Antrieb antworten (vgl. dazu Kapitel 2.1 auf Seite 6 sowie Kapitel 4 auf
Seite 23). Das Ziel dieses Kapitels ist es, die Referenzlosung (4.7) von Seite 25 auf
ihre lineare Stabilitdt hinsichtlich harmonischer und subharmonischer Oberfléchen-
wellen zu untersuchen.

Die ersten theoretischen Untersuchungen zur Stabilitdt von idealen Fluiden auf
vibrierten Oberflichen stammt von Benjamin und Ursell 1954 ([31]). In dieser Arbeit
wird die Stabilitdt mit Hilfe von Mathieu-Gleichungen betrachtet und zudem die
Dispersionsrelation fiir die Frequenz f,, der ohne dufleren Antrieb schwingenden
Oberflichenwellen (aus [31]):

3 5 3
fm = % [‘canh (kmh) <km7 + km, g)} ) (6.1)

wobei k,, die Wellenzahl der Oberflichenwelle, h die Hohe der flachen Oberfliache,
o den Oberflichenspannungskoeff., p die Dichte des Fluids sowie g die Gravitati-
onsbeschleunigung darstellen. In den Jahrzehnten danach wurden die Berechnun-
gen auf viskose Newtonsche Fluide erweitert. Dazu wurde zum einen der Einfluss
der viskosen Reibung mittels einer geddmpften Mathieu-Gleichung modelliert (sie-
he z.B. [53]), zum anderen die Stabilitdtsgrenzen numerisch aus den Navier-Stokes-
Gleichungen direkt hergeleitet (siehe z.B. [33, 34]). Der Ubergang zu viskoelastischen
Fluiden, z.B. diejenigen beschrieben durch das Maxwell-Modell, folgte kurze darauf,
wobei dhnliche Methoden wie zuvor angewendet worden sind (siehe z.B. [57, 58]).
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Fiir das vorliegende viskoelastische Oldroyd-B-Modell werden wir uns zur Unter-
suchung der vertikalen Stabilitit an den Arbeiten und Verfahren von K. Kumar und
L. Tuckerman ([33, 34]) bzw. S. Kumar und O. Matar ([57, 58]) orientieren. Dazu
werden wir folgendermafien vorgehen:

Wir betrachten als Basis die Referenzlosung (4.7) von Seite 25 mit einer kleinen ad-
ditiven Storung dieser Losung in allen abhéngigen Variablen und bestimmen die ent-
sprechenden Entwicklungsgleichungen, wobei nichtlineare Kopplungen der Grofien
ausgeschlossen werden (lineare Stabilitéitsanalyse). Durch weitere Rechnungen und
Ausnutzen von Symmetrien ldsst sich das Problem auf drei abhéngige Variablen re-
duzieren, welche sich aufgrund der lateralen Periodizitét in ebene Wellen entwickeln
lassen. Die einzelnen Wellenzahlen koppeln nicht miteinander und damit lassen sich
die von der Zeit und der vertikalen Koordinate abhéngigen Moden weiter untersu-
chen. Aufgrund der periodischen Zeitabhéingigkeit wihlen wir einen Floquet-Ansatz,
so dass die Losung in einen periodischen Teil der Periode T' = 27 und einen zeit-
lichen Vorfaktor exp ((u + i) t) aufteilbar. Dabei entscheidet das Vorzeichen vom
Realteil p des i. Allg. komplexen Floquet-Exponenten p—+ i« iiber die Stabilitdt. Fiir
positive Werte von p wichst die Stérung exponentiell und die berechnete Losung
ist instabil. Falls p kleiner als Null ist, so werden infinitesimale Stérungen geddmpft
und die Losung als linear stabil bezeichnet. Anstatt der Berechnung des Floquet-

Exponenten fixieren wir ;1 = 0 sowie entweder a = 0 (harmonische Instabilitét) oder
1
2
ve, welche stabile und instabile Parameterbereiche voneinander trennt. Im Anschluss

a = 5 (subharmonische Inst.). D.h., wir ,;setzen“ uns auf die neutrale Stabilitatskur-
kann das DGL-System fiir die vertikale Geschwindigkeit gelost werden und iiber die
Randbedingungen an der freien Oberfliche und die kinematische Hohenbedingung
in Beziehung zu den Entwicklungskoeffizienten der Hohenfunktion h gesetzt werden.
Daraus ergibt sich schliellich ein generalisiertes Eigenwertproblem, dessen niedrigste
reelle Eigenwerte die kritischen (dimensionslosen) Antriebsamplituden I'y sind und
die marginale Stabilitéit bestimmen.

Das im vorherigen Abschnitt angesprochen Verfahren werden wir detailliert im
néchsten Unterkapitel 6.1 vorstellen. Die daraus resultierenden Ergebnisse werden
danach im Abschnitt 6.2 diskutiert und mit den Resultaten bekannter Modelle ver-
glichen.
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6.1. Stabilitidtsalgorithmus im Oldroyd-B-Modell bei
vertikalem periodischen Antrieb

6.1.1. Herleitung des linearisierten Gleichungssystems

Um die Stabilitit der Referenzlosung (4.7) von Seite 25 zu bestimmen, definieren
wir kleine Stérungen in allen Variablen. Diese werden nachfolgend mit einer Tilde

(~) gekennzeichnet und es ergibt sich:

u(z,y,t) = a(z,yt) + u) =a(z,yt) (6.2a)
v(z,yt) = 0(z,y,t) + v =0(z,y,t) (6.2b)
p(z,y,t) = p(2,y,t) +p)(y,t) =p(z,9,t) + Gt) (1 —y) (6.2¢)
h(z,t)= h (z,t) + h8 —h (z,t)+1 (6.2d)

Sij (z,y,t) = Sij (m,y, )+ S0, = Sij(z,y.1) . (6.2¢)

Durch Einsetzen der obigen abhéngigen Variablen in die bestimmenden Gleichungen
(3.38) bis (3.47) von Seite 21f des Oldroyd-B-Modells erhalten wir DGLn fiir die
Storungsvariablen. Da wir kleine Stérungen betrachten wollen, werden im Folgenden
Produkte aus diesen gestérten Grofien bzw. deren Ableitungen als vernachléssigbar
angesehen, so dass die Evolutionsgleichungen linear in diesen Variablen bleiben.
Indem wir die partielle Ableitung von Gl. (3.40) nach x von der partiellen Ableitung
von Gl. (3.39) nach y abziehen, nachdem die Ansétze (6.2a) sowie (6.2b) eingesetzt
worden sind, ldsst sich die Druckvariable p (x,y,t) eliminieren und durch Weglassen
der Nichtlinearitéten erhalten wir:

O3t — 05 = Oy (02 Suw + 0y Sy ) = 0 (80 Sy + 9y Sy ) (6.3)

Durch Anwenden des Operators —0, auf obige Gl. (6.3) und mit Hilfe der Inkom-
pressibilitdtsbedingung (3.38) von Seite 21 lisst sich die horizontale Geschwindigkeit

4 aus der Gleichung entfernen:

6t (69%90 + aiy) U= _6§xysl‘l‘ - agyygxy + 6§xx‘§yx + agxygyy : (6'4)

76



6.1. Stabilitidtsalgorithmus im Oldroyd-B-Modell bei vertikalem periodischen Antrieb

Um die S, bis Sy, aus obiger Gleichung zu entkoppeln, betrachten wir zunéchst die
Gleichung des Konformationstensors § , welche sich aus (3.47) auf Seite 21 ergibt:

(L4+X0)) Spz = % (L+ X 00) {20,u} (6.5a)
(L+X0) Sy = }% (L+ N 0) {0yt + 9,0} (6.5b)
(1430) 80 = 5 (14 3.00) {9y + 0,0) (6.5¢)
(L+X0) Syy = % (L+X-0) {20,0} . (6.5d)

Die Symmetrie des Tensors § wurde schon auf Seite 40 in Gleichung (5.29) disku-
tiert. Aus der weiter oben schon angesprochenen Inkompressibilitéatsbed. (3.38) lédsst
sich folgern, dass

Sex = —Syy (6.6)

im obigen Gleichungssystem (6.5) gilt. Indem wir den Operator (1 —|—X8t) auf die
Feldgleichung (6.4) anwenden und durch Ausnutzen der Relationen (6.5) und der
Inkompressibilitdt (3.38) erhalten wir eine entkoppelte Gleichung fiir die vertikale
Geschwindigkeit ¥ innerhalb des Fluids:

(1 + X@t) 8tAz7 == (1 + Xr at) {a:%:v:v:v + 2 aﬁmyy + a;lyyy} v

v

= % (14X 0y) A%5 . (6.7)
Dabei stellt A = 92, + 8§y den zweidimensionalen Laplace-Operator in obiger GI.
(6.7) dar. Die Gleichungen innerhalb der Fluidschicht konnten auf Abhingigkeiten
der Variable ¥ reduziert und entkoppelt werden. Damit fehlen noch die Randbedin-
gungen am Boden bei y = 0 sowie an der freien Oberfliiche bei y = 1 + h (x, 1)
und die Kopplung von vertikaler Geschwindigkeit © und Hohenfeld h (x,t) iiber die
kinematische Hohenbedingung (3.41) (siche Seite 21).

Die Randbedingungen am Boden ergeben sich aus den Relationen (3.42) sowie
(3.44) von Seite 21:

7], 0 (6.8a)
@y 0) ],y = 0. (6.8b)

An der freien Oberfléche untersuchen wir die tangentiale (3.45) und normale Randbe-
dingung (3.46) von Seite 21. Dabei werden die entsprechenden Variablen an der Stel-
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le h(x,t) =1+ h(x,t) ausgewertet. Da die Hohenvariable h (x,t) unbekannt aber
klein im Vergleich zur Referenzhéhe hg = 1 ist, werden wir eine Taylorentwicklung
fiir beliebige Groflen A (z,y,t) an der Oberfliche vornehmen und folgendermafien
approximieren:

Alz,y,t) ~Awyt)| b (9 A@yn)| o ©9)

y=1+h(z,t) y=1 y=

Falls A in der obigen Relation eine Storungsvariable darstellt, so entfillt der zweite
Teil der rechten Seite, weil dies eine nichtlineare Kopplung darstellt. Fiir die Refe-
renzlosungen sind beide Teile der rechten Seite auszuwerten. Damit ergibt sich unter
Vernachlassigung der Nichtlinearitdten fiir die tangentiale und normale Randbedin-
gung sowie die kinematische Hohenbedingung:

Saylyoy = 0 (6.10a)
Oph(x,t) = o _, . (6.10c)

Die Funktion G (t) = g(1 — I'ysin (t + ¢,)) entspricht dabei der dimensionslosen,
zeitabhéngigen Gravitationsbeschleunigung, welche wir in Kapitel 4.1 in Gl. (4.6) auf
Seite 25 eingefiihrt haben. Die obigen Gleichungen (6.10) sind noch an die Variablen
P, Sy bzw. Sxy gekoppelt. Daher werden wir versuchen, diese Relationen mit Hilfe
der anderen Bestimmungsgleichungen so umzuschreiben, dass nur noch die vertikale
Geschwindigkeit @ und die Hohenfunktion A eingehen.

Fiir die Tangentialbedingung (6.10a) benutzen wir die gleiche Argumentation wie
in Kapitel 5.3 in den Gleichungen (5.31) bis (5.33) (siehe S. 41), in der wir schon
die Randbedingung im Fall der vereinfachten Gleichungen fiir horizontale Antriebe
diskutiert haben. Betrachten wir analog dazu Gleichung (6.5b) und werten diese bei
y = 1 aus, so verschwindet auch die Zeitableitung atgmy an der Stelle y = 1, so dass
die linke Seite Null ergibt. Indem wir die gesamte, nur noch von den unabhingigen
Variablen z und ¢ abhédngende Gleichung partiell nach x differenzieren und die an der
Oberfldche ausgewertete Inkompressibilitdtsbedingung (3.38) auf Seite 21 benutzen,
erhalten wir fiir die tangentiale Randbedingung schliellich:

(1+X8) {03, —0;,}5=0. (6.11)

Fiir die Entkopplung der Normalrandbedingung (6.10b) ist etwas mehr Aufwand
erforderlich. Die Variablen p sowie Sy, lassen sich iiber folgendes Verfahren daraus
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entkoppeln:
1. Wende den Operators (1 + A ;) 0, auf linearisierte GL. (3.39) von Seite 21 an.

2. Driicke die Grofen Sy, Sy, mit Hilfe der Gleichungen (6.5a) sowie (6.5b)
durch die Geschwindigkeitsvariablen u, ¥ aus.

3. Wende den Operator (14 Ad;) 02 auf die Normalrandbedingung (6.10b) an
und ersetze die Terme mit Hilfe der Gleichung aus 1. und 2., welche bei y = 1
ausgewertet wird.

4. Ersetze mit Hilfe der Inkompressibilitdtsbedingung (3.38) (siehe S. 21) aus-
gewertet bei y = 1 die Abhéngigkeiten der Variablen @ durch diejenige von
0.

Durch die Vorgehensweise der Punkte 1. bis 4. ergibt sich schliefllich die Normal-
randbedingung, die nur noch die vertikale Geschwindigkeit v, das Hohenfeld h sowie
die urspriingliche Antriebsfunktion iiber die Funktion G(t) enthélt:

—(1+2X8) {a*a;% el agh} — (14+1d) {25} (6.12)
1

—5 (LA 00) {00+ 3024, 0} -

Die kinematische Hohenbedingung (6.10c) bedarf keiner weiteren Modifikation. Da-
mit stellt sich das gesamte lineare Stabilitdtsproblem folgendermaflen dar:

- 1

(1+X0) A0 = % (14 0) AP (6.13a)
Oy h(z,t) = 0], (6.13b)
0], =0 (6.13c)
(0, ) \y_o =0 (6.13d)
(1+X8) {07, — 07,10 =0 (6.13e)
—(1+X0) {o ot h - G (1) 2R} = (1+X,) {8}, 7} (6.13f)
1 —
—5 (1+X0) {930+303,,7} .

Wir wollen noch bemerken, dass obiges Gleichungssystem 6.13 fiir den Grenzfall
X =\, = 0 in das lineare Stabilititsproblem des Newtonschen Fluids iibergeht (sie-
he z.B. [34]). Zudem koppelt der duBere vertikale periodische Antrieb nur iiber die
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Normalrandbedingung (6.13f) an das lineare Gleichungssystem der kleinen Stérun-
gen.

6.1.2. Losung der linearen Feldgleichungen und Aufstellen des
Eigenwertproblems

Um das vertikale Stabilitétsproblem bestehend aus dem Gleichungssystem (6.13) zu
16sen, fiithren wir zunéchst die Hilfsvariable a (z,y,t) ein:

a(z,y,t):= 00 (x,y,t) . (6.14)

Diese Variable a dient dazu, dass die im DGL-System (6.13) auftretenden Zeitablei-
tungen von erster Ordnung bleiben. Da alle Variablen periodische Randbedingungen
erfiillen sollen, bieten sich trigonometrische Funktionen an und wir machen den An-

satz:
a(z,y,t) = i an (y,t) e (6.15a)
U (z,y,t) = i Tn (y, 1) € (6.15b)
h(x,t) = i By (t) en® (6.15¢)

Durch die obigen Zerlegung in horizontale Moden mit den Wellenzahlen k,, geht der
horizontale Differentialoperator 92 — —k2 in eine algebraische Multiplikation iiber.
Die Wellenzahl besitzt durch die Wahl unseres Systems (sieche Abb. 3.1 auf Seite 12)
diskrete (hier entdimensionalisierte) Werte k,, = %. Da wir L i. Allg. beliebig
wéhlen konnen und die horizontalen Moden aus Gln. (6.15) nicht miteinander kop-
peln, werden wir k, — k verallgemeinern, wobei k beliebige kontinuierliche Werte
annehmen kann. Daher erhilt das Gleichungssystem (6.13) in den Hauptgleichungen
folgende Form, wobei wir bei allen Variablen die Indizes n weglassen werden:

a=0,v (6.16a)

_ 1 _
(1+,\at){—k2+8§}azﬁ{—k2+a§}2 (54X @) (6.16b)
Oy h(z,t) = 0],y - (6.16¢)
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Da das Gesamtgleichungssystem (6.13) ein lineares mit periodischen Koeffizienten
ist (siehe Gl. (6.13f)), kann fiir die zeitlichen Losungen ein Floquet-Ansatz gewihlt
werden (siehe [102] bzw. [103], S. 273ff). Dabei lassen sich die Lésungen der abhéingi-
gen Variablen so ansetzen, dass diese in zwei zeitliche Funktionen zerfallen, wobei
eine periodisch mit T' = 27 ist. Z.B. gilt dann fiir h (t):

h(t) = eBHt () = eH0 (b4 27) (6.17)

wobei (s 4 i) der sogenannte komplexe Floquet-Exponent ist und & (t) = h (t 4 27)
eine zeitlich periodische Funktion, die in eine Fourierreihe entwickelt werden kann.
Der Realteil s des Floquet-Exponenten gibt dabei die Wachstumsrate wider, d.h.
falls s < 0 ist, so wird fiir grofie Zeiten ¢ die kleine Stérung h (t) gedampft, wihrend
umgekehrt bei s > 0 die Stérungen exponentiell zunehmen, so dass von Instabilitdt
hin zu dieser neuen Losung gesprochen wird. Der Fall s = 0 entspricht der soge-
nannten neutralen Stabilitdt, d.h. hier bleibt die Amplitude der Stérung fiir grofie
Zeiten erhalten. In einem Parameterdiagramm trennt die Kurve mit der Eigenschaft
s = 0 genau die stabilen und instabilen Bereiche voneinander.

Der Imaginérteil o kann zunéchst einmal beliebig sein. Wir werden uns auf zwei
Spezialfille konzentrieren, ndmlich einerseits o = 0, was einer harmonischen Ant-
wort auf die periodische Antriebsfunktion entspricht mit dimensionsloser Frequenz
fn=1,2,.... Andererseits betrachten wir a = 7, so dass die Gesamtfunktion h(t)
subharmonisch schwingt, d.h. diese Funktion oszilliert mit einem Vielfachen der hal-

20 2
h (t) eine reelle Funktion ist, muss fiir die Entwicklungskoeffizienten h,, gelten:

ben Antriebsfrequenz. Demnach ist die dimensionslose Frequenz fy, = %, 2,... Da

hi =h_pm (6.18a)

he o =h_p ., (6.18b)

wobei der Stern * die komplexe Konjugation bezeichnet. Somit kénnen wir fiir die
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abhéngigen Variablen folgenden Ansatz machen:

o (y,t) = elsHia)t i B (y) €™ (6.19a)
h(t) = elstia)t i B €™ (6.19D)
a(y,t) = elstia)t i am (y) €™t (6.19¢)
=i (y,t) = elstio)t i (s4i(a+m)) o, (y) e™mt. (6.19d)

Dabei wurde in der letzten Zeile (6.19d) die Relation (6.14) ausgenutzt, so dass
wir alle Abhéngigkeiten von a auf die Geschwindigkeit © umtransformieren kénnen.
Damit ergibt sich aus Gl. (6.16b) folgende zu 16sende DGL vierter Ordnung in der Va-
riablen y fiir die zeitlichen Moden o,,, wobei wir die Abkiirzung s& = (s + i (o +m))
benutzen:

1
R
= {8% (1+Asp,) — % (1+Arspy) (=K% + 85)} (—k? 4+ 82) = 0 .(6.20b)

s (14 X8%) (—k2 +02) i — = (14 Aes) (—k2 +82)°5,, = 0 (6.20a)

Die obige lineare DGL (6.20b) ldsst sich analytisch 16sen, insbesondere, da die Glei-
chung in zwei multiplikative Anteile zweiter Ordnung zerfallt. Die allgemeine Losung
l&sst sich damit bestimmen zu:

Om (y) = Ay sinh (ky) + Az cosh (ky) + Assinh (k;, y) + Agcosh (kp, y) . (6.21)

Dabei ist ), definiert als:

X 1
1 a 2
ﬂ) ’ (6.22)

k= (k2 + Rs® —
m ( ml—i—)\rs%I

wobei k&, als diejenige Wurzel mit positivem Realteil betrachtet wird. Die noch zu
bestimmenden Integrationskonstanten A; bis A4 aus Gl. (6.21) lassen sich mit Hilfe
der Rand- und kinematischen Hohenbedingungen (6.13b) bis (6.13¢) in Beziehung zu
den Hohenkoeffizienten k., setzen. Aus diesen Gleichungen ergibt sich nach Auflésen
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der x- und t-Abh#ngigkeiten:

R, [2/<:2 cosh (k) — <k2 + (ﬂf‘n)2> cosh (ﬁf‘n)]
Ay
A —k [an% sinh (k) — (k:2 n (n%)Q) sinh (n%)] o
= m—, (6.23)
As —k {21{2 cosh (k) — (k:2 + (n%)Q) cosh (n%)} N (k, 5,)
Ay
k [21{:5% sinh (k) — (k2 + (Ii%)2> sinh (Ii%)}
mit der Normierung N (k, k%,):
N (k, k%) = —k3 cosh (k) sinh (k%) + k&%, cosh (k%) sinh (k) (6.24)

— (k%)? cosh (k%) sinh k 4 k (%)% sinh (%) cosh (k) . (6.25)

Aus den Koeffizienten (6.23) und der Losung (6.21) ist zu erkennen, dass zwischen
den zeitlichen Moden h,, sowie v,, ein linearer Zusammenhang besteht. Fiir den
Spezialfall s, = 0, d.h. wenn s, & und m jeweils Null ergeben, geht £, iiber in £ und
in der Losung (6.21) sind die beiden Losungsfunktionen mit Koeffizienten Az und
A4 nicht mehr unabhéngig. Daher miissen noch zwei zusétzliche linear unabhingige
Funktionen gefunden werden:

20 (y) = AYsinh (ky) + AY cosh (ky) + AJy + AY . (6.26)

Analog zum Ergebnis fiir die Koeffizienten in Relation (6.23) erhalten wir in diesem
Fall:

AY 0
A3 0 0

= =0. 6.27
A0 o | = m® (6.27)
AY 0

Um das gesamte Problem abzuschliefilen, betrachten wir die Normalrandbedingung
(6.13f), wobei wir die z-Abhéngigkeit bereits aufgelost haben:

— (1 X8) {o b+ G () 2 R} =(1+X8,) {0}, 0} (6.28)
—% (1+X0,) {930 —3k*0, 0} .

Die Funktion G () ist eine periodische zeitabhéngige Funktion und wir kénnen diese
iitber die Exponentialdarstellung der Sinus- und Kosinusfunktionen folgendermaflen
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ausdriicken:

G(t)=g(1 —Tysin(t+ ¢y)) = g — gT'y {sint cos ¢, + costsin ¢, }

Zé—éfy{% (et —e™"] +# [e“+e”}} . (6.29)
Die Abhéngigkeiten von o (y, t) auf der rechten Seite von Gleichung (6.29) lassen sich
mit Hilfe der zeitlichen Entwicklung (6.19a) fiir jeden zeitlichen Koeffizienten vy, (y)
durch deren Losung (6.21) mit den Koeffizienten (6.23) in Beziehung zu den Moden
Ry, setzen. Daher kann die Normalrandbedingung nur noch durch Terme o iy,
ausgedriickt werden. Durch die Exponentialterme in der zweiten Zeile von Gleichung
(6.29) koppelt die Antriebsfunktion G (t) an (m + 1)-Terme der Fourierdarstellung
von h (t) fiir e=® bzw. an (m — 1)-Terme fiir e*. Damit erhalten wir insgesamt:

(1+Xs2) {o*k* + gk*} hyy, + DYy, (5,00, k6, Np) g (6.30)
~ 2 ~
= 1 feos o i (14 Xsun) + 3] +siny [(1+ Xshsr) + 8] Vo
~ 2 ~
41, B Leos 6, [ (14 Xsig) +X] +sin gy [(14 Xsfio) i3] i

wobei die Funktion DY, (s,a, k,XT) in der ersten Zeile von Gl. (6.30) die gesam-
te Diskretisierung von y- und t-Abhéngigkeit auf der rechten Seite von Gl. (6.28)
darstellt. Aus obiger Gleichung (6.30) ist ersichtlich, dass jeder Koeffizient h,, der
zeitlichen Entwicklung jeweils an seine ndchsten Nachbarn h,,_1 sowie h,,+1 koppelt.
Um das gesamte System zu 16sen und die kritischen Amplituden I'y zu erhalten, bei
denen der Realteil s des Floquet-Exponenten (s + i) und damit die Wachstumsra-
te der Storungen gréfer als Null wird, berechnen wir nicht die Funktion s (I'y) bei
Festhalten der anderen Parameter. Stattdessen fixieren wir s = 0, was genau der
Stabilitéitsgrenze entspricht und setzen des Weiteren o« = 0 fiir harmonische Stoérun-
gen an bzw. entsprechend o = 7 fiir subharmonische. Die unendliche Summe der
zeitlichen Entwicklung (siehe Gln. (6.19)) wird zu einer endlichen, da wir fiir hinrei-
chend grofle M nur Terme von —M ... M fiir o« =0 bzw. —M ... M — 1 fiira = §
aufsummieren und dabei hohere Frequenzen vernachléssigen. Die unterschiedlichen
Entwicklungen hinsichtlich « ergeben sich aus den Symmetriebedingungen (6.18).
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Dies lésst sich als Matrixgleichung aufschreiben:

L_y O 0 h—n
0 -
L_1 h*l
Lo o (6.31)
Ly h1
0 0 :
M hJVI
+ -
_0 RY,, +0 0 .
R—]M+1 0 R71VI+1 .
R:]M+2 ilfl
= Py . 0 KR ]:10 ?
h1
+
R]VI—Q
- +
RJVI—I 0 RJVI—I ﬁ
0 0 Ry O M

wobei die linke Seite von Gl. (6.30) jeweils in Diagonaleintriigen L,, resultiert und
die rechte Seite in oberen Nebendiagonaleintriigen R, sowie auf der unteren Neben-
diagonalen R, . In diesem Fall sind im Gleichungssystem 6.31 die Matrizen fiir den
Fall & = 0 gezeigt, d.h. diese haben eine Dimension (2M + 1) x (2M + 1). Damit
erhalten wir jeweils abhingig von o sowie den weiteren Parametern k, R, X usw. ein
generalisiertes Eigenwertproblem, wobei I', die Rolle des Eigenwertes {ibernimmt.

Fiir die Realisierung von a = 3 ergibt sich dementsprechend ein Matrixsystem der
Grofle 2M x 2M.

Mit Hilfe numerischer Computeralgebrasysteme und -routinen (z.B. MAT LAB®
bzw. den Fortran-90-Routinen der Numerical Algorithms Group, NAG) bestimmen
wir die niedrigsten reellen Eigenwerte I'y, welche dann die kritischen Antriebsstéirken
darstellen. Dazu wollen wir bemerken, dass die Eigenwertberechnungen jeweils fiir
mindestens zwei verschiedene M durchgefiihrt worden sind, so dass es einen An-
haltspunkt fiir die Giite und Genauigkeit der niedrigsten Eigenwerte gibt (siehe
dazu insbesondere [104], Kapitel 7).

Im néchsten Unterkapitel werden wir dann die Resultate der Eigenwertberechnung
und damit der linearen Stabilitdtsanalyse beschreiben.
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6.2. Subharmonische und harmonische

Stabilitéitsgrenzen

O 1 1 1 1 1
0 1 k. 2 3 4 5 6
k
40 ¥ BT T T T 40 F
+ +
35 [+ g 35 [+ g
+ +
30 ¥ g 30 (i g
+ +
+ +
25 B 25 1 B
Iy 20 . 20 | .
15 | . 15 | .
10 - . 10 | - .
. =015 . o
rs g oee 1 Iy 5| i
O 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1
0 k 2 4 6 8 10 12 0 K 2 4 6 8 10 12
k k

Abbildung 6.1.: Darstellung der numerisch berechneten neutralen Stabilitétskurven Iy, (k)
fiir verschiedene Werte von ), (siehe Bild) bei konstantem A = 3. Rot:
Subharmonische Losungen; Blau: Harmonische Losungen. Die Minima der
Kurven ergeben jeweils I'j sowie k.. Weitere dimensionslose Parameter:
R =16.4088, § = 7.165-1072, o* = 1.623- 1072

Um die Eigenwerte I'y des Matrixsystems (6.30) bzw. (6.31) zu bestimmen, be-
rechnen wir die Eintrige der Matrizen aus Relation (6.30) in Abhéngigkeit aller
Parameter (siche Gln. (3.30) - (3.32) auf S. 17 sowie (3.48) und (3.49) auf S. 22)
und der Wellenzahl k, wobei wir hier die dimensionslose Form wihlen, falls expli-
zit nichts anderes angegeben wird. Der Phasenwinkel ¢, der vertikalen periodischen
Antriebsfunktion G (t) (siehe Gl. (6.29) sowie (6.30)) wird bei den folgenden Be-
rechnungen auf Null gesetzt, d.h. ¢, = 0. Wir 16sen das Eigenwertsystem (6.31)
i. Allg. fiir zwei verschiedene Werte von M, wobei sich aufgrund der elementaren
Gestalt der Matrizen im Wesentlichen M; = 18 sowie My = 12 als hinreichend
herausgestellt hat. Die so jeweils erhaltenen i. Allg. komplexen Eigenwerte werden
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Abbildung 6.2.: Darstellung von T'y (linkes Diagramm) sowie k. (rechts) in Abhéingigkeit

der Antriebsfrequenz f in Hertz. Dabei ist A = 3.0 konstant fiir alle Gra-
phen und ), variiert (siche Legende rechts). HA - Harmonische Losun-
gen, SH - Subharmonische Losungen. Weitere Parameter: hg = 0.3 cm;
0 =20g/s?; v=3cm?/s; p=1g/cm?.

dahingehend analysiert, ob deren Imaginérteil Null bzw. sehr klein ist (d.h. in der
GroBenordnung der Maschinengenauigkeit € des Computers: € ~ 10714 — 1071). Da
das generalisierte Eigenwertproblem aus rein reellen Matrizen besteht, treten die
Eigenwerte Iy in komplex konjugierten Paaren auf. Da das System invariant unter
Umkehrung des Vorzeichens der Antriebsfunktion ist, d.h. I'y — —I'y ist, reicht es
daher, sich auf die positiven zu beschrinken. Die somit erhaltenen reellen und posi-
tiven Eigenwerte beider Entwicklungen M7 und Ms werden miteinander verglichen
und damit die Giite eines jeden Eigenwerts bestimmt. Dazu haben wir die soge-
nannte ,,Ordinal-Difference“- bzw. , Nearest-Difference“-Methode verwendet (siehe
Boyd [104], Kapitel 7), um zu bestimmen, wie akkurat diese reellen Eigenwerte sind.
Diese Methoden berechnen skalierte Differenzen der Eigenwerte der ersten Entwick-
lung M; zur zweiten M,. Falls diese Differenzen fiir einen Eigenwert I'y unter einer
bestimmen Toleranzschwelle tol liegen (z.B. tol = 1-10710), so wird dieser als ein re-
gulérer, physikalisch relevanter Eigenwert fiir weitere Berechnungen akzeptiert. Die
gesamte Eigenwertberechnung wird einmal fiir subharmonische Losungen mit o« = T

sowie fiir harmonische mit o = 0 durchgefiihrt.

In Abbildung 6.1 sind die Resultate einer solchen Eigenwertberechnung gezeigt.
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6. Stabilitédt vertikal vibrierter Oldroyd-B-Fluide

In diesen vier Einzeldiagrammen sind jeweils die Eigenwerte I'y in Abhéngigkeit von
vielen verschiedenen Werten der Wellenzahl k dargestellt, wobei die Relaxationszeit
A in jedem Diagramm variiert und alle anderen Parameter konstant gehalten wer-
den, z.B. X = 3. Die roten Punkte markieren dabei die neutrale Stabilitéitskurve der
subharmonischen Losungen, d.h. im Bereich innerhalb dieser ,,Zungen“ ist die fla-
che Oberflache instabil gegeniiber subharmonisch schwingenden Oberflichenwellen.
Analog dazu stellen die blauen Punkte die neutrale Stabilitdtskurve der harmoni-
schen Losungen dar. Es ist jeweils zu erkennen, dass im Wesentlichen subharmonische
und harmonische Zungen einander abwechseln, wobei fiir die hier gewéhlten Werte
der Parameter die subharmonischen Losungen zuerst instabil werden. Damit ist ge-
meint, dass jeweils das Minimum min (T') aller reellen und positiven Eigenwerte die
kritische Antriebsstirke I'j ergibt, d.h.:

T = mkin<Fy (k:)) . (6.32)

In Abbildung 6.1 sind die kritischen Antriebsamplituden I'y jeweils fiir die gewéhlten
Parameter subharmonischen Oberflichenwellen zugeordnet. Die zu diesem kritischen
Antriebswert I'j gehorende Wellenzahl k. wird kritische Wellenzahl genannt, da die
zunéchst flache Oberflache h (x,t) = hg bevorzugt periodische Oberflachenwellen mit
dieser Wellenzahl ausbildet, sobald die Antriebsamplitude I'y den kritischen Wert
I, iibersteigt. In allen Graphiken von Abbildung 6.1 sind die kritische Wellenzahl
ke sowie die kritische Antriebsamplitude I'j, als gestrichelte Linien eingezeichnet.

In den einzelnen Unterdiagrammen von Abb. 6.1 d&ndert sich jeweils nur die dimen-
sionslose Retardationszeit A, von Diagramm zu Diagramm. Dabei ist zu erkennen,
dass der kritische Wert I'y mit kleiner werdendem A\, zunéchst sinkt und im rechten
unteren Einzelbild mit A, = 0 wiederum ansteigt gegeniiber der linken unteren Gra-
phik mit A, = 0.15. Die kritischen Wellenzahlen k. bleiben von der gleichen GroBen-
ordnung. Das bedeutet, hin zu kleineren Werten von A, wird die flache Fluidschicht
deutlich leichter instabil hinsichtlich subharmonischer Oberflichenwellen. Dies deckt
sich mit Erwartungen aus dem oszillatorischen Verhalten fiir niedrige \,, welches
wir z.B. schon in Kapitel 5.3.3 ab Seite 52 bei den Losungen fiir die horizontale
Geschwindigkeit U%B beobachtet hatten.

Im linken oberen Diagramm von Abb. 6.1 ist A = A\, = 3. Durch genaueres Be-
trachten der Gleichungen (6.28) und (6.30) auf Seite 83 lésst sich berechnen, dass fiir
gleiche Koeffizienten A = A, der Faktor (1 + XS%) auf beiden Seiten der Gleichung
herausgekiirzt werden kann. Dadurch sind die Gleichungen unabhéngig von den bei-
den Parametern X sowie A, und es ergibt sich das vertikale Stabilitéitsproblem einer
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6.2. Subharmonische und harmonische Stabilitédtsgrenzen
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Abbildung 6.3.: Darstellung von T'y (linkes Diagramm) sowie k. (rechts) in Abhéngigkeit
der Antriebsfrequenz f in Hertz. Dabei ist A = 0.02 s konstant fiir alle
Graphen und A, variiert (siehe Legende rechts). HA - Harmonische Losun-
gen, SH - Subharmonische Losungen. Weitere Parameter: hy = 0.3 cmy;
0 =20g/s?; v=>5cm?/s; p=1g/cm?.

Newtonschen viskosen Fliissigkeit. Analog dazu geht das Problem in dasjenige eines
Maxwellschen Fluides iiber, falls A, = 0 gilt, wobei A beliebig sein kann. Diese Re-
sultate bestétigen die schon bekannten Ergebnisse aus Kapitel 5.3.4 (siche S. 56ff).
Daher wollen wir bei der Diskussion weiterer Graphiken im Wesentlichen zum einen
die Grenzfille Newtonscher und Maxwellscher Fluide skizzieren, zum anderen auf
beliebige andere Kombinationen der beiden Koeffizienten A und ), eingehen.

In Abbildung 6.2 sind die kritischen Werte I'y sowie k. als Funktion der (dimensi-
onsbehafteten) dufleren Antriebsfrequenz f = 2w—” aufgetragen. Die Kreuze markieren
jeweils subharmonische Losungen und die quadratischen Punkte sind die harmoni-
schen. Dabei ist ersichtlich, dass bei der in rot skizzierten Losung nur die subharmo-
nische Instabilitét zu beobachten ist. Dies entspricht, da Gleichheit von A = X\, = 3
gegeben ist, dem Grenzfall eines Newtonschen Fluids. Die kritische dimensionslose
Antriebsbeschleunigung I'y hat dabei ihr Minimum in der N&he von f = 15 Hz
und steigt danach mit einem nichtlinearen Verhalten an. Die kritische Wellenzahl k.

steigt monoton von k. (f = 10Hz) =~ 0.5 bis 2.5 an, wenn f = 130 Hz.

Bei den in blau dargestellten Kreuzen und Quadraten betréigt der Wert von
A = 0.15, was einem Zwanzigstel von A = 3 entspricht. Dabei verschiebt sich die
Instabilitdt hin zu den harmonischen Wellen fiir niedrige Antriebsfrequenzen f bis
hin zu einem Ubergangspunkt, welcher ca. bei f = 27 Hz liegt. Fiir hohere Frequen-
zen ist wiederum die subharmonische Instabilitdt zu beobachten. Dabei steigen die
kritischen Amplituden I'y vom Verlauf her &hnlich wie diejenigen des roten Graphen,
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6. Stabilitédt vertikal vibrierter Oldroyd-B-Fluide

jedoch mit deutlich geringeren Werten. Die fiir kleine Frequenzen f berechneten kri-
tischen Wellenzahlen k. der harmonischen Instabilitéit wachsen bis zu dem Punkt, in
dem die subharmonischen bevorzugt instabil werden, mit gréflerer Steigung als die
entsprechenden darauffolgenden subharmonischen k.. Die mit A, = 0 dargestellten
Punkte in griin aus Abbildung 6.2 haben qualitativ die gleichen Eigenschaften wie
diejenigen in blau. Das bedeutet, dass die harmonische Instabilitdt bei viskoelasti-
schen Fluiden die bevorzugte subharmonische Instabilitéit Newtonscher Fliissigkeiten
unter bestimmten Umsténden verdréngen kann (siche dazu auch S. Kumar [57]).

In Abbildung 6.2 wird die Frequenzabhéngigkeit der kritischen Parameter gezeigt,
wobei diese bei konstanten Koeffizienten A bzw. ), untersucht werden. Diese dimen-
sionslosen Grofien skalieren jedoch mit der Kreisfrequenz w = 27 f und damit mit
der Frequenz f (siehe Gln. (3.48) und (3.49) auf S. 22). Somit skizzieren wir in Abbil-
dung 6.3 die Situation, in der die dimensionsbehafteten Grofien A sowie A, konstant
gehalten werden, so dass dies der experimentellen Realisierung nédher kommt, in der
nur die Frequenz verénderlich ist und alle Fluidparameter konstant gehalten werden.
Die in dieser Abbildung 6.3 gezeigten Graphen sind wiederum in rot der Spezialfall
des Newtonschen Fluids (A = A, = 0.02 s) sowie in griin derjenige des Maxwell-
Fluids (A, = 0). Die blauen Punkte stehen fiir die Kombination A = 0.02 s und
Ay = 1.25-1073 5. In Fall dieser Parameterwahl zeigt sich auch beim Newtonschen

Fluid bei kleinen Frequenzen die harmonische Instabilitéit, die jedoch bei den in
griin und blau dargestellten viskoelastischen Fluiden iiber einen deutliche grofieren
Frequenzbereich ausgeprigt ist. Ansonsten dhnelt der Verlauf der Kurven in rot qua-
litativ denjenigen aus Abbildung 6.2. Die in blau und griin dargestellten Graphen
bilden zun#chst die harmonische Instabilitdt aus, wobei die kritischen Amplituden
I'; deutlich geringer als diejenigen des in rot skizzierten Newtonschen Fluids sind. So-
bald der Ubergangspunkt von harmonisch zu subharmonisch bei f &~ 33 Hz erreicht
ist, nehmen beide viskoelastischen Kurven fiir I'j zunéchst einen &hnlichen Verlauf
bis zur Frequenz f ~ 83 Hz. Die blaue Kurve wéchst weiter monoton, wéihrend die
kritischen Antriebsstérken I'y des Maxwell-Fluids gekennzeichnet durch die griinen
Punkte zunéchst sinken. Dabei beschreibt die Kurve einen &hnlichen Verlauf wie
zuvor, als sie aus dem Ubergangspunkt der harmonischen Instabilitiit gestartet ist.

Durch Betrachtung der kritischen Wellenzahlen k. im rechten Diagramm von Ab-
bildung 6.3 ist zu sehen, was dort passiert. Wahrend die blaue Kurve bei der Fre-
quenz f =~ 83 Hz kurz ein Plateau beschreibt, so zeigt sich, dass die griine Kurve
des Maxwell-Fluids eine Sprungstelle in der Funktion der kritischen Wellenzahl k.
besitzt, wobei jedoch die kritische Amplitude I'}, stetig bleibt. Den genauen Vorgang
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6.2. Subharmonische und harmonische Stabilitédtsgrenzen

dieses Ubergangs lisst sich mit Hilfe von Abbildung 6.4 erliutern. Diese Abbildung
zeigt die Stabilitdtszungen der subharmonischen und harmonischen Eigenwerte Iy
in Abhéngigkeit der Wellenzahl k, wie es entsprechend Abbildung 6.1 auf Seite 86
dargestellt ist. Die Diagramme auf der rechten Seite von Abbildung 6.4 zeigen exem-
plarisch den Vorgang, wie es zum unstetigen Ubergang zweier kritischer Wellenzahlen
kommt. Die in rot skizzierte, subharmonische neutrale Stabilitdtskurve besitzt dabei

zwei Minima, deren Amplituden zu Beginn unterschiedlich sind. Durch Erhohung der

T

7, wahrend im Gegenzug das linke ab-

Frequenz f steigt das rechte Minimum bei k
sinkt. Dadurch gibt es eine Frequenz, bei der die Werte I'y beider Minima gleich sind
und somit zwei kritische Wellenzahlen k! sowie k7 parallel vorhanden sind. Durch
eine weitere Steigerung der Antriebsfrequenz wird die linke kritische Wellenzahl ké
die alleinige, so dass in Parameterplots wie in Abbildung 6.3 insgesamt ein unstetiger

Ubergang zu erkennen ist.

Fiir harmonische Instabilitéiten gibt es einen &hnlichen Vorgang, welcher beispiel-
haft in den linken Diagrammen von Abbildung 6.4 gezeigt ist. Dieser Mechanismus
unterscheidet sich jedoch vom gerade beschriebenen der subharmonischen Insta-
bilitdt insofern, als dass eine Stabilitdtszunge nicht zwei Minima besitzt, sondern
vielmehr zwei harmonische Instabilitdtsbereiche einen subharmonischen Bereich so
einengen, dass dieser zu hoheren Werten von I'y verschoben ist. Durch Erhéhung der
Frequenz f sinkt dann die linke harmonische Stabilitéitszunge ab, so dass es auch
eine Frequenz gibt, bei der zwei kritische Wellenzahlen fiir harmonische Instabi-
litdten parallel existieren und mit folgender Frequenzerhohung die kleinere kritische
Wellenzahl k. die alleinige ist.
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Abbildung 6.4.: Darstellung des unstetigen Ubergangs der kritischen Wellenzahl k. und
Koexistenz zweier kritischer Wellenzahlen. Die Diagramme zeigen jeweils
I’y als Funktion von k fiir die harmonische (blau) sowie subharmonische
(rot) neutrale Stabilitdt. Auf der linken Seite ist der Wechsel von k. bei
harmonischen Wellen mit Antriebsfrequenzen f = 10, 12, 14 Hz exem-
plarisch dargestellt, die rechte Seite zeigt den subharmonischen Fall bei

Frequenzen f = 80, 82, 84 Hz. Weitere Parameter: hy = 0.3cm; 6 =
20g/s?% v =>5cm?/s; o= 1g/em?; A = 0.02s; A, = 7.8125- 10 °s.
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Abbildung 6.5.: Darstellung von I'j, (linkes Diagramm) sowie k. (rechts) in Abhéngig-

keit der kinematischen Viskositit v in g/cm?. Dabei ist A = 10 konstant
fiir alle Graphen und A, variiert (siehe Legende rechts). HA - Harmo-
nische Losungen, SH - Subharmonische Losungen. Weitere Parameter:
ho = 0.3cm; § = 20g/s?; f =40 Hz; o = 1g/cm®.

Daher scheinen physikalisch gesehen bestimmte Kombinationen der Relaxations-
und Retardationszeiten X\ sowie A, einen Instabilitédtsmechanismus zu bevorzugen,
der hin zu kleineren Wellenzahlen und damit gréfleren Wellenléngen geht, so dass
schon geringere Antriebsstérken I'y bei wachsender Frequenz f ausreichen, damit
die Fluidschicht instabil wird.

Im Folgenden werden wir auf die Abhéngigkeit der subharmonischen und har-
monischen Instabilititen von den Parametern Viskositiit v, Oberflichenspannung 6
sowie die Anfangshohe hy eingehen. Die kinematische Viskositdt v skaliert invers
proportional zur Reynoldszahl R (siehe Gl. (3.30) auf Seite 17). Da R proportional
zur Antriebsfrequenz f = %” ist und wir deren Abh#ngigkeit schon in den Abbil-
dungen 6.2 sowie 6.3 skizziert haben, werden wir in diesem Fall die Abh#ngigkeit
von v direkt betrachten. Diese ist in Abbildung 6.5 dargestellt, wiederum fiir die
kritischen Parameter I'y sowie k.. In diesem Fall sind bei kleinen Werten der Vis-
kositét v zunéchst die subharmonischen Moden instabil, wobei die harmonischen ab
v ~ 8cm? /s den gesamten weiteren Bereich dominieren. In diesem Fall stellen die
roten Punkte jeweils nicht den Fall A\, = X dar, sondern hier ist A\, = % =5, da im
Fall der Gleichheit fiir diese Parameterkombination und die hohen Werte von v die

Stabilitédtsgrenzen fiir I'y im Bereich von 10* bis 10° liegen.

Das bedeutet, dass die Eigenschaften von viskoelastischen Fluiden zum einen die
Stabilitétsgrenzen fiir oszillatorische Losungen deutlich nach unten senken. Zum an-
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Abbildung 6.6.: Darstellung von I'y (linkes Diagramm) sowie k. (rechts) in Abhéngig-
keit des dimensionslosen Oberflichenspannungskoeffizienten o*. Dabei ist
X = 3 konstant fiir alle Graphen und A, variiert (siehe Legende rechts).
HA - Harmonische Losungen, SH - Subharmonische Losungen. Weitere
dimensionslose Parameter: R = 7.5398, § = 5.176 - 1072,

deren lésst sich durch Erhohung der Viskositét die Stabilitéit der flachen Fluidschicht
erhohen, was auch schon beim Ubergang von idealen Fluiden zu viskosen Fluiden
beobachtet wurde (vergleiche z.B. [31, 34]). Dieser Effekt ist fiir Fliissigkeiten mit
Eigenschaften hin zu Maxwellschen Fluiden (sieche blaue und griine Kurven im lin-
ken Diagramm von Abb. 6.5) nicht so stark ausgeprégt, aber der Anstieg von Iy
mit v ist zu erkennen. In der Darstellung der kritischen Wellenzahlen k. im rech-
ten Diagramm von Abbildung 6.5 ist erkennbar, dass die subharmonischen k.-Werte
zunéchst abnehmen. Ab dem Ubergangspunkt zeigen die harmonischen Moden ein
qualitativ unterschiedliches Verhalten. Wihrend fiir groe Werte von A, die Kurven
zunéchst steiler abnehmen und danach fiir groffe v hin zu einem Plateauwert satu-
rieren, so zeigen die griinen Punkte ein markanteres Verhalten. Diese nehmen zuvor
ebenso ab, steigen danach jedoch wieder an und es kommt zu einer Sprungstelle in
der kritischen Wellenzahl k.. Die Prozedur, welche zur Sprungstelle fiihrt, haben
wir bei der Diskussion von Abbildung 6.4 weiter oben erldutert. Ab der Sprungstelle
dhnelt der qualitative Verlauf dem vorherigen mit geringerer Amplitude, wobei es
mit weiterer Erhchung von v zu weiteren Sprungstellen kommen kann.

Die Abhéngigkeit der Instabilitdtskurven fiir viele Realisierungen der dimensions-
losen Oberflichenspannung o* ist in Abbildung 6.6 zu sehen. Es ist im Wesentlichen
zu erkennen, dass die Oberflichenspannung einen leicht stabilisierenden Einfluss auf
die flache Oberflichenlosung fiir diese Wahl der Parameter besitzt, da die kritische
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Abbildung 6.7.: Darstellung von I'j (linkes Diagramm) sowie k. (rechts) in Abhingigkeit

der Anfangshohe hg in cm. Dabei ist A = 3 konstant fiir alle Graphen
und A, variiert (siehe Legende rechts). HA - Harmonische Losungen, SH
- Subharmonische Losungen. Weitere Parameter: § = 20 g/s%; f = 40 Hz;

0=1g/cm3.

Antriebsamplitude I'j mit steigendem o auch zunimmt. Dies gilt fiir alle Werte
von A, die in diesem Diagramm dargestellt sind. Die kritischen Wellenzahlen k. der
subharmonischen Instabilititen nehmen monoton mit ¢* ab, wie im rechten Dia-
gramm von Abbildung 6.6 zu erkennen ist. Interessant ist, dass fiir ¢* = 0, d.h. ohne
Oberflichenspannung des Fluids, die viskoelastischen Fluide nur an diesem Punkt
iitber die harmonischen Moden instabil werden. Die kritischen Wellenzahlen an die-
sem Punkt sind dabei deutlich grofler als diejenigen der folgenden subharmonischen
Moden. Da die Oberflichenspannung einen glittenden Einfluss auf Rauheiten der
Oberflache hat, ist es harmonischen Moden durch deren Abwesenheit moglich, diese
hohen Wellenzahlen und damit kleinen Wellenléingen im Vergleich zu den folgenden
subharmonischen Wellenzahlen auszubilden.

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir die Abhéingigkeit der Instabilititen von
der dimensionsbehafteten Hohe hg des Fluids betrachten. Diese Relationen zeigt Ab-
bildung 6.7. In dieser Abbildung ist zu sehen, dass der Bereich kleiner Fluidhchen
ho mit dem Ubergang von harmonischer zu subharmonischer Instabilitit der inter-
essante ist. Fiir grofler werdende Fluidhohen hg zeigt das linke Diagramm von Abb.
6.7, dass die kritische Antriebsamplituden I';, saturieren, sowohl fiir die rote Kurve
des Newtonschen Fluids als auch fiir diejenigen der viskoelastischen Fluide, welche in
blau und griin gekennzeichnet sind. Wéhrend die viskoelastischen Fluide durch den
Ubergang zur harmonischen Instabilitéit fiir abnehmende Hohen hg den Anstieg der
kritischen Amplitude I'j kompensieren kénnen, scheint dies bei den Newtonschen
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Fluiden, die in rot dargestellt sind, nicht der Fall zu sein. Die Werte fiir I'y steigen
in diesem Fall fiir kleine hg stark an, was auch fiir die harmonischen Moden gilt. Bei
den kritischen Wellenzahlen k. ist zu erkennen, dass sowohl harmonische als auch
subharmonische Werte mit wachsendem hy zunehmen, wobei die subharmonischen
Moden einen nahezu linearen Verlauf nehmen. Die harmonischen kritischen Wellen-
zahlen steigen etwas schneller. Der Trend des Wachsens der Wellenzahlen kann mit
der vorherigen Diskussion zum Oberflichenspannungskoeffizienten ¢* in Abbildung
6.6 begriindet werden. Da der Koeffizient ¢* mit der dritten Potenz der inversen
Fluidhohe, d.h. mit hy?, skaliert (siche Gl. (3.32) auf Seite 17), nimmt der schon
angesprochene glittende Einfluss der Oberflichenspannung ab, so dass sich auch
stiarker oszillierende Strukturen mit kiirzeren Wellenldngen ausbilden kénnen.

In diesem Kapitel haben wir die vertikale Stabilitdtsanalyse hinsichtlich der neu-
tralen Stabilitit durchgefiihrt. Dabei fithren die zwei zusétzlichen Parameter A sowie
A, einmal dazu, dass die Stabilitéitsgrenzen viskoelastischer Fluide i. Allg. unter de-
nen der Newtonschen Fluide liegen. Des Weiteren zeigt sich, dass insbesondere die
harmonische Instabilitéit fiir kleine Antriebsfrequenzen und auch anderer Parame-
ter bei viskoelastischen Fluiden bevorzugt ausgebildet werden kann, zumindest mit
deutlich geringeren Antriebsamplituden I'y als im Newtonschen Fall. Die Koexistenz
zweier kritischer Wellenzahlen, welche z.B. mittels Durchfahren des Frequenzbereichs
erhalten werden kann, ist ein weiterer spannender Teilaspekt. Damit werden wir uns
im folgenden Kapitel 7 analog zum rein vertikalen Antriebsfall der linearen Stabi-
litdtsanalyse des horizontalen Fluids widmen. Dies geschieht jedoch zunéchst fiir
Newtonsche Fluide.
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7. Stabilititsanalyse des horizontal
oszillierenden Newtonschen Fluids

Analog zu der fiir den rein vertikalen Antrieb im vorherigen Kapitel 6 durchgefiihrten
linearen Stabilitdtsanalyse der zeitlich oszillierenden Drucklosung (4.7) (siehe Seite
25 in Kapitel 4.1) wollen wir die Losungen der horizontalen Geschwindigkeit aus Ka-
pitel 5 untersuchen, welche durch periodische laterale Bewegungen der Bodenplatte
hervorgerufen werden. In diesem und dem folgenden Kapitel 8 wollen wir die Stabi-
litdt der horizontalen Referenzlosung (5.55) von Seite 57 hinsichtlich harmonischer
und subharmonischer Oberflichenwellen untersuchen. Dieses Verfahren geschieht in
dhnlicher Weise wie zuvor die lineare Stabilitidtsanalyse im vorherigen Kapitel 6.
Dabei werden wir zunéchst den Spezialfall der Newtonschen Fluide in diesem Kapi-
tel bearbeiten und im darauffolgenden Kapitel auf die allgemeinen viskoelastischen
Fluide im Oldroyd-B-Modell eingehen.

Die Griinde fiir die Unterscheidung sind zum einen, dass beim Newtonschen Grenz-
fall die Losungen hinsichtlich der Groéfilen des Konformationstensors S (siehe dazu
Gln. (5.65) und (5.66) bzw. (5.68) und (5.69) auf den Seiten 65ff) herausfallen. Somit
kann das zu erhaltende lineare Gleichungssystem wiederum auf die Stérungsvaria-
blen ¢ und A reduziert werden, was im allgemeinen Fall des Oldroyd-B-Fluids nicht
mehr moglich sein wird. Zum anderen werden wir, dhnlich wie beim Algorithmus
zum vertikalen Stabilitdtsproblem in Kapitel 6, das Finden der Stabilitdtsgrenzen
auf ein generalisiertes Eigenwertproblem zuriickfithren. Bei Newtonschen Fluiden
geht der zu findende Eigenwert iiber die Geschwindigkeitslosung u% (y,t) nur linear
ein, wohingegen bei der allgemeinen Losung des viskoelastischen Oldroyd-B-Fluids
der zu bestimmende Eigenwert I', quadratisch iiber die Funktion AY (y,t) (siehe Gl.
(5.68) auf Seite 67) eingeht, so dass ein nichtlineares generalisiertes Eigenwertpro-
blem zu I6sen ist. Dies erfordert zudem die Einfiihrung neuer abhéingiger Variablen
zur Losung des Problems.

Im Gegensatz zur Losung des rein vertikalen Antriebs ist die Abhéngigkeit der
horizontalen Geschwindigkeitslosung u” (y,t) von der vertikalen Koordinate y deut-
lich komplexer. Die daraus resultierende partielle DGL ldsst sich damit nicht mehr
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nur mit analytischen Methoden 16sen, wie wir im Folgenden sehen werden. Daher
benutzen wir, analog zur Entwicklung der zeitlichen Abhéngigkeit mit trigonometri-
schen Funktionen, Reihenentwicklungen in Chebyshev- bzw. Jacobi-Polynome sowie
spezielle Kombinationen dieser Basisfunktionen (siehe Anhang C auf Seite 133).
Die Losung dieser Abhingigkeit muss zusammen mit der Bestimmung des Figen-
wertproblems gefiihrt werden, so dass der Grad der Entwicklung L der Polynome
multiplikativ in die Grofle der Matrizen eingeht. Dies fiithrt zu deutlich ldngeren
Zeiten der Berechnung.

Die theoretische Behandlung von harmonischen Oberflichenwellen als Folge ho-
rizontaler periodischer Vibration geht zuriick auf Yih et al. ([71, 72]), welche die
Instabilitdt im Grenzfall grofler Wellenléngen mittels storungstheoretischer Metho-
den untersucht haben. Im letzten Jahrzehnt des vergangenen Jahrhunderts sind ins-
besondere die Arbeiten von Or ([85]), Khenner et al. ([83]) sowie in neuer Zeit die
Arbeiten von Talib et al. ([84]) zu erwéhnen, wobei in den letzteren Arbeiten die
Stabilitdt von zwei Fluidschichten iibereinander behandelt wird, wobei die untere
Platte harmonisch bewegt wird. Or hat dabei gezeigt, dass die Symmetrie der Glei-
chungen i. Allg. keine subharmonischen Losungen zulésst, wie dies bei den vertikal
vibrierten Fluiden der Fall war, sondern dass nur harmonische Instabilititen die

geforderten Bedingungen erfiillen konnen.

Bei der Losung der linearen Gleichungssysteme orientieren wir uns in dieser Ar-
beit am Algorithmus von Or ([85]), der in #hnlicher Weise auch von Talib et al.
([84]) diskutiert wird. Dazu wird die z-Abhéngigkeit analog zum vertikalen Fall in
rdumliche harmonische Moden entwickelt und entsprechend fiir die zeitliche Dyna-
mik ein Floquet-Ansatz gemacht. Die Abhéingigkeit von der y-Koordinate und die
dementsprechende DGL l6sen wir dabei mittels eines Pseudospektralverfahrens, der
sogenannten Tau-Methode (siehe dazu z.B. [104-107]). Dazu wird die Losung in Po-
lynome auf dem Intervall [—1, 1] entwickelt, z.B. Jacobi- oder Chebyshev-Polynome.
Im vorliegenden Fall lassen sich diese Polynome zu neuen Basisfunktionen zusam-
mensetzen, die zum einen die homogenen Randbedingungen erfiillen, zum anderen
jeweils orthogonal zueinander sind. Damit erhalten wir ein grofles, diinn besetztes
Gleichungssystem, so dass wir, dhnlich wie im vertikalen Fall, ein Eigenwertproblem
l6sen miissen, wobei der Antriebsparameter ', als Eigenwert fungiert. Dies wird
auch der Unterschied zu den Verfahren von Or und Juel sein, die stattdessen das
Problem auf eine Determinantenberechnung zuriickfiihren.

Im néchsten Kapitel werden wir die linearisierten Gleichungen und deren Losung
schrittweise herleiten, insbesondere im Hinblick auf deren numerische Beschreibung.

98



7.1. Horizontaler Stabilitidtsalgorithmus des Newtonschen Fluids

7.1. Horizontaler Stabilitidtsalgorithmus des
Newtonschen Fluids

7.1.1. Herleitung des linearisierten Gleichungssystems

Die zu untersuchende Referenzlosung ist diejenige aus Kapitel 5.1.2, welche auf Sei-
te 36 in den Gleichungen (5.20) als uj (y,t) beschrieben ist. Da in diesem Fall die
Variablen des Konformationstensors S wegfallen und nur noch der hydrostatische
Druck p° (y) eingeht, betrachten wir folgendes (wiederum durch die Tilde-Zeichen
(~) beschriebenes) System kleiner Stérungsvariablen addiert zu den Referenzlésun-

gen:
u(z,y,t) =1 (z,y,t) +uj (y, t) =i (z,y,t) + gL {v (y) sint + w (y) cost }(7.1a)
vz, yt)=0(zyt)+ v =0(zy1) (7.1b)
ey t)=p ey t)+ po(y) =p(z,y.0)+3 (1 -y (7.1c)
h(z,t)= ﬁ(;c t) + B =h(z,t)+1. (7.1d)

Die Variablen auf der linken Seite des obigen Gleichungssystems setzen wir in die
Navier-Stokes-Gleichungen und deren Randbedingungen (3.21) bis (3.29) ein und
vernachléssigen, wie im Kapitel 6.1.1 ab Seite 76 beschrieben, alle Terme, welche
nichtlinear in den als klein erachteten, gestérten Variablen sind. Indem wir dabei
beinahe identisch vorgehen, wie es im Kapitel 6.1.1 beschrieben ist, lassen sich auch
hier die horizontale Geschwindigkeit @ (x, y, t) sowie die Druckvariable p (x,y,t) von
der vertikalen Geschwindigkeit @ (x,y,t) entkoppeln, so dass wir schlieflich folgende
lineare partielle DGL im Innern des Fluids erhalten:

AT+ up) 0. AT — 02 (up) (9,0) = %AQG : (7.2)

Dabei erfolgt die Kopplung von ¢ an die horizontale Lésung uf (y,t) durch die
konvektiven Terme in den beiden Navier-Stokes-Gleichungen der Geschwindigkeiten
(3.8) sowie (3.9) auf Seite 14. Die weiteren Gleichungen, zum einen die Randbedin-
gungen am Boden sowie an der freien Oberfliche, zum anderen die kinematische
Hohenbedingung, lassen sich auf &hnliche Weise wie in Kapitel 6.1.1 auf den Seiten
77 bis 79 herleiten, falls A = A\, = 0 betrachtet wird. Dazu kommen des Weiteren
noch einige Anderungen durch die Beitréige der horizontalen Referenzgeschwindig-
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keit u) (y,t), welche wir dazu erldutern werden:

R
(7.3a

ot (a,t) |,y = (uhl,_,) dhlet)  (7.3D)
3, =0 (7.3¢)

9y 0) |,y =0 (7.3d)

{02, — 02, }0 = ((ajyug) \yzl) h(z,t) (7.3¢)

* 7 ~ T ~ 1 ~ ~
o*0ah —Goth+ (ato ) — I {(95’ + 38§xy} b= —(up) ‘y:l (8§yv) . (7.3f)

Dabei ist das obige Gleichungssystem so aufgeteilt, dass Terme, die an die hori-
zontale Geschwindigkeit u% oder deren Ableitungen koppeln, auf der rechten Seite
zu finden sind, und die anderen Terme jeweils auf der linken Seite aufgeschrieben
sind. Im Vergleich zum vertikalen Gleichungssystem (6.13) von Seite 79 fehlen in den
obigen Gleichungen (7.3) die Koeffizienten A und \,.. Zusitzlich ergeben sich in allen
Gleichungen aufler den Geschwindigkeitsrandbedingungen (7.3c) und (7.3d) am Bo-
den Abh#ngigkeiten von der horizontale Geschwindigkeit ug bzw. deren rdumlichen
Ableitungen. Wéhrend in der kinematischen Randbedingung (7.3b) ug als Resultat
der konvektiven Ableitung in die Gleichung rutscht, ist der Term proportional zur
zweiten Ableitung in der Tangentialbedingung (7.3e) Ergebnis der Taylorentwick-
lung an der Oberfléiche. Der Term in der Normalrandbedingung (7.3f) resultiert aus
der Entkopplung der horizontalen Geschwindigkeit @ mit Hilfe der Geschwindigkeits-
gleichung.

Die Losung des DGL-Systems (7.3) ist etwas aufwindiger als noch beim rein ver-
tikalen Problem (6.13) auf Seite 79. Zum Auflésen der z-Abhéngigkeit bietet sich
aufgrund der Periodizitéit die Entwicklung in einer Fourierreihe an, wobel wir in
diesem Fall eine reelle Entwicklung wéhlen werden, damit die Koeffizienten und
damit das Gleichungssystem reell bleiben. Die gesuchten Funktionen sind hinsicht-
lich der Variablen y nicht notwendigerweise periodisch. Daher bieten sich Entwick-
lungen mittels orthogonaler Polynome an, z.B. Chebyshev- oder Jacobi-Polynome,
welche Funktionen gleichméfig auf dem Intervall [—1,1] approximieren (siehe z.B.
[104, 106]). Dazu transformieren wir dann die Variable y € [0,1] auf die neue Va-
riable y’ € [—-1,1] und erhalten dann mit Hilfe der Orthogonalitétsrelationen ein
Matrixgleichungssystem mit zeitabhéngigen Koeffizienten, welches dann noch gelost
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werden muss. Dazu starten wir mit der Entwicklung der xz-Abhéngigkeit in jeweils
reelle Fourierreihen:

0 (x,y,t —a0—|—Z{ ) cos (kn z) + by, (y,t) sin (ky, x)} (7.4a)

(z,t) = o«ﬁ—Z{ ) cos (kn z) + Bn (y, 1) sin (ky, x)} , (7.4b)

wobei wiederum k,, = % ist. Aufgrund der Linearitit der Gleichungen sind un-
terschiedliche k, aus obiger Entwicklung nach Einsetzen in Gln. (7.3) voneinander
unabhéingig. Allerdings sind die Koeffizienten a,, sowie b,, jeweils durch eine gerade
bzw. ungerade Anzahl an Ableitungen in z-Richtung miteinander in den Gleichungen
(7.3a) und (7.3b) und der Normalrandbedingung (7.3f) gekoppelt. Wie im vorheri-
gen Kapitel 6.1.2 auf Seite 80 beschrieben verallgemeinern wir auch an diesem Fall
kyn — k und lassen den Index n an den Koeffizienten a, b, a sowie 5 weg. Damit er-
halten wir aus den DGLn der Geschwindigkeit © sowie der Hohe h die bestimmenden
Gleichungen der Entwicklungskoeffizienten:

<8t — % (—k*+ a;)) (—k*+0)) a(y,t) = —kuj (y,t) (k> + 0;) b(y.t)
+k (35 ug (y,t)) b(y,t) (7.5a)

<at - % (=K% + 85)) (k> +92) b(y,t) = +kup (y. 1) (k> + 97) a (y,t)
—k (35 ug (y,t)) a(y,t) (7.5b)
Ora(t)y—aly=1,t)=—kup(y=1,t) B(t) (7.5¢)
9 B(t)—aly=11)= kuy(y=1,t) a(t) (7.5d)

Aufgrund der Komplexitdt der Funktion u% (y,t) lésst sich die y-Abhéngigkeit der

partiellen DGLn (7.5a) sowie (7.5b) nicht mehr analytisch 16sen. Fiir die numerische
Losung transformieren wir zunéchst von der Variablen y € [0, 1] auf die Variable
y'" € [—1,1]. Danach entwickeln wir dazu die Gréflen a und b in eine orthogonale
Polynomial-Basis {®; (v')}, z.B. a (¢/,1):

L
a (y/,t) ~ Zal (t) o (y’) . (7.6)
=0

Diese Basis {®; (v/)} besteht im allgemeinen Fall aus Jacobi-Polynomen vom Grad
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[, in deren Gesamtmenge z.B. Chebyshev-Polynome als Spezialfall enthalten sind
(siche dazu auch Anhang C auf S. 133). Durch Einsetzen von Ansatz (7.6) und
entsprechend fiir die Funktion b (y/,¢) in die Gleichungen (7.5a) bzw. (7.5b), jeweils
nachdem diese auf die neue Variable ¢/ transformiert worden sind, erhalten wir
jeweils (L + 1)-Gleichungen fiir die unbekannten Funktionen a; (¢), indem wir diese
jeweils mit der Basisfunktion @ (y'), k¥ = 0,...,L, und einer Gewichtsfunktion
w (y") multiplizieren und iiber das Intervall [—1,1] integrieren. Diese Gleichungen
sind jeweils noch zu l6sen, wobei zusétzlich die Randbedingungen (7.3c) bis (7.3f)
zu erfiillen sind.

Mit Hilfe der sogenannten Tau-Methode lassen sich die Randbedingungen beriick-
sichtigen (siehe z.B. [104-107]). Dazu werden zum einen (L — 3)-Gleichungen, wel-
che die Projektionen der DGLn auf die ersten (L — 3) Basisfunktionen ®; darstel-
len, betrachtet. Zum anderen wird der Ansatz (7.6) in die auf die neue Variable 3/’
transfomierten Randbedingungen (7.3¢) bis (7.3f) eingesetzt, so dass jeweils weitere
vier Gleichungen insgesamt jeweils (L + 1) Gleichungen fiir genauso viele unbe-
kannte Koeffizienten liefern. Falls die Funktionen der Orthogonalbasis ®; (y') schon
Randbedingungen automatisch erfiillen, so brauchen diese Relationen nicht mehr in
der Tau-Methode beriicksichtigt werden, so dass sich fiir jede automatisch erfiillte
Randbedingung eine weitere Bedingung aus der Projektion auf die nichst hohere
Basisfunktion ergibt.

FEinen sehr interessanten Ansatz zum Einbau homogener Randbedingungen lie-
fern Livermore et al. (siche [108, 109]). In diesen Artikeln beschreiben sie, wie sich
eine Vorschrift aus Kombinationen von Jacobi-Polynomen niedriger Ordnung ent-
wickeln lésst, so dass eine neue Basis gebildet wird, die einmal die homogenen Rand-
bedingungen erfiillt. Des Weiteren haben diese eine Auto-Orthogonalitit genannte
Eigenschaft: Basisfunktionen héherer Ordnung sind automatisch orthogonal zu allen
Basisfunktionen niedrigerer Ordnung. Ansonsten zeigen die Basisfunktionen asym-
ptotisch noch das Verhalten von Jacobi-Polynomen und damit deren Eigenschaften
hinsichtlich Approximation von stetigen Funktion auf einem beschrinkten Intervall
[—1,1]. In dieser Arbeit konstruieren wir uns mit den in von Livermore et al. in
den Referenzen [108, 109] beschriebenen Verfahren eine Basis {1 (v')}, welche die
homogenen Randbedingungen

=0 (7.7a)

=0 (7.7b)
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am linken Rand bei y/ = —1 erfiillt (dies entspricht den Randbedingungen (7.3¢) und
(7.3d)). Fiir eine ausfiihrliche Dokumentation zur Herleitung der Basisfunktionen
¥ (y') und zu orthogonalen Polynomen verweisen wir auf Anhang C auf Seite 133.
Zur Losung der Gleichungen (7.5) mit den verbleibenden Randbedingungen (7.3e)
sowie (7.3f) fiihren wir zunichst die Transformation auf die Variable 3/

y =2y—1; = Oy — 20y (7.8)

durch, so dass 3’ € [—1,1]. Damit kénnen wir die abhéngigen Variablen a (y/,t) und
b(y',t) nach der Basis {1; (')} entwickeln, wobei die t¢; nun orthonormiert sind
(siche dazu Anhang C ab Seite 133, Relationen (C.12) bis (C.15)):

(ivin) = Z (50 1 0) - (7.9

Die kinematische Hohenbedingung (7.5¢), (7.5d) sowie die Tangential- und Normal-
randbedingungen (7.3¢e) und (7.3f) sowie ergeben sich damit zu:

> =kuj) (y = 1,1) (‘f é?) (7.10a)

)
)
;) — 4 {2 (1,1)) (‘(fé?) (7.10b)
)
)
)
)

L

L
Z [21,!)1’ o + % (=84 + 6]@21[)1/)] <bl ’ ) (7.10c¢)

) =2kl (4 = 1,¢) iw; (1) (Zf;l(g)) '

Wir bemerken noch, dass wir insgesamt eine Basis der Ordnung L verwenden. Da
diese so konstruiert ist, dass der Index [ bei Eins und nicht bei Null beginnt, besitzt
unser System insgesamt 2(L + 1) unbekannte Funktionen, nédmlich ay (¢),...,ar (t)
und entsprechend fiir die b, sowie die Oberflichenfunktionen « (¢) und S (t). Die
Gleichungen (7.10) bei y' = 1 konnen als sechs Zeilen einer Matrix geschrieben
werden, so dass jeweils (L — 2) Gleichungen fiir jede der unbekannten Funktionen a
und b fehlen. Diese ergeben sich aus den DGLn (7.5a) und (7.5b) im Innern des Fluids
fiir @ und b, welche nach der Koordinatentransformation folgendermaflen geschrieben
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werden konnen:

Kat—%(—kuzm;/)) (—k* +40})) ]< ;’,/;)>
= [ (1) (2 402 —ak (0 ob (7)) (0 )) - @

Indem wir die Ansétze (7.9) in obige Gleichungen (7.11) einsetzen, diese jeweils

1

mit ¥y (y') <1 - y’2)_§ multiplizieren (wobei k = 1,...,L — 2) und dann iiber das
Intervall [—1, 1] integrieren, so erhalten wir zweimal (L — 2) zusétzliche linear un-
abhéngige Gleichungen, so dass wir zusammen mit den Gleichungen (7.10) insgesamt
2(L + 1) Gleichungen fiir ebenso viele unbekannte zeitabhéingige Funktionen haben.
Die Referenzgeschwindigkeit u) (y/,¢) lisst sich, wie wir in Kapitel 5.1.2 auf Seite
36 in Formel (5.20a) beschrieben haben, damit auch in der neuen Variablen y’ wie
folgt schreiben:

u (y', t) = (y') sint + w (y') cost=gT, {vs (y') sint + w, (y') cos t} . (7.12)

Damit lédsst sich die gesamte Problemstellung als Matrixgleichung schreiben, falls
wir die unbekannten Funktionen a, b sowie o und /3 in einen Losungsvektor X ()

schreiben:
al (t)

ar (1)

_| «®)
xO0=| 5o | (7.13)

br (1)
Bt
Der obige Vektor X () hat die Dimension 2 (L 4 1). Damit kénnen wir die Problem-

stellung, bestehend aus Gln. (7.10) und (7.11), zusammenfassend folgendermafien
aufschreiben:

M oX (t) + MY X (t) = gT, (M* sint + M€ cost) - X () , (7.14)

wobei in der obigen Gl. (7.14) die Matrizen M" jeweils reelle 2 (L + 1) x 2 (L + 1)-
Matrizen sind und konstante Eintrége enthalten. M ! fasst dabei alle Beitrige auf
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den linken Seiten der Gln. (7.10) und (7.11) zusammen, in denen noch die partielle
zeitliche Ableitung auftaucht und entsprechend enthélt M k jegliche Terme, die als
Konstanten auf den Vektor X (¢) wirken. Die Matrizen M* sowie M sind dement-
sprechend die Matrizen, welche aus den rdumlichen Komponenten der horizontalen
Geschwindigkeit resultieren. So hat beispielsweise die Matrix M ! folgende Form:

M = (%t ,%) ; dim (') = (L+1) x (L +1) (7.15a)
1
N (—k2 / e,
(Qt)k=1-..Lf2;l=1...L :/ld?/ b W) { \/%Jr W W) (7.15Db)
(m")k=r-150=1.. =0 (7.15¢)
(M) k=r51=1...L = —2¢)(y =1) (7.15d)
(M) k=r4150=41 =1. (7.15€)

Aus der oberen Gleichung (7.15a) ist zu erkennen, dass M t eine diagonale Unterge-
stalt hat, bestehend jeweils aus zwei Matrizen @t links oben sowie rechts unten. Die
einzelnen Terme der Untermatrix m' sind in den weiteren Formeln (7.15) erléutert.
Dabei sind die Terme in Gl. (7.15b) diejenigen, die aus der Formel (7.11) resultieren,
wenn diejenigen Terme, welche die partielle zeitliche Ableitung betreffen, betrachtet
werden. Dies sind insgesamt (L — 2) Zeilen und jeweils L Spalten. In der (L — 1)-ten
Zeile wird die Tangentialrandbedingung (7.10b) eingebaut. Da diese keine zeitliche
Ableitungen enthilt, sind alle Terme Null (siehe Relation (7.15¢). Entsprechend ist
in der folgenden Zeile (7.15d) die Normalrandbedingung (7.10c) aufgefiihrt, welche
Terme proportional zur Ableitung der Basisfunktionen 1] bei 3 = 1 enthélt. Alle
Terme in der Zeile und auch Spalte L + 1 sind Null, bis auf einen Eintrag (siehe GI.
(7.15e), welcher derjenige des zeitlichen Terms aus der kinematischen Héhenbedin-
gung (7.10a) ist.

Auf die gleiche Weise lésst sich mit den anderen Matrizen verfahren. Dabei hat die
Matrix M ¥ die gleiche Unterstruktur wie M?" (sieche Gl (7.15a)). Bei den Matrizen
M?* sowie M€ flieflen zusétzlich die Funktionen vs (3') sowie w. (y') in die Integrale
(siehe (7.15b)) fiir die Untermatrizen m® bzw. m® mit ein. Zudem sind die Unter-
matrizen mit verschiedenen Vorzeichen in diesem Fall auf den Nebendiagonalen zu

finden:
e = (& me = (& oTm) (7.16)
— m* 0 — me 0
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Um das Problem abzuschlieflen, muss nach Aufstellen der Matrizen M  noch die
zeitliche Matrix-DGL (7.14) gelost werden. Dazu werden wir wie im vorherigen Ka-
pitel 6.1.2 einen Floquet-Ansatz fiir die Variablen X (¢) machen (siehe Gl. (6.17) und
die Diskussion auf Seite 81). Daher setzen als Losung fiir die Gesamt-DGL (7.14)
an:
(e o]
X () = el X () = N X (¢4 27) = T N0 X, M (7.17)

m=—00

wobei in diesem Fall X eine 2r-periodische Vektorfunktion ist. Analog zum vertikalen
Fall werden wir wieder die neutralen Stabilitdtskurven betrachten, d.h. diejenigen,
bei denen der Realteil s des Floquet-Exponenten Null ergibt, somit s = 0. Im Fall
der vertikalen Stabilitdtsanalyse in Kapitel 6 wurden subharmonische Instabilitéiten,
entsprechend o = %, sowie harmonische Instabilitdten untersucht, d.h. a = 0. Fiir
Gleichungen der Form (7.14) hat Or gezeigt ([85], siche auch Talib et al. [84]), dass in
diesem Fall aus Symmetriegriinden keine subharmonischen Lésungen zuléssig sind
und aus der Entwicklung hervorgehen koénnen. Im Experiment sind in der Form
auch nur harmonische Oberflichenwellen bekannt. In unseren Berechnungen haben
wir flir den subharmonischen Fall a = % keine sinnvollen Resultate erhalten. Daher
werden wir uns in der folgenden Herleitung und Diskussion auf den Fall « = 0
beschrinken und betrachten ausschliefilich die Stabilitét hinsichtlich harmonischer
Oberflachenwellen. Durch Einsetzen von Ansatz (7.17) in Gl. (7.14) erhalten wir aus
den Orthogonalititsrelationen der trigonometrischen Funktionen:

{imar + M+ X, =, g{ M+ M| R + [ M~ ] .Xm_l} , (7.18)
wobei die entsprechende Realbedingung wie in Gl. (6.18a) auf Seite 81 auch fiir die
Vektoren X gelten muss, d.h.

X: =X . (7.19)

Indem wir die Fourierentwicklung (7.17) bis zur Ordnung |m| < M, mit M € N,
durchfithren und Terme hoherer Ordnungen vernachléssigen, erhalten wir insgesamt
(2M + 1) Gleichungssysteme der Form (7.18). Diese lassen sich in einer groien Ge-
samtgleichung als generalisiertes Eigenwertproblem mit Matrizen M LS sowie M RS
der Dimension (2M + 1) - (2L +2) x (2M + 1) - (2L + 2) darstellen, wobei wir wie-

derum den Antriebsparameter I',, als den zu berechnenden Eigenwert wihlen werden

106



7.1. Horizontaler Stabilitidtsalgorithmus des Newtonschen Fluids

200 : : .
f:].4HZ *
" f =18 Hz
f=22Hz =
T f=26Hzm ]
' f=30Hz =
| |
F 100 |
€T n
n
(o] . .
|
a l.. ..l..n.
I. l.... .....I n.l
50 .. ....lllllllllll..... .I. '8"
I... gl a "8
G0ng T L L Lo L
. SEpEEppEeEEnEEEEEEE - un?® vet
» . .
bbbl 1 LT PP PR AT T T 1 Bedott .o'ooooo"
FEE
'........"..........0..........
0 L 1 |
0 0.5 1 1.5 2

k

Abbildung 7.1.: Darstellung der niedrigsten reellen Eigenwerte I',, der harmonischen neu-
tralen Stabilitdtskurve als Funktion der Wellenzahl k bei verschiedenen
Antriebsfrequenzen f (siche Legende). Sonstige Parameter: 6 = 76.2 g/s?;
ho = 0.4 cm; v =2 cm?/s; o = 1 g/cm3.

(siche dazu Seite 84f in Kapitel 6.1.2):
M5 Kyes =T, M7 . Xy (7.20)

Dabei sind in %LS die (2M + 1) Einzelmatrizen der linken Seiten von Gl. (7.18)
zusammengefasst und entsprechend gilt das gleich fiir M RS Die niedrigsten, reellen
Eigenwerte fiir I';, welche wir im folgenden Kapitel aus den numerischen Berech-
nungen erhalten, legen dann die Stabilitétsgrenzen fest.

7.1.2. Ergebnisse der numerischen Eigenwertberechnungen im
horizontalen Fall

Im vorherigen Kapitel 7.1.1 haben wir den Algorithmus vorgestellt, der &hnlich wie
beim vertikalen Fall die Antriebsamplituden I';, welche auf der neutralen Stabilitéts-
kurve liegen, als Eigenwerte eines groflien Gleichungssystems berechnet. Die partielle
DGL beziiglich © kann insbesondere fiir die Abhéngigkeit von der Koordinate y nur
numerisch gelost werden, so dass sich der Rechenaufwand deutlich erhoht.
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Abbildung 7.2.: Darstellung der niedrigsten reellen Eigenwerte I';, der harmonischen neu-
tralen Stabilitdtskurve als Funktion der Wellenzahl k bei verschiedenen
Antriebsfrequenzen f (siche Legende). Sonstige Parameter: = 30 g/s?;
ho = 0.055 cm; v = 0.29 cm?/s; o = 1 g/cm?®.

Das generalisierte Eigenwertproblem (7.18) bzw. (7.20) wurde unter Verwendung
der Fortran-90-Routinen der Numerical Algorithms Group, NAG, implementiert und
die umfangreichen Rechnungen wurden auf dem Rechnersystem des Instituts fiir
Theoretische Physik an der WWU Miinster mit Hilfe von Condor durchgefiihrt [110].
In der numerischen Behandlung skaliert die Berechnung der Eigenwerte ca. propor-
tional N3, wobei N die Anzahl der Zeilen bzw. Spalten der quadratischen Matrizen
ist. In unserem Fall gilt, wie vorher schon angesprochen worden ist:

N=@M+1) - (2L+2) (7.21)

wobei M und L die Entwicklungslidngen der zeitlichen Fourierentwicklung bzw. der
réaumlichen Approximation in die autoorthogonalen Polynome der Basis {1} darstel-
len. Aus Gleichung (7.21) folgt, dass schon kleinere Steigerungen von M und L die
Rechenzeit stark erhchen konnen. Insbesondere in Kapitel 5.1.2 ab Seite 33 haben wir
gesehen, dass die Komplexitéit der Referenzlésung ug (y,t) mit der Reynoldszahl R
zunimmt, so dass hinreichend viele Basisfunktionen ; fiir eine gute Approximation
benotigt werden. Das bedeutet, dass Parameterstudien, in denen groffe Reynolds-
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Abbildung 7.3.: Darstellung von I'S (linkes Diagramm) sowie k. (rechts) als Funktion der
Reynoldszahl R bei harmonischer Instabilitdt. Weitere Parameter:
Rote Punkte: § = 30 g/s%; ho = 0.055 cm; v = 0.29 cm?/s; o = 1 g/cm?.
Blaue Punkte: § = 76.2g/s%; ho = 0.4 cm; v = 2 cm?/s; o = 1 g/cm?.

zahlen R involviert sind, sehr lange dauern und oftmals aus numerischer Sicht nicht
machbar sind. Wir werden uns daher im Wesentlichen auf kleine Reynoldszahlen R
in den folgenden Diskussion beschrinken miissen. Wie wir zuvor in Kapitel 6.2 ab
Seite 86 diskutiert haben, werden die berechneten Eigenwerte ', fiir verschiedene
Werte von L = Ly, L2 sowie M = M;, My auf ihre Genauigkeit gepriift.

Die Abbildungen 7.1 und 7.2 zeigen die Resultate dieser Berechnungen. In die-
sen Diagrammen sind jeweils die neutralen Stabilitdtskurven der Eigenwerte I'; in
Abhéngigkeit der Wellenzahl k aufgetragen (vgl. Abb. 6.1 auf Seite 86 im vertikal
oszillierten Fall). Dabei sind in beiden Bildern jeweils nur die harmonischen Insta-
bilitétsbereiche gezeigt. Subharmonische Losungen werden hier nicht beobachtet,
was Or [85] mit Hilfe seiner numerischen Entwicklung herleitet und begriindet sowie
Schulze [86] mit Hilfe von mathematischen Symmetriebetrachtungen niher ausfiihrt.
Daher werden wir im Folgenden nur noch die harmonischen Instabilitdten diskutie-
ren.

In beiden Abbildungen 7.1 und 7.2 werden die Instabilitdtskurven fiir steigende
Frequenzen f und damit wachsende Reynoldszahlen R dargestellt. Fiir niedrige Fre-
quenzen befindet sich der kleinste Wert von I';, also das globale Minimum I'} am
linken Rand bei £k = 0. Das bedeutet, dass sehr kleine Wellenzahlen k bzw. grofie
Wellenléngen zuerst instabil werden. Dieses asymptotische Verhalten haben schon
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Abbildung 7.4.: Darstellung von I'¢ (linkes Diagramm) sowie k. (rechts) als Funktion der
kinematischen Viskositét v bei harmonischer Instabilitdt. Weitere Para-
meter: 6§ = 76.2g/s% ho = 0.4 cm; f = 40 Hz; o = 1g/cm?.

Yih et al. [70-72] und Or [85] mit Hilfe einer Skalenentwicklung fiir kleine Wel-
lenzahlen k hergeleitet, wobei sowohl die vertikale Geschwindigkeit o, die Hohe h
als auch die Reynoldszahl R nach diesen Wellenzahlen k entwickelt werden. Diese
Approximation ist dabei auf einen Bereich sehr kleiner k-Werte beschrénkt.

Ab einer bestimmten Frequenz f gibt es einen Bifurkationspunkt, an dem das
Minimum der neutralen Instabilitdtskurve von k. = 0 hin zu gréBeren Werten von
k. > 0 wandert. In Abbildung 7.1 ist dies z.B. bereits fiir die blaue Kurve mit
f = 22Hz der Fall, wohingegen in Bild 7.2 erst der schwarze Graph ein Minimum
ke > 0 zeigt. Mit weiter steigenden Frequenzen verschieben sich die Instabilitéts-
grenzen weiter nach oben sowie die Stelle des Minimums dieser Kurven hin zu an-
wachsenden Werten von k.. Die Werte am linken Rand steigen dabei sehr stark an,
so dass kleine Wellenzahlen nicht mehr bevorzugt ausgebildet werden.

Die kritischen Wellenzahlen k. sowie die kritischen Antriebsamplituden I'¢, die
aus den beiden Abbildungen 7.1 sowie 7.2 resultieren, sind in Abbildung 7.3 gezeich-
net. Dabei entsprechen diejenigen Werte aus Abbildung 7.1 den blauen Quadraten
und analog dazu sind die roten Kreuze an Abbildung 7.2 gekoppelt. In diesem Fall
sind die Werte I'}, sowie k. als Funktion der Reynoldszahl R skizziert, da diese di-
rekt proportional zur Kreisfrequenz w = 27 f ist (siehe Gleichung (3.30) auf Seite
17). Daraus resultiert wiederum eine bessere Vergleichbarkeit beider Graphen. Im
Diagramm der kritischen Amplituden I'; auf der linken Seite der Abbildung 7.3 be-
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Abbildung 7.5.: Darstellung von I'¢ (linkes Diagramm) sowie k. (rechts) als Funktion
des Koeflizienten ¢* bei harmonischer Instabilitdt. Sonstige Parameter:
R =20.106; g = 3.88266 - 10~ 2.

ginnen beide Kurven bei sehr kleinen Reynoldszahlen R, wobei zudem die Werte der
kritischen Amplituden I'¢ niedrig sind, jedoch ungleich Null. Mit zunehmendem R
wachsen beide Kurven monoton, jedoch nichtlinear an, wobei die rote Kurve deutlich
schneller ansteigt als die blaue. Dies ist zudem bemerkenswert, da der Punkt k. = 0
bei der roten Kurve fiir deutlich groflere Reynoldszahlen R erhalten bleibt. Sobald
die Punkte k. (R) = 0 aufhéren zu existieren, geht der Ubergang sehr schnell hin
zu Wellenzahlen mit grofleren Werten von k.. Der Anstieg der kritischen Amplitu-
den I'S mit steigender Frequenz dhnelt qualitativ dem Verhalten, welches wir auch
beim rein vertikalen Stabilitdtsproblem feststellen konnten, dort aber bei subharmo-
nischen Instabilitidtsgrenzen (vergleiche dazu die roten Kurven in den Abbildungen
6.2 auf S. 87 sowie 6.3 auf S. 89).

Der Vergleich zum rein vertikal vibrierten Fluid ist insbesondere bei der Betrach-
tung der Viskositéit interessant. Im Kapitel 6.2 zeigt die Abbildung 6.5 auf Seite 93,
dass eine zunehmende Viskositét eine Stabilisierung der flachen Oberfliche im Fall
des vertikal vibrierten Fluids zur Folge hat. Dies gilt insbesondere fiir den Ubergang
von idealen zu viskosen Newtonschen Fluiden, bei dem dieser von infinitesimalen hin
zu endlichen kritischen Amplituden I'y erfolgt (vgl. z.B. [31] und [34]). Im Fall des
horizontal vibrierten Fluids ist die Situation in Abbildung 7.4 dargestellt. Aus dieser
ist zu ersehen, dass mit zunehmender kinematischer Viskositit v die kritischen Am-
plituden I' monoton abnehmen und damit das genau entgegengesetzte Verhalten
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Abbildung 7.6.: Darstellung von T'; (linkes Diagramm) sowie k. (rechts) als Funktion
der Fluidhohe hy bei harmonischer Instabilitit. Weitere Parameter: 6 =
76.2¢g/s% hg = 0.4 cm; f =40 Hz; o = 1 g/cm?; v = 1.02 cm?/s.

zeigen im Vergleich zum Verhalten bei rein vertikaler Oszillation.

Diese Abnahme lisst sich dadurch begriinden, dass mit steigender Viskositéit die
Dicke der Grenzschicht grofier wird (siehe z.B. die Diskussion von Gleichung (5.21)
auf Seite 37 sowie Schlichting [17]). Da der Bereich der Grenzschicht im Wesentlichen
derjenige in der Ndhe der Plattenoberfliche ist, in dem die Geschwindigkeitsgradi-
enten am grofiten sind, kann es dadurch leichter moglich werden, dass eine kleine
Storung die Oberfliche instabil gegen die harmonischen Oberflichenwellen werden
ldsst. Zumal durch die zunehmende Ausdehnung der Grenzschicht deren Distanz zur
Oberfliche mit steigender Viskositéit v immer geringer wird, so dass die komplexere
Dynamik innerhalb der Grenzschicht auf die freie Oberfléche tibertragen wird. Somit
ist diese damit instabiler als es bei kleineren Viskositéiten der Fall wére.

Fiir die Abh#ngigkeiten von der Oberflichenspannung ergibt aus der Abbildung
7.5, dass mit wachsendem Koeffizienten o* die Kurve der kritischen Amplituden I,
monoton ansteigt. Dies ist im linken Diagramm der Abb. 7.5 zu erkennen, so dass
eine steigende Oberflichenspannung zu einer erhohten Stabilitét fiihrt, was erwar-
tet werden durfte. Der Anstieg der Koeffizienten o* hat einen glittenden Effekt auf
die Oberfldche, so dass die Oberflichenwellen sich zu gréfleren Wellenléngen hin ver-
schieben. Dies zeigt entsprechend das rechte Diagramm von Abbildung 7.5 durch die
monotone Abnahme von k. bei steigendem o*. Dieses Gesamtverhalten dhnelt qua-
litativ demjenigen, welches bei rein vertikaler Vibration fiir subharmonische Wellen
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7.2. Stabilitidt kombiniert horizontal und vertikal vibrierter Newtonscher Fluide

in Abbildung 6.6 auf Seite 94 gezeigt ist.

Die Abhéngigkeit der kritischen Amplitude I' von der Fluidhéhe hg ist in Abbil-
dung 7.6 auf der linken Seite zu sehen. Dabei nimmt die Stabilitdt mit zunehmender
Hohe hg zu. Da in diesem Fall die anderen Parameter fest sind und damit auch
die Dicke 6 der Grenzschicht einen konstanten Wert besitzt, so wichst hg mit zu-
nehmendem Wert iiber diese Dicke hinaus, so dass in diesem Fall das umgekehrte
Argument im Vergleich zur Viskositédtsdiskussion weiter oben anwendbar ist. Dabei
zeigt sich bei der Betrachtung der kritischen Wellenzahl k., dass fiir kleine Hohen hg
jeweils die Nullmode von k. instabil ist. Ab einer bestimmten Schwelle steigt dann
die kritische Wellenzahl k. sehr schnell mit zunehmendem hg an, wobei der Verlauf
qualitativ demjenigen #hnelt, der im Graphen k. (R) in Abbildung 7.3 gezeigt ist.
Da die Hohe hy zudem in allen dimensionslosen Parametern enthalten ist, macht
dies die Einschéitzung deutlich komplizierter.

Insgesamt konnen wir festhalten, dass die numerische Untersuchung fiir rein ho-
rizontal vibrierte Fluide deutlich komplexer und numerisch aufwendiger ist, als dies
bei der Stabilitdtsanalyse des vertikal vibrierten Fluids der Fall war. Da fiir die
einzelnen Diagramme deutlich mehr Rechenzeit sowie Speicherkapazitét erforderlich
ist, dauern Parameterstudien deutlich ldnger und durch die Gréfle der Matrizen sind
numerische Fehler deutlich schneller gegeben. Andererseits zeigt der Vergleich der
Instabilitdten einige interessante Unterschiede, wie z.B. das Fehlen der subharmo-
nischen Moden sowie die Instabilitdt fiir grofe Wellenléingen bei rein horizontaler
Vibration bzw. die Koexistenz zweier kritischer Wellenzahlen bei rein vertikalem
Antrieb.

7.2. Stabilitidt kombiniert horizontal und vertikal

vibrierter Newtonscher Fluide

In Kapitel 5.4 auf Seite 73 ist schon erldutert, dass die Referenzlosungen rein ho-
rizontal und rein vertikal vibrierter Fluide entkoppeln, woraus folgt, dass bei einer
Superposition der Antriebe auch die Uberlagerung der horizontalen und vertikalen
Referenzlosungen eine Losung des Gesamtsystems darstellt. Die technische Reali-
sierbarkeit wurde schon fiir granulare Systeme gezeigt (siche z.B. [11-13]). Dabei
stellt sich die Frage, ob es fiir diese Gesamtlosung auch eine Instabilitéit hin zu sub-
harmonischen und harmonischen Oberflichenwellen gibt, wie wir sie im vorherigen
Kapitel 6 und in diesem untersucht haben.

Falls wir beide Stabilitétsalgorithmen aus den Kapiteln (6.1) und (7.1.1) parallel
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7. Stabilitidtsanalyse des horizontal oszillierenden Newtonschen Fluids

betrachten, so ergibt sich, dass die zeitliche Entwicklungsgleichung 7.14 auf Seite 104
des rein horizontalen Falles vollstdndig erhalten bleibt. Zusé&tzlich koppelt nur noch
ein Term in diese Gleichung aus dem vertikalen Antrieb ein, ndmlich die zeitlich
periodische Funktion G (t) (siche Gl. (6.29) auf Seite 84), wobei nur die Antriebs-
funktion

G (t) = gTysin (t + ¢y) (7.22)

und deren Kopplung an die Hohenfunktion A (t) relevant ist (siche Gl. (6.28) auf
Seite 83), da der konstante Term der dimensionslosen Gravitationsbeschleunigung
auch im horizontalen Fall enthalten ist. Durch den Einbau in Gleichung (7.14) ergibt
sich folglich:

M oX (1) + M- X (t)= §T, (M* sint + M cost) - X (t) (7.23)
+gT'y <Mv5 sint + M, cos t) X (t) .

Dabei enthalten die Matrizen M,* sowie M,° die Eintréige aus der Funktion G (t)
mit der Kopplung an die aufgeteilten zeitlichen Héhenfunktionen « (t) sowie 3 (t),
welche im Losungsvektor X (¢) enthalten sind (siehe Gl. (7.13) auf Seite 104). Diese
Matrizen sind sehr diinn besetzt und enthalten nur Eintrége in zwei Zeilen.

Indem wir die Form unseres Antriebs vorgeben, z.B. rein vertikal, rein horizontal,
zirkular (I'; = Ty, ¢ = 0; ¢, = £7) usw. (siche Diskussion auf Seite 73 bzw.
[11, 12]), ldsst sich mit Hilfe von Gleichung (7.23) ein Eigenwertproblem daraus
erstellen und zwar beispielhaft fiir einen zirkularen Antrieb:

Fiir diesen gilt, dass I'y, = I'; = I ist. Damit lésst die Gleichung (7.23) zusam-

menfassen zu:

M- 9X (t)+ MF-X ()= §T <£ sint + M. cos t) X (1), (7.24)

wobei gilt:
M.* = M° + M,* (7.25a)
M. = M® + M,° . (7.25b)

Dabei sind die Abhéngigkeiten von ¢, sowie ¢, schon in den Matrizen M,* sowie
M,¢ enthalten. Somit lasst sich der Algorithmus des horizontalen Problems auf das

kombinierte, in diesem Fall zirkulare Problem iibertragen. Somit bleiben in diesem
Fall die generalisierten Eigenwerte I" zu bestimmen.

Der Algorithmus lésst sich mit Hilfe des Spezialfalls der rein vertikalen Vibra-
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tion testen. Im Vergleich zum Algorithmus aus Kapitel 6.1 (siche Seite 76) wird
dabei die DGL bzgl. & numerisch gelost. Die Resultate zeigen ein sehr gute Uber-
einstimmung. Fiir die kombinierte horizontale und vertikale Vibration haben wir
jedoch keinen Parameterkombinationen gefunden, bei denen subharmonische bzw.
harmonische Eigenwerte aufgetreten sind. Z.B. sind fiir den in Gleichung (7.24) be-
schriebenen zirkularen Antrieb die erhaltenen Eigenwerte von der Groflenordnung
I' ~ 107...10°. Selbst fiir sehr kleine Abweichungen vom rein vertikalen Antrieb,
welche sich durch die Definition

I'py=€ely; ex1 (7.26)

erzeugen lassen, sind die erhaltenen Eigenwerte unphysikalisch groff. Dabei ist €
ein Parameter, der die relative Stirke bzw. das Verhéltnis von vertikalem zu ho-
rizontalem Antrieb angibt und welcher bei der Eigenwertberechnung als konstant
vorgegeben wird. Das Analoge gilt im umgekehrten Fall, wenn geringe Storungen
des rein horizontalen Antriebs untersucht wurden.

Damit bleibt die Frage, ob es entweder noch Parameterbereiche gibt, in denen
derartige harmonische bzw. subharmonische Oberflichenwellen existieren, die nicht
beachtet worden sind. Da die Losungen fiir die Spezialfille des rein horizontalen und
vertikalen Problems existieren, ist es analog zum Ausschluss der subharmonischen
Instabilitéit beim horizontalen Problem (siehe [85, 86]) zudem moglich, dass durch
die Kombination beider Antriebe erforderliche Symmetrien gebrochen werden, so
dass diese Form der Instabilitdt nicht mehr moglich ist. Direkte numerische Simu-
lationen bzw. der Vergleich mit granularer Materie, die auf einem Schwingférderer
kombiniert horizontal und vertikal vibriert wurde (siehe [11-13]), legen die Vermu-
tung nahe, dass wandernde Oberflichenwellen bei der Kombination der Antriebe
bevorzugt entstehen. Diese sind durch den hier vorgestellten Ansatz jedoch nicht
beriicksichtigt.
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8. Stabilititsanalyse der horizontalen
Losung im Oldroyd-B-Modell

Nachdem wir im vorherigen Kapitel 7 die horizontale Stabilitdtsanalyse fiir den spe-
ziellen Fall des Newtonschen Fluids diskutiert haben, werden wir im vorliegenden
Kapitel diese Analyse auf viskoelastische Fluide im Oldroyd-B-Modell iibertragen
und verallgemeinern. Da unseres Wissens bisher keine Literatur bzw. keine theo-
retischen Arbeiten auf diesem Gebiet bekannt sind, werden wir die Methoden und
Ansétze aus den bisherigen Kapiteln auf die Problemstellung der linearen Stabi-
litdtsanalyse hinsichtlich harmonischer Oberflichenwellen anwenden.

Es zeigt sich, dass sich im Vergleich zu den Analysen fiir das Newtonsche Fluid
in Kapitel 7 und denjenigen des rein vertikalen Antriebs in Kapitel 6 das Problem
deutlich umfangreicher und komplexer darstellt. Dieser Umstand lésst sich einmal
damit begriinden, dass nicht nur die horizontale Geschwindigkeitslosung u% inclusive
derer partiellen raumlichen Ableitungen die Losung beeinflusst, sondern zusétzlich
die Referenzlosungen A° (y,t) sowie B°(y,t) (siche Kapitel 5.3.4 ab Seite 65) an
die zu berechnenden Variablen koppeln. Des Weiteren wird, da die konstitutiven
Gleichungen des Oldroyd-B-Modells (siehe z.B. Gl. (3.36) auf Seite 19) erfiillt sein
miissen, die Entkopplung und Reduktion auf nur noch zwei abhingige Variablen
wie in den vorherigen Kapiteln, ndmlich ¥ und iL, nicht mehr moglich sein. Damit
steigt die Anzahl der zu berechnenden unbekannten Gréflen und insbesondere der
numerische Aufwand dieser Berechnungen. Eine weitere Schwierigkeit stellt die nicht
verschwindende Kopplung der linearisierten Variablen an die Funktion A° (y,t¢) dar,
da diese vom Quadrat der dimensionslosen Antriebsamplitude I', abhéngt (siehe
Gl. (5.68) auf Seite 67). Da der Parameter I'; in den vorherigen Rechnungen als
zu berechnender generalisierter Eigenwert gedient hat, ist es noch erforderlich, das
resultierende quadratische Eigenwertproblem in ein lineares zu iiberfiihren.

Den Losungsweg zur Bestimmung der marginalen Stabilitdtsgrenzen bestreiten
wir auf dhnliche Weise wie im vorherigen Kapitel 7. Dazu geben wir zunéchst die li-
nearisierten Gleichungen und Randbedingungen an und entkoppeln diese soweit dies
moglich ist. Daraufhin 16sen wir die ortsabhéngigen Teile der Gleichungen, zum einen
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die z-Abhéngigkeit durch Entwicklung in rdumliche Sinus- und Kosinusfunktionen.
Zum anderen benutzen wir wiederum die Tau-Methode zur Losung der y-Abhéngig-
keit und verwenden eine orthogonale Polynomial-Basis, die in diesem Fall aus or-
thonormierten Chebyshev-Polynomen besteht. Im Anschluss erhalten wir ein Ma-
trixgleichungssystem #@hnlich der Form von Relation (7.14) auf Seite 104, so dass ein
Floquet-Ansatz fiir die periodische Zeitabhéngigkeit sinnvoll ist. Daraus resultiert
ein nichtlineares Eigenwertproblem, welches wir daraufhin in ein lineares umformen
werden. Somit lésst sich das Problem auf dasjenige aus Kapitel 7 zuriickfithren. Da
die wesentlichen Ziige des Losungsverfahrens in den Kapiteln (7.1.1) (ab S. 99) fiir
das horizontale Problem und (6.1.1) (ab S. 76) fiir das vertikale Problem hergeleitet
und diskutiert wurden, werden wir aufgrund des umfangreichen Problems und eini-
ger langlicher Gleichungen einige Details weniger ausgepréigt dokumentieren, aber
insbesondere die wichtigen Resultate aufzeigen.

8.1. Horizontaler Stabilitidtsalgorithmus von
Oldroyd-B-Fluiden

8.1.1. Herleitung des linearisierten Gleichungssystems

Wir betrachten wiederum eine kleine Stérung um die Referenzlosung im Oldroyd-
B-Modell, welche sich aus den Gleichungen (5.64) bis (5.69) auf den Seiten 65 bis 67
ergeben. Damit definieren wir neue Losung der abhéngigen Groflen als kleine Stérun-
gen (Tilde-Variablen) der Referenzlosungen entsprechend den vorherigen Kapiteln

(siche Gl. (7.1) auf Seite 99):

u(z,y,t) = a(z,y,t) +uop (y,1) (8.1a)
v(x,y,t) = v(z,y,t) (8.1b)
plz,y,t)=px,yt) +3 (1-y) (8.1c)
h(z,t)= h(x,t) + 1 (8.1d)

See (z,y,t) = A(z,y,t) + A% (y,1) (8.1e)
Say (z,y,1) = B (z,y,t)+ BY (y,t) (8.1f)
Syy (x,y,t) = C (2,9, 1) (8.1g)

In obigem Gleichungssystem (8.1) haben wir die gestorten Gréfien <§> des Kon-

K]
formationstensors in die neuen Variablen A, B sowie C' umbenannt, wie wir es zuvor

bei den Referenzlosungen gehandhabt haben. Zu Beginn der linearen Stabilitéitsana-
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8. Stabilitdtsanalyse der horizontalen Lésung im Oldroyd-B-Modell

lyse setzen wir alle abhéngigen Variablen in die Gleichungen (3.38) bis (3.47) von
Seite 21 ein. Nach vielen Umformungen lassen sich aus dem dann linearisierten Glei-
chungssystem zwei Groflen entfernen, zum einen die kleine Stérung der horizontalen
Geschwindigkeit %, zum anderen die Druckvariable p. Somit erhalten wir insgesamt
fiinf Feldgleichungen:

1. Evolutionsgleichung fiir v (z,y, t) aus den beiden Geschwindigkeitsgleichungen:

O AT+ 03, A+ 0, (05, —02,)B-092,,C
= —udp (8 AD) + (05, udp) (0:0) (8.2)

2. Kinematische Héhenbedingung der Hohe h (z,t):

oh—|,_, =- (uooB{y:1> : <amh) . (8.3)

3. Evolutionsgleichung fiir A (z,y,1):

(1+X8) (2. 4) + % (1+ X 30) (82,9)
Y {_ugB (agx A) +2 (9, udp) (agg B) (8.4)
~ (0, A°) (8, 5) — 2.4° (82, 7) — 2 B° (92, 7) |

+

=

{~2udp (83, 0) +2 (Oyubs) 282, - 02,] 5} .

4. Evolutionsgleichung fiir B (z,y,1):

1

(1+X0,) (0 B) = (1+ X, 9)) [02, - 93, & (8.5)

{~ubs (62 B) + (9, udp) (8. C) = (9, B") (8, 9) + A" (82, ) }

gy [0y — 02, 0 — 2 (Byubn) (92,0) + (82, uby) (9:9) } -

T

_|_

m|>/| >
——
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8.1. Horizontaler Stabilitidtsalgorithmus von Oldroyd-B-Fluiden

5. Evolutionsgleichung fiir C (x,y,t):

(14X0) 0~ = (1 4%,.0,) (9,9)
= X {-udy (0.C) +2B° @0} (8.6)
+%{2 udp ((ﬁy 0) — 2 (0y udp) (Ox 5)}

Zu diesen Gleichungen ergeben sich noch die linearisierten Randbedingungen zu:

1. Randbedingungen am Boden:

v y=0 = 0 (8.7a)
@y ) |, = (8.7b)

2. Tangentialrandbedingung:
~Bl,_, = (0B ],,) h- (8.8)

3. Normalrandbedingung;:

[agx ([1 - é) + 2, B+, @] ot R — GOt h (8.9)

y=1

=— <U%B‘y:1) (Ory ) ‘y:1 '

Die Gleichungen (8.2) bis (8.6) bestimmen das gesamte Stabilitétsproblem zusam-
men mit den Randbedingungen (8.7) bis (8.10). Dabei sind diese Relationen so
aufgeteilt, dass jeweils links vom Gleichheitszeichen diejenigen Terme stehen, die
nicht an die Grundfunktionen A°, B° und uOOB koppeln, welche von den Koordina-
ten y und ¢ abhéngen. Fiir die rechts vom Gleichheitszeichen gilt demnach genau
das Umgekehrte. Es lidsst sich zudem zeigen, dass im Spezialfall A = X\, = 0 das
Gesamtproblem aus den Gleichungen (8.2) bis (8.10) zu dem des horizontalen be-
wegten Newtonschen Fluids dquivalent ist (siche dazu das Gleichungssystem (7.3)
auf Seite 100).

Zur Losung des partiellen Differentialgleichungssystems (8.2) bis (8.6) gehen wir
entsprechend dem bekannten Verfahren aus Kapitel 7.1.1 vor. Dazu entwickeln wir

119



8. Stabilitdtsanalyse der horizontalen Lésung im Oldroyd-B-Modell

alle fiinf unbekannten Funktionen beziiglich der z-Abhéngigkeit in reelle Fourier-
reihen. Da alle Gleichungen linear sind und es keine weiteren Funktionen gibt, die
Verénderliche der lateralen Koordinate x enthalten, entstehen keine Kopplungen
untereinander und wir kénnen die Analyse auf eine beliebige, aber feste Wellenzahl
k,, = k reduzieren (siehe Gl. (7.4) sowie (7.5) auf Seite 101), wie wir es schon vorher
praktiziert haben:

F — F' cos (kz) + F? sin (kx) | (8.10)

wobei F jeweils fiir jede der fiinf GroéBen o, A, B, C und h steht. Durch Einsetzen die-
ser Ansiitze fiir die einzelnen Funktionen und durch Ausnutzen der Orthogonalitét
der Sinus- und Kosinusterme in den DGLn (8.2) bis (8.6), erhalten wir eine doppelte
Anzahl an Gleichungen, analog zum System (7.5) auf Seite 101. Den Ableitungsre-
geln von Sinus- und Kosinusfunktionen entsprechend werden dabei die Gréflen mit
Index 1 bzw. 2 je nach Grad der Ableitung in den jeweiligen Gleichungen vermischt.

Aus der Losung der lateralen x-Abh#ngigkeit sind aus den fiinf partiellen DGLn
(8.2) bis (8.6) damit zehn Gleichungen geworden, welche die unbekannten Grofien
o', ..., h? enthalten, wie dementsprechend aus den vier Randbedingungen (8.7a) bis
(8.10) danach acht resultieren. Fiir die Auflésung der y-Abhingigkeit der betref-
fenden Variablen (alle auBler h' (t) sowie h? (t)) werden wir wiederum orthogonale
Polynome aus dem Intervall [—1, 1] verwenden, welche in diesem Fall die Basis {Tn}
aus normierten Chebyshev-Polynomen ist (siche Anhang C.2 ab Seite 134). Diese
benutzen wir zur einfacheren Handhabung auch fiir die Geschwindigkeitsfunktionen
! sowie 92, so dass wir mit Hilfe der Tau-Methode (siehe Kap. 7.1.1 auf Seite 101f
sowie [104-107]) zusétzlich zu den Tangential- und Normalrandbedingungen (8.8)
sowie (8.10) auch die homogenen Randbedingungen (8.7) am Boden damit behan-
deln werden.

Zunichst transformieren alle y-Abhéngigkeiten gemifl Formel (7.8) auf Seite 103
auf die neue Variable ¢’ und das Intervall y/ € [—1,1]. Damit gehen auch alle parti-
ellen Ableitungen 9, iiber in 2 - 9,/. Somit lassen sich die y’-abhéngigen Funktionen
approximieren durch:

M=
|

GW.t)=) GOT(Y), (8.11)
1=0
wobei der Ausdruck G?(y/,t) stellvertretend fiir die acht GréBen @' bis C? steht.

Indem wir die Referenzgrofen ul, (v, ), A° (v, t) sowie BY (/, t) in die Einzelterme
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zerlegen, d.h.:

udp (v',t) = T, {vs (v) sint +we (y') cost} (8.12a)
B (y', t) =gT, {Bg (y') sint + B? (y') cost} (8.12b)
A% (yf ) = (§T,)? {Ag (') + A° (y) cos (2t) + A () sin (2t)} , (8.12¢)

und anschlieBend diese Funktionen zusammen mit den Approximationen (8.11)
jeder Grofle in die Evolutionsgleichungen einsetzen, so erhalten wir mit Hilfe der
Integralprojektion und Orthogonalititsrelationen der normierten Chebyshev-Basis
{Tm} zeitabhingige Matrix-Gleichungen der Form von Gl. (7.14) auf Seite 104.
Dieses Gleichungssystem lautet somit:

M9 X (t) + MY - X (t) = g, (M® sint + M€ cost) - X (t) (8.13)

+(§T,)>2 (g“’f + M sin2t + M cos 275) X (1) .

Die Matrizen M ¢ enthalten jeweils konstante Eintriige. Speziell enthiilt M ¢ alle Kom-
ponenten der linken Seite, die an eine Zeitableitung koppeln, und dementsprechend
beinhaltet M k jegliche Terme mit konstanten Koeffizienten. Die Matrizen M? bzw.
M¢ représentieren hier nicht nur die Referenzlésung uop und deren Ableitungen,
sondern auch die Funktionen B°. Die Matrizen in der zweiten Zeile von Relation
(8.13) entspringen jeweils den Komponenten von A (3/,t). Der Losungsvektor X (t)
ist im Fall des Oldroyd-B-Modells deutlich groBer als im Newtonschen Fluid (vgl.
Gl. (7.13) auf S. 104) und hat die Form:

L) A2 ... G ) (8.14)

Damit enthélt der Vektor X (¢) der zu lésenden Funktionen insgesamt 2 -4 - (L 4 1)
Funktionen, die aus der y-Abhingigkeit der Variablen o' bis C? resultieren. Dazu
kommen noch die beiden GréSen h! und k2, welche die Oberflichenauslenkung be-
schreiben. Damit hat der Losungsvektor X die Lénge dim (X) =8+ (L + 1)+ 2 und
damit auch die quadratischen Matrizen M ¢ die entsprechende Ausdehnung.

Wie in den vorherigen Kapiteln bleibt noch die zeitliche Entwicklung mit Hil-
fe eines Floquet-Ansatzes zu bestimmen. Die Formel (7.17) sowie die Diskussion
auf Seite 106 konnen entsprechend auf die vorliegende Problemstellung iibertragen
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werden:
X (t) _ e(s—l—ia)t X (t) — e(s—l—ia)t X (t + 27‘1’) — e(s-i—ioz)t Z Xm eimt ) (8.15)

m=—0oQ

Wir betrachten wiederum die marginale Stabilitdt, d.h. den Fall s = 0 und harmo-
nische Antworten auf die periodischen Funktionen der Periode T' = 27 und somit
ist zudem a = 0. Damit greifen die gleichen Relationen wie in Gleichung (7.18) auf
Seite 106, mit der Ausnahme, dass zusétzlich noch die Terme der Matrizen M ak
usw. in die Relation eingehen:

{imgwﬂk}-xm

-1, 3{ M i M| R + M- i .Xm_l} (8.16)

\V)

~9
412 %{ [Mac +i yS] Kgz + [Mw —i yﬂ : Xm_z}

~2
12 MK,
Damit koppeln die Referenzlésungen nicht mehr nur iiber die erste Nebendiagonale,
sondern auch durch die Terme der zweiten Nebendiagonale ((n,n+2)-Eintrége) und
auch die der Hauptdiagonalen an die Stérungslésung ein. Wie zuvor brechen wir die
Floquet-Entwicklung (8.15) bei einer Ordnung +£M ab und vernachlissigen Vektoren
X,,, hoherer Ordnung (d.h. |m| > M). Indem wir die Einzelvektoren X,, (insgesamt
2M +1) in einem grofen Vektor Xges zusammenfassen, lassen sich dementsprechend
die Einzelgleichungssysteme (8.16) als eine groie Matrixgleichung der Form

%%68 ) Xges = Fm %%68 ’ Xges + Fi %}qfs : Xges (817)

aufschreiben. Dabei fasst M9 alle (2M + 1) Teilmatrizen aus der oberen Zeile von
Gl. (8.16) zusammen und auf der rechten Seite der Matrix-Gl. (8.17) demgeméi8 die
Matrix M 5};8 die Terme proportional zu I'; und M9 analog denjenigen proportio-
nal zu I'2. Es tritt bei Gl. (8.17) jedoch im Gegensatz zum Newtonschen Fall das
Problem auf, dass der vormalige zu bestimmende generalisierte Eigenwert I',, qua-
dratisch in dieser Relation vorkommt. Somit lassen sich die Aussagen zum linearen
Eigenwertproblem hier nicht direkt anwenden.

Da die quadratische Abhiingigkeit aus der Referenzlosung A° (y,t) und deren par-
tieller Ableitung resultieren, betrachten wir das lineare Grundgleichungssystem (8.2)
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bis (8.6) auf Seite 118f hinsichtlich A° (y,t). Aus diesen geht hervor, dass A° und die
partielle Ableitung 9, A° in den Gleichungen (8.4) sowie (8.5) ausschlielich an die
Variable ¢ und deren Ableitungen koppelt. Diese Kopplung geht zudem nicht durch
die Diskretisierungen der z-, y- und t-Abhéngigkeit verloren und bleibt insbesonde-
re durch die Linearitét aller Gleichungen erhalten. Somit behelfen wir uns dadurch,
dass wir folgende Hilfsvariablen D:nl einfiithren:

Dy =Tty : Diy=Toip,. (8.18)
Indem wir die Losungsvektor Xges um diese Variablen [)inl zu einem neuen Gesamt-
vektor

Yges = 771 (819)

erweitern, so kann die Matrixgleichung (8.17) zu einer linearen Gleichung in I'y
umgeformt werden, wobei die Matrizen M %es natiirlich dementsprechend angepasst
werden und die zusétzlichen Zeilen und Spalten der Variablen ]_N?:nl enthalten sein

miissen. Dies lédsst sich damit abschliefend in folgender Form ausdriicken:
LS - Yges =T, RS- Yes , (8.20)

wobei in der Gesamtmatrix LS alle Terme der linken Seite von Gl. (8.17) inclusive
der Transformation in Gln. (8.18) und (8.19) enthalten sind und dementsprechend
in der Matrix RS alle Terme der rechten Seite. Auf diese Weise haben wir, in An-
lehnung beispielsweise an das Verfahren zur Reduktion der Ordnung gewd&hnlicher
Differentialgleichungen, das quadratische Eigenwertproblem auf ein lineares genera-
lisiertes Eigenwertproblem zuriickgefiihrt. Die Grofle des Gesamtsystems ist damit

insgesamt (2M/ +1)- (10(L+1)+2) x (2M +1)- (10(L+1) +2).

8.1.2. Diskussion des Stabilitidtsalgorithmus im Oldroyd-B-Modell

Wie wir schon in Kapitel 7.1.2 auf Seite 107 erldutert haben, ist schon die numerische
Behandlung des generalisierten Eigenwertproblems im Fall des horizontal vibrierten
Newtonschen Fluids sehr aufwendig. Im Vergleich dazu ist der Losungsvektor Y geq
(siche GI (8.20)) bei gleichen Entwicklungsldngen M und L ungefihr um einen Faktor
5 grofer, so dass sich fiir die Eigenwertberechnung der der Zeitfaktor 5% = 125
ergibt. Damit bleibt zunéchst noch ein Algorithmus zu entwickeln, der die gesamte
Eigenwertberechnung auf niedrige reelle Eigenwerte reduzieren kann. Den von Or
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[85] sowie Talib et al. [84] vorgestellte Algorithmus, durch eine iterative Bestimmung
von Determinanten das Problem zu losen, haben wir fiir die horizontale Newtonsche
Stabilitétsanalyse implementiert. Dabei konnten wir jedoch nicht die von Or [85]
publizierten Ergebnisse der Instabilitdt kleiner Wellenzahlen reproduzieren.

Ein weiteres numerisches Problem betrifft sogenannte ,,spurious eigenvalues®, al-
so Schein-Eigenwerte (siche auch [104, 106, 107]). Diese resultieren z.B. bei der
hier benutzten Tau-Methode zur Lésung der DGL in Chebyshev-Polynome. Durch
den Einbau der homogenen Randbedingungen (8.7 auf Seite 119) in die Zeilen des
Gesamtmatrixsystems, koppeln diese Zeilen nicht mehr an den generalisierten Eigen-
wert. Dies resultiert im Endeffekt in einer zusétzlichen Fehlerquelle, die sich durch
Verwendung angepasster Basisfunktionen wie die Basis {¢} (siche Anhang C auf
Seite 133) vermeiden lasst.

Daher ist es noch notwendig, den bestehenden Algorithmus anzupassen und auf
stabile Art weiterzuentwickeln. Zum einen durch Verwendung neuer Basisfunktionen,
zum anderen durch Umgehung der Lésung des gesamten Eigenwertproblems und der
Reduktion auf wenige, geeignete reelle Eigenwerte.
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9. Zusammenfassung

Die Untersuchung von kombiniert horizontal und vertikal vibrierter granularer Ma-
terie mit Hilfe von Schwingférderern und der damit verbundenen Erkundung inter-
essanter Phanomene und Strukturen wirft die Frage auf, wie sich Fliissigkeiten unter
diesen Bedingungen verhalten. Die Fille der einzelnen horizontalen wie vertikalen
Oszillation sind schon detailliert aus experimenteller und auch theoretischer Sicht
untersucht. Die Fragestellung, was aus der Kombination beider Antriebsformen re-
sultiert, bildet dabei die Basis unserer theoretischen Untersuchungen.

Da fiir Fluide im Gegensatz zu Granulaten Bilanzgleichungen existieren, die sich
fiir sinusoidale, zeitlich periodische Antriebe nicht nur auf numerischem, sondern
vielmehr auch auf analytischem Wege l6sen lassen, ergibt sich hiermit ein weiterer
Ansatzpunkt fiir die theoretische Untersuchung. Denn in den vergangenen Jahren
sind viele elementare Losungen in viskoelastischen Modellen berechnet und publi-
ziert worden. Aus diesen Modellen betrachten wir das Oldroyd-B-Modell, welches
die bekannten Modelle des Newtonschen und des Maxwell-Fluids als Untermenge
enthélt. Damit ist diese Arbeit in zwei wesentliche Teilaspekte aufgeteilt: Im ersten
Teil steht die analytische Berechnung von Losungen dieser Feldgleichungen fiir ein
Fluid auf einer periodisch bewegten Platte im Vordergrund. Diese Losungen erfiillen
dabei elementare Symmetrien, z.B. sind diese nur noch von der vertikalen Raumko-
ordinate und der Zeit abhéngig. Im zweiten Teil wird die neutrale Stabilitéit dieser
analytisch berechneten Losungen mit Hilfe numerischer Methoden untersucht, wobei
die Instabilitéit zu stehenden, periodischen Oberflichenwellen betrachtet wird.

Nach einer kurzen Einleitung und einem Uberblick haben wir im dritten Kapitel
die fiir uns relevanten Bestimmungsgleichungen, einerseits diejenigen des Newton-
schen Fluids, andererseits die des viskoelastischen Oldroyd-B-Modells vorgestellt und
diskutiert. Im weiteren Verlauf konnten wir in Kapitel 4 zeigen, dass die Kombinati-
on aus hydrostatischem Druck und periodisch oszillierender Gravitationsbeschleuni-
gung als Losung des Druckes zusammen mit einer ruhenden, flachen Fluidschicht eine
elementare Losung des gesamten vertikal periodisch getriebenen Systems darstellt.
Diese Losung bleibt beim Ubergang vom Newtonschen Fluid hin zu viskoelastischen
Fliissigkeiten bei rein vertikaler Antriebsbeschleunigung erhalten.
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9. Zusammenfassung

Das folgende Kapitel 5 ist das Hauptkapitel zu den analytischen Losungen bei
horizontaler Vibration. Beginnend mit dem Spezialfall des Newtonschen Fluids las-
sen sich dabei zwei Arten von Losungen herleiten: Einerseits eine transiente Losung,
welche als unendliche Summe iiber rdumliche Basisfunktionen mit zeitabhingigen
Koeffizienten darstellbar ist und mit deren Hilfe sich zeigen ldsst, dass dadurch in
das System eine laterale Nettogeschwindigkeit induziert wird. Andererseits existiert
eine periodische Losung, die aufler obiger Reihendarstellung noch eine kompakte,
reelle Form aus Kombinationen von trigonometrischen und hyperbolischen Funktio-
nen besitzt. Die Form der Losung héngt im Fall des Newtonschen Fluids nur von
der Reynoldszahl R ab, wobei mit zunehmendem Parameter R die horizontale Ge-
schwindigkeit in Schichten aufteilbar ist, die jeweils gegeneinander oszillieren. Fiir
niedrige Reynoldszahlen R ist dagegen der rdumliche Anteil monoton.

Diese beiden Formen der Losung, zum einen die Reihendarstellung und zum an-
deren die kompakte Form, lassen sich damit fiir den Fall des viskoelastischen Fluides
so verallgemeinern, dass auch hier die Aufteilung in einen periodischen und einen
transienten Anteil moglich ist. Die kompakte Form der periodischen Losung ist dabei
ein neuer Beitrag, der unseres Wissens nach vorher noch nicht publiziert worden ist.
Zudem konnen wir mit Hilfe der Eigenschaften geometrischer Reihen zeigen, dass
sich fiir beliebige periodische Antriebe eine neue, vereinfachte Losung ergibt. Die
allgemeine Losung der horizontalen Geschwindigkeit im Oldroyd-B-Modell besitzt
dabei einen stark oszillatorischen Charakter. Neben der Reynoldszahl R werden die
Eigenschaften durch die Werte und Verhiltnisse der Relaxations- und Retardations-
koeffizienten A und ), bestimmt. Falls beide Parameter gleich sind, so geht die
Losung in diejenige des Newtonschen Fluids iiber. Je kleiner das Verhiltnis von Re-
tardationskoeffizient ), zum Relaxationskoeffizienten X\ wird, desto groBer wird die
Anzahl der iibereinanderliegenden Schichten, welche gegeneinander oszillieren. Fiir
den Fall \, = 0, welcher dem eines Maxwell-Fluids entspricht, ist diese Eigenschaft
am deutlichsten ausgeprigt.

Am Ende dieses Kapitels berechnen wir noch detailliert die Losungen des Kon-
formationstensors S, dessen Eintrége teilweise in komplexer nichtlinearer Form von
der horizontalen Geschwindigkeitslosung abhéngen. Dies fiihrt dazu, dass z.B. die
Komponente S;, mit der doppelten Antriebsfrequenz oszilliert und quadratisch von
der Antriebsamplitude I', abhéingt.

Wir kénnen zudem zeigen, dass eine analytische Losung einer flachen Fluidschicht,
die kombiniert vertikal und horizontal periodisch angetrieben wird, sich aus den je-
weiligen Einzellosungen der rein vertikal sowie der rein horizontal oszillierten Flui-
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de zusammensetzt. Das bedeutet, dass der vertikale Anteil des Antriebs in einem
zeitabhéngigen Druckterm resultiert, wihrend der horizontale Anteil nur an die ho-
rizontale Geschwindigkeit koppelt.

Im folgenden zweiten groflen Teil betrachten wir die linearen Stabilitédtsanalysen
der zuvor berechneten vertikalen und horizontalen analytischen Losungen. Dabei
werden die linearisierten Feldgleichungen in den Kapiteln 6 bis 8 jeweils fiir vertika-
le, horizontale bzw. kombiniert horizontal und vertikale getriebene Fluide hergeleitet
und jeweils ein Algorithmus vorgestellt, wie die marginalen (neutralen) Stabilitéits-
grenzen berechnet werden kénnen.

Beim rein vertikal oszillierten Fluid bleibt die Instabilitét hin zu subharmonischen
Oberflichenwellen beim Ubergang vom Newtonschen zum viskoelastischen Fluid im
Wesentlichen erhalten. Die Stabilitdtsgrenzen verschieben sich mit Abnahme des
Verhiltnisses \, /X hin zu kleineren kritischen Antriebsamplituden. Das bedeutet,
dass bei Newtonschen Fluiden die flache Fluidoberfliche eine groflere Stabilitéit auf-
weist, als dies bei viskoelastischen Fluiden der Fall ist. Zudem kénnen harmonische
Moden die vormals dominanteren subharmonischen leichter verdrédngen. Ein sehr in-
teressanter Effekt ist derjenige der Koexistenz zweier kritischer Wellenldngen und der
damit einhergehende unstetige Ubergang in der Dispersionsrelation. Dieser Effekt
kann bei sonst festen Parameterwerten allein durch Frequenzénderungen erhalten
werden.

Die Generierung der Resultate im Newtonschen horizontalen Stabilitdtsproblem
gestaltet sich deutlich aufwendiger. Die wesentlichen Beobachtungen sind hier das
Fehlen subharmonischer Oberflichenwellen, d.h. das System kann nur die harmo-
nische Instabilitdt ausbilden. Bei niedrigen Reynoldszahlen R sind dabei nur sehr
grofle Wellenldngen, d.h. kleine Wellenzahlen, instabil. Erst durch Erhchung der
Reynoldszahl bilden sich Oberflichenwellen mit grofleren kritischen Wellenzahlen
aus. Im Gegensatz zu den Beobachtungen beim rein vertikal oszillierten Fluid fiithrt
die Erhohung der Viskositdt v des Fluids nicht zu einer Stabilisierung der flachen
Oberflache, sondern umgekehrt zu einer Destabilisierung. Dies kann durch Betrach-
tung der Grenzschichten argumentativ untermauert werden.

Die Behandlung der kombinierten horizontalen und vertikalen Vibration wurde
zwar eingehend untersucht, fithrte aber zu dem Resultat, dass kein Ubergang der
analytischen Losungen hin zu harmonisch bzw. subharmonisch schwingenden Ober-
flichenwellen gefunden wurde. Somit ist zu erwarten, dass in diesem Fall z.B. der
Ansatz propagierender Oberflichenwellen sinnvoller sein kénnte.

127



9. Zusammenfassung

Ausblick: Fiir die allgemeine horizontale Stabilitdtsanalyse fiir das viskoelasti-
sche Oldroyd-B-Modell ist noch die Fortfiihrung und stabile sowie effiziente Entwick-
lung des Eigenwertalgorithmus notwendig. Falls dies gelingt, darf auf neue Effekte
im Vergleich zur Analyse im Newtonschen Modell gehofft werden. Zudem bedarf
insbesondere das Bifurkationsverhalten, wie z.B. der Bereich zweier kritischer Wel-
lenléingen bei rein vertikaler Oszillation, noch einer detaillierten Analyse. In experi-
menteller Hinsicht ist eine eingehende Untersuchung der Kombination aus horizontal
und vertikal vibriertem Fluid wiinschenswert, um einen theoretischen Ansatzpunkt
fiir die zu erwartenden Losungen und Hinweise auf das Stabilitdtsverhalten zu be-
kommen.
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A. Losungsfunktionen der homogenen
DGL: v (y) + R?v (y) = 0

Fiir die Referenzlosung der horizontalen Geschwindigkeit in Kapitel 5.1.1 (siehe Seite
28) wird die Losung obiger DGL benétigt. Dazu betrachten wir zunéchst die vier
Kombinationen aus Sinus-, Kosinus- sowie deren hyperbolischen Partnern:

v1 (y) = sinh(Ay)sin(By) (A.la)
ve (y) = sinh(Ay)cos(By) (A.1b)
v3 (y) cosh (Ay)sin (By) (A.1c)
vg(y) = cosh(Ay)cos(By) . (A.1d)

vi (y)=Avs+Buvs ; v (y)= (A* — B?) v1 +24B v, (A.2a)
vy (y)=Avs— Buvy 5 5 (y)= (A* = B?) v, — 24AB 3 (A.2b)
vy (y)= Avi+ Buy 3 i (y)= (A*> — B?) v3+24AB v, (A.2¢)
vy (y)=Ava—Bug ; v (y)= (A% — B*) vs—24B v (A.2d)

Mit Hilfe der Gleichungssysteme (A.1) bzw. (A.2) sind die Differentialgleichungen
in den Kapiteln 5.1.2 sowie 5.2 l6sbar. Fiir den Spezialfall A = B ergibt die rechte
Seite von GL-System (A.2):

O (y)= +24%01 = )" (y)= —4A4% vy (A.3a)
v (y)= —24%v3 = vgv) (y)= —4A% vy (A.3Db)
v (y)= +24%v, = véw) (y)= —4A%v3 (A.3¢)
v ()= —24%v; = viiv) (y)= —4A% v, (A.3d)

Durch Vergleich der rechten Seite vom Gleichungssystem (A.3) wird die DGL aus
der Uberschrift 16sbar mit A = \/g sowie den vier linear unabhéngigen Funktionen
v (y),-- o va ().
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B. Inhomogene L6sung im
Oldroyd-B-Modell fiir allgemeine
periodische Antriebe

Die Losung der zeitlich separierten, inhomogenen Gleichung im Oldroyd-B-Modell
mit Hilfe der allgemeinen Formel (5.39) auf Seite 44 erfordert die Integration der
kombinierten homogenen Losungen (5.37) von Seite 43 mit der Antriebsfunktion
F (t) = fu (t) + Xfy (t). Im Wesentlichen sind dabei Integrale der Form

I (t)=ePt | F(s)el*ds (B.1)

o _

zu 16sen, wobei  auch komplex werden darf (z.B. aus der Aufteilung der Sinus-
funktionen in die komplexe Schreibweise). Falls die horizontale Antriebsfunktion
fz (t) und auch deren Ableitung periodisch sind mit einer Periodendauer 7', d.h.

F(t)=F(t+1T), so liasst sich die Zeit ¢ aufteilen in M Perioden der Dauer T' und
eine ,,periodische Zeit* t':

t=M-T+t; 0<¢<T. (B.2)

Es kann gezeigt werden, dass sich mit den obigen Voraussetzungen die inhomoge-
ne Losung g™ (¢) (aus Gl. (5.39) auf Seite 44) in zwei Teile zerlegen lisst: In eine
transiente Losung, die exponentiell mit der Gesamtzeit ¢t abnimmt, sowie eine peri-
odische Losung, welche nur noch von der periodischen Zeit ¢’ und der Periodendauer

T abhingt und damit eine kontinuierliche, jeweils periodisch fortgesetzte Losung
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bildet. Dies wollen wir mit Hilfe vom Integral in Gl. (B.1) verdeutlichen:

T MT+¢

t 2T
/F(s) eﬁsds:/Feﬁsds+/Feﬁsds—l—- / Fel*ds + / Felsds
0

0 T (M—1)T
tl
:(1+65T+626T +... e(Mfl)BT) /F(s) ePods + eMBT/F(s) e ds
0 0
eMBT _q
efT — 1

St~

F(s)e’*ds + eMPT /F (s)eP*ds (B.3)

0
—_—— —_————
I(T,B) 1(t',8)

In der ersten Zeile von Relation (B.3) wurde die Periodizitit von F ausgenutzt, mit
Hilfe derer die Integrale in Zeile zwei jeweils auf das Intervall [0,7] zuriickgefiihrt
werden konnen. Mit den Figenschaften geometrischer Reihen ergibt sich die letzte
Zeile. Somit lédsst sich Gleichung (B.1) folgendermaflen umformen, wobei wir die
in der letzten Zeile von Gl. (B.3) definierten Abkiirzungen der Integralfunktionen
iibernehmen werden:

/ —BteMBT -1 —B(t—MT)T
Il (t,t):e W (T 5)"‘6 I

e (09 70,)) -

BT _ 1

(¢, (B.4a)
T

> . (B.4b)

Ifer(t,) Itrans(t

Somit geht der Ausdruck I; iiber in einen Teil I (#'), welcher sich zeitlich periodisch
wiederholt, und einen anderen I (¢), welcher mit der Gesamtzeit ¢ exponentiell
abnimmt, sofern der Realteil des Koeffizienten 5 positiv ist. Damit kann das Finden
der gesamten inhomogenen Losung g™ fiir alle drei Fille aus Kapitel 5.3.1 (Seite 44)
in obiger Form geschrieben werden. Folgende Abkiirzungen werden dazu definiert:

Ir (B, t):=[ *F(s)ds ; I¥(6,a e’ co F(s)ds (B.5a)

I3 (B,t):=[ se®*F(s)ds ; I3 (B,a,t): ¢P* sin F (s)ds. (B.5b)

T T
o\_.w o\ﬁ*
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B. Inhomogene Lésung im Oldroyd-B-Modell fiir allgemeine periodische Antriebe

Damit erhalten wir die inhomogenen Loésungen bei periodischem Antrieb in allen
drei Féllen:

a,inh -1 —B0—dn Ir (ﬂ +d7“T)
g™t (¢,) = Awndn{e( Br—dn) ¥ (e( a1 (Bn + dn.t)

0 _
(i) (fF oy I (- dn,w) (®.6)

6(_ﬁ2+dn)T — 1

_6(_62_d")tIF (ﬂrob + dn7T) + e(—ﬁ?{f’dn)tIF (/82 - dnaT)
e(=89—dn)T _q e(=B+dn)T _ |

92 —Bnt! B9,
= {eeﬁzT—l [IF( )1 () + T bl

Aw,,
et 1 (B9, ¢) ¢ — I3 (B9, 1)] (B.7)

e~Bnt T
+ [I;( 0T) =T Ip ( g,T)_W}

90
g; inh (t ’ t) 2e

{sm( ) 159 (B2, v, ) — cos (cunt’) 5™ (B2, cun, )

AWy, Oy,

(B.8)

+ A [sin (e, (' + T)) I (8D, an, T) — cos (an (¢ +T)) I3 (B, an, T)]

—A. e~ PnT [sin (an t ) I7” ( , Qi T) oS ( ) " ( ) Qs T)] }

) e*ﬁ% t

AWy, Oty

—A e T [sin (an t) I3 (ﬁg,an,T) — cos (o t) IEm (ﬁn,an,T)]} .

1
Dabei ist A, = 2 {cosh (BUT) — cos (aT)) und die weiteren Koeffizienten sind in

Kapitel 5.3.1 ab Seite 44 in den Gleichungen (5.35) bis (5.39) definiert. Die ho-

rizontalen Linien trennen jeweils die periodischen (oberhalb) von den transienten

Losungen (unterhalb der Linien).
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C. Jacobi-, Chebyshev- und
Auto-orthogonale Polynome

Zur Approximation von periodischen Funktionen dienen die harmonischen Sinus-
und Kosinusfunktionen, mit der Eigenschaft, dass diese hinsichtlich eines integra-
len Skalarprodukt orthogonal zueinander sind. Fiir beliebige Funktionen mit hin-
reichenden Eigenschaften hinsichtlich Beschriankheit und Stetigkeit bieten sich auf
einem begrenzten Intervall orthogonale Polynome an, z.B. Jacobi-, Legendre- so-
wie Chebyshev-Polynome u.v.m. Diese sind definiert auf dem Intervall [—1,1] und
eignen sich aufgrund der globalen Approximationseigenschaften fiir Pseudospektral-
Verfahren. Im Folgenden werden die Eigenschaften, Orthogonalitéitsrelationen, usw.
aufgefithrt (aus [108, 109, 111]).

C.1. Jacobi-Polynome P*" (x)

Expliziter Ausdruck (T'(...) - Gamma-Funktion; o, > —1):

@d) oy Lla+ntl) I~ (n\Lla+ft+ntm+l)
P (x)_n!r(a+5+n+1),;)<m> r@rmen

(C.1)
Orthogonalitét beziiglich der Gewichtsfunktion w(®#) (z) = (1 — z)* (1 + z)”:

1
/ de PP (z) PYP) (2) (1 — 2)* (1 +2)° =
—1

g0 +B+1 F'n+a+1)T(n+p+1)
2n+a+pf+1 nll'(n+a+p5+1)

Omn, (C.2)

wobei d,, 5, die iibliche Darstellung des Kronecker-Symbols ist.
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C. Jacobi-, Chebyshev- und Auto-orthogonale Polynome

Symmetrie und Werte am Rand:

Basisfunktionen niedrigster Ordnung fiir a =

C.2. Chebyshev-Polynome T, ()

P () =

P ) =

P9 (1) =

(1" P (@)

Fn+a+1)
F'n+1)T'(a+1)

(1) -

F'n+pB+1)

(n+1)

1

rp+1)

5 sowie 3 = 5

T, (x) Spezialfall der Jacobi-Polynome fiir « = = —%:

P

N

~2)

x) =

T (n+

+3)

r'(3)T(n+1)

T, (x) .

Rekursionsformel mit Startfunktionen Ty (x) = 1 und T3 (z) = -

Orthogonalitétsrelation:

Joe*

Thi1 () =22T, (x)

T (2) Ty (@) _
e

— Tn,1 (3:) .

R N O

m#£n

m=n=20
m=n%0

Produkte zweier Chebyshev-Funktionen, Additionstheorem:

2T () Ty () = Toin (z) +

Werte an den Réandern bei x = +1:
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C.3. Auto-orthogonale Basis {1, }

Normierte Basisfunktionen T',, (x):

Ty (2) = —— ; Tn(x):\/ng(x),nzl. (C.10)

C.3. Auto-orthogonale Basis {¢,}

Die Konstruktion einer Basis {¢}, aus Chebyshev-Polynomen T}, (x), die zusétzlich
noch homogene Randbedingungen erfiillt (z.B. ¢), (x = —1) = 0), ist méglich durch
Rekombination der T;, (z) (siche z.B. [104, 106]). Allerdings gehen dabei i. Allg.
die Orthogonalitit sowie die optimalen Approximationseigenschaften verloren (siehe
[108, 109]). Abhilfe schafft daher das Erstellen einer autoorthogonalen Basis nach
dem Algorithmus von Livermore et al. ([108, 109]), welche orthogonal ist sowie die
folgenden homogenen Randbedingungen erfiillt:

— —1
Y, (r=-1)=0 ; Y, (xt=-1)=0. (C.11)
Diese Basis {En} kann nach Livermore wie folgt konstruiert werden:

— Cdn(n+1)2n+1) (-13
Yy, (2) = (2n+3)2 (2n + 5) Poir
8n(n+1) ,(-3.3)

* (2n + 3)? E (

) () (C.12)

Die obigen Funktionen t,, () (n > 1) sind orthogonal hinsichtlich des Integrals iiber

die Wichtungsfunktion w (z) = (1 — 2?) " 2:

1 _ _
Vm () ¥y (2) 2
de ——22 = h, dmn , C.13
/1 \/1_—1.2 n ) ( )
wobei h? die numerisch zu berechnende Normierung abhingig von n ist (h? = 138—;,

h% = %, usw.). Mit Hilfe dieser Normierung h,, lasst sich damit eine Orthonormal-

Basis {1} definieren:
() = hi@n (@) . (C.14)

Neben der Orthogonalitdt (C.13) und der Erfiillung der Randbedingungen (C.11)
13

bleiben zudem die Koeffizienten vor den Jacobi-Polynomen P, , 2'?/ (x) usw. in Glei-
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C. Jacobi-, Chebyshev- und Auto-orthogonale Polynome

chung (C.12) beschriankt und tendieren asymptotisch gegen 1, 2 sowie 1 fiir grofle
Werte von n.
Die niedrigsten Funktionen der nicht normierten Basis {En (x)} sind:

_ 12 , 24 12

e O B C.15
Yy () 3% T3% 5 (C.15)
2%, 10, 5 20
g (2) = oya” + % — Zw — o
o 9B 4,283 35, M0 7

)= T .
33 11 11 33 11

Zur Verdeutlichung sind im folgenden Diagramm C.1 die normierten Basisfunktio-
nen T, (z) der Chebyshev-Basis sowie die 9, (z) der auto-orthogonalen Polynome
dargestellt:

O\ Pl /'\‘ ' = To (z) —
05 ( / Ty (z) —
Ts(x) —
T, (@) o | | Tila) —
Ty(z) —
0.5 |- 1 Ts(x)
1 Y 0 05 1
. ' ' ' 4 () —
| ] ele) —
05 | zg Ex; -
Uy (v 1(T) ——
o 0 1 ¥s ()
05 | i
1 0.5 0 05 1

Abbildung C.1.: Darstellung der orthonormierten Basisfunktionen 7', (z) (n = 0,...,5)
im oberen Diagramm sowie v, (x) fiir die ersten Ordnungenn =1,...,5
im unteren Diagramm.
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