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Einleitung

Solange man sich nicht auf die Ebene der Stringtheorie begibt, sind Quarks die
fundamentalen Bausteine der Atomkerne. Die Quantenchromodynamik (QCD)
ist die quantenfeldtheoretische Beschreibung der durch Gluonen vermittelten
starken Wechselwirkung zwischen den Quarks. Als solche ist sie seit der Entde-
ckung der asymptotischen Freiheit von Yang-Mills-Theorien durch Gross und
Wilczek [GW 73] und Politzer [Pol 73] allgemein akzeptiert und zu einem Be-
standteil des so genannten Standardmodells der Elementarteilchenphysik ge-
worden. Im Rahmen der QCD koénnen wichtige Eigenschaften der starken Wech-
selwirkung erklart werden. Dabei bewéhrt sich die QCD vor allem in den Berei-
chen hoher Energien (im sogenannten UV-Bereich), da sie sich dort erfolgreich
mit storungstheoretischen Methoden behandeln léasst. Dennoch gibt es mindens-
tens zwei wichtige ungeloste Probleme.

Wegen der asymptotischen Freiheit wichst die Kopplungskonstante der star-
ken Wechselwirkung bei mittleren und niedrigen Energien (im sogenannten
Infrarot-Bereich) so stark an, dass die klassische Stérungstheorie keine verlédss-
lichen Ergebnisse mehr liefert. Daher ist es bislang nicht gelungen, die expe-
rimentell sehr gut bekannten gebundenen Zustinde der Quarks (also Hadro-
nen und Mesonen) aus der QCD mit guter Genauigkeit analytisch abzuleiten.
Ebensowenig sind allgemeine Streuquerschnitte bei niedrigen Energien in einer
Genauigkeit reproduzierbar, wie dies etwa fiir die QED moglich ist. Fiir diese
Zwecke muss man in der Regel auf empirische oder semi-empirische Theorien
(z.B. das Parton-Modell [LP 96b]) zuriickgreifen.

Das zweite Problem betrifft das sogenannte Confinement. Die empirischen
Ergebnisse belegen eindeutig, dass weder Gluonen noch Quarks als asympto-
tisch freie Teilchen existieren konnen. Auf der Ebene der Feynman-Regeln, al-
so in storungstheoretischer Behandlung, gelingt jedoch keine Beschreibung des
Confinements.

Sowohl die Bindungszustinde der QCD als auch das Phinomen des dy-
namischen Confinements kann man mit den Green’schen Funktionen der QCD
beschreiben. Diese kénnen wiederum als Losungen der Dyson-Schwinger-Gleich-
ungen (DSG) bestimmt werden. Ebenso wichtig, vor allem fiir die Bestimmung
von Bindungszustinden in einem relativistischen Formalismus, sind die Bethe-
Salpeter-Gleichungen (BSG), die ebenfalls Relationen zwischen den Green’schen
Funktionen vermitteln.

In dieser Arbeit versuchen wir verbesserte Losungen fiir die Green’schen
Funktionen zu erhalten. Dazu muss man einen Mechanismus finden, der auch
die Beitrige jenseits der konventionellen Stérungstheorie beschreiben kann. We-
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2 EINLEITUNG

sentlich hierfiir ist die Beobachtung, dass die spontane Massenskala der QCD,
A, nichtanalytisch in der Kopplung §? ist. Daher kann man Terme proportio-
nal zu A in einer klassischen Behandlung storungstheoretisch nicht erhalten.
In dem von M. Stingl vorgeschlagenen Verfahren mit nicht-perturbativ erwei-
terten Feynman-Regeln [Sti 96] werden deshalb die Vertizes der nullten pertu-
bativen Ordnung systematisch mit rationalen Approximanten in den Impulsen
und der spontanen Massenskala A versehen. Uber das System der DSG fiir die
Green’schen Funktionen lassen sich dann fiir jede Approximationsstufe r mit
den Mitteln der Stérungstheorie die restlichen Vertizes hoherer quasiperturbati-
ver Ordnung bestimmen, so dass man die charakteristische Doppelentwicklung
mit einer sogenannten nicht-perturbativen Richtung (den Potenzen von A fest-
gelegt durch den Approximationsgrad r) und einer sogenannten perturbativen
Richtung (den Potenzen von §?) erhilt. An dieser Stelle ist die Existenz des
sogenannten I1(e)-Mechanismus [Sti 96] von entscheidender Bedeutung. Durch
diesen lassen sich Terme, die bei oberflichlicher Betracthung der DSG von der
Ordnung §* zu sein scheinen, als Terme der nullten perturbativen Ordnung
(0(g")) identifizieren. Dadurch entsteht fiir die nullte perturbative Ordnung ein
Selbstkonsistenzproblem fiir die Parameter des erweiterten Ansatzes. Es bleibt
strikt auf die Ansétze fiir die sieben oberfichlich divergenten Basisvertizes der
QCD beschriinkt und kann ohne Riickgriff auf empirische Daten gelost werden.
Bei massiven Fermionen bené6tigt man lediglich die sogenannten Strom-Massen
der Quarks. Alle anderen Vertizes (und damit die Green’schen Funktionen)
lassen sich iiber die DSG bzw. BSG bestimmen.

Dabei kénnen wir auf die Arbeiten von Driesen [Dri 97] und Kuhrs [Kuh 97]
aufbauen, die die Selbstkonsistenzgleichungen (SKG) der QCD bereits einer
ersten Untersuchung unterzogen haben. Im Unterschied zu den Vorgéngerar-
beiten werden wir fiir die Bestimmung der SKG aus den DSG grundsétzlich
die in [Wie 0la] bewiesene Bethe-Salpeter-resummierte Form verwenden und
sdmtliche Resultate — insbesondere auch die SKG — fiir allgemeinen nicht-
perturbativen Approximationsgrad r formulieren. Aufierdem werden wir zur
Bestimmung der SKG fiir den 4-Gluon-Vertex die zugehorige BSG verwenden.
Diese erlaubt schon auf 1-Schleifen-Niveau die Betrachtung von Beitragen, die
in den Parametern des 4-Gluon-Vertex nichtlinear sind, und trigt daher die-
ser fundamentalen Eigenschaft des Selbstkonsistenzproblems besser Rechnung.
Die Bestimmung der numerischen Losungen erfolgt erstmals durch simultane
Minimierung der SKG beziiglich aller nicht-perturbativen Parameter.

Das erste Kapitel stellt die fiir diese Arbeit wesentlichen Techniken und Kon-
zepte der QCD als euklische Feldtheorie vor. Es bereitet damit die in Kapitel 2
folgende Diskussion der Grundlagen des erweiterten Ansatzes fiir die Feynman-
Regeln der QCD vor. Hier formulieren wir die erweiterten Feynman-Regeln.
Insbesondere geben wir einen systematischen Ansatz fiir den 4-Gluon-Vertex in
allgemeiner Approximationsstufe an. Dariiber hinaus entwickeln wir ein modi-
fiziertes Renormierungsschema fiir den erweiterten Ansatz, das die Erhaltung
des perturbativen Limes fiir die erweiterten Feynman-Regeln als nicht zwingend
erscheinen lésst.

Das dritte Kapitel behandelt kurz die Resummation der DSG durch die
zugehorige, passend modifizierte BSG. Auf diese Art erhilt man eine Formu-



lierung der DSG, die besser an die fundamentalen Symmetrien der Basisver-
tizes angepasst ist. Da diese Resummation einer verallgemeinerten Leading-
Log-Resummation der Storungsreihe entspricht, ermdoglicht sie eine verbesserte
Beschreibung der nicht-perturbativen Terme schon in niedriger Schleifenord-
nung. In Kapitel 4 leiten wir eine BSG fiir den 4-Gluon-Vertex her, die dann
zur Berechnung von SKG genutzt wird. Dies ermoglicht es, auf die DSG des
4-Gluon-Vertex zu verzichten.

Kapitel 5 ist der Bestimmung der fiihrenden Divergenzen fiir die 1-Schlei-
fen-Graphen der resummierten DSG gewidmet. Insbesondere wird hier erstmals
die resummierte DSG des 3-Gluon-Vertex fiir allgemeinen Approximationsgrad
r berechnet. Kapitel 6 behandelt die in Kapitel 4 hergeleitete BSG fiir den 4-
Gluon-Vertex auf 1-Schleifen-Niveau. Dazu werden die fithrenden Divergenzen
sdmtlicher 1-Schleifen-Graphen aus der BSG bestimmt. Dabei werden insbeson-
dere die drei in dieser Arbeit untersuchten Moglichkeiten zur Definition eines
erweiterten Ansatzes fiir den 4-Gluon-Vertex bertiicksichtigt.

In Kapitel 7 definieren wir die Bewegungsgleichungskondensate (BGK) als
Resultat einer der Operator-Produkt-Entwicklung (OPE) entsprechenden Be-
trachtung der DSG an einem Ort. Fiir die Propagator-Kondensate entspricht
dies den schon in fritheren Arbeiten betrachteten Kondensatgleichungen [Str 96,
Dri 97, Ewe 04], die von uns jedoch erstmals in 2-Schleifen-Ordnung berechnet
werden und daher ohne Riickgriff auf experimentelle Ergebnisse ausgewertet
werden konnen. Fiir die 3-Punkt-Vertizes definieren wir die partiellen Konden-
sate der Bewegungsgleichungen und geben fiir die 3-Punkt-Vertizes die Ergeb-
nisse der Schleifenrechnungen an.

Kapitel 8 fiihrt die in den vorhergehenden drei Kapiteln vorgenommenen
Schleifenrechnungen zusammen und definiert die SKG fiir die erweiterten Ansét-
ze. Diese werden hier fiir die QCD erstmals in allgemeiner Approximationsstufe
r aufgestellt. Zugleich formulieren wir in diesem Kapitel die Nebenbedingungen
die sich aus den Symmetrien und Beschrinkungen der gewéhlten Ansétze fiir
die erweiterten Feynman-Regeln ergeben.

In Kapitel 9 widmen wir uns den numerischen Losungen fiir die SKG. Dabei
legen wir besonderen Wert auf die Formulierung physikalischer Randbedingun-
gen an die erhaltenen Losungen wie Confinement und Reflexionspositivitit.
Anschlieflend diskutieren wir die Eigenschaften der erhaltenen Lésungen und
betrachten die Frage, ob sich iiberhaupt Losungen der SKG finden lassen, die
allen Kriterien geniigen. Dariiber hinaus prisentieren wir die von uns gefunde-
nen besten Losungen fiir verschiedene Definitionen der SKG.

Im letzten Kapitel fassen wir die Ergebnisse dieser Arbeit noch einmal zu-
sammen und versuchen Wege aufzuzeigen, wie man die in dieser Arbeit iden-
tifizierten Probleme bei der Bestimmung von physikalisch zuldssigen Losungen
der SKG beheben kénnte. Dazu stellen wir kurz einen modifizierten Ansatz fiir
den Fermion-Propagator vor und diskutieren die Moglichkeiten, den Ansatz fiir
den 3-Gluon-Vertex zu erweitern.

Im Anhang findet sich unter anderem eine umfangreiche Formelsammlung
fiir die Kontraktion der fiir diese Arbeit relevanten Farb-Tensoren aus der Dar-
stellungstheorie der SU(3). Ein weiterer Abschnitt ist den fiir diese Arbeit wich-
tigen Konktraktionen von Lorentz-Tensoren und der Berechnung der divergen-



4 EINLEITUNG

ten Anteile von Impulsintegralen gewidmet. Hier zeigen wir unter anderem,
wie man durch geschickte Parametrisierung der Schleifenintegrale eine explizite
Feynman-Parametrisierung umgehen und so die gesuchten Ergebnisse einfacher
erhalten kann. Dariiber hinaus befindet sich dort eine Formelsammlung zur
Riicknahme der Partialbruchzerlegungen. Hier wird insbesondere auch der fiir
die resummierten DSG wichtige Fall der modifizierten Polstruktur behandelt.
Fiir niedrige Approximationsstufen werden explizite Formeln angegeben.



Kapitel 1

Grundlagen der QCD

In diesem Kapitel geben wir einen kurzen Uberblick iiber die wesentlichen Ideen
und Definitionen der QCD, so wie wir sie in dieser Arbeit ben6tigen werden. Fiir
die Beweise der referierten Ergebnisse und weitergehende Erlduterungen exis-
tiert eine umfangreiche Literatur, z.B. [IZ 80, Ram 81, Mut 87, Wei 96, Kug 97,
Zin 02).

1.1 QCD als Yang-Mills-Feldtheorie

Wir definieren die QCD als euklidische Feldtheorie' iiber dem £% mit nicht-
abelscher Symmetriegruppe SU(3) und minimaler Kopplung zur Beschreibung
der starken Wechselwirkung (Farbkraft) zwischen Quarks. Die Lagrangedichte
lautet dann

L=Lr+Lg+Lgr+Lrp (1.1)
mit den folgenden einzelnen Beitrigen
Le = S WD) —mp)w (1.2)
!
1 a a
,CE — ZFMVFMV 5 (13)
1 a\2
Lpr = 5% za:(auAH) , (1.4)
Lrp = (9D’ . (1.5)

Hierbei sind die \I/’f die grassmannwertigen Fermion-Felder in der Fundamen-
taldarstellung der SU(3). Mit dem Index f werden die unterschiedlichen Quark-
sorten, die sogenannten Flavours, durchnummeriert und die my stehen fiir die
zugeordneten Strommassen. Die eichkovariante Ableitung in Lp ist

Dy = 0, — gT" A% (1.6)

wobei die T* die Generatoren der Lie-Algebra in der fundamentalen Darstellung
der SU(3) und die Af die lokalen Vektorfelder iiber dem Hilbertraum der QCD

'Dabei arbeiten wir in natiirlichen Einheiten (c = & = 1).

5



6 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER QCD

sind. Letztere werden als Austauschfeld der starken (Farb-) Wechselwirkung,
also als Gluon-Feld, interpretiert. L ist daher die fermionische Lagrangedichte.
Die Feldstérketensoren (in adjungierter Darstellung)

F%, = 0,A% —0,A% + g fabCAgAg (1.7)

erlauben die einfache Notation der Selbstwechselwirkung und der kinetischen
Energie des Feldes in Lg. Die beiden folgenden Terme dienen der Einschrinkung
des Hilbertraums auf seinen physikalischen Anteil: Der Eichfixierungsterm Lpp
fiihrt den Kich-Parameter £ ein, der frei wahlbar ist, wobei Messgroflen un-
abhéngig von £ sein miissen. In dieser Arbeit wird zur rechentechnischen Ver-
einfachung die Landau-Eichung (¢ = 0) verwendet.? Der Fadeev-Popov-Term
fiihrt die grassmannwertigen Geist-Felder ein, die weitere unphysikalische Frei-
heitsgrade beseitigen sollen und keine physikalisch detektierbaren Teilchen be-
schreiben. Obwohl die Geist-Felder skalare Felder sind, geniigen sie dennoch
der Fermi-Statistik. Sie lassen sich auch als Folge der BRS-Transformation
[Kug 97, HT 92] verstehen. Diese ist ein Resultat der lokalen Eichsymmetrien
und ermoglicht die kanonische Quantisierung der QCD im Operatorformalis-
mus und damit die Festlegung des physikalischen Teils des Hilbertraums. Der
Vollsténdigkeit halber sei die BRS-Transformation hier kurz angegeben.

SpAY = D¢ (1.8)

s’ = irg(T*)c" W (1.9)

opd® = M%amg (1.10)
1

opct = —éx\gf“bccbéc (1.11)

Dabei ist A eine grassmannwertige Konstante. Die BRS-Transformation ist nil-
potent, d.h. dgdp = 0. Sie ist eine wesentliche Voraussetzung fiir die Kugo-
Ojima-Bedingung [Kug 97, AS 01]. Diese liefert eine Beschreibung des Farb-
Confinements, d.h. der Identifikation der physikalisch detektierbaren Zusténde
mit den Farb-Singulett-Zusténden.?

Wir definieren jetzt die euklidische Wirkung

Sp = /dDa:E (1.12)
und das Quellenfunktional?

jE[A7 67 C, @7 \:[Jv J7 ']57 J67 m, ﬁ]

= /dD:c A-J+e Jet et Y Upempqp-Tp| . (L13)
!

2Der wesentliche Vorteil der Landau-Eichung ist, dass der Gluon-Propagator transversal
wird und man daher nur Ansétze fiir den transversalen Teil der spédter definierten Vertizes
benostigt.

®Dies ist zu unterscheiden von einer dynamischen Beschreibung des Confinements iiber die
Pole von Propagatoren.

“Das Skalarprodukt in (1.13) ist als Summation iiber die den jeweiligen Feldern und Quellen
zugeordneten Farb- und Lorentzindizes zu lesen.
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Damit schreibt sich das erzeugende Funktional der euklidischen Korrelations-
funktionen, Zg, als

ZE['L j07‘]5777777]
= N/DADCDED\I’D\I' exp{ —Sg +jE} (1.14)
mit N derart, dass
Zg[0,0,0,0,0] =1 . (1.15)

Zur Untersuchung der Divergenzstruktur der Theorie sind die 1-Teilchen-
reduziblen (1PI ) Vertexfunktionen wichtig [Dri 97, Kuh 97, DKS 99]. Um diese
zu erhalten, definiert man zunéchst das Funktional der zusammenhéngenden
(connected) Green’schen Funktionen

WglJ, Je, Je,n, 1 =InZp . (1.16)

Die effektiven Felder entstehen durch funktionales Ableiten nach den Quellen,
also z.B.

.6
A= —WIJ, Js, Jeyn, ] 1.17
57 [, 7, 1] (1.17)

und mit einer Legendre-Transformation gelangt man zum gesuchten erzeugen-
den Funktional

Tp[A, 66,0, 9] = Wg — ju[A,&e,0,¥;..] . (1.18)

Dadurch werden die zusammenhiingenden, trunkierten® und 1PI Green’schen
Funktionen G, die sogenannten eigentlichen Vertexfunktionen, erzeugt. Formal
gilt der folgende Zusammenhang.
o"T
G = (1.19)
0™ Adn2 e3¢ §ns U

Die G gehen als Vertexfunktionen I'; bzw. T} in die im folgenden Abschnitt
definierten Feynman-Regeln ein [Mut 87, Kug 97].
1.1.1 Green’sche Funktionen und Feynman-Regeln

Fiir Berechnungen der Divergenzstruktur nutzt man meist die Impulsraum-
Darstellung. An der so transformierten Wirkung kénnen die Basis-Vertizes ab-
gelesen werden, wobei die Impulsabhéngigkeit der Vertizes und Felder nicht
notiert wurde und selbstverstindlich die Einsteinkonvention gilt.

SE[A7 57 ¢, @7 \P]

1
= -3 / @7p1@"pa(2m) P67 (p1 + po) Tyl b2 Al AL

SEine trunkierte Green’sche Funktion entsteht durch die Entfernung aller Propagatoren
auf den externen Linien [Mut 87].

SWir nutzen, wie auch im Rest dieser Arbeit, die Konvention d = % und setzen eine
dimensionelle Regularisierung voraus.
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_/ JDPI a[)172(277')[)5[)(1)1 +p2)fgalaQEalcaz

- Z/ @7 p1@°py(2m)P 57 (p1 + po) UG TE W
1 3 3
+3790%4 / 11 @ p.(2m)Ps" < Zm) Thhbens AR A2 ALS
=1 =1

3 3
+90v§ / H alp,(2m)P 6P < Zpl>r§m2g§calca2Ag§

3
—I-QQVOZ/H alpi(2r) D5D<Zp> TRk ), Al
=1
1 4
4'901/0 /H del 27T D5D<Zpl>FZZ;5;533[Z4AM1AH2AHSAAL4
1=1

(1.20)

Daraus lassen sich die Propagatoren und die anderen zusammenhingenden
Green’schen Funktionen ableiten.
52WE[J JC7 JC7 n, 77]
5Jc’i§ (p2)dJat (p1)
E[J Jz, JC7777 ]
5Jca2 (p )5Jca1 (pl)
52WE[J7 ']67 JC7 7, 77]
1 (p2)517} (1)

= (20 PP (b1 + po) DL (prope)  (1.21)

o

= (2m)7"6"(p1 + p2)Dayay (pr,p2)  (1.22)

[e=]

= (2m)7P6"(p1 +p2) S} (p1,p2)  (1.23)

o

Die 1PI Vertizes entstehen aus den Green’schen Funktionen durch Entfernung
von 1PR-Termen und Amputation der dufleren Propagatoren. Diese sind wie-
derum als das negative Inverse des 2-Punkt-Vertex definiert, also z.B.

GS(p1,p2) = D(p1,p2) = — [Da(p1,p2)] " (1.24)

und
G5(p1,p2,03) = gD (p1) D(p2) D(p3)T3(p1, P2, p3) - (1.25)

Bei Berechnungen von Streuamplituden wird in der Regel die Storungs-
rechnung benutzt, d.h. die Entwicklung nach Potenzen der Kopplungskonstan-
ten. Die dabei auftretenden Integrale werden durch graphische Ersetzungsregeln
dargestellt, die sogenannten Feynman-Graphen [Mut 87, Wei 95]. Wir notieren
kurz die perturbativen Feynman-Regeln und ihre graphische Darstellung.

e Der Fermion-Propagator”
1 i J

beg g = 1.2
S¢(p) =46 IH—mf — o (1.26)

"Die Fermionmasse im Propagator ist eigentlich matrixwertig. Da es aber keinen Anlass zu
Verwechslungen gibt, kénnen wir auf das vollstandige my - 1 verzichten.
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e Der Gluon-Propagator
pulp/’l’z 1
DY) = G |90 - (1= 9B
Hi,ar 2,02
= AV (1.27)
e Der Geist-Propagator
- aray L ay a
DPg1a5(p) = =6 2 = o-=--o (1.28)
e Der 3-Gluon-Vertex
DERLEZES (D1, po,p3) = ifayagas (0"1F2(p1 — p2)H® + 61243 (po — p3)™
M8 (pg — pp)H2)
M3, a3
B M1, a1
,a
Ha2, 02 (1.29)
e Der Fermion-Gluon-Vertex
[EIks = Tooyks = (1.30)

e Der Geist-Gluon-Vertex
K3, :Lj/
fgawzéfﬁ(l’) = Z‘fa1aza:3pu3 = 'f‘ (1.31)

e Der 4-Gluon-Vertex

P L1 2 3 fha _ M4 SH2 U3 SH1U3 SH2 U4
F4alaga:3a4 - fa1a27a3a4(5 5 5 5 )
2 SH3 M4 144 SH2 U3
+fa1a3’a4a2 ((ww GH3R4e _ SHLH4 SH2 4 )
3 SH2 4 112 SH3 M4
+fa1a4’a2a3 ((ww gH2B4 _ SHLH2 SHU3H )
M1, ay K4, aq
H2, az us,as

(1.32)
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1.2 Renormierung

Bei der Berechnung von Amplituden mit der QCD treten im Allgemeinen di-
vergente Integrale auf, die sich bei Verwendung der Feynman-Regeln als Schlei-
fengraphen manifestieren. Diese werden zuéchst regularisiert, d.h. ihnen werden
konvergente Werte zugeordnet und der divergente Anteil mathematisch fassbar
gemacht. Wir nutzen dazu die dimensionelle Regularisierung [tHV 72, Mut 87,
Zin 02]. Fiir die Dimension setzen wir

D=4—2¢ . (1.33)

Damit kann man zur Auswertung (divergenter) Impulsintegrale die Formel

/ dPq R _ 1 I'(D/24m)I'(n—m — D/2) (K2ym—n+D/2
(2m)P (¢* + K2)" (4m)P/2 I'(D/2)l'(n)
(1.34)
verwenden und die folgende Entwicklung der I'-Funktion benutzen.
1

[(e) = et O(e) (1.35)

Danach miissen die so fassbar gemachten Divergenzen aus der Theorie ent-
fernt werden. Dazu kann man entweder eine multiplikative Renormierung der
Felder und Kopplungen durchfiihren oder Gegenterme in die Lagrangedichte
einfiihren, die die Divergenzen subtrahieren. Da diese Verfahren fiir renormier-
bare Theorien #quivalent sind [Kug 97], werden sie meist parallel genutzt. Wir
geben hier kurz die Renormierung der Felder und Kopplungen an.

Al = (Z3)'?Al, (1.36)
&= (Z3) e (1.37)
U = (Zyp) 20 (1.38)
go = Zggr (1.39)
§ = Z3& (1.40)
my = Zymmy (1.41)

Diese kombinieren sich zu weiteren Renormierungskonstanten fiir die Wechsel-
wirkungs-Vertizes.

7y = Z,(Z3)*? (1.42)
7y = Z,73(Z3)'? (1.43)
Zip = ZyZop(Zs)'/? (1.44)
Zy = (Z,)*(Z3)* (1.45)

Dabei gehen wir — wie schon bei der Formulierung der Wirkung im Impuls-
raum — davon aus, dass die Kopplungskonstanten fiir die einzelnen Vertizes
identisch sind und demzufolge auch mit einer gemeinsamen Renormierungskon-
stante behandelt werden miissen. Dies hat als unmittelbare Folge die Slavnov-
Taylor-Identititen (STI) [Mut 87].

2y 4 _ Lk 2

- - _ = _ == 1.46
Zs  Zz Zor 21 (1.46)
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Um die STI zu beweisen, greift man auf die BRS-Symmetrie zuriick. Im Rahmen
der Pfadintegraldarstellung ergeben sich aus der globalen BRS-Symmetrie die
Ward-Takahashi-Identititen [Kug 97, Mut 87|, die als Spezialfall die STT bein-
halten. Im Anhang I finden sich die fiinf linear unabhingigen perturbativen
Renormierungskonstanten der QCD in 1-Schleifen-Ordnung.

Mit der Gegenterm-Renormierung wird durch das BPHZ-Verfahren [Mut 87,
Wei 96, Kug 97, Zin 02] sichergestellt, dass aus der Theorie sdmtliche Divergen-
zen widerspruchsfrei entfernt werden.

1.2.1 Die Renormierungsgruppe

Durch den Prozess der Renormierung werden nur die divergenten Teile der Re-
normierungskonstanten eindeutig festgelegt. Dabei muss fiir den Ubergang zwi-
schen zwei Renormierungsschemata fiir die renormierten Vertizes die folgende
Relation gelten.

.= Z(r' T, (1.47)

Dies motiviert die Bezeichnung Renormierungsgruppe. Erst die Festlegung der
endlichen Teile definiert ein bestimmtes Renormierungsschema. Wir nutzen in
dieser Arbeit das M S-Schema,® bei dem die in (1.35) auftretende Divergenz sub-
trahiert wird [Mut 87, Kug 97, Zin 02]. Innerhalb eines Renormierungsschemas
muss zusétzlich eine Renormierungsmasse bzw. -skala gew#hlt werden. In den
Schemata, die dimensionelle Regularisierung verwenden, geschieht dies durch
das in Gleichung (1.49) unten definierte v. Da diese Renormierungsmasse v
notwendig willkiirlich ist, miissen physikalische Groéflen von ihrem Wert un-
abhingig sein. Damit lassen sich im Allgemeinen vom Renormierungsschema
abhéngige Beziehungen, die Renormierungs-Gruppen-Gleichungen (RGG), her-
leiten. Wir geben hier die wesentlichen Gleichungen und Resultate fiir das M S-
(und das MS-) Schema an.

Zunichst wollen wir die Kopplungskonstante einheitenfrei definieren und
setzen daher

g govy (1.48)
g = g . (1'49)

Daraus folgt unmittelbar
gr(v) = Zg(y)_lgo . (1.50)

Da die nackten Groflen von v unabhéngig sind, kann man unmittelbar die -
Funktion und die anomalen Dimensionen definieren [Mut 87].

_ 0gr v 0Z,

6(97“767’) = Val/ = —€gr Zg o gr (151)
v dm, v dZ,%2

Ym (gr, &r) — = (1.52)

Cmy dv ZM2 dv

8Fiir die in dieser Arbeit vorkommenden theoretischen Rechnungen kann ohne jede Ande-
rung auch das verwandte M S-Schema angenommen werden, da die beiden Verfahren sich nur
in konvergenten Termen unterscheiden.
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98,

g, &r) = vy =270 (1.53)
v6(9r,&r) = 2—23% (1.54)
Tr(gr &) = %8? (1.55)
(9 &) = 2—23% (1.56)

Damit lisst sich schliefllich die folgende RGG aufstellen.

897‘ 8mf,7’ 857“
[u&, + Vagr + sz: By Omy,, TV By O,

v dZr

T i) =0 (157

Durch die gleichférmige Impulsskalierung der Vertizes erhélt man eine weitere
Differenzialgleichung [GW 73, Kug 97].

AOx + > Mg Oy, + v0y — drT (Mp}, .. ;v) =0 (1.58)
f

Dabel ist dp die Massendimension des Vertex, dg und d sind die Massendimen-
sionen des Gluon- bzw. Geist-Feldes, dr die des Fermion-Feldes.

dr(e) = 4—2e—dgng —drir — dn (1.59)
dg = d=1—¢ (1.60)
_ —2
i = 3 5 < (1.61)

Zusammen fiihren beide Gleichungen zur t’Hooft- Weinberg-Gleichung [Kug 97]
(t=1In\).

B j613] B m,0 B (n) ' B
o+ 99, (14 ym) o Y r™(\{p};g,m,v) =0 (1.62)
w(gr) = g + 77 — dr (1.63)

Zur Losung der t’Hooft-Weinberg-Gleichung definiert man die sogenannte lau-
fende Kopplung g.

g
7 = ) (1.64)
90 = g (1.65)

In 1-Schleifen-Ordnung ist die bekannte Losung [Mut 87]

2 9r
A (1.66)
L+ 285 g2t




1.2. RENORMIERUNG 13

Mit ¢ = %ln (‘Z—Z) kann man eine neue Massen- (bzw. Impuls-) Skala A einfiih-

remn.
) (477)2

=_ 77 1.67
I Bom(p2/A2) (67
Der fiithrende Koeffizient der 8-Funktion ist RG-invariant und lautet
33-2
o = T”f . (1.68)

In 2-Schleifen-Ordnung ergibt sich schliefflich der folgende Ausdruck fiir den
RG-invarianten® Skalenparameter A.

_um? (1 + 5193/50>61/260

A = e 2ﬁ09r

Da die A-Skala beziiglich g2 in 0 iiber eine unendliche Laurent-Reihe verfiigt
und daher mit perturbativen Methoden nicht beschrieben werden kann, wird
sie in dem in dieser Arbeit verfolgten erweiterten Ansatz eine besondere Rolle
spielen.

Besonders erwahnenswert ist dariiber hinaus die asymptotische Freiheit der
QCD [GW 73], die sich in (1.66) zeigt. Da g — 0 fiir ¢ — +o00 eine stabile
nichttriviale Nullstelle als UV-Fixpunkt ergibt, sofern Gy > 0 ist, verschwindet
die laufende Kopplung fiir grofle Impulse, d.h. im perturbativen Limes.

Betrachtet man massive Quarks muss man das Entkopplungs-Theorem von
Applequist und Carazzone [LP 96b] beachten, wonach nur die Quarks mit re-
normierten Massen, die kleiner als die betrachtete Massenskala sind, zu den
Koeffizienten der g-Funktion beitragen. Damit hingt auch A von den sogenann-
ten aktiven Quarks-Flavours, n;, ab. Das von der Fermionzahl n; abhéngende

(1.69)

Bo(ny) in (1.69) muss also durch fy(n}) ersetzt werden.'? Daher sollte man je

nach betrachtetem Massebereich genauer von AP sprechen.
Wir befassen uns in Abschnitt 9.2 mit den daraus resultierenden Konse-
quenzen fiir die numerischen Losungen.

1.2.2 Basisvertizes der QCD

Da der ['s-Vertex nur auf der auslaufenden Geist-Linie einen Impulsfaktor hat,
miissen externe Geist-Linien bei der Bestimmung des oberflichlichen Diver-
genzgrades von Feynmandiagrammen wie Fermionen behandelt werden. Damit
berechnet sich der oberflichliche Divergenzgrad von Feynman-Diagrammen in
der QCD nach der folgenden Formel.

dF:4—ng—g(ﬁF—|—ﬁ) (1.70)

Damit kéonnen wir die sieben oberflichlich divergenten Basisvertizes der QCD
bestimmen:

{Toq} = {T2,Ty 4, T, 13, T3 4,3, Ty} . (1.71)

9RG-Invarianz wird hier so verstanden, dass A nicht von der Renormierungs-Massenskala
v abhéngt. A ist dagegen nicht unabhéngig vom Renormierungsschema.
Es ist B1(n}) = 51 — £n} ebenfalls von der Zahl aktiver Fermionen abhéngig [Wei 96].
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Im Rahmen der perturbativen QCD kann man alle anderen, oberfldchlich kon-
vergenten Vertizes als {I',;} zusammenfassen. Sie kénnen in einer sogenannten
Skelettgraphenentwicklung [Zin 02] durch Schleifengraphen in den {I',4} per-
turbativ dargestellt werden. Die divergenten Anteile der oberflichlich konver-
genten Vertizes kommen aus den divergenten Subgraphen der Skelettgraphen-
entwicklung, so dass im Rahmen der perturbativen Theorie fiir diese Vertizes
keine eigenen Renormierungskonstanten definiert werden miissen. Damit ist die
Renormierung der QCD auf die Renormierung der oberfldchlich divergenten Ba-
sisvertizes beschrankt,'! wie mit der BPHZ-Methode bewiesen wird. Fiir den in
Kapitel 2 entwickelten erweiterten Ansatz folgt aus der Divergenzstruktur der
oberflachlich konvergenten Vertizes, dass sie keine quasiperturbativen Modifika-
tionen der nullten Ordnung entwickeln kénnen und das Selbstkonsistenzproblem
auf die Basisvertizes beschrinkt bleibt.

1.3 Dyson-Schwinger-Gleichungen

In dieser Arbeit werden wir die Dyson-Schwinger-Gleichungen (DSG), die ur-
spriinglich in der QED hergeleitet wurden [Dys 49, Sch 51], nutzen, um die Di-
vergenzstruktur des erweiterten Ansatzes zu untersuchen und Selbstkonsistenz-
Gleichungen zu formulieren. Wir geben an dieser Stelle eine kurze Zusammen-
fassung ihrer Herleitung an.

Grundlegend ist die Beobachtung, dass das Integral iiber eine Ableitung
nach einem Feld verschwindet. Wir wihlen als Beispiel das Gluon-Feld.

1 - ) ,
—— | DADEDDIDY — = SE7IE — 1.72
7/ A1) (1.72)

Dies wird zu der sogenannten Master-DS-Gleichung im Gluon-Kanal.!?

_ ©_ 0 9/ p (0 0 0
0 = —|rTW—" 7 [ gPqr
[ 2 6J(-p1) 2 5 50(=q)67(q —p)

2

9 D D, (0 O 0 5

7 | a alrr
+6/ q/ * 6J(—q) 0J(—k) 6J(q+ k —p1)

5 5 )

_ dD P(O)

9/ 3 5c(—q) (g — p1)

5~ B

_ JD F( )

gZ/ Tsn(=q)" > 5n(q — )

+Wj(p1)] ZglJ, Je, Jeyn, 0] (1.73)

Leitet man diese Gleichung wiederholt nach den Quellen ab, setzt letztere an-
schlieffend Null und spaltet die d-Funktionen der Impulserhaltung ab, kann man

"Durch diese Eigenschaft ist eine renormierbare (aber nicht superrenormierbare) Theorie
definiert [Wei 96, Kug 97].

12Wir unterdriicken zur Vereinfachung der Notation Indizes und die Impulsabhangigkeit der
Vertizes.
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so die DSG fiir beliebige Vertizes im Gluon-Kanal berechnen. Die Herleitung
der DSG im fermionischen und im Geist-Kanal erfolgt analog.

An (1.73) kann man insbesondere erkennen, dass der in unserer Notation
linke duere Impuls der DSG immer in einen nackten Vertex einlduft [Dri 97].
Die anderen in den Schleifengraphen der DSG auftretenden Vertizes und Pro-
pagatoren sind hingegen volle, nicht-perturbative Groéflen. Dennoch zeigen die
DSG, wenn sie nicht-storungstheoretisch und exakt behandelt werden, die volle
Symmetrie der ihnen zu Grunde liegenden vollen Vertizes. In Kapitel 3 werden
wir eine Moglichkeit kennen lernen, diese immanente Symmetrie auch fiir eine
storungstheoretische Behandlung stéirker herauszuarbeiten, indem ein Teil der
perturbativen Vertizes durch Resummation in volle Vertizes iiberfiihrt wird. In
Kapitel 5 und im Anhang H finden sich die DSG fiir die Basis-Vertizes.

Die DSG fiir alle Vertizes stellen ein gekoppeltes System von Integro-Diffe-
renzialgleichungen dar, das die Dynamik der Theorie beschreibt [IZ 80, Sti 96].
Formal hat es die folgende Gestalt.

2
ET g er eT
F(n) = F(();S t+ (47.?)2 Dy, {F(2)} {F(n+2 } {FO,p t}’ {Fo;ﬂ_gt}
(1.74)

Dabei sind die I'(,,y die vollen Vertizes und {T'(,y} bezeichnet den Satz aller Ver-
tizes mit n Beinen. Im Rahmen der Storungstheorie werden die vollen Vertizes
durch ihre perturbativen Niherungen F? egt ersetzt.

Ly = i TG (1.75)
p

FE};}),pert _ FO,pert+Z< ) ,pert (176)
=1

1.4 Bethe-Salpeter-Gleichungen

Fiir die amputierten Green’schen Funktionen ab den 4-Punkt-Amplituden kann
man Zerlegungen nach dem Grad der Reduzibilitit vornehmen. Die klassische
Form dieser Uberlegung [IZ 80, Sti 90] zerlegt eine 1-Teilchen-irreduzible 4-
Punkt-Amplitude in einen 2-Teilchen-irreduzibeln Kern und einen Schleifen-
Graphen. Die so gewonnene Gleichung heifit Bethe-Salpeter-Gleichung (BSG).
Wir geben hier als Beispiel die BSG fiir einen 1PI Fermion-Gluon-Vertex (\7272 £)-

S

+32

(1.77)

Wir haben hier eine BSG im sogenannten s-Kanal angegeben. Dies beruht auf
der Definition der Mandelstam- Variablen s,t und u.'3

P:=pi+py, s = P> (1.78)

13Die hier verwendete Definition unterscheidet sich in der Reihenfolge von ¢ und u von der
in der Literatur gebrauchlichen.
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Q=pitps t = @ (1.79)
R:=pi +ps, u = R? (1.80)

Auch in den anderen Kanilen ist es moglich, BSG aufzustellen. Wird sukzessive
die BSG fiir die verschiedenen Kanile formuliert und dies genutzt, um zu einem
vollstandig 2PI BS-Kern zu gelangen, erhédlt man ein manifest nichtlineares
Gleichungssystem.

Wir werden in dieser Arbeit die BSG zum einen gebrauchen, um zu einer
resummierten Form der DSG zu gelangen. Zum anderen werden wir die BSG des
vollen 4-Gluon-Vertex verwenden, um einfachere Bestimmungsgleichungen fiir
die Parameter des erweiterten Ansatzes herzuleiten, als das mit der DSG fiir den
I'4-Vertex moglich wire. Eine Ubersicht iiber die in dieser Arbeit verwendeten
BSG findet sich in Anhang D.

1.5 Die Operator-Produkt-Entwicklung

Die Operator-Produkt-Entwicklung (OPE) nach Wilson gestattet es, das Pro-
dukt von Feldern am gleichen Raumzeit-Punkt (zusammengesetzte Felder bzw.
Operatoren) zu definieren. Fiir den zusammengesetzten Operator A(z)B(y) gilt

A(z)Bly ’HyZC ("ETH’) . (1.81)

Dabei sind die O; wohldefinierte lokale Operatoren und die C; komplexwertige
Koeffizientenfunktionen, die das Divergenzverhalten fiir x — y beschreiben. Die
OPE gilt allgemein auch iiber die Stérungstheorie hinaus [Kug 97].

Zur Motivation des erweiterten Ansatzes geben wir hier ein Resultat der
OPE an. Behandelt man den Gluonpropagator als Vakuumserwartungswert ei-
nes Operatorprodukts des Eichfeldes, erhilt man die folgende Entwicklung'
[Sti 96].

~I(p* g(v)iv) = p? [1 + ig%LO’” <Iu)_z> ]

n=1

A2 >, ?
+Z p2(-1) |:Ll,0+zg Lin (;)} (1.82)

n=1

Dabei sind die L;, Polynome in In <fj—§) vom Grad n, die L; o (komplexe) Zah-

len.1®

Wegen der Gestalt von A in (1.69) hat (1.82) die Form eines resurgenten
Symbols (Doppelentwicklung). Die im folgenden Kapitel definierten erweiterten
Ansétze werden von formal dhnlicher Gestalt sein.

14 Aus technischen Griinden werden eventuelle Fermionen als masselos angesehen.
5Dass Lo, hier auf 1 gesetzt ist, entspricht dem spiter definierten strikten perturbativen
Limes.



Kapitel 2

Der nicht-perturbativ
erweiterte Ansatz

2.1 Grundlegende Ideen

Storungstheoretische Berechnungen im Rahmen der QCD fiithren zu allgemeinen
Potenzreihen in der Kopplungskonstante g,..

T=3 ailg?) (2.1)
=0

Da die laufende Kopplung einen UV-Fixpunkt hat [GW 73, Pol 73], wird die
Kopplung zumindest im Limes sehr grofler Impulse klein. Daher wird die Po-
tenzreihe héufig als zumindest semikonvergent angesehen und mit den fithren-
den Gliedern eine niherungsweise Berechnung von Resultaten im Hochenergie-
Limes durchgefiihrt. Die Fehlerabschitzung fiir diese Art der Entwicklung ist
von der Gestalt [Zin 02, Sti 0la]

p 2n
9r n
T(g}) =) <E> F;ez“t

n=0

~ __const
min 90T (2.2)

{r}

Zudem ist fiir renormierbare, aber nicht superrenormierbare Theorien wie die
QCD bekannt, dass die perturbative Entwicklung unvollstindig ist und man
damit aus der perturbativen Entwicklung die eigentliche Funktion durch eine
Borel-Transformation nicht eindeutig rekontruieren kann. Die fehlenden Terme
haben nach (2.2) eine Betragsschranke der funktionalen Form ~ e~/ 9. Erwei-
tert man die Potenzreihe (2.1) so, dass sie auch derartige Terme beschreiben
kann, erhilt man ein sogenanntes resurgentes Symbol [Eca 81]. An Hand von
Modellamplituden kann man zeigen, dass die Behandlung feldtheoretischer Am-
plituden mit den Mitteln der Theorie resurgenter Funktionen wesentliche Vor-
teile bietet [Sti 0la]. Insbesondere lisst sich eine eindeutige Borel-Resummation
der nicht-perturbativ ergédnzten semikonvergenten Reihe durchfithren und das
Problem der t’Hooft-Singularititen' [tHo 79, Sti 0la] umgehen.

!Die mathematische Bedingung fiir eine eindeutige Rekonstruktion der gesuchten Funkti-
on aus der semikonvergenten Storungsreihe im Rahmen eines Borel-Prozesses ist ein endlicher

17
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Ein Vergleich mit der funktionalen Gestalt von A in (1.69) legt zusammen
mit der aus der OPE stammenden Entwicklung in (1.82) nahe, fiir die Vertizes
der QCD einen mit Blick auf die resurgenten Funktionen erweiterten Ansatz zu
wiéhlen. Dazu fassen wir die Kopplungskonstante g, und die A-Skala formal als
unabhéngige Parameter auf. Damit erhalten wir

I'= F(p, gr(’/)vA; V) . (2'3)

Dies l#sst sich durch eine formale Doppelentwicklung in g, und A analog zu
(1.82) beschreiben.?

g 0) Av) = I(5° {[Loo +§jg% ()}
+ i e [Ll,o(p) + Z "Ly (%) } } (2.4)
=1 n=1

Wir interessieren uns nun zunichst ausschlieBlich fiir die Terme ~ g% und ~ A"
mit n > 0, die nicht-perturbativ erweiterten oder quasiperturbativen Terme
der nullten Ordnung, die die erweiterten Feynman-Regeln definieren. Fiir die
funktionale Form des Ansatzes lassen wir uns von den folgenden Grundsétzen
leiten [Sti 96, DKS 99, DS 99, Ewe 04].

e Im formalen Limes A — 0 soll der erweiterte Ansatz bis auf eine noch

mogliche multiplikative Konstante (entsprechend einer endlichen Renor-

mierung) in den perturbativen iibergehen, also I'¢yy A0 cr - I'pere. Mit

dem strikten perturbativen Limes meinen wir die Forderung, dass cr = 1
sein muss. In den bisherigen Arbeiten zum erweiterten Ansatz (mit Aus-
nahme von [Ewe 04]) wurde bisher stets der strikte perturbative Limes
gefordert. Wie in [Sti 0la] dargestellt, werden mit den weiter unten de-
finierten Ansétzen (z.B. (2.5)) die hoheren perturbativen Anteile (mit
Entwicklungen in £%/v? z.B. bei den sogenannten leading logs) im glei-
chen Formalismus wie die nicht-perturbativen Terme (mit Entwicklungen
in k%2/A?%) behandelt. Dies entspricht einer LL-s#hnlichen Resummation,
die den strikten perturbativen Limes im Allgemeinen zerstort.

e Im Limes grofler Impulse sollen die erweiterten Vertizes ebenfalls in ihre
perturbativen Partner modulo einer Konstante {ibergehen. Diese Kon-
stante soll sich Von der oben schon definierten nicht unterscheiden, also

Lerw(Mp}s ) ey cr - Dpert(Mp}s -+ ).

e Der Divergenzgrad der Vertizes — und damit auch der Divergenzgrad der
Schleifenintegrale — soll sich nicht #ndern. Diese Bedingung muss gestellt
werden, damit die Theorie renormierbar bleibt.

Offnungswinkel um die positive reelle Achse im Ursprung der komplexen Ebene fiir den Kon-
vergenzbereich der Potenzreihe. Wie von t’Hooft gezeigt, sind die Singularitdten der pertur-
bativen Entwicklung der QCD gerade von einer Gestalt, die keinen endlichen Offnungswinkel
zul&sst.

?Die Impulsabhéngigkeit von L; o und L;,, beschréinkt sich dabei auf tensorielle Strukturen
wie die Lorentz-Tensoren. Die Polynome in den Impulsquadraten sind in (2.4) schon explizit
notiert.
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Da in der QCD wegen des faktoriellen Anwachsens der Diagrammanzahl mit der
Schleifenzahl nur eine sehr begrenzte Zahl an Parametern fiir die Potenzreihe
praktisch zugénglich ist, erscheint es als legitim, fiir konkrete Rechnungen einen
einfacheren und handhabbareren Ansatz zu wihlen. Daher verwenden wir eine
Approximation der nicht-perturbativ modifizierten Vertizes nullter quasipertur-
bativer Ordnung durch rationale Funktionen in den Impulsen und in A. Diese
verallgemeinerten Padé-Approximanten® haben iiberdies den Vorteil, dass mit
ihnen eine Berechnung von Schleifenintegralen mit den aus dem perturbativen
Zugang bekannten Methoden moglich ist. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion der
hier kurz dargestellten Argumente verweisen wir auf [Sti 0la].

Wenn wir mit  den (Nenner-) Grad der Approximation bezeichnen, hat ein
bosonischer Propagator die folgende Gestalt.*

T

Z a; (p2)7"—iA2i

—() a2 (2.5)
> by i
7=0

Betrachtet man die Entwicklung fiir Fg), fallt sofort ihre strukturelle Ahnlich-
keit mit (1.82) auf. In &hnlicher Weise ergeben sich die nullten Ordnungen der
weiteren Vertizes. Insbesondere wird durch die Gestalt des Propagators die Pol-
struktur der zugeordneten Wechselwirkungsvertizes festgelegt. Das wesentliche
Problem ist nun, wie die zusétzlichen Parameter fiir die erweiterten Vertizes zu
bestimmen sind.

Damit der erweiterte Ansatz wohldefiniert ist, miissen sich die zusétzlichen
Parameter selbstkonsistent aus der Theorie berechnen lassen. Hierbei hilft die
folgende Beobachtung [Sti 96].

2 —2¢
TI(e) = (4?)2%<%> = %(1—1—(’)(6,61116)) (2.6)

Diese Gleichung folgt aus den exakten Integraldarstellungen von Z; und A.
Sie ist insbesondere unabhéngig von der Kopplungskonstanten und im Limes
€ — 0 endlich. Fiir unsere Zwecke ist vor allem interessant, dass es mit diesem
Mechanismus moglich ist, divergente Beitréige der Ordnung gg zur Modifikation
der nullten Ordnung, also der Parameter der erweiterten Ansétze, nutzen zu
koénnen.

Das in (1.74) definierte DSG-System erlaubt es, Beziehungen zwischen den
Parametern herzuleiten. Fiir die Basisvertizes lautet es schematisch folgender-
maflen.

52
Foa = popert + (4971_)2 p [{Fo,pert}’ {Fod}7 {Fok} (27)

*Die Bestimmung der Koeffizienten des Ansatzes erfolgt in unserem Schema nicht durch
Taylor-Entwicklung, sondern durch das direkte Ablesen an den Vorfaktoren der jeweiligen
p2-Monome.

4Alle Tensorstrukturen sind unterdriickt.
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Dabei werden die T, ihrerseits durch Skelettgraphenentwicklung auf die {I'y4}
zuriickgefiihrt, so dass das System abgeschlossen ist.> Mit (2.6) werden nun die
fithrenden %—Divergenzen aus (2.7) endlich und zugleich zu Beitrdgen nullter
quasiperturbativer Ordnung. Dies erlaubt die Konstruktion von SKG.

Der bekannte perturbative Ansatz stellt einen Versuch dar, fiir die Am-
plituden der QCD Loésungen im Raum der summierbar-divergenten Reihen in
der Kopplung g2 zu finden. Mit dem hier vorgestellten erweiterten Ansatz ver-
suchen wir mit einer den bekannten perturbativen Methoden vergleichbaren
Systematik Losungen im umfassenderen Raum der resurgenten Funktionen von
g? zu berechnen, die im Limes g> — 0 durch eine Entwicklung mit der formalen
Gestalt von (1.82) beschrieben werden.

2.2 Erweiterte Feynman-Regeln

Wir formulieren nun die erweiterten Feynmanregeln im Approximationsgrad r.
Dazu definieren wir noch die folgende Abkiirzung.

L({p}) = [T [0 + ursh?) (2.8)

j=1s=1

Ausfiihrliche Argumentationen hierzu finden sich in [Sti 96, DKS 99, DS 99]. Da
wir in Landau-Eichung (§ = 0) arbeiten, wodurch die longitudinalen Anteile
abgekoppelt sind, formulieren wir nur den vollstdndig transversalen Teil der
Feynman-Regeln fiir Gluon-Vertizes.

e Der Gluon-Propagator

DR (7)
1 H (p2 + ur,sA2)
— B2 - s=1
- 5ala2t (ﬁ) b (r+1)/2
(p2 + ur,s+A2)(p2 + UT78_A2)
s=1
- v (2.9)

Weil die Propagator-Pole aus physikalischen Griinden® paarweise komplex
konjugiert sein sollten, haben wir hier eine gegeniiber (2.5) verdnderte
Definition der Parameter gewéhlt.

Up s+ = Uy (210)

r,8—

5Genauer gesagt wird nur der in den externen Impulsen faktorisierende Teil der 'y durch
die Basisvertizes ausgedriickt. Die Teile der Vertizes, die in Impulskombinationen wie den
Mandelstam-Variablen faktorisieren, kénnen (und miissen) noch eigene Ansitze haben. Diese
werden jedoch mit dem Mechanismus der kompensierenden Pole (MKP, siehe Abschnitt 2.5)
eindeutig festgelegt.

SWie in [Sti 96, Sti 0la] dargestellt, bilden die Pole den Schnitt (bzw. die Schnitte) in
der komplexen Ebene des Impulsquadrates nach. Daher erwartet man, dass sie zueinander
komplex konjugiert sind. Damit ist in die Parameter die fiir diese Beschreibung geltende
Confinement-Bedingung integriert. Wir fithren dieses Thema in Abschnitt 9.3 weiter aus.
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Diese Schreibweise ist jedoch insbesondere fiir die in Schleifenrechnungen
notwendige Partialbruchzerlegung (PBZ) ungiinstig. Daher verwenden wir
mit offensichtlichen Gleichsetzungen die folgende Definition.”

(p2 + ur,sA2)

1H
DI~ (2.11)
hr+l
II( + Uy sA?)
e Der Fermion-Propagator
" i T +nrd)
7,027 _ - =
5 f(ﬁ) N b(+1)/2 ) N
1:[1 (ﬁ—i_"irs-l-)(ﬁ—’_ﬁrs )
 —— (2.12)

Es zeigt sich bei der Analyse der DSG fiir Sy, dass b = 1 bleibt. Wie beim
Gluon-Propagator setzen wir aus physikalischen Griinden® auch hier die
Propagator-Pole jeweils paarweise komplex konjugiert an.

st = K (2.13)

Auch hier wird in den Rechnungen analog zu (2.11) die folgende Konven-

tion verwendet.?
I8

H@+%)

nn
¥
E.

|
-

(2.14)

e Der Geist-Propagator
Nach [Dri 97] bleibt der Geist-Propagator in Landau-Eichung perturba-
tiv, wenn man den strikten perturbativen Limes fordert. Da wir weniger
strenge Anforderungen haben, kann D einen multiplikativen Faktor aus-
bilden [Ewe 04].
D[T’O]amz (p) = —0a;a %]%

= ecedgm-- (2.15)

"In den Vorgéngerarbeiten wurde u, s als ur 2s parametrisiert.
8Siehe dazu auch Abschnitt 9.3.

°Die x’s sind wieder matrixwertig. In den Vorgingerarbeiten wurde m(f )

(f)

55 Statt k¢ ver-

wendet.
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e Der I's-Vertex

0
T Okmzis () py ps)

= i fayagas V(T2 () EHOHS (3

T

Mt Y ()5 (p3)" (p3)F (A%)3r— (i thatho)
k1koks=0

(5”1”2 (P1 = P2)"3 O gty + 07283 (P2 = P3)"1 Oy
+H3H (p3 - pl)“2 C]:Z;kl;kZ)

- (2.16)

Dabei folgt aus der Bose-Symmetrie fiir die Vertex-Parameter C'Z’"]k die

Symmetriebeziehung
e Der fg’ s-Vertex
Ty %2 15 (—py, o, ps)
1 1
= Tt
H (b1 + ki) T1 (93 + ursA?)
s=1 s=1
Z P P2 (03) " Criln
ningm=0
1
H (b2 + Kls)
a1
= (2.18)

Nur mit der hier gewéihlten Reihenfolge der matrixwertigen Faktoren fiir
den fermionischen Beitrag zum Vertex ist der Vertexparameter in seinen
hinteren beiden Indizes symmetrisch.

(2.19)

Bei der Analyse der DSG fiir den f37 ¢ zeigt sich, dass C’f;fr = 1 wie beim
strikt perturbativen Limes ist, da sich diese Konstante nicht selbstkon-
sistent reproduzieren kann. Gegeniiber anderen Arbeiten, beispielweise
[Kuh 97], wurde der I's j-Vertex hier ohne eine explizite Abhéngigkeit
von den Strommassen m angesetzt.
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e Der I's-Vertex
Wie die Analyse der DSG fiir diesen Vertex zeigt, verschwindet der einzige
1-Schleifen-Beitrag zur Divergenzstruktur der DSG in Landau-Eichung
exakt. Daher konnen sich hier keine nicht-perturbativen Erweiterungen
etablieren. Der I's-Vertex bleibt perturbativ.

e Der I'y-Vertex
Die Ansétze fiir den I'y-Vertex werden im néchsten Abschnitt behandelt.
Im Vorgriff auf den in Abschnitt 2.5 zu besprechenden Mechanismus der
kompensierenden Pole (MKP) notieren wir hier nur die generelle Gestalt
des vollen, auch von Mandelstam-Variablen abhéngigen Vertex.

T7%(s tu, {p2,A) = TP°({p?},A%) + RO, {p?}, A)
RYO(t,{p?}, A) + RO (u, {p?}, A)
(2.20)

Dabei haben die R, jeweils Pole in der Mandelstam-Variable x.

Damit haben wir die erweiterten Feynman-Regeln bereits vollstindig auf-
gezihlt.'© Denn die noch verbleibenden oberflichlich konvergenten Vertizes 'y,
konnen in den Schleifenintegralen der DSG und BSG keine quasiperturbativen
Korrekturen der nullten Ordnung ausbilden. Verfolgt man die Herkunft der Di-
vergenzen aus Schleifenintegralen, dann kénnen in den Amplituden fiir die ober-
fldchlich konvergenten Vertizes die Divergenzen nur aus Subgraphen stammen.
Aus dimensionellen Griinden muss dann mindestens ein konvergentes Schleifen-
integral vorhanden sein. Damit iibersteigt aber die Zahl der Potenzen von §°
immer die der Potenzen von % und ein Beitrag ~ §° nach Anwendung von (2.6)
ist ausgeschlossen.

2.3 Der I';-Vertex

Das vollstandig systematische Verfahren zur Bestimmung der nullten quasiper-
turbativen Ordnung des 4-Gluon-Vertex kann man wie folgt zusammenfassen.
Man multipliziert sémtliche méglichen Lorentz-Farb-Tensorstrukturen mit pas-
senden, die Bose-Symmetrie herstellenden invarianten Funktionen von p? ... p2.
Dabei sind die Nenner der rationalen Approximanten durch die Forderung der
Selbstkonsistenz auf 114 gemifl (2.8) festgelegt. Die Zihler werden mit geeigne-
ten reellen Koeffizienten parametrisiert, deren Symmetrieeigenschaften aus der
Forderung der Bose-Symmetrie folgen und damit die Symmetrie der invarianten
Funktionen festlegen (f(p?,...,p3) ~ Xapeap?*pp3°p3?). Dieses Vorgehen ist
jedoch in seiner vollen Allgemeinheit wenig zweckmifig, da die BSG auch auf

19Tm Rahmen des in Abschnitt 2.5 vorgestellten Mechanismus der kompensierenden Pole
wird deutlich, dass man fiir die {I'ox} Terme in den verallgemeinerten Mandelstam-Variablen
wie in (2.20) zulassen muss. Diese sind jedoch mit den Ansétzen fiir die Vertizes niedrigerer
Stufe schon eindeutig bestimmt und haben auf das SKG-System keine Auswirkungen [Dri 97,
Kuh 97, DS 99].
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1-Schleifen-Niveau nichtlinear in Ty ist.!! Dadurch entsteht bei den Schleifen-
rechnungen eine grofie Zahl von Termen. Zugleich wird eine numerische Auswer-
tung der SKG erschwert, da die Laufzeit der Programme nach den Erfahrungen
dieser Arbeit stark von der Anzahl der Terme in der BSG abhéingt. Man muss
sich daher auf die Betrachtung sinnvoller und effizient handhabbarer Strukturen
beschrianken, so dass ein Mindestmaf§ an Selbstkonsistenz gewahrt bleibt. Trotz
dieser Nachteile ist die Verwendung der BSG einer Behandlung mit der DSG
des I'y-Vertex vorzuziehen. Wie schon erwéhnt, kann die DSG auf 1-Schleifen-
Niveau die fundamentale Nichtlinearitit des Selbstkonsistenzproblems fiir den
I'4-Vertex nicht beschreiben. Zudem kommen in ihr notwendig tadpole-artige
Terme vor, die eine triviale Symmetrisierung notwendig machen. DSG und BSG
unterscheiden sich lediglich in diesen, die Symmetrie einer exakten Behandlung
der DSG brechenden Terme. Man erhilt aus der resummierten DSG auf 1-
Schleifen-Niveau die entsprechende BSG, indem man den perturbativen Vertex
der tadpole-artigen Terme durch einen vollen I'y-Vertex ersetzt.

Wir werden im Folgenden exploratorisch vorgehen und hinnehmen, dass die
erweiterten Anétze nur partiell selbstkonsistenzfihig sind. Dies bedeutet, dass
in den Schleifenrechnungen iiberzéhlige Strukturen entstehen kénnen, die nicht
im Ansatz vorkommen. Fordert man das selbstkonsistente Verschwinden die-
ser Strukturen, ergeben sich Nebenbedingungen, die leicht dazu fithren kénnen,
dass das SKG-System unlosbar wird. Nach den Erfahrungen dieser Arbeit ist es
daher sinnvoll, diese Nebenbedingungen erst nachtréglich numerisch zu iiber-
priifen.

Wir werden in den folgenden Abschnitten drei sukzessive allgemeiner wer-
dende Ansitze untersuchen. Als Minimalanforderung an einen erweiterten An-
satz fiir den I'y-Vertex ist selbstverstindlich, dass die perturbative Lorentz-
Farb-Tensorstruktur im Ansatz enthalten sein muss. In den folgenden Abschnit-
ten wird unsere Auswahl der Tensorstrukturen noch weiter erlautert und be-
griindet.

2.3.1 Die Lorentz-Tensorstruktur

Um unter den vielen Moglichkeiten verniinftig eingeschrinkte Tensorstruktu-
ren auswéhlen zu kénnen, miissen wir die folgenden Uberlegungen beachten.
In die SKG gehen in Landau-Eichung nur die transversal projizierten Anteile
der gluonischen Amplituden ein. Explizit zum zugeordneten externen Impuls k*
proportionale Terme auf Gluonlinien verschwinden durch Transversalprojekti-
on'? und scheiden damit fiir den erweiterten Ansatz aus. Die Skalarprodukte
von Impulsen gehoren zu den Mandelstam-Variablen der Ty-Amplitude. Mit Po-
len in diesen Kanélen sorgt der MKP [DKS 99, DS 99] fiir die Subtraktion der
unphysikalischen Pole bei Schleifengraphen mit erweiterten Vertizes und damit
fiir die Wohldefiniertheit des erweiterten Ansatzes. Der Wert der entsprechen-
den Polpositionen in diesen Kanélen ist daher schon aus den Vertizes niedrigerer

"Die in [Dri 97] verwendete DSG ist auf 1-Schleifen-Niveau linear in den Parametern des
I'4-Vertex, weswegen eine groflere Zahl von Tensorstrukturen betrachtet werden konnte.

2Der Transversalprojektor (B.1) bildet mit dem Longitudinalprojektor (B.3) eine
vollstéandige Zerlegung der zweiparametrigen, dimensionslosen Lorentz-Tensorstruktur.



2.3. DER I'y-VERTEX 25

Stufe festgelegt. Somit sind auch Terme ~ |p 1P ausgeschlossen. Der perturba-

pillp;l
tive Vertex ist — entsprechend seinem Divergenzgrad — konstant beziiglich der

Impulse und proportional zu den dimensionslosen Lorentz-Tensorstrukturen.

Damit verfiigen wir in jedem Fall iiber die drei dimensionslosen Basistensoren'?
r, = 6% (2.21)
L, = 685 | (2.22)
Iy = o642 (2.23)

und die aus ihnen gebildete vollstdndig symmetrische Summe S; sowie die drei
partiell antisymmetrischen Linearkombinationen I'y, I's und T'¢ (siehe Anhang
B.1). Dariiber hinaus kénnten noch Lorentz-Tensoren hoherer Impulspotenz
vorkommen. Da diese unter Wirkung des MKP jedoch nicht in die Partialbruch-
zerlegung im Sinne von (2.63) eingehen, miissen sie effektiv zu einer Erhéhung
des perturbativen Divergenzgrades fiihren und verstoflen so gegen unsere Vor-
aussetzungen.

Auch ohne formalen Beweis ist somit hinreichend begriindet, sich bei der
Konstruktion des erweiterten Ansatzes auf die dimensionslosen Lorentz-Struk-
turen zu beschrinken und damit eine vollstdndige Beschreibung des Lorentz-
Sektors fiir den quasiperturbativen Vertex nullter Ordnung durchfiihren zu
kénnen [Dri 97].

2.3.2 Die Farbstruktur

Aus den drei Basisstrukturen der SU(3), 04, fabe und dgpe, lassen sich insge-
samt 15 verschiedene Farbtensoren vierter Stufe bilden. In Anhang A.3.2 sind
die entsprechenden Abkiirzungen definiert. Zwischen den C'*) bestehen aber
vielfiltige Abhéngigkeiten, so dass nur acht linear unabhingig sind [PT 80].
Eine mogliche Wahl einer Basis ist [Sch 03]

cW, c® c® cW b6 o3 ¢4 015 (2.24)

2.3.3 Bose-symmetrische Tensorstrukturen

Zur Konstruktion Bose-symmetrischer Tensorstrukturen ist die Transformation
der Basistensoren fiir die Lorentz- und die Farb-Tensoren unter der verlangten
Bose-Symmetrie zu untersuchen. Entsprechende Permutationstabellen finden
sich in Anhang A.3.2 und B.4.2. Die Analyse ergibt, dass sich die Farb-Tensoren
C® bis C©) mit den obigen Lorentz-Tensoren zu Bose-symmetrischen Struk-
turen kombinieren lassen. Bei den Farb-Tensoren C19) bis C'(15) gelingt dies
nicht, wie man an Tabelle 2.1 ablesen kann. Offensichtlich bilden diese Ten-
soren eine sechsdimensionale Permutationsgruppe. Die Lorentz-Basistensoren
bilden dagegen eine nur dreidimensionale Permutationsgruppe.

Damit verbleiben wir bei der in Tabelle 2.2 notierten Bose-symmetrisierba-
ren Tensor-Basis' fiir den I'y-Vertex.

13Die hier definierten I'’s haben nichts mit den Vertizes zu tun. Die Indexzahlen i stehen
symbolisch fiir die Vektorindizierung p;.
Wegen (A.54) sind von den 18 Tensoren nur 15 linear unabhiingig, es handelt sich also
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{abcd} | {dabc} | {cabd} | {dacb}
co) | —c(2) | —_c) | _c(2)

c(11) ct4) | —¢05) | _o03)

c(12) —_c13) | ¢3) (14

C(13) cs) | _c4) | _(15)

C(14) oy | _¢2) | _(10)

C/(15) C(10) C(10) o)

Tabelle 2.1: Permutationen der nicht selbstkonsistenzfihigen Farb-Tensoren

0(4)F1 0(4)p2 0(4)p3 C(l)pl C(l)p2 C(l)r3

cOr, | cOr, | ¢y | cAT, | ATy | 0Oy

cOr, | cOT, | cOT; | cOT, | CBy | OOy

Tabelle 2.2: I'4-Basistensoren

2.3.4 Zur Konstruktion der erweiterten Ansitze

Nach den obigen Ausfiihrungen zur Lorentz-Tensorstruktur konnen wir uns
hier auf die Ansétze beschrinken, die Polynome in den vier Impulsquadraten
p?, p3, p3 und p? sind [Dri 97]. Wir betrachten nun zwei Moglichkeiten, wie
man die Bose-Symmetrie der Zahlerapproximanten realisieren kann. Zun#chst
fordern wir, dass die Vertexparameter im Zéhler vollsténdig symmetrisch unter
Permutationen der vier Indizes sind. Anschliefend betrachten wir, angeregt
von den Erfahrungen aus dieser Arbeit, Ansitze mit Mandelstam-Symmetrie, !5
d.h. mit nur noch partieller Symmetrie in den Indizes der Vertex-Parameter.
Der Ansatz mit vollstdndig symmetrischen Parametern ist als Spezialfall in den
Mandelstam-symmetrischen Parametern enthalten.

2.3.5 Vollstindig symmetrische Parameter

Die offensichtlichste Moglichkeit, eine Bose-symmetrische Tensorstruktur zu de-
finieren, ist die perturbative Struktur aus (1.29). Wir kiirzen diese Struktur mit
T4 ab und notieren sie als

3 1
T, = 50(4)F4 + 50(5_6)F5_6 . (225)

um keine Basis im mathematischen Sinn. In der vorliegenden Darstellung ldsst sich die Bose-
Symmetrie jedoch besonders einfach diskutieren.
Die Definition der Symmetriebedingungen findet sich in (2.36).
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Zwei weitere Strukturen lassen sich mit den Farbtensoren CM) bis C'® bilden,!6
D4 und E4.

D, = SWgs, (2.26)
Ey = COT, + 0%, 4 0BTy (2.27)

Diese drei Strukturen haben die Eigenschaft, unter Permutation der Indizes
vollstéindig symmetrisch zu sein, wie man an den Permutationstabellen A.3
und B.2 ablesen kann.

Weitere Strukturen lassen sich auf diese drei Basisstrukturen zuriickfiihren.
Die entsprechenden Definitionen finden sich in Anhang A.3.2

Fy, = 0(16)F4—|—C(17)F5+C(18)F6

= 3E,— Dy (2.28)
Gy = (€D +c® 4 cO)g,
1
- gD4 (2.29)
H4 = 0(7)F1—|—C(8)F2—|—C(9)F3
1 2 1
= —-Ty+=E,—-D 2.
glatgha—gh (2.30)

Wie man an der Tabelle 2.2 ablesen kann, wére eine mogliche weitere Struk-
tur das aus den Diagonalelementen gebildete Ay.

Ay =COT, + Oy + COy (2.31)

An den Permutationstabellen kann man aber ablesen, dass die Bose-Symmetrie
dafiir Vertexparameter erfordert, die antisymmetrisch unter jeder Vertauschung
von zwei Indizes sind. Diese kénnen aber nicht zur Selbstkonsistenz der nullten
Ordnung beitragen, da sie in Schleifenintegralen den Divergenzgrad immer um
2 reduzieren, so dass siamtliche Schleifenintegrale proportional zur A4-Struktur
konvergent werden.

Damit gelangen wir zu dem folgenden erweiterten Ansatz fiir den I'4-Vertex.

T

Lyo= 10 ) D02 3" (o) (a2
kikoksky
(T4 Tk kyksks + DaDrykykgks + EaFy kokska } (2.32)

Fiir D4y und Ey4, die im perturbativen Limes nicht existieren, muss der entspre-
chende Limes verschwinden, also

Drrrr = Loprrrr = 0 . (233)

Die Parametersétze {T'},{D} und {E'} sind vollstéindig symmetrisch. Wir miis-
sen wieder zwei Fille unterscheiden. Der einfachste Ansatz fiir einen erweiterten

168™ st in (A.51) und Sy in (B.11) definiert.



28 KAPITEL 2. DER NICHT-PERTURBATIV ERWEITERTE ANSATZ

I'4-Vertex ist eine Beschrankung auf die Ty-Struktur. In der Tat ist es mdglich,
diesen Ansatz selbstkonsistent zu formulieren. Sobald man iiber die perturbati-
ve Struktur hinausgehen mochte, muss man fiir eine konsistente Formulierung
sowohl Dy als auch E4 hinzunehmen.

2.3.6 Mandelstam-symmetrische Parameter

Wie schon bei den vollstdndig symmetrischen Parametern konnen wir uns auf
die sogenannten Basistensoren in Tabelle 2.2 beschrinken. Das Transformati-
onsverhalten der Basistensoren unter Vertauschungen, das in den Tabellen A.3
und B.2 notiert ist, fithrt zu dem folgenden Ansatz, der an die drei Mandelstam-
Kanile der BSG angepasst ist.

1 2k, 2ka, 2k ) 2ka \8F—2 3 ki
ry = T A i
H4(p1,p27p37p4) k1’§f:3k4 e

{0(4) (T3 — T2) Ty kgsheghs + C(T1 = T3) Ty g

O, — 1) Ty keaskeaks
C(l)rlEk1k2;k3k4 + C(l) (F?’ + F2)Dk1k2;k3k4
0(2)F2Ek1k3;k2k4 +0? (Tt + T'3) Diy kgseoks

COT3 By kyihohs + CP (T2 +T I)Dk1k4;kzk3} (2.34)

Wir miissen wieder fordern, dass
DT’T’;T’T’ = Err;rr =0 (235)

gilt. Die Symmetrie der Vertexparameter muss an die Symmetrie der Basisten-
soren angepasst sein. Aus den Vertauschungen a < b, ¢ <> d und (a,b) < (¢, d)
(im s-Kanal) kann man die folgenden Bedingungen an die Parameter ablesen.

Xab;cd = Xba;cd = Xab;dc = Xcd;ab7 (X =T,E, D) (236)

Durch diese Mandelstam-symmetrischen Parameter wird gleichzeitig der Ansatz
mit minimalen Einschrinkungen (und damit maximaler Anzahl der Variablen)
definiert, der ohne die Bose-Symmetrie zu verletzen mit drei verschiedenen Pa-
rametersitzen formuliert werden kann. Als Spezialfall ist zudem der vorherge-
hende Ansatz (2.32) in (2.34) enthalten.

Geht man an dieser Stelle systematisch vor, muss man jedem Tensor aus der
15-dimensionalen Tensorbasis einen eigenen Parameter mit passenden Symme-
triebedingungen zuordnen. Wir diskutieren die Konsequenzen dieses Ansatzes
wieder an Hand der 18 oben vorgestellten Basistensoren.

Zunichst betrachten wir die Koeffizienten, die den Elementen aus der Ay-
Struktur, C™T'; (und symmetrische) aus Tabelle 2.2, zugeordnet werden miis-
sen. Aus den Vertauschungen im s-Kanal erhalten wir die folgenden Symme-
triebedingungen.

Aab;cd = _Aba;cd = _Aab;dc = Acd;ab (237)
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Die partielle Antisymmetrie der Parameter hat jedoch zur Folge, dass eine grofie
Zahl der Koeffizienten identisch verschwinden muss. Fiir den Approximations-
grad r = 1 verbleibt sogar nur eine von 0 verschiedene Parameterklasse, Ajo.10,
alle anderen miissen gleich Null sein. Fiir den allgemeinen Approximationsgrad
r sichert nur die Tatsache, dass A,,_1..r—1 # 0 ist, die Existenz von quasipertur-
bativen Termen der nullten Ordnung. Auch wenn die Terme aus der A4-Struktur
fiir eine selbstkonsistente Reproduktion des Ansatzes ohne Nebenbedingungen
zugelassen werden miissen, erscheint es aus praktischen Erwdgungen zur Be-
grenzung des Rechenaufwands, der Laufzeit des numerischen Losungsalgorith-
mus und nach den Erfahrungen aus dieser Arbeit als effizienter, diese Terme
wegzulassen.

Bei den Tensoren aus der Tj- und Dy4- Struktur muss bei dem systemati-
schen Ansatz jeweils ein eigener Koeffizient fiir jeden der beiden Summanden
in (2.34) definiert werden. Wir erhalten also zwei weitere Parametersitze, {T"}
und {D'}. Damit kénnen wir das folgende Beispiel fiir diesen systematischen
Ansatz angeben.!”

Iy ~ COT3T 00 — COTOTY, 0y
+CWT3Dgpeq + C VT2 DYy (2.38)

Wegen der Vertauschungen im s-Kanal gelten die folgenden Beziehungen zwi-
schen {T'} und {T"} sowie {D} und {D'}.
Xabied = Xlga,cd = X,b,dc = Xegiap fiir (X=1T,D) (2.39)

a

Man kann (2.38) jedoch in einfacher Weise in einen Mandelstam-symmetrischen
und einen partiell antisymmetrischen Teil mit den Parametern 774" und 7%
bzw. D™ und D umschreiben.

1 1
(238) = SCOT ~ T)apea(Ts +T2) + 50T + T')apiea(Ts — T2)

1 1
+5C (D + Dapyea(Ty +T2) + 5C (D = D) apyea(Ts — T)

= CUTITs +T) + COTRE (s — To)
1 .
+CWDE Dy + ) + 5 CY D (s — Ta) (240)

Fiir die antisymmetrischen Parameter gelten die gleichen Argumente, die wir
schon fiir die antisymmetrischen Parameter aus der A4-Struktur angefiihrt ha-
ben. Daher erscheint es aus praktischen Griinden gerechtfertigt, diese Struktu-
ren wegzulassen.

Damit haben wir die Konsequenzen eines systematischen Ansatzes mit den
15 linear unabhéngigen Basistensoren fiir den I'y-Vertex untersucht. Im Rest
dieser Arbeit werden wir uns auf den in (2.34) definierten Mandelstam-symme-
trischen Teil beschrinken und den partiell antisymmetrischen vernachléssigen.
Auch wenn damit keine vollstéindig selbstkonsistente Reproduktion der Tensor-
strukturen in der I'4-BSG erreicht werden kann, ist diese Wahl wegen der oben
angefithrten Uberlegungen geboten.

"Dieser Ansatz entspricht dem in [Dri 97] diskutierten.
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Mit (2.34) haben wir damit den hinreichend allgemeinen Ansatz gefunden,
mit dem eine effektive exploratorische Untersuchung der I'y-BSG moglich ist.
Zugleich haben wir eine systematische Erweiterung fiir den in [Dri 97] erstmals
diskutierten Ansatz fiir den I'y-Vertex auf einen allgemeinen Approximations-
grad r angegeben. Auch wenn mit Mandelstam-symmetrischen Parametern eine
konsistente Theorie ohne die aus der D4- und E4-Struktur stammenden Tenso-
ren formuliert werden kann, betrachten wir diesen Fall in dieser Arbeit wegen
seiner notwendig starken Einschrdnkungen an die T-Parameter nicht.

Um in den folgenden Rechnungen eine kondensierte Schreibweise nutzen zu
konnen, teilen wir die Vertexparameter in drei Mandelstam-Symmetrieklassen
ein.

X® = [Xab;cd]
Xt = [Xac;db]
X" = [Xadbe) (2.41)

2.4 Renormierung

Obwohl sich im nicht-perturbativ erweiterten Ansatz eine Gegenterm-Renor-
mierung [Kug 97] formal in bekannter Weise durchfiihren lidsst (die erweiterten
Ansitze greifen erst auf der Ebene der Feynman-Graphen), so ergeben sich
dennoch einige Probleme bei der konkreten Wahl eines Renormierungsschemas.
Dies liegt insbesondere darin begriindet, dass der erweiterte Ansatz zu Ergebnis-
sen fiir die divergenten Anteile der Amplituden fiihrt, die in der perturbativen
Theorie nicht vorkommen. Daher lassen sich einige Resultate der perturbativen
Renormierung nicht ohne Weiteres iibertragen.

Konkret sind zwei Probleme zu losen. Zunéchst muss eine Renormierungs-
vorschrift gefunden werden, die mit der resurgenten Doppelentwicklung kor-
respondiert. Wir illustrieren dies anhand eines bosonischen Zweipunktvertex
[Sti Ola.

_F2(k‘2) = k:2{L00 + L01(75)§2 + L02(t),§_]4 o }
+A*{Lig + L11(1)g% + L1o(t)g* + ...}
A4
+og Lo+ Lot (t)g% 4 Loa()g* + ...}
A6
o lao bt (2.42)

Hierbei sind die L,,,-Koeffizienten fiir p > 1 ein Polynom p-ten Grades in

t= %log <k2> . (2.43)

v?
Sofern Loy = 1 wie in (1.82) ist, spricht man von der Erhaltung des strikten
perturbativen Limes. Diese Struktur reproduziert sich (in der regularisierten

Version mit € # 0) bei Verwendung in den DSG konsistent und liefert im Allge-
meinen in den L,o und L,, divergente Beitrdge fiir alle n. Im Unterschied zur
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perturbativen Situation, wo man zeigen kann, dass sich sdmtliche Divergenzen
proportional zu k2 mit einem Gegenterm beseitigen lassen, muss man hier je-
doch mindestens fiir jede Potenz von A? mit einem unabhingigen Gegenterm
rechnen. Zudem sind die fiir n > 2 entstehenden Divergenzen vom Typ

A*1 AS1
—— ——, ... 2.44
resummierbar zu Approximanten von der Form
A? 1
—_— ... 2.45
k2 + uggA? € (2.45)

und fiithren so auf zwei Probleme. Erstens ist nicht a priori klar, dass zur Re-
normierung dieses einen Vertex eine endliche Zahl an Gegentermen ausreicht.
Damit wiirde aus einer prinzipiell renormierbaren Theorie eine unrenormierba-
re, was den gesamten Ansatz in Frage stellte. Zweitens sind die fiir diese Art
von Divergenz notwendigen Gegenterme von der grundsétzlichen Struktur

%A‘* / d*zA(z)O7 " A(z) (2.46)

usw. und damit nichtlokal, was den Charakter der lokalen Eichtheorie grund-
legend dnderte. Vor diesem Hintergrund erscheint es als zwingend, von dem
Renormierungsschema zu fordern, dass es mindestens die Terme proportional
zu A" (n > 2) schon aus der Renormierung der Anteile proportional zu k2
und A? endlich etablieren muss.'® Damit ist aber auch begriindet, dass man
die (perturbativen) Anteile mit n = 0 anders behandelt als die zu A? gehorigen.

Fiir den hier verfolgten nicht-perturbativ erweiterten Ansatz nach [Sti 96]
ist weiterhin wichtig, dass die §-Funktion der renormierten Theorie invariant
und auf ihrem perturbativen Wert bleibt. Dies muss insbesondere fiir Gy, den
im Limes ¢ — 0 fithrenden Term der Entwicklung nach g,, gelten.

3

B(gr) = —€gr — o (49;)2 - (2.47)

Genau diese Bedingung geht in den Beweis der besonderen Eigenschaften von
II(e) ein.!¥ Damit darf sich iiber die Wahl des Renormierungsschemas mit der
Definition der g-Funktion durch

dgy

Blgr) =v dv

(2.48)

hier keine Anderung ergeben. Dies stellt ebenfalls eine starke Einschrinkung an
die Wahl der Renormierung dar.

18Dabei ist keineswegs sicher, dass ein solches Schema existiert. Daher ist es sehr bemerkens-
wert, dass das im Folgenden diskutierte Selbstkonsistenzverfahren diese Moglichkeit eroffnet.
9Die Invarianz der B-Funktion wird auch bei Gitterrechnungen verwendet [MM 94].



32 KAPITEL 2. DER NICHT-PERTURBATIV ERWEITERTE ANSATZ

2.4.1 Renormierungsschemata

Im Rahmen des nicht-perturbativ erweiterten Ansatzes ist es eine Grundan-
nahme, dass man die perturbativen Techniken wegen der asymptotisch freien
Form der Erweiterung an den Vertizes weitgehend iibernehmen kann. Daher
liegt es nahe, das gesuchte Renormierungsschema durch Ubertragung der per-
turbativen Renormierung zu erhalten, wobei wir insbesondere dimensionelle
Regularisierung voraussetzen wollen. Wir nehmen an, dass die Renormierung
durch Gegenterme zu einer multiplikativen Renormierung dquivalent ist. We-
gen der besonderen Stellung der Terme in der ersten Zeile von (2.42) miissen
wir allerdings erwarten, dass eine unterschiedliche Behandlung der Terme ~ A°
und der Terme ~ A" mit n > 1 notwendig ist. In diesem Zusammenhang gehen
wir zunéchst von einer nicht resummierten Theorie aus, d.h. dass die fiihren-
den Koeffizienten der Vertizes auf den perturbativen Wert (d.h. 1) gesetzt sind.
Betrachten wir zunichst die naive Ubertragung des perturbativen Vorgehens.
Dies hat die folgenden Konsequenzen.

e Die Renormierungskonstanten ergeben sich aus den divergenten Anteilen
der DSG bzw. BSG.

e Die neuen impulsabhiingigen Renormierungskonstanten? miissen die glei-
che Impulsstruktur wie die Divergenzen der storungstheoretischen Schlei-
fenintegrale aufweisen, um diese kompensieren zu kénnen. Daher kommen
zur Abhéngigkeit der perturbativen Renormierungskonstante von € noch
Abhéngigkeiten von den dufleren Impulsen und von A-Potenzen.

e Die Renormierung sorgt dafiir, dass die divergenten Anteile der Schleifen-
integrale kompensiert werden, so dass nur konvergente Anteile zuriickblei-
ben. Damit wire der II(e)-Mechanismus zur Erzeugung von SKG in der
nullten quasiperturbativen Ordnung in g2 zur Konstruktion von Selbst-
konsistenzgleichungen, so wie in [Sti 96] vorgestellt, nicht mehr anwend-
bar. SKG fiir die DSG lieflen sich allenfalls noch aus den konvergenten
Beitragen gewinnen. Da jedoch endliche Renormierungen immer noch
moglich sind, miisste man diese SKG immer an physikalische Werte anpas-
sen, welche entweder nicht bekannt oder aus prinzipiellen Griinden (wie
bei Geist-Parametern) gar nicht messbar sind.

e Die STI gélten in diesem Fall fiir sémtliche Impulskombinationen in den
Renormierungskonstanten und miissten an die Stelle der SKG aus dem
II(e)-Mechanismus treten.

Dieses Vorgehen bereitet einige Probleme. Erstens gelingt auf diese Weise
keine Losung der das dynamische Verhalten der Theorie beschreibenden DSG.
Deren Losung verbleibt unklar. Doch gerade Konsequenzen des dynamischen
Verhaltens sind das Ziel unserer Untersuchungen. Zweitens muss dann jede
Fourier-Komponente renormiert werden. Anstelle einer Renormierungskonstan-
te erhélt man eine von den Impulsen abhéngige Renormierungsfunktion. Es ist

2'Diese Bezeichnung ist der Analogie zum perturbativen Fall geschuldet.
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unklar, ob diese von Gegentermen mit einer fiir beliebiges r endlichen Anzahl
von Parametern geliefert werden kann. Drittens erhilt man auf 1-Schleifen-
Niveau eine unzureichende Zahl von Bestimmungsgleichungen fiir die Parame-
ter des erweiterten Ansatzes, so dass nicht sicher gestellt werden kann, dass eine
selbstkonsistente Bestimmung aller Parameter aus diesen Gleichungen moglich
ist. In der Tat gibt es aus den STI in Landau-Eichung [Mut 87] nur vier line-
ar unabhéngige Gleichungen. Auf 1-Schleifen- Niveau gelten dann die folgenden
Gleichungen.

1 = Zl + Z3 — 23 + O( 92 9—4) (249)
eln(e)’ €

_ ? gt
1 = ZlF+Z3_Z2+O(ElH E)’?) (2.50)
_ . ? gt
77 = ZlF—i-Zg—Zg—i-O(eln(E),?) (2.51)
Zi = 27— Z;),Jr(’)(i 9—4) (2.52)

eln(e)’ e

Verglichen damit erlauben die DSG und die BSG des 4-Punkt-Vertex selbst
ohne die Geist-Vertizes die Konstruktion der SKG aus fiinf linear unabhéngi-
gen Gleichungen. Sofern wir weiterhin bei der Bestimmung von SKG aus den
DSG bleiben wollen, miissen wir daher einen anderen Weg finden, wie wir eine
konsistente Renormierung durchfiihren kénnen.

e Eine wichtige Beobachtung ist, dass der II(e)-Mechanismus selbst eine
Renormierungsmoglichkeit fiir divergente Terme darstellt: Die divergen-
~2
ten Terme proportional zu %A‘ze werden in konvergente Terme nullter
Ordnung iiberfiihrt. In der Tat gilt:
§2 p 1
lim (=A%) =lmI(e)P = — . (2.53)
e—0 € e—0 50

So ldsst sich in einfacher Weise auch eine Renormierung der Subdivergen-
zen motivieren.

2y —2cyp L A
iy (2 5 = i ((Fa) )

= lim[II(e) - €]

e—0

= Lo=0 (>0 (2.54)
B

Damit hat man ein Schema gefunden, das sich auf alle divergenten Tei-
le der Schleifengraphen anwenden ldsst. Dann ist allerdings unklar, auf
welche Weise man an dieser Stelle die S-Funktion dieser Renormierung
berechnen soll. Gelten die Slavnov-Taylor-Identitéten (und gibt es damit
eine eindeutige Kopplungskonstante), ldsst sich die S-Funktion aus der
Kopplungsrenormierung z.B. iiber

_3
Zy= 717y (2.55)
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berechnen. In diesem Schema bleibt dagegen unklar, wie man die -
Funktion ausrechnen kann. Vor allem aber ist nicht sicher gestellt, dass
sie auf ihrem perturbativen Wert bleibt, so wie wir das fiir die Anwen-
dung des II(e)-Mechanismus voraussetzen miissen. Damit scheidet dieser
Ansatz zunéchst aus.

Da die mit II(e¢) zu gewinnenden SKG ihrer Natur nach Gleichungen
zwischen endlichen Gréflen sind, konnte man den Beitrag der Schleifen-
Diagramme iiber II(€) als endliche Renormierung begreifen. Wihrend die
Renormierung also iiber Gegenterme erfolgt (nach Regularisierung z.B.
im M S-Schema), wird das SKG-System durch die endliche Renormierung
erzeugt, die sich aus der Anwendung des II(¢)-Schemas auf die gleichen
Schleifen ergibt, durch die auch die Renormierung festgelegt wird. Notie-
ren wir die Renormierung z.B multiplikativ, dann wird der aus Gegenter-
men stammende Teil

2¢

ZMS =1 + ZMSQ2A_

VS e (2.56)

durch eine — in gewisser Weise willkiirliche — endliche Renormierung (also
einen Wechsel des Renormierungsschemas) erweitert zu

ZMe = ZzMS | iz{‘“‘ : (2.57)
Bo

Damit erhélt man zumindest aus den DSG ein SKG-System, jedoch sind
die hierfiir ndtigen Renormierungkonstanten immer noch von den &dufle-
ren Impulsen abhingige Renormierungsfunktionen.?! Ebensowenig ist ge-
sichert, dass die S-Funktion invariant bleibt. SchlieBlich fiihrt die Anwen-
dung der STT auf diese Funktionen zu starken Einschrankungen. Schon
die Frage, wie man die von drei d&ufleren Impulsen abhéingige Renormie-
rungsfunktion des I'y-Vertex mit der von einem dufleren Impuls abhéngi-
gen Renormierungsfunktion der Propagatoren vergleicht, ist intuitiv nicht
befriedigend zu beantworten.

Wie schon ausgefiihrt, ist bei der Renormierung des erweiterten Ansat-
zes eine unterschiedliche Behandlung der perturbativen und der zu Po-
tenzen von A proportionalen Terme zu erwarten. Ein weiterer Versuch
besteht daher darin, die Gegenterm-Renormierung lediglich an die Terme
fiihrender Impulspotenz (~ A®) anzupassen. Der andere Teil der Diver-
genzen wiirde dann direkt durch den II(e)-Mechanismus renormiert. Doch
auch diese Vorschrift umgeht nicht das Problem der Impulsabhéngigkeit
der Renormierung. Damit bleiben simtliche Probleme mit den Renormie-
rungsfunktionen und auch mit der Invarianz der S-Funktion bestehen.

Die letzte Moglichkeit ist schliefllich, die perturbative Renormierung in
allen Ordnungen zu iibernehmen und die dann noch {ibrigbleibenden Di-
vergenzen mit I1(e) zu beseitigen. Diese Renormierungvorschrift erlaubt es

21n z ist zur Ilustration der Analogie die Impulsabhingigkeit nicht notiert.
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tatséichlich — auch wenn das Vorgehen sehr radikal erscheint — die Renor-
mierung konsistent durchzufiihren. Die perturbativen Renormierungskon-
stanten erfiillen bekanntlich die STI und mit der BPHZ-Renormierung ist
auch das Problem iiberlappender Divergenzen gelést. Die Invarianz der
S-Funktion ist trivial gegeben. Wir bendtigen offensichtlich auch keine
erweiterten Ansétze fiir die Gegenterme — diese bleiben auf ihren per-
turbativen Werten. Zudem hat die oben erwéihnte Eigenschaft des II(e)-
Mechanismus, nicht-fiihrende Divergenzen verschwinden zu lassen, die
Konsequenz, dass das Selbstkonsistenz-Problem der nullten quasipertur-
bativen Ordnung nur von den Divergenzen hochster %-Potenz bestimmt
wird und damit abgeschlossen ist.?? Wir verwenden daher diese Renor-
mierungsvorschrift bei der Konstruktion der Selbstkonsistenzgleichungen.
Ein an dieser Stelle noch ungeklidrtes Problem ist, ob die Renormierung
mit II(e) sich mit einer endlichen Anzahl von Gegentermen beschreiben
lasst. Da sich die Eigenschaften von Il(e) aber schon auf rein perturbati-
ver Ebene herleiten lassen, ist zu vermuten, dass zur Anwendung dieses
Mechanismus gerade nur die perturbativen Gegenterme bendttigt werden.

2.5 Schattenpole und punktierte Graphen

Bei der Auswertung von Schleifengraphen in den 3- und 4-Punkt-Vertizes tritt
das Problem auf, dass z.B. in der Kombination I'3(¢?,...)D(¢*)I'3(¢?,...) auf
der inneren Gluonlinie nur ein Faktor in den Vertex-Polen vom Gluon-Propa-
gator kompensiert werden kann und so unphysikalische Pole auf der D(q?)
zugeordneten inneren Linie auftauchen. In [DKS 99, DS 99] wird ein Mecha-
nismus vorgestellt, der diese unphysikalischen Pole, die ein Artefakt des von
uns gewéhlten Ansatzes sind, konsistent aus den Graphen entfernt, indem die
Mandelstam-Kanile der 1PI Vertexfunktionen (ab n = 4) entsprechende Ge-
genterme liefern. Wir geben eine kurze Illustration des Arguments [Kuh 97].

Fiir den inversen Fermion-Propagator gilt unter Ausnutzung der entspre-
chenden DSG die folgende Beziehung.

~, = & P+ wL,) (2.58)
15:—""{,1&

Dabei ist cit ein Parameter der reellwertigen Parametrisierung des T's-Vertex.

22Djie nicht-fithrenden Divergenzen tragen in dem hier verwendeten Schema zu den héheren
quasiperturbativen Ordnungen bei. Diese miissen sich aus den Losungen fiir die nullte qua-
siperturbative Ordnung rekursiv ergeben. Auch wenn konvergente Terme in der Entwicklung
nach € in enger Beziehung zu Messgroflen stehen, ist eine direkte Bestimmung iiber letztere
nicht zuléssig. Ein Ziel des SKG-Verfahrens ist es gerade, die Parameter der Theorie aus sich
selbst zu bestimmen und damit dann die Messgrofien zu berechnen.
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Das Residuum des I'3-Vertex in p = —/i,{t ergibt analog die folgende Relation.
L (f)
‘: = (]5 + K/T’,t )
PG
= 7|+ ‘@ (2.59)
ﬁ:_ﬂgft)

Die zweite Gleichung ist dabei als Bedingung an den s-Kanal von T}, zu inter-
pretieren, der dort einen Polterm ~ (p + /{it)_l haben muss.?® Dieser Polterm
wiederum ist durch die obige Gleichung eindeutig festgelegt. Zugleich haben wir
auch eine diagrammatische Représentation des Schattenpols eingefiihrt. Zusam-
men fiihren die beiden Gleichungen zu

\\ (2.60)

15:—*”»5{?

Dadurch wird der kompensierende Pol (oder Schattenpol) in Ty, festgelegt.
Wir definieren nun eine explizite diagrammatische Représentation fiir simtliche
kompensierenden Pole in diesem Kanal auch Schattengraph genannt.

t —(c (f)) t
——— ‘: €3) - me=
— 1 ]H-& \

(2.61)
Man kann nun zeigen [DKS 99, DS 99], dass der hier gewonnene Term genau zur
Entfernung der iiberzéhligen und damlt unphysikalischen Pole auf der inneren
Linie des entsprechenden Austauschgraphen fiihrt und dass sich auf diese Weise
ein konsistenter Formalismus zur Entfernung sdmtlicher derartiger Artefakte
iiber eine passende Definition entsprechender Mandelstam-Pol-Terme in den
hoheren T-Amplituden der QCD erreichen ldsst. Mit diesen Ergebnissen kann
man nun einen entschdirften (oder punktierten) Austauschgraphen definieren.

e gy

237 ¢ ist die im s-Kanal 1PI Amplitude.
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Die Wirkung des entschérften Graphen sieht man in der Partialbruchzerlegung
fiir den Austauschgraphen, die nur noch die physikalischen Propagatorpole auf-
weist.

r—+1
= [r0] o 1 o f \ alro)
= r —p1, =k k + Ry y)S q ‘
> T k) q%t(w REARC) |
f@f’ﬁ] (=il 1, P2, ke2) (2.63)

Im Rahmen dieser Arbeit werden wir — anders als z.B. in [Kuh 97] — immer
direkt mit dieser partialbruchzerlegten Form des erweiterten Ansatzes arbei-
ten. Somit kénnen wir uns auf den Standpunkt stellen, dass die punktierten
Vertizes und Propagatoren die eigentlich physikalischen sind. Damit ist es auch
nicht ldnger notwendig, Ansétze fiir die Schattengraphen anzugeben und die
Losung der ihnen zugeordneten DSG [Dri 97, Kuh 97] auszurechnen. Die dafiir
notwendige selbstkonsistente Reproduktion von Poltermen der Form (2.61) in
den DSG fiir z.B. Tys wurde in [Dri 97] exemplarisch fiir die 4-Gluon-T-Matrix
bewiesen.

Die entschérften inneren Propagator-Linien geben auflerdem Anlass zu ei-
nem erweiterten Begriff von Reduzibilitit beziiglich gepunkteter Linien, was bei
den weiteren Uberlegungen hilfreich sein wird. Wir verstehen darunter die naive
Ubertragung des bekannten Konzeptes der Reduzibilitit auf gepunktete Lini-
en, also auch eine entsprechende Reduzibilitdt in sogenannten Schattenpolen.
Hierbei muss man allerdings beachten, dass letztere aus den entsprechenden
Kanélen der erweiterten T-Amplituden stammen.

2.6 Bethe-Salpeter-Gleichungen

Fiir den erweiterten Ansatz miissen die BSG mit entschérften inneren Linien
formuliert werden. Dies gelingt problemlos [Kuh 97], indem wir von den BS-
Kernen die erweiterte Reduzibilitdt verlangen. Wir formulieren dies kurz fiir
das schon bekannte Beispiel aus (1.77).

+951%° 9’@
s (2.64)

Dabei muss der hier verwendete BS-Kern f(g,g ¢ im erweiterten Sinne reduzi-
bel sein, d.h. insbesondere, dass er keine expliziten Terme enthélt, die einen
kompensierenden Pol fiir Fermion-Linien (bzw. im allgemeinen Fall auch fiir
Gluon-Linien) im s-Kanal liefern.?* Auch in seiner Skelettgraphen-Zerlegung

21Die kompensierenden Pole fiir die punktierte Schleife der BSG werden damit notwendig
der verbleibenden Tgygf—Amplitude erzeugt.
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darf dieser Fall nicht vorkommen. Dies ist jedoch schon durch die gew6hnliche
Reduzibilitdtsbedingung an I_(Zg + gesichert.

In gleicher Weise ldsst sich die BSG natiirlich auch im gluonischen Kanal for-
mulieren. Dabei treten allerdings mehr Diagramme auf, da es drei Schleifengra-
phen gibt. Eine Ubersicht iiber typische BSG, wie wir sie fiir die Resummation
der DSG benotigen, findet sich im Anhang D.

2.7 Selbstkonsistenz-Gleichungen

Die grundlegenden Ideen zur Konstruktion der Selbstkonsistenz-Gleichungen
wurden schon in Abschnitt 2.4 vorgestellt. Wir fassen hier das Vorgehen auf
1-Schleifen-Niveau kurz zusammen.

Wir werden fiir die im Folgenden vorgestellten resummierten DSG der QCD
die 1-Schleifen-Graphen berechnen. Nachdem jeweils der perturbative Anteil
dieser Graphen subtrahiert worden ist, wird mit dem II(¢)-Mechanismus der
verbleibende Teil der Divergenzstruktur in eine Modifikation der nullten Ord-
nung verwandelt. Danach wird die gesamte Gleichung mit dem Nenner des
entsprechenden Vertex durchmultipliziert, um sie in eine im Wesentlichen poly-
nomiale Gleichung verwandeln zu kénnen. Aus dieser erhélt man die SKG dann
durch Koeffizientenvergleich beziiglich der Monome in den p? bzw. p;.2° Da die
resultierenden Gleichungen von einheitlicher Massendimension sind, kann man
die A-Skala aus den Gleichungen entfernen, wenn man sémtliche Parameter mit
der fiir die jeweilige SKG typischen A-Potenz dividiert und eventuelle dimen-
sionsbehaftete Parameter wie z.B. m oder /{ﬁs passend umskaliert. In einer
masselosen Theorie bereitet dies keine Probleme. Anders als [Kuh 97] gehen
wir davon aus, dass auch in einer Theorie mit massiven Fermionen eine forma-
le Skalierung der Strommassen mit der A-Skala zuléssig ist und entsprechende
Terme daher gleichfalls mit dem II(e)-Mechanismus behandelt werden diirfen.
Daher weisen unsere erweiterten Ansétze keine explizite Abhéngigkeit von den
externen Strommassen auf. Diese gehen lediglich iiber die perturbativen Grofien
in die SKG ein und treiben sie so an.

Ein weiterer wesentlicher Unterschied zu &dlteren Arbeiten ist die Behand-
lung der nicht-perturbativen Korrekturen des nackten Vertex. Da wir den strik-
ten perturbativen Limes aufgegeben haben, diirfen auch die Monome mit der
héchsten Impulspotenz iiber den I(e)-Mechanismus jeweils eine SKG liefern.26

Die DSG des I'y-Vertex hat die unangenehme Eigenschaft, auf 1-Schleifen-
Niveau nicht die I'4I'4-Schleife zu entwickeln, die ein wesentlicher Bestandteil
fiir die selbstkonsistente Reproduktion der Tensorstrukturen ist. Daher ist sie
flir unsere Zwecke weniger geeignet. In der Tat ist gerade dieser fiir die Renor-
mierungskonstante Z, wichtige Graph nur tadpole-artig in der DSG enthalten.
Viel geeigneter ist die BSG fiir diesen Vertex. Die Konstruktion der SKG erfolgt

#51n fritheren Arbeiten [DKS 99, DS 99] wurde eine Residuenbildung an den Polen der DSG
vorgenommen. Das hier verwendete Schema ist dazu &quivalent, wie in Anhang F anhand
einer Modellamplitude vorgefiihrt wird.

26 Auf den Sonderfall der Geistschleifen in der DSG des Gluon-Propagators und des I's-
Vertex bzw. der BSG des ['4-Vertex gehen wir spéter ein.
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in der gleichen Weise wie bei den DSG. Eine gesonderte Resummation der BSG
ist nicht erforderlich, weil diese keine expliziten nackten Vertizes aufweist.
Eine weitere fiir die mathematische Analyse der SKG wichtige Technik ist
die Riicknahme der Partialbruchzerlegung, wie sie im Anhang G dargestellt ist.
Dadurch werden die zunéchst noch in den Parametern scheinbar gebrochen-
rationalen Gleichungen zu einem manifest multinomialen Gleichungssystem.






Kapitel 3

Resummierte DSG

Wir werden in diesem Kapitel darlegen, wie man durch eine Resummation mit
entsprechend angepassten BSG die 3-Punkt-Gleichungen so d&ndern kann, dass
in den nicht-tadpole-artigen Diagrammen nur noch volle Vertizes vorkommen.
Dies hat den Vorteil, dass die in den DSG nicht manifeste grundsétzliche Sym-
metrie der Vertizes beziiglich gleichartiger duflerer Beine schon mit niedrigem
Approximationsgrad r besser dargestellt werden kann Auf 1-Schleifen-Niveau
erwartet man deshalb verbesserte Bestimmungsgleichungen fiir die erweiterten
Parameter.

Die Resummation von DSG ist z.B. fiir den fermionischen Kanal des I's-
Vertex lange bekannt [Dys 49, Kuh 97] und einfach durchzufithren. Mit (1.77)
erhélt man aus der unresummierten DSG zunéchst die folgende Gleichung.

o

(3.1)

Entscheidend ist nun die Frage, ob sich diese Art der Resummierung mit dem
oben eingefiihrten Mechanismus der kompensierenden Pole vertrigt, so dass sie
auch mit dem von uns genutzten erweiterten Ansatz verwendet werden kann.
Stellt man sich auf den Standpunkt, dass die punktierten Graphen die eigent-
liche physikalische Umsetzung der erweiterten Feynman-Regeln sind, erledigt
sich diese Frage in trivialer Weise. Man kann aber dariiber hinaus gute Argu-
mente fiir die Konsistenz dieser Formulierung der DSG mit unserem erweiterten
Ansatz finden.

Fiir den von uns gefiihrten diagrammatischen Beweis der Resummation im
erweiterten Schema ist es wichtig zu kliren, wie punktierte innere Linien in
Verbindung mit einem perturbativen Vertex zu behandeln sind. Betrachtet man
die Interpretation eines punktierten Graphen in (2.63), so geht eine punktierte
Linie bei einem perturbativen Vertex in ihr unpunktiertes Gegenstiick iiber.

41
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Vor diesem Hintergrund kann man die folgende Identitéit angeben.

O

Verfolgt man die Herkunft der kompensierenden Pole aus den Mandelstam-
Kanilen der Vertizes hoherer Stufe, begriindet sich diese Gleichung aus der
Tatsache, dass ein solcher Vertex X, kombiniert mit einem nackten Vertex und
den vollen Propagatoren, die tiberfliissigen Pole auf den inneren Linien gar nicht
erst ausbildet. Daher kann ein solches Diagramm keine kompensierenden Terme
fiir die Schleife liefern. Anders gesagt: eine entsprechende Residuenbildung an
den Anteilen aus den Mandelstam-Polen von X liefert keine Beitrige.

Die Resummation der DSG mit der punktierten BSG (2.64) resultiert dann
in der folgenden Rechnung [Kuh 97].

(3.3)

Dabei darf die letzte Gleichung nur im Sinne der Partialbruchzerlegung geméf
(2.63) gelesen werden.!

Fiir den ['s-Vertex im Geist-Kanal ldsst sich eine analoge Gleichung auf-
stellen. Die Resummation im gluonischen Kanal ldsst sich dagegen mit den
etablierten BSG nicht erreichen. Kern des Problems ist hierbei die Préasenz des
I'4-Vertex in den DSG, die notwendig auf 2-Schleifen-Graphen fiihrt.

'Der volle I's-Vertex kann nach Konstruktion des erweiterten Ansatzes keine kompensieren-
den Pole aus Mandelstam-Kanilen entwickeln. Ebensowenig kénnen nach der Definition der
im erweiterten Sinne reduziblen BS-Kerne in Abschnitt 2.5 von diesen die kompensierenden
Pole geliefert werden. In der zweiten Zeile von (3.3) stellt dies noch kein Problem dar, da die
kompensierenden Pole dort von der T-Amplitude erzeugt werden. In der partialbruchzerlegten
Form sind Terme fiir kompensierende Pole dagegen nicht mehr explizit notig.
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3.1 Angepasste BSG

Die wesentliche Idee zur Resummation der DSG auch im gluonischen Kanal
ist die Uberlegung, dass die iibliche Art der Reduzibilititsanalyse in den BSG
keine gluonischen 2-Schleifen-Terme erzeugen kann. Diese sind fiir eine Resum-
mation aber unabdingbar. Wir miissen die BSG daher mit einem modifizier-
ten Reduzibilitéitsbegriff aufstellen und fordern daher von den BS-Kernen 1-
und 2-Teilchen-irreduzibel in einem Kanal® zu sein und in diesem zusitzlich
3-Gluonlinien-Irreduzibilitdt aufzuweisen. Diese Forderung ldsst wegen der Er-
haltung der Fermionenzahl insbesondere die oben verwendete gewdhnliche BSG
im fermionischen Kanal invariant. Wir geben an dieser Stelle als Beispiel fiir
eine so erhaltene BSG die der T3 25-Amplitude im s-Kanal an. Dabei verzich-
ten wir im Sinne einer {ibersichtlicheren Darstellung bei den Graphen auf die
Punkte, die Ubertragung ist trivial.

1 JJ
}( )Z( 37 []
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Strukturell &hnliche Gleichungen finden sich fiir die iibrigen Amplituden mit 2
linken Beinen. Dariiber hinaus benétigen wir noch die BSG fiir Amplituden mit
3 linken Gluonbeinen. Diese unterscheiden sich von (3.4) durch das Auftauchen
von zusétzlichen strukturellen Termen. In der BSG zu 739, erscheinen z.B.
Terme von der Struktur %PgDKQ,QS und %TQQSDDK&QS. Die entsprechende
Gleichung sowie die Erklarung der Vorfaktoren finden sich im Anhang D.

3.2 DSG im gluonischen Kanal

Mit den oben hergeleiteten modifizierten BSG kann man nun wie in (3.3) durch
Einsetzen in die unresummierten DSG und symbolisches Umklammern der Un-
tergraphen die gluonischen Kanéle der Basis-Vertizes resummieren [Wie 0la).

2Wir verwenden in unseren Beispielen stets den s-Kanal.
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Wir notieren hier abschlieBend als Beispiel die DSG des I's-Vertex.




Kapitel 4

BSG des ['4j-Vertex

Da die DSG des I'y-Vertex fiir 1-Schleifen-Rechnungen weniger geeignet ist,
verwenden wir die entsprechenden BSG. Um die dem I'y-Vertex inhdrente Sym-
metrie zu erhalten, werden wir eine BSG aufstellen miissen, die Reduzibilitét in
allen drei Mandelstam-Kané&len betrachtet, so dass wir eine Gleichung fiir die
1PI Amplitude I'y bekommen. Wir arbeiten bei unserer Darstellung wiederum
mit allgemeinen, unpunktierten Graphen.

Die BSG fiir die im s-Kanal 1PI 75 ,-Amplitude haben wir bereits in verkiirz-
ter Notation in (3.4) gegeben. Da wir hier mit 2-Teilchen-irreduziblen (2PI) BS-
Kernen arbeiten, wiederholen wir sie an dieser Stelle mit passender Benennung
der Vertizes und unter Beriicksichtigung der modifizierten Reduzibilitdtsanfor-
derungen an die BS-Kerne.
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Hierbei bedeutet der Index s bei den T-Amplituden die iibliche 1PI im s-Kanal,
bei den BS-Kernen L dagegen 1PI und 2PI im s-Kanal. Der hier auftretende
Kern L3, enthdlt nach Konstruktion noch die Austauschgraphen im ¢- und

u-Kanal und ist in diesen daher lediglich zusammenhéngend. Wir interessie-
ren uns nun fiir die BSG dieses Kerns im u-Kanal.! Dazu fiihren wir bei den

1Wir weisen nochmals darauf hin, dass die Rolle der Mandelstam-Variablen ¢ und u ge-
geniiber der in der Literatur iiblichen vertauscht ist.

45
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BS-Kernen den unteren Index ein, der 1PI in den jeweiligen Kanilen anzeigt.
Nachdem der u-Kanal-Austauschgraph aus L3 5, entfernt wurde (er wird durch
den entsprechenden Beitrag aus T3 5 kompensiert und erzeugt so 75%), miissen
wir die BSG fiir L3 o, aufstellen [BL 77].
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Dabei sind die letzten drei Diagramme 2PR im s-Kanal. Sie kompensieren so die
Terme, die in den ersten drei Schleifengraphen durch die Priasenz der Austausch-
graphen im s-Kanal in den T-Amplituden und BS-Kernen erzeugt werden, ob-
wohl sie aus L? schon eliminiert wurden. Die Erzeugung dieser sogenannten
Uberzihlungskorrekturen ist auch der wesentliche Vorteil der Beschrinkung auf
2PI BS-Kerne. Nihme man die 3-Gluonlinien-Irreduzibilitét mit hinzu, miisste
man Korrekturterme von der Struktur {I's DI's} DD{T5 9D DT> 5} im u-Kanal
betrachten. Dies wire mit einigem Aufwand verbunden, lieferte aber nur Bei-
triage zur 2-Schleifen-Ordnung, die wir bei unseren weiteren Rechnungen igno-
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rieren werden. Der Preis dafiir ist eine neuer Satz BS-Kerne. Weil wir diese
ebenfalls durch Skelettgraphenentwicklung behandeln kénnen, hat dies keine

weiteren Konsequenzen.
Stellt man nun noch die BSG fiir den Lg;,;-Kern auf und kombiniert man

die Gleichungen, erhilt man das folgende Ergebnis. Dabei ist M4 der in allen
Kanilen 1PI und 2PI BS-Kern. Fiir 75" setzen wir I'4 ein, den vollen 4-Gluon-
Vertex, fiir den wir den quasiperturbativen Ansatz nullter Ordnung bestimmen

wollen.
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+ t- und u-Kanal

+ drei Diagramme mit
umgekehrter
Pfeilrichtung

+ t- und u-Kanal

+ drei Diagramme mit
umgekehrter
Pfeilrichtung

(4.3)

Die hier auftretenden Korrekturterme wie der Boxgraph {['s DT'sDI'sDI'sD}
entstehen dadurch, dass die nur in einem Kanal reduziblen Kerne und Am-
plituden der BSG iiberzdhlige Graphen produzieren, die in dieser Form der
BSG explizit subtrahiert werden miissen. Hétten wir von Anfang an mit 3-
Gluonlinien-Irreduzibilitéit gearbeitet, wiren an dieser Stelle eine Vielzahl sol-
cher Uberzéhlungskorrekturen zu beachten.

Es ist nicht selbstverstdndlich, dass diese Gleichung forminvariant beim
Ubergang zu der in Abschnitt 2.5 definierten erweiterten Irreduzibilitét ist,
d.h beim Ersetzen der partiell 1PI Amplituden durch sogenannte 1PI und I1-
Schatten-irreduzible Amplituden auf beiden Seiten der Gleichung. Diese Eigen-
schaft wurde in [DS 99] fiir den vergleichbaren Fall der I'4-DSG bewiesen. Daher
kann (4.3) unverdndert fiir das nicht-perturbativ erweiterte Schema iibernom-
men werden und wird so in Kapitel 6 fiir die nullte quasiperturbative Ordnung
ausgewertet. Dabei werden wir zur Vereinfachung die Bezeichungen aus (4.3)
auch fiir die erweitert irreduziblen Amplituden iibernehmen.

Auch fiir den in (4.3) vorkommenden 1PI und 2PI BS-Kern M, kénnte man
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noch eine BSG aufstellen. Diese involvierte dann partiell 3PI BS-Kerne. Zudem
tragen die Terme aus der My-BSG nur zu den 2-Schleifen-Graphen bei. Daher
verzichten wir auf eine Ausformulierung. Fiir M4 kénnen wir in nullter quasiper-
turbativer Ndherung auf Grund der hohen Reduzibilitdtsvoraussetzungen den
nackten 4-Gluon-Vertex I' Elo,p °r) ansetzen. Denn die dariiber hinausgehenden
Terme haben, wie von Baker und Lee gezeigt [BL 77], einerseits sogar mindes-
tens drei Schleifen, andererseits aber nur eine sogenannte Owerall-Divergenz.
Das bedeutet, dass sie nur einen Faktor % entwickeln kénnen und so iiber den
II(¢)-Mechanismus hochstens Terme der Ordnung §*, jedoch keine ~ §° erzeu-
gen. Mit anderen Worten: Mio) = Fflo’p °r) ist ezakt. Damit haben wir fiir die
Bestimmung der nullten quasiperturbativen Ordnung eine Gleichung, die in ih-
rer Struktur der I'y-DSG &hnlich, aber voll crossing-symmetrisch ist und mit

den fiir die DSG entwickelten Methoden behandelt werden kann.






Kapitel 5

Die
Dyson-Schwinger-(Gleichungen
der QCD

Mit den Dyson-Schwinger-Gleichungen der QCD konnen die vollen, nicht-per-
turbativen Amplituden untersucht werden. Die Vertizes bis zur ersten Schlei-
fenordnung werden sowohl perturbativ als auch resummiert nicht-perturbativ
vorgestellt und ihre fithrenden divergenten Teile berechnet. Bei der Prisentation
dieser Gleichungen werden die Symmetrie-Faktoren aus den Feynman-Regeln
explizit angegeben, ebenso Vorzeichen aus der Fermi-Statistik.

5.1 Die DSG des Gluon-Propagators

e
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Perturbative Ergebnisse

Aus den perturbativen 1-Schleifen-Rechnungen sind die Divergenzen des Gluon-
Propagators gut bekannt. Wir fithren hier nur die transversalen Anteile auf, da
in Landau-Eichung die longitudinalen Anteile verschwinden miissen.

e Gluonschleife

® Tadpole
—g ’\I\Q\I\/
P ~ O (5.3)

2

Dieses Resultat entsteht durch das bekannte Verschwinden skalenfreier
Integrale in dimensioneller Regularisierung.
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Die Gluonschleife

Nichtperturbativ ist zu l6sen:
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Es ergibt sich hier fiir die Kontraktion der Farbindizes:

Z.fam,nifbnm, = 35(11) . (57)



5.1. DIE DSG DES GLUON-PROPAGATORS

Fiir das Schleifenintegral erhélt man damit (cf. [Wie 01]):
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Zur Definition von ¢, sieche Anhang B.2.
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Der Tadpole

Kontraktion der Farbindizes und der Lorentztensoren fithrt auf

1 g2A— 2% 127
~ —giéabtuu(k)ng%q — 0'1)

Die o, sind in Anhang B.2 definiert.

Die Geistschleife

Dieser Graph lésst sich besonders einfach berechnen.

P
~92 '
g~y
\ p,
~p-

1§2A_26 1 ny 1 2 A 2e
. _ <E(4w)2—e> bt (£) 1A

93

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

Das ist bis auf die Modifkation aus dem nicht-perturbativen Limes des Geist-
Propagators das perturbative Resultat. Dabei haben wir hier passend mit A%
erweitert, um die fiir die Anwendung des II(e)-Mechanismus notwendige A-
Potenz einzufiigen. Damit auch die Geistschleife zu den quasiperturbativen
Termen nullter Ordnung beitragen kann, muss man die folgende Entwicklung

durchfiihren
A% =1+ €ln(A?) + O(e,In€)

(5.12)
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und nach dem ersten Term abbrechen. Dies erscheint auf den ersten Blick als
recht willkiirlich, ist aber aus zwei Griinden gerechtfertigt. Erstens haben wir ei-
ne nicht-perturbative Modifikation fiir den Geist-Propagator zugelassen. Daher
kann man durchaus den multiplikativen Faktor b mit dem notwendigen Faktor
A€ versehen.! Zweitens verschwinden die Polfaktoren des Geist-Propagators nur
in Landau-Eichung, d.h. in allen anderen Eichungen entwickelt die Geistschleife
ohne weiteres die fiir den II(e)-Mechanismus nétigen Terme.

Die Fermionschleife
'Y
!

= #X e e [ alare{y Tis]0)
!

1 NY(—¥,—d, k 1 ;
Tbkl r r ( % ¢i’ ) r Sljfj(_a)} (513)
1G5+ fs) T1R +up02) T+ )
Fiir die Kontraktion der Farbtensorstruktur gilt:
o 1
TS T gk = 0ab - (5.14)

Auch hier sei fiir die Berechnung des Impulsintegrals auf [Wie 0la] verwiesen.
Weitere Details finden sich auch bei [Pot 00, Kuh 97]. Man erhélt das folgende
Ergebnis.?

I ~ Qlw%btw(m[ﬁ k2 4+ Ur,sAZ}_l Z zr: E2m
s=1

2—e¢
€ (4m) =

1 .- _ _ _ _
§k2C;7’,{rr - C;;,{r—l,r—l + C;;,{T—Z,T + C;;{r—l,rw{ - C;%frrwg]

(5.15)

Die Definition fiir wj kann in Anhang B.2 nachgelesen werden.

5.2 Die DSG des Fermion-Propagators

Die DS-Gleichung des Fermion-Propagators lautet.

-1 -1

(5.16)

'Bei dem Gluon-Faktor b wird dieser Faktor dann immer gemi8 (5.12) entwickelt. -
2Man beachte, dass gegeniiber den genannten Arbeiten die explizite Abhingigkeit des T's-
Vertex von den Fermion-Strommassen eleminiert wurde.
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Damit ist die DSG schon auf 1-Schleifen-Niveau exakt.

Perturbative Ergebnisse

5 1§2A 2¢
g ~Y

e 2§ (5.17)

Dass hier kein Term ~ p auftaucht, ist eine Besonderheit der Landau-Eichung,.

Nicht-perturbative Ergebnisse

~2
T+ nild) TT (0 4+ A2 11k + i)
x D (a?) (5.18)
Die Kontraktion der Farbindizes ergibt:
TR T 50 = %5“‘ . (5.19)

Mit der Losung des Impulsintegrals, die sich wiederum detailliert in [Wie 0la]
und [Kuh 97] findet, erhélt man das folgende Resultat.

[~ 4k g:;\;ill) ZJ[H%JFHT’)]—lz":kn oIy Clnwl) (5.20)
n=0

5.3 Die DSG des Geist-Propagators

Die Gleichung des Geist-Propagators ist strukturell gleich der vorher behandel-

ten Gleichung fiir den Fermion-Propagator.
+§ - l)d\@ --

L I e R

Auch diese Gleichung ist damit auf 1-Schleifen-Niveau exakt.

(5.21)

Perturbative Ergebnisse

*m*- = ———~25abk2 (5.22)
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Nicht-perturbative Ergebnisse

Fiir den einzigen divergenten Graphen findet man:

- 91 §2A 21
2 ¢ ¢ 2
g - ~/ ___7_5(1 k . .2
\ }\,j de(4m)>=<b b (5.23)

\‘,l
Dieses Ergebnis entspricht in erster Ndherung in € bis auf die den perturbativen
Limes modifizierende Konstante aus dem Gluonpropagator dem perturbativen

Ergebnis. Dies ist der Grund, warum eine Einfiihrung einer ebensolchen Modi-
fikation auch fiir den Geist-Propagator notwendig ist.

5.4 Der 3-Gluon-Vertex

Die DS-Gleichung des 3-Gluon-Vertex lautet wie folgt.

(5.24)

Wir berechnen nacheinander die Divergenzen der fiihrenden 1-Schleifen-Terme.
Diese entstehen durch das Entwickeln der im s-Kanal irreduziblen Kerne be-
ziiglich der vollen Basisvertizes der Theorie. Da diese vollstdndig punktierten
Graphen noch in keiner Publikation ausfiihrlich berechnet wurden, werden wir
auf die wichtigsten Details der Rechnung eingehen.
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Perturbative Ergebnisse

Die Ergebnisse fiir die Divergenzen der perturbativen Schleifen sind wohl be-
kannt [PT80].

e Gluon-Dreiecks-Schleife

3 1 w , ' ,
~ g maa (47)2 {fwm(m — p2)t*s 4 611H3 (pg — p1)*>
OHaHS (py — p3)ua} (5.25)
e Tadpole-artige Terme
~92 45 1 §2 N,N‘, UIQ N,N, Mé
; T )
(5.26)
o 45 LG o b subul 1
; T
(5.27)
~92 45 1 92 “/“/ :U"l3 “/“/ u’l
; T

(5.28)

MM (py — pg)ua} (5.29)
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e Fermion-Dreiecks-Schleife

g* + (p2 < p3)
~ —i Z Ef 19 SHLH2 (py — po)Hs + §HIF (pg — py)H2
¢ - g/ aazas (47‘(’)2 p1 p2) ) ) (p3 pl)
MRS (o — m)ua} (5.30)

5.4.1 Die Gluon-Dreiecks-Schleife

= 3 [ @i farpam P ) (o1 AV F G A% C?)
+6U (—A — O F(A2,C2%; p}) 4 014 (C — p1) ™ F(C2, pi; A)]
XDI(:;I(:QZ (A)iszazlz t#Zﬂ'g (p2) [50{2#/2 (A - pQ)ﬁQF(A2,p§; B2)
+612%2 (py + B) F(p2, B2; A%) + §%°2(— B — AY% F(B2, A% p})]
X D (B)i fiyagmat"* (p3) 8744 (B — p3)* F(B2, pf; C?)
+81573 (pg + C)% F(p3, €2 B?) 4 675 (—C — B)S F(C2, B p3)]
x D)3 () (5.31)

m3mi

Hierbei bedeuten die Punkte iiber den Variablen A2, BZ und C?, dass beziiglich
dieser noch eine Partialbruchzerlegung vorgenommen werden muss und dann
die iiberzdhligen unphysikalischen Pole aus dem Integral zu entfernen sind
(vgl. (2.63)).

Fiir die Kontraktion der Farbtensoren findet man:

ifalklml5k1k2iszaglg5lglgiflga3m35m1m3 = igfalagag . (532)
Die Kontraktion der Lorentzstruktur und die Berechnung des Impulsintegrals
kann an dieser Stelle nicht ausfiihrlich prisentiert werden. Man macht sich
dabei zu Nutze, dass das Diagramm maximal linear divergent ist. Dies bedeu-
tet, dass alle Terme, die nach einer PBZ mindestens eine quadratische Potenz
in den Aufleren Impulsen haben, nicht zu den divergenten Termen beitragen
konnen. Auflerdem kann man fiir die Vereinfachung der Integration die Bezie-
hung (B.2) und die Ergebnisse aus Anhang B.5 nutzen. So sieht man ohne ex-
plizite Ausfiihrung der Impulsverschiebung, dass von den moglichen 27 Termen
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nur 7 zum divergenten Teil der Amplitude beitragen kénnen. Deren Tensor-
strukturen seien hier noch kurz aufgeschrieben.

1q8q2q"5 (5p1 — pa — p3)*1 By
1q8q"1q#5 (=5ps + p1 + p3)H2 B
248" qMs (5ps — p1 — ps)2 s
1q%q"1 g2 (—5ps + p1 + p2)*s Erg
2q5q"1qM2 (5ps — p1 — po)*s Eny
Lq8qr2qHs (—5py + p2 + p3)*i Ear
—3(D=1)¢° [Q“'lq“é (p2 — p1)Hs
+q1 g5 (p1 — p3)e

+¢"2"3 (p3 —pz)“ll}Els (5.39)

Die hier auftretenden F; sind Kombinationen aus Vertex- und Propagatorpa-
rametern und den dufleren Impulsen. Fig ist das in (B.27) definierte ¥g. Der
Vollsténdigkeit halber sei noch die sich bei Feynmanparametrisierungen des
Nenners ergebende Impulsverschiebung

q—q-— %(pl(l — 32) — p2 — 3zyp3) (5.40)
angegeben. Der linear divergente Teil in (5.39) darf wegen der symmetrischen
Integration vernachléssigt werden. Offensichtlich unterscheiden sich die Terme
(5.33) und (5.38), (5.34) und (5.35) sowie (5.36) und (5.37) in ihrer Tensorstruk-
tur jeweils nur durch ein Vorzeichen. Die wesentliche Beobachtung ist nun, dass
diese Terme sich in der Tat gegeneinander wegheben. Nach passender Umbe-
nennung der Summationsvariablen in den F; zeigt man dies durch Anwendung
von (B.83) bei der Riicknahme der PBZ. Somit bleibt nur Term (5.39) iibrig,
der zur Divergenz des Graphen noch einen Beitrag leisten kann. Fiir eben diesen
Term kénnen wir nun das Impulsintegral notieren.

1
Limp = / Jqu X {Tensor von (5.39)}

_1 A—25
€ (4m)2—e

MG (p1 — p3)u’2 + GHaMs (ps — pz)u’l

|47 (p — p)

(5.41)

Damit finden wir das folgende Gesamtergebnis. Fiir die Definition der A" ver-
weisen wir auf Anhang B.2.

3 ) / ) 1 G2A2¢
I ~ Z§fa1a2a3t“1“1 (p1)tH=H> (pz)t“w?’(m)gm

{5;/11/2 (1 — pa)Hs + G5 (pg — py )P + §HaH5 (py — p3)u’1}
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T

) TL0E +urd®)}

s=1

r
{Hp1+urs Hp2+u7"s
s=1 s=1

r+1

YN Y Y (N A () A )

t1tatza=1 k1koks=011l2l3=0m1mam3=0

3(2\1 2\m: ~ k141 ~ l
XCklk‘z k3011l2,l30m1m2,m3(p1) 3(p2) 3(p3)m3(_u7"7t1) o 2(_u7"7t2) vEms

X(—ﬁr7t3)ml+k2(A2)9T kS lS m3 (542)

Zu dieser Schleife gehort noch ein Diagramm, bei dem lediglich ps und ps ver-
tauscht sind. Hier macht man sich mit obigem Ergebnis schnell klar, dass dies
auf die Rechnung keinerlei Einfluss hat, so dass sich beide Amplituden addieren.
Dies kompensiert genau den Symmetriefaktor aus der DS-Gleichung.

5.4.2 Die tadpole-artigen Terme

In der DS-Gleichung (5.24) treten an der dritten und vierten Stelle schon
die Terme auf, die dem Tadpole-Graphen in der DS-Gleichung des Gluon-
Propagators entsprechen. Kennzeichnend ist hier, dass sie auch in den voll-
stdndig resummierten und schattenreduzierten Amplituden einen nackten Ver-
tex behalten. Zusétzlich zu diesen tritt in der von uns benutzten Ndherung noch
ein weiterer Term auf. Dieser entsteht aus dem resummierten Kj 2,-BS-Kern.
Diesen konnen wir auf 1-Schleifen-Niveau durch den I'y-Vertex approximieren.
Wir stellen hier zunéchst das Ergebnis vor, das sich aus dem zur perturbativen
Farb- und Tensorstruktur proportionalen Ansatz ergibt.

3 G

B / PG faykrty 11 (p1) [‘Wml (p1 + DM E(pi, 0% ¢%)
FUM (b 4 )T (0%, ¢35 p2) 4+ M (—c — pr )M (¢, ps 52)}

lakzazas lokzazas

(I (0%, &, (p2)?, (p3)*) ™

T

D Domangna (€)1 (57)" (p2)?)" (p3)?) ™ (A7) =0

ninganzngs=0

D2 (e)t#24 (pa )5 (p3) (5.43)

KDL {3 O % 4 SO0 (Caporviot)

Die Kontraktion der Farbstruktur ldsst sich mit den im Anhang A.3 angegebe-
nen Tabellen einfach durchfiihren.

. 3 1 _
Zfalklll X [§C(4)P4 + 50(5 6)F(5_6)]
9
= —zgfalawgm (5.44)

l1ki1azas



5.4. DER 3-GLUON-VERTEX 61

Die Ausfiihrung der nun vereinfachten Lorentzkontraktionen und Berechnung
des Schleifenintegrals mit den Formeln aus Anhang B.5 liefert dann das folgende
FEndergebnis.

2 2e , P
I~ 19 fuazast™ ™1 (p1)t#2"2 (p2 ) 1345 (p3) - (4:)2 6{5“'1“519&‘2—5“1“219?3}
D Srrlkiska, ka)((p1)?) ((p2)?)* ((ps)?)*s (A7)~ 5h
ki1koks=0
[M5((p1)?). (p2)%), (p3)?)] (5.45)

Dabei ist Xpr wie folgt definiert.

r+1 T ko+x

Yrr(a;b,c) = Z Z Z uAr’flu t1) A:(Luttl)

t1to=1 koks=0 yx=0

T T r,4
{Cokis T ZCkzk_g;a}Tymbc (5.46)
Es gilt offensichtlich
EFT(CL; b, C) = EFT(CL; c, b) . (547)

Die beiden anderen in der DS-Gleichung vorkommenden tadpole-artigen Gra-
phen unterscheiden sich von diesem nur durch den perturbativen I'4-Vertex an-
stelle des vollen Vertex. Dies fithrt dazu, dass mit dem MKP keine iiberzéhligen
Pole entfernt werden miissen. Daher kann die PBZ einfach zuriickgenommen
werden. Man erhilt die entsprechenden Diagramme durch passende Vertau-
schung der Impulse und Indizes.

2 2e , L
~ ngalamtuwl(pl)tu2u2(p2)tuwg(p3) #{5%%%1_5#3#11)?}
T , 1 . T _1
%D (Chr + 7Ch) A2 @)Y | TT0F + ursh?)| (5.48)
k=0 s=1
und
92
2 €
p1p p2 M3 p A2 1y s AT
~ 19 fayanast T (1 )22 (po )t 3(193) ( EE {52 1py® — 62 3p2}
T , 1 . T _1
D (Chry + 700 A2 T 03)F | TT 03 + ursh?)| (5.49)

k=0 s=1
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5.4.3 Die Geist-Dreiecks-Schleife

Abgesehen von einem multiplikativen Faktor, der aus dem Geist-Propagator
stammt, entwickelt dieser Vertex in Landau-Eichung keine nicht-perturbativen
Korrekturen. Wir verzichten daher auf eine ausfiihrliche Rechnung und geben

gleich das Ergebnis an.
/'{

~ /
g2f\Ma‘ + (p2 < p3)
\
\-—\
1 g 1
O fa1a2a3 g 7{5”1”2 p1 — p2)Hs + 61145 (pg — py )2
_|_5N2l‘3 (p2 — pg)lh} (5.50)

Auch hier muss man wie bei der Geistschleife in der DSG des Gluon-Propagators
mit A% erweitern und nach (5.12) geeignet entwickeln, damit man iiber den
II(e)-Mechanismus Beitridge zu den quasiperturbativen Korrekturen der null-
ten Ordnung erhalten kann. Die dazu gehdrende Argumentation findet sich in
Abschnitt 5.1.

5.4.4 Die Fermion-Dreiecks-Schleife

Dies Diagramm ist das letzte, das fiir die DS-Gleichung des 3-Gluon-Vertex
bendtigt wird. Die Punkte iiber den Variablen bedeuten hier wieder, dass in
dem Integral noch eine Partialbruchzerlegung mit anschliefender Entfernung
der unphysikalischen Pole durchzufiihren ist.

1 N™i ‘7.7p1 1 2 /7
= [atqre{zhm RO L __gpm )
H ‘A + Krs H p% + UT,SA2 H ¢ + K s
s=1 s=1 s=1
1 NTH3 (] B 1 .
gL SR 1 g g
11 + ks TT P8+ ursA? T1 B + #ls
s=1 s=1 s=1
1 N"#2(B A, p2) 1 koki [
e )
[15 + ks T1 93+ ursA? TT A+ firs
s=1 s=1 s=1

(5.51)
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Wir haben hier Transversalprojektoren beziiglich der &ufleren Beine aus Griin-
den der Ubersichtlichkeit vernachléssigt. Die Kontraktion der Fermion-Indizes
ergibt

1 .
Z(dawzag - Zfa1a2a3) . (5.52)

Die Berechnung des Schleifenintegrals dieser linear divergenten Amplitude lie-
fert dann das folgende Endergebnis.

kimi1 smimspmasls Slsloplaka skaky
Tkvma gmmspmal glalalzke §

-1

d i r r r
I ~ a1a2a3 fa1a2a3 { Hp% + uT’,SA2 Hp% + Ur,sA2 Hp?’» + uT’,SA2}

4 s=1 s=1 s=1
T 1 T T T
PRGN LRSI CURD I DI SIS
titotz=1 mlnln’1:0m2n2n’2:0m3n3ng:0
1g°A* 4 .
SHk2 K3 4 SH2H3 _ K1 oy GH3HL _ M2
(4 53{ (p1—p2)"® + (p2 — p3)" + (p3 — p1) }

KOt Comrinan, Comgnt, (P (3™ ()™ (=L )1 7%

ml,nlnl mg,n2n2 ms3; n3n3 i1

Xl )T (<], )0 (5.53)

th

Des weiteren bekommt man aus der DS-Gleichung noch einen weiteren Gra-
phen, bei dem die Reihenfolge von ps und ps (und der zugehérigen Indizes)
vertauscht ist. Vollzieht man die relevanten Schritte nach, erkennt man, dass
aus der Lorentz-Tensorstruktur ein Faktor von —1 kommt. Da dg, 4,4, invariant
unter Vertauschung ist und f,, 4,44 €inen Faktor von —1 liefert, tragen nur die
Terme porportional zu den antisymmetrischen Strukturkonstanten bei. Wir er-
halten somit fiir die Summe tiber beide Diagramme und iiber die Fermionsorten
das Folgende.

1 g2A~> 1112 H3 4 SH2p3 p
I ~ _Z i farazas = 47'(')2 € {5 (p1 — p2)!® + 6 (p2 — p3)

+6" (ps — p1) “2}{1_[291 +ursA2Hp2+ursA2Hp3+ursA2} 1

s=1
RN CLES IS CURRICHUNA D SED SED'S
titotz=1 min1n}=0manan,=0 mznzn,=0

xClr o CfrCIT ()™ (p3) 2 (pR) ™ (L, )

ml,nlnl me;inang ~ ms; n3n

X (=l g, )2 (=i et (5.54)

Dies ist im Wesentlichen das in (B.28) definierte %/

Die Fermion-Schleife hat, wenn sie mit ~5 enthaltenden Vertizes ausgewer-
tet wird, eine enge Beziehung zur Anomalie [Kug 97] der QCD. Daher wére es
interessant zu untersuchen, ob die mit unseren Anséitzen gewonnenen Ergeb-
nisse mit der Anomaliefreiheit der QCD vereinbar sind. Diese Frage liegt aber
auBerhalb unserer Themenstellung.
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5.5 Der Fermion-Antifermion-Gluon-Vertex

Die resummierte DS-Gleichung lautet hier:

<

Diese Gleichung ist schon verschiedentlich berechnet worden. Details findet man
in [Kuh 97, Wie 0la]. Wie schon bei der Gleichung fiir den Fermion-Propagator
tragt auch hier nur ein Graph zu den Divergenzen bei. Zudem kann man sich
durch einfache Symmetrieiiberlegungen an den resummierten Graphen schnell
klar machen, dass auf 1-Schleifen-Niveau der Fermion- und der Gluon-Kanal
identische Ergebnisse liefern miissen. Es reicht daher, den Fermion-Kanal zu
berechnen.

(5.55)

Perturbative Ergebnisse

~ ZTYZ 5.56
4% e (47)? (5:56)

5.5.1 Die Fermion-Fermion-Gluon-Schleife

. 1 N™ (1, A, C? 1 L
— /d‘Dquﬁjl . . .(]517447 ) — S}lD(A)
[T 41+ rls T1 C% 4 upsA2 [T A + s
s=1 s=1 s=1
jol 1 NT’VQ(‘Avp?vB.z) 1 3 (T
T Dz(5)

T . 7
1A+ rts T B? + uroh? [] f2 + s

s=1 s=1 s=1
ifagcabg{5“3”4(p3 — O)F(p3,C?; B2) + §"5(C + B)"*F(C?, B2 p})

+37913(— B — pg) " F (B2, C2) } Diae (€) (5.57)

c3al

Die Kontraktion der Farbtensoren und der Fermiindizes ergibt:

T;iﬁ5]1J2Tg22225a2b32fa303b3503a1 = —§Téé22 . (558)
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Nach der Lorentzkontraktion und Berechnung des Impulsintegrals sowie Addi-
tion mit dem Diagramm mit vertauschten Impulsen py und p3 erhalten wir das
folgende Ergebnis.

9 19 A- %€ r 1 r r+1
IR el \ CRL S I VYLD

’nl’nékgzo t1tatz=1

DS Z (AT () 41) A" (1) A" (1, 13)} (=i, )™ H0

mlnl_O maon2=0kiko=

- ma+ka ~f ning Afr ~f,r T 2\3r—mi—mo—ks
(_uT,tz) (_I{’ntl) ! le;nln’lsz;nznécklk%kfi(A )

(p3)" ()" [H p3+up A2 [ 2 + m,{s] - (5.59)
s=1 s=1

5.6 Der Geist-Antigeist-Gluon-Vertex

Die resummierte DS-Gleichung lautet hier wie folgt.

<@j = -<<HJ +§2-<-
» -

N\
\

(5.60)

Ebenso wie bei der I's-Gleichung macht man sich schnell klar, dass auf 1-
Schleifen-Niveau nur ein Diagramm zu den Divergenzen beitragen kann. Es
ldsst sich jedoch einfach zeigen, dass der divergente Anteil dieses Diagramms
wie der des perturbativen Diagramms in Landau-Eichung ezxakt verschwindet,
weshalb wir nur das letztere betrachten. Durch die I's-Gleichung wird trotz ei-
nes multiplikativen Faktors beim Geist-Propagator der perturbative Wert fiir
diesen Vertex erzwungen.

Perturbative Ergebnisse

e o ~0 (5.61)






Kapitel 6

Die Bethe-Salpeter-Gleichung
des [',-Vertex

Nachdem wir in Kapitel 4 die BSG des ['y-Vertex hergeleitet haben, miissen
wir nun die auf 1-Schleifen-Niveau beitragenden Terme identifizieren und be-
rechnen. Zudem stehen wir vor dem Problem, dass die verschiedenen Ansitze
fiir den I'y-Vertex manche Diagramm-Berechnung mehrmals nétig machen. Wir
wenden uns zuerst der Bestimmung der 1-Schleifen-Terme zu.

6.1 Die BSG auf 1-Schleifen-Niveau

Ersetzt man den 2PI Kern M,y der BSG durch den perturbativen Fio’p ert).
Vertex, erhilt man eine der DSG sehr dhnliche Gleichung. In ihrer Skelett-
graphenentwicklung in den nackten Vertizes sind die beiden Gleichungen auf
1-Schleifen-Niveau sogar identisch. Damit l&sst sich aus beiden die perturbative
Renormierungskonstante bestimmen [PT80]. Alle BS-Kerne auler M, werden
durch die Austauschgraphen in den Kanélen, fiir die nicht 2PI gefordert ist,
bzw. durch den vollen I'y-Vertex ersetzt.

R
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KAPITEL 6. DIE BSG DES T'y-VERTEX

+ 3 symm. Diagramme +g

2 symm. Diagramme
— <+ 3 mit umgekehrter Pfeil-

richtung

2 symm. Diagramme
— ¢ + 3 mit umgekehrter Pfeil- (6.1)

richtung
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6.2 Perturbative Ergebnisse

Zur Notation der Ergebnisse werden die Abkiirzungen aus den Anhéngen A.3.2
und B.1 verwendet. Fiir die im Folgenden prisentierten Diagramme gilt da-
bei, dass die Impulse von links oben gegen den Uhrzeigersinn von p; bis py
zugewiesen werden.

In der BSG kommen die hier im s-Kanal berechneten Diagramme grundséitz-
lich auch in den beiden anderen Kanélen vor. Daher miissen die gewonnenen Er-
gebnisse symmetrisiert werden. Dies ist jedoch durch einen einfachen Austausch
der Impulse und der zugehorigen Farb- und Lorentz-Tensorindizes moglich. Die
so gewonnenen Ergebnisse miissen dann noch auf die kanonische Reihenfolge der
Parameter umgeschrieben werden. Entsprechende Permutationstabellen finden
sich in Anhang A.3.2 und B.4.2. Damit entfillt eine explizite Berechnung der
Diagramme fiir andere Kanéle.

e Die I'yI'4-Schleife

27 15 7
~ [ Z2Z0@®W1r,+ 2@, £ LgM)
[ 1 C 4+ 1 S 1+ 85 S
Sc6-6p, _ T -6 g ] g (6.2)
4 DY Hlar)ze '
Symmetrisierte Ergebnisse
Die Summe der drei Kaniile ergibt
[~ 8Ty + 2, (6.3)
LR (4 2e '

e Die I'yI'sI's-Schleife

~2

1
(4) ~ (6-6) 9
§Y81+ 5C S4] (dn e (6.4)

1
4

~ [-3SWr; +CcCO1; —

Symmetrisierte Ergebnisse
Die Summe der drei Kaniile — also iiber 6 Diagramme — ergibt

15 . g
I~ 2T = 7D4] (475%

(6.5)
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e Die 4-Gluonen-Box

3 3 1 s 3°
~ [29@) _200@) _ Z6G-6)]g, 7
[2S 20 20 ]S4 ()2 (6.6)
Symmetrisierte Ergebnisse
Die Summe der drei Kaniile ergibt
9 9p
I ~ [zDy] 2% :
[2 4] (47)%e (6.7)
e Die 4-Geister-Box
*/
7
/‘*
N @ _Lae-ong 9
24 [4 C C J5i (47)2¢ (6.8)

Symmetrisierte Ergebnisse
Die Summe der drei Kanéle und iiber die Diagramme mit umgekehrter
Pfeilrichtung ergibt

3 9,
I~[=D K .
75 P4l (47)2e (6.9)
¢ Die 4-Fermionen-Box
-2 Diagramm mit umgekehrten
g .
Pfeilen
~ > [- —5(4 Toit 2 [ — 27y + 3CP)T5]] 7 (6.10)
9 (47)2e

f
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Symmetrisierte Ergebnisse
Die Summe der drei Kanéle ergibt

2
I~ zf:[—gn] (4%26 : (6.11)

Durch Einsetzen in die BSG lésst sich nun zeigen, dass sich fiir die pertur-
bative Gleichung die Bestimmung der Renormierungskonstanten ergibt.

FZ:T4(1+(4“QT)2%[—2+§NJ’]) (6.12)

Dies bedeutet, dass sich die nicht zu T4 proportionalen Farb- und Tensorstruktu-
ren genau herausheben. Hier zeigt sich die besondere Stellung der perturbativen
Struktur Ty.

6.3 Graphen ohne I'y

Die 4-Gluonen-Box

g ()
3 3 1
~ [2c@) _ 2~ _ Z(5-6)
[25 5C 5C 154
(H4(p%7p§7p2237p421))_1 Z (pl) (p )kz(p%)kS(pZ)k4(A2)4T—Zki
kikaksks=0
~2 A2
(K(Lw))e pioar (b, ko, ks, k) (6.13)
mit
241“ (CL, b, C, d)
r—+1 T

= 2 2

t1tatata=1 kokslalsmaomsnanz=0

(_,[LtlAQ)k‘z-Hg( A2)12+m3( ,llt A2)m2+n3( ut4A2)n2+k‘3
Alu, 751) (u, t2) A(u, t3) A(u, ts)
XCB’T C'3 roOBr 03 r ( ) —> kit+li+mi+ng (6 14)
a,koks 7 b,lals ~ c;mams ™~ dnans :

Wie man sieht, ist ¥, vollstindig symmetrisch unter Vertauschung der Argu-
mente.
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Symmetrisierte Ergebnisse

Fiir die Summe der drei Kanile erhalt man:

T

1
I~ (D) (p3)F2 (p3)"e (ph) (A7)
H4(p%,p%,p§,pi) bbb
9 ~2(A2)
Ip M) L st ks k ha) 1
2P e b ar (K1, ko; k3, ka) (6.15)

Die 4-Geister-Box

Es ergibt sich das perturbative Resultat ergdnzt um die Skalierung des Geist-

Propagators.
->- /
z‘}

1.3 1 1
W _ 20 _ Zo6-61g, -9
24[4 40 5C |54= (6.16)

Damit dieses Diagramm trotz der in Landau-FEichung perturbativen Struktur
der Geist-Vertizes zu den quasiperturbativen Korrekturen nullter Ordnung bei-
tragen kann, miissen wir wie bei der Geist-Schleife in der Gluon-Propagator-
DSG mit A€ erweitern und geeignet entwickeln. Die auch hier zutreffende Ar-
gumentation findet sich in Abschnitt 5.1.

Symmetrisierte Ergebnisse

Fiir die Summe der drei Kanéle mit je zwei Pfeilrichtungen findet man

3 1 g
~ =Dyt . 6.17
16~ "4 (4m)2e (6.17)

Die 4-Fermionen-Box

Diagramm mit umgekehrter
Pfeilrichtung

~ [- —S<4>r6 4t 9( 2T, + 3C)T5)
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T

(o}, 05,05, 00)) " > D m3)" (03)" () (A%~ 2k

k1koksks=0
~2 A2 —€
%zﬂ(h,kg,k&m) (6.18)
mit
Y,r(a,b, e d)
r+1 r

=2 > D

[ titatsta=1 kokslalzmamangnz=0
(_’%h A2)k2+l3 (_"%t2 )l2+m3 (_’%tg )m2+n3 (_,%m )n2+k3
Ak, 1) AR, t2) Ak, t3) Ak, 1)
C oty Ol Cmamy Gy ()72 Rt tipms (6.19)

c,ma2m3~d,naons

Wie man sieht, ist auch ¥,p vollstéindig symmetrisch unter Vertauschung der
Argumente.

6.4 Graphen mit Iy

6.4.1 Symmetrische Vertexparameter — T}
Da die Farb- und Lorentz-Tensorstruktur des vollen I'y-Vertex sich hier wie die

perturbative verhélt, kommt man leicht auf die entsprechenden Ergebnisse.

Die I'yI'4-Schleife

~2
N CND
(]
27 15 7 D (5 7 _
~ [_20(4)P4+ZS(4)F1+§5(4)54‘10(5 6>r1—ﬂ0<5 9.4]

T

1 2\ (0 2vka (1 2\Ks (0 2k (A 2\Ar—S ks
2.9 2 .2 E (p1)™ (p2)"™ (p3)™ (p1)™ (A7) ‘
H4(p1,p27p37p4) ke kahaka=0
~2 2\—e¢
g (A%) 1
iy ko: 2
)2 72 71 (k1, k2; k3, ka) (6.20)
mit
r+1 r _ 5 2\k3+l2(__ 4 2\k4+11
Yrr(a,bye,d) = E E (i, A7) (i, A7)

t1toa=1 k3ky4l1l2=0 A(u,tl)A(u7t2)

T r 2\dr—> " k;+1;
15 b kskes Tl tpe,a(A7) >

= Yppr(b,a;c,d) = Xpr(a,b;d,c)
= Yrr(c,d;a,b) (6.21)
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Y pr ist also bis auf eine Vertauschung eines Elementes aus {a, b} mit einem aus
{c,d} symmetrisch und damit Mandelstam-symmetrisch im s-Kanal.

Symmetrisierte Ergebnisse

Auf perturbativem Niveau war die Symmetrisierung der Ergebnisse im s-
Kanal auf direktem Weg durchfithrbar. Bei der Rechnung mit vollem I'4-Vertex
entsteht zum ersten Mal das Problem, dass mit Y77 ein nicht vollstdndig sym-
metrischer Parameter auftritt. Dennoch muss die Summe iiber die Graphen aller
Kaniile ein Bose-symmetrisches Ergebnis liefern. Dabei kann aber nicht gefor-
dert werden, dass sich fiir eine selbstkonsistente Formulierung der BSG nur die
Farb- und Lorentz-Tensorstrukturen reproduzieren, die auch in den Ansétzen
vorkommen. In der Tat werden wir sehen, dass Strukturen auftreten, die bei
vollstdndig symmetrischen Vertexparametern identisch verschwinden. Erst im
Rahmen des Selbstkonsistenzmechanismus kénnen wir Nebenbedingungen for-
mulieren, die zum Verschwinden dieser Strukturen fiihren.

Damit ldsst sich die Summe der drei Kanéle kondensiert notieren.

Summe der drei Kanale

1 - v GA(A2)E 1
— (A2)4r >k .
H4(p%7p%7p§7p421) klkZ%]:M:O (477')26 b2
27 15 7 5 _ 7 _
{[_ 2ot 4 Bsor, 4 Tswg, - Dco-op, - T oo,

Srr(kr, ko; ks, k4)pfk1p§k2p§k3pik4}}
27 15 7 5 7
_ 2t ~(6) Y o4) te@We, _ 2@-5p, _ L ~(4-5)
+[ 4C I's + 45 F3+85 Sy 40 I's 240 54]
Yrr(kt, ka; ks, k4)Pik1p§k2p§k3p§k4}}
27 15 7 5 7
_ 2t (5 Y g(4) te@We, _ 264, _ L ~(6-4)
+[ 4C I's + 45 Fg—l—SS Sy 40 Iy 240 54]

Yrr(ki, koj ks, k4)P§k1P%k2pgkapik4}}
(6.22)

Nur an vollstindig symmetrischen Punkten im p?-Raum manifestiert sich die
perturbative Struktur

—8Ty + %D4 . (6.23)
Dennoch ist dieses Ergebnis Bose-symmetrisch. Bei Vertauschung der Impulse
am I'4-Vertex bleibt dieser Ausdruck invariant.

Besonders bemerkenswert sind hierbei die Terme proportional zu C5=6) 5,
usw., denn diese Struktur, die Terme ~ C'®)T'y enthilt, verschwindet auf per-
turbativem Niveau identisch. Dies ist ein Hinweis darauf, welche Strukturen bei
einem erweiterten Ansatz mit nicht vollstdndig symmetrischen Vertex-Parame-
tern noch betrachtet werden konnen.
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Die I'yI'sI"'3-Schleife

§2
~ [CB9T, — 350, — Lswg, — LoG-og,
4 12
(IL(p?. 3,03, 00) ™" D> (DF (03)F (p3)Fs (p3)F+ (A2)r =2
k1koksks=0
~2 2\—e¢
go (A )1 .
Tne bngrF(k1,k27k3,/€4) (6.24)
mit
Yrrr(a, b;c,d)
_ TZH ZT: (=, )R8 (— gy A?) M4 (— iy, A?) 2T

A(u, t1)A(u, t2)A(u, t3)

titatz=1 kgkalilomimeo=0
3 N k]
T b sies Conma Oy (A7) 2 Rttt (6.25)

mimz,c~l1la,d
Dabei hat Y7prr nur zwei Symmetrien.
ETFF(CL, b; C, d) = 2Tpp(b, a; C, d) (626)
= ETPF(CL, b; d, C) (627)

Das zweite Diagramm des s-Kanals, das durch die Vertauschung des I'4-Vertex
mit den beiden I's-Vertizes mit den Parametern Xppp entsteht, ldsst sich in
einfacher Weise durch das bekannte Y7prr ausdriicken.

Yrrr(a,b;c,d) = Xrrr(c, d;a, b) (6.28)

So kann man einen im s-Kanal Mandelstam-symmetrischen Term definieren.

Y (a, b e, d) = Srrr(a, by ¢, d) + Srrr(e, d; a, b) (6.29)

Oben an Stelle von Xppr eingesetzt, erhilt man die Summe iiber die beiden
Diagramme des s-Kanals.

Symmetrisierte Ergebnisse
Hier gilt das oben fiir die Symmetrisierung von X7 gesagte in gleicher Weise.

Summe iiber 6 Diagramme
g (A% 1 1 -

(47T)26 b3 H4(p%7p%7p§7p121) k1k2k23k420

(A2)4r—z ki
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{[cC=or, - 3s0T, - is<4>s4 - 1—120<5—6>54}
S (R, ks ks, k) (p7)™ (93)* (p3)* (p3)™
+[0U=9T; — 38T, — 25@)54 - 1—120<4—5>54]
S (R, s ks, k) (7)™ (07)% (p3) " (p3) "
+[CEYry — 35U, — is<4>s4 — 1—120<6—4>54}

S ks b, k) () (992 (93) " ()" |
(6.30)

Von den Graphen mit Beitrdgen des I'y-Vertex fehlt nun noch die I'4I's-
Schleife aus der I's-DSG. Diese ist in Kapitel 5 schon berechnet worden.

Wir untersuchen die selbstkonsistente Reproduktion des Ansatzes in Kapi-
tel 8. Dabei zeigen wir, dass die Nebenbedingungen, die fiir das Verschwinden
der zusétzlichen Tensorstrukturen sorgen, zu wenig plausiblen Einschrankungen
fiir die Vertexparameter fiithren.

6.4.2 FErweiterte Strukturen — D, und E,

Wie wir oben gezeigt haben, ist man mit der Ty-Struktur allein nicht in der Lage,
einen konsistenten Ansatz unter plausiblen Nebenbedingungen zu formulieren.
Daher erweiteren wir den Ansatz fiir den I'y-Vertex und verwenden (2.32). In
der I'4-Gleichung gehen die erweiterten Strukturen D4 und E4 nur in zwei Dia-
grammklassen ein. Dazu kommt noch die I'4I'3-Schleife aus der I's-DSG. Diese
sind im Folgenden notiert.

Die I'4I'4-Schleife

7 (9 G

[J
T

_ 1 S ke
~ W@t g D) Y ) 03 () (b (A7)
k1koksks=0
~2 2\ —e€
G 2T vy Bowp | Towg, _ B a65-6)
(471')26 {[ 40 F4—|— 45 F1+SS 54 40 Fl
7

—ﬂ0(5_6)54] rr(ki, kos ks, ka)

+[50CcMry +10SWT) + %0(1)54 —~ §S(4)S4]EDD(/<;1, ko; ks, k)
+[27CITy + COT3 + COTy | Spp(k, ke ks, ka)

17
2

7 — sym
—60(5 6)54] ETyD (kla k2; k37 k4)

+[- %C(l)Pl + ;0(1)54 cO=o1,
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+ [gc@m - 2—270<1>r1 +200-91,
7 _ sym
—EC(E’ 6)54] ETyE (kly k27 k37 k4)

7 sym
+[4500T; + 65(4)54 + ST S5 (K, ko ks, m)}

(6.31)
mit
r+1 r A okt ) -
(_utlA )t 2(—ut2A Yeath
Yppla,b;c,d) = Z Z
t1to=1 kskal1lo=0 A(Uah)A(u,tz)
D(Z,b,k3k4Dlrllzc7d(A2)47‘—Z kit
= Ypp(b,a;c,d) = Xpp(a,b;d,c)
= Ypplc,d;a,b) (6.2
und
r+1 r . o kst A -
(=, A7) T2 (g, A7)0
% Jbie,d) =
eEe(a,b;c,d) tz Z A(u, t1)A(u, te)
1t2=1 k3k4l112=0
Eg,b,k3k4Elrllgc,d(A2)4"_Z kitli
= Ygpp(baic,d) =Xpp(a,bid c)
= Ygr(cd;a,b) (6.33)
sowie

r+l r (=g, A2YFs+l2 (— g, A2)katha

S bied) = Y Y Aa, 1) A(u, bo)

t1ta=1 k3kal1l2=0
T r r T 2\4r—> " k;i+l;
(Ta b kesks Pltse.d T Dabkeska Tiie.a) (A7) 2 ki 1(6.34)

rtl r (—ﬂtlAQ)k3+12(—ﬂt2A2)k4+ll

S abied = Y Y. A, 1) A (u,bo)

t1ta=1 k3kyql112=0
T r r T 2\4Ar—> " k;+1;
(T b kesks Bl tse.d T Labkesks Tl 1pe,a) (M) >» (6.35)

a

r+l r (—dy, A2YFs+l2 (— g, A2)katha

Sptabed = > Y A ) A (u, 1)

t1ta=1 k3k4l112=0
S kit

(Dg b kska Bl pe.d T Eg,b,k3k4D{1lzc,d)(A2)4r = (6.36)

(6.37)

Die hier zusétzlich definierten Gréfien sind wie Y7 Mandelstam-symmetrisch.

Symmetrisierte Ergebnisse
Die Summe der Kanéle wird zu einem sehr umfangreichem Ergebnis und findet
sich im Anhang in (E.1).
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Die I'4I'sI'3-Schleife

+ gespiegeltes Diagramm

- oSk 1
~ (H4(p%7p%7p§7p421)) ! Z (pl) (p )kz (p%)kg(pi)k4(A2)4 Zkzb_g
kikaksks=0

{[0(5_6)1“1 — 35, — %5“)54 - 1—120<5—6>s |55 (e, kas K3, o)

1 S m
+[15¢Wry - 5691 — WS, + gC<5—6>5 |5 (K, o K, Kea)

_ 1 _ =~ (AQ)—E
(1)I‘ _ 06 G)I‘ Z(5-6) sym . g- (A7)~
+ocT - CC9T, 4 <C 54]2Err(k1,k2,k3,k4)} S
(6.38)
mit
r+1
2%/1?%‘(%1);6760 = Z Z (A2)6’"_Zki+li+7m

titata=1 kgkalilomimeo=0
(=g, AZ)Rm2 (g, AR (— iy AZ) 24
A(u tl)A(u tg)A(u tg)

37 3 3
(Dg,b,k3k4cm1m2, o, isd t Ded k3k4Cm1mz,aCl1l2,b)
(6.39)

r+1

2?{‘7;‘(% b; c, d) = Z Z (A2)6’"_Z ki+l;+m;

titata=1 kgkalilomimeo=0
(=g, A2)Rm2 (g, AR (g AZ) b
A(u tl)A(u tg)A(u,tg)
3,r 3, 3,
(E27b7k3k4cm1m2 cC l1lo,d + Eg,d,k3k4cm:m2,acl1lg7b)

(6.40)

Dabei erfiillen die hier neu hinzukommenden Esggf und EsEy{? ebenfalls die
Mandelstam-Symmetrie im s-Kanal.

Symmetrisierte Ergebnisse
Die symmetrisierten Ergebnisse aus den sechs Diagrammen findet sich in (E.2).
Selbstkonsistenzfihigkeit

In Kapitel 8 werden die Nebenbedingungen untersucht, die sich aus der I'y-
BSG mit vollstédndig symmetrischen Parametern ergeben. Dort werden sich
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zwei Konsequenzen zeigen. Erstens produziert auch der erweiterte Parameter-
satz Tensorstrukturen, die zu A4 gehoren und daher unmittelbar Nebenbedin-
gungen erzeugen. Zweitens sind die zur Notation unserer Ergebnisse genutz-
ten Y-Parameter lediglich Mandelstam-symmetrisch, so dass zur Erhaltung der
vollstindigen Symmetrie der Vertexparameter weitere Nebenbedingungen ge-
fordert werden miissen.

Die I'sI'4-Schleife

Die I'sI"4-Schleife ist ein tadpole-artiger Term aus der DSG fiir den I's-Vertex,
iiber den der volle I'y-Vertex in die Gleichungen der niedrigeren Vertizes zuriick-

koppelt. Dabei tragen insbesondere auch Terme proportional zu D4 und E4 zu
den SKG bei.

, ~2A—25 1
~ U (py ) H2H2 (py )t (ps)

€ (4m)2=< I3((p1)% (p2)?, (p3)?)
ifa1a2a3{5“/1“{3p§1’2_5“/1“/2])!11’3} Z (p1)2k1(p2)2k3(p3)2k3(A2)3r—2ki
k1koks=0

1
b—2{92pT(k1; ko, k3) — 2Xrg(ki; ko, k3)}

(6.41)
Dabei ist Xrg analog zu (5.46) definiert.

Symmetrisierte Ergebnisse

Die SKG des I's-Vertex muss zur Konstruktion der SKG trivial symmetri-
siert werden. Dazu summieren wir iiber die Ergebnisse, die man erhélt, wenn
jeweils einer der drei Impulse in einen nackten I'y-Vertex in der DSG hineinléduft.

Summe iiber drei Kanile
y 1 §2A72%¢ 1 1
1Ja1aza
19295 ¢ (42— b2 TI3((p1)2, (p2)?, (p3)?)

T

Z (p1)2k1 (p2)2k3 (p3)2k3 (A2)37‘—Eki
k1koks=0

< {5;/1 Iz p!fz SHAMS pﬂs

~

5)
} —Yrr(ki; ko, k3) — 521“15(1{71; k. ks)]
’ 0 / ’ 5
+{5“1“2p53 — g2t pl } —Xrr (ko k3, k1) — 521“15(1@2; ks, k1))

{5”2“319”1 - 5“3“117”2 EFT ks; k1, ko) — gZFE(kB; k1, kz)])

(6.42)
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6.4.3 Mandelstam-symmetrischer I';-Vertex

Nachdem sich gezeigt hat, dass die fiir eine selbstkonsistente Formulierung des
Ansatzes mit vollstindig symmetrischen Vertexparametern notwendigen Ne-
benbedingungen (siehe Kapitel 8) zu sehr starken und wenig plausibeln Ein-
schrankungen fithren, untersuchen wir hier den allgemeineren Ansatz mit Man-
delstam-symmetrischen Parametern. Fiir den I'4-Vertex nutzen wir also nun-
mehr den Ansatz (2.34).

Zur vereinfachten Notation der Ergebnisse nutzen wir die folgenden Kon-
ventionen:

e Die Ordnung der Indizes an den Mandelstam-symmetrischen Vertexpara-
metern wird entsprechend der Definition in (2.41) angegeben und auch in
den Y-Parametern verwendet.

e Die Ordnung der Impulsindizes, von denen die Y-Parameter abhingen,
wird durch einen Strich mit tiefgestellter Indexanordnung bzw. Kanal-
Bezeichnung angegeben.

2‘klmn = E(k‘,l;m,n) (643)

sl Y stk im,n) (6.44)

Damit kénnen wir im Folgenden die drei neu zu berechnenden Diagramme no-
tieren.

Die I'yI'4-Schleife

Fiir den s-Kanal erhalten wir das folgende Ergebnis.

~ T DA TR S Kty

a(p?, 03,03, P%) |, oo
g (M%)~
(47)%e

3 3 1 1 1
2¢() _ 2@ _ Z(6) _ (6) _ = _ it uu
+[4S 40 4«7 C 4|éF1 zau P@—%2454{2TT4—2TT

{ —3CW(Iy — )88 — Zc( (T — o) {ssum st | ssym oy

3 3 1 1 S miu
+[_ Z5(4) _ Z0(4) + Z(0(5) _ 0(6))} [— or — 5(1“2 -T)— 54] gt

1 1
+240T 25, + CC )(—F3+ —54){2%12‘1‘

3 sSym s smsu 1 symitu
CcOT {mpmst  pyswmsuy 4 o6 (ryw—&myt

9
+8C(1)( S4—F1) +C()( P1+2P3+ 54){2 D—i—EuDuD
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7 sym s ysym su 1 ysymin
+Cc(r, — 554){2 ymst | m }‘i‘C(g( it gl +of 54) L1

2
Loty - oz, + someny - Zoor same | s
o0, - I, - Lsysoma 1 o ’<ZF1 ~ 50— gy STt
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Im Vergleich zum vorhergehenden Kapitel ist an den Parametern noch die
Mandelstam-Struktur der Vertex-Parameter angegeben, so dass sich auch die
Definition der 3-Parameter entsprechend dndern muss. Es gilt:

) symij YJ YJ

%
symXY aby:c zycd abyxr“*xycd (646)

Die Reihenfolge der Kanal-Indizes ist also in der Regel nicht beliebig.
Symmetrisierte Ergebnisse

Durch Symmetrisierung erhalten wir nun ohne weitere Rechnung auch die
Ergebnisse des t- und des u-Kanals, die wir in (E.4) notieren.

Die I'4I'3I'3-Schleife

Hier erhilt man fiir den Beitrag der beiden Schleifen im s-Kanal das folgende
FErgebnis.
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Symmetrisierte Ergebnisse

Dieses Ergebnis ldsst sich in (E.5) nachlesen.

Selbstkonsistenzfihigkeit

Die beiden Schleifengraphen aus der I'y-BSG zeigen das nach der Analyse der
Tensorstrukturen in Kapitel 2 zu erwartende Verhalten: Alle 18 sogenannten
Basistensoren aus Tabelle 2.2 werden erzeugt. Wie die Diskussion in Kapitel 8
zeigen wird, ist der Mandelstam-symmetrische Ansatz ohne zusétzliche Neben-
bedingungen nicht selbstkonsistenzfihig. Erst mit partiell antisymmetrischen
Vertexparametern entstehen keine unmittelbaren Nebenbedingungen aus der
Tensor-Struktur mehr. Anders als in den beiden vorher betrachteten Fillen
sind die Nebenbedingungen aber nicht mehr so stark, dass eine selbstkonsisten-
te Losung des Mandelstam-symmetrischen Ansatz als ausgeschlossen erscheint.

Die I'yI'3-Schleife in der I's-DSG

Als letzter Graph ist noch der tadpole-artige Term in der I'3-DSG neu zu be-
rechnen.

[ ]
7 exo

/ , b 11 gAAT 1
(1421 (pa) 9 (3)

€2 (4m)2~< T3((p1)2, (p2)2 (p3)?)

T
sy { PR — Y ST () () () (42
k1koks=0

S 3 u u U
{6%7r + g(thT + Str) + Etp + Stp — St — Stg) bhaks (6.48)
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Dabeli ist
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(Oal ik + Clk a) mnbc . (649)

Symmetrisierte Ergebnisse

Fiir die triviale Symmetrisierung der I'3-Vertex-DSG bendétigt man noch die
symmetrisierte Variante dieser Schleife.
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Kapitel 7

Kondensate der
Bewegungsgleichungen

Fiir die numerische Bestimmung der Parameter des erweiterten Ansatzes greift
man in der Regel auf Varianten des mehrdimensionalen Newton-Verfahrens
zuriick. Um diese Verfahren anwenden zu konnen, sind die Bedingungen wie
fiir ein eindeutig losbares lineares Gleichungssystem zu erfiillen, d.h. die De-
terminante der numerischen Jacobi-Matrix muss von 0 verschieden sein. Das
bedeutet insbesondere, dass man fiir n Variablen auch n linear unabhingige
Gleichungen benétigt. Wie in Kapitel 8 diskutiert, liefern die DSG und die
BSG der Vertizes Gleichungen entsprechend der Parameterzahl dieser Vertizes.
Aus den DSG der Propagatoren erhalten wir Gleichungen entsprechend der
Anzahl der Propagator-Pole sowie fiir den multiplikativen Faktor. Diese letzte
Gleichung fehlt wieder, wenn man auf Terme ohne ganze A-Potenz verzichtet.
Damit benétigt man fiir jeden Propagator jeweils r weitere Gleichungen.

Die bisher in den Arbeiten zum erweiterten Ansatz verwendete Strategie
[Str 96, Dri 97, Grii 02, Ewe 04] bestand darin, vollstéindige Kondensate der
Propagatoren und Vertizes zur Bestimmung der zur Anwendung eines Newton-
Verfahrens fehlenden Gleichungen zu berechnen.! Dabei betrachtet man die
DSG der QCD an einem Ort x — ganz im Sinne der Wilson’schen OPE. Im
Impulsraum resultiert daraus eine Integration iiber die &ufleren Impulse oh-
ne Kontraktion der Tensorstruktur. Problematisch an diesem Verfahren ist die
Tatsache, dass jede derart vollsténdig kontrahierte Bewegungsgleichung (d.h. je-
des Kondensat eines der Basis-Vertizes) nur genau eine Bestimmungsgleichung
liefert. Zur Konstruktion eines fiir allgemeine Approximationsstufe r anwend-
baren Verfahrens ist dieses Vorgehen daher ungeeignet, da man sukzessive die
Kondensate der oberflichlich konvergenten Vertizes berechnen muss und kein
abgeschlossenes Gleichungssystem erhiilt.

Statt mit vollstéindig kontrahierten Bewegungsgleichungen zu rechnen, kann
man jedoch auch — ganz im Sinne der allgemeinen Form der OPE [Wei 96,
Kug 97] — lediglich zwei duflere Beine auf den gleichen Ort setzen bzw. im Im-
pulsraum iiber zwei duflere Beine integrieren und so partielle Kondensate aus-

'Da dort nur der Approximationsgrad r = 1 explizit berechnet wurde, reichte diese Stra-
tegie aus.

85
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rechnen. Dies liefert bei den Kondensaten der Propagatoren keinen Unterschied,
bei den Kondensaten der 3-Punkt-Vertizes verbleibt aber ein Bein unintegriert.?
Dieses Bein hat r Pole entsprechend der Zahl der Propagator-Nullstellen. Da-
mit eignen sich die partiellen Kondensate fiir eine geschlossene Definition eines
fiir Newton-Verfahren vollstéindig bestimmten Gleichungssystems. Um mit den
Rechnungen zu den DSG und der BSG konsistent zu bleiben, beschranken wir
uns auf die Kontraktion der Terme aus der 1-Schleifen-Entwicklung.

Verzichtet man darauf, die Gleichungen fiir die fithrende Impulspotenz auch
zu den SKG heranzuziehen, damit der perturbative Limes mit fithrenden Vertex-
Parametern identisch 1 nicht strukturell ausgeschlossen wird,® fehlt fiir je-
den Basisvertex jeweils eine Gleichung. Um sich bei der Analyse der SKG die
Moglichkeit zu erhalten, die Terme ohne ganze A-Potenz nicht zu verwenden,
muss man iiber die partiellen Vertex-Kondensate hinaus auch die vollstandi-
gen Kondensate der Propagatoren berechnen. Die eigentlich ebenfalls notwen-
digen vollstdndigen Kondensate der 3-Punkt-Vertizes und von I'y betrachten
wir nicht, da dazu 3-Schleifen-Graphen zu berechnen wéren. Wir verwenden
statt dessen die aus der Ay-Struktur des I'y-Vertex stammenden SKG bzw.
Nebenbedingungen.*

Die folgenden Kondensatberechnungen erfordern die richtige Extraktion der
fiihrenden E%—Divergenzem fir die 2-Schleifen-Graphen. Die hierfiir benétigte
Technik, alle moglichen Definitionen von divergenten Subgraphen zu untersu-
chen, beruht auf einer Kombination der Waldformel [PT 84, Mut 87, Kug 97,
Zin 02] mit dem Prinzip der Kompensation nicht-lokaler Divergenzen. Da sie
schon in fritheren Arbeiten dargelegt bzw. benutzt wurde [Héb 89, Str 96], ver-
zichten wir auf eine Diskussion.

7.1 Propagator-Kondensate

7.1.1 Gluon-Propagator

Fiir den Gluon-Propagator wird das Kondensat mit einem perturbativen und ei-
nem vollen zusétzlichen Propagator gebildet. Daher erhalten wir auf 2-Schleifen-
Niveau die folgende Gleichung fiir das Kondensat.

1

2In der QCD kommen 1-Punkt-Amplituden nicht vor. Sie sind aber aus anderen Theorien,
z.B. skalare ¢3-Theorie [Grii 02], bekannt.

3In [Sti 0la] wird ein starkes Argument dafiir angegeben, dass die Einbeziehung der ma-
nifest quasi-perturbativen Terme ohne ganzzahlige A-Potenz in die SKG eine Verletzung des
perturbativen Limes erzwingt. Man kann dies an der SKG des Geist-Propagators ablesen.

4Aus der A4-Struktur kommen hinreichend viele Gleichungen, um sogar das partielle T's-
Kondensat weglassen zu kénnen.
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—

Da der perturbative Gluon-Propagator keine Skalen aufweist, konnen Beitrdge
zum perturbativen Gluon-Kondensat nur aus der Fermion-Schleife kommen.
In den hoéheren Schleifenordnungen sind auch nur jene mit Fermion-Schleifen
relevant, da alle anderen Graphen auf perturbativem Niveau skalenfrei sind. Im
Fall chiraler Fermionen verschwindet das Gluon-Kondensat.

Perturbative Fermion-Schleife

Die Divergenz-Analyse der Subgraphen ergibt, dass nur die Integration iiber
die Fermion-Schleife einen divergenten Subgraphen liefern kann und so zu den
gesuchten Termen ~ }2 beitriagt. Weil die in (5.5) berechnete perturbative
Fermion-Schleife in Landau-Eichung ein skalenfreies Ergebnis aufweist, ver-
schwindet das Kondensat dann sogar bei massiven Fermionen.

Gluon-Propagator

Da der erweiterte Gluon-Propagator nicht mehr skalenfrei ist, liefert die Be-
rechnung des Kondensats einen nicht-verschwindenden Term ~ A2.
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Gluon-Schleife

no |

~ T (7.4)

1

In diesem Graphen sind alle drei Subgraphen divergent. Die quadratisch diver-
gente Gluon-Schleife ist schon in (5.8) berechnet worden. Wir erhalten ihren
Beitrag zu den Kondensatgleichungen, Ipga, durch eine weitere Integration.
Die Subgraphen vom Typ DP'TH*DT'3D sind logarithmisch divergent, die
verbleibende Integration {iber einen vollen Propagator ist dagegen quadratisch
divergent. Wir berechnen zunichst die entsprechenden Subgraphen, Ig; und
Igo.

A—2e Z Tr mq

I ~ —Jax T
e R

s=1

1
uy SA1A2 = QUVALA2
(95 =S )
~ Tss (7.5)

Aus Symmetriegriinden muss Igs das gleiche Resultat wie Ig; liefern. Die Inte-
gration iiber den verbliebenen Gluon-Propagator ergibt dann fiir den gemein-
samen Beitrag zu den Kondensatgleichungen, Ik, das folgende Ergebnis.

~4 —4e
_ g(gabgw g-_A
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Ik
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Damit keine perturbativen Korrekturen in die SKG dieses Kondensats eingehen,
miissen wir von diesem Ergebnis noch den Teil abziehen, der bei der Integra-
tion der nackten Subschleife DP{TES™ DPertThe™ prert mit dem vollen Gluon-
Propagator entsteht. Mit den Ergebnissen der vorigen Rechnung kénnen wir
Ik pert einfach notieren.

~4 A—2e

29 g 2
IK,pert 2% 5ab5 (471')4 2 (§1 Jl)A (77)

Fiir den Anteil aus der DSG (d.h. denjenigen, bei dem der in der DSG auftre-
tende Subgraph als erster berechnet wurde) finden wir das Folgende.

3 §4 A—4e
I —= 00"
bsG 4p3 7 (4m)* €
61 . 33 D 3r 9
( - Zcrr;rgl + ECr—lr;r 4Crr;r—1>A (78)

Zuletzt benétigen wir noch das Ergebnis der zugehorigen perturbativen Kor-
rekturen Ipsq pert- Mit (5.2) finden wir das folgende Resultat.

3 L gt AT%25
IpsG pert ~ —4—b5ab5“ WETZ(CI_UI)A2 (7.9)

Damit haben wir fiir das Gesamtergebnis
I =1+ Ipsg (7.10)
und fiir die perturbativen Korrekturen

Ipert = IK,pert + IDSG,pert . (711)

Tadpole-Schleife

Da der T}*""-Vertex keine Impulsabhingigkeiten hat, sind die beiden Gluon-
Schleifen voneinander unabhéngig und kénnen getrennt begerechnet werden.
Man erhélt das Ergebnis fiir die Kondensatgleichung aus der Integration des
Tadpoles in (5.10).

~4 ~4 A —4e
g 1 g*A av 181

~ 2L S 2o A2 (¢ — 12
2 2 @ " et o) (712)

Wegen der Skalenfreiheit der perturbativen Integrale entwickelt dieser Graph
keine Korrekturen der perturbativen Terme.



90 KAPITEL 7. KONDENSATGLEICHUNGEN

Geist-Schleife

Die beiden Subgraphen vom Typ DPe''T gertf)f gertD sind nach Abzihlen der
Vertex-Dimensionen logarithmisch divergent. Der Impulsbeitrag aus dem I's-
Vertex tragt jedoch den Impuls der auslaufenden Geist-Linie. Weil auflerdem die
Wirkung des Transversalprojektors auf den Gluonlinien derart ist, dass jeweils
eine Potenz des Integrationsimpulses des Subgraphen vernichtet wird, sind beide
Subgraphen konvergent. Man kann also nur Beitrage ~ }2 aus der in (5.11)
berechneten Geist-Schleife der DSG erhalten. Damit kénnen wir das folgende

FErgebnis notieren.

/4\

Da die Geist-Schleife in (5.11) jedoch unabhéngig von A ist, fehlt ein Faktor
A~2¢ fiir die zweifache Anwendung des I1(¢)-Mechanismus. Daher gehort dieser
Graph formal zu den Korrekturen der perturbativen Terme.

Fermion-Schleife

Wie bei der perturbativen Rechnung entwickelt die Fermion-Schleife nur bei
Integration der Ergebnisse aus der DSG eine Divergenz ~ ?15 Mit (5.15) erhélt
man das folgende Resultat.

~4
1
31 §4A—4e y v f
~ %?Wéﬂbéu Zf:{[ CTT 1,r—1 Crr 2,7 CT’T’ 17" 1
—-Cr: o ] { C: s + Cr 17“7“] A2} (7.14)

Fiir die Korrektur der perturbativen Terme findet man mit (5.5) schnell das
folgende Ergebnis.

11 §4A 2¢
Loer Oap 0™ — 1
pert ™ Top @ (4t Cab Z s1—o1)A (7.15)

7.1.2 Fermion-Propagator

Das Kondensat des Fermion-Propagators hat Massendimension 3. Bei der Be-
rechnung des 2-Schleifen-Graphen kommen daher nur divergente Subgraphen
vor.
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§
[\

= g +g* (7.16)

1 1

Da im Lauf der weiteren Rechnung die symmetrischen Produktsummen der
k-Parameter eine wichtige Rolle spielen werden, kiirzen wir diese mit QZL ab.

of = @f (7.17)
r+1

o = > #h#, (7.18)
t1tg=1
t1<to

r+1

of = > &l ali] (7.19)
t1t2t3:1
t1 <tg<t3

Perturbativer Fermion-Propagator

G 5ii L P 7.20
I T e (7.20)
1

Fermion-Propagator

e O (7.21)
1

I S OV S S S S

Dabei haben wir im Vorgriff auf eine Skalierung auch der fermionischen Para-
meter — insbesondere der Vertex-Pole — mit A den Faktor A=2¢ fiir den II(¢)-
Mechanismus aus dem Integral herausgezogen.
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Schleifen-Graph

g (7.22)

1

Hier sind alle drei Subgraphen divergent und getrennt zu berechnen. Wir be-
rechnen zunschst das Ergebnis fiir den Subgraphen SP¢"I" gertSI‘gS , Ig.
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Hierfiir sind noch die perturbativen Korrekturen zu berechnen, die aus dem
Subgraphen Sf”e”tfgertSp”tl“‘genSp”t stammen. Dies ist mit dem obigen Ergeb-
nis einfach moglich.

ISl,pert ~ 0 (724)

Der zweite Subgraph ist SP'TE“* DI'3S, der logarithmisch divergent ist.
Wir notieren das Ergebnis in Igo.

4, g4 A2 1 .
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Die perturbative Korrektur ergibt sich in der bekannten Weise.
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03

Weitere Korrekturterme kommen nicht vor, da sie zu anderen Divergenzregio-
nen als der hier betrachteten gehoren.’

Damit muss noch der Subgraph aus der DSG berechnet werden. Da sich in
Landau-Eichung dafiir keine Terme ~ ¢ entwickeln, kann man mit dem Resultat
aus (5.20) das folgenden Ergebnis fiir Ipgg notieren.

455 g0 AT g ~ Fos2
IDSG ~ géw (471')4 €2 [(Cr;rr—l - Cvf;rrwl )(mfwl + mf + 92)
—(’I’?Lf + w{)(éf;r—lr—l - C’f;rr—lw{)
+(C_'TJ’£;T’—17’—2 - C_'T{t;rr—2w1f)} (727)

Mit dem perturbativen Beitrag zur DSG aus (5.17) gelangt man zu dem folgen-
den Resultat fiir die perturbative Korrektur.

I “ a5 9 A_ze(f—ij)A2
DSG,pert (471')4 2 wq ™ myg mf
+rg <Q§ — ! —|—7T£)] (7.28)

Mit diesen Rechnungen kann man nun auch die fiithrende Divergenz fiir das rein
perturbative Kondensat angeben.

1

Damit sind sémtliche fiir die weitere Diskussion wichtigen Terme des Fermion-
Kondensats berechnet. Die weitere Behandlung der aus dem Kondensat resul-
tierenden Gleichungen wird in Kapitel 8 diskutiert.

7.1.3 Geist-Propagator

Da der Geist-Propagator schon in der DSG keine Beitréige jenseits der quasi-
perturbativen Korrekturen zu den perturbativen Termen der nullten Ordnung
entwickelt und bis auf den multiplikativen Faktor auf seinem perturbativen Wert

SErsetzt man die Fermion-Propagatoren aus der Kondensatbildung durch nackte, muss
man auch einen nackten I's-Vertex einsetzen und befindet sich damit in der perturbativen
Korrektur fiir einen anderen Subgraphen.
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bleibt, ist nicht zu erwarten, dass diese Kondensat-Gleichung dariiber hinaus-
gehende Terme entwickeln kann. Dies bestétigt man durch eine kurze Analyse
der folgenden Gleichung.

P \
-2 / \\
g ( )
/
\\~.-',
1
//_\\\ ;r""‘\.$
_ 2 =4 \
= '\ ’ + g {\\", \ (730)
S /’/ \ ,1
~ o S e Gune
1 1

In der Tat ist der einzige Graph, der nicht wegen seiner Skalenfreiheit verschwin-
det, die Geist-Gluon-Schleife. In diesem Graphen entwickelt nur der Subgraph
DPertTPe" DTy D Divergenzen, die nicht durch eine folgende skalenfreie Integra-
tion verschwinden.

g m\ 9 gt AT
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Die zugeordnete perturbative Korrektur ist damit leicht abzulesen.

9 §4 A—2e
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Ipert ~ =

7.2 Partielle Kondensate

7.2.1 I's-Vertex

Aus der I's-DSG erhalten wir die folgende Kondensatgleichung auf 2-Schleifen-
Niveau.

= 1 + g Q 1
WAL
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Perturbative Kondensate

Um den perturbativen Limes der einzelnen Diagramme bestimmen zu kénnen,
muss zunéchst das rein perturbative Ergebnis berechnet werden.
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e Tadpole-artige Graphen
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e 3-Fermion-Schleife
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Der T;*'-Vertex mit nicht-perturbativen Propagatoren
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Kontraktion der Lorentzindizes und Ausfiihrung des Impulsintegration die-
ses linear divergenten Integrals liefern das erwartete Ergebnis.

51 A2
46(4 )2

Damit erhilt man hieraus keine Anteile zu den nicht-perturbativen Selbstkon-
sistenzgleichungen der nullten Ordnung.

Zfa1a2as{5mu2pm graes M2} (7.41)
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Das volle I's-Kondensat

. ;-3 ’
2 e / aD’f{5“1”2 [5 + P, (% TR (k- %)2)

—2055 k1 F((5+ k)2, (k = )% p})

/ 3 !
+5 k= Sp (k= B2t (5 + k) )

popy Pl pspsy Pl
xDa,za;(—? — k)Daga:(_j + k) (7.42)
Die Kontraktion der Lorentztensoren und Berechnung des Impulsintergrals lie-
fern nach Riicknahme der dazu benétigten Partialbruchzerlegung das folgende
FErgebnis.

1 A—2e . ' T 1
I = € b(4m)? i farazas {OF 1 2PYS — S PE2 Y [ Hp% T ur’SAﬂ
s=1
- r— r L,
X Z(Az) k(p%)k Ckr;r + ZCM’;I@] (743)
k=0

Kondensat der 3-Gluon-Schleife

%)
g* Q" 1 + (p2 < p3)
NG

Dieser Vertex enthélt formal drei Subdivergenzen. Hier interessiert nur die
fithrende Divergenz proportional zu }2, da die anderen nicht zu den SK-Gleich-
ungen der nullten Ordnung beitragen. Man erkennt durch einfaches Abzihlen
der Impulspotenzen, dass das Integral iiber die vier d&ufleren Gluonlinien kon-
vergent ist, weshalb diese Subdivergenz nicht beitragen kann und vernachléssigt
wird. Die beiden anderen Subdivergenzen miissen jedoch separat berechnet wer-
den.

Dazu betrachten wir zunéchst die linke 3-Gluon-Schleife des Graphen. Diese
wurde schon berechnet, so dass wir (5.42) nutzen kénnen. Zur Berechnung der
ersten Subdivergenz miissen wir also nur noch die Kontraktion iiber den Im-
puls und zwei zusétzliche volle Propagatoren berechnen. Da das verbleibende
Teilintegral linear divergent ist, bereitet dies keine gréfleren Probleme.
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15 1 G2A—2¢ -1

T
Is1 ~ 15 Zfamzag [ 7(471_)2 J {5N1u2pl113 — 5#1u3pl1t2} [ Hp% + Ur,sAz}
s=1
r+1

Y Y Y Y (A 10) A 1) A 1))

t1tatz=1ki1kok3=011l1o=0 m1ma2=0
r r r 2\ k3 ~ k1+l2 ~ l1+mo
Cklkz;kgclllg, ¢ (p1) (—ur,tl) (=)™

r~mima;r »

X (— iy g )™ TR2 (AZ) TR (7.44)

Die perturbative Korrektur dieses divergenten Anteils erhélt man aus dem fol-
genden Graphen, der mit der gleichen Integrationsreihenfolge zu rechnen ist.

7 1+ (p2 < p3) (7.45)

Damit finden wir mit den Ergebnissen der obigen Rechnung den folgenden Aus-
druck.

15 4A 2e
Is1 pert ~ e fa1a2a3 2 amt {onzphis _ gripspfizy (7.46)

Dies unterscheidet sich lediglich durch einen nicht-perturbativen Faktor von
dem perturbativen Ergebnis (5.25).

Fiir den zweiten Divergenzanteil wird zuerst die Subschleife DI's DI'sD be-
rechnet.

ey = / a0 g (p, B, A) DT (A) DO (B)

1A . 1 gommana [T A2 4, A2]
€ (47T)2_€ 6 s=1 ’
r+1 .
X Z u t3 Z Z kz;kac’fﬂ;la(_arvti’))kz—i_h (A2)l3
tz3=1 kok3=01113=0
. " L -1
% (B2)k3 (A2)2r—k3—l3 [ H B2 + Ur,sA2] (747)

s=1

Fiihrt man dann die Lorentzkontraktionen aus, erkennt man leicht, dass sich
in dem linear divergenten Integral keine divergenten Terme fithrender Ordnung
ausbilden. Daher ist der obige Beitrag der einzige zur fithrenden Divergenz des
Kondensates.
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7 0‘0 1 (7.48)

Im Gegensatz zum vorherigen Graphen gibt es hier nur eine Moglichkeit, ein
divergentes Integral zu parametrisieren. Beide Schleifen miissen separat berech-
net werden, wobei wir von vollstéindig symmetrischen I's-Parametern ausgehen.
Dabei ist die Integrationsreihenfolge unerheblich, da iiber den I'4-Vertex keine
Impulskopplung erfolgt. Wir geben zunéchst das Ergebnis fiir den erweiterten
I'j-Vertex mit vollstdndig symmetrischen Parametern an.

Der Hantelgraph

5 . GPAAe 1

1 {5/11#2 H3 SHLm3 MZ}
I pi + up A2

I° = —@Zfaumag QW
s=1

r r+1 r N . N m
Z Z Z 21 (72)7- oy (=) )T (=g, )Y
A" (u, t1)A(u, t2)

k1=0t1t2=1Imxy=0

9
Chatan{ 5 Towsrr — Eywire ) (7.49)

Fiir Mandelstam-symmetrische Parameter lautet dies wie folgt.

2 4
5 A~ 45 {5#1#217#3 5#1#3 M2} 1

Im = b4 fa1a2a3 2W

[T 23 + s A2
s=1
r r+1 r ~ - ~ m
Z i Z kl A2 r— kl( uT,tl)H_ (_uﬁt2) Ty
A"(u,tl)A(u,tg)

k1=0t1t2=1lmxy=0

3
Cl:ll;m{ﬁngx HES 2(Tg§x HES +T;:c rr) +Dz§x HES +ngjx irr
Egt/:c srr E;j:c rr} (750)

Die perturbative Korrektur ist fiir beide Terme identisch und ergibt sich, indem
man zunéchst die Subschleife FgertDpertFT”Dp”t berechnet.

45 2A 2e
Lpert ~ ~ 2 falam3 iy T2 (gramaphs _ guamsppay (7.51)

Kondensate der tadpole-artigen Terme

Auch bei diesen Kondensaten kann man sich analog zu dem obigen Graphen
schnell iiberlegen, dass nur die Integration iiber das Ergebnis der DSG-Rech-
nungen Beitrige zur fithrenden Divergenz liefern kann. Dies geschieht wieder
durch einfaches Abzihlen der Impulspotenzen bei den moglichen Parametrisie-
rungen.
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45 1 g*A—4

1 3
8b4Zfa1a2a3 5 WCM T{guluspuz + — ﬁsﬁumzus _ Z(wzugp;lu

12
4 (5u1u3 12 5u1uzpl113)} (7.52)

Dabei haben wir den in B.11 definierten vollstindig symmetrischen Tensor Sy
benutzt.

~4 1
45 1 g'A 11 2, 43 1 Bupans | S spuops,
= @Zfalaga;;g (471')4 Crr;r{ -6 P — 12 S + - 5 V4
1 .
_,_Z((;ulusp!ln _ 5u1u2p11t3)} (7.53)

Die Summe der beiden Graphen zeigt dann das erwartete Verhalten.

135 1g4A 4de

16b4 falaza; WCT’T’;T{(SMlMQ HS — ohms ?2} (754)

Die perturbative Korrektur entsteht hier, indem man wiederum die Subschleife
rhert prertphert prert hetrachtet.

135 1 g*A—2

Ipert 16b2 Zfa1a2a3 62 (471')4 {5”1'“2]9/“ 5#1H3p/f2 } (755)

Kondensat der Geisterschleife

,’-
4 ]
-4 /

§innrg A 1+ (p2 < p3) (7.56)

\‘\__'

Wir geben das wegen der Erkenntnisse iiber Geist-Vertizes in Landau-Eichung
vorhersehbare Resultat hier der Vollstindigkeit halber an. Die Geist-Schleife
entwickelt — wie die 3-Gluon-Schleife — nur in einem Subgraphen zu der fithren-
den Divergenz beitragende Terme. Der wesentliche Grund ist, dass in dem loga-
rithmisch divergenten Subgraphen DI'3DI'sD der Impulsbeitrag auf dem aus-
laufenden Bein eines I's-Vertex nicht vom Integrationsimpuls abhéingt, wodurch
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das erste Integral konvergent wird.

) 5 1 §4A 2¢
[~ —— v 5#1#2 Ma o 5,u1,ug u2 '
Z32b2b3f roaas Vo 2 (4m)t (7.57)
Die perturbative Korrektur kann man daran einfach ablesen.
5 u oy 1 GHATE
Ipert ~ _waalaym {5/”#2 3 5“”“ 2} (47‘(')4 (758)

Kondensat der Fermionschleife

()
S
g* 0‘ 1 + (p2 < p3)
=)

Wie man durch einfaches Abzihlen der Impulspotenzen zeigen kann, entwickelt
auch dieser Graph nur bei einer Parametrisierung fiithrende Divergenzen. Diese
ist gerade die, in der man die Ergebnisse der DS-Rechnungen nutzen kann.

- —Z6b22fala2a3 2%{5#1% M3 _ §H1K3 uz}[le_i_ursAﬂ -1

s=1
r+1 r

D 51D D D S I R ICAURRICRUNS

t1tats=1m1=0ninonz= 0n1n2n3—0

xCfr gl afr (—r (f) )n1+n’2( £ )2)n2+n_g(_,{(ft> )ng—i—n’l (7.59)

mining T ringng T ringng 7“ 1 T,l3

Fiir die perturbative Korrektur miissen wir den Graphen

Py 1 +(p2o p3) (7.60)

berechnen. Mit obiger Rechnung finden wir leicht das folgende Resultat.

5 1 §4A—2e
Ipert ~ = zf: @Zfalaga:;E_Q (471')4

{(5‘““21)‘1‘3 — (5’““31)‘1‘2} (7.61)
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7.2.2 T'5-Vertex

Fiir den I's-Vertex gibt es zwei Moglichkeiten, ein partielles Kondensat zu de-
finieren. Integriert man iiber ein Gluon- und ein Fermion-Bein, entwickelt das
so definierte Kondensat lediglich lineare Subdivergenzen. Die Bestimmung der
SKG geschieht beziiglich der fermionischen Parameter. Eine anschauliche In-
terpretation dieses Kondensats ist jedoch schwierig. Der wichtigste Nachteil
ist jedoch, dass das Kondensat eine fundamentale Asymmetrie in der Tensor-
und Matrixstruktur aufweist, so dass die Bestimmung eindeutiger SKG schwie-
rig wird. Daher ist diese Kondensatbildung weniger geeignet und wird in die-
ser Arbeit nicht weiter betrachtet. Integriert man dagegen iiber die beiden
Fermion-Beine, ist es leichter dieses Kondensat anschaulich zu interpretieren
(z.B. als Aussendung eines Gluons aus einem sozusagen gebundenen Fermion-
Antifermion-Zustand). Auflerdem zeigt dieses Kondensat besser die geforderte
Symmetrie, wenn man die abschlieende Transversalprojektion an dem Gluon-
Bein beriicksichtigt. Dafiir entwickelt es eine quadratische Subdivergenz und die
Bestimmung der SKG erfolgt beziiglich der gluonischen Parameter. Es ist da-
her besser fiir unsere Zwecke zu gebrauchen und wird in der weiteren Rechnung
analysiert.

Auf 2-Schleifen-Niveau findet man fiir das partielle Kondensat des I'3-Vertex
die folgenden Gleichung.

7 1
N )
S 1 + L) 1
WAL
+(p2 < p3) (7.62)

Perturbative Resultate

Wir berechnen zunichst die perturbativen Ergebnisse fiir dieses partielle Kon-
densat.

. f‘gert—Vertex

~2

~9 a g |: A 1 o o
~ T M=
g 1 ij (4 )26 f2(16fy Y ]‘)

S p )] (7.63)
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e Schleifen-Graph

~ Tz‘?’&{ z[4mf( -y %)——v“kz]

9r1
=z H Ry uk2
+4 [2 ( }é 7 }é 7 } trans
71 3 Gt
— b2 2 H H
{144 K= gm0k = %)} i (4rr)Ae2 (7.64)
fgert-Vertex
~2 —2¢
5 o 95 A N f_f_ f
g 1~ i (4m)2 e { “[(wl) — M wi _92}

5" =Bl — ) = GO+ ) 7.69)

Die perturbativen Korrekturen bestimmen sich aus dem Graphen mit nur nack-
ten Vertizes.

I's-Vertex
a 2mA2r—2m
L CF A mzzop
g 1 lej 2 r
(4m)* € 2 2
[T (5 + o2
{+Chr (@2 = o) - O i
1 _
_2(¢ ]{5)[ mrr ™ _Cr{er—l]
- Cmr?"(ﬁfyu]é—i_]ﬁ’yu)} (766)

Die perturbative Korrektur dieses Graphen ist auch hier der Graph mit nur
nackten Vertizes, der oben berechnet wurde.
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Schleifen-Graph

(7.67)

Dieses partielle Kondensat hat zwei Subgraphen, die nicht-verschwindende Di-
vergenzen liefern konnen. Wir berechnen zunichst den Subgraphen ST3ST3S.
Im Lauf der Rechnung stellt man fest, dass der Beitrag des Graphen mit py < p3
exakt einen Faktor 2 fiir die divergenten Anteile bedeutet und somit den sta-
tistischen Faktor aus der DSG kompensiert.

r+1 r

34 A
R sy D S SIS

tz=1 mnn’/=0 vww’=0
IV —B, A)DP (B?) D' (A?)
BZmA2T’—2m A2vA2r—2v ( /%{3 )n’—i—w

[T (52 + o) [T (42 + g 02 0018

s=1 s=1

{201{107“ [er;nr(wl - _}é_ _¢> mr ln]’yﬁva
+07J; n/ rcij):wr/yw/y ("%tg + _g),ya,yx

8.t ! Iy LN et

+2’Y v Cm n'r |:CU wr( 2%: 3¢) Cv;wr—1:| } (768)

Dabei stehen die punktierten Variablen wieder fiir die noch vorzunehmenden
PBZ. Rechnet man das verbliebene, maximal quadratisch divergente Schleifen-
integral aus, erhdlt man das folgende Ergebnis, wobei die aus der DSG des
I'3-Vertex folgende vollstindige Symmetrie der C®"-Parameter explizit voraus-
gesetzt wird.

3 .. §4A—4e 1 r+1 r r r
~  —2mid
Is1 2Ta A2 (4m)ie T Z Z Z Z
[T (k2 4w, sA2) titats=1 kikaks=0 mn'=0 vw=0
s=1
) G L G D Ly s {

AT(’LL’ tl)Ar(uv t2)AT(K‘(f) ) t3)

N N 4
{407 Crara [0+ 02)8% + 27] = 20 (1" 1K)

17 7
+4Ck1k2 kawl( M% }(77 ) + Ck3k2;k1 [ - E’V“kz + 2]{;”}{7 + E%’V“k

+Ckakaikn [145 R ok%)} }

_4Ck1k2§k3Cm rnvar 1( “}é - k;fy“)} (769)
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Man beachte hierbei, dass der Term mit einem zuétzlichen /%{3 verschwindet. Da

die Terme ~ fk* durch den obligatorischen Transversalprojektor an das ver-
bliebene gluonische Bein verschwinden, erhalten wir die folgende Darstellung,
wobei wir die longitudinalen Terme vernachléssigen.

. g4A 4e 1 r+1 r r r

rans D

I~ bﬂﬂmh2r > > XX
[T (k2 4 up s A2) tatats=1 kikaks=0 mn'=0 vw=0
s=1

(=i )Rt (g, Yoo (—jef '+ 2ha A107=2kn
AT (u, 1) AT (u, t2) AT (k) £3)

{ {0, + 008+ 4] 8 - o) - a2

Chskaskr Cohrn

-AQLPﬂWk—hﬂ} (7.70)

Fiir die perturbativen Korrekturen ist der folgende Graph mit der gleichen
Integrationsreihenfolge zu berechnen.

+= 1 +(p2<ps) (7.71)

Mit den obigen erhaltenen Ergebnissen finden wir fiir fiir die perturbative Kor-
rektur im transversalen Sektor das folgende Ergebnis.

g4A 2¢ 1 r
Igrlag;t ~ — é] - Z Crr;kl(kz)kl A2r—2k1
: 8b (4m)te? TT (k2 + ur A2) o

s=1

{8"(61 — o)A iy (1 — ) — R} (1)

Der letzte divergente Subgraph ist der in der DSG berechnete. Mit (5.59)
konnen wir daher direkt die verbleibende Integration ausfithren und erhalten
das folgende Resultat.

. 1
9 1 giAie 1 <
Isy = 4b2Ta 62 (47‘(‘) r Z Z Z Z
[T (k% + up sA2) titats=1 ki kaks=0 mn/=0 vw=0
s=1

(_ﬂtl)k2+m(—ﬂt2)k3+”(_g{3)n’+wk2k1A10r—2k1
A’"(u, tl)AT’(u, tg)A’"(/{(f) , t3)
1 1 1
{ [(w{)2 N 95]7“ — G Sk gl (- k) }

_ 1 _
_’Y‘uw Cm r— 1n01{wr + Cr{m;r—lnfy Cv swr—1 + 5%"7”07]; rnCv swr—1

Ckskzﬂfl {Cm rnCv swr
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—%V”%Q{L o/ _%w cf ¢l +cf af }}

s r—1n~vswr m;rn -~ v;wr— m;r—2n ~ v;wr

(7.73)

Die perturbative Korrektur ergibt sich hier aus dem folgenden Graphen, der in
derselben Reihenfolge der Impulsintegrationen zu berechnen ist.

1 + (p2 < p3) (7.74)

CTASTY

Mit den Ergebnissen der obigen Rechnung finden wir dafiir den folgenden Aus-
druck.

9, .1 gtA2%e 1 1
Isopert ~ ZTI?EGW [(W{)2 - Qﬂ - gkz’Y“ + EK’Y“%

o (@] — )y — ) + (] )? — o] ] — wﬂg}

(7.75)

7.2.3 fg—Vertex

Das partielle Kondensat des I's-Vertex entwickelt iiber die Divergenz aus der
DSG hinaus keine weitere nicht-logarithmische Divergenz. Zudem treten keine
Terme auf, die eine Riicknahme der PBZ verhindern kénnen. Weil der T's-Vertex
in Landau-Eichung aber keine Divergenz entwickeln kann (das ist der Grund,
warum er auf seinem perturbativen Wert bleibt), kann auch das partielle Kon-
densat keine fithrenden Divergenzen ~ }2 entwickeln. Daher kénnen wir auf
eine explizite Berechnung verzichten.

7.3 Volle Kondensate

Sofern man auf Terme der fithrenen Impulspotenz bei der Konstruktion der
SKG verzichten mochte, bendtigt man auch die vollstéindigen Kondensate der
Wechselwirkungsvertizes, um eine der Variablenanzahl entsprechende Zahl von
SKG erhalten zu koénnen. Bildet man die Kondensatgleichungen wie im vorher-
gehenden Abschnitt an den DSG auf 1-Schleifen-Niveau, muss man notwendig
auch bis zu 3-Schleifen-Graphen betrachten. Wie oben erwihnt haben wir mit
den zuséatzlichen Gleichungen aus der A4-Struktur des I'y-Vertex hinreichend
zusétzliche Bedingungen, um die noch fehlenden vier vollstindigen Kondensa-
te nicht betrachten zu miissen. Daher verzichten wir in dieser Arbeit auf die
Berechnung der vollen Vertexkondensate.



Kapitel 8

Selbstkonsistenzgleichungen

Die Konstruktion der SKG erfolgt wie in Abschnitt 2.7 beschrieben. Wir geben
im folgenden die SKG an, die sich aus den 1-Schleifen-Rechnungen ergeben,
wenn als Approximationsstufe fiir die erweiterten Vertizes r = 1 gewahlt wird.
Wir formulieren die Gleichung ohne explizite A-Abhéngigkeit, d.h. die externen
Strommassen my sind mit A skaliert, so dass wir ein Gleichungssystem mit
dimensionslosen Zahlen erhalten. Dieses stark nichtlineare Gleichungssystem
notieren wir im Selbstkonsistenzvektor S , die einzelnen Elemente des Vektors
werden im Folgenden definiert. Eine Losung der SKG erfordert

S

0 . (8.1)

Die Definitionen der in den folgenden Abschnitten auftauchenden Abkiirzungen
sind in Anhang B.2 zusammengefasst.

8.1 SKG der Propagatoren

8.1.1 SKG des Gluon-Propagators

Zur Beschreibung der SKG aus dem Gluon-Propagator miissen wir die Ergeb-
nisse der Schleifenrechnungen in zwei Anteile zerlegen. Nur der erste entwi-
ckelt die maximale Impulspotenz und wird mit Yo bezeichnet. Dieser Teil der
Integrale trigt auch im perturbativen Limes bei. Der zweite Teil, mit 2o ab-
gekiirzt, trigt dagegen zur maximalen A-Potenz bei und hat manifest nicht-
perturbativen Charakter.

15 5) 2 —
— Y Y = r,f
T2(a + 1) 2[)250 Cm";r 4b260 Crr;a + (I)2(CL) 3050 zf: Cd;rr
(8.2)
9 ) 27
QQ(G) - _m(glcrr;a - r—lr;a) + M(gl - Ul)JT—a

2 _ _ _ _
- Z %(_Cg;{f—lr—l + C(Z;f—%’ + C(Z;Z—lrw{ - C;::erg)
f
(8.3)
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Dabei haben wir fiir den Anteil aus der Geist-Schleife die Abkiirzung ®o ver-
wendet.

1 .
PSR Or—a, quasipert.

®y(a) = { (84)

—13,0r—a pert.

Je nachdem ob man fiir diesen Terme eine Behandlung nach (5.12) durchfiihrt
oder nicht, muss die Divergenz aus der Geist-Schleife entweder zu den quasi-
perturbativen Termen nullter Ordnung oder zur perturbativen Renormierung
bzw. einer LL-resummierten Variante!) zugeordnet werden. Damit erhalten wir
die folgenden SKG.

13 2
So(r+1) = _b+1+2—ﬂo_%Nf_T2(T+l) (8.5)
$u(a) = ~briat ool + o5 22 N))
“Ys(a) — Qa(a) (8.6)
52(0) = —b§r+1 — QQ(O) (8.7)

Bedingt durch die Struktur der Gluon-Propagator-DSG auf 1-Schleifen-Niveau
(die linke nackte Vertizes enthélt und nicht resummierbar ist), sind diese Glei-
chungen nichtlinear in den Propagator-Parametern aber linear in den Vertex-
Parametern. Eine strukturelle Besonderheit dieser SKG ist auch, dass sie aus
zwei Beitrdgen — 19 und )y — zusammengesetzt ist. Dadurch nehmen die Glei-
chungen Sa(r+1) und S2(0) eine besondere Stellung ein. Die Erfahrungen dieser
Arbeit zeigen, dass zumindest fiir Approximationsgrad » = 1 die besondere Ge-
stalt dieser SKG ein wesentliches Hindernis bei der numerischen Bestimmung
von Losungen des SKG-Systems ist.

8.1.2 SKG des Geist-Propagators

Wir erhalten aus der Gleichung fiir den Geist-Propagator unabhéngig vom Ap-
proximationsgrad r genau die eine Bestimmungsgleichung, die wir fiir den mul-
tiplikativen Faktor b benstigen.

91 1
Sp = —b+l-——

3 (=-1) (8.8)

bb
Diese Gleichung ist verglichen mit den anderen SKG recht einfach, da b hier
nur iiber den multiplikativen Faktor des Gluon-Propagators in das Gleichungs-
system zuriickkoppelt. Bemerkenswert ist insbesondere, dass ein strikt pertur-
bativer Geist-Propagator (5:1) notwendig auch b = 1 erfordert.

Sofern man fiir Terme ohne mindestens eine ganzzahlige Potenz von A die

Anwendung des II(e)-Mechanismus nicht zulésst, kann man aus dieser DSG
keine SKG ableiten.

'Durch Resummation der leading logarithms von In? (%;) auf In? (%25) entsteht in den

rein perturbativen Termen eine Konstante wie b2.
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8.1.3 SKG des Fermion-Propagators

Da die fithrende Impulspotenz des Schleifenintegrals in Landau-Eichung ver-
schwindet und daher keine SKG liefert, gibt es hier eine Gleichung weniger. Wie-
der kénnen den Propagator-Nullstellen keine Gleichungen zugeordnet werden.
Wir erhalten dabei strukturell identische Gleichungen entsprechend der betrach-
teten Fermionenzahl. Bei massiven Fermionen unterscheiden sie sich durch den
Wert der Strommassen, die iiber die perturbativen Ergebnisse in die SKG einge-
hen. Aber auch bei chiralen Fermionen kénnen wir die Gleichungen nicht durch
eine einzige Gleichung ohne Fermion-Index f ersetzen. Ebensowenig kann man
die Fermion-Summen in den gluonischen DSG durch einen Faktor Ny ersetzen.
Der Grund dafiir ist, dass das nichtlineare SKG-System durchaus verschiedene
Werte fiir die fermionischen Parameter und insbesondere verschiedene nichtver-
schwindende Werte fiir die Polpositionen der Fermion-Propagatoren, d.h. der
Fermionmassen, zulassen kann. Eine derartige spontane Symmetriebrechung in
den Parametern allein auf Grund der dynamischen Eigenschaften der DSG wére
ein hochst bemerkenswertes Phdnomen.
Wir definieren fiir den Schleifenbeitrag die folgende Abkiirzung.

_ 4 . .
Tia) = 2O, ~ =l Cl) (8.9)
bBo
Dann lassen sich die SKG folgendermafien schreiben.
_ R 4 _
(@) =~ g gL - ) = Ta(a) (810)

Dabei muss man beachten, dass Wf 41 = 0 ist, weil es nur r Propagator-Null-
stellen gibt. Eine Gleichung fiir a = r + 1 fehlt, da die DSG in Landau-Eichung

keinen Beitrag zur hochsten Impulspotenz liefern kann.

8.2 SKG der Vertizes

8.2.1 SKG des I's-Vertex

Da in der DSG des I's-Vertex tadpole-artige Terme vorkommen, die nicht re-
summierbar sind, ist die Symmetrie von I's in der DSG nicht manifest.? Damit
die SKG und die Parameter diese Symmetrie beriicksichtigen, fiithren wir ei-
ne triviale Symmetrisierung durch. Das hat zudem den Vorteil, dass auf diese
Weise stark einschrinkende Nebenbedingungen abgeschwiicht werden. Gleich-
zeitig sind aber nur noch vollstéindig symmetrisierte Kombinationen der I's-
Parameter zugénglich. In der Tat werden vollstdndig symmetrische Parameter
sogar erzwungen, wenn man die tadpole-artigen Terme nicht modifiziert.

Bei dem Term aus der Geist-Dreiecks-Schleife fehlt der fiir die Konstruktion
der SKG notwendige Faktor A=%¢, so dass man passend erweitert muss, wenn
man den II(e)-Mechanismus anwenden will. Der dann iiberzihlige Faktor A*2¢
ersetzt in den Gleichungen die willkiirliche Renormierungsskala VSE.

2Eine exakte Losung der DSC wiirde diese Symmetrie wieder aufweisen.
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Wir formulieren die SKG wieder fiir allgemeine Approximationsstufe r und
benstigen dafiir ©3 b
03, = Or_aOr_0r_c (8.11)

Nun definieren wir den vollstdndig symmetrischen Teil der SKG, T3.

2
r for
2b3ﬁz (abc)+—3ﬁ0 E S5 (a, b, c)

+®3(a, b, c) (8.12)

T3(a; b7 C) =

Dabei wird fiir den von der 3-Geister-Schleife abhéngigen Teil die Abkiirzung

1

1 g3
@3(&, b7 C) — { 8b3 0@ abe? t
" 880 ~abc pert.

uasipert.
Auesip (8.13)

verwendet, entsprechend der moglichen unterschiedlichen Behandlung dieses
Terms im SKG-Mechanismus. Dazu kommt noch der partiell symmetrische An-
teil aus den tadpole-artigen Termen mit Beteiligung des I'y-Vertex, den wir
in Q'§ zusammenfassen. Der Index k steht bezeichnet dabei die verschiedenen
Ansiétze fiir I'y. Wir bilden Q’g beziiglich der Tensorkomponente §#1#2pi®.

19 29

Q%(a;0,¢) = “3%5, Yrr(a;b,c) — 39525, 02 (Cpey + = Cfr 0)(8.14)
Q5(a; b, c) —%%EFT(G; b,c) — 513b21ﬁ Yre(a;b,c)
5 5777 O Clre + Cor) (815)
O (aibe) =~z {65k + S5+ B - DY
5 5777 O Clre + o) (8.16)

Dazu kommt fiir denselben Vertex-Parameter C”, noch eine Gleichung aus der

ab;c
Tensorstruktur §#143ph'? mit Q& (b; ¢, a). Schon hier sieht man, dass die Symme-
trie der Vertex-Parameter des I's-Vertex von Qg}f nicht eingehalten wird, was zu
starken Einschrénkungen an die zuléssigen Parameter fiihrt.

Die SKG aus dem I's-Vertex ergeben sich damit wie folgt.

34 2
Sg(%bac) = C ®abc( —%—%N)

—Tg(a, b, c) — Qk(a;b, ) (8.17)

Wegen der Tensorstruktur der symmetrisierten tadpole-artigen Terme entsteht
allerdings noch eine weitere Gleichung, die sich von dieser nur durch den Vertex-
Parameter unterscheidet.

34 2

Si]’f(a;bvc) = Cacb Gabc( %_%Nf)

—T3(a,b,c) — Qk(a;b,¢) (8.18)
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Daraus folgt dann, dass

gb;c = Oéc;b? V{a, b? C} : (819)
Damit miissen die Vertex-Parameter des I'3-Vertex unabhéngig von der Appro-
ximationsordnung r vollstindig symmetrisch sein. Eine explizite Untersuchung,
ob dies auch fiir alle Schleifenordnungen gilt, liegt auflerhalb unserer Mo6glich-
keiten. Es gibt allerdings starke Argumente fiir diese These. Auch in hoher-
en Schleifenordnungen miissen die Graphen eine Lorentz-Tensorstruktur entwi-
ckeln, die mit der perturbativen Tensorstruktur vertréglich ist, also aus den ins-
gesamt sechs Basistensoren fiir den I's-Vertex (6#i#i pl'*) zusammengesetzt ist.
Dazu gibt es im Wesentlichen drei Moglichkeiten. Erstens kann kann ein Graph
wie die Gluon-Dreiecks-Schleife in die perturbative Tensorstruktur und die Di-
vergenz faktorisieren. Zweitens kann der Graph wie die tadpole-artigen Terme
nur einen Teil der Struktur, proportional zu jeweils einem der dufleren Impulse
pgi, entwickeln. Drittens konnte der Graph nur mit einem der sechs Basisten-
soren in die DSG eingehen, was aber wegen der Vertauschbarkeit der beiden
rechten Beine nicht méglich sein sollte. Wir schliefen diesen Fall daher aus.?
Terme mit einer tadpole-artigen Tensorstruktur miissen wegen der Vertausch-
barkeit der rechten Beine aber ebenso — wie oben gesehen — in den zugehorigen
Y-Parametern den linken dufleren Impuls auszeichnen. Die einzige Mo6glichkeit,
eine Gleichung wie (8.18) zu vermeiden, ist daher eine vollstindige Kompen-
sation aller Terme mit tadpole-artiger Tensorstruktur. Dann aber wéren die
resultierenden SKG vollstéindig symmetrisch. Damit sind partiell symmetrische
I's-Parameter nicht mit der Struktur der SKG zu vereinbaren.

Eine mindestens ebenso gravierende Beschrinkung folgt ebenso unmittelbar
aus den SKG. Auch Q’?f muss symmetrisch sein.

0 (a; b, ¢) = Q4 (b; ¢, a) (8:20)

Mit dieser Gleichung werden die Parameter von I's- und I'y-Vertex in manifest
asymmetrischer Weise miteinander verkniipft, was sie sehr stark einschrénkt.
Im Hinblick auf eine Losung der SKG und damit eine selbstkonsistente For-
mulierung der Theorie sind derartige Beziehungen hinderlich. Man kann aber
nicht ausschlielen, dass sich unter anderem in dieser Beziehung eine wesentliche
Eigenschaft der DSG zeigt: Zwar wird durch sie ein Impuls ausgezeichnet, bei
einer exakten Behandlung (d.h. nicht beschrénkt auf eine endliche Schleifen-
ordnung) weist die DSG dennoch die volle Symmetrie der zugehorigen Vertizes
auf. Es sei an dieser Stelle noch angemerkt, dass auch die Einbeziehung partiell
antisymmetrischer Parameter fiir den ['y-Vertex die Situation nicht verbesserte.
Ebensowenig sind diese Beziehungen ein Artefakt der BS-Resummation. Aus ei-
ner trivial symmetrisierten nicht-resummierte DSG folgen analoge Relationen.
Daher ist die einzige Moglichkeit, dieses Problem zu vermeiden, den Ansatz
fiir den I's-Vertex abzuéndern — im Gegensatz zu den bisherigen Erkenntnissen

3Wenn sich dennoch Graphen mit dieser Eigenschaft finden lassen, dann miissten sie sich —
mitsamt der ihnen zugeordneten X-Parameter — zu einer der beiden anderen Symmetrieklassen
kombinieren lassen. Effektiv kann sich diese Struktur damit nicht etablieren.
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[Kuh 97, DKS 99, DS 99]. Falls man dennoch Lésungen bzw. Néherungslgsun-
gen der SKG finden konnte, die (8.20) geniigen, so wire dies ein sehr bemer-
kenswertes Ergebnis.
Der I's-Vertex liefert
nen werden kénnen.

WD;& SKG, die den Vertex-Parametern zugeord-

8.2.2 Die SKG des [';-Vertex

Wie schon beim Fermion-Propagator gibt es fiir jede Fermionsorte einen eigenen
Satz von SKG, die selbst bei chiralen Fermionen nicht in einer Gleichung ohne
Fermion-Index f zusammengefasst werden diirfen. Anders als beim I's-Vertex
fehlen hier tadpole-artige Terme. Daher sind die SKG strukturell identisch und
es gibt keine einschrinkenden Nebenbedingungen. Wir formulieren sie hier fiir
allgemeinen Approximationsgrad r. Um die bei den anderen Vertizes genutzten
Konventionen zu respektieren, formulieren wir zunéchst den der Symmetrie des
C/-Parameter entsprechenden Schleifenbeitrag.

- 9
o _ v,
T3(a;b,c) = W25, ¥ (a3 b, c) (8.21)
Mit der Definition
@5;2’0 = Wf,{)bwfn]i)car_a (8.22)
ergeben sich die folgenden SKG.
_ . ~ 9
Sg(a; b,c) = C’f,’b — @ffg 1+ -—=)
a;b,c a;be 450
—T{(a;b,¢) (8.23)
Dies sind fiir jede Fermionsorte w Gleichungen, die wir den ent-

sprechenden Vertex-Parametern von I's zuordnen kénnen.

8.3 Die SKG fiir den I's;-Vertex

Bei der Konstruktion der SKG zeigt sich der Grund, warum die BSG (6.1)
der entsprechenden DSG vorzuziehen ist. Da tadpole-artige Terme hier feh-
len, miissen wir nicht a priori mit zuséatzlichen, einschridnkenden Nebenbedin-
gungen rechnen. Wir werden jedoch unten sehen, dass die Eigenschaften der
Bose-symmetrischen Tensorstrukturen und die drei verschiedenen Mandelstam-
Kanile mit den von uns verwendeten Ansétzen fiir den I'y-Vertex notwendig
zusétzliche Einschriankungen produzieren.

Wir gewinnen die SKG aus den Ergebnissen von Kapitel 4 dadurch, dass
wir aus ihnen den Beitrag in s-Kanal-Ordnung ablesen. Die beiden anderen
Kanéle erhilt man durch passende Permutation der den dufleren Impulsen zu-
geordenten Indizes bzw. Exponenten. Die dazu notwendigen Permutationen fiir
die Tensorstrukturen finden sich in Tabelle A.3 bzw. Tabelle B.2.

Zunichst notieren wir den Teil der Gleichungen, der unabéngig von den
I'4-Vertex-Parametern ist. Er stammt aus den Diagrammen Nr. 2 bis 7 aus
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Gleichung (6.1). Dieser Teil hat in allen SKG die gleiche Struktur und ist ma-
nifest vollig symmetrisch beziiglich der dufleren Impulse. Wir verwenden dafiir
die Abkiirzung Y;, wobei der Index i fiir die vier moglichen Basis-Strukturen
steht:

1. i = E: CIT; sowie die beiden anderen zur E4-Struktur gehorenden ,,Dia-
gonalelemente“ aus Tabelle 2.2,

2. i = D: CUTy sowie die fiinf anderen Basis-Tensoren (aus Dy — Ey),

3. i =T: CWTIy sowie die fiinf anderen zu Ty-Struktur? gehérenden Tenso-
ren, davon drei mit umgekehrtem Vorzeichen ,

4. i = A: CWTy sowie die beiden anderen zur A4-Struktur gehorenden Ten-
soren.

Diese Benennung ist insbesondere dem Fall Mandelstam-symmetrischer Vertex-
Parameter angepasst. In der T4-Struktur miissen wir die alternierenden Vorzei-
chen fiir die Bose-Symmetrie beachten.

9
TE(CL, b, C, d) = WZLLF + @4(@, b, C, d) (824)
Yp(a,b,e,d) = Yg (8.25)
9 _
YTr(a,b,c,d) = — — > 8.26
robed = -3 T (520
YTa(a,b,c,d) = 0 (8.27)

Dabei haben wir den Anteil aus der 4-Geister-Schleife mit ®4 abgekiirzt, da
dieser Term je nach Behandlung der Geist-Terme verschiedene Werte haben
muss — je nachdem, ob die Geist-Terme den perturbativen Logarithmen oder
den quasiperturbativen Korrekturen zugeschlagen werden.

3 @4 :
— , quasipert.
®4(a,b, ¢, d) :{ 166380 _ abed (8.28)
167 Oabed pert.

Bei den von I'y abhéngigen Teilen der SKG notieren wir zunéchst nur den Teil,
der im s-Kanal entsteht, d.h. die Anteile proportional zu CVT;, CWTy, CHTy
und C™WT. Die anderen SKG entstehen daraus durch passende Permutationen
(Crossing-Symmetrien) beziiglich der externen Parameter.

8.3.1 Vollstindig symmetrische Vertexparameter

Wir notieren den Anteil der beiden von I'y abhéngigen Graphenklassen zu den
SKG mit der Abkiirzung Qf, wobei der Index k die beiden hier betrachteten
Anséatze fiir den I'y-Vertex unterscheidet und 7 wie oben zur Klassifikation der
Tensorstruktur gebraucht wird. Aus der Definition der X-Parameter in Ab-

schnitt 6.4 wissen wir, dass Qf Mandelstam-symmetrisch im s-Kanal sein muss,

“Man beachte (B.8) und die beiden folgenden Definitionen.
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aber nicht notwendig vollstandig symmetrisch ist. Wir betrachten zunéchst den
Fall, dass nur die perturbative Tensorstruktur 7y aus (2.32) im Ansatz fiir I'y
verwendet wurde.

T4-Struktur

Mit den abkiirzenden Schreibweisen aus Anhang E.2.3 und B.2 erhalten wir das
folgende Ergebnis fiir die Beitrige zu den SKG.

Qb(a,bye,d) = %ZOETT S+W,;(]ETT‘t+u
-z - el (3.29)
Qp(a,b;e,d) = %ETT‘ +%ETT i
I, - e (3.30)
QtT(a’ﬂb;cad) = _%ETTS_% TTu+487602TT‘
+é :}%(ﬁ 1215 L - (8.31)
O (a,b;e,d) = K;(]ZTTL_ujLTlﬁOZST%t ) (8.32)

Dazu kommen jeweils noch die Gleichungen der permutierten Basistensoren,
die iiber die Permutationstabellen A.3 und B.2 einfach ableitbar sind, wenn man
beachtet, dass sich dann auch die Reihenfolge der externen Variablen an den
Y-Parametern #ndert. So gewinnt man z.B. den Beitrag proportional zu C'T's
aus Q¢ dadurch, dass man ¢ — u und u — ¢ durchfiihrt.® Diese Gleichungen
fiihren zu einer groflen Zahl an Nebenbedingungen. Wir notieren zunéchst die
strukturellen SKG fiir beliebige Approximationsstufe r.

Sha,b,c,d) = —Y%(a,b,c,d) — Qs(a,b;c,d) (8.33)
Sh(a,b,c,d) = —T%(a,b,c,d) — Q% (a,b;ec, d) (8.34)
1

Sé“(av b, c, d) = Tabed — @abcd(l + ﬁ_( 2+ Nf))
~Y%4(a, b, c,d) — Q4 (a,b; e, d) (8.35)
Sh(a,b,c,d) = —QY(a,b;c,d) 8.36)

Dabei haben wir

@4bcd = 0r—a0r—b0r—cOr—d (837)

genutzt.

®Siehe dazu auch Anhang E.2.3.
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Nebenbedingungen Bisher haben wir die SKG nur fiir jeweils einen Re-
priasentanten der verschiedenen Tensorstrukturen formuliert. Fiihrt man den
oben geschilderten Prozess fiir die anderen Basistensoren durch, erhélt man
weitere Einschrinkungen an die Parameter. Da eine Losung der SKG durch
S = 0 beschrieben ist und sémtliche anderen Terme der I'4-SKG, insbesondere
die Vertex-Parameter selbst, vollstdndig symmetrisch sind, folgt die vollstdndige
Symmetrie der ()-Parameter.

Ql(a,b;c,d) = Qi(n(a), n(b);w(c), n(d)), Vi,m € Perm{a,b,c,d}  (8.38)

Analysiert man die 2-Parameter auf ihre Symmetrie-Eigenschaften im s-Kanal,
stellen sich nur (8.29) und (8.32) als symmetrisch unter den Vertauschungen
a < bund ¢ <> d heraus. Damit erhalten wir im allgemeinen Fall je 2 linear un-
abhingige Gleichungen aus Q% und Q! und je 3 linear unabhéngige aus Qf, und
Q.. Betrachtet man die X-Parameter als unabhéngige Variablen, gibt es im all-
gemeinen Fall 6 linear unabhéngige. Da vollstdndig symmetrische 3-Parameter
(8.38) erfiillen, miissen sie die Losung maximaler Dimension fiir dieses LGS
sein.

2TTL :ETTL zzTT‘u (8.39)

(8.40)

ETFF‘ :ETFF‘ = X7rr
S t U

Das hat wiederum sehr starke Einschriankungen an die Vertex-Parameter zur
Folge. Besondere die zweite Gleichung erfordert die Gleichsetzung von I's- und
I'4-Vertex-Parametern, was in gewisser Weise eine unnatiirliche Einschriankung
des Losungsraumes bedeutet, vor allem da (8.20) schon &hnliche, aber nicht
gleiche Beziehungen zwischen den Parametern des I's- und des ['4-Vertex be-
schreibt. Dies weist darauf hin, dass dieser Ansatz zu restriktiv gewahlt war.

Erweiterte Struktur - Dy und E,

Nachdem die perturbative Tensorstruktur allein zu stark einschridnkenden Ne-
benbedingungen fiihrt, untersuchen wir nun die SKG fiir die erweiterte Ten-
sorstruktur geméf (2.32). Da die T; unverédndert bleiben, miissen wir nur die
Q-Parameter neu definieren. Wir benutzen zur Notation wieder die Konventio-
nen aus Anhang F.2.3 und B.2.

1 (37 7 104
0% (abic,d) — { 5 By ‘ ey ( _Iy ‘
z(a,b;c,d) bg/B TT +16 T t+u+ 3 ~DD 60D,
wml 27 283 com
Ty EEE‘ SRR Wi o DE |,

7
_Zsym }
127DPE |4,
1 13 sym 1 sym sym
+b350{ B ZETPF s B ZETPF t+u + 14EDFF s
+oxn (8.41)
S
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14 23 7
b ( “5 ‘ S
R R e Y
13 aym
“+u + EEDE t}
42%1 - =3 } (8.42)
5 ‘ 7

17
ZTT‘ — =X77| + =X7rT

1 { 27 ‘
b2, 8 8 48 t—u 4 TD
7

+172 i, sym‘ TR 5P, }
—Uu —Uu
1
+%{EST% * 122#11 tu 52%7; P
-z GESEyf’% . (8.43)
u
1 7

e 7 7 sym sym
QA(CZ, b7 C’ d) - 6260 { ETT‘T, u EETyD + 24 ETyE t—u}

1 1 1 1
STt M Rn e M 2 (8.44)

t—u

1 (37
QED(a7b;c7d) = bzﬂ{ TT‘ + GETT
1 sym
+§EEE( + - Ey ( + 35 E

+

1 1
+%{ ~ 1TIT

0% (a,bye,d) =

Damit kénnen wir die SKG in gewohnter Weise notieren.

S%(a,b,c,d) = Euped + Dapeda — YE(a,b,¢,d) — Q% (a,bye,d)  (8.45)

SH(a,b,c,d) = Dgpea — Ypla,b,c,d) — Q5(a,b; e, d) (8.46)
1 2
S%(av b> ) d) = Tabcd - @ibcd(l + 5—(—2 + ng))
0
—TD((I, b> ¢, d) - Q%(av ba ¢, d) (847)
SGq(a,b,c,d) = —Q%(a,b;c,d) (8.48)

Nebenbedingungen Hier wird untersucht, ob man mit den zusétzlichen Ten-
sorstrukturen im I'y-Vertex die im obigen Absatz geschilderten Probleme ver-
meiden kann. Wiederum muss gelten, dass die 2-Parameter vollsténdig sym-
metrisch sind.

Q5 (a,b;c,d) = Q(m(a), m(b);7(c), n(d)), Vi,m € Perm{a,b,c,d}  (8.49)

Wie oben sind nur Q% und Q% symmetrisch unter den Vertauschungen im s-
Kanal. Aus den insgesamt 18 Basis-Tensoren erhalten wir 14 linear unabhéngige
Gleichungen. Es gibt 9 verschiedene X-Parameter, die in den 3 Kanélen vorkom-
men, insgesamt sind das 27 verschiedene Y-Parameter. Fasst man die durch
(8.49) definierten Nebenbedingungen ebenfalls als LGS in den X-Parametern
auf, erhalten wir noch genau 13 freie Parameter. Das entsprechende Gleichungs-
system findet sich in Anhang E.3.1. Diese Einschriankungen sind immer noch
sehr stark, da vollstdndig symmetrische >-Parameter 9 freie Parameter bedeu-
teten. Da auBerdem die verschiedenen Y-Parameter nicht unabhingig sind,

5Mit vollstéindig symmetrischen Y-Parametern ist unter den gemachten Annahmen gerade
die Losung minimaler Dimension fiir das LGS definiert, wenn man nicht die noch weniger
plausible Moglichkeit zuldsst, dass zu verschiedenen Parameterkombinationen gehoérende -
Parameter linear abhéngig sind.
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ist unklar, ob das Gleichungssystem nicht doch die vollstdndige Symmetrie er-
zwingt. In jedem Fall kann der hier betrachtete Ansatz der grundsétzlichen
Komplexitit des I'y-Vertex nicht hinreichend Rechnung tragen.

8.3.2 Mandelstam-symmetrische Parameter

Da sich an den Y-Parametern nichts &dndert, formulieren wir wie im letzten
Abschnitt zunéchst die Q2-Parameter, die sich mit Mandelstam-symmetrischen
Vertex-Parametern aus dem Ansatz (2.34) ergeben. Diese haben wir aus Griin-
den der Ubersichtlichkeit in Anhang E.2.4 notiert.

Die SKG fiir Mandelstam-symmetrische Vertex-Parameter haben nun die
folgende Form, die wir wie oben besprochen im s-Kanal gewonnen haben.

St (a,b,e,d) = Egpea — YE(a,b,c,d) — QF(a,b;c,d) (8.50)
Sph(a,b,e,d) = Daped — Ypla,b,e,d) — Qp(a, b;c,d) (8.51)
1 2
S?}(CL, b, C,d) = Tab;cd - @ibcd(l"i_ 6_(_2—’_ ng))
0
—Ypl(a,b,c,d) — Qp(a,b;c,d) (8.52)
S.»T (CL, bv Gy d) = —QE(&, b; Gy d) (853)

Selbstverstiandlich liefern auch die anderen Basistensoren eigene SKG. Aber
nur die Tensoren CWT5 und —CWTy liefern Beitriige, die nicht durch Permu-
tation der dufleren Parameter zu erhalten sind.

Nebenbedingungen Die Mandelstam-symmetrischen Vertex-Parameter er-
zwingen fiir eine Losung der SKG die Mandelstam-Symmetrie der (2-Parameter.

Q7 (a,bs e, d) = Q7 (b, as e, d) = O (a, bi d, ) (8.54)

Wir iiberpriifen die Existenz von Nebenbedingungen durch die Vertauschung
a < b. Mit den Ergebnissen von Abschnitt E.2.3 finden wir die folgenden Re-
lationen.

Qg(b,a;c,d) = Qf(a,bic,d) (8.55)
QTZ(Z% a; ¢, d) = _QTZ(C% b; ¢, d) (856)

Fiir die anderen beiden SKG ergibt sich je eine Nebenbedingung. Diese sind in
Anhang E.3.2 notiert. Damit ist die Zahl der Nebenbedingungen pro Kombina-
tion der dufleren Parameter fiir die symmetrischen Vertex-Parameter von 14 auf
2 gesunken.” Dies schrinkt den Losungsraum nicht so stark ein, als dass weitere
Symmetriebedingungen an die X-Parameter gestellt werden miissten. Dennoch
konnen diese Nebenbedingungen sozusagen zu einer Uberbestimmung des Glei-
chungssystems fiihren, so dass die SKG keine Losung mehr haben. Wenn man
das Problem der Nebenbedingungen grundsétzlich vermeiden will, muss man
auf den in Kapitel 2 vorgestellten Ansatz mit zusétzlichen partiell antisymme-
trischen Parametersitzen zuriickgreifen. Nach den Uberlegungen in Kapitel 2

"Fiir die Kombinationen (a, a, a,a) sind die Nebenbedingungen trivial erfiillt, so dass sich
fiir das gesamte SKG-System eine geringere Zahl ergibt.
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und den Erfahrungen mit den numerischen Losungen der SKG hat dies jedoch
wahrscheinlich keine Auswirkung auf die Losbarkeit. Daher fiihrte es lediglich
zu umfangreicheren Ergebnissen und ldngeren Laufzeiten der Programme.

8.4 SKG aus den Kondensaten

Aus den in Kapitel 7 berechneten BGK lassen sich weitere Bestimmungsglei-
chungen ableiten. Die vollstdndigen Kondensate der Propagatoren liefern je-
weils eine zusétzliche Gleichung, die partiellen Kondensate der Vertizes jeweils
r Gleichungen.

8.4.1 Propagator-Kondensate

Gluon-Propagator

Fiir den Gluon-Propagator ergibt sich mit den Ergebnissen aus Abschnitt 7.1.1
die folgende Gleichung.

Sy = Z(gl —o1) - % {big(crr;rgl — Crpip—1) — (61 — 01)}
+F350 [b_12< B %Crr;rgl + %Cr—lr;r - ZCTT;T—l) + 24—5(§1 — 01)]
+%‘iﬁo(gl —01) — <I>§
_ﬁ Zf: [_ C'T{I;r—lr—l + éf;rr—z + éf;rrqw{ - @ﬁwwg
gy - 1
_g(cf;rral - Cf—l;rr) + g(il —01) (8.57)

Fiir den Anteil aus der Geist-Schleife, I, gilt die folgende Beziehung, je nach-
dem, ob man den Beitrag dieser Schleife zu den perturbativen Termen rechnet
oder durch passende Erweiterung und Entwicklung doch in die quasiperturba-
tiven Terme nullter Ordnung einbezieht.

3 1 i
ok — | Tom (F-1)6 =, qusiper. (8.38)
0, pert.

Fermion-Propagator

Mit den Ergebnissen aus Abschnitt 7.1.2 findet man die folgende Gleichung fiir
das Kondensat des Fermion-Propagators.

SE = of —rlo) +=ln] —nf —m}
1 27, = 5 S o o
+%{ a g |:(C7f;rr§1 - Cvf—l;rr)(w{ - mf) - Cf;rr—lgl + CTJ’[—lﬁ’T’—l
28711/ ~ f  Af f . Af I _Aaf
9 [g (qf;rr@?, - Cr;rr—192 + CT’;T’T’—2w1 N C’"”"’"_?’)
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(ef el + o] )
1y, 5 - . .
4|3 (€L, = Ol o] + 10 + o)
S f f ~f f ~f ~f f
_(mf + wi )(Cr;r—lr—l - Cr;rr—lwl) + Cr;r—2r—1 - Cr;r—2rw1)

(g + ] = wl) + isef - ] + )]} (359

Geist-Propagator

Der Vollsténdigkeit halber geben wir hier auch die Kondensatgleichung fiir den
Geist-Propagator an. Da dieser in Landau-Eichung im Wesentlichen in seiner
perturbativen Gestalt bleibt, gibt es nur dann Beitrdge zur nullten quasiper-
turbativen Ordnung, wenn man das Ergebnis aus Abschnitt 7.1.3 passend mit
A~2¢ erweitert und entwickelt.

SK = ok (8.60)
Dabei ist

~ -9 (1 _ — i
K _ Wg(fﬁ 1) (1 —0o1), quasipert. (8.61)
0, pert.

8.4.2 Partielles I's-Kondensat

Um die Gleichungen aus dem partiellen Gluon-Kondensat notieren zu kénnen,
definieren wir zunéchst den Beitrag aus der Geist-Schleife.

5 1 i
2 (L _ 1)0— _ uasipert.
OK(a) = I <5b3 res QUAsIp (8.62)
— 555 0r—as pert.

Danach fassen wir den Anteil aus den nicht-perturbativen Schleifen inklusive
der perturbativen Korrekturen der Subgraphen in T zusammen. Dabei for-
mulieren wir wegen der beiden Ansétze fiir den nicht-perturbativ erweiterten
I'4-Vertex zwei Varianten: eine fiir den Ansatz mit vollstindig symmetrischen
Parametern, eine fiir Mandelstam-symmetrische Parameter.

Y0 = =3 (Core = 0r-) + g { sl ) - g er(an)
+2—222pE(a; ) — ;%Crmar_a + g Zf: if(a, )
—0—a(—5— 3% + ng)} (8.63)

T3"(a) = _%(Car,r r—a) + ﬁ{%ﬁs(a, T, T) ﬁ {621§T(a, r,T)
+gEtFJgp“(a,r,7’) + Z?BL(CL; r,T) — E?EL( ,7‘,7‘)} — 3123—55207“’“%’“07’—0
+g > S a,rr) = opa(—5 - 3—52 + ng)} (8.64)
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Damit kénnen wir die Kondensatgleichungen notieren.®

Syi(a) = T5(a) - 5 (a) (8.65)

Das Standardmodell geht in Ubereinstimmung mit den experimentellen Er-
gebnissen davon aus, dass es insgesamt sechs Quarkflavours gibt [LP 96b]. Vor
diesem Hintergrund ist es besonders bemerkenswert, dass der perturbative Li-
mes des partiellen Kondensats, der sich mit dem Beitrag der Geist-Schleife zu

5
Shopert — _5 4 N (8.66)

ergibt, fiir Ny = 6 ezakt verschwindet.

8.4.3 Partielles [';-Kondensat

Mit den Ergebnissen aus Kapitel 7 kann man die Gleichungen fiir das partielle
I';-Kondensat in der folgenden Weise zusammenfassen. Wie bei der DSG des
Gluon-Propagators kommen in dieser Kondensatgleichung quadratisch diver-
gente Integrale vor, so dass sich beim Koeffizientenvergleich zwei grundlegende
Strukturen ausbilden. Mit der zusétzlichen Abkiirzung

r41 r '&t )kg—l—l}(_’\f )n/+w

K.r B — g, )* Kig
Ya7(a) = Z Z Z Z AT (u,ty) Ar(utg)AT( (), t3)

t1tatz=1 koks=0 mn’/=0vw=0

(uh + utz )Ckst;aC ngr (8'67)

mrn

kann man diese folgendermaflen notieren.

Té((a—l— 1) = %(Q{w Or—a)+ 8—;0{&22 (Ef’ (a;r,r) —CY,. a)
3 ( bQEf’ (a;r,7) — ar_a)} (8.68)
ff(a) = ar_auw{ )? =] — o] - CL (@) - )+ CL,,_ o]
i { — 3 EV @ — 2 - o)

9 (5 [Sh @) (@])? — o] — h(asr,r — 1)eo]
—i—EQ(a; r—1,r—1)— Zi(a; rr— 2)]
—~0r-al(@{)? = o} + (x{)? - w{n{ - nf]) } (3.69)

Wie auch beim Gluon-Propagator miissen wir hier die zwei Sonderfélle a = r+1
und @ = 0 betrachten, in denen jeweils nur eine Struktur zu den Kondensat-
gleichungen beitragt.

SKr4+1) = T¥@r+1) (8.70)
SK(a) = TE(a)+ QL (a) (8.71)
S50) = Q5(0) (8.72)

8Wir haben hier fiir die Kondensatgleichung keine triviale Symmetrisierung durchgefiihrt,
da die unsymmetrisierte DSG ebenso wie die Kondensatbildung den Impuls p: in gleicher
Weise auszeichnet.
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Damit liefert diese Kondensatgleichung trotz der lediglich r Vertex-Polstellen
insgesamt r + 1 Gleichungen.

Nebenbedingungen

In den Kondensatgleichungen in Abschnitt 7.2.2 kommt eine weitere Tensor-
struktur, gy* — vk, vor. Diese gehort nicht zu den dimensionslosen Lorentz-
Tensoren, die wir im erweiterten Ansatz fiir den Gluon-Propagator verwendet
haben. Dennoch darf diese Struktur wegen der Besonderheiten eines partiellen
Kondensates nicht ausgeschlossen werden. Daher liefert sie durch den iiblichen
Koeffizientenvergleich einen weiteren vollstédndigen Satz von r Gleichungen, die
wir hier als Nebenbedingungen auffassen wollen.

NgK = C_(tjlc;rrw{ B C_(lec;rr—l - O'T_a(’LTJ{ o ﬂ—{)
1 (3
b3 (e ]~ ey 1) - )
0
9

~2 (Zﬁ(a;r,r)w{ — Zi(a;r,r —-1)— ar_a(w{ — 7'('{))}
(8.73)






Kapitel 9

Numerische L6sungen

Nachdem wir im letzten Kapitel die SKG formuliert haben, stehen wir nun
vor dem Problem, Losungen fiir dieses nichtlineare Gleichungssystem zu finden.
Durch mathematische Untersuchungen ist wohl bekannt, dass sich nichtlineare
Gleichungssysteme (NLGS) in ihrem Losungsverhalten fundamental von linea-
ren Gleichungssystem (LSG) unterscheiden [SK 04, Cry 94, Stu 02]. Da der
n-dimensionale Lésungsraum durch jede Gleichung auf eine allgemeine Hyper-
fliche (anstatt einer Ebene) eingeschrinkt wird, kénnen schon weniger als n
Gleichungen die Losungsmannigfaltigkeit auf die Dimension 0 einschrinken —
oder gar ein unlésbares System definieren.! Umgekehrt sind auch (mehrdimen-
sionale) Losungsmannigfaltigkeiten moglich — obwohl alle Gleichungen linear
unabhéngig sind. Selbst fiir den Fall, dass man ein System gefunden hat, das
eine Losungsmannigfaltigkeit der Dimension 0 definiert, muss man allgemein
mit mehreren diskreten Losungen rechnen. Weil wir in dieser Arbeit die Neben-
bedingungen an die Parameter des erweiterten Ansatzes nach physikalischen
Gesichtspunkten gewihlt haben, kénnen wir die SKG mit rein reellen Grofien
parametrisieren, weshalb wir nur reelle Losungen des Gleichungssystems be-
trachten. Die algebraische Losungstheorie betrachtet NLGS fiir gewohnlich nur
iiber den komplexen Zahlen. Da man erwarten muss, dass komplexe Lésungen —
wenn iiberhaupt Losungen existieren — dominieren und so numerische Lésungs-
verfahren vor allem in unphysikalischen Bereichen konvergieren, ist die reelle
Parametrisierung fiir diese Arbeit dennoch vorzuziehen.

9.1 Losungsverfahren

Die numerische Losung eines NLGS erfolgt in der Regel durch ein — modifizier-
tes — mehrdimensionales Newton-Verfahren. Eine notwendige Voraussetzung
fiir ein Newton-Verfahren ist aber, dass die Zahl der linear unabhéngigen Glei-
chungen der der Variablen entspricht [Pr+ 92, SK 04, Cry 94]. Daher sind wir
gezwungen, die Situation fiir LGS wiederherzustellen und tiber die aus den DSG
stammenden Gleichungen weitere hinzuzunehmen.

'Fiir LGS entsteht diese Situation nur bei iiberbestimmten, vom Rest der Variablen un-
abhéngigen Subsystemen.

123
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Entscheidend fiir die numerische Behandlung ist damit die Gesamtzahl der
unabhéngigen Variablen aus dem nicht-perturbativ erweiterten Ansatz. Wir
miissen hier zwischen den beiden Ansétzen fiir den I'4-Vertex unterscheiden und
benutzen zur Unterscheidung wieder die gleichen Abkiirzungen wie in Kapitel 8.
Die Variablenanzahl berechnet sich in Abhéngigkeit von der Zahl der Fermionen
und dem Approximationsgrad r dann wie folgt.

T 27‘ T
No = Mﬁ+UPr+l+ij%Li£q+ﬁ< I4> (9.1)
Nm o= (f{f4—1)[2r-+],+-ﬁfﬁt});Qljlgz}
+§r+m@+2mg+m@+ay+m 92)

Wir geben in Tabelle 9.1 und Tabelle 9.2 einen kurzen Uberblick iiber das
Wachstum der Variablenzahl mit dem Approximationsgrad.

r Nf =0 Nf =2 Nf =6
1 24 42 78

3 152 246 434

5 515 789 1337
7

1293 1899 3111

Tabelle 9.1: Variablenanzahl Ny

N;=0| N,=2|N;=6
27 45 81
212 306 494

830 1104 1652
2301 2907 4119

3| o wof —| =

Tabelle 9.2: Variablenanzahl Ny

Fiir die numerische Losung nutzen wir das in der GNU Standard Library
[Ga+ 03] implementierte Hybrid-Verfahren mit Differenzenapproximation fiir
die Jacobi-Matrix des Gleichungssystems. Die zumindest theoretisch genaueren
Verfahren mit expliziter Berechnung der Jacobi-Matrix verwenden wir nicht,
da die manuelle Ableitung der SKG derart kompliziert und fehleranfillig ist,
dass eine numerische Berechnung effizienter ist und der geringfiigige Verlust an
Konvergenzgeschwindigkeit mehr als kompensiert wird. Fiir weitere Details zu
den verwendeten Losungsmethoden siehe [Ga+ 03] und [Pr+ 92] und die darin
angegebenen Referenzen.

Wichtig sind auch Abschétzungen zur Laufzeit des Programms. Wie man
an der Definition der Y-Parameter ablesen kann, ist jede Berechnung dieser
Parameter etwa O((r + 1)%). Die Zahl dieser Parameter steigt etwa so schnell
wie die Zahl der Variablen Ny, die O((r 4 1)*) ist. Das verwendete numerische
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Losungsverfahren benotigt mindestens eine Berechnung der Jacobi-Matrix —
diese ist O((Ny)?)) — und deren Invertierung — von der Ordnung O(Ny log(Ny/))
[Pr+ 92]. Die numerischen Verfahren sind insgesamt in der Regel O((Ny)?)
[Pr+ 92]. Wir verwenden dies auch als Abschétzung fiir den GSL-Algorithmus.
Damit haben wir fiir die Laufzeit des Programms in Abhéngigkeit vom Appro-
ximationsgrad r die folgende untere Abschitzung.

Tp(r) > O((r+1)1) (9.3)

Damit ist das Problem zwar in polynomialer Zeit 16sbar, der hohe Exponent
bedeutet aber fiir praktische Rechnungen, dass grofiere Approximationsgrade
als etwa r = 5 numerisch nicht oder nur mit groBem Aufwand zugénglich sind.

Benutzt man die Formeln zur Riicknahme der PBZ in den X-Parametern,
kann man die Komplexitéit der 3-Berechnung etwa um zwei Groflenordnungen
herabsetzen, insbesondere deshalb, weil dann frither mit rein reellen Werten
gerechnet werden kann. Gleichzeitig hat dies den Nachteil, dass sich die not-
wendigen Berechnungen nicht mehr fiir allgemeines r programmieren lassen, da
eine allgemeine Formel zur Berechnung der Riicknahme der PBZ nicht vorhan-
den ist.?

Wie in Anhang G gezeigt, fiihrt die Riicknahme der PBZ — explizite Formeln
dafiir sind allerdings nur fiir » < 3 bekannt — auf ein polynomiales Gleichungs-
system. Fiir dieses sind in der Literatur alternative Losungsverfahren bekannt.
Bevor wir mit der Diskussion fortfahren, werden wir einen kurzen Blick auf
diese Verfahren werfen.

FEine Moglichkeit zur Bestimmung einer Losung sind Homotopie-Verfahren
[MS 87, Zul 88], die ausgehend von einer geschickt gewéhlten Startlosung (z.B.
eines geeignet vereinfachten Systems) prinzipiell sémtliche diskreten Losungen
finden konnen. Dabei hingt die Komplexitdt dieser Verfahren stark von der
Qualitdt der Startlosung ab. Die bisherigen Erfahrungen weisen aber darauf
hin, dass die Komplexitit mit n stark zunimmt. Versuche mit dieser Metho-
de an einem weniger komplizierten SKG-System fiihrten nicht zu Ergebnissen
[Grii 01]. Und auch das von Ewering in [Ewe 04] hergeleitete SKG-System fiir
erweiterte Ansétze im elektroschwachen Sektor konnte bisher nicht erfolgreich
geldst werden [Sti 04].

Fiir polynomiale NLGS existiert auch eine weit ausgebaute algebraische
Losungstheorie. Dabei bestimmt man die Losungsmannigfaltigkeit iiber die Be-
rechnung der zugehorigen Grobner-Basen [BV 93, CLO 92, Stu 02].> Mit der
Ermittlung der Grobner-Basis wére auf vollig systematischem Weg die Bestim-
mung (und Parametrisierung) der Lésungsmannigfaltigkeit moglich. Uberdies
lielen sich die Losungen auch algebraisch klassifizieren und es wéren Aussa-
gen iiber die Vertraglichkeit der SKG untereinander moéglich. Auch wenn die
Bestimmung einer Grobner-Basis durchaus auch mit Computer-Programmen
durchgefiihrt werden kann (vgl. z.B. die entsprechenden Abschnitte in den
Handbiichern [Wol 03, Hec 03, CGO 04]), muss angesichts der Komplexitét der

2Damit bedeutet die Riicknahme der PBZ ein erhdhtes Risiko von Programmierfehlern.
3Es gibt auch andere Definitionen entsprechender Basen zur Bestimmung des Ideals fiir
das NLGS [GBY 01].
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hier diskutierten SKG und des Umfangs einer Grobner-Basis fiir strukturell
wesentlich einfachere Probleme [Stu 02] bezweifelt werden, ob dieses Verfahren
wirkliche Vorteile béte.

In der Tat gibt [GG 03] die folgende Abschiitzung fiir die Komplexitét der
Berechnung einer Grébner-Basis bei der Losung eines Problems mit n Unbe-
kannten.

T ~ 022" (9.4)

In dem gleichen Verhéltnis steigt auch der maximale Polynom-Grad zumin-
dest in Zwischenschritten an. Vielleicht noch viel gravierender ist dagegen,
dass auch die Zahl der in der Groébner-Basis auftretenden Polynome wie 2(2")
anwichst [GG 03, Sti 05], was einen doppelt-exponentiellen Anstieg auch des
Speicherplatz-Bedarfs bedeutet. Fiir die in dieser Arbeit definierten SKG ist n
schon fiir » = 1 mindestens von der Gréflenordnung 20. Solange keine Moglich-
keit gefunden wurde, die Komplexitéat der SKG drastisch zu erniedrigen, besteht
daher keinerlei Aussicht, jemals eine solche vollstiandige Losung zu erreichen.

9.2 Externe Parameter

9.2.1 Gluonische Theorie

Betrachtet man die SKG fiir die rein gluonische Theorie, sind die Gleichungen
skalenfrei. Daher kann man (willkiirlich) einen der Parameter auf den Wert
1 setzen. Das bedeutet gleichzeitig, dass das zu lésende Gleichungssystem ei-
ne Variable weniger umfasst, man also eine Gleichung weglassen kénnte. In der
Tat wurde dieses Verfahren in fritheren Arbeiten [Ewe 04] angewendet und auch
wir werden in einem Teil der Auswertung diesem Vorgehen folgen. Allerdings
hat dies einen bedeutenden Nachteil: Es ist unklar, welche der Gleichungen
weggelassen werden kann. Daher ist zu priifen, ob die Auswahl der weggelasse-
nen Gleichung Einfluss auf die Losungen hat bzw. ob der als Losung erhaltene
Parametersatz die weggelassene Gleichung minimiert.

9.2.2 Fermionen

Sobald man die QCD mit massiven Fermionen betrachtet, sind die SKG nicht
lénger skalenfrei, d.h. dass keine weiteren Gleichungen eliminiert werden kénnen.
Stattdessen bendtigt man Werte fiir die Strom-Massen der Fermionen in Ein-
heiten der A-Skala. Da das in dieser Arbeit hergeleitete SKG-System sowohl fiir
das M S- wie fiir das M S-Schema gilt,* kénnen wir die iiblicherweise fiir das
M S-Schema angegebenen experimentellen Werte nutzen. In Tabelle 9.3 geben
wir einen kurzen Uberblick iiber die renormierten Fermion-Massen m ¢ fiir eine
Renormierungsskala von v = 2 GeV [Ei+ 04]. Bei der Festlegung der Werte fiir
die numerische Rechnung sind vor allem die Verhéltnisse zwischen den leichten
Quarks (u, d und s) zu beachten. Diese sind in Tabelle 9.4 notiert [Ei+ 04].

‘Die endliche Anderung der Renormierung beim Schemawechsel hat keinen Einfluss auf
die fithrende Divergenzstruktur.
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Flavour | Ladung Massenbereich
U %e 1.5 bis 4.0 MeV
d —1e 4.0 bis 8.0 MeV
s —ze 80 bis 130 MeV
c Ze 1150 bis 1350 MeV
b —1e 4.1 bis 4.4 GeV
) 174.3 £5.1 GeV
t 3¢ | bis 178.11%4 GeV

Tabelle 9.3: Strom-Massen der Quarks

Verhaltnis Wert

Z"fb—’; 0.3 bis 0.7
%‘1 17 bis 22

Tabelle 9.4: Massenverhéiltnisse

Fiir Betrachtungen bei endlicher Energie ist ebenso wichtig, dass A von der
Zahl der sozusagen zur Verfiigung stehenden Fermionen abhéngig ist. Betrach-
tet man die QCD bei Energien unterhalb z.B. der c-Schwelle, tragen die so
genannten schweren Quarks effektiv nicht zu den Wechselwirkungen bei, die
A-Skala berechnet sich (obwohl physikalisch alle sechs Quarks existieren) nur
mit den drei sogenannten aktiven Quarks [Wei 96, Ca+ 98].> Wir geben daher
in Tabelle 9.5 die an die entsprechenden Fermion-Zahlen angepassten Werte fiir
die A-Skalen im M S-Schema an [Ca+ 98, BBG 04, Bet 04]. Eine Bestimmung
von A(®) scheint noch nicht vorgenommen worden zu sein.

In den numerischen Rechnungen werden wir fiir den Fall leichter Quarks —
insbesondere auch fiir chirale (masselose) Quarks — einen Wert von

Ay = 250 MeV (9.5)

verwenden. Dies ist wegen der grofien Unsicherheiten bei den Strom-Massen
gerechtfertigt. Fiir schwere Quarks werden wir dagegen

AW~ 300 MeV (9.6)
AP~ 210MeV (9.7)

benutzen. Auch spielen die Unsicherheiten bei den Strom-Massen eine griflere
Rolle als der genaue Wert von A(™.

®Man sagt auch, die anderen drei Quark-Freiheitsgrade bleiben eingefroren. Siehe auch die
entsprechenden Ausfithrungen in Abschnitt 1.2.1.
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Ny A% Quelle
0 | 25941420 MeV | [Goc 05
2 | 261+ 17+ 26 MeV | [Géc 05]
3 | 260412426 MeV | [Goc 05
4 294735 MeV [Bet 04]
4 | 305425450 MeV | [Cat 98]
5 217135 MeV [Eit 04]

Tabelle 9.5: Werte fiir A

9.3 Physikalische Randbedingungen

Wie schon bei der Definition der erweiterten Ansétze in Kapitel 2 erwihnt,
miissen diese zusétzlichen physikalischen Randbedingungen geniigen.

9.3.1 Confinement

Bei der Formulierung der Ansétze insbesondere fiir die Propagatoren haben
wir eine Parametrisierung gewihlt, die insbesondere geeignet ist, Losungen zu
beschreiben, in denen die Propagatoren Confinement zeigen.

Wir sagen, dass ein Propagator Confinement zeigt, wenn er abseits der reel-
len euklidischen Achse iiber Pole in der Ebene des komplexen Impulsquadrates
verfiigt. Diese Pole beschreiben kurzlebige Elementaranregungen und fiithren
dazu, dass die Elementaranregungen des betreffenden Feldes nicht als asympto-
tisch detektierbare Teilchen auftreten, d.h. dass S-Matrixelemente® fiir diese
Anregungen verschwinden [DKS 99]. Die Lebensdauer der Zusténde ist dabei
invers proportional zur Gréfle des Imaginérteils von 4 bzw. k. Verglichen mit der
A-Skala kleine Werte fiir z.B. $(a) weisen daher auf ein wenig ausgeprigtes Con-
finement und damit vergleichsweise langreichweitige Wechselwirkungen hin. Die
experimentelle Situation insbesondere durch Jet-Experimente [Mut 87, LP 96b]
weist jedoch auf kurze Lebensdauern und kurzreichweitige Wechselwirkungen
im Rahmen der QCD hin. Wir kénnen daher von den numerischen L&sungen
fordern, dass sie starkes Confinement beschreiben, also Werte fiir () bzw.
(%) haben, die in etwa in der GréBenordnung der A-Skala sind. Eine Losung
ohne Confinement (Non-Confinement-Lisung) zeichnet sich dagegen dadurch
aus, dass mindestens ein Pol auf der reellen Achse liegt.”

6Zur Definition der S-Matrix siehe z.B. [IZ 80, Mut 87, MM 94, Zin 02].
"Damit beschreibt sie als freie Teilchen detektierbare Elementaranregungen.
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9.3.2 Tachyon-Freiheit

Die zweite wesentliche physikalische Randbedingung ist, dass die Propagatoren
keine tachyonischen Zustinde [DKS 99, AS 01] beschreiben diirfen.® Ein Propa-
gator beschreibt dann einen tachyonischen Zustand, wenn er {iber einen Pol auf
der positiven rellen euklidischen Impulsquadrat-Achse verfiigt. Dagegen liegen
die Pole physikalischer Teilchen grundsétzlich auf der negativen euklidischen
Achse. Fiir die Pole in der komplexen Ebene ist die Situation weniger eindeu-
tig. Zwar beschreibt ein Pol in der positiv reellen euklidischen Halbebene eine
kurzlebige tachyonische Elementaranregung, man kann aber nicht ausschlieflen,
dass auf diese Weise zumindest bei niedrigen Approximationsstufen r ein phy-
sikalischer Pol in der negativen Halbebene approximiert wird. Im Rahmen die-
ser Arbeit werden wir dennoch fordern, dass sdmtliche Pole eines Propagators
in der sogenannten minkowskischen (negativ reellen) Halbebene liegen miissen
[DKS 99].

9.3.3 Reflexionspositivitit

Schliefllich muss man von den Propagatoren noch Reflexionspositivitit [MM 94,
AS 01] fordern, die als wesentlicher Teil der Osterwalder-Schrader-Bedingungen
die positive Definitheit der Norm im Hilbert-Raum fiir physikalische Zusténde in
die euklidische Theorie iibertrégt [AS 01]. Wéhrend es schwer ist, fiir eine Theo-
rie allgemein die Einhaltung der Reflexionspositivitit zu beweisen, kann man
fiir konkrete Beispiele wie z.B. die Propagatoren einfache Bedingungen ange-
ben, wann die Reflexionspositivitét verletzt ist. Fiir die Propagatoren muss man
daher fordern, dass sie entlang der positiven reellen Achse keine negativen Wer-
te annehmen diirfen [DKS 99, AS 01].% Damit miissen auch die Nullstellen der
Propagatoren auf der negativen rellen Halbachse liegen. Fiir hohere Approxi-
mationsstufen erwartet man gleichermaflen, dass auch die komplex-konjugierten
Nullstellen (die Pole des 2-Punkt-Vertex) in der negativen reellen Halbebene
liegen.

Damit erhilt man fiir die qualitative Anordnung der Pole und Nullstellen
z.B. eines Gluon-Propagators mit allgemeinem Approximationsgrad r > 1 eine
Darstellung wie in Abbildung 9.1 [Sti 96].

9.3.4 Bedingungen an die Parameter

Durch die unterschiedliche Art der Parametrisierung fiir den Gluon- und den
Fermion-Propagator ergeben sich auch unterschiedliche Bedingungen an die je-
weiligen erweiterten Parameter.

8Es ist unmittelbar klar, dass diese das Kausalititsprinzip verletzen.

9Der perturbative Geist-Propagator verletzt mit seinem negativen Vorzeichen diese Bedin-
gung offensichtlich. Da Geister Artefakte der Eichung (bzw. der BRS-Symmetrie) sind, miissen
sie keine physikalischen Randbedingungen erfiillen.
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Abbildung 9.1: Nullstellen und Polpositionen eines allgemeinen Gluonpropaga-
tors in der komplexen k2-Ebene. (x bedeutet Nullstellen, + bedeutet Polposi-
tionen.)

Gluon-Propagator

Die physikalischen Randbedingungen an den Gluon-Propagator lassen sich ein-
fach ablesen.

b > 0 (9.8)
R(urs) > 0 (9.9)
R(tdrs) > 0 (9.10)

Fermion-Propagator

Die physikalischen Randbedingungen an den Fermion-Propagator sind wegen
der r-Matrizen nicht direkt ablesbar. Daher ist der Propagator (2.14) so um-
zuschreiben, dass der Nenner eine skalare Funktion wird. Dazu betrachten wir
den Propagator fiir r = 1.10

p? + 2511 R(R11) — Riak12
(P? 4+ 43,)(P? + A1 ,)
R (R1iRLe — %) + 20" R(Raa)
(P +43,)(P? + A1 ,)

P+ K1
P+ Ri)P+ Ri2)

—P

+1 (9.11)

Die Forderung nach Confinement und Tachyon-Freiheit fithren unmittelbar
zu der Bedingung

R(B112) > [S(RLi2) >0 . (9.12)

Der Flavour-Index ist unterdriickt.
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Die Bedingungen zur Reflexionspositivitédt sind fiir den Fermion-Propagator
nicht in einfacher Weise nachzurechnen. Wir nutzen an dieser Stelle die Analo-
gie zum perturbativen Propagator, der die entsprechenden Bedingungen erfiillen
muss. Damit fordern wir, dass die Koeffizientenfunktionen der Anteile propor-
tional zu —p und 1 jeweils auf der positiven reellen euklidischen Achse grofier als
Null sind. Damit kann man fiir » = 1 die folgenden zusétzlichen Einschrinkun-
gen herleiten.

R(k1,1)R(R1,12) > 0 (9.13)
2R(k11)R(A11/2) > Rkl (9.14)
2%(/%175) > %(5171) >0 (9.15)

Mochte man fiir den Fermion-Propagator in allgemeiner Approximationsstu-
fe r Bedingungen fiir Reflexionspositivitéit herleiten (Confinement und Tachyon-
Freiheit sind mit der Verallgemeinerung von (9.12) auf allgemeines £, s gewéhr-
leistet), erkennt man schnell, dass die Parametrisierung des Fermion-Propaga-
tors an diese Fragestellung nicht optimal angepasst ist. Daher muss die Refle-
xionspositivitét fiir jedes r getrennt untersucht werden.

Vertizes

Die Osterwalder-Schrader-Bedingungen (OSB) betreffen nicht nur die Propaga-
toren, sondern gelten allgemein fiir die Green’schen Funktionen [AS 01]. Eine
Uberpriifung sémtlicher Bedingungen liegt aber aufierhalb der Moglichkeiten
dieser Arbeit. Dazu wire eine Untersuchung des gekoppelten I'o-I"3-I'4-Systems
notwendig, wobei die jeweiligen Teilamplituden reflexionspositiv sein miissen.
Dennoch wiren Untersuchungen dazu, ob der erweiterte Ansatz die OSB fiir
sdmtliche Green’schen Funktionen respektiert, sehr interessant und kénnten zu
neuen Einschrinkungen fiir die Parameter des Ansatzes und zu Hinweisen fiir
eine geschickte Formulierung eines selbstkonsistenten Ansatzes fiihren. Wir wer-
den in dieser Arbeit nur eine Bedingung an die erweiterten Vertizes stellen. Da
die fiihrenden Koeffizienten der erweiterten Vertizes den perturbativen Limes
beschreiben und fiir diesen die OSB gelten sollten, fordern wir, dass die fithren-
den Koeffizienten zumindest in ihrem Vorzeichen mit den perturbativen Werten
libereinstimmen.

b > 0 (9.16)
Cle > 0 (9.17)
Cl.. > 0 (9.18)
p—— (9.19)

Zudem werden wir Losungen bevorzugen, die sich dem strikten perturbativen
Limes (alle Koeffizienten gleich 1) zumindest annéhern.

9.4 Implementierung

Zur Bestimmung der Startwerte fiir den Losungsalgorithmus nutzen wir die
in der GSL enthaltenen stochastischen Standardfunktionen. Der Zufallszahlen-
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generator wird iiber die Systemzeit initialisiert. Die Startwerte liegen fiir alle
Parameter etwa im Bereich

—20 < ; < 20, (9.20)

wobei beide Vorzeichen gleich hiufig vorkommen. Fiir die Gréflenordnung der
Startwerte gilt, dass sie gehduft in dem Intervall

—6 < In(|a;]) < +2 (9.21)

vorkommen. Wesentlich kleinere Werte sind weniger wahrscheinlich.

Das Programm versucht nun fiir jeden zuféllig bestimmten Satz von Start-
werten eine Losung zu finden. Bricht der GNU-Losungsalgorithmus ab (weil
entweder eine numerische Losung gefunden wurde oder keine weitere Konver-
genz festgestellt wurde), wird der aktuelle Variablensatz nur dann verworfen,
wenn sein Fehlerbetrag x grofler als eine bestimmte Schwelle s, ist. Auf diese
Weise wird der Raum der Variablen, RVV | sozusagen stochastisch abgetastet.

Im Programm sind die SKG so formuliert, dass sie fiir allgemeinen ungeraden
Approximationsgrad r lauffihig sind. Wegen der verschiedenen Moglichkeiten,
aus den SKG in Kapitel 8 eine Auswahl zu treffen, sollten die SKG fiir jedes r
manuell festgelegt werden. Wesentlich zur Reduktion der Rechenzeit ist hier die
Beobachtung, dass die ¥-Parameter sich aus kleineren Bausteinen, Qx(a, t1, t2)
zusammensetzen.'! Formal kann man schreiben:

Qx(a,ti,t2)Qy (b, ta,t1)

Sy (a,b) ~ 9.22

@b~ ) R A ) 022
mit

Qx(a, b1, ta) ~ Y Xamn(—20,)™ (=1)" - (9.23)

Dieses Vorgehen verringert die Laufzeit erheblich, sorgt aber fiir einen erhebli-
chen Anstieg des Speicherplatzbedarfs.

Fiir den Fall » = 1 kann man mit den Formeln aus Anhang G die PBZ
zuriicknehmen. Damit erhilt man ein wesentlich polynomiales SKG-System,
das nur noch Pole in 0 fiir die Propagatorkonstanten b und b hat,'? wohin-
gegen die anderen Pole (die aus den A-Faktoren stammen) entfernt wurden.
Dies sorgt fiir eine hohere numerische Stabilitéit und sollte die Konvergenzge-
schwindigkeit verbessern. Zudem verringert sich die Laufzeit wegen der schon
ausgefiithrten Summationen iiber die ¢; um mindestens eine Gréflenordnung. Da
fiir die Riicknahme der PBZ in dem hier notwendigen speziellen Fall keine all-
gemeinen Formeln bekannt sind, ist diese Option nur fiir » = 1 implementiert.

9.5 Zur Bewertung numerischer Losungen

Zur Interpretation und Bewertung der erhaltenenen numerischen Losungen nut-
zen wir die folgenden Bedingungen.

"Djese Q-Parameter haben nichts mit den in Kapitel 8 definierten gemein.
12Djese Definition der Parameter verhindert, dass das numerische Verfahren gegen die tri-
viale (Pseudo-) Lésung der dann polynomialen SKG konvergiert.
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1. Wir benutzen als erstes Kriterium zur Klassifikation der Ndherungslosun-
gen die Lange des Selbstkonsistenzvektors S pro Variable.

Y= NLV 9] (9.24)

Wir unterscheiden nun zwischen zwei verschiedenen Arten von Losungen.

Fiir numerische Losungen gilt, dass sie
logo(x) =~ 17+ 1 (9.25)

erreichen, was in etwa den Grenzen der benutzten Losungsroutinen ent-
spricht. Wir gehen davon aus, dass eine derartige numerische Lésung ei-
ne algebraische Losung des betrachteten NLGS gut approximiert.'® Man
muss allerdings betonen, dass der Fehlervektor eines NLGS beliebig klein
werden kann, ohne dass sich das System auch nur in der Néhe einer alge-
braischen Losung in den komplexen Zahlen befindet, wie man sich an der
Funktion f(z) = zz* +9J, ¢ > 0 schnell klar macht.

Fiir numerische Pseudo-Lisungen gilt dagegen, dass sie als Resultat der
Fehlerminimierung im Hybrid-Algorithmus Werte von

logo(x) ~ —3+3 (9.26)

liefern.' In einem Plot, der die Werte einer Variable gegen y auftrigt,
bilden sie ein ,Kontinuum®. Fiir die Existenz dieser Pseudo-Lésungen
kann es mehrere Griinde geben.

(a) Der Hybrid-Algorithmus kann wegen numerischer Instabilitéten eine
algebraische Losung nicht besser approximieren.

(b) Es existiert eine Losung fiir allgemeine, komplexwertige Parameter,
deren Imaginérteile geniigend klein sind, dass sie in der Nahe der
Pseudo-Losung liegen. Gerade fiir die Propagatoren sind (bei glei-
chem Approximationsgrad r) auch rein reellwertige Propagator-Pole
(also z.B. 4, ) moglich, so dass Pseudo-Losungen mit vergleichsweise
kleinem Imaginérteil diese approximieren kénnen.

(¢) Es handelt sich um ein lokales Minimum von x, das der Hybrid-
Algorithmus nicht verlassen konnte. Die Pseudo-Lésung approximiert
keine algebraische Losung.

Ein Resultat dieser Arbeit ist, dass das in Kapitel 8 definierte SKG-System
(sofern man mindestens alle Gleichungen aus den DSG und BSG betrach-
tet) fiir r = 1 keine allen Bedingungen geniigenden numerischen Lisungen
liefert. Daher werden wir auch die Pseudo-Lésungen auf physikalisch sinn-
volle Ergebnisse hin untersuchen. Dabei stellt sich heraus, dass viele dieser
Pseudo-Losungen auch die SKG und Nebenbedingungen gut minimieren,
die zu ihrer Bestimmung nicht herangezogen wurden.

3 Allerdings héngt die theoretische Genauigkeit, mit der eine tatsichliche Losung approxi-
miert wird, zusétzlich von der Komplexitit des Algorithmus ab. Daher diirfte sie nicht in der
Groflenordnung von x liegen [Cry 94].

1n der Regel werden Lésungen mit x > 0.1 nicht ausgewertet.
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2. Wesentlich fiir die Beurteilung einer numerischen Lésung ist ihre physi-
kalische Plausibilitdt. Mit den Ergebnissen aus Abschnitt 9.3 verlangen
wir, dass die numerischen Losungen die Bedingungen fiir Confinement,
Tachyon-Freiheit und Reflexionspositivitét erfiillen. Zusétzlich konnen wir
— zumindest so lange keine schweren Quarks (¢,b und t) beteiligt sind —
verlangen, dass die Parameter der erweiterten Ansétze maximal etwa von
der Groflenordnung der A-Skala sind. Fiir sehr viel groflere Parameter
erwartete man Effekte, die auch im sogenannten perturbativen Regime
grofler Impulse noch ausgepréigt sind.

3. Eine physikalisch interessante Losung sollte alle SKG erfiillen. Wir kénnen
— gerade bei niedrigem Approximationsgrad r — nicht erwarten, dass wir
eine solche Losung finden. Daher miissen wir eine Reihenfolge der SKG
aufstellen.

Zunichst sollen die SKG aus den DSG erfiillt sein.

(a
(b) Danach betrachten wir die SKG aus der I';-BSG.

)
b)
()
(d) Zuletzt ziehen wir die SKG aus den Teil-Kondensaten der Vertizes
heran.

Danach kommen die SKG aus den Propagator-Kondensaten.

Sofern bestimmte (hoherrangige) SKG durch andere ersetzt werden, ist
bei den Losungen zu iiberpriifen, in wie weit die ersetzte SKG verletzt ist.

4. Wir setzen fiir die Vertex-Parameter bestimmte Symmetrien voraus. Die-
se fiihren wegen des eingeschrinkten Ansatzes fiir den I'4-Vertex zu Ne-
benbedingungen. Daher ist zu priifen, ob die erhaltenen Parameter des
I'y-Vertex die geforderte Symmetrie zeigen und ob die daraus folgenden
Nebenbedingungen auch erfiillt sind.

Bei der Auswertung der erhaltenen numerischen Losungen und Pseudo-
Losungen gehen wir daher wie folgt vor. Zunéchst iiberpriifen wir, ob die Para-
meter die physikalischen Randbedingungen Confinement, Tachyon-Freiheit und
Reflexionspositivitét erfiillen. Alle anderen Parametersitze werden aussortiert.
Aus den dann iiberbleibenden mdoglichen Losungen werden die N4 Parame-
tersitze(N 4 liegt zwischen 500 und 2500) mit dem geringsten Fehlerbetrag x
bestimmt. Fiir diese Parameterséitze wird eine Bewertungszahl (p errechnet, die
sich aus der Erfiillung von ausgewéhlten SKG und Randbedingungen und dem
zugeordneten Minimierungsfehler y ergibt. An dieser Stelle wird auch die For-
derung nach starkem Confinement in die Bewertung der Losungen einflielen.
Die genaue Definition von (p findet sich in Anhang C. Wir werden bei der Dis-
kussion der numerischen Lésungen und Pseudo-Losungen den Parametersatz
préasentieren, der nach der Definition von (p die vorgegebenen Bedingungen am
besten erfiillt.!?

15Tn der Regel existieren weitere Parametersitze mit vergleichbarem (p, die ebenso als
Losungen in Frage kommen. Die Beschrinkungen dieser Arbeit lassen eine Priisentation nicht
zu.
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9.6 Ergebnisse fiir r =1

Wir geben zunichst die Ergebnisse fiir eine rein gluonische Theorie an. Hier
untersuchen wir, in wie weit die Einbeziehung der Geist-Schleifen in die quasi-
perturbativen Terme einen Einfluss auf die numerischen Lésungen hat. Zudem
kann man hier den Effekt untersuchen, der durch das Weglassen einer SKG
entsteht. AnschlieBend wenden wir uns den Termen mit Fermionen zu, wobei
wir sowohl chirale wie massive Fermionen betrachten.

Bei den im Folgenden préisentierten Werten fiir die Parameter des erweiter-
ten Ansatzes ist zu beachten, dass schon die Rundung auf Zahlen mit sieben-
stelliger Genauigkeit eine Vergréflerung von x um mehrere Groflenordnungen
bedeuten kann. Dies ist auch eine Folge des stark nichtlinearen Charakters des
betrachteten Gleichungssystems. Zugleich zeigt sich darin, dass das hier be-
trachtete Selbstkonsistenzproblem schlecht konditioniert ist. Weil die gerunde-
ten Werte fiir die Berechnung der Nebenbedingungen genutzt werden, kénnen
einzelne SKG Abweichungen entwickeln, die mit der GréBenordnung von x nicht
vereinbar sind. Dennoch kann man diese SKG sinnvoll als zusétzliche Nebenbe-
dingung zur Auswahl der besten Losungen nutzen.

9.6.1 Rein gluonische Theorie

Da die Theorie keine Massenskala aufier der A-Skala enthilt, besteht noch die
zusétzliche Freiheit, einen Parameter auf 1 zu setzen. Um mit anderen Arbeiten
zu diesem Thema vergleichbar zu bleiben, wéhlen wir den Realteil von uq 1. Es
wird sich zeigen, dass wir keine numerischen Loésungen finden kénnen, wenn wir
sdmtliche SKG aus den DSG einbeziehen, die nicht durch Symmetrien verein-
facht werden konnen. Erst wenn man eine SKG durch die Bedingung #(u1,1) =1
ersetzt, kann man numerische Losungen finden.

Perturbative Geist-Schleifen

Wir betrachten hier die Konsequenzen, die sich ergeben, wenn man die Geist-
Schleifen zu den perturbativen Korrekturen zihlt. Abbildung 9.2 zeigt die bes-
ten numerischen Pseudo-Loésungen, die den physikalischen Randbedingungen
entsprechen. Dies sind etwa vier Prozent der insgesamt erhaltenen numeri-
schen Pseudo-Lésungen. Die minimalen Werte von x liegen hier etwa eine halbe
GroBenordnung iiber denen, die sich bei Verletzung der physikalischen Randbe-
dingungen ergeben. An dieser Stelle zeigt sich deutlich, dass das SKG-System
nicht im Hinblick auf physikalische Randbedingungen konstruiert wurde. Wei-
terhin sind die starken Abweichungen der Propagator-Nullstelle vom Wert 1
auffillig. Dies ist ein Indiz dafiir, dass die Qualitdt der numerischen Pseudo-
Losungen nicht besonders gut ist. Dieses Losungsverhalten legt nahe, dass die
SKG miteinander unvereinbar sind und iiber keine der gesuchten reellen Lésun-
gen verfiigen.

Zur Ermittlung der nach unseren Kriterien besten Pseudo-Losung berech-
nen wir (p. Wir prisentieren den so erhaltenen Parametersatz in Tabelle C.5 in
Anhang C. Es ist bemerkenswert, dass die Nebenbedingungen an die Losung mit
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Abbildung 9.2: Der Realteil der Propagator-Nullstelle aufgetragen gegen den
Fehler logo(x) (ny = 0, Geist-Schleifen perturbativ, 1272 Werte).

einer Genauigkeit erfiillt werden, die in der Gréflenordnung des Minimierungs-
fehlers liegt.'6 Dabei fillt auf, dass sich mit guter Genauigkeit Mandelstam-
symmetrische Losungen fiir die I'y-Parameter etablieren lassen, wie man an
den Werten von =7 und =g in der Tabelle erkennen kann. Dies rechtfertigt un-
ser Vorgehen, keine Terme mit partiell antisymmetrischen Vertex-Parametern
zuzulassen. Dagegen wird die geforderte Symmetrie fiir den I's-Vertex wesent-
lich schlechter erfiillt. Auflerdem ist der perturbative Limes fiir den Gluon-
Propagator relativ stark verletzt: Ein Wert von b =~ 1.46 bedeutet eine signifi-
kante Abweichung.

Fasst man die Forderung R(u11) = 1 als zusétzliche SKG auf, kann man
willkiirlich eine der SKG aus den DSG weglassen. Wir untersuchen zunéchst,
welche Konsequenzen die Ersetzung von S2(0) = 0 hat. Es ist bemerkenswert,
dass sich fiir das so reduzierte SKG-System numerische Losungen finden lassen.
In Abbildung 9.3 zeigen wir den Realteil der Propagator-Nullstelle, R(u; 1),
fiir die alle physikalischen Randbedingungen erfiillenden Parameterséitze. Diese
umfassen hier nur etwa fiinf Prozent der insgesamt erhaltenen Ldsungen aus
den numerischen Rechnungen. Auch die Mehrzahl der numerischen Ldsungen
der modifizierten SKG ist unphysikalisch.

Wir présentieren den nach unserem Bewertungssystem besten Parameter-
satz in Tabelle C.6. Gegeniiber der Losung mit unmodifizierten SKG féllt auf,
dass die grundlegenden Symmetrien zwar exakt erfiillt werden, dafiir aber die
Randbedingungen aus dem I'4-Vertex und insbesondere die aus dem I's-Vertex
verletzt werden. Wie an Z4 abzulesen, wird zudem die weggelassene SKG S3(0)
nur relativ schlecht minimiert, was in dhnlicher Weise auch fiir die anderen
erhaltenen numerischen Losungen gilt. Das unterstreicht die Vermutung, dass
das SKG-System mit allen Gleichungen aus den DSG nicht 16sbar ist. Weiter-

16Bei einem Vergleich zwischen den Nebenbedingungen und x ist Vorsicht geboten, da die
Werte der Nebenbedingungen mit den gerundeten Werten berechnet werden.
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Abbildung 9.3: Der Realteil der Propagator-Nullstelle aufgetragen gegen den
Fehler logo(x) (ny = 0, Geist-Schleifen perturbativ, 3416 Werte).

hin fillt an den in Tabelle C.6 notierten Parametern der Vertizes auf, dass sie
wesentlich grofler als die in Tabelle C.5 notierten sind. Auch diese Eigenschaft
kann man bei den anderen numerischen Lésungen wiederfinden.

Das Weglassen anderer SKG fiihrt ebenfalls auf numerische Losungen. Gibt
man die Bedingung CT,, — Cg;.; = 0 auf, wird die fiir den I's-Vertex auf 1-
Schleifen-Niveau bewiesene Symmetrie der Vertex-Parameter verletzt. Auch fiir
diese Variante geniigt nur ein geringer Prozentsatz der Parameterséitze den phy-
sikalischen Randbedingungen. Dabei sind die Parameter von einer vergleichba-
ren Groflenordnung wie die Parameter fiir die unmodifizierten SKG. Man kann
daraus schlieffen, dass diese Losungen aus physikalischer Sicht interessanter
sind. Wir notieren sie in Tabelle C.7. Besonders bemerkenswert ist die Tat-
sache, dass die Parameter der Ty-Struktur im I'y-Vertex sehr dhnliche Werte
haben. Zusammen mit den sehr gut erfiillten Nebenbedingungen aus dem I'4-
Vertex spricht dies fiir die Moglichkeit eines Mandelstam-symmetrischen oder
sogar vollstindig symmetrischen Ansatzes zumindest fiir diese Struktur. Die
Verletzung der Nebenbedingungen aus dem I's-Vertex in =¢ ist sogar kleiner als
in den anderen Varianten mit einer ersetzten SKG. Daher spricht vieles dafiir,
dass die DSG auf 1-Schleifen-Niveau eine zu starke Symmetrie fiir den I's-Vertex
fordern. Wir werden in Kapitel 10 die Mo6glichkeit diskutieren, wie man durch
einen modifizierten Ansatz fiir den I'3-Vertex dieses Problem beheben konnte.

In Abbildung 9.4 prisentieren wir die aus den drei besprochenen SKG-
Varianten resultierenden Gluon-Propagatoren entlang der reellen euklidischen
Achse. Bei dem Graphen, der aus der Bestimmung mit allen SKG resultiert,
zeigt sich in der verschobenen Nullstelle deutlich, dass er aus einer numerischen
Pseudo-Losung resultiert. Bemerkenswert ist, dass der Gluon-Propagator, der
ohne vollstdndige Symmetrie der I's-Vertex-Parameter gewonnen wurde, mit
dem aus dem nicht modifizierten System relativ gut {ibereinstimmt. Allen drei
Propagatoren ist jedoch gemeinsam, dass ihre Pole relativ nahe an der positiven
reellen euklidischen Halbebene liegen.
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Abbildung 9.4: Transversale Gluon-Propagatoren der besten Parametersétze
entlang der rellen euklidischen Achse, skaliert mit ®(u;1)A? in Einheiten von
R(u1,1) (ny = 0, Geist-Schleifen perturbativ).

Mit Termen der Geist-Schleifen

Betrachtet man sdmtliche SKG aus den DSG, findet der Algorithmus fiir diese
Variante ebenfalls nur numerische Pseudo-Losungen. In Tabelle C.8 présentie-
ren wir den Parametersatz mit dem geringsten (,. Die Unterschiede zu den
Parametern mit Geist-Schleife liegen im Detail. Dabei sind vor allem die Para-
meter des erweiterten I'y-Vertex betroffen. Weil in beiden Fillen jeweils nume-
rische Pseudo-Losungen betrachtet werden mussten, kann man zwischen beiden
Varianten keinen qualitativen Unterschied feststellen.

Berechnet man Losungen ohne die Gleichung S3(1), findet man wiederum
numerische Losungen. Es stellt sich aber heraus, dass alle numerischen Losun-
gen, die den physikalischen Randbedingungen geniigen, eine starke Verletzung
von S2(1) von der Grofienordnung 1.0 bedeuten. Dies ist wesentlich schlech-
ter als das in Tabelle C.8 gefundene y. Daher entsprechen die so bestimmten
Parametersitze nicht den Anforderungen an physikalisch signifikante Losungen.

Das Weglassen von S5(0) ergibt gegeniiber der in Abschnitt 9.6.1 besproche-
nen Situation keine wesentliche Verinderung. Schlieflich untersuchen wir noch,
welche Konsequenzen sich fiir die Losungen ergeben, wenn man nicht langer
Ci1.0 = Co1,1 fordert. Die daraus resultierenden Parameterwerte sind in Tabel-
le C.9 notiert. Ebenso wie in dem Fall mit perturbativen Geist-Schleifen wird
die Nebenbedingung =g besonders gut erfiillt.

Zur Illustration zeigen wir die vier Gluon-Propagatoren fiir die betrachteten
Varianten der SKG in Abbildung 9.5. Dabei kann man die drei auch in Abbil-
dung 9.4 dargestellten Félle jeweils miteinander vergleichen. Die Unterschiede
sind angesichts der Freiheiten bei der Wahl der Nebenbedingungen und der Be-
stimmung der besten Losung nicht so grof}, als dass man ein qualitativ anderes
Verhalten der Losungen konstatieren konnte.
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Abbildung 9.5: Transversale Gluon-Propagatoren der besten Parametersétze
entlang der rellen euklidischen Achse, skaliert mit R(u;1)A? in Einheiten von
R(u1,1) (ny = 0, Geist-Schleifen nicht-perturbativ)

Insgesamt miissen wir fiir die rein gluonische Theorie feststellen, dass ei-
ne Losung des SKG-Systems nur dann moglich ist, wenn man wichtige SKG
aus den DSG weglésst. Dann lassen sich zwar physikalisch sinnvolle Losungen
finden, es zeigt sich jedoch, dass je nach ersetzter SKG die Parameter der nu-
merischen Losungen zum Teil stark unterschiedlich ausfallen. Dies verdeutlicht
noch einmal die Unlosbarkeit des vorher betrachteten SKG-Systems. Auch wird
deutlich, dass der numerische Algorithmus trotz der starken, physikalisch mo-
tivierten Einschrinkungen an die Parameter vor allem zu Losungen in unphy-
sikalischen Bereichen konvergiert. Dies kann man als ein Zeichen dafiir werten,
dass die hier untersuchten erweiterten Ansétze noch nicht optimal an die phy-
sikalischen Randbedingungen angepasst sind. In Kapitel 10 werden wir dieses
Problem aufgreifen.

9.6.2 SKG mit zwei Fermionen

In diesem Abschnitt betrachten wir die QCD mit zwei Fermion-Sorten. Die-
se entsprechen physikalisch dem u- und d-Quark. Durch die Einbeziehung der
Fermionen tragen mit S'g (a) und S'g (a,b,c) zwei gegeniiber der rein gluoni-
schen Theorie neue Typen zum SKG-System bei. Gleichzeitig erhalten die Glei-
chungen der gluonischen Parameter neue Freiheiten. Uber die experimentell be-
stimmten Strom-Massen der Quarks ist eine externe Massenskala fiir die Quarks
gesetzt, so dass es nicht mehr notwendig ist, einen Parameter willkiirlich auf den
Wert 1 festzulegen. Es ist jedoch moglich — und fiir die leichten Quarks u und
d auch physikalisch sinnvoll — den Fall chiraler Fermionen zu betrachten. Dann
wird wie in der rein gluonischen Theorie wieder R(u;,;) auf den Wert 1 gesetzt.
Zudem besteht so wiederum die Moglichkeit, eine der SKG wegzulassen.
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Perturbative Geist-Schleifen

Wir betrachten zunéchst den Fall massiver Fermionen. Man kann die hier be-
stimmten Losungen fiir R(wu; 1) dazu nutzen, um die GréBlenordnung dieser Null-
stelle fiir die rein gluonische Theorie zu bestimmen. Wiederum finden wir keine
numerischen Losungen. Die Qualitdt der numerischen Pseudo-Losungen ent-
spricht in etwa denen der rein gluonischen Theorie. Allerdings sinkt der Anteil
der allen physikalischen Randbedingungen geniigenden Parameterséitze auf un-
ter ein Promille. Wir présentieren in Tabelle C.10 den Satz mit dem geringsten
(p- Zusitzlich zeigen wir in Abbildung 9.6 den transversalen Anteil des Gluon-
Propagators sowie die Anteile der Fermion-Propgatoren proportional zu —p.
Man erkennt deutlich, dass nur das d-Quark ein starkes Confinement aufweist.
Das u-Quark zeigt ein wesentlich schwicheres Confinement.!'”
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Abbildung 9.6: Transversaler Gluon-Propagator und zu —p proportionaler An-
teil der Fermion-Propagatoren des besten Parametersatzes entlang der rellen
euklidischen Achse (ny = 2, massive Fermionen, Geist-Schleifen perturbativ).
Fiir die Fermion-Propagatoren gilt die rechte Skala.

Betrachtet man chirale Fermionen und lésst S2(0) bei der Bestimmung der
SKG weg, werden nur 4 Losungen gefunden, die den physikalischen Randbedin-
gungen geniigen. Die beste so erhaltene Losung hat einen wesentlich hGheren
Minimierungsfehler y als der mit massiven Fermionen bestimmte Parameter-
satz. Die Propagatoren verhalten sich qualitativ nicht anders als die in Abbil-
dung 9.6. Wir verzichten daher auf eine Préasentation dieser Parameter.

Lésst man bei chiralen Fermionen stattdessen die Forderung Ci1,0 = Co1;,1
weg, findet sich in der zur Verfiigung stehenden Rechenzeit genau eine numeri-
sche Pseudo-Losung, die den physikalischen Randbedingungen geniigt. Fiir die
damit beschriebenen Fermion-Propagatoren findet sich die bemerkenswerte Ei-
genschaft, dass beide Fermionen ein wesentlich stérkeres Confinement aufweisen
als dies bei den anderen besten Losungen der Fall war. Allerdings zeigt dafiir

"Das Maximum des u-Quark-Propagators liegt bei etwa 5400.
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der Gluon-Propagator ein sehr schwaches Confinement. Wir verzichten daher
darauf, die Parameter dieser Losung anzugeben.

Mit Termen der Geist-Schleifen

Auch hier werden in allen betrachteten Varianten keine numerischen Losungen
gefunden. Betrachtet man massive Fermionen, erhélt man numerische Pseudo-
Losungen, deren x mit dem Minimierungsfehler vergleichbar ist, den das rein
gluonische System fiir die unmodifizierten SKG hat. Wir notieren den Parame-
tersatz mit dem geringsten (;, in Tabelle C.11. Fiir die Randbedingungungen
gilt, dass sie mit Ausnahme des starken Confinements in einer Gréflenordnun-
gen von 107 bis 10! verletzt werden. Die Abweichungen vom perturbativen
Limes bewegen sich im Bereich der Losungen fiir die rein gluonische Theorie.
Betrachtet man chirale Fermionen, kann man wie in der rein gluonischen
Theorie eine Gleichung ersetzen. Wihlt man dafiir S3(0), muss man feststel-
len, dass sich das Losungsverhalten nicht verbessert sondern sogar verschlech-
tert. Die numerischen Pseudo-Lésungen, die den physikalischen Randbedingun-
gen entsprechen, haben einen wesentlich hoheren Minimierungsfehler als in der
massiven Theorie mit dem unmodifizierten SKG-System. Ersetzt man Sa(1),
ist das Losungsverhalten dhnlich dem der Variante mit massiven Fermionen.
Von allen numerischen bestimmten Parametersidtzen geniigen nur etwa 6 Pro-
mille den physikalischen Randbedingungen. Die Losung mit dem besten ¢, be-
schreibt Fermion-Propagatoren mit schwach ausgepridgtem Confinement, die
sich sehr stark dem perturbativen Limes annidhern. Damit sind beide Fermion-
Propagatoren fast identisch. Man kann also nur eine sehr schwache spontane
Symmetriebrechung feststellen. Da sich dieses Phénomen an diesem Parame-
tersatz gut darstellen ldsst, sind in Abbildung 9.7 die jeweiligen Anteile des
Gluon-Propagators und der Fermion-Propagatoren aufgetragen. Fiir die Losung
mit massiven Fermionen ergibt sich ein qualitativ dhnliches Bild, jedoch sind
die beiden Fermion-Propagatoren noch schwerer graphisch zu trennen.
Zusammenfassend muss man fiir die Theorie mit zwei Fermionen konstatie-
ren, dass die schon fiir die rein gluonische Theorie festgestellten Probleme bei
der Bestimmung numerischer Losungen nicht gemildert werden konnten. Das
Weglassen einer SKG ist nicht mehr ausreichend, um noch numerische Lésungen
zuzulassen. Gleichzeitig wird es im Rahmen der zur Verfiigung stehenden Re-
chenzeit schwieriger, eine statistisch signifikante Zahl von physikalischen Losun-
gen zu finden. Auch wenn die numerischen Pseudo-Loésungen im Rahmen der
Erwartungen gute Niherungen fiir die restlichen Nebenbedingungen darstellen,
werden keine Losungen bevorzugt, die fiir den Gluon- wie fiir beide Fermion-
Propagatoren starkes Confinement beschreiben. Ublicherweise zeigt immer einer
der Fermion-Propagatoren ein relativ schwaches Confinement. Damit entspricht
ein solcher Propagator im Wesentlichen einem perturbativen Fermion.'® Wie bei
der rein gluonischen Theorie konvergiert der numerische Algorithmus vor allem
gegen tachyonische Losungen. Dies bestéitigt die These, dass die betrachteten
SKG den physikalischen Randbedingungen nur ungeniigend angepasst sind.

18Es muss sich dabei jedoch, anders als bei den abgebildeten Propagatoren, nicht immer um
das u-Quark handeln.
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Abbildung 9.7: Transversaler Gluon-Propagator und zu —p proportionaler An-
teil der Fermion-Propagatoren des besten Parametersatzes entlang der rellen
euklidischen Achse (ny = 2, chirale Fermionen, mit Geist-Schleifen, ohne S5(0)).
Fiir die Fermion-Propagatoren gilt die rechte Skala.

9.6.3 SKG mit vier und sechs Fermionen

Die Hinzunahme von zwei weiteren Fermionen, die physikalisch dem s- und
c-Quark entsprechen, fiihrt nicht zu einem verbesserten Losungsverhalten. Da
das c-Quark iiber eine verglichen mit der A-Skala grofie Strom-Masse verfiigt,
kann man an dieser Stelle auch den Einfluss schwerer Quarks auf die Losungen
der SKG untersuchen.

Zwar werden auch fiir vier massive Fermionen Parameterséitze mit y < 1
bestimmt, diese geniigen jedoch nicht den physikalischen Randbedingungen.
Und auch fiir chirale Fermionen konnte bei Ersetzung der SKG S3(0) keine
physikalische Losung gefunden werden. Dies bestétigt die Beobachtung, dass
sich durch die Fermionen das Losungsverhalten verschlechtert. Wir verzichten
daher auf eine ausfiihrliche Diskussion.

Fiir den physikalisch relevanten Fall mit sechs Fermionen wurde eine Rech-
nung mit chiralen Fermionen durchgefiihrt. Der numerische Algorithmus kon-
vergierte nicht gegen Losungen mit Minimierungsfehler y < 1. Wir miissen
also feststellen, dass die Addition weiterer Fermionen die Losbarkeit des SKG-
Systems noch zusétzlich verschlechtert hat.

Eine Untersuchung der Losungen mit y > 1 kdnnte Parameterséitze liefern,
die formal den physikalischen Randbedingungen geniigen. Es stellt sich bei nu-
merischen Pseudo-Loésungen mit einem derart hohen Minimierungsfehler jedoch
immer mehr die Frage, in wie weit die so erhaltenen Werte noch physikalisch in-
terpretierbar sind. Die Wahrscheinlichkeit, zufillige Artefakte des numerischen
Algorithmus zu erhalten, die mit einer Losung des SKG-Systems nichts zu tun
haben, nimmt stark zu. Daher miissen wir uns mit der Feststellung begniigen,
keine unseren Anspriichen geniigenden Losungen fiir vier und sechs Fermionen
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gefunden zu haben.

9.6.4 Weitere Varianten der SKG

Fiir den physikalisch weniger interessanten Fall mit nur einem chiralen Fermi-
on' wurde untersucht, ob man wie bei dem gluonischen System numerische
Losungen erhalten kann. Der Algorithmus kann Losungen mit einem Mini-
mierungsfehler x in der GroéSenordnung von 107!0 bestimmen. Diese Losun-
gen stehen zwischen numerischen Losungen und numerischen Pseudo-Losun-
gen. Es stellt sich jedoch heraus, dass die allen physikalischen Randbedingungen
geniigenden Losungen lediglich einen Minimierungsfehler in der Groflienordnung
von 10~% haben und damit zu den Pseudo-Losungen gehoren. Wiederum sind
Losungen mit schwachem Confinement fiir den Fermion-Propagator bevorzugt.
Es gelingt zwar eine Losung zu finden, in der beide Propagatoren starkes Con-
finement zeigen, diese hat jedoch nur noch einen Minimierungsfehler von 1072,
Diese Ergebnisse unterstreichen nochmals, dass die Einbeziehung von Fermio-
nen die Losbarkeit des SKG-Systems stark verschlechtert.

Im Verlauf dieser Arbeit konnte weitere Erfahrungen mit dem Losungsver-
halten des SKG-Systems gemacht werden. Wir haben in den bisher diskutier-
ten Rechnungen stets nur Mandelstam-symmetrische Parameter fiir den I'y-
Vertex genutzt. Fordert man vollstéindig symmetrische Parameter, dndert sich
das Losungsverhalten des SKG-Systems nicht wesentlich. Wie oben diskutiert,
erhilt man keine numerischen Losungen fiir das unmodifizierte SKG-System.
Dagegen sind modifizierte Systeme numerisch 16sbar. Da sich qualitativ am
Losungsverhalten nichts dndert, verzichten wir auf eine weitere Diskussion. Ge-
nau dieses Verhalten des SKG-System ergibt sich auch, wenn man sich auf einen
rein perturbativen I'y-Vertex beschrinkt. Man kann daher feststellen, dass die
Betrachtung des nicht-perturbativ erweiterten I'y-Vertex die grundsétzlichen
Probleme bei der Bestimmung von numerischen Lésungen fiir die resummier-
ten DSG nicht 16sen konnte.

9.6.5 Zusammenfassung

Die durchgefiihrten numerischen Rechnungen zeigen, dass das in dieser Ar-
beit hergeleitete vollstindige System von SKG fiir den Approximationsgrad
r = 1 unter den physikalischen Bedingungen fiir die Parameter der erweiterten
Ansitze nicht 16sbar ist. Betrachtet man die rein gluonische Theorie, findet man
jedoch schon bei der Ersetzung einer Gleichung numerische Losungen. Daraus
darf man schlieflen, die hier hergeleiteten SKG sich sozusagen in der Ndhe eines
l6sbaren Systems befinden.

Sobald man auch Fermionen zuldsst, erhélt man keine numerischen Losun-
gen mehr. Dabei ist es unerheblich, ob man massive oder chirale Fermionen
betrachtet. Anscheinend hat die Strom-Masse der Fermionen keinen wesent-
lichen Einfluss auf die Losbarkeit des SKG-Systems. Viel entscheidender ist

19Fermionen kommen stets paarweise in Generationen vor. Der Fall wird durch die empi-
rischen Daten ausgeschlossen und wiirde unter anderem zur Verletzung der Anomaliefreiheit
fithren.
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nach den numerischen Ergebnissen die reine Anzahl der Fermionen. Dies gilt in
gleicher Weise auch fiir die betrachteten numerischen Pseudo-Lésungen, deren
Qualitat mit der Zahl der Fermionen abnimmt. Dies muss man als starken Hin-
weis darauf werten, dass durch die fermionischen Terme in dem SKG-System
unvereinbare Terme produziert werden. Um dieses Problem zu beheben, muss
man sehr wahrscheinlich die erweiterten Ansédtze modifizieren. Wir gehen auf
diese Fragestellung im folgenden Kapitel weiter ein.

Schliefllich kann man die hier erhaltenen Lésungen mit denen in [Dri 97] und
[Kuh 97] bestimmten vergleichen. Wegen den in dieser Arbeit vorgenommenen
technischen Verbesserungen bei der Formulierung der DSG und den modifizier-
ten erweiterten Anséitzen ist dieser Vergleich nicht in direkter Weise moglich.
Zusétzlich sind die Ergebnisse in [Dri 97] und [Kuh 97] fiir eine linear transfor-
mierte Form der Parameter angegeben, die fiir die dort hergeleitete Form der
DSG spezifisch ist. Auflerdem fehlen insbesondere Angaben {iber die Grofie der
numerischen Fehler fiir den jeweiligen Parametersatz. Wir konnen dennoch fest-
stellen, dass wir in der gluonischen Theorie qualitativ dhnliche Ergebnisse wie
in [Dri 97] erhalten haben. Fiir die Losungen mit Fermionen aus [Dri 97] kann
man jedoch folgern, dass in beiden betrachteten Fillen der Fermion-Propagator
die damals nicht betrachteten OSB verletzt. Dies gilt ebenso fiir die Losungen
mit massiven Quarks, die in [Kuh 97] hergeleitet wurden. Insofern widerspre-
chen die hier gefundenen Ergebnisse den damaligen Resultaten nicht. Derartige
Losungen konnten auch fiir das in dieser Arbeit betrachtete System gefunden
werden. Wir prisentieren sie jedoch wegen ihres unphysikalischen Charakters
nicht.



Kapitel 10

Zusammenfassung und
Ausblick

In dieser Arbeit konnten wir fiir die Renormierung des nicht-perturbativ erwei-
terten Ansatzes eine eindeutige Vorschrift angeben. Daraus wurde ein Verfahren
zur Konstruktion der SKG aus den quasiperturbativen Termen nullter Ordnung
abgeleitet. Damit konnte die in den bisherigen Arbeiten zum erweiterten An-
satz nicht eindeutig beantwortete Frage, wie Terme mit nicht mindestens einer
ganzen Potenz von A hinsichtlich der SKG zu behandeln sind, gelost werden.

Mit der Formulierung einer in allen Mandelstam-Kané&len crossing-symime-
trischen BSG fiir den 4-Gluon-Vertex wurde eine Gleichung gefunden, die die
entsprechende DSG ersetzen kann und eine nichtlineare Behandlung des 4-
Gluon-Vertex im erweiterten Ansatz schon auf 1-Schleifen-Niveau erlaubt. Zu-
dem hat diese BSG den Vorteil, keine tadpole-artigen Terme zu erzeugen, so
dass anders als bei der DSG des 3-Gluon-Vertex keine triviale Symmetrisierung
vorgenommen werden muss.

Die Berechnungen der DSG und BSG konnten erstmals fiir die QCD fiir
allgemeinen Approximationsgrad r durchgefiihrt werden. Die BS-resummierte
Form der 3-Punkt-DSG triagt den Symmetrien der nicht-perturbativ erweiterten
Feynman-Regeln besser Rechnung und erlaubt eine verbesserte Bestimmung der
quasiperturbativen Terme schon fiir einen niedrigen Approximationsgrad.

Die Bewegungsgleichungskondensate (BGK) der Propagatoren konnten erst-
mals auf 2-Schleifen-Niveau berechnet und damit ohne Riickgriff auf empirische
oder semi-empirische Daten ausgewertet werden. Zusétzlich erfolgte erstmals
die Formulierung und Berechnung der partiellen BGK auf 2-Schleifen-Niveau.

Die SKG der QCD wurden erstmals fiir allgemeinen Approximationsgrad r
formuliert und die daraus resultierenden Nebenbedingungen abgeleitet. Dabei
konnten wir als ein Resultat dieser Arbeit zeigen, dass durch den betrachte-
ten Ansatz die vollstindige Symmetrie der Parameter des 3-Gluon-Vertex er-
zwungen wird. Fiir den 4-Gluon-Vertex konnten wir zeigen, dass dieser mit
Mandelstam-symmetrischen Parametern selbstkonsistenzfihig ist. Das Fehlen
von partiell antisymmetrischen Termen im Ansatz fithrt zu erfiillbaren Neben-
bedingungen. Dariiber hinaus konnten aus den BGK zusétzliche SKG gewonnen
werden, die die sogenannte Unterbestimmtheit des SKG-Systems, wenn man es
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als LGS betrachtet, in systematischer Weise kompensieren kénnen.

Weiterhin wurden die physikalischen Randbedingungen fiir die Losungen des
SKG-Systems untersucht. Dabei wurden erstmals auch die OSB fiir die Propa-
gatoren untersucht. Fiir den Gluon-Propagator konnten bei allgemeinen Appro-
ximationsgrad r Bedingungen fiir die Reflexionspositivitdt angegeben werden,
wohingegen dies beim Fermion-Propagator nur fiir Approximationgrad r = 1
durchgefiihrt wurde.

Abschlielend haben wir nach numerischen Losungen fiir die SKG gesucht.
Diese Suche wurde fiir die QCD erstmals gleichzeitig beziiglich aller Parameter
des erweiterten Ansatzes durchgefiihrt.

Wie die Analyse des rein gluonischen SKG-Systems zeigt, ist das vollsténdi-
ge SKG-System aus den DSG numerisch nicht 16sbar. Das Entfernen einzelner,
ausgewéhlter Gleichungen erlaubt jedoch numerische Losungen zu erhalten. Die
Losungen der gluonischen SKG zeigen konsistent, dass zwar die Bedingungen
an Mandelstam-symmetrische I'y-Vertex-Parameter erfiillbar sind, jedoch die
vollstindige Symmetrie der I's-Parameter weitaus schlechter realisiert werden
kann. Dies ist ein Hinweis darauf, dass der Ansatz fiir den I's-Vertex zu stark
eingeschriankt gewdhlt war.

Die Einbeziehung von Fermionen kann dieses Bild nicht verbessern. Es ge-
lingt wiederum nicht, numerische Losungen fiir die von uns betrachteten SKG-
Systeme zu finden. Die Fermionen sind also nicht geeignet, die Probleme der
rein gluonischen Theorie zu beheben. Dariiber hinaus muss man feststellen,
dass es besonders schwer ist, physikalisch sinnvolle Fermion-Propagatoren zu
erhalten. Neben der Tendenz der SKG, tachyonische Zusténde zu bevorzugen,
macht auch das gewiinschte und physikalisch sinnvolle starke Confinement der
Fermionen Probleme. Schon bei zwei Fermionen bildet in der Regel mindestens
eines lediglich schwaches Confinement aus. Auch dies kann man als starken
Hinweis darauf werten, dass der betrachtete Ansatz die physikalische Situation
nicht hinreichend gut beschreibt.

Ein weiteres wesentliches Problem bei der Identifikation der den physikali-
schen Randbedingungen geniigenden Losungen sind die Osterwalder-Schrader-
Bedingungen. Wie in Kapitel 9 festgestellt, sind die Ansétze fiir die Fermion-
Propagatoren und damit auch die fiir die I'3-Vertizes nicht so formuliert, dass
eine einfache Uberpriifbarkeit der OSB gewihrleistet ist.

Da die Giiltigkeit der OSB fiir die Beschreibung physikalischer Zusténde
in der euklidischen Formulierung der QCD notwendig ist, sind an dieser Stel-
le weitere Untersuchungen von Néten. Insbesondere ist zu untersuchen, welche
Einschriankungen aus den OSB fiir die Wechselwirkungsvertizes folgen. Eine
Moglichkeit wire an dieser Stelle, dass die Vertizes {iber den ganzen Impulsbe-
reich das gleiche Vorzeichen wie ihre perturbativen Grenzwerte haben miissen.
Fiir diesen Fall sind von den in Anhang C vorgestellten Ldsungen einige als
unphysikalisch zu identifizieren. Die aus den OSB folgenden Einschrinkungen
sollten dann zu einer Neuformulierung der Ansétze genutzt werden.

Zur Finbeziehung der OSB ist insbesondere eine Modifikation der fermio-
nischen Vertizes notig. Nach den Erfahrungen dieser Arbeit sollte man den
Ansatz fiir den Fermion-Propagator dahingehend modifizieren, dass er neben
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der perturbativen Struktur ]ﬁmf mit einer skalaren Funktion in p? erweitert
wird. Damit gelangen wir zum folgenden modifizierten Ansatz fiir den Fermion-
Propagator.

I (0 + s A2)

. 1 gl
srfimed(py — 5 =0 (10.1)
’ ML 2 4 A2
s=0

Es bleibt zu kléren, ob die matrixwertige Polstelle auf ihrem perturbativen Wert
bleibt oder ob auch hier nicht-perturbative Korrekturen vorgenommen werden
miissen. Auflerdem muss fiir eine selbstkonsistente Formulierung ein entspre-
chend modifizierter Ansatz fiir den Fermion-Gluon-Vertex gefunden werden.

Eine weitere wesentliche Modifikation betrifft den I's-Vertex. Wir haben,
wie oben erwidhnt, fiir das rein gluonische System starke Indizien zusammen-
getragen, dass sich schon dort die erweiterten Ansétze nicht selbstkonsistent
reproduzieren. Wie in Kapitel 8 gezeigt, miissen die Parameter des in dieser
Arbeit betrachteten Ansatzes fiir den I's-Vertex vollstdndig symmetrisch sein,
um die DSG erfiillen zu kénnen. Die starke Verletzung der daraus erhaltenen
Nebenbedingung in den numerischen Ergebnissen ist ein Hinweis darauf, dass
der Ansatz fiir den I's-Vertex erweitert werden sollte. Da alternative Lorentz-
Tensoren im transversalen Sektor nicht zur Verfiigung stehen,! muss man eine
alternative Farbstruktur wéhlen. Die Darstellungtheorie der SU(3) legt dazu
die symmetrischen d,p.-Tensoren nahe. Dann erweitert sich der Ansatz fiir den
I's-Vertex in der folgenden Weise

Dy = ol D2 (002 ()" (pa)?)o A 25
k1koks

[Cglk2§k35“1“2 (p1 — p2)"® + Chyhgir, 0212 (p2 — p3)!"*
+Chyr " (03 = 1)

+dayazas 13" Z ((p1)®)F ((p2)?)*2 ((p3)?)ks AST—2 2 ki

k1kaks
[lekz;kg(guwz (p1 _ p2)u3 + Bzzkg;kﬁ“w:"’ (p2 _ ps)m
+ Bk k0" (3 — pl)uz} (10.2)

Dabei sind die neuen Parameter B}, . partiell antisymmetrisch.

Brb;c = _Bga;c (103)

a

Dies ist zugleich die einzige Moglichkeit, ohne divergenzerhthende Tensorstruk-
turen einen erweiterten Ansatz im transversalen Sektor zu formulieren. Wegen
der partiellen Antisymmetrie der B}, = verschwinden viele davon abhéngige di-
vergente Anteile identisch, wie mit Béispielrechnungen in Anhang B.6 bewiesen

n [DKS 99] wird zusiitzlich auch die Tensorstruktur (p1 — p2)”2(p2 — p3)** (ps — p1)"?
betrachtet. Diese erhoht jedoch in Schleifenintegralen nach einer PBZ den Divergenzgrad und
kann daher ausgeschlossen werden.
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wird. Daher kann der erweiterte Ansatz fiir den I's-Vertex sinnvoll nur mit
einem Ansatz fiir den I'4-Vertex betrachtet werden, der ebenfalls partiell anti-
symmetrische Parameter zulésst.

Fiir weitere Untersuchungen iiber den nicht-perturbativ erweiterten Ansatz
bieten sich in der QCD mehrere Problemstellungen an. Als erste ist hier die
Untersuchung der OSB fiir das gekoppelte System der Green’schen Funktionen
zu nennen. Hieraus wéiren dann Bedingungen fiir die erweiterten Ansétze ab-
zuleiten, die die Identifikation physikalischer Losungen des SKG-Systems erlau-
ben. In diesem Zusammenhang sollte auch der modifizierte Fermion-Propagator
(10.1) betrachtet werden. Dieser koénnte eine einfachere Untersuchung der OSB
auch im fermionischen Sektor zulassen. FEine weitere wichtige Fragestellung ist,
welche Konsequenzen die Erweiterung des 3-Gluon-Vertex und die Einbeziehung
von partiell antisymmetrischen Termen fiir den 4-Gluon-Vertex haben und ob
so physikalische Losungen fiir die SKG bei Approximationsgrad » = 1 erhalten
werden konnen. Zuletzt ist die Bestimmung der Bindungspole von Green’schen
Funktionen wie z.B. des 4-Fermion-Vertex zu nennen. Hier wére zu iiberpriifen,
ob mit den Modifikationen des erweiterten Ansatzes und den selbstkonsistent
bestimmten Parameterwerten Vorhersagen fiir die Massen von z.B. leichten Me-
sonen wie p, 7° und 7% gemacht werden kénnen, die mit den empirischen Daten
iibereinstimmen .



Anhang A

Mathematischer Anhang

A.1 Variablenzahl

Fiir die Programmierung ist die Zahl der unabhéngigen Variablen, die sich aus
den Parametern des erweiterten Ansatzes ergibt, von groflem Interesse. Zudem
kann man aus den vorgestellten Formeln unmittelbar eine Parametrisierung
ablesen.

Fiir die Propagator-Parameter ist unmittelbar klar, dass sich jeweils

n,=2r+1 (A.1)

Variablen ergeben. (Bei Ny Fermionen sind das also insgesamt (Ny+1)(2r +1)
Parameter aus den Propagatoren.) Dazu kommt noch je ein multiplikativer
Faktor fiir den Gluon- und Geist-Propagator.

Die I's-Vertexparameter sind in den vorderen beiden Indizes symmetrisch,
daher gibt es insgesamt

nsg = %(r +1)%(r+2) (A.2)

Parameter. Da die Parameter des I's-Vertex die gleiche Art der Symmetrie
aufweisen (die Parameter sind in den hinteren beiden Indizes symmetrisch), gilt
dieses Ergebnis auch fiir sie. Setzte man vollstdndig symmetrische Parameter
fiir den I'3-Vertex an — was als ein Ergebnis dieser Arbeit aus den SKG folgt —,
erhilt man mit Standardformeln der Kombinatorik

o r+3
3 3

- %(r+1)(r+2)(r+3) (A.3)

Fiir die Mandelstam-symmetrischen Parameter des I'4-Vertex gelten die fol-
genden Beziehungen.

Xab;cd = Xba;cd = Xab;dc = Xcd;ab (A4)

Damit ergibt sich fiir die Zahl der Parameter das folgende.
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_ ZZ(%MH)HH)
i=0 j=0

= Z%(z‘+1)[z‘(z‘+1)+z‘+2}
i

— 258(82—1-1)

s=1

_ %(r—l—l)(r+2)[(r—|—1)(r—|—2)—1—2] (A.5)

Fiir vollsténdig symmetrische Parameter folgt das Ergebnis aus der gleichen
Standardformel wie in (A.3).

oo r+4
4T 4

= D23+ 4) (A.6)
A.1.1 Potenzsummen
Sk = %n(n +1) (A7)
k=1
zn: R %n(n +1)2n + 1) (A.8)
k=1
f: = in2(n +1)? (A.9)
k=1
f: k= %n(n +1)(2n +1)(3n% 4 3n — 1) (A.10)
k=1

A.2 C(Clifford-Algebra im Euklidischen

e, ,Yb} — _—95% .1 (A.11)

Ny = —D.1 (A.12)

Vit = (D —2)y" (A.13)
AT = (D — 4)y%P 457 - 1 (A.14)
VAN = (D=4 + 299 (A.15)
tr{1} = 4 (A.16)
tr{yP = —45% (A.17)
tr{yP = —45% (A.18)
tr{y"" vy} = 4606 — 6°°6" 4 5°96") (A.19)
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A.3 Die SU(3)
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Wir geben im folgenden die fiir diese Arbeit wesentlichen Ergebnisse aus der
Darstellungstheorie der SU(3) [PT 80, LP 96b, Dri 97| an.

A.3.1 Adjungierte Darstellung

Fiir die adjungierte Darstellung der SU(3) sind die folgenden Formeln wichtig
[PT 80, LP 96b, Dri 97]. Zusammen mit mit Definitionen aus Abschnitt A.3.2
geben sie alle in dieser Arbeit benétigten Ergebnisse der Darstellungstheorie

wieder.

(Ta)bc
dabc
dabb

dab,cd

S4)
fa:cydbmy

0

[, 7°]
{r, 7"}
a b

ij Tgk
Tr(T?)
Tr(T°T")
Tr(T°TT®)

Tr(TeT’T°T?)

a a
ij Lk

b
]jil;'zykfabc

—1 f abc
dacb
0

dabn dcdn

3{dab,cd + dac,bd + dad,bc}
0

f abn dcdn + f cbndadn + f dbn dacn

Z‘fabcf—rc

Nicéab + dabcTc
1

2N

0

1

1 7
583, + §dabchk + §f abe i,

- 5ab
2
1 /)
Z dabc + Z f abc

1

1
méabacd + g(dab,cd - fab,cd)

2
+§(dabxfcd:c + fab:cdcd:c)
3 N
2g@) 4 2YC
45 + 6
N2 —

C 16@'

NG
Nc, .

Z2ik

o 4 Noqe)
3

A.3.2 Fundamentale Darstellung

Fiir die Gell-Mann-Matrizen t* gilt

1

1= -\
2 )

(A.33)

(A.34)
(A.35)

(A.36)

(A.37)
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wobei die A* die Generatoren der SU(3) sind und die folgende Kommutatorre-
lation die Strukturkonstanten der SU(3) definiert.

fabc

faab
faxyfbxy
fa:cy fbyz fczx

fab,cd
dab,cd
Chid
Chid
Cha
Chrea
Chea
Chea
Stpea
fam,bn fen,dm
oi))
0

Jab,cd
Aoz b
dogy foyzfeza
dazydyz: feza

da:cy dbyz dcz:c

Multiplikationstabelle I

[taa tb] = Z‘fabctC

_facb
0

N, C 5ab
N,

70 f abc
f abn f cdn
dalm dcdn
5ab 5Cd
5(16 5bd
5ad 5bc

f ab,cd

f ac,db

fad,bc
c® L@ 4 B
No

(6)
3 C

3 N

29 4 2YC ~(5)
45 + 6 v+
o _ o)

c® L o) 4 o)
2
§(0(2) - 0(3)) + dac,bd - dbc,ad
5

26,
3 Oab

3

5 dabc

)
_Efabc

1

2

abc

(A.38)

(A.58)

(A.59)
(A.60)

In Tabelle A.1 geben wir die Ergebnisse fiir die Kontraktionen der Farbtensoren
in der I'j-BSG an. Analoge Tabellen finden sich auch bei [Dri 93, Sch 03].



I aPqeisuones Ay (1Y o[PqeL

Céz)yxciﬂy)c | c® C2) c®) c4) o6 C/(6) S(4) C/(5-6)
cm sc(M) cM cm 0 —3cM 3¢ 10CM —6CM
c® c® Cc?) c® g CY e lC) —Cc®) S ¢ (5-6)
c® c® c® C®@ c@ Cc®) C©) S@) C(5-6)
cW 0 —CW | c@W | _30® %0(4) 30(4) 0 0

‘ 36 _ 30 | 35 _3cM™ | _go) 35(4)
(5) —3cM | —¢(©) (5) 30 1 1 4 2
C 3C C C 5C —106-6) +10G-0) +C6-6) | —L6-0)
‘ —35W_3cM@ | 35(4) _ 30 | 3501 _351®
(6) o | —cb (6) 30(4) 1 1 1 2
C 3¢ C C ¢ Jric(s»—e‘) %0(5—6) _(5-6) +%c(5—6)
(4) (1) (4) (4) —35M) 351 10c® —6C™M
g R K ECee c6-0 | 1250 | 12069
394 _39(4) _eCcM 354
C(5—6) —60(1) C(5—6) C(5—6) 0 2 2 ) )
%0(5—6) +%c(5—6) 4+2006-6) | _ (5-6)

(¢)ns A1d €V

eq1
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Multiplikationstabelle 11

In Tabelle A.2 notieren wir die Kontraktionen der Farbtensoren, wie sie in der
I'3-DSG vorkommen sowie die Kontraktion der Tensoren mit 6.

Clna D | faye | dxy
o 0 80
0(2) _fabc 5ab
0(3) fabc 5ab
) 0 106,
0(4) _3fabc 0
0(5) %fabc —N¢bap
0(6) %fabc Ncdap

Tabelle A.2: Multiplikationstabelle IT

Permutationen

In Tabelle A.3 sind die Permutationen der Farbtensoren unter ausgewihlten
Vertauschungen, insbesondere denen im u- und ¢-Kanal notiert.

abed cabd dacb bacd
i j (k) @
Céb)cd Cg)ld Cavea | Cabea

c) c®? c® c®

2 c® c® c®

B c® [0l c®

c@ Cc®) C©) —_c®
) () c® —_C©)
ol c@ Cc®) g1y

c6=6) | ¢6-4) | c4=5) | _(-6)

S S S S4)

Tabelle A.3: Permutationen der Farbtensoren



Anhang B

Impulsintegrale

B.1 Tensorstrukturen

t%(q)
t'%(q — p)g°*

1(q)

51234

B.2 Abkiirzungen

512534
512,34
513,24
514,23

I3 =T
INE
Iy —14
I +Ty+1
Iy +T5+T%

[N

w

Tl o A N - R =

ool oe I vv)
[ —t
_= O

Zur kompakten Notation der Ergebnisse in dieser Arbeit nutzen wir die folgen-

den Abkiirzungen.

B.2.1 Kombinationen der Propagator-Parameter

Auf punktierten Linien entwickeln sich sogenannte Residuenfaktoren. Wir kiir-
zen sie mit A ab. Sofern es sich um mit A skalierte Gleichungen handelt, wird
das hier noch auftauchende A entfernt.

r+1

AT(u,t) = [A*,

s#t

155

r
s T '&r,t) H A2(ur,s - ﬁr,t)7

5=1

(B.13)
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Ar(ﬁ(f),t) = H(I%7(“78) - /%7«3?) H(K’g’,s) - "%S‘{?)
s=1 5=1
s#t

Wir nutzen die symmetrischen Funktionen.

T
g1 = E UT»,S
s=1
T
g9 = E ur,ium

,j=1
i<j
s

On = § U 3 U gg = * * Up gy,

01,09, yin=1
i1 <ig<...<in

r+1
1 = § Uy 5
i=1
r+1
Sn = E Uy * Urggy,
i1yeenyin=1
i1 <...<im
r
— E f
T - ’%r,s
s=1
r
fo_ fokt
Mo = Ky " iy,

01,09, yin=1
i1 <ig<...<in

r+1
o of
wy = E Ry

=1

r+1

t1totz=1
t1<tg<tgy

B.2.2 }-Parameter

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

Wir geben einen Uberblick iiber die in dieser Arbeit verwendeten Y-Faktoren.
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I's-Vertex

r+1 r

Y5(a,b,e) = Z Z Z Z "(u, 1) A" (u, t2) AT (u, t3)] 7

t1tats=1 k1ko=0111o=0 m1kmo=0
2\9r—(a+b+c) T
x (A7) ( )Oklkg;aclllz O

mima;c

e o e T L (B.27)

r+1

SE(abe) = > Z Z ) ) AT (kD) 1) AT () t5)] 71
titatz=1mninsnz=0n’ n2n3—0
XCfv CI.)f? Cf7
a;nint T bmnanl T cngng

« (_/%(f) )n1+n2 (_/%(f) )n2+n’3(_l%(f) )n+n’1 (B28)

r,t1 r,t2 r,t3
I's-Vertex

r+1

Si(asbe) = Y Z Z Z (A7 (-, 81) A" (u, t2) A (u, t3)] !

titatz=1mim2=0nfna=0k1k2=0

% (A2)2r—aC]:1k2 aCnfvz1 bn, Cﬂ,ijz ‘nac
(i)™ (i) R () (B.29)

Es ist offensichtlich, dass ¥%(a, b, c) und ig’T(a, b, c) invariant unter allen Per-

mutationen von (a,b,c) sind, wohingegen EQT(a, b, ¢) nur unter Vertauschung
von b und c invariant ist.

I'y-Vertex

Unabhéngig vom Ansatz fiir den I'y-Vertex sind die folgenden ¥-Parameter.

Yar(a,b,c,d)
r+1 r

-y 5

titatzta=1 kokslaolzmaomanons=0
« (_atl A2)k2+l3 (_atz A2)l2+m3 (_at3A2)m2+n3 (—’[Lt4 A2)n2+k3
A(u tl)A(u tg)A(U,tg)A(U,M)
XC?,,T C3,r C3 r C3 r A2 6r—>" ki+li+m;+n; B.30
a.kaks Vb lols

c,ma2m3~d,nans

Yup(a, b, c,d)
r—+1 r

-y 3

[ titetsta=1 kokslalzmamanganz=0
(i AP 4475 (o Y7
A(k, t1)A(k, t2) Ak, t3) Ak, )
ok ~J, ) ) — kl ll i i
C£7£2k3cl{lzlacgm2mscf (A)GT 2 kitlitmitn (B.31)

d,nans
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Die anderen Y-Parameter hingen von Ansatz fiir Iy ab. Zunéchst definieren
wir die X-Parameter fiir vollstdndig symmetrische Vertex-Parameter. Wir for-
mulieren hier fiir allgemeine Strukturen X und Y, X, Y = (T, D,E), X #Y.

r+1 7" ~ 2\k3+l1 ~ 2\k4+1
(=i A7) 2 (—y, A)M T
by b;c,d) = E E
XX(a) 5 Gy ) A(u,tl)A(u,tQ)
t1ta=1 kgk4l112=0

KXo pkgha Xiype,a(A2) =2 Fitls (B.32)

2y (a,b; e, d)

= i R e L
trta—=1 kskalyla—0 A(u, t1)A(u, ta)

(Xabikska Yiniaed + Yabkaka Xiype.d) (A2) =2 kitls (B.33)

Yxrr(a,b;c,d)

- f 3 A AR (g AT
= Alu, t1)A(u, t2) A(u, t3)

t1tatza=1 kskalilomimo=0
3, 3, 2\6r—>" k;+1; i
Xabhsks Congrmg (O, g(A%) 072 Fitlirm (B.34)
Fiir den Ansatz mit Mandelstam-symmetrischen Parametern bleibt die Struk-
tur der entsprechenden Y-Faktoren ungeédndert. Es miissen lediglich die Kanal-
Indizes i und j, (i,5 = (s,t,u), i # j), passend verteilt werden.

rtl r A A2VksHla(_n A2Vkat
i (_ut1A ) 3 2(_ut2A ) 4T
XX(a7 b7 c, d) = Z Z

t1ta=1 kakalylo=0 Alu, t1)A(u, t2)

Xciz,b,kakz;Xliﬂzc,d(Az)4T_ZkH—li (B.35)

Yy “(a,b;c,d)

Ny G Ca Ak
t1ta=1 ksk4l112=0 A(u7t1)A(u’t2)

(Xi,b,kskz;XlJllzc,d + thz,b,kgk4Xlillgc,d) (A2)4T_Z hitls (B36)

a

In der folgenden Gleichung darf auch ¢ = j gesetzt werden.

symij .
X ymxy (@, bic,d)

.: § ZT: (=g, 2Rtz (g, A2)Fath
trta—=1 kakylyla—0 A(u, t1)A(u, ta)

3 j j i —> kit
(Xeb sk Yitped + Y(zj,b,kgk4Xllll2c,d)(A2)4r 2 kit (B.37)

a
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Sxrr(a, b e, d)
S S (A (g, AR (g A7) 2

= Z Z A(u,tl)A(u,t2)A(u7t3)

t1tatzs=1 kskylilomima=0

) r 3,r r— i+Hli+m;
Xa,b,k3k4073ri1mz,cClllg,d(A2)6 2 kitlit (B.38)
und ' ' |
YL (a,b; ¢, d) := X pr(a, by e, d) + X pr(c, d;a,b) (B.39)

B.3 Integrationsformeln

B.3.1 Dimensionelle Regularisierung

D = 4-—2€ (B.40)
dPq

Sofern bei divergenten Integralen ~ verwendet wird, geschieht dies in dem Sinne,
dass nur die fithrende Divergenz in € berechnet wird.

I~£;:1:£+(9< 1_1> (B.42)

Zur Auswertung der Impulsintegral wird die folgende Standardformel verwen-
det.

/qu @)™ 1 TD/2+mI(n—m-D/2) (M2)r=m=D/2
@+~ PR T/
(B.43)
Ist f eine beliebige nichtsingulire Funktion in ¢2, gilt:
/quq”l"'q”’"f(qz) =0 (B.44)
fiir m ungerade und
OH1IH2
/Jqu“lq”zf(qz) = 5 | ¥4 f(@) (B.45)
b , Spnzhat b 9. o
B 12 143 4 — B.4
/d’qqqqqf(Q) D(D+2)/&’qqf(Q) (B.46)

fir m gerade.
Wir nutzen die folgenden Entwicklungen der I'-Funktion fiir kleine ¢ > 0
[Mut 87].

Ple) = % —E 4 O) (B.A7)
M(—1+¢ = —% + v + O(e) (B.48)

mit der Euler-Konstante [BS+ 95]
Vg~ 0.57722 (B.49)
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Feynmanparametrisierung

1 T@+p) / 2 1(1 — 231
(B.50)
o (

A*BP T T(B)T(B) vA+ (1—2)B)otP

B.3.2 Symmetrische Schleifenintegrale

Durch ein symmetrische Wahl fiir die Parametrisierung der Schleifenintegra-
le gelingt eine wesentliche rechentechnische Erleichterung. Diese besteht darin,
dass die formal notwendige Verschiebung des Integrationsimpulses nach Ausin-
tegration der Parameterintegrale bei maximal linear divergenten Schleifeninte-
gralen keine Beitrége liefert und so die schon vor der Verschiebung vorhandenen
Strukturen reproduziert werden. Bei quadratisch divergenten Integralen l&sst
sich der Beitrag aus der Impulsverschiebung in einfacher Weise ausrechnen.

Eine 2-Vertizes-Schleife

Die symmetrische Parametrisierung lautet hier

JZ (B.51)

Y
|

a =

N = Do =

b = {+=p . (B.52)

Y

Dies fiithrt auf das folgende Schleifenintegral.

L= / @ (a2 + M)J:l(.qzw +N)» (B:53)

1
1
= [dz [ @”
/w/ q(xa2+(1—w)b2+N+x(M—N))2"
0

1
B S A e
_ O/d /d T (B.54)

I'(n)L(n) +q-p(1—22) + 1p2 + M)
Die Impulsverschiebung ist also

i—qd=q—=p1—2z) . (B.55)

Wir betrachten die interessanten Félle quadratischer, linearer und logarithmi-
scher Divergenz, also machen wir den folgenden Ansatz fiir f(q).

F@) = al@®)" ™ + @) 27 Pt sl (B.56)
Weiterhin nutzen wie die folgende Abkiirzung.

N = ip2(1 —(1-22)%)+M (B.57)

= PP (1= 20) 4 2(M ~ N) + N (B.58)
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Damit erhalten wir das folgende Ergebnis.

161

1
_T@n) o [ qp @) =)
L= F(n)F(n)O/ @ [ @ @+ Ny
1
o _I@n) 1] — 21 ¢ p ¢
F(n)F(n)O/d (1-2) { 3/5[ T e
2)2n—22. 5 (42)2n=2(L(1 _ 24)p2
+c2/qu(Q) qp (q§q+)m2n(2(1 2z)p?)
(@) = (@) 20 P51 = 22) + (¢)* 2 (3(1 - 22)°p%)
+Cl/8Dq : : : p(2q2+N)2n : }
1
~ 1 F(QTL) l‘:L'n_l —r n—1
2 TT () 0/ gt 7
{cl [— @ + 4le(l —22)%p%] + co| — 2le(l —2z)p*] + 032} (B.59)
Es gilt:
1
F(2TL) wxn—l — n—1 _
F(n)F(n)O/d (1—x) 1 (B.60)
1
1 T(2n) n— n— _
ST O/dm -2 '1-22) = 0 (B.61)
1
F(2TL) n—1 —r n—lx — 1
T )T (1) O/d:m: (1—2x) 5 (B.62)
1 T(2n) /
n n—1 n—1 2
1T () O/dxac (1—2)" (1 —2x)
1 T(2n) P -
= AT / do (g = @)
O T@n) S -1\ (1P 1
L(n)T(n) Z:o< i >2z‘+34_"_' n (B-63)
n=1 /dm2 = 5= (B.64)
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_5. Loy 2 _ 1 _
n—2.6/dw(4 )zt = 20—C2 (B.65)
1
1
[ 1
n=3: 30 / dx (Z —2%)22? = %8 = (3 (B.66)
)
Damit finden wir fiir den divergenten Anteil von I5 das folgende Ergebnis.
1 2(1 2

Eine 3-Vertizes-Schleife

Die symmetrische Parametrisierung lautet hier

. N
A = 7+ g(pl —p2) (B.68)

. 1.
B = ¢+ g(m —p3) (B.69)

- 1.
C = ¢+ g(p:’) -p1) (B.70)
0 = p{+p3+p3 . (B.71)

Dies fiihrt auf
f(q)

aP B.72
/ q(A2 + M) (B? + My)"(C? 4+ M3)" (B.72)

1
I'(3n) 2" L1 — )"y (1 — )L f(g)
I'(n)? O/dxdy/ qu(y(wAz T (1—2)B) + (1—y)CZ+ Np»

Die Impulsverschiebung ist

- S 2., - -
q—>q=q—§(p3—p1—3yp3—3wyp2) : (B.73)

Da bei diesem Schleifentypus iiblicherweise nur linear divergente Integrale vor-
kommen, beschrianken wir uns hier auf diesen Fall und untersuchen lediglich den
aus der Impulsverschiebung stammenden Term des logarithmisch divergenten
Beitrags in der Parameterintegration. Die entsprechenden Integrale kann man
fir n = 1 und n = 2 ausrechnen.

1
2 L . .
-3 / dady y[p3 — pr — 3yps — 3rypa)
0

2.1, L 1,
= —5[5(173—291)_173—51?2]

(71 + D5 + D2

S Wl

(B.74)
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und

1
2 L . .
-3 /dwdy z(1 — 2)y* (1 — y) [Ps — P1 — 3yps — 3xyps]
0

N q) 1 1 4]
b3 — D1 60p3 120112

1
[m(

= 0[131 + D3 + P2

‘HOOII\D

Il
S =
[0:¢)

(B.75)

und ebenso fiir n = 3.

B.4 Integrationen fiir den I';-Vertex

Das folgende Integral findet Verwendung bei der Berechnung der logarithmisch
divergenten Diagramme fiir den I'4-Vertex. Dabei wird wesentlich die verein-
fachte Berechnung der fithrenden divergenten Terme dieser Diagramme ausge-
nutzt.

(Fi)12ywtyy’ (q)txx’ (Q) (Pj)my34

(q2 + M2)2 0 (B76)

I(T;,T;) = (47r)2e/ aPq

B.4.1 Integrationstabelle I

In Tabelle B.1 sind die fiir die Berechnung der Diagramme notwendigen Ergeb-
nisse notiert.

B.4.2 Permutationen

In Tabelle B.2 sind die Permutationen der Farbtensoren unter ausgewéhlten
Vertauschungen, insbesondere denen im u- und ¢-Kanal notiert.
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1234 3124 4132 2134
(T;)1284 | (T;)1284 | (1),)1234 | (T;)1234
Iy Iy I's I
Iy Ty I, Iy
I's Iy Iy Iy
| I I's —I'y
Ts Te r, T
T ry I's —I5
56 | I Iy s I's_6
Sy Sy Sy Sy

Tabelle B.2: Permutationen der Lorentz-Tensoren

B.5 Integrationen fiir den I';s-Vertex

B.5.1 Vollstindig symmetrische I';s-Vertex-Parameter

Das folgende Integral tritt bei der Berechnung der tadpoleartigen I'sI"4-Schleife
in der DSG des I's-Vertex auf, wenn die I's-Vertex-Parameter vollstdndig sym-
metrisch angesetzt sind.

Fo

(47)%€ / a%%(ém'(pg—my'

7Y (B + AP 485 (~A = p)”)

e=0
5 ) ey
= (0 60y — P57 5M) (B.77)
Dies ist in symmetrischer Parametrisierung zu rechnen mit
p3+B—A=0. (B.78)

Die Ergebnisse fiir die Tensoren aus dem I'4-Vertex finden sich in Tabelle B.3.
Zusétzlich finden sich dort die Ergebnisse der Kontraktion I'y mit §*¥ statt £'*Y.
Bei umgekehrter Reihenfolge der Vertizes ist das folgende Integral zu ver-

wenden.

FY*

nte [ @ R e
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PgZyx F;cy % (pgy) 573 _ pgx) §¥3) | gy
I 0 4512
I, % ( D§23 _ 513) 512
s % ( 2) 513 _ )0 523) 512
T, % ( 2) 513 _ () 523) 0
Is % ( D§23 _ 513) 3512
Ty %(p(l 523 _ p(z 513y | 3412
Sy 0 6512

Tabelle B.3: Integrationstabelle Ila

Fyerav® Iy Ty Ty

(pgr)(;yl _pgy)(;xl) 0 %(p§2)531 _p§3)521) %(p§3)521 _p§2)531)

5
1

Tabelle B.4: Integrationstabelle IIb

Y (A= By 4 5758~ p)Y)
e=0
pgx)aym - (y) oY) (B.79)

4(
Die entsprechenden Ergebnisse fiir die Kontraktion mit den Tensoren des I'4-
Vertex sind in Tabelle B.4 notiert.

B.5.2 Partiell symmetrische I';-Vertex-Parameter

Bei dem partiell symmetrischen Ansatz fiir die I's-Vertex-Parameter muss das
folgende Integral betrachtet werden.

z o [ oo V(AT (B) iy o/
F% = (4n) e/& qm((;my (p1 + A) Contey i

+0Y (= A = B! Chy i + 0" (B = p1)¥ Chymit,)
e=0

= pgx)%m Crkyiky — pgy)5x“10kzm;ky

1
+ES“1”yp§0) (kay7k:r - Ckzmaky)

1, @ .
+Z(pg )5yu1 _pgy)(s ul)Ckykz;m (BSO)

Dies ist in symmetrischer Parametrisierung zu rechnen mit

ps+B—A=0. (B.81)
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Zudem ist an dieser Stelle eine weitere Beobachtung wichtig. Verschwindet in
den Xrx-Parametern der Term proportional zu kay;kz — Ckmm;ky, lasst sich
eine vereinfachte Losung angeben.

X X 1
FyT — (pg )5yu1 _ pgy)(g M)(kay;kx + chyk:c§m) (B.82)

Und in der Tat darf man diese vereinfachte Darstellung verwenden, weil allge-
mein fiir Terme proportional zu Cpk, ik, — Crymik, 8ilt:

r+1 r

S Y (Caye = Coa) F (1) (2" X

t1to=1 yaxkl=0

r+1 r r
= D Y wa) ()Y = fE)TY) D F )T (82) YV X
tito=1 yx=0 kl=0
r r—+1
= > wya) > () = f(t)" V)n(t, t2)
yz=0 ti1ta=1

da offensichtlich n(t1,t2) = n(ta, t1).

B.6 Erweiterter I's-Vertex

Werden in den Y-Parametern des erweiterten I's-Vertex die partiell antisymme-
trischen Parameter mit in den beiden relevanten Indizes symmetrischen Para-
metern kombiniert, kann man zeigen, dass ein Teil dieser -Parameter identisch
verschwindet.

r+1 r

ZpX ~ D Y Bua(0) S (02) X,
tito=1 klzy=0
r r+1 r

= Z Z Z (Ba;xyf(tl)y_x + Ba;ymf(t2)y_x)f(t1)x+lf(t2)x+kal;...

zy=0 t1to=1 kl=0
<y

r r+1

= > wy) Y (Ft)" = f(t2)V")n(tr, t2) (B.84)
zy=0 ti1ta=1

_ (B.85)

Auflerdem kann noch die folgenden Kombination vorkommen.

r r+1 r

Z (Bﬂc;ay + By;ma) Z Z f(tl)m+lf(t2)y+kal;...

zy=0 t1ta=1 k(=0
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r r+1 r

= Z (Bx;ay + Bw;ya) Z Z f(tl)x+lf(t2)y+kal;... (B86)
zy=0 t1to=1kl=0
I (B.87)
Diese verschwindet fiir Xj;. = = Xj, . ebenfalls. Kombiniert man dies mit den

Ergebnissen der bisherigen Rechnungen zum I'3-Vertex, sieht man, dass die
meisten Kombinationen partiell antisymmetrischer Parameter mit symmetri-
schen Parametern keine Beitridge zu den DSG liefern werden. Daraus kann man
insbesondere folgern, dass eine Betrachtung der zusétzlichen I's-Struktur nur
sinnvoll geschehen kann, wenn auch partiell antisymmetrische Terme im I'y-
Ansatz beriicksichtigt werden.



Anhang C

Erginzungen zu numerischen
Losungen

C.1 A-skalierte Strom-Massen

Flavour | skalierte Masse
My 0.012
My 0.024
Mg 0.52

Tabelle C.1: Strom-Massen fiir leichte Quarks

Flavour | skalierte Masse
My 0.01
My 0.02
Mg 0.4
e 4.0

Tabelle C.2: Strom-Massen mit c-Quark

Flavour | skalierte Masse
My 0.0143
Mg 0.0286
My 0.571
Me 5.71
mp 20.2
My 833.0

Tabelle C.3: Strom-Massen ab b-Quark

Wir verzichten hier auf die Angabe von Unsicherheits-Intervallen. Wegen der

169
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nichtlinearen Natur der SKG miisste man die Auswirkungen von Anderungen
an 1y jeweils gesondert {iberpriifen.

C.2

Transformationen fiir skalenfreie SKG

In der rein gluonischen Theorie oder bei chiralen Fermionen sind die SKG ska-
lenfrei. Dies bedeutet eine zusétzliche Freiheit in der Wahl der Parameter. Es
ist daher zweckméflig, in diesen Fillen einen der Parameter auf den Wert 1 zu
setzen. Wir wahlen dafiir jeweils 3 (u; 7). Damit erfiillt die Nullstelle des Gluon-
Propagators in diesen Féllen immer die physikalischen Randbedingungen. Wir
notieren in Tabelle C.4 die Transformation der Parameter. Dabei fithren wir
keine neue Notation fiir die transformierten Groflen ein, weil die Unterschei-
dung zwischen den beiden Féllen in dieser Arbeit stets aus dem Kontext klar
wird.

Parameter | Transformation
?R(um) 1
Ur,s ..
Uy s m firs > 1
N Urs)
ul,l) R(ur1)
cr (7£1k2%k3
k1ka;ks (R(up1))F1FkaFEs
Xy koikgky
Xklkg;k3k4 (%(Ur,l))k1+k2+k3+k4
W) i)
r,s R(ur1)
~f R s
K
R(ur,1)
C’fvr C[n’j:nan
m,ming ni+n
Rur,)™/Rury) 2

Tabelle C.4: Transformation der Parameter fiir skalenfreie SKG

C.3 Bewertungsschema fiir numerische Losungen

Bei der numerischen Suche nach Losungen werden in der Regel nur Ny der
SKG verwendet. Mit den Ausfithrungen aus Abschnitt 9.5 benttigt man daher
jenseits des Minimierungsfehlers x ein System zur Bewertung der numerischen
(Pseudo-) Losungen. Wir definieren dazu eine Reihe von Nebenbedingungen,

—_
—

=; fiir gluonische Parameter bzw. Hlf fiir fermionische Parameter.

=

= 55(0) (C.1)
S (r)

(11 (11

)
|
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= = S5 (C.3)
Ey = 5(0) (C.4)
Es = S(r) (C.5)
E¢ = 14100 |Qs(r;r,r—1) —Qs(r —1,r,7)] (C.6)
Er = 14100 Q) r—1,r7)— Qp(r—1,rr7r)] (C.7)
Eg = 14100 Q7% (r,r —1,rr) + Qp(r—1,r,rr)] (C.8)
S9 = 1+41-0 (C.9)
S0 = 1410 (C.10)
En = 1+[1-C7., (C.11)
Eig = 141 =Tyl (C.12)
Ely3 = 14100-|Cl — Copl (C.13)

Die letzten vier Bedingungen erkldren sich dadurch, dass wir Losungen be-
vorzugen, die den strikten perturbativen Limes (siehe Kapitel 2) ann#hern.
Mit Z4 und =5 gehen hier zusitzlich Bedingungen aus der SKG des Gluon-
Propagators ein. Ziel ist, besonders gut an die DSG des Gluon-Propagators
angepasste Losungen besser zu bewerten. Fiir die Forderung nach maximalem
Confinement kommt dazu noch der Term Z¢, der Losungen aussortieren hilft,
bei denen der Imaginérteil von 4, , sehr klein ist.

Sobald man Fermionen betrachtet, kommen dazu noch die Nebenbedingun-
gen aus dem fermionischen Sektor. Auch hier iiberpriifen wir wieder — um be-
sonders an die DSG des Fermion-Propagators angepasste Losungen zu erhalten
— zwei exemplarische Gleichungen aus dessen SKG.

= = S§I%(0) C.14
= = SR C.15
= = P~ C.16

(C.14)
(C.15)

(C.16)

= = S{(©) (C.17)
= = Sl (C.18)
= = N0 (C.19)
= = NF() (C.20)
2 = 1+1-¢ln) (C.21)
(C.22)

Wir bestimmen damit dann die Kennzahl {p fiir jeden Parametersatz mit
der folgenden Formel.

12 nf k’max
p = Zloglo(En) + logyo(Ec) + Z Z logy(Z4)
n=0 f=1n=0

+4 - logy9(x) (C.23)
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Hierbei ist der Minimierungsfehler y besonders stark gewichtet, um so seine
besondere Bedeutung bei der Ermittlung der numerischen Losungen und die
besondere Gewichtung der SKG aus den DSG und BSG abzubilden.
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C.4 Parametersiatze

C.4.1 Rein gluonische Theorie
Ohne Geist-Schleife

173

Parameter Wert Parameter Wert
b 1.458653 Doooo | -2.154732-102
R(u11) 0.4709820 Dipoo | -5.939041-102
fi1 1 (6.481604-1072, 0.3981536) Di1.00 2.851029-1073
b 0.9296052 Dioor | -4.370898-102
Coo.0 -0.5749366 Di1.01 8.752355-1072
Coo;1 -0.1484305 Eo0:00 0.1212799
C10.0 -0.2114374 Ero00 | -4.325328-1072
Ci1.0 1.773678 Er1.00 -0.5766192
Choa 1.769279 F10.01 8.357253-102
Ci11 0.8713625 B0 0.3524685
T00;00 -5.969437-102 X 2.173-10~2
T10:00 2.378296-102 Cp -31.51
T11:00 6.902260-102 o -4.134-1072
T10:10 8.623752-1072 =D} 0.7790028
Ti1.01 0.3727467 = -0.2221
Ti1.11 0.7431978 Z6 27.42
=y 1.002
= 1.003

Tabelle C.5: Numerische Losung fiir r = 1 und Ny = 0, ohne Geist-Schleife
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Parameter Wert Parameter Wert
b 1.437116 Doo.0o 1.061427
R(u11) 1.0 Di10.00 0.9390718
Gy (0.1837981, 0.9596855) D11.00 0.8691458
b 1.071743 Dio.01 -6.142000
Coo.0 -6.024788 Di1.01 18.50552
Coo:1 -2.285497 Eo0:00 0.7135424
C10.0 -2.285497 FE10.00 -0.5524056
Ci1.0 3.725636 E11.00 2.934383
Cho.1 3.725636 E10.01 3.034508
Ci11 0.6309506 Eiiom -6.796741
T00:00 1.315516 % 2.353214-10716
T10.00 -0.3200810 Cp -154.2
T11.00 0.3282300 = -0.4025203
T10.10 1.185735 Ey 1.089880
Ti1.01 -1.273014 Es 1.169815-10~2
Ti111 4.107178 24 0.3458647
6 138.7508
=y 2.467878 Eg 4.955902

Tabelle C.6: Numerische Losung fiir r = 1 und Ny = 0, berechnet ohne S(0).
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Parameter Wert Parameter Wert
b 1.231239 Doo.0o 0.6474155
R(u11) 1.0 D1o.00 -0.3499309
@11 (9.239685-1072, 0.5827784 ) Di1.00 0.1283736
b 1.045672 Dio.01 0.6529875
Coo,0 -0.3677721 Di1.01 -0.1788037
Coo:1 -4.075380-102 FE00:00 -0.2044354
Cho:0 -4.075380-102 E10:00 0.1971431
Ci1,0 3.933481-103 Ei00 | -3.811153.1072
Cho.1 2.372001 E10.01 0.3437441
Ch11 1.015082 Ei1o 0.1006127
T00:00 0.6352899 X 4.781-10718
T10.00 0.6925588 Cp -181.2
Ti1.00 0.7585279 =1 -0.7651
Ti0:10 0.7308674 =3 -2.607
Ti1.01 0.7413454 = -1.251-1077
Ti111 0.7241628¢ Bl 237.8
Z6 21.81
= 1.025

Tabelle C.7: Numerische Losung fiir » = 1 und Ny = 0, Geist-Schleifen pertur-

batiV, C%l;o 7é C(%l;l
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Mit Geist-Schleife

Parameter Wert Parameter Wert
b 1.337674 Doo:00 7.882593-1073
R(up 1) 0.5677323 D10:00 7.120270-1073
@iy (0.1378170, 0.5938486 ) Di1.00 1.441842-102
b 1.061614 Dig.01 2.674163-1072
Coo:0 -1.008752 D111 7.324296-102
Coo.1 -0.3576470 Eo0:00 3.910559-1072
C10.0 -0.4032281 FE10.00 1.166079-102
Ci1.0 1.877719 E11.00 1.397900-1073
Cio.1 1.929849 Eio01 | -1.319368-1073
Ci1.1 0.9399603 Ei1o 4.590266-10~2
Too:00 1.161555-102 X 1.692-1072
T10.00 0.1656320 ép -36.51
Ti1.00 0.2127592 = -2.501-107°
Ti0.10 0.2177747 Ey 0.8669
Ti1.01 0.4153831 B3 0.3057
Tiin 0.7370246 = 45.77
=7 1.684
Es 3.877-1072 Eg 1.338

Tabelle C.8: Numerische Losung fiir » = 1 und Ny = 0, mit Geist-Schleifen
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Parameter Wert Parameter Wert
b 1.221626 Doo.00 0.2604543
R(u11) 1.0 D10:00 1.610695-10~2
@11 (0.1048387, 0.5833589 ) Di1.00 8.002259-10~2
b 1.044195 Dig.01 0.1717764
Coo:0 -0.4126905 D11 | -3.652401-102
Coo:1 -4.045645-10~2 E0:00 7.728340-1072
C10.0 -4.045645-1072 E10.00 0.1455289
Cit0 8.688523-1072 F11.00 9.707027-102
Cho.1 2.379583 Er0.01 1.235066
Ch11 1.029643 B0 -1.266093
To0:00 0.8165166 % 6.160738-10~ 18
T10.00 0.6512880 Cp -179.3
Ti1.00 0.6902173 o -0.7232
Ti0:10 0.7453249 By 1.002
Ti1.01 0.6552262 B3 -2.451
Ti111 0.7480135 =5 230.3
B¢ 24.12
2y 1.015

177

Tabelle C.9: Numerische Losung fiir » = 1 und Ny = 0, mit Geist-Schleifen,

1 1
C’11;0 7& 001;1
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C.4.2 Zwei Fermionen

Parameter Wert Parameter Wert
b 1.387260 Too.00 2.265236-10~%
R(u1) 6.960854-10~2 Tiooo | -8.444960-10~*
Gy (5.362237-1073, 0.1049411) T11.00 6.592655-1073
b 1.077686 Tioi0 | -7.948074-1073
R(ki1") 0.4500362 Ti1.o1 3.805970-102
R (0.2391376, 9.007098-1073) || T11.11 0.8043992
R(r{1?) 0.3775897 Doooo | -4.053941-10~4
il 7 (0.4128999, 0.1953736) Diooo | -1.717685-1073
Coo:0 1.726555-1073 D11.00 7.244433-1073
Coo:1 -1.772785-1072 Dio.01 5.130162-1074
Cho:0 -1.813734.102 Di1.01 4.402626-1072
Ci10 9.124362-10~2 E00:00 3.453427-10~*
Cio:1 9.008693-1072 E10.00 6.221645-10~*
Ci1 1.851390 Ei100 | 5.904457-1073
Cloy 2.453282-102 Ei01 | -2.904073.1073
Clot 4.743378-1072 Eno | 5.8474581072
C{T 8.813084-102
cloy 0.4438828 X 1.374-1073
cfot 0.9818207 ¢ ~43.28
i 2.123375
Clog -0.1512512
Clot -0.2266342
C{it -0.3300068
cfod 1.296591
cfot 2.395136
i 4.658441

Tabelle C.10: Numerische Losung fiir 7 = 1 und Ny = 2, Geist-Schleifen per-
turbativ, massive Fermionen
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Parameter Wert Parameter Wert
b 1.339910 Too00 | -1.758336-1072
R(ur1) 0.1450104 Tio00 | -5.330716-1073
1 1 (2.469248-1072, 0.2481525) T11.00 9.874980-103
b 1.070485 Tho:10 1.039002-10~2
R(r{1") 0.1574736 Ti1.01 0.1064558
T (8.659818-1072, 1.035822:1072) Ti1.11 0.8050438
) 0.1449813 Di0:00 2.697496-103
#T7| (8.431480-1072, 5.475873-1072) | Diggo | 5.271706:1073
Coo.0 -8.065879-102 D11.00 6.719000-103
Coo:1 -0.1249672 Dioo1 | 3.549319-1073
C10,0 -0.1270091 Di1.01 2.954399-102
Ci1.0 0.4182377 E0:00 2.521776-102
Clo:1 0.4176892 Eio00 | 3.480055-1072
Ci1a 1.283301 E11.00 -4.417395-102
Cloo -1.560174-1075 Ewo | 4.508214-1072
Coor -3.600838-103 Eyio1 | -4.463196-1072
Ci -2.508773-10~2
Cioo 4.349557-1072 X 3.025-10~*
Ciot 0.2732196 (p -93.81
ol 1.739012
Clod -1.085194-1073
Clot -3.549449-1073
Cir -3.344137-102
cfod 3.578254-10~2
clot 0.2508402
ofif 1.710501

Tabelle C.11: Numerische Losung fiir r = 1 und Ny = 2, mit Geist-Schleifen






Anhang D

Bethe-Salpeter-Gleichungen

Fiir die Resummation der DSG werden die folgenden BSG im s-Kanal benotigt.

Fermion- bzw. Geist-Kanal

Ao
e WYY

> ’r > IR N D2)

Gluon-Kanal
Die Struktur der Gleichungen bleibt gleich auch bei den Amplituden, die rechts
Fermion- oder Geist-Beine bzw. drei Gluonbeine haben.

2y }O:( (D.3)
f
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Fiir die Resummation der DSG ist es wichtig, den Faktor % vor dem zwei-
ten bzw. dritten Graphen der rechten Seite von D.6 zu erklédren. Im graphischen
Formalismus werden innere Crossing-Symmetrien iiber die statistischen Vorfak-
toren der Graphenklassen verarbeitet. Daher muss man die eigentlichen sechs
Graphen mit Blick auf die anschlielende Verwendung in einer inneren zweifa-
chen Gluonschleife wie in der DSG des I'y-Vertex zu zwei Aquivalenzklassen
zusammenfassen. Wir notieren im folgenden die sechs Ursprungsgraphen. Der
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Vorfaktor % erscheint, weil hier explizit auch innere Crossing-Symmetrien auf-

gefiihrt werden.
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Anhang E

Ergebnisse fiir den [';)-Vertex

Wir notieren hier die umfangreichen Ergebnisse, die sich aus der Symmetrisie-
rung der im s-Kanal berechneten Schleifen-Diagramme ergeben.
E.1 Symmetrische Parameter

E.1.1 TI,I'4-Schleife

Summe der drei Kanéle

~ 1 Z (A2)47‘—Zki 92(A2)_E 1

H4(p%7p%7p§7p421) ko1 ko kgka=0 (47T)2€ b_2
27 15 7 D (5
{ETT(kla ko ks, k‘4)([ - 10(4)11 + 15(4)1“1 + 55(4)54 — 10(5 o1,

) | 27
COIS ()" D)= )= )™ + [ -

5 7 _
+55W81 = 20Ty — OIS, () () () ()

. 227(;(%5 4+ 1745 S@r, & g sWg, Z C6-9p,

7

53RN ) ) )

+Xpp(k1, ka; k3, k4)([500(”F1 +108Yr, + %C“)& - §S<4>54]

(D)L (p3)*2 (p3)= (p3)F4 + [50CB)T5 +10SWT + %0@54

—35(4’54] (PD)* (pD)F2 (p3)™= (p3)F+ + [500PT5 4+ 10SDTy +

3
7
SW 4] () (D)= (3) (D))
+XEr(k1, ks k3, ky) ( 27CTy + CPTg + €Ty

3
(PD)* (19)" () ()™ + [27COT5 + OOy + CVTy]
()" ()" (p2)" ()" + [27CTy 4+ CITy 4 COTy

15

7 COTs + 25AT

24
7

35

30(2)54

185
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(1) (1) ()" ()"
s m 51
5 (k‘1,]€27k3,k4)<[_ 7C«(I)F1 I

—50(5‘6’54} (PD)* ()2 (p3)Fe (ph)ks + [ - =-C6 )Fs + 50( 'S,

2
17 0 7 51
—7(1(4 Ty — 60(4 5S4] (p3)* (02 (03)%2 (p3)F+ + [ - 7C(Z)Pz

7 17 6 7 6o
+50P8; = 0T, — 20005, () ()2 () () )

2
ysym 3 27 _
(e, ko k3,k:4)<[50(4)1“4 - 70(1)F1 +2006-671,

s 3 27
—EC(E’ 98] (D)™ (3)* (p3)% (p)*+ + [_0(6)F6 -
_ 7 _ 3
+201790s — S UG ()™ (D) (D) (3)™ + [5CPTs
27 _ 7 _
——C(Q)PQ 120691, — EC(6 DS4) (3™ ()% (p3 )kg(pi)'““)

7
oM
20 Sy —

51

0(3)

FE R (s Ko s, Ky ([45C0T + gs@) Si+ SOTy]
7
()" ()2 (03) ()" + [45CPTs 4 255y + STy
7
(D" (9])" (03)" (p3)" + [45CPTy + 28W S, + ST

R D )| (B.)

E.1.2 F4F3F3—Schleife

Summe der 6 Diagramme

1 . (A% 1
A2)4r— S ki
114 (p, p3, 13, P3) 2 (A (47)% b3

k1koksks=0

sym — 1 1 _
{ETyFF(kl, ka; ks, /<;4)([C(5 o1, —35Wr, — ZS<4>S4 - EC<5 6).,]

1 1
()" ()" (3)" ()™ + [CV72)Ts — 38T — 250, — s
()" ()2 (p3)"5 () + [CO-IT, — 3SOT, — 151, — = C10s,]

()" (62)" (3)" ()™ )

+3 P (R, kas ks, k4)([150(1)F1 _500-61, —cWg, 1 %C(s—ﬁ)&d
D)k (p3)*2 (pd)F= (ph)F+ + [15CB)Ty — 50U — B g + %C(4—5) 5]
(D (D (D) (P + [15C BT, — 50T, — )5, + é0<6—4>54]
(13)" (1) (03)" (02)*)
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sym _ 1 B
+35rr(ky, k2; ks, k4)<[90(1)rl — oGO, + 6C(5 9,]
1
(p%)kl (p%)kz (pi%,)k3 (pi)lm + <[90(3)F3 — 0(4_5)I‘3 + 60(4_5)54]
1
D" D) 3) (p3)* + ([00PT, — 0Oy 4 =CODgy]

AP R0 ) |
(E.2)

E.2 Mandelstam-symmetrische Parameter

E.2.1 I ['4;-Schleife

Zur notatorischen Vereinfachung unterdriicken wir an den Y-Parametern wie-
der die Impulsabhéngigkeit. Da es aber keine einfache Symmetrietransformation
beziiglich der Mandelstam-Kaniile unter den X% gibt, notieren wir die Vertau-
schung der Impulse in der Form

Y(a,b,c,d) =X (E.3)

‘abcd

fiir den gesamten Beitrag eines Kanals. Damit erhalten wir das folgende Ergeb-
nis.

Summe der drei Kanéle
T

1
~ (P2) (B3)2 (p2)FS (3 L (A2) -k
ILy(p7, p3. 3, P3) ,ﬂ,w%m:o v
§2(A2)—e

SS 3 sym s sym su
(e | 30T T OO - T 4 S
3o _ 3,0 _ L) _ a0 Ll i it s
|75 = 1O = (@7 = O 20 = S (T = Ts) + 5oSa | {E7r + Zip
3 4) 3 (4) 1 (5) (6) sym tu
| =75 =107 10 =C0T) —2F1——(F2—F1)——54

1 1
+240MD 2%, + 0(2)(§P3 + —54){2“]3 + o

3
SOOr S+ S + OO (T + 5SS
7 9 1
+8CW (281 — TS5, + CAG + 5T + —54>{EDD *
—l—C(l) (Fl _ 154){Esymst SymSU} + 0(3 (grl + ;)F2 + — S ) %Bntu
__C< )Py — r?,){z;gz;g oy — 0“ T{Sre + St}
sum 3 1n sym tu
0(6)(4p1 — _r2 - 54)2 Zm%tE +C6 )(4F1 5 I3 — —54)EsZm%E
3 SUN U 1 3 sYym uy

_0(5)(2p3 - i+ 54)2 s +CC )(2F2 —i T 54)EsZmTE
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OOy — Do) {mgmet, 4 momany — 500 (ar, — sy nmis,
OO, — 1Ty~ LSS, + COE0 1Ty - sy,
_3cWar, — %54)2532% +C®)(3T, — %T2 - 554)2232%
—C©® (310, — %F?, - i&l)ziiﬁ%

+1200T, BV + %C(”(Fz +T3+ i&){ﬁiﬁfﬁ + Xy mpE}

15 3.1 1

+ZC(1)F1{Z§523E + X mpEt t C(z)qfl +5Ta+ ﬁ54){2§‘523E
3. 1 1

+3mpet T CP T+ 5T + o S){S o + zjgﬁg%}}

k1koksks

+{ — 300Ny — Ty)n5% — %C@ (Ty = D) {0 + 2

3 3 1 1 1
+ [15(4) - 10(5) - Z(C(G) - 0(4))] [2P2 — 52 =T1)+ ﬂ&] {77 + 277

3 3 1 1 1 symtu
+ |: _ Z5’(4) _ 10(5) + Z(C’(G) _ 0(4)):| |:— 2F2 — §(F3 — Fg) — ﬂ54:| ETyT

1 1
+24C AT, 5%, + 0(3)(§F1 + ﬂ54){E%E + YEE

3 sym s sym su 1 1 symitu
+ZC(2)P2{2E‘UE bpoysymeny g C(l)(§F3 + ﬂ54)EéJE :

7 9 1 1
+8CP (84 = T2)SHp + CY (G2 + 5T + oS0 {Shp + S
7 sym s sym su 9 1 1 symiu
+C(2)(F2 _ E5’4){2DyD t—i—EDyD }+C(1)(§F2+ §P3+ﬂ54)2DyDt

1 5 + 27 2 t
—5 OO s = TS + i) — OO TS + i)

3 1 1 3 1 1
4 it 6 t
—OW(EDy = STy — —S)S + CO (T — ST1 - - S)Ss

1 3 1 1 3 1
6 t 4
~COETL = (T2 + 5 S)E Ty + CW (s = Do+ o S)E
) 7
—5CO Ty = To) {307 + Simrp} — 3CP (20 — - S)X,
1 1 1 1
~CW @My — 5Ty — SO + OO (30 — 55 — SO
7 1 1
—3C)(20p — T S)EES, + CO(3T2 — STa — ST,
1 1
—CW(3r, - §F1 - ﬂ54)EZZ%77
12c@r,sms Lo, oy Lgmmet | pams
+ 2%symDE + 5 ( 3+l ﬂ 4){ symDE + symDE}

15 o ' 3,3 1 1 tt
+— COTASY T D + Sinpp) + CP (T2 + 55 + o S){=0 be
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3 1 1
rogmi )+ G+ o+ Lsommg + o |

kisk kaka
3 sym s sym su
+{ —3CO Dy —T1)855 — 10(6) (Tg — T){S s + sovsy
3 3 1 1 1
+ [15(4) - 10(6) - 1(0(4) - C(S))] [2P3 — 53 =T2) + ﬂ&] {77 + 277
+ [ —~ 15(4) - Z0<6> + 1(0(4) - 0<5>)} [— 2T — 5 (I —T's) — ﬂ&] U
3) ss (1) 1 1 tt uu
+24C ¥ + C (§F2 + ﬂ54){EEE + 2EE
3 sym s sym su 1 1 symiu
FTOOTEEE " + 2} + O (G + SNy

7 9 1 1
+8CP (84 = T3)SFp + CV (T3 + 5T + oS0 {5hp + Sp

2
7 9 1 1
+COTs — SS){EFE ™ + 255 ™) + CP(GTs + 5T + 5 S)SEp ™
10(6) T T,){3symst ysym su 270(3)F ysymts nsymus
-3 (I'n = Ta2){ symTE T symTE} T4 3{ symTE T SymTE}
3 1 1 3 1 1
_0(5)(ZF3 - §T1 - ﬂ54)225$’?]3 + 0(4)(ZF3 - §F2 - ﬂ54)EZZZ%UE
1 3 1 1 3 1
—OW(GTy = JTs + oSS + OO (ST = STs 4 o S)Si
1 7
=500z = TO{SIT, + S0 - 309 @rs - 189S,
1 1 1 1
—CO@Ns — 5Ty — 8B rp + CW BT — 5T — o SOS N
7 1 1
—3C®) (213 — 554)2232;; +CW(3r; — §F1 - ﬁ54)2§%%
1 1
—C®)(3ry — §F2 - ﬂ54)22%%)
1 1
120050y + SO (01 + Do+ o S){S 0 e + Sim b}
15 3 1 1
+— COT (S os + Sampe} + CY s+ 501+ o S){S b
3 1 1
R} + OO STy + STy + = S {SUm i+ Som ity
4 2 24 kakikok
4R1R2R3
(E.4)

E.2.2 F4F3F3—Schleife

Wir nutzen die gleiche Konvention wie oben, um die Impulsabhéngigkeit der
Y-Parameter zu notieren. Dann erhélt man das folgende Ergebnis.

Summe der 3 Kanéle
1 '8
~ > D))= m3)" ()

1
4
2 2 2 2
H4(p1,p2,p3,p4) o1 ko kaka—0

b3

(A2)47‘—Z ki
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G2(A2)—€ 1 1 3 1 sym
gAY~ [{(_0(5) _ 5C(4) —Zs@Wyr, + 654)ETyFFt

(47)%e 2 4
1 1 3 1 symu
_(50(6) _ 50(4) + 15(4))(2F1 + 654)2Ty1“1“

syms 1 sym L [
+9C(1)F12Eyr1“ ~c® (I — 654)251“1] +C© (T - 654)25/FF
1 sym s 1 sym
+300 (20 - gS)EHE - COUL - SS)TH

+C©)(4r, — %54)2;%“}

k1koksky

1 1 3 1

—0®) _ —oBG) _ 294 z sym t
+{(2C 2C 45 )(2F2+654)ETFF

1 1 3 1 symu
—(§C(4) _ §C(5) + 15(4))(2& + 654)ETyFF

sym s 1 sym L i
+9C’(2)F221§Jrr ~c® (T2 — 654)Eéjrrt +cW (T = 654)25FF
1 sym s 1 sym

+3C@ (20 — 2SI - COUDy — ST

1
+C™(4r, — 654)2%?}“}

kskikaky

+{(%0<4> - %0“)’) - Zs<4>)(2r3 + %sgz%ﬁ’;t
1 1 3 1 symu
—(50(5) - 50(6) + 15(4))(%3 + 654)2Ty1“1“

sym s 1 sym 1 sym
+903 ey — cMW(ry — 654)251“; +CON(T5 - 654)25/1“1“
1 sym s 1 sym
+30®)(2r; — 554)25/1“1“ —CW(r; - ES4)ZI5UF1}

1
+CO®) (4r; — 654)2;%“}

kaki1kska
(E.5)

E.2.3 Symmetrie der >-Parameter

Fiir die Analyse der SKG ist es wichtig, die Symmetrie der ¥-Parameter un-
ter Permutationen zu untersuchen. Wir wiederholen die Abkiirzungen fiir die
Mandelstam-symmetrischen Parameterklassen.

s ~ 1,2,3,4 ~a,b,c d
t 1,3,4,2 ~3,1,2,4 ~a,cd,b
u ~ 1,4,2,3 ~4,1,3,2 ~a,d,b,c (E.6)

12

Wir betrachten zunéchst die Ergebnisse der I'4I'4-Schleife. Dort lautet die all-
gemeine Definition der Y-Parameter wie folgt.

symij N i J J i
symXY | 4 o Xabyl‘mecd + Yopye X,

abym :cycd (E7)
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Wie man sich schnell iiberzeugt, gelten die folgenden Identitéten.

Fiir Nebenbedingungen aus den SKG

symij
symXY

sym st
ZsmeY

symtu
EsmeY

symtt
ZsmeY

tauschung, z.B. a < b, betrachten.

1. s — (b,a,c,d)

2. t— (bye,d,a)

3. u— (b,d,a,c)

sym si
symXY

bacd

symiu
symXY

bacd

symuu
symXY

bacd

sym si
symXY

beda

symtt
symXY

beda

symiu
symXY

beda

sym st
symXY

bdac

symtt

symXY ‘ bdac

symtu
symXY

bdac

abed

i

7

‘ i

_ Esym i
symXY cdab

_ symts

- EsmeY i

- symut
EsmeY

_ symuu
- EsmeY i

191

(E.8)
(E.9)
(E.10)

(E.11)
(E.12)

muss man die Konsequenzen einer Ver-

Esym St

amxy | Vi€ {s,t,u}

s

symtt
EsmeY ‘ s

symut
2smeY

s

Esym St

amxy | Vi€ {stu}

u

symitu
ZsmeY

u

symtt
EsmeY

u

sym st
EsmeY

. Vi€ {s,t,u}

symitu
symXY

t

Esym tt

symXY ‘t

(E.13)
(E.14)

(E.15)
(E.16)

(E.17)
(E.18)

(E.19)
(E.20)

(E.21)
(E.22)

(E.23)
(E.24)

Fiir die E‘;?%-Parameter finden wir das folgenden Verhalten unter der Trans-

formation a < b.

sym s
EXl"l"

symt
2XFF

symu
EXl"l"

symu
2XFF

t

‘ s

t

u

sym s
< Xxrr
u
symu
< XXrr
S
symt
< Xxrr "

PN Zsymt‘
t

XIT

(E.25)
(E.26)
(E.27)

(E.28)
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E.2.4 -Parameter

Wir notieren hier die uniibersichtlichen 2-Parameter fiir die SKG, die sich mit
Mandelstam-symmetrischen I'4-Vertex-Parametern ergeben.

OF(a,bse,d) =

QF(a,b;e,d) =

Q7 (a,b;e,d) =

1
b2ﬁ {[37Ett+uu + 3_728ymtu
0

a TT 64 TT
3 t+ o t+
+§2§?8 su+ g SED + ﬁzgg,s su
. 27 symts+us 17 symts+us

8 symTE 8 symT D

+ 128,
2

1 t+ 15 ts+
vozpmes 4 Lpmmetion | 19 pmie s

s

13 1 1
{64 éé;uu 64 %mw 48 SEyEmtu
1 t 13 tutut
Zsym u e Zzzm uEu } ‘t
1 13 1
64 gg;uu 64 ?gw 48 tEHEuu

b3 - { |: Esym t+u ggsyms 525ym 8:|

_1 symt+u
8 e

+

s

_1 symi+tu
8 e

u} (E.29)

1 1 13 w14
70, { [QE%W + azsﬁl Yt 5 Zbp

— g Tl Spsieue | S
37 37 w1 .
R AR R AR

t

s

109 gmin 19 symtusut
s 285+ g5,

B T
1 ET—
+hp + 5|}
1 1
| |
13 t+ 1 t+
-, - g ) (E-30)

1 3 3 13 1
R e

b2 64
1 i+ 1 t+
PR R

s

1 tt+uu 13 Zsym tu Ezsym tt+uu

+[172 T 192 1T AR symTE
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1 tt+
+@ZZZ$TDW} .
37 tt+uu 37 symtu 17 sym tu+ut
= g T - 1T+ g T
71 tutut
G )
1 1 _ 1 1
tmt [ g
0 s
1 13 23
—pen] |+ [ -
23
-5} (E.31)
1 37 37 13
0 S
1 t 1 tt+ 13 4+
TR Ao |

1 tt+uu 13 symiu 1 sym tu+tut
"’[_@ T _@ETT _4_825ymTE

13 sym tu—i—ut} ‘

_48 symT D
1 13 symt—u 1 symu 1 symu
+—b3ﬁ0{ —grrrr |t [_ Tg=1Tr ~ GXETT
1 1 ¢, 1 t
=i ]|, + R R
1
o] ) -

E.3 Nebenbedingungen

E.3.1 Symmetrische Parameter

0 = [(Brr(ca;bd) — Spr(dasbe)) + 44X (ca; bd) — X370 (das; be))]
2SI (cas bd) — TS0 (das be)) (E.33)
0 = DL L (S easbd) — S (das b)) — 12(S (cas bd) — S (da; b))
2 (S ca; bd) — S (da b)) + - (S ca; ) — S (das b))
2 (S (e bd) — 54 (das b)) (E34)
0 - g%(zn(ca; bd) — S (absed)) — o (S5 (ca: bd) — S (ab;cd)]
o (SR ca b) — SR (ab; ed)) — (S (cas bd) — S (abs ed)
~ (SR (e bd) — S (abs )] (E.35)
0 = g[7a(z;yg(ab; ed) — TSI (das be))

—14(E P (ab; ed) — SPL(das be))
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+O(Xrr (ab; ed) — ST (da; be)) (E.36)
b1
0 = 5[15(ETT(CG; bd) — Xpp(da;be)) — (Xpg(ca; bd) — X pp(da; be))
+(EHE (ca; bd) — S35 (da; be))]
—3%7 T (ca; bd) — B (da; be)) (E.37)
b 7 sym sym
0 = 5[_(2}3}3(%; bd) — Epp(da; be)) + g(ETyD (ca; bd) — X777 (das be))]
— (2511 (ca; bd) — X7 (das be)) (E.38)
0 = (EDD(dCL; bc) - ZDD(ab; Cd)) (E39)

Dazu kommen noch je zwei zyklische Gleichungen, davon je eine linear un-
abhéngige.

E.3.2 Mandelstam-symmetrische Parameter

1 3 9 3
0 = %{E(E?{}ntu _ E?}_uu) . + [Ezgé;uu + éz;z{}ntu
1 t 9 t 1 tutut 9 t
S g | - [
3 1 9 1
+_Ett+uu _ _Ett—i-uu + _Ett-l—uu + _Esymtt-i-uU] }
g-TT 17EE 1°DD g&symTD ||,
1 3
_ _Esymt—l—u } E4
+b3ﬁ0{ 9=TIr |, (E.40)
1 7
0 = — _(Esymtu o Ett-‘ruu)
b2ﬁ0 { 32 TT T s
r19 25 1 3
+ g =" + g ST~ e+ 5225%5““] t
19 tu | 29 oyt 1 t 3 ¢
g TR+ T — T+ 5| )
1 1 _ 7
T
|- gEm - amg ey | (E.41)




Anhang F

Selbstkonsistenzgleichungen

F.1 Residuenbildung und Koeffizientenvergleich

Wir nutzen hier eine skalare Modellamplitude mit zwei Polen, die in der Sys-
tematik des erweiterten Ansatzes formuliert worden sein soll. Aus einer 1-
Schleifen-Rechnung soll ein Ergebnis kommen, dass mit dem II(e)-Mechanismus
behandelt wurde. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir fiir den
perturbativen Wert 1 an. Dann erhalten wir die folgende Gleichung, die den
DSG bzw. BSG der QCD entspricht.

Cop4 + Clp2A2 + C2A4 14 1 [()])4 + [1p2A2 + [2A4 (F.1)

(P +uiA?) (P2 +u2h?) 0 By (p? + wrA?)(p? + u2l?) '
Um daraus mit Residuenbildung SKG gewinnen zu kénnen, miissen entspre-
chende Partialbruchzerlegungen vorgenommen werden. Mit o1 = w1 + ue und
09 = ujug erhalten wir fiir die linke Seite von (F.1) den folgenden Ausdruck.

—(Cl — coal)u1A4 + (CQ — 6002)A4

F1) =
( ) €0 + p2 + U1A2
n —(c1 — coo1)usAt + (cp — cooa) A (F.2)
p2 + u2A2 i

Eine analoge Gleichung fiir die PBZ von I(p?) erhélt man durch den Austausch
¢; < I;. Damit erhalten wir durch Residuenbildung an den Polen das folgende
SKG-System.

cg = 1+ %I@ (F3)
—(Cl - coal)ul + (C2 — C()O'Q) = %[—(Il — [odl)ul + ([2 — IQO'Q)] (F4)
(1 — coon)us + (¢ — coo) — %[—(11 ~ Iyoy)us + (I — Tpora)] (F.5)

Bildet man die SKG dagegen durch Koeffizientenvergleich aus (F.1), erhélt man
das folgende Gleichungssystem.

1
co = 1+%[0 (FG)

195
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1

aqa = o1+-—=—1IL (F?)
Bo
1

o = o9+ —1Iy (F8)
Bo

Diese beiden Gleichungssysteme kann man ineinander iiberfithren. Bildet man
—(F.T)uy + (F.8), findet man

—(c1 —o1)ugr + o — o9 = %[—hu1+lg] . (F.9)
Setzt man in diese Gleichung noch (F.6) ein, ergibt sich (F.4). Die noch feh-
lende Gleichung (F.5) erhélt man analog mit us statt u;. Damit sind beide
Darstellungen dquivalent.

Dieses Verfahren lésst sich prinzipiell auch fiir beliebiges r durchfiihren, neue
Finsichten abseits umfangreicher Formeln lassen sich aber nicht gewinnen. Da-
mit ist gezeigt, dass beide Verfahren zur Bildung der SKG in der Tat dquivalent
sind. Wie man oben sieht, hat das Koeffizientenverfahren den wesentlichen Vor-
teil ,einfachere” Bestimmungsgleichungen zu liefern.



Anhang G

Partialbruchzerlegungen

Bei der Partialbruchzerlegung einer gebrochenrationalen Funktion wird immer
angenommen, dass der Nennergrad grofler als der Zahlergrad ist und dass keine
mehrfachen Polstellen vorkommen. Dann gilt:

J’_
CLt)
7'+1 Z €T _|_ at T+1 : (Gl)
[[(@+a) = (as — ay)
=t s

G.1 Riicknahme der PBZ ohne Insertionen

Fiir die Riickname der PBZ ohne weitere Insertionen wie (G.5) wie sie bei
punktierten Graphen vorkommen, sind allgemeine Formeln bewiesen worden

Grii 02, Wie 01b]. Wir geben hier die Resultate! an.
[ ; ] g

(—a)"
=1 H (as — a)
et
fir n < r,
r+1
(—ay)"
Z r+1 = 1’ (G 3)
=1 1] (as — ar)
ot
r+1
(_at)r—l—n
——— = (D" > ay ..., (G.4)
= s=1 (as B at) tizg?n
t
fir n > 0.

'Der Beweis fiir n > r erfolgt durch partielle Differentiation nach aj und Induktion. Der
Beweis fiir n < r findet sich in [Pot 00].
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G.2 Riicknahme der PBZ mit Insertionen

Bei der Berechnung ,,punktierter* Graphen treten in der allgemeinen Form der
PBZ aus (G.1) zusitzlich Insertionen von der Form

T

A"(—ar) = [ ] (bs — ar) (G.5)

s=1

auf. Man betrachtet nun den folgenden Ausdruck.

S~ (a)m
T — U
L= (G.6)
=1 T (as — a) A" (—ay)
s=1
s#t
Mit den Definitionen
r+1
6r = ] (@i — ay) (G.7)
i,j=1
i<j
und
r r+l
Be =TT TI®s — ) (G.8)
s=1t=1
folgt:
r+1
(—a)™ II (i —ay)(=1)"+"
r+l N
G6) = (6)7! L G.9
€0 = 673 AT (@)
r+1 r+1 ror+l
= 6:6)7" Y (—a)™ [T (ai—ap)(~0)*" T T]bs =)
=1 ij=1 s=1 =1
i<j;i,j#t £t
(G.10)
Definiere nun die symmetrischen Funktionen.
o, = 1 (G.11)
of = Y b (G.12)
=1
o = Y bye.by, (G.13)
1 ,eln=1
1 <..<lp

ol = Hbl (G.14)
=1
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G.2.1 Allgemeine Betrachtungen

Fiir praktische Rechnungen wéren Formeln zur Riicknahme fiir allgemeines r
wiinschenswert.

r+1 r+1
(G10) = (6:8)7"> (=a)™ [ (ai—aj)(=1) "
=1 i<lJ?;Ji:,j1¢t
r+1 r
> ol(—a) (G.15)
=1 s=0
I#t
r+1 r+1
= 687 (—a)™ [ (@i —ay) (1)
t=1 i,j=1
i< i, At
X Z O " e 04 Z (G.16)
551173732?70 rePerm, (r—si,...,r—sr)
x(—a)™™ . (map) "D (—ap)™ O L (—apgq)™)

Nun hilft einem die folgende Beobachtung weiter.

r+1
H (ai —aj) = Z (al)a(O) Tt (ar+1)a(r+l)
1;35]1 cePerm,4+1(0,1,...,r)
x sign(o) sign(r,r —1,...,0), (G.17)
r+1
IT (ei—a) = > (a1)7@ - (apm)7?
Z<ZJJl:J1# oc€Perm,.(0,1,...,r—1)
X(at-i-l)a(t_l) . (aH_l)U(r—l)
x sign(o)sign(r — 1,7 — 2,...,0) (G.18)

Dabei bezeichnen 7 und ¢ die Permutationen der entsprechenden Zahlentupel,
die Summen gehen also iiber alle Permutationen der Exponenten verteilt auf
die jeweiligen Basen, die Menge aller Permutationen von n Elementen wird
abgekiirzt mit Perm,,. Mit sign(o) ist das Vorzeichen der jeweiligen Permutation
gemeint; fiir eine zyklische Vertauschung von (0, 1,...,n) ergibt sich 1, fiir eine
antizyklische —1. Einsetzen ergibt.

r+1
(G17) _ (67“57”)_1 Z(_at)m Z (al)U(O) R (at_l)o(t—2)
t=1 ocePerm,(0,1,...,r—1)
(aer1)”Y - (apg1)7 " sign(o) sign(r — 1,...,0)(—1)"
x> b .ol > (—ar)™™ .
815e:0557=0 rePerm, (r—si,...,r—sr)
s1<...<sp

X (—ar—1) D (—ap )™ - (—apy)™ ™) (G.19)
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r r+1
= 6B D oheon Y > (G.20)
S15eees8r=0 t=1 sePerm,(0,1,...,r—1)
s1<...<sp
Z (a1)0(0)+7r(1) . (at_l)U(t_2)+7T(t_1) (at)m
mePerm, (r—si,...,r—sr)
(aH_l)o(t—l)—i—w(t) Co (ar+1)o(r—1)+7r(7")
m4t4+1— XT: S;

xsign(o)sign(r — 1,7 — 2,...,0)(—1) i=1 (G.21)

Das Problem besteht nun darin, aus diesem Ausdruck (G.17) auszuklammern.
Dies ist uns leider nicht in voller Allgemeinheit moéglich. Daher miissen wir
uns auf das Studium der Félle mit » = 1,2 und 3 beschrinken, in denen diese
Prozedur explizit ausfithrbar ist.

G.2.2 Riicknahme fiir kleine r

Fiir kleine r kann man die Riicknahme der PBZ explizit durchfiihren, wobei
Computer-Algebra-Systeme wie MarueEMATICAD [Wol 03] hilfreich sind. Trotz
allgemeinem m ist die Riicknahme ein endliches Problem, was durch die folgende
Beobachtung [Sti 01b], die eine Rekursionsformel zur Bestimmung beliebiger m
darstellt, deutlich wird.

Sei m > r. Es folgt.

(—a)™
r+1
I (as — a;) AT (—ay)
o
o mr AT(a) + (—a)” = AT(—a)
o ( at) r+1
I (as — a;) AT (—ay)
p
ap)™" r —ay m—I
o e N (@2
[T(as—a) =1 I(as—a)Ar(—ar)
ot ot

Fiir den ersten Term kann man die oben vorgestellten Formeln zur Zuriicknahme
der Partialbruchzerlegung ohne Insertionen nutzen. Insgesamt findet man also:

r+1

r § : (_at)m—r ET : T
m>r r+1 - O 2m—1 - (G23)
t=1 H (as _ at) =1
s=1

s#t

Damit kénnen wir fiir die niedrigsten Werte von r die notwendigen Summen
explizit ausrechnen.
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Formeln fiir r =1

Fiir r = 1 ergibt sich:

S = 22: 3 (Fe)®
=1 [1 (as — ar) Al (—ar)

s=1
s#t
= (6160) H{(=a1)az — (—az2)™ar + by(—(~a1)™ + (—a2)™)}G.24)
Nun findet man fiir m = 0 als einzigem relevanten Term:
Eé = (51ﬁ1)_1{a2 —ai + bl(—l + 1)} = —(ﬁl)_l R (G.25)

alle hoheren Terme ergeben sich durch Anwendung der Rekursionsformel.

Formeln fiir r = 2
Fiir » = 2 ergibt sich:
S = (0282) NG - ol + (07)7C" + 03¢E
—oio5¢" + (03)°¢") (G.26)

mit den implizit aus (G.21) definierten ;™

@ = (—a1)™(—(a2)*(as)’ + (a2)*(a3)?) — (—az)™(—(a1)*(as)® + (a1)*(a3)?)
+(—a3)™(—(a1)*(a2)’ + (a1)*(a2)?) | (G.27)
(" = (—a1)™(—az(as)’ + (a2)’as 2)"(—a1(as)® + (a1)’as))

Q

) —

+(—a3)™(—a1(az)® + (a1)

(" = (—a1)"™(—az(as)® + (az)’a3) —
+(—a3)™(—a1(a2)® + (a1)

(—az)™(—a1(a3)? + (a1)as)

: (G.29)

(—a
Sag) (G.28)
2as)

Q

2

= (—a1)™(—(a2)’az — (a3)® + (a2)® + az(as)?)
—(—ag)™(—(a1)*az — (a3)* + (a1)’ + a1 (as)?)
+(—a3)™(—(a1)*az — (a2)” + (a1)® + a1 (a2)®) (G.30)
(= (—a)™(—(a3)* + (a2)?) — (—a2)™(—(a3)* + (a1)?)
+(az)™ (—(a2)* + (a1)?) (G.31)
G = (—a)"(—a3z +a2) — (—a2)"(—az + a1) + (—a3)"(—az +a1)  (G.32)
Man findet fiir m = 0:
C(()) = (CLl — ag)(al — ag)(ag — CL3)(CL16L2 +ajas + CLQCLg) R (G33)
C? = (al — ag)(al — ag)(ag — ag)(al +as + ag) , (G.34)
43 = (a1 —az2)(ay —a3)(az —ag) , (G.35)
Cg = —(a1 —az2)(a; —a3)(az —az) (G.36)
¢ =0, (G.37)
¢ =0 (G.38)
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und fir m = 1:

C& = —(a1 —a2)(a1 — a3)(az — az)arazas (G.39)
P =0, (G.40)
;= 0, (G.41)
(3 = (a1 —az)(ar — as)(az — as)(ar + az + az) (G.42)
i = (a1 —ag)(ar —az)(ag —az) (G.43)
5 =0 (G.44)
Daraus folgt:
S5 = (B2) araz + aras + azaz — o7 (ay + az + ag)
+(0)? — 03} (G.45)
21 = (B) {—araza3 + 03(a1 + a2 + a3) — o703} (G.46)

Formeln fiir r =3

Fiir r = 3 findet man die folgende Aufteilung:

23

= (6383)THC — o + (01)2C — (03P + o3¢ — otoscy”

+(03)G" + (01)%03¢" — 07(03)°" + (03)°CTG — 03CT + 0705
—0303CTs — (07) 03T + olo3oi(ls — (03) 03CT — o1 (03) ¢
+03(03)* ¢l — (03)°¢l5 (G.47)

wobei die Parameter (" implizit aus (G.21) definiert sind.

0
4

0
5

0
6

0
7

a
¢
o
h

Es ergibt sich fiir m = 0:

= —83{aia3a} + aladazas + atasaday + aradalay + aladal

+alazazal + ayaiazal + ata3ai + ayasaial + ada3al} (G.48)
= —53{&%&%&3 + a%agag + ala%ag + a%a%a4 + 2a%a2a3a4 + 2a1a%a3a4

—|—a%a§a4 + 2a1a2a§a4 + a%a§a4 + a%agai + alagai + a%agai

+2a1aza3a3 + adazai + ajaial + asalai} (G.49)

2 2 2 2 2 2
= —53{a1a2a3 + aiasa3 + ajaga3 + ajazaq + ajazaq + ajazas + 3ajazasaq

+a3azay + ajaias + azaiay + ajazal + ajazal + azazaiy ,  (G.50)

—d3{arazas + ajazay + arasays + asazays} (G.51)

= —d3{ata3 + atal + ada3 — ajasazay + aial + a3ai +a3al} . (G.52)
= —03{atas + aya3 + adaz + adasz + a1a3 + asal + alay + dday

+ajay + ajal + agal + azai} (G.53)

= —03{al+ a3 +a3+al} (G.54)

= —o03{aias + ajas + agas + ajag + agay + agays} (G.55)

= —ds3{ar+az+az+as} (G.56)

= —03 , (G.57)

2 2 2 2 2 2 2
= 53{(11&2 + a1as + ajaz + ajazaz + axasz + ajaz + azaz + ajaq
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C?2 =
(s
(i
(Ts
(i
¢ty
(i
(o =

2 2 2
+ajaz2aq + asa4 + ayazaq + azaszay + azaq + aray

und fir m = 1:

¢l
(3
(3
(4
(s
¢
(Gt
(a
G
o
(h
(1o

1
(i3

Cia
Cis
(i
Cir
Cis
Cis

+aga3 + azas} (G.58
03{a1 +as +az+as}? (G.59
0s3{a; +ag +as+aq} (G.60
0s3{a; +ag +as+aq} (G.61
203 (G.62
0, (G.63
0, (G.64
0, (G.65
0 (G.66
= Odsaiagazaq{aiagas + ajasay + ajasag + agasast (G.67)
= Jdsaiasasaq{aias + ajaz + asas + ayay + azag + asasy ,  (G.68)
= Jdsaiasazaq{ay + az +as+aq} (G.69)
= J3ajasasay (G.70)
= —dszaragasas{a; + a2 +as+as} (G.71)
= —203a1a2a3a4 (G.72)
-0 , (G.73)
= 0 , (G.74)
-0 , (G.75)
-0 , (G.76)
= 0 , (G.77)

—53{&%&% + a%agag + ala%ag + a%a% + alaga?;, + a%a% + a%a2a4
+ajazay + alazas + ajasazay + ajazas + arajaq + azaiay
+a2a? + ayazal + a3as + ayazal + asazal + aial} (G.78)

—53{(1%(12 + alag + a%ag + 2a1a0a3 + a%ag + alag + agag + a%a4
+2a1a9a4 + a§a4 + 2a1a3a4 + 2a2a3a4 + a§a4 + alaf1

und schliefilich fiir m = 2:

G
3

tagat +azal}y (G.79)
—d03{aras + aras + azas + ajag + azay + agas} (G.80)
—d03{a1 + as + as + as} (G.81)
—03 (G.82)
o3 (G.83)

, (G.84)
, (G.85)
—d3ata3aial | (G.86)

0, (G.87)
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G =0, (G.88)
¢ =0, (G.89)
Cg = Odsaiasasaq{aias + ajaz + asas + ayag + azag +asast ,  (G.90)
(2 = ds3ara9a3a4{as +ag +az+a4} (G.91)
(3 = —d3aiagazay (G.92)
2 = bd3a1a2a3a4 (G.93)
CS = Jsaiasazay (G.94)
Go = 0, (G.95)
o= 0, (G.96)
{122 = 53{&%&%&3 + a%agag + ala%ag + a%a%a;; + a%a2a3a4 + ala%a3a4
+a%a§a4 =+ a1a2a§a4 + a%a%m =+ a%agai + ala%ai + a%agai
+ayazazai + asazal + ayaial + azaial} (G.97)
4123 = 53{&%&2&3 + alagag + a1a2a§ + a%a2a4 + a1a§a4 + a%a3a4
+2a1aza3a4 + a3azas + arazas + aza3as + arazaj + ajazal
tasazal} (G.98)
(3, = 63{arazaz + ajazay + ajazay + azazay} (G.99)
¢k =0 , (G.100)
(s = 0 (G.101)
¢ = —03{ar +az+az+ay} (G.102)
(s = =0 (G.103)
3y = 0 (G.104)
(G.105)

Damit erhalten wir die folgenden Ausdriicke fiir die ¥3,.

3 1 2.2 9 2 9 2 9 2 92 2 92 9
X5 = (B3) { — {ajaza3 + ajazazas + ajasazas + ajazazay + ajazay

+a%a2a3ai + alagagai + a%agai + alagagai + a%a%ai}

—{—J‘;’{a%a%ag + a%agag + alagag + a%a%aél + 2a%a2a3a4 + 2a1a%a3a4
+a%a§a4 + 2a1a2a§a4 + a§a§a4 + a%agai + ala%ai + a%agai
+2a1aga3a3 + adazal + ajaiai + asaiai}

—(03)*{a2azasz + aya3az + alagag + a2azay + ajasay + adazay
+3aiaz2a3a4 + a§a3a4 + a1a§a4 + a2a§a4 + alagai
—i—alagai + agagai}

+(03)*{ara0a3 + ayasay + a1azay + azazay}

—o3{a%a3 + ata3 + adad? — a1azaszay + a3a? + a3al + ala?}

—1—0"%0%{&%&2 + alag + a%ag + a%ag + alag + agag + a%a4 + a%a4
+a3ay + aya? + asal + aza?}

—(03)*{af + a3 + aj + a3}

2
— (o) 203 {arag + araz + agaz + ajay + azay + azas}
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+J‘;’(J§’)2{a1 +as+asz+ag} — (03)3

—Jg’{a%ag + alag + a%ag + ajasas + a%ag + alag + agag
+a%a4 + ajasay + a§a4 + a1azaq + asazaqs + a§a4 + alai
‘HIQCLZ + agai}
+odoi{ar +as + a3 +as}? — (o505 + (03)203){a1 +az + a3 +aq}

+20§a§a§} (G.106)

Ei{’ = (ﬁg)_l{a1a2a3a4{a1a2a3 + ayagay + ajazay + asasas}

—a%a1a2a3a4{a1a2 + ajag + asaz + ajaq + azaq + a3a4}

+((03)? — o3)arazazas{ar +az + az + as} — (03) + 20303

—ai’ag’{a%a% + a%agag + ala%ag + a%a% + alagag + a%ag + a%a2a4
+arajas + ajazas + arazasas + a3azas + ara3as + azaias
—I—a%ai + 611612(12 + a%ai + alagaﬁ + agagai + a%ai}

+0§’J§’{a%a2 + alag + a%ag + 2a1a2a3 + a%ag + alag + agag
—I—a%a4 + 2a1a2a4 + a§a4 + 2a1a3a4 + 2a0a3a4 + a§a4 + alai
+asa3 + azas}

+(0‘;’)20§’{a1a2 + ajas + azaz + ajay + asay + azas}

—otosoi{ar +ag +az + as} + (05)%03 — 0:1)’(0??)’)2} (G.107)
DEES (ﬁs)_l{ — a}ada}al + o3arasazas{aras + aras + asas + aray

+asay + CL36L4} — a%a§a1a2a3a4{a1 +as + as + CL4}
312 3 312 3¢ 312

+((07)"05 — (03)" — 07(0%)")arazasas
+05f0§{a%a%a3 + a%agag + ala%ag + a%a%a;; + a%a2a3a4 + ala%a3a4

+a%a§a4 + a1a2a§a4 + a%a§a4 + a%agai + ala%ai + a%agaﬁ

+a1a2a3ai + a%agai + alagai + agagai}

3 3¢ 2 2 2 2 2 2
—0203{a1a2a3 + a1asa3 + ajaqsaz + ajasays + a1a564 + ajazaq
2 2 2 2 2
+2aiaza3a4 + a3a3a4 + ajazay + asazay + ajagay + ajazay

+a2a3ai} — (J‘;’)2J§’{a1a2a3 + ayagay + arazay + asasag}

+o3(03)2{ay + a + as + as} — ag(a§)2} (G.108)






Anhang H

Die DSG fiir den ['4-Vertex

Wir notieren hier noch kurz die (in dieser Arbeit nicht benutzte) DSG fiir den
I'4-Vertex. Die anderen DSG finden sich in dem entsprechenden Kapitel.
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Anhang I

Perturbative

Renormierungskonstanten

g% 111Cq — ATrN;

Zy = 1= ; +0(gr),
Zm = 1- (ﬁ;‘)z%JrO(g%),
Zor = 1 (2O o),
Zy = 1+ (57%2% ECG <§ —5R> - %TRNf
Zspp = 1+ (57%2%3;&% + O(gh),

wobei fiir die Eichgruppe SU(N¢) gilt:

Ca = Nc, TR:§7 Cr
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Abkiirzungsverzeichnis

1PI 1-Teilchen-irreduzibel

1PR 1-Teilchen-reduzibel

2P1 2-Teilchen-irreduzibel

BGK  Bewegungsgleichungskondensat (Singular/Plural)
BPHZ Bogoliubov-Parasiuk-Hepp-Zimmermann (-Renormierung)
BRS  Becchi-Rouet-Stora (-Transformation)

BS Bethe-Salpeter (-Kern)

BSG  Bethe-Salpeter-Gleichung (Singular/Plural)

GSL GNU Scientific Library

DSG  Dyson-Schwinger-Gleichung (Singular/Plural)
LGS Lineares Gleichungssystem

MKP  Mechanismus der kompensierenden Pole

MS Minimal Subtraction (-Schema)

NLGS Nichtlineares Gleichungssystem

OPE  Operator-Produkt-Entwicklung

OSB Osterwalder-Schrader-Bedingungen

PBZ Partialbruchzerlegung

QCD  Quantenchromodynamik

QED  Quantenelektrodynamik

RG Renormierungsgruppe

RGG  Renormierungsgruppen-Gleichung (Singular/Plural)
STI Slavnov-Taylor-Identitéten

SKG  Selbstkonsistenz-Gleichungen (Singular/Plural)
Uuv Ultraviolett (-Fixpunkt)
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