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EINLEITUNG

In den Biichern zur Einfiihrung in das Gebiet der Mathematischen Sta-
tistik, wie z.B. (Lehmann, 1986) oder (Witting, 1985), werden in einem ge-
eigneten Sinn optimale Verfahren (Tests, Konfidenzbereiche, Schitzer, ...)
fiir Situationen hergeleitet, in denen man alle Daten, die man aus einem
statistischen Experiment gewinnen kann, zur Verfiigung hat, um die statis-
tische Entscheidung zu treffen. Daher kann man in solchen Situationen das
statistische Experiment erst dann auswerten, wenn das zu untersuchende
Merkmal bei allen Versuchsobjekten festgestellt wurde. In den Bereichen der
Zuverlissigkeitstheorie (engl. Reliability Theory) und Uberlebenszeitanalyse
(engl. Survival Analysis), in denen Lebensdauern beobachtet werden, ist
es allerdings aus Zeit und/oder Kosten und/oder anderen Griinden nicht
erwiinscht, so lange mit der Auswertung des Experiments zu warten, bis bei
allen Versuchsobjekten das zu untersuchende Merkmal festgestellt wurde. In
anderen Situationen wiederum ist es nicht moglich, das zu untersuchende
Merkmal bei allen Versuchsobjekten festzustellen. Auch in diesen Féllen
will man dennoch statistische Aussagen treffen kénnen. Dazu zunéchst drei
Beispiele:

1. Ein Produzent von Kugellagern will die Qualitdt seiner Ware priifen.
Das zu untersuchende Merkmal ist in diesem Fall der Defekt des einzel-
nen Kugellagers. Da die Kugellager aber moglichst lange funktionieren
sollen, kann es sehr lange dauern, bis das jeweilige Kugellager defekt
ist.

2. In einer klinischen Studie werde ein neues Medikament gegen Krebs
untersucht, so dass das zu untersuchende Merkmal in dieser Situation
der Tod des einzelnen Patienten aufgrund von Krebs ist. Einer der Pa-
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Einleitung

tienten der Studie stirbt allerdings bei einem Verkehrsunfall. Hier kann
man das zu untersuchende Merkmal nicht mehr feststellen. Man besitzt
jedoch die Information, dass der Patient nicht vor dem Verkehrsunfall
an Krebs gestorben ist. Diese Information sollte man also ausnutzen.

. In einer klinischen Studie ist es in der Regel nicht so, dass die Pati-

enten alle zum gleichen Zeitpunkt in die Studie aufgenommen werden.
Der Eintrittszeitpunkt des einzelnen Patienten ist eher zufillig iiber
den Versuchszeitraum verteilt. Wird nun das Experiment nach einer
gewissen Zeit abgebrochen, so iibt das Versuchsende die Zensierung
aus.

In Beispiel 1 entdeckt man auf Anhieb (mindestens) zwei Moglichkeiten,

wie man die Laufzeit des Experiments verkiirzen kann. Zum Einen kann

man sich die Laufzeit des Experiments vorgeben, und zum Anderen kann

man sich einen Prozentsatz von Versuchsobjekten vorgeben, die man be-

obachten mochte. Beide Vorgehensweisen fiihren damit in das Gebiet der

geplanten Zensierung. Dabei unterliegen Daten einer geplanten Zensierung,

falls man einen Mechanismus angeben kann, so dass die beobachteten Daten

durch diesen Mechanismus aus den urspriinglichen, nicht beobachtbaren Da-

ten hervorgehen. Die beiden gerade angesprochenen Zensierungsarten kann

man folgendermaflen charakterisieren:

(a)

Vor dem Beginn des Experiments wird ein Zeitlimit C' festgesetzt, nach
dem die Studie beendet wird, egal wie viele oder welche Daten man bis
dahin sammeln konnte. Bei dieser Art der Zensierung hat man also
von allen Versuchsobjekten, die in dem Zeitintervall [0, C] beobachtet
wurden, den genauen Zeitpunkt der Realisierung. Von allen anderen
Beobachtungen ist nur bekannt, dass sie nach dem Zeitpunkt C' reali-
siert werden. Wegen dieser Eigenschaft heifit diese Art der Zensierung
Intervall-Zensierung oder auch Typ I-Zensierung. Wihrend bei dieser
Art der Zensierung die Anzahl der beobachteten Realisierungen zufalls-
abhingig ist, ist dies bei der néchsten Zensierungsart nicht der Fall.

Bei der sogenannten Typ II-Zensierung gibt man vor dem Beginn des
Experiments eine Anzahl h von Daten vor, die man beobachten mochte,
egal wie lange es dauert, diese A Daten zu erheben. In diesem Fall
kann man also die A kleinsten Beobachtungswerte, d.h. die ersten h
Komponenten der Ordnungsstatistik, und die Zensierungsindikatoren



Einleitung

beobachten. Im Unterschied zu Typ I-zensierten Daten steht bei dieser
Art der Zensierung das Ende der Studie nicht fest, sondern hingt vom
Zufall ab. Insbesondere hat man i.a. keine Obergrenze fiir die Dauer
des Experiments gegeben. Dies ist auch der Nachteil gegeniiber Typ I-
zensierten Daten.

Auch die Beispiele 2 und 3 kann man in den Bereich der Zensierung
einordnen:

(c) Bei einer zufilligen Zensierung stellt man sich vor, dass die Beobach-
tungsdaten X; durch sogenannte Zensierungszeiten Y; iiberlagert wer-
den, so dass man nur das Minimum von X; und Y; sowie die Art der
Realisierung, d.h. die Information, ob eine zu untersuchende Beobach-
tung oder eine Zensierungszeit vorliegt, wahrnimmt.

In dieser Arbeit werden im Fall Typ I-, Typ II- bzw. zufillig-zensierter
Daten optimale Testverfahren fiir verschiedene Fragestellungen hergeleitet.
Dazu werden in Kapitel 1 einige Verteilungsklassen vorgestellt, die in der
Praxis benutzt werden, um Lebensdauern von verschiedensten Versuchsob-
jekten zu modellieren. Zu ihnen gehoren die Exponentialverteilungen, die
Weibull-Verteilungen und die Lognormalverteilungen. Auflerdem wird noch
auf den Begriff der Ausfallrate (engl. Hazard Rate) und den der kumulati-
ven Ausfallrate eingegangen. Es wird sich zeigen, dass man mit Hilfe der
(kumulativen) Ausfallrate einige interessante Hypothesen formulieren kann.

Das zweite Kapitel widmet sich der Untersuchung des FEinstichproben-
problems. Genauer geht man davon aus, dass die zugrundeliegenden Be-
obachtungen alle stochastisch unabhéngig sind und der gleichen Verteilung
geniigen, wobei diese Verteilung aus einer vorgegebenen, durch einen reell-
wertigen Parameter 9 beschreibbaren Verteilungsklasse (z.B. der Klasse der
Exponentialverteilungen) stammt. Im Fall einer einseitigen Fragestellung
H:9 <9, K: 9>y dh. bei der Fragestellung, ob die Daten dafiir
sprechen, dass die Versuchsobjekte einen vorgegebenen QQualitdtsstandard
einhalten oder nicht, werden fiir die in Kapitel 1 vorgestellten Verteilungs-
klassen gleichméflig beste bzw. lokal beste Tests zum Niveau a sowohl fiir
unzensierte als auch fiir Typ I- und Typ Il-zensierte Daten hergeleitet.

Fiir die zweiseitige Fragestellung H : ¢ = 0y, K : 9 # 9y, d.h. bei der
Fragestellung, ob die Daten dafiir sprechen, dass die Versuchsobjekte den
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vorgegebenen Qualititsstandard vy besitzen oder nicht, werden gleichmiflig
beste zum Niveau « unverfilschte Tests sowohl im Fall unzensierter als auch
im Fall Typ Il-zensierter Daten hergeleitet. Dabei miissen die Beobach-
tungsdaten im Fall von Typ Il-zensierten Daten einer Exponentialverteilung
geniigen oder aus einer Proportional Hazard Familie zu einem festen Baseline
Hazard stammen.

Der entscheidende Punkt in Kapitel 2 ist allerdings, dass zusétzlich ge-
zeigt wird, dass die oben angesprochenen besten Tests nicht nur beste Tests
im Fall der parametrischen Fragestellung sind, sondern auch gewissen nicht-
parametrischen Optimalititskriterien geniigen. Sie sind unverfilscht fiir eine
grofle Klasse von ,vergleichbaren“ Verteilungen und maximieren die Giite
unter allen unverfilschten Tests auf einer , groflen* Teilklasse der Alternative
gleichméBig (siehe die Sétze 2.3, 2.10, 2.24 und 2.28). Dies sind die glei-
chen Optimalitédtskriterien, die auch der Permutationstest fiir ein Zweistich-
probenproblem erfiillt. Somit kénnen einige Argumente, die hiufig gegen
die Anwendung parametrischer Verfahren vorgebracht werden, im Fall eines
Einstichprobenproblems weitgehend entkréftet werden.

Anschieflend wird in Kapitel 3 der Permutationstest fiir ein Zweistichpro-
benproblem genauer untersucht. Dieser nimmt bekanntlich eine Zwischen-
stellung zwischen den parametrischen Tests und den Rangtests ein. Zum
Einen nutzt er die bei Lebensdauern vorliegende metrische Datenskala voll
aus, und zum Anderen nimmt er die nichtparametrische Fragestellung ernst.
In der Literatur wurden bislang als nichtparametrische Verfahren immer
nur Rangtests fiir die verschiedenen Zensierungsarten hergeleitet (siehe z.B.
(Héjek et al., 1999)). Da in (Gebhard, 1995) allerdings gezeigt werden konn-
te, dass der Permutationstest fiir unzensierte Daten auch gegeniiber der Klas-
se der Exponentialverteilungen und der Klasse der Weibull-Verteilungen, al-
so Verteilungen, die in der Zuverléssigkeitstheorie und Uberlebenszeitanalyse
eine wichtige Rolle spielen, optimal ist (siehe Satz 3.1), liegt es eigentlich na-
he, auch im Fall von zensierten Daten nach optimalen Permutationstests zu
suchen.

Die wesentliche Optimalitdt des Permutationstests fiir unzensierte Da-
ten besteht darin, dass er unter allen unverfdlschten Tests die Giite auf ei-
ner ,groffen® Teilklasse der Alternative gleichméfig maximiert (siehe (3.1)).
Im dritten Kapitel wird gezeigt, dass solch ein Test im Fall von Typ I-,
Typ II- und zufillig-zensierten Daten i.a. nicht ezistiert (siehe die Sétze 3.8,
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3.21 und 3.33). Betrachtet man insbesondere eine Proportional Hazard Fa-
milie zu einem festen Baseline Hazard, so existiert bereits kein Permutations-
test, der gegeniiber zwei Punkten aus dieser Familie optimal ist. Aus diesem
Grund wird daraufhin nach [okal besten Permutationstests gesucht. Dabei
wird gezeigt, dass man an einen beliebigen Baseline Hazard eine Proportional
Hazard Kurve anlegen kann und dann einen gegeniiber dieser Kurve lokal be-
sten Permutationstest findet (siche Satz 3.13, Satz 3.23 und Satz 3.37). Der
so konstruierte Permutationstest hingt dabei aber noch entscheidend von
der Skala des Baseline Hazards ab. Da dies nicht erwiinscht ist, wird diese
Abhéngigkeit mit Hilfe der Plug-In Methode beseitigt. Allerdings verlieren
die so entstehenden Permutationstests ihre Optimalitidtseigenschaften.

Da sich bei der Untersuchung der Permutationstests fiir die verschiedenen
Zensierungsarten herausstellte, dass die Anzahl der nicht zensierten Beob-
achtungen entscheidend in die Priifstatistiken eingeht, wird zum Abschluss
dieses Kapitels gezeigt, dass Tests mit der Anzahl der nicht zensierten Be-
obachtungen als Priifgrofle auch in einem gewissen Sinn optimal sind. Wie
der Vorzeichentest fiir unzensierte Daten erweisen sie sich dann als optimal,
wenn jeder Beobachtung ein anderer QualitéitsmaBstab zugrunde liegt (siehe
Satz 3.41, Satz 3.42 und Satz 3.43).

Um die Giite des Permutationstests mit der des lokal besten Rangtests
und der des optimalen parametrischen Tests vergleichen zu kénnen, werden
in Kapitel 4 Simulationsstudien durchgefiihrt. Dabei wird zuerst die Giite
des Permutationstests mit der des Log-Rangtests und der des optimalen pa-
rametrischen Tests im Fall von exponentialverteilten, unzensierten Daten
verglichen. Dabei zeigte sich kaum einen Unterschied zwischen der Giite des
Permutationstests und der des Log-Rangtests (siehe Abbildung 4.1). Dies
war nach den Untersuchungen in (Gebhard, 1995) nicht zu erwarten. Dort
wurde die Giite des Permutationstests mit der des Wilcoxon-Rangtests ver-
glichen, und es zeigte sich ein deutlicher Giiteabfall. Dazu ist allerdings zu
sagen, dass der Wilcoxon-Rangtest im Gegensatz zum Log-Rangtest keinerlei
Optimalititseigenschaften gegeniiber Exponentialverteilungen besitzt. Auch
im Fall Typ I-zensierter Daten wird darauthin die Giite der in Kapitel 3 vor-
geschlagenen Permutationstests fiir Typ I-zensierte Daten mit der des Log-
Rangtests fiir Typ I-zensierte Daten verglichen. Dabei ist erneut kaum ein
Unterschied zwischen den beiden Giitefunktionen zu erkennen (siehe die Ab-
bildungen 4.2 und 4.3). Da man die Permutationstests als die bestmdoglichen
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nichtparametrischen Verfahren und somit als Messlatte fiir die Rangtests
ansehen kann, kann als Zwischenresultat festgehalten werden, dass die An-
wendung von lokal besten Rangtests empfohlen werden kann. Diese besitzen
dabei meist auch noch breite Optimalitdtseigenschaften, insbesondere bei
gegen oo laufender Stichprobengrofle.

In den bisherigen Situationen wurde immer nur eine geplante Zensierung
benutzt, um die Laufzeit des zugrundeliegenden Experiments zu verkiirzen.
Héngt die Lebensdauer der Versuchsobjekte jedoch von bestimmten Stressfak-
toren ab, so kann die Laufzeit des Experiments auch dadurch verkiirzt wer-
den, dass man die Versuchsobjekte unter einem hoheren Stress beobachtet.
Ein typisches Beispiel wire die Untersuchung von Stromkabelisolierungen.
Hier héngt die Lebensdauer von der Stromspannung ab (siehe Tabelle 5.1).
Bei diesen Untersuchungen muss dann natiirlich die Verteilung der Versuchs-
objekte unter den verschiedenen Stressfaktoren bekannt sein. Dabei haben
sich vor allem das Proportional Hazard Model und das Accelerated Failure
Time Model als niitzlich erwiesen. Im Proportional Hazard Model wirkt sich
der Stress multiplikativ auf die Ausfallrate aus, und im Accelerated Failure
Time Model wirkt sich der Stress multiplikativ auf die Lebenszeit aus (siehe
(5.4) bzw. (5.2)). Der multiplikative Zusammenhang ist dabei oft bis auf
einen Parameter § bestimmt (siehe (5.6) und (Nelson, 1990)), so dass man
diesen Parameter als Widerstandsfahigkeit gegeniiber den Stressfaktoren und
somit als Giitemaflstab ansehen kann. In Kapitel 5 werden [okal gleichmdfig
beste Rangtests fiir Hypothesen iiber diesen Parameter 3 sowohl fiir unzen-
sierte als auch fiir Typ II-zensierte Daten hergeleitet (siehe die Sétze 5.6 bis
5.9). Fiir Typ I-zensierte Daten werden entsprechende naheliegende Rang-
tests vorgeschlagen (siehe Satz 5.10 und Satz 5.11). Ahnliche Ergebnisse
erhilt man auch fiir den Fall, dass der zu untersuchende Parameter # mehr-
dimensional ist (siehe die Sdtze 5.12 bis 5.14).

Abschlielend werden Situationen betrachtet, in denen die Versuchsobjek-
te nicht mehr unter konstanten Stressfaktoren beobachtet werden miissen.
Im Step-Stress Accelerated Failure Time Model sind die Stressfaktoren im-
mer nur in gewissen Zeitabschnitten als konstant angenommen (siehe (5.13)).
Auch in diesem Fall lassen sich Rangtests fiir den oben angegebenen Para-
meter (3 rechtfertigen (siehe die Sdtze 5.16 bis 5.18).

Das letzte hier behandelte Problem ist das Problem der Konkurrierenden
Risiken (engl. Competing Risks). Dieses kann man anschaulich an einem
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einfachen Beispiel beschreiben: Bei einem Elektrogeritehersteller beschwe-
ren sich die Kunden dariiber, dass die Gerite nicht lange genug halten. Der
Hersteller stellt die Geréte jedoch nicht komplett selbst her, sondern er setzt
nur die von verschiedenen Firmen produzierten Komponenten zusammen.
Um nun der Beschwerde nach zu gehen, merkt er sich, wie lange die Geréte
funktionsfahig waren und welches Bauteil den Fehler verursacht hat. Unter-
sucht werden soll in so einer Situation natiirlich das Verhiltnis der Verteilun-
gen der verschiedenen Komponenten zueinander. In Kapitel 6 werden (lokal)
gleichmdf$ig beste Rangtests fiir solche Situationen sowohl fiir unzensierte als
auch fiir Typ I- und Typ Il-zensierte Daten hergeleitet. Im Gegensatz zu
allen anderen fiir diese Situation vorgeschlagenen Rangtests wurde das Test-
problem hier erst durch eine suffiziente Statistik vereinfacht. Dabei stellte
sich heraus, dass im Proportional Hazard Model bereits die Anzahl der durch
die verschiedenen Risiken verursachten Ausfille eine suffiziente Statistik ist.
Da diese aber eine Multinomialverteilung besitzt, war es moglich, sowohl
gleichmifig beste einseitige als auch gleichméfig beste zweiseitige Rangtests
herzuleiten (siche die Sétze 6.5, 6.6 sowie 6.15 und 6.16). Auflerdem wird
ein x2-Test fiir die Fragestellung vorgeschlagen, wie die einzelnen Risiken
anteilsmissig an der kumulativen Ausfallrate des gesamten Systems beteiligt
sind. Auch ein Regressionsproblem fiir einen Lokationsparameter wird im
Fall unzensierter und Typ-II zensierter Daten optimal geldst (siehe Satz 6.7
und Satz 6.11). Fiir Typ-I zensierte Daten wird in Satz 6.18 ein naheliegender
Test angegeben werden.
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Kapitel 1

AUSFALLRATEN, KUMULATIVE AUSFALLRATEN
UND LEBENSDAUERVERTEILUNGEN

Im ersten Kapitel sollen einige Lebensdauerverteilungen anhand ihrer
Ausfallraten vorgestellt werden. Diese finden sich auch in jedem Buch zu
den Themen der Uberlebenszeitanalyse und Zuverldssigkeitstheorie, wie z.B.
(Kalbfleisch and Prentice, 1980), (Mann et al., 1974) und (Lawless, 2003)
oder in den Enzyklopédien (Johnson et al., 1994) und (Johnson et al., 1995).
Um jedoch auf Aussagen iiber diese Verteilungen verweisen zu koénnen und
um herauszustellen, auf welche Probleme die spéiter hergeleiteten Tests an-
gewendet werden konnen, sollen die M\-Dichten, Verteilungsfunktionen, Aus-
fallraten und kumulativen Ausfallraten der wichtigsten Verteilungen an die-
ser Stelle angegeben werden. Auflerdem findet sich in diesem Kapitel noch
ein Lemma, das die herausragende Stellung der Exponentialverteilungen in
diesem Kontext betont und zeigt, wie man Ergebnisse fiir Exponentialvertei-
lungen auf andere Verteilungsklassen verallgemeinern kann.

Zuerst soll nun der Begriff der Ausfallrate definiert werden: Bezeichne
X : (9,2 P) — (Ry,B,) eine nicht negative Zufallsgrofie! und F(t) :=
P(X < t) die dazugehorige Verteilungsfunktion. Modelliert X z.B. den To-
deszeitpunkt eines Patienten in einer Krebsstudie, so beschreibt F(t) :=
1 — F(t) = P(X > t) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Patient zum
Zeitpunkt t noch lebt. F wird daher auch Uberlebensfunktion genannt. Vor-
erst sei angenommen, dass F' absolut stetig ist mit M\-Dichte f und das

!Da Lebensdauerdaten immer Zeiten angeben, ist dies eine naheliegende Annahme.

9



1 Ausfallraten, kumulative Ausfallraten und Lebensdauerverteilungen

F(t) >0 Vt>0 gilt. Unter diesen Annahmen definiert man die Ausfallra-
te X\ dieser Verteilung durch

AP = 1 P<X<t+AX>1) | FE+A)-FF) _ f(1)
(t) = lim A TAD AQ-F®)  1-F()

Im Englischen wird A auch als Hazard Rate oder Failure Rate bezeichnet. Den
Namen Ausfallrate kann man z.B. folgendermafien begriinden: Modelliert X
einen Todeszeitpunkt, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Todeszeitpunkt
in das Intervall [¢,¢ + A] fillt, falls der Patient zum Zeitpunkt ¢ noch lebt,
fiir ,kleine* A ungefihr durch AA(t) gegeben.

Mindestens ebenso wichtig ist allerdings die kumulative Ausfallrate

A(t) = /(Ot))\(s) d»(s):/m)lf(i]‘%d»(s).

Unter den obigen Annahmen erhélt man sofort die Beziehung
At) = —In(1 — F(t)) = —In(F(t)) (1.1)

oder anders ausgedriickt

F(t)=1-F(t) =exp (—A(t)) = exp <— /(0 ) A(s) d%(s)) : (1.2)

Kombiniert man diese Beziehung mit der Definition der Ausfallrate, so
erhilt man fiir die \-Dichte von X den Ausdruck:

f(t) = At) exp(—=A(t))L0,00) (1)

(1.3)
— A(f) exp (— / AGs) d»(s)> 0.0 (1)-
(0,¢)
Desweiteren ist diese Beziehung auch umkehrbar: Definiert man f entspre-
chend (1.3), so ist A die Ausfallrate und A die kumulative Ausfallrate der
Verteilung von f.

In der nichtparametrischen Statistik werden héufig stetige und nicht nur
N-stetige Verteilungen betrachtet. Dabei kann man allerdings bei analoger
Definition der Ausfallrate auf Probleme stoflen. Daher nimmt man die Be-
ziehung (1.1) zur Hilfe:

1.1 Definition (KUMULATIVE AUSFALLRATE) Fiir eine stetige Verteilungs-
funktion F' mit F'(0) = 0 ist die kumulative Ausfallrate durch

A() = —In(1 — F(t)) = — In(F(#))

10



1 Ausfallraten, kumulative Ausfallraten und Lebensdauerverteilungen

gegeben. Offenbar ist mit F' auch A wieder eine stetige Funktion mit A(0) =0
und lim;_,, A(t) = co. Da die Konstanzbereiche von A genau die Konstanz-
bereiche von F sind, ist A weiterhin Pp-f.s. streng monoton wachsend.? Au-
Berdem ist eine Verteilung durch die dazugehorige kumulative Ausfallrate
eindeutig festgelegt. ]

Héaufig wird die kumulative Ausfallrate einer stetigen Verteilung F' durch

1
M= [
0=[ T=F®P

definiert. Mit Hilfe von (Schmitz, 1995, Seite 51, Lemma (3.15)) zeigt man
jedoch sofort, dass beide Definitionen iibereinstimmen.

Von eigenstindigem Interesse sind die drei folgenden Arten von Ausfall-
raten:

(a) A ist monoton wachsend;
(b) A= Xo, Ao € Ry, d.h. A ist konstant;
(c) A ist monoton fallend.

Verteilungen mit monoton wachsenden (bzw. fallenden) Ausfallraten werden
als Increasing (bzw. Decreasing) Failure Rate Verteilungen, kurz IFR- (bzw.
DFR-) Verteilungen bezeichnet. IRF-Verteilungen treten z.B. bei Krebs-
oder AIDS-Studien auf, wihrend DFR-Verteilungen eher bei einer Studie
iiber Herztransplantationen anzutreffen sind. Es haben sich allerdings auch
andere Klassen von Ausfallraten als niitzlich erwiesen (siehe z.B. (Barlow and
Proschan, 1975)). Die obigen Klassen haben den Vorteil, dass sie sich ma-
thematisch oft einfach behandeln lassen. In der Realitét ist die Ausfallrate
hdufig nicht monoton. Sie hat eher eine U-Gestalt. Zu Beginn existieren oft
,Kinderkrankheiten“, die dann mit der Zeit verschwinden, d.h. die Ausfallra-
te ist am Anfang monoton fallend und dann eine gewisse Zeit lang konstant.
Ab einem gewissen Zeitpunkt machen sich dann , Alterungserscheinungen*
bemerkbar, so dass die Ausfallrate ab diesem Zeitpunkt wichst.

2Ist keine Verwechslung moglich, so wird das von X induzierte Wahrscheinlichkeits-
mafl PX mit P bezeichnet. Falls keine ZufallsgroBe gegeben ist, so bezeichnet Pr das
Wahrscheinlichkeitsma auf (R, B), das zu der Verteilungsfunktion F' gehort.

11
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ABBILDUNG 1.1: Eine U-férmige Ausfallrate und die dazugehorige Dichte.

Der Schnitt der Klasse der IFR-Verteilungen mit der Klasse der DFR-
Verteilungen besteht genau aus den Verteilungen mit konstanter Ausfallrate.
Dies sind nach (Alsmeyer, 2000, Seite 146, Satz 31.6) die Ezponentialvertei-
lungen:

1.2 Definition (EXPONENTIALVERTEILUNG) Die Ausfallrate der Exponen-
tialverteilung mit dem Parameter 6 (kurz Exp(f), 6 > 0) ist durch

At):==60 Yt>0

gegeben. Somit hat die kumulative Ausfallrate die Gestalt A(t) :== 60t V¢ >
0. Nach (1.2) ergibt sich damit die Uberlebensfunktion zu F(t) := exp(—6t)
V¢ >0, und man erhilt nach (1.3)

dExp(0)
AN

als N\-Dichte von Exp(f) (siehe Abbildung 1.2). Da die Ausfallrate im Zeit-
ablauf konstant ist, beschreiben Exponentialverteilungen gerade Objekte, die

(£) 1= 0 exp(—0t)1 (g 00 (1)

nicht ,altern“ bzw. keine Verschleiflerscheinungen zeigen. Exponentialvertei-
lungen werden allerdings auch hiufig eingesetzt, wenn diese Situation nicht
vorliegt, da man bei dieser Verteilungsannahme oft zu konkreten Ergebnissen
gelangen kann. [

Die Exponentialverteilungen lassen sich in die folgende, oft benutzte Klas-
se von Verteilungen einbetten:

1.3 Definition (WEIBULL-VERTEILUNG) Die Ausfallrate der Weibull-Ver-
teilung mit den Parametern x und n (kurz W(k,n), k,n > 0) hat die Gestalt

At) == nr(nt)=™! Vit>0.

12



1 Ausfallraten, kumulative Ausfallraten und Lebensdauerverteilungen

ABBILDUNG 1.2: Dichte, Verteilungsfunktion, Ausfallrate und kumulative
Ausfallrate einer Exp(0.5)- (———), Exp(1)- (—) und Exp(2)-Verteilung (—).

Danach ergibt sich die kumulative Ausfallrate zu A(t) := (nt)® V¢ > 0, und
man erhilt als Uberlebensfunktion nach (1.2) gerade F'(t) := exp(—(nt)*) V
t > 0. Weiter ist die M-Dichte nach (1.3) durch

dW(k,n)

e (0) = ()" exp (= (111)")L0.00) (1)

gegeben. Fiir einige Beispiele siehe Abbildung 1.3. Wie bereits erwéhnt,
beinhaltet die Klasse der Weibull-Verteilungen die Exponentialverteilungen
(es gilt W(1,n7) = Exp(n)). Offenbar ist x der Form- und »n der Skalen-
parameter dieser Verteilungsklasse. Wie man unmittelbar einsieht, gehort
die W(k, n)-Verteilung fiir k > 1 zu den IFR-Verteilungen und fiir k < 1
zu den DFR-Verteilungen. Weibull-Verteilungen werden beispielsweise be-
nutzt, um die Lebensdauern von Kugellagern und elektronischen Bauteilen
wie Kondensatoren zu beschreiben. |

Die néchste Verteilungsklasse besitzt ihre Rechtfertigung im sogenannten
Proportional Hazard Model (siehe (Cox, 1972)).

1.4 Definition (PROPORTIONAL HAZARD FAMILIE) Die Proportional Ha-
zard Familie entsteht, in dem man sich eine Ausfallrate g vorgibt (den so-

13



1 Ausfallraten, kumulative Ausfallraten und Lebensdauerverteilungen

8
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- 4
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ABBILDUNG 1.3: Dichte, Verteilungsfunktion, Ausfallrate und kumulati-
ve Ausfallrate einer W(0.75,1)- (—), W(1.5,1)- (- — —) und W(2.25,1)-
Verteilung (—).

genannten Baseline Hazard) und dann diese Ausfallrate mit Skalaren multi-
pliziert. Die Ausfallrate der Verteilung P, (n > 0) ist demnach durch

M) = nho(t) ViE>0 (1.4)

und die kumulative Ausfallrate durch A(t) := nA¢(t) ¥V ¢ > 0 mit Ag(t) =
f(O,t) Ao(s) dN(s) gegeben. Ist nun \g stiickweise stetig, so ergibt sich nach
(1.2) die Uberlebensfunktion und nach (1.3) die MN-Dichte zu F(t) :=
exp(—nAo(t)) Vit >0 bzw.

dP,

L) = mhot) exp (—no(1)) Lo (1) (1.5)

Wihlt man beispielsweise A\o(t) = t*~!, so erhilt man die Weibull-Verteilun-
gen mit dem Formparameter x. Man kann als Baseline Hazard aber auch
eine Exponentialfunktion oder eine wie oben erwéhnte U-férmige Funktion
nehmen. In manchen Féllen wird der Baseline Hazard auch als stiickweise
konstant angenommen. Es sei allerdings angemerkt, dass durch dieses Vor-
gehen i.a. keine Skalenfamilie generiert wird, da sich die Ausfallrate bei einer
Skalenfamilie anders als in (1.4) angegeben transformiert (siehe (5.3)).

14
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Fiir testtheoretische Fragestellungen ist es wichtig festzustellen, dass die
Klasse von Wahrscheinlichkeitsverteilungen {P, : ne€ I} (0 # 1 CR) eine
einparametrige Exponentialfamilie in —n und Ay bildet. Somit ist Ay eine
fiir diese Verteilungsklasse suffiziente Statistik. Nach Korollar 1.7 reicht es
daher in manchen Fillen aus, nur Exponentialverteilungen zu betrachten. m

Ermiidungsrisse in Metallen oder Lebensdauern von Halbleitern und Di-
oden werden oft durch Lognormalverteilungen modelliert:

1.5 Definition (LOGNORMALVERTEILUNG) Eine mit den Parametern a und
o? lognormalverteilte Zufallsgrofe (kurz LogN(a,0?), a € R, o% > 0)
erhilt man, in dem man eine mit den Parametern a und o¢? normalver-
teilte ZufallsgroBe (kurz N'(a,0?)) nimmt und auf diese die Exponential-
funktion anwendet. Bezeichnet ¢(t) := exp(—22/2)/v/27 die M\-Dichte und
O(t) = f(foo,t} ¢(x) dW(x) die Verteilungsfunktion der Standardnormalver-
teilung, so erhilt man

%W(t) :zécﬁ (W%) 1(0,00)(t)

o (5 (252 Yoo

als M\-Dichte und F'(t) := ®((In(t) — a)/o) als Verteilungsfunktion der Log-
normalverteilung. Es kann gezeigt werden, dass die Ausfallrate stets ein

Maximum annimmt und fiir ¢ gegen oo monoton gegen 0 strebt. Fiir einige
Beispiele siehe Abbildung 1.4. ]

Bekanntlich besitzt die Zufallsgrofle F' o X fiir eine beliebige Zufalls-
grofe X mit stetiger Verteilungsfunktion F' eine 2R(0,1)-Verteilung. Das
folgende Lemma zeigt, wie diese Zufallsgroflie X auf die Verteilung der Zu-
verldssigkeitstheorie standardisiert werden kann. Diese Standardisierung kann
auch als eine Art Zeittransformation angesehen werden.

1.6 Lemma Sei X eine nach F verteilte Zufallsgrifie (F' stetig mit F'(0) =
0), A die entsprechende kumulative Ausfallrate und Y eine Exp(1)-verteilte
Zufallsgréfie. Dann gilt:

(a) Ao X geniigt einer Exp(1)-Verteilung.

(b) Ist A=1 die Pseudo-Inverse von A, so ist A=' oY nach F verteilt.
15



1 Ausfallraten, kumulative Ausfallraten und Lebensdauerverteilungen

A(t) A(t)

ABBILDUNG 1.4: Dichte, Verteilungsfunktion, Ausfallrate und kumulative
Ausfallrate einer LogN(0,0.5)- (—), LogN(0,1)- (- - —) und LogN(0, 2)-
Verteilung (—).

BEWEIS: Fiir den ersten Teil benutzt man im wesentlichen nur die Tatsa-
che, dass F o X einer JR(0, 1)-Verteilung geniigt (siehe z.B. (Schmitz, 1995,
Seite 51, Lemma (3.15))):

PAoX<t)=P(-In(1-FoX(t)<t)=P(1-FoX >e")
=P(FoX<l-e"=1-¢" Vi>0.

Der zweite Teil folgt auf dhnlichem Weg aus (Schmitz, 1995, Seite 49,
Lemma (3.13)). O

Als Anwendung fiir die Proportional Hazard Familie erhédlt man sofort
das folgende Korollar:

1.7 Korollar Ist P, wie in (1.5) verteilt, so besitzt P eine Exp(n)-Vertei-
lung. Insbesondere gilt also: Besitzt X eine W(k,n)-Verteilung, so besitzt
X" eine Exp(n®)- Verteilung.

Desweiteren wird hiufig die Gammaverteilung benotigt. Es wird sich zei-
gen, dass die kritischen Werte der parametrischen Tests oft durch die Fraktile
der Gammaverteilung gegeben sind.

16
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ABBILDUNG 1.5: Dichte, Verteilungsfunktion, Ausfallrate und kumulative
Ausfallrate einer 'y 51- (—), 21~ (- — —) und 'y ;-Verteilung (—).

1.8 Definition (GAMMAVERTEILUNG) Die M-Dichte einer Gammavertei-
lung mit den Parametern { und 3 (kurz I'c g, &, 8 > 0) ist durch

dlep B

Ty (1) = F(g)tg_lexp(—ﬁt)lm,oo)(t)

gegeben. Einige Beispiele finden sich in Abbildung 1.5. Fiir € < 1 gehort
die Gammaverteilung zu den DFR-Verteilungen und fiir £ > 1 zu den IFR-
Verteilungen. Gammaverteilungen lassen sich besonders einfach falten. Es
gilt némlich: T¢, g * I'e, 5 = D 1e,8. Da weiter Exp(0) = 'y gilt, ist ins-
besondere die n-fache Faltung einer Exp(6)-Verteilung eine Iy, o-Verteilung.
Aus diesem Grund besitzen die Priifstatistiken der parametrischen Tests oft
eine Gammaverteilung (siehe Korollar 1.7). Lebensdauerdaten werden aller-
dings eher selten mit Gammaverteilungen modelliert. [ |
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Kapitel 2

NICHTPARAMETRISCHE

OPTIMALITATSEIGENSCHAFTEN OPTIMALER
PARAMETRISCHER TESTS

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, dass die (z.B. nach (Lehmann, 1986,
Kapitel 3 und 4) und (Witting, 1985, Kapitel 2)) wohlbekannten, gleichméfig
besten Tests zum Niveau « fiir einseitige Testprobleme mit isotonem Dich-
tequotienten oder gleichméflig besten zum Niveau o unverfilschten Tests fiir
zweiseitige Testprobleme bei Vorliegen einer einparametrigen Exponentialfa-
milie unter gewissen Bedingungen an die Gestalt des Tests auch nichtpara-
metrischen Optimalitdtsbedingungen geniigen.

Die von (Fisher, 1935) und (Pitman, 1937) vorgeschlagenen Permuta-
tionstests besitzen im wesentlichen zwei nichtparametrische Eigenschaften
(siche (Gebhard, 1995)):

(a) Sie sind zum Niveau « unverfilscht fiir groffe nichtparametrische Hy-
pothesen.

(b) Sie maximieren unter allen zum Niveau « unverfilschten Tests die Giite
auf einer Teilklasse der Alternative gleichméfig.

Es wird nun gezeigt, dass die oben angesprochenen Tests ebenfalls die Be-
dingungen (a) und (b) erfiillen. Man kann sie quasi als Analoga der Permu-
tationstests fiir das Einstichprobenproblem ansehen. Somit kénnen einige
Argumente, die immer gegen die Anwendung parametrischer Verfahren ang-
bracht werden, teilweise entkriftet werden.
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2 Nichtpar. Optimalitdtseigenschaften optimaler par. Tests

2.1 EINSEITIGE HYPOTHESEN

Dieser Abschnitt widmet sich der Untersuchung von einseitigen Hypothesen.
Hat man es mit einem parametrischen Problem zu tun, so gilt beispielsweise:

H:’l9§’l90, K: 9> ,.
2.1.1 UNZENSIERTE DATEN

Als erstes wird eine Characterisierung der <-Ordnung® benétigt (siehe (Wit-
ting and Miiller-Funk, 1995, Seite 483, (7.1.35)) oder (Shaked and Shanthi-
kumar, 1993, Seite 4, 1.A.7)):

2.1 Lemma Seien Fi, Fy, zwei Verteilungsfunktionen. Dann gilt:

/h dPp, > /h d Py, fir alle isotonen,

beschrankten Funktionen h : (R, B) — (R, B).

P <4 F) <= (2.1)

Also gilt Fy <4 Fy genau dann, wenn (2.1) gilt und es eine Funktion h gibt,
fir die die Ungleichung (2.1) strikt erfillt ist.

Mit Hilfe dieses Lemmas kann man ein erstes Unverfialschtheitsresultat
herleiten:

2.2 Lemma Seien Fy, eine Verteilungsfunktion und ¢* ein Test mit Ep, (%)
a, so dass die Funktionen x; — ¢*(x) bei festen x;, j # i, isoton sind
< i < n). Dann ist ¢* auch ein zum Niveau o unverfilschter Test fir
F g Fyyy K:F <y Fy,.

=l

BEwWEIS: Fiir jedes F' € H gilt F' =g Fy, und daher:

/ / (@1, 2p) dPp(2n) - -+ dPp(21)
/ // (1, .., @) dPp, (n) dPp(2y-1) - -+ dPp(1)

nach (2.1) mit h(y) = ©*(x1, ..., 2p_1,Yy)

IEs gﬂt F g Fy <= Fl(t) < Fz(t) Vte Rund Fi <4 F» < F <5t Fo und

20



2.1 Einseitige Hypothesen

g/---///go*(xl,...,l‘n)

dPF% (.’L‘n) dPF% ({17",1) dPF(!l?n,Q) te dPF(!El)

nach (2.1) mit h(y) = /go*(xb ey T2, Y, Tn) dPp,, ()

/ / (21, 20) dPr, () -+ dPp, (1)
EF%(

Der Fall F € K wird analog behandelt. O

Beziiglich der Optimalitédtseigenschaften gilt:

2.3 Satz Sei P = {qun) eO®=H+ K} eine Klasse von Verteilungen,

so dass J = HNK = {W} gilt (wobei ~ den Rand bzgl. der Metrik der
gleichmdfigen Konvergenz bezeichnet®) und sei ©* ein gleichmdfSig bester auf
J a-dhnlicher Test fir H gegen K der Form

1 >
O (x) = ¢ v falls Yo Vi(w) = ¢, (2.2)
0 <

wobet die V; isotone Funktionen seien. Dann gilt:

(a) ©* mazimiert die Giite auf®

K:= {ﬁ Verteilung auf (R, B) : L) 5y st
190 )

pég) + P™ _fs. isoton in Z ‘/z(xl)}

1=1

unter allen auf J a-dhnlichen Tests gleichmdfsig.

2Falls mit der Metrik der gleichmiifligen Konvergenz gearbeitet wird, wird immer der
Raum {Py : ¥ € © = H + K} zugrundegelegt.

3LP§E),ﬁ(n) bezeichnet den Dichtequotienten von P® bzgl. Pég) (siehe (Witting, 1985,
Seite 112, (1.6.28)).
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2 Nichtpar. Optimalitdtseigenschaften optimaler par. Tests

() Gt HNK = KNH =0, so ist ¢* ein zum Niveau o unverfélschter
Test fiir die Hypothesen HUH gegen K U K welcher die Giite auf
K, :=KU (K N K) unter allen zum Niveau o unverfdlschten Tests fiir
HUH gegen K U K gleichmafig maximaiert.

©* 15t also ein gegen K1 gleichmdjig bester zum Niveau o unverfilschter Test
furHUH gegenKUK

BEWEIS:

(a) Fiir P € K betrachte man die einfachen Hypothesen {ng)} , {15(")}.
Nach dem einfachen Neyman-Pearson Lemma ist ¢* ein bester Test
zum Niveau « fiir diese Hypothesen. Also maximiert ¢* die Giite auf
K unter allen auf J a-&hnlichen Tests gleichméfig.

(b) Wegen der Form des Tests kann Lemma 2.2 angewendet werden. Ein
Vergleich mit dem Test ¢, = « zeigt, dass jeder gleichméBig beste auf
J a-dhnliche Test unverfilscht fiir H gegen K ist. Also ist ¢* ein zum
Niveau o unverfilschter Test fir H U H gegen K U K.

(c¢) Unter der Metrik der gleichméfigen Konvergenz ist die Giitefunktion
eines jeden Tests stetig. Also ist jeder zum Niveau « unverfilschte Test
fiir HU H gegen KUK auf

J:=HUHNKUKD {9} =1J
a-&hnlich (siehe (Witting and Nolle, 1970, Seite 117, Satz 3.12)).

Zusammengenommen liefern (a), (b) und (¢) die Behauptung. O

Eine interessante Anwendung ist die Folgende: Sei ‘3 eine einparametri-
sche Klasse von Verteilungen und H : ¢ < 9y, K : ¢ > ¥y einseitige
Hypothesen. Falls ein gleichméBig bester a-dhnlicher Test ¢* der Form (2.2)
existiert, so ist ¢* bereits ein zum Niveau « unverfilschter Test fiir die nicht-
parametrischen Hypothesen HUﬁ, KUK und maximiert die Giitefunktion
auf der nichtparametrischen Alternative K, gleichméBig.

Im Anschluf} soll eine Anwendung angegeben werden, die viele wichtige
parametrische Verteilungsklassen als Beispiele enthélt.
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2.1 Einseitige Hypothesen

2.4 Korollar Seien X1,..., X, eine Folge von i.i.d. Zufallsgrifsen mit Ver-
teilungsfunktion F und {]Pf;l s e ]R} eine einparametrige Exponen-
tialfamilie in ¥ und V', wobei V' isoton sei. Weiter sei

1 >
O (x) =¢ v falls Y V(z) = ¢
0 <

ein gleichmdfig bester auf {9y} a-dhnlicher Test bzw. gleichmdfig bester Test
zum Niveau v fir

H:9 <9y gegen K :1 >, 1906é

(siehe (Witting, 1985, Seite 210, Satz 2.24)). Dann ist ©* auch unverfilscht
zum Niveau v fir

H:F =st Fy,  gegen K:F st F,

und mazimiert die Giitefunktion auf K N I~{(2 K) gleichmafsig.

BEwEIs: Da V isoton ist, besitzt {]Pffl e C ]R} einen isotonen
Dichtequotienten in idg. Damit gilt nach (Witting, 1985, Seite 214, Satz 2.28

¢)):
Fﬁl ~st F192 V 9y > 1. (23)

Hieraus folgt HU H=Hund KUK = K.
Falls nun noch gezeigt werden kann, dass

HNK = {¢}

gilt, kann Satz 2.3 angewendet werden. Da )y € H ist, reicht es, 9y € K zu
zeigen, damit 9y € HN K gilt. Nach Voraussetzung existiert ein o-endliches
Maf} p mit:

_dpy?
=

fo(x) : (x) = C(9) exp(IV (x)).

Wegen 9y € O existiert weiter eine Folge (J,),en in K mit 9,, — 3y und
n—oo
somit fy, — fg, p-f.s.. Daher gilt nach (Witting and Noélle, 1970, Seite 54,
n— 00
Hilfssatz 2.13 a) und b)):
d (P, Pyt) := sup [Py (B) — Py(B)| — 0, (2.4)
BeB

n—o0
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2 Nichtpar. Optimalitdtseigenschaften optimaler par. Tests

also Yy € K.

Ist nun umgekehrt J € H N K, so existiert eine Folge (Yn)nen in H mit
d (IPffl,IP)fl) —+ 0 und eine Folge (J,)ney in K mit d (IP)fl, 1Pi‘1) 0.
n ] n—00 On 9 n—00

Da 9,, € H gilt, folgt nach (2.3):
Fy,(x) > Fyy(x) VaeR, also Fj(z) = lim Fy, (z) > Fy,(x) Yz eR,

n—0o0

falls man fiir jedes € R in (2.4) B = (—o0, ] einsetzt. Analog erhélt man
aus 9, € K:

F5(x) < Fyy(x) Vo € R und somit F(zx) = Fy,(x) VaeR,
was nichts anderes als 9 = Yo bedeutet. O

Im Fall einer einparametrigen Exponentialfamilie enthélt KnK einige
interessante Verteilungsklassen, die nicht in K enthalten sind. Insbesondere
sind immer die Mischungen

k
k .
ﬂi>071§2§k7 ﬁzzl
Pﬂﬂl ::Zﬂipm : ;
= n; >y, 1<i<k, Jj:m; >0

(von Verteilungen aus {P)* : 9 >d,}) in KNK enthalten. Offenbar ist die
Verteilungsfunktion von Pg, durch Zle BiF,, gegeben und fiir jeden Test ¢
gilt Es,(p) = 2F 8 B, (). Also folgt die Behauptung aus (2.3) und da

E,, (p) fiir alle n; > ¥y durch ¢* maximiert wird.

Die wohl wichtigste Anwendung von Korollar 2.4 ist:

2.5 Beispiel (EINSEITIGER GAUSS-TEST) Seien X1, ..., X, stu. N(a,03)-
verteilte Zufallsgréfien, a € R beliebig, o7 > 0 fest. In diesem Fall kann
Korollar 2.4 mit ¥ = a/of und V' = idg angewendet werden. Demnach ist
der einseitige Gauf3-Test

1 >
n i—0o03
pe(x) = falls >0, x\/ﬁﬁ—o‘) Uq
0 <

(uq bezeichnet das a-Fraktil der A/(0, 1)-Verteilung) zum Niveau « unverfélscht
fiir die Hypothesen

H:F ~st Fy, gegen K:F =<st P,
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2.1 Einseitige Hypothesen

und maximiert die Giitefunktion auf KN K D K gleichméBig.

In KNK sind zumindest A (X7, 59, 3.1, B202)-Verteilungen enthalten
(0; > Yo, >, Bi = 1). Die Klasse der abgeschnittenen Normalverteilungen
ist in K enthalten:

dP, , 1 2709 2
{P o © (@) == em =0, o) (),
X V2o, (1 _ (ﬂ))

g0

77>79003, VE]R}QK.

Weiter ist die Klasse der abgeschnittenen Normalverteilungen mit variieren-
den Varianzen in K enthalten:

dPp, > v R
{Pn2 : d;\Z (x) := V 27r776(mﬂoaé)zmnzl(ﬂoaém)(x)a > OS} c K.

Beide Klassen gehdren allerdings nur genau dann zu K, wenn n = 1 gilt. In
gleicher Art und Weise kann man Teilklassen von H finden. &

Liegen keine Normalverteilungen, sondern Exponentialverteilungen vor,

so gilt:

2.6 Beispiel (EINSEITIGER EXPONENTIALTEST) Seien Xj,..., X, stu.
Exp(0)-verteilte ZufallsgroBen, # > 0 beliebig. In diesem Fall kann Ko-
rollar 2.4 mit ¥ = —# und V = idr angewendet werden. Demnach ist der

einseitige Exponentialtest

1 >

op(z) == falls >0 | x; c*
0 <

(¢* bezeichnet das a-Fraktil der Iy, _y,-Verteilung) zum Niveau « unverfélscht
fiir die Hypothesen

H:F ~st Iy, gegen K:F st P,

und maximiert die Giitefunktion auf K N K D K gleichméfig.
Hier ist in K zumindest die Klasse der verschobenen Exponentialvertei-
lungen

dp,,
{Pn,u : d;& (z) = e, ) (z), 0<n< —dy, v> 0}

25



2 Nichtpar. Optimalitdtseigenschaften optimaler par. Tests

und die Klasse der verschobenen Weibull-Verteilungen

dPp, udld k=1 _—(n(z—v))~
{ Py P2 ) s et = )0 1),

0<k<l1, 0<n®< =1, yzl}

enthalten. Beide Klassen sind allerdings genau dann in K enthalten, wenn
n =1 gilt. &

Als Verallgemeinerung erhilt man damit fiir das Proportional Hazard
Model zu einem festen Baseline Hazard:

2.7 Beispiel (EINSEITIGER PROPORTIONAL HAZARD TEST) Seien X, . ..
X, stu. Zufallsgroflen, die von dem gleichen stiickweise stetigen Baseline
Hazard A generiert wurden (siehe (1.5)). In diesem Fall kann Korollar 2.4

Y

mit ¥ = —n und V = A angewendet werden. Demnach ist der Test
1 >
epr(T) = falls 3271 Ao(x:) c*
0 <

(¢* bezeichnet das a-Fraktil der I',, _y,-Verteilung, siehe Korollar 1.7) zum
Niveau « unverfilscht fiir die Hypothesen

H:F =t Py, gegen K:F <st Iy,
und maximiert die Giitefunktion auf KNK O K gleichmiflig. Dieses Beispiel
deckt damit insbesondere die Klasse der Weibull-Verteilungen mit festem
Formparameter ab. O

Das letzte Beispiel beschéftigt sich mit Lognormalverteilungen:

2.8 Beispiel (EINSEITIGER LOGNORMALTEST) Seien Xi,...,X, stu.
LogN(a, o})-verteilte ZufallsgroBen, a € R beliebig und o3 > 0 fest. In
diesem Fall kann Korollar 2.4 mit ¥ = a/0f und V' = In angewendet werden.
Demnach ist der einseitige Lognormaltest

1 >

In(z;)—Yo0?
Cin(e):=1{  falls Y7 Moy,
0 <
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2.1 Einseitige Hypothesen

(uq bezeichnet das a-Fraktil der N'(0, 1)-Verteilung) zum Niveau « unverfilscht
fiir die Hypothesen

H:F =st Iy, gegen K:F st Fy,

und maximiert die Giitefunktion auf KN K D K gleichméBig. <&

2.1.2 Typ II-ZENSIERTE DATEN

Wie bereits auf Seite 2 erwéhnt, ist es oft nicht moglich bzw. nicht gewollt,
mit der Auswertung eines Experiments so lange zu warten, bis alle n Daten
beobachtet wurden. In solchen Féllen kann das Experiment z.B. bereits
dann abgebrochen werden, wenn man die ersten k£ (< n) Daten beobachtet
hat. Dabei muss k bereits vor Beginn der Studie festgelegt werden. Dieses
Vorgehen wird dann auch Typ II-Zensierung genannt. Falls

T=(T,...,T,) : (R",B") — (Rg,]Bg)

die Ordnungsstatistik bezeichnet, so ergibt sich das statistische Experiment
unter der Typ II-Zensierung zu (R’%, BZ, ‘BT) mit

BT = {(®?:1P19)(T1 """ T . e o}. (2.5)

Auch unter dieser Verteilungsannahme gelten entsprechende Versionen von
Lemma 2.2 und Satz 2.3.

2.9 Lemma Seien Fy, eine Verteilungsfunktion und
o* (RI%’]BI%) — ([07 1]718\[0,1])

ein Test mit Er, (¢*) = «, so dass die Funktionen t; — ¢*(t) bei festen
tj, J # 1, isoton sind (1 < ¢ < k). Dann ist ¢* auch ein zum Niveau o

A~

unverfilschter Test fir H: F =g Fy,, K:F <t Flgy-
BEWwEIS: Fiir jedes F' € HUK gilt:
EF((P*) — /QO* d(®?:1PF)(T1,...,Tk)

:/¢*O(TI,...,Tk)d®$:1PF.
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2 Nichtpar. Optimalitdtseigenschaften optimaler par. Tests

Auflerdem ist die Funktion
QO* O (T17 . ,Tk) . (Rn, ]Bn) — ([07 1]7 ]B‘[O,l])

isoton in z;, falls die anderen Komponenten x;, j # i, fest sind (1 < i < n).
Der Beweis lduft damit analog zu Lemma 2.2. a

Weiter gilt:

2.10 Satz Sei PT = {(@, Py)TT0) 1) € © = H+ K} eine Klasse von
Verteilungen, so dass J:= HNK = {Vy} gilt und sei

@ (]RI;JIBI%) — ([0’ 1]’IB\[0,1])

ein gleichmdfsig bester auf J a-dhnlicher Test fir H gegen K der Form

1 >
O (ty, ..., tk) =< 7~ falls Zle Vilty) = ¢,
0 <

wobei die V; isotone Funktionen seien. Dann gilt:

(a) ©* mazimiert die Giite auf

i=1
unter allen auf J a-dhnlichen Tests gleichmdfsig.

() Gt HNK = KNH =0, so ist ¢* ein zum Niveau o unverfilschter
Test fiir die Hypothesen H U H gegen K U K, welcher die Giite auf
KT := KU (KN KT) unter allen zum Niveau o unverfilschten Tests

fir HU H gegen K U K gleichmdjfig mazximiert.

©* 1st also ein gegen KIT gleichmdafig bester zum Niveau o unverfilschter Test
fir HUH gegen KU K.
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BEWEIS:

(a) Fiir P € K betrachte die einfachen Hypothesen { (@7, Py, )"},
{(®?:113)(T1""’Tk)}. Nach dem einfachen Neyman-Pearson Lemma ist

©* ein bester Test zum Niveau « fiir diese Hypothesen. Also maximiert
¢* die Giite auf K” unter allen auf J a-dhnlichen Tests gleichmifig.

(b) Wegen der Form des Tests kann Lemma 2.9 angewendet werden. Ein
Vergleich mit dem Test ¢, = « zeigt, dass jeder gleichméflig beste auf
J a-dhnliche Test unverfilscht fiir H gegen K ist. Also ist ¢* ein zum
Niveau « unverfilschter Test fiir H U H gegen KU K.

(c) Unter der Metrik der gleichmifiigen Konvergenz ist die Giitefunktion
eines jeden Tests

T2 (RI%:]BI%) — ([07 1], ]BHOJ})

stetig (fasse ¢ als ¢ o (T1,...,T}) auf). Also ist jeder zum Niveau «
unverfélschte Test fiir H U H gegen K U K auf

J:=HUHNKUKD {9} =1J
a-dhnlich (siehe (Witting and Nolle, 1970, Seite 117, Satz 3.12)).
Zusammengenommen liefern (a), (b) und (c) die Behauptung. O
Nun sollen erneut einige Beispiele angegeben werden.

2.11 Beispiel Seien X;,..., X, wie in Korollar 2.4,

H: 9 < 0, K:0>dp, €0
und
1 >
O (. oty) =8y falls X Vi) = o,
0 <

wobei ¢* so bestimmt wird, dass Ey,(¢*) = o gilt und die V} isoton sind (es
muss nicht \71 = V gelten). Auf diesen Test kann Lemma 2.9 angewendet
werden. Das eigentliche Problem besteht jetzt allerdings noch in der Bestim-
mung von ¢*. Dafiir muss das a-Fraktil von (®?:1P00)Zf=1‘7i°Ti bestimmt
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2 Nichtpar. Optimalitdtseigenschaften optimaler par. Tests

werden. Diese Verteilung ist jedoch nur in den seltensten Fillen bekannt.
Eine naheliegende Wahl fiir V; ist:

. {idR falls 1 < i <k —1
V= -

(n—k+1)idg fallsi=k

In diesem Fall ergibt sich die Priifstatistik zu

Dies ist die sogenannte ,Total Time On Test“-Statistik. Sie wird sich (zu-
mindest) in dem néchsten Beispiel als niitzlich erweisen. %

2.12 Beispiel (EINSEITIGER EXPONENTIALTEST FUR TYP II-ZENSIERTE
DATEN) Liegen stu. Exp(f)-verteile Zufallsgrofien X, ..., X, vor, so hat

man Y = —60 zu wahlen. In diesem Fall erfiillt der Test
1 >
Wy (o ) = falls S°F 4+ (n — k)t c*
0 <

mit passend gewidhltem ¢* die Voraussetzungen von Lemma 2.9. In diesem
Beispiel ist bekannt, dass

(@0, Bap(0))Zi= Trt=mTx (2.7)

einer I'y p-Verteilung geniigt (siehe (Lehmann, 1986, Seite 65, Problem 14
(ii))). Mit Hilfe dieser Beziehung kann auch gezeigt werden, dass ¢}, sogar
die Voraussetzungen von Lemma 2.10 erfiilt. 7, ist also ein gleichméfig
bester auf {9y} a-&hnlicher Test fiir H gegen K (siehe (Sinha and Kale,
1979, Seite 104f.)). Damit ist ¢7;, aber auch bereits ein gegen K7 gleichm#Big
bester zum Niveau « unverfilschter Test fiir H gegen K. &

Dieses Resultat kann nun erneut auf den Fall einer Proportional Hazard
Familie zu einem festen Baseline Hazard verallgemeinert werden. Damit ist
insbesondere der Fall von Weibull-Verteilungen mit festem Formparameter
abgedeckt.
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2.13 Beispiel (EINSEITIGER PROPORTIONAL HAZARD TEST FUR Typ II-
ZENSIERTE DATEN) Sei erneut ein stiickweise stetiger Baseline Hazard A
gegeben, und seien die stu. Zufallsgrofen X, ..., X, wie in (1.5) verteilt.
Nach (David, 1970, Seite 9, (2.2.2)) berechnen sich die \*)-Dichten von 7
zu (U = —n):

d(@r, Py)Ti-Ti) n!
(®F d»\()k) (t) :(n — k)‘( exp ( (Z Ao(t; - k’)Ao(tk)>>

XH)\O M (2). (2.8)

Also ist P7 eine einparametrige Exponentialfamilie in ¢ und Y2 | Aq(t;)
+ (n — k)Ao(tx) und somit der Test

1 >

Cp, (s ty) = falls Zle Ao(t;) + (n — k) Ao(tx) c
0 <

wobei ¢* passend gewihlt ist, ein gleichmifBig bester auf {¥y} a-dhnlicher
Test fiir H : 9 < 9y gegen K : ¥ > 9y. Auch hier ist die Verteilung der
Priifstatistik bekannt: Da A Py-f.s. isoton ist, gilt:

(AOOTl,...,AOOTn):(Tlvo,...,TnOAo) qun)—fs VI <0.

Wendet man nun noch Korollar 1.7 an, so erhélt man, dass

(®?:1P0)E§:1 AooT;+(n—k)AgoTy,

einer I'y _g-Verteilung geniigt (siehe (2.7)). Also ist ¢}y, nach Satz 2.10
sogar ein gegen K7 gleichmifig bester zum Niveau o unverfilschter Test fiir
H gegen K. &

Bisher wurden immer gleichmdfsig beste Tests fiir die angegebenen Hy-
pothesen hergeleitet. In manchen Féllen existieren solche Tests allerdings
nicht, so dass man auf lokal beste Tests ausweichen sollte. Ein solcher Fall
liegt bei Normalverteilungen unter Typ II-Zensierung vor:

2.14 Beispiel (EINSEITIGER GAUSS-TEST FUR TYP II-ZENSIERTE DA-
TEN) Seien X7,..., X, stu. N'(a,03)-verteilte Zufallsgrofien, a € R beliebig,
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2 Nichtpar. Optimalitdtseigenschaften optimaler par. Tests

02 > 0 fest. Hier erhilt man als W*)-Dichten von B” nach (David, 1970,
Seite 9, (2.2.2)):

d(@r, P,)Ti-Ti) ol k b _a b\
l‘m(k) (t):(n—k)![[¢( o >(1_q)< o >> ’

so dass sich fiir die L;-Ableitung dieser Verteilungsklasse nach (Witting,
1985, Seite 170, Satz 1.183) ergibt:

th—a
L= L (S ) )
0 \'= 90 1-¢ (t’”g—;a)
Ein lokal bester auf {ag} a-&hnlicher Test fiir die Hypothesen
H:a <ay, K:a>aq
lautet damit nach (Witting, 1985, Seite 223, Satz 2.44):

1 >
O, (T, ) = falls Lg, (¢) o,
0 <

wobei ¢* so gewahlt ist, dass das Niveau « unter ay voll ausgeschopft wird.
Die Verteilung der Priifstatistik ist in diesem Fall nicht bekannt. Daher muss
das Fraktil durch Simulation oder Ahnliches festgelegt werden. Hier kann
zwar nicht mehr Satz 2.10, aber immer noch Lemma 2.9 angewendet werden.
Es sei an dieser Stelle bereits angemerkt, dass die Optimalititseigenschaften
von lokal besten Tests auch noch ausgeweitet werden konnen (sieche Anmer-
kung 2.31). Da
¢(r) 2
1—- &) Vor

gilt, sieht man, dass bei diesem Test die zensierten Beobachtungen nicht so

2
+ ;x + o(|z|)

stark bewertet werden wie beim Exponentialtest fiir Typ [I-zensierte Daten.
Dies ist auch naheliegend, da die Normalverteilung stdrker um den Erwar-
tungswert konzentriert ist. Nach Lemma 2.9 ist der obige Test auch zum
Niveau o unverfilscht fiir H : F st Fog, K:F =gt Fy,- &

Ein dhnliches Resultat erhélt man fiir Lognormalverteilungen:
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2.15 Beispiel (EINSEITIGER LOGNORMALTEST FUR TYP II-ZENSIERTE
DATEN) Seien X1,..., X, stu. LogN(a, o?)-verteilte Zufallsgrofien, a € R
beliebig und of > 0 fest. Der Test

1 >
N ® m(irﬁ
WENZ(TH, coty) = falls ZZ L % + (n — k)% -+
o0

0 <

(¢* wie in Beispiel 2.14) ist dann ein lokal bester auf {ag} a-&hnlicher Test
fiir die Hypothesen H : a < ay, K : a > ay. Nach Lemma 2.9 ist der obige
Test auch zum Niveau o unverfilscht fiir H: F' > Fy,, K: F <y Fy,. <

2.1.3 TypP I-ZENSIERTE DATEN

Eine weitere Art zu zensieren ist die sogenannte Typ I-Zensierung (siehe
Seite 2). In diesem Fall stoppt man das Experiment nach einer vor dem
Beginn der Studie festgelegten Laufzeit C' > 0, so dass man nur das Minimum
der Realisierungen und C' beobachten kann. Mit Hilfe der Abbildung

Z : (R",B") — ((—00, C]", B{_so c1n) »
Z(xyy..oymy) = (@ ANCy .o yzy ANC).

ergibt sich das induzierte Experiment zu ((—oo, cr, Bil .1 ‘BZ) mit
P = {(@,Py)” : 9eO}.

Im Gegensatz zu Typ Il-zensierten Daten ist hier die Anzahl der beobach-
teten Zufallsgroflen M nicht konstant. Vielmehr geniigt diese Statistik ei-
ner A(n, Py((—oo, C]))-Verteilung. Da im Fall Typ I-zensierter Daten keine
gleichmiflig besten Tests bekannt sind, wird auf die Herleitung einer Opti-
malitidtsaussage verzichtet und statt dessen nur eine zu Lemma 2.2 dhnliche
Unverfélschtheitsaussage angegeben:

2.16 Lemma Seien Fy, eine Verteilungsfunktion und
0"+ (o0, O, By o) — ([0,1], Bjo,1))
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ein Test mit Er, (¢*) = «, so dass die Funktionen z; — ¢*(2) bei festen
zi, J # 1, isoton sind (1 < i1 < n). Dann ist ¢* auch ein zum Niveau o
unverfilschter Test fir die Hypothesen H:F =st Fy,, K:F <st Lo, -

Weiter ist die Giitefunktion eines jeden Tests ¢ stetig unter der Metrik
der gleichmdfigen Konvergenz und somit jeder fir H gegen K unverfdlschte
Test auf dem Rand J:=HnK der Hypothesen a-dhnlich.

BEwWEIS: Fiir jedes F' € HUK gilt:
Bely) = [ ¢ d(@l, o)’
:/gp*ozd@?l Pp.
Weiter ist die Funktion
¢ o Z: (R, B") — ([0,1], Bjo,y)

isoton in z;, wenn die anderen Komponenten z;, j # i, fixiert sind (1 <
i < n). Den Rest des Beweises fiihrt man genauso wie in Lemma 2.2. Die
Stetigkeit der Giitefunktion folgt direkt aus (2.9) und (Witting and Nolle,
1970, Seite 117, Satz 3.12). O

In (Bain, 1978, Seite 147, Theorem 4.2.1) werden fiir Exponentialvertei-
lungen Tests mit der Priifgrofie

1 M
i <§;T+ (n—M)C)

vorgeschlagen. T; bezeichnet dabei erneut die i-te Ordnungsstatistik. Diese
Tests besitzen zwar den Vorteil, dass die Verteilung der Priifgrofie bekannt
ist (siehe (Bartholomew, 1963)), jedoch konnte keine Optimalitit nachgewie-
sen werden. Im Folgenden wird gezeigt, dass auch in diesem Kontext lokal
optimale Tests existieren.

2.17 Beispiel (EINSEITIGER EXPONENTIALTEST FUR TYP I-ZENSIERTE
DATEN) Liegen stu. Exp(f)-verteile Zufallsgrofien X, ..., X, vor, so wird
PB4 durch p™ mit p = A|(=c0,c) + 0c dominiert, wobei die 1™ -Dichten
durch

n z -
%(z) = M) exp <—9 E ZZ> (2.10)
i=1
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gegeben sind. Nach (Witting, 1985, Seite 170, Satz 1.183) berechnet sich
damit die IL;-Ableitung zu:

Ly(2) = MH(Z) - Z'Z’

Ein lokal bester auf {6y} a-dhnlicher Test fiir die Hypothesen
H:0>60, gegen K:0<6,
ist daher gegeben durch:

1 >

Oy (21, - 2k) = falls 69 > 7,z — M(z) c
0 <

wobei ¢ das a-Fraktil von (®!_,Pg, )% Xi=1 %~M°Z hegeichnet (siehe (Wit-
ting, 1985, Seite 223, Satz 2.44)). Wie man aus (2.10) entnimmt, sind M o Z
und ", Z; stu., so dass man die Verteilung der Priifstatistik recht leicht
bestimmen kann. Nach Lemma 2.16 ist der obige Test auch zum Niveau «
unverfilscht fiir H : F =st Fg, K:F <st Foo- O

Auch dieses Resultat kann erneut auf den Fall einer Proportional Hazard
Familie zu einem festen Baseline Hazard verallgemeinert werden:

2.18 Beispiel (EINSEITIGER PROPORTIONAL HAZARD TEST FUR TYP I-
ZENSIERTE DATEN) Sei erneut ein stiickweise stetiger Baseline Hazard A
gegeben, und seien die stu. Zufallsgrofen X, ..., X, wie in (1.5) verteilt.
Hier wird 8% erneut durch ™ mit p = A|(—o0,0) +0¢ dominiert, wobei sich
die p™-Dichten #hnlich wie in (2.10) zu

d(®r_,P,)? i =
(d/:#n)(z) = ™M™ exp <_772A0(2i)>
i=1

berechnen. Ebenfalls nach (Witting, 1985, Seite 170, Satz 1.183) und (Wit-
ting, 1985, Seite 223, Satz 2.44) ist daher

1 >

O, (21, -y 2k) = falls o 1 Ao(z) — M(z) &,
0 <
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wobei ¢* das a-Fraktil von (®7_ P, )" Zi=1AoeZi=MeZ hezeichnet, ein lokal

bester auf {ng} a-dhnlicher Test fiir die Hypothesen
H:n>n gegen K:n<n.

Beachtet man nun noch, dass nach Korollar 1.7 Ay o Z; unter n wie eine
mit Zensierungszeitpunkt Ag(C') Typ I-zensierte Exp(n)-verteilte Zufalls-
grofle verteilt ist und das etwas Analoges fiir M gilt, so ist die Verteilung
der Priifstatistik dieselbe wie in Beispiel 2.17. Nach Lemma 2.16 ist der
obige Test zum Niveau « unverfilscht fiir H:F st oy, K:F =gt Py, <

Auch fiir Normalverteilungen lassen sich lokal optimale Tests herleiten:

2.19 Beispiel (EINSEITIGER GAUSS-TEST FUR TYP I-ZENSIERTE DATEN)
Seien X1, ..., X, stu. N'(a, 02)-verteilte Zufallsgrofien, a € R beliebig, 02 > 0
fest. Auch hier wird % durch p™ mit p := A|(—o0,c) + 0¢ dominiert, wobei

sich die ;(™-Dichten zu
C_ n—M(z)
) (-0 (55))
90

d(®" P,)” 2 —a

— @ =1l
d’U( ) z;i<C %0

berechnen. Hiermit ergibt sich die IL;-Ableitung dieser Verteilungsklasse nach

(Witting, 1985, Seite 170, Satz 1.183) zu:

L) = oo | St M(z))%

g0

Ein lokal bester auf {ay} a-&hnlicher Test fiir die Hypothesen
H:a <ay, K:a>aq
lautet damit nach (Witting, 1985, Seite 223, Satz 2.44):

1 >
©g, (2) = falls L, (2) o,
0 <

wobei ¢* so gewahlt ist, dass das Niveau « unter ay voll ausgeschopft wird.
Die Verteilung der Priifgrofle ist erneut nicht bekannt, so dass das Fraktil
durch eine Simulationsstudie oder Ahnliches festgelegt werden muss. Nach
Lemma 2.16 ist der obige Test zum Niveau a unverfilscht fiir H:F =st Fo,,

~

K:F < Fy,. o
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2.2 Zweiseitige Hypothesen

Auf die gleiche Art und Weise erhélt man fiir Lognormalverteilungen:

2.20 Beispiel (EINSEITIGER LOGNORMALTEST FUR TYP I[-ZENSIERTE DA-
TEN) Seien X7,..., X, stu. LogN(a, o?)-verteilte ZufallsgroBen, a € R be-
liebig und 03 > 0 fest. Der Test

1 >
% In(z;)—a ¢(%) *
QOLNl (’Z) = falls ZZ¢<C (o) + (n - M(Z)) 1_(1)(111(0)70,) c
o0
0 <

(¢* wie in Beispiel 2.19) ist dann ein lokal bester auf {ag} a-dhnlicher Test
fiir die Hypothesen H : a < ay, K :a > ag. Nach Lemma 2.16 ist der obige
Test auch zum Niveau « unverfilscht fiir H: F' =g Fy,, K:F <4 Fy,. <

2.2 ZWEISEITIGE HYPOTHESEN

Als erstes muss nach einer geeigneten Ordung auf der Menge der Verteilungs-
funktionen gesucht werden, um entsprechende Unverfilschtheitsaussagen fiir
den Fall zweiseitiger Hypothesen beweisen zu konnen:

2.2.1 KEINE STOCHASTISCHE ORDNUNG

GleichméBig beste zum Niveau « unverfilschte Tests fiir zweiseitige Hypothe-
sen in einer einparametrigen Exponentialfamilie in id und V' haben ungefihr
die Form 1(_q ;)0 V +1(¢y,00)0 V. Wenn man nun also nach einer Ordnung <
sucht, so dass diese Tests fiir die Hypothesen H: F' < Fyy,, K : F' > Fy, zum
Niveau « unverfilscht sind, so muss F' mehr streuen als Fy,, falls F' > Fy, gilt.
Ordnungen, die diese Eigenschaft besitzen, gibt es viele (siehe (Shaked and
Shanthikumar, 1993, Kapitel 2)). Im folgenden seien alle Verteilungsfunk-
tionen stetig. Dann definiert man die oben angesprochene Ordnung durch
(siehe (Witting and Miiller-Funk, 1995, Seite 476)):

2.21 Definition Seien F, F, zwei Verteilungsfunktionen und ¢ € R. Dann
gilt:

Fy = Fy:<= Fi(z) > F3(x) Vo <cund Fi(z) < Fy(x) Vaz>¢
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2 Nichtpar. Optimalitdtseigenschaften optimaler par. Tests

und Fi >, Fy genau dann, falls F} >, F;, und F; # F5 gilt. [ |

Einige unmittelbare Folgerungen aus dieser Definition sind (siehe (Wit-
ting and Miiller-Funk, 1995, Seite 492, Hilfssatz 7.23 a), ¢) und d))):

F1 tc F2 — Fl(C) = F2(C),

FyYu) < By Yu) Vu< Fi(c) und

Fi = by = _1 .
Fri(u) > F; (u) Y u> Fi(c);

Jv € (0,1) mit FTH(v) = Fy ' (v) = ¢,
Fy'(u) < FyYu) Vu<wvund = [ = F.
Frt(u) > FyYu) Yu>wv

Hiermit kann man nun eine zu Lemma 2.1 dhnliche Charakterisierung der
Ordnung >, angeben:

2.22 Lemma Friir zwei Verteilungsfunktionen Fy, Fy gilt:

/h dPp, > /h dPp, fir alle beschrinkten

Frze 2= Punktionen h - (R,B) — (R, B), die auf (2.11)
(=00, ¢) antiton und auf (¢, 00) isoton sind.

Also gilt Fy >, Fy genau dann, wenn (2.11) gilt und es eine Funktion h gibt,
fir die die Ungleichung (2.11) strikt erfillt ist.

BeEweErs: " =": Nach (Witting, 1985, Seite 215, Hilfssatz 2.29 a)) gilt fiir
jedes h in (2.11):

/hd.PF1 == /hOFl_l d»\\(o,l)-

Fiir u € (—oo, Fi(c)) ist aber F ' (u) < Fy '(u) < ¢ und somit :
ho Fy u) > hoFy ' (u) Yu€ (—oo, Fi(c)).

Fiir u € (Fy(c), 00) folgt entsprechend F;'(u) > Fy'(u) > ¢ und daher:
ho F7 ' (u) > ho Fyt(u) Yue (Fi(c),o0).

Der Rest des Beweises ist nun offensichtlich.
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2.2 Zweiseitige Hypothesen

" «<=": Falls x < c gilt, setze h, = 1(_s 4. Dann gilt:

Fiir x > ¢ setzt man analog h; = 1(;,). Dies fiihrt dann zu:

1—Fi(z) = /hm dPp, > /hm dPp, = 1 — Fy(x).
Zusammengenommen folgt die Behauptung. O

Nun soll die Ordnung >, noch zu anderen bekannten Ordnungen in Re-
lation gesetzt werden:

(a) Falls Fy = F;, und Ep, (id) = Ep,(id) gilt, so folgt nach (Witting and
Miiller-Funk, 1995, Satz 493, Satz 7.24), dass Ep, (¢) > Ep,(¢) fir
alle konvexen Funktionen ¢ gilt. Da aber die Erwartungswerte zweier
Verteilungsfunktionen unter konvezer Ordnung immer iibereinstimmen
(siehe (Shaked and Shanthikumar, 1993, Abschnitt 2.A.)), ist die Ord-
nung >. in diesem Sinne allgemeiner als die konvexe Ordnung.

(b) Eine weitere Ordnung, die die Streuung misst, ist die Dispersive Or-
der (siehe (Shaked and Shanthikumar, 1993, Abschnitt 2.B.)). Gilt
Fy ». F;, so folgt nach (Witting and Miiller-Funk, 1995, Seite 492,
(7.1.54)):

Frl(v) — F7t(u) > FyY(v) — Fyt(u) YO<u< Fi(c) <v< 1.
Also ist die Dispersive Order allgemeiner als die Ordnung >..

2.2.2 UNZENSIERTE DATEN

Mit Hilfe der zuvor definierten Ordnung >, kann ein entsprechendes Un-
verfilschtheitsresultat fiir zweiseitige Hypothesen angegeben werden:

2.23 Lemma Seien Fy, eine Verteilungsfunktion und ¢* ein Test der Form

1 ¢
v(r) = falls 35y Vilws) e, 6]
0 €

39



2 Nichtpar. Optimalitdtseigenschaften optimaler par. Tests

wobei die V; mefbare Funktionen sind und Ep, (¢*) = « gelte. Dann ist p*
auch ein zum Niveau o unverfilschter Test fir die Hypothesen

~

He={F: 3ccld.)mitF < B},

=

= {F : Fee e, &) mit F =, ﬁgo},

n A
i=1 Vi

wobei ﬁ(ﬁo) die Verteilungsfunktion von (<§§>?:1PF(190))Z bezeichnet.

BEWEIS: Fiir jedes F' € H gilt nach Lemma 2.22:
Be(e) = Po ({3 Vio X # e} ) = [ Lmieqp d(@lL Pr) =i o
1=1
< [ Aaigeg @ PR, N = Ep () = a

Der Fall F € K wird analog behandelt. O

Nun zu den Optimalititseigenschaften: Da gleichméflig beste Tests fiir
zweiseitige Hypothesen vorwiegend fiir einparametrige Exponentialfamilien
existieren, sei im folgenden {Py : ¢ € ©} eine einparametrige Exponenti-

alfamilie in id und V. Dann ist ‘B = {Pén) ve @} eine einparametrige
Exponentialfamilie in id und Y | V(z;). Bekanntlich ist die Giitefunktion
eines jeden Tests ¢ stetig differenzierbar. Somit gelten fiir jeden fiir

H: 9 = o, K:9 449, 0 €0,
zum Niveau « unverfilschten Test die Beziehungen:
Ey,(¢) =a und FEy,(¢V) = aky, (V) (2.12)

(siehe (Witting, 1985, Seite 257, (2.4.14))). Auf der anderen Seite findet
man unter allen Tests, die (2.12) erfiillen, aber auch gleichmiBig beste (siehe
(Witting, 1985, Siete 260, Satz 2.70)).

2.24 Satz Sei {Py : U € ©} wie oben. Dann ist der Test ¢* mit
1 ¢
v (r) = falls 35 V(i) [, e5]

0 €
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2.2 Zweiseitige Hypothesen

wobei ¢, ¢ aus (2.12) bestimmt werden, nicht nur ein gleichmdfig bester
zum Niveau o unverfilschter Test fir H gegen K, sondern er ist auch zum
Niveau o unverfilscht fiir die Hypothesen H gegen K und mazimiert die
Glitefunktion auf

K:= {15 Verteilung auf (R,B) : ki, ky € R mit

Bn (n)
{x : C;];((n))( )>/€1dp +kQZV ;) dpﬁ:; x)}
:{x : ZV(xJ%[cl,cg]}}‘l

unter allen Tests, die (2.12) erfillen, gleichmdfig.

Weiter ist ¢* ein unverfilschter Test fiir H gegen KUK, der die Gritefunk-
tion auf K, =KU (R N K) unter allen zum Niveau o unverfilschten Tests
fir H gegen K gleichmdfig maximiert.

BEweEIs: Die Unverfilschtheit folgt direkt aus Lemma 2.23 und die Opti-
malitdt gegen K aus dem verallgemeinerten Neyman-Pearson Lemma. Die
letzte Bemerkung ist eine direkte Konsequenz aus (2.12). a

Ist die Verteilung ]pgio?:l VoX;

m F ¢* gewihlt werden, wobei ¢* das «/2-Fraktil von IPg:0
net. Dieses Vorgehen findet aber auch oft Anwendung, wenn die Verteilung

symmetrisch bzgl. m, so kénnen 7, c; als

T VoX;—m .
i=1 ‘ bezeich-

nur annidhernd symmetrisch ist. In diesem Fall kann zwar nicht Satz 2.24,
aber immer noch Lemma 2.23 angewendet werden. Somit ist der Test aber
zumindest unverfilscht fiir die nichtparametrischen Hypothesen H, K.

Auch hier sind die Mischungen von Verteilungen aus {Py : 9 € ©\{J,}}
wieder in K enthalten. Jedoch sind einparametrige Exponentialfamilien im-
mer bzgl. > und nicht bzgl. >, geordnet.

Im Anschlufl werden wieder einige Beispiele betrachtet:

2.25 Beispiel (ZWEISEITIGER GAUSS-TEST) Seien X1, ..., X, stu. N'(a, of)-
verteilte Zufallsgrofen, a € R beliebig, 02 > 0 fest. In diesem Fall ist der

9 sei ein o-endliches Maf§ (R, B), das {]3, P,go} <& p erfillt.
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2 Nichtpar. Optimalitdtseigenschaften optimaler par. Tests

zweiseitige Gauf3-Test

1 ¢
oiu(x) = falls > 7"  x;i/n I,
0 S

(I, = [ag — u%ao/\/ﬁ, ag + u%ao/\/ﬁ], wobei u, das a-Fraktil der N'(0,1)-
Verteilung bezeichnet) ein gleichméiBig bester zum Niveau « unverfilschter
Test fiir die Hypothesen

H:a=ay gegen K:a#ap.
Nach Satz 2.24 ist ¢, sogar unverfilscht fiir die Hypothesen

fi— {F . Jee I, mit F <. @ao,gg},

~

K= {F . e e I, mit F =, @ao,gg},

wobei F' die Verteilungsfunktion des Mittelwertes der X; mit Verteilungs-
funktion F" und @, ,

zeichnet. Auflerdem maximiert ¢}, die Giitefunktion auf K, unter allen fiir

2 die Verteilungsfunktion einer N (ag, o3)-Verteilung be-

H gegen K zum Niveau « unverfilschten Tests gleichméfig. Fiir ein Zahlen-
beispiel siehe Abbildung 2.1. <&

Als néchstes wieder zu den Exponentialverteilungen:

2.26 Beispiel (ZWEISEITIGER EXPONENTIALTEST) Seien X, ..., X, stu.
Exp(0)-verteilte Zufallsgrofen, § > 0 beliebig. Hier ist ein gleichméiBig bester
zum Niveau « unverfilschter Test fiir die Hypothesen

H:0=0, gegen K:0#60,

durch
1 ¢
¢r(r) = falls >0, @; [T, 5]
0 €

gegeben, wobei ¢, ¢5 aus den Bedingungen
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2.2 Zweiseitige Hypothesen

F(t)

Gilt in Beispiel 2.25 n = 10, a9 = 0,05 = 1 und o = 0.05, so ist ua ~ 1.96 und
somit I,, ~ [—0.62,0.620]. Hier ist die Verteilungsfunktion einer N (0, 1)-(—),
N (=0.2,0.25)-(- = =) und einer N'(—0.5, 5)-Verteilung (—) zu sehen. Offenbar
gilt V(=0.2,0.25) € H und M (—0.5,0.5) € K.

ABBILDUNG 2.1: Zahlenbeispiel zu Beispiel 2.25 (Normalverteilung).

bestimmt werden. Nach Satz 2.24 ist ¢} aber auch zum Niveau a un-
verfilscht fiir die Hypothesen

ﬁ:{F: HCE[C’I,C’Z(] mitﬁjCFFn,90}7

R = {F . Je € [cf, 3] mit F - Fr} ,

wobei F' die Verteilungstunktion der n-fachen Faltung von F' und ft, , die
Verteilungsfunktion der I, y,-Verteilung bezeichnet. Auflerdem maximiert
¢}, die Giitefunktion auf Kl unter allen fiir H gegen K zum Niveau « un-
verfilschten Tests gleichméfig. Fiir ein einfaches Zahlenbeispiel siehe Abbil-
dung 2.2. O

Selbstverstandlich kann man auch entsprechende Resultate fiir das Pro-
portional Hazard Model zu einem festen Baseline Hazard oder fiir Lognor-
malverteilungen erzielen. Es sei aber an dieser Stelle darauf verzichtet, da
die Hypothesen H und K dort noch komplizierter aussehen.
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2 Nichtpar. Optimalitdtseigenschaften optimaler par. Tests

F(t)

20

Gilt in Beispiel 2.26 n = 10,6 = 1 und o = 0.05, so ist ¢} ~ 4.98 und
¢5 ~ 17.61. Hier ist die Verteilungsfunktion einer I';g;- (—), einer F6,1,§\—
(= = =) und einer I'y5¢.4-Verteilung (—) zu sehen. Offenbar gilt I';504 € H
und F0.6,1.8 c K.

ABBILDUNG 2.2: Zahlenbeispiel zu Beispiel 2.26 (Exponentialverteilung).
2.2.3 Tvyp II-ZENSIERTE DATEN

Auch fiir den Fall der Typ II-Zensierung lassen sich noch einige Aussagen
machen. Dabei sei noch einmal daran erinnert, dass das statistische Model
durch (2.5) gegeben ist.

2.27 Lemma Seien Fy, eine Verteilungsfunktion und
" (RS, BE) — ([0,1], Byo,y)
ein Test der Form
1 ¢
D (1, te) = falls S5, Vi) e el
0 €

wobei die V; mefbare Funktionen sind und Ep, (¢*) = « gelte. Dann ist p*
auch ein zum Niwveau o unverfilschter Test fir die Hypothesen

~

He={F: el mitF < By}

=

= {F . Fee[ch, &) mit F =, ﬁgo},
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2.2 Zweiseitige Hypothesen

wobei Fgyy die Verteilungsfunktion von (@ Prgyy, ) ==t V" bezeichnet.

BeEweEs: Fiir jedes ' € HY gilt nach Lemma 2.11:
k
F VT
Be(") = Pe({ZVie T ¢ i eil}) = /1R\[c;,c;] (@ Pp)= Vot
i—1

EVoT
< [ e @11 Pr, 0 T = Er () = o
Der Fall F € K” wird analog behandelt. O

Auch Lemma 2.10 kann auf den zweiseitigen Fall iibertragen werden. Ist
BT eine einparametrige Exponentialfamilie in id und Zle Vi(t;), so gilt:

2.28 Satz Der Test
QO* : (R];,IB];) — ([0, 1],IB‘[0,1])
definiert durch

1 ¢
Oty ty) = falls 0 Vit) [
0 €

wobei ¢§,c5 aus (2.12) bestimmt werden, ist nicht nur ein gleichmdflig be-
ster zum Niveau o unverfilschter Test fir die Hypothesen H : 9 = 1,

K: v # 14y, U9 € O, sondern er ist auch zum Niveau a unverfilscht
fiir die Hypothesen HY, K" und mazimiert die Gitefunktion auf

KT .= {ﬁ Verteilung auf (R,B) : Jki, ke € R mit

d(®m P (T T) d(@n . Py ) TisTi)
{(tla"'atk) : ( 1dM2k) (tla"'atk) >k1 ( ZldlZ(EZ) (tla 7tk)
k
d(®?: Pﬂ )(Tl ..... T%)

+ ky Z;V(t,») ldu(zk) (try .o te)

k
= {(tl,...,tk) LY V() ¢ [01,02]}}

=1

unter allen Tests, die (2.12) erfillen, gleichmdfig.
Also ist o* ein gegen KT := KU(KTNKT) gleichmifig bester zum Niveau
a unverfilschter Test fir HT gegen K UK?.
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2 Nichtpar. Optimalitdtseigenschaften optimaler par. Tests

BeEweEls: Nach Lemma 2.27 ist ¢* zum Niveau « unverfilscht fiir die Hy-
pothesen H?, K UK. Die Optimalitiit gegeniiber K erhilt man aus dem
verallgemeinerten Neyman-Pearson Lemma. Die letzte Anmerkung folgt di-
rekt aus (2.12). O

Als Beispiele erhilt man nun die Exponentialverteilungen und die Pro-
portional Hazard Familie zu einem festen Baseline Hazard.

2.29 Beispiel (ZWEISEITIGER EXPONENTIALTEST FUR TYP II-ZENSIERTE

DATEN) Liegen stu. Exp(f)-verteile Zufallsgrofien X7, ..., X, vor, so bildet

PT nach (2.8) eine einparametrige Exponentialfamilie in 6 und —Zle t;

— (n — k)tg. Also ist der Test

¥ ¢ (RE,BE) — ([0,1], Byoy)
definiert durch

! ¢
Pyt te) = falls S5 i+ (=Kt [,

wobei ¢}, ¢5 aus den Bedingungen
Li.0,(R\[c],65]) = und / x dly g, () = a—
R\[c},c35]

bestimmt werden, nicht nur ein gleichméflig bester zum Niveau a unverfélsch-
ter Test fir H: 0 = 60y, K : 60 # 0y, sondern nach Satz 2.28 auch ein zum
Niveau a unverfilschter Test fiir die Hypothesen

H' = {F . Fe e [¢f, ] mit F <, Fpk,eo} :
K" = {F . Fe e [¢f, ] mit F =, Fpk,eo} ,
wobei F' die Verteilungsfunktion von (@7, Py)Xi=1 it (k)T bhegeichnet. Wei-

ter maximiert ¢}, die Giitefunktion auf K{ O K unter allen fiir H gegen K
unverfilschten Tests gleichméfig. &
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2.3 Anmerkungen

2.30 Beispiel (ZWEISEITIGER PROPORTIONAL HAZARD TEST FUR TYP
I1-ZENSIERTE DATEN) Sei erneut ein stiickweise stetiger Baseline Hazard A
gegeben, und seien die stu. Zufallsgrofen X, ..., X, wie in (1.5) verteilt.
Auch hier bildet BT nach (2.8) eine einparametrige Exponentialfamilie in 7
und — 2% Ag(t;) — (n — k)Ag(ty). Also ist der Test

SO;H2 : (R];) IB];) — ([07 ]-]7 ]BHO,H) )
definiert durch
1 ¢

QO}(JH2 (tl, Ce ,tk) = falls Z?:l Ao(tz) + (n — k)Ao(tk) [CT, C;] s
0 €

wobei ¢}, ¢5 aus den Bedingungen
k

Lo (R\[c],65]) =a und / z dly () = a—
R\[c} c3] "o

bestimmt werden, nicht nur ein gleichméfig bester zum Niveau « unverfalsch-
ter Test fiir H : n = ny, K : n # ny, sondern nach Satz 2.28 auch zum
Niveau « unverfilscht fiir die Hypothesen

ﬁT — {F : Elc c [CT}C’;] mlt ﬁ jc FFk,WO} )
KT — {F : Elc c [CT}C’;] mlt ﬁ >"c FFk,WO} )

wobei F die Verteilungsfunktion von (®M_, Pp)Xizt AoeTit(n=k)AoeTi hegeich-
net. Weiter maximiert ¢%,, die Giitefunktion auf K O K unter allen fiir
H gegen K unverfilschten Test gleichméfig. O

Da im Fall von Normalverteilungen, Lognormalverteilungen und im Fall
von Typ I-zensierten Daten keine Exponentialfamilien vorliegen, sei an dieser
Stelle auf die Herleitung von Tests fiir diese Situationen verzichtet.

2.3 ANMERKUNGEN

Es wurde bisher nur gezeigt, dass die Optimalitétskriterien gleichméfig be-
ster Tests noch verbessert werden konnten. Das gleiche gilt jedoch auch fiir
lokal beste Tests:
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2 Nichtpar. Optimalitdtseigenschaften optimaler par. Tests

2.31 Anmerkung Seien P := {Py : €0} und Q = {Qy : V€ O}
zwei Verteilungsklassen, die den Voraussetzungen von (Witting, 1985, Sei-
te 170, Satz 1.183) geniigen, wobei das dominierende Maf} dasselbe sei.
Ist dann die LL;-Ableitung von B in 9y durch Lgo gegeben, so ist auch
fiir jede Funktion h : ® — © mit h(Jy) = ¥y und A'(Jy) = 0 (z.B.
h(9) = 9y + (9 — Yy)?)) die Verteilungsklasse

9= {Pg—i-@h(g) e @}

L, -differenzierbar in 9y mit Ableitung L»ﬂo. Also ist der Test

1 >
e (x) =< * falls Lgo =
0 <

wobei Ey,(p*) = a gelte, auch ein gegeniiber der obigen Verteilungsklasse
$ lokal bester auf {¥y} «-&hnlicher Test fiir die Hypothesen H : 9 < 9,
K: v >,. <&

Weiter konnte man natiirlich versuchen, die Optimalitdtseigenschaften
von einparametrigen Hypothesen in mehrparametrigen Exponentialfamilien
genauer zu untersuchen. Jedoch zeigt sich bereits beim ¢-Test, dass dieser die

notigen Isotonieeigenschaften fiir die Unverfilschtheitsaussagen nicht besitzt
(sieche Abbildung 2.3).

In diesem Kapitel wurden immer nur Einstichprobenprobleme untersucht.
Man kann etwas dhnliches jedoch auch fiir Zweistichprobenprobleme durch-
fiihren. Mit Hilfe eines bedingten verallgemeinerten Neyman-Pearson Lem-
mas (siehe (Janssen, 2003)) erhélt man folgendes Resultat: Ist

1 >
e (x) =< o fallsV(z) = ¢
0 <

ein gegeniiber K; lokal/gleichmiBig bester parametrischer Test fiir einseiti-
ge Hypothesen in einem Zweistichprobenproblem, so ist der Test p*(z) =

1 >
or(x) =< *(t) falls V(z) = c*(t) ,
0 <
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2.3 Anmerkungen

wobei v*(t), ¢*(t) aus

bestimmt werden (7" bezeichnet die Ordnungsstatistik), gegeniiber K; lo-
kal/gleichméBig optimal in der Klasse der Permutationstests. Allerdings ist
dieses Vorgehen nur bei unzensierten Daten mdoglich. Wiirde beispielswei-
se ein optimaler parametrischer Test fiir Typ Il-zensierte Daten existieren,
so wire ein Test mit der gleichen Priifstatistik, wobei die kritischen Werte
durch die Permutationen festgelegt werden, optimal in der Klasse der Per-
mutationstests. Dort existiert jedoch bei wahl von K als einer Proportional
Hazard Familie zu einem festen Baseline Hazard kein optimaler Test, wie
spater gezeigt wird.

58, bezeichnet sowohl die Menge der Permutationen der Zahlen 1,...,n, als auch die
Menge der Abbildungen, die die Koordinaten 1,...,n permutieren. Aus dem Zusammen-
hand wird allerdings immer klar, welche Form genau benutzt wird.
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ABBILDUNG 2.3: Graph der Priifstatistik des ¢-Tests im Fall n = 2 und
g = 0.
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Kapitel 3

PERMUTATIONSTESTS

In diesem Kapitel soll es darum gehen, den nach (Fisher, 1935) und (Pit-
man, 1937) wohlbekannten Permutationstest einmal von einer anderen Seite
zu beleuchten. In der Literatur wird der Permutationstest wie bei (Lehmann,
1986) oder (Witting and Nolle, 1970) als ein Zweistichprobentest hergeleitet,
der gegeniiber seinen Hypothesen, die sich aus Paaren von stochastisch ge-
ordneten, stetigen Verteilungen auf (R, B) zusammensetzen, unverfilscht ist
und auf einer Teilklasse, die aus Paaren verschobener Normalverteilungen aus
der Alternative besteht, die Giite unter allen unverfilschten Tests gleichmé&Rig
maximiert. Eine Ausnahme bildet hier (Gebhard, 1995) oder die auf dieser
Grundlage entstandenen Artikel (Gebhard and Schmitz, 1998a) und (Geb-
hard and Schmitz, 1998b). Dort wird nicht nur die Voraussetzung der Stetig-
keit der zugrundeliegenden Verteilungen fallengelassen, sondern es wird auch
gezeigt, dass der Test die Giite unter allen unverfilschten Tests sogar auf
einer nichtparametrischen Teilklasse der Alternative gleichméfig maximiert.
Bei entsprechender Wahl der Priifstatistik erweist sich der Permutationstest
insbesondere gegeniiber der Klasse, die aus Paaren von Weibull-Verteilungen
mit festem Formparameter und variierendem Skalenparameter aus der Al-
ternative bestehen, als optimal. Eine herausragende Rolle spielt dabei der
Formparameterwert 1, da die Klasse der Weibull-Verteilungen mit dem Form-
parameter 1 mit der Klasse der Exponentialverteilungen, also der Klasse von
Lebensdauerverteilungen, zusammenfallt.

Der Permutationstest besitzt also auch Optimalititseigenschaften gegen-
iiber Verteilungen, die in der Uberlebenszeitanalyse und Zuverlissigkeits-
theorie eine wichtige Rolle spielen. In diesen Disziplinen stehen dem Analy-
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tiker allerdings aus Zeitmangel, Wirtschaftlichkeitsiiberlegungen oder nicht
vom Experiment abhéngigen Umstinden in den seltensten Fillen alle Daten
der im Experiment beobachteten Objekte zur Verfiigung. In der Regel han-
delt es sich bei den aus dem Experiment gewonnenen Daten um zensierte
Daten (siehe Seite 2). Bisher wurden in der Literatur Rangtests als einzi-
ge nichtparametrische Testverfahren auf zensierten Daten angewendet. Da
den Messdaten aber eine metrische Skala zugrunde liegt, ist es eigentlich an-
gebracht, auch von dieser Skala Gebrauch zu machen und nicht die Daten
mit Hilfe der Rangstatistik auf eine ordinale Skala zu transformieren. Da
der Permutationstest eine metrische Skala voll ausnutzt, sollten dementspre-
chende Permutationstests fiir zensierte Daten hergeleitet werden. Ein erster
Ansatz fiir Typ Il-zensierte Daten findet sich in der Diplomarbeit (Volker,
2002). Dieser wird hier noch vertieft. Dariiberhinaus werden auch Tests fiir
Typ I- und zufillig-zensierte Daten hergeleitet.

3.1 DER PERMUTATIONSTEST FUR UNZENSIERTE DATEN

Es sei ein Zweistichprobenproblem bestehend aus n stu. Zufallsgréfien
Xi, .o Xy 0 (2%, P) — (R, B) gegeben, wobei die erste Stichprobe aus
den Zufallsgréflen Xy, ..., X, und die zweite aus den verbleibenden Zufalls-
groflen X, 41,..., X, bestehe. Will man nun statistisch absichern, dass die
erste Stichprobe ,besser® ist als die zweite, d.h. mit hoherer Wahrscheinlich-
keit groflere Werte annimmt, so ist dies sicherlich dann der Fall, wenn

P(X,>t)>P(X,>t) VteR

und > fiir ein ¢ € R gilt. Bezeichnet < die iibliche stochastische Ordnung fiir
Verteilungsfunktionen und F; die Verteilungsfunktion der i-ten Stichprobe,
so ist dies genau dann der Fall, wenn

Fy <y Fy
gilt. Somit wird man bei diesem Problem als Hypothesen
H:={(F,F) : F,F,€Fmit F} =4 Fb},
K:={(F,F) : F,F,e§mit F| <4 Fb}

wihlen, wobei § die Menge der Verteilungsfunktionen auf (R, B) beschreibt.
Interessieren nur Lebensdauerverteilungen, so kann man anstatt § die Menge
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3.1 Der Permutationstest fiir unzensierte Daten

der Verteilungsfunktionen F mit F(0) = 0, die im folgenden kurz mit g
bezeichnet wird, wihlen.

Im Zusammenhang mit Ausfallraten ist aber auch die sogenannte Hazard
Order zu nennen (siehe (Shaked and Shanthikumar, 1993, Seite 12)). Diese
wird definiert durch:

)\1 <hz )\2 < )\1(15) < )\Q(t) Vi>0.

Zusammen mit (1.1) folgt aus dieser Beziehung insbesondere F} <g F5, falls
die Ausfallraten stiickweise stetig sind. Es gilt also:

Hi={(A1,X2) : A, A2 € €mit Ay =y, Ao} C H,

R = {()\1,)\2) . )\1,)\2 € £ mit )\1 <hz )\2} g K,
wobei £ die Menge der stiickweise stetigen Ausfallraten bezeichnet.

Da fiir diese Hypothesen i.a. kein gleichméflig bester Test zum Niveau «
oder gleichméflig bester unverfilschter Test zum Niveau « existiert, sucht
man nach einem Test, der fiir H gegen K zumindest die Voraussetzung der
Unverfilschtheit erfiillt und die Giite auf einer noch zu spezifizierenden Teil-
klasse K; von K gleichmiflig maximiert. Gesucht ist also eine Losung von:

Ey(p) < a \weH}

e eED, =
{ Eﬁ(gO)ZOé VieK

(3.1)
Ey(p*) = sup Ey(p) VO €K;.

PpEDy

Siehe auch Abbildung 3.1.

Da unter Verwendung der Metrik der gleichméfligen Konvergenz die Giite-
funktion eines jeden Tests stetig ist, ist jeder fiir H gegen K unverfilschte
Test auf dem Rand J := HN K der Hypothesen a-dhnlich (siehe (Witting
and Nolle, 1970, Seite 117, Satz 3.12)). Bei diesen Hypothesen ergibt sich
als Rand gerade J := {(F1, F3) : Fy, Fy € § mit F} = F,}. Falls es nun eine
unverfilschte Losung von

e €Pyi={p : Ey(p)=a VIeI},
(3.2)
Ey(p*) = sup Ey(¢) ViIeK

PpEP,
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H K

unverfalscht unverfalscht

ABBILDUNG 3.1: Die Optimalitéitseigenschaften des Permutationstests.

gibt, so ist diese also auch eine Lésung von (3.1).

Da fiir J aber die Ordnungsstatistik T suffizient und vollsténdig ist (dies
ist eine leichte Abwandlung von (Witting, 1985, Seite 359, Satz 3.43)), kann
man das Problem (3.2) dquivalent durch

O € Dyg = {gp : /gp e qs§-f.s.}, (3.3)

/ o dp) TN > / o dPYTNE PIY g Vpe dyg VI €K

ersetzen (siche (Witting, 1985, Seite 367, Hilfssatz 3.55)).

Der Permutationstest stellt sich bei einer geeigneten Wahl von K, als eine
fiir H gegen K unverfiilschte Losung des Problem (3.3) heraus.

Nach den vorherigen Ausfithrungen liegt es nahe, als K; eine Proportional
Hazard Familie zu einem festen Baseline Hazard Ay € £ zu nehmen:

K, = {(F17F2) €K : d(g? (t) = miAo(t) exp(=niAo(t))L(0,00) (1),

7::1727 7717772€R7 772>771>0}
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3.1 Der Permutationstest fiir unzensierte Daten

:{()\1,)\2)6123 Ai =mido, 1=1,2, mi,me €R, 772>771>0}§K-

Auf diese Situation lisst sich (Gebhard, 1995, Seite 15, Satz 2.2) anwenden.
Als Resultat erhiilt man (wenn auch nicht in seiner allgemeinsten Fassung):

3.1 Satz (PERMUTATIONSTEST) Sei Ao € £. Dann gilt fir den Test o*(x) :=

*

1 >
Pi(r) =9 (@) falls 332 Ao(xi) = (1),
0 <

wobei v*(t), c*(t) aus

n!

{7r €S, : iAo(w(x)i) > c*(t)}‘

1=1

7*(¢)
n!

+

{7r €8, 1 Y Ag(m(x);) = c*(t)}‘ —a
i=1
bestimmt werden:

(a) ¢* ist ein gegen K, gleichmdflig bester auf J «-dhnlicher Test, d.h.
eine Losung von (3.2) mit K; = K,,.

(b) ¢* ist unverfilscht zum Niveau « fiir H gegen K, also insbesondere fiir
H gegen K.

(c) ©* ist ein gegen Ky, gleichmafSig bester zum Niveau o unverfilschter
Test fir H gegen K, d.h. eine Losung von (3.1) mit K; = K,,.

Besonders erwithnt sei der Fall \o(t) = t*7!, in dem sich der Permutati-
onstest, wie bereits erwihnt, als ein gegen

Ky, = {W(k,m),W(k,m2) : ni,m €R, 0o >n >0}

optimaler Test erweist.
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3.2 PERMUTATIONSTESTS FUR TYP [-ZENSIERTE DATEN
3.2.1 MODELLBILDUNG

Wie im unzensierten Fall liege wieder ein Zweistichprobenproblem bestehend
aus n stu. Zufallsgrofien Xy,..., X, : (2,2, P) — (R, B,) vor, wobei die
erste Stichprobe aus den ersten n; und die zweite aus den letzten ny := n—mny
Zufallsgroflen bestehe. Wie bereits auf Seite 2 beschrieben, gibt man sich
bei dieser Art der Zensierung eine Zeitspanne C' vor, die das Experiment
héchstens durchgefithrt werden soll. Daher kann man in dieser Situation
nicht die Zufallsgrofien X; selbst, sondern nur

(1<i<n)

2

-~ Xz falls XZ < C
X, —
D sonst

beobachten, wobei der Marker D, der anzeigt ob die jeweilige Zufallsgrofie
zensiert wurde oder nicht, als eine beliebige reelle Zahl echt groler als C'

gewéhlt werden kann. Die Verteilungen pXi (1 < i < n) lassen sich dann
durch

Scp = {F € o : F bildet eine W-Verteilung
auf ([0,C] U {D}, Bjjo.ciuipy) } € o

parametrisieren (F' muss nicht stetig sein).

Der Informationsverlust, der durch die Zensierung entsteht, zeigt sich in
diesem Fall unter anderem dadurch, dass nach der Zensierung nicht mehr
alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen aus §, unterschieden werden konnen.
Genauer gilt fiir F1, Fy € o und 1 <7 < n:

Py =P = Fi(2)=F) Yz<C
Damit die induzierten Hypothesen schnittfrei bleiben, definiert man daher:
3.2 Definition Fiir F, F, € §y gilt:

Fy =S Fy = Fi(t) < F(t) Ytelo,C]

und <, falls F; <§ Fy gilt und fiir ein ¢ € [0,C] < durch < ersetzt werden

kann. ]
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Damit konnen die Hypothesen in der Form

Pu = {IP%I,E)X”) = P}(??l) ® PI(«“ZQ) : F1, Fy € §op mit Fy =§ Fz} ;

Prc = {PO1 = POV @ PUY ¢ Ry, Fy € Sop mit Fi < B}
oder prignanter als

H:={(F,F) : F,FEeFepmit i =5 B},

K:={(F,F) : Fi,F€Fcpmit Fi <§ F}

formuliert werden.
3.2.2 UMFORMULIERUNG DES TESTPROBLEMS

Da schon bei der unzensierten Verteilungsannahme kein gleichméfig bester
Test zum Niveau « oder zum Niveau « unverfilschter Test existiert, exi-
stiert dieser auch nicht fiir die obige Verteilungsannahme (diese Aussage wird
spéter auch ersichtlich). Es scheint daher wieder sinnvoll, nach einem Test zu
suchen, der fiir das Testproblem H gegen K unverfilscht ist und die Giite auf
einer Teilklasse K; von K gleichméfig maximiert. Da die zugrundeliegenden
ZufallsgroBen Uberlebenszeiten sind, sollte diesem Rechnung getragen wer-
den, in dem als K; eine Klasse von prominenten Lebensdauerverteilungen,
wie z.B. die Exponentialverteilung oder die Weibull-Verteilung, ausgewihlt
wird. Gesucht ist also wieder eine Losung von (3.1). Dieses Testproblem
versucht man nun, wie bereits auf Seite 54 geschehen, umzuformulieren. Da
erneut die Giitefunktion eines jeden Tests stetig! ist (man fasse ¢ einfach
als Abbildung ¢ o Z : (R}, Bt) — ([0,1],Byj0,1)) auf, wobei Z die Zensie-
rungsabbildung beschreibt, und wende (Witting and Nolle, 1970, Seite 117,
Satz 3.12) an), muss als niichstes der Rand* J := H N K der Hypothesen
bestimmt werden. Hier gilt:

3.3 Lemma Fiir den Rand J = HNK der beiden Hypothesen gilt:

U {Pj(vn) : Fe SC,D} oder kurz

J = {(Fl,FQ) . Fl,FQ € SC,D mzt F1 = Fg}

'bzgl. der Metrik der gleichméiBigen Konvergenz
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BEWEIS: Beachtet man, dass mit F' € §¢,p auch F? ¢ Sc,p gilt und der
Grenzwert!' von Elementen aus Sc,p wieder in §¢ p enthalten ist, so verlduft
der Beweis fiir nicht Dirac-Mafle vollig analog zu (Witting and Noélle, 1970,
Seite 118, Beispiel 3.11). Fiir ein Dirac-Maf} §, im Punkt a ersetze man
(1= A)F + AF? durch (1 — A)d, + Ad, fiir ein b > a. O

Um zu dem bedingten Testproblem iibergehen zu kénnen, muss eine fiir
P suffiziente und vollstindige Statistik gefunden werden. Dabei kann man,
wie im unzensierten Fall, die Ordnungsstatistik wahlen:

3.4 Lemma Die Ordnungsstatistik
T=(T,...,T,) : (R",B") — (IR’;,IB’%) ,
= (1, ., 30) = (b, ) =tmitty <ty <--- <t
und {x1,...,x,} ={t1,..., tn}

ist suffizient und vollstindig fir Bjy.

BEWEIS: (i) Suffizienz
Bekanntlich ist 7' suffizient fiir {Pf;” . Fe s} (siche (Witting, 1985, Sei-

te 336, Beispiel 3.7a)). Also ist T auch suffizient fiir die Teilklasse {P;") :
Fe SC,D} = Bs.

(i) Vollstindigkeit
Die Vollstandigkeit von T fiir 35 ergibt sich ebenfalls mit Hilfe eines bekann-
ten Resultats: Sei h: (R%,B%) — (R,B) mit Ex(hoT) =0 VY F € Fcp
gegeben. Fiir Fy € §¢,p setze p := Pg,. Nach (Witting, 1985, Seite 358,
Satz 3.42) ist T vollstindig fiir Y := {Pf;” L Fe§, Pr< u}. Aus

p € Fo.p folgt weiter ‘BL") C {P}”) . F e SC,D} = B3 und somit insbeson-
dere Ep(hoT) =0 V F € §mit Pr < pu. Alsogilt fiir N := {t : h(t) = 0}:
PE(T € N) = 0. Nun ist aber B\ zu ™ Hquivalent, was PIS{:) (TeN)=
u(”) (T' € N) = 0 nach sich zieht. Da Fy € §¢p beliebig gewihlt worden ist,
gilt also P (N) = 0 oder anders formuliert h = 0 PI-f.s.. Damit ist 7" auch
vollstandig fiir ;. a

Somit ist eine Umformulierung des Testproblems méglich, d.h. jede un-
verfilschte Losung von (3.3) ist auch eine Losung von (3.1) (genau genommen
muss in (3.3) natiirlich noch X durch X ersetzt werden).
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3.2.3 DIE SUCHE NACH OPTIMALEN TESTS
(GLEICHMASSIG BESTE TESTS

Nach den Bemerkungen im vorherigen Abschnitt sollte man nun nach einer
Losung ¢* von (3.3) (mit X anstelle von X) suchen. Dazu muss zungichst
die bedlngte Verteilung ]PMTOX = fir ¥ € H + K bestimmt werden. Da
aber IP)‘ Vi9e H+K (1 <i<n), eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf (]R, B) bildet, kann man die Ergebnisse aus (Gebhard, 1995, Seite 9ff.,
(2.6) — (2.8)) uneingeschrinkt tibernehmen:

3.5 Lemma Fir alle v € H+ K und & mit T'(z) =t gilt:

R|ToX=t, (~ fo(Z) ~ fa(@)
For W) = =T w0 (34)

wobei fg eine ™ -Dichte von IPX bezeichnet, und ju ein belzebzges o-endliches
Majs mit IPX1 IPX" < p sei. Weiter gilt ¥, =S, /{r € S, : =(t) =1t}.
Fir 9 € J erhdlt man insbesondere:

PXTR= (7)) = |1—| (3.5)

IP?‘TOXZt bildet somit fiir alle ¥ € H + K eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung auf den endlich vielen Punkten {Z : T(Z) =t} = {n(t) : 7€ S,},
wobei die Verteilung auf dem Rand eine Laplace-Verteilung auf eben diesen
Punkten ist.

Wihlt man auch in diesem Fall wieder K; = K,, (genauer die durch
die Zensierung aus K,, induzierte Verteilungsklasse), so ist pu := v + dp,

d = ~
d»‘ll[; . (t) := A(t), ein o-endliches Maf} mit ]anlj]Pan < pu (n=(n,m)).

Die p(™-Dichte von ]Pn)? ergibt sich damit zu:

£o(@) =TT [ exp(—mAo(E)M oy () + exp(—mAo(C) oy ()]

1=1

X H 12 exp (=120 (%3) )1 0,c7(Ti) + exp(—n200(C)) L0y ()] -

1=ni1+1
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Nach dem Neyman-Kriterium ist Ay eine suffiziente Abbildung fiir

>

{IP();;?lﬂD) DM, € IR+}. Da aber Ay o )/(\'j nach Korollar 1.7 wie ?J mit
Y; ~ Exp(n;) und Zensierungszeitpunkt Ay(C') verteilt ist (es gilt ¢ = 1 fiir
1 <j<mnyundi=2 fiir ny +1 < j < n), kann man sich fiir die Herleitung

von optimalen Tests auf den Fall K; = Kg,, mit
Kpw ={(F1,F) 1 F,~Ezp#;), i=1,2, 61,60 € R, 0<6 <b},
im folgenden kurz
Kpg ={0=(01,02) : 61,0, € R, 0 <6},

beschrinken.
In diesem Spezialfall vereinfacht sich die obige Dichte zu

fo(Z) = 9{”1(5) exp [—91( Z Ti+ (m — M, (/x\))C)}
1<i<ny
,<C

x 6, exp[—ﬁz( > /x\i+(n2—M2(/x\))C)],

n1+1<i<n
z;<C

(3.6)

falls
MyZ):=|{m+1<i<n: z;<C}

die Anzahl der nicht-zensierten Beobachtungen der ersten bzw. zweiten Stich-
probe bezeichnet. Weiter gilt fiir 7 mit 7'(Z) = ¢ nach (3.4):

P§|To)?zt({3j\}) _ 0{”1(5)9342(5) exp |:_01( Z /x\z —+ (nl — M1 (/ZC\))C):|

1<i<ny
7;<C
1
X exp | —0 /fi+n—M§5C']
|: 2(n1-&;<i<n ( ’ 2( )) ) Z?TE\Pt fﬂ(ﬂ—(t))
7,<C
01 M (Z)
= (0_> €xp |:(92 - 01)( Z /ZL'\Z —+ (n1 — MI(E))C)}
2 1<i<ng
z;<C
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K MIEM@) [_92( Z Ti + (n— My (%) — Ma(2))C)
1<i<n
z;<C
1

> orew, Jo(m(t))’

wobei die Ausdriicke in den letzten beiden Zeilen auf der Menge {z : T'(z) =t}
konstant sind. Daher ist

X

. 0,\ "™ - .
UZ,0):=(— exp (62— 00)( D T+ (n — My(2))C)
0y 1<i<ny
z;<C

der bei der Bestimmung eines gegen Kp,, besten Tests entscheidende Aus-
druck. Da stets 6y > 6; und damit 0;/0y < 1, 6y — 6; > 0 vorausgesetzt
wird, hdngt U antiton von M; und isoton von

V(@) = Y i+ (m — M(3)C
1<i<n;
z;<C
ab. Wie in den folgenden Beispielen gezeigt werden soll, liegt es aber an den
beobachteten Daten 7 und dem Parameter #, ob die Statistik M; oder die
Statistik V' einen grofleren Anteil an dem Wert der Funktion U hat.

3.6 Beispiel In diesem Beispiel sei die Grofie der beiden Stichproben jeweils
2 (ny = ny = 2). Als Zeitlimit und Niveau wird C' = 11 und o = 0.5 gewihlt.
Fiir den Parameterwert § = (107°,2-107°) und die méglichen Beobachtungen
= (Zy,...,74) € (0.75,1.25) x (2.75,3.25) x (9.75,10.25) x { D} erhilt man
dann als Werte der Statistiken My, V und U fiir die 6 wesentlich verschiedenen

Anordnungen/Permutationen von T:

Permutation = | My(w(Z)) | V(n(Z)) € U(r(Z),0) €
(1,2,3,4) > (35,45) | (0.25000875,0.25001125)
(1,3,2,4) 2 (10.5,11.5) | (0.250026251, 0.250028751)
(1,4,3,2) 1 (11.75,12.25) | (0.500058753,0.500061253)
(2,31, 4) 2 (12.5,13.5) | (0.250031252,0.250033752)
(2,4,1,3) 1 (13.75,14.25) | (0.500068754, 0.500071255)
(3,4,1,2) 1 (20.75,21.25) | (0.50010376, 0.500106261)

TABELLE 3.1: Werte der einzelnen Permutationen.

61



3 Permutationstests

Nach dem einfachen Neyman-Pearson Lemma und (3.4) sowie (3.5) muss
eine Losung von (3.3) mit K; = Kpg,, (falls sie existiert) sich in diesem
Fall bei den drei wesentlichen Permutationen 7 mit den gréfiten Werten von
U(n(z),0) fir K und sonst fiir H entscheiden. Der kritische Bereich des
optimalen Tests lautet also:

K, = {(174;37 2)7 (2747 L, 3)7 (3747 L, 2)}

Damit entscheidet sich der optimale Test genau dann fiir K, wenn M, klein
ist. <&

3.7 Beispiel Andert man in Beispiel 3.6 nur den Parameterwert 6 zu § =
(10, 12), so berechnet sich analog die folgende Tabelle:

Permutation 7 | My(w(Z)) | V(n(Z)) € U(n(z),0) €
(1,2,3,4) 2 (3.5,4.5) (762, 5627)
(1,3,2,4) 2 (10.5,11.5) | (915844260, 6767224615)
(1,4,3,2) 1 (11.75,12.25) | (1.3389 - 10"°, 3.6394 - 10'°)
(2,3,1,4) 2 (12.5,13.5) | (5.0003 - 100, 3.6948 - 10
(2,4,1,3) 1 (13.75,14.25) | (7.3100 - 10", 10871 - 10%2)
(3,4,1,2) 1 (20.75,21.25) | (8.7910 - 1077, 2.3896 - 10™°)

TABELLE 3.2: Werte der einzelnen Permutationen.

Ebenfalls nach dem einfachen Neyman-Pearson Lemma und (3.4) sowie
(3.5) ergibt sich der kritische Bereich einer Losung von (3.3) mit Ky = Ky,
(falls sie existiert) zu:

Ky = {(27 37 174)7 (2747 17 3)7 (3’4’ 1’ 2)}

Hier entscheidet sich der optimale Test also fiir grole Werte von V fiir K
und sonst fiir H. O

Offenbar stimmen die kritischen Bereiche K; und K, aus den obigen
Beispielen nicht iiberein. Demnach kann keine Losung von (3.3) mit K; =
Ky, existieren, da fiir die in den Beispielen ausgewéhlten ¢

PF((0.75,1.25) x (2.75,3.25) x (9.75,10.25) x {D}) > 0

gilt. Durch analoges Vorgehen kann man dann folgendes zeigen:
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3.8 Satz Zu vorgegebenen Stichprobenumfingen ni, ny, Niveau o und Zen-
sterungszeitpunkt C' existiert i.a. kein gegen Kggy, gleichmdfig bester auf J
a-dhnlicher Test, d.h. eine Losung von (3.3) mit Ky = Kgg,p.

Die Aussage kann noch in den folgenden Richtungen erweitert werden:

(a) Es kann i.a. auch keinen gegen Ky, gleichmiflig besten unverfélschten
Test fiir H gegen K, d.h. eine Losung von (3.1) mit Ky = K, geben,
da die Tests, die sich bei kleinen Werten von M; bzw. groflen Werten
von V fiir K entscheiden, auch fiir H gegen K unverfélscht sind (siehe
Seite 72).

(b) Nach den vorherigen Uberlegungen kann es i.a. auch keinen gegen
K, gleichmifig besten auf J a-dhnlichen oder fiir H gegen K un-
verfilschten Test geben. Von besonderem Interesse ist dabei natiirlich
wieder der Fall K, = Ky, .

(c) Aus der Gestalt von U kann man schlieen, dass analoge Aussagen
bereits gelten, wenn man anstatt K, zwei unterschiedliche Punkte aus
K,, als K; wihlt.

(d) Wé&hlt man als K; jedoch nur einen Punkt 1 aus K, so existiert eine
Losung von (3.3) und (3.1). Der optimale Test hat dabei die Priifgrofie

U('ﬂ?)-

Definiert man allerdings K; durch

Kpope = {(F1, Fy) + Fi~ Eap(0;,2), i=1,2,
01,926R, 91<02, 0<Z§C},

wobei Exp(f, Z) die abgeschnittene Exponentialverteilung mit der M-Dichte

% exp(—pBz)1(o,z)(x)

bezeichnet, so existiert eine Losung von (3.3) bzw. (3.1). Die Optimalitét

fo.2(x) ==

von ©*(Z) = @) (T) mit?

1 >
pi(@) = (@) falls 3307 = (@),
0 <

2An dieser Stelle sei einmalig darauf hingewiesen, dass die Mefibarkeit aller in diesem
Text hergeleiteten ,bedingten® Tests aus (Witting, 1985, Seite 376, Hilfssatz 3.61) folgt.
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3 Permutationstests

{ﬂESn : iﬂ(:%\)i>c*(t)}‘
i) {WESH : iﬂ(/x\)i:c*(t)}‘:a

- |
n. -
=1

bestimmt werden, beweist man auf dem {iblichen Weg. Dabei sei ange-
merkt, dass hier die einzige Stelle ist, bei der der Wert des Markers D in
eine Priifstatistik eingesetzt wird. Der Test besitzt allerdings fiir jedes D
die gleichen Optimalitdtseigenschaften, da der Marker D auf Kg,), ¢ nicht
realisiert wird.

LOKAL BESTE TESTS

Da man keine gleichmdfsig besten Tests findet, kann man nun versuchen lokal
beste Tests zu finden.

Als erstes kann man versuchen, den nach dem einfachen Neyman-Pearson

Lemma sowie (3.4) und (3.5) besten Test zum Niveau « fiir {]PJ)?‘TOXZt}
gegen {Pf‘TQX:t} , 0 =1(01,05), 0, <6, (d.h. Exponentialverteilungen)
1 >
©ro(T) =< 7*(t,0) falls U(z,0) = c*(t,0) ,
<

wobei v*(t, 0), ¢*(t,0) aus

n!

{77 €S, : Un(®),0) > (¢, 9)}‘
7*(t,0)

+ |
n.

Hw €S, : Ur(@),0) =, 9)}‘ = a

bestimmt werden, bei festem 6, unabhéngig von #; zu machen (die umge-
kehrte Situation ldsst sich genauso behandeln). Dies gelingt auch, da der
Stichprobenraum endlich und die Abbildung

~ X ToX=t, r~
0, — p(el,@)(ﬂf) :IP(a‘l,eg) ({7}

_Jo(®)
fi ()
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J

a-ahnlich

/

optimal

i/(\%81

01(t)

(02, 02)

ABBILDUNG 3.2: Die Optimalitiatseigenschaften lokal gleichmifBig bester
Tests.

bei festem #y und 7 nach (3.6) in eine Potenzreihe um 6y (6; = 65 entspricht
0 € J) entwickelbar ist. (Witting, 1985, Seite 225, Satz 2.46) liefert nun den

3.9 Satz Fiir jedes t € T(([0,C] U D)™) emistiert ein 0 < 0,(t) < 6,
d.d. ¢ry fir 01(t) < 61 < 0y unabhingig von 6, ist. Somit ist p; =

90:((9:1(,5”92)/2 6,) €T gleichmdflig bester a-éhnlicher Test fiir {]Pf'TOX:t} ge-

gen {Pﬁgfgfj 0 €R, 0,(t) <0, < 92} (0, fest).
Also ist ¢ ein lokal gleichmdfig bester a-dhnlicher Test fir {]Pf'TO)?:t}
]P)?\To)?:t

gegen { 6r0y) b eR, 0<b; < 92} (05 fest).

Dieses Optimalitatskriterium wird in Abbildung 3.2 verdeutlicht.

Das Problem bei dieser Art der Optimalitéit liegt nun darin, dass /()
noch entscheidend von ¢ abhingt und daher sup {#}(¢) : ¢t € T(R")} = 6,
gilt, so dass man beim unbedingten Testproblem keine Optimalitdt mehr
erhélt (siehe Anmerkung (c) auf Seite 63).
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3 Permutationstests

Da die einparametrige Verteilungsklasse

(U™ o e Ry} (0 fest)

L, (f2)-differenzierbar ist (dies ist mit Blick auf (Witting, 1985, Seite 170,
Satz 1.183) offensichtlich), besteht eine weitere Moglichkeit nach einem lokal
optimalen Test zu suchen darin, dass dieser auf {]Pf'TOX:t} a-dhnlich ist und
die Ableitung der Giitefunktion unter allen a-&hnlichen Tests in dem Punkt
(09,05) aus dem Rand maximiert. Ein solcher Test existiert in diesem Fall
nach (Witting, 1985, Seite 170, Satz 1.183) und (Witting, 1985, Seite 223,
Satz 2.44), da offenbar alle Forderungen an 6 — p, g,)(7) erfiillt sind. Als
Priifgrofie des Tests ergibt sich dabei die L;(6s)-Ableitung:

d ~
d—elp(91,92) (.’L‘)

01=0>

A~

L027t (x) -

P(05,02) (E)
d f(91 ,02) (E)

=¥, d—elf(j(;l,@)(t) 0,—0,
= |0y <M1(/.T\)/02 — ( Z zi+ (ng — Ml(i,‘\))C')> \a
_ Z (Ml(ﬂ(f))/ﬁg — ( Z ©(Z); + (ng — Ml(ﬂ(/x\)))C')>

(@) <C

Zusammengefasst gilt damit:

3.10 Satz Fiir jedes t € T(([0,C]U D)™) ist der Test o mit

1 >
0} (Z) == < F*(t) falls 0,V (T) — My(T) = ¢*(¢)
0 <

wobei Y*(t), c*(t) aus

1

n!

{ﬂ €S8, : 0V (r(T)) — My(n(Z)) > E*(t)}‘

4 ) Hw €S, 1 0,V(n(@)) — Mi(n(2)) = 5*@)}‘ =a

n!
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J

a-ahnlich

/

Ableitung maximal

mel

(02, 02)

ABBILDUNG 3.3: Die Optimalititseigenschaften lokal bester Tests.

bestimmt werden, ein lokal bester a-dhnlicher Test fiir {IPJX‘TO)?:t} gegen
{]Pigﬂz))(:t D 0eR, 0<b, < 92} (0 fest).

Dieses Optimalitatskriterium wird in Abbildung 3.3 verdeutlicht.

Dass beim Ubergang von ©r zu @y ,nicht viel“ Giite verloren geht, zeigt
das folgende Lemma, welches eine direkte Folgerung aus (Witting, 1985,
Seite 225, Satz 2.46) ist:

3.11 Lemma Fir jedes t € T(([0,C]U {D})™) gilt:
pi(7) =1 = ¢i(@) =1 und ¢}(T) =0 = ¢j(7) =0,

d.h. der Annahme-/Ablehnungsbereich von ¢} ist in dem Annahme-/Ableh-
nungsbereich von ¢} enthalten. ©f unterscheidet sich von ¢} also nur durch
einen grofieren Randomisierungsbereich.

Anmerkungen zu Satz 3.9, Satz 3.10 sowie Lemma 3.11:

(a) Sucht man nicht gegeniiber {Pé‘lgz))(:t chheR, 0<b, < 92} (0o
fest) sondern gegeniiber {]Pf;f;z))(:t s hheR, 0<my < 772} (1 fest,
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siehe Definition von K, ) optimale Tests, so hat man in den Priifstatis-
tiken nur Z; durch Ay(Z;) und C durch Ay(C') zu ersetzen (zusitzlich ist
selbstverstandlich noch 6; durch 7; zu substituieren). Von besonderem
Interesse ist dabei wieder der Fall Ky, , in dem Ay(t) := t* gewéhlt
werden kann.

(b) Da T eine fiir J suffiziente und vollstindige Statistik ist, stimmen die
beiden Mengen von Tests &, und ® g iiberein, d.h. ein Test ist genau
dann auf dem Rand J a-&hnlich, wenn er ein Test mit Neyman-Struktur
bzgl. T ist. Daher ist es an dieser Stelle legitim, mit den bedingten
Verteilungen zu argumentieren.

(¢) Da man 6](t) i.a. nicht angeben kann, ist der Test ¢} oft nicht anwend-
bar. Daher wird man héufig auf den Test ¢} ausweichen.

(d) @5 ist auch ein fiir {]Pf'TOX:t} gegen {]Pa?;’f:t : A€ (-1, 0)} (P}
besitzt die Ausfallrate f(A)f2 + g(A)A3) lokal bester a-dhnlicher Test.
Dabei sind A\;3 € £ und f,¢ : [-1,1] — R monoton wachsend und
differenzierbar mit f(0) = 1 und ¢(0) = ¢'(0) = 0 frei wihlbar (siehe
Anmerkung 2.31).

Satz 3.10 kann noch dahingehend verallgemeinert werden, dass der Test
o5 () = @*T(E)(/x\) auch fiir das unbedingte Testproblem {]Pf§2’92)} gegen
{]P()Sl,gz) s 0eR, 0<b; < 92} (05 fest) ein lokal bester a-&hnlicher Test

ist. Dazu muss allerdings erst noch ein zu (Witting, 1985, Seite 367, Hilfs-
satz 3.55) analoges Resultat hergeleitet werden:

3.12 Lemma Sei T eine fiir Py suffiziente und vollstindige Statistik und
PBi = {Pa : A >0} eine Li(0) differenzierbare Verteilungsklasse mit Ab-
leitung L. Dann besitzen die beiden Testprobleme

e ey i={p : Ey(p)=a VIel},

J (3.7)

d
—EA(p* = sup —F
N A(@O)AZO Sup o8 alp) e
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und

(3.8)
/ oL dpy 1T = > / oL dP}1TX= PIoX fe o € dyg

dieselben Ldsungen.

BEwWEIS: Wie bereits erwihnt, stimmen die beiden Mengen &, und ®yg
iiberein. Nach (Witting, 1985, Seite 164, Satz 1.179) gilt weiter:

d

—En(p)

A = EO(SOL)-

A=0

Ist nun ¢* eine Losung von (3.8), so erhélt man durch Integration bzgl.
PT°X | dass ¢* auch eine Losung von (3.7) ist.

Sei umgekehrt ¢* eine Losung von (3.7). Angenommen ¢* ist keine
Losung von (3.8), dann existiert ein Test ¢ € ®yg mit P (A) > 0, wobei

A= {t : /gpL d]PéﬂTOX:t > /(p*L d]quTOX:t}

gilt. Definiert man nun ¢ durch ¢ := p*L4c + ply, so gilt offenbar (nach
Integration bzgl. PT°X) & € ®, und Eo(@L) > Eo(¢*L). Dies liefert nach
den einfiihrenden Bemerkungen den gewiinschten Widerspruch. O

Nun zu dem bereits angesprochenen Satz:

3.13 Satz ©* ist ein gegen P, = {Pélﬂz) s 0eR, 0<b; < 92} (0o
fest) lokal bester a-dhnlicher Test, d.h. eine Ldésung von (3.7) mit Py =
{InghaQ) L0 ER, 0<6, < 92} (0, fest).

Bewers:  Offensichtlich gilt ¢* € ®yg. Da sich die L (6y)-Ableitung von
By nach (Witting, 1985, Seite 170, Satz 1.183) zu

L(Z) = My(2)/8, — V (2)

berechnet, erfiillt ¢* nach dem einfachen Neyman-Pearson Lemma (beachte
Py € J) fiir jedes t die Optimalitédtsforderung in (3.8). Die Behauptung folgt
nun mit Lemma 3.12. O
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Wie man unmittelbar einsieht, gelten die Anmerkungen (a) und (d) von
Seite 68 auch fiir das unbedingte Testproblem.

Fir den Test ¢*(Z) := ¢} (%) aus Satz 3.9 kann keine zu Satz 3.13
analoge Aussage gemacht werden, da in (Witting, 1985, Seite 225, Satz 2.46)
entscheidend von der Endlichkeit des zugrundeliegenden Stichprobenraums
Gebrauch gemacht wird.

Das Problem bei den in den Sétzen 3.9, 3.10 und 3.13 hergeleiteten Tests
besteht nun darin, dass die Optimalititsaussagen noch von dem genauen
Fuflpunkt aus dem Rand abhéingen. Besser wéire es, wenn die Tests fiir
eine (parametrische) Teilklasse des Randes, in diesem Fall {6 = (6, 0,)
f; € R}, identisch wiren. Dies kann man z.B. wie beim Ubergang vom
Gaufitest zum t¢-Test mit Hilfe der Plug-In Methode erreichen. Allerdings
gehen in diesem Fall die Optimalitédtseigenschaften verloren. Um die Plug-
In Methode anwenden zu konnen, muss nun als erstes ein Schétzer fiir 6y
bestimmt werden. Hier bietet sich der Maximum-Likelihood-Schétzer an.
Nach (3.6) lautet die Likelihood-Gleichung

d . . . .
000 @) = M@0 — (30 Bk (= M@NC) =0
2 ni+1<i<n
2,<C

und somit der Maximum-Likelihood-Schitzer:

0,(7) = M) |
Z 33\1 + (ng - Mz(i‘\))c
n1+1<i<n
z;<C

In dem Test ©* ist nun nur noch 6y durch 52 Zu ersetzen:

~ N

3.14 Satz (PERMUTATIONSTEST FUR TYP I-ZENSIERTE DATEN) Der Test
(7)) = Qr@) (T) mit

1 ~ >
pi(@) == () falls 02(2)V(Z) — My (T) = (),
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wobei Y(t), ¢(t) aus

1

n!

{77 €S, : 0,@V(r(T) — My (n(7)) > E(t)}‘
7(?)

T
n.

{77 €8, 1 B@V (@) - Mi(x(3)) = E(t)}‘ = a

bestimmt werden, scheint fir das Testen wvon {ngmgz) : b€ ]R} gegen
{ngm%) 0,0 €eR, 0<b, < 92} ein ,quter” Test zu sein und hdlt das
Niveau o auf ganz J genau ein.

Geht man davon aus, dass nicht Fxponentialverteilungen sondern eine
Proportional Hazard Familie zu einem festen Baseline Hazard A\ vorliegt, so
ist in der Prifstatistik des obigen Tests T; durch Ao(Z;) und C' durch Ay(C)

2u ersetzen.
3.2.4 UNVERFALSCHTE TESTS

In diesem abschlieflenden Abschnitt zu Typ [-zensierten Daten soll noch ge-
zeigt werden, dass alle vorgeschlagenen Tests fiir die Hypothesen H gegen K
zum Niveau « unverfilscht sind. Wesentliches Hilfsmittel dabei ist (Witting
and Nolle, 1970, Seite 118f., Satz 3.13). Dies wird zun#chst noch einmal fiir
diese Belange neu formuliert:

3.15 Satz Sei ¢ : (([O,C] U {D})(n)vBﬁo,C}u{D}> — (R, B) ein Test mit
der Figenschaft:

fiir alle 7,7 € ([0,C] U {DH™ mit
Ty =740, 0 >0 fir einie{l,...,m}, T =7; firallej#i (3.9)
gilt (T) < (')

und Ey(p) = a VY ¥ € J. Dann ist ¢ ein fir H gegen K zum Niveau «
unverfdlschter Test und somit insbesondere ein Test zum Niveau .

Da alle oben angegebenen Tests auf dem Rand J der Hypothesen
a-dhnlich sind, ist jeweils nur noch die Isotonieforderung (3.9) zu zeigen.
Es sei erwédhnt, dass alle oben angefiihrten Tests diese Eigenschaft besitzen
und somit unverfilscht sind. Wie diese Forderung nachzuweisen ist, soll bei-
spielhaft an drei Tests vorgefiihrt werden. Man definiere '(7) 1= ¢7,4(7)
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und ©*(7) := ¢4 (@) durch

1 <
o1 (T) =X m(t) falls My(Z) = c(t)
0 >
bzw.
1 >
@f(”x\) =4 7(t) falls V(Z) = () ,
0 <

wobei v1(t), ¢1(t) bzw. v5(t), ca(t) aus

n!

{7r €S, 1 M(n(2)) < cl(t)}‘

71(t)
n!

Hﬂ €8, . M(n(7)) = cl(t)}‘ —a
bzxw.

L {ﬂ €S, : V(@) > CQ(t)H

n!

+ L@)‘{w €S, : V(r@)= CQ(t)H —a

n!

bestimmt werden. Die p-Werte der beiden Tests bestimmen sich zu:

N 1
Pl(x) = ol

{ﬂ €S, : My(n(@) < Ml(f)}‘

~ 1
und - py(7) =

{7r €S, : V(r(@) > V(/x\)}‘.

Seien nun Vektoren 7,2’ wie in (3.9) gegeben. M; nimmt beim Ubergang
von 7 zu 7’ am meisten ab. Ebenso nimmt V' beim Ubergang von 7 zu Z’ um
§ oder C' — Z; zu (jenachdem, ob 7z # D oder = D gilt). Bei allen anderen
Permutationen nimmt V' jedoch um hochstens diesen Betrag zu. Somit gilt:

pi(@) > pi(@)  und  pa(T) > pa(a).
Aus dieser Beziehung ergibt sich sofort die Isotonieforderung (3.9).
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Der dritte Test ist der lokal gleichméiflig beste Test ¢* mit der Priifgréfie
U(-,0). Hier ist der p-Wert durch

R 1
pp(7) = ol

{7r €S, : Ux(®),0) > U, H)H

gegeben. Seien nun 7,7’ zwei Vektoren wie in (3.9). Dann ergibt sich
p5(Z) > pj(7’) und damit die Isotonieforderung (3.9) aus der Tatsache, dass
fiir jedes 7 € S,, aus U(Z,0) > U(n(Z), ) bereits U(z’,0) > U(w(2"), 0) folgt.

Dies wiederum erhalt man aus
Uz, 0) > U(r(z),0) <—

exp [(02 — 01)(V(Z) — V(n(Z)))]

vV
/~
|CD
S
~—
=
)
B
T
=
8

und der Ungleichungskette

exp [(0 — 61)(V(Z') = V(r(7"))]

> exp [(6, — 61)(V(Z) — V(= (2)))]

g, \ M1(7()) =M (%) g, \ Mi(@(@)) M (@)
) =) |
— \0: — \ b

3.3 PERMUTATIONSTESTS FUR TYP II-ZENSIERTE DATEN
3.3.1 MODELLBILDUNG

Wie in den vorherigen Abschnitten liege wieder ein Zweistichprobenproblem
bestehend aus n stu. Zufallsgrofien Xy, ..., X, : (2,20 P) — (R,,B,) vor,
wobei die erste Stichprobe aus den ersten n; und die zweite aus den letzten
ny ;= n — ny Zufallsgréflen bestehe. Bei dieser Art der Zensierung gibt man
sich, wie bereits auf Seite 2 beschrieben, eine Anzahl h (< n) von Daten vor,
die man beobachten mochte. Versucht man die induzierten Zufallsgrofien
analog zu Typ I-zensierten Daten mit Hilfe von Markern zu beschreiben, so
stofit man auf groBlere Probleme, da die induzierten Zufallsgrofien X i.a. nicht
mehr stochastisch unabhéingig sind. Dieses Problem kann man umgehen, in
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dem man anstatt mit Markern mit der Ordnungsstatistik V = (V1,...,V,)
und der Antirangstatistik A = (Ay,...,A4,) : (R",B") — (S,, Pow(S,))
arbeitet,® wobei A; durch

Ai(w) =) oy (x; — Vi(x))

J=1

definiert ist. Ao X gibt somit die Indizes der Zufallsgrofen in der Reihenfolge
an, in der sie beobachtet wurden. Durch die Zensierung kann man aber nicht
alle, sondern jeweils nur die ersten h Komponenten der Ordnungs- und der
Antirangstatistik beobachten.

Da bei dieser Art der Zensierung verschiedene Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen auch durch die induzierten Zufallsgrofien unterschieden werden
konnen, ergeben sich mit den Abkiirzungen

Vhi=(VioX,...,VhoX),
A= (A0 X,..., A0 X)

die Hypothesen dhnlich wie im unzensierten Fall zu:

h Ah)

n N4 .
Py = {(]P%f) ® IP%;)) By, Fy € § mit Fy = FZ} )

(VAP
P = {(IP;?;) @ PiY) . R, F € 35 mit Fy <y FZ}
oder priagnanter als
H:={(F,F) : F,F, €3 mit F} =4 Fp},
K:={(F,F) : F,F, €F; mit F} <4 Fp},

falls §f die Menge der stetigen Verteilungsfunktionen zu Wahrscheinlichkeits-
verteilungen auf ([0,00), Bj,«)) bezeichnet.

3Genauer sollte die Ordnungs- und die Antirangstatistik eigentlich nur auf (]R;, ]B’;é)
definiert werden, um Bindungen aus dem Wege zu gehen. Da spéter nur stetige Vertei-
lungen betrachtet werden, stellt dies allerdings keine Einschrédnkung dar.
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3.3.2 UMFORMULIERUNG DES TESTPROBLEMS

Wie bei Typ I- oder unzensierten Daten existiert auch bei der obigen Ver-
teilungsannahme kein gleichméflig bester Test zum Niveau a oder zum Ni-
veau « unverfilschter Test (die Aussage wird spéter auch bewiesen). Es
scheint daher wieder sinnvoll, nach einem Test zu suchen, der fiir H gegen
K unverfilscht ist und die Giite auf einer Teilklasse K; von K gleichmiflig
maximiert. Dabei sollte als K; den Modellvorstellungen entsprechend eine
Klasse von Lebensdauerverteilungen gewihlt werden. Gesucht ist also wieder
eine Losung von (3.1). Da erneut die Giitefunktion eines jeden Tests stetig®
ist (man fasse ¢ einfach als eine Abbildung ¢ o (V* A") : (R, B") —
(10,1], Byjp,1j) auf und wende (Witting and Nélle, 1970, Seite 117, Satz 3.12)
an), versucht man das Testproblem (wie bereits auf Seite 54 geschehen) um-
zuformulieren. Dazu muss als erstes der Rand* J := HN K der Hypothesen
bestimmt werden. Hier gilt:

3.16 Lemma Fiir den Rand J = HNK der beiden Hypothesen gilt:
(m) V4"
Py = {(]PF1 ) : Fe 38} oder kurz

J= {(Fl,Fg) . Fl,FQ € 38 mit F1 = Fg}

BEWEIS: Dies beweist man wie in (Witting and Nélle, 1970, Seite 118,
Beispiel 3.11). O

Als néchstes muss versucht werden, eine fiir 35 suffiziente und vollsténdige
Statistik zu finden. Ahnlich wie im unzensierten Fall kann der beobachtbare
Teil der Ordnungsstatistik als eine solche Statistik gewéhlt werden. Mit der
Definition

Sppi=1{(ar,...;an) © ay,. .. ap €{1,...,n} mit a; #a; YVi#j}
gilt ndmlich:
3.17 Lemma Die Statistik

T (R x Sy, B @ Pow(Syp)) — (R, BY),

(v,a) = (V1, -, Uk, 1y oy ap) > (U1, o) =0 =1

“bzgl. der Metrik der gleichmiBigen Konvergenz
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ist suffizient und vollstindig fir Rjy.

BEWEIS: (i) Suffizienz
Man betrachte die Gruppe Q mit

Q:={q¢r : ¢(v,a):=(v,7(ay),...,7(ay)), ™€ S,}.

Die oben definierte Statistik 7' ist eine Maximalinvariante bzgl. Q. Die
Invarianzbehauptung ist klar. Seien also (v,a),(v',d’) € R: x S, mit
T(v,a) = T(v',a') gegeben. Nach Definition von T folgt dann v = v'. Die
Existenz einer Permutation 7 € S, mit n(a;) = a} (1 < i < n) ist offen-
sichtlich. Also gilt ¢(v,a) = (v',a’). Weiter ist jedes Mafl aus Py invariant
gegeniiber Q, da

(Vi A = (VM (r(Xy,. .., X)), AM(r (X, ..., X,)))

gilt und Produktmafle invariant gegeniiber Permutationen der Koordinaten
sind. Weiter haben die Q-invarianten Mengen die Gestalt

B x Sy, Be B,

so dass T' die o-Algebra der Q-invarianten Mengen induziert. Nach (Witting
and Nolle, 1970, Seite 108, Hilfssatz 3.8) ist 7" damit suffizient fiir B;.

(i) Vollstindigkeit
Sei f: (R:,B%) — (R, B) mit Ey(foT) =0 V9 € J gegeben. Dann gilt:

OzEg(foT):/fon]Pfjvh’Ah)
:/foTo(Vh,Ah) dP,
= / foVhdpy
:/foprlyh oV dP )y e g,
Da aber V fiir {P}”) : FESS} vollsténdig ist, folgt f o pr;, = 0
{Pf;” : Fegg}v-f.s.,d.h. F=0 PIfs. 0

Somit ist eine Umformulierung des Testproblems méglich, d.h. jede un-
verfilschte Losung von (3.3) ist auch eine Losung von (3.1) (genau genommen
muss in (3.3) natiirlich noch X durch (V" A") ersetzt werden).

76



3.3 Permutationstests fiir Typ ll-zensierte Daten

3.3.3 DIE SUCHE NACH OPTIMALEN TESTS
(GLEICHMASSIG BESTE TESTS

Nach den Bemerkungen im vorherigen Unterabschnitt sollte man nach ei-

ner Losung ¢* von (3.3) (mit (V" A") anstelle von X) suchen. Dazu muss

zunichst die bedingte Verteilung IP%Vh’Ah”TO(Vh’Ah):t fiir Y € H+K bestimmt

werden. Hierfiir miissen noch einige Bezeichnungen eingefiihrt werden: Fiir
¥ € H+ K sei fy eine u(™-Dichte von Py, i sei ein beliebiges o-endliches
MaB mit Pt Py" < p. Weiter sei

golt, ) i= / Folm™(t, 7)) du™)(a).
{th <Tpy1 <"'<l‘n}

Die bedingte Verteilung erhélt man als B”-mefibare Losung von:

/ IP%Vh,Ah)\To(Vh,Ah):t(B) dPgo(vh,Ah) _ ]Pfgvh’Ah)(B NTY(C))
C
VCeB! VBeBL®Pow(S,). (3.10)

Mit Hilfe der Transformationsformel und der Tatsache, dass Produktmafle in-
variant gegeniiber Permutationen der Koordinaten sind, kann man die rechte
Seite von (3.10) folgendermafien umformen:

Py (BT HC))
= / 1 dpl" " = / 15(Vh, A dpY
=1(C) (o)

-z

TESy

B /C Z 1pr17h(3) (t)]]'pthrl,n(B)((Wil(l)? e 77r71(h)))919(t7 ) dﬂ(h) (1).

TESK

/ 15(V", AM) fy dp®
W((CX[O,OO)"*h)ﬂ]RQ)

Setzt man nun fir B B x S, ein, so erhilt man

fit) = golt.m)

TESy

als mogliche Wahl einer ;("-Dichte von Pgo(vh’Ah). Dies kann man nun in
die linke Seite von (3.10) einsetzen:

/PE?Vh,Ah)To(Vh,Ah):t(B) dPgo(vh,Ah) :/]PEQVh,Ah)To(Vh,Ah):t(B)fg d,u(h)-
C C
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Zusammengefasst kann man (3.10) damit auch als

/CIPSth ATV ANt gy (g ()
= [, X a0 D)t ) )
vCeB

schreiben. Fiir fI'(¢) > 0 erhélt man daher die Beziehung:

IP%Vh,AhHTo(Vh,Ah):t(B) ~ Yes, It (r7H (), 7w (R))go(t, 7T)_

i (t)
Da die Meﬁbarkeitsbeziehung hier offensichtlich erfiillt ist und die Menge
h Ah
{t c R = 0} eine ]Pgo(v AT Nullmenge ist, erhélt man aus den obigen

Rechnungen folgendes Lemma:
3.18 Lemma Fir alle Y € H+ K und (t,a) € R: x S, gilt:

Z 7T€Sn g'ﬂ(t7ﬂ—)
Vh AR To(Vh AR)=t (7=1(),...,n"1(h))=a
Py ATVEANT (1 a)}) =

Zwesn 919 (ta 7T)

3.11
N
_ (= 1(1),e.,m"1(h))=a
5 (t)
Fir 9 € J erhdlt man insbesondere:
Vh AR To(Vh, AR)= (n—h)!

Py AT (1 a))) = (3.12)
]ngh’Ah)‘To(Vh’Ah):t bildet somit fiir alle ¥ € H + K eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung auf den endlich vielen Punkten {(v,a) : T(v,a) =t} =
{(t,a) : a € Sy}, wobei die Verteilung auf dem Rand eine Laplace-

Verteilung auf eben diesen Punkten ist.
Wihlt man wieder K; = K, 50 ist p mit —— = \o(t) ein PX1, PX»
A\ [0,00) o

dominierendes, o-endliches Maf. Als x(™-Dichte fn kann hier

fn( ) =" ;”exp< 7712/\0 % — 12 Z Ao $z>

1=ni1+1
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gewdhlt werden. Damit berechnet sich gy mit Hilfe von Korollar 1.7 und
einer einfachen, aber langen Rechnung zu:

gﬂ(ta 7‘—)
= g5 exp (—771 > Molt)—m D AO(ti)>
1<i<h 1<i<h
7 1(i)<n, a1 (i)>n1+1

% / )\0 (.CCZ)
{th<wpy1<-<zn} h+1<i<n

X exp (—771 Z Ao(z3) — 12 Z Ao(xi)> AN (g )

h+1<i<n h+1<i<n
77 (i)<ny a7 (@) >n1+1
= ity exp(—m Do Mot -m Y AO(tz’)>
1<i<h 1<i<h
7= 1(i)<nmy 7~ (i) >n1+1
X / exp <—771 Z Ty — M2 Z xz) AN (z)
{Ao(th)<Tpq1<-<zn} h+1<i<n h+1<i<n
7 () <n, 71§ >n1+1

n

1
=iy’ 0 — 0 —
Lo H nlzj:i]]-{l ..... nl}(ﬂ— 1(]))+772Zj:i1{n1+1 ..... n}(ﬂ— 1(]))

X exp [—771( Z Ao(t;) + (ny — My (W))Ao(th))
-
— 1 Z Ao(t;) + (ng — Ma(m))Ao(th)) |,

7 (@) >n1+1

falls

wieder die Anzahl der beobachteten Zufallsgroflen aus der ersten bzw. zweiten
Stichprobe bezeichnet. Dabei gilt natiirlich M;(7) + My(w) = h. Somit
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berechnet sich die bedingte Verteilung in diesem Spezialfall zu:
R AR To(VR AR)—
P{ADITVRADT ({(20)})

= 7']?17732 exp |:—7']1( Z Ao(tz) + (n1 - M1 (a))AO (th)) (313)

1<i<h
a;<ni

D(a,n)
— 12 Ao(ti) + (n2 — Ma(a))Ao(tn) ,
( 1;h ) 2 nes, 9n(t, )
a;>ni+1
falls M;(a) = M;(r) fiir ein 7 € S, mit (7 *(1),...,7 *(h)) = a bezeichnet
(i=1,2) und

1
D(a,n) :== D . D -
Z m Zj:i ]].{1,.“7”1}(7T71 (])) + Up) Zj:i ]]-{n1+1,...,n} (Wﬁl(j))

7T€Sn
(1) (R)=a

gilt. Wegen 1y, 410y =1-1p

.....

ni} hingt D offenbar nur iiber M; von den

.....

Daten ab. Der bei der Bestimmung eines gegen K, besten Tests entschei-
dende Ausdruck ist daher:

U(t,a,n) = exp((nz — 771)( Z Ao(t;) + (ng — Ml(a))Ao(th))>D(a, n).

1<i<h

a;<ni
Auch hier faktorisiert der Zihler der Z#hldichte erneut in einen Anteil, der
nur iiber M; und einen Anteil, der nur iiber

W(t,a) == Y Ao(t:) + (ny — Mi(a))Ao(ts)

1<i<h
a;<ni

von den Daten abhéngt. Deshalb kann man Beispiele angeben, in denen bei

verschiedenen Parameterwerten, aber identischen Beobachtungen, die opti-

malen Test verschieden sind:

3.19 Beispiel Sei in diesem Beispiel die Stichprobengrofe jeweils 2 (n; = 2,
ny = 2) und die Beobachtungsanzahl h gleich 3. Auflerden sei Ay = 1, und
als Niveau wéhle man o = 0.5. Fiir die Beobachtungsdaten t = (t1,s,t3) €
(0.75,1.25) x (2.75,3.25) x (9.75,10.25) erhéilt man dann bei den Parameter-
werten 7; = 1075 7, = 107° die folgenden Werte der Statistiken M, W und
U fiir die wesentlich verschiedenen Antirangtupel:
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Antirangtupel a | My(a) | W(t,a) € U(t,a,n) €
(3,4,1) 1| (19.5,20.5) | (1000175.515, 1000184.517)
(3,1,4) 1 | (125,13.5) | (1000112.506, 1000121.507)
(1,3,4) 1 (10.5,11.5) | (1000094.504, 1000103.505)
(3,1,2) 2 (12.5,13.5) | (100011.251,100012.151)
(1,3,2) 2 | (10.5,11.5) | (100009.451, 100010.351)
(1,2,3) > | (35,45) | (100003.15, 100004.050)

TABELLE 3.3: Werte der einzelnen Permutationen.

Nach dem einfachen Neyman-Pearson Lemma und (3.11) sowie (3.12)
muss eine Losung von (3.3) mit Ky = Kpg,, (falls sie existiert) sich in diesem
Fall bei den drei wesentlichen Antirangtupeln a mit den gréfiten Werten von
U(t,a,n) fir K, und sonst fiir H entscheiden. Der kritische Bereich des
optimalen Tests lautet also:

K= 1{(3,4,1),(3,1,4), (1,3,4)}.

Damit entscheidet sich der optimale Test genau dann fiir K, wenn M; klein
ist. <&

3.20 Beispiel Andert man in Beispiel 3.19 die Parameterwerte zu 7, = 3,
12 = 5, so erhilt man analog:

Antirangtupel a | My(a) | W(t,a) € U(t,a,n) €
(3,4, 1) 1 | (19.5,20.5) | (2.886-105,2.133-10V)
(3,1,4) 1 | (12.5,13.5) | (2.400-10%,1.773- 10')
(1,3,4) 1 | (10.5,11.5) | (439605244.8, 3248267815)
(3,1,2) 2 | (125,13.5) | (1.440- 10, 1.064- 10')
(1,3,2) 2 [ (10.5,11.5) | (263763146, 1948960689)
(1,2,3) 2 (3.5,4.5) (219.3, 1620.6)

TABELLE 3.4: Werte der einzelnen Permutationen.

Ebenfalls nach dem einfachen Neyman-Pearson Lemma und (3.11) sowie
(3.12) ergibt sich der kritische Bereich einer Losung von (3.3) mit Ky = Kz,
(falls sie existiert) zu:

K= {(3,4,1),(3,1,4), (3,1,2)}.
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Damit entscheidet sich der optimale Test genau dann fiir K, wenn W grof}
ist. &

Da die beiden kritischen Bereiche K7 und K5 nicht iibereinstimmen, kann
es eine Losung von (3.3) mit K; = Kp,, nicht geben. Daher gilt auch hier:

3.21 Satz Zu vorgegebenen Stichprobenumfingen ny,ny, Niveau o und Be-
obachtungsanzahl h existiert i.a. kein gegen Kpgy, gleichmdf$ig bester auf J
a-dhnlicher Test, d.h. eine Lisung von (3.3) mit Ky = Kpgg,y.

Diese Aussage kann noch in den folgenden Richtungen erweitert werden:

(a) Nach den vorherigen Uberlegungen kann es i.a. auch keinen gegen Ky,
gleichméBig besten auf J a-dhnlichen Test geben. Von besonderem
Interesse ist dabei natiirlich wieder der Fall Ky, = Ky, .

(b) Aus der Gestalt der Dichte kann man schlieflen, dass analoge Aussagen
schon gelten, wenn man anstatt Ky, zwei unterschiedliche Punkte aus
K,, als K; wihlt.

(c) Wihlt man als K; jedoch nur einen Punkt 7 aus K,,, so existiert eine
Losung von (3.3) und (3.1). Der optimale Test hat dabei die Priifgrofie
U(t,a,n).

LOKAL BESTE TESTS

Da man wieder keine gleichmdflig besten Tests findet, kann man nun erneut
versuchen, lokal beste Tests zu finden.

Als erstes versucht man wieder, den nach dem einfachen Neyman-Pearson
Lemma sowie (3.11) und (3.12) besten Test zum Niveau «a fiir

h ARNTo(VE AR — h ARNTo(VE ARY—
{IP.(IV ADITRVEAD) t} gegen {]Pvgv ADITOVEAD t}; n=(m.1m2), m <n,
1 >
gozn((t, a)) == *(t,n) falls U(t,a,m) = c*(t,n) ,
<
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wobei v*(t,n), ¢*(t,n) aus

n!

{we&m:mem>&me

*(t, / : x
+ ZE v ey vidi =t} =a

bestimmt werden, bei festem 7, unabhéngig von 7; zu machen. Dies gelingt
auch hier, da

M Dy o) (£ @) 1= PYADVTOANZ ({3 g) )
> e gy(t, )

(m
Zwesn Gn (t, )

bei festem 79, A\g, ¢ und a nach (3.13) in eine Potenzreihe um 7y (17 = 19
entspricht ¥ = (19, 12) € J) entwickelbar ist. Nach (Witting, 1985, Seite 225,
Satz 2.46) gilt nun:

3.22 Satz Fir jedes t € T(RY x Sy) ewistiert ein 0 < 1j(t) < n, d.d. ¢},

fir 0} (t) < m < ne unabhdngig von ny ist. Somit ist ¢} = O (o, ()42 2.72)

ein gleichmdf$ig bester a-dhnlicher Test fiir {ngh’Ah)|T°(Vh’Ah):t} gegen
{ (VP AT To(Vh, AM)=t

(n1.m2) meR, ni(t) <m < 772} (m2 >0, X € L fest).
Also ist @f ein lokal gleichmdffig bester «-dhnlicher Test  fiir
(n2 >0, Ao €L fest).

Das Problem bei dieser Art der Optimalitit besteht erneut darin, dass
1 (t) noch entscheidend von ¢ abhéingt und somit sup {n{(t) : t € T'(R.)} =
12 gilt, so dass man beim unbedingten Testproblem keine Optimalitdt mehr
erhélt (siehe Anmerkung (b) auf Seite 82).

Da auch hier die einparametrige Verteilungsklasse

(VR AR To(VP AR =t
{IP(m,nz) S 0}

(2 > 0, Ao € £ fest) ILy(n)-differenzierbar ist (siehe (Witting, 1985, Sei-
te 170, Satz 1.183)), kann man wieder nach einem lokal besten Test suchen.
Da erneut alle in (Witting, 1985, Seite 170, Satz 1.183) und (Witting, 1985,
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Seite 223, Satz 2.44) an 0y = Py, n.) (L, a) gestellten Forderungen erfiillt sind,
existiert auch in diesem Fall solch ein Test. Als Priifgrofle erhalt man dabei
erneut die L (72)-Ableitung. Um diese zu berechnen, soll nun als erstes die
Ableitung von g, bestimmt werden:

dg(ﬂl;nz) (t 7_‘_)
d771 ’

niL=mn2

= ng eXp(—?’]g (Z Ao(ti) + (n — h)Ao(th))>

n

1
H (n—i+1)n

i=h+1

x [_< S Aolt) + (mn —Ml(w))AO(th)> + 2

1<i<h 2
(i) <ny

L Ly (7))
_,C;l (n—k+1)n, }

Damit berechnet sich die L;(n,)-Ableitung zu:

L (8 0)
—p(Th:TI?) ? a
d771 ni=mn2

i (a) =
! 7t( ) p(nzﬂn)(tﬁ a)
Z TESH I(n1,m2) (ta ﬂ—)

(n - h)! d771 Zwesn 9(771,772)(tv 7T)

n! dg(m 72)
= ALV
(n—h)’[ Z d771 ( 77T)

m=mn2

Z g(TlND)(t: )

m=n2 res,
m nj

Yy >
o Z g(ﬂ2,772)(t77r) Z %(t,ﬂ)

TESK TES, 771

X

(Zwesn I(n2,m2) (ta 77))2

1 ny
= m{n‘ [—( Z Ao(ti) + (n — Ml(a))Ao(th)> —+ E

1<i<h
a;<ni
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DD (— ST Aolt) + (n— My(m)Aoltn) + 2

1<i<h 2
()<,

Der in eckigen Klammern stehende Ausdruck ist der entscheidende. Daher
definiert man:

- @—kﬂ-l ..... n1 ﬂ'il .
K(a) = Z Z Z]_ { }( (]))

€S, k=h+1 (n—k+1)

Zusammengefasst gilt damit:

3.23 Satz Fir jedes t € T(RY x Syp) ist der Test &} mit

1 >
7i((v,0)) = 7(@t) falls W (v,a) + K(a) = &) ,
0 <

wobei ¥*(t), ¢*(t) aus

n!

{a' €S+ mW(t,d)+ K(d') > 6‘*(1&)}‘

+ L0 wesn s mwea) + K@) =20} -a

bestimmt werden, ein lokal bester a-dhnlicher Test fiir {IP(JVh’Ah”TO(Vh’Ah):t}

gegen {IP%Vh’Ah”TO(Vh’Ah):t :meR, 0<ny < 772} (m2 >0, Ay € L fest).

Dass beim Ubergang von ©y zu @y ,nicht viel“ Giite verloren geht, zeigt
das folgende Lemma, welches eine direkte Folgerung aus (Witting, 1985,
Seite 225, Satz 2.46) ist:

3.24 Lemma Fir jedes t € T(R" x S,) gilt:
of(v,a) =1 = ¢i(v,a) =1 und @f(v,a) =0 = ¢;(v,a) =0,

d.h. der Annahme-/Ablehnungsbereich von @) ist in dem Annahme-/Ableh-
nungsbereich von ¢} enthalten. ¢ unterscheidet sich von ¢} also nur durch
einen gréofseren Randomisierungsbereich.
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Anmerkungen zu Satz 3.22, Satz 3.23 sowie Lemma 3.24:

(a) Von besonderem Interesse ist wieder der Fall K,y . Hier kann man
Ao(t) := t* wihlen.

(b) Da T eine fiir J suffiziente und vollsténdige Statistik ist, stimmen die
beiden Mengen von Tests &, und ®yg iiberein, d.h. ein Test ist genau
dann auf dem Rand J a-&hnlich, wenn er ein Test mit Neyman-Struktur
bzgl. T ist. Daher ist es an dieser Stelle legitim, mit den bedingten
Verteilungen zu argumentieren.

(c) Da man 7/ () i.a. nicht angeben kann, ist der Test ¢} oft nicht anwend-
bar. Daher wird man héufig auf den Test ¢} ausweichen.

Will man nun wie im Fall Typ I-zensierter oder (wie spéter gezeigt wird)
zuféillig-zensierter Daten zeigen, dass der Test ©*(v,a) := ¢y, , (v, a) auch
das entsprechende unbedingte Testproblem 16st, so steht man vor dem Pro-
blem die gemeinsame Dichte der ersten h Komponenten der Ordnungsstati-
stik im Zweistichprobenproblem berechnen zu miissen. Dies ist zwar prinzi-
piell moglich, soll hier jedoch aus Platzgriinden nicht durchgefiihrt werden.
Es ist aber zu erwarten, dass der Test auch das unbedingte Testproblem 16st.
Aus dem gleichen Grund kann auch der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir
72 nicht bestimmt werden. Da man aber, um den Test ¢* von dem genauen
Fuipunkt (19, 72) aus dem Rand unabhéingig zu machen, erneut die Plug-In
Methode anwenden will, benttigt man eine Schétzung fiir den Parameter ns.
Nach den Erfahrungen aus den anderen Abschnitten bietet sich

M2(v,a) = Mola)
Z No(vi) + (ng — Ma(a))Ao(vn)

als Schétzer fiir 7, an. Damit erh&lt man:

3.25 Satz (PERMUTATIONSTEST FUR TYP II-ZENSIERTE DATEN) Der Test
@(v,a) = Or,e)(v,a) mit

1 >
oi((v,a)) =< () falls Ma(v,a)W(v,a) + K(a) = ¢(t)
0 <
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wobei Y(t), ¢(t) aus

n!

+ 0 aesu s mtaw e + K@) -} ~a

bestimmt werden, scheint fiir das Testen von {IPE;};;‘;) DMy € IR} gegen

{IP%K;};‘;) L, ER, 0<n < 772} (Ao € £ fest) ein ,guter” Test zu

sein und hdlt auf ganz J das Niveau o genau ein.
3.3.4 UNVERFALSCHTE TESTS

In diesem Abschnitt soll nach gegeniiber den Hypothesen H und K un-
verfilschten Tests gesucht werden. Das einzige bekannte Hilfsmittel dabei
ist (Witting and Nolle, 1970, Seite 118f., Satz 3.13). Dieses soll zunichst
noch einmal fiir diese Belange neu formuliert werden:

3.26 Satz Sei p: (R% x Sy, B: @ Pow(S,n)) — (R, B) ein Test mit der
Eigenschaft:

fiir alle x, 2" € R"™ mit
wp=wx;+06, 0 >0 fireini€{l,...,m}, =uw; firalej#i (3.14)
gilt (V" (x), A"(x)) < p(V(a"), A(a"))

und Ey(p) = a V9 € J. Dann ist ¢ ein fir H gegen K zum Niveau «
unverfilschter Test und somit insbesondere ein Test zum Niveau .

Da alle oben angegebenen Tests auf dem Rand der Hypothesen J
a-dhnlich sind, ist jeweils nur noch die Isotonieforderung (3.14) zu zeigen.
Diese Forderung ist allerdings nicht so leicht nachzuweisen wie bei den ande-
ren Zensierungsarten. Einfach ist es noch bei ' (v, a) := @1, . (v, @) mit

1 <
gpi(v,a) =¢ m(t) falls Mi(a) = e(t)
0 >
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wobei 71 (%), ¢1(t) aus

{a €Sy 1 Mi(@) < cl(t)}‘

n!

t ~ ~
+ 7;(!) Ha €S+ Mi(a) = cl(t)}‘ =«
bestimmt werden. Hier kann man wieder zeigen, dass M; beim Ubergang
von (v,a) zu (v',a’) (siehe (3.14)) am meisten wichst. Daher nimmt auch
hier der p-Wert

11[. ~
m(v,a) = ] {a €Sun + Mi(@) < Ml(a)}‘
des Tests ab, womit man unmittelbar die Isotonieforderung (3.14) nach-
weist. Da allerdings W beim Ubergang von (v, a) zu (v',a’) nicht am meisten
wiichst kann man auf diesem Wege nicht die Unverfiilschtheit von ¢?(v,a) :=

(p%“(v,a) (Ua CL) mit

1 >
(pf(v,a) = 7(t) falls W(v,a) = co(t) ,
0 <

wobei vo(t), c2(t) aus

n!

{a €S W(ta)> CQ(t)H

1l Haesn|h - W(t,a) =cz<t>}\ =a

bestimmt werden, zeigen. Gleiches gilt damit auch fiir die lokal gleichmifig
besten Tests ¢*(v,a) = ¢}, (v,a), die lokal besten Tests ¢* und den
Test .

Setzt man bei exponentialverteilten Daten (genauer Ay = 1) n; = 3,
ny =3,n=4und a = 0.5

z = (20,21,22,1,101,102) bzw. ' = (20,21,100,1,101,102)

in den Test ein, so sieht man, dass der Test ©? die Isotonieforderung (3.14)
nicht erfiillt, da

P(Vh(@), AM@)) = 1 und 2(VH('), A"(&')) = 0
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gilt. Andert man die Komponenten leicht ab, so erfiillt der Test ? die Isoto-
nieforderung (3.14) sogar nicht auf einer Menge positiven MaBes. Ahnliches
ist damit auch von den restlichen angesprochenen Tests zu erwarten, so dass
man die Unverfilschtheit dieser Tests nicht auf diesem Wege zeigen kann. Es
besteht jedoch die Hoffnung, die Unverfilschtheit anders zeigen zu koénnen,
da nicht jeder unverfilschte Test auch die Isotonieforderung (3.14) erfiillen
muss.

3.4 PERMUTATIONSTESTS FUR
ZUFALLIG-ZENSIERTE DATEN

3.4.1 MODELLBILDUNG

Wie vorher auch, seien n stu. Zufallsgrofien
X17 e ,Xn . (Q, Ql, IP) — (R+, ]B+),

genannt Uberlebenszeiten, gegeben, wobei die erste Stichprobe aus den ersten
ny und die zweite aus den letzten ny := n — ny ZufallsgroBlen bestehe. Nun
soll die am héufigsten anzutreffende Art der Zensierung, die zufdllige Zen-
sierung (siehe Seite 3), behandelt werden. In diesem Fall sind neben den n
Uberlebenszeiten X1, ..., X,, noch n stu. Zensierungszeiten

)/1;"'7Yn . (Q,Q{, ]P) — (R+,E+),

die ebenfalls von den Uberlebenszeiten stu. sind, gegeben. Diese modellieren
den Zeitpunkt der Zensierung. Da sie auch den Wert +00 annehmen kénnen,
kann es auch unzensierte Daten geben. In diesem Modell kann man nur

(Z,A):(Zl,...,Zn,Al,...,An) mit
und

Aj = (1<j<n)

1 falls X; <Yj
0 sonst

beobachten.
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Bezeichnet F; die Verteilungsfunktion der i-ten Stichprobe und G die
Subverteilungsfunktion® der Zensierungsverteilung, so existiert also ein 1 <
ny <nmit PY% ~ F (1<j<mn)und PY ~ F, (n+1<j <n) sowie
PYi ~ G (1 <j <n). Damit man Bindungen nicht weiter behandeln muss,
seien sowohl die F; als auch G als stetig vorausgesetzt.® Je nach Stichprobe
besitzt P% die Subverteilungsfunktion H; :=1— (1 - F;)(1-G) = F;+ G —
F;G. Diese ist damit auch stetig. Aus diesem Grund miissen Bindungen nicht
weiter beachtet werden. Wie man andernfalls mit Bindungen umzugehen hat,
sieht man in (Gebhard, 1995).

Die H; beschreiben zwar die Verteilung von Z;, jedoch nicht die Verteilung
von (Z;,4,), da Z; und A, nicht stu. sein miissen. Die Verteilung von
(Zj, Aj) lasst sich durch die beiden Subverteilungsfunktionen

HY(8) = Py (Z) < 1,4, = 1) :/[Oﬂ(l—G(x)) APy (),

(3.15)
Hmwﬂmﬂm%sa@zmaéﬁ—mwM&w

charakterisieren. Dabei gilt offenbar H, = H! + H?, P(A;, = 1) =
limy_, o, H*(t) und

P O) = 1. 4P+ [160.0 apic

fiir beliebiges C' € B, ® Pow({0,1}). Gilt H*, H < pu, 1 = 1,2, u o-
endlich, und bezeichnet f¥, f7 die u-Dichte von HY, H?, so gilt also weiter:”

PUNNO) = [ 610 +0-0f0 die#td). (1)
d.h. Pgiiﬁj)(;) besitzt die u ® #-Dichte f;(t,d) = 0 f*(t) + (1 — 6) f7(t). Aus
den Grundannahmen erhélt man dann weiter:
Ly n
% Hf1 ti.6;) [ fo(t5.6)- (3.17)
j=ni1+1
5D.h. eine Funktion, die bis auf hmmHoo G( ) = 1 alle Eigenschaften einer Verteilungs-

funktion besitzt. Es muss allerdings immer noch lim,_,., G(z) < 1 gelten.
6In diesem Abschnitt werden Stichproben durch ¢ und Zufallsgréfien durch j indiziert.

Treten ¢ und j gemeinsam auf, so gelte im Fall 1 < j <n; i =1 und ansonsten i = 2.
"Im folgenden bezeichent # das Zihlmaf auf {0, 1}.
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Wie bei der Typ I-Zensierung fallen beim Ubergang von (X;,Y;) zu
(Z;, A;) mehrere Verteilungen zusammen. Da die Verteilung ]P(f{z%;gc;) durch
H}', H? eindeutig bestimmt ist, heiflen zwei Paare von Subverteilungsfunk-
tionen (F,G), (F',G') nicht unterscheidbar, falls (H", H*) = (H", H'?) gilt.

Andererseits kann man aus H;' und H} sowohl F; als auch G teilweise

wieder zuriickgewinnen. Es gilt die sogenannte Peterson-Darstellung (siehe
(Miller, 1981, Seite 61)):

1
Fit) =1 - exp (— / dPH,u>
og L —Hi

1
Gt:l—exp(—/ dP_z)
Q 0gl—H;

wobei 7g, := inf{t : H;(t) = 1} (inf® := oo) bezeichnet. Durch diese
Darstellung ist es auch moglich, fiir jede Verteilung auf (Ry x {0,1},B; ®
Pow({0,1})) F; und G zu finden, so dass ]Pg{ ?;)G) die vorgegebene Verteilung
besitzt. Man muss die oben erhaltenen F; und G nur auf [7y,,00) stetig

VtSTHn

fortsetzen.

Bezeichnet

8o = {F :R—[0,1] : F ist stetig, isoton, F'(0) = 0, lim F'(x) < 1}

T—00

die Menge der stetigen Subverteilungsfunktionen und
S ={F e, : 1tlimF(t)zl}
’ —00

die Menge der stetigen Verteilungsfunktionen, so ist es moglich, mit der fol-
genden Definition Hypothesen anzugeben, die beim Ubergang von (X;,Y))
zu (Z;,A;) schnittfrei bleiben:

3.27 Definition Fiir Fy, F5 € §f und G € § ; gilt:
F =S F = F() > F(t) Yt<tgVrg, und Fi(rg) >0, (i=1,2),

und =§ falls I} =& F, gilt und fiir ein ¢y < 74, V 75, > durch > ersetzt

werden kann. ]
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Dies macht Sinn, da zwei Paare von Subverteilungsfunktionen (F, G) und
(F',G") genau dann nicht unterscheidbar sind, wenn F'(¢) = F'(t) und G(t) =
G'(t) Vt <1y =7y gilt. Die Hypothesen lauten nun:

T = (P o P o p™) Y . BB e ¢ oG
H — o ® Fy X G . 1, 26307 GESO,SmItFl —StF2 )

_ (1) o pz) o o)) c e G
"BK = IPFl ®IPF2 ®IPG . Fl;FZGS()a GESQS mit F1 <st F2
oder kurz:

H:={(F,FG) : F,FeF, Geg, mit i, =§ K},

K:={(F,FG) : F,/LeF, GeF;,mit F, < F}.
3.4.2 UMFORMULIERUNG DES TESTPROBLEMS

Da auch im Fall zuféllig-zensierter Daten kein gleichméfig bester Test zum
Niveau « oder zum Niveau « unverfilschter Test existieren wird (diese Aus-
sage wird spéiter auch bewiesen), scheint es wieder sinnvoll zu sein, nach
einem Test zu suchen, der fiir H gegen K unverfilscht ist und die Giite auf
einer Teilklasse K; von K gleichméflig maximiert. Die Teilklasse K; sollte
dabei natiirlich den Modellvorstellungen entsprechend gewihlt werden. Ge-
sucht ist also wieder eine Lésung von (3.1). Da erneut die Giitefunktion eines
jeden Tests stetig® ist (mann fasse ¢ einfach als eine Abbildung po (Z,A) :
(R2",B2") — ([0, 1], Bjjo,1j) auf und wende (Witting and Nélle, 1970, Sei-
te 117, Satz 3.12) an), versucht man nun, das Testproblem wie auf Seite 54
geschehen umzuformulieren. Dazu muss als erstes der Rand® J := HNK der
Hypothesen bestimmt werden.

3.28 Lemma Flir den Rand J = HNK der beiden Hypothesen gilt:
( ) ( ) (ZaA)
By = {(IPI;L ®]PC?) : FGSS,GESS,S mit F(7y) >0} oder kurz

J={(F,G) : FegGeF, mitF(rg)>0}.

8bzgl. der Metrik der gleichmiifligen Konvergenz
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BEWEIS: Dies beweist man wie in (Witting and Nélle, 1970, Seite 118,
Beispiel 3.11). O

Als suffiziente und vollsténdige Statistik erhilt man die Ordnungsstatistik
zusammen mit dem zeitlich geordneten Indikatorvektor:

3.29 Lemma Die Statistik
T (R] x {0,1)", B} ® Pow({0,1}")) — (R% x {0,1}", B ® Pow({0,1}")),
(2,6) = (21, -+ oy 20y 01y o ooy Op) = (H, ooy th t L 82) =t

mitty < --- <t und (t},t7) = (2;,6;) Fj (1 <i<n),

1771

st suffizient und vollstindig fir Bjy.

BeEwEIs: (i) Suffizienz
Man betrachte die Gruppe

Q:={qr : ¢:(2,0) :=q(nw(2),7(0)), me Sp}.

T ist offenbar invariant unter Q. Sind nun zwei Punkte (z,0), (2’,d’) mit
T(z,6) = T(,6") gegeben, so folgt t! =17 (1 <i<n, j=1,2). Also
existiert eine Permutation 7 mit (z,9) = (7(%'), 7(0")) = ¢=(#', "), d.h. T ist
auch maximalinvariant gegeniiber Q. Ferner ist jedes Maf3 aus P; invariant
gegeniiber Q, da

(m(Z),m(A))
((X1 A\ Yi, e ;Xn A Yn));ﬂ-((]]-{X1§Y1}7 Ce 7]]'{Xn§Yn})))
= (Xa@) A Yaq), - Xa) A Yam), L, o <Veayds - -+ LX) Yoy )

4 (Z,A)

(m

gilt und Produktmafle invariant gegeniiber Permutationen der Koordinaten
sind. Da T auch die o-Algebra der gegeniiber Q-invarianten Mengen in-
duziert, folgt die Behauptung mit (Witting and Nolle, 1970, Seite 108f.,
Hilfssatz 3.8).

(ii) Vollstindigkeit
Sei h: (R™ x {0,1}", B @ Pow({0,1}")) — (R, B) mit Ey(hoT) =0 ¥
Y € J gegeben. Zu zeigen ist nun Py({hoT =0}) =1 Vo € J. Nach den
obigen Bemerkungen sowie (3.16) und (3.17) reicht es aus, u™ @#™ ({hoT =
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0}) =1 fiir alle stetigen Wahrscheinlichkeitsmafle p auf (R, B, ) zu zeigen.
Sei also y ein beliebiges stetiges Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (R, B, ). Nach
den Vorbereitungen und (3.17) findet man wie in (Witting, 1985, Seite 358f.,
Satz 3.42) Punkte 6 mit ]PéZ’A) € By und

dIPéZj’Aj)
dp ® #

(1 <j <n), wobei g(z,0) >0 V (2,0) € Ry x {0,1} gilt und 0 € [-1,1]"
frei gewéhlt werden kann. Wegen der stochastischen Unabhingigkeit folgt

(2j,05) = C(0) exp(012;(—1+20;) + - -+ 0, (2 (=1 +25;))") g (25, 0;)

dann:
P zn:
(218 = OO exp (03 5 (-1 28) + -
dp(™ @ =1
o O Y (z(—1+ 25;‘))”) [T9Gz.0)-
i=1 7=t

Nach (Witting, 1985, Seite 356, Satz 3.39) ist nun die Abbildung

(Z, 5) — (i Zj(—l + 25j)7 cey i(z’](—l + 25]))71)

j=1 j=1
vollsténdig fiir {]P‘(gZ’A) :0e-1, 1]"}, was aber nach (Witting, 1985, Sei-
te 338f., Beispiel 3.12) dquivalent zur Vollsténdigkeit von

(2,8) = W((z1(=14281), ..., 2z,(—=1+25,)))

fiir {]PéZ’A) : 0 e[—1, 1]"} ist, wobei W die Ordnungsstatistik bezeichnet.
Dies wiederum ist offenbar wegen der u-f.s. Positivitdt der Z; gleichbedeutend
mit der Vollstdndigkeit von T fiir {lPéZ’A) : 0 e[—1, 1]"} Da aber Py € By

gewihlt wurde, folgt damit {]PéZ’A) : 0 e[-1, 1]”} ({hoT =0}) =1 und
somit wegen der Gestalt der Dichten auch u™ @ #™W({hoT = 0}) = 1.
Damit ist die Behauptung bewiesen. a

Somit ist eine Umformulierung des Testproblems méglich, d.h. jede un-
verfilschte Losung von (3.3) ist eine Losung von (3.1) (dabei muss eigentlich
noch X durch (Z,A) ersetzt werden).
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3.4.3 DIE SUCHE NACH OPTIMALEN TESTS
(GLEICHMASSIG BESTE TESTS

Nach den Bemerkungen im vorherigen Unterabschnitt sollte man nun nach
einer Losung ¢* von (3.3) suchen. Dazu ist zunéchst die bedingte Verteilung
]qulZ’A)'TO(Z’A):lt fir ¥ € H+ K zu bestimmen. Diese ergibt sich als B2 ®
Pow ({0, 1}")-mefbare Lisung von:

/IP%ZANTO(ZA ‘(B) dIPToZA)(t) IP%Z,A)(BHT,l(C))
c

vV C e B2 ®Pow({0,1}") V B € B} ® Pow({0,1}"). (3.18)
Sei nun s ein o-endliches MaB wie in (3.16), (3.17) und fy eine u™ @ #™
Dichte von ]Pq(jz’A). Nutzt man die Transformationsformel und die Elgenschaft

aus, dass Produktmafle invariant gegeniiber Permutation der Koordinaten
sind, so gilt fiir die rechte Seite von (3.18):

Py (BNTY(C) = / 1, dpy
T-1(0)

- / (1) fo(t) dp™ @ #™) (1)
>

TESH 71'(01))(7'{'(02)

C bezeichnet die ersten und Cy die letzten n

Komponenten von C
=Y [ wwnn e e s
- Z /(; . 1B(7T_1(t1);W_l(tQ))fﬂ(ﬂ'_l(tl),71'_1(152))

d'u(n) ® #(n) (tl, tZ)
= [ 3 Al DAl () i) @ 00 ),

Setzt man nun fir B B} ® Pow({0,1}") ein, so erhélt man

GRS Zfﬁ (%)

TESy
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als 1™ @ #™)-Dichte von ]PTO(Z ),

von (3.18):

Z,A)|To(Z,A)=t To(Z,A
[ R ) apy e

Demnach ergibt sich fiir die linke Seite

- / PEAITAEAL(BY (T (11 2) 4 @ 40V (11 12),

so dass man erhélt:

[ BT B (0 ) au) @ 40 0)
c

/ S Lp(r(t), w(12)) fo (m (1), () dp™ @ # (¢!, 12)

TESK
vV C e B ® Pow({0,1}").
Fiir fI(t!,1?) > 0 folgt daher die Beziehung:
pUASITZ8)=t gy _ > ores, Lp(m(th), m(t?)) fo(n(t1), m (%))
fﬁ (t ,t )
Da die MefBbarkeitsbeziehung offensichtlich erfiillt ist und die Menge

{t : fI(t) = 0} eine P5°”* Nullmenge ist, kénnen die bisherigen Er-
gebnisse zu einem Lemma zusammengefasst werden:

3.30 Lemma Fiir 9 € H+ K und (2,8) mit T(z,8) = (t*,?) gilt:

P ) = ey~ ey 01

Fiir 9 € J erhdlt man insbesondere:

- 1
PAAITZA= 1 §))) = = (3.20)

pITZA=t Gt also eine diskrete W-Verteilung auf {(x(£!), 7(£2))

7€ St ={(20) : T(z ) =t}, wobei die Verteilung auf dem Rand eine
Laplace-Verteilung auf eben diesen Punkten ist.

Will man nun {]P(Z ANTe(2,8)= } gegen {]P(Z ANTe(2,8)= } (¥ € K) mit
Hilfe des einfachen Neyman-Pearson Lemmas testen, so ergibt sich die darin
auftretende Priifgrofie nach (3.19) und (3.20) zu

fg(Z, (5)
n!ifﬁT(tl, )

96

(3.21)



3.4 Permutationstests fiir zufdllig-zensierte Daten

Da fj (t',t?) auf der Menge {(z,d) : T(z,0) =t} konstant ist, ist fy(z,9)
eine zu (3.21) dquivalente Priifgrofie.

Sucht man nun nach einer Teilklasse K; von K, gegen die der Test opti-
mal ist, so liegt es nahe, diese wie bei K, durch Ausfallraten zu definieren.
Besitzt die i-te Stichprobe die Ausfallrate A;(t) (¢ = 1,2), und G die Ausfall-
rate A3(t) (A1, A2, Az € £), so gilt fiir ¥ = (A1, A2, A3) nach (3.15), (3.16) und
(3.17):

(Z,A) ni 0;
dPT#( (5) = H()\l(zz) exp(—A1 (Zz) - A3(ZZ))>

1=1

<)‘3(2i) exp(—As(z) — A1(zi))>1_éi

<11 (A2<zi>exp<—Az<zi>—A3<zz->>)6i

i=ni+1

N (25) exp(—Ag(2) — AQ(ZZ-))> -

=TI nG TT %G IT A

1<z<n1 n1+1<i<n 1<i<n
51 51:1 (51:0
n n
X exp <— ZAI (Zz) — Z AQ(ZZ) — ZAg(ZJ) "
=1 i=n1+1 =1

wobei A; die entsprechende kumulative Ausfallrate bezeichnet (i = 1,2, 3).
Speziell fiir () = mAo(t), Aa(t) = mAo(t) (Mo € £) vereinfacht sich der
Ausdruck zu:

M1 () ni
(%) exp ((772 — ) Z:ZIAO(%)> (3.22)
X 772 O+ (8 H )\0 Zz H )\3 Zz €xXp <_772 ZAO('ZZ) - ZA?’('ZZ)) )

1<i<n 1<i<n
5;=1 5;=0

wobei
M) :=1{6 : 1<i<ngundd; =1},

My(0):=={d; : mi+1<i<nundd =1}
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wieder die Anzahl der nicht zensierten Beobachtungen der ersten bzw. zwei-
ten Stichprobe bezeichnet.

Eine naheliegende Wahl fiir K; ist die Klasse der vergleichbaren Expo-
nentialverteilungen, d.h.:

KExp = {(Fl,Fg,)\g) B~ Exp(@z), 91,02 € R, 0< 01 < 02, A3 € 2} .

Da die zweite Zeile in (3.22) auf der Menge {(7(t!),7 (%)) : 7 € S,} =
{(2,0) : T(z,0) =t} konstant ist, ist

M1 () ni
U(z,9, X, 1) := (%) exp <(772 — M) ZAO(Z’z))

2

eine zu (3.21) dquivalente Priifgrofie. Diese ist offenbar unabhdingig von der
Zensierungsverteilung G bzw. As. Daher kann man Kpg,, auch kurz mit

KEa:p = {(91,92) : 91,92 € R, 0< 91 < 92}

bezeichnen. Wie im Fall Typ I- und Typ Il-zensierter Daten kann jedoch
auch hier gezeigt werden, dass gegen diese Klasse kein gleichmiflig bester
auf J a-dhnlicher Test, d.h. eine Losung von (3.3), existiert. Diese Aussage
ergibt sich unmittelbar aus den folgenden beiden Beispielen:

3.31 Beispiel Bei einer jeweiligen Stichprobengrofle von zwei (ny = ny = 2),
Niveau o = 0.5 und Wahl von Ay, 0 als \g = 1,0 = (2-1071°,2-1079), erhilt
man bei den Beobachtungen (z,0) € (0.75,1.25) x (2.75, 3.25) x (4.75,5.25) X
(9.75,10.25) x {1} x {0} x {1} x {1} als Wert der Statistiken M7, U und

ni

V(z) = Z 2

=1

fiir die 6 wesentlich verschiedenen Anordnungen/Permutationen von (z,0)
die folgenden Werte:
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Permutation m | My(7(d)) | V(n(2)) € U(r(2),m(0), Xo, 0) €
(1,2,3,4) 1 (3.5,4.5) | (1.00007 - 107°,1.00009 - 107°)
(1,3,2,4) 2 (5.5,6.5) | (1.00011-10"°,1.00013 - 10~1°)
(1,4,3,2) 2 (10.5,11.5) | (1.00021 - 10-°, 1.00023 - 10-19)
(2,3,1,4) 1 (7.5,8.5) | (1.00015-1075,1.00017 - 10-)
(2,4,1,3) 1 (12.5,13.5) | (1.00025-10 7, 1.00027 - 107
(3,4,1,2) 2 (14.5,15.5) | (1.00029 - 10~ ™, 1.00031 - 10 1)

TABELLE 3.5: Werte der einzelnen Permutationen.

Nach dem einfachen Neyman-Pearson Lemma, (3.19) und (3.20) muss
eine Losung von (3.3) mit K; = Kpg,, (falls sie existiert) sich in diesem
Fall bei den drei wesentlichen Permutationen 7 mit dem grofiten Wert von
U(r(z),m(0), Ao, 0) fiir K und sonst fiir H entscheiden. Der kritische Bereich
des optimalen Tests lautet also:

Kl = {(17 27 374)7 (2737 174)7 (2747 ]"3)}

Damit entscheidet sich der optimale Test genau dann fiir K, wenn M; klein
ist. O

3.32 Beispiel Andert man in Beispiel 3.31 nur 6 zu = (9.6, 12), so erhilt
man analog die folgenden Werte:

Permutation 7w | M;(7w(6)) | V(n(2)) € U(r(z),m(0), Ao, 0) €
(1,2,3,4) 1 (3.5, 4.5) (3558, 39217)
(1,3,2,4) 2 (5.5,6.5) (345833, 3812184)
(1,4,3,2) 2 (10.5,11.5) | (5.6286 - 1010, 6.2045 - 10)
(2,3,1,4) 1 (7.5,8.5) (52527975, 579025137)
(2,4,1,3) 1 (12.5,13.5) | (8.5492 - 102, 9.4239 - 10%)
(3,4,1,2) 2 (14.5,15.5) | (8.3105 - 10'%, 9.1608 - 10%)

TABELLE 3.6: Werte der einzelnen Permutationen.

Ebenfalls nach dem einfachen Neyman-Pearson Lemma sowie (3.19) und
(3.20) ergibt sich der kritische Bereich einer Losung von (3.3) mit Ky = Ky,
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(falls sie existiert) zu:
Ky :=1{(1,4,3,2),(2,4,1,3),(3,4,1,2) }.

Hier entscheidet sich der optimale Test also fiir grole Werte von V fiir K
und sonst fiir H. &

Durch analoges Vorgehen kann man damit zeigen:

3.33 Satz Zu vorgegebenen Stichprobenumfingen ni,ny und Niveau o exi-
stiert i.a. kein gegen Kpgyy, gleichmdfig bester auf J o-dhnlicher Test, d.h.
eine Losung von (3.3) mit K; = Ky,

Die Aussage kann noch in den folgenden Richtungen erweitert werden:

(a) Es kann i.a. auch keinen gegen Kp,, gleichméfig besten unverfélschten
Test fiir H gegen K, d.h. eine Losung von (3.1) geben, da die Tests,
die sich bei kleinen Werten von M; bzw. groflen Werten von V' fiir K
entscheiden, auch fiir H gegen K unverfilscht sind (siehe Seite 107).

(b) Nach den vorherigen Uberlegungen kann es i.a. auch keinen gegen
K, gleichméfig besten auf J a-&hnlichen oder fiir H gegen K un-
verfilschten Test geben. Von besonderem Interesse ist dabei natiirlich
wieder der Fall Ky, = Kyy,.

(c) Wegen der Gestalt von U gelten analoge Aussagen schon, wenn man
anstatt Ky, zwei unterschiedliche Punkte aus K, als K; wihlt.

(d) Wéhlt man als K; jedoch nur einen Punkt 1 aus K,,, so existiert eine
Losung von (3.3) und (3.1). Der optimale Test hat dabei die Priifgrofie
U(Z, 5, )\0, 7’])

LOKAL BESTE TESTS

Da man wieder keine gleichmdflig besten Tests findet, kann man nun erneut
versuchen, lokal beste Tests zu finden.

Als erstes versucht man wieder, den nach dem einfachen Neyman-Pearson
Lemma sowie (3.19) und (3.20) besten Test zum Niveau « fiir {PSZ’A)‘TO(Z’A):t}
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cegen {]Png,A)\TO(Z,A)Zt} ;9= (Mo 2Ao, A3), M1 < 7,

1 >

90:,9((2’/75)) = '7*(75777) falls U('Z:é:)‘mn) = C*(tﬂ?) ’
<

wobei v*(t,n), ¢*(t,n) aus

1

n!

{7? €8, + Ur(th),n(t*), \o,n) > *(t, n)}‘

7*(t,n)

+ !
n.

Hw €8, : Ur(th), (), Ao, 1)) = c*(t,n)}‘ = a

bestimmt werden, bei festem 7, unabhéngig von 7; zu machen. Dies gelingt
auch, da

e polz,6) := PR (2,6)}) mit 9 = (o, mado, )
_ fﬂ(za(s)
fi (', 2%)
bei festem 72, Ag, A3, 2 und d nach (3.22) in eine Potenzreihe um ny (7, = 19
entspricht ¥ € J) entwickelbar ist. Nach (Witting, 1985, Seite 225, Satz 2.46)
gilt nun:

3.34 Satz Fir jedest € T(R" x {0, 1}") existiert ein 0 < n\(t) < np d.d. 7,

far ny(t) < m < n2 unabhéingig von 1y ist. Somit ist ¢} = (p:,((nﬁ(th)/Zm)

ein  gleichmdflig bester «-dhnlicher Test fiir {IP(JZ’A”TO(Z’A):t} gegen

{IP'(ﬂZ,A”TO(Z,A):t U= (771)\0)772)\0) )\3)a m e ]R‘J ni(t) <m < 772} (772 >

0, Ao, A3 € £ fest).
Also st @f ein lokal gleichmdfig bester «-dhnlicher Test fiir
{IPSZ,A)|TO(Z,A):t} gegen {]PEgZ:A)‘TO(ZvA):t VS (771>\07 772>\0a )\3)a Ui S ]R'a

0<m< 7’]2} (7’]2 >0, A,A3€ L f@St).
Das Problem bei dieser Art der Optimalitit liegt nun darin, dass 7/ (t)
noch entscheidend von ¢ abhéngt und somit sup {7 (t) : t € T(R™ x {0,1}")}

= 1) gilt, so dass man beim unbedingten Testproblem keine Optimalitdt mehr
erhélt (siehe Anmerkung (c) auf Seite 100).
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3 Permutationstests

Da auch hier die einparametrige Verteilungsklasse
{IP%Z’A”TO(Z’A):t p0 = (mAo, Ao, Az), mE€R, m > 0}

(e > 0, Ao, A3 € £ fest) Lj(ny)-differenzierbar ist (siehe (Witting, 1985,
Seite 1.70, Satz 1.183)), kann man nach einem lokal besten Test suchen.
Auch hier sind alle in (Witting, 1985, Seite 1.70, Satz 1.183) und (Witting,
1985, Seite 223, Satz 2.44) an 7, — py(z,0) gestellten Forderungen erfiillt.
Als Priifgrofie erhélt man dabei die Ly (12)-Ableitung:

d
d—mp(m,m) (Za 5)

m=mn2

L §) =
772,t(z’ ) p(n2,n2)(275)

_ n|i f(n1>\,nz>\,>\3) (2,0)
dnl f(j;h)\,m)\,)\g)(tl? tz) 71="n2

—nl {<M1(5)/772 - ;leAo(Zi)>n!
- (Ml(ﬂ(é))/nz — ;lel\o(ﬂ(zi))>],

ﬂ—ESTL

Zusammengefasst gilt somit:

3.35 Satz Fir jedest € T(R"™ x {0,1}") ist der Test o mit

1 >
Pi((2,0)) == 7*(t) falls my 352 Nolz:) — Mi(0) = &(1)
0 <

wobei Y*(t), c*(t) aus

n!

{7r €S, 1 1 21:/\0(7(2)1') — My (7 (6)) > gk(t)}‘

T (¢)
n!

+

‘{W €Sy 1 1 ZAO(W(Z)i) — My (7 (9)) = ?(t)}‘ =a

bestimmt werden, ein lokal bester a-dhnlicher Test fiir {IPgZ’A)‘TO(Z’A):t} ge-

gen {IP%Z’A”TO(Z’A):t DU = (mAo, m2Ao, Az), mER, 0<n < 772} (e >

0, Ao, A3 € £ fest).
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Dass beim Ubergang von ©r zu @y ,nicht viel“ Giite verloren geht, zeigt
das folgenden Lemma, welches eine direkte Folgerung aus (Witting, 1985,
Seite 225, Satz 2.46) ist:

3.36 Lemma Fir jedes t € T(R™ x {0,1}") gilt:
0 (2,0) =1 = ¢(z,6) =1 und @;(z,0) =0 = ¢(z,0) =0,

d.h. der Annahme-/Ablehnungsbereich von ¢y ist in dem Annahme-/Ableh-
nungsbereich von ¢} enthalten. ¢ unterscheidet sich von ¢} also nur durch
einen gréofseren Randomisierungsbereich.

Anmerkungen zu Satz 3.34 und 3.35 sowie Lemma 3.36:

(a) Von besonderem Interesse ist wieder der Fall Ky, , in dem man Ay(¢) :=
t* wihlen kann.

(b) Da T eine fiir J suffiziente und vollstindige Statistik ist, stimmen die
beiden Mengen von Tests &, und ® g iiberein, d.h. ein Test ist genau
dann auf dem Rand J a-&hnlich, wenn er ein Test mit Neyman-Struktur
bzgl. T" ist. Daher ist es an dieser Stelle legitim, mit den bedingten
Verteilungen zu argumentieren.

¢) Da man 7} (t) i.a. nicht angeben kann, ist der Test ¢} oft nicht anwend-
1 t
bar. Daher wird man hdufig auf den Test ¢} ausweichen.

~ - . . Z,A)|To(Z,A)= Z,M)|To(Z,A)=
(d) @7 ist auch ein fiir {ng JTo(2.4) t} gegen {ng,n22\|o,/\§,) =t

p € (-1, 0)} (P besitzt die Ausfallrate f(p)mAo+g(p)As) lokal bester
a-dhnlicher Test. Dabei sind A\y € £ und f,¢ : [-1,1] — R mono-
ton wachsend und differenzierbar mit f(0) = 1 und ¢(0) = ¢'(0) = 0
beliebig (siehe Anmerkung 2.31).

Satz 3.35 kann noch auf das unbedingte Testproblem verallgemeinert wer-
den:

3.37 Satz ¢*(2,0) = @p(,45(2,0) ist ein gegen Py = {IP%Z’A) VS
(Aosm2A0, A3), m € R, 0<m <772} (m2 > 0, X, A3 € £ fest) lokal
bester a-dhnlicher Test, d.h. eine Losung von (3.7) mit P := {]Pq(jZ’A) VS

(Ao, M2, A3), i € R, 0<m < 772} (72 >0, Ao, A3 € £ fest).
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3 Permutationstests

Bewers:  Offensichtlich gilt ¢* € ®yg. Da sich die L;(n,)-Ableitung von
B; nach (Witting, 1985, Seite 170, Satz 1.183) zu

L(z, ) = My(6)/n2 — ZAO(Zz')

berechnet, erfiillt ¢* nach dem einfachen Neyman-Pearson Lemma (beachte
Py € J) fiir jedes t die Optimalitdtsforderung in (3.8). Die Behauptung folgt
nun mit Lemma 3.12. O

Anmerkung (d) gilt auch fiir das unbedingte Testproblem.

Fiir den Test ¢*(z, ) := ¢, 5 (2, 0) aus Satz 3.34 kann keine zu Satz 3.37
analoge Aussage gemacht werden, da in (Witting, 1985, Seite 225, Satz 2.44)
entscheidend von der Endlichkeit des zugrundeliegenden Stichprobenraums
Gebrauch gemacht wird.

Das Problem bei den in den Satzen 3.34, 3.35 und 3.37 hergeleiteten Tests
besteht nun darin, dass die Optimalitdtsaussagen noch von dem genauen Fuf3-
punkt aus dem Rand abh#ngen. Besser wére es, wenn die Tests fiir eine (pa-
rametrische) Teilklasse des Randes, in diesem Fall {n = (n,72) : 12 € R},
identisch wéren. Dies soll nun wieder mit Hilfe der Plug-In Methode er-
reicht werden. Allerdings gehen in diesem Fall die Optimalitdtseigenschaften
verloren. Zunéchst wird wieder der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 7,
bestimmt. Nach der Likelihood-Gleichung

d
d—mln(f(m,m))(Z,(S) /772 Z AO Zl -

(siehe (3.22)) ergibt sich der Maximum-Likelihood-Schétzer zu:

M, ()
D i1 No(zi)

Jetzt ist beim Test ¢* nur noch 7y durch 7, zu ersetzen:

m(z,0) =

3.38 Satz (PERMUTATIONSTEST FUR ZUFALLIG-ZENSIERTE DATEN) Der
Test p(2,0) 1= Qr(z5)(2,6) mit

1 >
Pi((2,0)) = 7(8) falls T2(z,0) 3252y Ao(zi) — Ma(6) = )
0 <
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wobei Y(t), ¢(t) aus

n!

{W €S, : M(z,0) ZAo(W(z)z‘) — My(7(0)) > E(t)}‘

+ ? ‘{ﬂ €S, : m(z9) Z:AO(W(Z)i) — M;(mw(9)) = E(t)}‘ = a

bestimmt werden, scheint fiir das Testen von {IP%Z’A) 20 = (Mo, 2o, A3),

M2 € R} gegen {IPgZ’A) 20 = (mAo, Ao, A3), ML, €R, 0<y < 772}
(Mo, A3 € £ fest) ein ,guter” Test zu sein und hilt das Niveau o auf ganz
J genau ein.

3.4.4 UNVERFALSCHTE TESTS

Im folgenden wird es darum gehen, ein zu (Witting and Nolle, 1970, Sei-
te 118f., Satz 3.13) analoges Resultat herzuleiten und es auf einige Tests
anzuwenden. Eine dhnliche Aussage findet sich bereits in (Moser, 1992, Sei-
te 33, Satz 2.7).

Als erstes muss man nach einer geeigneten Ordunung < auf R x {0,1}"
suchen, die die Hypothesen separiert. In (Moser, 1992, Seite 30) wird die
Ordnung

2 <z, §; >0; firl<i<mn; und
zi >z 6, <o firm+1<i<n

Z A5 =

(2,0) < (¢,0") <= {

vorgeschlagen, da man bei F| <& F; erwartet, dass die Werte z; der ersten
Stichprobe unter F' kleiner sind als die Werte 2] der ersten Stichprobe unter FY
und gleichzeitig unter F| die Wahrscheinlichkeit fiir eine Zensierung wéchst,
d.h. 6! < 6; gilt. Findet man nun Tests, die diese Ordnung respektierten, so
gilt:

3.39 Satz Sei ¢ : (R} x {0,1}",B% x Pow({0,1}")) — (R,B) ein Test
mit der Eigenschaft:
V (2,0), (2, 0") € R x {0,1}"mit z; > z;, 0; < &; fir ein

ie{l,...,m}, 25 =2z, 6;=20; Vj#igiltp(z0) < e,

(3.23)
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3 Permutationstests

so folgt fir Fy, F|, F, € §5, G € §j -
FI =<8 F = Egmaolp) < Bt 0 ()

BEWEIS: Seien Uy, ..., Uy, V1,...,V, unter @ stu. R(0, 1)-verteilte Zufalls-
groBen und F{~%, F' Fyt, G—1 die Pseudo-Inversen von F!, Fy, Fy, G, dann
gilt unter (Fi, Fy, G) bzw. Q:
(Z,A)~ (FyPoU AG oV, . F oUy AG Ho W,
FytoUy i AG oV, ..., FytoUy NG oV,
]]'{Fl_loUlgG*lon}’ e =]1{F;10Un1§Gflovn1}=

1{F;10Un1+lga—lovn1+1}a s 71{F2_10U2§G—10Vn}) = (Z: A);

und man erhilt eine entsprechende Aussage fir (F|, F,, G). Da aber
F! <9 Fy gilt, folgt F/ ' > F;', und man erhilt induktiv mit der Vor-
aussetzung:

B (0) = [ ¢ P g = [ 0 Q7S

< /90 A7 2" = Bt m,0)(0)

Angewendet wird dieser Satz wie folgt:

3.40 Korollar Sei ¢ ein Test, der die Isotonieforderung (3.23) erfillt. Ist
© zusdtzlich auf J a-dhnlich, so ist ¢ unverfilscht zum Niveau o fiir H gegen
K und somit insbesondere ein Test zum Niveau c.

BEwEIS: Die Aussage ergibt sich durch Vergleichen von Verteilungstupeln
mit entsprechenden Verteilungstupeln aus dem Rand. O

Nun soll dieses Korollar noch auf mehrere Tests angewendet werden. Wie
bereits angekiindigt, sind die Tests ¢'(2,0) 1= ¢y, 5(2,0) und ¢?(2,9) :=
90%(2,6)(2/7 5) mit

1 >
0i((2,0)) == () falls Y% Ao(z) = a(t)
0 <
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3.5 Tests mit der Anzahl der Realisierungen als PriifgroBe

bzw.

1
©02((2,0)) == ma(t) falls M(6) = eu(t)

o
vV

~—"
&
=t
n

wobei 71(t), ¢1(t) bzw. 72(t), ca(t

N;f? {Wes Zizllewu)z):cl(t)}‘:a
bzw.
Lres wmeon<en)

+72(!t) Hwesn  My(7(9)) 202(75)}‘ =a

bestimmt werden, unverfilscht. Dies zeigt man dadurch, dass der p-Wert der
beiden Tests

pio) = |{res, o) <))
and  pa(z,0) = ;, {7r €S, ZAO ) > i/\o(z)}‘

in der oben angegebenen Ordnung fillt, was wiederum daran liegt, dass beim
Ubergang von (z,0) zu (2',d") die jeweiligen PriiferéBen am beobachteten
Tupel am meisten wachsen. Die Unverfilschtheit des lokal gleichméBig besten
Tests p* zeigt man wieder mit dem gleichen Trick wie auf Seite 73. Es sei
darauf hingewiesen, dass alle oben angegebenen Tests die Isotonieforderung
(3.23) erfiillen. Da sie per Definition auf dem Rand J a-&hnlich sind, sind
sie somit nach Korollar 3.40 unverfilscht zum Niveau «.

3.5 TESTS MIT DER ANZAHL DER REALISIERUNGEN
ALS PRUFGROSSE

Wie man in den Abschnitten iiber Typ I- und zufillig-zensierten Daten gese-
hen hat, spielen die Statistiken M; und Ms eine wichtige Rolle bei der Suche
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3 Permutationstests

nach optimalen Tests. Hier soll gezeigt werden, dass sich auch Tests mit
diesen Priifgrofien rechtfertigen lassen.

Als erstes soll ein Test fiir ein Einstichprobenproblem hergeleitet wer-
den. Seien also Xi,..., X, stu. ZufallsgroBlen, die einer Typ I-Zensierung
mit Zensierungszeitpunkt C' unterworfen sind, so dass man nur

<i<n)

2

~ {Xi falls X; < C
X

D sonst

beobachten kann (D > (). Anders als bisher immer angenommen, diirfen
sich die Verteilungen der X; hier unterscheiden. Bezeichent F; die Vertei-
lungsfunktion von X; (1 < i < n), so wird nur vorausgesetzt, dass F; stetig
ist und F;(0) = 0 sowie 0 < F;(C) < 1 geniigt. Die Hypothesen lauten dann

(pO € (Oa 1))

Pu = (R, Py © F(C)>po},

Pk = {®?:1IP£? : Fi(C) < po und F;(C) < py fiir ein j}
oder kurz

H: F(C)>py (1<i<n),
K:Fi(C)<py (1 <i<n)und F;(C) < po fiir ein j.

Definiert man die Gruppe G durch

G:={yg: (0,C)U{D} — (0,C) U{D} stetig,
streng monoton wachsend und bijektiv auf (0, C) mit g(D) = D},

so kann man eine Gruppe Q von Transformationen auf dem Stichprobenraum
angeben:

- {g : [L‘ gl(xﬂ'(l)) s agn(fﬂ(n))) mit gi,---,9n € g; m™e Sn} .

Da
P (0.0 =P (0.0) = F(C) (1<i <)

gilt und die hier angegebenen Hypothesen invariant gegeniiber Permutatio-
nen der Koordinaten sind, sind sie auch invariant gegeniiber Q. Weiter ist
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3.5 Tests mit der Anzahl der Realisierungen als PriifgroBe

eine gegeniiber @ maximalinvariante Statistik. Die Invarianzbehauptung ist
offensichtlich. Gilt weiter M (Z) = M ('), so transformiere 7’ als erstes mit
einer Permutation der Koordinaten auf z”, wobei die zensierten Koordinaten
bei ¥ und z” dieselben seien. Anschliefend konstruiere die Funktionen g;
so, dass sie auf (0,77) und (z¥,C) affin linear sind und den Bedingungen
lim, 0 g;(z) = 0,lim, ¢ gi(r) = C und ¢(Z) = ; geniigen (1 < i < n).
Somit gilt also g(z') = 7.

Fiir das induzierte Testproblem gilt aber: IP?;{;)?Fn) =+ A(1,p;) mit
pi = Fi(C) (1 < i < n). Dies ist die gleiche induzierte Verteilung wie
beim Zeichentest (siehe (Alsmeyer, 2002, Abschnitt 34)). Allerdings lauten
die Hypothesen leicht anders:

as

S
3
Vv
S
=
A
IA

K" :p; <po (1 <i<mn)und p; < p fiir ein j.

Testet man (po,...,po) gegen (pi,...,Pn), so lautet nach dem einfachen
Neyman-Pearson Lemma die Priifgrofie des besten Tests zum Niveau a:

P?]{f,{,lin) (k) _ Z[g{l,...,n} 2 |I=k HiEI Di Hie{l,...,n}\[(l o pl)

é\l{i’{,po) (Z)p’é(l - pO)n_k
I (D= 2) ey s =k Lier 75
(1)pk(1 — po)n*

Wie im Beweis zur Optimalitit des Zeichentests zeigt man, dass

(kil)l Z Hlfﬁpi

IC{1,...,n}: |I|=k+1 i€l

1
" n pi

> .

B <1rgl<nn 1- pi) <k> cq 2 [ L —pi (3.25)

wn}: |Il=k i€l

(3.24)

und

(") X IO

IC{1,...,n}: |I|=k+1 i€l

-1
Di n Di

wn}: |Il=k i€l
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3 Permutationstests

gilt. Also ist (3.24) fiir (py,...,p,) € KM nach (3.25) streng antiton in
k und fiir (p1,...,p,) € H*\{(po,...,p0)} nach (3.26) streng isoton in k.

Ein gleichméBig bester Test zum Niveau « fiir (py,...,po) gegen KM lautet
daher:

1 <
e*(k):=¢ +* falls k = ¢ |
0 >

wobei 7*, ¢* so bestimmt werden, dass der Test das Niveau « unter einer
P (n, po)-Verteilung voll ausschopft. Das dieser Test auch ein Test zum Ni-
veau « ist, sieht man ein, in dem man zeigt, dass 1 —¢* ein gleichmé&fig bester
Test zum Niveau 1—a fiir die Hypothesen (py, . . ., po) gegen HM\{(po, ..., po)}
ist. Es gilt also:

3.41 Satz (Typ I-zZENSIERTE DATEN, EINSTICHPROBENFALL) Der Test
©*(Z) = ¢*(M(T)) ist ein gleichmdflig bester Q-invarianter Test zum Niveau
a fir die Hypothesen H gegen K.

Auch im entsprechenden Zweistichprobenproblem kann man einen opti-
malen Test herleiten. Liege also das gleiche Modell wie in Abschnitt 3.3 vor.
Definiert man die Gruppe Q durch

Q = {j(]\ : L/q\(:/fla RS /x\n) = (gl(/x\ﬂ'l(l))7 <oy Ony (171"\7T1(n1))7
gn1+1(/x\n1+7r2(1))7 ) gn(a?m-&-wz(nz))) mit Jgi,--->9n € ga m € Snu Ty € Sn2}a

so sind die Hypothesen

1<i<ny n1+1<i<n

Pk = {@?ﬂ?lfi} : max F;(C) < min FZ(C)}

1<i<n; ni+1<i<n

oder kurz

H: min F;(C)> max F;(C), K: max F;(C) < min F(C)

1<i<ni n1+1<i<n 1<i<ni n1+1<i<n

invariant gegeniiber Q. Diese Behauptung sowie die Maximalinvarianz von
(M, My) gegeniiber Q zeigt man wie im Einstichprobenproblem.
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Weiter sind M, M, unter jedem Parameter ¥ = (Fy,..., F,) stu. und es
gilt PoY = 1 B(1,p;), Py = #,  B(1,p;) mit p; = F(C) (1 <
i < n). Die Hypothesen des induzierten Testproblems lauten daher:

HMuM) g p; > max p;, KMuM) oy p; < min i
1<i<ng ni+1<i<n 1<i<ng n1+1<i<n
Da nach
Epy,..pn)(#) = Z p(mi, my) H pi H (1—p)
Ilg{l,...,nl} : |I1\:m1, 1€l1Ul> iE{l,...,n}\([lLJIz)

Igg{nﬁ»l,...,n} : |12\:m2

die Giitefunktion eines jeden Tests

©:({0,...,n1} x{0,...,n2},Pow({0,...,n1} x {0,...,n2})) — ([0, 1],]]3‘[0,1])

M1,M2) Ml;MQ)

stetig in Abhiingigkeit von (py, ..., p,) ist, ist jeder fiir H( gegen K(
zum Niveau o unverfilschte Test auf dem Rand J(Mi:M2) .= H(Mi,M)
KWMuM2) = {(p,....,p) : p € (0,1)} der Hypothesen a-dhnlich. So-

My,M2) o _ghnlichen Test

mit sollte man nach einem gleichmiBig besten auf J¢
suchen, der fiir HMM2) gegen K(MuM2) ynverfilscht ist. Nun geniigt A;
fiir J = (p,...,p) einer B(n;, p)-Verteilung (i = 1,2) und somit ist M :=
My + M, eine fiir JM1M2) suffiziente und vollstindige Statistik. Also kann
man das Testproblem durch das an M bedingte Testproblem ersetzen. Fiir

my € {0,...,n1},my € {0,...,n2} mit my = m — my gilt aber:

IP(pl,---,pn)(Ml = mq, My = my|M = m)
> I »i I1 (1—pi) 3 I1 p: I (1 - p:)

112{1,...,77,1}716[1 iE{l,...,nl}\I1 Igg{n1+1,...,n} 1€l iE{n1+1,...,n}\12
[T1|=m1 [I2|=m—m1

> e 1T (1=p)
IC{l,..,n}icl  de{l,...,n}\I
|[I|=m

_bi pi
. Zhg{l,...,nl}: |Il‘:m1 Hie[l 1-p; Zfzg{nl—l—l,...,n}: \I2|:m—m1 HiEI2 1—p;

Y

pi
Z[g{l,...,n}: |[I|=m Hie[ 1-p;

wobei sich die bedingte Verteilung auf dem Rand zu einer $(n, ny, m)-(Hyper-
geometrische)Verteilung vereinfacht. Nach dem einfachen Neyman-Pearson
Lemma lautet damit die Priifgrofle des besten Tests zum Niveau « fiir die
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Hypothesen { IPSMI Mz)oX|MoX=m } gegen {IPE;\?.,.].VI[)Q:)OX|MOX:m } :

Pi Pi
Zflg{l,...,nl}: \Il|:m1 HiEIl 1—p; Zlgg{nl—l—l,...,n}: |Iz\:m—m1 HiEIz 1—p;

(o) Ga2,)

(o)

> i 5
IC{1,...,n}: [I|=m i€l 1—p;

(3.27)

Nach (3.25) und (3.26) gilt weiter:

Pi Y43
Z[lg{l,...,nl}: \I1|:m1+1 Hi€I1 1—p; Zlgg{nﬁ»l,...,n}: |12\:m7m171 HiEIQ 1-p;

(m?i—l) (m—:?zzl - 1)
pi

Pi
> Zflg{l,...,nl}: |11\:m1 HiEIl 1—p; leg{n1+1,...,n}: |Ig\:m—m1 Hiefz 1—p;

() G 2,)

-1
. Di Di

X min max

1<i<ni 1 — p; \mi+1<i<n 1 — p;

und

Pi Pi
Zflg{l,...,nl}: \Il|:m1+1 HiEIl 1—p; Zlgg{nl—l—l,...,n}: |Iz\:m—m1—1 HiEIz 1-p;

Gy 1) G 1)
mi1+1/ \m—mi1—1
pi

Pi
< Zflg{l,...,nl}: |11\:m1 HiEIl 1—p; leg{n1+1,...,n}: |Ig\:m—m1 Hiefz 1—p;

() G 3,)

-1
Di . Di
X max min .
1<i<n; 1 — p; \m+1<i<n 1 — p;

Also ist (3.27) fiir (p1,...,p,) € KMbM2) streng antiton in m; und fiir
(p1, ..., pn) € HMM\ JMLM2) gtreng isoton in my. Der Test

1 <
or.(my,m—my)) =< v*(m) falls m; = ¢*(m) ,
>

wobei v*(m), c¢*(m) so bestimmt werden, dass der Test ¢} das Niveau «
unter einer $)(n,n;, m)-Verteilung voll ausschopft, 16st somit das beding-
te, induzierte Testproblem. Da der zusammengesetzte Test ©*(m, mg) =
@k m, (M1, m2) meBbar ist und JM0M2) ynd KMuM2) fquivalente Vertei-
lungsklassen sind, ist ¢* nach (Witting and Nolle, 1970, Seite 183, A 5.10) ein
gleichmiBig bester auf J(M1:-M2) o_ghnlicher Test fiir HMM2) gegen K (Mi-Mz)
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Auch hier zeigt man die Unverfilschtheit von ¢*, in dem man zeigt, dass

1 — ¢* ein gleichmiBig bester Test zum Niveau 1 — o fiir JM1M2) gegen

H(M1:M2)\J(M1’M2) ist. Es gilt also:

3.42 Satz (TyP I-ZENSIERTE DATEN, ZWEISTICHPROBENFALL) Der Test
*(T) = Ohp @)@ (M1(Z)) ist ein gleichmdfig bester Q-invarianter zum
Niveau o unverfilschter Test fir die Hypothesen H gegen K.

Auch im Falle zufillig-zensierte Daten lasst sich der obige Test rechtfer-
tigen. Hier betrachtet man die Gruppe G’ mit

={y: (0,00) — (0, c0) stetig,

streng monoton wachsend und bijektiv},

und weiter die Gruppe Q' mit

— {g : Z 5 (gl(zm(l))""Jgnl(zm(nl))
gn1+1(zn1+7r2(1));- s JQTL(an-‘rﬂ'z (n2) ) 51)' . '75 )
mit g1,...,9, €G, m €S8, ™ 68n2},

sowie die Hypothesen

Pu = {®?1IP?§Z R, IPg" :  max /E dPg;, > min /E dPGZ},

n1+1<i<n

=" PX@" PY . min | F,dP; < max F, dPg.
LR {®Z1 F @i Ta i<i<n Gi ™ L +i<i<n ¢ 4G
oder kurz

H: max /FZ dPg, > min /FZ dPg;,

n1+1<i<n

K : min /F dPg;, < max /E dPg;,
i<i<ni ni+1<i<n
wobei F} die Verteilungsfunktion der i-ten Uberlebenszeit und G die Vertei-
lungsfunktion der i-ten Zensierungszeit bezeichent (1 < i < n). [ F; dPg,
gibt dabei die Wahrscheinlichkeit fiir eine Realisierung der i-ten Uberlebenszelt
n (1 < i < n). Auch hier sind die Hypothesen invariant gegeniiber Per-
mutationen in den ersten n; und letzten ny Komponenten. Weiter gilt
gioZ;=g;0X; N\ g;oY; und somit:

(9i,id)o(Z;,A4) _ plZi,A)
]P(Flz---:Fn;Glz---:Gn) - ]P’ﬂ,
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3 Permutationstests

mlt 19, = (Fl,. . .,F‘i,bF‘iOg;l,F’H,l,. . -;Fn;Gla . .,Gifl,GiOgiil,Gi+1, . 7Fn)

(1<i<mn). Da
/Fi 0 g7 dPg 1 = /F dP,

gilt (1 < i < n), sind die Hypothesen invariant gegeniiber Q. Man weist
ohne grofle Miihe nach, dass (Mj, M) eine gegeniiber Q' maximalinvari-
ante Statistik ist. Dabei sind erneut M;, M, unter jedem Parameter ¢ =
(F1,...,F,,Gy,...,G,) stu. und es gilt IP%IO(Z’A) =% B, p), IPZ;/[”(Z’A) =
*7 1B(1,p;) mit p; = [ F; dPg, (1 <i<mn). Die induzierten Hypothesen
lauten damit genau so wie im Fall Typ I-zensierter Daten und man erhilt:

3.43 Satz (ZUFALLIG-ZENSIERTE DATEN, ZWEISTICHPROBENFALL) Der
Test ©*(2,0) = O, (2.0)+ Mo (20) (M1(2,0)) st ein gleichmifig bester Q'-inva-
rianter zum Niveau o unverfilschter Test fiir die Hypothesen H gegen K.

Dabei stimmen die in den Sitzen 3.42 und 3.43 angegebenen Tests ¢* mit
den auf Seite 72 und Seite 107 definierten Tests ! bzw. ? iiberein.

Die obigen Tests lassen sich auch rechtfertigen, wenn man es nicht mit
zensierten Daten zu tun hat. Den Test aus Satz 3.41 kann man als einen
Test auf die Lage eines Fraktils ansehen und als optimal kennzeichnen, falls
man G durch

G .= {g : g:(0,00) — (0,00) stetig,
streng monoton wachsend und bijektiv mit g(C) = C’},
ersetzt. Ebenso kann man den Test aus Satz 3.42 als einen optimalen Test

kennzeichnen, der iiberpriift, ob die Verteilungen der zwei Stichproben an
der Stelle C' geordnet sind.

3.6 ANMERKUNGEN

Die Idee, die kritischen Werte bedingt unter einer fiir den Rand suffizienten
und vollstdndigen Statistik festzulegen, wurde im Zusammenhang mit Rang-
tests fiir zufillig-zensierte Daten in (Janssen, 1991), (Neuhaus, 1993) und
(Janssen and Mayer, 2001) aufgegriffen.

Hier wurde ausschliefilich die einseitige Fragestellung behandelt. Inter-
essiert jedoch nicht die Frage, ob eine Stichprobe besser ist als die andere,
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3.6 Anmerkungen

sondern ob Unterschiede zwischen den Stichproben bestehen, so liegt eine
zweiseitige Fragestellung vor. Die Hypothesen lauten in diesem Fall

HIFleQ, KIFl#FQ.

Auch fiir diesen Fall lassen sich Permutationstests herleiten, die fiir eine ent-
sprechende parametrische Teilklasse von K unter gewissen Nebenbedingun-
gen optimal bzw. ,gut® sind. Das Problem bei dieser Fragestellung besteht
allerdings darin, dass man keine Ordnung findet, so dass die Werte der ent-
sprechenden Tests in dieser Ordnung wachsen und damit die Tests fiir die
entsprechend definierten Hypothesen unverfilscht sind. Aus diesem Grund
wurde hier auf die Herleitung solcher Tests verzichtet.

Desweiteren wurden an dieser Stelle auch nur Tests fiir die Situation einer
sogenannten Rechts-Zensierung, wie sie in klinischen Studien hiufig auftritt,
hergeleitet. In gleicher Art und Weise sollte man allerdings auch Tests fiir
links-zensierte Daten oder sogar fiir links- und rechts-zensierte Daten an-
geben konnen. Eine Links-Zensierung liegt z.B. dann vor, wenn man eine
Untersuchung dariiber durchfiihren will, in welchem Alter Kinder laufen ler-
nen und zu Beginn der Studie einige Kinder bereits laufen kénnen. Diese
Daten sind sogar links- und rechts-zensiert, falls auch nach der Studie man-
che Kinder noch immer nicht laufen kénnen.

Sucht man nicht nach einem gegeniiber einer Proportional Hazard Familie
zu einem festen Baseline Hazard optimalen Permutationstests, sondern z.B.
nach einem gegeniiber der Familie der Lognormalverteilungen optimalen Per-
mutationstest, so hat man hat man die entsprechenden Dichten einzusetzen
und dann eventuell noch die freien Parameter zu schétzen.
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Kapitel 4

SIMULATIONSSTUDIEN

Da man die in Kapitel 3 hergeleiteten Permutationstests nicht als in ei-
ner geeigneten Weise optimal kennzeichnen konnte, wurde im Anschluf} eine
Simulationsstudie durchgefiihrt, um die Ergebnisse mit den entsprechenden,
bereits in der Literatur vorgeschlagenen Rangtests zu vergleichen.

Wenn man sich die Permutationstests fiir die verschiedenen Zensierungs-
arten noch einmal genau ansieht, so haben die bedingten Tests alle die Gestalt

1 >
pi(w) = 7 (6) falls 320w = (1) ,
0 <

wobei v*(t), ¢*(t) aus

{res, iwi>c*(t)}‘

7*(t)
n!

n!

+

{wesn : gwi:c*(t)}‘ =«

bestimmt werden. Im Fall von Typ I[-zensierten Daten hat man beispielsweise
die w; als

zu wihlen. Weiter ist zu beachten, dass die bedingte Verteilung ]PXVOX|T°X:t
eine Laplace-Verteilung auf {w(w) : 7 € S,} ist, so dass der p-Wert der je-
weiligen Tests durch die Anzahl der Permutationen mit einem grofleren oder
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4 Simulationsstudien

gleichen Wert der Priifstatistik > " w; gegeben ist. Da man aus dem p-
Wert eines Tests auch seinen eigentlichen Wert ausrechnen kann, gilt es also
im folgenden, den p-Wert moglichst effizient zu berechnen. Aus der Arbeit
(Gebhard, 1995) geht deutlich hervor, dass man im unzensierten Fall den
Algorithmus von PAGANO und TRITCHLER (siehe (Pagano and Tritchler,
1983)) benutzen sollte. Vollzieht man den Beweis des Algorithmus noch ein
mal nach, so sieht man ein, dass dieser auch im Fall zensierter Daten an-
gewendet werden kann, da er nur die oben angesprochenen Eigenschaften
benutzt. Von Herrn DR. GEBHARD lag bereits ein C++-Programm vor. Je-
doch wurde dieses aus Effizienzgriinden noch den Simulationsbedingungen
angepasst. Anschliefend wurde ein Zufallszahlengenerator erstellt, mit des-
sen Hilfe spéter exponentialverteilte Zufallsgrofien simuliert wurden. Damit
konnte gewihrleistet werden, dass alle untersuchten Tests auf das gleiche
Datenmaterial angewendet werden konnten.

Da sich die Vorteile der Permutationstests gegeniiber Rangtests besonders
bei kleinen Stichproben bemerkbar machen sollten, wurde die Stichproben-
grofle auf jeweils 12 (n; = ny = 12) festgesetzt. Weiter wurde der Parameter
6, (der Exponentialverteilungen) der zweiten Stichprobe auf 1 festgesetzt
und der Parameter 6; (der Exponentialverteilungen) der ersten Stichprobe
so variiert, dass der Quotient #5/6; in einem Abstand von 0.1 die Werte 1
bis 3 durchliuft. Zu jedem dieser Quotienten wurden dann 1000 Datensétze
erzeugt. Dabei wurden die Exponentialverteilungen ausgesucht, da sie oft be-
nutzt werden, einfach zu generieren sind und sich andere Situationen hiufig
auf den Fall von Exponentialverteilungen zuriickfiihren lassen.

4.1 UNZENSIERTE DATEN

Auch in (Gebhard, 1995) wurden solche Simulationsstudien durchgefiihrt.
Dabei wurde dort im Fall unzensierter Daten der Permutationstest mit ei-
nem optimalen parametrischen Test (siehe (Witting, 1985, Seite 391, Bei-
spiel 3.71)) und dem Wilcoxon-Rangtest verglichen. Es zeigte sich bei einem
Stichprobenumfang von jeweils 40, dass die Giite des Permutationstests von
der des optimalen parametrischen Tests kaum abweicht, wohingegen die Giite
des Wilcoxon-Rangtests deutlich abfillt. Dazu ist allerdings zu sagen, dass
der Wilcoxon-Rangtest im Gegensatz zum Permutationstest und dem op-
timalen parametrischen Test keinerlei Optimalitdtseigenschaften gegeniiber
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4.2 Typ l-zensierte Daten

Exponentialverteilungen besitzt. Ein gegeniiber Exponentialverteilungen lo-
kal optimaler Rangtest ist der Log-Rangtest, so dass als erstes im Fall un-
zensierter Daten die Giite des Permutationstests mit der des optimalen para-
metrischen Tests, des Log-Rangtests und des Wilcoxon-Rangtests verglichen
werden soll. Da man die Giite des optimalen parametrischen Tests mit Hil-
fe der F-Verteilung genau ermitteln kann, wurde dies hier getan. Bei allen
anderen Tests wurde als Schitzer der Giitefunktion an der Stelle (6y, 62) die
Anzahl der Datensétze, deren p-Werte kleiner als das entsprechende Niveau «
war, geteilt durch 1000 verwendet.

Wie man in Abbildung 4.1 deutlich sieht, fillt auch hier die empirische
Giitefunktion des Wilcoxon-Rangtests gegeniiber der des Permutationstests
insbesondere bei kleinen Niveaus deutlich ab. Allerdings kann man die empi-
rische Giitefunktion des Log-Rangtests kaum von der des Permutationstests
unterscheiden. Dass sich die (empirische) Giitefunktion des Permutations-
tests von der des optimalen parametrischen Tests bei kleinen Niveaus so
deutlich unterscheidet, hingt wohl mit der kleinen Stichprobengréfie (hier 24
bei (Gebhard, 1995) jedoch 80) zusammen.

Zusammenfassend kann man sagen, dass sich die empirische Giitefunktion
des Log-Rangtests, der in diesem Fall ein lokal bester Rangtest ist, kaum von
der des Permutationstests unterscheidet, der in diesem Fall das bestmdogliche
nichtparametrische Verfahren ist. Auch besteht bei grofleren Niveaus oder
Stichprobenumfingen kaum ein Unterschied zwischen dem optimalen para-
metrischen Test, dem Permutationstest und dem lokal optimalen Rangtest.
Aus diesem Grund kann man Anwendern also mit gutem Gewissen die An-
wendung von lokal besten Rangtests empfehlen.

4.2 TyP [-ZENSIERTE DATEN

Nun zu Typ I-zensierten Daten. Hier werden die empirischen Giitefunktio-
nen des Permutationstests fiir unzensierte Daten, des Permutationstests fiir
Typ I[-zensierte Daten und des Log-Rangtests fiir Typ I-zensierte Daten (siehe
(Chatterjee and Sen, 1973) oder (Basu et al., 1983)) miteinander verglichen.
Dabei wird die empirische Giitefunktion wie im unzensierten Fall bestimmt.

Bei dem ersten Vergleich soll fiir den Zensierungzeitpunkt C' = 2.772 gel-
ten. Somit betrdgt die Wahrscheinlichkeit, dass die Daten zensiert sind, in
der zweiten Stichprobe durchgehend 6.25% und in der ersten Stichprobe je
nach Quotient /6, zwischen 6.25% und 40%, wobei sie bei dem Quotienten
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4 Simulationsstudien

Glte
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ABBILDUNG 4.1: Die (empirische) Giitefunktion des Permutationstests (—),
des Log-Rangtests (— — —), des optimalen parametrischen Tests (—) und des
Wicoxon-Rangtests (grau) zu den Niveaus a = 0.01, & = 0.05 und o = 0.1

(von oben nach unten).
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4.3 Fazit

0,/6, = 2 genau 25% betrigt. Wie man Abbildung 4.2 entnimmt, besteht
zwischen den empirischen Giitefunktionen dieser drei Tests zu den verschiede-
nen Niveaus kaum ein Unterschied. Zum einen scheint der Zensierungsanteil
noch nicht grof§ genug zu sein um einen Giiteabfall zu erzwingen, und zum
anderen kann man nach den Erfahrungen bei unzensierten Daten nicht erwar-
ten, dass zwischen dem Permutationstest fiir Typ I-zensierte Daten und dem
Log-Rangtest fiir Typ I-zensierte Daten ein groler Giiteunterschied besteht.

Ein etwas anderes Bild zeigt sich, wenn man fiir den Zensierungszeitpunkt
C = 1.386 wihlt. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Daten zensiert sind,
betriagt in der ersten Stichprobe zwischen 25% und 63% und in der zweiten
Stichprobe konstant 25%. Hier macht sich der deutlich gréfiere Anteil an
zensierten Daten bemerkbar, so dass die Giitefunktion der Tests fiir Typ I-

zensierte Daten im Vergleich zu dem Permutationstests fiir unzensierte Daten
doch deutlich abfillt (sieche Abbildung 4.3).

4.3 FaAziT

Zusammenfassend kann man sagen, dass bei nicht allzu kleinen Niveaus und
Stichprobenumfiangen kaum ein Giiteunterschied zwischen dem optimalen pa-
rametrischen Test, dem Permutationstest und dem lokal optimalen Rangtest
besteht. Da Rangtests aber vielfach breiteren Optimalitidtskriterien geniigen,
sollte man moglichst auf diese zuriickgreifen. Auflerdem machen sich die Zen-
sierungen erst bemerkbar, falls sie in grofler Zahl auftreten. Dies ist jedoch
leider héufig der Fall. Will man beispielsweise eine Aussage iiber die Halt-
barkeit von Prothesen treffen, so ist zu beriicksichtigen, dass diese moglichst
ein Leben lang halten sollten. Diese Daten sind daher héiufig durch das Ver-
suchsende oder den Tod des einzelnen Patienten zensiert.
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ABBILDUNG 4.2: Die empirische Giitefunktion des Permutationstests fiir
unzensierte Daten (—), des Permutationstests fiir Typ I-zensierte Daten mit
Zensierungszeitpunkt 2.772 (—) und des Log-Rangtests fiir Typ I-zensierte
Daten mit Zensierungszeitpunkt 2.772 (— — —) zu den Niveaus a = 0.01,
a = 0.05 und o = 0.1 (von oben nach unten).
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ABBILDUNG 4.3: Die empirische Giitefunktion des Permutationstests fiir
unzensierte Daten (—), des Permutationstests fiir Typ I-zensierte Daten mit
Zensierungszeitpunkt 1.386 (—) und des Log-Rangtests fiir Typ I-zensierte
Daten mit Zensierungszeitpunkt 1.386 (— — —) zu den Niveaus o = 0.01,
a = 0.05 und o = 0.1 (von oben nach unten).
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Kapitel 5

ACCELERATED LIFE TESTING

In den Bereichen der Zuverlissigkeitstheorie und Uberlebenszeitanalyse hat
man hiufig das Problem, dass man statistische Aussagen iiber Komponenten,
Medikamente usw. treffen will, deren Lebensdauer relativ lang ist. Um aber
dennoch ziigig zu statistischen Aussagen zu gelangen, bedient man sich in
diesen Bereichen der sogenannten geplanten Zensierung (siehe Seite 2).
Eine andere Moglichkeit, schneller zu statistischen Aussagen zu gelan-
gen, ist dadurch gegeben, dass man das Experiment anstatt unter ,nor-
malen Versuchsbedingungen® unter ,,verschlechterten Versuchsbedingungen*
durchfiithrt. Will man z.B. Aussagen iiber die Lebensdauern von Stromkabel-
isolierungen treffen, so sorgt eine erhéhte Stromspannung sicherlich dafiir,
dass die Isolierungen friither defekt sind. Dieses Vorgehen wird in der Sta-
tistik als Accelerated Life Testing bezeichnet. In der Literatur nimmt man
an, dass man eine oder verschiedene Co-Variable(n) hat, die auch Stress
oder Stressfaktor(en) genannt werden, die fiir die Verschlechterung der Ver-
suchsbedingungen sorgen. Dabei geht man weiter davon aus, dass man die-
se Verschlechterung durch einen funktionalen Zusammenhang spezifizieren
kann. Da man h&ufig nur mit parametrischen Modellen arbeitet, bedeu-
tet dies nichts anderes als eine Verdnderung des entsprechenden Parameters.
Oft kann man dann von der Art der Stressfaktoren her den funktionalen Zu-
sammenhang bis auf wenige weitere Parameter festlegen. Diese wiederum
werden dann entsprechend geschdtzt (siehe u.a. (Kalbfleisch and Prentice,
1980), (Mann et al., 1974), (Lawless, 2003) oder (Kvam and Samaniego,
1993) fiir parametrische und (Barlow and Scheuer, 1971) oder (Shaked et al.,
1979) fiir nichtparametrische Verfahren). In diesem Kapitel sollen die Para-
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5 Accelerated Life Testing

meter allerdings nicht geschitzt werden, sondern es sollen Tests fiir Hypo-
thesen iiber diese Parameter vorgeschlagen werden. Dabei kann man getrost
auf Rangtests zuriickgreifen, da diese héufig breiteren Optimalitidtskriterien
geniigen und sich herausgestellt hat, dass Verfahren fiir Exponentialvertei-
lungen héufig sensibel auf Abweichungen von dieser Verteilungsannahme rea-
gieren (siehe (Zelen and Dannemiller, 1961)). Man beachte aber auch die
Simulationsstudien.

Zunichst sollen allerdings noch einige niitzliche Lemmata hergeleitet wer-
den, um die entsprechenden nichtparametrischen Hypothesen handhaben zu
konnen.

5.1 KUMULATIVE AUSFALLRATEN UND
NICHTPARAMETRISCHE HYPOTHESEN

In der Zuverliissigkeitstheorie und Uberlebenszeitanalyse werden Hypothe-
sen héufig durch Ausfallraten definiert. Das wohl bekannteste Modell ist das
sogenannte Proportional Hazard Model, das auf den wegweisenden Artikel
(Cox, 1972) zuriickgeht. In einem der einfachsten Fille, dem Zweistichpro-
benproblem, ergeben sich die Hypothesen zu

HZA1:A2, K:A1:19A2, 196(0,1),

wobei A; die kumulative Ausfallrate der i-ten Stichprobe bezeichnet (i =
1,2). Dabei darf der sogenannte Baseline Hazard A, eine beliebige stetige
kumulative Ausfallrate sein. Daher sei von nun an vorausgesetzt, dass alle
auftretenden Verteilungsfunktionen stetig sind und der Bedingung F'(0) = 0
geniigen. Fiir diese Hypothesen erweist sich der Log-Rang- oder Savage-
Score-Test als ein lokal gleichméBig bester Rangtest (siehe z.B. (Hajek et al.,
1999, Seite 105f.)).

Es stellt sich nun die Frage, wie die Verteilung von YA aussieht, falls F’
die kumulative Ausfallrate A besitzt. Eine Antwort darauf gibt das folgende
Lemma:

5.1 Lemma Ist F die zur kumulativen Ausfallrate A gehirige Uberlebens-
funktion, so ist die kumulative Ausfallrate der Uberlebensfunktion (F)l9 ge-
rade YA.
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5.1 Kumulative Ausfallraten und nichtparametrische Hypothesen

Ist F desweiteren absolut stetig mit F(t) < 1 Y t > 0, so gilt eine
entsprechende Beziehung fir die Ausfallraten.

BEWEIS: Bezeichnet Fjy die Uberlebensfunktion zur kumulativen Ausfall-
rate YA, so gilt nach (1.2) bzw. nach Definition fiir alle ¢ > 0:

Fy(t) = exp(=9A(1)) = (exp(—A(t)))” = (F(1))” .

Bezeichnet nun Ay die Ausfallrate von (F)ﬁ, so folgt die Aussage iiber die
Ausfallraten aus

/(0 Mols) AN =9 = [ 9rs) angs

(0,¢)

fiir alle t > 0. O

Aus diesem Grund kann man die Hypothesen auch durch die Uberlebens-
funktionen darstellen:

Py = {®?:1IP? : Fe S’U},
P = {1 P Oy, P72 F e, Ve (0,1)},

wobei §, die Menge aller stetigen Uberlebensfunktionen F' mit F(0) = 1
bezeichnet.

Der Grund, warum der Log-Rangtest nun unabhéngig von der zugrun-
deliegenden Uberlebensfunktion F lokal optimal ist, besteht darin, dass die
Verteilung der Rangstatistik nicht mehr von der Uberlebensfunktion F', son-
dern nur noch von dem Proportionalititsparameter ¥ abhéngt. Da dies in
dem Artikel (Lehmann, 1953) erstmals festgehalten wurde, wird diese Alter-
native auch als Lehmann-Alternative bezeichnet. Spiter werden allerdings
allgemeinere Hypothesen betrachtet, so dass ein etwas anderes Lemma ange-
geben wird:

5.2 Lemma Seien X1,..., X, stu. Zufallsgrofien mit den kumulativen Aus-
fallraten 9;Ag (1 < i < n), wobei Ay eine beliebige kumulative Ausfallrate
wst. Dann gilt:

PR ) = (@1, Brp(9))",

wobei R die Rangstatistik bezeichnet.
Insbesondere ist die Verteilung der Rangstatistik unabhdngig von Ay.
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5 Accelerated Life Testing

BeEweis: Nach Lemma 1.6 besitzt der Zufallsvektor
(D1 Ago Xy, ..., 0,00 X},)
eine !, Exp(1)-Verteilung. Da weiter
(Apo Xy,..., Ao 0 X,) = ((01Ag0 Xy)/V1,. .., (o0 X,)/0s) (5.1)

gilt, folgt mit den Transformationseigenschaften von Exponentialverteilun-
gen, dass der Zufallsvektor in (5.1) einer ® , Exp(V;)-Verteilung geniigt.
Da Ay nun jeweils eine P¥i-fs. streng monoton wachsende Abbildung ist
(1 <i < n), folgt die Behauptung, da die Rangstatistik invariant gegeniiber
der Abbildung (5.1) ist. O

Um nun lokal optimale Rangtests herzuleiten, braucht man nur noch die
Verteilung der Rangstatistik unter den entsprechenden Exponentialvertei-
lungen zu berechnen. Hierzu hat man im wesentlichen zwei Mdoglichkeiten.
Die erste besteht wie iiblich in der Anwendung der Hoeffding-Formel (siehe
(Hoeffding, 1951) oder (Witting and Nolle, 1970, Seite 126, (3.50))):

5.3 Lemma Seien X1,..., X, stu. Exp(V;)-verteilte Zufallsgrofien (1 < i <
n). Dann gilt:

o1 fo(Zy)
pir=n =8 (7))

wobei f,(t) = [Tiy piexp (= D21, piti) Ljg ooy (B) gilt, Z1, ..., Zy stu. Exp(1)-
verteilte Zufallsgrifen sind und' Zyy = (Zyyt, - . ., Zp,1) bezeichnet.

Beachtet man, dass nZy, (n —1)(Z2y — Z14), ..., Zyr — Z,—14 eine Folge
von stu. Exp(l)-verteilten ZufallsgroBen ist (siche (David, 1970, Seite 17)),
so kann man den Erwartungswert auch konkret ausrechnen. Da sich dieser
allerdings iiber eine andere Moglichkeit einfacher ausrechnen lésst, soll an
dieser Stelle darauf verzichtet werden.

Die andere Moglichkeit die Verteilung der Rangstatistik zu bestimmen be-
steht im wesentlichen in dem folgenden Lemma. Eine etwas andere Variante
findet sich in (Savage, 1956).

'Wird im folgenden an einen Index i ein 1 angehangen, so ist damit immer der zur i-t
kleinsten Beobachtung gehorende Index gemeint. Beispielsweise bezeichnet X;; die i-te
Komponente der Ordnungsstatistik Xy.
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5.1 Kumulative Ausfallraten und nichtparametrische Hypothesen

5.4 Lemma Seien X1,..., X, stu. Exp(0;)-verteilte Zufallsgrofien (1 < i <
n). Dann gilt:

IP(X1<X2<'”<X"):H71H2Z:7;1119 .
i=1 £uk=0 Yn—k

BEWEIS: Man zeigt iterativ, dass

IP(Xl < X9 < -
:Hﬁi/ / exp( Zm) AN (t,) - -+ dN(ty)
i=1 (0,00 (tn—1,00) i=1
n n—2
=[]»: / / —eXp ( Viti — (Un—1 + )ty 1)
i=1 (0,00 (tn—2,00) i=1

AN (ta_1) -+ dA(t)

- 1
Aof L
iZHl (0, tn3,79n1+19

exp( 21915 - 1971 2+19n 1+19 )n 2) d»\(n 2) d»\(tl)

i 119
Hi:l Zk:O

und somit die Behauptung gilt. O

Die Verteilung der Rangstatistik erhdlt man nun als Korollar:

5.5 Korollar Seien Xi,...,X, stu. Exp(9;)-verteilte Zufallsgrifien (1 <
i <n). Dann gilt:

v, & V;
IP(A = a) = HZ:il_l - = i )
Il im0 Ve iy Zje%- Vj
wobei A die Antirangstatistik und %; = {a; : j > i} die Menge der

Indizes aller Zufallsgrifen X; bezeichnet, die unmittelbar vor x4 noch unter
Beobachtung stehen (die sogenannte Risk Set) (1 < i < n).

BEWEIS: Es reicht offenbar der Hinweis, dass
P(A=na) =P(X, <X, <---<X,,).

gilt. O
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5 Accelerated Life Testing

5.2 ACCELERATED LIFE TESTS

Von nun an bezeichne s; bzw. s; = (s;.1, ..., Sim, ) die Stressfaktor(en), unter
denen die Zufallsgrofien X; beobachtet wurden (1 < i < n). Wie beispiels-
weise in (Cox, 1972, Abschnitt 11) beschrieben, gibt es nun im wesentlichen
zwei Moglichkeiten, wie sich die Stressfaktoren auf die Verteilung von Xj;
auswirken. Die erste besteht darin, dass sich der Stress multiplikativ auf die
Zufallsgroflen bzw. die Lebenszeit selbst auswirkt. Bezeichnet F' die Vertei-
lungsfunktion von X unter dem Stress 1, so besitzt X unter dem Stress s die
Uberlebensfunktion

F,(t) = F(g(s)1), (5.2)
wobei g den funktionalen Zusammenhang zwischen dem Stress und der Ver-

teilung beschreibt. Dabei gilt offenbar g(1) =1 und g(s) >0 V s. Schreibt
man nun (5.2) auf die kumulativen Ausfallraten um, so ergibt sich:

As(t) = Ag(s)1), (5.3)

wobei natiirlich A, die zu F{y) gehorige kumulative Ausfallrate bezeichnet.
Dieses Modell wird dann als Accelerated Failure Time Model (AFT-Model)
bezeichnet.

Im Proportional Hazard Model (PH-Model) geht man aber davon aus,
dass sich der Stress multiplikativ auf die kumulative Ausfallrate auswirkt,
d.h.

As(t) = g(s)A(1), (5.4)

bzw. fiir die Uberlebensfunktionen
Ey(t) = (F(1)"” (5.5)

gilt.

Besitzt X eine Weibull-Verteilung,? so gilt A(¢) = (nt)*, und es besteht
zwischen (5.3) und (5.4) bzw. (5.2) und (5.5) bis auf Umnormierung kein
Unterschied. Allerdings sind nach (Kalbfleisch and Prentice, 1980, Seite 34f.)
die Weibull-Verteilungen auch die einzigen Verteilungen, bei denen zwischen
den beiden Modellen kein Unterschied besteht. Den Unterschied erkennt man
auch in den Abbildungen 5.1 und 5.2. Weiter kann man nach (Solomon, 1984)
bei Vorliegen eines der beiden obigen Modelle das jeweils andere Modell als
Approximation erster Ordnung betrachten.

2Dies wird bei den parametrischen Verfahren eigentlich fast immer angenommen.
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5.2 Accelerated Life Tests

2 4 6 8 10

t

ABBILDUNG 5.1: Graph der Verteilungsfunktion einer I'; ;-Verteilung (—)

und der transformierten Verteilungsfunktionen im AFT-Model mit g¢(s)

s'?im Fall s = 1.5 (— ——) und s = 0.75 (—).

2 4 6 8 10

t

ABBILDUNG 5.2: Graph der Verteilungsfunktion einer I's ;-Verteilung (—)
und der transformierten Verteilungsfunktionen im PH-Model mit g(s) = s'-2

im Fall s = 1.5 (— — ) und s = 0.75 (—).
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5 Accelerated Life Testing

Im folgenden werden lokal optimale Rangtests fiir beide Modelle herge-
leitet, allerdings muss man im AFT-Model die zugrundegelegte Verteilungs-
klasse noch genauer spezifizieren.

Nun muss noch die Funktion ¢, die den Zusammenhang zwischen dem
Stress und der Verteilung herstellt, spezifiziert werden. Oft wird bei Vor-
liegen eines einzelnen Stressfaktors fiir die Funktion ¢ eine der folgenden
Beziehungen unterstellt:

9p(s, 3) = 5" (Power Rule Model),
ga(s, B) = exp(—p/s) (Arrhenius Model), (5.6)
gr(s,8) = sexp(—03/s) (Eyring Model).

Anwendungen fiir die verschiedenen Modelle sowie Interpretationen und an-
dere Modelle finden sich z.B. in (Nelson, 1990).

Will man nun Aussagen iiber die Qualitéit eines Produktes treffen, so
spiegelt sich die Giite sicherlich in der Widerstandsfihigkeit gegeniiber den
Stressfaktor(en), d.h. also in verschiedenen Werten von (3 wieder. Daher
sollen nun optimale Tests fiir Hypothesen iiber diesen Parameter 3 hergelei-
tet werden. In dem Artikel (Schmoyer, 1986) wurden auch Tests fiir diese
Hypothesen vorgeschlagen. Allerdings wurde dort immer das AFT-Model
unterstellt. Da die Tests Kolmogorov-Smirnov Gestalt haben, konnte aber
keinerlei Optimalitdt nachgewiesen werden. Auch in (Lawless, 2003) oder
(Kalbfleisch and Prentice, 1980) finden sich Tests fiir die obige Fragestel-
lung. Diese beruhen jedoch allein auf asymptotischen Aussagen. Desweiter-
en werden auch in (Prentice, 1978) Rangtests vorgeschlagen. Dort wird aber
nur eine lineare Regression im Lokationsparameter unterstellt, so dass man
die beobachteten Daten erst noch mit Hilfe der Logarithmusfunktion auf die
entsprechende Gestalt bringen muss.

Es soll nun mit der Herleitung von Tests fiir den einfachsten Fall begonnen
werden:

5.2.1 TESTS BEI EINEM STRESSFAKTOR

In diesem Abschnitt sei unterstellt, dass die Funktion g(s, 3) fiir alle s eine
partielle Ableitung nach [ besitzt.
Getestet werden die Hypothesen

H: 3> fo, K: G <.
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5.2 Accelerated Life Tests

Tests fiir die entsprechenden zweiseitigen Hypothesen kann man allerdings
auch gewinnen. Das erste Resultat lautet:

5.6 Satz (PH-MoDEL, UNZENSIERTE DATEN) Besitzt X; die kumulative
Ausfallrate g(s;, )0 (1 < i < n, Ag beliebig aber fest), so ist der Test

Ypu mit

1 >
Z;c:lo g_z(sanfka ﬁo)
epula) == v falls Y7 = = &,
Zk:l() g(san_k; ﬁ())
0 <

wobet v* und ¢* gerade so bestimmt werden, dass unter der Verteilung

P(A = — - ' Q(Sai,ﬁo) _ “ g(siT,ﬁo)
( a) :zl—Il Z;c_:l()g(san_w ﬁO) H Zje%i g(8j7 ﬁO)

das Niveau « voll ausgeschdpft wird, ein lokal gleichmdfig bester auf {5}
a-dhnlicher Rangtest fiir die Hypothesen H : 8 > 5y, K : (8 < (.

BEwEIs: Nach Lemma 5.2 ist die Verteilung der Rangstatistik unabhéngig
von Ay und héngt somit nur noch von 3 ab. Die Zahldichte dieser Verteilung
ergibt sich aber nach Korollar 5.5 zu:

IP/;(A:CL):H g(sanﬁ)

- . 5.7
S SR TTN 5-1)

Testet man nun {5y} gegen {3}, so kann man nach dem einfachen Neyman-
Pearson Lemma

In(Ps(A = a)) — In(Pp, (A = a)) (5.8)

als Priifstatistik des besten Tests zum Niveau « fiir diese Hypothesen wéhlen.
Nun ist aber In(Pz(A = a)) nach (5.7) fiir jedes a € S,, in 3 differenzierbar
mit Ableitung

. - @(SiaﬁO) “ . @(Sa )
i _ op . k'_O 0B n—k '
W@ =2 9(si: o) 2 > im0 9(San_ys o)

i=1 i=1

Also existiert fiir jedes a € S, ein R,(3) mit limg_, 3, ?‘i—(ﬂ’?‘ =0 und
In(Ps(A = a)) = In(Pg,(A = a)) + Ly, (a)(8 — Bo) + Ra(53).
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5 Accelerated Life Testing

Demnach findet zu a,d’ € S, ein B(a,d’) < By mit |R,(B)| < |Lg,(a) —

Ly (a)|(Bo—08) /4 und |Ror ()] < |Lgy(a)—Lgy (') |(fo—B) /4 fiix alle f(a, a') <
B < By. Gilt nun Lg,(a) > Lg,(a’), so erhélt man fiir f(a,a’) < < fo:

In(Py(A = a) — In(Py, (A = ') = Ly, (') (8 — fo) + Rur(5)

> (3L, (') /4 + Ly (a)/4)(5 = Bo)
> (3Lgo (@) /4 + Ligy (') /4) (6 — o)
> Ly (a)(8 — fo) + Ra(B)
= In(Pg(A = a)) — In(Pgz, (A = a)).

Setzt man nun (' := max,qes,{6(a,a')} < By, so ist (5.8) fiir ' < f < fy
streng istoton in Lg,(a). Zusammen mit der Gestalt des Tests ¢} liefert
dies die Behauptung. a

Offenbar kann man als Priifstatistik aber auch

- Zyeﬂi’ as (85, Bo) n 1
iz:; > jea; 9(555 o) Z (st o) kz:; S ,

wahlen. Durch einfaches Einsetzen der entsprechenden Funktion ¢ kann man
nun fiir die in (5.6) angesprochenen Modelle optimale Tests angeben. Dabei
erhédlt man als Ableitung gerade g—g(s,ﬂ) = In(s)s” im Power Rule Model,
gg,( , ) = =Lexp(—f3/s) im Arrhenius Model und g—g(s,ﬁ) = —exp(—03/s)
im Eyring Model.

Auf den ersten Blick sieht es nun so aus, als ob der Test ¢} aus Satz 5.6
schwer auszuwerten wére. Ordnet man allerdings die Zufallsgrofien X; bzgl.
der Werte s; an, so dass die ersten n; Zufallsgréflen unter dem kleinsten Stress
beobachtet wurden, die néchsten ny Zufallsgrofien unter dem néchstgrofieren
Stress, usw., so ist sowohl die Priifstatistik als auch die Verteilung, unter
der das Niveau ausgeschopft werden muss, invariant gegeniiber Permutatio-
nen in den Komponenten 1,...,ny,n1 + 1,...,n; + no usw., so dass man
nicht alle Antirangtupel auswerten muss. Anschlieend berechne man die
Wahrscheinlichkeiten der Reihe nach, angefangen mit den grofiten Werten
der Priifstatistik. Diese haben unter der Verteilung, unter der das Niveau
ausgeschopft werden muss, eine relativ grofle Wahrscheinlichkeit, so dass man
nicht allzuviele verschiedenen Antirangtupel betrachten muss. Oft liegt unter
dem Paramerter (3; aber auch eine i.i.d. Situation vor, so dass die Verteilung,
unter der das Niveau « ausgeschopft werden muss, eine Laplace-Verteilung
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5.2 Accelerated Life Tests

ist. In diesem Fall kann man dann auch den Algorithmus von PAGANO und
TRITCHLER (siehe (Pagano and Tritchler, 1983)) verwenden, um den p-Wert
zu bestimmen.

In anderen Artikeln wie z.B. (Schmoyer, 1986) oder (Sethuraman and
Singpurwalla, 1982) sieht man im AFT-Model hiufig ein anderes Herangehen
an dieses Problem: Dort werden die Zufallsgréfien X; erst mit ihrem Stress

multipliziert:
Yi=yg(si, f0)X; (1<i<n).

Im AFT-Model besitzen die Y; unter 3, dieselbe Verteilung. Bezeichnet nun
R' die Rangstatistik von Y, so kann man auch hier lokal optimale Tests
herleiten, wobei man allerdings die Menge der zugelassenen Verteilungen
noch verkleinern muss:

5.7 Satz (AFT-MODEL, UNZENSIERTE DATEN) Gilt X; ~ W(k, g(s;, 8)n)
(1 <i<mn, n,k>0 beliebig aber fest), so ist der Test ¢* pp mit

1 >
Capr(r') = q v falls Y7, Cily, = D i1 Cali = ¢,
0 <

wobei v*, c* aus

n

{'FE S, Zcﬂﬁ > c*}

=1

*

1
oz
n.

n!

{?ESR : zn:cﬂﬁ:c*}‘ = «

=1

{ 1

bestimmt werden, {; 1= ijl P die bekannten Log-Rank-Scores bezeich-

99 (.
net und ¢; = 3;(&;[;);) gilt, ein lokal gleichmdfig bester auf {fo} a-dhnlicher

Rangtest fir die Hypothesen H : 3 > [y, K : 8 < [y. Gilt allgemeiner
X;~F(g(s;,8):) (1 <i<mn, F beliebig), so halt der Test p* . unter dem
Parameter By das Niveau o genau ein.

BEWEIS: Auch hier ist die Verteilung der Rangstatistik nach Lemma 5.2
unabhéngig von 7 und hidngt somit nur noch von 3 und x ab. Die Z#hldichte
dieser Verteilung ergibt sich aber nach Korollar 5.5 zu:

n ( g(Sai 75) )K
9(5a;,00)

Pyn(4=a)=]] OTAY

i=1 Zje% (Q(Sj:ﬂo))
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5 Accelerated Life Testing

Hier erhélt man als Ableitung von In(Pg..(A = a)) an der Stelle fy:

g_g(sjaﬂo)
Z (Sjvﬁ()) '

Zi| JER;

n

b Z,ﬂ "
bnole) =3 E 3

Schreibt man diese Beziehung auf die Rangstatistik um und fasst die dabei
entstehenden Terme entsprechend zusammen, so erhdlt man bis auf einen
konstanten Faktor die negative Priifstatistik. Der Rest des Beweises zu Op-
timalitdt wird dann genau so wie in Satz 5.6 gefiithrt. Da Y7, ..., Y, bei jedem
F unter 3y stu. und identisch verteilt sind, besitzt R’ eine Laplace-Verteilung
auf §,,. Also schopft ¢? ;. fiir jedes F' das Niveau « unter 3y voll aus. O

Um nun fiir die in (5.6) angebebenen Modelle optimale Tests anzugeben,
muss man nur noch die entsprechenden Stressfunktionen einsetzen. Dabei
erhilt man fiir die ¢; gerade In(s;) im Power Rule Model und ;—3 sowohl im
Arrhenius als auch im Eyring Model.

Auch in dieser Situation lésst sich zur Auswertung des Tests noch einiges
sagen: Da die Priifstatistik die Form einer einfachen linearen Rangstatistik
hat, lassen sich bei kleinem Stichprobenumfang die iiblichen Berechnungsme-
thoden einsetzen. Andererseits kann man aber auch bei grolem Stichproben-
umfang die Verteilungskonvergenz der Priifstatistik (man lasse alle ny gleich-
zeitig gegen oo laufen) ausnutzen und so das notige Fraktil durch das ent-
sprechende Fraktil der Normalverteilung ersetzen (siehe (Héjek et al., 1999,
Seite 191, Theorem 1)). Es sei dabei noch angemerkt, dass die Priifstatistik
dann immer noch die des optimalen Rangtests ist. Desweitern sollte sich auf
diese Art auch zeigen lassen, dass der obige Test asymptotisch noch weiter-
reichende Optimalititseigenschaften besitzt. Aus dem Artikel (Kellerer and
Chmelevsky, 1983) geht allerdings hervor, dass man bei stark abweichenden
Stichprobengréflen vorsichtig sein muss, da dann die nominalen und asymp-
totischen p-Werte , stark® abweichen konnen. Dieser Effekt vermindert sich
allerdings bei in etwa gleich grolen Stichproben. (Louis, 1981) konnte mit
Hilfe von Z&hlprozessen sogar Tests angegeben, die unabhingig von der zu-
grundeliegenden Verteilung asymptotischen Optimalitédtskriterien geniigen.
Diese konnten dann anschliefend durch (Ritov, 1990), (Tsiatis, 1990), (Ying,
1993) und (Jin et al., 2003) noch verbessert werden. Auch in (Prentice, 1978)
finden sich asymptotische Uberlegungen. Es wird sich allerdings zeigen, dass
das in der vorliegenden Arbeit gewéhlte Vorgehen Vorteile beim sogenannten
Step-Stress AFT-Model besitzt.
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5.2 Accelerated Life Tests

TvyP II-ZENSIERTE DATEN

Will man optimale Tests fiir Typ II-zensierte Daten herleiten, so hat man das
Problem, dass nur die h kleinsten Werte der X; beobachtet werden kénnen.
Es kann aber sein, dass dies nicht die h kleinsten Werte der Y; sind. Dieses
Problem tritt bei dem Test aus Satz 5.6 nicht auf. Es bietet sich vielmehr
die Statistik 7" mit

2]
- 1C )
! JEl 85 (855 o)
* > Z
(n a h)’ ILCClyp= @h+1 k=1 Z Elk (8]7 /80)
[Zit1|=1]+1

T((ay,...,a3)) =

als Priifstatistik an. Mit dieser gilt dann:

5.8 Satz (PH-MoDEL, TYP II-ZENSIERTE DATEN) Besitzt X; die kumu-
lative Ausfallrate g(s;, B)Ao (1 < @ < n, Ag beliebig aber fest), so ist der
Test @y, mit

1 >
SO}HH((GI;---,Gh)) = ’Y* fa:”s T((al,...,ah)) = C* ,
0 <

wobei v* und ¢* gerade so bestimmt werden, dass unter der Verteilung

P((Ay,...,Ap) = (ag,...,a3))

n n—h
_ I 9(si o) Z H 1
h .
Hi:l Zje,%’i g(sj, ﬂO) NCCly_ p=Rp 11 k=1 Zjelk 9(837 ﬁo)

[ip1]|=|1]+1

das Niveau « voll ausgeschdpft wird, ein lokal gleichmdfig bester auf {3}
a-dhnlicher Rangtest fiir die Hypothesen H : 8 > 5y, K : (3 < (.
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5 Accelerated Life Testing

BeEwEIs: Da die Verteilung von A unabhéngig von Ay ist, gilt das Gleiche
auch fiir die Verteilung von (Ay,..., A;). Weiter gilt

Ps((Ar,..., Ap) = (ay, ..., ap))
= > Ps(A = a) (5.9)

acs,
(al r":ah):(al r"aah)

I | YIEN) ey
H?:l > jen 9(555) Ilg---gnz_:h:z%’,wr1 kI:[l 2jen 9(55; B)’

[Zit1]=[Li|+1

so dass man den Rest der Behauptung wie im Beweis von Satz 5.6 zeigt. O

Hiernach sollte auch klar sein, wie man den Test aus Satz 5.7 fiir Typ 1I-
zensierte Daten abzuindern hat. Offenbar bietet sich dazu die Teststatistik

h
1
T'((ahsvah) =Y culit o= D¢ 2 b
1=1

JE€EEh+1  JE€ERh+1

als Priifstatistik an. Da wie erwdhnt die h kleinsten Zufallsgréflen der X;
nicht mit den A kleinsten Zufallsgréfien der Y; iibereinstimmen miissen, wer-
den die Optimalitétskriterien fiir die Y; angegeben.

5.9 Satz (AFT-MoODEL, TYP II-ZENSIERTE DATEN) GiltY; ~ W (H, ggzgg’)’)

(1 <i<n, n,k>0 beliebig aber fest), so ist der Test ¥ pp, . mit

1 >
goleTH((a'l,...,a;Z)) = v falls T'((a},...,a})) = ¢,
0 <

wobei v*, ¢ aus

(n— h)!
n!

{a €Sup © T(@,....a) > c}‘

(n — h)!

+* '
n.

{a €Sun + T'((@,...,an) = CH =a

bestimmt werden, ein lokal gleichmdfig bester auf {3y} a-dhnlicher Rangtest
fiir die Hypothesen H : 3 > [y, K : 8 < [y. Gilt allgemeiner Y; ~
F(g(si,8)+/9(si, 60)) (1 <i<m, F beliebig), so hdlt der Test ©% pp, . unter
dem Parameter 3y das Niveau o genau ein.
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BEWEIS: Esist eigentlich nur anzumerken, dass die Antirangstatistik A’ von
Y unter dem Parameter [3; unabhéngig von F' eine Laplace-Verteilung auf der
Menge S, besitzt, so dass (4], ..., A}) eine Laplace-Verteilung auf der Menge
Snjn besitzt. Die Optimalitéitseigenschaften folgen aus der Beziehung (5.9),
falls man dort A durch A" und g(s;, 5) durch (g(s;, 5)/g(si, Bo))" ersetzt. O

TyP I-ZENSIERTE DATEN

Als Zensierungszeitpunkt sei von nun an immer C' angenommen. Zunéchst
sollte man sich an die Herleitung des Log-Rangtests fiir Typ I-zensierte Daten
erinnern. Dort stellte man zuerst fest, dass die Statistik

M(xy,...,z,) ={1<i<n : z; <C}

eine fiir den Rand der Hypothesen suffiziente und vollstindige Statistik ist.
M gibt dabei gerade die Anzahl der realisierten Zufallsgrofien an. Anschlie-
Bend legte man den an M bedingten Test so fest, dass er sich auf der Men-
ge {M = m} genau so entscheidet wie der entsprechende Test fiir Typ II-
zensierte Daten mit Beobachtungsanzahl m. Geht man so bei dem Test aus
Satz 5.9 vor, so erhilt man:

5.10 Satz (AFT-MODEL, TYP I-ZENSIERTE DATEN) GiltY; ~ F (gg((;_“ﬂﬂo))-)

(1 <i<n, F beliebig aber fest), so hilt der Test o} pr, = @hp((al, ..., dy))
mit

1 >
ors((ay, .. oay)) =< *(m) falls T'((ay,...,a.,)) = c(m) ,
0 <

wobei v*(m'), ¢*(m') aus

(n—m')!
n!

{Zie Sopm + TG, i) > c*(m')}‘

+ ’)/*(TTLI) (n — ml)’

{a € Sup + T'((Gr, -, g)) = c*(m')}‘ = a

n!

bestimmt werden, das Niveau o unter 3y genau ein und scheint beim Vorliegen
von Weibull-Verteilungen ein guter Test fir die Hypothesen H : 3 > [,
K : (< By zu sein.

139
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BEWwEIS: Es ist eigentlich nur anzumerken, dass der Vektor (A},..., A),)
bedingt unter M’ = m' (m' € M'(R")) auf dem Rand {f,} unabhingig
von [’ eine Laplace-Verteilung auf der Menge S,,,, besitzt (siehe (Alsmeyer,
2002, Seite 246, Lemma 33.7)). O

Mehr Probleme hat man hier bei dem Test aus Satz 5.7. Hier hingt die
bedingte Verteilung noch von Ay ab:

5.11 Satz (PH-MoODEL, TYP I-ZENSIERTE DATEN) Besitzt X; die ku-
mulative Ausfallrate g(s;, 5)Ng (1 < i < n, Ag fest), so hdlt der Test

O, = ey((ay, ..., an)) mit
1 >
or((ar, ... an)) =< v (m) falls T((ay,...,a,)) = c*(m) ,
<

wobei v*(m) und ¢*(m) gerade so bestimmt werden, dass unter der Verteilung
(5.10) das Niveau o voll ausgeschopft wird, das Niveau o unter 3y genaw ein
und scheint ein quter Test fir die Hypothesen H : 3 > 6y, K : (3 < (y zu
Sein.

Bewers: Es gilt fir m € M(R™) dhnlich wie in Korollar 5.5:

AlM=m
IP,BO‘,A() ((a17"'7am)) (510)
- ]PﬂO,Ao(Xal << X, <G Xj >(C Vje %m+1)/IP,80,A0(M = m)
= Ppyao(Ao(Xgy) <o < Ao(Xe,,) < Ao(C))e 2 i€y 9(85:90)A0(C)

/ Z 1 — e ]GI Q(Sj,ﬂO)AO(C))e_ ng{1 _____ nI\I g(sj:ﬂO)AO(C)‘

IC{1,...,n}
H|=m

Nun muss man noch die nicht ausgerechnetete Wahrscheinlichkeit bestim-
men. Nach Lemma 1.6 reicht es, dieses fiir Exponentialverteilungen zu tun.
Da der Test aber durch die obige Festlegung ein Test mit Neyman-Struktur
bzgl. M ist, hélt er das Niveau « unter (3, genau ein. O

ANMERKUNGEN

Selbstverstéindlich kann man aus diesen Tests auch die entsprechenden Log-
Rangtests herleiten. Setzt man den Stressfaktor s; auf 0, falls die i-te Zufalls-
grofle aus der ersten Stichprobe stammt, bzw. auf 1, falls die ¢-te Zufallsgrofie
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5.2 Accelerated Life Tests

aus der zweiten Stichprobe stammt, und nimmt man als Funktion g gerade
g(s,8) = 1+ 1403(s)3, so erhdlt man in Satz 5.6 und Satz 5.7 den Log-
Rangtest, in Satz 5.8 und Satz 5.9 den Log-Rangtest fiir Typ Il-zensierte
Daten® und in Satz 5.10 den Log-Rangtest fiir Typ I-zensierte Daten, falls
man fiir die Hypothesen (3, = 0 wihlt.

In (Prentice, 1978) konnte mit Hilfe einer anders definierten Rangstatistik
auch noch die lokale Optimalitéit bei Typ I-zensierten Daten nachgewiesen
werden. Dies ist in diesem Modell sicherlich auch moglich. Es soll jedoch an
dieser Stelle darauf verzichtet werden.

Da der Log-Rangtest der wichtigste Rangtest ist wenn es um Lebens-
dauerdaten geht, wurde hier als erstes nur auf diesen eingegangen. Es zeigt
sich aber, dass man noch allgemeiner vorgehen kann: Ist g sogar fiir jedes s;
absolut stetig in # und bezeichnet f; eine M-Dichte zu einer Verteilung auf
(R4, B, ), die den iiblichen Regularitétsvoraussetzungen, d.h. fo > 0 N-f.s.,
fo ist absolut stetig mit Ableitung f§ und [ |z fj(z)] dM\(z) < oo geniigt, und
zusitzlich fo o g(s;, 3) absolut stetig in 3 ist (1 < i < n), so kann man auch
lokal gleichméBig beste Rangtests fiir das AFT-Model herleiten. Nach der
Hoeftding-Formel gilt ndmlich:

n  9(si,8)
_ 1 o fola(si, B) Zyr/ g(si, Bo))
~alt (H fo(Z2r) =

=1

wobei Z1, . .., Z, stu. und nach fy-verteilte ZufallsgroBen sind. Wie in (Hajek
et al., 1999, Seite 71, Theorem 1) und (Hajek et al., 1999, Seite 74, Lemma 2)
zeigt man, dass man Differentiation nach  und Erwartungswertbildung ver-
tauschen darf. Als Ableitung von Pz(R = r) an der Stelle 3, erhélt man:

Siy ﬂO) fl (Z ’.T)
L E|% <1+Zr< 03T > :
ﬂo Z < 37,7 ﬂO) 4 fO(Zr;T)
Definiert man wie iiblich die Scores d; durch

oo ()

und geht weiter wie in Satz 5.6 vor, so zeigt man: Der Test ¢* mit

1 >
e (r') = " falls Y cdy =300 codi = ¢
0 <

3Siehe z.B. (Héjek et al., 1999, Seite 136ff., Abschnitt 4.9).

141



5 Accelerated Life Testing

wobei v*, c* aus

{'FE S, : zn:cidﬁ > c*}

=1

*

1
o7
n.

n!

n
{FE S, : Zcidﬁ = c*}‘ = «
i=1
bestimmt werden, ist ein gegen die aus f, generierte Skalenfamilie lokal
gleichmiflig bester auf {f;} «-dhnlicher Rangtest fiir die Hypothesen
H: (0> 06), K:f<f. Gilt allgemeiner X; ~ F(g(s;, #):) (F beliebig), so
hélt der Test ¢* unter dem Parameter 3, das Niveau o genau ein. Mit der
Beziehung (5.9) kann man dann auch optimale Rangtests fiir Typ II-zensierte
Daten herleiten. Tauscht man in Satz 5.9 die Scores ¢; durch d; aus, so ist
der so entstandene Test gerade optimal.* Bei Vorliegen von Typ I-zensierten
Daten sollte man dann den Test aus Satz 5.10 entsprechend abéndern.’

Da bei der Untersuchung von Lebensdauerdaten neben den Weibull-Vertei-
lungen die Lognormal-, die Loglogistische- und die Exrem-Value-Verteilungen
eine wichtige Rolle inne haben, sollte man auch nach gegeniiber diesen Vertei-
lungsklassen optimalen Tests suchen. Nach den obigen Ausfiihrungen muss
man dazu aber nur noch die entsprechenden Scores d; berechnen. Im Fall
der Lognormalverteilung sind die Scores gerade durch die Erwartungswerte
der einzelnen Ordnungsstatistiken von N'(0, 1)-verteilten Zufallsgrofien, d.h.
also genauso wie beim Fisher-Yates Test, gegeben. Im Fall der Loglogisti-
schenverteilung erhélt man die gleichen Scores wie beim Wilcoxon-Rangtest
und im Fall von Extreme-Value-Verteilungen die gleichen Scores wie beim
Log-Rangtest. Aber auch andere Scores lassen sich einfach bestimmen, falls
man die Verteilungsfunktion der jeweiligen Verteilung und somit auch die
X-Dichte der Z;; konkret angeben kann.

Eine weitere Anwendung der oben vorgeschlagenen Tests besteht darin,
dass man aus ihnen auch Konfidenzbereiche fiir den Parameter 3 konstruieren
kann. In der Literatur (u.a. (Lawless, 2003), (Mann et al., 1974) und (Kalb-
fleisch and Prentice, 1980)) werden diese hiufig so bestimmt, dass man einen
Schitzer fiir # nimmt von dem man weif3, dass er asymptotisch normalverteilt
ist und dann den entsprechenden Konfidenzbereich fiir Normalverteilungen
konstruiert. Da aber bekanntlich ein enger Zusammenhang zwischen optima-
len Tests und Konfidenzbereichen besteht (siehe (Witting, 1985, Seite 293,

1Siehe (Gehan, 1965) und (Efron, 1967) fiir den Wilcoxon-Rangtest fiir Typ II-zensierte
Daten oder allgemeiner fiir Skalen- oder Lokationsfamilien (Johnson and Mehrotra, 1972)

und (Rao et al., 1960).
®Siehe auch (Peto and Peto, 1972).
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5.2 Accelerated Life Tests

Satz 2.103)), liegt es nahe, die Konfidenzbereiche zu den hier angegebenen
Tests zu benutzen.

5.2.2 TESTS BEI MEHREREN STRESSFAKTOREN

Da die vorgeschlagenen Tests im PH-Model bereits bei einem Stressfaktor
kompliziert aussehen, sollen im folgenden nur noch Tests fiir das AFT-Model
angegeben werden.

Beim Vorliegen nur eines Stressfaktors war es natiirlich, dass die Funkti-
on g, die den Zusammenhang zwischen dem Stress und der Verteilung cha-
rakterisiert, nur von einem Parameter abhing. Gibt es allerdings mehrere
Stressfaktoren, so muss man eventuell noch die Abhéngigkeiten untereinan-
der berticksichtigen. Daher wird in diesem Abschnitt angenommen, dass die
Funktion g die Gestalt g(s,3),s = (s1,.--,5m,), 3 = (01, - -, Bm,) hat. Des-
weiteren sei g fiir alle s stetig partiell nach ; differenzierbar (1 < i < my).

Im Anschluf sollen nun Tests fiir Hypothesen der Form

H: 3 > B (1<i<my),

. - (5.11)
K: 6 < B0 (1<i<my), B; <o fiir ein j

hergeleitet werden. Zweiseitige Fragestellungen kann man allerdings analog
behandeln. Nun muss man sich natiirlich als erstes Fragen, welchen Optima-
litdtskriterien diese Tests geniigen sollen. Da man im eindimensionalen Fall
lokal gleichmifig beste Rangtests gefunden hat, sollte auch im mehrdimen-
sionalen Fall nach lokal gleichméfig besten Rangtests gesucht werden. Dabei
heifit ein Test ¢ ein lokal gleichméBig bester auf {3,} a-dhnlicher Rangtest,
falls ein ¢ > 0 existiert, so dass ¢ fiir alle 8 mit f;,0—¢ < 3; < B0 (1 <j <
mgy) ein bester a-dhnlicher Rangtest fiir die Hypothesen {3,} gegen {3} ist.

Ahnlich wie im vorherigen, gelte in diesem Abschnitt immer
Xi~ F(g(si,8)) (1<i<n), (5.12)

wobei F' gegebenenfalls noch genauer spezifiziert wird. Die X; stellen nun
die unter dem wahren Parameter 3 und den Stressfaktoren s; beobachteten
Zufallsgroflen dar. Aus diesen werden dann wie {iblich die Zufallsgrofen

Yii=g(si,By) X (1<i<n)
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5 Accelerated Life Testing

generiert, so dass die Y; unter dem wahren Parameter 3 und den Stressfak-
toren s; die Verteilungsfunktion F'(g(s;, B) - /g(si,B,)) besitzen. Die Rang-
und Antirangstatistik der Y; werden wieder mit R’ und A’ bezeichnet.

Nach diesen Vorbemerkungen nun direkt zum ersten Resultat:

5.12 Satz (AFT-MoDEL, UNZENSIERTE DATEN) Gilt in (5.12) F' ~ W(k,n),
(n, k > 0 beliebig aber fest), so ist der Test ¢* mit

1 >
SO*(TI) = r}/* fa,lls Z?:l 67;(7.; = Z?:l ea,igi — C* ,
0 <

wobei v*, ¢ aus

{TES iei&:i >c*}
i=1

*

1
LT

TL'

{?E S, : ieiéﬁzc*}‘ = «
i=1

dg
bestimmt werden und e; =Y .- 352( “ﬂ;) qilt, ein lokal gleichmdfsig bester auf

{By} a-dhnlicher Rangtest fir die Hypothesen in (5.11). Ist allgemeiner F'
in (5.12) beliebig, so hilt der Test ©* unter dem Parameter 3, das Niveau «
genau ein.

BEWEIS: Auch hier ist die Verteilung der Rangstatistik nach Lemma 5.2
unabhingig von 7 und héngt somit nur noch von 3 und k ab. Die Z#hldichte
dieser Verteilung ergibt sich aber nach Korollar 5.5 zu:
n ( g(saiaIB) )K

(Sa B )
Pon(A=a)=]] oh
=1 Z]EJ ( . ))

Hier ist der Ausruck In(Ps..(A = a)) fiir jedes a € S, stetig partiell nach f;
differenzierbar (1 < i < my), wobei die Ableitung an der Stelle 3, durch

94 (s, By)
3p; \Sk> Po)
Z (Sk, ,30)

]| kER;

oy n 3/3 S]aIBO -
L (@) = KZ 9(s;, By) Z |
j=1 79 M0

Ra(B) | _
BByl

gegeben ist. Also existiert fiir jedes a € S, ein R,(8) mit limg_, g,
0 und

I0(Paye(4 = @) = I(Ppye(A = @) + 3 iy (@) — i) + Ru().



5.2 Accelerated Life Tests

Geht man wie Satz 5.6 vor, so findet man ein ¢ > 0, so dass Pg, (A =
)/IP,BOH( = ) fiir alle ,8 mit /Bi;O —¢& < /Bz < ﬁi;O (]_ <1 < TTLQ) streng
isoton in Z Lﬁo,n( a)(B; — Bio) ist. Definiert man weiter

m2

Lpgu(a) == Lj .(a),
i=1
so findet man zu a,d’ € S, ein £'(a,d’), so dass aus Lg .(a) > Lg,..(a")
bereits Y 1" Lbon( a)(Bi — Bip) < Do L;,M( d)(Bi — Bip) fiir alle 8 mit
Bio —€'(a,a") < Bi < Biv (1 < i < my) folgt. Setzt man nun noch & :=
min{min, s, {e(a,a’)}, e}, so ist der Test mit der PriifgroBe Lg,,, fiir alle
B mit fig — &< f; < Bip (1 <@ < my) ein bester Test zum Niveau « fiir die
Hypothesen {8,} gegen {B}. Da Y},...,Y, bei jedem F unter 3, stu. und
identisch verteilt sind, besitzt R’ eine Laplace-Verteilung auf der Menge S,,.
Also schopft ¢* fiir jedes F' das Niveau a unter (3 voll aus. O

Dieses Resultat kann man erneut auf den Fall Typ Il-zensierter Daten
ausweiten. Hier hat man natiirlich wieder das gleiche Problem wie im vor-
herigen Abschnitt: Man kann nur die h kleinsten Werte der X; beobachten,
wobei dies nicht die h kleinsten Werte der Y; sein miissen. Der folgende Satz
ist daher in dem Kontext formuliert, dass man die h kleinsten Werte der Y;
beobachten kann. Hier bietet sich nun die Statistik

T'((d),...,d,)) = Zea,e +n_h e > b

]E%}hq ]EJthl

als Priifstatistik an. Mit dieser gilt dann:

5.13 Satz (AFT-MoDEL, TYP II-ZENSIERTE DATEN) Gilt in (5.12) F ~
W(k,n) (n,k > 0 beliebig aber fest), so ist der Test @3, mit

1 >
oy ((ay, ... a;)) =< v falls T'((a},...,a})) = ¢,
0 <

wobet v*, c* aus

(n—h)!

n!

{a €S+ T(@,....a) > c}‘
4o h)!

n!

{a €Sun © T((@,....a)) = c}‘ = a
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5 Accelerated Life Testing

bestimmt werden, ein lokal gleichmdfig bester auf {8y} a-ihnlicher Rangtest
fir die Hypothesen in (5.11). Ist in (5.12) F beliebig, so halt der Test ¢},
das Niveau o unter B, genau ein.

BEWwWEIs: Esist eigentlich nur anzumerken, dass die Antirangstatistik A’ von
Y unter dem Parameter B, unabhingig von F' eine Laplace-Verteilung auf
der Menge S,, und somit (A},..., A}) eine Laplace-Verteilung auf der Menge
Sy, besitzt. Die Optimalititseigenschaften folgen dann wie in Satz 5.12 mit
Hilfe von einer leichten Abwandlung von (5.9). O

Wie der obige Test nun fiir Typ [-zensierte Daten abzuwandeln ist, sollte
auch klar sein:

5.14 Satz (AFT-MoDEL, Typ I-ZENSIERTE DATEN) Fir beliebiges F in
(5.12) hdlt der Test @} := @i ((a), ..., a)y)) mit

1 >
ors((ay, .. al)) =< *(m') falls T'((ay,...,a,) = c(m') ,
0 <

wobei v*(m'), c*(m') aus

(n—m')!

{a €Sup © T (@1, ) > c*(m')H

(n—m')!

n!

+ 7 (m’)

{a €Sup + T (@, ) = c*(m')}‘ —a

n!

bestimmt werden, das Niveau o unter B, genau ein, und scheint beim Vor-
liegen von Weibull-Verteilungen ein guter Test fir die Hypothesen in (5.11)
2U Sein.

BEWEIS: Die Aussage ist eine direkte Konsequenz aus (Alsmeyer, 2002,
Seite 246, Lemma 33.7). O

Die Bemerkungen zum Auswerten der Tests aus dem vorherigen Abschnitt
gelten ebenso wie die Bemerkungen zur Bestimmung von Konfidenzberei-
chen fiir den Parameter 3 ganz analog fiir die in diesem Abschnitt angege-
benen Tests. Auch in diesem Fall kann man gegeniiber der Klasse der Lo-
gnormalverteilungen der Loglogistischenverteilungen und der Extreme-Value-
Verteilungen optimale Tests herleiten.
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5.3 Step-Stress Accelerated Life Tests

Eine praktische Anwendung der obigen Tests besteht im Folgenden: Liegt
ein k-Stichprobenproblem vor und will man testen, ob sich die Verteilungen
der einzelnen Stichproben unterscheiden, so setze man den Stressfaktor s
der Zufallsgroflen der i-ten Stichprobe in der i-ten Komponente auf 1 und
ansonsten auf 0 und wéhle weiter g als ¢g(s,8) = 1 + Zlel{l}(si)ﬂi und
die zweiseitigen Hypothesen H : B, = 0, K : B, # 0. Setzt man ¢(s,3) =
1+ Zf:z 1113(s;)3 und in (5.11) By = 0, so hat man einen Test hergeleitet,
der iiberpriift, ob die Stichprobe zum Stressfaktor s; besser als alle anderen
Stichproben ist.

5.3 STEP-STRESS ACCELERATED LIFE TESTS

Wihrend im vorherigen Abschnitt immer angenommen wurde, dass der Stress-
faktor s sich fiir verschiedene Versuchsobjekte unterscheiden konnte, so musste
er fiir ein Versuchsobjekt im Zeitablauf jedoch immer konstant sein. Dies
wird im Step-Stress Accelerated Failure Time Model (SSAFT-Model) nicht
mehr vorausgesetzt. Vielmehr gibt man sich hier bereits vor dem Experiment
zu jedem Versuchsobjekt Zeitpunkte C; und Stressfaktoren s; vor, so dass sich
zum Zeitpunkt C; der Stressfaktor von s; zu s;y; dndert. Der Stressfaktor
ist also immer nur in den Zeitabschnitten [C;, C;;1) konstant. Auch in die-
sem Modell werden h&ufig nur Schétzer fiir die entsprechenden Groflen wie
z.B. die Verteilungsfunktion unter normalen Versuchsbedingungen angege-
ben (siehe (Nelson, 1980) fiir parametrische und (Shaked and Singpurwalla,
1983) oder (McNichols and Padgett, 1988) fiir nichtparametrische Verfah-
ren). In diesem Abschnitt werden jedoch erneut Tests fiir Hypothesen wie
im vorherigen Abschnitt hergeleitet. Im folgenden seien C', ..., C} die nach
der Grofle geordneten Zeitpunkte, an denen bei irgendeinem Versuchsobjekt
ein Stressfaktor gedndert wird. Bezeichne nun s; := (s;., ..., Six+1) den zum
i-ten Versuchsobjekt gehdrigen Vektor von Stressfaktoren. Dabei wird das
i-te Versuchsobjekt zunédchst unter dem Stress s;; beobachtet. Zum Zeit-
punkt C; wird dann der Stressfaktor auf s;,, zum Zeitpunkt Cy auf s;3,
usw. abgeéindert, bis er dann zum Zeitpunkt Cj auf s;41 gesetzt wird und
sich danach nicht mehr &ndert. In diesem Zusammenhang wird der Vektor
(si1, Ch, Si2y Co, . .y Sick, Cy Siky1) auch Stress Pattern genannt und durch
s; <> C abgekiirzt.

Bezeichnet nun erneut ¢ die Funktion, die den Zusammenhang zwischen
dem Stressfaktor und der Verteilung der Zufallsgrolen herstellt und weiterhin
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5 Accelerated Life Testing

bis auf einen Parameter [ spezifiziert ist, so wird in (Shaked and Singpur-
walla, 1983) folgendes Modell fiir die Verteilung der ZufallsgroBen unter dem
jeweiligen Stress Pattern s; <> C vorgeschlagen:

j=1

Fi5(t) = Fo (Z 9(si5, B)(Cj — Ci—1) + g(sip41, B)(t — Cl)>
(5.13)
- ( /[ o). dmw) fir t € [C1, Cian),

wobei von nun an immer Cy = 0, C,; = 0o und

k+1

9(si(), ) =Y _ 9(si5, B ey .0 (v)

j=1

gilt. g(s;(y), #) gibt also den Stress zum Zeitpunkt y wieder. Dabei stellt
die Verteilungsfunktion F{y gerade die Verteilung der Zufallsgréfien unter nor-
malem Stress dar. Die obige Gleichung lésst sich auch durch das sogenannte
General Shock Model oder aber durch Damage Accumulation motivieren (sie-
he (Shaked and Singpurwalla, 1983)). Dieses Modell kann aber auch als eine
Verallgemeinerung des im vorherigen Abschnitts behandelten AFT-Model
angesehen werden. Ferner stimmt es unter naheliegenden Voraussetzungen
mit dem in (Nelson, 1980) angegebenen Modell iiberein.

Wie im vorherigen Abschnitt auch, kann man erneut nur die Zufalls-
grofien X;, die unter dem Parameter # wie in (5.13) angegeben verteilt sind,
beobachten. Damit auf dem Rand der Hypothesen

H: B> 6, K:3<05

wieder eine i.i.d. Situation vorliegt, werden die Zufallsgrofien X; auf Zufalls-
grofien Y; transformiert. Dabei gilt Y; := h; 0 X; (1 <4 <n) mit
!
hi(t) == Zg(si;ja Bo)(Cj — Cj1) + g(Siz+1, Bo) (t — C) fiir t € [Cy, Ciya).

j=1

Um nun erneut die Hoeffding Formel anwenden zu kénnen, muss zuerst die
Verteilung von Y; unter dem Parameter 3 bestimmt werden:
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Il Il Il Il Il t
2 4 6 8 10

ABBILDUNG 5.3: Graph der Verteilungsfunktion einer I'; ;-Verteilung (—)
und der transformierten Verteilungsfunktionen mit g(s) = s'? und den Stress
Pattern (1,3,1.5,6,2.5) (—— ) und (1,3,1.2,6,1.75) (—).

5.15 Lemma Unter dem Parameter 3 besitzt Y; die Verteilungsfunktion
: 9(sig+1, B)
i5l+1>
Gialt) = £ ol (C; = €y + 242 i)

P 9(siz+1, Bo)
f?j’f‘t € [h,(Cl), hi(cl+1)) (1 << n)

Ist Fy in (5.13) desweiteren absolut stetig mit \-Dichte fo, so besitzt Y; unter
dem Parameter 3 die \-Dichte

Q(Si;z+1, Bo g(si;l+1a ﬂo)
f?j’f‘t S [h,(Cl), hi(cl+1)) (1 < 7 < n)

dialt)i= T (5 s (= o)+ S )

BeweEls:  Offenbar ist die Abblidung h; eine Bijektion von [0,00) nach

[0,00). Durch eine einfache Manipulation kann man zeigen, dass die Um-
kehrfunktion A~ ! durch

=30 g(si 50) (G = Gy )
9(Siz+15 50)

+ Cl, fir t € [hz((]l), hi(CH-l)),
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gegeben ist. Gilt nun ¢ € [h;(C)), hi(Ci11)), so erhiilt man h; *(t) € [C), Ciyy)
und damit auch

Higlt) = P(Y; < t) = Plas < b\ (1)) = Fig(h7 (1) (1< < ).

Durch einfaches Einsetzen in (5.13) erhélt man dann die Beziehung fiir die
Verteilungsfunktion. Differenziert man diese, so ergibt sich die behauptete
Beziehung fiir die Dichte. O

Bezeichne nun erneut R’ die Rangstatistik und A’ die Antirangstati-
stik von Y. Setzt man nun voraus, dass fy,g(sij,-) (1 <@ <mn, 1<
j < k+1) und auch f — g3 (1 < i < n) absolut stetig sind und
[ 11(@)] dXN(x), [ |z fi(x)] dN(z) < oo gilt, so lautet das erste Resultat:

5.16 Satz (SSAFT-MODEL, UNZENSIERTE DATEN) Erfillen fy und g die
obigen Voraussetzungen, so ist der Test ©* mit

1 <
O (r') :==Q v falls Lﬂo(r’,f) = ¢,
0 >

wobei v*, ¢ aus

*

1 S
{TES : Lg, (7, f) <C*H —f—%

nl

{Fe S, Lﬁo(’f,f):c*}‘ =«

bestimmt werden und Lgo durch (5.14) gegeben ist, ein lokal gleichmdiflig be-
ster auf {fo} «-dhnlicher Rangtest fir die Hypothesen H : [ > [,
K : 3 < (. Ist allgemeiner F in (5.13) beliebig, so hdlt der Test ¢* un-
ter dem Parameter 3y das Niveau o genau ein.

BEweis: Nach der Hoeffding-Formel gilt:

Ps(R = (H gipZ ) :

wobei Z1, ..., Z, stu. und nach fy-verteilte ZufallsgroBen sind. Wie in (Hajek
et al., 1999, Seite 71, Theorem 1) und (H&jek et al., 1999, Seite 74, Lem-
ma 2) zeigt man, dass man Differentiation nach § und Erwartungswertbil-
dung vertauschen darf. Dabei erhélt man als Ableitung von g;3 nach 3 an
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der Stelle (y:

0

28 (51011, )
o a8 251415 MO
aﬁgl:ﬂ(t)

‘,3 Bo B 9(sig+1, Bo) ot

(Z R (843, Bo)(Cj — Cj_1) + M(t—hi(cﬂ)> fo(t)

Q(Si;lﬂ, ﬂo)
firt € [hZ(Cl), hi(Cl+1)) (1 <1< n)

Definiert man nun ; durch

fo(t)

1/) t fO Zaﬂ Sz,];ﬁo)( Cl—l)fo—(t)

(Lt (¢~ ()

firt e [hZ(Cl), hi(cl—i—l)) (1 <1< n),

@ (Si;z+1, ﬂo)
Q(Si;l+1, ﬂo)

so ergibt sich die Ableitung von Pg(R' = r')/Ps, (R = r’) an der Stelle 3,
zZu:

Lﬂo o f ZE wz rT;fO)) (5.14)

=1
Damit beweist man die Optimalitidtsaussage auf dem iiblichen Weg. Der Zu-
satz folgt, da Y7, ..., Y, bei beliebigem F' unter (3, stu. und identisch verteilt
sind. O

Offenbar hat die Score-Erzeugende Funktion 1; nicht mehr ein so einfache
Gestalt wie in Satz 5.7. Da man aber beispielsweise bei Weibull-Verteilungen
die X\-Dichte und Verteilungsfunktion einfach angeben kann, kennt man auch
die M-Dichte der entsprechenden Ordnungsstatistiken. Man kann die Werte

n (5.14) also numerisch bestimmen. Von der Struktur her besitzt die Score-
Erzeugende Funktion zwei Anteile. In der ersten Zeile einen Lokations- und
in der zweiten Zeile einen Skalenanteil. Wie man weiter feststellt, hdngt die
Score-Erzeugende Funktion noch entscheidend von der Dichte fy ab. Will
man nun beispielsweise einen Test angeben, der bei Vorliegen von Weibull-
Verteilungen besonders gut ist, so muss man dazu erst noch die entsprechen-
den Lokations- und Skalenparameter unter dem Parameter 3, schitzen. Dazu
kann man allerdings nicht die Rangstatistik R’ benutzen, da diese ja gerade

151



5 Accelerated Life Testing

einer Laplace-Verteilung auf der Menge §,, geniigt. Benutzt man jedoch die
Daten Y; selbst, so ist es moglich, Schéitzer fiir die entsprechenden Grofien
anzugeben. Der Maximum-Likelihood Schitzer (%, 7) bestimmt sich aus den
Gleichungen (siehe (Cohen, 1965)):

- n Pon(y)yE 1 1<
nt= m =, Zlfln ( E) v S — Zln(yz) =0.
> i1 Vi > i1 Vi ko ni=

Da Weibull-Verteilungen die Voraussetzungen von Satz 5.16 nur dann erfiillen,
falls der Formparameter x echt grofler als 1 ist, muss man die obigen Schétzer
noch leicht abéndern. Verfolgt man allerdings den Ansatz von (Janssen
and Mason, 1990), so muss nur £ > 0.5 vorausgesetzt werden. Allerdings
andert sich bei diesem Ansatz die Score-Erzeugende Funktion. Will man
nun den Test aus Satz 5.16 anwenden, so sollte man als fy die Dichte unter
den geschétzten Parametern verwenden.

Eine andere Moglichkeit, Tests fiir die entsprechenden Hypothesen anzu-
geben, besteht wie im Artikel (Schmoyer, 1986) darin, das Problem als ein
k-Stichprobenproblem aufzufassen, wobei k£ gerade die Anzahl der verschie-
denen Stress Pattern angibt. Bezeichent d; die Anzahl der Beobachtungen
y; der i-ten Gruppe von Stress Pattern, deren Rang kleiner als r ist und n;
die Gesamtzahl der Beobachtungen zum i-ten Stress Pattern, so lautet die

k 2
i r

max ng|l———1 .
1<r<n < T n; n

1=

Priifgrofie dieses Tests:

Selbstverstdandlich kann man den Test aus Satz 5.16 auch fiir den Fall
Typ Il-zensierter Daten abidndern. Kann man nur die A kleinsten Werte von
Yy, ..., Y, beobachten, so bietet sich die folgende Statistik als Teststatistik
an:

T((ah, ) = D0 B (Zg, o)+ S By (Zia 1)

i=1 G kERN+1

Mit dieser gilt dann:

5.17 Satz (SSAFT-MODEL, Typ II-ZENSIERTE DATEN) Erfillen f, und
g die obigen Voraussetzungen und ist Y; nach g; 3 verteilt (1 <i <n), so ist
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5.3 Step-Stress Accelerated Life Tests

der Test @7 mit

1 <
o ((ar, ... an)) =4 ~* falls T((d),...,d,)) = ¢,
0 >

wobet v*, c* aus

n!

{Ei € Sup + T((@r, ... an)) < C*H

*

&
n.

{a €Sup + T((@,....a) = c}‘ = a

bestimmt werden, ein lokal gleichmdfig bester auf {5y} a-dhnlicher Rangtest
fir die Hypothesen H : 3 > [y, K : 8 < [y. Ist allgemeiner F in (5.13)
beliebig, so hdlt der Test pj; unter dem Parameter 3y das Niveau o genau
ein.

BEWEIS: Die Optimalitéitseigenschaften folgen mit Hilfe von (5.9) genau so
wie in Satz 5.16. Da Y7,..., Y, bei beliebigem F' unter 3, stu. und identisch
verteilt sind, gilt auch der Zusatz. O

Sucht man auch hier wieder nach einem Test, der gegeniiber Weibull-
Verteilungen gut ist, so sollte man zuerst die Parameter der Verteilung schét-
zen und dann die Priistatistik mit Hilfe dieser Parameter bestimmen. Im Fall
Typ Il-zensierter Daten lauten die Likelihood-Gleichungen (siehe (Cohen,
1965)):

h
S v+ (0= Ry

R

nt =

> n(yir)yfi + (0 — h) In(ynr)yp,
Z?:l yiET + (n — h)yns

h
> In(yir) = 0.
=1

S S

1
3

Nun ist es auch nicht mehr iiberraschend, dass man den Test aus Satz 5.16
auch fiir Typ I-zensierte Daten abwandeln kann. Ist das Untersuchungsende
durch C' gegeben, so gilt:

5.18 Satz (SSAFT-MODEL, TyP I-ZENSIERTE DATEN) Erfillen fy und g
die obigen Voraussetzungen und ist Y; nach g; 3 verteilt (1 < i < n), so hdlt
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5 Accelerated Life Testing

der Test ¢f == o ((al, ..., ayy,)) mit
1 <
oro((a, .. any)) =< *(m') falls T((a),...,ad,) = c(m') ,
0 >

wobei v*(m'), ¢*(m') aus

(n—m')!

{6 €Sy + T((@r,...,am)) < c*(m’)}‘

(n —m')!

n!

oyt (m')

{a € Spmr ¢ T((@r,. .. i) = c*(m')}‘ = a

bestimmt werden, das Niveau « bei beliebigem F in (5.13) unter [y genau
ein und scheint ein guter Test fir die Hypothesen H : 3> 6y, K : 8 < By zu
sein.

BEWwEIS: Es ist eigentlich nur anzumerken, dass der Vektor (A},..., A),)
bedingt unter M’ = m' (m’ € M'(R")) auf dem Rand {f,} unabhingig
von [’ eine Laplace-Verteilung auf der Menge Sy, besitzt (siehe (Alsmeyer,
2002, Seite 246, Lemma 33.7)). O

Auch hier sollen noch die Likelihood-Geichungen Typ I-zensierter Weibull-
Verteilungen angegeben werden (siehe (Cohen, 1965)):

7 =

Sy + (n— M(y))C

S In(y)yk + (n — M(y)) In(C)CF 1 1 Mz(y) In(yir) =0
~ R M) ZT N .
S IOy 4 (n— M(y))C =

wobei auch hier M die Anzahl der nicht zensierten Beobachtungen angibt.
Wie man genau Vorzugehen hat, sollte auch klar sein.

5.4 ANMERKUNGEN

In diesem Kapitel wurden bisher immer nur Tests fiir Typ I- oder Typ II-
zensierte Daten vorgeschlagen. Dies liegt daran, dass man bei endlichem
Stichprobenumfang im Fall zufillig-zensierter Daten keine befriedigenden Re-
sultate erzielen kann. Es sollte allerdings moglich sein, zufriedenstellende
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5.4 Anmerkungen

asymptotische Aussagen zu gewinnen. Dabei kann man versuchen, dies wie
im Fall (Janssen, 1991) mit Hilfe der klassischen Theorie oder wie im Fall
(Gill, 1983) und (Fleming and Harrington, 1991) oder (Andersen et al., 1992)
mit Hilfe von Z&hlprozessen und Integralen bzgl. diesen zu erreichen.

Auch im AFT-Model kann man optimale Permutationstests herleiten.
Man kann auf dem iiblichen Weg zeigen, dass der folgende Test ein gegen
Ky, lokal optimaler Permutationstest ist: ¢*(y) = @7, (y) mit

1 >
d
~% * n 33 Siaﬁ K *
Pry) =14 () falls 3, %y = ()
0 <

{WESn : iLg(si’ﬁO) " >c*(t)}‘

Yr(i
=1 g(sia ﬂO) ®

* n 0 .
+ 20 ‘{w S SE LN c*(t)}‘ = a

n! i=1 g(sia ﬁO)

bestimmt werden (7" bezeichnet die Ordnungsstatistik von Y).

Zuletzt soll noch ein Datensatz ausgewertet werden. Dieser findet sich
auch in (Nelson, 1972) und (Lawless, 2003, Seite 3). Hierbei handelt es sich
um die Lebensdauern von Stromkabelisolierungen, die unter verschiedenen
Stromspannungen ermittelt wurden (siehe Tabelle 5.1). Graphische Metho-
den legen nahe, dass die Daten einer Weibull-Verteilung geniigen, wobei als
Stressrelation das Inverse Power Law unterstellt wurde. Wertet man die
Daten mit dem Test aus Satz 5.7 aus, so erhélt man als Werte der asympto-
tischen Priifstatistik

T = Sy cily — nel |
ﬁ Z?:l(ci — )2 Z?:l(gi —()?

wobei €= 13" ¢;und £ =1%"" ¢ gilt, in Abhéingigkeit von § den Gra-
phen in Abbildung 5.4. Damit ergeben sich im einseitigen Fall die folgenden
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5 Accelerated Life Testing

Stromspannung (in kV) | Lebensdauern (in Minuten)

26 5.79, 1579.52, 2323.7

28 68.85, 426.07, 110.29, 108.29, 1067.6

30 17.05, 22.66, 21.02, 175.88, 139.07, 144.12,
20.46, 43.40, 194.90, 47.30, 7.74

32 0.40, 82.85, 9.88, 89.29, 215.10, 2.75, 0.79,
15.93, 3.91, 0.27, 0.69, 100.58, 27.80, 13.95,
53.24

34 0.96, 4.15, 0.19, 0.78, 8.01, 31.75, 7.35,

6.50, 8.27, 33.91, 32.52, 3.16, 4.85, 2.78,
4.67, 1.31, 12.06, 36.71, 72.89

36 1.97, 0.59, 2.58, 1.69, 2.71, 25.50, 0.35,
0.99, 3.99, 3.67, 2.07, 0.96, 5.35, 2.90, 13.77
38 0.47, 0.73, 1.40, 0.74, 0.39, 1.13, 0.09, 2.38

TABELLE 5.1: Stromspannungen und die dazugehorigen Lebenszeiten.

Konfidenzbereiche:
Niveau a = 0.9 : (0,19.994] bzw. [15.122, c0),
Niveau a = 0.95 : (0,20.850] bzw. [14.550, 00),
Niveau o = 0.99 : (0,22.298] bzw. [13.819, c0).
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5.4 Anmerkungen

ABBILDUNG 5.4: Graph der asymptotischen Priifstatistik 7°(7") in Abhén-
gigkeit von 3.
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Kapitel 6

KONKURRIERENDE RISIKEN

Das Problem der konkurrienden Risiken (engl. Competing Risks) steht in
enger Verwandtschaft zu dem Problem zuféllig-zensierter Daten. In diesem
Kapitel werden Zufallsgroflen X;;, (1 < i <mn, 1 <j <&k, k> 2)
untersucht. In der Situation konkurrierender Risiken kann man allerdings
nur

und

k
Ai = Zj]]‘{xi,j:Xi,lT} (1 S 1 S n)
j=1
beobachten. Es sei folgende Bedingung vorausgesetzt:

(X1, Xig) (I <i<mn)ist eine ii.d. Folge

6.1
und X; besitzt eine stetige Verteilung. (6.1)

Wie bereits in den obigen Kapiteln festgehalten, sollte man sich in solchen
Situationen darauf beschrinken, nur R (Rangstatistik von X) und A zu
beobachten. Offenbar kann man aber ebenso gut A (Antirangstatistik von
X) und A (zeitlich geordnetes A) beobachten. Aus diesem Grund sollen
Tests, die nur iiber (R, A) bzw. (A, A4) von den Daten abhéingen, Rang-
tests genannt werden. Getestet werden in dieser Situation Hypothesen {iber
das Verhéltnis der X;; (1 < j < k) zueinander. Anschaulich kann man
sich die Situation folgendermaflen vorstellen: Es liegt eine Serienschaltung
von k Komponenten vor. Falls eine der Komponenten ausfillt, so fillt das
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6 Konkurrierende Risiken

ganze System aus. Man beobachtet den Zeitpunkt, an dem das System aus-
gefallen ist, und aus welchen Grund das System ausgefallen ist, d.h. welche
Komponente den Systemausfall herbeigefiihrt hat. Fiir einige medizinische
Anwendungen siehe (Hoel, 1972). Ein Beispiel behandelt die Frage, welche
von zwei Krebsarten die ,,schlimmere® ist.

6.1 UNZENSIERTE DATEN

Als erstes soll gezeigt werden, dass in der obigen Situation die Projektion auf
Ay eine suffiziente Statistik ist. Dazu zeigt man als erstes wie in (Neuhaus,
1988, Lemma 3.1) oder (Moser, 1992, Seite 24, Satz 2.3):

6.1 Satz Unter der Voraussetzung (6.1) sind die Zufallsvektoren (R, A) und
(X4, Ay) stu.. Dabei besitzt sowohl R als auch A eine Laplace- Verteilung auf
der Menge S,,.

BEwEgis: Da Xi,..., X, stu. und identisch verteilt sind, besitzt R eine
Laplace-Verteilung auf der Menge S, (siehe (Witting and Nolle, 1970, Sei-
te 111, Satz 3.9)). Das Gleiche gilt damit auch fiir A.

Fir C € B2®@Pow({1,...,k}") gilt wegen der Permutationsinvarianz der
Verteilung VOIli(Xl, ey X))

IP((XT, AT € C <Z {X Xﬁ(n)a (XT7 AT) < C}>

TeSy,

= Z P(Xrmy < < Xow), (X4,A4) €C)

TESn
=nP(X; <--- <X, (Xt,A4) €C).
Dies fiihrt aus dem gleichen Grund zu
P(A=a, (X+,A4) €C)=P(X, << X,,, (Xt,A4)€0)
= P((X:,A1) €0)
— P(4 = a)P((X;, A) € O)

fir alle a € S,, C € BY ® Pow({1,...,k}"). Damit ist die Behauptung
bewiesen, da man R aus A berechnen kann. O

Setzt man nicht mehr voraus, dass X; stetig verteilt ist, so bleibt die
Aussage zur stochastischen Unabhéngigkeit giiltig. Selbstverstindlich muss
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6.1 Unzensierte Daten

R oder A dann aber nicht mehr eine Laplace-Verteilung auf §,, besitzen.
Nach (Allen, 1963) und (Armitage, 1959) gilt &hnlich im Fall £ = 2: R
und A sind genau dann stu., wenn X ; und X, o proportionale Ausfallraten
besitzen.

Also kann man unter der Voraussetzung (6.1) die bedingte Verteilung
PAAIA1=9 a5 eine Laplace-Verteilung auf der Menge {(a,d;) : a € S,}
wihlen. Damit gilt nach Definition der Suffizienz:

6.2 Satz Die Projektion auf Ay ist suffizient fir
% = {]P(A7AT) : ]P(Xi,ly"';Xi,k) genugt (61)}’
und damit auch fir jede Teilklasse von B suffizient.

Als néchstes sollte nun natiirlich die Verteilung von Ay bestimmt werden.
Aus diesem Grund seien fiir den Rest dieses Abschnitts die Zufallsgrofien
Xi1,..., X1 stu. und nach F; (Fj sei eine stetige Verteilungsfunktion) ver-
teilt (1 < j < k). Es sei allerdings darauf hingewiesen, dass man diese Vor-
aussetzung nicht anhand der Daten iiberpriifen kann. Dies wurde von (Cox,
1959) und vielen anderen Autoren festgehalten und als Identifizierungspro-
blem bezeichnet. Da in der obigen Situation die Verteilungsfunktion von X3
durch 1 — H?Zl(l — Fjj) gegeben ist, ist diese insbesondere auch stetig.

6.3 Lemma Bezeichnet f; eine p-Dichte von F; (1 < j < k) fiir ein beliebi-
ges o-endliches Maf$ pp mit P, , ..., Pp, < pund M die Menge {(z1,...,2,) :
2z <<z}, so gilt:

P =) =nt [ Tso ) [T0= R a0 (62)

1£6:1

Gilt Fy = --- = Fy, so besitzt Ay eine Laplace-Verteilung auf der Menge
{1,... k}™

BEWEIS: Bezeichnet # das Zahlmaf auf {1,..., k}, so ist eine p®#-Dichte
von (X;, 4;) durch

dP(Xi-A0)

ez o 0) = falw) [T - Fit)

1£6;
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6 Konkurrierende Risiken

gegeben. Nutzt man diese und eine weitere Beziehung aus dem Beweis von
Satz 6.1 aus, so erhilt man:

]P(AT = 5T) = n‘]P(A = (1, .. .,n), AT = 5T)
=t [ TLssstt) TL0 = Bie) o).
M =1 181
Gilt Fy = --+ = F}, so ist P(A4 = ¢;) unabhéngig von 0. Also besitzt At

eine Laplace-Verteilung. a

Dies vereinfacht sich im Proportional Hazard Model (PH-Model), d.h. X ;
besitze die kumulative Ausfallrate J;Ay (1 < j < k) mit beliebiger stetiger
kumulativer Ausfallrate Ay, zu:

6.4 Lemma Bezeichnet Y; die Anzahl der durch das Risiko j verursachten
Ausfille und gilt p; == 0;/(V1 + -+ V) (1 < j < k), so erhdlt man im
PH-Model:

P(Ar=061) =pi" - pi"- (6.3)
Aus diesem Grund ist Y = (Y1,...,Y%) eine fir das PH-Model suffiziente
Statistik, die einer M(n, py, ..., pr)-(Multinomial-) Verteilung gentigt.

Bewers: Nach (6.2) und Korollar 1.7 gilt:

P(Ay = 04)

n k
= n'/ Hﬁ% exp <— Zﬁjtz> d»\fg)),oo)(") (t)
M —y j=1
19?{1 . .79%k n k k ( )
=n! Oi lexp [ =Y 9t | dN . (1).
(191+"'+19k)n/1\4.11 321 J P le j \(o,oo)m()

Dabei stellt das Integral gerade die Wahrscheinlichkeit dar, dass die Anti-
rangstatistik A unter einer i.i.d. Folge von Exp(d; + - - - + 0y )-verteilten Zu-
fallsgrofen den Wert (1,...,n) annimmt. Also betrigt dieser Wert 1/n!. Die
Suffizienz von Y folgt damit aus dem Neyman-Kriterium. Die Verteilungs-

aussage erhilt man aus Py(A = 6) = py, - - ps, und einer kombinatorischen

n

Uberlegung. O

Im PH-Model hat man also nur noch durch (Y7,...,Y;) induzierte Hy-
pothesen zu betrachten. Diese bestehen aus Hypothesen iiber die Parameter
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6.1 Unzensierte Daten

von Multinomialverteilungen. Da die Klasse der Multinomialverteilungen
nach (Witting, 1985, Seite 149, Beispiel 1.159) eine (k-1)-parametrige Ezpo-
nentialfamilie in

G(p) =In(pi/pr) 1 <i<k—1) und Ti(y) =y (1<i<k-1) (64)

ist, kann man mit Hilfe der Theorie der optimalen Tests in mehrparametrigen
Exponentialfamilien eine Reihe von interessanten Fragestellungen behandeln:

Da die kumulative Ausfallrate von X; durch Z?Zl U\ gegeben ist, gibt
p; = VU;/(01+- - -+7) den Anteil von X ; an der kumulativen Ausfallrate von
X an (1 < j <k). Aus diesem Grund lautet eine naheliegende Hypothese:

H1912p19k, K191<p19k (p>0)
Fiir diese Hypothesen erweist sich der Zeichentest als optimal:

6.5 Satz In der obigen Situation ist der Test o*(y1, ..., Yk) = €}, iy, (Y1)

mat
1 <
Chotertyes V1) 7= 0 Voo, Jalls 1 = Gy,
0 >
(Cyioiyy_, bezeichnet das a-Quantil der B(n —yp — -+ — ye_1,1/(1 + p))-

Verteilung) ein gleichmdfig bester auf {Vy = pUx} a-dhnlicher Rangtest und
somit auch ein gleichmdfig bester zum Niveau o unverfilschter Rangtest fiir
die Hypothesen H : 9y > pty,, K : 9 < pdy (p > 0).

BEWEIS: Mit den Bezeichnungen in (6.3) und (6.4) lauten die Hypothesen
H: ¢ >In(1/(1+ p)), K: ¢ <In(1/(1+ p)).

Nach Lemma 6.4 und (Witting, 1985, Seite 376, Satz 3.60) ist daher nur noch
die bedingte Verteilung zu bestimmen. Fiir diese gilt jedoch nach (Johnson
et al., 1997, Seite 35):

¢ DMy~ Btk ) (65)

mit pi. = )/ Dvgin,..iy Pr (L <1 <k —1), wobei m(r) der Reihe nach
alle nicht in {iy,...,4} auftretenden Werte durchlduft. Insbesondere gilt
also:

IPéYl,...,Yk)|(Y2,...,Yk_l)z(yz,...,yk—ﬂ — m(n_yz_. . ._yk__17 pl/(pl_i_pk)’ pk/(p1+pk))
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6 Konkurrierende Risiken

Daraus folgt die Behauptung. O

Fiir den Fall £ = 2 und p = 1 wurde der gleiche Test in (Bagai et al.,
1989b) hergeleitet. Dort konnte allerdings nur gezeigt werden, dass er ein
lokal gleichméfig bester Rangtest fiir den Fall ist, dass X ;, X, 2 beide einer
Exponentialverteilung geniigen. Hier konnte nun aber gezeigt werden, dass
der Test wesentlich bessere Giiteeigenschaften besitzt. Eine weitere dhnliche
Fragestellung wird in (Bagai et al., 1989a) behandelt.

Analog erhélt man fiir die zweiseitige Fragestellung:

6.6 Satz In der obigen Situation ist der Test 0*(y1, .-, Yk) = ©py iy, (V1)
mit m(y) ==y + -+ -+ yr_1 und

—_
=S
ks

S
=

@)

3

<
v

1+p

bestimmt werden, ein gleichmdfig bester auf {01 = pdy} a-dhnlicher lokal
unverfilschter Rangtest und somit auch ein gleichmdf$ig bester zum Niveau «
unverfilschter Rangtest fir die Hypothesen H : v, = piy, K : 0y #

pUy (p > 0).

Eine weitere, hdufig behandelte Fragestellung ist die, ob die kumulativen
Ausfallraten der X;; (1 < j < k) alle iibereinstimmen (siehe (Lam, 1998),
(Yip and Lam, 1992) und (Yip and Lam, 1993); dort werden asymptotisch
optimale Rangtests unter gewissen Verteilungsannahmen hergeleitet). Hier
kann aber eine etwas allgemeinere Fragestellung behandelt werden. Liege
erneut ein PH-Model vor. Es soll nun die Frage untersucht werden, wie die
einzelnen X;; (1 < j < k) anteilsméssig an der kumulativen Ausfallrate
von X, beteiligt sind. Fiir die induzierten Hypothesen muss daher die Fra-
gestellung H : p = py, K : p # po untersucht werden. Da die induzierten
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6.1 Unzensierte Daten

Hypothesen dieselben wie beim y2-Anpassungstest sind, sollte man einen
dhnlichen Test verwenden.! In (Witting and Nélle, 1970, Seite 87ff.) wird
der Test ¢* mit

1 >
* . f 1 k (yjfnpj,0)2 2
O (Y15 Yk) alls )2, == Xk—1,0

npj.o

0 <

(Xii_1,o bezeichnet das a-Fraktil der xj_,-Verteilung) vorgeschlagen. Beachte
aber auch (Bickel and Doksum, 1977, Kapitel 8). Dort wird ein anderer
Test fiir die gleichen Hypothesen vorgeschlagen. Man kann allerdings auch
Regressionskoeffizienten p; > 0 (1 < j < k) festlegen, und dann bzgl. der
speziellen Verteilungsannahme 9; = 9,9+ p;t (1 < j < k) lokal gleichméBig
beste Rangtests fiir die Hypothesen H: ¢ =0, K :¢ > 0 finden.

Nun noch zu Fragestellungen, die auch in (Neuhaus, 1991) behandelt
wurden. Sei eine absolut stetige Verteilungsfunktion F' mit absolut stetiger
Dichte f > 0, die die Ableitung f besitzt, und [ f?(z) + |f'(z)] dN\(z) <
oo gegeben. In diesem Fall interessiert man sich fiir Lokationsalternativen
X1 ~ F(z —tp;) (1 < j < k), wobei fiir die Regressionskoeffizienten
pr+--+pr=0und p; #0 (1 < j < k) gelte. Getestet werden sollen die
Hypothesen H : t =0, K :t > 0. Gilt p, > --+ > py, so testet man gegen
eine Alternative auf Trend. Als Resultat erhélt man:

6.7 Satz In der obigen Situation ist der Test p*(0+) mit

1 <
©*(0r) == v falls Y ps,bi =
0 >

wobet ¢, v* aus

{5 e{l,...,k}" : Zpéibi < c*}‘
i=1

{56 {1,... k}" - Zpéibi:C*}‘ =«
i=1

!Der x2-Anpassungstest ist auf jeder Sphére um py ein Maximin-Test (siehe (Strasser,
1985, Seite 18))

1

kn

'7*
+ -
kn
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6 Konkurrierende Risiken

bestimmt werden und fir 1 <i<n

- ) (1 — F(x;))F ! (i) — F(z; S (@) ™) (2
b= [ 10 - ray (P + 0= Fen ) o

=1

gilt, ein lokal gleichmdfig bester auf {t = 0} «-dhnlicher Rangtest fir die
Hypothesen H:t =0, K:t>0.

BEwWEIS: Unter dem Parameter ¢ gilt:

Py(A; = ) —n’/ Hf — s t) [T (1 = Flai — prt)) dA) ().

1#£6i

Dieser Ausdruck ist nach ¢ differenzierbar (siehe (Elstrodt, 1999, Seite 146,
Satz 5.7)), wobei man fiir die Ableitung an der Stelle 0 erhélt:

n‘/z —pg f ZITZ 1— .’L‘Z k1+ZPlf xz 1_ (xl)) -

1#£6i1

1 /) (@ = F(n) " da® ().

m#£i

Beachtet man, dass p; + - - -+ pr = 0 gilt, so vereinfacht sich dieser Ausdruck
zZu:

113y [ (0 P + (0= Pl )
[ a0 - Flag)# " an(e)

I£i

Geht man weiter wie in Satz 5.6 vor, so erhélt man das Resultat. a

Da man eine Skalenfamilie auf R} mit Hilfe der Logarithmustransforma-
tion auf eine Lokationsfamilie zuriickfiihren kann, erhilt man damit Alter-
nativen zu denen in (Froda, 1987) vorgeschlagenen Rangtests. Da die dort
vorgeschlagenen Rangtests {iber (R, A) von den Daten abhingen, sind sie
allerdings schwieriger auszuwerten als die hier vorgeschlagenen Rangtests.
Ahnliche Fragestellungen werden auch in (Beyersmann et al., 2003) mit Hilfe
asymptotischer Methoden angegangen.
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6.2 Typ ll-zensierte Daten

6.2 TypP II-ZENSIERTE DATEN

In der Situation Typ II-zensierter Daten mit Zensierungsanzahl h (siehe Sei-
te 2) kann man nur

Al = (A, ..., Ap) und A? = (Arpy ooy Apy)

beobachten. Da aus Satz 6.1 folgt, dass A" und Al stu. sind, ist in dieser
Situation die Projektion auf A'T1 eine suffiziente Statistik:

6.8 Satz Die Projektion auf A’T‘ st suffizient fiir
pH = {]P(Ah’A?) o PR Xik) gengigt (6.1)},

und damit auch fiir jede Teilklasse von B suffizient.

Sind erneut die ZufallsgroBen X1, ..., X stu. und nach F; (F; sei eine
stetige Verteilungsfunktion) verteilt (1 < j < k), so erhélt man fiir die
Verteilung von Al

6.9 Lemma Bezeichnet f; eine pu-Dichte von F; (1 < j < k) fiir ein beliebi-
ges o-endliches Maf jp mit P, , ..., Pp, < pund M die Menge {(z1,...,2,) :
2z <<z}, so gilt:

pat=at=n 3 [ TIae 10 -A@) a0, ©0

de{l,....k}" 1#£6;
(61,000208) =08
Gilt Fy = --- = F}, so besitzt A’Tl eine Laplace-Verteilung auf der Menge

{1,..., k)"

BEwEIs: Die Behauptung folgt aus

mit Hilfe von (6.2). O
Dies vereinfacht sich im PH-Model zu:
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6 Konkurrierende Risiken

6.10 Lemma Bezeichnet Y; die Anzahl der durch das Risiko j verursachten
Ausfille und gilt p; == 0;/(V1 + -+ V) (1 < j < k), so erhdlt man im
PH-Model:

PAY =8ty =pftopl > Pt

21+-+zp=n—h

Aus diesem Grund ist Y := (Y1,...,Y%) eine fir das PH-Model suffiziente
Statistik, die einer M(h, pq, ..., px)-Verteilung gendgt.

BEwEIS: Siehe Lemma 6.4 und (6.7). O

Somit hat man im PH-Model nur noch durch (Y7,...,Y}) induzierte Hy-
pothesen zu betrachten, wobei (Y7,...,Y}) einer M(h, py, ..., pg)-Verteilung
geniigt. Also hat man in den jeweiligen Sitzen nur die Beobachtungsanzahl
n durch die Zensierungsanzahl h zu ersetzen, um optimale Tests zu erhalten.

Fiir das in Satz 6.7 behandelte Regressionsproblem erhilt man das fol-
gende Resultat:

6.11 Satz In der Situation von Satz 6.7 ist der Test p*(0}) mit

1 <
PO =8y falls S pp b =
0 >

wobei ¢*, v* aus

h
{56{1,...,k}h: Zpéibi<0*}‘
i=1
h
{56{1,...,19}" : Zpaibi:C*}
i=1

bestimmt werden, ein lokal gleichmdfSig bester auf {t = 0} a-dhnlicher Rang-
test fiir die Hypothesen H:t =0, K :t > 0.

1

kh

v _
+ﬁ =

BEWEIS: Nach (6.7) und dem Beweis von Satz 6.7 erhélt man als Ableitung
von Py(A? = 67) an der Stelle 0:



6.3 Typ l-zensierte Daten

Nutzt man nun noch aus, dass p; + --- + pr = 0 gilt, so erhilt man das
Resultat auf dem gleichen Weg wie in Satz 5.6. O

6.3 TyYP I[-ZENSIERTE DATEN

Liege nun eine Typ I-Zensierung mit Zensierungszeitpunkt C' vor. Da man
in dieser Situation nur die z; mit z; < C beobachten kann (1 < ¢ < n) (siehe
Seite 2), hat man als erstes die Antirangstatistik A und den Indikatorvektor
At abzuéindern. Diese beiden angesprochenen Statistiken werden durch A7 =

(AL ... ALY mit

A, falls X, < C
A{-:{ WA= n<i<n)
o0 sonst
und Af = (Af,,...,ALL) mit
A falls Xy < C
A{T:{ AT (1<i<n)
o0 sonst

definiert. Setzt man

Snjoo i={(a1,...,an) ¢ a1,...,a0 € {1,...,n},
a,-;éaj v1§2<j§n—l, anflJrl:---:an:oo},

so bildet (A”, Af) nach | Snico X {1,...,k}" " x {c0}! ab, wobei als dazu-

gehorige o-Algebra die Potenzmenge gewéhlt wird. Auch hier soll als erstes
wieder nach einer suffizienten Statistik gesucht werden:

6.12 Satz Die Projektion auf den Indikatorvektor A% st eine fir
B = {IP(AI’A@ . POaLXik) gengigt (6.1)},

suffiziente Statistik, und damit insbesondere auch fiir jede Teilklasse von B!
suffizient.
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6 Konkurrierende Risiken

Beweis:  Fiir 6f € {1,...,k}"" x {oco} gilt wegen der Permutationsinva-
rianz der Verteilung von (Xi,...,X,):

= ( d {Xy < <X, <C X;>C

Vi é {an. . ana), A{ﬂ{})

= > IP(Xalg---gXanlgC, X;>C

v] ¢ {ala"'aan—l}; A% = 51{>

n! '

Damit erhélt man fiir (a’,0{) € Spioo X {1,...,k}"7" x {00}

P(A"=af, Al =¢])
=P(Xy < <Xy <O X;>C0 Vjiddia,...,a}, AL=10)
(n—10)!

_ I _ sl
= Leag =)
Also kann PAADIA=3E ynabhiingig von der Verteilung von PX11-X1k) alg
eine Laplace-Verteilung auf der Menge {(a’,0{) : a' € Spoo} gewihlt
werden. a

Somit sollte man auch in diesem Fall zuerst die Verteilung von A{ be-
stimmen. Aus diesem Grund seien fiir den Rest dieses Abschnitts die Zu-
fallsgroflen Xy 1,..., X, stu. und nach F; (Fj sei eine stetige Verteilungs-
funktion) verteilt (1 < j < k).

6.13 Lemma Bezeichnet f; eine p-Dichte von F; (1 < j < k) fiir ein belie-
biges o-endliches Maf jp mit P, ..., P, < pund M]_ die Menge {(z, ...,
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6.3 Typ l-zensierte Daten

Znoye) ¢ 4 S S 2y, < CY, os0 gilt fiir 6f € {1,..., kY Y= x {oo}¥ee:

P(Al =6f) = m (6.8)
</ T Jo(t) IO~ Rt a5 (H(l - Fjw))) .
Yoo =1 1£6%, j=1

BeEwEeis: Nach Satz 6.12 und dem Beweis von Lemma 6.3 gilt fiir 5{ €
{1,..., k}" Y= x {oo}¥~:

P(A] = 6f)
n!
=—PIX;<---<X,_,.<C, X;>C,
(n_yoo)! < 1= = Yoo — J
n—1Ys +1<j<n, A1_51>
n—Yoo
N / I fo () TT (0 = Eult)) dut =) (1) (P(X0 > €)™ .
n - yoo szoo =1 1755
Dies liefert die Behauptung. O

Dies vereinfacht sich im PH-Model, d.h. X ; besitze die kumulative Aus-
fallrate ¥;Ay, zu:

6.14 Lemma Bezeichnet Y; die Anzahl der durch das Ristko j verursachten
Ausfille, Yo, die Anzahl der Zensierungen und gilt p; = (1 — exp(—(0; +

D) MO (0 4+ 0k) (1< < k) sowie pre = 1—py— - pi,
so ist Y = (Y1,...,Yy, Yy) eine fir das PH-Model suffiziente Statistik, die
einer M(n, p1, . . ., Pk, Poo) - Verteilung gendigt.

BewEls:  Nach (6.8) und Korollar 1.7 gilt fiir 6f € {1,...,k}" ¥= x {oo}¥e:
ol ST
(N = Yoo )! (Dh 4+ -+ 4 )

{ANE

X/
{1, 2n—yoo) t 215 Lan—y SAO(C)}

P(A] = 6]) =

d»\‘([% O‘Z;‘E,)l oo () €XD ( yooZﬁ Ao (C ) .
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6 Konkurrierende Risiken

Also ist Y nach dem Neyman-Kriterium suffizient fiir das PH-Model. Die
Verteilungsaussage erhiilt man aus P(A! =6/)=p; i€ {1,...,k,00}. O

Damit hat man im PH-Model erneut nur noch durch (Y3,...,Y:, Yy)
induzierte Hypothesen zu betrachten. Fiir die bereits in den vorherigen Ab-
schnitten angesprochenen Fragestellungen erhélt man daher die folgenden
Sétze:

6.15 Satz In der Situation von Satz 6.5 ist der Test ©*(y1,..., Yk, Yoo) =

(p;2+"'+yk71+yoo (yl) mit

1 <
90;2+~~~+yk71+yw (1) = Viototyp 14y JOUS Y1 = G
0 >
(C;2+"'+yk—1+yoo bezeichnet das a-Quantil der B(n—1ya—-+ *—Yk—1— Yoo, 1/(1+

p))-Verteilung) ein gleichmdfig bester auf {V, = pUx} a-dhnlicher Rangtest
und somit auch ein gleichmdjfig bester zum Niveau o unverfilschter Rangtest
fir die Hypothesen H : 91 > pOy, K : 9 < pdp (p > 0).

Analog erhélt man fiir die zweiseitige Fragestellung:

6.16 Satz In der Situation von Satz 6.6 ist der Test *(y1,..., Yk, Yoo) =
pateotye1+yee (Y1) M MY) 1= Y2 + - + Yp1 + Yoo und

! 7 [C’*n (y),2]
P 1) 7=\ Vs folls 1 = C:n(y) (Z =1,2) ,
0 < (C:n(y ),2)

wobei ¢y i Vmy) i (t=1,2) aus

B —m(y), 1/(1+ p)) ([, 15 iy 2

3 Y= m(y). 1/ (1+ p)){gi}) = @

und /xgo*(x) dAB(n—m(y),1/(1+p))(z) = a(n%n;(y))

bestimmt werden, ein gleichmdfig bester auf {0, = pdy} a-dhnlicher lokal
unverfilschter Rangtest und somit auch ein gleichmdf$ig bester zum Niveau «
unverfilschter Rangtest fir die Hypothesen H : 9, = piy, K : 0y #

pU (p>0).
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6.3 Typ l-zensierte Daten

Interessiert man sich nun erneut fiir die Fragestellung

(o) -
Dty Ot y) T

so hat man das Problem, dass die p; noch von der unbekannten kumulativen
Ausfallrate Ay abhingen. Aus diesem Grund sollte man an Y, bedingte
Tests betrachten (beachte auch Satz 6.17). Da p;/(p1 + - +px) = V;/(01 +
--+1;) (1 <j <k) gilt, kiirzt sich nach (6.5) bei der bedingten Verteilung
der unbekannte Anteil Ay heraus und man erhélt somit bedingt die gleiche
Verteilungsannahme wie im unzensierten Fall, falls man n durch n — y
ersetzt. Also bietet sich der folgende Test fiir die obige Fragestellung an:

w*(yla s ;yk;yoo) = szw(yl; e ayk) mit

1 >
PR _ . 2
N (TR T falls Zg?zl (¥ —(n=y0)pj,0)° X%—l,a

(n—yoo)Pj,0
0 <

(X3 1.0 bezeichnet das a-Fraktil der xi_,-Verteilung).

Als letztes soll nun noch das Regressionsproblem aus Satz 6.7 behandelt
werden. Um einen naheliegenden Test angeben zu konnen, soll als erstes
eine fiir F; = --- = F, = F, F beliebig, suffiziente und vollstindige Statistik
angegeben werden:

6.17 Satz Die Anzahl der Zensierungen Y ist eine fir Fy = --- = Fp =
F, F beliebig, suffiziente und vollstindige Statistik. Dabei ist die Vertei-

lung von A% bedingt unter Yo, = yo eine Laplace-Verteilung auf der Menge
{1,..., k}" ¥ x {oo}¥=.

BeweEs: Nach (6.8) gilt fiir 6 € {1,...,k}"7¥> x {oco}¥:

(A} =dt)
- (n—L'yo.»' /MI Hw F() (L= F(t)" " dp==)(t) (1= F (€)™

Also ist Y, nach dem Neyman-Kriterium eine suffiziente Statistik. Aus der
obigen Beziehung ergibt sich auch unmittelbar die behauptete Beziehung
fiir die bedingte Verteilung. Da Y, aber einer #(n, (1 — F(C))*)-Verteilung
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geniigt, ist Y, aber offenbar auch vollsténdig fiir die vorliegende Verteilungs-
klasse. a

Aus diesem Grund sollte man in der Situation von Satz 6.7 den folgenden
Test anwenden:

6.18 Satz Definiert man den Test ©* durch ¢*(0]) := ¢} _(6]) mit

1 <
05 (01) = Y (Weo)  Salls 35 pst b = ¢*(yoo)
0 >

wobei ¢ (Yoo), ¥ (Yoo) aus

1 . N—Yco
kn_yw‘{ée{l,...,k} Yoo . Zpgbyw<c )}‘

7 (Yo) e NS
t . {(5 e{l,... k}"¥= Z ps; b = c*(yoo)}‘ =«
i=1

bestimmt werden und fir 1 <i<n — Y

N—Yoo

byoo' / H f{L‘l 1— .’L‘l)) -1
yoo =1
(i) f’(%)) -
————+ (1 - F(z dNYee) (g
(T + - Fen 75 @
gilt, so hdlt der Test das Niveau o auf Fy = .-+ = Fy genau ein, und

die bedingten Tests sind fir das Testen der bedingten Verteilungen lokal
gleichmdj$ig bester Rangtests fir die Hypothesen H : t = 0, K :t > 0.

BeEwEIs: Nach (6.8) erhilt man fiir 6 € {1,...,k}"7¥= x {oo}¥=:

IPt(AI = 51|Y = Yoo)

N—Yoo

ot [T = o) T (1= Pl = i) ™ (@)
My, =1 l;épéifT
k —(n—yoo)
X (1 -[Ja-F(C- pﬂ)))
j=1
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6.4 Anmerkungen

Unter Beachtung von p; + --- 4+ pr = 0 berechnet sich die Ableitung von
In(P; (Al = 6{|Yoo = ¥oo)) nach ¢ an der Stelle 0 wie im Beweis von Satz 6.7
nach (Elstrodt, 1999, Seite 146, Satz 5.7) zu

nympaf/wnﬁwfxl (1= Py
(M +(1- F(:@)M> AN (z)

1 — F(x;) f(xi) :
(/ wa () (1 = F(xy))*" dm”””(@)

Dies liefert die Behauptung, falls man beachtet, das der Test Neyman-Stuktur
bzgl. Y, besitzt. O

6.4 ANMERKUNGEN

Nun noch zur Auswertung der Tests aus den Regressionsproblemen: Da man
die Teststatistiken als Summen von stochastisch unabhingigen Zufallsgréfien
schreiben kann, kann man den p-Wert der Tests dhnlich wie im Algorithmus
von (Pagano and Tritchler, 1983) bestimmen. Wie dies genau geht, soll am
Beispiel des Tests aus Satz 6.7 deutlich gemacht werden. Sind 74, ..., Z, stu.
Zufallsgroien, wobei Z; eine Laplace-Verteilung auf {pib;, ..., pxb;} besitzt
(1 < i < n), so ist die Priifstatistik des Tests wie Z; + -+ + Z, verteilt.
Wegen der stochastischen Unabhéngigkeit berechnet sich die charakteristi-
sche Funktion ¢z, ...z, von Z;+---+ Z, als Produkt der charakteristischen
Funktionen ¢y der Z;. Diese sind aber ganz einfach zu bestimmen, da die
Anzahl der Risiken k£ in der Regel recht klein ist. Nimmt man an, dass
die p;b; schon gerundet und auf natiirliche Zahlen transformiert wurden, so
erhélt man mit Hilfe einer Umkehrformel fiir charakteristische Funktionen
(siehe (Gebhard, 1995, Seite 34)) fiir die transformierten Werte:

1 27l izl
P(Zi+ 4+ Zy=2) = Z<P21+ +Zn ( 0 >eXP (‘ 0 >
=

E R () ()

=0 m=1
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1M1 27l pjbm izl
" Q HEZGXP( Q >exp<_ Q )

1=0 m=1" j=1
Q-1 n k .
1 <2ml(pjbm — z)>
=g 2= LI > e ,
Qk 1=0 m=1 j=1 Q
wobei als () eine beliebige Zahl echt groBer als max{p;b; : 1 < j <k,

1 < i < n} gewdhlt werden kann. Um den p-Wert des Tests zu bestim-
men, hat man dann nur noch die entsprechenden Einzelwahrscheinlichkeiten
aufzusummieren. Insbesondere ist es daher bei der Leistungsfihigkeit der
heutigen Rechner nicht notig, den Test asymptotisch auszufiihren.

Zu guter letzt soll erneut eine Studie ausgewertet werden. Bei dieser
wurden 99 ménnliche Mause im Alter zwischen 5 und 6 Wochen mit einer
Strahlendosis von 300r verstrahlt und anschliefend die Todesursache in drei
Gruppen eingeteilt (siehe (Hoel, 1972)). Die drei Gruppen sind:

e Thymic Lymphoma; An dieser Krankheit starben 22 Mause.
e Reticulum Cell Sarcoma; An dieser Krankheit starben 38 Mause.
e 39 Miuse starben aus einem anderen Grund.

Biologen sagen, dass diese drei Todesursachen unabhéngig voneinander sind.
Nimmt man zuséitzlich an, dass die Ausfallraten proportional sind, so kann
man die oben hergeleiteten Rangtests anwenden. Dieselben Daten wurden
auch in (Bagai et al., 1989a) ausgewertet. Dort wurden die beiden Krebsar-
ten zu einer Todesursache zusammengefasst und die Hypothesen H : | Es ist
wahrscheinlicher an einer anderen Ursache zu sterben als an Krebs zu ster-
ben“, K : , Es ist wahrscheinlicher an Krebs zu sterben als an einer anderen
Ursache® getestet. Auf diese Fragestellung sollte man Satz 6.5 anwenden. Bei
den hier vorliegenden Daten berechnet sich der p-Wert des Tests aus Satz 6.5
zu 0.022. Dies ist hoch signifikant. Mit Hilfe von Satz 6.5 hitte man auch
die Hypothesen H : ,|Es ist wahrscheinlicher an Thymic Lymphoma als an
Reticulum Cell Sarcoma zu sterben®, K :, Es ist wahrscheinlicher an Reticu-
lum Cell Sarcoma als an Thymic Lymphoma zu sterben* iiberpriifen kénnen.
Bei den hier vorliegenden Daten ergibt sich der p-Wert des bedingten Tests
zu 0.026. Auch dies ist hoch signifikant.
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